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0 — NOTATIONS PRINCIPALES

{xy¥,2} coordonnées cartésiennes, le point {x,y} variant dans un

ouvert Q c:]R2, de frontiere 9Q,

{r,0,2} coordonnées cylindriques telles que
X =T cos @

y =r sin g 6 € [0,2on]

t variable de temps, en général t € J0, T[ et T <
Q=axJo, [ et £ = 0@ x Jo, [

on note [ , ] le terme général d'une matrice,
Dans certaines démonstrations, on écrira, pour les fonctions employées,

f(t) au lieu de f(r,t), pour simplifier 1'écriture,

PRINCIPAUX ESPACES FONCTIONNELS UTILISES

Pour simplifier 1l'écriture, on notera EZ(O,RO) = E;(]O,Ro[)

pour tous les espaces E utilisés,

L~ (@), k entier positif, espace des fonctions k fois

continfiment différentiables sur Q,

55(9) espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables

dans Q et & support compact dans @Q,
D 1(q) espace dual de B (Q) = espace des distributions sur g
LZ(Q) espace des fonctions de carré sommable sur @Q
g =%%(0,R0) = {u/ yr u ¢ 1°(0,R0)}
B(a) = {o/ e 2@), 2 ¢ %), & € °(a))
v = #61(0,R0) = {u/ yr u ¢ 1°(0,R0) et YT %5; ¢ 12(0,R0)}.

on notera (,,.) (resp {.]) le produit scalaire (resp. la norme) dans H
(., (respll.l) 1e produit scalaire (resp., la norme) dans V

<.s.> le produit scalaire dans la dualité v, V' ou V' est



1tespace dual de V,
En fait, on a VC,H=H'C, V' ou les signes ., dénotent des injections

denses et contiaues (Lions [11])et 1'oa a
<u, v>=(u, v) siueH vev
L2(o, T, X) (oh X est un espace de Ba.nach), espace des fonctions de carré

sommable de [0, T] dans X pour la mesure de Iebesgue sur [0, T].

du

w0, T) = {w/ u € 1%(0, T, V) et = € 12(0, T, v')}

@10, 7,2%(q)) espace des fonctions continues et & dérivées continues

de [0, 7] dans ©7(q).



I. - INTRODUCTION - IE PROBLEME
PHYSIQUE ET IES EQUATIONS

I.1 - Introductiaon

Dans les années & venir, une source d'énergie prépondérante
sera certainement l'énergie nucléaire ; en particulier, les recherches
sur les réacteurs de fusion permettront, si elles aboutissent, d'obtenir
une énergie moins chdre qu'a présent, en utilisant comme fuel des isotopes
de l'hydrogdne, le deutérium et le tritium, disponibles en grande quantité,
le TOKAMAK est en ce moment considéré comme le moyen le plus probable

d'obtenir la fusion contrdlée,

1.2 - le probléme physique

T.2.1 - Principe du TOKAMAK

Schématiquement, le TOKAMAK est constitué d'une coque torique
contenant un plasma en éguilibre, de forme toroidale, &levé & tres haute
température, le plasma, confiné ﬁagnétiquement dans une telle configura-
tion joue le r8le de secondaire d'un transformateur dont le primaire est
montré explicitement sur la figure (l,l), En agissant sur le primaire du
transformateur, on peut induire un courant électrique intensif dans le
plasma, circulant le long des lignes méridiennes, Ce courant chauffe le
plasma et produit aussi un champ magnétique ; les lignes de champ s'enrou-

lent autour de la surface du plasma (Boujot-Morera»-Témam [5]),

T.2.2 = le probléme physique

Ie but de cette étude est de déterminer au mieux le champ
électrique dans le plasma, en utilisant les valeurs numériques du champ
mesurées au bord du tore et celles du courant total dans le plasma,

la connaissance du champ électrique permettra ultérieurement

aux physiciens la détermination de la conductivité thermique K donnée



dans 1l'équation de 1l'énergie internme

=2
n%;c(-g x @) + Paiv ¥ - aiv (x grad ©) = -?]— + s

ou n est le nombre total de particules par unité de volume

la constante de Boltzmann
la température du plasma

la pression dans le plasma

<l QO =

la vitesse macroscopique
la résistivité du plasma

un terme source

H o 3

et enfin le vecteur champ électrique que nous chercherons & évaluer,

1.3 - Mise en équations du probléme

I.3.1 - les hypothéses et approximations physiques

Nous supposons que le tore a un diametre suffisamment grand
pour pouvoir négliger l'effet torofdal en premidre approximation, Ceci
revient & étudier le probléme dans un cylindre de révolution, de longueur

infinie [figure (1,2)].

On admettra de plus que toutes les grandeurs physiques consi-
dérées champs électrique, magnétique, résistivité du plasma ont une
symétrie cylindrique et sont indépendantes de la hauteur 2z dans le
cylindre ; en particulier le champ électrique E qui est dirigé paral-
lélement & l'axe du cylindre, peut s'écrire comme une fonction scalaire
E(r,t) de la seule variable spatiale r, qui.est la distance du point
considéré a 1l'axe du cylindre, et du temps t. De fagon similaire, la

résistivité électrique est une fonction n(r,t).
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Dans la suite, on emploiera les coordonnées cylindriques
habituelles r, ¢ et z aussi les coordonnées cartésiennes x, y, z ;

éz sera le vecteur unitaire dans la direction z,

I.3.2 - Mise en équations du probléme

On utilise les équations de Maxwell

0B > -
-a%——rotE
N > 1 o
I‘OtB_p,oJ +'-2 3T
C

S

ou p, est la perméabilité magnétique,

C la vitesse de la lumidre
E 1le champ électrique
= z .
B le champ magnétique
3’ le courant électrique
: - s OF :
Dans la suite, nous négligerons la quantité - Fr petite devant

-

Bod et ro? f

On ecrira I‘O? g =

oy

[s]

et compte tenu de la loi d'Ohm

-

E=n3-7VAB
\—')
ouV: -—
n

gradn, D étant la diffusion particulaire, et ou l'on
néglige le terme VAB .

On obtient 1'équation

-_ L rot rot ®
Ko

(1.1)

t

ol o
B 1)

que nous pouvons encore simplifierj on écrit

E =E(r,t) & .



De 1ltidentité vectorielle élémentaire

rot E = E rot & + VE x &, = TE X &
nous déduisons

rot rot & = VE div éz - éz div VE + (éz ViwE- FE.T éz
et finalement

rot rot B = - éz AE

b E: .}—AE
ot n p,

ou encore coordonnées cylindriques

C'est 1'équation qui gouverne 1l'évolution du champ électrique dans 1le

temps,

I.3.3 - les conditions aux limites

Maintenant, considérons les conditions aux limites du probléme,
qu'il faut préciser : de la mesure du courant total dans le plasma, on

déduit la dérivée normale du champ au bord ; en effet, on a

RO RO E
1(t) = J‘ onr dr j(r,t) = 2K ‘[ T dr :

(o) (0]

En supposant la continuité de la fonction %, on a

Ro Ro
at d B _ . [F1 109 OR
— = —— — = —— - —— pp— dr
it ZKJ T i TR T
o o
d'ou
Ro
dl _ 2K OE _ 2NIRo O

o



Donc

OF _ =
dr (Ro, %) = onmRo dt  °2

ce qui nous donne une condition aux limites, D'autre part, on mesure

aussi le champ électrique au bord du plasma, ce qui donne une deuxidme

condition aux limites,

5(Ro, +) = &, (t)

1.3.4 - le probléme I

Les équations trouvées dans les paragraphes I.3.2 et I.3.3

nous conduisent au probléme I : trouver E, fonction de l'&space et du

temps, satisfaisant & 1l'équation

o) 1
(12.1) = E= = & dans Q
ot m

et aux conditions aux limites

(1.2.2) E |z =glt)
(12.3) 3 |5 =g,

ou gl(t) et gz(t) appartiennent a I?(O, T) et ou Q est une sectiom droite
du cylindre, 0Q la frontiére de Q (danS]R2) et y la normale 5'66, dirigée
vers l'extérieur du domaine Q. Q et ¢ sont définis par rapport a Q dans

le chapitre 0,

Ie probléme I s'écrit encore, en coordonnées cylindriques, sous

la forme suivante :

[ 0 B _1 10 _ oE
3.0 | mi T rimte
(1.3.2) E(Ro, t) = g, (t)
ORE _
(1,3.3) 6;(0: t) =0
OF _
(1.3.4) 57 (Ro, t) =g, (t)

~

pour tout t € Jo, T[ et r € Jo, Ro[, &)(t) et g (t) appartenant & 12(0, 1).



1.4 - Orientation de ce travail

Ie but de ce travail est de trouver une solution au probléme
I. On sait que la solution d'une équation telle que (1.2.1) est déter-
minée par une condition initiale E(r,o0) et soit (1.,2.2), soit (1.2.3).
Par contre, dans le probléme I, la condition initiale ménque tandis que
les données aux limites sont surabondantes (ce sont des "donndes de
cauchy"), On dit que le systéme (1.2) est un systéme mal posé, En général,
un tel systéme n'admet pas de solution E pour des valeurs au bord
gl et g2 données arbitrairement, De plus, si une solution existe, elle ne
dépend pas continliment de g, et de g, et elle cesse méme d'exister pour

certaines variations arbitrairement petites dans gl et g2 (Lattés—Lions
[9]).

Nous montrerons au chapitre IJ par des méthodes classiques que
si, pour des conditions aux limites gl et g2 données, une solution existe,
alors elle est unique, Nous appellerons de telles fonctions gl et g

2

compatibles, Or, puisque gl et g2 proviennent de mesures expérimentales,

elles ne seront jamais tout & fait compatibles,

Dans les chapitres suivants, nous résoudrons le probléme I
suivant une méthode décrite dans ILions [11], Il nous faudra renoncer a
1'une des conditions aux limites (1,2,2) ou (1,2,3) ; nous choisirons
d*éliminer (1.2.2). 11 s'agira ensuite d'estimer la condition initiale
E(r, o) pour que la solution satisfasse le mieux possible (dans une certaine
norﬁe) a la condition aux limites (1,2,2) ; cette condition ne pourra étre

réalisée exactement que dans le cas ou gl et g2 sont compatibles,

Nous identifierons finalement au champ électrique physique la
solution E(r, t) vérifiant la condition initiale optimale E(r, o) et 1la

condition aux limites (1,2,3).
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II., - UNICITE DE IA SOLUTION
DU PROBLEME T QUAND ELLE EXISTE

Comme nous l'avons vu au chapitre I, le probléme T n'admet
pas de solution pour des conditions aux limités arbitrairement données,
Nous montrerons maintenant que si une solution du probléeme I existe,
elle est unique ; pour lé démonstration, on utilisera la forme (1,2) du
probléme T,

Soient El,et E2 deux solutions différentes et soit E = El - E2,
E satisfait alors a

3 B _1
(20101) o = T =— AE sur
ot m  p, 4
(2.1.2) El, =0
OB, _
(2.1.3) -5312 0

L'équation (2.1.%) s'éerit encore

(2.2) 3 E=LE
ou
2 2
0 0 0 1
(2.3) L= | — 4 — | -n Fx -
Ho 0x oy n

\

est un opérateur elliptique, On impose de plus & la fonction q
d'8tre strictement positive sur le domaine,
Or, d'apres Mizohata [14], toute solution de 1'équation g% =LE
définie au voisinage de liorigine et vérifiant les conditions

o)
(2.4) E(X9 ) t) =0 et 6; E(X’ ) t) =0
sur l'hyperplan passant par 1l'origine et perpendiculaire & la direction

-> o o . .
Yy, s'annule dans un voisinage de l'origine,

Par translation, c'est vrai dans un voisinage de tout point M
au voisinage duquel la condition (2,4) est vérifiée sur l'hyperplan corres—

pondant,



1"

I1 nous reste & montrer que 1l'énoncé de ce théoreme est
encore vrai si E et g% s'annulent non pas sur une droite mais sur
un cercle 90Q passant par N, V indiquant maintenant le vecteur per-
pendiculaire & la tangente au cercle au point M, Or, il est toujours
possible de transformer le cercle 0Q en sa tangente au point M par
une transformation conforme (x,y) - (£, x) dien choisie, Soit w = x + iy

et u=¢ + iy, Ia transformation est de la forme suivante

Comme w - u est une transformation analytique, on a

25) H=FH moTw
soit
2 2 2 2
‘ o)
(2.6) 9-2 + 9—-2 =0, 9-12‘, +=—2 =0
0x oy ox oy

On montre facilement que les égalités (2.1.2) et (2.1.3) sont conservées

par le changement de variable, c'est-&-dire

(i) Si E(x, Y, t) s'annule sur une courbe T(x, y) =0 du plan (x, y),
alors ﬁ(g, xs» ) E(x(g, y)s y(g, y)»t) s'annule sur la courbe
;(?;’ X.) = f'(x<§9 X)’ Y(gy X)) du plan (5, X).

(ii) si g% s'annule sur T', alors 9% stannule sur T ou y est la

Oy
direction perpendiculaire & TI' dans le plan (E, x).

Nous considérons maintenant la transformation de 1'équation (2.1.1) dans
le changement de variable, A 1l'aide de (2,5) et (2,6), on trouve, apres

quelques calculs

(2.7) .6_2.@ + EEE = lj_afﬁ + 9_25 jl[_b.é 5 _ % X% }
6x2 6y2 ng an2 0x 9y Oy 0Ox
34 9
or 2 2 ox dy
d¢g Oy _ d¢ 9oy _[09 oF _
(2»8) 3% -65 -5% B.JXE [sé ] + [Oy :] = gg %}Xr

J(g 5 %) >0

mn
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D'autre part

E(E’ X t)

(2.9) E(x, vy, t)

n(xy ) t) = ﬁ(i,vx, t)

A l'aide des résultats précédents, on trouve que 1l'équation (2.2),

g% =LE est transformée en
OE _ =~ =
(2.10) sz =1LE
ou
~ 2 2
~ 9 ~ 3 1
(2.11)  1=27 |:__2+ 9_2} -n &2
Ko ag ax n

est encore un opérateur elliptique, A (2.10), on adjoint les conditions

de bord

ﬁ\a" o[ = O
(2.12) b

-6-:-E-: ~ = O
avlég x Jo,T[

ou ba est maintenant une droite,/On peut donc appliquer au systéme
(2.10), (2.11), (2.12) le théoréme de Mizohata, Donc, quel que soit le
point ’ﬁ de 65, on peut trouver un voisinage de ﬁ,irﬁ dans lequel ﬁ =0,
Par conséquent, pour tout point M de 0Q, on peut trouver un voisinage
vﬁ de celui-ci dans lequel E =0, On a donc une famille infinie 7 de
voisinages recouvrant 0Q ; comme 0Q est compact, on peut certainement
trouver €, > O tel que la couronne circulaire comprise entre les cercles
de rayonsRo — €0 et Ro soit recouverte par l'union des voisinages de ﬂ’,

donc dans laquelle E = 0,

Nous supposerons de plus les fonctions n et g-% indéfiniment différen-
tiablessur Q ; alors E 1l'est également et s'énnule sur tout le disque
de rayon Ro, En effet, si ce n'était pas le cas, on pourrait trouver un
rayon minimum Rmin tel que E s'annule sur la couronne circulaire comprise
entre les cercles de rayon Rm‘ et Ro, Mais alors considérons le cercle de

rayon Rmin:par continuité, E et %E sont nuls sur celui-ci ; on peut réitérer
v
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1'application du théordme de Mizohata et trouver R' < Rmin tel que E

s'annule sur la couronne circulaire comprise entre les cercles de rayon

R' et Ro,

Finalement E est identiquement nul sur Q et le probléme I

admet au plus une solution,
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III, - EXISTENCE ET UNICITE DE SOLUTION
D'UN PROBIEME AUXIIIAIRE

Nous démontrerons -ici l'existence et l'unicité dans l'espace
W(O,T) de la solution E du systéme suivant, en nous inspirant de la

méthode indiquée dans Iions [11].

[

2 B_113 % _,
ot n po T Or or

OE

-5-1-,(0, t) =0

(3.1)

g% (Ro,t) = gz(t)

E(r,0) = v(r)

~

avec g, € 120, 7)

et v € 8 =£%(0, Ro) = {u/ yr u ¢ 1%(0, Ro)}

Ce systéme sera utilisé par la suite pour 1l'étude des problémes de
controle et d'identification associés au probléeme T,

On admet de plus l'hypothése de régularité suivante sur la fonction q

n e €1 (0, 7,8 (0, RO)), n(z;t) > 0,50 Yr ¢ [0, Ro]

Yt € [0, T]

III.1 — Probléme d'évolution éguivalent

a ) On effectue le changement de fonction

2
e(r,t) = E(I’, t) - EZ.T?_O g2(t)

dans le systéme (3.1); on obtient le systéme (3.2) pour lequel les

conditions de bord de Neumann sont homogénes
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i Oe 2 4 €

0 e 1 10 2 r° 9 2
(3.2.1) | 3550 F T - powe S22 ® 7
Oe
(3.2.3) 8 (Ro, t) =0
° . 61’ 9
r2
(3.2.4) } e(r, o) =v(r) - SEe- g2(0)

Il est maintenant équivalent de démontrer l'éxistence et l'unicité de

la solution des systeémes (3.1) et (3.2).

b ) Définition d'une famille de formes bilinéaires sur V

soit la forme bilinéaire

Ro Oe Oe
_ 1 1 2
a(el’ ez) T o Q[ 3T T T E

0

définir sur V = (0, Ro) ; elle a les propriétés suivantes

i ) elle est continue ; pour le voir, on utilise 1l'inégalité de

Cauchy-Schwarz

2 1
Ro Qde_. Oe Ro Oe = Ro de, 2
1 2 [ 1 2 2

0

et 1'on déduit
| alegr ) 1< 25 lleyll e
l’ 2 - uO 1 2!
ii ) elle est coercive ; on a 1'égalité

uo 1
0

Ro 0Oe, 2
1 1
a(el, el) = - J (55-) r dr Ve. ¢ v

et donc

1 2 1 5
a (e}, e)) t5 le,]” = W Ile]l
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ce qui correspond & la définition générale de la coercivité,

il existe Ay, o« > O tel que, pour tout ey €V

(.50 aleys eg) 4 aleg]? 2 dlley?

Or d'aprés Lions [11], comme T est fini, on peut se ramener au cas
ou (3,3) a lieu avec A = A0, ou A\O est un réel négatif donné, En effet,
si 1l'on pose

(3.4) e = exp (kt) e,

le systeme (3.2) équivaut a

0
[0 %3 g3 110 5 2 oo &
0t M ’ 1 uO r Or or uORO 2 2RO ot M
oe
o) -3 (0, £) =0
3.5
de
-B-I?' (RO, t) =0
2
r
93(1', 0) = V(I') - ~>Ro gz(o)
L'opérateur - }_ } 9-r 9- est remplacé par - }; } 0 r 9— + E et

wo T dr dr wo r dr = Jdr n

e.e

- 3 V4 . l 2 . '
la forme bilindaire a(el, e2) par a(el, e2) +k tf -:;— . Si1l'on
choisit

1
(3.6) k >(LB —~xo)sup(7)(r, t))
r ¢ [0, Ro]
t € [o, m]

on obtient (3.3) avec A = Mo,

6n supposera, dans la suite, qu'on a effectué ce changement de fonction,
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III.2 - Unicité de la solution

Soit e solution du systeéeme

-

0 e 1 129 oe

(3.7.2) gg (0, t) =0

de _
(3.7.3) | 5z (Ro, £) =0

(3.7.4) e(r, o) =0

-

On va montrer que si e est solution du systime (3.7), e est identigue-
ment nulle, ce qui impliquera l'unicité de la solution du systéme (3,2),
On obtient, en multipliant (3,7,1) par e et en intégrant, tenant compte
des conditions au bord

0 e

(3.8) 31 E, e) + a(e,e) =0

or on a les égalités suivantes [21]

O By =2 (e ey e ey 0 Yne oE
A T S8 U A ol U el

d'ou l1l'on déduit

o (e 0 e 1l 0
- (= Y =~ =1
0t(nfe) 2(53 = e) + (n2 sese)
ou encore

0 (e 10 (e bn
-G':E(:,-_,te) =3 ‘5%(-99) (“ Ste’e)

égalité qu'on substitue dans (3.8) ou l'on utilise également la coercivité
de la forme bilinéaire a

1o
2 0% 'n!

o) - @, Fee) + Ll I - Jef2 <0

on a donc, en intégrant en temps et en utilisant 1'inégalité de Cauchy-

Schwarz
Ro 2 T T
1 e?(r,1) 3 [ 1e12 1 J 2
2] Twmr e G| LR |en el e g [ e s
0 0 0
r € [0, Ro],t € [0, T]
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On choisit alors k tel que A = - sup

n2 ot
r € [0, Ro],t € [05 T]

1 9
ol ‘ ;3 il vient

Ro 2 T
I R L
0 0

ce qui implique e = 0,

III.3 - Existence de la solution (Iions [11])

a ) Application de la méthode de Faedo-Galerkin

itespace Vv = HNo, Ro) est séparable : il existe un ensemble
dénombrable dense dans V, on peut alors trouver (nous en exhiberons une
au chapitre VII) une "base" WO’ LAY w2,,,,, wm,,,, de V au sens suivant
Yn WO, Wis eees W sont linéairement indépendants et les combinaisons
z £. W.y £. €R sont denses dans V,
finie o
on définit alors une solution approchée de (3,2) par

et t) = 31 e (1) w (x)
k=0

les ekmétant choisis de fagon que

]

. 3 °m _ .
(3.9.1) ('a% = wj) +a(t, e, wj) = ¢ £,(t), We> o 0gigm
el
- 2
(3.9.2) e (0) = > e (o) w. (r) - e(o) dans £ (0, Ro) quand
m %0 _km k
\

m —-» o
2 s & ()

. 2 2
i = =2 g (%) = 2== 5o
ou fl(r’t) LORO g2( ) 2RO 0t  1\T,%)

le systeéme (3.9) est un systéme de m équations différentielles linéaires
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en les ekm(t) de la forme

g% a () 8 (6) 4, 8 (6) =F
(3.10) onlo) = (e, (0), e (0),..., e_(0))
R [ )]

A = [a(t, W, ) Wj)]

e (8) = (e (t), e  (t),..., e_(¢))

et ?lm(t) = ((flm(t)’ WO)’ (flm(t)’ Wl)’.”, (flm(t)’ Wm))

Pour prouver que le systéme (3,10) admet une solution unique, nous allons

montrer que la matrice Am(t) est inversible,

b ) Régularité de la matrice Am(t), a tout instant %

W,
Considérons les fonctions ( v%], i=0,... Hl) ; elles sont indépendantes ;

en effet, si 1'on a
w w,
o -o+ + a - + + a
o .v'-n ceee i v’n ce e e m .v’n
ou les oy (i =0,...,m) sont des nombres réels,

cela implique en particulier

puisque le systeéeme {Wo,",.,'Wi,._,., Wm} est libre,

W,
Finalement, les fonctions i , 1 =0,...,m ¢étant indépendantes, la

Vn

W, W,
matrice A (t) = ( 2, ) est régulidre, On voit aisément que la
m T’ VTm

matrice Am(t) est de plus définie positive,
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c ) Convergence forte de em(rltlfvers e(r,t)Aquand m tend

vers l'infini

Nous allons montrer que, quand m tend vers 1l'infini, la fonction
m
em(r,t) = E:: (t) (r) tend vers la solution du systéme (3.2).
k=0

Pour cela, nous nous inspirons de Iions [11] et procédons suivant les

étapes classiques de ce genre de démonstration,

i ) Ia fonction en demeure dans un borné de I?(O, T, V)

Multiplions (3,9.1) par ekm(t) et sommons sur k ; il vient

e (t)
(3.11) (°

31 --(tj’ e (t)) + a(em(t), em(t)) =< fl(t), em(t) >

On utilise ici la formule de Cauchy-Schwarz pour le second membre et on

intégre en t

T e (t) T T
[ & gy ou®) @t 4] alo(0), o (o) <j 12,6 ey (o
0 0

On obtient, en utilisant 1'inégalité ab < %— + ab2 Va, a, b >0

Tty e(t) T
(3.12) J (BTG —-m, e (t))dt +J a(e (t), e (t))dt
0 0
T T
("2 0e a2 at J a £) ||° at
J RN NE e | g ey )
0 0
Comme pour la démonstration de 1l'unicité, on substitue dans (3.12) 1'égalité

suivante

(2 eme)=19_.(fx_ne _(_1_ o e )
3N’ m 2 ot n’ m n20t m’ m

O/
.3

On utilise de plus la coercivité de a pour obtenir

Ro 2
1 e, (r,1) T rT 5 5 1RO e2(2 0)
By ) el R AL 2wy

o

0
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or, gréce a (3,9,2), on a

leyle)] < ¢ elo)]

D'ou 1l'on déduit une majoration pour la norme de e,

T T
(3.13) j "em(t)"2 dt < 91‘{ Hfl(t)nildt + c2|e(o)|2
0 0

Ia fonction em(r,t) demeure donc dans un borné de L2(O, T, V).

ii) Convergence faible de em vers e quand m tend vers 1l'infini

De i) on déduit que 1l'on peut extraire une sous-suite em* de e telle que

(3.14) e * —~ 2z dans 12(0, T, V) faible
m

On va montrer maintenant qu'en fait la fonction z(r,t) n'est autre que

e(r’t)o
Soit J fixé quelconque et m* > j, Alors (3.9) est valable avec m = m* H

multiplions (3,9.1) par ¢*(t) ou
(3.15)  ¢*(t) ¢ ' (0, 1) et *(1) =0

et intégrons sur [0, T] ; il vient, si ¢*j(t) = ¢*(t) v

T , e*(t)
(3.16) j [_(-%("E')’ q,*jv(t)) + a(t, e;(t), (p*j(‘t))] dt
0
T ex (o)
=J < fl(t), Cp*j(t) >dt +( ——-;]-(-6-) ’ q)*j(o))
0
Grice & (3,14), on peut passer & la limite dans (3.16)

T
(3.17) ‘[ [_(gf ¢*j') + a(t, z, ¢*j) 1 dt
0
T
e(o)
= f ’ *. at =T *. .
J‘ < 1’ ] j > +( ﬁ(07 ' @ J(0))
0
Mais cela vaut pour ¢* quelconque satisfaisant a4 (3.15)., on peut donc

choisir ¢* € B(0,7) et alors (3.17) donne
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(518)  H(HH . w,) +al o0) W) = cr,), W

1
ol la dérivée est prise dans D (0,T)

Mais dans (3,17), Jj est quelconque et comme les combinaisons linéaires

finies des Wj sont denses dans V, on en déduit

0 z 1 10 0z
(3.19) o -mretw o
3z _ 1 19 _ 0z > 1 2
Donc BE—n[fl*-ﬁB;'S}r-é}_ (-6%-;])21614(0) T, V')

et z € w(o, T).

On peut intégrer (3,17) par parties en t, ce qui donne, tenant compte

de (3.19)
(50 wy) o0 = (F5k e Vi, Ve

et donc

z(0) e(o)
(n'(O')’ il = [n'(O’)’ ) Y;
d'ou finalement

z(0) = e(o0).
Donc z est solution et, d'aprés III.2, z = e est 1l'unique solution,

On peut donc remplacer (3.14) par

(3020) em — '€ dans L2(O, T, V) faible

iii) Convergence forte de &, Vers__e dans L2(O, T, V)

Pour la démontrer, on utilise 1'égalité

a(em— e, e - e) = a(em, e - e) - ale, e - e)

a(em, em) - a(emf e) - a(e, e - e)

Il vient alors, compte-tenu de (3.11)
e

T T T, o %n
j a(em— e, em-e)df=.[ < fl,em >dt - J (75% - e dt
0 0 0 '

- JTa(em, e)dt - J\Ta(e, e - e)dt

0 0
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Soit
(3.21) > JR emz(r’T)r dr ’ ( )d
3 nzr—,-T“) + ale - e, e - e)dt
0 0
Ro e 2 T T
lr n“(r,o) 1 0
e T S r dr f dt - =
2J n‘(r;O-) + < 1’ em > + J (n2 5T em, em)dt
0 0 0
T [’vT
_j a(t, e e)dt o a(t, e, e - e)dt
0 0
Mais on a

[ e, oz [ ) )
2

1
2] AT ) R
0 0
) -]: JRO e2(££) - +J'R° em(r,T) e(r9T)r ir
2 n (T5T) n (r,T)
0 0

et de méme

7
J(%z-g%,ez f(n2at (e-e)2)
0

T T
SREE RN EEROE

0 0

(3.21) devient alors

R, (e (r,T) - e(r, T)) T, 5 T
E'[ n(r,T) ———=—-r dr - ( > g%i (em - e) )dt +J~ a(emfe, emfe)dt
0 0 0
1 rRo e(r, T)(e (r,7)- e(r,T)) 1 rRo e (r m)e(r,T)
TT32 J n(r,'ﬂ rar-g "“;{GTT" i
0 0
T 1 T 1 1 Ro e 2( )
+J(ﬁ %Slc, e(em—e))dt +J(52-§%ieme)dt+éj -—TT(;-% dr
0 0 0

T T T
+ J‘ < fl’ em >dt - ‘[ a(emie)dt - ‘[ a(e, em - e)dt
0 0 0
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mais, quand m tend vers 1'infini, on a

rRo elr,1) (e (r,1) - e(r,2))

——————————————————————— ' dr - (
EX) ' ’

J

0

AT
19
- 99 . _ N
( w2 30 e(em e)) at 0

0

T
J a(tt ey e~ e)dt - o0
0

le second membre de 1'égalité (3.21) tend vers

1 J‘Ro gf(rl_T_)rohq. = JRO ff(f.’.g.%rdr_,_ JT(} 93, ez)dt

2 n(z,T) 2 n(z,0 n2 3t
0 0 0
rr T
+ <fi,e > at- ‘[ a(e,e)dt =0

0 0

Nous utilisons finalement la coercivité de la forme bilinéaire a pour

déduire la convergence forte de em vers e dans L2(o, T, V),
l|e (r,t) - e(r,t) | - 0 quand m - o
m 2
- - 1°(0, T, V)

Oon a établi jusqu'ici que le systéme (3,2) admet une solution unique

e(r,t) ; on va montrer de plus que

iv) La solution e(r,t) dépend continument des données

Ce qu'on énonce de la fagon suivante

lemme (3,3) - l'application bilinéaire

{fli e(o)} —

est continue de Lz(o, T, V') x H dans W(O, T).

En effet, on obtient, en passant & la limite dans (3,13)

T T
(3.22) J ”e(t) “2 dt < ¢, jﬂ||fl(t)||2 at  + c, |e(o)|2
0 . .0 v!
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D'autre part, l'équation (3,2.1). peut s'écrire

%e_ m 1 de o1 .
5% ° wordror " M
et 1'on a
109 Oe
(3.23) 23t T 3T < Clle ”V
VI
En effet
JvRO Ro
de
10 de J Je
Lo _defl Jo rﬁrs;%rdrl Jo 5r r T
- a—— —_ = bup l = su
PR T T e € o |
4 4 4 4
ce qui implique (3,23).
On obtient donc
de
| 52 <o le] ve, ey
ot 2 = 1
17 (o,T,V") 3 12(0,7,V) 4 12(0,7,v')
ce qui donne, compte tenu de (3.22)
Oe
| 5 ¢ o fe(o)] + e |17y
ot 2 1
I?(0,7,v') = O 6 12(0,7,v')

Ie lemme (%.%) est ainsi établi.

III.4 - Autre systéme d'évolution

On considérera, par la suite, des systémes liés au systéme

adjoint du systeéeme (3.1) du type

r

p m 10 _ 0p _
"% " wrortor ©
9-9(0917) =0
or
d .
5§(Ro,t) = ¢(t) ou ¢ € 1°(0,T)
p(r,T) =0
L

Ia démonstration de l'existence et de 1l'unicité de la solution de ce type

de systimes est similaire & celle que nous avons donnée précédemment,
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B«emarguesc.

remarque 3,1

Strictemegt, en faisant le changement de fonction
iy
e(r,t) = E(r,t) - 5§o

en fait, la démonstration d'existence et d'unicité s'applique encore au

gz(t) , on doit imposer la condition g, € H1(O,T) 3

systéme (3.1), avec dans la formulation variationnelle la méme forme
bilinéaire mais un second membre différent, Ia forme (3.2) sera celle

utilisée pour la deuxitme méthode de résolution du probléme I,

remarque 3,2

Si le changement de fonection (3.4) a été effectué, on a démontré
en fait la convergence forte de e g Vers e3_quand m tend vers 1l'infini,
dans 12(0,T,7).

e_ a été défini tel que

e(r,t) = exp(kt) e3(r,t)
mais, si on avait employé la méthode de Faedo-Galerkin sans faire le
changement de fonction, la solution e du systéme correspondant & (3,9)
serait encore telle que

em(r,t) = exp(kt) e3m(r,t)

et 1l'on aurait

T 2 rt 2
‘[ "em(r,t) - e(r,t))|© at = ] exp(2kt) ”e3m(r,t) - e3(r,t) | at
0 0

T
2
< exp(2kT) ‘[ "eBm(r,t) - e3(r,t)" dt - 0 m - o
0

Donc, on a en fTait démontré également la convergence forte de e vers e

dans L2(0,T,V) [ce qui nous sera utile au chapitre VII],
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IV, - TRANSFORMATION DU PROBLEME I EN
UN PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL

IV.1 .— Transformation du probléme T

Nous retournons maintenant au probléme original (1.3).
Comme on 1l'a vu au paragraphe I.4, la solution d'un tel systéme est
déterminée par une condition initiale E(r,o0) et soit gl(t), soit
gz(t). Nous prendrons comme contrble la fonction E(r,o) Eav(r) et
allons essayer de l'ajuster de telle facgon que pour gz(t) donnée nous
trouvions la meilleure estimation de gl(t) possible, St'inspirant de
la méthode indiquée dans Lions [11]. P. 231, on pose alors le probléme

de contr8le optimal suivant, Soit E(v, r, t) la solution du systime

o E 1 1o O _

a5 a.ror o 0

(4.1) | °
SE(Ro, t) = g, (t)

E(r, o) = v(r)

et soit

T
30) = | (v, R0y ) - g (6))% e
0

Il s'agit alors de déterminer la fonction u(r) tel que

u EUEfz(o, Ro)
et

J(u) = inf J(v)
v €

Si le probléme (1.3) admet une solution, on a

E(Ro, t) =g, (t)
et donc J(u) =0
Mais, ici, la fonctionnelle J n'est pas coercive ; pour

assurer sa coercivité, nous allons donc la modifier en posant
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rT 2 o 5
(4.2) 5 (v) = ] (E(vy Ro, t) - g (£))" at +¢ | (r)r ar
0 0

Nous appellerons ue le minimum de la fonctionnelle J
€

(4.3) Je(us) = inf J&:(V)

veW

IV.2 ~ Existence et unicité de U minimum de Jé

On a les propriétés suivantes
i) la fonctionnelle Jé est coercive puisqu'on a triviale-
ment 1l'inégalité
2 2
3(v) 3¢ J P(r)r ar = e|v|
0

ii) d'aprés le lemme (3.3) E est une fonction continue de v 3

on en déduit la continuité de Je'

iii) enfin, la fonctionnelle J8 est strictement convexe H

en effet, E étant fonction affine de sa valeur initiale v, on peut poser

(4.4)  E(Ro, t) = Av + E (Ro, t)

L'opérateur linéaire A est écrit plus explicitement au paragraphe V.1.
(o]
Si 1'on pose de plus £(t) = E (Ro, t) - gl(t), on obtient, pour Je

l'expression suivante

Je(v) = JT (Av‘+ £)° at + e JROV2(r)r dr
(0 0

Nous devons prouver que, pour tout © € ]0, 1[, pour tous v, # v, €H

E- 3(ov, + (1-0) v,) - 6 I(v,) + (1-0) I(v,) < 0

On a encore
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T T
E=J (6 A v, o+ (1-e)Av2 + c)2 at + ¢ Jf (evl + (l—e)v2)2 r dr
0 0

T T
-0 Jr (A vy +<:)‘2 at - (1-e0) Jf (A v, +z;)2 at

0 0
Ro 5 : Ro >
- 0 € J vl r dr - (1-e) € f v r dr
2
0 0
$0it
T Ro
Z:(ez-e)[j (Av1+c)2dt+ej vlzrdr:l
0 0
T Ro
+ (1-9)2 - (1-06) J (A v, ¥ C)2 dt + e I v22 T dr‘]
0 0
rT ) rRO«
+ 2 o(1-6) J (A v, o+ z)(a v, +C) +¢ J vV, T dr

0 0

ou encore

T
E . o(e-1) J at  (a v, ¥ C)2 + (A v, + c)2 -2(a v, o+ z)(a Vv, * c)
0

RO 5 5
+ € J r dr (v1 +v, -2 vlv2)
0

$0it finalement
Ei T 2 Ro 5
= o(6-1) J dt[A(vl—vz)] + € J r dr (vl-v2)
0 0
Donc, pour 6 € ]O.l[ et v # Vo 1'expression E est strictement négative,

D'aprés Céa [6], la fonctionnelle Je coercive, continue, strictement

convexe sur le Hilbert H admet un minimum unique ue.
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IV.5 - Convergence de u_ Vers u (si u existe) guand € tend vers zéro

1°) On utilisera ici la définition suivante

Définition 4.1 : deux espaces de Banach ¥ et #C étant donnés, un opérateur

o de 1 dans K est dit Gateaux-différentiable si, pour tout » € ¥, ¢ € 1%

lim Alw + 69) - A(W)
oN0 S]

existe.

Or les fonctionnelles J et J8 sont Gateauz-différentiables sur 1l'espace

de Hilbert H ; elles vérifient donc les égalités suivantes :

(3 (W), (v=-u)) =0 si u existe, Y ve€eH
(3, )y (v=u)) =0 VYven

qui s'écrivent encore

T
(4.5) Jr (u +2) A (v =-u)dt =0 Vver
0
T R
(4.6) ~f (Aue +2) A (v - ue) dat + ¢ 'f ° ue(v - ue) rdr =0
0 0

Apreés avoir posé v = ue dans (4.5) et v = u dans (4.6), on additionne

ces deux égalités

T RO
- ‘f [A(u8 _tﬂ]z at + ¢ ‘[ u (u - ue) rdr =0
0 0

D'ou 1l'on déduit

@ [ -y e o
0

Soit, en appliquant 1l'inégalité de Cauchy-Schwartz
2
o 12 < lal lal

et donc

o | e
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20) On peut alors extraire de u une sous-suite encore notée u telle
€ €

que
u€ —a W dans H faible
rT 2 Ro 2
Les applications convexes JI HER .ﬂ,(J (Av) dt et Jé I __>‘[ v r dr
0 0

de H dans R sont telles que leurs Gateaux-différentielles

T RO
(v,¢) —_ 2(Av)(A¢) dt et (v,¢) _~>‘}‘2v ¢ r dr sont linéaires et
0 0
continues en ¢ ; on en déduit que Ji et Jé sont faiblement semi-continues

inférieurement (Céa [6]).

On fait tendre e vers zéro dans (4.6) et l'on obtient

(4.8) fr(Aw,+C) A(v - w)at > 0 Yver
0

On choisit v = u dans (4.8) et v =w dans (4.5) ; il vient

”‘T

(4.9) [ v +g)a(w - ulat > o
0
T

(4.10) ‘[ (Au +C) A(w = u)dt =0
0

d'ou, par addition

T
f AGw - u) A(u - w)dt > 0
0

St ‘JrT [A(w - u)]zdt <0

0
2
Ce qui implique Aw = Au dans L (O, T)

Maintenant, on peut considérer le systéme suivant

[ 3 EX¥ 1 109 » OB
Stn “woror T oor

OE*
5; (Og t) =0
QE*
‘5% (Ro, t) =0

E*(r, 0) =w(r) - u(r)
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La solution E*(Ro, t) s'écrit de nouveau sous la forme (4.4) ou

maintenant E° est zéro. Donc

E*(Ro, t) = A(w - u) =0

Or, d'aprés Mizohata, cela implique E*(r, t) = 0 dans W(0, T) et

en particulier w = u dans H,

30) I1 reste & montrer que u8 tend vers u dans H fort, donc que

Ro 5
(u8 - u) rdr — 0
0
or d'apres (4.7)
Ro 5 Ro
(ué - u) r dr < ‘[ u(u - ue) rdr - O e— 0.
0 0

VI.4 - Systéme adjoint - Condition d'optimalité

Nous montrerons maintenant que la résolution du probléme
de contrdle optimal (4.1), (4.2), (4.3) est équivalente & celle d'un
systéme d'équations bien posé, Dans ce but, on associe au systéme

(4.1) le systéme adjoint suivant

(4.11.1) - % gﬁ - %3 % g; r %% -0
(4.11.2) %g.(o,t) -0

(4.11.3) %8 (Rost) = po E(uE'RO;) - el
(4.11.4) i p(r,T) =0

On exprime de plus la condition d'optimalité

J'e(ue) (v - us) =0 u e U Yvell
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ce qui s'écrit encore a l'aide de (4.11)

T
(4.12) J (E(ue, Ro,st) - g, (t))(E(V.Ro,t) - E(ug,Ro.t))dt

0 [’RO

+ u(r)(v-u)(r)rdr=0.
J e €
0
On multiplie par (E(v,r,t) - E(ue,r,t)) et on integre 1'équation (4.1%1)

Ro [‘T
uo op 10 op . _
J\ I' er dt (- —‘n— BE-;B;I‘B;) (E(V’r,t) - E(us’r’t)’) -O
0 0

et on obtient, aprés intégration par parties

Ro T
[ J d 1 1 193 _2
J r dr dtp(-éfn--ﬁ T3

0 RO 0
+ f r dr %.g_:g% (E(v,r,y0) - E(ue'r'o))
0

) (E(V,I‘,‘t) - E(U-Earnt))

Ro
(l‘,T)
- J r TP).(i'_Tj (E(V.I':T) - E(usarsT))
0
T
& 5 Ro
- Jr dat Ea r -5§ (E(V,I‘,t) - E(usar:t))]o
0 L
T _ Ro
+ J at :-];3 pr g}' (E(v,r,t) - E(us,r,t)) } =0
0 0

En tenant compte des systémes (4.1) et (4.11), il vient :

Ro
0 = JF r dr 1%'((';-:%% (v - ue)(r)
0

T Ro Op
_ J‘ i 5 5 (Ro) (E(vsRo,t) - E(uE.Ro.t))

T
o] B po) & (B(viRost) - Blugakost)) .

Utilisant encore (4.1), on obtient :
Ro (r,0)
O:J rdrg_.'._(_u)(r)
) €

° - jT at §2 %8 (Ro) (B(vsRost) = E(u_sho,t)) .

0
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De (4.11) et (4.12), on déduit :

RO p(r,0) ko
R S O e O NS IOE X
0 0
et finalement on conclut que la solution p(r,t) du systéme adjoint
satisfait a
p(r,0) = = & n(r,o0) E(ue.r.O)
==& n(rso) u_(r)

Finalement, résoudre le probldme de contr8le optimal (4.1), (4.2), (4.3)

est équivalent & la résolution du systéme d'équations suivant, qui est

bien posé
i O E 1 109 OE
—— e = e = mem P mem = ()
ot  goror or

E (oit) =0 & (Rost) = g,(t)

E(U- .RO,t) - &g (t)
op _ op _ € 1
3z (0at) =0 3% (Rost) =po ————pg
p(r,T) =0

Il
|

€ 'q(I‘aO) E(uaaroo)

I p(r,0)

on peut résoudre ce systéme par itérations, en donnant & priori une

estimation du champ E & l'instant initiale, soit 59 (z,0) ;3 la

iéme ., ., . ‘ .
k itération, on résoudra successivement les systémes (4.13) et

(4.14).

(4.13)

(k)

S (Rost) = g, (t)
(k-1)
29 (z,0) = - B __{za0)

S Ery B

(pour k=1, 8" (r,0) = 5,00
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(4.14)
(&) %) (Rot) - ¢, (4)

p —
=57 (Rost) = o % -

p(k) (r) =0

On itére ainsi jusqu'a l'obtention de résultats suffisamment convergés.
Mais, la convergence de ce type de méthode étant trop lente, nous préfé-
rerons utiliser une méthode de descente pour la résolution numérique du

probléme,
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V. = RESOLUTION DU PROBLEME DE CONTROIE
PAR UNE METHODE DE DESCENTE

V.1 - Evaluation du gradient de J
€

On utilisera une méthode de descente pour minimiser la

fonctionnelle
T > Ro 5
7,00 = [ G e, ) - g2t v e [P0 rar
0 0

le probléme principal réside dans la détermination du gradient de J .
€
Pour cela, s'inspirant de Boujot-Morera-Témam [5], on utilise 1'application

A linéaire et continue de Zz(o, Ro) dans L2(O,T).

£ (Ro,t) telle que

Vv - Av =
[ ~ ~
d E 1 o _0dF _
W ZTF W ar 0
-g-% (0,8) =0
(501) | .
OF _
-O-I-' (Royt) =0
£ (r,0) = v(zr) v ¢%2(0,R0)

Soit Eo la solution du systéme :
8 EC_ 19 rbEO_O
W3R W "3 Tor
0

OE

_BE’(O,t) =0
(502) -

o]
OE _ 2
—5;(Ro,t) = gz(t) g, €L (0,T)

Eo(ryo) =0

o)

Ia solution E du systéme (4.1) est telle que
E(r,t) =&°(r,8) + E(r,t)  Yr ¢ Jo,ro[ , ¥V % € [o0,1]

On en déduit en particulier que E est une fonction affine de v.

On notera dans la suite

Eo = EO(Rort)
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On minimise la fonctionnelle

T RO
J(V)=j(Eo—g +AV)2dt+grv2rdr
€ 1 J
0 0

T T T RO
= J‘ (AV)2 dt + 2 ‘[ (EO - gl) AV dt + ‘y (Eo - gl)2 dt + ¢ J1 V2 r dr
0 0 0 0

D*ou en dérivant :

T T RO
<J'€(V),W>=2 J (Av)(aw)dt + 2 J (Eo—gl)Awdt+2gJ vwrdr
0 0 0

Soit A*, 1'adjoint de A, application lindaire et continue de 1°(0,T)

dansﬁez(O,Ro).

Alors :

Ro
< J'S(V),W >=2 ‘[ rdr w [ A AV + g V + A* (EO - gl) ]
0

Finalement,
(5.3) =2l are) v @ -g)]

On déduit également le Hessian H de J ,
€ €

(5.4) H =2 [ 0 a+e]

Pour pouvoir calculer le gradient JV (v) donné dans la formule (5,3),
€
il nous faut encore trouver une expression explicite de 1l'application A¥* ;

dans ce but il sera utile dci de considérer le systéme :

lo

I3
—
[e)
ot
~—

|

o

(5.5) 3T

gg (Ro,t) = ¢(t) ¢ € 12(0,1)
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Par définition de A*, on a

(a* ¢(t), V(r))zz = (o(t), av(z))

(0,R0) 1“(0,T)

Evaluons la quantité

T 6~ ~
a = (olt), av(x)) = | o) Brmo,t) e,

0

12(0,7)

A est le terme constant d'une double intégration par parties; en effet,

Ro c N
J r dr( } 9 r QE ) E
r o

T~ or
0
= | 223 I N
or J or Or
0 0
- RO RO Ro
_ op = OEF ~ 8 OEy ~
-[r'a';E] “[r'ﬂ] v (G2
0 0 0
op ~ 1 0 _JE\ =
= Ro 3 (Ro,t) E (Ro,t) +J rdr(;sz‘r.é})p
0
on en déduit que :
T RO ~
! 1 9 dp \ ~ ~(1a aE)
A_ﬁojdtj T dar [(; HTE)E ;s-rs;]
0 0

on utilise (4.1) et (4.5) pour obtenir

T Ro ~ ~
_ o [ _l s 3O E
0 0

on intervertit [21]1‘ordre des intégrations, et on intdgre par parties

en t, Tenant compte de la condition finale p(r,T) = 0, on trouve
Ro ~

A o y[ r [ P(?:T) n(roj p(r,o0)
0

RO ~ Ro ~
= M ‘[ ~ E(r,0) _ po o(r,o0)
RO r dr p(r,o0) ;KE;B; Ro r dr P 5?57 v(r)

ﬁ(r,O)]

n(r;0)
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D'ou l'expression désirée pour A*

V.2 - Iles méthodes de descente

On est maintenant & méme, moyennant la résolution des équations
d'évolution (5.1), (5.2) et (5.5) pour E, EC et p, d'évaluer le gradient
(5.3) et le Hessian (5.4) de la fonctionnelle J,_ en tout point v,

Pour la minimisation de Ja’ on emploiera deux méthodes, celle

du gradient simple et celle du gradient conjugué,

Nous indiquerons maintenant le principe des deux méthodes,
A chaque itération, on détermine le gradient, puis sa direction conjuguée,
On évalue le minimum de la fonctionnelle dans la direction du gradient
(pour la méthode du gradient simple ), ou dans la direction conjuguée
(pour la méthode du gradient conjugué ). Théoriquement, comme la fonction-
nelle J est quadratique en v, le nombre de pas pour converger a l'aide
de_.la mézhode du gradient. conjugué. est égal a la dimension spatiale de

1l'espace discrétisé,

L'algorithme pour la méthode du gradient conjugué est le
suivant,
Partant d'un vecteur Vo, on définit do = - J'o ou J'O = J'8 (Vo) puis on

itére selon les formules ci-apreés,

Veqr T Ve oy &

- 1 = Tt
Qpp == Ty TR G 0w Ty =0 ()

avec Ro 2
'L r dr J'k

ay RO :
2], rdr J', (A A +g) T
0

k

ou encore
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et

L'algorithme de la méthode du gradient simple est obteéenu

en prenant & chaque itération By =0

Théoriquement, d'aprés Iuenberger [13], chaque pas de la
méthode du gradient conjugué est au moins aussi bon qu'un pas de
gradient simple, & partir du méme point ; de plus la méthode du gradient
conjugué n'est pas beaucoup plus compliquée & mettre en oeuvre que celle

du gradient simple,

Dans les essais numériques, nous avons employé indifféremment
1'une ou l'autre méthode ; dans les deux cas, on est surtout limité par
le manque de précision sur le calcul des coefficients @ * les erreurs
numériques proviennent d'une part de l'erreur commise dans la résolution
des systémesd'évolution, d'autre part de celle commise sur le calcul des

différentes intégrales,
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VI. - DISCRETISATION DES EQUATIONS
D'EVOLUTION

Nous appliquerons & notre probléme des résultats classiques

sur la discrétisation des systémes d'évolution,

VI.1 - Discrétisation spatiale par une méthode de différences finies

Pour la discrétisation spatiale des équations, nous utilisons
une méthode de différences finies & pas variables, L'intervalle [0,R, ]
est divisé en M segments de longueurs Ari (i =ly..es M) variables

comme indiqué dans la figure (6.1).

Ar Ar Ar Ar Ar Figure (6.1)

-
-
=
-l
-
-

discrétisation spatiale

[ 3 B 1 10 _ om .
0k M poTror o
% (O.t) =0
(6.1)
3% (Rout) = g(t) r € J0,Ro[ t € Jo,7[
E(r.o) = h(r)

<

Pour g = 0, ce systdme se réduit au systéme (5.1) pour E, et pour h = 0,
il se réduit au systéme (5.2) pour EC. Soient B, = E(ri), n = n(ri) et

hi = h(ri). Pour obtenir la discrétisation spatiale, on intégre 1l'équation
d'évolution pour E sur des petits sous-intervalles de [o,Ro]. en négligeant
les termes non liggaires en Ari. Pour la premiére demi-maille de la figure

(6,1). on obtient

r, /2 r /2
E 2 2
S__EJ r;dr...].'_ rgg' =0
dt mJo

g~

d'ou
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E} 4 (-E2-El)=0

Tt

al

(6.2)
1 Arl uo

L'intégration autour d'un point de.discrétisation quelconque donne

éri + Ari
a Ea,J LT 1 [ aE R o
at 1. go| ~ dr Ar.. -
1 Ar, i=-1
r i-1 Y. = cmm——
- .__.2.__. 1
2 2
a &1 (r Lo i ( f_rl-l) 1 (r Arl) Bia-B
at n; 2 i 2 i 2 1o i 2 A
( 1-1) v By o
i 2 Arl_l
a 5 (2r N ar, = Ari-l) ( Ary + Ari—l)
at ﬁ"l' 2 2
r., + Ari r., + Ari r Ari_l r Ari_l
2 i T2 B _ i 727 . i~ T2 . i~ T B _
w0 A7 i 41 AT, 5y B AT T
i , i i=1 i-1

On a donc pour i-= 2,,..s M

E
a B _
(6.3) ® +ta; B g +by K o+ By =0

ou,avec Ar. - Ar, Ar. + Ar.
i i-1l i i-1
d = | 2P, + —==memm————o ————————
i 2
on a [ Ari--l
ri e —
a, == 2
i uo Ari_l d
(6.4) AT
T, o+ —=m
6 =-2 i 2
i uo Ari d
b, =- (ai + ci)

L'intégration sur la derniére demi-maille donne

T r
1 M+l
a Ba [T L L |, = -0
_— ; 3z
dt 1']M+l ‘J ho Ar
ArM r _.._B_’I
M+l - — M+l 2

2
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2
gt e |, T ) < [y, - o2
¥ 2 | Ten Ml T T3 "W | ma 8 M4 T T3
Bra — By
=i |0
M
ArM
A Ar Xt
a Ha 2 [ L] (PR M)].l_ ft) ¢ L7 T
dt Myl 2 2 M+l 2 po M+l 0 ArM EM+-l
Ary
i a1 M4l T T3 ( ( ATy ))
T v | P/ i Fea )] | B o B
1 4y &(t)
1o o
Ay \ Fynl ~ T )
Ffinalement,
d EM+l
(6.5) T oA e B e e <O
ou A
’ r _ rM
— g MA 2
Sal T 7 5 Ary,
uo (ArM) (2rM+l - -.-§—
r . g(t)
(6.6) s(t) =4 M
ArM
po ary (2ry ., = —=)
Py T B

N\

Les équations (6.2), (6.3), (6.4), (6.5) et (6.6), et la condition
initiale ui(o) = hi’ constituent la version discrétisée en espace du
systéme (6.1). Nous remarquons que cette méthode de discrétisation est

similaire & une méthode d'éléments finis linéaires par morceaux ou les
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points de discrétisation seraient les points

Dans les calculs, nous prendrons des pas constants ; le systéme (6.1)

discrétisé s'écrit alors

d -1 - - =
-d-z D E+AE-= f’
(6.7) . .
E(o) =
ol N
E(t) = (B(t), E,(t)s...s B ;(8))
h = (hl’ h2:...n hM’ }%/Hl)
F1(t) = (0, 0 ...s 05 5(t))
avec
s () = 4Ro g(t)
1 po Ar (2Ro - Ar/2)
(t)
n n,(t) 0
D = N\
0 ) ”M+1(t)
- -
[ 4 -4 0 cees
Ar ( Ar
-(1-3=) 2 -[1+5=- 0
( 2r2 \ 2r2 )
Ar Ar
0 Y (i P—— 2 (14 ==
, ( 2r3> “ . ( 2r3)
p,OAI‘2 \Ar\
0o ... 0 -(1 - 55;4)
0 .... 0 -2 (l

0
0 .... 0
Ar
2 - (1 + 5;7)
M
Ar Ar
- zﬁa:zr) 2 (1 -~ IRoiT

)
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L'équation (5.5) est discrétiséede facon similaire

PR - R
(6.8) | _
p(T) =0
H ;(t) = (Pl(t)s Pz(t):...s pM+l(t))
£(8) = (04 0. 5, (1))
avec ( )
4Ro ¢ (%
5,(t) pooai (ZRo = &7/2)

V1.2 - Digcrétisation temporelle par des méthodes implicite ou de
Crank-Nicolson

Nous utilisons, suivant les données,une méthode semi-implicite
(crank-Nicolson) ou une méthode complitement impdicite ; la méthode de
Crank-Nicolson dont l'ordre de troncature est O(Arz) + O(Akz) est certai-
nement préférable du point de vue de la précision, & la méthode complétement
implicite dont l'ordre de troncature est O(Arz) + Q (At) ; mais, dans certains
cas, nous lui préférerons cette dernidére qui permet d'éviter certaines

oscillations qu'on obtient quand on utilise la méthode de Crank-Nicolson,

Comme nous allons le montrer, ces deux méthodes sont incondi-
tionnellement stables, pour toutes valeurs des pas en temps et en espace,

Nous décrirons tout d'abord ces méthodes,

a ) On part du systéme (6.7) déja discrétisé en espace

-1 > -
%ED E +AE =£%
E() =&
Soit At un petit intervalle de temps et tn =n At oun =0,l,,..,N et

N At =T, On pose
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T _ n n
BE = E(t ) = (El' E2o ced EM+1)
D, =,D(tn)

™ - £1,

FY =1 (tn)

En intégrant (6.7) entre t_ et t_ ., on obtient

n+l

$ t
—> - n+l n+l
-1 - -, 2
(6.9) D, E nil el [ g 2 £ at,
n+ n ‘k J &
n n

X(t) étant une fonction de t quelconque, on approxime les intégrales

de X sur les sous-intervalles [tn'tn+l] de la fagon suivante

%
n+l
[ x(t) at . [eox(t) + (1-0) x(t ;) ] at o ¢ [0,1]

n
La méthode de Crank-Nicolson correspond & 6 = % ; la méthode complétement

implicite & 6 =0,

Alors (6.9) devient

— —

(6.10) Dgil P p;l o+ o2 (6 B + (1-0) M)At

- —
- 1
(o £+ (1 - 9) fn+l)At

ou encore
—
——lp

- +. -
1 (- R ) B O+ 1 4 (1-0)f*
(D 1 (1-0)at A)E® (p OAt &) E (6 f (1-0)f l)At

soit finalement
—

A) B 3;1 (1-64tD 4) B

(6.11) (I + (1-0)At D, D g

+1
' - T
+ 4t Dn+-2|.(e fn + (l e)fn+-1)

La matrice (I + (1-0)At D4 A), dont la diagonale est strictement
dominante est inversible (Témam [20]) ; la formule (6.11) permet donc

de calculer le vecteur En+ a ltinstant tn en fonction de En a

+1
l'instant t_ précédent, étant donnés le nombre 6, les matrices D 1 et D
n _ n+ n
vund 7 1 .
et les vecteurs £1_ , et £7_ . Bn donnant EC, on peut ainsi déduire
>3 3

E'Eﬂoao'Eo
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Pour la méthode de Crank-Nicolson , (6.11) s'écrit

—

At n+l -1 At 2
(6.12) (1 + =5 D, A)E =D, 0 (I-%0D &) E
A% o4
2 Dn+-l (fn +f n+l)
et pour la méthode implicite
+1 -1 ?p
t = t
(6.13) (T +at D a)E Do D ET e stD £

b ) Il nous faut également discrétiser en temps le systeme (6.8)

-1dp , - _ .2
-D 5’E+Ap =1
p(T) =0

On procede de fagon identique et l'on trouve

JEX < | ==
(6.14) - ————gp— t (6p ap + (1-0) DogAr )
_ > 2
=0 D f + (1-6) Dpi1 T
ol
-I-{ -> n n n
p=p (t) =(ps Poren. pm+l)
2 2
£, =1 (tn)
La formule (6.14) s'écrit encore
_H n+l
(6.15) (1 +eat D a)p =(I-(1-0)at D A) D
2 2
+ At (o D £ + (1-0) D 1 fn+l)

Cette formule permet de calculer pn 4 partir de pn+l ; pN étant donné,

on peut déterminer successivement, -— - —
N1 o
LTS X

\ 1 ‘.
Pour la méthode de Crank-Nicolson (ou 6 = 5)'(6'14) stécrit
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At e At nda A, L2 2
(6.16) (I +5- D 4)p" =(I-% D , A +5(0, £+ o £ )

et pour la méthode complétement implicite (ou 6 = 1)

(6.17) (T +st D 4) 0" = P A D_ fi

On démontrera la stabilité et la consistance des approximations
de 1'équation (6.1), ces deux propriétés impliquant la convergence de
ces approximations, Des démonstrations analogues peuvent &tre données
pour les approximations de 1'équation (5.%). Pour la démonstration de la
stabilité, on s'inspirera de Strang [19] et pour prouver la consistence,
on utilisera des techniques classiques indiquées dans Richtmyer-Morton
[16]. Alternativement, on peut utiliser des méthodes d'énergie pour établir

la stabilité et la convergence des approximations, comme cela a été fait

dans Raviart [15].

VI.3 - Stabilité des méthodes d'approximation

On démontre ici, pour le cas Ar, = Ar (i=l,...,M+l) la stabilité
des approximations (6.12) gt (6.13) de 1'équation (6.1). Il s'agit de
prouver que la solution En reste bornée quand n tend vers l'infini et Ar
tend vers zéro,

D'aprés la formule (6.11), on a

-
n+l +1 -1 _ - + =1 -1 - + =1 -1l _ -\ -
E = n+l Dn+l Dn IPn IPn Dn Dn—l ]Pn—l ]Pl Dl Do Ipo) Eo
+ =1 + =1 -1 _ - _+ -1
+ (IPn+l Dn+l j:n+l +]Pn+l Dn+l Dn ]Pn IPn Dngn t.
+ -1 -1~ -k
+ P Yia % IPn"‘ﬁl D, % Jat
ou P = I-06AtD A
n n
P = 1 + (-0)at DA
n n
1
= (1-08) 72
F o= et ,+(1-6) T
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_ + =1 + =1 -1 _ - + =1
et 'Bn+l = Fa DI;+l j;n+l *Pha Do By By P D 11& REEEREE +
+ -1 -1 _ - + =1
+ IPn+l Dn+l Dn IPn‘“ ]Pl Dl 1;1
On a
: -1 -1 - _+-1 -1 _+ =1 -1
e We 2300 oy o e et e ) g, o
A
or Vk

o oIl =1+ o(at)

n+l

(1 +0(at))™ ¢ (1 +o(at)"

ne rn -1
Do kié llD.k+l Dk Il

A

T

t = =

ou A &
finalement,

eo(T)

-1
]Z;(O HD1‘:+l Dk ”N

Considérons maintenant, pour k quelconque dans {l,2,...,n}, le produit

- + =1 _ 7 -1
P, P, = (I - 6 At DkA) (1 + (1-0) AtDkA)
Oﬁ a
-6 Ny
-1_+ =1
ley 2y 7l = sup L - l

m=1 'M‘f'l
ou les }‘km (m=l,,,.,M+l) sont les valeurs propres de la matrice At Dk A,
D'apres le théoréme de Gerschgbrin, toutés les valeurs propres de la matrice
At Dk A, matrice & diagonale dominante,ont leur partie réelle positive,

Soient a et b les parties réelle et imaginaire de }\km

i ) pour la méthode de Crank-Nicolson

2 > ‘
(1 - 3/2)2 + bgﬂ' < 1 puisque a >0
(1 +a/2) +bv°/4 ~

1 - (a+ib)/2
1+ (a +1ib)/2
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ii) pour la méthode compldtement implicite

2
————-l___.. = _——}é—._-__- < 1
1 +a +1b (1+a) + b
Finalement, on a
O(T - o(T -
(6.18) &, Il < [l Nl RS o
Démontrons maintenant que B, ,, est une quantité finie
-1 1
I By, Il ¢ @a)ae |y 7701 @+ o)™ sw |In % |l
k:f,.,,,n—l-_-‘l
o(T 1
Ie, Il 0 2r ) sw fIn, %, |
kK=1,000 9041
Finalement,
(6190 B I < ¢ 0 sup(| g (£)] o)
r € [04R0]
t € [0,7]

On déduit de l'expression

\

n+l o
E - ﬁn+1 E -+ ]Bn+1

et de (6.18) et (6.19) que
I <8 | 5|+,

pour tout n, indépendamment du pas en espace Ar, On conclut finalement
que

-

lim |E* | <
n — oo

et donc la stabilité inconditionnelle des méthodes complétement implicites

et de Crank-Nicolson,
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VI.4 - Qrdre de troncature

Nous voulons évaluer la précision des méthodes numériques
décrites ci-dessus en fonction des mailles Ar et At, Dans ce but,
nous calculons 1'ordre de troncature © de ces méthodes, Celui-ci
indique dans quelle mesure la sotution exacte d'un systéme satisfait

au systéme discrétisé correspondant,

Soit E (r,t) la solution exacte du systeéme (6.1). Nous définissons

-~ ~

E (jAx, n At) = E°

n (J Az, n At)

I
3

pour toutes valeurs réelles de j et de n, Par développement en séries

de Taylor avec reste on a, pour deux nombres réels el et 92 compris

entre 0 et 1

En+l ﬁn A D ~ n+l
J J 0 E d E
(6.20) o3l ,n_I-l- = At e(at :] ) + (l—e) ( ST :] )
N J i i
a n+o6 - n+o
A2 0° B 1 0> E 2
o= el =, = - (1-0) | - 5
ot ot
J dJ
et pour 93 dans l'intervalle ]0,1[
a n A n a n
(6.2) ® - A(GE) . ér_f(éf;ﬂ) . eﬁ(e?@)
JH J or i 2 6r2 j 6 er 3
A q
act [ 0B
Ml T
24 \ or 546
3
et un développement semblable pour la différence Eg_l - Eg.

Le systéme discrétisé correspondant é.(6,1) est domné par (6.12) pour
Ve . l Ve

la méthode de Crank-Nicolson (6 = §) et dans (6.13) pour la methode

totalement implicite (8 = 0). Nous en_trouvons facilement 1'équation

pour une composante %dumﬂern.wwj=2h”M;nﬂ“um
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n+1l En
po J J _ 1 Ar ) n n+l
(6.22) = foo - - = (l 57 )| OB+ (1-0) E.)
5 ny Ar J

n n+l Ar n n+l
- 1- —— - -
2(6EJ.+( G)Ej )+(1 +2rj)(eEj+l+(l G)Ej+)=0

L'ordre de troncature T des systimes (&12) et (6.1%) est défini comme

l'ordre de grandeur des différences

n+l ﬁ
0 R R I B Ar ; +1
TE R n+l n 2 (1"2'?.)(9%-1*(1‘9) E1?--1)
nj nJ Ar dJ

“n ~ +l) Ar *n “n+l
- 1- ar_ -
2( o E, + (1-9) E’; , +(1 + er)(e B, +(1 e)E’;+1)

Nous substituons (6.20) et (6.21) dans (6.22), en utilisant 1'égalité

w L E - o°R , 1 oE
- 0t 1 ar2 r or
On obtient finalement
At 2 n+0; 2 n+9, ,
T = z=po | 6| =5 = - (-0 | -, = + o(ar”)
S a8t M)
Jd dJd

(i) pour la méthode de Crank-Nicolson

Il existe 94 € ]O.l[ tel que

n+o
S Y 4
7~ P

31 >

+ O(Ar2)
J

L'ordre de troncature de la méthode est donc

= o(at?) + o(ard)

(1i) pour la méthode complétement implicite

R S 5
Y R E + o(ar?)
ot
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v = o(at) + o(ard)

pour j =1, l'ordre de troncature est donné par

En+l ﬁn
' SN I B g+t
(6.23) v = Zz| 5w~ x|+ 3| 0B +(1-0) B
Ar
4 *n “n+l
- =5 |6 E, +(1-0) E,

Ar

De nouveau, on utilise (6.20) et (6.21) et 1'égalité
A 5 A\ B A\ n
po( 0 E ) _ ( 0 E ) + 1lim ( OE )
3% M 1 érz 1 r - o or 1
c'est-a-dire, gréace & la régle de 1l'Hopital

n a n
= 2 —=5
I or 1

"n
On tient compte de plus de la parité de la fonction E en r d'ou l'on

déduit A\ n 5 n
O RES: .
T “\T3 -

1

Lo g

g =

(o)
—
ol o
H
=i >

on trouve de nouveau

SiE >

n+62
) + O(Arz)

2 2 1

) n+9l ( ) ( 52
- (1= -
ot ° 2

At ( 62 E
T = == uo Q| == =
N/l ot

et donc les mémes ordres de troncature que précédemment

T = O(At2) + 0(Ar2) pour la méthode de Crank-Nicolson
et
o(at) + O(Arg) pour la méthode complétement implicite,

a
I

Pour j = M+l, 1l'ordre de troncature est donné par la formule

~

' Eﬁ+l o
_ uo +1 M+1 2 Ar *n ‘n+l
€24) ==fg|m1-5 | -2 [1 - zﬁazrr] [:GEM + (1-0) By }
M+ M4l

n n+l
5 A ~pal 8Ro (6 g + (1-8) g )

n
+==5 1= amomre| | OB * (70) By | - i i)
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N n
o & =g (&)

De (6.20), (6.21) et de 1'égalité

a n o A n
uO( 0 E ) _ ( 3" E ) . ] &
ot N yn or’ Ml Ro
on déduit
o &) B 2~ \ B,
At 3 E d E
T = == Wo O =——5 = + (1-0)| —, =
ot ! ot M
M+l M+l
n A n ~ n
g 2 3
+ Ar 6 - em—— 4 .:_L__ 9- E + 1- 9—-.}2.:
sro? 4RO | T2 3 or-
M+l M+l
n+l ~ n+l PN n
g 1 | %R 1{o° g 2
+ (1-0) + +5 | =5 +o(ar®)
4RO2 4Ro aré 3 6r3
M+l M+1

Finalement, on déduit les résultats bien connus

<
1

O(Atz) + O(Arz) pour la méthode de Crank-Nicolson

et T

o(at) + O(Arz) pour la méthode complétement implicite

Ces deux méthodes d'approximation sont donc consistantes ; étant également
stables, elles sont convergentes,
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RO
(7.2) I # (r) v?rj(r) rdr=0 Yk #j
0
En effet, en multipliant (8.1.1) par ﬁj et aprés intégration, on obtient
RO oW, 2 Ro
l O C k ~ »~ A
S 2= T === W, r dr 4 —-— W, W, rdr =0
r or j o2 k 7
0 0
o 1RO }\kz o
. Tk (%9 . .
soit r -z~ S S—— % ®. . rdr=0
or Ro2 J k ]
0 0

Finalement, en utilisant (7.1,2) et (7,1,3), on obtient (7,2)

Si 1l'on a des nombres réels Yy (k = l,,,,,uﬁ tels que

cela implique, pour tout j

Ro Ro RO
Yo \[ Wo wj r dr + Y ‘[ Wl wj rdr +,,.+ Yy ‘[ Wk wj r dr +,,.
0 0 0
RO 2
dtou (7.3) ij v“vj rdr =0
0
Or, d'aprés Abramowitz-Stegun [1], on a
. R 5
2 _t - 2 2
a2 e = £ 05200+ 5,200 ]
0
Donc
RO Ro 2 A
T4 2 _ 2( E’.) ar = RO It at go2
] #°rar ‘[ J, kj =T 3 Jo< (t)
0 0 : J 0
5 2
Ro™ J 2 ( 2
= emesem cmamem (0] . .
3 [J A) 4Ty (xa)]
J

on a finalement

RO 2
a 2 Ro 2
W, = e (0] .
(7.4) I jSrar 5 J0°(A))
0
et 1'on déduit de (7,3) et (7.4) que Y = 0 et par suite que le systeme
(v?k, k =0,1,,..,o) est libre,

=0
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b ) Ie systéme (ﬁk, k =0,1,,...,) est complet dans V

Ia démonstration en est donnée dans Tolstov [22], a4 l'aide des

lemmes suivants :

Si pour toute fonction continue F(r) sur [O,Ro] et pour tout

réel ¢ > 0, il existe une combinaison linéaire
o, (x) = y o W (x) 4y & (&) + oo+ F (2)

pour laquelle

’ Ro 2
(7.5) [#(r) - o fr) I°rar<e

0
alors le systéme (W , k =0,....,») est complet dans¥? (0, RO)

Lemme 8,2

Si une fonction g(r) est continue sur [0, Ro], si g a une dérivée

régulidre par morceaux et satisfait aux conditions de bord

a a
F (o) = 32 (ro) =0

o <]
alors la série de Fourier de g(r) (i.e.la somme g c_# (r) ou
' k 'k
k=0
Ro
c) = Jﬁ r dr g(r) ﬁk(r)) converge vers gf{r) absolument et uniformément,

0

Toute fonction F(r) continue sur [0sR0] peut étre approchée par une

fonction g dont les deux premiéres dérivées sont continues et qui

vérifie
dg _ dg =
e (o) = I (Ro) =0
Ro ) 2
On a J (F(r) - g(r)) rdr < i pour ¢ arbitrairement petit,

0

Or, d'aprés le lemme 8,2, la série de Fourier de g converge uniformément

vers g, Donc, il existe une combinaison linéaire des ﬁk
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o (x) = v #(x) + v F)(2) 44y W (r)
RO 5
ce qui implique (g(r) - oh(r) rdr <

De 1'inégalité élémentaire (A + B)2 < 2(A2 + B2) on déduit

Ro
[(F(r)-g(x)) + (g(r)-o (£))]° r ar

0

Ro
[T @) - 00w
0

RO R
2 [(ateree)? z ar v 2 [ (ele)g, (=) e
0 0

IA

On en déduit (7,5) et donc que le systéme (# , k = O,,,.,qQ est complet,

I1e systéme (ﬁ , k = l,,,‘,aﬁ constitue donc une base hilbertienne de

752(0, Ro) et également de

base hilbertienne de V

v==36(o, Ro) ; nous disposons donc d'une

que nous normalisons, en posant

v2 #(z) BREEE O 'EB)

k = o,.‘.,oo

RO Jo (xk) Ro Jo (a)

VII.2 - Application de la méthode de Faedo-Galerkin

ao) Recherche d'une formulation approchée du systéme (3,2)

Nous utilisons ici la méthode de Faedo-Galerkin, que mous avons présentée
au chapitre III, en prenant comme base, la base des fonctions de Bessel
définie plus haut; on a

em(r,t) = j;: ekm(t) wk(r)

k=0
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(3.9.1) st'éerit ici

rRo N 5 ‘E, ekm(t) wk(r) (
rdr=— | S S w.(r)
JO ot kfol TI(I',’G) J
Ro m
- I];B J r dr [%‘ g;r g; Z ekm(t) Wk(r) wj(r)
0 k=0

3
_ ) JR°W.<r>r - ( g,*) JR"j.-i’;Ef) dr)
J

T](r’t)

On pose a. (t) = | S ____d __ r dr
k
J b )
[‘RO
aj(t) =J w.(r) r ar
0
RO W,(r)
ORI N
ﬂ(ryt)
et tenant compte de (7,1.1), on obtient
m a )»32
(7.‘0) Z af't ajk(t) ekm(t) + ;;;;—2 ejm(t)
k=0
2g,_(t)
_ 2 ¢
= o 5~ 5 w60 &)

ou le coefficient aj peut &tre facilement calculé, Pour s on a

Ro 2

V2 _ Y2 Ro“ _ Ro

% = Ro Jo(0) = ar = Ro "2 V2
0
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POU.I’ j=1’.oo,°°, on a

Ro
. = RO L w(2) w (2) = ax

.
et donc, comme les fonctions Wj sont deux & deux orthogonales,

il vient

aj =0 pour j=1’ooo’°° .

Pour écrire (7,6) sous forme matricielley nous posons de plus

oo

Am(t) = {ajk(t) ; j = Oy...!m g k =O’ooo’m}

0 0 ceaes 0
2
M
Am= 0 === 0 ... O
uoRo
\ N 2
L
uo RO
- _ T2
Slm = IL-O. (l’ O:...:O)
- 1 - s g —
Sut) =50 Bylt) g (1) o E(t) = (p (8], py(8), . up (8))

3,(8) = (o, (8), e (8),.uy op (8)
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Nous avons alors le systeme d'équations différentielles ordinaires

( d S R . d§’2m(t)
(7.7) A (8) € (8) +n € (1) = S 1u, () = 55—
e (o) = (e (o), e (0),..., e (o))

Ro
avec ekm(o) = ‘[ e(r,o) Wk(r)r dr k =0,.,..,m

0
et donc
lim z ( ( (
. E : ekm o) Wk r) =e r,o) dans H
m - X=0

On a démontré au chapitre IIT que la matrice Am(t) est inversible ;
Le systeme (7.7) admet donc une solution unique gﬁ(t) ; d'aprés le
paragraphe (III,3) en$r,t) tend vers e(r,t) quand e tend vers
1'infini dans 12(0,T,V).

VII.? - Discrétisation temporelle par la méthode de Crank-Nicolson

a ) Description du schéma d'approximation

On pose n
Am = Am(tn) n = l"l.’N
n —
B, = B (t)
“n
Sig = S1,(t,)
-—)n B -
em = em(tn)
Ie systéme (7,7) devient
gn+l + gn 5
n+l At n+l . n At "n 2 2 = n+l n
(Am % T (Am -2 Am) op *Ab T Sy (Szm Szm)
o
em = (eom’ elm’ eece? emm)
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Ce qui s'écrit encore

( At ;on+l T TTL nsl "2 7
+ n At n-1 n
T+ (™) N =@™) & @T-=5a7"a)e
_ n+l N gn
n+l 2 2 T sl n
---------- t S - -
(7.8) (a 7))« 5 at S (82m om))
K}
em = (eom; elm" ’ emm)
.
b ) Stabilité de 1'approximation
On ne présentera pas la démonstration ici car elle est similaire &
celle du paragraphe (VI.B).
11 suffit, pour pouvoir nous ramener aux hypothéses du
paragraphe (VI,3) de montrer que la matrice 93 A-l A ntadmet que des
2 n+l,mwm

valeurs propres non négatives, c'est-&-dire qu'elle est semi-définie

positive,

Or, nous avons vu, au paragraphe (III.B,b) que la matrice

ios s s . -1
A est définie positive ; donc, son inverse A

1'est aussi,
n+l,m n+l,m

la matrice Am étant une matrice diagonale dont les éléments sont positifs

ou nuls, on en déduit que la matrice At A_l . A est semi-définie
2 n+l,m"m

positive,

¢ ) Consistance de l'approximation

Considérons le systéme

( n+l nzi n n Am nil o
( m em - Am em) + &t 2 (em m)
n+l n
(7.9) _ a2 b5 3 (;’n+1_ “n )
B e " “om om
- -
o_ o
em =

\

11 est équivalent de résoudre le systeme (7.19)

4 - - A - -
1 n
(An+1 enf*-l - An en ) + At g (en+ + € )
v B 2. T me e
(7.10) = At fg___j_?g_ -S-> + (Sn+T_ SH )
2 1meo 2meo 2meo
] ]
em-oo - eéo
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N . n . . .. .
ou la matrice Amoo est la matrice infinie suivante

e -

la matrice infinie A est définie similairement par

e -

Am 0
A =
moo
0 0
et les vecteurs infinis . z ’ S_) ’ sé sont les vecteurs finis en,
R meo lmoo 2lnco m
Slmi 82m complétés par des zéros,
oo
Soient &(r,t) = Z ék(t) wk(r) la solution du systeéme (%,2),
k=0
o —>
k=0
On notera
An = ~
ek ek(tn)
A
et & = em(tn)

L'ordre de troncature de l'approximation s'écrit alors

g -
n+l .n+l n
e ) - e

"o At - —
n+1l n n4+l n
_B 8 s Powe T Some
lmeo At
-
ou encore T = 5
0
n;l n+l n Ar_f
- - m em -Ame . ﬁn (én:l+én )
*1 At 2 _m
n+l n n+l n
+ 8 S -9
= m
- _g ________ S + _g_______gx_n_
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pPar développement en série de Taylor, on obtient

n+l  n+l non At d A n d A \D+1
Am em Am em T2 ([?175 (Am em)] +[Tﬂ: (Am em)

n n+l
2 2 - 2
At d a d a 3
+=—= | -5 (4 &) - - (aé) + 0 (at”)
4 dt2 m m dt2 m m

Soit finalement

n n+l
n+l An+l _ 0 oan At 5 d a 3
(7.01) a7 & " -n & = —2([ 5 (A8 )} *[a% (Amem)J .)+ o(at?)

et similairement, on a

Bl

—3\ 1N —s \n4+1
- - ds as
n4+l n At ( 2m) ( 2m ) 3
(7.12) Som " Sm T 3|\ 73] )\ @ + olat?)

on substitue (7.11) et (7.12) dans ?i pour obtenir
-

(d : )n+l
2 11 d n+l An+l An+l n+l om
= £ | - —is
oa )+2_dt (A L S =
- —> 5
d s
1 d n = 2m.)
- —— e - o ———
+ 2 | it (A + Am 2 Slm +[ 3T ]

—
’: d :’ _: ( : - s2 m(t)
i= % (Am(t) em(t)) a8 t) - gg(t) sl,m + ---gp-——- tend vers

zéro pour tout t,

-

Considérons la je composante T. de 7T ; elle s'écrit aussi, de fagon
similaire 2 (3,9.1)

Tj = ( 5% —a—, Wj ) + a(emm’ Wj)— ;Bﬁs - §§5 5% - Wj

%j est une fonction continue de e quand m tend vers 1l'infini, on a

lim %j =( ( 28, 2 s &

0 & w a(é, w.) - w =0

3 7 "3 )T 2 V3 T\ Womo  ZRo 3% Tp’ J
L'approximation du systeme (3,2) par le systeme (7.8) est stable et
consistante ; elle est donc convergente, Dans le chapitre VIII, c'est

cette méthode de discrétisation que rous utiliserons pour les équations

d'évolution,
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VIII, — DEUXIEME APPROCHE DU
PROBLEME I

Dans ce chapitre, nous présentons une deuxiéme méthode pour
approcher au mieux la solution du probléme I, On fait préalablement un
changement de fonction qui permet de transformer le probléme I en un
probléme de contr8le optimal dont 1'état e satisfait & des conditions aux

limitesde Neumann homogénes ; puis, on applique au systéme d'évolution
vérifié par e la méthode de Faedo-Galerkin, comme exposé au chapitre

VII. Enfin, on exprime explicitement que la solution g;:(t) du systéme semi-
discrétisé est une fonction affine de la condition initiale 5;:(0), ce

qui réduit le probléme de la minimisation de la fonctionnelle cofit & la

résolution d'un systéme linéaire,

VIII.1 - Transformation du probléme I en un probléme de controle optimal

Dans le systéme

-

1l
Eoo 1o &
n r

uo

0
ot

o)
‘5% (O,t) =0

(8.1)
2 (ro,t) = g, (%)

E(Ro,t) = gl(t)

-

on procéde au changement de fonction

2
(8.2) e(r,t) = E(r,t) - §§5 g, (t)
et l'on pose
h(t) = g, (t) - 52‘9 g,(t)

on en déduit le systeéme (8,3), équivalent au systéme (8.1), moyennant le

changement de fonction (8.2)
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2 e_ L 1o _de 2 S
ot n po r or © dr = LoRoO 82 7 3Ro % ™
6 N
e e(o,t) =0
(803) p)

S e(Ro,t) =0
or ’

Le(Ro,t) = h(t)

le systéme (8,3), tout comme le systéme (8.1), est mal posé ; grice au
théordme de Mizohata énoncée au chapitre II, si une solution de (8,3)

existe, elle est unique,

De la méme fagon qu'au chapitre IV, nous transformons ce probléme

en un probléme de contrdle sur la condition initiale

(8.4) Minimiser

T R
3/8(¢) = .[ (e(Ro,t) - n(t))? dat + ¢ ‘f o¢2(r)r dr
0

0

ol ¢ est un nombre réel positif et g la condition initiale du
systéme (8,4) que nous recherchons dans l'espace H, e satisfaisant au

systéme (8.5)

7 2 e
0 . oe 2 r~ 0 2
(8.5.1) 3t T %t om0 T e s oy

I
t}IJ
ol o

1
T

Slo

(8.5.2) 5 (0,8) =0
(8.5.3) | & (ro,t) =0
(8.5.4) e(r,0) = g(r)

\
dont nous avons montré au chapitre III 1l'existence et l'unicité de la

solution,
Enfin, de la méme fagon qu'au chapitre IV, on montre que le minimum

¢€ dege converge vers E(r,o) - -2-%6 g2(6) quand g tend vers zéro,
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VIII.2 - Minimisation de la fonctionnelle )
€

On pose maintenant le probléme de contrlle (8.4),(8.5) sous la forme
(8.6), (8.7) ou 1'état est solution du systéme semi-discrétisé déduit

de (8.5).

(8.6) Minimiser

T m 2
VB - [ [ T o) miro) - hm]

0 k=0

RO m 2
+ € J r dr Z ekm(o) wk(r)]
0 k=0
ou ¢m = 2::' ¢km .
k=0

et ol la famille de vecteurs em(t) = (eom(t), elm(t),,,., emm(t))

vérifie le systéme

s~
d - - = 2m
(8.7) g A,(6) 3 (8)) + a € (v) =8 e (8) - 57 (¢)
- —
50) = 1,
aﬁ étant défini comme le vecteur de composantes (¢om’ ¢lm""’ ¢mm)

Ie vecteur gﬁ(t) étant une fonction affine de sa valeur initiale gﬁ(o),

on pose
(8.8) E’m(t) =B _(t) Zm + Em(t)

ol Bm(t) est une matrice (m,m)
on déduit aisément de (8,7) et de (8.8) que la matrice Bm(t) et le vecteur

fﬁ(t) vérifient les systémes suivants

~

%;c Am(t) Bm(t) + A Bm(t) =0
(8.9)

Bm(o) =1

~

ol Im est la matrice identité d'ordre m
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et

C - “on

5 A, (8) B (v) + a K (8) = 57 gz(t) - =5 (1)
(8.10) '

-—)( —
K 0) =0

Une fois les systimes (8.9) et (8.10) résolus, il nous reste & déterminer

le vecteur 5&, Pour cela, on minimise la fonctionnelle 9, qui s'édrit

T m 2 m
(611) ), @) et | B oy e @ -n) | ve e 20
0 k=0 k=0

or, d'aprés la formule (8.8), si Bm(t) est la matrice [Bjkm(t)] et

ngg) et ﬁg les vecteurs d'éléments ij(t) et ¢jm (j =0,...,m), on a

m

(8.12) ejm(t) = E Bjk&t) B *+ kjm(t)
k=0
expression qu'on substitue dans (8.11) pour obtenir
T m m m 2
Yo =L o B[22 3 2ale) n s 1 0] 500
0 Jj=0 k=0 J=0
= 2
te ) P
J=0
Soit encore
T m m 2 m
pRCARNRE [ Lt s™ y78 04, - pm<t>} N
0 =0 k=0 i=0

m
wp (t) =n(t) - Y2
ou p,(+) =n(t) - £ §x (4)
J=0
On obtient enfin, en intervertissant l'ordre des sommations en j en k

et en posant

dkm(t) = %—i zni_’l Bjkm(t) K =0,...,0

j=1
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T m 2 m
(8.13) 38 (Em) = JF dt 2 4..(t) g - » (%) + 50 ¢jm2
0 k=0 j=0

On exprime ici le fait que le minimum ﬁhg de €5t le vecteur unique
€

pour lequel le gradient de 3 s'annule, ce qui donne
€

T m
(60)  [at| Y a Mg - | a(t) veg =0

0 k=0
pour j =0y...,n

Soit finalement le systéme lindéaire suivant

m T T
. dt 4. (t : = X
(8.15) E : J Jm( ) a4 (8) [ by * e B e jo at p_(t) djm(t)
k=0 0
pour J = O’o-o’m
qui admet une solution unique ; en effet
T
la matrice D = Jﬁ at djm(t) dkm(t) est sem-définie positive ; la

0

matrice Dh+ Ie avec g > O est denc définie positive et le systéme (8.15)

est régulier,

Finalement, la minimisation de la fonctionnelle } se réduit
€

donc & la résolution du systéme linéaire (8.15).

VIII.3 - Conclusion

Ie principal intérét de cette nouvelle méthode, comparée & celle
présentée au chapitre IV est le fait qu'éllezlécessite un temps de calcul
nettement moindre ; la premidre méthode nécessite un nombre minimal d'itéra-
tions égal & la dimension spatiale du systéme discrétisé et trois résolutions
de systémes d'évolution par itération, Ici, le nombre de systémes d'évolution
4 résoudre numériquement est de 1l'ordre du nombre de termes du développement
en séries de Bessel, qu'on peut prendre en général nettement inférieur au
nombre de pas de discrétisation en espace par la méthode des différences

finies,
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IX. - ESSAIS NUMERIQUES POUR
DIFFERENTS TYPES DE CAS TEST

IX.1 - Etude de deux cas test ou l'on sait calculer la solution analytiquement

Présentation des cas test

cas test 1 (équation de la chaleur)

-
OR 109 OE

-6% T dr or
£ (o)) =0

(9.1) _ (QS )2
OF _ = J° . Ro

E(Ro,t) = g,(t) =X

-

ou 1'on a pris X =3, T = ,5, Ro = ,5 et jo la plus petite racine de
la fonction de Bessel Jo, 2

_(QS )
La solution en est E(r,t) =K - Jo (f__ )e Ro

et donc la valeur initiale s'écrit

u(r) = E(r,0) =K - Jo (jo %5)

Cas test 2
(0 E_13 ,E
ot n r Or or
OE _
3z (0t) =0
(9,2)
° oR _ N - g_ -t
37 (Ro,t) = gz(t) o e
2 -t

1 t
avec n(r,t) =Z (.ERO2 e - r2)
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On a pris de nouveau T = ,5 et Ro = .5

La solution de (9,2) s'écrit E(r,t) =3 - (r ) e

RO
et on trouve donc comme condition initiale

u(r) = 8(r,0) = 3 - (f_)

2
RO

Pour ces deux cas tests, on a utilisé successivement les deux méthodes
de résolution,

les fonctions initiales u(r) trouvées & 1l'aide de la premiére
méthode sont portées sur la figure (9.1) (cas test 1) et la figure (9.2)
(cas test 2) et comparées avec les solutions exactes correspondantes,
Dans l'espace, on a pris soit 30, soit 50 pas de discrétisation, a'est-a-
dire Ar = ,0167 et Ar = 0,0100 respectivement, Dans le temps, on a pris
90 pas, c'est-&-dire At = ,0055 et on a discrétisé les équations par la

méthode de Crank-Nicolson,

Pour la minimisation, on a employé la méthode du gradient
conjugué ; toutefois, au lieu de laisser le processus se poursuivre,
nous redémarrons la méthode du gradient conjugué par un pas de gradient
simple & chaque fois que la fonctionnelle & minimiser est supérieure & ce
qu'elle était a 1'itération précédente ; le nombre de pas de descente ghi'on
effectue est pris égal a la dimension spatiale'de 1l'espace discrétisé
(30 ou 50 ici), Une explication du fait qu'on n'obtient pas une décrois-
sance régulidre de la fonctionnelle est l'erreur commise sur le calcul des
coefficients U qui déterminent la position du minimum dané les directions
de descente successives ; l'erreur provient d'une part de l'erreur sur la
résolution des systémesd'évolution, d'autre part de 1'évaluation des inté-
grales en espace et en temps par la méthode des trapézes, erreurs de 1l'ordre

de ArZ et de AtZ,

Pouf le cas test 1, quand on a diminué le pas en espace, l'erreur
sur la solution a diminué deffagon beaucoup plus appréciable pour-des
valeurs du rayon proches de Ro que pour des valeurs presque nulles de
celui-ci ; une explication en est le poids en r dr accordé aux points dp

segment [O,Ro], Ia fonctionnelle J a décru notablement plus vite pour un
i €

pas d'espace plus petit (figure (9.%)).
On a aussi traité le cas test 1 par la méthode de Fourier, en

prenant 20 pas en temps et 4 termes pour les développements en séries de

fonctions de Bessel (Figure (9,4)).
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Ie cas test 2 (figure (9.5)) a été traité avec 20 pas en temps, On a

utilisé 12 termes pour le développement en série de Fourier,

3

Tous ces essais ont été effectués avec g = 10

IX.,2 - Cas test AICATOR

AICATOR est un tokamak américain, Ie rayon médian de son tore
est de 54 cm, celui de sa section cylindrique de 9.5 cm, Il est & peu

pres deux fois plus petit que TFR, le tokamak francais,

Dans le cas test ALCATOR, nous travaillons sur des fonctions
n(r,t), gl(t) et g2(t) réalistes, Les données n(r,t) et g2(t) viennent
directement de 1'expérience, Ia fonction gl(t) a été calculée de fagon
a4 étre compatible avec n(r,t), g2(t) et avec une fonction initiale u(r),
choisies & 1'aide de considérations physiques (BoujotJMeurant-Saussais
[4]), Notre programme calcule, comme précédemment, u(r) & partir de
n(r,t), gl(t) et g2(t) et nous pouvons donc compafer notre solution u(r)

a u(r).

Nous avons fait nos calculs avec 26 points de discrétisation
d'espace, soit Ar = .38 cm, Pour la discrétisation en temps, on a utilisé
la méthode de Crank-Nicolson, le nombre de pas variant de 10 & 72, suivant
la valeur de T, Nous avons étudié en particulier les changements dans les
résultats numériques quand on varie les valeurs des deux parametres g

et T et quand on perturbe la fonction 1y donnée,

(i) Le paramdtre ¢

Dans les calculs, il faut s'assurer de choisir g suffisamment petit
de fagon que le gradient du terme ¢ ‘fRo vz(r)r dr reste petit devant

0
celui de la fonctionnelle qu'on veut réellement minimiser, c'est-&dire

T
f (E(Ro.t) - gﬂ(t>)2 dt 3 si 1l'on choisit g trop grand, c'est le
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premier terme qui est minimisé, Pour la premiére miihode, on a pris en
général 7
J (B(ro,t) - & (£))% ¢t

g~ 10—5 Y -

‘[RO v2(r) r dr

0

g a donc varié a chaque itération et s'amenuise au fur et & mesure de

-6

la convergence, pour la méthode de Fourier, om a croisi ¢ = 10 pour

les deux méthodes, aussi on a essayé de préndre g = 0, Comme on le voit
sur la figure (906), le changement de résultats est négligeable pour la
premiere méthode ; une cause pourrait étre les erreurs commises sur 1'éva-
lvation du gradient qui donneraient une certaine coercivité au probléme
discrétisé, pour la méthode de Fourier, ol nous avens calculé les produits
scalaires de fagon plus précise g = (0 avec un nombre restreints de termes
dans les développements en séries mais lorsque l'on augmente le nombre de
termes (par exemple pour m = 17), le déterminant de la matrice & inverser
dans le systéme (8,15) devient quasi-nul, Un probléme encore non résolu

est la détermination d'une valeur optimale pour g,

(ii) Ie "temps d'observation" T

Nous avons étudié l'effet du choix de T, En pratique, il s'avére que le
temps T doit avoir une valeur minimum Tmin pour qu'on obtienne de
bons résultats, Quand on prend T +trop petit, le chemp initial u(r)
calcul€ est faux dans le centre du cylindre, Quand on asugmente T, les
valeurs de u(r) s'améliorent progressivement vers le centre ; les courbes

de la figure (9.7) ont été obtenus par la premidre méthode,

Cet effet s'explique comme suit, Une perturbation de la fonction
initiale ﬁ(r) prés du centre r = 0 est pergue sur le cercle 0Q sous forme
de variations des fonctions gl(t) et gz(t) seulement a2pres le temps Tmin
dont elle a besoin pour se propager sur la distance Ro, On peut estimer

1'ordre de grandeur de Tmin en considérant 1l'équation de la chaleur
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avec, pour condition initiale E(r,o) = §(r) représentant un "signal"

partant du centre & l'instant t = 6, Ia solution s'écrit

(9.3) E(r,t) = ————tem o

Pour r = Ro fixé, elle est nulle pour t = 0 puis augmente, atteint un
maximum et s'annule de nouveau quand t tend vers l'infiﬁi, Ie maximum
correspond au temps de "passage du signal"™ que nous identifions & Tmin‘
De (9,3), on déduit

ou C est une constante de l'ordre de 1, Dans notre cas o doit étre

évidemment remplacée par une valeur moyennée de n(r,t)/po.

(iii) perturbation de la fonction p donnée

Dans le TFR, les valeurs du champ sur le bord et du courant total sont
mesurées avec une grande exactitude ; on connait donc de fagon assez
précise celles de gl(t) et de gz(t), Par contre, les valeurs de n(r,t)
sont entachées de plus de20°/° d'erreur, Il est physiquement important
de savoir comment l'incertitude en n(r,t) se traduit en incertitude sur
le champ E(r,t), Pour investiguer cette question, nous avons perturbé

ici n(r,t) de 100/  suivant la formule

s (3 by o [3 32 5217

Ia solution trouvée présente également des perturbations sinvsofdales de
1'ordre de 100/O (figure (9.8)) ; ces calculs ont été effectués a 1l'aide

de la premiére méthode,
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X, - TRAITEMENT DES DONNEES
EXPERIMENTALES POUR LE TFR

Le TFR (TOKAMAK de Fontenay—aux—Roses) a un rayon médian
R4 de 98 cm et une section cylindrique Ro de 20 cm, On dispose de
mesures expérimentales pour les données sﬁivantes : le courant total
I dans le plasma, la tension au bord V, la température 6 et la
densité électronique n, ; a partir de ces grandeurs, un premier travail
numérique est la détermination des fonctions g, et g2 et de la
résistivité électrique du plasma . Ensuite, on utilise l'une ou
l'autre des méthodes précédemment exposées pour estimer au mieux le

champ électrique E dans le plasma,

X.1 - Détermination des conditions au bord

a ) Calcul de la dérivée du champ au bord gz(t)

La fonction gz(t) est calculée & partir de la donnée du courant total
1(t) dans le plasma. Sur la figure (10.1), nous avons représenté le
courant correspondant & l'expérience n° 2086, du 22 Mai 1975, On a

_ po dI
(10.1) &, (t) =-5pmp— 3

. daI . P N .y
ou T est exprimé en décaamperes par seconde, g2 en u.e.m (unlte

électromagnétique), Ro en centimétres et avec po = 4RI,

On employera ici la formule

5
_ 107po dI
(10.2) g2(t) = SR X
\ dI . Ve - N\ - .
ou i est exprimé en kiloamperes par milliseconde,

b ) Calcu&_du champ au bord gl(t)

On utilise la donnée de la tension par tour V(t), représentée pour

1l'expérience du 22 Mai 1975 sur la figure (10.2). on a

8 3
10 b 4l

1
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. b . A
ou Log 75 =, 3, Rl est exprimé en centimetres, V en volts,

d . N
(-1% en decaamperes par seconde et E en u.e.m,

On écrira finalement en utilisant (10.2)
108

(10.4)  E(Ro,t) = -==—- V(t) - 6 &,(t)
2K Rl

X.2 - Détermination de la résistivité électrigue 7

On utilise la formule donnée dans S}aitzer [18]

n(r,t) =no©—3/2 Log A E_ (r) z.

b

ou
i) n, est la conductivité électrique

_ T
no—.307 10

ii ) le logarithme coulombien Log A est donné par

Si © < 50 électrons~volts

log A =234 - 1,15 LoglO ne + %.45 Loglo -

et si © > 650 électrons-volts

Log A = 25,3 - 1,15 Loglo ne + 2.3 Loglo -

iii ) E3 (;:) est la correction de Rosenbluth due aux particules
piégées 1
r r )-
=(1,-1 - -
E3(r) (1, -1.95 +.95 5

R, 1

iv ) Nous évaluerons Z, fonction mal connue relative aux

impuretés en négligeant la dépendance de Z en r, On a

R

1(t) = 2nr j (r,t)dr = 2x J\Z E(r,t)

r dr
uR 9_3/2 Log A E3(r)z(r)
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Soit

(10.5)  1(t) = —-

R
2N f ° E(r,t) -
noz(t) 0

9—3/2 Log A E3(r)

Une premiére estimation de Z est obtenue en assimilant E(r,t) & la
fonction, constante en r, gl(t). Alors, on obtient
R
2r g, (t) [0 3/2
1
2(t) = J rdar e

B 0

n, I(t)

2

Pour une meilleure estimation de Z, on peut, & l'aide d'une premidre

évaluation du champ électrique E, recalculer Z & l'aide de la formule

(10.5).

X.3 - Résultats obtenus

Pour estimer la qualité des résultats, on ne peut plus, ici
comparer le champ électrique calculé par le programme au champ électrique
réel, qui est inconnu, Aussi, le critére de validité que nous choisirons
sera la différence

E(Ro,t) - g, (t)

prise point par point ; en fait, on pourrait prendre également l'intégrale

T 2
J (E(Royt) - & (£))7 at

gl(t) étant ici la condition au bord imposée et E(Ro,t) la fonction
calculée par le programme,

Pour 1l'expérience du 22 Mai 1975, on a représenté les courbes
obtenues par la premidre méthode (figure (10.3), avec une discrétisation
implicite en temps (la méthode de Crank-Nicolson donnant des oscillations
inacceptables en temps et en espace) et par la méthode de Fourier (figure
(10,4)) ; les résultats semblent acceptables & partir de 70 ms, ce qui
correspond au moment ol le courant est devenu stationnaire et les grandeurs
physiques utilisées connues avec une plus grande précision ; avant 70 ms,

le champ électrique E(Ro,t) s'écarte davantage de gl(t) tandis que la
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courbe E(r,ti) 4 un instant ti donné sont oscillantes,

Sur la figure (10.5), on a représenté les fonctions gl(t) et

E(Ro,st) pour l'expérience du 14 Mai 1975,

Pour expliquer les oscillations et l'erreur obtenue, il
semble que l'on doive mettre en cause la compatibilité des données n,
g, et g, ; en particulier, n a été évalué & l'aide de la température
donnée en trop peu de points auxquels, de plus, les mesures physiques
sont trés entachées d'erreurs, Nous avons du interpoler en temps des

courbes, en n'en connaissant que trois points,

Notre programme, par ailleurs, peut servir a "mesurer" l'in-

compatibilité des données ; l'intégrale

T
J (B(Rost) - &, (£))° at

est d'autant plus élevée que les données sont incompatibles ; on peut,
en particulier, prendre comme référence la valeur de cette intégrale pour
un cas test que nous avons construit de fagon & ce que les données choisies

s'écartent le moins possible des grandeurs expérimentales,

X.4 - Cas test réaliste

Dans ce cas test, nous conservons les valeurs des fonctions
g1 et g, déduites de l'expérience mais construisons une fonction n
de telle fagon qu'elle soit compatible avec g1 et - Pour cela, on
choisit arbitrairement un champ électrique E, en lui imposant simplement

qu'il vérifie les conditions de bord g, et g,. On prend ici

2
B(rst) = oo= g,(t) + (g (8) = 73 &,(+)) ulzst)
(10.6) ou . : ) , d
u(r,t) =1-4e T (1- (FB) )

Ay B et q étant des paramdtres que mus fixerons par la suite de telle

fagon que B soit positif

qQ2> 2
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On a donc
u(Ro,t) = 1 et en conséquence E(Ro,t) = gl(t)
0
3; (Ro,t) =0 done %g (Ro,t) = gz(t)
%}1% (0,t) =0 ce qui implique %g (0,t) = 0
On va maintenant calculer mn de telle fagon que
> E_1 13 _JE_ 2 t)
8 m " Hor dr " dr  po Ro €2
t
-B = g-2
4Aq Ro T r \2 r \2
P @@ RN e T P (1@
po Ro

_ Wo dI
ore,t) = g @
On trouve finalement

-2

E(r,t) 1 dI  4Aq r (2,2 T |2
(10.7) oy = + s (1= (z2)7) (1 -qz))

n(T,t) n R02 dt Lo RO2 Ro Ro

t
o) - B e e T at ki)
o 1 2 ~2

ou k est une fonction arbitraire de r,

La fonction m est le rapport des expressions (10.6) et
(10.7). Nous devons lui imposer d'é&tre strictement positive et choisir
les quantités arbitraires A, B, q et k(r) de facon & ce que cette
condition soit réalisée,

Pour les essais numériques, nous avons pris

A=.1 B=5  q=3 et kK =0
et comparé le champ initial trouvé par les deux méthodes & la solution
analytique

2 3
B(rs0) = 5= g,(0) + (g(0) - 32 £,(0) (1 - 202 - (£)7)
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Sur la figure (10.6), on a tracé E(r,0) et la solution trouvée
par la premiére méthode, avec une discrétisation de Crank-Nicolson en
temps, On a utilisé 50 pas d'espace (Ar = ,4cm) et 150 pas en temps

(At = lms) ; l'erreur maximale obtenue en un point est inférieure & 20/,

Sur la figure (10.7), on a tracé aussi E(r,0) et la solution
trouvée par la méthode de développements en séries de Fourier ; on a
pris 10 termes pour les développements et 150 pas en temps de lms,., L'erreur

maximale est en r = 0 et de l'ordre de 4%/,

X.5 - Conclusion

Une conclusion nous parait &tre la validité des deux méthodes
de résolution numérique que ﬁouS'avonsrpréséntées; pour fgus les cas
tests que nous avons exédutés, les résultats calculés ne sont pas
entachés de plus de 5 & 6 °/° d'erreur ponctuellement et cette erreur
peut trés certainement 8tre diminuée par la réduction des pas de
discrétisation et l'augmentation du nombre de termes dans laméthode de

Fourier,

Il semble donc qu'on puisse espérer obtenir des résultats
satisfaisants pour des jeux de données déduites de 1l'expérience lorsque
1l'on disposera de grandeurs mesuréesvde facon plus précise et de
davantage de points de mesure sur le nouveau modéle de TOKOMAK construit

en ce moment & Fontenay-aux-Roses,
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