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INTRODUCTION

Les ré su lta ts  p résen tés  dans cette  thèse proviennent de p lu sieu rs  a r tic le s  dont 

un é c r i t  en commun avec E . Amar et portent tout d 'a b o rd  su r  les solutions minimales de 

l 'éq u a tio n  ôu -  f dans la boule e t dans le polydisque de Cn , puis su r  une application à 

un problème d 'ex ten sio n  dans le polydisque, e t ,  enfin, su r  une étude des zéros des 

fonctions holomorphes dans le polydisque.

Le prem ier chap itre  e s t consacré  à l 'é tu d e  des solutions minimales de l '  équation 

ôu = f dans la boule unité B de Cn . La réso lu tion , avec estim ation, de celte  

équation étan t un des outils fondamentaux de l 'é tu d e  des p ro p rié té s  des fonctions 

holom orphes, d iv e rse s  techniques ont été  développées pour’ co n stru ire  plus ou moins 

explicitem ent des so lu tio n s . Deux méthodes ont été  essentiellem ent u t i l is é e s .

La p rem ière  consiste  essentiellem ent à ré so u d re  l 'éq u a tio n  (ôô* + ô*ô)v = f, 

où l 'o p é ra te u r  ô* e s t 1 ' adjoint de 1 ' o p éra teu r b. Lorsque ÎSf = 0, la résolu tion  

de cette  équation fournit a lo rs  au ssitô t la solution minimale dans L de l 'éq u a tio n  

ôu = f, c 'e s t - à - d i r e  celle  qui e s t  orthogonale aux fonctions holomorphes (en posant 

simplement u = ô*v). D ivers a u te u rs , parmi lesquels G. B. Folland et J .  J .  Kohn 

[9J  , G. B. Folland et E . M. S tein  [ 10J  , P . C. G re iner e t E . M. S tein [ 11]  ,

D. H. Phong [24]  , ont étudié ce tte  m éthode.

La seconde méthode consiste  à donner une solution de 1 ' équation ôu = f 

à l 'a id e  d 'u n e  formule in tég rale  plus ou moins exp lic ite . Cette technique qui est basée



N. Ovrelid [22] . R. Range et Y. T. Siu [25] , H. Skoda [28] , S. A. Dautov et 

G. M. Henkin |j$J , N. Th. Varopoulos ¡_3 l] . E. Amaret A. Bonami [2] •••) dans le 

cadre des domaines strictement pseudoconvexes bornés et a permis d'obtenir les meilleures

estimations possibles. Mais ces solutions ne sont pas (même dans le cas de la boule

2
unité de C ) en rapport avec la solution minimale dans L .

Il était alors naturel de se demander si, au moins dans le cas de la boule unité

B de Cn, on peut obtenir une formule intégrale explicite donnant la solution minimale

2 -
dans L (B) de l'équation ôu = f.

Plus généralement, pour tout nombre réel k > 0, soit dcr̂  (̂z) la mesure

I 12 1
sur B égale à (1- |z | ) dX(z), dX étant la mesure de Lebesgue. Dans ce

chapitre, on donne donc une formule intégrale explicite qui fournit la solution de l'équation 

_ 2
ôu = f qui est orthogonale dans L (da  ̂) au sous-espace des fonctions holomorphes.

L ' idée de la construction du noyau s ' inspire du cas du disque unité D du plan

1 —
complexe : si f(Ç) est une fonction de classe C dans D, on montre aisément que

-  2
et la solution de ôu = f dans D qui est orthogonale dans L^dcr^ ^) aux fonctions

holomorphes. On remarque alors que le noyau C^( Ç, z ) donnant la fonction û  s ' écrit

ck( ?,z) = >Pk (r ,z) cQ(ç,z),

On cherche donc à définir les noyaux Ck(Ç ,z) de la boule de la même manière. 

Tout d ' abord, on définit un noyau de Cauchy C ( Ç , z ) de la boule en posant :

la fonction
V z)

définie pour z€D par

°ù * (?,z)=(bkL)
1-C z

et co(Ç,z) = ̂ L
z - Ç

est le noyau de Cauchy.

uk(z)-2îî Df(C)d̂
-i_kj£xk _dr
1-Çz ^ Z~~~^ ’

sur l'utilisation des formes de Cauchy-Fantappié a été utilisée par un grand nombre

d'auteurs (I. Lieb [20J , G. M. Henkin |j2j . ¡J3] . [m] . N. Kerzman [j6j .

i i .



On peut noter que la démarche utilisée pour construire les noyaux Ĉ (C ,z) 

et qui consiste à construire en premier le noyau de Cauchy est naturelle, car si on 

fait tendre k vers zéro dans la formule (2),on obtient la formule (1).

2
Les solutions û  minimales dans L (dâ   ̂) étant donc données par des 

noyaux explicites, il est aisé d'obtenir des estimations. Tout d'abord, on montre que 

ces solutions vérifient les meilleures estimations possibles au bord.

et on démontre la formule de Cauchy.

THEOREME 1. Soit uGcV). Pour tout z£B, ona

(1) u(z) = V u(Ç) S(Ç,z) dX(Ç) + V ôu(Ç)AC (Ç,z) ,
b B B °

où S(£ ,z) = ■ n~^‘ — 1-- est le noyau de Szegö de la boule.
~  2rrn ( 1—Ç z )n ------------------------

On définit ensuite les noyaux Ck(Ç,z), k > 0, en posant

Ck(Ç,z) = 0k(Ç,z)Co(Ç,z) ,

où

è (c z) = 1 ^1- l c l 2 k̂ ["r c p U f f i2 r j i là h k J i - ) 'p 
k * „/ .A. ~ J n-1 k+p V 11 y, T2 J _ ’B(n.k) 1 - Çz p=0 K 11-C z |

Le fait que les noyaux Ĉ ÎÇ ,z) donnent les solutions minimales dans

2 -
L (derk )̂ de l'équation bu = f s'obtient en établissant la formule suivante.

THEOREME 2. Soit u G C1(B). Pour tout zGB, on a

(2) u(z) = P^uiz) + ̂  bu(Ç)ACk(Ç,z) ,
B

où Pk y est le projecteur orthogonal de L (dak_̂ ) sur le sous-espace des 

fonctions holomorphes.

iii.

où B(n,k) est la fonction de Bessel T(n)r(k)

T(n+k)

2ÍÍUÜ+1
C (Ç ,z) = (-1 ) (n-1)! 

(217r)n
(i-çzr~1

Ui-czl2-(i-kí2)(i-|zp)J
S(- 1)i“1(Ç.-i.) dÇ A  dÇ., 

1=1 1 Jji=1 1

n

j i



1 i lEOREME 3. Soit f une (0 ,1)-form e b-ferm ée dans B dont le s  coefficients

I I 2 _1 /2 — I |2
a in s i que ceux de la forme ( 1 - | Ç |  ) 7 ( f ( C) Abl Çl  ) sont des m esures b o rn é e s .

-|
A lo rs la  solution minimale u^ de ôu = f a des va leu rs  au bord dans L (ôB ).

Cette estim ation e s t identique à ce lle  qu 'av a ien t obtenue (pour une au tre  solution)

H. Skoda [28]  e t G. M. Henkin [ 13] .

On rem arque au ss i que le s  estim ations qu ' avaient obtenues N . T h . V aropoulos 

G n l e t E . Amar et A . Bonami £T| (pour les solutions de Skoda et Henkin) sont au ss i 

sa tis fa ite s  p a r le s  solutions u^.

On montre ensu ite  que le s  u^ sa tisfon t les  m eilleures estim ations possib les

d ed an s.

THEOREME 4 . Soit 0 <  oc< k et so it f une (0 ,1)-form e b-fermée_dans B .

S i le s  coefficients des form es ( 1 - | Ç p )af(Ç) e t (1-i C P ) a - ^ ( f ( Ç )  A b I ç P )  sont
1

des m esures bornées dans B , a lo rs  la  solution minimale u. e s t dans L (da . ) .......... '■ ■■ ' ■ ' ’ 1 1 «i— -. k —.— ..ni. ■ ' a-1

S i de plus le s  coefficients de f sont des fonctions m esurab les , a lo r s ,  pour

1 < p < oo, on a

iv.

Ilujl .  < C  11(11 + l | f ( Ç ) A b k l 2 |l

l P( * V i > LP( * a) d<7a-1/2

Cette d e rn iè re  estim ation é ta it en fait déjà connue : S . V. Dautov et G. M.

Henkin H  ont co n stru it une solution de bu = f dans le s  domaines stric tem ent 

pseudoconvexes qui v érifie  ce tte  estim ation . On en déduit a lo rs  aisém ent le théorèm e 4
-j

c a r  le p ro jec teu r Pk_^ e s t  borné de L ( d a ^ )  dans lui-m êm e.

Le deuxième chap itre  e s t  consacré  à la  réso lu tion  de l 'éq u a tio n  bu = f dans 

le  polydisque. A no tre  connaissance peu de ré su lta ts  ont été  publiés précédemment su r  

ce su je t. Tout d 'a b o rd  G. M. Henkin \ j2 ]  a montré à l 'a id e  d 'u n e  formule in tég ra le  

que s i  f e s t  une (0 ,1)-form e ô-ferm ée à coefficients continus su r  le polydisque 

ferm é Dn , il  ex is te  une fonction u, continue su r  Dn , te lle  que bu = f, e t de plus



on a Mu|| „  „ < c||f11 où c e s t une constante qui ne dépend que de n.
L (D ) L (D )

P . L . Polyakov [23]  a étendu ce ré su lta t  aux formes de degré (0 ,q ). En utilisan t

la formule étab lie  p a r Henkin, M. Landucci [ 17]  et | j 8 j  a montré que la solution

2 ✓ 00 
minimale dans L vérifié  e lle  au ss i l 'e s tim atio n  L .

La formule donnée par Henkin peut ê tre  considérée comme la  formule de

Cauchy de polydisque (analogue de la formule du théorèm e 1 dans le cas  de la boule).

Comme elle  comporte des in tég rations su r  le s  faces du polydisque, on ne peut p a s , p a r

exemple, ob tenir avec e lle  des estim ations en norme L^(Dn ). Il é ta it donc naturel

de c h e rch e r  à é ta b lir  des form ules donnant le s  solutions minimales pour obtenir de

nouvelles estim ations. C 'e s t  l 'o b je t  du prem ier paragraphe de ce chap itre , le s  calculs

2 2
n 'é ta n t  fa its , pour sim plifier, que dans le  bidisque D de C .

2
Plus p récisém ent, pour tout k = (k1 ,k 9 ) £  R , te l que k 1 > 0 , k~ > 0 ,

2 | i 2 k r 1 I | 2 k2" 1
so it dcr^ 1 la m esure su r  D égale à ( 1 - l z^  | ) (1 — I I ) dX(z), dX

- ,  1
étan t la m esure de Lebesgue. Pour toute (0 ,1)-form e f, b-ferm ée, d é c la s s é  C

k

V .

-~2
dans D , so it u. la solution de 1 ' équation bu = f qui e s t  orthogonale dans

1 2 2 
C dans D . A lo rs , pour ( z ^ z ^ )  £  D , on a

! r  (1 - I C P)kl
u . ( z  z 2 ) = — \  f l (C1 , z 2 >— -------L ------------- d ^ A d C i  +
k 1 2 2i7̂ D  1 1 2 (1-Clz1)kM z r C 1) k

1 r  , 0 - k 2 l2 ) 2
U z v Ç ) — -------É------------ dÇ2 A dÇ2 + 

2i7TJ D------------2 (1 - e > z 2 )k  (z2- Ç 2 )

1 e ^ w r 1" ^ i ^ \ V - ^ k2 ( C i - ï i ^ - i V ^ i  
+ — 2 \  £ ( C ) A ( — =-------- ) ■==-) —!— 1 Z2 , . 2 2------ - A d Ç 1 A d Ç 9 +

477 ? i - f  z S  r -7 y ~ 4 1 2
477 n “ 1 -1 Z1 1~ b z? I C- 2 1

a  \ r  12 ^ 1 n  l>» |2xk2 " 1 | r  I 2  (1- | Ç1 I ) (1- I ç 9 I ) I C9- z :

H----- * \  f ( ̂  ^  {ko
4tt d 2

— k< — k 9+l  

(l-C^) (z.,-^) (1-C2z2̂
>• 2 I C -z  I

dÇ2 -

2
L (da^  ^) aux fonctions holom orphes. On démontre a lo rs  la formule suivante.

THEOREME 5. Soit f = t , « ,  + t2d ë .k2 une ( 0 ,1)-forme ô-ferm ée de c la sse



A l 'a id e  de cette  formule exp lic ite , on obtient aisém ent le s  estim ations suivantes

on définit tout d 'a b o rd  ce que l 'o n  entend p a r "f e s t  b-ferm ée au sens de la  formule

de S tokes" ce que l 'o n  note b^f = 0 . Puis on définit la  notion de "v a leu rs  au bord su r

2 -  -

T au sens de la  formule de S tokes pour le s  solutions de bu = f lo rsque ô.f = 0 " ,

v i.
0 - k 2 l 2 )k A  ( i - k .  I 2 )1" 1 1 I I 2  _

-  k 1 _ l------------------ :  îc'' +T :--------—  }  A dC, A dÇ 2 .

(1-C2 z 2 ) (z2 - € 2 ) ( 1 -Ç 1z 1) k - z r

^2 ~  i l  ex is te  une constante C ne dépendant que de p , k-j e t ^  te lle  que 

la_solution_iimnimale u^ de^ bu = f vérifie

! lu, 11 0 < c f | | f j |  9 + | | fJ |  0 ) .  
k L (D ) " 1 L (D ) 2 LP(D2r

La seconde p a rtie  de ce chap itre  e s t  ex tra ite  d 'u n  tra v a il  ré a lis é  en commun

2
avec E . Am ar, e t porte  s u r  le s  v a leu rs  au bord su r  T des solutions de l 'éq u a tio n

bu = f dans D2 . S i f = tjdÇ , + ^ d Ç j avec f.j £  L ^ D x  T) e t f2 £ L 1( T x D ) ,

ce que 1 ' on note b^u = f . On définit enfin le s  c la s se s aP0 , , ( b D2 ) de formes

d ifféren tie lles  f = f^dÇ^ + f2dC> de la  m anière suivante : pour p £j 1,+°° L 

f^ G L 1( D x T )  (re sp . f2£ L 1(TXD))  et sa  balayée de Po isson  en ( re sp . z2 )

e s t  dans L^(T2 ) ; pour p = 1 on demande que la  balayée de Poisson  en z^ de 

f^ , P*ï-| > so it dans L^(T2 ) a in s i que H^(H2 P*f^) où FL e s t la  transform ation  

de H ilbert dans la  v ariab le  z^, e t l'an a lo g u e  (en échangeant 1 e t 2) pour f2 .

2 _
A l 'a id e  d ' u n  noyau réso lv an t d irectem ent su r  T l 'éq u a tio n  ô^u = f 

on démontre a lo rs  le théorèm e su ivan t.

THEOREME 7 . S i f e s t  une forme ôK-ferm ée qui appartien t à
A(0.1)(6d2>

On peut m ontrer que pour p G J  1, +00 L ces estim ations sont le s  m eilleures

(p €  [ 1 , ^  Q, a lo rs  il  ex is te  u £  LP(T2 ) te lle  que bt)u = f.

THEOREME 6. Soit f = f 1dCl + l 2d L une (0,1 )-form e b-ferm ée dont les

1 2
coeffic ien ts sont dans L (D ). A lo rs , pour tout p G 1 et pour tous ^  1,-j-00



possibles. D'autre part, Bo. Berndtsson m'a signalé que l'on peut voir qu'il n'existe

pas de noyau envoyant l 'e s p a c e  des ( 0 .1)-formes ô .-fe rm ées f = f 1dÇ1 + f0dC0 te lles
D I I  Ca ¿L

que f |  G L ^ D x T )  et  Î2 £ L ^ ( T x D )  dans l J ( T 2 ) et qui réso lve  l 'équa tion

ô, u -  f . 
b

Le chapitre  III e s t e x tra it ,  avec quelques modifications, du même trav a il effectué

en commun avec E . Am ar. Il t ra i te  du problème de l 'ex ten sio n  d 'u n e  fonction holomorphe

2
définie su r  un sous-ensem ble analytique complexe du bidisque D en une fonction

2
d ' une c la sse  de Hardy de D . Ce problème avait déjà été  étudié auparavant par 

p lu sieu rs  au teu rs  : suivant une idée de W. Rudin ( G d  p. 53 ), C . Horowitz et 

D. O berlin [î^Zl ont c a ra c té r is é  la  re s tr ic t io n  de la c la sse  de Hardy H^(Dn ), 

p £  E l,+°°1> à la diagonale du polydisque. D 'a u tre  p a r t ,  E . L. Stout 

r i s é  les sous-ensem bles analytiques X de Dn qui sont des images p rop res  du disque 

unité D de C p a r  une fonction holomorphe au voisinage de D pour lesquels

r /■ 00 /  ï l \
toute fonction holomorphe e t bornee su r  X s ' etend en une fonction de H (D ). 

D 'a u tre s  au te u rs , te ls  H. A lexander [ i J  , A . A ndreotti et W. S to ll [3J  , P . S .  Chee 

[é l  ont au ss i étudié le problème de 1 ' extension des fonctions holomorphes b o rn é e s .

Les sous-ensem bles analytiques que nous considérons ic i sont les suivants :

2 1
ce sont le s  ensem bles de zé ro s  de fonctions u holomorphes dans D , C dans 

D e t te lles  que :

ne s 'a n n u le  pas su r  (D x T) fI Z(u) (resp .

(TXD)n Zliï)) ;

b) Notons Z(u) = | z £ D 2 ; u(z) = o j .  S i z °  €  Z(u)H T2 il ex is te  un

voisinage v(z°) de z °  te l que 1 ' une des deux conditions suivantes soit ré a lisé e  :
1 "~2 _ _

a) ou bien Z(u)flv(z°)nôD  e s t contenu so it dans D x T ,  soit dans T X D ;

fi) ou bien ¿(u) fi v(z°) fl T2 = | z ° |  avec une condition technique supplé

m entaire .

2
N aturellem ent, la diagonale de D vérifie  ces conditions, et il n 'e s t  pas

vii .

30. a c a ra c té -

a)
ô u

5 z 1
( re s p . ô u

c z 2
)



difficile de vo ir que les sous-ensem bles analytiques considérés par E . L . Stout

— 2vérifien t a) et b) s ' i l s  n 'o n t pas de s ingu larités  su r  ôD . P a r  exemple, l 'ensem ble  

k j-,
z^ -= z^ + c , où k et h sont des en tie rs  et c une constan te , r e n tre  dans le

cad re  que nous considérons ic i .  On notera de plus que nous ne demandons pas à l 'e n se m -
—2

ble analvtiaue Z(u) d 'ê t r e  défini au voisinaee de D .

THEOREME 8. Soient p G [ l ,+'J  et f G Bp(Z(u)), a lo rs  il ex is te  

F  G HP(D2 ) te lle  que F | Z (u ) = f-

La technique u tilisée  e s t une méthode homologique c lassique employée p ar 

A . Cumenge \j~ \ pour ré so u d re  le même problème dans le cas des domaines stric tem ent 

pseudoconvexes de Cn . L es hypothèses fa ites su r  Z(u) et f perm ettent de

— 7— i — 2co n s tru ire  au voisinage de chaque point de Z(u) H b D des extensions locales de f 

ayant de bonnes p ro p rié tés  et le théorème B de H. C artan  donne une extension de f 

loin du bord de D2 . P a r  reco llem en t, on obtient une fonction F , C°° dans D2 , 

qui étend f et qui a des v a leu rs  au bord su r  T2 dans L*3. On considère ensuite

viii.

On définit ensuite  pour p C [l.-Ko] le s  c la s se s  Bp(Z(u)) de fonctions

2
2. Supposons z £  Z(u) fl ôD et que pour tout voisinage v(z ),

2
Z(u) D à D H v(z ) ne so it pas contenu dans T . On suppose a lo rs  q u ' il ex is te  

un voisinage v(z°) te l que la fonction f admette des v a leu rs  au bord su r  la courbe
— " "Tg

zIïïT fl 6D D v(z°) e t que ces v a leu rs  soient dans iJ3 de cette  courbe.

On démontre a lo rs  le théorèm e d 'ex tension  suivant.

, 1 — ^  
la forme d ifféren tie lle  ou = -  b F  e t on montre que a) G A(0>1)ibD2 ). L es ré su lta ts

holomorphes su r  Z(u) de la  m anière suivante :

-  pour p = oo, B ^iZ iu ) )  e s t  l 'e s p a c e  des fonctions holomorphes bornées s u r

Z(u)

-  pour 1 < p <  °o? b  (Z(u)) e s t  la c la sse  des fonctions holomorphes f
P

s u r  Z(u) te lle s  que :

1 . If IP e s t in tégrable  pour la m esure euclidienne s u r  Z(u) ;



de la seconde p artie  du chap itre  II montrent donc q u ! il ex is te  g G L (T ) te lle  que

_ r oo 2
6 ^  = 0.'. On en déduit q u 1 il ex is te  une fonction G £ C  (D ) te lle  que F -  uG soit

~  o
holomorphe et admette F  -  ug pour va leu rs  au bord su r  T , Pour conclure , on

montre que ug G LP(T2 ) en rep ren an t les dém onstrations du chap itre  II.

i x .

1 2

Le d e rn ie r  chap itre  e s t consacré  à une étude des zé ro s  des fonctions holomor

phes dans le polydisque et plus précisém ent des fonctions de la c la sse  de Nevanlinna

r r  I ^  I
N(D ) = -I f holomorphes dans Dn ; su p \ Log+ |f ( re  , . . . , r e  n ) | d6  ̂ . . .

r < 1
Cp, 2 77] n

. d0 <  -H» r . 
’ n 1

Le but p rincipal de ce tte  étude e s t d 1 obtenir une condition n écessa ire  pour

q u 1 un sous-ensem ble analytique X de Dn so it un zéro  d 'u n e  fonction de la c la sse

n ^
N(D ) qui s 'e x p rim e  simplement su r  le courant 0 d 'in tég ra tio n  su r  X (cf.

P .  Lelong W  ).

Dans cet o rd re  d 'id é e s ,  P . S . Chee [4] ,  [5] ,  a montré que s i  X e s t

n x
l 'en sem b le  des z é ro s  d 'u n e  fonction de N(D ), a lo rs  0 v é rifie  la condition de 

B laschke g én é ra lisée , c 'e s t - à - d i r e

Z) Ç1 d t j  e x  } <  oo, 
p=1 Dn Dp/

où D̂ 1 e s t  le  polydisque de rayon t . On voit aisément su r  des exemples que cette  

condition ne peut pas c a ra c té r is e r  les zé ro s  des fonctions de N(Dn ). En fa it, la  

condition de B laschke ne c a ra c té r is e  même pas le s  zé ro s  des fonctions de la  c la sse  

N 1 (Dn ) définie p a r

I iO 1 i0 |

N'(Dn ) = jf  holomorphes dans Dn ; sup \  log If(re , . . .  , r e  n )l d0 1 . .  ,d0

r<1l0,2,]n I + l"

P our avo ir une condition m eilleure que la condition de Blaschke on a donc é té  amené à

ch e rch e r  une c a ra c té r isa tio n  des zé ro s  des fonctions de N'(Dn ) portant su r  le courant

X  f  N f0 . Pour ce la  on a cherché à é ta b lir  une formule de Je n se n .



P a r  exem ple, en utilisant la  formule pour le s  fonctions ci ' une v ariab le  com plexe, on 

montre facilement une ca rac té r isa tio n  des zé ro s  des fonctions de N '(D n ) portant 

su r  11 in tersec tion  de l'ensem ble  analytique avec l ’ensemble des ( z^ , . . .  ,z ) G Dn 

te ls  que I z^ I = . . .  = | z | ; cette  c a ra c té r isa tio n  a l 'inconvén ien t de ne pas s 'e x p r im e r  

simplement su r  le courant 0 ^  (voir L . I. Ronkin [26,1. ou W. S to ll W ) .  P a r  

a i l l e u r s , en faisant in te rv en ir  une métrique K ahlérierne bien adaptée au polydisque,

P . Malliavin En] a é tabli une au tre  formule de Jensen .

Pour pouvoir dém ontrer notre f ormule de Je n se n , on e s t  tout d 1 abord amené à 

m ontrer une p ro p rié té  des sous-ensem bles analytiques de Dn .

S i X e s t  un sous-ensem ble analytique complexe de codimension 1 de Dn ,

notons

T(X) = { t  e ]  0,1 [; d in^X  f l î "  = n - l } ,  

où Ttn = { ( z v  . . . , z n ) e D n ; | z 1 | = . . . =  | z n | = t } .

On cherche à quelle condition su r  X l'ensem ble  T(X) e s t d isc re t dans 

[0 ,1 [ . C ette p ro p rié té  n 'e s t  évidemment pas toujours v ra ie  : p a r  exemple dans C2 , 

la  v a rié té  Y d 'équation  Z ^ = À Z 2 » où À£ T ,  e s t  te lle  que T ( Y ) = l o , l C .

D 'une m anière g én éra le , on voit aisément q u 'i l  ex is te , dans € n , des polynômes 

homogènes holomorphes P te ls  que, s i  Z (P) e s t  l 'en sem ble  des zé ro s  de P ,

T(Z(P)) = 0,1 On montre a lo rs  le théorème suivant :

THEOREME 9. Soit f une fonction holomorphe dans Dn . Il ex is te  un

S i Z(gj) es t l 'en sem b le  des zé ro s  de g  ̂ a lo rs  T(Z(g^)) e s t  d isc re t

L*

X.

Il existe déjà dans la littérature diverses formules de Jensen dans le polydisque.

polynôme homogène holomorphe unique Pj et une fonction g  ̂ holomorphe dans Dn 

te ls  que :

a) f = Pj gj dans Dn ;

b) Tout fac teu r ir réd u c tib le  P de P^ e s t  te l que T(Z(P)) =Jo , 1  [,  Z(P)  

étan t l 'en sem ble  des zé ro s  de P ;

dans

c )

G>,1



£n  u tilisan t ce ré su lta t ,  on démontre la formule de Jensen  suivante :

où Vp(t) = { ( C , ..........y e c ” ; k p l <t ,  k j î = i .  ü j s n ,  i t - p } .

síl ¡ I IU Z 1 l < l z 2 I z2 K z ,

ce qui montre en p a r tic u lie r  que tout ensemble analytique d 'a i r e  finie e s t  un zé ro  d 'u n e  

fonction de N ' (D2 ).

Exem ples. So it (a.)^>^ une su ite  de points du disque unité ouvert du plan 

complexe, et considérons la so u s-v a rié té  X^a  ̂ de Dn définie p a r :

r 1
X/ ) = U  x . où X. = |(z 1 , . . , z n )CDn ; ^  + . . . +  zn = n a . | .  

r  1

P our n = 2, on voit aussitô t que la condition (4) signifie que x (a ) e s t d ' a ire  f in ie . 

P our n ^  3, on peut ch o is ir  le s  a^ de so r te  que x (a ) s ° it d 'a i r e  finie mais ne

xi.

r 2
(27T )n df Log — , 

r r 1

THEOREME 10. Soit f une fonction holomorphe dans Dn . Soient
t = p A

la décomposition de f donnée p a r le théorème 9, d  ̂ le degré P^, X ^ensem ble

X
des zéro s  de g^, et  ̂ 6 le courant positif d 'in tég ra tio n  su r  X

X -  I I
( i . e .  0 = 2i bb Log lgf I ). A lo rs , pour 0 < r 1 < r 2 < 1, on a :

I i 0 1 i 0 2 I ^ I i0  1
\ L o g |f ( r2e , . . , r 2e ) | d 0 ^ . . . d 0  - \  _ Log l f i r ^e  , . . .

[ o , 2 tt] n [o,27rJn

i0 i pr 2 ,, f n r  Y - a  d Ç . >
.., r.e n) de.,...d0 =\ S \ 0 (Ç)dÇAdC l\ +

' 1 " 4-, P=i v (t) pp p p^p V

(4)
„X .B <00

22 »

Cette formule donne une nouvelle ca rac té r isa tio n  des zé ro s  de N '(D n ) portant

X
s u r  0 , à sa v o ir  :

(3) \1 dt{ E \ 6X (C) dr Ad? A  ^ - i }  < ==. 
J o  p=1 v  (t) » ■  P P &  ' j  J

2
Dans le cas  du bidisque D , ce tte  condition s  ' é c r i t  plus simplement :

« i V S r



Xll.

v é rifie  pas (3).

En u tilisan t un ré su lta t  su r  les fonctions d ' une  variab le  complexe, on peut 

m ontrer que la condition (3) e s t n écessa ire  et suffisante pour que X, v so it un zéro  

d ' une fonction de N(Dn ).
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Chapitre I

FORMULE DE CAUCHY ET SOLUTIONS MINIMALES DE L'EQUATION

bu = f

DANS LA BOULE DE Cn.

1.

En théo rie  des fonctions de p lusieu rs v ariab les  com plexes, la réso lu tion  de 

11 équation ôu = f , f é tan t une (0,1 )-forme ô -ferm ée, joue un rô le  fondam ental, 

e t p lu sieu rs  méthodes ont é té  m ises en oeuvre pour obtenir des solutions avec les  

m eilleures estim ations p o ss ib les . Parm i toutes les solutions de cette  équaticn , dans

un domaine donné, il en e s t  une qui peut ê tre  considérée  comme canonique, c ' e s t la

2
solution qui e s t orthogonale aux fonctions holomorphes dans L , ou, autrem ent d it,

2
celle  qui a la plus petite  norme dans L .

Dans ce ch ap itre , on se  propose de donner des form ules exp licites pour les 

solutions minimales de ce tte  équation dans la boule unité B de Cn .

P lus p réc isém en t, pour to u t k c ] o , + ° ° L ,  on considère  la m esure B, 

dcr^ .j(z) = (1- | z | 2 )k -1 dX(z), dX désignant la m esure de Lebesgue, e t on note Tk ^

l 'o p é ra te u r  défini su r  l 'e s p a c e  des (0 ,1)-form es f, ô -ferm ées, d é c la s s é  C

—  -  2
dans B , te l  que Tk ^(f) so it la solution minimale de ôu = f dans L (do'k_ 1 )

2
( i .e .  la solution orthogonale aux fonctions holomorphes dans L (da^_^)). On 

con stru it a lo rs  explicitem ent un noyau de 1 ' o p éra teu r T^_ ̂ .

Comme nous allons le  v o i r , la méthode s ' in sp ire  directem ent du cas du disque 

unité du plan complexe.



2.

1. L IL CAS DU DISQUE UNITE DU PLAN COMPLEXE. 

Soit D le disque unité du plan complexe,

D = j z C C  ; | z  |<1 k

dcr .̂ -|(z) é tan t la m esure s u r  D égale à ( 1 - | z p ) k~ dX(z), dX étant la m esure 

de L ebesgue.

P a r  conséquent, en rem arquant que , pour z£D , tp^{z ,z )  = 1, il ré su lte
1

aisém ent de la  formule de Stokes que s i  u e s t  une fonction de c la sse  C dans 

D, pour tout z£D , on a

( 1 . 3)  u(z)  = P  1 u(z)  + ^ ( O d Ç  A C  ( Ç , z ) .
k - 1  J  D  ô ç  K

La formule (1.3) montre la proposition su iv an te .

PROPOSITION 1 .1. Soit f une fonction de c la sse  C^ dans D. P our tout

1 _
Pour toute fonction uGC (D), et pour zGD, la formule de Cauchy classique s1 écrit

1 dÇ
2Ttt „z - Ç

(1. 2 )
i ( i -  l g r ) k

^  (i-Cz)k ( z - r )

ooVe’z) = (7-^-71 -  Çz
et

i3 1 1
où S(e , z) = ^  -  e s t  le noyau de Szegô de D e t CQ(Ç ,z)

1 1-e z

e s t  le noyau de Cauchy.

Pour tout nombre r é e l  k > 0 , posons, pour (Ç,z)  G Dx D ,

(1.1)
2 TT . n 0

u(z) = V u(e*u )S (e ^  ,z )  dG + V 
o D

Un calcu l d irec t montre aussitô t que pour Ç ^ z , on a

\  ck(̂ »z) = ôr̂ k(C,z)Aco(Ç,z) =

Il e s t  t'ien connu que cette  d e rn iè re  expression  e s t  le noyau du p ro jec teu r

orthogonal Pk-1 de L2(d ak -1 ) su r  le sou s-esp ace  des fonctions holom orphes,

òu

bC
(Ç) dÇ A C

o (C , z )  ,

( 1 -  I C | 2 )k" 1

(1-Çz)
dÇ A dÇ .k

2l7?

co(r,z)^ k(1’ >z )ck(r,z) = dÇ .



nombre r é e l  k > 0 , la fonction u ^ z )  définie dans D p ar

uk (z) = ^ f ( Ç ) d Ç A C k ( £ , z )  ,

e s t  la solution de l 'éq u a tio n  ~  = f qui e s t orthogonale dans l3 (da ,  1) aux fonctions 
------------------------------------------  ------------------------------------ k - i  ------------ -------------------

holom orphes.

L es estim ations su r  le s  solutions de l 'éq u a tio n  ^  = f que l ' on  peut obtenir
bÇ

en u tilisan t le s  noyaux C^(Ç ,z )  sont les m eilleures estim ations que l 'o n  puisse  obtenir 

à 1 ' aide d ' un noyau.

C onsidérons p a r  exemple les v a leu rs  au bord su r  F des solutions u^ : 

notons bC^ la  re s tr ic t io n  de C^ à Dx T e t bu^ la re s tr ic tio n  de u^ à

De 1 ' id en tité , valable pour z £ T ,

i  i ( i - l d 2 )  l

3.

z-Ç | 1- Ç z  F 1 -  Cz ’

on déduit

^  ^  „x 1 r i - l d S k z ( i - 1 ç I 2 ) 1 ç ( î - l d 2 )k 
bCk(C ’z)  = Z B  — J  l i ’ ?"' f2 ""  2 î?  H" ?  \k+1 •1-Ç z 11-Ç z | (1-Çz)

Une estim ation immédiate de ce tte  d e rn iè re  exp ression  fournit a lo rs  le ré su lta t su ivan t.

PROPOSITION 1.2.  P o u r tout k > 0 ,  i l  ex iste  une constante C ne dépendant

1 —
que de k te lle  que pour toute f G C (D), la  solution minimale u^ de

vérifie  l 'e s tim a tio n

||bu. || 1 < c ||f ||
L (T) L (D)

En calculant directem ent su r  l 'e x p re s s io n  donnée en (1.2) des noyaux C^(Ç , z), 

on obtient aisém ent des estim ations à poids pour les  solutions u^ :

PROPOSITION 1 .3 . Pour tout k > 0  e t tout r é e l  a , 0 < a < k ,  il ex iste
1 _

une constante C ne dépendant que de k e t de a te lle  que pour toute f G C (D),

la  solution minimale u, de —  = f v é rifie  l 'e s tim atio n  
-------------------------------  K “  ôÇ -----------------------------

ô u

bl
f



Comme 11 ont montré S . V . Dautov et G . M. Henkin dans [5]  1 ' estim ation de la 

proposition 1.3 peut ê tre  u tilisée  pour c a r a c té r is e r  les zé ro s  des fonctions des c la sse s  

Na(D), a  > - 1 ,  définies par

Na(D) = | f  holomorphes dans D ; ^ (1- |z  P ^ o g 4" | f (z ) |dX(z) <  + ° ° |.

En effet, la formule de Jensen  montre aussitô t que s i  (a .) .>  ̂ e s t  la su ite  des 

z é ro s  d ' une fonction appartenant à N (D), on a S ( 1 - |a . P)a+2 < + 00. Autrement
a 1 00 1

dit s i  0 (z) désigne la m esure su r  D égale à E £  (z), % (z) é tan t la
 ̂ 3 .  ci.

i ,2 a + 2  ' 1 1
m esure de D iract au point a . ,  la m esure ( 1 — |zI ) 6ï(z ) es t de m asse to ta le  f in ie .

1 b 2uEn réso lvan t a lo rs  l 'éq u a tio n  --------=  0 à l 'a id e ,  d 'u n e  p a r t  de l'hom otopie de
b z bz

Poincaré  e t d 'a u t r e  p a rt de la proposition 1 .3 , on conclut q u 'i l  ex is te  une solution de

cette  équation qui vérifie  | |(1 - | z P)a u(z)|| 1 S  C11( 1 — | z P)a+20 (z)|| 1
L (D) L (D)

De cette  estim ation on déduit aisém ent (cf. 15J ou 9J ) que le s  zé ro s  des

4.

| | ( 1 - |z  I2 )a_1u, (z)|| 1 • 11(1-|z  | 2 )a f(z)|| .
k L (D) L (D)

fonctions des c la s se s  N^(D) sont c a ra c té r is é s  par la  condition

Dans la su ite  de ce ch ap itre , nous allons g é n é ra lise r  à la boule unité de Cn 

le s  ré su lta ts  su r  les solutions minimales de l 'éq u a tio n  ôu = f que nous venons de 

ra p p e le r  dans le cas  du disque unité de C .

En p rem ier lieu , nous allons co n s tru ire  le  noyau de Cauchy de la boule de 

m anière à g é n é ra lise r  la formule (1.1).

Puis nous définirons le s  fonctions ^  e t les noyaux C^ de la boule comme 

dans (1.2), ce qui nous perm ettra  de g é n é ra lise r  la formule (1.3).

Nous m ontrerons ensu ite  que, comme dans le cas du disque, les solutions 

minimales u^ de la boule fourn issen t le s  m eilleures estim ations possib les (par un 

noyau) pour le s  solutions de bu = f, c 'e s t - à - d i r e  les estim ations analogues de ce lles 

des p ropositions 1.2 et 1.3 c i-d e s su s .

00
W -  a. 
1 1

2)a+2 < oo



2. LE NOYAU DE CAUCHY DE LA BOULE.

P réc iso n s  tout d 'a b o rd  une notation que nous u tiliserons constamment par la su ite  :

npour tous £ de 77 dans C , nous notons

n
ÎV  = r  £. ri 

i=1 1

de so rte  que la boule unité B de Cn e s t  1 ' ensemble des z £  Cn te ls  que zz < 1.

Nous allons défin ir le noyau de Cauchy de B en u tilisan t le s  form es de Cauchy- 

F an tap ié . Nous rep renons les  notations et la term inologie u tilisée  p a r H. Skoda dans [ 9 ]  

so it ¡J la forme de C auchy-L eray ,

5.

ß = Ç(C-z)

Pour toute section  s du fib re  de C auchy-L eray , on a donc

c*// = \~*(r 7.)(r-7.)\~n e î - i ï 1-1 r í p . z WA dsJ7 r . z ì ì  A dfc.-z . ì .

Soit a lo rs  s q (Ç,z ) l 'ap p lica tio n  de Cn x C n dans Cn définie vectoriellem ent p ar

s o( C , z ) =  Ç(1 -  Çz) -  z(1- I r  |2).

Un calcul immédiat montre que

s o(Ç , z)(Ç-z)  = D(Ç , z ) =  | 1-Ç z | 2 -  (1- | d 2 )(1- lz I2 ) ,

e t que

r  (-1)1 £ . (A dCJ A  d(ç.-z  ). 
i=i 1 j^i 3 i=i 1 1

-n n n

i=i1=1



P a r  conséquent sq(Ç ,z ) e s t  une section du fibré  de C auchy-Leray (i. e .  

sq(Ç ,z)(Ç-z) ne s ’annule q u 'e n  Ç = z ,  (Ç , z) G Bx B) et de plus s i  on a soit

I Ç | < r  < 1 soit | z | < r  < 1, a lo rs

(1.4) D (C ,z )>  (1 -r2 ) k - z  | 2 .

Nous définissons a lo rs  le noyau de Cauchy Kq(Ç ,z ) de B en posant

(1.5) Kq(Ç , z ) = s* /j (Ç , z).

o

tion su iv an te .

6 .

D(r ,z) = (1- I r I2) I ç-z I2 + k ( r - z )  |2 = (i- Iz 12) I r -z  12 +lz(c-z)  I2 .

PROPOSITION 1 .4 .

1. 6ç(KP ,1 (Ç ,z)) = 0 ; pour q > 2 , ôc (KP>q( r , z ) )  = -  bz (KP’q_1(C ,z)) .

2 . Pour q >  2 , on a Kp ,q (Ç ,z) = 0 lorsque z£B et IÇ |= 1.

3. Pour ( Ç , z ) £ B x B ,  on a

K ° ,1 (e ,z>  = (1~ ^ z>n 1 r £ ( - i ^ ) A Æ lA  d? .
D (Ç ,z) Li=l ^  *t i l  Jj i=1 1

0 1
De plus lo rsque (Ç , z  ) £  ô B x B  s i  on identifie le noyau K ’ (Ç,z)  à une

fonction de Ç et z que multiplie la mesure de Lebesgue dÀ ( Ç ) su r  b B , on a

n(n-1) n

K ° ’ 1(Ç,z)  = (-1) 2 - Ë î l L  S ( Ç , z ) d X( r ) ,
U 1 \l

Pour tous e n tie rs  p e t q, 0 < p < n, 1 < q < n, nous notons Kp ,qo
la

composante de degré (n-p , n-q) en Ç (et p a r  conséquent de degré (p , q-1) en 

z) du noyau Kq .

Les p ro p rié té s  fondamentales des noyaux Kp ,q  sont résum ées dans la p roposi-

OÙ s ( r . z )  = ^2zlL! — =—
2 7 7 " "  ( 1 - Ç  z ) "

es t  le noyau de Szego de la bou le .

dans un voisinage de z ,  on a

4 . Pour tout z G B e t pour toute forme de degré (p , q-1) u, de c la s se  C
1



7.

lim V u(C ) KP ,q (Ç ,z) = c u(z) ,
E^o J ôB £(z ) n ,p ,q

où B (z) désigne la boule de centre z et de rayon e, et c es t  une ----  e ------2-------------------------------  ------------— n, p ,q  -------------------------

constante numérique.

Le 1. exprime le fait que les formes de Cauchy-Fantapié sont fermées, 

Le 2 . se voit par un calcul direct : si I ÇI = 1, on a,

ò(sJo (r,z)) = C(1-ÇI) ( i - Ç z ) d C .  +  z . ô ( k l 2 ) -  Cj “ z ( c  7.)

Le résultat cherché est donc évident si q > 3. Pour q = 2, il suffit de
1 —

remarquer que la composante de degré (0,1) en z de (-1)1” s\ À b(s^(Ç,z)) est 

égale à :
O . /. ' o 

Jr i

(1-Çz) dÇk + zk b( I C I2 ) +

j=i+1 h
(1-Cz)dçk + zk ò( : r  I )

d ' où 1 ' annulation ap rès  sommation su r  i .

Compte tenu du fait que s q(Ç ,z)(Ç-z) = D(Ç ,z ) ,  pour voir le 3. il faut ca lcu ler  le 

num érateur de c 'e s t - à - d i r e  T  (-1)1 s 1 A 5  ̂ s 1"1o

A '  si = A 
p .  ' 0 JA L

(1-Tz) df.  + z. ò f  
3 3

(1-Çz)n_1 A dC. + (1 -Ç z)n~2 +

n

j #

q ( i - Ç z )  -  z . ( i -  I ç I (1-Cz)n_1 A  dÇ. + 
3

i-1
+ ( 1- Ç i ) n_2{ £  (-lÿ*~1 (Ç.z.( 1-Çz) -  z .z . (1-I  Ç|2 )) & I iI A dÇp + 

Lj=1 13  13  M i , 3 *

(-1>j Ce i . ( l - Ç z )  -  z.  5 , (1 -  k  I2 )) ò I Ç I2 A
j=i+1 i 3 i 3

dC,
¥ i , j

Par suite

K
o i 1

J

2

s
j

(-1)
j òzi

2 A
¥ i , 3

dÇ£}•

j # 1=1 e

i-1
E

> 1
( (-1)

i+j+1 ii
f
i ôz(C z) A

h

n
4- A(-1) i+j t i C

j
òz (Cz)

j -1
z ( 1) zi ft t

2 A d ì

O
S

L A Ò sj
o

2
)

1 } 'z)
*j

o
i
s

i j#

AA(ç ?Z )
i

i

i i j

o
j i

i »i

i+1

n
E+



Z  (-1)*“ ̂  s* A ôv» = 
i=1 j £  Ç

= ( i  -  rz)n' 1 { s  ( - 1 )1-1 ( r . ( i  -  tz) -  5 . ( 1 - 1 r I2) A dç. + 
l i = i  1 j - i  J

8.

+ r ( - r ) i + j (F z -  \ z  ) ò I c I 2 A  d r  } . 
i<j 3 1 1 3  ^ i?j

On obtient a lo rs  la formule cherchée en rem arquant que

E (-1 f ~ \ c  - z ) A  dÇ =

, i=1 1 1  3 
(1.6 )

= E ( - 1 ) i _ l (Ci ( 1 - C 5 ) - 5 . ( 1 - k l 2) ) A  dÇ. + E ( - 1 ) i+ j ( C z  -  Ç 5  ) ô l c l 2 A  d L .  
i=1 1 1 j £  3 i<3 T 1 1 3 ^ i , j

La dém onstration de la quatrièm e partie  de la proposition e s t  c lassique : e lle  se  

fa it en u tilisan t une homotopie en tre  s q et la section  de M artinelli-B ochner 

s^ (Ç t z) = Ç -  z : so it F ( r , z , t )  = ts  + (1-t) s^ , e t appliquons la formule de S tokes à 

/ l î (Ç)aF  ¡j. s u r  b B £ x [ f ) , l ] :

^ u(Ç )a s* ju -  \  u ( Ç ) A s î j u = Ç  r  bu AF*/i . 
J 6B£ °  J b B £ ° J b B £ x L 0 , l J

En rem arquant que le s  composantes de F(Ç , z , t )  a insi que ce lles  de

lim V p  - , bu A F*jU = 0.  
£->0 b B £X LP, 1J

La conclusion ré su lte  donc de la  formule c lassique  (cf. [_8 J ) :

lim V u(Ç) As* ix = c u(z).
£■♦0 b B , P , q

£

THEOREME 1.1.  1. Soit q un e n tie r  > 2. Pour toute forme u(Ç) de degré

1 —
(p,q-1)  e t de c la sse  C dans B , on a , pour z£B  :

La va leu r de K ° ’ ' (Ç,z) lo rsque k U i se  déduit aisém ent de la  formule explicite

Kdonnant o
.0,1

_b_
bt F ( Ç , z , t )

sont m ajorées p a r c k - z l ,
e 7v

on conclut que le s  coefficients du num érateur de F  ]U

, \ \ 2, r
sont m ajorés p a r  C I Ç —z J e t ,  en u tilisan t (1.4), on en déduit que



= \ u ( Ç ) A r '  ( c , z )  -  \  6U(C)AK^ \ t , z )  , 
° b B B

tout z € B, on a

n(n-l) ^ 1

(1.7) u(z) = t  u ( Ç ) S ( Ç , z ) d A ( Ç ) - (-1) 2 {j}lL%<\ ôu(g)A Ü zp ) -., co(r ,z)  , 
bB (2i7r) B Dn(r,z)

est le noyau de Szegö de la boule, dÀ(Ç) la mesure de

°  d-1
S ( - i r ' ( q  - z ) A  dÇ. A  dÇ.

1=1 3Ji=1

n

Supposons tout d 'a b o rd  q > 2 .  Soit v(z) une forme de degré (n-p , n-q+1), 

de c la sse  C e t à support compact dans B . Appliquons la formule de S tokes à
«

u(Ç ) A Kq(Ç , z ) a  v ( z ) su r  B x B \ U £ où U£ = | ( f , z ) £ B x B  ; | Ç —z | <  ej-, e > 0 :  

compte tenu du 1. e t du 2. de la  proposition 1.4 , il  v ien t,

u(Ç )AK^,q ( r  ,z )  a v(z) = \  bu ( r ) AKP , q(Ç,z)  Av(z)
bU ° BXB\U ' °e e

+ (_1 )p+q V u(Ç)AKP,q-1(Ç ,z) Ab v(z).
B XB \ U °e

Puisque v(z) e s t  à support compact dans B, dans les deux in tég ra les  du membre de

ce qui donne la formule cherchee .

9.

c u(z)n,p,1

\ (n—1)1 1 ou S ( r , z )  = i-----L - — =— -
2 tt (1-Cz)n

Lebesgue su r  bB , et co(Ç,z) =

-  Cn,p,q S b U<Z>Av<z >

d ro i te , on peut m ajorer les  noyaux KP ’qO et KP,q-1
O

lorsque £ e s t  au voisinage

z (en utilisan t (1.4 )) par
C

17 [̂ ïï=ïc - z
P a r  su ite ,  en utilisant le 4. de la Proposition 1.4,

il  v ie n t , en fa isan t tendre e v e rs  zé ro ,

c n , p , q u ( z ) = -  \ ' u ( n A K P ’q(Ç,z)  + ( - l ) P+qôz(  ̂ uIO a r P’^ V  , z » .
w B B

r i _
2. Pour toute forme de degré (p,0)u(Ç) de classe C dans B, on a, pour

z e B :

et la forme z— *\ u(OakP’1(Ç,z) 
°

est à coefficients holomorphes dans B .

En particulier, si u est une fonction:

1 —
3. Formule de Cauchy. Soit u une fonction de c lasse  C dans B. Pour

SBxB
ô u ( Ç ) a K P ’ C1( î , , z ) a v ( z )  +  ( - l ) 134^ \

BXB
u(r)AKp,q“

A Ò v(z),

(C,z)



^apposons maintenant q = 1. On applique a lo rs  la formule de Stokes à 

u (Ç)a K P ’ (Ç ,z) su r  B \ B £(z ) où B £(z) e s t  une boule cen trée  en z et de 

rayon e > 0 . En u tilisan t le 1. de la Proposition  1.4, il  vient

V u(Ç )a KP ’ 1 (Ç ,z) -  ^ u(Ç )aKP> ”*(£ ,z) = ^ bu(Ç)AKP»1( r , z ) .
J bB bB B \ Be e

Comme précédem m ent, on obtient la formule cherchée en faisant tendre e v e rs

z é ro . Le fait que la forme z — u(Ç ) A Kp ’ , z)  e s t  à coefficients holomorphes
J bB °

dans B e s t  une conséquence du 3. de la Proposition  1.4 . Enfin la  formule de Cauchy 

ré su lte  du 3. de la P roposition 1.4.

REMARQUE. La section sq du fib ré  de C auchy-L eray  que nous considérons 

ic i e s t  étroitem ent liée à la section  s^  constru ite  p a r  H . Skoda dans [ ? ]  . En e f fe t , 

pour tout (C,z)  £  B x  ôB,  on a

s Q(C ,z )  = (1-Çz) s h(Ç,z)  ,

e t ,  p a r  su ite , lo rsque z £  bB , les  composantes de degré (n ,n -1 ) en Ç de

■fc  -¥r -X-

s j j . et s^  /lî sont les  mêmes. Notons toutefois que s^ ju n 1 e s t  pas le noyau que

y.
constru it finalement H . S koda, c a r  i l  r e t i r e  à s^  ju une forme dont le s  coefficients 

sont holomorphes en z . Ceci s e ra  p réc isé  au § 3 (formule (1 .15)).

3. FORMULES EXPLICITES POUR LES SOLUTIONS MINIMALES DE L'EQUATION 

b u = f DANS LA BOULE.

dX(z) désignant la m esure de Lebesgue dans Cn norm alisée de so r te  que 

dX(B) = 1, pour tout r é e l  k > 0 , nous désignerons p a r  der, 1(z) la m esure su r

10.

B ( 1 — |z  P ) k_  ̂ dÀ(z).

H(B) désignant l 'e s p a c e  des fonctions holomorphes dans B, soit P, 1 le

p ro jec teu r  orthogonal de L2<d%-1> su r H ( B ) n  L2(dffk -1 ).

1 ' espace des formes d ifféren tie lles f de degré (0 ,1) à■Vu®Soit



la solution de 11 équation ô u = f qui e s t orthogonale aux fonctions holomorphes dans

2 2 
L (d c r^ i  ), ou encore  celle  qui a la plus petite norire dans L (da^  ̂).

Dans ce parag raphe , nous allons é c r i r e  explicitement les noyaux des o péra teu rs  

T^ ^ . Comme nous 1 ' avons dit dans le paragraphe 1 ces noyaux s 1 écriven t de manière 

analogue à ceux du cas n = 1 : on va m ultiplier le noyau de Cauchy défini dans le 

paragraphe précédent p a r une fonction convenable (Ç ,z )  qui v é r if ie ra  en tre  au tres  

' z , z ) = 1  et  0 k(Ç,z)  = O pour ( Ç , z ) C ô B x B .

Posons tout d ' abord

n(n-1)

(1.8) C ( Ç , z )  = - ( - 1 )  5 Î2i I ] 1 k ®’ 1(C ,z ).
°  (2i77)n °

Pour tout nombre complexe k ^ 0 , te l que Re k > 0, nous définissons la

fonction 0 k( Ç , z ) p a r

<i.9) # ( c > z ) . !nr CP . , ,

B (n,k) 1 -  Ç z

n-1 _  /  ^ v P v - ,  I y»12\ / ,) I |2i

p=0 k+p v |1-Çz

/ >1 \  I

où Cp 1 e s t  le coefficient binomial —  ~ — , e t ,  B (n,k) la fonction de 
n ”  d ! (n-D-1)I

p=0

11.

coefficients de c la s se  C dans B et te lle s  que bf = 0 . Soit H un opéra teu r
-j

lin éa ire  de ° ^ n  1\(B) dans C (B) te l que pour toute on a

ô(H(f)) = f (cf. [ ô ] ) ,  e t posons

(0 , 1)
(B)

On peut rem arq u er que, compte-tenu de la  formule c lassique

B esse l B (n,k) = r(n) F (k ) .
r(n+k)

Nous défin issons a lo rs  le  noyau C, (Ç ,z )  p ar

(1.10) c k ( c  , z) = ÿk(ç,z)co(c,z).

Tk-1

*k'

f c Sì

T k - r H - p k - i o H -

e s t donc l 'o p é ra te u r  qui à toute forme t e & (0,1)(B) fait co rrespondre

( B(n ,k) =
n-1

E c p in-1
(-1 f
k+p 9I 11 )

ék



la lim ite , lo rsque k tend v e rs  zé ro  de C. ( T , z ) e s t égale à C ( Ç , z ).
K O

On a a lo rs  le théorème suivant.

THEOREME 1.2 . Soit f une forme d ifférentie lle  de degré (0 ,1), ô-ferm ée et

1 _
de c la sse  C dans B.

i) Pour tout nombre complexe k, R e k > 0 ,  la fonction u^(z), z£ B , définie

uk (z) = \Î f ( r ) A c k( C , z ) ,
B

où Ck( r , z )  e s t  le noyau défini p a r  (1.8), (1.9) et (1.10) e s t une solution de l 'éq u a tio n  

ôu = f .

ii) De p lus , s i  k e s t  un ré e l  stric tem ent p o s itif , on a , pour tout z£ B ,

Tk_ l( f )(z ) = uk(z).

Lorsque k = 0 , le fait que b uq = f ré su lte  de la  formule de Cauchy du 

théorèm e 1.1.

Pour fa ire  la dém onstration , nous allons tout d ' abord supposer Re k > 0 .

LEMME. Pour R e k > 0  et  Ç ^ z ,  on a

n(n—1) , 1_ ...'A1.. / ^\| * / «  K« 2 \k— 1 n — n
(1.12) br  c  (Ç, z)  = (-1) 2 lilz ll _ L _  A dÇ A dÇ .

f  k (2i?r) B(n,k) (1-Fz) i=1 x i=1 1

n(n-1)
( 'j \ | 'j

Pour simplifier l'écriture, posons C„ i, = (-1) * --------- . D'après
’ (2i?r ) B(n,k)

le 1. de la  P roposition  1.4 e t la définition de C^(Ç ,z ) ,  on a

e t p a r  su ite ,

12.

fn— 1 ^  I J 2  k+p-1 /̂ 1 I |2_p"l_ I J 2 V
6ç C (Ç,z) = -C r CP ( - l ) P ( l l ^ L )  Ò f i d l l - ) A C  (Ç,z) =

*= K ,KLp=0 n 1-Ç Z 1 - rz  y J  Ç 1-Çz °

ACo(Ç,z) .

o r , ♦ k(f  ,z) = — L -  V  c j . ,  t l f  ÇhlÉlfXhMl'f  ,
B(n,k)p=0 k + p 1-r z 1-Çz

t
ck(r,z) = ò t (C,z)ò

c k



la formule du lemme en découle aussitôt.

Démontrons maintenant le théorème 1.2 pour Re k > 0 : soit u( Ç ) une fonction 

1 —
de classe C dans B et soit B£(z) une boule centrée en z et de rayon e > 0. 

Appliquons la formule de Stokes à u(Ç ) Ck(Ç ,z) sur B \  B£ : puisque Re k > 0, 

on a C^( Ç , z ) = 0 lorsque | Ç | = 1, e t , compte tenu du lemme, il vient :

(1.13)

u(ç) c  (r ,z).

bBe
Remarquons maintenant que, d 'ap rès (1.11),lorsque e-*0 la fonction 0k(Ç,z) 

converge vers 1 uniformément par rapport à Ç G ôB£, et le 4. de la Proposition 1.4 

entraine que

l i m \  u(Ç)C (Ç,z) = -u(z).
£*0 J ôB e

En utilisant (1.4) en faisant tendre e vers zéro, on déduit donc de (1.13) que

Ceci montre la première partie du théorème 1.2 pour Re k > 0  ainsi que la 

deuxième partie en tenant compte de la formule (cf. ^7 J  ).

Pk_l(u)(z) =
nB(n,k) B 0 - Ç z )

( 1 -  I c i2 )k~ ̂u ( Ç ) i l d i U _ d X ( Ç ) .

13.

I 12 k -1
..c kf U ± )

">k i-rz 7

c

(1.14)

— 2— Ç

I I 2

"ôf ( Ĵ i 4 L ) ' ' c o(r 'z ,•1 -  Çz

Dn~1(Ç>z)
I 1 Z 12n-2
I 1-Ç z |

Comme, en vertu du 3. de la Proposition 1.4 , on a ,

, l9 Z fÇ-O-Çz) - z.(1- i H 2) dC. -_ , \ y> 2 . i _ x v  i  «- \n-1 n ■ -
Ò r h J l L U c  (Ç,z) = - i d ---------------- -------------------- A ----  z (-1 ) (Ç. -  z .)

1-Ç z ° ( 1 -  Ç z ) D (Ç ,z) i=1 n x 1

AdÇ, A dÇ. -
j& i=1

(1-£z)n~ 1 

(1-Çz)2 D n_1(r,z)

ôu(Ç)ACk(C,z) = u(z) -  cn k̂ 
B B

^  I J2xk-1 n _ n
U(g)t'-Jti > .... a  dt A de .

(1-Çz) i=1 i= 1 1

\  ô u( Ç )AC, ( Ç , z ) = -  c . \ u(
J B \ B n , K J B\ B

£ £

)(1- c 21k-1 n n

( 1- l z)
n+k A

i
di
L A

i
c
i

d

n

A
n

i 1
dC

L A
i 1

d
i »

( 1-



14.

REMARQUE. Cette d e rn iè re  formule e s t  d 'a i l le u r s  une conséquence immédiate 

de la  formule (1.14 ). En e f fe t, s i  h( Ç ) e s t  une fonction holomorphe de c la sse  C dans

B , d 'a p rè s  (1.14) on a

1

n B(n,k) B

C1 I f l  2 \k -1
h ( g ) ^ L Ç ‘A .  ■■ dX(C ) = h(z). 

(1-Çz)

P a r  su ite
1 ‘ í 1 -  I T12  ̂———

----------- \  u(g ) -  ,—  h(z) dX(f ) da. 1(z) =
nB(n,k) BXB (1-Çz) k' 1

n r 1 ( 1 2vk-1
= \ u ( r ) j ----------- \  ■ ~ — i-j— h(z)dÀ(z)p

"TB nB(n,k) B (1-Çz)n 5 d a k -1 (? )

= ^ u(Ç) h ( n  doj£_ 1(Ç) , 

e t la  conclusion en découle a u s s i tô t .

montre que ua+ii? e s t  une solution de ô u = f .  Pour vo ir que u ^  e s t au ss i une

solution de ôu = f il  suffit de v o ir  que, lo rsque a  tend v e rs  z é ro , la fonction ua+^  

converge v e rs  u ^  uniformément p a r  rap p o rt à z G B^ = -j | z | <  r  j- , r  <  1. Or s i  

on rem arque que pour tous Ç , z G B , tout a > 0 e t tout p > 0,

ru \ C l 
1 - 5 ?

a+p+i/?
<  C , C étan t une constante ab so lu e , et q u e , pour tout r  <  1,

2. a
o

---- /" 1- K Y
la fonction ( — ——  ) converge v e rs  1 lo rsque a  tend v e rs  zé ro , uniformément

1-Çz

p a r  rap p o rt à Ç e t z dans B , en écrivan t
o

u. J z )  -  u . J z )  = \  u ( F ) 
î B oc+iPv ’ J o

r
O

+ \ U(Ç) 
B \ B

O

LC .^ (Ç ,z ) -C a+i^(C,z)^

à l 'a id e  de m ajorations évidentes des noyaux (résu ltan t de (1.4)), on conclut immédiatement 

à la  convergence uniforme de ua+i£ v e rs  u ^ , ce qui achève de dém ontrer le théorème 

1.2 .
Dans le paragraphe suivant nous donnerons, outre des estim ations des noyaux

Il nous r e s te  maintenant à dém ontrer la prem ière  p a rtie  du théorèm e 1.2 lo rsque 

Re k = 0 . Posons k = i/? e t so it a  > 0 . La prem ière  p a rtie  de la dém onstration

5i/s( ï-z)- < W C’Z)-



des estim ations des v a leu rs  au bord des solutions u^ du théorème 1 .2 .

Rappelons tout d 1 abord la terminologie u tilisée  p a r H . Skoda dans C 9 1 : étant 

donné une (0,1 )-forme f , ô -ferm ée, dont les coefficients sont des m esures bornées 

dans B, nous dirons qu ' une fonction u £ L  (ôB) e s t une solution de l 'éq u a tio n  

b^u = f, s i  pour toute forme <p de degré (n ,n -1 ), d é c la s s é  

on a

b u k (z) = \̂  f ( r ) A b  c k ( r , z ) , 
B

et nous donnerons des estim ations des noyaux b C^.

4 .  ESTIMATIONS DES SOLUTIONS MINIMALES DANS LA BOULE.

Commençons tout d ' abord p a r le s  noyaux b C^( Ç , z ).

De la  formule du 3. de la Proposition  1 .4 , et des formules (1.6), (1.9) e t (1.10), on 

déduit que les noyaux b C ^ ( r , z )  s 'é c r iv e n t  :

15.

Ç u(ç)<p(a = [ f ( ç ) A < p ( r ) .  
bB B

Des estim ations fac iles des noyaux C^(Ç ,z )  (voir § suivant) montrent que si

a lo rs  la fonction u^(z ) du théorème 1.2 e s t  définie pour tout z£B , et 

d é p l u s  u, e s t  continue dans B. Il en ré su lte  a lo rs  aussitô t que, s i  on note b u. (z)

(n - i ) i  i f i - _ l d S k r £ ( - i r ^ d - k l 2) 

(2iv )n k B(n,k) 1-C z i=1 (1-Cz)n(1-Çz)

(-1 )1+:i (Ciz i -  Ç.z. )_ | ,2 . -  -, n
.  r — _------ I l — LL b k r  A d r J  A dr. -

i< j (1 -ç  z)n (1-Çz) e £ , j  i=i 1

(1.15)

n(n-1) / \i— * I \o 12 \k
■ y -  (n i \ ,  i n (-1 )  £ ( 1 - | Ç |  ) -  n

- (-1) 2 Î2 illi  — 3—  e ------_ 1 ---------A de. A dr. -
(2i7r )n k B(n,k) i=1 (1-Ç z)n+ j^i  ̂ i=1 1

Ck(Ç,z) ,

f

n(n-1 ) 
-~ T ~

la re s tr ic tio n  de uk (z) à z G bB,

Dans le paragraphe 3, nous noterons b C (̂Ç ,z )  la  re s tr ic t io n  de c k<r,*) à 

(Ç ,z )  £  B x bB , de so r te  que

(0,1)(B)e JB

b C k( r , z )  = (-1)
j
A d?. -  

Jk

bb bu
k

f au sens défini c i -d e s s u s .

C
1

dans B , à- ferm ée,



16.

o in— 1 ì 1 1 z' 1 ?° n ( 1 ) Ç. ( I I v i )  » — ri 
(1.15) = ( - D  * (n 1)- — -— f l z J i L  k H ( r ,z )  -  L ---------— :----------- A dr, A  de . .

(2i7T )n k B ( n fk ) '-  1-Ç z i=1 (1-Ç z)n+ j^i  ̂ i=1 1-‘

Dans cette  d e rn iè re  exp ress ion , le noyau H(Ç , z)  e s t  exactement celui constru it p ar 

H. Skoda.

Des calcu ls a isé s  montrent q u 1 il ex is te  une constante C ne dépendant pas de r  €  E 

te lle  que

dA(z) c  . r I r - z  I . /  ̂ c  
\ 1— ^ —Tn+T — m  ’ ’ \  T  f"n+î dX (z) < -p— i—P 2\T72  » 

ôB | i - r z l n+ 1 - k l  ò b I i - r  z In+ (1-1 r r ) l /z

dX(z) désignant la mesure de Lebesgue su r  5B .

(1.16)
d -  l r l 2 )k  ( i -  k  l 2 )Re  k
( 1 -  Ç z )n+k "  k | 1 -  Çz |n+Re k ’

et p a r  suite  il ex is te  une constante C, ne dépendant pas de Ç G B te lle  que

Ç ( 1~J ^  J .  d X ( z ) < C  
ÒB (1-Ç z)

f C <£)/0 , \(B) te lle  que (avec les  notations de la fin du paragraphe précédent)

I L  / \l l  ^  r l U I  | | f ( r ) a ò k l 2 ll 1 iibu (z)ii <c-uifii 1 + ir -  — n , y,
L (ôB) kL L (B) ^  kl2 L (B)

où llfll 1 
L (B)

(resp .
'J

e s t  le maximum des normes dans L (B) des

coefficients de f ( re sp . de f ( r ) A ô k l 2 } _ 

/ i -  k l 2
P a r  un procédé de rég u la risa tio n  (cf. L 9]  ) on en déduit le théorème suivant.

THEOREME 1.3 . Soit f une (0,1 )-form e ô-fermée dont les coefficients ainsi 

f(C ) A  b 2°que ceux de la forme ——-—  ■ ~ — sont des m esures bornées dans B. A lo rs  pour tout

v/1-  k l 2

De p lu s , pour Re k > 0 il  ex is te  une constante C 'k ne dépendant que de k

te lle  que

On en conclut 1 ' existence d ' une au tre  constante
c k

ne dépendant pas de

f(C)Aòlr|2

v i - 1 d L 1(B)2



nombre complexe k , Re k > 0 , la fonction bu^iz) définie pour presque tout 

z €  5B p ar

(1.17) buk (z) = ü f(Ç) b C k( r ’ z) »
B

e s t une solution de l 'éq u a tio n  ô^u = f qui e s t  dans L (ôB).

REMARQUES. 1. En lisan t le tra v a il  de E . Amar et A. Bonami LO , on s 'a p e rç o it  

aisém ent que les  estim ations en norme Lp(ôB ), e t L ipschitz que ces au teu rs  obtiennent 

pour la solution de 1 ' équation b^u = f donnée p a r le noyau constru it p a r H . Skoda, sont 

valables pour les solutions b u^, Re k > 0 :

a) Pour p G J  1 ,+°° [ , so it Wp(B) l 'e s p a c e  des m esures bornées n su r  B 

qui s 'é c r iv e n t  /j. = h v , où v e s t  une m esure de C arleson  dans B (cf. [ l  ] )  e t 

h £  Lp(v ). A lo rs s i  le s  coefficients de f e t de ^ 2 = = = ^ -  sont dans Wp(B), il
v/1- k l 2

en ré su lte  que la solution bu^ de l 'éq u a tio n  ôu = f donnée par (1 .17) e s t  dans Lp(ôB).

b)L 'estim ation  obtenue p a r N. Varopoulos dans [jo] e s t au ssi v ra ie  pour les  bu^ :

f ( r ) /v0 c 2
s i  le s  coefficients de f ( X ) e t de , i 'i;r ~  sont des m esures de C arleson  a lo rs

/ i - T c F
bu. £  BMO. 

k

f ( C )a ô Cic) S i les coefficients de f e t de -^ = = = = = -  sont des m esures de C arleson
\ ! \ -  I c i 2

O
d 'o r d r e  a > 1 ,  a lo rs  la fonction buk e s t  dans l 'e s p a c e  de Lipschitz r  (ôB) avec 

6 = 2n(a-1 ) (voir C  ̂]  pour le s  notations e t la term inologie).

2 . La formule (1 .15) pour k = 0 donne

17.

n(n-1

bc0 = (- i)  2

Comme ■  ■■■ e s t  le noyau de Szegô de la  boule, il  en ré su lte  que le noyau bC

( i -^ )n r i
vérifie  lui a u ss i les estim ations a ) , b) e t c) de c i-d essu s  (voir |_1 _l )•

Nous allons maintenant donner des estim ations des noyaux Ck(Ç ,z ), k C € ,  

Re k > 0 .

)

Í2iUi.H(C,z)-
(2in f

n(n-1) n

(-1) ^ [ n z l i l — J—  E (-1 )1-1?. A dÇ. A d ^i-
(2i77-)n (1 -?z)n i=1 1 j^ i J i=l



En u tilisan t la formule du 3. de la proposition 1.4 ainsi que les  form ules (1.6), 

(1.8) et (1.10) , on peut é c r i r e  explicitement les noyaux sous la forme suivante :

(1.17) c k( r , z )  = c k( r , z )  + c 2 ( ç , z ) ,

où les  noyaux

LEMME 1.1.  1. P our tout 1 < i < n, tous 1 < i < j < n, e t tout r é e l  a ,

0 < a  <  Re k , i l  ex iste  une constante C > 0 qui ne dépend que de n , a e t k te lle  

que :

B
<i>k(C,z)

1-Tz n-1

Dn(C,z)
t . ( U t z ) - z  ( 1 - | d 2 ) l ( 1 - l z | 2 )a" 1dX ( z ) < C ( l - k | 2 )a , et  , i i —

I *Pk(Ç,z).
B k D (Ç ,z)

1 ?7 ln" 1 I I I 12 « 1 , ,2 a - 1/ 2
Cz 1 T z . - i . z .  (1- z T  d X ( z ) < C ( 1 -  Ç ) 

j i i j v

où dX désigne la m esure de Lebesgue dans B.

B

B

L( Ç , z ) | dX ( Ç ) < C , pour tout z G B , e t 

L(Ç ,z )  |dX(z) < C,  pour tout C £  B.

P our sim plifier l 'é c r i t u r e ,  nous ne faisons le s  calcu ls que dans C .

Démonstrons tout d 'a b o rd  le 1). Dans tout ce qui su it ,  C désignera toujours

une constante qui ne dépend que de n , a e t k . Puisque la fonction

rt
(Ç , z ) ----- ►  j CI_X1-1 z I ) est bornée dans B x B, de la formule explicite  (1.9)

1-Cz

18.

Ck(f  ,z )

c.2 = c >¿, ( r , z )  (1~r z )n r ( - i ) 1+:i( r . 5 - -  C z . )ó k l 2 A  dr 0 A  dr.  ,
k n \C ’ 7 _ri/ y> \ . ' n i  i ] „ . ' £ ■ , " i

D (Ç ,z) Li<] J J «j¿i,3 Ji=l

2.  Il ex is te  une constante C > 0  ne dépendant que de n te lle  que, s i  L(T,z )  

e s t  un coefficient quelconque du noyau de Cauchy C (T, z ) ,  a lo r s ,

Ck et C2k sont donnés p a r  les formules suivantes :

où Cn - ( - 1 )

n (n -1 ) 
, 2 (n-1)

(2in )n
et t (?,z) e s t  donnée p a r  (1.9).

!

k

(1.18)

1C
k

r
n k t  ,z

1-rz
Dn(C,z)

,n— 1

i=1

n
r - i ( 1- Cz) - z .

1( 1- r 2
)) A

j ñ
d l i

n
A
i=1

dÇ. ,
i 1

( r i



19.

(1.19)

On est donc ramené à montrer les deux majorations suivantes :

En effectuant le changement de variables

on se ramène aussitôt aux deux intégrales suivantes

donnant 0 k , on déduit (comme pour (1.1 )),

U k( r , z ) | < c

^  ? i»  ̂  ̂̂  c. - ------*--
m

i’ r ^ - s2 *1- 
1 i*|

I

En intégrant tout d 'abord par rapport à 

suivantes :

Re k

I Sj a - Y i  ) - i.n-rxi-i Ir!
•*>£>

*

JA w  <  C  ( i - ici1.) ,

I i z  ¿ i  i
< C  (d - tir)

i
o

z

Utk ft-* 
(d-ISì*)  (4-Ì2I1)

2.

•>(
¿U/2-) < C  ( Í.ÍSi'M ,

f
ft r u » » r

J A l* )  < c (-i-izi2)

[ I JSl-2ii+ H I-iSñ h n

z2 on se ramène aux deux majorations

Il faut donc établir la majoration suivante :

í
f i L)

fie k -.y
CA- I H z

)

Oí i.

& H X[2
Tklc-4

/ i
.1

t )
z

l ì
< ¿ ) ]3/¿

J X fe) < c  .

C'
1 - I d

2

1-r z

x-J
í

f\ ,ht k
(

& k . i
H -A 2-

Oi-i
(

Àek({-¡Kl2/

(-1-1212j
Jiek-L

i-Sïi

f- ì5( 2ì
&k-4

i t o - Z I t \
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H
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n
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[
f
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¿¿iia(
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I
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I

i
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(1.20)

(1.21)

20.

La seule singularité apparaissant dans cette intégrale est au point x = 1, y = 0. 

Comme la fonction à intégrer est, au voisinage de ce point, majorée par C__

l x - 1  l + y  ’
il suffit d 'etudier la convergence de l 'in tégrale  lorsque l 'o n  restrein t le domaine

d'intégration à l'ensemble M ax(x,y)>A , où A est un réel fixé assez grand. Or sur ce
a

ce domaine, la fonction à intégrer est majorée par C ------ £ —*—*, par conséquent
(x+y) k+2

la convergence de l 'in tégrale  résulte du fait que a < Re k.

En posant u = vx et 6 = vy, on obtient :

En intégrant par rapport à p , la première majoration de (1.20) se ramène à 

la suivante :

Comme de plus cette dernière majoration entraîne la seconde inégalité de (1.20) 

on est ramené à montrer simplement (1.21).

I 12
Pour cela posons v = 1— | Ç I . En intégrant en polaires, (1.21) devient :
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21.

Montrons maintenant la deuxième p artie  du Lemme 1.1 : puisque le s  coefficients 

de Cq(C , z )  son t, en module, sym étriques en Ç et z , il  suffit de v o ir  que

_ 11-Cz l k 1- z 1 I 
(1.22) C 1 1

B D — | o  i i o  i I T  d À  ( z ) ^  C .

i - c z r - ( i - k l 2 ) ( i - l z l 2 ) ] 2

On fait a lo rs  le même changement de v ariab les  que précédemment, e t on e s t  ramené à 

m ontrer la finitude des deux in tég ra les  su ivantes :

l i -k k  II I kl-z I
dX (z ) < C , e t

[ [ k l - z 1 l2+ ( i - k l 2 ) l z 2 l2] 2

11-  k l  z 1 1 I z 9 1
\  ■=---------------------- - ------------ =— dX(z) < C.
B II j.| 12 M | J2 \| 12 2

L^ l-z - l 1 +(1- |Ç| ' Z2 J

Comme dans le ca lcu l p récéd en t, on in tègre  tout d ' abord p a r rap p o rt à la  variab le  

z2 , puis on in tègre  en p o la ires  dans la v a riab le  z ^ . Une fois le deuxième changement 

de v a riab le s  effectué, on se  ram ène à vo ir que :

(1.23)

où v = 1 -  Iç I2 e ]o , i ]  .

C onsidérons tout d 'a b o rd  la p rem ière  in tég ra le  de (1.23) : comme pour les in tég ra les  

de (1.20) la  s in g u la rité  x = 1, y = 0 e s t  in tég rab le , e t il suffit de co n s id é re r le 

domaine d 'in tég ra tio n  (x,y)  £  |  A < Max(x,y) < I j - ,  S u r  ce domaine, la fonction à 

in té g re r  e s t  m ajorée p ar

i

AT f
[

I ]*

(X+i+M) X .

(ix-ii  +3 ) [ i i f ]

d d
a

< c J St

V? Í
J O

]

( Z
%

fc 'O

d
f

[

i
(

j
d á * < c ,

) fXiXI
\r

\i

X i -t i
(y. i ii ) t X f

¿

L Ae



|A < M a x (x ,y )< ^ }  X̂+Y^

ce qui e s t  au ss i immédiat.

1
De ce lemme on déduit aisément des estim ations en norme L pour les solutions 

minimales de l 'éq u a tio n  bu = f : so it o c > 0 ,  e t so it f une (0 ,1)-form e b-fermée 

te lle  que les  coefficients des formes (1- | ç|2)a f(Ç) e t  (1- | ç |2 )0c_'*//2( f ( ç )A b I ç|2) 

soient des m esures bornées dans B . Il ré su lte  a lo rs  du lemme 1.1 e t des formules 

(1 .17) e t (1 .18) que, s i  Re k > oc, la fonction

Uk^ = j f(C)ACk(Ç,z) ,
B

e s t  te lle  que (1- |z  | )a” u^(z) €  L 1(B), e t ,  p a r  un procédé de rég u la risa tio n , on

déduit aisém ent du Theorème 1.2 que b u^ = f.

se  rappelan t que j  I 17
D é p lu s ,  .— ( 4) la m esure su r  B, (1-1 £1 ) dX(£)> r > - 1 ,

dX (£ ) la m esure de L ebesgue, il  ré su lte  aussitô t du Lemme 1.1 e t de l 'in é g a li té  de

H older que s i  les  coefficients de f (Ç ) sont dans Lp(da ( Ç )) e t ceux de f (Ç ) a b | Ç12

dans LP(d a (x_ 1/,2 (Ç)), a lo rs  u R(z) e  L ^ d e r ^ z ) )  pour Re k > a , e t  1 <  p <  «>.

THEOREME 1.4.  So it k£C te l que Re k > 0 , et so it a un r é e l  te l  que 

0 < a < R e k ,  e t so it f une ( 0 ,1)-form e b-fermée définie dans B.

1. S i  les  coefficients des formes ( 1 — I Ç12 )ocf(Ç) e t (1- | ç | 2 )a_1^2(f(ç )a  b I ç | 2 )

so n t^ es^ jn esu res^ b o rn ee^ d ^ is  B , a lo rs  la  fonction u^ définie pour presque tout 

z £  B p a r

22.r  x A ,

(x+y)

et on est ainsi ramené à voir que

SV

O

{A<Max(x,y)<^j

x dx dy

<x+y?

< C  ,

ce qui e s t  un calcul immédiat.

Pour la seconde in tégra le  de (1.23) on rem arque tout d 'a b o rd  que

1 P2 dp

[( |x-1 l+ y ^ + x p  J

< C

( Ix—1 l+y) Li 1 x—1 l+y)2+x_F/2  ’

et Dour les mêmes raisons que précédemment, on se ramène à voir que

x3//2 dx dy < C  ,yfij



u k (z ) = 5 f (H  ACR(Ç ,z) , 
B

-  'I
e s t une solution de l 'éq u a tio n  ôu = f qui e s t dans L (dcra_^(z)).

2. De p lus, s i  les coefficients de f sont des fonctions m esurab les, pour

1 < p <  œ ? on a

je  òu = f dans le s  domaines stric tem ent pseudoconvexes en u tilisan t simplement la 

résolution de l 'éq u a tio n  ô^u = f donnée p a r  H . Skoda ¡J? 1 ; on procède de la manière

2
étan t s tric tem ent plurisousharm onique de c la s se  C ; pour tout e n tie r  k > 1, on 

considère  dans Cn+k le domaine stric tem en t pseudoconvexe borné

^>k = { ( r , ç ) c c nx c k ; P(ç)+ £ U i l2 <o}.
k 
S 

i=1

Soit f une (p ,q)-form e b-ferm ée de c la sse  C 1 dans , e t soit 

H(Ç , Ë, ,z ,w )  le noyau de Skoda pour le domaine o£>k . S i on considère  f(Ç ) comme 

une forme de c la sse  C^ dans <&k qui ne dépend pas de £=( £- | > . . . ,  £k ), a lo rs  

pour tout (z ,w ) G b£^ , la  fonction

v,(z,w) = '\ f(Ç)AH(Ç,£,z,w)

\
e s t une solution de &bu = f • O r, on sa it (cf. [  9 ]  ) que ce tte  fonction se  prolonge dans

23.

< c d | f | |  + l l f(C)A Ò I c l 2 ll n ) ,

'  L P (daa ) (dcra -1 / 2 (^ )

où C e s t une constante qui ne dépend que de k , a  e t n.

REMARQUES.

1. L es estim ations du Théorèm e 1.4 ne sont pas nouvelles : dans U . s . A .

Dautov et G . M. Henkin ont obtenu une solution de ôu = f dans le s  domaines stric tem ent 

pseudo- convexes qui v érifie  la même estim ation. On en déduit aisém ent que le s  solutions minimales

dans la  boule vérifien t le s  estim ations du Théorème 1.4 c a r  le p ro jec teu r
p k - i

envoie

Lp(da .,) pour 1 < p <  00 et 0 < a < k.

Il e s t  d 'a i l le u r s  a isé  d 'o b te n ir  le s  estim ations du Théorème 1.4 pour les solutions

)a-1

u,
k Lp(da

suivante : so it o9 = |z £ C n/o (z )  < o j un domaine stric tem ent pseudoconvexe borné, p



dans la boule |w I < - p ( z), e t ,  pour z€<©, vk(z ,0 ) e s t  une solution de ôu = f. 

A insi, s i  on pose

vk (Z) = ^ f(C)AHk(C ,z ),  z e S ,

^ k
e s t  une solution de à u = f .

On peut a lo rs  m ontrer que vk(z) vérifie  les estim ations du théorèm e 1.4 pour 

a  < k+1. P lus p récisém ent, pour 0 <  a <  k+1, on a

Il(-p(z))a_1v (z)|| < c { | | ( - p ( Ç ) af(Ç)|| + l l ( -p ( r )a" 1//2(f(Ç)Abp(Ç))|| ! } .
k L (<£)) L l \ & )  l \£ ) ) J

Pour a  = k cette  inégalité n 1 es t au tre  que celle  de Skoda pour le noyau H ( Ç , 4 , z , w ) .

2.  En fa isan t in te rv en ir  des espaces de m esures bien adap tés , on peut, comme pour 

les  noyaux b Ck , am élio rer les estim ations LP du théorèm e 1.4 e t obtenir des 

conditions L ipschitz pour le s  uk>

3. L es noyaux bCk ont été considérés  indépendamment p a r  Bo Berndson dans

W.

24.

^ k en une solution de ôu = f. P a r  conséquent, v^(z ,w ) e s t  holomorphe en w

n-k+1/2 I
H . ( r , z )  = C \ r 9 , dÀ (f  ) j - p ( z ) |  \ \  2 . H ' C , !  , z ,w)  dcr(w)} »

k ‘ ^{l Cl < - p ( Ç ) }  L IW |2= - p ( z ) j

où dcr(w) e s t  la m esure euclidienne su r  la sphère  |  I w 12 = -p (z)j- e t dA(£) la m esure 

de Lebesgue dans C , a lo rs  la  fonction



25.
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SOLUTIONS MINIMALES ET RESOLUTION AU BORD SUR T2 

DE L'EQUATION bu = f DANS LE POLYDISQUE.

Chapitre  II

D2 = {(zr z2) e  c 2 ; |z 1 |< 1, | z2 l < l } .

La p rem ière  e s t consacrée  au même problème que le  chap itre  p récéden t : donner

-  2
des form ules exp lic ites pour le s  solutions minimales de 11 équation bu = f dans D .

L es ré su lta ts  de cette  p a rtie  ont fait l 'o b je t  d 'u n e  note aux Com ptes-Rendus [2 ] et 

se ro n t publiés dans El] .

La seconde p a r t ie , qui e s t ex tra ite  d ' un tra v a il r é a l is é  en commun avec E . Amar

El] , étudie les v a leu rs  au bord su r  T2 des solutions de l 'éq u a tio n  bu = f dans le

b idisque. L es estim ations en norme LP(T2 ), 1 < p <  que nous obtenons ic i sont

le s  m eilleures possib les : on ne peut pas e s p é re r  obtenir des estim ations dans LP(T2 )

2
pour les  solutions de bu = f uniquement avec des estim ations su r  f dans D comme 

le  montre l 'exem ple  suivant :

C onsidérons la (0 ,1)-form e b-ferm ée

w = î (z^)  dz2 ,
où f e s t  holom orphe, e t supposons qu ' il  ex is te  une solution u de bu = f qui so it

D 2 — o
dans L (T ). A lo rs u(z^ ,z 2 ) -  f(z^ ) e s t  une fonction holomorphe dans D , e t ,  

p a r  su ite ,

0 = ^  u(z^ ,z 2 ) -  Z2^ Z1 ) dz2 = j  u(z^ ,z 9 )dz2 -  2 i,frf(z1 ) ,
T

Ce chap itre  t ra ite  de la réso lu tion  de l 'éq u a tio n  ôu = f dans le polydisque 

de Cn, e t,  pour sim plifier les notations, on ne considère  que le cas du bidisque



ce qui donne, p a r  l 'in é g a li té  de H older,

\ |f(z..) | p dÀ(z..) < — ^  Ç lu | p d X (z J  dX(z? ).
T (2iv )p ^ T2 2

P a r  conséquent f doit ê tre  dans HP(T) ce qui en tra îne  que co doit avo ir des 

v a leu rs  au bord su r  T x D qui sont dans Lp . On peut rem arquer de plus que s i  

l 'o n  voulait seulement u £  Lp(ôD2 ) le même raisonnement montre q u 'i l  faudrait 

encore  f £  HP(T).

1 2
Pour l 'e s tim a tio n  L (T ), Bo. Berndtsson  m 'a  signalé que l 'o n  peut m ontrer 

q u 'i l  n 'e x is te  pas de noyaux qui envoie l 'e s p a c e  des formes ô-ferm ées 

f = f1 dC, + f2 d?2 te lle s  que f 1 £  L 1(Dx T) e t f2 £  L 1(T x  D) dans L 1(T2 ) 

et qui ré so lv e  l 'éq u a tio n  ôu = f .

27.



1. SOLU1 IONS MINIMALES DE L'EQUATION ôu = f DANS LE POLYDISQUE 

Pour simplifier l'écriture et les calculs, nous nous contentons de considérer le

2
cas du bidisque de C ,

D2 =

2 2 
H(D ) étant l'espace  des fonctions holomorphes dans D . Il est évident que le noyau

est le produit des noyaux des projecteurs à une variable correspondant à

k,|-1 et à l ^ - l ,  c 'e s t - à -d ir e :

, , 1 k.,-1 , io k„-1 
(1-kJ1)1 d-1c21 )

kik2 : k~n : k~n •
d - ç ^ i )  ( 1 - f 2 z 2 )

-  i —2
Pour toute (0,1)-forme ô-fermée f dec lasse  C dans D ,  soit

— 2 2 la solution de 11 équation ö u = f dans D qui est orthogonale, dans L (da ̂   ̂),
2 -

aux fonctions holomorphes. Autrement dit, si u €  L (da^ ^) est une solution de ôu = f,

on pose

Tk-i® = u - pk-i<u>-

Comme dans le cas de la boule, nous allons donner une formule explicite pour les 

solutions

28.

{<z1>z2)
£ C2 ; | z 1 |<1 et |z2 |< l} .

n
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Pour tout k = (k^,k2)CR , k  ̂ et k2 étant strictement positifs, nous notons

2 i j 2 ^ 1 I 12 ^2~ ̂  
dak_1 la mesure sur D , (1- |z^ | ) 1 ( 1 — |z2 I ) dÀ(z.j,z2 ), où dX(z1,z2)

est la mesure de Lebesgue.

Soit P
k-1

la projection orthogonale de L2(da k_"i) sur H(D2 ) H L2(dcrlc_1 ),

THEOREME II. 1. Soit f(Ç) = t,(Ç) dÇ., + f 2(C) <£>
oo 2 - 2

C dans D , 5-ferm ée .  Pour tout k = (k  ̂^ 2 ) G C ,  k  ̂ et k0 étant de parties

2réelles strictement positives, considérons la fonction uk(z1,z2) définie dans D par :

1k-1 (f):

iI
i
) L 1 I£ )JL)

k¿

1 £i2i) i í)

i iI

4 i

ISi! L

iL Z

X.

Tk-1 (f)

une (0,1 )-forme de classe

de P
k-1



A lors  :

2e s t  une solution de bu = f dans D ; 

b) De p lus, s i  e t k2 sont des ré e ls  stric tem ent p o s it if s , on a

\  -  Tk-i<f >-

La dém onstration de ce théorème se  fait naturellem ent p a r  applications success iv es

2 T
de la formule de S to k e s . So it u(Ç ^ , Ç2 ) une fonction de c la sse  C dans D , e t 

considérons tout d 'a b o rd  la forme différentielle

1-  I C I2 k, i  11,2 1 -n k 2
Comme ( ------ ) tend vers 1 uniformément par rapport à Ç0 G ôD (z)

^ 2  z2
lorsque e tend vers zéro, en passant à la limite pour e ->0 dans (II.2), il vient :

U -  ('Sir)
k

-  k (

W-\v ivy
(

t

Ù - W >
fri. I S - s i 4

1 ^ - 2  i i "

(II.2)

r
D x 3 liß ii

a

*
GMSal4] C4-ifer)

M i +1
U - W

K
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i
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(II. 1) u ( q , C 2 )
( (

d - c ^ )
k.,+1

(1-C2z2) Ẑ2“ ^2^
k2

AdÇ1AdC2.

Soit Ue(z2 ) = D x D e(z2 )=  {(Cr C2 ) e  D2 ; k 1 |<1 e t I ç ^ k e } ,

\ 2 
la  formule de Stoke^à la  forme (n .1 )  su r  le  domaine D \ U  (z„) : puisque d 'u n e  p art cette

S c*

forme e s t  nulle pour I I= e t ,  d 'a u tr e  p a r t ,  e s t  de degré (1,1) en Ç^, il  vient :

e t  appliquons

1
k

2

1 c 2
B

)
d C1

1 c 1
2

)
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Il vient donc :

L es  form ules donnant les solutions minimales dans le disque unité du plan complexe p e r 

mettent de tran sfo rm er le p rem ier membre de (H .3) de la  m anière suivante .
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P our dém ontrer le  théorèm e I I . 1, i l  suffit donc de v o ir  que le second membre de

(II.4) e s t  égal à u. (z.. ,z 2 ) (avec

P our cela  considérons la forme d ifférentie lle

Soit U£(z.|) = D£(z^)x  D = |( Ç . | ,Ç 2 )eD2 5 i C-|~z -| l< e et  ! Ç2 I<  1} » et  appliquons

la formule de S tokes à la forme ( I I .5) su r  le domaine D \ ( U  ( z J J U  (z9 )) : puisque
£ I 6 ^

f 1
ôu

ÒÇ1

et f2
ò u

Ò t 2

).

( I I . 5)
òu

ô?2
( 1 yt2 )

I I 2 k 1 
d - k 1 12 ) 1

-  k 1 
(i-r,*,) ,(z1- c 1>

I I 2 ^2 
d - k 2 l2 ) 2

( 1 - ' ^ 2 P ( z2-C 2 )

dC2 A d Ç 1 Ad Ç2 .

I 4
.1 z

a i t i

1 1

1
1

1

-L

L S

cette  forme e s t  d 'u n e  p a rt nulle lorsque C1 = 1 ou C2 = 1, e t ,  d 'a u t r e  p a r t ,

de degré (1,1)  en C2> il vient :
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En fa isan t tendre  e v e rs  z é ro , on obtient donc :
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Nous allons encore  tran sfo rm er la d e rn iè re  in teg ra le  de (H .6),

(II.7) I = 1
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i formule de Stokes appliquée <.*. forme
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t 2 )
ft?2

,1-lcjKk,

S-?,Z1 ^

^ f A k2

S-C jZj

* 1 - ^

(z2-C2)|Ç-z I2
d?.,* dC1 AdC2

2
su r le domaine D \ U £(z2 )y donne, en faisant tendre e vers zéro :

Le même transformation pour I2 donne :

Le fait que le second membre de (II. 4 ) est égal à ufc(z 1, z2 ) s ' obtient en

regroupant (n.6), (II.7), (II.8), (II.9) et (II. 10). Ceci achève de démontrer le théorème 
II. 1.

Nous allons maintenant donner des estimations sur les solutions u (z ,z ).
le 1 ̂ 2
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(iii) Pour Re k^> 0 et 0 < Re k2 < 1 (resp. Re k2 >0 et 0 < Re k 1 < 1)

33.

â X  12-1 < C (J- ¡S

(■
resp .

, -Xf k(- 4- \
cUtî) ^CH-i^r) I

et k2 .
Dans cet énoncé, C désigne toujours une constante qui ne dépend que de k^

Notons tout d 'abord que, puisque Re k1 > 0, on a

S C ,

et par conséquent, l 'in tégrale  du (i) du lemme est majorée par l'in tégrale  suivante :

[i=cS

, , 0 Rek9-1 i , 9
(1-1 ç2 r )  k . - z ,  u2 2

£
?2Z2

Re k2+1 dX(C2).

,9 Rek9-1 , |
, 2 I2 ) I W

iRek2+'1
dX(Ç2) <  C.

2̂Z2

(v2+u2+82)

0 t en posant = ^2 ^2 9 ^2 = *̂ 2̂ 2* ^  vient .

o 1 1 >
D , -T— dv9 d0 < C , Rek0+1 2 2

U2
[0 ,,7- J 2 (x0+l+y-,)

Rek2‘\l il i x2 (ix2-n+y2)^ _

Re k2+1 ’

on a

\Î>L

V,d \i-iIi) ti.

(A ?i.i
H1 (2.4 *<)

(\ I li
l ? i

(i y,i ? i )
k2t i

i Sz ?¿I
i.

l 1
I )

i e k i

A

I i I¿)
k

1 2L) i(i ? i2.Ì

(i i (IL}
í- i

(1 3■C. )
k<41

ifet 1J

s 2I

c

I 12
1-1 c, I k

1 f1
z
1

1

■\lc, l<l} V e!-c1

dxír^

C-z
2

1
s

1-2
< 1

(I 2
|<1

[0 ,1 ] 2
s

En posant u2 = 1 -1 z212 et v9 = 1 - | r 212 et en intégrant en polaires, on ramène

cette dernière intégrale à

v
2

Rek
2

1

Un calcul immédiat montre que l'intégrale entre crochets de 1̂ est majorée par

et par suite pour voir le (i) on est amené à voir que :

(1

c
I 2 z

2

9



e t , cette  d e rn iè re  majoration se  voit aussitô t en in tégrant en p o la i r e s .

Pour vo ir les  m ajorations du (ii) e t c’u (iii) du lemme, en in tégrant tout d 'a b o rd  

il suffit de vo ir que d ' une  p a r t ,  lo rsque Re k2 ^  1, on a

Ir 2 ' Z2 I
¿ 1 dX(z2) < C ,

34.

Z2 1<1;  |1 - Ç2Z2

et d ' au tre  p a r t  q u e , lorsque 0 < Re k2 < 1, on a

[ ¿ ¡ n dA<z2>£ C
^2 " Z 2

z2l<l} Ïl-C^
Ces deux d e rn iè re s  m ajorations étant év id en tes , le lemme I I . 1 est dém ontré .

L es noyaux appara issan t dans les t ro is  p rem ières in tég ra les  donnant u^ étant

1 1 1 ,  
m ajorés respectivem ent p a r  -,--------- > , ■>---------1 et ---------p* , on déduit aussitô t du

' Z1 " V  Z2- 2̂ I c - z l
Lemme n .1  que, s i  Re > 1 et Re k2 > 1, pour p G u»+°d > il  ex is te  une 

constante C qui ne dépend que de p , Re et Re te lle  que

Ilu, || 0 < c { | | f j l  „ +  | | t , | |  
k LP(D ) ^ LP(D ) LP(D )

P a r  un procédé de rég u la risa tio n , on déduit donc du Theorème II. 1 que s i

1 2  ” , 
sont dans L (D ) a lo rs  u^ es t une solution de ôu = f qui vérifie  1 ' estim ation de

c i -d e s s u s .

Dans le cas  où Re k^ e t Re k2 ne sont pas tous deux su p é rieu rs  à 1 on a 

une estim ation plus faible en u tilisan t le (iii) du Lemme n .  1 :

THEOREME I I .2 . 1. Supposons Min(Re k^ ,Re  k2 ) > 1. Soit

-  1 2  
une ( 0 ,1)-form e 6-fermée dont les  coefficients sont dans L (D ). A lo rs  la  fonction

—  1 2  
u , ( z . , z 2 ) du théorème I I . 1 e s t  une solution de bu = f qui e s t  dans L (D ). D é p lu s ,

s i  p G [ f i l  ex is te  une constante C qui ne dépend que de p , Re k^ et

Re le, telle que

||u. || ~ ^C"j | | f . , | |  ,, + ||t,11 o f *  
LP(D ) LP(D ) LP(D )

1 9 +OC]

f f 1dÇ1 + f
2

d C2

f 1 et f2

par  rap p o rt à z 1 1



2. Supposons Re k 1 > 1 et_ 0 < Re k2 <  1 ( re sp . 0 <  Re k 1 <  1 et

dCj + f2dC, une (0,1 )-forme 6-ferm ée te lle  que

i i o Re k 1-1
f2(Cr r 2 ) (re sp . f 1(Çl ,Ç2 ) et (1-1 y C , ,£ )

1 2
soient dans L (D ). A lo rs  la  fonction u1J z 1 , z9 ) du théorème n .1  e s t  une solution de 

6u = f qui e s t  dans l \ d 2 ). De plus, s i  pgEi»+°°3»  i l  ex is te  une constante C

35.

 ̂ k T P/n 2x ^  C i ^ fr 1 . , R ek9-1 +
Lp((1-1 £> I ) “ dX(Ç))

( re sp . u. „ ^  c i  f j  0 + f j  n  , 1 l) .
k LP(D2 ) 1 1 LPÎD2 ) 2 n I l 2 R e k 1_1 S

1 } L J LP( ( 1 - | ç , r )  1 dX(Ç))

3. Supposons O <  Re k 1 <  1 e t 0 <  Re k2 <  1. So it f = f + f2d ^ une

I I P  Rekp-1 , j0 R ek 0-1
( 0 , 1)-form e ô-ferm ée te lle  que (1-1 ^ 1  ) f ^ ( Ç y C 2 ) e t 0 -1  C-J )

1 2
soient dans L (D ). A lo rs  la fonction u ^ ( z ^ , z 2 ) du théorèm e n .1  e s t  une solution de 

bu = f qui e s t  dans L^(D2 ). De plus s i  p e | j » + ocD> il  ex is te  une constante C 

qui ne dépend que de p , Re k^ e t Re k2 te lle  que

' V l p / ^ x  -  c i lifi 11 Re k~-1 + n , l 9 R ek.,-1
L (d ’ LP( ( 1 - k 2 | 2 ) 2 dA(Ç)) Lp((1-| C, I2 ) 1 dX(Ç))

REMARQUES. 1. Dans [ 5]  G . M. Henkin avait obtenu une estimation L°° pour 

une solution de bu = f dans le  polydisque. En utilisan t cette  solution M. Landucci a 

montré dans [ 6 ]  que la  solution minimale ( i . e . k^ = k2 = 1 avec nos notations ) dans

2 00 f
L v érifie  a u ss i  l 'e s tim a tio n  L . En fait le  théorème n . 2 c i-d essu s  montre en 

p a r ticu lie r  que ce tte  solution minimale v é rif ie  le s  estim ations Lp pour 1 < p < 00. 

Dans [ 7]  le  même au teu r a donné une estim ation su r  les  dérivées de la  solution mini maie 

dans L2 (D2 ).

2. Comme nous l 'a v o n s  vu dans l 'in tro d u c tio n  e t dans la prem ière p artie  de ce

f2 (C1fc 2)

f2

Re k
2

> 1). Soit f f 1

( 1
2

2
)
Re k2 1

f 1( C 1 l 2 ) et

£2
L P(D

2
)

}

qui ne dépend que de p , R e k 1 et Re k2 te lle  que



tra v a il , a i l 'o n  fa it tend re  k v e rs  z é ro  dans la formule de rep ré sen ta tio n  donnant la

2
solution minimale dans L ( d c ^ . , ) ,  on trouve la formule de Cauchy. Il e s t  ra isonnab le

36.

On s e  con vain c a isém en t q u e, en  fa isan t ten d re k 1 e t  k2 v e r s  z é r o , c e tte  form ule 

donne :

de se  dem ander ce qui se  p asse  dans le cas du bidisque lo rsque l 'o n  fa it ten d re
k 1 et

k2 v e rs  zé ro  dans la  form ule (qui ré su lte  de (n .4 ) ,  (n .6 ) ,  (n .7 ) ,  ( I I .8), (H .9) e t (11.10),
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notera d 'a i l le u r s  que c 'e s t  cette  formule q u 'av a it  u tilisé  Henkin pour obtenir une estim a-

2 . VALEURS AU BORD SUR LE TORE POUR LES SOLUTIONS DE 

L'EQUATION bu = f DANS LE BIDISQUE.

Soit

D2 = { ( z r z2 ) e c2 ; | z 1 |<1 ; I z2 I< 1} ,

2 2 ? 
le bidisque de C . On note bD = D x T ( J T x D le bord de D . Dans tout ce qui

2 2 ° 
s u i t , D e s t  muni de 1 ' o rientation canonique de €  et b D4' e s t  muni de 1 ' orienta--

2
tion déduite de celle  de D . Autrement d it, pour toute forme différentielle  <p, on a

\  <P +  \  <P =  \  9 d<p.
DxT TxD D

D 'a u tre  p a r t ,  T2 = |  ( z ^ , z ^ )  ; |z^ 1= lz2 != 1 j- e s t  o rien té  comme bord de DX T ,
2

ce qui en tra îne  que le bord de T X D  es t -T  .

Pour tout r é e l  p £  | j , + ° J  , nous notons Lf0 t l ) (bD2 ) ( resp . L? ,(D2 ))

l 'e s p a c e  des formes d ifféren tie lles complexes de type (0 ,1), f = f'-jdz  ̂ + f2dz2 ,

te l le s  que f 1 £  LP(D X T ) et ^ £ L P( TXD)  (resp . f £ L P(D2 ) et f2£ L P(D2 )).

1 2  ~  1 o
Nous d irons qu 'une  forme f£  L^Q ^ (D  ) admet la forme f £  L^Q -j)(ÔD )

2
pour va leu rs  au bord su r  bD au sens de la formule de S tokes, s i ,  pour toute

1 Tfonction <p de c la s se  C au voisinage de D , on a

f A<p = -  \  9 f A ïxp + \  9 bf A <P. 
b D D °D

(II . 11 )

37.

OC —

tion L sur les solutions de ôu = f dans D2 [ 5 ] ,

puisque la seule in tégra le  où apparait u e s t  l 'in té g ra le  de Cauchy de

Il e s t  raisonnable d 'a p p e le r  formule de Cauchy du bidisque cette  d e rn iè re  formule

u( 1 f t
2 ) On



38.

ô-fer  m ée, et on é c r i r a  b. f = 0, s i ,  pour toute fonction cp holomorphe au voisinage 

de D , on a

DEFINITIONïï.2 . Soit f G L ^  ^ (ô D  ). Nous dirons qu 'une  fonction u £ L  (T )

2 , -  -
e s t  solution tangentielle su r  T de 11 équation 6u = f , e t nous é c r i ro n s  b^u = f ,

s i  le s  deux conditions suivantes sont r é a l is é e s  :
p resque _

(i) PourYtout ^2 ^ ^ »  et toute fonction <p(z.j) holomorphe au voisinage de D,

on a

DEFINITION ïï. 1. Soit f e L On d ira  que f e s t  tange ntielle ment

\  f 1 d z 1A<p d z 1Adz9 + \ f9dz9 A<p d z 1Adz9 = 0. 
DxT TxD

Soit f £ L te lle  que ô, f = 0. On d ira  qu 'une  forme f

telle  que ôf = 0, e s t  un prolongement de f dans D au sens  de la formule de

1 ~~2
Stokes s i ,  pour toute fonction <p de c la sse  C au voisinage de D , on a

(11.12) \  9 f A < p d z 1 A  d z 9  = -  \  9 f A  ô<p A  d z 1A d z 9 . 

Ò D D

^ u(z1 t Ç2 ) <p(z1) d z l f 1(z l , r 2 )<p(zl ) d z 1 Adz2 ;

(n 13)
(ii) Pour presque tout Ç-jGT, et toute fonction 0(z2 ) holomorphe au voisinage 

de D, on a

^ u( Ç ^, z2 ) $ (z2 ) dz2 — ^ f2 ( Ç ^, z2 ) ip (z2 ) dz2 A dz2 .

^ 1  2
Rem arques. 1. S i admet f £ L ^  1) ^ ^  ) pour v a leu rs  au

bord au sens  de (1 .1), et s i  5f = 0 , a lo rs

1 2  -  S i il  ex is te  u G L (T ) te lle  que ô^u = f, a lo rs

ô .f = 0. 
b

t — f t — 2 L 'équa tion  ô^u = f de la d éfin ition ll.2 , et l 'équa tion  5u = f dans D sont

r e l ié s  p a r  la proposition suivante :

PROPOSITION 1 .1 .  Soit f G L une forme ô-fermée admettant des

e L
1
(o i 1)(

D
2

)
1
(Of 1)(

òD2
)

2. Soit f G L
1
(0 *1)(

ôD
2

).

1
(O91)(

D
2

)

1
(Of 1)(

òD
2

).

f e L
1
(0 91)

(D
2

)

ôb f 0.



u £  L (T2 ) te lle  que 5bu = f/. A lo rs il  ex is te  U £  L 1(D2 ) te lle  que bU = £ e t ,

2 ~~1
de p lu s , pour toutes fonctions ¡¡)  ̂ e t ip2 d é c la s s é  C dans un voisinage de D ,

Ô 01 _ btL  
en posant <p = —— dz^ + —  dz9 , on a : 

bz,j bz2 "

( n . 14)

9 U b<pAdz..Adz9 +  \  0  fA<pAdz..Adz9 + \  f M p  1Adz1 Adz0 + 
D J D J DxT

39.

La démonstration de cette proposition est standard. On définit tout d'abord une
~  2

fonction U sur ôD de la manière suivante :

pour presque tout (z 1, z2 ) £ D x T, on pose :

îh i r fi^rz2^7 ^  i e u(cvz2̂
'Z1 ,z2' ~ --------\  T --------¡ï-  d Ç 1A d Ç 1 + — \  ~r-------7 ~  dÇ. . .

2iff D H  1 2iff ̂  T 1 - 1

De même, pour presque tout (ẑ ,z2) G T X D :

1 P ^9(Z-i >C9 ) — 1 p u ( z . . , Ç9 )
u(z Z ) =  ^ L \  ■ - 1..... - d C A d g p  +  —  \  — — —  d Ç 9 .

2iff D Ç2 - z2 2iff T X>2 ~ z2

Il est clair que
1 O

U e L (ôD ). De plus, si 01 et ¡p9 sont des fonctions

1 “Tde classe C au voisinage de D , compte tenu des orientations respectives de
2

DXT, TxD et T , il résulte de la formule de Green pour les fonctions d'une variable 

complexe et des deux conditions de (1.13) que l’on a les deux relations suivantes :

r  ^  ç‘ **** — p
(ü.15) \ U -- dz1Adz1Adz9 + \  f 1dz1A $ 1dz1Adz9 = \  9 u ip1 dz1Adz9 ;

DXT òz1 DXT T

/ v c ^  ^ ^ 2  — r  ~  -  r
(n.16)  \ u  —  dz9Adz1Adz9 + \ f9 dz9A09 dz..Adz9 = -\ 9 u 0 9 dz..Adz9.

TxD ôz2 TXD T

2 ~ 2 
Si <p est une forme de type (0,1) et de classe C au voisinage de D , ô-fermée,

_  i —%
on peut écrire <p = bip où 0 est une fonction de classe C au voisinage de D ,

et, en appliquant (H. 15) et (H. 16) à $1 = 02 = $ on obtient, en additionnant les deux 

relations :

fA09Adz1Adzo = \ 0 u(0 -é ) dz1 A dz0. 
TxD T

v a leu rs  au bord f
«Sj

£ L
1
(0 9 1)(

bD
2

) au sen s de ( n . 11 ). Supposons q u 'i l  ex is te



40.

\  U <p A d z 1Adz0 = \  _ f A<pAdz1Adz0 . 
b(D ) 1 2 J D2 1 2

M  2
En d 'a u t r e s  te rm es , s i  on note f le prolongement par 0 de f à C e t p a r  

[ôD2J (0 ^  le composante de bidegré (0,1) du courant d 'in tég ra tio n  su r  bD2 ,

on a :

(11.17)

2
Pour tout (z^ ,z 2 ) €  D , on pose a lo rs  :

U f z ^ z J  = - U  {Ç ? f(Ç)A K(Ç ,z)  -  Ç ? U(Ç) K(Ç ,z )}  ,
477 D  b D

ta ie  de K(C,z) (voir par exemple L8J ), (11.17) en tra îne  que pour toute forme <p de

1
type (0,1) et de c la s se  C dans un voisinage de D on a :

(11.15).

Nous allons maintenant ré so u d re  l 'équa tion  b^u = f avec le s  estim ations qui

nous se ro n t u tiles dans les  parag raphes su ivan ts .

Pour cela  il nous faut p ré c is e r  quelques notations.

1 2
Nous noterons ( re sp . C2 ) l 'o p é ra te u r  défini su r  L (T ) de la m anière

1 2
suivante : s i  f €  L (T ), on définit C^f ( resp . C2f) par s e s  coefficients de

F o u r ie r  en posant : (C1 n 'e s t  au tre  que l 'o p é ra te u r  de Cauchy au bord)
t  A
I f(n^ ,n2 ) s i  n^<0 et n2£ Z ,

C 1f(n1,n 2 )=  \
I 0 s i  n 1 >0 et r^G Z.

/ \  | f ( n 1,n9 ) s i  n9<0 e t n .,£Z ,
( re sp .  C2i ( n . , n 2 ) = (

10 s i  ^ > 0  n^CZ .

ò f -  [ ò d 2] ( 0 J ) u  = 0.

sô(D2
)

U
s s J

<PA dz
1

Adz
2 S

ô (D
2

)
f
/V

A dz
1Adz

2 *

Compte tenu de la re la tion  (II. 11 ) re lian t f e t f , cela donne :

où K(Ç,z)  e s t  le noyau de M artinelli-B ochner. Compte tenu de la  p ro p rié té  fondamen-

et

( n .  1 8 )
SD

2
U  h (û A  d z . A  d z

1 2 + SD
2

f A(/3 A  d z . A d z
1 2

Ô D
2

/V

U  ( O A d z . A d z1 2

Il e s t  c la ir  que U G L 1(D2 ), e t ,  la  re la tion  (II. 14) ré su lte  aussitô t de (II. 18), (H. 16) e t



Par conséquent, 11 opérateur se définit par :

i 'in^n-) si n1<0 et n~<0,
C’i C2 f(n1 ,n2) = .

I 0 sinon.

Par la suite nous serons amenés à utiliser les propriétés suivantes :
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i e 9
2fff(C e “) Ç2 

(resp. c2 f̂ i»^2^ = i ------ Î0-- d02 ’
O yj 2r 2- r e

i61 i 0 9 
(.2n„2ir f(e ' ,e  Z) Ç X  

resp . (C1C2) f ( Ç l ,C2) ^  ^ ---------¡g----------- j g -

°  °  (Çr re  )(C2- re  2)

(resp. C2f, resp . (C^C2)r f) converge, lorsque r — *1,

1 2
vers C^f (resp . C2f, resp . C^C2f) dans L (T ).

-p
En effet, en calculant les coefficients de Fourier de C^f, on voit aussitôt que

i 6.  2tr . i 2
c!j f(e , ï 9) = \  CA(elcpJ  ) -------L zS .----------.dep.

o 1-2r cos(0 -̂-<p)+r

1 2  1 2 Puisque C^f G L (T ), la convergence dans L (T ) en résulte immédiatement. Les

autres convergences se voient de la même manière.

1 1 
Pour toute fonction f G L (DXT) (resp. gGL (Tx D)), nous noterons

¥r 1 2  2
P.jf (resp. P2g) la fonction de L (T ) définie pour presque tout (C1,C2) g t

LEMME I I .2. Soit f G L 1(T2 ). Si C^î G L 1(T2 ) (resp. C2f G L 1(T2), 

re sp .  C 1C2f G L^(T2 ) et s i , pour t out r <  1 et presque tout ( Ç ^ Ç ^ G T 2 , on 

pose 16,
2n f(e ' . U Ç

C l f<ÇV Ç2) = j  ----------- V d81 •
o r  1 -  r e  1

par :
1 - l z  | 2

p 1f ( c  1 , c 2 ) = ^  f ( z r ^ 2 ^ r r ^  T2d X (z i )
u  I I “ ■ 0  ̂Z >j I

C 1 C2

fr
1Calors la suite

de
i d0 2 ) ,



et Î2£Ap(Tx D). Cet espace est muni de la norme naturelle

I !f ! ! 9 = I If -1 11 -I + ! |fp I 1 + I |P-|f Jl r> o  I ¡F*o f o  ! ! _ 9 •

a Pq ^(bir) L (DxT) L (TXD) LP(T ) LP(T )

2. Soit a \ d x T) (resp. à \ t x D)) l'espace des fonctions £ G J(DXT)

et C-^P-jf (resp. C2P2E(resp. g G L^(TXD)) telles que les fonctions C 1P 1f et C 1C9P 1f (resp. C9PÎg

1 2
et C^C2P2ë) soient dans L (T ). On note alors

1
et f9GA (T X D). Cet espace est muni de la norme

|f 1 1 -i 9  = I If -i 11 -i + I If 9  11 -i +
A(0 ^(fcD^) l '(DXT) l '(TXD)

+ | |p* fj |  1  0  + ||p*f2 ll o 2  +
1 1 l \ t ") 2 2 L"(T2 )

+ llci P-if-JI -i 9  + llc9 P 9 f J |  i o +
1 1 1 L (T ) 2 z 2 L (T )

II * Il II *
+ ||C1C0P 1f1 II 1 9 + ||C1C9P9f9n 1 9 .12 11 l 1(t 2} 1 2  2 2 L (T }

THEOREME II.3. Il existe un opérateur linéaire T de 

1 2
L (T ) possédant les propriétés suivantes :

* ■' i- ! z P
(resp. P0 g(C1,C,,) = \ g(Ci,z?)i— -- ■"■■-Tô dX(z2)).

1 ~  ' b  ' m - c 2 z 2  r

42.

ôb(Tf) - f,

Nous définissons maintenant des sous-espaces de 

résolution de l'équation ô. u = f que nous allons donner :

1. Soit pe]l,+“ [. Soit AP(DxT) (resp. AP(TxI>)) l'espace des

1 1 
fonctions f G L (DXT) (resp. g G L (Tx D)) telles que la fonction

*
P f 
1

(resp.

L
I
(0 I)

((J O
y
) adaptés à la

*
P2g) appartienne à LP(T

2
). Nous notons alors l'espace des formesAP

0f I)(
j D

¿w
)

telles que f ̂ £AP(DxT)différentielles f f1dz1 -+
f
2dz2

appartenant à L
1
(0 1)

(ôD
2
)

différentielles f = f ldz1 + f2di2 appartenant à L
1

(0f1)(
bD

2
) telles que f1e A

1
( D x  T )

1. Pour toute forme ICA
1
(0*1)

(òD
2
) te lle  que 5

b
f 0 , on a

A
1

(0 1)
(ôD

2
) l'espace des formes

A
1

(0 1)
(bD

2
) dans



I i.

au sens des définirions II. 1 et II.2.

l'Tfh ,, < C ¡ t ’! „
LP(T“ ) p À(o, 1 )( ’ D )

telle que = -0. Si il existe f €T Î--̂q |̂ (D2).ôf --O,

qui prolonge f dans D““ au sens de (II. 12), alors

'T f ’' < C ( -̂fIi 4 )oo , 2 \ « oo . 9, 1 oo , 2  K ’
I. (T2) L(0_ , / e D - )  L( 0 J ) (D2)

La partie 3 de ce théorème est due à G . M. Henkin L 5 J .

Nous allons déduire ce théorème de la proposition suivante :

PROPOSITION n.2. Ii existe des opérateurs linéaires 

1 1 i 2
de A (DXT) (resp. A ( TxD) )  dans L (T ) possédant les propriétés suivantes :

(i) pour tout p £ (j ,+°° Q on a

H A 1 f H <C ! !f | ! et \ \ B A \ \  0 <C lifü
LP(T ) P AP(DXT) L (T ) P vVP(DxT)

(resp .  HA gli <CJlgll et HB2gil <C HgH ) .
L (T ) P A (TXD) LP(T ) P AP(TxD)

(ii) Pour presque tous ^ , ^ 2  ^  toutes fonctions ç  _et i  holomorphes

— 1 1  au voisinage de D, et toutes fonctions f £  A (DXT) et g £  A (TxD ), on a les

relations suivantes :

(n.19)   ̂ (A1f)(zl ,C2)<p(z1)dz.] = 2i77 ^ f(zr  Ç2) <p(z^) dz1 A dzJ ;

(11.20) ^  (A2g)(Ç 1 ,z2) (z2) dz2 = 2i?r ̂  g(r.(,z2) 0(z2) dz2 Adz2 ;

2. Pour tout pG !_I . --oo j_. on a

où Coo est une constante qui ne dépend pas de f.

3. Soit 1 £ L
OO

(0 * 1)
(5D

2
)

A
2 * B2 )A 11 B 1 (resp.



Pour démontrer cette proposition, nous utilisons les relations suivantes :

1
LE MME II. 3. Soit f £  A (DXT) .  Pour tout r é e l  positif r  < 1 et presque tout

(Ç1,Ç’2 ) £ T ‘ , on à :

r . dA(zJ
(11.23) \  f ( z r r ) -----------

D T - r z

(11.24) \  f (zv z,,) 
DXT

dz^Adz^ A dz2 

( ' • 1- r z 1X f 2 - r z 2 )

-2  p 
r  '1 ( c l c 2 f ( P 1f K r C2 ) -

.2 77 10,
c ^ p ^ X î r e )de2

On vérifie  aisément ces formules en calculant les coefficients de F o u rie r  de chaque 

membre de chacune des é g a l i té s .
'I

On a évidemment un énoncé analogue pour les  fonctions de A (TXD) .

On u tilise  maintenant le théorème su iv an t.

THEOREME I I . 4.  Soit f £ A P(DXT) .  Pour r < l  et presque tous Çr Ç2€ T ,

posons

A lo rs

r  , ^ dA(zl)
f i ( C r C2 ) = \  f(z i » ^  ~ »

D Ç 1-rZj

r. d z 1 A d z 1 A dz9
f2(C1, S 2 ) = \  f (zv z2 ) ------------------------

DxT (Ç1- r z l )(Ç2- r z 2 )

sup sup Hf^l 9 < C ||f|| 
i=1,2 r<  1 1 LP(T ) P AP(DXT)

44.

(11.21)  ̂ [B2 g)(zr l 2 ) (piz ̂  û z ] = 2in\^ (A2g)(z1, T2) cp(z 1 ) dz i :

(11.22)  ̂ (B1f)(Ç1,z;:) 4 (z2) dz2 = 2i7t\ (A^)(C y z2 )

(iii) Soit -- f̂ dẑ  t ^ 2 ^ 2  e ^(0 -i/^D2)- si

£ (z2 ) clz 2

B 1f 1 B2f2

r
1(c

r

1 (
*
P 1f ))( r i ? c 2 )

e
b
f 0 o u  a

o



45,

LP(T^) dans LP(T^), c a r  C ., i = 1 ,  2,  e s t  une in tégra le  singulière  su r  T L4 J ,1

le lemme n .3  et la démonstration du lemme IL.2.

posons

On a naturellement un énoncé analogue pour les  fonctions de AP(T x D). 

Démontrons maintenant la proposition 1 .2. Soit f £  A (D x T ) .  Pour r  < 1,

r  P dz 1 A  dz 1
A i f(Cr C2)  ̂  ̂ f(Zi, Ç2) — »

D Ç ^-rz.j

dz^ A dz^ A dz2 

DXT 1 z (Cl - r z 1)(Ç2- r z 2 )
B 1 f(Ç1, Ç? ) = \  f(zv z„) 

J  DXT

D 'a p rè s  le théorème 1 .4 ,  pour p G [ i , +°° [, on a

lA^fll 0 < c j l f l l  ^ et llB^fll p < c j | f | |
LP(T ) P AP(DXT) LP(T ) P AP(D X T)

Pour p = 1 cec i ré su lte  aussitô t des lemmes I I . 3 e t I I .4 et de la définition de

a \ d  x T). Pour p > 1, on u tilise  le fait que les o p é ra teu rs  C . et C C 
1 2 envoient



D ' autre p a r t , il résulte  de la formule de Cauchy que si ¡/; et <p sont des 

fonctions analytiques au voisinage de D, on a

p

Les lemmes I I .2 et I I . 3 montrent que, lorsque r  —> 1, les su ites  r  — f

r  1 2
et r  — » f sont des suites de Cauchy dans L (T ), ce qui permet de définir  les 

et B^ en posant, pour toute f £  A (Dx T),

A .f = lim A^f et B A = lim B^ f. 
r-»1 1 r-»1 1

De plus, on peut p a s se r  à la limite lorsque r  — » 1 dans les formules (H .25)

et (11.26) ce qui donne les re la tions (II. 19) et (11.22).

De la même manière, on définit les opéra teu rs

1 2 
fonction g £  A (T X D) et p resque tout (Ç ^ £  T

dz

A2g (C i ,C 2 ) = lim \  s (C 1 , z 2 ) T------— -  ,
r-»1 D ~ 2 " r z 2

r  dz„Adz9A dz1
B2g ( r i , r 2 ) = lim \ g(zr z2 )

r-»1 TxD  ^ - r z  ̂ ){C 2 -VZ2 )

R este  à voir  la condition (iii) de la proposition : comme la fonction

46.

(11.25) f (z1 , ç 2 ) <p(z^) d z 1 = 2Ì7T f(z1 ,Ç2 ) <p(rz j ) dz,! A d z1,

(11.26) B^f(C i ,7.2 ) è(z2 ) dz2 = 2iit f(f  r z2 ) ?/'(rz2 ) dz2 .

dz^Adz^ Adz2 

(C 1- r z 1)(C2- r z 2)

dz0Adz1Adz0 
f (z ,z 0 ) — 2------2------l -----  =

TXD ' “ (Ç 1- r z l )(Ç2- r z 2 )

dz9Adz9A dz1
U z v z 2 ) ~ ----- Î ------]--------

TXD ( r i - r z 1)(i-2_ r Z2)

T

T

c

T

O

DS

A
r
I

A dz

A
2

et B2 en posant pour toute

(z 1 Z2 ) ----- >
1

(r 1 rz 1)( t
2

rz
2 )

e s t  holomorphe au voisinage de D , s i  b^f = 0, par  définition, on a

opéra teu rs A
1

Ai
r
1

S DX T
f 1(z 1JZ

2 )



Démontrons maintenant le théorème II. 3. On définit 1 ' opéra teu r T su r  

en posant pour toute forme f = f^dz^ + f2dz2 ,

(11.27) Tf = ---- A-if 1 ---- ‘̂ 9^9 + — ¡5 B„f„ .
2iïï 2i 77 z ^ 4TJ

La condition 2 du théorème ré su lte  donc de la condition (i) de la p ro p o sitio n II .2 .

De p lus, s i  y  = 0, le (iii) de la proposition I I .2 montre que l 'o n  a

(11.28) T f -  — A f + —  A f + - L b X .
2iTT 11 2 l ï ï  ^ ^ 4 77 1 1

En utilisant (11.27), les  re la tions (11.19) et (11.21) montrent que la p rem ière des 

conditions de (II. 13) e s t  sa t is fa ite .  En utilisant (11.28), (11.20) e t (11.22) on voit que la 

deuxième l 'e s t  au ss i ce qui montre le 1. du théorèm e.

La démonstration du 3. du théorème (1.3) e s t  essentiellem ent la même que celle  

u tilisée  p a r  G . M. Henkin dans C 5 1 pour ré so u d re  1 ' équation ôu = f dans le polydisque 

avec une estimation uniform e.

OO 2
Il e s t  bien c la i r  que s i  f €  L ^  ^ (ô D  ), on a

! ! A 1 f 11| _ < C  llfjl e t HA9f J |  _  <C. | | f j |  m
11 l =»( t 2 ) »  1 L ~ (DxT) 2 2 l oo( t2 )  »  2 L» (TXD)

oc 2

P a r  co n tre , il  n 'e s t  pas v ra i  en généra l que B2f2 ^  ^  ^  P la?ons nous sous les 

hypothèses du 3. du théo rèm e. De 1 ' iden tité ,

1 ^ 1 ~ r i 1 V  r z 2

(C1- r z l ) ( r 2- r z 2 ) (£ 2- r z 2 ) |ç - r z  ^  (C - j- rz ^  | Ç -rz  |2

avec | f - r z | 2 = | Ç  ̂—rz  ̂  12 + I C 2_r z 2 | 2 , on déduit,

dz9Adz..Adz9 C-, -  r z .
B9 f9 = \  f J z 1 t z 9 ) ------------------------- = \  f2(z 1,z 2 ) -------------- 1--------r^dz Adz.Adz +

2 2 TXD 1 2 (Çr r z i )(£2- r z 2 ) J TXD  ̂ J (C2- r z 2) K - r z  ! 2 ' J

(IL29) r C2 -  r i 2
+ \  f J z 1 , z 9 )

TXD

= I-| + 2̂ •

47.

F-] 11 passant à la limite quand r — » 1, il vient
B 1f 1 ~ B 2 f 2 *

A
1

(0 1)(
à D2

)

(C
1 rz 1) Z rz 2 dz 2 A dz 1 A dz 2 x



48.

C ^ 1” Z1 -\ f0(z1,z0)----- 1--- pr dz0 a dz1 A dz„ +
‘VxD 2 1 2 (C2-z2) k - z | 2 2 1 2

(Cr zi)fi(z1,z2)+(C2-Z2)£2(zr z2)
+ 4 \ d 2 ------------------ 1 g _ z |4----------------  dX(Zl)dA(z2).

Ainsi, IlB2f2 11 oo 9  ~ Coo(''f i ' ' 0 0  + 0 0

l V )  ”  1 l “ (DXT) L ( 0 ,1 ) ( D )

Remarque. Clairement on peut affaiblir l'hypothèse sur î : en effet, il suffit que 

le noyau de Bochner Martinelli envoie t dans L°° ce qui a lieu si t C LP(D2) avec

p > 4.

Comme la fonction (z^ , z 2 ) — »
ÎT — r z
s2 2

(Ç ^ r z . )  | Ç - rz  |2
es t  de c la sse  C au

1

voisinage de u 1 ' hypothèse faite su r  f en tra îne  que :

dz^Adz2 = -
~  -  r  h  -  r z 2 \

„2  £A6z C -- ---------r r ; — p >  d z i A dz2 •
D ( Ç ^ r z ^  | Ç -rz  |

C 2-rz? \ -2- r z 2 C1_ r z 1
Comme ô f -------- -— ,---------r■*)  = r  .---------^ d z 1 -  r  ----------n dz 2 ’ ü  vient finalement :

z ( Ç ^ r z ^  k - r z  | I C - r z  | IC -rz

B2 f2 = I1 -

f  — rz

„  ^ i 1( z 1’z2 > - 2 ,T~------ ra d51Adz,Adz2 +
DxT (Ç - i - r z ^  I C -rz  I

(frrSi)V (V ri2>?2
D2 r  I f - r z I 4

dz2Adz. Adz„ .

I Cé
Comme le prem ier membre de (n .2 9 )  converge dans L (T^) v e r s  ^ 2^2  ^uan<^

^1 ~ Z2
r  -» 1, et comme la fonction (z . ,z ~ )  — > ------------1------- m  e s t in tegrable  su r  D x T ,

(Ç --Z-) I Ç-z I
2

il  vient pour presque tout (Ç 1, Ç-) £  T :

C C2 -  i 2 
B2f2<e 1,C2) = -  \) t ^ z v z  2) -- ------- I | 2 dZ l AdZ l AdZ2 +

(,€ -|“ z i ^  K - Z  I

dz 1 A

DXT

ò D2
f A

C 2
rz

2

(
y
C
1

rz
1) Í r rz

2

10
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Chapitre n i

EXTENSIONS DANS LES CLA SSES DE HARDY DE FONCTIONS HOLOMORPHES 

DEFINIES SUR UNE SOUS-VARIETE DU BIDISQUE.

Ce chap itre  e s t  e x tra i t ,  avec une lég è re  modification, d ' un  tra v a il  ré a l is é  en 

commun avec E . Amar [2]  .

2
Soit u une fonction holomorphe dans le bidisque unité de C , e t notons

2
Z(u) l 'en sem b le  de se s  z é ro s  dans D . On s ' in té re sse  au problème suivant : à

quelles conditions su r  u e t su r  une fonction f holomorphe su r  Z(u) e x is te - t - i l
2 2 

une fonction F  holomorphe dans D , appartenant à la  c la s se  de H ardy HP(D )

te lle  que F | z ( u ) = f ?

Cette question a précédemment été  étudiée p a r  E . L . Stout [9]  (voir au ss i les  

ré fé re n c e s  c itées  dans cet a r tic le )  e t C . Horowitz et D. Oberlin [Îb] .

Dans le  cas  du bidisque, les  ré su lta ts  obtenus ic i contiennent stric tem ent ceux 

de fe] e t [9I  lo rsque  Z(u) n 'a  pas de s ingu larité  su r  le bord de D2 .

La méthode de construction  des extensions que nous employons e s t  complètement 

analogue à  ce lle  u tilisée  p a r  A . Cumenge [4]  pour ré so u d re  le même problème dans le 

cad re  des domaines stric tem ent pseudoconvexes bornés de Cn .



s i  p < oo e t f G L°°(D ) s i  p = -Hx>.

1 —2 2 
S oit u G C (D ) une fonction holomorphe dans D , e t notons

Z ( u ) = |( z 1,z 2 )£D2 ; u(zv z 2 ) = o}.

Dans ce ch ap itre , nous allons donc donner une condition suffisante pour qu 'une  

fonction holomorphe s u r  Z(u) so it la re s tr ic t io n  d 'u n e  fonction d 'u n e  c la sse  HP(D2 ).

P our ob ten ir ce ré su lta t ,  il  nous faut fa ire  un ce rta in  nombre de re s tr ic tio n s

s u r  l 'en sem b le  analytique Z(u). Dans toute la su ite  de ce ch ap itre , nous supposerons

donc que le s  conditions su ivantes sont sa tis fa ite s  :

2 2 2 
(m .1 )  Il ex is te  un voisinage v(bD ) de bD dans C te l q u 'e n  tout

2
point z G Z(u) D v(bD ), la fonction u engendre l 'id é a l  des germ es des fonctions 

holomorphes au voisinage de z qui s ' annulent su r  Z(u).

C ette  condition e s t  une conséquence d ' une condition plus fo rte  que nous imposons :

ne s 'a n n u le  pas su r  Z(u) fl (D x T) ;

ne s ' annule pas su r  Z(u)H (T X D ).

L es a u tre s  conditions que nous imposons su r  Z(u) sont des conditions 

géom étriques s u r  le bord de Z(u) :

( n i . 3) S i z °  = (z° , z^) e s t  un point de Z(u) fl T , on suppose q u ' i l  ex is te  un 

voisinage v(z°) te l  que l 'u n e  des tro is  conditions su ivantes so it sa tis fa ite  :

51.

1. ENONCE DU THEOREME.

Rappelons tout d 'a b o rd  que pour tout p £  [l ,+ ° J  , on appelle c la sse  de H ardy

D 2 2
HP(D ) du b idisque, la c la sse  formée p a r  les fonctions holomorphes f dans D

te lle s  que

sup
r<1

[o ,2 i3 2

I i01 Ì09 |P
I f(re  , re  ) | d0  ̂dft 2

a) 2!(u) fi ô D 2 fl v(z°) c D x T ;

b) Z(u) H ôD2 fi v(z°) c T X D ;

< 00,

e u

1zôa)( n i . 2 )

ub
b) bz 2



a) ç> est holomorphe dans ^ | z2 |< 1 jPijJ e(z2) | <11 au voisinage de z° ,

et

£) z^ = <p(¿2 ) e s t  une équation de Z(u) dans v(z ) C) D̂  ;

y ) ou bien ço e s t  holomorphe dans ^ | \ < 1 j- au voisinage de z°  ou bien

1 f | I ]
<p~ e s t  holomorphe dans -i I | c  1 j- au voisinage de z^

1 I Iô) la courbe C formée des points z ^  te ls  que |<p(z? ) | = l  a une tangente

au point z °  d istincte de la tangente à T en ce point.

Définissons maintenant les  espaces de fonctions holomorphes su r  Z(u) pour

lesquels nous aurons une extension dans une c la sse  de Hardy du bidisque :

(III.4) On note B ^ Z Îu ) )  l 'e s p a c e  des fonctions holomorphes bornées su r  Z(u).

(m.5) Pour 1 < p <  oo, on note B (Z(u)) l 'e s p a c e  des fonctions holomorphes su r
P

Z(u) qui vérifien t les  conditions suivantes :

(111.5.1) ! f IP e s t  in tégrable  pour la m esure euclidienne su r  Z(u)

(111.5 .2) Soit z°  = (z° , z°) €  ôD2 H Z (u ) . Supposons par exemple z°  £  D x T .

D 'a p rè s  (III.2), il ex is te  un voisinage v(z°) de z° que l 'o n  peut supposer de la

forme D o x D 0 où D 0 et D 0 sont des disques ce n tré s  respectivem ent en 
Z1 z2 Z1 z2

-|

z? e t z °  , e t une fonction (p holomorphe dans D 0 fl D et C dans D 0 fl D
I Z  O—̂  ¿à £

te lle  que dans (D 0 x D 0 ) fl D , Z(u) a it une équation de la forme
Z1 z2

z-| = <p(z2 ) , z2 e Dz0 n  d .
2

De p lu s , pourvu que D X D soit a s sez  petit on peut supposer que

A  z 2 ____

ziïï] n  ôd2 n  (d 0 * d  o)
Z 1 2

so it contenu dans D x T  et a it pour équation

i6 2 i e 2
z 1 = <p(e ) , e e Dzo .

52.

c) Z(u) f  T~ H v(z°) = "[z0j- ; plus précisément, il existe une fonction ç

de classe C
1

au voisinage de z° vérifiant les conditions suivantes :

ò cp
r; Z

2
(z
o
2 ) 0 f

z
2

o o

2
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On suppose a lo rs  que pour tout r  <  1, voisin  de 1, la fonction

'2

i 0 9 i0 9 
6 0 ----- ►f(<p(re ) , r e  )

r ^ 2  i
e s t  dans LP(|f5^  5 re  £  Dz° j )  et que sa  norme y e s t  m ajorée indépendamment de r .

Dans le cas  où z °  e T x D, on fait naturellem ent la même hypothèse en 

échangeant le s  rô le s  de e t z ^ .

( n i . 5 .3 ) Soit z °  = ( z ° ,z ° )  €  Z(u) fl T2 vérifian t 1 ' une des deux p rem ières  conditions

de (III.3) e t te l que pour tout voisinage v(z°) de z°  on ait Z(u) Pi ôD2 Pi v(z°) </: T2,

Supposons p a r exemple q u 'i l  ex is te  un voisinage v(z°) de z°  te l que

¿(u ) D ôD Pi v(z ) c  D x  T . D 'a p rè s  ( n i . 2), on a a lo rs  la même rep résen ta tio n  pour

Z(u) dans v(z ) fl D q u ' en ( n i .5 .2 ) .  On suppose a lo rs  q u ' i l  ex is te  un voisinage

v^(z°) = D x D c  v(z°) te l que, dans ce voisinage, la fonction f sa tis fa sse  la 

Z1 z2
même condition que celle  demandée en (III .5 .2 ) .

Dans le cas  où Z(u) H ô D Pi v(z°) e  T X D on fait naturellem ent la même 

hypothèse en échangeant le s  rô le s  de z^ et .

( n i . 5 .4 ) Soit enfin z °  = ( z ° ,z ° )  G Z(u) 0  T un point du bord de Z(u) vérifian t

la  tro isièm e condition de ( n i . 3). En rep ren an t les mêmes notations q u 'e n  ( m . 3) c), s i

<p e s t  définie dans un voisinage v(z°) de z ° , on suppose qu ' il  ex is te  un voisinage

v 1(z°) = D 0 x D 0 , D 0 c: v(z?) te l  que, pour r  <  1, r  voisin de 1, les
i z 1 z2 z2 ^

fonctions
i 0 9 i e 9 i0 1 _ 1 i 0 1

02 — »-fiipire ) , r e  ) e t 0^ —*-f(re ,<p" (re  ))

i0 JQ
sont dans Lp(j0 2 ; (<p(re 2 ) , r e  2) £ D 2 i l v 1(z°)J) e t dans

r ^  i   ̂ -i ^  o  "i
Lp( |0 1 ; (re  ,<p“ (re  )) G D D v ^ z  ) j )  respectivem ent, e t que leu r normes y

sont m ajorées indépendamment de r .

REMARQUES. 1. Dans la  situation d éc rite  en (ff l .5 .2 )  (ainsi q u 'e n  (III.5 .3 )),

A N oo
1 ' hypothèse faite  su r  f en tra în e  que s i  O 2 e s t un domaine a bord C contenu

z1

Z 2



dans D 0 Pi D et contenant l 'in te rsec tion  de D avec un disque fermé centré en 
Z2

z° et contenu dans D 0 a lors la fonction z9 — *-f(o(z9) ,z 9)) est dans la c lasse de 
z z 2  z  z  “

Hardy HP(ii9 ) (ceci se déduit aisément de propriétés classiques des noyaux de Poisson).

i02
En particu lier, pour presque tout 9 ^  tel que e £  Dz0 , la limite

i 6 9  i09 i09 i0 9 
f(<p(e ),e  )=  lim f(<p(re ) , re  ) 

r>1

i 0 2 i0 2 D r i 0 2 1
existe , et 6 ^ — ►  f(<p(e ),e  ) est dans LP( |0 2 ; e £D^0 j) où D '0 est un

2 Z2

54.

disque fermé contenu dans D 0 .

analogue pour la fonction — ►  f(z^ ,<p-  (z^ )).

Dans ces conditions nous allons dém ontrer le théorème suivant :

THEOREME III. 1. Soient p £  [i , + J  et f G B (Z(u)). A lors il ex is te  

F  G HP(D2 ) te lle  que F | Z (u ) = f-

REMARQUES. 1 . Il e s t  facile  de vo ir que les  conditions (IH .4), ( n i . 5 . 1 ) et
2

(III .5 .2 )  sont n é ce ssa ire s  pour avoir l 'ex te n s io n  F  G HP(D ) de f . Mais p a r  contre 

les  conditions ( m . 5 . 3 )  et ( n i . 5 . 4 )  ne le sont p as .

2 . Dans la situation d écrite  en (III .5 .4 ), des arguments sim ila ires  et des 

p ro p rié té s  c lassiques des transform ations conformes (cf. [isJ chap. X) montrent que si 

Î2'2 e s t un domaine de c la sse  C sauf au point z° contenu dans l 'en sem ble  des 

z2 G Dzq te ls  que \ z2 l< 1 et \<p(z2 ) l< 1 et contenant l 'en sem ble  des Z2

appartenant à un disque fermé cen tré  en z9 e t contenu dans D 0 te ls  que I z9 I < 1
Z2

et | tp(z^) I <  1, a lo rs  la fonction Z2 — ►  f((p(z2 ) , z 2 ) e s t  dans la  c la sse  de Hardy 

HP(il2 ) (cf • p a r  exemple [5J  ou [ôj ) et a donc des lim ites au bord non tangentie lles

presque partout su r bC2 qui sont dans Lp(bC2 ). N aturellem ent, on a une p rop rié té

2 . On peut rem arquer que lorsque p G 1 ,+°°J , il n 'e s t  pas n éc e ssa ire

d 'im p o ser  à Z(u) la condition ( n i . 3) c) 6 ) pour avoir une extension de f dans 

HP(D2 ) (voir la rem arque précédant le lemme ffl .2).

z 1



Comme nous l 'a v o n s  dit dans l 'in tro d u c tio n , la  dém onstration de ce théorèm e va

se  fa ire  en deux étapes : tout d 'a b o rd , au paragraphe 2 , nous allons co n s tru ire  au

—  — 2
voisinage de chaque point de Z(u) Pi bD une extension locale de f qui v é r if ie ra  de 

bonnes estim ations ; en su ite , au paragraphe 3 , nous g lobaliserons ces extensions en 

ré so lv an t un problème de Cousin.

A p a r t i r  de m aintenant, e t ju sq u 1 à la  fin de ca c h a p itre , f désigne une fonction 

appartenant à une des c la s se s  Bp(Z(u)), p G D ,+ °°J , fixée une fois pour tou tes.

2 . LES EXTENSIONS LOCALES DE f .

Soit z°  = ( z ^ z ^ )  un point de Z(u) H ôD . Nous distinguons quatre  cas :

1. z °  G ÔD2 .

Supposons p a r  exemple z ° £  D X T .  On e s t  donc dans la  situation décrite  en

(m .5 .2 ) .  En rep ren a n t le s  mêmes notations, on prend comme extension de f dans

2
(D o x D o) H D la  fonction holomorphe 

Z1 Z2

5 5 .

F(z-| >z2) = f(<p(z2),z2).

Dans le  cas  où z°  G T x D, on prend naturellem ent la  même extension en échangeant 

le s  rô le s  de e t de z^ .

2 . z°GT2 e s t  un point du type (ni.3) a) ou b) e t pour tout voisinage v(z°)
~=S=J 2

de z ° , on a Z(u) fl bD fl v ( z q ) /  T .

On e s t  donc dans la  situation  d éc rite  en (HL 5 .3 ) e t p a r  conséquent on peut 

p rend re  la  même extension que dans le  cas  p récéd en t.

3 . z°G T2 e t i l  ex is te  un voisinage v(z°) de z °  te l  que Z (u )fib E ?n  v(z°)

c  T2 .

L 'h y p o th èse  (in.2) fa ite  s u r  u en tra în e  q u 'i l  ex is te  a lo rs  un voisinage
<|

D o x D o de z ° , contenu dans v(z°) e t un difféomorphisme de c la sse  C <p 
Z1 z2



Supposons maintenant 1 < p <  00. Soit D 'c  un disque ouvert de cen tre  z9
z 2

relativem ent compact dans D 0 , e t so it un domaine à bord C te l  que
z2

D '0 PiD cf29cD  0 0  D. So it 0 9 la transform e conforme qui envoie D su r  £29 . 
z2 2

On notera  que Ci 9 = <p(i21 ) e s t  un domaine à bord C contenu dans D 0 H D
¿ - I  Z  >j

e t te l  q u 'i l  ex is te  un disque ouvert D^0 cen tré  en te l que D^0 H D e  .

L 'hypo thèse  ( m .5 .1 )  fa ite  su r  f, e t le s  p ro p rié tés  c lassiques des transfo rm a

tions conformes (c f . |V] ) en tra inen t que la fonction

g(Ç) = t{<p o 0 2 (Ç),f>2 (Ç)), Ç £  D 

e s t  dans le  c la s se  AP(D) (i. e .  g e s t  dans LP(D)). Il en ré su lte  a lo rs  (voir p a r  

exemple [ jo l  ) que la fonction

G « , , « 2)-l \  <1- . M 2>2g(?) dA
I ^  «  J n  i 1 r t 1 t Ŷ'D (1 -C ^ t) (1 -Ç C 2 )

(C)

e s t  dans la  c la s se  de H ardy HP(D ) e t  que pour tout £ £  D, on a G(£ , £ ) = g(£ ). 

So it a lo rs  D"0 (i = 1,2) un disque ouvert cen tré  en z°  relativem ent compact dansZ. 1
1 2 

D 'o  . On prend a lo rs  comme extension de f dans D"0 X D"0 f lD  la fonction
1  ̂ Z1 z 2

F(z  ̂ , z2 ) définie p a r

F (z -|>z2 ) = Gty>~1 o (p_1(Z l) ,0 2 1 (z2 )).

9
Il e s t  to u t d 'a b o rd  c la ir  d 'a p r è s  ce qui précède que s i  (<p(z9 ) ,z 9 ) £  D"0 x D"0 fl D

i  Z1 z2
on a bien F(<p(z2 ) ,z 2 ) = f(<p(z2 ) ,z 2 ) ce qui montre que F  e s t bien une extension de

f dans D"0 X D"0 Pi D2 .
1 2

56.

de D o dans D 0 te l  que <p(D 0 fl D) c  D 0 fl D, cp(D o0  f  D) c  D 0 fi f  D , 
2 1 2 1 2 1

-~2
o  I _ r r . e s t  holom orphe, e t , dans D 0 xD  0 f l D , Z(u) a pour équation 

IDzoIID z 1 z2

z-, = (z2 ).

Supposons tout d 'a b o rd  p -  +°° : comme dans les  cas  p récéden ts , on prend

comme extension F  de f dans D 0 x D o la fonction
Z1 2

F (z 1, z2 ) = f(cp(z2 ) ,z 2 ) 9 (zv z2 ) e Dzo x D„o • 
Z1 2
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D 1 au tre  p a r t , pour tout r < 1 ,  so it C1 ( i = 1 , 2 )  l 'in te rse c tio n  du cerc le

| | z .  | = r j  avec le disque , e t soient
i

Les ré g u la r ité s  de <p e t de ÿ?  m ontrent que la m esure d 'in tég ra tio n  su r  la courbe 

y* (i = 1,2)  e s t  une m esure de C arleson  dans D dont la  norme e s t m ajorée 

indépendamment de r .  La dualité en tre  HP(D) et les m esures de C arleson  en tra îne  

a lo rs  qu ' i l  ex is te  une constante C indépendante de r  te lle  que

^ 1 2 lG^ 1 »  ^ 2 ^ P d* ( £ i ) dA(£2 ) -  CIIG H p 2v*
r r x r r  H (D )

P a r  su ite , en u tilisan t à nouveau le s  ré g u la r ité s  de <p e t de 0 2 > on en déduit q u ' i l  

ex is te  une constante C indépendante de r  <  1 te lle  que

I F(z i >z2) | p dX(z1)dX(z2) < C ,

2
désignant le  to re  de rayon r .  On no tera  de plus que F(z ^ , z2 ) admet des v a leu rs

2
au bord non tangen tie lles p resque partout su r  T fl (D"0 x  D"0 ) e t que ces va leu rs 

? Z1 Z2 
sont dans LP(T fl (D"0 X D"0 )).

Z1 Z2

Compte tenu des hypothèses fa ites su r  Z(u), il  ne nous r e s te  plus qu 'un  seu l 

cas  à e n v isa g e r .

2

4 . z e s t  un point de T v érifian t le s  conditions de (III.3) c).

R eprenons les  notations de ( n i .3) c) e t supposons p a r  exemple que <p e s t

holomorphe dans |  | z^ | < l |  au voisinage de z ° , ce qui signifie que <p e s t

holomorphe dans { | cp(z2 ) |<1 j- au voisinage de z ° . Notons v(z°) un voisinage de

z°  où cp e s t  définie avec tou tes les p ro p rié té s  de (ff l.3) c), e t so it D 0 un disquel  z2

ouvert cen tré  en z2 relativem ent compact dans v (z°). Soit ( re sp . Q^) un

domaine à f ro n tiè re  de c la s se  C^ te l que D zq f l D c f i ^  c  v(z°) f  i D

(re sp . Dz0 fï{lcp(z2 ) |<1 j  c  f?2 c  v(z°) D { M z 2 ) |<1 j ) .  On suppose de plus que

bO-jf! b i ?2 e s t  réd u it à deux po in ts, à sa v o ir  le point z2 e t un au tre  point que l ' o n  
1

note z2 * A insi Q, ^C1^2 e s t  un domaine (simplement connexe) dont la fro n tiè re  e s t

y
1
r $

1
2

1o<p (c 1
)r et y

2
r 2

1
(C

2
r ).

n 1

2

2

T
s

2
r n (DIT

Z 0
1
X DIT

zo
2

)

MD
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supposer (d 'a p rè s  l 'hypo thèse  (III.3) c) ô ) que ces deux a rc s  ne sont pas tangents 

aux points z°  e t .

Remarquons maintenant que, compte tenu de l 'hyp o th èse  (m .5 .4 )  faite  su r  f 

au voisinage de z ° , des considérations sem blables à ce lle s  fa ites  dans la rem arque 

précédant l 'é n o n c é  du théorèm e n i .  1 montrent que la fonction g(Ç) = f(cp(Ç) , Ç) e s t 

dans le c la s se  de H ardy HP(f2 - j n ^ )  (°f • H  ou [ô j ).

P our m ontrer l 'e x is te n c e  d 'u n e  extension locale de f dans un voisinage de 

z °  nous u tilisons a lo rs  le lemme suivant.

LEMME m .1 .  Soit p £  [j ,-+£0l  . Pour toute fonction g appartenant à la c la sse  

de H ardy H ^ i ^ n i ^ )  i l  ex is te  deux fonctions g^ e t g2 appartenant respectivem ent 

aux c la s se s  de H ardy Hp(i2.j) et^ Hp( i î2 ) te lle s  que, pour on a

g(C) = g-|(Ç) -  8 ^ ( 0 .

REMARQUE. Dans le cas  où p = 00 e t où n et « 2 sont deux d isques,

formée de deux a rc s  de c la sse  C d 'e x trém ité s
1 o

Z2 et o
Z 1 e t on peut de plus

1

ce lemme e s t  dû à Poliakov, e t une dém onstration en a été  donnée p a r E . Amar dans H  . 

La dém onstration que nous allons donner ic i pour le cas p = <» e s t directem ent in sp irée  

de ce lle  donnée p a r  E . A m ar.

Démontrons maintenant ce lemme. Notons y^ = biî^Plb(0 ^ni?2 ) e t
'j

y  2  = bi22rib 1^ 2  ̂ le s  deux a rc s  de c a is se  C formant le  bord de e t dont

le s  ex trém ités sont z °  e t .

Supposons tout d 'a b o rd  1 <  p <  °°. Comme g G Hp(,Q.|nŒ2 ), on sa it (voir 

p a r  e x . H  ou f c ]  ) que g admet des v a leu rs  au bord non tangentie lles p resque 

partou t s u r  y  2 (que nous notons encore  g) e t que pour tout z G f ^ P i ^  

on a la  formule de Cauchy

g(z) =
ypy2

g

P our tout zG& i ( re sp . f t 2 ) posons a lo rs

1
2Ttt

z
1
2

e Q1no
2

o 1 nQ 2n
1

I,I

u y

( c )
c z dC.

n



Il ré su lte  a lo rs  du théorèm e de A . Calderon su r  la transform ée de Cauchy su r  des 

courbes de c la s se  C 1 [3 ] ,  que g. Ê i = 1 , 2 ,  e t on a clairem ent

g(z) = g ^ z )  -  %2 (z ) pour z G f l i n a 2 ce ^ui montre Ie lemme dans ce c a s .

Supposons maintenant que p = <». Soit a c j o ,  1 Q et considérons la fonction

P u isq u e , par h yp oth èse , <p(z) g (z) G L °°(fi2 ), i l  suffit de v o ir  q u ' i l  e x is te  une constante  

C ne dépendant pas de z G fi 2 t e l le  que

I b£> (Ç) ! dÀ(Ç) < _ Ç _

'fi-jH*^ b ç  |h a ( c )  Il C-Z I Iha (z) 

c e  qui s 1 obtient t r è s  a isém ent par un ca lcu l d ir e c t .

59.

g 1(z) = 2 î? ■SU Lld t  ( re sp . g2(z ) = jn r  
y-, C -  z 2 ¿17r y

holomorphe dans fi «iUÎÎa 9

ha( 0  = (Ç -z ° )a (Ç -z ])a .

Comme, pour z G i î . n ^  > la  fonction C — ► g ( C ) e s t dans la  c la sse  H (il-iflS^)»

e t q u 'e lle  e s t  égale à g(z) pour Ç = z , on a , comme précédemment, la  formule de 

Cauchy,

g(z) = ¿ i

W J r2
Pour tout zG il^ (re sp . Çl^), posons a lo rs

e 1(z) = 2 î î 8(C)

y l

( re sp . g2( z ) = ^

Comme on a clairement g(z) = g^(z) - g2(z) pour z£f2 ̂ 0^2» suffit de voir que 

gjeL°°(0^), i = 1,2. Montrons par exemple que g2£L°°(£22) : soit (pCC^iü 

0 < <p < 1 telle que <p = 1 sur iï2 et <P = 0  sur Î22\ O  ̂ . Par application

de la formule de Stokes et des passages à la limite standards, il vient, pour zCQ^ :

H P
(n i)

h
ex
(z)

h
DC
(C)

f
Cd

zC)ç(
a

h

h
a
(z )

)C(g

h
a
(z)

h
a
(£ ) Ç z

cd d
).

zC

g2(z) =
1
2iv

y2
<p(C)g(C )

h
n
(z)

h
a
(C ) r z

d Ç

+ <p(z) g(z).
1
2iv lCi 1m 2 ò Ç

ò<P
( )g(C)

h
a

h
a
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dCAdC

C z
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Supposons enfin p = 1. En rep ren an t les mêmes notations que c i-d e ssu s ,
ÔC/ \

pour tout z £  Q, 1 Pi0o , la fonction Ç — ►  g(Ç) — —  étant dans la c la sse
' ^ i OC/ _ \

1 , h ( '
H (C -jR i^) e t é tan t égale à g(z) en Ç = z ,  on a encore  une fois la formule de

z e n  ̂  n o  2 •

da(z) C

C 1 lha (z) Il Ç-z I “  |h a (Ç)l ' 
n

ce qui montre que

Cauchy

P our z £ i î .  (re sp . fi 9 )> nous prenons

^ z) = m g ( C ) ^ ~ —  (resp. ë2(z) = 2B 
ha (z) r - z  2 2177 '

g( c ) ^ i L ) .
72 h (z) Ç -  z

Comme précédemment, on a g(z) = g ^ z )  -  g2 (z) pour z £  £^nf22 » et sufiit de v° ir

1 1 
que g^ £  H (£L), i = 1 ,2 . Montrons p a r  exemple que g2£H (f i2 ). P our cela

so it Cn une su ite  de courbes simples rég u liè re s  dont la longueur e s t  uniformément

m ajorée, qui tend, quand n -*oo, v e rs  le  bord de f22 . n  nous faut vo ir (cf. GT| ou

[ô] ) que

sup'y lg9(z) |dcr(z)<  +°°. 
n C

n

Soit A une courbe simple de c la sse  C°°, contenue dans d 'e x trém ité s

z2 e t dont le s  dem i-tangentes en ces points font des angles stric tem ent positifs

avec les  dem i-tangentes aux courbes y  ̂  e t  y 2 en ces mêmes points (hypothèse

1 2
(m .3 )  d) ô)). A coupe i î 2 en deux domaines fi2 e t f î 2 dont le s  fro n tiè re s

resp ec tiv es  sont ÀU(ô i î 2 \  y 2 ) e t A U 72< De plus on peut supposer que, pour

1 1 2  2 
tout n, Cn = Cnf ï f i2 e t Cn = Cn Pi £72 sont deux courbes (connexes) ré g u liè re s

qui tendent, quand n->-°°, respectivem ent v e rs  ôÎ22 \ y 2  et y

En tenant compte de l 'hypo thèse  faite  s u r  les  dem i-tangentes à A e t à y 2 

aux points z °  e t z^ , un calcul d irec t montre t r è s  facilement que, pour t  £  y 2 

e t pour tout n, i l  ex is te  une constante C ne dépendant pas de Ç ni de n te lle  

que

g(z)
1

2Ì77 $
1U y 2

g(C)
ha

( )

ha
(z) C z

*
d C

1yl

il

f i  £2 2

1
2

z



2
Supposons maintenant que zG C^. En appliquant la formule de S to k e s , un passage à la 

limite stan d ard  montre que

1

Le fait que g C H (fi  ̂fl

I g~(z) I dff (z) < C \ |G(Ç)|da(Ç)< Cllgll 
c2 Jy, H ,(iî1nfi2)
n

i
et achève de montrer que g2£H (£22), et, par la même occasion de démontrer le lemme

(m .1 ) .

Revenons-en maintenant à la construction de l'extension locale de f dans le 

dernier cas. Comme g(Ç ) = f(cp(Ç ), C ) G HP(r^nn2), nous pouvons appliquer le lemme 

m.2 : il existe ĝ  G Hp(i2̂), i = 1, 2, telles que dans £2 on a S = g-| - ë2 ’

Soit D 0 (resp. D Q) un disque ouvert centré en z° (resp. z?) tel que
Z2 Z1 2 

Dz0 D D c ^  (resp. Dz0 nDc<p(ÎÎ2)). Pour tout (z., ,z2) G (D^x Dz0) f! D , posons
2 1 1 2

'l

F1(z1,z2) = g1(z2) , F2(z1,z2) = g2(<p" (ẑ ), et,

F(zl,z2) = F1(z1,z2) -F2(z1,z2).

-i

Comme <p~ est supposée holomorphe dans D 0 il D (hypothèse (III. 3) c) y)), F
Z 1

Ç lg?( z ) | < C  Ç I g(Ç ) I dff(Ç) <  c l l g l l  1

JC 1 J y 2 h  ( a , n n 2 )

61.

n2) en tra îne  aussitô t

sup V |g(z) IdCT(z) < digli 
n q 2 

n

D 'a u tre  p a r t ,  comme c i-d e s s u s ,  en tenant compte de l 'hyp o th èse  faite  s u r  le s  demi- 

tangentes à A e t à y  ̂ aux points z°  e t z ° ,  un calcul d irec t montre que, pour 

Ç e y . ,  e t pour to u t n , i l  ex is te  une constante C ne dépendant ni de Ç , ni de n 

te lle  que
C dq(z) < c

^ 2  | ha ( z ) l k - z |  | h a ( 0 l  ’ 
n

ce qui montre

g2(z)
1
2,171$

y 1

g(C)
h

a

h 0(
( )

(z )

d C

ç z
g(z).

fi£"2 2

H
1

(Q,1n Q2 )

2(



e s t  bien holomorphe dans D 0 x  D 0 e t ,  s i  (<p(z9 ) ,z 9 ) G D Qx D 0 , on a
Z1 z2 1 2 

_ ̂
F(cp(z2 ) ,z 2 ) -  g 1(z2 ) -  g2 ((P~ (<p (z2 ))) = g-|(z2 ) ~ §2(z2 ) = f(<p(z2 ) ,z 2 ),

ce qui signifie que F  e s t  une extension de f.

Enfin, s i  p = °°, on a F  G L°°((D 0 x D  0 ) fl D2 ) et s i  p G [j ,+°° Q on a
Z1 z 2

sup ^ | f (z  ̂ , z 2 ) | p dX(z^) dX(z2 ) < +oo ,

r<1 T^O(D o x D 0 )
r  z2

comme conséquences immédiates des p ro p rié té s  de e t g2 .

REMARQUE. La dém onstration du lemme Etl.1 dans le c a s  1 <  p < oo n 'u t i l is e  

clairem ent pas l 'hy p o th èse  ( n i . 3 ) c) à),  e t  on peut vo ir  que la dém onstration du cas 

p =  +oo re s te  au ssi valable s i  on ne fait pas cette  hypothèse . P a r  conséquent , lo rsque 

p g J  1, < - ]  on peut co n s tru ire  une bonne extension de f au voisinage de z °  même 

lo rsque  l 'h y p o th èse  (III.3) c) ô ) n 'e s t  pas sa tis fa ite .  La construction  de l 'e x te n s io n  

globale qui su it ,  montre a lo rs  que la conclusion du théorème IH.1 e s t enco re  valable 

dans ce cas  (rem arque suivant l 'én o n cé  du théorèm e m .  1).

Nous pouvons résu m er tout ceci dans le  lemme su iv an t.

LEMME I I I .2. Pour tout z°  = ( z ° ,z 2 ) G Z(u)fl bD2 , il  ex is te  un voisinage

v(z°) = Dz 0 x DZ£ de z ° ,  et^dans^ v(z°) fl D2 une fonction holomorphe F(z ^ , z2 )

te lle  que F (z 1 ,z 0 ), = f e t sa tis fa isan t de plus le s  estim ations suivantes :
l z ( u ) n  v(z°)

1. S i f G B (Z(u)), a lo rs  | | f | |  0 < c||f||
-  “  --------  L” (v(z°)nD2) L“ (Z(u))

2 . S i f G Bp(Z(u)), 1 < p < o o > on a

62.

sup \ \ F ( z ^ , z2 ) r  dXiz^) dX(z2 ) <  -f».
r< 1  ™,2^ / eu Tr nv(z )

qui^sont^dans Lp (T2Piv(z°))  (p £  [i ,+co] ).

2
3. F (z1,z 0 ) admet des valeurs au bord presque partout sur T Piv(z0 )

«1



ry
4. Fizyz^) admet des valeurs au bord presque partout sur ÒD Piv(z°) =

((Dx T) D v(z°)) U ((T x D) f) v(z°)), et si on note encore F(z^,z2) ces valeurs au

f (z i *z2 ) i ~ i
bord, la fonction ^  z j est dans L ((Dx T) fl v(z )) et dans L ((TX D) f] v(z°)).

1 2

Pour voir le 4. de ce lemme, nous utilisons le lemme suivant.

63.

1 —
LEMME III .3 .  S o it  h (z^ , z2 ) une fonction  de c la s s e  C su r  D x T  te l le  que 

pour tout z2 CT la  fonction  — > h(z^ , z 2 ) so it  holomorphe dans D . S upposons

Pour démontrer ce lemme, il suffit de voir que pour tout z2GT il existe rj > 0

i ni dX(zJ o ~ m , ________. ^ ___ i ____ , _____________  itel que pour I z9 - z9 |< V, z9 G T, la norme de Carleson de la mesure
* lh(zr z2)|

est majorée indépendamment de z2. Soit donc z° GT fixé. On peut naturellement

—  1 2  
supposer que h est la restriction à DxT d ' une fonction de classe C dans C ,

Soit K = |(z1,z2)GD XT ; h(z1,z2) = oj . L'hypothèse faite sur h entraîne qu'il

2
existe un voisinage v(K) de K dans (C tel que

(m. 6)

2 2 1 2  
Soit D2 le bidisque de C de rayon 2. Comme h est C dans C , il existe

que pour tout point z °  = ( z ° ,z ? )  G D x T  te l  que h (z°) = 0 on a it bh / Ov / n

A lo rs  la  m esure
dA(z-|)

lh (z v z 2 ) I
e s t  une m esure de C arleson  dans D dont la  norme e s t

( ^  <v\ ^;(zvz2) ■ ci > °* (z 1,z2 )£v (K) 1

majoréejr^ z2e T *



64.

I l  2 2£>o > 0  tel que, pour |(z^,z2) -  (z^ ,zp  |< SQ, (z.j , z2) £ D 2 , (zJJ ,zp£D 2, on a

(III. 7)

-A!l(z z  ) -  —  (z' z ')  
ô z 1 l 1’ 2 ; b z ^ 2 ! »  2 }

- ^ ( z r z2) - — ^-(z^,zp
ÖZ.J b z ^

C,
<

< C 1

D'autre part, puisque pour tout z2£T la fonction z  ̂ — > h(z^, z2) est holomorphe

dans D, il existe un voisinage v(DXT) de DXT dans € tel que,

C,
(III. 8) sup 4 t (Zi , z2 ) < '1

4 •
(z1,z2)ev(DXT) ôẑ

S i la  fonction z^ — > h (z ^ ,z 2 ) ne s 'a n n u le  pas dans D, l 'e x is te n c e  de 7?> 0

e s t  évidente puisque -----------  e s t  bornée dans un voisinage de D x j z ? } . Supposons
h (zr z2 )

donc que

K(Z°)={ZieD ; h(zr z°) = o}^0.

Remarquons que K(z°) e s t  un ensemble fini : en effet, s i  z? G K(z?) i l  ré su lte  de

C2 = inf _  I h(z1 ,z?) I .
dist(z.| ,K(z2) ^ 0 q/ 2 , z1£D

On a donc C9 > 0, et il ex is te  Vn > 0 te l  que pour | Z2- z 2 ^o  on a

(III. 9)
C,

inf
dist(z1,K(z°))^So/2,z1£ D

|h (z r z2 ) | > y  >  0.

ö

8

( m .6 ) ,  ( n i . 7) e t du théorème des accro issem ents fin is que pour l zr z ° l < s o (on peut

2supposer $ < 1, ce qui entraîne (z^, z°) CD^), on a

lw ° ï l > 3C1| ° l|h (z 1,z 2 ) |>  —  | z 1 -  z 1 | ;

p a r  su ite  aucun élément de K(z°) d istinct de z °  n 'e s t  contenu dans 

ce  qui montre bien que K(z°) e s t  fin i.

Soient z^ , 1 < i < k  le s  élém ents de K (z2 ). Posons

{ l z 1- z ° | < S0} n D >

I<

k



65.

Compte tenu des hypothèses fa ites su r  h , il ré su lte  du théorème des fonctions 

im plicites qu ' il ex is te  7^ > o et k fonctions h ^ z ^  d é c la s s é  C1 dans 

I z2 — z2 I<  ^ 1 e t qui sa tisfon t le s  conditions suivantes pour tout i ,  1 < i < k, et 

tout z2 te l  que |z 2~z2 |<  rj  ̂ :

h(h.(z2 ) ,z 2 ) -  0 , hi (z2 ) = zj ; 

(hi (z2 ) , z2 ) e  v ( K ) n v ( D x T ) H D 2 ;

lhi (z2) “ zi l< V 2-

A lo rs , d 'a p r è s  (III.6), (n i .7) et ( n i .8), le  théorème des accro issem ents fin is montre

que, pour chaque i ,  pour | z ^ - h ^ z ^ )  I < b , on a

( m . i o )
I I C 1 I I
|h(zr z2) \ > y  IZ1 " hi(z2) I •

D 'a u tre  p a r t ,  comme l 'en sem b le  {z^CD ; Iz - j-h ^ z ^  i> S q , 1 < i < k |  e s t  contenu 

dans jz^GD ; d ist(Zl ,K(z2 )) ^  ^0/ 2}  il  ré su lte  de (n i .9) que pour ! z2 — ! < 

min(î70 ,r?-i), on a :

(III. 11)
I I C2

f _  i inf i -! Ih(z1 ,z 9 ) |>  -k -  .

| ZlGD; | z i -h.(z2 ) |> S Q/ 2 , 1 < i < k j

A insi, en prenant V = min (t?q , r) ), les re la tio n s  (ni. 10) et ( m . 11 ) sont toutes deux

sa t is fa i te s .  S i on rem arque a lo rs  que (ni.10) implique que pour i f  j on a lhu(z2 ) -

h.(z0 ) > S , un calcu l élém entaire  montre aussitô t que la  norme de C arleson  de 3 2 ’ o ’

dÀ(z.j) 

l h (z r z2 ) |
e s t  m ajorée par

Démontrons maintenant le  4 . du lemme m . 2 .  P a r  construction , F (z . , z2 ) admet

2 o F(z 1, z2 )
clairem ent des v a leu rs  au bord su r  bD -fi v(z ). Montrons par exemple que -----------

u(zr z2 )

e s t  dans L 1(D XT) fl v(z°)). C onsidérons tout d 'a b o rd  le s  cas 1) e t 2) de la  construction 

de l 'ex te n s io n  loca le . S i F(z., , z 2 ) ne dépend pas de z 1, le ré su lta t  e s t  c la i r ,  c a r ,

2 C
c~ + (T ’ 

2
où C e s t  une constante ne dépendant que de b .

o
Z2



dX(z^)
d 'a p rè s  le lemme III .3 , i-------------- r e s t  une m esure bornée dans D dont la norme

lu(zr z2) I

e s t  m ajorée indépendamment de z2£ T . Supposons donc que F(z^ ,z 2 ) = F(z^) ne 

dépend que de z ^ . Soit D^0 un disque de cen tre  z °  relativem ent compact dans

N 00
Dz0 et so it £2̂  un domaine a bord C te l que D^0 H D c  iî| c  D zQ H D .

Des considéra tions sim ila ires à ce lles  fa ites dans la  rem arque précédant le 

théorèm e m .1  montrent que F(z^) appartien t à la c la sse  de H ardy H (O^).

S i 0 e s t  la transform ation  conforme qui envoie D su r  i l j , il  ré su lte  du

lemme n i . 3 et des hypothèses fa ites su r  u que i— ÉMiÜ-----. e s t  une m esure de
|u (0 (z ) ,z 2 ) |

C arleson  dans D dont la  norme e s t m ajorée p a r une constante indépendante de z2£ T . 

P a r  conséquent, on a

If(Zi) '

66.

£2.j I u(z^ , z2 ) I

, z 2^ 1 o
où C ne dépend pas de z 2 ^ >  ce ^  montre bien que ------------ G L ((Dx T) fl v(z )).

u(zr z2 )

Le cas 4 . de 1 ' extension locale se  t r a i te  exactement de la  même m anière puisque 

dans ce cas  F  s 'é c r i t  comme la  d ifférence d 'u n e  fonction qui ne dépend que de Z2 

e t d ' une fonction qui ne dépend que de z ̂  e t que ces  deux fonctions vérifien t de bonnes 

es tim a tio n s.

Enfin le  cas  3. de l 'ex te n s io n  locale se  t ra i te  lui au ss i de la même m anière :

OO

i l  suffit de rem arq u er que s i  £2.. e s t  un domaine C comme c i-d e s s u s ,  a lo rs  pour

---- 2
D 'a p rè s  le lemme i n .2 ,  il  ex is te  un recouvrem ent fini de Z (u )f ]ôD p a r  des 

ouverts O*, 2 < i < p ce n tré s  en des points z* €  Z(u) H bD2 e t te ls  que O* so it

dX(z1) <  C
b ¡T2,|

I f ^ )  I dX(z1 ),

presque tout z^CTDD^p  , la  fonction — ►  F(z^ , z ^ )  e s t  dans h V ^ ) et sa

norme IIf ( . , zJ||  1
H ^ O .)

e s t ,  comme fonction de z2 , dans L (TPlD 0 ), 
2

et

d 'a p p liq u e r  ensu ite  le raisonnem ent p récéden t.

3 . L 'EX TEN SIO N  GLOBALE.

F (Zl

Z1



contenu dans un voisinage viz1) pour lequel il  ex is te  dans v(zx) H D une extension

R  de f comme il e s t  dit dans le lemme I I I .2

1 2 i —
Soit de plus O un voisinage de bD \  IJ O ne rencon tran t pas Z(u), et

i-2
o 2 P iso it O un voisinage pseudoconvexe de D \  U O relativem ent compact dans

i=1

D2 . On prolonge f dans O0 p a r la fonction F q donnée par le théorème de C artan B 

(voir par exemple L .7 3 )e td a n s  o \  on prend F ^ = 0 .

2
Pour c o n s tru ire  l 'ex te n s io n  globale F  de f dans D , nous allons réso u d re  

un problème de Cousin asso c ié  aux F^. Soit ¡P une partition  de l 'u n i té  au voisinage

2 OO , i
de D de c la sse  C e t asso c iée  aux ouverts O . Pour tous i , j  te ls

* * O  * o

O1 D O  ̂ fi D (fi on pose gy  = F^ -  F^ e t ,  pour tout i e t tout z £  O H D , on

pose p
h.(z) = E g..(z) i ( z ) .  

j=0 3 3

Remarquons a lo rs  que d 'u n e  p a rt on a gy(z ) = 0 pour z €  Z(u) fl (O1 Pi O^) e t d 'a u tr e  

p a rt que g.. -  g.. = g . . dans O* 0  Ô  fl Ok Pi D2 , ce qui en tra îne  que dans
lK JK 1]

O* n  Cp fl D2 , on a F^ -  11 = F^ -  h^, de so r te  que le s  fonctions F^ -  11 défin issent

^  9 ~  I * * *

une fonction F  dans D te lle  que F Jz(u ) = f - De p lu s , d ' ap rè s  le lemme n i . 2 , F

2 D 2 ^
admet des v a leu rs  au bord su r  T dans Lf (T ). Evidemment F  n 'e s t  pas holomorphe

2  - / vdans D e t il  faut donc la m odifier. Pour c e la , so it oo =bF, de so rte  que pour tout i

e t tout z G O1 fl D2 , on a

P
co(z) = T  g .(z) b 0 .(z). 

j=0 1J J

gi i (z)
L 'hypo thèse  (III. 1) faite  su r  u en tra îne  que le s  fonctions —*—  sont holomorphe s

u(z)

dans 0 A fl Q* fl D2 e t p a r s u i te , la  forme d ifférentie lle

i w  Cü = — ,
u ’

e s t à coefficients C°° dans D . Nous allons maintenant m ontrer que co' admet, au

67.



sup 
r<  1

F ,  ( X V ^ )

k-------Î7 1 < œ ’ k  = i ’ j -
u (x*  , x p  L ( D x r r )

o1̂ x rè? => o1 n cß n d2 .
F .- F .  

H . . = —— i
ij u

fonction est holomorphe dans iïj* X £2̂  et, si x1̂ , € = 1,2, est la

transformation conforme qui envoie D sur fi1̂, la fonction K̂ . = tL . ° (x^,x^) est

2
holomorphe dans D et vérifie

sup |IK. -H 1 < +00.
r<1 13 L ( DXT )r '

De plus pour tout £  D et presque tout Ç2 £  T , la limite

K (Ç Ç )=  lim K (Ç , r Ç 2 ) 
r-»1 J

ex is te  e t K. .(Ç 1, Ç9 ) £  L ( DXT) .  Il e s t  a lo rs  c lassique de m ontrer que, lo rsque r  •* 1,
1J I

1
la suite r — ►  K. . ( r £ 1 , r C 9 ) converge, dans L (DXT)  v e rs  K . . (Ç1, Ç9 ).

13 I ¿. 1J I Ct

En utilisant la forme explicite de to1 = dz^ + dz2 , on conclut a lo rs  que, 

lo rsque r  — » 1, la suite de fonctions r  — * coJj(rz), z G D X T  converge dans 

L ( DXT)  v e rs  une fonction que nous noterons encore coj.

De la même m anière, on voit que r  — » co^(rz), z £  T x D ,  converge, lorsque

68.

2
sens de (II. 11)des valeurs au bord sur ÔD qui sont dans

.1
V i ;

Soient i,j £ |2,3, ... ,p|, i^j, tels que il ̂  Ç), Comme nous l'avons

vu dans le paragraphe concernant l'extension locale, la fonction F. (resp. F.) est
 ̂ J

:òd2 ).

définie dans un ouvert (contenant O^DD ) de la forme D.

les fi
OC

sont des domaines à bords C tels que si
k 

* € est la transformation conforme

qui envoie D sur n les fonctions
F k sont dans la classe de Hardy

Hp(D2). De plus, la démonstration du 4. du lemme III.2 montre que

(resp. fij1 x fij )2 où
i
1 X c

i
2

k
€

k
V

o (> * ><
k

k)2

Quitte à modifier les domaines Qk
V nous pouvons supposer que ij

£ fl
i
e n r 3

e*

oo
€ = 1, 2, est un domaine a bord C tel que Alors la

o1

f ,

“ 2



3
c) — - ■■■ - 2 e s t  dans l \ d 2 ). 

ô z ̂  ô

i
A lors  <p appartien t à A ( DXT) .

On a évidemment un énoncé analogue lo rsque cp admet des va leu rs  au bord su r

T X D .

Pour dém ontrer ce théorèm e, nous u tilisons la  formule suivante :

-| _
LEMME II I .4 . Soit $(z) une fonction de c la sse  C dans D. A lors  pour tout 

Ç e  T , on a pour tout r  < 1 :

[ 12 _ | 12
(III. 12) ZV(Z) dz A dz = \ — (z)(Ç -z )  r — — —r j  dz A dz -  \ 0 ( z ) Ç — J — dz .

J D Ç -  z J D Ôz 1 -  zÇ T 1-zÇ
r  r  r

(III. 12) e s t  simplement la formule de S tokes appliquée à la forme d ifférentielle

b) - M  

ô i 1
e s t  dans L 1( DXT)

r  — > 1, dans L (T *  D) v e rs  une fonction notée encore co'

69.

THEOREME n i . 2. Soit <p une fonction de c la sse  dans X? vérifian t les

conditions suivantes :

a) Lorsque r — > 1 ,  la fonction <p(rz^,rz2 ) converge dans L * ( Dx T)  v e rs

une fonction <p(z^,z2 ) te lle  que, pour presque tout z2 G T , la fonction z^ — <p(z  ̂, z2 )

1
e s t  de c la sse  C dans D.

En p a r tic u lie r ,  la forme co' admet au sens de (11.11) des va leu rs  au bord dans

L ^ / b D 2 ). Si on rem arque de plus que les  dérivations en et n 'a g is se n t su r

les  coefficients de to' que par l 'in te rm é d ia ire  des fonctions 0 . de la partition  de
1

1 2
1 ' unité on voit que co ' £  ^ (  à D ) en utilisant le théorème suivant :

Z 1 Z 2

.1

Z 2

c 3



1 I 12 -  1 I I2
ip{z)(Ç -  z) i------ ’—L-r) dz = >p{z) T ----- — dZi

1 -  z l \  1 -  z l

70.

2
Soient < 1 et < 1 et posons <pg g (z) = cp(s^z) -  <p(s2z), z G D P ar

2
applications success ives  de la formule (111.12), il  vient, pour tout (T^ , f „ )  G T :

Z1Z2 <̂ s 1s 9 1 ,Z2^ ^ s 1(s 9 d z 1Adz1A d£>Adz9
\  ------------— -----------d z1 Adz1 Adz9 = \  9 z z 9 -------!— £  — !------ !------------ - =

Dr x r r  ( ç 1- z 1) ( r2- z 2 ) 1 Dr  ô i 2 (ç 1- z 1)(c2- z 2 )

5 <p . | |2 ô<A 1 I 12 
z s i’s 2 “ -   ̂z2 -  C S1’S2 "  1- Iz I 

= \ -------- -j \  ------ *-----(C ,-z9 ) i------------- p5 dz9Adz9 -  \ ---------- r  --------— dz9 [ d z 1Adz1 =
J n  r  - 7 hz 1-z C J T bz  1-z r

r  1 1 r  2 1 2 2 1 r  2 2 2

ô3<p 1 I 12 1 I 12
S ^ , S 2 -  -  _  1 — | Z  ̂ | 1 -  | Z 2 I

= L 2  2 -  ■  | 2 I .¿ d i  Ad z  A d i  Adz  -
r  1 2  l l - z , ? , !  11-z2 f 2 I

r. _ 1- l z , ! 2 ® \ , s ,  .  1— Iz | 2 .
- \  C  ------ — l \  ------ ^------( r9 - z 9 )-|------------- pr dz9 a  dz9 \ dz. -

r  1' Z1Ç1 r  ^ 2  l>-52 C2T

C Z  ̂z2  ̂ f r  ^ ^ s ,  jS.  _ 1- ! z 1 | 2 1

V  1 -  z? D -  -  ^ 1 " Z1^E -  f  |2 dZ1A d z1 2 
r  2 2 r  bz^ bz^  |1 -  z^Ç 1 |

1 I I2 bcp 1 I 12
P ~ Z1 * r r> s1’ 2 - 2 1

+ 5 C-,-------i - U  ------1 - ^ C 2 -------^ - d z j d z

Tr  1' Z1C1 r  b z 2 1 “ z2 ^2

3 T
Comme cp es t  de c la sse  C au voisinage de D , il ré su l te  aussitô t du théorème

S 1 , s 2

de convergence dominée de Lebesgue q u e , lorsque r  — » 1, les t ro is  d e rn iè re s  in tégrales

2
de c i-d e ssu s  tendent v e r s  zé ro .  Il vient donc pour tout (Ç ^ , £ 2 ) £  T et tous s^ < 1, 

s 2 <  1 :

lim
r+1
r<1

D XT
r  r

Z1Z2(AS 1,S2 Ẑ1 ,z 2^
---------------------------dz,. A dz1 A dz0 =
( i r z ^ 2- z 2 ) 1 1 2

( m . 13) b^ip - . I  \2 1 | |2
S .j ,S2 _  _  _  1- l z 1 | 1- \ z2 |

- ■ (Çr Z l )(Ç2- z 2 ) j 13 t — — p d z ,  A dz , A d i2 Adz
D  ôz^ ôz2 I 1-z^ r ̂ | | 1-Z2C2 I

dz2

S1 S2

(C1- 5 i )(C2 -S2 )
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1 2
LEMME III. 5. Soit h une fonction de classe C sur D . Alors pour presque

tout (Ç^,C2) £ T 2 on a :

71.

De la même manière, en posant
lis 1, s2(2r z2) = ‘f’(s1z 1>22 ) - ' i,(s2z 1’z2) •

(III. 15) lim 
r-*1 
r<1

W 2
h(z , F0 ) — —

n  x r n ---------------------- iff- d X ( z 1)d82 = C1C2(C2C 1( P i [ h ) X f l> f 2 )
DrX L0,2»: (ÇrZi)(Ç2_re 2,

(m.16 lim
r-*1
r<1

) _

-- L_f_dA(z1) = Ç1(C1 P 1 h)(Çr Ç2).
d  r.-z.
r 1 1

iv0
L Ç p  h(z1#re )
-----------------------------—  dA(z..)d02 =

Drx[Ô,277j (ÇrZl)(r2-r2-reiy2) CO,277]

Il est alors facile de voir que le membre de droite de cette dernière égalité converge, 

lorsque r —»1, presque partout vers (C2C^P^h)(r ^, Ç2).

Il résulte alors aussitôt de (III. 13), (ni. 15) et (III. 14), (ffl.16) qu 'il existe deux

S1 <  ̂’ s2 <  ̂ £ DXT, on déduit du lemme (ni. 4) que pour presque tout

(c., Ü £ T 2, on a:

Nous utilisons maintenant le lemme suivant (avec les notations du § 2 du chap. Il) :

lim
r-»1
K l

D
r

Z 1 S1 , s 2

1

dz^ A dz^ =.14)

O f  .  \ \ ¿

S 1 ,S 9 _ 1- \z1 I
( — --- (zr C2))(ir i1)r— - T 2  di1Adzr

D ôz1 I1-z^Ç ̂ I

Montrons par exemple la formule (III .15) : pour tout r  < 1 et tout z2 £  D, posons

En calculant les coefficients de Fourier de et , on voit aussitôt que = Ĉ jur 

et par suite

r h(z1,z9)

^ - 1 » z2^= \ --------------- dA(zA
r JD Ç 1-z1 'r  1 1

i I I21-  l z 1 I
Mr ( C , , z 2 ) = \  — p d X ( z , ) .

u r I i-z1t 1 I

Ç C u (r re 2)

r 1 2 Çr re

d02.

z1C

(z r z2 )

h(zr z2 )

V r
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,C2C 1P 1 v s 1,s 2 l 1(T 2) a 1 L 1(D2 )
et

C P il <  a
1 S1’S2 L 1(T2 ) 2

b !/)
S1 , s 2

bz 1 L 1(D XT)

Les hypothèses fa ites su r  la fonction <p montrent a lo rs  que, s i  on pose , pour

2
tout s < 1 ,  <Ps (z) = tp(sz) pour zGD et ^■g(z1 ,z 2 ) = <p(sz1 ,z 2 ) pour (z .j,z2 )GDXT,

* * 1 2  
le s  su ites  s  — >C2C^P^<pg et s — » C.|P.| sor,t des su ites  de Cauchy dans L (T ).

Comme de plus les  coefficients de F o u rie r  de C2C^P^ <pg ( re sp . C^P* 0 g ) convergent,

lo rsque s — » 1 ,  v e rs  les  coefficients de F o u r ie r  de C2C^P* <p ( re sp . C^P* <p), le

théorèm e n i. 2 e s t  dém ontré.

1 2
Poursuivons maintenant la  démonstration du théorème i n . 1. Puisque co 'G A ^ -| (̂b D ),

1 2  -
le  théorèm e I I . 3 nous a s su re  qu ' il ex is te  v £  L (T ) te lle  que b^v = co1. Soit a lo rs

1 2 Q Q  2

V £  L (D ) H C ( D )  la solution de l 'éq u a tio n  bV = co' donnée p a r  la  proposition n .1  

Puisque b (uV) = u b V  = ucd' = o>, la formule (n .14 ) avec le s  mêmes notations pour 

0 1 , $ 2 e* donne :

\  9 u V b cp A dz.. A dz„ + \  9 co A <p A dz. A dz9 + \  co A 01d z 1 A dz9 +
D D DXT

9 F  d <p A d z 1 A dz9 + \  coA<p A dz1 A dz9 + \  co A 0 1 dZl A dz9 + \  co A 0 od z 1 A dz0 
D D DXT TXD 1 2

2 F ( ^ 1 -  0 2 ) d z i  A d z 2*

En posant F  = F  -  uV, on obtient une fonction holomorphe dans D te lle  que

b 3
Si

ò

constantes a 1 el a
2 indépendantes de s

1
et s 2 te l le s  que

z
1

ò z
2
2

ISi

ST

x! A $ 2 d z 1 A dz2 = ^  2 uv(^-| “ ^ 2  ̂d z1 ^ dz2 ‘ 

Mais comme bF = <jô, on a également :

1 TxD



et qui vérifie  (avec le s  notations de la proposition n . 1 ) :

73.

F U /  \ = fI Z(u)

(ni. 17) 9 F  b <p A dz 1 A dz9 =
D

/ v

2 (F -  uv)(01- 0 2 ) d z 1 A dz2 .

Remarquons a lo rs  q u 'i l  ré su lte  de (III. 17) appliquée à des fonctions ÿ  ̂ et 0 2

p a r tic u liè re s  que, pour presque tous

[ (F -  uv)(Cr r 2 ) x(Cl )dC1 = o 

^ (F -  uv)(Ç 1 ,C2 ) i?(C2 ) dC2 = 0.

Il en ré su lte  que 11 in tégrale  de Poisson

1 p 1 2
U(z z ) = — 5 \  (F-uv)(e ,e  )

4 tT  ^t 2

2 1 2  
définit une fonction holomorphe dans D , U, qui e s t  dans l 'e s p a c e  de Hardy H (D )

r>*/ 1 2  O Q

(puisque F  -  uv G L (T )), et qui, pour toute fonction <p de c la sse  C au voisinage 

—5
de D v é rif ie  (d ' ap rès  (ni .17)) :

^ F  <pdz ̂  A dz ̂  a dz2 A dz2 = U dz ̂  A dz ̂  A dz^ A dz2 . 

" d 2 D2

2
Autrement d it, on a F  = U dans D e t par conséquent, F  e s t une extension de f

1 2  2 ^
qui e s t  dans H (D ) et qui a pour v a leu rs  au bord su r  T la fonction F  -  uv .

Pour conclure la  dém onstration du théorèm e n i . 1, il  suffit donc de m ontrer que

uv £  LP(T2 ).

1 2
Si p = 1, il n 'y  a r ie n  à m ontrer puisque v €  L (T ). S i p > 1, nous allons

m ontrer, en rep ren an t la démonstration du théorème I I .3 que uv e  LP(T2 ). La fonction

2
v e s t  donnée explicitement pour presque tous (C  ̂,C2 ) £  T p a r  :

holomorphes au voisinage de D , on a les  re la tio n s  :

C1 ,C'2 G T  e t toutes fonctions x(C^) et

i I 121 - l z  I

1 -  1 1 1-z^e
2

i I 121- I z 2 l, - i02 ¡2 
2® 1

d9 1 d02 ,

V(c2>
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On a donc :

1 r  u< f i - ? ,2 ) 
(ni.18) + 2 î? llm, \  “a ^ r ^ T ; — , dX<z2> +

r->1 D  u(Ç1,z2 )(Ç2-rz2 )
r<1

1 r  u ( ç v r 2 )
+  — *  lim \  oj ( z 1 , z 9 ) ----------------------------------------------------------------dz1 A d z 1 A dz9 .

4ff r-»1 D X T  u(z^ ,z^(Ç ̂ rz^ )(Ç2-rz2 )

r< 1

Nous allons montrer que chacune des trois intégrales de (ni. 18) est, en norme L^(T2 ) 

majorée indépendamment de r.

1. Considérons tout d 1 abord la fonction

r  p “ (Çr C2 )
0Ci(r Ç ) = \ co (zr C 2) ----------------  dX(zJ.

1 1 2  D  u(z1,C2)(Cr rzl) 1

2 2 —  
C o m m e  u C C^(D ), il existe une fonction continue h(C^,z^,C2 ), (r^,C2) C T  , z^CD

telle que

(m.19) u(C1,ç2 )- u(z1,ç2 ) = (Cr z1)h(C1,z1,ç2 ).

On a donc :

« ■; dA(zJ 1 dX(z0 )

v(H ’r2 ) = 2Î7f limÀ  a',ì(zV C2 ) ;----- + 2î?lin? ^ n W 2(Ç1’Z2 ) ; ~  +
r-»1 13 C .-rz. r-»1 £9-rz9

r<1 r<1

1
2

477

dz A dz1 A dz9

o.'!(z z )— !-----3---- -— .

D x T  (ri-rz1)(r2-rz2 )

^ ( C r C2 ) =
Ç1-z1 dX(zJ

co (z r ) H t v zv U - L J -------- L -  +
D 1 1 2 1 1 ^  r-,-rz-, u(zv Ç 2)

(m.2o) dX(zJ

+ jn wîzr ̂2̂  Z •
D  ^1-rz1

lim
r-» i 

r< 1

1
~~ 2iv

lim

r-»1

r<1

u(Cv Ç2)
œ A z - , Ç ? )----------------  dA(zJ +

D  u(z1,Ç2 )(Ç1-rzl)

u(rv r 2) v ( ( v c2)



Pour voir la majoration de la p rem ière in tégrale  de (m .2 0 )  on rem arque que la mesure 

lh(Çl , z 1,Ç 2 )
C,-*, dMz.,)  ̂ dA(z.j)

es t  majorée par  c -i-------------- > et la démonstration
lu(z1,Ç2) I

75.

Si p = °°, on a co^(z^,Ç2 ) e  L°°(D x T) et la deuxième in tégrale  de (III. 20) e s t  clairement

, °°/ 2\ , 
majoree en norme L (T ) indépendamment de r .  Pour p < ° ° ,  la majoration de cette

même in tégrale  ré su lte  du fait que ^  G L^(D x T ) c  A^(D x T) e t du théorème I I .4 .

r  £i“ z i i d z 1 A d z 1 Adz9 
(m.22) +V a51(z1>z2 ) h (C , ,z 1,Ç 2 ) -------- -------------------------------------  +

"DXT ^ 1 - r z 1 - 2 _ r z 2 u(z -| , z2 )

f  —rz  
-1 Z1 u(zr C2

du 4 . du lemme IH . 2 montre a lo rs  que

r i  i d A (z J  , ,
JD lwi(zr Ç2) I |û  £ j j -  c ' I 1, C2) ld>(C 1).

La majoration cherchée ré su l te  a lo rs  de 1 ' inégalité de H o lde r .

2 . La deuxième in tégrale  de (III. 18) se  t r a i t e  de la même manière.

3. Montrons enfin que la fonction

r  r u ( C v ç 2 )
otoiC^Ço) = \  co1(z1,z 9 ) -------------------------------------  d z1 A dz1 Adz9 ,

DXT u(z z )(r - r z  ) ( L - r z  )

e s t  m ajorée, en norme L^(T2 ), indépendamment de r .

1 2  2 
Comme u €  C (D ), i l  ex is te  une fonction continue k(z.j ,z 2 , Ç2 ), (z -| z2 ) £  D ,

Ç9£ T  telle  que

(III.21) u(zr C2 ) — u(zr  z2 ) + (C2 —z2 ) k (z^ , z2 , ^ 2 ).

Combiné avec (m .1 9 ) ,  il  vient

u(Ç1,C2 ) = u(zr z2 ) + ( Ç ^ z ^  h(Cl , z 1 ,Ç2 ) + (C2- z2 ) k (z1,z 2 , r 2 ).

P a r  su ite ,

r  dz.-Adz.-Adz,,

a3 ^ 1 ’ ^ 2 ^ = \  w -.(z i » z2 ) --------------------------  +3 1 2  J D x T  1 1 2  ( ç r r z i ) ( ç 2 _r z 2 )
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!-,(£ -|, C2) -  ̂ 2 x- Ẑ1’Z2̂
' d  bz2 (^ - rz ^ ) (C 2 _ rz 2)

0601 oo 2v r
Comme —— C L  (D ), la majoration de L  devient év iden te . 

b i 2

r  /■
Majorons maintenant pour p < °° : les  mêmes arguments que ceux u tilisés  pour

la majoration de la prem ière in tégrale  d e (m .2 0 )  montrent que :

Ç1- z 1 d X z J  r  | ,
oj1(z 1,z 2 ) h(C1, z l ,C 2 ) ------------------------~ C \  k ' l (z1,z 2 ) IdÀÎz.j).

D ^1 "r z 1 u(z v z2^ T

L 'in é g a li té  de Holder montre que le second membre de cette  inégalité e s t  dans LP(T) par

rap p o rt à la variab le  z2 et la majoration ré su lte  donc du théorème n . 4 .

Supposons maintenant p = oo. Soit r Q < 1 fixé, et posons

Ç>r  = j ^ C D  ; ! Z2 I > r 0 }- La formule de S tokes appliquée à la variab le  z ? donne : 
o

boo1 ^ i - z i 1 d z 1 a d z1 A dz0 A dz
£ ( C V ç ) = Ç _ \ z z2 ) h ( c 1 , z l , r  ) _ L J _  _ J --------- !------- ]--------— -2 +

DXQr  bz2 C 1- r z 1 ^2 - r z 2 u(z1,z 2 )
o

Ç1- z 1 1 d z .. A d z .. A dz9 
iü1(z1 ,z 2 )h (C 1, z 1,Ç 2 ) --------------------------------------------- .

D *T r  ^1- r z 1 ^2 - r z 2 u(z -|>z2^
o

dX (z^ )
Remarquons a lo rs  q u 'i l  ré su l te  du lemme I I .3 que la mesure -1-------------- . e s t  une mesure

Iu(z1,z 2 ) I

bornée dans D dont la norme es t  majorée p a r  une constante qui ne dépend pas de

t  "Ẑ  * dz -j A d z 1 A dz^

n y T wi ẑ i ,z2̂  k ẑr z2 , t 2^”  ̂ : : •
DxT r 2~rz2 i_rzi LUZ^^)

S i p < la majoration de 1̂  ré su lte  du fait que oĉ  £  L ^ (D x t)  c  A^(D x  T) et 

du théorème I I .4 . S i p = °°, on rem arque que, lorsque s — * 1, la suite 

s — > co^(sz^ , s z 2 ) converge dans L ( D x T )  e t ,  la formule de Stokes appliquée à la

dz 1 a dz 1 a dip a dz0

variab le Z2 donne a lo rs  :

Appelons le s  tro is  in tég ra les  de ( n i . 22 ), e t majorons les séparém ent.xr rr +1 ,̂ I2 et

+

I
r
3
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r  < 1 en tra îne  
o

1
< ------< °° pour z9 G T

I d i r 
-r  o

1_

2— 2 -ro

Majorons enfin 1^. Il ré su lte  de ( i n . 21 ) que k(z^ , z ^ , Ç0 ) e s t holomorphe par 

r a p p o r ta  ( Zy Z^ )  £  e t continue dans î ? . Comme 5̂ 60 = 0 [définition II. l ]  

un passage à la limite

^2- z 2 1 dz2 A d z 1A dz2
I3(Çr Ç2) = j co2(z1,z2) k(zr z2,Ç2)

TxD  ^2~r z 2 Ç^-rz^ u (z^ ,z2 )

p p 
La m ajoration de 1  ̂ se  fait a lo rs  clairem ent de la même m anière que celle  de I2 , 

La dém onstration du théorèm e III . 1 e s t  a insi ach ev ée .

z2 e  ü “  . La majoration de 
o

Ô Ce ^  ~

— le l °°(d ) 

ôz2

et du fait queI
r
2 ré su lte  donc du fait que

D2

évident montre que
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Chapitre IV

SUR LA FORMULE DE JENSEN 

ET LES ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES DANS LE POLYDISQUE.

Dans [9J  P . Lelong a introduit la  notion de courant positif ferm é 0 ̂  associé  

à un sous-ensem ble analytique complexe X de dimension pure n-1 d 'u n  ouvert ù  

de Cn . Un des principaux in té rê ts  de ce tte  notion e s t que, pour des ouverts Q

convenables, la  construction  d ' une fonction holomorphe f dans Q te lle  que

- 1  — x

X = f  (0) se  ram ène à la réso lu tion  de l 'éq u a tio n  6 bu = 0 .

Ic i, nous nous in té re sso n s  au polydisque Dn de Cn e t plus particu lièrem ent 

aux z é ro s  des fonctions de la c la sse  de Nevanlinna c lassique de Dn :

n r n r +l i01 i0n I
N(D ) = \ f holomorphes dans D ; sup \  log I f(re  , . . .  , r e  ) I d0 1 . .

^  G),2*1" ,
. .  d0 <  +°° k  

n J

Le p rinc ipa l but de ce chap itre  e s t  de donner une condition n é c e ssa ire  pour

q u 1 un sous-ensem ble analytique de Dn so it un zé ro  d 1 une fonction de N(Dn ) qui

X ^
porte  su r  le couran t 0 , e t qui so it suffisamment fine pour ê tre  susceptib le  d 'ê t r e

su ff isan te .

Dans [4I  e t [¿ I  P . S .  Chee a montré que l'en sem ble  des zé ro s  d 'u n e  fonction 

de N(Dn ) v é rifie  la  condition de B laschke, c 'e s t - à - d i r e

79.

n
L

p=1 : «{S0„ -y*
u t

oo



où D^1 e s t  le polydisque de rayon t . Il e s t  facile de v o ir  que cette  condition ne

c a ra c té r is e  pas les  zé ro s  de N(Dn ) (cf. $ 3). En fa it ,  le s  travaux de P . S .  Chee

montrent que la condition de Blaschke e s t  sa tis fa ite  p a r  les  z é ro s  des fonctions de la

c la sse  N 1(Dn ) = { f  holomorphes dans Dn ; sup V log+ |f(z) I dA (z ) < °o

r<1  6(D j)

e t ce tte  c la s se  e s t  s tric tem ent plus vaste  que N(Dn ) (voir § 3).

P our obtenir une m eilleure condition, nous avons cherché à l 'é t a b l i r  comme 

conséquence d 'u n e  formule de Jensen . Il ex is te  dans la l i t té ra tu re  p lu s ieu rs  formules 

de ce type dans le polydisque (voir p a r  exemple Ronkin [ 12I  , p . 236, S to ll [ 13] ,  p . 53,

Malliavin [ jo ]  ), mais les  conditions que l ' o n  en déduit su r  les zé ro s  des fonctions

n X
de N(D ) ne s ' expriment pas simplement s u r  le courant 6 .

L es ré su l ta ts  p ré sen té s  dans ce chap itre  ont été  publiés dans |j f |  .

80.



Nous allons m ontrer (théorème 1) que, en gén éra l, le s  seu ls sous-ensem bles analy

tiques ir réd u c tib le s  du polydisque qui ne vérifien t pas la  p roprié té  évidente du cas 

n = 1, sont des ensem bles de zé ro s  de polynômes hom ogènes.

P réc iso n s  tout d 1 abord deux notions que nous se ro n s  amenés à u til ise r  par 

la  su ite  :

R 2n étant identifié  à Œn , so it J  l 'o p é ra te u r  canonique de la  s tru c tu re

81.

I. UNE PROPRIETE DES SOUS-ENSEM BLES ANALYTIQUES COMPLEXES 

DE CODIMENSION 1 DU POLYDISQUE DE Œn .

Soit X un sous-ensem ble analytique complexe de dimension pure n-1 de

Dn , c 'e s t - à - d i r e  l 'en sem b le  des zé ro s  d 'u n e  fonction holomorphe définie dans Dn . 

L e but de ce paragraphe es t d 'é tu d ie r  la dimension des ensembles analytiques ré e ls

xt = X  n T ” , t€]0,1[.

presque complexe de ]R
2n ( i .e .  la  m ultiplication par i) . On dit q u 'u n e  so u s-v a rié té

II es t c la ir  que la  dimension de X̂ . e s t in fé rieu re  ou égale à n-1 : sinon,

toute fonction holomorphe f te lle  que X = Z(f) s e ra i t  nulle su r  un ouvert de TTn
t 9

e t ,  p a r conséquent, s e ra i t  identiquement nulle . Pour n = 1, l 'en sem b le  des t € ] 0 , 1 [ 

te ls  que d im ^ X̂ . = n-1 es t évidemment d isc re t dans [ 0 ,1  [ . Nous allons voir à 

quelle condition su r  X ce tte  p ro p rié té  re s te  v ra ie  pour n ^  2 .

On voit immédiatement qu ' i l  ex is te  des polynômes homogènes holomorphes

n 2
dans CE qui ne vérifien t pas ce tte  p ro p rié té  : p a r exemple, dans CE , la  v arié té

Y d 'éq u a tio n  z^ = Xz2 , X€Œ, | X | = 1, e s t te lle  que dirn^ Yt = 1 pour tout t > 0 .



Y d 'un  ouvert fi de F?2n est totalement réel lo s i ,  pour tout z € V , le plan tangent 

Ty(z) a V au point z est toi que Ty(z)  0 J T y ( z )  - {0}  . Il es t bien c la ir  que si 

X est un ensemble analytique complexe au voisinage d 'un  point z° de Œn tel que, 

dans tout voisinage de z° , X contienne une varié té  totalement ré e lle  de dimension 

(réelle) n-1,  a lo rs ,  le germe de X au voisinage de z°  es t de dimension (complexe) 

n - 1 .

La seconde notion que nous rappelons ici es t celle  d 'ensem ble analytique 

homogène : nous d irons qu ' un sous-ensem ble analytique complexe H d 1 un ouvert Î2 

de (Cn e s t homogène, s i ,  pour tout z € H, z = (z j , . .  . , z n ), on a (Dz H fi) c  H, D 

désignant la dro ite  complexe passant par z et l 'o r ig in e ,  c 'e s t - à - d i r e  

Dz = {z = ( Ç z ^ , . . .  »Çzn) € Œn ; Ç € < l j . Nous aurons à u ti l ise r  la  p rop rié té  suivante :

LEMME IV . 1. Soit fî un ouvert de Œn contenant 1 ' o r ig in e . Tout sous-ensem ble 

analytique complexe homogène H de 0, de dimension pure n -1 , e s t  l 'en sem ble  des 

z é ro s  d ' un  polynôme homogène holom orphe.

En effet, comme l 'o r ig in e  appartien t à 0  , H est en fait un sous-ensem ble 

n v 
analytique de <X , et es t donc l 'en sem b le  des zéro s  d ' une  fonction holomorphe en tiè re  

f . Pour tout z = (z ^, ... ,z^  ) €Œn \H , la fonction X t-* f ( X z ^ , Xzn), X€<T, ne 

s 'a n n u le  qu ' en  X = 0 ; s i n(z) es t la multiplicité de l 'u n iq u e  zéro  de cette  fonction, 

il e s t  c la i r  que z t-* n(z) est une fonction continue dans (En \ H .  Comme cet ouvert

OC
est connexe, on en déduit que n(z) es t constant ; soit nQ sa  v a leu r . Soit f = J) P

n=n.j

le développement en s é r ie  de f , le s  P n étant des polynômes homogènes holomorphes,

P n 'é ta n t  pas identiquement nul.  Pour tous X^Œ et z f (Cn , on a 
n 1

82.



Par conséquent, on a n | H n̂ . Si on avait n̂  n̂ , pour tout z £<Tn\H, on aurait 

h (0) = 0, c’est-à-dire P (z) = 0, ce qui est contraire à la définition de n . Ainsi
Z j * * -j I

n1 - nQ, et hz(X) ne s1 annule pas pour z€<Xn\H, ce qui implique Z(Pn )c H. Comme 

l'inclusion inverse est évidente, H est l'ensemble des zéros du polynôme homogène

P .
n 1

Notons enfin qu ' il résulte aussitôt de ce lemme que si P est un polynôme 

homogène holomorphe, toute composante irréductible du germe de Z (P) au voisinage 

de l'origine est de la forme Z(Q) où Q est un des polynômes homogènes de la dé

composition de P en polynômes irréductibles.

Nous allons maintenant démontrer un résultat local duquel nous déduirons 

aisément le principal résultat de ce paragraphe :

PROPOSITION IV. 1. Soit z° = (z°,... ,z°) un point de t " , et soit v un
o

voisinage ouvert de ce point dans Œn. Soit X un sous-ensemble analytique complexe 

de pure dimension n-1 de v. Supposons qu'il existe une suite (t̂) de réels stric

tement positifs, distincts de t , qui converge vers tQ, telle que, pour tout voisinage 

o) c v de z° dans Œ n, il existe un entier K tel que, pour tout k 2: K, on ait

dim (X n /  n co) = n-1. 
tk

Alors, il existe un ensemble analytique complexe homogène H de dimension

83 .

n ^  n-n . n-
f(Xz) - x (r (/) i r. x t  i-/.)) x h. (x).

n  ̂ îi z

dimR (H n T"n üj) = n - 1 ;

pure n-1, défini dans un voisinage co. C V de z° tel que :

(i) pour tout voisinage de z°, w c  a y  et tout t voisin de tQ ,

n i l . 1



(ii) H est contenu dans X.

De plus :

1°) Si t Q = 0, on peut prendre pour H 11 ensemble des zéros d'un polynôme homogène 

holomorphe irréductible.

2°) Si n = 2, il existe X€Œ , |X | - 1 tel que l'on puisse prendre pour H la variété 

des zéros du polynôme P(z^,z^) = z^-Xz0.

Remarque. Pour n S 3 et t  ̂0, on ne peut pas espérer pouvoir toujours pren

dre pour H l'ensemble des zéros d'un polynôme homogène. Par exemple, au voisinage 

du point (ie1, i, 1) € T 3 dans CD3, la variété d'équation 

toutes les hypothèses de la proposition, mais ne contient évidemment pas les "zéros d'un 

polynôme homogène.

Nous allons faire la démonstration de la proposition IV. 1 en deux étapes : en pre

mier lieu, nous allons démontrer (sous les hypothèses de la proposition) l'assertion 2°) 

pour t / 0, puis nous démontrerons l'existence de H vérifiant (i) et (ii) (sans 

hypothèses sur t ).

Nous pouvons tout de suite remarquer que les assertions supplémentaires 1°) 

et 2°) en résulteront aussitôt : d'une part le 1°) résulte de la deuxième étape et du lemme 

IV. 1, et d'autre part, le 2°) pour t = 0 est une conséquence du 1°) et de la pre

mière étape : si H est l'ensemble des zéros du polynôme homogène P, H vérifiant

(i), le résultat de la première étape s'applique à H en un point de H n T 2 au voisi-

2
nage duquel H H T  est une variété de dimension réelle 1, et comme P est irréduc

tible, on a Piz^z^) = z^-X ẑ , X€T.

84.

, 1+z2 /z3 , 
z = z exp(------ )

1-z2/Zo

vérifie



p ar une équation h i z ^ z ^ )  = 0 , où h est une fonction holomorphe dans v, i r ré d u c ti 

ble au voisinage de z ° .  Alors h est rég u liè re  en z^ au point z ° ,  e t ,  d 'a p rè s  le 

théorèm e de prépara tion  de W eie rs tra ss , nous sommes ram enés au cas où

étant deux disques cen trés  respectivem ent en z°  et z °  , et h un poly

nôme de W eiers trass  ir réd u c tib le  en z ^, c ' e s t -à -d i re

h (z1,z 2) = P (z 1,z 2) = ( z 1-z ° )p + (z  ̂— z°)P _ la 1(z2-z°)+ ...+  ap(z2-z ° ) ,  

où le s  a^ sont des fonctions holomorphes au voisinage de 11 orig ine te lle s  que a^(0) = 0 . 

Supposons maintenant que l 'o n  a , par exemple, t^ < t pour tout k . Comme P est

ir ré d u c tib le , l 'en sem b le  des zé ro s  commun de P et de P '  es t un ensemble analy-
Z1

tique de dimension z é ro , donc vide ou formé des points iso lé s .  P a r  su ite , quitte à r é -  

s i n é c e s sa ire ,  pour z2 /  z ° ,  z2 € D2 , le polynôme z -» P{z^ , z^ )  a p 

rac in es  d istinc tes dans D... P a r  conséquent, il ex is te  p fonctions holomorphes

85.

P rem iè re  étape : n = 2, t ^ 0 .

Il suffit naturellem ent de fa ire  la démonstration lorsque X es t défini dans v

v = D 1 x D2 ,

D
1

et D2

duire D2

r .(z» ), 1 ^  i <  p, définies et continues dans D2 n { | z„ | < t } , et à va leurs dans
¿à O

D.j, te lle s  que, ^ (z ^ )  = z°  P°u r  tout i» e t,  pour tout ( z ^ z ^ )

P(z 1,z2) = ^ ( z i - r i(z2)).

L 'h y p o th èse  faite  su r  X en tra îne  a lo rs  q u ' il ex is te  un indice i et une suite

(t. ) ex tra i te  de la  su ite  (t.) te ls  que, s i  on pose g. ( z 1tz 0) = z . - r .  (z„), on a 
l k  i Q i i i Q ^

2
d im ^ Z Îg .  ) n T .  ) = 1, pour tout X, Z(g. ) désignant l 'ensem ble  des zé ro s  de

Jrv 1 t, 1
o k .  o

g. dans 
6i

o
D 1 X (D2 n{ |z2 | < t o }). Il en ré su lte  que, pour tout indice l  et pour tout

z2 € T f  H D2 , on a |r^ (z2 ) | = |z2 | . En appliquant a lo rs  le principe de sym étrie 
k ,  Ao

€ D 1x (D2n {  lz2 l < tQ>) ,
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de Schwarlz à la fonction r. (z7) par rapport à chacune des courbes T. n D9 ,
1 ¿L Lio k „

7°  /avec X = 1/ o P T, ce qui entraîne que la variété d'équation % - Xz„ est contenue 
z 2

dans X n (D̂  x D̂ ), et achève la démonstration de cette première étape.

Deuxième étape : existence de H.

Soit B une suite de boules ouvertes centrées en z°, contenues dans v,
P ’

et formant un système fondamental de voisinages de z°, et soit f une fonction holo

morphe dans Bq telle que X nBQ = {z 6Bq ; f(z) = 0} . Montrons tout d'abord que : 

Pour tout entier p, il existe une variété W c TTn , de dimension réelle n-1
p ’

telle que :

a) il existe X > 0  tel que la variété X W = {(X z.,...,X z );(z1,...,z ) €W } 
p  ̂ p p p 1’ ’ p n 1’ ’ n p

(IV.1)
soit contenue dans B ;

P

b) pour tout z f W , la droite complexe D passant par z et l'origine est 
P z

telle que D 0 B ex. 
z o

Considérons le sous-ensemble analytique réel V de Bo défini par :

V = {z = (z1,... ,z ) 6B ; f(z) = 0 et |z i = ...= |z. !=...= |z |).1 * ’ n o 1 i 1 n '

Par hypothèse, pour tout p, et tout k s k , on a donc dirrijJv nirj1 rïB ) = n-1
P P

Ceci entraîne que le germe VQ de V au voisinage de zq est de dimension réelle n :

En effet, dans le cas contraire, on aurait dim__- V = n-1. L'ensemble des
’ R  o

points singuliers de V dans un voisinage de z° serait alors de dimension topologique 

strictement inférieure à n-1 (c.f. [2], lemme 3.3, p. 120) ; et, par suite, pour tout

on conclut que cette fonction est en fait, holomorphe au voisinage de ẑ  et vérifie

|ri (z ) |= |z2 | dans tout ce voisinage. Comme 
o

/ Ov o
r i 2 = 1
o

, on a r.  (z^) = Xz2 , 
o



p et tout k assez  g rand , V nT,n H B contiendrait un point au voisinage duquel V
k p

se ra i t  une varié té  de dimension ré e lle  n -  i contenue dans t P . D 'a p rè s  un théo-
k

rème de F .  Bruhat et H. C artan  (c. f .  [ i l ] , prop. 9, p. 97), dans un voisinage de z ° ,

l 'en sem b le  des points de V au voisinage desquels V est une v arié té  de dimension

n - 1 es t une réunion finie de v arié tés  analytiques connexes. On en conclut donc que V

contiendrait une varié té  analytique connexe de dimension n-1 A, te lle  que, pour une

so u s -su ite  (t. ) de la  suite  (t. ), A Pi t !1 contiendrait un point au voisinage duquel 
l  lk ,

A s e ra i t  contenue dans T , . Mais cela est évidemment im possible, c a r ,  l 'ensem ble

ki
des points de A au voisinage desquels A es t contenue dans es t à la  fois ouvert

et fermé dans A.
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V es t une varié té  de dimension ré e lle  n étant dense dans V, pour tout p, il ex iste

1 i 0 1 i0n 1donc z = (t^e , . . . ,  t^e ) €V n Bp , t^ ^ 0 , et v^ un voisinage de z contenu

dans Bp, ( 0 , . . .  ,0) fc v ^ , te l que V Hv^ soit une v a rié té  de dimension ré e lle  n. En

d 'a u t r e s  te rm es, dans un voisinage v^ du point x^ = ( t^, 0 ^ , . . .  , 0^) dans ] 0 , l [ x R n ,

l 'ensem ble  des zé ro s  de la fonction

10 i0 
( t , 0 1, . . .  , 0 n) M f (te ,... , te  ),

es t une v a rié té  V de dimension n. Comme pour tout u € ] 0 , 1 [ ,  on doit avoir

t ”

L 'ensem ble  des points de V, dans un voisinage de z ° ,  au voisinage desquels

dimR (V n { t  = u } ) <  n -1 , il ex iste x2 = (t2 ,02 , . . . , 0 2 )€ v ^ V , te l que, en x2 le plan

tangent à V ne soit pas contenu dans le  plan { t = t ^}  . P a r  conséquent, il existe  un

rv̂  ru

indice i tel que, dans un voisinage v2 c  v i de x2 > l 'h y p e rsu rfa c e  V admet une 

équation de la  forme

(IV .2) 0: = g ( t , 0 1, . . . , i i , . . . , 0  ),
n n



où g e s t analytique ré e l le  dans un voisinage de (t„ ,0  , . . .  ,0  , . . . , 0  ) (la notation
¿ê i i no

signifie que la  variab le  correspondan e est supprimée). Posons a lo rs

W ; Vn {t = t - J n  x II est c la ir  que W est une so u s-v a rié té  analytique ré e lle  
P i—i P

de dimension rée lle  n-1 du plan {t -  t ,}• . et montrons que

i0 i0
Wp = {(e , ... ,e  “ ) € T n ; (t2 , 0 1, . . . ,0 n) e w p >,

vé rif ie  le s  conditions de (IV. 1).

P a r  construction , W vérifie  la condition a) ; démontrons q u 'e l le  vérifie
P

a u s s i  b) :

i 0 .. i 0^
Soit z = (e , . . . , e  ) €W , et posons

P

Soit h la  fonction holomorphe définie dans un voisinage du point ( 1,1 ) de C p a r  : 

de la forme (IV .2)

semble analytique Z(h) = {(Ç, ç) ; h(Ç, ?)-- 0} v é r if ie ,  au voisinage de (1,1) toutes les hypothè

se s  de la proposition IV . 1 dans le  cas n = 2, t = 1. La prem ière  étape de la dém onstra

tion montre donc que la fonction

C »-+ f(Cz 1, . . . i C  zn), 

e s t  nulle là où e lle  e s t  défin ie , ce qui achève de dém ontrer (IV. 1 ).

L ' ex is tence  de H en ré su lte  a lo rs  a isém ent. Nous pouvons supposer B  ̂c: Bq ,

et il  ex is te  donc e > 0  tel que, pour tout Ç€Œ, |1-Ç |<  e ,  et tout z = (z^,...,zn)€B ^,

on a Çz = (Ç z1, . . . , Ç z n) € B b .

Soit a lo rs

0 =  {(Ç,z)€(En+1 ; Ç 6 C, |1-Ç I < e ,  zCB. ,}.

Q, e s t  un ouvert de Œn+1, et la  fonction h(Ç,z) = f (Çz. j , . . .  , Çzn) e s t  holomorphe 

dans O . On définit a lo rs  une su ite  (f ̂  ) de fonctions holomorphes dans B  ̂ pa r

88.

/v

Í 0 1 i 0 n

z = ( z l t . . . ,  z n) =(t2e , . . . , t 2e ).

h(Ç,§) = f(Cz , . . . , Ç z  §z ,Çz ,Çz ).
o o o

Il ré su lte

de l 'équa tion  de V au voisinage de (‘2 - ei ...... en)€" p
que 1 ' en-



fo = f, f A(z) = ± h ( l f z ) f z € B r  ¿ > 1 .  
dÇ

Soit 11 ensemble des zé ro s  de dans B^. D 'a p rè s  (IV. 1), pour tous p

et i , on a XW c  X ..  Posons Y . = 0  Y .. L ' anneau des germ es des fonctions
1 j < 4  J

holomorphes au voisinage d 'un  point étant noethérien, et la  suite  Y^ décro issan te , 

il ex is te  l  et co. voisinage de z°  te ls  que, pour j i  on a Y .d  u . = Y .  Hü),.O I ü T 7 I  0 l  \ l  \
o

Il ex is te  donc p^ tel que pour p ^ p  , o n a  XW c y .  . Comme les  W sont des o o p p l  p
o

v a r ié té s  totalement ré e l le s  de dimension ré e lle  n - 1, le  germe de Y . au voisinage
IL
o

de z °  es t de dimension complexe n -1 . D 'a u tre  p a r t ,  pour tout z € Y . , la  fonction
Sb
o

£ h-» h(£ ,z) es t identiquement nulle, ce qui signifie que Y^ e s t homogène et contenu
o

dans X . Il suffit donc de p rend re  pour H une composante irréd u c tib le  de au
o

voisinage de z ° ,  de dimension n -1 , et qui contienne un ouvert de chacune des v a r ié 

tés  d 'u n e  so u s-su ite  de la  suite XpWp. Ceci achève la  démonstration de la  proposition IV. 1.

De la  proposition IV. 1 ,nous allons déduire facilement le  p rincipal ré su lta t  de ce 

p a ra g ra p h e .

Introduisons une nouvelle notation : X étant un sous-ensem ble analytique 

complexe de codimension 1 du polydisque, avec les  notations du début du paragraphe, 

nous défin issons l 'en sem b le  T(x) C [0 ,1 [  par :

T(X) = { t € ] 0 , 1 [  ; dinrij-j Xt = n-1} .

On a a lo rs  Je théorèm e suivant :

THEOREME IV . 1. Soit f une fonction holomorphe dans Dn , non identiquement 

n u lle . H ex iste  un polynôme homogène holomorphe P£ unique (à une constante multi

plicative p rè s ) , et il ex is te  une fonction g£ holomorphe dans Dn te ls  que :

(i) tout fac teu r  irréd u c tib le  P de P{ e s t te lc ju e  T(z(P)) = ] 0 , 1 [ ;

89.
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(ii) f = Pfgj dans Dn ;

(iii) T(Z(gj}) est d isc re t dans |_C, l[ .

Si f(o) ^ 0, nous prenons Pf = i, g f = f. S i f(0)  ̂0, soient X^, ---»Xp

le s  composantes irréd u c tib les  du germes de Z(f) au voisinage de l 'o r ig in e  qui sont

des germ es d 'ensem bles de zéros de polynômes homogènes holomorphes ir réd u c tib les

P
1 < i< p ,  te ls  que T(Z(P^)) -  J 0 ,1 [  , et posons H =.U Z(P^).  Pour chaque i on

a Z (P ^ )c  z(f) e t,  par su ite ,  f/P^ es t  une fonction holomorphe dans Dn . Il ex is te

donc un polynôme homogène holomorphe P^ unique (à une constante multiplicative

p rès) tel que H = Z(P^), et g  ̂ = f /P j  es t une fonction holomorphe dans Dn te lle

que Z(gj) ne contienne pas l 'en sem ble  des zé ros  d 'u n  polynôme homogène holomorphe

ir réd u c tib le  P tel que T(Z(P)) = j 0 ,1  f .

Pour dém ontrer le théorème IV. 1, il suffit donc de voir que si X es t  un so u s-

ensemble analytique complexe de dimension pure n-1 de Dn te l que T(x) n 'e s t  pas

d isc re t  dans [0 ,1  [ , a lo rs  il ex is te  un polynôme homogène holomorphe irréduc tib le

P tel que T(Z(P)) = ]o, 1 [ et Z(P) c  X . Supposons donc que T(X) a un point d 'a c 

cumulation t ç [0 , l [ .  S i tQ= 0 , la conclusion ré su lte  aussitô t de la proposition IV. 1. Suppo

sons t ¿0.  P a r  compacité, il ex is te  z°€T*1 tel que, au voisinage de z ° ,  X vérifie  les hy- 
o tQ

pothèses de la proposition 1. U ex iste  donc une so u s-v a rié té  W de T n, de dimension rée lle  

n -1 , te lle  que le cône Cw= |(Ç z1f . . . ,Ç z n) €Dn ; Ç € D ,(z 1, . . . , z n)f:w}- soit contenu dans X. Sait 

f une fonction holomorphe dans Dn te lle  que X = Z(f), et soit f = Z) P le déve-
q>q q M Mo

loppement en s é r ie  de f, les  P étant des polynômes homogènes de degré q (on a
Q

évidemment qQ^  1). Pour tout q, on a donc c  Z(P ). D 'a p rè s  la rem arque suivant 

le lemme IV. 1, il ex is te  un polynôme homogène holomorphe P , fac teu r ir réductib le

90.
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posante ir red u c tib le  du germe de Z(P ), et d 'a u t r e  p a r t ,  Z(P) contient un cone C„, ,
qo W1

où W. es t un ouvert de W. Pour tout q 2; q on a a lo rs  CttJ c: Z(P) H ZÍP ), et 
1 ^o ’ q

comme W  ̂ es t une varié té  totalement rée l le  de dimension rée l le  n - 1, la dimension

complexe du germe de Z(P) n Z(P ) au voisinage de l 'o r ig in e  est égale a n-1 . Comme
Q

Z(P) es t irréduc tib le  au voisinage de l 'o r ig in e ,  ceci en tra îne  Z(P) c  Z(P ) pour

tout q . P a r  suite  (Z(P) H Dn) c  x ,  e t,  comme C„, c  Z (P), on a T(Z(P)) = ]0 ,1  [ ,
W 1

ce qui prouve le théorème IV . 1.
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de P
qo

tel que d 'u n e  part le germe de Z(P) au voisinage de l 'o r ig in e  es t une com-



92.

II. LA FORMULE DE JENSEN POUR LES FONCTIONS HOLOMORPHES DANS 

LE POLYDISQUE.

Dans ce paragraphe nous utiliserons constamment la notation A déjà utilisée 

dans la démonstration de la proposition 1. Rappelons qu1 elle signifie que la variable 

correspondante est supprimée.

Dans la suite de cet article, nous serons amenés à utiliser la propriété bien

connue suivante : pour toute fonction holomorphe f dans Dn, l 'in tégrale

r  i0 i0 
V log If (r 1 e , . . .  >r e n) |d6  d0 ,
[0,2tt ]

est une fonction croissante de chaque r .. C 1 est une conséquence immédiate des pro

priétés de sous-harmonicité de log |f | .

Soit f une fonction holomorphe dans Dn, non identiquement nulle, et soit 

f = Pjgj , la factorisation de f donnée par le théorème IV. 1. Pour tout t d  0,1 t ,  cha- 

que indice p, et presque tout (0 ^ , . . .  ,0p, . . .  ,0n) € [0,2 tt] "" , la fonction holomorphe

1 0 1 i 0 r> 1 i 9 ru-1 10
(IV.3) zp h-*gf(te , . . .  ,te  p ,z p ,te  ^  , .. .,te  ),

A

n 'e s t  pas identiquement nulle. Notons n ( f , t ,0^,... , 0p , •••>0n) Ie nombre de ses zéros 

dans le disque D̂. = {zp f  (E ; |z | < t }, comptés avec leurs multiplicités. Soit d̂  le 

degré de P^. Avec ces notations on a la formule suivante :

THEOREME IV.2 (Formule de Jensen) . Soit f une fonction holomorphe dans le

polydisque Dn, non identiquement nulle, et soient 0 < r  < r 2 < 1. Alors :

(IV.4)
[0,2'ir]n

(f, t, ev ..., êp,..., en)der . .d0p.. .den} +(2 ïï)nd{ iog

log f ( r2e
10

1
t •••? r 2 e

10
n) d01...d0n -

[0 ,2 îr]n
log

161
y ~  j

10
n

d0 ...d0nr

V_2

rr

1
e

n
D
p=i

dt
T

r2

r l

2ïï

ï (r1

[0,2ir]n_l
n

P



Démontrons ce lemme : en dérivant la fonction

r  i 6 1 i0n
tt-> X(t) = \  *P(te , . . . , te  JdO^.d© ,

[0,2ir] 1

il vient,

En appliquant la  formule de S tokes par rapport à z , on obtient :
F

0 n r r  y?
A ' ( t ) = - 7 £ \  | \  t - - — (te , . . . , z  , . . . , t e  ^dz  Adz Id01...d0_...d0 .

1 t p^  Sz^ôz^ P ’ p p J  1 p n3 'i „r*\ -5r-£-(te Adz lde .
■1 [0,2ff] p p P

On obtient donc (IV.6) en intégrant par rapport à t.

Démontrons maintenant la formule (IV.5). Soit

D = { |Ç |<  1}, ne dépendant que de |Ç |, et d 'intégrale égale à 1. Pour e>0 petit, posons

o  n
<Pe(z1,.. . ,z n) = ^ nlog|g£(z1-eÇ1,.. . ,z n-eCn) I JT x(Cj)dX(Ç 1, . . .  ,£n),

CE J 1

où dX désigne la mesure de Lebesgue. (cp̂ ) s>q est une famille de fonctions pluri-

(IV. 6)
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(IV .5)
[0,27r]n

log |gf<r 2e
10,

1 * * * 9 2

ie n
) !d9r ..den-

[0,2ir]n
log|gf (r  e

i61
♦ •••j1-ÿ'

ie
► Idl0r ..d9n

= 2 7T F2 dt
t

r 1

n
Z)

P=1 [o, 2 7T ] n-1
n

P
(

Cette dernière formule va être  une conséquence du lemme suivant :

2
LEMME IV. 2. Soient 0 < ^ < ^ < 1 ,  et soit une fonction de classe C au

voisinage de D . Alors :

[0 ,2 ir]
n<P(r2s

i8 1
f ••• J

i0n
)d0r ..d0n -

[0 ,2 * ]"
<d

i f

jder ..den
i0

1ZP

xec“(c), positive, nulle hors de

- • y
A

6
P

9 •• • 9 0n )d0 * • •

A
de

p ’ n

t = Pfg£, la formule (IV.4) s 'é c r i t  :Compte tenu de la factorisation

n

2

r
¿

e
r 1e

i
• • • • • r ie

n

W ,

V » Z
Ff • • • !

X '( t )

f9 t9 e 19

\

Ò<0
Ò Z
D
(te

i6
1 z

p f • ••  3 te
i 6n

)

d(p
ÖZ

P
(te

_ J_
it

n
D
P=1 [0,2ir] n-1

ie
1
t • • •  i

Z
P

te

'■''ITt
ion

)dz
F

) de i d£
p

dGn

2
i

r 2

r l

dt
t

n
D

p=i [0,2tr] n-1
1

c? (D
è 7

P P
(te te

iGn
dz

P
Adz

P
de

1
d6

F
d0n }•



oo
de c la sse  C , qui converge, lorsque e ->0,  v e rs

Log |f | , en d écro issan t avec e (cf. [ g l , p . 45). Appliquons (IV.6) aux fonctions <Pe

il e s t  c la ir  que le prem ier membre de (3) (avec <P=<P£) converge v e rs  le p rem ier membre 

de ( IV.5) quand e -> 0 ; montrons que, pour tout indice p,

Soit 0 < t < r 2 , t^T(Z(gj)). P a r  définition de T(Z(gf )), pour p resque  tout 

(0 ^ , . . ,  0p, . . ,  0 n ) G [0 , 2tt] n_ \  la fonction (IV.3) n 'a  pas de zé ro  su r  le c e rc le
A.

A lo rs ,  pour ces  v a leu rs  de (0 ^ , . .  ,0 , . .  , 0 n ) on a :

z = t. 
P

r  Ô i 0 1 i e n
(IV .8) lim \  ---------- (te , . . , z  , . . , t e  ) dz dz = iirn ( f , t , 0  - , . .  ,6 , . .  ,0 ).

e->0 D, ôz bz p p p p i p n
t p p

A j

En effe t, pour tout (z^, . .  , zp , . .  , z n ) £ D  " , considérons la  fonction 

(IV .9) zp — > gf(z1, . . , z p , . . , z n ).
A

L ' hypothèse faite  su r  (0 ^ , . . ,  0Q, . . ,  0 n ) en trafhe q u 1 il ex is te  eQ > 0 te l q u e , s i  on
A

j ^ p ,  pour tout (z1 , . . , z p , . . , z n ) G

H Bc (0 •), la  fonction (IV .9) n ’a pas de zé ro s  dans l 'an n e au  t - e  <  |z  |<  t+e . P a r  
eo \  o p o

su ite  les  z é ro s  de cette  fonction dans le disque sont tous contenus dans D^_£
A O

et leu r  nombre (avec le u rs  m ultiplicités) e s t indépendant de ( z^ , . .  ,z , . .  , z n) G
A

H B (0 .) e t e s t  donc égal à n = n (f , t , 0  1, . .  ,0 , . .  ,0 ). On en conclut a lo rs  a is é -  
j^p £o 3 P P P
ment qu ' i l  ex is te  n fonctions m esurables (on a en fait mieux mais ceci nous suffit)

P
1 A

z ( z - , . .  ,z , . .  , z  ) de I I B  (9. ) ,  dans D, 1<k<n , te lle s  que pour p resque 
p v V  p ’  ̂ n ' ^ p eov j 7’ t - e Q, p ’

tout ( z^ , . . , z , . . , z fi) les  nombres complexes zp(z i » • • >zp> • • » zn  ̂ son* exactement

le s  n z é ro s  dans D. de la  fonction (IV .9). D 'a u tre  p a r t ,  on a :

2 i e i 
ô 0  i0 -i i 0 n n i i te 3- r

---------- (te , . . , z  , te ) = \  Log lgf (Cr  . .  ) I  n x (—r ------ - ) --------r -
ôz ôz P J  n f 1 n ^ e ç

P P JrF P P
z -Ç

( x ( - Er -E))d X (Ç 1, . . , Ç n) =
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(IV .7)

lim
£■>0

r 2

r 1

dt
t To,2,] Dt

. 2
Ò <P£

ÒZ ÒZ 
p p

1C 1 ltf

(te , . . ,  z , . . .  te )dz A dz ’ p ’ ’ p p d01 . .  d0 . .  d0 'U
1 p nJ

n-1

= 2iïï
r 2

M

dt
t % 2 » ]

np(f,t,er . . ,sp,..,8n)d6 r  ,dêp.. dej .
n-1

note B ( 0 i ) =  { ç & V  ; Ite1 j -  Ç J
O J

< e o l ’

E
n
1-esous-harm oniques dans



Si e < e et si 2 CD,, le support de la fonction c est contenu dans

le disque D^+£ , et un calcul classique pour les fonctions d'une variable complexe
o

montre que pour presque tout (if 1 ,..., Ç ,..., t ) G II B (G .),

*' p " }4p Eo 3

"p V ZD(Ç1----Ç D - " - C n )
=  1 »  £  x (  P  p  1 .  p ---------- 2 . ) .

k=1 e

Comme zp(Ç 1 » • • •, C , . . ,  C ) e  Dt_ ,
K K o

le support de la fonction

z — > X 
p

A

tout ( Ç C  ,..,Ç ) e H B  (0 .) on a : 

1 *  " l̂ D E0 3

Log

A

= iif np(f ,t,0 1,.. ,0p,.. ,0n).

En utilisant le théorème de Fubini, on conclut que pour e < e , on a

„ b <p i0 * i0
\ ------(te ,..,zn,..,te ) dz A dz = iTrn (f,t,0 -,.. ,0 ,.. ,0 ),
D . b z b z P F F  F F
t p p

ce qui montre (IV. 8).

Pour conclure, montrons que l'on peut appliquer le théorème de convergence 

dominée de Lebesgue pour déduire (IV.7) de (IV. 8) :

A n 1
Soit r2 < t1 < 1, et soit (z^,.. ,z ,... ,zn) C D  " . Si la fonction (IV. 9) n'est

A

pas identiquement nulle, notons np(t̂  ,z^,.. ,zp ,..,z^) le nombre de ses zéros comptés

avec leurs multiplicités dans le disque D. . Si elle est identiquement nulle, posons

l1
np(t 1, z 1,.., z p , zn) = 0. Alors il est clair que la valeur absolue de 1 ' intégrale de (IV. 8) 

est majorée (pour e < eQ , eQ ne dépendant que de t^ par

1
~ 2T ^ I I B C 

ĵ P o
«V 3̂ P

U\ (

te
ie
j-C

£ i) 1 Log lg£(C1,..,C ,..,Cn)
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b2

Ô V ÇP

(X 8(

z Ç
P P

))dÇpAdÇ J

ax(C|,..,c cn).
A

7 c

cs Log IgfiC-,,..,? ,..,Ç ) I
à ç

p
ôÇ
p

ò
2

(X P
z -C

P
e )) dC

P A
dt

P

A

h2

ò C hC
p

( x

z - t
P
e )) dC AdC

P P } dz A d2
P P

iC

tF

CDt
2T^

y( p p
)

A

8f(
r
19 • • 9cp 9**9 C

n)

A

z
P

- 7
k

P
(C 19 • • 9£P 9 • • 3rn )

■)E

est contenu dans le disque D
t

dès que e <  eQ . Par suite, pour e < eQ et presque



La conclusion cherchée ré su lte  donc du théorème TV. 1 et du lemme suivant :

LEMME IV .3. Soit h une fonction holomorphe dans le polydisque Dn . Notons 

(z 1, z 1) G C X  Cn_1 les points de Cn . Pour tout z 'e D n - 1 , considérons la fonction 

holomorphe h , (z^ ) = h(z^ , z ' )•

Soit t < 1. S i h , n 'e s t  pas identiquement n u lle , soit n ( t ,z ')  le nombre

de se s  z é r o s , comptés avec leu rs  m ultiplicités dans le  disque Dt = { |z  ̂ | < t ) . S i

hz , = 0 , posons n ( t , z ' ) = 0 . A lo rs , pour tout t < 1, on a :

sup n ( t , z 1 ) < +°° . 
z '€ D tn- ’

o
Soit t.| c  1 fixé, et montrons ce lemme pour t <  t^ . Quitte à fa c to r is e r  h 

s i  n é c e s sa ire ,  nous pouvons supposer dans cette  démonstration que Z(h) ne contient 

pas de v a r ié té s  de la  forme {z°}x Dn_1 avec |z°  | <  t ^ .

Pour tout t < t^ , considérons a lo rs  le sous-ensem ble analytique ré e l  X(t) 

de Dn défini p ar

X(t) = Z(h) n { ( z ^ z ' )  €Dn ; |z 1 | = t } .

Remarquons tout d 'a b o rd  que dim (X(t)) <2n-3 :
X V

En effet, dans le  cas c o n tra ire ,  on aura it dinip(X(t)) = 2n -2 , et il  e x is te ra it  

donc un point z°  = ( z ° ,z '° )  €Dn , |z°  |= t ,  au voisinage duquel Z(h) se ra i t  une va

r ié té  analytique complexe contenue dans l 'en sem ble  { \ z^\  = t} (car X(t) ne peut 

ê t r e  contenu dans l 'en sem ble  des points singu lie rs  de Z(h) puisque ce d e rn ie r  est 

un ensemble analytique complexe de dimension complexe in fé rieu re  ou égale à n -2 ,

c . f .  [6 ]  ou [1 0 ] ) .  A lo rs , s i  z i = k(z , . . .  , z .  , . . . , z  ) es t une équation de Z(h)
o o

au voisinage de z ° , il en ré su lte  aussitô t que 1 ' on doit avoir i = 1 et

" \  n ( t1, te ' - er  , zn , . . . , t e  -eÇ ) n X ÍCJ  dX(C1, . . .  ,Ç , . . . ,  C ).
J n p 1 n j^p 3 P

• n
i i0 A
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k(z2 , . . .  , z n) = constante , ce qui implique que la varié té  {z°) x Dn-1 est contenue 

dans Z(h),  et contredit l 'h y p o th èse .

Soit maintenant P : Œn —*■ Œn  ̂ la  projection canonique P ( z ^ , z ' )  = z '  . C onsi

dérons P comme une application de l 'e s p a c e  analytique rée l Y(t)= ((z^ ,z ')€D n ; |z^ |=t} 

n 1
dans D de so r te  que P devient une application analytique ré e l le  p ro p re . A lors

l 'im ag e  P(X(t)) de X(t) par P es t un sous-ensem ble sous-analy tique de Dn - ^

(c . f .  [7 ] ) .  D 'a p rè s  un résu lta t  de H. Hironaka ( [7 ] ,  prop . (3 .6 ), p. 472),

Dn \  P(X(t)) a localement un nombre fini de composantes connexes.

Ainsi Dj.n \ p ( X ( t ) )  es t un ouvert partout dense dans DÎ1-  ̂ qui n 'a  qu 'un
o o

nombre fini de composantes connexes, et comme la  fonction z ' ►  n ( t , z ' )  es t cons

tante su r  chacune de ces composantes, on a ,  pour t < t^ ,

n(t) = sup n ( t , z ' ) <  + °°.
z '¡=Dn - ' | \P(X(t))

o n _ .

De plus, ce sup e s t a ttein t en un point z '  €D. -  \P (x ( t) ) ,  e t ,  pour t '  S t ,  t ' < t  ,
ro 1

il ex is te  z '  dans un voisinage de z '  te l que n ( t , z ' )  = n ( t , z ' )  et z '€ D l>'/*\P(X(tl )),
1 1 1 o

ce qui montre que la fonction 1 1—* n(t) es t c ro is sa n te .

P our conclu re , il nous suffit de voir que s i  z '€P (X (t))  e s t  te l que hz , n 'e s t

pas identiquement nulle , a lo rs  on a n ( t , z ' )  <  n(t) : mais ceci es t évident, c a r ,  pour

n 1
e X) a ssez  pe tit, on a n ( t , z ' )  = n ( t - e , z ' ) ,  et z ' € q . "  \ P ( X ( t - e ) )  ; p a r  conséquent,

o

n ( t , z ' )  < n(t-ç) ^ n ( t ) .

R em arque. En appliquant la formule de Jensen  pour le s  fonctions d 'u n e  variab le  

complexe, on peut v o ir  directem ent que le  p rem ier membre de (IV .8) e s t  majoré par une

A

fonction in tégrab le  de ( t , 0^ , . . . , 0  , . . .  , 0n), indépendante de e ,  ce qui permet d ' obtenir
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S i f(0) f  0 , la formule de Jen sen , pour r^ = 0 et r^  = 1, s ' é c r i t  :

r  i0. i0 n 
\  log |f(e , . . . , e  n) |d0  d0 - ( 2 tt) log |f(0) |

(IV 10) [o ' 2,t]
r-1 H t r n p f d C • .

= [ t{b  ̂ @pp(ç)dçp Ad?o A -r1}»
J 0 p=1 Vp(t,0) PP P P j^p 

où Vp(t,0) = {(Çr . . . , Ç n)€ a :n ; l c p l <  t,  l Cj l = t,  1 < j <  n,  j ^ p } .

S i z = ( z y . . . , z n) € Dn \Z (f ) ,  en appliquant (IV.10) à la fonction focp , où

z . -Ç .
<P„ = (cp ,...,<P ) e s t  la transform ation conforme de Dn définie p a r  <p (£.) = — — — »

1 n V  1-ïjC j

on obtient, ap rès  un changement de v a r iab le s ,  la proposition suivante :

PROPOSITION IV .2 .(Formule de Je n sen -P o isso n ) . Soit f une fonction holomor-  

phe au voisinage de Dn , non identiquement nu lle , et so it z = ( z ^ , . . . ,z n)€Dn \Z (f). A lors :
j 0 0 0  ̂0 

\  log |f(e 1, . . . , e  n) j p  (e 1, . . . , e  n)d0 d0 -  (27r)nlog |f(z) |
*^[0,2ff] Z 1 n 

r i dt f n r  f _ ( |z ,  i -1)

= \ T 1 S  [ 9DD(C)d^DAdÇD A ---- --------  dÇi/'
o p=i *Vp(t,z) pp p p j^P d-ZjCjiizj-Cj) J

où Vp(t,z )  e s t  la so u s -v a r ié té  de Dn définie par

z Ç Z Ç

V (t,z )  ={(Ç1,...,Ç  )€Dn ; |—E—2. |< t ,  | —î —î | = t  pour 1 < j< n ,  ,j ^ p j ,
P L 1 n 1-z Ç 1-z.Ç. j

i01 i6n , P^P n
et P_(e , . . . , e  ) désigne le noyau de Poisson c lassique  du polydisque.

R em arque. La formule (IV. 11 ) r e s te  v ra ie  s i  f(z) = 0 et s i  Z(f) ne contient pas

1 ' image p a r  la transform ation conforme <pz de 1 ' ensemble des zé ro s  d ' un polynôme

homogène irréd u c tib le  P te l  que T(Z(P)) =] 0 ,1  [, le s  deux membres de (IV. 11 ) étant 

a lo r s  égaux à +°°. Notons que s ' i l  n ' e n  e s t  pas a in s i,  la formule peut ê t r e  fausse  :

( IV .11)

(IV .7) sans u ti l ise r  le lemme IV .3.

La formule (IV.4) donne aussitô t une formule de Jen sen -P o isso n  pour les

fonctions holomorph.es au voisinage de Dn :

Soit f une telle  fonction, f ^ 0 ,  et considérons le courant positif (c. f .  [9 ] ,

chap. VII)

R
1iSj,k<n

£ dz. Adz. = 2i ô ô l o g l f | .  
J K

E f
¡k
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p a r  exemple, dans D , s i  on prend f(z1 ,z 2 ) = z - j-z ^  la  formule (IV.10) e s t  évidemment 
fa u sse , le  deuxième membre étan t nul.

9

Il n 'e s t  pas difficile de vo ir que s i  Z(f) vérifie  (IV. 12) a lo rs  il  vérifie  aussi la 

condition de B laschke g én é ra lisée . Nous allons m ontrer que ce tte  d e rn iè re  condition 

e s t en fait sa tis fa ite  p a r toute fonction de la  c la s se  N^(Dn) que nous avons définie 

dans l 'in tro d u c tio n .

Soit f €N^(Dn), e t ,  de la  même m anière que pour la  dém onstration de la  formule 

de Je n sen , considérons une famille <p , e > 0 ,  de fonctions p lu ri-sous-harm oniques
S

de c lasse  C°° qui converge v e rs  log |f l en d é c ro issan t, e t ,  pour t <  1 (et e a ssez  

pe tit) , posons

P a r  un calcul d irec t semblable à celui du lemme IV .2 , on obtient :

* '( t)  = T Tj [ n ------—  (z)dX(z) + 2t D  \  <p (z)dX(z),
e 4 p=1 âzp ô ip 1^<k<îi ^ jk (t) e

<p > log |f |, le s  p ro p rié té s  de sous-harm onicité  de log |f | rappe lés  au début du
£

p arag rap h e  II impliquent que, pour t ^  1/2 (et e a ssez  petit), et tous j et k , on a

X
5

<Pe(z)dA(z)

n
= E

P=1
u . d u ... .u du . . .u du 
i 1 1 p p n n es 1|0,2iJ|

d
1"

d0_-d0
F n

ifi iff . 10
1 p-1 P,tep/u-j e

i0 . i6
p+l n

u .ep+ i
__ u e

P ]}•

où
V ‘> - \(z i » •• •> ẑ j) n ; \z. | = |zk | = t ,  !zq | < t ,  pour

e(t)=
(Dt )

0.
V

T2 u
P re

n

Jt]
n-

q t i [ .  Comme€ D

III. APPLICATION AUX ZEROS DES FONCTIONS DE CLASSE NEVANLINNA.

Soit f une fonction holomorphe dans Dn , f j^O. En u tilisant les notations 

de la  fin du paragraphe  précédent, il ré su lte  du théorèm e IV .2 que s i  f e s t  dans la 

c la s se  de Nevanlinna N(Dn), l 'en sem ble  des zé ro s  de f vérifie  la  condition suivante :

( IV .12) dt
n
D
P=1 V

P
(t,0)

f
PP(CMCpAd?

P
A

j fP

d
j

C
j
r < + °°.

.1

b

C

ì j



En utilisant le  lemme de Fatou et un raisonnement s im ila ire  a celui fait pour 

la  démonstration de la formule de Je n se n , des p ro p rié té s  bien connues de la  m esure 

d 'a i r e  do^ su r  X = Z(f) ( c .f .  [9 ] ,  chap. VU), on conclut, en faisant tendre e 

v e rs  z é ro ,  que :

100.

ù
jk

(t)
p A

Jk
(1/2)

loe f (z) dX z).

En in tégrant par rapport à t la formule donnant X'^(t), et en u tilisant la minoration 

c i-d e s s u s ,  on conclut q u 'i l  ex is te  une constante finie C , telle que, pour ^  < r  < 1, 

et e suffisamment petit, on a :

r

1/2

dt
n
Y!

p=] n
Dt

S
2

e

ôz
P

az
p

(z )dX (z ) ]
< C+8 Sô(D

n
r )

e (z )dX(z )

b) L 'en sem b le  X des z é ro s  d 'u n e  fonction de la c la sse  N^(Dn) vérifie  la

condition de B lasçhke, c ' e s t - à - d i r e  :

^  d t f ^  n d a Y”| <+°° .
A) ^ D ^ n x

COROLLAIRE IV .3 .1 .  Il ex is te  une fonction f€N.j(Dn) te lle  que X = Z(f) soit une 

v a r ié té  analytique qui n 'e s t  pas 1 ' ensemble des z é ro s  d 'u n e  fonction de N(Dn) . A utre

ment d i t , la c la s se  des ensembles de z é ro s  des fonctions de N(Dn) es t strictem ent 

plus petite  que la c la s se  des ensem bles de z é ro s  de fonctions de N^(Dn).

(z)dX(z) 2:

d 'a i l le u r s  immédiatement du lemme IV .3), on a donc montré le proposition suivante :

PROPOSITION IV .3 . a) L ' ensemble des z é ro s  d 'u n e  fonction de la  c lasse  de 

Nevanlinna N(Dn) vé rif ie  la  condition (3 ,1 ).

En tenant compte du fait que l ' a i r e  de D
n
1/2 n x es t finie (ce qui ré su lte

r

V i

dt
Dn

t
n

dn
X < c + 8

a(Dn
r )

log
■f

|f(z) j dX(z).
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En effet, soit (a,.) une suite do points du disque unité ouvert du plan complexe

telle que lim |â | = 1, et soit X/ \ li sous-variété analytique complexe de Dn
i -► °° i

définie par :

OO
X(a _ ) = U X . ,  où x i  = {(z , , . . . ,  zn) € D n ; z 1+z2= 2a.} ,

chaque point de étant affecté de la multiplicité 1. Calculons à quelle condition

su r  les  (a.), la v a rié té  X/ \ vérifie  (IV. 12) : 
i (aA)

00
Remarquons tout d 'a b o rd  que X, \ = Y ,  \ x Dn -2 , où Y , \ = U Y. est la

l£V  lai j lai j i=1 1

so u s -v a rié té  de D définie par Yi = { (z 1 ,z 2)€D ; 2 ^ 2  = 2a ^  , i € N .  On voit a lo rs  

aussitô t que X^a  ̂ v é rifie  la  condition (IV. 12) s i  e t seulement s i
Y(ai )

la vérifie  a u ss i .

Comme Y^a j  e s t  sym étrique en z^ et z^  (et que 1 ' a ire  d 1 un ensemble analytique

complexe es t égale a la  somme des a ire s  de se s  p ro jections su r  les  so u s-esp aces

de coordonnées), e lle  vérifie  (IV. 12) s i  et seulement s i e lle  e s t  d 'a i r e  fin ie . Comme l 'a i r e

3/2
de Y. e s t  équivalente à (1- |a. | ) > on conclut donc que la  va rié té  X/ \ vérifie

1 ' i

la  condition (IV. 12) s i  e t seulement s i :

L 'e x is te n c e  de la  fonction f du c o ro lla ire  e s t  a lo rs  une conséquence d ' un

ré su lta t  de M. Tsuij ( [ 14J  , vo ir au ss i W. S toll [ 13]  et E . B e lle r  [ 1]  ) :
i l  existe une fonction analytique dans la  disque unité

du plan complexe g, te lle  que, d 'u n e  p a r t ,  log+ |g | e s t  in tégrable  dans le  disque unité,

00 3/S
e t ,  d 'a u t r e  p a r t ,  s i  ( a )  es t la  su ite  des zé ro s  de g, on a 2} (1- |a .  |) = + °°. Le

1 i=1

calcul fait c i-d e ssu s  montre donc que X/ \ ne peut ê t re  l 'en sem ble  des zé ro s  d 'u n e
' r

fonctions de N(Dn), mais c 'e s t  la  v a rié té  des z é ro s  de la  fonction t { Z y . . . , z n)=glz,^+z^)/2) 

qui e s t  évidemment dans N  ̂(Dn) .

+ 00 .
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Pour n = 2, il es t c la ir  que tout ensemble analytique d 'a i r e  finie vérifie  

la condition (IV. 12). Pour n > 3, ceci e s t  en général faux :

COROLLAIRE IV .3.2  . Pour n ^ 3 ,  il ex iste  dans Dn des v a r ié té s  analytiques

de dimension pure n - 1 d 'a i r e s  finies qui ne vérifient pas la condition (IV.12), e t ,

qui , par conséquent, ne sont pas des ensembles de zé ro s  de fonctions de N(Dn) .

3
Nous faisons le s  calculs dans D . L 'exem ple choisi, e s t semblable à celui 

d u , co ro lla ire  1 : so it (a^) une suite de nombres r é e ls  positifs stric tem ent plus petits

3
que 1 telle  que lim a. = 1, et soit X la so u s-v a rié té  de D définie par : 

i-* oo
oo

Z1 = ^  1 

z2 = a i + % ' { 1 ’ 

z3 = ai - i 2

2
(Cl >C2) appartenant donc à l 'o u v e r t  de C défini p a r  :

* \ = { ( l v c2) e c 2 ; |arC2ì<1, lai+C11 < 1 et

X = u
i I

X L
où Xi « z

r
z

2 ’
2

3
) € 3

9 Z
1
+z

2
+z

3
3ai

Majorons tout d ! abord 11 a ire  A de X . P aram étrisons X . p a r  :

Soit Q2 ={ c2€ C ;  |C2+ 2 a J< 2  et |a^-C2 l < l j .  A lo rs ,  s i  £2€ C , l 'en sem ble

est non vide s i  et seulement s i

c a s ,  cet ensemble e s t  égal à fl? = { C ^ C  ; |C1+ai | < 1 e t  l a ^ ^ ^  ! c 1}.

Comme 1 ' a i re  de iï ? = e s t  majorée par

e s t  majorée par

, l ' a i r e  A. de ’ i
C 1(1 -

2a
i 2

3 /2
)2

D

ai < 2< 1I I c 1! •

C2
£ 2

i , e t ,  dans ce

X
i

chaque point de Xi étant affecté de la multiplicité 1.

des CjÉC te ls  que ( C >C2) €c1



Z1+Z2+Z3 = 3ai ent^aînent |3â — |<2t, ce qui, avec \z^\ = t, donne 3a^<3t. Ainsi 

pour t<a. on a n.(t,0_,ôJ ̂ 0, et est alors égal à 1, si et seulement si d'une part
X 1 M y

3t+9a.
cos i^-cos 02^) = 1—(t—â ) - g^y et» d'autre part, si 8^ appartient à un arc dont

2 2 1 /2
la longueur est supérieure à C.(3t -9a. + 6a.t cos 80) . Par suite,

1 U  lùl 6
'a2®. 5 5 -.1/2

Ç 0 n.(t,0.,0Jd0od3 > C, \ (3t2-9a2-f6a.t cos 0 j 1/2d0,>
^ [0,2ir] 1 2 3 2 3 1 J0 i i 2 2

* C 9 \1 (3t2-9a2 +6a.t u)1̂ 2du

2 J cos fl,(t) 1 1

> c 3(t-ai)3/2.

Ainsi,

= c 3d - ai)5 /2 .

Finalement, pour que X satisfasse la condition(IV. 12), il est nécessaire que :

(IV. 14) £  (1-a.)5/2 < + ~  .

i=1

La comparaison de (IV. 13) et (IV. 14) donne le corollaire IV.3.2.

1
dt

[o f 2n ]
2

ni(t f62 f e 3)de
2

de3 C 3

1

a i

(t ai )
3/2dt

103.

Ai^ C2 \  2 (2_ l2ai ^ 2  ' )3/2<lA (C2) =C2 \  t2'  I ? D3 /2d^ )
1 2J0“ 2 2 2 i|5l<2}o{ls-3ai |<1}

< C  (1-a.)3 .

Par suite, il existe une constante absolue C telle que

(IV. 13)
00 ? 

A < C  Z) (1-a.r. 
i=1 1

Minorons maintenant la condition (IV. 12). Pour (0_,3_) € [0,2ïï] , soit n.(t,ô_,6_)
» * J i ¿> i

le nombre de zéros de la fonction z
1

z
1
■fte

i02
■f te

id3
3a
i

dans le disque D..

Compte tenu des symétries de X., il suffit de minorer l'intégrale

. Remarquons d'abord que \z^ \ = t, |ẑ  |<t etdd
2

de
3)3

8f2
8(t

i
n

2
]JT2J0[

dt
0

1



En utilisant alors la caractérisation des zéros des classes N (D) rappelée

°° I 12 3 /2au paragraphe 1 du chapitre I, on voit que si ZT ( 1 — | a. j ) ' <-k° (resp.
1 1

00 /

E (1- |a^ \ )  < +0°), il existe g2 G N ^ 2 ^ )  (re sP* 8^ e  N1/2^D^ telle que

2 311 ensemble des zéros de g (resp . g ) soit 1 ' ensemble des a  ̂ , i > 1.

Un calcul direct montre alors que la fonction

ry ry Z  ^ ^  ^  Z ^ + Z ^ + Z ^

f (z1,z2) = g (—^— ) (^ s p .  £ (z1,z2 ,z3) = g (---- ^---- -)

2 3 2est dans la classe de Nevanlinna N(D ) (resp. N(D )), et par suite, X/ s
l a j

3 2(resp. X^a  ̂ est un zéro d'une fonction de la classe de Nevanlinna de D

3 ^(resp. D ).

D ' une manière générale, par des calculs sim ilaires, on peut voir que la variété

analytique XÎ1 v est un zéro d'une fonction de la classe de Nevanlinna de Dn si 
i

et seulement si elle vérifie la condition (IV. 12).

104.

Remarque. En reprenant les notations des deux corollaires précédents, si

a^, i >  1, est une suite de points du disque unité ouvert du plan complexe, telle que

lim | a. | = 1 , soit x!1 \ la sous-variété de Dn définie par 
i+°o r

>
n

00

<V i=1
U

n
i 9 avec X

n
i (z1 zn) e  Dn »

n
£

k=1
z

k = n a i } •

2 3Les calculs faits ci-dessus montrent que X â  ̂ (resp. X^a vérifie la 

condition (IV. 12) si et seulement si

00
E

i=1
(1- I ai

2
)
3/2 < OO (resp.

OO
T,

i=1
(1- a i

2
)
5/2

< +°°).



Nous terminons ce chap itre  en donnant une proposition qui e s t  une conséquence 

d irec te  de la  formule de Jensen  :

PROPOSITION IV .4 . Soit f une fonction holomorphe dans Dn , non identiquement

f f — — 
n u lle , et soit 8 = £) ô ^ d Z j a dz^ = 2i à ô log |f | , te  courant positif a ssocié  à f .

S i l 'en sem b le  des z é ro s  de f v érifie  la  condition (IV. 12), il  ex is te  une fonction

n -sous-harm onique u < 0 , définie dans Dn te lle  que :

r i0i i0n
(i) lim \  lu(re , . . . , r e  ) | d 0 r . .d0 = 0

r  -» 1 [ 0 ,2 ïï] _ 1 n

(ii) pour 1 < p <  n, -------—  = 0  .
Ô Z Ô Z  p p

p p

Pour s  <  1, et pour tout z € D n , posons,

u (z)= — — \ log |f(se , . . . ,s e  n) |P  (e , . . . ,e  n)dôr ..d6L + log |f(sz) | ,
. f  (2ïï) [0,2îr] Z 1 n
1 1

où P (e , . . . , e  ) e s t  le noyau de Po isson . On a clairem ent u (z) <  0 .
Z s

Remarquons tout d 'a b o rd  que :

Pour tout e > 0 , il ex is te  r ( e )  <  1 te l que, pour r ( e ) <  r  <1, et pour tout 

(IV. 15) s ^  1/2 , on a

i01 i0 
|u (re  , . . . , r e  ) |d9 ...d6  <  e .

[o ,2 ir] s

En effet, en appliquant la  formule de Jensen  (2,1) i l  vient

r iÔ 1 i 0 n

S[0 , 2ff]n lU s(re  ....... r e  )ld9r - d9n
i.0 iô i0 i0 

= \  log |f(se , . . . , s e  n) |d01...d0 log |f (rse  , . . . , r s e  n)|d0 ...d0
J [0 ,2 ir]n 1 n [ 0 ,2 tt]

dC,

105.

f  * { s  4,D(ç)dCBA dîP /) (2w)ndf i ° g p
r s  * S>=1-V (t ,0) PP P Cj J £ r

^ i  ®DD(î)dÇ p Ad^P 0 + <2 *°g ?•V,* lp=i "V (t,o) pp p Pĵ p cj J 1 r
r  ,

£ ......

- 'P '

(IV. 15) ré su lte  donc au ss itô t de l 'hypo thèse  (IV. 12) faite su r  ©*■.



Montrons maintenant que :

(IV. 16) sup S. lu (z) IdÀ(z) < oo.

106.

s '

P our cela nous utilisons le lemme suivant

1 / 2 < s< 1 J D n

LEMME IV.4.  Soit g une fonction holomorphe au voisinage de l 'o r ig in e  dans Cn , 

e t  s ' annulant à 1 ' orig ine avec une multiplicité égale à  ß Q. A lo r s ,

1 c I i 0 1 i0 n I
lim ------- V lo g |g ( te  , . . , t e  ) |d0 1 . .d0 = (2n)n u
t*0 Log tJ LP,2i7j n °

La dém onstration de ce lemme e s t  t r è s  simple : so it d !1 un polydisque dans
o

lequel la  s é r ie  de Taylor de g , g = £  , le s  P^ étan t des polynômes homogènes 

de degré  , e s t  normalement convergence. P our t  < t  e t 0 G [p,2ff] , on a :

i ( 0 1+0) i ( 0 +0) .0 /i Ì01 Ì0 Ì01 10
g(te 1 , . . , t e  n ) = (te1S) °  P , (e 1, . . , e  n ) + £  (te19) ° P „ ( e  1, . . , e  n )

'- " o  »O

Si on note n(s,0 -j» • • >0n) le nombre de zéros dans le disque I ÇI<s de la fonction

holomorphe ,0 ,0 ^  .Q

C — > P u (e 1,..,e n)+ S Ç  ° P  (e \..,e n) ,
o H>fiQ M

la formule de Jensen pour les fonctions d'une variable complexe donne :

r -iĵ og I g (te 1,.. ,te n) Id0r  .d0n = (27T)n MQLog t + Vp - , L o g | p  (e \ ---
l_P, 27tJ lP , 27TJ “c>

i0n I C rt n(s,0 , ..,0 )
...,e n) \de...d6n + \ r -, \ ---- L----- —  ds d0 v  . .d0 .

1 n ^ [ o ^ ] 11^  s 1 n

Or pour presque tout (ô^,..,0n), on a n(s,0^,.., ©n) = 0 pour s assez voisin de

t n(s,0v ..,0)

zéro et par suite la fonction t — >\ ------------ds converge vers zéro en

o s
décroissant lorsque t — »0. Il en résulte donc que :

i0„ i0 ift.
9

r I 1 I n r I 1
lim \ r n_ Log I g(te , . .  , te  n)|d©1 ..d0 -(2n) u Logt = \ r  -, Log I P (e
t*0 LP,2iy 1 n iP>270 Mo

Î0 ,
. . , e  ")! d0r . d 0 n ,

ce  qui démontre le  lemme.
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Démontrons maintenant (IV. 16). On a :
iQ

\  lu (z) |dX(z) = -*\ u-du-.-.u du K  nuJufi V.->une n)d0r ..d0 }
*T) S - ] 0 , l [ n 1 1 n ^[0,2ff] f  n 1 nJ

J>

rr i0i
uxiu ..u du {\ logase  ,... ,se  n) | d0 ...d0

, 1 p ’ 1 " [ 0 , 2 77 J 1 n

C i 9 1 i 0 n 1
- \  lo g |f(su e  , . . . ,su  e )|dô d0 .

[0,2 7T ] 1 n i nj

D'après le lemme (IV.4), il existe deux constantes positives

telles que, pour 0 < t <  ô, on a,

r  i0 i i0n 1
I \  nlog |f(te ,...,te  ) |d0r ..d0n |<C log ^.

[o , 2 7T ]

En utilisant alors la formule (IV.4) et les propriétés de sous-harmonicité de log If I 

rappelés au début du paragraphe n , l'hypothèse faite sur l'ensemble des zéros de f 

permet d ' écrire la majoration suivante :

[  n lus ( z ) | d X ( z ) <

i0 i0 i0 
du [ \  log Itée V*se n) Id0-.de' log|f(sôe U,sÔe °)ld0 _ d0 1

J {idfu->6}r “  n 1 n ip^îr]1 1 nJ1 0 ĵ 0 |Q

\ u,diL-.u du [ \  log|f(se U s e  n)|d0 d 0 l o g l f d e  U i e  ^|d0 d0 "1
V i f i ^ ô } 1 1 n nUl 0 ^ 7 r ] n 1 n ' k é n f  2 2  1 n J

p 1 1 i0i 1 iQn

* ' i o ^ f 108 lf<20 )ld01 - den l

f* f  ^  1 ^+ \ u,du,...u du | \  log |f(infu.)e . . . . . (inf u.)e )
^ in fu ^ ô }1 ^  n n [o,2ïï]n i 1 i 1

-  " i f s  \ 1jt { £  ®DD( î )d C D Ad^ D A 7 ^ } + 2 l i n d , I O g |
2  y? P=  ̂ v ( t ,0 )  P ' V p V  '  5

A- i0

+ '\o,2ir]nl°glf(2 ^  .....26 n)|dei - den'+CS]0>l[n 1°g(I p - )dUr - - dun

*

C < + oo et 0 < Ô < 1/2

de. . . .de
1 n II

-  C1 + C2 + C3 ,

sont des constantes qui ne dépendent pas de s .  D'où (IV. 16).où Cr  C2 et C3



f n
ce qui montre q u e , quand s tend v e rs  1, ------ S— converge v e rs  9  dans £' (D ).

ôz bz PP
P P

P a r  conséquent, u es t une fonction n-sous-harm onique dans Dn qui vérifie  la

condition (ii) de la  proposition . D 'a u tre  part pour tout zjé Z(f), il ex is te  un voisinage

de z dans lequel (pour s. suffisamment voisin de 1), le s  fonctions u et u sont
K s k

n-harm oniques ; la  convergence faible de u v e rs  u et la  p ro p rié té  de la moyenne
s k

pour les fonctions n-harm oniques, en traînent donc que u (z) converge v e rs  u(z).
k

C eci étant v ra i pour tout z fi Z { t ) , la condition (i) de la  proposition ré su lte  de (IV. 15).

108.

Achevons maintenant la démonstration de la proposition IV.4. De (IV. 16) il résulte 

qu1 il existe une suite s. tendant vers 1 telle que u converge faiblement vers u
K S,k

dans le bidual de L^(Dn). En particulier, u converge vers u dans l 'espace
sk

J '( D n) des distributions sur Dn . Remarquons maintenant que, pour tout s < 1, tout

OO ,
indice p, et toute ipÇC (D ), on a, au sens des distributions,

< S2us

ôz
P

dz
P

t > = < f
JPP

1
2n-2s

¡P(
z
s ) > ,
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