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INTRODUCTION

Les résultats présentés dans cette thése proviennent de plusieurs articles dont
un écrit en commun avec E. Amar et portent tout d'abord sur les solutions minimales de
1'équation du =f dans la boule et dans le polydisque de ", puis sur une application a
un probleme d'extension dans le polydisque, et, enfin, sur une étude des zéros des

fonctions holomorphes dans le polvdisque.

Le premier chapitre est consacré a 1'étude des solutions minimales de 1'4quation
Bu=f danslabouleunité B de €". La résolution, avec estimation, de cette
équation étant un des outils fondamentaux de 1'étude des propriétés des fcnctions
holomorphes, diverses techniques ont été développées pour construire plus ou moins
explicitement des solutions. Deux méthodes ont été essentiellement utilisées.

La premiére consiste essentiellement a résoudre 1'équation (0% + d*d)v = f,
oll 1'opérateur d* est 1'adjoint de 1'opérateur . Lorsque 3f =0, la résolution
de cette équation fournit alors aussitdt la solution minimale dans L2 de 1'équation
du=1f, c'est-a-dire celle qui est orthogonale aux fonctions holororphes (en posant
simplement u = o*¥v). Divers auteurs, parmi lesquels G. B. Folland et J. J. Kohn

[9], G. B. Folland et E. M. Stein [10:[ , P. C. Greiner et E. M. Stein [111 ,

D. H. Phong [24] , ont étudié cette méthode.

La seconde méthode consiste a donner une solution de 1'équation du = f

a 1'aide d'une formule intégrale plus ou moins explicite. Cette technique qui est basée



il.
sur 1'utilisation des formes de Cauchy-i~antappié a été utilisée par un grand nombre
0 7 r r
d'auteurs (1. l.ieb [20], G. M. Henkin [12_1. L13:|,- [M]. N. Kerzman |__16].

N. Ovrelid [22]. R. Rangeet Y. T. Siu [25] , H. Skoda LZS]. S. A. Dautov et

G. M. Henkin [8] N. Th. Varopoulos :3 ll. E. Amar et A. Bonami [:2] ...) dans le
cadre des domaines strictement pseudoconvexes bornés et a permis d'obtenir les meilleures
estimations possibles. Mais ces solutions ne sont pas (méme dans le cas de la boule

unité de Cn) en rapport avec la solution minimale dans L2.

I1 était alors naturel de se demander si, au moins dans le cas de la boule unité
B de Cn, on peut obtenir une formule intégrale explicite donnant la solution minimale
dans L2(B) de 1'équation du = f.

\

Plus généralement, pour tout nombre réel k> 0, soit do z) la mesure

k-1(
sur B égalea (1- tz l2)k—1 dr(z), dx étant la mesure de Lebesgue. Dans ce
chapitre, on donne donc une formule intégrale explicite qui fournit la solution de 1'équation

du =f qui est orthogonale dans L2(dor k-1) au sous-espace des fonctions holomorphes.

L'idée de la construction du noyau s'inspire du cas du disque unit¢é D du plan
complexe : si f({) est une fonction de classe C1 dans D, on montre aisément que
la fonction uk(z) définie pour z€D par

3 Pol2_ k
_ 1 ~a(1-1E ar
uk(z) _ZﬁSDf(C) ar A<1-Z’z > z-C’

2
et la solutionde du=f dans D qui est orthogonale dans L~ (do k—1) aux fonctions

holomorphes. On remarque alors que le noyau Ck(C ,z) donnant la fonction . s'écrit

Ck( \j,Z) = ‘pk(r ,Z) CO(C ’Z) ’

2K 4t
) et CO(C ,Z) = — est le noyau de Cauchy.
z-C

-1t

ol ¥ (C,z)= .

On cherche donc a définir les noyaux Ck(l’ ,Z) de la boule de la méme maniére.

Tout d'abord, on définit un noyau de Cauchy CO(C ,z) de la boule en posant :



n(n-1 )+1 = ) 111r;
c (t,z)=(-1) 2 (o=l (1-Cz) [
1

_ 1)1z, d-é] Ade,,
@in)" [1-2z 2= Te[P)a- T2 Bt ) Gl

et on démontre la formule de Cauchy.

THEOREME 1. Soit u€C1(B). Pour tout z€B, ona

(1) uz) =) w(@)SED @) +] BE)ACE,2),
0

- 1
ou S(¢,z)= (n-1): _1_ est le noyau de Szegd de la boule.
n n
2 (1-Cz)

On définit ensuite les noyaux Ck(C ,2), k>0, en posant

Ck(c ’Z) = lbk(c 7Z) CO(C ,Z) ’

2.k D ~
o (8,2 - (=12 chr” 1) <(1—['1CIZX1|-2|ZI2)/p],

B( k) "1 -Cz p=

I“(n)l“(k)'

ol B(n,k) est la fonction de Bessel
T'(n+k)

Le fait que les noyaux Ck(C ,z) donnent les solutions minimales dans

L2(dcrk_1) de 1'équation du =f s'obtient en établissant la formule suivante.

THEOREME 2. Soit u € c1(1§). Pour tout zEB, ona

(2) u(z) = P, _,u(z) +S u(l)Ac, (L,z),
k-1 B k
oll P, _q est le projecteur orthogonal de L2(dcr k—1) sur le sous-espace des

fonctions holomorphes.

On peut noter que la démarche utilisée pour construire les noyaux Ck(C ,Z)
et qui consiste a construire en premier le noyau de Cauchy est naturelle, car si on

fait tendre k vers zéro dans la formule (2),0n obtient 1a formule (1).

Les solutions U minimales dans L2(do k-1) étant donc données par des
noyaux explicites, il est aisé d'obtenir des estimations. Tout d'abord, on montre que

ces solutions vérifient les meilleures estimations possibles au bord.
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1:1EOREME 3. Soit f une (0,1)-torme ?o-fermée dans B dont les coefficients

ainsi que ceux de la forme (1- ‘ ¢ ‘ 2)'1/2(f(l,° JAD ‘ £ ‘2) sont des mesures bornées.

Alors la solution minimale u, de du=f a des valeurs au bord dans L1(bB).

Cette estimation est identique a celle qu'avaient obtenue (pour une autre solution)

H. Skoda [28] et G. M. Henkin [13] .

On remarque aussi que les estimations qu'avaient obtenues N. Th. Varopoulos
l_—31] et E. Amar et A. Bonami EZJ (pour les solutions de Skoda et Henkin) sont aussi
satisfaites par les solutions u, .
On montre ensuite que les U satisfont les meilleures estimations possibles

dedans.

THEOREME 4, Soit 0< a<k et soit f une (0,1)-forme d-fermée dans B.

Si les coefficients des formes (1- | C’2)0‘f(C) et (1—5 4 '2)0‘_1/2@(5)/\5 ‘ C'Z) sont
).

des mesures bornées dans B, alors la solution minimale u,  est dans L1(do

Si de plus les coefficients de f sont des fonctions mesurables, alors, pour

o-1

1<=p<x, ona

by zelldl,  onslel

L.P( LP(do ) a0, /2)]

a-1

Cette derniere estimation était en fait déja connue : S. V. Dautov et G. M.
Henkin [8] ont construit une solution de du=f dans les domaines strictement
pseudoconvexes qui vérifie cette estimation. On en déduit alors aisément le théoreme 4

car le projecteur P est borné de L1(d0 1) dans lui-méme.

k-1 a-

Le deuxieme chapitre est consacré a la résolution de 1'équation du =f dans
le polydisque. A notre connaissance peu de résultats ont été publiés précédemment sur
ce sujet. Tout d'abord G. M. Henkin [12] a montré a 1'aide d'une formule intégrale
que si f estune (0,1)-forme d-fermée & coefficients continus sur le polydisque

fermé D" , 1l existe une fonction u, continue sur D" , telleque du=f, etdeplus



.\uH < CHfH o, n ol ¢ est une constante qui ne dépend que de n.
D") L (D)

P. L. Polyakov E23] a étendu ce résultat aux formes de degré (0,q). En utilisant
la formule établie par Henkin, M. Landucci [17] et [1 8] a montré que la solution

.. 2 r g . . . oo
minimale dans L verifie elle aussi 1'estimation L

La formule donnée par Henkin peut étre considérée comme la formule de
Cauchy de polydisque (analogue de la formule du théoréme 1 dans le cas de la boule).
Comme elle comporte des intégrations sur les faces du polydisque, on ne peut pas, par
exemple, obtenir avec elle des estimations en norme P (Dn). 11 était donc naturel
de chercher a établir des formules donnant les solutions minimales pour obtenir de

nouvelles estimations. C'est 1'objet du premier paragraphe de ce chapitre, les calculs

n'étant faits, pour simplifier, que dans le bidisque D2 de C2.

Plus précisément, pour tout k = (k1 ,k2) € R2, ﬁel que k, > (1, k,>0,
K. - -

soit do la mesure sur D2 égale a (1- lz1 '2) 1 (1- 122 ‘2) 2 dx(z), dx

k-1
étant la mesure de Lebesgue. Pour toute (0,1)-forme f, d-fermée, de classe C1

dans Dj, soit U la solution de 1'équation du =f qui est orthogonale dans

2( aux fonctions holomorphes. On démontre alors la formule suivante.

L~ (do

k—1)

THEOREME 5, Soit f = f1d—C1 + f2d-<‘,’2 une (0,1)-forme 3-fermée de classe

c! dans EZ Alors, pour (z1,z2)€D2, on a

2.k
u (21,22)=_1_ f1(C1,z2) £1_|il " dz’1l\dC1 +
k 2iTYD (1-C1z1)1(z1-C1) "
: a-le, 152
—\ £,(z4,8,) dg, A dE, +
2im YD (1- l‘izzz) (z,-E,)
If !2 ‘C 12 (¢ z )d
- (2,-2,)dC
£(¢) A K2 Cz 272"
) ) 1l° z, = i, P AdEq AdL, +
k k-
, a-le B a-leg, B2 e, 1?
1 1 2 2%
£(2) A e, -
+4723 , H&) o, — I e I P

D (1-C1Z1) 1(21"51) (1"sz2)



2)k1—1 5 Vi.

(a-le, [ e 2,2, |

1 - k2 - k1+1 ’ ’2
(1‘f;222) (ZZ—CZ) (1‘C1Z1) C"Z

_k dE1}AdC1AdC2.

A 1'aide de cette formule explicite, on obtient aisément les estimations suivantes

THEOREME 6. Soit f = f1d_C1 + f2d-&2 une (0,1)-forme d-fermée dont les

coefficients sont dans L1(D2). Alors, pour tout p € E1,+oo:] et pour tous k1 =1,

k2 > 1, il existe une constante C ne dépendant que de p, k1 et k2 telle que

la solution minimale uk de du=f vérifie

bl e =il y o <l o).

La seconde partie de ce chapitre est extraite d'un travail réalisé en commun
avec E. Amar, et porte sur les valeurs au bord sur T2 des solutions de 1'équation
Su=f dans D°. Si f=fdC +£,d, avec f € L'oxT) et € L)(rx D),
on définit tout d'abord ce que 1'on entend par "f est o-fermée au sens de la formule
de Stokes'" ce que 1'on note _obf =0. Puis on définit la notion de "valeurs au bord sur
’l‘2 au sens de la formule de Stokes pour les solutions de du =f lorsque _bbf =0",
ce que 1'on note Bbu =f. On définit enfin les classes (O 1) (bD ) de formes
différentielles f = f1d7§1 + ‘de_C2 de la maniére suivante : pour p €] 1,400 [,

f, € L1(DxT) (resp. f €L1(’l‘x D)) et sa balayée de Poisson en z, (resp. 22)

2
est dans LP (T2) ; pour p=1 ondemande que la balayée de Poisson en z, de

p* soit dans L (T) ainsi que H (H P ) ol H, est la transformation

f Pty

de Hilbert dans la variable Zi’ et 1'analogue (en échangeant 1 et 2) pour f2.

A 1'aide d'un noyau résolvant directement sur T° 1'équation Bbu =f

on démontre alors le théoreme suivant.

THEOREME 7. Si f est une forme 3, ~fermée qui appartient a A(O 1)(bD )

b
(p € [1,+oo B, alors il existe u € Lp(Tg) telle que '6bu =f,

On peut montrer que pour p € J1,+oo E ces estimations sont les meilleures
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possibies. D'autre part, Bo. Berndisson m'a signalé que 1'on peut voir qu'il n'existe
fa

pas de noyau envoyant 1'espace des (0, 1)-formes Bb-—fer*mées f= f1d-1;’1 +f,d 5 telles

que f, € L,T(Dx T) et £, € L1(Tx D) dans L1(T2) et qui résolve 1'équation

bbu:f.

L.e chapitre III est extrait, avec quelques modifications, du méme travail effectué
en commun avec E. Amar. I1 traite du probleme de 1'extension d'une fonction holorﬁorphe
définie sur un sous-ensemble analytique complexe du bidisque D2 en une fonction
d'une classe de Hardy de D° . Ce probleme avait déja été étudié auparavant par
plusieurs auteurs : suivant une idée de W. Rudin ( [27:[ p. 53 ), C. Horowitz et
D. Oberlin D 51 ont caractérisé la restriction de la classe de Hardy HP(D"),
pcE [1 ,+oo:[ , a la diagonale du polydisque. D'autre part, E. L. Stout BO] a caracté-
risé lgs sous-ensembles analytiques X de D" qui sont des images propres du disque
unit¢ D de C par une fonction holomorphe au voisinage de D pour lesquels
toute fonction holomorphe et bornée sur X s'étend en une fonction de HOO(Dn).
D'autres auteurs, tels H. Alexarder [1] , A. Andreotti et W. Stoll B] , P. S. Chee
[6] ont aussi étudié le probleme de 1'extension des fonctions holomorphes bornées.

Les sous-ensembles analytiques que nous considérons ici sont les suivants :

ce sont les ensembles de zéros de fonctions u holomorphes dans D2, C1 dans

;2 et telles que :

a) b—bz-li (resp. %1—) ne s'annule pas sur (DxT)N Z{u) (resp.
1
(TxD)N Z) ;
2 . o 2 . .
b) Notons Z(u)= {zeD su(z)=0¢. Si z € Zu)N T il existe un

[\

voisinage v(z°) de z° tel que 1'une des deux conditions suivantes soit réalisée :
a) oubien ZGYw(z®NoD” est contenu soit dans Dx T, soit dans TXD ;

B) oubien ZW) N v(z°)N T2 = {zo} avec une condition techrique supplé-

mentaire.

Naturellement, la diagonale de D2 vérifie ces conditions, et il n'est pas
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difficite de voir que les sous-ensembles analytiques considérés par E. L. Stout

vérifient a) et b) s'ils n'ont pas de singularités sur ?D~. Par exemple, 1'ensemble

k _ &
1%

cadre que nous considérons ici. On notera de plus que nous ne demandons pas a 1'ensem-
q

z +c,ou k et h sontdesentiers et c uneconstante, rentre dans le

ble analytique Z(u) d'é&tre défini au voisinage de -]52

On définit ensuite pour p € [1 ,+oo] les classes Bp(Z(u)) de fonctions
holomorphes sur Z(u) de la maniére suivante :

-pour p=c, B_(Z(u)) est1l'espace des fonctions holomorphes bornées sur

Z(u)
-pour 1<p<o, Bp(Z(u)) est la classe des fonctions holomorphes f
sur Z(u) telles que :
1. lf lp est intégrable pour la mesure euclidienne sur Z(u) ;
2. Supposons z° € Zu)N -0—1-37 et que pour tout voisinage v(zo),
Zu)N ;[-;2 N V(ZO) ne soit pas contenu dans T2 . On suppose alors qu'il existe
un voisinage v(zo) tel que la fonction f admette des valeurs au bord sur la courbe

Zu) N dD" N v(zo) et que ces valeurs soient dans P de cette courbe.

On démontre alors le théoréme d'extension suivant.

THEOREME 8. Soient p € [1 ,+<>o:] et f€ Bp(Z(u)), alors il existe

F e uP(D?) telle que F 2w = £

La technique utilisée est une méthode homologique classique employée par
A. Cumenge f7:] pour résoudre le méme probléme dans le cas des domaines strictement
pseudoconvexes de €. Les hypotheses faites sur Z(u) et f permettent de
construire au voisinage de chaque point de Z{u) N b_D§ des extensions locales de f
ayant de bonnes propriétés et le théoréeme B de H. Cartan donne une extension de f
loin du bord de D2 . Par recollement, on obtient une fonction E , Cc” dans D2,
qui étend f et qui a des valeurs au bord sur T2 dans Lp. On considere ensuite

1 2

d F et on montre que w € A(O 1)(bD ). Les résultats
?

cl=

la forme différentielle w =
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de la seconde partie du chapitre II montrent donc qu'il existe g € L1(T2) telle que

bbg

holomorphe et admette ﬁ - ug pour valeurs au bord sur T2. Pour conclure, on

= «. On en déduit qu'il existe une fonction G € COO(DZ) telle que F - uG soit
montre que ug € P (T2) en reprenant les démonstrations du chapitre II.

Le dernier chapitre est consacré a une étude des zéros des fonctions holomor-

phes dans le polydisque et plus précisément des fonctions de la classe de Nevanlinna

if i6
N(D") = {f holomorphes dans D" ; sup Log" ‘f(r'e 7’ .ore D | @,

r<i1 [O,Za‘r]n
cey den < +oo} .

Le but principal de cette étude est d'obtenir une condition nécessaire pour
qu'un sous-ensemble analytique X de D" soit un zéro d'une fonction de la classe
N(D™) qui s'exprime sirplement sur le courant 6% q intégration sur X (cf.

P. Lelong [-19] ).

Dans cet ordre d'idées, P. S. Chee [4] , ES] , amontré que si X est

1'ensemble des zéros d'une fonction de N(Dn), alors GX vérifie la condition de

Blaschke généralisée, c'est-a-dire
n 1
0 af{( o) <,
p=1 “o pn bp
t

ou D,? est le polydisque de rayon t. On voit aisément sur des exemples que cette
condition ne peut pas caractériser les zéros des fonctions de N(D"). En fait, la
condition de Blaschke ne caractérise méme pas les zéros des fonctions de la classe
N' (D") définie par
. i6 i6

N'(D") = {f. holomorphes dans D" ; supg log 'f(re 1,...,r~e n)}d61. ..do

r<i [O,ZTEIH - +oo}.
Pour avoir une condition meilleure que la condition de Blaschke on a donc été amené a

Ve . . Ve - n
chercher une caractérisation des zéros des fonctions de N'(D') portant sur le courant

GX. Pour cela on a cherché a établir une formule de Jensen.



I1 existe déja dans la littérature diverses formules de Jensen dans le polydisaue.
Par exemple, en utilisant la formule pour les fonctions d'une variable complexe, on
montre facilement une caractérisation des zéros des fonctions de N'(D") portant
¢ D"

sur 1'intersection de 1'ensemble analytique avec 1'ensemble des (z1 yen ,zn)

tels que lz1 ‘ = ... = ~Zn ; cette caractérisation a 1'inconvénient de ne pas s'exprimer
simplement sur le courant 2% (voir L. I. Ronkin [261 ou W. Stoll [29] ). Par
ailleurs, en faisant interverir une métrique Kdhlérierne bien adaptée au polydisque,

P. Malliavin [:21:[ a établi une autre formule de Jensen.

Pour pouvoir démontrer notre formule de Jensen, on est tout d'abord amené a

- 7 Ve . n
mortrer une proprieté des sous-ensenbles analytiques de D .

Si X est un sous-ensemble analytique complexe de codimension 1 de Dn,

notons
T(X) = {t €]0,1 E dimpX N T? - n-1},
ol T,? ={(z1, ...,zn)€Dn; |z1‘=...=|zn| =t}.

On cherche a quelle condition sur X 1'ensemble T(X) est discret dans
[0,1 [ Cette propriété n'est évidemment pas toujours vraie : par exemple dans C2 ,
la variété Y d'équation zq =Azy, ol AE T, esttelleque T(Y) =]O,1 [:
D'une manidre générale, on voit aisément qu'il existe, dans €", des polyndmes
homogenes holomorphes P tels que, si Z(P) est 1'ensemble des zéros de P,

T(Z(P)) = ]0,1 [ On montre alors le théoréme suivant :

THEOREME 9. Soit f une fonction holomorphe dans D". 1l existe un

polyndme homogene holomorphe unique Pf et une fonction g holomorphe dans p"
tels que :
a) f= Pr g, dans D" ;

b) Tout facteur irréductible P de Py est tel que T(Z(F)) =]O,1 [, Z(P)

étant 1'ensemble des zéros de P ;

c) Si Z(gf) est 1'ensemble des zéros de g alors T(Z(gf)) est discret

dans , 1
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£n utilisant ce résultat, on éémontre la formule de Jensen suivante :

THEOREME 10. Soit f une fonction holomorphe dans D". Soient f= Pfgf
la décomposition de f donnée par le théoréeme 9, d; le degré P, X 1'ensemble

des zéros de 8 ?ﬁ SX le courant positif d'intégration sur X

(i.e. 6X=2166Log‘gf‘). Alors, pour 0<r,<pr,< 1, ona:

1 2
i6 i i0
5 Log‘f(rZe 1,..,r'2e 2)‘d91...d6n—§ _ Log‘f(rwe1 1,
[O,Zw]n [O 277_!n

i6

Lre Mla... Sr dt S ) dt AdZi’ A
1 1 { V<t P i T
r

(211)n df Logr-%,
ot V0 ={(Cy,..gpees le b, [rlas 1y=n, 40}

Cette formule donne une nouvelle caractérisation des zéros de N'(D") portant
sur GX, a savoir :

(3) S dt{ SV e C) ar AdT o I\ »JJ}< o

Dans le cas du bidisque D2, cette condition s'écrit plus simplement :

(4) \ 617+ eX <
5{1211422\}” {lz,l<z, b =

ce qui montre en particulier que tout ensemble analytique d'aire finie est un zéro d'une

fonction de N! (D2 ).

Exemples. Soit (ai)121 une suite de points du disque unite ouvert du plan
complexe, et considérons la sous-variété X(a ) de D" définie par :

i

n

a)= UX, ob Xi={(z1,..,zn)€D

A S N/ =na.}.
. 1 n i
i 1

X

Pour n =2, on voit aussitdt que la condition (4) signifie que X(a ) est d'aire finie.
i
Pour n= 3, on peut choisir les a, de sorte que X( a.) soit d'aire finie mais ne
i
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vérifie pas (3).
En utilisant un résultat sur les fonctions d'une variable complexe, on peut
montrer que la condition (3) est nécessaire et suffisante pour que X(a ) soit un zéro

i
d'une fonction de N(Dn).



(1]
2]
[5]

[4]
(5]
(6]
[7]
(8]

o]
[10]

[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]
[17]
[18]
[19]

BIBLIOGRAPHIE

ALEXANDER, H. Extending functions from certain subvarieties of a polydisc.
Pacific J. Math. 29 (1969), 485-490.

AMAR, E. et BONAMI, A. Mesures de Carleson d'ordre o et solution au
bord de 1'équation . Bull. Soc. Math. France 107 (1979), 23-48.

ANDREOTTI, A. and STOLL, W. The extension of bounded holomorphic
functions from hypersurfaces in a polycylinder. Rice Univ. Studies 56 (1970),
199-222.

CHEE, P. S. The Blaschke condition for bounded holomorphic functions. Trans.
Amer. Math. Soc. 148 (1970), 249-263.

On the generalized Blaschke condition. Trans. Amer. Math. Soc.
152 (1970), 227-231.

Zero sets and extensions of bounded holomorphic functions in
polydiscs. Proc. Amer. Math. Soc. 60 (1976), 109-115.

CUMENGE, A. Extensions dans les classes de Hardy de fonctions holomorphes.
C. R. Acad. Sc. Paris 289 (1979), 385-388.

DAUTOV, S. A. and HENKIN, G. M. Zeros of holomorphic functions of finite
order and weighted estimates for solutions of the od-equation. Math. USSR
Sb. 35 (1979), 449-459.

FOLLAND, G. B. and KOHN, J. J. The Neumann problem for the Cauchy
Riemann complex. Ann. Math. Studies, 75, Princeton Univ. Press, 1972.

FOLLAND, G. B. and STEIN, E. M. Paramatrices and estimates for the
Bb—complex on strongly pseudo-convex boundaries. Bull. Amer. Math. Soc.

80 (1974).

GREINER, P. G. and STEIN, E. M. Estimates for the d-Neumann problem.
Math. Notes, Princeton Univ. Press (1977).

HENKIN, G. M. and CHIRKA, E. M. Boundary properties of holomorphic
functions of several complex variables. J. Soviet Math. 5 (1976), 612-687.

HENKIN, G. M. The Lewy equation and analysis on pseudoconvex manifolds.
Russian Math. Surveys 32 (1977).

HENKIN, G. M. H. Lewy's equation and analysis on a pseudoconvex manifold. II.
Math. USSR Sb. 31 (1977).

HOROWITZ, C. and OBERLIN, D. Restriction of HP  functions to the
diagonal of UM, Indiana Univ. Math. J. 24 (1975), 767-772.

KERZMANN, N. Holder and 1P estimates for the solution of du=f on
strongly pseudoconvex domains. Comm. Pure Appl. Math. 24 (1971).

LANDUCCI, M. On the projection of L2(D) into H(D). Duke Math. J. 42
(1975), 231-237.

LANDUCCI, M. Uniform bounds on derivatives for the d-problem on the
polydisc. Proc. Symp. Pure Math. 30 (1977), 177-180.

LELONG, P. Fonctionnelles analytiques et fonctions entiéres (n variables).
Montréal, Presses Univ. Montréal, 1968.




[20_

21]
22]
(23]

(24]

[25]

[26]
[27]
[28]
29
[30]
[31]

LIEB, I. Das Ramirezsche Integral und die LSsung der Gleichung »f = «
im Bereich der Berschrdnkten Formen. William Marsh, Rice Univ. Houston,
Texas, 56 (1970).

MALLIAVIN, P. Sur la répartition des zéros des fonctions de la classe de
Nevanlinna dans le polydisque. C. R. Acad. Sc. Paris 271 (1970), 313.

OVRELID, M, Integral representaticn formulas and L.P  estimates for the
d-equation. Math. Scand. 29 (1971), 137-160.

POLYAKOV, P. L.. Banach cohomology of fibre spaces. Uspehi Mat. Nauk 26
(1971), 243-244.

PHONG, D. H. On integral representation for the Neumann operator. Proc.
Math. Acad. Sc. USA, 76 (1979), 1554-1558.

RANGE, M. and SIU, Y. T. Uniform estimates for the d-equation on domains
with piecewise smooth strictly pseudoconvex boundaries. Math. Ann. 206
(1974), 325-354.

RONKIN, L. I. Introduction to the theory of entire functions of several
variables. Trans. Math. Monographs 44 (1974).

RUDIN, W. Function theory in polydiscs. Benjamin, New York, 1969.

SKODA, H. Valeurs au bord pour les solutions de 1'opérateur d" et
caractérisation des zéros des fonctions de la classe de Nevanlinna. Bull.
Soc. Math. France 104 (1976), 225-299.

STOL.L, W. Holcmorphic functions of finite order in several complex variable.
Reg. conf. series in Math. Amer. Math. Sco. 21 (1974).

STOUT, E. L. Bounded extensions. The case of discs in polydiscs. J. Anal.
Math. 28 (1975),, 239.

VAROPOULOS, N. Th. BMO functions and the d-equation. Pacific J. Math.
71 (1977), 221-273.



C'est un plaisin pour mod d'exprimer toute ma gratitude a
M. N. Varopoulos qui m'a initi€ a La recherche mathématique et m'a
propose mes premidres directions de trhavail. 1€ m'a toujourns soutenu
et ses conseds tout au Long de mes recherches m'ont et précieux.

Je nemenrcie vivement M. H. Skoda de £'intérnéet qu'il a bien
vowlu portern a ma these, ainsd que des discussions que {'al eues avec Lud.

Je nemencie aussd M. P. Malliavin d'avoin bien voulu 5'inté-
nessen a mon thavail et participer au fury.

M. J.P. Kahane a accept? de présider Le jury, et fe L'en
hemencAe.

M. J. Coates m'a propose un thes intéressant sufet de seconde
these. Je Lud en suls reconnaissant.

Je tiens aussd a dine que Les contacts amicaux et stimulants
que {'al toujours thouves aupres des membres de L'Equipe d'Analyse
Complexe d'Onsay m'ont beaucoup alde pendant mes recherches.

Mmes Dumas et Parvan m'ont toujowrs accuellli avec beaucoup
de gentillesse. Je Les nemercie de cet accueil et de fLa compétence avec
Laguelle elles ont assurnd La grappe de mon manuscrit. Je remercle aussd
Mmes Launay et Zielinski pourn La part qu'elles ont prise a La nealisa-
tion de ce travail.






TABLE DES MATIERES

CHAPITRE I.- Formule de Cauchy et solutions minimales de 1'équation
u=f danslaboulede €7 ... ... iiiiiiiiiia..

1. Le cas du disque unité du plan complexe ..................
2. Lenoyaude Cauchydelaboule ..........ccvviinnnnnnnn.
3. Formules explicites pour les solutions minimales de 1'équa-

tion du=f danslaboule ..........covvumeermanennnnnn.

CHAPITRE II.- Solutions minimales et résolution au bord sur T'2 de

1'équation du=f dans le polydiSQUE ........eeveeveeennnn.

1. Solutions minimales de 1'équation du=f dans le polydisque
2. Valeurs au bord sur le tore pour les solutions de 1'équation
ou=f danslebidisque ........cciiiiiiririiininennnnnns

Références duchapitre II .......covitiiirnnrnnnnnennnnns

CHAPITRE III.- Extensions dans les classes de Hardy de fonctions

holomorphes définies sur une sous-variété du bidisque.........

1. Enoncé du théoreme .. .cvvvetiiintenreeneenneennnennneens
2. Les extensions 10Cales ....veetieiereeeaeeeeoseacaceonnns
3. L'extension globale ........cciitiiiiinnercrcencnsasnases

Références duchapitre TIT .........ccveeerenennecnncnnans

CHAPITRE IV. Sur la formule de Jensen et les zéros des fonctions

holomorphes dans le polydiSque .........ccoveeevececosssnnans

1. Une propriété des sous-ensembles analytiques complexes de
codimension 1 du polydisquede €0 .....................
2. La formule de Jensen pour les fonctions holomorphes dans le

POLYAiSQUE ... vveiitineeaernonenssasosasssnsssssnnsnnsns
3. Application aux zéros des fonctions de classe Nevanlinna ....

Références du chapitre IV .. ..vv vt iiitnernnensennanaannns

() B\

10
15

25

26
28

37
49

50

51
55
66

78

79

81

92
99

109






Cha pitre I

FORMULE DE CAUCHY ET SOLUTIONS MINIMALES DE L'EQUATION
ou =f

DANS LA BOULE DE ¢".

En théorie des fonctions de plusieurs variables complexes, la résolutior: de
1'équation ou =f, f &tantune (0,1)-forme 3-fermée, joue un réle fondamental,
et plusieurs méthodes ont été mises en oeuvre pour obtenir des solutions avec les
meilleures estimations possibles. Parmi toutes les solutions de cette équaticn, dans
un domaine donné, il en est une qui peut étre considérée comme cancnique, c'est la
solution qui est orthogonale aux fonctions holomorphes dans L2 , ou, autrement dit,

celle qui a la plus petite norme dans L2 .

Dans ce chapitre, on se propose de donner des formules explicites pour les

solutions minimales de cette équation dans la boule unité B de €".

Plus précisément, pourtout k € J 0, +oo [:, on considére la mesure B,

dcrk_1(z) =(1- lz *Z)k”d)\(z), d\ désignant la mesure de Lebesgue, et on note T,

1' opérateur défini sur 1'espace des (0,1)-formes £, ?d-fermées, de classe c!
2
(

dans B, tel que Tk-1(f) soit 1a solution minimale de du =f dans L°(do

k-1)
(i.e. la solution orthogonale aux fonctions holomorphes dans L2(d0 k-1))' On

construit alors explicitement un noyau de 1'opérateur Tk—1 .

Comme nous allons le voir, la méthode s'inspire directement du cas du disque

unité du plan complexe.



1. L. CAS DU DISQUE UNITE DU PLAN COMPLEXE.
Soit [ le disque unité du plan complexe,

D ={Z€C ; le<1}.

Pour toute fonction u€C1(5), et pour z€D, la formule de Cauchy classique s'écrit

2m A . . _
(1.1) u) =\ s a0 + | 2 (r)atacy(t,2),
o D »C ©
ou S(eia z) = ! ——-,r—1 est le noyau de Szegode D et C (£,z)= 1 _dc
’ 2T 1_e—ic'z y g o>’ —Tiﬁz_f

est le noyau de Cauchy.

Pour tout nombre réel k > 0, posons, pour (f,z)€ DxD,

2
d)k(c 7Z):<l'_|—§'l_>k et
1-2Cz
(1.2)

1
9 = e e )=y

Un calcul direct montre aussitdt que pour £ #z, ona

K (1-le |21 -

bt Ck(c ’Z) = %fd’k(c ,Z)ACO(C 72) = Tl-ﬁ W dC/\dC .

Il est bien connu que cette derniére expression est le noyau du projecteur

orthogonal P de L2(dok_1) sur le sous-espace des fonctions holomorphes,

k-1
d ’ 7’ \ ‘ } 2 k—1 s
ok_1(z) étant la mesure sur D égalea (1-]z|7)" 'dx(z), dr étant la mesure

de Lebesgue.
Par conséquent, en remarquant que , pour z€D, ;L‘k(z,z) =1, il résulte

aisément de la formule de Stokes que si u est une fonction de classe C1 dans

D, pour tout z€D, ona

(1.3) uz) = P u(z)+§ 84 (z)dE AC, (F,2).
k-1 k
D dC
La formule (I.3) montre la proposition suivante.

PROPOSITION I.1. Soit f une fonction de classe C1 dans D. Pour tout




nombre réel k > 0, la fornction uk(z ) définie dans D par

tg) dtAC (L,2) ,
D

=f qui est orthogonale dans LZ(dcr k—1) aux fonctions

u, (z)

o

I
S o

est la solution de 1'équation

u’\sl

ol
holomorphes.

(e%
o

Les estimations sur les solutions de 1'équation =f que 1'on peut obtenir

”‘6‘

0C
en utilisant les noyaux Ck(Z_‘,’ ,2z) sont les meilleures estlmatlons que 1'on puisse obtenir

a 1'aide d'un noyau.

Considérons par exemple les valeurs au bord sur T des solutions u

notons bCk la restriction de Ck a DxT et buk la restriction de uk a

De 1'identité, valable pour z €T,

1 _za-1e?) T
1-2z|° 1-tz
on déduit
bC, (€ ,2) - <1-lc> z(1- 22 1 Ta-lel?)F
) T T

Une estimation immédiate de cette derniére expression fournit alors le résultat suivant.

PROPOSITION I.2. Pour tout k> 0, il existe une constante C ne dépendant
0

o

c

=1

que de k telle que pour toute f € C1(5), la solution minimale u de

Ty

vérifie 1'estimation

< (]
| =l

L (D)

En calculant directement sur 1'expression donnée en (I.2) des noyaux Ck(é ,Z),

on obtient aisément des estimations a poids pour les solutions u

PROPOSITION I1.3. Pourtout k>0 ettoutréel «, O0< a<k, ilexiste

une constante C ne dépendant que de k et de o telle que pour toute f € C1(5),

la solution minimale u de ou =f vérifie 1'estimaticn

k = »T




2.a-1 2.a
la-lz12w @l = lo-lz 125wl |
L (D) L (D)
Comme 1'ont montré S. V. Dautov et G. M. Henkin dans [5:[ 1'estimation de la
proposition I.3 peut &tre uvtilisée pour caractériser les zéros des fonctions des classes
Na(D)’ x> -1, définies par

N (D) = {f holomorphes dans D ; g (1- ‘z ’2)O‘logJr if(z) \dk(z) < +00}
« D

En effet, la formule de Jensen montre aussitdt que si (ai)i>1 est la suite des
- >

zéros d'une fonction appartenant a NO((D), ona Z (1- !ai }2)0‘+2 < 400, Autrement

1 oo
dit si ©(z) désigne la mesure sur D égale & > Sa (z), T, (z) étantla
| 1 i i
mesure de Diract au point a,, la mesure (1- 12’ 2)0(+2 €(z) est de masse totale finie.
2
En résolvant alors 1'équation 0 u_: 8 al'aide, d'une part de 1'homotopie de
0Z 0z
Poincaré et d'autre part de la proposition I.3, on conclut qu'il existe une solution de
cette équation qui vérifie H(1— iz |2)O‘ u(z)l' 1= C”(1- |z !2)0(""26(2)’] 1 -
L (D) L (D)
De cette estimation on déduit aisément (cf. B:l ou [9] ) que les zéros des

(o0]
fonctions des classes NO((D) sont caractérisés par la condition Z(1- lai ‘2)oc+2 < o

1

. . 7 7 . N . 7 n
Dans la suite de ce chapitre, nous allons généraliser a la boule unité de €
les résultats sur les solutions minimales de 1'équation du =f que nous venons de

rappeler dans le cas du disque unité de C.

En premier lieu, nous allons construire le noyau de Cauchy de la boule de

maniére a généraliser la formule (I.1).

Puis nous définirons les fonctions zbk et les noyaux Ck de la boule comme

dans (I.2), ce qui nous permettra de généraliser la formule (I.3).

Nous montrerons ensuite que, comme dans le cas du disque, les solutions
minimales u de la boule fournissent les meilleures estimations possibles (par un
noyau) pour les solutions de du =f, c'est-a-dire les estimations analogues de celles

des propositions I.2 et 1.3 ci-dessus.



2. LE NOYAU DE CAUCHY DE LA BOULE.

Précisons tout d'abord une notation que nous utiliserons constamment par la suite :

pour tous £ de 7N dans Cn, nous notons

n
‘5’7:15151’71

de sorte que la boule unit¢é B de " estl'ensemble des z € €7 tels que zz <1,
Nous allons définir le noyau de Cauchy de B en utilisant les formes de Cauchy-
Fantapié. Nous reprenons les notations et la termirologie utilisée par H. Skoda dans [9 1

soit p la forme de Cauchy-Leray,
n

-n n i
w= 5| Z T A ae A aep).
i=1 A Y=
Pour toute section s du fibré de Cauchy-Leray, on a donc
* -n O i-1 i j n
s = [s(z,2)e-2)]™ 20 (g, 20N asd(z,2)) A dit 2.
. .

i=1 jA
Soit alors so(t ,z) 1'application de €"x ¢" dans €" définie vectoriellement par
s(¢,2)= €(1 - £2) - 7(1-| 7 %),
Un calcul immédiat montre que

s (€,2)(¢-2) = D(t,2) = [1-Ez | - - [e[P0-121?)

et que



6.

D(r,z) = (1- 1 e1$) ez 12 s e (r-2) |2 = = |2 1P [ 222 1% + 5(e-2) |2,

Par conséquent sO(C ,Zz) est une section du fibré de Cauchy-leray (i. e
SO(C ,z)(£-z) ne s'arnulequ'en ¢ =2z, (¢, z)€ BxB) etde plus sion a soit

<r<1 soit 1z'§r<1, alors

c
(1.4) D(E,2z) = (1-r) | £=z |2.
Nous définissons alors le noyau de Cauchy KO(C’ ,2z) de B en posant
*
(I.5) K (C,z)=s_u(C, z).

Pour tous entiers p et q, 0<p<n, 1<qg<n, nous notons K[()),q la
composante de degré (n-p, n-q) en (¢ (et par conséquent de degré (p, q-1) en

z) du noyau KO.

Les propriétés fondamentales des royaux ch) 4" sont résumées dans la proposi-

tion suivante.

PROPOSITION I.4.
’ N I ’ -1
1. 8,20 =0; pour a22, B.(kDYC,2)=-3 KD V(E,2).

2. Pour gq=2, ona Kg’q({’,z)=0 lorsque z€B et iC\=1.

3. Pour (f,z)eBxB, ona

n-1
k21,2 )_(_Lrile__[z( 1y (z;’l-z)/\ dc]/\ g,
D (&,z) ‘“i=1 i=1

De plus lorsque (&,z) € »BxB si on identifie le noyau Kg’ 1(2;’ ,Z) aune

foncticn de ¢ et 2z que multiplie 1a mesure de Lebes_ggg d\(Z) sur dB, ona

n(n-1) __

—72 (ir)"
(n=-1)!

C’Z)=(_1) S(C,Z) dl(f)1

0,1
Ko (

ou S(C,z)= : =  est le noyau de Szegd de la boule.

4. Pourtout z € B et pour toute forme de degré (p, q-1) u, de classe C1

dans un voisinage de z, ona




~1

lim \ u(¢) Kg’q(C,Z)= c u(z) ,

€20 CBE(Z) n,p.q
ou B€(2) désigne la boule de centre z et de rayon €, et c, D.q est une

constante numérique.

Le 1. exprime le fait que les formes de Cauchy-Fantapié sont fermées.

Le 2. se voit par un calcul direct : si ’ C\ =1, ona,

sy (C.2) A S(s) (r,2) = g1-22) A [(1-&) ag; +z3(1el*) -1 7 e 7 .
o .. 70 i D j iz
j# j#

Le résultat cherché est donc évident si q=3. Pour q=2, il suffit de
remarquer que la compcsante de degré (0,1) en z de (-1) i-1 ; A2 g z)) est
égale a : _ i

-1 - - ‘

(1-;75){ T (- e ,(£7) N\ [(1—Cz)dcy + 7,0 ‘clz)‘] +
=1 H kAL, J ‘

n o - o r - ‘
+ D (_1)1+J Lo (C72) /\ [—(1-?:2)dc +z, o r ‘2):, ’
. 17) 7z oo k k

j=i+1 k#i,j
d'ou 1'annulation apreés sommation sur i.

Compte tenu du fait que sO(C ,z)(&-z) =D(¢,z), pour voir le 3. il faut calculer le

numérateur de K2’1, c'est-a-dire 2'3(—1)1"1 s; AN SJO

A e
A = A [(1-(E)d2.+2.5}f JZJ =
L0 j
= (1= Cz)rl.1 /\dC + (1- Cz)n-“{lfi 1}] 17 OICJZ A df +
j#i g 8#1, ]
. (1)Jz e l? A az, }.
j=i+1 R#i,j
i o oy 2 =\n-1 >
0;.;/4\1 S s [cim-&)-zim-lcl )J(I—Cz) Ji\l ag; +
i1 3 _ B}
(1-2z)"2{ » (<1p] [(1-12) - 22 (a-lel?nziel? A ae
+ 4 {.= )J zZ ZZJ E#I’J €+
n -
v oW g0 -z z0-lePysle 2 A at )
j=i+1 LA,

Par suite :



n 1 i - .
z (- st A\ o st =
i=1 j#i
n . - ’ -
(- 2 e 0 - ) - 20- P)j{é\i ag; +
v T E 2 -tz e A gt

i<j 84, ]

On obtient alors la formule cherchée en remarquant que

n -
z (-1 )1-(C-Z)/\dC
i=1 jA

(1.6) . B _
- T (TR 0-22) - 7,0- ] A dt o+ 3(- 11+J(cjéi—cizj)6|c|2 A at,

i=1 3#1 i<j 841, ]

La valeur de K ’ (C z) lorsque ‘ C‘ =1 se déduit aisément de la formule explicite

donnant KO 1

La démonstration de la quatriéme partie de la proposition est classique : elle se
fait en utilisant une homotopie entre S, et la section de Martinelli-Bochner
sb(C, zZ) = -i’ -z : soit F(¢,z,t) = ts, + (1-1) Sy et appliquons la formule de Stokes a

*
L(E)ANF u  sur bBex[OJ:l:

)

En remarquant que les composantes de F(,z,t) ainsi que celles de % F(&,z,t)

(C)As L - S f)/\Sle-—g SUAF L.

OB bBEx[OJ]

€

on conclut que les coefficients du numérateur de F u

sont majorées par C lC
sont majorés par C ' -z ‘2 et, en utilisant (I.4), on en déduit que
. = *
lim QUAF 1 =0.
€50 bBEX [O 1]

La conclusion résulte donc de la formule classique (cf. [8] )

8 *
lim u(C)As, u =c u(z).
€40 bBE b n,p,dq

THEOREME I.1. 1. Soit q unentier = 2. Pour toute forme u(f) de degré

(p,gq-1) et de classe c' dans B, ona, pour z€B:




Cnp.q @ == su@)AKD YL, 2) + <-1>P+qaz<gBu<r>AKg’q-1<c,z».

2. Pour toute forme de degré (p,0)u(Z) de classe C1 dans B, ona, pour

z€B:
cp o102 =\ w@AKD 2,2 - S Ak e 2
n,p,1 3B e} o
et la forme z -—>\ u()A Kp ’(L,z) est a coefficients holomorphes dans B.
“oB

En particulier, si u est une fonction:

3. Formule de Cauchx. Soit u une fonction de classe C1 dans B. Pour

tout z€ B, ona

> ] - = -1
17) w2 = w@sEan)- 0 2 G0 ) U ),
2B (2im)" B D(r,z)
oll S(C,z)z(n'1r)1! (——_1 o est le noyau de Szegd de la boule, dA () la mesure de
27 1-Cz
> n .-
Lebesgue sur »B, et w(l,z)= {2(4)1-1({1 -z )/\ d?;’} A d?;’
- i=1 V4 i=1

Supposons tout d'abord q= 2. Soit v(z) une forme de degré (n-p , n-q+1),
de classe C1 et a support compact dans B. Appliquons la formule de Stokes a
u(i)/\KO(C,Z)AV(z) sur BxB\U_ ol U€={(C’,Z)€BXB; IC-Z ‘< s}, E>0:

compte tenu du 1. et du 2. de la proposition I.4, il vient,

- OGS 2 Av(z) = | @) ARD 9, 2) Av()

€ B)(B\UE

+ (-1PF9N u(©AKR (2, 2) AT vi2).
BXBA\U_ ©

Puisque v(z) est a support compact dans B, dans les deux intégrales du membre de

droite, on peut majorer les noyaux Kg et Kg ,q-1 lorsque ¢ est au voisinage

z (en utilisant (I.4)) par W Par suite, en utilisant le 4. de la Proposition 1.4,

il vient, en faisant tendre € vers zéro,

u(e)akD (e, 2) aviz) + (TP ur)akD 9T, 2)

u(z)y(z) = g
BxB BxB

-C
mpASB

A 2 v(z),

ce qui donne la formule cherchée.



10.
_upposons maintenant q = 1. On applique alors la formule de Stokes a
u(Z)a Kg’ 1(Z_f ,z) sur B\ Be(z) ol BE(Z) est une boule centrée en z et de

rayon € > 0. En utilisant le 1. de la Proposition 1.4, il vient

: - 1
LAkl @) - oAk e = BuoakD (e, a).
‘2B B, BAB_
Comme précédemment, on obtient la formule cherchée en faisant tendre € vers
zéro. Le fait que la forme 2z ——->S u(Z) A Kg *(¢,z) esta coefficients holomorphes
0B

dans B est une conséquence du 3. de la Proposition 1.4 . Enfin la formule de Cauchy

résulte du 3. de la Proposition I.4.

REMARQUE. La section s_ du fibré de Cauchy-Leray que nous considérons
ici est étroitement liée a la section Sh construite par H. Skoda dans [ 9} . En effet,

pour tout (£,z) € BxoB, ona
s.(£,2) = (1-L2) 5, (¢,2)

et, par suite, lorsque z € dB, les composantes de degré (n,n-1) en ¢ de

*
sz,u et sh L sont les mémes. Notons toutefois que s; K n'est pas le noyau que
construit finalement H. Skoda, car il retire a s; K une forme dont les coefficients

sont holomorphes en z. Ceci sera précisé au § 3 (formule (I.15)).

3. FORMULES EXPLICITES POUR LES SOLUTIONS MINIMALES DE L'EQUATION
ou = f DANS LA BOULE.

d\(z) désignant la mesure de Lebesgue dans C" normalisée de sorte que

d\(B) =1, pour tout réel k>0, nous désignerons par do k__1(2) la mesure sur

B (1- 1z 2¥ 1 axa).
H(B) désignant 1'espace des fonctions holomorphes dans B, soit P_q le
projecteur orthogonal de L2(dcr k—1) sur H(B)N L2(d0k__1 ).

N

Soit '$(0 1)(E) 1'espace des formes différentielles f de degré (0,1) 2a
,
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coefficients de classe C1 dans B et telles que gf =0. Soit H un opérateur
lindaire de a9(0 1)(E) dans C1(§) tel que pour toute f € 09(0 1)(E) on a

9 b
d(H(f)) = (cf. E6:[ ), et posons

oH.

T, _; estdonc 1'opérateur qui a toute forme f € °9(O 1)(E) fait correspondre
- ’

la solution de 1'équation -b u=1f qui est orthogonale aux fonctions holomorphes dans

L2(dc ou encore celle qui a la plus petite normre dans L2(d0 K1 ).

k_‘] )’
Dans ce paragraphe, nous allons écrire explicitement les noyaux des opérateurs

T Comme nous 1'avons dit dans le paragraphe 1 ces noyaux s'écrivent de maniere

k-1°
analogue a ceux du cas n = 1: on va multiplier le noyau de Cauchy défini dans le
paragraphe précédent par une fonction convenable zbk (&,z) qui vérifiera entre autres

qbk(z,z):1 et zbk(C,z)zo pour (¢,z)€ >BxB.
Posons tout d'abord

n(n-1)
— 2 (n-1)! K01

(2im )n 0

(¢,z).

(1.8) Co(8,2) == (-1)

Pour tout nombre complexe k #0, telque Rek=> 0, nous définissons la

fonction zpk((’.,z) par

<1-lc\2k{ch - [t lzlzﬂ

B(n, Cz p=0 "~ 1k+p N ,1-&
(n=1)!

b
p! (n-p-1)!

(1.9) ¢k(c 7Z)=

ol c§_1 est le coefficient binomial et, B(n,k) la fonction de

Bessel B(n,k) = M
T'(n+k)

Nous définissons alors le noyau Ck(C ,Z) par

(1.10) C (€, 2) = 4,(£,2) C (€,2).

On peut remarquer que, compte-tenu de la formule classique

n-1 p 1)p
(1.11) B(n ,k)=p=20 cP | k+p ,
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la limite, lorsque k tendvers zérode C, (¥,z) estégale a CO(C,Z).

K

On a alors le théoreme suivant.

THEOREME I1.2. Soit f une forme différentielle de degré (0,1), d-fermée et

de classe C1 dans B.

i) Pour tout nombre complexe k, Re k= 0, la fonction uk(z), zZzEB, définie

uk(z) = ‘BB f(f)ACk(C 72) ’

Ck(l_" ,z) est le noyau défini par (I.8), (I.9) et (I1.0) est une solution de 1'équation

ol
guzf.

ii) De plus, si k est un réel strictement positif, on a, pour tout z€B,

Tk_1(f)(z) = uk(z).

Lorsque k=0, le fait que u =t résulte de la formule de Cauchy du
théoreme I.1.

Pour faire la démonstration, nous allons tout d'abord supposer Re k > 0.

LEMME. Pour Rek>0 et C#z, ona

n(n-1)
G (S 1 ) A,

- A de.
Qim)" B(n,k) (1-rz)™K o1 1 i
n(n-1)

> (n=1)!
Pour simplifier 1'écriture, posons C_ = (-1) (n 1)r.1 .
’ (2im)" B(n,k)

le 1. de la Proposition I.4 et la définition de Ck(C ,Z), ona

(1.12) ¢,z) =(-1)

OZ" Ck(

D'apres

Cy(E,2) = 0 Y(E,2) AC (X 2).

1{‘2 lp

(1)

-1
1 0 -
Or, d’k(f ’Z)z— z Cﬁ 1 ( (
B(n,k) p=0 k+p “1-rz
et par suite,

- n-1 1_'(»‘2 k+p 1 1- 2 p}
o ck(c,z)=-cn’k{p§0 cﬁ_1(-1)p< ) < |z| N3

e
-_Z >I\CO(C,Z) =
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D" (z,2) 1= e ]2
Py ]22n—2 OC<1_C JAC(E,2).

Comme, en vertu du 3. de la PFOpOSlthI’l 1.4, ona
n -
2 [(’ 1-22) - z,( L}f)zj az,

an ’2\ (=ez)™ ' 0 s
> f . c (t,7) = _ A U=t > (-1 -2.)
o 1-Lz - ’ (1- CZ)Z D(t,z) i=1 )_ (nl “i
i i1
=1 -
___(-ta) 7\ dt /n\dt’ ,

(
(1-tz D" (g 2)

la formule du lemme en découle aussitdt.

Démontrons maintenant le théoréme 1.2 pour Re k> 0 : soit u(f) une fonction
de classe C1 dans B et soit BE(Z) une boule centrée en z et derayon €> 0.
Appliquons la formule de Stokes a u(Z) Ck(C ,Z) sur B\ B, : puisque Rek>0,

on a Ck(t_’ ,2) =0 lorsque ‘ C I: 1, et, compte tenu du lemme, il vient:

(I.1 ) > - (1_‘&2)1(- n _ n
13) SB\B SUONCE, ) == ey ) o) S A dg A a -
e -

Remarquons maintenant que, d'apres (I.11),lorsque € +0 la fonction d)k(C ,Z)
converge vers 1 uniformément par rapporta ( € 5B £ et le 4. de la Proposition I.4

entraine que

lim B u(Z) C C’ ,2) = -u(z).

€20
En utilisant (I.4) en faisant tendre € vers zéro, on déduit donc de (I.13) que

- . (1_’(,|2 k-=1n _

(1.14) S u(E)AC, (E,z) =u(z)-c_ o\ u®) -8 A dt, /\ dg,
B ke “'kBB (1-ez)™K o1 o
Ceci montre la premiére partie du théoreme 1.2 pour Re k >0 ainsi que la
deuxiéme partie en tenant compte de la formule ( [7]
2\k-1
1 1-
) = ——§ (@) ‘—.}—C%——dx(m
nB(n,k) B (1-Lz)
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REMARQUE. Cette derniére formule est d'ailleurs une conséquence immédiate
de la formule (I.14). En effet, si h(f) est une fonction holomorphe de classe C1 dans

B, d'aprés (I.14) ona

5 2
L B h(C)(i;'—l:d———- dA (L) = h(z).
B

n B(n,k) (1—Cz)n+k
Par suit ! ) 0=l e ) o, o) -
ar suite mBBXBU m{— z C O'k-1 Z)=

(1—‘zl2)k-1
u(?) h(z) dx(z)} d ()
BE { B k) B (ezpk } T-1

=\ _u(®) AT dq_,(2) ,
B
et 1la conclusion en découle aussitdt.

11 nous reste maintenant a démontrer la premiére partie du théoréme 1.2 lorsque
Rek=0. Posons k=if etsoit o> 0. La premiére partie de la démonstration

montre que u est une solution de ou =£f. Pour voir que u B est aussi une

o+iR

solution de Bu =f il suffit de voir que, lorsque « tend vers zéro, la fonction Ui :

converge vers uiB uniformément par rapport a z € Br = { ’z 1< r‘} , r<1, Orsi
on remarque que pour tous ¢,z € B, tout «>0 ettout p=0,

1-le |2>o<+p+m -
~1-S532 E
la fonction <

C étant une constante absolue, et que, pour tout ry <1,
1- |

oc
> converge vers 1 lorsque « tend vers zéro, uniformément

1- (’z
parrapporta { et z dans Br , en écrivant
o
uiB(Z)_ua+iR(z)=3Bu(C)[CiB(C’Z) Cruiplls z>] SB\;(C’[CM("Z)‘%HB“ z)}
r r
o o]

a 1'aide de majorations évidentes des noyaux (résultant de (I.4)), on conclut immédiatement
a la convergence uniforme de Ui B vers u, X ce qui achéve de démontrer le théoreme
1.2,

Dans le paragraphe suivant nous donnerons, outre des estimations des noyaux
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C,(r,z), des estimations des valeurs au bord des solutions u du théoreme I.2.

k( k
Rappelons tout d'abord la terminologie utilisée par H. Skoda dans [ ] étant
donné une (0, 1)-forme f, -b—fer‘mée, dont les coefficients sont des mesures bornées

dans B, nous dirons qu'une fonction u € L1(bB) est une solution de 1'équation

o, u=1f, sipour toute forme ¢ de degré (n,n-1), de classe C1 dans B, S-fer*mée,

| u®e) = wr)ae(t).
oB B

Des estimations faciles des noyaux Ck(C ,2) (voir § suivant) montrent que si

f e a‘B(O 1)(E) alors la fonction uk(z) du théoréme 1.2 est définie pour tout z€B, et
?

de plus u, est continue dans B. 1l en résulte alors aussitdt que, si on note b uk(z)

la restriction de uk(z) a z € oB, % buk =f au sens défini ci-dessus.

Dans le paragraphe 3, nous noterons b Ck(C ,z) larestrictionde C,(7,z) a

k(
(¢,z) € BxdB, de sorte que

buz) =) HTAbC(E,2),

et nous donnerons des estimations des noyaux b Ck'

4. ESTIMATIONS DES SOLUTIONS MINIMALES DANS 1A BOULE.
Commencons tout d'abord par les noyaux b Ck(l_? ,Z).
De la formule du 3. de la Proposition I.4, et des formules (I.6), (I.9) et (I.10), on

déduit que les noyaux b Ck((’ ,Z) s'écrivent :

n(n-1) 2.k i—1- 2
bCk((’,Z)=(—1) 2 (n-1) <1-'fl {7\ (= 11 (1-lCl /\ dl’
(277 1-C z i=1 (1-tz)"(1-¢2) j#i
Y (ez - ez)
R P dre}/r{dr._
i<j (1-2 2)" (1-22) eA,j S
(1.15)
n(n-1) 1 1_1_5. 1_15\2 k )
_() 2 (ot 1 . ( )_ i ) &t A ar, -

"k B(n,k) i=1  (1-F z)"*K i i1



) -

ey T ey 1 [, o nENTg0-

(1.15) = (-1) L ?.z -
2im)" k B(n,k)="1-

Dans cette derniere expression, le noyau H(¢,z) est exactement celui construit par

H. Skoda.

Des calculs aisés montrent qu'il existe une constante C ne dépendant pas de ¢ € E

telle que
‘\ dA(Z) < C t . ‘f"z‘ d)\( )g C
bon Tz 2 17T~ TP dop T = Ay

d)(z) désignant la mesure de Lebesgue sur B,

De plus, pour Re k> 0 il existe une constante C' ne dépendant que de k

k
telle que
2 2\Re k
(1.16) | l&l:.l.M < ! (1’_‘16‘ ) © ,
(1-Cz)n+k k 1’1_C21n+Rek
et par suite il existe une constante Ck ne dépendant pas de ¢ € B telle que
. ‘ 2\k
L PR R
>B '(1-¢ z)

On en conclut 1'existence d'une autre constante Ck ne dépendant pas de

f €o9(0 1)(3) telle que (avec les notations de la fin du paragraphe précédent)

bu ol . =c (Il roaslel? oy
U \z L(5B) k{ L1(B)+ A L1(B)}

N 2
ol HfH 1 (resp. Hf(—C)—L\—b-lL‘-H 1 ) est le maximum des normes dans L1(B) des
L (B) ViTe]2 L (B
= 2
coefficients de f (resp. de M).

1-1C

Par un procédé de régularisation (cf. \_ 9] ) on en déduit le théoreme suivant.

THEOREME 1.3. Soit f une (0,1)-forme >-fermée dont les coefficients ainsi
i(e)aslr P

Vi-lel?

que ceux de la forme sont des mesures bornées dans B. Alors pour tout
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nombre cuuplexe k, Rek >0, lafonction buk(z) définie pour presque tout

z € dB par

(1.17) bu(#) = | 1(2) b C(T.2),

est une solution de 1'équation -bbu =f qui est dans L1(OB).

REMARQUES. 1. En lisant le travail de E. Amar et A. Bonami [:1_1 , on s'apercoit
aisément que les estimations en norme L.P (dB), et Lipschitz que ces auteurs obtiennent

pour la solution de 1'équation Bbu =f donnée par le noyau construit par H. Skoda, sont

valables pour les solutions b u Rek>0:

a) Pour p€ ] 1,+0 [:, soit WP(B) 1'espace des mesures bornées u sur B

qui s'écrivent u =hv, ou v estune mesure de Carleson dans B (cf. [1 ] ) et
- 2

he LP(v). Alors si les coefficients de f et de LEIAD ¢l

en résulte que la solution bu, de 1'équation ou =f donnée par (I.17)est dans LP(aB).

sont dans WP(B), i1

b)L'estimation obtenue par N. Varopoulos dans EO] est aussi vraie pour les buk :
§(2)A | 2l
1-1C

si les coefficients de f(¢) et de sont des mesures de Carleson alors

buk € BMO.

f(C’)ASICIZ
1-1¢

c) Si les coefficients de f et de sont des mesures de Carleson

d'ordre o> 1, alors la fonction buk est dans 1'espace de Lipschitz 1“’3 (dB) avec

R =2n(a-1) (voir [1 J pour les notations et la terminologie).

2. La formule (I.15) pour k =0 donne
n(n-1) n(n-1) n o _n
20y gy - ) 2 B paiTe A ar A9
(2ir " i )* (1-22)" i=1 A Ji=1

bCo =(-1)

Comme —L— est le noyau de Szegd de la boule, il en résulte que le noyau bCo

(1-tz)?
vérifie lui aussi les estimations a), b) et c) de ci-dessus (voir [1 ] ).

Nous allons maintenant donner des estimations des noyaux Ck((" ,Z), k€EC,

Re k > 0.
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En utilisant la formule du 3. de la proposition 1.4 ainsi que les formules (I.6),

(I.8) et (1.10), 0n peut écrire explicitement les noyaux Ck(?f ,Z) sous la forme suivante :

1 2,
(1.17) C 7 12) = Ot ,2) + ot 2)
ol les noyaux C:{ et Ci sont donnés par les formules suivantes :
-\n-1[n . n
c;:cnwk(r,z)(lfi—{z(-nl”( t (1-£2)-z,01- | 7|?) /\dc]/\
D (¢,z) -i=1 J#i i=1
(1.18) ) -
2 (1-£z7)"" i3 3= le2 A 3| A
2 - e (b, | sz, - Tz dat,| A ac.
D(¢,2) ‘i< ) . eA,j =l
n(n-1)
— > (n=-1)"
ou Cn=-(-) g-n—l)—r-l et zbk(l’,z) est donnée par (1.9).
(2im)

LEMME I.1. 1. Pourtout 1<i<n, tous 1<i<j=<n, ettoutréel q«,

0 <a< Rek, il existe une constante C >0 quine dépendquede n, a et k telle

que :

Vv (e,2) LLCZ_E_ ¢ (1-t2)2 (- [l - 1215 o @) < co- [P, et
B pt,z) ' -
|12 | 2,a-1 2 0=1/2

S Mk ’D_(C—ZT ‘Cjzi- Cizj‘(l-lzl ) dx(z) < Cc(1- ICI ) ;

ol d\ désigne la mesure de Lebesgue dans B.

2. Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de n telle que, si L(C,z)

est un coefficient quelconque du noyau de Cauchy CO(C ,Z), alors,

S ‘L(C,z)‘d)\(C)S’C, pour tout z € B, et
B bttt —_—

S ’L(C,z)‘dk(z)gc, pour tout ¢ € B.
B

. . 0 s . 2
Pour simplifier 1'ecriture, nous ne faisons les calculs que dans @~ .

Démonstrons tout d'abord le 1). Dans tout ce qui suit, C désignera toujours
une constante qui ne dépend que de n, « et k. Puisque la fonction

(1- 1 el?)1- 1212
(182 ]2

est bornée dans Bx B, de la formule explicite (I.9)

(,z) —>
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’

donnant d)k, on déduit (comme pour (I.1 ))

2 Re k
(1.19) ka(r,z)l sc(%-) ¢
-tz

On est donc ramené a montrer les deux majorations suivantes :

"

e i x-4 - .
VT I S VIR TES BN BN ORES S B PRy A
R PAr TP T T A A ®m ¢ C it

~ Jhk-d — . I
2SN KL Y-S I PO N CNA RN E R

~

* . ykek ‘)"i ) . i stV
j (i) Uem) ISARAL ghg < C (‘4—ml)x /".
— R - 3 5 24 — /
R H-ki‘f”k L[if~§‘2l:(ﬂ-m‘)(4-121~)\]

En effectuant le changement de variables

21 = ——-—L——g‘ 25
[3]

Zl- 'sizz-'s‘-z,_

L (5

on se ramene aussitdt aux deux intégrales suivantes :

X

2

f (4-i51*) (4 2] [usi -3¢ [+ (4-151)1 22 ] dhz) < C (st
a, (1~ i;q'zd L,gg. -2, 1% v 1215 (4- lsn‘)]

_ , 'X'V;
{ (4- :sr) N CRIEN AIEN AMz) < ¢ (4-158)
[RTREN oo NI TSR
11 faut donc établir la majoration suivante :
! fe/(-ﬁf Z”‘i
J a-is) (4127 _diz)sc.

3 }4-’3/21/500&.4 [//5'/‘?4/;‘:* /%/2(4’/3‘/&)]\5/2

En intégrant tout d'abord par rapport a z, onse ramene aux deux majorations

suivantes :
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j (4-12 ’] éf ’?/) / (4-<°2/X—ll}”"(‘ d\z) <<
f Lek -4 Z//¥ ; _ 3/ - e

[4-1513/ - ;4/’“_,, 101(44?4/1})("’5’ 77
(1.20)
d- /r/L) (4 1, /L) d)iz) <c
| Ve
> Mz [ IIsi-2, 1% (4~/24/")(4-/°“/ ﬂ
En intégrant par rapport & p, la premidre majoration de (I1.20) se raméne 3
la suivante :
Rek-ox X

f U-181%) @"’Z’L) JA(ZJ) = ¢

(1.21)

D gm0 52, [ 11521 (12 (e15i?))

Comme de plus cette derniére majoration entraine la seconde inégalité de (I.20)

on est ramené a montrer simplement (I.21).

Pour cela posons v = 1- ‘ 'q '2 . En intégrant en polaires, (I.21) devient :

7
. Fek-ut ¥

; : du 48 < C
uelod] (wsvio ) " 1ue5148) [(ueel 18) 240 ]
V€ [o1]
Enposant u=vx et € =vy, on obtient:
| X
f - o Ao £ C
e k-~ ' (
[0 403 = (9«+t+51 ) ’(/w-/(g)[(l"(""ﬁ?)’? x)
/

La seule singularité apparaissant dans cette intégrale est au point x = 1, y=0.

. \ . z . . . . z C
Comme la fonction a intégrer est, au voisinage de ce point, majorée par r——r—
x-1|+y

il suffit d'étudier la convergence de 1'intégrale lorsque 1'on restreint le domaine

d'intégration a 1'ensemble Max(x,y) = A, ol A est un réel fixé assez grand. Or sur ce
a
ce domaine, la fonction a intégrer est majorée par C —%—1{4—7’ par conséquent
(x+y)
la convergence de 1'intégrale résulte du fait que « < Re k.
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Montrons maintenant la deuxieme partie du Lemme I.1 : puisque les coefficients

de CO(C ,Z) sont, en module, symétriques en ¢ et z, il suffit de voir que

-zl -z, | o
— dir(z) s C.
B [[1-2 [%-(1-[e[?a- 12 A2

On fait alors le méme changemert de variables que précédemment, et on est ramené a

(1.22) S

montrer la finitude des deux intégrales suivantes :
1-lela, Il el
SB A(z)<C, et
(22, [2e1-[eld)], 12]?

) :
B I:H L"-z1 |2+(1- ‘C|2)‘ z, ‘2]2

Comme dans le calcul précédent, on intégre tout d'abord par rapport a la variable

11-1{3121 l |z
dx(z) < C.

Zy, puis on integre en polaires dans la variable Zg. Une fois le deuxieme changement

de variables effectué, on se ramene a voir que :

ar (xad+y) 2 d M dll < et
B ]t (et [l ed®ex]  F

(1.23)

, . - . 3
3, A
{FJ (x+i+3\l 2.{( f ¢ 19 — (d..“'iﬂ_ < c )
o s ]* [ % [(lx—u-‘ta)‘ﬂq&éj‘ J /
e, v ¢

ot v=1- {Cﬂzejo,ﬂ.

Considérons tout d'abord la premiére intégrale de (I.23) : comme pour les intégrales
de (1.20) 1a singularité x =1, y=0 est intégrable, et il suffit de considérer le
domaine d'intégration (x,y) € JL A < Max(x,y) < ‘1-7} . Sur ce domaine, la fonction a

intégrer est majorée par



X
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(x+y)

et on est ainsi ramené a voir que

. x dx dy <C ,
' S{ASMax(x,y)S‘l/JL (x+y)

ce qui est un calcul immédiat.

Pour la seconde intégrale de (1.23) on remarque tout d'abord que
02 dp C

A
BO I_UX” l+y ) +xp _l TX—1 i+y le 1‘+y +_[3/2 ’

et pour les mémes raisons que précédemment, on se ramene a Voir que

; 3/2
Vv -

dx dy <c,
1 (x+y)
{ASMax(x,y)S‘-[

ce qui est aussi immédiat.

De ce lemme on déduit aisément des estimations en norme L1 pour les solutions
minimales de 1'équation du=f: soit «>0, etsoit f une (0,1)-forme d-fermée
telle que les coefficients des formes (1- l CP)O‘ f(¢) et (1- ICiz)a—1/2(f(C)A d ' Clz)

soient des mesures bornées dans B. Il résulte alors du lemme I.1 et des formules

(I.17) et (1.18) que, si Re k > «, la fonction
u(z) = f)ac(t,2),
B
est telle que (1- ‘z l2)o‘—1uk(z) € L1(B), et, par un procédé de régularisation, on
déduit aisément du Theoreme 1.2 que 0 U, = f.

se rappelant que
De plus, ’d’J (¢) la mesure sur B, (1- .a’;”z)rdk(g), r> -1,
dA(£) la mesure de Lebesgue, il résulte aussitdt du Lemme I.1 et de 1'inégalité de
Holder que si les coefficients de f(£) sont dans L.P(do O‘(C )) etceuxde f(C)AD ! C | 2

dans LP(do _1/2( ¢)), alors uk(z) € Lp(dcra_1(z)) pour Rek>qa, et 1<p<oo,

THEOREME 1.4, Soit k€€ telque Rek> 0, etsoit o unréel tel que

0<a<Rek, etsoit f une (0,1)-forme o-fermée définie dans B.

1. Si les coefficients des formes (1- IClz)o‘f(C) et (1- 'C‘z)a-vz(f(C)/\ > l C'Z)

sont des mesures bornées dans B, alors la fonction Uy définie pour presque tout

z € B par



a2 =) HOACLE2),

est une solution de 1'équation ou =f qui est dans L1(do O(_1(2)).

2. De plus, si les coefficients de f sont des fonctions mesurables, pour

1<p<o, ona

Iy HLP . _1)<cdlfllL w ) «eeraslel HLp(dva_Vz“’)’)

,

ou C est une constante qui ne dépend que de k , o et n.

REMARQUES.
, v
1. Les estimations du Théoreme 1.4 ne sont pas nouvelles : dans [51 , S.A.
Dautov et G. M. Henkin ont obtenu une solution de -E-)u =f dans les domaines strictement
pseudo- convexes qui vérifie la méme estimation. On en déduit aisément que les solutions minimales

dans 1a boule vérifient les estimations du Théoreme 1.4 car le projecteur P envoie

k-1
Lp(doo(_1) pour 1<p<eo et 0<a<kKk.

Il est d'ailleurs aisé d'obtenir les estimations du Théoréme 1.4 pour les solutions

de odu=f dans les domaines strictement pseudoconvexes en utilisant simplement la

résolution de 1'équation >u=f donnée par H. Skoda E9 ] ; on procede de la maniere

b
suivante : soit L= {zecn/o(z) <O} un domaine strictement pseudoconvexe borné, p

étant strictement plurisousharmonique de classe C2 ; pour tout entier k=1, on

. o n . . .
considere dans € i le domaine strictement pseudoconvexe borne

B ={t, e xe ; p(2:)+1§|£ ? <o},

Soit f wune (p,q)-forme >-fermée de classe c! dans P, et soit

H(¢,£&,z,w) le noyau de Skoda pour le domaine o@k. Si on considere f(£) comme

une forme de classe C1 dans °9k qui ne dépend pas de ¢ = (1;“1 y eees gk), alors

pour tout (z,w) € b@k , la fonction

V(z,w)=\ £C)AH(E,E,z,w)
sz W S£k

est une solution de _bbu =f. Or, on sait ( [ :l ) que cette fonction se prolonge dans
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en une solution de du =f. Par conséquent, Vk(z,w) est holomorphe en w

By

dans la boule ‘w ‘2 < -p(z), et, pour zED, V)

(z,0) est une solution de du = f.

Ainsi, si on pose

-k+1/2

ax (£ H-p(2) | HIT,&,2,w) do(w))

{B{Iw =p(2)}

lE ) =€ 5{! o <-p(t)}

X 2 .
ou do(w) est la mesure euclidienne sur la sphere { ‘w ’ = —p(z)} et dx(£) la mesure

de Lebesgue dans Ck, alors la fonction

vk(z)=g°9 HE)AH(2,2), z€D,
k

est une solution de du =f.

On peut alors montrer que v, (z) vérifie les estimations du théoréme I.4 pour

W

a< k+1. Plus précisément, pour 0< a< k+1, ona

o v @l =c{lco@rul | +lleo@®2eernz@nl , .
L&) L (®) L (D)

Pour o=k cette inégalité n'est autre que celle de Skoda pour le noyau H(¢,¢&,z,w).

2. En faisant intervenir des espaces de mesures bien adaptés, on peut, comme pour

les noyaux b Ck’ améliorer les estimations LP du théoréme 1.4 et obtenir des

conditions Lipschitz pour les u -

3. Les noyaux bC

2].

K ont été considérés indépendamment par Bo Berndson dans
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Chapitre T1I

SOLUTIONS MINIMALES ET RESOLUTION AU BORD SUR T2

DE L'EQUATION du=f DANS LE POLYDISQUE.

Ce chapitre traite de la résolution de 1'équation du =f dans le polydisque

de Cn, et, pour simplifier les notations, on ne considere que le cas du bidisque

D2 = {(21,22) € C2 ;

z, <1, l22‘< 1}.

La premiére est consacrée au méme probleme que le chapitre précédent : donner
des formules explicites pour les solutions minimales de 1'équation du =f dans D2 .
Les résultats de cette partie ont fait 1'objet d'une note aux Comptes-Rendus [2] et

seront publiés dans [3] .

La seconde partie, qui est extraite d'un travail réalisé en commun avec E. Amar
[1] , étudie les valeurs au bord sur T2 des solutions de 1'équation du =f dans le
bidisque. Les estimations en norme 1P (T2), 1 < p<owo, que nous obtenons ici sont
les meilleures possibles : on ne peut pas espérer obtenir des estimations dans P (T2)

. . . . 2
pour les solutions de du =f uniquement avec des estimations sur f dans D~ comme

le montre 1'exemple suivant :

Considérons la (0,1)-forme d-fermée

ou f est holomorphe, et supposons qu'il existe une solution u de du=f Qqui soit

2 -
dans LP(T®). Alors u(z1 ,22) -z, f(z1) est une fonction holomorphe dans D2, et,

par suite,

0= ST [u(z1 1Z5) = Z,f(z, ):ldz2 = ST u(zq,2,)dz, - 2ivf(z,) ,



\)
N |

ce qui donne, par 1'inégalité de Holder,

Eu ‘p d)\(z1) dx (22).

co p o]
BT 1(z,)| A (z,) < (2m)pgT2

Par conséquent f doit &tre dans HP( T) ce qui entraine que « doit avoir des
valeurs au bord sur T XD qui sont dans 1P, on peut remarquer de plus que si
1'on voulait seulement u € P (» D2) le méme raisonnement montre qu'il faudrait

encore f¢€ HP(T).

Pour 1'estimation L1(T2), Bo. Berndtsson m'a signalé que 1'on peut montrer

qu'il n'existe pas de noyaux qui envoie 1'espace des formes d-fermées
y

- 1
1 dC1 + 1, dZ’2 telles que f, € L (DXT) et f

et qui résolve 1'équation du = f.

fof, dr 2€L1(TXD) dans L'(T°)
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1. SOLUIIONS MINIMALES DE L'EQUATION du=f DANS LE POLYDISGUE

Pour simplifier 1'écriture et les calculs, nous nous contentons de considérer le

cas du bidisque de CZ,

D2={(z1,22)€(22; z1l<1 et I22[<1}.

Pour tout k = (k k, )€R2, ki et k, étant strictement positifs, nous notons

‘I’
i K.-1 k-1
do la mesure sur D2, (1- ‘21 12) T (1- |22 |2) 2 d)\(z1,22), ou dA(z1,z2)

k-1

est la mesure de Lebesgue.

Soit P la projection orthogonale de L2(dcr k—1) sur H(D2) N L2(do e ),

k-1
H(D2) étant 1'espace des fonctions holomorphes dans D2 . 11 est évident que le noyau

de Pk—1 est le produit des noyaux des projecteurs a une variable correspondant a
k1-1 et a k-1, c'est-a-dire :
k.-1 k-1
1,1
a-le I a-le, 192
k.k
172 - k1+T - k2+1
(1-C1Z1) (1-(,222)

Pour toute (0,1)-forme >-fermée f de classe C1 dans [—)2, soit Tk-1(f)
la solution de 1'équation du=f dans D2 qui est orthogonale, dans Lz(dcr k—1)’
aux fonctions holomorphes. Autrement dit, si u € Lz(dok_1) est une solution de ou = f,

on pose
T ) =u-P,_ ().

Comme dans le cas de la boule, nous allons donner une formule explicite pour les

solutions Tk—1 (f) :

THEOREME II.1. Soit () = f1(C) dE1 + fZ(C) d_C2 une (0,1)-forme de classe

c” dans 5’2’ o>-fermée. Pour tout k=(k1,k2)€C2, k, et k, étant de parties

réelles strictement positives, considérons la fonction uk(z1 ,22) définie dans D2 par :

‘ B 1 L —— * i 'i)kL -
Wiz, 2): .2 J ¥ (5,,2) (4‘|$1|") s dsj,\dxi i 4 J,{(Qi,xl) _(mi,x \ dS 43 ¢
Ve e » L (#-52)% (2,5 24T /p = 43205 (23,
-‘ e (52545, - (55045
+ /1 { #(S)A A"’s;]-‘ "‘ISI_{ 4 =1 (4 2 ‘ iA(:li/\C’»r1 +
4T 152, -3 2, Is-214
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! k‘—i 3
~i51%) X,-Z.0 T
4 {{45) {L - f.m) - \71”1 5wl d
(4521 (z-5) (L-5,2,)% [5- 2]
-4 - _
(i lg).l )Is_ u"; iz)ki (Q—Zii" di’i A d}

-k,
+4 ] Z
(4- 3?)“1(2 -5y - gﬁi)“ (5-2] B

a) Uy est une solution de ou=f dans D2 :

b) De plus, si k1 et k2 sont des réels strictement positifs, on a

= Tk-1(f)‘

La démonstration de ce théoréme se fait naturellement par applications successives

—

de la formule de Stokes. Soit u(C1,C2) une fonction de classe C2 dans D~, et

considérons tout d'abord la forme différentielle

k-1 k
: (a-lg, 137 a-lg, B2
(I1.1) = ut,,L,) — —% df AdC AdL,.
2 (1-Zz,) | (1-czz2> ?(2,-L,)
Soit Ue(zz) =DxD ( ) {(C1,C ‘C | et |C2-22 ‘< s} , et appliquons

la formule de Stokesa la forme (II.1) sur le domaine D2 \Ue(zz) : puisque d'une part cette

forme est nulle pour ‘ ¢ o l= 1 et, d'autre part, est de degré (1,1) en ¢ {» ilvient:

k-1 K _
wls &) @15t @-mt g 4y . dy -
e Y S
3
k-t k
1- )¢ 2]‘- ¥ ) & —
(I1.2) =f 4 ?é( y,) u- %) o - ‘kz’) A&'z,\&&“d&“dt&+
DY k 35 1-52,) U-52)% (3-%)
-4 k-4
- 11 15 ) N
4 (3,,5) (4 it,l) ) (4 lkzI%“ AT 5 dY A ds, AdY,
D\ () A-52)5%* (1-52)
Comme < - tend vers 1 uniformément par rapport a CZ € oDe(z)
1-C, z
272

lorsque € tend vers zéro, en passant i la limite pour € -0 dans (II.2), il vient :
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K

L i i._,,{' e - .= 7w e
L)L,L(gi) “- lSi i) ( 17) fj“'{‘:;_/\"'l‘%i/\d}li/‘"I\' ¥
pt O% (4-Fz)ht U-52)%05)

k-4

:li A~18.(2) 2 ‘ - 5

+ | owgs,g) Y AN, A-~1%,0%) AT AT dy L ds
N2 K (.1_.\1 i}ki*i (1,322)1{;11

Les formules donnant les solutions minimales dans le disque unité du plan complexe per-
mettent de transformer le premier membre de (II.3) de la maniére suivante.

k,-1

. a-lg 5 e
2im (2im)
. D“(Cvzz) N—E dgyAdl, = ‘1?;?2“(21'22)
(1-&,2y) 2 K
2im du (1- ' g4 I ) >
-k—"k -:'(C1’22) _ k dc']/\dc‘] *

k-t

. 1 4 g L3\ & — _

) - by ks, :) (A= 15.1%) (1—1 zlk)'i d in‘*iﬂ”‘%/\d&}_“
o Jy’- (-52) " (-5a)

I 2 i(i -
(.4)/= _:LJ' 23,3 (4 -1%i%) 4%, ds, 4
A U-52,)% (2-51)

N I< 1 . e
Lilf ‘;bL t) - ‘541 (4-15,1%) dk;,/id‘six\d&i/\dk)_'
s,
2

+ 3 o~ . = . <k .
(&) pt 22 (1.5,2 i)ki Lod-ER) e (78
Pour démontrer le théoréme II.1, il suffit donc de voir que le second membre de
(II.4) est égal & u (z,,z,) (avec £, = 2% et £ =24,
k1272 1 2 ,
¢ OCZ
Pour cela considérons la forme différentielle
k k
1 2\ 2
. (1-!::112) a-le 152
(11.5) —(Z,,8) d, AdC. AdL,.
5 F 12 =2 - k1 k 2 1 2
* 2 (1-{’121) (1 CZZ -C

2 .

Soit Ue(z1) = De(z1)xD = {(C1,C2)€D |C1-z1 |< € et ‘Cz ‘< 1}, et appliquons

la formule de Stokes a la forme (II.5) sur le domaine D2 \ (U €( 1) JU ( 2)) : puisque

cette forme est d'une part nulle lorsque ' ¢ |= 1 ou ‘ ¢ l= 1, et, d'autre part,
1 2

de degré (1,1) en €5, il vient :



31,

k-1 ’ l<,_ _ .
i z,) (4 |:4’L) (1 15 il) J»S), /\d.s:( Adindgo:
u , . , 2.

)’ )s U-52)* -5 %)

R SN (Y () u Ug(22)) ‘ ‘ , k,

k , -

_ 4 Pu (3,,%) (4-157) " “-1%2)2) A% .ds, (45, &
= — (%42 T 7k i - -

(zn-(—‘)z ):) 5, (4-3;&0 kg (24’3:4\) @‘klzl.) R Zg-""b)

20 g )X (2 22) ) )

oA Pu oy h-1s0®)™ (i-i'stx"‘)“ A, AT, A5 AdF, .
1 - .. — ‘42 .

@'  FIE L-Sz0 b)) @-§2)%EFn)

DNMUEF) Y R))

En faisant tendre € vers zéro, on obtient donc :

-4 o

ks f My 5 ¢- i§1l2)ki d-I15d )k" ({gy\d% Adki,\igz’:

)y, 2 T T
me) =2 [ u 5,) - ’3 19 - as ds, 4
zmj 5, B R
D

2 Y ( '4454"“ 115" . d 5y A dS, adSandse
@m?* [ i’/ -5z \4-§3% (Z-5) (37%)

Nous allons encore transformer la derniére intégrale de (I1.6),

\t 12 1-le \2 d-C AdC,AdC  Ad
(.7) 1= S <| 2 Tt e .
2117) 2 bC»IbCz " (21-C1)(22-C2)
En utilisant 1'identité
1 21 - C1 22 - CZ

i [ ez |*’
(21—51)(22"C2) (ZZ‘CZ) C'Z (21‘C1) C‘Z

on peut écrire,

I=1, + 12 , avec,

1

a
=4 | 2% <s4,s9(
( LE) 5334"32 1-5434

by e _
A- IL) (4(32 ) 2% dY ,dS  dy .dY,
(11.8) 1-§5,2 @-3,) k- z21*

)

¢ k -~
-J O A % A-1541 5,)* Z -3, A—S_) dg_ ,\dk d.
f % )( ) ( ) I TR

1' 421_ 1 3.21-
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" Y formule de Stokes appliquée .. . forme

1-le, 12k, a-le |2 z, -
1 2 1 1
C Ne (1 dT. A dT, AdE
1 2)< > (2-C2)‘C-ZP 1 1 2
sur le domaine D \Ue(zz), donne, en faisant tendre € vers zéro :
N S - =
gu P [ 4-&‘.2-‘“/4—15,,!") 7 ]dS 4% . ds, dy =
= LS - ATTH AT,
I —-(EL—) L))S (1-2124 ) \,1»§le (Z‘L’SL)IS‘E’L 4 A" 2
(PN
_ 4 I (¢ < )dT, k, (415,02 )“‘ U-s0d T sy g },«d’%o’%ﬁ
(m.o (Lﬂ[) (a—g—;' 1072 AN (’__gz )kz §) - t24)4+i ix-21*
St [0 [ B0 s
(@u 152, ) -5z 13- z|"
Le méme transformation pour I2 donne :
k-1
L
_ ()JL )&3 k - l3|1)L1 (.4_1:1‘1);( - 13, 217‘_ st}/\”'siﬂds& -
(mt) W u-sEM o) (@-52)8 k-2
(1. 10)
J"‘ 4-13, IZ)"—

* -2 s, dS .
Cl 4-134] ( ) 5.-2% dS’ d 4AGS,
m?J 5, S (1- 52,/ W) Is-2

Le fait que le second membre de (II.4) est égal & u (z1 ,22) s'obtient en

regroupant (II.6), (II.7), (II.8), (II.9) et (II.10). Ceci achéve de démontrer le théoreme
II.1,

Nous allons maintenant donner des estimations sur les solutions uk(z1 ,22).

LEMME II.1.
(i) ?ar.u\, 3(‘(4 300&:&'&)0 (ﬂch. 2"‘1?.Oetﬂek;>0),ona.

I,

(A_mlt)“‘ (4-!3;12)‘3‘1 15,-%,°

drd)r<c
(A-S2)% (3-5) @-5z)0 1521

k-4
(1-131|L) B-1502) 17 1352240
4-T 2
(1-52,) %z @-5z)%*t 1-2)

dX(8)<C )

( resp.

(i) Rowr Rks20 et Rek, 24 (nesp. Rek 20 ek Leky21), ona

(4-(;.2)“& QA-mll)“fi 120 d ) (3) <cC
- 2
j T R B T L
4
. f G- ) @—wf‘ 5ozt 4y @ <c )
( —= :D'l (4"?121.)[&(2[3;) 6’-?’12‘1) ko2
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(iii) Pour Rek,>=0 et 0<Rek, <1 (resp. Rek2_0 et 0<Rek,<1)

1= 2

on a )
ok N | Rek-4
1‘ CHMR LI VNLYLY DEANPIYE < C{4-15,1) %
L

@4-¥z) ky (2 %) (4-2,_;1)“&1 |x-2)*

1

i L\ ks o i‘"i ; 2 . o .Kr’k-i
resp. y U-is17) Q“'K“Df Byl daz) LC (4-13,1%) 1 )
— . |d-Sz)% @) u-Fzoket ax-ae

Dans cet énoncé, C désigne toujours une constante qui ne dépend que de k,

et k2.

Notons tout d'abord que, puisque Re k1 =0, ona
. (L \c, \

et par conséquent, 1'intégrale du (i) du lemme est majorée par 1'intégrale suivante :

<cC,
1

Rek =1
(1-‘(2‘2 lt dx(r,)

. . 2—22
“Yie)a) N B{lq\«}iz Huljd"“?'

Un calcul immédiat montre que 1'intégrale entre crochets de I, est majorée par

C

0y-2, ’

et par suite pour voir le (i) on est amené a voir que :
Rek -1 ‘ I
€72,
Reky+1

(-le, %)

10,

En posant u, = 1- \ z, \2 et v, = 1-' ¢ 2!2 et en intégrant en polaires, on ramene

dA(L,)=C

S{1c2 <1}

cette derniére intégrale a

Rek, -1 \ \ \
v (Iv +8
S 2 272 72 o 4s <,
[:O 1]2 Rek2 +1 272
’ (Vy+u,+6,)
Vot
et en posant Vy = X5U,, 62 = YoUy, il vient :
Rek -1 ‘ }
. S X, X, -1 +y2 —c,
2 1 Re k2+1

0,21°  (xy+14y,)
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et, cette derniére majoration se voit aussitdt en intégrant en polaires.
Pour veir les majorations du (ii) et cu (iii) du lemme, en intégrant tout d'abord
par rapport a 2% il suffit de voir que d'une part, lorsque Re k2 =1, ona
{ r -z,
b
S{‘ 1<1} ~67%)

et d'autre part que, lorsque 0 < Re k2 <1, ona

. ‘Cz-z2 |
S{Izzim} 1-Tyz, | e K2

Ces deux dernieres majorations étant évidentes, le lemme II.1 est démontré.

dA(zZ) <C.

Les noyaux apparaissant dans les trois premiéres intégrales donnant w, étant
1

7z 1 1 Ve - . N
majores respectivement par et -{__P , on deduit aussitot du
! Z1 CI { ’ (Zz_ % ) C z

Lemme]I.1que, si Rek121 et Rek2_1, pour p€[1,+oo], il existe une

constante C qui ne dépend que de p, Re k1 et Re k2 telle que
[ < c{lie | el
K P(p?) { VP2 2 LPp?)
Par un procédé de régularisation, on déduit donc du Theoreme II. 1 que si £, et £,

sont dans L1(D2) alors u,_ est une solution de ou = f qui vérifie 1'estimation de

k
ci-dessus.

Dans le cas ol Re k, et Re k, ne sont pas tous deux supérieurs a 1 ona
une estimation plus faible en utilisant le (iii) du Lemme II.1 :

THEOREME II.2. 1. Supposons Min(Re ki,Re kz) 1. Soit f= 1:1d_t_"1 + f2 d22

une (0, 1)-forme o>-fermée dont les coefficients sont dans L1(D2). Alors la fonction

u (2, ,22) du théoreme 1I. 1 est une solution de ou=f qui est dans L1(I)2). De plus,

L
si p€ [1 ,+oo:] , il existe une constante C qui ne dépend que de p , Re k1 et

Re ch telle que

o=l o ol )
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2. Supposons Rek, =1 et O0<Re k, <1 (resp. 0 < Re K,

Re k, = 1). Soit f= £ dC1 + deCZ une (0,1)-forme >-fermée telle que

<1 et

Rek2-1 Rek-1
£(2,,0,) et 5(L;,0,) (resp. £,(2,,8,) et (-l 1) Tgee)

2

).

(1-le, |2

soient dans L1(D Alors la fonction uk(z1 ,22) du théoréme II.1 est une solution de

2).

N . 1 . . .
du=f quiestdans L (D De plus, si p € [1,+oo] , 1l existe une constante C

qui ne dépend que de p, Re k, et Re k2 telle que

[, | < ¢l + el }
K. p/~2 1 Rek,-1 2 2
LD P-lg | aey L0
S S
LP(D") P-lg [ ae))
3. Supposons 0 <Rek,<1 et 0<Rek,<1. Soit f= f1d21 + fzd_cz une
- 5 Rek,-1 , Rek,-1
(0, 1)-forme d-fermée telle que (1-‘C2\ ) £,(8,,8,) et (1- |C’ ‘ £,(€4,C5)
soient dans L1(D2). Alors la fonction uk(z1 ,22) w II.1 est une solution de

1

ou=f qui est dans L (D2

). Deplussi p€ [1,+°°J , 1l existe une constante C

qui ne dépend que de p , Re k; et Rek, telle que

byl < c{llg . + [l | o1}
P sl 5 ey T oy 1B )

REMARQUES. 1. Dans [5:] G. M. Henkin avait obtenu une estimation L~ pour
une solution de du =f dans le polydisque. En utilisant cette solutioﬁ M. Landucci a
montré dans [6:] que la solution minimale (i.e. k1 = k2 =1 avec nos notations) dans
12 vérifie aussi 1'estimation 1.”. En fait le théordme TI.2 ci-dessus montre en
particulier que cette solution minimale vérifie les estimations L.P pour 1<p< o,
Dans [7] le méme auteur a donné une estimation sur les dérivées de la solution mini male
2(0°).

dans L (D

2. Comme nous 1'avons vu dans 1'introduction et dans la premiere partie de ce
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travail, -1 1'on fait tendre k vers zéro dans la formule de représentation donnant la
solution minimale dans L2(do k—1)’ on trouve la formule de Cauchy. Il est raisonnable
de se demander ce qui se passe dans le cas du bidisque lorsque 1'on fait tendre k1 et

k, vers zéro dans la formule (qui résulte de (II.4), (II.6), (II.7), (II.8), (II.9) et (II.10);

LL W0s,Y) - lsﬁ)“"ﬁ H\tal)kl ds, AdS, A5 AdY +

%)=
A DJu. 2) (U-150% ]l<i ds, . dS, + ij‘g_&(z ) - lX\ k" d§ . ds, +
Z—Lf 35,, 5 172 (1 3424 I‘S. Z-5) A U- g:t’ ) (Z'—kl)
D
u(E,5) A (4-IS4ILJL‘(4-13LI")L"(‘ -E)dS, -(5,-F, )d A5 LdS, ¢
+<FL_ o MEy ] sz Is- 214

A 9 (x &)l: A- 134\231(1 Q-8 \")kr (S, ‘é;) d§, . JE . d5, .dy, -
4T 2, YRt axz)k s @-s)btt 121t

k ]
R O PN 1 L1 D R m Tty 20" 45, 7S, pd aly,
JREA R PR R o (50t S

On se convainc aisément que, en faisant tendre k, et k, vers zéro, cette formule

donne :

ds1 /\ds;_
40 T

%(Zi,zl)ziz uls 5)
Cin) 4, 6202

‘)? %3

+—— 94L (3‘ ;S5 A &’ii)d?b° (Sfiz)d:t A d%,\ Akz _

4" I>-2]"
-
A 25y 5B 45 L4, ,dS, -
IR — 4 P23 >
4TC 25, E-£)15-3
DX
A 2y _EcB  dY dy, LdY, .
4t °%, (Z-5,) 15-3)*

TxD
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I1 est raisonnable d'appeler formule de Cauchy du bidisque cette derniere formule
puisque la seule intégrale ol apparait u est 1'intégrale de Cauchy de u({ s 2). On

notera d'ailleurs que c'est cette formule qu'avait utilisé Henkin pour obtenir une estima-

- 2 =
tion L~ sur les solutions de su=f dans D [5J

2. VALEURS AU BORD SUR LE TORE POUR LES SOLUTIONS DE
L'EQUATION du=f DANS LE BIDISQUE.

Soit

D2:{(Z1,Z2)€(E2 ; (21 l<1 ; '22 ’<1},

le bidisque de (122 . On note OD2 =DXTU T XD 1le bord de D2. Dans tout ce qui

2
suit, D2 est muni de 1'orientation canonique de CZ et D" est muni de 1'orienta-

tion déduite de celle de D2 . Autrement dit, pour toute forme différentielle ¢, ona

S <0+g <p=g , do.
DXT TxD D

D'autre part, T2 = {(21,22) ; lz1 ]: lz2 !': 1} est orienté comme bordde D X T,

ce qui entraine que le bord de T XD est —T2.

Pour tout réel p € [1 ,+ooj , nous notons L?O 1)(ODZ) (resp. L?O 1)(D2))
1'espace des formes différentielles complexes de type (0,1), f= f}di1 + f2d§2,
telles que f; € LP(DxT) et £, € LP(TxD) (resp. f1€Lp(D2) et f2€Lp(D2)).

1

Nous dirons qu'une forme f€ L(10 1)(DZ) admet la forme f € L(O 1)(6313'2)
b ’

pour valeurs au bord sur bD2 au sens de la formule de Stokes, si, pour toute

fonction ¢ de classe C1 au voisinege de D2, on a

~

(11.11) g TA0 =-\ fAB0+\ . BtAe.
oD2 5D2 ‘JDZ
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DEFINITION I.1. Soit f € L(10 1)(ODZ). On dira que f est tangentiellement
b

d-fermée, et on écrira _obf =0, si, pour toute fonction ¢ holomorphe au voisinage

de D2, on a

g f. dZ.A@ dz.Adz +g £.dz.A@ dz,Adz, = O.
Hep 1 1zt 22 1hdz,

1 2

Soit f € L(10 1 telle que Bbf = 0. On dira qu'une forme fe L(O 1)(D )

telle que of =0, est un prolongement de f dans D2 au sens de la formule de

Stokes si, pour toute fonction ¢ de classe C1 au voisinage de D2, on a

2
)(bD )

(IT.12) S fA0dz. A dz =-S TAZoAdz AdZ, .
g 1A 4z, 2 Nz,

DEFINITIONTI.2. Soit f € L(10 1)
’

est solution tangentielle sur T2 de 1'équation du =f, et nous écrirons o,u =1,

(bD2). Nous dirons qu'une fonction u €L1(T2)

si les deux conditiors suivantes sont réalisées :

presgue _
(i) Pour¥iout C2€T, et toute fonction <p(21) holemorphe au voisinage de D,

on a

STu(z1,C’2) <p(z1) dz, = SD f1(z1,52)qo(z1) dz, Adz, ;

N . . .
(11.13) (ii) Pour presque tout T €T, et toute fonction zp(zz) holomorphe au voisinage

de D, ona

{ u(ty,z) #(z)) dzy = { £,(2,,2,) #(2,) 4z, Adz,.

T D

Remarques. 1. Si f € L(10 1)(DZ) admet f € L(10 1)(bD2) pour valeurs au
? ,

-

bord au sens de (I.1), et si o =0, alors o, £=0.

1

2. Soit fe 1L >D?). Siilexiste u€L'(T%) telle que 3 u=f, alors

0,1) b

bbf =0.

L 'équation Ebu =f de la définitionII.2, et 1'équation du=f dans D sont

reliés par la proposition suivante :

PROPOSITION T.1.Soit f€ L, .\(D°) une forme 3-fermée admettant des
(0,1)
- b
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valeurs au bord f € L(10 1)(ODZ) au sens de (II.11). Supposons qu'il existe
, —_—==>

u€ L1(T2) telle que 6bu =T. Alors il existe UE€ L1(D2) telle que dU=f et,
de plus, pour toutes fonctions 401 et wz de classe C2 dans un voisinage de D7,
oY, oY,
en posant ¢ = — dz1 + — dz2 ona:
dZ dZ

1 2

S U doAdz Adz +g fAQNdz Adz +S tAY Adz Adz. +
D2 1 2 D2 1 2 DXT 1 1 2
(1. 14)

EAU,Adz Adz, = STz u( -2, dz, A dz,.

STxD

La démonstration de cette proposition est standard. On définit tout d'abord une
fonction G sur bD2 de la maniere suivante :

pour presque tout (z z ) €DxT, onpose:

Z2,,2,) = _C— dd Ad 17t dc ..
1772 211r D 2im U T t1 -2 L

De méme, pour presque tout (z1 ,22) ETXD:

~ ;(Z,C)_ u(z,,&.,)
Ulzy,2,) === 21 Zatnar, + - — 2 az,,
2im“D C2 - 2, 2iT T Cz - 2,

I1 est clair que Ue L1(OD2). De plus, si w1 et ¥, sont des fonctions
de classe C1 au voisinage de E)_Z, compte tenu des orientations respectives de
DXxT, TxD et T2 , il résulte de la formule de Green pour les fonctions d'une variable

complexe et des deux conditions de (I.13) que 1'on a les deux relations suivantes :

oY
C ~ 0¥ _ ~
(Im.15) U — dz. Adz Adz, + f.dz AY.dz, Adz =g ud, dz,Adz, ;
beT 7, (A U I N b S DS i U A T it
Oy
(1. 16) g U — dz,Adz,Adz, + S T , dZ,Nb,, dz A dz _-S ,u b, dzAdz,.
TxD 022 T XD

Si ¢ estune forme de type (0,1) et de classe C2 au voisinage de D7, d>-fermée,
on peut écrire ¢ =3 ol ¥ est une fonction de classe C1 au voisinage de D

et, en appliquant (II.15) et (I.16) a $,=9¥, =19 onobtient, en additionnant les deux

relations :
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TAVdz, Adz. .

S UoANdz Az, = - (Adz,

O(Dz) 1 2 SO(DZ)

Compte tenu de la relation (II.11) reliant f et ?, cela donne :

~

G(p/\dz Adz :S ftAQAdz .Adz,.
Sb(D2) 1 2 D2 1 2
En d'autres termes, si on note f# le prolongement par 0 de f a (l:2 et par
[b Dzj 0,1) le composante de bidegré (0,1) du courant d'intégration sur bD2,
ona:
- | # 2 ~j, B
(I1.17) d [f - [OD ](0’1)U = 0.

Pour tout (z1 ,22) € D2, on pose alors :

Ulzys7) = =5 {§ 5 )AKIE,7) - §, 2 U0 K(Z,2)},

ol K(C,z) estle noyau de Martinelli-Bochner. Compte tenu de la propriété fondamen-
tale de K({,z) (voir par exemple EBJ ), (ILT7) entrafne que pour toute forme ¢ de

type (0,1) et de classe ¢! dans un voisinage de BZ' ona:

(1. 18) SDZ U3 o Adz Adz, + SD2 £ A@ Adz,Adz, = BODZ U oAdzAdz, .

11 est clair que U € L1(D2), et, la relation (II. 14) résulte aussitdt de (II.18), (II.16) et

(1I1.15).

Nous allons maintenant résoudre 1'équation Bbu =f avec les estimations qui
nous seront utiles dans les paragraphes suivants.

Pour cela il nous faut préciser quelques notations.

Nous noterons C, (resp. C2) 1'opérateur défini sur L1(T2) de la maniére
suivante : si f € L1(’l‘2), on définit C,t (resp. C2f) par ses coefficients de

Fourier en posant : (C, n'est autre que 1'opérateur de Cauchy au bord)

1
’f(n1,n2) si n,<0 et n,€Z,

N\

C1f(n1,n2)= .
lO si n1 >0 et n2€Z.

A jf(n1,n2) si n,=0 et n.€Z,
(resp. C,f(n,,n,) =
2712 LO

si n2>0 et n1€Z
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Par conséquent, 1'opérateur C1 C2 se définit par :

o~ Jf'(n1 ,n2) si n,;=0 et n,=0,
C1 C2 f(n1,n2) =

[o sinon.

Par la suite nous serons amenés a utiliser les propriétés suivantes :

). si e (resp. o f e Ll(1?),
resp. C1C2f_€L1(T2) et si, pourtout r < 1 et presque tout (C1,CZ)€T2, on

LEMME 1II.2. Soit f € L1(T

pose 161
r CZTT f(e ,52)(’1
o 2?1 - e
i6
2m (L .,e “)C
r . 1’ "2
(resp. C, f(C1,C2):B T de, ,
o C.-re 2
2
161 162
r 2m.2m fle e )C1lf’2
resp. (C1C2) f (C1,C2)=SO BO 161 iF2 de1 d62) ,
(€ -re ")T,-re )

alors la suite C?f (resp. Cgf, resp. (C1C2

vers C.f (resp. C2f, resp. C1C2f) dans L1(T

)F't) converge, lorsque 1 —> 1,

2.

En effet, en calculant les coefficients de Fourier de C?f, on voit aussitdt que

i6 2m io -
782)=S C1f(e y(, ) 2d(,0.

o 2 1-2r cos(6 1--<p)+1‘

Puisque C1f € L1(T2) la convergence dans L1(T2) en résulte immédiatement. Les

’

autres convergences se voient de la méme maniere.

Pour toute fonction f € L1(D xT) (resp. g€L1(T x D)), nous noterons

* *
Pt (resp. Pzg) la fonction de L1(T2) définie pour presque tout (¢ 19 C2) c T2

par : 1_’2 12

PIE(L,8,) = § fz),0) ———dr(z,)
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* - : 3 )
(r‘esp. E)2 g(C11‘:2):L\)Dg(C1,22)

r') ’ N
Nous définissons maintenant des sous-espaces de L('() | )( »0O7)  adaptés a la

résolution de 1'équation Bbu =f que nous allons donner :

1. Soit p€ ]1,+w [ soit  AP(Dx T) (resp. AP(T x D)) 1'espace des
. *
fonctions f € L1(_D xT) (resp. g€ L1(T x D)) telles que la fonction P1f (resp.

* 9]
P,g) appartienne a P (TZ). Nous notons alors AFO ' )( D7) 1'espace des formes

2
différentielles f = 131d'z'1 + 1, d'i2 appartenant a L(10 1)(0 D2) telles que f1€Ap(Dx T)
b J

et f2€ AP (Tx D). Cet espace est muni de la norme naturelle

I =k, I il
AP )(6»[)2) ! L1(DxT)+r 2

+ 1P| et .
. 1 P1iPr?y 22 1 P(r?)

L1(TxD)

2. Soit .A1(DxT) (resp. _/\1(TxD)) 1'espace des fonctions f € L1(DXT)

* *
(resp. g€L1(TxD)) telles que les fonctions C. P.f et C,C,P.,f (resp. CZPZg

* . 1,02 1 2
et C1C2P2g) soient dans L (T°). On note alors A(O’”(GD ) 1'espace des formes
différentielles f=f1d21 +f_2d22 appartenant a L(10’1)(b D2) telles que f1€A1(DxT)
et f2€A1(T x D). Cet espace est muni de la norme
I = e | Il
AZO 1)(51)2) 1 L1(DXT)+ 2 L1(TXD)+
N =
L (T9) LY(T%)
eliegpill 5 +lepinl | s
L (T7) L (T9)
N N T e
L'(T9) L(T7)

2
THEOREME II.3. Il existe un opérateur linéaire T de A(10 1)(b D”) dans
9

L1(T2) possédant les propriétés suivantes :

t=0, ona

)(ODZ) telle que Sb

1. Pour toute forme f€A1
(0,1

3, (TH) = f,



an sens des défini}rions .1 et II.2.

»

|

-
i
-

e L

2. Pour tout pc ! on a
rel ALd
Ut . < C
R o PR P p N 2
3. Soit 1€ 1L, (5 D2) telle que ~ f=0. Siil existe s (D2) 3 -0
: “(0,1) —" b P (0, 1) ’ ’

0
qui prolonge f dans D™ au sens de ([1.12), alors

‘Tf‘j ’ \1(0(('1“ - 5 4 ’\M“ - 5
Lo, P Lo, D7)

) ’

ou C_,  est une constante qui ne dépend pas de f.

la partie 3 de ce théoreme est due a G. M. Henkin [5] }

Nous allons déduire ce théoréme de la proposition suivante :

PROPOSITION II1.2. i existe des opérateurs linéaires Al B, (resp. Asy. B,)

de A1(D XT) (resp. A1(Tx D)) dans L1(T2) possédant les propriétés suivantes :

(i) pour tout p € [1 , +o0 [__, on a

s el <c l¢l! 5 ¢! <c |lg!!
Af <c || t Bt <c it
! AP(DXT) © P Pr%) " P AP(DxT)

[N I g ol gl
(resp. 'A.g!l <C llg et ''B,g! <C g ).
— 27 0Pr?) PT AP(pxp) — 2 LP(1?) P AP(yxD)

(ii) Pour presque tous ¢ 1 "’2 € T, toutes fonctions ¢ et ¢ holomorphes

au voisinage de D, et toutes fonctions f € A1(D XT) et g€ A1(T xD), onales

relations suivantes :

(I.19) BT(A1f)(z1,s2)¢(z1)dz1 = 2im BDf(zrcz)<ﬁ(z1)dfz,|f~dz1 ;

(11.20) ST (A,8)E 4,2,) 1 (2,) dz, = 2117‘3 ol ,2,) ¥(2,) dzy Adz,
D
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(I1.21) BT (Hzg)( 22) (o(_z.l) dzl = 21‘7rST (_A;,g.)(zwfz) (,0(11) d7:] :

(11.22) ST(B f)(f] z.,) U(z, }dz2 :2177\> (/11[)( » 2)1’ (zz)dz) )

1 - g 2
<L o - . - ~ 1} ( 2 3 N — o
(iii) Soit 7 - r,dz, +1,dz, € A(O, : )(GD ). Si Of = 0, ona
B1f1 = BZfZ'

Pour démontrer cette proposition, nous utilisons les relations suivantes :

LEMME II.3. Soit f€ A1(DX T). Pour tout réel positif r < 1 et presque tout

P 2 _
(£,.8,)€T, ona:

2 P *
(11.23) gD flz,05) ——— = T4(CY (PONE 1.T)
1712
, dz.Adz,A dz
‘ 1N 4z -2 3
DxXT = (?’1—1*21)((2—?22,#

182
*
S ChPANT e )6, |

On vérifie aisément ces formules en calculant les coefficients de Fourier de chaque

membre de chacune des égalités.
On a évidemment un énoncé analogue pour les fonctions de ./\1(T x D).

On utilise maintenant le théoreme suivant.

THEOREME I1.4. Soit f€ AP(DXT). Pour r<1 et presque tous C1,?f2€:T,

posons
- dA(z,)
(C1,C ):S f(z1,~2) ’
D C»I—PZ]
) dz, Adz, A dz
fg(‘:l’CZ):S f(z1722) ! L 2 .
DXT (C1-rz1)(C2—r22)
Alors
sup  sup foﬂ =C HfH

i=1,2 r<1 L1P1?) P APDxT)



45.

Pour p =1 cecirésulte aussitdt des lemmes II.3 et I1.4 et de la définition de
A1(D XxT). Pour p> 1, on utilise le fait que les opérateurs C, et C,C, envoient
tP(r?) dans LP(T?), car C,, i=1,2, estune intégrale singulicre sur T [4],

le lemme II.3 et la démonstration du lemme 11.2.

On a naturellement un énoncé analogue pour les fonctions de AP (T x D).

Démontrons maintenant la proposition II.2. Soit f € A1(Dx T). Pour r<1,

posons
dz, A dz
1 1
Al g, ,e) = S f(z,,C,) — ,
1161252 1752
D . -rz
17
dz, Adz. A dz
BYHE,, 8= f(z,2)) ————2.
DXT (¢ 1772, )(C2—1‘22)

D'apres le théoreme I.4, pour p € 1:1 , 00 [, ona

I e e T

LP(1%) AP(DxT) LP(1%) AP(D xT)
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D'autre part, il résulte de la formule de Cauchy que si ¢ et ¢ sont des

fonctions analytiques au voisinage de D, ona

/ = ’\‘ N F . Y o, _ . : -

(11.25) VoA f(Z1,Q2)(y(/,1)dZ1 = 2im 3 f(z1,C2)qo(r‘z,])dz,|l\dz1,
T D

. ¢ r. . . r

2 \ ' / = 1 Z

(11.26) | BYHC |, 7,) Ulz)) dz, 217;§ AT, 2,) Hrz,) dz,.

T T
Les lemmes II.2 et II.3 montrent que, lorsque r — 1, les suites r —A"

1

et r— BI{ f sont des suites de Cauchy dans L1(T2), ce qui permet de définir les

opérateurs A, et B, en posant, pour toute f € A1(Dx T),
1

1

Af= limA't et B.f= lim B f.
1 1 1 1
1 r->1

De plus, on peut passer a la limite lorsque r — 1 dans les formules (II.25)

et (II.26) ce qui donne les relations (II.19) et (II.22).

De la méme maniére, on définit les opérateurs A, et B, en posant pour toute

2
fonction g € A1(Tx D) et presque tout (¢ 1 ,C2) € T2 :
dizl\ dz,
Azg(c1’L2)=hm g(C1722)C__r.Z“— ’
r-1 <D 2 2
dEZAdZZAdz1
r+1“TxD (51-rz1)('€2-r22)

Reste a voir la condition (iii) de la proposition : comme la fonction

1
(Zf1—rz1)(f2-r22)

(z1,2,) >

est holomorphe au voisinage de Dj, si . f=0, par définition, on a

b
dz1Adz1/\d22 - dzzl\dz1/\dz2
g f1(Z1,22) =_5 f2(21722) - =
DxT (€ 41z, NC,-rz,) TXD (£,-r2,)(€,-17,)
dzzl\dzzl\dz1

:S t(z,,2,)
271772
TXD (f1-rz1}(52_p22)
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F-n passant a la limite cuand r — 1, il vient B1f1 = Bzf2 .

Démontrons maintenant le théoreme I.3. On définit 1'opérateur T sur

1 2 . = _
A(O, 1)(CD ) en posant pour toute forme f = f1dz1 + dez2 ,
(1I1.27) Tf = 4= A, 4 Aot +-1-Z B,f,.
2im 2im 4m

La condition 2 du théoreme résulte donc de la condition (i) de 1a propositionII.2.

De plus, si Bbf =0, le (iii) de 1a proposition II.2 montre que 1'on a

1 1 1
(11.28) TE=—Af. + —Af + ——BFf..
2im V1 oip 22 42 1

En utilisant (IT.27), les relations (II.19) et (II.21) montrent que la premiére des
conditions de (IT.13) est satisfaite. En utilisant (II.28), (II.20) et (II.22) on voit que la

deuxieme 1'est aussi ce qui montre le 1. du théoréeme.

La démonstration du 3. du théoréme (I.3) est essentiellement la méme que celle
utilisée par G. M. Henkin dans ’_ 5 ] pour résoudre 1'équation du =f dans le polydisque

avec une estimation uniforme.

Il est bien clair que si f € L(O 1)( 2), on a

lat H =c, k. | t llaell <c_le|
L.(DxT) © 22 L2(1°) 2

2.

L(TxD)

Par contre, il n'est pas vrai en général que B,t, € L(T Plagons nous sous les

hypothéses du 3. du théoréme. De 1'identité,

¢,

$y- Tz,

1 1
(€ e )= if rz’2+(C rz )fC—rz’Z’
1—FZ1 _‘2—1"22 —FZ (- ,l— 1
2 2 2 P
r _ — r _ _
avec < PZI = ’51 rz, ’ +IC2 rz2‘ , on deduit,
. dz.Adz ,Adz ?—‘ -1z
Bg t, = B f,(24,2,) 2712 =S £,(24,2,) 1 l: szz JNdz Adz, +
TXD (C1-rz1)( 2-rz2) TXD (Cz—rz2 -1z
(I1.29) : ) L, -1z, )
+S t(z,,2 4z, Ndz, Ndz, x
Txp 2 |2 (Crrz])h’—rz P 2 ! 2

= I1+12.
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| Z’2 -T2, 1
Comme la fonction (z1 ,22) — ~ estdeclasse C' au
(51—r‘z1) 'C-r‘z ’

voisinage de DT, 1'hypothese faite sur f entraine que :

/\dz A dz

. . -rz
, 2"TZ,
L dzAdz, g 2on < (Adz,.

2

oD (;1—rz 'Z’-—rz[z 1Tz )!C-r‘z|2

C 5 ~T'Z, N Z’ -r‘z —rz
Comme b =T dz - 29 il vient finalement :
1712 ) | C-rz ‘2/ {-rz {-rz
r
B2 f2 = I1 -
r -1z (C’—r'z' ), +(&,-1z,) L
-g B (z,,2y) —2——2—— d7 Adz Adz, +B o L 11 2 2 24
DxT (_1—1‘z )lf—rz’ [C—I‘Z’
dzzl\dz1 Ad22 .
o)
Comme le premier membre de (I1.29) congergg dans L1(T“) vers B,f, quand
-z
r »1, etcomme la fonction (z1 ,22) — 1 2 5  est intégrable sur DX T,
¢ -z |-z |
il vient pour presque tout (& 1 C2) c T
eyl gz 22
£.(C.,C =—S f.(z,,z dz Adz. Adz, +
2\t 1752 pxt 1 V2 e e P 1A 9%
€4- 24

t(z,,2z,) dz A dz,Adz, +
gl‘xD 22 (C2-z2)[t’—z]2 2 ! 2

+4S 2 C -Z. ( 1; 2)’*‘(52 2)f2( 17 2)

‘C-z'4 k(z1)d)\(22).

Atnsi, [lByf Jl 2 C (I, el

).
2
L™(DXT) Lo, 1

(D)
Remarque. Clairement on peut affaiblir 1'hypothése sur ?: en effet, il suffit que

le noyau de Bochner Martinelli envoie fv dans L° ce qui a lieu si FC 1P (D2) avec

p=>4.
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Chapitre III

EXTENSIONS DANS LES CLASSES DE HARDY DE FONCTIONS HOLOMORPHES

DEFINIES SUR UNE SOUS-VARIETE DU BIDISQUE.

Ce chapitre est extrait, avec une légére modification, d'un travail réalisé en

commun avec E. Amar [2:[ .

Soit u une fonction holomorphe dans le bidisque unité de C2, et notons
Z(u) 1'ensemble de ses zéros dans D2. On s'intéresse au probléme suivant : a
quelles conditions sur u et sur une fonction f holomorphe sur Z(u) existe-t-il
une fonction F holomorphe dans D2, appartenant a la classe de Hardy HP (DZ)

telle que F’Z(u) =f7

Cette question a précédemment été étudiée par E. L. Stout [9] (voir aussi les

références citées dans cet article) et C. Horowitz et D. Oberlin [8] .

Dans le cas du bidisque, les résultats obtenus ici contiennent strictement ceux

de [8] et [9:] lorsque Z(u) n'a pas de singularité sur le bord de D2 .

La méthode de construction des extensions que nous employons est complétement
analogue a celle utilisée par A. Cumenge [4:1 pour résoudre le méme probléme dans le

. . . n
cadre des domaines strictement pseudoconvexes bornées de € .
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1. ENONCE DU THEOREME.
Rappelons tout d'abord que pour tout p € [1 ,+°°] , on appelle classe de Hardy
HP (D2) du bidisque, la classe formée par les fonctions holomorphes f dans D
telles que
i6 1 i6
sup If(re ,re

r<i [0’2132

si p<o et f€L°°(D2) Si p=+oo.

2 ‘p |
) d61d82 < o,

Soit u € C1(]32) une fonction holomorphe dans D2, et notons

2

Z(u) = {(z1,2,)eD° ; u(zq,2,) =0},

Dans ce chapitre, nous allons donc donner une condition suffisante pour qu'une

fonction holomorphe sur Z(u) soit la restriction d'une fonction d'une classe HP (D2).

Pour obterir ce résultat, il nous faut faire un certain nombre de restrictions
sur 1'ensemble analytique Z(u). Dans toute la suite de ce chapitre, nous supposerons

donc que les conditions suivantes sont satisfaites :

. existe un voisinage Vv e ans el qu'en tou
(IL.1) T exist isi (3D°) de oD° dans € tel qu'en tout

point z € Z(u) N v(d D2), la fonction u engendre 1'idéal des germes des fonctions

holomorphes au voisinage de z qui s'annulent sur Z(u).

Cette condition est une conséquence d'une condition plus forte que nous imposons :

(m1.2) a) g?z-l-1 ne s'annule pas sur Z{u) N (DxT) ;
1

b) '5%’ ne s'annule pas sur Z{u)N (T X D).
2

Les autres conditions que nous imposons sur Z(u) sont des conditions
géométriques sur le bord de Z(u) :

(m.3) si z° = (z? , zg) est un point de Z(u) N T2, on suppose qu'il existe un

0) tel que 1'une des trois conditions suivantes soit satisfaite :

a) ZWJN oD? N v(z%c DxT ;

b) mﬂb—Dzﬂv(zo)c TxD ;

voisinage v(z



2
c) ZWw)r 1N v(z°) = {zo} ; plus précisément, il existe une fonction ¢

1 . o Lo - .
de classe C  au voisinage de Z5 verifiant les conditions suivantes :

75 [<]}ﬂ{

b4

a) © est holomorphe dans { @(22)’<1} au voisinage de zg

g) z, = @(22) est une dquation de  Z(u) dans v(z°) 1 D’ ;

.. 0 .
Z, |<1} au voisinage de z ou bien

v) oubien ¢ est holomorphe dans { >

(p—1 est holomorphe dans {‘21 }<1} au voisinage de 2(1)

©(z,) ’: 1 a une tangente

7

§) la courbe C1 formée des points z, tels que

2

au point zg distincte de la tangente a T en ce point.

Définissons maintenant les espaces de fonctions holomorphes sur Z(u) pour
lesquels nous aurons une extension dans une classe de Hardy du bidisque :
(IIT.4) Onnote B_(Z(u)) 1'espace des fonctions holomorphes bornées sur  Z(u).
(I1.5) Pour 1<p< o, onnote Bp(Z(u)) 1'espace des fonctions holomorphes sur

Z(u) qui vérifient les conditions suivantes :
(I11.5.1) ’f |p est intégrable pour la mesure euclidienne sur Z(u)
(Il1.5.2) Soit z°= (z? , zg) € sz N Z{u). Supposons par exemple 22 € DxT.

o

D'apres (III.2), il existe un voisinage v(z°) de z° que 1'on peut supposer de la

forme DZO xDZO ou DZO et DZO sont des disques centrés respectivement en
1 2 1 2

z? et zg , et une fonction ¢ holomorphe dans DZo ND et C1 dans DZO N D
2 2
telle que dans (DZO x Dzo) N 52 , Z(u) ait une équation de la forme
1 2

z, = go(z2) y 2, € ng N D.

De plus, pourvu que D ox D o soit assez petit on peut supposer que
v/ v/
1 2
ZT@) N oD% N (D0 %D o)
1 %
soit contenu dans D XxT et ait pour équation
i6 i6
z, =o(e 2) , € 2€Dz°
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On suppose alors que pour tout r <1, voisinde 1, la fonction

ié 5 i6 5

6, —>tlo(re 7)), re %)

182

est dans LP ({6 ,ire T € DZO}) et que sa norme y est majorée indépendamment de r.
2

Dans le cas oit z° € T x D, on fait naturellement la méme hypothese en

échangeant les rdles de z, et z,.

(I1.5.3) Soit z° = (z?,zg Ye Zu) N T° vérifiant 1'une des deux premiéres conditions

de (II1.3) et tel que pour tout voisinage v(z°) de z° onait Z) N oD* N v(z°) ¢ ™,

Supposons par exemple qu'il existe un voisinage v(z°) de z° tel que
7)) N oD° Nv(z®) c DxT. D'apres (II.2), on a alors la méme représentation pour

7ZW) dans v(z°)N D® qu'en (II[.5.2). On suppose alors qu'il existe un voisinage
0) =D xD _c V(Zo) tel que, dans ce voisinage, la fonction f satisfasse la
0 o
z Z
1 2
méme condition que celle demandée en (II1.5.2).

V1(Z

Dans le cas oi Z{u) N oD° Nv(z°) c TxD on fait naturellement la méme

hypothése en échangeant les rdles de z, et z,.

(I1.5.4) Soit enfin  z° = (z?,zg) € Zm N T° un point du bord de  Z(u) vérifiant
la troisieéme condition de (III.3). En reprenant les mémes notations qu'en (I11.3) c), si
¢ est définie dans un voisinage V(Zg) de zg, on suppose qu'il existe un voisinage

o .
v1(z )=DZOxDZo, Docv(zg) tel que, pour r<1, r voisinde 1, Iles

1 2 %
fonctions
6, 6, 0, _, i,
6, —>f(o(re “),re ) et 91—->f(r*e , 0 (re 1))
i6 i6
sont dans Lp(‘[e2 : (o(re 2),r‘e 2)€D2 ﬂv1(z°)}) et dans

i6

i6
Lp({e1 : (re

1,<p_1(r‘e 1)) € D N v1(z°)}) respectivement, et que leur normes y

sont majorées indépendamment de r.

REMARQUES. 1. Dans la situation décrite en (III.5.2) (ainsi qu'en (III.5.3)),

1'hypothése faite sur f entrafne que si 5 est un domaine abord C~ contenu
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dans DZO 7 D et contenant 1'intersection de D avec un disque fermé centré en
2

zg et contenu dans DZO alors la fonction Zy -—*f(Q(Z’Q),ZO)) est dans la classe de

9 2
Hardy HP («QZ) (ceci se déduit aisément de propriétés classiques des noyaux de Poisson).
i6
En particulier, pour presque tout 82 tel que e € DZO , la limite
2
i6 i6 i6 i6
tole ),e %)= limflo(re 2), re °)
r>1
i6 i6 i6

2),e 2) est dans Lp({ez;e 2€D%9'}) ou D;O est un
2

-

existe, et 62 — f(p(e

disque fermé contenu dans D, .
2

2. Dans la situation décrite en (III.5.4), des arguments similaires et des
propriétés classiques des transformations conformes (cf. E6:l chap. X) montrent que si

3’22 est un domaine de classe C1 sauf au point ZS contenu dans 1'ensemble des

z, €D o tels que [z ‘< 1 et oz );< 1 et contenant 1'ensemble des z
2 z5 2 2 2
appartenant a un disque fermé centré en zg et contenu dans Dzo tels que lzz ‘< 1
2
et ‘@(22) |< 1, alors la fonction z, —> f(@(zz),zz) est dans la classe de Hardy

uP (&‘42) (cf. par exemple [5] ou [6] ) et a donc des limites au bord non tangentielles
presque partout sur bﬂz qui sont dans P (d Q2). Naturellement, on a une propriété

analogue pour la fonction z, —» f(z, ,<p"1(z1 ).

Dans ces conditions nous allons démontrer le théoréme suivant :

THEOREME III.1. Soient p € E1 ,+0<>] et f€ Bp(Z(u)). Alors il existe

F e Hp(DZ) telle que F lZ(u) =f.

REMARQUES. 1. Il est facile de voir que les conditions (III.4), (I1.5.1) et

2

(II1.5.2) sont nécessaires pour avoir 1'extension F € HP(D ) de f. Mais par contre

les conditions (ITI.5.3) et (III.5.4) ne le sont pas.

2. On peut remarquer que lorsque p € _j 1 ,+oo:l , il n'est pas nécessaire
d'imposer a Z(u) la condition (III.3) c¢) 6) pour avoir une extension de f dans

HP (D2) (voir la remarque précédant le lemme III.2).
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Comme nous 1'avons dit dans 1'introduction, la démonstration de ce théoréme va
se faire en deux étapes : tout d'abord, au paragraphe 2, nous allons construire au
voisinage de chaque point de Z{u) N -6—52 une extension locale de f qui vérifiera de
bonnes estimations ; ensuite, au paragraphe 3, nous globaliserons ces extensions en

résolvant un probléme de Cousin.

A partir de maintenant, et jusqu'a la fin de ca chapitre, f désigne une fonction

appartenant a une des classes Bp(Z(u)), pE [1,+w] , fixée une fois pour toutes.

2. LES EXTENSIONS LOCALES DE f.

o

Soit z = (z?,zg) un point de Zu) N 832 Nous distinguons quatre cas :

1. 2°¢ oD%,

Supposons par exemple z° € DXT. On est donc dans la situation décrite en
(II1.5.2). En reprenant les mémes notations, on prend comme extension de f dans

(D,o0 X Do) N D? 1a fonction holomorphe
1 2

F(Z'I 922) = f((p(ZZ):ZZ)-
Dans le cas ot z° € T x D, on prend naturellement la méme extension en échangeant

les rédles de z, et de z,.

2. 2°¢T®  est un point du type (III.3) a) ou b) et pour tout voisinage v(z°)
e —

_——__—T__—_——__———_—-—
de z°, ona ZWm) NaD ﬂv(zo);é T,

S
On est donc dans la situation décrite en (III.5.3) et par conséquent on peut

prendre la méme extension que dans le cas précédent.

3. z°€’l‘2 et il existe un voisinage v(zg) de z° tel que zmmb_l?m v(z°)

n
|

L'hypothese (II1.2) faite sur u entrafne qu'il existe alors un voisinage

Dzo X Dzo de zo, contenu dans v(zo) et un difféomorphisme de classe C1¢>
1 2
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de D, dans D, telque ¢(DoND)cDoND, oD N (Bcbon (D,
2 1 2 1 2 1
© iD oD est holomorphe, et, dans Dz? xD g N [—)2 Z{u) a pour équation
z
2
zy = <p(22).

Supposons tout d'abord p =+~ : comme dans les cas précédents, on prend

comme extension F de f dans Dzo X Dzo la fonction

1 2
F(Z1 722) = f((p(ZZ),Z2) ’ (21 ,22) € DZ? S DZS
Supposons maintenant 1< p< o, Soit Déo un disque ouvert de centre zg
2
relativement compact dans DZO , etsoit Qz un domaine & bord C° tel que

2
20 ND CQZCDZO N D. Soit ¥ 5 la transforme conforme qui envoie D sur
2 2

On notera que Qz = (0(91) est un domaine a bord C1 contenu dans Dzo N D
1

5

et tel qu'il existe un disque ouvert Déo centré en z? tel que Déo NDcQ
1 1

L'hypothése (II1.5.1) faite sur f, et les propriétés classiques des transforma-

1°

tions conformes (cf. [6:' ) entrainent que la fonction

g(f) = 1p o P,(£),p,()), T ED

est dans le classe AP(D) (i.e. g estdans IP(D)). 1 en résulte alors (voir par

exemple [1 0] ) que 1la fonction

2y2
Glgq,€,) =2 —‘i}—%ﬁ% ar(2)

D (1-t£,PO-t e,)
est dans la classe de Hardy Hp(D2) et que pourtout ¢ €D, ona G(&,¢)=g(¢).

Soit alors  DJq (i=1,2) un disque ouvert centré en z? relativement compact dans
i
Déo . On prend alors comme extension de f dans D;o X D;o N D2 la fonction
i 1 2
F(z1 ,’zz) définie par

2,85 @)

-1
F(z1 ,22) = G(l/)2
Il est tout d'abord clair d'apres ce qui précede que si (o (22),22) € D;O xDlo N D?
1 2
on a bien F((p(zz),z2) = f(<p(22),22) ce qui montre que F est bien une extension de

f dans Dg? X Dgg N D2.
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D'autre part, pour tout r< 1, soit C; (i=1,2) 1l'intersection du cercle
. . 1
«U z; ‘=I‘} avec le disque D;? , etsoient 7y = zp2 o (C ) et 'y d)z ( )
Les régularités de ¢ etde ¥ > montrent que la mesure d'intégration sur la courbe
'y; (i=1,2) estune mesure de Carleson dans D dont la norme est majorée

indépendamment de r. La dualité entre HP (D) et les mesures de Carleson entrafne

alors qu'il existe une constante C indépendante de r telle que

5, Jlaeq, e Panepaey) < clall .
1 17°>2 1 2

x7 HP(D)
Par suite, en utilisant a nouveau les régularités de ¢ et de b,, onen déduit qu'il

existe une constante C indépendante de r < 1 telle que

g }F(Z1, 2)| dX(z )d/\(z )<cC,
2 n n
T Pﬂ(DZ? x DZS)

Ti désignant le tore de rayon r. On notera de plus que F‘(z1 ,22) admet des valeurs

au bord non tangentielles presque partout sur T2 N (D‘Z'Ox D;o) et que ces valeurs
1 2

sont dans Lp(T2ﬂ (D'z'?x Dgg)).

Compte tenu des hypothéses faites sur Z(u), il ne nous reste plus qu'un seul
cas a envisager.

4. z° estun point de T2 vérifiant les conditions de (III.3) c).

Reprenons les notations de (III.3) c) et supposons par exemple que (p_1 est
holomorphe dans { lz1 |< 1} au voisinage de z?, ce qui signifie que ¢ est
holomorphe dans { l @(22) \<1:,L au voisinage de z?. Notons v(zg) un voisinage de

20 ol ¢ est définie avec toutes les propriétés de (III.3) c), et soit D o un disque

2 z
2
ouvert centré en zg relativement compact dans v(zg). Soit @, (resp. QZ) un

domaine a frontieére de classe C1 telque D o NDcg,c v(z g) (D

(resp. ng ﬂ{’(o ’<1} c Q c v(z {'(p I<1}). On suppose de plus que
6910 o} Q2 est réduit a deux points, a savoir le point zg et un autre point que 1'on

note z; . Ainsi Q,MNQ, estun domaine (simplement connexe) dont la frontiére est
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formée de deux arcs de classe C1 d'extrémités zg et z? et on peut de plus
supposer (d'apres 1'hypothese (III.3) c¢) 6) que ces deux arcs ne sont pas tangents

1

aux points zg et 2%

Remarquons maintenant que, compte tenu de 1'hypothese (III.5.4) faite sur f
au voisinage de zo, des considérations semblables a celles faites dans la remarque
précédant 1'énoncé du théoréme III. 1 montrent que la fonction g(&) = f(o(€),L) est

dans le classe de Hardy HP(Q 1N&,) (<. [5_‘ ou [6] ).

Pour montrer 1'existence d'une extension locale de f dans un voisinage de

o s .
4 nous utilisons alors le lemme suivant.

LEMME III.1. Soit p € [1 ,+°°] . Pour toute fonction g appartenant a la classe

de Hardy Hp(ﬂ1ﬂ92) il existe deux fonctions g, et g, appartenant respectivement

aux classes de Hardy HP (91) et HP(Q 2) telles que, pour C€Q,NQ,, ona

REMARQUE. Dans le cas ou p = et ol 01 et {2.2 sont deux disques,
ce lemme est dl a Poliakov, et une démonstration en a été donnée par E. Amar dans D] .
La démonstration que nous allons donner ici pour le cas p =% est directement inspirée
de celle donnée par E. Amar.

Démontrons maintenant ce lemme. Notons 71 = bQ1ﬂb(Q 10&72) et
Yy = bﬂzﬂb (@ 1092) les deux arcs de calsse C1 formant le bord de Q1ﬂ§22 et dont
o 1

5 et 22.

Supposons tout d'abord 1<p<«, Comme g€ uP (01OQ2), on sait (voir

les extrémités sont z

par ex. [5] ou EG ] )que g admet des valeurs au bord non tangentielles presque

partout sur ¥ ,U7, (que nous notons encore g) et que pour tout z € Q,NQ,

on a la formule de Cauchy

1 C (¢)
e(z) = 5= 22 dc.
o 5v1U72 e

Pour tout z€Q, (resp. 02) posons alors
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88 4 (resp. g2(2)=§1r1,-,§ 80 gr).

1
g,(z) = 5
! m871c-z 72C—z

11 résulte alors du théoreme de A. Calderdn sur la transformée de Cauchy sur des
courbes de classe C. [3] , Que g € HP (Qi), i=1,2, etona clairement

g(z) = g1(z) - g2(z) pour z € &,N 8, ce qui montre le lemme dans ce cas.

Supposons maintenant que p =, Soit « €]O,1 [, et considérons la fonction

holomorphe dans 1UQ2 ,

est dans la classe H1(Q1OS}2),

h%(z)
, h*(¢)
et qu'elle est égale a g(z) pour ¢ =z, ona, comme précédemment, la formule de

Comme, pour z€8®,MQ, , lafonction  —g(¥)

Cauchy,
@) - emile A
' 17 Y»]LJ‘)/z ha(C) C -Z

, ZEQ 118, .

Pour tout z€Q (resp. ﬂz), posons alors

ha(z) ir_)
h%(¢) t-z

g,@) =5 | e@) (resp. gy(2) =57z | &(?)
71 72

Comme on a clairement g(z) = g1(z) - gz(z) pour z€Q,NQ,, il suffit de voir que

gi€L°°(Oi), i=1,2. Montrons par exemple que g2€L°°(Q2) . soit @EC (D 1U92),

0<p<1 telleque ¢ =1 sur 01\ 9.2 et o=0 sur 92\ 91. Par application

de la formule de Stokes et des passages a la limite standards, il vient, pour z€Q2 :

o(0)g(r) @) 4L

1
g2(2)=mgy W) T - 2

2

20 g(r) ) LNAT, ) o).
QNQ, 0L h(f) -z

1
= 2'1778
Puisque, par hypothése, o(z)g(z) € L°°(92), il suffit de voir qu'il existe une constante

C ne dépendant pas de z € Q, telle que

do dx(t) < _C

|2¢

gnpaz Yo W) lle-z] ~ 1h%z)]

’

ce qui s'obtient trés aisément par un calcul direct.
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Supposons enfin p = 1. En reprenant les mémes notations que ci-dessus,

x
(2) L&)

pour tout z € & 1ﬂQ2 , lafonction  — g étant dans la classe

o
h™(z)
H1(Q1ﬂ92) et étant égale a g(z) en ¢ =z, ona encore une fois la formule de
Cauchy
1 h*() d
o) =y | et 10 & e e,
1U)/2 h (Z) C -7

Pour z€Q, (resp. QZ), nous prenons

n’(2)

Hz)

h'(¢) dz

1
g,(2)= 5= | e(t) e

dc -1
— (resp. g,(z)=»—\ g(&)
'}/1 h £z 2 21773),

2
Comme précédemment, ona g(z) = g1(z) - g2(z) pour z € 91 Ne, , etil suffit de voir

1

que g € H1(Qi), i=1,2. Montrons par exemple que g,€H (Q Pour cela

2)'

soit Cn une suite de courbes simples réguliéres dont la longueur est uniformément

majorée, qui tend, quand n », vers le bord de QQ . 11 nous faut voir (cf. [5 _J ou

(6] ) que

g, (2) | do (2) < 4o
sgpgcn 8,(z) 1do(z) < +eo

Soit A une courbe simple de classe C°°, contenue dans (210522 d'extrémités

zg et z; dont les demi-tangentes en ces points font des angles strictement positifs

avec les demi-tangentes aux courbes Y1 et Y, ences mémes points (hypothese
(m.3)d) 8)). A coupe Q, en deux domaines Q; et Qg dont les frontidres

respectives sont AU(d 02\ )/2) et AU72. De plus on peut supposer que, pour

1 2

tout n, C = CnﬂQ; et C_ =C_ N Qg sont deux courbes (connexes) réguliéres

qui tendent, quand n +, respectivement vers bﬂz\ Y5 et Y5

En tenant compte de 1'hypothese faite sur les demi-tangentes a A et a Yy

aux points zg et z; , un calcul direct montre tres facilement que, pour ¢ € Y5

et pour tout n, il existe une constante C ne dépendant pasde { nide n telle

que
do (z) C

SCA o) lez] [n%0)]

’

ce qui montre que
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S 1 ‘gZ(Z)ISCS ldo(l’)<CHgH

C 72
n

( 1ms22)

Supposons maintenant que z€Ci. En appliquant la formule de Stokes, un passage a la

limite standard montre que

Le fait que g€ H1(Q 10(22) entraihe aussitot

supg \g(z ldo (z) < CHgH

9.109,

D'autre part, comme ci-dessus, en tenant compte de 1'hypothese faite sur les demi-

tangentesa A eta Y, aux points zg et z?, un calcul direct montre que, pour

C€‘y1, et pourtout n, il existe une constante C ne dépendantnide ¢, nide n,

telle que , g do (z) _ C

2 ) lle-z] — In%e)l
n
ce qui montre

S le,(2) [0 (2) <CS lae) lao(e) < cliell |

C N
n

H (Q ﬂﬂz)

et achéve de montrer que g2€H1(Q2), et, par la méme occasion de démontrer le lemme
(m1.1).

Revenons-en maintenant a la construction de 1'extension locale de f dans le
dernier cas. Comme g(¢)=f(p(Z),C)€ HP (910522), nous pouvons appliquer le lemme
II.2 : il existe g € Hp(Qi), i=1,2, telles que dans Q1ﬂ§22 ona g=g;-g,.

Soit D_g (resp. Dzo) un disque ouvert centré en zg (resp. z?) tel que
2 “1
2
ng NDc {21 (resp. Dz? ﬂcho(Qz)). Pour tout (z1 ,22) € (Dz?x DZ(Z,) N D, posons

=1
1'*‘1(21 ,22) = g1(22) , F2(Z1 ,22) = 32(90 (21)), et,
F(Z1 ,22) = F1(Z1 ,22) - F2(21 ,22)-

Comme 50_1 est supposée holomorphe dans Dz? N D (hypothése (II1.3) c) v)), F
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est bien holomorphe dans D_oXxD_o et, si (¢(z,),z,) €D _oXD o5, ona
z3 z3 27772 z9 z3

-1
F((p(zz)yzz) = g1(22) - gz(@ ((10(22))) = g1(:2) - g2(72) = f(@(zz)’zz)’
ce qui signifie que F est une extension de f.

Enfin, si p=«, ona FeLm((DzoxDzo)ﬂDZ) et si p€[1,+°°[, on a
1 2

sup 1F(z1,22)‘pd)t(z1)d/\(22)< +o0
r<i 2

comme conséquences immédiates des propriétés de g, et g,.

REMARQUE. La démonstration du lemme III.1 dans lecas 1< p < o n'utilise
clairement pas 1'hypothése (III.3) c) 6§), et on peut voir que la démonstration du cas
p = +© reste aussi valable si on ne fait pas cette hypothése. Par conséquent, lorsque
p €:| 1,+w] on peut construire une bonne extension de f au voisinage de z° méme
lorsque 1'hypothése (III.3) ¢) §) n'est pas satisfaite. La construction de 1'extension
globale qui suit, montre alors que la conclusion du théoréme III. 1 est-encore valable

dans ce cas (remarque suivant 1'énoncé du théoreme III. 1).

Nous pouvons résumer tout ceci dans le lemme suivant.

LEMME III.2. Pour tout z° = (z3,25) € Z{W)N D2 , il existe un voisinage

v(z°) =D z ZS de z°, et dans v(z°) N D une fonction holomorphe F(z1,z2)

telle que F(z1 , 2) =f et satisfaisant de plus les estimations suivantes :

’Z(u)ﬂ v(z°)

1. Si f€B_(Z(u)), alors Ial o0 2= cll -
- - LYw(E°nD%) L (Z(u))
2. si f€Bp(Z(u)), l<p<w, ona
sup ‘F(z1,22)‘pd)\(z1)dk(22)< 4%,
<1y nv( °)

3. F(z1 ,z2) admet des valeurs au bord presque partout sur T2ﬂv(zo)

qui sont dans LP (T Nv(z (pe [1 +oo:l
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4. F(z1 ,22) admet des valeurs au bord presque partout sur Dzﬁv(zo) =

(DxT)Nv(z°))U (T x D) N v(z®)), et si on note encore F(z1 ,22) ces valeurs au

F(z,,z,)
bord, la fonction 3(51_22) est dans L1((Dx T) N v(z°)) et dans L1((T x D) N v(z°)).
1272

Pour voir le 4. de ce lemme, nous utilisons le lemme suivant.

LEMME III.3. Soit h(z1,22) une fonction de classe C1 sur DxT telle que

pour tout z,ET la fonction z, —» h(z1,22) soit holomorphe dans D. Supposons

que pour tout point z° = (z?,zg) € DxT tel que h(z°)=0 on ait ;Th (z°) £ 0.
dA(z,) !
Alors la mesure [—-! est une mesure de Carleson dans D dont la norme est
h(z.,z,)
1272

majorée indépendamment de z,€T.

Pour démontrer ce lemme, il suffit de voir que pour tout zge’l‘ il existe 1 >0
I ° ‘ da (z1)
tel que pour z, -2, <M, 2z, €T, lanorme de Carleson de la mesure
2 2 72 ’ h(z1 ,22)
est majorée indépendamment de z,. Soit donc zg € T fixé. On peut naturellement
supposer que h est la restrictiona D xT d'une fonction de classe C1 dans CZ .

Soit K = {(21 ,22)65 XT ; h(z1 ,22) = O} . L'hypothese faite sur h entrafne qu'il

existe un voisinage v(K) de K ‘dans (E2 tel que

(IIL.6) int Oh, )' - c,>o.
dz, 1772 1
(z,,2z,)EV(K) 1
1772
. 2 o 2 1 2 . .
Soit D, lebidisquede €~ derayon 2. Comme h est C dans €, il existe

2
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(z%,zé) € Dg, on a

50> 0 tel que, pour \(21,22) - (z1,22')’< 60, (21,22) € D,
C
>h >h 1
5z, “1%) " 5z, % - Zz'" <5
(111.7) c
1
ON (2,,2) - 2B(as, 5)‘ <
0z

D'autre part, puisque pour tout z2€T la fonction z,—> h(z1 ,z2) est holomorphe

dans D, il existe unvoisinage v(DXT) de DXT dans C° tel que,
C
(I11.8) sup —6—}1(21,22)} < T1 .

(z1 ,zz)ev(ﬁxT) 051
Si la fonction z, —> h(z1 ,zg) ne s'annule pas dans D, 1'existencede 7> 0

est bornée dans un voisinage de D x {zg} . Supposons

est évidente puisque
h(z 122 )

donc que
[(e) =, (o) _
K(22)= z,€D ; h(z1,22)_0}7é525.

Remarquons que K(zg) est un ensemble fini : en effet, si z? € K(z?) il résulte de

(Im.6), (III.7) et du théoréeme des accroissements finis que pour '21-21 |< S ° (on peut

supposer 50 < 1, ce qui entraine (21,23) € Dg), on a

3C
lh(z1,z§)|2 71 lz1 -z, ‘ ;

par suite aucun élément de K(zg) distinct de z? n'est contenu dans {‘ z1-z? l<6 o} N D,

ce qui montre bien que K(zg ) est fini.

Soient 211, 1<i<k les éléments de K(zg). Posons

C, = inf \h(z1 ,zg) B

. (6] —
dist(z, K(zz))250/2 ,2,€D

On a donc C2 > 0, etil existe N, > 0 tel que pour Izz—zg l< no on a

C
lh(z1,22)' > 7-1> 0.

(I11.9) inf _
dist(z, ,K(z2))260/2,z ,€D
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Compte tenu des hypotheses faites sur h, il résulte du théoréme des fonctions
implicites qu'il existe my> 0 et k fonctions hi(zz) de classe C1 dans
lzz - 2(2) ’< 4 et qui satisfont les conditions suivantes pour tout i, 1<i<k, et
tout z, tel que Izz-zg ’< U

h(h(z,),2,)= 0, h(z)=z ;

(h(z,),2,) € v(K) N V(DX T) N D5 ;

Ih(zy) - 2 < 5 s2.

Alors, d'apreés (II1.6), (III.7) et (II1.8), 1le théoréme des accroissements finis montre

que, pour chaque i, pour ‘21'h1(22) ‘< 60, on a

<y
(III.. 10) ' lh(z1,22)' > '21 - h,(z,) .

- |
D'autre part, comme 1'ensemble z1€D 5 121-hi(22) |= 50 , 1=i< k} est contenu

dans 2165 ; dist(z1,K(zg)) > 60/2} il résulte de (III.9) que pour ‘z <

_ 20|
2 2
min(no,n1), ona:

‘h(z z )‘> C2
12920 = 727 -

inf
(1. 11) {2,€B; lz;-n(z,) [25 /2, 1=1=k |

Ainsi, en prenant 7 = min (7)0,171), les relations (III.10) et (III.11) sont toutes deux

satisfaites. Si on remarque alors que (IIL.10) implique que pour i#j or a 1 hi(z

5)
hj(z2) I > 50, un calcul élémentaire montre aussitét que la norme de Carleson de

d)\(Z1) 2 c

est majorée par = + =, ou C est une constante ne dépendant que de 0 _.
C, C, o
h(z1 ,22) 2 1

Démontrons maintenant le 4. du lemme III.2. Par construction, F‘(z1 ,22) admet

2 o Flzy,2,)
clairement des valeurs au bord sur dD - v(z~). Montrons par exemple que
u(z1 ,22)
est dans L1(D xT) N v(z°)). Considérons tout d'abord les cas 1) et 2) de la construction

de 1'extension locale. Si F(z1 ,22) ne dépend pas de Zq5 le résultat est clair, car,
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d)\(z1)
d'apres le lemme III.3, est une mesure bornée dans D dont la norme
u(z1 ,22)
est majorée indépendamment de z,€T. Supposons donc que F(z1 ,22) = F(z1) ne
dépend que de Zq. Soit Déo un disque de centre z? relativement compact dans
1

. . < (%) .
Dz? et soit 91 un domaine a bord C tel que Dz? NDc (21 c Dz? N D.

Des considérations similaires a celles faites dans la remarque précédant le

théoreme TI.1 montrent que F(z1) appartient a la classe de Hardy H1(Q1 ).

Si ¥ est la transformation conforme qui envoie D sur Q1 , il résulte du
dx (z)
u(¥(2),2,)

Carleson dans D dont la norme est majorée par une constante indépendante de 22€T.

z,)|
F(z,) |dx(z,)
1 17
by -,

Flzy,2)) 4 o
€T, ce qui montre bienque ———€c L ((DXxT)Nv(z")).
u(z1 ,22)
Le cas 4. de 1'extension locale se traite exactement de la méme maniere puisque

lemme III.3 et des hypotheses faites sur u que est une mesure de

Par conséquent, on a

ol C ne dépend pas de z,

dans ce cas F s'écrit comme la différence d'une fonction qui ne dépend que de z,
et d'une fonction qui ne dépend que de zZ4 et que ces deux fonctions vérifient de bonnes

estimations.

Enfin le cas 3. de 1'extension locale se traite lui aussi de la méme maniere :
il suffit de remarquer que si 91 est un domaine C~  comme ci-dessus, alors pour
presque tout z,€TND_g , Ila fonction z, —» F(z1,22) est dans H1(Q.1) et sa
norme HF(. ,22)H 1 . est, comme fonction de z,, dans L1(TﬂDZO), et

H'(Q,) 2
d'appliquer ensuite le raisonnement précédent.

3. L'EXTENSION GLOBALE.
D'apres le lemme III. 2, il existe un recouvrement fini de Z{u)Nd 15Z par des

ouverts Ol, 2<i<p centrés en des points z' € ZW) N oD” et tels que O' soit
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contenu dans un voisinage v(z') pour lequel il existe dans v(z') N D une extension

Fi de f comme il est dit dans le lemme III.2

—> P

Soit de plus O1 un voisinage de sz \ U O' ne rencontrant pas Z(u), et
i=2
P .
soit O0 un voisinage pseudoconvexe de D2 \ U O' relativement compact dans
i=1
D2 . On prolonge f dans o° par la fonction FO donnée par le théoréme de Cartan B

(voir par exemple ]_7] ) et dans O1 , onprend F,=0.
Pour construire 1'extension globale F de f dans D2 , nous allons résoudre
un probleme de Cousin associé aux Fi' Soit ¢i une partition de 1'unité au voisinage
—-2- oo . 2 i .o
de D de classe C et associée aux ouverts O'. Pour tous 1i,j tels
i O] 2 . i 2
O NO'ND"4 @ on pose 8 = F; - Fj et, pour tout i ettout z € O N DY, on

pose p
h(z) = J_i gij(Z) zbj(Z)-

Remarquons alors que d'une part on a gij(z) =0 pour z € Z(u)N (Oi N Oj) et d'autre
part que 8k~ gjk = gij dans Oi N O] N Ok N D2, ce qui entraine que dans

o' N o N D2, ona F,-h, = Fj - hj’ de sorte que les fonctions F; - h, définissent
une fonction ‘1; dans D2 telle que F ’Z(u) =f. De plus, d'apres le lemme III.2, T
admet des valeurs au bord sur T2 dans LP (T2). Evidemment % n'est pas holomorphe
dans D2 et il faut donc la modifier. Pour cela, soit « =5§', de sorte que pour tout i

ettout z€ o' N D?, ona

p
= 2 g.. 6 AZ).
w(z) J.=Og13(2) zbJ( )
g;;(2)
L'hypothése (III.1) faite sur u entrafne que les fonctions ——— sont holomorphes

u(z)
dans O' N O3 N D? et par suite, 1a forme différentielle

est a coefficients C°  dans D2. Nous allons maintenant montrer que w' admet, au
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2 . 1 2
sens de (II.11) des valeurs au bord sur dD qui sont dans A(O 1)( dD7).
Soient 1,36{2,3,...,;)}, iZj, telsque O'NO'4@. Comme nous 1'avons
vu dans le paragraphe concernant 1'extension locale, la fonction Fi (resp. FJ.) est
définie dans un ouvert (contenant O ODZ) de la forme 5“11 X Og (resp. Q% x Q%) ou

les Qlé sont des domaines & bords C* tels que si ng est la transformation conforme

qui envoie D sur Qlé, les fonctiors Fk ° (xl; , xl2<) sont dans la classe de Hardy

HP (DZ). De plus, la démorstration du 4. du lemme III.2 montre que
F (xk,>
k 1 .
sup ” < oo, k=1,].
ol
r<1"u (x7, ><2 (DXTF)

Quitte a modifier les domaines @ke , hous pouvons supposer que Clg = Qle N QJZ ,

2=1,2, estundomaine 3bord C~  tel que 0113 x0) so'noln D%, Alors 1a

F.-F.

foriction Hij = lu ] est holomorphe dans QIRXQ;J et, si xlg, £=1,2, estla

transformation conforme qui envoie D sur oY, 1a fonction Kij = Hl (><1 ,XZJ) est

holomorphe dans D2 et vérifie

K. .
iip1 ’KIJHL1(DXTP)< +OO

De plus pour tout ¢ 1 €D et presque tout 'q 5 €T, Ilalimite

existe et Kij(C .)€ L1(D X T). 1l est alors classique de montrer que, lorsque 1 1,

1’ '2)
la suite r —» Kij(rC1,r‘2f’2) corverge, dans L1(Dx T) vers Kij(c1’?:‘2)‘
En utilisant la forme explicite de ' = w% d'z'1 + w2' d§2, on conclut alors que,
lorsque r — 1, la suite de fonctions r — w%(rz), z € DXT converge dans

1 .
L (DxT) vers une fonction que nous noterons encore wa .

De la méme maniére, on voit que 1 — wé(r‘z), z € TxD, converge, lorsque
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r — 1, dans IJ(T)& D) vers une fonction notée encore w2'.

En particulier, la forme «' admet au sens de (II.11) des valeurs au bord dans

L(10 1)(ODZ). Si on remarque de plus que les dérivations en 2'1' et 52' n'agissent sur

les coefficients de w' que par 1'intermédiaire des fonctions zbj de la partition de

1'unité on voit que ' € A(10 1)(E>D2) en utilisant le théoreme suivant :
b

THEOREME TIII.2. Soit ¢ une fonction de classe C3 dans D2 vérifiant les
conditions suivantes :
a) Lorsque r —» 1, 1la fonction qza(r‘z1 ,PZZ) converge dans L'(D xT) vers

une fonction <p(z1 ,22) telle que, pour presque tout z, € T, lafonction z, — <,p(z1 ,22)

est de classe C1 dans D.

b) 2% estdans L'(DxT)

3 -
C) ) est dans L1(D ).

Alors ¢ appartient a A1(DXT).

On a évidemment un énoncé analogue lorsque ¢ admet des valeurs au bord sur

TXD.

Pour démontrer ce théoréme, nous utilisons la formule suivante :

LEMME III.4. Soit ¢(z) une fonction de classe C1 dans D. Alors pour tout

€T, onapourtout r<1:

(I11.12) S Z_Mdi Adz:g b—-(z)(?j-i) 1- ‘Z }2 G Ads - S z/)(z).é 1- J_Z ‘2 .
D, -z DPOE 1-2C 2 T, 1-7F

(IT1.12) est simplemert la formule de Stokes appliquée a la forme différentielle
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Soient s, <1 et s,< 1 etposons G (z):w(s1z)—<p(szz), z € D. Par

1 2 175
applications successives de la formule (IIT.12), il vient, pour tout (2’1 ,?_"2) € T2 :
292, O g (29,2)) ) 0P s dz,Adz.Ad7. Adz
. 12 - 1772 1 I 2 2
5 dz1/\dz1/\d22=\ 5 212 - =
DF)(TF (C1—z1)((”2—z2) Dy, 0z, (C1—z )‘(Cz-zz)
2
: 29 {S b @51’52 - 1"Zzl - 0@1’ 27 1-12 ‘ JL
:S —2(t,-2,) dz,Adz -S ¢ = dz, | dz,Adz,=
-2 2 72 - 272 2 - 2 1
Dr*t1"z1 Dr 022 1-z C2 Tr bz2 122(’2
3
g s, - B} 1-{2 EEE. .
=3 U2 (. -z.)(¢ -z,) 2 47 Adz,Ad7,Adz, -
D2 b7,07° G l1zr|2(1ifl2 L
1772 1 202
2
!
L 1-}2112 ~ 0 @51,52(_ ) 1-}2 ]2
- c — { ———(, -2 dz, A dz }dz -
ST 1 18 BD 0z 22 1—2C22 2 !
r r 2 272
.- 1—’2 1 \ ‘2
B LD
T 1-z (, ——-(Zf z ) — dz, A dz, 2
r r 0z, DZ 1-2z.C
1 2 1°1
- 1-|Z ‘2 00s s ,S, - 1—*2 [2
1 1752 2
+S C1 — S — CZ — d22 ClZ,l
Tr 1-z1C1 Tr 022 1 - 22C2
3 . 2. A P
Comme by o est de classe C~ auvoisinage de D, il résulte aussitdt du théoreme
172

de convergence dominée de Lebesgue que, lorsque r —» 1, les trois derniéres intégrales

de ci-dessus tendent vers zéro. Il vient donc pour tout (& 1° iz) € T2 et tous S4 <1,

s, <1:
2 (21,2,)
. ‘7‘122@51,52 2112
lim S dZ, Adz, Adz, =
II::} DI'XTI" (51-21)(82'22)
(TI1. 13) 3
- og051,52 5\ _)1—’21‘2 1-[22(
- (51—21 ‘CZ—Z - - dz.Adz,Adz,Adz,.
b 07, 072 Sz [P hage 21 2T
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De la méme maniére, en posant ¢S1’52(Z1 ,22) (5121,22) @(5221,22) ,
s;< 1 s, < 1, (z,,z,) €E DXT, on déduit du lemme (II1.4) que pour presque tout
(€.,6,)€er? :
-»1,g_2 cT ’ Ona’(. l
- 21@,51’52 _ E”psrsz _ 1- )21 IZ
(1. 14) 1im ———— dz A dz, =g ( ——=(z,, E,04-2,) — dz, A dz,
r>1 Dr‘ C1 -2, D 0z, 1—Z1Zf1

r<1

Nous utilisons maintenant le lemme suivant (avec les notations du § 2 du chap. 1I) :

Soit h une fonction de classe C1 sur D2. Alors pour presque

LEMME III.5.

tout (C1,52)€T2 ona:
h(z1,re 2) - -

(I11.15) lim =—dA(z,) df, = L, L, (C,C (PX )T, T ,)
r31 9D x [0,21] (€ 2 e _Peh,Z) 1/ 9% 4P 1752
r<1 174=2

h(zrlfz) -

(Im. 16 lim ——dA(z,) = §(C, P 1 (4, 85).
r-1 Dr {’1—21
r<I1

Montrons par exemple la formule (III.15) : pour tout r <1 ettout z,€ D, posons

¢, h(z;,z,)
v (e ,z)=g —_— 2 A (zy),
r-172 D £ -z 1
r i
( | )I—PL % o
u (C.,z,) = h(z.,z dx(z,).
r -1’72 BDI‘ 1272 1—§1C1 1
En calculant les coefficients de Fourier de l/r et /.zp , on voit aussitdt que Vr = C1,up
et par suite 182 192
€8, hiz;,re 7) - C,C(Cq,re )
S 75 A (z))8, = | . a0,
D_r X EO,27TJ (C1‘Z1)((2_r2-re ) EO,ZW] z_‘_z_]_«e 2

11 est alors facile de voir que le membre de droite de cette derniere égalité converge,
lorsque r — 1, presque partout vers (C2C1P1h)( 1€ 2)

11 résulte alors aussitdt de (III.13), (II1.15) et (III.14), (IIT.16) qu'il existe deux
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constantes ay et a, indépendantes de Sq et S, telles que

230
‘C 11 1512531"‘_1;5? 1. 2, ¢t
1’52L(T) 27,07, 'L (D7)
m/)s SA |
‘I’
1’2L(T) 0z L (DxT)

Les hypotheses faites sur la fonction ¢ montrent alors que, si on pose, pour
2
tout s< 1, (ps(z) ©(sz) pour z€ED" et 48(21,22) w(sz1,22) pour (21,22)€DXT,
*
les suites s ——>C2C1P1<p et s—> C1P1 ¢S sont des suites de Cauchy dans L1(T2).
Comme de plus les coefficients de Fourier de C2C1P1 <p (resp. C1Pa; d)s) convergent,
lorsque s —»> 1, vers les coefficients de Fourier de C2C1P1 ¢ (resp. C1P? ©0), le

théoreme II1.2 est démontré.

rd N\ . 1 2
Poursuivons maintenant la démonstration du théoreme III. 1. Puisque w'EA(O 1)(bD ),

,

le théoreme II.3 nous assure qu'il existe v € L1(T2) telle que Bbv =w', Soit alors

V € L1(D2) N COO(D2) la solution de 1'équation 3V = «' donnée par la proposition II.1
Puisque  (UV)=u3dV = uw' = w , laformule (II.14) avec les mémes notations pour

/y .

by zbz et ¢) donne :

SDZUVO(pAdZ A dz +§D2w/\gol\dz1/\d22+g w/\¢1dz1/\d22+

! 2 DXT

S wNY, dz, ANdz =S uv(v, - ¢,)dz, Ndz,.
TXD 2 1 2 T2 1 2 1 2

Mais comme B = w, on a également :

ANdz, +

1 5 wAzb1dz

Adz, + u:/\zbzdz Adz

S T30Adz. Adz, +\ . wAoNAdz S _
2 1A dz, SDz (K- RN Nz,

gDXT

STZ F(zb1 - {L‘-z) dz AdzZ.

En posant F = E - uV, on obtient une fonction holomorphe dans D2 telle que
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F'lzwy=f etquivérifie (avec les notations de la propositionII.1) :

(11.17) B 2Fb<p/\dz Adz, SZ - wv)($ -¥,) dz, A dz,.

Remarquons alors qu'il résulte de (ITI.17) appliquée a des fonctions by et ¥,
particuliéres que, pour presque tous ¢ 1 C € T et toutes fonctions X (&€ ) et (¢ 2)

holomorphes au voisinage de D, on a les relations :

~

[ (F =)z ,,t5) n(e,) dz, = o.
T
I1 en résulte que 1'intégrale de Poisson

91 if 1—’2 [2 1—]2

Ulz,, g (F-uv)e ',e 2) ! 2 49 , dd

17727

16
’1-219 ! ’2 ’1-§2e1 2 ’2

définit une fonction holomorphe dans D2, U, qui est dans 1'espace de Hardy H1(D2)

(puisque F - uv € L1(T2)), et qui, pour toute fonction ¢ de classe C° au voisinage
de ;2 vérifie (d'apres (I1.17)) :

g F ©dZ; Adz;AdZ,Adzy = | U o dZ Adz, Adz, Adz,.
D2 D2

Autrement dit, ona F =U dans D2 et par conséquent, F est une extension de f
qui est dans H1(D2) et qui a pour valeurs au bord sur T2 la fonction F - uv.

Pour conclure la démonstration du théoreme III. 1, il suffit donc de montrer que

uv € Lp(Tz).

Si p=1, iln'yarien a montrer puisque v € L1(T2). Si p>1, nous allons

montrer, en reprenant la démonstration du théoréme I1.3 que uv € P (’I‘2). La fonction

v est donnée explicitement pour presque tous (£ 17 ¢ 2) c ’l‘2 par :
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. d/\(z1) 1 dx\(z2)
\ Al 1 1
v(¢ 1,‘2)_T—l1m BDUW(ZV%) + 5= lim w2(C1,22)P —
r>1 51—1121 r1 “D PN
r<I1 r<1
~ dz. Adz, Adz
_1_.2 lim w%(z1,z2) ! - ! 2 .
AT1“rs1 YDXT (t,-rz_)r,-rz,)
1 172 2
r<1
On a donc :
’I . w3 U(C‘l’(2)
u(f1rr2) V(C1’62)=T]_ﬁ llm S 0'\1(21’{2) dA<Z1)+
u(z,, N ,-rz,)
17°2 1 1
r<i
1 u(t,,t,)
(TI1.18) +2—1?11m g w( 1,22) dx(z,) +
r-1 (C1’Z2)(C2_PZ )
r<1
. u(t.,c,)
+ ! limS w1(z1,22) 1" 2 d'z'1/\dz1Ad22.
471° ra31 “DXT u(z ,22(51-1*2 )& ,-rz,)
<1 1 ! 1 2 2

Nous allons montrer aque chacune des trois intégrales de (III. 18) est, en norme 1P (T2)
majorée indépendamment de r.

1. Considérons tout d'abord la fonction

U(C11C2)
(2"1,C 5 @, ) d)\(z1).
(21 7C2)(C 1'FZ1)

Comme u€C1(D2), il existe une fonction continue h(C1,z1,C2), (?”1,C2)€T2, 2165
telle que
(IH.19) U(?:1,C2)—U(Z1,C2)=(C1_Z1)h(C17211C2)o
On a donc :

P, Cizq  dA(zy)

a1<t~1,c2>=gD oy(z4, T ML y,24,5) - — "

2 7P2 Wz 5,

(1I1.20) d)\(z1)

+g w (z,,t,)
N A - A

1 1
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Si p=e, ona wz;,{,)€EL “(DXT) et la deuxieme intégrale de(III.20) est clairement
majorée en norme LOO(T2) indépendamment de r. Pour p < «, la majoration de cette

méme intégrale résulte du fait que w, € LP(D xT) c AP(D xT) et du théoréme I1.4.

1

Pour voir la majoration de la premiére intégrale de (II1.20) on remarque que la mesure

. e ‘ )l ( C d/\(z1) dA(z1)
vZq, est majorée par c¢ et la démonstration
1% t,-rz, EJ ¢ l u(zy,¢,)

du 4. du lemme III.2 montre alors que
d)\(z1)

lay(z1,2,)] <o\ e, e ) lan ).
SD w24, 85 Tatort) ST @q(Fq,E5) 1AMT )

La majoration cherchée résulte alors de 1'inégalité de Holder.

2. La deuxiéme intégrale de (III. 18) se traite de la méme maniere.

3. Montrons enfin que la fonction

u(€,,t,)

z1,22)(f1—rz1)(c2—1122)

d'z'1 Adz, Adz

ng(c‘];zfz):g w1(z1’22) u( 2 9

DXT
est majorée, en norme LP (T2), indépendamment de r.

Comme u € C1(D2), il existe une fonction continue k(z1,z2, C2), (z1 22) € D2,

C2€T telle que

(111.21) u(z1, Cz) = u(z1 ,22) + (CZ—ZZ) k(z1,z2,2f2).
Combiné avec (III.19), il vient
U(C1 ,C2) = U(Z,',ZZ) + (C1’Z1) h(C1 yZ1 7C2) + (C2-22) k(Z1,22, (’2)-

Par suite,
dz, ndz,Adz

r ) 1 2
O‘3(2:’1’152)% @(zq,75) — *
DXT (CT-FZT)(CZ-PZZ)
-z dz.Adz,Adz
: 971 phdzghdzy
(m.22) +SDXT 1( v Z)h(cl b 2) t,-rz, L -rz u(z.,z,)
1 1 =2 2 1272
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N

) -/ dz ., A dz

+ B w (Z 7Z’)) k(Z ) Z 9‘\7 ) = = 1 1 1
pxt |12 I R O T (z4,2,)
27Ty LTz Wzq,25

A c122

Appelons II{, Ig et Ig les trois intégrales de (II1.22), et majorons les séparément.

Si p< e, la majoration de II{ résulte du fait que «, € Lp(DxT) c Ap(D xT) et
du théoréme I1.4. Si p =, onremarque que, lorsque s — 1, la suite

s — cc1(sz1 , szz) converge dans L1(D xT) et, la formule de Stokes appliquée a la

variable z2 donne alors :

r . bw1 dz1/\dz1/\d22/\d22
N )= 5 — (zy,2))
LR D2 dZ 1772 (&,-rz )¢ )
2 172 N2,
ow
1 o, 2 . . r . ..
Comme — € L (D%), la majoration de I1 devient evidente.
0z
2

- . r‘ A . . rd
Majorons maintenant 12 pour p < o :les mémes arguments que ceux utilisés pour

la majoration de la premiére intégrale de (IT11.20) montrent que :

¢ ~Z, dA(z1)

1
C1—rz1 u(z1,22)

" wi(z,,2,) h(C,,2,,C)) <c e (z,,2,) ldr(z,).
'SD‘% 21025 1721:%2 ST “1121,2) 29

L'inégalité de Holder montre que le second membre de cette indgalité est dans LP(T) par
rapport a la variable z, et la majoration résulte donc du théoréme 17 4.

Supposons maintenant p = . Soit ry <1 fixé, et posons

Q= {z €D ; fz ’>r‘ } La formule de Stokes appliquée a la variable 2z, donne :
ry 2 2 o 2
dw C.-z dz,Adz, Adz, Adz
IP((’ ,C)=§ _1(Z 2 )h(E.,z.,7.) 1T ™1 1 1 1 2 2+
212 DXQ. dz 172 PE 2t rz, {,-rz u(z,,z.)
r, ) =172 f27% 1772
.-z dz,Adz, Adz
+S wz,,z,)nh(Z,,2,,C,) 11 ! ! ! 2.
DXT [ 2 C.,-rz, . ,-rz u(z,,z,)
ry 1 1 °2 72 1772
d/\(z1)
Remarquons alors qu'il résulte du lemme II.3 que la mesure est une mesure
u(z1,z2)

bornée dans D dont la norme est majorée par une constante qui ne dépend pas de
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r 0y oo, 2
z, €Q, . Lamajorationde I, résulte donc dufait que ——€ L (D) et du fait que
o 0z
2

r. < 1 entraine < < o pour z, c Tp .

‘ 'q -rz, 1-r o}

Majorons enfin I,,. II résulte de (IIT.21) que k(z1 1255 £,) est holomorphe par

r
3"

R 2 . 2 < [ Ces o sps ]
rapport a (z1 ,22) € D etcontinuedans D~ . Comme bbw =0 |définition II.1
un passage a la limite évident montre que

.-z dz,Adz,Adz
r 2 72 1 2 1 2
13(C1aC2):S w2(z1,22)k(z1,22,C2) .

TxD (’2—r22 ' 1

-1z, u(z1 ,22)

r

La majoration de 13

se fait alors clairement de la méme maniere que celle de Ig.

La démonstration du théoreme III.1 est ainsi achevée.
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Chapitre IV

SUR LA FORMULE DE JENSEN

ET LES ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES DANS LE POLYDISQUE.

Dans [9] P. Lelong a introduit 1a notion de courant positif fermé Gx associé
a un sous-ensemble analytique complexe X de dimension pure n-1 d'unouvert Q
de €". Undes principaux intéréts de cette notion est que, pour des ouverts
convenables, la construction d'une fonction holomorphe f dans  telle que

X = f"1(0) se raméne 4 la résolution de 1'équation ddu = GX.

Ici, nous nous intéressons au polydisque D" de €" et plus particulierement
aux zéros des fonctions de la classe de Nevanlinna classique de D"
i6 i6

N(D") = {f holomorphes dans D" ; supg log+‘f(re 1,...,re n)( d61 ..

r<1 [0,2‘”1“
.. den < +°°}

Le principal but de ce chapitre est de donner une condition nécessaire pour
qu'un sous-ensemble analytique de D" soit un zéro d'une fonction de N(D") qui

porte sur le courant GX, et qui soit suffisamment fine pour étre susceptible d'étre

suffisante.

Dans [4] et [5] P. S. Chee a montré que 1'ensemble des zéros d'une fonction

de N(D") vérifie la condition de Blaschke, c'est-a-dire

n 1
b dt{g o= }< o,
» pp
p=1 “o pn
t



80.

n
t

caractérise pas les zéros de N(D") (cf. § 3). En fait, les travaux de P. S. Chee

ou D est le polydisque de rayon t. Il est facile de voir que cette condition ne
montrent que la condition de Blaschke est satisfaite par les zéros des fonctions de la

classe N1(Dn) = {f holomorphes dans D" ; sup log" lf(z) ‘d)\ (z) < 00},
r<1 n
o(D)

et cette classe est strictement plus vaste que N(D") (voir § 3).

Pour obtenir une meilleure condition, nous avons cherché a 1'établir comme
conséquence d'une formule de Jensen. Il existe dans la littérature plusieurs formules
de ce type dans le polydisque (voir par exemple Ronkin [12] , P. 236, Stoll [1 3] , P. 53,
Malliavin [10] ), mais les conditions que 1'on en déduit sur les zéros des fonctions

de N(D™) ne s'expriment pas simplement sur le courant GX.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans BJ .
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I. UNE PROPRIETE DES SOUS-ENSEMBLES ANALYTIQUES COMPLEXES

DE CODIMENSION 1 DU POLYDISQUE DE q".

Soit X un sous-ensemble analytique complexe de dimension pure n-1 de
Dn, c'est-a-dire 1'ensemble des zéros d'une fonction holomorphe définie dans D".
Le but de ce paragraphe est d'étudier la dimension des ensembles analytiques réels

X, =X n "

¢ ¢+ t€10,1[.

Il est clair que la dimension de Xt est inférieure ou égale a n-1 : sinon,
toute fonction holomorphe f telle que X = Z(f) serait nulle sur un ouvert de ’II‘? ’
et, par conséquent, serait identiquement nulle. Pour n = 1, 1'ensemble des t€ ]O, 1(
tels que dimR X, =n-1 est évidemment discret dans [0, 1[ . Nous allons voir a
quelle condition sur X cette propriété reste vraie pour n =2,

On voit immédiatement qu'il existe des polyndmes homogenes holomorphes
dans @" qui ne vérifient pas cette propriété : par exemple, dans (1:2, la variété
Y d'équation z,= Azz, XET, |A| =1, est telle que dimR Yt = 1 pour tout t>0.
Nous allons montrer (théoréme 1) que, en général, les seuls sous-ensembles analy-
tiques irréductibles du polydisque qui ne vérifient pas la propriété évidente du cas

n = 1, sont des ensembles de zéros de polyndmes homogenes.

Précisons tout d'abord deux notions que nous serons amenés a utiliser par

la suite :

R2n étant identifié a (En, soit J 1'opérateur canonique de la structure

presque complexe de ]R2rl (i.e. la multiplication par i). On dit qu'une sous-variété



82.
2n ; :
Vo od'un ouvert £ de R est totalement réetle si, pour tout z €V, le plan tangent

TV(Z) a V aupoint z est tel que T‘V(z) 1JT,,(z) = {0} . 1l est bien clair que si

\
4 . . o) n

X est un ensemble analytique complexe au voisinage d'un point z~ de € tel que,

dans tout voisinage de z , X contienne une variéte totalement réelle de dimension

, , .. O . .
(réelle) n-1, alors, le germe de X au voisinage de z~ est de dimension (complexe)

n-1.

La seconde notion que nous rappelons ici est celle d'ensemble analytique
homogene : nous dirons qu'un sous-ensemble analytique complexe H d'un ouvert £

de €" est homogene, si, pour tout z€H, z = (z .»Z,), ona (DZ NQ) <H, D

17 Z

désignant la droite complexe passant par z et 1'origine, c'est-a-dire

DZ = {z = (2:21, ceey Czn) e " ; CECE} . Nous aurons a utiliser la propriété suivante :

LEMME IV.1. Soit & un ouvert de ¢" contenant 1'origine. Tout sous-ensemble

analytique complexe homogene H de 1, de dimension pure n-1, est l'ensemble des

zéros d'un polynéme homogene holomorphe.

En effet, comme 1'origine appartient a § , H est en fait un sous-ensemble
analytique de (En, et est donc 1'ensemble des zéros d'une fonction holomorphe entiere

f. Pour tout z = (z ,zn)ECEn\H, la fonction A +—» f(kz1,...,>\ ), \€T, ne

1, see Zn
s'annule qu'en X =0 ; si n(z) est la multiplicité de 1'unique zéro de cette fonction,
il est clair que z > n(z) est une fonction continue dans (En\H. Comme cet ouvert
oC
est connexe, on en déduit que n(z) est constant ; soit n, sa valeur. Soit f= 2; Pn
n=n
1

le développement en série de f, les IDn étant des polyndmes homogenes holomorphes,

Pn n'étant pas identiquement nul. Pour tous AfQ et z Gﬂln, on a
1
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n, = H-n n,
f(xz) - X (l‘n (z) « 7 X Pz X h,(}).

1 n~n1+1

z . P . _ n .
Par consequent, on a n,Zn,. Ston avait n, < ng, pour tout z ¢C \H, on aurait

h7(0) =0, c'est-a-dire P (z) =0, ce qui est contraire a la définition de n;. Ainsi
’ 1

n,=ng, et h7(>\) ne s'annule pas pour z €@ \H, ce qui implique Z(Pn )c H. Comme
i 1

1'inclusion inverse est évidente, H est l'ensemble des zéros du polyndme homogene

Pn .
1
Notons enfin qu'il résulte aussitdt de ce lemme que si P est un polyndme
homogene holomorphe, toute composante irréductible du germe de Z(P) au voisinage
de 1'origine est de la forme Z(Q) ol Q est un des polyndmes homogeénes de la dé-
composition de P en polyndmes irréductibles.

Nous allons maintenant démontrer un résultat local duquel nous déduirons

aisément le principal résultat de ce paragraphe :

PROPOSITION IV. 1, Soit z° = (z{,...,27) un point de T, et soit v un
[0)

voisinage ouvert de ce point dans c". Soit X un sous-ensemble analytique complexe

de pure dimension n-1 de v. Supposons gu'il existe une suite (t, ) de réels stric-

tement positifs, distincts de to’ qui converge vers to’ telle que, pour tout voisinage

wcv de z° dans ", il existe un entier K tel que, pour tout k = K, on ait

n

t

Alors, il existe un ensemble analytique complexe homogene H de dimension

dimR(X NT, N w =n-1.

et . o
pure n-1, defini dans un voisinage @, Cv de z telque:

(i) pour tout voisinage de zo, w<Cw, ettout t voisinde t_,
P = = — o

‘I?

. n ]
dlmR(H NN w) =n-1;



(ii) H est contenu dans X.

% Qlus :

1°) Sit O:O, on peut prendre pour H 1'ensemble des zéros d'un polyndme homogene

holomorphe irréductible.

2°) Si n=2, il existe \€C, X { =1 tel que 1'on puisse prendre pour H la variété

des zéros du polyndme P(z1,z )=z -Xz,.

1

2

Remarque. Pour n =3 et tO # 0, on ne peut pas espérer pouvoir toujours pren-

dre pour H 1'ensemble des zéros d'un polyndme homogene. Par exemple, au voisinage

1+22/23

3 3

du point (ie', i, 1)€ T° dans @, la variété d'équation z, =2, exp( ) vérifie

12,5/,
toutes les hypothéses de la proposition, mais ne contient évidemment pas fe/zsz zéros d'un
polyndme homogene.

Nous allons faire la démonstration de la proposition IV.1 en deux étapes : en pre-
mier lieu, nous allons démontrer (sous les hypothéses de la proposition) 1'assertion 2°)
pour t # 0, puis nous démontrerons 1'existence de H vérifiant (i) et (ii) (sans
hypothéses sur to).

Nous pouvons tout de suite remarquer que les assertions supplémentaires 1°)
et 2°) en résulteront aussitdt : d'une part le 1°) résulte de la deuxiéme étape et du lemme
v.1, et d'autre part, le 2°) pour t, =0 estune conséquence du 1°) et de la pre-
miere étape : si H est l'ensemble des zéros du polyndme homogeéne P, H vérifiant
(i), le résultat de la premiere étape s'applique 8 H en un point de H N T2 au voisi-
nage duquel H N ’1I‘2 est une variété de dimension réelle 1, et comme P est irréduc-

tible, on a P(z = 21—)L Zos AET.

N
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Premiére étape : n = 2, t £0.

Il suffit naturellement de faire la démonstration lorsque X est défini dans v

par une équation h(z1,z ) =0, o h est une fonction holomorphe dans v, irréducti-

2

ble au voisinage de z°. Alors h est réguliere en z. au point zo, et, d'apres le

1

théoreme de préparation de Weierstrass, nous sommes ramenés au cas ol V= D1 X D2,

D, et D, étant deux disques centrés respectivement en z°

o)
1 5 1 et Zy et h un poly-

ndme de Weierstrass irréductible en z., c'est-a-dire

1

B _ _.0\p _ ,0\p-1 _0 _,0
h(z1,22) = P(z1,22) S (z1 21) + (z1 21) a1(z2 22)+...+a (Z2 Z,)s

p

ol les a, sont des fonctions holomorphes au voisinage de 1'origine telles que ai(O) =0.
Supposons maintenant que 1'on a, par exemple, tk < t0 pour tout k. Comme P est

irréductible, 1'ensemble des zéros commun de P et de Pé est un ensemble analy-
1

tique de dimension zéro, donc vide ou formé des points isolés. Par suite, quitte a ré-

. ., . o A
duire D2 si nécessaire, pour z,, £ Zo 226 D,, le polyndme z, " P(z1,22) ap

racines distinctes dans D1 . Par conséquent, il existe p fonctions holomorphes

I‘i(Zz), 1< i< p, définies et continues dans D, N { lzz | < to} , et a valeurs dans

o o . .
D,, telles que, r;(z,) =z, pour tout i, et, pour tout (z1,22) €D, x(Dzﬂ{ \22 \sto}),

1
p
I (z] - r‘i(zz)).

P(z1,z '
i=1

2):

L 'hypothese faite sur X entraine alors qu'il existe un indice io et une suite

(tkz) extraite de la suite (tk) tels que, si on pose gio(z1,22) = 21-1*10(22), on a

dimR(Z(gi ) N ’ﬂ”f ) = 1, pour tout £, Z(g;i ) désignant 1'ensemble des zéros de

) kz o)

g; dans D, x (D2 n{ \22 \ <to}). Il en résulte que, pour tout indice £ et pour tout
o

z, €T

,€T, ND,, ona \r‘i (22) | = lzz | . En appliquant alors le principe de symétrie

k,z o
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de Schwartz a la fonction s (22) par rapport a chacune des courbes "l].'“t N D2 ,
0 k
J)

_ . 0 e
on conclut que cette fonction est en fait holomorphe au voisinage de z, et verifie

<~

. . X o, 0
(22) | = \22 | dans tout ce voisinage. Comme r, (22) =z ,ona r; (z

[0) O O

2) = AZZ ’

o
avec A= Z1/20 €T, ce qui entraine que la variété d'équation Zy = )\22 est contenue
2

dans X N (D1 X D2), et acheve la démonstration de cette premiere étape.

Deuxieme étape : existence de H.

Soit Bp une suite de boules ouvertes centrées en zo, contenues dans v,
et formant un systeme fondamental de voisinages de ZO, et soit f une fonction holo-
morphe dans BO telle que X ﬂBO ={z EBO ; (z) = 0} . Montrons tout d'abord que :
PPour tout entier p, il existe une variété WpC " , de dimension réelle n-1

telle que :

o a) il existe >‘p > 0 tel que la variété kapz {()\pz1 ,...,Apzn) ; (21,‘,..,zn) EWD}
1v.

soit contenue dans Bp ;

b) pour tout z FWp, la droite complexe DZ passant par z et 1'origine est

telleque D MB < X.
z O

Considérons le sous-ensemble analytique réel V de BO défini par :

V= {2::(21,...,zn)*:13O : f(z) =0 et 121 =

Par hypotheése, pour tout p, et tout k = Kp, on a donc dimR(V mr? ﬂBp)zn—1.
k

Ceci entraine que le germe VO de V au voisinage de zZ, est de dimension réelle n:

En effet, dans le cas contraire, on aurait dim VO =n-1. L.'ensemble des

R

points singuliers de V dans un voisinage de 20 cerait alors de dimension topologique

strictement inférieure & n-1 (c.f. (2], lemme 3.3, p. 120) ; et, par suite, pour tout
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p et tout k assez grand, V ﬁ’ll"{1 n Bp contiendrait un point au voisinage duquel V
k

serait une varieté de dimension réelle n - i contenue dans ’11“t . D'apres un théo-
k

réeme de F. Bruhat et H. Cartan (c.f. [H] , brop. 9, p. 97), dans un voisinage de zo,
I'ensemble des points de V au voisinage desquels V est une variété de dimension
n-1 est une réunion finie de variétés analytiques connexes. On en conclut donc que V

contiendrait une variété analytique connexe de dimension n-1 A, telle que, pour une

sous-suite (tk ) de la suite (tk), A ﬂ”ﬂ‘?

L kz

. Mais cela est évidemment impossible, car, 1'ensemble

contiendrait un point au voisinage duquel

n

t
kz
des points de A au voisinage desquels A est contenue dans T

A serait contenue dans T

? est a la fois ouvert
k

. J)
et fermé dans A.

. . .. o) .
L. 'ensemble des points de V, dans un voisinage de z~, au voisinage desquels

V est une variété de dimension réelle n étant dense dans V, pour tout p, il existe

.l
1 16n
donc z =(t1e yeeoy te )

.. 1
1 un voisinage de z contenu

EV N Bp, t1 £0, et v,

dans Bp, (0,...,0) £ v, tel que V Nv, soit une variété de dimension réelle n. En

1

' ~
d'autres termes, dans un voisinage v TEREY

du point x :(t1,9 9:1) dans Jo,1[xR",

1 1

1'ensemble des zéros de la fonction

6, 6
(t,61,...,9n)Hf(te yerste )

z

est une variété V de dimension n. Comme pour tout u€ ]0, 1[, on doit avoir

vVn{t=u}) < n-1, il existe X, = (tz,G],... 62

’ n)E ?/10?/, tel que, en x

dim]R( ) le plan

tangent & V ne soit pas contenu dans le plan {t = t2} . Par conséquent, il existe un
indice io tel que, dans un voisinage ;2 cv 1 de X5 1"hypersurface V admet une

équation de la forme

(Iv.2) 8. :g(t,61,..., ; ,...,en),
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ou g est analytique réelle dans un voisinage de (t2,61, ,Bi y oee ,Gn) (la notation
o

~n

signifie que la variable correspondan'e est supprimée). Posons alors

W -Vnit=t3n%

P . Il est clair que ' _ est une sous-variété analytique réelle

2 p

de dimension réelle n-1 duplan {t=t,}, et montrons que

161 19:‘1

W ={e ',...,e her"

)EW },

{1y, 8,008, €W

vérifie les conditions de (IV.1).
Par construction, Wp vérifie la condition a) ; démontrons qu'elle vérifie
aussi b) :

i6 i i6 i6

. 1 n ) ~ ~ 1 n
Soit z=(e ,...,e )GWp,etposons z:(z1,...,zn)=(tze peeestye ).

Soit h la fonction holomorphe définie (ans un voisinage du point (1,1) de ¢? par :

h(c,€)=f(cfz\/1,.,,,crzvi _1,§%\ji. ’cz‘(l +1’---,C%’n)- I]. I‘éSUlte
o o o
de la forme (IV.2) de 1'équation de V au voisinage de (t2,91 ,...,Bn)E;Np que 1'en-

semble analytique Z(h)= {(Z, &) ; h(¢, &) -0} vérifie, au voisinage de (1, 1) toutes les hypothe-
ses de la proposition IV.1 dans le cas n=2, toz 1. La premieére étape de la démonstra-

tion montre donc que la fonction
¢ 182,02,

est nulle 1a ol elle est définie, ce qui achéve de démontrer (IV.1).

L'existence de H en résulte alors aisément. Nous pouvons supposer B1 c BO ,

et il existe donc e >0 tel que, pour tout £€Q@, |[1-C|< e, et tout z=(z1,...,zn)€B1,

ona Cz-= (Cz1,...,Czn)€Bo.

Soit alors

= (g2 €c™ s cee, -rl<e z€B,)

1

Q est un ouvert de @"*', et la fonction h(Z,z) = f(CZ1, cesC zn) est holomorphe

dans . On définit alors une suite (f f&) de fonctions holomorphes dans B, par

1
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'n
f =f,f,(z)=— (1,2),z€B,, 2=1.
o L 2 1
]
Soit X 2 1'ensemble des zéros de f 2 dans B1. D'apres (IV.1), pour tous p
et £Z,ona xpwp cX PE Posons Y L= M Y.. L'anneau des germes des fonctions
i<t

holomorphes au voisinage d'un point étant noethérien, et la suite Y P décroissante,

voisinage de z° tels que, pour 4= Lo on a Yzﬂ w =Y£ ﬂw1.

il existe 4 et w
o 1 o

1

Il existe donc P, tel que pour p = P,sona A pr cY 0 Comme les Wp sont des
o

variétés totalement réelles de dimension réelle n-1, le germe de Y , au voisinage
o
de z° est de dimension complexe n-1. D'autre part, pour tout z €Y E la fonction
o
£+ h(¢,z) est identiquement nulle, ce qui signifie que Y ;4 est homogéne et contenu
o

dans X. 1l suffit QOnc de pre‘ndre pour H une composante irréductible de Y g au
o

voisinage de z° , de dimension n-1, et qui contienne un ouvert de chacune des varié-
tés d'une sous-suite de la suite ApW P’ Ceci acheve la démonstration de la proposition IV. 1.

De la proposition IV. 1,nous allons déduire facilement le principal résultat de ce
paragraphe.

Introduisons une nouvelle notation : X &tant un sous-ensemble analytique
complexe de codimension 1 du polydisque, avec les notations du début du paragraphe,
nous définissons 1'ensemble T(X) <[0,1[ par :
T(X) = {te]o,1[; dimy, X, = n-1}.

On a alors ke théoreme suivant :

THEOREME IV.1. Soit f une fonction holomorphe dans Dn, non identiquement

nulle. Il existe un polyndme homogene holomorphe Pf unique (‘g une constante multi-

plicative pres), et il existe une fonction g; holomorphe dans D" tels que :

(i) tout facteur irréductible P de P; est tel que T(Z(P)) = ]0,1[;
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(i) f=P.g dans D" ;

£8¢

(iii) T(Z(gf)) est discret dans [, 1[ .

Si f(0) £ 0, nous prenons Pe= 1, g =f. Si £(0) = 0, soient X, ...,Xp

les composantes irréductibles du germes de Z(f) au voisinage de 1'origine qui sont
des germes d'ensembles de zéros de polyndmes homogeénes holomorphes irréductibles

p
P,, 1<i<p, tels que T(Z(Pi)) = ]0,1[, et posons H 2191 Z(Pi)' Pour chaque i on

a Z(Pi)C Z(f) et, par suite, f/Pi est une fonction holomorphe dans D". Il existe

donc un polynéme homogene holomorphe Pf unique (2 une constante multiplicative

pres) tel que H = Z(Pf), et g = /P, est une fonction holomorphe dans D" telle

f

que Z(gf) ne contienne pas 1'ensemble des zéros d'un polyndéme homogéne holomorphe
irréductible P tel que T(z(P)) = Jo,1[.

Pour démontrer le théoréme IV.1, il suffit donc de voir que si X est un sous-
ensemble analytique complexe de dimension pure n-1 de Drl tel que T(X) n'est pas
discret dans [0, 1], alors il existe un polyndme homogéne holomorphe irréductible

P tel que T(Z(P))= ]0,1[ et Z(P)c X. Supposons donc que T(X) a un point d'ac-

cumulation tOE[O,I[. Si to:O, la conclusion résulte aussitét de la proposition IV.1, Suppo-

P . . o) .
sons to;éO. Par compacite, il existe z%¢ ”ll“{l tel que, au voisinage de z~, X verifie les hy-
o)

pothéses de la proposition 1, Il existe donc une sous-variété W de Tn, de dimension réelle
n-1, telle que le cone sz{(CZV ceey Czn) ep’seeD, (21,...,zn)€W} soit contenudans X. Sat

f une fonction holomorphe dans D" telle que X =Z(f), etsoit f= T P _ le déve-
9=q,
loppement en série de f, les Pq étant des polyndmes homogenes de degré q (on a

dvidemment 9, = 1). Pour tout g, on a donc Cw

c Z(Pq). D'apres la remarque suivant

le lemme IV.1, il existe un polyndme homogene holomorphe P, facteur irréductible
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de Pq tel que d'une part le germe de Z(P) au voisinage de 1'origine est une com-
o]

posante irréductible du germe de Z(Pq ), et d'autre part, Z(P) contient un céne CW ,
0 1

cz(P)n z(P), et

ou W, est unouvert de W. Pour tout q = q,, ona alors C q
]

1 W

comme W 1 est une variété totalement réelle de dimension réelle n-1, la dimension

complexe du germe de Z(P) N Z(Pq) au voisinage de 1'origine est égale a n-1. Comme
Z(P) est irréductible au voisinage de 1'origine, ceci entraine Z(P) c Z(Pq) pour

tout q. Par suite (Z(P) n D") € X, et, comme Cy € Z(P), ona T(Z(P)) = Jo, 171,

1

ce qui prouve le théoréme IV.1.
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II. LA FORMULE DE JENSEN POUR LES FONCTIONS HOLOMORPHES DANS

LE POLYDISQUE

Dans ce paragraphe nous utiliserons constamment la notation = déja utilisée
dans la démonstration de la proposition 1. Rappelons qu'elle signifie que la variable
correspondante est supprimée.

Dans la suite de cet article, nous serons amenés a utiliser la propriété bien

connue suivante : pour toute fonction holomorphe f dans Dn, 1'intégrale
6 1 i6 n
S log \f(1“1e M R )\d61...d6n,
(0,27 ]

est une fonction croissante de chaque r.. C'est une conséquence immédiate des pro-
priétés de sous-harmonicité de log |f|.
Soit f une fonction holomorphe dans p" , non identiquement nulle, et soit

f=P la factorisation de f donnée par le théoréme IV.1. Pour tout t EZ]OJ [, cha-

8¢ 1

que indice p, et presque tout (61 yooo ,ép, .o ,Gn) € (0,2 w]n_1, la fonction holomorphe
i6 if i6 i@
(IV.3) Z_ > gf(te , e te p_1,z ,te p+1,...,te

n
p p )

’

n'est pas identiquement nulle. Notons rlp(f,t,61,... ,Gp, ...,Gn) le nombre de ses zéros

dans le disque D, = {zp €Qq; \zp\ <'t}, comptés avec leurs multiplicités. Soit d; le

degré de P,. Avec ces notations on a la formule suivante :

£

THEOREME 1V.2 (Formule de Jensen) . Soit f une fonction holomorphe dans le

polydisque Dn, non identiquement nulle, et soient 0 < r, <r2 <1. Alors :

191 1en 19

- S[O ya] nlog lErye 'y..rye )\d61...d6n-g[0’2w]nlog If(r1e ym s Ty r5\d6 de_
2dt {2 { n (£,t,6,...,6 ,...,6)d6....d6 ...d8_}+(2m"d log -2

[0,2r ] ApttstePypeseaPpaeess ¥/ P £ o8
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Compte tenu de la factorisation f =P la formule (IV.4) s'écrit :

£f?
191 ien l 191 ib
log \gf(rze T S ).d91...d9n—g[o 2.rr]nlog\gf(r*f: yeees TR r5k161...cﬁn
H

S[0 2n]"

d A A\
=27 &r —_— f,t,0.,..,6 ,... 6.... ...dé
”r'1 t {D S[O 21T]n ! p( L. ’en)d ! d9p ’ f

Cette derniére formule va étre une conséquence du lemme suivant :

(IV.5)

LEMME 1IV.2. Soient 0 <r_<r, <1, et soit ¢ une fonction de classe C2 au

1- "2
voisinage de DEZ. Alors :
A 6, i6 i6, 6
g ncp(r‘ze T X )d61...d6n-g n<;>(r‘1e yeees TR )d91...d6n
[0,27] [0,27]
(Iv.6) 2Sr2 dt{ n ’, 2o 16 16'5 ] ~ }
-2(2H 2§ i RD——_(te yoesZgyermpte VdZ_Adz_ |d6....dB...d0 |
i 3 t p=1 [0,217]“ 1L tazpbzp p p pli P n
Démontrons ce lemme : en dérivant la fonction
191 iGn
t A(t):S Jelte ', te ™de....dg
[0,2m]
il vient,
[ 6
X ()= ﬁ}z (te cZ g yte Mdz
[O 21T]n -1 p P
_ 28 (te z %)dz ]de ..d6 }
'S-_ ,.o-’ p’

p

En appliquant la formule de Stokes par rapport a zp, on obtient :

=217
=3 tp—1"[0 2n]”[SD

On obtient donc (IV.6) en intégrant par rapport a t.

i6 ~
(te ,...,zp,...,te r5dzp/\dzp]d91...d9p...den.

Démontrons maintenant la formule (IV.5). Soit xecz:(c), positive, nulle hors de
D={|e|<1}, ne dépendant que de |¢|, et d'intégrale égale & 1. Pour ¢>0 petit, posons

n
Oz perz ) = Scnloglgf(z1—ec1,-..,zn- ) \jz P SOL (STRPRPI NP

€

ol dA désigne la mesure de Lebesgue. ((pe) est une famille de fonctions pluri-

e>0



94.

. n oo .
sous-harmoniques dans D1 € de classe C , qui converge, lorsque €0, vers

Log 'f , en décroissant avec € (cf. [8] , p. 45). Appliquons (IV.6) aux fonctions Q-
il est clair que le premier membre de (3) (avec ©=0 s) converge vers le premier membre

de (IV.5) cuand €50 ; montrons que, pour tout indice p,

r 2 . .
2 . DT i€ i@ R
lim 93{3 S € (te |,..,2,..,te nMEAdZWdG..&9“d9}=
€50 “r t n-11"D, dz 0z P popld p n
1 [0,217 t PP
(1v.7) .

2

th {S[O,Zﬂ]n—1 "p

~

GJ,%,.qep,“,GnM91“dﬂy.d6n}.

= 21178{‘

Soit 0<t=r,, t¢T(Z(gf)). Par définition de T(Z(gf)), pour presque tout

1

A

(91,..,6p,..,6n)€[0,21T_n_1, la fonction (IV.3) n'a pas de zéro sur le cercle 'zp|=t.

N

Alors, pour ces valeurs de (91,..,6 ,..,Bn) ona:

p
oo 6, 0 5
(IV.8) 1lim —(te ,..,z_,..,te )dz_ dz_=imn (f,t,8.,..,0,..,0 ).
€50 D, 0z 0z p p P p ! p n
t P P .
En effet, pour tout (z1 y oo ,zp, .. ,Zn) € Dn"1 , considérons la fonction
(IV.9) zp—>gf(z1,..,zp,..,zn).
L 'hypothése faite sur (6 17+ ,Gp, .. ,Gn) entraine qu'il existe €, 0 tel que, sion
i6 4 } . -
= . J - <
note Beo(ej) {ije(t : |te Cj ‘ €fr # p, pour tout (z1 ERTLINEE ,zn) €
il B, (6.), 1lafonction (IV.9) n'a pas de zéros dans 1'anneau t-g¢ < ‘z ‘< t+e€ . Par
#p o o p o

suite les zéros de cette fonction dans le disque Dt sont tous contenus dans Dt—s
o

et leur nombre (avec leurs multiplicités) est indépendant de (z1 yeeaZpy e ,zn) €

A

OB (Gj) et est donc égal a n, = np(f,t,e 19 ,Gp, .. ,Gn). On en conclut alors aisé-

#p o
ment qu'il existe np fonctions mesurables (on a en fait mieux mais ceci nous suffit)
k A
zp(z1 e aZpr e ,zn) de jpreo(ej)’ dans Dt-eo, 1Sk§np, telles que pour presque
A k A
tout (z1 yer e ’Zn) les nombres complexes zp(z1 reeaZps e ,zn) sont exactement
les np zéros dans Dt de la fonction (IV.9). D'autre part, on a :
i6 .
ozwe i0 0. te -t 2
_'—_"(te ,..,Zp,..,te )23 nLog’gf(C‘I’."Cn)]H x( e J) —
0z 07Z C j 0C o
2507, J#p Cp ¢
%p~%p
v\
(X(2=R) ax(z,,..,C )=
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iG
2 =L
1 o ( |0 p p
o § {chog ¢ ) —(x(B—Ryar_,at
' o ( 6, Jaép %t ¢ oc e P}
i#p %o o
dA(CI,..,Cp,.. Cn).
z =L
Si €< e, et si zp€Dt, le support de la fonction C -—;x(-——-—) est contenu dans
le disque Dt+s , et un calcul classique pour les fonctions d'une variable complexe
o A
montre que pour presque tout (C1,...,C ,...,C )€ nB, e.),
P n
i#p %o
[ Loglgg )| 22 w(2p
Log ¢.,..,. ,..,C )dC
R LA S oC padt
p
n k »
p z -z (C,,..,C,..,C)
—im T (R R 17 "B’ "N,
k=1 €
Comme zk(C y..., ,..,L)ED , le support de la fonction
p 1 p n t-eo
k
z -z_(C ,..,Cp,..,t,' )
, p p 1 n
Zy —> X = )
est contenu dans le disque Dt des que €< €5 Par suite, pour €< & et presque
tout (C,,.. ? C)€ NB_(6.) ona:
-‘l’ ?
b i#p %o ) .
1C d Zp—'p‘ < -
50 {§ roelele,, .t . 0 ) |2 (x(BeB) dt Aat f oz Adz, =
D, “C b% dL
p
=im np(f’t’61”"9p""6n)'
En utilisant le théoréme de Fubini, on conclut que pour €< €, ona
S o2, ( i0, i0_ )
—(te ',..,z_,..,te )dz_Adz_ =imn (f,t,6,,..,8,..,6 )
Dt bzpbzp ? p’ p p p b 1’ b p’ n b

ce qui montre (IV.8).
Pour conclure, montrons que 1'on peut appliquer le théoréme de convergence

dominée de Lebesgue pour déduire (IV.7) de (IV.8):

- n-1

Soit r, <t,<1, etsoit (z1,..,zp,...,zn)€D

2 1
pas identiquement nulle, notons np(t1 1Zqy e p .. ,zn) le nombre de ses zéros comptés

avec leurs multiplicités dans le disque Dt . Si elle est identiquement nulle, posons
A 1
p(t1 EITRRPLINEY ,zn) =0. Alors il est clair que la valeur absolue de 1'intégrale de (IV.8)
est majorée (pour €< € o’ €, ne dépendant que de t1) par

Si la fonction(IV.9) n'est



A

i~ a if
1 n -
- - ) -l ) I c)dx(¢.,...,
S np(t1,te e&f1,...,zp,.. ,te E_n) 7 X(.J) (-1 g
(En J7P

L.a conclusion cherchée résulte donc du théoreme IV.1 et du lemme suivant :

ARE

LEMME IV.3. Soit h une fonction holomorphe dans le polydisque D". Notons

(z1 ,Zz')E C X (Iin"1 les points de €". Pour tout z‘€Dn-1 , considérons la fonction

holomorphe h_, (z1 ) = h(Z1 ,Z').

Soit t <1. Si hz, n'est pas identiquement nulle, soit n(t,z') le nombre

de ses zéros, comptés avec leurs muitiplicités dans le disque D, = { \21 | <t}. Si

h_, =0, posons n(t,z') = 0. Alors, pour tout o<1 ona:

sup . n(t,z') <+,

1 e -1
z'€ Dt

o
Soit t 1 < 1 fixé, et montrons ce lemme pour t< t1 . Quitte a factoriser h

si nécessaire, nous pouvons supposer dans cette démonstration que Z(h) ne contient

1

pas de variétés de la forme {z?} x D™ avec \2(1) | <t

1

Pour tout t < tys considérons alors le sous-ensemble analytique réel X(t)

N e .
de D défini par
X(t) = () n {(z,,2")€D" ; |z, | = t}.
Remarquons tout d'abord que dimR(X(t)) <2n-3:
En effet, dans le cas contraire, on aurait dimR(X(t)) = 2n-2, et il existerait
. o o _,0,,..N .0 . .

donc un point z~ = (z1,z' JED, \21 |= t, au voisinage duquel Z(h) serait une va-
riété analytique complexe contenue dans 1'ensemble ¢ \21 | =t} (car X(t) ne peut
étre contenu dans 1'ensemble des points singuliers de Z(h) puisque ce dernier est
un ensemble analytique complexe de dimension complexe inférieure ou égale a n-2,

c.f. [6] ou [10]). Alors, si z, =k(z1,...,zi

o (0]

yeus ,zn) est une équation de Z(h)

.. o . , LA . . .
au voisinage de z, il en résulte aussitot que 1'on doit avoir I,= 1 et
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n-1

k(zz, - ,zn) = constante, ce qui implique que la variété {z°> x D est contenue

1
dans Z(h), et contredit 1'hypothese.

Soit maintenant P: " — ¢! 1a projection canonique P(z1,z') =z'. Consi-
dérons P comme une application de 1'espace analytique réel Y(t)= {(z1 ,2"eD"; \21 | =t}
dans Dn"1 de sorte que P devient une application analytique réelle propre. Alors
1'image P(X(t)) de X(t) par P est un sous-ensemble sous-analytique de p"-]
(c.f. [7]). D'apreés un résultat de H. Hironaka ([7], prop. (3.6), p. 472),

p"- 1\ P(X(t)) a localement un nombre fini de composantes connexes.

\P(X(t)) est un ouvert partout dense dans D?-1

o _ o

Ainsi Dtn_1 qui n'a qu'un

nombre fini de composantes connexes, et comme la fonction z' +—» n(t,z') est cons-

tante sur chacune de ces composantes, on a, pour t < t1 ,

n(t) = sup n(t,z') <+ o,
z'€D- W\P(x(t))
o
De plus, ce sup est atteint en un point z' ED?-1\P(X(t)), et, pour t'2t, t'< t1,
o

il existe z%' dans un voisinage de z' tel que n(t,z') = n(t,z'1) et z; ED?:\P(X(t')),
ce qui montre que la fonction tr n(t) est croissante.

Pour conclure, il nous suffit de voir que si z'€P(X(t)) est tel que h , n'est
pas identiquement nulle, alors on a n(t,z') < n(t) : mais ceci est évident, car, pour
¢ >0 assez petit, ona n(t,z') = n(t-¢,z'), et z' €Dtn_1\ P(X(t-e)) ; par conséquent,

o

n(t,z') < n(t-¢) <n(t).

Remarque. En appliquant la formule de Jensen pour les fonctions d'une variable

complexe, on peut voir directement que le premier membre de (IV.8) est majoré par une

fonction intégrable de (t,91,...,6p,... ,6n), indépendante de e, ce qui permet d'obtenir
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(1V.7) sans utiliser le lemme 1V .3.

La formule (IV.4) donne aussitdt une formule de Jensen-Poisson pour les

fonctions holomorphes au voisinage de D"

Soit f une telle fonction, f #0, et considérons le courant positif (c.f. [9],

chap. VII)
@- p el dzadz -2i 33loglil.
1<j,ksn ¢ )
Si £(0) # 0, la formule de Jensen, pour r =0 et r, = 1, s'écrit :
| 6, i, n
g Lloglife ,...,e )\d61...d6n-(27r) log |£(0) |
(IV.10) [O 2m]
d f
—S t{z \ el (€)de adg }
\% (t 0) J;ép
ot V(,0) = { (€., g )ea s g <t \Cj\=t,1.<_jsn,:i#p}.
Si z-= (21,... ,zn) € Dn\Z(f), en appliquant (IV.10) a la fonction f o 0, ou
n z.-C.
®, = ((pz reer @, ) est la transformation conforme de D définie par ®, (Cji)z — 1,
1 n ] 1-z.C.
J7J

on obtient, apres un changement de variables, la proposition suivante :

PROPOSITION IV.2.(Formule de Jensen-Poisson). Soit f une fonction holomor-

phe au voisinage de D", non identiquement nulle, et soit z= (z1 ,...,zn)E D™\ Z(f). Alors :
i6 if i6 i6

g[o ok log |f(e 1,...,e " le(e 1,...,e n)d61 ...dg_ - (2m)1og |£(z) |
(Iv.11) o ot
dt{E S\/ C)dc /\dc _J dCJ-},
p(t:2) P o (1-7,2)(z,-¢ )

ol Vp(t,z) est la sous-variété de D" détinie par

T 2%
vp(t,z)={(c1,...,cn)€D ; |—2Pj<t, | L |=t pour 1<j<n, j#£p},

1-z 1-z.C.

ig i9 pCp i
et Pz(e 1,...,e M désigne le noyau de Poisson classique du polydisque.

Remarque. La formule (IV.11) reste vraie i f(z) =0 etsi Z(f) ne contient pas

1'image par la transformation conforme o, de 1'ensemble des zéros d'un polyndme

homogene irréductible P tel que T(Z(P))_:]OJ [, les deux membres de (IV.11) étant
alors égaux a +w, Notons que s'il n'en est pas ainsi, la formule peut &tre fausse :
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par exemple, dans D2 , sion prend f(z1 , 2) =2,-2,, la formule (IV.10) est évidemment
fausse, le deuxieme membre étant nul.

III. APPLICATION AUX ZEROS DES FONCTIONS DE CLASSE NEVANLINNA.

Soit f une fonction holomorphe dans Dn, f #0. En utilisant les notations
de la fin du paragraphe précédent, il résulte du théoréme IV.2 que si f est dans la
classe de Nevanlinna N(D"), 1'ensemble des zéros de f vérifie la condition suivante :
(IV.12) dt{D § ol (£)dg adZ_ A dtj}<+o0

' So v, (t,0) “pp! % Pitp Tj .

Il n'est pas difficile de voir que si Z(f) vérifie (IV.12) alors il vérifie aussi la
condition de Blaschke généralisée. Nous allons montrer que cette derniére condition
est en fait satisfaité par toutg fonction de la classe N1(Dn) que nous avons définie
dans 1'introduction.

Soit f EN1(Dn), et, de la méme maniere que pour la démonstration de la formule
de Jensen, considérons une famille ¢ et € >0, de fonctions pluri-sous-harmoniques
de classe Coo qui converge vers log |f\ en décroissant, et, pour t <1 (et e¢ assez
petit), posons

) (t)=g ¢ (2)dA(z)

Dy © i0, i9,, 0
-D P du1 u, du .u du {Sp n_de de de l—goqo (u1e ye ,up 1e ,te ©,
] 2”3 16
us, 1© .u e )de ]}

Par un calcul direct semblable a celui du lemme IV.2, on obtient :

n ach

IO (z)dA(z) + 2t T o _(z)d\z),
et SDt azpazp 1<5i<k=n SAJ.k(t) e
ol Ajk(t) = {(21,...,zn) €D ; \Zj | = \zk\ =t, !zq | <t, pour q # i,j}. Comme

¢z log If |, les propriétés de sous-harmonicité de log|f | rappelés au début du

paragraphe II impliquent que, pour t = 1/2 (et e assez petit), et tous j et k, ona
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g o (2)d\(z) = log |t(z) ldA(z)
A

jk(t) € Ajk(1/2)

En intégrant par rapport a t la formule donnant k;(t), et en utilisant la minoration
ci-dessus, on conclut qu'il existe une constante finie C, telle que, pour 1/’2 <r<i1,

et ¢ suffisamment petit, on a:

dt ———E (z)dX(z) | <C+8 (z)dX(z
1/2 LE tazazp Z] ﬁLS(D)(DZ

En utilisant le lemme de Fatou et un raisonnement similaire a celui fait pour
la démonstration de la formule de Jensen, des propriétés bien connues de la mesure

d'aire do, sur X = Z(f) (c.f. [9], chap. VII), on conclut, en faisant tendre e

X

vers zéro, que :

r
+
SVZdt ’SD’:n Xdox] <C +8 SB(D:) log” |f(z) |dX\(z).

En tenant compte du fait que 1'aire de D?/Z NX est finie (ce qui résulte

d'ailleurs immédiatement du lemme IV.3), on a donc montré le proposition suivante :

PROPOSITION 1V.3. a) L'ensemble des zéros d'une fonction de la classe de

Nevanlinna N(D") vérifie la condition (3, 1).

b) L'ensemble X des zéros d'une fonction de la classe N1(Dn) vérifie la

condition de Blaschke, c'est-a-dire :
1

godt(SD nxdo o] <re.

t

COROLLAIRE IV.3.1. Il existe une fonction f€N1(Dn) telle que X = Z(f) soit une

variété analytique qui n'est pas 1'ensemble des zéros d'une fonction de N(Dn). Autre-

ment dit, la classe des ensembles de zéros des fonctions de N(D") est strictement

plus petite que la classe des ensembles de zéros de fonctions de N1(Dn).
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En effet, soit (ai) une suite de points du disque unité ouvert du plan complexe

telle que lim \ai\ = 1, et soit X(a ) 11 sous-variété analytique complexe de D"
1200 i
définie par :
o0

n '
= —J1Xi, ou Xi:{(zv],...,zn)ED P 2,42,

chaque point de Xi étant affecté de la multiplicité 1. Calculons a quelle condition

X(a,)

=2ai} ,
i1

sur les (ai), la variété X(a ) vérifie (IV.12) :
i oo
Remarquons tout d'abord que X =Y X Dn_z, ou Y =U Y, estla
(@) " (ay) (@) 7,71

sous-variété de D2 définie par Yi = {(21,22)€D2 ; Z .42

1729 = Zai}, i €N. On voit alors

aussitdt que X(a ) vérifie la condition (IV.12) si et seulement si Y(a ) la vérifie aussi.
i i

Comme Y( ) est symétrique en z, et z, (et que 1'aire d'un ensemble analytique

a.
1

complexe est égale a la somme des aires de ses projections sur les sous-espaces
de coordonnées), elle vérifie (IV.12) si et seulement si elle est d'aire finie. Comme 1'aire

de Yi est équivalente & (1- \ai \)3/2 , on conclut donc que la variété X(a ) vérifie
i

la condition (IV.12) si et seulement si :

0

r (1-la. D3/2 < 4 oo,
i=1 !
L.'existence de la fonction f du corollaire est alors une conséquence d'un

résuitat de M. Tsuij ( [14;[ , voir aussi W. Stoll [131 et E. Beller [1]) :
il existe une fonction analytique dans la disque unité

du plan complexe g, telle que, d'une part, log' |g| est intégrable dans le disque unité,

°° 3
et, d'autre part, si (al) est la suite des zéros de g, on a .231(1- \ai \) /2 =+ o, Le
1=

calcul fait ci-dessus montre donc que X(a ) ne peut &tre 1'ensemble des zéros d'une
i

fonctions de N(D"), mais c'est la variété des zéros de la fonction f(z 1,...,Zn)=g((21+22)/2)

qui est évidemment dans N1(Dn) .
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Pour n=2, il est clair que tout ensemble analytique d'aire finie vérifie

la condition (IV.12). Pour n=> 3, ceci est en général faux :

COROLLAIRE 1IV.3.2. Pour n=2 3, il existe dans D" des variétés analytiques

de dimension pure n-1 d'aires finies qui ne vérifient pas la condition (IV.12), et,

qui , par conséquent, ne sont pas des ensembles de zéros de fonctions de N(Dn).

Nous faisons les calculs dans D3. L 'exemple choisi, est semblable a celui
du, corollaire 1 : soit (ai) une suite de nombres réels positifs strictement plus petits

que 1 telle que lim ai=1, et soit X la sous-variété de D3 définie par :
i»
o0

X = 191 X, ot X, ={(z

3
23)€D S Z AZ+Z =3ai},

17%27 1125123

chaque point de X, étant affecté de la multiplicité 1.

Majorons tout d'abord 1'aire A de X. Paramétrisons Xi par :
21 =37,
2y =3;+8 Ly
23=3;=¢)

(§1 ,Cz) appartenant donc a 1'ouvert Q, de c? détini par :

al ={(;15C2)EC21 lal_C2l<1r \a1+c~]'<1 et ‘a1+<2"c11<1}

. 2 . -
Soit Q7 ={§26C; |¢ +2ai’<2 et |ai-C2|<1}. Alors, si CZ:C, 1'ensemble

2

des {,€C tels que (1:1 ,52) € &4 est non vide si et seulement si PE 912 ,et, dans ce

cas, cet ensemble est égal a :z: ={§1€C ; |C1+ai\ <1 et |ai+C2—C1 L1y,
Ra; ¢, | 3/2

Comme 1'aire de 911 = est majorde par C1(1 - —2-) , 1'aire A, de

X4 est majorée par
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A<, § , (-l2a,¢, P 20 g,) =c, § (2- 15 >/ 2ax(e)

0 2 zlea)n-3a, <1

< C3(1-ai)3.

Par suite, il existe une constante absolue C telle que

(Iv.13) A<C B (1- a)’.
i=1
Minorons maintenant la condition (IV.12). Pour (62,33) € [0,217]2, soit ni(t,82,63)
162 i6
le nombre de zéros de la fonction Zy z1+te + te - 3ai dans le disque Dt‘

Compte tenu des symétries de Xi, il suffit de minorer 1'intégrale

1
g dt{g n.(t,a 6 )dd . Remarquons d'abord que |z,| =t, |z,|ct et

z +22+z3 = 3ai ent-,ainent IBai-23 |<2t, ce qui, avec |23| =t, donne 3a,<3t. Ainsi

pour t(a ona n, (t 62,6 ) £0, et est alors égal a 1, si et seulement si d'une part

3t+9a
p = 1
cos d2 2cos 8 (t) 1-(t-a. ) T_t_ et, d'autre part, si 63 appartient a un arc dont

1/2 Par suite,

48,43, -c1$ (3t2-9a° +6atcos 9 )‘/2 8,

la longueur est supérieure a C (3t - 9a + 6a,t cos § )

S 0,212 ny(t,6,,65)

2c, & (3t2-9a21+6ait w24y
cos 8 (t)

2 C3(t—ai)3/2.

Ainsi,
! 3/2
Sodtig[o,zn}z n.(t, 62,6 )da2 S (t—a) dt
= C,(1-a, )'5/2

Finalement, pour que X satisfasse la condition (IV . 12), il est nécessaire que :

(IV. 14) - o Q- a)5/2<+oo.
1—1

La comparaison de (IV.13) et (IV.14) donne le corollaire IV.3.2.
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Remarque. En reprenant les notations des deux corollaires précédents, si

a., i=1, estune suite de points du disque unité ouvert du plan complexe, telle que
i

lim }ai =1, soit x?a ) la sous-variété de D" définie par

is00 i
n * on n n n
X(a.):.U Xi , avec X, :{(21,...,zn)€D ; Ezk=nai}.
i’ i=1 k=1
Les calculs faits ci-dessus montrent que X(2a ) (resp. X? a )) vérifie la
i i

condition (IV.12) si et seulement si

0‘2 (1- ‘ai ’2)3/2 < o (resp. 023 (1- ’ai ‘2)5/2 < 4).
i=1 i=1

En utilisant alors la caractérisation des zéros des classes ch(D) rappelée

(e e]
au paragraphe 1 du chapitre I, on voit que si I (1- ‘ai |2)3 /2 < 4oo (resp.
1

z (1-\a.|2)5/2<+oo), il existe g2€N 1 (D) (resp. g3€N (D)) telle que
1 i -1/2 1/2

1'ensemble des zéros de g2 (resp. g3 ) soit 1'ensemble des a, , i21.

Un calcul direct montre alors que la fonction

2 2 Z1+Z Z1+Z +Z
f7(z1,25) =g (—5—) (resp. f3(z1,22,z3)=g3(—72——3)

est dans la classe de Nevanlinna N(Dz) (resp. N(D3 )), et par suite, X?a )
i

(resp. X(3 a.) est un zéro d'une fonction de la classe de Nevanlinna de D2
i
(resp. D> ).

D'une maniére générale, par des calculs similaires, on peut voir que la variété
analytique X?a ) est un zéro d'une fonction de la classe de Nevanlinna de D" si
i
et seulement si elle vérifie la condition (IV.12).
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Nous terminons ce chapitre en donnant une proposition qui est une conséquence

directe de la formule de Jensen :

PROPOSITION IV.4. Soit f une fonction holomorphe dans Dn, non identiquement

nulle, et soit of - bD 8§kdzj Adik = 2i33 log |t |, le courant positif associé a f.

Si l'ensemble des zéros de f vérifie la condition (IV.12), il existe une fonction

n-sous-harmonique u < 0, définie dans D" telle que :

i6, 6
(i) lim n]u(re yeueyE )\d61...d6n:0
r-»1 *[0,27] 2
(ii) pour 1<p<n, _a_u-_ =®f .
az az pp

Pour s < 1, et pour tout z ED posons,

-1 i6 16 191 i6

us(z S log |t(se 1,...,se )IPze yeues® n)d61...d6n+log \f(sz) |,
i (211 [0,27]
ou P_(e 1, ) est le noyau de Poisson. On a clairement u (z) <0.

Remarquons tout d'abord que :

Pour tout >0, il existe r(e) <1 tel que, pour r(e)< r <1, et pour tout

(Iv.19)] s 21/2 , ona

191 ien
g[ P lus(re yeuesTE ) \dGT..dGn <e.

- 0,2

En effet, en appliquant la formule de Jensen (2, 1) il vient
S | 161 i9n |
u (re ,...,re )|df....d8
[0,2¢]" S 1 on
i@ 16 i6 i6

=S log |f(se 1 ..,Se )\de de - S nlog\f(rse 1,...,r'se “)\der..den
0,2a]" (0,27]

dt . j 1
—Ss 2)dc_ AdE_ A r (2m"a log
{p1gvt0)pp P Piyp & J} L
1

S dt{ Sv 6 (€)de, AdT, & -z—} +(2md log 1 .

(1v. 15) résulte donc aussitdt de 1'hypothése (IV.12) faite sur @f.
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Montrons maintenant que :

(IV.16) sup 'us(z)ldk(z)<oo.
1/2<s<1

Pour cela nous utilisons le lemme suivant :

LEMME IV.4. Soit g une fonction holomorphe au voisinage de 1'origine dans d:n,

et s'annulant a 1'origine avec une multiplicité égale a Mo Alors,

lim
t30 Logt

1
g[o 217] 1og|g(te , .. te n)|d61..d9n=(2n)nuo

La démonstration de ce lemme est trés simple : soit D? un polydisque dans
o
lequel la série de Taylorde g, g= X Pu , les PIJ étant des polyndmes homogenes
K=p
de degré i, est normalement convergen’c% Pour t<t et 6 € [0,211__1 , ona:

i(6 ,+6) i(6_+6) .y i6 i6 Y] i6 i8

g(te ! ,..,te ! )=(te16)0 P (e ! e M+ = (tele) %p (e 1,..,e M.

K u>p v
: o
Si on note n(s,6 19 ,Gn) le nombre de zéros dans le disque | C‘<s de 1a fonction
holomorphe i 61 ien uep i 61 ien
C-——)Pu(e ,...e )+ T C P“(e yee,e ),
o H>p

la formule de Jensen pour les fonctions d'une variable complexe donne :

16]

¥ ",
S[O’zjdqoglg(te yeoste n)|d61..d6n=(2W)nuoyogt+g[0’2ﬂ]nLog[Pub(e e

6 )

tn(s,1, n

ds d6b 1...den

..,e )ide .de +g[02'rﬂg

Or pour presque tout (6.,.. ,Gn), on a n(s,61 y oo ,Gn) =0 pour s assez voisin de

t n(s,91,.. 6 )
zéro et par suite la fonction t ;g 3

o
décroissant lorsque t —»0. Il en résulte donc que :

ds converge vers zéro en

i6 161

. 1 n
':-1;8 B[Q,Zﬂ]n Log tg(te , .., te n d61..d6n—(2ﬂ) uOLogt:}=S[0 217]“ Log’P“O(e -

.,€ r5| dG

ce qui démontre le lemme.
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Démontrons maintenant (IV.16). On a :

18 ien
@ 0r) ==L {§ e e a0}
i@ 19
|
- Sb, 1 [nu1du1"‘undun{g[o,2wJnlogt(se yeesySE \d91...d6

191 iGn
log |f(su.e R )\d61...d9n}.

) S[0,217]‘1 1

D'apres le lemme (IV.4), il existe deux constantes positives C < +® et 0<6 < 1/2

telles que, pour 0<t< §, on a,
161 1en 1
\ S Jogltlte ... te ) |d8....d8 |<C log 7.

O 2m]
En utilisant alors la formule (IV.4) et les propriétés de sous-harmonicité de log {f !

rappelés au début du paragraphe II, 1'hypothése faite sur 1'ensemble des zéros de f

permet d'écrire la majoration suivante :

SD" lu (z) [dX(z) <
i6 i6 i8

<S udu..u du log ke 1 se™ be...d6 - log |f(s6e 1 5561293 |de...de ]
{inf u;>6} i B[o,zrr]" ” = S[o,zrrJ" ~ ™
+§ tso e ) e 1 e Blas, a0,
du udu log |f(se ,.,se )|d6...d6 —S[ logif(se ,,5e )|d6...d
{mful<6}u1 nB[O’zﬂ]n 1 n O,21T]n 2 2 1 n
1161 1 ien i
\_O’Zﬂnlog lize -,5e ) 1db,...d8 |
1 fGntuge e Gntude | 9|
+ u.d g du log |f(infu,)e ..., 1nfu dG
S{mful<6} tre S[0,21r]” it i “h

1 1 n - dg.
m f , i n 2
< 2 _(%t E= S\/ ( ® (C)dcp /\dcp A 2-—}+ 2m dflog 3

2" 99, p=1 v (t,0) PP i#p
+ \S log \f(z1 eiﬁ,...,%ele")\d91...d9n\+ CS n10g(mla—) du,...du
[0,2m T, 1{ !
= C1 + C2 + C3 ,

sont des constantes qui ne dépendent pas de s. D'ou (IV.16).
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Achevons maintenant la démonstration de la proposition IV.4. De (IV.16) il résulte

qu'il existe une suite s, tendant vers 1 telle que u, converge faiblement vers u

k

. En particulier, u, converge vers u dans 1'espace
k

.B'(Dn) des distributions sur D". Remarquons maintenant que, pour tout s < 1, tout

k

dans le bidual de L (D"

indice p, et toute ;{)GCZO(D“), on a, au sens des distributions,

azu f 1 v/

< = S >=<0  , —=— ) >

ey P pp? 2Nz v(3) >,
P P

ce qui montre que, quand s tend vers 1, ﬁlﬁ-— converge vers Gf)p dans %' (Dn).
dz_dz
P p

Par conséquent, u est une fonction n-sous-harmonique dans D" qui vérifie la
condition (ii) de la proposition. D'autre part pour tout z £ Z(f), il existe un voisinage

de z dans lequel (pour s, suffisamment voisin de 1), les fonctions ug et u sont

K Kk
n-harmoniques ; la convergence faible de ug, vers u et la propriété de la moyenne
k
pour les fonctions n-harmoniques, entrainent donc que ug (z) converge vers u(z).
k

Ceci étant vrai pour tout z £ Z(f), la condition (i) de la proposition résulte de (IV.15).
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