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ABSTRACT :

In a first part, we prove a regularity theorem for solution of quasilinear
partial differential equation of second order : if u is a smooth enough real
solution, if the principal symbol of the linearized operator is positive, and
if the Hormander's or Oleinik-RadkeviC's condition is satisfied, then uec..
With similar methods, we prove that : if u EC (Q) p>3, is a '"very strict"
minimum of an integral functionnal 1I(u) =fQ f(x,u,V)dx , i.e. if for all x
in Q, there are a neighborhood K of x, C>0, €>0, such as I(u+p) >I(u) +
Cllwllz for all cpEC‘;(K), then u€C .

In a second part, we consider partial differential equation of form
F(x,X%u) =0 where Xi5eee ,)&) are vectors fields satisfying H6rmander's condition.
Let us u be of smooth enough solution, we suppose that the localisation of the
linearized operator on the Lie group associated to the system of the {X } is
hypoelliptic, we prove with this hypothesis that u €C .
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INTRODUCTION

Dans [1], J-M. Bony a introduit une classe d'opérateurs, dits paradifférentiels,
associée a une équation aux dérivées partielles non-linéaires. En utilisant cette
théorie, on a obtenu beaucoup de résultats de propagation des singularités pour des
solutions d'équations aux dérivées partielles non-linéaires. Nous allons maintenant

considérer des problémes d'hypoellipticité pour des équations aux dérivées partiel-

les non-linéaires.

Dans la premiére partie, on conéidére des équations aux dérivées partielles quasi-
linéaires du second ordre. On suppose que les opérateurs linéarisés, associés 3 une
solution assez régulidre satisfont les hypothdses de 0.A. Oleinik et E.D. Radkevi
[7] (voir précisément le théoréme 1.1.). On en déduit que cette solution est infini-
ment réguliére. Si 1'opérateur linéarisé s'exprime en une somme de carrés de champs
de vecteurs, pour la méme conclusion, on pose la condition de Hormander (voir préci-
sément le théoréme 1.2.). On traite également quelques cas exceptionnels, c'est-a-
dire, sauf sur une surface compacte, les conditions précédentes sont satisfaites et
sur cette surface on suppose que 1'équation n'est pas totalement dégénérée ; on

obtient des propriétés comme 1'hypoellipticité globale.

A la fin de la premidre partie, on considére des problémes de calcul de varia-
tions intégrales I(u)==JQ f(x,u,Wu)dx , on sait que, pour une solution assez régu-
lidre de 1'équation d'Buler, si 1'opérateur linéarisé est elliptique, on a 1'esti-
mation suivante : I(u+%) >I(u) +C |||l 2 , pour tout kD€C:)°(K) réelle ou C>0,
diamétre de K suffisamment petit. Nous savons que cette solution est infiniment
réguliére. Nous supposons maintenant que, pour une fonction u réelle, assez régu-
liére, nous avons 1l'estimation suivante I(u+¢) >I(u) +C H¢||§ pour tout ¢ de

C:(K) réelle, 0<eg1, 0<C. Nous obtiendrons que cette fonction est aussi infi-



niment réguliére. Enfin, dans certains cas particulier, on donne des conditions

nécessaires et suffisantes pour cette estimation.

Dans la deuxiéme partie, on considére des &quations aux dérivées partielles non-
linéaires d'ordre supérieur qui sont de la forme F(x,X%u) =0, |a] €m, ol Xqseees
Xp un systéme de champs de vecteurs réels, C , o= (@ eees0y) 1<aj <p, |a| =k,
)(0‘=)(OL1 Xak. On suppose que ce systéme satisfait les conditions de H&rmander et
Metivier (voir précisément le thé€oréme 2.1). On localise, 3 un point fixé, 1'opéra-
teur lin€arisé de cette €quation en associant une solution réelle assez réguliére.
On obtient un opérateur invariant a gauche sur un groupe de Lie nilpotent. S'il est

hypoelliptique sur ce groupe de Lie, on déduit que cette solution est infiniment ré-

guliére dans un voisinage de ce point.



I. - REGULARITE DES SOLUTIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES QUASI-LINEAIRES
NON ELLIPTIQUES DU SECOND ORDRE.

§.1.0. Introduction.

Dans cette partie, on considére les problémes de régularité des solu-
tions pour une classe d'équations aux dérivées partielles quasi-linéaires du second
ordre. En 1968, L. Hormander [4] a donné une condition suffisante d'hypoellipticité
pour les opérateurs différentiels linaires du second ordre qui s'écrivent en
L= .IZ.] X§+X0 +C ou XO"“’Xr sont des champs de vecteurs éur un ouvert Qc}Rn,
aveg les coefficients C . 0.A. Oleinik et E.D. Radkevi& [7] ont traité une classe
d'opérateurs différentiels du second ordre générale qui possédaient une partie prin-

cipale non-négative. On va maintenant €tudier les équations quasi-linéaires en uti-

lisant le calcul paradifférentiel de J-M. Bony par une méthode analogue au cas 1li-

néaire.
Soit
| 2 tt 2
(0.1) F(x,u,%u,Veu) = } a,.(x,u,%)d; .u+b(x,u,%u) =0
k=1 kj

une équation aux dérivées partielles quasi-linéaires du second ordre sur un ouvert

QcR", od

) n+1 N .
a5 (x,2,p) , b(x,z,p) €C (@x R ) Kj=1,...n.
On considére aussi un cas particulier ol 1'équation peut 8tre écrite sous la forme

2

Xju+X u+f(x,u) =0

eS8

0.2) F(x,u,7u,v20) = _

j 0

1

n
1 = 2: ] =
oi X. ..kzl akj(x’u)ak , )(j Xj Xj » J=0,...,T et



ay; (x,2) , £x,2) ec’@xR), k=1,...,n, j=0,...,r.

On va donner des conditions suffisantes pour que les équations (0.1) et (0.2) aient
1'hypoellipticité ; c'est-a-dire, soit uec‘ioc(ﬂ) » P>Py, une solution de 1'é-
quation (0.1) ou (0.2). Sous des hypothéses que 1'on va préciser, on peut en déduire

que u€C (Q).

Pour énoncer nos résultats, on introduit d'abord quelques notions. Soit
F(x,£) une fonction homogéne de degré 1, de classe C en E#0 , et C;)OC(Q) en
X , on peut alors, de la maniére classique, définir un opérateur pseudo-différentiel
F(x,D). On dit que c'est un opérateur de classe C?oc , d'ordre 1. Soit {F1 (x,D),.V..,
Fm(x,D)} un systéme d'opérateurs de classe C?oc , P>0, d'ordre 1. Prenons I=
(©15...,0) un multi-indice entier, 1\<aj <m, onnote |I|=k.Si |I|<[pl, on
a alors que

1 .y k-1
003 F ’E = F ,--.,{F ,F }--o
0.3) 1,8 = (-) {a] P }

est une fonction homogéne de degré 1, de classe C* en £E+0, et Ci’;léﬂ en Xx,

ol {+,+} est le crochet de Poisson, F}'(x,D) 1'opérateur pseudo-différentiel

de symbole F}(x,g). On donne :

DEFINITION 1. - Un systéme d'opérateurs pseudo-différentiels {F,,.. .,Fm} de

classe Cgoc’ d'ordre 1, est dit un systéme de rang n sur un ouvert QcR", st

pour tout compact KcQ, il existe un entier r(K)<[pl, et une constante C(K) >0

tels que :

I Ir@e|® s e [g)?

|I| <>

n—-1

pour (x,£) EKXS s OU F%(x,&) défini comme dans (0.3).



On définit un systéme d'opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 1 as-

socié a 1'équation (0.1) et (0.2).

Soit u€C‘1)OC(Q) une fonction réelle, p>3, on a alors
(X) =ay; x,u(x) ,u(x)) , b(X) =bx,u(x) , u(x)) €C (9)

On pose alors :

n n
gJ (x,8) = kz‘] akj x)@d Ek) ’ j.=1"°"n
(0.4) g, G0 =lel ) o E (0 (15 (i), £=1,...,n
kj=1 %g M J
n _
g0(X,£) = Q‘Z] be (X) (1 gz)

5

n n
) 2
ol by(x) = ka=1 35, A (x,u(x) , Vu(x))alz(j u(x) + T, b(x,u(x) , Wu(x)) _kzl o g s
£=1,...,n. Ce sont des fonctions homogénes de degré 1 de classe C” en £40, et

C‘l) 0(2: () en x. On obtient donc un systéme d'opérateurs pseudo-différentiels

{GO""’GZn} de classe Cp 2(Q) associé 3 1'équation (0.1).
On va montrer le résultat suivant :

THEOREME 1.1. — Soit u une solution réelle de 1l'équation (0.1) de classe

n
Z (Q). Supposons que ) a .E, E.30 pour (x,E)€EQ xR, p>3, si le sys-
oc k=1 kj "k >y

téme {GO""’Gzn} est un systéme dq rang n sur 2, on a alors :
u€Cc () .

Pour l'equatlon (0.2), soit u€C10C(Q) , pP>2, on a alors Xj (x,&) =

n
) g{kj x)(@Eeg-= z a5 (x,u(x))(i§), j=0,...,r des fonctions homogeénes de de-
k=1

gré 1, de classe C” en £ et de classe Cfoc(n) en x, donc {XO""’xr} est un



systéme d'opérateur différentiel d'ordre 1, 3 coefficient Cfoc(ﬂ) .

THEOREME 1.2. - Soit u une solution réelle de l'équation (0.2) de classe

Cgoc(ﬂ) s Supposons que p>2, et le systéme {XO’""XP} est un systéme de rang

n sur 2, on a alors uEC ().

Comme pour les équations linfaires, on peut également traiter certain
cas exceptionnel. Soient N une sous-variété différentiable de dimension n-1 de
€, M un sous-ensemble de N, un compact de @, on suppose qu'il existe locale-
ment une fonction réelle ¢(x) telle que {p(x) =0} =Njoc avec grade(x) #0,

on a alors :

THEOREME 1.3. - Supposons que, sur SUNM, les hypothéses du théoréme 1.1.

sont satisfaites et pour x €M, on suppose

n n n n, 2 n q
(0.5) ) @y (%) ¥, O(x)3 O(z) + ) akj(x)akjtp(x)+ ) b.(z)d.0(x)| > 0.
kj=1 J kj=1 j=1 9 9
si M={X0} , on suppose :
n v n
(0.6) ) (ajj(:x:o) + ij(xo) l) >0

g=1

on a alors u ECOO(Q) s Ou

o~

v _ ) 2 ) _
bz(a:) = , W, akj(m,u(x) R Vu(x))akj ul(z) + % blx,u(x) , Vu(x)) , L=1,...,m.

L

kg
Pour 1'équation (0.2), on a :

THEOREME 1.4. - Supposons que, sur S NM, les hypothéses du théoréme 1.2.

sont satisfaites et pour x €M, on suppose qu'il existe 1<kgr tel que



(0.7) Xk ©(x) 0

r
ou bien st 21 IXk ©(x)| =0, on suppose que

o2
) X0+X,040.
g=1 J

S% M={X0}, on suppose qu'il existe un gkj*o dans k=1,...,m, j=0,1y...,7,

on a alors
u€C(Q) .

Les démonstrations se servent des opérateurs paradifférentiels de Bony
[1]. Avec 1la méme méthode , on peut aussi traiter un minimum local de calcul de va-

riations. Soit :

(0.8) I(u) = I f(x,ux) ,Vu(x))dx
Q

une intégrale multiple sur un domaine QcRr® , f(x,z,p) €C°°(Q X ]Rn+] ) réelle, u

une fonction réelle sur Q.

Les problémes de calcul de variations sont de trouver une fonction u
qui atteint le minimum de 1'intégrale (0.8) dans certains espaces de fonctions sur
Q et d'étudier la régularité de ce minimm. Dans le livre de Morrey [3] on a &tudié

les problémes réguliers, c'est-a-dire que 1'équation d'Euler

n .

(0.9) I 9, £ (x,u,%u) - £,(x,u,Vu) =0
a=1 Py,

est une équation elliptique ol fpa=3%£ f(x,z,p).

Dans ce cas présent, si u ECZ(Q) réelle, I(u) <+ =, minimise 1'intégrale (0.8),



u est alors une solution de 1'équation (0.9). D'aprés la théorie d'équations aux
dérivées partielles et du théoréme 1.1., ona u €C”(Q). En utilisant 1'inégalité
de Poincaré, on a 1'estimation suivante : quelque soit x€Q, il existe une cons-

tante C>0 et un voisinage compact KcQ, tels que
2
(0.10) I +Cloll § < I +o)

pour tout tDEC;(K) réelle.

I1 est bien connu que 1'estimation (0.10) est équivalente 3 1'ellipti-
cité de 1'équation (0.9) et u une solution. L'ellipticité étant une condition trés
forte pour la régularité des solutions, on considére donc une estimation faible de

style (0.10) qui implique u€C. On a alors le résultat suivant :

THEOREME 1.5. - Soit u une fonction réelle de 03(9) » 8upposons qu'elle vé-

rifie les hypothéses suivantes :

1) I(u) <+
2) Pour tout x€R, il existe un voisinage K de x dans Q, et deux cons-

tantes C>0, 1>»€>0 tels que
(0.11) 1w +C ol 2 < Tu+@)
pour tout cpECOOO(K) réelle, on a alors u €c™(Q).

Si u est une solution de 1'équation (0.9) satisfaisant les hypothéses
du théoréme 1.1., on peut obtenir 1'estimation (0.11). De plus, si 1'€quation (0.9)
peut s'écrire sous la forme (0.2), 1'estimation (0.11) implique que le systéme de

champs de vecteurs {X1 5o "’Xr} satisfait la condition du théoréme 1.2.



Dans la section 1.1., on rappelle les résultats principaux sur les opé-
rateurs paradifférentiels de J-M. Bony [1]. Dans la section 1.2., on construit des
estimations a priori pour des opérateurs paradifférentiels. Dans la section 1.3.,
on démontre les théorémes 1.1. et 1.2. ; les théorémes 1.3. et 1.4. seront démontré
dans la section 1.4. Dans la section 1.5., on démontre le théoréme 1.5., et on étu-

die 1'estimation (0.11) dans la section 1.6.
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§.1.1. Equation paradifférentielle.

Nous faisons ici un minimum de rappels sur les opérateurs paradifféren-

tiels de Bony, pour les détails, nous renvoyons a [1].

~

Soit %(x,£) wune fonction homogéne de degré m en ¢, C” en £%0, 2
support compact en X et de classe c® en x, p>0, on définit 1'opérateur T2 de

la maniére suivante :
A\ -n ~ ~
(1.1) fu© = en™ [ xEnn Aenm st mdn

oi X(,n) est une fonction de classe C°°(]Rnx R" ~{0}) , homogéne de degré 0 et

vérifiant pour 0 < €1 <e, assez petit

-

x(®,n) =1 pour [0]|<eq |n|

x(@,n) =0 pour |6] e, [n]

S €C°°(]Rn) réelle, s(x) =0 au voisinage de 0, s(x) =1 en dehors d'un compact.
’i(g,n) est la transformée de Fourier de %(x,§) par rapport a x. Tg applique
alors continfment H° dans H®™ et une modification du choix de X et s pour

T, ne modifie cet opérateur que par addition d'un opérateur (p-m)-régularisant.

L

DEFINITION 2. - Soit Q un ouvert de ﬂ?n, nous noterons 2.’;(9) s pour meR

et p>0 non entier, L'ensemble des fonctions L(z,§) définies sur axE'~ {0}

et de la forme suivante

(1.2) (x,E) =,Q,m(ac,g) ...+ ](x, £)

jLm-[o

ou Q.m_k(x,i) est homogéne de degré (m-k) en & de classe c” en E+0, et

0=k
Clocm) en x.
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I1 est clair que si £(x,£) est a support compact en X, on peut alors

m-[p] "
définir T, = E 'le . C'est aussi un opérateur continu de H®> dans H°™.
J=m

DEFINITION 3. - Sotent Q un ouvert de R, et L une application linéaire de
D' () dans lui-méme a support propre. On dit que L est un opérateur paradifféren-—
tiel d'ordre m et de classe C° dans Q et que L'on notera LEOp(Z’g)(Q). S'7l
existe R,EZ'S(Q) tel que, pour tout compact K<Q, pour tout X ECOOO(Q) égale a

1 au voisinage de K, l'opérateur L -X sz applique continiiment H‘Z omp(K) dans
BT Q).

I1 est évident que si LEOp(Z‘Tg) () , L applique alors Hioc () dans
Hi;l;l (2). On notera o(L) =%, le symbole de L, o (L)=% 1le symbole principal de

L. Le symbole de L est unique. On a de plus que 1'application de symbole
o : 0p(E) (@ —> (@)

est surjective, son noyau est les opérateurs de (p-m)-régularisant. Tout le calcul
pseudo-différentiel classique peut s'étendre 3 ces opérateurs. On donne quelques
résultats que 1'on utilisera pour démontrer nos th€orémes. Les démonstrations sont

dans [1].
m.
LEMVE 1.1. - a) Soit LJ.EOp(ZpJ)(Q), i=1,2, on a
m,+m

12
Ly oLy€0p(z = “)(5)

ol Ly oLy=L+R, L est un opérateur paradifférentiel de symbole

- 1 o .1 o 2
vz, E) =) of BE Q'mz—kl Dy Q’mz—kz

k1+k2+|al<[p]

et R un opérateur d'ordre (m;+my=p).
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b) Sz LEOp(Z'g) (Q) , il en est de méme de son adjoint L* et

on a

T A R

k+|al<lp]

En particulier, si LEOp(Zi)(S’Z) et O(L) =% (x,8), R (x,8) ==L (x,8), on a :
t*=-L+cC

on CE0p(X)_)(%) pour 0>1.

m.
e) Sotent LJ-GOp(ZpJ)(Q), j=1,2, p>1, ona :

1*“2‘1 .
et pour le symbole principal, on a :
1
o _([L,L]):-.{o (L,) , 0 (L)}
mytmy 1 ""1°T2 T Um, 1 my 2

en particulier st O(Lj) =<Dj(x) €Czoe(9) J=1,2, on a alors [9;,0,] un opérateur

p-régularisant.

Pour une fonction £ 62'3(9) , on peut €galement définir un opérateur

pseudo-différentiel. Entre ces deux classes d'opérateurs, on a :

LEMME 1.2. - a) Soit A(x,E) homogéne en & de degré m, de classe C en
E+0, et c® en z,a support compact en x,avec p>m, alors l'opérateur L(x,D) -
T, applique continiiment L2 dans 2.

b) Si de plus % est de classe ¢” en x alors L(x,D) =T, est
infiniment régularisant, c'est-d-dire qu'il applique H° dans H° ' pour tout

s'eER.
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Le lien fondamental entre opérateurs para-différentiels et équations
aux dérivées partielles non-linéaires vient des résultats suivants. Soit

F(x,u,...,asu,.'..)lskm

= : B o
= 2 E .Aa(x,u,...,a u"")|3|§p(k) o u

(1.3) ky<ksm |a|=k

B
+A (X,uy.e.0"U,...) =0
kg |8lsk,

une équation non-lin€aire d'ordre m, ol F est réelle et de classe C°°, ol on peut
supposer p(k) <k, en convenant que p(k) =-= lorsque les A, correspondants ne

dépendent que de x . On pose alors :

d=max(ko,ﬂziﬁ).

LEMME 1.3. - Soit u une fomction réelle de Cgoc(ﬂ) s avec P >max(K ,p(K)),

posons :

(1.4) p(z,E) =] j P eyulz),...)(iE)8,
|B|>2d-p

on a alors p€Z’"+m de)
Maintenant, on peut associer 3 1'é€quation non liné€aire (1.3) une équation
paradifférentielle linéaire. C'est le point de départ de la démonstration des théo-

rémes 1.1., 1.2., 1.3. et 1.4., parce que nous obtenons une équation linéaire &qui-

valente, on a :

THEOREME 1.6. — Soit u ume fonction réelle appartenant a CZ o r\HZ oe(

avee p >ma.'x:(k0,p(k)) s 8>0. Soit P l'opérateur paradifférentiel de symbole

o(P) =p(x,§) défini par (1.4). Si p>d, et u une solution de (1.3), on a

s+p-2d ) |

20-2d
Pu ECZ (Q)nHZc
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La démonstration est une modification de celle du théoréme 5.3 de

J-M. Bony [1].

Nous rappelons d'abord la caractérisation des espaces H et c° a

1'aide des décompositions <<en couronnes dyadiques >>.

Soit K>1, on définit les couronnes dyadiques Cj » JEN, par
Cj={F,€Rn s KV 23 ¢ e <k zj*‘}.

On désigne par B(0,R) 1a boule {|&|<R}. On a alors les propriétés suivantes :

PROPOSITION 1.1. - Soit a€R N I, les propriétés suivantes sont équivalentes.

a) uec*.
+00 R
b) Il existe une décomposition uzu_;+ ) Uy, telle que supp upCGp et
- p=0
u || _sc 2P,
Prr

+00 .

e) Il existe une décomposition u= ) up telle que supp upc B(0,K ) et
p=0

<C 2P,
Il upll =S

+00
d) Il existe une décomposition u= ) U s Uy, €C telle que,quelque soit A en’,
p=0

il existe >0, [|DMu || Lsc, 22D,
P
Pour les espaces de Sobolev, on a :

PROPOSITION 1.2. - Soit >0 s on a l'équivalence entre les propriétés sui-

vantes :
a)' u€H .
o -ps 2 ~
b)' = + s u <C_ 2 et (C)€ER suppu_<G_.
u=u_y ey up ” p”Lz\ p p s pp » = “p
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4

e)' u=) u lu |l ,<c 27P® (0)622 et suppu <B(0,k2P) .
+% -

d)' u=) u_ , u €C quelque soit AEW', il existe (C )€22 tel que
p=g P° P , A,p

A -p(s-|A
“D up“ 260}\’27 2?(8 | |).

L

En effet, on a une partition de L'unité :
(1.5) 1=9(E) +] o(27 €
0

(o]
ol © et Y appartiennent d CO(En) s Le support de @ étant contenu dans la cou-

ronne C, et celui de V¥ dans la boule B(0,1). On a la décomposition <« canonique »

sutvante :
u=u_;+ Yu,=V0u + ) (0(2-jD)u
dJ
0 0
(1.6) p-1
u_; + Y u,=vePpu.
0 d

On peut maintenant démontrer le théoréme 1.6.

Démonstration du théoréme 1.6. : I1 suffit bien entendu de démontrer le théoréme

lorsque F(x,u,...) est réduit a un seul terme
B
FiGU,-00) = Ay (650,087 Uy +22) [glep k) ®u, o] =k.

Nous distinguerons. trois cas ; les décomposition suivantes sont canoniques.

ler cas : kg2d-p.

2p-2d
loc

s+p-2d

ﬂHloC

Dans ce cas 13, p(x,£) =0, on doit donc démontrer F(x,u,...) €C

o ok ..s-k _ _ p-p(k) HyS-Pk)
comme 9 uecloanloc. avec p-k>»2p-2d>0 et Aaecloc nHloc ,
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2p-2d

s+p-2d
loc ()

. Pour démontrer F EH1 oc

po-pk)>p-k»20-2d>0, ona FEC

pour simplifier, des fonctions ayant un support compact. On a alors

Foou,-e) = L (), CRu)+ T 0% (),
-1<p<q-N, -1<a<p-N,
1.7)

£ 7 ‘):(Am)q+r (a“u)q.

lrl<Ny a

On vérifie la condition c)' de la proposition 1.2.

supp((: (A, (aau)q)cs(o,x 20y
-1<p<q-NO

<N
supp (T (30, (&) ) )<B(0,k 2P*1)
—1<p<q-N0
N

supp( (Aa)q+r (30!. u)q)cB(O,K 2q+!r|+1 ) .

N

“ (:: (Aa)p)(aau)q H 23 H - (Aa)p“ = NG u)q I 12

-1spsa-N, -1sp<a-N,

¢y 27PleP(K) o8 2~4(s-K)
-Kpsq-NO

A

/N

cc 296K
q

(= @ w,)any| o< || =@ w, | o a, ,

-1\<p5q—N0 -Kpsq-NO

C P(e-K) - ,-a(s-p(K))
) 2 C,

-1sp<q-N0

n

ccC Z‘Q(S‘p(K))
q

N

on suppose
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| A gor @*0) 1] 25 I agull o | (a"‘u)qllL2

o |
L

(q#1) (p-p(K))  ,=-a(s-K)

_\<C2' q

-q(s+o-p(K)-K)
€CCy2

s+p-2d

On a donc F(x,u,...) EHloc

2éme cas : k>2d-p et p-K<0.

Dans (1.7), pour le dernier terme, on a Z ) (A(}L)q*_ﬂr o u)qE HS+p-2d
Ir|<N; a

(=, g o | = @ w, || -l aql ,
-1\<p$q—NO P L ’]\<PSQ‘NO L L

sCcy 2~a(p-K)+p(p-K) Cq o-A(s+p-2d)
-lspsq-N,

<C Cq Z'Q(S"'Q‘Zd) .

On a donc F(x,u,...) =T, %u+v, ver™ ™ o 13 du-f (A, (%0,
-1¢p<a-N,

o

mais d'aprés le théoréme 2.1 de [1], on a T;\ =Ty (p-p(K))-régularisant, 1'opé-
a a
rateur T, % u ayant pour symbole Aa(i £)* cela démontre le théoréme dans le
a .

second cas.

3eme cas : k>2d-p et p-k>0.

La méme conclusion pour le troisiéme terme dans (1.7) et TA %u ayant pour
o

symbole A (i £)® pour le deuxiéme terme. Si on a :

(1.8) A, (x,0,...) = ] 1y, Pusv
a
|I3|\<p(K) 'au_B



ct V€C2(p-p(K)) apstP2P(K)  on 4 alors

- : 8
Taa Aa(x,u,...) = ) T 3A o u+v'

! - |8lep(®) a“uﬁz
et v ECZ(p'd) an+p-2d. Cela démontre le théoréme dans le troisié€me cas modulo

(1.8). Pour (1.8) on a :

L

PROPOSITION 1.3. = Soit u=(ups.--,u,) €’ nE® réelle, p, >0, FEC(QXR").

On a alors :

L
(1.9) F(x,ul,...,uz) = Z T'BF uj +R
=1 ou .
J

et ReCPngtP.

Démonstration : On peut supposer, sans restreindre la généralité, que F est de

classe C_ dans ]Rn+2'

, et 3 support compact. Montrons que 1'on peut se ramener au

cas particulier ot F ne dépend pas de x.

Soit en effet K, cR" un compact hors duquel les uj et F(x,u) sont nulles.
Soit vj ECE, j=1,...,n égale a X5 au voisinage de K, , en supposant (1.9) dé-

montré dans les cas particuliers, on aurait :

- J Ty v; € C2P BT

F(v,u) - ) T'BF u. 3

du. g V.
. V.
Y3 j

et donc (1.9) dans le cas général, compte tenu du fait que T'BF v:i est de classe
A

C”, et des égalités J

oF _ OoF

F(v,u) = F(x,u) , 557 (V,u) = »— (x,u) .
] J
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Supposons donc maintenant que F ne dépend que de (u1, --+5Up). Pour simplifier,
on suppose encore £ =1. On va démontrer que 1'on a la décomposition suivante qui

vérifie la condition d)' de la proposition 1.2.

(1.10) F(u) - Thy oy u= :ap.
-1<p

On désigne par Sq(f) la somme finie ) fp , si £=) fp (S_4 =0,
-1<p<q-1 -1<p
ona F@u)= 1lim F(S_(u)) car Sq(u) >u dans L . En posant v
g+

F(Sq(u)) , ona F(u) =Z1:—_ vp et TF' W) u= CZ{ Sq_NO(F' (u])uq. On a alors :
- Sp

q F(Sq(u) +uq) -

aq = F(Sq(u) +uq) - F(Sq(u)) - Sq_NO(F'(u))uq .

On a d'abord aqECm. On va estimer D* ap dans L et LZ, pour tout aENn, pEN.

En utilisant la formule de Taylor, on a :

F(S,) +ug) = F(S,@) + F' (S,(w)ug + gg v

ol
(1
= " —t
gq(X) Jo F (Sq(U) x) + tug (x)) (1-t)de
on a alors :
a.1n a =g u2+[F'(S @)u. - S ('@ .
. q °qq q" g "q-N, q |
. o 2 n
On estime d'abord D gquq, pour o €N , qeEN ,
g u? =7y ' C p'g D2y D3y
8q"q 0 0y 0g q q’
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On a donc
10" sl we G 1D gl D Zull o 10 P ugl
ce il N o ; Z-Q(o-lazl) z-q(o-la3l)
1% 6qud 1l € G 5D gl o 10 2ugll o Dl
NN D' gl Ca. ;elog) Casa ;G lesh
o Gy g €22, pour a, EN.

o
Nous devons donc estimer || D 1 gg || . en notant Wg(x) = sq(u) (x) +tuq (x).
L

On a :

01 1 o t
D g (x) =J D F'(W.(x))(1-t)dt
q 0 q

o L r.
p ' rwie) = T F*P ke 1mop I Wi

221 T *...4T =0 j=1

(si Joq] =0 ona |[gll ,<O).
Q-

It ' i
DIw < |ID +{|D
I q @) || e I Sq () || e I Ug I e
Q|rj| 'Q(p‘lr'D
2 +C. 2 J

'I'j I'j

<C

qurjl

N

(p>0)

de plus [|[F**D it _<c, .
q L %
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On a obtenu :

g ulll L <C, 2-a(2e-al])
,-a(s+e-al)

ou (C )622 pour tout a€N.
0,q ‘

On estime maintenant le deuxiéme terme de (1.11).

o

' 1 a1 [] ‘ 1 2
1 " (5 00) - sy 0 @0)uig| =T €, o D 1P (5q() =5y (B @)D .

aq+a,=o 172
On peut seulement estimer || D*(F'(s.(u)) -s NE NI .
q a-Nyg L

On distingue deux cas :
a) J|a|<p.
Ft(sq)) - sq_NO(F' (u))
= [F'(sq(u)) -F'] + [F'(w) - sq_NO(F'(u))]
= Aq + Bq .
Comme F'(u) €C”, D*(E ) ecPlol p-lal>0,
(X.B = O -1y _ '
|| D 4q||L°° || D™ (F* (u) Sq_NO(F IR >

= I F @) -sgy O F @)l o« T | O F @l

< COL : 2-p(p-|a|) = C& Z’Q(p'lal) (p-lal >0) .
Q'Nogp
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2 L
-1 (f"Vesgen 10T s@-r*P @ molu).

220 oq+.. .40 = j=1 j=1

St el =0, 220, ona [IAgll = IIF (sq@) -F @)l o< ll 54 -ull .-

* sup IF(Z)(W x)]sc § 2PP=c2® | (p>0) pour £>1, ona :
t,X q<p

L a. 2 a.
L YEE I R [ 1) (s (u))( mDpJs@- oD Ju)
221 0qt...top=a j=1 j=1

L .
+ (F(“”(sq(u)) - F(2,+1)(u)) AL DaJu] ,

j=1
mais on a :
2 o 2  a. a L
m JS(u)-nD3u=(D 5q @) -D Tw) nDJs(u)
j=1 q j=1 j=2
o e 2 o o -1 .
+D1u(D s(u) 2u) n DJs(u)+ +(Dls(u)-D2u) mn Du s
j=3 q j=1
de plus
. o. -q(p-la; )
||Dqu(u)—DJuH wSC2 J (p - |0LJ|>0)
L

QIGJ'I

ol.

3
|| D sq(u)ll w<$C, 2
L J

N |
I Ju|l _sc ||F(“*”(sq(u))|| _<C
L : L

IEED sy @) -F#* D | o € 5@ -ull o s FED W 0|

< Cg 279p (p >0).

On a obtenu || DOLAq Il < ¢, malemlal) gigy
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I0%ag Il 5 <c, o 274CwerleD

Q' a,q
(1.12)
Da < C —q(Zp-lal)
10%agl e ¢, 2
2
oa (C, a,q) €4 pour la] <p .
b) |a| >p.

(0 ] |
1 0% (F* (s () -sq_NO(F ) || .
o 1 O 1
sHDFwmef+HD%%W0me

Conme F'(u) €C’° et |a|>p ona :

0% sy, @Il o0y T 2P0 lal)

_‘]<p<q-N0

-q(p-|al)
<Cl 2 :

2

LR i m— S (RO D s @,
221 oc] 2 =1
. -p(e-la. )
HDJsmHIm\c ZZ:zp I,
I -1¢p<q
Si p- Iocjl >0,
: 2‘p(p‘l°‘j|) .
-1<pgq

Si (p—|ocj|)<0,

— 2-p(p-lajl) e Z-q(o-lajl)

-1<p<q
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mais 1< Z-q(p-locl)‘ On a obtenu
” DO" F' (Sq(u))” - < C 2'Q(p"|a|)
L

d'ol (1.12) pour |a| >p. En utilisant la proposition 1.2, on termine la démonstra-

tion de la proposition 1.3.

On peut maintenant considérer les problémes pour 1'équation (0.1) : d=% . Soit

u une fonction réelle de C?oc , P>3. On a comme dans le lemme 1.3.

(1.13) P(x,€) = p,(x,8) + py(x,€) + py(x)
ou
7 oa 1t
P, (x,8) = a,-(x)(¢g) (i€ , (x,8) = b,x)(1&,)
2 kiz1 K K j Py b R %
Po) = 32 (6,u(x),Mux),vux)
S S Vu(x)) 82 P N v
(X) = kj§1 30, a5 (U (), W (x)) 3y 5u (x) , (x,u(x),%(x)) .

Soit P 1'opérateur paradifférentiel associé a p(x,£). P s'écrit alors en

n n
3 Akj 3 + 121 B, 3, *+ P

vl
[
~1

kj=1
(1.14)

n
kz1 % QG+ Q * Py

ou Q k=0,...,n sont les opérateurs paradifférentiels de symboles gk(x,E) s

définis par (0.4). En vertu du théoréme 1.6., si u est une solution réelle de (0.1)

3

n Hloc

de classe C?oc =P , on a alors

loc

= p p
(1.15) Pu=g € Hloc(m n CIOC(Q)
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Pour 1'équation (0.2), d=1, on suppose p>2, on a :
L n o . . . )
L(x,€) = Z] (ag a,;53g5 (&, (1£B))
L n
- (az §, By  2uligy )

2
ny n .
(1.16) * 21 (a 2, 9, g3 9gud ga))

.

n,
é 3y j 9 x, °BJ (158))

.

Y Y
+ 1 ay (ig)+ Pylx) .

On a alors 4(x,£&) EZS(Q). Soit L 1'opérateur paradifférentiel de symbole &(x,£),

i1 s'écrit :
S v
= 1
(1.17) L J; ] + YO + YO + P0
ol Yj » J=0,1,...,7r sont les opérateurs paradifférentiels de symbole X.(x,g) ,
T n n
! = ié = . .
et Y Z j , Aj associés aux symboles aj x) 821 BJ aBJ Bu(x)E CIOC(Q)

Donc si u est une solution de (0.2) de classe Ci)oc(ﬂ) , P>2,

(1.18) Lu=fE€ cp @ n H @ -

I1 est clair que pour gagner de la régularité sur u, on peut construire les
estimations a priori pour les opérateurs lin€aires (1.14) et (1.17) comme pour les
opérateurs pseudo-différentiels. C'est ce que nous allons faire dans la section

suivante.
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§.1.2. Estimation a priori pour les opérateurs paradifférentiels.

Dans cette section, on va construire les estimations a priori pour les

opérateurs paradifférentiels (1.14) et (1.17). C désignera diverses constantes.

PROPOSITION 1.4. - Soit R un opérateur paradifférentiel de Op€( 2’2) (Q), o>2,

P Ll'opérateur (1.14), on a alors :
on
. R} = . Q. F
(2.1) [P,R] 'Zz R;Q; + R
J_
ou Qj, Jd=1,...,2n sont les opérateurs paradifférentiels associés au symbole
gj(.'z:,ﬁ) défini dans (0.4) et RJEOp(Zg_l)(Q), d=1,...,2n, et ol B=min{p-3,

o-21, ROEOp(Zg) ().

Démonstration : En effet, P = P2 + P1 + P0 ,

%O(P2)=0(Qk) , k=1,...,n

g]™" -a—)a(—gc(Pz)=c(Qn+2) , %=1,...,n
de plus
€] 52 o®) € 1] @
agk o :
D'aprés le lemme 1.1, on a donc :
. n 3 .
o(PpRD) = ] (b, o® (@ - el 32 90 0(Quy)
+ R!

ol R'€O0p(Z) (@), et [P1+P0,R]60p(z,{) Q).
p p

. Ce qui termine la démonstration.
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PROPOSITION 1.6. - Soient L un opérateur paradifférentiel dans (1.17), R

un opérateur paradifférentiel de Op(ZZ) Q) , o0>2, on a alors :

r
(2.2) L,R] = R.Y.+R
(L,R] J_Zl FRIR

v . N . .
on pose ©=min{0,p} , ou Rj’ j=1,...,r appartient 4 Op(ngl_])(Q) s Ry €

Op(zy_,) ().

Démonstration : Comme ll:jEI Y§-+Y0 +Y(')+P0 , Y0-+Y6-+PO EOP(ZL_]) donc
[Y, +Yj +Py,R1 €0p(Z§_,) () et
(Y3,R] = YR - RY]

= Yj [YJ-,R] + [Yj,R]Yj

= Z[YJ-,R]Yj + [YJ-,[YJ.,R]]
on a alors :

T
L= 321 20Y;,RIY; + Ry -

PROPOSITION 1.6. (estimation d'énergie)

n
n
Soit P l'opérateur (1.14) aveec p >3, supposons ) akj(x)Ek Ej 20
kj=1

pour (x,&) €Q xR*. On a alors pour tous KccQ, s €R, tl existe une constante

C(K,s) telle que :

on

2 2 2 2
L lawllS e lagoli s s cllipollge loll)

pour tout v E(?;(K).
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Avant la démonstration, on introduit un lemme pour les fonctions con-

vexes.
4 n
LEMME 1.4. - Supposons ) ak.(x)€k£.>0, pour (x,8) EQXR" et a,.(x)€
— ki=1 K J k3
C‘ZOC(Q) , P>2, on a alors :

n n
d 2 .

pour tout v ECOOO(K). M dépendant seulement des dérivations du second ordre des

ay; sur K, de plus, on a :

n

2 ¢
. ~ 2 * o . .
kzl ay, (@) & a;(x) kazl o (@) ey B
pour tout (x,&) €Q xR"*.
Démonstration de la proposition 1.6. : On la fait en trois Etapes.

n n
a) On estime J [/ Qv ||g o0 Q=) Ay; 95 - Comme gkj (x) sont réelles, selon
k=1 j=1

le lemme 1.4. pour VGCBO(K), on a :

n . 2 n . -
Za.a.v| £C ) a.:93 . Vvd.V.
j=1 kj j kj=1 kj "k " %j
Intégrant cette inégalité
n

e~

2 n,
le.vi2<c X(a.av,yv)
j J 0 kj=1 kj "k J

oo G:, j=1,...,n sont les opérateurs pseudo-différentiels de symbole (0.4).

J
N p-1 _ .12 2
Comme alkj Ecloc(m , P>3 selon le lemme 1.2., on a Gj Qj : L°>L% et
n
2
)

3 : 2 : '
kj=1 aj(akj 'Akj)ak : L”>L" continues, on a alors :
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n 2 n 5
Dolgviifec] I tgay,av«livil)
j=1 1
de plus
n
Re(Pv,v) = - ) (Akj R ij) + Re((Gy +Py)v , V)
K4

mais les coefficients de symbole G0 sont réels. On a donc :

1 @y ova,v) < ¢l MK
(2.3) | k.z=1 (Ay; v - 35v) < cplev,ml + vl
j

nes1s

Ny viigs c{Iev.ml + IIviE}.

J

2n
b) Maintenant, on estime } || Q.v|] 2 , en effet
J=n+‘] J

-1 .
Qn+j=Lj oE +R0 s j=1,...,n

ol R, €Op(Zg_3) ®, g opérateur propre associé au symbole IEI_1 , et Lj as-

n
socié au symbole Qj x,&) =kz Txa_ ’a\sz(x) (i Ek) (i El) . En vertu du lemme 1.4., on a
j=1 7]
n n
2 " 2 2
L. (x,D <M a, .(x)d )8
JZ1 l J(x’ )Vl sz=] kJ(X) kSV JsV

En rémplagant v par st , comme dans le cas a), on a :

+ vl 2}

n 2 n
j; IILjvllosc{LZ1 (P3.v,3 V)

Prenons maintenant v =E—1 \'\/ pour \r\f ECBO(Q) et notons E°= (—A)U 2 E-1 selon la

proposition 1.1.,
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" n n, Ny 2
1o ¥liEsc{leey, eh) + 1w}

[\

ne~—s

j=1

<C {l(E°PV,E°\'?)I s IV G

+

ZZH (E‘j’ Q; v, E°V) ‘} :

j=1
En combinant avec a), on a alors :
2n
2
(2.4) 1 lgvilg<c{ievml v iapv,®v |+ ivilf}.
J=

c) 1il nous reste donc || Qv I 1/2 3 estimer, on a, en posant E-1/2 un opéra-

teur elliptique d'ordre --12 s
* t *
(Pv, EZy pE1/2QV) = - ij=1 (Aj 35V By /2B 1,2 QV)

2 *
* B/, Qvllg + (Bgvs Xy 5B /5 QV)

on note R =E:‘1/2 E/;Q € Op(Zg_Z) ).

2 n

2
+ vl
mais la matrice (Qij(x)) étant positive, on a donc, pour tout (x,£) €Q><If‘,
(x,n) eoxR".

n

LY 1 o
kJZ=] akj (X)Ek E’J X7 sz=] akj (x) (Ek £J + nk nJ)

selon le lemme 1.2.

On obtient :
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n

n
ka=1 (Akj BV 5 3 RyV) | < c{‘ .2 (Akj akv,ajv)f
(2.5) kj=1
n : v A
D (g RV Rev) | vl g
kj=1
En utilisant (2.3), la proposition 1.4 et (2.4), on a :
2n 2 2 2
2 olleviig*r lIQvilZyscil@Ev,v| + |lv|l
- ] 0 0 1 0
3=1 ‘ Vi
(2.6) + | (®v,Ryv) [+ [(RyPV,Ry V)|

+ | (E° Pv,E%v) I}

pour tout VEC;(K).

Notons E_ 1'opérateur paradifférentiel de symbole (1+ le])®  pour

s€R. On a alors :

2n 2 2
Z ”QJV||5+ ”QOVH 1
j=1 S-7

2n
2 2
$ c{jg1 1oy &5Vl g + g Bgvll 4 + livil 2}

]

< C{I(PESV,ESV)I"' I(PESV,ROESV)I
+ |(R,PE_v,R,E_v)| + | (E°PE_v,E°E v)|+||v'||2}
0" 7s *07s s ? s s
2 5. 11 2 2
sc{ieviZeune, e g+ confivi 2}

2n
ccf{ipviigen T ngvie cwlivi
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pour u>0 assez petit, on obtient alors :

2n
3 oNgviiZegvit? jec{ieviiZeyviZ)

1 <
j=1 S-%
ce qui termine la démonstration de la proposition 1.6.
Pour 1'opérateur (1.17), on a le méme résultat.

PROPOSITION 1.7. - Sott L Ll'opérateur (1.17), avee p>2, on a alors, pour

tout KccQ, s €R, il existe alors une constante C(K,s) >0 telle que :

r
2 2 2 2
Ll s linon® jso{lizvlelionl}
- 2

00
pour tout v €C,(K).

Démonstration :

T
Re(Pv,v) = Re ) (Yng,v) + Re((Y0+Y6)v,v) + Re(POV,V)
j=1

comme les coefficients sont réels, il résulte du lemme 1.1. que

(Y?V,V)= -(Yj V,YJ- V) + (Yjv ,ij)

Re((Y0+Y('))v,V) = ’12 (v ,COV).
On a donc

§ 2 2
LoyviZecfievwls v}
=t

T
sNE ; Yovi2+|vl2s ®v,R V) - § (¥3v,R%v)
170 0 0 0 j=1 J
2

- (Y(')V,ROV') - (POV,V)
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T
2.7) ‘.21 ||Yjv||(2)+ IY,vil %, < c{l(pv,v)l + |(@v,ROv)]| + ||v||(2)}.
J= -7

Comme dans la proposition 3. on obtient :

T
2 2 2 2
Tyl 2 liygvi? ec{iueviZenvi}.

<
L 1 €
j=1 Vi

PROPOSITION 1.8. (estimation de commutateur).

n
Soit P l'opérateur paradifférentiel (1.14) avec p>3, ) ’c\z'kj(x)gk EJ- >0,
’ k.’j:I

pour (x,8) EQ xmn, et {QO""-’QZn} les systémes des opérateurs paradifférentiels
de symbole gj(x,g) définis dans (0.4). On a alors pour tout compact K<, entier

Lslp-21, 71 existe deux constantes C(K,%) et €(R) >0 telles que
2 2 2
T a2, <c{lieolll+ o112}
|T] <2

pour tout vE€C,(K) o I={as...,0p}, |I|=k, QIz[Qal,...,[Qak_l,Qak] el
le commutateur des opérateurs paradifférentiels.

Démonstration : On raisonne par induction.

Soit d'abord |I|=1, en vertu de la proposition 3., prenons 0 < €1 <17

2 Zn 2 2
r ”QIV“€_1 = ,21 “QjV” e-1* ”QOV“€_1

2 2 2 2
< X lovild+liggvil®y <c{levid+livig}.
j=1 -7
Supposons que ce soit vrai pour |I|=k avec 0< Ek<’12 . On montre que c'est aussi
vrai pour |I|=k+1<% avec un autre ¢, ;>0. On pose alors Q;=[Q,Qp:] ol

|I'| =k. On a :
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a) Cas Q=Q-, j=1,...,2n.
lQpvilZy = (Q,eulv, 1 v)

oo T =B E_1Q,Qu] €op(zs;l ) @.

Comme k+1<2<[p-21, ona p-2-k>1. On a donc
- -1
lepviliy < 1@ v @ T W) | + |@Qv,gt 1571y |

2 2e~1
clapvll? g+ e,

2e-1
VI e * NG TV, Ly
2
sc{lopvll g Ml e+ IVl _€k+2€}.

On prend 0< €11 SJZ € » ON utilise 1'hypoth&se pour |I|=k, et la proposition 1.6

on a alors
2 2 2
logvil2 <c{ievige v}
b) Cas Q=Q.

gVl 2y = (1qy,Qp1v,T%¢7 v)

Q Qi v, T v) - (@ qv, T v)

I1+Iz.

n
* _ _ *
Comme P* = ka=1 akAkJ. aj Q * Py s
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n
4,0 = - @ Quv, T )+ T (A0 Qv , T y)
kj=1 J ]
+(F* Qv , T )|

. . 1
Mais si on prend 0< €41 $7 € » On a alors

|@* v, 17 )| = | v,p 7! v

2 2e-1 2
sliopvllZ  + e ™y 2
k-1 Ck+1

cc{lioviZs ] z logviiZ+ 1ivii 3}

=1

c{irevig« v 2}

2 2
@gop v, P ol < cfiionviil vl e}

2
c{uievil + uvi3}

2e~1 *

=B 1B Q =By ,Q=E,) | E QI ’

de plus T
n
2e-1 l
d 9.
sz= ( AkJ QIv v,T V)

* -1
kJZ_ (Ayj 35Bge1 Qv v 5 O E QIv)l

n
*
+ | (B ,ij=1 O Ay 3510 v, E QIV)I

B

mais pour W, on utilise les inégalités (2.3) et (2.5),
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n

* * |
wp € ka=1 (Ayj 95 Eze-1Qr V5 O Bpeg QI'V)I
¢ -1 -1
+ ka=1 (Agj 9B Qpv, 3 E QIV)I

s 1B quuvll &+ 1E quvll &
{l(P Eye 1 Qv 5 By q Q| + llQu vl 5
sl E v, E ol + vl 2}
{12 B vl 2y + s g Quuvll 2+ liQpvil &y
PVl 2+ livll 2 }
cc{ieviiZ+ lonvilZ, +lIvil2}

pour w,, il résulte de la proposition 1 que

n
2e-1 2e-1
, -1 T + 1
[Fzm’ij]ak Ay 351 JZ S

n e 2¢-1

wps | L (T
=1

QQpv,Ev)| + [ (g5 Qp v, E°v)|

2n
L

(= v G EY) + 1T o, B v))

A

j

ZE -l :Qj]QpV ,EOV)'

2 )
ccdliopviiZ + T a2« vi?
1Vl 2e-1 * Ly Qvilg 0
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donc, si 1'on prend 0<e:k+1 s-} €c» ON A

2 2
5l <c{ievig v}

mais pour I2 , On a

IZ= (QI,PV,T2€-1V)
=Y @A oy, TNy
Kj=1 QI' k7kj j
+ (QI|P v 2€—1V)
=W1+W2+W3.
2¢-1
|w1| = |(QI|PV,T€ V)I
= [@ev,qf T )|
s l@v, 7 g + [y, 5T
2 2 2
cc{Ievig+ lapvii s+ iviid_ }.
n
lw,| = I ka=1 Qq akAkJa v, %€ V)‘

a .
* 2e-~1
| ka=1 (Akj ajv,akQI,T v)l .

" En utilisant les inégalités (2.3) et (2.5), ona :

n
2
wpl <] 1 (A5 95v,8,v)| +Clivil g
kj=1
v e-1 x 26112
f L e en T 8 QT ) | 4 clg, Ty 2

kj=1
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2 2 2 -
ccf{ieviZe v+ 1@y, ¢+ opvil 4}
2 2 2
sc{ievgd«nvidenouvi_} -

2e-
| = 1@ PV » T )|

2

S [@yQuv,T vyl I([PO,QI.]v,T2€'1VJI

2 2
sc{llepvi s « v}
donc si on prend 0<€k+1$71r €c» ON A :
4 2 2 2
lovit2  sc{ievig+ v}

si 1'on prend ¢ =ﬁ , on obtient la proposition.
Pour 1'opérateur (1.17) on a la méme estimation.

PROPOSITION 1.9. - Soit L L'opérateur (1.17), on a alors pour tout compact

KcQ, 2<lpl, 7l existe deux constantes C(K,%) >0 et €(%) >0, telles que

2 2 2
T el <c{iieolld+llon2}

| I|<8

pour tout vec;;(K) ou YI:[yal"f"[Yak I,Yak]...], T=(05,.e0s0), O<ay <7
r

le commutateur de systéme {YJ.} =0

Démonstration : On la montre aussi par induction.

Soit |I| =1, prenons 0<sjs% , C'est la proposition 1.4. Supposons que ce
soit vrai pour |I|=k avec 0< eks’} , on montre que c'est aussi vrai pour

|I| =k+1, avec €449 >0, ona:

[Y,YI.] =Y 'l = k.
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a) Cas Y=Y., j=1,...,r.

| Ypv i z 1= (YIV,T2€-1V)
= (YJ Y.V, p2e-1 v) - (YI,Yjv,T2€'1v)
mais
|(YJ Y.V, 72€-1 v)| = |-(YI,V,T2€-1 Yjv) + (Y v {'\IJ‘ZE 1)I

2 2 2
vl ey« vl g vl 2

- e
|(YI,YJV %€ V)I |-(Yjv,T2€ 1YI,v) + (Yjv,T?‘€ 1v)I
co{ly v B s vl 2, + v 2, ).
Si on prend 0<€k+1<-1z €c» ON 2
2 2 2
eyl 2 <c{lieviig vl g}
b) Cas Y=YO.
NypvilZy = v, 77y
= oYy v, 571 v) = (0, Yov, 757 v)
=1+ 1,.
Come Y.=-P*+ § Y2-yis+p*
ome 1o s 377070
I; = (YpY .V,T2€-1V) = -(P*Y,, Vv, 2e- v) + Z (Y ,V,T2€-1V)
I I j=1 ) I
- Y v, T ) - @Y v, T ) = vy
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I1 est évident que si on prend 0< €k+1 s% €gs On 2

T%€" 21+ ety v, T )

t 3
|w1] < |-(P YI'V 01

V)l + |(Y0 I|V,T

2 2
c{levig+ v}

pour w,, on a p2e-1 _g2e-1 g1 YI=E2€'1I°.

2e~-1

T2
|w,| = Z (YJYI,V,T v)|

2e-1 *

N
e~—mH
~~
<
tr

Yo v, Tov)’

T
+ 'z ([E2€-1*

Y.1Y ,v,Y.T° |
i1 ’ J] Ilv j V)

+
nes-1

(Y

2e-
| O VoYY B 11|

j

T
+{ V (Yq v,YiC.T®

2e-1
1 T J ] )l

e-1

< C EHYE vl Ze T vl A+ vl
R Viho*Ld VT 1' VIl 2e-1 0

*
mais E2€7] YI.VEC‘S(K') , on a donc
r * * *
2e-1 2 2e-1 2e-1 2
Jg 1y B2 v v | 2 s _c{|(pE ey, v BB v, ) 4 ||YI.V|]2€_1}

2 2e-1" 2
C{HPT vl 2+ ES vl g+ vl 2y )
<cfl

IPVIE+ 1¥p vl ey * ||v||o}

On prend 0< €1 g% €c» ON A alors
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2 2
i <c{uevig+uviig}

pour IZ, on a

|
~1
2
-
]
<
|

L}
K
'-<
<
'—3

=Wt W,
I1 est évident que si on prend 0< €1t SJZ €c» ON A

Ze-1 2e-1yy)

oyl = Qg Py, T v) - g vy, T ) - (v By, T

c{lpvig v}

N

Ty 2e- 2e-1
ol = | I ofvpv, 1) ¢ o Yavi® e
j=1 j=1
mais on a pour 0<es71[ € »
2e-1 2 2
Z Yy, v, | cc{evi g+ ivig)
[ I"Y] =[YI' ,Yj]Yj"'Yj [YI',Yj]
= - erYj - Yj YI'

ol Y, est 1l'opérateur de a).
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|y, 31w, 1% vy |

2e-1 2e-1
< 1Oy, 570w |+ 0 Ypv, T )|
< 10y, 75 yan |+ vy, 17Ty, )|
J I I J
' Ve Ny
¢ v, T gy, T )

sc{ilmvit e« hyvid+iviid,}.
On prend 0<2€6—l— €c» ON a enfin
il <c{ieviZs vz}
c'est-a-dire, pour 0<ek+1\<-} €c» ONna
w2 ysc{itevi g+ ivigt.
On prend € =:1E , on obtient la proposition.

Remarque : Si 1'on suppose, dans les proposition 1.3. et 1.4. que VEH;nzlp(K) ,

et que V€H<2:omp(K) dans les propositions 1.5. et 1.6., les propositions et les

inégalités qu'on a obtenues sont encore valables.
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§.1.3. Démonstration des théorémes 1.1. et 1.2.

PROPOSITION 1.10. - Sous les hypothéses du théoréme 1.1., soit P Ll'opérateur

(1.14), et supposons compact Kéﬂ, t€R, i1l existe alors C(K,t) >0, €(K)>0,

telles que
2 2
ol e < c{ ol 2+ liwll, }
pour tout v €C)(K).

Démonstration : D'aprés 1'hypothése du théoréme 1.1., il existe 0<2<[p-2], tel

que

(3.1) L I6lx.8)1% > c gl
|1]<8

pour (x,&) €szr€1-1 et G}(x,g) Ezl(ﬂ).
o2p-2-2+1>1. On peut utiliser 1'inégalité de Ggrding pour 1'opérateur pseudo-

*
différentiel ) G} G} (x,D) , c'est-d-dire pour 0<e<1, il existe 2£>0 tel-

|T]|s2
le que :

2 1 2 2
vl 2« c{ = nejemviiZy « vl 3}
|T|<s

pour VE€ C‘S(K) .

Soit Q} 1'opérateur paradifférentiel associé au symbole G} (x,8) ,

selon le lemme 1;, on a
1 0
QI = QI + QI

ol Q(T)eop():g_1)(m. I1 résulte du lemme 1.2 que
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2 1 1
vl 2« c{ = liguv Il 2y + =16} -oh vl 2,

|1]<2 | I]<8
12 o2l
P T IV, vl e}
[I|<2
<c 2 2
T v 2, + ivil ).
|I]<2

Comme les hypothéses de la proposition 1.8. sont satisfaites, on choisit €>0 comme

dans la prdposition 1.8., on a alors

2 2 2
vl Zsc{nevids v 2}
ol C dépend de K.

Soit E, un opérateur paradifférentiel associé au symbole (1 + IEI)t .

Comme Eb est propre, on a encore Etve Cg (K') pour V€CB°(K), K' compact de Q

2 2 2
il 2o s c{ IEvil 2+ 1vl 2}

On a donc
2 2 2
vl 2, < c{1eEvl 2+ 11vil 2}
Zn
2 2 2
sc{lievi?+ L lgviige vz

2 2
sc{ieviZevi?}

pour VE€E C;(K) .

Pour 1'opérateur (1.17) on a la méme
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PROPOSITION 1.11. - Sous les hypothéses du théoréme 1.2., soit L Ll'opérateur

(1.17 ). Supposons compact K<Q, t€R, il existe alors C(K,t) >0, €(K) >0,

telles que

o2, < c{iizoll 2+ 1ol 2}

pour v EC':(K) .

La démonstration est tout 3 fait analogue a la proposition 1.10 en uti-

lisant la proposition 1.9.

Remarque : Dans les propositions 1.10 et 1.11, on peut prendre VEH t+2 (K) parce-

que les opérateurs P et L sont continus de H (Q) dans H @) et CO(K) danse

dans Hcomp(K) pour t€R.

Maintenant, on peut montrer le théoréme suivant :

THEOREME 1.7. - Sous les hypothéses du théoréme 1.1., soit P L'opérateur (1.14),

u€C% (Q) 1la solution de (0.1). Supposons ©EC(Q) s Supp$=K, il existe alors
loc 0

0, , 0, €ECH(Q) , C(K,8)>0, €(K)>0, tels que

loull yye € {0 Pull o + Nopull, + £l }
ol feajomp(m

Ce théoréme induit le théoréme 1.1., parce que (DEC‘;(Q) est quelconque,
on a donc obtenu- u €C> (X) nuS*e (K) ot €>0 est indépendant de s. Par récurrence

ona u ECOO(K). C'est 1la conclusion du théoréme 1.1.

Démonstration : Comme u€ Cioanioc , d'aprés (1.15), on a .
s
Pu= gGZClOC Hoe @) .
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Soit w1€c°5(9) , cp1=1 sur K, on pose, pour 0<d8<1,
us () = Tgu () = ;) (1-68)7" o) u (@)
On a alors ug>®@u dans D' quand 6-+0 et
I Tgull g < Clloullg

C indépendant de 6, on utilise la remarque précédente, on a alors

lugl 2,¢ < {11 Tgull 2 + I Toull 2}

sc{liTspul 2+ e, rgdull 2+ gl 2}

sc{llopull 2+ lloull 2+ I tp,T5dull2}.

On estime maintenant || [P,Tglu Il g ,

n . ]
_ (i) -t
[P, Tl jg : (Pz Tsgy ~ Ts PZ(J'))

T (25 Ty - 78 Py
2¢|a|<lp-1]
[P1 +P Tal

+

+

0 9
mais

o(Ty(py) = 901+ [€])7! Do 0

o) = o (1 +s1g1H ™) o

_ o
B2 +s el <cax lef) 7 (1+61g]%)

ol C indépendant de &§. On a alors
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<
1]

Q
o - T (o) 1y - 1 Pyy)
%K |a]<lp-1]
(3.2) + [P, + Py, Tg]

v
T 1

0Ts* Ts

v . P P -
ol T} est duméme type que Tg, T, d'ordre 0 uniformément borné, T61 d'ordre -0
uniformément borné a support compact dans o =min {1,p-3}

1 Pygg) = 9 @) (g, -7 009 By

-1 -1
@, (x) (agj (1-88) 7Py 5y 90 + @ (agj (1-68) " )lw, Py 5]

@, (x) (agj - aA)“)pZ(J.) (1-68)e, (1-68)"1 o

. -1 | -1
9, (agju - 84) )(chj)m =88) (1 -9;) (1 -68) "o+ [m,PZ(j)])

-+

_ n n . _1
=T Qi Ts * ToTs * Ts

n
od T, d'ordre 0 borné uniformément, Ty est du méme type que Tg etremplace ¢ par
-1

%eo. Td d'ordre -o est borné uniformément et est 3 support compact, on a donc

n n 4, n, -
_ ]
(3.3) [P, Tl = jZ1 QG Tygy * j=z=1 Tp Quej T + To T+ Tg

1

n

2 v 2 2
I Tdulig e of FleyTogyulls + 111G Toul g
2 42 |
Tyl 2o ity a2

oii C est indépendant de S et T(S(k)u’ T(SuEH(s:;nZIp x".

En utilisant la remarque de la section 2., on a :



- 48 -

2n

T leT 2, { - 2 2
3y Tsgull S el 3 Iy B Tyggullf e I Tg g ull 2}

$ c{ [ (PEG Ty (1) s Eg Ts gy W
+ | (B PEg Tg (g U » By By Tg g u)|

+ ”T(S(k)u”g}

N C{I(ESPTG(k) u,Eg T g W |

+

2n '
L B Togg W Bs Togg W |
+ I(Eo ESPTG(k)u » Eg ESTG(k) u) |

+

2n .
.21 (By B4 Q5 To iy U » Bo Bs Ta (i u)‘

]
+ ”Ta(k)ullg}

ccf{liopullZsu T llo Tygyull 2+ conll Ty ull?

N 1 s 521 j "8(k) s §(k) s
+ I(ES[P,TG(k)]u,ES Ts () 4|
+ I(EOES[P,TS(k)]u,EoESTs(k)u)l} ,

on a

n n 4 ¥ 1yaq]
PsTsa9? = 14 G ot * 4 To%iToag " ToTs* s

| (B5[P, Ty ] us Bg Ty gy W |

+

n n "
< C{I j§1 Q5 B Ts (1, 5) ¥ »Es To o W) J.Z1 (s Ty Quj Ts ) ¥ 2 Bs Tsag W
+ I(Es"i“oTéu,EsTa(k)u)l + l(EsTyu,EsTa(k)u)l
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+

n .
& s Q1 Toge 5y 2 Bs Tsgg 9|}
Zn
2 - .
<civ L gy Tygqulls + cod Ul Tygqy ullg + IITsgqull ) + 1T ullg }

on a donc pour k=0,1,...,n
Zn
2 2 2 -1 2
Ly Tggul < c{llopun?« imgui e imlun? }

enfin, on obtient :

2 2 2 -
ITgull 2e < c{lloPull{ + oy pull 2+ Imgull 2+ 175wl 2

(3.4)
2
+liTgull 2},
mais on a ||T'u||2<C|| 2 T 2¢cC 2 Tu  borné dan
sUllg s epullg, [|Tsulls<C[loullg et Tg u born s

H*o (X') donc Tg1 u-rgEHS+o (X" cH (X') ce qui termine la démonstration.

comp comp comp

Pour 1'équation (0.2) on a aussi :

THEOREME 1.8. — Sous les hypothéses du théoréme 1.2., soit L 1'opérateur

s
loe

existe alors ©; 5 @ €C°0°(52) s C(K,8) >0, €(K) >0, tels que

(1.77) , u€cC; (Q) la solution de (0.2). ‘Supposons (pECooo(Q), supp =K, 721

2 2 2 2
loull 2o < c{ oy zull 2+ Noyull 2+ 11712 }
ou fEHzomp(Q).
I1 est clair que ce théoréme induit le théoréme 1.2.

Démonstration : D'aprés (1.10), Lu=g€H§oc (R) , on pose aussi
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-1
ug = T6u=<p1 (1 -684) cpuGHE;ﬁp(K') .

En vertu de la proposition 1.11 et de la remarque, on a :
2 2 2
lugll 2ep < c{llLTgull 2+ (1 Tgull 2}
2 2 2
co{ltgrall 2+ Hoe,tdull 2+ I Tgull 2}
I1 nous faut majorer || [L,Tglull , mais

[L,T.] =
& ;

J

e~

T
zyj [YJ- » Tgl + 21 [[Yj , T, ,YJ-] + [Yy+Y)+Py, Tl .

1

I1 est évident que 1'on a

T
j; [0Y; , Tgl, Y50 + [Yy + Y+ Py, Tl

-]
]

T Tt +T]
0Ts* Ts

+T

n
ol TO est d'ordre 0 et est borné uniformément. T('S est du méme type que T 5 si on
remplace @ par o' EC;(Q) et :T? d'ordre -o0=max{-1,-(p-2)} est 3 support

compact et uniformément borné. De plus,

Y, Tsl = Y50 (1-68)7 o= (1-60) 7" oY,

Y , 0101 -88) " ooy (1-6871 1Y, , 0]

+ @ (1-68)7 s1Y; A1 (1 s

n 00
mais [YJ. ,0l = ) 2 8, ©0€Cy(Q) , donc on a
k=1

T +Tr+R

n,
(Y, Tgl = Ty Tg* Tj
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ol R est un opérateur infiniment régularisant 3 support compact et borné uniformé-

ment, on a donc

Z2n

~ . n -1 r
(3.5) [L ’TG] = 321 ZTOYj TG + TO Té +T6 + 321 ZTOYj T'6

2 T 2 . = 21
L, Tl 2 < C{j§1 1 Tgull 3+ L1yl ?

2, gl 2
s lTgull 2Ty g2
mais
S 2 T 2 2
L gl eof BB Teulig s iTgull s ]
< C{|(LEST6u,EsT6u)| + ||T6u||§}
< C{l(ESLTdu,-EsTau)l + || Tyu) 2

+

by .
J
jZ] (ESYj Téu’ES Téu)

+ 1(52 Tou, B Tow) |}

T n,
+ jz] (YjEsTOTsu’EsTGu)
T A
]
+ jZ1 (YjEsTOTau’EsTau)
N -1
+ |(EST0T5u’EsT5u)| + | ( EST6 u,ESTéu)I}

fait la méme chose pour

e .
lhe~—m
pary

I Yj Tul| g , on obtient donc

2 2 2 -1 2
i, tguli 2 c{iio tul 2« prgup 2+ el 2},
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enfin, on a :

2 2 2 2 -1 2
6.6 Nugl 2 cc{liovall 2 e mgull 2« rgul 2o gt un 2}

3 -1
mais, on a || Tiull < C ||cp2p||s » I Tgull <cC leull et Tg u>g dans

H(S:;:l p(K') ce qui termine la démonstration du théoréme 1.8.
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§.1.4. Démonstration des théorémes 1.3 et 1.4.

Les démonstrations de ces deux théorémes étant tout 3 fait analogues,

on démontrera seulement le théoréme 1.3.

Soit M 1'ensemble dans le théoréme 1.3. I1 existe alors un nombre fini
N
des ouverts Qj cQ, j=1,...,N tels que Mc.U1 Qj . Sous 1'hypothése du théoréme
J=
il existe XJ- »j=1,...,N difféomorphismes

n
. e M.cR
X:j Q> 5

tel que X:j QJ

. Q. . (Q.) =m. <M. i i
3 > XJ( J) ch ; satisfait

| -1( 1 )
. . = Nm- ) = Q. .
xJ {xJ 0} mJ 91 nN:QJ nM

avec la Jacobienne 0<C;<|J X; l<c, .

On change les variables pour les équations (0.1)

Fix,u) ...) =0 sur Q

-1 _
F(XJ. (6% ,uj(y) sy ees) = 0 sur Mj

ol uj(y) =u(X31 (y)). On notera Ug =u.

D'aprés le théoréme 1.6, on a pour la solution de (0.1), u ec® nH’

loc loc ?
Pue 2% (q)
s+p-2d .
PjujeHloC (MJ-) ’J-1,o.c,N
ol
n . n . .
2
(4.1) P.= )} A 3 + Y Blo +p) .
ik e ke T L By 9+ Po
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D'aprés les hypothéses, sur mj n Xj(M) , ONn a

iy = ad Jy =
c(Ann) ann4=0 ou c(Bn) b;’l#O.

On peut supposer que c'est vrai sur mJ. s jJ=1,...,N. On note m'_j B=mj n{l}’n|<6} ’

B & choisir. On a :

PROPOSITION 1.12. - Pour les opérateurs (4.1), sous les hypothéses du théoréme

1.3., il existe C,C', u>0 tels que

2 C 2 2
loll <5 Izgoll g+ cr lloll?,

pour tout v €C°0°(mj’ g/ r assez grand, C,C' indépendants de B, u. |u| assez grand.

HY. ©
Démonstration : On pose v=u(T-e n) , uECO(mj B) , V, u sont réelles.
b

uy no . o, n . .
P.v = (T-e n){ A 3% u+ J 3 u+PJu}
j b N de® L Bt P

T . ouy n . uy
A 2. 'n _p] n._ j n
A u'e Tu-Bue “u ZkZ1Ankue 3 u

+ Ru
ol R est un opérateur (p-3) -régularisant.
On a donc :

ny, _ n oo
(oo TRy = - () A s )

WYy o1 . MY
(T-e ™7 @& wP+Blwe Mu,u

Wy, _. n . uy
2((T-e ™) 1 kZ1AIJ]kue n’()ku,u)

+

n
(Cu,u) + (Ru,u)
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ot |(Cu u) + (Ru,u)| < C ||u||0 , on obtient

owy TR n
(r-e ™7 @ w¥+Blwe Pu,u) ¢ ) Al 3,3 u)

vy  _ vy ¢+ 1o vy
sl@-e ™7 Pv,wl + 2 [((T-e “)‘k21 Nove 3wl +cllullf

} . A, 9 u
Yy, _ 2y i nk’k [ Wy 4 MY,
< |U(T-e n)1PJ.v,u)|+2 1 “ aIJm(T-e n 1ue nu“O
[ 0
4hn
+ (C'u,u)
vy, _ n .
< |UT-e n)1Pjv,u)|+JZH 1. k): "’jAglkaku“(z)
aer =1

: Wy, 2uy
v2@ - ™M7Pwke Mu,wlec lullg,

ol on suppose a%n*o sur mj , V. =1 sur mj B> le ECZ(mj). Selon le lemme 1.4.,
b

J
ona :

“ 1 E 1P A l HE nkaku“O+C||u”2

,/aJ k=1 k=1 a
nn
n

s Y @, o u,0 u)+cllull?
k=1 Kk k7T 0

on a obtenu

vy

(@-e ™7 @ v

. uy. -
+Blwe Tu,u) = WAu,

Wy, _ - WY, 9 o 2MY,
s lully Il (T-e n)1PJ.\/||0+2|(a3m T-e ™2 ule nu,u)|+C||u||(2).

On suppose sur m.

j
3B 0<C1<ann\<c2 .
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HYy.
D'abord, on choisit u et B tels que, pour Iynl <B, on ait %<e N¢2,ona

donc, pour T>2, u assez grand

WY, s uy
oW = (- M7 @ +Pre P
C
z (T“Jz') 1
et de plus
Yn,-2 2uy.

j _ n _n 2
a, (T-e ") “e $8C,(T-2)

1
On pose E1 1'opérateur pseudo-différentiel de symbole (1 + |£|)7 , ona

2
(Au,u) = (AE1E 1u,E1E 1u)
V) Z 2
= (AU,b)
*
oi A E1AE1, u=E 1 u
Z2 2 "2
C

od) = Fx,8) > (T'-JZ)'1 (1 +1g))
Au,u) = EG,DT,H + (K-HT,H

1 1,-1 2 '
> (T-5) H&HJZ‘C “1'\1’“0

C
L I THTTR vy 2
>’TJ'(T-7) ||ul|1 -c ||u||_'r
Z
C
1 1-1 v 2
>g @-p7 lull g -c (1%

on a donc :
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“

1.-1 2 2 2 2
La-D7 el 2 -l full?

2
Y, - -2 2 2
s llullg ha-e ™ evilg+ s, @-27 % [lull g
2
+C'||u||0-

On choisit T>0 assez grand tel que

¢y

5 T-p7 -8c, -7 =c>0.

Prenons p assez grand, on obtient enfin :

2 C 2 2
||V||0\<;'2' ”PjV“()"'C' || vl -r°

. . . n .
Si afm=0 , on peut supposer aik=0, k=1,...,n, mais ” .21 a‘:llcr aru“
j=
. n .
Zakk(Zai’(r B, u,d.u) ona donc kzl Ai,k 9, u=0. On obtient

WYL 1 vy
(@-e¢ ™7 B ue Mu,uw = (uAu,W)

' HYn -1 2
s lullg - ™7 pyvilg+c llull]

Comme b%*O sur mj, on prend u#0 tel que ub%>0, |u| assez grand

WY 1 : WY
G(A') = (T -e n)1b31e n . C>0

d ce moment 13, on obtient

1 2 C 2
Ivilgs — IIPsvilg+C vl 2,

lul

C'est la proposition.
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N

. -1 00
Q. =X, . Q= U Q. oM . € Q.

Malntenant, on note J,B j (mJ’B) B J,B ’ lPJ CO( J) ’

) &
V.21 sur Q.
j=‘] J 8
PROPOSITION 1.13 = Pour les opérateurs (4.1), on note _uj(y) =u(X31(y)), on
a alors :

N
2 c 2 2
< CU .
lull 218 1 lzpugll2+cllull?,

J=1

pour uGCZ(QB) s C indépendant de u.

N o
1 : = Y . € 9.
Démonstration : u J_L VJJ u, lPJu Co ( J,B) ,

bu0G 00 = H 0w = v ECm o -

Utilisons les propositions 1.9., 1.1. et 1.3. et prenons lu| assez grand ,

lell 5.0, = szuu g, <

_‘Mz

2
| v, ull
37708 g
<C %I ||v.||2 s—[c Y || P, v. ||2+c' Illﬂl2
] 1 O,m-’B Iu j J 0 -T

2 2 2
12+ Nugll g+ e llull?

. ’ o
Maintenant, on suppose u ECO(K) » K compact de . @, KoM, ¢,,y, €
CO(Q) » ¥ +w251 sur K, 2 ECO(QZB) » ¥ =1 sur QB , alors ,

HUHO ”%u“o"'“lpzu”o

Comme dans la démonstration de la proposition 1.10, on a :



N
2 C 2 2
||‘P1u”0 m [ Z | lep1juj||0 +C! ||u||__r

N
C 2 ' 2
<7 L, P lig o llul

D'aprés la proposition 1.7., on a :

2 2 2
logull 3 c{lpwpull %+ vpulll }

2 2
< cf{ipun? « nul? }
1 2 2
sefpripulld +conirull’
2
rollull 2+ cmiull ? ).

On obtient, pour u€C°6(K) :

(4.2) ||u||§\<|—§|-{npuno+3§ 1250 lig}+ctiiull %

PROPOSITION 1.14. - Sous les hypothéses du théoréme 1.3., soit K un compact

o
de Q, KoM, 7l existe alors C(K,8) >0, tel que
Hult 2 < S (it 3 Nz 02 becr il
ST A 1254l =
pour u€C°0°(K), C,C' indépendants de u.

On pi'end |u| assez grand, on peut le déduire immédiatement de (4.2).

Evidemment, pour u€H omp(K) , on a le méme résultat.

Maintenant, on peut démontrer le théoréme 1.3.
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Supposons que u est une solution de 1'équation (0.1) de classe Ci)oc (.

Sous les hypothéses du théoréme 1.3, on a :

2p-2d +p-2d .
Py u; € CTo @ n 0@, 5=0,1,...,N
ol M0=Q, PO=P, p-2d=p-3>0, on pose o=min{e,p-3}>0, ol € est la cons-

tante du théoréme 1.7., on a alors :

+g .
Pu; € H‘;’OC(MJ.) , §=0,1,...,N.

uj GHioc(Mj). On va déduire que u€H3+o

loc (1)) ncf oc Par récurrence, on obtient le

théoréme 1.3. mais sur Q~M, c'est le théoréme 1.1, on fait donc 1'estimation

seulement sur un voisinage compact K de M.

On pose T6=cp1(x)(1-A6)_2 e(x) ol ¢=1 sur K, cpec;(sz) , cp1€CB°(Q),

@ =1 sur suppo®

4
Toue€ Hg;mp(K'). e Pl‘;’;g;z(K') :

Ona Tgu ()(:-i1 6)) =T35u._i (y) et

o (M) = 0, ) (1 +815 0, 51972 o)
4%5 1 XJ.
Comme 0<C, < ItJX- | <Gy, T-js a la méme propriété que T(S . D'aprés la proposition

J
1.14, on a :

N .
2 C 2 . 2 2
17gul1 5 < o (P Tsll Suo 2, 1Py Thusli S} = 0 I Tgull

< € [opullZ+ ) llo. pousll2
TuT U730 3s0 ™ 52 105 75 3vo

N
2
cle,tguli dg s Loley, Tl fof + o limgull?,

=
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I1 nous faut donc estimer || [P, Tglull| 340 2 I [Pj ,'T%] u 34+ En faisant comme
pour (3.3), nous avons :

1=V oW + V¥ j
[Pj,T6]=kZTQkT6 +k_2__] Ty Qux T3

ALY, ST
+T0T6+T

2
0

Jj -1
Ty + T

N '\;2

n -
ol T0 , T(') ’ T0 sont d'ordre 0, uniformément borné. T61

d'ordre (-min {1,p-3}<-0)
Ny .
est @ support compact et uniformément borné. T-}). est du méme type que T% mais

(Dj (y) est remplacé par p* tpj -ou bien par Ai’(- Da(oj et B?(Datpj , 0*0 comme

wj =1 sur Xj (K). Son support est alors dans Mj \Xj (K) ; c'est ce que 1'on a fait

dans le théoréme 1.6. i.e. (2.4),
. 2 n Y 2 n 3 2
I [Pj T:é]uj | 34g S C {kZ1 I Qi‘(T}]Suj I 3+0 " kZ1 I Qn+j T:éuj I 340
[ 2 ] 2 2
¥ 12+ dug 12+ 15 12, )

mais comme dans la démonstration du théoréme 1.7.

n s st
i 2 2 j 2
LN Bl S < c{ o pyugll g + 1T w01 5
-1
| 2 2 ity 2
scfllo Pyusli2g + lopsuyld+ 1) )l

-1 2 -1 2 .
AT FRN EATERY

2 2 2
s c{ ey Byusll 5og + oy yusll 2+ [ugull

-1 2
+ HTG u||3+q}.

On a encore :
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2n

j mJ 2 2 2
r§1 I|Q¥-T3guj”3+c;< C{”@Pjujlls.;.o-"' IITGUHS«j

+ | (E3,olP; » T4 u, By, Tsu) | }

1 2
ujl|3}.

" 2 -
18w, 11 2,5 < c{ oy pyuyll 2+ llogus 112+ 115
On a enfin obtenu

y 2
1ty hu, 120 < c{ oy Pl 20 + loyull 2

j 2 -1. 142
e ltdug il g+ N5 uli 2 }
j=0,1,...,N, on a alors, pour |u| assez grand

2
”T5u”3+o-\'|—|'{”(01 PUII3+O+JZ ”w j||3+o

- 2 2
P lsull g e loull 2

od C,C' indépendants de &, comme T31 u reste borné dans HSC;TIP(K') s

I| T? u || g +SC" indépendant de §, on a donc que la droite de cette inégalité est

inférieur 3 une constante indépendante de § i.e.

I|T6u||3+c<C .

On a obtenu alors ®u EH (9) , Ce qui termine la démonstration du théoréme 1.3.
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§.1.5. Régularité d'un minimum local en calcul des variations.

Dans cette section, on démontre le théoréme 1.5, on utilise aussi des
opérateurs paradifférentiels. Nous transformons d'abord nos problémes en problémes

d'équations aux dérivées partielles. C désignera diverses constantes.

PROPOSITION 1.15. - Soit u une fonction réelle satisfaisant les hypothéses

du théoréme 1.5, u est alors une solution de l'équation d'Euler (0.9).

Démonstration : D'aprés 1'hypothése 2) du théoréme 1.5, pour t€R, ona I(u) <

Ifu+te) pour tout (DEC:(K) réelle. On fixe pour le moment cDEC‘;(K) et on
définit yY(t) =I(u+te). La fonction Y appartient alors i C°°(]R) et atteint son

minimum en t=0. On a alors

n
Y'(0) = J( ) fp (x,u,Vu)tpd + fz(x,u,Vu)tp)dx= 0.
=1 Fta '
Comme c'est vrai pour tout cpeco(;(K), on a obtenu

n
aZ1 3y fpa(x,u,Vu) - £,(x,u,W) =0

sur K. C'est la proposition.

Aprés cette proposition, nos problémes sont transformés en problémes de
régularité d'une solution de 1'équation (0.10). Pour cette équation on a la propriété

suivante :

PROPOSITION 1.16. - St u est la fonetion du théoréme 1.5, on a alors

n
Y f (zyulz) , Vulx))E E,>0, V(x,E) €T (Q) .
o, B=1 poch a -8

C'est la condition nécessaire de Legendre, voir J. Morrey [3].
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Maintenant, on construit une estimation a priori pour 1'opérateur 1li-

naire suivant
, n
(5.1 | L= % d g aB + b

N 850 = £y p (UG s TaC) ec’@.

Pa

n
0 1
b = 2f _ ¢ .
(x) 021 axu, paz x,ux) , u(x)) fzz(x,u(x) ,Vu(x)) c' (@)
On a 1'estimation suivante :

PROPOSITION 1.17. — Soit u une fonetion réelle satisfaisant les hypothéses du

théoréme 1.5. L est l'opérateur (5.1), on a alors pour tout compact K<Q, <l

existe C(K) >0, €(K) >0 tels que

2 2
(5.2) I »ll ¢ < C{HLU||3+ ||v||0}, V‘UECOOO(K).

Démonstration : D'aprés la définition, V x €K, il existe K(x) ,C(x), e(x) tels

que
Iw+te) > 1w + t* clloll 2, voecixm) -

On fixe, pour le moment, (DGC;(K(X)) et on définit Y(t) =I(u+t®). On sait que

PEC (R), ¥'(0) =0, il existe donc |8 <|t]|, tel que

Tu+te) = I(u) + t29"(e)
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n
P (o) = J { ): x,u+69,Vu+8 VQD)(D ©, +
Q * a,B=1 p o Pg B
n
+ 2 Z pz(xu+etp,Vu+e\7cp)tp(p+

fzz(x,u+9 ®,Vu+o ch)tp2 } dx ,

on obtient

() > C) |l oll 2

mais y '"'(6) est continu. Prenons t+0, ona y"(8)+y"(0) par intégration par

parties
(5-3) o lloll 2y < - L0s0) 5 VoECSKE) -

On prend e(K) = infk {e(x)}, ona €(K)>0, comme K est compact, il
X €

existe xj €Xx, j=1,...,N tels que {K(xj)} soit un recouvert de K et sur K(xj)

on a 1'estimation (5.3). Supposons ‘{cpj} une partition de 1'unité sur {K(xj)} ,

E sur K,

IIM

VECQ(K) s V= Z P: V, (PjVECO(K(Xj)) .

I1 résulte de (5.3)

=2

N o N .
< I)‘:I 1 {|(Lv 2\r)| + |([L 1v,0:)| }
< j=] C'(xJ'j "-pj | "‘pj ’('pj

N
2
cellLviig Ivige I llw.ovilg}-
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Maintenant, on majore || [L, ¢l V|| (2)

n

9

[L,o] =2 Z g @ L, + @
- o=1 o

n
n
oi L = a ,9,, Py = a,d d,9, on a donc
¢l 821 aB “B’ 0 a,g=1 aB ‘o °B

N 2 n 2 2
L hseviigec] Tt viigiviig} -

n

En vertu de la proposition 1.16, on a ) aas(x)gagﬁz 0, pour tout (x,£) €T*(Q).
a,B=1

I1 résulte donc de la proposition 1.6. ’

n

(5.4) ) ”LaV”(Z)S C{|(Lv,v)| + ||V||(2)}.
a=1

On a donc démontré la proposition.

Pour terminer la démonstration du théoréme 1.5. on associe, comme dans

la section I, a 1'équation (0.9) un opérateur paradifférentiel

1]
I =]

(5.5) p

oA _93,+B
a,8=1 ¢ °B B
. 52 2 .
ol AaB associé au symbole aae(x) = B_I’a_apé fix,ux) ,vux)) €eC”(R2) et B associé
bole by = ] £ 2 up) + § £ i £_eCl'@
au symbole X) = 9, ux) + a_u + - € Q).
o, B=1 Py sz aB o=1 pa zz o o=1 pazxa zz

€

En modifiant le lemme 1.2, on peut démontrer que (P-L) applique continiiment H2

dans L2. En effet, en utilisant la dééomposition < en couronnes dyadiques > de
3 € _
2% 776 2

(1.6), pour aEC(Z)(Q) , beEH s ab-Tabe-H <L® on a donc

2 2 2 2
nvn€<c{npvno+cmVn§+nvuo}
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mais || v|| z-s 6||u||§ + C(8) || v|| S , pour & suffisamment petit. Avec une autre
2

constante C, on a donc obtenu

(5.6) vl Z< c{uevit 2 + vl 2}, vwedm

ol K est un compact de Q.

En utilisant la proposition 1.16 et les inégalités (5.4) et (5.6), on

peut obtenir une estimation a priori sur la chaine des espaces de Sobolev.

PROPOSITION 1.18. - Soit P l'opérateur (5.5), VK<Q, Vt€R, il existe alors
e(kK) >0, C(K,t) >0, tels que

(5.7) 1ol 2,c < c{llzwll 2+ 11012}, voecim.

t+2

En fait, 1'inégalité (5.7) est aussi vraie pour tout VEHcomp(K).

Si u est une fonction réelle dans le th€oréme 1.5, il résulte du théo-
réme 1.6. que

(5.8) Pu=g€C@ NE__@ -

Nous faisons maintenant tout a fait comme dans le théoréme 1.7. On peut

déduire u €C3(K) n H3+€(K), par récurrence il résulte enfin que u €C (K , ce qui

termine la démonstration du théoréme 1.5.
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§.1.6. Propriétés de 1'estimation de minimum local de calcul des variations.

L'estimation (0.11) posséde des propriétés trés intéressantes. On va

étudier les rapports entre la solution de 1'équation (0.9) et 1'estimation (0.11).

n o - . 1 D "
On pose g; (x,€) = k; ‘fpkpj () ()5 854y (,8) = (-D)[E] a,§.=1 3, fpapB(X)

(g (igB), j=1,...,n. Pour o= (0g,...504) , 1<aj,\<2n, |a] =k, on définit

la fonction g, (x,£) comme dans (0.3). On a alors :

THEOREME 1.9. - Soit u une solution réelle de L'équation (0.9) dans Cf (%),
n n, .
p>3. On suppose que I(u)<+e, ) f E £,%0 pour tout (z,5) EQxR",
o,B=1 paps a8 ,

avec les notations ci-dessus. Pour tout compact K de Q, on suppose encore qu'il

existe un entier r>1, p2r+2, et une constante C>0, tels que

(6.1) El? s c T lg (82|
la] s»

pour tout (x,&) GKXSEL_l . On a alors que, pour tout compact K de Q, st § =

diamétre de K suffisamment petit, il existe deux constantes C>0, 12€>0, tels

que

(6.2) I(u) + c|| o|| ﬁ < I(u+9)
pour tout (pGCZ(K) réelle.

Démonstration : Prenons <p€CB°(Q) réelle, en posant Y(t) =I(u+te) ona YP(t) €

‘ n
C°°(]R) et Y'(0)= [( } fp (x,u,Vu) adcp+ fZ (x,u,Vu)(p)dx . Comme u est une solution
o=l Fa

de 1'équation (0.9), ¥'(0) =0. On peut donc écrire

V() = Tu+to) = T(u) + t2y" (6)

avec 0 €]-t,t[, il suffit donc de démontrer " (0) >C|| o]| 3: pour certains C>0,



- 69 -

0<e<1 indépendant de ¢

g n 2
' (0) I( ) £ 3, 030+ 2 Z £ s IR S )dx

ag=1 PoPg @ Py 2
= (Lo,0)
ou
( ot o+ -3 s o)
6.3) L=- 3 + -
ap=1 @ PoPg B8 zz X z

o=1 o pa

L2 + b(x) .

On doit donc démontrer que, pour tout compact K de @, si § suffisamment petit,

il existe deux constantes C>0, et 0O<eg1, tels que

6.4) C lloll2< Lo,0)

pour tout cpecg(K) réelle.

On définit un systéme d'opérateurs pseudo-différentiels Gj dont les
symboles sont gj (x,8) , j=1,...,2n. Nous faisons comme dans la démonstration de

la proposition 1.3. Pour tout compact K de £, il existe C>0 tels que

n
.Z Il 6; ollt<C Lyo,0)
J:

1

de plus dans (2.4), B0 =-p% E7!

E ', son symbole principal est égal 3 1. On a donc

2n
1 UGl L,0,0) + ||v]| 2
103 ¢ c{agom + 11

par la méthode de la démonstration de la proposition 1.5. pour tout compact K de

Q, |a| =k, il existe C>9, et O<g <1 tels que
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T llggell2_y<c{ T ool old)

|| <k =

pour tout tDGCo(;(K). En utilisant 1'hypothése (6.1), on a

(6.5) loll 2 <c T llggoll? < c{azom+ el d}.

r la]sr

Si 6 suffisamment petit, il résulte de (6.5) 1'estimation suivante :

(6.6) lollZ <2¢; @y,
T

pour tout tDGCO(;(K).
En effet, s'il existe KDOECO(;(K) telle que

(L, 90,00 < |l 0yll 2

il résulte de (6.5) || tDOH g <2 C1 I tDOH (2) mais en vertu de 1'iﬁéga1ité de
T

Poincaré et du principe d'interpolation

6.7) loll 25 c 8l oll 2

pour tout cpECBO(K). C, ne dépends que de € et n, on a alors I (pOH gs

2 2 . : .
C, 8 || @l e, £2CC 8|l @yll g si 6 suffisamment petit tel que 2C;C,8<1,

on a obtenu une contradiction.

On démontre maintenant pour ¢ suffisamment petit
L,0,0) + 2(be,9) >0

pour tout cpECOS(K). I1 résulte de (6.6) et (6.7)
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2 2

en choisissant § suffisamment petit tel que 2 C1 C2 C36s1 , 1l résulte de (6.6)

1'estimation suivante

loll 2 <4c Lo,0
T

pour tout wECo(;(K), ce quiitermine la démonstration du théoréme 1.9.

Si 1'équation (0.9) peut s'écrire sous la forme (0.2), nous faisons
des hypoth&ses pour le systéme Xj , j=1,...,r et nous aurons la méme conclusion

mise @ part que la condition est aussi nécessaire. Plus précisément, on a :

THEOREME 1.10. - Soit u une fonection réelle satisfaisant les hypothéses du

théoréme 1.5. Supposons que Ll'équation (0.9) puisse s'éerire sous la forme (0.2).
On a alors que {Xj s d=1y...,2} est un systéme de champs de vecteurs C°°, véri-
fiant la condition de H¥rmander i.e. en tout point x de Q, les champs X g et
leurs crochets d'ordre finis restreints en x engendrent T,Q tout entier.

Démonstration : En vertu du théoréme 1.5, u€C (Q) , {Xj} est donc un systéme de

champs de vecteurs C~ . On a aussi 1'inégalité (5.3) i.e. pour x€Q, il existe un

voisinage compact K de x dans Q, et deux constantes C>0, 1>e>0 tels que

12
ol 25 ¢ (Lo,

‘ T .
pour tout o€ C°°'(K) ot L=- z X?"+ C.
0 551 3

Comme les coefficients de Xj sont réels C, on a

X¥=-x.+0C. .
J J CJ

On en déduit enfin
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2 t 2 2
(6.8) lollZ<c{ L el llolg |

pour tout ¢ EC‘;(K) .

D'aprés le théoréme 1.1. de J. Nourrigat [6] 1'estimation (6.8) est

équivalente 3 ce que les champs X. et leurs crochets d'ordre inférieur ou égal

o
a [% ], engendrent TK, ce qui termine la démonstration du théoréme 1.10.
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II. - REGULARITE DES SOLUTIONS POUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES NON-
LINEAIRES ASSOCIEES A UN SYSTEME DE CHAMPS DE VECTEUR.

§.2.0. Introduction.

Soient )(1 seees Xp des champs de vecteurs réels, c” , Sur un ouvert
Q de R™. On se propose de donner des conditions suffisantes de régularités pour
les solutions des équations aux dérivées partielles non-linéaires de la forme sui-

vante :
(1 Fx,X u, || <m) = 0

= = 0 _
ol o= (agseee50) , 1<ajsp, |a] =k. X 'Xa] . X

w PRy €C@xRY).

On désigne [Xa] R ...,[Xak_] , x“k] ... ] par X, et on définit

v = 1'espace engendré par {X , |a|<j}.
On supposé que X], .. .,)S) satisfont aux deux conditions suivantes :
(1) I1 existe un entier r >1, tel que Vj est égal 3 T, Q a chaque point x €Q.

(ii) dimV,

3 est constant pour x€Q, 1gj<gr.

Sous ces conditions, 3@ un voisinage de chaque point, on peut trouver
une base {xj,k 3j=1,...,r} de V., ol Xjk est un crochet d'ordre j, et
{xj,k , j<q} forme une base de Vg + On suppose que Xy b =1Xp5 - -,Xp} forme une
base de V1 , C'est-a-dire que X1, ,Xp sont linéairement indépendants (sinon,

selon la condition (ii) on peut les remplacer par un autre systéme linéairement

indépendant qui vérifie encore les hypothéses (i) et (ii) ).
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Pour un point x€Q fixé, un choix de {Xjk} définit un systéme de

coordonnées locales prés de x, par 1l'application Q, :
(2) Q) =u=(u;) =QCx,Y) si y=exp (TuyX;) x

ol exp désigne 1'application exponentielle définie dans un voisinage de x. On
identifie donc un voisinage de x dans £ avec un voisinage de 0 dans R® , ON

définit
]
3) Xik,x = & (Kjx)

oll Q; est le différentiel de Q. xjk x ©st donc une nouvelle écriture de xjk
9

sous les coordonnées (ujk) .

Sur ]Rn, avec les coordonnées u-= (uj k) , on introduit une dilatation
b4
Gt(ujk) = (tJ ujk) pour t>0, une fonction f(u) est dite homogéne de degré S

si f (Gtu) =t>f (u) . Un opérateur différentiel de la forme f£(u) 3-2—— est dit ho-
Uy

mogéne de degré S si f(u) est homogéne de degré j -S. Un opérateur différentiel
D sur R" est dit de degré local<j si son développement de Taylor a 0 est une
somme des opérateurs différentiels homogénes de degré <j. Metivier a démontré dans

[5] le lemme suivant :

LEMME 2.1. - Pour tout x €Q, Lle degré local de Xj 5z ©8t <1, on peut
3

done éerive

(4) Hig =X p# R s §51i0sp

ol X, est homogéne de degré 1, et R. est de degré local <O0. {)? .} engendre
ds& Jx ds

3

une algébre de Lie nilpotente 9, * de dimension n et de rang r ; L'application

x +Xj,x est lisse.
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Pour x € Q, on désigne par Gx le groupe de Lie nilpotent, connexe

et simplement connexe correspondant 3 g X

Avec les hypothéses (i) et (ii), gy et Gx possédent les propriétés
suivantes :

k

T - . .
() B = L & ) a0l = gd™, si jeker
J=

dimg)=n; indépendant de X, et 6, définit un automorphisme de g, par g -
tJ g, pour t >0. Une aigébre satisfaisant (5) est dite gradgée. {Gx ,XEQl est

dit une famille lisse de groupe de Lie nilpotent. La dimension homogéne de G, est

définie coome q = _
J

e

j nj , la norme homogéne de Gx est définie par
1

: al
lall = { 3 3 by 7}
j=1 k :

Maintenant, on revient a 1'équation que 1'on va étudier. On suppose
éventuellement que F est linéaire par rapport 3 certaines variables de P, » auquel

cas on peut la mettre sous. la forme suivante :

Fx,X%u) = ) S Aa(x,XBu)lslsp(K) X*u
6) kg<ksm |o=k

B
+ Ako(x,X u) |3|<k0

ot on peut supposer p(K) <k, on pose alors

d - max (g, , K220 )

2d+1

On suppose que u est une fonction réelle dans C (Q) , et on dé-

signe par L 1'opérateur linéarisé de 1'équation (1) associé & u
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) L=y 3;— FeuXu )X = T a (0 X% sur 2.
lajsm * lot|<m

D'aprés la définition du nombre d, on a alors aOLECIO‘I+1 () réels.

Notre résultat est le suivant :

THEOREME 2.1. - Supposons que u est une solution réelle de l'équation (1)
02d+1

et appartient a (R) et que {x j} satisfait les hypothéses (i) et (it).

Lx =) a, (xo)%: l'opérateur différentiel invariant & gauche sur le groupe de
0 | 0
o|=m

Lie Gx pour un point fixé x, €Q. SZ pour toute représentation Il unitaire, irré-
0 N
ductible, non triviale de G_ , L'opérateur II(L_ ) est injectif dans @ (ou 9
x x,
[}
désigne l'espace des vecteurs ¢” de la représentation), on a alors que u est C

dans un votsinage de )

B. Helffer et J. Nourrigat [4] ont démontré 1'équivalence entre 1'in-

jectivité de H(i‘x) et l'hypoéllipticité de i‘x sur G, . Notre démonstration
0 0

0 A
est donc faite 3 partir de 1'hypothése d'hypoellipticité de 1'opérateur L, sur
- 0
Gx .
0

Dans la section 2.1, on démontre le théoréme 2.1. 3 partir d'une esti-
mation a priori pour 1'opérateur lin€arisé de (7). Dans la section 2.2. on construit
la solution fondamentale pour les opérateurs différentiels invariants a gauche

f‘x=§ aa(x)fq sur le groupe Gx pour x prés de X - Dans la section 2.3, en

|ov|<m
utilisant les résultats de la section 2.2., on obtient une estimation a priori pour

1'opérateur linéarisé (7).
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§.2.1. Démonstration du théoréme 2.1.

Nous allons démontrer le théoréme 2.1. Comme dans §.1.1 on obtient
1'hypoellipticité de 1'opérateur paradifférentiel de Bony, associé a 1'équation (1).
Pour le détail de la théorie des opérateurs paradifférentiels on renvoie a J.M. Bony

[1]. On rappelle seulement les résultats dont on va se servir.

n
Soit L 1'opérateur paradifférentiel associ€é 3 1'équation (1), il est

!\I a 3 -
de la forme L=) A X", ou A, d'ordre 0 associ€é au symbole a, définis dans
™. [a}em

LEMME 2.2. - Soit u une solution réelle de l'équation (1) comme dans le théo-

réme 2.1. L l'opérateur (7), on a alors

"
1) 1l'opérateur (L-L) applique continiment LZ(Q) dans LZ(Q).

2d+1

v 2d+1
2) Lu€ C (Q) n Hzoc‘(ﬂ).

Le théoréme 2.1 résultera du théoréme suivant :

THEOREME 2.2. - Soit L =) a o‘(::c) x* L'opérateur (7). Supposons que les

|| <m
hypothéses du théoréme 2.1 soient satisfaites. Il existe alors un voisinage U de

Ty tel que quelque soit K compact de U, on ait une constante C tel que

2 2 2
@) T Ielbsc{lizell;+ ol |

|a] s<m

pour tout @E€ C’:(K) .

Le but des sections 2.2. et 2.3. est de démontrer ce théoréme. On montre

maintenant que le théoréme 2.2 implique le théoréme 2.1.

résulte de 1'estimation suivante -
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©) T ICelliZ<c{iTond+ e}

o] <m
pour tout tp€C‘;(K) . On a encore une estimation pour le systéme des champs de vec-

teurs.

LEMME 2.3. - (voir §.1.6 dans [7]).

Supposons que Xp,...,X, satisfait l'hypothése (t) pour tout compact

KcQ, 72l existe alors une constante C>0 telle que

2 2
(10) Holl2<c{ ¥ Nxol2+ o2}
g o

pour tout E CZ(K).

Les estimations (9) et (10) résultent donc de la suivante :

ph 2
sc{iteng« ik}

) el ?

la] $m r @-lo]

pour tout tDEC‘S(K) . En fait, cette estimation est encore vraie pour tout ®€

He omp (0 -
N
THEOREME 2.3. - Si l'opérateur L satisfait l'estimation (11), on a l'impli-

eation suivante, Vs € R s

] _
u €85 (U) g += (m|a|)
(12) N | e — LCuen, [ W) ; |a|gm.
"Lu EHZ (U)
oc

Ce théoréme implique évidemment le théoréme 2.1 parce que si u est

une solution de 1'8quation (1) dans €%*1(@) =c®*1@) n 2@ , en vertu du
2d+ 2+ 1

lemme 2.2, Tu EH%g? (). Le théoréme 2.3 résulte de u€H r (), on refait
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cela et on en déduit enfin que u ecCW).

Démonstration du théoréme 2.3. : On la fait en plusieurs étapes.

a) On montre d'abord 1'implication suivante ol K est un compact de U

VE Hgomp(K)
= (m-1- —( -laf)
(13) X*ve H ( o) ny . la] sm ) —> x%v 3 m-o
Lve HO@®Y) ] <m

On définit un opérateur

NS

Te =ax) (1 -eAx) b(x)

ou a,b C;(U), a=1 sur K, b=1 sur suppa=K', on a alors TE:H0

loc @ -

H (K. Te est borné dans H° pour 0<eg1, de plus

comp
- B
[xa’Ts] g I Tage X
(14) |8l<|a]-1
o, - T 1, @
|o|<m-1

P ~ 1
ol Tae s TBas sont bornés dans H° , et d support compact. Comme T e VE Hrgomp(K ),

on peut utiliser (11) pour obtenir

(15) Xt @Ja)) < {ILTvllo+IITV”o}'

|a|<m

En utilisant (14), avec une autre constante on a
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Z::Wrﬂvm

Y o2 2
sc{iim vl + vl

jal<n ¥ @l
S Pl [ e m— P d P }
| <m-1 MESTE! T @-18])
v 2
clitvid s — ||x°‘v||] +lvig
|t <m-1 (m- o)
sc{llTvliZ+ T2 ey }
' |a|<m  (-1-Ja])
—( -la])
I1 en resulte que a(x) Xved , |a] <m, comme a est quelconque,
(m-lal)
X*v e x).
b) On montre maintenant 1'implication suivante :
ve H ()
1 @-1-la]) (m-lal)
(16) X*ve H{oc M ; |lo|sm p=— x“ve loc ()
i |a] <m
Lve HCI)OC(U)

quelque soit @, ECCS(U) s K=supp ¢, un compact de U, on pose

=@V , ue Hgomp(K)

(17 Xau=¢]xav+[xa,m1]v
on [X* s <.p1] =) 3,8 xB > 3y d support compact et borné sur H° , on a donc

(m-lal) (m-1 la])

» |a| <m et d'aprés 1'hypothése o X*ven "

[ ,@]]VEH
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1 @m-1-1a))
|a] <m. On déduit donc xX*ue H" (]R ) par la méme méthode, on peut obtenir

Lu€ H(RY). En appliquant a), on a X*ue H

1
= (m-|a]) + (m-|a])
on obtient ¢, X*v e’ (X) donc X*veE Hl , |o|<m.

( ), |o|<m. Regardons a7,

c) On montre maintenant 1'implication dans la chaine de 1'espace de Sobolev,

vVt €ER' ,

t
veH 1oc Q)

1 @-1-al) t+-(m-|0L|)

(18) X*veH W ; lolsm Y= Pven )

LveHloC ) lo| <m

~

Soit A€ LE Q(U) un opérateur pseudo-différentiel elliptique 3 support

propre
[X*,A] =) C X
|8l<|a] -1
[L,Al=]__ _a X
|a|<m-1
oa a, , a, sont des opérateurs bornés d'ordre t et a support propre. On pose
u=Av, ueHioc ()]
(19) Xu=XAv=2Xv+ 1,0 v.
o FaD R _
On a donc u €H10C ) ; |oz|| Tm ,de 1a méme facon Lu €H; _(U) en ap-
_( -
pliquant b), on obtient X*u €H10c V), |o] <m vérifie (19), on a

._(—
Ax“veﬂloc o) (U). Enfin
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t+l @-|a)
loc

X*v €H ) .

. On

d) Dans le théoréme, u EHiOC(U) on a donc pour [of <m, X ue Hf;l“'

pose s-m=t comme s-|a|3>s -m+% m-1-|a|), on a

t+1 (@-1-laf)

o
X u€ Hloc

o .

En utilisant c), on déduit

1.1
t +_r_+? (m-1-|0t|)

xX*u€ H )

loc

On refait cela, il existe un entier N, tel que t +¥>,s , Ce qui termine la dé-

monstration du théoréme 2.3.
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§.2.2. Solution fondamentale sur des groupes de Lie nilpotent.

Pour obtenir 1'estimation (11), on construit d'abord la solution fon-

damentale pour 1'opérateur i’x =§ ' aa(x) )g.: invariant 3 gauche sur le groupe de

|o|=m
Lie Gx . On a besoin pour cela d'un théoréme d'existence abstrait.

THEOREME 2.4. - ([2], théoréme 2.1)

Supposons que D est un opérateur différentiel, auto-adjoint, invariant
d gauche, homogéne de degré d<q, sur un groupe de Lie nilpotent G, ol q est la
dimension homogéne de G. Si D est hypoelliptique, <l existe alors une unique fonc-
tion k€C (G~10}) homogéne de degré -q+d, telle que Dk=08 la mesure de‘Dim'ao

en 0.

On considére un cas ot la proposition est appliqué

Dans [6] L.P. Rotschild a démontré le théoréme suivant :

THEOREME 2.5. - Sotent L l'opérateur (7), et Lx=§ a, (x) %g L'opéra-
|af=m

teur différentiel invariant d gauche sur G '+ Supposons que les hypothéses du théo-
réme 2.1 soient satisfaites et que Ex est auto-adjoint, homogéne de degré d<q. Il
exigte alors un voisinage U de z, tel que 2 . €8t hypoelliptique pour tout €U,
done il existe une unique fonetion kxec‘”(G m\{o}) s homogéne de degré -q+d,

telle que L, ka:= §.

En effet, dans [6] Rotschild a démontré qu'il existe une constante

€y >0, quand |x -xol <y f‘x posséde une solution fondamentale de la forme
0 0

e~ 8

1)’ k)gg),x

(20) K () =
j=0
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L) og g AR i, -1 kY =k o
> (é,x‘(Lx‘on)Kxo*(LX'LXO)IS‘O*"'*(L" g * g Kepx Ty
%

le]Rn » K (u) est C” par rapport 3 u€eG, ~{0}, et A1 en x€Ux0={|x-

la solution fondamentale homogéne de f‘x , les convolutions sont prises sur
_ 0

x0| <eo} ol u=Qx(y) =0(x,y) , pour y€UXO . Kx(u) est homogéne de degré -q+d,

et on définit

K E=ExK,

pour f el , 0<p<«, la convolution est prise sur Gx s Ig( applique continfiment

P dans LY avec -;-'= % -% et satisfait
(21 LX(IS(f) = Lx(f*lg(') = f*LXKx=f

. [l - . -
mais L  est auto-adjoint, on a donc encore

2N’ K £) = L £+K =fxL K =£.

Comme pour tout Xx EUx s f.x est hypoelliptique, on peut remplacer
0
X, Par un autre z €Ux . En utilisant le théoréme 1.7, il existe €, >0 quand
0

|x-2z| <e, , on peut construire la solution fondamentale K, comme dans (20) a
0

partir de K, . Donc si on définit

(22) K(x,y) = Ig,(e (y,x))

K est définie sur U ><UX , l%l(u) est C pour uz#0, Cm+1 pour yEUX .
X0 %o 0

Avec cette fonction K, on peut obtenir 1'estimation (8) dans la

section suivante.
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§.2.3. Estimation a priori pour 1'opérateur linéarisé.
P P pe

On déduit 1'estimation (8) en utilisant la fonction (22). Prenons

a,b ECOS(U) , b=1 sur suppa, on définit un opérateur sur CBO(U)

(23) K= [a0) Keoy) b £0) d.

On étudie d'abord les propriétés de 1'opérateur K. On introduit unme

classe d'opérateurs qu'on appelle opérateurs de type (A,a).

Une fonction h€C (R™ ~{0}) est dite de type A, si h est homo-
géne de degré -q+XA, par rapport 3 la dilatation et q la dimension homogéne

avec 0<A<q, si A=0, on suppose de plus que

(24) j h(u) du=0

a<||ullsb
pour tout a,b avec 0<a<b<e.

Une distribution de type A >0 est obtenue par une fonction de type
A, une distribution de type 0 est de 1la forme Cd8+ T, ol C est une constante

et T est une distribution obtenue par une fonction de type 0 (valeur principale).

On a

LEMME 2.4. - Soit h une distribution de type X321, Dh est alors de type

A-1, pour tous les opérateurs homogénes de degré 1.

On donne une définition qui généralise la fonction K.
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DEFINITION 4. - Une fonction T(x,y) sur UXU est dite un noyau de type

(A,a) , avee A,a 20 si elle est de la forme suivante

. S ’
(25) T(z,y) = ) a(x) T (8(y,2))b(y)
21 9 Y

ou aj, bj €C°0°(U). T‘;(u) est C. en u +£0, et une distribution de type > A

1 en Y.

Un opérateur de type (A,a) est une application T définiesur CE(U)

T (x) = j T(x,y) £(y) dy .

PROPOSITION 2.1. - Soit T un opérateur de type (A,a), A,0.20. ST X321,

XJ.T est de type (A-1,a) . Si, A ,021, TXJ. est de type (A-1,a-1) pour

1<$Jd<p.

Démonstration : On considére d'abord A>1,

xJ. Tf(x) = J xg‘ T(x,y) £(y) dy
(26) T W) - j TGe,y) X ) dy

- [ @ 1 ¢ o T Fo)ay

ou Cj ec”, X)J-( désigne Xj oprant sur les variables x . Il suffit donc de dé-
montrer que si T(x,y) est un noyau de type (A,a), X)i( T(x,y) est un noyau de
type (A-1,a) ct X.)i, T(x,y) est un noyau de typc ()\.—l ,o0-1). LEvidenment, on
peut considérer T(x,y) =a(x) '1‘y 0 y,x))bWy), Ty(u) homogéne de degré -q+X  pour

un point y [ix¢ dans les coordonnées x-»u=0(y,x). On peut écrire
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X=X =Xy " Ry

A

ol Xj,y homogéne de degré 1, Rj’y de degré <0 .
X; TG,y) = (X52(0) T, (0 (7,%)) b(y)
27 +al) & T ,@)by)
*al) Ry ,T,(W)b)
ol ij,y , Rj Y operent sur les variables u=Qy(x) en utilisant le lemme 1.8.
ij,yTy (u) est de type A-1, Rj,yTy (u) de type A, ils sont COL+1 en y.

On a démontré que X?T (x,y) est un noyau de type (A-1,0).

On peut aussi écrire, pour x fixé

}.'= X. =;(. + R.
XJ J JX JX

ol ijx homogéne de degré 1, ij de degré 0 opére sur les variables u =Qx(y) =

0(x,y) mais on a

8(x,y) =-0(y,x) = 0(y,x)"

1]

X a() T,000,)b0) = a) T, (-w)b )

+

a(x) (5, T, (W) by

+

a0 Ry, T, () b )

+

a() T, (-6 66,y))X] b(y)

ou Xg Ty(u) est encore homogéne de degré -q+A, C” en u#0, mais C* en y.
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A - . 00 O+1
ijTy(u) homogéne de degré -q+A -1, C en u#*0, C en y. ij Ty(u) ho-
mogeéne de degré -q+A , C” en u#0 , Ca+] en u, on a démontré que X? T(,Yy)

est un noyau de type (A-1,0-1).

Pour A _=1 , la démonstration est pareille, sauf une modification. On
doit démontrer que si T(u) est de type 1, ij T(u) est de type 0, selon le lem-
me 1.8 ﬁj T(u) est homogéne de degré -q. Il nous reste donc a vérifier (24).
En effet, ;(j T(u) est une distribution de type 0, elle est de la forme CS&+T,

T satisfait (24), ij T(u) satisfait donc (24). On a enfin démontré la proposition.

PROPOSITION 2.2. - Les opérateurs de type 0 sont bornés dans LZ .

Démonstration : Un opérateur de type 0 peut s'écrire en

T= T1 + T2 + T3
ou T1 est de la forme suivante

28) 1,00 = lin | a0 13, 00x0) by ) £0) dy

|6 (x,y) |>€

T1y(u) est homogéne de degré -q, C en u#0 R C] en y. T2 est un opérateur
de type (A,a) , avec o 20, A>0 ; T; est une multiplication par un é€lément de

Co .

Evidemment, T3 est borné dans LZ, pour T2 conome A>0, ona
>\..
la,(0) T,(80,%)) b, (| < € [8(y,x) "™

r
J |laz() Ty (6(y,x)) by (1) | dys C

[ 12,60 T,007,%0) by 0] dxe €
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alors

T, £ 1 = | [2,00 T, 600 b0 €0) g |
([ |age0m, € 5,07 |ay) z ([|azeo 1, €000 5,00 | -
C £ 2ay) 2
<c ([ [a01, 0010, 00] lfcy)lzdy)%
luﬁn§=Jmmea
sc[[|a1, 00 b, 0] 1£071? ayex

2 2
svhﬂwl®=mﬂﬂu2-

I1 nous reste donc a démontrer que T1 est borné dans L2 . Nous faisons
comme dans [3]. On désigne a;(x) T1y (6(y,x)) by (y) par T,(x,¥), il nous faut

seulement démontrer

) IT,&»] < Clox,y]™

2 | | mene|sce-o
e<|6(x,y) |<8

3) 1'estimation suivante.:
: -q-1
T, Gy) - Tx,2) | < € |leGx,y) - 6x,2) || [l 6 x,yll 2

quand || 8(x,y)|| >C|/ 6(y,z)|| , avec C assez grand.
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Mais 1) est obtenu par T1y(u) homogéne de degré -q. Pour 2) dans

les coordonnées de y-+u=6(x,y), dy=(1+0())du, on a donc

Loy = | a6 Ty, (w by (o) (1 +0@)du
e<llociyll<s <] ull <8 |

comme J T]y(-u)du= 0, |T1y(-u) |<cllu]l @, ona"
e<|ul<8

Tl(x,y)dy <£C || ull “a*tl gy < C (8-€) .
e<|| 0 (x,y) || <8 e<|| ul| <8

Pour obtenir 3) on note u=06(y,x), v=0(z,x), o(x,y) =6 x, 7] .
Dans [3] on a démontré que si p(x,y) , P(y,z) €£C, il y a une estimation

1
lotey) - o2l < ¢( 02 + 00,27 0067 ).

On a donc que si p(x,y) >Cp (z,y) , alors

1 1
llull = pl,y) »C' (p(z,y) + 0 pun? )

>C' |lew,x) - 8(z,x]| =cC' [Ju-v] .

On choisit C' telle que C' >2, 1l'estimation pour |T1 (x,y) - T, (x,z)| quand
p(x,y) >Cp (y,z) devient 1'estimation pour |T1y(u) -T1z(v)| quand || ul| >2 || u-v||

On peut écrire
T @) - Ty, 0) = (Ty@ - T, ) + (1,0 - 1,0)

pour le premier terme, comme T]Y(u) est C1 en y et y»>0(x,y) est un difféo-

morphisme
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|T1y(u) = T1z(u)| = |y -z] IT!],}""G(}’-Z) W) |
sCllek,y) - o(x,2)| [|u]]™@

s C'1oC,y) - 86,2l [ull 4T

pour le deuxiéme terme, comme T1Z(u) est homogéne de degré -q, on a

- v ( utb (u-v) _ -q-1
T - Tmle s |13, S289) [l wevil I1ul

mais quand ||ul| >2 | u-v]|

;-1 Nuewf 4,10

27 el T2

donc sup ITiZ((u+e(u-v))/|| ul|)|<C. On a obtenu 3), ce qui termine la démons-

tration de la proposition.

Maintenant, on démontre 1'estimation (8). On pose
' - s -2m
w v g b ()

ol s est choisi avec s+q>2m, L' définit sur Qx R®, 1le systéme de champs de

vecteurs {X],...,Xp ,-a—g— y oo ,3?__—-} satisfait encore les hypothéses i) et ii).
1 s’

Dans 1'introduction, la dimension homogéne de groupe G x,t) égale & s+q,d'aprés
b4

le théoréme de Helffer-Nourrigat [4], f.'( est hypoellipfcique pour tout te€ R®

xost)

si f‘x est hypoelliptique. Sur tout f.'( x,t) satisfait les hypoth&ses du théoréme
0 ’

1.7, i1 existe donc un voisinage UxM de (xO,O) dans Q@xR® avec ﬁ,ﬁ com-

pact et une fonction K'(x

t) qui satisfait (21) et (21)'. On définit
’
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(29) K' f (x,t) = I alx,t) Ky 1y @0,Tx,t)) bly,) £(y,T)dydT

ol a,bGCE(UXM). K' est alors un opérateur de type (2m,m).

On désigne par x = (x,t) , y=(y,T) EUXM

(30) L oL =] X a, - ) ag xP

|o|=m |8]=m

S = . +1 *
ou a=(ak,...,a1) si a=(a1,...,ak), aaec“_‘ , la]=m et Xj='xj+cj’

Cj €cC’(@, j=1,...,p en vertu du lemme 1.1, on peut &écrire prés de x

* * ~
(1) Lp*Ip = Ut Idx ¥ R
ol
_ a, a
(32) Rx = E bd, X E ROL COL X
|af<m |o|<m-1

ol baec'”(U) s CaECm(U) . R, opérateur d'ordre 0 avec les coefficients c .

Quelque soit un compact K<U, prenons a,b €C°°(U XM) , a(;) =
a1(x) az(t) avec a, =1 sur K, b=1 sur suppa, a EC:(U), azeco(;(M) , ONn a

alors, pour f €C;(K)

K' L' £ j a@K (,y) b L' £ (Pdy dr
- [at0 K@ I, b0) £y ar
_ o _ [ Zm :
sa@ ke by, I (=) | £ dydr
| [bo0. L ()]
+ j 2@ K' () bO) R £ ()dyde
- [a® sy b0 £y e

S ECEESRIGERIGEE:
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+ [ a6 1 &N BO) £ayar
—_ —_-— v
- 2,0 £60 + [ 2@ K@Y BE) £y dr

+ f a() K'(,y) b)) by X* ] R, C, X £(y)dydr

|o|<m |a|<m-1
N e
o b(y) €Co(UxM) .

D'aprés la proposition 1.10 X' ) ba x* est un opérateur de

| o] <m
type (m,m) on a donc, pour |B8|<m,

B 1
X° K ) fbax“
|| <m

est un opérateur de type (0,0).

D'aprés la proposition 1.11, ils sont bornés dans L2 , pour la méme

raison, X*K' X*® est un opérateur de type (0,0) pour |als m, |B|]< m, mais
3 _ *-E
K'Lm'].m‘-z K'X aBLm.
|8|=m

On obtien enfin

3,y _ X*fe) =L _ T XxxPa,r f

|afsm |o|em |8]=m
+ T XK E- T XK T b xP T RCXf
|o|<m lal¢m . |Bl<m |r|<m-1

32) - ||x°‘f|\(2]<c{anfllg+:IIX“fII(Z)}

|a|sm |ow |€m-1

ol on a utilisé J dr=C<+«, finalement on a obtenu
M
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' 2 2 2
T el Zec{iuel e lag-welds T eN )}

o] <m |T|<m-1

2
sofiven? = e}

| B|<sm-1

D'aprés le lemme 1.4

}

T el e { = 1) ?

1
| 8|<m-1 | 8|<m T
Bell2 4 crs 2
scis )l lIx°£llg+c@ £l
| 8|<m '

on choisit §>0 assez petit, et on arrive 3 1'estimation (8)
2 2 2
T el dec{uend e}
|af<m

vfGCBo (K) , la constante C ne dépend que du compact K et des coefficients de

L. On a donc terminé la démonstration.
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