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ABSTRACT :

In a first part, we prove a regularity theorem for solution of quasilinear 
partial differential equation of second order : if u is a smooth enough real 

solution, if the principal symbol of the linearized operator is positive, and 

if the Hormander's or Oleinik-Radkevic's condition is satisfied, then u€C°°.

With similar methods, we prove that : if u € c£QC(ft) , p >3 ,. is a "very strict" 

minimum of an integral functionnal I(u) =/^ f(x,u,V)dx , i.e. if for all x 

in ft, there are a neighborhood K o f  x , C > 0 ,  e > 0 , such as I (u+cp) > I (u) + 

C|H| I for all (pec”(K), then u£C°°.

In a second part, we consider partial differential equation of form
01

F(x,X u) =0 where Xp...,Xp are vectors fields satisfying Hormander1 s condition

Let us u be of smooth enough solution, we suppose that the localisation of the

linearized operator on the Lie group associated to the system of the {X-} is
00 J

hypoelliptic, we prove with this hypothesis that u€C .
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INTRODUCTION

Dans [1], J-M. Bony a introduit une classe d'opérateurs, dits paradifférentiels, 

associée à une équation aux dérivées partielles non-linéaires. En utilisant cette 

théorie, on a obtenu beaucoup de résultats de propagation des singularités pour des 

solutions d'équations aux dérivées partielles non-linéaires. Nous allons maintenant 

considérer des problèmes d'hypoellipticité pour des équations aux dérivées partiel

les non-linéaires.

Dans la première partie, on considère des équations aux dérivées partielles quasi- 

linéaires du second ordre. On suppose que les opérateurs linéarisés, associés à une 

solution assez régulière satisfont les hypothèses de O.A. Oleinik et E.D. Radkevic 

[7] (voir précisément le théorème 1.1.). On en déduit que cette solution est infini

ment régulière. Si l'opérateur linéarisé s'exprime en une somme de carrés de champs 

de vecteurs, pour la même conclusion, on pose la condition de HÔrmander (voir préci

sément le théorème 1.2.). On traite également quelques cas exceptionnels, c'est-à- 

dire, sauf sur une surface compacte, les conditions précédentes sont satisfaites et 

sur cette surface on suppose que l'équation n'est pas totalement dégénérée ; on 

obtient des propriétés comme l'hypoellipticité globale.

A  la fin de la première partie, on considère des problèmes de calcul de varia

tions intégrales I(u) = f(x,u,Vu)dx , on sait que, pour une solution assez régu-

lière de l'équation d'Euler, si l'opérateur linéarisé est elliptique, on a l'esti-

00
mation suivante : I(u+<P) >I(u) + C  IMI  ̂ , pour tout «Pê C q (K) réelle où C > 0 ,  

diamètre de K suffisamment petit. Nous savons que cette solution est infiniment 

régulière. Nous supposons maintenant que, pour une fonction u réelle, assez régu- 

lière, nous avons l'estimation suivante I(u+cp) ^I(u) + C  ||cp|| pour tout (p de 

Cq (K) réelle, 0 < e 1 , 0<C .  Nous obtiendrons que cette fonction est aussi infi
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niment régulière. Enfin, dans certains cas particulier, on donne des conditions 

nécessaires et suffisantes pour cette estimation.

Dans la deuxième partie, on considère des équations aux dérivées partielles non-

linéaires d'ordre supérieur qui sont de la forme FCx^u) = 0 , |a| ̂ m , où X^,...,

Xp un système de champs de vecteurs réels, C°°, a = (a^,... , 1-^aj^p, |a| =k,
01X = ... X„ . On suppose que ce système satisfait les conditions de Hôrmander et 

a 1 “k
Metivier (voir précisément le théorème 2.1). On localise, à un point fixé, l'opéra

teur linéarisé de cette équation en associant une solution réelle assez régulière.

On obtient vin opérateur invariant à gauche sur un groupe de Lie nilpotent. S'il est 

hypoelliptique sur ce groupe de Lie, on déduit que cette solution est infiniment ré

gulière dans un voisinage de ce point.
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I. - REGULARITE DES SOLUTIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES QUASI-LINEAIRES 

NON ELLIPTIQUES DU SECOND ORDRE.

§.1.0. Introduction.

Dans cette partie, on considère les problèmes de régularité des solu

tions pour une classe d ’équations aux dérivées partielles quasi-linéaires du second 

ordre. En 1968, L. Hormander [4] a donné une condition suffisante d 'hypoel1ipticité

pour les opérateurs différentiels linéaires du second ordre qui s ’écrivent en 

r  2
L = £ Xj + X q + C  où XQ ,...,Xr sont des champs de vecteurs sur un ouvert i2c]Rn ,

l  ̂ OQ
avec les coefficients C . O.A. Oleinik et E.D. Radkevic [7] ont traité une classe 

d'opérateurs différentiels du second ordre générale qui possédaient une partie prin

cipale non-négative. On va maintenant étudier les équations quasi-linéaires en uti

lisant le calcul paradifférentiel de J-M. Bony par une méthode analogue au cas li

néaire.

Soit

~ n «
(0.1) F(x,u,Vu,V u) = l a,. (x,u,Vu)9k .u + b(x,u,Vu) =0

kj=1 K3 KJ

une équation aux dérivées partielles quasi-linéaires du second ordre sur un ouvert 

Îîc]Rn , où

akj (x»z »P) » b(x,z,p) eC°°(flx R n+1  ̂ » k,j = 1,... ,n .

On considère aussi un cas particulier où l'équation peut être écrite sous la forme

r

(0.2) F(x,u,Vu,V2u) = Y X? u + X n u + f  (x,u) = 0
j=1 J U

n 2 
où Xj - l akj(x,u)3k , Xj =Xj Xj , j =0,...,r et

k 1
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aRj(x,z) , f(x,z) ec°°(fix R )  , k = 1,...,n, j = 0,...,r.

On va donner des conditions suffisantes pour que les équations (0.1) et (0.2) aient 

l'hypoellipticité ; c'est-à-dire, soit u e C^oc(fi) , p > Pq , une solution de l'é

quation (0.1) ou (0.2). Sous des hypothèses que l'on va préciser, on peut en déduire 

que u € C °  (fi).

Pour énoncer nos résultats, on introduit d'abord quelques notions. Soit
oo n

F(x,Ç) une fonction homogène de degré 1, de classe C en Ç * 0  , et C^QC(fi) en 

x , on peut alors, de la manière classique, définir un opérateur pseudo-différentiel 

F(x,D). On dit que c'est un opérateur de classe cj , d'ordre 1. Soit ÎF-j (x,D),..., 

Fm (x,D)} un système d'opérateurs de classe cJ0C , P > 0 , d'ordre 1. Prenons 1 =

(ot̂ ,...,01̂) un multi-indice entier, l ^ o u ^ m ,  on note |l| =k. Si lll^tpl, on 

a alors que

est une fonction homogène de degré 1, de classe C°° en Ç * 0 , et Cloc en x ’

(0.3) fJ(x,Ç) = (-i)k"1
K ........ N - r V ' " }

où {• , •} est le crochet de Poisson, f |(x ,D) l'opérateur pseudo-différentiel 

de symbole f |(x ,Ç). On donne :

DEFINITION 1. - Un système d'opérateurs pseudo-différentiels {F̂ 3...3Fm} de 

classe c\003 d'ordre 13 est dit un système de rang n sur un ouvert flcj/1, si 

pour tout compact K<zÇî3 il existe un entier r(K)4 [p] , et une constante C(K) >0 

tels que :

} ! \f2t(x3v \2 > C(K) |Ç|2 

I I\4r

yi~- j 2.
pour (x3̂ ) £K * S 3 où Fj(x3E,) défini corme dans (0.3).
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On définit un système d'opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 1 as

socié à l'équation (0.1) et (0.2).

Soit u Ec J (fi) une fonction réelle, P > 3  , on a alors 

*kj W  =akj(x »u W  , Vu(x)) , b(x) = b(x,u(x) , Vu(x)) €C^(Î2) .

On pose alors :

(0.4)

r *g j(x ,£ ) = I  akj(x)(i?k), j = 1,... ,n
k-1

gn+üCx »^) = I ^ I ^ "55  ̂ akj Cx) Ci Ci ^ j) > A = 1 , . . .  ,n

g()Cx»£) = I b̂ Cx)CiC£)
£“1

où bA(x) = X ̂ ^  akj(x,u(x) , Vu(x))S^ u(x) + ^  b(x,u(x) , Vu(x)) - ^  ^  ak£ ,

OO I
Î, = 1,... ,n. Ce sont des fonctions homogènes de degré 1 de classe C en £ + 0 , et 

c£(fi) en x . On obtient donc un système d'opérateurs pseudo-différentiels 

{G0>"*»G2n} ^e classe C^”2(fi) associé à l'équation (0.1).

On va montrer le résultat suivant :

THEOREME 1.1. - Soit u une solution réelle de l’équation (0.1) de classe
n

C* (il). Supposons que Y av. Ç, £ . >0 pour (x3 Ç ) € fi x J?” 3 p >3, si le sys- 
loc kj=l

tème {Gq3 .. • 3̂ 2n} es* un sys^ me de rang n sur fi, on a alors :

u ec°(Q).

Pour l'équation (0.2), soit u€Cj (fi) , p > 2  , on a alors X-(x,Ç) = 
n n J
J av -(x)(i £) = I a, -(x,u(x))(i £v) , j = 0,...,r des fonctions homogènes de de- 

k=1 KJ k=1 K3 K

gré 1, de classe C°° en Ç et de classe ^^.(fi) en x, donc {X0,...,Xr> est un
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système d'opérateur différentiel d'ordre 1, à coefficient C^oc(f2).

THEOREME 1.2. - Soit u une solution réelle de l'équation (0.2) de classe 

(?lo0(n) y supposons que p >2, et le système {X̂ , — 3Xp] est un système de rang
oo

n sur fi, on a alors u€C (Si).

Comme pour les équations linéaires, on peut également traiter certain 

cas exceptionnel. Soient N une sous-variété différentiable de dimension n-1 de 

, M un sous-ensemble de N, un compact de S2 , on suppose qu'il existe locale

ment une fonction réelle cp(x) telle que (cp(x) =0} =N^qc avec gradip(x) *0, 

on a alors :

THEOREME 1.3. - Supposons que3 sur 3 les hypothèses du théorème 1.1.

sont satisfaites et pour x € M 3 on suppose

71 n ^  9 W r\,
(0.5) £ av.(x)̂ ,̂ P(x)% .<9(x) + I a* A(x)̂ v. <f>(x) + \ b.(x)%. <P(x) > 0.

kQ=l “J * <7 «3 *3 ¿=1 3 3

Si M = {Xq} j on suppose :

(0.6) X (̂ẑ j (xq) + |b̂ (xq) > 0

OO
on a alors u£C (iï) 3 où

bi <x) = k l 1 W i  - Vu(x))dijçj u(x) + b(x3u(x) J Vu(x)) y l= ly  ...yH .

Pour l'équation (0.2), on a :

THEOREME 1.4. - Supposons que3 sur iï^M 3 les hypothèses du théorème 1.2. 

sont satisfaites et pour x€.M3 on suppose qu'il existe l4 k4r tel que
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(0. 7) Xk <p(x) * 0

r
ou bien si \ \ X, <p(x) \ = 0 3 on suppose que 

k=l K

V
l Xj<P+XnW *0.

3=1 3 °

r\j
Si M = {Xq) 3 on suppose qu'il existe un a^. * 0 dans k = l3...3n i j = Ot la... ar 3 

on a alors

u €C°°(Ü) .

Les démonstrations se servent des opérateurs paradifférentiels de Bony 

[1]* Avec la même méthode , on peut aussi traiter un minimum local de calcul de va

riations. Soit :

(0.8) I(u) = f(x,u(x) , Vu(x))dx
fi

n 00 n+1 y
une intégrale multiple sur un domaine ficrR , f(x,z,p) € C  (fi*]R ) réelle, u

une fonction réelle sur fi.

Les problèmes de calcul de variations sont de trouver une fonction u 

qui atteint le minimum de l'intégrale (0.8) dans certains espaces de fonctions sur 

fi et d 1 étudier la régularité de ce minimum. Dans le livre de Morrey [3] on a étudié 

les problèmes réguliers, c'est-à-dire que l'équation d'Euler

(0.9) l f (x,u,Vu) - f (x,u,Vu ) = 0
a=1 mx

g
est une équation elliptique où fp =-g^- f(x,z,p).

ot £

2
Dans ce cas présent, si u 6 C  (fi) réelle, I(u)< + °°, minimise l ’intégrale (0.8),
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u est alors une solution de l ’équation (0.9). D'après la théorie d'équations aux 

dérivées partielles et du théorème 1.1., on a u€C°°(£î). En utilisant l ’inégalité 

de Poincaré, on a l'estimation suivante : quelque soit x€Î2, il existe une cons

tante C > 0  et un voisinage compact Kc=Œ , tels que

(0.10) I(u) + C  |M| ¡J« I(u +(p)

pour tout tp € C q (K) réelle.

Il est bien connu que l'estimation (0.10) est équivalente à l ’ellipti- 

cité de l'équation (0.9) et u une solution. L'ellipticité étant une condition très 

forte pour la régularité des solutions, on considère donc une estimation faible de 

style (0.10) qui implique u€C°°. On a alors le résultat suivant :

3
THEOREME 1. 5. - Soit u une fonction réelle de C (tt) 3 supposons qu'elle vé

rifie les hypothèses suivantes :

1) I(u) < + °°

2) Pour tout œ €fi j il existe un voisinage K de x dans iîj et deux cons

tantes C> 0 y 1 > 0 tels que

(0.11) I(u) +C ||ip|| I(u +<pj

OO 00
pour tout <pÇ.Cq(K) réelle, on a alors u £C (ft).

Si u est une solution de l'équation (0.9) satisfaisant les hypothèses 

du théorème 1.1., on peut obtenir l'estimation (0.11). De plus, si l'équation (0.9) 

peut s'écrire sous la forme (0.2), l'estimation (0.11) implique que le système de 

champs de vecteurs {Xp...,Xr } satisfait la condition du théorème 1.2.
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Dans la section 1.1., on rappelle les résultats principaux sur les opé

rateurs paradifférentiels de J-M. Bony [1]. Dans la section 1.2., on construit des 

estimations a priori pour des opérateurs paradifférentiels. Dans la section 1.3., 

on démontre les théorèmes 1.1. et 1.2. ; les théorèmes 1.3. et 1.4. seront démontré 

dans la section 1.4. Dans la section 1.5., on démontre le théorème 1.5., et on étu

die l'estimation (0.11) dans la section 1.6.
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§.1.1. Equation paradifférentielle.

Nous faisons ici un minimum de rappels sur les opérateurs paradifféren

tiels de Bony, pour les détails, nous renvoyons à [1].

oo s
Soit &(x,£) une fonction homogène de degré m en Ç , C en Ç *0 , a 

support compact en x et de classe C p en x, p > 0  , on définit l'opérateur de 

la manière suivante :

(1.1) T^u(ç)= (2n)"n | x(ç-n,n) â(£-n,n) s(n) u(n)dn

où X(6,n) est une fonction de classe C°°(Rn x R n \ {0}) , homogène de degré 0 et 

vérifiant pour 0 < assez petit

f X(0»n) =1 pour |0|«e1 |n|

/ X(9,n) = 0 pour |e | > e 2 |n|

s E C ^ C R 11) réelle, s(x) = 0  au voisinage de 0, s(x) =1 en dehors d'un compact.
A
£(Ç,n) est la transformée de Fourier de &(x,£) par rapport à x . applique

mYII
alors continûment H dans H et une modification du choix de X et s pour 

ne modifie cet opérateur que par addition d'un opérateur (p-m)-régularisant.

DEFINITION 2. - Soit fü un ouvert de ]Rn 3 nous noterons 'fUü) t pour mÇ.JR 

et p > 0 non entier3 l'ensemble des fonctions l(xs définies sur f i x j R ^  {0} 

et de la forme suivante

(1. 2) l(x,V = am(x,v +... + £m _ [p] (x,V

OO
où £,) est homogène de degré (m-k) en Ç de classe C en E,*03 et

< f £ m  en x.
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Il est clair que si &(x,Ç) est à support compact en x , on peut alors 
m-[p] ■_

définir ■. C'est aussi un opérateur continu de H dans Hs_m .
j=m 3

DEFINITION 2. - Soient fi un ouvert de J?” set L une application linéaire de
(W dans lui-même à support propre. On dit que L est un opérateur paradifféren

tiel d'ordre m et de classe (P dans il et que l'on notera L EOpOf7) (il). S'il
existe i G '¿r[(Q) tel que, pour tout compact Xcfi 3 pour tout X € Cq(ü) égale à
1 au voisinage de K, l’opérateur L -X applique continûment
ae-M+(W

Il est évident que si L€Op(E™)(fl) , L applique alors HÎ o c W  dans

o»- On notera a(L) =£. , le symbole de L, q_(L) le symbole principal de

L. Le symbole de L est unique. On a de plus que l'application de symbole

a : Qp(2£)(fl) -- > 2̂ (8)

est surjective, son noyau est les opérateurs de (p-m)-régularisant. Tout le calcul 

pseudo-différentiel classique peut s'étendre à ces opérateurs. On donne quelques 

résultats que l'on utilisera pour démontrer nos théorèmes. Les démonstrations sont 

dans [11.

m.
LEMME 1.1. - a) Soit L.£Op(E 3) (Q.) > 3=1,2, on a.
------  «7 P

m1+nip
L1 0 L2 eop(ip )(0) 

où Lj 0L2=L +R 3 L est un opérateur paradifférentiel de symbole

Ux,v =) -4 a? fc1 t, Da l2 .‘-------- - a! E, mn-k7 x m0-k9
kj+k2+|a|̂ [p]

et R un opérateur d 'ordre (rrij +m2~ç>).

l f ( K )corrrp dans
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b) Si LeOpO^MQ) , i l  en est de même de son adjoint L* et

on a :

a“ ,,“ ! . * .

fe+|a|^[p]

En p a rticu lie r, s i L tO p (l1̂) (ü) et o(L) = ̂ 1(x3i )  3 ^2(x3^) = -  ^2(x3i )  3 on a :

L* = - L  + C

où C G Op(Zp_j) (M) pour P >1.

m .
o) Soient L-€0p(Z 3) ( i ï ) 3 j  = l 32 3 p > 1 3 on a :

t/ ^

m7+mp-i
[L13L2]eopap:2  ̂ )(Û)

et pour le symbole principal3 on a :

t i h > LJ >  4  K / v  * \ a A

en p a rtic u lie r s i o (L_.) -  tp̂ .(x) , j  =1323 on a alors g] wn opérateur

p-régularisant.

Pour une fonction £€E^(SÎ) , on peut également définir un opérateur 

pseudo-différentiel. Entre ces deux classes d'opérateurs, on a :

LEMME 1.2. -  a) Soit Z(x3&) homogène en Ç de degré m3 de classe C° en

E, *  0 3 e t en x 3à support compact en x 3aoec p >m 3 alors l'opérateur L(x3D) -
2 2 

applique continûment L dans L .

b) Si de plus % est de classe C en x al^ors %(x3V) est

infiniment régularisant3 c 'es t-à -d ire  q u 'i l  applique Hs dans i f  pour tout 

s3s ' € J?.
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Le lien fondamental entre opérateurs para-différentiels et équations 

aux dérivées partielles non-linéaires vient des résultats suivants. Soit

F(x,u,...,3e u ,...)

'l... m . A a (x,u,...,3e u,...),Bk<p(k) 3 u

(1.3) kQ<k<m |a|=k

+ Ak^ (x ,u , . . . ,3 e u , . . . ) | g | ^ = 0

00
une équation non-linéaire d'ordre m , où F est réelle et de classe C , où on peut 

supposer p(k) < k  , en convenant que p(k) = -°° lorsque les ^  .correspondants ne 

dépendent que de x . On pose alors :

d=max(k0 , ^ ^ l ) .

LEMME 1.3. - Soit u une fonction réelle de QQ(il) , avec P > maxiK^piK) ) 3 

posons :

(1.4) p(x,V = ] (x3u(x),...)UV

|6|>2i-p B

on a alors p € ̂ +m_2d (ü)’

Maintenant, on peut associer à l'équation non linéaire (1.3) une équation 

paradifférentielle linéaire. C'est le point de départ de la démonstration des théo

rèmes 1.1., 1.2., 1.3. et 1.4., parce que nous obtenons une équation linéaire équi

valente, on a :

O S
THEOREME 1.6. - Soit u une fonction réelle appartenant à nHloJa>

aoec p >max(k^p(k)) 3 s>0. Soit P lropérateur paradifférentiel de symbole 

o(P) =p(x3E,) défini par (1.4). Si p > d ,  et u une solution de (1.3), on a

p u e o lc~c2d(iï) n 4 2 T Sd (ÇÎ) •
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La démonstration est une modification de celle du théorème 5.3 de 

J-M. Bony [1],

Nous rappelons d'abord la caractérisation des espaces Hs et Cp à 

l'aide des décompositions « e n  couronnes dyadiques>>.

Soit K >1 , on définit les couronnes dyadiques Cj , j € 1N , par 

Cj = {c £ R n ; K'1 7? « |Ç K 2:i+1 j .

On désigne par B(0,R) la boule {|Ç|<:R}. On a alors les propriétés suivantes :

PROPOSITION 1.1. - Soit a £J ? + ^  JN 3 les ’propriétés suivantes sont équivalentes.

a) u € (f" .

+00_ A
b) II existe une dêcompos'Lt'Lon u=u_^ + \ u telle que suppu c:G et

n “„n p 0
P L

+ 00
c) Il existe une décomposition u=  £ telle que suppute: B(0,K ¡P) et

il “„Il P~°
p L

+00
d) Il existe une décomposition u - \ un *u ^C telle que,quelque soit À El/13

p=0 p p

il existe Cx >0 , || DX u \\ Cx 2~p(a~ IA I ; .
L

Pour les espaces de Sobolev, on a :

PROPOSITION 1.2. - Soit s > 0 , on a l’équivalence entre les propriétés sui

vantes :

a.)• u€fl®.

-f OO
b) * u=u * + Y u , 11 w 11 „ £ C 2 ps et (C ) £ S? . supp u c G .

"1 p=0 P P l P P P P



- 15 -

+°°
O) ' U= l  u . Il u II p<C 2~ps 3 (C J e A  e t  suppu  d B (0 3k iP )  . 

p=0 ” P L P P P

d ) ’ u =  l  u 3 u € C  quelque s o i t  X e j ” ,  i l  e x i s te  (Cy ) t e l  que
p=0 P P K>P

l l ^ - p l l  2 < CK P Z' P<S' M >  ■L

En e f f e t 3 on a une p a r t i t io n  de l 'u n i t é  :

00
(1 .5 ) 1 = W V  +1 <P(2~H)

0

00 n
où tp e t  ÿ a p p a rtien n en t à Cq(R  ) 3 le  support de (p é ta n t  contenu dans la  cou

ronne Cq e t  c e lu i  de *P dans la  boule B(031). On a la  décom position  «  canonique  ^  

su iva n te  :

OO OO

u = u_7 + 1 u . = i>(D)u + I <f>(2~3 D )u
0 3 0

(1- 6) p-1
u 7 + 1 u. = ty(2P D)u.

0 3

On peut maintenant démontrer le théorème 1.6.

Démonstration du théorème 1.6. : Il suffit bien entendu de démontrer le théorème 

lorsque F(x,u,...) est réduit à un seul terme

B ot
F (x ,u , • • •) -  Aa ( x ,u , . . .  ,3 u , . . . )  | 3 u , |ci| = k .

Nous distinguerons, trois cas ; les décomposition suivantes sont canoniques.

1er_cas : k <: 2d - p .

Dans ce cas là, p(x,Ç) =0, on doit donc démontrer F(x,u,...) £ C 2^ 2d n H j ^ ”2d,

coirme 3a u 6 C?”£ fl H f ^  avec p - k > 2p - 2d > 0 et A prP 'P fc) nuS~p(k) 
a loc n H loc
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p - p ( k )  > p - k # > 2 p - 2 d > 0  ,

On vérifie la condition c)' de la proposition 1.2.

SUPP ( 0 (Aa)p) (3“ u)q )cB(0,K 2q+1 )
-1<p<q-NQ

s u p p ( ( ) ■ (9a u ) ü (Aa ) ) ) c B(0 ,K 2P+1)

- K P<q-N0

suPp((Aa)q+r (8a u)q )cB(0,K2q+|rl+1) .

1 0 =  (Vp)(3“u’q||,2< l|) ■tVplI,»
-1^ q - N Q L -Up^q-N0

« c ) --- ; 2"P(P_P ™  C 2_qCs_K)
-Up$q-NQ 

< C C 2-q(s-K).
q

l ( J = =  ^ “ ’ p K ’ q l L
-Up$q-NQ

^ c )" 2-PCp-K) C 2“q(s“P(K))

-U p < q -N Q ^

i  C C 2‘ q ^s “P ® 3
q

< || n Z Z O ° u ) p | | -  Il CA^qll  2
-1<p«q-N0 L L

(1.7)

F(x,u,...) = ) (Aa)p (9a u)q +

-1<p<q-N0
> t ’ ^ y v p
-Kq<p-N0

* H Z !  E(A0)q+r (3°u)q .
I r|^Nq q

2o 2don a F € . Pour démontrer

pour simplifier, des fonctions ayant un support compact. On a alors
F€Hloc~2d(i2) on suppose
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Il CAa)qtr 0 “ u) Il l 2 .< Il (Aa)qtr|| c  II (9%)q II l 2

<: C 2“ q̂+r^ p_P® ^  C 2"”q(S"K) 

« C C  2-q(s*P-P(io-K).

On a donc F(x,u,...) € ^ -2d .

2ème_cas : k > 2d - p et p - K < 0.

Dans (1.7), pour le dernier terme, on a ) £ ^ a)q+r (3a u)^€Hs+p ^

|r|<N0 q

I(E = =
-1<:p$q-N0

[ r z z z  c ^ p I L  i K v q i i T2
-lv<p$q-N0

* c ) 2-q(p-K)+p(p-K) c 2-q(s+p-2d)

-U pS q-l^

V< C C  2-q(s+P-2d) ^

On a donc F(x,u,...) = 3au+v, v€HS+p“2d où 3a u=) ; (Aa) (3au) ,

a 01 -1s<P$q-NQ

mais d'après le théorème 2.1 de [1], on a TI -T. (p-p(K))-régularisant, l'opé-
a a

rateur T. 9a u ayant pour symbole A (i Ç)a cela démontre le théorème dans le 
a a

second cas.

3ème_cas : k > 2d - p et p-k>0.

Ot
La même conclusion pour le troisième terme dans (1.7) et 3 u ayant pour

a
Ot

symbole Aa(i Ç ) pour le deuxième terme. Si on a :

(1.8) A0 (x ,u , . . . )  = ) TJa  36 u *  v

lekpo o
B
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et v £ C ^ p P W )  nns+p on a alors :

T A (x,u,...) 
3 u a

= I T 3A 3B u * V'

| e | i p ( K )

et v e C ^ p nHs+P Cela démontre le théorème dans le troisième cas modulo

(1.8). Pour (1.8) on a :

PROPOSITION 1.3 . ~ S o it  u = (ur  . . .  3u%) €CP Ml8 r é e l l e ,  p ,  s > 0 , F € d* (Çl x j ?l ) . 

On a a lo r s  :

l
(1.9)  F ( x , u ^ , . . . , u ^ )  = £ T'^p u .  + R

i= 1  « 7

e t  r e c 2p n s 0* 9 .

Panonstration : On peut supposer, sans restreindre la généralité, que F est de
oo 0

classe C dans ]R , et à support compact. Montrons que l'on peut se ramener au 

cas particulier où F ne dépend pas de x .

Soit en effet K|CEn un compact hors duquel les û  et F(x,u) sont nulles.
OO

Soit Vj €Cq , j =1,...,n égale à Xj au voisinage de , en supposant (1.9) dé

montré dans les cas particuliers, on aurait :

F(v,u) - l T'3F Uj - l T’3F € C2p n Hs+P
3ÜT 3v7

et donc (1.9) dans le cas général, compte tenu du fait que T'̂ p v- est de classe

9vT
OO 1

C , et des égalités J

F(v,u) = F(x,u) , (v,u) = (x,u) .
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Supposons donc maintenant que F ne dépend que de (u-|,...,û ). Pour simplifier, 

on suppose encore l = 1. On va démontrer que l'on a la décomposition suivante qui 

vérifie la condition d)' de la proposition 1.2.

0-10) F(u) - TJ,(u)u- E Z ap -

-Kp

On désigne par Ŝ (f) la somme finie ) f , si f = ) f^ (S_-| (f) =0),

-1̂ p<q-1 -Kp

on a F(u) = lim F(S (u)) car S (u)-»-u dans L . En posant v =F(S (u) +u ) - 
q + + oo n 4 4 4 4

F(Sq(u)) , on a F(u) = ) . vp et Tp, ̂  u= l Sq_N (F'(u))uq. On a alors :

-Kp ^ 0

" F(Sq(u) +uq) - F(Sq(u)) - Sq^(F* (u))uq .

On a d'abord aq €C°°. On va estimer Da ap dans L°° et L2 , pour tout aEl/1, p£]N. 

En utilisant la formule de Taylor, on a :

F(Sq(u) +uq) = F(Sq(u)) + F'(Sq(u))uq + gq u2

OÙ

r1
gq(x) = j F"(Sq(u) (x) + t Uq (x)) (1-t)dt

on a alors :

(1.11) aq = gq u ^  [ F’ (Sq(u))uq -  Sq_N()(F' (u))uq .

On estime d'abord Da gqu2 , pour aEJN11, q 6 N ,

- Ot -| CL y 01 »7
Da g u = 5 C D g„D u„D u„ ,

sq q L--------- Oj <*2 «3 Q 9 °l

a1+a2+a3=a



- 20 -

On a donc

H °a &q"q!l Ca ï II d“ 1 gq |i „  ||D °2 uq || „  Il d“ 3 uq j| „
L L L L

ou -q (p -|a ?|) -q (p -|o U )
H D 1 gq |t lÛO 2 2 2

Il Da gq u 2 11^ î  Ca  I  || d“ 1 gq || || D 2 uq || ^  || d“ 3 uq || l2

a-, , -q (p -|a 7l)  -q (s - |a , | )
4 Ca l  II D 1 gq II l oo 2 0 ^ 2

où (C ) €Jl2 , pour a ,  €!Nn . 
a3»q j

a i t 
Nous devons donc estimer || D g || en notant W  (x) = s  (u)(x) + t u  (x).

4 L M M  M

On a :

“ 1 f1 a1 t 
D gn (x) = D 1 F"(W*(x))(1 -t)dt 

q J 0 4

Ot SI T •
D 1 F'CWÏCx)) = l î F (î,+2) (W*"(x)) n D j w*(x)

q r^+...+r^=a 4 j=1 4

(si |a1 1 = 0 on a || g || œ ^C).
1 q L

Il Wq M  Il „  *  Il sq (“ ) Il „  + Il uq || «,
L L L

q|r.:| -q C p -lrJ )

* Cr. 2 + Cr. 2

q k J
* Cr 2 J (p>0)

de plus || (Wq (x) || „o ̂  .
L
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On a obtenu :

Il Da g u2|| « C  2‘ t>(2p' l “ l )
q q l“  a

H ° V q "  ^  2-q(^ - |a|)

où (C ) € pour tout a £ 1N11.Ut j

On estime maintenant le deuxième terme de (1.11).

D °f(F '(sq (u)) - s  N (F '(u )))u J - E Z Z  Ca „ D 1(F '(s_(u )) -s  „ (F '(u )))D  2 u . 
L q q ̂ 0 qj a1+a2=a a1 a2 q q w0 q

On peut seulement estimer II Da(F’(s (u)) - s « (F‘ (u)))|| œ .
q q 0 L

On distingue deux cas :

a) | ot | < p .

F'CSqiu)) - sq_No(F’(u))

= lF'(sq(u)) - F' (u)3 + [F'(u) - sq_Ng(F'(u))]

= A„ + B„ .
q q

Comme F '(u )€ C p , Da (F' (u)) ecp‘l“ l , p - | a | > 0 ,

l|D“ Ba ll o»-1 II Da (F' (u) -  S „ (F' (u ))) || «,
4 L M 0 L

= || Da F' (u) -  s  N (Da F' (u) )  || i || (D°F' (u ))p || „

0 L q-N0iP L

■S C„ î , 2-P (p" l “ l) = C' 2"<t ( p” l“ l) (p -  |a |  >0) .
Ot ' Ot

q-NQ4p
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Da Aq = I  ) ( f (&+1)(s (u )) IT s ( u ) - F (Â+1) (u) n D ^ u ) .
q S L > 0  a^ + ...+ a ^ = a  '  q j= l q j=1 '

Si |a |  = 0 , £ = 0 , on a ||A  || c o =  || F' (s (u )) - F ' (u )) || „ <  || s (u) - u | |  _
L L L

• sup |F ( 2 ) (W ^ (x ))U c  I 2"p p =C 2“qp , (p > 0) pour £ »  1 ,  
t ,x  q q^p

on a :

°aA q = I  ) ' [ f (£+1)(s (u)) (  n  D°j  s (u) -  n  D ^ u )
q M  a )  +  . . . + a g = a  L q v j=1 q j=1 7

+ CF(*+1)(S (u)) - f (£+1)(u)) n D ^ u l  , 
q j=1 J

mais on a :

n D°^ s (u) - n u =  (D01 s (u) -D**1 (u)) n s (u) 
j=1 q j=l q j=2 q

a 1 ou a-, Z a .  a .  ou £-1
+ D u (D sq (u) - D u) n D J sq (u) +...+ (D sq (u) - D u) n D3 u ,

j - 3 j —1

de plus

a, a. -q(p-|a,|)
Il D J s (u) - D  J u H C 2 J (p - |a,| >0)

4 L J

n “ i  n q K I
Il D J S (u) Il œ 4 C 2 j 

q L j

Il D** u H i C  | |F t M ) (s {u)l M Í  C 
L q L

l |F ( M ) (sq( u ) ) - F t M ) (u)|| „ i  | |s  (u ) -u ||  „sup |F(t+2) (W $W )|
L L t  ,x

« Cz 2"qp (p > 0 ) .

Oh a obtenu || Da A || ^ C 2 q ^p d'où
4 Ut
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U Da a H 7 4 C 2“q ŝ+p" la l̂
11 q 11 l2 a,q

( 1 . 12)

Il °a a q II Ca 2-q i2P -|« l3
L

oû (ca>q J e £ 2 » Pour | a |< p .  

b) I ot I > p .

l|Da (F ’ (sq( u ) ) - s  (F '(u ))) || w
U L

< II Da F’ (s (u))|| œ + II Da s N (F '(u ))||
4 L 4 lN0 L

Cernirne F '(u) £CP et J ot | > p on a :

11 D“ sq_N (F'(u))l| „ 4  Ca y 2"p(p“ |a|)

° L - 1 ^ q - N 0 

< r» 7-q (P -|a |)
* Sx z

n“ f ' ( s  W ) =  ï  ! F ^ f s  tu i) n D°j s r») ,
4 % > A  a 1 + . . .+ a ¿=a q j=1 q

-D ÎD - la . li
Il D J s fu) Il c0 E d Z  2 y . ,

L j  -1 f l* q

Si p -  |cXj I > 0 ,

t____ , -PtP-laJ)
) 2 J < C .

-Up$q

Si (p -  |a ^ I)  < 0 ,

t_____. -p (p - lot-1 ) ~q (p— I ot - 1 )
) 2 J 4: C 2 J .

-1^p^q
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mais 1 < 2 q ^p la l). On a obtenu

|| Da F ’(s (u))|| < C 2“q(p_|al) 
q L

d'où (1.12) pour |ot| >p. En utilisant la proposition 1.2, on termine la démonstra

tion de la proposition 1.3.

3
On peut maintenant considérer les problèmes pour l'équation (0.1) : d=j. Soit 

u une fonction réelle de C? , p >3. On a comme dans le lemme 1.3.J. UL

(1.13) p(x,Ç) = P 2 (x,S) + p-,(x,Ç) + pQ (x)

où

n ^ n %
P2 (x,C) = I ak^ (x ) ( i  Çk) ( i £ j )  , p ^ x ,^ ) = l  b£ ( x ) ( i ^ )  

ki 1 1

Pg(x) = I l  (x ,u (x) ,Vu(x) ,V2u (x ))

= l_ g | -  ak^ (x ,u (x ),V u (x ))3 kjU(x) + b (x ,u (x ) ,Vu(x)) . 
k j —1 £ jt

Soit P l'opérateur paradifférentiel associé à p(x,Ç). P s'écrit alors en

P '  J - ,  ^  3i  * i l  + p»
(1.14)

= 3k Qk + Q0 + P0

où Qk ,k = 0,...,n sont les opérateurs paradifférentiels de symboles gk (x,£) , 

définis par (0.4). En vertu du théorème 1.6., si u est une solution réelle de (0.1) 

de classe C ^ = C Poc n H ^ .  » on a alors

(1.15) Pu = g e Hpo c (ft) n cpo c (fl)
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Pour l'équation (0.2), d = 1 , on suppose p > 2 ,  on a :

£ /  S <x, ^ \

■ j l ,  ' v l - i  a° j a ^  ( u « ( u b 0  

* j ,  ( a , L V z  V c > u < i V )  

(1 .16) ^  ( J . ,  V j 3z “ B j 3Bu ( i 5 a > )

+ £ (  I  ^ j 3 a gj (i£g)) 
j=1 ' a , 3=1 a j  xa  PJ p /

+ ? ( i y ^ o W -
01=1 a 0 a u

2
On a alors £(x,£) € Z  (Î2). Soit L l'opérateur paradifférentiel de symbole £(x,Ç),

r*

il s'écrit :

(1 .17) L =  j  Y2 * Y 0 * Y 5  + P0
3=1 J

où Yj , j =0,1,...,r sont les opérateurs paradifférentiels de symbole Xj(x,Ç) ,

r n ^ -
et = I A. Y. , A. associés aux symboles a-(x) = £ 3.= a R .3ftu(x)€ C? (8). 

U J = ̂  J J J J J PJ P 10C

Donc si u est une solution de (0.2) de classe C pq c (î2) , p > 2  ,

(1-18) L u  = f € cf^Gï) n ^ ( 0 )  •

Il est clair que pour gagner de la régularité sur u , on peut construire les 

estimations a priori pour les opérateurs linéaires (1.14) et (1.17) comme pour les 

opérateurs pseudo-différentiels. C'est ce que nous allons faire dans la section 

suivante.
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§.1.2. Estimation a priori pour les opérateurs paradifférentiels.

Dans cette section, on va construire les estimations a priori pour les 

opérateurs paradifférentiels (1.14) et (1.17). C désignera diverses constantes.

PROPOSITION 1 .4 . -  Soit R un opérateur parad ifférentie l de Op€(l^) (Q) 3 o > 23 

P l ’opérateur (1 .14)3 on a alors :

2n
(2.1) [P,R] = l  R . Q . + Rn

3=1 3 3  U

où Q. j = 13...32n sont les opérateurs paradifférentiels associés au symbole 
d

g^(x3B,) défin i dans (0.4) e t R j£O p (T ^_ j)(W 3 3 = l 3. . . 32n3 et où p =nrinip -  3 3

0-2} 3 R0 eOp(l^)(Q).
P

Démonstration : En effet, P = P2 + + Pq ,

o(P2) = a(Qjr) > k = 1,... ,n
k

^  9 5 c 7  a ^ 2 ^  _ a ^ n + i - ^  * ^  =X/

de plus

I£ I â | -  °(R) e z J (0 )  . 
k

D'après le lemme 1.1, on a donc :

o ([P2,r ]) - ^  (DXk a(R) o(Qk) - |«| ^  a(R) o(Qn+k))

+ R*

où R' GOp(Z^) (ïï) , et [P1 +P0,R] €Op(îJ)(n).
P P

Ce c[ui termine la démonstration.
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PROPOSITION 1.5. - Soient L un opérateur paradifférentiel dans (1.17), R 

un opérateur paradifférentiel de Op(lî ) (Q) , a > 2 , on a alors :

r
(2.2) [L3Æ] -  T R . Y . + R

3=1 1 J 0

\̂j J}
on pose o=min{o, p} , où R., j = l,...,r appartient à Op(T.̂ _j) (ü) , Rq €

opa%_2) (SI).

r  ? 1
Démonstration : Comme L =  £ Y. + Y q + Y q + P q , Yq + Y q + P q eOp(£ _j) donc

j=1 J  P

IY0 +YÔ+P0 ’R] e °P (ES -2)(fi) e t

[Y?,R] = Y? R - R Y ?

= Yj[Yj,R] + [Yj,R]Yj 

= 2 EYj >R]Yj + tYj,tYj,Rl]

on a alors :

r
L = I 2[Y,,R]Y, + R0 . 

j=1

PROPOSITION 1. 6. (estimation d ’énergie)

r ^Soit P l’opérateur (1.14) avec p >3, supposons } a, .(x)Ki, K • >0
kj=l ^  K 3

Yl •
pour (x,Ç) Ç.Çl*]R . On a alors pou.r tous K<z<zQ, s Ç.JR, il existe une constante 

C(K,s) telle que :

%Yl
i i i v ’ H f + Il «o *  Il -s c n i  p »  Il f  *  Il « Il
3=1

OO
pour tou t v eCQ(K).
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Avant la démonstration, on introduit un lemme pour les fonctions con

vexes .

n
LEMME 1.4. -  Supposons J a7 . (x) £ • > 0 3 pour ÎXjÇ) £ f lx J?n a^.(x) €

kj= l *3 K 3 1(3

3 p > 2 , on a alors :

J L  A  ak i <x,Vki \2 4  M J l 3 a*a'feJ V *

OO
pour tout v £Cq(K). M dépendant seulement des dérivations du second ordre des 

a ^  sur K3 de plus3 on a :

n 2 n 
l  a-^ (x) Zk 4 2 a ..(x )  £  ak j (x )^k 

/c—1. —1

pour tout (x3U  € QxjRn .

Démonstration de la proposition 1.6. : On la fait en trois étapes.

n 2 n ^
a) On estime J HQk v  ̂0 ^k =  ̂ k̂j 9j * f"0™ 16 akj^x  ̂ son t r^lles, selon 

k=1 j=\
oo

le lemme 1.4. pour v € Cq (K), on a :

v ^ 2 r ^ -------l ak- 9, v ■$ C l a,. 9kv 3, v . 
j=1 kJ J kj=1 KJ K J

Intégrant cette inégalité

j, llGjVll2 , C k| 1( â'kj3kv -3j'r)

où Gj , j =1,...,n sont les opérateurs pseudo-différentiels de symbole (0.4).

Comme av- €CP~ (fi) , p>3 selon le lemme 1.2.,Kj 1 OC on a Gj - Qj : \ }  -* L2 et

n ? ?
I 3-(av. -A. .)3v : L continues, on a alors :

kj=1 J KJ kj K
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j? Il Qj v II o2 « c { k| ] (Ak. 3kv , 8j v) + Il v|| 2 }

de plus

n
Re(P v ,v) = -  J (A k j  8kv , 3j  v ) +  Re((G q  +  PQ)v , v) 

kj=l

mais les coefficients de symbole Gq sont réels. On a donc :

(2.3) £ (Akj 3kv , 3j v) ^ C | | (Pv ,v) | + Il v|| q j

kj=1

II Qj v II 0 ̂  c{|(Pv,v)| + ||v ||q |.

2n 2
b) Maintenant, on estime £ || Q. v || f , en effet

j=n+1 J u

Qn+j ^j ° E + Rq > J 1, • • . ,n

o 1 1
où Rq eOpCEp^) (fi) , E~ opérateur propre associé au symbole |£|" , et Lj as-

n g ^
socié au symbole £-(x,Ç) = T —̂  a, (x) (i Çv) (i £„) . En vertu du lemme 1.4., on a

3 kj=l dxj k l  k  *

l  |A,(x,D)v|2 ̂  M l  aki(x)3Î v32, v
j=1 3 kj=1 KJ ^

Hn rémplaçant v par 9g v , comme dans le cas a), on a :

!  H L-j v II n *  C { l  ( P 3 v , 9  v) + | |  v | | 2 } .  j= 1 J u l s=1 s s i j

-1 Oj ^  00 O 1 / 2 - 1
Prenons maintenant v = E v pour v€Cg(fi) et notons E = (-A) ' E selon la 

proposition 1.1-,
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î  llQn t j v | | 2 « C { | (P E ° v ,E 0 v )| ♦  | | v | | 2 }

S C | |  (E° Pv , E°v) I + Il v II 2

+ l j Î ,  ' i  Qj ÿ ’ E° ÿ ) | } -

Hn combinant avec a), on a alors :

(2.4) ?  11 Q j v 11 q ^ C ||(Pv,v) | + | (E° Pv , E° v) | + ||v||2 }.

c) il nous reste donc || QqV || _-\/2  ̂estimer, on a, en posant E_^/2 un opéra

teur elliptique d’ordre ,

(Pv, E!i/2E--|/2Q0v) = " ^  Âkj 3j v » 3k E-1/2E-1/2Q0v)

+ Il E-1 /2  QoV ^ 0 + CPQV > E-1 /2 E- 1 /2 Q0V^

on note Rq ^-1/2  ̂ -1/2^0 ^

I l  Q 0 V  I I  - 1 / 2  ^  I cp  v  , R o I  - 1 Z (A k j  \ v ’ a j R o v )
KJ-I

*  Il v|| 2

mais la matrice (â - (x)) étant positive, on a donc, pour tout (x,Ç) € Œ * R n , 

(x,n) € fì x ]Rn .

k|, V x K k ej « i j ,  V i« < !i c V r’k V

selon le lemme 1.2.

On obtient :
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J ,  (\ j  3k v - 3j  Rov > h c { I s v  > 3j v )

(2.5) J

* | l (Ak j 3k RO v >3j RO v ) | + ¡¡v!' o | -  
kj=1

En utilisant (2.3), la proposition 1.4 et (2.4), on a :

t  II Qj v || q *  HQ0 v | | 2ls< c { | ( P v ,v ) |  + Il v|l q

j_1 I

(2.6) + | (Pv ,Rq v ) |+ | (Rq P v  ,Rq v ) |

+ |(E°Pv,E°v)|}

pour tout v € Cg (K).

Notons Eg l'opérateur paradifférentiel de symbole (1 +|ç|)s pour 

s € ]R . On a alors :

X  H Q jv  H s  * Il Q0 V I I 2 ,
J-l S - ^

< c {  f 1 || Qj Es v||  ̂ + Il Q0 Esv|| 2 *  || v|| | }

Î 1 " 2

<  c { | ( P E s v , E s v)|+ |(PEs v , R 0 E s v)|

*  I (i*0 PEs v >Ro Esv) | *  |(£PPEs v ,E °E sv )| ♦  | | v | | 2 }

•f c {  Il Pv II |  *  ull [P » Es]v|| q + C(u) || v|| 2 |

•i c {  Il Pv || 3 + u t  II Qj v || 2 + C(y) || v|| 2 |
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pour y > 0 assez petit, on obtient alors :

.1 II Q j v II g + Il Qq V  II 2 1 < c {  Il P v  II 2 + Il v|| 2 j

ce qui termine la démonstration de la proposition 1.6.

Pour l'opérateur (1.17), on a le même résultat.

PROPOSITION 1.7. - Soit L l'opérateur (1.17), avec p >2, on a alors, pour 

tout K<=.cü, s £JR, il existe alors une constante C(K,s) >0 telle que :

!  n v u ;  *  n v u 2 ^ { i i ^ h ; *  im u 2 }
3-1 S j

OO
pour tout v €Cq (K).

Démonstration :

Re(Pv,v) = Re ^  (Y?v,v) + Re((YQ + YJ)v,v) + Re(P0 v,v) 

comme les coefficients sont réels, il résulte du lemme 1.1. que

(Y2 v,v) = - (Yj v, Yj v) + (Yj v , Cj v)

Re((YQ + Y q )v ,v ) (v  » CQ v ).

On a donc

f  II Yj v II |  ^ C {  | (Pv,v )| + Il v|| 1 }

Il ^0 v d 2 , i  II E , YqV II Q + I M I 2 « (P v >Rq V ) -  l  (Y? v , R° v )

'I 'J 5=1

- ajv,R°v) - (p0v,v)
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(2.7) J  || Yj v || q + || Y0v || 2 1 < c| |(Pv,v)| + |(Pv,R°v)| +  || v|| q j .  

j =1 ~1

Comme dans la proposition 3. on obtient :

i  l l Yj v l l s + I | y o v |1 3 _ i  ^  c i i l l P v l l  I  + I N I 2 } .
 ̂ 2

PROPOSITION 1.8. (estim ation de conmutatevœ).

nm
S o it P l'o p é ra te u r p a ra d if fé re n tie l (1.14) avec p > 3 3 ) av .(x)E,, C j  >0 3

k3 3=1 ^  K 3

pour (x3 E,) € ÍÍ x JRn 3 e t {Qq3 . . .  *@2^ ^es systèmes des opérateurs p a ra d iffé re n tie ls

de symbole g .(x3K) d é fin is  dans (0 .4 ). On a a lo rs  pour to u t compact KcQ 3 e n tie r  
tJ

Si 4 [ p - 2 ]  3 i l  ex is te  deux constantes C(K3SL) e t e(Z) >0 te l le s  que

T Z Z  II« j - H I " - j s C { | |p ’, I I í + I l »11 o }
Ii U î

pour to u t vec™(K) où I  = {aJ3. . .  3ak) 3 \ l \  =k  3 QT = [Qa 3. . . 3 [Qa , ^ 3 . . . ]
1 k-1 k

le corrmutateur des opérateurs p a ra d iffé re n tie ls .

Démonstration : On raisonne par induction.

Soit d'abord |I| =1 , en vertu de la proposition 3., prenons 0 <

2n

)■. . . . .  ■ il Q i v  II e - 1  =  X  Il Q j  v  H e - l  +  Il Qo v  II e - 1
| I | - 1  J =1

<  . 1  II Q j v  I I  o +  Il Q o v  I I 2 1 < c {  d P v  II o +  H v ll o } -  
j - 1  “ 2

Supposons que ce soit vrai pour 111 = k avec 0 < Ej, < j • On montre que c'est aussi

vrai pour j I ] = k + 1 ^ S, avec un autre e ^  > 0. On pose alors Qj = [Q,Qj, ] où 

11'| = k. On a :
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a) Cas Q = Qj , j=1,...,2n.

Il Qj v H = ([Q,Qr ] v,T2e_1 v)

où T2e_1 = E*_, E£_1 [Q, Qr ] €Op(E^lk)(n).

Comme k + 1 « [p-2] , on a p - 2 - k > 1 . Q n a  done

Il QIv II e-1 ^ l(Qr v ,Q*t2e"1v)| + |(Qv,Q*t T2e"1v)|

« Il Qi. v 1 1 ^  *  11 Q* T ^ - 1 vil _Efc+1 

+ Il II -Cjc+2e ♦  Il <$• T2' ' 1 v II ek-2e 

« c {  II Qi. v M ♦  Il Qv II -£|i+2e + H VH - ek+2e }  ’

*1
On prend 0 < e^+1 4 -% , on utilise l'hypothèse pour |l| = k , et la proposition 1.6 

on a alors

11 V " e k f l - 1 « C { l l P ' M l o + I M I § } -

b) Cas Q = Qq •

HQlv lle-1 = C[Q0 ,Qi|]v,T2e'1 v )

= (Qq Qj, v , T2e_1 V ) - (Qj, Q0v , T2e_1 v )

" X1 + *2 *

COmme P = 3kAkj 9j " %  + P0 »KJ= I
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1^1 = 1 -(P*Qr v,T2e_1 v) + ? O k A ^ Q j . v ,!2̂ 1 v)
kj=1

+ (F* QIlV,T2e"1 v)|

Mais si on prend 0< > on a alors

I (P* Qr  v , T2e”1 v ) I = I (Qr  v ,P T2e"1 v) I

« II Qr  v||2 + II P T2e_1 v H 2
1 k-1 k+1

« c { l | P v | | ¿ *  f  II Qj v H q + | | v | | 2 }

^ c {  Il Pv 11 q + l | v | | 2 }

I (PqQji V , T2£- ’ v )  U  C { Il Qj, V II 2^  ♦  II v|| 2v 2 e  } 

^ C j  U Pv D + II v|l § }

de p lu s T » Ee 1  Ee_, Qj = £¡£-2  = E2e-1 E ' ^1 ’

! ( W í ^ Q t . v . T ^ V )
lcj = l K KJ 3 1

* k_.11 C\j 3j e 2£-i Q i • v  » 3k e  1 Q i v )

+ I ̂ E2e-1 ». i 3kAkj 3ĵ  Qi« v » E 1 Qiv) I
KJ-I

= w, *W2

mais pour on utilise les inégalités (2.3) et (2.5),
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W1 ^ k J=1 (Akj 3j E2e-1 QI f v ’ 3k E2e-1 QI' v )

+ | J ,  (Ay V V ^ E - V )

* H E2e-1 «I-V H 0 + H E'1 M l o

■S C |  I CP E*e_1 Qj, V , E2e_1 Qj, v) I + Il Qj, V It 2e_1

+ |(P E ’ 1 QI v ,E ‘ 1 QI v)| ♦  || v|| l  }  

< c { | |P E 2ev||?2£+ Il E*e_, Qj, v|| | £ -  Il Qjt v || 2e_, 

*  Il P ^ v || q + || v|| 2 }

•S c {  || Pv || 2 + Il Qj. v || | e_, * Il v|| 2 }  

pour v?2 , il résulte de la proposition 1 que

*2« | CT?e"1QjQI,v,E°v)| + |(T2e-1QItv,E°v)|

« I J  d?6-1 Qp v , Q| E° v) + | (T^-1 Q V , E° v ) | 
I j=i J J

i 2n 7 1
+ I ([Tf"1 ,Qi]QI,v,E°v)
' j=1 3 3 1

« C{ l l < î r v ll2e-1 ♦  J ,  H Q jv II o + llvll o }

[E*e-1 • k I=1 3k \ j 3j] ' T?e"' Qj * T^ " 1
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donc, s i  l 'o n  prend 0 < ek+.j , on a

| I , I  « C |  || P v  || 2 -  Il v || 2 }

m ais pour I 2 , on a

I 2 = CQp P v  , t 2e_1 v )

-  I  CQt , 9k Ak, 3 - v , T 2e" 1 v )  
kj=1 1 K K n

+ (Qj, P0 v ,T 2e“1 v )

= w1 +w2 +w3*

|W1| = |(Q jf Pv , T2e_1 y ) |

= I (P v  ,Q j, T2e-1 v  ) |

«  | (P v ,T2e-1 Qj, v) | + K P v .T 26' 1 v ) |  

< c { | | P v | | 2 + Il Q: t v || 2e-1 ♦  l | v | | 2e . , } .

|w2' = I k l i  « r 8kAk j 3j v * T2e" ' v ) 

■  k l ,  (AkJ 3j v  ’ SkQÏ- T2e_1 v )  .

Èn u t i l i s a n t  l e s  in é g a l i té s  (2 .3 ) e t  (2 .5 ) ,  on a :

n 7

Iw21 ^ .1 Âk j 3j v »ak v  ̂ + c ll v ll Q 
kj-1

+ I kj| ,  (Akj 3j  T2e" ' T ’ 3k ^ '  T2e' 1 v > I *  C K '  T26' '  v ll 0
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« c {  Il Pv II 2 * Il v|| 2 *  |(P T 2ev ,Q jT 2e' 1v )| + Il Qj, v || 2e. , }  

« C {  Il Pv II |  *  Il v|| 2 + Il Qj, V II 2E_, }  .

|w3 l » |(Qj ,P 0 v ,T 2e’ 1 v )|

-S I(P0 Q j ,v ,T 2e‘ 1 v ) |  ♦  |« P 0 , Q j , ] v ,T 2î H v ) I

■S c { Il Qj, v II 2e-! + Il vll ¿J

donc s i on prend 0 < ^  ek » on a :

Il QI  v fl ck+1- l  *  c { l l p v | | j  + Il v ll g }

si l'on prend e =-L-, on obtient la proposition.
4

Pour l'opérateur (1.17) on a la même estimation.

PROPOSITION 1.9. - Soit L l'opérateur (1.17), on a alors pour tout compact 

K eSîj 14 [p] t il existe deux constantes C(K,i) >0 et e(i) >0 , telles que

H Z  I I V l l Í - 2 *  C { l l P ! , l l o *  Il » 1 1 ? }
U l < t

pour tout v€C™(K) où [Ya j .. .j [ya ,ia ] ... ] 3 I = (a.^... ,0̂ ) , 04<*k<r

le commtateur de système {y.}2!
3 3=0

Démonstration : On la montre aussi par induction.

1
Soit 111 =1 , prenons 0 < , c'est la proposition 1.4. Supposons que ce 

soit vrai pour |I| = k  avec O c e ^ - ^ »  on montre que c'est aussi vrai pour

111 = k +1 , avec e^+1 > 0 , on a :

[Y , Yj, ] = Y j , II'I - k.
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a) Cas Y = Y j ,  j = 1 , . . . , r .

II YI v II Í-1  * CYiv ,T 2e_1 V]

-  (Y. Y j . v . T 20"1 V) -  (Yj, YjV  ,T 2e_1 V)

mais

I (Yj Y j, v , T2e_1 v ) I = I — (Y j  t v ,T2e_1 Y j  v ) + (Yj, v ,T2e_1) I  

«  c { | |  Y j, v I I  +  I l  Yj v I I  2 +  I I  v|| 2 }

I ( Y j , Y j  v , T2e_1 v ) I = | - ( Y j  v ,T 2e"1 Y j , v )  + ( Y j  v ,T2E"1 v ) I 

« c { | | Y . v | | 2 + I l Y j . v l l 2, . ,  ♦  II vll 2e_, }  .

Si on prend 0 < < j ek > on a

| l YI v i l L l - 1 < C { l | P v | l o + II » I I ? } -K+ 1

b) Cas Y = Yq .

Il Y j v I I  |_ 1 = (Y jV ,T 2e_1 V )

= (Yq Y j, v , t 2e“  ̂ v ) -  (Yj, Y0v , T 2E' 1 v )

- T1 + *2 * .

Comme Y q = - P* + ^  Y 2 -YJ + P*

I 1 = (Y0 Y j , v , T 2e_1 v )  = -(P * Y jt v , T 2E_1 v )  + ^  (Y ? Y j ,v ,T 2e - 1 v )

-  (Y* Y j , v , T 2e" 1 v )  + ( p J Y j ,v ,T 2e_1 v )  = w 1 + w 2 .
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Il est évident que si on prend 0 < ek+  ̂ on a

Iv^l « | - (P* Yj, v , T 2e_1 v ) | + I d g  Y j , v , i 2e-1 v ) | + | (Pj Yj, v , T 2e"1 v ) |

«  c { | | P v | | 2 + ||v||2 }

pour w 2 , on a T 2e_1 = E 2e_1 E-1 Yj = E 2e"1 1° .

|w 2 | =  | ^  ( Y j  Y j ,  v  ,  T 2 e *’  ̂ v  )

« \ (Y- E 2e-1*Yj, v ,Y. T°v) 
j=1 3 1 3

+ l ([E2e_1* » Y.] Yj, v , Y- T°v) 
j=1 J J

+ I (YT, v,Y^[Y, , E 2e"1]T°v) 
j=1. 3 3

I -£
l (Yj, v ,Y? C. i 2e_1 v ) 

j=1 1 3 3

< C { J ,  Il Yj E ^ - ^ Y i , V || § + j ,  Il Yj v || q + Il Yx, v  || | e_1 -  || v|| 2 }

mais E 2e_1* Yj, veCpOC') , on a donc

||Yj E2£- 1*Y I , v | | 2 i  c { | ( P E 2£- 1* Y , , v >E2e- 1* Y I ,v ) |  ♦  Il Y j, v || 2e. , }  

< c { | | P T 2ev | | 22e+ || E2e-1* Y j t v|| 2g + || YJt v  II 2e_, }

<  C {  ||PV  H 2 -  || Yr  v || 2e_, + H v|| 2 } .

1
On prend 0 < eR+1 ek , on a alors
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| I , I  < c { l l  P v || g ♦  II vll 2 }

pour I2 , on a

Yo = p - I, Yj - Yo - po

CYi.Yo.T2' - 1 » )  -  (Yi >Pv ,T 2s' 1 v )

- I d v  Y?v,T2e'1v)
j “ 1 J

- (Yji Yq v , i2e-1 v )

- (Yj, P0v ,T2e_1 V )

= wi + w2 .

Il est évident que si on prend 0 < ê -j < ̂  ek * on a

|w,| = |(YItPv,T2e'1v) - (Yr  YJv.T26'1 V) - (Yj, P„ï , T2£'1 v) | 

<c{||Pv||2 V||v||2 }

r r
|w2| = I l  CY? YI | V ,T 2e" 1 v )  + l  CEYp ,Y?] v ,T 2e" 1 v )  ,
Z >j=1 3 1 j=1 3

mais on a pour 0 < e < ,

■ ^  (Y2 Yi , v , T2e‘ 1 v ) |  < c [ | | P v | | 2 + | | v | | 2 }

[Y j, ,Y?] = [Y j, , Y^l Y j+ Y j [Y j, ,Y . ]

« -  Y* Y. -  Y- Y j,
I J J

où Y^ est 11 opérateur de a),
I



- 42 -

I ([Yj ,Y?] v,T2e_1 v)|-

< I (Ŷ  Yj v , T2e_  ̂v ) I + |(Yj Y^v,T2e_1 v)| 

« I (Yj v ,T2e"1 Y£v) I + |(Y^v,T2e_1 YjV)|

+ (Yj v,T2e"1 v)| + |YJv,T2e_1 v) I 

^  c {  Il Tf^v II | e_, * Il Yj v  II q + II v || | e_, }  .

On prend 0 < 2e ̂  , on a enfin

U 2I « c { | | P ï | | 2 + || vll

c'est-à-dire, pour 0
< ek+1 ̂ 7  ek * on a

I|Y I V | I ^C+1-1 4 c { l | P v | l 0 + l | v | l o } -

On prend e = - L , on obtient la proposition.
4

s+2
Remargue : Si l'on suppose, dans les proposition 1.3. et 1.4. que v e ^Co m p ®  *

2
et que v € H.^  (K) dans les propositions 1.5. et 1.6., les propositions et les 

inégalités qu'on a obtenues sont encore valables.
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§.1.3. Démonstration des théorèmes 1.1. et 1.2.

PROPOSITION 1.10. - Sous les hypothèses du théorème 1.1.3 soit P lfopérateur

(1.14), et supposons compact KcÇl, t£]R, il existe alors C(K,t) >0 , e(K) >0 , 

telles que

Il «Il L  H 11 + H »I! t }

pour tout v € C°q(K).

Démonstration : D'après l'hypothèse du théorème 1.1., il existe 0 < & < [p-2] , tel 

que

(3.1) H Z  |gJ(x,Ç) |2 > C  \ï\2

| i | a

pour ( x , Ç ) € K x ^ " 1 et g }(x ,Ç) € eJ(Œ) .

O
a^-p-2-5, + 1 >1. On peut utiliser l'inégalité de Garding pour l'opérateur pseudo- 

différentiel ) Gj Gj (x,D) , c'est-à-dire pour 0 < e < 1  , il existe A > 0  tel-

|I|*A
le que :

l l v l l f  < c { n z  II G\<?-W  v  II e-1 + l l v l l o }

pour v € Cq (K)•

Soit q J l'opérateur paradifférentiel associé au symbole g |(x ,Ç) , 

selon le lemme 1., on a

<?! - Qj + Qj

OÙ Qj eop(Z°_^) (Sî). Il résulte du lemme 1.2 que
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I M I e « c { E H  II Qi  v i l e - )  ♦  E ^ l l  cg1 - qJ ) v  II 2 .,

\ I \ * l  I l i a

* n z  n Q?-  n I - ,  * n v i i ? }
\l\4l

< c { E Z Z  II Qj V 11 2 ♦  II vll 2 } .

H I «

Canrae les hypothèses de la proposition 1.8. sont satisfaites, on choisit e > 0  comme 

dans la proposition 1.8., on a alors

Il v-ll |  «  c {  Il Pv II l  *  Il v l l? }

où C dépend de K .

Soit un opérateur paradifférentiel associé au symbole (1 + ICI)* . 

Comme Et est propre, on a encore Et v € C Q  (K') pour v € C q (K), K 1 compact de fi

Hv ll I - e  « C {  K E t»  Il e + I N I ? } '

Ch a donc

H v l l t + e *  C {  Il P Et v|l o + I N I ? }

í c { | | P v | | |  + Y  HO, V I t i  + Il v|| 1 }  

« c { | | P v | | |  + Il vH 1 }

pour v € C q (K).

Pour l'opérateur (1.17) on a la même
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PROPOSITION 1.11. ~ Sous les hypothèses du théorème 1.2.3 soit L Vopérateur

(1.17). Supposons compact KczQ3 t€ H  3 il existe alors C(K3t) >0 3 e(K) >0 3 

telles que

I M I * + e « c { l U » l l *  H I - l i t }

pour v € C°q(K) .

La démonstration est tout à fait analogue à la proposition 1.10 en uti

lisant la proposition 1.9.

t+2
Remarque : Dans les propositions 1.10 et 1.11, on peut prendre v 6 H ^  ÎK) parce-

t+2
que les opérateurs P et L sont continus de H (fi) dans H (fi) et C^(K) danse

dans H*L_ (K) pour t £ H  .
comp

Maintenant, on peut montrer le théorème suivant :

THEOREME 1.7. - Sous les hypothèses du théorème 1.1.3 soit P l'opérateur (1.14)3

S 00
u€.CioQ(iï) la solution de (0.1). Supposons <P £Cq(ü) supp <P= K } il existe alors

3 ̂ 2 ̂ Ĉ (Sl) , C(KJs)>Oi e(K)>03 tels que

l l a l l a « 4 e { l l * , ' « l l . *  + I I / I I . }

où f e i f ( ç i ) .J conrp

00
Ce théorème induit le théorème 1.1., parce que cp£ C q (îî) est quelconque,

S S+£
on a donc obtenu u £ C (K) n H (K) où e > 0 est indépendant de s . Par récurrence

OO
on a u € C  (K). C'est la conclusion du théorème 1.1.

Démonstration : Comme u€ n H ^ .  , d'après (1.15), on a

P u = S 6 C l oc n H ? o c ®  •
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Soit €Cq(Œ) , «p̂ = 1 sur K , on pose, pour 0 < ô <1 ,

u6 (x) = T6 u (x) = ^  (x) (1 -  6 A ) “ 1 cp(x) u (x)

On a alors ug+tpu dans â )' quand ô + O et

||T f iU | | s < C ||cpu || s 

C indépendant de ô , on u t il is e  la  remarque précédente, on a alors

I|u ôll i +e ^ C { | |  p Tôu|| 2 -  Il TÔU II 1 }

« C {  H T6 Pull I  + H [P,Tg] u II g + I! T<su II g j  

« C I  II «p Pu 11 g + H cpu H 2 + (I [p,Tô] u II g }  -

On estime maintenant || tP,T^] u || ,

ip .t . i . . !  ( Pœ  T s ( j ) .  To )  p2(J))

♦ l-------- - (P2a) T«(C) - T«a) p2(a))
2i|cx|«[p-1]

*  ‘ W V

mais

°(Tó(0J} ■ «I(x)(1 * ä |£l2)'1 n?<P&0 

o ( T ^ )  -  i^Cx) (ä “ (1 *6  |5 |2) <p(x)

- M
|3®(1 + 6 |Ç |2 ) ' 1 | < C (1 + |Ç|2 ) 2 (1 +6 |£ |2 ) " 1

où C indépendant de 6 . On a alors
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T0 -  > Z Z I  (? í0) TSCo) -  T f  P2(o))  
2<|a|<[p-l]

(3.2) + [ P 1 + P 0 ,T51

- V i + T «1

'Xj _1
où Tg est du même type que Tfi , TQ d'ordre 0 uniformément borné, Tô d'ordre - a 

uniformément borné à support compact dans a = min {1 ,p-3}

Tô(j)  P2Cj) = <P-| Cx3 C»ç Cl -  «A)“1) tp(x) P2(j)

où T0 d'ordre 0 borné uniformément, TJ est du même type que et remplace tp par 

Da ip. Tg1 d'ordre -o est borné uniformément et est à support compact, on a donc

(3.3) tP , T4J = ^  QjTjj, * T0 T6 * ÎQ TJ ♦ T^1

Il EP . Tô] u |] |  < c {  ̂  llQj Tsojull 3 + I I V j T6u lls

* 1IT6u II s -  li T«1 “ i l s }

s+2
où C est indépendant de S et u , Tg u £ HCQmp (K1 ).

En utilisant la remarque de la section 2., on a :

= «Pl Cx)(3ç>(1 -ÔA)"1)P2(j) <P(x) + (1 -<SA)"1)ttp,P2(^ ]

= íP1(x)(8^ (1 -ÔA)"1)P2(;j)0 - ÔA)tp.j (1 - ÔA)"1 tp 

+ tp1 Cl - ÔA)"1) CP2(j) C1 - ÔA) 0  -«PpO - ÔA)'1 tp+ tv,P2(-;J.-)])

' W j 1« *  V « * 1«’
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11 Qj T« (k )u|1 s « C{  f  II S' V « ( k )  » II 0 *  II T«(k) u II s }

< c { l ( P E s TS (k )u ,E s TS (k)u)|

+ I (Eq PES Tfi(k) u , Eq Es T6(.k) u ) I 

+ l i l i « “ '!.2 }

« C{ l t E s PT5 (k )u ,E s T6 (k )u)|

i 2n

+ I j =1 Qj T<5 (k) u’ Es Tô (k) u)

+ I (E0 Es P T 6(k)u >Eo Es T6(k) u ) l 

2n

+ EsQj  T6(k) u ’ Eo Es Tô(k) u )

+ Il Tô(k) u II s }

« c {  II cp1 Pu|| s2 + y f  H Qj Tg (k) u 11 I  + C(v)|| Tô(k) u || 2 

+ I (EglP , Tôj-k-j] u ,ES u ) I

*  l(E0 Es [P ,T 6(lc) ] u ,BoEs T6 (k )u ) l}  ,

on a

[p * 'T« w  ■1 ■  j i ,  qj v . « + j ,  *<> V j  V ) ♦  V «  ♦ t ; '

I C V P » Tô(k) 1 u ’ Es Tô(k) I

*  C {  I j í i  Es Tô (k ,j) u ’Es Tô (k )u) + (Es To V j Tí ( k ) u ’ Es Tá (k )u)

+ K Es V ¿ u , E s T6(k )u ) | -  lCEs T ¡1u , E s T0(k )u )|
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+ I j l i  ([Es ’ Qj I T « ( k , j ) u , E s T6 ( k ) ^ | }

< c { y  l lQ jT s(k;)u | | |  *  cCy)Cil Ts(kj )  u||g *  ||T 4 M » I I Î )  -  Il tJ 1 u || |  }

on a donc pour k a 0 ,1 , . . .  ,n

2n

j i ,  H QJ T« (k )u l l s < c {  Il »1 P u ll |  + H T J u l l s + l l V u H s }

enfin, on obtient :

Il TSU II L  « c { Il <PPu|l s ♦  II«>1 Pull l  *  Il T¿U II I  + l lT j ’ u l ls
(3.4)

+ H Tä«  H I  }  .

mais on a || TJu || 2 ^ C || cp1 u || 2 , || Tfiu || 2 < C || tpu || 2 et T j1 u borné dans 

donc Tg1 u ^ g €Hc ^  (K') cHJomp(K') ce qui termine la  démonstration.

Pour l'équation (0.2) on a aussi :

THEOREME 1.8. - Sous les hypothèses du théorème 1.2.3 soit L l'opérateur

S oo
(1.17) j u -̂<-'Ioq^ la solution de (0.2). Supposons cp£Cq(ü) 3 supp<$=K3 il

00
existe alors tp̂  , cp̂  Ç.Cq (ü) 3 C(K3s) >0 3 e(K) >0 t tels que

e { u * 2 ¿ « u f  *  n«p3 « i i f  *  i i / i i f }

où f e i f ( Q ) .* camp

I l  est c la ir  que ce théorème induit le  théorème 1.2. 

Démonstration : D'après (1 .10), Lu=g€H®0C (ft) , on pose aussi
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u ^ T j U - ^ d - Î A )-1 ■PUEH^pCr). 

En vertu de la proposition 1.11 et de la remarque, on a :

Il “ « I I « «  c {  Il l t 6 u|| |  -  Il TgU II g }

< C { || Ta Lu|J l * || [L ,T6] u || l * Il T6u 1| .

Il nous faut majorer || [L , Tg] u || , mais

[L.Tj] = j  2 ̂  £Yj , T S] * j  [ [Yj , T 3 ,Y ] ♦ [Y + Y J + P T ] .
3=1 J J 3=1

Il est évident que l'on a

V  1  CtY. ,T6] , Yj] + [Y0 +Y5 + P0 ,-Ts]
j=l J J

= T o T6 + T ^

où Tg est d'ordre 0 et est borné uniformément. est du même type que si on

00 1
remplace <p par cp'£Cq(îî) et d'ordre -a=max{-1 , -(p-2)} est à support

compact et uniformément borné. De plus,

[Yj , Tô] = Yj «p, (1 -  ÔA)'1 cp-^ (1 -  ÔA)"1 (pYj

= lYj , <P11 (1 - ÔA) "1 cp+ ̂  (1 - ÔA) -1 [Yj , cp]

+ cp̂ (1 - ÔA)'1 ô [Yj , A] (1 - 6A)'1 <p

n
mais [Y. , tp] = ) av. 3, ip€Cn(Q) , donc on a 

3 Jj=1 kj k u

[Yj > T6] = V f ;  + T6 + R
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où R est un opérateur infiniment régularisant à support compact et borné uniformé

ment, on a donc

2n t\j i r
(3.5) [ L ,T 6] = ^  2 TqYj ♦  T0 TJ + TS' ♦  Z T ^ T J .

| | t t , T s] u | | ^ C {  ^  l l V i U l l s * ^ ,  H Yj T6u H s }

* Il ^  u || g + Il T’ 1 u || |  }

mais

i ,  I I V ^ H s ^ i i ]  l lYj Es T6 u l l o + Il T6 u II I  }

« c { K L E s V ’E s T6 u ) I + H T« u  H s }

« c { k e s l t { u , es t 6u) |  ♦  ||T 6 u l| 2

■J»

+ I j l ,  (Es Yj V > Es V > |  + l ^ T6u - Es T«u) l }

<  C { l l T S L u l l s  *  W 1  l l Y j T 6 u l l s + C M  I I  T ,s u  | |  |

+ I j l ,  (Yj  V o T«u ’ Es V >

*  I j l ,  ( Y j E s V « u - E s V >

+ K E s T0 T 6 u >Es V ) I  + K Es T^ u >E5 T « u )l}

r  2
fait la même chose pour l || Y- Tlu|| , on obtient donc

j=1

|| [ L ,T { ] u | | 2 < c { ||< p’ Lu | | 2 +  Il TJu || |  + || T"1 u |l  ̂ }  ,
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enfin, on a :

(3.6) l |u s l lg + E « c {  l l v ’ Lu|| | + Il T J u  II g + Il T6U II 2 + || u || | }

mais, on a ||T Ju  || s « C ||q^u || s , || T{ u || < C ||<pu|| s et T j1 u»g  dans

s+o
Hcanp(K') ce qui termine la démonstration du théorème 1.8.
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§.1.4. Démonstration des théorèmes 1.3 et 1.4.

Les démonstrations de ces deux théorèmes étant tout à fait analogues, 

on démontrera seulement le théorème 1.3.

Soit M  l'ensemble dans le théorème 1.3. Il existe alors un nombre fini
N

des ouverts fi. cfi , j=1,...,N tels que M e  u fi. . Sous l'hypothèse du théorème 
J j=1 J

il existe Xj , j = 1,... ,N difféomorphismes

X j : fi -► Mj <= ]Rn

tel que X- 0 : fi. + X- (fi.) = m. cM- satisfait 
J “j J J J J J

Xj1({xj =0> nm-^ = nN=>flj nM 

avec la Jacobienne 0 <C^ < |Jxj. I •

On change les variables pour les équations (0.1)

F(x,u(x) ...) = 0  sur fi

F(Xj1 (y) ,Uj(y) ,...) = 0 sur Mj

_1
où Uj(y)=u(Xj (y)). On notera uQ =u.

D'après le théorème 1.6, on a pour la solution de (0.1), u € C^QC flH^oc »

Pue ^ _2d(i!)

pj uj e ^ " 2d0*j) > j ' 1.... N

où

(4 - i )  v j ^ - j . - î v ’ â -
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D'après les hypothèses, sur nij fl Xj (M) , on a

a(A;L) = aiL * 0 ou a(B̂ ) = tP * 0 . v nn nn v nJ n

On peut supposer que c'est vrai sur m. , j =1,...,N. On note m. ft=m. n {jy_| <$} ,
J J 9 P J **

8 à choisir. On a :

PROPOSITION 1 .1 2 . -  Pour le s  opéra teurs (4 .1 )3 sous le s  hypothèses du théorème

1 .3 .3 -il e x i s te  C ^C 'y y > 0 t e l s  que

I M I ^ W  H V H î * * ’ 111,11 -r

00 I I
pour to u t  V ECq (rrij . r  a sse z  grand3 C 3 C’ indépendants de 83 y. |y| a sse z  grand.

y yn
Démonstration : On pose v=u(T-e ) , u ECqCitij g) , v, u sont réelles.

uy_ r n . , n . . ■>
PjV .  (T _ e n ) |  A ^ u  + ^  B j ^ u  ♦  P j u j

i 2 uyn i yyn £ i yyn
- t ^ u e  u - B j u e  u - 2 j .  A j^ y e  3k <i

+ Ru

où R est un opérateur (p-3) -régularisant.

On a donc :

y y n -1 £  i
C CT-e n ) 1 Pi v , u )  = - ( I  Akr3icu » 9r u )

J kr=1

u y n -1 i 2 i y y n
- (CT - e ) + B¿y)e n u , u )

y y i n • y y
- 2((T-e n )~ I A ^ y e  n 3k u , u )

k-1

+ (C u ,u )  + (R u ,u )
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^ 2 
où |(C u ,u )  + (R u ,u ) | < C | | u | | q ,  on ob tien t

y y • y y n .
C(T - e n ) ' 1 (A¿n y2 + B¿y)e n u , u) + ^  (Ak r 9k u , 9 r u )

kr 1

U y 1 y y n . y y 7
< I CCT-e n ) _1 Pj V ,u ) |  + 2 | ( ( T - e  n ) _1 I  Ajk Pe n 3k u, u) | + C || u || J

k“1

, y y n -1 i ¿  An k 9k u .. j - r -  y y _ y y 
« ( (T -e  ) P. V , u) I + 2  ----- K a¿L (T - e } y e  u 0

3 / i r  o n  -
nn

+ (C' u ,u )

y y  i 1 l l 1 n . ~
« IC C T -e  V P jv , u ) l 4  - L  I t j A ^ ^ u  I

k=1nn
y y 0 ,, 2y y 0

+ 2 ( a m (T -e  n ) y e n u , u ) |  + C* | | u | | 2 ,

A 00
où on suppose aJ *0 sur m- , 11>AS'\ sur m- ß , Ÿ- £Cn(m.). Selon le  lemme 1 .4 .,  

nn J J JfP J ü J

on a :

on a obtenu

y y n -1- i 2 i u y n 2
( (T - e  ) (A ^ y  + B3 y)e u , u) = (y Au , u)

« I N I  o  H ( T - e y y n ) ' 1 PjV || o + 2 K a L  ( T - e ^ V 2 y2 e ^ ^ u . u J I  + C | |u | |  2 .

On suppose sur m • 0 < C1 < a? 4 C9 .j, p I nn l

*  H z r  J i 4 ,3  ^ ä k “  I l  °  ?  U ,  ¡ r  v  I I  ¿  ♦ c  " u "  0
nn

4 J ,  (A** 3ku >3ru) * C l lu l l0kr=l
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1 y yn
D’abord, on choisit y et 8 tels que, pour j y | <8 > on ait -y<e < 2 , on an c*

donc, pour T > 2 , y assez grand

M>n -1 i  ^  v 
o ( A ) - C T - e  ) (an n + T ' ) e

> E l ( T - i r 1 i
^ T U  7 J 1

et de plus

i uyn -2 2yyn -2
2 ann^T ~e ) e < 8 C2 (T - 2) .

1
2

On pose l'opérateur pseudo-différentiel de symbole (1 + |Ç|) , on a 

1

(A u , u) = (A Ê  E  ̂u , E.j E  ̂u )

1  " I  1  " 1

= (Au ,u)

où A = E*AE^ , u = E  ̂u 

1 1 " 2
c

o(A) = âfÇx.O (T -7 ) " 1 0  + |g|)

(Au ,u) = (a(x,D)u,u) + ((A-a)u,u)

^ (T “7) 1 II u ll 1 " c ' Il u ll 0
1

> J ( i ^  il a n ?  -  c- i i a n ^

I

(t 4 ) ' 1 l l u ll 0 '  C' Il “ Il - r

on a donc :
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( T - ÿ - 1 v2 Hull 2 - C' M2 ||u|| 2r

« II ull 0 || ( T - e y y ” )‘1 PjVll 0 + 8 C 2 (T-2)"2 u 2 | |u | | 2 

+ C ||u||2 .

On choisit T > 0 assez grand tel que

(T--^)"1 - 8 C 2 (T-2)"2 = C >  0 .

Prenons \i assez grand, on obtient enfin :

Il v ll -% Il P3 v II I  + C’ l | v | | 2r .
y J

i ' n ■ 2 
Si = 0 , on peut supposer a ^  = 0 , k = 1,... ,n , mais £ a^. 9r u  ̂4

i n i 
2 a k k ^ ak r 3k u »3r u) on a donc £ ^ r k ^ k u:=^* On obtient

fc-l

y y i ■ y y
((T-e n )“ B^ y e n u ,u) = (|y| A 1 u ,u)

i || u|| 0 ||(T-el‘y n )-1 Pj v||0 * C  II u|| 2 .

Comme * ¿ * 0  sur , on prend y * 0  tel que y b ^ > 0 ,  |y| assez grand

y y n -1 i y y n 
a (A1) = ( T - e  ) ^  e >  C > 0

à ce moment là, on obtient

l | v | l 0 * l ï T  l|P3 v | l 0 + C' l l v l l - r

C'est la proposition.
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-i N
Maintenant, on note fij g =*j (mj = U g3 ^» *

l ip - = 1 su r fiR . 
j=1 3 p

_7
PROPOSITION 1.13 - Pour les opérateurs (4.1),  on note u .(y) =u(X-. (y))* on

3 3

a alors :

111,11 * 4 w  L  ||p j “î | | o + c 11 k |1^J-'1

00
pour u £Cq (SÎq) 3 C irdêpendant de y .

N
Démonstration : u = J i|i; u , i|/jU€Cn(^ fl) ,
-----------  j_1 j j u J,P

u (xj 1 (y)) = 3»j(y) uj ( y )  = ec^Cm^g) .

Utilisons les propositions 1.9., 1.1. et 1.3. et prenons |li| assez grand ,

l | u | | M e * 1 1 ^ , * ì  u II M g  «  J ,  H u I! o ,nj>ß

'< c  j i  l |v i l l » . - j , i ' < H j  l |p 5 v j l l o + c ' l | u " - r

« i M í  " V ^ ' o v l  K uj l l o *  l l u j l l o } * c '  l l u l l í r
J J

« I r , ? , 11 PJ “J 11 O *  C '

00 0 
Maintenant, on suppose u€Cq(K) , K compact de fi, K=M, ^  e

Cg(fi) , +^2 = 1 sur K, €CQ(fi2g) > *1= 1 sur fî , alors ,

IM I  o < 11*1 u || g + Il * 2 u H 0 *

Comme dans la démonstration de la proposition 1.10, on a :
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II*1U|I0 < M  j, U W j U l ' V  H U H -r

^ i  j l ,  11 PJ “ i 11 0 + C' l | u | l -r  •

D ’après la proposition 1.7., on a :

Il * 2 U II o -S c {  Il P * 2“ ll - e + Il ^2 u II -e }

« c {  || P u  || \  + || u|| 2_c }

i  c j y l y  || P u  || 2 ♦ CCu,r)|| P u  ||

*  6 | | u | | 2 + C ( 6 , r ) | | u | |2r } .

On obtient, pour u € C q (K) :

(4.2) Il “ H 0 «  - [ f f  { l !  Pu I! I  ^ 1  II Pj  uj  II o j  *C ' Il u|| l r  .

PROPOSITION 1.14. - Sous les hypothèses du théorème 1.3., soit K un compact
O

de Çi3 Kz>M 3 il existe alors C(K3s) >0 3 tel que

" “ H ^ i f r i i i ^ i i f + j 3 n v i i i î H ' i i - i i i .

pour u € Ĉ (K) 3 C 3 C' indépendants de y .

On prend |y | assez grand, on peut le déduire immédiatement de (4.2). 

t+2
Evidemment, pour u € H comp 0 9  » on a le même résultat.

Maintenant, on peut démontrer le théorème 1.3.
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Supposons que u est une solution de l'équation (0.1) de classe îoc(̂ )• 

Sous les hypothèses du théorème 1.3, on a :

Pjuj€ Clœ2d(fl) nHlœ ’2d(̂  , j=0,1,...,N

où Mq=Œ, Pq = P , p-2d = p- 3>0 , on pose a =min {e, p-3} > 0 , où e est la cons

tante du théorème 1.7., on a alors :

Pj uj £ > j  * 0 .1 .•••.N •

uj £Hloc0M- On va déduire que u€H^^(fi) ilC^^ par récurrence, on obtient le 

théorème 1.3. mais sur ft'sM , c'est le théorème 1.1, on fait donc l'estimation 

seulement sur un voisinage compact K de M .

On pose Tg = (Pj(x)(1 -Aô) 2 tp(x) où tp = 1 sur K, cp€Cq(î2) , cp-j €Cq(£î), 

tp-j = 1 sur supp tp

T ^ u e  h ^ L ck') c  h^ 2(K') . o compv comp v J

On a T6 u (Xj1 (y)) = Tguj (y) et

04(Tj )  = Vl (x)(1 +Ô|t Jx J \ h ~ 2 <p(x) .

- •
Canne 0<C^< | Jx | ̂ C2 , a la même propriété que . D'après la proposition 

1.14, on a :

Il V  11 1*0 < i f î  { i l  PV H  3 «  + J ,  H Pj  T3Suj  II 3 « }  + C' Il V  II - r  

< w { ' l<PPu|l! «  + j , ll<c5 Pi uJ! l l «

+ Il [P , Tglull 3+0 + £ H [P- , Tg]u- H 3+aj  + C1 H Tg u II _r
j-1
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Il nous faut donc estimer || [P , Tfi] u || 3+0 , || [Pj , Tj] u || 3+CJ. En faisant comme 

pour (3.3), nous avons :

[p , , Tj] -  ¿  Qfc Tj * I  T , V k  T1

*  T- t|  + Tq T¿ + T ¡'

'V» r\j 'V/O — 1
où Tq , T q , T q sont d'ordre 0, uniformément borné. T^ d'ordre (-min Í1 , p-3} < -a)

est à support compact et uniformément borné. est du même type que mais

01 i ot i ot
(Pj (y) est remplacé par D ou bien par A^j D <Pj et D «Pj , a * 0 comme

<pj = 1 sur Xj(K). Son support est alors dans Mj ^Xj (K) ; c'est ce que l'on a fait

dans le théorème 1.6. i.e. (2.4),

Il V s ’ U j l l i ^ U ,  Il 9k-^6uj  II 3+0 + J ,  Il < V j II

+ Il T| uj  II 3+0 + Il Ti uj II 3+0 + Il Tô uj  II 3+0 }  

mais comme dans la démonstration du théorème 1.7.

)J 1 II Tl uj  II 3+0 « C {  Il Pj  uj  II 3+0 + Il Tj  uj II 3+0

+ H T61 u H 3+0 }

^ c {  Il «P, Pj uj H 3-kj + Il y>Pj uj II 3 + Il T¿ u II 3 

+ HT¡ 1 u l l 3 + l l a l l i *  }

^ C j  II <pj Pj Uj II 3+ô + Il (p2 Pj Uj H j  + Il *3 U II 3 

+ Il TÔ U II 3-KJ }*

On a encore :
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t  I I ^ T j u j l l J « «  c {  ||<ppj uj | | | , . 0 * l|T s u | | | w

♦  IC E j^tP j ,T j ] u ,E 3+0 I 5 u ) | } .

Il 11 1+CT « c {  Pj U j || |  ■+ ll«P2 u3 M |  + Il Tg1 uj  II 3 }  •

On a enfin obtenu

|| [Pj , Tj] ̂  || 3+a < C j || cp.j Pj Uj || 3+0 + || cp2u || 3

+ Il Tj uj II 3-kj + Il T61 u II 3-Kr }  *

j = 0,1,... ,N , on a alors, pour |y| assez grand

H TÔU H 3+0^ f^f {ll^l PuH l+o + ^  Il ̂  PjujH 3+a

+ Il Tô̂  u II 3+a} +C ' H Vu ||

où C , C1 indépendants de <5, corane Tg1 u reste borné dans H ^ ^ f K H  ,

—I 2
|| Tg u || 3+ a indépendant de 6 , on a donc que la droite de cette inégalité est 

inférieur à une constante indépendante de <5 i.e.

Il Ts u II 3+a ^ C •

On a obtenu alors <Pu €H^+a(Î2) , ce qui termine la démonstration du théorème 1.3.
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§.1.5. Régularité d'un minimum local en calcul des variations.

Dans cette section, on démontre le théorème 1.5, on utilise aussi des 

opérateurs paradifférentiels. Nous transfornons d'abord nos problèmes en problèmes 

d'équations aux dérivées partielles. C désignera diverses constantes.

PROPOSITION 1.15. - Soit u une fonction réelle satisfaisant les hypothèses 

du théorème 1.53 u est alors une solution de l'équation d'Euler (0.9).

Démonstration : D'après l'hypothèse 2) du théorème 1.5, pour t € 1 ,  on a I(u) <

00 00 
I(u + tcp) pour tout cp€Cg(K) réelle. On fixe pour le moment cp€ C q (K) et on

oo
définit ipCt) = I(u + 1 tp). La fonction * appartient alors à C (1R) et atteint son 

minimum en t = 0. On a alors

*'(°) = [( I fT, (x,u,Vu)cp . + f (x,u,Vu)tp)dx= 0 .
J 'a=1 pa a z /

00
Comme c'est vrai pour tout € C q (K), on a obtenu

n
I 3a f D fr»11»711) ” f z (*,u,Vu) = 0 

a=1 pa

sur K. C'est la proposition.

Après cette proposition, nos problèmes sont transformés en problèmes de 

régularité d'une solution de l'équation (0.10). Pour cette équation on a la propriété 

suivante :

PROPOSITION 1.16. - Si u est ta fonction du théorème 2.5, on a alors 

n
I  „ (XyU(x) j Vu(x))E, Er > 0 3 V(x3Ç) €T* (Çl) .

0^3=1 pa p8 a p

C'est la condition nécessaire de Legendre, voir J. Morrey [3].
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Maintenant, on construit une estimation a priori pour l'opérateur li- 

naire suivant

(5.1) L - | 3 aaB 8g ♦ b

OÙ aa B ^  = £n r> (X >U M  » ^ M )  € C 2 (fi). 
ap Pa PB

b(x) = I  -g!“ £ü Z(X»UW  > Vu(x)) - f (x,u(x) ,Vu(x)) € C 1 (Œ) . 
a=1 a paz zz

On a l'estimation suivante :

PROPOSITION 1.17. - Soit u une fonction réelle satisfaisant les hypothèses du 

théorème 1.5. L est l'opérateur (5.1)3 on a alors pour tout compact K <=-0, 3 il 

existe C(K) >0 3 &(K) >0 tels que

( 5 . 2 )  Il «Il |  ^  c [ \ \ L v \ \ 2q  +  \ \ v \ \ 2q  V v e c ° 0 ( K )  .

Démonstration : D'après la définition, V x € K ,  il existe K(x) ,C(x) , e(x) tels 

que

I(u + tcp) >I(u) + t2 C(x) || cp|| 2 , Vtp€c“ (K(x)) .

oo
On fixe, pour le moment, (p € C q (K(x )) et on définit *(t) = I(u + tcp). On sait que 

€ C°°(]R) , *'(0) = 0 , il existe donc 10 1 < |t| , tel que

I(u+tcp) = I Cu) + t 2 Ip "(0)

où
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*"(0) = [ {  I  f D « (x ,u  + 0 cp,Vu + 0 Vtp)(p tp + 
Jfl 1 a , ß=l pa p 3 a  e

n
+ 2 I  £n 7 (x ,U + 0tp ,V U + 0 Vcp)ip (p + 

a=l V  01

+ f z z (x ,u  + 0 tp,Vu + 0 Vcp)tp2 j  d x  ,

on o b tien t

ce) > c (x ) H (p ||2 ,

mais i/j "(0) est continu. Prenons t +  0 , on a ÿ"(e) -»-ij/'(0) par intégration par 

parties

(5.3) C (x ) l H l e ( x )  < " CL<P»«P) > Vtp€C?(K(x)) .

On prend e(K) = inf {e(x)} , on a e(K) >0 , comme K est compact, il 
x € K

existe Xj € K ,  j =1,...,N tels que {K(xj)} soit un recouvert de K et sur K(xj)

on a l'estimation (5.3). Supposons {tp.} une partition de l'unité sur {K(x-)} ,
N 3 3
l tp. = 1 sur K , 

j=1 J

N
v €Cq (K) , v = ^  <PjV, <Pj v GCq (K(Xj)) .

Il résulte de (5.3)

Il V H e(K) < i ,  Il «j v H lcx3) «  J ,  ÏÏÏÏ7T K L V ’ V )|

* I ,  { I c l v , <p?v ) i + i c a , « j j  v .W j) i }
3 3

< c { | | L v | | 2 + Il v | |  I  + ?  Il [L , <Pj] v  H Q } .
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2
Maintenant, on majore || [L , tp] v || q

U,«>] - 2 l Câ|- <P3 !•„ + <P0
a=1 a

n n

°0 Lc = j, acB V  “’o = I aaB 8a on a ionc
p” i a, p-1

1  II [L , v 11 g < c { ^ | i II v || q + Il v|| l j .

n
En vertu de la proposition 1.16, on a Y a D(x)Ç £„>0 , pour tout (x,E) £T*(Sî).

a,8=1 aB a B
Il résulte donc de la proposition 1.6.

C5-4) I  II La v ll c { KL v *v ) l + Hv ll o } -a=1 1 J

On a donc démontré la proposition.

Pour teiminer la démonstration du théorème 1.5. on associe, comme dans 

la section I, à l'équation (0.9) un opérateur paradifférentiel

e - »  p ■  J ,  ^  3b ♦  *

2
3 2où A 0 associé au symbole a Q(x) = ?■ ■ ■ - ■ f(x,u(x) ,Vu(x)) €C (ti) et B associé ap ap dp dpg

2
au symbole b(x) = J f 3 u(x)

a, 8=1 pa p8 aß
+ 1  fp zz 3ctu

a-1 *a
+ 1  fp zx - fzz e C '®)-
a=l a a

7
En modifiant le lemme 1.2, on peut démontrer que (P-L) applique continûment H

2
dans L . En effet, en utilisant la décomposition «  en couronnes dyadiques »  de

_2 +“  ■— _g
(1.6), pour aeC^(fi) , b € H  a b - T  b € H 2 c L 2 on a doncU cl

I|v |I,<c {||Pv ||2 + cM|v ||2 + Il v ¡I Q }

1
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7 2 2
llv ll e ^ 6|| u|| £ + C(ô)||v|| q , pour 6 suffisaient petit. Avec une autre

I
constante C , on a donc obtenu

(5.6) l|v||2 « c { | | P v | | 2 + ||v|| 2 j, V v € c ” (K)

où K est un compact de Œ .

En utilisant la proposition 1.16 et les inégalités (5.4) et (5.6), on 

peut obtenir une estimation a priori sur la chaine des espaces de Sobolev.

PROPOSITION 1.18. - Soit P l'opérateur (5.5) 3 Vxcflj Vtej?, il existe alors

z(K) > O 3 C(K3t) > 0 3 tels que

( 5 . 7 )  || «Il 2t + e <  c { \ \ P v  || 1 +  || v || 2t j s  V v € C * ( K ) .

t+2
En fait, l'inégalité (5.7) est aussi vraie pour tout v € (K).

Si u est une fonction réelle dans le théorème 1.5, il résulte du théo

rème 1.6. que

(5.8) PU = g e c3 (fi) n H ^C ft) .

Nous faisans maintenant tout à fait comme dans le théorème 1.7. On peut 

déduire u € C3 (K) fl H3+e (K), par récurrence il résulte enfin que u€C°°(K) , ce qui 

termine la démonstration du théorème 1.5.
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§.1.6. Propriétés de 1*estimation de minimum local de calcul des variations.

L'estimation (0.11) possède des propriétés très intéressantes. On va

étudier les rapports entre la solution de l'équation (0.9) et l'estimation (0.11).

On pose g.(x,£;) = l f (x)(i£k), g i+ (x,Ç) = (-iJlÇp1 l 3x- f (x)
3 k=1 pk pj  k J+n a , 3=1 J pa p 3

(i Ca) (i Çg) , j = 1,...,n. Pour a = (a-j,...,0̂ ) , 1 < 2n , |a| = k , on définit 

la fonction g fx,£) conme dans (0.3). On a alors :Qfc

THEOREME 1.9. - Soit u une solution réelle de l'équation (0.9) dans ^\0Q(&) »
n ^

p >3. On suppose que I(u) < + coJ J f £ Çfi£.0 pour tout (x3Ç) €ii *J?” *
a, 3=1 pa p 3 P

avec les notations ci-dessus. Pour tout compact K de Si, on suppose encore qu'il 

existe un entier r ̂ 1 3 p + 2 , et une constante C> 0 s tels que

(6 . 1) | ç | 2 « c 1 ' \ga (x3ü \ 8

|ex| 4r

pour tout (Xj£) € # x S ç  ^ . On a alors que3 pour tout compact K de üa si 6 = 

diamètre de K suffisanment petit3 il existe deux constantes C >0 3 1 > 0 3 tels 

que

(6.2) I(u) + C|| <p|| l 4 I(u+V)

00
pour tout tp£Cq (K) réelle.

Démonstration : Prenons (p € C q (A) réelle, en posant ^(t) = I (u + 1 cp ) on a *(t) €

c“(]R) et *'(0) = ( i f (x,u,Vu)3 tp+£_ (x,u,Vu)tp) dx. Comme u est une solution
J x ot=1 pa  a  z /

de l'équation (0.9), ÿ ' (0) =0. On peut donc écrire

i|>(t) = I(u + t<p) = I(u) + t 2 *"(e)

o
avec 0 €]-t,t[ , il suffit donc de démontrer i|>"(0) >C|| <p|| pour certains C > 0  ,
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0 < e 4 1 indépendant de <p

(6.4) C || cp|| I < (Lip,cp)

pour tout ipeCg(K) réelle.

On définit un système d'opérateurs pseudo-différentiels Gj dont les 

symboles sont gj(x,Ç) , j =1,...,2n. Nous faisons comme dans la démonstration de 

la proposition 1.3. Pour tout compact K de fi , il existe C > 0  tels que

n 2
Il Gj <P II o * C ^ 2 ^ » ^

de plus dans (2.4), E = - A  E~ , son symbole principal est égal à 1. On a donc

X  1| Gj <p 11 |  « C { (1-2 «p,«p) + Il vil J }

par la méthode de la démonstration de la proposition 1.5. pour tout compact K de 

fi, |a|=k, il existe C > 0  , et 0<ejc<1 tels que

r « »  = f (  ï  fp
J 'ctB=1 pa 

= (Ltp,tp)

pB W +

n ^
2 I £

a=1 z 3a w t ^ ï <l>2) djt

où

C6-3) L = - l  3 ?  3g+ (î - l 3 f )
a3=1 a pa p3 P a=1 xa pa z

= L2 + b(x) .

On doit donc démontrer que, pour tout compact K de Œ , si 6 suffisamment petit, 

il existe deux constantes C > 0 ,  et 0 < e 1 , tels que
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n z  i i v p i i *  , < c {  J  h g} * u i *  n < }
|a|<k k j=1 J

oo
pour tout <PGCq (K). En utilisant l'hypothèse (6.1), on a

(6.5) || vil l < C E U  II Ga <p|| l , « c {  (L2 <p,cp) + I N I  « } .

r  |a |< r r

Si 6 suffisamment petit, il résulte de (6.5) l ’estimation suivante :

(6.6) Il <P|I e <  2 C, (L2 <P,<P)

pour tout ip € Cq (K).

En effet, s'il existe îPq € C q (K) telle que

*'L2 tp0 ,tP0'1 ^ H^gllg

9 9
il résulte de (6.5) il <Pq || e < 2  C-j || tpQ !! g mais en vertu de l'inégalité de

Poincaré et du principe d'interpolation

(6.7) Il «Pli g <  C 2 6 H e

pour tout cp£ C q (K). C 2 ne dépends que de e et n , on a alors ||(Pq || q <

C 2 6 || cp0 || ^ ^ 2  C.] C 2 <5 || <Pq If q si <5 suffisamment petit tel que 2 C.j C2 ô< 1 ,

on a obtenu une contradiction.

On démontre maintenant pour <5 suffisamment petit

ÇL2 tp,tp) + 2(bcp,tp) > 0

pour tout (p € C q (K). Il résulte de (6.6) et (6.7)
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12(b tp» v) | ■$ C3 || <p|| 0 < 0>2 C3 ̂ Il v|| g 2 C2 Cj 6(L2 tp, tp)
r

en choisissant 6 suffisamment petit tel que 2 C ^ C2 C3 ô <1 , il résulte de (6.6) 

l'estimation suivante

|| <p|| 1 < 4  ̂  (Ltp,tp)
■r J

00
pour tout tp £ Cq (K), ce qui 'termine la démonstration du théorème 1.9.

Si l'équation (0.9) peut s'écrire sous la forme (0.2), nous faisons 

des hypothèses pour le système Xj , j = 1,...,r et nous aurons la même conclusion 

mise à part que la condition est aussi nécessaire. Plus précisément, on a :

THEOREME 1.10. - Soit u une fonction réelle satisfaisant les hypothèses du

théorème 1.5. Supposons que l'équation (0.9) puisse s'écrire sous la forme (0.2).

On a alors que {X. 3 j =l3...3r} est un système de champs de vecteurs C°° 3 véri-

fiant la condition de H'ôrmander i.e. en tout point x de fi, les champs X. et
d

leurs crochets d'ordre finis restreints en x engendrent fi tout entier.

Démonstration : En vertu du théorème 1.5, u€C°°(fi) , {Xj > est donc un système de 

champs de vecteurs C°°. On a aussi l ’inégalité (5.3) i.e. pour xEfi , il existe un 

voisinage compact K de x dans fi, et deux constantes C > 0  , 1 ^-e>0 tels que

I N I  C (Ltp,cp)

00 r  ? 
pour tout ip € Cq-(K) où L = -  £ X j  + C .

Comme les coefficients de Xj sont réels C°°, on a

x» -  -  X, ♦  c , .

On en déduit enfin
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(6.8) I M I * «  c {  !  || Xj <p || 2 ♦  || „11 2 |

pour tout ip€ C q (K).

D'après le théorème 1.1. de J. Nourrigat [6] l'estimation (6.8) est 

équivalente à ce que les champs Xj et leurs crochets d'ordre inférieur ou égal 

à ^  J, engendrent T K ,  ce qui termine la démonstration du théorème 1.10.
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II. - REGULARITE DES SOLUTIONS POUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES NON- 

LINEAIRES ASSOCIEES A  UN SYSTEME DE CHAMPS DE VECTEUR.

§.2.0. Introduction.

Soient X.| ,..., Xp des champs de vecteurs réels, C°°, sur un ouvert 

Œ de ]Rn . On se propose de donner des conditions suffisantes de régularités pour 

les solutions des équations aux dérivées partielles non-linéaires de la forme sui

vante :

(1) F Q ^ X 01 u ,| a | ^ m )  = 0

où a = (Oj,.. .,0̂ ) , 1 < a j ̂  p , |a| =k. Xa = X a  ̂ . . . X ^ ,  F(x,pa) €C°°(ft * 1RN ) .

On désigne [X„ , ...,|X ,X„ ] ... ] par X„ et on définit 
al “k -l “k a

V- = l'espace engendré par (X̂ , , |a|<j } .
J a

On suppose que Xj,...,Xp satisfont aux deux conditions suivantes :

(i) Il existe un entier r >1 , tel que V. est égal à T ii à chaque point x€£2.
J x

(ii) d i m Vj est constant pour x 6 Î2, 1 ^ j ^ r .

Sous ces conditions, à un voisinage de chaque point, on peut trouver 

une base {X. j =1,...,r} de V  , où X-^ est un crochet d'ordre j, et

{X- , , j ̂  q) forme une base 
J >K

de Vq , On suppose que { X ^ }  = {X-|, • • • ,Xp) forme une

base de , c'est-à-dire que X-|,... ,Xp sont linéairement indépendants (sinon, 

selon la condition (ii) on peut les remplacer par un autre système linéairement 

indépendant qui vérifie encore les hypothèses (i) et (ii) ).
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Pour un point x£!î fixé , un choix de {Xj^} définit un système de 

coordonnées locales près de x, par l'application Q :

(2) Qx (y) « u  « (Ujk) = Q(x,y) si y = exp ( Z Ujk Xjk) x

où exp désigne l'application exponentielle définie dans un voisinage de x . On 

identifie donc un voisinage de x  dans fi avec un voisinage de 0 dans R n , on 

définit

xjk,x = (£ (Xjk5

où Q* est le différentiel de Qx . Xjk,x est donc une nouvelle écriture de x ik 

sous les coordonnées (ujk)*

Sur ]Rn , avec les coordonnées u = (u. v) , on introduit une dilatation
j >K

¿>t(ujk-) = (t^ Ujk ) pour t > 0  , une fonction f(u) est dite homogène de degré S

s 3 
si f (ô+ u ) = t f (u) . Un opérateur différentiel de la forme f (u) •*--- est dit ho-

t dÛ y.

mogène de degré S si f(u) est homogène de degré j -S. Un opérateur différentiel 

D sur ]Rn est dit de degré local4j si son développement de Taylor à 0 est une 

somme des opérateurs différentiels homogènes de degré < j . Metivier a démontré dans

[5] le lemme suivant :

LEMME 2.1. - Pour tout x £fi a le degré local de X. _ est 41 3 on peut
3 yX

donc écrire

(4) X. = X. + R. , j =1.. ...p*7 /y J trt/j**' t/J*« e/3#*/

A A
où X. est homogène de degré 13 et R. est de degré local 4 0. {X. } engendre 

d** d* «7j#

une algèbre de Lie nilpotente 9 '*  de dimension n et de rang r ; l’application
A

x X * est Hsse.3 ,x
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Pour x €  fl, on désigne par G le groupe de Lie nilpotent, connexeA

et simplement connexe correspondant à g .A

Avec les hypothèses (i) et (ii), et Gx possèdent les propriétés

suivantes :

(5) gx = J  g j  ; [g^ ; g j]  <= 4 +k , s i  j  + k « r

d i m g ^ = n j  indépendant de x , et 6t définit un automorphisme de gx par g^ =

t3 gx pour t > 0 .  Une algèbre satisfaisant (5) est dite graduée. iGx ,x€fi} est

dit une famille lisse de groupe de Lie nilpotent. La dimension homogène de G est
r x

définie comme q = Y j n. , la norme homogène de G est définie par
j=1 J x

2r! 1

Il ull = {  |  I  |ujk l ^ p
1 j= l k J

Maintenant, on revient à l'équation que l'on va étudier. On suppose 

éventuellement que F est linéaire par rapport à certaines variables de p.., auquelUb

cas on peut la mettre sous, la forme suivante :

F (x ,x % ) -  E Z  5 Z I  V x >xBu> |e M K )  x“ u
(6) kQ<k«m |a|=k

+ V x*x6u>|iS|«lc0

où on peut supposer p(K) < k  , on pose alors

d = max ^ Kq , .

On suppose que u est une fonction réelle dans C (fi) , et on dé

signe par L l'opérateur linéarisé de l'équation (1) associé à u
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(7) L = ) -g|- F(x,Xa u (x)) xa = ) aa (x) x a sur f i .

|a|^m a |a|«m

D'après la définition du nombre d , on a alors aa £ c M +  ̂(fi) réels. 

Notre résultat est le suivant :

THEOREME 2.1. - Supposons que u est une solution réelle de l'équation (1) 

et appartient à (ü) et que ÎX.} satisfait les hypothèses (i) et (ii).
V

A ■ ■ « A Q£
L ~ ) a„.(xjX l'opérateur différentiel invariant à gauche sur le groupe de

0 i„i 0 x 0| a | =m

Lie G pour un point fixé xn € ïï. Si pour toute représentation II unitaire3 irré- 
X0 u 

duotible3 non triviale de G 3 l'opérateur n (L ) est injeotif dans (fu (où (pu
Xq Xq il il

a 00 00 
désigne l'espace des vecteurs C de la représentation)3 on a alors que u est C

dans un voisinage de Xq .

B. Helffer et J. Nourrigat [4] ont démontré 1'équivalence entre l'in-
A A

jectivité de n(L ) et l'hypoellipticité de L sur G . Notre démonstration 
x 0 0 x 0 

est donc faite à partir de l'hypothèse d'hypoellipticité de l'opérateur L sur
x 0

Gx * x 0

Dans la section 2.1, on démontre le théorème 2.1. à partir d'une esti

mation a priori pour l'opérateur linéarisé de (7). Dans la section 2.2. on construit 

la solution fondamentale pour les opérateurs différentiels invariants à gauche

= ) aa O O Ç  sur le groupe G^ pour x près de X q . Dans la section 2.3, en 

|a|^m
utilisant les résultats de la section 2.2., on obtient une estimation a priori pour 

l'opérateur linéarisé (7).
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§.2.1. Démonstration du théorème 2.1.

Nous allons démontrer le théorème 2.1. Comme dans S. 1.1 on obtient 

l'hypoellipticité de l'opérateur paradifférentiel de Bony, associé à l'équation (1). 

Pour le détail de la théorie des opérateurs paradifférentiels on renvoie à J.M. Bony

[1]. On rappelle seulement les résultats dont on va se servir.

'b
Soit L l'opérateur paradifférentiel associé à l'équation (1), il est 

de la forme L = ) Xa , où Aa d'ordre 0 associé au symbole aa définis dans

' la N m

LEMME 2. 2. - Soit u une solution réelle de l'équation (1) comme dans le théo

rème 2.1. L l’opérateur (7)> on a alors

^ 2 21) l’opérateur (L-L) applique continûment L (ü) dans L (Q).

2) L u e  c 2 d + 1  (ti)

résulte de l’estimation suivante •

" HUc ,a>-

Le théorème 2.1 résultera du théorème suivant :

THEOREME 2.2. - Soit L = ) * Xa l'opérateur (7). Supposons que les

\a\m
hypothèses du théorème 2.1 soient satisfaites. Il existe alors un voisinage U de 

Xq j tel que quelque soit K compact de U3 on ait -une constante C tel que

<*> n u  n c { \ \ l » w 20 + h » n * }
|a U<«

00 /pour tout tp€C0(K).

Le but des sections 2.2. et 2.3. est de démontrer ce théorème. On montre 

maintenant que le théorème 2.2 implique le théorème 2.1.
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(9) H Z .  Il x“ <pl| g < c {  ||Lq>|| 2 + I M l g }

|a|im

pour tout ip€Cg(K). On a encore une estimation pour le système des champs de vec

teurs.

LEMME 2.3. - (voir §.1.6 dans l?]).

Supposons que X̂ 3. . satisfait l'hypothèse (i) pour tout aompaat 

KczÇl 3 il existe alors une constante C>0 telle que

( i o )  I M I ? « c { |  \ \ X j v \ \ a0 +  Il v il J }
r 3'~2

pour tout <p € C°q(K).

Les estimations (9) et (10) résultent donc de la suivante :

o u  e z z  n *“ *  n f , , ,  « c { i i î :<p i i ^  m i * }
|a | r  G®“ !0 !)

THEOREME 2.3. - Si l'opérateur L satisfait l'estimation (11)3 on a l'impli-

2
cation suivante3 Vs € J? 3

u £ l f i ( U ) l  s + l(m -\a \)
(12) ^ l8°°  t ---- > ^ u e H loar  (U) s \a \4 m .

LueHloc(U))

Ce théorème implique évidemment le théorème 2.1 parce que si u est 

une solution de l'équation (1) dans C2ĉ  (ß) = C 2c*+^(ß) H (ïï) , en vertu du

2d+l .. . 2d+^+1 
lemme 2.2, L u €H^qc (Œ). Le théorème 2.3 résulte de u £ H  (U), on refait

pour tout <P € Cg(K). En fait, cette estimation est encore vraie pour tout <P €

* Ï L p ®  •
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cela et on en déduit enfin que u€C°°CU).

Démonstration du théorème 2.5. : On la fait en plusieurs étapes,

a) On montre d'abord l'implication suivante où K est un compact de U

v e  H ° T K )  ^
comp J j

7 (m-1-|a|) n ( a 
(13) x“ v e H r (R ) ; |a| \ -- > x“ v €Hr (K)

L v e  H°(]Rn ) \ |«|<m

On définit un opérateur

_ m

Te = a(x) (1 - e Ajç) ^  b(x)

où a,b Cq(U) , a = 1 sur K , b = 1 sur supp a = K' , on a alors T£ : H^0 C (U) 

H^juij/K11. T£ est borné dans H° pour 0 < e ^ l  , de plus

p ? , t , ]  = n z z z  v  x®

0 4 )  | e k M - i

[ î , T e] = E Z Z  Ta e x“

où Ta£ , T^ae sont bornés dans H° , et à support compact. Comme T£ v €  ^Çq^ C K 1) , 

on peut utiliser (11) pour obtenir

(15) E Z  11 Xe1 T£ v11 (m _|a |j i c { !i ̂ Te v|1 o + 11 Te v ^ 0 } '

|a|^m r

En utilisant (14), avec une autre constante on a



- 81 -

E U  H T ^ v l l  < c {  Il Te L v  11 p + || v | |  §

|a|<m r  (m la l)

+ e z z  iix a v i i 02 ^ r ~ . ) ' 1 ; i i x 3 v i i 1 }
|a |^ m -l |a|<m  13 1<|ot| —1 r  (m~ lft |)

« C {  Il Lv ]| o + i---------  l|X“ v | l 1 fin l | v | l o }
|c |sm -1  f Û " -M )

< C { Il L v  U q + E U  II X“ v  H , }

1 1.1«, > - H « l ) J

¿ ( m - |a | )
I l  en r é s u l t e  que a (x ) a v €H  , |a |  , comme a  e s t  quelconque ,

F v e f f  (K).

b) On m ontre m ain tenan t l 'im p l ic a t io n  su iv an te  :

v C H ^ o c M  -)

« =6*-1-|o|) \  „ i(m-|a|)
(16) v  € H^qc (U) ; |a |  > — > Xotv €  h\ oc (U)

£ v e  nJocCU) J  M « “

quelque s o i t  €Cq(U) , K = supp tp̂  un compact de U , on pose

u = tpi v  , u  € H ? _ ( K )  
l ’ comp'- J

(17) X01 u = tp-j Xa  v + [X01, cp.| ] v

où [Xa  , ip.|] = ) aa gXB , a a g à support compact e t  borné su r H ° , on a donc

|3 N |a |- 1

^  (m -1a|) l ( m_1_ |a |)
[X » V -jlv e H c  , |a |  e t  d 'a p r è s  l 'h y p o th è se  ^  X v € H  (K  ) ;
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a — (m-1 - |a | J n
|a| <m. On déduit donc X u€ H (]R ), par la même méthode, on peut obtenir

% n  n  ^  C m -|o t |)
Lu€ hr(]R ) . En appliquant a), on a a u€ H (K) , |a| ^m. Regardons (17),

a ï  (m"M ) a F Cm-|a|)
on obtient «p-, X v € Hr  (K) donc Xa v6 (U) , |a | $m.

c) On montre maintenant l'im plication dans la chaine de l'espace de Sobolev,

Vt €R 1 ,

veilem "ì
t+ I ( in -1 - |a |)  ( t+ I (m - |o |)

(18) ^ v € H loc ^  ; I“ ! < m > = >  ^ v € H ioc M

^ v eH l o c (U) J  'a | ^ m

Soit A € ,(U) un opérateur pseudo-différentiel elliptique à support

propre

>A] = ) a R Xe
| B | « W - 1

t L ,A] = F ' aa f  
|o t |< m -1

où aa , aag sont des opérateurs bornés d'ordre t  et à support propre. On pose

u =A v , u € (U)

(19) f u = x “ Av = A f v  + [ f  , A] v .

Y (m -1 - 1 ot | ) ^
On a donc X01 u € Ĥ qc (U) , |ot| ^ m , de la même façon Lu G Ĥ qc(U) en ap-

1 (m-|a| )
pliquant b), on obtient ^ u  ^H^oc (U) , |ot| <m vérifie  (19), on a

a  7 (m-|a| )
A ^ v e H J ^  (U). Enfin
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t-tl (m-|a|)
X v € Hlocr (U) .

d) Dans le théorème, u € H ^ ,  (U) on a donc pour j ot | ^ m , Xa u £ H^o([a ̂ (U). On 

pose s - m  = t comme s - |ot| ^s - m  (m-1-|a|), on a

t + l ( m - 1-|a|)
xa u e Hiocr (U).

En utilisant c), on déduit

a t + i + l ( m - 1 - | a | )

X u £ H loc CU).

On refait cela, il existe un entier N, tel que t + ^ p - 5-s , ce qui termine la dé

monstration du théorème 2.3.
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§.2.2. Solution fondamentale sur des groupes de Lie nilpotent.

Pour obtenir l'estimation (11), on construit d'abord la solution fon-

damentale pour l'opérateur L^ = ) aa (x) invariant à gauche sur le groupe de

|a|=m
Lie G . On a besoin pour cela d'un théorème d'existence abstrait.A

THEOREME 2.4. - ([2], théorème 2.1)

Supposons que D est un opérateur différentiel, auto-adjoint, invariant 

à gauche, homogène de degré d<q , sur un groupe de Lie nilpotent G , où q est la 

dimension homogène de G . Si D est hypoelliptique, il existe alors une unique fonc

tion k£C (G^{0}) homogène de degré - q+d , telle que D k= 6 la mesure de Diriao 

en 0.

On considère un cas où la proposition est appliqué 

Dans [6] L.P. Rotschild a démontré le théorème suivant :

THEOREME 2.5. - Soient L l'opérateur (7), et L_. = ) ~~ an(x) X® l'opéra-————————— ■ 20 U* X
|a|=m

teur différentiel invariant à gauche sur G . Supposons que les hypothèses du théo-X
A

rème 2.1 soient satisfaites et que L est auto-adjoint, homogène de degré d <q. Il20
A

existe alors un voisinage U de xn tel que L est hypoelliptique pour tout x^U,U sc

donc il existe une unique fonction k G C  (G ^{0}) , homogène de degré -q + d,¡C 20
A

telle que L k = ô .
x x

En effet, dans [6] Rotschild a démontré qu'il existe une constante
/s

e > 0  , quand | x - x n | < e  , L possède une solution fondamentale de la forme 
x Q u  x q  x

00
(20) ÏL(u) = l (-1)j k ^

* j=0 x 0 ’x
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où K p 3 =(L - L  )K * (L “ L ) K * . . . * ( L - L ) K  * K et K^03 = K où
0* 0 0 0 0 0 0 0 0* 0

A
K la solution fondamentale homogène de L , les convolutions sont prises sur 
x0 x0

Gx =  R n , ^ ( u )  est C°° par rapport à u € G x ^{0} , et d 11 en x € U x = { | x — 

x 0 | < £q } o ù  u = Qx (y) = 0(x,y) , pour y €Ux . K^Cu) est homogène de degré -q+d, 

et on définit

Kx f = f * Kx

pour f € Lp , 0 < p < « > ,  la convolution est prise sur Gx , applique continûment 

Lp dans avec 4- = —  - —  et satisfait
p q

(21) V ^ f )  = Lx (f *1^) = f * L x Kx = f

mais est auto-adjoint, on a donc encore

(21) ' = Lx f * K x = £ * L x KJC = f .

/v
Comme pour tout x e U  , L est hypoelliptique, on peut remplacerx Q x

x n par un autre z € U  . En utilisant le théorème 1.7, il existe e > 0  quand 
u x 0 z

| x — z I < e  , on peut construire la solution fondamentale K comme dans (20) à 
x0

partir de Kz . Donc si on définit

(22) K(x,y) = K y (6(y,x))

K est définie sur U x U  , IL(u) est C°° pour u * 0  , C?114̂  pour y € U  .
x 0 0 y 0

Avec cette fonction K, on peut obtenir l ’estimation (8) dans la 

section suivante.
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§.2.3. Estimation a priori pour l'opérateur linéarisé.

On déduit l'estimation (8) en utilisant la fonction (22). Prenons

00 00 
a,b€CQ(U) , b = 1 sur supp a , on définit un opérateur sur Cq(U)

(23) Kf=Ja(x) K(x,y) b(y) f(y) dy.

On étudie d'abord les propriétés de l'opérateur K. On introduit une 

classe d'opérateurs qu'on appelle opérateurs de type (A,a).

Une fonction h€C°°(]Rn "^{0}) est dite de type À , si h est homo

gène de degré - q + X , par rapport à la dilatation et q la dimension homogène 

avec O ^ À < q ,  si X = 0  , on suppose de plus que

(24) | h ( u ) d u  = 0

as||u||.$b

pour tout a , b avec 0 < a < b < 00.

Une distribution de type X > 0 est obtenue par une fonction de type 

X , une distribution de type 0 est de la forme C 6 +  t  , où C est une constante 

et t  est une distribution obtenue par une fonction de type 0  (valeur principale). 

On a

LEMME 2.4. -  S o it h une d is tr ib u t io n  de type X £-2 3 D h est a lo rs  de type 

X -1  3 pour tous les opérateurs homogènes de degré 1.

On donne une définition qui généralise la fonction K .
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DEFINITION 4. -  Une fonction T(x3y) sur U x U est d ite  un noyau de type 

( \ 3a) 3 avec \ 3a ^ 0 si e tle  est de la forme suivante

(25) T(x3y) = f  a j(x ) ^ ( y ^ ) ) b ^ ( y )

où a . 3 b .£ C n(U). T? (u) est C° en u * 0 3 et une d istribution de type 
u j  u y

Ca+  ̂ en y .

Un opérateur de type (A,a) est une application T définie sur Cq(U)

par

T f  (x) = f T(x,y) f ( y )d y  .
*

PROPOSITION 2.1 . -  Soit T un opérateur de type ( \ 3a) 3 A., a £•<? . Si X ^1 3

X .T  est de type ( X - l 3 a) . Si3 X 3ct >1 3 T X . est de type ( X - l  3 a - 1 )  pour 
d d

l< ü < P '

Démonstration : On considère d'abord X > 1 ,

Xj T f  (x) = J Xj T(x,y) f  (y) dy

(26) TX. f(x ) = |  T(x,y) x j f(y ) dy

= (-X? T(x,y) + C. (y) T (x ,y )) f  (y) dy

 ̂ °° x ^
ou C- €C , X- désigné X- opérant sur les variables x . I l  s u ffit donc de de- 

j «/ j 

montrer que si T (x, y) est un noyau tie type (A, a) , X* T (x,y) est un noyau de 

type (A-l , a) et x j T(x,y) est un noyau de type (A-l , a - 1). livid aiment, on 

peut considérer T(x,y) = a(x) T (0 (y ,x ))b (y ), T^(u) homogène de degré -q  + A pour 

un point y fixé dans les coordonnées x-yu = 0 (y ,x ) . On peut écrire
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xj ■  X1 -  xj , y  * R: . y

A
où X - homogène de degré 1, R . de degré ^ 0 

J >/ J>y

xj T(x,y) = (Xj a(x)) Ty(0(y,x)) b(y)

(27) + a(x) (Xj>yTy(u))b(y)

+ a(x) (Rj>yTy(u))b(y)

A
où X. , R. opèrent sur les variables u =Q (x) en utilisant le lemme 1.8.

J 9/ J 9 y y
A ot+1
X • T (u) est de type X - 1 , R . T„ (u) de type X , ils sont C en y . 
j 9/ y j  9/ y
On a démontré que Xj T (x,y) est un noyau de type (A-1 , a).

On peut aussi écrire, pour x fixé

XJ = V  V + V

A
où X- homogène de degré 1, R. de degré 0 opère sur les variables u =Q (y) =J X  J X  X

0(x,y) mais on a

0(x,y) =-6(y,x) = 0(y,x)"1

Xj a(x) Ty(0(y,x))b(y) = a(x) (Xj Ty (~u)) b (y)

+ a(x) (XjxTy (-u))b(y)

+ a(x) (Rjx Ty (-u)) b (y)

+ a(x) Ty (-0(x,y))Xj b(y)

où Xj Ty(u) est encore homogène de degré -q + X , C°° en u*0 , mais Ca en y .
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a oo 0t+1
x. T (u) homogène de degré - q  + A - 1  , C en u * 0 , C en y. R. T (u) ho-JX y J A /

mogène de degré - q + A , C°° en u * 0  , Ca+1 en u , on a démontré que xj T(x,y) 

est un noyau de type (A-1 , a-l).

Pour A =1 , la démonstration est pareille, sauf une modification. On
A

doit démontrer que si T(u) est de type 1, Xj T(u) est de type 0, selon le lem-
A

me 1.8 X. T(u) est homogène de degré -q. Il nous reste donc à vérifier (24).
A

En effet, Xj T(u) est une distribution de type 0, elle est de la forme C <5 + t  ,
A

t  satisfait (24), Xj T(u) satisfait donc (24). On a enfin démontré la proposition.

2
PROPOSITION 2.2. - Les opérateurs de type 0 sont bornés dans L . 

Démonstration : Un opérateur de type 0 peut s'écrire en

t = t ,+ t 2 + t 3

où est de la forme suivante

(28) T- f (x) = lim f a 1 (x) T-, (6(y,x)) b, (y) f(y) dy
1 e + 0  J y

|6(x,y) |>e

OO 1 ^
T 1y(u) est homogène de degré - q ,  C en u * 0 , C en y. T 2 est un operateur 

de type (A,a) , avec a $-0 , A >0 ; est une multiplication par un élément de 

Cq (U).

2
Evidemment, est borné dans L , pour T 2 comme A >0 , on a

|a2 (x) Ty (e(y,x)) b2 (yl| ^ C |9(y,x)|X~q 

| la 2W  Ty (0(y,x)) b2 (y) | dy< C 

j |a2 t o  Ty(0 (y,x)) b2 (y) | dx^ C
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alors 

|T2 £ (x) I = a2(x) Ty (0(y,x)) b2(y) £ (y) dy |

1

^ ( j  a2(x) Ty (0(y,x)) b2(y) |dy) 2 (  a2(x) (0(y,x)) b2(y) • 

l

• | f (y ) l2dy) 2

l

« C (J |a 2(x)Ty (6(y ,x))b2 (y)| • ¡ f (y ) |2d y )2 

I l  t 2  £  H  Z 2  =  f  l T 2 £  t o i 2  àx
L

« c JJ | a2 Ty(®(y»x)) b2 (y)| l f (y ) l2 dydx

i  C' |f(y) |2 dy = C' Il f  II 22 .
1 ir

2
Il nous reste donc à démontrer que est borné dans L . Nous faisons 

comme dans [3]. On désigne a^ (x) (0 (y,x)) b^ (y) par T^(x,y) , il nous faut 

seulement démontrer

1) |T-j (x,y) | < C |e (x ,y )|'q

2) T-| (x,y) dy 4 C (<5 - e) 

e<|6(x,y) |<6

3) 11 estimât ion suivante :

|T-| (x,y) - T(x,z) | ^ C || 9(x,y) - 0(x,z)|| || 0(x,y|| _q_1 

quand ||0(x,y)|| > C|| 0 (y,z) || , avec C assez grand.
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Mais 1) est obtenu par T^y(u) homogène de degré -q. Pour 2) dans 

les coordonnées de y-*u = 0 (x,y), dy = (1 +0(u))du , on a donc

T-| (x,y)dy = a1 (x) T-,y(-u) b1 (y) (1 +0(u)du

e<|| 0(x,y) || <6 e<||u||<6

comme J T.j (-u)du=0, |T.j (-u) | •$ C|| u|| _cl, on a 

e<|u|<ô

T1(x,y)dy 4 C J || u|| q+1 d u ^ C (ô-e) . 

e<|| 0(x,y) || <6 e<||u||<6

Pour obtenir 3) on note u = 0(y,x) , v = 0(z,x) , p(x,y) = ||0 (x,y) || . 

Dans [3] on a démontré que si p(x,y) , p(y,z) <C , il y a une estimation

1 1

Il 9 (x,y) -  0 (x,z) 11 ^ c (p (y ,z )  + p (y ,z )2 p (x ,y )^ ) .

On a donc que si p(x,y) C p (z,y) , alors

1 1

11 ul| = p(x,y) » C' ^p(z,y) + p(z,y)2 p(x,y)2 )

> c1 || 0(y,x) -e(z,x)|| = c1 || u v 11 .

On choisit C' telle que C' >2 , l'estimation pour |T.|(x,y) - T-|(x,z)| quand 

p(x,y) >C p(y,z) devient l'estimation pour |Tly(u) -Tlz(v) | quand || u|| »2 || u-v|| 

On peut écrire

T,y(u) - Tu (v) = (t i7(u) - T1z(u)) ♦ (t12(u) - Tlz(v))

1
pour le premier terme, comme T^y(u) est C en y et y-»-0(x,y) est un difféo- 

morphisme
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I V " )  -  Tlz (u)| -  | y - z |  |T i(y+e(y_2) Cu)| 

« c  ||e (x ,y ) - e ( x ,z ) | |  Il ull - q 

« C'|l e(x,y) -  e (x ,z )|| j|u ll *q_1

pour le deuxième terme, comme z (u) est homogène de degré - q  , on a

‘^ - ^ ' ^ » m F u - v i i  h i î f 1) ! 11" 11 I|urq'1

mais quand || u|| £.2 || u-v|| ,

1 -  X 4  jJu+PCu-v) H 4 i + l
* 7 «  ||u || 4 ?

donc sup | Tjz ((u + 0 (u-v)) f  \\ u|| ) | <  C . On a obtenu 3), ce qui termine la démons

tration de la proposition.

Maintenant, on démontre l'estimation (8). On pose

(28) L' = ^  • L™+ 3I ,  ( r j )  *

qù s est choisi avec s + q > 2 m ,  L 1 définit sur fix]Rs , le système de champs de 

vecteurs | X p ...,Xp ;--  , ... » g| -}  satisfait encore les hypothèses i) et ii) .

Dans l'introduction, la dimension homogène de groupe t-j égale à s + q , d'après

le théorème de Helffer-Nourrigat [4] , Î.I ^  est hypoelliptique pour tout t €l R S

A A ^
si L est hypoelliptique. Sur tout LV satisfait les hypothèses du théorème

Xq

1 . 7 ,  il existe donc un voisinage U x M  de ( x q , 0 )  dans £2x]Rs avec U ,M com

pact et une fonction K|-x qui satisfait (21) et (21)*. On définit
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(29) K' £ (x,t) = a(x,t) (9(y,T,x,t)) b(y,T) £(y,x)dy dx

où a,beCg(U><M). K' est alors un opérateur de type (2m,m).

On désigne par x =  (x,t) , y = (y,"0 € U * M

o o ) c  • = n z  x*“  aa • n z a6 x6

|a|=ra |B|=m

où â =  (a^, ...»ap si a = (a^,...,ak) , aa €C?n+1 , |a| = m  et X j = - X j + C j ,

Cj € c“ (iî) , j = 1,... ,p en vertu du lemme 1.1, on peut écrire près de x

A

Lm  * ^  * ̂ ) x + ^

où

(32) - H Z  b„ Xa • ; X C ç X “

|a l^m |a|<m-1

où ba e c ” (U) , Ca € C111 (U). R a opérateur d'ordre 0 avec les coefficients C°°.

Quelque soit un compact K<=U , prenons a,b€C°°(Ux M) , a(x) = 

a 1 (x)a2 (t) avec a 1 = 1 sur K , b  = 1 sur suppa , a., G c “ (U), a 2 ec“ (M) , on a
OO

alors, pour £ ê Cq (K)

K' L 1 f = a(x)K' (x,y) b(ÿ) L' f (y)dydx

= f a(x) K'(x,y) L' b(y) f(y)dydx
y 91

+ a(x) K'(x,y) Jb(y) , ^  , % )  1  f(y) d y d x  

+ a(x) K'(x,y) b(y) Ry f (y)dydx

= a(x) ô (x_ÿ) b(y) £(y)dy d'c

+ a(x) K ’(x,y) b(y) Ry f(y) d y d x
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+ a(x ) K '(x ,y )  b(y) f(y )d y d T

= a 2 ( t )  f  (x) + a (x ) K' (x ,y ) b(y) f (y )d y d x

+ |  a (x ) K’ (x ,ÿ ) b(ÿ) j  ba  Xa  ) Ra  Ca  Xa £ (y )d y d r

|a |^m  |a|.£m-1

% — a,
où b(y) €Cq(U xM) .

D 'ap rès  l a  p ro p o s it io n  1.10 K' ) ba  Xa  e s t  ion o p é ra teu r de 

type  (m,m) on a  donc, pour |$ |« m ,

X3 K’ } ’ b X“1-------  a
|a |^m

e s t  un o p é ra teu r de type  (0 ,0 ) .

2
D 'ap rès l a  p ro p o s it io n  1 .11 , i l s  so n t bornés dans L , pour l a  même 

r a is o n , Xa  K1 X*3 e s t  un o p é ra teu r de type  (0 ,0 ) pour |o |^  m , |3 |<  m , m ais

K' • I „  -  E Z I  K' XÆ a e ^  .

On o b tie n  e n f in

a 2 ( t ) d  xc tf  (x) = H Z  E U

|a |^m  |a |sm  13|=m

+ ) ‘ Xa  K' f  -  } Xe* K' } ; bg X 3 ) Rr  Cr Xr  f

|a |^m  |a|«m  |3 |^m  |r |^ m -l

(32) z m  l|x“ f  11 0 < C { l l  h u f II 0 'i ■ l lX“ f  Ho }
|a |^m  |a l^m-1

où on a u t i l i s é  f  dT = C < + 00, fin a lem en t on a obtenu 
M
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H Z  l |X ° f  II I *  c { | | L f  II 2 + || O f c - U f  | | £  ♦  ) Il Xr £ Il g }

|a|^m |r|̂ m-1

« C' { || L£ || 2 + F ~ ,  || X3 £ M 2 } .

16 |̂ m-1

D'après le lemme 1.4

r  : n x 3 £ n 2 < c {  l u  n x 3 £ n 2 1 }

13 |̂ m-1 |3|<m "r

< c{i H Z  II Xe f II | + C(6) Il f II g }

13 |̂ m

on choisit ô>0 assez petit, et on arrive à l'estimation (8)

E Z :  l|3i“ f | l o <  c { | | L f | | §  ♦  Il f | |  g }
|a|̂ m

00
V £ € Cq (K) , la constante C ne dépend que du compact K et des coefficients de 

L . On a donc terminé la démonstration.
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