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Abstract.

This thesis consists of three distinct parts.

In the first part, the cobordism group of surface diffeomorphisms is  

computed. We use for this purpose geometric methods, in particular various 

characteristic splittings of 3-manifolds into p ieces equipped with geometric 

structures. This computation, together with other geometric methods, i s  also 

applied to a problem of knot cobordism.

The second part i s  devoted to elliptic structures, i . e .  Riemannian metrics 

of constant curvature +1 , on 3-dimensional lens sp a ces . We show that these 

elliptic structures are all iso top ic . This amounts to computing the group of isotopy 

c la sse s  of diffeomorphisms of any given lens space.

In the third part, we study the behaviour at infinity of hyperbolic manifolds 

whose fundamental group i s  finitely generated and, say, does not split as a free  

product. In particular, we show that these manifolds are "geometrically tame" 

in the sense introduced by Thurston. A corollary is  that these hyperbolic manifolds 

satisfy the Ahlfors conjecture on the measure of their limit set.
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I N T R O D U C T I O N

Outre 11 itinéraire personnel d 1 un mathématicien, cette thèse reflète  

assez bien 1 ' évolution qui s 1 est produite ces  dix dernières années dans 11 étude 

des variétés de petites dimensions. En effet, à la suite de la petite révolution 

qu1 ont constitué le s  travaux de W. Thurston et sous 11 impulsion de c e lu i-c i ,

11 étude de c e lle s -c i  est de plus en plus passée par la considération de structures 

géométriques sur ces variétés. Ceci a eu pour effet, à la fois de fournir de 

nouveaux outils pour résoudre de vieux problèmes, et d'ouvrir de nouveaux 

horizons vers un monde mathématique neuf. Les tro is parties de cette thèse  

illustrent trois approches su ccessives de cette interaction entre topologie "molle" 

et topologie "rigide" .

En effet, le s  topologues "classiques" ont d'abord commencé à utiliser ces  

idées géométriques comme de simpxes outils pour attaquer des problèmes anciens. 

Dans cet esprit, la combinaison du théorème d 'hyperbolisation de Thurston avec 

le théorème de rigidité de Mostow s 'e s t  avérée particulièrement efficace, notam­

ment en théorie des noeuds (voir par exemple [B S ^ ]) . Ici, dans la première 

partie, nous appliquons ces  techniques géométriques au calcul du groupe de cobor- 

disme des difféomorphismes de surfaces et à un problème de cobordisme de noeuds.

La deuxième partie procède de l'approche inverse, qui consiste à utiliser  

de v ie illes  techniques pour démontrer des résultats sur le s  structures géométriques. 

Par des méthodes initialement développées dans le s  années cinquante, on y montre 

en effet que la structure elliptique des espaces lenticulaires (de dimension 3) est 

unique à isotopie près.

La troisième partie se  déroule entièrement dans le monde développé par 

Thurston, à 1 ' intersection de la topologie, de la géométrie différentielle et des 

systèmes dynamiques. Il s 'ag it  de bien comprendre le  comportement à l'infini 

des variétés hyperboliques de dimension 3 • L ' étude de ce comportement à 1 ' infini 

joue en effet un rôle fondamental dans la preuve du théorème d'hyperbolisation de 

Thurston, et notre intérêt initial était motivé par la volonté de comprendre enfin 

la preuve de ce résultat, que nous avions comme beaucoup de gens utilisé sans
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scrupule pendant de longues années sans en avoir jamais vu une démonstration 

(encore inexistante sous forme écrite à ce  jour) ! Nous démontrons dans cette  

troisième partie l'une des conjectures ém ises par Thurston sur ce sujet, que 

l'on discutera plus loin de manière un peu plus détaillée.

Avant d 'a ller  plus loin, il  est peut-être temps de préciser de quoi l'on  

parle et de définir ce qu'est une structure géométrique. Une géométrie est la  

donnée d 1 une variété X et d ' un groupe de difféomorphismes G agissant transi­

tivement sur X de sorte que le  stabilisateur d'un point (quelconque) soit compact. 

Une structure géométrique de type (G,X) sur une variété M est un atlas différen- 

tiable qui modèle M sur des ouverts de X , dont le s  changements de cartes sont 

des restrictions d'éléments de G , et qui est maximal pour ces  propriétés. Si 

l'on  choisit une métrique G-invariante sur X , c e lle -c i  induit une métrique 

sur toute variété M munie d'une structure géométrique de type (G,X) . Cette 

structure géométrique est complète s i la métrique ainsi définie sur M est com­

plète ; cette propriété est indépendante de la métrique G-invariante choisie sur 

X . Quand X est simplement connexe, une structure géométrique sur M est  

complète si et seulement si elle  est isomorphe à X /T  , muni de la structure 

géométrique évidente, pour un certain sous-groupe T de G agissant librement 

et proprement discontinûment sur X . On pourra consulter [Th^] , [Th^ ] ,

[S co ] pour plus de détails.

Les trois géométries le s  plus simples sont le s  géométries elliptique, 

euclidienne et hyperbolique, dont le s  modèles X sont respectivement la sphère S n , 

1 ' espace euclidien En et 1 ' espace hyperbolique lHn , et dont le s  groupes struc­

turaux G sont le s  groupes d'isom étrie correspondants. En dimension 3 ,

Thurston a montré qu'il n 'y  a essentiellement que 5 autres géométries "maximales", 

ce qui fait 8 au total. Parmi c e l le s -c i ,  c 'e s t  incontestablement la géométrie 

hyperbolique qui est la plus riche, car le s  7 autres ne peuvent apparaître que 

sur des variétés de type très  restreint (voir [Sco  ] par exemple) et aisément 

c la ss if ia b les . L'une des contributions majeures de Thurston a été un résultat 

d'existence de te lles  structures géométriques : Toute variété compacte de 

dimension 3 qui est indécomposable en somme connexe et satisfait une certaine  

condition technique (conjecturellement superflue, et toujours satisfaite par le s  

variétés à bord) admet une décomposition naturelle, unique à isotopie p rès , en 

morceaux admettant chacun une structure géométrique complète. De plus, le s  

structures géométriques que l'on  peut ainsi mettre sur chacun des morceaux 

sont aisément classifiab les à isotopie près (voir par exemple [B S 9 j), à condition
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difféomorphismes de variétés de dimension n . Ce groupe a été calculé pour 

n  s  4  parM . Kreck ([Kr^j ,  [Kr^]) et pour n = 3 parM . Melvin ([Me]) ,  en 

termes de groupes de cobordisme classique et d 1 un certain groupe de Witt. Comme 

presque toujours en petite dimension, le s  méthodes utilisées s'effondrent complè­

tement pour le  cas n = 2 . Il a donc fallu se  tourner vers des techniques plus 

spécifiques, et notre article est un petit "festival" illustrant à peu près toutes 

le s  techniques disponibles en dimension 3 , en particulier : Une version renforcée  

(due à M. Scharlemann) de l'unicité des décompositions en somme connexe, les  

sous-variétés fibrées caractéristiques de K. Johannson ([Jo ]), W. Jaco et 

P . Shalen ( [J S ]) ,  une autre sous-variété caractéristique développée pour le s  

besoins de 1: article, le  théorème d'hyperbolisation de Thurston et le  théorème 

de rigidité de Mostow, la théorie de Nielsen-Thurston des difféomorphismes de 

surfaces (voir [Th^j , [F L p ]) , etc . . . .

Le deuxième article est consacré à un problème de cobordisme de noeuds. Un 
3 4noeud K dans S = ôB est dit rubanné s ' i l  est le  bord d'un disque D plongé

4 v 4dans B de sorte que la restriction a D de la fonction rayon de B n'admette

du moins de réclamer que le s  structures hyperboliques soient géométriquement 

finies (voir ¡.Th^]), ce que 1 ' on peut toujours fa ire .

PREMIERE PARTIE. Cobordisme de difféomorphismes de surfaces et de

noeuds f ib r és .

Cette partie est formée des deux articles [Bo^ j et [Bo^] , respectivement 

parus aux Annales Scientifiques de l ' Ecole Normale Supérieure et aux 

Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society en 1983.

On considère le s  paires (F , f) où F est une surface fermée orientée  

et où f est un difféomorphisine de F ne respectant pas forcément 1 ' orientation. 

On dit que deux te ls  difféomorphismes (F „ ,fJ  et (F ^ ,fJ  sont cobordants s ' i l
I I ¿à Ct A

existe une variété compacte orientée M de dimension 3 et un difféomorphisine f 

de M tels  que ôM = F^ Jl (-F^) et f | ôM = f.|JJL f . Les c la sse s  de cobordismes

ainsi définies forment un groupe noté A
2

, où la loi de groupe est définie par

l'union disjointe I L .  Le premier article est consacré à la détermination de ce  

groupe A2 .

dela définition c i-d essu s , on définit de même un groupe de cobordisme b
n

Si l'on  remplace le  mot "surface" par "variété de dimension n" dans
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aucun maximum local. Pour un noeud fibré K , A. Casson et C. Me A. Gordon 

ont relié  le problème de savoir si K est rubanné ou non à une propriété de 

cobordisme de son difféomorphisme de monodromie ([C G ])c Habituellement, 

le s  problèmes de cobordisme de noeuds sont traités avec des outils algébriques 

et ce théorème de Casson-Gordon n'apporte rien dans ce contexte. Nous avons 

voulu montrer sur un exemple comment, en pratique, on peut effectivement utiliser  

ce résultat pour montrer qu'un noeud fibré n 'est  pas rubanné, si on le  combine 

avec le s  résultats de 1 ' article précédent et d 1 autres méthodes géométriques, 

notamment la théorie des difféomorphismes pseudo-Anosov de Thurston ([Th^] , 

[FLPJ).

DEUXIEME PARTIE. Unicité des structures elliptiques sur le s  espaces

lenticu la ires.

Les espaces lenticulaires sont le s  exemples le s  plus simples de variétés  

de dimension 3 admettant une structure elliptique ou , ce qui est équivalent, une 

métrique riemannienne de courbure sectionnelle constante +1 . Nous démontrons 

ic i que cette structure elliptique est unique à isotopie p r è s .

En fait, le  problème se  ramène aisément à celui de la classification à 

isotopie près des difféomorphismes d'un espace lenticulaire donnée. L 'essen tie l  

de cette partie est donc constitué de l'a r t ic le  [Bo^] , paru à Topology en 1983, 

qui détermine justement ces  c la s se s  d"isotopie de difféomorphismes.

La difficulté technique provient du fait que le s  espaces lenticulaires ne 

font pas partie des variétés dites "suffisamment grandes" ou "de Haken" pour 

lesquelles on sait que deux difféomorphismes sont isotopes dès qu 'ils  sont homo- 

topes. L 'id ée  de la démonstration consiste à montrer qu'à isotopie près l'e sp a ce  

lenticulaire L(p, q) possède un unique scindement de Heegaard de genre 1 , 

c ' est-à -d ire  un tore séparant L(p,q) en deux tores so lid es. Ce dernier résultat 

a été ultérieurement généralisé aux scindements de Heegaard de genre g quel­

conque dans un travail commun avec J . - P .  Otai ( [B O ^  , [B 0 2 J). Les techniques 

que nous avons utilisées (pour g = l) sont largement insp irées de l'a r t ic le  [Sch]  

de H. Schubert sur le s  noeuds à deux ponts, paru en 1956.
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TROISIEME PARTIE. Bouts des variétés hyperboliques de dimension 3 .

On s : in téresse dans cette partie aux variétés hyperboliques de dimension 3 

dont le groupe fondamental est de type fin i. L ' exemple le  plus simple est formé 

des variétés dites "géométriquement finies", qui sont obtenues par recollement
3

des faces d 1 un polyèdre convexe fini de 1H . Ces variétés géométriquement 

finies étant aujourd'hui relativement bien m aîtrisées, on veut mieux comprendre 

les autres.

Etudiant, sous une certaine condition homotopique, le s  variétés hyperbo­

liques de dimension 3 qui sont des limites de variétés géométriquement finies, 

Thurston a montré que c e lle s -c i  ont un certain comportement caractéristique à 

l'infini et a qualifié le s  variétés possédant ce comportement de "géométriquement 

sages" . Tous le s  exemples connus étant de ce type, il a conjecturé que toute 

variété hyperbolique de dimension 3 satisfaisant cette condition homotopique est  

géométriquement sa g e . (La condition homotopique est par exemple réa lisée  si 

le  groupe fondamental de la variété est indécomposable en produit libre.)

Cette troisième partie est consacrée à la démonstration de cette conjecture. 

Un corollaire est par exemple que toute variété hyperbolique de dimension 3 dont 

le  groupe fondamental est de type fini et indécomposable en produit libre sa tis ­

fait la conjecture d'Ahlfors sur la mesure de son ensemble limite, laquelle peut 

être énoncée de la manière suivante : Imaginons un observateur situé dans une 

telle variété, tournant la tête dans tous le s  sens et voyant ainsi une infinité 

d'images de lui-même ; a lors, ou bien ces  images sont denses sur la sphère 

visuelle de l'observateur, ou bien leur adhérence y est de mesure nulle. Cette 

conjecture d'Ahlfors joue un rôle central dans la théorie des déformations quasi- 

conformes des groupes kleinéens, et c ' est ainsi le  premier cas où e lle  est démon­

trée avec des hypothèses purement algébriques (et non géométriques).

Une version légèrement remaniée [Bo^j de cette troisième partie doit 

paraître à Annals of Mathematics.
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4e serie, t. 16, 1983, p. 237 a 270.

COBORDISM OF AUTOMORPHISMS OF SURFACES

B y F r a n c i s  B O N A H O N

Topology is rich in problems whose solutions differ dramatically in high and low 

dimensions. One of them is the cobordism of automorphisms of manifolds : The cobordism 

group of orientation-preserving diffeomorphisms of closed oriented smooth «-manifolds has 

been computed for « ^ 4  by M. Kreck ([KrJ,  [Kr2]), and P. Melvin [Me] proved that his 

results extend to the case where n =  3. When n — 2, Kreck’s invariants are still defined, but 

they are known ([Ca], [JJ]) to be insufficient to determine this cobordism group. We study 

here this last case and compute the cobordism group of diffeomorphisms of surfaces.

More precisely, in a “ geometric” category CAT ( =  T O P,  PL, D IF F ,  . . . ) ,  let us consider 

CAT-automorphisms / :  F" -* F" of closed oriented «-dimensional CAT-manifolds; we do 

not require /  to be orientation-preserving and abbreviate the notation / :  F" F" into 

(Fn, / ) .  Two such automorphisms (F”, ^ )  and (F2, / 2) are cobordant when there exists a 

CAT-automorphism (M "+1, / )  of a compact oriented (n + 1  )-dimensional manifold with 

dM w+I=  F"II  ( — F") and d f = f j l  f 2. The cobordism classes so defined form a group 

A„ (CAT), where the group law is induced by disjoint sum I I . The group A„ (CAT) contains 

a natural subgroup A„+ (CAT), consisting of those cobordism classes that are represented by 

orientation-preserving automorphisms.

In [K rJ  and [K rJ ,  M. Kreck computes An+(DIFF), for 4, in terms of ordinary 

cobordism groups of oriented manifolds and, when n is even, of the Witt  group 

W e(Z, Z )^Z °°  ® (Z /2 )00 © (Z /4 )00 of isometries of free finite-dimensional Z-modules 

equipped with an e-symmetric unimodular bilinear form, where e =  ( —1)1/2 P. Melvin 

proved [Me] that the same formulas remain valid when n =  3, where A3 + (DIFF) =  0. For  
n = 2, there subsists from Kreck’s invariants an epimorphism A2+ (DIFF) W_ t (Z, Z), 

defined by considering for every automorphism (F2, / )  the induced automorphism /*  of 

Hi (F), equipped with the intersection pairing; but A. Casson [Ca], K. Johannson and Dennis 

Johnson [JJ] have independently shown that this morphism is not injective.

Omitting any reference to any category since smoothing theory and the Hauptvermutung 

in dimensions 2 and 3 show that A2(TOP) =  A2(PL) =  A2(DIFF),  we extend here some 

partial results of M. Scharlemann [Sc] and prove :

T h e o r e m  :

A2^Z°° ® (Z /2 )00, A2+ ^ Z 00 ©  (Z /2 )00,

AN NA LES  SCIENTIFIQUES DE L ’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.  -  0 0 1 2 - 9 5 9 3 / 1 9 8 3  2 3 7 / $  5 . 0 0

©  Gauthier-Villars
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(where A ' denotes the direct sum of eountahly many copies of A; the group A„ (P L ) has dearly  

at most eountahly many elements).

As a consequence, every element of A: . with Kreek's invariants of order 4 has infinite 

order in A2.

In fact, we obtain some more information on the structure of A2. Let A1,’ denote the group 

of periodic (PL or DILI ) automorphisms of surfaces modulo cobordism by periodic 

automorphisms of 3-manifolds. We introduce in paragraph 6 a certain set .c/ of 

automorphisms of surfaces, defined modulo isotopy and oriented conjugaey (the strongest 

equivalence relation that can reasonably be considered for the study ofcobordism),for which 

the following holds.

Thlorhm. -  The canonical map A2 x .c/ -+ A: is hijective, and is an isomorphism fo r  a 

suitable group structure on s j .

The group structure of .o/ is simple enough to be easily analized (§7 )  and the group A2 is 

completely determined by considerations on the fixed point set of the periodic 

automorphisms (§ 8). Both groups turn out to be isomorphic to / '  © ( / / 2 ) / , whence the 

computation of A2 follows.

The proofs are geometric and differ completely from those in higher dimensions (in 

particular, there is no intervention of Kreck's invariants). The basic idea consists in 

modifying any null-cobordism to get a new' one in a simple form (§ 5). For this purpose, we 

use a few tools provided by the theory of the geometric splittings of Haken 3-manifolds, 

namely Thurston's  hyperbolization theorem, the characteristic fibered submanifold of 

Johannson-Jaco-Shalen (.sw § 3) and another (simpler) characteristic submanifold whose 

theory is developped in paragraph 2.

The results in this paper were announced in [Bo] (with a few mistakes in the algebraic 

computations). At the same time, A. Edmonds and J. Ewing informed us that they had 

obtained similar results by slightly different methods, using in particular the G-signature 

theorem instead of hyperbolic geometry to prove the injectivity of the map A2 - ►  A2 [EE].

Most of this work was carried out while I was visiting Princeton University; I would like to 

thank here all the members of the Department of Mathematics and especially W. P. 

Thurston, for their kind hospitality. I am also very indebted to L. Siebenmann for his 

contribution by numerous advices to the improvement of the results, the proofs and the 
manuscript. Lastly, I would like to thank R. Penner for carefully reading a first version of 

this paper.

0. Main definitions and conventions

We shall work exclusively in the category PL (-piecewise linear). Nevertheless, the 

proofs could easily be translated to the categories D IFF(  = differentiable C ' )  or T O P  

( =  topological); in this last case, however, periodic maps should be assumed to have a tame 

fixed point set.
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All manifolds will he compact and orientable. This rule admits a unique exception, 

almost always explicitly specified when needed, for non-orientable compact surfaces occuring 

as bases of fibrations or quotient spaces of finite group actions on (orientable) surfaces.

An exponent often indicates the dimension of the manifolds considered. But let the 

reader be warned that, except for this extra information on the dimension, no difference has 

to be made between the notations M : and M. However, this exponent is never omitted for 

traditional notations of some classical manifolds, such as the 2-sphere S2, the 2-torus T 2, the 

projective plane WP2, the hyperbolic plane Hi2, etc.

When the opposite is not explicitly specified, every submanifold N c M  of positive 

codimension is assumed to be properly embedded, i.e. such that N n r M = r N .  For a 

codimension 0 submanifold, it is required that its frontier 6N ■-= rN  -  rM  be a codimension 1 

properly embedded submanifold of M.

A 1-submanifold C 1 of a surface F* is essential when, for every base point, the 

homomorphisms Tij (C) - ►  ti, (F )and  n, (C\ rC)  - ♦  n:t (F, rF )  are injective. Equivalently, C 

is essential when there does not exist any disc I )2 a  F with 6D = dD — cV  a component of C 

(with or without boundary).

A compression disc for F 2c M 3 is a disc D 2e M 3 with L )n  F = £D; note that D is not 

properly embedded in M. Such a compression disc is effective when r D  is essential in F.

A surface F 2c :M 3 is incompressible when:

( 1 ) F admits no effective compression disc.

(2) No component of F is a sphere bounding a ball.

Similarly, a c-compression disc‘for \ 2 M 3 is a disc D 2 c  M 3, not properly embedded, such 

that D n  F is an arc contained in r l )  and r D -  F =  D n r M .  Again, D is effective when 

D n  F is essential in F.

A surface F 2c M 3 is boundary incompressible, or c-incompressible, when :

(1 ) F does not admit any effective r-compression disc.

(2) No component of F is a boundary parallel disc, i.e. there does not exist any ball 
B3c  M 3 with ÔB a disc component of F 2.

The surface F 2c M 3 is essential when it is both incompressible and ¿-incompressible.

Two closed surfaces F 2 and G 2 c  M 3 are parallel when they are disjoint and separated by a 

collar ^ F  x l .  This definition extends straightforwardly when F or G consists of 
components of rM .

The manifold M 3 is irreducible when it does not contain any incompressible sphere, i.e. 

when every sphere X2 c= M 3 bounds a ball in M 3. It is boundary-irreducible or d-irreducible 

when ¿-M is incompressible (extending the definition of incompressibility to boundary 

surfaces), i. e. when no component of M is a ball and there does not exist any disc D 2 c= M 3 

with c D essential in rM .

Lastlv, we often make use of the following construction: Given a codimension 1 

submanifold N " c M ,|f \com pactify  M -  N by adjunction of a copy of the normal S°-bundle 

of N in M, with the obvious topology. The new compact manifold so constructed is said to 

be obtained by splitting M along N, or by cutting M open along N.
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I. A„(( AT) as a graded group

I he kcv result of I his paper will he I heorem 6.1. where we shall obtain a natural splitting 

ol A ,. h\ geometric methocis that are peculiar to the dimension considered. However. easv 

connectivity considerations already prov ide a decomposition of A„(CAT) into a direct sum of 

“ smaller" cobordism groups. This section is devoted to this last decomposition. The 

corresponding results w ill have no effect on the geometrical part of our study of A: . and w ill 

not be used until we resume algebraic computations in paragraphs 7-8.

For notational convenience, we agree to omit any explicit reference to a category CAT 

(assuming a choice fixed for the whole section) and will henceforth abbreviate A„(CAT) 

by A„.

( onsider an automorphism / of an oriented manifold F ”. To characterize the action o f /  

on the components of \ \  we construct a weighted graph y(F, / ) in the following way: The 

vertices of y ( F , / ) correspond to the components of F; an oriented edge joins the vertex 

associated to F, to the vertex associated to / ( F , )  and this edge is weighted by the 

svmbol l or -  according as / | F, preserves or reverses the orientations induced by F. Note 

that each component of y(F, / ) is homeomorphic to S 1 as a topological space and is 

coherently oriented by the orientations of its edges; call such a graph (homeomorphic to S 1, 

coherently oriented and with a weight -f or -  on each edge) a weigh led closed chain.

If there exists an automorphism (VT~ 1, j ) such that F " c r M ni 1 and j -- / | F, the natural 

map y (F, f ) -> y(M, /) is, above its image, a covering map respecting the orientations and 

the weights of the edges. It is therefore natural to identify two weighted closed chains y , and 

y2 when there exists a covering map - ►  y, respecting the orientations and weights of the 

edges; let F denote the quotient of the set of weighted closed chains by the equivalence 

relation generated by these identifications, i.e. the equivalence relation defined by the 

property that y ^ y '  when they are joined by a sequence of weighted closed chains and 

covering maps (respecting weights and orienta tions) such as:

F.very automorphism (Fn, /  ) naturally splits into 1 1 (F", / Y), where each component of
;< I

y ( F v, J •() is in the class y e  F. For every ye  F, let A,ly be the subgroup of those cobordism 

classes in A„ that are represented by automorphisms (Fn, / ) where every component of 

y(F, /  ) is in y e T .  The definitions are designed so that, for the natural map:

T hiorlm 1.1:

Afi = © Any. □  
1

y

y 1

rv

y-2
fw
y-3

ni- 1

n

y
I
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C all a weighted closed chain primitive when it is not a covering (respecting weights ant:

orientations) of another chain. For instance. ■ + is primitive, and + + is not

since it is a covering of*

+

Lhmma 1.2. -  Each elass in F eon tains a unique primitive weighted closed chain.

It will often be convenient to identify an element of F with a primitive weighted closed 

chain.

Proof o f Lemma 1.2. -  It is sufficient to prove that every weighted closed chain y is the 

covering of a unique primitive weighted closed chain y. But such a y is naturally identified 

with the quotient of y by its (cyclic) symmetry group. □

The two simplest (primitive) weighted closed chains are and

respectively denoted by -I- and - .  Note that / preserves (resp. reverses) the orientation of b 

precisely when y ( F , / ) e  + e F  (resp. y ( F , / ) e - e I ) ,  and that these notations are 

compatible with the definition of A„. in the introduction.

If y e  T is considered as a primitive weighted closed chain, let v(y) denote its number of 

vertices and let its signature a ( y ) e  Z /2  L be the number of its edges that are weighted by -  

(mod 2).

Choose a vertex v of y and consider an automorphism (F'\  J ) such that each component of 

y ( F \ / )  is in the class y e F .  There exists a covering y ( F , / ) - > y ,  which induces a 

projection from F to the 0-skeleton of y; let G" be the inverse image of v by this projection and 

let g be / V(Y>|G. Then, up to (oriented) conjugacy, F splits into the disjoint union of v(y) 

copies of Ci, suitably oriented, where / sends the i-ih copy to the (/ + 1 Mhcopy by the identity 
(1 s  / < v( y )), and the last copy to the first one by#. Moreover, the orientations of the copies 

of G are determined by the weight* of the edges of y and g is orientation-preserving (resp. 

-reversing) if cr(y) = 0(resp. 1). Conversely, such a ( G \  #). with g orientation-preserving or 
-reversing according as a (y )  = () or 1, is associated to a unique ( F \  / ) ,  up to oriented 
conjugacy, where each component of y ( F , / )  is in y e F .

This proves :

Thi ori  vi 1.3. -  The group A ny is isomorphic to A„ * when cr(y) = 0 and to A„_ when 

a ( y ) = l .  □

Remark. -  For a different choice of v in the above construction, the isomorphism 

Any = Anf or A„_ is just changed by composition with X m  + X. When a ( y ) = l ,  this 

isomorphism is even quite canonical since the orientation-reversing automorphism g realizes 

a conjugacy between (G, g) and ( - G ,  g).

By Theorem 1.1 and 1. 3, An is the direct sum of infinitely many copies of An and A„ . If 

we want to enumerate all these copies, or equivalently the elements of F, it is useful to know 

for every m the number (m) [resp. c (m)] of primitive weighted closed chains y for which 

v(y) = m and a (y )  = () (resp. 1). Let c{m) be c . (m) + c (m).
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LtMMA 1 . 4 . — The numbers c(m) and e (m) are respectively determined by the induction 

relations :

X <*■(</) = 2M,
,/ m

X 2k dc (2k d) = 2m 1, where m = 2k I with I odd.
j'i

Proof. -  Just note that me(m) [resp. me (m)J is the number of maps 

{ 1 , 2 ......... m} - ►  { + , -  j without any period (resp. and with signature 1). □

Applying the Mòbius inversion formula (.svHbr instance |H W). $ 16) to the expressions of 
1 .4, we can get explicit formulas for c(m) and < ini). Recall that the Mòbius function 

|i : - ►  { — 1,0,1 } is defined by the property that [i(m) = 0 when m is a multiple of a square 

and \i(pxp 2. . p r) = ( — 1 )r when the primes p x, p 2, • • •, Pr are distinct (jj.(1) =  ( — 1)°= 1).

C o r o l l a r y  1 . 5 .

c { m ) = X- Y^ \ i {d ) 2md,
mj\m

c_( m) = ---  X  | i (d) 2m d, where m = 2k I with I odd. □  
2 m d\i

P r o p o s i t i o n  1.6. — / / ( F n, / )  represents X e An, the minimum number o f components o fF  is 

©  v(y), where p y : A n -> A ny is the projection defined by Theorem 1.1.
aMX)#o

Proof -  The automorphism ( F , / )  naturally splits into JJ  (FY, / Y), where each component
y

of y(F  v f y) is in the class y e  T. Now, the number of components of F Y is a multiple of v(y) 

and is non-zero when p y( X ) ^ 0. The above expression consequently provides a lower 

bound for the number of components of F.

To check that this lower bound is actually a minimum, assume, without loss of generality, 

that Fy =  0  whenp y (X) =  0. If F y *  <D, consider (G r  g y) associated to (FY J y) as in the proof 

of 1.3 and select in G Y a finite number of disjoint pairs of points { a ', a ' '  } such that, after 

isotopy, g y acts on these pairs by permutation (another property will be required for these 

pairs later).

Let N n+ 1 be the manifold obtained from G" x I by glueing a 1-handle along each pair 

{ a ',  a ' '  } x { 1}. The automorphism g y x I of G Y x I extends to an automorphism g y of 

N "+ 1 (here we use the fact that g y preserves or reverses the orientation of G y). Identifying 

(G r  £ y) with ( - G 7 x {0}, ¿ J G 7 x {0}),  let G ;  be c N y- G y and g\  be g y \ G y. By 

construction, (G Y, g y) is cobordant to (G r  # Y).

Let (Fy, / y), with the property that each component of y (FY,y  Y) is in y e F, be associated 

to (G y, g y) as in the proof of 1.3. By 1.1, (FY, f y) is cobordant to (FY, / Y). Moreover, for 

a good choice of the pairs { x \ , a ' '  }, G Y is connected and F Y consequently has exactly v(y) 

components.
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When /;.,(X) = (), define F, to be 0 .  We have now constructed an automorphism 

’>) ) = Lll^'yv/ \ )  representing X such that the number of components of (F!r  j \ )  is 0
Y

if /)..(X ) = 0 and v(y) otherwise. This ends the proof. □

2. The characteristic compression body

Let a compression body be any 3-manifold V3, together with a partition c?V = r (,VLI c;, V of 

the components of its boundary into an "exterior" and "interior" part, such that no 

component of the interior part r, V is a sphere and the triad (V; c e V, r, V) admits a handle 

decomposition with only handles of index 2 and 3. When F 2 is a closed surface, a 

compression body fo r  F is, by definition, a compression body V for which c e V =  F\

Compression bodies occur naturally in the following fundamental example: In an 

irreducible manifold M 3, let D 2 c= M be a collection of disjoint compression discs for <5M. If

V is the union of a regular neighborhood U o f D u  dM  and of all the components of M -  U 

that are balls, then V is a compression body for cM; indeed, (V; ¿M, c V - c M )  clearly admits 

the required handle decomposition, and no component of ¿ V - d M  is a sphere by 

irreducibility of M. This is the example that justifies the terminology for the exterior and 

interior boundaries c\,W and c, V.

Note that a handlebody (i. e. a “ pretzel") is just a connected compression body with empty 

interior boundary. As a matter of fact, the behaviour of compression bodies is very similar 

to that of handlebodies, in that sense that many properties of handlebodies extend naturally 

to compression bodies (.sw Appendix B).

T h e o r e m  2 . 1 .  — Let M 3 be irreducible. There exists a compression body V3c M  fo r  ¿M, 

unique up to isotopy , such that M — V is c-irreducible (and irreducible).

Remarks. — (1) From the uniqueness of V, it follows that every automorphism of M 

preserves V after isotopy. For this reason, in later sections, we shall call V the characteristic 

compression body for 5M in M, or simply the characteristic compression body oJ M  (recall 

that, in a group, for instance, a subgroup is characteristic when it is preserved by every 

automorphism of the group).

(2) Theorem 2.1 does not assert that the decomposition of (V; cM, 8V) into 2- and 3- 

handles is unique up to isotopy, or that one such decomposition is preserved by every 

automorphism of M. As a matter of fact, these properties notoriously fail when M = V is a 

handlebody.

(3) The manifold M - V  is obviously irreducible since M is irreducible and every 

component of V contains a component of <:M.

To clarify the notion of characteristic compression body, we give some equivalent 

definitions before proving Theorem 2.1.
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Proposition 2.2. -  Let M 3 be irreducible and let V3c:M be a compression body for  

cM . The following conditions are equivalent :

(a) M — V is c-irreducible.

(b) The frontier ÔV is incompressible in M.

(c) Every surface in M that consists of discs can be isotoped inside V.

(d) Every compression body V' c= M fo r  c M can be isotoped inside V (/. e. V is "universal").

Proof o f (a) o  (/>) => (<•) o  (rf). -  We delay the proof of (d) => (/?) until the end of that of 

Theorem 2.1.

The equivalence (a) o ( b )  follows from the fact that ÔV = <?,- V is incompressible in V, which 

is easy to check [for every base point, the map tt, (r, V) - ►  n l (V) is injective].

To prove (b)=>(c), suppose 8V incompressible and let D be a surface in M whose 

components are discs. After isotopy, we can assume that the intersection of D and 8V is 

transverse, and that the number of components of D n  ÔV cannot be reduced by any such 

isotopy. If D n 6 V  =  0 ,  then D c V  (since i D c r M c V )  and the conclusion sought 

holds. Otherwise, there exists an innermost disc D 'czD  such that D ' n 6 V  = dD'. The 

curve ÔD' bounds a disc D " in the incompressible surface 6V, and the sphere D' u  D" bounds 

a ball B3 in the irreducible manifold M. But we should then be able to define, by ' ‘crushing” 

B, an isotopy of D that decreases the number of components of D n  5V, which would 

contradict our hypothesis. The case D n  ô V #  0  cannot therefore occur, and this ends the 

proof of (6)=>(c).

Any surface D in M whose components are discs is contained in a compression body 

V' c  M for 5M (see the fundamental example at the beginning of this section ). It follows that 

(</)=> (c).

To show that (c) => (d ), consider a compression body V' c  M for c?M and assume V satisfies 

(c). There exists disjoint balls B, inside V and a disjoint union D of discs in V' such that

¿ D c t f M  and V' — ( \ j  B J  is a regular neighborhood of D u  cM: For some decomposition of
I

(V'; <3M, SV') into handles of index 2 and 3, let the B, 's be the 3-handles and D consist of the 

cores of the 2-handles (extended to rM). By (r), D can be isotoped inside V and, after

isotopy, V' — (U  B,] can therefore be assumed to be contained inside V. In particular, each

sphere ôB, is now in V. From the irreducibility of V (which we immediately prove in 

Lemma 2..3 below) follows that the B,'s lie in V. Consequentely V 'c V .  □

L e m m a  2.3. — Let V be a compression body. Then V is irreducible and every closed 

connected incompressible surface F in V is parallel to a component of r, V.

Proof o f  Lemma 2 . 3 . -  There exists a surface D in V, with CD c= ¿?M, which consists of discs 

and splits V into a manifold V isomorphic to the disjoint union of r, V x I and of some balls 

(the components of D are the cores of the 2-handles for a decomposition of V into handles of 

index 2 and 3 ). By definition of compression bodies, no component of r, V is a sphere and V 

is therefore irreducible (consider its universal covering). The proposition (1.8) of [W aJ  

then implies that V is irreducible.
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genus of F for the canonical injection of in We order the complexities by

lexicographic order (from left to right). When the two surfaces F and F' are connected, 

c (F ) < c (F' ) just means that F has smaller genus than F \

Now, in the above situation, c(r, V ) < r ( r t. V).

Since the set of complexities ( =  the set of finite ^-valued sequences) is well-ordered, the 

sequence (V,) must needs stop, and there exists therefore some n lor which M —Vn is c- 

irreducible (and irreducible).

To prove the uniqueness, consider two compression bodies V and V ' c M  for cM with 

M — V and M — V' c-irreducible. By condition (d ) of Proposition 2 .2  [we have proved that

(a) => (d)]> we may assume that V' o  int V. The surface ÔV' is incompressible in M [since we 

have proved (a) =>(b) in Proposition 2.2], and therefore in V; by Lemma 2.3,  each of its 

components is consequently parallel to a component of c ( V =  ÔV in V. It follows then from 

a connectivity argument that V -  V' =  6V x I ^  SV' x I; the compression bodies V and V' are 

then isotopic. □

Proof o f  Proposition 2 .2  (end). -  We only need to prove that (d) =>(b). Consider V 

satisfying condition (d). We know that there exists in M a characteristic compression body 

V' for r;M which, by condition (J), we can assume contained in int V. We have now two 

compression bodies V and V'<= M for rM ,  with V'c iint V and 6V' incompressible in M (and

V ). Noting that this is exactly the situation we encountered in the proof of the uniqueness of

where cy(¥)  is the number of components of genus g of F. The complexity <-(F) 

characterizes the topological type of F. Note that, when F is connected, e(F) is just the

c-(F) = (...,<*,(F), (F), <*0(F ) )eM \

If F is a closed connected incompressible surface in V, it can be, as in the proof of (a) => (<*) 

in Proposition 2.2, isotoped so that F n l )  = 0  (since V is irreducible). Let F still denote its 

image in V. By the classification of incompressible surf aces in r, V x I ([Wa2], Proposition 

3.1), F is parallel to a component of Ct V in V, and therefore in V. □

Proof o f Theorem 2.1. -  To establish the existence of a compression body V <= M for c M 

with M — V c-irreducible, begin with any compression body V0 c  M for c M (for instance, the 

union of a regular neighborhood of rM  and of the components of M that are balls). If 

M -  V0 is not f-irreducible, there exists a disc D properly embedded in M -  V() such that r D  

does not bound any disc in 6V(). Let then V, be a regular neighborhood of V() u D i n M ,  

and let Vj be the union of Vi and of all the components of M -  VJ that are balls. The triad 

(V, ; ('M, 6Vj ) has clearly a handle decomposition with only handles of index 2 and 3, and no 

component of 6Vj is a sphere (recall that M is irreducible); \ l is therefore a compression 

body for rM . By the same token, we can define a sequence V0 c  Vj c  V2 c  . .  . of 

compression bodies for rM  w'hich stops only when we reach a compression body Vn for c M 

with M -  Vn r-irreducible (and irreducible).

Remark that 8V, + , is “ simpler" than 6V, in some sense. To make this precise, we use a 

well-known complexity of a closed orientable surface F, namely the x-tuple:
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V', the same argument as above shows that V and V' are isotopic. In particular, 5V is 

isotopic to the incompressible surface 8V \ which ends the proof. □

3. Essential annuli and tori

We saw in the last section that there exists in an irreducible manifold M 3 a compact 

codimension 0 submanifold which "engulfs” by isotopy all the discs in M. A similar 

engulfing phenomenon occurs for essential tori and annuli, and involves the characteristic 

submanifold defined by K. Johannson [Jo], W. Jaco and P. Shalen [JS].

P r o p o s i t i o n  3.1. — Let  M 3 be irreducible and d-irreducible. Then there exists a 

submanifold1̂ 3, unique up to isotopy and called the characteristicfbered submanifold, fo r  

which the following conditions hold.

(1) Every component W 1 o f W can be equipped with, either a Seifert fibration fo r  which 

n 8 M  is vertical, or an l-bundle structure over a surface (possibly non-orientable or with

boundary)for which W 1 n  <3M is the total space o f the corresponding dl-bundle; moreover, the 

pair (W l5 W A n  3M) is never isomorphic to (T2 x I, T 2 x {0}).

(2) The frontier  5W is essential and none o f its components is parallel to a component o f  3M.

(3 )  For every component M 0 o f M — W, the union W u  M 0 does not satisfy (1).

(4) Every submanifold W' satisfying (1) and (2 )  can be isotoped insideVI. □

P r o p o s i t i o n  3 . 2 .  — With the data o f Proposition 3 .1, the characteristic fibered 

submanifold W satisfies also:

(5 )  Every essential annulus or torus which is not parallel to a boundary component can be 

iso toped inside W.

(6) Each component o f M — W which does not meet d(5W) and is different from  T 2 x l  is 

a toroidal and anannular.

(7) Every automorphism o f  M preserves W up to isotopy , □

Remarks. — (a) For property (6), recall a manifold is anannular if it contains no essential 

annulus and is a toroidal if every incompressible torus in it is parallel to a boundary 

component.

(b) Our characteristic fibered submanifold is, for convenience, slightly different from the 

characteristic submanifold in [Jo] or [JS]: To recover the latter, add to the former regular 

neighborhoods of the components of dM  that are tori.

Our interest in trying to confine in some submanifold all the essential discs, tori or annuli of 

M 3 is motivated by the following corollary of Thurston’s Hyperbolization Theorem [Th3] 

and of M ostow’s Rigidity Theorem ([Mo], [Pr]).

P r o p o s i t i o n  3 . 3  (Thurston). — Let  M 3 be irreducible, d-irreducible, atoroidal and 

anannular. I f  furthermore, each component o f  M contains an essential surface (which is 

always satisfied by components with non-empty boundary), then every automorphism g o f  M is 

iso topic to a periodic automorphism.
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Proof o f Proposition 3 . 3 . -  Let r ,  M denote the union of the boundary components of M 
which are tori. Under the hypotheses of the proposition, Thurston's  Theorem asserts that 

(M - r T M) admits a complete hyperbolic structure with finite volume and totally geodesic 

boundary. Consider then the double M obtained by glueing two copies of M along 

(cM - r ,  M ). The hyperbolic structure on (M - f T M ) defines then a complete hyperbolic 

structure with finite volume on ( M - r ,  M), for which the exchange involution x is an 

isometry.

Identify M with one “ ha lf '  of M. The automorphism g lifts to an automorphism g of M 

which commutes with x and coincides with g on M c M .  By Mostow's Theorem, g is 

homotopic to a (unique) autom orphism # ' that is isometric on ( M - r , M ) .  The 

autom orphism #' is periodic (the group of isometries of a complete finite volume hyperbolic 

manifold is finite) and commutes withx (by uniqueness in Mostow's Theorem). It defines 

therefore a periodic automorphism#' of M. Moreover, g a n d g '  induce the same outer 

automorphism o n r c j iM J c T i^ M )  and, by ([Wa2], § 7), g and g' are therefore isotopic. □

4. Two lemmas on periodic maps

P r o p o s i t i o n  4.1. -  Let V be a compression body andg be an automorphism o fV  which is 

periodic on c\. V. Then g can be deformed to a periodic automorphism by an isotopy fixing r t. V.

Proof — Recall that the complexity of a closed orieniable surface F is the x-tuple: 

c(F) = (. . ., c g ( F l  . . ., c‘2 (F), Cj (F), c0(F))e !V \

where cg(F) is the number of components of genus g of F, and that the complexities are 

ordered by lexicographic order. It is easy to check that c(r,  V )^ c  ( r t, V). We will prove 

Proposition 4.1 by induction on c (V) = r ( r t, V ) - c  (r, V), which measures the “ difference" 

between 5e V and c i V. Note that c(V) belongs to the subset of the elements of ZN that 

are ^  ( . . . ,  0, 0)for lexicographic order (from left to right) and that the induction is possible 

since this set, albeit much larger that is nevertheless well-ordered for lexicographic order.

If c(ce V) =  c (c t V), then V is isomorphic to c t V x I, where <?, V corresponds to c t V x {0} 

by this isomorphism. By ([Wa2], Lemma 3 .5 ) ,#  can be deformed to(g | c t V x { 1 } ) x Id, by 

an isotopy fixing c e W = 6 t V x { 1}, whence the property follows.

In fact, this argument also holds (by a classical result on balls) when c (V)e  M°* c Z \  In 

this case, indeed, V is isomorphic to the disjoint union of c t V x I and of c0 (ce V) balls.

Assume now Proposition 4.1 proved for every compression body V' such that 

c (V ')<c (V). The crucial step in the induction is the following.

Li;mma 4.2. — Under the hypotheses o f Proposition 4. 1 and i f c ( \ ) t  fV:° \  /. e. i f \  requires 

at least one 2-handle in a handle decomposition oJ'(V\ r ,  V, r, V), then there exists a simple 

closed connected curve C in c e V which bounds a disc in V but not in c t, V and such that, for 

each a?, either # n(C) = C ^ " ( C ) n C  = 0 .
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We assume Lemma 4 .2  for the while and go on with the proof of Proposition 4.1. Let D 
he i s\stem of disjoint discs in V whose boundary ih # ”(C). By the usual intersection

reduction methods. D is unique up to isotopy fixing V. The automorphism g can 

therefore be deformed, by an isotopy fixing f t. V, so that # (D ) = D a n d #  | D is periodic. Let 

then V be the manifold obtained by cutting V open along D a n d #  be the automorphism of V 

induced by g. The manifold V is still a compression body ( .w  Corollary B . 3 in 

Ap oendix B), t (r, V) = r ( f , V) and r ( f (, V )<  c(f,. V). Apply then the induction hypothesis 

to and glue back together the deformation of g so obtained to conclude the proof of 

Proposition 4 .1,  granting Lemma 4.2. □

P m of o f Lemma 4.2. -  It is here useful to leave the PI. category and equip V with a smooth 

stri cture for which g is a ditl 'eomorphism (after isotopy f ixingf(. V). To do this carefully, 

begin with deforming# so that it is periodic on a neighborhood U of r v V, then equip U with a 
smooth structure for which the restriction # | U  is a difl'eomorphism (smooth first a 

neighborhood of the fixed points of the non-trivial iterates of g\ U, and lift afterwards an 

apf ropriate smoothing of U/#),  extend to V the smooth structure on U and, lastly, compose 

g w th a small PL isotopy fixing a neighborhood of c t. V. Note that the existence of a smooth 

rather than PL curve C satisfying he conditions of L enm a  4 .2  provides a PL curve with the 

san e properties, by lifting to f,. V a small perturbation of (1Jg n(C))/g in (<\,V)/#.
n

I here exists on f\. V a Riemannian metric of locally constant curvature + 1.0 or - 1  for 

which the restriction o f#  is an isometry (.v<v for instance [Th2], Proposition 13.3.6; [the idea 

consists in choosing a suitable sir gular metric on the quotient (f  t, V)/#]). For this metric, 

eac.i component f () V off,. V can be isometrically identified with the quotient of S2, U2 or H 2 

by :.ome discrete group of isometrics isomorphic to n { ( f0 V). If f 0 V is not a sphere, the 

n u n b e r  of closed geodesics in f 0 V with length smaller than K is finite for every constant 

K > 0 [otherwise, using a fundamental domain, one easily checks that n l ( f0 V) would not be 

discrete as a subgroup of isometrics of x 2 or } J2]. There exists therefore a simple closed 
geo lesic C in f V  which is length- nmimi/ing among all the simple curves bounding a disc in

V hut not in f t. V [such curves exist because c(V)£ hJ,o;]. We are going to show that C 

satisfies the desired condition.

Since g is an isometry on c t. V, the curve # n(C) is, fo * every n , a geodesic with same length 
as C; in particular, either # M(C) = C or the ntersection of C and g n(C) is 

trai sverse. Considering n such that # n( C ) ^ C ,  we want to prove that C does not meet 

#"{<'). By hypothesis, C bounds a disc D in V and #"(C) bounds D' = # n(D). By a slight 

perturbation of D' [after which perhaps D V # n(D)], the intersection of D and D' can be 

assr.med to be transverse.

Suppose in quest of a contradiction that C meets # n(C). There exists then an arc A' 

con ponent of I ) n  D' which splits I) into two half-discs D, and D 2 and D' into DJ and 

D 2. Without loss of generality, we can assume the length of f D j  - k  minimum among all 

the possible choices for A , D , .  D 2; in particular, this implies that D, meets no arc component 

of I ) n  I)' dilferent from A, and that the length l ( CD l -A) is not greater than / ( f D 2 -A), 

and therefore than l / 2 / ( f D ) .  C onsider then the two singular discs D, u  I)', and



£>! vj I ) 2 . By the above remarks, their boundaries are simple closed curves (with two 

corners) and:

/(r (I ), u  D',)) + / ( r (D ,  u I ) ; ) )  =  2 / ( r D ,  -A )  + / ( rD ')  ^ / ( r D )  + / ( r I V ) ^ 2 / ( C ) ,

which implies that the length of one of them, say Dj u  D , , is at most /(C). By considering 

its lifting 1 0  the universal covering of the component of c e V that contains it, r ( D j  u  D 'J  

cannot bo and any disc in r t. V (otherwise, two distinct geodesics of 1R2 or H 2 would meet in at 

least two points); also, Dehn's lemma implies tha t£  ( D , u  C*i) bounds a non-singular disc 

in V. But, by rounding the two corners of c (Di u  D i ), one could then construct a smooth 

simple closed curve, bounding a disc in V but not in c\, V, that is shorter than c (D j u  DJ), 

and therefore than C. This would contradict the definition of C and shows therefore that 

( ’n ^ " ( ( ’) = 0  i f £ n( C ) / ( \  □

Proposi noN 4.3. — Let F be a closed connected surface, possibly non-orientable, different 

Jrom S2 and UP2, and let F x I denote the orientation I-bundle over F. i fg  is an automorphism 

of the manifold F x I that is periodic on th? boundary, then one o f the two following assertions 

holds (poss'bly both).

{a) There exists a periodic automorphism g' o fF  x I which coincides with g on the boundary.

(/?) F is c torus or a Klein bottle and, fo r  every n and each boundary component preserved by 

g n% the restriction o f g n to this torus is a translation (perhaps the identity).

Remarks. -  (1) In (¿>), we mean by translation of a torus any automorphism that lifts to a 

translation of U2 for some identification of this torus with IR2/ Z 2.

(2) In (a), one could moreover show that g' is isotopic to g by an isotopy fixing the 

boundary.

Proof -  Assume first that F is orientable (F x I = F x I ), that its genus is at least 2 and that 

g does not exchange the two boundary components. Let # 0 (resp. £ j)  denote the 

automorphism of F defined by the restriction ofg to F x { 0 } (resp. F x { 1 j ), for the standard 

identifications. To prove (a), it is sufficient to show that is conjugated to g { by an 
automorphism isotopic to the identity. For this, equip F with a (smooth) conformal 

structure n 0 (resp. m x) for which g 0 (resp. g {) is conformal (by averaging some 

metric). Teichmiiller theory ([TeJ,  [Te2]) asserts then that every h o m e o m o rp h ism /o f  ¥, 

considered as a mapping from the Riemann surface (F, m0) to (F, w j ,  is topologically 

isotopic to i unique homeomorphism cpr with constant dilatation (which measures at each 

point the distortion between the two conformal structures m0 and (pj-mj. Since m0 

(resp. m x) h preserved by g 0 (resp. g x) and since g 0 and g l are homotopic (and therefore 

isotopic), it follows from the uniqueness of the Teichmuller mappings that:

-  22 -

0£«id<P

The homeomorphism <pId realizes therefore a conjugacy from g 0 to g {, and is isotopic to the 

identity. Ey a small perturbation of (pId (consider the quotient spaces F /g 0 and F / ^ ) ,  we 

can lastly find a PL automorphism with the same properties. (I am indebted to 

L. Siebenmann for this short proof.)
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If F is a torus and still g does not exchange the boundary components,  it is easy to classify, 

up to conjugacy by isotopies, all the periodic automorphisms of F (consider the quotient 

space, or more precisely the quotient “ orbifold", in the sense of [Th2], § 13.3). Since g 0 and 

#, are homotopic, it then turns out that they are conjugate by an isotopy, unless they are both 

homotopic to the identity, in which case (/)) holds. This ends the proof in this case.

Consider now the case where F is not orientable. Identifying F with the section 

F x j 1 /2 ¡ c F x I ,  we can deform g by an isotopy fixing the boundary so that # (F)  = F 

([Wa2], Lemma 3.5; only the case where the base of the I-bundle is orientable is explicity 

stated there, but the non-orientable case is similar). Then, g defines outer automorphisms 

of the groups below which preserve (up to inner automorphisms) the exact sequence:

0 - ►  7ij (F x f  \ ) - ►  n j (F x I ) ^  7i, (F ) - ►  I ¡2 —► 0.

Since# is periodic on F x c I, it follows that the outer automorphism of ti, (F) defined by g;J. 

has finite order. By Nielsen's Theorem [Ni2], g , is then isotopic to a periodic map and we 

can therefore isotop g so that it perserves F x [ l / 4 ,  3/4] and that its restriction there is 

periodic. To end the proof, it is then sufficient to apply the study of the orientable case to 

F x (I ]1 4. 3 4( ) = ( F x r l  ) x I.

The proof is similar when g exchanges the boundar> components of 1- x l  (F is then 

orientable). By lW a2], Lemma 3.5, we can assume th a t# (F )  = F where F is identified with 

F x { 1 ¡2 j. As above, g can be made periodic on F x [ 1 /4, 3/4] and we end the proof by- 

applying l he previous case to F x [0, 1/4] and F x [ l  , 4. 3/4]. f .

5. Splitting of cobordisms

The principal tool for our analysis of A2 is Proposition 5.1 below. This section is 

devoted to its proof.

Proposition 5. 1. -  // (F2, / )  is null-cobordant% it hounds an automorphism (M 3, / )  where 

M splits into three pieces V3, M 3 and Mp, preserved by f  such that:

(1 ) V is a compression body fo r  rM  and M — V = MjU M p

(2) M, is an I -bundle over a closed, possibly non-orientable, surface.

(3) The restriction o f f  to M p is periodic.

Remark . — In Proposition 5.1, there does not in general exist any handle decomposition 

of V that is preserved by /  For instance A. Fathi and F. Laudenbach [FL] have 

constructed an automorphism ( P \ /  ) = r (V , / ) where / is pseudo-Anosov and V is a 

handlebody; i f /  preserved any handle decomposition of V, the automorphism /  would be 

reducible and could not be pseudo-Anosov.

To prove Proposition 5.1, we need some preliminary results.

L h m m a  5.2. -  // (F2, / ) is null-cobordant, it bounds an automorphism (M 3, / )  with M 

irreducible.

Proof. -  See Appendix A. □



Say that ( K f 1) compresses to ( F ; , / 2) if (Kg,y'j)Li ( - F 2v/ 2) bounds an automorphism 

(V3, / )  such that V is a compression body for F, (i. c. f V  = F, and f , V = -  F 2). Note that 

if ( F , , / , )  compresses to (F 2, / 2) and (F 2v/ 2) compresses to (F 3v/ j ), then ( F , ) compresses 

to (F v / J .

Limma 5.3. -  // (Ff, / j )  is null-cobordanL it compresses to an automorphism ( F ; , / 2) 

hounding some (M 2, / 2) u here M 2 is irreducible and f -irreducible.

Proof. -  By Lemma 5.2, ( F lv/ , ) bounds (M 3, f \ ) with M, irreducible. Consider then 

the characteristic compression body V of M, [cf. §2), which we can assume preserved b y / ,  

(Theorem 2.1) and take (F 2v/ 2) = ( - 6  V. /, |8V). □

Recall that an automorphism (FJV/ ) is reducible when there exists an essential 1- 

submanifold C 1 such that / ( C)  - ( up to isotopy.

Ll.mma 5.4. Any automorphism (I f. /, ) compresses to an automorphism (F 2v/ 2) wi t h j : 

irreducible.

Proof. -  If /, is reducible, it preserves after isotopy an essential submanifoldC 1 of 

F 1. Let (F 2, / 2) be constructed from (F,,  / , ) by performing a 2-surgery along each 

component of C and deleting the spherical components of the surface so obtained. Then 

(F,,  / , ) clearly compresses to(f*2v/ 2). If/: is not irreducible, perform the same trick until an 

irreducible automorphism is reached (this process must stop since the compressions decrease 

the complexities of the surfaces). □

Proof o f Proposition 5 . 1 . -  Using alternatively Lemmas 5.3 and 5.4, define a sequence of 

automorphisms (F? , / , )  where (F ,,  /, ) = ( F , / )  and:

(1) for every /, (F t, /,) compresses to ( F , . ,, /, .  ,):

(2) for every k ^  l , . /2* . i is irreducible and (F2/tv/ 2A) bounds some (M 2A. ,, / 2A. ,) with 

M 2k* , irreducible and f-irreducible.

Since these compressions reduce the complexities of the surfaces, the “ compression 

cobordism" between (F,, /,) and (I*',. i *./,- • i ) consists, for / sufficiently large, of an 

automorphism of a product compression body V t = F, x I, w here F, corresponds to F, x [ 0 j 

and F , ,  , to F, x { 1 J. By [Wa2], Lemma 3.5,./- and / , ,  i are then isotopic for the above 
identification F, =  F , . ,. I'here exists consequently an automorphism (F \  J ') and, for every 

/ sufficiently large, an oriented isomorphism h t : F, - ►  F' such that /, is isotopic to h- 1 /  ' h t 

[in other words, the sequence (F , , / , )  “ stabilizes" to (F ' , / ' )  up to conjugacy and 

isotopy]. By construction,/  ' is irreducible and (F ', /  ') bounds an automorphism (M \  / ') 
where M' is irreducible and f-irreducible.

Since (F, /  ) compresses to (F', / )* it is now sufficient to show that (F', / ) bounds alter 
isotopy some (M, Li M {>, /~ ") where M, is an I-bundle and / is periodic on M,,.

Consider the characteristic fibered submanifold W of M' and isotop /  ' so that / ' (W) = W 

(Proposition 3.1; recall M 'is  irreducible and f-irreducible). The irreducibility o f / ' implies 

the following properties.

C l a i m  5.5. — The surface 8W is closed; equivalently, W n f M '  consists o f components 

of r  M '. Moreover, every component of W that meets f  M ' is a component o f M ' and admits an 

I-bundle structure over a closed surface.
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Apply the above process to eajh component of W n  VI " that is isomorphic to T 2 x 1. Let 

t len  M,Vdenote the part of M ” where we have so far been able to make / ' periodic: It is the 

union of all the components of M " - W  that are not isomorphic to T 2 x l ,  and of some 

components of W n  M" isomorphic to T : x 1.

For every component W 2 of M — M fVthat is a component of W , /  ' preserves up to isotopy

the Seifert fibration of y  ( / ' ) ”(W 2) [W aJ. If G is a boundary component of c W 2 and if

( /  T  respects G, then ( /  f  necessarily preserves a non-trivial isotopy class of simple closed 

curves in G (consider the fiber). By definition of M f7, the same property holds for the other 

k nd of components of 6M,7. The automorphism (6M,','/  ' | 8M,V) consequently bounds 

some (V,„ /  ) where V,, consists of solid tori a n d / , ' ,  is periodic (use the classification of 

periodic automorphisms of T : , or an equivariant surgery argument). Consider now the

n anifold M,, obtained by replacing M " - M , 7  by ( -  Vp) in M", and let/,, be the periodic 

automorphism ( /  ' | M,7) ^  /,', of M,,. The automorphism (F', / ') then bounds (M,U M,>, 

(./ i M ,)LJ />), where M, is an I-bundle and /,> is periodic. This ends the proof of 
Proposition 5.1.

-  2)  -

( , is a translation on each (torus) component of U
n

( /  T ( r W , ) it preserves.

be assumed to be periodic on / )"(VV,). except possibly in the case where, for every m,

Proof of 5.5. The closed 1-submanifold H oW ) of I =TM is essential and preserved 

lv / . Since / ' is irreducible, it must be empty. This proves the first statement.

By definition and since i  [6W ) -■ O, every component W , of W is either an I-bundle over a 

closed surface, in which case it is a component of M ', or a Seifert manifold. If W { is not such 

an I-bundle. it is a Seifert manifold with non-empty boundary and dilferent from S 1 x D 2 and 

I ' a  I [recall that (W,. W, ^ TM) is b\ definition of VV never isomorphic to (T2 x I, 

I :  x  \ 0 | )]. [Wa,] implies then that / ' can be isotoped in order to preserve the Seifert

fibration on j(  f T ( W ,  ). Then W, cannot meet T M ' : Otherwise. / ' would preserve the

essential 1-submanifold ( / ’)'*(C) of F'. where C’ is a fiber in W, n r M .  Qj

Let M, consists of all the components of M that are I-bundles over closed surfaces, and let 

M" be M ' - M , .  Note that, by Claim 5.5, W n r M  = 0  and W n  M" consists only of 

Seifert manifolds. We are now going to modify dramatically M " [and (M', / ')] so that /  ' be 

periodic on M

We may of course assume that no component of M' is closed. By Propositions 3.2(6) 

and 3.3, / ' can be isotoped so tiiat it is periodic on the components of M" -  W that are not 

isomorphic t o T 2 x I.

C onsider a component W, of W ' M " that is isomorphic to T 2 x I. By condition (3) of 

Proposition 3.1, no component of M " - W  meeting Wj is isomorphic to

T 2 x I. Consequently, / ' is periodic on ( / ')”(TW ,). Now, by Proposition 4.3,  / ' can
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Remark. — In the statement of Proposition 5.1. we did not require that M be irreducible 

and that V be its characteristic compression body, or, equivalently, that M,> be irreducible 

and r-irreducible (and this is in general false for M and V provided by the above 

proof). Using the Hquivariant Sphere Theorem and Loop Theorem [MY], and some 

cutting and pasting argument, it is nevertheless possible to add this extra condition to the 

conclusions of Proposition 5.1, but this is of no use for the following.

complexity of Fx is minimum among all automorphisms representing X.

The automorphism / x is clearly irreducible. 4 result of J. Nielsen ([NiJ, [Ni2]), expressed 

with a terminology issued from [T hJ ,  asserts then that (Fx, / * )  splits after isotopy into 
j  ii) LI (Fx, / x), where / £  is periodic and j  \  is pseudo-Anosov. Here, an 

automorphism (F2, / )  is (homotopically) pseudo-Anosov when, for every n ^ O  and every 

essential 1-submanifold C of F, / n(C) is never isotopic to C; equivalently, (F 2, / )  is pseudo- 

Anosov in this sense if and only if it is topologically isotopic to a pseudo-Anosov 
homeomorphism in the geometric sense of [ThJ.

6. The canonical decomposition of A2

For our purposes, it is natural to identity two automorphisms (Ff, J \ ) and (F ; ,  / 2) when 

there exists an oriented isomorphism // 8 F t - ♦  F 2 such that hj\ h ' 1 is isotopic to / 2; we shall 

then say that ( F j , f \ ) and (F 2, / 2) are equivalent by conjugacy and isotopy. L e t b e  the set 

of such equivalence classes of automorphisms of surfaces. We often denote simplv by (F. / )
the class in of the automorphism (F, / ).

In view of the applications to cobordism, an interesting subset o f i s  (), that consists of 

the classes of automorphisms which cannot be written as (F. / )U ( -  F, / )U ( F \  / ' ) ,  with F

non-empty. There is an obvious retraction 0 defined by removing all the pairs (F,

/  )U ( — F, /  ); it transforms the monoid law LI on into a group law Ü on . ^ () and factors

the canonical map through a group homomorphism 0 A2 •

Define on /?  the following relation < ,  which is a slight extension of the compression 

cobordism of paragraph 3: (F, j  ) <  (F \  / ' )  w'hen ( -  F , / ) U  (F', / ' )  bounds some (M \ / ) ,  

where M 3 is the disjoint union of a compression body V and of an I-bundle W over a closed 

(possibly non-orientable) surface, such that F =  - r , - V a n d  F' = rW U  c t. V. Note that <  is 

proper by [Wa 2], Lemma 3.5.

For any X e A*,, let (Fx, / x) be an automorphism representing the cobordism class X, with

the property that its class in is minimal for for instance, choose (Fx, / x ) so that the

Also, recall Irom the introduction that A2 is the periodic cobordism group, which consists of 

periodic automorphisms of oriented surfaces modulo cobordism by periodic automorphisms 
of 3-manifolds.

minimal lor < .  It is clearly a subgroup of > () [note that if (F, / ) and ( F \  / ' ) g . ^  are 

minimal for < ,  both belong to ? () and (I; , / )I.I ( F \  / ') is minimal for <].

that are represented by pseudo-Anosov automorphisms and arei.e. the elements of

Let .W be the set of those elements of //' which may occur as the class of such a (Fx, /  x ),



TmoRf  M 6.1.  -  The rule X —*► ((I*^. / x ). ( Fx. / x )) induces a group isomorphism 

A,  > A7,' ©  u hose tm crsc is the nln ions homomorphism.

Remark. -  Theorem 6. 1 asserts in particular that (Fj ,  / \ ) is well-defined up to conjugacy 

and isotopy. If we had required / x to be a geometric pseudo-Anosov homeomorphism (in 

the sense of [ThJ),  (Fx, / x) would even he unique up to mere (topological) conjugacy (two 

geometric pseudo-Anosov homeomorphisms of the same surface that are isotopic are 

conjugate).

Proof of 6.1. -  To prove that the map A2 - ►  A1,’ © is well-defined, consider another 

automorphism (Gx, # x) = (Gp,#p)LI (Gx, # x ) that represents X and is minimal for -< (where 
#p is periodic and g \  is pseudo-Anosov). B\ definition, ( F \  / X) U ( - G X, # x ) bounds 

some (M 3, / ). By Proposition 5.1. this null-cobordism can be chosen so that M splits into 

three pieces V. M, and M h  preserved by /, where V is a compression body for rM ,  M, is an 

I-bundle and / | M,> is periodic.

Since both ( F \  / x ) and ( G \  # x ) are minimal for < ,  the compression body V is just a 

regular neighborhood of rM  in M. Let M,'(resp. VI,',) denote the union of M, (resp. M,,)and 

of the adjacent components of V.

Since no pseudo-Anosov surface automorphism is homotopic to a periodic one, 

rM  p c F 'p u G p  and / is consequently periodic on the boundary of the product I-bundle 

M p - M p .  By Proposition 4 .3,  / can therefore be assumed to be periodic on 

M ' = ( M ^ - M P) u M P [case (/>) of Proposition 4 .3  cannot occur since (Fx, / x) and 

(Gx, gx) are minimal for -<]. This provides a partition M = M,'LI Mp of the components 

of M such that M,' is an I-bundle and / | M,'> is periodic.

No component of M j can have its boundary completely contained in I*x or G x : Otherwise, 

(Fx, / x) or (Gx, gx ) would not be minimal for < .  From this fact, it follows for homotopy 

theoretic reasons that each component of M,' joins, either a component of Fx to a component 

of G x, or a component of Fp to a component of G x.

Let M," consist of the components of M,' that meet Fx (or G x). and let M,V be 

M -  M,". Note that c M," = Fx ^  Cix and f  M,V = Ffx u  G x.

The manifold M," is a product I-bundle. By [Wa2], Lemma 3.5, /  can be isotoped on M," 

so that it preserves the projection M ," -> I. It follows that (Fx, / J )  and (Gx, g \)  are 

equivalent by conjugacy and isotopy, i.e. represent the same element of V .

Applying Proposition 4 .3  to the I-bundle M, — M,','/  can be modified to be periodic on 

Mp = M p u ( M I- M I") [again, case (6) of Proposition 4 .3  cannot occur by minimality of 
(Fx, f x ) and (Gx, g x)]. Hence (Fp, / £ )  and (Gp) g£) are periodic cobordant.

This ends the proof that the rule X~>((Fp, j ? )  (Fx, / J ) )  induces a map 
(p : A2 - ►  A2 ©.5/. The map cp is clearly a group homomorphism since, if (F, f )  and 

(F \  f ' ) e . ¥ 0 are minimal for so is (F, / ) f l  (F', f  ').

Let vj/ : A2 ©  .q/  - ►  A2 be the obvious group homomorphism. By definition of (p, vj/cp = Id 

and (p is therefore injective.

To prove that cp is surjective. we need to show that, for every automorphism (F,>, /,,)U (F.x, 

/ A) where /P is periodic and the class of (FA, f \ )  in is contained in V ,  (F,>, /,,) is periodic
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cobordant to a periodic automorphism (Fp, f ' ?) such that (Fp, / p ) l l  (FA, / A) is minimal for 

-<. By some homotopy theoretic remarks and the usual compatibility of U with 

minimality, this last property is equivalent to the fact that (Fp, f p )  is minimal for < .

The proof of Theorem 6.1 is therefore achieved by Lemma 6 .2  below.

Lemma 6.2. — Every periodic automorphism (F2, f )  is periodic cobordant to a periodic 

automorphism whose class in 3* is minimal fo r  -<.

Proof o f 6 .2. — If (F2, / )  is not minimal for -<, there exists by definition an automorphism 

(M 3, / )  and a partition M =  VLI W of the components of M such that:

(1) V is a compression body;

(2) W is an I-bundle over a closed surface;

(3) F =  5gV u 3 W  and / '  =  / 1 F;

(4) M ^ F x I .

We would like /  to be periodic. Apply Proposition 4 .3  to each component of W (and to 

the first iterate of /  that preserves it). When we get in case (b) of Proposition 4 .3 ,  replace the 

considered component of W (and its images by / )  by one or two solid tori and add them to 

V. Eventually, only case (a) holds and /  can be assumed to be periodic on W. By 

Proposition 4 . 1 , / can also be isotoped so that it is periodic on V, and therefore on M.

Let now F i be — (3M —F) and let f  \ be / 1 F i . The periodic automorphisms (F , / )  and 

(F l5 f \ )  are periodic cobordant and (F 1, / 1) -< (F , / ) .  If (F l9 f \ )  is minimal for -<, the 

property is proved. Otherwise, iterate this process and define a sequence (F i? / ■ )  of periodic 

automorphisms periodic cobordant to (F, / )  such that :

. . . ( F H 1, / f l )-< (F is / )  - < . . . - <  (F l5 f \ ) <  (F, / ) .

Considering the complexities of the surface F h this sequence must needs stop, which happens 
when we reach a (F ,,/•) that is minimal for -<.

This ends the proof of Lemma 6.2, and therefore of Theorem 6.1. □

7. The group d

Let .srf0 cz .90 consist of the classes of automorphisms (F, / )  where /  acts transitively on the 

set of the components of F [or, equivalently, (F , / )  cannot be decomposed into (F ' , / ' )L I  (F", 

/ " )  in a non trivial way]. If a  : -> ¿F is the involution ( F , / )  - ►  ( —F , / ) ,  let ^ d e n o te  the 

fixed point set of a  in and choose a subset ^  such that = ^ 1 I a ( ^ ) .  Every 

element (F, f )  of .q/  can be written as a disjoint sum of elements of .c/0, and this

An important remark for the following sections is that the proof of 6.1 is natural with 
respect to the graded group structure of A2 defined in paragraph 1. Consequently, for the
obvious definitions of $4 y and Ap

y

P r o p o s i t i o n  6 . 3 .  — For each y e T ,  A2 A2y® s 0 r  □
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decomposi t ion is unique: i f </e .c/„, let //„( I '. /  )e ir J denote the number o f  times a appears in 

this decomposit ion. From the définit ion ol the uroup V .  n is then clear that:

P r o p o s i t i o n  7.1. — The map /./ -*■ {//. /2)* © Z* defined by:

is a group isomorphism. □

Let A (resp. .-r _) be the subset ol' the elements (F, J ) of where /  preserves (resp. 

reverses) the orientation of , and define = 36 n  .¥  +, ((>  ̂ — r6 n . ¥ ^  etc.

P r o p o s i t i o n  7 . 2 .  — Tf:e sets .16 +, % *, 36 _ are infinite, and c6 _ is empty.  

C o r o l l a r y  7 . 3 :

. ^ = © . c / y^ Z " © ( Z / 2 ) nr. □
y*, r

Proof o f Proposition 7.2. — The set £  .. is empty since (F, / )  = ( — F, /) in & v/henever /  is 

orientation-reversing. To prove that S  *, f6 \  and 36_ are infinite, it will be sufficient to 

exhibit an infinite number of elements of each among (pseudo-)Anosov automorphisms of the 

torus T 2. Note that such automorphisms always belong to s f  by uniqueness of meridian 

discs in solid tori and of the "neck’' of Klein bottles. Since there are, up to conjugacy and 

isotopy, infinitely many orientation-reversing Anosov automorphisms of T 2, the set 36_ is 

infinite.

The elements of corresponding to orientation-preserving automorphisms of T* are in 

1-1 correspondence with the conjugacy classes of SL2(Z) [by considering H , ( T 2) = Z 2]. 

It is a pleasant exercice to show that each such conjugacy class is classified by the data of a 

number e e  Z /2  and of a sequence (ax a2. . .  an), defined up to cyclic permutation, of rational 

integers with the following property: Either all the a /s  are non-null and a { and a i+l have 

opposite signs (including an and an^ l = a l )y or the sequence is (0), ( ± 1 )  or (0a). To 

check this property, associate to each such data the conjugacy class of:

(-  1
0

0
-  1)(

0
1

- 1

"l ) (

0
1

- 1

) (0 - 1

On )
and use some arguments on developments in continued fractions (compare with [BS], 

§ 12). Moreover, the conjugacy classes of SL2 (Z) represented by Anosov automorphisms 

are those whose classifying sequence is different from (0), ( ± 1 )  and (0 a), and the involu­

tion defined by conjugacy with an clement of G L 2(Z) of determinant - 1  is translated 

in these data by keeping e e Z / 2  unchanged and replacing each a{e Z by - a , .  With this 

description, it is clear that Anosov automorphisms of T 2 define infinite subsets of 36 + and (6  + 

(.v<r also [Sc], §3). □

i>t (/;, (F. (F, /)),<*),

• s / . S ( Z / 2  )x ,a n r©.of, s Z l
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8. The periodic cobordism group A‘:

T his section is devoted to the computation of A‘2\  and thus completes the computation 

of A: .

Consider a periodic automorphism /  of a closed oriented surface F 2. To each point x è  F 

can be attached an element r ( /  .v) of Q /Z  in the following way: If/? is the smallest positive 

integer for which f n preserves both .v and the orientation of F near .v, then / "  is locally 

conjugate to a rotation of angle 2 tt /*(/, .v) around v (the orientation is determined by that of 

F). Let Fix . / denote the (finite) set of points where /• ( /  \ )^0 .

Proposition 8.1. — If f is periodic, ( F 2, / ) is periodic null-cohordant [/. e. the class of ( F, /  ) 

in A1,’ is 0] if and only /'/ Fix . f  admits a partition into pairs j ,vf. .x\ * such that:

(1 ) r ( /  . v , ) +  /*(./,  .v') =  0  for every i.

( 2 )  For every / ,  / (  { a , ,  a ' } ) =  { a , ,  a  ' ) Jor some j.

(3) j  preserves the orientation o f  F near .v, if and only i f  it preserves it near x\.

Remark. -  Since r ( f  f ( x ) )  is equal to r ( f  a )  or to -  r ( /  x)  according as /  preserves of 

reverses the orientation of /  near a ,  the last condition is only relevant when 

r ( f  v,) = r ( / ,  x \ ) = \ / 2  [otherwise, (3) follows from (1) and (2)]. It is also void if /  is 
orientation-preserving or -reversing, which. b\ paragraph 1, we could assume as well.

Proof -  If (F2, / )  bounds (M 3, / ) ,  where . / a n d / a r e  both periodic, consider the set Fix _ /  

of the points.v in M such that, for som e//. / "fixes \ a n d  is a nontrivial rotation near a. It is a 
1-submanifold of M, preserved by / ,  with boundary F i x . /  Moreover, if a, and a,' are 

the two boundary points of a component k t of Fix, /  r ( f  a ,) + r ( f  a ')  = 0. We then get 

the partition of V\x . / sought by letting k, range over all the arc components of Fix t /

Conversely, if such a partition exists, choose a small disc d { (resp. d\) around each x i (resp. 

a¡), such that all these discs are disjoint and their union is preserved by /  Let then V be the 

manifold obtained from F x I by glueing a 1-handle along each pair { d t x { 1 J , d\ x [ 1 j } ; it 

is a compression body with interior boundary f ,V  = F x { 0 }  and exterior boundary

V = c’V — c t V. The automorphism /  x Id, of F x I extends to a periodic automorphism /  

of V. Then, (F, / )  can be identified with (r, V, f \  c i V) and (F', J '  ) =  ( - c t. V, / 1 c e \ )  is 

such that Fix.  / '  =  0 .  To complete the proof, it is now suificent to apply Lemma 8.2 

below to ( F \  / ' ) .  □

Lemma 8.2. — I f f  is periodic and  Fix _ f  = 0 ,  then (F2, /  ) hounds a periodic automorphism 
o f a disjoint union o f  handlebodies.

Proof. -  We prove 8 .2 by induction on the complexity of F. Assume the lemma proved 

for every surface of lower complexity than F and consider the quotient space F /  /: it is a 

surface, possibly non-orientable an d /o r  with boundary if / d o c s  not preserve the orientation 

of F. We mav of course assume F / /  connected.

Consider first the case where the surface Y f f is closed and dim H, ( F / /;  Q ) ^ 2 .  The 

projection /; : F - ►  F I f  is a covering map and this cyclic regular covering is defined by some 

morphism p : H, ( F / / :  Z) - ♦  U n .  By the condition on H , ( F / / C )  there exists an
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indivisible class x  in HA ( F / f  Z) such that p(x) =  0. Since x  is indivisible, it can be 

represented by a simple closed curve C in F / /  [MP]. The inverse image of C in F  is a closed 

1-submanifold C, which is essential since its components are non-separating. Then, 

construct a manifold V from F x I by glueing a 2-handle along each component of 

C x ¡ 1 j . For a suitable construction of V, the automorphism / x id, of F x I extends to a 

periodic automorphism /  of V. Since C is essential, F ' = dV — (F x { 0 J ) has smaller 
complexity than F. Moreover, because p(x) =  0, each component of C preserved by some 

f m is in fact fixed by f m\ it follows that F ix+ / '  =  0 ,  where / '  =  f \ F ' .  By induction 

hypothesis, (F ' , / ' )  bounds a periodic automorphism / '  of a disjoint union V' of 

handlebodies. If F is identified with F x {0} c  dV, (F, / )  then bounds (V u  ( — V'), /  u  / ' )  

and each component of V u  V' is clearly a handlebody.

When F / f  has non-empty boundary and is not a disc, there exists a properly embedded arc 

k i n F / f  that is non-separating. Let C denote the inverse image of k  in F; this is a closed 

essential 1-submanifold, preserved by F. Let then ( F b e  constructed as above from (F, 

/ )  and C. For each component C i of C and each f m preserving C 1? f m | C A is either the 

identity or a reflection; it follows that Fix + / '  =  0 .  Then, apply the induction hypothesis to 

( F t o  get the required property for (F. / ) .

To start the induction, we now only need to study the cases where F / f  is a disc, a sphere, 

a projective plane or a Klein bottle, in the first three cases, F consists of spheres and /  

therefore extends to a periodic automorphism of disjoint balls. For the last case, note that 

F consists of tori; then surger (F, / )  along the inverse image C of an essential curve in F / / t o  

get a periodic automorphism (F ' , / ' )  of a disjoint union of spheres; since (F ' , / ' )  bounds a 

periodic automorphism of disjoint balls, it follows that ( F , / )  bounds a periodic 

automorphism of disjoint solid tori. □

The group A^ naturally splits into © A ^ / i ) ,  where («) is the subgroup of periodic
n

cobordism classes of automorphisms (F, / ) with /  periodic of period n. As in paragraph 1,

K

P r o p o s i t i o n  8 . 3 :

AS + (« )S Z ’[ l / 2 ( n -  1)J

Ap) — (4Jfc +  2 )= 0 ,

A (4fc) =  (Z /2)[1/2 ()l "1,) ( = 0 i f k ^ 2 )

(here [ ] means “integral par t”).

C o r o l l a r y  8.4:

with:

Ap («)= zK© (Z /2)L,

I
ml«

c + ( m )I
1

2(n

m
—  1o:

A^l«) itself splits into ©

A2 Y(h) =  A2 + (« /v ( y )) or A£- (w/v(y)) according as a (y )  =  0 or 1.

only if v(y) divides n , and that0*y
pA; note that(«)Y

PA:
yeT
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and

Conversely, every v e fV  ,nl satisfying ( * ) can easilv be realized by some (K / IE /71! (/;) 

(construct a suitable cyclic branched covering over S: ).

Choose now A c: C in ) such that C (//) = A LJ ( -  A ) or A LI ( -  A )U \ 1 2 | according as n is 

odd or even. If Fix . / admits a partition into pairs \ \ (. v, J as in Proposition 8.1,  note that 

v( and vj belong to the same orbit if and onl> it / (/. \ , ) = / (/. 0 = 1  2. // = 4 A and .vj =--/*( v,) 

[recall /•(/../ ( \ )) = >•( /, v) since / is orientation-preserving). It consequent!) follows from 

Proposition 8.1 that the map v)/. defined by:

i|/ : ' f ' l  -> I v if n ^ 2  [4j.

L -- I (/>/) (

iihere e . (m) and e im) are delernuned hy Con>//ur\ 1 L

C o r o - i  ar'* 8 .5. -  t D r  every 7 e I

p ' and A: if cs (y) = 0.

A and A 1; .  2 ) '  if c t ( y ) =  1 .

and A':’ = ' Ct) t 2)

bv the popertv  lhai pl[/>7 | ) - w  lor everv path / in 1 /» i

P r o o f  ;tf P r o p o s i t i o n  8 .3. -  Consider (\ 2. f ). where / preserves the orientation oi l and is 

periodic of per iod //. The projection p  : \ -> I / is a cvclic branched covering and (F. / ) is 

consequent!) determined up to oriented conjugacv bv the closed oriented suiface I /. the

ramificai ion points v, in I- / and the representation p : H , (F / -  y  \ \ t | ) — J n defined

( ★  ) ^  vt c = () in

/ ”'(v). Note that the rotation numbers / ( / .  v) can be easilv recovered from p: For the 

natural embedding / / / m C , / ,  /*(./- v) = p(l^<7]l where <7 is a small disc around \ =/M.v) in 

I  / / . oriented by the orientation of F. Moreover, the number of points of the orbit of v is 

determined bv / ( / .  ,v)( together with the period //). Since / is orientation-preserving./•(/. v) 
depends only on \ =/>(.v) and will also be denoted bv / (/. v ).

Let '/'[ (//) denote the set of (oriented) conjugacy classes of automorphisms (F : . / ). where 

/ preserves the orientation of F and is periodic of period If C{//) = ( I  . n) -  | 0 j . consider 

the map (p /Fv, (//)-> V  ,'n that “ counts** for each c€C( / / )  the number \ \ ( f  ) of orbits 

\ ( I / w i t h /•(/. \ ) = c. If <7, is a small disc in F / around each orbit v, with / (/. \ , ) / 0 .  

then \  [nl  J - 0 1 1 1 1 1 , ( 1  / -  J ,\, ¡). and the image of ip is therefore contained in the subset

o f  t h e  e l e m e n t s  \ t -  V  (''' t h a t  sa t i s ! )  t h e  c o n d i t i o n :

(K / ) ^ ( \ \ , ( /  ) -v .,(/ )), x

in
-  I )

)(-,©
(/ 2)'

)(/©
; l

( ( \ , J ) joining some \ to
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or:

v|/ : - * Z A® Z /2  if « - 2 [ 4 ] ,

(F, f) •-> ((vfl ( / )  -  v _ fl (./'))fl6 A, v ,; 2 { f)),

induces a monomorphism &?2 + {n)-+J.k or ZA© (Z /2 ) .  By the characterization of the 

image of cp, the image of \|/ is easily seen to be isomorphic to ZcardA. Since card 

A =  [1/2 (/? — 1)] (and not [1/2«] —1 as written in [Bo] !), the first statement of Proposi­

tion 8.3 follows.

If (F2, / )  is an orientation-reversing automorphism of period 2«, the map p  : F F / / i s  a 

cyclic branched covering above int (F / / ) .  As in the previous case, (F, / )  is determined up 

to oriented conjugacy by the surface F / f  (possibly non-orientable a n d /o r  with boundary), 

the ramification points .\', e in t  F / f  of the restriction of p  above i n t ( F / / )  and some

representation p : H x ( F / f  — \J { J ) - ►  Z / 2 n  [note that there is no ambiguity for the
i

orientation of F, since /  realizes a conjugacy between (F, / )  and ( —F, /)]. As before, 

r ( f  x) = p ([dd\) where dis  a small disc a roundp (x) in int (F, / )  oriented by the orientation of 

F near x [and r ( f  x) = 0 if p ( x ) e d  (F/ f ) ] .

Since r ( J \ f m(x)) = ( — 1 )mr ( f  .v) for every x and m , every orbit of order 4/c +  2 in F i x + /  

admits a partition into pairs { x i9 f 2k+1 (*,•)} such that r(f ,  x i)- \-r{ f2k + 1 (Xi)) = 0. By 

Proposition 8.1, the class of (F, / )  in A p2- (2 n )  can therefore be represented by an 

automorphism (F', / “') such that the order of every orbit in Fix + f  is a multiple of 4. 

When n is odd, Fix f / '  must then be empty and, consequently, (4/: +  2) =  0 fo r  every/:.

Now, consider the case where n = 2k. By the same argument as above, we can cancel 
every orbit where r ( j ' ,  x ) =  1 /2 [because (1 /2 ) + ( l  ,/2) =  0 in Q/ £]  and can therefore assume 

that r ( f \  x)  is never 1/2. Since the order of each orbit is a multiple of 4, each r ( f \  x)  is 

contained in Z / k a Q / Z .  Let B be the set of pairs { p, - p ]  in Z / k  with P^O, 

1/2. Proposition 8.1 shows that the map - (4k)  - » (Z /2)B, which counts modulo 2

the number of orbits representing each element of B [for r ( f  )], is well-defined and is a 

monomorphism (no orbit in F ix+ / '  is “ self-cancelable” ).

We claim that is surjective; since card B =  [1 /2 (k — 1)], this will achieve the computation 

of A2 -  (4 k). We just need to construct, for any integer / with 0 <  / <  (1 /2)k ,  an orientation- 
reversing automorphism (F2, / )  of period 4 k  such that r ( f  x)  = ±I / k  if a: belongs to one 

specific orbit and r ( f  x ) i ( Z / k — (0 ,  1 /2 } )  otherwise. For this purpose, choose in the 

sphere S2 (2 /-h i)  distinct points x 0, x 1? . . . ,  x 2i and let p  : F 2 -* S2 be the 4fc-fold cyclic

branched covering associated to the morphism p : H 1 (S2 — U  {x {}) - ►  Q /Z  defined by the
i

property that, if dt is a small disc around x t, p ([dd0\) = l /k  and p ([d3 j)  =  — 1 / 2 k  if i ^ 0. The 

surface F 2 has exactly two components, and consequently admits an orientation for which 

the covering translation /  is orientation-reversing. Now, F ix + /  consists of the orbit 

/>- 1 (x0) where r ( f  ) — ±(l / k)  and of the orbits p ~ 1{xi), with / / 0 ,  where 

r ( f  )=  ±  1 /2 k.  The automorphism (F, / )  therefore satisfies the desired properties.

This ends the proof of Proposition 8.3. □
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We end this section by an exercice which provides a sufficient condition for a periodic 

automorphism to be null-cobordant. In tact, this result generalizes to the property that the 

restriction A1, ' . -> W , ( / , / )  of Kreek's homomorphism (.ur the introduction) is 

injective [EFj.

P r o p o s it i o n  8 . 6 .  -  I f f  is a periodic automorphism of F J such that X . / + (X) = 0 for every 

X g H j  (F), then (F, / ) is null-cohordant.

Moreover, (F, / ) hounds a periodic automorphism of a disjoint union o f handlebodies.

Remark. -  If / preserves (resp. reverses) the orientation of F, the condition that 

X ,/*(X) = 0 for every X e H ,  (F) is equivalent to the property that (J^)2 = Id (resp. -  Id).

Proof o f  8 . 6 . -  The property is proven by induction on the complexity of F; the result is 

clear when F consists of spheres, which starts the induction.

When at least one component of F is not a sphere, we claim that there exists an essential 

curve C in F such that, for every w, either C n f m(C) = 0  or / m(C) = C. As in 8.2, the 

existence of such a curve achieves the proof by application of the induction hypothesis to the

automorphism ( F \  / ') obtained by (equivariantly) surgering (F, / ) along \J f ’"(C).
n

The proof of the existence of C is very close to that of Lemma 3.2 and we just sketch 

it. Equip F with a smooth structure and a Riemannian metric for which f  is an isometric 

ditfeomorphism, and let C be a simple closed geodesic that is length-minimizing among all 

essential curves in F. An argument similar to that used in Lemma 3.2 then shows that, for 

every w, either C n / m(C') = 0  or f m(C') = C'  [hint: Otherwise, select a shortest arc A' in C' 

that joins two intersection points in C ' n /" '((/ ')  of opposite signs: A exists since 

[ C 1 . / : « C ' ] )  = 0: one can then construct an essential curve that is shorter than C' by adding 

a component of C ' - / m(C') to A and rounding the corners, which provides a 

contradiction!. The PL curve C is then obtained from the smooth curve C' by lifting a 
suitable small isotopy in Y If.

This ends the proof of Proposition 8 .6.

261

9. Cobordism and handlebodies

In the preceding sections, we obtained the algebraic structure of A: . But, for a practical 
determination of the map ->A: , the following problem has still no general solution know n.

(P) Given an automorphism of surface (for instance presented as a product of Dehn 

twists), decide whether it is null-cobordant on not.

As an approach to Problem (P). the following weaker problem is easier to handle.

(P') Given an automorphism of a connected surface, decide whether it bounds an 

automorphism of a handlebody or not.

For instance, in [JJ], K. Johannson and D. Johnson exhibit an automorphism of a surface 

of genus 2 w'hich induces the identity on the homology and does not extend to any
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handlebody (they show that any manifold obtained by perturbing with this automorphism a 

genus 2 Heegaard decomposition of S3 is a homology sphere of Rohlin invariant 1). 

Moreover, they prove that the cobordism class of this automorphism is then non-trivial (see 

Corollary 9 .4  below).

It may therefore be of some interest to give some relations between these “ handlebody 

null-cobordisms” and the usual null-cobordisms. This is what we are going to do in this 

section.

The following easy corollary of Proposition 8.1 and Lemma 8 .2  shows that Problem (P) 

and Problem (P') are equivalent for an orientation-preserving periodic automorphism of a 

connected surface.

P r o p o s i t i o n  9.1. — I f  an orientation-preserving periodic automorphism (F2, / )  o f a 

connected surface is null-cobordant, it extends to a periodic automorphism o f a handlebody.

Proof — By Proposition 8.1 and with the notation of §8, the set [ x e F / f ;  r ( f  x ) ^ 0 ,  

1/2} admits a partition into pairs { x i9 x-}, /=  1, . . ., n , with r ( f  x ^  + r ( /  x-) =  0 for 

every /. Let D =  D 1/2 u D t u  . . .  u D rtb e a  collection of disjoint discs in F / / s u c h  that:

(a) (Fix+ /)//<=  int D;

(b) D 1/2n ( F i x + / ) / /  =  { x e F / f ;  r(J', x)  =  l / 2 } ;

(c) D, n ( F i x + / ) / /  =  { x t, x'i} for every / =  1, . . n.

If/, : F - >  F / /  denotes the natural projection, consider the periodic automorphism (F ' , / ' )  

constructed from (I . / ) by performing an equivanant 2-surgery along the 1-manifold

D). It splits into ( F o J o ) U  (F ; , 2, / ' 1/2)U ^ JJ ( F ; , /  ;)j where, f o r / =  1 /2 ,1 ,

F , consists of the components of F ' that meet p~ 1 (int D,).

Let p : H t ( F / f — (Fix + f ' ) / f ) -* dJ/Z be the morphism classifying the cyclic branched 

covering F - ►  F / f  F rom  the relation between p and the r ( f  x ) 's  (see §8), it follows that 

p (cD t) =  0 for every i =  l /2 ,  1, . . . , «  [note that there is an even number of x e F / f  

with r ( f  x ) = \ / 2 \ .  Consequently, F i x + / o  =  0 ,  ( / ! / 2)m is for every m an orientation- 

preserving involution on each component of F \ j2 it preserves and, for every i=  1,

F J consists of spheres. Using Lemma 8 .2  and Proposition 8.6, it follows that ( F ' , / ' )  

bounds a periodic automorphism of disjoint handlebodies (and balls). Since ( F , / )  
compresses to ( F ' , / ' )  by a periodic automorphism of a compression body, this ends the 
proof. □

An easy argument, by consideration of the induced automorphism of Hi (T2) (i. e. Kreck’s 

invariant), shows that an automorphism of the torus T 2 is null-cobordant if and only if it 

extends to a solid torus. A similar property holds for automorphisms of the surface of 

genus 2:

P r o p o s it i o n  9.2. — I f  an automorphism (F2, / )  o f a connected surface o f genus 2 is null- 

cobordant, either it is reducible or it extends to an automorphism o f a handlebody.

Remark. — I f / i s  reducible, it compresses to an automorphism of one or two tori. Using 

Propositions 5.1 and 8.1, it can be shown that an orientation-preserving automorphism of a 

disjoint union of tori that is null-cobordant extends to a disjoint union of solid tori and of
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copies of T 2 x 1 (but the situation is more complex for some orientation-reversing periodic 

automorphisms of two tori). Together with 9 .2 , this implies that a null-cobordant 

orientation-preserving automorphism of the surface of genus 2 extends, either to a 

handlebody, or to a manifold obtained by glueing a 1-handle over T 2 x I (with one attaching 

disc on each component of T 2 x/'I).

Proof o f 9.2.  — The null-cobordant automorphism (F2, / )  bounds some (M 3, / )  where 

M 3 splits into three parts V, M, and M P as in Proposition 5.1.

If V =  M, then /  extends to a handlebody and the property is proved.

If M but V is nevertheless non-trivial (i. e. V x  I), (V; 3M, 5V) admits a handle 

decomposition with exactly one 2-handle. Now, Proposition B. 1 in Appendix B proves 

that the core of the 2-handle (extended to 3M) do not depend on the handle decomposition, 

up to isotopy. Consequently, it is preserved by /  up to isotopy, and / i s  therefore reducible.

If V is trivial then, after isotopy, either / i s  periodic on M, or M is an I-bundle over the non- 

orientable connected surface G 2 of Euler characteristic — 1 and / preserves the fibration (by 

[Wa2], Lemma 3.5, extended to I-bundles with non-orientable base).

If / i s  periodic and orientation-preserving, apply Proposition 9.1.

I f / i s  periodic and orientation-reversing, it is easy to see t h a t / i s  reducible (lift a suitable 

curve in F / / ) .

If M is an I-bundle over G 2 and /  is fiber-preserving, /  induces some automorphism g 

of G. The automorphism g is reducible, since it is well-known that the curve splitting G into 

a punctured torus is unique up to isotopy. C onsequen tly ,/ is  reducible. □

C o r o l l a r y  9 . 3  [JJ]. — L et f b e  an automorphism o f  a connected surface F o f genus 2 such 

that X . f ^ ( X )  = 0 fo r  every X g H x(F) [or equivalently ( /*)2 =  Id or —Id according a s f  

preserves or reverses the orientation ofF].  Then (F , / )  is null-cobordant i f  and only i f f  

extends to an automorphism o f a handlebody,

Proof — Proposition 9 .3  shows that, if (F , / )  is null-cobordant, it compresses to some 
( F \  / ' )  where F' consists of tori (with possibly F' =  0 ) .

One readily checks that X \/* (X ')  =  0for every X 'e H j  (F ;), whence it follows easily that / '  

is reducible and extends to an automorphism of solid tori. This ends the proof. □

Given a reducible surface automorphism, there is a natural way to surger it and obtain a 

new automorphism of a “ smaller” surface. We consider now the inverse construction: For 

any automorphism (F2, / ) ,  choose a collection of disjoint discs partitioned into pairs 

{ D;, D j j ,  /= 1 ,  . . ., n. If /  is isotoped so that it sends each pair { D f, onto a pair 

±  { D p D '} (possibly i =  j  ) , /  extends to an automorphism/ '  of the surface F ' obtained by

1-surgeries along the pairs {D,, D-}. We shall then say that (F ' , / ' )  is a stabilization o f  

order n of ( F , / ) .

If the D t 's are fixed, there are still many possible stabilizations o f ( F , / ) .  For instance, the 

isotopy classes of stabilizations of the identity constructed by use of the D, 'sform a subgroup 

of k {) (Aut F'), a semi-direct product of Z" (the Dehn twists along the surgery handles) and of 

some braid group.
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T h lo r i  m 9.4. — For a given .surface F : , there exist.s a constant  K (F) such that every null- 

cohordant automorphism  ( F , / )  admits a stabilization of o rd er^ K ( F )  which bounds an 

automorphism of a disjoint union of handlebodies.

For instance , one can take K( F)  = 2s(F),  where s{F) is the sum of the genera of the 

components of F.

Remark. -  2 s(F)  is not the optimum value for K (F). For each surface, the proof of 9 .4  

provides a lower possible value for K(F) ,  but this value does not seem to admit a “ nice" 

expression in a general formula. Moreover, even the value provided by the proof is not 

optimum.

Proof. -  If (F, / ) is null-eobordant. it bounds, by Proposition 5.1,  an automorphism 

( M3, / ) where M splits into three pieces V, M, and M P, each preserved by /, such that:

(1) V is a compression body for F = rM  and M -  V = M, u  M,>.

(2) M, is an I-bundle over a closed, possibly non-orientable, surface and / | M, is fiber- 

preserving (apply [Wa2], Lemma 3.5).

(3) / | M P is periodic.

In each component of M,. choose a fiber of the I-bundle and let U, be a regular 

neighborhood in Mj of the union of these fibers. After isotopy, /  can be assumed to 

preserve U,. Note that M , - U ,  consists of handlebodies.

In M P, consider the 1-submanifold Fix , ( / | M P) of the points where an iterate o f / i s  

locally a non-trivial rotation (see §8). Let UP be a regular neighborhood in M P of the union 

of the arc components of Fix. ( / 1 M p), preserved b y /  Now Fix^ ( f'\ f  (MP — UP)) = 0  

and, by Lemma 8.2, f \ c  ( M p - U p) therefore extends to a periodic automorphism of a 

disjoint union of handlebodies. Changing if necessary M by replacing M p - U p  by these 

handlebodies, we can henceforth assume that M P — Up consists of handlebodies.

Let V' consist of the components of V that are not handlebodies (i. e. that are not 

components of M). A result proved in Appendix B (Lemma B. 4)  asserts that, after an 

isotopy of / 1 V fixing c t V, V' admits a presentation as (c, V x l ) u {  1-handles}, where:

(1) c,-V corresponds to c, V x { 0 }.

(2) The 1-handles are attached on c t V x { 1 } and avoid the discs ((U, u  U P) n  c, V) x { 1 }.

(3) / preserves U V=((U, u  U P) n  r , V ) x I.

Now, if U =  Uj u  UH u  Uv, the a u to m o rp h ism /!  c(M  — U ) is a stabilization of j  and it 

bounds/ 1 M -  U . By construction, M -  U consists of handlebodies since it is obtained by 

glueing 1-handles on (V -  V')U (M, — U, )U (MP -  U P), that consists itself of 

handlebodies. The s t a b i l i z a t i o n / | r ( M - U )  is therefore of the required type.

To end the proof, we just need to prove that the order of this stabilization is bounded by 

2s(F).  This order is the sum of the number of components of M, and of 1/2 card 

(Fix . / |rM,,). An easy computation on the Euler characteristic shows that:

card (Fix . / | e M v) g  4 a (T M ,>), 

whence the result follows [remark that v(F)^.v(r,  V )]. □
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APPENDIX A. -  Essential spheres in 3-manifolds

(following M. Scharlemann)

This appendix is devoted to the proof of Lemma 5.2, w hich we recall below . We follow 

here the (unpublished) exposition of M. Scharlemann in a talk given at Orsay in 1979.

1 i \ i v\  5.2. -  // (F2 f ) is null-cobordant, it hounds an automorphism (M \  /  ) uith M

II / t lli.v ..

P ro o f .  -  Consider an arbuia i^  °ull-cobordism ( M \  / )  for (F2; / ). Without loss of 

generalitv. we may assume M connected.

Let I 2 be a collection of disjoint spheres in M that realizes a decomposition of M into a 

connected sum of prime manifolds ([Kn], [ Vli)). Let M (), M ,,  . . ., M„ be the components of 

the manifold obtained by splitting M along I .  and let M, be constructed from M, by glueing 
a ball along every component of rM,- that is a “ face" of X. The surface I  and the indices can 

be chosen so that:

(1) Every M, is a prime manifold (i. e. every separating sphere bounds a ball in M J.

(2) Every component of I  is separating.

(3) M 0 = S3.

(4) For every /VO, M, £  S3 and rM ,  contains exactly one face of I ,  corresponding to the 

component X, (it then follows from (2) that 1 =  1.1I ,) .
I/O

A classical result of Kneser (.vrr [Mi]) asserts that the M, 's do not depend of I .  This can 

be slightly improved by the following statement.

L t M M A  A. I .  — // X and L' are two collections of spheres in M 3 that satisfy the above 

properties (1) to (4), there exists an automorphism g of M* fixing rM  such tha tg(I.)  = I ' .

Lemma A . 1 achieves the proof of 5.2  : Let g be prov ided by application of Lemma A . 1 to 

I '  = / ( I ) .  If M' denotes the disjoint union of the M, 's that are not isomorphic to S 1 x S2, 

the automorphism g 1 f  of M preserves I  and therefore induces an automorphism /  ' 

of M'. The manifold M' is irreducible (recall that every prime connected 3-manifold is 

either irreducible or isomorphic to S1 x S2), a n d ( F , / )  = r  ( M \ / ' )  since g\ rM  =  Id. This 

ends the proof of Lemma 5.2, granting Lemma A. I .  □

ProoJ oj Lemma A A . -  Let Mq, MJ ,  . . ., M p denote the components of the manifold 

obtained by splitting M along I ' ,  where the indexing is coherent with conditions (1) to (4).

Consider first the case where l n l '  =  0 .  By condition (1), every separating sphere in 

M ',  /VO, either bounds a ball or is parallel to the component of r M '  that is a face 

of I ' .  Considering the ( Mt) 's and (M '•)'s as submanifolds of M, we may therefore assume, 

after an isotopy of I  fixing rM ,  that I c M q. By a symmetric argument, for every /VO, M, 

contains exactly one component of I '  and this component is parallel to I ,  in M r It follows 
that I  and I '  are isotopic by an isotopy fixing rM .
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C onskler now the general case. We may assume that I  and I ' meet transversallv and that 

the number of components of I r ,  I '  cannot be reduced by any isotopy of I  

fixingfM. A standard argument then shows that, for every /VO. no component of Z' n  M- 

is a disc (otherwise, one could reduce Z n  Z' by "crushing” some ball whose boundary is the 

union of a disc in Z' and a disc in Z t).

I fZ  n  Z' #  0 ,  at least one component of Z' n  M 0 is a disc D (by the above remark), with 

boundary in the component Z* of Z. Let then Z f  be the surface (two spheres) obtained from 

Z,- by performing an embedded 2-surgery along D. There exists a simple arc k  that joins the 

two components of Z f , with k  n  Z' =  0  and k n Z  =  i  : Indeed, the component of Z' n  M t 

that is adjacent to D is not a disc; construct k  by a slight translation of an arc in this 

component that joins dD  to a different component of Z' n  Z, (Fig. 1). Let then Zf be the 

sphere obtained from Z f  by an embedded 1-surgery along k , and let Z* be (Z — £ , . ) u S f

By construction, Z* n  Z' =  (Z n  Z') — dD. We claim that there exists an 

automorphism g* of M, fixing 5M, such that g* (Z) =  Z*. Let D ' be a disc bound ing8D in 

Z t and let k ' be a simple arc contained in M 0, joining the point dk — D ' to a point in D and 

whose interior avoids Z (but possibly Z 'n i n t  / c ' # 0 )  (Fig. 1). To describe#*, it is 

convenient to consider the manifold M # constructed by splitting M along the sphere D u D '  

and by glueing a b a llB 3 on the boundary of the manifold so obtained, along the “ side” of 

D u  D ' that meets k  and k ’. In M *, there exists an isotopy that translates B along k u k '  in 

the direction k'  —k  and joins the identity to some automorphism g * , where g* fixes B and the 

complement of a small neighborhood of B u  k \ j k ’. Since g* fixes d ( M # — int B), it induces 

an a u t o m o r p h i s m o f  M, for which g* (Z) is easily seen to be isotopic to Z* by an isotopy 

fixingdM (see Fig. 2); note that, un likeg# , g* is in general definitely not isotopic to the 

identity.

Iterating this process, we obtain an automorphism g fixing dM such that 

g ( Z ) n Z '  =  0 .  The study of the case where Z n Z '  =  0  then shows that g can lastly be 

deformed by an isotopy fixingdM so that g(Z) =  Z'. □

(Fig. 2).
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A PPE N D IX  B. — Compression bodies

T h e  a im of  this a p p e n d i x  is to  ex t en d  to c o m p re ss i o n  bodie s  so m e  w el l - kn ow n p ro p er t ie s  of  

ha nd l e b o d ie s  ( u r  [ / J) .  These resul t s were needed  in p a r a g r a p h  4 a n d  p a r a g r a p h  9.

For a compression body V, consider the set SI of all surfaces D in V with the following 

properties:

(1) D consists of discs with boundary in de V and splits V into a ^-irreducible manifold.

(2) Property (1) fails if we remove one component from D.

The set 3) contains at least one element D 0 (with possibly D o =  0 ) :  Indeed, consider a 

decomposition of (V; de V, c t V) into handles of index 2 and 3. The union of the cores of the

2-handles (extended to de V) satisfies (1); remove then as many components as necessary from 

this surface.

Given an element of there is a natural construction, related to classical "handle sliding” 

for handle decompositions, that provides many other elements of S$ : Let d l and d2 be two 

distinct components of D e SI and let k  be a simple arc in de V that joins a side of d x to itself 

and whose interior meets (transversally)dD in exactly one point contained 'mdd2 (see 

Fig . 3). Consider then a regular neighborhood U of k  u  d L; its frontier 5U consists of a disc 

and of an annulus A. By definition, a sliding o fd 2 over d i along k  is any automorphism t of V 

that is isotopic to a Dehn twist along A. Up to isotopy, t (D -  d2) =  D — d2 and t (d2) is as in 

Figure 3 (the two cases occur according to the direction of the Dehn twist). Note that / (DI 

depends onl\ on one “ half" k' of A; we shall say that /(D) is obtained from D hv sliding d2 

over d x along k ' . Note that / " 1 is a sliding of t(d2) over d v

P r o p o s i t i o n  B . l .  — Any two elements o f SI are related by a succession o f sliding s (and 

iso to pies).

Proof — Consider D 0 and D i eS^  and isotop D : so that its intersection with D 0 is 

transverse and has minimum number of components (among all isotopies 

o f D J .  A standard argument then shows that no component of D 0 n  is closed [see for 

instance the proof of (6)=>(c) in Proposition 2.2].

We now want to decrease D 0 n  D 1 by performing a succession of slidings on D ^  For this 

purpose, assume D 0 n  D j #Ç) and consider the manifold V 1 constructed by cutting V open 

along D ^  Let D 0 c  V 1 be the surface obtained by splitting D 0 along D 0 n  D v  Since D 0 

consists of discs and no component of D ()n D ,  is closed, a component d{) of D () is a disc that

k

Fig. 3

d2 d i
t ( £ r

or

t(d2)
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meets in exactly one arc the union of the faces of on f  V,. Let d[ be the face of D, that 

meets i70^/j be the corresponding component of D and d{  be the other face of d l on rV ,.  By 

definition of C/, V, is r-irreducible and ci7() consequently bounds a disc 3'{) in rV ,.

If ci0 does not contain d x , let d2 be the disc constructed by “ pushing" the interior of 

d l u 3 ' 0 inside Vj and slightly moving its boundary so that d^ n c d 2 = 0  

(Fig. 4). Considering d2 as a (properly embedded) disc in V, let D 2 denote 

( D t —d l ) u d 2. One checks easily that D 2 is obtained from Dj by a succession of slidings 

of d x over the other components of Dj that have at least one face in ¿70.

If cl'0 contains d \ , let d2 be constructed from a'{) — dl  by pushing its interior inside V { and 

slightly moving its boundary so that d{ n c d 2 = ® (Fig. 5). Again D 2=( Dj  - d l ) u d 2 is 

obtained from by a succession of slidings of d x over the other components of D, with at 

least one face in 3'0 (but now, the slidings occur “ on the d\  -side").

In both cases, D „ n  D 2 has less components than D ()n D , .  By iterating this process, we 

eventually reach a surface D„e£/*, related to by a sequence of slidings, such that 

D n n  D 0 =  0 .  Let V„ be obtained by cutting V open along D„. If d0 is a component of D 0, 

cd0 bounds a disc d'0 in c V n (V„ is c-irreducible).

There exists a component dn of D n with exactly one face in d'0 : Otherwise, d0 would 

separate the component of V that contains it into two components,  one of which is a 
handlebody (use the irreducibility ofV) ,  and D 0 would not satisfy the minimality 

condition (2) in the definition of Now, the surface D„ t  ̂ = ( D n- d n) u  d{) is obtained 

from D m by sliding dn over the other components of D„ with at least one face in d'{).
By iterating this process, we eventually reach I)pc D (). By minimality of L)0[ = condi­

tion (2) in the definition of £/*], it follows that, in fact, D p = D (). This ends the proof. □

C o r o l l a r y  B . 2. -  / /  D 0 and D j  e £/ ,  then D { = u n un {  . . . u l {D0) whereJor every /, ut is 

a sliding o f a component o f  D 0 over another one.

Proof. -  Proposition B. 1 asserts that D l = tn tn . l . . .  t x (D0) where, for every /, /, is a 

sliding of a component of /, ^ . . ^ ( D o )  over another one. Note that, if 

cp = / _ !  tn 2 . . . t j, then = 1 /„cp is a sliding of a component of D () over another 

one. Since tn i„ l . . . t x =cp / the result then follows by induction on //. □

dd2

dd2
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C o r o l l a r y  B. 3. -  In a compression body V, let D consist o f discs with r D c r (, V. Then 

the manifold V obtained by cutting V open along D is a compression body with interior 

boundary corresponding to r t V.

Proof -  Choose a handle decomposition of (V; c t. V, r, V) into handles of index 2 and 3 

with minimum number of handles, and consider the union D () of the cores of the 2-handles 

(extended to c v V). Then V(), obtained by cutting V open along D (), is isomorphic to the 

disjoint union o f ( r , V ) x I  and of some balls. Moreover, it is easy to check that D ()eC/.

When De Z/ ,  Proposition B. 1 shows that V(), which proves B.3 in this case.

In the general case, D is contained in a surface D' which consists of discs and splits V into a 

¿-irreducible manifold. Let D ' e i /  be constructed by removing from D' as many 

components as necessary, and let V' (resp. V") denote the manifold obtained by splitting V 

along D' (resp. D"). Since V" = V0 is irreducible and ¿-irreducible, V' is isomorphic to the 

disjoint union of V() and of some balls, and therefore to the disjoint union of (r, V) x I and of 

balls. It follows that V, obtained from V' by glueing 1-handles on r V ' - r , V ,  is a 

compression body. □

In §9, we needed the following technical result.

L e m m a  B . 4 .  -  Let V  be a compression body, A be a finite collection o f disjoint discs in c t V  

andg  be an automorphism o f \  preserving c, V and A. Assume that no component oj V is a 

handlebody (just to lighten the notation) and choose a presentation o fV  as (c t V x l ) u {  1- 

handles}, where V is identified with c , V x { 0 }  and the \-handles are attached on 

(¿?,.V-A)x{ 1 }.

Then, g can be deformed, by an isotopy fixing  r, V, to an automorphism g' such that 

#'(A x  I) = A x  I.

Proof. -  First of all, note that V admits such a handle decomposition: Indeed, by 

definition of compression bodies and since no component of V is a handlebody, the triad 

(V; r t,V, c t V)  admits a decomposition into 2-handles (the 3-handles can easily be 

cancelled.) Consider then the dual decomposition.

Let D consist of the co-cores of the 1-handles of this decomposition. Clearly D e ^ .

By Corollary B. 2 ,g can  be deformed, by an isotopy fixing r, V, to \\icp where v|/(D) =  D and 

the support of cp is contained in a regular neigborhood of the union of D and of a 1- 

subcomplex of d e V.  In particular, we may assume that the support of cp avoids 

A x I <z V. Now, vj/ can be isotoped relatively to <?,- V so that \\t (A x I ) =  A x I (first, make it 

preserve the 1-handles, and then the strata r,  V x { /} by use of [Wa2], Lemma 3.5). This 

ends the proof of Lemma B.4. □
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P rin ted  in  Great B ri ta in

Ribbon fibred knots, cobordism of surface diffeomorphisms, 
and pseudo-Anosov diffeomorphisms

(b) I f i  4= j , th e  connected  sum  K i #  ( — K j)  is n o t  a ribbon  k no t. I n  p a r ticu la r , th e  

K ? 9 are  pairw ise d is tinc t.

C ondition  (a) implies t h a t  th e  A lexander m odules o f  th e  K / s, equ ipped  w ith  

B lanchfield  d u a li ty  (see for in stance  (3), (21)), are  pairw ise isom etric. I n  p a rticu la r , 

th e  K i ’a c an n o t be d istinguished  b y  an y  of th e  classical in v a r ian ts  t h a t  are e x tra c te d

from  th is  m odule, such as th e  A lexander polynom ial, various signatures, e tc .......

I n  condition  (6), — K j  is o b ta in ed  from  K j  by  reversing th e  o rien ta tio n  o f  th e  k n o t 

an d  o f th e  am b ie n t space. Also, recall t h a t  a k n o t  in S 3 is ribbon w hen  i t  is o b ta in ed  

from  th e  u n link  w ith  (&-f 1) com ponents b y  em bedded  surgery  along k  arcs (the 

ribbons) jo in ing these  com ponents. T he m ain  in te re s t  o f th is  defin ition resides in  th e  

im m ed ia te  p ro p e r ty  t h a t  a r ibbon  k n o t  is slice (i.e. nu ll-cobordan t) a n d  in  th e  ex p eri­

m e n ta l  fac t th a t ,  so far, ever}^ slice k n o t  know n is ribbon. S u p p o rted  b y  th is  la s t  

evidence, a  ce lebra ted  conjec ture  asks w h e th e r  ‘s lice’ is equ iv a len t to  ‘r ib b o n ’. A n 

affirm ative answ er to  th is  conjec ture  would im ply  t h a t  th e  k n o ts  K i are  pairw ise n o t  

cobordan t. I n  a n y  case, th e  K i #  ( — s provide cand ida tes  to  su p p o rt or d isprove it.

T he  theo rem  (8) o f Casson an d  G ordon we referred to  asserts  th a t ,  if  a  fibred k n o t  K  

is r ibbon , its  m onodrom y ex ten d s  to  a diffeom orphism  o f a (3-dimensional) h a n d le b o d y ; 

b y  definition, a  diffeom orphism  /  o f a com pact o rien tab le  surface F  extends to a diffeo­

morphism  v o f  a handlebody V  (i.e. a ‘p re tz e l’, o b ta in ed  b y  gluing 1-handles over th e  

b o u n d a ry  o f  a 3-ball) if  F  is con ta ined  in dV, if  each com ponen t o f  d V  — F  is an  open  

disc an d  if v coincides w ith  /  on F.  T he p roo f o f th is  theo rem  is based  on a  v e ry  nice 

generalization  o f  th e  loop theo rem  to  3-dim ensional d u a lity  spaces, occurring here

1-dim ensional hom ology o f th e  fibre does n o t  depend  on i, u p  to  conjugacy.

(a) T he  isom orphism induced  b y  th e  m onodrom y o f K i on  th eHl{( F i )if i*-

F o r  a  long tim e, th e  m ain  a c tiv ity  in k n o t theo ry , we would even say  th e  only  one 

fo r th e  problem s re la ted  to  k n o t cobordism , has been focused on to  th e  deve lopm en t 

a n d  th e  analysis o f  various a lgebraic invarian ts . T he presen t p ap er  in ten d s  to  illu s tra te  

som e geom etric  techniques, a n d  to  advertise  a recen t theo rem  of Casson an d  G ordon (8) 

which provides a necessary  condition  for a  fibred classical k n o t  to  be rib b o n  (see 

definition below) in  te rm s o f a cobordism  p ro p e r ty  of its  m onodrom y. W e w a n t to  

show  how  th is  las t resu lt, com bined w ith  some previous w ork o f ours on th e  cobordism  

o f  surface diffeom orphism s (4) (see also (10)) an d  T h u rs to n ’s th eo ry  o f  pseudo-A nosov 

diffeom orphism s (28), (12), can effectively be used to  show th a t  a  k n o t is n o t  ribbon . 

More precisely we construc t, using these  techniques, a fam ily  o f genus 2 fibred k n o ts  

K it i e  N, in  S z w ith  th e  following p roperties:



as th e  infinite cyclic covering of the  com plem ent of a slicing disc in jB4, equipped  w ith  

Milnor d u a lity  (21). Conversely, if the  m onodrom y of th e  fibred k n o t K  ex tends to  a 

diffeom orphism  of a handlebody, an easy m apping  to rus  construction  shows th a t  K  

bounds an  em bedded  disc in a hom otopy  4-ball with b o u n d ary  S s (hom eom orphic to 

th e  s ta n d a rd  ball f i4 by  (13)).

I t  is a b it  d isappo in ting  to  no te  t h a t  th is  strik ing  result, p a r tly  re la ting  cobordism  

of kno ts  an d  cobordism  of surface diffeom orphism s, does n o t yield any  new algebraic 

in v a rian t. Indeed , th e  m ain  obstruc tions know n for a k n o t  to  be ribbon  involve, on 

one hand , an  o b s tru c tio n  w ith  values in some W it t  group  arising from  e lem en tary  

considerations on th e  A lexander m odule (see (20)), on th e  o th e r  hand , some sharper 

inva rian ts , a lready  developed by  Casson an d  G ordon ((6), (7), (14)) w hich are based  

on com pu ta tions of twdsted signatures in b ranched  coverings and  whose d e te rm in a tio n  

is in general ra th e r  h a rd  to  w ork out. F o r  th e  problem  of ex tend ing  a surface diffeo­

m orphism  to  a diffeom orphism  of a hand lebody , th e re  exists sim ilarly  homological 

obstruc tions in a W it t  group  (19) a n d  some C asson-G ordon in v a r ian ts  (5) (for sake of 

com pleteness, we should  also quo te  th e  in v a rian ts  developed in (17), re la ted  to  th e  

R ohlin  in v a r ia n t  o f hom ology 3-spheres, b u t  these  do n o t app ly  to  m onodrom ies of 

fibred knots). U n fo rtu n a te ly , in each case, th e  o b s tru c tio n  associated  to  a fibred k n o t  

tu rn s  o u t to  coincide w ith  th e  corresponding obs tru c tio n  associated  to  its  m onodrom y, 

a n d  (8) therefore  does n o t  yield a n y th in g  new on th is  side. As a m a tte r  o f fac t, (8) 

p a r t ly  o rig ina ted  from  th is  observation .

In  th e  case we are considering K i #  ( — K j)  has th e  sam e A lexander m odule (equipped 

w ith  B lanchfield dua lity ) as th e  ribbon  k n o t  K 0 #  ( — K 0), an d  th e  homological o b ­

s tru c tio n  for K { #  ( — K j)  to  be ribbon  therefore  vanishes. (We how ever do n o t know  

w h a t th e  C asson-G ordon in v a rian ts  are.) I t  is therefore  o f in te re s t  to  tu rn  to  o th e r 

m ethods, nam ely  our geom etric  ones.

T he rough lines o f th e  construc tion  o f th e  k n o ts  K i w ith  th e  p roperties  announced  

are  th e  following. W e s ta r t  w ith  a fibred k n o t K 0 whose fibre F0 conta ins a simple 

closed curve C t h a t  separa tes  jF0 an d  is u n k n o tte d  in  S 3. T he K S s are th e n  o b ta ined  

from  K 0 b y  S tallings tw ists  (see § 1) along C. T his construction  provides in  p a r ticu la r
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of K i corresponds to  T lc f Qi where Tc  is th e  D ehn  tw is t along C\ th e  condition  (a) 

announced  im m ed ia te ly  follows from  th is  p ro p erty  since C separa tes  To show th a t  

K i #  ( — K j)  is never ribbon  w hen i =}= j ,  we begin b y  using (8) an d  (4) to  reduce in §3 

th is  problem  to  th e  following: I f  Fk is th e  closed surface ob ta in ed  by  gluing a  disc 

along th e  b o u n d a ry  o f Fk a n d  if th e  diffeom orphism  j k :Fk -+ Fk ex tends  f k, th e n  j i is 

never isotopic to  a con jugate  o f f j  w hen i #= j .  L astly , th is  la s t  s ta te m e n t is p roved  in 

§ 5 b y  com paring  th e  s tre tch in g  fac tors o f pseudo-A nosov diffeom orphism s respec ­

tive ly  isotopic to  f i a n d /y .  This las t s tep  involves th e  techn iques o f ‘tra in  t r a c k s ’ 

developed by  T h u rs to n , whose th eo ry  (m ainly unpublished) is ske tched  in §4.

Showing th a t  th e  K ?s are pairw ise d is tin c t only requires th e  co m p u ta tio n  o f th e  

above s tre tch in g  factors, an d  depends in no w ay on (8) or (4). This m e th o d  has 

been  in dependen tly  used by  B irm an  an d  K idw ell (2). Also, our exam ples are  included 

in a larger class of d is tin c t fibred k n o ts  w hich have since been show n b y  M orton (22) 

to  rep resen t infinitely  m an y  tim es th e  A lexander m odule o f every  fibred kno t. T he 

m e th o d  used b y  M orton to  d istinguish  these kn o ts  relies on T h u rs to n ’s hyperbolic

a  p referred  identification  betw een  th e  fibres F an d F ? for w hich th e  m onodrom y /ox
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D ehn surgery  (and is u n fo rtu n a te ly  no t explicit). As no ted  a t  th e  end  of th e  p resen t 

paper, M o rto n ’s kn o ts  can be used to  con stru c t m any o th e r families o f  fibred k n o ts  

w ith  th e  above p roperties (a) an d  (b).

1. Stallings twists

In  (27), Stallings describes a construction , w hich we will hencefo rth  call a  Stallings  

tw is t , t h a t  p rovides a new fibred k n o t from  th e  d a ta  of a n o th e r  fibred k n o t a n d  o f a 

curve en joy ing  certa in  properties. T he im portance  of th is  opera tion  has been  p a r t ic u ­

larly  em phasized  by  H arer, who p roved  in  (15) t h a t  an y  tw o fibred k n o ts  are  re la ted  

by  a sequence o f Stallings tw ists, o f p lum bings of trefoil k n o ts  (in th e  sense o f M urasugi; 

see (23), (27), (15)) an d  o f th e  inverse operations. L e t us briefly describe th is  construc tion .

L e t  K  be an  o rien ted  fibred k n o t in $ 3, w ith  m onodrom y / F F. B y convention ,

fixes th e  b o u n d a ry  of th e  o rien ted  surface F.  Considering th e  p inched  m apping  to ru s/
where th e  equivalence re la tion  ~  is defined by

fe ith e r  t' — t e  Z an d  x ' = f t'~t (x), 

lo r  x  = x ' e d F ,

th e re  exists  b y  defin ition an  o rien ta tion-preserv ing  diffeom orphism  cp\S3 ~> M ( f )  

w hich m aps  K  on to  th e  b ind ing  (dF x I ) / ~  o f th e  n a tu ra l  open book decom position  

o f  M ( f ) ,  respecting  th e  o rien ta tio n s  if  (dF x I ) / ~  is o rien ted  as th e  b o u n d a ry  o f  F  x 0 

in  M ( f ) .  R ecall from  (26) t h a t  th e  fibre q)~x(F  x *) is un ique  up  to  iso topy  of S 3 fixing 

K , while th e  m o n o d ro m y / is  well-defined up  to  o rien ted  conjugacy an d  iso topy  fixing 

th e  b o u n d ary .

I f  Tc  deno tes th e  r ig h t-h an d ed  D ehn  tw is t  along th e  curve C in F  a n d  in ?ieZ ,  th e  

p inched  m app ing  to ru s  M ( T ^ f )  is easily seen to  be o b ta in ed  from  M ( f )  b y  rem oving  

a sm all closed tu b u la r  ne ighbourhood V o f C  = C x e < ^ F x e ,  w ith  e e ]0 ,1 [ ,  a n d  b y  

glu ing a t  th e  sam e place a new solid to ru s  W . M oreover, th e  m erid ian  o f  W  th e n  

corresponds in  H ^ d V )  =  H x(dW)  to  fi + nXF , where ¡i is a m erid ian  o f V  a n d  w here XF 

is th e  long itude  o f V  rep resen ted  b y  one of th e  tw o  com ponen ts o f (F  x  e) (] 3V, 
o rien ted  so t h a t  ¡ i . XF — +  1 on th e  o rien ted  b o u n d a ry  o f V  (see (27), (15), or com pare 

w ith  (25), p. 276). I n  o th e r  words, M ( T c f )  is o b ta in ed  from  S 3 =  M ( f )  b y  a  surgery  

along G killing (1 + n l) / i  + nX  in  H x(dV), w here A is th e  s ta n d a rd  long itude  o f th e  

curve C in  S 3 (generating  th e  kernel o f H ^ d V )  -> H ^ S * — V) a n d  o rien ted  so t h a t  

f i . X  =  -f 1) a n d  where I is th e  local linking n u m b er  o f  F  = F x e  a ro u n d  C , i.e. 
XF =  A -j- Iji.

If, in  th e  above s itua tion , C  is m oreover u n k n o tte d  in  S 3 a n d  1 + nl = ±1,  th e n  

M ( T l f )  consequently  tu rn s  o u t to  be diffeom orphic to  S z (by ex tension  o f  n  full 

tw is ts  along a m erid ian  disc o f th e  solid to ru s  S 3 — V; see (18), (25) § 9. Such an  o r ie n ta ­

tion-preserv ing  diffeom orphism  M ( T ^ f )  S 3 provides a new open-book decom posi­

t ion  of S 3, whose b inding  K '  is a new (oriented) fibred k n o t  in  S 3 w ith  m onodrom y 

T%f.  W e shall th e n  say  th a t  K '  is ob ta in ed  by  perform ing  on K  a  Stallings twist o f  

order n  along C. I n  th e  cases we are in te res ted  in, I will alw ays be 0 so t h a t  th e  condition 

1 + n l  — ± 1 is au to m a tica lly  satisfied.

)tj
tx()t>X(

M (/ ) (F x I )./
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L e t C5 be th e  curve rep resen ted  on Fig. 2*1, d raw n  on th e  fibre F. I t  is clearly 

u n k n o t te d  in  S z, a n d  th e  local linking n u m b er  o f  F  a ro u n d  Ch is null. W e can conse­

qu en tly  p erform  on K  a  S tallings tw is t o f o rder 1 along Ch an d  so g e t a new fibred k n o t 

K 0. T he k n o t  K 0 an d  its  fibre F0 are th e  respective im ages o f K  an d  F  by  surgery  of 
ty p e  -f 1 a long th e  curve C5 x e <=: F  x e c  M ( /)  =  $ 3 (killing / i -b A, w here ¡i an d  A are  

respective ly  a m erid ian  a n d  a longitude  o f  C5 x e in  $ 3). N oting  t h a t  C5 x e is isotopic 

in  S s — F  to  th e  curve C'5 rep resen ted  on Fig. 2 -1, K 0 a n d  F0 are therefore  th e  k n o t an d  

surface o f  Fig. 2*3 (ob ta ined  from  K  a n d  F  b y  perform ing  a r ig h t-h an d ed  full tw is t  

along a disc bound ing  C ’h). M oreover, for th e  n a tu ra l  iden tifica tion  of jF0 w ith  F ,  th e

F ig .  2 1

C

c

F

K

C,
/ C2 G

C5C6

F ig .  2*2

2. Construction o f  the K i s

5

5

O ur construc tion  o f th e  i f / s  prov ides a good illu stra tion  of § 1. W e s ta r t  w ith  th e  

k n o t K  rep resen ted  in  Fig. 2-1. I t  is th e  connected  sum  of a r ig h t-h an d ed  trefoil an d  

of a  figure 8 k n o t, a n d  i t  is therefo re  fibred w ith  fibre th e  surface F  shown. F o r  th e  

obvious iden tifica tion  o f F  w ith  th e  surface o f Fig. 2-2, th e  m o n o d r o m y /o f  K  can be

w rit te n  as T T T l T where Tk denotes th e  r ig h t-h an d ed  D ehn  tw is t along th e

curve Ck.

Fig. 2-3 reveals on th e  fibre F0 a curve C6 which is u n k n o t te d  in S 3 a n d  bounds a 

p u n c tu re d  to ru s  (hatched  on th e  p ic ture) in F0. T he  linking o f F0 a ro u n d  C% is null 

(this is au to m a tic  since C6 is null-hom ologous in i 70) an d  we can th u s  define for each 

i e l  th e  k n o t K t o b ta in ed  b y  perform ing on K 0 a S ta llings tw is t o f o rder i along (?6. 

I t  is a fibred k n o t whose fibre FL is n a tu ra l ly  identified  w ith  jF0 an d  therefore  w ith  F ,

tw is t  along th e  curve Ck of Fig. 2*2).

(where Tk still deno tes  th e  r ig h t-h an d ed  D ehnm o n o d ro m y /0 o f  K 0 is TbT^TÄT 2 1T1

l234
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an d  whose m onodrom y is f t =  T i T hT ^ T 2 xTv  W e leave i t  as an  exercise for th e  

reader to  d raw  for h im self a p ic tu re  rep resen ting  th e  k n o t K i in  S s a n d  its  fibre (h in t: 

P u sh  Ce off F0, th e n  u n k n o t i t  in  S 3 an d  las tly  perform  tw ists  a long a disc bound ing  C6).

3. Cobordism o f  su r f  ace diffeomorphisms

W e recall in th is  section a few resu lts  on th e  cobordism  o f surface diffeom orphism s, 

an d  ap p ly  th e m  to  th e  case we are in te re s ted  in, nam ely  to  th e  m onodrom ies o f  th e  

fibred k n o ts  co nstruc ted  in  §2.

A diffeom orphism  g o f a closed o rien ted  surface G (not necessarily  connected) is 

null-cobordant if  th e re  exists an  o rien ted  com pact 3-m anifold V  an d  a  diffeom orphism  

v o f V  such t h a t  G =  dV  a n d  v coincides w ith  g on G. More generally , tw o  diffeom or­

phism s o f closed o rien ted  surfaces gx\ Gx -> Gx an d  g2: G2 -* G2 are cobordant if  th e  d if ­

feom orphism  <7i II ( — g2) is nu ll-cobordan t in  th e  above sense, w here — g2: - G 2- > —G2 

is o b ta in ed  from  g2 b y  reversing th e  o r ien ta tio n  o f G2. T he  cobordism  classes so defined 

form  a g roup  A2, th e  g roup  law  being induced  b y  th e  d is jo in t un ion  II.

T here  are  tw o  im p o r ta n t  cases where a g iven diffeom orphism  g o f an  o rien ted  

closed surface G is cob o rd an t to  a diffeom orphism  o f a surface t h a t  is ‘ sim pler ’ th a n  

G. T hey  involve th e  s itu a tio n  where th e re  exists an  o rien ted  3-m anifold V  a n d  a 

d iffeom orphism  v o f  V  such t h a t  G is con ta ined  in d V, g =  v | G a n d  V  is o f one o f 

th e  following tw o  types.

(A) T he t r ia d  ( V; G, d V  — G) ad m its  a hand le  decom position  w ith  only  hand les of 

index  2 an d  3, no com ponen t o f dV  — G is a sphere an d  V  is n o t diffeom orphic to  G x I .  

T he  m anifo ld  V  is th u s  a h and lebody  w hen dV  = G an d  w h a t we w ould call a ‘hollow 

h a n d le b o d y ’ otherw ise.

(B) T he m anifo ld  V  ad m its  an  /-b u n d le  s tru c tu re  over a  closed, possib ly  non- 

orien tab le , surface a n d  V  is n o t  diffeom orphic to  G x  I .

I n  these  tw o cases, g is co b o rd an t to  th e  restr ic tion  o f v to  th e  surface d V — G, equ ipped  

w ith  th e  o rien ta tio n  opposite  to  t h a t  induced  b y  th e  o r ien ta tio n  o f V. This surface 

is o b ta in ed  from  G b y  surgeries of index  2 an d  3 in  case (A), an d  b y  rem oving  a few 

com ponents of G in case (B). In tu it iv e ly , dV  — G is th u s  sim pler th a n  G.

The fu n d am en ta l resu lt o f (4) (see also (10)), w hich subsequen tly  leads to  th e  com ­

p u ta t io n  o f th e  group  A2, is th e  following.

L e m m a  3-1. Every orientation-preserving diffeomorphism g o f  a non-empty surface G 

that is null-cobordant admits a reduction o f  type  (A) or (B) above. |

L e t  us come b ack  now  to  th e  fibred k n o ts  K {, w ith  m o n o d r o m ie s / : / !  -> con ­

s tru c te d  in §2. I t  will be conven ien t to  in troduce  th e  following n o ta tio n : I f  g is a

F ig .  2-3
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diffeom orphism  of a  com pact surface G an d  if  g fixes th e  b o u n d a ry  8G, le t Gr deno te  

th e  ‘ capped  off surface ’ o b ta in ed  b y  gluing a  disc along each com ponen t o f 8G, an d  

le t  $ deno te  th e  diffeom orphism  o f Gr ex tend ing  g by  th e  id e n ti ty  ou tside  o f  G.

W e w a n t to  show th a t ,  if  i 4= j ,  th e  fibred k n o t K t #  ( — K j)  is n o t  ribbon . B y  (8), 

i t  is sufficient to  p rove th a t  its  m onodrom y does n o t ex ten d  to  a diffeom orphism  of a 

hand lebody . T he k n o t K t #  ( ~ K j )  is a  fibred k n o t  w ith  fibre F{j =  F{ 

where # a denotes th e  b o u n d a ry  connected  sum , an d  its  m onodrom y is th e  diffeo­

m orphism  f ij = f i $ d ( —f . )  o f  Fi j . W e are in  fac t going to  show t h a t  f tj is n o t null- 

cobordan t.

T he closed surface F{j is th e  connected  sum  o f Pi a n d  — Fj} an d  f tj can  be w ritte n  

as f i  #  Grluing a  2-handle along th e  connected  sum m ing  curve in  Fij  =  F{ #

( — Fj), one easily exh ib its  a reduc tion  of ty p e  (A) w hich provides a cobordism  betw een  

f tj an d  th e  diffeom orphism  /  LI ( - / • )  of Ft LI ( -  Fj). Therefore, K i #  ( -  K j)  can  be 

r ibbon  only w hen /  a n d / •  are  cobordan t.

L e m m a  3-2. Let g:G  -> G and g': G' G' be two diffeomorphisms o f  closed oriented 

genus 2 surfaces. I f  g and gf are cobordant, then (at least) one o f  the following three proper­

ties holds.

(a) g extends to a diffeomorphism o f  a handlebody.

(ft) There exists a homotopically non-trivial curve C in  G that is preserved by g u p  to 

isotopy (homotopically non-trivial means that n ^ C )  -> n ^G )  is injective).

(y) g is isotopic to a conjugate o f  g \  i.e. there exists an oriented diffeomorphism h:G  -> 

G' such that g' is isotopic to hgh~~x.

Proof.  I f  g a n d  g' are  cobordan t, L em m a 3* 1 asserts  t h a t  g II ( — gf) ad m its  a reduc tion  

o f ty p e  (A) or (B). A fter, if  necessary, a fu r th e r  app lica tion  o f L em m a 3-1 to  th e  

diffeom orphism  prov ided  b y  th is  reduction , i t  follows easily t h a t  e ith e r  g i tse lf  ad m its  

a  red u c tio n  o f ty p e  (A) or (B), or th e  following p ro p e rty  (B') holds.

(B ') g II ( — gf) ex tends  to  a  diffeom orphism  v o f a 3-m anifold V  bound ing  G L I ( - f f )  

an d  diffeom orphic to  G x I .

Since G has genus 2, th e  case where g ad m its  a reduc tion  o f ty p e  (A) or (B) splits in to  

th ree  cases, nam ely :

(A') g ex ten d s  to  a diffeom orphism  of a hand lebody .

(A") g ex tends  to  a diffeom orphism  v o f  a hollow hand lebody  V, whose b o u n d ary  

consists o f G an d  o f  1 or 2 to ri, a n d  such th a t  th e  tr ia d  ( V; G, 8 V  — G) ad m its  a handle  
decom position  w ith  ex ac tly  1 hand le  o f index  2.

(B") g ex ten d s  to  a  diffeom orphism  v o f  a 3-m anifold V  bound ing  G a n d  ad m ittin g  

an  /- f ib ra t io n  over th e  non-orien tab le  surface T 2 #  UP2.

Thus, one of th e  four above p roperties  (A'), (A"), (B') an d  (B") holds. W e will show 

t h a t  (A") (/?), (B") (ft) an d  (B') => (y), w hich will p rove L em m a 3-2 as p ro p e rty  

(A') is ex ac tly  (a).

Wrhen  (A") holds, an  easy  cu ttin g  an d  p as ting  a rg u m en t shows th a t  th e  b o u n d a ry  

C o f  th e  core o f th e  hand le  of index  2 is, u p  to  iso topy, th e  un ique  simple closed curve 

t h a t  is nu ll-hom otopic  in  V  b u t  n o t in  8V  (see for in stance  (4), append ix  B). I t  follows 

th a t  g(C) = v(C) is isotopic to  C. T hus (ft) holds.

In  case (B"), v is isotopic to  a diffeom orphism  respecting  th e  /- f ib ra tio n  ((16), 
proposition  26*3). As every  diffeom orphism  of T 2 #  UP2 respects th e  core C ’ o f  iRP2
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u p  to  i s o to p y  (9), it fo l low s I h a  1 >j m a p s  t h e  c u r v v  y f o f  / '  l i f t in g  O'  t o  a n  i s o to p i e  c u r v e .  

T h e r e f o r e ,  (ji) a g a i n  h o ld s

Lastly , in case (B '), v is a (u;am. isotopie to  a diffeom orphism  of V ~ F  x I  respecting  

each s t r a tu m  F  x * ((30), lem m a 8-5). whene< it follows th a t  g is isotopic to  a con juga te  

o f g \  i.e. t h a t  (y) holds. |

L e m m a  3*3. T h e  c a p p c d - o f f  m o  n o d  r o m y  / ,  i s  n o t  t i u l l  c o b o r d a n t .

P r o o f .  l f f i ex ten d ed  to a diffeom orphism  of a 3-m anifold I , th e  kernel o f H ^ F ^  -> 

/ / x( V) would provide a ra n k  2 subspace of / / 1(^ /) in v a r ia n t by th e  au to m o rp h ism  

induced  by  f t on th e  hom ology. In  pa rticu la r , th e  charac te ris tic  po lynom ial P ( t )  

w ould be reducible.

On th e  o th e r  h and , th is  po lynom ial is

P ( t )  -  t* — 2 t 3 +  t 2 — 2 M - 1.

As expec ted  from  th e  fac t t h a t  P ( t )  is also th e  A lexander polynom ial o f th e  K / s ,  

P(t~~l ) =  t * P ( t ) .  U sing th is  sy m m etry , an  e lem en ta ry  co m p u ta tio n  shows th a t  P ( t )  is 

irreducible over Z, which proves th e  lem m a. |

Com bining L em m as 3-2 an d  3*3, i t  follows th a t ,  if  K t #  ( — K j)  is r ibbon , th e n  

e ith e r  j i respects  u p  to  iso topy  a  hom otopieally  non -tr iv ia l curve in Ft or j i is isotopic 

to  a con juga te  o f  W e will prove in § 5 t h a t  th e  first a l te rn a tiv e  is im possible while 

th e  second one occurs only  w hen i  =  j . (As a m a t te r  o f fac t, we could a lready  p rove 

t h a t  j i respects  no iso topy  class of curves by  e lem en ta ry  hom ological considerations, 

as in  L em m a 3*3).

4. T r a i n  t r a c k s

W e review  in  th is  section a few results, w hich we shall use in § 5 a n d  are  u n fo r tu ­

n a te ly  unpub lished , in th e  th e o ry  o f surface diffeom orphism s developed by  T h urs ton . 

These m ain ly  involve th e  so-called ‘t ra in  t r a c k s ’ on surfaces. WTe shall assum e th e  

read er m ore or less fam iliar w ith  th e  basic fac ts  o f th e  th eo ry  (see (28), (12)) a n d  th e  

proofs will in  general be only  sketched . F o r  sake o f sim plicity , all surfaces will be closed 
an d  orien tab le .

F ig .  4 1

R ecall t h a t  a measured foliation  on a closed surface F  is a fo lia tion  $  wTith  only 

iso lated  singularities o f ty p e  ‘saddle w ith  k ^  3 p ro n g s ’ (see Fig. 4*1), equ ipped  m ore ­

over w ith  an  in v a r ia n t  transverse  m easure ft w hich defines a no tion  o f len g th  for th e  

arcs transverse  to  th e  foliation. Twro such fo liations are said to  be transverse w hen 

th e y  have th e  sam e singular points, are transverse  in th e  usual sense ou tside of these 

po in ts , and  m eet as ind ica ted  on Fig. 4-2 (for a saddle w ith  3 prongs) a t  th e  singularities.

A pseudo-Anosov diffeomorphism. o f the  surface F  is a hom eom orphism  /  for which 

th e re  exists tw o transverse  m easured  foliations Qiu,[iu) an d  (3 r \ / /s) an d  a real n u m b er 

A > 1 such th a t :

k k = 4

F ig . 4*2

3
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f(%u,M'u) = ©U>A/*«),
and

fcfr,/*) = (ef.A-v),
where ($,A /i) rep resen ts  th e  fo liation $  equ ipped  w ith  th e  tran sv e rse  m easure  o b ­

ta in ed  by  m u ltip lica tion  o f ¡1 by  A. Such a hom eom orphism  is necessarily  diffeom or­

phic ou tside o f th e  singularities o f th e  tw o foliations, b u t  is n o t  a diffeom orphism  of 

th e  whole surface. The n u m b er A is, by  definition, th e  stretching factor  o f / .

The m ain  resu lt o f (28) is th e  following.

T h e o r e m  4 - 1 .  Given a diffeomorphism f  o f  a closed surface F , at least one o f  the 

folloiving three properties holds :

(i) /  respects up  to isotopy a (non empty) collection o f  disjoint homotopically non ­

trivial simple closed curves.

(ii) /  is isotopic to a periodic diffeomorphism f ' .

(iii) f  is topologically isotopic to a pseudo-Anosov diffeomorphism  / ' .

Moreover , the case (iii) excludes the two other ones and the pseudo-Anosov diffeomor­

p h ism  / '  is then unique u p  to conjugation by a diffeomorphism isotopic to the identity.

I n  case (i), /  is said to  be reducible.

I n  ad d itio n  to  th is  theo re tica l s ta te m e n t,  T h u rs to n  has  also developed some 

techn iques enabling  one to  de te rm ine  in p rac tice  w hich conclusion (i), (ii) o r (iii) 

holds for a g iven diffeom orphism  and , in  case (iii), to  com pute  th e  s tre tch in g  fac to r  

o f  th e  corresponding pseudo-A nosov diffeom orphism . T he app lica tion  o f th is  m e th o d  

requires in tu it io n  an d  i t  is therefo re  by  no m eans a lgorithm ic  (even if  th e re  is some 

hope t h a t  i t  m ay  becom e so one day , see (24)). In  prac tice , how ever, i t  tu rn s  o u t  to  be 

ex trem ely  efficient. T his section is devo ted  to  th e  exposition  o f  these  techniques.

A train tracks  (see (29), § 8) on a surface F  is a g rap h  r em bedded  in  F  such th a t ,  

for each v e r tex  v o n r ,  all edges o f r  ending a t  v are  ta n g e n t  to  a single line (as a t  a 

sw itch  o f a  railw ay), w ith  a t  least one edge in each d irec tion  o f th is  line. T he com ple­

m e n t F  — r  th u s  arises w ith  ‘h o rn s ’ an d  i t  is m oreover requ ired  in  th e  definition th a t  

no com ponen t o f F  — t  be a disc w ith  less th a n  3 horns, nor an  annu lus  w ith  sm ooth  

b o u n d ary . A n exam ple  is p rov ided  b y  Fig. 4-3.

A ssum e we are given, for each edge of a t ra in  t ra c k  r , a  non-negative  real w eight 

w ith  th e  p ro p e rty  th a t ,  a t  each sw itch, th e  sum  of th e  w eights o f th e  ‘en te ring  ed g es’ 

is equal to  th e  sum  of th e  w eights o f th e  ‘ex iting  ed g es’. A m easured  fo liation  o f  F  is 

associated  to  these d a ta  by  th e  following process: T hicken  each edge o f r  in to  a b and ,

f  T h e  read er  sh o u ld  b e  aware? t h a t  in  t h e  U n i t e d  S ta t e s  o f  A m e r ic a  r a i lw a y  l in e s  are ca l le d  

‘t r a in  t r a c k s ’, p o in ts  are c a l le d  ‘s w i t c h e s ’ a n d  s le ep ers  are referred  t o  a s  ‘t i e s ’. (T h is  n o te  w a s  

o f  c o u rse  su g g e s t e d  b y  th e  re feree ;  a s  a  F r e n c h m a n ,  t h e  a u th o r  is n o t  c o m p e te n t  en o u g h !)

F ig .  4-3
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fo lia te  th is  b a n d  b y  leaves parallel to  th e  edge, an d  equip  i t  w ith  a tran sv erse  m easure  

so t h a t  th e  w id th  o f th e  b a n d  is exac tly  th e  w eight a t ta c h e d  to  th e  edge. Owing to  

th e  incidence re la tions betw een  th e  weights, these  foliations an d  tran sv e rse  m easures 

fit to g e th e r  a t  th e  sw itches as in d ica ted  on Fig. 4*4, so as to  p rovide  a  m easured  

fo lia tion  on som e ne ighbourhood V o f  r. One th e n  construc ts  from  th is  fo lia tion  o f V  

a  m easured  fo lia tion ( $ , / 0  of th e  whole surface F  b y  collapsing F  — V  on to  one of its  

spines, keeping th e  end  po in ts  o f th e  horns fixed. This opera tion , in troduc ing  s ingu ­

larities  o f th e  foliation, is iden tical to  th e  ‘ é la rg issem en t’ described in  (12) § 5 a n d  is 
i l lu s tra ted  in  Fig. 4*5 for a com ponen t o f F  — V  t h a t  is a disc w ith  5 horns. As for th e  

‘ é larg issem ent ’, th e  m easured  fo lia tion  so con stru c ted  is only defined u p  to  iso topy  

an d  W h iteh ead  m oves (see (12)); these  las t m oves are illu s tra ted  b y  Fig. 4-6.

W h en  th e  w eights are in tegers, th e re  is also a sim ilar construc tion  associating to  

these  d a ta  a collection o f simple closed curves (see (29), §8). I t  consists in  ta k in g  x  

paralle l copies o f each edge w ith  w eight x e N  a n d  gluing these  to g e th e r  a t  th e  sw itches 

in  th e  n a tu ra l  w ay, using th e  incidence rela tions betw een  th e  weights. W h en  collec­

tions o f d is jo in t closed curves are  in te rp re te d  as m easured  fo liations (see (12), §5), 

th is  construc tion  is easily seen to  coincide w ith  th e  form er one.

W e shall say  t h a t  a  m easured  foliation  (or a collection o f sim ple closed curves) is 

carried b y  a t r a in  t ra c k  r  if  i t  is associated  by  th e  above construc tion  to  a collection 

o f  w eights sa tisfy ing th e  incidence re la tions a t  th e  switches.

P r o p o s i t i o n  4-2. I f  two measured foliations carried by the same train track r  are 

equivalent by isotopy and Whitehead moves , then they are associated to the same weighting 

o f  the edges o f  r.

Proof  (sketch). W e res tr ic t a t te n t io n  to  th e  case of tw o connected  curves C a n d  C"

a,

h'

,a

• ti
a s

(•

ti

a + h ;r-a + hf + c

F ig .  4-4

F ig .  4-5

Whitehead

move

F ig .  4*6
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carried by r, as th is is th e  only case we will really  need (in th e  p roof o f Theorem  4-3 

below). The general case is similar, b u t  requires considering lifts to  th e  un iversal 

covering of the  surface; a de ta iled  exposition  o f th is  p roo f can be found  in  (31).

L e t an  adapted neighbourhood o f r  be an y  neighbourhood V  o f th e  ty p e  rep resen ted  

on Fig. 4-7, equipped  w ith  some foliation transverse  to  r  (the fo lia tion  by  th e  ties of 

the  railw ay!). By construction , C an d  O' are con ta ined  in V  a n d  transverse  to  th is  

fo liation  by  the  ties. I f  C an d  C' are isotopic, a com ponen t of F  — (C U C") is e ith e r  a 

disc M provid ing  an  e lem en tary  iso topy  betw een  an  a rc in C an d  an  arc in C", or an  an- 

nu lus separa ting  C from  C  (see (11) for instance). U sing th e  fac t t h a t  no com ponen t 

of F  — V  is e ithe r  a disc w ith  less th a n  3 horns or an  annu lus  w ith  sm ooth  boun d ary , 

an  E u le r  charac te ris tic  a rg u m en t shows th a t  such a disc or annu lus  is necessarily 

con ta ined  in V  a n d  fo lia ted  in s ta n d a rd  fashion. I f  i t  is a disc, use i t  to  reduce C f]C' 

by  an  iso topy  o f C respecting  th e  fo liation  o f V  (so t h a t  C rem ains carried  b y  r  

an d  corresponds to  th e  sam e weighting) an d  i te ra te  th e  process. W hen  C a n d  C' are  

las tly  d is jo in t a n d  sep ara ted  by  an  annu lus  fo lia ted  in  s ta n d a rd  fashion, these  tw o 

curves cu t each tie  o f  V  in  th e  sam e n u m b er o f po in ts , a n d  th u s  correspond to  th e  

sam e weights. |

F ig .  4-7

L e t Ï ï i5 ( r )  deno te  th e  space of m easured  foliations carried  b y  th e  t ra in  t ra c k  r ,  

defined u p  to  iso topv  a n d  W h iteh ead  moves. P roposition  4*2 provides, b y  eva lua tion

of th e  weights, a p a ram e tr iza tio n  o f 9}l?Î(r) b y  a certa in  subspace E  o f defined byb y  a certa in  subspace E  o f R+ defined by

a fam ily  of linear relations. Indeed , one can ta k e  one coord inate  o f R+ for each edge 

o f r, an d  E  is th e n  defined b y  all th e  incidence re la tions (one for each sw itch  o f r). 

W hen  some o f these  re la tions are of ty p e  x t = Sy+i a i j x j w ith  a tj ^  0, i t  is o ften  m ore 

convenien t to  forget some o f these coordinates in order to  get, b y  eva lu a tio n  o f  th e

w eights on n'  edges, a new p a ram e tr iza tio n  o f  9Jift(7) b y  a linear subspace E ' o f  (R+

(w ith n'  sm aller th a n  th e  to ta l  n u m b er o f  edges o f 7 )

A tra in  tra c k  7 ' is said to  be carried b y  a n o th e r  t ra in  t ra c k  7  when, a f te r  iso topy, 
7 ' is con ta ined  in an  a d a p te d  ne ighbourhood V  o f 7  a n d  is transverse  to  th e  foliation 

of V  b y  th e  ties. I f  7 ' is carried  by  7 , one read ily  checks t h a t  every  m easured  fo liation  

carried  b y  7 ' is also carried  b y  7  (up to  iso topy  an d  W h iteh ead  moves). W e are 

m ain ly  in te res ted  in th e  case where we have  a  diffeom orphism  f  o f  F  a n d  a  tra in  

t ra c k  7  such t h a t / ( 7 )  is carried  by  7 . T he t r a in  t ra c k  7  is th e n  said  to  be invariant by 

/  (this ra th e r  incorrec t te rm inology  m eaning  th a t  th e  se t 9Di5(r ) of m easured  foliations 

carried  b y  7  is in v a r ia n t  b y / ) .

Suppose we are g iven a tra in  tra c k  7  in v a r ia n t  by  th e  d iffeom orphism /  a n d  a  p a ra ­

m e triza tion  of $31% (t ) by  a  linear subspace E  o f IR™., defined b y  ev a lu a tio n  o f th e  

w eights on a collection of n  edges o f 7 . T he diffeom orphism  / in d u c e s  a  m ap  of WI$(t ) 

^  E  in to  itself. W e claim th a t  th is  m ap  ex tends to  a linear m ap  Un -» Rn, described b y  

a certa in  m a tr ix  A  w ith  non-negative in teger entries. To check th is, begin b y  isotoping 

/ ( 7 ) inside an  a d a p te d  neighbourhood of 7  so t h a t  each sw itch  o f / (7 )  be on th e  sam e
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tie  as a sw itch  o f  r  ( a n d / ( r )  rem ains transverse  to  th e  ties). Define th e n  th e  m a tr ix  

B  = (b{j) by  th e  p ro p e r ty  t h a t  th e  im age b y / o f  th e  j t h  edge o f r  ru n s  b{j t im es th ro u g h  

th e  i th  edge of r . W hen  th e  p a ram e tr iza tio n  W $ ( t ) -> E  c: IR7̂ is defined b y  ev a lu a tio n  

o f  th e  w eights o f  all edges o f  r , one read ily  checks t h a t  A  =  B  fits. I n  th e  general case, 

a  su itab le  A  is easily o b ta in ed  from  B  b y  change o f coordinates.

T he m a tr ix  A  is b y  no m eans canonical. I t  con ta ins how ever a huge a m o u n t o f  

in fo rm atio n  on th e  behav iou r o f / ,  as ind ica ted  b y  th e  following.

T h e o r e m  4 - 3 .  Let f  be a diffeomorphism o f  the closed surface F  admitting an invariant  

train track r  such that each component o f  F  — t  is a disc with three horns. For a p a ra ­

metrization  o/9Di5(T) by a linear subspace E  o f  R+, let A  be a matrix  with non-negative 

integer entries describing the action o f  f  on 9J15(T) = E-
T h e n , /  is topologically isotopic to a pseudo-Anosov diffeomorphism  / '  i f  and only i f  

A X  4= X  fo r  every non-trivial X e E .  I f  so, moreover, the stretching factor A o f f '  is the 

unique eigenvalue o f  A  that admits an eigenvector X x in  E , and the stable fo lia tion  f â 8>/is) 

is carried by r  and corresponds to X x e E  ^  5DÎ5(r).

Proof. A ssum e first t h a t  A  X  =f= X  for every  X e E  — 0. T he  P e r ro n -F ro b e n iu s  th e o ry  

o f m atrices  w ith  non-nega tive  en tries  asserts  t h a t  th e  n u m b er

A =  su p { y ;3 F e E , A Y  ^  v Y }

is an  eigenvalue o f A  corresponding to  an  eigenvector X x e E  (see for in s tance  (1); 

A  Y  ^  v Y  m eans t h a t  each  e n try  o f  A Y  is g rea te r  th a n  or equal to  th e  corresponding 

entr}^ o f  ifY).  L e t  ($ , / i )  be th e  m easured  fo lia tion carried  b y  r  t h a t  is associa ted  to  X A. 

B y  construc tion , / ( $ , /£ )  is eq u iv a len t to  ($ , A/i) b y  iso topy  a n d  W h iteh ead  m oves.

W e claim  t h a t  th e  fo lia tion  $  con ta ins  no lea f  cycle, i.e. no sim ple closed curve 

t h a t  is a un ion  o f leaves (running  possibly th ro u g h  th e  singularities). Indeed , th e  

b o u n d a ry  o f th e  surface o b ta in ed  b y  cu ttin g  F  open  along th e  un ion  o f all lea f  cycles 

o f  3* w ould  p rov ide  o therw ise a  collection C o f  d is jo in t hom otop ica lly  non -tr iv ia l 

sim ple closed curves t h a t  is p reserved  b y  / u p  to  iso topy  (com pare w ith  (12), §9). 

M oreover, th e  hypo thesis  t h a t  F  — r  consists o f  discs w ith  th ree  ho rns ensures t h a t  C 

is carried  b y  r ,  an d  th u s  corresponds to  som e v ec to r  X g E.  Since f (C )  is iso topic to  

(7, we w ould  th e n  h ave  A X  =  X ,  con trad ic tin g  our hypothesis .

Since all en tries o f  A  are n on-negative  in tegers, an  easy  a rg u m e n t shows t h a t  A > 1, 

a n d  therefo re  A > 1 as A =  1 is excluded b y  hypothesis . Thus, we h ave  found  a  m ea-

b y  iso topy  a n d  W h iteh ead  m oves. Now, i t  is p roven  in  (12) §9

t h a t / i s  th e n  topologically  isotopic to  a pseudo-A nosov diffeom orphism  w ith  s tre tch in g  

fac to r  A a n d  s tab le  m easured  fo lia tion  eq u iv a len t to  (?Ç,/^).

This com pletes th e  p ro o f t h a t / i s  topologically  isotopic to  a pseudo-A nosov  diffeo- 

m orph ism  w hen  A X  #= X  for every  X e E  — 0.

Conversely, i f  A  fixes some X e E  — 0, th e n  /  respects  u p  to  iso topy  a n d  W h iteh ead

m oves th e  m easured  fo lia tion  (0r,/O associa ted  to  X .  I f  $  con ta ins  lea f  cycles, we h ave

alread y  seen th a t  th is  provides a collection o f d isjo in t sim ple closed curves C  carried  

b y  r  t h a t  is p reserved  by  / u p  to  isotopy, a n d / i s  therefo re  reducible; n o te  t h a t  th is  

s i tu a tio n  is d e tec ted  on A  b y  th e  existence o f a  vec to r  Y  e  E  w ith  in teger coefficients 

such t h a t  A Y  — Y .  I f  g  has no lea f cycle, th e n  i t  is p roven  in  (12) § 9 t h a t / i s  isotopic 

to  a  periodic d iffeom orphism ; no te  t h a t  A  is th e n  periodic. I

su red  fo lia tion  w ith o u t lea f  cycle a n d  a n u m b er  A > 1 such t h a t  is

eq u iv a len t to  ($ ,  Xjul)



-  55  -

Given a diffeom orphism  /  o f a surface F  an d  a t ra in  t ra c k  r  in v a r ia n t  b y  / ,  we are 

now equ ipped  to  decide w h e th e r /  is (topologically) isotopic to  a pseudo-A nosov 

diffeom orphism  or n o t  and , if  so, to  de te rm ine  th e  corresponding s tre tch in g  factor. 

Indeed , T heorem  4-3 solves th is  p roblem  w hen all com ponen ts o f F  — r  are discs w ith  

th ree  horns.

W hen  a com ponent o f  F  — t  is n o t  p lanar, th e  b o u n d a ry  o f  th e  surface o b ta in ed  

by cu ttin g  F  open along r  provides a collection o f d is jo in t hom otopically  non -tr iv ia l 

sim ple closed curves respected  b y / u p  to  iso topy  a n d / i s  therefo re  reducible. L astly , 

w hen  th e  com ponen ts of F  — r  are  discs w ith  possibly m ore th a n  th re e  horns, one can 

show t h a t  th e re  is a well-defined ac tion  o f  /  on th e  se t o f com ponen ts  a n d  ho rns o f  

F  — r ;  r e p l a c in g /b y  a su itab le  i te ra te  (which does n o t m odify  th e  problem ), we can 

assum e th a t  th is  ac tion  is tr iv ia l. T h e n / le a v e s  in v a r ia n t  every  t r a in  tr a c k  r '  o b ta in ed  

by  add ing  to  r  e x tra  edges consisting o f ‘d iag o n a ls ’ o f F  — t . In  p a rticu la r ,  i f  r '  is 

m axim al, so t h a t  F  — t ' consists o f discs w ith  th ree  horns, we are  again  read y  to  ap p ly  

T heorem  4*3 a n d  conclude.

T he m ain  tro u b le  is in  fac t to  find a tra in  t ra c k  th a t  is in v a r ia n t  b y  a g iven diffeo­

m o rp h ism /.  T here  does n o t  seem to  be a n y  convenien t effective a lgo rithm  know n for 

doing so. H ow ever, here is an  em pirical m e th o d  th a t  w orks very  often : T ake  an y  curve 

an d  i te ra te  i t  a few tim es. W h en  th e  p ic tu re  is com plicated  enough so as to  ‘look like 

a  t ra in  tr a c k  ’, th is  t r a in  t r a c k  is v e ry  likely to  be in v a r ia n t  b y / .  W ith  a  li t t le  in tu it io n  

(or luck), th is  m e th o d  tu rn s  o u t  to  be ve ry  efficient, in  p a r ticu la r  in  genus 2 w here th e  

existence o f  sym m etries  g rea tly  simplifies th e  p ic tu res  (see §S).

5. Computation o f  stretching factors

L e t  us re tu rn  now  to  th e  k n o ts  K i co n s tru c ted  in  § 2. W ith  th e  n o ta t io n  o f  § 3, we 

w a n t  to  prove th a t  th e  eapped-off m onodrom ies/^  are irreducible  a n d  pairw ise d is tin c t 

u p  to  conjugacy  a n d  isotopy. F o r  th is , we are  going to  show  th a t  t h e / / s are  topologic ­

a lly  isotopic to  pseudo-A nosov diffeom orphism s whose s tre tch in g  fac to rs  Â  are  p a ir ­

wise d is tinc t. In d eed , T heorem  4* 1 asserts  th a t  is an  in v a r ia n t  o f th e  conjugacy  a n d  

iso topy  class o f  /¿.

c4

B y  construc tion , each surface F{ comes equ ipped  w ith  a  p referred  iden tification  

w ith  F ,  for w hich /  is (isotopic to) T qT ^ T ^ T ^ T ^  where Tk denotes th e  r ig h t-h an d ed  

D ehn  tw is t  along th e  curve Ck show n on Fig. 5-1.

I n  general, d raw ing  curves on a  genus g surface very  qu ickly  becom es illegible 

above a certa in  level o f  com plexity . H ow ever, we en joy  in th is  case a  favourab le  

c ircum stance, nam ely  th a t  each Tk com m utes  (after iso topy) w ith  th e  so-called

Ci

C2 c
c 3

R

F

F ig .  5-1

C

6

5 '
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hyperelliptic involution R represented on Fig. 5* 1 (this property is in fact satisfied by 
any diffeomorphism of the genus 2 surface fi). It is then convenient to consider the 
quotient fi = f i/R ,  which is a sphere with 6 distinguished points corresponding to the 
fixed points of R. Thus, when fi is represented by the union of the sheet of paper (R2and 
of a point oo at infinity, the images Ck of the curves Ck are those indicated on Fig. 5*2.

The diffeomorphism T k of fi induced by Tk is the square of the right-handed Dehn 
twist along the curve C% if k = 6, and is the half-twist around the arc Ck represented 
on Fig. 5-3 if k < 5.

The object f  fi represented on Fig. 5-4 lifts in fi to a train track r respected by R , 
having 12 edges and 6 switches, and splitting fi into 4 discs with three horns. For a 
measured foliation carried by r, one can deduce from the incidence relations at the 
switches that the corresponding weighting of the edges is JB-equivariant, i.e. that 
every edge carries the same weight as its image by R (this also results from the property 
that R respects each curve of fi up to isotopy). One can therefore consider that these

A Cl C5 c. Ca I c 6

F ig .  5-2

Tk
(k < 5 )

F ig .  5-3

x xi
* 5*3-

*2
*8

F ig .  5-4

l

We want to show that the train track r is invariant by f i when i ^ 1. First note
that the image of r by / 0 = T&TaT3T 21T1 is (up to isotopy) the train track respected

Now, if i ^ 1, the image of r by f i = T \ } Q is clearly carried by the JS-equivariant 
object t x whose projection on fi is represented on Fig. 5*6. In the sense defined in 
§ 4, Tj is not a train track because a few components of fi — t x are discs with 2 horns.

by R whose projection on fi is represented on Fig. 5*5.

weights are attached to the edges of f, and ¡Btgir) is thus parametrized by the co­
ordinates æfceR+, with k — 1,..., 8, corresponding to the edges of f  as indicated on 
Fig. 5-4, and bound by the relations:

X2 + X% =  %5 + x t

x i + x 3 + x 7 = x4 + x6-hZ8,
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Fig. 5-8

Such an object will be called a pseudo train track. Except for those using Proposition 
4*2, most of the notions defined in § 4 keep a sense for pseudo train tracks. In particu­
lar, j i maps the measured foliation carried by r  and associated to the weights xki 
k = 1,..., 8, to the measured foliation associated to the edge weighting indicated on 
Fig. 5*6.

Two edges o f / {(r) can moreover be ‘unwrapped’, one of them passing through oo 
in the sphere P  = R2 U oo, which shows that /¿(r) is carried by the pseudo train track 
r2 of Fig. 5*7, with the coordinates indicated.

Note that the situation in F  lifts to in fi, which is carried by the
lift of •---- . Consequently, the pseudo train track r2 is carried by the train track of
Fig. 5*8, namely r. Thus, /¿(r) is carried by r when i ^ 1, and maps the measured

2/(*j +X3 + * 5  + 2 x n) X  j X 3 —X s —X 7

F ig .  5*6

( 2 1 — l X x j  + * 3 + * 5 + 2.X7) - ; C 3

Fig. 5-7

(2/ - ! ) ( * ,  + x 3 + x 5 + 2x7) - x 3 + x 4 + x 8

*1

* 7
* 5

*8

X 2

*6

* 4

F ig .  5-5

(2 i - 1 X * 1 + * 3 + * 5 + 2 * 7)

* 5  + * 7

*6

X 2

Xs
X1 i

* 3

*1

* 7

* 5

*6

*4
*8

X 2 *

* 3

* 5  + 2 x }

Xl

X6

X4
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foliation associated to the xk’s to the measured foliation whose coordinates are those 
indicated on Fig. 5-8.

For the coordinates xk, the action of /  on 9K5(r) is therefore described by the 
matrix :

One readily checks that all coefficients of A\  are non-constant polynomials in (i — 1) 
with non-negative integer coefficients (of course, there is no need to perform explicit 
computations !). In particular, A i X  #= X  for every non-trivial vector with non-negative 
coefficients. By Theorem 4-3, j i is therefore topologically isotopic when i ^ 1 to a 
pseudo-Anosov diffeomorphism whose stretching factor satisfies Af = sup{V; I X  eE ,  
A*X  ^ vX}, where E is the subspace of (R+ defined by the incidence relations at the 
switches of r. As the entries of A\ are strictly increasing functions of i, it follows from 
the above relation that the A/s are also strictly increasing. In particular, the stretching 
factors Ai are pairwise distinct.

We have therefore shown that, for i ^ 1, f i is irreducible and is not isotopic to a 
conjugate of if i =f= j  ^ 1. It therefore follows from §3 that, if i , j  ^ 1, the knot 
K i #  ( — Kj) is ribbon only when i = j .

This completes the proof that the knots i ^ 1 have the properties (a) and (b) 
stated in the introduction.

As a conclusion, we would like to note that we only used the following properties 
of the knot K 0 we started with:

(i) The fibre of K 0 has genus 2 and contains a separating simple closed curve C 
that is unknotted in Ss.

(ii) The capped-off monodromy / 0 of K 0 does not extend to a diffeomorphism of a 
handlebody.

A i

0

1

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

1

0

0
0

1
0
0
0

0
0
0
0
1
0
0
0

0
0
2
0
0
0

O'
0
0
2
0
0
1
0

2i — 1
2 i — 1

0 2 i - 2
0 2 i - 1

2 i -  1
2 i—l

4 i - 2

4 i — 1

The examples constructed by Morton in (22) provide many fibred knots satisfying 
condition (i) (our original example was actually inspired by fig. 5 of (15)). Condition
(ii) is, for instance, automatically satisfied when the Alexander polynomial of the 
knot is irreducible (see Lemma 3*3). Lastly, it is an experimental fact that condition
(iii) holds and can be effectively checked for 'most’ data of a diffeomorphism/0 of a 
genus 2 closed surface and of a homotopically non-trivial curve C on this surface, 
mainly because of the simplification of diagrams provided by the canonicity of the 
hyperelliptic involution of genus 2 closed surfaces.

It follows that the content of the present paper can be extended to a wide class of 
genus 2 fibred knots. On the other hand, dealing with higher genus fibred knots is in

§§ 4-5, the entries of A f  are strictly increasing positive functions of i for some n.
(here i ^ 1). Moreover, if the matrix A i describes the action of Tlc f0 on

(iii) There is a train track r that is invariant by all T c f0 for i sufficiently large
2K^(r) as in
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general more difficult, mainly because the checking of condition (iii) is then harder to 
work out.

Most of this work was performed in the course of a stay at the University of Geneva 
and under the stimulating influence of the local topologists, in particular Claude 
Weber, Quach Thi Cam Van and Daniel Lines. I want here to thank them warmly for 
their kind hospitality. I am also very grateful to W. Thurston who patiently taught 
me the techniques of train tracks in many informal conversations.

Added in proof : Andrew Casson points out that there is a gap in Theorem 4.3 and 
that its hypotheses must be strengthened to avoid counterexamples. In the proof, 
the mistake occurs in the claim that, for a measured foliation $  carried by the train 
track 7 , the hypothesis that F — t consists of discs with three horns ensures that each 
leaf cycle C of g  is also carried by 7 ; in fact, this property only holds under the extra 
assumption that ^ corresponds to a system of non-null weights of the edges of 7 . 
Consequently, it is necessary (and sufficient) to add to the hypotheses of Theorem 4.3 
the following condition:

(*) There is no proper subset S  of {1, . . . ,  n) such that E n R+ is non-trivial and in­
variant by A (for the natural inclusion Rf <= R+). In other words, /  admits no smaller 
invariant train track obtained by removing a few edges from 7 .

As (*) immediately holds when all entries of some power A k of A  are positive, 
this modification of Theorem 4.3 has no effect on §5 and on the main result of the 
paper. (However, the general comments at the end of §4 should be modified.)
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un difféomorphisine orienté entre L(p,q) et L (p ',q ')  si et seulement si p = p 1 

et, ou bien q = q1 [p] , ou bien qq' = l|_p] ; d'autre part, il  existe un difféo- 

morphisme renversant l'orientation entre L(p,q) et L(p,-q) (voir [ 15] , ou 

la section suivante).

Par construction, L(p,q) admet de manière naturelle une structure géomé­

trique de type elliptique, c 'e s t-à -d ir e  qu’e lle  possède un atlas modelant L(p,q)
3

sur des ouverts de S de sorte que le s  changements de cartes soient des r e s tr ic -  

tions d 'isom étries de S ( i .e .  d'éléments du groupe orthogonal 0(4)) ; plus 

précisément, une structure elliptique est un atlas comme c i-d essu s qui est maximal 

pour cette propriété. Nous allons démontrer :

THEOREME 1. A isotopie p r è s , 11 espace lenticulaire L(p,q) admet une seule  

structure elliptique.

En d 'autres termes, le s  atlas maximaux correspondant à deux structures 

elliptiques sur L(p,q) se déduisent l'un de l'autre par composition par un difféo- 

morphisme de L(p,q) isotope à l'identité.

On peut également donner une autre interprétation du théorème 1 en termes 

de métriques riemanniennes. En effet, le théorème de Cartan-Ambrose-Hicks 

caractérise  la sphère Sn comme l'unique variété riemannienne simplement 

connexe de dimension n dont la courbure sectionnelle est constante égale à +1 

(voir [ l4 j  ou [1 6 ]) . Sur une variété donnée, on en déduit aisément une

I(p,q) : ( z r z 2) •—

où 1 'on a identifié IR avec C et où co = exp(2iïï/p) . Rappelons qu'il ex iste

L'un des exemples le s  plus anciens de structure géométrique sur une 

variété compacte, remontant à une époque où la notion de variété n'était e l le -  

même pas complètement dégagée, est celui de la structure elliptique sur le s  

espaces lenticulaires (de dimension 3). Nous démontrons dans cette partie un 

résultat d'unicité à isotopie près pour cette structure géométrique.

L 1 espace lenticulaire L(p, q) , avec p € 1N et q € Z  premiers entre

eux, est le  quotient de la sphère unité S de IR par le  sous-groupe cyclique 

fini de SO(4) engendré par l'isom étrie
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correspondance naturelle entre structures elliptiques et métriques riemanniennes 

à courbure sectionnelle constante +1 . On peut donc paraphraser le théorème 1 

sous la forme équivalente suivante :

THEOREME 2. Sur l'e sp a ce  lenticulaire L(p,q) , toute métrique riemannienne 

de courbure sectionnelle constante +1 est 1" image de la métrique standard par un 

difféomorphisme isotope à 111 identité-

Dans le s  théorèmes 1 et 2, la partie difficile est d"obtenir des isotopies  

au lieu de simples difféomorphismes. En effet, on montre assez  facilement :

LEMME 3. Toute métrique riemannienne \x sur L(p,q) à courbure sectionnelle 

constante +1 est isométrique à la métrique standard par un difféomorphisme de 

L(p, q) .

La démonstration du lemme 3 est basée sur la conséquence suivante de la 

classification topologique des espaces lenticulaires.

LEMME 4. Deux espaces lenticulaires qui sont difféoinorphes sont isométriques 

(pour le s  métriques standards).

Démonstration du lemme 4 . Par construction, L(p,q) est métriquement le  quotient
3

de S par le  groupe T engendré par l'isom étrie l(p ,q ) définie plus haut.

Soit de même L(p’ ,q ‘) = S ^ / r 1 où T' est engendré par iip^q") . P a r la  

classification des espaces lenticulaires (voir [ 15]) , L(p,q) et L ip ^ q 1) sont 

difféomorphes s i et seulement si p = p 1 et q = ± q' [p ] ou qq1 = ± l [ p ]  . Or 

cette condition revient à dire que le  groupe P  est égal à T ou à son conjugué 

par l'isom étrie  *♦ ( z y z ^ )  , et entraîne bien sûr que L(p,q) et L (p ',q ')

sont isom étriques. □

Démonstration du lemme 3 . Par le théorème de Cartan-Ambrose-Hicks dé.ià c ité ,
O

L(p,q) muni de n est isométrique au quotient de S par un sous-groupe fini
3

r  ' de SO(4) agissant librement sur S . Comme T ! est cyclique et agit libre-
Q

ment sur S , on peut supposer après conjugaison dans SO(4) qu1 il est engendré
3

par une isom étrie de type l ( p “ »q1) , de sorte que S / V  est un espace lenticu­

la ire L i p ' j q1) . Puisque L ( p ' , q l ) est difféomorphe à L(p,q) par construction, 

i l  lui est isométrique par le  lemme 4 , et la métrique y. de L(p, q) est ainsi 

isométrique à la métrique standard par un difféomorphisme. de L(p,q) . □

Grâce au lemme 3, le s  théorèmes 1 et 2 sont ainsi équivalents au résultat 

suivant.
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THEOREME 5 . Tout difféomorphisme de L(p,q) est isotope à une isom étrie 

de la métrique standard.

Pour S 3 = L(1,0) , le  théorème 5 est dû à J . Cerf (L13J) • Nous le  

démontrerons dans tous le s  autres cas à la section suivante (en utilisant au 

passage le  cas de S ) .

P lus précisément, considérons le s  éléments suivants de 0(4) 

r : ( z y z 2) i— ► ( z y z 2) ,

V ( z V z 2> (z2’̂1) ’
a _  : ( z 1 5 z 2 ) h -»  ( z 2 , z ^ )  .

Par passage au quotient, r induit une isométrie de L(p,q) . Il en est de même
2 r _ 2

pour cr+ à condition que q = +1 [p J , et pour a_ à condition que q = -1 [p ] .

On va montrer que tout difféomorphisme de L(p,q) est isotope à un élément du

groupe engendré par t  et , éventuellement, Q ou o_ .

Avant d'aborder cette démonstration, on va d 1 abord donner une autre 

description de 11 espace lenticulaire L(p,q) . Pour cela , décomposons la sphère

S 3 = { ( z y z 2) € C2 ; | Z l l2 + | z2 I2 = 1} 

en le s  deux tores solides

V 1 = i ( z v z 2) 6 S 3 ; I z J  > } }

et V2 = {(Zi , z2) €  S 3 ; | z2 | > y }  .
1 2C hoisissons r et s 6 Z  te ls  que qr -  ps = -1 et, si S et D sont le s  cerc le s

rv 'j 9
et disques unités de C , considérons le s  applications <p1 : V1 -» S x D et

.1 . r . 2  1 1
(f>2 : ^2 -* S x D définies par

ZP z " r
<p ( z . , z  ) = ( — , 2z — —  )

1 1 2  i z 2 ip  1 i z 2 r r

Z P z  <i

2 1 2 | z /  2 | z , | q

Ces applications sont invariantes par 1* action du groupe T engendré par
1 O

1"isométrie l(p,q) , et induisent des difféomorphismes <p1 : V1 -+ S x D et 

<P2 : Vp -♦ S x D , où = V ^/r et \ '2 = ^ / r  ' A insi, on a décomposé 

1*espace lenticulaire L(p,q) en deux tores solides V,( et V2 , et un calcul 

simple montre que 111 application de recollement -» ôV2 s 1 exprime par 

(u,v) *--♦ ( u ^ ^ u ^ v 01) dans le s  paramétrages par S 1 x Si définis par et 

(f>2 . C * est cette description que nous utiliserons par la su ite .
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Topology  V o l .  2 2 .  N o  3.  p p  3 0 S  3 1 4 ,  I W 3  0 0 4 0  9 3 8 3 / 8 3  $ 3 . 0 0  +  . 0 0

P r i n t e d  i n  G r e a t  B r i t a i n  r  1 9 8 3  P e r g a m o n  P r e s s  L t d .

D I F F É O T O P I E S  D E S  E S P A C E S  L E N T I C U L A I R E S

L e r é s u l t a t  e s s e n t i e l  d e  c e t  a r t ic le  e s t  le  s u iv a n t .

T h e o r e m e  1 . A isotopie près, Vespace lenticulaire L (p , q) contient un unique tore le séparant 

en deux tores solides.

L’existence d ’un tel tore est classique, et peut être même prise comme définition des 

espaces lenticulaires (si l’on y inclut S ] x S 2). Le point im portant de l’énoncé concerne 

donc l’unicité de ce tore à isotopie près.

Une conséquence facile du théorème 1 est la détermination du groupe des difféotopies 

( =  classes d ’isotopie de difféomorphismes) de L (p ,q ) .  En fait, d ’après la classification des 

espaces lenticulaires, la détermination de ce groupe est équivalente au Théorème 1.

Une autre application intéressante, quoique n ’apportant aucun résultat nouveau, est 

que notre preuve du Théorème 1 fournit une nouvelle démonstration de la classification 

des espaces lenticulaires qui est entièrement géométrique (modulo quelques considérations 

élémentaires sur l’homologie de rang 1).

Le Théorème 1 correspond à une vieille conjecture qui, hormis pour les cas faciles de 

S 3, S x x S 2 et [RP3, est restée longtemps sans progrès significatif (voir par exemple[4], 

Problem 3-35, en 1976). Ces toutes dernières années, divers travaux de N. Ivanov, J. 

Rubinstein et J. Birman en ont fourni une preuve dans le cas particulier où l’espace 

lenticulaire considéré contient une bouteille de Klein [3, 7] ou une surface homéomorphe 

à la somme connexe de trois plans projectifs[l]; les méthodes utilisées sont inspirées de 

celles introduites par W. Haken pour l’étude des variétés de dimension 3 qui sont 

“ suffisamment grandes” .
Or, dès 1956, H. Schubert démontrait dans son article[10] sur les noeuds à deux ponts 

un résultat que l’on peut énoncer ainsi: Identifiant l’espace lenticulaire L (p ,q )  avec le 

revêtement double ramifié d ’un noeud à deux ponts, soit t  l’involution de revêtement 

correspondante (voir une définition explicite de t  au §1); alors, à isotopie i-équivariante 

près, L (p ,q )  contient exactement un tore qui est préservé par t  et sépare L (p ,q )  q n deux 

tores solides. En effet, la donnée d ’un tel tore est équivalente à celle d ’une présentation 

à deux ponts du noeud considéré, et la deuxième moitié (§§5 à 10) de [10] est consacrée 

à la démonstration de l’unicité des présentations à deux ponts à isotopie préservant le 

npeud près. Il semble que ce résultat ait assez peu attiré l’attention, y compris sous sa forme 

théorie des noeuds (voir par exemple certains articles sur les automorphismes des noeuds 

à deux ponts parus dans les années 70, alors que le groupe de ces automorphismes est 

implicitement déterminé dans [10]). Pourtant, on peut considérer que le théorème 1 était 

pratiquement “démontré entre les lignes” dans [10]. En effet, la preuve que nous présentons 

ici est directement issue d ’un “ nettoyage” des démonstrations de [10], et en utilise les 

grandes lignes autant que les détails; hormis la mise en place du cadre général et quelques 

simplifications redevables aux vingt-cinq années de mathématiques qui se sont écoulées
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depuis 1956, les différences techniques sont en effet mineures (voir seulement la remarque 

concluant le §4).

Nous espérons que le présent article incitera le lecteur à se plonger dans [10] et 

contribuera à renouveler l'intérêt pour les méthodes de H. Schubert telles qu ’elles sont 

développées dans [8-10]. Celles-ci, plus fines que les techniques de minimalisation 

d ’intersection qui suffisent habituellement pour travailler dans les variétés de Haken, sont 

en effet peut-être plus adaptées que ces dernières pour l’étude des variétés de dimension 

3 insuffisamment grandes (voir également [2]).

N.B. Après soumission de ce manuscript, nous avons appris que le groupe n{) Diff L (p , q ) 

a été indépendamment et simultanément déterminé par C. D. Hodgson dans sa thèse à 

l’Université de Melbourne (1981).

§1. DIFFEOMORPHISMES DES ESPACES LENTICULAIRES

Avant de démontrer le théorème 1, nous examinons d ’abord ici son application à 

l’étude des difféomorphismes des espaces lenticulaires.

L’espace lenticulaire orienté L (p ,q ) ,  où p e N et q e Z  sont premiers entre eux, est 

obtenu en recollant deux copies F, et V2 de S 1 x D 2 par le difféomorphisine 6 : d V x-+dV2 

de degré —1 défini par 0(u, v) = (urvp, usv q), où qr — ps = — 1 et où S 1 (resp. D 2) est 

considéré comme l’ensemble des nombres complexes de module égal (resp. inférieur ou 

égal) à 1. E tant donnés Vx et V2 dans L (p ,q ) ,  il est toujours possible de modifier les 

paramétrages (orientés) Vx= V 2 = S l x D 2 de sorte qu’alors 6(u , v) = (u rvp, usv q) où q \  

r', s '  prennent n ’importe quelles valeurs telles que q'  =  q[p] et q 'r '  — ps '  = — 1.

Les espaces lenticulaires L ( 1 , 0 ) ^ S 3 et L(0, 1) ^  S 1 x S 2 apparaîtront comme des 

exceptions tout au long de cet article. D ’autre part, le Théorème 1 et ses applications sont 

classiquement connus (et faciles) dans ces deux cas. Par conséquent, nous supposerons 

toujours que p > 2.

Soit (p: L(p, q )—>L(p\ q ) un difféomorphisine de degré +  1 entre deux espaces lenticu­

laires, construits comme ci-dessus. Le Théorème 1 affirme que cp peut être isotopé de sorte 

que, ou bien (p(Vx) = V[ et (p(V2) =  V'2, ou bien (p(V{) = V'2 et (p(V2) = V[ (les primes 

distinguant les données relatives à L ( p \q ' ) ) .  Par considération des noyaux des applica­

tions H x( d V ^ H x(VÏ) et H x(dV ')-> H x(V'), i = 1, 2, un exercice facile et classique m ontre 

alors que p = p '  et que q =  q'{p] dans le premier cas, et qq' = 1 [p] dans le second. Ceci 

redémontre donc la classification des espaces lenticulaires orientés [6].

Les applications les plus intéressantes du Théorème 1 concernent cependant le groupe 

des difféotopies de L (p ,q ) .  En effet, d ’après le Théorème 1, tout difféomorphisme de 

L(p, q) est isotope à un difféomorphisme préservant le tore T  =  ôV x =  ôV2.

Parmi les difféomorphismes de L (p , q) respectant T  figure toujours l’involution t  qui 

préserve chacun des tores solides Vx et V2 et qui s’exprime dans les paramétrisations 

Vx ^  V2 ^ S l x D 2 par t(w, v) =  (w, v). Elle correspond à la translation de revêtement 

quand L {p ,q )  est identifié au revêtement double ramifié d ’un noeud à deux ponts.

D ’autre part, il est classique (et facile à vérifier par considération des applications 

H X(T)-+ H X(VÏ), i = 1,2) que L {p ,q )  n ’admet en général pas de difféomorphismes 

échangeant F, et V2, sauf si q 2 = ± 1 \p]. Quand q 2 =  1 [/?], il existe une involution a + de 

degré -h 1 qui, si l’on a choisi les paramétrages Vx= V 2 ^ S ] x D 2 de sorte que r = — q, 

échange Vx et V2 par l’application (w, v) e V x<-+ (u, i’) e V2. De même, quand q 2 = -  l[p], 

L(p, q) admet un difféomorphisme de degré — 1 et d ’ordre 4 qui, si les paramétrages 

V2 = S ] x D 2 sont choisis de sorte que r =  q, s’exprime par (w, v) e Vx (w, v) g V2 et 

(w, v ) e  V2\-+ (u ,v )e  Vx. Remarquer que t  commute avec g + et cr_, et que cr_2 =  t.
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Proposition  2. Tout difféomorphisme de L(p , q ) est isotope ci un élément du groupe engendré 

par x et. éventuellement, g , (V g  .

Remarque. L’çxclusion de L{0. 1) =  S 1 x 5 2 est ici nécessaire. En effet, le twist de Dehn le 

long de 1 x .V2 n'est pas isotope à un composé de r, <r + , et g  .

Démonstration. Soit cp un difféomorphisme de L(/?, c/). D ’après le Théorème 1, on peut 

Fisotoper de sorte que cp(T) = T. où T  =  r f ,  =  Quitte à composer avec cr+ où <r_, 

on peut en outre supposer que (p(V])=  V] et cp(V2) — V2.

Pour / =  1. 2, soit m ! un générateur du noyau de //,(7")—► // ,(  V). Puisque p #  0, 1, m x 

et nu sont distincts et m, • m 2 /  ±  1. Du fait que (p*{m,) =  ± mt dans H\(T), il s’ensuit que 

</)* est sur H {(T)  la multiplication par ± 1.

Quitte à composer cp avec t, on peut m aintenant supposer que cp* est l’identité sur le 

tore T. Un argument classique, utilisant un disque méridien dans K, et V2, fournit alors 

une isotopie fixant T  entre (p et l’identité. Ceci achève la preuve. □

Notons Diff L (p ,q )  le groupe topologique des difféomorphismes de L(p ,q ) .

T heorfm f 3. Le groupe n() D i j fL (p ,q )  des classes d'isotopie de difféomorphismes de 

L {p,q) est {pour p  >  2) isomorphe à\

(a) Z/2, de générateur t , si q 2 ^  ± 1 [p].

(b) Z/2 © Z/2, de générateurs r et cr + , si q 2 =  \[p] et q ^  +  1 \p].

(c) Z/2, de générateur t, 5 / ¿7 =  +  1[/?] /? ^  2.

(d) Z/4, de générateur er_, 5 / q 2 =  — 1[/?] /? ^  2.

(e) Z/2, de générateur g _, si p = 2.

Démonstration. Soit Gip^q)  le groupe abstrait muni d ’une présentation dont les 

générateurs correspondent à i  et, quand L(p, q) les admet, à <7 + et cr _, et dont les relateurs 

traduisent les relations évidentes t 2 =  a + 2 — Id, a _ 2 =  i, tg + = g + t et, quand p — 2, 

_1. Le groupe G (p ,q ) est ainsi isomorphe à:

(i) Z/2 quand q 2 ^  ±  1 [/?].

(ii) Z/2 © Z/2 quand q 2 =  1[/?] et p  /  2.

(iii) Z/4 quand g 2 =  — 1[/?] et p  ^  2.

(iv) quand p = 2 .

La Proposition 2 montre que l’homomorphisme naturel G(/?, q)-+n0 Diff L(/?, #) est 

surjectif. Il suffit donc de déterminer son noyau pour calculer nQ Diff L (p ,q ) .  Pour cela, 

considérons la composition:

G(p, q)->n{) Diff L(/?, </)->Aut H *L(p . q).

Sur H lL ( p , q ) ^ Z / p ,  t,  u ¥ et a _ agissent respectivement par multiplication par — 1, 

— q et q. Si q ^  ± 1 [/?], il s’ensuit que l’homomorphisme G(p, q)-+Aut H *L(p , q) est 

injectif et donc que n() Diff L (p , q) ^  G(p , q).

Si q = ± 1|p]  et p /  2, le noyau de G ip .q )->Aut H^(L{p,q))  est isomorphe à Z/2, 

engendré par g + ou tg selon que q =  — 1 ou -h ![/?].

Si p = 2, le noyau de G(/?, ¿/)-»Aut //*(L(/?, q)) est isomorphe à Z/2 © Z/2, engendré 

par r et rx+ (car a_  agit non trivialement sur H }L ( p , q ) ^ Z ) .

Pour achever la preuve du théorème 3. il suffit donc de montrer que, si q =  +  1[/?], 

g + est isotope à l’identité ou à r (selon que q =  — 1 ou -f 1[/?]) et que, si en outre p — 2, 

t  est isotope à l’identité. Ceci découle immédiatement du lemme ci-dessous et du fait que tout 

difféomorphisme de /.(/?, q) respectant Vl est isotope à l’identité ou à r (voir la preuve de la 

Proposition 2).
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L f m m f  4. Si q =  ± 1 [/?], // existe une isotopie de L (p . q ) qui échange V\ et V2. Si p — 2. 

// existe en outre une isotopie de L ( 2. 1) ~  R[P3 qui coïncide avec r w  T  — rF ,  =  r  V2.

Démonstration. Le tore solide V] est clairement isotope à £/(C,), où C, est l'âme S 1 x 0 

de K, S ] x Z)2 et où la notation U(X)  désigne un "‘petit" voisinage tubulaire de X.

Si q =  ± 1[/?], on peut choisir les paramétrages Vx =  V2 = S 1 x D 2 de sorte que r = ± 1. 

La courbe C, est isotope à C =  S ] x 1 contenue dans le bord de V1 ^  S 1 x D 2, laquelle est 

aussi la courbe paramétrée par dans le bord de V2 = S l x D 2. Puisque

r = +  1, C est isotope à l’âme C2 =  S 1 x  0 de V2 ^  S 1 x D 2. Comme U(C2) est isotope à 

V2. on a ainsi exhibé une isotopie envoyant Vl sur V2 via U (C J , U(C)  et U(C2).

Si p = 2, alors L (2, 1) =  1RP3 et C, est isotope à [RP1 c: [RP2 c= [RP3. Il existe une 

isotopie de !RP2 qui renverse Torientation de U P l et qui s’étend aisément à U P \  

Com posant cette isotopie de IRP3 avec deux isotopies convenables entre F, et ^/([RtP'X on 

obtient l’isotopie cherchée.

Ceci achève la démonstration du Lemme 4, et donc du Théorème 3. □

On peut remarquer que l’on a m ontré au passage que deux difféomorphismes de L (p ,q )  

sont isotopes si et seulement si ils sont homotopes (en fait si et seulement si ils ont même 

action sur l’homologie).

§2. PLANS PROJECTIFS GENERALISES

Considérons L ( p ,q ) =  Vl U# V2 comme au §1.

Soit D l le disque méridien 1 x D 2 de = S 1 x  D 2. Son bord est aussi la courbe de 

V2 = S l x D 2 paramétrée par z e S x->{zp, z q). Considérons alors le sous-complexe A de 

L {p ,q )  formé de l’union de D x et de la partie de V2 = S l x D 2 paramétrée par 

(z, p ) e S l x  [0, \]->(zp, p z q). On peut penser à A comme étant l’image de Z), par une 

isotopie contractant V2 sur un voisinage infinitésimalement petit de son âme.

Le sous-complexe A de L (p ,q )  est une sous-variété lisse en dehors d ’une courbe fermée 

de points singuliers 1  (l’âme de V2), le long de laquelle viennent se joindre p  feuillets 

distincts. La Fig. 1 représente l’allure de A près d ’un point singulier (avec p = 5).

I

Abstraitement, A est isomorphe au quotient du disque D 2 par la relation d ’équivalence 

qui identifie sur le bord z, et z2 e S 1 quand z xp =  z2p. Si p  =  2, A est ainsi isomorphe au plan 

projectif (RP2. Pour cette raison, un tel complexe abstrait ^  D 2j(z e S 1 ~  z Çp\  où est une 

racine primitive p-  ième de l’unité et où p > 2, sera appelé un plan projectif généralisé. Dans 

les cas dégénérés (et exclus) où p  =  0, 1, A est une sphère ou un disque.

La petite scholie suivante montre que A contient un maximum d ’informations sur la 

structure de l’espace qui le contient.

P r o p o s i t i o n  5. Une variété orientable M  de dimension 3 qui est première ( =  qui n ’admet 

que des décompositions en somme connexe triviales) et qui contient un plan projectif 

généralise A est un espace lenticulaire. En outre, M  — A est une boule.

Démonstration. Exercice. Considérer un voisinage régulier de A. □

Fie. 1.

A
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Un corollaire du Théorème 1 est par ailleurs que M  contient au plus deux plans 

projectifs généralisés, à isotopie près.

§3. PLAN DE LA DEMONSTRATION Dl THEOREME 1

Dans l'espacé lenticulaire /,(/?,</), on considère deux tores T  et T \  séparant chacun 

/.(/?, q) en deux tores solides, et on veut montrer que T  et T'  sont isotopes.

Nous allons traiter T  et T'  de façon différente. Si T  sépare L (p , q) en Vx et V2, on peut 

construire comme au §2 une application / : D-+L(p, q ), où D est un disque, telle que i(dD) 

est l'âme de F2, i\dD : dD -^i(dD )  est un revêtement à p  feuillets et /|int(Z)) est un 

plongement évitant i(dD). Ainsi, i(D)  est un plan projectif généralisé et T  est isotope à 

dU(i(dD)).

Pour T \  on choisit au contraire une fonction de Morse o rd o n n é e / :  L(p, q)->U, 

possédant exactement un point critique pour chacun des indices 0, 1, 2, 3 et telle que T ' est 

isotope aux surfaces de niveau situées entre les valeurs critiques d ’indice 1 et 2. La 

construction d e / s ’effectue aisément à partir d ’une fonction de Morse convenable sur le tore 

solide standard.

L’idée consiste alors à isotoper le plan projectif généralisé i(D)  de sorte que sa courbe 

singulière i(dD)  soit aussi simple que possible vis-à-vis de la fonction de Morse / .  Cette 

stratégie est justifiée par le lemme suivant.

L e m m e  6. Si i(dD) est dans une surface de niveau de f, alors T et T ' sont isotopes.

Démonstration. La preuve du Lemme 6 que nous donnons ici est une simplification, due 

à L. Siebenmann, de notre preuve originale. Celle-ci passait par la construction d ’une 

fibration de Seifert convenable sur le complémentaire de i{dD) dans L (p ,q ) ,  qui est un tore 

solide ouvert.

Par une légère isotopie de la courbe i (dD ), on peut supposer que la surface de niveau qui 

la contient est non-singulière. Comme i(dD)  représente un générateur de 

//,(L(/7, q)) = Z/p  ^  0, le niveau correspondant est situé entre les valeurs critiques d ’indices

1 et 2 (sinon, i{dD) serait contenue dans une sphère et serait donc homologue à 0). Après 

isotopie, on peut ainsi se ramener au cas où la surface de niveau contenant i(8D) est 

exactement T'. La courbe i(dD)  ne sépare pas T \  puisqu’elle n ’est pas homologue à 0 dans 

L(p ,q ) ,  et elle découpe donc le tore T '  en un anneau.

Soit U un petit voisinage tubulaire de i(dD)  et soit K l’adhérence du complémentaire de 

U dans /,(/?, q). On utilise maintenant un lemme facile (voir par exemple[l 1], Lemma 2.3) 

qui affirme la chose suivante: Un anneau A proprement plongé dans un tore solide V est, 

ou bien compressible (et alors l’application n ^ A  )-+nl(V)  est nulle), ou bien parallèle à l’un 

des deux anneaux découpés par dA sur dV. En appliquant ce lemme à l’anneau A = V H T ' ,  

on en conclut que V fl T' est parallèle dans V à l’un des deux anneaux A '  et A"  découpés

A'

AA

r -

V

Fig. 2.
A"

s i(dD)
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par T ' sur c V  =  PU (la première éventualité du lemme ne peut se produire car A contient 

une courbe isotope à i(cD). laquelle est non-triviale dans n xL(p, q)). Par exemple, V fi T ' 

est parallèle à A et PU = A ' U A " est ainsi isotope à ( V fi T') U A " (modulo lissage). En 

“ aplatissant” A" sur U Ci T' à travers U, on a ainsi construit une isotopie de dU  à T'. 

Comme PU était isotope à T  par construction, ceci démontre le Lemme 6. □

§4. SINGULARITES PERMISES-SINGULARITES ESSENTIELLES 

Soient /' : D^>L{p,q)  e t /  : L(p, q)-+U comme au paragraphe précédent. Après com ­

position de /' par une petite isotopie de L{p, q ), on peut supposer que i(D)  est “générique” , 

en ce sens que i(D)  évite les quatre points critiques d e / et que les singularités d e / ° i sont 

de Morse, c’est-à-dire de type centre ou selle sur int (D) et de type demi-centre ou demi-selle 

sur le bord. La Fig. 3 présente l’allure de ces divers types de singularités ( /e tan t représentée 

par la fonction hauteur, au signe près), ainsi que des feuilletages induits sur D ; dans le cas 

des singularités sur le bord, on n ’a pas représenté les (p -  1) autres feuillets attenants à la 

courbe singulière i(dD) du plan projectif généralisé i(D).

Centre Selle Demi-centre Demi-selle

Demi-selle inessentielle

Fig. 3.

0

F a outre, on peut inposer par généricité que les singularités d e / sur i(D)  sont situées à 

des niveaux différents. P our/ ° /, ceci entraîne que deux singularités x #  y  ont des images par 

/d is tin c te s  sauf si x  et y  sont toutes deux sur le bord et /(* ) =  i(y)ei(dD). En particulier, 

aucune feuille du feuilletage (singulier) de D induit par /  c i ne jo in t deux selles distinctes.

Pour (uniquement) la commodité de l’exposition, on se ramène au cas où il n ’y a pas de 

demi-centres. Ceci est toujours possible par une isotopie près des extrémums de f \ i (ô D )  

après laquelle tous les demi-plans tangents aux feuillets pointent vers le haut aux maximums 

de i(dD) et vers le bas aux minimums.

Selle essentielle Demi-selle essentielle

Fig. 4.

Selles inessentielles

(£> ©  ©
Par définition, une selle (resp. demi-selle) sera essentielle si, dans le feuilletage de D induit 

p a r /  /, les quatre (resp. deux) séparatrices qui en sont issues sont distinctes (voir Fig. 4). 

Les centres seront toujours considérés comme des singularités inessentielles. Un exemple 

typique de selle inessentielle est constitué par les singularités que l’on introduit quand on crée 

des petites bosses sur /(int D).

Contrairement à ce qui se passe dans la preuve de H. Schubert pour les noeuds à deux
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ponts ([10], §6, Schritt 1), il ne semble pas exister dans le cadre que nous considérons 

d 'argum ent simple pour se débarrasser des selles inessentielles. Il faudra donc s’accommoder 

de leur présence.

§5. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Le but final est de se ramener au cas où l’on peut appliquer le Lemme 6, et l’idée générale 

consiste à diminuer par isotopie le nombre de points critiques de f \ i (ô D )  en utilisant le 

feuilletage (singulier) de D induit par f  o i comme guide.

Par définition, les 4 séparatrices issues d ’une selle essentielle de ce feuilletage sont 

distinctes, aboutissent chacune en un point de ôD et par conséquent découpent D  en quatre 

quartiers (voir Fig. 4).

De façon similaire, les deux séparatrices (distinctes) issues d ’une demi-selle essentielle 

découpent D en trois morceaux, deux demi-disques contenant chacun exactement une 

séparatrice et un troisième morceau contenant les deux séparatrices et auquel on ne donnera 

aucun nom particulier car il n ’interviendra pas dans la preuve (voir Fig. 4).'

Considérons l’ensemble formé de tous les quartiers et demi-disques ainsi associés à 

toutes les singularités essentielles du feuilletage de D défini p a r /  o /. Il contient un élément 

Z), (un quartier ou un demi-disque) qui est minimal pour l’inclusion. Si tous les singularités 

sont inessentielles, on prend D x =  D ; on verra toutefois ci-dessous que l’hypothèse p > 2  

exclut cette possibilité.

Le lemme suivant est crucial dans la démonstration.

L e m m e  7 .  L'intérieur de D, contient exactement une demi-selle. En particulier, Dj #  D 

et la restriction de i à / ’intérieur de l'arc Dj fl 5D  est injective.

Démonstration. Soit E  le complémentaire dans 5D de l’ensemble constitué des demi- 

selles essentielles et des extrémités des séparatrices issues de singularités essentielles. 

Considérons c o . E ^ E  définie par: Si x  est l’extrémité d ’une feuille lisse, co(x) est l’autre 

extrémité de cette feuille; si x est l’extrémité d ’une séparatrice issue d ’une selle inessentielle, 

œ (x) est l’extrémité de l’autre séparatrice issue de la même selle qui aboutit au bord; si 

.v est une demi-selle, co(x) =  x. La fonction œ est continue et localement injective (en fait, 

c’est même un difféomorphisme involutif de E).

Dans l’intérieur de D ï H dD, il y a au moins un extrémum de ( f  o i)\dD, c’est-à-dire une 

demi-selle jc0. Par minimalité de cette demi-selle est nécessairement inessentielle et donc 

jc0€ E  et co(x0) =  x 0.

Soit t h-> y(t)  g ôD un chemin monotone issu de x0 =  y(t0), et soit tx la première valeur 
de t > t0 pour laquelle l’un des deux accidents suivants se produisent:

(a) y ( txW E .
(b) y ( tx) e E  est une demi-selle (nécessairement inessentielle).

En fait, le cas (b) ne peut se produire: Sinon œ °y\[to,tx] définit un autre chemin 

monotone issu de x0, mais partan t en sens opposé à y. D ’autre part, ce chemin ne rencontre 

y(Uo^i]) qu ’en ses extrémités (car œ(x) = x o x  est une demi-selle). Alors, dD serait 

l’union de ces deux chemins et ne contiendrait que deux demi-selles, à savoir x0 =  y(t0) et 

x, =  y(tj). Mais ceci contredirait la remarque que, si la restriction d e / à  i(5D)  admet n > 2  

extremums, la restriction d e /  o ià  dD admet pn > 4  extrémums ( =  demi-selles). Donc, seul 

le cas (a) peut se produire (remarquer que l’hypothèse p > 2 est ici nécessaire).

Dans le cas (a), x x =  y(!{) est situé sur la même feuille qu ’une singularité essentielle. De 

la définition de r, il s’ensuit aisément que l’un des trois ou quatre morceaux de D découpés 

par les séparatrices de cette singularité rencontre ôD le long de l’adhérence de 

y([W iD  U a; o y([/0, /,[). Par minimalité de D u ce morceau de D  est D x lui-même et 

l’intérieur de Z), fl dD contient donc une seule demi-selle, x 0 =  y(t0).

Ceci prouve la première assertion.
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La restriction int (D, D tD  ) * /(r/) i de i n ’est pas surjective: Autrement int (D, fl dD)  

contiendrait au moins deux demi-selles, envoyées respectivement sur le maximum et le 

minimum de f  sur i (d D ), ce qui contredirait ce qui précède. Puisque cette restriction de i est 

une subimmersion de variétés connexes de dimension 1, il s’ensuit qu’elle est injective et que 

£>,#£>. □  
L’existence de quartiers ou demi-disques jouissant des propriétés démontrées au 

Lemme 7 va nous permettre de simplifier i(D)  relativement à / .  Plus précisément, 

l’ensemble N2 étant muni de l’ordre lexicographique, on va simplifier le couple (nd, ne) e N2, 

où na (resp. ne) est le nombre de demi-selles (resp. selles essentielles) du feuilletage de D  

induit par /  ° i, jusqu’à ce que l’on atteigne une situation favorable où une isotopie 

“évidente” peut amener i(ôD)  dans une surface de niveau d e / ,  situation qui n ’est certes 

plus “de M orse” mais qui permet de conclure la démonstration du théorème 1 grâce au 

Lemme 6.

\ S o \  V o V

(a) (b) (c)

Considérons donc un quartier ou demi-disque minimal D x comme plus haut. On 

distingue trois cas, illustrés en Fig. 5, selon que D x est un quartier, un demi-disque bordé 

par la séparatrice d ’une demi-selle qui n ’aboutit pas à une autre demi-selle, ou un 

demi-disque bordé par la séparatrice commune à deux demi-selles. Rem arquer que le 

dernier cas ne peut se produire que si la restriction d e / à i(dD)  a exactement deux points 

critiques (un maximum et un minimum): En effet, les deux demi-selles de d(D x fl dD)  ont 

même image par /  et, par hypothèse de généricité, ont donc même image par i; donc 

i(D x fl dD) = i(ôD)  et, comme l’intérieur de D x fl dD contient une seule demi-selle, f \ i (d D )  

n ’a que deux points critiques. D ’autre part, le lecteur devra garder à l’esprit que les selles 

inessentielles ne sont pas représentées sur la Fig. 5; ainsi, dans le cas de la Fig. 5(a), l’allure 

complète du feuilletage peut très bien être comme en Fig. 6.

Le cas le plus simple est celui de la Fig. 5(b) où Ton peut réduire nd sans, en vertu de 

l’ordre lexicographique, avoir à se soucier de l’effet sur ne. En effet, le Lemme 7 affirme 

que i{Dx) est un disque plongé dans L (p , q) qui ne rencontre i(ôD)  que le long de l’arc 

i{Dx D dD). Il existe donc une isotopie PL  envoyant i{dD)  sur la courbe P L  obtenue en 

remplaçant dans i(D)  l’arc i(D x H dD) par i(dD] -  dD). L’arc i(dDx -  dD)  é tant contenu 

dans une surface de niveau d e / ,  on peut alors par arrondissement construire une isotopie 

lisse envoyant i(dD) sur une courbe lisse “générique” C telle q u e /jC  a deux points critiques 

de moins que/|/(5£>) (voir Fig. 7). Modifiant / par composition avec cette isotopie, on a 

ainsi réduit le couple (n(h ne) pour l’ordre lexicographique (même si ne peut très bien avoir 

augmenté).

Fig. 5.

Fig. 6.
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313

C = nouveau i(dD)

Le cas de la Fig. 5(a) nécessite un peu plus de soin. Comme précédemment, il existe 

une isotopie P L , à support dans un petit voisinage de i(D x), qui contracte i(D x) sur 

lui-même et envoie i(ôD)  sur (i(ôD ) — i(D x fl ôD))  U i(ôDx — ÔD). Après lissage, on a ainsi 

une isotopie envoyant i(dD) sur une courbe lisse C telle que f \ C  a le même nombre 

d ’extrémums que/|/(<3Z)), dont l’un est situé exactement sur la selle de i(D)  contenue dans 

i(D x) (voir Fig. 8). Cette isotopie peut être choisie de sorte que, si on l’utilise pour modifier 

z, la selle et la demi-selle contenues dans D x se combinent pour former une seule demi-selle 

(voir Fig. 8). On a ainsi éliminé la selle essentielle contenue dans D x.

Il faut toutefois vérifier que l’on n ’a pas introduit de nouvelle selle essentielle. En effet, 

l’isotopie modifie i au voisinage de D x mais aussi au voisinage des ( p - 1) arcs disjoints dans 

dD qui sont identifiés à D x D ôD par i. Pour chacun de ces arcs, l’isotopie remplace l’image 

par / d ’un de ses petits voisinages U par, grosso modo, son union avec une copie de i(Di). 

Ceci introduit au tan t de selles qu’il y avait de selles dans l’intérieur de D x, plus une autre 

selle correspondant au recollement de la demi-selle de U et de la demi-selle de D x\ les 

premières selles sont inessentielles par minimalité de D u et la dernière est inessentielle car 

la demi-selle de D x l’était. La modification de i ainsi introduite réduit donc ne de une unité 

sans modifier nd, et diminue donc le couple (nd, ne) pour l’ordre lexicographique.

Autre feuillet de i(D) Feuillet du nouveau i(D)

Fig. 8.

Enfin, le cas de la Fig. 5(c), où D x est un demi-disque et d(D xP\dD) est constitué de 

deux demi-selles, est le cas favorable où l’on peut conclure la démonstration. En effet, nous 

avons vu que i(D x fl dD) = i(dD). D ’autre part, C  =  i(dDx -  dD)  est une courbe simple

i(dD)

Fig. 7.

i(ôD] — ôD)
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fermée située dans une surface de niveau de / .  L'existence du demi-disque D x fournissant 

une isotopie entre i(dD) et C, on peut ainsi se ramener aux hypothèses du Lemme 6, qui 

achève la démonstration du Théorème 1. □
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On s 'in té r e sse  dans cet article au comportement géométrique à l'in fin i des 

variétés de dimension 3 munies d'une structure hyperbolique, c 'e s t -à -d ir e  d'une 

métrique riemannienne complète de courbure constante -1 . Cette étude fait 

suite aux travaux menés par W. Thurston sur ces  variétés, te ls  q u 'ils  sont en 

particulier exposés dans [Thu2 J , et entend compléter ceux-ci en ce sens que 

nous démontrons l'une des principales conjectures ém ises par Thurston à ce  

su jet.

Parmi le s  variétés hyperboliques, c e lle s  dont la géométrie est la plus

simple sont le s  variétés géométriquement f in ie s , obtenues comme quotient de
rnl ' espace hyperbolique H  par un groupe discret d 'isom étries admettant un 

polyèdre convexe fini comme domaine fondamental. Pour étudier le s  variétés  

hyperboliques de dimension 3 qui apparaissent comme dégénérescences de varié­

tés géométriquement fin ies, Thurston a introduit, sous une certaine condition 

homotopique (*) énoncée plus loin, la notion de variété géométriquement sage  

("geometrically tarne") qui englobe celle  de variété géométriquement fin ie. On 

définira cette notion avec précision au § 1.3.  On peut simplement dire pour l ' in s ­

tant que, au moins quand la variété est sans cusps, e lle  traduit une propriété des 

bouts de la variété au sens de Freudenthal (lesquels sont en nombre fin i). Chaque 

bout d'une variété géométriquement sage (sans cusps) appartient à l'un parmi 

deux types distincts : Ou bien il  a l'a llu re  d ’un bout de variété géométriquement 

finie, et il est alors géométriquement très évasé ; ou bien il est au contraire 

uniformément étroit, et géométriquement pincé le  long d'une certaine lamination 

sur la surface de même groupe fondamental que ce bout.

Même si e lle s  sont plus d ifficiles à construire que le s  variétés géométrique­

ment fin ies, on connaît beaucoup de variétés géométriquement sages qui ne sont 

pas géométriquement fin ies. Ceci peut être de manière explicite comme dans 

[Jor] [Ril] (par exemple le  célèbre revêtement infini cyclique du complémentaire 

du noeud de 8), soit indirectement car Thurston a démontré dans [T lu^] que 

toute limite de variété géométriquement sage est géométriquement sage. Ce 

dernier résultat montre par exemple que le s  points de la compactification de
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ce cas exactement ceux qui sont conjugués à des courbes dans une certaine sous- 

variété ô M de ôM formée de tores, bouteilles de Klein, anneaux et rubans de 
pMoebius ; la condition (*) est alors équivalente à dire que chaque composante S

Bers de l ' espace de Teichmiiller ( LBer2 J , ijBer^J) correspondent à des 

variétés géométriquement sages. De fait, toutes les variétés hyperboliques de 

dimension 3 connues sont géométriquement sages, et ceci a conduit Thurston à 

conjecturer dans [Thu^J le résultat suivant, dont la démonstration est l'objet 

du présent article.

THEOREME A. Soit M une variété hyperbolique complète de dimension 3 , 

telle que ît̂ (m) est de type fini et satisfait la condition (*) c i-d essous. Alors, 

M est géométriquement sage.

Il n ' est peut-être pas inutile de rappeler qu ' un groupe est de type fini quand 

il admet un nombre fini de générateurs. La condition (*) qui apparaît dans les  

hypothèses du théorème A est la suivante.

(*) Pour toute décomposition non-triviale de ït̂ (M) en produit libre A * B , 

il existe un élément parabolique qui n ' est conjugué à aucun élément de A 

ou de B . De plus, ît̂ (M) n 'est pas cyclique.

En particulier, la condition (*) est toujours réalisée quand tt (M) est non-cyclique

et indécomposable en produit libre non trivial. Rappelons qu'un élément de v
1(M)

est parabolique quand sa classe de conjugaison est représentée par des courbes

fermées arbitrairement courtes dans M (et correspond à un cusp de M) .

Pour donner une interprétation plus géométrique de cette condition (*) , 

supposons que 11 on sache que M est difféomorphe à 1 ' intérieur d ' une variété 

compacte M (ce qui se trouvera a posteriori être toujours le cas sous 1 ' hypo-

thèse (*) par le corollaire B) . Les éléments paraboliques de 1T
1
(M) sont dans

de ôM -  à M est incompressible, c 1 est-à-dire que l ' application n (S) -+  ri
1
(M)

est injective (voir le lemme 1.5).

Thurston a démontré dans ¡.Tlu^J Que les variétés géométriquement 

sages possèdent de nombreuses propriétés intéressantes. En combinant ses  

résultats avec notre théorème A , on obtient en particulier les corollaires B 

et C ci-dessous.

COROLLAIRE B. Sous les hypothèses du théorème A , la variété M est 

difféomorphe à 11 intérieur d1 une variété compacte.
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domaine de discontinuité de T , et son complémentaire Ap est l ' ensemble limite

de r  . La conjecture d'Ahlfors affirme que, quand T est de type fini, ou bien
2 2 Ar est de mesure de Lebesgue nulle dans S ou alors Ar  = S . Rappelons

2
qu'un élément de tn est parabolique quand il fixe exactement un point de S .

Ce corollaire B provient directement du théorème 9 . 4 . 1  de [Thu2J .

Nous en donnerons au § 1.5 une preuve assez  rapide basée sur un résultat de 

topologie "classique" des variétés de dimension 3 dû à M. Freedtnan, J . Hass 

et P . Scott [FH Sj , qui ne nécessite pas le s  délicates interpolations de surfaces  

p lissées  utilisées par Thurston.

Le corollaire C traite de la conjecture d 1 Ahlfors [A hl. ] , qui joue un 

rôle fondamental dans la théorie des déformations quasi-conformes des groupes 

kleinéens ([B er2 ] , [Ber4 J , [Thu7] , [Mor]). Soit Üa2 le  groupe de Moebius 

formé des transformations conformes et anticonformes de la sphère de Riemann 

S 2 = C3P1 , i . e .  engendré par l'action de P S L 2(C) et de la conjugaison complexe.

Si I est un sous-groupe de tri , rappelons qu'il existe un ouvert maximum *T
de

S 2 sur lequel T agit proprement discontinuaient. Cet ouvert °r est appelé le

COROLLAIRE C. Soit T un sous-groupe de type fini de m
2

vérifiant

la condition suivante : Pour toute décomposition non triviale T = A * C B ou

A * C de T en produit amalgamé ou HNN le long d 1 un groupe fini C cyclique

ou diédral, il  existe un élément parabolique de F qui n 'e st  conjugué à aucun

élément de A ou de B . A lors 1 ' ensemble limite Ar est de mesure nulle dans

S s ' i l  n 'e st  pas S 2 tout en tière .

Le corollaire C est une conséquence de notre théorème A et du corollaire  

8 . 12 . 4  de [Thu2 J , lequel généralise un résultat analogue d'Ahlfors pour le s  

groupes géométriquement finis [Ahl2 J ; on indiquera brièvement au § 1.6 comment 

relier  le s  deux problèmes. En particulier, la conjecture d'Ahlfors est maintenant 

démontrée pour tous le s  groupes kleinéens qui n'admettent aucune décomposition 

en produit amalgamé ou HNN le long d'un groupe fini cyclique ou diédral. On 

remarquera que cette condition est purement algébrique, alors que le s  seules  

hypothèses sous lesquelles la conjecture d'Ahlfors était connue jusqu'à présent 

étaient d 'essen ce  géométrique (sauf bien sûr pour le  cas trivial des groupes dits 

élém entaires).

En fait, ainsi que me l 'a  fait remarquer G. A.  Swarup, on peut relâcher  

un peu ces  hypothèses si l'on  a un peu plus d'information sur le domaine de 

discontinuité. Ceci s'applique notamment dans le  cas des "groupes de fonction",
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C it^M) = r  qui satisfait la condition (* ). (Voir §1.1 et § 1.2 p o u r  le s  définitions). 

On peut donc appliquer notre analyse à ces  bouts pour montrer q u 'ils  sont géomé­

triquement sa g es . Ceci démontre en particulier que tout groupe de fonction qui 

est de type fini satisfait la conjecture d'A hlfors.

Parmi le s  autres propriétés connues des variétés géométriquement sages, 

on peut également citer certaines propriétés d ' ergodicité du flot géodésique 

démontrées par D . Sullivan dans [Sul^] [Sul^] • On pourra également consulter 

à ce sujet [Thu , §9.9 J . (Cette dernière référence a été distribuée vers 1980,
£mà

séparément des autres sections.)

Par a illeurs, notre Dreuve du théorème A fournit évidemment une nouvelle 

démonstration du résultat de Thurston que toute limite algébrique de variétés  

géométriquement sages est géométriquement sage, propriété qui joue un rôle  

central dans la preuve de son théorème d ' hyperbolisation des variétés de dimension 

3 "suffisamment grandes" (voir [Thu^J [M or]). Nous espérons que cette 

approche permettra de simplifier un peu cette partie de la démonstration du 

théorème d 1 hyperbolisation.

Une grande partie des techniques que nous utilisons est directement issu e  

des idées de Thurston, et le  lecteur familier avec [Thu2 ] [Thu,-] [Thu^ j 

reconnaîtra facilement notre dette envers c e l le s - c i . Nous avons toutefois essayé  

d 'être  aussi indépendant que possible de ces  artic les, en particulier des 

chapitres 8 et 9 de [Thu^j , réputés assez  d ifficiles à lire  (peut-être pas 

toujours à tort! ) . La seule idée un peu nouvelle est l'introduction à la section IV 

de la notion de courant géodésique sur une surface hyperbolique S . C elle-c i 

généralise la notion de géodésique fermée, et ces  courants géodésiques fournissent 

une complétion de 1 ' espace des c la sse s  d ' homotopie de courbes fermées sur S , 

dont la restriction à 18espace des courbes simples n 'e st  autre que la complétion 

de cet espace par le s  larninations géodésiques mesurées introduite par Thurston 

([T h u ^  [Thu ] [C as] [H arP]). En fait, c e s  courants géodésiques peuvent être
I ¿4

définis dans n'importe quelle variété à courbure négative, et nous ne nous sommes 

restreints aux surfaces que pour des raisons d 'efficacité  dans l'exposition . En 

particulier, cette notion fournit pour l'étude des variétés hyperboliques un cadre

c ' e s t-à -d ire  des groupes kleinéens T qui préservent une composante S de 

leur domaine de discontinuité £2j- . En effet, supposant I sans torsion par le  

lemme de Selberg et considérant la variété hyperbolique M = M^/T , la partie

non-cuspidale M
U0*) a un bout géométriquement fini correspondant à S /T  et

on vérifie sans peine que le s  autres bouts de M
0(m) ont un groupe fondamental
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qui est peut-être conceptuellement mieux adapté que le  point de vue des réalisations  

de laminations par des surfaces p lissées  développe par Thurston, et pourrait 

d ’ autre part avoir d 'autres applications dans divers domaines de la topologie.

Nous développerons ces  idées plus longuement dans [Bon] .

La plupart des résultats de cet article s'étendent aux variétés riemanniennes 

comDlètes de dimension 3 à courbure négative pincée, c 'e s t -à -d ir e  dont la cour­

bure sectionnelle est comprise entre deux constantes a et b avec - = ° < a ^ b < 0 N 

du moins en 1 ' absence de cu sp s. Essentiellem ent, il  suffit de remplacer le s  trian­

g les totalement géodésiques u tilisés pour construire des applications "hyperbo­

liquement simpliciales" par des triangles rég lés , dont la courbure extrinsèque 

est encore < 0 • Cette extension est alors à peu près automatique.

Enfin, on peut se demander à quel point l'hypothèse (*) est n écessa ire  

dans l'an a lyse  des variétés hyperboliques de dimension 3 • Pour le  moment, 

la réponse semble assez  simple : On ne sait pratiquement rien des variétés  

géométriquement infinies ne satisfaisant pas cette condition, et la situation est  

analogue pour la conjecture d'A hlfors. Toute la théorie développée par Thurston 

s'effondre en effet complètement dans ce c a s -là , et i l  faudra peut-être mettre au 

point de nouvelles techniques pour avancer dans cette d irection .

Après quelques définitions et d iscussions prélim inaires, le  lecteur trouvera  

au § 1.7  un plan de la démonstration du théorème A , indiquant comment s'ar ticu le  

le  reste  de 1 ' a r tic le . Il constatera bien vite que le s  cusps de la variété viennent 

systématiquement rajouter des complications techniques qui, sans être essen tie lle s ,  

brouillent toutefois un peu l'exposition . On pourrait peut-être suggérer de 

complètement négliger ceux-ci dans une première lectu re , en se  limitant d ' abord 

au cas des variétés sans cusps.

Cet article n'aurait jamais vu le  jour sans la contribution amicale de 

Jean-P ierre Otai. C 'est  en effet à la suite du travail que nous avions mené en 

commun pour percer le s  mystères des derniers chapitres de [Thu9] que sont 

nées le s  prem ières idées de ce  travail. Il en a également suivi la progression, 

et subi avec patience le s  premiers tâtonnements. Je tiens à lui exprimer ic i mes 

plus vifs remerciements. Je dois également remercier P eter Shalen, dont le s  

critiques pertinentes m'ont été fort utiles lors  de la rédaction du manuscrit, et 

B . N.  Apanasov qui m'a signalé quelques incorrections figurant dans la première 

version de ce texte.
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I. TYPES GEOMETRIQUES DES BOUTS DE VARIETES HYPERBOLIQUES

métrique euclidienne usuelle en un point à distance p de 11 o r ig in e . Un autre 

modèle pour H m , isométrique au précédent, est donné par le  dem i-espace 

supérieur formé des points de ]Rm a dernière coordonnée strictement positive, 

muni de la métrique qui est xm fois la métrique euclidienne au point (x  ̂, . . . ,x m) 

(voir [Bea] [Ber^j [T lu^] [Thu^]).

Par un théorème classique de géométrie différentielle (voir [CheE] , 

[W ol]), l ' espace hyperbolique !Hm est la seule variété hyperbolique simplement 

connexe de dimension m , et toute variété hyperbolique est donc isométrique 

au quotient de lHm par un groupe d 5 isom étries agissant librement et proprement 

discontinûment sur H m .

On pourra trouver une bonne introduction aux variétés hyperboliques 

dans le s  premiers chapitres de [Thu^J ou [Thu^] . On peut également recom­

mander le  chapitre 7 de [B ea] , qui constitue une mine inépuisable de formules 

de trigonométrie hyperbolique plane bien commodes.

Dans l'e sp a ce  hyperbolique ]Hm , identifié à la boule ouverte de rayon 1 

de JRm munie de la métrique indiquée plus haut, le s  géodésiques sont le s  traces  

dans H m des cerc le s  de ]Rm coupant orthogonalement la sphère unité

peut être décrite intrinsèquement à partir de IHm 

comme la compactification naturelle de IHm par le s  bouts des rayons géodé­

siques is su s  d ’un point base quelconque (voir [EbONj,dans un cadre plus 

général). En particulier, toute isom étrie de IHm s'étend en un homéomorphisme 

de la boule JHm U S m~ .
©O

A partir de là , on vérifie sans peine que le s  isom étries de IHm se  

répartissent en trois catégories disjointes :

§ 1 .1 . Quelques rappels sur le s  variétés hyperboliques.

Dans tout cet article, une variété hyperbolique sera une variété connexe 

munie d'une métrique riemannienne complète de courbure sectionnelle constante 

égale à -1 . L ' archétype des variétés hyperboliques est 11 espace hyperbolique 

H m que 1 ' on peut décrire comme 11 intérieur de la boule standard de rayon 1

dans mm
? munie de la métrique riemannienne qui est 2(1 -p

2
)

- 1
fois la

Cette sphère à 1 ’ infini S
m-1
X)

S m-1
30
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l ’ unique géodésique passant par ces deux points.

L 11 espace hyperbolique IHm est très homogène, en ce sens qu’il a beaucoup 

d'isom étries : Etant donnés deux points x et y € H m , toute isom étrie entre 

le s  espaces linéaires tangents T (JHm) et T (Hm) est tangente à une (unique)
/ ■ m  ̂ y JJ J

isom étrie de H  envoyant x sur y . Le groupe d ’isom étries de H  est en 

fait le  groupe de Moebius de la sphère S™  ̂ , engendré par le s  inversions de 

]Rm U 00 par rapport aux (m -l)-sp h ères orthogonales à S™~”* .

Pour une variété hyperbolique M de dimension m , identifions son 

revêtement universel à ]Hm et interprétons tt̂ (M) comme le  groupe des auto- 

morphismes (isométriques) de ce revêtem ent. A lors tout élément non trivial de 

fl (̂M) e s t , ou bien loxodromique, ou bien parabolique. On remarquera que le  

caractère parabolique ou loxodromique de y € ^(M) ne dépend que de sa c la sse  

de conjugaison dans ŵ (M) .

En particulier, toute courbe fermée y  dans M qui représente un 

élément loxodromique de ïï^(M) est librement homotope à une unique géodésique 

fermée de M . Selon une notation que l ’on utilisera intensivement tout au long 

de 1 ’ a rtic le , cette géodésique sera désignée par y

De même, remarquons que deux points de l ’espace hyperbolique IHm 

peuvent être joints par un unique arc géodésique. Par conséquent, dans une 

variété hyperbolique, un chemin k est homotope à extrémités fixes à un unique
y.

arc géodésique k de mêmes extrém ités.

On dit qu’un sous-groupe de tt (M) est parabolique si tous se s  éléments
m 1

non-triviaux sont paraboliques et fixent le  même point de S œ" . De même, un 

sous-groupe est loxodromique si tous se s  éléments non-triviaux sont loxodro- 

miques et respectent la même géodésique de lHm . On a alors le  théorème fonda­

mental suivant, dû à Margoulis, dont on pourra trouver une démonstration dans 

[Thu^, §5.10]  , et pour un cadre plus général dans [Gro^] [BusKj .

(i) le s  isom étries ellip tiques, qui ont au moins un point fixe dans H m ;

(ii) le s  isom étries paraboliques, qui ont un unique point fixe dans la boule 

jHm y  gm 1 situé sur S m  ̂ ;
OO 1 OO 7

(iii) le s  isom étries loxodromiques, dont le s  seu ls points fixes dans

IH U S
rn-1
OO

sont deux points distincts de S m-1
OO

, et qui la issent donc invariante
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PROPOSITION 1. 1.  Etant donnée une variété hyperbolique M , il  existe une 

constante n ne dépendant que de la dimension de M avec la propriété suivante : 

Pour tout x € M , le sous-groupe de ff^(M;x) engendré par le s  lacets de 

longueur ^ (à est parabolique ou loxodromique (éventuellement trivial) . C

On dira qu'une constante p satisfaisant le s  conclusions de la proposition 1.1 

est une constante de Margoulis pour M .

Etant donnée une constante de Margoulis ^ , on a alors une bonne 

décomposition de M en la partie fine M̂ (ju) formée des points où le  rayon 

d'injectivité est < ju , et la partie épaisse Mg(/Li) qui est 1" adhérence du 

complémentaire de M̂ (ji) . En effet, en raison du théorème de Margoulis c i-  

d essu s, le s  composantes de M (̂p) sont de deux types sim ples, selon que le  

sous-groupe de it (̂M) engendré par le s  lacets courts y est loxodromique ou 

parabolique.

Un sous-groupe loxodromique T de tt (̂M) est nécessairement cyclique, 

ainsi qu'on le  voit par restriction à la géodésique g de ]Hm qu'il respecte . 

D 'autre part, pour tout y  € F , la distance de translation d (x ,y x )  définit 

une fonction propre et strictement croissante sur tout rayon géodésique issu  

orthogonalement de la géodésique g . On en déduit que chaque composante de 

Mf(/i) où le s  lacets courts sont loxodromiques est un voisinage tubulaire compact 

d'une géodésique fermée de M de longueur < /i . Les composantes de Mf(ju) 

de ce  type seront désignées sous le  nom de tubes de Margoulis.

Un sous-groupe parabolique T de ff (̂M) fixant le  point c sur la

sphère à l'in fin i S™-  ̂ respecte le feuilletage de IHm défini par le  champ

(intégrable) des hyperplans orthogonaux aux géodésiques passant par c . Les

feuilles de ce feuilletage sont le s  horisphères centrées en c , qui dans le

modèle de la boule unité pour IHm sont le s  traces des sphères tangentes en c 
m 1à S^" . La métrique induite sur une te lle  horisphère se  trouve être plate 

(euclidienne), et T s'identifie  donc à un groupe cristallographique de dimension 

m-1 . D'autre part, si y € F ,  la distance de translation d(x ,yx)  définit une 

fonction propre strictement monotone de chaque géodésique de IHm passant par c

sur J0,oo[ . On en déduit que chaque composante de Mf(m) où le s  lacets courts

sont paraboliques est hoinéomorphe à  (H/F) x [m>oc [ , où la variété cr ista llo -

graphique H/F est le  quotient d'une horisphère H centrée en un certain

c €  S™ par le  stabilisateur parabolique T de c dans ïï (̂M) . Les composantes

de Mj(/î ) de ce type sont dites paraboliques, ou cusp idales.
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topologie naturelle sur l'union disjointe de M et de se s  cusps, en prenant pour 

base de voisinages d'un cusp le s  composantes cuspidales de M ^ ')  , avec 

correspondant à ce même cusp . Toute cette terminologie vient bien sûr de la 

théorie des surfaces de Riemann, via le  théorème d'uniformisation.

réalisent le  minimum de la distance 

mais n 'est  en général pas localement 

constant sur la préimage de ôMf(jj) . Il s ' ensuit que ôM^Qi) est une sous- 

variété à coins.

La situation est toutefois un peu plus simple quand M est orientable et de 

dimension 3, ou de dimension 2 sans conditions d 'orientabilité. En effet, s i

est loxodromique, la distance de translation d(x,yx) ne dépend alors 

que de la distance de x à la géodésique invariante par y  ; chaque tube de
3

Margoulis est donc le  quotient d'un "croissant" ou "fuseau" de H  , formé 

des points dont la distance à une certaine géodésique est inférieure ou égale à 

une certaine constante, par un sous-groupe loxodromique de ïï (M) respectant

est parabolique, fixant c € S ^ -  , 

d(x,yx) ne dépend que de 1 'horisphère centrée en c passant par x ; chaque
3

est ainsi le  quotient d ' une horiboule de H  , 

c 'e s t -à -d ir e  de 1 ' "intérieur" d'une horisphère, par un certain sous-groupe 

parabolique.

A titre d'illustration de ce qui peut se  passer en dimension 3 dans le  cas  

non-orientable, considérons par exemple une composante cuspidale V de M^/i)

est cyclique et engendré par un élément y  

renversant l'orientation. Dans le  modèle du demi-espace supérieur
3

pour H  , on peut faire en sorte que y  soit la translation-reflection  

(u,v,t)*—* (u+ 1,-v ,t) . A l ' aide d'un peu de trigonométrie élémentaire (voir 

[Bea, § 7 .2 j) ,  on calcule aisément que si x = (u ,v ,t) , 

d(x,yx) = 2 Arcsh (\f 1 + 4v^/2tj

d (x ,y2x) = 2 A r c s h ( l / t )

Sur S m-1
OO

, on peut considérer le s  points c qui sont fixés par au moins

un élément parabolique de n
1

(M) . Les c la sses  d'équivalence de ces points par

1 ' action de n
1
;m) sont appelés le s  cusps de M (tant pis pour 1 ' anglicisme ! ) .

t' < ii  >

L ' ensemble des éléments y € n
1
(M) qui

de translation d(x,yx) en x € H m est fini,

cette géodésique. De même, s i y € n
1
(M)

composante cuspidale de M
f (n)

JR2 X

Par l'an alyse  précédente sur le s  composantes cuspidales de Mf(m) ,

dont le  groupe fondamental T e n
1

]o OOy [

on a une

y n
1(M)
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De plus, pour tout n € Z  -  0 , d (x ,ynx) est minoré par l'un de c e s  deux 

nombres. Il s'ensu it que la composante V de Mf(ju) considérée est le  quotient 

par T de

l(u ,v ,t )  € ]R2 x ] 0 ,oc[ ; t ^ in f  {V" 1 + 4 v ’ ,2 } / 2  sh(/i/2) } .

A insi, ôV est l'union du ruban de Moebius A  ̂ image de

{(u ,v ,t) ; t = V*1 + 4v2  /  2sh (p /2), | v | < V " 3 V 2 }  , 

et de 1 ' anneau A^ image de la portion d ' horisphère 

{(u ,v ,t) ; t = l/sh(M /2), M  > V r /2 } -  , 

et ôV présente un coin le  long de ôA^ = ôA^ •

On a une situation analogue pour le s  autres types de composantes non-

parabolique correspondant ne possède pas de sous-groupe d'indice fini qui soit 

formé de translations (en tant que groupe cristallographique).

En dimension 3 , on remarquera que le  bord de la partie fine M̂ (fx) est  

formé de tores, de bouteilles de Klein, d'anneaux et de ruban de Moebius. Ces 

deux dernières catégories proviennent exclusivement des composantes cuspidales, 

alors que le s  deux autres peuvent aussi bien correspondre aux tubes de Margoulis 

qu1 aux composantes cusp idales.

On travaillera beaucoup avec la partie fine M^(/i) , mais on utilisera fina­

lement assez  peu la partie épaisse Mg(/i ) . On lui préférera de beaucoup la  

partie "non cuspidale" de M , qui est l'adhérence Mq(m) du complémentaire 

dans M des composantes cuspidales de Mf(^) . Une raison pour cela est que, 

contrairement à Mf(ju) , la topologie de MqQi) est indépendante de la constante 

de Margoulis n , ainsi qu’on le voit aisément par projection radiale le  long des 

géodésiques passant par le s  cu sp s .

§ 1.2.  Le coeur compact d'une variété de dimension 3 .

Dans [Sco^] , P . Scott a montré que toute variété M de dimension 3 

dont le  groupe fondamental est de type fini contient une sous-variété compacte Mc 

te lle  que l ’injection Mc -> M soit une équivalence d 8homotopie. Quand M est

orientables de M0(M) . En dimensions supérieures, la géométrie des composantes

cuspidales de M
f (M)

peut être nettement plus subtile, quand le  sous-groupe
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une variété hyperbolique, nous allons avoir besoin d 1 une version relative de ce  

résultat pour le  complémentaire M^(/i) de 111 intérieur des composantes cuspidales 

de la partie fine M^in) (on pourra trouver des arguments analogues dans [KulS][JVies]). 

Si 11 on suppose en outre que M satisfait la condition (*) , la preuve sera un 

peu plus facile et ne nécessitera guère que le s  idées plus simples de [Sco^ j .

Fixons tout d'abord une convention concernant le s  sous-variétés des 

variétés à bord, valable pour tout l'a r tic le  sauf mention explicite du contraire.

En codimension ^ 1 , une sous-variété P de dimension p d 1 une variété N 

de dimension n > p sera  telle  que la paire (N, P) soit localement modelée sur 

(]R", jrP) , où ]R  ̂ est formé des points de ]R  ̂ à première coordonnée positive  

ou nulle ; en particulier, ôp est toujours contenu dans ôN . En codimension 0 , 

on réclame simplement que la paire (N ,p) soit localement modelée sur 

(]Rn ,]R+ x]Rn - )̂ , de sorte que la frontière topologique ÔP de P dans N soit 

une sous-variété de codimension 1 de N . (Remarquer que ÔP = ô P -ô N  si 

P est topologiquement ferm ée. )

Une variété est de type fini s i e lle  est homéomorphe à 11 intérieur d 1 une 

variété compacte.

LEMME 1 .2 . Soit N une variété acyclique de dimension 3 , dont le  bord est  

formé d ’un nombre fini de surfaces de type fini et de caractéristique d ’ Euler 

n u lle . On suppose en outre que ît̂ (N) est de type fini et satisfait la condition 

suivante : Pour toute décomposition non-triviale de 1T̂ (N) en produit libre  

A * B  , i l  ex iste  une courbe dans ôN dont la c la sse  dans ^ (N ) n ’est conjuguée

n ’est pas cyclique.

A lo r s , N contient une sous-variété compacte Nc de codimension 0 

telle  que l ’injection (N ,N HdN) -* (N,ôN) soit une équivalence d ’homotopie.

Démonstration. En utilisant le  lemme de Dehn, on vérifie sans peine qu’on peut 

se  restreindre au cas où l ’ application ir (S) -* 1T̂ (N) n ’est nulle pour aucune 

composante S de ôN . De toute façon, nous n ’ utiliserons le  lemme 1.2 que 

dans ce c a s - là .

D ’ après [S c o 1 J , tt1(N) est de présentation finie. Il existe donc un

de dimension 2 , un sous-complexe L de 

K , et une application continue f̂  : (K , L ) -» (N,ôN) induisant des isomorphismes 

ff1(K1; x ) ^ i r l (N ;fl (x)) , ff^Ljy) = ff^ôNjf^y)) et 1 7 ^  ,L; z) = ff^N, ôNjf^z))

à aucun élément de A ou de B ; de plus, 77
1

(N)

complexe cellulaire connexe fini K
1
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que son intersection avec D soit tran sverse , c 1 e s t-a -d ire  transverse sur chaque

cellu le de K . On choisit un voisinage tubulaire de D paramétré par D x [-1 ,+ 1]

de sorte que L soit transverse à chaque tranche D x t . Soit alors k ’ obtenu
— 1

en effondrant sur un point chaque composante de f  ̂ ( D x t ) ,  

pour tout t . On déduit de f̂  une application f ’ : (K* ,L) -» (N, ôN) ayant le s  

mêmes propriétés hornotopiques que f̂  , mais telle  que (f.,1)” "' ( D x [ 0 , l ] )  est  

formée d'un nombre fini d ’arcs iso lé s  

à une décomposition de ît̂ (k ') = ir (̂N) 

chaque composante de L ou ôN soit contenu dans l ’ un des facteurs ; par 

hypothèse, une telle  décomposition est nécessairement tr iv ia le . Par conséquent,

l ’intérieur de ces  arcs ainsi que le s  compo­

santes restantes qui sont simplement connexes,

f  ̂ : (K ^L ) -» (N,ôN) de f ’ induit comme c e lle -c i des isomorphismes 

^(K^) = tt.|(N) et tt̂ K^jL) = ît̂ (N, ôN) pour tout choix de point b a se . Dé p l us ,

pour tout choix de points bases x , y et z . Soit N
1

une sous-variété

compacte de codimension 0 de N contenant f 1(K
1) . Dans un premier temps,

on va faire en sorte que la frontière ô N
1

soit incompressib le , c ’ est-à -d ire

aue l ’application tt
1
(ôN

1 ) -* ÎT (N) soit
I

Lnjective pour tout point b a se .

Supposons donc que 1T (ôN ) -» ïï (N) soit non injective pour un certain

point base. Par le  lemme de Dehn, il  existe alors un disque D plongé dans N
1

ou N -N
1

tel que la courbe ôD soit homotopiquement non triviale dans ô N
1

Si D est contenu dans N 1 ? bougeons un peu f̂  : K
1

de sorte

à partir de K 1

de K
i
1

. Chacun de ces  arcs donne lieu

en produit libre, de sorte que le ÏÏ 1 de

si K
2

K
2

est connexe et la restriction

son image est contenue dans N 1-D . Soit N
2

la sous-variété de N obtenue

en retirant de N
1

un voisinage tubulaire de D (et en arrondissant le s  co in s),

suffisamment petit pour que f
2

(K
2) soit contenu dans N

2

Si le  disque D n ’est pas contenu dans N
1

, la modification est plus

simple puisque l ’on prend pour N
2

1 ’ union de N
1

et d ’un voisinage tubulaire

de D , convenablement arrondie aux coins, tandis que K
2

= K 1 et f
2 = i

1

Si ôN^ est com pressible, on itère le  procédé, et on construit ainsi

une famille d ’applications f
P

(K
P

, L) -» (N, ôN) et de sous -variétés N
P

te lles

que f
P

(K
P

) c N
P

. Comme, à chaaue étane. la surface ÔN
p+1

est "plus petite"

que ô N
P

(en fonction du genre des composantes de ces surfaces; un argument

standard affirme que cette construction doit s ’arrêter au bout d ’un moment, et

par conséquent que l ’on aboutit à un N
P

de frontière incom pressible. Quitte à

en supprimer le s  composantes superflues ne contenant pas f
P

K
p

on peut

N

est défini en retirant de K
g

1

) ,
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A ce point-ci, on utilise 111 hypothèse que le  bord ôN est formé de tores, 

bouteilles de Klein, anneaux et rubans de Moebius pour raccourcir un peu la 

preuve ; on comparera cet argument avec celui du lemme 2 .6  de [Wal  ̂J . Soit S 

une composante de ôN^ telle que ir^(S,ôS) -> ^ (N ^ N  f) ôN) ait un noyau non 

triv ial. Utilisant 1 ' allure de ôN , on peut composer un chemin de S repré­

sentant un élément de ce noyau avec le s  deux composantes de ôS qu'il rencontre 

pour obtenir un lacet de S homotope à 0 dans N , et donc dans S . On en 

déduit que S est un anneau ou un ruban de Moebius. De plus, en utilisant

on peut homotoper S dans ôN en fixant ôS . La composante Ng  

de N -  S sur laquelle cette homotopie est de degré impair a un groupe fonda­

mental engendré par ^1(S) . Cette composante

, auquel cas le  lemme est immédiat. Excluant

ce cas , on peut alors remplacer 

de composantes de ôN^ sans ri

On procède de même pour une composante S de 

■iï^(S,ôS) -+ ff^(N-N , ôN -N  ) n ’est pas in jectif.

En itérant le  procédé, on aboutit ainsi au cas où 7T^(S,ôS) -+ tt̂ (N,ôN)

est injectif pour toute composante S de 6N^ et tout point b a se . Comme fp(K^)

on en déduit que le s  applications n (N ) -+ ir (N) et
p f

ôN) sont des isomorphismes pour tout choix de point b a se .

Quitte à rajouter à N^ des composantes de son complémentaire, on 

peut supposer qu'aucune composante de ôN^ n ’est une sphère, ni un disque de 

bord homotope à 0 dans ôN (car tt9(N) = 0) . A lors ît9(N ) = 7T9(N) = 0  et
u ¿L p c*

V NP Pi ôN) = 7T̂ (ôN) pour tout point base.

A ce moment-là,

Etant donné une variété hyperbolique M de dimension 3 dont le  groupe 

fondamental est de type fini et satisfait la condition (*) de l'introduction, on 

veut appliquer le lemme 1.2 au complémentaire M^(/i) de l'in térieur des compo­

santes cuspidales de sa partie fine. Mais, pour cela , il  faut savoir que ôM̂  

n 'a  qu'un nombre fini de composantes. Une preuve de ce fait est donnée par 

D. Sullivan dans [Sul^j ; en voici une autre basée sur le  lemme 1.2.

supposer N
P

connexe.

n
2

(N) -  0 J

N
P

par N
P

U N
S de façon à diminuer le  nombre

en changer aux propriétés precedentes de N
P

a N
P

pour laquelle

est contenu dans N
D

n
1

(N
P

N
P
n ôN)

1
(N,

(N
P

«N
P
n ÔN) a bien le  type d 'homotopie de (N,ôN) . □

que dans le cas où tt
1
(s) ~ ir

1
(N)

N
S ne peut contenir f

P

(K
P

)

77
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A . , choisissons-en  une maximale. Pour tout i , on considéré alors la variété  
J m

a bord Mw  obtenue en prenant le  revêtement de M dont le  groupe fondamental 

est Â  , et en lui retirant le s  intérieurs des relevés des V. te ls  que ^ (V j)  

soit contenu dans Â  (après conjugaison).

Considérons un Â  non cyclique. On peut appliquer le  lemme 1.2 à M ^ , 

par maximalité de la décomposition en produit libre de tt-|(M) , ce qui fournit une

de M^ telle  que (M^M^f) H ôM ^) ait le  type

d'homotopie de (M ^ ,ô M ^ ) . Le nombre de composantes de 

le  rang de H9(M ^) et sa caractéristique d 1 Euler x ( ô M ^ )
¿L C C

Comme le s  V. avec ir1(V.) conjugable dans A. correspondent à des composantes
J (i) ^

entières de ôMw  ou à des anneaux et rubans de Moebius deux à deux non
C /. \

parallèles dans ôM , i l  s'ensu it que leur nombre est majoré par une cons-
C /. \

tante qui ne dépend que du type d ' homotopie de M̂ , ’ , et par conséquent que du 

groupe A .

S i Â  est cyclique, remarquer qu'au plus un ïï-|(Vj) Peu* être conjugué dedans.

La démonstration du lemme 1.3 est alors achevée par le s  deux remarques 

suivantes qui découlent de l'un icité  des factorisations en produit libre : D ’une 

part, toute décomposition de ff (̂M) en produit libre a un nombre borné de 

facteurs ; d ’autre part, i l  y a un nombre fini de groupes A  ̂ qui peuvent appa­

raître comme facteurs libres de ir̂ (M) . Il s 1 ensuit que le  nombre p des compo­

santes cuspidales considérées est borné par une constante dépendant uniquement 

de #^(M) . □

En combinant le s  lemmes 1.2 et 1.3,  on obtient ainsi :

PROPOSITION 1.4.  Soit M une variété hyperbolique de dimension 3 dont le  

groupe fondamental est de type fini et satisfait la condition (*) de 1 ’ introduction.

S i Mq(^) est obtenue en retirant de M l ’intérieur des composantes cuspidales 

de la partie fine Mf(/i) , alors MQ(/i) contient une sous-variété compacte Mc (/i)

LEMME 1.3.  Soit M une variété hyperbolique de dimension 3 dont le  

groupe fondamental est de type f in i. A lo rs , M possède seulement un nombre 

fini de cu sp s.

Démonstration. Soient p composantes cuspidales distinctes V , . . . , V  d e l à  
— — — — l  p

partie fine. Parmi toutes le s  décompositions de 7t.(M) en produit libre

A
1

* •  •  . An telles que chaque ïï
1
(Vi ) puisse être conjugué dans un (seul) des

ô M
(i)
c est limité par

est égalé a 2X (M(i)
c

sous-variété compacte MU)
c

de codimension 0 telle  que l ’injection (Mc , Mc
n ôm

0) (M0 Jm o est une équi-

valence d 1 homotopie (en omettant le ¡¿ pour s im p lifie r 1" é c r itu re ) .



-  91 -

sera appelée le coeur compact de Mq(/U ) . On pourrait montrer en utilisant 

[Wal^] que Mc (/i) est unique à isotopie de Mq(ju) près, mais nous n"aurons 

pas besoin de ce résu ltat.

Par contre, la remarque suivante joue un rôle crucial. C ’est en effet 

essentiellement c e lle -c i  qui justifie la nécessité  de la condition (*) (voir §1.4) .

LEMME 1.5.  Sous le s  hypothèses de la proposition 1 . 4 , la frontière ÔMc (/i) 

du coeur compact de M^(/i) est incompressible (c 8est-à -d ire  ir^(ôMc) -» tt̂ (Mq) 

est injeetive pour tout point base) .

Démonstration. La propriété est certes vérifiée s i Mc Qi) est la sous-variété  

construite lors de la preuve du lemme 1.2.  Montrons quand même ceci dans le  

cas général, puisque la preuve en est courte.

Comme 16application ^^(Mc) -» tt̂ (M) est un isomorphisme, ÔMc ne peut 

être compressible que si tt̂ (ôMc) ff (̂Mc) a un noyau non trivial pour un cer ­

tain point base. Mais a lors, le  lemme de Dehn fait apparaître dans M (/z) une 

anse d 8 indice 2 , qui fournit une décomposition non triviale de ^(M c) = tt̂ (M) 

en produit libre telle  que chaque élément parabolique puisse être conjugué dans 

l 8un des facteurs, ou un isomorphisme 'ir̂ (M) = Z  , contredisant la condition (* ).

□

§ 1.3.  Types de bouts.

d 8abord être utile de rappeler la définition des bouts d ’un 

espace topologique X , au sens de Freudenthal (voir [F re ]  [S ie ]  [Eps j) : 

Considérons la famille des ouverts connexes de X dont la frontière est compacte, 

mais qui ne sont pas relativement compacts. Si l 8on munit cette famille des 

flèches d 8inclusion, un bout de X est un élément de la limite projective de 

cette famille. Autrement dit, un bout b est défini comme une famille d 8ouverts 

avec les  propriétés suivantes :

1) Pour tout i ,  LL est de frontière compacte mais n 8 est pas relativement 

compact.

2) Pour tous i et j , i l  existe k tel que U, soit contenu dans U. f l U.  .M k i j

La sous-variété compacte M
c (m) de M0M fournie par la proposition 1.4

connexes (L i )i€I

3) La famille (Ui )iE l est maximale pour le s  propriétés 1) et 2).

II peut tout
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On peut munir l ’union de X et de l'ensem ble de se s  bouts d'une 

topologie en prenant pour base de voisinage d ’un bout b = 

ouverts IX U {b} . Si X est localement compact et dénombrable à l ’infini, 

l'esp a ce  topologique ainsi défini est la compactification de Freudenthal de X .

Par abus de langage, on dira qu’ une partie Y de X contient le  bout

b = (U.).ç j si Y U {b} est un voisinage de b , autrement dit si Y contient au

moins l ’ un des U. .
i

PROPOSITION 1 .6 . Avec le s  hypothèses et notations de la proposition 1.4,  

l'adhérence de chaque composante de Mq(/li) -  Mc(/i) contient exactement un bout 

b de_ Mq(/z) et une composante S^ de_ 6Mc(pi) . Il y a donc correspondance

et le s  composantes de la frontière ÔMc (/i) 

de son coeur compact.

Démonstration. Pour ne pas alourdir le s  notations, on abréviera M^in) en Mq ,

M (u) en M , e t c . . .  . c c ’

Soit N 1 ’ adhérence d 11 une composante connexe de

peut être compacte : Sinon la c la sse  de ôN serait nulle

et donc dans H„(M ,M fl ôM_) par définition de M ; alors M„ serait n éces-  
2 c c 0  ̂ c 0

= Mc par un argument de caractéristique d® Euler, 

ce qui rend le problème vide. Par conséquent, N contient au moins un bout b .

S i N contient un autre bout b ' f  b , c es  deux bouts b et b 1 admettent 

deux voisinages U et U 1 disjoints et contenus dans l ’intérieur de N . Quitte 

à restreindre U et U 1 par des techniques standards, on peut supposer que ce  

sont des sous-variétés de codimension 0 de Mq . A lors, la  surface ÔU n ’est  

homologue relativement à ôMq (modulo 2) à aucune combinaison linéaire de 

composantes de ÔN , et par conséquent à aucun cycle de (Mc ,Mc HôMq) , ce  

qui contredit la définition de Mc . Par conséquent, N contient un seul bout b 

de M .

D ’ autre part, N contient par définition au moins une composante S^ de 

ôMc . S ’i l  en contenait une autre, on construirait aisément un lacet y  dans 

Mq de nombre d ’intersection 1 avec S^ ; un tel lacet ne pourrait évidemment 

être homologue à un cycle de Mc , ce qui contredirait encore la définition de

M . Donc N contient exactement une composante de ÔM . □c c

la famille des

biunivoque entre le s  bouts de Mo

M
D

-  M
c . Elle ne

dans H
2

(M0 ôM0 ) y

sairement compacte et M0

(u i)i € l

(M)
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Nous allons maintenant définir deux types géométriques particuliers de 

bouts de M^Oi) .

La première définition est assez générale, et ne dépend en fait ni de la 

condition (*) ni de la dimension de la variété hyperbolique : Un bout b de 

Mq(^) est dit géométriquement fini s ' i l  admet un voisinage ne rencontrant aucune 

géodésique fermée de M . Si le  lecteur sait déjà ce qu'est 1"enveloppe convexe 

de M , on peut indiquer qu’on montrera au § 5.1 que ceci est équivalent à dire 

que cette enveloppe convexe ne s ’approche pas de b . La terminologie est justi­

fiée par la propriété suivante : La variété M est géométriquement finie, dans 

le  sens défini dans l ’introduction, si et seulement si tous le s  bouts de Mq(/ )̂ 

sont géométriquement finis dans le sens c i -d e s s u s . Ce fait est dû essentiellement 

à A . Marden [Mar] sous une forme légèrement différente, et à W. Thurston 

sous cette forme [Thu^j ; on pourra également consulter [BeaM] et [Apa^J 

[Apa^l pour des généralisations en dimensions supérieures.

Un bout géométriquement infini est bien sûr un bout qui n ’est pas géométri­

quement f in i.

S i cette première définition était très générale, la suivante est au contraire 

spécifique à la dimension 3 et à la condition (* ). Par la proposition 1.6,  une 

composante S^ de la frontière ô Mc du coeur compact de Mq()U ) est naturelle-

Le bout b est dit simplement dégénéré 

s i , pour tout voisinage U de b , il  existe une courbe fermée simple (= sans

qui soit homotope dans M à une géodésique fermée 

y contenue dans U .

Pour un bout de MqOu ) , être simplement dégénéré est donc une façon 

très restrictive d ’ être géométriquement in fin i. En effet, par définition, le  bout b 

est géométriquement infini si et seulement s i ,  pour tout voisinage U de b , il

qui rencontre U . Nous démontrerons à la  

ra l, on peut remplacer la condition 

:ontenue dans U et est homotope à une courbe 

y (pas forcément simple) dans S^ " . Toute la subtilité de la définition des bouts 

simplement dégénérés réside donc dans la restriction à des courbes simples sur 

la surface S^ . On verra au paragraphe suivant comment intervient cette restr ic ­

tion a priori surprenante.

Nous sommes maintenant en mesure d ’énoncer le  théorème principal de 

cet artic le . Thurston a défini le s  variétés géométriquement sages comme les

ment associée à chaque bout b de M
D(M) .

points doubles) y sur S h

existe  une géodésique fermée y
*

section II que, dans un cadre géné

"•y
*

rencontre U " par " y
*

est
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variétés M dont le  groupe fondamental est de type fini et satisfait la condition (* ),  

et te lles  que tout bout de Mq(/x) e s t, ou bien géométriquement fini, ou bien 

simplement dégénéré. On peut donc paraphraser le  théorème A en :

THEOREME 1.7.  Soit M une variété hyperbolique de dimension 3 dont le  

groupe fondamental est de type fini et satisfait la condition (*) de 1° introduction. 

Si Mq(/j ) est le  complémentaire de 18 intérieur des composantes cuspidales de la  

partie fine M̂ (/x) de M , alors tout bout géométriquement infini de 

simplement dégénéré.

§ 1.4.  Le lemme du diamètre borné.

C 5 est de ce  lemme du diamètre borné que découlent le s  propriétés 

majeures des bouts simplement dégénérés, et c 'e s t  en fait lui qui justifie leur  

introduction. On pourra trouver ce lemme caché dans la preuve de la proposition 

8 . 8 . 5  de [Thu^] •

P récisons tout d'abord de quel type de diamètre i l  s 'a g it  : Sur une 

variété hyperbolique M , définissons la distance modulo la partie fine 

entre deux points x et y comme le  minimum de la longueur de k -  M̂  ) pour 

tout arc k joignant x à y ; cette semi-distance est notée d^(x,y) . Le

d ’un sous-ensem ble X de M est bien sûr 

le  maximum de d^(x,y) pour x et y £ X  .

Le lemme du diamètre borné est 1 ’ énoncé suivant :

PROPOSITION 1 .8 . Soit <p : S ■* M une application d'une surface compacte

connexe S dans une variété hyperbolique M , telle  que l'application

ff ( S ) -» ïï^M) induite soit injective et envoie chaque composante de ôS sur un

. Soit également y  une courbe simple dans S , 

telle  que ç(y  ) soit homotope à une géodésique fermée

A lo rs , <p est homotope à <p’ : S -+ M telle  c 

<p’ (ôS) c  Mj(fi) et que l'im age <p’ (S) ait un diamètre 

une constante ne dépendant que de ¿t et du type topologique de S .

En particulier, on a ce qui est la propriété a priori la plus surprenante 

des courbes simples sur une surface :

diamètre modulo la partie fine M
f fu)

M
f (m) borné par

M
f(,1)

y
*

de M .

ue y
*■

y que

modulo

M0G) est

élément parabolique de 77
1(M)

(y)
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COROLLAIR E 1.9. Sous les hypothèses de la proposition 1.8, la géodésique 

y * a un diamètre modulo Mf{J.L) borné par une constante ne dépendant que de J.L 

et du type topologique de S . 0 

Démonstration de la proposition 1 .8. Celle-ci est basée sur une forme simplifiée 

des" surfaces plissées" introduites dans l Thu2 ] . 

Pour des raisons techniques qui apparaîtront très bientôt, on peut supposer 

sans perte de généralité que y n'est pas le bord d'un ruban de Moebius contenu 

dans S, quitte à remplacer y par l'âme de ce ruban. 

Pour démontrer la proposition 1.8, on commence par augmenter S en 

S obtenue en recollant un collier serni -ouvert ';;: S 1 x [0,00 l le long de 
"-

chaque composante de èlS . On étend arbitrairement cp à S . 
"-

Puis, on "triangule',' la surface S de la manière suivante: Choisissons 
"-

un point base s sur y et considérons S comme le complémentaire d'un nombre 
"-

fini de points dans une surface fermée S' . On prend alors une décomposition de 
"- "- "-

S'en triangles dont les sommets sont exactement s et les points de S' - S , 

dont y est une arête particulière, et dont chaque arête a au moins une extrérnité 

dans s. (Deux sommets ou deux côtés d'un même triangle peuvent bien sûr être 

confondus dans S' , ce qui fait qu'il ne s'agit pas là d'une triangulation au 

sens habituel du terme.) On obtient ainsi une décomposition de S en triangles, 

auxquels manquent éventuellement un sommet quand celui-ci correspond à un 
"- "-

point de S' - S . On remarquera que cette construction n' a été possible que 

parce que chaque composante de S - y est de caractéristique d'Euler < 0 , 

ce qui découle des di verses conditions imposées à y . 

Nous allons maintenant "raidir" cp de sorte que sa restriction à chacun 

de ces triangles soit une immersion totalement géodésique. On dira alors que <p 
"-

est hyperboliquement simpliciale pour la triangulation de S choisie. Marquons 

cette étape par un énoncé. 

LEMME 1. 10. On peut homotoper cp: S .... M de sorte qu'elle soit hyperboli­

quement simpliciale pour la triangulation de S donnée. 

Démonstration. On commence par homotoper <p de sorte qu'elle envoie y sur 
* "-y . A chaque arête k de la triangulation de S est alors naturellement 

associé un arc géodésique k * de M: 
en effet, si k joint le point Dase s à lui -IIlême, on prend pour k'* l'unique 

arc géodésique de ivI joignant ip(s) à lui-même et homotope à cp(k) à extrémités fines. 
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Si k joint s à un bout de S , il  faudra être un peu plus soigneux.

Pour cela , remarquons que si l'on  utilise k pour joindre s à un petit lacet
A.

autour de ce bout de S , I ' arc k spécifie un sous-groupe cyclique

tt (S ;s) , dont 1 ' image par <p est un sous-groupe parabolique de tt (M;<p(s)) .
^  rn /

Considérons alors le  revêtement universel M = H  de M , pointé par un point

base s au-dessus de <p(s) de façon à identifier ïï.j(M;<p(s)) avec le  groupe des

automorphismes du revêtement. Le sous-groupe parabolique <p (1^) spécifie un

, et donc un arc géodésique joignant s  à

ce point à 1 ' in fin i. On prend alors pour k 1 ' image de cet arc géodésique

dans M , qui joint <p(s) à un cusp de M .

Ayant fait c e c i , on homotope <p de sorte que <p | k soit une immersion
A

pour toute arête k de la triangulation de S .

Pour chaque triangle T de cette triangulation, <p(ôT) est formée de 

trois arcs géodésiques dans M , et se  relève dans le  relèvement universel 

M = H m en le  bord d'un triangle totalement géodésique T* (= contenu dans 

un plan hyperbolique), avec éventuellement un sommet sur la sphère à 1 ' infini 

si T est non compact. Le seul point à vérifier ic i est que, quand ce  relevé  

contient deux arcs infin is, ceux-ci convergent vers le  même point à l'infin i ;
y.

mais ceci découle immédiatement de la définition des arcs k

Par accident, il  pourrait se  produire que l'un de ces triangles totalement
y.

géodésiques T soit plat, c 'e s t-à -d ir e  que deux de se s  côtés soient contenus 

dans le  tro isièm e. Remarquons toutefois, par un argument de caractéristique  

d'E uler, qu' aucune des arêtes k joignant s à lui-même ne peut avoir une

et donc dans ir^(M;s) , et que deux te lles  arêtes  

représentent des éléments distincts de ff^(M;s) . On en déduit aisément que 

ne peut être plat que quand le  triangle T c  S est compact, et sans aucun côté

r.k de

point sur la sphère à 1 ' infini S m-1
OO

image triviale dans n
1
(S; s)

T
*

contenu dans y  . A lors, le s  trois sommets de T
*

sont situés dans des compo-

santes distinctes de la préimage de y
* rn

dans M = H  .1 1  suffit alors d'homo­

toper <p en faisant g lisser  <p(s) le  long de y
*

y tout en conservant la

propriété que <p envoie chaque arete k sur un arc géodésique de M , pour

que le  triangle T
*

associé  à <p(ôT) c e s se  d 'être  plat : S i l'on  est vaillant,

on peut vérifier cette assertion par un calcul soigneux, qui montre même que 

cette perturbation de <p peut être choisie arbitrairement petite ; mais i l  

existe une solution paresseuse qui consiste à faire faire à <p(s) un grand nombre

de k sur k
*
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Pour chacun des triangles T de la triangulation de S , on peut alors homotoper 

cp | T fixant ôT de sorte qu ' e lle  se  factorise par un difféomorphisme de T sur
"X~ j j j

le  triangle totalement géodésique T dans M = H  correspondant. On rend 

ainsi <p hyperboliquement sim pliciale. □

Maintenant que <p est hyperboliquement simpliciale, nous affirmons
A.

que son image <p(S) a un diamètre modulo M ^ )  uniformément borné.

Tout d'abord, remarquons que l'application <p est propre. En effet,
A 1 rchaque bout de S admet un voisinage difféomorphe à S x LO,°°L tel que (p 

envoie chaque rayon x x [0 ,°°[ sur un rayon géodésique convergeant vers un 

cu sp . D ' après 1 ' allure des composantes cuspidales de M̂ (/z ) , la restriction  

de <p à chacun de ces voisinages est donc propre, et donc <p est propre.
A

La métrique de M induit par <p une métrique par chemins sur S , la
A

longueur d ' un chemin dans S étant définie comme celle  de son image par <p
A

dans M , et donc une métrique sur S en définissant la distance de x et y

comme le  minimum des longueurs des chemins joignant x à y . Cette métrique

est complète puisque <p est propre. D ' autre part, puisque la restriction de <p

à chaque triangle est une immersion totalement géodésique, cette métrique est
2 Aen fait localement isométrique au plan hyperbolique 1H sur S -  s  .

A

Au point s , S est localement isométrique à l'esp a ce  obtenu en recollant
2

plusieurs secteurs angulaires de 1H , correspondant aux coins des triangles 

adjacents à s . Pour être élémentaire, la remarque suivante n'en sera pas 

moins fondamentale.

A

LEMME 1.11.  La somme des angles des secteurs angulaires de S autour de s 

est supérieure ou égale à 2 ïï .

Démonstration. Comme y  est envoyé sur la géodésique y  , qui est l is s e  en 

<p(s) , la somme des angles sur chacune des deux moitiés délimitées par y  est  

au moins égale à ïï . □
A

En particulier, S se  comporte exactement comme une surface de 

courbure < -1 . Pour donner un sens à cette assertion, considérons plus

de tours autour de y
*

lors de l ' homotopie, de sorte que le s  trois sommets de

T
*

tendent dans 1H
m U S

in-1
OO

vers le s  extrémités (distinctes) des relevés de

y
x-

correspondants, et ne peuvent donc rester a lign és.

A in si, on peut faire en sorte qu ' aucun des triangles T
*

ne soit p lat.
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d'un nombre fini de triangles hyperboliques (avec éventuellement des sommets 

à 11 infini) ,

2 tt x (S  ) -  Z  {tï — c(x)) = - a i r e ( S j +  S  (277-c(x ))  . □  
1 x€ÔS1 1 xCintiŜ

En particulier, on peut utiliser cette formule pour définir la courbure
A A

de S comme une mesure sur S , pour laquelle la masse d 1 une portion S de 

S comme c i-d essu s est égale à l'un des termes de l'ég a lité  du lemme 1.12.  

A lors, comme c(s) ^ 2ïï , cette courbure est une mesure < - 1  , égale à la
A

fonction -1 sur S -  s et possédant un atome en s .
A

Dans S muni de cette métrique hyperbolique avec une singularité
A

éventuelle en s , on considère la partie fine S f(jz) , définie comme 1 ' ensemble
a

des points de S par où passe un lacet de longueur ^  ¡j. non homotope à 0 .
/V

Puisque l ' application ir^(S) -♦ ^(M) induite par <p est injective, l'im age de 

S^Oi) par <p est contenue dans M̂ (ju) . La démonstration de la proposition 1.8  

sera donc clairement achevée par celle  du lemme suivant.

A A

LEMME 1.13.  Le diamètre modulo S.(jLi) de_ S est borné par une constante
A

ne dépendant que de ju et du type topologique de S .

Démonstration. On pourrait utiliser pour ceci un argument de "bourrage par 

boules" (cf.  [Che] [Gro^] [ThU2,§5.11 j) .  Pour des raisons d 'exposition, 

nous préférons cependant la démonstration suivante, car basée sur une technique 

qui sera régulièrement utilisée par la su ite .

A A

Soient x et y deux points de S , et soit k un arc dans S joignant 

x à y et réalisant le  minimum de la longueur pour de te ls  a r c s . Clairement, 

k est plongé, passe donc par s au plus une fo is , et k - s  est formé de 1 ou 

2 arcs géodésiques pour la métrique hyperbolique de S -  s ; on remarquera 

que ceci permet d'affirmer l'ex isten ce  d'un tel arc k de longueur minimale.

S i k passe par s , notons que par minimalité de la longueur de k le s  angles 

de chacun des deux secteurs délimités par k sont tous deux ^ u .

généralement une surface S 1 munie d'une métrique du même type, localement

isométrique a un espace obtenu en recollant plusieurs secteurs angulaires de

H 2 . Ceci autorise S
1

à avoir un bord géodésique par morceaux. En un point

x € S
1

, on définit 1 ' angle de cone c(x) comme la somme des angles des secteurs

angulaires de H 2 reco llés pour obtenir un modèle local pour S
1

au voisinage

de x . On a alors la formule de Gauss-Bonnet suivante :

LEMME 1.12.  Si  S
1

est compacte, ou plus généralement si e lle  est formée
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Sélectionnons un côté de 1 ' arc k . Pour tout point z dans k -  S f(/i ) , 

traçons un arc géodésique X de longueur n/4  issu  de z orthogonalernent à
Z

k du côté sélectionné. Ceci n 'est  certes pas défini quand l ' arc X v i e n t  buter 

sur s (en particulier si z = s), et on arrête alors l'a rc  Xz en ce point s ; 

on verra en fait plus loin que ceci n 1 arrive que pour au plus un z .
A

Dans le revêtement universel de S , aucune géodésique (évitant la  

préirnage de s) ne peut avoir de point double, par la formule de Gauss-Bonnet 

(lemme 1.12). Si l ' arc X avait un point double, il  fournirait donc un lacet 

hornotopiquement non trivial passant par z et de longueur < ji/2 , contraire-
A

ment à 11 hypothèse que z S.(¿i) . Les arcs X sont donc p longés.
L Z

Les arcs X sont deux à deux d isjo in ts. En effet, supposons que X 
Z z

et X , se  rencontrent en t , avec z 4 z' , et considérons la courbe a  formée : z
(i) du sous-arc de Xz joignant z à t ,

(ii) du sous-arc de Xz , joignant t à z ' ,

(iii) du sous-arc de k joignant z' à z .

Quitte à bien choisir z , z ' et t , on peut supposer que a  est sim ple.

Puisque k est de longueur minimale, le s  deux points z et z' sont à distance
/V

< ¡i/2 sur k ; par conséquent, a  est de longueur < ^ . Comme z f. S .{¡jl) ,
A J

e lle  est donc homotope à 0 , et borde un disque D dans S . Ce disque D a 

un coin en t , deux coins d ' angles ïï/ 2  o u  3 ïï/ 2  en z et z' , plus éventuel­

lement un coin d'angle ^ ir en s . Ceci est incompatible avec la formule de 

Gauss-Bonnet, et montre donc bien que le s  X sont deux à deux plongés.

En particu lier, au plus un Xz vient buter sur le  point s  .

Soit U le "tube" union de tous ces arcs Xz . Puisque ceux-ci sont 

plongés et deux à deux disjoints, un calcul simple de géométrie hyperbolique 

plane (utilisant par exemple [Bea, §7 .35 j) montre que
r * /4

ch(t) dt ,
0

aire (U) = e ( k - S ffoi))

où £ ( ) désigne la longueur, et donc

aire (U) > (jli/ 4) e (k -  S f(p)) .
A

D'autre part, le  nombre n(S) de triangles apparaissant dans la trian-
/V

gulation de S ne dépend que du type topologique de cette surface (il est préci-
A

sèment égal à 2 x(S) + 2) . Comme 11 aire d 1 un triangle hyperbolique est majorée

par tt , A
aire (U) < aire (S) ^ ïïn(S) .

(On peut également considérer la formule de Gauss-Bonnet. )
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En combinant le s  deux inégalités, on obtient que 

e ( k - S fU))  < 4 7rn(S)/ji , 

ce  qui démontre le  lemme 1.13,  et donc la proposition 1 .8 . □

En fait, on peut légèrement raffiner le  lemme 1.13 de la manière suivante : 

Dans le cadre du lemme 1.13,  soit S^O-O l ' adhérence du complémentaire dans
a  ^  .

S des "composantes cuspidales" de S , formées des points par où passe
A

un lacet de longueur ^ /j homotope à un bout de S .

A A A A

LEMME 1.14.  Dans S , SQ(/i) a un diamètre modulo S f(jLt) H S Q(jj) borné par
A

une constante ne dépendant que de ¡j. et du type topologique de S .
A

Démonstration. Soient x et y € S J n )  . Nous venons de voir qu1 on peut le s
A A

joindre par un chemin k dans S tel que k -  S^(/i) est de longueur majorée par 

une certaine constante c  ̂ .
A

Soit V une composante "cuspidale" de S (/¿) . Quitte à raccourcir
A

k -  S (fi) , on peut supposer Vf l k  connexe. On considère alors deux lacets de 

longueur ^  ¡j, , homotopes au bout de S correspondant à V , passant respecti­

vement par le s  deux points de ôV Plk . En utilisant ces  deux la ce ts , on modifie 

aisément k de sorte que V Pi k soit de longueur <  ¡i . (Il faut simplement distin­

guer deux cas , selon que le s  lacets sont disjoints ou non.)

Procédant ainsi pour toute composante cuspidale de S f(/i) , on obtient 

à la fin que la partie de k située hors de S^(n) H Sq(/z) est de longueur majorée 

par la somme de la constante c  ̂ et de /i fois le  nombre de bouts de S . □

De même, une adaptation automatique de la preuve de la proposition 1. 8

donne :

PROPOSITION 1.15.  L 1 énoncé de la proposition 1.8 est encore vrai si 11 on 

remplace la courbe simple y  par une famille y  de courbes simples disjointes 

deux à deux non p a ra llè les , te lles  que chaque f(y.) soit homotope à 

une géodésique fermée y  ̂ , et si y  désigne 11 union des y  . □

(Il peut être utile de remarquer que le  nombre n de courbes simples est majoré 

en fonction du type topologique de S .)

y 1 y n
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H m et de sa sphère à l'infin i S™ . C elui-ci est convexe s i tout arc géodésique

dont les  deux extrémités sont dans X est entièrement contenu dans X . En

général, on définit 11 enveloppe convexe C(X) de X comme le plus petit sous-
rn m -1ensemble convexe de 1H U contenant X .

On démontre aisément le  lemme suivant dont 1 ' analogue euclidien est bien 

connu (on pourra commencer par traiter par récurrence le  cas où X est fin i).

LEMME 1.16.  S i X est un sous-ensemble de H raü  S™  ̂ , son enveloppe convexe 

C(X) est 1 ' union des enveloppes convexes C(Y) où Y décrit 1 * ensemble des 

parties de X formées de (m+1) élém ents. □

Dans une variété hyperbolique M , un sous-ensemble X c  m est convexe

s ' i l  est connexe par arcs et s i ,  pour tout chemin dans X , l 'a r c  géodésique de M

qui lui est homotope à extrémités fixes est entièrement contenu dans X . Ceci

équivaut à dire que chaque composante de la préimage de X dans le  revêtement 
m

universel M = 1H de M est convexe dans le  sens précédent.

On définit 1 ' enveloppe convexe C(M) de la variété hyperbolique M comme 

le  plus petit des fermés convexes X de M te ls  que îr (̂X) -+ ff (̂M) soit surjec-  

r iv e . On remarquera que cette dernière condition revient à dire que la préimage 

de X dans le  revêtement universel de M est convexe, et l ' existence et l ' unicité 

d ' un tel fermé minimal est donc immédiate.

Pour décrire plus précisément cette enveloppe convexe C(M) , on identifie

M au quotient de H m par un groupe d'isom étries I = 7r.(M) . On définit
m-1

11 ensemble limite Ap c  S^ comme 11 ensemble des points d ' accumulation
m

de n ' importe quelle orbite de F dans H (on vérifie sans peine que Ap est  

indépendant de l'orb ite  ch o isie ) . L'ensemble Ap est bien sûr invariant par F ,  

et il en est donc de même pour son enveloppe convexe C(Ap) c  H n a US™~1 . C elle-  

ci est par ailleurs compacte par compacité de Ap . (On pourra utiliser le  

lemme 1 .16. )  On en déduit immédiatement :

LEMME 1.17.  L 1 enveloppe convexe C(Ap) est le  plus petit fermé convexe de 

!Hin y  s™- 1 invariant par F .  Par conséquent, (C(Ap) -  S™~^)/r est 11 enve­

loppe convexe C(M) de M . □

§ 1. 5.  Enveloppe convexe. Démonstration du corollaire B .

Soit X un sous-ensemble de 1! union H
mü S m-1

OO
de 1 ' espace hyperbolique
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LEMME 1.18.  Il existe une constante c(rn) , dépendant uniquement de la dimension 

in , avec la propriété suivante : Etant donné un sous-ensem ble X de la sphère 

à 11 infini S™-  ̂ , tout x 6 C ( X ) P H m est à distance < c(m) d 1 une géodésique 

à extrémités dans X .

Démonstration. Par le lemme 1.16,  on peut se  limiter au cas où X est formé de 

(m+1) points, et où C(X) est ainsi un "simplex idéal" . Or, un calcul simple 

fournit une constante universelle majorant le  volume de tous le s  simplet idéaux 

de dimension m (voir [Thu2 , §6.3.1 J ).  On en déduit que tout

x € C(X) H ]Hm est à distance uniformément bornée de la frontière de C(X) , et 

donc de C(X') pour une partie X 1 formée de m éléments de X . Comme 

C(X') P H m est contenue dans un hyperplan de lHm , isométrique à JHm~  ̂ , 

on conclut par récurrence sur m . □

LEMME 1.19.  Dans une variété hyperbolique M de dimension m , tout point 

de 11 enveloppe convexe C(M) est à distance < c(m) d ' une géodésique fermée 

de M , où c(m) est la ccn stante du lemme 1 . 1 8 .

Démonstration. Identifions M avec IHm/ r  . Par le  lemme 1.18,  tout point de 

C(Ap) PlHm est à distance < c(m) d 1 une géodésique g dont le s  deux extrémités 

x  ̂ et x2 sont dans Ap . Il suffit donc de montrer que l'on  peut arbitrairement 

approcher g pour la topologie compacte ouverte par l ’ axe d 1 un élément loxodro- 

mique de F ou, ce qui est équivalent, arbitrairement approcher le s  extrémités 

et x^ de g dans S™  ̂ par le s  deux points fixes d 1 un élément loxodromique 

de r  .

L ' ensemble des points fixes d ' éléments loxodromiques de F est dense 

dans Aj . En effet, l'enveloppe convexe de son adhérence contredirait sinon

le  lern îe 1.17.  Il existe donc deux éléments loxodromiques y . et y» de T  dont
“h +

le s  points fixes attractifs y  ̂ et y^ sont respectivement proches de x  ̂ et x^ . 

Soient y  ̂ et ê s  points fixes répulsifs de

et y^ ont un point fixe en commun, alors i l s  ont exactement le s

mêmes deux points fixes : Un moyen simple de voir cela est de remarquer que

les  images de l'a x e  de y  ̂ par des yp convenables approchent l'a x e  de y
rn

uniformément sur tout compact de 1H ; et, par projection dans M , ceci n 'e s t

et

y
*

Si y 1

possible que si le s  axes de y 1

x
1

y 1
et y

2

y 2 sont confondus. Donc, dans ce cas ,
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Sinon, nous affirmons que pour p, q ^  0 suffisamment grands, l'élément 

est loxodromique, avec son point fixe attractif arbitrairement
4"et son point fixe répulsif arbitrairement proche de • En effet,

pour q assez  grand, y~q envoie une petite boule voisinage de y^ dans S ™-1 à

11 intérieur d ' un petit voisinage de y^ évitant y  ̂ . A lors, pour p assez grand,

yp y 2  ̂ envoie cette boule autour de y* à l'in térieur d'elle-m êm e, et a donc un

point fixe dans c e l le -c i .  De même, pour p et q assez  grands, y^yTp = (y*? yôq)-1
\ |  ¿à

a un point fixe dans une boule arbitrairement petite autour de

Ceci termine la preuve du lemme 1.19,  puisque le s  points fixes de y^ y ”4
I w

sont proches de x  ̂ et X2 . □

Le lemme 1.19 démontre immédiatement :

PROPOSITION 1.20.  Avec le s  définitions et notations du § 1 . 3 , un bout b 

de Mq(/u) est géométriquement fini si et seulement si i l  admet un voisinage 

disjoint de 1 ' enveloppe convexe C(M) . □

Par convexité, tout point x de H m a une unique projection n(x)  sur C(Aj-,). 

Déplus ,  la fonction qui à x €  H m-C(A-p) associe  la distance d (x ,7r(x)) est de 
-\ , 1 

c la sse  C et de différentielle non nulle. En effet, on vérifie sans peine que, 

pour y voisin de x fixé, d (y ,7r(y)) est comprise entre d(y,7r(x)) et la distance 

de y à l ' hyperplan géodésique passant par 77 (x) et orthogonal à 1 ' arc x t î  (x ) , 

et ces  deux fonctions ont la même différentielle en x .

En particulier, pour e > 0  donné, le  bord ôC (A-p) de 11 ensemble des
ÏI1 y  ̂ 1

points de H  à distance < e de C(Ap) est une sous-variété de c la sse  C de 

. De plus, par chaque point de ôC£ (Aj-.) , i l  passe exactement un des rayons 

de projection de H m-C(Ap)  sur C(Ap) , et ceci orthogonalement. On en déduit 

un homéomorphisme naturel entre M -  int(C (A-p)) et ôC (Ar , ) x [ e , ° ° [  .
C l  0 1

Par passage au quotient, ce lu i-c i fournit un homéomorphisme entre M -  int(Ce (M)) 

et üCe (M)x [ e , ° ° [  , où Cg (M) est le  e-voisinage de l ' enveloppe convexe C(M) .

De plus, chaque rayon de la projection de H m -  C (A r  ) sur ôC (Ar )
0 1 0 1

coupe la préimage de M̂ (ju) en au plus un arc (les distances de translation décrois­

sent le  long de ces  rayons de projection). A partir de l ' homéomorphisme précédent, 

on peut donc aisément construire un homéomorphisme entre l'adhérence de 

Mq(m) - C £ (M) et ( ôC£ (M) HMq(m)) x [e ,°°[ , où Mq(m) est toujours le

1 ' élément loxodromique y 1 a pour points fixes y 1 et y2 qui approchent bien

x
1

et x
2

comme requis.

yP
1 y-q

2
de

y
~T

2

H m

proche de y
+•
1
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complémentaire dans M de l'in térieur des composantes cuspidales de sa partie 

fine.

PROPOSITION 1.21.  Si b est un bout géométriquement fini de Mq(/lî) , il 

admet un voisinage homéomorphe à (S ,ôS ) x LO,°°l pour une certaine variété  

compacte S .

Démonstration. Par la proposition 1.20 et l'analyse  c i-d e ssu s , b admet un voisi­

nage connexe homéomorphe à (S,ôS)  x [0 ,°°[ pour une certaine composante

. Il reste  simplement à voir que S est compacte.

Or, par définition, b admet un voisinage U contenu dans le  précédent, 

dont la frontière 5U est une sous-variété compacte de Mq(jx) . En particulier, 

le  bord ô(6U) est contenu dans la partie de Mq( )̂ correspondant à ôS x [0 , °°[ . 

Par projection sur S , on en déduit une application (5U,ô(ôU)) -+ (S,ôS)  de 

degré (mod 2) non nul, d'où la compacité de S . □

En dimension 3 , on va démontrer un résultat analogue à la proposition 1.21 pour 

un bout simplement dégénéré. Pour cela , on va utiliser le  lemme suivant dû à 

M. Friedmann, J . Hass et P . Scott [FHS ] .

LEMME 1.22.  Soient S une surface compacte, N une variété de dimension 3 

et ifj : (S,ôS)  -> (N,ôN) une équivalence d 1 homotopie de p a ire s . S i ¡p est homo­

tope à un plongement, alors e lle  est homotope à un plongement dont 11 image est  

contenue dans un voisinage arbitrairement petit de ip(S) .

Démonstration. Quand ôS = 0 , ceci est démontré (un peu entre le s  lignes) 

dans le  §2 de [FH S] . La preuve est basée sur des techniques classiques de 

topologie des variétés de dimension 3, en particulier un argument de tour analogue 

à celui utilisé lors  de la démonstration traditionnelle du lemme de Dehn. On peut 

aussi voir le  lemme 1.22 comme un corollaire du résultat central de [FH Sj sur 

le s  surfaces minimales, en munissant N d'une métrique riemannienne qui est  

monstrueusement grande hors d ' un petit voisinage de ¡p(S) .

Quand a S /  0 on peut, ou bien adapter (sans difficulté) la preuve de [FHSj  

au cas avec bord, ou bien considérer les  doubles de N et S obtenus en recollant 

deux copies de c e lle s -c i  le long de leur bord. □

connexe S de dC e (\
r
)n M

0 (M)
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PROPOSITION 1.23.  Soit M une variété hyperbolique de dimension 3 , dont 

le  groupe fondamental est de type fini et satisfait la condition (*) . Avec le s  

notations du § 1 . 3 , tout bout simplement dégénéré b _de Mq(/i) est contenu dans 

1 ' enveloppe convexe C(M) . De p lus, b admet un voisinage U tel que la paire 

(U, UHöMq(^)) est difféomorphe à (S^,SS^) x [0 ,°°[ .

Démonstration. Tout d'abord, il sera commode de se  ramener au cas où

= ^ (S ^ ) . Pour cela , considérons le  revêtement M de M dont le  groupe 

fondamental est ^ (S ^ ) . A lors, la composante de Mq( )̂ -  Mc(ß) contenant b se  

relève difféomorphiquement à Mq(jli) , et le bout b correspond naturellement
rv-/

à un bout b de MJju) . Ce bout b est clairement simplement dégénéré si b
rvj

l ' e s t , puisque la composante S ~  de ôM (ju) lui faisant face est difféomorphe 

à S^ ; ce dernier point provient du fait que (S^ dS^) et (S ~ ,ô S ~ )  ont toutes 

deux le type d ' homotopie de (^^öV^) , où Vfe est la composante de 

Mq(m) ~ M (ß) contenant b . Comme 1 ' enveloppe convexe C(M) contient la 

projection de C(M) , le  bout b de M^iß) satisfait le s  conclusions de la propo-

De plus, quitte à restreindre la constante de Margoulis ß (ce qui ne change 

pas le  type topologique de Mq(/u)) , on peut faire en sorte que le s  tubes de

soient à distance ^ 1 le s  uns des autres. Vérifier ceci ne 

nécessite  qu'une estimation de géométrie hyperbolique facile .

A 1 r rSoit S^ obtenue en recollant sur S^ un collier = S x [ 0 ,00 [ le  long 

de chaque composante de bord. Puisque b est simplement dégénéré, on peut comme
a

au § 1.4 construire une suite ça : S^ -> M d'applications hyperboliquement 

sim pliciales, te lle s  que tout voisinage de b rencontre au moins l'une des images

A

De plus, le  diamètre modulo M̂ (/i) de ^ (S^) est borné par une constante 

indépendante de i . En fait, le raffinement fourni par le lemme 1.14 donne même 

mieux : S i M,(^) est formé des composantes cuspidales de Mf(ju) rencontrant
A

oS^ , alors même le  diamètre modulo M̂ (/i) -  M̂ (pt) de (p (̂S )̂ est borné par une

constante c ne dépendant que de ß et S. . On remarquera que 1 ' on a utilisé  
1 D 

ic i l'hypothèse que ^(M) = u -|(s b) , pour que toute courbe de S^ qui peut être
A

homotopée à 1 ' intérieur de M̂ iju) dans M soit homotope dans S^ à un bout de 

cette surface.

u
1

[M)

sition dès que le  bout b de M0iß) le  fait. Sans perte de généralité, on peut

donc se  limiter au cas où M = M y c ' est-à -d ire  où n
1
(M) n

1
(Sb)

Margoulis de M
f(m)

<Pi(S b)
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Parce que l ' action de fî.j(M) sur le  revêtement universel de M est propre­

ment discontinue, il n'y a qu'un nombre fini de tubes de Margoulis de M̂ (m) à 

distance < c  ̂ du compact ôU . Par induction et parce que le s  tubes de 

Margoulis sont à distance ^ 1 le s  uns des autres, on en déduit qu'il n 'y  a qu'un 

nombre fini de tubes de Margoulis que 1 ' on peut joindre à OU par un chemin 

dont la partie située hors des tubes est de longueur < c  ̂ . Par conséquent,

U contient un voisinage U' de b dans Mq(jli) , tel qu'on ne puisse joindre 

U' à SU par un chemin dont la longueur hors des tubes de Margoulis est < c .
A  '

A lors, si l ' on a choisi i de sorte que cp (̂S )̂ rencontre U' , on a tout fait 

pour que ^ (S^) -  M̂ (pi) soit contenu dans U .

Remarquons par ailleurs que, par construction des applications hyperboli­

quement sim pliciales au § 1.4,  le s  <p̂  ont leurs images contenues dans l'en v e ­

loppe convexe C(M) , et sont deux à deux homotopes dans C(M) (en "raidissant" 

leurs homotopies dans M).
A

A lors, si Uq est un voisinage connexe de b ne rencontrant pas «Pq(S^) , 

ce  voisinage Uq est entièrement contenu dans C(M) . En effet, si x € Uq , i l  existe  

un voisinage fermé U c  int (Uq) de b tel que Uq -  U soit connexe et contienne x .

est contenue dans U UM^ji) , toute homotopie entre 

une fois x , et ce lu i-c i est donc dans C(M) . On a 

ainsi montré que Uq , et donc b , est contenu dans C(M) comme annoncé.

Avant de montrer la dernière partie de la proposition 1.23,  à savoir que b 

admet un voisinage produit dans Mq(/i) , faisons une petite remarque : Par 

l'hypothèse que ir̂ (M) = tt̂ (S^) , le s  composantes de ôMq(m) sont des anneaux 

et jamais des rubans de Moebius. En effet, chaque composante de ô S, respecte

Soit U un voisinage de b . On veut montrer que U U M (̂/i) contient au

moins 1 ' une des <Pi (S
bI Sans perte de généralité, on peut supposer la frontière

5 U dans M0(m) compacte, et que U est disjoint des composantes cuspidales

de M
fM -  Mb(m)

Si l'image de S
b

M

%
et traverse au moins

i
<PL

1 ' orientation normale de ô M dans M et ce lle  de òc Sb dans S
b 9 et respecte

donc l'orientation ambiante de M .
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perturbant p. de façon a rendre son intersection avec ôM, (p) tranverse et en

, on peut hornotoper <p. en <p\ telle  que
A 1 1

avec toujours <p?{S^) dans U U M ^ )  .

De plus, puisque chaque composante de est difféoinorphe à S ^ x ] R x [ 0 , ° ° [ ,

on peut chasser <p!(S^) hors de 11 intérieur 

soit contenue dans U .

Mq(/u) est homotope à un plongement 

Sfo Mq(m) , à savoir l'injection canonique. Par le lemme 1.22,  on peut donc 

de plus supposer que ^ (S ^ )  est une sous-variété (plongée) de Mq(/j) , contenue 

dans U .

A insi, tout voisinage U de b contient un plongement

Mq(m) par une homotopie gardant 1 ' image de 

dans ôMq(m) . Sans perte de généralité, on peut supposer le s  ^¿(S^) 

disjoints, et progressant monotonement vers b de sorte que <p!(Sb) soit situé 

homologiquement entre cp^^S^) et 9 '^^S^) . Comme <p! et sont homo-

topes, un résultat classique de F . Waldhausen [Wal2 , Proposition 5 . 4 ]  affirme 

que ^'(S^) et sont séparés dans Mq(jx) par un collier  = S ^ x [ i , i + l ]  .

L 1 union de c e s  co lliers  fournit un voisinage W de b dans Mq(/j.) difféomorphe 

à S ^ x  [0 ,“ [ . □

§ 1 . 6 . La conjecture d 'A hlfors.

Considérons le  groupe de Moebius tn , agissant sur la  
2 1sphère de Riemann S = C P . Si 1 ' on identifie conformément cette sphère de

2 3Riemann avec la sphère à 11 infini S^ de 1 ' espace hyperbolique IH , cette
3

action de s'étend en une action isométrique sur H  (voir [Ber^j) ;

le  moyen le  plus simple de voir cela est de se  rappeler que

par le s  inversions à travers le s  cerc le s  de S , et de remarquer que toute inver-
3 v 2 3sion de F  U 00 a travers une sphère orthogonale à Sœ induit une isométrie de H  .

P assons maintenant à la démonstration que b admet un voisinage produit

dans M0 (m) Pour cela , considérons un voisinage U de b . Nous venons de

voir qu'il  existe <P
A

s
b

M dont l ' image est contenue dans U U M
b(m) En

la composant avec une isotopie de S
b

<p (̂ôS )̂ soit contenue dans ÒMb(m) ?

Par construction, <P
!
i ISb S b

<P
1

i Sh M
0 (m)

homotope à 1 ' injection <p
1
0 S b

h

tn2 est engendré

Si T est un sous-groupe de m
2 , on sait depuis (au moins) Poincaré

[P o i]  qu'i l  ex iste  un plus grand ouvert Ù V
a S

2
OO

sur lequel T agit proprement

Mb (m) et faire en sorte que <P
t
1(Sb
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discontinûment, et que T agit proprement discontinûment sur H  tout entier 

dès que ftp /= 0 . L'ouvert ftp est le  domaine de discontinuité de T ,  et c 'e s t  

un exercice facile de vérifier que son complémentaire dans 

limite Ap , tel que nous l ' avons défini au § 1.5.

Quand de plus T est de type fini, Ahlfors a montré dans [Ahl^j que la  

surface ftp /F  est de type fin i, et a conjecturé que la mesure de Lebesgue de

Cette conjecture intervient par exemple dans la  

théorie des déformations quasi-conformes des groupes kleinéens ([Ber^ J [Ber^]) : 

Si Ap est de mesure nulle, le s  déformations quasi-conformes du groupe F sont 

en bijection naturelle avec le s  structures conformes sur la surface ftp /T  , i . e .  

avec le s  points de l'e sp a ce  de Teichmiiller 3 (ftp/r) ; cet espace de Teichmüller 

étant relativement bien compris, on a ainsi une bonne maîtrise de c e s  déformations 

quasi-conform es.

3Quand T est sans torsion et agit proprement discontinûment sur H
O

(par exemple si ftr  /  0) , i l  agit également librement sur H  et on peut donc 

considérer la variété hyperbolique M = H  /T  . C ' est ce cadre qui a été u tilisé  

pour démontrer la conjecture d'Ahlfors d'abord par Ahlfors lui-même quand T  

est géométriquement fini [Ahl^] , puis par Thurston quand la variété M est  

géométriquement sage [Thu2 , §8.12]  . Il peut être intéressant de rappeler 

brièvement 1 ' argument de [A h^J et [Thu^, §8 . 12] , afin de voir comment 

interviennent le s  notions introduites au § 1 .3 . Considérons donc T sans torsion,
O

avec ftp j  0 et M = H  /F  géométriquement sage, et supposons Ap de mesure 

non nulle en quête d'une contradiction. A tout x € M , on associe  la proportion 

h(x) € [0 , 1 ] de ceux parmi le s  rayons géodésiques is su s  de x dont le s  relevés

de M aboutissent dans ftp (ce qui ne dépend pas 

des relèvements ch o isis). La fonction h ainsi définie est harmonique, et non 

constante si Ap est de mesure non nulle. Son champ de gradient X respecte  

donc le  volume, et on vérifie  aisément qu'il est rentrant sur le  bord de l'enveloppe  

convexe C(M) . L es lignes de flot de X ne repassant pas deux fois par le  même 

point, e lle s  doivent ressortir  par quelque part, et ce doit être par le s  cusps et 

bouts simplement dégénérés de M̂ (pi) . Or, ceux-ci sont "étroits", et le  flot X 

devient de plus en plus lent avec le  temos car la fonction h reste  S 1 . Consi­

dérant la trajectoire d'une boule par le  flot X , on déduit alors de quelques 

estimations de volume que le s  goulets d ' étranglements constitués par le s  cusps 

et le s  bouts simplement dégénérés donnent lieu à des "embouteillages", et fournis­

sent ainsi la contradiction cherchée.

3

S
2

O C
est 1 ' ensemble

Ar est nulle dès que f t
F ¿0 •

au revêtement universel H 3
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En combinant notre théorème A avec ces  résultats d'Ahlfors et Thurston, 

on peut collecter le s  meilleurs résultats sur la conjecture d'Ahlfors connus à 

ce jour sous l'énoncé suivant. Rappelons d'abord la définition des produits 

amalgamés et des produits HNN (qui sont en quelque sorte des produits auto- 

amalgarnés) : Soient trois groupes A , B , C , et deux morphismes injectifs

: C -* B ; le produit de A et B amalgamé le long de C 

est défini par générateurs et relations de la façon suivante :

A * c  B = IA ,B ; V c 6 C , p^c) = P2(c)} ,

tandis que, quand A = B , le produit HNN de A le long de C est :

A. * c  = lA ,t  ; V c € C , p^c) = tp 2(c) t- 1 }

COROLLAIRE C. Soit T un sous-groupe de type fini de , satis­

faisant la propriété suivante : Pour toute décomposition non triviale

de F en produit amalgamé ou HNN le  long d ' un groupe 

fini C cyclique ou diédral, i l  existe un élément parabolique de T qui n 'est  

conjugué à aucun élément de A ou de B . A lo rs , T vérifie la conjecture 

d 1 A hlfors.

Démonstration. On peut bien sûr se  limiter au cas où /  0 , de sorte que T
3agit proprement discontinûment sur IH .

S i T est sans torsion , le  corollaire est une conséquence immédiate du 

théorème A et de [Thu2 , §8 .12] , puisque la condition de 1 ' énoncé devient 

alors la condition (*) de 1 ' introduction. (Un produit HNN le long du groupe

Dans le  cas général, un lemme fameux de Selberg [S e l]  fournit un sous-  

groupe normal sans torsion P  d'indice fini dans T . Puisque F  est d'indice  

fini dans T , ces  deux groupes ont même domaine de discontinuité. Il suffit 

donc de vérifier que F  satisfait le s  hypothèses de l ' énoncé. C 'est  ce que 

fait à peu près le  lemme 1.24 c i-d e sso u s .

Q

LEMME 1.24.  Dans le  cadre c i-d e s s u s , soit M = IH / F  et soit 

le  complémentaire de 1 ' intérieur des composantes cuspidales de la partie fine 

. A lo r s , M contient une sous-variété compacte Mc telle que l'inclusion  

(Mc , Mc H ôMq) -» (Mq , ôMq) soit une équivalence d'homotopie de p a ires , et que 

la frontière <5Mc soit incom pressible.

P1 C-*  A et P
2

r  -  A C
B ou A *

C

trivial est un produit libre A * Z .)

M0 = M0 (m)
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Démonstration du lemme 1.24 . On va copier la preuve du lemme 1 .2 , en tenant 

compte de 11 action du groupe fini G = F /F ' sur M . Puisque cette action est 

isométrique, e lle  respecte nécessairement

On sait que 7/ (M) = F  est de présentation finie [Sco^] et que ôMq n'a  

qu'un nombre fini de composantes (lemme 1.3). On construit donc aisément un

de dimension 2 muni d'une action de G , 

it par G , et une application continue 

G-équivariante f̂  : (K^,l ) -+ (Mq , ôMq) induisant des isomorphismes ir (̂K )̂ = tt̂ (Mq) ,

ôMq) pour tous choix de points b a se s . 

une sous-variété compacte de codimension 0 de Mq contenant f^(K^) , 

que l'on  peut bien sûr choisir invariante par G .

S i /î^(ôN^) est compressible, on applique alors le  lemme de Dehn G-équiva- 

riant [MeeYj . C elui-ci nous fournit une famille D de disques plongés dans 

ou Mq - N  , dont le s  bords sont homotopiquement non triviaux dans 5N^ , et 

te ls  que G respecte D ainsi qu'une de se s  orientations normales.

on définit comme 1 ' union de 

d ' un voisinage tubulaire de D , convenablement arrondie aux coins et inv<

Si D est contenu dans N , on peut effectuer une perturbation G-équiva-

-» Mq de sorte que son intersection avec D soit tra n sv erse .

(Commencer au voisinage des points fixes de G sur Mq .) C hoisissons alors

un voisinage de D paramétré car D x [-1 ,+1 J , tel que chaque tranche D x t

soit transverse à f et invariante par G . Si
— 1

en effondrant sur un point chaque composante de f  ̂ (Dxt) pour tout t ,  on 

déduit de f  ̂ une application G-équivariante f'̂  : (K1 , L) -+ (Mq , ôMq) ayant le s  

mêmes propriétés homotopiques que L , mais telle que ( f T ^ D x  [-1 ,+1 ]) est

M0

K1complexe cellulaire connexe fini

un sous-complexe L de K1
invariar

77
1

17 1(ôM
D
) et 77

1
(K1 L) = 77 1 0 ’

Soit N 1

comme 11 union de N 1 et

iriante

Si D n ' est pas contenu dans N 1 9

par G , tandis que K
2

K1 et f 2 = f 1

riante de f 1 : K
1

KI est obtenu à partir de K

formée d'un nombre fini d 'a rcs  iso lé s  de K
i
1 En considérant par exemple

1 ' action de F sur le  revêtement universel h
ï
1 de K

t

1 définie en relevant

i ' action de G sur K
i
1 ? on constate que chacun de ces arcs k donne lieu à

une décomposition de F en A *
C

B ou A * ? DU C est le  stabilisateur de

k dans G et où A il F' et BÎ ÏF'  sont le s  groupes fondamentaux de composantes

de K
i
1 Gk . De plus, C est contenu dans le  stabilisateur d'une composante

de D et est donc cyclique ou diédral, et tout élément parabolique de F peut

être conjugué dans A ou B , car ces éléments paraboliques sont exactement

ceux qui respectent une composante de la préirnage de L dans K
I
1 Par
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En itérant le procédé, on finit comme pour le lemme 1.2 à aboutir à une

sous-variété N de avec SN incompressible, contenant f (K ) pour p 0 p p p7 K
une application f : (K^,L) (Mq,ôMq) induisant des isomorphismes 

■/r̂ (K ) = it (̂Mq) et /t^(K^,L)= n (̂M̂ , ôM̂ ) pour tous choix de points bases.

On termine alors comme au lemme 1 .2 . □

Le lemme 1.24 termine la preuve du corollaire B . En effet, un argument 

standard de topologie des variétés de dimension 3 montre qu'alors X-' = tt (̂Mc) 

satisfait la condition (*) de 1 'introduction (voir par exemple [Hem, chap. 7 j , 

adapté de façon immédiate pour tenir compte de Mc H ôMq) . En fait, on n'a  

même pas besoin de cela puisque on n ' utilisera dans 1 ' article que la conclusion 

du lemme 1. 24 , et non la condition (*) elle-même (même si elle lui est 

équivalente). D

§ 1 . 7 .  Plan de la démonstration du théorème A .

Soit M une variété hyperbolique de dimension 3 , dont le  groupe fondamental

est de type fini et satisfait la condition (*) de l'introduction. Avec le s  notations

du § 1. 3,  on considère un bout b géométriquement infini de M (̂b) . On veut

montrer que, si S^ est la composante du bord du coeur compact Mc(^) de M̂ (ju)

qui fait face à b , il existe une famille ( a .) de courbes simples sur cette surface
J

S, te lles que chaque voisinage de b contienne au moins le s  géodésiques fermées

a *  pour j assez  grand. (On dira alors que le s  a.  tendent veirs le  bout b .)
J J

Dans une première étape, on construit à la section II une suite (cr) de 

courbes fermées (pas forcément simples) sur la surface S^ qui ont la propriété 

énoncée c i-d e ssu s .  L'argument utilisé est assez général, valable en toute dimen­

sion et indépendant de la condition (*) . La démonstration de cette étape est 

relativement simple quand la variété M n 'a  pas de cusps ; dans le  cas général,

hypothese sur I , cette décomposition est nécessairement triviale et donc, si

K
2

est défini en retirant de K
!
1 l'intérieur de ces arcs ainsi que les composantes

restantes aui sont simplement connexes, K
2

est connexe et la restriction f2 de

f
1

induit ces isomorphismes ï î

1
(K

2) 1(M )) et 71
1(K

2 i
ClVi
0 , i M0) De

plus f
2
i K

2) est contenue dans la sous-variete N ) de M
J

► invariante par G ,

obtenue en retirant de N 1 un voisinage tubulaire de D et en arrondissant les

co ins.
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la présence de cusps vient malheureusement rajouter quelques technicalités qui, 

sans être subtiles, sont quand même assez  désagréables.

Si les  courbes a.̂  ainsi construites ne sont pas simples, le lemme du 

nombre d'intersection dû à Thurston et démontré à la section III, montre que 

l'on  peut toutefois le s  choisir de sorte qu 'elles "deviennent de plus en plus 

simples" dans le sens suivant : Le quotient entre le nombre de points doubles

de Ci. et le carré de sa longueur tend vers 0 quand j tend vers l ' in f in i .
J

A la section IV, on introduit la notion de courants géodésiques sur une 

surface, destinée à donner un sens plus précis au fait que "les sont de plus 

en plus simples" sur la surface S^ . Pour cela , on considère l'ensem ble des 

c la sses  d'homotopie de courbes fermées sur la surface S^ , et l'e sp a ce  C(S^) 

des courants géodésiques est en quelque sorte la complétion de cet ensemble 

muni d ' une certaine structure uniforme. On peut définir le  nombre d ' intersection  

géométrique de deux courants géodésiques, qui étend la notion analogue pour le s  

courbes fermées, et il  se  trouve alors que l'e sp a ce  des courants géodésiques 

d'auto-intersection nulle s'identifie naturellement à l'e sp a ce  des larninations 

géodésiques mesurées introduit par Thurston pour compléter 1 ' espace des courbes 

simples ([Thu^] , [Thu^J , [C as] , [HarPJ). Cet espace des larninations géodé­

siques mesurées est également l'adhérence dans C(S) des hornothétiques de 

courbes simples.

Quitte à en extraire une sous-su ite , le s  a .  convenablement normalisés
j

convergent dans C(S) vers un courant géodésique at^ . A lors, en raison de 

la continuité du nombre d 1 intersection, 1 ' estimation fournie à la section III par 

le  lemme du nombre d'intersection montre que otx  est une lamination géodésique 

m esurée. En particulier, le  courant géodésique a ^ est également limite d ' une 

suite de courbes simples ,3. convenablement norm alisées. (En pratique, c 'e s t

qui est la limite des ¿3̂  , mais il se  trouve a poste­

riori que et sont pratiquement identiques. )

à montrer que le s  ¡3, sont homotopes à des géodésiques fermées 

â de M qui tendent vers le  bout b ( c 1 es t-à -d ire  que tout voisinage de b 

contient toutes le s  ,3̂  à 1 ' exception d ' un nombre fini d 1 entre e l le s ) , de sorte  

que b est simplement dégénéré. Ceci est effectué à la section VI, après un 

important travail technique à la section V .

une composante ,3^ de 01
OC

Il reste
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II. GEODESIQUES ALLANT A L'INFINI

Nous attaquons dans cette section une première étape de la démonstration 

du théorème A . Il s ' agit en fait d ' une propriété assez générale des bouts d ' une 

variété hyperbolique M de n'importe quelle dimension (au moins pour des variétés  

sans cusps) : Rappelons que, par définition, un bout b de Mq(/lî) est géométri­

quement infini si et seulement si tout voisinage de b dans Mq(/î ) rencontre une 

géodésique fermée de M . Nous allons voir que l'on  peut remplacer dans l'énoncé  

c i-d essu s le  mot "rencontre" par "contient" .

§ 2 .1 .  Courbes avec un nombre borné de co in s .

L ' outil principal pour démontrer le  résultat annoncé est 11 estimation 

donnée par le lemme 2.1 c i-d e sso u s . Il sera commode d ' utiliser la terminologie 

suivante: Le e - voisinage d ' un sous-ensemble X d'un espace métrique Y est 

l ' ensemble des points de Y situés à distance < e  de X .

LEMME 2. 1 .  Etant donnés un entier n et un réel ¡j, >  0 , il  existe une constante 

c^(n,/j) avec la propriété suivante : Pour toute variété hyperbolique M et 

toute courbe fermée y c  M formée de n arcs géodésiques, le  c^(n,m)- voisinage 

de y contient une courbe y' homotope à y qui, ou bien est une géodésique 

ferm ée, ou bien est de longueur ^  y, .

Démonstration. L 'id ée  de base est analogue à celle  utilisée au §1.4 pour 

démontrer le  lemme du diamètre borné.

Considérons tout d'abord le  cas où y représente un élément loxodromique 

de ïï.(M) , et est donc homotope à une géodésique fermée 

A : S x [0 ,1  ] -> M (c 'e s t  en fait le  seul cas dont nous aurons besoin). On 

peut rendre A hyperboliquement simpliciale comme pour le  lemme du diamètre 

borné de la manière suivante : Soient a , . . .  , a , dans cet ordre, le s  points 

de S x 0 envoyés par A sur le s  coins de y ; choisissons n points arbitraires
1 1 r -ib ^ , . . . , b n dans cet ordre sur S x 1 . On triangule alors 1 ' anneau S xl _0, 1j  

comme un tambour en joignant par une arête chaque â  à b̂

= b î on aurait pu prendre tous le s  b̂  confondus, mais c 'e s t  tellement 

plus joli comme ça !). Comme au §1 .4 , on peut alors raidir h de sorte que chaque
1 r -itriangle de cette triangulation de S x |_0,1 j soit envoyé sur un triangle 

totalement géodésique de M . Par accident, i l  pourrait arriver qu'un tel triangle

y
-¥r

par une homotopie

b
n+1

et b
+1

(avec
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soit dégénéré et réduit à un arc ; m ais, quitte à perturber un peu y , ce qui 

ne change pas le s  conclusions du lemme 2 .1 , on peut supposer que ceci n 1 arrive  

jamais et que A est un difféomorphisme sur chaque triangle.

d'interpréter A comme un "anneau singulier" dans M . 

Plus proprement, on peut identifier A à son graphe, qui est homéomorphe à 

S x [ 0 ,1 J . Sur cet anneau A , la métrique de M induit une métrique par 

chemin, qui fait de A une surface hyperbolique à bord géodésique par morceaux. 

On remarquera que ce bord ôA s ' identifie naturellement à 1 ' union disjointe des 

deux courbes y et y*  .

, et soit k un arc (simple) dans A 

joignant x à y , de longueur minimum parmi tous le s  arcs de ce  type. Dans k , 

on considère le  sous-arc k' joignant 1 ' extrémité ô k -x  au plus proche point de 

k par où passe une courbe de longueur < y  homotope à y dans A (avec k ' = k 

s ' il  n ' existe aucun point comme ç a ) . Nous allons montrer que la longueur de k ' 

est majorée par une certaine constante c'^(n,p) ce qui, en posant 

c^(n,/i) = c!j(n,ju) + y/2 , démontrera le  lemme 2.1 dans le  cas considéré où y 

est loxodromique dans M . (Le terme y/2 est ajouté pour que, s i k ' rencontre 

une courbe de longueur ^  y , c e lle -c i soit entièrement contenue dans le  

c^(n,/i)-voisinage de y .)
y.

Tout d'abord, remarquons que, puisque y n 'a  pas de coins dans M , 

tous le s  angles (intérieurs) de A situés sur la composante y de ôA sont au 

moins égaux à tt . Par la formule de Gauss-Bonnet, ceci entraîne que tout arc
y.

géodésique de 1 ' anneau A à extrémités dans y est entièrement contenu dans
-ÿr *¥r

y  . Par conséquent, k est formé d 'un arc contenu dans y (éventuellement 

réduit à x) et d ' un arc géodésique joignant

Remarquons également que toute courbe y ' dans A qui est de longueur 

< y  et rencontre k ' est homotope à 0 . En effe t , en considérant la frontière  

de la composante annulaire de A -  y ' contenant y , on verrait sinon une courbe 

de longueur < y homotope à y et rencontrant k ' , ce qui est exclu par 

définition de k' .

S i k Oy n ' est pas réduit à x ,  considérons le  côté de k qui n 'e s t  pas 

en contact avec y . Remarquons que tous le s  angles de k situés de ce  côté-là  

sont ^  ïï : Cela provient de la miniinalité de la longueur de k au point où k

II sera commode

Soit x un point quelconque de y
*

y
*

à y .

quitte y
x-

9 et de la propriété des angles de y *
aux autres c o in s . Quand

k Ply
*

est réduit à x , fixons de même un côté privilégié, choisi de sorte qu’en

x 11 angle entre k et y soit ^ 77/2 de ce côté, ce qui est possible puisque
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Comme dans la preuve du lemme 1.13, les  X s o n t  plongés. D'autre 

part, en utilisant Gauss-Bonnet, la propriété des angles de k du côté privilégié  

d'où i is  sont is su s ,  et la minimalité de la longueur de k , le s  sont disjoints

. Par contre, Xz peut très bien venir buter 

sur y  ; toutefois, comme k est de longueur minimum, ceci ne peut se produire 

que si z est à distance < fx/4 dans k de l'extrém ité ôk -  x .

Comme lors de la preuve du lemme 1.13, il s'ensuit que si U est le

"tube" formé de 1 ' union des X ,z

aire (U) i ( i (k' ) -  \i/A) ¡jl/4 .

D 1 autre part, 1 ' aire de U est majorée par 1 ' aire de A , elle-même majorée 

par 2n n puisque A est formée de 2n triangles hyperboliques (chacun d ' aire  

^ n ) . D ' où il  vient que la longueur de k ' est majorée par 

c'.(n,/i) = STrn/ii + ju/4 .

Si l'on  prend c^(n,/i) = c^(n,n) + ¡jl/ 2  , ceci démontre ainsi le lemme 2.1  

pour le s  courbes y  loxodromiques dans M .

L ' argument est similaire quand la c la sse  d ' homotopie de y  est parabo-
' t

lique. Comme pour le  lemme 1.10, on construit une homotopie A :  S x [0 ,° ° [ -* M  

de y  vers le  cusp correspondant, hyperboliquement simpliciale pour une
-j

décomposition de S x [o,®°[ en triangles définie par des rayons ai x [0 ,°°[ . 

Identifiant encore A à son graphe, la métrique de M induit sur cet anneau 

semi-ouvert A une métrique hyperbolique de volume fini à bord géodésique par 

morceaux. Si c!j(n,/i) a la même valeur que dans le  cas précédent, choisissons  

un point x G A à distance >  c^(n,**) de ôA , et soit k un arc de longueur 

minimum joignant x à ôA . Le même argument d ' aire que précédemment montre 

alors qu'il y a nécessairement sur k un point situé à distance ^ c^(n,ji) de 

1 ' extrémité ôk -  x par où passe une courbe de longueur ^ /u homotope à ôA . 

Ceci termine la démonstration du lemme 2.1 quand y  est parabolique, et donc 

dans le cas général puisque le  résultat est trivial si y  est homotope à 0 . □

l'angle interne de A y est — ir . Dans le s  deux cas, menons par tout point non

anauleux z de k' un arc eéodésiaue X
z de longueur fx/4 , issu  de z ortho-

gonalement à k et du coté privilégié (on arrete bien sur l'a rc  >z s ' i l  vient

buter sur le  bord).

et ne peuvent venir buter sur y
*
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Pour référence ultérieure, signalons l'énoncé élémentaire suivant :
3

LEMME 2 .2 .  Soient A et B deux isom étries paraboliques de H  respectant
2

l'orientation et ne fixant pas le même point de la sphère à l'infin i S^ . A lo rs , 

au moins l'une des deux isom étries AB et_ AB n ' est pas parabolique.
3

Démonstration. Choisissons pour H le modèle du demi-espace supérieur
3

I x  ] 0 ,œ [ , de sorte que le groupe des isom étries de JH respectant l'orientation
2

s'identifie à PSL (C) agissant par homographies sur S = <E U 00 (voir [B er.,]
£  00 J

[Thu9] [Thu~] par exemple). Les éléments paraboliques de PSLJC) sont ceux
^  J?

de trace différente de ±2 , et la preuve est alors élémentaire. □

§ 2 .2 .  Géodésiques tendant vers un bout.

Revenons maintenant aux bouts géométriquement infinis de Mq(/u) , c 'e s t -  

à-dire du complémentaire de l'in térieur des composantes cuspidales de la partie 

fine Mç(fi ) d ' une variété hyperbolique M de dimension 3 .

PROPOSITION 2 .3 .  Soit M une variété hyperbolique de dimension 3 avec un

nombre fini de cusps. S i la constante de Margoulis jx est choisie suffisamment

petite , un bout b de M̂ (ju) est géométriquement infini si et seulement si tout

voisinage de b dans M (̂ î) contient une géodésique fermée de M .

Démonstration. Si tout voisinage du bout b contient une géodésique fermée, 

b est évidemment géométriquement infini par définition de cette notion.

Pour la réciproque, la démonstration est relativement simple si M est sans 

cusps. Par contre, le s  cusps introduisent un certain nombre de technicalités qui, 

sans être d iffic iles, rendent toutefois la preuve assez  rébarbative.

Montrons tout d'abord que l'on  peut se  limiter au cas où M est orientable,

de sorte que le s  composantes cuspidales de la partie fine M„(/li) seront des
3quotients d'horiboules de H  par leurs stabilisateurs paraboliques. En effet,

A A

soient M le  reveternent d'orientation de M et n : M-* M la projection naturelle.
A

Si ¡i est assez  petit pour que 2/i soit une constante de Margoulis pour M ,
A A

n Mq(2|u) c  Mq(/i) e  7tMq(^) et ces  trois sous-variétés sont homéomorphes par 

projection radiale à partir des cu sp s. (Le complémentaire de n M (̂  ̂) est formé 

des points par où passe un lacet parabolique de longueur < ju qui respecte
A A

l'orientation de M .) Tout arc géodésique contenu dans ïïMq(/i) -  7tMq(2¡i ) est
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de longueur majorée par une constante ne dépendant que de n , ainsi qu'on le
A A

vérifie  par relèvement des composantes de v Mf (^ ) et n M (̂2/i ) correspondantes

. Par conséquent, un bout de M J/i) est géométriquement
A A

infini si et seulement si le  bout de 7tMq(^) (resp . 7tMq(2^)) correspondant est  

géométriquement fini. D 'autre part, puisque le  carré de toute géodésique fermée
A A

de M se  relève en une géodésique fermée de M , un bout de n ) est géomé-
A

triquement fini si et seulement si le  ou le s  bouts de M^(/i ) correspondants sont 

géométriquement f in is . Il s'ensu it que la proposition 2 .3  est démontrée pour M
A

dès que l'on  a démontré le  même énoncé pour M .

On supposera donc désormais que M est orientable. En particulier, et c 'e s t  

en fait la seule raison pour laquelle on a imposé cette condition, la préimage dans 

des composantes cuspidales de M£(/x ) est formée d 1 horiboules d isjo in tes.
*

Précisons maintenant quand la constante de Margoulis ¡i sera "suffisamment 

petite". On part de n'importe quelle constante de Margoulis 

choisit alors n <  ju Q de sorte que tout point de ô M (̂  ̂) soit à distance 

> c .|(8,/Iq) + ^  de Mq(/^q) , où c^(8,/Xq) est la constante fournie par le  

lemme 2 . 1 .  On pourrait évidemment préciser la valeur limite de y, en utilisant 

un peu de trigonométrie hyperbolique (tirée par exemple de [B ea, § 7 .3 5 ]) .

Soit donc ju comme c i-d essu s , et considérons un bout b géométriquement 

infini de Mq(m ) • Désignant encore par b le  bout correspondant de Mq(̂ Iq) , 

on commence par considérer un voisinage Uq de b dans Mq(/Iq) ; on peut 

choisir Uq connexe et de frontière ôUq dans mq(Mq) compacte. Nous allons 

montrer que Uq contient "presque" une géodésique fermée de M .

Remarquons que b est géométriquement infini en tant que bout de MqOiq ) .

En effet, tout arc géodésique contenu dans Mq(m) “ Mq(^q) est de longueur 

majorée par une certaine constante dépendant de ¡j. et Mq * ^  existe donc une 

famille de géodésiques fermées de M qui rencontre tout voisinage arbitrairement 

petit de b dans Mq(/lîq) .

S i 1 ' une de ces  géodésiques fermées est contenue dans Uq , on e st content 

et on s 'a r rê te  là . Sinon, considérant leur intersection avec Uq , on déduit 

de c e s  géodésiques fermées une famille d 'a rcs  géodésiques (o^) contenus dans 

Uq , d 1 extrémités dans ôUq (union de ôUq et de portions de ôMq(/Iq)) , et 

rencontrant tout voisinage arbitrairement petit de b . A ce po in t-c i, quitte à 

restreindre la famille des (c^) , l ’ analyse se scinde en trois ca s .

en des horiboules de m.3

H 3

Ai0 pour M . On
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1er cas : l ’un des arcs a.  a se s  deux extrémités x! _et x|' dans ô M q ( j l i q )  .

Par définition de la partie fine Mf(^0) , il existe un arc géodésique a. de

joignant x! à lui-même ; cet arc est en fait contenu dans M^/Jq)

par convexité des horiboules de H 3 . Soit a'! associé  de même à x'î . On

considère alors la courbe fermée y  formée des quatre arcs géodésiques a   ̂ , ol ,

a ! ' ,  oî~^ ( i .e .  a .  décrit dans 11 autre se n s) . 
i ’ i i

On peut supposer y  loxodromique. En effet, un relèvement de a.  dans le
O

revêtement universel H  de M joint deux horiboules convexes de la préimage de 

, puisque c e lle s -c i  sont convexes. Les deux éléments paraboliques a?

et a. a." a ~ d e  n (M;x.') fixent donc des points distincts de la sphère à l'infin i
9 1 1 1 1 il 1S . Quitte à remplacer a.  par a. , on peut donc faire en sorte que y
oc X X

soit loxodromique par le lemme 2 . 2 .

Ainsi on a construit dans ce cas une courbe loxodromique y  qui est  

formée de 4 arcs géodésiques et n 1 est pas trop loin de Uq en ce sens

-voisinage. D ép lu s, y  reste  à distance 

> c  ̂( 8 , ¿iQ) de ôMq(h) .

2e cas : Chaque c:̂  a une extrémité x ! dans ô Uq et une autre x'î dans ôMq(/lIq) .

Puisque ôUq est compact, on peut supposer que la  suite (x^) converge 

et que tous le s  x î sont contenus dans une petite boule B de rayon < M q / 2 ,  suffi­

samment petite pour qu1 e lle  soit effectivement difféomorphe à la boule standard.

Par définition de M ^q) , i l  existe un arc géodésique a !1 de longueur /Uq joignant

x'î à lui-même dans M,(u„) . i rH r

Relevons notre petite boule B en une boule B dans le revêtement universel 

M = H  . Pour chaque horiboule B' de M , l ' union des arcs géodésiques 

joignant B à ôB1 sans rencontrer 11 intérieur de B 1 est compacte. (Un dessin  

dans le  modèle du demi-espace supérieur pour peut aider.) Par conséquent, 

comme le s  a vont arbitrairement loin dans M , le s  relèvements des a.  dans 

M issu s de B ne peuvent tous aboutir à la même composante de la préimage 

de Mf(*i0) .

Soient donc i et j deux indices tels que le s  relèvements de oc. et a  
~  ~  i j 

is su s  de B dans M aboutissent à des horiboules distinctes, et soit a  l 'a r cjj
géodésique joignant x ' à x ' dans la petite boule B . On considère alors la

J

longueur M0

Mf( u y
i

qu ' e lle  est contenue dans son U0
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courbe y formée des 8 arcs géodésiques oc. , u". , a ~ ** , a . . , a.  , a". , a -  ̂
_-) 1 1 i  J J J

et a , dans cet ordre. Par le lemme 2 .2 ,  et quitte à remplacer a!' par
M_ -J J j

oc j , la courbe y est loxodromique.

On remarquera que, par construction, la courbe y est contenue dans le 

M0-voisinage de U0 et que son c 1 (8 ,¿t0)-voisinage est contenu dans M„(u) .

3e cas : Tous le s  arcs ( ol) ont leurs deux extrémités x |  et̂  x'! dans ÔUq .

Puisque ôUq est compact, on peut encore supposer que le s  suites (x 1.) et 

(x'j) convergent, et que tous le s  x! (resp. x'!) sont contenus dans une petite

boule B' (resp . B") de rayon^iQ/2. 

près du bout b , on peut en outre faire en sorte q u ' au moins un point de cr soit à 

distance ¿ 1 0 0 /^  de tous le s  avec j < i  . Pour i et j f ixés, considérons 

alors la courbe y . formée de cl. et a . et de deux arcs géodésiques (de longueur
^  l \ |  ̂ lïx II

< ^q joignant respectivement x  ̂ à x ̂  et x  ̂ à x ̂  dans le s  petites boules 

B' et B" .

La courbe y . . n 'e st  pas homotope à 0 : En effet, des relevés de a. et
^ m  ̂ \

a_. fourniraient sinon deux arcs géodésiques de H  dont le s  extrémités sont à

distance ^ /Uq mais dont au moins un point de l ' un est à distance ^ 100 Mq de l 1 autre,

ce qui est clairement impossible.

Si 11 un des y y  est loxodromique, on prend y = y „ . (On remarquera que 

c ' est en particulier vrai si M est sans cu sp s, ce qui fait que la preuve est 

beaucoup plus simple dans ce ca s .)  Sinon, il  va falloir travailler un peu plus.

En fait, on pourrait montrer que le s  y^ ne peuvent être tous paraboliques, 

mais on utilisera plutôt un argument basé sur le  lemme 2 .2 .

C hoisissons un point base dans la petite boule B' contenant le s  x^ de 

sorte qu'à chaque y . . est maintenant associé  un élément [y. J £ tt̂ (M) . Comme—1 y r ~ y
[y , -1 [ y ,  ■ \ ~ -  [y- • i est non nul, le s  [y ..  I sont deux à deux distincts. En 1i J 1;p i j J 1i “
particulier, ceci entraîne que le s  [y 1.] ne peuvent tous être dans le  même sous-  

groupe parabolique de tt (M) : Sinon, dans M= ] H muni d ' un relèvement B'

de la petite boule B' , le s  extrémités des relevés y-,: des y . issu s  de B'
3 2 2 

tendraient dans H  U S^ ' vers le  point fixe p € S^ du sous-groupe para-

bolique considéré ; ces  y ^  finiraient alors par entrer dans n 'importe quelle

horiboule centrée en p , contredisant le  fait que le s

cuspidales de M /̂Iq). (Faire un dessin dans le  modèle du demi-espace supérieur.)

Puisque le s rv
i

passent arbitrairement

a
i évitent le s  composantes
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Choisissons i et j de sorte que [y ^ ]  et [y^J, soient dans des sous-

groupes paraboliques de n (M) distincts. On prend alors pour y l'une des
-1deux courbes y^ y ^  et y ^  y ^  qui, par le lemme 2 .2  , est loxodromique.

Dans le s  trois cas , on a ainsi construit une courbe loxodromique y formée 

d'au plus 8 arcs géoaésiques et contenue dans le  nQ-voisinage de UQ . De plus, 

le  c ^(8,/iQ)-voisinage de y est contenu dans MQ(/i) . S i y* est la géodésique 

fermée de M homotope à y , le lemme 2.1 affirme que, ou bien y est contenue 

dans le  c^ (8 ,^ 0)-voisinage de y , ou alors 

de Mf(pt0) rencontrant ce même c (8,/jq)-voisinage de y .  En particulier, 

y est contenue dans Mq(m ) •

Après cette longue préparation, passons à l ' assaut final pour démontrer 

la proposition 2 . 4 .  Soit donc U un voisinage dans Mq(jî) du bout géométrique­

ment infini b . Sans perte de généralité, on peut supposer U connexe et de 

frontière ÔU compacte. Le compact ôU ne rencontre qu1 un nombre fini de 

tubes de Margoulis de Mf(/i0) : En effet, si B est une boule dans le  revêtement 

universel M dont la projection dans M recouvre ô U , on verrait sinon une 

infinité d'élém ents de n (M) envoyant B à distance < /¿Q , contredisant le  fait
f V  f

que 1 ' action de ^(M) sur M est proprement discontinue. Il ex iste  par conséquent 

un voisinage UQ de b dans MqÎMq) °lui est a distance > c -j 

complémentaire de U et des tubes de Margoulis de M ^q) rencontrant ÔU .

Appliquons l'analyse  précédente à UQ , ce qui fournit une courbe y contenue 

dans le  ¿¿^-voisinage de Uq et homotope à une géodésique fermée y* c  Mq(//) .
•¥r

Si y est contenue dans le  c^( 8 , /¿^-voisinage de y , e lle  est contenue dans U 

par construction de UQ et y . Sinon, par le  lemme 2. 1 ,  y*  est 1 ' âme d ' un tube 

de Margoulis de Mf(/i0) passant à distance ^ c .^ 8  ,juQ) de y . Par construc­

tion , ce tube de Margoulis ne peut être contenu dans ) -  U , ni rencontrer 

ô U . Il est donc entièrement contenu dans U , et il  en est par conséquent de 

rneme pour y

On a ainsi montré que tout voisinage dans Mq(m) du bout géométriquement 

infini b contient une géodésique fermée y , ce qui achève la démonstration 

de la proposition 2.3 . □

y
*

est l'âme d'un tube de Margoulis

(8 ) ■+M0 du
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Revenons momentanément à la preuve du théorème A (ou du théorème 1.7  

équivalent). Soit donc M une variété hyperbolique de dimension 3 , dont le  

groupe fondamental est de type fini et satisfait la condition (* ) de 1 ' introduction. 

Avec le s  notations du § 1.3,  soit S^ la composante du bord de l ' âme compacte 

de Mq(ju ) faisant face au bout b . La proposition 2.3 donne alors :

PROPOSITION 2.4 . Avec le s  données c i-d e ssu s , et quitte à restreindre la cons­

tante de Margoulis ¡jl , le  bout b est géométriquement infini si et seulement si il

ex iste une suite de courbes fermées (a.) (pas forcément simples) sur la surface S,
3 *

homotopes à des géodésiques fermées a.  de_ M , te lles que tout voisinage de b
J

contienne toutes le s  géodésiques a.  avec j suffisamment grand.
J -X-

De plus, on peut faire en sorte que 11 homotopie de a.  à a.  ne rencontre
J J

S, qu'en a.  . 
b  ^---------  J

Démonstration. La proposition 2.3 fournit une suite de géodésiques fermées

(a * ) avec le s  propriétés annoncées. Il reste  à voir que ces  a *  sont homotopes 
J J

à des courbes cr sur par une homotopie ne rencontrant

ceci découle immédiatement de la définition de l'âm e compacte de M^(/i) et du

fait que n^(S^) -* ff (̂M) est injective (cf.  lemme 1 .5 ). □

S b qu'en a
j . Mais
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III . LE LEMME DU NOMBRE D'INTERSECTION

Ce lemme va montrer que, s i le bout b est géométriquement infini, le s  

courbes a sur la surface S^ fournies par la proposition 2 .4  peuvent être  

choisies de sorte que, en gros, leur nombre de points doubles soit arbitrairement 

petit devant le  carré de leur longueur quand i tend vers 1 ' in fin i. E lles se  com­

portent donc de plus en plus comme des courbes sim ples.

Ce résultat est dû à Thurston et apparaît au théorème 9 . 3 . 5  de [T lu^] • 

Nous en donnons toutefois une preuve ici pour plusieurs raisons, outre la volonté 

d'offrir une exposition à peu près complète : D'une part, nous utiliserons un 

argument analogue au § 6 .3 ,  et une bonne compréhension de la démonstration 

sera  alors n écessa ire . D'autre part, ce lemme est présenté de manière un peu 

erronée dans le s  premières versions de [Thu^] , et y est en particulier énoncé 

avec des hypothèses insuffisantes pour la démonstration u tilisé e .

§ 3 . 1 .  Nombre d'intersection géométrique.

i
Dans une variété M , soient une courbe fermée a : S -♦ M et une 

application <p : N -♦ M d'une variété compacte N dont la dimension est inférieure  

de 1 à ce lle  de M . On suppose <p(bN) disjoint de a (S  ) , et l'in tersection  

de o: et (p transverse. Pour être rigoureux, un point d 'intersection de a  et <p 

est un point (x,y) € S xN tel que c î ( x ) = <p(y) ; bien souvent, on identifiera
"J

celu i-c i avec le  point a(x) = <p(y) de a (S  ) Pi <p(N) correspondant, ce qui 

d ' ailleurs ne prête aucunement à confusion quand a et (p sont "génériques" .

On munit l'in tersection  de a  et <p de la relation d'équivalence qui 

identifie deux points d'intersection quand i l s  peuvent être joints par un chemin k 

et un chemin k' dans N te ls  que a(k) et <p(k') soient homotopes 

dans M à extrémités f ix es . Similairement, un point d'intersection est trivial
A  1 1

s ' i l  peut être joint à lui-même par un arc k c  s non trivial dans tt^(S ) et 

par un arc k ' c  N te ls  que le s  lacets a(k) et <p(k') soient homotopes dans M 

à extrémités fixes ; on remarquera que cette notion est invariante par la relation 

d'équivalence. On définit alors le nombre d'intersection géométrique i(a,(p) 

comme le nombre de c la s se s  d'équivalences non triv iales de l'in tersection  de a 

et (p qui sont formées d ' un nombre impair de points.

dans S 1



On pourra comparer cette notion à certaines définitions classiques de 

nombres d ’intersection à valeurs dans (Z/2)[ff^.(M)] . L 1 exclusion des points 

d'intersection triviaux est principalement motivée par la  propriété intéressante  

suivante du nombre d ' intersection v is -à -v is  des courbes itérées : S i la courbe 

cüp est la  composition de la courbe a  avec un revêtement S^ -* S^ de degré p ,

al° rS i ( a p ,<p) = p i ( a , ç )  .

LEMME 3 . 1 .  Le nombre d'intersection i(o¡,^) est invariant par toute homotopie
1

et_ t •—1* <p̂  gardant o^(S ) disjoint de <p̂ .(ôN) pour tout t . 

Démonstration ♦ Combinons le s  deux homotopies t H  œ, et t •—► <p. en une appli-
-j i l

cation $  : S x N x [ 0 , l ] —* M x M .  Par transversalité, on peut perturber $  en
— 1

te lle  que la préimage ÿ  (A) de la diagonale

A de MxM soit une sous-variété de dimension 1 de S x N x [ 0 , l ]  . Le bord
1 1de ^  (£) est alors contenu dans S x N x { 0 , 1 }  , et correspond à l'in tersection

d ' autre part.

Soit k un arc composante de SE' (A) . S i ô k est contenu dans 

S xNxO , le s  deux points d 'intersection de et 

clairement équivalents pour la  relation d ' équivalence utilisée pour définir
■A

í (g¡q ,<Pq) , par considération d'un arc de S x NxO homotope à k à extrémités

fix es . De même s i ôk est contenu dans S ^ x N x l  . D 'autre part, s i k et k'
—  1 1 1 

sont deux arcs de <¡f (A) joignant S x NxO à S x N x l  , on vérifie sans peine
1 1 

que le s  deux points d'intersection k f ï ( S  xNxO) et k' Pl (S xNxO) sont équi-
1 1 

valents s i  et seulement s i  k D (S x N x  1) et k' D (S x N x  1) le  sont ; de même,
1 1k H (S xNxO)  est trivial s i  et seulement s i k Pi (S x N x  1) l ' e s t .  Il vient alors

immédiatement que í(o¡q,Pq) = i(o¿ ,̂<pj . □

On dit qu'une sous-variété  de codimension 1 d'une variété donnée est  

biface si son fibré normal est tr iv ia l, autrement dit s i e lle  a deux faces d istin ctes. 

D 'autre part, rappelons qu'une surface S dans une variété M de dimension 3 

est incom pressible si l'application tt^S) -♦ est in jective.

LEMME 3 . 2 .  Soit S une surface biface incom pressible dans une variété M 

de dimension 3 . Pour j = 1,2 , considérons deux courbes fermées a . c s■ J

et a', c  M -  S homotopes par une homotopie A. : S x  [ 0 ,1 ] -* M ne recoupant 
J J

pas S hors de a .  . Supposons en outre que le s  deux homotopies A 1 et̂  A 
J i

partent du même côté de S , et que a  et_

i(o !1, a 2) < i (a! | ,  A2) + i ( a 2 , A 1) ,

où le  premier terme est le  nombre d 1 intersection des deux courbes dans S ,

tandis que le s  deux autres sont le s  nombres d'intersection dans M .
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Démonstration. Par une légère perturbation, on peut supposer que A  ̂ et A2 

sont des immersions transverses au voisinage de l'in tersection  A , H A0 de leurs

t a
t

fixant le  bord en une application

de a 0 et <P0 d'une part, a 1 et <p1

<P0 correspondants sont

a
i

2 sont d isjo in tes. A lo rs ,
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images. (Selon l'abus de langage que l'on a systématiquement utilisé pour les  

courbes, on note de la même façon l'application et son image.) Cette 

intersection est alors formée d'arcs et courbes fermées immergées dans M . 

Considérons un tel arc k .

Si k joint deux points x et y de o ^ P a  et A^ montrent qu'il

est homotope à extrémités fixes à un chemin k̂  c: a  et un chemin k2 ^ “ 2 •

Les deux chemins k̂  et k  ̂ sont en particulier homotopes dans M , et donc 

dans S par incompressibilité de cette surface. On en déduit que x et y sont 

équivalents pour la relation utilisée pour définir i(a. ,a^j  .

Si k joint deux points de a  C\ A^ (ou symétriquement de P A^) , 

l'anneau singulier Â  fournit immédiatement un arc dans homotope à k , 

et donc une équivalence entre ces deux points.

Enfin, la dernière possibilité est que k joigne un point x de a  ̂  C\a 2 

à un point y de a j PA^ ou de a^PA^ . Si k' est un autre tel arc joignant 

x' € a fl 0^ à un y' du même type, on vérifie sans peine en utilisant A  ̂ et 

A2 que x est équivalent à x ' si et seulement si y et y ' sont équivalents , 

et que x est trivial si et seulement si x' l ' es t .

Comme un tel arc k de A  ̂ HA^ est issu  de chaque point de ,

PA2 et a 2 HA , on déduit des observations ci-dessus qu'à chaque classe  

d'équivalence X de a Pla sont naturellement associées une classe d'équi­

valence Y de a C\A^ et une classe Z de o ^ P A  (éventuellement vides), 

dont les cardinaux vérifient

# X = ff Y + #  Z mod 2 .

La conclusion du lemme 3.2  en découle immédiatement. □

Par le même genre d'arguments, on démontre la formule de "dualité" c i-  

dessous qui sera particulièrement commode au § 6 .4 . Nous laissons la démons­

tration, similaire à celle du lemme 3 .2 , en exercice au lecteur.

LEMME 3 .3 . Dans une variété M de dimension 3 , considérons quatre courbes
j ! I

disjointes , a 0 , j et deux homotopies Â  entre a  et a^ et

A^ entre a  ̂ et_ . Supposons que O a ^  = P A = 0 . Alors

i ( o i y A 2) = i i a ^ A ^  . □

C ' est essentiellement pour cette formule de dualité que nous avons introduit 

la condition de parité des c lasses d ' équivalence lors de la définition du nombre 

d ' intersection géométrique.
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§ 3-2.  Le lemme du nombre d 'in tersection .

Considérons une variété hyperbolique M de dimension 3 , une constante 

de Margoulis n pour M , et une surface biface incompressible compacte S 

dans Mq(m) • Nous allons voir que deux courbes de S homotopes à des géodé­

siques situées loin de S ont en général un nombre d ' intersection petit par 

rapport à leur longueur. Plus précisément :

PROPOSITION 3 . 4 .  Dans le  cadre c i-d e ssu s , il  existe une constante C avec

et «2 deux géodésiques fermées de M , 

situées à distance ^ D de S , et homotopes à deux courbes 

par deux homotopies ne recoupant pas S et arrivant du même côté de S . 

Supposons d ' autre part que chacune de ces  géodésiques ou bien est disjointe de 

la partie fine M ^ )  , ou bien est l'âme d'un tube de Margoulis. A lors :

i ( a . | , a 2) < C

où i (  , ) et_ e ( ) désignent respectivement le  nombre d'intersection dans S et 

la longueur dans M .

la propriété suivante : Soient a
*
1

a
1

et a
2

sur S

e -D
0 ( a

1) e (a 2 ) ■f 2 9

Démonstration. Soient A
1

et A
2 le s  homotopies entre a

1
et a

*
1

d ' une part,

a
2 et a

*
2 d'autre part. Par le  lemme 3 . 2 ,  il suffit de majorer i (a *

1?A2) et

i ( a
*
2 fA1) Pour commencer, supposons le s  géodésiques a

*

1 et a
*
2 d isjo in tes.

Considérons i ( a
*
1 2 ) D ' après lé  lemme 3 . 1 ,  ce lu i-c i est indépendant

de 1 ' homotopie A
2

entre a
2

et a
*
2 . Quitte à perturber légèrement la surface

S de sorte que a
1 soit geodesique par morceaux, on peut donc choisir 11 homo-

topie A
2

hyperboliquement simpliciale pour une triangulation en tambour de

11 anneau S 1
x [0 , 1] - Toujours par une petite perturbation de S , on peut

supposer 1 ' intersection de A 2
avec a.

1
tra n sv erse .

S i 11 on identifie A
2

avec son graphe, 1 ' anneau A
2

hérite de la métrique

de M une metrique hyperbolique a bord geodesique par morceaux.

La restriction imposée à 11 intersection de a.
*
1

avec la partie fine M
f ( u )

a la conséquence suivante : Deux points x et y de a
Xr

1
HA

2
qui sont à

distance < ¿¿/2 à la fois dans a
*
1 et dans A

2
sont equivalents pour la relation

utilisée pour définir le s  nombres d'intersection géométrique. En effet, x et y

sont alors joints par un chemin dans a
*

1
et un chemin dans A

2
, tous deux de

longueur < \i/2  , qui se  combinent pour former une courbe fermee de longueur

< \i . S i a
¥c

1 évite M
f i*) , cette courbe est homotope a 0 , et x et y sont

équivalents. Sinon, x est dans un tube de Margoulis d'âme a
1
*

et cette courbe
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Remarquons qu' en raison des hypothèses de la proposition 3 .4 , ceci 

évite la partie fine MÂy) de M .

On considère le  produit abstrait a 1 xA  , muni du produit des métriques

correspond à un point de a  ̂xA^ , 

et nous venons de voir que deux te ls  points qui sont à distance < y / 2  dans cette  

variété a x A sont des points d'intersection équivalents.
I £

Considérons d ' abord le s  points d 1 intersection qui sont à distance ^ y / 8 

du bord dans a  ̂  x A^ • Choisissons un représentant x^ dans chaque c la sse  

d'équivalence de te ls  points. Puisque a *  évite la partie fine de M , deux 

géodésiques de oc x A de longueur < ju/ 2 is su e s  de x ne peuvent se  recouper ;\ Ci P
en effet, e lle s  se  projetteraient sinon sur deux géodésiques de 

dans M fournirait une courbe fermée de longueur < y  rencont

. Par conséquent la boui 

autour de x^ dans a  ̂  x A^ est isométrique à la boule de même rayon dans

, et a donc un certain volume c  ̂ ne dépendant que de y  . Les x^ étant 

deux à deux non équivalents, nous avons vu qu ' i ls  sont à distance ^ y / 2 le s  uns 

des autres. On en déduit que le  nombre de c la sse s  d'équivalence représentées

par des points à distance ^ y / 8 du bord de a *  x A^ est majoré par
*“ 1 ^ — "I

c 1 volume (a  ̂ xA^) -  c  ̂ e (c^ ) a ire(A 2) .

Or, un calcul simple par balayage à partir d'un sommet, utilisant la 

distorsion de l'application exponentielle par la courbure, montre que l'a ir e  d'un 

triangle hyperbolique est majorée par la longueur de chacun de se s  côtés  

(voir le  lemme 9 .3.2  de [Thu2J ; on peut également se  ramener à un triangle 

rectangle et utiliser le s  formules de [Bea, §7.11 ]) . En particulier, comme 

chaque triangle de A^ a un côté contenu dans a  ou

et le nombre de c la sse s  d'équivalence de 

à distance =2 y / 8  du bord de a x A est au plus

2c~  ̂ e(a*) e(a2)

fermée est homotope à un certain itéré de ot
*
1 ? en rajoutant au chemin dans

a
*
1

un nombre convenable de tours autour de a
Xr

1
on exhibe encore une

equivalence entre x et y .

Après ces  remarques, la preuve se scinde en deux c a s .

Premier c a s . e (a
*
1 ) > M .

entraîne que a
*

1

induites par M . Chaque point de a
*
1

A
2

dont l'im age

rant a
■¥r

1
et

e de rayon M/8homotope à un itéré  non trivial de a
*
2

a
¥r
2 il  vient que

S 2 e(a 2
)

a x-
1

' " i A
2 représentées par des points

aire (A
2) < e(oc

2 ) ■f (oc
¥■
2

]R x Jti2

r A
2
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Considérons maintenant le s  points d'intersection à distance ^ ¿î/ 8 du bord

dans a x A . Choisissons encore pour chaque c la sse  d'équivalence de te ls
l x

points un représentant x , et un point x dans ô (a  x A j  à distance < jLi/8
P P I ¿t ^

de x . Les x étant à distance ^ u/2  le s  uns des autres, le s  x sont à 
P P *  P

distance ^ y /4  le s  uns des au tres. D'autre part, à (a  x A j  est localement
2 ? 

isométrique à 1R , et le  rayon d 1 injectivité en chaque x est — y /8  encore
-X- ^

parce que a évite la partie f in e . Si c_ minore 1 ' aire de la boule de rayon 

m/8 dans 1R , on en déduit comme précédemment que le  nombre de c la sse s  

d'équivalence représentées par des points à distance ^ y /8  du bord est majoré 

par

c^1 aire (ô (a * x A 2)) = c~ 1 e (a*) (e {a 2) + e (a*))

< 2 c ~ 1 C(a*) « ( a 2)

En combinant ces  deux analyses, on obtient que le  nombre total de c la sse s
"X"

d'équivalence, et donc en particulier i ( c ^ ,A 2) , est majoré par 

2 (c“ 1 + c“ 1) e (a* ) e (oî 2) ,

D ' o ù

ch (D) e (a * )  £  (eD/ 2) e ( a * )  . 

i ( a * ,A 2) < 4 (c” 1 + c~ 1) e”D e (o^) e (c^)

Comme dans le  cas précédent, le  nombre de c la sses  d'équivalence de 

0! i l représentées par des points à distance ^  y /8  de ôA^ est majoré par

c" 1 aire {x € A2 ;d (x ,a 2) -  D -  jli/8 }
2

où c est 1 ' aire du disque de rayon ¡jl/S  dans H  , puisque tout point de

Or, dans un triangle hyperbolique, l 'a ir e  de l'ensem ble des points à
A ““R A

distance > R  d 1 un côté est majoré par e fois la longueur de ce côté. C 

un exercice facile que l'on  montre aisément par balayage à partir du sommet

D 1 autre part, puisque tout point de a.
1 est à distance â: D de la géodésique

fermée o:
*
1

un calcul simple (cf. [Bea, §7-35J) montre que

e[a
1
) s

quand a
*-
1 est de longueur y  .

Second c a s , e (a
*
1

Deux points de a
*
1

sont alors toujours à distance ^ /i/2  dans a
¥r

1 , et

par conséquent deux points non équivalents de oc
¥r
1

H a
2 sont nécessairement a

distance s u/2 dans A2

a
*
1

est à distance de la surface S . On remarquera que l'on  utilise ic i

1 ' hypothese que a
*
1 i- a.

*
2 pour montrer que le rayon d ' iniectivité de A

2
est

- y / 8 en chaque point de a
*
1 n A2
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opposé (voir le lemme 9.3 .2 de [Thu^J) •

En appliquant cette estimation aux triangles de A ayant une arête dans 

«2 et l 'au tre  sommet dans , on obtient que

aire ix € A^ I d(x, a j  — D -  m / 8  } ^  £ (a * ) + e £ (q¡ )̂

<  (2  + e ^ 8 ) e - ^  e ( a ^ )  •

D 'autre part, le nombre de classes d ' équivalence de points de a H A 

à distance ^  m/8  de ^ i0̂ )  est majoré par le plus grand de 1 et de

(4/m) 2 (a*) < (8 /m) e_D e (a 2) .

D1 où 11 on déduit que

i ( c y A 2 ) <  ( 2 c ~ 1 +  c “ 1 e ^ 8 +  8 / m ) e  D  e ( a 2 ) +  1

quand e (a^) ^  m •

Pour unifier les formules dans les deux cas, remarquons qu 'il existe 

une borne inférieure c0 > 0 à la longueur des courbes homotopiquement non 

triviales dans la surface compacte S . Par conséquent, si la constante C est 

choisie de sorte que

C/2 s  4(c~ 1 + c~1)

et C/2 s  (2c^1 + c"1 e ^ 2 + 8 / m )  c~1 ,

nous avons montré dans les deux cas que

i ( a * A 2) ^  (C /2) e_D € (oî 1 ) 2 (a^ +  1.

D ' où, par le lemme 3.2

i ( o 1ftt2) < i ( a * A 2) + i ( a 2 ’A^  -  C e“D e (a 2) + 2 .

Ceci termine la preuve de la proposition 3 .4 quand les géodésiques 

et a. sont disjointes.

Dans le cas général, on procède de même en approchant a par une géodé- 

sique brisée disjointe de a , et l ' argument est exactement le même, sauf dans 

le cas suivant.

O  ^  J- n /  ^  \  ^3e cas, a ■= a 2 et 6 (0;^) < m •

En effet, 1 ' analyse faite au deuxième cas se trouve alors en défaut pour 

montrer que le rayon d'injectivité de l'anneau A est > m/2  aux points de
y ^

H int (A2) . Choisissons donc comme précédemment deux homotopies

O'
2

a
*

2
-D+/i/ 8

e(a
2 '

*
O',

2

*

2

¥r
a

1

A
2

*

*

‘¥ r

*
a

1

1

e a
V

e a
2'

+ 2



-  129 -

hyperboliquement simpliciales "en tambour" A1 et A» entre a et a d 'une
y

oart, a et a. d 'au tre  nart, aorès une perturbation de S de sorte que a 

et a ̂  soient géodésiques par morceaux et que c: c.ouoe transversalement les 

intérieurs des anneaux A  ̂ et A^ •

Montrons que le rayon d'injectivité de A» est >■ jj/2  en tout point x 

de a Plint (A ) . Sinon, il existe un lacet y de longueur s  ¡x non trivial 

dans • Si k est un arc joignant x à c  ÔA2 dans A^ , la classe

de y dans 7r (̂A2 ;x) est également celle de k(a*)n k~1 pour un certain entier n. 

D 'autre part, par le lemme de Margoulis (proposition 1.1), la classe de y dans 

7T^(M;x) est également celle d ' un (a* )m . Les deux lacets k(a*)n k- 1 et (a* )m 

représentent donc le même élément de tt^(M;x) . Or, par construction "en tambour" 

de A^ , on peut choisir 1 ' arc k contenu dans une géodésique de M joignant 

a*  à a . Alors les lacets k(a*)n k et (o:*)m ne peuvent être  homotopes
-)f -¥rfixant x que si k est contenu dans , ce qui est exclu car sinon rencon­

tre ra it a  ̂  et en particulier S .

Approchons a *  et a *  par des géodésiques brisées a ̂  et a L, 

respectivement contenues dans A^ et A^ , et soient a!| et A^ les homotopies 

entre et̂  et d'une part, a.  ̂ et d 'au tre  part, définies par restriction 

de A  ̂ et A2 . Si a^ est suffisamment proche de a*  , le rayon d'injectivité 

de A'2 en chaque point de fl A  ̂ à distance ^  n/8 du bord est maintenant 

> ij,/2 .De même pour le rayon d'injectivité de a'^ sur H a'^ . On peut alors 

appliquer l'analyse du deuxième cas pour majorer iia^jA ^) et i ia ^ A ^ )  f et 

obtenir ainsi 11 inégalité cherchée en faisant tendre et vers a*  et a*  • □

Remarque. A propos du troisième cas de la preuve ci-dessus, Jean-P ierre  Otai 

m 'a fait remarquer qu'on peut a posteriori démontrer un résultat plus fort à 

1 ' aide d 1 interpolations de surf aces plissées [Thu„, §9.6] et de 1 ' analyse faite 

au §6 .2 : Si n est choisi suffisamment petit et si e (o^) < ¡j, , alors est 

homotope dans S à une courbe simple.

a*

2

de a*
1

a *
1 òA

2 dans A,
2

la classedans TT
1

A2 * •X

-1

a
1

entre a1 et a i
1 a.

2
i

d 'au tre  part, définies par restriction

ai
2

n A
i
1

On peut alors

obtenir ainsi 1! inégalité cherchée en faisant tendre a t et a
2
i

a
1 est

I
A

2
!a
1
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IV . COURANTS GEODESIQUES SUR LES SURFACES

Si 1 ' on applique le lemme du nombre d ' intersection à la suite de courbes 

a.  c  s^  fournie par la proposition 2.4, dont les géodésiques associées oî̂ . sont 

situées arbitrairement loin de S^ , on en déduit que leur nombre d 1 auto-intersec -

tion i ( a . , a . )  devient arbitrairement petit devant le ca rré  de leur longueur.
J J

Elles deviennent donc "de plus en plus comme des courbes simples". Le but de

cette section est de donner un sens à cette assertion , en créant un certain espace

topologique où les a . vont converger vers quelque chose qui sera  aussi une
J

limite de courbes simples. A la motivation p rès, cette section est indépendante 

du reste  de 1 ' a r tic le .

§ 4 .1 .  Définitions.

Soit S une surface sans bord, de type fini et de caractéristique d 'E u le r 

strictement négative. On s 1 in téresse à 11 ensemble des classes d 1 homotopie de 

courbes fermées, non orientées et homotopiquement non triviales, dans S . Pour 

fixer un représentant privilégié dans chaque telle classe d'homotopie, il est 

commode de munir S d ' une métrique hyperbolique sans cusps a rb itra ire . Alors, 

chaque classe d'homotopie est représentée par une unique géodésique fermée 

dans S .

Dans [Thu^ J [Tlu^J , Thurston a étudié le sous-ensemble des classes 

d'homotopie de courbes simples. Munissant celui-ci d 'une topologie, il en a 

défini une certaine complétion formée des laminations géodésiques mesurées :

Une lamination géodésique mesurée est la donnée d 1 un feuilletage partiel de S 

par des géodésiques simples (sans points doubles) disjointes, ainsi que d 'une 

mesure transverse invariante à ce feuilletage (voir § 4 .3). Nous allons étendre 

cette construction aux courbes non simples.

La différence entre une courbe simple et une courbe pas simple provient 

évidemment . . .  des points doubles. Pour se débarrasser de ceux-ci, il est re la ­

tivement naturel de les déssingulariser en relevant les géodésiques fermées dans 

le fibré tangent unitaire T^(S) de S . En fait, comme on néglige les orientations 

des courbes, il vaut mieux regarder le fibré tangent en droites P (S) , quotient 

de T^(S) par i'involution qui induit l'application antipodale sur chaque fibre.
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Puisque 11 on a fixé une métrique hyperbolique sur S , le fibré tangent 

unitaire T^(S) se trouve muni du flot géodésique dont les trajectoires sont 

définies en suivant les géodésiques de S et en les relevant à T^(S) par considé­

ration de leurs vecteurs tangents en chaque point. P ar passage au quotient, le 

flot géodésique de T^(S) induit un feuilletage 3 de dimension 1 de P(S) , 

appelé le feuilletage géodésique. Il y a alors une correspondance naturelle entre 

les géodésiques fermées (non orientées) de S et les feuilles compactes de 5 .

L ' enveloppe convexe C(S) de S , au sens du § 1.5, est la partie compacte 

de S délimitée par les géodésiques fermées correspondant aux bouts de S . On 

note PC(S) le compact de P(S) formé des relevés des géodésiques de S qui 

sont entièrement contenues dans cette enveloppe convexe. En particulier, PC(S) 

contient tous les relevés des géodésiques fermées de S , et le même argument 

que lors de la démonstration du lermne 1.19 montre que l ' union de ces relevés 

est dense dans PC(S) .

P ar définition, un courant géodésique a  de S est une mesure positive 

transverse invariante pour le feuilletage géodésique 3 dont le support est contenu 

dans PC(S) . Ceci veut dire que a définit une mesure positive à support contenu 

dans V flPC(S) sur chaque sous-variété V de codimension 1 de P(S) trans­

verse à 3 , et que a est invariante par holonomie dans le sens suivant : Si 

x 6 V et € V^ s00* deux points de telles sous-variétés transverses situées 

sur la même famille de î  , et si <p : est un difféomorphisme d'holonomie

entre deux voisinages de x^ et x^ dans et (défini en suivant les feuilles 

de 5 ), alors <p respecte les mesures induites par a sur et • Les 

courants géodésiques sont ainsi des cas particuliers des courants géométriques 

introduits par D. Ruelle et D. Sullivan dans [RueS] .

Donnons tout de suite un exemple fondamental de courant géodésique. Etant 

donnée une géodésique fermée de S , il lui correspond une feuille compacte a 

de 5 . On lui associe alors le courant géodésique qui induit sur chaque sous- 

variété transverse V la mesure de Dirac aux points de V il a ;  1 ' invariance 

par holonomie est en effet immédiate.

On munit 11 ensemble C(S) des courants de S de la topologie de la conver­

gence vague, dans laquelle deux courants a  et j3 sont proches s ' i l  existe une 

famille finie de fonctions continues t  : -* F  à support compact définies sur 

des sous-variétés transverses telles que chaque a ( t )  soit proche de £( f )  . 

(Voir par exemple [Bou, chap. III, §1, n°9j ) .  On peut même munir C(S) d'une

X
2

u
1

u
2

est un difféomorphisme d ' holonomie

u
1
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2
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V
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V
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structure d 'espace uniforme en prenant pour base d'entourages les

{(a,p)  € C(s)xC(S) ; V i = 1, ,n, | a(f.) -  0 (t )  | < e} 

pour tout e > 0 et toute famille finie de fonctions L : -♦ ]R comme précédem­

ment. On a alors le résultat classique d'analyse fonctionnelle suivant (cf. [Bou, 

chap. III, §1, n° 9 j ) .

PROPOSITION 4 .1 . L ' espace uniforme C(S) est complet. □

Pour bien comprendre les courants de S et leur topologie, il est d ' abord 

nécessaire de bien comprendre P(S) muni de 3 . Une boite à flot B pour 3 

est définie par la donnée sur S d ' un dessin en forme de lettre  H allongée, 

dont la barre  horizontale est un arc géodésique et dont les deux barres  verticales 

sont transverses a la précédente, et suffisamment petites pour que tout arc géodé­

sique joignant ces deux barres verticales en étant homotope à un chemin dans le 

H arrive transversalement sur ce lles-c i. (On imposera en pratique une condition 

supplémentaire ; voir après le lemme 4 .3 .) La boite B p (S ) est alors formée 

des relevés de tous les arcs géodésiques de S joignant les deux barres verti­

cales en étant homotopes à un chemin dans le H . Si Q désigne le produit 

abstrait des deux barres verticales du H , les coordonnées barycentriques 

sur chaque arc géodésique fournissent un difféonïorphisme B = Q x [0,1 j pour 

lequel les feuilles de BÍ13 correspondent aux * x [0 ,1] . Remarquons que 

l 'on  peut relever Q dans B en un carré  transverse au feuilletage, et que ce 

relèvement est unique à holonomie près ; si 1 ' on se donne un courant géodésique 

a € C(S) , on peut donc parler de la mesure a (B) € ]R+ , définie comme la 

mesure pour a de ce carré  transverse. De même, si d^B désigne la partie 

de B correspondant à ôQ x [0,1 ] (formée des arcs géodésiques rencontrant

1 ' une des extrémités du H ), on définit a ^ B )  comme la mesure pour a du 

bord d'un carré  transverse relevant Q .

A titre  d ' illustration, regardons ce que cela veut dire quand le courant 

géodésique a est défini par une géodésique fermée a dans S . (On identifiera 

usuellement les géodésiques fermées avec les courants géodésiques qu ' elles 

définissent. ) Si B est une boite à flot, a. (B) est clairement le nombre de sous- 

arcs de a qui se relèvent en des feuilles de B f l ^ ,  c 'e s t-à -d ire  qui joignent 

les deux barres verticales du H définissant B en étant homotopes à un arc 

dans le H .

c
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PROPOSITION 4.2.  Une base de voisinages pour le courant a€C (S ) est 

formée des ouverts U(o: ; , . . .  jB^; e) = i/3 € C(S)/ V i, | «(B^) -  )3 (B )̂ | < e } , 

où e décrit ]R+ et où les B, décrivent 11 ensemble des boîtes à flot B telles 

que a{b^B) = 0 .

Démonstration. Pour expliquer la restriction a(ôg-B) = 0 , rappelons une petite 

subtilité de la topologie de la convergence vague : Si ^  est une suite de mesures 

sur un espace localement compact X , convergeant vaguement vers une mesure n , 

et si A est un sous-ensemble mesurable de X , les jû (A) ne convergent 

vers /i(A) que si , où 6A est la frontière de A (voir [Bou, chap.IV,

§5, n° 12j ; l'exemple des mesures de Dirac montre bien que cette condition est 

nécessaire).

A partir de là, il est clair que chaque U(o: ; B , . . .  ,Bn ; e ) contient un 

ouvert de la topologie vague.

La réciproque est simplement une question d'approximation de fonctions 

continues à support compact par des fonctions en escalier. On remarquera que 

chaque boite à flot B peut être approchée par une boite B 1 avec c^ôg-B') = 0 .

En effet, il suffit pour cela de raccourcir légèrement l'une des barres du H 

utilisé pour définir B ; puisque a(B) est finie, au plus une quantité dénombrable 

de tels raccourcissements donnent des B 1 avec o^cs^-B') ^0  . On remarquera 

d 1 autre part que toute boite à flot admet une subdivision arbitrairement fine en 

boites à flot d 'in térieu rs disjoints par décomposition des barres verticales du 

H correspondant. □

Pour appliquer la Proposition 4.2,  la remarque suivante sera  bien commode.

LEMME 4.3.  Si d^B ne rencontre aucune feuille compacte de 3 , a(ô3- B) =0  

pour tout courant a€ C (S ) .

Démonstration. Supposons que «(ô^B) > 0 . Alors, pour au moins l ' une x des 

quatre extrémités du H définissant B , 1 ' arc k transversal à 3 qui est 

formé des directions en x pointant vers 11 autre barre  du H est de mesure non 

nulle pour a . Remarquons qu 'il n 'y  a qu'une quantité dénombrable de feuilles 

de 3 coupant k en au moins deux points puisqu'il y en a au plus une par élément 

de ff^(M;x) .

Recouvrons le compact PC(S) par un nombre fini de boites à flot 

B , . . .  ,Bn . P ar finitude des a(B.) , il vient que la partie de k formée des 

feuilles coupant k en exactement un point est de mesure nulle pour a . P ar 

conséquent, la mesure définie par a  sur k doit avoir au moins un atome, 

correspondant à une feuille passant plus d'une fois par k . Encore par finitude 

des a(B^) , cette feuille doit être  compacte. □

B
1

vers M A) que si . 6 A . 0vers u(A) que si u { & \ ) =
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Désormais, et sauf mention explicite du contraire, on imposera aux boites 

à flot B que ô^B ne rencontre aucune feuille compacte de 3 , c 'e s t-à -d ire  

qu'aucune géodésique fermée de S ne passe par une extrémité du H définissant 

B avant d 'a lle r  frapper la barre  verticale opposée du H . Ainsi, ô„B sera  de 

mesure nulle pour tout courant géodésique a € C (S) .

Si le lecteur souffre d 1 allergie au flot géodésique et aux mesures trans­

verses, on peut donner une définition des courants géodésiques complètement 

indépendante de ces notions. En effet, soit G(S) la variété des géodésiques
rv-/

non-orientées du revêtement universel S de S . Si S est identifié avec le

plan hyperbolique 1H , celle-ci est difféomorphe au ruban de Moebius

(S ^ x S j^ -  ¿ ) / (Z /2 )  , où L est la diagonale et où ü£/2 agit par échange des

deux facteurs. Le sous-ensemble GC (S) formé des géodésiques contenues dans

la préimage de 1 ' enveloppe convexe C(S) correspond à (A x A -  L)(lL/2) , où
^  2A est l 1 ensemble limite de agissant sur S = H . En remarquant que

A V  / ,rv^

la projection P(S) -> G(S) est une submersion, on constate sans peine qufun
n u

courant géodésique est la même chose qufune mesure sur G(S) de support contenu 

dans GC (S) et invariante par n (S) , et donc qu1 une mesure tr.(S)-invariante 

sur GC(S) . De plus, la topologie de C(S) correspond alors à la topologie 

vague classique des mesures sur un espace localement compact.

En fait, les deux points de vue se complètent. Celui des mesures tt̂ (S)- 

invariantes sur GC(S) semble assez approprié pour faire de l 'analyse . C 'e s t  

par exemple dans ce contexte que Sullivan montre dans [Sul2 J que la mesure 

de Hausdorff sur A induit un courant privilégié a  sur S , ergodique dans sa 

classe de mesures ( i .e . toute fonction ff^(M)-invariante sur GC(S) est cons­

tante a-presque partout). P ar contre, le point de vue des mesures transverses 

au feuilletage géodésique est pliçcommode quand il s 'ag it de faire appel à l ' in ­

tuition géométrique. La preuve du résultat c i-dessous, qui ne sera  pas nécessaire 

stricto sensu pour démontrer le théorème A , mais qui justifie quand même un peu 

les définitions introduites, en fournit une illustration.

PROPOSITION 4.4.  Les homothétiaues (réels positifs) des courants géodésiques 

définis par les géodésiques fermées de S sont denses dans C(S) .

Démonstration. L'argument que nous allons utiliser est fortement apparenté aux 

réseaux ferroviaires utilisés par Thurston [Thu2] . Bill Veech rn' a fait remarquer 

que cette proposition 4.4 est en fait un cas particulier d'un résultat plus général 

deK.  Sigmund [Sigj .

A est 1 ' ensemble limite de trVS
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Dans un premier temps, on va d 'abord montrer que les combinaisons 

linéaires (à coefficients positifs) des géodésiques fermées sont denses dans C(S) .

Soient donc a € C(S) , et U(a ; , .. . »B^; e) un voisinage de a

comme à la proposition 4 .2 . Puisque PC(S) est compact, on peut supposer

sans perte de généralité que les boites à flot B̂  recouvrent PC(S) . De plus,

quitte à redécouper ces boîtes et à les perturber un peu, on peut se ramener au

cas où les intérieurs des B  ̂ sont deux à deux disjoints : Dans un premier temps,

par découpage et perturbation, on fait en sorte que les barres verticales des H

définissant les B̂  soient deux à deux disjointes ; puis on remarque qu1 alors

chaque B. OB. et B .-B . est 1 ' union d ' un nombre fini de boites à flot d 1 inté- 
 ̂ J  ̂ J 

rieu rs disjoints, ce qui permet de terminer.

Cette décomposition en boites B̂  étant fixée, il existe un nombre eh > 0

tel que chaque feuille de B  ̂ Pi 'S- se projette dans S sur un arc géodésique de

longueur > a. . On subdivise alors les barres verticales des H pour définir
 ̂ x ï

une nouvelle décomposition en boites à flot B . avec les mêmes propriétés que 
| j 

les B  ̂ (chaque B ̂  étant contenue dans une B )̂ , mais qui sont étroites en ce 

sens que les barres verticales des H définissant les B \ sont de longueur ^  , 

pour une certaine "petite" constante qui sera  précisée plus loin (tandis que 

leurs barres horizontales sont de longueur ><¿j1) •

Choisissons une section Q . de B Pi 3 pour chaque boite B , formée
J 3 J

par exemple des milieux de chaque feuille. Soient Q . et Q . ses deux faces.
J

Si p et q sont deux symboles de la forme j+ ou j -  , on considère le sous-

ensemble de la face Q formé des points x tels que Q est la première face
P Q

Q rencontrée par la demi-feuille de 3 issue de x (du côté Q ) . On note
P

a(p, q) la mesure de ce sous-ensemble de pour le courant géodésique a .

Les réels positifs a(p, q) satisfont clairement les équations 

Vp, q ,  a(p,q) = a(q,p)

Vj , *-a (j ,p) = I a ( j  ,q) ( = oî(b ' )) .
P + q J

Comme il s 'ag it d'équations linéaires à coefficients entiers, les a(p,q)

peuvent être  arbitrairement approchés par des rationnels positifs b(p, q) qui

satisfont la même famille d'équations, et tels qu'en outre b(p,q) =0  si et

seulement si a(p,q) = 0 .

Soit D £ 1N un dénominateur commun aux b(p, q) , de sorte que chaque 

Db(p,q) soit entier.

B
1

£
V

pour une certaine "petite" constante

Q .
P

pour le courant geodesique a.
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Chaque fois que a(j+,k-) /  0 , il existe au moins une feuille de 3 qui 

sort de B . dans le sens de Q . pour ren tre r dans B dans le sens de Q, _ .

Soit alors K(j+,k-) l ' arc géodésique joignant les milieux des barres horizon­

tales des H définissant respectivement B et B ' , dans la classe d ' homotopie
 ̂ A  I yainsi privilégiée. On remarquera que, si les boîtes B . ont été choisies suffi-

J
samment étroites, la longueur de K(j+,k-) est s  g et que l ' angle formé par K(j+,k-)

i i
avec les barres horizontales des H définissant B . et B. arbitrairement pe tit.

J K

On définit de même l 'a r c  K(p,q) pour tout couple de symboles p , q de 

la forme j+ ou j -  tels que a(p,q) ¿ 0 .

Prenons maintenant Db(p,q) copies de 1 ' arc K(p,q) pour tous p , q .

Puisque Zb(j+,p) = 2 b (j- ,q ) pour tout j ,  on peut recoller toutes ces copies 

pour former une famille y de courbes fermées géodésiques par morceaux. (il y 

a bien sûr beaucoup de choix possibles pour y .)

Chaque courbe y ̂  de y est presque une géodésique. En effet, elle est 

formée d 'a rc s  géodésiques de longueur — ^  > tandis que ses angles sont arbi­

trairement petits si 1 ' on a pris dès le début les boites B l suffisamment é tro ite s , 

i .e .  la constante suffisamment petite. Un argument simple et classique 

montre alors qu 'il y a une homotopie arbitrairement petite entre y et une géodé-
•¥r

sique fermée y . de S . Rappelons brièvement l'argument : Si l 'on  sait déjà 

que y  est homotope à une géodésique y . , on considère un point de y qui 

est le plus loin possible de y dans le revêtement S de S tel que 

ff (S) = c  ; si ce point est effectivement loin, un peu de trigonométrie

hyperbolique montre que y^ fait nécessairement un grand angle en ce point, ce 

qui est exclu. L'argument est analogue pour montrer que y  ne peut être  homo­

tope à 0 ; on relève y ̂  au revêtement universel de S et on vérifie que y ̂  doit 

faire un grand angle au point situé le plus loin d ' un point base donné.

Revenons maintenant à notre voisinage U(a ; B , . . .  ,B ; e) de a 6 C(S) .

Soit /3 6 C(S) obtenu en divisant par D le courant de Dirac défini par l'union y
“X-

des géodésiques y homotopes aux courbes y de y . Si la constante B a 

été choisie suffisamment petite pour que l ' homotopie entre y et y envoie 

chaque arc géodésique dans y sur un arc de y dont le relevé est à distance 

^ q dans F (S ) , le nombre ¡3 (B^ est proche de la somme de tous les b(j+,p) 

avec B 1. c  B- , la valeur absolue de la différence étant majorée par la somme des
I \

b(j+,p) °ù B j est à distance <r? de ô^B. . O r , cette borne est proche de la 

mesure pour a du /7-voisinage de ô^B. dans F  (S), laquelle est petite si

I

i . e . la constante e
v

n
1

S ir
1 [ y 1

c Tt1 S 9

1

*

*

1

1
est le plus loin possible

*
1

1

*

77

1
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est suffisamment petit puisque a(ôg.B.) = 0 . P ar conséquent, fi ,B.) est proche
I ^

de la somme des a(j+,p) avec B j C B  ̂ , c ' est-à-d ire  de a(B^) . On a ainsi

montré que est contenu dans U(u ; B , .. . ,B ; s) si les B 1. sont choisies
^ 3

suffisamment étroites et les b(p,q) suffisamment proches des a(p,q) .

Comme ¡3 était par construction une combinaison linéaire de géodésiques 

fermées, on a ainsi prouvé que ces combinaisons linéaires sont denses dans C(S) .

Il reste  à montrer que toute combinaison linéaire de géodésiques fermées 

peut être arbitrairement approchée par des homothétiques de géodésiques fermées. 

Par récurrence, il suffit de voir cela pour une combinaison linéaire Aa + ¿¿/3 de 

deux géodésiques fermées a et /3 .

Choisissons deux arcs géodésiques k+ et k joignant a et £ . Quitte

à faire faire à leurs extrémités un grand nombre de tours autour de a et fi ,
—  1 —  1

on peut choisir k et k de sorte que les angles (a,k ), (a ,k ) , (yS,k ) , (fi ,k )
H - —  - j -  —  4 -  —

en ces extrémités soient arbitrairement petits. (C*est un exercice de géométrie 

hyperbolique plane facile, par considération c‘u revêtement universel 1H .) On consi­

dère alors trois entiers positifs a , b et D tels que a/D et b/D soient respecti-
ci bvernent proches de X et de ¡x . Si y  est la courbe fermée a k 0 k , on 

vérifie comme précédemment qu1 elle est homotope à une géodésique fermée y 

par une "petite" homotopie si les divers angles entre k+ , k , a et /3 ont 

été choisis suffisamment petits. D 'où, si ces angles sont suffisamment petits et 

si a/D et b/D sont suffisamment proches de X et ¡j. , il suit que le courant 

géodésique D y est proche de X a+ ju/3 pour la topologie de C(S) , p a r le  

même argument que celui utilisé plus haut.

Ceci achève la démonstration de la proposition 4 .4 . □

Avant de poursuivre, on peut se demander à quel point les notions que nous

avons introduites dépendent de la métrique hyperbolique que nous avons choisie.

En fait, si S^ et S^ sont deux surfaces hyperboliques sans cusps, tout difféo-

morphisme cp: S 1 S„ induit (de manière non unique) un homéomorphisme

<p: P ÎS ^ -^ P ÎS ^ )  qui envoie feuilletage géodésique sur feuilletage géodésique.

On peut voir cela, d 'abord localement quand <p est presque une isométrie en
2

utilisant le fait qu'une courbe de petite courbure dans 1H est uniformément 

proche d'une géodésique, puis globalement par connexité de l 'espace  de 

Teichmuller de S 1 . On pourra également utiliser une construction explicite de
^  _  /v

<p donnée par M. Gromov dans [Gro^J . Comme <p envoie nécessairement

montré que P

*

morphisme cp: -+ S 2 :

-1  *d  y



-  138 -

PC(S ) sur PC(S ) , puisque ce sont les adhérences des feuilles compactes
I ^

des feuilletages géodésiques, il permet ainsi d 'identifier C(S^) et C(S2) •

Une autre alternative est de remarquer que, selon un point de vue origi­

nellement dû à M. Morse [Mors^ et largement développé par la suite (voir par 

exemple [BowS] [SerJ [Flo]), 1 ' ensemble limite A de l'action de n (S) sur 

IH admet une description uniquement en termes de métriques par mots sur le 

groupe ff^(S) . Si 1 ' on interprète un courant géodésique comme une mesure ir^(M)- 

invariante sur (A x A -  A)/(Zi/2) , il est alors clair que C(S) est en fait un 

invariant du groupe tt^(S) .

Nous aurions également pu définir des courants géodésiques pour toute 

variété hyperbolique M , avec ou sans cusps et de n'importe quelle dimension.

La proposition 4.4 est alors encore valable dès que M est géométriquement 

finie ; la preuve en est à peu près identique, modulo un peu de bricolage près 

des cusps. Toujours quand M est géométriquement finie, son ensemble limite 

peut être  décrit uniquement en termes de ff (̂M) et de la collection de ses sous- 

groupes paraboliques (voir [F lo j), et il en est donc de même pour l 'espace  C(m) 

des courants géodésiques. Quand M n 'e s t  pas géométriquement finie, une appro­

che de l'é tude de sa géométrie consiste à évaluer la différence entre C(M) 

et l'invariant homotopique Ĉ (M) , défini en terme de ïï (̂M) et de ses sous- 

groupes paraboliques de façon à coincider avec C (M) quand M est géométrique­

ment finie. Nous ne développerons toutefois pas ce point de vue dans cet article- 

ci (voir [Bon]).

Enfin, tant que 1 ' on parle des choses que 1 ' on aurait pu faire et que 11 on 

n 'a  pas faites, on peut définir des courants géodésiques orientés, qui généra­

lisent la notion de géodésique fermée orientée, en considérant les mesures trans­

verses au flot géodésique dans T^(S) au lieu de P(S) . Cette notion est un 

tout petit peu plus riche que celle de courant géodésique (non orienté), et peut 

peut-être avoir des applications intéressantes. Si nous avons fait l 'a u tre  choix, 

c 'e s t  essentiellement pour des raisons de goût, ainsi que pour récupérer la 

compactification de Thurston quand on se restrein t aux courbes simples (voir §4.3).
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§ 4 .2 .  Nombres d'intersection et longueurs des courants géodésiques.

PROPOSITION 4 .5 . La fonction "nombre d 'intersection" définie sur 1 ' ensemble 

des géodésiques fermées de S s ' étend en une application bilinéaire symétrique 

continue i : C(S) x C(S) -* ]R+ .

Démonstration. Le nombre d'intersection géométrique de deux géodésiques 

fermées et se trouve être égal au nombre de triplets (xjX^X^) où 

x t  et où X̂  et X  ̂ sont deux droites distinctes de TxS respectivement

tangentes à a et . Cette définition a l ' avantage de pouvoir s'exprim er 

uniquement en termes de courants géodésiques, et nous allons exploiter cette 

remarque pour définir la fonction i sur C(S) x C(S) .

Partant du fibré P(S) -» S , on considère la somme de Whitney 

P (S) * P(S) -+ S . En d 'au tres  termes, P (S) & P(S) est la variété de dimen­

sion 4 formée des triplets (x,X^,X2) où x € S  et X̂  et X̂  sont deux droites 

de 1 ' espace tangent Tx(S) . L ' oubli de la deuxième ou de la première droite 

définit deux projections p^ et p2 de P(S) © P(S) sur P(S) . On considère 

alors les deux feuilletages 3 et 3^ de codimension 2 de P(S) © P(S) dont 

les feuilles sont les préimages des feuilles de 3 par, respectivement, p^ et 

P2 . On vérifie sans peine que ces deux feuilletages sont transverses sauf sur 

la diagonale A de P(S) © P (S) .

Soient a et a deux courants géodésiques. P a r p , a induit une 

mesure transverse invariante p^(oi^) pour 3^ qui, par transversalité de 3  ̂

et 3 , dépose hors de A une mesure sur chaque feuille de 3 . De même, 

o¡2 induit au dehors de L une mesure sur chaque feuille de 3^ . On

considère alors la mesure produit x sur ^  P (S ) -A  . P ar

définition, le nombre d 'intersection sera  la masse de cette m esure.

P ar la remarque que nous avons effectuée au début de cette preuve, il est 

immédiat que est le nombre d ' intersection usuel quand et a

sont deux géodésiques ferm ées. Il reste  à vérifier que ce nombre i(o¡ ,a  ) est
I

fini pour deux courants quelconques, et que la fonction i : C(S) x C(S) -+ P  

ainsi définie est continue. La bilinéarité et la symétrie de i sont immédiates.

Fixons deux courants a et a € C(S) . Si B et B sont deux boites
- .1  1

à flot pour 3 , soit B^ © B2 l 'in tersection de p  ̂ (B^) et p “ (B2) dans 

P (S) © P(S) . Si B^ et B2 sont suffisamment petites (en fonction du rayon

fermées a
1

et oc
2

X 6 a
1

n 0!
2

et où X
1

tangentes á a
1 et a

2

Soient a 1 et 2

i ( c í ^ , o ¿ 2 ) a
1 et a2

■1 2

une mesure
*

P2 a 2' sur chaque feuille de
1

On

p2
*7 a.2’ x P-1

*ï
r

sur P S. e P s a P ar

d ' intersection i a
1

a
2 sera  la masse de cette m esure.
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d'injectivité sur S) , deux feuilles de B 0 3  et B20 3  se projettent sur S

en des arcs géodésiques simples se rencontrant en au plus un point. Il vient

alors des définitions que la mesure de B^ © B^ pour P2(<*2) x p^(o:^) est

majorée par le produit ' ^ ar cons®cluent’ si l ' on recouvre le
compact PC(S) par un nombre fini de petites boites à flot B. , la masse

J
i (g^ ,a^) est majorée par la somme des «^(B^) a^ÎB^) et est donc finie.

La continuité de i en (a , a ^   ̂ C(S) x C(S) va être  plus délicate à 

montrer. En effet, comme PC(S) & P C (S )- A n ' est pas compact, la convergence 

vague de mesures P2(Æ2) x p/Æ-j) n 'entraîne pas forcément la convergence de 

leurs masses i ^ , ^ )  • La stratégie va donc être la suivante : Fixons e > 0 .

On va construire un voisinage U de la diagonale A dans PC(S) © PC(S) dont
y  y

la masse pour P2(jS2) x P-|(£-|) est Plus Petite Que e dès que les courants (¡3̂  ,02) 

sont suffisamment près de {a , a ) . On appliquera alors la convergence vague
^ ^ y X

de P2(/32) x P-jíiŜ ) vers P2(a 2) x P 1^ 1̂  au complémentaire compact de int (U) 

dans PC(S) © PC(S) pour montrer que i(^ ^ ,^ 2) diffère d ' au plus 3e de 

i (a .ya^)  quand ((3 ,̂/32) est suffisamment proche de .

La principale difficulté technique proviendra des atomes des courants 

géodésiques considérés. Rappelons qu'un atome d'une mesure quelconque y. 

est un point x tel que /i({x}) ^ 0 . Un atome d 'un courant géodésique a  est 

bien sûr une feuille de 3 passant par un atome de la mesure déposée par a sur 

une sous-variété tranverse à 3 . Une telle feuille atomique est forcément fermée : 

En effet, elle ne peut passer qu ' un nombre fini de fois à travers une boite à flot, 

par finitude de la mesure de celle-ci, et le compact PC(S) peut ê tre  recouvert 

par un nombre fini de boites à flot. Le même argument montre que pour tout r; > 0 , 

un courant géodésique n 'a  qu ' un nombre fini d ' atomes de mesure transverse 

^  V •

Soient donc t  C(S)xC(S) et e > 0  . On choisit également un

recouvrement de PC(S) par un nombre fini de boîtes à flot B. , suffisamment
3

petites pour que deux feuilles de B . 0 3  et B 0 3  se projettent dans S en
J k

deux arcs simples se rencontrant en au plus un point.
Quitte à remplacer S par son revêtement d 'orientation, ce qui double le 

nombre d 'intersection, on peut supposer S orientable.

Fixons deux nombres e' et e" suffisamment petits, en un sens que l 'on  

précisera plus loin ; on peut quand même annoncer que la petitesse de e ' dépen­

dra des a (B ) et a (B.) ci-dessus, tandis que celle de e" dépendra des
' J  ¿ J

mêmes plus de e ' . En subdivisant les barres  verticales du H définissant B . , 

on peut découper cette boite à flot en petites boites B^ d 'in té rieu rs  disjoints

majorée par le produit a
1

B1 a
2'

B
2 ‘

O'
1 9a

2

Soient donc a 1’ OL2‘J
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telles que :

(i) ou bien a (B < e 1 ;

(ii) ou bien la barre  horizontale X̂  du H définissant B ^ est contenue 

dans une feuille atomique de a  ̂ de mesure transverse — e' , et oî^B^-X^) < e" ,

et symétriquement pour a  ̂ .

Etant donnés deux courants géodésiques fi  ̂ et fi  ̂ , nous avons vu que la

contribution de B ^4  à i(fi^,fi) est majorée par /S ̂  (B^)/^(B^) . Pour

{fi ,̂fi  ̂ suffisamment proche de {a^a^)  , la contribution totale à i{fi ,̂fi^) des

B^ B^ avec a (B^) < e' est donc majorée par e 'D  ^  es* aussi

• Symétriquement pour les B^ avec o^B^) < e' . Par conséquent,

si e' a été choisi suffisamment petit en fonction des «.(B.) et a_.(B.) , la
, , . 1 J 2 y

contribution à i(/î ,0 ) des B^ ® B^ où B^ évite les atomes communs de 

masse ¿ e 1 de et a ^ va être  plus petite que e si {fi ,̂fi )̂ est suffisam­

ment près de (o'^jO'^) •

Il reste  à s 1 occuper des B^ dont une feuille X̂  de B^ H 3 est de 

mesure ^  e 1 à la fois pour a ̂  et . Considérons le revêtement S^ de S

dont le groupe fondamental est celui de la géodésique fermée contenant X, , et
i ~  k 

relevons-y B^ . Chaque géodésique non compacte de S^ traverse  la boite

un nombre fini de fois. Par convention, on considère que la géodésique
^  I r )  |

fermée de S^ traverse  B^ une infinité de fois. Notons la partie de B.
Iformée des arcs de B^ H 3 situés sur une géodésique (non compacte) de S^ 

traversant la boite B^ exactement p fois. Alors B^ est l'union des 

AP , p € IM , et de XR .

Nous utilisons maintenant une remarque géométrique essentielle : Si g 

et h sont deux géodésiques de 1 ' anneau hyperbolique S. traversant
I

respectivement p fois et q fois la boîte B^ , les projections sur S de 

B^ H g et B^ H h se rencontrent en au plus (p+q) points. De plus, la projection 

de B^ il g rencontre celle de X̂  en au plus un point. On en déduit que la 

contribution de B^ ® B^ à i(fi , f i )  est majorée par

E  ^ 1 (Ak} ̂ 2(Ak} + ^ 1 ( V ^ 2(Ak}/q + ^ 2(Xk} £  & 1 (Ak}/p *p,q q P

Or, p(B!) = f i ( \ J  +T/3(aP) pour tout courant géodésique fi . D'où

(i) ou bien a
1

B I
k

< e i ?

contribution de B,k
, !

(b Bk
i

e

e <r
i— .ß.2 B

j

2V

2
a

Ei
i

pAk

p+q
pq
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€ r~\
&'2
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! v
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masse e* i de a
1

'V'

p > q
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et la contribution de © B^ à i(/3.j,/32) es  ̂ ainsi au plus 

En décomposant les sommes, on obtient que

2T/3(AP)/p s  r  i ( A P ) / p + p-' -  i ( A h  
P < P0 P - P o

<

<

S  /3(a P) / p +/3 ( b ' ) / p 
P < P 0

i3(AP)/p + K/p0
P < P 0

pour tout courant géodésique $ suffisamment proche de ou pour que

tous les ¿3 (Bj) soient majorés par une certaine constante K (ne dépendant que

des a  (B.) et a  (B.)).
■ J  ̂ J

Fixons Pq de sorte que K/ p Q<e '  . Puis remarquons que toute géodésique

rencontrant la frontière de dans B.1 rencontre nécessairement ô~ B.'p k 3 k
(éventuellement plus loin). P ar le lemme 4 .3 , on en déduit que cette frontière de 

A^ est de mesure nulle pour tout courant géodésique. P ar conséquent, et puisque 

les a -|(A^) et a 2^k^ son* < e" ’ ^  existe un voisinage de et dans 
C (S) tel que, pour tout courant géodésique £ dans ce voisinage ,

5  /3(Ag)/p < p0 e" + e' < 2 e '

si l 'on  a choisi e" < e 1 /p^ dès le départ (rappelons que le choix de p^ ne 

dépendait que de K et e ' ).

Ainsi, si (/3̂  ,$2) est suffisamment proche de (a , a , la contribution 

à i(/3^ ,^2) de tous les B^ © rencontrant les atomes de mesure ^  e 1 communs 

à et «2 est au plus

6 e1 (S/3.,0^) + ^ /3 2(B^)) < 12e ' nK ,

oü n est le nombre des boites B . dont on est p a r ti . Si e ' a été choisi suffi-
3

samrnent petit au démarrage, cette contribution est ainsi < e .

En combinant les deux analyses pour les B 'k , on a ainsi construit un 

voisinage U de A , formé des B ^ © B ^ ,  dont la contribution à i(/^ ,/?2) est 

< 2 e pour 0 3 ^ ^ )  suffisamment proche de ( a ^ , «  ) . Maintenant, puisque le 

complémentaire de int (U) dans PC(S) © PC(S) est compact, il vient par conver­

gence vague que sa contribution à i ^  >$2) est e-proche de sa contribution à 

i(a .|,û !2) , et donc que i ^ , ^ )  diffère d 1 au plus 5 e (= 2e + 2e + e) de i(a.j,oi )

E’k
i

3 ß 1
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i
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q

ß2 Ak q + 3ß.2 B i

k
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si (yS ĵS )̂ est assez près de (<x ,̂a )̂ .

Ceci termine la preuve de la continuité de i , et donc de la proposition 4.5.

□
Supposons maintenant que la surface hyperbolique S soit munie d ' une 

semi-métrique par chemins m supplémentaire. Rappelons que m associe à 

chaque chemin dans S un nombre positif (éventuellement nul ou infini), que m est 

invariante par changement de paramétrage des chemins, qu 'elle est additive pour 

la juxtaposition des chemins, et qu 'elle est continue pour la topologie compacte 

ouverte. Si de plus m associe à chaque chemin non constant un réel fini et non 

nul, m est alors une métrique par chemins (voir [Gro^j) .

PROPOSITION 4.6.  Si on munit la surface hyperbolique S d ' une semi-métrique 

par chemins m , la fonction "longueur pour m " définie pour les géodésiques 

fermées (hyperboliques) s 1 étend en une fonction linéaire continue : C(S) -» ]R+ .

Démonstration. Etant donné un courant géodésique a  € C(S) , on munit P (S) de 

la mesure qui est localement le produit de la mesure transverse définie par a et 

de la métrique induite par m le long des feuilles de 3 . La longueur em(°0 de 

a est alors définie comme la masse de cette m esure.

La continuité de ainsi définie est immédiate par compacité de PC(S) . □

On remarquera que 1 ' application 6m dépend à la fois de la métrique par 

chemins m et de la structure hyperbolique sur S , contrairement à toutes les 

notions introduites jusqu 'à  présent, qui étaient indépendantes de cette métrique 

hyperbolique.

Sur la surface hyperbolique S , on a bien sûr une métrique par chemin 

privilégiée définie par la métrique hyperbolique, et donc une fonction longueur 

privilégiée e sur C(S) . Celle-ci sera  fréquemment utilisée pour normaliser 

les éléments de C(S) . En effet, on manipulera des courants géodésiques qui ne 

sont définis qu ' à homothétie p rè s , et il sera  plus commode de considérer 1 ' espace 

des courants géodésiques de longueur 1 plutôt que le projectifié PC(S) de C(S) , 

même si ces deux espaces sont canoniquement isomorphes. En particulier, on a 

la propriété suivante (valable en fait pour n'importe quelle métrique par chemins).

PROPOSITION 4.7.  Sur la surface hyperbolique S , 1 ' ensemble des courants a  

de longueur e (a) inférieure ou égale à 1 est compact.
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Démonstration. Si B est une boite à flot, soit X „ le minimum de la longueur-------------  O

des arcs de Bf !3  . Alors a(B) est majoré par e(û!)/Xg pour tout courant a .

En particulier, B étant fixée, les a(B) sont bornés quand ot décrit 11 ensemble 

des courants de longueur 1 . La compacité de cet ensemble découle alors immé­

diatement d'un résultat classique d 'analyse fonctionnelle (cf. [Bou, chap. III, 

§ 1 , n ° 9 ]  par exemple), qui est essentiellement le théorème de Tykhonof. □

§ 4 . 3 .  Laminations géodésiques m esurées.

Une lamination géodésique mesurée a  sur la surface hyperbolique S 

(de type fini, sans cusps) est un feuilletage partiel de l'enveloppe convexe C(S) 

muni d'une mesure transverse invariante. Plus précisément, c 'e s t  la donnée 

d'un fermé de C(S) appelé le support Supp (a) de a ,  qui est une union disjointe 

de géodésiques sans points doubles, et d 'une mesure définie sur tout arc k dans S 

transverse à Supp (a) , dont le support est k Pi Supp(a) et qui est 

invariante par homotopie respectant Supp (a) .

Une lamination géodésique mesurée a  définit de manière naturelle un 

courant géodésique que l 'on  notera encore a . En effet, PC(S) admet une base 

de voisinages formée de boites à flot B avec la propriété suivante : Ou bien B 

ne rencontre pas les relèvements des géodésiques de Supp (a) dans PC(S) , 

ou bien B est définie par un H dans S dont la barre  horizontale est contenue 

dans Supp (a) et dont les deux barres verticales sont transverses à Supp (a) et 

isotopes par une isotopie de S respectant Supp (a) . On définit alors a(B) 

comme étant 0 dans le premier c a s , et la mesure pour oc de 1 ' une quelconque 

des deux b a rrre s  verticales du H dans le second c a s . Ceci définit clairement 

un courant géodésique a € C(S) .

PROPOSITION 4.8.  Les laminations géodésiques mesurées sont exactement les 

courants géodésiques d 'auto-intersection nulle, c 'e s t-à -d ire  les a € C (S ) tels 

que i ( a , a) = 0 .

Démonstration. On a défini le nombre d 'intersection de deux courants géodésiques 

comme la masse d'une certaine mesure sur P (S) & P (S) - L . Or, si a  G C (S) 

provient d ' une lamination géodésique mesurée, il est immédiat que la mesure utilisée 

iin .o) esl de support vide, et donc que i ( a , a )  - 0 .

Réciproquement, soit a€ C (S ) tel que i ( a , a )  = 0 .  Alors, son support
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Supp (o¡) c IPC(S) se projette sur une union de géodésiques simples disjointes 

dans S . En effet, on verrait sinon deux arcs dans Supp (a) qui se projettent 

sur deux arcs géodésiques simples et dans S se rencontrant (transver­

salement) en un point. Rajoutant deux petites barres aux extrémités de chacun de 

ces arcs pour former un H dans S , on définit deux boites à flot et B^ 

autour des relevés de et k^ dans P(S) . Mais il est alors immédiat que la 

contribution de 4 à i(a,G:) est exactement « (B ^aiB ^) , qui est non nul 

puisque k  ̂ ët proviennent du support de a .  Comme i(a,cü) = 0 ,  cecine  

peut donc se produire et l'image A de Supp (a) dans S est donc bien du type 

annoncé.

Il reste  à mettre une mesure invariante sur tout arc k transverse à A .

On peut clairement se restreindre pour cela aux k différentiables, et on définit 

alors a(k) comme la mesure pour a de la sous-variété transverse à 3 formée 

des (x,X) où x € k  et où la direction X en x n ' est pas tangente à k . On 

vérifie aisément que ceci définit bien une lamination géodésique mesurée, dont le 

courant géodésique associé est précisément a . □

Les laminations géodésiques mesurées les plus simples sont évidemment 

les géodésiques fermées simples munies de la mesure transverse de D irac . 

Thurston a montré le résultat suivant [Thu^] [Thu^] .

PROPOSITION 4 .9 . Le sous-ensemble £(S) de C(S) formé des laminations 

géodésiques mesurées est 11 adhérence de 1 ' ensemble des combinaisons linéaires 

de géodésiques fermées simples disjointes.

Démonstration. <£(S) est fermé par continuité du nombre d ' intersection, et 

contient évidemment les homothétiques de géodésiques fermées simples.

Si a  € £(S) , on vérifie que a  admet une base de voisinage 

U(oî  ; B^, . . .  ,Bn ; e) au sens de la proposition 4.2 tels que les boites à flot 

Bm, .. . ,Bn évitent le support de a tandis que B^, . . .  ,Bm sont définis par des 

H dont la barre  horizontale est contenue dans Supp(o:) c  S tandis que les deux 

barres verticales sont transverses à Supp(a) et isotopes par une isotopie respec­

tant ce support. Si 1 ' on utilise cette base de voisinage lo rs de la preuve de la 

proposition 4 .5 , on vérifie sans peine que celle-ci fournit une approximation de a 

par une combinaison linéaire de géodésiques fermées simples disjointes, ce qui 

démontre notre proposition. (Il s 'ag it exactement de la preuve de Thurston, que 

nous avions généralisée cour la proposition 4.5.) D

sur deux arcs géodésiques simples k
1

et k
2

autour des relevés de k
1

contribution de B
1

B
2

Va

k,
L2
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En général, les homothétiques de géodésiques fermées simples ne sont 

pas denses dans <£(S) . En effet, les composantes de ôC(S) et les géodésique' 

fermées simples renversant 1 ' orientation de S sont isolées dans 11 esoace des 

géodésiques fermées simples. Par conséquent, une lamination mesurée possédant 

une feuille de ce type ne peut être approchée par un multiple de géodésique fermée 

simple. C 1 est toutefois le seul contre-exemple.

Par abus de langage, on désignera souvent dans la suite le support de 

la lamination géodésique mesurée a  par simplement a c  S .
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V. RETRECISSEMENT DES LAMINATIONS MESUREES 

On développe dans cette section un outil technique qui sera utilisé de 

manière fondamentale lors de la démonstration du théorème A. L'idée est grosso 

modo la suivante. Soit <p une application d'une surface compacte S dans une 

variété hyperbolique M, induisant une injection entre les groupes fondamentaux. 

Etant donnée une courbe simple y sur S, on peut homotoper cp de façon à 

rendre <p (y) de plus en plus courte. Si cp (y) est parabolique dans M, cette 

longueur de cp (y) 'la tc~rdre vers O. Sinon, <p(y) va tendre vers la géodésique 

fermée y * de f,;i homotope à y . Nous allons effectuer une opération analogue 

pour une lamination géodésj que mesurée a sur S l qui donnera une estimation 

uniforme pour toutps les courbes fermées dont un homothétique est proche de a 

dans l'espace C (S) des courants géodésiques. 

Pour cela, il faut définir ce qu'est la longueur €M(cp(a)) de <p(a) dans M 

quand 0: est une lamination géodésique mesurée sur S, ou plus généralement 

un courant de C (S): Sur la surface S, on considère la semi-métrique par 

chemins induite par cp et la métrique de M (la longueur d'un chemin étant définie 

comme celle de son image par cp). On définit alors €M(cp(a)) comme la longueur 

du courant géOdésique a pour cette semi-métrique par chemins, au sens de la 

proposition 4 .6 . Cette longueur est finie pour peu que cp soit relativement rai­

sonnab.1.e, par exemple lipschitzienne ainsi que ce sera en pratique toujours le 

cas. 

Habituellement, chaque surface S arri ve avec une métrique hyperbolique 

pri vilégiée pour définir C' (S), et on notera 1:: S ( a) la longueur du courant 

géodésique a pour cette métrique. 

PROPOSITION 5. 1. Soient S une surface hyperbolique de type fini sans cusps, 

cp: S ... M une application continue, de S dans une variété hYj)erbolique M 

induisant une injection entre les groupes fondamentaux, et a une lamination 

géodésique sur S . Alors, 

(i) ou bien on peut homotoper <p de sorte que €M(<p(a) soit arbitrairement 

petite, 

(ii) ou bien, pour tous € > 0 J:1 t < 1 , on peut homotoper <p de sorte gue : 

Pour toute géodésique fermée y de S avec y /eS(y) suffisamment proche de 
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a l i r,(a) dans C(S) , <p(y) est homotope à une géodésique fermée y* de M ————

qui longe <p(y) à distance < e  sur une longueur d 1 au moins te^(<p(y)) .

De plus, les deux possibilités s 1 excluent mutuellement.

Quand la lamination a est connexe, 1 ' alternative entre les conclusions 

(i) et (ii) de la proposition 5.1 revient précisément à savoir si a est réalisable 

ou non, au sens de i_ThU2 ,§8 ] .

On peut démontrer un énoncé analogue à la proposition 5.1 quand a est 

un courant géodésique quelconque. Il faut cependant modifier son cadre de la 

façon suivante : On ne considère plus seulement des applications S -» M , mais 

des applications multivoques P(S) -* M qui se factorisent par des variétés obtenues 

en découpant P(S) le long de portions de feuilles du feuilletage géodésique.

(Ces variétés fournissent des approximations des courants géodésiques analogues 

aux réseaux ferroviaires définis au § 5 .1 .) On a une notion naturelle d'homotopie 

pour de telles applications multivoques, et on démontre un énoncé similaire à 

celui de la proposition 5.1 en partant de 1 ' application P(S) -» M définie par 

composition de la projection P(S) -»S et de <p : S -» M . Après qu 'il ait 

souffert sur le cas "simple", le lecteur devrait aisément comprendre que nous 

n'ayons osé lui infliger celui-ci.

L 1 idée de base de la démonstration de la proposition 5.1 est la suivante . 

Considérons une courbe fermée dans une variété hyperbolique : Si sa variation 

angulaire totale ( i .e .  l 'in tégrale  de sa courbure) est grande, on peut la raccour­

c ir de manière significative par une homotopie ; si sa variation angulaire totale 

est petite devant sa longueur, la courbe est homotope à une géodésique fermée qui 

passe relativement près d 'e lle . Bien que cette affirmation grossière ne soit pas 

absolument vraie, car perturbée par les "raccourcis" discutés au § 5 .3 , elle 

suggère quand même assez bien la stratégie de démonstration que nous allons 

u tiliser. Utilisant des approximations par réseaux ferroviaires (cf. § 5.1), 

on va homotoper <p de sorte que <p(c.) soit un graphe dans M , et se comporte 

donc plus ou moins comme une courbe fermée. Au § 5 .2, on introduit un processus 

qui réduit la longueur de <p(a) de manière d'autant plus efficace que la variation 

angulaire totale de <p(a) (convenablement définie) est grande. Si la longueur de 

<p(ci) tend vers 0 , la conclusion (i) de la proposition 5.1 est vérifiée. Sinon, 

la variation angulaire totale de ç(a)  devient petite devant sa longueur et on montre 

au § 5.4 que, pourvu qu'on ait convenablement éliminé tout "raccourci" au § 5 .3, 

la conclusion (ii) est vérifiée.
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§ 5. 1. Réseaux ferroviaires. 

i ,es réseaux ferroviaires sont un moyen commode introduit par Thurston 

pour étudier les laminations géodésiques mesurées sur une surface hyperbolique 

S . On pourra consulter L Thu2 , §§8-9 J L Cas J lHarP J [Pap J pour plus de 

détails sur les réseaux ferroviaires. 

Un réseau ferroviaire T dans la surface S est une famille finie de 

"longs" rectangles R. dans S, feuilletés par des arcs paralleles aux "petits" 
l 

côtés, venant se recoller des deux côtés d'une famille d' arcs disjoints ainsi qu 1 il 

est illustré sur l'exemple de la figure 1 (plus une condition sur S - T énoncée 

plus loin). Ainsi, deux rectangles ne se rencontrent que le long de leurs petits 

côtés et tout petit côté est contenu dans un arc de recollement. Un rectangle est 

autorisé à se "mordre la queue", c'est-à-dire qu'un arc d'un de ses petits côtés 

peut venir se recoller sur un arc de l'autre petit côté. 

Figure 1 

Si elle ne l'est déjà, l'origine de la terminologie devrait être encore plus 

claire si l'on ajoute les quelques définitions suivantes: Les feuilles des rectangles 

sont appelées les traverses du réseau ferroviaire, et les arcs de recollement où 

se recollent plus de deux rectangles sont les aiguillages de celui-ci. Les adhéren­

ces des composantes connexes du complémentaire des aiguillages sont les branches 

du réseau ferroviaire. 

On remarquera que cette définition des réseaux ferroviaires diffère un peu 

de celle de Thurston, pour qui un réseau ferroviaire est un objet de dimension 1 . 

On passe toutefois facilement d' un cadre à l'autre, encore que les deux définitions 

ne soient pas complètement équivalentes (la nôtre contient un peu plus d'information 

au niveau des aiguiUages). 
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On impose habituellement, et nous le ferons effectivement, une condition 

supplémentaire aux réseaux ferroviaires r  , à savoir que 11 adhérence de chaque 

composante connexe de S - r  n 1 est jamais un disque avec < 2 coins sur le bord. 

Cette condition est imposée pour que r  satisfasse l'énoncé suivant, qui est une 

propriété d'unicité sur les tra je ts que peuvent suivre les tra ins .

LEMME 5 .2 . Dans un réseau ferroviaire r  sur la surface S , deux chemins 

transverses aux traverses qui sont homotopes dans S (à extrémités fixes) sont 

homotopes dans r  par une homotopie préservant les tra v e rse s .

Démonstration. Considérons la préimage r  de r  dans le revêtement universel 

S de S . En raison de la condition sur les composantes de S -  r  , un argument 

de caractéristique d 1 Euler montre que t  ne contient aucune courbe simple qui 

soit transverse aux traverses sauf peut-être en un point. De même, une courbe 

simple dans *t qui est transverse aux traverses sauf en deux points borde dans 

t  un disque feuilleté de la manière évidente. Le lemine 5.2  se déduit aisément 

de ces rem arques. □

Une lamination a est portée par le réseau ferroviaire t  quand elle est 

contenue dans son intérieur et y est transverse aux tra v e rse s . On montre 

facilement qu ' une lamination a est toujours portée par au moins un réseau 

ferroviaire : Un moyen simple consiste à construire localement un feuilletage 

transverse à u au voisinage de a , puis à remarquer que 1 ' ensemble des points 

que 1 ' on peut re lie r à a par un chemin de longueur < e dans une feuille constitue 

un réseau ferroviaire si e est assez petit et si le feuilletage est assez régulier 

(on pourra également consulter [Thu^, § 8 .9 ] ) .

Un réseau ferroviaire t '  est contenu dans r  s ' i l  est effectivement 

contenu dans t  en tant que sous-ensemble de S , et si de plus toute traverse  

de r '  est contenue dans une traverse  de r  . Il est alors clair que toute lamina- 

tion portée par t ' est également portée par r  , mais que la réciproque est en 

général fausse.

Pour démontrer la proposition 5 .1 , nous allons utiliser des applications 

<p : S ■+ M d'un type particulier sur un réseau ferroviaire t  portant a :  D'une 

part <p envoie chaque traverse  de r  sur un seul point ; d 'au tre  part <p envoie 

monotonement chaque branche e de r  sur une ligne géodésique par morceaux 

cp (e) de M , la condition de monotonie voulant dire que la restriction k -> <p(e) 

de ip à un chemin k dans e transverse aux traverses est monotone pour les
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abscisses curvilignes. On dira alors que <p est adaptée à r  . Il est immédiat 

que, pour tout réseau ferroviaire r  sur S , toute application S -*■ M est 

homotope à une application adaptée à r  .

Les applications adaptées sont particulièrement commodes en raison du 

contrôle que l'on  a ainsi sur tout le réseau ferroviaire. P ar exemple, si  ̂ est 

adaptée au réseau ferroviaire r  portant la lamination mesurée a , la longueur 

<p(a) dans M est simplement

eM(<p(a) -  J  a(e) «M(<p(e)) ,

où e décrit 11 ensemble de toutes les branches de r  et où a(e) est la mesure 

pour a de n 1 importe quelle traverse de e .

De même, quand <p est adaptée à r  , on peut facilement calculer la 

variation angulaire totale de <p(<u) pour une lamination géodésique mesurée a 

portée par t  . Faisons une petite pause pour définir cette notion.

Pour un chemin y qui est une immersion par morceaux, sa variation 

angulaire to tale, ou courbure totale, est la masse de sa mesure de courbure.

Plus précisément, c 'e s t  la somme de l'in tégrale  de sa fonction courbure (définie 

aux points au voisinage desquels y est immergée), et des angles externes des 

coins de y . A ce propos, fixons un peu les conventions : En un point x € y , 

où y admet deux vecteurs tangents v+ et v_ pour une orientation de y donnée,

11 angle externe de 7 en x est l ' angle formé par v+ et v dans M , tandis 

que son angle interne en x est 1 ' angle entre v+ et -  v . On remarquera que 

ces deux angles externe et interne sont contenus dans l 'in tervalle  [0,77 ] , que 

leur somme est égale à ff , et qu ' ils  sont indépendants de 1 ' orientation de y  

u tilisée. On évitera de confondre 1 ' angle externe £ [0, n ] de y dans M avec

1 ' angle externe orienté 6 ] -°°, 77 ] du bord d ' une surface riemannienne à bord 

anguleux, qui apparaît par exemple dans la formule de Gauss-Bonnet.

Supposons maintenant <p : S -* M suffisamment raisonnable pour qu1 elle 

envoie chaque géodésique g de S sur une courbe <p(g) immergée par morceaux 

(même si <p(g n 'e s t  pas forcément une immersion). On pourrait réclamer par 

exemple que <p soit une immersion sauf en un nombre fini de points, mais cette 

condition est évidemment trop forte pour que <p soit adaptée à un réseau ferro ­

viaire ; une condition ad hoc sera plutôt que <p soit adaptée à un réseau 

ferroviaire t  dont toutes les traverses sont géodésiques, et que <p soit une 

immersion sur S - t  sauf en un nombre fini de points. Alors, <p induit une mesure de 

courbure sur toute géodésique de S , et donc sur toute feuille du feuilletage

e

Pour un chemin y c M
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géodésique 3 de P(S) . Si <x est un courant géodésique, on définit la 

variation angulaire totale , ou la courbure totale, KM(<p(a)) de <p(c) dans M 

comme la masse de la mesure sur P(S) qui est localement le produit de a  et 

de cette mesure de courbure le long des feuilles. On vérifie immédiatement que 

cette définition coincide avec celle donnée plus haut quand e; est une géodésique 

fermée, et que l ' application qui à a€ C (S ) associe KM(<p(a)) est continue.

Quand a est une lamination géodésique mesurée portée par le réseau 

ferroviaire r  auquel est adaptée, sa courbure totale K (̂<p(oi)) peut ê tre  

calculée de manière purement combinatoire. En une traverse  s de r , définis­

sons un trajet local comme un germe d 'a rc  transverse à s , défini seulement 

modulo homotopie respectant les traverses . Ainsi, à un aiguillage, un trajet 

local revient à spécifier deux branches de r  se faisant face en se rencontrant 

effectivement à cet aiguillage ; toutes les autres traverses n ' admettent qu1 un 

seul trajet local. Pour un tel trajet local t en la traverse  s , on peut définir 

sa masse a(t) , qui est la mesure pour oc du sous-arc de s formé des points 

par où passe un arc transverse à s représentant t . De même, si <p est 

adaptée à t ,  on peut définir 1 ' angle 6(<p(t)) comme 1 ' angle externe au point 

<p(s) de la géodésique brisée <p(t) dans M . Alors,

KmMgO) = Za(t)Q(<p(t)) ,

la somme étant prise sur tous les trajets locaux dans r  . (il n ' y a bien sûr 

qu' un nombre fini de termes non nuls dans la somme).

En particulier, pour une lamination géodésique mesurée c: , la formule ci- 

dessus permet de définir la courbure totale K^(<p(a)) dès que <p est adaptée à 

un réseau ferroviaire r  portant a , sans se préoccuper davantage de propriétés 

de régularité pour <p et t  destinées à définir la courbure totale de <p(ß) pour 

un courant ß € C(S) quelconque. De tels scrupules seront en effet inutiles pendant 

un bon bout de temps.

Le lemme suivant est essentiellement un lemme de préparation avant 

d 1 appliquer à <p des modifications plus conséquentes.

LEMME 5 .3 . Sous les hypothèses de la proposition 5 .1 , supposons en outre 

la lamination a sans feuille compacte et fixons un nombre i, > 0 . Si <p : S -* M 

est adaptée à un réseau ferroviaire r  portant la lamination mesurée a , on peut 

alors homotoper <p en <p' : S -+ M adaptée à un réseau ferroviaire t ' contenu 

dans r  et portant encore a ,  tels que <p'(r') soit formée d 'a rc s  géodésiques

<p
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de M tous de longueur ^  r\ et que e (p'(a)) s  . , (̂<p(o;))

Démonstration. Pour commencer, remarquons qu 'il existe une constante rj1 

avec la propriété suivante : Pour tout arc géodésique k de S contenu dans 

l ' enveloppe convexe C(S) et de longueur -  pour la métrique hyperbolique de 

S , 11 arc géodésique de M homotope à <p(k) (à extrémités fixes) est de longueur 

 ̂ t) . Pour voir cela, considérons les revêtements universels S et M de S et
rv-/

M , et relevons cp en <p : S -* M . Puisque <p induit une injection de groupes 

fondamentaux, l'intersection de <p(S) avec chaque boule de rayon r\ de M est 

compacte. On en déduit qu'une telle constante existe localement pour tous les 

arcs k issus d'un même point x de C(S) , et donc globalement par compacité 

de C(S) .

L 'idée va donc être de construire r'  contenu dans r  et portant a . , de 

sorte que chaque branche e ' de r '  contienne une géodésique de longueur '-r / ' 

coupant transversalement chaque traverse  de e ' . Il suffira alors d ' appliquer 

la remarque ci-dessus et de raid ir chaque <p(e') par une homotopie de <p , de 

sorte que e' soit envoyée sur l 'a r c  géodésique (de longueur ^  rj ) de M homo­

tope à <p(e') à extrémités fixes. Clairement, ceci n'augmente pas la longueur de 

1 ' image de a dans M .

Il va être commode de définir la longueur d 'une branche e comme le 

minimum de la longueur des arcs dans e qui sont transverses aux traverses et 

joignent ses deux extrémités ( i .e . les deux côtés du rectangle qui sont des 

trav erses ) .

Considérons d 'abord le cas où r  n 'a  aucune branche qui se "morde la 

queue", c 'e s t-à -d ire  dont les deux extrémités se rencontrent le long d'un arc .

A partir de chaque coin rentrant de r  , menons dans r  un arc transverse aux 

traverses et ceci jusqu ' à ce que 1 ' on rencontre un aiguillage. On peut clairement 

choisir ces deux arcs disjoints de o: et deux à deux disjoints. Soit alors r un 

réseau ferroviaire portant a  obtenu en découpant r  le long de ces arcs .

Comme aucune branche de t  ne se mord la queue, chaque branche de t  est 

formée de deux rectangles obtenus en découpant longitudinalement deux branches 

distinctes de r  . En particulier, chaque branche de est de longueur deux 

fois supérieure au minimum des longueurs des branches de t  .

S 'i l  y a une branche e de t  qui se mord la queue, on va utiliser l'hypo­

thèse que a n'admet aucune feuille fermée pour se ramener au cas précédent.

En effet, celle-ci entraîne qu ' aucune demi-feuille de a ne peut re s te r

ri
j ! pour la métrique hyperbolique de

Il va être commode

r
1

est de longueur deux
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éternellement dans e . Partant de l 'un  des coins adjacents à l'intersection des 

deux extrémités de e , on peut ainsi construire un arc dans e transverse aux 

traverses , disjoint de a , et qui aboutit hors de l'in tersection des deux extré­

mités : Si a rencontre e , il suffit de longer une feuille de a ; sinon, c 'e s t  

immédiat. Si l'on découpe r  le long de cet arc et si l 'on  effectue ceci, pour 

toutes les branches se mordant la queue, le réseau ferroviaire obtenu n 'a  plus 

aucune branche se mordant la queue. On peut alors appliquer le procédé précédent 

pour obtenir encore un réseau ferroviaire portant a dont toutes les branches sont 

de longueur deux fois supérieure au minimum des longueurs des branches de r  „

En itérant le procédé, on aboutit ainsi à un réseau ferroviaire r '  contenu 

dans r  qui oorte a et dont toutes les branches sont de longueur S: r\ ' . Quitte 

à ôter de r 1 les branches ne rencontrant pas a. et à arrondir les "cicatrices*' 

ainsi créées, on peut supposer que a. passe par chaque branche de r '  . En 

particulier, chaque branche e' de r '  contient une géodésique de longueur '-—ri1 

qui rencontre transversalement chaque traverse de e ' en un point. Nous avons 

vu que ceci termine la démonstration du lemme 5.3. □

LEMME 5 .4 . Sous les hypothèses et conclusions du lemme 5 .3 , on peut en outre 

faire en sorte que
KM(cp'(-)} <  KM(<p(a)) .

Démonstration. Bien que ceci ne soit pas absolument nécessaire, il sera  commode 

de choisir le réseau ferroviaire r 1 utilisé lors de la preuve du lemme 5.3 sans

branche se mordant la queue. Nous avons vu que ceci est toujours possible.

Pour vérifier que la modification du lemme 5.4 n'augmente pas la variation 

angulaire totale, on décompose l'homotopie de <p à cp' en une succession d 'appli­

cations <p -  , . . .  ,<Pn -  <p' , où on passe de <p̂ à par une hornotopie 

raidissant l'image d 'une seule branche e  ̂ et fixant r '  -e^ . Il suffit donc de 

vérifier qu 'à  chaque étape

K (<p. AaS) < K. ,(cp.(o; )) .
M 1+1 M i  ”

Puisque et coïncident sur r '  -e^ , il suffit pour cela de montrer

que, pour tout arc k qui est un petit voisinage d'une composante de af le^ dans

une feuille de a ,  la somme des angles externes de <p. .(k) dans M est infé-
1+1

rieure ou égaie à celle de </>(k) . On remarquera que <p̂ (k -  e )̂ = p.. (k -  e )̂ 

puisque e.. ne se mord pas la queue.

Réalisons l ' hornotopie entre les géodésique brisées <p (e.) et <p. (e.) par
2 9 1 1 1+1 1

une application A: D -* M envoyant ôD“ sur «^(e^) U <p^(e^) . Ainsi qu1 il

cations <P <P{0 :• <P1 J <pi+1 par une homotopie

Puisque 1 et Ç:i+1
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commence à être  habituel, on peut choisir y hyperboliquement sirnpiiciale pour
2

une triangulation du disque D dont tous les sommets sont situés sur le bord et 

correspondent aux coins de ^(e^) et à ses extrémités (qui sont aussi celles de 

9i+1(e.)). Identifiant L avec son graphe, celui-ci hérite alors d'une métrique 

hyperbolique a bord géodésique par morceaux, induite par la métrique de M .

Soient x ^ , . . . , x  les sommets de la triangulation de A , dans cet ordre 

sur dA , de sorte que x^ et Xp correspondent aux deux extrémités de 

Notons 0  ̂ 1 ' angle externe orienté (éventuellement négatif) de A en x^ , c ' est- 

à-dire v moins l ' angle interne de ôA dans A en ce point ; soit également
1 i*4-10^ 11 angle externe (non orienté) de <p̂ (k) en A(x^) dans M , et soient 0̂

et 6i+  ̂ les angles externes dans M de <p. _(k) en A(x„) et A(x ) . Alors, 
p î+l 1 p

6' + 0. + ... + 0 =£ 2rr ,
1 2  p

V k /  1,p , 6  ̂ ^  0k ,

(» - e|) < ( u  -  ej+1) + (» -  

(u -  e *) <  (it -  e * +1) + (» -  6p) .

En effet, la première inégalité provient de la formule de Gauss-Bonnet 

(la différence des deux termes étant 1 ' aire de A ). Les autres inégalités s ' obtien­

nent en considérant la façon dont se combinent dans M les divers secteurs angu-

il peut pour cela être utile de trace r une sphère dans 

l ' espace tangent à M en ^(x^) > de sorte que les divers angles s'expriment 

comme des longueurs de chemins tracés sur cette sphère.

En combinant ces inégalités, on obtient :

e;+1 + ei+1 S  e; + e‘ + ... + e1 .
1 p 1 2  p

Autrement dit, la somme des angles externes dans M de <p̂+^(k) est bien infé­

rieure ou égale à celle de <f̂ (k) . Ceci termine la démonstration du lemme 5.4.  □

§ 5.2.  Rétrécissement par courbure.

Une courbe qui a des coins importants peut être  rétrécie par une homotopie. 

On va appliquer cette idée aux images de lamination mesurées par des applications 

adaptées. Le point de départ est la remarque suivante.

p
9 .ei'

6 1) 9

la ires autour des A xk y
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LEMME 5 .5 . Etant donné r/ > 0 , il existe une constante c(>/ ) avec la propriété 

suivante : Pour tout chemin k dans une variété hyperbolique M , formé de deux 

arcs géodésiques dont la longueur est comprise entre r/ et r\/2 , l 'a r c  géodésique 

k' de M hornotope à k (à extrémités fixes) est de longueur majorée par

«M(k) -  c(r,)02 , 

où t>‘ est 11 angle externe de k en son unique coin.

Démonstration. Si 8 , , e et désignent respectivement les longueurs de 

k , k 1 et des deux arcs géodésiques de k , on a la formule de trigonométrie 

hyperbolique plane suivante (cf. [Bea, §7.12]) :

ch € 1 = ch €  ̂ ch + s h e  ̂ sh co s  ®

= ch fi -  sh 2 ̂  sh 6 ̂  ( 1 -  cos 6 ) .

Quand 0 tend vers 0 , la différence (ch £ -  ch S ' ) est donc de 11 ordre
2de 0 puisque e et fi 9 sont compris entre y et 77/2 . D1 autre p a r t , 

ch fi -  ch € ' = 2 sh  ̂  ̂ sh ^ 2

2
est également de l 'o rd re  de e -  e' . Le rapport (i - 4 ') / 0  reste  donc borné 

quand 0 tend vers 0 . D ' où le lemme. □

Quand on est dans la situation fournie par le lemme 5 .3 , on va utiliser 

l'estimation du lemme 5.5 pour obtenir une diminution significative de la longueur 

ê^(<p(û:)) en fonction de la variation quadratique angulaire Q ^i^i^)) de <p(a) dans 

M . Celle-ci est définie de la manière suivante. Rappelons qu'au § 5.1 nous avons 

vu que la  variation angulaire totale K^(<p(a)) était 

KM(<p(a)) = S a(t) 0(<p(t))

où t décrit 1 ' ensemble des tra je ts locaux de r  , où a(t) est la masse de t pour 

a et où 9 (<p (t)) est 1 ' angle externe de <p (t) dans M . On définit de même

QM(<p(a)) -  S a(t) 6(<p(t))2 .

Ainsi, quand a est une courbe fermée, Q (^(a)) est exactement la somme des 

ca rrés  des angles externes aux coins de la géodésique brisée <p(a) de M .

LEMME 5 .6 . Sous les hypothèses de la proposition 5 .1 , supposons <p adaptée 

à un réseau ferroviaire r  portant a  , et telle que < p ( t )  soit formée d 'a rc s  

géodésiques tous de longueur rj . On peut alors homotoper <p en_ <p' , adaptée 

à un réseau ferroviaire r '  contenu dans r  et portant a , telle que

-  eM(P(a)) -  c 0?) Q ^ i a ) )

et KM(<p'(o0) < KM(<p(oO) ,

Démonstration. Si e , e' ) e.
1

et e
2

e
2

e,
2

g -  e*

e.
M' <Pi> oc



-  157 -

où la constante c(r/) est celle du letnme 5.5 et où Q^(cp(û')) est la variation 

quadratique angulaire de < p { a )  dans M .

Démonstration. Puisque chaque branche e de t  est envoyée par (p sur une

ligne brisée formée d 'a rc s  géodésiques de longueur ^ r/ , on peut découper e

le long de traverses en des rectangles R tels que <p(R) soit un arc gëodésique

de longueur comprise entre r/ et 2>j . Pour chacun de ces rectangles R , soi!

sD la traverse  médiane qui est envoyée sur le milieu de l 'a r c  <p(R) .K

Le réseau ferroviaire t '  est défini de la façon suivante. Partant de chaque 

coin de t  , on trace un arc transverse aux traverses disjoint de a , et ceci 

jusqu 'à  la première traverse médiane sr, rencontrée. On choisit ces arcs deux 

à deux disjoints, et on obtient r ! en découpant r  le long de ces a rcs . P ar 

construction, chaque aiguillage de r '  est contenu dans une traverse  médiane s. 

et les s„  découpent r 1 en rectangles R' avec <p(R') formé de deux arcsrv
géodésiques de longueur comprise entre fj et /;/2 .

Choisissons maintenant <£>' : S + M adaptée à t ' et hoinotope à cp , telle 

que <p' envoie chacun des rectangles R ' découpés par les s^  dans r '  sur 

1 ' arc géodésique de M hoinotope à 1 ' arc <p (R ' ) . Il vient immédiatement du

lernme 5.5 que

«M(<P'(«)) ^  eM((p(o:)) -  c(r?) QM(<p(a)) .

D 'autre  part, si le réseau ferroviaire r  de départ n 'avait aucune branche 

se mordant la queue, ce que l'on  peut toujours supposer, on vérifie que 

k m(<P'(ûO) ^  KM(<p(a)) 

de la même façon que pour le lemme 5 .4 . C

§ 5 .3 .  P rise  de raccourc is .

Toujours dans le cadre de la proposition 5.1, supposons (p : S -* M adaptée 

à un réseau ferroviaire t  , Etant donnés deux nombres e et rj avec 0  < e < r/ , 

un (e ,rj) - raccourci pour <p\r  est la donnée d 1 un arc k contenu dans t  trans­

versalement aux traverses , tel que <p(k) est de longueur =2 r/ dans M tandis que

1 ' arc géodésique k ' de M homotope à <p (k) est de longueur S e . (Au sens méta- 

mathématique du terme, ce serait plutôt k ' le raccourci, mais puisqu'il est entiè­

rement déterminé par k . . .  .)
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Les (e ,r/)-raccourcis vont venir perturber certaines estimations que nous 

effectuerons au paragraphe suivant. On aimerait par conséquent se débarrasser

d ;; eu x .

LËMME 5 .7 . Pour e suffisamment petit devant q , on a la propriété suivante : 

Soit <p : S -♦ M adaptée au réseau ferroviaire r  portant la lamination a sans 

feuille compacte, telle que 11 application : tr^(S) -+ induite est injective.

A lors, r  contient un réseau ferroviaire r '  portant a et on peut homotoper <p 

en (p' adaptée à r '  , de sorte que ¡p' | r '  n 1 admette aucun (e ,77)-raccourci et que

et Ku (ç'(a)) < KM(<p(a)) .

(Le résultat est encore vrai si a a des feuilles compactes, et se déduit en fait 

aisément de ce cas particulier, mais nous n ’en aurons pas besoin.)

Démonstration. Fixons deux nombres e 1 et rj' avec 0 < e 1 < 77' , que 11 on 

précisera plus loin en même temps que l 'on  indiquera exactement ce que veut dire

1 ' hypothèse que e est suffisamment petit devant r) .

L 'idée de la démonstration va consister, quitte à modifier r  , à trouver pour

<p\t une famille finie k , . . .  ,k de (e' ,rj')-raccourcis ne traversant aucunl n
aiguillage, et qui est maximale en ce sens que toute traverse  contenant l'extrém ité 

d 'un autre (e' ,rj' )-raccourci rencontre nécessairement l ' un des le . On modifiera 

<p en remplaçant chaque <p(k̂ ) par l 'a r c  géodésique de M qui lui est homotope.

Si e 1 et //' ont été convenablement choisis en fonction de e et 77 , on montrera 

alors qu 'il n 'y  a plus de (e ,77)-raccourcis.

Pour commencer, montrons d 'abord qu 'il existe une borne au nombre de 

passages que peut effectuer un (e ' , ,7' )-racc:ourci de (p | r  à travers les branches 

de r  . En effet, étant données deux branches e et e de r  , il n 'y  a qu'un
I ¿à

nombre fini de classes d'homotopie de chemins de longueur joignant <p(e )̂

à (p(e )̂ dans M . Comme : r/^(s) ff (̂M) est injective, il n 'y  a donc qu'un 

nombre fini de classes d'homotopie de chemins joignant e à e dans S qui
I ¿à

soient réalisées par des ( e ' , r/')—raccourcis. P ar le lemme 5.2 , il y a donc bien 

une borne au nombre (avec multiplicités) de branches traversées par un (e' ,7/ ') -  

raccourci.

En particulier, la longueur dans M de l'image par <p d 'un (e1,77' ) — 

raccourci de <p|r est majorée par une certaine constante A . P ar 11 argument

<p.* ir
1

S rt
1

M induite est injective.

e i joignant <Pke .r
<p,*

e,M' <p a. < g
'MSPa



-  159 -

utilisé pour le leimne 5.3 et puisqu'on a supposé la larnination a sans feuille 

compacte, celle-ci est portée par un réseau ferroviaire r ^ c  t  dont toutes les 

branches ont une image dans M de longueur > 2A . Ainsi, un (e 1,i /1 )-raccourci 

de ne coupe une arête de qu'en au plus un point, et rencontre au plus

un aiguillage.

Il sera commode d 'u tilise r la notation suivante : Si X est un sous-ensemble 

de 7q , alors Rq(X) est 11 union des traverses de rencontrant X .

Considérons d'abord les (e' ,r/')-raccourcis de f|Tq qui ne traversent 

aucun aiguillage. Sélectionnons une famille finie {k^, . . .  ,k } de raccourcis 

comme cela telle que les rectangles Rq(^) soient d 'in térieurs disjoints, et que 

l'union des Rq(^) soit maximale parmi les familles de ce type. L 'existence 

d 'une telle famille maximale est immédiate, de même que le fait que tout autre 

(e' ,r/')-raccourci k ne traversant pas d'aiguillage a nécessairement au moins

une extrémité dans l 'in té rieu r des R~(k.) .0 r

Ensuite, on s ' in téresse à 11 union des R^(k) où k est un (e1 ,??')— 

raccourci tel que ôk évite l 'in té rieu r des Rq(^) (ce qui entraîne que k traverse 

un aiguillage). On remarquera que ne peut contenir une branche entière de 

Tq , puisque les images de celles-ci par <p sont de longueur > 2A . P ar contre,

U0 peut trè s  bien contenir certains des k̂  . Pour chaque coin de contenu

dans Uq , joignons ce coin à l'une des traverses de ôUq par un chemin dans Uq 

disjoint de a et transverse aux traverses ; et choisissons ces chemins deux à 

deux disjoints. Soit alors t '  un réseau ferroviaire obtenu en découpant t  le 

long de ces chemins.

Notons R'(X) 1 ' union des traverses de r '  qui rencontrent 1 ' ensemble X , 

et soit U' la partie de r 1 correspondant à Uq . P ar construction, l 'in té rieu r 

de U' ne contient aucun aiguillage de r ' .

Réindicions les k̂  de sorte que ceux qui sont contenus dans Uq soient 

exactement ceux qui correspondent aux indices i < m . Alors les k . avec 

m ^ j  < p  sont également des (e1 ,rj')-raccourcis pour <p \t ' un complète ceux-ci 

par une famille (k , . . .  ,k } de (e1 ,r/')-raccourcis pour <p| r 1 qui sont contenus
p-f I H

dans U 1 et tels que :

(i) les R'(kj) pour j > p  (et donc pour j > m) sont d 'in térieurs disjoints ;

(ii) pour tout i < m , chaque composante de Rq^ )  ^  U 1 est contenue dans 

un R ' (kj) avec j > p ;

(iii) l'union des R' ( k)  est maximale parmi les familles {k k } avec
j p-f 1 n

les propriétés ci-dessus »

de SPI''V~
a

0
7
0 qu'en au plus un point, et rencontre au plus

T
O rencontrant X .

Ensuite, on s 'in té re sse  à l'union U,0

un aiguillage). On remarquera que U
0

T0 contenu

T
O le

Il sera
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Nous affirmons que la famille {k , . . .  ,k  ,k , *.. ,k } de (e1m p p+1 n
raccourcis de <p|t' a la propriété suivante : Tout autre (e1 ,r*’)-raccourci k de 

<p| r ! 3 au moins ure extrémité dans l'in térieur de l'un des R'(k^) avec m r' I n . 

Enei.ei . un tel k est également un (e1,¡r/1 )-raccourci de <plr Q • Si ôk évite

I ' ii ' ' leur des R'ikj) R q ^ )  avec m < i < p , c ' est que, ou bien c)k rencontre 

l 'ir  Leur d'un Rq(^) avec i< m  , ou bien k traverse un aiguillage de et 

est par conséquent contenu dans U^Or '  =U'  . Dans le premier cas, ôk rencontre 

l ’intérieur d'un R'(k^) avec j > p  par la condition (ii) ; et la même propriété

est satisfaite dans la deuxième hypothèse par la condition de maximalité (iii) .

Maintenant que l'on a défini r '  et ces k , . . .  ,kn , on homotope <p en <p' 

adaptée à r '  qui envoie chaque R!(kp avec i^ r a  sur 1 ' arc géodésique de M 

homotope à <p (k̂ ) , et qui coihcide avec <p sur le reste de t  1 . ( Ceci n 1 est 

évidemment possible que parce que les k̂  évitent les aiguillages de r ' ) .  Claire­

ment , le passage de <p a <p' r 1 augmente pas la longueur de l'image de a  dans 

M , ni sa variation angulaire totale par l'argument du lemme 5 .4 .

Il est grand temps de préciser comment on a choisi e ’ et ??' au départ si

I I on veut montrer que <p' ¡r" n 'a  pas de (e ,??)-raccourcis. Le nombre ;/>  0 

étant fixé» on choisit e' et r?' de sorte que 0 < e 1 < ?/' < r\ -  2e' . On réclame 

alors dans les hypothèses du lemme que e > 0 soit suffisamment petit pour satis­

faire la propriété suivante : Pour tous arcs géodésiques k  ̂ et k? de longueur 

aie* dans M avec d(k  ̂,k^) ^  e , alors d(ôk^, ôk^) < e ' (où d(X, Y) est le 

minimum des distances de x i /  pour x € X et y 6 Y) . En effet, une telle 

propriété est vérifiée pour e = 0 par inégalité triangulaire, et donc pour e >0 

suffisamment petit par continuité (on pourrait évidemment donner des estimations 

explicites).

Dans ces conditions, <p' ¡r* n'admet aucun (e ,77)-raccourci. En effet, 

en appliquant l'hypothèse sur e: aux arcs <p‘(k̂ ) , on pourrait sinon tronquer 

ou rallonger k près de ses extrémités de façon à construire un arc k 1 c  r" qui 

soit transverse aux traverses, d sextrémités hors des intérieurs des R ’(k̂ ) , tel 

que la longueur de <p(k' ) dans iVi soit r, -  2e1 > 77“ et que celle de 11 arc 

géodésique de M homotope à <p(k‘) soit < e® . Mais alors k 1 serait un (e* ,17')- 

raccourci de <p' | r '  d'un type exclu par la définition des k. . □

COMPLEMENT 5 ,8. Peins les conditions du lemme 5 .7 , supposons en outre que 

<p(T) est fo rmée d 'arcs géodésiques de M de longueur ^ 7] „ On peut alors faire 

en sorte dans la conclusion qu'i l  existe une portion A de r" , union de tra v e rse s t

e i n

l ' i l  1 ' ieur des

r
O

et11 if Leur d 1 un

Pii ' ' Leur (les
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telle que <p'(X) soit formée d 'a rc s  géodésiques de longueur , que

eM(<p'(a-x)) < 5 Ly<p(a)) -  eM(<p>ia))] ,

et: cjue, pour tout arc k transverse aux traverses dans t ! dont les extrémités 

sont dans X mais qui rencontre r 1 -  X , l 'a r c  géodésique de M homotope à 

<p'(k) soit de longueur > e .

(Le 5 de l'inégalité n 'a  pas de signification précise. On pourrait par exemple 

le remplacer par n'importe quelle constante > 4  .)

Démonstration. Dans la preuve ci-dessus du iemine 5 .7 , décomposons Tq en 

rectangles R tels que chaque <p(R) soit un arc géodésique de longueur comprise 

entre 77 et 2t] . On modifie alors légèrement la construction de r '  en ouvrant 

les coins de S -  au-delà de <5Û  jusqu 'à  ce que l'on  rencontre ou bien un 

Rq(^) avec m s; i < p , ou bien une traverse  séparant deux tels rectangles R .

On définit <p' comme précédemment.

Considérons l ’un des rectangles R de ci-dessus. Si R ne rencontre 

pas l 'in té rieu r de l 'un  des k̂  avec m < i s  p , sa trace R f l r 1 est formée de 

rectangles de r 1 , se rencontrant en au plus un coin. Si R rencontre l 'in té rieu r 

de l 'un  des k. avec m< i S  p , remarquons que R f l r 1 reste  connexe.

On prend pour X l ’union des composantes des R H r 1 qui ne rencontrent

1 ' in térieur d ' aucun k. avec m < j < p . P ar construction, <p'(X) = <p(X) et est
J

formée d 'a rc s  géodésiques de longueur =2rj . De plus, si désigne la mesure

pour a de n'importe quelle traverse  de r '  rencontrant l 'in té rieu r de k. ;
n 1

e (p '(û -X )) < (4îî 4 e') .r a. .
M 1 = m 1

En effet, e' majore la longueur de <p'(k )̂ et la contribution d 1 une composante 

de HO r» dont 1 ' intérieur rencontre ôk̂  est majorée par 2 tjgl .

P ar a illeu rs, n

eM(p (« ) )  -  €m (cPs( g:)) Sî Z  a .

Comme e 1 et //f sont soumis à la seule condition que 0 < e 8 < 771 < 17 -  2e* , 

on peut les choisir de sorte que (4/7 + e ')/(r?1 -  e 1 ) soit < 5 , ce qui démontre

13 inégalité annoncée.

La dernière propriété provient immédiatement de la construction des k̂  . □

'7 ,

les coins de S - r
0

T
O ci-dessus. Si R ne rencontre

a i désigne la mesure

hi* e 1
n

i = m
CM.i
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§ 5 .4 . Démonstration de la proposition 5 .1 .

Rappelons que l 'o n  a une surface hyperbolique S de type fini, une appli­

cation (p : S -+ M de S dans une variété  hyperbolique M induisant une injection 

entre  les groupes fondamentaux, et une lamination géodésique mesurée a su r S . 

Essentiellem ent, on va alternativement appliquer les p rocessus de rétrécissem ent 

par courbure et par ra c c o u rc is . A lors, ou bien la longueur de <p(cx) deviendra 

arbitrairem ent petite, ou bien on aboutira à une situation où "<p{a) n 'e s t  pas loin 

d 1 ê tre  formée de géodésiques" et où la  conclusion (ii) de la  proposition est 

v é rif iée .

On va u tilise r alternativement les p rocessus de rétrécissem ent par courbure 

et par raccourcis pour constru ire  une suite d 1 applications <p̂  : S -+ M , homo- 

topes à 9  et adaptées à des réseaux fe rro v ia ires  portant a , te lles que la

suite € Up (a)) soit décro issan te.
M n ' '

Pour cela , on part de <p et d 1 un réseau  ferrov ia ire  r  portant a .  Les 

feuilles compactes de oc sont nécessairem ent iso lées ; en effet, une géodésique 

simple qui passe  p rès  d ’une géodésique fermée simple sans la  rencon trer vient 

nécessairem ent sp ira le r  autour de ce lle -c i, ce qui est incompatible avec l 'ex is ten ce  

d 1 une mesure tran sv erse  invarian te . P a r  conséquent, quitte à découper r ,  on 

peut supposer que chaque feuille compacte de a est contenue dans une composante
C

de r  qui en est un simple voisinage c o llie r . Soit r  11 union de ces c o ll ie r s .

composantes de chacun des ré se a -i ie rrov ia ii ^s t . On peut donc dès maintenant

p réc ise r l 'a l lu re  des restric tions puisque <f>n e st adaptée à

suffire de p ré c ise r  les images des feuilles compactes y de a  : Si <p (y) est
-¥r

loxodromique, <p̂  envoie y su r la  géodésique fermée y de M correspondante. 

Sinon, <p(y) est parabolique et on réclame simplement que la  longueur et la  varia ­

tion angulaire de ç^iy) décroissent avec n et tendent vers 0 ; par exemple, il

/ \ COn peut déjà annoncer que les composantes de r  seront également des

Fixons un nombre eo > 0 * P uis, considérons le s  feuilles compactes y de 

a te lles que <p(y) soit loxodromique, et fixons un nombre r] > eQ qui soit s tr ic ­

tement supérieur aux longueurs des géodésiques fermées de M homotopes à ces

<p(y) .

suffit pour cela de prendre <P (y) géodésique par morceaux avec un seul coin, et

de faire  avancer celu i-ci en direction du cusp correspondant quand n tend v e rs

1! in fin i.

i c (û t  : n ' ’ Tn , il  va
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P o u r com m encer, so it -  r  , e t hom otopons <p en <p̂  adap tée  à r  ,

e t te l le  que s a  r e s tr ic t io n  <p̂  | r c e s t du type im posé c i - d e s s u s . On défin it en su ite

r  e t (p p a r  r é c u r r e n c e . S upposons donc e t <pn d é jà  c o n s tru i ts .  On définil

Tn+1 e t <Pn+ -j en deux é ta p e s .

D ans un p re m ie r  tem ps, on applique le  lemme 5 .3  à  (p e t au ré s e a u
C c

fe r ro v ia ir e  r n ~ T où , ra p p e lo n s - le , r  e s t  form ée d es  com posantes c o l l ie r s

de r
n au to u r d e s  fe u ille s  com pactes de a  . C eci fou rn it un ré s e a u  fe r ro v ia ir e

t.' contenu dans r n et portant c. , et <p ̂  adaotée a et homotope à <p , te ls

que (p 'ÎT 1 -  t C) soit fermée d 'a rc s  géoaésiques de longueur ^  ?] et que
I I C I c 

<p t -  r  . 
n n 1

L a aeuxiem e é tap e  dépend de la  p a r i té  de n . S i n e s t  p a i r ,  on applique le

lemme 5 .6  de ré tré c is s e m e n t p a r  c o u rb u re  à Qn e t r'n -  pou r d é ñ n ir  ^ +1 et

Tn+1 (san s  p ré ju d ic e  des  cond itions im posées à <Pn+  ̂ \ t c )• S i n e s t  im p a ir , on 

u tilis e  au c o n tra ire  le  lemme 5 .7  de ré tré c is s e m e n t p a r  (e ^ ,r / ) - ra c c o u rc is  e t son 

complément 5 .8 .

A yant a in s i défin i le s  e t > rem arq u o n s que p a r  le s  lem m es 5 .4 ,  5 .6

e t 5 .7 ,  a in s i que p a r  co n s tru c tio n  de «p | t , le s  su ite s

son t d é c ro is s a n te s .  En p a r t ic u l ie r ,  e l le s  son t donc co n v e rg en te s .

AFFIRMATION 5 .9 .  L a  su ite  K (<pn (a)) tend v e r s  0 .

D ém o n stra tio n . En ra iso n  d es  cond itions im posées aux £n lrC > on peut se  lim ite r  

au c a s  où oc e s t  sa n s  feu ille  com oacte .

8 I
S o ien t e t *p  ̂ le s  ré s e a u  fe r ro v ia ir e  e t app lica tion  d éfin is  lo r s  de

la  p re m iè re  é tap e  de la  co n s tru c tio n  de r 2m+-| e t ^2m+1 ^ Pa r t i r  de Toœ e*

^2m ’ ^ aPPe ôns ^ ue ^2m^r 2m  ̂ e s t form ée d 1 a r c s  g éodésiques de M de longueur

- V  •

D * a u tre  p a r t , rap p e lo n s  que

K (<p8 (ex)) =
M 2m r  a(t) 6 fe* ra(t))

et QM('p2m(a)) = f  “ (t) 9(<P2m(t))2 ’
G

où t d é c r it  11 ensem ble d es t r a je t s  locaux de , a (t) e s t  la  m asse de t

C (tp (a)) et K..(«p (a)) 
M Mr ”  M nv "

(«))m2,(<KM
an g u la ire  Q,

D 'a p r è s  le  lemme 5 .6 ,  eM^ 2 m + / a ^ “  €M ^2m^a ^  “ C^ QM ^ 2 m ^  ’

Comme la  su ite  ^ ( ¥ )n(0i)) co n v erg e , on en déduit que la  v a ria tio n  q u ad ra tique

tend  v e rs  0 quand m tend  v e rs  l 'in f in i .
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K. ,(<P̂  M )  < K. (<p ,(a)) < Kw(«p' (a)) ^  KX(1(<p̂  (a))
M 2m+2 M ^2m+1 M ^ 2m M 2m

par les  lerntnes 5 .4 , 5 .6  et 5 .7 , on en déduit que K ^ i^ a ) )  tend vers 0 .

Avant d 1 achever la  preuve de la proposition 5.1 et pour référence 

u lté rieu re , citons les deux énoncés faciles suivants.

LEMME 5 .10 . Etant donnés (ù et e > 0 , il existe une constante cA ç  , e) -----------------  ’ n — ’ --------------------------------  1 n ’
te lle  que, pour tout arc  géodésique k dans 11 enveloppe convexe C(S) tel que 11 arc

géodésique de M homotope à <Pn(k) soit de longueur < e , la  longueur de

ç  (k) dans M est ^  c_(<p ,e )  .^n ------  ----- 1 VYn ’ ’

Dém onstration. Puisque <pn induit une injection en tre  les groupes fondamentaux, 

le relevement aux revetem ents universels <pn : S -> M est p ro p re . En p a rtic u lie r , 

la  préimage par cpn d 1 une boule de rayon e dans M est compacte. Une telle  

constante existe donc localement pour les a rc s  k issu s d ’ un même point 

x è C(S) , et donc globalement par compacité de C(S) . □

où A est l ’ensemble des tra je ts  locaux t te ls  que 0 <  6 (<p (t)) ^  6q et où B 

est 11 ensemble des t avec 6 (^ ^ ( t) )  > •

P a r a illeu rs , puisque ^ m ^ m ^  e s* f°rmée d ’a rc s  géodésiques de longueur

— V/ , chaque tra je t local t avec ©((p^it)) > 0 ( i .e .  correspondant à un coin)

t| A “ ( t ) S  V ^ 2m (c))/Tî -  \ S (a))/ri

et par conséquent

K.,(<p' (a))
M 2m

Pour n suffisamment grand, tt Q ^ ^ n / 01 o "  e/"2 et donc 
A insi, on a montré que la  suite

□

contribue pour au moins r; a(t) à la  longueur de <p2m(a ) ’ Pa r ti-Culie r >

(t) dans M . En particu lie r,

si 111 on fixe un nombre 6 > 0 ,

K -  60 ^  +Tl ^  
2lD °  t 6 A t€ B

- 80 t€-A G(‘> - ^ 2 , > » » /60 '

-  e0 eM <V a)>/’) + 2” Qm^ (o))/80 ■

Pour tout e > 0  , fixons ©„ tel que 6 t(< p  (a ))/ti < e/2  .

«
2mpour a ,  et (t)) est 1 ' angle externe dee

2m'<P <P-

tend vers 0 . Comme

KM1
!
2

i
rn(a)) < e .

K
M 2m(a))
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A ce poin t-ci, on aura besoin de p a rle r  de la courbure totale KM(<pn(,3)) de 

V>nG3) pour un courant /3 € C(S) , ce qui nécessitera  quelques propriétés de régu­

la r ité s  pour (pn et (voir § 5 .1 ). P a r  exemple, on pourra  demander que toutes 

les  trav e rse s  de soient géodésiques, et que <pn soit une immersion su r 

S -  r n sauf en un nombre fini de points : Puisque t n est porté par Tg , le 

prem ier point se ra  immédiatement réa lisé  si le réseau  fe rrov ia ire  Tg de départ 

avait ses trav e rse s  géodésiques, ce que l 'o n  peut toujours supposer ; comme 

les seules conditions requ ises ju sq u 'à  présent pour <pn portaient uniquement 

su r sa  res tric tio n  à t  ̂ , on peut évidemment supposer qu ' elle satisfait la condi­

tion req u ise . A lo rs , la  courbure totale KM(^n(£)) est définie pour tout courant 

géodésique ¡3 , et dépend continûment de ¿3 € C(S) .

LEMME 5 .11 . Etant donnés g ^  0 et Tj 0 , il existe une constante c~(s ,^7)-  ¿
avec la p ropriété  suivante : Dans le  plan hyperbolique 1H , considérons un 

quadrilatère de sommets z^ , x , z2 , x ' où les angles externes orien tés sont 

respectivem ent rr/2 , 8 , ïï/2 , 6' , et tel que les distances d (x ',z^ ) et_ 

d (x ',z 2) sont £= e , tandis que d(x,z^) et d (x ,z2) sont S 77 . A lo rs , 

d(x,z.j) et d (x ,z2) sont < c2(e ,n)B .

Démonstration. Il suffit de voir que les rapports d (x ,z^)/6 et û(x,z^)/6  

res ten t bornés quand 6 tend v ers  0 . Soient 6  ̂ et ©2 ê s angles in ternes 

en tre  l 'a r c  xx' e t, respectivem ent, x 'z^  et x 'z ^  • A lors, par Gauss Bonnet;

e1 + e
2

<

tandis que par trigonom étrie hyperbolique élém entaire (voir par exemple 

[Bea, §7.11 j)

th d(x,z.j) = sh d (x 'jZ ^  tg 61

th d (x ,z2) -  sh d(x' ,z 2) tg , 

d 'où  le  résu lta t suit immédiatement. □

AFFIRMATION 5 .12 . Si la  limite de la  suite €
M(<PM(a)) est non nu lle , la  conclu­

sion (ii) de la proposition est vérifiée : Etant donnés e > 0 et t < 1 , a lo rs , 

pour tout m suffisamment grand et toute géodésique fermée y de S avec 

yA g(y) suffisamment proche (en fonction de m) de a / l^ ia )  dans C(S) , la 

courbe <p(y) est homotope à une géodésique fermée y* de  ̂ M qui longe

à distance < e su r une longueur d ' au moins te
'mwp (y)) •2m

Dém onstration. Fixons donc e > 0  et t <1  . Sans perte  de généralité, on peut

supposer e in férieu r ou égal au nombre 6:0 utilisé  lo rs  de la construction des <Pn*

<P’2!m(y)

e 9
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Avec les notations et définitions de la section IV , recouvrons PC(S) par

un nombre fini de boites à flot B , . . . .  ,Br  de P(S) telles que tout arc de

B  ̂H d- se projette sur un arc transverse aux traverses contenu dans X2m

si 1 < i < p , sur un arc transverse aux traverses contenu dans r_ -  X_ si  ̂ ’ 2m 2m
p < i  ^  q , ou sur un arc disjoint de a  si q < i < r  . P ar redécoupage comme au 

début de la preuve de la proposition 4 .4 , on peut de plus supposer les B.. d 'in té ­

rieu rs d isjo in ts.

On rem arquera que les boîtes B̂  avec i < p sont exactement celles sur 

lesquelles on a le meilleur contrôle, d 'ap rès  toutes nos constructions.

Dans un premier temps, limitons-nous aux géodésiques fermées y de S 

telles que <p(y) soit loxodromique, et par conséquent homotope à une géodésique 

fermée y de M . Soit y2m la courbe dans M obtenue à p artir de (p^iy) en 

remplaçant l'im age de chaque composante de y.fïB. avec i > p  par 1 ' arc géodé- 

sique de M qui lui est homotope. On réalise alors 1 ' homotopie entre y et la
r r 1géodésique par morceaux y2m par une application A : S x [ 0 , l ]  -+ M qui est 

hyperboliquement simpliciale pour une triangulation en tambour de 1 ' anneau 
-|

S x [0 ,1 ] dont les sommets sont sur le bord ôA , comme à la preuve du 

lemme 2 .1 . Identifiant comme d'habitude A avec son graphe, la métrique de M 

induit sur A une métrique hyperbolique à bord géodésique par morceaux ; chacune 

des deux composantes de aA est naturellement identifiée avec y„ ou y* .
¿màWX

Dans y2m , considérons 1 ' image par <p2m des y Pi B  ̂ avec 1 < i < p .

P ar construction, celle-ci est formée d 'a rc s  géodésiques de longueur > q 

(que ce soit dans M ou dans A). Notons y2m son complémentaire dans y2m 

(c ' est-à -d ire  que y2m est essentiellement la partie où y2m diffère de <p 2m(y)).

P ar tout point z € y2m -  y2m qui n 'e s t  pas un coin, menons dans A un 

arc géodésique A orthogonal au bord et de longeur e/2  (si possible).Zj

Si Az Pi Az , /  0 mais z /  z ' , on peut joindre z à z ' par un arc k 

dans y2m qui est homotope à extrémités fixes à un arc de longueur ^  e dans A ,

Puisque T^m et <p2m sont construits par application du rétrécissem ent

par (e0 ’^ -racco u rc is  à <P2m_1 et ^ m - l  “ T ’ soit X2m C T2m 1,unionde
la partie X de -  t c fournie par le complément 5.8 et des composantes de

r  qui sont des colliers autour de feuilles compactes de a dont 1 ' image par <p est

loxodromique. A insi, et puisque les géodésiques fermées constituant

(p (Tc n X ) sont toutes de longueur ^  r/ , ^2m ^ ?   ̂ est formé d 'a rc s

géodésiques de M de longueur ^  rj .
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et donc dans M . Par le lernrne 5.10, la longueur de k dans S est majorée par

une certaine constante c.(<p_ , e) .
1 2m 7

Si k est contenu dans 1 ' adhérence de y„ -  y^ , il est nécessairement2m 72m ’
de longueur < 77 car il fournirait sinon un (eq,//)- raccourci pour T̂2m ’ 

ce qui est exclu. Il contient donc au plus un coin de -  y^m . P ar Gauss- 

Bonnet, k possède donc exactement un coin d'angle externe orienté 6̂  > 0 dans 

A , et donc d'angle externe 0 > 0^ dans M . Il vient alors du lernrne 5.11 que 

la longueur de k est majorée car c^{e , 7 7) 0 .

Si k rencontre y ^  > rappelons-nous qu 'il existe un arc k' c  y tel que

k soit homotope à  ̂ ^ extrémités fixes dans M . D1 après la définition de

^ 2m Par comPlément 5.8 (et puisque k est homotope à un arc de longueur

^  e dans M) , k ' ne peut être  contenu dans le réseau ferroviaire en y

étant transverse aux trav e rse s , et contient donc un arc de y Pi B  ̂ avec i > q .

1 0 
Soit la partie de ^ n T ^ i n  formée des points qui sont à distance

~ C1 (^2rn ’ £  ̂ d ' une portion de correspondant à un arc de avec

i > q ,  ou à distance < c Je , r j ) 6  d 'un coin de y_ -  y^ d ' angle externe 0 ̂ Zïïl ¿\Xi
dans M . Alors, quels que soient z et z ' € y2rn "" y2m ~ y2m ’ 1 ' analyse c i-dessus 

montre que les arcs et A , de A sont disjoints ; on montre de même qu ' ils 

sont plongés.

Etant donné z 6 y -  y^ , il y a ainsi quatre possibilités :
¿vu ¿m

1) z € y lm  ;

2) z f. y2m et l 'a r c  A est effectivement de longueur e/2 dans A ;

3) z ^ et l 'a r c  Az vient buter sur y^m dans A ;

4) z %y\ et 11 arc A vient buter sur y dans A .'  ̂ ' 2xs\ z '
0 1

(L 'arc Az ne peut venir buter sur y2m - y2m par définition de y 2^  • Ces

quatre possibilités définissent ainsi une partition de y„ en y® , y \  > 7o >
0  ¿m zrn ¿¿rn ^rn

^ 2m et y2m ' ^ ous a^ ons montrer que y^m est "gros" , par des estimations 
sur la longueur des autres morceaux.

Pour i < q , les arcs de B  ̂H 3 ont tous la même image par (p̂ m , que 

l'on  notera ^ m ^ V  ' D ' a u tre Pa r t> soit majorant la longueur des images par 

<P2m des arcs des B̂  il 3 avec j > q . Alors :
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M(y
o
2m) <

i=D+1

£
y (b P eiVl'(<p2m(Bi.

i, ) )+ c 3
j = q+i

r
y  ( a )

et

e
M(y2m - y

0
2m»

«
M(<P2m(y)) -

i =p+1

qVAZ— y (Bi>
e
M(«P2m(B.))i r  ’ -  c

3
j =  q + 1

r
y O j)  ,

où y (6 j) est la  mesure de la  boite pour le courant défini pa r y  , c ' e s t-à -  

d ire  plus prosaïquement le nombre de fois où y  passe à tra v e rs  B  ̂ .

P a r définition de 7
1
2tn ’

e
M[(y

1
2i

< 2 c
1(<P2m’e) y (B.

j
) + 2 c2'(e ,Tj) K

M(y2mJ)
j = q+i

< 2 c 1(<P2m9e)
r

j =  q + i
r 2 c2.(e ,77) KM(<P2;m(y)) ,

où la deuxième inégalité provient du fait que K
'M(y2m) * K

M(<P.2m(y)) , ce qui se

démontre comme le lemme 5 .4 .

Soit U le tube formé des A avec z € y„ . A lorsz 2m
aire  (A) ^  a ire  (U) S: ( e /2) «M(y |m) 

pour la  métrique hyperbolique à bord géodésique par morceaux su r A . D ' autre  

p a rt, par G auss-Bonnet, l ' a ire  de l ' anneau A est égale à la  somme de ses 

angles externes o r ie n té s . O r, un tel angle externe orien té  dans A est in férieu r 

ou égal à 1 ' angle externe de y2m ou y dans M correspondant. Donc

a ire  (A) s  KM(y2m) + KM(y*) < V ^ J y ) )  + 0 , 

et par conséquent

e.
M(Y

2
2tn>) (2 /e) K

‘M(<P.2m(y)) .

Un peu de trigonom étrie hyperbolique élém entaire montre que l'app lication  

qui à z associe 1 ' au tre  extrém ité de X augmente localement les  d istances 

(cf. [Bea , § 7 .1 7 ]). Comme elle est également injective si z ^ y^fn , on en 

déduit en particu lier que

eM̂ 72m̂  “  eM̂ y2m̂

25 . - +/ ( Bi ^ M ^ Bi ) ) +C3 . -  / (Bj> • 
i = p+1 J = q+1 J

En combinant toutes ces inégalités, on obtient ainsi que

ÊM^2m  ̂ ~ W^2m""y2m̂  "" ?M^2m  ̂ ~ €M^2m  ̂ ~ "M 2̂m  ̂

e st supérieur ou égal à
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supérieure au t < 1 fix é . Ceci démontre que y satisfait la  conclusion de 

1 ' affirmation 5 .1 2 : Puisque 1 ' application de y*^ c  y* su r y^m c  ^ m ^  définie 

en suivant les X d é p la c e  chaque point d ’ au plus e ¡2  , ceci démontre bien que

Pour fin ir la  preuve de 1 ' affirmation 5 .12 , il re s te  à vérifier que <p (y) est

vraiment loxodromique dans M si y A Q(y) est suffisamment proche de a / l  (a )
S

dans C (S) . La preuve en est analogue à la précédente. Supposons p(y)

eM ^2n/y^  “ 2 i=n+1

q
z_ y (B.) ,(<p- (B.)) ' x> m 2m x - ( 2c (*> ,e )  + 2c )

j=q+i

r
y(B.)

-  (2c2(e , ,/) + 2 /e )K M(<p2m(y))

Maintenant, notons y . la partie  de y formée des extrém ités des X 

avec z € y . P a r  construction, chaque point de y^ est à d is tan c e^  e/2 de 

D ' autre p a r t , puisque 1 ' application qui à z associe 1 ' au tre  extrémité de X 

augmente les d istances, la  longueur de y^ est au moins égale à celle de y^

<P2rn,(?)•

En p articu lie r, le rapport M(y■ y 6m
Un
w 2m(y)) est minoré par

1 - 2  T  y ( B.) V  V Bi))' V * ,2mM > " (2c 1<<02m>e) + 2c3> - \ y ^ /ZU^2m{y)) 
i=p+1 J=q+1 J

-  (2c2(€ ,n) + 2 /e  ) V ^ W r ) ) / V ï > 2ra(y))

Comme a(B.) = 0 pour tout j > q , il s 'e n su it pa r continuité que la  limite 
J

in férieu re  de ^ ( y p A j ^ ^ n / y ) )  quand y / eg(y) tend vers a /e^ (a )  dans C(S) 

est minorée par

M ) quand y /2 g (y )  tend v e rs  ct/Cgia) dans C(S) est strictem ent

Ainsi, si m est suffisamment grand, cette limite in férieu re  de

= 1 -  2 iM(,p2m(“ '  X2m))/eM('°2m(“ )) -  (2c2(e'?,) + 2/e)KM('02m(“ ))/eM('f'2m<a)) '

tend vers 0 grâce à l 'in ég a lité  de 5 .8  et à la

convergence de 2M(<P2m.(<*» •

constate que eM(<P2m
(a-X 2m^

1 -  2
i=p+1

£
a(B î

e
M(<p2m(B

lt » / ( M(<P2m,(«))

2m{<PM
e./4>(yM1

e

(2c2
(e,7?) + 2/e) KLM(<P2m(«))/« M,(<P,2m.(«))

e
M 2m(«))

y
*

longe <p2m,(y) à distance S e su r au moins une longueur de e
‘M(y t ?.. 

M 2m(y)).
Ceci termine la preuve de 11 affirmation 5.12 pour les courbes y dont on sait

déjà que <p(y) est loxodromique dans M .

p a rt, si l 'o n  se rappelle la  définition de X2 à 1 ' aide du complément 5 . 8 , on

nulle p a r hypothèse et tend v ers  0 par 1 ' affirmation 5 .9 . D 1 autre

tend vers une constante nonO r, quand m tend vers l 'in f in i,

K
m '[<P.2m(a))
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comme précédemment. Considérant une homotopie A : S x [0 ,°°[ -* M entre  

y et le cusp correspondant qui est hyperboliquement simpliciale pour une tr ian -
¿lili m

gulation de S x [0,°°[ par des rayons a x [0,°°[ , les mêmes estimations que 

précédemment (mais avec cette fo is-ci y ^  = 0) fournissent a lo rs la contradiction 

cherchée . □

Pour term iner la démonstration de la proposition 5 .1 , il re s te  seulement à 

démontrer que ses deux conclusions (i) et (ii) sont incompatibles. Pour cela , 

supposons la conclusion (ii) vérifiée et appliquons-la à t >  {  . On trouve ainsi 

<p' homotope à <p telle que, pour toute géodésique fermée y  avec y/Bg(y) 

suffisamment proche de a / e ^ a )  dans C(S) , la  géodésique fermée y* de M 

homotope à <p(y) est de longueur ^  t € (<p'(y)) . En p articu lie r, si y est suffi-
y.

samment proche de a ,  l^ (y  )/?g(y) ^  ^ ( p 1 (a ) ) /2€g(o:) puisque t > y •

P a r  contre , si la  condition (i) est vérifiée , on peut pour tout e > 0 

homotoper <p en <p" telle que e^(<p"(a:))/£g(Q!) < e  .

En p a rticu lie r, pour y suffisamment proche de a

eM( y * ) /« s ^  ^ 2M(<p"(y))/es (r) < e ,

ce qui contredit la conclusion précédente pour e convenablement ch o is i.

Ceci termine la  démonstration de la  proposition 5 .1 . □

§ 5 .5 .  Cas des courbes paraboliques.

Nous allons avoir besoin plus loin d 'un  raffinement de la  proposition 5.1 

quand a. est formée d ' un nombre fini de courbes simples d isjointes dont le s  

images p a r <p correspondent à des éléments paraboliques de fr^M) . Dans ce cas , 

c 'e s t  évidemment la  conclusion (i) de la proposition 5.1 qui est sa tisfa ite , mais 

nous voulons une estimation analogue à celle de la  conclusion (ii) .

PROPOSITION 5 .13 . Sous les  hypothèses de la  proposition 5 .1 , supposons de 

plus a formée de géodésiques fermées a a. (simples disjointes) te lles

que chaque «picr) soit une courbe parabolique de M . A lo rs , pour toute géodésique 

fermée y de_ S avec y /« g (y) suffisamment proche de a / l g (a) dans C(S) , 

la  courbe ^(y) est homotope à une géodésique fermée y* qui rencontre au moins

parabolique en quête d 1 une contradiction, et soit y2m définie à p a rtir  de ’2m(y)
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1 ' une d e s  com posantes c u sp id a le s  de M ^ )  où 1 ' on peut hom otoper une <p(ol)

(sau f b ien s û r  s i a  e s t  connexe et y  = a ) .

En f a i t , la  p reu v e  m ontre même qu ' une p ro p o rtio n  a rb itra ire m e n t g ran d e  de 

y  e s t  contenue dans c e s  com posantes c u s p id a le s .
fV

D ém o n stra tio n . Q uitte  à re m p la c e r  M p a r  son rev ê tem en t M te l que

ïï (M) = (p u (S) , on peut su p p o se r san s  p e r te  de g é n é ra li té  que i 1 homomorphisme
I 7T I

<p : n (S) -> ir 1(M) indu it p a r  <p e s t  un isom orph ism e. S an s  ê t r e  e s s e n tie l le ,
^  i i

c e tte  hypothèse  s e r a  quand même bien com m ode.

P o u r chaque i = 1 , . . .  ,p  , on commence p a r  c h o is ir  un p e tit vo isinage

c o llie r  r . de a . , de s o r te  que 1 ' union d e s  t . form e un ré s e a u  fe r ro v ia ir e  r
1 1  i

p o rta n t a. . P u is ,  to u jo u rs  p o u r chaque i  ^  p , on défin it une bo ite  à flo t p a r

un H dans S dont la  b a r r e  h o rizo n ta le  e s t  form ée de ta n d is  que le s  deux

b a r r e s  v e r t ic a le s  son t confondues, con tenues dans une t r a v e r s e  de r .  , e t
’ i

suffisam m ent p e ti te s  p o u r que la  p ro jec tio n  s u r  S  de chaque feu ille  de B^

so it contenue dans 7\ e t t r a n s v e r s e  aux t r a v e r s e s . On com plète c e tte  fam ille

p a r  d es  b o ite s  B B de s o r te  que le s  B B ,B  B re c o u -
K p+1 q M 1 p p +1 q
v re n t le  com pact P C (S )  e t que le s  in té r ie u r s  d e s  B . so ien t deux à deux d is jo in ts .

J
On peut de p lu s  su p p o se r le s  B . avec j >  p suffisam m ent p e ti te s  p o u r q u 1 e l le s

J
ne " se  m ordent p a s  la  queue" .

P u isq u e  la  b o ite  B^ avec i ^  p " s e  m ord la  q u e u e" , le s  fe u ille s  de B^ H 3

font en g é n é ra l p lu s ie u rs  fo is  le  to u r  de B^ . P o u r  n ^  1 , notons B 1̂ l 'u n io n

d e s  fe u ille s  de B. Pli? qui font exactem ent n fo is  le  to u r  de B. . A lo rs ,  B.
1 n i i

e s t  1 ' union du re le v é  de a^ e t de tous le s  B^ .

A p rè s  hom otopie, on peu t su p p o se r <p adap tée  au ré s e a u  fe r ro v ia ir e  

t = U t . , e t <p(r) contenue dans l ' i n t é r i e u r  de la  p a r t ie  fine M^(/i) .

E tan t donnée une géodésique  ferm ée y  de S , so it y  ' la  géodésique

p a r  m orceaux de M obtenue à  p a r t i r  de (p(y) en rem plaçan t <p(k) p a r  l ' a r c

géodésique  de M homotope p o u r chaque com posante k d es  y  fl. B . . N otons y
i ^

la  p a r t ie  de y  form ée d es  y f l B .  avec i ^ p  , e t y   ̂ la  p a r t ie  co rre sp o n d a n te  

de y '  .

On su p p o se ra  d é so rm ais  que y  n ' e s t  aucune d es  a  .

S i k e s t  une com posante de y  ̂  , e lle  e s t  a u ss i une com posante d ' un 

y  O b !1 . A lo rs  la  com posante k 1 de co rre sp o n d a n te  ne dépend que de i e t
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n . En effet, si x. € a. est l 'in te rsec tio n  de a. avec les b a rre s  vertica les 
’ i l  i

(confondues) du H définissant , k ' est 1 ' arc  géodésique de M joignant «pix^ 

à lui-même et homotope à <p(cr)n . On rem arquera que k ' est entièrement contenu 

dans la composante cuspidale de M{(p) contenant <p(a^) , p a r convexité de Mf(/i) ; 

en p a rticu lie r, y !̂ évite 1 ' in té rieu r de Mq(/x) .

Supposons que 1 ' on sache déjà que y ' est homotope à une géodésique fermée
■¥r

y  de M par une hornotopie A . Comme d ' habitude, on peut supposer A hyper­

boliquement simpliciale pour une triangulation en tambour de s ”* x [0 , 1] , de 

so rte  que son graphe encore noté A hérite  d ' une métrique hyperbolique à bord 

géodésique par m orceaux. De plus, le  bord ôA s ' identifie à 1 ' union disjointe 

de y ' et y* .

Nous avons choisi les B. avec j > p  de so rte  qu 'une composante de y DB.
J J

ne puisse fa ire  p lusieurs fois le  tour de B . , et soit donc de longueur uniformément
3

bornée. P a r  conséquent, il existe un compact K c  M autour de <p(C(S)) qui 

contient y ' -  pour toute géodésique fermée y c  S .

P a r  tout point z € y ' , menons dans A un arc X issu  de z orthogonalement àI Z
ôA , que 1 ' on a rrê te  lorsqu ' il vient buter su r ôA , ou lorsque son image dans M 

vient buter su r K U M^(^) (bien sû r, Az = z si z est contenu dans K) .

Un tel arc  X est nécessairem ent plongé. En effet, il fournirait sinon 

dans l'anneau  A une courbe fermée homotope à y ' dont l'im age dans M est 

contenue dans la  composante de M̂ (pi) contenant 1 ' image de z , contredisant 

notre hypothèse que y n 'e s t  pas un (car on a supposé tt^(M) = ff^(S)) .

Nous affirmons que deux X distincts ne peuvent se re n c o n tre r . En effet,Z
s ' i l  existe deux points d istincts x ' et y ' de y ' te ls  que X ,n x  , ^ 0  , l 'u ni x y
des deux a rc s  joignant x ' à y ' dans y ' est homotope dans M à un arc  contenu 

dans X , UX , et donc dans M.(jx) . D ép lu s, par Gauss-Bonnet, cet a rc  k ' c y '  

ne peut ê tre  entièrement contenu dans y^ . O r, par convexité de Mf(/i) , l'hom o- 

topie de y ' à (p(y) peut ê tre  choisie de façon à garder les images de x ' et y ' 

dans M /̂u) , et on en déduit ainsi deux points x et y de y ̂  qui peuvent ê tre  

joints par un arc  k c  y rencontrant y -  y tel que <p (k) soit homotope à un arc  

dans Mf(;i) . En p a rticu lie r, x et y sont dans le même r  et <p(k) est homotope 

à un arc dans la  courbe <p(r\) puisque cette dern ière  engendre le u de la compo­

sante de Mf0x) qui la  contient (car ff^M) = tt^S)) . On en conclut que l ' a rc  géodé­

sique k est homotope dans S à un arc  dans . Mais ceci se trouvé
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contradictoire avec le fait que k n ' est pas entièrement contenu dans y ̂  : En

effet, dans le revêtement de S de groupe fondamental ff (ap  , une géodésique qui

quitte le relèvement de EL n 'y  retourne jam ais, et l ' a rc  k est ainsi obligé de

re s te r  dans B. . Ceci démontre donc notre affirmation que les a rc s  X sont deux 
i z

à deux d isjo in ts .

En p a rticu lie r, aucun X ne vient buter su r y' . D 'a u tre  p a rt, puisque lesZ I
X évitent le compact K par définition, aucun de ceux-ci ne vient buter sur 

 ̂ i
y' -  y^ . Puisque l 'o n  veut montrer que y  passe dans au moins une composante 

cuspidale de M (ju) , il suffit de m ontrer qu ' au moins 1 ' un des X vient buter sur
"X" A ^y  . Supposons le con tra ire , en quête d 'une  contradiction.

Soit U 1 ' union des X . On veut une estimation pour 1 ' a ire  de U . Pour 

cela , considérons une composante k de y^ et la  composante k ' de y  ̂ c o rre s ­

pondante . Nous avons déjà vu que k ' c  M ne dépend que de i et n te ls  que k
r \  nsoit une composante de y  i i B . . Si U. est 11 union des X avec z € k 1 , on va1 K Z

m inorer 1 ' a ire  de Uk par une constante a. ne dépendant que de i et de n .

de ce cusp qui sont les projections d ' horiboules du revêtement universel H  de 

M . Parmi les  voisinages de ce type dont l 'in té r ie u r  évite à la  fois M^(/i) , K 

et le point base <p(x̂ ) € <p(o^) , il en existe un maximal \A .

P lus précisém ent, on considère les  voisinagesi
a(M) engendré par1

iflique de

Pour cela , on considère le cusp de M correspondant au sous-groupe parabo-

L ' a rc  k ' rencontre le convexe V. en un sous-arc  k 1 PlV. (éventuellement

vide). Soit k" c  ÒVr
i

11 ima^e de k 1 fi V
i p a r la projection radiale  V

i ÔVi
\
a

p a rtir  du cu sp . A lors 1 ' union de k" et k- n v r
i borde un disque Din immergé

et totalement géodésique (1 '"ombre" de k ' fi V par la  projection rad ia le ), dont

1 ' a ire  a. minore 1 ' a ire  de U. . Ce dern ier point se vérifie de la  manière i n k q
suivante : Dans le revêtement universel ]H identifié au modèle du demi-espace 

supérieur de so rte  que le point à l ’infini corresponde au cusp de V
i , relevons

Uk n v
L et Dn dans la composante de la préimage de V

i qui est une horiboule

centrée à l 'in fin i ; a lo rs la projection orthogonale euclidienne de Uk n v
i su r

l'hyperp lan  de 1H3 contenant Din diminue les a ire s  hyperboliques, et l 'a i r e  de

son image est majorée par celle de Di n

A insi, 1 ' a ire  de U. est minorée pa r a. . Avant de poursuivre, montrons
k i n

que le rapport a  ̂J  n tend v e rs  une constante a  ̂> 0 quand n tend vers 1 ' in fin i.

En effet, comme ôV  ̂ est horisphérique, la  courbure ex térieu re  de k" dans D^n

est +1 en tout point. La formule de Gauss-Bonnet donne a lo rs

a. -  «w(k") -  ,în  M 7 1 2
où 0 et B sont les  deux angles in ternes de D. . O r ,  quand n tend v e rs  I w i n
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l 'in fin i, l 'a r c  k pénètre de plus en plus profondément vers le cusp et on vérifie 

que 0  ̂ et 9^ tendent vers n / 2 ,  tandis que ^M(k") est proche de la longueur 

de la projection radiale de k' sur ôV  ̂ , laquelle est asymptotiquement proportion­

nelle à n . (Dans le modèle du demi-espace supérieur, le générateur du stabilisateur 

du point à l'infini dans ^(M) agit par translation ou réflection-translation.)

Revenons maintenant à l 'a i r e  de U . Nous venons de voir que 

aire (U) -  12 aire (U^)
k cy-,

'1
oc

a. „ y (B n)/n

a. înk c y 1

i =1 n = 1

où y (BÎ1) est la mesure pour y de Q Pi BÎ1 pour n 1 importe quelle section trans­

verse Q de B. . (Ne pas oublier que chaque composante de y H B*̂  contribue 

pour n à y (BP).)

Quand y /ig (y )  tend vers a/Cg(a) dans C(S) , chaque y tB ^ /eg iy )

tend vers a(Bn)/e (oc) = 0 . D 'autre part, nous avons vu que a. /n  tend vers i o i n
a  ̂> 0  quand n tend vers l ’infini. En coupant les sommes en deux morceaux, il vient 

que quand yAg(y) tend vers a /eg (a )  , la limite de
Q O

[ r  a r ( B " ) /n ] / e  (y) 
n=1 in  1 s

est la même que la limite de
00

,n x -,[ Z  a. y(B*?)] /  eg (y) = a .y (B .)A s (y) ,

c 'e s t-à -d ire  â  a(B^)/êg(a) . Donc
p

lim inf aire (U) /  e (y) 22 a. a(B .)/ec (a) > 0 
& i=1 1 1 b

quand y/Cg(y) tend vers ct/z (ot) dans C(S) .

D 'au tre  part, a ire  (U) ^  aire (A)

â< 2n Z  y (B ) , 
j= p +1 3

où la deuxième inégalité provient de la formule de Gauss-Bonnet et d 'une estimation 

grossière de la somme des angles externes orientés de y ' dans A . En effet, 

les angles externes orientés de y dans A sont tous négatifs, chaque angle de 

y ' est < n , et chaque composante de y PlB. avec j > p contribue pour 1 ou

2 coins de y ' .
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S i 11 on n ' av ait p a s  su d ' em blée que <p (y) é ta it homotope à une géodésique  

y  , le  même ra isonnem en t b a sé  s u r  d es  e stim atio n s d 'a i r e  m ontre q u 'e n  fa it <p{y) 

ne peut ê t r e  p a rab o liq u e  s i y /6 g (y )  e s t  suffisam m ent p ro ch e  de a /l^ X a )

(m ais y  /  a )  . □

cu sp id a le  de M.
f(M) •

au moins un X
z

qui v ien t b u te r  s u r  y
*

f e t que y
*

re n c o n tre  donc une com posante

d en te , fou rn it b ien la  co n trad ic tio n  c h e rc h é e . P a r  con séq u en t, c ec i m ontre q u 'i l  y a

quand y / e
s (y) tend v e r s  a / e

s
(a) dans C(S) , ce  qu i, avec 1 ' in é g a lité  p r é c é -

lirn a ire  (U) /  f
S (y) =  o

En p a r t ic u l ie r ,  pu isque  a(B
'j

) = 0 p o u r tout j >  p , i l  v ien t que
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VI. DEMONSTRATION DU THEOREME PRIN CIPA L

sa n té s  non c u sp id a le s  de dans le  se n s  su ivan t : S i re n c o n tre  un tube

de M argou lis , e lle  e s t  en tiè rem en t contenue dedans (et en e s t  donc l 'â m e ) .  En

e ffe t, ou b ien  b admet un vo isinage  ne re n c o n tra n t aucun tube  de M argou lis , e t

a lo r s  la  p ro p r ié té  c i-d e s s u s  e s t  évidemment v é r if ié e , ou bien  tou t v o is in ag e  U

de b dans M^(]u) re n c o n tre  un tube de M arg o u lis . Comme 1 ' action  de tt̂ (M) s u r

le  rev ê tem en t u n iv e rse l de M e s t  p rop rem en t d isco n tin u e , le  com pact ôU ne peu t

re n c o n tre r  qu ' un nom bre fin i de tu b es  de M arg o u lis , e t on en déduit que U con tien t

un tube  de M arg o u lis . D ans c e  second c a s ,  on peu t donc p re n d re  p o u r g éo d ésiq u es

a . le s  âm es d es  tu b es  de M argoulis con tenus dans la  même com posante de 
J

Mq(ju) -  Mc (/i) que b .

tend v e r s  1 ' in f in i . A lo rs , en ra is o n  du bon com portem ent d es  a .  v i s - à - v is  d e s
J

tu b es  de M arg o u lis , on peut ap p liq u er le  lemme du nom bre d ' in te rs e c tio n  

(p ro p o sitio n  3 .4 )  e t c e lu i-c i  nous indique que le  quo tien t

i ( a . , a  ) / e  ( a . )  e x . ( a .  )
j k" M j  M k;

tend  v e r s  0 quand j e t k tenden t v e r s  1 ' in f in i . (R em arquer que la  su ite  ^ ( a j) 

tend  v e r s  °° pu isque 1 ' action  de ff (M) s u r  M e s t  p ro p rem en t d isco n tin u e .)

peut su p p o se r que c e s  géo d ésiq u es se  com portent b ien  v is - à - v is  d es  com po-*
i

J
a

avec j suffisam m ent g ra n d . De p lu s , oncon tien t to u te s  le s  a
*

b dans M0 (m)

P u isq u e  b e s t  géom étriquem ent in f in i , la  p ro p o sitio n  2.3 nous fo u rn it , 

qu itte  à r e s t r e in d r e  la  co n stan te  de M argoulis ju , une su ite  de géo d ésiq u es

de M qui tenden t v e r s  le  bout b , en ce  se n s  que tou t v o is in ag e  defe rm ées  a
*

3

R appelons le s  données du théorèm e A (ou du théorèm e 1 .7 ) . On s 'e s t  

donné une v a r ié té  hyperbo lique  M de dim ension 3 , dont le  g roupe fondam ental 

e s t  de type fini e t s a tis fa i t  la  condition (* ) .  On c o n s id è re  un bout b du com plé­

m en ta ire  Mq(p ) de 1 ' in té r ie u r  d es  com posantes c u sp id a le s  de la  p a r t ie  fine  M^(p), 

e t on suppose  ce  bout b géom étriquem ent in f in i . On veut m o n tre r q u 'i l  e s t  sim ­

plem ent d é g é n é ré .

§ 6 . 1 .  M ise en p la c e .

tenden t v e r s  le  bout b , la  su ite  d es  d is ta n c e s
*

j
aP u isq u e  le s d (a

*
Ì ’s b>

Nous avons vu à  la  p ro p o sitio n  2.4 que , p a r  défin ition  de M
c 0i) e t incom ­

p re s s ib i l i té  de S
'b , chaque a

*!
J

e s t  homotope à une co u rb e  a
j

p a r  unec s b
hom otopie ne reco u p an t p a s S

b

M (p) , a
•*

j



a .  d o n t  l e s  g é o d é s i q u e s  a .  h o m o t o p e s  s o n t  c o n t e n u e s  d a n s  d e s  v o i s i n a g e s  
J J

a r b i t r a i r e m e n t  p e t i t s  d u  b o u t  b  m o n t r e  q u e  l a  c o n c l u s i o n  ( i i )  d e  l a  p r o p o s i t i o n  5 . 1

n e  p e u t  s e  p r o d u i r e .  P a r  c o n s é q u e n t ,  c ' e s t  l a  c o n c l u s i o n  ( i )  q u i  e s t  v é r i f i é e  e t ,

p o u r  t o u t  e  >  0  , o n  p e u t  h o m o t o p e r  <p d e  s o r t e  q u e

y ^ j ) <  e  •

c t e  q u i  s o i t  h o m o t o p e  à  

X j é v i t e n t  l e s  c o m p o -

-  1 7 7 -

M a i n t e n a n t ,  o n  f i x e  u n e  f o i s  p o u r  t o u t e  u n e  i d e n t i f i c a t i o n  e n t r e  e t

1 1 e n v e l o p p e  c o n v e x e  d  ' u n e  s u r f a c e  h y p e r b o l i q u e  S  . D e  p l u s , a l o r s  q u e  l e s

c o u r b e s  a . é t a i e n t  j u s q u  ' à  p r é s e n t  l i b r e s  s u r  S ,  , o n  i m p o s e r a  d é s o r m a i s  
J

q u 1 e l l e s  s o i e n t  d e s  g é o d é s i q u e s  d e  S  p o u r  c e t t e  i d e n t i f i c a t i o n . O n  n o t e  l a

=  C ( S )  , i l  e x i s t e  u n e  c o n s t a n t e  m a j o r a n t  l e  r a p p o r t
b

SP a r  c o m p a c i t é  d e

s a n t é s  c u s p i d a l e s  d e
f

, l a  p r o p o s i t i o n  5 . 1 3  m o n t r e  q u e a
GO

n e  p e u t  ê t r e

u n i q u e m e n t  f o r m é e  d e  f e u i l l e s  c o m p a c t e s  q u i  s o i e n t  p a r a b o l i q u e s  d a n s  M  . P a r

c o n s é q u e n t ,  Q;oo p o s s è d e  a u  m o i n s  u n e  f e u i l l e  n o n  c o m p a c t e .  S o i t  y
OO l a  l a m i n a ­

t i o n  m e s u r é e  d é f i n i e  p a r  r e s t r i c t i o n  d e OO à  1 ' a d h é r e n c e  ( c o n n e x e )  d e  c e t t e

f e u i l l e  n o n  c o m p a c t e .

A  p o s t e r i o r i ,  o n  m o n t r e r a  q u e
OO e s t  p r a t i q u e m e n t OO t o u t  e n t i è r e ,

a

y a

M ( m )

E n  p a r t i c u l i e r , a.
OO n e  c o n t i e n t  a u c u n e  f e u i l l e  c o m p a *

u n e  g é o d é s i q u e  f e r m é e  d e  M .  D ' a u t r e  p a r t ,  p u i s q u e  l e s  <

ê ^ ( a ) / 6 g ( a )  p o u r  t o u t e  g é o d é s i q u e  f e r m é e  a  d e  S  . P a r  c o n s é q u e n t ,

i ( « j »  t f l P A g i o ÿ  « g ( a k )

t e n d  é g a l e m e n t  v e r s  0  q u a n d  j  e t  k  t e n d e n t  v e r s  l ' i n f i n i .

O n  c o n s i d è r e  m a i n t e n a n t  l e s  c o u r a n t s  g é o d é s i q u e s  a . / 2  ( a . )  d a n s  C ( S )  .
J *3 j

P u i s q u ' i l s  s o n t  d e  l o n g u e u r  1 ,  o n  p e u t  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  4 . 7  e x t r a i r e  u n e

s o u s - s u i t e  d e  s o r t e  q u e  c e s  c o u r a n t s  g é o d é s i q u e s  a . / ’à { a . )  c o n v e r g e n t  v e r s
J  o  J

u n  a  €  C ( S )  . P a r  c o n t i n u i t é  d u  n o m b r e  d ' i n t e r s e c t i o n ,OC 7

R e g a r d o n s  c e  q u e  d o n n e  l a  p r o p o s i t i o n  5 . 1  s i  o n  l ' a p p l i q u e  à  <p : S - * M

é t e n d a n t  1 ' i n j e c t i o n  c a n o n i q u e  S ,  M  e t  à  l a  l a m i n a t i o n a
OO . L 1 e x i s t e n c e  d e s

e s t  a i n s i  u n e  l a m i n a t i o n  g é o d é s i q u e  m e s u r é e  ( p r o p o s i t i o n  4 . 8 ) .OO
ae t

e
s

l o n g u e u r  p o u r  l a  m é t r i q u e  h y p e r b o l i q u e  d e  S  , t a n d i s  q u e €
M

d é s i g n e  t o u j o u r s

l a  l o n g u e u r  d a n s  M  .

i ( a  , û  ) =  l i m  i i a . / e ^ Î G . ) ,  a . / e 0 ( G .  ) )  
x o o ’ <*>' v y  S  y ’ k '  S  k "

a
Y

a .( '=  l i m  i

=  0  ,

k
) / «

S
( a C

s
( a

k
)
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petite sous-surface convexe de S qui contienne On peut décrire  Ciy^)

de la façon suivante : Considérons la famille des géodésiques fermées (simples) 

de S homotopes aux composantes de bord de S -  y^ qui ne sont pas homotopes 

à 0 ; alors C(y ) est l 'ouvert relativement compact ¿e S délimité par ces 

gécdésiques. Appliquant la proposition 4.9 au revêtement c?e S dont le groupe 

fondamental est celui de C'iy^) , on obtient que la lamination mesurée y^  est la 

limite d 'une suite de laminations mesurées y^ dont chaque feuille est compacte 

et contenue dans Ciy^) .

Pour chaque indie e j , choisissons une feuille fi. de y. , et soit X. € ]R+
J J J

le coefficient de fi. dans la décomposition de la lamination mesurée y . en combi- 
J J

naison linéaire de ses feuilles, i .e .  X. est la mesure pour y. d 'un petit arc
J J

coupant /?. en un point. Si la feuille est choisie de sorte que sa contribution 
J J

X . 2Q(i3.) à i Q(y.) soit maximum, la suite X.jS. € C(S) converge vers une lami- 
J ^ J ^  J 3 J

de provient du fait que .£.) > eq(y.j )/n où la constante n ne dépend que
^ J J ^ ü

du type topologique de S . Puisque le suoport de yœ est connexe, on remarquera 

que yœ et fi^ ont même support.

, après extraction d 'une sous-suite ; la non-nullité
OOfi,

nation mesurée non-nulle

doute déjà que ce sont ces fi. qui vont montrer que le bout b est simplement
J

dégénéré, c ' e st-à -d ire  que tout voisinage de b dans MJn) contiendra les géodé-

siques fermées fi. de M homotopes aux fi. pour k assez grand (après avoir 
J J

éventuellement diminué la constante de Margoulis ¡j, ).

A insi, on a trouvé une famille de géodésiques fermées simples fi. dans
J

= C(/S ) , telles que la suite f i j l c (fi.) tend vers
OO oo j j fioo / esOU pour une

certaine lamination mesurée fi60 qui est majorée par a:oo en ce sens que qoo se

décompose en fi^+fi' pour une lamination fii € £(S) . Le lecteur devine sans

Soit C(y ) 11 enveloppe convexe de y oo
dans S , c 1 est-à -d ire  la plus

pour le moment nous n ' en savons r ie n .

est 1 ' union de y ^  et de quelques composantes de ôS. . Mais
OO

Uen ce sens que

y oo
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Sans perte de généralité, on pourra se restre indre au cas où ^ (S ,  ) = ffjM).
rv oj I U I

En effet, si M est le revêtement de M tel que r̂ (̂M) = jt̂ (S^) , la composante 

de Mq(jx) -  Mc(̂ i) contenant le bout b se relève difféomorphiquement dans Mq(ju) 

en un voisinage d 'un bout b . De plus, b est géométriquement fini si et seulement 

si b l 'e s t  (utiliser par exemple la proposition 2.4), et est simplement dégénéré 

si et seulement si b 1 ' est (c ' est immédiat). Quitte à remplacer M par M , on 

supposera donc désormais que ^ (S ^ ) = ^(M) , ce qui simplifiera un peu quelques 

énoncés.

On supposera donc désormais dans cette section que ir^M) = ^ (S ^ )  • Dans 

ce cas, si M̂ Îm) est 1 ' union des composantes cuspidales de M /̂z) rencontrant 

S^ , il vient de [Wal^] que, en omettant les ¡J. pour simplifier 1 ' éc ritu re , 

la paire (Mc , ôM^^OM )̂ est homéomorphe au produit (S^xLO jl], ôS ^x tO jlj)  .

En particulier, les composantes cuspidales de Mf(jx) correspondent à des courbes 

fermées simples disjointes dans S^ , bien définies à isotopie près (puisqu'il en 

était ainsi dans ôMc(^)).

Comme il n 'y  a qu'un nombre fini de courbes de S^ qui soient paraboliques

dans M , on peut bien sûr supposer que chaque jS. est loxodromique et homotope à
-x- ^

une géodésique fermée /3. de M .
J
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de la  su rfa c e  hyperbo lique  S  , e t que <p : S M étend  l 'in je c t io n  canonique

S, -> M . 
b

S o it S ' un o u v ert de S con tenan t 1 ' enveloppe convexe CijS^) e t te l  que : 

(i) 11 ad h éren ce  S  ' e s t  une s o u s -v a r ié té  com pacte de S  , e t <p envoie  

chaque com posante de ô S 1 s u r  une co u rb e  p a rab o liq u e  de M ;

(ii) S '  e s t  minimale à  iso to p ie  p r è s  p o u r la  p ro p r ié té  c i - d e s s u s ,  en ce  s e n s  

que tou te  co u rb e  ferm ée sim ple dans S  ' -  C(j3œ) dont 11 im age p a r  <p e s t  p a ra b o ­

lique  e s t  homotope à une com posante de ôS ' .

L 'e x is te n c e  d 'u n e  te lle  su rfa c e  S 1 e s t im m édiate, e t ,  b ien  que ce  so it 

in u tile , on peut v é r i f ie r  que S ' e s t unique à iso to p ie  p rè s  (c o n s id é re r  le s  c o u rb e s  

s im ples d is jo in te s  de S^ a s s o c ié e s  aux c u sp s  de M ) .

Comme au lemme 1 .1 0 , on c o n s tru it une su ite  d 'a p p lic a tio n s  <p. : S ' -> M ,
J

hyperbo liquem ent s im p lic ia le s  p o u r une tr ian g u la tio n  de S ' avec un seu l som m et, 

hom otopes à  la  r e s t r ic t io n  <p| : S ' -♦ M , te l le s  que <p. envoie  la  co u rb e  sim ple

ne s 'a p p ro c h e n t p a s  tro p  d es  c u s p s .
*

j
§ 6 . 2 .  L e s

On va m o n tre r dans c e  p a ra g ra p h e  q u 'i l  e x is te  une co n stan te  de M argoulis
y

H' te l le  que to u s  le s  ^  so ien t con tenus d an s  Mq(,j.') . C e tte  p ro p r ié té  e s t  une 

conséquence  de la  s im p lic ité  d es  ^  , e t le  p r in c ip a l in g ré d ie n t de s a  d ém o n stra ­

tion  s e r a  d es  ap p lica tio n s  hyperboliquem ent s im p lic ia le s  comme c e l le s  u t i l is é e s  

au § 1 .4  p o u r le  lemme du d iam è tre  b o rn é . C e p a ra g ra p h e  e s t  la rg em en t in s p iré  

de la  p ro p o sitio n  9 .7 .1  de [T lu ^  ] •

R appelons q u 'o n  a id en tifié  la  su rfa c e  S b
avec 1 ' enveloppe convexe C(S)

0 . s u r  la  géodésique  ferm ée 
3 i

"¥r
j

de M qui lu i e s t  hom otope. De p lu s , on peu t

su p p o se r £
*

j
non contenue dans M

f(m) » c a r  la  p ro p r ié té  c h e rch é e  e s t sinon

im m édia te , e t a lo r s  fa ir e  en s o r te  que le  sommet de la  tr ian g u la tio n  de  S ' po u r

laq u e lle  tp. e s t  hyperboliquem ent s im p lic ia le  so it envoyé p a r  <p. dans le  com plé- 
3 3

m en ta ire  de la  p a r tie  fine M^(^) .

L e  lemme c i-d e s s o u s  fa it p a r t ie  du p rix  à  p a y e r  p o u r n o tre  rem placem ent 

d e s  s u r fa c e s  p l is s é e s  de [ T lu ^ j  p a r  d es  ap p lica tio n s  hyperboliquem ent 

s im p lic ia le s .

On d é s ig n e ra  p a r  S  la  s u rfa c e  S  ' munie de la  m étrique  p a r  chem ins
J

in d u ite  p a r  <p. . Comme au § 1 .4 , so it ( S 1.) (/¿) la  p a r t ie  fine  de S 1. , fo rm ée 
J f J  ̂ J

d e s  p o in ts  de S . p a r  où p a s s e  un la c e t hom otopiquem ent non t r iv ia l  de longueu r

< M .
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LEMME 6 .1 .  C haque com posante de (S ^)j(ju) e s t  iso m é triq u e  à  une com posante

de la  p a r t ie  fine d 1 une s u rfa c e  h y p e rb o liq u e , c 1 e s t - à - d i r e  au quotien t d 1 une

h o ribou le  ou d ' un fuseau  (form é d es  p o in ts  à d is ta n ce  b o rn ée  d 1 une géodésique
2

donnée) de H  p a r  un g roupe d 1 i s o m é tr ie s .

D ém o n stra tio n . C o n sid é ro n s  x € ( S ^ ( / i )  . P a r  dé fin itio n , i l  e x is te  un a rc  géodé­

sique  y de longueur < pt jo ignan t x à lu i-m êm e. L e  la c e t  y e s t  lib rem en tX X
homotope dans S  . à une géodésique fe rm ée  ou à un c u s p . P a rm i le s  a r c s  jo ignant 

J
x à c e tte  géodésique  ou ce  c u sp , dans la  c la s s e  d 1 homotopie sp éc if ié e  p a r  1 ' homo- 

top ie  de y , i l  en e x is te  un k qui e s t  de  longueur minimale (d iso n s localem entX X
dans le  c a s  du cusp) ; 1 ' ex is ten c e  de k se  dém ontre facilem ent p a r  un argum ent

de g éo d ésiq u es  b r i s é e s ,  p o u r te n ir  compte de la  s in g u la r ité  de S . . Une ap p li-
J

cation  de G au ss-B o n n et m ontre que , parm i le s  deux s e c te u rs  a n g u la ire s  dé lim ités  

p a r  y en x , ce lu i qui co n tien t localem ent k e s t  d 'a n g le  < n  . P a r  co n séquen t,X X
k e s t  localem ent contenu dans ( s '. ) f(jx) , e t donc globalem ent p a r  co n n ex ité . En 

^ 3 j
p a r t ic u l ie r ,  kx év ite  le  poin t s in g u lie r  de S . , pu isque  c e lu i-c i  e s t  h o rs  de

( S j ) f(/i) • 3

D 'a u t r e  p a r t ,  comme <p̂  indu it une in jec tio n  e n tre  ff^(S ') e t 7r^(M) = ir^(S) , 

le  so u s-g ro u p e  de ir 1(M;x) en g en d ré  p a r  tous le s  y de ce  type e s t  cy c liq u e , e tI X
la  géodésique  ferm ée ou le  cusp  a in s i a s so c ié  à x e s t  u n iq u e . On en déduit que 

chaque com posante de (s \) j( / i)  e s t  du type annoncé . □

LEMME 6 .2 .  I l  e x is te  ¿i.. ^  ^  , indépendan te  de S*. , te l le  que tou te  géodésique
i J i

fe rm ée  sim ple y de S .  év ite  le s  com posan tes c u sp id a le s  de (S  -LOO e t chaque
¡J  ̂ J j

com posante de y 0  (S  )fG O  re n c o n tre  1 ' âme de la  com posante de (S  .)f(M-1)
J  ̂ J ^

c o rre sp o n d a n te .

D ém o n stra tio n . On peu t d ém o n tre r c ec i p a r  de la  trig o n o m étrie  hyperbo lique  

é lém en ta ire  dans le s  m odèles p o u r le s  com posantes de (s\)^(ju) d é c r i ts  au 

lemme 6 . 1 .

Une a u tre  façon de v o ir  e s t  la  su iv an te . Une com posante V de ( S ^ ( p )

é tan t fix ée , l ' e sp a c e  d e s  a r c s  g éo d ésiq u es  sim ples dans V qui jo ignen t ôV à

lui-m êm e e t qu i, s i V n 'e s t  p as  cu sp id a le , ne re n c o n tre n t p a s  son âm e, e s t

com pact. En e ffe t, i l  e s t  hom éom orphe à l 'e s p a c e  d e s  s o u s - a r c s  de ôV . U

e x is te  donc un ¡jy >  0 maximal te l que V fl ( S ^ ( / i ^ )  ne re n c o n tre  aucun de

c e s  a r c s  g éo d ésiq u es  s im p le s . Comme l 'e s p a c e  d es  m odèles que nous avons d é c r i ts

p o u r V e s t  com pact p o u r la  topologie  géom étrique (c f. [T h u 9 , § 5 .1 1 J ) , le s
Z V
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admettent une borne in fé rie u re  ¡jl > 0 . Une m anière p lus p rosaïque de d ire  la  

même chose est que, si V n 1 e s t pas cusp idale , ; iy  ne dépend que de la  longueur 

de l 'âm e  de V ,  et tend v e rs  le  / iw de 1 ' unique modèle cuspidal W quand ce tte  

longueur tend v e rs  0 . □

Soit ^  sa tis fa isan t le s  conclusions du lemme 6 .2 .  D ' ap rè s  le  lemme du

diam ètre borné (lemme 1 .13), i l  ex iste  une constante c ^ ^ )  te lle  que deux points

quelconques de S peuvent ê tre  jo in ts  p a r  un chemin k dans S . te l que la  
J i . J ^

longueur de k -  ( S ^ O ^ )  e s t < c -j(M-|) • (La constante C-jÎM )̂ dépend également

du type topologique de S*. , mais ce lu i-c i e s t fixé .)
J

LEMME 6 .3 .  Tout point x € S ' te l que <Pj(x) soit à d istance > 2c^ (M-,) de 

Mq(/ì .|) e s t contenu dans (S ^ ( j i^ )  .

D ém onstration . Puisque ^ j(S ')  ne peut ê tr e  entièrem ent contenue dans Mf(/i^) , 

le  lemme du diam ètre borné en tra îne  que x e s t à d istance < C (̂M )̂ d 'u n e  compo­

san te  V de (Sj)j(/i.j) . Supposons p a r  l ' ab su rde que x n ' appartienne p as  à V , 

et traço n s  le  p lus court chemin de x à V . P rolongeons ce t a rc  géodésique de

1 ' au tre  côté de x ju sq u ' à un point y à d istance c (¡j, ) de x , e t so it k l 'a r c
I I X

géodésique de longueur > c^(/i^) joignant y à V ainsi c ré é .

Comme Vj(y) e s t enco re  à d istance > c (̂M-j) de Mq(M-j) , le  lemme du d ia­

m ètre borné m ontre de même que y e s t à d istance ^  c (̂M-|) d ' une composante V ' 

de (S .)f(p1) • Joignons y à V ' p a r  un a rc  k de longueur minimum (avec
j * y

k = y  si y € V ')  . A lo rs , puisque <p.(k U k ) e s t contenue dans la  composante
y J x y

cuspidale de M̂ (jÛ ) contenant 9j(x) > le  sous-g roupe de ïï^ (S ';y )  engendré p a r  

77-|(V;y) e t iT^(V';y) en re lia n t V et V ' au point b ase  y p a r  respectivem ent 

kx et k a une image cyclique dans 7T̂ (M) = ^ ( S ^ )  > e t e s t donc cyclique. P a r  

conséquent, V = V ' et le  chemin k Uk peut ê tre  homotopé dans V à ex trém ités
x y

fix es . En p a r tic u lie r ,  on en déduit p a r  convexité de V que y £ V . D 1 a u tre  p a r t ,  

kx et ky sont tous deux orthogonaux à ôV , e t la  formule de G auss-B onnet m ontre 

a lo rs  q u 'i l s  sont nécessairem en t confondus. Comme i ls  sont de longueurs d iffé ren tes , 

ceci fourn it la  contradiction cherchée et m ontre que x e s t nécessairem en t dans 

(S j)f(M-,) • □

C hoisissons p ' de so r te  que chaque composante cuspidale de M ijx ') so it
"¥r

à d istance > 2 c^(ju^) de Mq(m^) • S i ¡3̂  ren co n tre  une composante cusp idale  W 

de Mj(ju') , i l  vient du lemme 6 .3  c i-d e ssu s  que /T ren co n tre  une com posante de 

( s \ ) j ( ^ )  dont le  groupe fondamental co rrespond  à it^W) c  ît^M) = ît^ S ) . P a r  le
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En particulier,

ch(c2(iJ,,nJ/2) = sh (/i/2)/sh  Oi.j/2) .

j

e
M(a:

M
j

) > C2 (,¿i 1) i03 Yj)W

est homotope à la géodésique fermée simple y w de S correspondant

est la géodésique fermée de M homotope
*
i

|3au cusp de W . D 'autre  part, puisque

à B
j

c Sb
c M ,

Ì
WrOr, ■

eivios:r»
< î

M03j)
< c

3
es 03

)

 ̂ tend vers 0 .Mle deuxième terme de 1 ' inégalité tend vers 0 quand, n étant fixé,

. On remarquera que)(m'fMrencontre la composante cuspidale W de
*

j
?dès que

où la constante c^ majore le quotient des métriques induites sur le compact 

par les métriques de S et de M . On en déduit que

Sb

i 03
j/

C s 03
j'
) 9 y w) C

3/ c
2 (m

aucune composante cuspidale W de Mf'(M1) •

On a ainsi atteint l'objectif fixé pour ce paragraphe.

celles qui correspondent homotopiquement à des courbes simples y y, qui satisfont 

l'inégalité  ci-dessus, peuvent être  homotopées à l 'in té rieu r de S ' , mais ne 

sont pas homotopes à des composantes de ôS '. .

Or, il n 'y  a qu'un nombre fini de telles géodésiques fermées y ^  de S qui 

correspondent à des cusps de M , et sont homotopables dans S r mais non dans 

ôS' . De plus, chacune de ces courbes a un nombre d 'intersection non nul avec

conséquent, si l 'o n  avait choisi M1 suffisamment petite au départ de sorte que

Récapitulons. La constante ju étant fixée, on a choisi ^  suffisamment

les seules composantes cuspidales W de M peut rencontrer sontque *
jf(/*')

5 Y,)

)1M9(M2ch3
c

y H (S .) (p) qui le contient n 'e s t  pas homotope à un arc du bord de (S '.).(/*) , et 
J i J t

est donc de longueur dans S . minorée par une certaine constante c J ^ ,^  ) tendant
J *  i

vers l'infini quand ¡x est fixé et jÛ tend vers 0 . En fait, si l 'on  veut une for­

mule explicite, on pourra utiliser le théorème 7.35 de [BeaJ et choisir c J n , ^ )
w I

de sorte que

rencontre son âme y^  . De plus, pour tout point de
i
ny i

w , 1' arc de

lemme 6 . 2 , cette composante de (S f(m1) ne peut être cuspidale dans S
1
i , et

9 M

petit en fonction de ju , et Mi suffisamment petit en fonction de Mï . A lors,

par la condition de minimalité dans la définition de la surface S ' . P ar)OO(fiS
e/o o/*«

soit strictement inférieur à ces nombres d 'in tersection, et si j est

assez grand pour que soit suffisamment proche de
©C/ e s 03IOO) dans¿3

j
/ e

s 03 ,)
C(S) , 1 ' inégalité précédente n 'e s t  jamais satisfaite et /3 ne rencontre donc
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§ 6 .3 .  L e s  j3* tenden t v e r s  un bout de Mq(^) .
J

Nous avons vu au p a ra g ra p h e  p ré c éd e n t que, qu itte  à r e s t r e in d r e  la  c o n s-

tan te  de M argoulis ¡i , le s  ¿8 . sont to u s  con tenus dans MQ(jLi) . En fa it ,  on a

même m ontré p lu s , à s a v o ir  que <p.(S') ne  re n c o n tre  aucune d es  com posantes
3

c u sp id a le s  de Mf(/i) qui c o rre sp o n d e n t à  d e s  c o u rb e s  de S ' non hom otopes au 
**■ | 

b o rd . En p a r t ic u l ie r ,  le s  com posantes de (S ^)f(p) qui ne son t p a s  cu sp id a le s

dans S son t envoyées dans d es  com posantes non c u sp id a le s  de , i . e .
3

d es  tu b es  de M argou lis.

On va  m o n tre r que , p o u r tout com pact K de Mq(î ) , i l  n 'y  a q u 'u n  nom bre

fin i d e s  /3. qui re n c o n tre n t K . Une fo is  que l 'o n  a u ra  m ontré  c e la ,  i l  s e r a  en 
3

effe t im m édiat d 'e x t r a i r e  une so u s -s u ite  d e s  $ . qui con v erg e  v e r s  un c e r ta in
3 ^

bout b ' de M J y )  , en  ce  se n s  que tou t v o is in ag e  de b ' co n tien t le s  j3. avec j 
^  3

suffisam m ent g ra n d .

S o it donc K un com pact de  M^(f) . On c o n s id è re  la  su ite  d 'a p p lic a tio n s

hyperboliquem ent s im p lic ia le s  <p. : S ' -* M u ti l is é e s  au p a ra g ra p h e  p ré c é d e n t . 
i 3

R appelons que S .  désigne  la  su rfa c e  S ' munie de la  m étrique  p a r  chem ins 
3

in d u ite  p a r  <p. e t la  m étrique  de M .
J

Une p re m iè re  é ta p e , comme lo r s  de la  p reu v e  de  la  p ro p o sitio n  1.23 ,
“K*

c o n s is te  à c o n s tru ire  un com pact K ' te l que tou t /?. re n c o n tra n t K so it contenu
3

d an s K ' . P o u r  c e la , on u tilis e  le  lemme du d iam ètre  b o rn é , ou p lu s  p réc isém en t 

son raffinem ent fourn i p a r  le  lemme 1 .1 4 . En e ffe t, s i ( s '. ) 0 (̂ i) e s t  le  com plé-
f ^  T

m en ta ire  dans S^ de 1 ' in té r ie u r  d es  com posantes c u sp id a le s  de  (S  ,1 e  

lemme 1 .14  fo u rn it une co n stan te  c (/i) te l le  que deux p o in ts  quelconques de 

(s'.LO z) peuvent ê t r e  jo in ts  p a r  un chem in dont la  longueu r h o rs  de
3  T

n  (S  .)„(/lî) e s t  m ajo rée  p a r  c(^t) . O r , a in s i que nous venons de  le  re m a r-
u J j

q u e r , c e s  com posantes non c u sp id a le s  de (S .)f(ju) son t envoyées p a r  <p. d an s  d e s
3 w 3

tu b es  de M argoulis de  M^/i) . L e  d iam è tre  de  /3_. modulo le s  tu b es  de  M argoulis

de e s t  donc b o rn é  p a r  c{ji) . S i ju a é té  ch o is i de s o r te  que c e s  tu b es

so ien t à d is ta n ce  ^  1 le s  uns d es  a u tre s ,  i l  n 'y  a q u 'u n  nom bre fin i de tu b e s  de

M argoulis q u 'o n  peu t jo in d re  à K p a r  un chem in dont la  lo n gueu r h o rs  de c e s  tu b es

e s t  ^  c(n) . On en déduit que le  c (^ -v o is in a g e  K ' de l 'u n io n  de  K e t de ce

nom bre fin i de  tu b es  de M argoulis a la  p ro p r ié té  c h e rc h é e  : Tout . re n c o n tra n t
3

K e s t  contenu d an s  K ' .
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S upposons en quête d 'u n e  co n trad ic tio n  q u 'i l  e x is te  une fam ille in fin ie  de 

re n c o n tra n t K , e t donc con tenus dans K ' . S an s  p e r te  de g é n é ra li té , on
J

peut su p p o se r que tous le s  p . son t comme c e la .
J

A lo rs ,  un ré s u l ta t  c la ss iq u e  affirm e que la  longueur e
M(P

j
) e s t  com parab le

à la  longueur hom otopique e
h03.

j
) de sa  c la s s e  de con jugaison  dans u1(M) 77

1(S) .

P o u r  d é fin ir  c e l le - c i ,  on fixe un system e de g é n é ra te u rs  pou r nr (M) . A lo r s ,

e s t  la  longueu r du p lu s  p e tit mot en c e s  g é n é ra te u rs  re p ré se n ta n t la  c la s s e

dans un ra p p o r t b o rn é .

. C hanger le  systèm e de  g é n é ra te u rs  ne changede con jugaison  de /3
j

e
h03 ) que

)
j

¡8h
e

Comme on r e s te  dans le  com pact K ' , un ré s u l ta t  habituellem ent a ttr ib u é  à 

M ilnor [M il] fo u rn it une co n stan te  c^ ne dépendant que de K ' te l le  que

c 1
1 e

h03j»
< e

M03
j

< c 1
e
h'03j»

pour tout j .

, i l  e x is te  une co n stan te  c^  te l le  queDe même, dans le  com pact C(S) de  S

c
2

1 i
h 0 3

J
) < e

s 0s < C
2

e
h 03

j» •

On en déduit que

e
M03:

*

j )/« S iP c
1
•1

c
2

1
9

e t donc que

C
M03

' i '
e
s 03

i
> C1

1 c -1
2

p o u r tou te  co u rb e P
I

j
homotope à p

j
dans M .

En p a r t ic u l ie r ,  s i  1 ' app lica tion  <p e s t  te l le  que s a  r e s tr ic t io n  à S
b

e s t  homotope à  11 in jec tio n  canonique S,b

C
U(<p 02j

,))A
i s 09

J
,) C

1
1 C

:2
1

p o u r tou t j , e t p a r  p a ssa g e  à la  lim ite

C
M(<P 03 J)/« S 03J C

1
1 c

2
1 >  0

rem ent p e t i t s .  C ec i fo u rn it la  co n trad ic tio n  c h e rc h é e , e t m ontre b ien  que seulem ent

un nom bre fin i d es  < p(S ') peut r e n c o n tre r  un com pact K donné.
J

A p a r t i r  de m ain tenan t, e t qu itte  à  e x t r a i r e  une s o u s -s u ite  d e s  p . , on peut 

a in s i su p p o se r que le s  j3̂  tenden t v e r s  un bout b ' de Mq(^î) . I l r e s te  à  v o ir  

que b ' = b .

d i t , on p eu t tro u v e r  de te ls  avec £
M X))) , e t donc e

M(<P ( )  , a r b i t r a i -

que la  lam ination  abc s a tis fa i t  la  conclusion (i) de la  p ro p o sitio n  5 .1 .  A utrem ent

O r, nous avons au c o n tra ir e  vu au § 6 .1  que l 'e x i s te n c e  d e s a
*t
ï

e n tra în e
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§ 6 .4 .  L es  /T tenden t v e r s  le  bon b o u t.

C ' e s t p e u t-ê tr e  11 é tape  la  p lu s d é lic a te  de la  dém onstra tion  du théorèm e A 

(et l ' au teu r avoue av o ir séch é  d e ssu s  pendant de longs m o is). P a r  exem ple, 

c ' e s t e ssen tie llem en t pou r c e tte  p a r t ie  de la  dém onstra tion  que nous avons in tro d u it 

à la  sec tio n  V le s  o p é ra tio n s  de ré tré c is s e m e n t de lam inations m e su ré e s . En 

e ffe t, l ' u sage  que nous avons fa it de la  p ro p o sitio n  5 .1  au p a ra g ra p h e  p ré c éd e n t 

pouvait ê t r e  rem p lacé  p a r  d es  estim atio n s  m oins f in e s . On p o u r ra  co m p are r 1 ' ana­

ly se  de ce  p a ra g ra p h e -c i  avec c e lle  que fa it T h u rsto n  au § 9 .6  de [T h u ^ j d ans

le  c a d re  p lu s  r e s t r e in t  où à la  fo is  le s  a .  e t le s  p. son t d e s  c o u rb e s  s im p le s ,
3

po u r laq u e lle  i l  a é té  amené à in tro d u ire  s e s  d é lic a te s  in te rp o la tio n s  de  s u r fa c e s  

p l i s s é e s .  L a  dém onstra tion  que nous a llo n s  u t i l i s e r  s e r a  e sse n tie lle m en t b a sé e  s u r  

le  lemme du nom bre d 'in te r s e c t io n  dém ontré  à la  sec tio n  III .

S u r  la  su rfa c e  hyperbo lique  S , dont 1 ' enveloppe convexe C(S) e s t  

id en tifiée  à S, , on a deux su ite s  (a .)  e t( j3 .)  de g éo d ésiq u es  f e rm é e s . L a
D J K

su ite  a . / £  (a .)  converge  v e r s  la  lam ination géodésique  m esu rée  a  d an s  C(S) ,
 ̂ "X-

e t le s  g éo d ésiq u es  a .  de M hom otopes aux o:. tenden t v e r s  le  bout b de  MA/J,) , 

en ce  sen s  que tou t v o isinage  de b con tien t to u te s  le s  o r sau f un nom bre f in i .

De même la  su ite  /?, A 0 (j3. ) con v erg e  v e r s  Æ / e o (Æ ) , où 3 e s t  m ajo réeK o K  w QOJ^QO oc

S o it y une géodésique  ferm ée dans 1 ' in té r ie u r  de 1 ' enveloppe convexe

C i p J  . A insi
i(y,aj > i(y,pj é 0 .

Nous avons vu au § 6 .1  que c ' e s t  la  conclusion  (i) de la  p ro p o s itio n  5 .1  

qui e s t  v é r if ié e  p o u r la  lam ination  a ^  c s b c  M . A utrem ent d i t , on peu t co n s ­

t r u i r e  d es  ap p lica tio n s  <p : S •+ M , dont la  r e s t r ic t io n  à  S ^ = C(S) e s t  hom otope 

à l 'in je c t io n  S ^ -* M , de s o r te  que ^ ( ^ a ^ ) )  so it a rb itra ire m e n t p e ti te .

F ix o n s  une te l le  app lica tion  <p . P a r  t r a n s v e r s a l i té ,  on p eu t su p p o se r que 

1 ' im age p a r  <p de 1 ' union de to u te s  le s  g éo d ésiq u es  fe rm ées  de  S
y.

év ite  la  co u rb e  y c  S ^ c  M . C h o is isso n s  une hom otopie A. e n tre  a .  e t <p(a.) ,
J J J

e t une hom otopie B e n tre  /3, e t <p{p.) . R em arquons au p a ssa g e  que, pu isque
^ w

tf^M) = ^-|(Sb) , l ' hom otopie A. e s t  unique à hom otopie re s p e c ta n t a .  e t <p(a .)
v A 3 3 3

p rè s  ; de merne pour B^ .

m o n tre r que b = b ' . S upposons donc le  c o n tra ire  en quête  d 'u n e  c o n tra d ic tio n .

so ien t sim ples s e r a  san s  in c id en ce  d an s  ce  p a ra g ra p h e .)  On veut
k?■fa it que le s

7v
, e t le s  géo d ésiq u es  tenden t v e r s  un bout b ! de . (Leboacp a r
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c e  qui e s t  b ien  une in é g a lité  du type c h e r c h é . Quand <p(a.) n 1 e s t  p a s  géodésique
J

p a r  m orceaux , on p ro c è d e  de même en l f app rochan t p a r  d e s  géo d ésiq u es  p a r  

m o rceau x .

L a p reu v e  e s t  b ien  s û r  iden tiq u e  p o u r i (B k ,y  ) . □

M aintenant que l 'o n  a c e s  e s tim a tio n s , on va e s s a y e r  de  r e l i e r  i(A .,y )  e t
J

i ( B k ,y) à 1 ( ^ , 7 ) . P o u r  c e la ,  i l  va  ê t r e  commode d 'u t i l i s e r  la  form ule de 

d u a lité  du lemme 3 .3 .

S o it K un com pact de M dont 1 ' in té r ie u r  con tien t en tiè rem en t 1 ' im age de 

11 hom otopie e n tre  (p | S ^  e t 1 ' in jec tio n  S^ M . On peu t c h o is ir  K de s o r te  que 

son in te rs e c tio n  avec Mq (ju) so it une s o u s -v a r ié té  de codim ension 0 de 

Mq(/j) con tenan t 1 ' âme com pacte Mc (^) . De p lu s , on peut fa ire  en s o r te  qu ' aucune 

com posante de  Mq(/lî) -  K ne so it re la tiv em en t co m p acte . A lo r s , p a r  la  

p ro p o sitio n  1 .6 , chaque com posante de Mq(/i) -  Mc (ju) co n tien t exactem ent une 

com posante de la  f ro n tiè re  ÔKq e t ,  p o u r d e s  r a is o n s  de d e g ré , l 'im a g e  d ans 

77 (m) de chaque com posante de Ô K q  e s t  la  même que c e lle  d e  la  com posante de 

C Mc (/i) qui lu i fa it fa c e . En p a r t ic u l ie r ,  i l  e x is te  deux hom otopies e t C ^, 

e n tre  y e t deux c o u rb e s  s itu é e s  re sp ec tiv em en t dans la  com posante de ô Kq 

fa isan t face  à b e t dans c e lle  fa is a n t face  à  b ' .

<  2 ( c ^ e )  + c 2(e)) eM(y) eM(<p(or))

< ( c ^ e )  + c 2(e)) eM(y) (êM(a * )  + eM(<P(û!j)))

< ( c ^ e )  + c 2(e)) eM(y) L ongueur (ôA..)

i ( A j ,y ) ^  c ^ e )  eM(y) A ire(A j) + c ^ c )  ¿M(y) Longueur(ôA^)

D ém o n stra tio n . C ' e s t  l ' argum ent du lemme du nom bre d 'in te r s e c t io n .  S upposons

d 'a b o r d  <p(a.) géodésique p a r  m orceaux e t ,  pu isque i(A .,y )  e s t  in v a ria n t p a r  homo- 
J s J

top ie  de A. d 'a p r è s  le  lem m e3.1,c h o is is so n s  A. hyperboliquem ent s im p lic ia le

pou r une trian g u la tio n  en tam bour de l 'a n n e a u  S i  x [ 0 , 1] . A lo rs ,  s i e e s t  la

b o rn e  in fé r ie u re  du rayon  d ' in je c tiv ité  de M s u r  y , on ob tien t comme dans le

p re m ie r  c a s  de la  p reu v e  de la  p ro p o sitio n  3 .4  :

i (B R,y  ) < c(y ) eM(<PC3k))

i(A  ,y  ) < c(y ) eM(<p(oi ))

LEMME 6 .4 .  I l e x is te  une co n stan te  c(y) te l le  q u e , avec le s  no ta tio n s  de la  

sec tio n  III ,
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r̂ /
S o it S  le  rev ê tem en t de S dont le  g roupe fondam ental e s t  en g en d ré  p a r  y  ,

r̂ j rv-*
e t notons e n c o re  y  le  re le v é  de  c e tte  co u rb e  dans S . L e s  g éo d ésiq u es  de  S 

s e  r é p a r t is s e n t  en t r o i s  c a té g o r ie s  d is jo in te s  :

1) c e l le s  qui coupent tra n sv e rsa le m e n t y  en un point ;

2) c e l le s  qui re s te n t  à  d is ta n ce  s tr ic te m e n t p o s itiv e  de  y  ;

3) c e l le s  qui v iennent s p i r a le r  s u r  y  (y co m pris  y  ) .

L e s  p re m iè re s  son t sp é c if ié e s  p a r  la  donnée de le u r  point d 'in te r s e c t io n  avec  y  

e t de le u r  d ire c tio n  en c e  point - L es  seco n d es  son t c a r a c té r i s é e s  p a r  la  donnée
rs->

de le u r  unique poin t dans S -  y  où e l le s  son t p a ra l lè le s  à  y  , c 1 e s t - à - d i r e  

o rth o g o n a le s  à la  p e rp e n d ic u la ire  à y  p a ssa n t p a r  ce  p o in t . On peu t a in s i

id e n tif ie r  1 ' e sp ace  G (S) de c e s  g éo d ésiq u es  de ty p es  1) ou 2) de  S (où le  p
.rvy  ̂ P

de G (S) fa it r é fé re n c e  au fa it que ce  son t exactem ent le s  g éo d ésiq u es  p ro p re s  

de S) avec deux s o u s -v a r ié té s  de F ( S )  t r a n s v e r s e s  au feu ille tag e  g éo d és iq u e , 

re sp ec tiv em en t p a ra m é tré e s  p a r  y  x ]0 ,n  [ e t S -  y  , e t qui re n c o n tre n t chaque 

géodésique  de  G^(S) en exactem ent un p o in t.

S i cc e s t  un c o u ran t géodésique  s u r  S , i l  se  re lè v e  en une m esu re  t r a n s -
/rsJ\ * v e r s e  au feu ille tag e  géodésique  de P ( S )  , qui indu it e lle-m êm e une m esu re  s u r

c e s  deux s o u s -v a r ié té s  t r a n s v e r s e s  id e n tif ié e s  à G (S) . On p o u r ra  a in s i p a r le r
P

de la  m esu re  in du ite  p a r  a  s u r  Gp(S) .

"7V
D ém o n stra tio n . D ' a p rè s  le  lemme 3 .1 ,  i (A .,y )  ne dépend que de  a .  e t <p (ûî ) .

J J J
P a r  co n stru c tio n  de K , on peu t c h o is ir  1!hom otopie A. de s o r te  que son im age

J
so it contenue dans 1 ' union de K e t de la  com posante de M„(/i) -  M (/x) con tenan t

■¥r
b , en m ettant bout à bout une homotopie e n tre  o r e t or c  S ^ e t une hom otopie 

e n tre  or e t <p(or) . En p a r t ic u l ie r ,  l 'im a g e  de év ite  la  co u rb e  ôC^, -  y . 

I l su ffit a lo r s  d 'a p p liq u e r  la  form ule de d u a lité  du lemme 3 .3 . L 'a rg u m e n t e s t

iden tique  pour i CBk , y  ) • □

e t i (Bk ,y ) (<P(0k^’
C

i(A  y y )  = i(< p(or),C b ,)

y. y-
LEMME 6 .5 .  _Si j e t k sont suffisam m ent g ra n d s  pou r que a  et_ év iten t

J
le  com pact K et le s  im ages de _et , , a lo rs

Quand j tend  v e r s  1 ' in f in i , le  co u ran t géodésique o r /e  (a .)  tend  v e r s
J ^  J

C 1 e s t c e  que nous a llo n s  f a ir e  m ain tenan t.

) . P o u r  c e la , i l  faut b ien  s û r  donner un s e n s  à c e t te  a s s e r t io n .

) , e t on a env ie  de d ire  que i ( tend  v e r s,<P(a
j ), C

b 1)/ e
s (OL

ï
)Ci(s

e/DC‘a c
aos

e/,)b
,C)&oa((«i
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LEMME 6 .6 . L 1 application a *-♦ i(<p(a), , )  ainsi définie est continue en tout 

courant n 1 admettant pas y comme atome, et elle coincide avec la notion standard 

de nombre d 1 intersection géométrique quand a est une géodésique fermée de S .

Démonstration. Soit a  6 C(S) dont y n 'e s t  pas un atome, et, pour montrer la 

continuité en a  , donnons-nous e > 0 . Puisque a  (y) = 0 , il existe une boite 

à flot B de 1P(S) traversée par y telle que a(B) < e . Relevons B dans S .

Soit X0 le sous-ensemble de X formé des géodésiques traversant B dansO ^
S . Alors X -  XR est relativement compact dans G (S) . De plus, la frontière

i P ~-1/
de X est formée de géodésiques passant par <p (y) ; comme <p (y) ne rencontre 

aucune géodésique fermée de S ,  le même raisonnement qu'au lemme 4.3 montre 

que cette frontière de X est de mesure nulle pour tout courant géodésique de S . 

P ar conséquent, si ¡3 tend vers a  dans C(S) , /? (X -X g) tend vers 

a(X -  Xg) par convergence vague des mesures induites sur G^(S) (voir [Bou,

chap. IV, §5, n° 12] pour cette propriété de la convergence vague que nous avons 

déjà régulièrement utilisée à la section IV). D ' autre part, o:(Xg) < a(B) < e et 

¡3 (Xg) < ¡3 (B) < e si j3 est suffisamment proche de a . Donc | a(X) -  ¡3 (X) | 

est majoré par 3 e si £ est suffisamment proche de a..

Maintenant, considérons le revêtement M de M dont le groupe fondamental 

est engendré par y , et relevons <p en <p : S -* M et C^, en 

C^, : S x 1_0,1J -» M . Soit également S^ la préimage dans S de 1 ' enveloppe 

convexe S^ de S . (On évitera la notation C(S) pour éviter toute confusion 

avec C, et C, , .) Perturbons légèrement <p et C, , de sorte que, par trans- 

versalité, <p (Q .)  soit une famille d 'a rc s  et courbes immergés dans S , de 

bord 1 ' ensemble fini (p (y) et coupant transversalement oS^ c: s  ; ceci peut 

clairement ê tre  effectué en gardant la propriété que <p ^(y) évite l'union de toutes 

les géodésiques fermées de S . Comme <p induit une injection de groupes fonda-

mentaux, la restriction
rv-»

<f>\ S‘b M est propre, et -1I
rv-»

(Cb'^ n Sb est compact.

Soit X c  G (S) 1 ' ensemble des géodésiques propres de S qui sont contenues dans
P _1 ^  “ 1 / \

S, , ne rencontrent pas ïxp (C ,,)=<p (y) et ont un nombre d 'intersection impair

avec <p (C^i) > on remarquera que cette dernière condition n 'a  de sens que parce
r v — 'j r v  r v  ^

que <p (C, , ) Pi S, est compact et que 1 ' on se restre in t à des géodésiques propres 

évitant ô <p (C^, ) . Si a est un courant géodésique, on définit maintenant 

i(<^Oi),CbI) comme la masse de cet ensemble X pour la mesure induite par a. sur 

G (S) .
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D 'a u t r e  p a r t ,  «PÎS^) év ite  ôC p a r  c o n s tru c tio n  de 

i C 3«»)»c ) r e s te  inchangé s i  l 'o n  homotope <p parm i le s  ap p lica tio n s  p o sséd an t

i (< p (^ J ,C )  <  i ( ¥.03oo) ,C b I ) + i ( ( p ( ^ J , C b)

En p a r t ic u l ie r

i(< p 0 3 j,C )  = ^ ( X U Y - X f l Y )  .

i ( < p ( / 3 j , C b ) =  /3t o (Y)

i(< p 0 3 j,C b I) = /?JX )

C o n sid é ro n s  m aintenant 11 homotopie C e n tre  le s  c o u rb e s  ôC, - y  e t 

ôC ^ , -  y  de M défin ie  p a r  jux tap o sitio n  de C^ e t C ^ , . P o u r  d é fin ir  

i  ( ^ ( a ^ C , , )  , on a u ti l is é  le  so u s-en sem b le  X de G (S) form é d e s  g éo d és iq u es
rw *J P

co n ten u es  dan s  S, , év itan t <p (y) , e t ayant un nom bre d 'in te r s e c t io n  im p a ir

i(<p

le s  ¡3̂  que

On d éfin it de la  même façon i (cp ( 3 ) ,  C, ) e t on dém ontré  de  même en u tilisa n too D

<

<  c (y) lim e (<p(a ))/e  (a  )
j-*oo M J b  J

= lim i ( A .,y ) /e  (a .)
j -► OO J ^

iM a ^ h C  ,) = lim  i(<p(a ),C  ,)/e  (a ) 
j °0 J U °  J

En com binant le s  leinm es 6 .4  , 6 .5  e t 6 .6 , on ob tien t qu<

C eci dém ontre  la  co n tin u ité  de l 'a p p l ic a tio n  a  t—+ i(< P (a),C b I ) aux c o u ra n ts  

de  C(S) n ' adm ettant p a s  y comme atom e. Que c e tte  app lica tion  co inc ide  avec 

la  notion s tan d a rd  (défin ie  à  la  sec tio n  III) quand a  e s t  une géodésique  ferm ée  

e s t  à peu p rè s  im m édia t. □

C(y) e
M(<P( oc))

(A,130), C
b ) < C(y) c

M1(<P(AOO'')

rv
. S o it Y c  G (S) défin i de même en rem p laçan t C ^, p a r  C^ .

\ l o r s ,  p a r  défin ition

avec <P
1

C
b ,)

< i (<p(O'Bq) »c
b ,) + i 1 ißoô  , c

b^

<

<

c (y) «M ’(“ J ) + c ( y ) * ,(<P G33 oc,))

2 c (y) e
M(<P(aJ >

c e tte  p ro p r ié té .  ( A üp liquer le  lemme 3 .1  en approchan t POC

dans C(s) p a r  d es  m ultip les  de g éo d ésiq u es  fe rm ées  de S . )  En p a r t ic u l ie r ,

C
b

et C
b

, e t
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la  p ro p o sitio n  5 .1 ) .  C eci fo u rn it la  c o n trad ic tio n  que l 'o n  c h e rc h a it e t m ontre 

donc que b = b ' .

P a r  co n séq u en t, le  bout b e s t  sim plem ent d é g én é ré , e t c ec i achève la  

dém onstra tion  du théorèm e A .

§ 6 .5 .  L a  lam ination  te rm in a le  d 'u n  bout sim plem ent d é g é n é ré .

P o u r  c o n c lu re  n o tre  é tude  d es  bou ts  de v a r ié té s  h y p erb o liq u es  de dim ension 3 , 

c e  p a ra g ra p h e  con tien t sim plem ent quelques rem arq u es  s u r  la  lam ination que 

l 'o n  a vu a p p a ra î t re  lo r s  de  la  p reu v e  du théo rèm e A . C e l le s -c i  sont en tiè rem en t 

con tenues d an s  [T h u 2 , §9-3 J , e t on a sim plem ent voulu in d iq u e r comment 

" r a t t r a p e r "  la  p e tite  e r r e u r  de [T hu2 , § 9 .3 .4 ]  s ig n a lée  à  la  sec tio n  i n .

pu isque 1 ' im age de  11 hom otopie e n tre  <p iS^ e t l 'in je c t io n  év ite  àC c a r

en tiè rem en t contenue dans l ' i n t é r i e u r  du com pact K , on en déduit que

i(< p 0 3 j,C )  = i(j3^ ,C )

= 0 0 ^ , 7 ) ,

que l 'o n  u tilis e  l 'h y p o th è se  b ' f  b .) Avec l 'e s tim a tio n  obtenue précédem m ent 

p o u r i (<p (¿3 ) , C) , on a a in s i m ontré que

i té'oo,y  ) < 2c (y) €
M(< p(aj) *

LEMME 6 .7 .  A vec le s  n o ta tio n s  du § 6 .1 , 111 enveloppe convexe

e s t  ég a le  à  l ' i n t é r i e u r  de = C(S) . En p a r t ic u l ie r ,  e s t  1 ' union de

e t d 'u n  c e r ta in  nom bre de com posan tes de

une estim ation  analogue à c e lle  de  la  p ro p o sitio n  5 .1 3  p o u rra it  p e u t-ê tr e  p e rm e ttre  

de d ém o n tre r c e c i, m ais j 'a v o u e  ne p as  av o ir r é u s s i  à  suffisam m ent a m é lio re r  ce  

r é s u l ta t  (sa n s  tro p  in s i s t e r ,  to u te fo is ).

òS
b *

/330

ADO

C

so it a rb itra ire m e n t p e tit (p a r la  conclusion  (i) deau d é p a r t de s o r te  que e
M

(a oo))

O r , i i jS ^ ,y), e s t  non nul p a r  co n s tru c tio n  de y  , e t on pouvait c h o is ir  <p

. (On re m a rq u e ra  que c ' e s t ic i  la  p re m iè re  fo is

où la  deuxièm e é g a lité  p ro v ien t du lemme 3 .1  e t du rem placem ent de C p a r  C '

te l que ÔC ' = ôC e t C ' f  l S
b = y

s,ib
-¡¡> M

ne peut ê t r e  une co u rb e  p a rab o liq u e  dans M , e t donc que a oo p, . P a r  exem ple.

R em arq u e . En fa it ,  i l  p a ra î t  ra iso n n ab le  de p e n se r  q u 'au c u n e  feu ille  de a.OO

a oc
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(ou S1) , e t n 'e s t  donc p a s  p a rab o liq u e  dans M . S i y e s t  la  géodésique  

de M homotope à y , on peut légèrem en t m odifier la  co n stru c tio n  d e s  ap p lica tio n s
y.

hyperboliquem ent s im p lic ia le s  <p. de s o r te  que «p.(y) = y avec to u jo u rs
J J

<p.(/3.) =/3. , en to lé ra n t un point s in g u lie r  sup p lém en ta ire  s u r  y  . U tilis a n t la  
J J J

form e du lemme du d iam ètre  b o rn é  fo u rn ie  p a r  la  p ro p o sitio n  1 .1 5 , on a comme 

précédem m ent que <p.(S') tend v e r s  le  bout b ,  c e  qui c o n tre d it la  p ro p r ié té  

que <p.(y) = y . □
J

D ém onstration  du lemme 6 . 7 . S o it S 1 c  S la  su rfa c e  con tenan t C iß^) défin ie

au § 6 .2 . E tan t donnée une su ite  d 'a p p lic a tio n s  hyperboliquem ent s im p lic ia le s

<p. : S '  -+ M te l le s  que tp.(ß-) = ß ■ , nous avons m ontré aux § 6 .2  e t §6 .3  que ,
J J 3 J

pourvu que ^  so it suffisam m ent p e tit ,  le s  <p.(S') tenden t v e r s  b dans le  sen s

g rand  sont con tenus dans 11 union de U e t d e s  com posantes c u sp id a le s  de M ^ )

) avec j a s s e z(S», le ssu ivan t : P o u r  tou t v o isinage  U de b dans M|0 :#*)

S i la  m esu re  t r a n s v e r s e  de ¡3  ̂ n 'e s t  p a s  in tr in sè q u e , la  p ro p o s itio n  6 .8  

c i-d e s s o u s  va p a r  co n tre  m o n trer que son su p p o rt e s t  v ra im en t un in v a ria n t du 

bout sim plem ent d ég én é ré  b .

F a iso n s  d 'a b o r d  le  point s u r  le  c a d re  dans leque l on évolue : S o ien t M 

une v a r ié té  hyperbo lique  de dim ension 3 dont le  g roupe fondam ental e s t  de type 

fin i e t s a tis fa i t  la  condition (*) , b un bout sim plem ent d ég én é ré  du com plém en­

ta i r e  Mq(h) de l ' i n t é r i e u r  d es  com posantes c u sp id a le s  de la  p a r t ie  fine M ^ )  ,

En quoi la  lam ination m esu rée  a  d ép en d -e lle  de la  su ite  (a.) dont on e s t
J

p a r t i  ? On peut v é r i f ie r  que la  m esure  t r a n s v e r s e  de ou ¿3^ ne s a u ra i t  ê t r e  

un in v a ria n t du bout b . En e ffe t, s i y ^  e s t  n 'im p o rte  que lle  lam ination m esu rée  

de même su p p o rt que ¡2  ̂ e t s i (y^) e s t  une su ite  de g éo d ésiq u es  sim ples de

de la  même façon que pour le s  ¿3̂  (le  point un peu d é lic a t é tan t a lo r s  de v o ir  que 

la  lam ination m esu rée  y ^  s a tis fa i t  la  conclusion  (i) de la  p ro p o sitio n  5 .1 ) .

dans [T h u » , § 8 .1 0 ]  une p reu v e  de ce  r é s u l ta t ,  qui peu t égalem ent se  d ém o n tre r

. On p o u rra  tro u v e r90à y * t00ß,ou30a eb ; i l  n 'y  a donc aucune ra iso n  de p r é f é r e r

dans C(S) , on m ontre

tenden t e l le s  a u ss i v e r s  le  bout
kyde M hom otopes auxkyque le s  g éo d ésiq u es

tende  v e rs y,QO*/ S (y'oo))k(ys/y k
= C(S) te l le  que

b
S

. S an s  p e r te  de g é n é ra li té , on peut donc su p p o se r S ^ c  s 1 .

com posante du bo rd  de 1s ad h éren ce  de S 1 e s t  homotope à une com posante de

. On en dédu it im m édiatem ent que chaquead jacen te s  à b ( i . e .  re n c o n tra n t ôS
b

b
Sô!

Supposons C(/3 ) /  in t (S ) en quête d 'u n e  c o n tra d ic tio n . I l  e x is te  a lo r s

qui n ' e s t  p a s  homotope à une com posante de b o rd)eo-- C03,b
Sune co u rb e  y dans

b
Sde
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de s o u s -s u ite  que la  su ite  a .  /^ Î Q ! .)  con v erg e  v e r s  un co u ran t £ ^ € 0 ( 3 )  . N ous
J ^  J

avons a lo r s  vu g râ c e  au lemme du nom bre d 'in te r s e c t io n  que a œ e s t  une lam ination 

m e s u ré e . S i X^ e s t  le  com plém entaire  de ôS^ dans le  support de , on v ien t 

de m o n tre r au lemme 6 .7  que X^ e s t  connexe, sa n s  feu ille  com pacte , e t "rem plit"  S^ .

S o it une su ite  (y .) comme dans l 'é n o n c é  de la  p ro p o sitio n  6 . 8 , e t c h o is is -
-¥c

so n s  d e s  hom otopies A . e n tre  a .  e t a .  e t d e s  hom otopies C, e n tre  y e t
J J J ^

y , ne reco u p an t p a s  S, dans le u r  in t é r i e u r . L 'in d ic e  j é tan t f ix é , c h o is isso n s

k suffisam m ent g ran d  p o u r que y. év ite  1 ' hom otopie A. . A lo rs ,  p a r l a
K J

p ro p o sitio n  3 .2 ,
i ( a . , y  ) <  i ( a .  ,C. )

3 k 3 k
(Un exam en de la  p reu v e  m ontre en fa it que l 'in é g a l i té  c i -d e s s u s  e s t  une é g a lité .)

O r , comme c e lu i-c i  ne re q u ie r t  aucune hypo thèse  s u r  y^ , on peut ap p liq u er

la  com posante du b o rd  du c o eu r com pact de Mq(̂ li) qui fa it face  à b .
b

Se t

On id en tifie  S^ avec 11 enveloppe convexe d ' une su rfa c e  hyperbo lique  S de 

façon à pouvo ir p a r le r  de c o u ra n ts  géod ésiq u es  (m ais c ec i ne dépend p as  du 

choix de S ) . R appelons q u 'u n e  lam ination géodésique de S e s t  un ferm é form é 

de géod ésiq u es  sim ples d is jo in te s .

vv -ÿr
de S^ hom otopes dans M à d es  géo d ésiq u es  y^ de M , e t te l le s  que le s  y^ 

tendent v e r s  le  bout b dans le  s en s  fa ib le  que tout vo isinage  de b dans M (¿¿)
“¥r

con tien t le s  y^ HMqOj) avec k a s s e z  g ra n d . A lo rs  y ^  e s t  une lam ination 

m esu rée  dont le  su p p o rt e s t  form é de  X^ e t de quelques com posantes de ôS^ .

lim ite  d 'u n e  su ite  de c o u ra n ts où le s  y, son t d e s  g éodésiques fe rm ées)ky(s
eJky

PRO PO SITIO N  6 . 8 . I l e x is te  une unique lam ination géodésique X^ (sa n s  mesur< 

p riv ilé g ié e ) s u r  S^ = C(S) avec la  p ro p r ié té  su ivan te  : S o it y ^  € C(S) la

De p lu s , X^ e s t  co n n ex e , san s  feu ille  com pacte e t " rem p lit" S^ en ce  

se n s  que son enveloppe convexe C(X^) e s t  ég a le  à  l ' i n t é r i e u r  de S. . En d 'a u t r e s

e s t  topologiquem ent un d isque  o u v e rt oute rm e s , chaque com posante de

un anneau s e m i-o u v e r t .

S
’b b

l 'â m e  d 'u n  tube de M argoulis de M
f 1M)

. De p lu s , on peut su p p o se r p a r  ex tra c tio n

D ém o n stra tio n . Q u itte  à r e s t r e in d r e  la  co n stan te  de M argoulis n , nous avons 

c o n s tru it  à  la  sec tio n  II une su ite  de g éo d ésiq u es  a .  de S, te l le s  que le s
-X- ^

g éo d ésiq u es  ot. de  M hom otopes tenden t v e r s  b dans le  se n s  fo r t que tou t 
J ^

v o is in ag e  de b dan s  M J jli) con tien t le s  a .  avec j a s s e z  g ra n d . S a n s  p e r te

de g é n é ra li té , on peut su p p o se r que le s  oc. se  com portent b ien  v is - à - v is  d es

tu b es  de M argoulis : Ou b ien  a
*

j
év ite  la  p a r t ie  fine M

lf
(/i) , ou b ien  a

*f
j

e s t
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L a  lam ination Â.̂  e s t  appelée  la  lam ination  te rm in a le  du bout sim plem ent 

d é g én é ré  b . C 1 e s t  un problèm e o u v e rt de sa v o ir  s i X  ̂ d é te rm in e  le  type  de 

q u a s i- iso m é tr ie  du bout b , ou s i d 'a u t r e s  in v a r ia n ts  son t n é c e s s a ir e s  (v o ir 

[T h u ^ ]) . R appelons que l ' i n t é r ê t  de c e  p rob lèm e p ro v ien t du théorèm e de 

r ig id ité  de M ostow -S ullivan  ( [ S u ^ ] )  , qui m ontre  que la  m étrique  de M e s t

ce  qui donne p a r  p a ssa g e  à  la  lim ite  en j . En p a r t ic u l ie r ,  aucune

feu ille  du su p p o rt de y^  ne coupe X^ . Comme X^ rem p lit S ^ , chaque feu ille

de c e  su p p o rt de y K e s t  donc, ou bien  contenue dans X^ , ou b ien  une com posante

de ôS, . □
b

i (-Q"oo oo) = 0

l 'a rg u m e n t de la  p reu v e  de la  p ro p o sitio n  3 .4  p o u r o b te n ir  que 

i ( a * , C k) < C e "D(j) es ( a . ) e s (yk) + 2 

où la  co n stan te  C e s t  indépendante  de j  e t k , ta n d is  que D(j) e s t  la  d is ta n ce

de a.
*

j
à S

b
. D 'o ù

F a isa n t te n d re  k v e r s  l 'in f in i ,  on ob tien t que

e y
D

i ĉ£/ es^aĵ ,yk/̂es^k^ “ C e D ^  + 2 A s(a.) es ^  ’

(j)

c a r a c té r is é e  à  iso m é tr ie  p rè s  p a r  le  type  de q u a s i- iso m é tr ie  d e s  b o u ts  de M
l0.(m) ;

le  type de q u a s i- iso m é tr ie  d e s  bou ts géom étriquem ent fin is  de M^(ju) e s t  dé te rm in é  

n a r  le u r  " s t ru c tu re  conform e à l 'in f in i"  .

C<)DO,7
f

(«.s 1
e/

’j*
i(a
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