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INTRODUCTION

L*utilisation de développements Tfonctionnels pour représen-
ter des systémes non linéaires a été tres étudiée ces trente
dernieres années, aussi bien en ingéniérie qu“en physique. Les
développements fonctionnels ont été appliqués dans diverses
branches de la théorie des systémes non linéaires : identifica-
tion et modélisation, réalisation, stabilité, commande optimale,
équations différentielles stochastiques, filtrage, etc... Jusqu”a
présent, presque tous les développements fonctionnels utilisés
ont été du type Volterra ou dans le cas stochastique du type
Wiener. 11 y a eu un trés grand nombre de publications sur ces
développements. Pour simplifier, mentionnons ici seulement les

deux livres récents de Rugh 0Z] et Schetzen [4*1].

Dans cette partie, nous rappelons tout d"abord les princi-
paux résultats et notations de [Al] qui seront utilisés dans la
suite. Cette approche algébrique entiérement nouvelle, qui uti-
lise les séries formelles en variables non commutative a conduit
d"une part a connattre de facon trés précise les développements
de Taylor des noyaux de Volterra et d"autre part a introduire un
calcul symbolique non commutatif généralisant au domaine non li-

néaire le calcul de Heaviside.

Avec ITintroduction du Principe du Maximum, le formalisme
Hamiltonien, précédemment important seulement en mécanique et
physique est devenu un outil commun et utile en commande opti-
male qui, comme chacun sait, englobe le calcul des variations.
Or les séries de Volterra sont aussi originaires [v2] du calcul
des variations. Quel peut donc étre le lien entre le formalisme
hamiltonien et les séries de Volterra ? En utilisant des déri-
vées fonctionnelles de 1"hamiltonien associé au systéme on iden-
tifiera, dans une deuxiéme partie, ces liens, donnant ainsi un

contexte nouveau pour la commande optimale singuliére.



Al. - Premiére formule fondamentale

On considére un systéeme linéaire en la commande
i~ (4@ = AAQY) + wit)/4, fq)
£h|m

ou |l'état q appartient a une variété analytiqgue Q de dimension
finie N. Les champs de vecteurs Ao, A, : Q_"~.TQ (fibre tan-
gent) et la fonction de sortie h : Q—*R sont analytiques.

Pour simplifier, on suppose que la commande est une fonction

scalaire continue, c'est-a-dire, u 6C<°[0;T] T>0 + Dans une
carte locale g = (g”r..., gN), les champs de vecteurs du
premier ordre Aj(q), j = 0,1 s'écrivent

V L ~o -flof(;'*

et la dynamique de 2L devient

Ay = [T AX cit: &(o- r) Dk

ou les n : IRN —* 1R sont des fonctions analytiques.

L'état initial gq(0) = gqo € Q étant fixé, on sait que la
sortie de 2_ peut s'exprimer comme une fonctionnelle causale de
l'entrée u, par la série en variables non commutatives donnée

par la premiére formule fondamentale

3= R)+ZL2_ . , A Ry o .. °

,r13~0A
Aj~ .. *Ajrh désigne la dérivée itérée de h selon les opéra-
teurs différentiels Aj. Pour un temps t "court" et une entrée
"petite", on obtient la valeur numérique de y en remplagant le
mot X-L e *Xx-j ar l'intégyrale itérée cl? définie
Jo 5 P i J0“dr do
par récurrence sur la longueur*.
rt
ijt)y =RI)+Z 2 A-Ad o dw
. — " 77 0 40
@)=t , 9] fa(<rdr , Jaf- =0 , oo |
et
If, . ti . )ez Si jv=<
. . e 0 j
i y i f fo K- d
T

o d:g_ v Uhr))cic s ori



La démonstration, de nature essentiellement algébrique, généra-
lise les travaux de Grdbner [g 4], sur les équations différentiel-
les libres.

La série g associée a y(t)/ appelée série génératrice, ca-
ractérise [,"2] le comportement entrée-sortie du systeme. Cer-
tains termes peuvent étre regroupés ? on peut envisager, par
exemple, de regrouper les termes ne comprenant aucune occurence
de Xj, puis ceux qui en comprennent une et une seule, puis
deux etc... Comme nous allons le rappeler dans ce qui suit, on
obtient alors "l équivalent” de la série de Volterra. L"étude de
cette série permet d"avoir des informations importantes souhai-

tées par les ingénieurs lorsqu™ils rencontrent de tels systémes.



A2 . - Série de Volterra - Développement de Taylor des noyaux de

Volterra «

Divers auteurs (voir [Al] pour la bibliographie) ont montré
que la sortie de ¢(1 pouvait étre développée en série de

Volterra,

ij () = ci ft/r,a) + Gr. (~r”™a) (r)dr, +

t | (t ra  Juigy ¢ Mog o+ 1]t fecg vt raa)ii((e). ajfe)fle
J ox . ~ r

ou O 7<-<BEhET e Les noyaux sont ici sous forme tri-

angulaire. A IT"instant initial t , gCr) = a 6 Q. En réarrangeant

les termes de (Al) on montre

Proposition 1 : La sortie du systéme peut étre développée en
série de Volterra ou les noyaux sont des fonctions analytiques

données par

It.T, Q av R (= Qrrn)
\>y, 0
N *0
"a a® k re@ W 1 hnl
= J.0
I WAV/E p ire A
s o/ ~/T,a A, 5A 79 ~fe-11
. 1 o &s=0 ».1

Les membres de droite de ces égalités sont le développement

de Taylor des noyaux correspondants. Bien sdr, on peut encore

écrire formellement

V, < et'r Ao "{a)

-k-r iAo
Je
t **A4 e ' k 'T>A «C’ b | -a
1
1'1 \ (or-nNA, A 1 - fa-T)A0
IASIt-,G; , -, 3 /*,«")= e Al.-Ai e o tu, |

c]rC
ou les dérivées de @iIF sont prises par rapport a gq. La barre |q .
indique 1 ’évaluation au point a de I"expression a gauche de la

barre.



A3. - Calcul symbolique : applications

Grace a la vision renouvelée des développements fonctionnels,
esquissée dans les deux paragraphes précédents, des algorithmes
pour le calcul et I"analyse de la réponse de certains systemes
non linéaires ont pu étre élaborés. Les techniques, basées sur
des manipulations algébriques de variables non commutatives,
généralisent au domaine non linéaire certains aspects des trans-
formations de Fourier et de Laplace. Comme application, citons
le calcul de la réponse a une entrée déterministe [A2], ou encore
le calcul des statistiques de la réponse quand l"entrée est alé-
atoire [A3]. On trouvera d"autres applications dans la bibliogra-
phie de [Al]. D"autre part, dans [A4], on montre que ce calcul
symbolique non commutatif donne une explication a des calculs
heuristiques faits par des physiciens en utilisant des trans-

formations de Fourier dans un contexte non linéaire.



A4. - Une variante

Si X et y sont deux variables non commutatives, un sous-
produit bien connu de la formule de Baker - Campbell - Hausdorff

donne (Bourbaki [612] p. 59)*. N
* % y XacLy
\& e »e = ko " n
ou ad™ ™ est le crochet de Lie itéree > fois [Xx, -.. [Xx,y]l---1-

On obtient une variante des formules précédentes sous la forme :

Proposition 2 : La sortie du systéme ZTpeut étre développée en
série de Volterra ou les noyaux sont des fonctions analytiques
données par s

Of; a)s e N a)
’
M, |r|a)_ /\Lo w <Q;OA b Iq-_ cl
£{A*j, -, *%i,0)- 21 (@-tr) s.-.fa-r) " ac| \Vj A 4,UTG|7(-;~,n -

Ksi = K Ici-q
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A5. - Deuxiéeme formule fondamentale - Interprétation hamilto-

nienne des noyaux»

Le formalisme hamiltonien, utilisé en mécanique et en physi-
que depuis le siécle dernier pour exprimer des variations, est
bien connu en théorie du contrdéle depuis vingt cing ans avec le
Principe du Maximum. Les séries de Volterra sont, elles, connues
depuis la fin du siécle dernier. Une des raisons de leur introduc-
tion a été, comme I"a dit Volterra lui-méme, essentiellement le
calcul des variations. Ce fait a été confirmé par d"autres tra-
vaux importants en analyse fonctionnelle moderne comme ceux de
Fréchet, Gateaux ou Lévy. Comme chacun sait, ces deux outils
mathématiques sont largement utilisés en engéniérie non linéai-
re, et, jusqu®"a maintenant, I"intersection de ces deux domaines
était presque vide.

En généralisant une remarque de [¢5] sur la géométrie sym-
plectique du premier noyau, nous montrons dans la Note [A5] que
ces deux notions sont presque identiques. Plus précisément, les
coefficients du développement de Taylor des noyaux de la série
de Volterra associée a la réponse d"un systéme non linéaire ,
sont exprimés naturellement grace aux dérivées fonctionnelles de
1"hamiltonien correspondant. L utilisation de tels développe-
ments Tfonctionnels pour I"étude de la commande optimale singu-
liere semble alors tout a fait appropriée. Ce contexte nouveau
permettra d"éviter d"exprimer les conditions nécessaires d-opti-
malité en termes de dérivées totales par rapport au temps de
I "hamiltonien qui, comme I1%"a noté Knobloch [®8], peuvent étre

ambigles.
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A6 . - Développement fonctionnel pour une grande classe de systémes.

Considérons le systéme a entrée scalaire u

y 1 f _ F(lr,q ; a)

e ric @
ou F est une fonction analytique par rapport a toutes les
variables t, q et u. Dans une carte locale, définissons les
champs de vecteurs A0 et A. , 1 = 1,2,.._. respectivement

par , N

A= 2 F (M |1 + 1v

A= 1 Ff —q 1

R, lurodf
*
ou F"Ioc) désigne la i-éme dérivée partielle de PV par rapport

a u. On montre le résultat :

Proposition 3 : La sortie y de ~ peut étre développée en

série de Volterra de la facon suivante :

(M = oro (t.r.a) - F* e(VI)A®A, e A *t)A® UK fo.v., XION ler(
i
It (cT_tTro t -1IK- m4o ., \ TR
4 - A* e a- (t,T,9) i a M art
z
r<i fa-t) Aa & -*T)AOCE Jfz -r)Ao0 ). ufeu (ri)crn
4 r.q
¥ X 0=
Ao fo-nNA, _ )
4 A3 <Kfow)i A )%
X
f
+ n e -r)Ao a e (<5-°r)"A afe-"Aocir((r@,q)l _HAVFfeddoT %
r v 1 e Ig-a
N N _ ANpF A
. it pg ( t)Ac efe-~"Ao ete-rM o rn) e loiDEW. ck
N -if-ﬁ
At /o A
At fa fe-_ i
NA €;-o0 1. .
* ! A
iy . f -«

uCp T XE©i) o7 doj
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Remarque : Comme pour les paragraphes précédents, on ne s"éten-
dra pas sur la convergence de tels développements. Citons a ce

sujet les deux importants articles de Lesiak et Krener [(2] et
Boyd et coll. b I3].

Preuve : Nous donnerons ici seulement une preuve heuristique. La
démonstration rigoureuse sera donnée ultérieurement.

F étant analytique par rapport au, on peut écrire Zl sous
la forme

I * Fit'H |llro + L Flix UL I ui(fo
( = R(@I(H)

En premiére approximation, on peut supposer que les entrées,
vAd(t) = ux (™ = 1,2, ... sont "indépendantes”™. En appliquant
les résultats précédents a la commande vectorielle W, V2 ,eee)

on obtient le développement souhaité.
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An Algebraic Approach to Nonlinear
Functional Expansions

MICHEL FLIESS, MOUSTANIR LAMNABHI, and FRANCOISE LAMNABHI-LAGARRIGUE

Abstract—A new theory of functional expansion is presented which
makes use of formal power series in several noncommutative variables and
of iterated integrals. A simple dosed-forra expression for the solution of a
nonlinear differential equation with forcing terns is derived, which enables
us to give the corresponding Volterra kernels with utmost precision. The
noncommutative variables give birth to a symbolic calculus which gener-
alizes in a nonlinear setting many features of the Laplace and Fourier
transforms and which is developed in order to simplify some computations,
like the so-called association of variables, related to high-order transfer
functions.

Introduction

HE USE OF functional expansions in order to repre-
I sent nonlinear systems has been energetically studied
in the last thirty years, in engineering as well as in physics.

Manuscript received November 24, 1982: revised January 26, 1983.

M. Flicss and F. Lamnabhi-Laganigue are with Laboratoire des Sig-
naux et Systémes, C.N.R.S.-ES.EIl, Plateau du Moulon, 9U90 Gif-sur-
Yvette. France.

M. Lamnabni is with Laboratoire ¢ Electronique et de Physique Ap-
pliquée, 94450 Limeil-Brevannes. France.

Functional expansions have been applied in every branch
of nonlinear system theory: identification and modeliza-
tion, realization, stability, optimal control, stochastic dif-
ferential equations and filtering, and so on. Until recently,
almost all of the expansions used have been of the Volterra
type or, in the stochastic case, of the Wiener type. There
has been an enormous number of publications on these
expansions. For simplicity let us mention here only the
early works by Wiener [54], Barrett [2], and George [24],
which are still worth reading, and the two recent books by
Rugh [45] and Schetzen [48].

In this survey, we shall present an entirely new approach
to functional expansions, using formal power series in
several noncommutative variables. These formal powers
series were introduced by Schiitzenberger [49] in computer
science as a generalization of automata and formal lan-
guages. There were first used by [15] in 1973 to give a
theory of realization for bilinear systems, which shows
their relations to finite automata [17], [31], [44]. Since then,

0098-4094/83/0800-0554501.00 ©1983 IEEE



FUESS et ai: NONLINEAR FUNCTIONAL expansions

many papers have developed the theory in various direc-
tions. In this review, we shall show how to represent an
input-output behavior by a noncommutative power series
via the iterated integrals and we shall give the fundamental
formula expressing the solution of a differential equation
with forcing terms [19]. This simple formula completely
explains the relationship between ordinary differential
equations and functional expansions, something which has
been sought for a long dme. Using this formula, it is
possible to determine the Taylor expansions of the corre-
sponding Voiterra kernels with utmost precision [19], [20].

Several methods for computing the Voiterra functional
representation corresponding to a state equation have been
derived in the literature. Among them, the method of
exponential inputs is particularly well known and allows
the nonlinear transfer functions to be determined recur-
sively. However, the computations involved are often un-
wieldy and seem difficult to implement on a computer. The
use of noncommutative series allows us to derive the
Voiterra functional series of the solution of a large class of
nonlinear forced differential equations [34], [35] by simple
algebraic manipulations. In the last part, we present a new
operational calculus for computing the response of nonlin-
ear systems to various deterministic excitations. The calcu-
lus introduced compares advantageously with the method
of association of variables [24]. It leads to a natural gener-
alizaron of the well-known Heaviside symbolic calculus for
time-invariant linear systems. This remarkable feature
shows that we have introduced a kind of nonlinear Four-
ier-Laplace transform [19], [33]. We shall illustrate the
computability of our methods by working out the case of a
simple nonlinear electrical circuit. In this connection, we
stress the fact that the algebraic and combinatorial nature
of our approach fits very well with the symbolic computa-
tion methods which are now being developed in program-
ming (see [35]). Some other applications related to physics
have been studied elsewhere [22].

It is worth pointing out that our concepts are intimately
related to the differential geometric methods which have
become mainstays of nonlinear control theory, following
the pioneering work by Hermann [29] and Lobry [38] (for
the connections with Voiterra series, see Brockett [6], Lesiak
and Krener [36], and Crouch [11]). For a detailed explana-
tion the reader is advised to consult the presentation of
realizadon theory in [21].

I. Analytic Causal Functionals

A. Heuristic Introduction of the Noncommutative Variables

The following systems, called bilinear systems,1 have
been studied for some fifteen years:

[0 = U 0+ £«i(0*<;)i(0
1/(0“ MO-

(2)

‘They are also called internally bilinear systems, regular svsterns, or
affine systems.

555

The state g belongs to a finite-dimensional /?-vector space
Q; the initial state q{0) is given. The mappings
MO, -M,ﬁ'k Q~*Q* and * R are R-linear. The
inputs uv —'%mare real-valuethI , for the sake of sim-
plicity, are assumed to be piece-wise continuous.

Thanks to the well-known Peano-Baker formula (cf.
Gantmakher [23], p. 127), the outputy of system (LI) may
be expressed in the following way:

V(ir)“\ . * <?(0).
(r) +50j0 "L" /.
(1:2)

The iterated integral /dd - «*dEJis defined recursively on
its length:

oM T. 1@ 4O %
b - ©, 7-01 =m
fa.--  friM \ A,
'lie o 70
S e STTT)T¢ SETIEES

Now introduce the finite set X*(xO0,.rl,-» Re-
placing each iterated integral /& in (1.2) by the
corresponding sequence xu - *xjo we obtain the following
expression:

\Mdk+ AhgO§" -

e

This is a series in the noncommutative variables xj e X.
The noncommutativity of the variables reflects the fact that
the pennutadon of Indices in an iterated integral changes
in general its numerical value.

Example: Taking uxt) = ra we find

a2
ar a+l §§ €0 L,y

g=\<7(0)+ £ £
">0y0,--.A-0

0

They differ iff a* 0.

The series (1.3) characterizes the input-output behavior
of system (1.1) in exactly the same way as do rational
transfer functions for time-invariant linear systems.

B. Some Elementary Algebraic Structures

The algebraic structures that have appeared in the fore-
going paragraph will now be defined more precisely.

The finite set X « (jco, jc,, +++,xm) is called the alphabet.

It generates the free monoid X*, the elements of which are

finite sequences ex/q called words. The product is the

concatenation:

“ Ho

)(Cu oy b
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The neutral element is called the empty word and is de-
noted by 1.

The length WA of a word we X is its number of letters:
I"0”i”013B 5* The length of the empty word 1 is zero.

Let R(X) and R«X» be the /?-algebras of formal
polynomials and formal power series with real coefficients
and in the noncommutative variables xJ€ X. A series
se R «X » is noted

s* £{(.s, w)w|w € X*}, where (s,w) e R.

A polynomial is a series with at most a finite number of
nonzero coefficients (S,w). Sum and (Cauchy) product are
defined by

S\ +52% ZL[(ITW+ (52 \D] VA6 X4}
£ (.,u)(i2u) Ve Xe

Sis-

C. Definition of the Functionals and of the Generating Series

Under some condition of convergence, we associate with
each noncommutative series a causal functional
(i.e., an input-output behavior) by replacing each word
xjm-1xjo by the corresponding iterated integral /o o*
df£do (cf. Section I-A):

y{t;uu

(a.0+4Z

[S>* .

Taoqpk- AL
(14)

We assume that the series (1.4) is absolutely convergent for
r and max0<T4;|wi(r)| (/=»l,-*-,m) sufficiently “small”.
This is verified if the coefficients satisfy the following
growth condition: there exist K, L>0 such that

(s.' "l < Apw Lw. @.5)

It can be shown that to distinct series of R«X» there
correspond distinct functionals. Therefore, the following
definition is valid. A causal functional is said to be analytic
if, and only if, it is defined as in formula (1.4) by a
noncommutative formal power series which is called the
generating series of the functional.

Remarks. (i) Causality means only that the valuey{t) of
the functional depends of the inputs wf(r) forr < /.

(if) The notion of an analytic functional has already
been given various meanings in the literature (cf. Volterra
[52], Hille and Philips [30], etc).

(iii) If the output is vector-valued in Rs. one should take
an j-uple of generating series.

The notion of analytic causal functional generalizes in
some sense the notion of an analytic function. In order to
illustrate this assertion, consider a generating series g €
R «X » which is exchangeable: if S, denotes the symmetric
group acting on the set (0,1,%*}, g is exchangeable iff
forany af£ 2 (3, =(g9,.V e- Le- iff
the coefficients do not depend on the order of the vari-

IEEE TRANSACTIONS ON CIRCUITS AND SYSTEMS. VOL. CAS-30. NO. 8" AUGUST 198?

ables. A simple computation then shows that

f AT

9€-3, U b

1)
The value of the functional is given by

£ (@  1oXZ)(OU)\()*-- (0"
NN km* 0

6 ; %djcf

. 0 o (O 1] 0 *
0,70 >

(1.6)

This is the classical Taylor expansion of an analytic func-
tion in the “ordinary” variables £0(r) =r,{|(/),* 1*,Sm(/).

D. Rationality

A formal power series SSRnX)> is invertible if there
exists s~1€R«X)> such that ss~] 1 This is the
case iff the constant term (j, 1) is not zero. We can then
write

IsADfi -s’]
where s'e R «X» and (5', 1) * 0. We thus obtain

1 . 0;1 1w
(sA)[ - (M) k>0

A subalgebra R of RnX» is said to be rationally closed iff
the inverse s~1of any invertible s € R again belongs to R.
The tf-algebra R«X» of noncommutative rational power
series is the least rationally closed subalgebra of RnX)>
which contains the polynomials R (X).2 This means that
any r € R((X)) is obtained from a finite set of polynomi-
als of R(X) by making a finite number of additions,
(Cauchy) multiplications, and inversions in a given order.
The fundamental property of the rational power series is
the so-called Kleene-Schutzenberger theorem. If End(Q)
denotes the set of endomorphisms (i.e., of i?-linear map-
pings Q -» Q) of a J?-vector space Q, a (linear) representa-
tion p: X* End(Q) is ahomomorphism of the'free monoid
X* in the multiplicative monoid of End(Q), i.e., if w,w's

Theorem LI. (Kleene-Schutzenberger, cf. [49], [16],
[44]). A formal power series r € R «X » is rational if, and
only if, there exist a finite-dimensional R-vzctor space Qf
an elementy € Q, and a iMinear mapping d: Q-> R such
that

£{(M Hb ) M>»'s X*}.

It is then obvious that the series (1.3) is rational and we
can state:

Corollary 1.2. A generating power series corresponds to
a finite-dimensional bilinear system if, and only if, it is
rational.

This correspondence is analogous to that between finite-
dimensional time-invariant linear systems and rational

1The notion of noncommutative rational power scries is due to
Schutzenberger [49],
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Fig. L

transfer functions. This gives a realization theory for bilin-
ear systems [17], [31], [44] which makes use of an extended
Hankel matrix [16].

E. Shuffle Product

Take two systems with the same inputs and consider the
product of the outputs, ie., the multiplicative parallel
connection (Fig. 1). If the two systems may be defined by
generating power series, is the same true of the composite
system?

First we have to introduce a new and very important
operation called the shuffle product, written ui. We define
the shuffle product of two words of X recursively on the
length:

lull* 1, X*,
VXj'Xj, € X,

wuil linw*>w

(XWy o1 ¢ XJW') » Xji[w tit (x w1 ax X XJW) w w'j .

The shuffle product of two words gives a homogeneous
polynomial of degree equal to the sum of the lengths of the
words.
Examples: (i)
x*mx«-k * (£)*" {n"k).
(i) xOx {uix2* xQx K2+ x0xzx" + x2x X {

The shuffle product of two series  s2s R«X» is de-
fined by

sxws2» L{(*i,H't)(-y2" F2) HIdwz\w\**] e **}e

With the addition and this new product, the sets R(X)
and RnX)> become commutative, integral ~-algebras with
unit L

Remark: For the reader who is more mathematically
oriented, let us add that the shuffle product may be viewed
as a very natural operation in the framework of Hopf
algebras (cf. Sweedler [50]).

The well-known formula for integration by parts allows

us to write the product of two iterated integrals in the
following way:

"V ti- 1dtk
y (. (/T
+ Irey. (I
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This corresponds to (1.7) and we may state the following
result, essentially due to Ree [43]:

Theorem 1.3. The product of two analytic causal func-
tionals is again an analytic causal functional the generating
series of which is the shuffle product of the two generating
series..

Remarks: (i) One can show that the shuffle product of
two rational power series is again rational [19]. Therefore,
the product in the foregoing sense of two bilinear systems
is again bilinear.

(i)  The additive parallel connection of two systems de-
scribed by generating series is obviously given by the sum
of the series. The cascade connection may also be com-
puted in terms of noncommutauve variables (cf. Ferfera

[13]).

Il. Functional Expansions of the Solutions of

Differential Equations with Forcing Terms

A. The Fundamental Formula

The search for a functional expansion of solutions of
differential equations with forcing terms is a classical prob-
lem in engineering as well as in physics. Since previous
attempts have almost exclusively used Volterra series, a
brief analysis of the existing literature is postponed until
the next chapter.

Consider the control-linear system

U (0% Mo(i)+ £ “i(M(<)
\y{t)-h{q). (.

The state g belongs to a finite-dimensional i?-analytic
manifold Q? The vector fields AOjA{f-",Am: Q-+TQ
(TQ: tangent bundle), the output function h: Q-+ R are
analytic and defined in a neighborhood of the initial state
<7(0). Readers who have not worked with vector fields will
understand what this means in the language of a local
coordinates chart q =*(q1- **,gM. The vector field Aj(q)
is then a first-order linear differential operator

A<(@®- £ KOV )4 )ﬂl

where the Rs -* R are analytic in a neighborhood of
<1(0),- **,4v(0). The first line of (I1.1) may be rewritten in
the more classical form

m

B¢ ) ><e._1 - @ -

¢~ h— v

=),

(11.2)

The next theorem generalizes Grobner’s work [26], [27]
on free differential equations.

3 If the reader is not familiar with differential geometry, he will not lose
very much of the meaning by assuming that the state belongs to some RN.
But, since we do aeed the modem aoiioa of vector fields, we refer to the
aumerous textbooks oa differentiable geometry, for example, Arnold [I\.
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Theorem 111: The output v of system (I1.1) is an ana-
lytic causal functional of the inputs u,,- *-,ungiven by the
generating series

HAD+] £V Ao

(H-3)
The bar | (O indicates evaluation at q(Q). Taking into
account the fact that vector fields are differential opera-
tors, the notation AJ,O- --Aj'h means the iterated derivative
of h with respect to Ah,s*e<Alb The inverse order, of the
sequences  *e*e*xJqand AJg+ ¢ *AJf should be noted.

Because of its importance, we will call (11.3) the funda-
mental formula. Before giving its proof, we will illustrate it
by some examples.

Remark: In this survey paper we consider only continu-
ous-time systems. Normand-Cyrot [41] has recently intro-
duced a discrete-time analog of the fundamental formula
which gives birth to as rich a theory as in the continuous-
time case.

B. Examples

(i) Free Differential Systems
With Grobner [26], [27], consider a system without in-
puts

3
y()~h(a).

Using formula (11J), we find

/(0- z m pohl 1eAt\ .
a>0

This is a familiar formula in the case of a linear differential
system.

(if) Commutative Vector Fields

Suppose that in system (1. 1) the vector fields commute,
i.e.. that the corresponding differential operators commute:
AjAy * Ay Ay This is usually expressed by writing that the
Lie brackets [Ay Ay] = AjAy - AyAj are zero. Formula
(11.3) says that the generating series g is exchangeable (cf.
Section I.C) and (1.6) becomes

V(0- z
KQ. A, +-.km

O
U, (Yo U

VR ek

(cf. Grobner [26], [27]). No use of iterated integrals is then
required.

(iii) Time-Varying Systems

Consider the system

iq(t) =Bo(l,q)+ Z Ui(i)Bi(t,q)

v(t) =b(t.q)

4 The derivative with respect to a vector Geld is called a Lie derivative in

differential geometry.
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which is identical to (Il.1) except that the vector fields
B@B},---,Bm, and the output function b may depend
analytically on time. As usual we reduce it to an autono-
mous system by adding one dimension g°

(i°(f)-1, g\0)=0

2()-£,(292)+ Z a,(i)5,(2%?)
/-1
j(t)-b(g°,q).

By applying (I1.3), we are led to introduce the new vector
fields

€ 1.2)3 -*0M)

Ci t,q = >’_a>

/-1 . oee «

The corresponding generating series is

9-bm+ Z
»>0 Y0,

where g{0) - (0, q(0)).

(iv) Bilinear Systems

Consider again the bilinear system (1.1). We choose a
basis for the finite-dimensional vector space Q where q *
(q\- *-,qiW. The corresponding vector fields are

A 0CI---(:,p\mxj.|||)<J>

H
A >w ™ * ;=01 m
d
dg"
where is the transpose matrix. WritingX = (A,,- **XV),

the output function h is /z(")*\,A1+ eee + Xy~ N Be-
cause of the transposition, (11.3) gives once again the series
(1.3).

C. Proof

The proof of the fundamental formula is essentially
algebraic and generalizes that of Gr6bner [26], [27] on free
differential systems. We will only sketch it and omit the
part concerning the convergence which uses the same
majoring series as Grobner. For more details, see [19].

First consider m +1 formal vector fields (i.e., formal
first-order linear differential operators)

Z VKk.q\-- j*01***m

dgk

where the df € R[[q\- «*<?]] are formal power series with
real coefficients, in the commutative variables g\---,qiS
The Aj's act in an obvious way on any element of
**>4f* We must now introduce the /?-algebra
o* <?*]J«X», i.e., the set of formal power series in
the noncommutative variables x -E X, but with coefficients
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in Addition and shuffle product (and also
the Cauchy product) are defined in a completely analogous
way.

Define the application A: R[q\- ¢*,?*]]

RLW™***%
\«X, by

h—\(h) =h+ z £

7.-0

=Jjal

where the right-hand side is a kind of noncommutative Lie
series.

Lemma 11.2.
can write

If /tifh2€ 2V Sxd®2gR one

\(cth 1+ a2h2) —aiA(/rl)*fa2A(/f2)

AlTMI-ATNIUIA A ). (11.4)

fe«<*e Only the equality (I1.4) requires a proof. It
follows from

o A M 4b 4. ,QINM /)

which reduces to (L7) defining the shuffle product. .
As an application, consider an element of R[[ql,— ,g*v]I

\B,*» 321 "‘L» [

A.(A)“ Y,
at, ,«»>0

We Set
W UWee uifa((?v) 1 B

(11.5)

where mak means the power ak with respect to the shuffle
product.

Take local coordinates as in (11.2) and set (k » 1* e jV)

?2*(0“ ?7*(0)+ £ £ Aja---Augk\m
0.
e **dE (H.6)
0 0 *
y{c) - + £ £ [lyoeee **d$jo.
iy © ' 0 °
(1.7)

We have to show that the quantities gk and y defined by
(11.6) and (U.7) do satisfy the equations (Il.1). Because of
formula (11.5), it is clear iha.ty(t)**h(ql(t)t-«*,qk(t)).

Consider now the derivative with respect to time of an
iterated integral We get

C«
iff0=°

U(f) f dE
[ 0

eoe</f \ijr« I'S ,m).
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We are now able to derive the two members of (I1.6)
0 *>*U+ £ £ V" eV
( a>0 (
AL
+ “f(C) 6%,« MO>
a>0 j 0

Once again, because of formula (11.5), we obtain

$*(0- #(«.—= e <)+ £ “. QN —meF¥)e
This is the required expressions,

D. A Noncommutative Symbolic Calculus

The practical computation of functional expansions and,
in particular of the generating series, is not a simple matter,
We propose here a recursive determination of the coeffi-
dents by a fixed-point method.

Equations (112) are equivalent to

qnht)-okm JAW (r),-~(r))dr

+ £ fui(nei (q"(T)y-m,qv(r)) dr.
,—r°
y hypothesis, the 9* and the output function h are ex-
pandable in Taylor series around the initial state q(0)
which we may take as the origin of the coordinates. To a
function such as

, VX n (n* ¥
«
A 1*e,ay >0
associate
s@* Fv) e uiG

where s\- «* rv GR«X>> are power series with constant
terms such that 1)*1e *¢ (siWO0 “" is convergent.

The very meaning of the variables ;00, x Xt-+-,xm with
respect to the iterated integrals shows that system (lI1.1) is
equivalent to

g*=*7*(0)+Jco0d (gl,---,g V) + i€ *(0*(a“.” =3V
-t

8+ r(g-.
(11.8)

There exists one and only one ((V+ I>uple gl,---,g'v, g
solution of (11.8), which is obtained by iterations.5

5In the fl-algebraR«X>. consider the twosided ideal( X) of the power
series with zero constant terms. The sequence (X\ (X) ,eee, defines a
fundamental set of neighborhoods of zero and thus a topology where
R«X* is a complete metrizaole space. System {11.3) defines a contraction
Md it is then possible to apply (lie fUed-point theorem (for more details.
see (191).
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The following examples will, we hope, illuminate these
rather terse explanations. They will also be employed in
Section V.

Examples:

(i) Consider a linear stationary system

iqgr(N-/2(1)+ £ u,(t)Gi
\y{t)~Hq(t).

The state q belongs to a finite-dimensional i?-vector space
Qand q(0) = 0. The G, are elements of Q\ the mappings F:
Q-+Q, H: Q-*R are /Minear. With the foregoing nota-
tions, we get

2% MO Ar + E o
2(») Jo() ilr%iGldel{T)dT
and, if2-(?",

i"@GlL—_8V)">o"(flIl.-".8M)+ E g %
\8=Hig -9

It follows

1~ @1 "8V)*E o
1-

and
8-/r(I-Fxor’(EG*)).

Since we know that the matrix transfer function is

Hp- f -GJ

we see that the generating series is equivalent to it up to an
elementary change of variables.
(if) Take again the bilinear system (1.1). We get

() ’D"f_MOdH £ u.X~Mjdr~qir)

whence
il(8l.---.8*%) = 2(0)+|3i(.*0o+ £ M/*,J'(8"."-.8V)

\g—- —-8v)

and
8-x] 1- E™"M 2¢]?20)

xmi. o« W p

-\<7(0)+E E
*>0

D,~.7,-0

which is again the series (1.3).

(iii)  Consider the Duffing equation, which is well known
in nonlinear mechanics

J1(r)-ray(r) + uV(0+64/) = «i(0-

The corresponding integral equation is

ty+af{(r) dr + w2fdr f y{a) do
y(t) JO{/() 1 JOy{)
+bfdrfy}(o)do
=fdrf u, da +j3f+ a
Lard ((y) i

where a and /? are two constants depending on the initial
conditions: a» >X()), p - v(0)+ <zy(0). Hence the generat-
ing series of y satisfies

8+ «08 + «:*08 + bX%{giu gw g) - XXX+ Px0+ a.

Remarks: (i) Practical computations will be given in
Section V.

(i) In [22], one will find an application of the noncom-
mutative symbolic calculus to give an explanation of heur-
istic computations made by physicists by means of the
Fourier transform in a nonlinear setting. This confirms the
fact that the noncommutative variables do generalize some
properties of the Fourier-Laplace transforms.

I11.  Volterra Series

A. Definition and Relationship with Generating Series

Volterra series are today the most popular tool when one
deals with functional expansions. Recall that Volterra in-
troduced at the end of the last century the following
regular functional expansions (cf. Volterra [52], Levy [37]):

*0+ 5a% (TH*(D=AT,

|)“(T2)“(t,)dr1

Ja Ja

o +IE L 4
Ja Ja v r)

w(r2)---u(Ti)drl---dTIl+ m (e

where the limits of integration are fixed once and for all.

In order to take into account the time evolution, a
time-varying integration limit is introduced and one gets
the so-called Volterra series

y(t u,)-WO(f)+3(\ng y(t,txyu{T{)dry
+J5\]/O.\/ (i,T, 1r’)l*(12)"’(T1)C.:T= 6T1
>T\)

JQ X
w{rt)---u(rNdTi---drl+ ...
There are several ways to define the kernels ws:

—In (I11.2), we used the triangular version where t * rs

(1)
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—A very current way is to use symmetric kernels

y(r,u,)-M~{r)+ ,r,)U*(7\]<',t,

r[utr
I0-0

rutz)u(rpHd~rd”

+ oo+ g w(Frd---rl)
o b

oui T* TI)C V* i

where w' is a symmetric function of the variables r,,-«-,r..
The passage from one form to the other is ciassic.

Remark: As usual the input is assumed, for simplicity,
to be one <iimmsional

Roughly speaking the study of Volteira series may be
divided into three main classes: multidimensional
Laplace-Fourier transforms (see Sections 111-D and 1V for
details and references), differential geometric methods (see
Introduction), and approaches related to functional analy-
sis (see; e.g.,, Halme [2S},,Gilbert [25% De Figneirodo and
Dwyer [12], Sandberg [46], (471). Among the numerous
attempts to apply Volterra series let us quote the recent
and original ones to nonlinear oscillations and Hopf bifur-
cations (Chua and Tang (10], Tang, Mees, and Chua [51]).

In fact there is a closed and perhaps unexpected rela-
tionship between Volterra series and generating series.

Theorem IILL The triangular Volterra series (I11L1) de*
fines an analytic causal functional if, and only if, for any
s > 0, the kernel ws(t, ne-*e,r,) is an analytic function of
the variables rt,e+ rs,t in a neighborhood of the origin,
such that the radius of convergence of w0, w,, ¢, W5, eee,
are bounded from below by a strictly positive quantity.

Proof: Expand w(/, r,,- *',rx) not with respect to the

variables i, r,, eee,;rt but t- r,,rs- tt_Ifere,r2- r* rx

Wi |’1 -T.
T W
,at>0

0-T,) “ee=(j—T) O
A
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A simple computation shows that to the word eee
XXX corresponds the multiple integral

Tyau(*)«"<T~T) TH*1

Vo k a,! *+-a,la0!

idr---drv

Hence we can associate with (I11.3) the generating series of

o
. ., IT
Remark: As Volterra had already aouced, series (I11.1)
may be considered as a funcuonal generalization ot Taylor
expansions (cf. (521, (371). On the other hand, a Volterra
(~.2) where t is not fixed once and for all is
certainly by 110 means a Tay‘or «panston, although this
has ofteQ been in the literature. It is in fact a
penurbative expansion with respect to the product of the
“P4 - In a A*** Publication, u will be shown that for
causal fin a |Is, generating series have a natural inter-
PrelatlOn 35 Taylor expansions.

E Vs eiffm s XE

* >0

ipplication B Application of the Fundamental Formula

Consider ««1* a system analo8ous f».(1U) wth
excePrion that we take a one-dimensional mput
/<?2(0 m™o (™) +u(OA (M)
\ (t\ru fill 4)
The determination of the VVolterra series giving the outputy
has a long history beginning at the end of the fifties mainly
with Barrett [2] and George [24] and culuminaung with
Lesiak and Krener [36] to which one should compare what
follows (in this large time interval, let us mention for
example Waddington and Fallside [53] and Parente [42]
among papers we have not already quoted). Theorems II.1
and 1111 yield:
Proposition Ul.2. The output of system (l11.4) may be
expanded in a triangular Volterra series (111.2) where the

(I11.3) kernels are analytic functions given by
) £
wo( 4i< 1490 « AY(Oi
we(ir Ty~ H ACPACQ f
<« 1 0%
~ er'/fAiei‘~r>¢hm
we(tirz>r|)" £ AW AG 0 A2 _
2* 1o O*
4 T 10)_
WY = £ Araar-akel, DY - E
“* TR0+

er M 4,

A

They ©
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As for the fundamental formula, we will not dwell on the
question of convergence. More details are to be found ir
Lesiak and Kjener [36].

C. A Variant

If x and y are two noncommutative variables a well-
known by-product of the so-called Baker-Campbeil-
Hausdorff formula gives (cf. Bourbaki [4], p. 59)

exye* E 'Iadx V.
y>0

The operator ad\ is defined recursively on v
X
<y-y

adky » [x,y], where [xyy]=*xy - yxis the Lie bracket

y* A ad*y\

With obvious notations, we may write

eye Xy.
We deduce a variant of the formulas of the foregoing
proposition which was stated in [20] in order to solve a
singular optimal control problem.

Proposition 111.3. The output of system (111.4) may be
expanded in a triangular Volterra series (111.2) where the
kernels are analytic functions given by
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Obviously the same change could be made with the for-
mulas of Theorem I11.1.

D. Some Remarks on Transfer Functions

Consider first the linear stationary system
(Am f1 (- "1 ( )d
Jg ryu\T) 7
where

Ea-~r-
*>0

is an analytic function. From Theorem IIl.1, the corre-
sponding generating series is

t-T)
%

r-
2- a,x$x\
*>0
w”en the transier function is
L "qA7 =
P

This confirms the relationship between Laplace transforms

A noncommutative variables.
Consider now Ihe homogeneous tune-invariant system in
triangular form
y(t)m f C*...j\ ( t- Tj,rf-
00 0
**u(rx) drx-eedrx

X4ee 12-1,)

WoOW'*ALO)
W,(r - - « Aoi
™ —EIToJ,‘L 1o
- (eai'-0A))e*
2t T25T1 )D;i' Gy 4>fadl  )eA
»(eaiiR‘A])(eadiibA\)etA(’h\@
». (v fi)- E Lo, 4)* {cwad P

>{ead >A,y [e* A\t o

Remarks: (i) In those formulas, the Volterra kernels
are expressed with respect to r,, r2**-r,, t and not, as
before, with rv r2- r,,* e-r - rs. Notice that we do need
Lie brackets to give the precise expression.

(i) We know (Grobner [26]) that eM°Afo>* h\gr where
gt is the point reached at time t by q satisfying g = AQQ)
with the initial condition 9(0) Hence we arrive at the
following formulas where the denvauons are taken with

respect to q(0\ i.e., w.r.t. the dependence of gt on the initial
condition

wqt) * h(atyd0

ey (<20 T) ()1 )
t [eadid  eadr 'A\)h( )i o

VAT, (eadi [etdrYa  )h(qtofov

7\)

With respect to t- rs,rs- t,~,- **,t2- r, tj time-invari-
ance implies that Wsis independant of X Corresponding to
the Taylor expansion
, _oat
w, - £ aii— — Ajl—ILL-
Kook 7 a,. *eeq:~
adn senes

we the

£ aaW. AXMXX +eXS'X,.
<K,,000.& >0
It is equivalent up to an elementary change of variables to

re™ ar transfer function introduced by Mitzel and
RUgh [40] (see RUgjj [45]) which is here

1 1

opr

*
. a ! L}
«l.-
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Those transfer functions exhibit some remarkable proper-
ties: they correspond, to a bilinear system iff they are
recognizable (cf. [14]), i.e., of the form P(PU
P,)/Q\(P\)---QAP,) P.QX--,Q, are polynomi-
ais. As noted in [18], this property may be seen as a direct
consequence of the theory of noncommutative rational
power series.

Remark: There are at least three types of high-order
transfer functions one can introduce:

—the symmetric ones corresponding to symmetric Volt-
erra kernels (see Section 1V),

—the regular ones due to Mitzel and Rugh and which
have a very natural interpretation thanks to noncommuta-
tive variables,

—the multidimensional Laplace transforms of the trian-
gular Volterra kernels with respect to the variables r,,- ¢,
rt,t (Section 111-C). Until now they do not seem to have
attracted any attention. One should certainly select the
type of transfer function according to the problem one is
interested in.

IV. Determination of Volterra Series

When the input-output behavior of a system described
by state equations is of interest, a representation, generally
the Volterra functional representation of the solution of the
state equations, is needed. Several methods have been
developed in the literature for determining the kernels or
the associated transfer functions based on classical sym-
bolic methods (cf. Brillant [5], George [24], Bedrosian and
Rice [3], Bussgang, Ehnnan and Graham [7], Chua and Ng
[8], [9]). Among them, the method of exponential inputs is
particularly used. After briefly reviewing this method, we
describe a neiw technique based on generating power series.
This approach has the advantage of allowing more easily
the use of a computer. This becomes necessary as soon as
one tries to obtain high-order terms. The two methods are
illustrated by analyzing a simple nonlinear circuit.

A. Exponential Input Method

A convenient analysis method of evaluating the nonlin-
ear transfer functions is the so-called “exponential input”
method which is considered in this section (Bedrosian and
Rice [3], Chua and Ng [8], [9]). Following those papers, we
will consider, unlike Section Ill, stationary Volterra series
where the time interval of integration is unbounded

y(F |rmA| MIuCi-T )T,

+f f h5(ry, TYu(t —=Tj)u(/ —t,) drxdrz &
Jo yo

/CO %00

'oo
D 3 AL(TLTRA—T

*Flu(t-Ti)drldr2---dTII+ (v.n
<-1

The input u is one-dimensional. It is well known that,

without loss of generality, the kernels can be assumed to be

symmetric. In fact any kernel hn(rx- «-,rn) in (IV.1) can be
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replaced by a symmetric one by setting

n. o)’ *(V

ail permutations
oft,.ee*.

«0-

The multiple Laplace transform of the nth-order Volterra
kernel n> 0

---IO:{O l-o\{o M ri

eexp(- 5T,- f7T,—-- V)¢V

>J

drn

is called the nth-order transfer function. Since hn(t,, ¢*+, m)
is symmetric, so is Hn{sx- ¢\'s n).

Thus the output of a nonlinear system in the form (I1V. 1)
entails the determination of Volterra kernels hn{rx- «*,7j
or similarly the nonlinear transfer functions Hn(s»>- -,sn).
To this end, let the input u(t) be a sum of exponentials

u(t) =*es/+ eHt+ eee + et

where j,, ¢2,* © ox&* are rationally independent.6 Then (1V.I)
becomes

k k
y{o ) rEt—l *%| kzZ—\ -

ik
fonl (K 't

skyy  (IV2)

If each si occurs in (j™,- ¢ times, then there are
nl/(mxm2l ««*mfd) identical terms in the expression be-
tween brackets.

Thus (IV.2) can be written in the form

V(0- Z Zmim,...m, H{hr*>sk]

n— m 1
L

where m under the summation sign indicates that the sum
includes all the distinct vectors (m1* «* mfg such that

k -

LM

» -1
Note that if mx» m2=*e** mk* 1 then the amplitude
associated with the exponential component exp (™ + o*e 4*
sk)t is simply k\Hk(sX-<-,sk). This suggests a recursive
procedure for determining all the nonlinear transfer func-
tions from the equations defining the behavior of a system.
Rather than a general formulation we apply the method to
the simple nonlinear circuit (Bussgang, Ehnnan, and
Graham [7]) of Fig. 2 consisting of a capacitor, a linear
resistor, and a nonlinear resistor in parallel with the cur-
rent source /(/).

The nonlinear differential equation relating the current

excitation i(t) and the voltage v(t) across the capacitor is

6The number ' **pP* gre said to be rationally independent if there
are no rational numbers a,,a,, --.a* such that the sum a,*, + aiJ*

+ o*e aksk is rational.
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tv
fi«c ©

Fls- 1
given by

M-tk o (t) +kv2(t) =i(t). (IV 3)

A single exponential excitation is first considered
[(f)-e".

Equating the coefficients of " on both sides of (IV.3) after
the substitution of (1V.2) for v(t) we get
(s+ k,)Hx(s)» 1

Thus for the specified circuit, the first-order Volterra trans-

fer function is
1

H (s) ~
1() s +kx

To determine /f2(s., *) let us take
/(') « eSt+ es-

and identify the coefficient of the term 2'e(J,+,2j', after the
substitution of (1V.2) for o.(r), in both sides of (IV.3). We
obtain

Ur  Hk\) H2(s =*2)+ =iy#2 Ui)=o.
This yields Hz(sv s2) in terms of tfjU)

H2M<sl) “ - k2HI(s\)HI(sl)H\(sl Jrh)-
Similarly, the third-order nonlinear transfer function is
obtained by injecting a mixture of three exponential inputs

+ +

and equating the coefficients of 3\e{i* s* st on both sides
of (IV.3)

1

*j( "5 - A[HI{si,sz)HHEi)PH *1

+ h)~ U2)lH\(s\ ti2+]3).
Repeating this process indefinitely givls higher order non-
linear transfer functions in terms of lower order nonlinear

transfer functions.

B. Generating Power Series Method

In Section II1-A. we have derived the relationship be-
tween functional Volterra series and generating power
series. Here, we describe an algorithm for finding algebrai-
cally the generating power series associated with the
solution of a nonlinear forced differential equation. The
equation we are going to consider is

Ly(t)+ZPIA i)* »(i)

A d*

[
-0 ail

(IV.4)
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or, in its integral form

1()+,_, JTOV(ti) AT+ K- P ) "y(r) o

+oeeet/,j'drj dr,f enndr2( 'y(rt)d-rt
‘0 1o ¢ 70
m f u
+ E P, feD ST, - y(r)*1
-2 0 0 0
|.BK‘17:_/.0 1---dr2.5 “(Ti)dr}

(1V-5)
if we zer0 uuual conditions.

Let g denotes the generating series associated with y{t).
then (1V.5) can be written symbolically as

/I n-\
U+ g A m =m0
/-n I y-0f«0

where gtulcorresponds to the nonlinear functional / ( t).

A Ngebraic equation can be solved iteratively, follow-
ing the recursive scheme

8 - + g2+ Fe* 4+ 9F 4 *ke (1Vv.6)
/[ = \
" 11+ /¢ ro X r'x'
and
| <t-l
9»: i+ E W I *5
1—0
*E Pi E 8,,mg,, i eee lug".
/=2 L

This formula shows that the computation of g,, requires the
shuffle product of expressions of the form

Ri(x0)xtRz(x0)xr nax*Rp{x0)

where £y(x0) (j * P***/?) is a rational series in the single
variable *?« Composing this into partial fractions allows
us 10 conslder the «pressions

(1- a0x0)"r*xx(1- a,x0)*mp'xlrnex,(1- agk0

p,EN, (/=0,%0¢Q).

Finally, if we note that
-p
ax°*

* \/ ~

+j(1-ax0)”Ixo(l -tp- |

we only need 10 comPute the shuffle Product of noncom-
mutative power series of the form

('- ax0)~'xit(\- a]Xoy Ixh-naxIf(\- apx0)~".

,9{0.1}
This results from the following proposition.



FUESS et UL: NONLINEAR FUNCTIONAL EXPANSIONS 565

Proposition 1V.1. (cf. [34]). Given two noncommutative (IV.7) gives

power series tfmqi
iP~(l-a0xoy 'xu(\-a,xoy " 'x h---xIf{l1-arxoy | -[af-"AMl-anrJMuiar >,
-ar '\ mar q?,li—‘aar Kx» =g
md , , +[9r *i,(1-akjo)’ ,|“9 r ¥f(i-v®)" Jakjo
af-(1-Mo) xh{[-bx0) =y gl= _to)" r 1

+Ur*,, (I-V xo) ’m gr\(\-b rx0) ’]qu,y

mil xI,\\- brxo) /'i'hus we obtain

where p and g belongs to jV, the subscripts /,,¢e,/,, fa'iva”~il-ia -fb)x 1
j\>nt" J qto{OA)andaf,bj to C; the shuffle product is given * p q °*
by induction on the length by » (gfuigiph).x*+ (gf“liu
gfttigf- (gfujgr,YY]I-(«™ + 8] ' QE-D
_| Using this proposition, g, is obtained as a finite sum of
+(gf” l«u«)A[I-(ad+ ")jfo] expressions of the form
with (1~ ¥xqg)~nx\i* ~ a\x0)~f'xxeee.«, (! —aix0)~Pl.
(I-<rCo)"Im (1-6x0) "1-[I-(a + 6)xo0]_1. AVACL
The expansion (IV.6) is “equivalent” to the Volterra
For example, if we choose series expansion of y{t) (cf. Section IlI-A). The algebraic
n - (\n v Nvoarl closed-form expression of triangular Volterra kernels can
\ 0*0 iv 1ol -/A 2 0; be easily deduced from it since the expression (I1V.8) is a
and symbolic representation of the /-dimensional integral
2=o0-w X.o-w ' i o'/ > (- Teeft-: (12- ti)/*(ti)
then 00 0
a / i-i fi |/ -1 eu(riy*--M(rpn~.-*-ifr1 (1v.9)
Si»ug2*[I-(<io + *0)*0o] *i{l~ (ai+~)*0oJ ~ where
o[I-(al+ 00)x0]“IAi[l«(a24-~)"]"1 , v
+[I- (0+ )x0]~24 [I- (ax+ b0)x0]~1 /1(0- V M ;-1
o[l -(¢Z, ++ &i)*0] *i2[j~ (a2 + A I
+[1-(a0+20)70]" ,X|[I-(jO+ 2D 0O]“INi technique presented above is now used to compute
the generating power series associated with the previous
[ - (at+ 6j),x0]" Ixfz[I-(a2+ 6i)x0]~1. nonlinear circuit. The integral form of (I1V.3) is
Proof: Let us consider the formal power series »(0+*! fu(r)dr+kzfri7)d rzﬂ i7)dr
“* [ 3 *, m
flf“ar™i(l- «*o) where we assume a zero initial condition,
and Thus for the specified circuit, the generating power series
v, t is the solution of the algebraic equation
A v
al-ar’"0-Vo)'* Q+kx0G+ kzx0Qmg=xx
Their shuffle product is given by or
af W 1# i Vo)"*a»]® «!"F/, g--fc2( + fcIx0) " Ix0[guig] + (I + fc,x0) " ,jcL
Ji jLh [\-h 1 e(lua™on IS solved iteratively by a computer program
q\ x0/ *0] [32], [35]). We obtain Table I, where the symbolic
where we use the identity notation
(l-axor'-1 +a(l-axor V (IvV.7) att NN A ** al

Applying the definition of the shuffle product and equality Qdxe* € (0,1}
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TABLEI
— 1o =
1 X
k. ‘0
2 k, X. X. X,
k 2kl k ‘o
A~ o A N X
K 2 k 20 K 0
12 X0 x3 X X X,

3K X X 2 k O

3 * Kk 2k k Qk~Mk *2kHk *o
-24 -
€ iB )‘na S. \ 0
ko ok K Mok K Mok *\ Ao
24k ¥ x x g A N~ A
k 2k *¢ J2k X 2k k o
-144 XX % % X

1 M W A H K S 0

48 7z s 1 Vv ~c 2k~k 7o
W N 3d N ¢ N *
y144 1l
k X 3 H 24 s "o
+a3— " »
L A R - L
S8 C X , X » X . X x K

X . X . X,
k 2§ 3 4 3H*2» \ A \ 0
B4 £ x x x %X x x \ X X

k -2k ' 3k./ »k +3k,/12k 3k,/12k, k ‘O
%1728 A k./32K= 3k 4k A3 k , A 3k X2k k *10
*8S4 Ak A 2k A 3k A 2k X 3K, X 4k, % 3k,N 2k Ak P 0
tlu * sSKSk.SOk, V Vv 24\ =0

2280 £ X X X X X X X
-0 2N 3kl & ax NV XK Nzl ~O

TP T VEVE NMSO0

stands for

_i
(1+ax0) xI@L+j"0)
A+a M IX(1+aje)"l

Remarks: (i) The expansion in Table I is “equivalent” to

the Volterra series expansion of the solution up to order 5.
(i) Viennot has recently informed the authors that he

has found a combinatorial interpretation of the previous
computations which should make the programming much
easier.

V. Symbouc Calculus for the Response of
Nonlinear Systems
Our next objective will be to show how the Volterra
series can be used to determine the output of a system
subject to various deterministic excitations (steps, slopes,
harmonics, etc.). In the linear case. Laplace and Fourier
transforms are systematic and powerful tools of opera-
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tional calculus. A direct generalization of these techniques,
to the nonlinear domain, leads to multidimensional Laplace
and Fourier transforms; but the computation based on
these is often tedious, even for low-order Volterra kernels,
and seems difficult to implement on a computer. An alter-
native method presented here, based on commutative vari-
ables and on the properties of iterated integrals, leads to a
simple nonlinear generalization of Heaviside symbolic
calculus and to an easy implementation on a computer. It

ISeomParc” with the association of variables introduced by
George [24], that we shall now briefly review.

A. Association of Variables

If the Volterra kernels are known for a system, then the
output j>(r) for a given input u(/) could be obtained.
However, as for linear systems, where the use of Laplace
transform allows one to develop a powerful operational
calculus, one can introduce here the multiple Laplace

transform. Indeed, let us consider the “/ith-order output”
corresponding to the Volterra series (1V. 1)

Ta

yAt T2>* qJ

5 fo

00 0
tu{t-rxy--u(i-rn)drx---drn.

Introduce a set of artificial variables t" "' **>/,, so that

,00 ,00 fo

v .U 57/ | AO(|»"2,"-.Tii)

ca(il- TI---««(r1-T .)rfT I.--rfr. (v.l)

311(1
y.C JwdE.m -.0
Then, taking the nth-order Laplace transform of both sides
0f (V.I) gives
*T. i h ,ki.- uw.
1J 0 i £1

where U{st) is the usual first-order Laplacetransform of
the input Thus, as in the linear case, the convolution in the
time domain corresponds to the multiplication in the
frequency domain.

Now, assume that the nth-order Laplace transform of

. Thix ¥ . (13 *EE md >..(O iS
desired. Obviously, one can perform the nth-order inverse
Laplace transform of ~ (¢ j, $2," - .j,,)

(**yooo.*)

Y B2 <« 1 2* *
1 PENT0... fa+IDy  fs sy

2% c . (2irj)n -joo Ki-yo (n) I*
west i vst e " dsn” (V./2)

m<Nsel r, » r2»—  * tn* t. However, this computation is
often unwieldy. In order to bypass this difficulty, George
[24] developed a method whereby the rf variables could be
set equal or associated without leaving the transform do-
main, leading to a one-dimensional Laplace transform
Yn(s). Indeed, let us consider a two variables transform
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ya(j,.s,). setting 11= N = fin (V.2) yields

ya( M)
1 rzajp3 1
IvjL-jce T

r((y

rJ(il. esd ds-y.

Changing the variable of integration s, to s ='s, + s2 gives

yrd )=

lp-/- ir-"t,!, -

*  eSzd>
[2*7V ;0 rav

Caa )«

or, by interchanging the order of intégration

ya>( f.)
~h ,J,) dsz estds.
2flv Vv «2-y00
Thus the associated transform is

PN TR i212)42 (VY

Similarly, a transform of any order can be reduced to a
first-order transform by successive pairwise associations.
For example, let us consider the third-order term

[
+S2+ 3+ <+ 9(*2 + a)(h + a)

Using (V.3) to associate the variables s2 and s3yields

(it+s2+a)(il +2a)’

Then associating sy and s2 results in the first-order trans-
form

|
(s+a)(s+3a)’

The procedure for computing Yn(s) from y(rt)(5,,s2y‘ ",
sn) is called association of variables. Although an explicit
formula for performing the associating operation in a wide
class of Laplace transforms has been obtained in the
literature (see Rugh [45] and the references herein), this
technique has seldom been used. The main reason for this
situation seems to be the tedious manipulations involved
and the difficulty in decomposing them on a computer.

B, Soncommutative Symbolic Calculus

Using the noncommutative generating power series, we
develop in this section a symbolic calculus for computing
the response of nonlinear systems described by (IV.4) to
various deterministic inputs (steps, slopes, harmonics, etc.).
Such computations may be of interest in order to get
nonlinear distortions. To this end we show that integrals of
the form (IV.9) can be expressed in terms of “elementary
functions™for a specified set of functions u(t).

Let the input u(t) be an analytic function
£1

«(O-
n>0
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Define the transform (known as the Laplace-Borel trans-
form) of u(t)

3u,0= £ ui*)xo-
n>0

(This series may be regarded as the generating power series
associated with u(t) since

n- Ji Jo "'" 'deT'j!'
Then we can state the following result [33]:

Proposition V.I. The integration (IV.9) defines an ana-
lytic function, the Laplace-Borel transform of which is

given by
(1- a0*0)"'% { go(Oui(1- a,x0)' 2,20

jo

e[gu«)l **- - * 3 (v4)

Thus it is simply obtained, by replacing each indeterminate
xxin (IV.8) by the operator x0[gu(f)me].

This results in a single variable transform (i.e., the
Laplace-Borel transform) and thus the shuffle product
appears as an operation which implicitly takes into account
the technique of association of variables.

Proof: Let/,(/) and f2(t) be two analytic functions,
g/i(/) and g/2</) their corresponding Laplace-Borel trans-
forms. Based on the results in Section I11-D, one can first
state that

8/7,<n)rfr~*00/,<0 (V.5)
and
3A<ox/j(() * SI.if)1 S/,«). (V.6)
Now, let us consider the expression
(1-a 0-%0)’ ;,*i0-<VCo)"™ W1

which is the symbolic representation of the integral series

E(tAPV -V ['«<)'s)d

(V.8)

where

o= 2ot 74 30 2

is the inverse Laplace-Borel transform of (1-
Following (V.5) and (V.6), the Laplace-Borel transform of
(V.8) is

_r*

J

)«0*5 J*O [®< aje 1 -]

n>0 U n
- (1- a0jc,,)”"'% [gW,ui(l- ax0)'p'].

Thus it is simply obtained by replacing the indeterminate
X, in (V.1) by the operator *0[g Mgui *].

The proposition (V.I) results from repeated application
of this rule to the expression

0 “ aoko)~#ti(" * axai)~ x\'' *xtU —aixa)~f'1 «
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table ii

Laplace- Borel Transform of Some Functions

a(c) | (jtiw
unie acep i
é'i o}
it 14 ,
Ho IR (g
cos(ui{:g( @ = 6 ’é,Z'-)l

Now. assume that gu(0 is the rational fraction

(lI-a*o0)-'
that is, u(t) is an exponential polynomial of the form
[p-1
-(0- 11 N<’
W-o )<'

then, the simple identity

(1-0X0)"'» £ [P
J

'WI-0Xo0)"1
-0V |

1X0"-axoy'x0---x0(\-axoy >
4 t L
j times

and Proposition (IV.1) allow to derive a closed-form ex-
pression for (V.4) as a rational fraction. The corresponding
time function, that is, the value of the integral (1V.9), then
results from the decomposition into partial fractions of this
rational fraction. The same technique applies when gu(/)) is
a general rational function, regular at the origin. Let us
note here, that to compute the response, one only needs to
know the Laplace-Borel transform of some common func-
tions (Table I1).

In order to illustrate the use of this rule, consider again
the nonlinear system shown in Fig. 1 Its response to an
input i(t) derives from Table | by

(1 + ~,j:0)""x O[g 1(Giiil]
-2/c,(1 -i-/c,;c0) _";c0(1+2fc,
-[a.<0iu(l + Aje0) _1je0[gj(0ui I1]
HALj0) ~ 250 (L4 2%, jc0) _ "jc0
{8,(, (I +Mor'*00O+2*1Xorto
[g1Q)iu(l + fcx0) " IXO[g 1 >ujl] 3+ see  (V.9)

where gt(n is the Laplace-Borel transform of /(/).
Application.

1) Let us, for example, compute the response of the
system to the unit step

i(/)-1.  t>0.

As the Laplace-Borel transform of the unit step is 1 the
neutral element for the shuffle product, the Laplace-Borel
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TABLE 11l
1 X
*j- 1o
-2 K, X. A
k, 2k, t ok, "o
‘4 k* % X, X, X0 X0
ko 2k, kj 2kl ks 0
Mmoot o kX
2k, ° 2k, °3k, “2k, 5k, 0
ki X X. X- X. X X X
kx ' 2kj ° k. 2k, k, 0 2k, K, 0
24 ki X- X- xft X, X. x* X,
‘kjoow2kj 3kT * 2k, n u 2k, k. "0
72 kn X, X. X ju xn X, X3
"k 2k, ‘314 02k, 314 ' 2k, k, 0
=24 kJ *0 xfi *. o oxa  x3 x*
‘ H B “H WM H S °
-144 I X, X_ X- X xn X, X
k. ' o2k, 3Kkj 4k, 3k, "2kr Mk, 0
TABLE IV
J S B
k, no2k, J «
n k '2S A 0
A £ . n %
2 * k, 2k.k ¢ jui 2k, *ju* k& +1.)* 3j-
<4 k! X * n X' *5 . *a X
22 kj 12k, k, +ju* Y2k >jw k +2ju j-
+* € A n 3
2 kj - 2kj koo Aoan n kj n j-
+2 A s A2k, V¢ s 152k »je A K, e
oA n * 2k, ~ o3k Sk,-;» 3i-
0 7 a 3 '
22 2k. 3k, 2k, *ju> ki +2jui j<-
+2 n kj A2k N3k, A2k FjwoA " J-
+2 A ki I A3k, N KN e A k, n B

+ complex conjugates

transform of v(t) is given simply by replacing each varia-
ble x, in the generating power series g by the variable .x0
(Table I1I). Then, by decomposing into partial fractions,
we get the original function

hi

*?

0 e ek

k\
+ N [2-h(1 —2Arr —2Jkfr2)e_fc"

2(1 vik{ €0 e 351t eee
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2) Let us now consider a harmonic input
i(t)33coswt-!?y' +H r~o.

Its Laplace-Borei transform is

3.t0“ T [(1~Juxo)"'+ (1+ Juxo)” ]

Applying (V.9) gives (Table 1V). The time-domain response
is then

»(* N
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[3] E Bedrosian and S. Rice, “The output properties of Voiterra
systems driven bv harmonic and Gaussian inputs,” Proc. IEEE. vol.
59, pp. 1688-1707. 1971.

[4] N. Bourbaki. Groupes at Algebres de Lie. Paris, France: Hermann.
1972, ch. 2 and 3.

ﬁ M. Brilliant, " Theory and analysis of nonlinear systems.” MIT REL
Tech. Rep. 345. 1958.

[6] R. W. Brockett, “Voiterra senes and geometric control theory,”

Automatica. vol. 12, pp. 167-176, 1976 (addendum with E Gilbert,
vol. 12. p. 635).

J. Bussgang, L. Ehrman. and J. Graham. “Analysis of nonlinear
systems with multiple inputs.” Proc. IEEE, vol. 62, pp. 1088-1119.
1974,

~[~k\e~k'+ k{cosut + usinu/]

k' *
-Lg* 2K+ —sMute~k*-~r
1{k2+u2) « K.
Ki 4 _kt kf-ul %]
*t [k\I -4<j2 *1 o« 1f

2[27j<jcos4ll -{&? - <)sin<di] g

a(k\ +cj2)2

.t

I'I'I'_ ¢2)—4"r 2 cos2m - [lu(kf —or)+2k\u\smlut

{kf+4J)(ki+u>2)2

The steady-state response may be obtained directly from

Table Il by considering only those terms which do not
vanish for large t

- XI I
Ot(y) - ‘5 |4—A|',r0 *0--o//« i

*

) T2 " (L +fcjo0) (I -KANj0)[H-{Ar, H-yta)jel]

B L 0.ChuaandC. Y. Ng, “Frequency-domain analysis of nonlinear

systems : General theory,” Electronic Circuits Syst., vol. TB§T0
[9 ___ . “Frequency-domain analysis of nonlinear systerms: Formula-

«2jut

x0- - 1/2ju

¢3jut

2 2 @+ Mo) (Il &2, JO)[I +(A:, + yu);c0][1 + (2%, + yu)*O][1 +(£, +2yu).t0] X*_-1/3/m

- 7k?

1+ /c,jc0)(1 +2&,jcO)[I + (i, + yu).*0][I + (2£, + yu)jcO][I +(<:, + 2y<d)*0]

-+ Kk
2

i Ki *0

" (1 + 10 (1+ 2% AO) 1 + (el -1-5u)x0] [1 + (2AL+ yu)x0](I + ALO)

eJu«t

*0~ - o/l«

gjut
°|/y<<

21 (1 + fe0) (1 +2£,jcO)[I + (&, + yu)jcO][l +(2£, + y«)x0](l + kIx0)

+ complex conjugates + nee,
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1. INTRODUCTION

In this paper, we are concerned with solving algebraically the forced non linear
differential equation

Ly + | aiyl = u(®

where L is a linear differential operator with constant coefficients. Several pa-
pers have been written about the use of multidimensional Fourier or Laplace trans-
forms for the solution of such a differential equation (see for example, Lubbock
et Bansal [1]); but the computations based on these are often tedious and seem
difficult to implement on a computer.

The use of a new tool : non commutative generating power series [2] allows us to
derive, by simple algebraic manipulations, a functional expansion (i.e. the Vol-
terra series) of the solution. The symbolic calculus introduced appears as a natu-
ral generalization, to the nonlinear domain, of the well known Heaviside"s opera-
tional calculus. Moreover, by using symbolic computation systems, like REDUCE or
MACSYMA., it leads to an easy implementation on computer; this becomes necessary

as soon as high order approximations are desired.

2. A SIMPLE INTRODUCTIVE EXAMPLE.
Let us consider the nonlinear differential equation
?(t) = Ac/00 + A-Jy( u(t) (1)

where y(t) is an n-dimensional vector and Aq, A* are square matrices (equations of
this form are called, in control theory, bilinear). Both sides of the differential
equation () can be integrated to obtain

t

y(t) -yo0) +A [ y(abdal + A u(aj y(oj do (2)
;0 (0]

This expression can be solved by repeated substitutions. For example,

a

v(a{d s y(©) + A”CO) 1 doz2 + A™t0O) i1 u(a2)da2
Jo o]
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can be substitute into (2) to obtain

rc

2 . i re fo1l
yo0 - Y(0) +A v(0)  da1 + A*y(0) aaj daz + A%yCO) do? u(@2*do2
0 0 Jo JO
ft ft fai 2 rt rel
+ A-y(0) u(ol)dol + A1AQy(0) u(al)dal da2 + A"CO) u(al)dol u(a2)do2
Jq [ 10) =0 "0 Jo

Repeating this process indefinitely yields the well known Peano-Baker formula :

ft
v = y@©@ + | r A. ...A- A y©)  dE. . .dE, ®
v>° \Y; 1 0 ° \% 0
where the iterated integral dE. ...dE. is defined by induction on the length by
Jv Jo

50Ct) - t Si(b) | u(r)dT

f dE. ...dE. = d5i Cr) df. ...dc-
Jo \% [ (o} o Jv o) mv-1 (

IT we denote by the letter xQ the integration with respect to time and by the let-
ter the integration with respect to time after multiplying by the function u(t),
@ can be written symbolically in the form :

9 -y + | Al LA AL y(O)x. L X-
v>0 jJO, J Jj v=0 Jdv Jl Jo
g is called the non-coiranutative generating power series associated with y(t). Of
course, this is a non-commutative series because

ml i jc N2

dx1 UCT27dx 2 * _ ufT1A dx1 abe
Jo Jo Jo

that is, xQx" + x-4x0*

3. NON CatirTATIVE GENERATING POWER SERIES

Let X - (X JX,} be a finite alphabet and X* the monoid generated by X. An element
of X is aword, i.e. a sequence x* ...Xj of letters of the alphabet. The product
of two words x- ...x. and X, ...X,V is tie concatenation X. ...X. X ...X, . The
Jv _ Jo 5 "o J v J o Ku Ko _
neutral element is called the empty word and denoted by 1. A formal power series

with real or complex coefficients is written as a formal sum

9 - 1 G,ww, [g,w) e Ror €
wex*
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Let g* and g£ be two formal power series, the following operations are defined

Addition Ot * 9j ~ 1 t(fliw) + w) Jw
WEA

Cauchy product g- -g, = £ L 1 a.™) (@2,w2)]w
wex* W 2:W w v 2=w

A series g is invertible if and only if, its constant term, (g,1) is not zero.

Shuffle product g - CAi ;W1 CFlpyv-j) Cg2mw 2w law2

= E
WH WA AgXn

The shuffle product of two words is defined by induction on the length by

wl = 1
V xe X, lojx = XUl = X
Vx, xfeX, W, wTexX*, Ow) © (xFwf) = xtwcuCx” wl)] + x' [ (xw)uwl]

This operation consists of mixing the letters of the two words keeping the order
of each one. For example

X& 1 X0 T Dol B T XM P o T KX PNt Y P ot X g Xt T XXl -

AN 2
2xox X5 XXPET T XXX t Zx_f(o)i_
Let us consider a non-commutative power series g; given a function u(t), g will
define a functional y{t,u(t)} if we replace, following the previous section, the

word X. ...x. in g by the corresponding iterated integral f df. ...dE. . Thus,
Jv Jo 10 J> Jo

the numerical value is

1 z
WEU®> = @D + | l @x. —.x. ) P de, @
v>° § ,...,Jv=0 Jv J° Jo Jv o
g is known as the non-comnutative generating power series associated with the func-
tional y. New, one can state the important result [2]

TIiEOA.em : The product of two nonanticipative functionals of the form (4) is a func-
tional of the same kind, the generating power series of which is the shuffle pro-

duct of the two generating power series.

4. DERIVATION OF GENERATING POWER SERIES

In this section, we describe an algorithm for finding algebraically the generating
power series associated with the solution of a nonlinear forced differential equa-
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tion. The equation we are going to consider is

m
ly(® + 1  a-yl® = u(t
i=2 X

L % g (5)
1=0 dt

or, in its integral form

re T2 re n
y(t - SNATE 4 dx - YCT-PDdr™+ . ..+ 1ic dx. dx
+ Vi ( y(TdTi + 'n Jo o *0 4<
T2 r T
d.2 Jo” y(.o<h, * Fzasjodin e . ajj 2 yl(xDdTL=
p dn kg dtn-17-d.,2 Jp2 u(Thdtl ©

Here we assume, for simplicity” sake, zero initial conditions.

Let g denotes the generating power series associated with y(t), then (6) can be
written symbolically

where ga).,.wg corresponds, according to the previous theorem, to the nonlinear
fSs functional y~t).

This algebraic equation can be solved iteratively, following the recursive scheme

9 :3/\+ 9’) + eoeoe{ gh‘i+ eooe

with
n-1 -
o= Al Y
a (
1=0
and
n-1 . -1 m
n="R + 1 *pg-1) xg J923y )
1=0 i=2 V1+V2+ ” —=&vy~=n 12 i

To have the closed form expression of g~ 9 one only need to compute the shuffle
product of non-commutative power series of the form

!

1-; . (-a X _Uyi (1 -
I bxe  xiyg on le(l apxo}*1; h 12 - ¢{0,1}.

This results from the following proposition [3].
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Pappo¢éééon 1 @ Given two formal power series

Si = V-aoxo)~Ixiy - alxo)~1xi¥-"xip(1'apxor1 =glI"Xip,"-Vonl
and

92 = t1-b0x0) "1xj 1(1-b1x0) "1xj 2" "xjq(1-bgx0:i’ 1 = 92"Ixjq(1_bgXo;i’ 1
where p and q belongs to N, the subscripts I™,...,i%, J™, ..., to {0,1} and a®,bj

to €; the shuffle product is given by induction on the length by

afc? - (sfaf) xj [i - tap * bg)x0]-'
--_l (Z:I [L - (a *b )xor'

with A - axQ)-" a - bxQ)"A = [1 - (a+b)xQ]-" .

Using this proposition, g” is obtained as a finite sum of expressions of the form
-PQ "Pi -Pi
@ - aoxQ) xi0 - aix0) xr .. XI@ - a.xo) @

Now, it can be shown [3] that this expression is a symbolic representation of the
n-dimensional integral

t fTi fT2 Po i Pi-i Pi i _
fa (t_Ti) t2-T-)f (EDuEDHU(T2) .. .u(TDHdTIdT2...dTi (B
o Jo "o o i-1 i
where A |
fjcy) - (F_’i AV *

J=0

Thus, what has been shown to this point is that for the nonlinear forced differen-
tial equation (6), it is possible to derive algebraically a functional expansion

of the solution y(t). (Functionals of this form are known, in control theory, as
Volterra series). In the next section, we show that integrals of the form (B can
be expressed in terms of felementary functions™ for a specified set of function u(t)

5. A SYMBOLIC INTEGRATION METHOD.
Let us consider an analytic function u(t)

Ln
uce) - | 4
) nho  En mT
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and define the transform (known as the Laplace-Borel transform)
= u N
gy n>o0 n o
(This series may be regarded as the generating power series associated with u(t)
since
o t
t o mwma . V1 _F2dp
-C o n~ o "0

Then, we can state the following result [4]

PxoyobAJtLon 2 : The integral (8) definesan analytic function, the Laplace-Borel
transform of which is given by

O aoV> P°xo{3u“(1'alV PIxo[V - " xo[9ua)(1l aixo) C9)

Thus, it is simply obtained, by replacing each indeterminate in (7) by the
operator xO[9uw.J-

Now, assume that g is the rational fraction
@ - M@_P
That is, u(t) is an exponential polynomial of the form
i1 31 /{t

P 3
u) = (10 (3) ~f)e
Jj=o0 v J

at
at
then, the simple identity

(l-axor p - © ®") aJ(@-ax0)"1x0Cl-ax0)-1x0 . ..x0 (1-ax0)-1
J times
and the proposition 1 allow to derive a closed for (9) as a rational fraction. The
corresponding time function, that is the value of the integral (8), results then

from its decomposition into partial fractions. The same technique applies when
gu is a general rational fraction, regular at the origin.

6. EXAMPLE.
Consider the nonlinear differential equation
+ ay + By2 = u(t)

or its integral form
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ft ft ft
y(® + a y(Madx + B Y (x)dT= li(T) dx
*0 Jo Jo
where we assume a zero initial condition.

Thus, the generating power series is sinmply the solution of
g +ax’g + Sxajg =x1
or

| "
9 =-BA + ,,, Xogr + O +axXQ"1IX1

This equation is solved iteratively by a computer program. We obtain

9 = 1 xX*0
2 8 Y50 2 ** 1 Xl 0
4 2 . t0 2 x | *o 2 1 Xl 0
.12 B2 , X002 %0 5 <12 %1 i %1
8 B3, %2 i o2xr1 2 Ao
24 B3 ja 2 3xa2Xxr1 22X X0
72 B3 jx 2 3 x12 3 x~2x~ *10
24 83 i 502 | » 2 A 3x12 X X0
-144 83 02 °3 0471 22X o0
148 8r X0 c0 *1 *] Xc *0 X1
V144 Bu Xo XoAXMx X0 NMNX oo Xi X0 & Xj
432 BFY 1x02 3 12 3xn2 3 xn 2 A
1288 Bu 1 x0 2 3 4*1 3 *1 2 i 2
1864 Bu | xa 2 *0 3 AXi 2 XA 2 Xo 2 *1 2
+ 1728 8" 1 Xa 2 3*0 4 *1 3 *0 4 *1 3 2

where, for example, the symbolic notation

-2B t xq 2 Xj 1 x10

stands for

1*10

1~*10

1X>0

1*l n
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—28(1 + ax0)"Ix0(@ + 2ax0)“Ix1( + axQ)"iXl

Now let us, for example, compute the solution y(t) when u(t) is the unit step
u® =1 t>0

As the Laplace-Borel transform of the unit step is 1, the neutral element for the
shuffle product, the Laplace-Borel transform of y(t) is given simply by replacing
each variable x* in the generating power series g by the variable xQ.

Then decomposing into partial fractions, we get the original function :

y® = @ - e-at)

———y- (@ - 2ate-at - e'2at)
a

+4“T “ [2 + (1-2at-2a2t2)e_at - 2(1l+2at)e“2xt - e"3at] +
a
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This paper presents an algebraic method for computing the statistics of
the solution of some stochastic non-linear differential equations by
mean of the Volterra functional expansion. The symbolic calculus intro-
duced, based on noncommutative variables and iterated integrals has the
advantage of allowing easily the use of symbolic computation systems,
like REDUCE or MACSYMA, to perform the manipulations. This becomes ne-
cessary as soon as one tries to get high order terms.

I. INTRODUCTION

Voiterra or Wiener functional series has been widely used in the study
of the statistical properties of the output of nonlinear systems with
a random input. They have been intro duced by Wiener in 1942 [10] for
nonlinear circuits analysis. Since Wiener's early work, many authors
have dealt with the subject. Among them, the papers by Barrett [2] and
Bedrosian and Rice [3] are of a particulary importance. But the diffi-
culties involved in obtaining the terras of the series and in performing

the required integrations reduce the interest of the method.

Recently, a new approach of causal functionals was proposed, using non-
commutative variables and iterated integrals [4]. In this approach, the
input/output behaviour of a nonlinear system is represented in termes of a
formal power series, called the generating power series. There is, in
fact, a strong relationship between Volterra series and noncommutative

generating power series. The present paper shows how to use this series
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to determine the statistics of the output of some nonlinear systems
driven by a white Gaussian noise. It is a sequel to an earlier paper
[7] where we described an algebraic algorithm for computing the respon-
se of a nonlinear system to deterministic inputs. The symbolic calculus
introduced has the advantage of allowing easily the use of symbolic
computation systems, like REDUCE or MACSYMA, to perform the manipula-
tions. This becomes necessary as soon as one tries to get high order

terms.

Il. VOLTERRA SERIES

Let us consider a system described by the Volterra series [8], [9]

rt tt rxn 1’1—2
y(t) * hQ(t)+1 hj(t,r pPuCtj)dif+...+ hn(t,Tn>”<"»t i)u (ti)
0 0 0 O

cu(e)dxg . dx e (1)

where y(t) is the system output and u(t) is the system input. The ker-

nels h” are assumed to be analytic. Their Taylor expansion may be

writ ten
. r uo ****.S_
hn(t*xn*‘"'*xl) . I|_ . . hn
vV 11....1n-
/ vini/ viest vii o
(t° Tn> (V Tn-I> (t2-tj) tj
i I i I
it Vv P!
with respect to the new variables tj, j,.o..,t-TR.

Each n-dimensional integral

tr \ iy LI
, N 2 (t-T) (W_lT =)
T

B B u(T1)...«(T )dr,...dT
0o )

can be shown to be equal to the iterated integral

o""" "o o~ "" ox’l
In In-1 o

where the lettre x0 denotes the integration with respect to time and
the letter xj the integration with respect to time after multiplying

by the input u. This is a generalization of the well known formula
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(t-T,)1 _ . B .
0 ux)dt di | dTj u(t ydt

0 0 0 0 0

This allow to write (lI) symbolically in the form

g I I hn Xo X1 Xo XqXg
n>0  h
g is called the noncommutative generating power series associated with
the system. This power series can, as we shall see in a next section,
be derived directly from the nonlinear differential equations governing

the dynamic of a system.

Of course this is a noncommutative series because

t T t T

dTi f u(t2)cit2 : u(Tj)dT] f dx2

that is x x. £ X.x .
071 170

I11. NONCOMMUTATIVE GENERATING POWER SERIES

Let X * {x0,xj} be a finite alphabet and X* the monoid generated by X

An element of X* is a word, i.e. a sequence Xj ...xjg of letters of the
alphabet. The product of two words xj ...xj» and x”r...x" is the conca-
tenation xj ...xj"xk The neutral element is called the empty

word and denoted by 1. A formal power series with real or complex coef-

ficients is written as a formal sum

9" 1 crw . (E7>wW) € R or C.
WEX

Let gj and g™ be two formal power series, the following operations are
defined

Addition W
£ 9l *  gx* \}g1 (92 w)]lw
Cauchy product ff -g2= L* A Co: Wi *2,\/\/2: W
wEX  WWjW2sw
Shuffle product 9\ &92 * | . (<21 W) (?2,w2)w,uw2

Wi, W«€X
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The shuffle product of two words consists of mixing the letters of
two words keeping the order of each one. For example
XoX'IWX'I)b = XXX T XX F ko).(l.qul * )flxo'lx,o

XXX T X 1X0% 0%

Let us now consider two generating power series gj and g™ associated
,u(t)}. It can

respectively with the output systems yj{t,u(t)} and y2(t
be shown [4] that the generating power series associated
duct

yi{t,u(t)}xy2(t,u(t)}

2
R R S R B B

the

with the pro-

is the shuffle product of the generating power series gj and g™-e

IV. DERIVATION OF GENERATING POWER SERIES

In this section, we describe an algorithm for finding algebraically

generating power series associated with the solution of a nonlinear

forced differential equation. The equation we are going

to consider

Ly(t) + 1 a.yl(t) » u(t)
i2 1
L ilO 1'1 ‘(1“_1 < B o»
or, in its integral form
- - t - t T2
y(t) ¢ in_j I y(t,)dr, +in_2 daT2 y( iTi
o t Tn o o ﬂ—2
1I0{ din f dTn-1-'-dT Y Ti dTi
t T2 o
o % a [ dt,_q.-.dTy y1(rj)dt j
z Tn fT2
f dTn Qn - r--dT2 u(ej)dr]

Here we assume, for simplicity's sake, zero initial conditions.

(2)
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Let g denotes the generating power series associated with y(t), then
(2) can be written symbolically
nyt n-i nor" n-I
9 +1 %40 9 + * I a.~w..1tg * xq Xj
j=0 i=1  —
i times
where gu...ug corresponds, according to the previous theorem, to the
i times
nonlinear functional y1(t).
This algebraic equation can be solved iteratively, following the
recursive scheme
9 ~ 9\ * Q92 * *'*4 A+
with , v-l
n-1
*1 = (' + j 0 Vo'") Xo” *XI
and
/ n-1 A-1 m
a * 1 7 *£.Xxn X? x° 'V a. g ug ...a
n 4§<1 ™0 0 O jx2 1y +v~¥..ll‘.4=v_*n 1 2 y)%/1
1°2 i
To have the closed form expression of one only need to compute the
shuffle product of noncommutative power series of the form
I-a . o (l-a. L X lI-a I - i €
$ oxol) Xij\( 1Xo) i 2 X \(/ B o yoid I C H
This results from the following proposition [6]
Proposition 1 : Given two formal power series
-1 \-1 -i
? - - - 2 A
9 > (lagg ) xgpdlta o XXy {Ima X)) g g (1)
and
-i V-1 -1 -i
»2 - ('-bo O *1(1_bl3o) VvV ™ *"‘jq(|-V °) "'Sr 'jq(]-b,l10)
where p and q belongs to N, the subscripts ij,... ,i ,jj,... ,j~ to {0,1}
and a~,b. to C ; the shuffle product is given by induction on the length

by
i-1
AA: (?2i72 _1)Xjqg[l ™ UP + bg)xo]

+g, " .. L @P+v g

with AL - axQj wAl - bxQ*  * jj - (a+b)xQj

1



&0

Using this proposition, g” is obtained as a finite sum of expressions
of the form :

\~ 1 -1 -1

(1_aoxo) X i[,.(l_alxo) Xl_i, “ "X in ( 1I”anxo) ; 1l.._._In€C0.1> (B

Example 1 :

The technique presented above is now used to compute the generating
power series associated with the nonlinear differential equation

y(® + kjy(® + kzy © * u(® O

Its integral form is :
t
y() ¢ k y (£)dT + k2 y (t)dt u(x)dx

0 0 0

where we assume a zero initial condition.
Thus, the generating power series g is simply the solution of
g + + k2xogug - Xj

This equation is solved iteratively by a computer program (table 1

9

kX o

Kk, X2k,
. K k, X° 2k1Xik X02ktxikj XIO

*12 o )OT"i x1 » X1 " \

® < k, X 2Kk, * mzk )Sk. 3‘é(zk. )?kx X10
-24 *

K X2 .OSkXXI 21, XLk, 2k, *lk, 0

72 <
K, 2% ** 3k, ** 2k, 3k, ** 2k, *1k, *>0

24 g
KAK, w ok =02k A 3k A 2K ** k, **0

had :5 n » % > . "l table 1
where the symbolic notation
X! X. X
1 |
a e r | ...iBe{Oil}
0 ai - 4,
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-1 -1 -1 -1
stands for (I+aox3/ X \(1+ax ) xiz--.g1+an_1,x ) an(I+anxg)

i, o/
Remark : The expansion, in table 1, is equivalent to the Volterra series
expansion of the solution, up to order 5. The algebraic closed form ex-
pression of triangular Volterra kernels can be easily deduced from it

[6]. since the expression (3) is the symbolic representation of the n-
dimensional integral

tr

a .
fu " " B .
2 eao(C Tn)eaI(V V> e (t2 TI_eV b @i
n
00 0
...u.iz(tn_l,)u.Ij (tn.)dTI_-.dTn
where
tij ..., i } € {0,1}, UQ(T) 3 * and UJ(T) * U(T),

which we shall denote later by

1 -ax x. (I - a,x X,  ...X. I -ax
L\( 0 0/) i!\(/ 1 °J) 1-2 ln[ )

V. A SYMBOLIC CALCULUS FOR THE OUTPUT STATISTICS

In the previous section, we used noncommutative generating power series
to derive, by simple algebraic manipulations, a functional expansion
(i.e. the Volterra series) of the solution of some nonlinear differen-
tial equations. In the following the derived series is used to obtain
closed form expressions for the moments and correlations of the output
of a Volterra system driven by Gaussian white noise.

Output moments

Let us consider a zero-mean Gaussian process u(t) with correlation
function

Etu()u(T)] - a26(t-t)

where 6 is the Dirac delta function (a process of this kind is usually
called a white Gaussian noise) [1]- The first-order moment of the out-
put E[y (t)] is then obtained by a simple rule on each term (3 of the
functional expansion of y(t). This rule results [5] from the classical
rules of stochastic differential calculus and is given by induction on
the length by
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* fT2 a (t-T ) ai(Tn-Tn-1) anTl 1
[ff] °°’§ < ui I(Tn de Ui i/ Tn-1%} meey in (The dTI-" dTn
0o o

rt a (t-T ) rrTn a,(T ~T,,_ i> a,TI1 1
6 n dTn~[{ 6 ui2(Tn-1) eeelin(Tl)e dTr ” din-1]
o o]
fij *o
/ 2\1" a (t-T ) rtn a-(t -t ; aT 4
(V)f o At dy T T -V 7
0 o]
1 11 * i

0 otherwise

In fact, the moment of the output function y(t) can be obtained directly
from its associated generating power series by the following algebraic

rule which is a symbolic representation of the previous one

x-\ V- | v-1
- N - J -
<Kl qXof X TV - aXgy Koo Xapll - A% > ®
-1 -1
“((Maoxo0) V N 1-3n) xi2-*“ Xin(1l“anxo) > if 11" 0
I (-1-)(1-aox0) Xo<(l1l-a2x0) Xi3-*-xin(1“anxo) > {i£ M *“ L2 ° 1

\ 0 otherwise

This results in a rational fraction in the only variable X Its decom-
position into partial fractions and the following lemma give its cor-

responding expression in time.

Lemma : The rational fraction

0 "ag

corresponds to the exponential polynomial

0: cm 4f}-“

In order to illustrate the use of this rule, consider again the non-
linear differential equation (4). For the first-order moment of y(t)
we have then
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nwn 20-)k2 xg_ 70
C * T Zki 0
2 ) *2 X0 X0 Xq Xo x0
ki 2k x 3ki ki ZKi 0
-144(S-) k2 x0 x0 x0 x0 x0
It! Zkx 3a 4K! 0

By decomposing into partial fractions, we get the corresponding time
function

2\, [ -kt n . -2kft>
E[y(tn- 2( N ( e- n . j -)
” -k 1c . . »2 10 Si‘i* -
9 A*Tki € (! i 0 1 iV]
\2 1 "k IC -2k jt -3k. -4k,
* ._(A)ZW k,t -1 v " " 1* - ;*"3 V LRI T A]

High order moments E.[yn(t)] result in the same way from the series
gug ... mg.
n times

Output autocorrelation

In this section, we are interested in computing the output autocorrela-

tion function defined by
Ryy(tj.ti)) = Ety(tj)y(c2)1

where y(t) is the functional exuansion derived previously. As y(t) is a
sum of expressions of the form (3), we only need to compute the partial
autocorrelation functions

E|J’Cl...1”2ea°(t'rv 1 p uLi.i >«apt(Tj)e podTj.-.dTp)
o] o] P
/£l fX2 b (t,-x ) b x. A
y .3 e°~* Uji (Tc @ uj (Tg)e*-uj (Tide dx j...dtqJ J ®
o o} 1 q
Let us assume cr > tj ; then the second integral may be decomposed as

follows
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t2rTq fT2 b (t,-T ) b t.
u. (t ). ..u. (t,)e dxj...dr =
il T iq
0 o 0
»Tg rl2 b (te-x ) bAT. Vit 2b ty
C = . . dx . .dx e dx
ut -1 i1 oq;ee-uj /o1 q
OO0 (0] ci
/C 1fTg~I fT2 bi(t2-Ta-1) DgTI \
(i xeel e U g A" *UjqlT he dTr «+dTq-1)
O o
t2fT2 b_(t,-T,)
g2 A 1 TATr Ar
" (i i ujjg 1 127
+
L 2b (t_-T ) b x.
(f q Id e ° q u. (t )...u. (t.)e q dT,...dT
J1 < Jq 1 1 <1/
° fcl C1 t
and this leads for the expression (6) to
1 2 a0(t,-Tj
EL({ 1"tp)“il< V --%“i < V V '4 r--d,p)
0
t9 [T2 b (t,-x ) hox, o 2 b x
e 0 q (r™)...Uj (Tj)e g dxj...dxMIJE e
€m{
+ . |
U1 rx2 a (t.-x ) ax. wr** b x. \-i
‘ Ell e o e p u.”~Xp)...«. (Tij)e P 1dx1...dxp)(J dT]
[(o Jo P 0
t2 r72 bc;t,z-xa b xi 5
E[f *...f Ui (xg)...u. (x,)e g dT,...dxqlJ
C1 *1
where we used statistical indépendance between integrals over [0,tj]
and t21

Now recalling that the product of two iterated integrals over the same
interval corresponds to the shuffle product of their generating power

series, we derive the following symbolic rule
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<[(I"AOXO) 5 X (l'a Xo 1-t OXC h s o) 1bh

HO** V " ’'BI1') MOV« 5 % 14q 'H

I-b N P2
({a-v) 3l-#gi-gg H(-bg , . H
-b -li. T-i ) 2

[{(vV.) "1, -1 E/) JC™ ¢

X. X

f(bote) T 30 v o)

Example 2 : Let us consider the linear stochastic differential equation
v a - av + u(t) , v(0) * ¢

where u(t) is a white Gaussian process and c is assumed independent of

u(t). The generating power series associated with v(t) is given by

1 -1
<g> - (I + «*n) *, + C(I + aXO)

In accordance with (5) and (7), v(t) has mean value
-1
<£> E(o(il * a&g

that is E(V(t)) - e at

and covariance
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1l f t 2

*2
4d Hd ™ - < u"o) 1170"[(1**x0) x1]0*

-1 i 1t
{<=[C"*"0) *l1o,[(I+««,)  Jo2>-°}
-1-it 1 it
m«f, 1ax taxX o i ..0}
Jo
. i [
¢ MHOX, ri
[<(Ve,,) ('.,,,.) KI>JOLC".) ]t
ul -1 -lit.
L} [14 r> L} L} n L} L} (11 c
L) T =0 N2> > <(*0) TIC*) ],
/ \ A2/ “2at.\ -a(t«-*t.) « ot +t«)
that is E(v(tl)v(t2)J = je + E(c )e

2
If we begin with an N”o,-~-distributed c then v(t) is a stationary

Gaussian process (sometimes called a colored noise) such that

2 1 j 1
d' 19) m 0 an ci V<t2 e

Remark : The techniques presented in this paper still apply for a ra-
tionally correlated noise input ; for example considering example 1 in

conjonction with example 2 allows to deal with the nonlinear system
y() + kijy(t) + k2y2(t) mm v(t)

where v(t) 1Is a Gaussian colored noise. The following equivalent non-

linear system with a white Gaussian noise input u(t) is then conside-
red
v * - v + u(®

y * - Kjy - k2y? + v(t).
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Application of a new functional expansion to the cubic anharmonic oscillator
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A new representation of causal functionals is introduced which makes use of noncommutative
generating power series and iterated integrals. This technique allows the solutions of nonlinear
differential equations with forcing terms to be obtained in a simple and natural way. It
generalizes some properties of Fourier and Laplace transforms to nonlinear systems and leads to
effective computations of various perturbative expansions. Illustrations by means ofthe cubic
anharmonic oscillator are given in both the deterministic and the stochastic cases.

PACS numbers: 02.30. —k

INTRODUCTION

Recently a new approach to causal functionals was pro-
posed using noncommutative variables and iterated inte-
grals.1This algebraic viewpoint enables us to obtain in
closed form solutions of nonlinear differential equations
with forcing terms. This can be done in a very simple and
natural way using the vector fields connected with the equa-
tion. The rules for manipulating noncommutative variables,
where the product is replaced by the shuffle, generalize
Heaviside symbolic calculus to the nonlinear domain, i.e.,
noncommutative variables allow us to extend some proper-
ties of Laplace and Fourier transforms to nonlinear systems.

The aim of this paper is to illustrate this theory, which
has appeared in engineering, by some physical examples.
After some necessary recapitulation, we compare the funda-
mental formula giving the solution ofa nonlinear differential
equation with some recent attempts due to Uzes,2Jouvetand
Phythian,3and Langouche etal.4Morton and Corrsin5used
Fourier transforms for giving the solution of the cubic an-
harmonic oscillator, commonly known as the Duffing equa-
tion. Their computations, which had only an heuristic value,
are completely justified with our noncommutative variables.

The last section is devoted to the study of statistical
properties of the output of the cubic anharmonic oscillator
driven by a Gaussian white noise. Noncommutative varia-
bles give a systematic understanding of the derivation of the
first perturbative terms of the moments and lead to an easy
implementation on computers.6

I. NONCOMMUTATIVE GENERATING POWER SERIES

A. Free monoid and noncommutative formal power
series

Let X *be thefree monoid7 generated by a finite set
X = [jd), ...,*,, j called the alphabet. Every element ofZ *isa
word and consists of a finite sequence xjv—xD of letters of the
alphabet. The product of two words and is
the concatenation x*-x*x~-x”. This operation is non-
commutative. The neutral element is called the empty word
and written with 1.

LetR (X) and R<(X)) be the R-algebras of formal
polynomials and power series (ps) with real coefficients and
noncommutative variables Xj€X. An elementseR( (X)) is
written as a formal sum
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s= £{(s, w)w\weX*},  where (s, w)eR.

Addition and (Cauchy) multiplication are defined by8

2= [u wfeW)i jeX'

i, %2\ weX
vi.10} ar W 1K

B. lterated integrals and analytic causal functionals
Let£0,1, , :[0, 7]-*R ben+ 1continuous func-

tions with bounded variations. We define the iterated inte-

gral9 So dgjv~dgjo (0<f<T) by induction on the length

jQdZzi=ii\t)-m (/=0,1,
Jfo :JM(.J!I%_r'dk’

where the last integral is a Stieltjes integral.

To the inputs u ,, ..., un: [0, T]—R, which are assumed
to be piecewise continuous, one associates the iterated
integral

£ deh-dgja, where £QN)=r, £(r)=jTu ™ a

(/= 1,.,%).

Now consider a noncommutative ps geR((X)). It de-
fines a causal, or nonanticipative, functionall0of the inputs
u, ifwe replace the wordx;—x;o by the corresponding iterat-

ed integral sod~ -d~. Thus, the numerical valuellis

«» K)=(g D+ £ £
v>0jw...,.U=0

(0, XK-Xk)

ds~-dsj.. ID
Jo

Such a causal functional is said to be analytic with the gener-
atingps Q
C. Fundamental formula

Consider the following differential system, which is as-
sumed to be of first order without loss of generality,

q(tX= dg/dt)= AQq) + }SIU,[tM,(?),

=@
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The state q belongs to a real analytic manifold Q [the initial
state <70 is given]; the vector fieldsAQ,Al f Anand the
function h: are analytic. The inputs (or controls) u If
un: [0, T]-+R are often forces.

Take some local coordinates chart, where q = (q\ ...,
<f) and

4 _fct-l W .. «"I-arqt

(the 0j are analytic functions ofg\ ..., gN). Recall then that
the first line of (2) is equivalent to

& n

One can prove that the outputy of (2) is an analytic
causal functional ofu ,, ..., un defined by the generating ps12

uj(t (k N).
1«1

9=hUg)+ X 2
v>0yo,...,;v-0

U */v-*/o 3)
[the notation 1" means the value at ~(0)].

The formula (3) and its proof generalize Grobner’s
work13on Lie series and free differential equations of the
form q(t)=A(q).

Uzes2tried also to extend Grobner’s theory to get the
solution offorced nonlinear differential equations, using Ga-
teaux-Frechet’s functional derivatives.14The latest expan-
sions are really useful ifthe time tis fixed once and for all. In
the dynamic case, where time varies, they lead to a more
complex formulation than (3). On the other hand, Jouvetand
Phythian3and Langouche, Roekaerts, and Tirapegui4used a
formalized operator which does not give the generating
functional in a simple form. These comparisons, and others
we can make with engineering attempts, ,5° I7lead us to think
that for causal functionals the natural expansion isdone with
noncommutative generating power series.

D. Volterra series

Volterra series are until now the functional expansions
most commonly used.2415*17 With only one input, one
obtains

y{t\ «,) = wO(t) +  wt(t, ti)«,(ri]dr,

+ 11 Wit Ti, T YUKTLus(Ti)dTid Tl
Jo Jo
<Kr, 12
+ oot - W,(t,Ts,..., T)Ui(Ts)-U {Ti)
Jo Jo Jo
XdTs~dr, + @

Kernels hereare in a triangular form; hence t>Ts> ->r, >0.
One can also use the symmetric form

) =S+ +-

+ F o fwst T, Ti), (—
Jo Jo
Xdrr 4rx+ -,

where the ws are symmetric functions ofthe variables rsi...,
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Tj. In each case the kernels are uniquely defined up to a set of
measure zero.

In these expansions, the linear, quadratic, cubic, etc.,...
contributions are separated.

There is, in fact, a strong relationship between Volterra
series and noncommutative generating ps. One can show
that a Volterra series defines an analytic causal functional if,
and only if, for all5>0, the kernel ws(t, ts, ...,rt)isan analyt-
ic function ofi, rs>..., r,.

Consider the differential system

") =700+ ACMI)
ut) = h(a)
ofthe form (2), with only a single input. From (3), we can get

the outputy as a Volterra series (4), where the kernels are
given by

wo(t)— X ~ o A |90 = eiA'h o),
v>0 v!
Wiry= 2 A«AIA (t-r'Prf
Vvo,V,>0 v,Iv0!
—eatAVE =W
r2r,)

r2)ti(g 2, p YT

=Y A N e o) et

vihv, v,>0 v2ivilvo!

=eMAEr--TAX-rm"h\»,

X

t- IS
Ws(f.rs,. 1) — X A GA*AA gH g
0 virw

=eTA'Ai-Aiei* ™"h\m .

Il. ANONCOMMUTATIVE SYMBOLIC CALCULUS
A. Presentation

The generating ps representing the solution of a forced
differential system can be obtained by a noncommutative
symbolic calculus which generalizes Heaviside symbolic, or
operational, calculus. Rather than a general formulation,1
we apply the method to the cubic anharmonic oscillator, i.e.,
the Dufiing equation

y{t) + ay{t)+y(t)+0ys(t)= a,(f). Q)

To accountfor the cubic term, we introduce a new oper-
ation on generating ps: we define the shuffle product by in-
duction on the length of words

lull = 1,

\VjocdT, xuil = \wx = X,

Vic, x'eX, Ww, w'eX*,

Caui(xw) = x[u>m(V)] + *[Gauiiiu;]. ©

So the shuffle product of two words is a homogeneous

polynomial, the degree of which is the sum of the length of
the words. For example

X hix,Xo= 2~ [-XX PO HXM0X + XK IXV
The shuffle product of two generating ps g,, gZ€R( (X)) is
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given by
g.mg2= £ {(g, wt)@2 w2w,mii;2w,, weX *|.

Consider now the product of two iterated integrals

(1«,)('mc*m"-<)

An integration by parts gives

& '4 dh
LK o« XM

This last formula is similar to the definition (6) of the shuffle
product.19We then have the following important result.
Theorem20: The product of two analytic causal func-
tionals is a functional of the same kind, the generating power
series of which is the shuffle product of the two generating
power series.
Consider again (5) in the following integral form:

dl, dik -dL

i*r pt pr Int r*r
y( J y{r)dr+ | dA y(a)da+ 131 dr\ y3a)da
0 Jo Jo Jo Jo
= f drf uxendor + at + 6, 0

where a = y(0) + ay{0) and b = jX0).

The previous theorem and the relationship between it-
erated integrals and noncommutative indeterminates allow
us to write (7) in the following form:

g+ a*(0g+ xSg + /?xJgingiiig=x0x, + ax, +b. (8)
The algebraic equation can be solved iteratively with the
fixed point theorem, according to the scheme
9.+1i +0*08. +*09i +0x5fl,mg(mg, =x0x, + ax, +6.

Noncommutative variables extend some properties of
Laplace-Fourier transforms to the nonlinear domain. In-
deed, with the linear differential equation

y+y =uxt

we associate for jN0) = j>0) = 0, by the method described
above, the generating ps

g+ Xjg = *oX,
g= (I + *3r,*0xl,

which is analogous to the classical transfer function
1/(P2+1).

B. An example of functional expansion

Consider again Eq. (5), seeking for small j3a perturba-
tive expansion of the form

>10=j00 +Ay,(i)+£ 3t + =
In aquoted paper, Morton and Corrsin,5to this end, used the
Fourier transform. This is heuristic because there is no sim-
ple relationship between the transform of a product and a
product of transforms. After briefly reviewing their work,
we show that our noncommutative symbolic calculus justi-
fies it rigorously.
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Making use of harmonic analysis, the authors writer

and uxin the form
r+T

L ype- at
2T J—

y{t) = ZY(w)e“" with =
q
“if)y=£ U “ with J/ M = -i- f , -iMt,
() - Xo¥ AL «,(«)«

where (—T, + T] can be very large. Equation (5) becomes
(1-co2+ iao>)Y(co) + £ (%(2] Y(ca-co0')Y{a'-a)’)Y{a")

= U\(a)
(\-a2+icm)Y{m)+0 £ Y= )Y{c i)y w
v+ + Si=m
= Ut[o).

Terms of the perturbative expansion
Y[co) = YIp)+PYXe)+P2Y2D + .
are then
70M = (1-6>2+ iam)-AN@) = -Si(d 7,
ryM=SM 2 w |'I'yfl>3)-
FM=35M 2 Ytei)YMY xpd.
Y+ W+ Q=0
These expressions become more and more complicated. The
use of Feynman type diagrams in which

a straight line (------ )represents S {00),

a dot () represents
a dashed line (—) represents YQo))t

allows us to simplify the manipulations. We deduce the fol-
lowing representations:

Y X

Y2 3

The one-to-one correspondance between Yk and these dia-
grams obeys the following rules:

Four elements are joined at each vertex, at least one of
which is a straight line.

There is a factor of 3 associated with every vertex hav-
ing one or two dashed lines entering it.

So to draw Yk one must take k straight lines and k
vertices, combining them in all possible ways consistent with
the above rules and adding the necessary (2k + 1)Y0O's
(dashed lines).

h- 9= x—x—k; 4¢ —\

V-2

Let uswrite the solution gof(8) in the perturbative form

9= Oo+£9i

+  eeee
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Hence,
0= (L +oxo + .*2rl(*o*i +ax0+ b)
= -Stall*»*! + ax0+ 6),
9t = ~ Wflomgoing,,,
g2= SStalgoingoiixg,
which represent them as YO Yt Y2by

0i
02 *

The connection between three branches corresponds to the
shuffle of three series.2L

IIl. SYSTEMS DRIVEN BY WHITE GAUSSIAN NOISES
A. Generalities

A classical problem of convergence of functional ex-
pansions arises when the inputs are white Gaussian noises.
This happens with generating ps as well as with the other
techniques.

As we will see in the following, it is, however, instruc-
tive to use noncommutative variables. To this end, we must
first give a meaning to stochastic iterated integrals
Sodgj™'dgj', wherethef£ )= bt[t)are Wiener processes, or
Brownian motions which, for simplicity’s sake, are supposed
to be mutually independent and standard, i.e., (b"t)) = 0,
(bj(t)) = \t|.To keepthe rulesofordinary calculusand tak-
ing account ofapproximation properties,2we use Stratono-
vich integrals. 24 If£0(r) = r, £-(r) = bf(t), we set

[dk-~=[d"(r)fodur d

where forjv#0, this last integral is a Strotonovich integral.
It is also necessary to compute the average
(Tod£jv*’dCjo) of iterated integrals. The following proposi-
tion can be compared with Wick’s theorem.
Proposition: The moment {SodCjv~dgjo) of the iterated
integral SodCjv—€Cjo is given by induction on the length by

(E*-*)

\diK -dt if;v=0,
| f ([*__*) if/

lo otherwise.
Proof: The iterated integral

B,.. dij ~dL

satisfies the Stratonovich stochastic differential equation
dBa B Pdgy

(Forlv=10,i.e, = dt, the result is trivial). This Straton-

ovich stochastic differential is related to that of Ito by
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dK -mb'dEjv + JBj ...j, dEXV
where the symbol. denotes the differential in the Ito’s sense.
Hence,
B  =h.-_

+ i[Bi,.-»-j,'dk , +idsu-2-j,-dk-,]"dk -
From the definition of the 1t6 stochastic differentials, we
have

<u.. Hi =1
Finally, the classical rules of stochastic calculus,
db.dbc/dt,
*db.dtmO,
dt.dtcQ,
lead to
dl
‘A.., ) if. 1-h-1#0,
0 otherwise.

B. Statistics of the solutions of stochastic differential
equations

Consider again the system (2); here in Stratonovich sto-
chastic form

dg = A)(q)dt+ 2 AlJqtfb,,
i*1
V() = h{a).
bith2 :;bn are standard Wiener processes, which are mutu-
ally independent [the initial state ¢(Q) is given]. Applying the
previous rules to the fundamental formula, we get%

—_ o *'
040) =ftu + V2>0'\[! \(A +\2 /g 1A /Ya .0,

n

= expfr0-hyi 'Qr<<?] * U

Example: The following system is described by
dg= (A, + £ B,dbi"q{t),

W).
The state q belongs to R*; Bj (j = 0,..., n)andk are, respec-
tively, square matrices and row vectors of order N (systems
ofthis form are known, in control theory, as regular or bilin-
ear systems). We have

AN>=4(1+ 2 1

BJ..BiS dij...di\{0),
\ >0y, »0 Jo /

hence

(Aty>=/l [exp'(¢o+y 2 B?)]#Nn e

In this particular case, we see that we have convergence and
the formula (9) is then rigorous.26

Figure 1gives the time expansion up to orders 8 and 12
of the moment (q(t)) where

g+ q+ q+ 0,2q3= b(t),
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<q(t)>

------ Solution by Monte-Carlo method

- - Time expansion up to order 8

~Time expansionup to order 12

FIG. 1 First moment of the solution of the equationq + q + g+ 0.1g3» b (t)witha2» 5#) * 3,#0) « 0.

with ¢{0) = 3, $0) = 0.Z7The symbol b is the formal deriva-
tive of a Wiener process 6, i.e., b is a Gaussian white noise.

Here(*(0>=0,<*2(i)>=5|f|.

In the following we study perturbative expansions from

which we can expect better results.

C. Perturbative expansions with respect to noniinearity

Consider the nonlinear differential equation
Ly+pP\y) =b(t) (0),j>(0),..., are given),

where L is a differential operator with constant coefficients,
P a polynomial, and /? a small parameter. Here we seek a

perturbative expansion for the solution y(t),

+070 + -

(10)

Techniques using noncommutative variables, shown in the

Appendix, give the ps gf corresponding to theyt:

8= Q+/?9i + £ 292 +

g is the generating ps associated toy. From a result analo-
gous to the previous proposition, it is possible to derive the
first terms of the perturbative expansion of (y(r)) and more

generally of (v"(0)-

Application: We refer again to the anharmonic

oscillator

y +ay+y +0y* = b(t),

for which we compare our results with those of Morton and
Corrsin5(Fig. 2). The generating ps associated with the solu-

tion” verifies the algebraic equation
g= "(I+fiwio+ xjr gngng
+ (1 + ax0+ xI)~ ‘(xox, + ax0+ b).

(1+0)= 10020
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and
(L+ax0+x£rW +6)

= A (- 0j§rg) 1+72(1 a2%0) I»
we obtain28
1 1
1 (
0 (
1 ]
o) <
1 0 o,
0 1 o]
1 X Y
fl,= 1 (0] 3
1 0 2
0] 1 1
" 1-—--x
1 o (o]
3 X X X Y
1 0 2 2
1 Q
6 X X X Y
1 0] 1 |
2
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3 X X X Y
1 0 1 0 0
0 1 2 3 2
“1 X X X Y X Y
1 0 3 2 2 1 1
0 1 (010) 1 0
12 X X X X Y Y
1 0 3 2 1 1 1
0 1 0 1 2 1 0
1 X X X Y X F
0 2 1 1 0 0
01 1 2 1 2 1
13 1 X X Y Y
1 0 2 1 0 0 0
0 1 1 2 2 2 1
For the first moment, we have then
1 1
o> 1 0
0 0
“ 1
0 0,
~J__ 0
" X X
<g>: 1 0 3
0 1
3 X X
1 0 2
0 1 1
3 X X
1 0 1
0 1 2
— - X X—
0

1 0 3 2
0 1 0 1 2 0
12— X X X X X
1 0 2 1 Q 0
0 1 1 1 2 1

Figure 2 gives the perturbative expansion up to order 2
of steady-state moment (y2).

IV. CONCLUSION

The functional methods proposed here are mathemat-
ically rigorously correct in the deterministic case, where
they clarify various former attempts. In the stochastic case,
their algebraic nature simplifies the computations of pertur-
bative expansions.
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APPENDIX
Consider the differential equation
Ly+pPly) + b[t)

with

L = fol>4r
and
— .
P(X)—j%.Fi’J

As previously (Sec. 11A), the generating ps associated withy
is given by

.
=xM~'xi+ £ ¢,4
or
9= \i =0 3 xot =1
+ (£ lxo~") '(*2~'x,+ £ <50
where S{(i = — 1) are constants depending on the ini-

tial conditions.

The expansion (10) is “equivalent*’ to that of g in powers
of0:

9=90M9i + 0\ +-

with
Solution by Fokkar-PlancK. equation
2
---- Perturbative expansion up to order 2
by formal p.s.) *
14- --- Perturbative expansion up to order 1

(by formal p.s.)
_¢_ Perturbative expansion up to order 2
(Horton and Corrsin)

12

.08 "

.06 *

FIG. 2. Second steady-state moment of the solution of the equation
q+q+q+0qy=Db{t), (bZL)) =(nt\.

M. Fliess and F. Lamnabhi-Lagarrigue 500



00 -C Uo f>3;)

and

g=-ftw i *0¢ X PkPk.
0! y*» KLY
£ Ho-- r%=k
Xpkigk mgkzm -m g kj.
To have the rational expression ofgit we need to com-
pute the shuffle product of powers series of the form

(1-aoxop'x.jl-a x0)~'xu- (I-a px0Q)~'. (Al)
Proposition29: Given two formal ps

S? = (1-%*() '"(l-an0) ‘Ke<yjni-a pxOy
=Sr'x,(l-a.x0)-'
and

<(1 —00*0)~ ', (1 —aIXoi~"XiJesss (1 — 1>
(1-a 0x0)_~0((l - aJCo)_IXE!-x (1 —apjc0)- | >

= (I —«0%0)- 1JCo<(l -*2%0) ™%, <V oeo)_I>

g, is then a rational fraction in the only variable xQ Its de-
composition into partial fractions and the following lemma
give its corresponding expression in time.

Lemma: The rational fraction (1 —axQ*“ pcorresponds
to the exponential polynomial

j o\ afty
ni
This results easily from

(l-axo)~"= (I +ax</-Im(l -~o)"'-
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Sl =(1- Vo)  (L-6~T V*/,(I -¢,x0-1
=5r\(I-M o)~ "'-
wherep and q belong to N, the subscripts iX~Jp,j» -jqto

[0, 1), and aiy b} to C; the shuffle product is given by induc-
tion on the length by

SImSI = (SiwSr X [1- («+W '
+(BrmSIl-(a,+0,M""1
with
@ - ax0-‘nifl - bx0)~1= [1- (@+ b)*0]*»
This shows that g, (¢>0) is a finite sum of expressions of

the form (11). To derive perturbative expansion of the first
moment,

G= Q> +/720+ »,
we should compute
S (1-a x0)~Ixizxipl - a p*0)- 1>

This is given (see the proposition of Sec. I11A) by induction
on the length by

if /,=0,
if /l1=/2=1,
otherwise.
|

Nh the case n = 0, one finds again the commutative algebras R(x0] and
R[[x0[] of polynomials and power series in one variable.
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(1977).

,0A functional is said to be causal, or nonanticipative, if at time t its value
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Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1967).
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the mathematical validity of the foregoing is not ensured. This formula NThe notation

couldalso be derived, in an heuristic way, from the Fokker-Planck equa- C Xit X.. Xip

tion by path integral techniques. See, forexample, R. L. Stratonovich, Sel.

Transl. Math. Stat. Prob. 10,273 (1971); and R. Graham, Z. Phys. B 26, cw Cp-n cip
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1973); English translation, Stochastic Differential Equations (Wiley, New
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AUTOMATIQUE THEORIQUE. — Séries de Volterra et formalisme hamiltonien.

Note de Michel Fliess et Francoise Lamnabhi-Lagarrigue, présentée par Jacques-Louis
Lions.

Recue le 18 juin 1984, acceptée le 24 juillet 1984.

On montre que le développement en série de Volterra de ta solution d’un systéme différentiel forcé s’exprime
de facon naturelle & I’aide de i’hamiltonien de ce systéme.

AUTOMATION (THEORETICAL). — Volterra Series and Hamiltonian Formalism.

It is shown that the Volterra series expansion of the solution of a differential equation with forcing terms can
be most naturally expressed by using the Hamiltonian of the system.

1 introduction. — Les séries de Volterra sont I’'un des outils les plus employés par
les ingénieurs pour traiter du non-linéaire (cf. Rugh [8], Boyd, Chua et Desoer [1]).
Quoique Volterra [11] les ait introduites en liaison avec le calcul des variations, on s’est
assez peu soucié, dans les travaux actuels, de leurs liens éventuels avec la commande
optimale. Pour celle-ci, le formalisme hamiltonien, si important en mécanique et en
physique, s’est imposé avec le Principe du Maximum. Le but de cette Note est de
généraliser une remarque de [4] sur la géométrie symplectique du premier noyau, en
montrant que les noyaux d’ordre supérieur du développement en série de Volterra de
la sortie d’un systéeme différentiel forcé s’expriment naturellement grace aux dérivées
fonctionnelles d’un hamiltonien. Ce résultat, qui semble nouveau en automatique, avait

sans doute été plus ou moins pressenti en physique statistique et quantique (Garrido [6],
Uzes [10]).

2. Rappelssurles sériesde V olterra. — OnN considére un systéeme ou, pour simplifier,
commande et sortie sont scalaires :

T@=Ao@+ «(0A, (D)
y(t) = h(a).
L’état g appartient a une variété R-analytique Q de dimension finie N. Les champs de
vecteurs A0, At :Q-*TQ (fibré tangent) et la fonction de sortie h:Q-*R sont

R-analytiques. On suppose la commande u continue, c’est-a-dire ueC°([0, T], R), T>0.
Divers auteurs ont montré que la sortie y pouvait étre développée en série de Volterra :

y(t) = wo (t, t, a)+ wt(t, ctlbt, « >« (0!)" 1+

‘r_ rw,(f, cr, .. cnf T, aufay.- - -.u(atdaa. . .doi+ ..

ou Orgxgajg. ..as™ ~T. Les noyaux sont ici sous forme triangulaire. A l'instant
initial +, q(x) =aeQ.

En réarrangeant les termes de la série génératrice et en utilisant un sous-produit de la
formule de Baker-Campbell-Hausdorff, on montre [5] que les noyaux sont des fonctions

0249-6321/84/02990783 S 2.00 <p Académie des Sciences
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analytiques dont le développement de Taylor est donné par :

Crt— ov*
wt(, ctl; T, a)= ?; ——= 7 adAo A WO, T, 4) .
v,a0 1L
ts-t A t—t)v»
w,(t, auT a= £ (cte ))fs (2 v
vj-..vt!
X <, A (.==adg0A 1wO( X Q)
Comme a Inaccoutumée, A test le crochet de Lie itéré v fois [AOQ, ..., [AQ, AXY. . .]
Les dériveées de w0 sont prises par rapport a q.
3. G éométrie symplectique du premier noyau [4. — La différentielle dwO de wo par

rapport a g définit un champ de covecteurs sur Q. Le fibré cotangent T*Q étant muni
de sa structure symplectique canonique (cf. [9]), introduisons les hamiltoniens
— dwQ>, j=0,1- Rappelons que le crochet de Poisson de deux fonctions

f, g :T*Q R est, en coordonnées locales (q\ ..., N pl9 ..., pN, donné par :
y KEL-KEL
U,8) ~ &gk 6pk opk égk'

A partir des équations de Hamilton, il vient :

Proposition 1. — Le premier noyau de Volterra syécrit :

(CTj—t)Vi
wt (tTot, X, &= 21 - < 0 Aiwol(t. N, =.
Viéo vt!
N (~-Trt dridel
Vldo vx! fovi ;:®
Oi- XM R
= — o (JF0.010). 1e),=«e
v.ao  vx! (IF0.J1) )=«
Remarque. — La formule fondamentale, qui exprime le développement en série généra-
trice g de la sortie y de S, a savoir ([3], [9)) :
(1) g—h p=a AL A,- IiJg=c xjo9
V. O JO i Jv=10, 1

se traduit immédiatement en crochets de Poisson :

9= gq=a h) .

g=aXjv*® *e«XJom
vAO Jo. .. ., jv=0,1

On généralise ainsi une formule bien connue pour les systemes différentiels libres (cf.
m .

4, Expression hamiltonienne des noyaux dordre supérieur. — Commengons par
quelques rappels d’analyse fonctionnelle. Soit une fonctionnelle U : C°([0,1], R) AR,
dérivable au sens.de Fréchet (cf. [7], [12]). Supposons de plus que cette dérivée s’exprime

par I'intégrale 1 tp(a)5f (a)do, ou tp, qui est la dérivée fonctionnelle, peut dépendre de
|
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f Pour une.définition mathématique précise, renvoyons a [2], ou cette dérivée est dite
de Fréchet-Volterra. Posons, selon des notations usuelles en physique :
5U
071
t et t étant fixés, il est immédiat que la dérivée fonctionnelle de la sortie y de S est
donnée par le premier noyau :

= P@E)-

— Ccfi— C
® Ty (= 2dx0A t wo (r, x, q)\g=a.
Sual wvieo v, !
Proposition 2. — Le noyau de Volterra d'ordre s s’écrit :
ws(r, <Tj, .. X, Q)
1 (ct,-t)v...(al-t)vi 4£O g
) ad£0A x ad) A1 % i 3)|,=
Voo VS = O ** &\l )l
(as—c)v. . (CT.-xri d» g c B
i 0 v,!. . -v, ! d&i’ 5ue* dQp Su9* dxvi zza - -02="t
Démonstration. — Nous I’esquissons pour s= 2 en montrant que :
d d A dv>o'r 0
a A, a . us0, .
’ VO 2 4o 5ue dxvi e=t
Considérons adQAyWo =(T'l/dTM comme une fonctionnelle de u. Comme
en (2), il vient :
/\
5 ,,O_EW I)FO*
Sukk £ '1) ... 20 V! 40 “Ut»" qra

Par analogie avec (1), qui a permis bien des applications, nous appellerons les formules
des propositions 1 et 2 secondes formules fondamentales.
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Avant d"introduire le probléme de la commande optimale sin-
guliére proprement dit, il est peut-étre bon de situer [1"étude
qui va étre faite dans le vaste domaine de la commande optimale.
Pour cela, on citera un paragraphe d"une critique Taite par

Berkovitz, au sujet de livres récents sur la commande optimale.

“"The principal questions associated with a control problem
are the following. First, do there exist controls u in the set
of allowable controls such that the target set will be attained?
This isthe controllability problem. If the answer to the first
question is affirmative, does there exist a u* that minimizes
the functional? This 1is the existence prpblem. Finally, if the
problem has a solution, find necessary conditions that will be
useful in actually finding the solution or in characterizing the
solution qualitatively in a useful way".

C"est précisément ce dernier théme qui sera étudi ici, dans

le cas particulier des problémes singuliers.






B. €OMMANDE OPTIMALE SINGULIERE
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INTRODUCTION

Considérons le systeme
7 N RC(r,gzu) : AO@ o
* =M /\)

L*état q appartient a une variéte analytique Q de dimension
finie, par exemple JjP~. Le champ de vecteurs F est analytique
par rapport aux variables ql,...qN et au vecteur commande
U = (ui »eeeum)e La fonction de sortie h : Q _“.jPiest analy-
tique. On s"intéresse dans ce qui suit au probleme de Mayer suil-
vant, avec un temps terminal fixé T et des contraintes termi-
nales (1) : Trouver une commande u=(u”,...um) qui minimise
la sortie y(T) = h0(q(T)) et telle que h"(q(T)) = O,

i = 1,..., n ; les fonctions h® , 1 = 1,.. .n - Q->iKsont*elles
aussi, supposées analytiques. Enfin les composantes ut (t),...,
um (t) a valeurs dans un ensemble donné U sont supposées analy-

tiques par morceaux sur [0,T] avec un nombre fini de points de
commutation.

Nous nous intéressons ici a la classe des problémes singu-
liers. D"une facon géneérale, un probléeme de commande optimale
est dit singulier des que le Principe du Maximum est triviale-
ment satisfait sur une portion de trajectoire. Les cas les plus
communs comportant des arcs singuliers sont les problemes de
Mayer pour lesquels la fonction F est linéaire en la commande
scalaire u(t), F(t, g; u) = Ac(q) + uittAj*Cqg). L"hamiltonien
associé et la fonction de commutation  s"eécrivent
respectivement

<p, A,(q)+ .uA, (@) > et , A, (q)> , p étant le
vecteur adjoint. Le probleme est dit singulier dés que la fonc-
tion A s"annule sur des sous-intervalles (ta, t*) Zco, T] ;
les arcs extrémaux sont dits singuliers sur (ta, t*J et non-
singuliers ailleurs. Si u est telle que Ju(t)j <Tj, la condition
nécessaire du premier ordre est satisfaite sur l"arc singulier
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0 et de plus, sur cet intervalle, G_U S o . On ne
U- ta.
sait donc plus, dans ce cas, distinguer un maximum d un minimum.

Deux types de questions apparaissent : I"une concernant
1 "optimalité de I"arc (ou des arcs) singulier(s) sur l"inter-
valle considéré, 1Tautre concernant 1 "optimalité en un point de
jonction entre un arc singulier et un arc non singulier. Cette
étude a commencé dans les années soixante avec les travaux de
Tait CE1], Kelley [kI], Johnson m, Goh B?3], Robbins C~I],
Kelley - Knopp et Mayer Cfc2], Contensou [cl]. De nouveaux tests
d"optimalité ont été obtenus, notamment une condition nécessaire
d"ordre deux, utilisée par la suite avec succés par les ingénieurs
appelée condition de Legendre - Clebsch généralisée ou encore ,
test de Kelley - Contensou. On rencontre souvent aussi celle
appelée de Jacobson-Gabasov. En méme temps, des conditions a la
jonction entre arc singulier et non-singulier sont proposées
Bn.2, 6 4]. Les articles de Gabasov et Kirillova 1 et de
Marchall et Contensou Dnl] ainsi que le livre de Bell et
Jacobson [B2] résument cette période d"intensive recherche sur
le sujet et donnent une bibliographie plus étendue. Plus récem-
ment, sont soulevés deux importants problémes : I"un lié a
Il"utilisation de définitions confuses de la notion d"ordre [£3]
et l"autre a des hypothéses trop fortes TfTaites lorsque des con-
traintes terminales sont imposées au probléme de commande [fe.4].
Si Lewis propose une nouvelle définition de I1"ordre (ordre in-
trinseque et ordre local) et si Krener obtient de nouvelles con-
ditions nécessaires sans I hypothése trop forte de normalité, on
reléve une non-unicité dans cet ensemble de travaux. Comme le
précise Lewis, une troisieme définition de l1"ordre serait néces-

saire pour les problémes ou I"hypothése de normalité n"est pas

imposée.

On propose ici un contexte nouveau pour la commande optimale
singuliére. De nouvelles définitions d"ordre seront données.
Elles seront exprimées en fonction des champs de vecteurs asso-
cies au probléme de commande sans faire directement intervenir
le vecteur adjoint (I"hypothése de normalité est en fait liée a

I"unicité du vecteur adjoint extrémal). De méme, on proposera
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une nouvelle interprétation des conditions nécessaires d"optima-
lité d"ordre supérieur (deuxieme et troisiéeme) ainsi que de nou-
velles conditions aux jonctions en relation avec les travaux
récents de Bortins [611]. 11 y a eu en théorie du contréle de-
puis une quinzaine d"années un intérét considérable dans 1"uti-
lisation de crochets de Lie de champs de vecteurs (voir par
exemple Sussman [44] pour caractériser des propriétés fondamen-
tales comme la contrélabilité ou 1 accessabilité ; citons a ce
sujet par exemple les travaux importants de Lobry il4], de
Hermann et Krener [*2] ou plus récemment encore ceux de Bonnard
[ 8]- En commande optimale singuliére, cette approche a été uti-
lisée par Krener [?4] pour les systemes linéaires en la commande
(voir aussi Brockett [£>14]). Knobloch [fe.3] a ensuite généralisé
ces résultats en obtenant une théorie compléete des conditions
nécessaires d"ordre deux- L"auteur donne de nouvelles conditions
nécessaires, peut étre plus adaptées aux applications, en mettant
en évidence des redondances dans les formulations classiques.
Des résultats importants sont aussi obtenus dans le cas d“une
entrée vectorielle. Néanmoins, son approche fait intervenir un
formalisme mathématique complexe. On retrouvera ici les princi-
paux résultats.

Le principe de notre méthode est simple : on utilise le nou-
veau développement fonctionnel du chapitre précédent pour expri-
mer celui de la variation a l*instant T de la sortie y de
lorsque une variation 6u(t) est imposée au systeme étudié. Du
choix deSu(t) découlera I"ensemble des conditions nécessaires
obtenues. Notons enfin que Il utilisation des séries de Volterra
est naturelle pour ce type de probleme. C"est en effet dans ce
cas (T fixé) I1"analogue des séries de Taylor (voir Brockett
[bI14] et Fliess [¢5]-

Les résultats obtenus seront appliqués a des problémes de

commande en mécanique du vol 1issus du livre de Vinh. [i/l].
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1.1. - Formalisme hamiltonien

L"hamiltonien associé au probléme de commande 21 s"écrit
H-- pr) F(t,q,u)>

x
oU P(t)éTqWC (i "espace cotangent au point q(t)j est le vzctmfi
adjoint. Dans une carte locale ol p = (Pl« Pnp ©ON obtient
H = pftit) F aiir;q;d,).

R»i
Rappelons le principe du Maximum (voir par exemple, Pontriaguine

et coll. [Plpour le probléme de Mayer énoncé plus haut

Principe du Maximum : Si (u(t), q(t)) est une solution du proble-

me, il existe un vecteur adjoint pfM)G absoluement

e ©

continu et non identiquement nul tel que, dans une carte locale,

p(t) =- pT@® Tf (I U(fa)

n
avec la condition de transversalité, P(M-zZL ~ "~ @M ,N 0
et vérifiant de plus n Y
p~((r) glb-Jyju) * pTM  H(r, g/fej , Vué u

En utilisant le formalisme hamiltonien, si (u(t), qg(t)), est une
solution du probleme, les équations suivantes, appelées équa-
tions de Hamilton, sont vérifiées dans une carte locale

@" ,===g”, p~,===,Fli) s

q ir * W qtc
p() = -I(lj-(l:] (t, pIH, #), ««e)), p(¢), £ * 3f; (<In)

et de plus H (tr,piWw/<™),u(Ir))r m»h H p®, ~JI x) A
altGU
Si u(®) € IntU (I intérieur deU), pour tout t£[0,T],
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alors

et i) jl pO): M@©] est semi-définie positive 7UILOQ/3-
xr -
Le probléeme de Mayer est dit ilngut*zfi si la matrice
H (t.p(). g(t),u(®) n"est pas de rang maximal sur un sous-
intervalle (ta,tjpC [O0,T] .

1.2 - Quelques notations et quelques rappels,
a - Commande, trajectoire et vecteur(s) adjoint(s) extrémaux.

Dans la suite, u(t) et q(t), t£[0,T] désignant ane solution

- (y- FG,ub)

t R : o
et seront appelés respectivement commande, dz fizATKzncz zt Viajzc.-
taifiz dz fti"ZKznez . Si de plus, il existe pjj 6 r irf >y
vérifiant la deuxiéme équation de Hamilton (@) et 1"égalité (3),
la commande u(t) et la trajectoire correspondante q(t) seront
notées U(t) et q(t) et appelées respectivement commande
zxtKé.ma.lz et txa.jzctoVie. zxtKz.m<x.tt. De méme p(t) sera noté p(t)

et appelé vzctzuA adjoint zxtxima.t.

Toute quantité évaluée le long d"une solution extrémale
(V) ,q(),p(t)) sera surlignée ; par exemple, 1 ’expression
Hu (t,i(t),q(t),p(t)) sera simplement notée Hu-

b- Conditions nécessaires d"optimalité du premier ordrp

Considérons deux champs de vecteurs Q et & /: Cafotl TQ
On peut définir (voir par exemple Helgason [Ffil] et la biblio-
graphie citée) un nouveau champ de vecteurs noté [G,G"] défini
dans une carte locale par
G 2)6 A

o dt le>q ot)
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Il est facile de vérifier que cette définition est indépendante
du choix des coordonnées (q,t). C’est une opération naturelle
dans les groupes de Lie.

Choisissons en particulier le champ de vecteurs définissant \/:

A.zZ F +$i

y

Le résultat suivant est bien connu

Lemme 1 : Pour une solution p(t), té[0,T], QUOiQAKL de (2),

it: ai» <> A o 3
dtv P ®. A.
p-i
on rappelle que (A A AD ad a3 Wt aci. t A,
Désignons par AN, io=1,...,m, les champs de vecteurs

t Fj (t.rxo f*
H Sut 1
ou F~ dénote la dérivée partielle par rapport a de F~.

L "expression
< pft), Al>

est alors la dérivée partielle par rapport a u® de I’hamiltonien
H=  pit), ir(>d/")>

D lapres le lemme précédent on obtient

Lemme 2 : Pour une solution ClKbitHoUkz p(t), t £[0,T] de (2

<U aa H
- pfd 41
db* AIU; Ao
et
i O i [ la
au- Okv buij <k-



Nous aurons besoin aussi de l"identité suivante

Lemme 3 : Pour une solution p(t), t£[0,T], de (2),
o AA,iv./ia m) H V
at  Oxt. "\ 0p O-1d Toty dye* cli; /1I5p tv”
e » aaVM a: ad/ a: 1

Preuve : D"aprés le lemme précédent, I_ A. 20. s afiif
0

- ¢ i F -1 =<F,el" i aclAa”™ >

Si bien que

B R U,V = Tp < w w A

Dans la suite, ainsi que dans les autres chapitres, sauf le
dernier, on suppose que u(t) € Int U « Avec les notations pré-
cédentes, le Principe du Maximum s"écrit

Lemme 4 : Si p(t-), t §[0,T] est un vecteur adjoint extrémal alors
i) 0 A =g yizi, ge Pri a2

) <pft) , ad*A; > =o ytd r ..m ir G C°tJ .

Remarque : Nous verrons dans le chapitre suivant pourquoi ces
conditions nécessaires sont appelées conditions nécessaires du
premier ordre. Elles découlent en effet naturellement du premier
noyau de Volterra d"un certain développement fonctionnel alors
que les conditions nécessaires d"ordre supérieur proviendront
des noyaux d"ordre supérieur de ce méme développement.

On remarque, des a présent, que l"opération sur les champs
de vecteurs qui consiste a effectuer le cr.ochet de Lie avec

\ , notée ad”, est une opération fondamentale dans cette
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étude. Ainsi, avant de poursuivre, allons-nous en donner quel-
ques propriétés (C~st I"équivalent de I"opérateur V" de Cfe33)*

1.3 - Propriétés de I"opérateur ad"d-
N g

Soit G un champ de vecteurs Gz «analytique. Le
champ de vecteurs ad* G dépend de u mais auss"i de a: 1a
dérivée totale de u par rapport a t. De méme, aprés k applica-
tions de cet opérateur le champ de vecteurs résultant adA, G
contiendra u”™®, j =1,...,k ou u”3 dénote la i-iéme
dérivée totale par rapport a t de u. On montre facilement les
propriétés suivantes

Lemme 5 : i)

L & - 0dA S + ac®
_______________ A A» Ac

fto dlL

Tii-r
> fccUMNA.6 * _ + Oli * 8>0,
1,...,m. M 1

La propriété suivante est aussi trés importante pour la
suite s

Lemme 6 : Soit u(t) une commande de référence telle qu’elle a
été définie plus haut, si G = 0 pour t éf[0,T] alors adA” G = 0,
pour t € £OfT2»

Preuve : Si G est identiquement nul sur [0,T], p(t), G> et
o sont aussi identiquement nuls pour une solution
[tz p(t) de 1°équation de Hamilton (2), D’aprés le lemme 1

< p(t), adA GY est nécessairement nul sur I’intervalle

considére et donc ad”d- I’est aussi.

Soit«$ l"espace vectoriel engendré par les crochets de Lie ai. /A ™ 70
i=1,...,m tong de la solution (u(t),q(t)) de référence,

i.e. les champs de vecteurs adj'}‘ ! dépendant de (t,u,q) sont

évalués au point (t,u(t), q(t)). On suppose que I"intervalle

[0,T] est suffisamment petit pour que la dimension de @2 soit

constante sur cet intervalle et que soit engendré par des
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éléments fixés de la forme ad At yvw>/0"i = |,...,m. A partir

du lemme précédent on montre

Lemme 7 : Soit G un champ de vecteurs analytique, si G alors
cuL G .

A.
Preuve : Si G€O$ alors il existe bv>= 1,. s de la forme
précédente, tels que &= 21 . Pour conclure, il suffit
d'appliquer le lemme précédent a G = G- 2— C~(Ir) *

Nous commencerons |'étude des conditions nécessaires
d*optimalité dans le cas ou la commande u est scalaire- La

généralisation au cas vectoriel donne des conditions analogues

sur chaque composante singuliere, mais de nouvelles apparaissent
associées aux contributions croisées. Ceci fera Il'objet d'un
autre paragraphe. Avant de poursuivre, introduisons une nouvelle

définition des ordres d'un arc singulier ainsi que quelques
identités remarquables, ces deux points étant essentiels aussi
bien pour l'analyse d'un arc singulier que pour l'analyse a Ila

jonction entre un arc singulier et un arc non-singulier.

1.4 - Quelques identités remarquables.

Le lemme suivant (voir [fc4d] par exemple) est & la base des

identités remarquables que nous obtiendrons *

Lemme 8 : x et y étant deux variables non commutatives,

D [ ily3 & _ T@®OaDj, « 1

a) Ed; [ad)(\, OIAi O =L (6) iad*"ny  ad a+i 3

I .
in~o
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En plus des champs de vecteurs AQ et A™ définis plus haut,

introduisons A2 pour dénoter le champ de vecteurs \ F k
A< JUUX

oa
étant la dérivée partielle d’ordre deux par rapport a u de

F (u est ici supposée scalaire ) .

leme 9 : N F aM1 = aV \ P[a™ A ad™A,] ,»0
i<H
I<rgd di o,
i) 1 a . « ad ad
i) - A Wik v 1w Aa A,

L "expression il ad A+ sera notée R "~ =
au@r

Preuve : L ’égalité i) est vraie pourP= 1 d’apres le lemme 5 i).

Supposons qu’elle soit vraie pour

d ad Ai Ao xd 'L|\/|

au, dix, I
= thi, aAMJ + Chy, ¢ s,

ou encore, d"aprés lI"hypothése de récurrence.

=& A+ pcaio IO "X ad™Al

Enfin, en utilisant le lemme 8ii), on obtient
\>H | Y
3 ad ad aid"
AV A A, A

£ GKMEEL . AI< 0

Aprés avoir groupé le deuxiéme et le troisiéme terme puis fait le

a

changement de paramétre pr ptl , on obtient :

1 < °A,= ad’ « Z v ad A ad’\A,]
ol A wHev> r * K u A0 3 A0 1
a; "
¢y K
Oou encore X - -
- .d-4+ z. ( r ) A K 41

GP- pui

La propriété 1) est donc vraie pour 0+l
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La propriété ii) est obtenue par double récurrence.
Supposons d"abord o< Fixe, et la propriété vraie pour P :

ad AO a;
b, A» aul*3 A- 1

L Si&j A 'J

La suite de la démonstration est exactement identique a la
précédente. Fixons maintenant w , et supposons la propriété vraie
pour o<<v) 1 (elle est vraie pour o= 0 : c’est en effet la propriété
i) ci-dessous).

D ’aprés le lemme 5ii),

A adr4 = A adr*4 + fAo adl A,

<*u
du

En utilisant I hypothése de récurrence, on obtient

o o CKIP*2 mQKXx -0

>(A- iA, [fr+ot | v~i r.ot.i
[4 - . _ - ad .
Y "¢ J - X1 VeI &
- S /V\ Gt
Le premier et le troisiéme terme regroupes donnent "y aa” A )

Notons (I) le deuxieme terme et (IlI) le quatriéeme. D ’aprés le°

lemme 8)ii,

Vo | V-0"-c
an =, _
INT; XH § Teout M Ao A, a Ao A ]
\ :
ad. 'A ad ' °
* j(ro-al-I Cji[)»];j/ A At a]
En utilisant 1’identité /trw]| - fr+o.l-1] ) /a+s<1\ on obtient:
(I A RN I N J

() + (1) = 2. In“ilv-’ | faif A 1
]

WA E L A 1> A, A
- L IT\-/fc:‘];-ii [ad”-" A, ad L "°"
' ] n*
- > —
. M-ar -0(-
waiy A0¢ A ad IOl )

1~ 1Vai Ao

Posons enfin €\ 771 dans la premiére expression et additionnons

deux a deux les quantités restantes, il vient :

«i +du = I O C J
wOt|
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B 9+A q P
Lemme 10 3 “ g f a A, i-f 1> «
Preuve : D"aprées le lemme 5 ii),

~dTUE = aMAo Bij- + A* _lyi+i_, J "~>o
Le lemme est obtenu en itérant cette formule.

P+ / <
Lessai , K A, <A,] -tnp+L n  (oTall KVv:,,
° ° rso

Preuve ; Utilisons le lemme 8i), on a

(> ey A=t)i @)es @ [A,ad A, ]

mais [A,, ad~""A 1= B "p~ r+i- + (lemme 5i),
Le lemme s"obtient en regroupant les deux termes

(i)t_r €y B o+n-T-H
r=o A° r

et {)Fj (1) H TX *,0 b.on*»»

ﬁnlﬁi)
Lemme 12 ad I+IA n ad [ad W  ac\ntr A
! n=< AO Ao
Preuve : La propriété est vraie pour i = 0. Elle est vraie aussi

pour i = 1 ; en effet, d"aprés |1"identité de Jacobi,

[“"A/"« aiC A"~ raiAA, Ta., ai**A,]]

= [A0 D/, aars, 11+ TEORS [, 2]

D "ou jodr A~ Aj s n JaA™ AL M2 a4 i
A* j A» Ao A,
Supposons la propriété vraie pour i et montrons-la pour i+l
( arbitraire).
firi v MI+F
M a, adi 4 A_[ad A e | X K “ta <t a,]

11 A,
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En utilisant I"hypothése de récurrence, on obtient :

, . +¢
adACA.iJ- &IA_ 4.
r- r xf li-ft) p i-"Satl , N-u A ion+jt*o, i
L. W (J aVv havVa A" a al/ a?*
WRE O \n/on-0 j i) 2n — orl
n -r fri Ax fn) s

En changeant n par n“ = n+l et en utilisant I"identité

Mmi: (At + 1% int 1}i
On obtient

[odjj/, ad~A,].

g'r(‘fr) AEERED [T A DA TV

h-o
S 9- (I~ 0+4 A i IHj H
N { A, : : »1
+ L vrfa) 1> Ao
t\-a

/1°°) /Fn 1l /G|
La formule, (Q-iY\f+ 1 |}/ = f ff |/ permet de conclure

Leitime 13 . Al G-
B .~ ail A \b . int<\><1l’ll’) A @ 2 e

Preuve : L"identité est vraie pour %= 0. Supposons -la vraie

pour o »
Et i>. ad, A, + *dAoSw> - draprés le leitire 5i) .
En utilisant I"hypothése de récurrence et le lemmel2 pour j =0
et 1 =9\,
on obtient
t™™
Bo 4 xt A
ini- V.-xn-i 0 0+
?) ad id ad’"?
: A A0 ro v
N-o
i w-or -l =i LT
ad ac A tei
HT r A A Al

A0
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Posons r = n+l1 dans la deuxiéme expression ; il vient

Bo,.., = « C A

- fy - ref - T
+Z"Mr L e R
-y

N V- N STt T-1i d
I ' a
+ % s) ('r (;-1% «e - TH+ ad A, 70"
ou encore L~> °
Hr r i
\>+ N r-l
— - ad ad
° =1

Remarque : C"est ce dernier lemme qui permettra en particulier de
mettre en évidence des redondances dans les formulations classi-

ques des conditions nécessaires d"optimalité d"ordre deux.

On peut montrer de la méme facon le lemme plus général suivant,

a partir du lemme 5 ii) et du lemme 9:

\B>— i I V"‘C\ Voo T
£ ad i

_ _ i AT A =
Lemme 14 @ 7 e = T e hejv-id TitTirR 4, A A'dAX
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1.5 - Sur la notion d“ordre d"un arc.

Dans deux articles récents, Lewis [£3] et Powers [Ijj2] donnent
des définitions précises de I"ordre d"un probléme singulier et de
I"ordre d"un arc singulier, ces deux notions étant jusqu®alors
plus ou moins confondues. Mais dans ces deux cas, soit les con-
traintes terminales sont inexistantes soit une hypothése de nor-
malité, concept vague jusqu"a lI"article de Krener [fed], est faite
"Essentially, normality means that there exists sufficient local
controllability around the trajectory reference to meet any ter-
minal constraints that might be imposed without affecting the
validity of the generalized Legendre-Clebsch condition”. Et
Gilbert et Berstein [*2] ajoutent : "Normality conditions are
unpleasant because they are usually difficult to verify and may,
on occasion, fail to be satisfied. This is why first-order condi-
tions, which do not require normality, such as those due to
Fritz-John (in mathematical Programming) and Pontriaguin (in opti-
mal control) are popular”™. Pour se rendre compte de ITimportance
de cette définition Krener [fed] en donne une définition trés pré-
cise pour les problemes linéaires en la commande. On sait, dans
ce cas, qu“on peut choisir la commande u=o comme commande de
référence, sans restreindre la généralité . Normalité, signifie
alors que l"espace cté , défini plus haut, est de dimension exac-
tement N-1 sur tout I"intervalle considéré. Rappelons que, sur
une trajectoire singuliére , la dimension de <t doit étre stric-
tement inférieure a N, sans aucune autre restriction. Imposer a
la dimension de d"étre égale a N-1, signifie qu"il existe un et
Un 4zut vecteur adjoint p(t) vérifiant la deuxiéeme équation de
Hamilton (2). Comme le précise Lewis [¢3], la non-unicité du
vecteur adjoint extremal, dans les problémes plus généraux, rend
confuses les définitions de I1%ordre d"un arc singulier existantes.
C"est pourquoi nous proposons ici une définition ne faisant pas
intervenir directement le vecteur adjoint.

Avant de donner de nouvelles définitions, citons une phase de
[£3] pour illustrer ce qui vient d"étre dit :

"Singularity is strictly a property of extremals (q(=),p(-),u(.))

and not of state-control pairs (q(-),u(.)) since for some such
pair there may be more than one adjoint fonction p(.) making the

triple extremal. This is a consequence of the nonuniqueness of
> in" (2).
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Définition 1 Soit u(t), t
a(o)

dre I =

[0.T1,
la trajectoire associée.
0 si
sera dit d"ordre r(>0), si
[MyMtAJ g 4
rto
et

[A, tacL™A]
Ao

le systeme 21 n"est pas

une commande de référence et

Le couple (u(t),q(tty sera dit d"or-

linéaire en la commande ; il

et seulement si,

, AsO],

€(r.\)

 VireLA(T]

la définition de

Remarque : Cette définition est 1""analogue" de
1""ordre intrinseque" de Lewis [-¢3] (encore appelé ordre du
probléme). Ces définitions sont équivalentes si,

référence (), g (()) étant donné,

vecteur adjoint solution de (2).

Définition 2
q(t)

d"ordre s si

: Soit u(t), té[o,T],
la trajectoire associée.

et seulement si

il BOr e «i ,

(Rappelons qu®une quantité est surlignée,

le long d"une solution u(t),q(t)),

il existe un et an

Le couple (v,

[ad™" A #a ™A

le couple de

i&ut

une commande extrémale et

q(t)) sera dit

£=0 (¢s-1

\[Jb€ 1°>T)

e<d o

VIl ¢ Lo-3

lorsquelle est évaluée
t €[0,T], nxtfLZmalz. ) =
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Remarque : D"aprés les lerames 1 et 3,
dL ) i 4 ;
<p v, Bo &)7OU cu la wit <rp|(t. A,
cUuv cU txx

et <pitr), QAN A, adr AJ > =

Q'-i- Ht-1
(h: W = H L
On voit donc que la définition 2 ii) est 1""analogue™ de la
définition 2.3 de Bortins [611], alors que la définition 2 i) est
1" "analogue™ de la définition 2.6 de 1""ordre local”™ de Lewis
L.£3]= A priori, leur lien n"est pas clair ; elles sont pourtant
équivalentes. Pour le voir, il suffit, bien sdr, de montrer

quTici, 1) et ii) sont équivalentes.
Lemme 15 : La définition 2i) est équivalente a la définition 2 ii)

Preuve : C"est immédiat a partir du lemme 13 pour la relation

i) ii) et a partir du lemme 11 pour la réciproque.
Exemple : Reprenons I"exemple de [£3] avec ces nouvelles nota-
tions, / .. ,

« f U

il *r

k £ et DC ffb et u i
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L'arc extrémal q'(fC) =£ ? -0, u( L *1, ft) - 4 (H 0]

est singulier. D'autre part,

et Ry e Y
et af

P . .
. A A] 1) 0ir oy
Il est facile de voir qu'ici n fl“jj" , ainsi r= d

De plus,

rao Atl: é*
W - - i

et d'une facon générale,

ad™A - rla t|)i Jps R
Si bien que __ * ‘ » V *o*
¢ A ?)Q]_ P »a A Pé R

A IA 4] -° e ~gA<, O™ P+ "@’C P

Ainsi, d'apres la définition 2, comme jX-», ad” A "j QOE

et Jjxd” A;ad" AJ A , on en déduit que s= 2

Il faut noter que cette valeur de s [IE depznd PeU du vecteur
(cl, ,I’|¢J « Autrement dit, si ce probléme possédait des con-
traintes, l'unité du vecteur adjoint n serait plus garantie mais
la valeur de s serait la méme pour tOUtE, solution (a, q, r )

extrémale.
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I1.1 - Introduction

De facon habituelle, imposons au systéo{%e N1 une perturba-
tion du type u(t) + £u(t), t€[0,T]. Les résultats du paragraphe
A6 permettent de donner le développement fonctionnel, avec une
grande précision, de la variation fy

Sy (t, U) = ~ (t, AH-fiu) - J (bXL)
a l'instant T, pour un instant initial t » r <T » arbitraire.

En effet, le systeme ' devient

W=t, +T- O (tau) (u®)’
ai' GU 90.

et (4
S;a it a T) (T 0 liu
avec
-N/i< A or r 1 sl (or d<r
gy-ri C : has
HV & Ac
IT e AA’fi T4 e Up o7 smfa [TE)r e
1w i 10*a
, z)Aa fa t)A _
* Sn 6(7 e Vo <?=a SU*faj e
0 1
e rTr eN- IR A O/CA M S 4 or . .
) i o A, !r|T.q.| gra.
Sj q i3u ¢a do rdi
. Ii r £ t)/ A & a, A, I£ , A:<c§|i fal&ifc mdl
. OA ete *0). @ A dir; d<$
g £ a (- ¢ S% "
a’asd b m ) Luéfc;)d<ri

*C rcL

oi S=(T/V, -,9%) «& Q3 (t, "(Y); ...,<F®) .
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A”N sont les nouveaux (ils dépendent maintenant de u) champs de

vecteurs
N \ | .
A Flg 2 c o F u
ot Ru A hi I
a

et v,r,a3 - e(r_")A>‘k.{a\5L A

Définition 3 : L"expression <"y(T) est appelée i-éme variation de
la fonctionnelle y.

Rappelons un résultat d"analyse fonctionnelle [Vv3]

Lemme 16 : Si G4(t) , t€[0,T] est minimisante, alors la premiére
variation 5(¢y(T) est nulle, Yr€[0,T].

On peut préciser le contenu de ce lemme en utilisant un sous-

produit de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff. En effet,
utilisons la formule du paragraphe A4,il vient:

Lemme 17 =: Si u(t), t€[0,T] est minimisante, alors

ad AulD (!>, ¢) —o , V \heU>,TI.
° 9 OL
Remarque : Avec les notations du paragraphe A5, notons que

cb;

t* .
) s
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11.2. - Variation de la commande concentrée en un point.

Exprimons maintenant ¢fy(T) lorsque la variation Su(t), t€C°/T]
est "concentrée" en un point %&[0,T], arbitraire, c'est-a-

dire telle que

SH® - o pour 4 0 ©+cu(e)] avec limw(£) - o
£ 0

Dans la suite, 1L désignera I"ensemble de ces variations
vérifiant de plus wu(t) + () £IntU
De (4), 1l vient :

Sj (T;0) = e(9"x"o V(E) DK oA " A A ®)

ot V adfLatzufi V(£ ) est donné par

VE = AV 4 &V + (ieV of 1EuTad GY

avec

V=T eMMA, ¢ (.80 &O)<N
'c

Vv=N>MZr K ~ A, ~-fir)ekm

+r £-®K N e-fo-»K &ifn)cb.

et

¥=Jp [ Exhck €84 (eN,e™)

)£ ifai) OArtars

Su

+ETjA . )AOV fe-i H C(S-B)A'A e'MMoJ &(r,)Suk)étS{éq,

AN (eMMA, ¢ A((fB% €34 &WA )N o

4 T er~-9 KAe-(T-8UT , m -

a
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Considérons maintenant le développement en puissance de
de V(£ ) ; on notera V- le coefficient de

We)- 21 vt e
fc}o
Remarque : L"expression V( £ )uj; (T, T, q) doit étre comparée a la
"variation de la commande u", tf(f£ )q, définie par Krener Cfe-4].
De méme, I"expression Vk ctf;(T, T /q) est une formulation

équivalente des dérivées par rapport & £ de <*(£) q que l'auteur cie
note x(0)q

Définissons enfin le sous-ensemble J?U d' qegaeu3-& dINJULYILItIA

suivant
Définition 4 : Tz?est I"ensemble des opérateurs differentiels D

i) Il existe une variation v IL
ii) Il existe un entier R
iii) Il existe un réel f strictement positif

telsque vie) = . er. 0UB

Autement dit, D C~ ssi, D est le terme dominant, modulo
un reel positif, d"un développement V(£).

On montre la propriété suivante
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Proposition I1.1 : G Ju

Preuve : Soit GG°£, on montre, (voir Krener [il4, corollaire
4_5jou Knobloch 173, p. 84]) qu"il existe une variation” ¢ I(_
telle que \J[s) - + o (Ebfi¥j ,pétant la dimension de o>

(supposée constante sur I"intervalle considéré).

On peut maintenant exprimer de ¢acon générale la condition

nécessaire d"optimalité.

11.3 - Lemmes fondamentaux.

Lemme 18 s Si U(t) est minimisante sur [0,T] alors,

Vfi e 'g 21 ad* Do (T>.q),

M J >0
la-a W

pour tout .+ C Ci<t] et tout £ Cr|1\]

Preuve : C"est une conséquence directe de la définition de
En effet, D étant le terme dominant de V(<£ ), le lemme exprime la

positivité de la variation Sy(T,$-).

Choisissons en particulier, une variation £"u(t), te[r»T],
concentrée au point initialx « La condition nécessaire d"optima-

lité du lemme précédent devient

Lemme 19 : Si U(t) est minimisante sur [0,T] alors,

y()f.% DUX0 (T;rg)| >0 VIET>, Nl

\{r CL

De plus, supposons que ITopérateur différentiel D soit du
premier ordre ; dans une carte locale, définissons le vecteur p

par

P(t) s I\IfE
\or ] ¢l X
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On sait [&H que, sur la trajectoire extrémale, p(r) ainsi
défini, est une solution de la deuxieme équation de Hamilton. Il
vient

Lemme 20 s Si U(t) est minimisante sur [0,T] alors

V5 6 96 , <p(r),D> >0 , VreO-T]
" .

p(c) étant une solution de (2).

Pour se familiariser avec ces notations, rappelons ce que
signifie l"expression
< p(v), b>
dans une carte locale

£). 2—g. J- N sont des fonctions

analytiques par rapport a toutes les variables ; p@)- &b

« 'icf! dq*
o Y bteny = e %I)\I"
* - N -
Enfin, <pfr), D> = A Y @8&))@ & <), ~ x°
fe=, Q 0<}k

exprime l1évalutation de cette quantité le long du couple extrémal
(a(r), a(T).

Exemple : Considérons par exemple le probleme de Mayer suivant

& 1] , e
M rc!
@=u
<\*:-l’\
N(t)= c\3(b) , g'(0) = (f[0)-O

ter,g ,w<i o

La commande u = 0 est une commande extrémale. Vérifions, par
exemple, que

P, AG =0 ;Vré«“g, U .
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Pour cela, calculons tout d'abord T et p (r) , on trouve
Dx-, f (l'rKr)4 s2T (i_rf - Tl-t) 3
3
p(r)= Aq o o~ TFy o7 (-M2 Azt y d
D'autre part a'zgq*-o ; ainsi, At étant égal a
dg*
<p(r) Asy ™~ oy \/t € C°, ij =
D’apres ce qui précéde, il est clair que la formulation des

conditions nécessaires dépend du choix de la variation Su(t). Dans
la littérature, l'obtention des conditions nécessaires d'ordre
supérieur fait appel a de nombreux types de variations, citons
"les variations spéciales" [fc2], "les paquets de variations

Qj'll", "les paquets de perturbations [al], etc... Pour l'étude
des conditions nécessaires d'ordre deux, nous avons choisi celles
de Knobloch [fe3] qui contiennent toutes celles citées. Nous uti-
liserons aussi celles de Ci 2] et [43] parce qu'elles nous sem-
blent bien adaptées aux formulations des conditions nécessaires

d'ordre trois.

Remarque : Dans le cas ou le probléme de commande possede des
contraintes terminales de la forme h”~(q(T)) =0, i =1,...,n,
on définira pfr) G (p de la facon suivante,

(I )
-

o gy Zoe R (M) = TLA Y MR 0

é~0 A,~0

n
En effet, le probléme revient a minimiser 4 (D= ﬂ—v. (QT))
qui est égal a h0o(@ a ITinstant T pour toute condition
initiale TTC C>X}*
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Avant de subsituer des fonctions particuliéres iu(t),
appartenant & il , dans (5) effectuons une transformation sur )/
I11.1 - Tansformation sur la seconde variation.

Propositions 111 *1 : L*expression

rT
vV = e o e~ -R tue dg;

% ,A\e(/oR4efa ASufEn5<i«i o

peut encore s"écrire

-
ey YOA(OT-9A ) &
T ,K'gK . T fC'g)AO k iC \ 1
T 9A d)A »)e k 9/A
¢ NP A cE " Ae PRwa %

Preuve : Considérons uniquement le deuxieme terme dans

I "expression de £V:

- T % S) A e (t. B)40 i S i, e ta 1A i|(<n £ *) %

Je V
et effectuons une intégration par partie en posant

Y. WY ) Ceh e | 74

ot %>’\ efer 8Kk Koo C_@)A’ b-dirrdq
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Il vient X = efr A 4 e k © a0 da

P e y A e o) tu f r >),°A e e 'ft

J
J

Permutons < et d~dans la deuxiéme intégrale et ajoutons | aux

deux membres on obtient

-0 4
ijo= I'rT >Cr- )ACA e~ £ foi cia r

ni. “ Variation de Knobloch

Introduisons les variations suivantes, concentrées en un

point 9e[0,T] ; o/ étant un entier arbitraire,

fe \<0p

5|—i(t): SUJ(t) ' tig I + , 0°C =

., . 3Sa & S I1TC (hiyF,

Les variations de Kelley, Kopp et Mayer %k 2] sont un cas
particulier de ces variations. Par exemple, la "premiere

variation spéciale” s'écrit

Eut] -+ « € 6£.<Cfe

JO 9 9+£z7 1 <9 - 62
(_a ot § + f£2< AN

donc ici, ~N=0 , +e . J3.= J-f ef ~ =
=TT= 6 et fl=a 1 0O , 0 --(x-

Le lemme suivant qui est similaire au lemme 18.2 de Cfe.3],
s'obtient ici trés simplement en substituant les variations (7)

dans (5°), 6~V étant donné par la proposition 111.1;



Lemme 21 : Pour toute variation Su définie par (7) on a
G M > -
Sv. o Sr 2 w1 2. )2\~
V} k<P
et
*ir n/
¢ B
e nsi OF \BY i- ) r e
\ P+Q q o
+Z . fan .
A ™M\ :C. % ad-T A a4,
PPV pig; M i< We
Jj M g
KT . o -
P h 9
z_ " I R t o4 ad, \
PRy, p(q- P- kFJ bi - \/ 5 A
fi>ld+1 ~
ou g D est le champ de vecteurs
B ad ft—th O_” AJ
“ou A -2, (T K 1 W “ ox
Remarque : L"expression obtenue est exactement celle du
lemme 9 0 n g a
Brfflk = 1 ai? A
M Ac
Oju

Preuve s Remplacons

devient

Jivez:

%-{

Oou encore

Sv= ~

En posant

vient s

sy, &

(on posera:

LE;

6~ (t); définie par (7), dans

gy, (T @iu A t~TT"m ° Su(r) ¢T ;

z

| " +K* 21

9%2A  jr0  a
\Y .4 rl A f il 3N*'|
N\ AO ! N\ _<k! ft+d(‘!: 11}

W= k+1 et en réordonnant la sommation sur i,

M

(JIfZ (t,-f.)3rX 'u™A
" ¢5, / ™

/0 V.1

C =

Mz oMo

la* A (ni)'\(eTrM V
. S — :

1 "expression

Rt
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Appliquons maintenant la proposition I11.1

(EV peut alors s'écrire

r$+

sy-.L 1 1E2) «al4, (e"t ™ >
y 80 XO Ri) «aA» |( : <t J)
+|(Z C r¥\£(f<g|/lb\ cr
a0 % +3i¢
M- rear o £ rt,. 14.+F. U o )
, 1 & «oe |5
f ol H o/ . a3 -
> Y,iio W e Pl
X (e*rc e e
! <

N\ A e
I(Iboflr_o (; f fo-,,, frsb)lf . K E4”6d*AL
o (1=

(eTi; An(ﬂ- <X') do; dffi

Il suffit alors d"intégrer et de regrouper certains termes pour
obtenir (8).

111.3 - Application

Dans le lemme important suivant, nous particularisons, exac-
tement commeidans le lemme 18.3 de [fc.3], la perturbation <fu pour
montrer que, sous certaines conditions, les éléements (-tye J p étant
un entier pair, appartiennent a

Lemme 22 : Soit u(t), t€[0,T], une commande de référence et q(t)
la trajectoire correspondante. Soit I"espace vectoriel défini
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au paragraphe précédent et soit enfin p , un entier pair. Si les

champs de vecteurs suivants appartiennent a

i)  "Br, <r+w Poyr <r-0)\j ... et  w< p
XD ~cr."r+p ~ 60/P p**- <r=o, 1, ...
it") . ad404 «] Pour N+ P < K-~I
[ad A0 adAP - (-O0-Bc” o+p pour o4p - H-'
alors

t')E bOH e £ =

Preuve : La premiére partie est identique a la démonstration du
lemme 18.3 de C$3]. Soit d un entier tel que soit engendré par
ad A, ~ w< d .et choisissons un entier positif ttel que

\+ zcd e-ic et p+1 < ZX

p->
Etablissons d"abord que ffp”) 60ip 33 fD/t)ngest
un nombre dependant de u et de t , mais indépendant du
systeme / considéré. On pourra donc choisir un systeme par-
ticulier simple pour en déterminer le signe. Ayant fixé p ett
on construit des nombres réels fc / jA- T —vt+s=H et un

entier d , exactement comme dans la démonstration du lemme cité.
Pour ce choix, on en déduit que

V(E) = E£r ¢ K + £*p + 0(£9
V-0
avec D s\
P = i (<*1) TH 80, p et b*, € < £
Donc S(h,t) 80,p s Py Par construction.

Avant de déterminer le signe de C(p ,t )>montrons le lenme
suivant

Lemme 23 : Soit u(t), q(t) une commande de référence et la
trajectoire associég,

Beve A , VtE CoT] et w< Y,

tous les champs de vecteurs 1), 1i) iii) et iv) du lemme
précédent appartiennent aussi ;s

Preuve : C"est une conséquence immédiate des lemmes 10 et 11.
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Corollaire I11. 1 Pour tout entier pair p>o0o> il existe un
systeme particulier, g - f(q,u) ayant les propriétés suivantes
i) u est scalaire ; pour une certaine solution, u(t), q(t),
t€[0,T], l'espace est enﬁend(é par ad* A. S V=0, .. d= Uou
H . u AO e
a2l g et 4, =/,
fei A*, oy
i) B e < »< p
W) o)1 Bop e 9y
Preuve p , entier pair, étant donné, considérons le systéeme

particulier
9'=

T

M
Comme

Ay~ (nii

on en déduit que

de dimension N telle que p =

i

q(o

-0

2(N-1).

!

xi!

\él'ﬁJr 43 h. +—+(iN§f1<_,+ I Sé/\ et A,zAdf

R=
ad A R ot
3q
et
N-»
ad A -i
A, OQ
avec la formuiler p
_CT-
N — VAN N .
thA,, <A,] = » i A KA KA
"C=0
Pour p et cr < N- 1, toutes ces quantités sont nulles. D'ou
[A,, ad? /4] =0 t o(-0, -_.y N
n-° et
- * iJ-A - i
wa L IR F L /A U
au Ao 4. A D % 1 Ao
gir* ., -0 (-IVA]
d'ou Oqg acf
- x =t "4 80jifw.,)
et donc g r Lf b_ (9)
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Dautre part, comme 600 ¢ o9 , avec les deux lemmes
précédents, on obtient . gop G~ (10)

Soit u(t) = 0/ yt €fo,T]. Cette commande minimise
M :fjl «@2» &

Ainsi d"apres le lemme 4, pour tout vecteur adjoint extrémal p("),
<p(t), G>=0 , v*x € [oyT] v VGC<4 ,
5[p,r) BOp est donc le premier terme non trivial du dévelop-
pement en € de la deuxiéme variation. Dol
<P(t), r(p,T)bTikK> 0
Choisissons p(t) = du?;(v) = (1, 0,...0). En utilisant (9),
il vient : u
?l Ja 0

ou encore, < AV = £")e  soit d'aprés (10), @ B0p G 7

Nous allons maintenant démontrer les deux théorémes suivants

Théoréme 111>1 : Soit u(t), q(t) une commande de référence et la
trajectoire associée si A €0f et si ad Ag A, fculr4,] N
alors le champ de vecteurs 0

ad M ad

A2

Théoréme 111.2 : Soit u(t), q(t) une commande de référence et la
trajectoire associée? si

@,y N \Y H"1 >
alors i) p est pair

) () Ky 6 £

Dans les deux cas, on appliquera ensuite le lemme 20 pour
obtenir les conditions nécessaires d'optimalité correspondantes.

p-
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Preuve : Montrons tout d"abord le théoréme 111.2

D aprés le lemme 9 i),

P-i H-1
ad " A ( ad A aCA v
6. v . Aa i p- P- 0
En utilisant les hypothéses D EN |, w=0 , . , on
en déduit que
\p = [A ; A + ~ ; ad "€ 1

D autre part, par le lemme 81),
[WINALA T = @1, *-"a,]5E s CeOA.

Si p était impair, alors
3 [AGadE™ AJ £o06é

et 80,p appartiendrait a ¢ , ce qui contredit I"hypothése. Pour
montrer la deuxiéme partie du théoreme 111.2, il suffit de mon-
trer que si " v-0 = alors tous les champs de vecteurs appa-
raissant dans I"hypothese du lemme 22 appartiennent aussi a

Or ceci se montre facilement en utilisant les lemmes 10 et 11 du.
chapitre 1.

Toujours a partir de ces lemmes, il est facile de voir que
les hypotheses du théoréme 111.1 impliquent que
BOv e o0 pour &= 0, ... ,2p - 1
Appliquons le théoreme 111.2, il vient

i- 1 Bo ep € XX

Mais d*apres le lemme 11 o f

[«CI':\O' A, a£iA, =(-0 p-'lTI:IO (;){ aC‘I B . r
d"ou
r-pP-T A IR AL CiInPTL £ avec t Gof
0, ¢p +

On en déduit donc que

-H a.",, odl /,73 e £ .
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Corollaire 111.2 : Soit (u(t),q(t) un couple extrémal d"ordre s.
Si U(t) est minimisante sur [0,T] alors

i) <p® ,(-i)s 80°"Ss > > 0 s Vte ¥

ou, de Ii<ig.on iqu.;va.;tnfdy
ii) - <pfc) , [ad&5" A ,adA v Vr€ loit] ,

p(t”>) étant une solution de ().

Preuve : Il suffit d"appliquer le théoréme 111.1 et le théoréeme
111.2 respectivement pour la partie i) et la partie ii), avec le

lemme fondamental 20 du chapitre précédent.

111.4 - Interprétation hamiltonienne des conditions

nécessaires dloptimalité.

Dans ce chapitre, nous n"avons pas utilisé 1"hamiltonien
associé au probléme de commande . Toutes les conditions néces-
saires d"optimalité du second ordre obtenues jusqu®ici sont expri-
mées en fonction des champs de vecteurs associés a21% une ques-
tion naturelle est donc de se demander quel est le lien entre ces
formulations et I "hamiltonien associé a

La réponse pour la partie i) du corollaire 111.2 est immédiate :

Corollaire 111.3 : Soit (), q(v)) un couple extrémal d"or-
dre s sur [0,T]. Si uU(t) est minimisante sur [0,T] alors,

Wi g« » v s

ou K=awW , £ (M~*) > et pfr) est une solution
extrémale de ().

Preuve : Nous avons vu (lemme 20) que
n | J°S
0,28 - .
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D"autre part, d"aprés le lemme 2, pour une solution arbitraire
p(-c), t €[0,T] de (2,

CpW/ adA A A pPAY> > - d. \ad
¢ -y ax?
Ainsi, . .
<p(T-(-")!'b0/Js> = ¢if a £;,h4 .
Remarque : Si le vecteur adjoint extrémal est un-ique. alors le

corollaire 111.2 1) n"est autre qu®"une nouvelle formulation de

la

condition de Legendre-Clebsch généralisée (voir par exemple [gl],

Mm1] et P3])-

En utilisant les résultats obtenus au paragraphe A5, il est
clair que la condition du corollaire 1112 ii) qui est une autre
formulation du théoréeme 20.2 de Knobloch [fc.3], recoit Zc-L une
interprétation hamiltonienne, chose qui n"as pas été Taite

jusquTici :

Corollaire 111.4 : Soit (U(t),q(t)) un couple extrémal

d*ordre s sur [0,T}. Si U(t) est minimisante sur [0,T] alors ;

; rla.at)a He- 0

dr-"1- fo* <w ?2u*] /t™ M® ;!
ou W, = <p@®, c. J. > et. ol p(-r) est

cine solution extrémale de (2).

Dans une derniére partie nous montrerons que la formulation
du corollaire 111.2 ii) est mieux adaptée aux applications que

celles du corollaire I111.21).
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I11.4 - Condition de Jacobson-Gabasov.

Dans [/1], des problémes de commande sont décrits, illustrant
la nécessité d"une nouvelle condition nécessaire d optimalité,
dans le cas ou les conditions de Legendre-Clebsch généralisées
sont satisfaites. Cette condition, appelée par la suite de
Jacobson-Gabasov, peut s"obtenir aussi a partir de (5). En effet,
introduisons, comme dans [/!'], la variation simple suivante

AIE) = cu 0"é Cs © e]
0 auugufs
Il vient alors
+g é
idpR- ar
c,s %. (» 1" etf'l“d . jr * }fe.r** g AQ
9+e -
I <5 | . 3 a
a OLB) fe' fa< A, |¢ta.a°|
ou encore.
¢
v a‘ 4 ad 3, o fa

En appliquant le lemme 18 on obtient

Proposition I11.1 : Si (t) est minimisante sur [0,T] et si
alors

Z)V)aéy\A* 6 (m’bcd?\p? nO

Vr™r[o,T] eb V& ¢ [t, t]

Si en particulier, on choisit 9 =t , on retrouve la
condition de Jacobson-Gabasov, sous la forme s

Corollaire Il1»5 : Si Ti(t) est minimisante sur [0,T] et si A ¢

alors
A oard (t, t, 9) | >0 [ lhe 08 T

Igro,
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ou encore,

M ~
A q A g 0
00 ™ yg-.i
avec 4 - AUGTFI-TH)

Avec les notations du paragraphe A5 on obtient

Corollaire I1'l.6 : Si u(t) est minimisante sur [0,T], alors

f K | >0 . Vé élo.Tj
IQ-a A

I11.5 - Exemple.

Avec l'exeng¢le suivant, on souhaite montrer que la condition
nécessaire d‘optimalité obtenue au corollaire 111.2 i) qui est,
rappelons-le, la traduction des conditions classiques de Legendre
Clebsch généralisées (cf. corollaire 111.3) est redondante des que

s ~.2 par rapport a la condition nécessaire d'optimalité obte-
nue au corollaire I11.2 ii). Grosso modo, pour arriver a une
méme conclusion, cette derniéere formulation nécessite le calcul
de seulement la moitié des crochets de Lie de champs de vecteurs
nécessaires a la premiére formulation, ce qui est un considérable
avantage pour traiter les problémes de commande pratiques.
L'exemple choisit, qui a été aussi traité dans [ fe3] provient d'un
probléme bien connu en mécanique du vol. On trouvera tous les dé-
tails et les références dans le livre de Vinh Cv?l] p. 77 (voir
aussi [ fa2]).

Soit le systeme
| ~ =7
i qé' R(Ca™)+ jLqur) (;ft)

] q3=_ jim -

T C

h M= Y atis
teO /r], o 0’) le . Les formes des fonctions k, Q et h,
supposées analytiques, ne sont pas précisées pour l'instant.

Soit u(t) €é° Intlj , tC[0,T] (c.a.d. o<’u(t)< K) une commande



zx.tfie.mali<L et la trajectoire associée. D"apres le lemme 4, si p(t)
dénote le vecteur adjoint extrémal alors

<p(H, acPj At > - o x y»} o/ Vb € Lo, r]y

ou AB et sont ici respectivement :
i il (h
\ W) J u Q) i , () 1.
dqg’ r a c dg- ot
st
A= A~ A ~ Cc A

Calculons tout d"abord [A®, [AO,Aj 1], on trouve

K Gsa11r -L A ainsi LA, Al € off
Cf

Appliquons le corollaire 111.2 i) ; pour obtenir une nouvelle
condition nécessaire il faut calculer les champs de vecteurs
suivants : acL A, , ad. A, puis [A, ad.3At]. Par contre le
test du corollaire 111.2 ii) Iv-LZi le calcul de ad- .& qui n-est
déjé\t pas aisg pour ce probléme largement réduit. ’

On obtiendra donc une nouvelle condition nécessaire en

calculant

[ad”A, , a.d4, ]

Il vient :
ad \ - % A. * \]L 1
t *1" 13 *7*
& ac . i) 1 ito no® ol oy
A- \ ¢ cqif AR ( c(c r A/ Y
Aprés simplification,
‘ad ad < S
A ¥ A
(r: sr
Ainsi, si u(t) est minimisante sur [0,T], alors
Pé ) £ I °Q 9 o) £ 3,7 G

w00
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Or précisément/ les données physiques de k, Q et h ne peuvent
en aucun cas garantir cette inégalité [fe2], [fc3]. Si bien quTaucune
commande extrémale U(t) £ Int {J /7 ne peut étre minimale, autrement
dit, une commande minimale ne peut étre que Bang Bang, c.a.d.,

prendre ses valeurs sur les bords de U =

Pour illustrer I1"importance de la formulation 1i) par
rapport a la formulation i) du corollaire 111.3, supposons que
- 0 (pour une certaine commande extrémale et sa trajectoire
associée), ce qui ne correspond peut-étre pas a un cas physique-
La condition (11) est alors trivialement satisfaite. En poursui-
vant le processus, on remarque qu°“on obtiendra un nouveau test en

calculant,

[ady A a, A

soit deux nouveaux crochets de Lie, si on applique la partie

-
-
o/

alors qu®il faudrait calculer

ac A,

[A ’ A” ]
soit quatsiz crochets de Lie supplémentaires. D"une facon géné-
rale, il est facile de voir que la formulation 1) nécessite le

calcul de lamoztzZl des crochets de Lie, par rapport a la formu-

lation 1i), pour arriver a une méme conclusion.



IV _ CONDITIONS NECESSAIRES D"OPTIMALITE D"ORDRE TROIS

IV.1 Exemple nécessitant une étude au troisiéme ordre.
1V.2 Transformation sur la troisieme variation.
IV.3 Choix des variations.
1IV.4 Application:
a) Cas des systemes linéaires en la commande
b) Cas général .
1IV.5 Exemples.
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IV.1 - Exemple nécessitant, une étude au troisiéeme ordre.

Considérons le probléme de commande suivant 2 t£[0, 1],

minimiser g (1), tel que

= u + (MO
_lq2 = u + (ql)4
avec ql1({) = 0 , Juli< 1.

Les champs de vecteurs et sont donnés respectivement
par,

A0 A * o

[* (r 1c')q' ( wfa T da*

et

A a a

’ hol (\q
Soit u(t) =0, t€[0,1], 1la commande extrémale et q(t) = (0,Gjla
trajectoire correspondante pour le vecteur adjoint p(t) = (1,1)*
Il est facile de voir que, pour tout srO,

Cp-ffc), [aad”™~A,] > =0 , vteC°T3.

Ainsi, aucun test du second ordre n"est concluant. En fait, nous
verrons, grace aux conditions nécessaires d"optimalité du troi-

sieme ordre, que la commande u(t) = 0 ne peut pas étre optimale.
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IV.2 - Transformation sur la troisiéme variation.

Rappelons (cf Il1.1) que la troisiéme variation de la sortie y
A 1'i istant T de? pour un instant initial tw$T / arbitraire
est donnée par 2

fTfn r<n

rit4éiAt)A4, K - i)/4QAeK_/\N @z A0
a: axs )Sjé-@tdt

DA? N _K)A”A ir) Ao ) .(t.v 0

T X ' X
& 5ul (A dr, da®

T fC

(THh fr.r)A.A efe-r)A,A (o -1 A0

@; h
If Y

ipOgTY) OurQ dry

+freab_%e _{Lr)tbcﬂ; {TS/r, gt 51:?:))%%1

Icjsa.

™31
0l cj r-(£jo0,q ,> ,q tf) H a = (X,cj'fr)‘ < f(r))

et No= L fi«, Tm,«) £

Comme au paragraphe Il11.1, transformons la variation asso-
ciée a Cy(T) (voir (5)). On souhaite en effet, comme pour le
second ordre, obtenir des conditions nécessaires d'optimalité les
plus simples possibles. Des que des opérateurs du second ordre
interviennent dans une formulation (c"est par exemple le cas pour
la condition de second ordre de Jacobson-Gabasov ( &lll)j le test
se complique puisqu™il nécessite le calcul de (t,*c,q).-
Cette transformation est en fait une application d"un résultat
plus général obtenu en Appendice.

Posons

_ )A s(r-»)A.
) =4 Ae
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et appliquons le lemme de 1"Appendice pour n = 3, il vient

1Tr r3rai

- D & @ h PI £u g Ga d LOB

Trrir
“Ila@. plte)], yM1 A MA te)n te)”
3 X I r
o0
+ D, te) fa) dr, . [ Q, fe)y D, fe) J fa) k) ~
N roT

. SAD(0 O(te) S te) £ute) dal QA D () & te) A

ou encore, en appliquant la proposition Il1l1.1 a 1l1lintégrale-double

du dernier terne:

T fr3 [% . .
L [ [Dte), D te)], D te)] & fo) Sufe) fi» te) do-A fa
X ¥

Tr
1 |T D fo) £u te) dr, r Jrg [ D te), D (¢) ] £ute)Eife) de, dg

T
+72 | j” [Djte)> D,te)] 50u(T,)5uK)Ar, art * ] D, te) 5u f) d<r(
X iX
T
Dte) & te)™j 1
Remarques s
)] Le premier terme de cette expression est un champ de

vecteurs ; dans la suite, on montrera que, pour les variations

utilisées, c"est en fait le terme dominant.

ii) Ce processus de séparation des champ3 de
vecteurs et des opérateurs différentiels d"ordre supérieur

s"étend aux opérateurs différentiels Cv d"ordre supérieur a
trois, (voir Appendice).

"5
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Proposition IV*1 : L'expression 5jV associée a <"y(T,&) par (5)

peut encore s'écrire

CV = | . > IfT’\ K) éVfa) dr, .]ﬁD fa) fu k() do>

T , . r7
. D, fa) 6Li fa) dg 1 O fa) FUdz(W) dor
=T
Tr%
o 1 [D(), O fa)] sufa) U™ fai) ax, d*
X
+ 0 T A fa) , D, fai)] ¢iwv/fa) Si fa) dr, dc
_h D3fa) £ubfa) dr,
Preuve : On applique & nouveau la proposition I111.1 aux

intégrales doubles apparaissant dans

Tout d'abord, nous rechercherons les conditions nécessaires du

troisieme ordre pour les problémes 2Llinéaires en la commande

dans ce cas, en effet, Il'expression devient égale a 1. Mais
avant, précisons les variations wutilisées.
IV.3 - Choix des variations

Comme dans [4 2], nous étudierons la variation de la fonc-
tionnelle y, fonction de sortie des systemes N ou J?1!', pour les

variations suivantes, appelées variations en aiguilles

Soit la perturbation "concentrée“ en &€[0,T], telle que, k étant

un entier arbitraire,

(tr $)'15a6r) & =0 )i s R-1 -
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Une solution K 3] de ces équations intégrales est :

foftrj- a i_|: (-)P {l)(Y)it i 15)

£
a - gx&) et (rQ $ e
et de plus

9" £u @) dr A (-)IRg— (dl)-——e* my R (i6)
quj (fiurh ij

IV.4 - Application

a - Cas des systémes linéaires en la commande.

Avant d*exprimer les conditions nécessaires d optimalité du
troisieme ordre, rappelons [¢4] le développement obtenu aprés

introduction des variations ci-dessus dans $\V donné par la
proposition 111.1:

>0 «il

$V - I (1. - ad? fO I (<r-9)* sk (@) ¢<r)
4 U » ‘ !

A ; R 4
al ad ) - )
I o il fll f; A A I I fa GiD %) 5i i M fer dl drz

Pour k quelconque, en utilisant (15) et (16), on trouve

sv & p Z. Ka, <mg¢g
disin-i ot AL d/1Bri)
0 L * ;
M)e (e)(ie) L V“"*"I(j _______ p ¥vaw?
@itC+i) (<(+p+i*i-A)1(<t(34e+B+¢) 1
+ole*")
Choisissons k =1 , il wvient

5y a% [A JK A JJE% off*]

an

ou U est un nombre négatif.
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En appliqguant le lemme 13, on obtient

Proposition IV.2 : Si 3 = 0 est minimisante sur [0, T] pour le
probléme de commande £ , alors
i - "o T
[Ai A a; T S e V- ¢
a=a

ou encore (lemme 19),

<p(r); |A,jft0, A]1] > <oy Vte6 re/T]

P(t ) étant le vecteur adjoint

— o nil- _ A
pir) = {br " Ta %/clz"\)l 3

Si le champ de vecteurs [Aj_, [AQ, A™]] €66 l'espace

vectoriel engendré par ad."A
rro
vialement satisfaite (voir lemme 17).

, v>>0, cette condition est tri-

Pour cette classe de variations qui est contenue dans la classe
des variations définies par Knobloch et utilisées au chapitre

précédent, on obtient de facon générale

Proposition I1V.3 : Si 4 - o est minimisante sur [0, T] pour le

probléme de commande /L et Si

[A, aciA A|] pour M<k * 2

alors i) k est pair

i) (- [A, ad 'Z\(: A ] de(T"t, q) . V x&’CO/T™.

lds-a
Remarque : Cette proposition est un cas particulier du corollaire
I11.2 i) pour la classe des systemes étudiés ici, c'est-a-dire

ceux linéaires en la commande.
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Intéressons-nous maintenant aux conditions nécessaires basées sur

la troisiéme variation. Nous avons vu, que dans le cas ou le
systeme est linéaire en la commande, $3~ est donnee par | *
Pour les variations wutilisées il est facile de voir que, k étant
arbitraire les termes
T fT 1<
D, k) £u G,)dr, , [ D, yD ( Sxi (r;) fxx [%) ¢07 cl<?
T JX

[ D, ta) ; Dfa) <Tu(jr;) (I-U(ig)d<Tjdai ¢ D) &y an

X T
et ' D fa) S lsy) kN
sont respectivement d'ordre £ a£3} ERX£3 et £3R.On con-
sidérera donc, dans la suite, seulement le premier terme de |
4£ % R .
%e . [[ Rfa)l Djfe)l, Dis)] I Mferli&fc)(17?)

+ 0 (E»«)
A partir des propriétés (15) et (16) de 6u(t), déterminons les

coefficients QG définis par

t . .
£y= a3 Z. e 4+ o R
De (18) il wvient
$v=1 L [[~ A Qxl At], adr 4]
«i,p,00 RAS
T H)ew (I)(frefc ( er ¥+ "f+HsWHr&o-)dr s
J £ e« @ l)fp 1) 33
Posons et m Zd+ S +£ > alors
= ¢ J N Bs)
i-o
4+snhft_v>

ou V(vw, s) est le champ de vecteurs
ad ad A
VAP =3 N v JAU!l (o(+f+i)(ft+oit  s+i) ~ ad4 A,'aaA 7']'ad/uA']
@ rsu-n

d JEEY=Q = IWLD) « K»)!*

(v>+iU P4st-i) | (*2- # +B+ S) |
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N . } 3 .
Comme le parametre a dans (15) est arbitraire, a peut étre
choisi soit positif, soit négatif.

Prenons k = 3,

s:v» a3 G3 £' + o (ed

40 8= > Th, TA, [AACT] , jefi.

Si le champ de vecteurs [A®, [AO, Aj 1] £K$, alors fi*V - est
d*ordre si bien que le terme dominant de 2fy(T) devient

a~Gj. En appliquant les lemmes 18 et 19, on obtient

Proposition IV.4 : Si 0 = o est minimisante sur [0, T], et s

UA, [A0,A]] C <4

alors
LA, [A, [A», A, I]] (TiT~) | = o
\(\s<x
ou encore,
<?M, LA, [A,, TA» Al > VTreUo-tl.
Remarques : 1) Cette derniére condition est une autre formulation

de la condition obtenue par Skorodinskii [42] ;

t a’i _ H A *
e de3 sa 9 0| Vr & T/
ii) Ces critéeres du troisieme ordre, contenant des

égalités pourront augmenter considérablement 1"ensemble des con-

ditions nécessaires disponibles pour déterminer la commande.
La proposition précédente se généralise de la facon suivante

Proposition IV.5 s Si U = o est minimisante sur [0, T] et si
[A,, ad;"1A,] 6 4 ,H TU (k est pair, cf. prop. 1V.3)

alors &v (10 (T,r, q), 0 Vr £, T] § oT
1"sCL

ou encore

(p*H, & ) so 7 W W; < Ry_V-T_€1°,t],



preuve : La démonstration est ici beaucoup plus facile que celle
de la proposition 1V.3 parcequ’il n"est pas utile de connaTtre le
signe des expressions G,. Si jWyadMANQYN), 1-2,alors 'V est
d'ordraeI Ainsi, tous les coefficients de V jusqu*a I"or-
dre £+ sont alors nuls. C"est cela qu“exprime la proposition.

On souhaite maintenant trouver des conditions nécessaires
d optimalité pour des sytémes plus généraux”du type 2-'' déja ren-
contrés aux chapitres précédents. Comme dans le cas linéaire en
la commande, exprimons les conditions nécessaires d"optimalité du
second ordre obtenues a partir des variations (15).

b - Cas général

Pour un probleme de commmande les variations YV et S sont
données respectivement par les propostions I111.1 et IV.1
Introduisons, tout d"abord, dans la variation (15) pour k = 1:

=i § (M) Q- Ci>i>*]

t 0 aiffeurs

Alors i

D"ou (lemme 20)

Proposition IV.6 : Si u(t), t€[0,T] est minimisante pour le
probleme de commande alors

N0 M~ aj ° © , VtGO0O»,t]

<pW,\ \ °  ~NelioTl

Remarque : Bien sOr» le membre de gauche de cette derniere
expression n"est autre que la fonction , H étant
I"hamiltonien associé a 22 > OMé&

H= <p, F>
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et p r cuwr = |hIE- iv' Cette condition est une formulation
équivalente de la condition de Legendre-Clebsch [¢(3].

Supposons que, sur tout Il'intervalle [0,T]*, cette condition soit
trivialement satisfaite. Awutrement dit, considérons un probleme

de commande J~' tel que i"H stannule 1z Iong de la trajectoire
zxtn.zma.lt. &U2
Si k = 3 alors
AMl=-a M + >LA AT + i Pc A £
+ pi [A, [Aa A £3 4-0(£33 1 pii>°®
Proposition IV .7 Si '0(t) est minimisante sur [0, T] et si
A,0TO(T, tt,q) =0 (ou "'(t)A >=0) VreCOyT]
alors
O./CACA.IM (v.qli ~ 0
(ou <pW , CAI;[A//\,]] > < o) , Vr G loyr] -
Preuve En appliquant le leirane 1 on sait que si
<fpM, ~ A~ ~ ~uro (T/r.q)! est nul Vr £ C°/T1
ig-CL
alors
<p(r), ad Ay 0] W> > o Vr G T]
Désignons par «fl l'espace vectoriel engendré par ad”~ A » I>>O
La proposition IV .3 devient
Proposition IV,8: Si u(t) est minimisante sur [O0,T], si
4 N T =0
InCL
et si
" | .
(A, ad A el ] CUk-i
* On pourrait ne considérer qu'un sous-intervalle (a,b)C[0,T]
sur lequel cette condition serait vérifiée. Les conditions

nécessaires d'optimalité

valides sur cet

obtenues

ultérieurement

intervalle.

seraient alors



alors i) k est pair
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GE [A,, ~ A AJao@:rno | > o0y el
Iq=

=0
0

I+S

ou V(v,l,s) est le champ de vecteurs

l—IadTA+|L an

6 i>l <o P
/-l

I —J—l—fan A,

4 <A) W@/ LN A

U G%

4—

°<tt+sti

adfﬂiA
A

FE 0 opi (T irfte+)((T+e+oi+sh)

Un calcul simple, analogue a celui du paragraphe montre que,
\AH
EV = - Z of D
\eoi
les seuls termes intervenant dans la détermination des Gu sont :
"G 1Qj /-E U
- - = —\/1 —_C/N\g /\,
3 . ] M s . fa-® J>ze¥%qq8 \C i-Wo |
efe-0K41lt F e i T Ffisfe) iu fe) FMi ari
3+
T 1 U P .
I T p e ™% Fi94ly 94 oo Vi nfa) dee (
& 0
&+ k .9) ko K]yt <ug ar,
1" ye-e)ap R-"-9%» ;R . v T A
A - " )
. tr9+5 (cr9/4  e—(<r-0)A0 A 3 A A
et £,= Z. 1 (v, RRs) V(*tts)

M AL Al

AJ

rr.i~A R

NA QT sadA [ adhoA
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L IMLIC™) (<o)l
(v>-jJUM! In-t I)!
D"ou la proposition

Proposition I1V.9 : Si u(t) est minimisante sur [0, T], si

\' uT0 (~r.c))) -0
loFa.
et st —e---- ——- - -
Lntau AJ G \)Z i TuU
alors
Q> vV =0 il vi G L° T]

Prenons par exemple k = 1, on obtient la condition

1A ¢tluC (r,rjd. - Vr € C°>> 1]
IGsOu '

C"est exactement la condition

cdii, - V.6P.-TJ

obtenue par Skorodinskii [42].

IV.5 - Exemples

a) Reprenons tout d"abord I%exemple simple énoncé au début de

ce chapitre et calculons le champ de vecteur [AN, [AM, [AQ, A-“1]
on obtient,
ui\vl

Comme o = 1% r€[0,1], la condition nécessaire d"optimalité
du troisieme ordre

1

< PW, j>,1*.,, CAo”~J]]1™ ~o ,VrEDyI]

n"est pas satisfaite. On conclut donc que la commande
u(t) = 0, t€[0,1] ne peut pas étre optimale.
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b) Le mouvement du centre d"une masse d“‘un objet en déplace-
ment est donné par

CagiN e

‘ Lilt=u(®) + £f %/ 19 o
Le probléme de commande est le sdiivant : trouver u qui minimise

R(q(T))= <f(t) + /i, (I)*T) +

avec, (*rjclr) + @4r(r) -¢0 , b €Uo,r} et l« ®|£ d
Nous allons montrer le résultat suivant.

Proposition 1V.10 : La commande optimale pour ce probléme est
Bang Bang : u(t) = + \

Preuve : On utilise le méme raisonnement que I"exemple 111.5*.

Soit une commande extrémale u(t), telle que Ju(t)] < 1, t€0"CC°iT].
Montrons que cette commande ne peut pas étre minimale. Pour ce
probléme, on voit facilement que [Aj,, [A0, A"]] €
or- l"expression

LA..Pi,[AQA]]] 7

ne peut pas étre nulle sur
I"intervalle o~ , ce qui contredit la conclusion de la
proposition IV.3. Ainsi, aucune commande extrémale, |Ju(t)I<I,
ne peut étre minimale.

* Ce raisonnement est aussi employé dans [b1] pour montrer le

caractére Bang Bang d'une commande en utilisant les conditions
nécessaires du pKzmtHordre (voir lenme 4).






V . GENERALISATIONS

V.1 Cas d"une entrée vectorielle.

V.2 Temps final libre:
a) Conditions nécessaires du premier ordre.
b) Conditions nécessaires du second ordre.

©) Exemple.






69

V.lI. - Cas d"une entrée vectorielle

Considérons le systéme suivant
q F .il')l A,

3 F d (ojr ¢* est donnél et ol
h et F ont les mémes propriétés que pourm le probléeme 7"~ .
On s"intéresse, ici aussi, a trouver des conditions nécessaires
d"optimalité pour que, lorsque le Principe du Maximum est
trivialement satisfait, une commande extrémale
u(t) - (@,(v), U2()), t £ [0, T], minimise la sortie
y(t) = h(q(t)) al"instant T fixé. On peut bien sir obtenir des
conditions nécessaires analogues a celles obtenues précédemment
en Ffixant une des commandes et en imposant une perturbation a
I"autre. Mais on concoit que de nouvelles conditions nécessaires
doivent exister lorsque les deux commandes sont perturbées en
méme temps. Celles-ci seront en fait d’une grande importance car
elles seront sous forme d"égalité dés le second ordre (c"est le
seul cas d"existence de critéere égalité obtenu a partir de la
seconde variation). On trouve un résumé de différentes approches
par exemple dans [pl]. Mais les résultats les plus complets se
trouvent, semble-t-il dans [E3] - A partir du nouveau
développement fonctionnel de la variation a l"instant T de la
sortie y de 21" lorsqu“une variation $u(t) = (E1~ ,(),Sun(t)) est

imposée, on retrouvera deux importants théoremes.

Soit ,dans une carte locale

= h', " )
F8 u, o, 2
A- ~ k + &
A 26 2.0 3, 1 i gu
K 7=  a,« *q]

Z IL kwjh .

R-« OUcou; on
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En généralisant la proposition 3 du paragraphe A6, il est
clair que la deuxiéme variation a I"instant T s"écrit, pour des

conditions initiales q(x ) = a, r6 [0,T]

Proposition V.1

e 'T (T-rMO,d A
|

«T) Z H)dsr
ézi h J 0
T > )~ tfh R(A) xo(en oy o
+ L Iga.
r T [
X E Ty ® A,A 0 "y Rl i
u* “ X _-p

+0 M (U & iy

En particulier# pour une variation concentrée en un point
& 6 [C/T] on obtient

Corollaire V.1 : N~ = A°Vie) e " X"Ao (% (Yr Q)]
gha.
(r-t
avec tr.,q9) - en" "0 fi©
et V€ = i~ + &+ 0 (I o il)
0l Vo= L 0T efreM” AL, - irS)A & J-W *-
34

[(A-884'J. . ¥ &i(ngjwar

N

i .JEr‘f Qr(%ls-B>AA'|' - TARA, O i ks
Dans la suite, pu . /o, D) .
p i (at wer  af] Q

avec <N FTYyT,q)= er'r™ dE(Q)
a(t) = @ (@, S (© désignant une commande extrémale et q(t) Ila
trajectoire associée, p(t) s"obtiendra en évoluant p(fc) le long

de (G(t),q(t)).

Application
Dans cette partie, nous allons retrouver les deux importants
résultats de [k 3] concernant les conditions nécessaires d"opti-

malité pour un probléme de commande vectorielle, cjf désignant
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I"espace vectoriel engendré par les champs de vecteurs axL A¥F,
~"=1,2, ~ 0, le long d"une commande de référence et sa tra-

jectoire associée, on montre :

Théoreme V.1 : Si () = @, (©), 04 ()) est minimisante pour le

probléme de commande 2 sur et si
K red X aég A, S jw=l p
alors
<p(t)- L adA/* > =7° > mv * e Oo,r;i

p(t) étant défini par (20).

Par analogie avec le chapitre précédent et pour simplifier la

démonstration de ce théoréme, on désignera dans la suite
d
L™ alJA/l P N oA <200

En généralisant le lemme 9, on montre que

' , B fiX+<O-+old\ r  7- ii A-o-di | po
>— * 4L, (* ~a AJ

. 81'4 N Q.
Preuve : Démontrons tout d"abord que o,p C gy Pour cela,

introduisons comme en [k3] la variation, p étant un entier ~ O,

5il t *! fa(l ° fa ft- 9)P
(t) (1) / [ (feaqveO)+ ) T o)
pour t € [9t S+ L , h T h > -e< yny >
of est un entier donné fi est arbitraire et Pi etl e IRe-

Aprés substitution de la variation (21) dans V , on trouve

V= 2. 7 SO0 A O Eme() ok
=i

XZ0

e

qui peut encore s"écrire,

L * il (Urt-m)irjoa"K
& *ojij =,

Iz, i

pH A
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Regardons maintenant I"expression (I.V,
n-i

2 . L e(ir-9)4*« A JA* eu, M (Wm 7

/H«6. . o
' “S&Bae N e KAreN
Ny—i - Jr
*gid 2 IAe J g K]
e £ cnrtey ar
+4-21 21 j"*_©)Ao"E, -fa-9)A0N.9}A O'r Ni-&K J
%or=i,e XM &E+3j€ N+g,-e
E«<j (t,™ <Eur (t»l) cb; c%
M- 91y e
'|'4- Z_ I gl*lll e/\ A 1] e-(r-8K fll I\/ur
an;e \X__, e+Eg

VE- i M«

{ z f ,fc'EN « 9)A”/i;r s-fr-914-& f(r)i)r) -«

m=i V "-s J

On peut encore écrire:

sv=f le S(E(E-«*W ~
+ A,7}(¢7 A “IA fct, & ) B:,l*m

BI.

vz §8.; ff,) (i iR, - 3 20Ul p
n
r QZ) ax 1- 8, >
M> [P

Z X t .. 9 a5 @

xxxm  Riei ni M (o 0T

np € $ (U' 4
Ac

z £* ! % Z o

ftAP+< fti ex 1IK Q | N 2 h’

>y a;/?k*; OéIAi« 4
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Z JL"p P 4

giji Clf k< im TPE- 7). i i/dtajiL A 1 X

tg, fi; (s..-nd.-"h |

1}
Ri  fi \ Utc;.$rn

d
M . , , . J
Z woa W) L i -i ./P ;
r »7p« RIV M ) AT j \c't l&- 'J A a.
h?»
m n
mp ) . t t
i-) pl-i t_e a.. £« e]] |7 *rj r) A 10 a!
m
“i4 Nmi K
+Z L 1L (fiy wa L/itxa*)}?)adU: oiga
h' R F( U=i ba a »
hl
Comme dans [k3] p- 136, posons | % )= VA (% | N
f '(?,?) = 2. ("fr-,-c)te.,-jo)"
_ P A P /\
ML=~ TL,-T)TVA?
SM (1,?2)= t (t, -t) (9idi+i:)n
et choisissons un entier M, des nombres réels
Yo= g “ee- tel Gue le systéeme suivant d’équations

algébriques admette une solution J((5) pour chaque fi , K étant un

entier ~ 2p+l
LAdI‘O , Lt\/\m: (o] . w10, ~v*

=3 IS:@ w= 0, K
)(? 9)-° / V.rs0O, me K
ke (22)
sw ir,i>)=° - “=0°"
t 2p+

sw («)= 1i; 1 7,72 :]
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(La démonstration de ce résultat est purement technique (voir
[k3] lemme A.5), elle ne sera pas refaite ici).

Pour le choix de cette variation, on trouve

g W, | s°0.)) B% - S*%,j C-

+ s Up*V?,%] bii.,.p + B
-.ofr 1’

En utilisant les hypothéses du théoréeme et les relations (22), il

vient
£EV. £ r (t+ Gg+f) + o(i: )
ou b (b provient de RB:V4 eh B .up <pd)
= H (*» B"1 et
»=1,r,
j ap _ HDHY 0
> S 02 .
< g e J P*P

En appliquant le lemme fondamental 20, on en déduit que
e +K é A
ou encore
< pet), ftg+ fi > ~ 8
or, fi étant arbitraire, la condition {p(t),g>= o, VtE[O,T] est
une condition nécessaire dloptimalité. Elle s"écrit encore (voir

(20%)) p

CpM | OdA)O > =

i-
o,
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En choisissant une variation de la forme

(K(1), &(«)- @ b)) pso

P!
pour te |> ~ , 9 on montrerait de la méme fagon que
N Wir T
li}- i,adl A'> » o - I st

une condition nécessaire dioptimalité.
Avec un raisonnement analogue, on retrouve également le thé-
oreme 21.2 de [fe3]. Il s"exprime ici par

Théoreme V.2 : Si u(t) = (0,[(rly J est minimisante pour le
probleme de commande y~" sur [o0,T] et si

Af 6 £ ' [ad™ A, Al £ pi B 20
et i = 1,2 alors
)) <p(t)/ 1 ad* A*> f , 2 £ fi+R+1
11> <p(t), [aci*A,1, ad® Af] > =0 /[ " P P,

61r<>,T3y p(t) étant défini par (20),

Remarque : En utilisant les variations suivantes [gl]

Sm x( IL fu1 ft) - = dal t  b<$ +g.E
X-1] o o |_<]
q v I+
ius () : 2- o) Suilk] - jir a fk<9* (i
A (o
0 <p. o

nous aurions retrouvée les résultats du paragraphe 7.3 de [£JI].
Mais la plupart de ceux-ci sont des cas particuliers des théorée-
mes précédents. Notons que ces variations sont différentes de
celles utilisées plus haut, en effet, les intervalles de varia-
tions pour £u® et 5U2 ne sont pas ici nécessairement les
mémes .
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V.2. - Temps final libre

Jusqu®a présent, lI"instant T du probléme de commande était
fixé. L"objet de ce paragraphe est de montrer que notre approche
s"applique aussi au probleme singulier a temps final variable et
donc en particulier a I"importante classe de problémes en 'temps
minimal™. Notons tout de suite qu"il n"était pas a priori certain
que notre approche se prolonge a cette classe de problémes car
les développements fonctionnels utilisés ne sont I"analogue des
développements de Taylor que dans le cas ou T est fixé (voir
[fa.14, et [¢5])*- Ce probléme a été étudié en particulier par
Agracev et Gamkrelidze [51] pour le cas linéaire en la commande.
On remarque cependant que I approche, la-aussi complexe, aboutit,
sans véritable nouveauté, a des formulations équivalentes a celles
de Krener [fc4] : "Naturally, both formulas are équivalent, although
it is difficult to say which one will turn out to be more conve-
nient for computations'™. On voit ici encore qu“une préoccupation
essentielle dans 1"étude des problemes singuliers est I"adapta-
tion des conditions nécessaires obtenues, aux applications.
L"idée est donc ici, d"étendre les nouvelles formulations du
corollaire 111.2, dont nous avons vu lT"intérét a travers un
exemple (IV.5), au cas ou I"instant final est variable. 11
existe d"autres études sur les problémes de commande singuliers
en temps minimal, citons les travaux de Bonnard [b9] pour les
systémes évoluant dans -

Considérons ici le probléme de commande suivant (*"B

q»F@ q 7u , q(@) donne,

1"état g appartient a une variété analytique Q de dimension N. Le
champ de vecteurs F est analytique par rapport a toutes les va-
riables t, g et u : trouver des conditions nécessaires d"optimalité
pour qu"a un instant T minimal,

hjg @™ =0, 1=1,..., N-n (<N).

* Pour un instant non fixé T on consultera [p]-
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a - Conditions nécessaires dloptimalité du premier ordre.

Posons t.="(s) ,s€[0,1] ou *fis) =u0(s) est une fonction
supposee strictement positive sur I"intervalle [0,1]. Ce change-
ment variable classique permet de retrouver un probléme de
commande du type ; en effet,

dt = ~(s)ds = uQ(s)ds
de plus, q = F(t,q,u) peut encore s"écrire

(A-J_c1l= F (YT f fs)j X. (9

Th- Ao

Désignons Uo"f par v, t par gN+™ et s par g°, il vient

Proposition V.2 : Le probléme de commande 2'" est équivalent au
probléme de commande & temps fixe suivant, €[0,1],

A= FAr, g vy))k M

i - &)
a=f4 1(°M.

Trouver des conditions nécessaires pour que la sortie
y(1) = gN+~(l) soit minimale et telle que
hi(q(l))=0, i=1,..., N-n.

Pour ce nouveau probleme, soit,dans une carte locale,

R( . :
AOZ ! a .wM ! .
fts. ’3 iy 9 * (zi)
A 1- 1 (V if T A Al MK ¥l
de méme

e o lti d/fa* u- :33? -w-W K
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Il est clair que les conditions nécessaires dloptimalité pour le
probléme de commande sont en "bijection” avec celles de ce
nouveau probléme. On souhaite cependant, que ces conditions ne
dipundant paA du choix du changement de variable * et donc de

u . Regardons tout d"abord les conditions nécessaires du

premier ordre et pour cela, posons

. 4. wmd
a) q fq q_“- .
Il s"agit de la valeur, a IlT"instant 1, de la sortie y 38 g™*",
pour les conditions initiales (q(r), gN+1(-r)) Ba, r 6 [0,1].
D apres le lemme 4, si v(s) est une commande extrémale sur
[o,1]
alors,

ar A N T M =0, Visjo /VrG&l]

@4

La proposition suivante est alors immédiate
Proposition V.3 s Si lI"ensemble des conditions nécessaires du

premier ordre (24) est vérifié alors

o~/ «r (1~ g ™' 0, V*}o, Vt:€l 3>l

l( <f

AN et AN étant définis en (23).

Définissons maintenant pfr) - dur;o - \F}ax)'l ; par construc-
tion,, sur toute trajectoire optimale, on @ ’
uar(l,T,a) - = J"'xijslds = Ur
si bien que NeT--t ? de plus, aulo = 1 ; ainsi dans la
c)clo Geir 1
suite s /, W. - \U70 1) i (25)
f 1 aq“ 7

On obtient alors:
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Proposition V.4 : Si v(s) est une commande extrémale sur [0,1]

/
dIors <pir) aan A a e & 0 YTB(NO

Remarque : Dans le probléme a temps libre, on peut utiliser la
relation supplémentaire

tw (¢ > . * , , ¥a°0

Ip.r"%o. (24%)

(Si H - oit), FIt, g; VW) > , cette relation correspond a
H+1=0, sur [0,1]).

b- Conditions d"optimalité du deuxiéme ordre

Intéressons-nous maintenant aux conditions du second ordre.
Soit v(s) et q(s), s €[0,1] une commande extrémale et la trajec-
toire associée (c"est-a-dire vérifiant les conditions nécessai-

res d"optimalité (24)) on montre

Proposition V.5 : p étant un entier pair,

) / ® ad 7t Al - .

si BC))\> oy adAE) . G J 0 p
uH / .

1 . é
alors BO,H jio B ) + t J
de méme, si

) o f P-i
2%, KyaAa:a;] € ) |

[0d~'1A, , ad”A,] = J>IP*M {~ A A" ,aiR A;]* m,

Preuve : 0 e
Calculons par exemple [a d /" adAOA,J

et posons I _
P-» p p-i P P-C-» .
ad A, if) ad H Z ¢ (Iad  a; ou I est une
A ur-1 a- est une
certaine fonction de @,
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p
acif 4, = uf ~°)yad A ~ 2[ Ajd) 0@, 4d MM se cal

o ' we

cule en fonction des fonctions fj*

a8 _ [<>, aM]FH%i K;>:, «EX)

OU liTe<E d"aprés les hypothéses.

La fonction uo (s), s €[0,1] étant supposée ¢E/iscttnmant
PO8&AA/Z on en déduit le théoréme suivant

Théoréme V.3 : Soit v(s), q(s) un couple extrémal d"ordre s sur
[0,1], si v(s) est minimisante sur [0,1]

alors —
<FW, (-0SB0"is > 1> o0 , VrePv]
ou de facon équivalente,
-<p) / fad’l A a4, 3 A f VVC&T]

p(rj etant défini par (25).

Remarque : La premiéere condition (s = 1) du deuxiéme ordre
<Pta, 4 o , Vt £ [o,i]

s"écrit encore dans le cas particulier d"un probleme ¢L
linéaire en la commande

cm, [*.J["m™MI> iTo, vr€ ¢, 0 .

c - Exemple [b10]

Il s"agit du probléme de mise a zéro en temps minimal de la
vitesse angulaire d"un engin spacial gouverné par un couple de
rétrofusées opposées. Le systeme s"écrit

Cr a cfg3 e« b (1)
Y = Tf
A a31*r b3 ult .

avec

10
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lut)l < 1 (on ne s"intéresse pas ici au probléme de synthése
mais seulement aux conditions nécessaires d"optimalité vérifiées
par une commande singuliére).

Dans les problémes de commande optimale, il apparatt que la
d<Lme.n-&on de l1"espace d"état et celle des commandes jouent un réle
important, dans le sens que les solutions s’obtiennent plus faci-
lement dans des cas particuliers que dans les cas tout a fait
généraux. Prenons par exemple le probléeme de la recherche d"un
bouclage analytique pour un probléme fiigalzzX- 11 est montré [¢4]
que I"équation différentielle (issue des conditions nécessaires
d"optimalité du premier ordre voir & I) vérifiée par cette
commande, est une équation différentielle non linéaire du pfitmZtK
ofidtin, lorsque le nombre d ’entrées est égal a celui de la dimen-
sion de I1"état du systeme. Pour ce qui est du probléeme singulier
en temps minimal ci-dessus, la commande étant scalaire et I1"état
de dimension trois, la commande singuliére, généralement fonction
de I"état et du vecteur adjoint, est indépendante de ce dernier.
De plus, le vecteur adjoint est ici parfaitement connu en fonc-
tion de I1"état.

Pour ce probleme,

K = (<m Vo o+ x> %) + ar*rqVv A + (ad3c}'q% hSM) h

Ar= U + U 9 1
to* 3 aqg3 0
= s - - - - -
Les conditions nécessaires u premier ordre s"ecrivent, si

p(t) = (p¥ p2, p3, d
(a, QA + b, XI)p, + ~ qggq Pj + At A3 pj + *-°

k p, + b3p3 =20

s3aif b M & (Ra3F BBLuj B 4 bss T PS - o

provenant respectivement de (voir (247) et propositioin V.3)

26)
=0 , AIttC =o ef- aim =-°

On en déduit p~, P2/ P33~

. = i I"Q3- £0*1~*
D B i Q P
b, =+ b a, (fcY+ 7~ fi
et

Vr.
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De méme, en utilisant aa A W; WO

on obtient, en supposant fd3V - b*)f O

n /q' ~ qg3) - Jh a, q‘J q3 b/\

'U h '"q'q )" °C bk-a. kl)

Ecrivons maintenant la condition nécessaire d ‘optimalité
vérifiée par une commande singuliére minimisante. En appliquant
la partie ii) (pour s = 1) du théoreme V.3, il vient

<pM m I>i, [ <, 0 > < o , Gc a
Ce qui donne ici

£ U:tf_" . No
a3 a,l

. (ge
Donc, si on se place f@lans le cas ou (d3t(- o, bay”™ 0 comme en fbl0J
une trajectoire singuliére telle que as i Qi(cli)2 n"est pas
optimale.

Supposons maintenant que ajbﬂ - air3 = 0 * les relations
(26) entratnent

p_ b3 o p=__1 R. -1
A "alb, a, h3g- ' a3hn, O1- oi

>T

Appliquons la partie ii1) (pour s = 2) du théoreme V.3, il vient

< pfa , [adAQA>, adA; 1> <o, Vr ~ fc"u

Un calcul simple montre que cette condition se réduit a

0j ~ o
Or d"aprés la définition de a2 et a3, ce produit est toujours
positif. Par conséquent, aucune trajectoire singuliére 1issue du
probléme énoncé plus haut, dans le cas particulier ou les coeffi-
cients vérifient la relation ajb™ - a”b3 =0, ne peut
étre optimale. La commande est donc ici nécessairement Bang Bang.



V1 . ANALYSE A LA JONCTION ENTRE UN ARC SINGULIER ET
UN ARC NON-SINGULIER.

VI.1 Introduction.

V1.2 Présentation du probléme.

V1.3 Exemple.

V1.4 Condition nécessaire d"optimalité en un point de jonction.






83

1V.1 - Introduction

Cette étude est essentielle dans le cadre de la commande
optimale singuliére. Si jusqu"ici nous avons considéré un inter-
valle [0/T] ou le probléme admettait une commande singuliére sur
cet intervalle, il est bien évident, qu“en général, une solution
du probléme de commande contient a la fois des arcs singuliers
et arcs non singuliers. On rappelera un exemple dans la partie
suivante). Les premiers résultats sur le sujet sont relativement
récents [m2]. Il y a eu depuis quelques critiques, les unes
déja mentionnées au paragraphe 1.5 et une, soulevée par Bell
[64] concernant plus particuliéerement I"assertion d"un théoréeme,
dés lors appelé conjecture de Me Danell. Sans rentrer dans les
détails bibliographiques, citons les travaux récents de Bortins
[bll] ou sont étendus des résultats existants. Toutefois, 1"hy-
pothése de normalité, lorsque des contraintes terminales sont
imposées, est encore indispensable.

On obtiendra ici les résultats de [ 6113 cette hypo-
thése. Ceci sera encore possible grace a la nouvelle définition
de I1"ordre local (définition 2). D"autre part, les identités
obtenues au paragraphe 14 permettent en général de conclure
beaucoup plus rapidement. Nous espérons pouvoir ainsi montrer
que notre approche, en rassemblant des théses aussi éloignées,
que celles de Knobloch ou de Bortins, unifie en grande partie,
les travaux concernant la commande optimale singuliére. Nous
prouverons par la I"importance, dans cet autre domaine, de

I"utilisation des crochets de Lie de champs de vecteurs.
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VI.1 - Presentation du probleme.

Dans I"étude des jonctions entre arc singulier et arc non-
singulier, il est naturel de ne s‘intéressser qu"a une composante
de la commande u(t). Il est en effet peu probable que des jonc-
tions se produisent au méme temps pour différentes composantes.
Dans la suite# on supposera donc u scalaire et Ju(t)l ~ U. On
fera les mémes hypothéses d*analyticité qu“aux chapitres précé-
dents, certainement trop générales mais qui évitent de préciser
exactement le degré de différentiabilité des fonctions, néces-
saire a chaque étape.

Nous ferons d'autre part les hypotheses suivantes

H1 - La jonction entre un arc singulier et un arc non singulier,
en un point tc £[0,T] est analytique, c"est-a-dire qu“"on sup-
pose qu'il existe au moins un voisinage du point tc dans lequel
la commande est analytique par morceaux. (On se rapportera au
commentaire de I"exemple de [¢3] pour I"existence d"une jonction
non analytique). Dans la suite, N désigne I"intervalle ou la
commande est non singuliere et S désigne celui ou elle est sin-
guliére.

>

+U — *l
vuo"- “ I A’
4N T <\ A
-U - U
5 N N S
< - H »

N
H2 - On suppose de plus qu”il existe , tel que Hu foet
N1 a tc pour extremité. D"autre part, la jonction étant
supposee analytique, 1l existe un intervalle n2 :nj ayant
tc pour extrémité et tel que Hu a un signe constant.

H3 - Enfin, on suppose que le plus petit ordre de la dérivée
totale par rapport & t de u qui est discontinue est fini.



&H-

On posera i - min {i " O, Os~-~(tc) # ~~(tg) 1T
ou U et Ug désignent respectivement la commande extrémale
sur I"arc N et sur I"arc S. Notons que iUn = + U et 4n™(t ) =
i~
A partir de ces hypothéses, on obtient le lemme général suivant:
Lemme 24 : Soit U(t), t£[0,T] une commande extrémale vérifiant
les hypotheses HI, H2, H3. Alors,

. cn( (6. )
11 >0 H k. \ e U 3@ Cc a ic_£ Cy

-ifHjtcH) (V"A) - 48 ¢ < & we

Preuve : Supposons que tc~sG Nlet soit O0'-_ 9 Hu . 1
alors t"57G S %
et 7-U X (k~s) - <U - 2— JL as@] fy  o(ISle

i-o -t
d"apreés H3 on peut encore écrire,

<rU - ju s) = -le (uCufk)- ¢sin ()

L*inégalité Ju(®] ~ U permet de conclure ( +£) e

Remarque : Dans ce lemme, on n"utilise pas les propriétés d"op-
timalité de I17arc singulier. Est-il possible dutiliser les con-
ditions nécessaires d"optimalité, maintenant connues de '"chaque
coté” de tc pour obtenir une condition nécessaire d"optimalité
au poZnt t ? Cette question, préalablement posée par Me

Danell et Powers [m2] est a I"origine de tous les travaux qui
suivront sur ce sujet. L"exemple suivant étudié successivement

par Lewis [£3] et Powers [p2] permet de se rendre compte de
1" importance de cette question dans les problémes de syntheses.

V1.2 - Exemple

Considérons a nouveau lI"exemple du paragraphe 1.5,

/ gl = cu
\=u-ql

J B (0|1-1/2)2
(y =

H

be 1t o ¢ '® \io u %



Il existe quatre commandes optimales pour ce probleme, les com-
mandes non singuliéres 0 = + 1 et U = - 1 et les commandes sin-
guliéres 0 s 0 et 0 3 1/2. Le plan de phase est le suivant [p2]

rizo
<iS /ur-1

1«*iL- v
|

loi-/ si
)
15 cs oA o6 <3 j\z  2x)

il

Placons-nous en un point initial ( fAt f2) ~ (1/2/ 0). En
genéral, on peut soit utiliser une commande Bang Bang , soit
commencer par 0 = + 1 ou 0 = - 1 jusqu'a atteindre la droite

gt = 1/2 et terminer par 0 = 0. La question est la suivante
cette derniere commande comprenant a la fois, une partie non-
singuliére et une partie singuliére, est-elle minimisante ? Bien
que cet exemple n"ait aucun support physique, on congoit qu une
telle question ait beaucoup d"importance. Il peut étre en effet
beaucoup plus "commode™ d"utiliser une commande a l"intérieur de
ces bornes.
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IV.3 - Une condition nécessaire dloptimalité en un point

de jonction.

Introduisons le paramétre

of - mie\ [A[o L < PN, o Ai,qa?0>}

La notation -——n (resp. ----s), signifie I"évaluation le long

de I17arc non singulier (resp. singulier). Rappelons que

<p(r) , oAl ¢,S> ~ o ,ViM0o, vce s
/t9

Soit £ tel que tc + %G N2 alors,

Het) =2 . <2y, &4 > + »Hd")

- if ¢pfe), ATA" > * °0A")
o 0

D apres le lemme précédent, il vient

Lemme 25 : Soit U(t), t £[0,T], une commande extrémale vérifiant
les hypothéses HI, H2, H3. Alors, tQ étant un point de
jonction,

ley o tel que
[

. p ajAOA, y us B <o

ou n Cf e

A 0. (i ft < Wk

Avant de donner une généralisation du théoréeme 5.1 de Hl1l].
Rappelons le principal résultat du paragraphe I1II.

Soit r 1"ordre du probléme (définition 1) et s I"ordre de
I"arc étudié (définition 2). Soit (U(t),q(t) un couple extrémal
d*ordre s. Si u(t) est minimisante sur [o,T] alors

n <pM,(-i)s80an> v.e %,

ou de facon équivalente,
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w

; A
i) _ A~ pM o, |cic acA_ A, J i S . >.73

p(tj étant une solution de (2).

Dans la suite, on note Rs le champ de vecteurs Lgc™ o™i ,ach

La condition 1ii) devient
<pW , Rs@®y ~ Vr <Co | VrACOjTj

Supposons tout d"abord que p(t ®O)>Q ,on établit

Théoreme VI>1 : Soit u(t), tg[o,T] une commande telle que les
hypothéses HI, H2, H3 soient vérifiées et telle que le couple
(0(®) ,q(v)) soit d"ordre s sur ITintervalle ScCo,T], Si u(t) est

minimisante sur [o,T] alors, quand -£>2s - 3r, X + s est impaZx.

Preuve : Pour simplifier, on supposerat '"l1 et tc +£€ N

D"aprés le lemme précédent, tc étant le point de jonction,

fi)E<rp > Mse3(k) > 0

Par un raisonnement analogue a la démonstration du théoréme 5.1
de [611], on montre tout d"abord que of = 2s + i.. (Rappelons

que -——= n
@= mm \xzo , <pfy, add4/. > *°

s est I"ordre local (définition Z) et
i zmm fx o , JLftc)? o )

Considérons maintenant A, , on peut écrire
/1o
I n
s A, =72 A l'w
a1- =, utb> - ‘
d"apreés la définition de”., on en déduit que

a a (y, Lt «V, «it)

Mais d"aprés le lemme 14 et la définition de s,
?c*

i adA;O A », | , b»
I i0- 1SRs , fko avec
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En appliquant conjointement le lemme précédent et le corollaire
111.2 rappelé au début de ce paragraphe, on en déduit que si la

jonction (S)(tc)(N) est minimisante alors

i ' <?1K),Rsiy> K niuf <°

a <®), R >0

et
d*ou ?+ s est un entier impair.

Exemple : Considérons en particulier la commande singuliére G = O
du probleme précédent ; il est facile de voir que la trajec-

toire associée q(t), t€S vérifie

NORER fo(t) = - | ft-t,)

et que i- o,

Le théoréme précédent indique donc que la commande

U (2, h €«
1=0 t€ te t]

est minimisante.

Par contre, considérons la commande singuliére U = 1/2. On
a ici encore .1- o (Un = + 1) mais on ne pourra pas utiliser
le théoréme car ici, f= 0 <C2s - 3r. Nous savons en effet (cf.

exemple du &15) que r = 1 et s = 2.
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In optimal control problems any extremal arc which trivially satisfies the Maximum Principle, that is a first-order control variation
produces no change in cost, is called singular. Higher-order conditions are then needed to check the optimality of such arcs. Using the
Volterra series associated with the variation of the cost functional gives a new context for analyzing singular optimal control problems.
A basic optimality criterion for a fixed terminal time Mayer problem is obtained which allows one to derive the necessary conditions
for optimality in terms of Lie brackets of vector fields associated with the dynamics of the problem.

Keywords: Optimal control, Functional expansion, Second variation. Maximum principle.

Introduction

The study of second-order necessary conditions in optimal control has recently received much attention
in the literature. These conditions first appeared in singular optimal control problems (for example, in the
aerospace field or chemical industry [6]) where the Maximum Principle, i.e. the first-order necessary
condition, is trivially satisfied. We refer the reader to the survey papers of Gabasov and Kirillova [5] and
Marchall and Contensou [11]. The generalized Legendre-Clebsch condition (or Kelley-Contensou test) is,
for example, a well known second-order condition which has proved to be useful in many singular control
problems.

On the other hand, recently there has been a considerable interest in control theory in using Lie-brackets
configurations to characterize such fundamental properties as controllability or accessibility (see for
example Sussmann [12]). This approach was first used in singular optimal control problems by Brockett [2]
and Krener [8]. Knobloch [7] has generalized these results obtaining a complete theory of second-order
necessary conditions; he gives new conditions which are particularly suited for applications since one has to
compute only half the number of Lie brackets that would be necessary in order to perform the same type of
test using the classical version. However the mathematical formalism involved is unwieldy. New important
results are also obtained in this way when vector-valued control problems are under consideration.

In the present paper, we propose a new context for the singular optimal control problems. The main
tools are a new functional expansion [4] in conjunction with a by-product of the Baker-Campbell-Haus-
dorff formula. A basic optimality criterion for a fixed terminal time Mayer problem is obtained which
allows one to derive the necessary conditions for optimality in terms of the vector fields (often in terms of
Lie brackets of vector fields) associated with the dynamics of the problem. As a particular application, we
will derive a new formulation of some result of Knobloch. Another advantage of this formalism is that a
precise knowledge of Volterra kernels allows an easy derivation of third-order necessary conditions [10].
For affine systems, this approach lead first [9] to a new interpretation of some classical second-order
necessary conditions like the generalized Legendre-Clebsch condition or the Jacobson condition.

In order to emphasize the essential results, some of the mathematical details are omitted.

0167-6911/84/53.00 © 1984, Elsevier Science Publishers B.V. (North-Holland) 135
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1. Statement of the main result

Let us consider the following Mayer problem. Find u to miminize
3{u) = h{x{T)) (1)
subject to
x =*/(/, x; w), jc(0)=x0,te [0, T], T fixed.

The state x belongs to an Af-dimensional analytic manifold Q. The vector field / and the scalar output
function h are assumed to be analytic. The control u is assumed to belong to a class of analytic functions
which take values in some open set U.

In some local coordinate chart x = jc\... \ let us denote respectively the vector fields
JJ+L (> *)~7 and E, l/,,* X u)
dt  k-i 9x k~i O

where the subcript u{i) indicates the /*th-order partial derivative with respect to w, by A0 and Ar We will
denote by ££ the linear space generated by

| ]
aavi, "=0
(ad’XY denotes [X, ad”'Y] with ad*Y = 7). Finally wO'(T, r, a) will denote the functional h(x(T)) for a

given control w initial time 0 < « < 7\ and initial point jc(t) = a.
Our main result is:

Theorem 1. The dimension of being assumed constant on the interval [0, T], if u is minimizing on [0, T], if
A2«EoSfand if p is the maximal integer such that

[ad";U,,ad\A X\"se, p -1
then, there exists locally a costate vector p (t) such that
<~ (r),[ad™'/Il,ad ™ 1])<0,

for all te [0, T],

Remark. We shall show that this theorem is more suited for applications than the standard form of the

Legendre-Clebsch condition which will also be interpreted within this new formalism in Lemma 3.5 of this
paper.

This result will be proved by combining a new basic optimality criterion and Knobloch’s special control
variation.
2. Necessary, condition for optimality
2.1. Some background

Consider the differential system

4 = Fo(<l) + v(t)F'i(q), J'(i) = A(?(0). (2

where q belongs to an iV-dimensional analytic manifold; the vector fields and FAand the scalar output
function are assumed to be analytic and defined in a neighbourhood of #(0) = a. (If we write the vector
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fields FjJ —0, 1, in some local coordinate chart g —{q\__ g*)

r,-LVW... “’)% :

it-1
remember that the first line of (2) is equivalent to
gk{t) =80{q\-.-,qN) +o (/) 0,*<71....... gN) {k=\,...,N).)
It can be shown [4] that the outputy can be expanded in a Volterra series in triangular form:

y(t) = wo(t’ a) + 3 < a)i>(ff,)da, +Jf Jf W2(F, a2, au a)u{o2)i7(a,)daa,
o 0 Jo

+ aa,...,a,)u(aj- *ey(cr,)doa-*+da, + e
T 0 yu(aj- «=y(cr,)

where /> aa> eee > a2> A 0, with the following kernels:

,
(. %) K-aw\
vi(/,ala)= 2w Fo'fif@  -— 777"

A oN@z-a,yAt-o2y
V2(r, a2fau a)= £ FIFHRPFMELRIX, 8N et iL

yly2

indicates the evaluation at the initial point jc(0)- a). The right-hand sides of these equalities are the
Taylor expansions of the corresponding kernels. Of course, they can still be written formally as

wo(t, a) = e‘Fhi\x_a,
al?a) —QFFi eit~°")FPh\x*a—eaPFl Q~°xFowQ(t, *)|T_a*

w2(r, a2, als a) = ea'PFxe(a2“a,)/r'Fle "a2FPwo(r, u,.

2.2. TTif basic functional expansion

Let us fix u(t\ te [0, T]. As usual, we shall denote by $«(/) an arbitrary perturbation of the control
u{t) on [0, T] which satisfies the condition u(t) + 8u(t) e U. Using the input-output representation of the
previous section, one can state that the Volterra series of the variation of the functional wa(7", r, a),

8wW(T, v, a) = wamdm(7\ r, a) - wM7\ r, a),
can be written

8w = 6" + Sw2+ o(|Sw]|2) (©)
with

* 0 T,a):frTe(0’~tMM 1e“A TV, W0i(r, r, g)x W Ddo,
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and

3WW3(r, r,a)=/re(""-™»/t2e--™"wW*(r, r, x)|l, d«2(®,)dal
+ N(YTf \ d-nNAAX ‘M, e"(, =™ (r, T, h] Ou e )do\da2.
r

5w2(r, «, a) is called the second variation of the functional wg at the end time Ty for the variable initial
time r € [0, T] and initial point x(t) = a.

2.3. Control variation ‘concentrated’ at some point

We now express Sw(r, r, a) on a control variation concentrated at some point 6< [t, 7], that is
S«(f)=0 iffS6[tf,fl + «(e)]
with lim£_Oio(e) = 0. From (3) this implies that

8wW{T,r, a) = e(i-™M°F(e) §-i»- 1 QT N X ) ] a

where

V(e) =5"+ S2F+ o (|H 2) (4)
with

S = 5; e(a e “(firi“ tf)/lo6 M(al)dcF1
and

SOF = /_re<>*MM 2e-""-* Mci«2(at)dfft

o (w_O)AOAl e~ e(oz e“(t 6W(<J I(aZ)éaldOZ

In the following we are interested in the expansion of K(e) in powers of e,

K(e)=. £
A>0

Before giving the basic optimality criterion, let us define the subset &u.

Definition 2.1. A differential operator D belongs to if and only if there exists a variation 8u and a
number £> 0 such that

(i) V(e) - erZkzZoVkek + Vheh+ o(eh) where Vke JS* k = 0........ * -,
(ii) D-{F=*.

Expressing the positivity of the variation Sw gives the fundamental lemma:

Lemma 2.1. If u is minimizing on [0, T], then
vDenruy Z @ADT, r, x)u a{6~J] >0
»20

for all r &[0, 7] a/it/ 8 &[r, T].

In a local coordinate chart, let us define the adjoint vector p(t) associated with the system (2) by
/9wjE OhE dwg \
\ 91 'dx1’ ’dxN)

If D is a first-order differential operator, the previous lemma takes the form:

138



Volume 5, Number 2 SYSTEMS & CONTROL LETTERS November 1984

Lemma 2.2. If u is minimizing on [0, T] then there exists locally a costate vector p(t) such that, for all
first-order differential operators D belonging to &u,

(p(t),.D)> 0
forall t€ [0, T).

Remark. Let us consider the special control variation
8u(t) =a, te [0,9+¢],a>0.

The first non-vanishing term in the expansion of V(e) can easily be evaluated by substituting this
control into the expansion (4). We obtain V(e) = aeAx+o(e) and thus Axe&u. In the same way,
calculating V(z) for the special variation

5w(/)=—a, Ts[0,0+€],

gives - A XG<PU
Using Lemma 2.2 we obtain again the well known first-order necessary condition [3]

[p(- ™/ =0, Vf€[o,r].

3. Special control variation

Let us introduce Knobloch’s special control variation ‘concentrated’ at a point Oe [0, I]:
8u(t) = 6+ eith t <$+ £f.+I, /=0,...yM - 1,

with f, < £ +1 and 8u'a(t) = e'ff(r- 0)*/al

We are now in a position to analyze the coefficients which are relevant for the second-order condition.
In the following lemma we first evaluate the end point of the second variation 82V on the above special
variation.

' Lemma 3.1.

M
2> vengig L ot by T TS ton- )i Bak

+p+2a+2
+ 1 §)p>rgaa
ps.0 (p + a + 1)1(@ + « + I)!
<7>0
X i I,‘ —I f{ 'ﬁ)‘l‘ ha+1 aj Ed
1</<J<M( ( ) M
g+ pt2a+t2 Af i

la T 1 ir
£ (p + « + +oa + 1)) Jtri

XIE (iy-1-iy)i;++)c;+ad5#lad ™1
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where Bak is the vectorfield

Bak= Q“adk*A2+ £  Ci+aC r +"[ad’,4, ady,* """

0Ora</c—a—1

In fact the expression Bak is a remarkable one. Let u[al denote the ath total derivative with respect to t
of u. Then one shows (see Appendix A):

Lemma 3.2. Bak = (9/3w Gi)ad™oMN1

The second step of this approach, which is of a more technical nature (see Appendix B), particularizes
the special control in a similar manner to that in [7] (Lemma 18.3):

Lemma 3.3. Let x be an even integer and let us assume that the following vector fields are contained in

(0 foro=0, 1... and N< ft,
(») Bl.a+n~ 4>, foro=0,1,..., 6
(>i)) [adNONi> adddl,] fora+p <fi—1,

(iv) [~V 4l'ad5/i] -(-"VBOp fora+p=p—1.
Then(-1)"2BOiie0>u.

We now give two relations involving Lie brackets (see Appendix C).

Lemma 3.4.
i
(0 += 1 C,v~d'So.,, , j>0.
p-0
ji+1
@ J[ad”,, ad™,]=(-1)M C;+1(-1)rad~0.,+Hl+1_ T
T»0

Finally, we are able to establish the following theorem:

Theorem 2. Let \i be the maximal integer such that
Bo. ?-0, 1,...,/i-1
Then (i) Kis even; (ii) (—1)fl/2BOfte ~ M

Proof. First, it is easy to see that /z is even. Indeed, let us assume that ji is odd, then

50,=ad®i2+ | c; ad™.ad™"M,]

1

or

=/+ ad* where \<e

Using the formula

[act"Tec/] =)™ C;(-DVidpLab: ] o

140



Volume 5, Number 2 SYSTEMS & CONTROL LETTERS November 1984
gives
ad g -1) ad”14,] +/' where/' $-S?,
therefore
27-% , A

and BOfl&Jaf in contrast to our hypothesis concerning /a.

The second, part of the theorem is now easily inferred by combining Lemmas 3.3 and 3.4. Indeed, the
hypothesis of this theorem implies that all vector fields listed under (5) belong to the space J& Theorem 1
follows from Theorem 2, formula (6) and Lemma 2.2.

Applying Theorem 2 in conjunction with Lemma 2.2 yields:
Lemma 3.5. If u is minimizing on [0, T] and if ft is a maximal integer such that
BnelP, y-o0,1,... -1,
then (i) is even, and (ii) there exists locally a costate vector p(t) such that

M/2
-1

p( O+ >0 forallie [0, T].

But BOXis the vector field (see Lemma 3.2)

a L]
duad é)i

On the other hand,
a .
(p(t), tad50> - 5, pCORd™))
. and we know [3] that
am
' <P(0. ¢ad5#4> = . M~

where (p (t\ Ax) is of course i/Mthe partial derivative with respect to u of the Hamiltonian H associated
to the control problem (1). Hence, we have

CO, - "y -- Wy fi-

Then, the previous lemma is nothing else than another formulation of the classical generalized
Legendre-Clebsch condition.

Remarks, (i) In order to arrive at the same conclusion using Lemma 3.5, one has to take all ad™o4L v ¢a
into account, whereas using Theorem 1 requires only the calculation of ad”™o#41 for v< Ya+ 1.

(ii) It is worth noting that the construction of the special variation is such that the ‘half Lie brackets’
ad~@4lad™oMl which are not in general vector fields play no role in the formulation of these second-order
necessary conditions.
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Appendix A

First, it is easy to show the following properties: if G is an analytic vector field then locally

8 ) _de
W udAS = adABt adenr

(i) ;ir,-ﬁdA'G ——————— %—__ﬁG+a.dQ°?|\]ﬁ7rz. k>0.

a«

In order to prove that

ad'#-C;ad”2+ E N, ..Cr-ladrU~ad~-~,], a>0.ra.

we will do a ‘double induction’ with respect to the parameters v and a.
Let us assume first that a is fixed. The property holds for v=a + 1; indeed,

W@ad"‘abu 1: ad” A%.
Now, (8/3nta,)adV'U1(v > a) can be written (apply (ii))
(a=0)["Lad'dt]]+ (a>0)~rTiad ™ 1+ AQ, O—V\[&]ad RS

where

/ 0) /0 !fa>0, Nl >0 /0 !fa=0,
\1 ifa=0, \1 ira 0.

Using the induction hypothesis gives

1, lad-~1=(a=0)[",ad™]]

+(a>0){c-"ad'7 +1t2+ E C:~:_2C ra-'[ad™Vt,, ad— -U"}

1 v—a+ 1

AO,c;zdxaA2+ E C+a_,cr'[ad™; 14,, ad’7 -%]
1 Mu—a

This expression is still equal to
(a —O0)[f4,, ad'dii] +((« >0)Crl+ C)ad " +U2
+(*>0) E QVJ x; +“- 1Jad“;U,, ad™;°-U]]

ac+1l

+ E A.AnAJadViad~r—1]

1<o<?—a

+ E G+ IC+[adrUlLad”-“ 1.

The formula (8) for a fixed and v+ 1, v> a, is easily inferred from this last expression by using the
binomial formula. The second induction with v fixed is obtained in the same way.
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Appendix B

As in [7], Lemma 18.3, we can construct a control variation 5u and find a value of h such that, under the
hypothesis of Lemma 3.3, the vector field ££0 Mbelongs to £ being a certain number depending upon ix

The value of £, which does not depend upon the underlying system, is then determined considering a
particular Af-dimensional system.

Appendix C

The identity (i) of Lemma 3.4 is easily inferred using the identity (i) of Appendix A. Indeed,

3
v du? g A-

Then if G = ady* /*“U 1 one obtains

~ "4 @j~\j+) + Bj-\j+j-1e

The iteration of this formula gives the desired identity. Now, by using formula (6) we have

but

[adV rad”™,] =(-1)"1 C;(-\YaA\[AXx,aA% "'-'AX\
T-0

[ ad™" ] = "o ftpr-i “ &ABOp+y-r.

Part (ii) of Lemma 3.4 is obtained by regrouping the terms

(-D "1 iradTA and (-1)¥E C;(-1)T+lavAe% ~, T.
T-0
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Définissons
-
‘]ﬁ (/P))(: -ﬂ( ' X'I<) 'X" er) dq At)') / erj,
et
e’ ()). Tt -f/r t e - - pi; A

Nous obtenons les relations
B- i 05408

I: (a C ¢t Px P f oot e

et

On souhaite montrer ITidentité:

n i (p)s Ti ~NipLo)yxs st (R)
4=v j

Ceci est vrai pour r=l1 et n=2._.Supposons-la vraie pQur n-1 , alors

nSi(F) = (D) J, (ftd e P) = 6>0 fj U.i (6) X(fi)dp. ¥ cum

=L gL LR - Ao)

En intégrant par parties,il vient:

.0-7
= 1 i(ft) (p.)x.Tr)dp,
j=13 i Jo 1
T-2 ru2
- L ' @ X P o, r k  K® ap
i1 o id+ o “ nepl i
rPo
i*.2(e)xir) dp, * JJe-)
Utilisons () ,nous obtenons: _
" n-i -
Q--1 n-i , n
| P - I ft Jo X-| rR Xh_d dp,

¥ \i b x. ® . @®h

-1 f i, Ex. @i [V.,6c 2~k do O

e £"(&)¢ ["X, @ xr: R th, - 3-IFi)

En intégrant encore par parties le terme (3),il vient:
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n i. £ (b XA® (F)

n-2 . . &

e O M

n-2 _n-i

L fal mWx,.(@ (r)Jp,  » 0/f)
Posons j=j -1 dans le troisieme terme,nous obtenons:

T EY O « Rinkf-Ap)rEty  »

-, p I if)

n—»

-1 & f

Remarque : Cette formule devrait aussi avoir des conséquences
importantes dans la theorie de la réalisation en liaison avec
les travaux de Crouch [c.2].
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Perspectives

1) Une application directe de cette nouvelle approche de la
commande optimale singuliere est I'étude des conditions

suffisantes de contrdlabilité locale.Plus précisément,considérons
le systéme
Z.'t QGs -Ffq@u) » ; g€ Q , m €1l

Soit ftj-fao) l'ensemble des points que l'on peut atteindre a
l'instant T avec une solution de 7 'pour des commandes continues
par morceaux, a partir du point :Q .et soit

"@.<h) =dir M<U
I'ensemble des™ points que I'on peut atteindre jusqu'a l'instant T.
Le systéeme 2L est dit localement contrélable au point Si

%€ Idb RITY) , Vt;o .
Les travaux récents d' Agracev[a2j, Hermes [fi3]Jet Sussmann[45] ont
montré que les conditions suffisantes de contrélabilité locale
étaient étroitement lieées aux conditions nécessaires d'optimalité
Ces conditions sont aussi exprimées en fonction de crochets de Lie
de champs de vecteurs associés a 21'.De nombreux points restent
cependant a étre étudiés dans ce sens,notamment,les conditions
suffisantes du troisiéeme ordre qui,a notre connaissance,n'ont pas

été abordées jusqgu'ici.

2) Le probleme ,plus complexe ,de commande avec contraintes
sur |I'état(voir par exemple[fc5] ) pourra étre aussi envisagé

avec ce nouveau formalisme.

3) Considérons les problemes de commande suivants ,encore appelés

probléemes de minimisation de la €OAsommation de carburant:

Z ” 1 <] = A'III) * jUU (d)
avec un critére de.la forme
J-- i F(a H + umM\)at

Cette classe de probléemes couvre en fait un grand champ d'applica-
tions,citons par exemple l'article tout récent[fe6].

La solution ,du type Bang-off-Bang dans les cas les plus simples,
[¢6] ne peut pas étre recherchée avec nos méthodes a cause de la

présence de la valeur absolue de la commande dans le critéere.
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Mais cette commande apparaissant de facon simple,"linéaire"”, dans
le critete, 1"étude peut étre adaptée a cette classe de problemes.
On peut ,par exemple envisager de dégager des conditions nécessaires
d'optimalité qui/lorsqu*elles ne seront pas satisfaites,montreront
le caractére Bang-off-Bang de la commande optimale.
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