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INTRODUCTION

L'utilisation de développements fonctionnels pour représen­

ter des systèmes non linéaires a été très étudiée ces trente 

dernières années, aussi bien en ingéniérie qu'en physique. Les 

développements fonctionnels ont été appliqués dans diverses 

branches de la théorie des systèmes non linéaires : identifica­

tion et modélisation, réalisation, stabilité, commande optimale, 

équations différentielles stochastiques, filtrage, etc... Jusqu'à 

présent, presque tous les développements fonctionnels utilisés 

ont été du type Volterra ou dans le cas stochastique du type 

Wiener. Il y a eu un très grand nombre de publications sur ces 

développements. Pour simplifier, mentionnons ici seulement les 

deux livres récents de Rugh 0**2] et Schetzen [4*1].

Dans cette partie, nous rappelons tout d'abord les princi­

paux résultats et notations de [Al] qui seront utilisés dans la 

suite. Cette approche algébrique entièrement nouvelle, qui uti­

lise les séries formelles en variables non commutative a conduit 

d'une part à connaître de façon très précise les développements 

de Taylor des noyaux de Volterra et d'autre part à introduire un 

calcul symbolique non commutatif généralisant au domaine non li­

néaire le calcul de Heaviside.

Avec l'introduction du Principe du Maximum, le formalisme 

Hamiltonien, précédemment important seulement en mécanique et 

physique est devenu un outil commun et utile en commande opti­

male qui, comme chacun sait, englobe le calcul des variations.

Or les séries de Volterra sont aussi originaires [v2] du calcul 

des variations. Quel peut donc être le lien entre le formalisme 

hamiltonien et les séries de Volterra ? En utilisant des déri­

vées fonctionnelles de 1 'hamiltonien associé au système on iden­

tifiera, dans une deuxième partie, ces liens, donnant ainsi un 

contexte nouveau pour la commande optimale singulière.
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A l . -  P r e m i è r e  f o r m u l e  f o n d a m e n t a l e

O n  c o n s i d è r e  u n  s y s t è m e  l i n é a i r e  e n  l a  c o m m a n d e

j~  ( cj (t) = AA<\) + wft)/4, fq)

o ù  l ' é t a t  q  a p p a r t i e n t  à  u n e  v a r i é t é  a n a l y t i q u e  Q d e  d i m e n s i o n  

f i n i e  N .  L e s  c h a m p s  d e  v e c t e u r s  A o , A,, : Q _ ^ . T Q  ( f i b r e  t a n ­

g e n t )  e t  l a  f o n c t i o n  d e  s o r t i e  h  : Q —* R  s o n t  a n a l y t i q u e s .  

P o u r  s i m p l i f i e r ,  o n  s u p p o s e  q u e  l a  c o m m a n d e  e s t  u n e  f o n c t i o n  

s c a l a i r e  c o n t i n u e ,  c ' e s t - à - d i r e ,  u  6 C ° [ o ; T ]  T > o  • D a n s  u n e  

c a r t e  l o c a l e  q  =  ( q ^ r . . . ,  q N ) ,  l e s  c h a m p s  d e  v e c t e u r s  d u  

p r e m i e r  o r d r e  Aj(q), j  =  0 , 1  s ' é c r i v e n t

e t  l a  d y n a m i q u e  d e  2 L  d e v i e n t

^ ' ( t )  =  ,  k  i,

o ù  l e s  ^  : IRN — *  1R s o n t  d e s  f o n c t i o n s  a n a l y t i q u e s .

<J

L ' é t a t  i n i t i a l  q ( 0 )  =  q o €  Q é t a n t  f i x é ,  o n  s a i t  q u e  l a

s o r t i e  d e  2 _  p e u t  s ' e x p r i m e r  c o m m e  u n e  f o n c t i o n n e l l e  c a u s a l e  d e

l ' e n t r é e  u ,  p a r  l a  s é r i e  e n  v a r i a b l e s  n o n  c o m m u t a t i v e s  d o n n é e  

p a r  l a  p r e m i è r e  f o r m u l e  f o n d a m e n t a l e

3= Rh„) + ZL2_ . Rfy) •
A j ^  . . *À j ^ h  d é s i g n e  l a  d é r i v é e  i t é r é e  d e  h  s e l o n  l e s  o p é r a ­

t e u r s  d i f f é r e n t i e l s  A j .  P o u r  u n  t e m p s  t  " c o u r t "  e t  u n e  e n t r é e  

" p e t i t e " ,  o n  o b t i e n t  l a  v a l e u r  n u m é r i q u e  d e  y  e n  r e m p l a ç a n t  l e

m o t  x- i  • • • x- i  p a r  l ' i n t é g r a l e  i t é r é e  c l? '  d é f i n i e
Jo 3\>  ̂ J0 d* do

p a r  r é c u r r e n c e  s u r  l a  l o n g u e u r * .

ijlt) = R(l.)+ Z 2_ . „ A - Aa-
r t

c\?' ..-df;  ( A l )

o 4°

Ç0(c)=t , £a(<r)dr , j[ àf- = fj (h) ,

e t

«Il

IH)£ fa

V
N

L * 0 - f l
OQ*

A *[î1' r )t o -&* (« i t :

A l -
.A CdV * d °

Si j v = <

r iSi')cicU hr)

) ¿ zt ;
d°

cdf¿*-

If; .
íK- '

r

• T

o

f «f 'Y "i

£

r)

i

i

, *

, r l3~0A

ù >

Vo;



6

La démonstration, de nature essentiellement algébrique, généra­

lise les travaux de Grôbner [g 4], sur les équations différentiel­

les libres.

La série g associée à y(t)/ appelée série génératrice, ca­

ractérise [¿'2] le comportement entrée-sortie du système. Cer­

tains termes peuvent être regroupés ? on peut envisager, par 

exemple, de regrouper les termes ne comprenant aucune occurence 

de Xj, puis ceux qui en comprennent une et une seule, puis 

deux etc... Comme nous allons le rappeler dans ce qui suit, on 

obtient alors "l'équivalent" de la série de Volterra. L'étude de 

cette série permet d'avoir des informations importantes souhai­

tées par les ingénieurs lorsqu'ils rencontrent de tels systèmes.
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A2 . - Série de Volterra - Développement de Taylor des noyaux de 

Volterra «

Divers auteurs (voir [Al] pour la bibliographie) ont montré 

que la sortie de ¿1 pouvait être développée en série de 

Volterra,

ij (t-) •= cü; f t /r , a) + ( ^ r ^ a )  (r, )dr, +

+  I c M ç  + - +  J - J  t ^ f e c ç ; - . v ^ r i a ) i i ( ( ç ) . . a j f e ) £ l ç ^
Jr  x . ~ r

où 0 < Ts £  h £  T  • Les noyaux sont ici sous forme tri­

angulaire. A l'instant initial t  , qCr) = a 6 Q. En réarrangeant 

les termes de (Al) on montre :

Proposition 1 : La sortie du système peut être développée en 

série de Volterra où les noyaux sont des fonctions analytiques 

données par :

y* / \Ao-AV Rfc) "fc-ll

: 1

Les membres de droite de ces égalités sont le développement 

de Taylor des noyaux correspondants. Bien sûr, on peut encore

écrire formellement :

e t ' r A o ^ { a )

* * ^ 4  e ' k ' T > A “

I

1 ' 1 \ (or-r)A, A 1 -  fa-T) A0
lÀSlt-,0; , - , 3! /*,« ')=  e A1. - A i e j

où les dérivées de tïF sont prises par rapport à q. La barre I _ _
| q — a

indique l ’évaluation au point a de l'expression à gauche de la 

barre.

'(ir.

r,a)

7 < -

|t,T, Q
\>y, o

4_V R (* (Jr-r)

IìhlW ìR(a)Ka :°'.a

¿rs (t %  -- s / •■ ~/r,a

•̂ s

~ k
y$

TZ)Ih?
».!

i - a

c]rC

V, <xj

- k - r
«Ç

i Ao
Jt t

O

(t Æ)Jui

''i'J.O

*o

>,o%

5 A,A ,

t /T

t,r,
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A3. - Calcul symbolique : applications

Grâce à la vision renouvelée des développements fonctionnels, 

esquissée dans les deux paragraphes précédents, des algorithmes 

pour le calcul et l'analyse de la réponse de certains systèmes 

non linéaires ont pu être élaborés. Les techniques, basées sur 

des manipulations algébriques de variables non commutatives, 

généralisent au domaine non linéaire certains aspects des trans­

formations de Fourier et de Laplace. Comme application, citons 

le calcul de la réponse à une entrée déterministe [A2], ou encore 

le calcul des statistiques de la réponse quand l'entrée est alé­

atoire [A3]. On trouvera d'autres applications dans la bibliogra­

phie de [Al]. D'autre part, dans [A4], on montre que ce calcul 

symbolique non commutatif donne une explication à des calculs 

heuristiques faits par des physiciens en utilisant des trans­

formations de Fourier dans un contexte non linéaire.
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A4. - Une variante

Si x et y sont deux variables non commutatives, un sous- 

produit bien connu de la formule de Baker - Campbell - Hausdorff 

donne (Bourbaki [612] p. 59)*. . ̂

*. -% y  X acL y
V> e » e = k o  ^  ^

ou ad^ ^ est le crochet de Lie itêree \> fois [x, . . . [x,y]...].

On obtient une variante des formules précédentes sous la forme :

Proposition 2 : La sortie du système ZTpeut être développée en 

série de Volterra où les noyaux sont des fonctions analytiques 

données par s

Ctf; a.) s e  ̂ a)

L tefi” «a; A ,
^  o v7 ! “o I cj -  cl

± { ^ * ¡ , - , * ¡ , 0 ) -  2 1  (q-tr) s.-.fa-r) ' ac| ^  4, ÙT (¡r/C,
m  •

|c¡-q

M , lr la) -

V
k

I »Ksi -•
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A5. - Deuxième formule fondamentale - Interprétation hamilto- 

nienne des noyaux»

Le formalisme hamiltonien, utilisé en mécanique et en physi­

que depuis le siècle dernier pour exprimer des variations, est 

bien connu en théorie du contrôle depuis vingt cinq ans avec le 

Principe du Maximum. Les séries de Volterra sont, elles, connues 

depuis la fin du siècle dernier. Une des raisons de leur introduc­

tion a été, comme l'a dit Volterra lui-même, essentiellement le 

calcul des variations. Ce fait a été confirmé par d'autres tra­

vaux importants en analyse fonctionnelle moderne comme ceux de 

Fréchet, Gateaux ou Lévy. Comme chacun sait, ces deux outils 

mathématiques sont largement utilisés en engéniérie non linéai­

re, et, jusqu'à maintenant, l'intersection de ces deux domaines 

était presque vide.

En généralisant une remarque de [¿5] sur la géométrie sym- 

plectique du premier noyau, nous montrons dans la Note [A5] que 

ces deux notions sont presque identiques. Plus précisément, les 

coefficients du développement de Taylor des noyaux de la série 

de Volterra associée à la réponse d'un système non linéaire , 

sont exprimés naturellement grâce aux dérivées fonctionnelles de 

1 'hamiltonien correspondant. L'utilisation de tels développe­

ments fonctionnels pour l'étude de la commande optimale singu­

lière semble alors tout à fait appropriée. Ce contexte nouveau 

permettra d'éviter d'exprimer les conditions nécessaires d'opti­

malité en termes de dérivées totales par rapport au temps de 

l'hamiltonien qui, comme l'a noté Knobloch [fe3], peuvent être 

ambigües.



A6. - Développement fonctionnel pour une grande classe de systèmes.

Considérons le système à entrée scalaire u

y !  f _  F(lr,q ; a)

où F est une fonction analytique par rapport à toutes les 

variables t, q et u. Dans une carte locale, définissons les 

champs de vecteurs A0 et A. , i = 1,2,... respectivement

par , N

A0 = Z  F I 1 + 1  

Ai =  1  î .
R-_, l u r o ô f

l  , * v
où F ĉc) désigne la i-ème dérivée partielle de F par rapport

à u. On montre le résultat :

Proposition 3 : La sortie y de ^  peut être développée en 

série de Volterra de la façon suivante :

ü
( M  =  ôro ( t,r ,a)  -  f * e ( v T ) A ° A, e '  ̂  't ) A ° U K ft-.v.-x),

(cT_tÎ^o t —  , , \ Il \ I

e  ' A *  e  a -  (t,T,q) ¡ a  M à r t

r* i fa -t) A a &  -*ï) A o £  J f z  - r ) A 0 ). u  fer) u  ( r i ) c ^ ^

< K f o w ) i  A )

^  e^ - r )Ao a e ( < 5 - ° r ) ^ A  af e - ^ A o cir((r(T,q)| . H ^ V f e J d o T  %  

r  V  1 e

ft  p ç  e fe -^ ÎA o  ^  e t e - rM o ^ ^ r ^ )

^ 'ijsa
r Jt 1

4

4-

X
f

+

à

+

■r

At /-cr

■ U . f*

4  - - - -

u( do¡xt(o¡) a°7

A Ie?-«.
V , q

A 0
ClT i

- r= A , ee^- A,
;-o A, c* i !

1 1

a r o (rVRI«

'b( M

F

|d<r(xifcr

■K - r)40rt
i

z

IC1 =

r .q

)da¡
)Ao

A3
fo- r)A,

•Ç (, -t)Ac

r)A fe
eVt fe-

M

■,ck) £̂7loiífc

Iq-a

'-q

Jv ‘x.
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Remarque : Comme pour les paragraphes précédents, on ne s'éten­

dra pas sur la convergence de tels développements. Citons à ce 

sujet les deux importants articles de Lesiak et Krener [¿ 2 ] et 

Boyd et coll. Db l3].

Preuve : Nous donnerons ici seulement une preuve heuristique. La 

démonstration rigoureuse sera donnée ultérieurement.

F étant analytique par rapport au, on peut écrire ZI sous 

la forme

i * Fit'‘H | llro + L 
( = R(î|(H)

En première approximation, on peut supposer que les entrées, 

v^(t) = ux (t)^i = 1,2, ... sont "indépendantes". En appliquant 

les résultats précédents à la commande vectorielle (v^, V2 ,•••) 

on obtient le développement souhaité.

F1 ¡X (fc)
i

u
la*

q;u'fj ftr»
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An Algebraic Approach to Nonlinear 
Functional Expansions

MICHEL FLIESS, MOUSTANIR LAMNABHI, a n d  FRANÇOISE LAMNABHI-LAGARRIGUE

Abstract— A new theory of functional expansion is presented which 
makes use of formal power series in several noncommutative variables and 
of iterated integrals. A simple dosed-forra expression for the solution of a 
nonlinear differential equation with forcing terns is derived, which enables 
us to give the corresponding Volterra kernels with utmost precision. The 
noncommutative variables give birth to a symbolic calculus which gener­
alizes in a nonlinear setting many features of the Laplace and Fourier 
transforms and which is developed in order to simplify some computations, 
like the so-called association of variables, related to high-order transfer 
functions.

In t r o d u c t io n

THE USE OF functional expansions in order to repre­
sent nonlinear systems has been energetically studied 

in the last thirty years, in engineering as well as in physics.

Manuscript received November 24, 1982: revised January 26, 1983.
M. Flicss and F. Lamnabhi-Laganigue are with Laboratoire des Sig­

naux et Systèmes, C.N.R.S.-ES.EI, Plateau du Moulon, 9U90 Gif-sur- 
Yvette. France.

M. Lamnabni is with Laboratoire ¿’Electronique et de Physique Ap­
pliquée, 94450 Limeil-Brevannes. France.

Functional expansions have been applied in every branch 
of nonlinear system theory: identification and modeliza- 
tion, realization, stability, optimal control, stochastic dif­
ferential equations and filtering, and so on. Until recently, 
almost all of the expansions used have been of the Volterra 
type or, in the stochastic case, of the Wiener type. There 
has been an enormous number of publications on these 
expansions. For simplicity let us mention here only the 
early works by Wiener [54], Barrett [2], and George [24], 
which are still worth reading, and the two recent books by 
Rugh [45] and Schetzen [48].

In this survey, we shall present an entirely new approach 
to functional expansions, using formal power series in 
several noncommutative variables. These formal powers 
series were introduced by Schiitzenberger [49] in computer 
science as a generalization of automata and formal lan­
guages. There were first used by [15] in 1973 to give a 
theory of realization for bilinear systems, which shows 
their relations to finite automata [17], [31], [44]. Since then,

0098-4094/83/0800-0554S01.00 ©1983 IEEE
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many papers have developed the theory in various direc­
tions. In this review, we shall show how to represent an 
input-output behavior by a noncommutative power series 
via the iterated integrals and we shall give the fundamental 
formula expressing the solution of a differential equation 
with forcing terms [19]. This simple formula completely 
explains the relationship between ordinary differential 
equations and functional expansions, something which has 
been sought for a long dme. Using this formula, it is 
possible to determine the Taylor expansions of the corre­
sponding Voiterra kernels with utmost precision [19], [20].

Several methods for computing the Voiterra functional 
representation corresponding to a state equation have been 
derived in the literature. Among them, the method of 
exponential inputs is particularly well known and allows 
the nonlinear transfer functions to be determined recur­
sively. However, the computations involved are often un­
wieldy and seem difficult to implement on a computer. The 
use of noncommutative series allows us to derive the 
Voiterra functional series of the solution of a large class of 
nonlinear forced differential equations [34], [35] by simple 
algebraic manipulations. In the last part, we present a new 
operational calculus for computing the response of nonlin­
ear systems to various deterministic excitations. The calcu­
lus introduced compares advantageously with the method 
of association of variables [24]. It leads to a natural gener­
alizaron of the well-known Heaviside symbolic calculus for 
time-invariant linear systems. This remarkable feature 
shows that we have introduced a kind of nonlinear Four­
ier-Laplace transform [19], [33]. We shall illustrate the 
computability of our methods by working out the case of a 
simple nonlinear electrical circuit. In this connection, we 
stress the fact that the algebraic and combinatorial nature 
of our approach fits very well with the symbolic computa­
tion methods which are now being developed in program­
ming (see [35]). Some other applications related to physics 
have been studied elsewhere [22].

It is worth pointing out that our concepts are intimately 
related to the differential geometric methods which have 
become mainstays of nonlinear control theory, following 
the pioneering work by Hermann [29] and Lobry [38] (for 
the connections with Voiterra series, see Brockett [6], Lesiak 
and Krener [36], and Crouch [11]). For a detailed explana­
tion the reader is advised to consult the presentation of 
realizadon theory in [21].

I. An a l y t ic  Ca u sa l  F u n c t io n a l s

A. Heuristic Introduction of the Noncommutative Variables

The following systems, called bilinear systems,1 have 
been studied for some fifteen years:

[<?í o = U 0+ £«i(o*<;) ï (o

1/(0 “ MO-

The state q belongs to a finite-dimensional /?-vector space 
Q; the initial state q{0) is given. The mappings 
M0, • -,Mm\ Q~*Q* and Q -* R are R-linear. The 
inputs uv — '%um are real-valued and, for the sake of sim­
plicity, are assumed to be piece-wise continuous.

Thanks to the well-known Peano-Baker formula (cf. 
Gantmakher [23], p. 127), the output y of system (LI) may 
be expressed in the following way:

V (  r ) “ \
* > 0  j0

*/. <?(o). 

(1-2)

The iterated integral /0f d ^ -  • * d£Jo is defined recursively on 
its length:

•I,$o(T)“ T. I (i1)“ / «,(*)<*«.Jo
=  7 - 0 , 1,Jo

fa .-- fri,M

d̂ .-,'"d̂ )uiiT)dr' i U “ ‘-

'lie

Now introduce the finite set X * ( x 0,.rl, - • Re­
placing each iterated integral /0f in (1.2) by the 
corresponding sequence xu - • * xjo we obtain the following 
expression:

g = \<7(0)+ £  £
">0y0, - - .A -0

\MJm— Afhq(0)xj' ~;oX: .

(1-1)

(1-3)
This is a series in the noncommutative variables xj e  X. 
The noncommutativity of the variables reflects the fact that 
the pennutadon of Indices in an iterated integral changes 
in general its numerical value.

Example: Taking ux(t) = ra we find

They differ iff a *  0.
The series (1.3) characterizes the input-output behavior 

of system (1.1) in exactly the same way as do rational 
transfer functions for time-invariant linear systems.

B. Some Elementary Algebraic Structures

The algebraic structures that have appeared in the fore­
going paragraph will now be defined more precisely.

The finite set X «  (jc0 , jc ,, • • • ,xm) is called the alphabet. 
It generates the free monoid X*, the elements of which are 
finite sequences • x /q called words. The product is the 
concatenation:

‘They are also called internally bilinear systems, regular s vs terns, or 
affine systems. (•’ .)(*■ ,)■ Ho

"j,-'

* O'd r ,

A ,\
(O,

• • JC¡,xy.

¿So a + 2 a+I

,a + 2
and /<yo «o a  +  2  '

..V„: : Q
H am

• ,m
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The neutral element is called the empty word and is de­
noted by 1.

The length \w\ of a word w e  X  is its number of letters: 
l^o^i^ol33 5* The length of the empty word 1 is zero.

Let R ( X )  and R«X»  be the /?-algebras of formal 
polynomials and formal power series with real coefficients 
and in the noncommutative variables xJ €  X. A  series 
s e  R « X  » is noted

s *  £{(.s, w)w|w €  X*}, where ( s,w)  e  R.

A polynomial is a series with at most a finite number of 
nonzero coefficients (s,w). Sum and (Cauchy) product are 
defined by

s\ + s2 * Z{[(J1>VV) + (52’V1')]VVIW 6 X*}

SiS- £  (j, ,u)(í2, u) w\w e X•

C. Definition of the Functionals and of the Generating Series

Under some condition of convergence, we associate with 
each noncommutative series a causal functional
(i.e., an input-output behavior) by replacing each word 
xjm- - ■ xjo by the corresponding iterated integral /o • * 
d£Jo (cf. Section I-A):

y { t ;u u

- ( a . O + Z  E

(1.4)

We assume that the series (1.4) is absolutely convergent for 
r and max0<T4;; |wi(r)| (/=»l,-*-,m) sufficiently “ small” . 
This is verified if the coefficients satisfy the following 
growth condition: there exist K, L > 0  such that

(s . ' (1.5)

It can be shown that to distinct series of R«X»  there 
correspond distinct functionals. Therefore, the following 
definition is valid. A causal functional is said to be analytic 
if, and only if, it is defined as in formula (1.4) by a 
noncommutative formal power series which is called the 
generating series of the functional.

Remarks. (i) Causality means only that the valuey{t)  of 
the functional depends of the inputs wf(r) for r  < /.

(ii) The notion of an analytic functional has already 
been given various meanings in the literature (cf. Volterra 
[52], Hille and Philips [30], etc).

(iii) If the output is vector-valued in Rs. one should take 
an j-uple of generating series.

The notion of analytic causal functional generalizes in 
some sense the notion of an analytic function. In order to 
illustrate this assertion, consider a generating series g €  
R «X » which is exchangeable: if S , denotes the symmetric 
group acting on the set (0,1 ,••%*}, g is exchangeable iff 
for any a £  2 ( 3 , = (g ,.V  • • Le-  iff
the coefficients do not depend on the order of the vari­

ables. A simple computation then shows that

f  ’ ’ ^ 7.10, *  1) ' “  1)•
9 € -3, U

The value of the functional is given by

£ (g, ■ • • xZ’ )(oU)\(')*'-- • (JO*'
^0» !̂»" ' 'km* 0

¿o,*,,- >0

(1.6)

This is the classical Taylor expansion of an analytic func­
tion in the “ordinary” variables £0(r) =* r,{|(/),* ■ *,Sm(/).

D. Rationality

A formal power series sSRnX)>  is invertible if there 
exists s~ l €R«X)> such that ss~] 1. This is the
case iff the constant term (j, 1) is not zero. We can then 
write

where s' e  R «X» and (5', 1) *  0. We thus obtain

1 r .  0 - 1  1 ' V*

( s A )
[ I - , ' ] '

( M ) k> 0

A subalgebra R of RnX»  is said to be rationally closed iff 
the inverse s ~ 1 of any invertible s €  R again belongs to R.

The tf-algebra R« X»  of noncommutative rational power 
series is the least rationally closed subalgebra of RnX)> 
which contains the polynomials R ( X ) . 2 This means that 
any r €  R ( (X ) )  is obtained from a finite set of polynomi­
als of R ( X )  by making a finite number of additions, 
(Cauchy) multiplications, and inversions in a given order.

The fundamental property of the rational power series is 
the so-called Kleene-Schutzenberger theorem. If End(Q) 
denotes the set of endomorphisms (i.e., of i?-linear map­
pings Q - ►  Q) of a J?-vector space Q, a (linear) representa­
tion ¡1: X * End(Q) is a homomorphism of the'free monoid 
X* in the multiplicative monoid of End(Q), i.e., if w, w' s

Theorem LI. (Kleene-Schutzenberger, cf. [49], [16], 
[44]). A formal power series r €  R « X » is rational if, and 
only if, there exist a finite-dimensional R-vzctor space Qf 
an element y €  Q, and a iMinear mapping d: Q-> R  such 
that

£ { ( M H'b ) M'l>»'s x*}.

It is then obvious that the series (1.3) is rational and we 
can state:

Corollary 1.2. A generating power series corresponds to 
a finite-dimensional bilinear system if, and only if, it is 
rational.

This correspondence is analogous to that between finite­
dimensional time-invariant linear systems and rational

1The notion of noncommutative rational power scries is due to 
Schutzenberger [49],

6 , (O' • ■« J 0 *-

uv —

[s>* • *  • X:Ja A .dk -1}

')l < Lw .ÂT|»v

jcf«x k ' *0 <c0̂

- s ’]Is ADfi
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Fig. L

i
0-

transfer functions. This gives a realization theory for bilin­
ear systems [17], [31], [44] which makes use of an extended 
Hankel matrix [16].

E. Shuffle Product

Take two systems with the same inputs and consider the 
product of the outputs, i.e., the multiplicative parallel 
connection (Fig. 1). If the two systems may be defined by 
generating power series, is the same true of the composite 
system?

First we have to introduce a new and very important 
operation called the shuffle product, written ui. We define 
the shuffle product of two words of X  recursively on the 
length:

l u l l *  I, X*, wui 1 I in w ** w
VXj'Xj,  €  X,

(  XjW )  01 (  XjW') »  Xj; [ w t i l  (  x ' w ' )  ]  4 * Xj [ ( XjW )  UJ w'j .

(1-7)
The shuffle product of two words gives a homogeneous 
polynomial of degree equal to the sum of the lengths of the 
words.

Examples: (i)

x *m x«-k *  ( £ )* "  { n ^ k ) .

(ii) x0x { Ui x 2 *  x Qx {x 2 + x0x zx^ + x 2x Qx {.
The shuffle product of two series s2 s  R « X»  is de­

fined by

sxws2 »  L{(*i,H 't)(-y2’H'2) H'l liJ wz\w\ ’*l e  **}•

With the addition and this new product, the sets R ( X )  
and RnX)> become commutative, integral ^-algebras with 
unit L

Remark: For the reader who is more mathematically 
oriented, let us add that the shuffle product may be viewed 
as a very natural operation in the framework of Hopf 
algebras (cf. Sweedler [50]).

The well-known formula for integration by parts allows 
us to write the product of two iterated integrals in the 
following way:

This corresponds to (1.7) and we may state the following 
result, essentially due to Ree [43]:

Theorem 1.3. The product of two analytic causal func­
tionals is again an analytic causal functional the generating 
series of which is the shuffle product of the two generating 
series..

Remarks: (i) One can show that the shuffle product of 
two rational power series is again rational [19]. Therefore, 
the product in the foregoing sense of two bilinear systems 
is again bilinear.

(ii) The additive parallel connection of two systems de­
scribed by generating series is obviously given by the sum 
of the series. The cascade connection may also be com­
puted in terms of noncommutauve variables (cf. Ferfera 

[13]).

II. F u n c t io n a l  Ex pa n sio n s  of  th e  So l u t io n s  o f  

D if f e r e n t ia l  E q u a t io n s  w it h  F o r c in g  T erm s

A. The Fundamental Formula

The search for a functional expansion of solutions of 
differential equations with forcing terms is a classical prob­
lem in engineering as well as in physics. Since previous 
attempts have almost exclusively used Volterra series, a 
brief analysis of the existing literature is postponed until 
the next chapter.

Consider the control-linear system

U(0“ ^o(i)+ £  “¡('M,(<?)
< - t

\ y { t ) - h { q ) . (II.l)

The state q belongs to a finite-dimensional i?-analytic 
manifold Q? The vector fields A0jA {f- " , A m: Q-+TQ  
(TQ: tangent bundle), the output function h: Q-+ R are 
analytic and defined in a neighborhood of the initial state 
<7(0). Readers who have not worked with vector fields will 
understand what this means in the language of a local 
coordinates chart q  =* ( q 1,- • *,qiV). The vector field A j ( q )  

is then a first-order linear differential operator

4<(i)- £ dq*

where the Rs  -* R are analytic in a neighborhood of 

<?l(0),- • *,4‘v(0). The first line of (II.l) may be rewritten in 
the more classical form

¿ ~ l , — ,iV. (II.2)

The next theorem generalizes Grobner’s work [26], [27] 
on free differential equations.

3 If the reader is not familiar with differential geometry, he will not lose 
very much of the meaning by assuming that the state belongs to some R N. 
But, since we do aeed the modem aoiioa of vector fields, we refer to the 
aumerous textbooks oa differentiable geometry, for example, Arnold [ I \.

dik ■ ■ *1*

■d tk

«y.

'«V

ir«

(/„

ti-

+i

V

(/;■

(/;

$*(*: ■<rv),(?'.•,<r¥)

m

► e -
< •-1
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Theorem 11.1: The output v of system (II. 1) is an ana­
lytic causal functional of the inputs u,,- • -,un given by the 
generating series

m

fl- AUo) + I £ V  AjM«0>xj; • • V 
'> 0  ;0,

il 
:U(0)a! ■ e,A°h\m -

W(0)

(H-3)

The bar | (0) indicates evaluation at q(Q). Taking into 
account the fact that vector fields are differential opera­
tors, the notation A , - • • A, h means the iterated derivative

Jo J *

of h with respect to Ah, • * • <AJo The inverse order, of the 
sequences • • • xJq and AJq ♦ • • AJf should be noted.

Because of its importance, we will call (11.3) the funda­
mental formula. Before giving its proof, we will illustrate it 
by some examples.

Remark: In this survey paper we consider only continu- 
ous-time systems. Normand-Cyrot [41] has recently intro­
duced a discrete-time analog of the fundamental formula 
which gives birth to as rich a theory as in the continuous­
time case.

B. Examples

(i) Free Differential Systems
With Grobner [26], [27], consider a system without in­

puts

[ y ( t ) ~ h ( q ) .

Using formula (IIJ), we find

which is identical to (II. 1) except that the vector fields 
BQj B},- - -,Bm, and the output function b may depend 
analytically on time. As usual we reduce it to an autono­
mous system by adding one dimension q°

( i ° ( f ) - l ,  q \  0) = 0

? ( ' ) - £ „ ( ? “.? )  + Z  a ,( i ) 5 , ( ? “,? )
/ - I

j ( t ) - b ( q ° , q ) .

By applying (II.3), we are led to introduce the new vector 
fields

= /-I.•••,«.

The corresponding generating series is

m

9 -  b\m  + Z  Z  CJt • • • c,p \m xj.■ ■ ■ X1>
»>o y0, - 0

where q{0) -  (0, q(0)).
(iv) Bilinear Systems
Consider again the bilinear system (1.1). We choose a 

basis for the finite-dimensional vector space Q where q *  
(q\ -  * -,qiW). The corresponding vector fields are

/(o- z  m ,
a > 0

This is a familiar formula in the case of a linear differential 
system.

(ii) Commutative Vector Fields
Suppose that in system (II. 1) the vector fields commute, 

i.e.. that the corresponding differential operators commute: 
AjAy  *  Ay Ay This is usually expressed by writing that the 
Lie brackets [Ay Ay] = AjAy -  AyAj  are zero. Formula
(II.3) says that the generating series g is exchangeable (cf. 
Section I.C) and (1.6) becomes

V ( 0 -  Z
k(). A:,,- • - .k m

**■€,(»)*'••-UP*" 
V * , !  • • - * „ !

(cf. Grobner [26], [27]). No use of iterated integrals is then 
required.

(iii) Time - Varying Systems 
Consider the system

¡ q ( t )  = B0( l ,q )+  Z  Ui(i)Bi(t ,q)

v(t)  = b ( t .q )

4 The derivative with respect to a vector Geld is called a Lie derivative in 
differential geometry.

Aj(>

H

d

dq"

*

where is the transpose matrix. WritingX = (A,,- • *,X V), 
the output function h is /z (^ ) * \ ,^ 1+ ••• + X y^iV. Be­
cause of the transposition, (11.3) gives once again the series

(1.3).

C. Proof

The proof of the fundamental formula is essentially 
algebraic and generalizes that of Gr6bner [26], [27] on free 
differential systems. We will only sketch it and omit the 
part concerning the convergence which uses the same 
majoring series as Grobner. For more details, see [19].

First consider m +1 formal vector fields (i.e., formal 
first-order linear differential operators)

z v k , q\--
dqk

j  *  0,1,* * * ,m

where the df €  R[[q\-  • *,<?*]] are formal power series with 
real coefficients, in the commutative variables q \ - - - , q iS. 
The Aj's act in an obvious way on any element of

* *>4<v]]* We must now introduce the /?-algebra
• *,<?*]]«X»,  i.e., the set of formal power series in 

the noncommutative variables x - E X , but with coefficients

( a )

e, M )-*0(

Ci t,q >?)>

; = 0,1 ,m> w )‘M

f.?)3
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in Addition and shuffle product (and also We are now able to derive the two members of (II.6)

the Cauchy product) are defined in a completely analogous 
way.

Define the application A: R[q\ - • •,?*]] R[W*‘ * *•

h — \ ( h )  = h+  Z  £

*>*U+ £  £
a > 0

•-1;

where the right-hand side is a kind of noncommutative Lie 
series.

Lemma I  1.2. If /tlf h2 €  <xx, ol2 g R one
can write

\ ( c t xh l + a2h 2) — aiA(/rl)*fa2A(/f2)

A i / r ^ J - A i^ J u iA iA j ) .  (II.4)

+ c) 6

Once again, because of formula (II.5), we obtain

$*(0- #(*«.-• • .«*)+ £  “.(<)W ’-■ • ■**)•

/•«<*• Only the equality (II.4) requires a proof. It This is the required expressions, 
follows from

¿iJ O

D. A Noncommutative Symbolic Calculus

The practical computation of functional expansions and, 
in particular of the generating series, is not a simple matter, 

which reduces to (L7) defining the shuffle product. •  We propose here a recursive determination of the coeffi- 
As an application, consider an element of R[[ql, —  ,q*v]I dents by a fixed-point method.

Equations (112) are equivalent to

VS,*» "‘U,) ' q ^ t ) - qkm j ^ W ( r ) , - ^ ( r ) ) d r

W e Set + £  f'ui(r)eii (q'(T)y- ■ ■ ,q-v(r)) dr.
,-r°

A.(A)“  Y, UI<I' U1 • • ui [a((?‘v) ] B y  hypothesis, the 9* and the output function h are ex-
at, ,«»>o pandable in Taylor series around the initial state q(0)

(II.5) which we may take as the origin of the coordinates. To a 
function such as

where mak means the power ak with respect to the shuffle , . vx ^  ( n *, ,
product.

Take local coordinates as in (II.2) and set (k  »  1,* • •, jV) 

? * ( 0 “ ?*(0)+ £  £  Aja- --Auqk\m  
;0. •

<X{ , ■ * • , ct y > 0

associate

• * * d£ (H.6) where s \ -  • * ,rv GR«X>> are power series with constant
o ;o * terms such that I)*1 • * • (siW, 0 “'' is convergent.

The very meaning of the variables ;c0, x Xt- • - ,xm with 
y{c) -  +  £  £  /lyo • • • * * d$jo. respect to the iterated integrals shows that system (II.I) is

- , y , - o  ° ' 0 ' ° equivalent to

(II.7)

We have to show that the quantities qk and y  defined by
(II.6) and (U.7) do satisfy the equations (II. 1). Because of 
formula (II.5), it is clear iha.ty(t)**h(ql(t)t - • •,qk( t )).

Consider now the derivative with respect to time of an 
iterated integral We get

g*=*?*(O)+Jco0o* (g l,- - - ,g ‘v)+  £  *(0 * (a ‘. ”
l-t

8“

(II.8)

There exists one and only one (¿V + l>uple g l, -- -,g'v, g 
solution of (11.8), which is obtained by iterations.5

5In the fl-algebraR«X>.  consider the twosided ideal( X) of the power 
series with zero constant terms. The sequence ( X \  ( X)  , • • •, defines a 
fundamental set of neighborhoods of zero and thus a topology where 
R«X*  is a complete metrizaole space. System {II.3) defines a contraction

if'0=°

U,( f ) f  d£  • • •</£ \ i j r «  l S  , m ) .  Md it is then possible to apply (lie fUed-point theorem (for more details.
I •'0 see (191).

A .

V ' •V((0

by\«X,

Ia !.
7 . - 0

,?'V

A M j 4b 4. ,(Al'■iM /*.)

«¥
(<"

S(i' .*-v ) a»,
>0

Ui(j

•.3-V

C«

r(g‘.

“f( %,«
a > 0  j 0

Ivt0>

J?1
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The following examples will, we hope, illuminate these 
rather terse explanations. They will also be employed in 
Section IV.

Examples:
(i) Consider a linear stationary system

iq r(/) - / ? ( / ) +  £  u,(t)Gi 

\ y { t ) ~ H q ( t ) .

The state q belongs to a finite-dimensional i?-vector space 
Q and q(0) =  0. The G, are elements of Q\ the mappings F: 
Q-+Q, H: Q -* R  are /Minear. With the foregoing nota­
tions, we get

?(»)“ + E  G i f u i { T ) d T
Jo imi Jo

and, if ? - ( ? ' ,

i'(8l.---.8‘v)-̂ *o'(fll.-".8Af)+ E g.-*.

It follows

(1 ~ '' >8'V) “ E  Q i * i
i - I

and

8-/r(l-Fxor’(£G,*,).

Since we know that the matrix transfer function is

we see that the generating series is equivalent to it up to an 
elementary change of variables.

(ii) Take again the bilinear system (1.1). We get

+ M0dr+ £ u.X^Mjdr^qir)

whence

i I( 8 l . - - - . 8 * )  =  ? ( 0 ) + | 3 i ().*o+ £  M/*,J'(8‘. " - . 8 ‘V)

\g — --.8V) 

and

8-x|l— E^M;.xy|?(0)

-\<7(o)+E E
*>0 Jo,--.7,-0

which is again the series (1.3).

(iii) Consider the Duffing equation, which is well known 
in nonlinear mechanics

j!(r)-rqy(r) + uV(0+ 6v3(/) = «i(0-
The corresponding integral equation is

y ( t )  + a f {y ( r )  dr  + w2 f d r  f  y {a )  do 
Jo Jo Jo

+ b f  dr  f  y }(o) do

=* f  dr f  u,((y) da + j3f + a 
Jo Jo

where a and /? are two constants depending on the initial 
conditions: a »  >>(()), p  -  v(0)+ <zy(0). Hence the generat­
ing series of y  satisfies

8 +  « 0 8  +  « :*o8 +  bx%{giu gw g) -  x0x x +  Px0 +  a.

Remarks: (i) Practical computations will be given in 
Section IV.

(ii) In [22], one will find an application of the noncom- 
mutative symbolic calculus to give an explanation of heur­
istic computations made by physicists by means of the 
Fourier transform in a nonlinear setting. This confirms the 
fact that the noncommutative variables do generalize some 
properties of the Fourier-Laplace transforms.

III. Volterra Series

A. Definition and Relationship with Generating Series

Volterra series are today the most popular tool when one 
deals with functional expansions. Recall that Volterra in­
troduced at the end of the last century the following 
regular functional expansions (cf. Volterra [52], Levy [37]):

*0+ / % ( Tl)“(Tl)<*T,
J a

J a J a

+ . . .  +  J * . . .
Ja Ja

■u (r2) - - -u (T i)d rI ---dTl + ■ ■ ■  (III.l)

where the limits of integration are fixed once and for all.
In order to take into account the time evolution, a 

time-varying integration limit is introduced and one gets 
the so-called Volterra series

y(t;  u , ) - w 0( f ) +  f w y( t , t x)u{T{) d r y 
JQ

+ r /" V  (i, T, , r, ) u( T2 ) u( T, ) ¿T, ¿T,
J0J0

JQ J0

■u{rt )---u(rl)dTi---drl + • • • .  ( I IU )

There are several ways to define the kernels ws:
—In (III.2), we used the triangular version where t ^  rs

^ ^ Tj ̂  Tj ̂  0,

\8 = H'i g -.9*)

H\:p - f -GJ )dr1) “( t ,l ) “ ( T2

>T \)

* * *,Joy)*j
■xm ì.

\

?(') ?(o)-f-

'(gì1

r,)V*,(

’) drV(r
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—A very current way is to use symmetric kernels

y ( r , u , ) - M ^ { r ) +  ¿ t ,

A simple computation shows that to the word • • • 
x^xxx^  corresponds the multiple integral

ro -o
r [ ‘"Ut* r{)u(tz)u(r{) d ^ d ^

T‘ ) a' u( * ) • " < T: ~ TI) Ti H *1 
V o  k  a,! • • - a,!a0!

■ d r - - - d r v

+ . . .  + j  j ' - - - j ’rw;(f,rJ, - - - . r I)
Jo ■'o Jo Hence we can associate with (III.3) the generating series of

•ui
Ewhere w' is a symmetric function of the variables r „ - • -,r.. *,>o ' *’

The passage from one form to the other is ciassic. ’ . . ,TT
Remark: As usual the input is assumed, for simplicity, Remark: As Volterra had already aouced, series (III.l)

to be one <iimmsional may be considered as a funcuonal generalization ot Taylor
Roughly speaking the study of Volteira series may be expansions (cf. (521, (371). On the other hand, a Volterra

divided into three main classes: multidimensional ( ^ .2 )  where t is not fixed once and for all is

Laplace-Fourier transforms (see Sections III-D and IV for certainly by 110 means a Tay‘or «panston, although this
details and references), differential geometric methods (see has ofteQ been in the literature. It is in fact a
Introduction), and approaches related to functional analy- penurbative expansion with respect to the product of the
sis (see; e.g.„ Halme [2S}„ Gilbert [25% De Figneirodo and “ P*4“ - In a A“ “*  Publication, u will be shown that for
Dwyer [12], Sandberg [46], (471). Among the numerous causal f i n a l s ,  generating series have a natural inter-
attempts to apply Volterra series let us quote the recent PreIatI0n 35 Taylor expansions.

and original ones to nonlinear oscillations and Hopf bifur- B Application of the Fundamental Formula
cations (Chua and Tang (10], Tang, Mees, and Chua [51]). .

In fact there is a closed and perhaps unexpected rela- Consider ««■“  a system analo8ous f» .(IU ) w th
tionship between Volterra series and generating series. excePrion that we take a one-dimensional mput

Theorem IILL  The triangular Volterra series (IIL1) de* /<?(0 m ^ o (^ )  + u( O A ( ^ )
fines an analytic causal functional if, and only if, for any \ ( t \ ^ u  \ f ill 4) 
s > 0, the kernel ws(t , rx>- * • ,r,)  is an analytic function of
the variables r t, • • •, rs,t in a neighborhood of the origin, The determination of the Volterra series giving the output y
such that the radius of convergence of w0, w,, • • •, ws, • • •, has a long history beginning at the end of the fifties mainly
are bounded from below by a strictly positive quantity. with Barrett [2] and George [24] and culuminaung with

Proof: Expand vv (/, r,,- • ' , r x) not with respect to the Lesiak and Krener [36] to which one should compare what
variables i, r„ • • •,r t but t -  r„ rs -  tt_ lf ■• ■ • ,r2 -  r*, rx: follows (in this large time interval, let us mention for 

example Waddington and Fallside [53] and Parente [42] 
among papers we have not already quoted). Theorems II. I

T W 0-T,) ’• • • (lj — ft) T*0■“o and III.l yield:
Proposition UI.2. The output of system (III.4) may be

expanded in a triangular Volterra series (III.2) where the 
(III.3) kernels are analytic functions given by

wo(

vvt ( i ’ Ti ) ~  H Ao*̂ A'Q'h\q(Q) f

«'o* 1 0 *

~  er'/4°Aie i‘~r'>,t4>h\m

yvz ( ti rz>r | ) "  £  ^  j 2 ( —
2* !• 0*

w,('. V . Ti) = £ A^AxA ^ - - - A xA^h\,A, h, b - ' . Y ’- *
_ i __ _ p

s * K0 *

er'

* ( 7\],r ,)u

Ws. ra •ai 0*r r  •) -M xS<: Yats X Q .
TJ* Tl) ¿ iV *

wi Í,1 -T.

«0»a ,at >0

4i< i <7(0
£

*! ^U(0i

4,e r j - r ,
1,(0) _

A’qV A'Q's í(0)

M 4, ¿ i f(0)'
-Tf)/4°/l

ipplication
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C. A Variant Consider first the linear stationary system

If -x and y  are two noncommutative variables a well- ( A m  f 1 ( -  'I ( ) d
known by-product of the so-called Baker-Campbeil- Jq r ) u\ T) 7
Hausdorff formula gives (cf. Bourbaki [4], p. 59) where

E E a- ~ r ~
y>0  *>0

The operator ad\ is defined recursively on v is an analytic function. From Theorem III.l, the corre-
x sponding generating series is

r-
2- a,x$x\

ad lxy  »  [x , y], where [xy y]=* xy -  y x is  the Lie bracket *>o

y *  ^  ad*y\ w^en the transier function is

With obvious notations, we may write L  "“1^7 *
P

e ye xy. This confirms the relationship between Laplace transforms

We deduce a variant of the formulas of the foregoing ^  noncommutative variables.
proposition which was stated in [20] in order to solve a Consider now lhe homogeneous tune-invariant system in
singular optimal control problem. triangular form

Proposition III.3. The output of system (III.4) may be y ( t )m  f  C*...  j \ ( t -  Tj, rf -  x, ♦•• ,r2 -  r , )
expanded in a triangular Volterra series (III.2) where the 0 0 0
kernels are analytic functions given by * * u(rx) drx- • • drx.

*2 (t

» (eadriÂ*A])(ead'iÀoA\)etA(*h\<7< 0)

» .( '■v . f i ) -  E , .1. ,

>{ead' <7(0)*

Remarks: (i) In those formulas, the Volterra kernels With respect to t -  rs , r s -  t , ^ , -  * * , t2 -  r „  t j  time-invari-
are expressed with respect to r,, r2,* * -,r,, t and not, as ance implies that ws is independant of tx. Corresponding to
before, with r v  r2 -  r,,* • - ,r -  rs . Notice that we do need the Taylor expansion 
Lie brackets to give the precise expression. , _  ,at ,

(ii) We know (Grobner [26]) that eM°A|f<o> *  h\qr where w, -  £  a i i — — ^¡1—ILL-
qt is the point reached at time t by q satisfying q = AQ(q) <*„• ••.<*,><) ” a,. • • • a-
with the initial condition 9 (0) Hence we arrive at the we the adn senes 
following formulas where the denvauons are taken with
respect to q(0\ i.e., w.r.t. the dependence of qt on the initial £  aaw..Ax^xx
condition <«„•••.«,> o

wQ(t) *  h(qtyqi0) It is equivalent up to an elementary change of variables to 
ad*A a  rê ar transfer function introduced by Mitzel and

"W* Ti) *  (* 10 i) ( ) !  ̂ (0) RUgh [4 0 ] (see RUgjj [4 5 ]) which is here

\  *

• • X S ' X , .

exye“ x’ V.- adf

As for the fundamental formula, we will not dwell on the 
question of convergence. More details are to be found ir 
Lesiak and Kjener [36].

Obviously the same change could be made with the for­
mulas of Theorem III.l.

D. Some Remarks on Transfer Functions

woOW'̂ ALo)

w,(r l?(0)«E -
-ÌTo1,1

-  (eai' -0 A,)e‘

>A,y [e“ ', \etA*h\***AX

Û(O)t!aqA\{ac

1i

• p r '
a*,

WÀ 7 \ ) (ead'i [ettd*sA o. )h(qt)\q{ov

t: [eadri4 eadr

IW

'A \)h( ?r )i 0>

t - T )

V\

< y - y

Ao¡
Tl )  =

T2>T1
1

yo-yi'
aci’X 4|>[ad] )e‘À

4 )*

i.r , «i.-
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Those transfer functions exhibit some remarkable proper­
ties: they correspond, to a bilinear system iff they are 
recognizable (cf. [14]), i.e., of the form 

P, ) /Q\(P\ ) - - -QAP, )  P .Q X, - - , Q ,  are polynomi- 
ais. As noted in [18], this property may be seen as a direct 
consequence of the theory of noncommutative rational 
power series.

Remark: There are at least three types of high-order 
transfer functions one can introduce:

—the symmetric ones corresponding to symmetric Volt- 
erra kernels (see Section IV),

—the regular ones due to Mitzel and Rugh and which 
have a very natural interpretation thanks to noncommuta- 
tive variables,

—the multidimensional Laplace transforms of the trian­
gular Volterra kernels with respect to the variables r,,- • •, 
rt , t (Section III-C). Until now they do not seem to have 
attracted any attention. One should certainly select the 
type of transfer function according to the problem one is 
interested in.

IV . D e t e r m in a t io n  o f  V o l t e r r a  Se r ie s

When the input-output behavior of a system described 
by state equations is of interest, a representation, generally 
the Volterra functional representation of the solution of the 
state equations, is needed. Several methods have been 
developed in the literature for determining the kernels or 
the associated transfer functions based on classical sym­
bolic methods (cf. Brillant [5], George [24], Bedrosian and 
Rice [3], Bussgang, Ehnnan and Graham [7], Chua and Ng 
[8], [9]). Among them, the method of exponential inputs is 
particularly used. After briefly reviewing this method, we 
describe a neiw technique based on generating power series. 
This approach has the advantage of allowing more easily 
the use of a computer. This becomes necessary as soon as 
one tries to obtain high-order terms. The two methods are 
illustrated by analyzing a simple nonlinear circuit.

A. Exponential Input Method

A convenient analysis method of evaluating the nonlin­
ear transfer functions is the so-called “exponential input ” 
method which is considered in this section (Bedrosian and 
Rice [3], Chua and Ng [8], [9]). Following those papers, we 
will consider, unlike Section III, stationary Volterra series 
where the time interval of integration is unbounded

replaced by a symmetric one by setting

ail permutations
of t ,  . • • *. rn

The multiple Laplace transform of the n th-order Volterra 
kernel n > 0

•••■0=/ ■••/ M ri. 
Jo Jo

•exp(- 5,T, - f?T,------ v , )  ¿ V  " drn

is called the nth-order transfer function. Since hn( t,, • • •, rn) 
is symmetric, so is Hn{sx,- • \ s n).

Thus the output of a nonlinear system in the form (IV. 1) 
entails the determination of Volterra kernels hn{rx,- • *,7j 
or similarly the nonlinear transfer functions Hn(sx>-- -,sn). 
To this end, let the input u(t) be a sum of exponentials

u(t)  =* es,/ + eHt +  • • • + eSkt

where j,, ¿2,* ‘ •»«** are rationally independent.6 Then (IV.I) 
becomes

+ f  f  h*,(ry,Tx)u(t — Tj)u(/ — t , )  drxdrz 4* 
Jo yo

/•CO /*00 /"OO

. . . + /  j  . . . J  A„(Tl,T2l--.-fTj

y{ 0 - E
rt- 1

k k

Z Z
*,-l k 2 - \ fc.-l

(IV.2)

• FI u ( t - T i) d r l dr2---dTll+  . (IV.l) 
<-1

The input u is one-dimensional. It is well known that, 
without loss of generality, the kernels can be assumed to be 
symmetric. In fact any kernel hn(rx,- • - ,rn) in (IV.l) can be

If each si occurs in (j^ ,- • times, then there are
n l / ( m xlm2l • • * mfc!) identical terms in the expression be­
tween brackets.

Thus (IV.2) can be written in the form

-V(0- Z Z m !m , . . .m ,Hn{hr"'>skJ
n — I m 1 - *

•••

where m under the summation sign indicates that the sum 
includes all the distinct vectors (m 1 ,* • *,mfc) such that 

k

Z mi “ «•
» - I

Note that if mx »  m2 =* * • * *  mk *  1, then the amplitude 
associated with the exponential component exp(^ + • * • 4* 
sk)t is simply k\Hk(sXl- • - ,sk). This suggests a recursive 
procedure for determining all the nonlinear transfer func­
tions from the equations defining the behavior of a system. 
Rather than a general formulation we apply the method to 
the simple nonlinear circuit (Bussgang, Ehnnan, and 
Graham [7]) of Fig. 2 consisting of a capacitor, a linear 
resistor, and a nonlinear resistor in parallel with the cur­
rent source /(/).

The nonlinear differential equation relating the current 
excitation i(t) and the voltage v(t)  across the capacitor is

6The number ' * *.■** are said to be rationally independent if there 
are no rational numbers a , ,a , ,  --.a* such that the sum a,*, + aiJ* 
+* • * • +> ak sk is rational.

n. ' •Tn) ' *.( •O-V

>rJ

¿k ■5*t •h.

sk )<)

y(f
r00
I A,l )¿T,lu(i-Tn)

L LUC}

P(PU

k
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fi«  ©
K.v

k v 2 or, in its integral form

Ü]v /(/)+/„_, ÎV(ti) ̂ Tt+ K-i J'dTi J 'y(r\) dr\
J0 •'0 4>

Fls- 1 + • • • + /„  j ' d r j  dr„ f  • ■ ■ d-r2 (  ' y (r t)d-rt
•'o ■'o •'o 70

given by

^ ■ - r k , o ( t )  + k 2v2(t )  = i( t) .  (IV .3)

m f u
+ E  P , f  ¿T»/  "¿T„ - y ( r  1 ) * 1  

i -  2 0 0 0

■ f r<*T"/  1 • • • dr2 f  “ ( Ti ) dr}

a + *S E  m “ ”"*0"-1*!
f«0

i + E W I  *5
i — 0

A single exponential excitation is first considered 'o "-'o “'o

/ ( f ) - e " .  (IV-5)

Equating the coefficients of e"  on both sides of (IV.3) after if we zer0 ùùùal conditions.

the substitution of (IV.2) for v(t)  we get Let g denotes the generating series associated with y{t).

( s +  k , ) Hx (s ) »  1. then (IV.5) can be written symbolically as

Thus for the specified circuit, the first-order Volterra trans- / n- \
fer function is U + H . IjXjp*

1 I y -0  
H (s)  ~

1 s + k x where g tu1 corresponds to the nonlinear functional / ( t ).

To determine /f2(s., * )  let us take ^  ^gebraic equation can be solved iteratively, follow­
ing the recursive scheme

/('/) «  eSyt + es-‘
8 -  +  g 2 +  * • * +  9* +  * * • (IV.6)

and identify the coefficient of the term 2!e(J,+,2j', after the 
substitution of (IV.2) for o.(r), in both sides of (IV.3). We
obtain / \ “ l

+ , ) - o .  91 " l 1+ x r 'x '

This yields Hz(sv  s2) in terms of tfjU ) and

H2^\<sl ) “ - k 2H l(s\ ) H l(sl ) H \(s l Jrh ) -  I <t-l

Similarly, the third-order nonlinear transfer function is 9» : 
obtained by injecting a mixture of three exponential inputs

+ + • E  Pi E  8, ,mg,,tu ••• lug^.

and equating the coefficients of 3\e{i^ s^ s )̂t on both sides 1
of (IV.3) This formula shows that the computation of g„ requires the

1 shuffle product of expressions of the form 

~  -  ^ [ H l {si, s z ) H l{s-i) + R i( x 0) x tR z ( x 0) x r  ■ ■ x^Rp{x0)

+ + i 2 + j 3). where £ y(x0) ( j  *  I* *•*,/?) is a rational series in the single

Repeating this process indefinitely givJs higher order non- variable *?• C om posing  this into partial fractions allows

linear transfer functions in terms of lower order nonlinear us 10 conslder the «pressions
transfer functions. ( 1 -  a0x 0) " r*xx(1 -  a ,x0) *■p' x l ■ ■ ■ x ,( 1 - aqx 0

B. Generating Power Series Method p, £  /V, ( / = 0, • • •, q ).

In Section III-A. we have derived the relationship be- Finally, if we note that 
tween functional Volterra series and generating power - p
series. Here, we describe an algorithm for finding algebrai- '  ax° * *  V ~ 

cally the generating power series associated with the + j ( 1- a x 0) ” lx0(l
solution of a nonlinear forced differential equation. The
equation we are going to consider is we only need 10 comPute the shuffle Product of noncom-

mutative power series of the form

L y ( t ) + Z PlA i ) ‘ »( i)  ( ' -  a0x 0) ~ 'x it( \ -  a]Xoy lx h - ■ ■ x lf( \ -  apx 0) ~ ' .

A  d ‘ g {0 . 1}.
(IV.4) '

, -  o àil This results from the following proposition.

tv

n — '

/ - (
í*0

U r mk\) H2(s *2) + * i ) # 2 Ui) =

*j( 3̂) 5

h ) ^ U 2)l
i w c  >1

H\(s \

I *1

-tp- l

/ — 2

1 - 2

/ -n

t ( f h H. (•*1



Proposition IV.î. (cf. [34]). Given two noncommutative (IV.7) gives 

power series t f m q i

i P ~ ( l - a 0x oy ' x u( \ - a , x oy ' x h - - - x lf{ l - a r xoy l - [ a f - ' ^ l - a ^ J ^ u i a r 1]-*,, 

md , , + [ 9 r ,*i,(1-a /»jco)’ ,|“9 r 1*/f( i - v ® ) " 1]a/»jco
a f - ( l - M o )  xh { [ - b xx 0) r , ,1

, . + U r * , , ( l - V xo) m q r \ ( \ - b r x0) ] bqx,y

m i l  xl , \ \ - br xo) ^  . .
Thus we obtain

where p and q belongs to jV, the subscripts /„ •• • , / , ,  f a 'iu a ^ i l - i a  -f b )x  1 
j\>m" J q to{OA)andaf,bj to C; the shuffle product is given *- p q °-*
by induction on the length by »  ( g f u i g i p l ).x^ + ( g f “ l iu

gfttigf- (gfujgr,)̂ /<,[l-(«^ + fr<7)^0]_' QE-D‘
_ l Using this proposition, g, is obtained as a finite sum of 

+  ( g f ’ l« u « ! ) ^ [ l - ( a J, +  ^)j fo]  expressions of the form

with (1 ~ <*qx q) ~ n x \i^ ~ a\x0) ~ f ' x x •••.«,(! —aix 0) ~ Pl.

( l -< rCo)" lm ( l - 6x 0) ' 1 - [ l - ( a  +  6)xo]_1. ^IV'8^
The expansion (IV.6) is “equivalent” to the Volterra 

For example, if we choose series expansion of y{t)  (cf. Section III-A). The algebraic

/î - ( \ ^ n  v ^ v a* 1 closed-form expression of triangular Volterra kernels can
\ o*o i,v ! oJ - /A 2 o; be easily deduced from it since the expression (IV.8) is a

and symbolic representation of the /-dimensional integral

g2= o - w  X . o - w  ' i f ■ ■ ' / > ( ' - T.)■ • • f t- :(t2- ti)/*(ti)
then 0 0  0

Ci / i - i  fi / l - 1 •u(r i)*--M(r1) ^ . - * - i f r 1 (IV.9)
Si»ug2 * [ l - ( < i o  +  *o)*o] *ix[ l ~ ( a i +  ^ )*o J  ^

where

• [ l - ( a 1 + 00) x 0] “ lA:/ i [ l « ( a 2 4 - ^ ) ^ ] ‘ l , v
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+ [ I -  ( <z0 + ) x0 ] ~ 1 Xi, [ I -  ( ax +  b0) x 0 ] ~ 1 / /  ( 0  -  V  M ;- 1

• [ l  - ( ¿ Z ,  +• & i ) * 0 ] * i 2[ j ~ ( a 2 +   ̂ I

+ [ l - ( a 0 +  ^0)^ 0] ’ ,.x/ | [ l - ( j 0 + ^1) ^ 0] “ l^ i technique presented above is now used to compute
the generating power series associated with the previous 

♦ [ l  -  ( a t + 6 j),x0] ’ l.xfz[ l - ( a 2 +  6 i )x0] ~ l. nonlinear circuit. The integral form of (IV.3) is

Proof: Let us consider the formal power series » ( 0 + * !  f u ( r ) dr + k z f ^ i 7) d r = H i 7) dr
Jn

flf “ a r ' * i , ( l -  «,*<>) "' 

a ! - a  r ' ^ O - V o ) ’ *-

where we assume a zero initial condition, 
and Thus for the specified circuit, the generating power series

v „ t is the solution of the algebraic equation

Q+kxx0G + kzx0Qmq=xx 
Their shuffle product is given by or

+  V o ) " * « » ] “ « ! " 1*/, g - - f c 2(l  +  fc1x0 ) " lx 0[guig]  +  ( l  +  fc,x0) ' ,jc1.

J i  jLh [ \ - h  ■ 1 e(lua^on IS solved iteratively by a computer program 
[ q\ qx 0 / *0] [32], [35]). We obtain Table I, where the symbolic 

where we use the identity notation

( l - a x or ' - l  +  a ( l - a x or V  (IV.7) a# ^  ^  ^  *'* a /

Applying the definition of the shuffle product and equality ¿1 ,* • * €  (0,1}

-ar mar\
' KKx»ar¡--‘a■[31

- to )"'V

af lJCi 1 +  Í

1-IJ4
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1 x,
k. ‘ 0

TABLE I tional calculus. A direct generalization of these techniques,
—  1 .............  .....=  to the nonlinear domain, leads to multidimensional Laplace

and Fourier transforms; but the computation based on 
these is often tedious, even for low-order Volterra kernels,

2 k, x. x. x,
k, 2k1 k, ‘ o and seems difficult to implement on a computer. An alter-

A ^ xo X] X(j Xi native method presented here, based on commutative vari-
ki 2ki k: 2ki ki 0 ables and on the properties of iterated integrals, leads to a

12 x0 x3 x, x, x, simple nonlinear generalization of Heaviside symbolic
3 ki 2ki 3ki 2ki ki 0 calculus and to an easy implementation on a computer. It

3 ** k 2 k k *Q 2 k  ̂k *° 2 k, *l k ** o IS eomParc^ with the association of variables introduced by
George [24], that we shall now briefly review.

0
A. Association of Variables

** k, 2k. 3k, ** 2k, ** 3k, ** 2k, ** \   ̂ o If the Volterra kernels are known for a system, then the
_24 k; Xg x. x. xg x1  ̂ xl output j>(r) for a given input u(/) could be obtained.

k. 2k. * «, J 2k, 3k, 2k, k, o However, as for linear systems, where the use of Laplace
-144  ̂ Xg Xg x, x, x, x, transform allows one to develop a powerful operational

*1 2ki 3ki 4ki 3ki 2ki *S 0 calculus, one can introduce here the multiple Laplace
♦ 48 *z s *1 v   ̂ ic 2k  ̂ k  ̂ o transform. Indeed, let us consider the “/ith-order output”

w  ̂ 3kl  ̂ ‘  ̂ * corresponding to the Volterra series (IV. 1)

+432 ^ 0 0  0 
^  k. ^  2k, ^  3k, 1 2k 3k. ^  2k. ^  3k. ^  2k. 1 k ^  0

. i l  ■ u { t - r xy - - u ( i - r n) d r x- - - d r n.
>288 C x , x » x . x . x , x . x x K

k, 2kj 3î  4kj 3kj * 21̂  \  z\  \  0 Introduce a set of artificial variables t^ t^ '  * *>/„ so that
>864 £ x. x, x. x, x. x. \  x x ,00 ,00 f co

k, - 2k. '  3 k . /  »k, • 3 k , /1 2k, 3 k , /1 2k, k, ‘ 0 V . Ü 5“  /  /  A0 ( ’ ,| » ’ 2 , " - . T i i )

* 1728 ^  k . / 3 2 k,/ =  3 k, 4k, ^  3 k , ^  3k, X‘ 2k, k, *l 0  • a ( i I - T l ) - - - « « ( r 11- T . ) r f T I . - - r f r .  ( v . l )

* 8S4 ^  k. ^  2k, ^  3k, ^  2k, X° 3k, X° 4k, ** 3k,,^ 2k, ^  k, ** 0 311(1

t lU  * s S K S k . S O k ,  V V 2ki \  *>0
2a80 £ x x  x, x, x x, x, Then, taking the n th-order Laplace transform of both sides

- O  2 ^  3 k / 4k, a 5k,  ̂ V  3k,  ̂ zi\ \   ̂ 0 0f (V.l) gives
> 1 6  le x_ x, x_ sc x ît X x x n

Vs Vs ^ s 0
f-l

— -------------------------------------“  where U{st) is the usual first-order Laplace transform of
the input Thus, as in the linear case, the convolution in the

stands for time domain corresponds to the multiplication in the
_ j . frequency domain.

(1 -t- aQx0) xI((1 + j ^ 0) • • • Now, assume that the nth-order Laplace transform of

(1 + a ,^nr lX (l + a je.)"1 '** ' “ S*“  md >.(0 is
" desired. Obviously, one can perform the nth-order inverse

Remarks: (i) The expansion in Table I is “equivalent” to Laplace transform of ^ ( ¿ j ,  s2," -  ,j„)
the Volterra series expansion of the solution up to order 5. ( * * , • • • ♦ * )

(ii) Viennot has recently informed the authors that he <«) 1» 2 * *
has found a combinatorial interpretation of the previous /**- ^700. . .  fa'+ JCO y  fs s y
computations which should make the programming much (2irj)n -  joo K, - y00 (n) l*
easier. «/*. . .+*(  » . / . .

•es'l'+ +S'‘'dsr --dsn (V.2)
V. Symbouc Calculus for the Response of

N onlinear Systems m<  ̂ sel r, »  r2 » —  *  tn *  t. However, this computation is

Our next objective will be to show how the Volterra often unwieldy. In order to bypass this difficulty, George
series can be used to determine the output of a system [24] developed a method whereby the rf variables could be
subject to various deterministic excitations (steps, slopes, set equal or associated without leaving the transform do-
harmonics, etc.). In the linear case. Laplace and Fourier main, leading to a one-dimensional Laplace transform
transforms are systematic and powerful tools of opera- Yn(s). Indeed, let us consider a two variables transform

-24 t;
‘ iX3 ,

Xn
‘ 3 S. \

yAt ■PJ0rJo fJ0 •TJT2>*

y.C JW (f..' - . O

*ÍJ •.j »; h ,i>i.-

n

u w .

y(n)(>l»r2>* *

(2?i

1

c .

S 'o
*1 *1 

lkl 2ki S2 k. 3
► 144 II

k
_ _ w
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y;a ( j,. s, ). setting 11 = N = f in (V.2) yields

1 r<*z +■ j*3

I v j L - j c e

1 r«y
i v i  L ._2_,- / eSzl ds-y.

Changing the variable of integration s, to s =  s, + s2 gives 

,)=•

I p - / -  i r - ' t , ! , - , , , , , ) , « *
[2*7 V ;oa rav 

or, by interchanging the order of intégration

eSzlds->

2flV V «2-yoo
estds.

Thus the associated transform is

r^ i “̂ 2^7/*l + y<!8l,(2>(i “ i2’i2)<Ìy2- (V-3)
“ 7ry -  >oo

Similarly, a transform of any order can be reduced to a 
first-order transform by successive pairwise associations. 

For example, let us consider the third-order term

__________________I_________________

+S2 + ¿3 + <*)(•*! + <0(*2 + a)(h + a)
Using (V.3) to associate the variables s2 and s3 yields

Define the transform (known as the Laplace-Borel trans­
form) of u(t)

3u,o= £  ui*)x o-
n> 0

(This series may be regarded as the generating power series 
associated with u(t) since

" ' " ' j  dT' j '  n- Jq jo jo jo !

Then we can state the following result [33]:
Proposition V.l. The integration (IV.9) defines an ana­

lytic function, the Laplace-Borel transform of which is 
given by

(1 -  a0*0) " '% { go(0ui( 1 -  a,x0) '  ?,.t0

•[g««)1“ * * - - *  ]}- (v -4)

Thus it is simply obtained, by replacing each indeterminate 
x x in (IV.8) by the operator x0[gu(f)m •].

This results in a single variable transform (i.e., the 
Laplace-Borel transform) and thus the shuffle product 
appears as an operation which implicitly takes into account 
the technique of association of variables.

Proof: Let / , ( / )  and f 2(t)  be two analytic functions, 
g/i(/) and g/2</) their corresponding Laplace-Borel trans­
forms. Based on the results in Section III-D, one can first 
state that

8/7,<r)rfr~*O0/,<O

( i t + s2 + a ) ( i l + 2 a ) '

Then associating s y and s2 results in the first-order trans­
form

l

and

(V.5)

(V.6)

(s  + a )(s+ 3 a ) ’

The procedure for computing Yn(s) from y(rt)(5 ,,s2y‘ " ,  
sn) is called association of variables. Although an explicit 
formula for performing the associating operation in a wide 
class of Laplace transforms has been obtained in the 
literature (see Rugh [45] and the references herein), this 
technique has seldom been used. The main reason for this 
situation seems to be the tedious manipulations involved 
and the difficulty in decomposing them on a computer.

B, Soncommutative Symbolic Calculus

Using the noncommutative generating power series, we 
develop in this section a symbolic calculus for computing 
the response of nonlinear systems described by (IV.4) to 
various deterministic inputs (steps, slopes, harmonics, etc.). 
Such computations may be of interest in order to get 
nonlinear distortions. To this end we show that integrals of 
the form (IV.9) can be expressed in terms of “elementary 
functions’* for a specified set of functions u(t).

Let the input u(t) be an analytic function

«(O - £1

3A<ox/ j(() “  S/.if)1“ S/,«).

Now, let us consider the expression

( l - a 0-*o)’ ;’,,*iO -<V C o)"'’' (V J )

which is the symbolic representation of the integral series

E (*>♦;-■1 )»;/V -  • ■ /V,/"«<„)/''<„) d,,
n>Q\ n J Jq Jq Jo jo

(V.8)

where

/ / ( o -  z  ( ' + * - 1 - r * ,
n>0\ n I J0 J0 J0

is the inverse Laplace-Borel transform of (1 -  
Following (V.5) and (V.6), the Laplace-Borel transform of 
(V.8) is

n>0 U n ' 1

-  ( l -  a0jc„)” ' % [g U(„ui( 1 -  axx 0) '  p' ].

Thus it is simply obtained by replacing the indeterminate 
x, in (V.l) by the operator *0[gM(#)ui •].

The proposition (V.l) results from repeated application 
of this rule to the expression

0  “  aoJco)~ ,#Jti(^ “  a\xai)~ x\ ' ' * x tU — aixa)~f'■ •

y< a ( M .)

r J(i l .

i Jo
y rJ

ya>( •f.)

, J ,)~ h dsz

n> 0

)«ô*5 |*0 [®«< a,je, I - ]
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t a b l e  ii

La p l a c e -  Bo r e l  T r a n s f o r m  o f  So m e  F u n c t io n s

a(c) I (jtiW
u n i e  a cep  i

4a i  o

( ‘ -  “ o’“*
/ X  2 2.-1

cos(uic) (1 * U X  )
__ _ _ _ _ _ _ _ _  o____

Now. assume that gu(0 is the rational fraction 

( l - a * o ) - '

that is, u(t) is an exponential polynomial of the form

then, the simple identity

( I - O X o ) " '»  £  [P 'W l - O X o ) " 1 
;-0V  J I

■ x 0^ - a x o y ' x 0 - - - x 0( \ - a x oy >
4________  t_____L

j  times

and Proposition (IV. 1) allow to derive a closed-form ex­
pression for (V.4) as a rational fraction. The corresponding 
time function, that is, the value of the integral (IV.9), then 
results from the decomposition into partial fractions of this 
rational fraction. The same technique applies when gu(/) is 
a general rational function, regular at the origin. Let us 
note here, that to compute the response, one only needs to 
know the Laplace-Borel transform of some common func­
tions (Table II).

In order to illustrate the use of this rule, consider again 
the nonlinear system shown in Fig. 1. Its response to an 
input i(t) derives from Table I by

(l + ^,j:0) ' ' x 0[g1(0iiil]

-2 /c ,( l  -¡-/c,;c0) _ ';c0(l+2fc,

- [a.<0iu(l + A:,je0) _1je0[gj(0uj l]]

-H A:,jc0 ) ~ 1jc0 (1 -h 2 * , jc0 ) _ 'jc0

•{8,(,)w(l + Mor'*oO+2*1.Xor1*o

• [g I(,)iu(l + fc1x0) " lx0[g 1(,>u jl]]} +  ••• (V.9)

where gt(n is the Laplace-Borel transform of /(/). 
Application.
1) Let us, for example, compute the response of the 

system to the unit step

i ( / ) - l .  t >0 .

As the Laplace-Borel transform of the unit step is 1. the 
neutral element for the shuffle product, the Laplace-Borel

__________________ TABLE III__________________

1 X,
*1 '°

- 2  k ,  X .  • V,
k ,  “ 2 k ,  ‘ k ,  ’ 0

♦  4  k*  % X ,  X ,  x 0 x 0  
k ,  2 k ,  k j  2 k 1 k :  0

Xf\ Xft Xn *« Xl>
2 k ,  °  2 k ,  °  3 k ,  “ 2 k ,  5 k ,  0

k i  X .  X .  X-  X .  X .  X .  X .  
kx '  2 k j  °  k .  2 k ,  k ,  0 2 k ,  k ,  0

- 2 4  k i  X-  X-  x ft x „  X.  x *  X ,
‘  k j  w 2 k j  3 k T * 2 k ,  * ^  u 2 k ,  * k .  " 0

- 7 2  k^ X,  X.  X j u  x n X ,  x 3
" k.  2 k ,  ‘  314 0 2 k ,  314 '  2 k ,  k,  0  

- 2 4  kJ *0 x fi * -  *n x a x 3 x *

‘ >H >S “ 2ki 3ki 2ki S °
- 1 4 4  I I  X,  x_  X- X x n x „  x

k.  '  2 k ,  3 k j  4 k ,  3 k .  " 2k^   ̂ k,  0

TABLE IV

J s  '  J .

' *  **  k ,  ^  2  k ,  , J  « .

^  k. '  2S \ * j *  *  0

A £ *n *n *n *3 Xc¡
2 *  k, 2 k ,  k, ♦  j u i  2 k ,  * j u *  k, +1. )*  3 j -

<4 k! *- ^  x" *15 *a
2 2  kj  ’ 2 k ,  k,  + j u *  “ 2 kj > j w  k,  + 2 j u  j -

+ “ *C ^ s  *n *3
2  kj . 2 k j  '  kj ♦ j »  ^  21^  ^  kj ^  j -

+ 2  ^  s  ^  2 k ,  \ * j »  15 2 k ,  » j «  ^  k ,  *  - j »

* î  ^ ^ *  2k, ^ 3k, S k , - ; »  “ 3 i -

+ o ^ *a *3 ^ *3 ' *3
2 2  2 k .  3 k ,  2 k ,  * j u >  kj + 2 j u i  j < -

+ 2  ^  kj ^  2 k .  ^  3 k ,  ^  2 k .  * j  w ^  ^  J -

+  2  ^  kj ^  2 ! ^  ^  3 k ,  ^  2k^ + j «  ^  k, ^  - j «

+ c o m p l e x  c o n j u g a t e s

transform of v(t)  is given simply by replacing each varia­
ble x, in the generating power series g by the variable .x0 
(Table III). Then, by decomposing into partial fractions, 
we get the original function

»(■

+ ^ f  [2-h(1 — 2Ar,r — 2Jkfr2)e_fc'' 

-2 (1  — e-3*1']-t- ••• .

[p - 1

- ( 0 -  I l
W- o

r)<"

H O
it

i  1 I«1'■l>
l 4i

k \ *?

i k,i\' e~te'■2 kh i

v l k { e-2ic,
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2) Let us now consider a harmonic input

i ( t ) 33coswt  -  +■ r ^  0 .

Its Laplace-Borei transform is

3 .to  “  T  [ ( 1 ~  Ju x o ) " '  +  ( 1 +  Ju x o ) ’ ']  •

Applying (V.9) gives (Table IV). The time-domain response 
is then

[3] E  Bedrosian and S. Rice, “The output properties of Voiterra 
systems driven bv harmonic and Gaussian inputs,” Proc. IEEE. vol. 
59, pp. 1688-1707. 1971.

[4] N. Bourbaki. Groupes at Algebres de Lie. Paris, France : Hermann. 
1972, ch. 2 and 3.

[5] M. Brilliant, " Theory and analysis of nonlinear systems." MIT REL 
Tech. Rep. 345. 1958.

[6] R. W. Brockett, “ Voiterra senes and geometric control theory,” 
Automatica. vol. 12, pp. 167-176, 1976 (addendum with E  Gilbert, 
vol. 12. p. 635).

[7] J. Bussgang, L. Ehrman. and J. Graham. “Analysis of nonlinear 
systems with multiple inputs.” Proc. IEEE, vol. 62, pp. 1088-1119. 
1974.

» ( * ) ■
l

~ [ ~ k \ e ~ k'‘ + k {cosut  + u sin u /]

k ,

l { k 2{ + u 2)
-L g*2 k*‘If + — sMute~k'* - ~ r  

« k.

2
-2*,/4 _kxt k f - u 1

2[2^j<jcos4îî -{& ? -  <«j2)sin<di] g 

a ( k \  + cj2 )2

-  cj2 ) —4 ^ 1<*>2] cos2m  -  [ l u ( k f  — o r ) + 2 k \ u \ s m l u t  

{ k f + 4 J ) ( k i + u > 2)2

The steady-state response may be obtained directly from     [8]  L. 0 . Chua and C. Y. Ng, “Frequency-domain analysis of nonlinear 

Table III by considering only those terms which do not       systems : General theory," Electronic Circuits Syst., vol. 3, pp.                                                                                            165-185, 1979
vanish for large t [9] ___._ “Frequency-domain analysis of nonlinear systems : Formula-

t , \  1 x ' 0 ( / )  =  T2 I 4- Ar,.r0
rJ'u

*o - - • / / «

- T * ,
2 (1 -t- fc,jc0)(l -K2Ar,jc0)[H-{Ar, -i- yta)je0]

«2 j u t

x0 -  -  l/2 ju

2 2 (1 + Mo)(l -t-2/r,JC0)[l +(A:, + yu);c0][l + (2*, + yu)*0][l +(£, +2yu).t0]

- - k 2 7 Ki

- ± k i

(1 +  /c,jc0 )(1  + 2& ,jc0 ) [ l  + ( i ,  +  y u ) .* 0 ] [ l  +  ( 2 £ ,  +  y u ) jc 0 ] [ l  + (< :, +  2y<d)*0 ]

2 * (l + fclx0) ( l + 2* ,^ 0)[l + (fcl -l-;u )x 0] [ l  + (2Ä1 + yu)x0](l + Ä:1̂ 0)

¿3  j u t  

X*--1/3/m

eJ«t

*o~ -  •//«  

g ju t

• l/y«

*0_ i k i _________________________________________________________
2 1 (I + fct.x0)(l +2£,jc0)[l + (&, + yu)jc0][l +(2£, + y«)x0](l + k lx0)

+ complex conjugates + ■ • • .
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ALGEBRAIC COMPUTATION OF THE SOLUTION OF

SONE NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS
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1. INTRODUCTION

In this paper, we are concerned with solving algebraically the forced non linear 

differential equation

where L is a linear differential operator with constant coefficients. Several pa­

pers have been written about the use of multidimensional Fourier or Laplace trans­

forms for the solution of such a differential equation (see for example, Lubbock 

et Bansal [1]); but the computations based on these are often tedious and seem 

difficult to implement on a computer.

The use of a new tool : non commutative generating power series [2] allows us to 

derive, by simple algebraic manipulations, a functional expansion (i.e. the Vol- 

terra series) of the solution. The s y m b o l i c  calculus introduced appears as a natu­

ral generalization, to the nonlinear domain, of the well known Heaviside's opera­

tional calculus. Moreover, by using symbolic computation systems, like REDUCE or 

MACSYMA., it leads to an easy implementation on computer; this becomes necessary 

as soon as high order approximations are desired.

where y(t) is an n-dimensional vector and Aq, A^ are square matrices (equations of 

this form are called, in control theory, bilinear). Both sides of the differential 

equation (1) can be integrated to obtain

L y  +  I  aiy1 = u(t)

2. A SIMPLE INTRODUCTIVE EXAMPLE.

Let us consider the nonlinear differential equation

?(t) = Ac/OO + A-jy(t) u(t) ( 1)

y(t) - yCO) + A [ y(al)da1 + A 
;o o

t
u(aj y(oj do (2 )

This expression can be solved by repeated substitutions. For example,

a
f  1 r a i

y(a-|) s y(O) + A^CO) d o 2 + A^tO) u(a2)da2
J o o
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can be substitute into (2) to obtain

2 rt rai rt

d a 1 + A*y(0)
o

da-j
o J

da 2 + A^yCO)
o J

do ̂
0

f0 1
u(a2-*do2

ft ft fai 2 rt r°1

+ A-,y(0) u ( o 1) d o l + A1AQy (0 )  u ( a 1) d a 1 d a 2 + A ^C O ) u ( a 1) d o 1 u ( a 2) d o 2 
Jq ■'O ■'o '0 J o

Repeating this process indefinitely yields the well known Peano-Baker formula :

1 ft 
y(t) = y(0) + I  I A. ...A- A. y(0) d£. ...d£, (3)

v>° v 1 0 ° v 0

where the iterated integral

50 Ct) - t

d£. ...d£. is defined by induction on the length by 
Jv Jo

f d£. ...d£. = 
Jo v ■’o

Si(t)

d 5 i Ct )
o J V

i: u(r)dT

d£. ...dc-
o ■'v-l (

If we denote by the letter xQ the integration with respect to time and by the let­

ter the integration with respect to time after multiplying by the function u(t),

(3) can be written symbolically in the form :

9 - y(0) + I A. ...A. A. y(0)x.
v>o jQ, j j v=0 Jv J1

g is called the non-coiranutative generating power series associated with y(t). Of 

course, this is a non-commutative series because

dx*
rT1 ft- rx2

d x 1 u CT2^dx 2 ** u f T1^ d x 1
Jo Jo Jo

t h a t  i s ,  xQx^ + x -ix 0 *

3. NON CatirTATIVE GENERATING POWER SERIES

Let X - (x jX,} be a finite alphabet and X* the monoid generated by X. An element

of X is a word, i.e. a sequence x̂  ...Xj of letters of the alphabet. The product

of two words x- ...x. and x, ...x,V is tiie concatenation x. ...x. x. ...x, . The 
Jv Jo *Sj ^o J v J o Ku Ko

neutral element is called the empty word and denoted by 1. A formal power series

with real or complex coefficients is written as a formal sum

9 - I (9 ,w)w, [g ,w) e IR or <C 
weX*

y 00 + A v(0)- y(0)

. . .X -
Jo
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Let g^ and g £ be two formal power series, the following operations are defined : 

Addition 9-t * 9 j  ~ I t(fli»w) +
W£^

Cauchy product g.. . g, = £ [ I (g,^) (g2,w2)]w
weX* w-|w2=w

A series g is invertible if and only if, its constant term, (g,1) is not zero.

Shuffle product g - = E Cflpw-j) Cg2»w 2̂ w1a>w2
W-| jW^gX^

The shuffle product of two words is defined by induction on the length by

1u)1 = 1

V xe X, 1ojx = xu 1 = x

Vx, xfeX, Vw, wTeX*, (xw) co (xf w f) = xtwcuCx’ w1)] + x '  [ (xw)uw1]

This operation consists of mixing the letters of the two words keeping the order 

of each one. For example

X X -  X - X ^  =  X X 1X i X rt + X X 1X 1X ^  + X X 1X ^ X 1 + X 1X X 1X^  + X- jX X X 1 + X- .X X X h  -  
O 1 1 0  JDj  1 I o , o 1 ,1 O ,Q I 0 , 1 1 t0  J  O 1 , 0 0 , 1 1 0 , 0  ,1

2 2 
2x x x^ + xx-xx- + x-x x-x + 2x-x x-
o o o l o l  1 o 1 o t o l

Let us consider a non-commutative power series g; given a function u(t), g will 

define a functional y{t,u(t)} if we replace, following the previous section, the

word x. ...x. in g by the corresponding iterated integral f d£. ...d£. . Thus, 
Jv Jo J 0  J \ >  Jo

the numerical value is

1 ( z  
y{t,u(t)> = (g,1) + I  I  (g,x. ...x. ) d£. ...d€,

v>° j ,...,jv=o Jv J° Jo Jv
(4)

'o-

g is known as the non-comnutative generating power series associated with the func­

tional y. New, one can state the important result [2] :

Tli£OA.em : The product of two nonanticipative functionals of the form (4) is a func­

tional of the same kind, the generating power series of which is the shuffle pro­

duct of the two generating power series.

4. DERIVATION OF GENERATING POWER SERIES

In this section, we describe an algorithm for finding algebraically the generating 

power series associated with the solution of a nonlinear forced differential equa-

]ww)

=w
2

w.

Cfli,w1
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tion. The equation we are going to consider is

m
Ly(t) + I a-y1(t) = u(t) 

i=2 x

1=0 dt
(5 )

or, in its integral form

+ V i  ( y(Ti)dTi + dx - yCT-|)dr̂  + ...+ î.c dx.
n
dx

rT 2 ,n r
d,2 Jo y(,,)<h, * _£z a4 jo d,n

„ d , n  L "  d t n - 1 " - d , 2 I  2 u ( T l ) d t ln * o J n

d x
n

fT
2 yl(xl)dT1 =

(6)

Here we assume, for simplicity^ sake, zero initial conditions.

Let g denotes the generating power series associated with y(t), then (6) can be 

written symbolically

n-1 • m
3 +  l  V o ~  3  +  x  I  a - g u . . . « ,

j=o 3 ° ° i=1 1----
i times

where ga).,.wg corresponds, according to the previous theorem, to the nonlinear 

f S s  functional y^t).

This algebraic equation can be solved iteratively, following the recursive scheme 

9 = 3 ̂ + 9 ? + •••+ 9ri+ •••n

with

and

n-1
.n-î ""* n-1

1=0

n-1 . -1
= - O  + I *-xn-1) xn T a. n  ̂ i o J o -i:9 l

1=0

m

i=2 V1+V2+’-*+v^=n 1 2  i

To have the closed form expression of g ^ 9 one only need to compute the shuffle 

product of non-commutative power series of the form

-"xi (1-apxo}*1; C{0,1}.
1 L p r r

This results from the following proposition [3].

L
d1

(X 1]

y(t i
n-

rt

Jo

’T2

'o

rt 

* O 4 <

1 ' • àj  j

n— 1

O X1

9l (1

( 1-; loxc
1
x i

(1-a1xô ■1x h i2 , .
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Pappo ¿¿¿¿on 1 : Given two formal power series

Si = V - aoxo)~1xi V - alxo)~1xi y- " xi (1' apxor 1  = g l ’ 1xi ^ - V o ^’ 11 2 p r P

and

9 2 = t1-b0x0) "1xj 1(1-b1x0) "1xj 2” 'xjq(1-bqx0:i’ 1 = 92"lxjq(1_bqXo;i’ 1

where p and q belongs to N, the subscripts i^,... , i ^ , j ̂ ,..., to {0,1} and a^,bj 

to €; the shuffle product is given by induction on the length by

a f c ?  - ( s f a f )  xj [i - tap * bq)x0]-'

[1  -  ( a  * b  ) x o r '

P

with (1 - axQ)-  ̂ a.(1 - bxQ)”  ̂ = [1 - (a+b)xQ]-  ̂ .

Using this proposition, g^ is obtained as a finite sum of expressions of the form

-PQ "Pi -Pi
(1 - aoxQ) xiO - aix0) xr ..Xl(1 - a.xo) (7)

Now, it can be shown [3] that this expression is a symbolic representation of the 

n-dimensional integral

t  fTi  fT2 Po Pi-i Pi
£a (t_Ti) (t2-T-,)f (t1)u(t1)u(T2)...u(Ti)dT1dT2...dTi (8)

o Jo ^o o i-1 i

where . , j .

f|Ct) - ( Pi A V *
j=o

Thus, what has been shown to this point is that for the nonlinear forced differen­

tial equation (5), it is possible to derive algebraically a functional expansion 

of the solution y(t). (Functionals of this form are known, in control theory, as 

Volterra series). In the next section, we show that integrals of the form (8) can 

be expressed in terms of f,elementary functions" for a specified set of function u(t)

5. A SYMBOLIC INTEGRATION METHOD.

Let us consider an analytic function u(t)

Ln

UCt) - l  un 4 r~n nT n>o

«ï
-1 q

2
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and define the transform (known as the Laplace-Borel transform)

I ng = L u 
3u n>o n o

(This series may be regarded as the generating power series associated with u(t) 

since

tn t

- c
Tn dT 1 
o n~1

V1 ... f2 dtp 
o 'O

Then, we can state the following result [4] :

PxoyobAJtLon 2 : The integral (8) defines an analytic function, the Laplace-Borel 

transform of which is given by

O aoV> P°xo{3u“ (1' a l V  Plxo [V - ” xo [9ua)( 1' ai xo) C9)

Thus, it is simply obtained, by replacing each indeterminate in (7) by the 

operator x0[9uw.J-

Now, assume that g is the rational fraction *

(1 -  axQ)-P

That is, u(t) is an exponential polynomial of the form

P;1 4 J t 3 at 
u (t)  = ( I ( J ) ^ f - ) e at  

j =o v J ‘

then, the simple identity

(1-axor p - ^  (p^) aJ(1-ax0)'1x0C1-ax0)-1x0...x0(1-ax0)-1

j times

and the proposition 1 allow to derive a closed for (9) as a rational fraction. The 

corresponding time function, that is the value of the integral (8), results then 

from its decomposition into partial fractions. The same technique applies when 

gu is a general rational fraction, regular at the origin.

6. EXAMPLE.

Consider the nonlinear differential equation 

+ ay + By2 = u(t) 

or its integral form

ni iTn

“Pi.
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y(t) + a y(T)dx + B Y (x)dT= l i  (  T )  d x

where we assume a zero initial condition.

Thus, the generating power series is simply the solution of 

g + ax̂ g + Sx̂ ajg = x1

or

9 = ~B Cl + + C1 + aXQ) " 1X1

This equation is solved iteratively by a computer program. We obtain

-2 8

-►4 B2

♦ 12 B2

-8 B3

- 2 4 B3

- 7 2 B3

- 2 4 83

- 1 4 4 83

♦4 8 81*

♦  144 Bu

♦ 4 3 2 B4*

♦ 2 8 8 Bu

♦ 8 6 4 Bu

♦  1728 8*

x* o

*o 2 * *  I Xl 0

* o  2 x  | *o  2 1 X l 0

Xo 2 *o 3 ‘ 1 2 *1 i *1

*o 2 j 2 x  ̂ 1 2

^  2 3 *1 2 X  ̂ I 2 X  ̂

Xo 2 3 X 1 2 3 x  ̂ 2 x  ̂

x o 2 | *** 2 ^  3 X 1 2 Xl

*o 2 °  3 0 4 *1

Xo

Xo Xo  ̂x̂  * Xo  ̂Xj m  xi

Xl o 

X> 0 

*1 0 

X1 0 

*1 0

Xl X!

Xo •% Xj

Xo 2 3 *1  2 3 x  ̂ 2 3 x  ̂ 2 ^

x 0  2  3  4  * 1  3  * 1  2  i  2

x q  2  * 0  3  ^  X i  2  x ^  2  X o  2  * 1  2

X q  2 3  * 0  4  * 1  3  * 0  4  * 1  3  2

* 1 0  

* 1 0

0

x> o

*1 n

where, for example, the symbolic notation 

-2B  t x q  2 x j  1 x 1 0

stands for

9 * 1

f t
i

* O

f t  

J o

f t

J o

i : 

, : 

,

,

j

j

i

1

!

I

1

1

1

I

1

1

*oc0 *1 *1 Xc

*] X]2

a x o
l

X 9 ^9
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-28(1 + ax0)"1x0(1 + 2ax0)“1x1(1 + aXQ)"1Xl

Now let us, for example, compute the solution y(t) when u(t) is the unit step 

u(t) =1 t > 0

As the Laplace-Borel transform of the unit step is 1, the neutral element for the

shuffle product, the Laplace-Borel transform of y(t) is given simply by replacing

each variable x̂  in the generating power series g by the variable xQ.

Then decomposing into partial fractions, we get the original function : 

y(t) = (1 - e~at)

---y- (1 - 2ate-at - e"2at)
a

+ “T “ [2 + (1-2at-2a2t2)e_at - 2(1+2at)e“2cxt - e'3at] + ... 
a
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Thi s  p a p e r  p r e s e n t s  an a l g e b r a i c  me t hod  f o r  c o m p u t i n g  t h e  s t a t i s t i c s  o f  

t h e  s o l u t i o n  o f  some s t o c h a s t i c  n o n - l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  by 

mean o f  t h e  V o l t e r r a  f u n c t i o n a l  e x p a n s i o n .  The s y m b o l i c  c a l c u l u s  i n t r o ­

du c e d ,  b a s e d  on n o n c o m m u t a t i v e  v a r i a b l e s  and  i t e r a t e d  i n t e g r a l s  h a s  t h e  

a d v a n t a g e  o f  a l l o w i n g  e a s i l y  t h e  u s e  o f  s y m b o l i c  c o m p u t a t i o n  s y s t e m s ,  

l i k e  REDUCE o r  MACSYMA, t o  p e r f o r m  t h e  m a n i p u l a t i o n s .  T h i s  becomes  n e ­

c e s s a r y  as  s o o n  as  one  t r i e s  t o  g e t  h i g h  o r d e r  t e r m s .

I .  INTRODUCTION

Voi t e r r a o r  Wi e n e r f u n c t i o n a l s e r i e s h a s  b e e n w i d e l y  u s e d  i n t h e s t u d y

of  t h e  s t a t  i s  t i c a l p r o p e r t  i e s o f  t h e o u t p u t  0 f  n o n l i n e a r  s ys t ems w i t h

a random i n p u t .  The y h a v e  b e e n i n t r o du c e d  by W i e n e r  i n  1942 [ 10] f o r

n o n l i n e a r  c i r c u i t s  a n a l y s i s .  S i n c e  W i e n e r ' s  e a r l y  wo r k ,  many a u t h o r s  

have  d e a l t  w i t h  t h e  s u b j e c t .  Among t he m,  t h e  p a p e r s  by B a r r e t t  [ 2 ]  and 

B e d r o s i a n  and  R i c e  [3 ]  a r e  o f  a p a r t i c u l a r y  i m p o r t a n c e .  But  t h e  d i f f i ­

c u l t i e s  i n v o l v e d  i n  o b t a i n i n g  t h e  t e r r as  o f  t h e  s e r i e s  and i n  p e r f o r m i n g  

t he  r e q u i r e d  i n t e g r a t i o n s  r e d u c e  t h e  i n t e r e s t  o f  t h e  me t h o d .

R e c e n t l y ,  a new a p p r o a c h  o f  c a u s a l  f u n c t i o n a l s  was p r o p o s e d ,  u s i n g  n o n -  

c o mmu t a t i v e  v a r i a b l e s  and  i t e r a t e d  i n t e g r a l s  [ 4 ] .  I n  t h i s  a p p r o a c h ,  t h e  

i n p u t / o u t p u t  b e h a v i o u r  o f  a n o n l i n e a r  s y s t e m  i s  r e p r e s e n t e d  i n  termes of  a 

f o r ma l  p o we r  s e r i e s ,  c a l l e d  t h e  g e n e r a t i n g  power  s e r i e s .  T h e r e  i s ,  i n  

f a c t ,  a s t r o n g  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  V o l t e r r a  s e r i e s  and n o n c o m m u t a t i v e  

g e n e r a t i n g  power  s e r i e s .  The p r e s e n t  p a p e r  shows how t o  u s e  t h i s  s e r i e s



56

t o  d e t e r m i n e  t h e  s t a t i s t i c s  o f  t h e  o u t p u t  o f  some n o n l i n e a r  s y s t e m s  

d r i v e n  by a w h i t e  G a u s s i a n  n o i s e .  I t  i s  a s e q u e l  t o  an e a r l i e r  p a p e r  

[7 ]  whe r e  we d e s c r i b e d  an a l g e b r a i c  a l g o r i t h m  f o r  c o m p u t i n g  t h e  r e s p o n ­

se  o f  a n o n l i n e a r  s y s t e m  t o  d e t e r m i n i s t i c  i n p u t s .  The s y m b o l i c  c a l c u l u s  

i n t r o d u c e d  has  t h e  a d v a n t a g e  o f  a l l o w i n g  e a s i l y  t h e  u s e  o f  s y m b o l i c  

c o m p u t a t i o n  s y s t e m s ,  l i k e  REDUCE o r  MACSYMA, t o  p e r f o r m  t h e  m a n i p u l a ­

t i o n s .  T h i s  becomes  n e c e s s a r y  as  s oon  as  one t r i e s  t o  g e t  h i g h  o r d e r  

t e r m s .

I I .  VOLTERRA SERIES

L e t  us c o n s i d e r  a s y s t e m  d e s c r i b e d  by t h e  V o l t e r r a  s e r i e s  [ 8 ] ,  [9 ]  

t  t  x t .

hn(t,Tn’’‘'»t i)u (t i)

r t r n f-2
y ( t ) * h Q( t ) + 1 h j ( t , r  j)u(t j ) d i |  + . . . +

o o o o

. . . u ( t ) d x , . . . dx + . . .  ( I )
it- i n

whe r e  y ( t )  i s  t h e  s y s t e m  o u t p u t  and u ( t )  i s  t h e  s y s t e m  i n p u t .  The k e r ­

n e l s  h^ a r e  a s s u me d  t o  be  a n a l y t i c .  T h e i r  T a y l o r  e x p a n s i o n  may be 

w r i t  t e n

r  * * * *
h ( t , x , . . . ,x . ) * I h

n * n* * I' . L . .  n
V ll....1n-

i  i  . i . i/ v n / v ix ** i / v i o
( t ‘ Tn> ( V Tn - l >  ( t 2 - t j ) t j

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  new v a r i a b l e s  t j , j , . . . , t - T R .

Each  n - d i m e n s i o n a l  i n t e g r a l

W l '  ' " " 2  '1' ‘1 , x
T i i ' . ! .  . . i  !------------------------  u ( T l ) . . . « ( T  ) d r , . . . d T

n n - 1 o

i i » 11 i t r  \ n , \ n -  1 f x 1 o
, n 2 ( t-T) ( x - T . )  ...(T,-T.) T,

0 0

can be shown t o  be  e q u a l  t o  t h e  i t e r a t e d  i n t e g r a l

wh e r e  t h e  l e t t r e  x0 d e n o t e s  t h e  i n t e g r a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  and 

t h e  l e t t e r  x j  t h e  i n t e g r a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  a f t e r  m u l t i p l y i n g  

by t h e  i n p u t  u .  T h i s  i s  a g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  w e l l  known f o r m u l a

.X, x ...x ä
i o  o

i o

X ... X X,o o 1 

ln-l

X ... X X
o o 

ln

i  ! 
n

i  ! 
oV

“ o •s.
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t T 
f n rT2

u(x)dt - d ì n dTj
( t - T , ) 1

n !
o o o o

Thi s  a l l o w  t o  w r i t e  ( I )  s y m b o l i c a l l y  i n  t h e  form

u ( t  ) d t  
o' o

I  I
n>0

, 0 * 1 * , n / n 1 o
h x x . . . . x x . x

n o I o 1 o

g i s  c a l l e d  t h e  noncommutative generating power series a s s o c i a t e d  w i t h  

t he  s y s t e m .  T h i s  power  s e r i e s  c a n ,  as we s h a l l  s e e  i n  a n e x t  s e c t i o n ,  

be d e r i v e d  d i r e c t l y  f rom t h e  n o n l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  g o v e r n i n g  

t h e  dyna mi c  o f  a s y s t e m .

Of c o u r s e  t h i s  i s  a n o n c o m m u t a t i v e  s e r i e s  b e c a u s e

t h a t  i s  x x .  £ x . x  .
0 1 1 0

I I I .  NONCOMMUTATIVE GENERATING POWER SERIES

Let  X * {x0 , x j }  be  a f i n i t e  a l p h a b e t  and X* t h e  monoi d  g e n e r a t e d  by X.

An e l e m e n t  o f  X* i s  a w o r d ,  i . e .  a s e q u e n c e  xj  ...xjq o f  l e t t e r s  o f  t h e  

a l p h a b e t .  The p r o d u c t  o f  two wor ds  xj  . . . x j ^  and x ^ ■ . . . x^ i s  t h e  c o n c a ­

t e n a t i o n  xj  . . . x j ^ x k  The n e u t r a l  e l e m e n t  i s  c a l l e d  t h e  empty 

word and d e n o t e d  by 1. A f o r m a l  power  s e r i e s  w i t h  r e a l  o r  c ompl e x  c o e f ­

f i c i e n t s  i s  w r i t t e n  as  a f o r m a l  sum

9 " I . (£7>w) € R o r  C.
w€X

Let  g j and g^ be  two f o r m a l  power  s e r i e s ,  t h e  f o l l o w i n g  o p e r a t i o n s  a r e  

d e f i n e d  :

Ad d i t  i o n

Cauchy p r o d u c t

S h u f f l e  p r o d u c t

*  9 l  *  € X *  *  ( Sr2 ’ w ) ] w

ff, • g 2 = L *  Ï ^
w€X wWjW2s w

9 \  <*> 9 2 “  I  ,  (<?i . W j )  ( ? 2 , w 2 ) w , u w 2 
w ï , w«€X

t T t T

f Í f 
d T i u ( t 2 )cít2 u(Tj)dT| d x 2

0 0 O 0

g
V h

fTi

0

W,w2:
*2’w i( g :

\ } g ] ,w)

C7*W
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The s h u f f l e  p r o d u c t  o f  two wor ds  c o n s i s t s  o f  mi x i n g  t h e  l e t t e r s  of  t he  

two wor ds  k e e p i n g  t h e  o r d e r  o f  e a c h  o n e .  For  e xampl e

x x . w x . x  = x x . x . x  + x x . x . x  + k x , x x , + x , x i . x o I I p  o 1 I o o 11 l o  o . l . q  1 , 1 o 1 ,o

+ x.x x x. + x , x x X. 
, 1 0 ,0 1 , 1 ,0 o 1

2 2 
= 2x x . x  + x X.X X, + X,X X.X + X.X X.o l o  o l o l  l o l o  l o i

L e t  us now c o n s i d e r  two g e n e r a t i n g  power  s e r i e s  g j and g^ a s s o c i a t e d  

r e s p e c t i v e l y  w i t h  t h e  o u t p u t  s y s t e m s  y j { t , u ( t ) }  and y 2 ( t , u ( t ) } .  I t  can 

be shown [4]  t h a t  t h e  g e n e r a t i n g  power  s e r i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  p r o ­

d u c t

y j { t , u ( t ) } x y 2 ( t , u ( t ) } 

i s  t h e  s h u f f l e  p r o d u c t  o f  t h e  g e n e r a t i n g  power  s e r i e s  g j and g^ •

IV.  DERIVATION OF GENERATING POWER SERIES

In t h i s  s e c t i o n ,  we d e s c r i b e  an a l g o r i t h m  f o r  f i n d i n g  a l g e b r a i c a l l y  t he  

g e n e r a t i n g  power  s e r i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s o l u t i o n  o f  a n o n l i n e a r  

f o r c e d  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  The e q u a t i o n  we a r e  g o i n g  t o  c o n s i d e r  i s

L y ( t )  + I a . y 1 ( t )  » u ( t )  
i*2 1

11 A 1

L • Ï  1. 4 -  
i * 0  1 d t 1

<*» ■ »

o r ,  i n  i t s  i n t e g r a l  f orm

t

y ( t )  ♦  i n _j  I y ( t , ) d r , + i n _ 2

° t Tn ° °

l0 { dTn f dTn - l - ' - dT

T 2

y(

y

dt  . . • . dTnn - 1 2 y1(r j)dt j

z

f dTn dTn - r - - dT2 u ( t j ) dT j ( 2 )

Her e  we a s s u m e ,  f o r  s i m p l i c i t y ' s  s a k e ,  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .

dT2

f T2

•T2

r
fT2Tn

d

t

iTi

Ti dTi

i = 3
a.
i

dî
r

t
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Let  g d e n o t e s  t h e  g e n e r a t i n g  p o w e r  s e r i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  y ( t ) ,  t h e n

(2)  ca n  b e  w r i t t e n  s y m b o l i c a l l y

n - 1  m ,
r  „ n - i  . n r  n - l

9 + 1  *4X 0 9 + * I a . ^ w. . .tag * xq Xj
j  =0 J i =  1 ------—-----

i  t i m e s

wh e r e  gu...ug c o r r e s p o n d s ,  a c c o r d i n g  t o  t h e  p r e v i o u s  t h e o r e m ,  t o  t h e

i  t i m e s

n o n l i n e a r  f u n c t i o n a l  y 1 ( t ) .

T h i s  a l g e b r a i c  e q u a t i o n  c a n  be  s o l v e d  i t e r a t i v e l y ,  f o l l o w i n g  t h e  

r e c u r s i v e  s c h e me

9 ~ 9 \ * 92 * * ' * + ^ n +
w i t h  ,

* 1  = ( '  + j 0  V o ' " )  Xo ’ ’ X l

and
/ n - 1  . \ - 1 m

a * —( 1 7 * £ .  x n X ) x°  V a . I g ug . . . a yg
n V • 0 / O 1 , L . »V.N i » 0  7 i * 2  v . +v~ + . .  . + v . *n 1 2 l

1 2 i

To have t he  c l o s e d  f o r m  e x p r e s s i o n  o f  o n e  o n l y  n e e d  t o  c o m p u t e  t h e

s h u f f l e  p r o d u c t  o f  n o n c o m m u t a t i v e  p o w e r  s e r i e s  o f  t h e  f o r m

( l - a x  ) x .  ( l - a . x  ) x .  . . . x .  ( l - a x  I 
\  o o /  i j \  1 o /  i 2 i  V P o /

T h i s  r e s u l t s  f r o m  t h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  [ 6 ]

; i l

Proposition 1 : G i v e n  t wo f o r m a l  p o w e r  s e r i e s

g? » ( 1 - a  x ) x .  ( l - a . x  ] x .  . . . x .  ( l - a  x ) ■  g?  ^x.  ( 1 — a x )
*1 \  o o /  i j V 1 o /  i 2 l  \  p o /  *1 i p \  p o /

and

»2 -  ( ' - b o O  * j  | ( l _ b l 3to )  V " ' ‘ j q ( | - V ° )  '  S' r ' ’, j q( | - b , I o )

w h e r e  p a n d  q b e l o n g s  t o  N,  t h e  s u b s c r i p t s  i j  , . . .  , i  , j j  , . . .  , j ^  t o  { 0 , 1 }  

and a ^ , b .  t o  C ; t h e  s h u f f l e  p r o d u c t  i s  g i v e n  by  i n d u c t i o n  on t h e  l e n g t h  

by

i - l

= ( ? i ^ 2 _ l ) Xj q [ l "  U P + b q ) x o ]

+ " (aP + v xo]
w i t h  ^1 -  a x Qj  u)^l -  b x Q^ * j j  -  ( a + b ) x Qj

n -  1v-l

i
I

e {( H

-i

-i-i V- l -I

-I \ - l

A A
r 1

9i

i
1

S'



Using this proposition, g  ̂ is obtained as a finite sum of expressions 

of the form :

( 1_ao xo) x i , ( 1_alxo) X L , ‘ 'x i ( 1” an xo) ; il.... in€C0.1> (3)\ [ '  i  n

Example 1 :

The technique presented above is now used to compute the generating 

power series associated with the nonlinear differential equation

y (t) + k j y (t) + k2y (t) * u(t) (4)

Its integral form is : 

t

y (t) ♦ k y (t)dT + k 2 y ( t ) dt u(x)dx

o o o  

where we assume a zero initial condition.

Thus, the generating power series g is simply the solution of

g + + k2xogug - Xj

This equation is solved iteratively by a computer program (table 1)

9 1 xi k1 l 0

-2 *2
k , X° 2 k ,

+4 *2
k, X° 2k,

♦ 12 >4
k, *°  2k,

-8 <
k, X° 2k,

-2 4
kl X°2k,

-7 2 <
k, 2*4

-2 4 •S k ^ k ,

-1 4 4 >5

xi xo xi xi l k, 2kt l kj l 0*1

i *i 
X, Xft X, x„

. "0 xi X1 *1 *.
21c, 3kx 21c, k, 2k, k, ^  0

** 3k, ** 2k, 3k, ** 2k, *1 k, *> 0

** k, *° 2k, ^  3k, ^  2k, **  k, * * 0

^  »  *> *» *» . " l . table 1

where the symbolic notation

ao

X  '
1

a i

X .

l 9
a

n -

X . 
l r ; i

a
n

. . . i B e {0 , 1}

X X
l kx 1 0

60

\ ~ l
- i -1

x0 x x
T i r  1 91# 1 Ir \

xn ’S X«
2k, k. 0 2k.
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stands for (l + a x )  x. ( 1 + a, x ) x. . . . [ 1 + a , x ) x. (l + a x i  
\ o o/ i,\ lo/ i2 V n-1 Ln\ n °)

t T

f 11
. . .

Remark : The expansion, in table 1, is equivalent to the Volterra series 

expansion of the solution, up to order 5. The algebraic closed form ex­

pression of triangular Volterra kernels can be easily deduced from it

[6], since the expression (3) is the symbolic representation of the n- 

dimensional integral

"2 ao(C"Tn) a l ( V V l >  V i  , ,
e e ...e e u. (t j)

n
o o  o

...u. (t ,)u. (t )dT,.•.dT 
i2 n-I lj n' I n

where

tij , . . . ,i } € { 0 , 1 } ,  U Q (T ) 3 * a n d  U J (T-) * U ( T ) , 

which we shall denote later by

(1 - a x  ) x. (l - a, x ) x. ...x. [l - a x  )
L\ 0 0 /  i ! V 1 °J 1-2 1n ' n ° /  J0

V. A SYMBOLIC CALCULUS FOR THE OUTPUT STATISTICS

In the previous section, we used noncommutative generating power series 

to derive, by simple algebraic manipulations, a functional expansion 

(i.e. the Volterra series) of the solution of some nonlinear differen­

tial equations. In the following the derived series is used to obtain 

closed form expressions for the moments and c o r r e la t io n s  of the output 

of a Volterra system driven by Gaussian white noise.

Output moments

Let us consider a zero-mean Gaussian process u(t) with correlation 

function

Etu(t)u(T)] - a26(t-t)

where 6 is the Dirac delta function (a process of this kind is usually 

called a white Gaussian noise) [1]. The first-order moment of the out­

put E [y (t) ] is then obtained by a simple rule on each term (3) of the 

functional expansion of y(t). This rule results [5] from the classical 

rules of stochastic differential calculus and is given by induction on 

the length by

Tl:( t 2a
n -

-1-1- 1-1



0 o t h e r w i s e

I n  f a c t ,  t h e  mo me n t  o f  t h e  o u t p u t  f u n c t i o n  y ( t )  c a n  b e  o b t a i n e d  d i r e c t l y  

f r o m  i t s  a s s o c i a t e d  g e n e r a t i n g  p o w e r  s e r i e s  b y  t h e  f o l l o w i n g  a l g e b r a i c  

r u l e  w h i c h  i s  a s y m b o l i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p r e v i o u s  o n e  :

<fl - a x ^ x. fl - a.x ì X. ...x. fl - a x ') > (5)\  o o /  1 o) i2 ! nV no /

“ ( ( ‘" aoxo) V ^ 1-3^ )  x i2 -“ X in( 1“ an xo) > if i l " 0

I (-l-)(l-aoxo) Xo < ( 1 -a2xo) X i3 -*-x in( 1‘ an xo) > i£ M  “ L2 ° 1 

\ 0 otherwis e

T h i s  r e s u l t s  i n  a  r a t i o n a l  f r a c t i o n  i n  t h e  o n l y  v a r i a b l e  x . I t s  d e c o m -o
p o s i t i o n  i n t o  p a r t i a l  f r a c t i o n s  a n d  t h e  f o l l o w i n g  l e mma  g i v e  i t s  c o r ­

r e s p o n d i n g  e x p r e s s i o n  i n  t i m e .

Lemma : The  r a t i o n a l  f r a c t i o n

0 " aXo) P 

c o r r e s p o n d s  t o  t h e  e x p o n e n t i a l  p o l y n o m i a l

o :  cm 4f}-“
I n  o r d e r  t o  i l l u s t r a t e  t h e  u s e  o f  t h i s  r u l e ,  c o n s i d e r  a g a i n  t h e  n o n ­

l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 4 ) .  F o r  t h e  f i r s t - o r d e r  mo me n t  o f  y ( t )  

we h a v e  t h e n

r f Y *  fT2 a ( t - T  ) a i ( T n - T n - ! ) an T l 1

Iff •••{ ■« u i.(Tn )e Ui / Tn-1} ■••ui (Tl)e dTl-” dTnLJ J J i i n
o o  o

rt a (t-T ) rrTn a , (T ~ T„_ i > a„T l 1

6 n dTn^[ {  6 u i 2 (Tn - l ) • • • Ui n(Tl )e dTr ” dTn - l ]
o o

/ 2\ ! a (t-T ) r t n a- (t -t ; a T -i

( V ) f  •  J t . 4 f  •  d’ r - dV 2]
O o

f ij * 0

i j

62

u.
1„ T n- 2>*

, u.
1 (T

1 1 *
i

x - \ V -  l v -  1

-  1- 1
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' ̂  ̂  " 2 (̂ —) k 2 xg *0
c *1 Zki 0

) *2 X 0 X 0 X q X o x 0
k i  2k x 3 k i  k i  Z k i  0

- 1 4 4 ( S - )  k 2 x 0 x 0 x 0 x 0 x 0
It! Zkx 3ICJ 4k! 0

By d e c o m p o s i n g  i n t o  p a r t i a l  f r a c t i o n s ,  we g e t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t i m e  

f u n c t i o n  :

2 \  , /  - k , t  n . - 2 k f t>
E [ y ( t n . 2( ^ ( e- ■ . j ' )

* ' - ( ^ ) 2W k,t - i v ' " 1* - ¿*'3 V  * A * " " 1* - A ]

Hi g h  o r d e r  m o m e n t s  E. [yn ( t ) ]  r e s u l t  i n  t h e  s a me  way f r o m  t h e  s e r i e s  

g u g  . . .  mg.  

n t i m e s

O u t p u t  a u t o c o r r e l a t i o n

I n  t h i s  s e c t i o n ,  we a r e  i n t e r e s t e d  i n  c o m p u t i n g  t h e  o u t p u t  a u t o c o r r e l a ­

t i o n  f u n c t i o n  d e f i n e d  b y

Ryy( t j, tj) = E t y ( t j ) y ( c2) 1

w h e r e  y ( t )  i s  t h e  f u n c t i o n a l  e x u a n s i o n  d e r i v e d  p r e v i o u s l y .  As y ( t )  i s  a 

sum o f  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  f o r m  ( 3 ) ,  we o n l y  n e e d  t o  c o m p u t e  t h e  p a r t i a l  

a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s  :

E l d  . . . j  e  1 p  u L  ( T j ) e  p  ‘ d T j . - . d T p )

o o P

/ f l  fX 2 b (t,-x ) b x . \-i
y  ...j e ° q uj (Tq)•*•uj (T j)e dx j...dtqJ J (6)

o o 1 q

L e t  u s  a s s u m e  > t j  ; t h e n  t h e  s e c o n d  i n t e g r a l  may b e  d e c o m p o s e d  a s  

f o l l o w s  :

-24(;

i k
9 A* Tk i

-k

e
1C .

(! i ‘ O
»2

1Ü
1 2'

3i

iV]
‘i*

■-4k,- 3 k .-2k j t"k lC\2 1

,,C1 ■ t 2 ao (t
e

:r V i.
i

a t 
>« p

u .

Ji (Tc

C 2



64

t 2 rTq f T 2 b ( t , - T  ) b t .
u.  ( t ) .  . . u .  ( t , ) e  dx j . . . dr  =

j  l ' î  j  q
o o o

t» T T,

üT-i
q r L2 b ( t « - x  ) b ^ T . \ / r

O O o
j  1 q ; • • - u j / 1 !

2 b t  . 
o l , e dx

/( l f Tq ~ l  f T 2 b i ( t 2 - T a - l ) Dq T l \
( j  j * • • {  e u j  0 ^ q - P  ' • * Uj „  (T l ) e  d T r  • • d T q - l )

O o

l « V v « / • • • u  * \ * 1 -

j 2 q - 1 j q 1

" ( i  i

t 2 f T2 b _ ( t , - T , )
° " " 2  ' 2 '   ̂ A 1 l A - r  A - r  \

Uj j 1 1 2 /

+ . . .

t

fcl C1 t l

2 b ( t _ - T  ) b x . \
e  °  q  u .  ( t  ) . . . u .  ( t . ) e  q  d T , . . . d T  )

J 1 <t J q 1 1 <1/

and t h i s  l e a d s  f o r  t h e  e x p r e s s i o n  ( 6)  t o

1 ' 2 a 0 ( t , - T j

E [ ( {
o

t 0

€■{
+ . . .

E[ ( i  ' " J

1" t p ) “ i 1 < V - - “ i  < V V ' 4 r - - d , p )

b x ,t 2 [T2 b ( t , - x  ) „ . . .
e 0 q ( r ^ ) . . . U j  ( T j ) e  q dx j . . . dx^J J|£

2 b x 
o

e

I

Ü1 r X 2 a ( t . - x  ) a x .  w r * *  b x .  \-i
♦  m i  . . . I  e  p  u . ^ X p ) . . . « .  ( T j ) e  P  1 d x 1 . . . d x p ) ( J

o o P o

t 2 rT2 b ( t , - x )
E[f  ‘ . . . f

C 1 *1

o 2 q b x i -j
Uj ( x q ) . . . u .  ( x , ) e  q d T , . . . d x q J

w h e r e  we u s e d  s t a t i s t i c a l  i n d é p e n d a n c e  b e t w e e n  i n t e g r a l s  o v e r  [ 0 , t j ]

and

Now r e c a l l i n g  t h a t  t h e  p r o d u c t  o f  t wo  i t e r a t e d  i n t e g r a l s  o v e r  t h e  s a me  

i n t e r v a l  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  s h u f f l e  p r o d u c t  o f  t h e i r  g e n e r a t i n g  p o w e r  

s e r i e s ,  we d e r i v e  t h e  f o l l o w i n g  s y m b o l i c  r u l e  :

c i

. . dx
q

dx

b x
q

z

(f
o

ld

d T j

t 2 l
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[‘{(■-V.) 3'il- -*ip(i-ap*o) H('-bi'o) H
- h  I t

2 q

['{(‘■V.) ' i , - 1!]1-'/.) }■(''“ •)

f ‘ ( ' - b o * o )  0 - V . )  ’ ] /

Example 2 : L e t  us  c o n s i d e r  t h e  l i n e a r  s t o c h a s t i c  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n

v a -  av  + u ( t ) , v ( 0 )  * c

where  u ( t )  i s  a w h i t e  G a u s s i a n  p r o c e s s  and c i s  a s s u me d  i n d e p e n d e n t  o f  

u ( t ) . The g e n e r a t i n g  powe r  s e r i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  v ( t )  i s  g i v e n  by

<g> -  ( l  + « * „ )  * ,  + c ( l  + a x o )  .

In  a c c o r d a n c e  w i t h  (5)  and ( 7 ) ,  v ( t )  h a s  mean v a l u e

1 + a x

t h a t  i s

and c o v a r i a n c e

E ( o ( i  + axQj

E(v(t)) - e<o

°>

a t

<[(l"Äoxo) 5
. x . ( 1-a x

V  p ° )

„ r

J c
• • x

* ) T *
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1 - t X
o  c

-1

h
■b

H

X .

J l
X .

h l ~bq

l - b P2
C 1

- 1

: 2

) " >
î - i- b x .

J

-1

o

X .

J l
X .

J,

ü 2
v- 1

-11

<£>

-1
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1 ** 2<[g] l [g] > - < u " o )  I l]0 '[(1*“xo) x l]0‘ 

{< = [('*"o) *|]o ,[(l+««„) ]o2>-°}

: [<(!♦«„) (!.„„) l«1»]()'[('‘"*„) ]t 

{ '[(“ **.) 'Xl]„2>-°} * <c2[('*"o) T '[( '*“ .) ‘]

.“lit.
c

-lit.

Jo - ' jo

/ \ /r 2 / “2at. \ -a(t«-*t.) « “Ot(ti + t«)
that is E(^v(t1)v(t2) J = je + E(c )e

2
If we begin with an N^o,-^-distributed c then v(t) is a stationary 

Gaussian process (sometimes called a colored noise) such that

e('
2 I j I
e

Remark : The techniques presented in this paper still apply for a ra­

tionally correlated noise input ; for example considering example 1 in 

conjonction with example 2 allows to deal with the nonlinear system

y(t) + k j y (t) + k2y2(t) ■■ v(t)

where v(t) is a Gaussian colored noise. The following equivalent non­

linear system with a white Gaussian noise input u(t) is then conside­

red :

v * - v + u (t)

2
y * - kjy - k2y + v(t).

t 2f .

■««f, ■ax
c

-1-it

Jo
+ a x

o

1 it

xi ..0}

^1+0 X
o r i

■1
r>

J. + a x  )
-1

1*2,

t) ■ 0 an ci V< t 2

■1

1-it.-1 fci
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Application of a new functional expansion to the cubic anharmonic oscillator
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A new representation of causal functionals is introduced which makes use of noncommutative 
generating power series and iterated integrals. This technique allows the solutions of nonlinear 
differential equations with forcing terms to be obtained in a simple and natural way. It 
generalizes some properties of Fourier and Laplace transforms to nonlinear systems and leads to 
effective computations of various perturbative expansions. Illustrations by means of the cubic 
anharmonic oscillator are given in both the deterministic and the stochastic cases.

PACS numbers: 02.30. — k

INTRODUCTION

Recently a new approach to causal functionals was pro­
posed using noncommutative variables and iterated inte­
grals.1 This algebraic viewpoint enables us to obtain in 
closed form solutions of nonlinear differential equations 
with forcing terms. This can be done in a very simple and 
natural way using the vector fields connected with the equa­
tion. The rules for manipulating noncommutative variables, 
where the product is replaced by the shuffle, generalize 
Heaviside symbolic calculus to the nonlinear domain, i.e., 
noncommutative variables allow us to extend some proper­
ties of Laplace and Fourier transforms to nonlinear systems.

The aim of this paper is to illustrate this theory, which 
has appeared in engineering, by some physical examples. 
After some necessary recapitulation, we compare the funda­
mental formula giving the solution of a nonlinear differential 
equation with some recent attempts due to Uzes,2 Jouvet and 
Phythian,3 and Langouche et al.4 Morton and Corrsin5 used 
Fourier transforms for giving the solution of the cubic an- 
harmonic oscillator, commonly known as the Duffing equa­
tion. Their computations, which had only an heuristic value, 
are completely justified with our noncommutative variables.

The last section is devoted to the study of statistical 
properties of the output of the cubic anharmonic oscillator 
driven by a Gaussian white noise. Noncommutative varia­
bles give a systematic understanding of the derivation of the 
first perturbative terms of the moments and lead to an easy 
implementation on computers.6

I. NONCOMMUTATIVE GENERATING POWER SERIES

A. Free monoid and noncommutative formal power
series

Let X  * be the free monoid7 generated by a finite set
X  =  [jc0, ...,*„ j called the alphabet. Every element of Z  * is a
word and consists of a finite sequence xjv—xJo of letters of the
alphabet. The product of two words and is

the concatenation x ^ - x ^ x ^ - x ^ .  This operation is non­

commutative. The neutral element is called the empty word
and written with 1.

Let R ( X ) and R< ( X ))  be the R-algebras of formal 
polynomials and power series (ps) with real coefficients and 
noncommutative variables Xj€X. An element seR( ( X ))  is 
written as a formal sum

s =  £{(s, w)w\weX*}, where (s, w)eR.

Addition and (Cauchy) multiplication are defined by8

V 1 ( 0 , 1 0 }  a *  W J

B. Iterated integrals and analytic causal functionals

Let £0,1-, , : [0, 7’]-*R be n +  1 continuous func­
tions with bounded variations. We define the iterated inte­
gral9 So dgjv~dgjo (0<f<T) by induction on the length

jQd Z i = i i \ t ) - m  (/ =  0,1, 

f  = M ¿ k - r - d k ’
Jo Jo Jo

where the last integral is a Stieltjes integral.
To the inputs u „ ..., un: [0, T]—>R, which are assumed 

to be piecewise continuous, one associates the iterated 
integral

£  d£h-dgja, where £0(r) =  r, £(r) =  jT u ^ a

(/ =  1,...,«).

Now consider a noncommutative ps geR( ( X )). It de­
fines a causal, or nonanticipative, functional10 of the inputs 
u, if we replace the wordx;-—x;o by the corresponding iterat­

ed integral S o d ^ - d ^ .  Thus, the numerical value11 is

«1» K ) =  (g, 1) +  £  £  (g, XK-Xk )
v>0jw...,U =  0

dS^-dSj.. ID
Jo

Such a causal functional is said to be analytic with the gener­
ating ps Q.

C. Fundamental formula

Consider the following differential system, which is as­
sumed to be of first order without loss of generality,

q(t)( =  dq/d t) =  A0[q) +  £  u,[t M,(?), ...
/-I W

= *(?)•
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The state q belongs to a real analytic manifold Q [the initial 
state <7(0) is given]; the vector fields A0, A l f A n and the 
function h : are analytic. The inputs (or controls) u lf 
un: [0, T]-+R are often forces.

Take some local coordinates chart, where q =  (q\ ..., 

<f) and

4 - t  W ...«"l-rt
fc-1  dq

(the 0 j are analytic functions of q \  ..., qN). Recall then that 
the first line of (2) is equivalent to

1« 1

One can prove that the output y  of (2) is an analytic 
causal functional of u „ ..., un defined by the generating ps12

9 =  h Uo) +  X  2  U * /v-*/o (3)
v>0yo,. . . , ;v - 0

[the notation 1 ^  means the value at ^(0)].

The formula (3) and its proof generalize Grobner’s 
work13 on Lie series and free differential equations of the 
form q(t)=A(q).

Uzes2 tried also to extend Grobner’s theory to get the 
solution of forced nonlinear differential equations, using Ga- 
teaux-Frechet’s functional derivatives.14 The latest expan­
sions are really useful if the time t is fixed once and for all. In 
the dynamic case, where time varies, they lead to a more 
complex formulation than (3). On the other hand, Jouvet and 
Phythian3 and Langouche, Roekaerts, and Tirapegui4 used a 
formalized operator which does not give the generating 
functional in a simple form. These comparisons, and others 
we can make with engineering attempts, ,5‘ 17 lead us to think 
that for causal functionals the natural expansion is done with 
noncommutative generating power series.

D. Volterra series

Volterra series are until now the functional expansions 
most commonly used.2,4,15“17 With only one input, one 
obtains

y{t\ «,) =  w0(t) +  wt(t, t i)«,(r¡]dr,

+  1 1  Wi(t,Tï ,T {)uK(T1)us(Ti)dTidTl 
Jo Jo

r< r, 1̂ 2

+  ••• +  ••• W,(t,Ts, . . . ,T l)Ui(Ts)-U {{Ti)
Jo Jo Jo

XdTs~dr, +  (4)

Kernels here are in a triangular form; hence t>Ts > - > r ,  >0. 
One can also use the symmetric form

yfa “ i) = “>o(*) + f + -
Jo

+  f -  f  w’s(t,T,..... Ti)«,(rJ—
Jo Jo

X d rr 4 r x +  - ,

where the w's are symmetric functions of the variables rs i ...,

Tj. In each case the kernels are uniquely defined up to a set of 
measure zero.

In these expansions, the linear, quadratic, cubic, etc.,... 
contributions are separated.

There is, in fact, a strong relationship between Volterra 
series and noncommutative generating ps. One can show 
that a Volterra series defines an analytic causal functional if, 
and only if, for all5>0, the kernel ws(t, ts, . . . ,r t) is an analyt­
ic function of i, rs>..., r ,.

Consider the differential system

^) = ̂o(?) + «i('Mi(?)
U t )  = h(q)

of the form (2), with only a single input. From (3), we can get 
the output y  as a Volterra series (4), where the kernels are 
given by18

wo ( t) — X  ^  o A |9(0) =  eiA"h l^o), 
v>0 v!

w ( i , r , ) =  2  A «AiA
vo,v,>0

= ertA'V'-r’M'* W

r2, r,)

(t-r.Prf
v,!v0!

_  V  \  v „ ^  \  V, a  a  V , L  I r 2 ) ” : ( r 2  _  r l Y ' T ' \ '
A  QSli/i 0 n  1̂ 0) ----------- ;—;—;---------

v(h v „ v , > 0  v 2 : v i !v 0 !

= e^"A,ér'--T̂ A xé‘- r̂ h \ ^ ,

w,'s(f,rs,..., r,) — X  A q"Ai*“A xA qH
(t-

9(0) '

=eT'A''Ai—A iei‘ ™"h\m .

II. A NONCOMMUTATIVE SYMBOLIC CALCULUS

A. Presentation

The generating ps representing the solution of a forced 
differential system can be obtained by a noncommutative 
symbolic calculus which generalizes Heaviside symbolic, or 
operational, calculus. Rather than a general formulation,1 
we apply the method to the cubic anharmonic oscillator, i.e., 
the Dufiing equation

y{t) + a y { t )+ y ( t)+ 0 y s(t ) =  a,(f). (5)

To account for the cubic term, we introduce a new oper­
ation on generating ps: we define the shuffle product by in­
duction on the length of words

lu ll =  1,

VjccJT, xuil =  \wx =  x,

Vjc, x'eX, Vw, w'eX*,

(xw)ui(x'w') =  x[u>m(*V)] +  *'[(;cu;)iiiu;']. (6)

So the shuffle product of two words is a homogeneous 
polynomial, the degree of which is the sum of the length of 
the words. For example

XqX ,hix,Xo = + 2xxxlxv

The shuffle product of two generating ps g,, g2€R( ( X )) is
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given by

g, mg2 =  £  {(g,, w t )(g2, w2)w, mii;21 w ,, w2eX  * | . 

Consider now the product of two iterated integrals

( 1 « , ) ( ! ■ « * ■ ' - < )
An integration by parts gives

■ « « X M
This last formula is similar to the definition (6) of the shuffle 
product.19 We then have the following important result.

Theorem20: The product of two analytic causal func­
tionals is a functional of the same kind, the generating power 
series of which is the shuffle product of the two generating 
power series.

Consider again (5) in the following integral form:

J
i*r p t  p r  /»t r*r

y{r)dr +  I d A  y(a)da +  l3 I d r \  y 3(a)da

0 Jo Jo Jo Jo

=  f  dr f  u x[cr)dor + at +  6, (7)

Making use of harmonic analysis, the authors w riter 
and u xin the form

y{t) = ZY(w )e‘“‘ with =  y([)e - ‘a!dt,
oj 2T J — t

“ i(f ) =  £  Ux{o>)e““ with J/,M  =  - i -  f  « ,(« )« -iMdt, 
oj I T  J - T

where ( — T, +  T] can be very large. Equation (5) becomes

(1 - c o 2 +  iao>)Y(co) + £ £ 2  Y (ca -c 0 ' ) Y { a ' - a ) ’ )Y{a")
Qi' Oi"

=  U\(q )
or

( \ - a 2 + icm)Y{m)+0  £
ty, + tu j + <y,i = m

=  Ut[co).

Terms of the perturbative expansion

Y[co) =  Y J p )+ P Y x(e>) + P 2Y2(a>) + .

Jo Jo

where a =  y(0) +  ay{0) and b =  j>(0).
The previous theorem and the relationship between it­

erated integrals and noncommutative indeterminates allow 
us to write (7) in the following form:

g +  a*0g +  xSg +  /?xJgingiiig=x0x, +  ax, + b. (8)

The algebraic equation can be solved iteratively with the 
fixed point theorem, according to the scheme

9.+ i +o*o8. +*o9i +0x5fl,mg(mg, = x 0x, +  ax, + 6 .

Noncommutative variables extend some properties of 
Laplace-Fourier transforms to the nonlinear domain. In­
deed, with the linear differential equation

y + y  = ux(t)

we associate for ĵ (0) =  j>(0) =  0, by the method described 
above, the generating ps

g +  xjg =  *oX„ 

g =  (l +  * 3 r ,*0x l, 

which is analogous to the classical transfer function 

1/(P2 +1).

B. An example of functional expansion

Consider again Eq. (5), seeking for small ¡3 a perturba­
tive expansion of the form

>10= j ’o(0 + A y ,(i)+ £  2y2[t) +  ••••

In a quoted paper, Morton and Corrsin,5 to this end, used the 
Fourier transform. This is heuristic because there is no sim­
ple relationship between the transform of a product and a 
product of transforms. After briefly reviewing their work, 
we show that our noncommutative symbolic calculus justi­
fies it rigorously.

are then

70M  =  (1 -6>2 +  iam)-xUx(a) =  -S (d > )0 » ,  

r , M = S M  2
<U, +  GJj +  Oiy —  Oi

F2M = 3SM 2  Ytei)YMYx\pJ.
<U| + <W2 + COy = 0)

These expressions become more and more complicated. The 
use of Feynman type diagrams in which

a straight line (------) represents S  {co),

a dot (.) represents 
a dashed line (—) represents YQ(o))t

allows us to simplify the manipulations. We deduce the fol­
lowing representations:

Y x

Y2 3

The one-to-one correspondance between Yk and these dia­
grams obeys the following rules:

Four elements are joined at each vertex, at least one of 
which is a straight line.

There is a factor of 3 associated with every vertex hav­
ing one or two dashed lines entering it.

So to draw Yk one must take k  straight lines and k  
vertices, combining them in all possible ways consistent with 
the above rules and adding the necessary (2k +  1 )Y0's 
(dashed lines).

✓s✓

y  y i ____ ' ' '  s ' '  i Q _____  / S '-
n  ~  27 —  —  x —X — k-; + 9  \  \  -

v - >
+  18

Let us write the solution g of (8) in the perturbative form 

9 =  0o+ £ 9 i +  ••••
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Hence,

90 =  (1 + o x o  +  .* 2 r l(*o*i + a x 0 +  b) 

=  -S ta ll* » * !  +  ax0 +  6),

9t =  ^ Wflomgoing,,, 

g2 = SStalgoingoiixg,, 
which represent them as Y0t Ylt Y2 by

The connection between three branches corresponds to the 
shuffle of three series.21

III. SYSTEMS DRIVEN BY WHITE GAUSSIAN NOISES

A. Generalities

A classical problem of convergence of functional ex­
pansions arises when the inputs are white Gaussian noises. 
This happens with generating ps as well as with the other 
techniques.

As we will see in the following, it is, however, instruc­
tive to use noncommutative variables. To this end, we must 
first give a meaning to stochastic iterated integrals 
Sodgj^'dgj', where the£  ) =  bt[t ) are Wiener processes, or 

Brownian motions which, for simplicity’s sake, are supposed 
to be mutually independent and standard, i.e., (b^t )) =  0, 
(bj(t)) =  \t |.To keep the rules of ordinary calculus and tak­
ing account of approximation properties,22 we use Stratono- 
vich integrals.23,24 If £0(r ) =  r, £-(r) =  bf(t ), we set

[dk-^=[d^(r)fodiu_r d̂ ,
where for j v # 0 , this last integral is a Strotonovich integral.

It is also necessary to compute the average 

(ïod£jv‘”dÇjo ) of iterated integrals. The following proposi­
tion can be compared with Wick’s theorem.

Proposition: The moment {SodÇjv~dgjo) of the iterated 

integral SodÇjv—dÇjo is given by induction on the length by 

( £ * - * )

I f  ( [ * - - * )

if ;v = 0,

lo otherwise.
Proof: The iterated integral

satisfies the Stratonovich stochastic differential equation

(For/v =  0, i.e., =  dt, the result is trivial). This Straton­
ovich stochastic differential is related to that of Ito by

- 1'■•■Jo 'd£jv +  JdBj ...j,, ’d£JV,

where the symbol. denotes the differential in the Ito’s sense. 
Hence,

= h. - .

+  i[Bi,.-»-j,,'dk  , + i d su - 2,- j„ -d k - ,] 'dk -  

From the definition of the Itô stochastic differentials, we 
have

<*u..
Finally, the classical rules of stochastic calculus, 

db.dbc^dt,

* db.dtm0, 

dt.dtc^Q, 

lead to

0 otherwise.

B. Statistics of the solutions of stochastic differential 
equations

Consider again the system (2); here in Stratonovich sto­
chastic form

dq =  A0(q)dt+ 2  AJqtfb,,
i* 1

V(t) =  h{q).

bitb2,: ;b n are standard Wiener processes, which are mutu­
ally independent [the initial state q(Q) is given]. Applying the 
previous rules to the fundamental formula, we get25

040) = ft u  + 2  T  (A° + \ £  A *Ya |„o,
v>0 V! \  2  / *  1 /

=  e x p f ^ 0 +  y  jr 

Example: The following system is described by 

dq =  (A , +  £ B,dbi ̂ q{t),

The state q belongs to R*; Bj ( j  =  0 ,..., n) and k  are, respec­
tively, square matrices and row vectors of order N  (systems 
of this form are known, in control theory, as regular or bilin­
ear systems). We have

^ > = ¿ ( 1  +  2  Î  BJ ...BiS d i j . . . d i \ { 0 ) ,
\  v>oy„,..̂ v»o Jo /

(A t)> = /l [exp '(¿o  +  y  2  B ? ) ]# ) ■

hence

(9)
In this particular case, we see that we have convergence and 
the formula (9) is then rigorous.26

Figure 1 gives the time expansion up to orders 8 and 12 
of the moment (q(t )) where

q +  q +  q +  0,2q3 =  b(t),
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Y  •' - - - - - - Solution by Monte-Carlo method

y  / I — —  Time expansion up to order 8

'A ; / _ Time expansion up to order 12

\ \\ ' /

________________  \  - ---- 1--- ----------- --------------- - - - - - - - - - - - - - - - - -  '
1 \  2  3 4 t

<q(t)> -

FIG. 1. First moment of the solution of the equation q +  q +  q +  0.Iq3 »  b (t ) with a2 »  5, # )  *  3, #0) «  0.

with q{0) =  3, $0) =  0.27 The symbol b is the formal deriva­
tive of a Wiener process 6, i.e., b is a Gaussian white noise. 
H e r e ( * ( 0 > = 0 , < * 2( i )>=5 | f | .

In the following we study perturbative expansions from 
which we can expect better results.

C. Perturbative expansions with respect to noniinearity

Consider the nonlinear differential equation

L y+ pP \y)  = b(t) (y(0), j>(0),..., are given),

where L  is a differential operator with constant coefficients, 
P  a polynomial, and /? a small parameter. Here we seek a 
perturbative expansion for the solution y(t ),

+ 0 ^2(0 + -• (10) 
Techniques using noncommutative variables, shown in the 
Appendix, give the ps gf corresponding to they t:

8 =  Qo + /? 9 i  + £ 292 +  

g is the generating ps associated toy. From a result analo­
gous to the previous proposition, it is possible to derive the 
first terms of the perturbative expansion of (y(r )) and more 

generally of (v"(0)-
Application: We refer again to the anharmonic 

oscillator

y  + a y + y  + 0y* =  b(t),

for which we compare our results with those of Morton and 
Corrsin5 (Fig. 2). The generating ps associated with the solu­
tion^ verifies the algebraic equation

g= -̂ (l+flwio + xjr'gmgmg
+  (1 +  a x0 +  xl)~  ‘(xox, +  ax0 + b ).

Setting

(l+«0 + ̂) = (l-fl,x0)(l-a2X0)

and

(1 +ax0+ x £ rW  + 6)
=  ̂ l( l —  Û j^ q ) 1 + ^ 2 ( 1  û 2*o )  l»

we obtain28

X  Y

2
1

X  Y

1
2
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1 1 
1 (
O ( 

1  ï
o <

1 o O ,
O 1 o

1 X Y 
fl, = 1 O 3

1 O 2
O 1 1

" I------1------X--------
1 o o

3 X X
1 O

6 X X
1 O

2
0.

I



3 X X X Y
1 0  1 0  0

0 1 2  3 2
“1  X X X Y X Y

1 0 3 2 2 1 1
0 1 0 1 0  1 0

Ì2 X X X X Y Y
1 0 3 2 1 1 1
0 1 0  1 2  1 0

1  X X X Y X  F
1 0  2 1 1 0 0

0 1 1 2  1 2  1

13 1  X X X Y Y
1 0 2 1 0 0 0

0 1 1 2 2 2 1

For the first moment, we have then

<flo>

<g,> =

1 1 
1 0 
0 0 

“1  1 
0 0 ,

_ J _____0

"1 X X
1 0 3
0 1 a

3 X X
1 0 2 
0 1 1

3 X X
1 0 1
0 1 2

—I------ X x —
1 0 0
o i _aJ_____

12 ŷj X X X ~X~ X

1 0 3 2 1 1 
______ 0 1 0 1 2 0

12— X X X X X
2

1 0 2 1 Q 0 
0 1 1 1 2  1

Figure 2 gives the perturbative expansion up to order 2 
of steady-state moment (y2) .

IV. CONCLUSION

The functional methods proposed here are mathemat­
ically rigorously correct in the deterministic case, where 
they clarify various former attempts. In the stochastic case, 
their algebraic nature simplifies the computations of pertur­
bative expansions.

APPENDIX

Consider the differential equation

L y+ pP \y)  + b[t)

with

L = 2 l> j r/ == o at:

and

P (x )= 2 P j* -  
j =■ i

As previously (Sec. IIA), the generating ps associated withy 
is given by

')g+*00^Pjf
\i = 0 / y=l

= x^~'x i + £  ¿,4

or

9=
\i = 0 J

+  (  £  l,xo ~ ') '(*2 ~ ' x , +  £  <5,̂ 0

where S{(i =  — 1) are constants depending on the ini­
tial conditions.

The expansion (10) is “equivalent*’ to that of g in powers
of 0:

9 = 9o+^9i + 0 \  + -

with

2
Solution by Fokkar-PlancK. equation

---- Perturbative expansion up to order 2 
(by formal p.s.) *

---  Perturbative expansion up to order 1
(by formal p.s.)

_♦_  Perturbative expansion up to order 2
(Horton and Corrsin)

/ /  /

! /  

f  / j /
]/
//

FIG. 2. Second steady-state moment of the solution of the equation 
q + q + q+0qy = b{t), (b2{t)) = (r\t\.
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0o

and

g*

f > ; )

=  - f t W ' i  *0 £  X  Pk,Pk.“‘
'* '-0 ■ '  y*» *,...*y

fc, H--- 1- kj= k

X p kjqk mqkzm - m q kj.

To have the rational expression of git we need to com­
pute the shuffle product of powers series of the form 

(1 - a o x o p 'x . j l - a tx0)~'xu- ( l - a px 0)~'. (Al)

Proposition29 : Given two formal ps

S’? =  (1 -% *(,) ' ^ ( l - a ^ o )  1 - a px 0y

= S r ' x , ( l - a . x 0) - '

and

<(1 — ûo*o)~ '•*(, (1 — a lXoi~'XiJ ••••*¡,(1 — 1 > 

(1 - a 0x0)_ ^ 0((l - a,JCo)_ lJC(!- x ,r(1 — apjc0)- l > 

=  ' i ( l  — «o^o)- l JCo<(l - * 2 * 0 ) "  “ V eo)_ l >

SI = (1 -  Vo) (1 -é ^ T  V*/,(l -è,x0)-1 
=  5 r \ ( l - M o ) ~ ' -

wherep  and q belong to N, the subscripts iXt~ Jp, j » - j q to 
[0, 1 ), and aiy b} to C; the shuffle product is given by induc­
tion on the length by

SlmSl = (SïwSr X  [1 -  («, + W  '
+ (5r'mS! [̂l-(a,+0,M"1

with 

(1 -  ax0) - ‘nifl -  bx0)~1 =  [ 1 -  (a +  b )*0] * ;».

This shows that g, (¿>0) is a finite sum of expressions of 
the form ( 11). To derive perturbative expansion of the first 
moment,

<g> = <g0> +Æ(g,> +/?2<g2> + •»,
we should compute

<(1 (1 - a xx 0)~lx i2- x ip(l - a p*0) - l>.

This is given (see the proposition of Sec. IIIA) by induction 
on the length by

if /, = 0 ,

if /l = / 2= l ,

otherwise.

I----------------

g, is then a rational fraction in the only variable xQ. Its de­
composition into partial fractions and the following lemma 
give its corresponding expression in time. 

Lemma: The rational fraction (1 — axQ) “ p corresponds 
to the exponential polynomial

This results easily from

(1 - a x o ) ~ '  =  (l + a x < / - Im (l - ^ o ) " ' -

'M. Fliess, Bull. Soc. Math. France 109,3 (1981).
2C. A. Uzes, J. Math. Phys. 19, 2232 (1978).
3B. Jouvet and R. Phythian, Phys. Rev. A 19,1350 (1979).
4F. Langouche, D. Roekaerts, and E. Tirapegui, Physica A 95,252 (1979). 
3J. B. Morton and S. Corrsin, J. Stat. Phys. 2,153 (1970).
6F. Lamnabhi-Lagarrigue,“Application des variables non commutatives à 
des calculs formels en statistique non linéaire, Thèse 3' cycle, Université 
Paris XI, Orsay, 1980 (unpublished).

7Remember that the free monoid is an important subject of investigation in 
some questions resulting from theoretical computer science. One should 
cite here the name of M. P. Schiitzenberger. See, for example, S. Eilenberg, 
Automata, Languages and Machines (Academic, New York, 1974), Vol. 
A; G. Lallement, Semigroups and Combinational Applications (Wiley, 
New York, 1979).

MIn the case n =  0, one finds again the commutative algebras R(x0] and 
R[[x0]] of polynomials and power series in one variable.

’Iterated integrals have been introduced by Chen as an important tool in 
topology. See, for example, K. T. Chen, Bull. Am. Math. Soc. 83,831 
(1977).

,0A functional is said to be causal, or nonanticipative, if at time t its value 
depends on the values of the H,(r) only for r< /.

1 ’Equation ( I) is supposed to be absolutely convergent for t and 
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,2It is worth noting that the order of subscripts in the sequences 
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13W. Grobner, Die Lie-Reihen und ihre Anwendungen, 2nd ed. (VEB 
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also get simple algorithms which have been implemented on computers 
for deriving the first terms of functional expansions (see Ref. 6). This 
approach can be applied to a wide range of ordinary differential equations. 

22E. Wong and M. Zakai, Int. J. Engin. Sci. 3,213 (1969).
23R. L. Stratonovich, Conditional Markov Processes and their Application to 

the Theory o f Optimal Control (Russian, Moscow, 1966, English transla­
tion: Elsevier, New York, 1968).

24For an equivalent definition of the stochastic iterated integrals, which is 
mathematically more natural, see M. Fliess, Stochastics 4, 205 (1981). 

23Let us note that the generating ps related to the fundamental formula is, in 
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the mathematical validity of the foregoing is not ensured. This formula 
could also be derived, in an heuristic way, from the Fokker-Planck equa­
tion by path integral techniques. See, for example, R. L. Stratonovich, Sel. 
Transl. Math. Stat. Prob. 10,273 (1971); and R. Graham, Z. Phys. B 26, 
281 (1977).

26L. Arnold, Stochastische Differentialgleichungen (Oldenbourg, Munich, 
1973); English translation, Stochastic Differential Equations (Wiley, New 
York, 1974).
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c : o  c 2 i c i \ p ~  n ci,
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29F. Lammabhi-Lagarrigue and M. Lammabhi, Ric. Automatica 10, 17 
(1979).
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AUTOMATIQUE THÉORIQUE. — Séries de Volterra et formalisme hamiltonien.
Note de Michel Fliess et Françoise Lamnabhi-Lagarrigue, présentée par Jacques-Louis 

Lions.

Reçue le 18 juin 1984, acceptée le 24 juillet 1984.

On montre que le développement en série de Volterra de ta solution d’un système différentiel forcé s’exprime 
de façon naturelle à l’aide de i’hamiltonien de ce système.

A U TO M A T IO N  (TH E O R E TIC A L ). — Volterra Series and Hamiltonian Formalism.

It is shown that the Volterra series expansion o f  the solution o f  a differential equation with forcing terms can 
be most naturally expressed by using the Hamiltonian o f  the system.

1. I n t r o d u c t i o n .  — Les séries de Volterra sont l’un des outils les plus employés par 
les ingénieurs pour traiter du non-linéaire (cf. Rugh [8], Boyd, Chua et Desoer [1]). 
Quoique Volterra [11] les ait introduites en liaison avec le calcul des variations, on s’est 
assez peu soucié, dans les travaux actuels, de leurs liens éventuels avec la commande 
optimale. Pour celle-ci, le formalisme hamiltonien, si important en mécanique et en 
physique, s’est imposé avec le Principe du Maximum. Le but de cette Note est de 
généraliser une remarque de [4] sur la géométrie symplectique du premier noyau, en 
montrant que les noyaux d’ordre supérieur du développement en série de Volterra de 
la sortie d’un système différentiel forcé s’expriment naturellement grâce aux dérivées 
fonctionnelles d’un hamiltonien. Ce résultat, qui semble nouveau en automatique, avait 
sans doute été plus ou moins pressenti en physique statistique et quantique (Garrido [6], 
Uzes [10]).

2 .  R a p p e l s  s u r  l e s  s é r i e s  d e  V o l t e r r a .  — On considère un système où, pour simplifier, 
commande et sortie sont scalaires :

L’état q appartient à une variété R-analytique Q de dimension finie N. Les champs de 
vecteurs A0, A t : Q -*T Q  (fibré tangent) et la fonction de sortie h : Q - * R  sont 
R-analytiques. On suppose la commande u continue, c’est-à-dire ueC °([0, T], R), T>0 .  
Divers auteurs ont montré que la sortie y pouvait être développée en série de Volterra :

où O r g x g a j g .  . . a s ̂  ^  T. Les noyaux sont ici sous forme triangulaire. A l’instant 
initial t ,  q(x) = a e Q .

En réarrangeant les termes de la série génératrice et en utilisant un sous-produit de la 
formule de Baker-Campbell-Hausdorff, on montre [5] que les noyaux sont des fonctions

{î(î)=Ao(4) + «(0A,(î)
y ( t )  =  h(q).

y ( t )  =  w 0 ( t ,  t ,  a ) +  w t ( t ,  c t 15 t ,  « > « ( 0 ! ) ^ ! +  . . .

♦r-r w ,(f, cr„ . . CTlf  T, ä)u{as). . .u(at)daa. . .doí + . .

0249-6321/84/02990783 S 2.00 <g> Académie des Sciences
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analytiques dont le développement de Taylor est donné par :
_  (CTt— t)v*

w t (t, ct1; T, a)= 2- ---- ;-- adAxo A. 1 W 0 (r, T, 4) ,
T* \> !v,ao Vj!

w,(t, a u T, a) = £
(c t s - t ) ys .  . . ( a t — t ) v» 

v j  - . . v t ! 

x < , A (. • • adv¿0A 1w0(t, x, q)

Comme à Inaccoutumée, est le crochet de Lie itéré v fois [A0, . . ., [A0, A x] . . . ].
Les dérivées de w0 sont prises par rapport à q.

3. G é o m é t r ie  sy m ple c tiq u e  d u  p r e m ie r  n o y a u  [4]. — La différentielle dw0 de w 0 par 
rapport à q définit un champ de covecteurs sur Q. Le fibré cotangent T*Q  étant muni 
de sa structure symplectique canonique (cf. [9]), introduisons les hamiltoniens 

— dwQ >, j  = 0,1- Rappelons que le crochet de Poisson de deux fonctions 
f ,  g : T* Q R est, en coordonnées locales (q \  . . ., <?N, p l9 . . ., pN), donné par :

Remarque. — La formule fondamentale, qui exprime le développement en série généra­
trice q de la sortie y  de S, à savoir ([3], [5]) :

On généralise ainsi une formule bien connue pour les systèmes différentiels libres (cf.

4. E x pr essio n  h a m il t o n ie n n e  des  n o y a u x  d  o r d r e  s u p é r ie u r . — Commençons par 
quelques rappels d’analyse fonctionnelle. Soit une fonctionnelle U : C°([0,1], R) -*■ R, 
dérivable au sens de Fréchet (cf. [7], [12]). Supposons de plus que cette dérivée s’exprime

par l’intégrale I tp (a) 5 f  (a) doL, où tp, qui est la dérivée fonctionnelle, peut dépendre de

y  K Ê L - K Ê L  
U , 8 )  ^  ôqk ôpk ôpk ôqk '

A partir des équations de Hamilton, il vient :

P ro po sitio n  1. — Le premier noyau de Volterra syécrit :

(CTj— t ) Vi

w t ( tT o t, x, a) =  21 --------- :-----< o A i w o ( t .  î ) | , = .
viëo v t !

_ ^  ( ^ - T r t  driJe l 

V1â 0 v x ! <fcvi ;:®
_  (Oi—  x)Vl

= 1  — . . .  (Jf’o.JÎ'i). ■ •),=«•
v.ao vx!

(1) g—h q = c
v O j o .................. Jv  =  0 ,  1

se traduit immédiatement en crochets de Poisson :

q =  a X j v ‘ * • X Jom
v ^ O  Jo . . . . , j v =  0 , 1

m .

:

A t

h). .9 = q = a

I 4 = a A JC A
j

/ï J x j o 9
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f  Pour une. définition m athém atique précise, renvoyons à [2], où  cette dérivée est dite 
de Fréchet-Volterra. Posons, selon des notations usuelles en physique :

5U

Ô/!
= <p(a).

t et t  étant fixés, il est im m édiat que la dérivée fonctionnelle de la sortie y  de S  est 
donnée par le premier noyau :

(2) =  y

5uai VI è O

( C f i — C)v

v, !
------adX‘0 A t w'0 (r, x, q ) \ q=a.

P r o p o s it io n  2. — L e noyau de Volterra d 'ordre s s’écrit : 

ws (r, <Tj, . . x, a)

( c t , - t ) v’ . . . ( a 1 - t ) vi
■ z

V I .................. v s =  O

ad£0

( a s— c)v*. . .(C T .-x r i  d*»

vŝ 0 v ,! .  . - v , ! d&i’ 5ue* dQp Su9* dxvi
u = 0 
0,= . . .02 =*t. 
q - a

D ém onstration. — N o u s l’esquissons pour s =  2 en m ontrant que :

a

dv>

dQv,2 5u02 dxvi
c/T u = 0 .

e2 = t

C onsidérons a d Q A y W o  =(T'l/dTVl com m e une fonctionnelle de u. Com m e

en (2), il vient :

5

Su1< £ ' ■ )
„ 0_ E  <±̂ radlcAJfl^)
. . .  .? o  v ! 40 ‘ U t » '  V

u =  0* 
q » a

Par analogie avec (1), qui a permis bien des applications, nous appellerons les form ules 
des propositions 1 et 2 secondes fo rm u les  fondam enta les.

R é f é r e n c e s  b i b l io g r a p h iq u e s

[1] S. B o y d ,  L. O. Chua et C. A. D e s o e r ,  Analytical Foundations o f Volterra series, Memo. UCB/ERL  
M84/14, Electron. Res. Lab., University of California, Berkeley, février 1984.

[2] M. D . D o n s k e r  et J.-L. L io n s ,  Acta M ath., 108, 1962, p. 147-228.
[3] M. F l i e s s ,  Bull. Soc. M ath. Fr, 109, 1981, p. 3-40.
[4] M. F l i e s s ,  Proc. IXth I.F.A.C. World C o n g r ., Budapest, juillet 1984.
[5] M. F l i e s s ,  M. L a m n a b h i  et F . L a m n a b h i - L a g a r r i g u e ,  I.E.E.E. Trans. Circuits Systems, 30, 1983, 

p. 554-570.
[6] L. M. G a r r i d o ,  J. Math. Physics, 10, 1969, p. 1045-1056.
[7] P. Lévy, Problèmes concrets d'analyse fonctionnelle, Gauthier-Villars, Paris, 1951.
[8] W. J. R u g h ,  Nonlinear System Theory, The Johns Hopkins University Press, Baltimore, 1981.
[9] W . T h i r r i n g ,  Lehrbuch der mathematischen Physik 1, Klassische dynamische Systerne, Springer, Wien, 

1977, traduction anglaise : A Course in Mathematical Physics 1, Classical Dynamical Systems, Springer, New 
York, 1978.

[10] C. A. U z e s ,  J. M ath. Physics, 19, 1978, p. 2232-2238.
[11] V . V o l t e r r a ,  Leçons sur les fonctions de lignes, Gauthier-Villars, Paris, 1913.
[12] V . V o l t e r r a  et J. P é r è s ,  Théorie générale des fonctionnelles, 1, Gauthier-Villars, Paris, 1936.

Laboratoire des Signaux et Systèmes, 
C .N .R .S.-E .S.E ., plateau du Mouton, 91190 G if sur- Yvette.

vi.

•Vi!* *
A x ad) A 1 % i 3)|,=

S C

ad A, ad A vo





14

Avant d'introduire le problème de la commande optimale sin­

gulière proprement dit, il est peut-être bon de situer l'étude 

qui va être faite dans le vaste domaine de la commande optimale. 

Pour cela, on citera un paragraphe d'une critique faite par 

Berkovitz, au sujet de livres récents sur la commande optimale.

"The principal questions associated with a control problem 

are the following. First, do there exist controls u in the set 

of allowable controls such that the target set will be attained? 

This isthe controllability problem. If the answer to the first 

question is affirmative, does there exist a u* that minimizes 

the functional? This is the existence prpblem. Finally, if the 

problem has a solution, find necessary conditions that will be 

useful in actually finding the solution or in characterizing the 

solution qualitatively in a useful way".

C'est précisément ce dernier thème qui sera étudié ici, dans 

le cas particulier des problèmes singuliers.





COMMANDE OPTIMALE SINGULIEREB. C
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I N T R O D U C T I O N

C o n s i d é r o n s  le s y s t è m e

_ /  ^ F((r,q;u) ; Cj(o)

* = M ^ )
L ' é t a t  q a p p a r t i e n t  à u n e  v a r i é t é  a n a l y t i q u e  Q de d i m e n s i o n

finie, p a r  e x e m p l e  jP^. Le c h a m p  de v e c t e u r s  F est a n a l y t i q u e
1 Np a r  r a p p o r t  aux v a r i a b l e s  q  , ...q et au v e c t e u r  c o m m a n d e  

u = (ui » • • • um ) • La f o n c t i o n  de s o r t i e  h  : Q _ ^.jPiest a n a l y ­

tique. O n  s ' i n t é r e s s e  dans ce q u i  suit au p r o b l è m e  de M a y e r  s u i ­

vant, a ve c  un t em ps  t e r m i n a l  f ixé T et des c o n t r a i n t e s  t e r m i ­

n a l es  (1) : T r o u v e r  une c o m m a n d e  u = ( u ^ ,...um ) q u i  m i n i m i s e  

la s o r t i e  y(T) = h 0 (q(T)) et t e l l e  que h^( q( T) )  = 0,

i = 1,..., n ; les f o n c t i o n s  h ^  , i = 1,.. .n : Q — >iK sont^ elles 

aussi, s up p o s é e s  a n a l y t i q u e s .  E n f i n  les c o m p o s a n t e s  ut (t),..., 

um (t) à v al eu rs  dans un e n s e m b l e  d o n n é  U sont s u p p o s é e s  a n a l y ­

t i q u e s  p a r  m o r c e a u x  sur [0,T] a ve c  un n om br e  fini de p o i n t s  de 

com mu ta ti on .

N o u s  n ou s  i n t é r e s s o n s  ici à la c l a s s e  des p r o b l è m e s  s i n g u ­

liers. D ' u n e  f a ç o n  générale, u n  p r o b l è m e  de c o m m a n d e  o p t i m a l e  

e st  dit s i n g u l i e r  dès q u e  le P r i n c i p e  du M a x i m u m  est t r i v i a l e ­

m e n t  s a t i s f a i t  sur une p o r t i o n  de t r a j e ct oi re .  Les cas les p l u s  

c o m m u n s  c o m p o r t a n t  des arcs s i n g u l i e r s  sont les p r o b l è m e s  de 

M a y e r  p o u r  les qu el s  la f o n c t i o n  F est l in éa ir e  en la c o m m a n d e  

s c a l a i r e  u(t), F(t, q; u) = A c (q) + uitîAj^Çq). L ' h a m i l t o n i e n  

a s s o c i é  et la f o n c t i o n  de c o m m u t a t i o n  ^  s ' é c r i v e n t  

r e s p e c t i v e m e n t

<p, A„(q)+ .uA, (q) >  et , A, (q)> , p é t a n t  le

v e c t e u r  adjoint. Le p r o b l è m e  est dit s i n g u l i e r  dès que la f o n c ­

t i o n  ^  s ' a n n u l e  sur des s o u s - i n t e r v a l l e s  (ta , t^) CZ. C0, T] ; 

les arcs e x t r é m a u x  sont dits s i n g u l i e r s  sur (ta , t^j et non- 

s i n g u l i e r s  a il le ur s.  Si u est t e l l e  q u e  |u(t)j <T ĵ , la c o n d i t i o n  

n é c e s s a i r e  du p r e m i e r  o r d r e  est s a t i s f a i t e  sur l'arc s i n g u l i e r  :

- 9 c
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et de plus, sur cet intervalle, ^_Ü S  o . On ne 
OU- d ta .

sait donc plus, dans ce cas, distinguer un maximum d un minimum.

Deux types de questions apparaissent : l'une concernant 

1 'optimalité de l'arc (ou des arcs) singulier(s) sur l'inter­

valle considéré, l'autre concernant 1 'optimalité en un point de 

jonction entre un arc singulier et un arc non singulier. Cette 

étude a commencé dans les années soixante avec les travaux de 

Tait C£ 1], Kelley [kl], Johnson C/2], Goh B?3], Robbins C^l], 

Kelley - Knopp et Mayer Cfc2], Contensou [cl]. De nouveaux tests 

d'optimalité ont été obtenus, notamment une condition nécessaire 

d'ordre deux, utilisée par la suite avec succès par les ingénieurs 

appelée condition de Legendre - Clebsch généralisée ou encore , 

test de Kelley - Contensou. On rencontre souvent aussi celle 

appelée de Jacobson-Gabasov. En même temps, des conditions à la 

jonction entre arc singulier et non-singulier sont proposées 

Bn.2, 6 4]. Les articles de Gabasov et Kirillova Cg i] et de 

Marchall et Contensou Dm 1] ainsi que le livre de Bell et 

Jacobson [fa 2] résument cette période d'intensive recherche sur 

le sujet et donnent une bibliographie plus étendue. Plus récem­

ment, sont soulevés deux importants problèmes : l'un lié a 

l'utilisation de définitions confuses de la notion d'ordre [£3] 

et l'autre à des hypothèses trop fortes faites lorsque des con­

traintes terminales sont imposées au problème de commande [fe.4].

Si Lewis propose une nouvelle définition de l'ordre (ordre in­

trinsèque et ordre local) et si Krener obtient de nouvelles con­

ditions nécessaires sans l'hypothèse trop forte de normalité, on 

relève une non-unicité dans cet ensemble de travaux. Comme le 

précise Lewis, une troisième définition de l'ordre serait néces­

saire pour les problèmes où l'hypothèse de normalité n'est pas 

imposée.

On propose ici un contexte nouveau pour la commande optimale 

singulière. De nouvelles définitions d'ordre seront données.

Elles seront exprimées en fonction des champs de vecteurs asso­

cies au problème de commande sans faire directement intervenir 

le vecteur adjoint (l'hypothèse de normalité est en fait liée à 

l'unicité du vecteur adjoint extrémal). De même, on proposera
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une nouvelle interprétation des conditions nécessaires d'optima­

lité d'ordre supérieur (deuxième et troisième) ainsi que de nou­

velles conditions aux jonctions en relation avec les travaux 

récents de Bortins [611]. Il y a eu en théorie du contrôle de­

puis une quinzaine d'années un intérêt considérable dans l'uti­

lisation de crochets de Lie de champs de vecteurs (voir par 

exemple Sussman [44] pour caractériser des propriétés fondamen­

tales comme la contrôlabilité ou 1 'accessabilité ; citons à ce 

sujet par exemple les travaux importants de Lobry i l 4], de 

Hermann et Krener [^2] ou plus récemment encore ceux de Bonnard 

[ 8 ]. En commande optimale singulière, cette approche a été uti­

lisée par Krener [^4] pour les systèmes linéaires en la commande 

(voir aussi Brockett [£>14]). Knobloch [fe.3] a ensuite généralisé 

ces résultats en obtenant une théorie complète des conditions 

nécessaires d'ordre deux- L'auteur donne de nouvelles conditions 

nécessaires, peut être plus adaptées aux applications, en mettant 

en évidence des redondances dans les formulations classiques.

Des résultats importants sont aussi obtenus dans le cas d'une 

entrée vectorielle. Néanmoins, son approche fait intervenir un 

formalisme mathématique complexe. On retrouvera ici les princi­

paux résultats.

Le principe de notre méthode est simple : on utilise le nou­

veau développement fonctionnel du chapitre précédent pour expri- 

mer celui de la variation a 1*instant T de la sortie y de 

lorsque une variation 6u(t) est imposée au système étudié. Du 

choix deSu(t) découlera l'ensemble des conditions nécessaires 

obtenues. Notons enfin que l'utilisation des séries de Volterra 

est naturelle pour ce type de problème. C'est en effet dans ce 

cas (T fixé) l'analogue des séries de Taylor (voir Brockett 

[bl4] et Fliess [¿5].

Les résultats obtenus seront appliqués à des problèmes de 

commande en mécanique du vol issus du livre de Vinh. [i/l].
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1.1. - Formalisme hamiltonien

L'hamiltonien associé au problème de commande 21 s'écrit

H-- F(t,q,u)>
)f

OÙ P(t)êTq W Ç  (i 'espace cotangent au point q(t)j est le v z c t m f i  

a d j o i n t .  Dans une carte locale où p = on obtient

H = pftit) F a iir; q; ü,).
Rappelons le principe du Maximum (voir par exemple, Pontriaguine 

et coll. [P I p o u r  le problème de Mayer énoncé plus haut :

Principe du Maximum : Si (u(t), q(t)) est une solution du problè­

me, il existe un vecteur adjoint p fi-) G absoluement 

continu et non identiquement nul tel que, dans une carte locale,

p(t) = - pT(t) ï f  ( tr, U(fcj)

n

avec la condition de transversalité, P(T)- Z L  ̂  ^  (q(T)) , ^  

et vérifiant de plus ^

p ~ ((r )  q | b - ) y j u )  ^  pTM F(lr, q / f c j  ; Vu ê  U

En utilisant le formalisme hamiltonien, si (u(t), q(t)), est une 

solution du problème, les équations suivantes, appelées équa­

tions de Hamilton, sont vérifiées dans une carte locale 

( q^ , • • • q^, p^, • • •, Pjj ) s

p(t) = - | H  (t, p|H, •#), ««•)), p(t) ,  £ *  (<,|r))
C/CJ ^

et de plus H  (tr,piW/<^),u(lr))r m»h H  p(t), ̂ J x )  (3)

à l G Ü

Si u(t) € Int U (l'intérieur deU), pour tout t£[0,T],

y 0

pf >) .

Pnp(Pl «

R»i

,Q
(̂tr:

q ir * w qtc

3R; (2
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alors

i) , Vb é L°/TJ
et ii) j_| p(V); M (t)] est semi-définie positive Ü̂itL0/ 'J-

xr '
Le problème de Mayer est dit i l n g u t ^ z f i  si la matrice 

H (t.p(t). q(t),u(t)) n'est pas de rang maximal sur un sous- 

intervalle (ta, tjj) C  [0,T] .

1.2 - Quelques notations et quelques rappels, 

a - Commande, trajectoire et vecteur(s) adjoint(s) extrémaùx.

Dans la suite, u(t) et q(t), t£[0,T] désignant ane solution

et seront appelés respectivement commande, d z  f i z^ÎKzncz  z t  V i a j z c . -

vérifiant la deuxième équation de Hamilton (2) et l'égalité (3), 

la commande u(t) et la trajectoire correspondante q(t) seront 

notées ü(t) et q(t) et appelées respectivement commande 

zx tK é .m a .lz et t x a . j z c t o V i e .  zxtKz.m<x.tt. De même p(t) sera noté p(t) 

et appelé v z c t z u A  a d j o i n t  z x t x i m a . t .

Toute quantité évaluée le long d'une solution extrémale 

(ü(t),q(t),p(t)) sera surlignée ; par exemple, l ’expression 

Hu (t,ü(t),q(t),p(t)) sera simplement notée Hu -

b- Conditions nécessaires d'optimalité du premier ordrp

Considérons deux champs de vecteurs Q  e t  & /: C> a[ot1 

On peut définir (voir par exemple Helgason [fil] et la biblio­

graphie citée) un nouveau champ de vecteurs noté [G,G'] défini 

dans une carte locale par

de
( y = F(q, u,b)

R. ( q i u ) ;

t a i f i z  d z  f t i^ZKzncz . Si de plus, il existe PÍÍ

O.

M. p(t-) lit) , u it 0

io

r
■ a l l r \

6 >#ir£

G 2)6

ò dt

6'
l¿>q ò t )

2 (

TQ

t



Il est facile de vérifier que cette définition est indépendante 

du choix des coordonnées (q,t). C ’est une opération naturelle 

dans les groupes de Lie.

Choisissons en particulier le champ de vecteurs définissant

A.. Z . +$i

Le résultat suivant est bien connu :

Lemme 1 : Pour une solution p(t), té[0,T], ouibitfiCLÂJKL de (2),

(t), ^  ° ’

On rappelle que ^ ‘ 3 a*rec t

/ t 
Désignons par A ^ , i = l,...,m, les champs de vecteurs

t  F j  f *
H Sut 1

où F^ dénote la dérivée partielle par rapport à de F^.

L ’expression

<  p f t ) , A Î >

est alors la dérivée partielle par rapport à u^ de l ’hamiltonien

H = pit), ir(̂ »ci/ )̂'>
D 1 après le lemme précédent on obtient :

Lemme 2 : Pour une solution p(t), t £[0,T] de (2)

21

et

i O i
àu- òkv bu¡

-  p

< p M ,
Ì

< k -

l à

a à

V:
à .

ôr
F*

dtv
pit: í ) , a i » « 

A. * >

A ,WC< ac1
A .

(¡À A A0 a d
, p - i

A»

(t. , * 0R

A;

Ao 4ift-J
d b * ÒJU;

<>U

CLKbitH.OÛ.KZ
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Nous aurons besoin aussi de l'identité suivante :

Lemme 3 : Pour une solution p(t), t£[0,T], de (2),

Dans la suite, ainsi que dans les autres chapitres, sauf le 

dernier, on suppose que u(t) € Int U  • Avec les notations pré­

cédentes, le Principe du Maximum s'écrit :

Lemme 4 : Si p(t-), t |ë[0,T] est un vecteur adjoint extrémal alors

Remarque : Nous verrons dans le chapitre suivant pourquoi ces 

conditions nécessaires sont appelées conditions nécessaires du 

premier ordre. Elles découlent en effet naturellement du premier 

noyau de Volterra d'un certain développement fonctionnel alors 

que les conditions nécessaires d'ordre supérieur proviendront 

des noyaux d'ordre supérieur de ce même développement.

ò A’", i v . / i a " m) i i  ü'1 àüV
ôxt. ' \ ô p  ÔM-i J l otj d)c* cUi; / 1 Î5p d t v ' ’ dm )

Preuve : D'après le lemme précédent, ]L A. 2Ü. s aà̂  
-----  a o  A.». Ao *

-  ¿ i F - l  = < F , e l ' i aclAa ^ >

Si bien que

/2 l ¿ T  âü ] i f  lü  V  = <TpM, <  ^  < ~ 'Ai >  U ¿t1’" i«; Up dt*- »juJ  r *• *

i) >  = o  y i = i ,  fc é  à

ü) <pft) , ad* A; > =o t d r ..rm ir G C°,t J .
y

On remarque, dès à présent, que l'opération sur les champs 

de vecteurs qui consiste à effectuer le cr.ochet de Lie avec 

\  , notée a d ^ , est une opération fondamentale dans cette

at

'f » aà
V M

a; acl
/ a;

p A' -rir°

1

A
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étude. Ainsi, avant de poursuivre, allons-nous en donner quel­

ques propriétés ( C ^ s t  l'équivalent de l'opérateur V' de Cfe33)*

1.3 - Propriétés de l'opérateur ad^ •
d

N g

Soit G un champ de vecteurs G-z «analytique. Le

champ de vecteurs ad* G dépend de u mais auss'i de la

dérivée totale de u par rapport à t. De même, après k applica­

tions de cet opérateur le champ de vecteurs résultant adA, G 

contiendra u ^ ^ ,  j = l,...,k où u ^ 3  dénote la i-ième 

dérivée totale par rapport à t de u. On montre facilement les 

propriétés suivantes

Lemme 5 : i) ÌL & - û d A S- + ac^
--------------- ¿XL. A» Ac fto dJÜLi

u > f c c U ^ A . 6 * + ' 8 > o ,
pour i = 1,...,m. * 1

La propriété suivante est aussi très importante pour la 

suite s

Lemme 6 : Soit u(t) une commande de référence telle q u ’elle a 

été définie plus haut, si G = 0 pour t éf[0,T] alors adA ^ G = 0, 

pour t € £of T2 •

Preuve : Si G est identiquement nul sur [0,T], p(t), G >  et

sont aussi identiquement nuls pour une solution 

CLfibltKCLlïiz p(t) de l ’équation de Hamilton (2), D ’après le lemme 1 

<  p(t), adA G y est nécessairement nul sur l ’intervalle 

considéré et donc ad^ô- l ’est aussi.

Soit«$ l'espace vectoriel engendré par les crochets de Lie ai. /A* ^ 7,0

i = l,...,m tong de la solution (u(t),q(t)) de référence,
•j l ,

i.e. les champs de vecteurs adj^ dépendant de (t,u,q) sont 

évalués au point (t,u(t), q(t)). On suppose que l'intervalle 

[0,T] est suffisamment petit pour que la dimension de d&> soit 

constante sur cet intervalle et que soit engendré par des

aCi:

d H ;

ìii-r

Òli

k :p(vì
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é l é m e n t s  f i x é s  d e  l a  f o r m e  a d ^ A t  yv>>/0^ i  =  l , . . . , m .  A  p a r t i r  

d u  l e m m e  p r é c é d e n t  o n  m o n t r e  :

L e m m e  7  : S o i t  G u n  c h a m p  d e  v e c t e u r s  a n a l y t i q u e ,  s i  G a l o r s

cuL G •
A.

P r e u v e  : S i  G €0$  a l o r s  i l  e x i s t e  b v > =  1 ,  . s  d e  l a  f o r m e  

p r é c é d e n t e ,  t e l s  q u e  & =  21 . P o u r  c o n c l u r e ,  i l  s u f f i t

d ' a p p l i q u e r  l e  l e m m e  p r é c é d e n t  à  G =  G-  2 — C^( lr )  *

N o u s  c o m m e n c e r o n s  l ' é t u d e  d e s  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  

d * o p t i m a l i t é  d a n s  l e  c a s  o ù  l a  c o m m a n d e  u  e s t  s c a l a i r e -  L a  

g é n é r a l i s a t i o n  a u  c a s  v e c t o r i e l  d o n n e  d e s  c o n d i t i o n s  a n a l o g u e s  

s u r  c h a q u e  c o m p o s a n t e  s i n g u l i è r e ,  m a i s  d e  n o u v e l l e s  a p p a r a i s s e n t  

a s s o c i é e s  a u x  c o n t r i b u t i o n s  c r o i s é e s .  C e c i  f e r a  l ' o b j e t  d ' u n  

a u t r e  p a r a g r a p h e .  A v a n t  d e  p o u r s u i v r e ,  i n t r o d u i s o n s  u n e  n o u v e l l e  

d é f i n i t i o n  d e s  o r d r e s  d ' u n  a r c  s i n g u l i e r  a i n s i  q u e  q u e l q u e s  

i d e n t i t é s  r e m a r q u a b l e s ,  c e s  d e u x  p o i n t s  é t a n t  e s s e n t i e l s  a u s s i  

b i e n  p o u r  l ' a n a l y s e  d ' u n  a r c  s i n g u l i e r  q u e  p o u r  l ' a n a l y s e  à  l a  

j o n c t i o n  e n t r e  u n  a r c  s i n g u l i e r  e t  u n  a r c  n o n - s i n g u l i e r .

1 . 4  -  Q u e l q u e s  i d e n t i t é s  r e m a r q u a b l e s .

L e  l e m m e  s u i v a n t  ( v o i r  [ f c 4 ]  p a r  e x e m p l e )  e s t  à  l a  b a s e  d e s  

i d e n t i t é s  r e m a r q u a b l e s  q u e  n o u s  o b t i e n d r o n s  *.

L e m m e  8  : x  e t  y  é t a n t  d e u x  v a r i a b l e s  n o n  c o m m u t a t i v e s ,

D [ 1  (t) adï Dj, ]

a) ad.; [adx̂ ,  = L  (¿) i ad*'"'y ,OlÁi Ò
IL

■3li T - O
(-> -•r

r

X

3.a d
à + i

ir\~o
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En plus des champs de vecteurs AQ et A^ définis plus haut, 

introduisons A2 pour dénoter le champ de vecteurs \

étant la dérivée partielle d ’ordre deux par rapport à u de 

F ( u est ici supposée scalaire ) .

Lennne 9 : ^ f aÂ i  = ad/ \  (p)[a^ A ad ̂ A,] , v>>0

w: k v
0Q 0 , V>><* •

L ’expression il ad sera notée ^ •

àuCo°

Preuve : L ’égalité i) est vraie pourP= 1 d ’après le lemme 5 i). 

Supposons q u ’elle soit vraie pour ,

àu, dix,

= tAi, aA^AJ + CA»,
ou encore, d'après l'hypothèse de récurrence.

= + [A° > aciA0 LA0, [̂ 'X.ad̂ Al .
Enfin, en utilisant le lemme 8ii), on obtient :

3

à

+ L (;)KA4jad;-HAj+L AU< A0Ixc p ^ vr/ ** ; A * ;

Après avoir groupé le deuxième et le troisième terme puis fait le

changement de paramètre pr p+1 , on obtient :

1 < ’A , =  «. Z  a d ^ Â , ]
Ôjl1 u<H'év> r  * u A0 J A0 -1

ou encore x . .

- . d - 4 + z .  ( r ) K 4 1

La propriété i) est donc vraie pour 0+1 .

A*.
JUUX

oa
ULL
F k

i<H

A ,
ad

C C I

A a
ad

■d -li!<r-(

«
v>-o<i< T

i i )
dit1

1 ad.'
A*

A

A± ß .

Mxd¡LAoA iadd

Aad
%

è  c
ÒXI

& AJ

adv>+i

A. V ad
v>+i

A» 'A, ;a id
iV

A«.

fv>

r»

a d

A,,

ad'
A»

v> '
K'

A

a¿
v>

4. K

P 4 Í¿p:
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La propriété ii) est obtenue par double récurrence.

Supposons d'abord o< fixe, et la propriété vraie pour P :

bü. A» à u 1*'3 A- 1 L S i & j  A» 'J

La suite de la démonstration est exactement identique à la 

précédente. Fixons maintenant v> , et supposons la propriété vraie 

pour o<<v)_l (elle est vraie pour o(= 0 : c ’est en effet la propriété 

i) ci-dessous).

D ’après le lemme 5ii),

A. _ ad^ 4. = A  ad^ *4 + fAo cudL1̂ A ,”)

En utilisant l ’hypothèse de récurrence, on obtient :

CKr* -̂  mQKx-o
‘ (»;) ̂  ¿ J - X ]  [V «:\

/V \
Le premier et le troisième terme regroupes donnent (̂ +)y aa^ )

Notons (I) le deuxième terme et (II) le quatrième. D ’après le° 

lemme 8 )ii,

♦ ctr)D a]¡(rO-al-l  Vo‘4'1 1 w+i(+,/ Pl°
En utilisant l ’identité /trw| _ f r + o l -1| /cr+ <x-1\ on obtient:

( o < + i  J "  (  «  +  i J  “*■ ( J

( I )  + ( I I )  = 2L  ln “ \ l v- ’ I f a i f  A 1
, w A ' * '  1 L A .  1' > A .  A ' ]

-  L  [ a d ^ - ’ A,,
lvC

Posons enfin <t \ ,7-̂ 1 dans la première expression et additionnons 

deux à deux les quantités restantes, il vient :

«i + du = l O C J -

ad a ;A0

<*u
du

ÒMW+ll Ao
A a

A,
>-(À- Í

Ao

/fr+ot I v>-i r.ot.i
■a ;a d

Ao

A
(x+l

v>-

V.a.i1 ^ 1

írw-i]
vr+oi+)

v>

Ao Ao
A

-0(-I vî -cr
ad'A,, a d ç

V>~1
lT-+c*+ì i V

r .o f -

n*
ad

(II) =

i N< r¿ X-H j

v>~i

T40UI
M

Ao
A, Ao

a d
V -0 " - c

A ]

r _ a -  i

A-»'A,a d .\>_n(r+ d ad

- o t - \
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L

Preuve : D'après le lemme 5 ii),

^ d ' U i = a<^Ao +  ^ * _ |yì+j_, J ^ > o  .

Le lemme est obtenu en itérant cette formule.

P_+' / <

L e s s a i  , K  A„ < A , ]  -- f . l ) ' *  L  n  (-0T ail  K,v̂ , ,
° ° r s o

Preuve ; Utilisons le lemme 8i), on a :

K > , « y  .1= t')1’i  (ï) [A„ a d ^ A ,  ]
mais [ A , ,  a d ^ " ' A 1] =  B ^ p ^ r + i -  + (lemme 5i),

Le lemme s'obtient en regroupant les deux termes

( i ) t - r  « a ;  b „,

et

A u 0 O + ^ - T - H
r=o A ° r

t , )Fi : ( ï ) H TX * '  b. h * » *V~o A0 '

Lemme 12

Preuve : La propriété est vraie pour i = 0. Elle est vraie aussi 

pour i = 1 ; en effet, d'après l'identité de Jacobi,

[ “ 'À/'« ai C A ' ^  r a i A A ,  Ta., ai^'A,]]

= [Ao, D ^ /i, a d ^ 4 , ] ] +  ta**A0A*> [b«,*à̂ Aj]

D ' où jod^ A)  ̂ A j s ^  j- aA^ Ai ̂ ^  4( -j i

Supposons la propriété vraie pour i et montrons-la pour i+1 

(j arbitraire).

k ; ' a , < ' a ,]

Lemme 10 B.
è “ è

9+À

f
ad

A,

P

i - f ì >  «

Bi­

l e ' j ad
A<>

ad
i

i +lA

tin Itii )

n=<
n ad [ad

A0

W ac \ ntr A,
Ao

M a , ad1
[f i  r i

4 'A. [ad A„
acl

Ì4Ì+f

A „ X

A* t- ' A» Ao A, '
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En utilisant l'hypothèse de récurrence, on obtient :

, xfi l i - f t )  •, i . - 'Sa

*■ a A

n - r f r i

En changeant n par n ‘ = n+1 et en utilisant l'identité 

/n i: ( ^ ' j  + 1 *  int

On obtient :

[odjj/, a d ^ A , ] .

U  ï"  „ A l - 2n + l Tnd ^  A nA °+jVl 

‘h-o

v n  {,' „  \ • 9 -  ( l~ , 0 + 4  A j  I H j  H

+ L
t\-a

r -  r xn l i - n )  i i - ^ n + l  , n-u A j  n + j t *  , -i

L  W ( J aV  L aV  A"  a a /  a *]
F,ü )

î . \n / ùn-0 j i-)_2n —
A i O

tn

Leitime 13

e r ( £r )  « £ i n t ' [«<»

v r f à )  ! > .

. c w u  f r i  

B° . ^  a i l A> \ b .

Preuve : L'identité est vraie pour \> = 0. Supposons -la vraie 

pour \> »

+ *dAo§w> - d'après le leitime 5i) .

En utilisant l'hypothèse de récurrence et le lemmel2 pour j =0 

et i = 9~\ , 

on obtient :

/ l'°) /l'"n l / C-n̂ -i I 
La formule ^n-i/ + l r>/ = l n / permet de conclure

int *']
[aJ

. ^-¿T

A,rir)

ad i 
Ac
A.i j act if». + ¿

A. 4 ,:

a :
ó + l ¿A 

M\ )A *

ili
&

K

A,1
Ao

A,

X'
ac{

c-i
<\>

(-1

Et. ¡> . ad A,*A.

Bo ;+i
xct

A. A
t M

ini-

V

Al
T

A
tei

0 + ) 

Ao
ad

o

A0
id

¿n- ìV.-X

A .
a dnh "

? )

r\-o

r - i

i ì

H T r
ad

A0

v>- '2r -I ac
A,
,r-i

A
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Posons r = n+1 dans la deuxième expression ; il vient :

Bo,.., • « Ç A.

+ z'̂ fr '¿a * " L'aiAÔ'A''
Z-y

+ % s) ( - r  ( ; - T) « ¿ ; - * T+'
ou encore L~> °

. <-x f-r
° TT— I

Remarque : C'est ce dernier lemme qui permettra en particulier de 

mettre en évidence des redondances dans les formulations classi­

ques des conditions nécessaires d'optimalité d'ordre deux.

On peut montrer de la même façon le lemme plus général suivant, 

à partir du lemme 5 ii) et du lemme 9:

Lemme 14 : = + ü ^ T ^ A A,'aàA ÂH o  \ c r < .  i hèjV-Kj ^
£ a d

v>- ¡í
i

i v-~c \
iT-f R

V -

Ao

AIA,
r-i
4 0

"a d
I—2r ,

A 0
ad\>+l

r

ihl'

1̂+1

A la d
TT

A, A
/4o

a da d TT— i

r -L í
f v - r

Lr-i

■ti¿TìV-T)
i T

• ¿ T .

>;V>
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1.5 - Sur la notion d'ordre d'un arc.

Dans deux articles récents, Lewis [£3] et Powers ljj’2] donnent 

des définitions précises de l'ordre d'un problème singulier et de 

l'ordre d'un arc singulier, ces deux notions étant jusqu'alors 

plus ou moins confondues. Mais dans ces deux cas, soit les con­

traintes terminales sont inexistantes soit une hypothèse de nor­

malité, concept vague jusqu'à l'article de Krener [fe.4], est faite : 

"Essentially, normality means that there exists sufficient local 

controllability around the trajectory reference to meet any ter­

minal constraints that might be imposed without affecting the 

validity of the generalized Legendre-Clebsch condition". Et 

Gilbert et Berstein [^2] ajoutent : "Normality conditions are 

unpleasant because they are usually difficult to verify and may, 

on occasion, fail to be satisfied. This is why first-order condi­

tions, which do not require normality, such as those due to 

Fritz-John (in mathematical Programming) and Pontriaguin (in opti­

mal control) are popular". Pour se rendre compte de l'importance 

de cette définition Krener [fe4] en donne une définition très pré­

cise pour les problèmes linéaires en la commande. On sait, dans 

ce cas, qu'on peut choisir la commande u=o comme commande de 

référence, sans restreindre la généralité . Normalité, signifie 

alors que l'espace cté , défini plus haut, est de dimension exac­

tement N-l sur tout l'intervalle considéré. Rappelons que, sur 

une trajectoire singulière , la dimension de <*£ doit être stric­

tement inférieure à N, sans aucune autre restriction. Imposer à 

la dimension de d'être égale à N-l, signifie qu'il existe un et 

Un 4 z u t  vecteur adjoint p(t) vérifiant la deuxième équation de 

Hamilton (2). Comme le précise Lewis [¿3], la non-unicité du 

vecteur adjoint extremal, dans les problèmes plus généraux, rend 

confuses les définitions de l'ordre d'un arc singulier existantes. 

C'est pourquoi nous proposons ici une définition ne faisant pas 

intervenir directement le vecteur adjoint.

Avant de donner de nouvelles définitions, citons une phase de 

[£3] pour illustrer ce qui vient d'être dit :

"Singularity is strictly a property of extremals (q(•),p(.),u(.)) 

and not of state-control pairs (q(.),u(.)) since for some such 

pair there may be more than one adjoint fonction p(.) making the 

triple extremal. This is a consequence of the nonuniqueness of 

V>- in" (2 ).
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Définition 1 Soit u(t), t [0,T], une commande de référence et 

q(t) la trajectoire associée. Le couple (u(t),q(tty sera dit d'or­

dre r = 0 si le système 21 n'est pas linéaire en la commande ; il 

sera dit d'ordre r(>0), si et seulement si,

Remarque : Cette définition est 1'"analogue" de la définition de 

1'"ordre intrinsèque" de Lewis [-¿3] (encore appelé ordre du 

problème). Ces définitions sont équivalentes si, le couple de 

référence (u(t), q (t )) étant donné, il existe un et an  i & u t  

vecteur adjoint solution de (2).

Définition 2 : Soit ü(t), tê[0,T], une commande extrémale et 

q(t) la trajectoire associée. Le couple (ü(t), q(t)) sera dit 

d'ordre s si et seulement si

et

[ A l y  a d *  A , ]  g 4  , A s O j ,  €(r . \ )
r to

[ A ,  t a c L ^ ' A , ]  , V i r 6 L ^ (T ]  .
Ao

i l  B0 ■ e  « í  , £ = 0 ____¿ s - 1

et ß. \ / J b €  1 ° > TJ

o u  b¿zn

ii) A, G <*o ,, [ a d ^ '  A, # a ^ A J  e < 4  , ' j ..._,5-1
et

[ad vir €  L o - J  .
/

(Rappelons qu'une quantité est surlignée, lorsqu'elle est évaluée 

le long d'une solution (u(t),q(t)), t €[0,T], nxtfLZmalz .  ) •

r̂ r

a.
A, ad

A,

>iC f  ‘
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Remarque : D'après les lerames 1 et 3,

< p

et <  pitr), [ad̂  A, , ad^ A, J >  =

( h :

On voit donc que la définition 2 ii) est 1'"analogue" de la 

définition 2.3 de Bortins [6 11], alors que la définition 2 i) est 

1'"analogue" de la définition 2.6 de 1'"ordre local" de Lewis 

L.£3]• A priori, leur lien n'est pas clair ; elles sont pourtant 

équivalentes. Pour le voir, il suffit, bien sûr, de montrer 

qu'ici, i) et ii) sont équivalentes.

Lemme 15 : La définition 2i) est équivalente à la définition 2 ii)

Preuve : C'est immédiat à partir du lemme 13 pour la relation 

i) ii) et à partir du lemme 11 pour la réciproque.

Exemple : Reprenons l'exemple de [£3] avec ces nouvelles nota­

tions, / . . ,

« f

Ï= w-if
il * r

k  £

v , Bo
OU
Ò

T 7 .
c U v

d L

c>U
cù

üxx
i â wt <rpi( t . A ,

/c\
f-

Q ' - i -

J r
H

Ht - I

H
M

p

e t ito c f fb et u i

,U
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L ' a r c  e x t r é m a l  q'(fc) = £ ; -  0 ,  *1, ft) -  4  (H -  o

e s t  s i n g u l i e r .  D ' a u t r e  p a r t ,

4 - q2-«- 1  + ( u- ^ ' ) À  + ^ ^ A s  “*■ ru1 dq‘ b<f \ ^  ht

et

I l  e s t  f a c i l e  d e  v o i r  q u ' i c i  j”^  fi ~jj ^ , a i n s i  r =  d

D e  p l u s ,

W , ‘ '

e t  d ' u n e  f a ç o n  g é n é r a l e ,  __________

ad  ̂À - rlà t | ) i  J, p s IR
S i  b i e n  q u e  __ *  ‘ » V  * *

[A,, lA,4l] - ° et âclA/<, adA0̂ ^ ” P + i  ' â C P̂ ’

A i n s i ,  d ' a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  2 ,  c o m m e  jX-^, a d ^ A ^ j  Q o£  

e t  J j x d ^  A, ; a d ^  A, J  ^  , o n  e n  d é d u i t  q u e  s =  2  .

I l  f a u t  n o t e r  q u e  c e t t e  v a l e u r  d e  s  ne. dépznd peu d u  v e c t e u r  

(c l ,  ; r¡¿ J • A u t r e m e n t  d i t ,  s i  c e  p r o b l è m e  p o s s é d a i t  d e s  c o n ­

t r a i n t e s ,  l ' u n i t é  d u  v e c t e u r  a d j o i n t  n  s e r a i t  p l u s  g a r a n t i e  m a i s  

l a  v a l e u r  d e  s  s e r a i t  l a  m ê m e  p o u r  toute, s o l u t i o n  ( û ,  q ,  r )  ) 

e x t r é m a l e .

? u ( i
e

acf
<

4 , :

[ A , A A ]
à

i ' - i) 2>ri r

*¿
i

:ao A t l :

O r .

¿ A à

ÔQ1
P

à

»
A. IRP ê
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I I . l  -  In t r o d u c t io n  :

% V ” 1
De faço n  h a b i t u e l l e ,  imposons au système ^  une p e r t u r b a ­

t i o n  du ty p e  u ( t )  + £ u ( t ) ,  t € [ 0 , T ] .  Les r é s u l t a t s  du p arag rap h e  

A6 p e rm e t te n t  de donner l e  développem ent f o n c t io n n e l ,  avec une 

grande p r é c is io n ,  de l a  v a r i a t i o n  f y  :

S'y ( t ,  U )  = ^ ( t ,  AH-fiu) -  J  (b,XL.) 

à l ' i n s t a n t  T ,  pou r un i n s t a n t  i n i t i a l  t  » r  < T  » a r b i t r a i r e .

En e f f e t ,  l e  système '  d e v ie n t

iW = + T- Fu (i) (t,q,u) (iu(t)j'

e t

avec

oi S = (Î/V, -, 9 “) «* Q. 3 (t, ^(t); ..., <f (r)) .

( 4

ai' « ■ (fu 9 Ü.

s;a
;t

a
T) (T o l ì u

Su­ri c -r)/4<
4, e

A
'or, r,'

c\ '

<51 (cr, d<r

d çd<rfe)mfaS m

■ q * a
UT»

Ac
e4 ,

)d<r¡S u â f c ;l
r CL

a° a3
* C

i rk  , r

i f 1 
Jt: % r

HV 

■ w Ji

s :
rT r°

j r JTT
e^- ■ R A A, %A

£ t ) / A &

£ c)A
a , ete *ï). ((77-X A

(t¡- <?
d<$dir;Sa % fi

di)ctoa , A, l£
^=<3

c5Ii fa |& i fc

S j <n i3u ¿a do der di
q r a .M <5- r ' 4,

òr
! r i T . q i

+

+

+

(7e
z)Aa

<5
e A A, fi

T.

e fa t )A ti?; V . q
<?=a

Su* fai ido-

i
F< I

X
A .

I , TIT

[t ;

i a.
m )

V

t
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A^ sont les nouveaux (ils dépendent maintenant de u) champs de 

vecteurs

et î t \ (r-")A>p / vv, r , a ) -  e K.ta)L ^  •

Définition 3 : L'expression <^y(T) est appelée i-ème variation de 

la fonctionnelle y.

Rappelons un résultat d'analyse fonctionnelle [ v3] :

Lemme 16 : Si ü(t) , t€[0,T] est minimisante, alors la première 

variation 5"( y(T) est nulle, Ÿr€[0,T].

On peut préciser le contenu de ce lemme en utilisant un sous- 

produit de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff. En effet, 

utilisons la formule du paragraphe A4,il vient:

Lemme 17 : Si ü(t), t€[0,T] est minimisante, alors

ad^ A, uT0 ( ! > ,  cj) — o , \ h e Ü > , T l .

°  OL

Remarque : Avec les notations du paragraphe A5, notons que

^ ,T) = f  ir,) '

A
òt Ru

Ñ
F1 fc-,

à

ôq h i

M'
\

Í!
F

l

fi)
'ôu

V
'9

t *
Sju

T
51 cb;
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II.2. - Variation de la commande concentrée en un point.

Exprimons maintenant ¿fy(T) lorsque la variation Su(t), t € C°/T] 
est "concentrée" en un point % é[0,T], arbitraire, c'est-à-

dire telle que :

Sll (t-) - o pour ^4 O  © + cu(e)] avec lim u>( £ ) - o
£  0

Dans la suite, 1L désignera l'ensemble de ces variations 

vérifiant de plus u(t) + (Tti(fc) £ l n t U  .

De (4), il vient :

Sj (T;©) = e(9'x^ o  V/(£) ^  ^  ^  (5)

où V oplfLa.tzu.fi V( £ ) est donné par

V (6) = c\ V  4 (£V + (¡¿V o f ! £ u ï àJ ( 5 ' )

avec

5,V = T  e ^ '^ A ,  e ' ( T , - B }A o  &6r,)<*n ,
'C

V = n>MM’4 ̂ K ^ A ,  ̂ - S)Ajf,ir,)&k m  
+ r  £ - ® K  ^  e-fo-»K &ifn)cb.

$V = JTp [' (efe'8KA, e-fe-ê  (efe-8K4, (ê N, e'^)

+  £ " j ^  e'M M o J &(r,)Suk)às{àq,

4 £Î^ (e^'^A, ç-[T̂ A)((fĉ A% e'(q¡3)Aoj & W Â ) ^  dr¿

4 T e ^ - 9 K A e - (T'-8 U T , m -
a

et

' ) K
( t

S u àrt à r 3d<r¡ £i f a i ); ) £

e v
) A 0 f c - ï H c(s )À,; - 8 A
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Considérons maintenant le développement en puissance de 

de V ( £  ) ; on notera V-̂  le coefficient de :

We)- 21 Vt e*
fc}o

Remarque : L'expression V( £ ) uj; (T, T, q) doit être comparée à la 

"variation de la commande u", tf(£ )q, définie par Krener Cfe-4].

De même, l'expression Vk ctf;(T, T /q) est une formulation 

équivalente des dérivées par rapport à £ de <*(£) q que l'auteur ci\'e 
note <x(o)q

Définissons enfin le sous-ensemble d' opë,sia£e.u.SL-& dl îJULYiLitlA 
suivant :

Définition 4 : est l'ensemble des opérateurs différentiels D :

i) Il existe une variation e IL 
ii) Il existe un entier R 

iii) Il existe un réel f  strictement positif

telsque vie) = oUh)
Autement dit, D Ç ^  ssi, D est le terme dominant, modulo 

un réel positif, d'un développement V(£).

On montre la propriété suivante :

D  £ ■R .

? J U

?-*u
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Proposition II. 1 : C- J u

Preuve : Soit G G ° £ ,  on montre, (voir Krener [il 4, corollaire 

4.5jou Knobloch 1^3, p. 84]) qu'il existe une variation^ ç  l(_ 

telle que \J[s) -  + o (£’bfrJ+̂ j ,pétant la dimension de °d>

(supposée constante sur l'intervalle considéré).

On peut maintenant exprimer de ¿ a ç o n  g é n é r a l e  la condition 

nécessaire d'optimalité.

II.3 - Lemmes fondamentaux.

Lemme 18 s Si ü(t) est minimisante sur [0,T] alors,

V fi e 'g  21 ad* D io; ( T > , q ) ,  ( M . J > 0
v>;/0 | a -a W

pour tout t  Ç Cû<t] et tout £  Cr |T\]

Preuve : C'est une conséquence directe de la définition de 

En effet, D étant le terme dominant de V(<£ ), le lemme exprime la 

positivité de la variation Sy(T,$-). '

Choisissons en particulier, une variation £"u(t), te[r»T], 

concentrée au point initialx  • La condition nécessaire d'optima­

lité du lemme précédent devient :

Lemme 19 : Si ü(t) est minimisante sur [0,T] alors,

yÔ£% DuX0 (T;rq)| >0 Vr£Î>, ri ■
\ C{ r  CL *

De plus, supposons que l'opérateur différentiel D soit du 

premier ordre ; dans une carte locale, définissons le vecteur p
cjtr; /

par

P ( t )  s l\ !f£
\ ôr ] ĉj1 x
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On sait [ á H  que, sur la trajectoire extrémale, p(r) ainsi 

défini, est une solution de la deuxième équation de Hamilton. Il 

vient :

Lemme 20 s Si ü(t) est minimisante sur [0,T] alors

V 5  6  % < p ( r ) , D >  >0  , V r e O - T ]  ,
XI / '

p(c) étant une solution de (2).

Pour se familiariser avec ces notations, rappelons ce que 

signifie l'expression

<  p(v), D >  

dans une carte locale :

£)._ 2— j- ^  J sont des fonctions

analytiques par rapport à toutes les variables ; p (y) - Çèub .. ^
*  ' ¿ c f '

y t \ Qf \où (t,t,cl) = e h(£|) | ^  .

** - 
Enfin, <pfr), D >  = 2L y ,Q-j &&)) Ùà? ê <fpfr), ^ x’

fc=, Q ô<}k

exprime l 1évalutation de cette quantité le long du couple extrémal

( ü ( r ) ,  q ( T ) .

Exemple : Considérons par exemple le problème de Mayer suivant 

& 1] , e
M  r c ! 

Cj2, = u 

<\* =  - 1 ^

^ ( t ) =  c\3 (b) , q'(o) = ( f [ o ) - O

t e r°, g , w < i •
La commande u = 0 est une commande extrémale. Vérifions, par 

exemple, que

<p(r), Â(> = o  ; Vré“ &, Ú .

9*
L i

dq *
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P o u r  c e l a ,  c a l c u l o n s  t o u t  d ' a b o r d  e t  p  ( r )  , on t r o u v e

( i _ r f  -  T I - tt) 3

3

p(r)= ^ ^  ) ~ T  ^ 3Î f*-r)3 y

D ' a u t r e  p a r t  a ' z q * - o  ; a i n s i ,  At é t a n t  é g a l  à
d q *  

< p ( r  )/ A s y ^ o y \ / t  €  C°, i j  •

D ’ a p r è s  ce  q u i  p r é c è d e ,  i l  e s t  c l a i r  que l a  f o r m u l a t i o n  des  

c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  d é p e n d  du c h o i x  de l a  v a r i a t i o n  S u ( t ) .  Dans  

l a  l i t t é r a t u r e ,  l ' o b t e n t i o n  d es  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  d ' o r d r e  

s u p é r i e u r  f a i t  a p p e l  à de n o m b reu x  t y p e s  de  v a r i a t i o n s ,  c i t o n s  

" l e s  v a r i a t i o n s  s p é c i a l e s "  [ f c 2 ] ,  " l e s  p a q u e t s  de v a r i a t i o n s  

Q j ' l ] " ,  " l e s  p a q u e ts  de  p e r t u r b a t i o n s  [ a l ] ,  e t c . . .  P o u r  l ' é t u d e  

d es  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  d ' o r d r e  d e u x ,  nous a vo n s  c h o i s i  c e l l e s  

de K n o b lo c h  [ fe 3 ]  q u i  c o n t i e n n e n t  t o u t e s  c e l l e s  c i t é e s .  Nous u t i ­

l i s e r o n s  a u s s i  c e l l e s  d e  Ci 2 ]  e t  [4 3 ]  p a r c e  q u ' e l l e s  nous sem­

b l e n t  b i e n  a d a p t é e s  a u x  f o r m u l a t i o n s  des  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  

d ' o r d r e  t r o i s .

R em arque  : D ans l e  c a s  où l e  p r o b lè m e  de  commande p o s s è d e  des  

c o n t r a i n t e s  t e r m i n a l e s  de l a  fo rm e  h ^ ( q ( T ) )  = 0 ,  i  =  l , . . . , n ,  

on d é f i n i r a  p f r )  G  (p de l a  f a ç o n  s u i v a n t e ,

p(rï -  ( h* \
( à r  ' 3cj' dy* ) 

où =  Z_  «>. R.  ( < ( ( T ) )  =  7 L ^  .

n

En effet, le problème revient à minimiser 4 (.T) = 21— Vi (cj
"= °qui est égal à h0 (q) à l'instant T pour toute condition 

initiale TT Ç (.°>X}*

l)X-, f (i -  r Kr )4

d- T f r)2( i -

(T ,~ l )
¿~o A , ~ 0

e
) A 0

oq)R¿ Cc

T))

. iT

TS 2

C,. I0 t )

Or-
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111.6 Exemple.
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Avant de subsituer des fonctions particulières iu(t), 

appartenant à i l  , dans (5) effectuons une transformation sur

III.1 - Tansformation sur la seconde variation.

Propositions III * 1 : L*expression

V =

r T

r T  r

e

peut encore s'écrire

T A -(07-9)A, r  v , 
ev e ou (t;) àr,

ï

t -
i

T ,K-9K . r fc-9)A0

rT \ b Ie

Preuve : Considérons uniquement le deuxième terme dans 

l'expression de £V:

T -
T %

Jt V
et effectuons une intégration par partie en posant

O t  -  \ " e ^ ' 9 ^ A ,  e ' ^ ' ^ A o  £ù(<r,)ciff7

et
j f e - 8 K  X '  r  r i  àç>  ̂ e A( e  o-u ir^àq

\A0 e ~ - R £ue dg;

,9> A (%e
R

4 e fa A
Su fen 5xi «i cio h

\ lick

9)A
A  <

(<r d)A »)• A e k 9)/A

P k) M ç] %

S) A e
(t;. B)40 4< i, e ta 1/4. il (<n £ *) dur'2>

A,Ç- ©)

y

)Ao
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I l  v i e n t  X  =
1

Permutons <rs e t  <T̂ dans l a  deuxième i n t é g r a le  e t  a jo u to n s  I  aux  

deux membres on o b t ie n t

i  j  =
T
>(C7-

T

T  T

“ V a r ia t io n  de Knobloch

In t ro d u is o n s  le s  v a r ia t io n s  s u iv a n te s ,  co n cen trées  en un 

p o in t  9 e [0 ,T ]  ; 0/  é t a n t  un e n t i e r  a r b i t r a i r e ,

5Li(t)= SuJ(t) , + , o*c

, 3; S à, et Ŝ (M= iTÇ (hï}* , W
<*!

Les v a r ia t io n s  de K e l le y ,  Kopp e t  Mayer \k  2 ]  so n t un cas 

p a r t i c u l i e r  de ces v a r i a t i o n s .  P ar exem ple, l a  "p rem iè re  

v a r i a t i o n  s p é c ia le "  s ' é c r i t

£u(t] -  I <L 6 £ .fc < ©+ £e
J 0 9+£z ^  i < 9 - 6’2
(_a  § + £2 < ^

donc i c i ,  ^ = 0  , + e  , J 3 .= J - f  ef ^  = *  ,

=-TT =. ô et f | = CL / ® -  -  (X •

Le lemme s u iv a n t  q u i  e s t  s i m i l a i r e  au lemme 1 8 .2  de Cfe.3], 

s 'o b t i e n t  i c i  t r è s  s im plem ent en s u b s t i t u a n t  le s  v a r i a t i o n s  (7 )  

dans ( 5 ‘ ) ,  6~^V é t a n t  donné p a r  l a  p r o p o s i t io n  I I I . 1 ;

. A 4 e k ©
d a

P

J
T

e y A &e.
© ) /

£ u fa, r >)/
° À e

fa- a ) '

' f t fe \<%

)AC
A e ~

-1© 4 « r£ foi c i a

(%

■'r

e
d i - 0 4

A, e
■ f a E>)A< <el Ae

(n )4
51 f«î & dj d<ç

n i .

• f

î i £ • i r vt-i

5 ,
R

%.
0 n -  0

9-

•+

e

efr A o
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Lemme 21 : Pour toute variation Su définie par (7) on a

et

B

S,V Sr  2 _
V} ! + <✓ >>!

0< 

v>- Ì

M
v>-i -

2 -  ( ) } ? \ ^ \  \

£
e

*ir

\

+ Z_

ft)

z_
P***» p( <r 
ff>/ d+1  ̂'

où g D est le champ de vecteurs

'ou "  - 2 ,  ( T K I W . “ *

0- ,,
AJ

Remarque : L'expression obtenue est exactement celle du

lemme 9 0 n g a
Brf|k = Ì ,  ai? A

Oju
M  A c

Preuve s Remplaçons 6^(t); définie par (7), dans l'expression

g y ,  ( T  A, t~ ÎT' m ° Su(r) ¿T ;

devient 

M-f

z

X-{

ou encore

JiV=z: l ' + K *  2 i  là* A ( n i ) ' ( e T r M V  
-  '9*2^ j r 0 a.  • s \ —  ;

V  . 4 . '?rl A f  il 3^*'l

S’V= ^  ^  ^  ! "
En posant v? = k+1 et en réordonnant la sommation sur i, il 

vient s

sy, é* L  £ ;  ( J J f Z  ( t , - f . ) 3 r X ' u "'A
V>?/0 V.1 ' ¿5, / ™

(on posera: = ?n z. o^J ■

\V

/̂i '0Í

¿

V3!

n/

i - x-\ r Bc

4,'ad.Aad,f

c)j/*;ç.
l$i<

o(

\^\

0(
■H

P+Q

PÍ cr¡*viP>/

p PKT

P -
h
1er- j

L-Í

Jj.

13 -S h
9

à-'

M

V- 5 t a c
A

P

4, ad
A

g-
\

a d
f t - t f Á

A»

R+i

(vT.I M

c

M

A 0 " ft+okf.<*!
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Appliquons maintenant la proposition III.1

( £ V  p e u t  a l o r s  s ' é c r i r e  :

sy-.L 1  ÎE2)’ «aÎ4, (e't ) >
J 8>/0 X-.O Ri A» l '  J

+i(Z i r+̂ £ (r f«jAlA
xb/° a-o %  + 3îé' *■

M - l  r tà ^  o .  £  r 1̂ , .  1 . F. Ù o  „

- , j - ~  3<-

*J (e* rc

+ l ( L  L  Ç+̂ ' f  f  ^  ‘ K È 4, , ad* A ,]
¿ l l b o f r 0 ) .0i,„ S! - p .  * -  *• J

¿7' (71 *-

( e T i; ^n(£Tj -

Il suffit alors d'intégrer et de regrouper certains termes pour 

obtenir (8).

III.3 - Application

Dans le lemme important suivant, nous particularisons, exac­

tement commei dans le lemme 18.3 de [fc.3], la perturbation <£u pour 

montrer que, sous certaines conditions, les éléments (-tye j p étant 

un entier pair, appartiennent à ^  .

Lemme 22 : Soit u(t), t €[0,T], une commande de référence et q(t) 

la trajectoire correspondante. Soit l'espace vectoriel défini

a 3 -H / '  -
l5jl

PI

K - 9 Jj ¿4+'
‘ f  l

> \ ¡ i 0 W e

f r - '

<*!

r $ +

z

dern-£ ¥

d<r*)*

<*!
FÇIfe1

<x!

(°T

fr b )1 f c -

fa
0 )

<x!

dff¡do;
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au paragraphe précédent et soit enfin p , un entier pair. Si les 

champs de vecteurs suivants appartiennent à

i) 'Br, <r+v» Poyr <r- 0 ) \ j ... et w <  p

.Xl) ^cr.'r+p ~ 6o/P p**- <r=o, i, ... 

i ± ^ ) .  a d 4 04 « ]  P our ^ + P <  K ~ !

-  ( -O 0 - Bc^ o-+p °"+P -  H - '

alors
t ' ) £  b0jH e  £  ■

P r e u v e  : L a  p r e m i è r e  p a r t i e  est i d e n t i q u e  à la d é m o n s t r a t i o n  du 

l e m m e  18.3 de C$3]. S oi t  d un e nt ie r  tel que soit e n g e n d r é  p a r  

a d ^ A ,   ̂ v> <  d . et c h o i s i s s o n s  u n  e n t i e r  p o s i t i f  t tel que

et p + 1 <: ZX

E t a b l i s s o n s  d ' a b o r d  q u e  f f p ^ )  6 0i p t) 9^0 est

un n o m b r e  d é p e n d a n t  de u et de t  , mais i n d é p e n d a n t  du 
^— /

s y s t è m e  /  c onsidéré. O n  p o u r r a  d on c  c h o i s i r  un s ys tè me  p a r ­

t i c u l i e r  s im pl e  p o u r  en d é t e r m i n e r  le signe. A y a n t  fixé p et t  

on c o n s t r u i t  des n o m b r e s  réels / j À- i --vt + 3= H et un

e n t i e r  a( , e x a c t e m e n t  c om me  dans la d é m o n s t r a t i o n  du lemme cité. 

P o u r  ce choix, on en d é d u i t  que

V ( £ )  = £ r ¿  K  +  £ * p  +  o ( £ s)
V - O

avec D s \
P  =  i  ( < * ! )  8 0 ,  p  e t  b * ,  €  < £

^ o
D on c  S(h,t) 8 0,p 6  ' V  P ar con st ru ct io n.
A v a n t  de d é t e r m i n e r  le signe de “Ç ( p , t  ) > m o n t r o n s  le lemme 

s u i v a n t  :

L e m m e  23 : S o i t  u(t), q(t) u n e  c o m m a n d e  de r é f é r e n c e  et la 

t r a j e c t o i r e  associée,

Bc,v e  -â , V t  €  Co, T ]  e t  v» <  Y ,

t ou s  les c hamps de v e c t e u r s  i), ii) iii) et iv) du lemme 

p r é c é d e n t  a p p a r t i e n n e n t  a us si  .

P r e u v e  : C ' e s t  une c o n s é q u e n c e  i m m é d i a t e  des lemmes 10 et 11.

[ad
A0 ad

A P
p o u r

p-> \ + •Z  ci •i~c

?Ju f[v

f C

ÎH

¿ S  ■
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unC o r o l l a i r e  I I I .  1 : Pour t o u t  e n t i e r  p a i r  p>o> i l  e x is t e

système p a r t i c u l i e r ,  q -  f ( q , u )  a y a n t le s  p r o p r ié té s  s u iv a n te s

i )  u e s t  s c a la i r e  ; pour une c e r t a in e  s o lu t io n ,  u ( t ) ,  q ( t ) ,

t € [ 0 , T ] ,  l 'e s p a c e  e s t  engendré p a r  a d * A. , v>= 0 ,  . ... d =  Üoù 
H . H ù A0 1 ' e

a 21 f e t 4 , = Z.
fe--i

V

€  <*?

i
A*.

i i ) Bc v> <  p

i i i ) (-» ) I B0 ; p e ?' /XL

ÔCj '

Preuve : p , e n t i e r  p a i r ,  é t a n t  donné, con s id éro n s  l e  système  

p a r t i c u l i e r  de d im en s ion  N t e l l e  que p = 2 ( N - 1 ) .

9 ' =

a M
Comme

A - i  ( n i f  à  + q3 h .  + — + Q N  ÜL +  u  à .  e t  A ,  z  À .
0 ~ 1 Jcfi  ̂ 1 Sf1*-' 3^ df

on en d é d u it  que

............“
3 q

e t

avec la formule.a iormuie^ p

t^A , ,  < A , ]  = ^  K  ^ A7 rA, ] ;

Pour p  e t  cr <  N -  1, to u te s  ces q u a n t i té s  son t n u l le s .  D' où

[ A , ,  ad? /4, ]  = 0 t o ( -  0, -_.y
n ° e t

.tir* ,(-rvA]
d ' o ù

- * ,  = t' i"-4 80jifw.,)

àcf1

e t  donc g  r  L f  b_ (9 )

A>

|xi!&- 0q( o
T

R = (
ad A ) R

ÔQ
- iAad

A ,

N-»

"C=o
')P f P i

A

-CT-

N

* 0

àu
xd

Ao

>tJ- i
4 , ad 5*/

AA .
• i )

iJ -Â

> o

f  a d N- 2
'A , Ì »H

Ao A.d

i¿
i l[ t ,

1

O q
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D'autre part, comme 60^  é  o<j , avec les deux lemmes

précédents, on obtient 80 p G ^  (10)

Soit u(t) = 0 / y t  €fo,T]. Cette commande minimise

ÎM  = f j i  («P)2!» &
Ainsi d'après le lemme 4, pour tout vecteur adjoint extrémal p(^), 

<p(t), G >  = O , V *  € [Oy T] v VGÇ<4 ,

5[p,r) B0 p est donc le premier terme non trivial du dévelop­

pement en € de la deuxième variation. D'où

<P(t), r(p,T)bîiK>  ■

Choisissons p(t) = du?;(V) = (1, 0,...0). En utilisant (9),

il vient : u

ou encore, scj ?(y; )̂ = £')e soit d'après (10), (-1 B0  ̂p G

Nous allons maintenant démontrer les deux théorèmes suivants :

Théorème III>1 : Soit u(t), q(t) une commande de référence et la 

trajectoire associée si Ai €o£ et si f cul^ 4 ,] p.

alors le champ de vecteurs ° 0

Théorème II1.2 : Soit u(t), q(t) une commande de référence et la 

trajectoire associée? si

6b, y ^ v H " 1 >

alors i) p est pair

ll) (-')£ K,y 6 £
Dans les deux cas, on appliquera ensuite le lemme 20 pour 

obtenir les conditions nécessaires d'optimalité correspondantes.

?  I

?
J4'?l 0

o

a d
A
M

A , ad
> a .

,]

,V>rad A,A 0
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Preuve : Montrons tout d'abord le théorème III.2 

D'après le lemme 9 i),

6 - " -

En utilisant les hypothèses D £ ^  , v> = o , , on
1

en déduit que

\ p  = [ A  ; A‘ J +  ̂ ; CtI  ̂ €  ■

D'autre part, par le lemme 8i),

[wl^ A,, A, ] = (r<y-‘ [A, ^-'a, ] -, £' dore Ceoâ.

Si p était impair, alors

3 [A(, ad£' A J  £ o é

et 80,p appartiendrait à ĉ f , ce qui contredit l'hypothèse. Pour 

montrer la deuxième partie du théorème III.2, il suffit de mon­

trer que s i ^  alors tous les champs de vecteurs appa­

raissant dans l'hypothèse du lemme 22 appartiennent aussi à .

Or ceci se montre facilement en utilisant les lemmes 10 et 11 du. 

chapitre I.

Toujours à partir de ces lemmes, il est facile de voir que 

les hypothèses du théorème III.1 impliquent que 

B0 v e o<̂  pour •>= 0, ... ,2p - 1 
Appliquons le théorème III.2, il vient

Mais d'après le lemme 11

d'où

r - j P - ’ A „ j P  A 1 _ ( i ^ P ’ 1

1 i '  (;){
T =  o

'o, ¿ p  + £ avec t  Go£

On en déduit donc que

- H a .''4 ,, odl /,'3 e  £  •

[«¿I"
L Ao

A , ,  a £ = ( - o p - '

a d A ,
F

Aa
i

(p.
a d

P-¡
A, ac H - l

v
Ao

Ÿ - 0 yF-

Í- 1 B o e p € XX

A ,
i

r¡ p .B,‘Iac

p- f

P :



Corollaire III.2 : Soit (u(t),q(t) un couple extrémal d'ordre s. 

Si ü(t) est minimisante sur [0,T] alors :

p(t’) étant une solution de (2).

Preuve : Il suffit d'appliquer le théorème III.1 et le théorème

III.2 respectivement pour la partie i) et la partie ii), avec le 

lemme fondamental 20 du chapitre précédent.

III.4 - Interprétation hamiltonienne des conditions 

nécessaires d 1optimalité.

Dans ce chapitre, nous n'avons pas utilisé 1 'hamiltonien 

associé au problème de commande . Toutes les conditions néces­

saires d'optimalité du second ordre obtenues jusqu'ici sont expri­

mées en fonction des champs de vecteurs associés à 2 1 %  une ques­

tion naturelle est donc de se demander quel est le lien entre ces 

formulations et l'hamiltonien associé à .

La réponse pour la partie i) du corollaire III.2 est immédiate :

Corollaire III.3 : Soit (ü(t), q(t)) un couple extrémal d'or­

dre s sur [0,T]. Si ü(t) est minimisante sur [0,T] alors,

i )  <  p (x) , (-i)s 8 0  ̂ Ss >  >  O / V t

ou, de i<iq.on íqu.¿va.¿tn£& y.

ii) - <pfc) , [ad5.' A  , V r €  Io i t] ,

ou

W i g.«.! »• ,

K  = <W ,  £  ( M ^ )  >  e t  p fr) e s t  une so lu tion
extrémale de (2).

Preuve : Nous avons vu (lemme 20) que

n ĵ S
ô,-2s -

I

hn
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D'autre part, d'après le lemme 2, pour une solution arbitraire 

p(-c), t € [ 0,T] de (2),

Remarque : Si le vecteur adjoint extrémal est u n -iq u e . alors le 

corollaire III.2 i) n'est autre qu'une nouvelle formulation de la 

condition de Legendre-Clebsch généralisée (voir par exemple [gl], 

Cn 1] et [Jb 3] ) .

En utilisant les résultats obtenus au paragraphe A5, il est 

clair que la condition du corollaire III2 ii) qui est une autre 

formulation du théorème 20.2 de Knobloch [fc.3], reçoit Zc.-L une 

interprétation hamiltonienne, chose qui n'as pas été faite 

jusqu'ici :

Corollaire III.4 : Soit (ü(t),q(t)) un couple extrémal

d'ordre s sur [0,T}. Si ü(t) est minimisante sur [0,T] alors ;

Ainsi,

C p W / a d,A A  ^  P ^ )  > >  -  d. \4d
¿ - y  à x ?

<p(Ti-(-')! b0/Js> = (- i f  a £ ; , h 4 .

¿ r I á . á £ J  â H* I ® T  
dr-'l- fo* < w  ? u * J  ¿ t ™  M ® ; !

o

ou W, = < p(r) , (c, qj a) > et. où p(-r) est

cine solution extrémale de (2).

Dans une dernière partie nous montrerons que la formulation 

du corollaire III.2 ii) est mieux adaptée aux applications que 

celles du corollaire III.2i).
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III.4 - Condition de Jacobson-Gabasov.

Dans [/l], des problèmes de commande sont décrits, illustrant 

la nécessité d'une nouvelle condition nécessaire d'optimalité, 

dans le cas où les conditions de Legendre-Clebsch généralisées 

sont satisfaites. Cette condition, appelée par la suite de 

Jacobson-Gabasov, peut s'obtenir aussi à partir de (5). En effet, 

introduisons, comme dans [/!], la variation simple suivante

En appliquant le lemme 18 on obtient :

Proposition III.1 : Si ü(t) est minimisante sur [0,T] et si

Su (<r) = cu

0 cùuxufsaureufs

Il vient alors

c , s  % .  (» ■ '  •t f ' 1 “ 1» . '  j '  * } f e .  r * *

ou encore.

V

alors

2 _  a â v A *  GT0 (fĉ cf),  ̂0
»7/° ^ la—et,

Vr ^[ o , T]  eb V& €  [t, t ]  .

Si en particulier, on choisit 9  = t  , on retrouve la 

condition de Jacobson-Gabasov, sous la forme s

Corollaire III»5 : Si ïï(t) est minimisante sur [0,T] et si A
alors

A l  a r 0  ( t ,  t ,  9) | > 0  / \ h e C ° , T ] /  

Iqro,

O" é Cs © e]

¿
ci rid.ß-

Ac?R'

J+g

I

'9

ia.
81 e( Ao L a°¡I ¿ta

è
A,fa<

ßfe-B)‘Ö L
'<5e.9+

¿a 4 f ad <4 £ 3
A ’ o £ a

r)fe

v>!

e

o
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o u  e n c o r e ,

A
avec 4 -  A ü T f l - T ^ )

A v e c  l e s  n o t a t i o n s  d u  p a r a g r a p h e  A 5  o n  o b t i e n t  : 

C o r o l l a i r e  I I I . 6  : S i  ü ( t )  e s t  m i n i m i s a n t e  s u r  [ 0 , T ] ,  a l o r s

I I I . 5  -  E x e m p l e .

A v e c  l ' e x e n ç l e  s u i v a n t ,  o n  s o u h a i t e  m o n t r e r  q u e  l a  c o n d i t i o n  

n é c e s s a i r e  d ‘ o p t i m a l i t é  o b t e n u e  a u  c o r o l l a i r e  I I I . 2  i )  q u i  e s t ,  

r a p p e l o n s - l e ,  l a  t r a d u c t i o n  d e s  c o n d i t i o n s  c l a s s i q u e s  d e  L e g e n d r e  

C l e b s c h  g é n é r a l i s é e s  ( c f .  c o r o l l a i r e  I I I . 3 )  e s t  r e d o n d a n t e  d è s  q u e  

s  ^ . 2  p a r  r a p p o r t  à  l a  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  d ' o p t i m a l i t é  o b t e ­

n u e  a u  c o r o l l a i r e  I I I . 2  i i ) .  G r o s s o  m o d o ,  p o u r  a r r i v e r  à  u n e  

m ê m e  c o n c l u s i o n ,  c e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l a t i o n  n é c e s s i t e  l e  c a l c u l  

d e  s e u l e m e n t  l a  m o i t i é  d e s  c r o c h e t s  d e  L i e  d e  c h a m p s  d e  v e c t e u r s  

n é c e s s a i r e s  à  l a  p r e m i è r e  f o r m u l a t i o n ,  c e  q u i  e s t  u n  c o n s i d é r a b l e  

a v a n t a g e  p o u r  t r a i t e r  l e s  p r o b l è m e s  d e  c o m m a n d e  p r a t i q u e s .  

L ' e x e m p l e  c h o i s i t ,  q u i  a  é t é  a u s s i  t r a i t é  d a n s  [ fe3] p r o v i e n t  d ' u n  

p r o b l è m e  b i e n  c o n n u  e n  m é c a n i q u e  d u  v o l .  O n  t r o u v e r a  t o u s  l e s  d é ­

t a i l s  e t  l e s  r é f é r e n c e s  d a n s  l e  l i v r e  d e  V i n h  C v? l]  p .  7 7  ( v o i r  

a u s s i  [ f a 2 ] ) .

S o i t  l e  s y s t è m e

s u p p o s é e s  a n a l y t i q u e s ,  n e  s o n t  p a s  p r é c i s é e s  p o u r  l ' i n s t a n t .

S o i t  u ( t )  é ‘ I n t l j  , t Ç [ 0 , T ]  ( c . a . d .  o < ’u ( t ) <  K )  u n e  c o m m a n d e

f  fe K  ! > 0  , Vé ê l o . T j  .
IQ-a  ^

I ^  = T
i  q à -  R ( a ' ) +  j L u f i r )  Ç f t )  

] q 3 = _ jjttì ^

f C

h M =

t e O / r ] ,  o  . L e s  f o r m e s  d e s  f o n c t i o n s  k ,  Q e t  h ,

q
M

0 0 * c>q
À !q

y g-.¡

O

i 3q 1 ,y
leOr)
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zx.tfié.maJi<L et la trajectoire associée. D'après le lemme 4, si p(t) 

dénote le vecteur adjoint extrémal alors

< p ( H ,  acPj At >  -  o x y » }  o / Vb € Lo, r ] y

où Aq et sont ici respectivement :

A ‘ = ^  ^  ~ C  ^
Calculons tout d'abord [A^, [A0,Aj_]], on trouve :

K  CA>, A,]] r -L A, ainsi LA, A,]] € o(f .
C f

Appliquons le corollaire III.2 i) ; pour obtenir une nouvelle 

condition nécessaire il faut calculer les champs de vecteurs 

suivants : acL A, , ad. A, puis [ A, ad.3At]. Par contre le
-  °  1 3 A

test du corollaire III.2 ii) le calcul de ad. A, qui n'est
\ 0 °

déjà pas aisé pour ce problème largement réduit.

On obtiendra donc une nouvelle condition nécessaire en 

calculant

[a d ^ A ,  , a.d^/4, ]

Il vient :

t. '
- <$> A .  * JL 1

*1' 1 3 *?*

- XX Q - ¿i_) 1

\ C (qf Ÿ l ' d(lA- \ C(q!)1 f  ^ /  Y

Après simplification,

Ainsi, si u(t) est minimisante sur [0,T], alors

eb

st

otdcj-
1il (h)

ca
iQ)UJ_

r
W )

dq '

o - 

\

ad \

ac \
it o

c( c

O 9

n es

r

ò ì 'b

(i3,T£o9
Ó q

óQ

* \

I£t)p¿

'a d A, a d
Ao

A,
(r: d q '

<?'
s

sr

2

IV-LZi



54

Or précisément/ les données physiques de k, Q et h ne peuvent 

en aucun cas garantir cette inégalité [fe2], [fc3]. Si bien qu'aucune 

commande extrémale ü(t) £  Int ¡J / ne peut être minimale, autrement 

dit, une commande minimale ne peut être que Bang Bang, c.a.d., 

prendre ses valeurs sur les bords de U  •

Pour illustrer l'importance de la formulation ii) par 

rapport à la formulation i) du corollaire III.3, supposons que

- 0 (pour une certaine commande extrémale et sa trajectoire 

associée), ce qui ne correspond peut-être pas à un cas physique- 

La condition (11) est alors trivialement satisfaite. En poursui­

vant le processus, on remarque qu'on obtiendra un nouveau test en 

calculant,

[ad

soit deux nouveaux crochets de Lie, si on applique la partie ii), 

alors qu'il faudrait calculer

[A, ]

soit q u a t s i z crochets de Lie supplémentaires. D'une façon géné­

rale, il est facile de voir que la formulation i) nécessite le 

calcul de la m o Z t Z Î des crochets de Lie, par rapport à la formu­

lation ii), pour arriver à une même conclusion.

A A, ac
A
A,

A,A„
ac



IV . CONDITIONS NECESSAIRES D'OPTIMALITE D'ORDRE TROIS
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IV.3 Choix des variations.

IV.4 Application:

a) Cas des systèmes linéaires en la commande .

b) Cas général .

IV.5 Exemples.
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IV.1 - Exemple nécessitant, une étude au troisième o r d r e .

Considérons le problème de commande suivant 2 t £ [ 0 ,  1], 

minimiser q (1), tel que

( ql = u + (q^)^

j q2 = u + (q1 )4 

avec q 1 (l) = 0 , |u I < 1.

Les champs de vecteurs et sont donnés respectivement 

par,

A0

Soit ü(t) = 0 ,  t € [ 0 , l ] ,  la commande extrémale et q(t) = (0,Gjla 

trajectoire correspondante pour le vecteur adjoint p(t) = (1,1)* 

Il est facile de voir que, pour tout s ^ O ,

Cp-ffc), [ a a d ^ A , ]  >  =o  , vteC°,T3.

Ainsi, aucun test du second ordre n'est concluant. En fait, nous 

verrons, grâce aux conditions nécessaires d'optimalité du troi­

sième ordre, que la commande ü(t) = 0 ne peut pas être optimale.

et

A,
à à

òqho1

ò
[ * ( r 1 óq'

A
( * ■fa da*

ò_
T
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IV.2 - Transformation sur la troisième variation.

Rappelons (cf II.l) que la troisième variation de la sortie y
Z /

pour un instant initial tt $ T  / arbitraire

est donnée par 2

f T f ^  r < n

4 e ^ A ,  eK -^ A*
61t fc) clcr; drt

^ A, „ . ( t . v O

5ul (^  dr, ciâ

r% , f r . r ) A . A  ef e - r , ) A „ A

J f  r  1 ^  3:1

iïjx%[Ty) Ou(rC) d,ry

fT afo-*)A,A - {̂~r)Ac /y x r 3/ x 1
+ e A 3 e ciJ; ( TJ r, cj ) - ô-u (^) dq

V I c jsa.

o ù  c j  r - ( £ j 0 , q , > . . . , q t f )  ;  a  =  (x, c j ' f r ) ,  < f ( r ) )

- ‘r *c

’T  f C

T  X

( T  r%

W

et ^  = L  f;« , î m ,« )  £

Comme au paragraphe III. 1, transformons la variation asso­

ciée à Çy(T) ( voir (5)). On souhaite en effet, comme pour le 

second ordre, obtenir des conditions nécessaires d'optimalité les 

plus simples possibles. Dès que des opérateurs du second ordre 

interviennent dans une formulation (c'est par exemple le cas pour 

la condition de second ordre de Jacobson-Gabasov ( &III)j le test 

se complique puisqu'il nécessite le calcul de (t,*c,q).

Cette transformation est en fait une application d'un résultat 

plus général obtenu en Appendice.

Posons

, M )A  -(r-»)A.Dar) - e A. e
g d

à l'i istant T de

A0(t¿-z'A,i)/40K -t ) 4f i -

a

<x

A .

CU4 ) Sjá

:)A ? - K )A„
A ,

■ r ) A o

&

, - f e - r A 0
ca; <\)h

¿ a 0
q , u )F
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et appliquons le lemme de 1'Appendice pour n = 3, il vient :

r - _
■ T r  r 3 r a i Lci <r3

T r r 3 r<ç

3 Jr J

+ D , te) f a )  dr, .
Jz  

r T
+

[  [  q  (<r,) , p| te )  ]  , fy M l  ^  M  ^  te,) ^  te) ^

[ Q, fe) y D, fe) J fa) k) ^  ̂ 5

-y -

°*A D( ( 0  0 ( te) S m  te )  £u te )  dal d<Q,  ̂ f  D, (r.) &  te) ^

û -r r
‘T  

r  "T

ou encore, en appliquant la proposition III.l à 1 1 intégrale-double 

du dernier terne:

I ,  i 
3

T

1 |T  D, fo) £u te) dr,

f r3 [%

x Jr

[  [  D, te ), D, te )] , D, te )] &  foi) Su fe) fi» te) do-A fa

[ D, te ) , D, ( ç )  ]  £u te)£ûfe) der, dç
T r Ç

r  Jr

+ ^  j j ^  [ D j t e ) >  D , te ) ]  5ûu(T,)5uK)Ar, à r t * J  D, te) 5u f<n) d<r(
T

X iX 

T

D,te) & t e ) ^  j ■

Remarques s

i) Le premier terme de cette expression est un champ de 

vecteurs ; dans la suite, on montrera que, pour les variations 

utilisées, c'est en fait le terme dominant.

ii) Ce processus de séparation des champ3 de 

vecteurs et des opérateurs différentiels d'ordre supérieur 

s'étend aux opérateurs différentiels d'ordre supérieur à 

trois, (voir Appendice).

D (°4 (£u h PI £u S3 da d

Ç v
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P r o p o s i t i o n  IV *  1 : L ' e x p r e s s i o n  5 j V  a s s o c i é e  à  < ^ y ( T , & )  p a r  ( 5 )  

p e u t  e n c o r e  s ' é c r i r e  :

çv = I fT fT ,
2 l  ^  K) ôVfa) dr, .] D, fa) £u Lv() do-

T  . r T
1
e

D , f a )  6 1 i  f a )  d q  i  Dl  f a )  5juLZ(v\) d o r
-'T

[ D, (t;) , Dj. fa) ]  Su fa) U"  fai ) a<r, d^

+ i |"T ^ fa) , D, fai)] ¿ü/fa) fa) d<r, drc

T r %

X

T

D3 fa) £ u5fa) d<r,

P r e u v e  : O n  a p p l i q u e  à  n o u v e a u  l a  p r o p o s i t i o n  I I I . 1 a u x  

i n t é g r a l e s  d o u b l e s  a p p a r a i s s a n t  d a n s

T o u t  d ' a b o r d ,  n o u s  r e c h e r c h e r o n s  l e s  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  d u  

t r o i s i è m e  o r d r e  p o u r  l e s  p r o b l è m e s  2L l i n é a i r e s  e n  l a  c o m m a n d e  ; 

d a n s  c e  c a s ,  e n  e f f e t ,  l ' e x p r e s s i o n  d e v i e n t  é g a l e  à  I .  M a i s

a v a n t ,  p r é c i s o n s  l e s  v a r i a t i o n s  u t i l i s é e s .

I V . 3 -  C h o i x  d e s  v a r i a t i o n s

C o m m e  d a n s  [4 2 ] ,  n o u s  é t u d i e r o n s  l a  v a r i a t i o n  d e  l a  f o n c ­

t i o n n e l l e  y ,  f o n c t i o n  d e  s o r t i e  d e s  s y s t è m e s  ^  o u  J ? ! ' , p o u r  l e s  

v a r i a t i o n s  s u i v a n t e s ,  a p p e l é e s  v a r i a t i o n s  e n  a i g u i l l e s  :

S o i t  l a  p e r t u r b a t i o n  " c o n c e n t r é e “ e n  & € [ 0 , T ] ,  t e l l e  q u e ,  k  é t a n t  

u n  e n t i e r  a r b i t r a i r e ,

(tr_$)'1 6r) d<r = o ) i <, R- 'l -
t

9

Si

1

- f

+

+

-h

Sjül
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Une solution [-4 3] de ces équations intégrales est :

f o f t r j -  a  L  ( - l ) P {l)(Y)±t
i - o  £<■

(15)

a  -  Sjx& ) e t  (r Q

et de plus

£u Gr) dr ^ (-)JRq— (.üli)------ e1”*' m y R (i 6)
9

IV.4 - Application

a - Cas des systèmes linéaires en la commande.

Avant d'exprimer les conditions nécessaires d'optimalité du 

troisième ordre, rappelons [¿4] le développement obtenu après 

introduction des variations ci-dessus dans $^V donné par la 

proposition III.1:

Pour k quelconque, en utilisant (15) et (16), on trouve :

$V -  I  ( Z .  —  ad? f9 ■ ( < r - 9 ) *  S k  (<r) ¿ < r )  
4 i  U > 0  «i! J9  '  /

I
drz

z.  K a, < m ¿
K. / î >o ^ ' P ! 0 i D /

¿♦ ¡îs tR-i  . ^ L ( o / tßri )

M ) e ( e ) ( i e ) _ L _  _ _ _ _ _ _ _ _  e * ^
(oitC+i) (<(+p+i*i-Ä)!(<t (34e+ ß + ¿) I

+ o l e * " )
C h o i s i s s o n s  k  = 1  , i l  v i e n t  :

a ? p  [A,  JK A , ] ] £ %  o ( £ * J (17)

o ù  Ü e s t  u n  n o m b r e  n é g a t i f .

S.V

i
t - . ï

e~_$

■ h  ij( f iuMj

0

A

i l  fll
ai £ A , ad ß

A Í Tfa ®r ») 5 i i«i J jU fe '
ci1

0 I¿. * +Vß -L  .
■Æ +■ >2

5v

.9)
m

I
& i)
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E n  a p p l i q u a n t  l e  l e m m e  1 3 ,  o n  o b t i e n t  :

P r o p o s i t i o n  I V . 2 : S i  3  =  0  e s t  m i n i m i s a n t e  s u r  [ 0 ,  T ]  p o u r  l e  

p r o b l è m e  d e  c o m m a n d e  £  , a l o r s

[ A i
| a = a

o u  e n c o r e  ( l e m m e  1 9 ) ,

< p ( r ) ; |A, , jft0 , A, ] ] >  <  o y V t  6 r ° / T ]  ; 

P ( t  ) é t a n t  l e  v e c t e u r  a d j o i n t

pfr) = I ° M  ) - à(Sra 
° 1 br ' ôcj  ̂ i

S i  l e  c h a m p  d e  v e c t e u r s  [ A j _ ,  [ A Q , A ^ ] ]  €66.  l ' e s p a c e  

v e c t o r i e l  e n g e n d r é  p a r  ad.  ̂ A. , v>>.o,  c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  t r i -
rro

v i a l e m e n t  s a t i s f a i t e  ( v o i r  l e m m e  1 7 ) .

P o u r  c e t t e  c l a s s e  d e  v a r i a t i o n s  q u i  e s t  c o n t e n u e  d a n s  l a  c l a s s e  

d e s  v a r i a t i o n s  d é f i n i e s  p a r  K n o b l o c h  e t  u t i l i s é e s  a u  c h a p i t r e  

p r é c é d e n t ,  o n  o b t i e n t  d e  f a ç o n  g é n é r a l e  :

P r o p o s i t i o n  I V . 3 : S i  ü  -  o  e s t  m i n i m i s a n t e  s u r  [ 0 ,  T ]  p o u r  l e  

p r o b l è m e  d e  c o m m a n d e  / L  e t

[A,,aciAe A ,]  pour ^ < k  ‘ 2

a l o r s  i )  k  e s t  p a i r

ü )  ( - ' ) !  [A, A, ]  dre (T^t, q) J V xê’CO/T .̂
Ie! s- a

R e m a r q u e  : C e t t e  p r o p o s i t i o n  e s t  u n  c a s  p a r t i c u l i e r  d u  c o r o l l a i r e

I I I . 2 i )  p o u r  l a  c l a s s e  d e s  s y s t è m e s  é t u d i é s  i c i ,  c ' e s t - à - d i r e  

c e u x  l i n é a i r e s  e n  l a  c o m m a n d e .

A. a ; uT > °
V- € "o T

nuT.-.
Ta

s i

k.i
ad

A0
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I n t é r e s s o n s - n o u s  m a i n t e n a n t  a u x  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  b a s é e s  s u r  

l a  t r o i s i è m e  v a r i a t i o n .  N o u s  a v o n s  v u ,  q u e  d a n s  l e  c a s  o u  l e  

s y s t è m e  e s t  l i n é a i r e  e n  l a  c o m m a n d e ,  $ 3 ^  e s t  d o n n e e  p a r  I  *

P o u r  l e s  v a r i a t i o n s  u t i l i s é e s  i l  e s t  f a c i l e  d e  v o i r  q u e ,  k  é t a n t  

a r b i t r a i r e  l e s  t e r m e s

rT . f T  r<ç

T JX

D ,  k )  £ u  G , )  d r ,  ,  [  D ,  y D ( S x i  ( r ; )  fxx [ % )  ¿ 0 7  c l < ^  ,

e t

X T

T

[  D , t a )  ; D, f a ) <Tu (jr;) (Tu ( i ç )  d<Tj d  a i (  D, ( ^  ) <53u. (<j- ) d  ^

D. fa ) Sxx L<ry) d<n

R 3 R 3 3R
s o n t  r e s p e c t i v e m e n t  d ' o r d r e  £  a £  } £  x £ e t  £  . O n  c o n ­

s i d é r e r a  d o n c ,  d a n s  l a  s u i t e ,  s e u l e m e n t  l e  p r e m i e r  t e r m e  d e  I  :

1
3 e

. [ [  R f a ) /  D ,fe )  1 ,  D /<s)  ] Î M f e r l i & f c ) ( l ? )
+  0  ( £ » « )

A partir des propriétés (15) et (16) de 6u(t), déterminons les 

coefficients G\ définis par
ft

£ y =  a 3 Z . e
8 + i + o

D e  ( 1 8 )  i l  v i e n t  :

$>V = 1 L  [ [  ^  A, Qà<l At ] ,  ad r 4, ] 
« i , p , O 0

______ T H)ew (l)(fre)fc)(*s) ( e r ¥ + 'f+sW+r&(o-)dr
J, £  e«« (i+f+i)fp,*e+s.i) 3, 3

P o s o n s  e t  m  z d + s  + £ > a l o r s

= ¿_ J  ^  f>s)
i - o

4 + s ^ f t _ v >

où V(v>, s) est le champ de vecteurs

V ^ < P’ S) = 3 ^  r J ^ u !  (o(+f+-i)(ft+oit s+i) ^ ad4 A , ' aaA / ' ] ' ad/u A' ]
0d^rsu-^

eb J (»?, 8, t s) = (-1 ) IWI.1) «  K»)!
(v>+iU P+st-i) ! (*?- f* +B+ s) !

4 £ %

R+i)

R4S

(S

, r
Aad ad

!¿i
¿>
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Comme le paramètre a dans (15) est arbitraire, a peut être 

choisi soit positif, soit négatif.

Prenons k = 3,

s:v^ a.3 G3 £ '  + o ( e 1*)

4,60 &J= > TA,, TA,, [A.,A,:]] , jcfi.

Si le champ de vecteurs [A^, [A0, Aj_]] £<K$, alors f i ^ V  - est 

d'ordre si bien que le terme dominant de 2fy(T) devient 

a ̂ Gj. En appliquant les lemmes 18 et 19, on obtient :

Proposition IV.4 : Si û = o est minimisante sur [0, T], et s

Ü A ,  [ A o , A , ] ]  Ç <4

alors

-3

L A ,  [ A ,  [ A » ,  A , l ] ]  ( T j T ^ )  I =  o
\(\s<x

ou encore,

< ? M ,  LA, [A,, T A » ,A , ] ] ]  >  V T r e U o - t l .

Remarques : i) Cette dernière condition est une autre formulation 

de la condition obtenue par Skorodinskii [4 2] ;

t  à ï  
ôju2, dt3 Sû

xx-o - 0  j V r  ^  T0/ T] *
c ^ a

ii) Ces critères du troisième ordre, contenant des 

égalités pourront augmenter considérablement 1'ensemble des con­

ditions nécessaires disponibles pour déterminer la commande.

La proposition précédente se généralise de la façon suivante :

Proposition IV.5 s Si ü = o est minimisante sur [0, T] et si

[A,, ad;'1 A , ]  6 4  , H  (k est pair, cf. prop. IV.3)

alors &v  (¡T0 (T,r, cj) , Vr £ T0, T] -j

l^sCL

ou encore _  _ -

( p ‘ H ,  &v )  s O  / Vv; <  R y V-T € 1 ° ,  t ]  ,V\>

• o o, T

Í U
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preuve : La démonstration est ici beaucoup plus facile que celle 

de la proposition IV.3 parcequ’il n'est pas utile de connaître le 

signe des expressions G , .  Si ĵ 4( y ad^] A^Q Ĵ, 1-2,alors f̂ V est 

d'ordre Ainsi, tous les coefficients de V jusqu'à l'or-
û I

dre £ + sont alors nuls. C'est cela qu'exprime la proposition.

On souhaite maintenant trouver des conditions nécessaires 

d'optimalité pour des sytèmes plus généraux^ du type 2- ' ' déjà ren­

contrés aux chapitres précédents. Comme dans le cas linéaire en 

la commande, exprimons les conditions nécessaires d'optimalité du 

second ordre obtenues à partir des variations (15).

b - Cas général :

Pour un problème de commmande les variations 5^V et S^V sont 

données respectivement par les propostions III.1 et IV.1 

Introduisons, tout d'abord, dans la variation (15) pour k = 1:

= i i  §  ( M )  , i - e  C î > , î > * e ]
t 0  aiffeurs 

Alors i
?tv = , |  4 î

D'où (lemme 20)

Proposition IV.6 : Si ü(t), t € [ 0 , T ]  est minimisante pour le 

problème de commande alors

^,^0 (T)^, q) j ^  © , V t G 0 » , t ]

OU

< pW , \  \  ° ^  e io,Tl

Remarque : Bien sûr» le membre de gauche de cette dernière 

expression n'est autre que la fonction , H étant

l'hamiltonien associé à 22 >

H = <p, F >

ÒM&

te)
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e t  p  r  cJuJ^ =  |  iv' C e t t e  c o n â i t i o n  e s t  u n e  f o r m u l a t i o n

é q u i v a l e n t e  d e  l a  c o n d i t i o n  d e  L e g e n d r e - C l e b s c h  [ ¿ 3 ] .

S u p p o s o n s  q u e ,  s u r  t o u t  l ' i n t e r v a l l e  [ 0 , T ] * ,  c e t t e  c o n d i t i o n  s o i t  

t r i v i a l e m e n t  s a t i s f a i t e .  A u t r e m e n t  d i t ,  c o n s i d é r o n s  u n  p r o b l è m e  

d e  c o m m a n d e  J ~ '  t e l  q u e  ¡ ^ H  s ' a n n u l e  Iz Iong d e  l a  t r a j e c t o i r e

zxtn.zma.lt. & U 2

S i  k  =  3  a l o r s

^ \ / = -  a  + +  ÿi £

+• pî  [ A ,  4 - o ( " £ 3J /  p î i > °

P r o p o s i t i o n  I V . 7  : S i  ' ü ( t )  e s t  m i n i m i s a n t e  s u r  [ 0 ,  T ]  e t  s i

A,ûT0 (T, tt , q ) = o (ou ^ ' ( t ) A > = o )  . V r e C û y T ]  

a l o r s ___________________________________

O./CAcA.lM (v.qli ^ 0
(ou < p W  , CAl ; [A0 / / \ , ] ]  >  <  o ) , V r  G I o y r ]  -

P r e u v e  : E n  a p p l i q u a n t  l e  l e i r a n e  1 o n  s a i t  q u e  s i

< f p M ,  ^  ^  ~ ^ u r o ( T / r . q ) !  est  nu l  V r  £  C ° / T 1
iq-CL

a l o r s

< p ( r ) ,  ad A4 y  -  o \/v> >  o V r  G T ]

D é s i g n o n s  p a r  « f 1 l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  e n g e n d r é  p a r  a d ^  Â  » l > >  O 
L a  p r o p o s i t i o n  I V . 3 d e v i e n t  :

P r o p o s i t i o n  I V , 8  : S i  u ( t )  e s t  m i n i m i s a n t e  s u r  [ 0 , T ] ,  s i

4 ^  = o
l ^ C L

e t  s i

[ A , ,  a d ^  A ]  e / ü / '  ,  U k - i

*  O n  p o u r r a i t  n e  c o n s i d é r e r  q u ' u n  s o u s - i n t e r v a l l e  ( a , b ) C [ 0 , T ]  

s u r  l e q u e l  c e t t e  c o n d i t i o n  s e r a i t  v é r i f i é e .  L e s  c o n d i t i o n s  

n é c e s s a i r e s  d ' o p t i m a l i t é  o b t e n u e s  u l t é r i e u r e m e n t  s e r a i e n t  a l o r s  

v a l i d e s  s u r  c e t  i n t e r v a l l e .

hiÆ.

M >, LA A.' AP c

A,[Aa £ 3

. T r ,
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alors i) k est pair

(_,)£ [A,, ^  A A, ] cu0 (r; r, q) | >  o y
l q = a

Un calcul simple, analogue à celui du paragraphe montre que,

£V := -  Z
V>=i

les seuls termes intervenant dans la détermination des G u sont :

'•©+£ rQj /-(£
|| J>z -vjn 0/v -C^i-Wy^o |

3 e
« M S ,  e t e - 8 ) \

ef e - ® K 4 1 t- f e i T|) fi>fe) iu fe) ari ,

i f ‘£p  e'i,;-9,4oy ( 
& 0

I r ê - ® )A-A e - ^ - 9>A»
77 L  U  L  ^  ^  1

(cr_9)/4 e -(<r-©)A0 ^ 3 ^ ^

T’ ^. I  ̂ /T, ^ j ^ ' 'I
^ Je 

r9+S

i t  * .

et £ ,=  Z. i  (v, R, Pi s) V(*t ts)
1=0
s = 0  

i+s

où V(v,l,s) est le champ de vecteurs

1 -I adT A, + i  L  4n — 4—  M ,  At , «i. A ]
6  i>l A 0 3  ¿j <*• P 1- °<+ t + s t i  >  A 0 *  A „

</+p=v-l

+ i  T  _J_____1,,__ f  a i i  A, a d f A, 1
4 < ^ 0  «f-! fi! «+8*1 L Ao ' A» A J

__________  ft

<■! (il <n+6f I ' L ̂  A»

C(+(ï=\?-l

1 r r . i ^ A  . (3 * t  . 1 ï * /

OÎ+p>+Î’-

+ 4 0 ot\pi (T! i rf te+i ) ( ( î+e+oi+sf i )  ^ ^ a / ’ >adA / ' ^ ' adAoA’^

e l >/~J

:ßvl)o f
V>+I

U.-fa-®

;CÍ3¡d<r;

,3+

e 1 3A  ■
>Mc n-©J o

y
9)4 •fc- M.]j (ixt fa) fa)f u d<£da;

)àr,k '<£u(VUtK]■ k. 9 )k
>

•‘d+i rç

( U
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f l . [ilWI.'IC.") (-'•■)!■
(v>-jUM! I n - t  l) !

D'où la proposition :

Proposition IV.9 : Si ü(t) est minimisante sur [0, T], si

\  uT0 ( ^ r . c ) ) )  - 0

!q=a.
et si ------ ----  -  -

Ln t> au

alors

G\>

Prenons par exemple le = 1, on obtient la condition

I A  ¿tlüÇ (r,rjc|). - O  Vr € C°> f]
IQ-sOu ’I

C'est exactement la condition

¿ d i i ,  - V.6P.-TJ

obtenue par Skorodinskii [42].

IV.5 - Exemples

a) Reprenons tout d'abord l'exemple simple énoncé au début de 

ce chapitre et calculons le champ de vecteur [A^, [A^, [AQ , A-^]]] 

on obtient,

Comme = 1# r € [ 0 , l ] ,  la condition nécessaire d'optimalité

du troisième ordre

<  PW  , ¡ > „ 1 * . ,  C A o ^ J ] ] ^  ^ o , Vr É D>, I]

1
ÔCj'

\ti

V

n'est pas satisfaite. On conclut donc que la commande 

u(t) = 0, t€[0,l] ne peut pas être optimale.

et où

Î Ui\ )ZGA,J

V V = 0 i l V i G L° T ]

— o

&
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b) Le mouvement du centre d'une masse d ‘un objet en déplace­

ment est donné par

H '  =

a(q¡N  
I i|! = u(t) +

Le problème de commande est le suivant : trouver u qui minimise 

R ( q ( T ) ) =  <f ( t )  + /i ,  (<J')*(T) +

avec, (^r ĵ Clr) + (ci4r(lr) -¿0 , b €Üo,r} et | « (fc) | £ d .
Nous allons montrer le résultat suivant.

Proposition IV.10 : La commande optimale pour ce problème est 

Bang Bang : u(t) = + \ .

Preuve : On utilise le même raisonnement que l'exemple III.5*.

Soit une commande extrémale u(t), telle que |u(t)| < 1, t€0"CC°iT]. 

Montrons que cette commande ne peut pas être minimale. Pour ce 

problème, on voit facilement que [Aj_,, [A0 , A-^]] ë ; 

or- l'expression

L A . , P i , [A0/ A , ] ] ]  ^
ne peut pas être nulle sur 

l'intervalle o~ , ce qui contredit la conclusion de la 

proposition IV.3. Ainsi, aucune commande extrémale, |ü(t)l<l, 

ne peut être minimale.

* Ce raisonnement est aussi employé dans [b 1] pour montrer le 

caractère Bang Bang d'une commande en utilisant les conditions 

nécessaires du pKzmitH ordre (voir lemme 4).

q ;h '>f
z

/ fc)f f Í
n i  '





V . GENERALISATIONS

V.1 Cas d'une entrée vectorielle.

V.2 Temps final libre:

a) Conditions nécessaires du premier ordre.

b) Conditions nécessaires du second ordre.

c) Exemple.
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V.l. - Cas d'une entrée vectorielle

Considérons le système suivant

cj (ojr cj^ est donné 

■ le problème 7^~ .h et F ont les mêmes propriétés que pour le problème 7  .

On s'intéresse, ici aussi, à trouver des conditions nécessaires 

d'optimalité pour que, lorsque le Principe du Maximum est 

trivialement satisfait, une commande extrémale

y(t) = h(q(t)) à l'instant T fixé. On peut bien sûr obtenir des 

conditions nécessaires analogues à celles obtenues précédemment 

en fixant une des commandes et en imposant une perturbation à 

l'autre. Mais on conçoit que de nouvelles conditions nécessaires 

doivent exister lorsque les deux commandes sont perturbées en 

même temps. Celles-ci seront en fait d ’une grande importance car 

elles seront sous forme d'égalité dès le second ordre (c'est le 

seul cas d'existence de critère égalité obtenu à partir de la 

seconde variation). On trouve un résumé de différentes approches 

par exemple dans [jg l]. Mais les résultats les plus complets se 

trouvent, semble-t-il dans [fe 3] - A partir du nouveau 

développement fonctionnel de la variation à l'instant T de la 

sortie y de 21" lorsqu'une variation $u(t) = (£1̂  ,(t),Su^(t)) est 

imposée, on retrouvera deux importants théorèmes.

ü(t) - (ü,(t), Ü2 (t)), t £ [0, T], minimise la sortie

Soit ,dans une carte locale
q =  h ' ,  " '  )  '

A - ~  k  + ê  

K ’~-

Z. ÍL. k w j h
R- « OUc ou; or\

I et où

Ji,
- n

q

3
F

F .ir ) l

A:
a,«

2 > F >.q Ji,

*1'

1 u

-À y ri

i s

Y
>

à>U,F 8
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En généralisant la proposition 3 du paragraphe A6, il est 

clair que la deuxième variation à l'instant T s'écrit, pour des 

conditions initiales q ( x  ) = a, r 6 [0,T] :

Proposition V.l :

e 'T ,(T-rM0 , d- tr-r)A
« T )  Z i

h

+ L

é z.i

‘T  > ' r)^ tfî R(q) H  a<r
Iq-a.

rT î t1. 1 { v4

x: jC

fa

* L
U * ‘

+ O  ̂ Il

En particulier# pour une variation concentrée en un point 

& 6 [C/T] on obtient

Corollaire V.l : ^  (r) = A° Vfe) e" ̂ ' X^Ao (% (Y r Cj) | 

avec (t, r,q) - e ^ ' ^ 0 fi(q)

et V(€) = i| ̂  + Sê V + 0 ( Il T-Uj.) ¡| )

o ù  S ,V  =  Z  i T e (!r- e M ” A,4' , - lir-S)A’ & J - W * -
j'4

{'^ -8)A’ 4'J e' M K  &i (ir)£jjwar 

+  È lÎr(%Js -B>A'AÏ ef e - ‘7 i ' A * A ;
¿Jrf 'T .

Dans la suite, p U  . / c)uJ; , )
P ' '  ( àt *)* ' àfj (¿Q)

avec <^fTyT,q)= e^r'r^ d £(q)

û(t) = (ü (t), S (t) désignant une commande extrémale et q(t) la 

trajectoire associée, p(t) s'obtiendra en évoluant p(fc) le long 

de (ü(t),q(t)).

Application

Dans cette partie, nous allons retrouver les deux importants 

résultats de [k 3] concernant les conditions nécessaires d'opti­

malité pour un problème de commande vectorielle, c j f désignant

<]zCL 0
■ )dsrH

(fu:
d(*r)<Xo(

A,

A
0"

a :
<ra 4o

& fi & K j d r ,

l i")(Su,(Tu

q^a.
(r-t

•> A„

ría;M<¡rfe!)ä¡fa!r.;
Mo,. 9.(ó
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l'espace vectoriel engendré par les champs de vecteurs axL AJ* ,
°

^ = 1 , 2 ,  ^  0, le long d'une commande de référence et sa tra­

jectoire associée, on montre :

Théorème V .1 : Si ü(t) = (û, (t), ü4 (t)) est minimisante pour le 

problème de commande 2  sur et si

alors

<  p(t)- L  adA / '  >  = ° > ■ v * e Co,r;i
p(t) étant défini par (20).

Par analogie avec le chapitre précédent et pour simplifier la 

démonstration de ce théorème, on désignera dans la suite

L ™  aJA / Î pQr ^  < 2 0 ' )i

En généralisant le lemme 9, on montre que 

i l  ,Û\ ft-tf _  /iX+<r\/0-+o/4|\ r  ,7- i i  A-0-_oi _l •

6«,» = (*) ailA0 K* + L ,  ( * *  A. A.'J
Q 1'4 ^  Q

Preuve : Démontrons tout d'abord que D0/, p c ^  ¡j y  Pour cela, 

introduisons comme en [k 3] la variation, p étant un entier ^  0,

/  p i  ( 2 1 )  

pour t € [9t S +  [ , h 1*  h * - • <  >

o( est un entier donné f i est arbitraire et Pi et 1  e IR •

Après substitution de la variation (21) dans V , on trouve : 

<\I T  Y  (<r. 9 )  A 0 i ~(t.&)A„ r- , .5,V = Z .  1 Aj e  ûm- ( t )  ckr
é

= l , i  x z o

qui peut encore s'écrire,

Î* L  *' i l  (Urt - m ) i r ) o à ^ K
V J f Q  v?J ' A - O  /  °

i* z. i; &)(i (?*.,-po jrj
p+l  ̂■ x- °

K rad X a á u
A

A, JS PV>=1J

id

,a

5il (t) ( t ) 9)Pft-£■)°) +( V( f « ( l*'[

d.M
c

a:aci
A.
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Regardons maintenant l'expression ¿T.V,
n - i

,  2 .  L  e (îr- 9 ) 4 “ ^ ) A ‘  e u ,  M  ¿ W m  ^

? ^ i s
t = *

/ H « 6

i ^  2 - * q,r= i,4 J9^c

M-t

+ 4 - 2 1  2 1

.€

%r=i,e &+3j€ ^+g,-e

Jr ' ĵ S '̂&̂°l4q e’̂ -9̂ ° ê -8K/4re~ ̂ -9Kj

< ^ r f e )  à r ,

j" ^_©)Ao^£, -fa -9 )A0 ^ . 9 } A 0̂ r  ^ i - & K  J 

£«< j (t,^  <£ur  (t»l) cb ; c %

+4 21
V " ' ; e \ x-.,

Ï  Ç'*"' e ^ A "  e-(r-8K fi. Mdr'
® + £ g

{  Z  f , f c '£  ^ • 9 ) A ” /i ,r  s - fr- 9 l 4 - & f ( r ) i ) r )  • 

m = i  V ^ - s  J

On peut encore écrire:

s‘v= f  l è  S (£(£-«*W ~

+  ^ ,7} (¿7  ^ - '  ~r̂  &  )  Bp ,*m

♦  z  §.; f f , )  ( i

Z .  X .  
***■ Riei

i ^ p + i

M >  / P 

t .

Z  £ *
f t ^ P +< fti e*

i> y\

v

xVi i

M-i , 9 i - à „ e

Vf- i
M ;  «

€1

fc+,

i ß . , - 3 .
B'¿
‘- ' o U-l P

> ' f8,i -4 *k V>-1
r (?)

n

4

4 f

l ^ i ¿¿M
9c - ■ 5i

( ? ; ■ ■ 9 i è ; i kÓÒ

ac $ cu i

Ac

p
ft

■K Q
?¡. -Z %' z h,

ac e
A<* ;

0¿ l í
A«
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Z  J L ^ P 
giji

¡/ i ÎPr. -J?î) ,- ac(]/ ' K<i<r; îm <1 y ^ j -  i.s i / d t à j J L  A* 1

t i  f i ;  ( s . . - i ) d . - ^ hh « Ri  f i  \  U t c ; . $ r n  J

d

z  a  )(/) I I  i?- -í>.)/)í¿ ip-
■’ »7p« Fi" ÄT ¿l¿' l \ t Ui- ' J  A.  a.

/ Lac

R! V.
h ? »

m
J

+ Z  L
h '  R/ P( 
h '

Í L  (f L / t , . . * ) } ?  ) a d U :  o i ' . Ai-l -t J à\
U-i

'X - }
b a Aa »

Comme dans [k 3] p. 136, posons l  % ) = z  ^

f ' ( ? , ? )  = Z .  ( ï - , - c ) t e . , - j î ) ^

§M(1,2) = , ^ - ^ n  Î L , - î ) Î V ^ ?  
S M (!,?)= t  ( t ,  - t ) ( 9 i _i + i : ) ^

et choisissons un entier M, des nombres réels 

-9o= 9j ' • • • tel c3ue Ie système suivant d ’équations

algébriques admette une solution J((5) pour chaque f i , K étant un 

entier ^  2p+l :

L^dl-o , LtWÎ2) = o
0 v> = 0, K

, v>--0, ~v *

- °  / v . r s O ,  ■••, K

s w  ir,i>)=° - ‘, = o '

s w ( « ) =  i ;  ■  7 , Z : ],

(22)

p
e - i 4/

M

m

i-) p+i
ft'. e
m

■p
a..

-t-«

n

9i i? *r j
t ?

t

A
10 a !

“¡4 A* ac
i K

l(%

F* ■S) : 0

)(? 9)
le

p  +t  2
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(La démonstration de ce résultat est purement technique (voir 

[k3] lemme À.5), elle ne sera pas refaite ici).

Pour le choix de cette variation, on trouve

et w , e** | s**0».!) B.% - S*%,j C-
+ s U p*‘V ? , î ] b;;.,.p +

.ofr'f’j

En utilisant les hypothèses du théorème et les relations (22), il 

vient :

£,V .  £ r ( t, + Gg + ft) + o( i :  )

où b (b provient de P> " eh B <’ptl )
0, v-i

= H ( ' »  B'1

» = 1 , r ,

En appliquant le lemme fondamental 20, on en déduit que

V(5 , + K é ^

ou encore

<  p et), f t  g + fi >  ^  o

or, f i étant arbitraire, la condition <( p(t), g >= o, Vtê[0,T] est 

une condition nécessaire d 1optimalité. Elle s'écrit encore (voir 

(20')) p

C p M  , Ì - o d A >  =
ÒJU, » O

p

I I
B

2 ‘ p,u-

-

.up

et

P'P
9

2o ‘
j
'■>

< & • ' e J

a  p
s

ifp+l)/

O

O



En choisissant une variation de la forme

(K(t), &>(«)- b;,°)
pour t e  | >  ^ , 9 on montrerait de la même façon que

li}- i , adl A' >  ’  ° ' est
une condition nécessaire d 1 optimalité.

Avec un raisonnement analogue, on retrouve également le thé­

orème 21.2 de [fe3]. Il s'exprime ici par :

Théorème V.2 : Si ü(t) = (û,[(r]y j est minimisante pour le

problème de commande y~ " sur [o,T] et si

Â f  6 £  ' [ a d ^  A ‘ , A; ] £

et i = 1 , 2  alors _ _ _ _ _ _ _ _ _

i) <p(t)/ 1  ad* A*> f , v? £ fi + P4 + l
I • '•o

1 1-> < p ( t ) ,  [ac i^A ,1 , ad^ A f ]  >  = 0 /

6 1 r<>,T3y p(t ) étant défini par (2 0 ),

Remarque : En utilisant les variations suivantes [gl]

= i L  flr) = i aL t b < $  + cj.£S m x (
X - j

q

iu4 (t) : 2 -  ft) Suilk] - j ir a f k < 9 *  pfi  
 ̂ ( 0

0  < p ,

nous aurions retrouvé les résultats du paragraphe 7.3 de [£Jl]. 

Mais la plupart de ceux-ci sont des cas particuliers des théorè­

mes précédents. Notons que ces variations sont différentes de 

celles utilisées plus haut, en effet, les intervalles de varia­

tions pour £u^ et 5"U2 ne sont pas ici nécessairement les 

même s .

75

p$o

ß
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? o'Pi
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l +Vo

£u1 ft) - Í

L<]©+[ 9



76

V.2. - Temps final libre

Jusqu'à présent, l'instant T du problème de commande était 

fixé. L'objet de ce paragraphe est de montrer que notre approche 

s'applique aussi au problème singulier à temps final variable et 

donc en particulier à l'importante classe de problèmes en "temps 

minimal". Notons tout de suite qu'il n'était pas a priori certain 

que notre approche se prolonge à cette classe de problèmes car 

les développements fonctionnels utilisés ne sont l'analogue des 

développements de Taylor que dans le cas où T est fixé (voir 

[fa.14, et [¿5])*. Ce problème a été étudié en particulier par 

Agracev et Gamkrelidze [5 1] pour le cas linéaire en la commande.

On remarque cependant que l'approche, là-aussi complexe, aboutit, 

sans véritable nouveauté, à des formulations équivalentes à celles 

de Krener [fc4] : "Naturally, both formulas are équivalent, although 

it is difficult to say which one will turn out to be more conve- 

nient for computations". On voit ici encore qu'une préoccupation 

essentielle dans l'étude des problèmes singuliers est l'adapta­

tion des conditions nécessaires obtenues, aux applications.

L'idée est donc ici, d'étendre les nouvelles formulations du 

corollaire III.2, dont nous avons vu l'intérêt à travers un 

exemple (IV.5), au cas où l'instant final est variable. Il

existe d'autres études sur les problèmes de commande singuliers 

en temps minimal, citons les travaux de Bonnard [b9] pour les 

systèmes évoluant dans .

Considérons ici le problème de commande suivant (^ll>) 

q » F (t, q 7 u) , q (0 ) donné, 

l'état q appartient à une variété analytique Q de dimension N. Le 

champ de vecteurs F est analytique par rapport à toutes les va­

riables t, q et u : trouver des conditions nécessaires d'optimalité 

pour qu'à un instant T minimal, 

h.j_(q(T)) = 0, i = 1,..., N-n ( n < N ) .

* Pour un instant non fixé T on consultera [p].
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a - Conditions nécessaires d 1optimalité du premier ordre.

Posons t.= ^(s) , s€[0,l] où 'fis) = u 0 (s) est une fonction 

supposée strictement positive sur l'intervalle [0,1]. Ce change­

ment variable classique permet de retrouver un problème de 

commande du type ; en effet,

dt = ^(s)ds = uQ (s)ds 

de plus, q = F(t,q,u) peut encore s'écrire :

(À -J _ c 1 = F  ( Y fs) f  fs)j XI. (s)
< *
I h - Al0(s)

Désignons Uo'f par v, t par qN+ ^ et s par q°, il vient :

Proposition V.2 : Le problème de commande 2_"' est équivalent au 
problème de commande à temps fixe suivant, €[0,1],

 ̂ = F ^ 1* ,  q, v(ÿ))k M

i*"- -, f«r)
a = f 4-' 1(°M.

Trouver des conditions nécessaires pour que la sortie 

y(l) = qN+^(l) soit minimale et telle que 

h i (q(l))= 0, i = 1,..., N-n.

Pour ce nouveau problème, soit,dans une carte locale,

A0 Z ~  F  (V + * a,nSl +
de même

a . =  L  - w - W  K
“ ' ft*. dv ào?

( Z i )

+ i
òcf

f a * u . :?)

òcd f

A0:
f ts.

f R(

*) à

¡y
. w

a«

M i
*

KA Q Uo (v;
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Il est clair que les conditions nécessaires d 1 optimalité pour le 

problème de commande sont en "bijection" avec celles de ce

nouveau problème. On souhaite cependant, que ces conditions ne 

d i p u n d a n t  pa.A du choix du changement de variable ^  et donc de 

u . Regardons tout d'abord les conditions nécessaires du 

premier ordre et pour cela, posons

D'après le lemme 4, si v(s) est une commande extrémale sur

La proposition suivante est alors immédiate :

Proposition V.3 s Si l'ensemble des conditions nécessaires du 

premier ordre (24) est vérifié alors

: CL

Il s'agit de la valeur, à l'instant 1, de la sortie y 38 q^*^, 

pour les conditions initiales (q ( r ) ,  qN+1(-r) )  58 a, r 6  [ 0 , 1 ] .

[0 ,1]
alors,

a^ A  ̂  =0, Vi>}o /VrG&l]

(24)

o ^ /  «r ( l ^ q ^ ' j  | O ,  V * } o ,  V t

A^ et A^ étant définis en (23). 

Définissons maintenant pfr) - dur; — 

tion, sur toute trajectoire optimale, on a
° \ ôQl ,

, sur toute trajectoire optimale, on a

ür(l,T,a) - ■= J'xijslds =• U r

fàaX)

i ¿ri ; par construc-

si bien que ^¿T--t ? de plus, àulo = 1 ; ainsi dans la
C)C| 0 Ô C j^ 1C)C|0 c

suite s /_, W .  ... û70 l  )

f 1 àq‘ 7
i ( 2 5 )

On obtient alors:

a ) e
4. Mrl

q
fq q'

irl '

- Ml-1 
1T

fa,

(q < f
3>dl:€i
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Proposition V.4 : Si v(s) est une commande extrémale sur [0,1] 

dl0rS < p í r ), aàA' ^  " ° •'

Remarque : Dans le problème à temps libre, on peut utiliser la 

relation supplémentaire

tiw ( > . * , ,  ¥rer°,o
l p . r " % o .  (24')

(Si H  - F [ t , q ; V/) > , cette relation correspond à

H + 1 = 0, sur [0,1]).

b- Conditions d'optimalité du deuxième ordre :

Intéressons-nous maintenant aux conditions du second ordre. 

Soit v(s) et q(s), s €[0,1] une commande extrémale et la trajec­

toire associée (c'est-à-dire vérifiant les conditions nécessai­

res d'optimalité (24)) on montre

Proposition V.5 : p étant un entier pair,

[ o d ^ '1 A, , a d ^ A , ]  = J>JP* M { ^ A ' ,À'  , a i PK A ; ] *  rn ,

Preuve : fn

Calculons par exemple [ a d /4,̂  A,J

A
/
i

о f У г 6 (л  О

O i t ) ,

si в/
ò)\>

ò
bv

ad
v>

A t
о

A t
\ G J v> -  о p.i

alors Bo, H jj o
U+l B /

h
+ i t é J

de même, si

[
ad

a : Ky aÀ
a :

a ; ]
e o/ f ) I P - i

e
ad P

Ao

et posons

certaine fonction de q®,

ad
P-»

A.
A, p

i f ) ad
p - i K H-

uT- l
z

p-l

f (1°) ad
a :

P-C-»
a ; OÙ

est une
i est une
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a c i f  .4, = u f  ^ ° )  A' ~t 21 ^  i cl ) o.â' , /4d ^ ^  se  c a l _
/  i O -3 1  ~  I O '  w c

cule en fonction des fonctions fj_)*

ainsi _ [< > , â 4,]= //%i K;>:, «£*;)
OÙ lÏÏ e<£ d'après les hypothèses.

La fonction uo (s), s €[0,1] étant supposée ¿£/i¿cttmdnt 
po&ZtZvz on en déduit le théorème suivant :

Théorème V.3 : Soit v(s), q(s) un couple extrémal d'ordre s sur 

[0,1], si v(s) est minimisante sur [0,1] 

alors _

< F W ,  ( - 0 S B 0 ' i s  >  î> o , Vr  e P v ]

ou de façon équivalente,_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

- <  p(r) / ^  f VvÇ&T]
p(rj étant défini par (25).

Remarque : La première condition (s = 1) du deuxième ordre

< P t à ,  4  o ,  Vt £  [o, i]

s'écrit encore dans le cas particulier d'un problème ¿L 

linéaire en la commande : ______ _

c m ,  [*.J [ ' M I] >  iTo, Vr € C°, Û .

c - Exemple [b 10] :

Il s'agit du problème de mise à zéro en temps minimal de la 

vitesse angulaire d'un engin spacial gouverné par un couple de 

rétrofusées opposées. Le système s'écrit

C\' r a, cfq3 •+ b, ^(t)

Y  =

A l  -

avec

a. r a . a,

ainsi

) ad
P
r

f ad s - i

Aa A, a à a ,J

-

ï f

a 3 1* r b3 u l t

T.

T,

T i _ÎL J l

T ,

a • i i ■ 0

i r
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Iu(t )I <  1 (on ne s'intéresse pas ici au problème de synthèse

par une commande singulière).

Dans les problèmes de commande optimale, il apparaît que la 

d<Lme.n-&ion de l'espace d'état et celle des commandes jouent un rôle 

important, dans le sens que les solutions s ’obtiennent plus faci­

lement dans des cas particuliers que dans les cas tout à fait 

généraux. Prenons par exemple le problème de la recherche d'un 

bouclage analytique pour un problème f i i g a l Z z X - Il est montré [¿4] 

que l'équation différentielle (issue des conditions nécessaires 

d'optimalité du premier ordre voir & I) vérifiée par cette 

commande, est une équation différentielle non linéaire du p f i tm ZtK  

ofidtin , lorsque le nombre d ’entrées est égal à. celui de la dimen­

sion de l'état du système. Pour ce qui est du problème singulier 

en temps minimal ci-dessus, la commande étant scalaire et l'état 

de dimension trois, la commande singulière, généralement fonction 

de l'état et du vecteur adjoint, est indépendante de ce dernier.

De plus, le vecteur adjoint est ici parfaitement connu en fonc­

tion de l'état.

Pour ce problème,

provenant respectivement de (voir (24') et propositioin V.3)

mais seulement aux conditions nécessaires d'optimalité vérifiées

Les conditions nécessaires du premier ordre s'écrivent, si

p(t) = (p1# p2, p3, d

K  =  ( < m V  +  * > , * )  |  +  a * q V  ^  +  ( a 3 c } ' q %  h3M ) h.

À ' =  U  + U  9 1
to* 3 àq3

. . . s . L . „ . 0 .

( a ,  CJ CJ +  b ,  X l )  p ,  ■+ ^  q  q  P j , +  ^  +  ^ 3  p j  +  * -  °

k  p ,  +  b 3 p 3  =  O

i>3 a i f  P, +■ a* ( M 3 +  b3 <11 )  pe  -*■ b> S  f  Ps -  o+■ a, (b, q 3 + b3 f  j  p4

= 0 , A ! t tC  = o  ef- = °  .

On en déduit p^, P2 / P3-'

= i l ^ Q3 - £ 0 * 1 *  p

" "  b, a, ( f c Y + ^  f i

et

26)
a :m

p
b,

Pi

p>
K t

i a a, v r .
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De même, en utilisant CL à w; =■ o

on obtient, en supposant fd3 V  - b* ) f 0

n  / q ' ^  q 3) -  bj ̂
'U h ' q ' q ) '  b* -  a .  k i)

Ecrivons maintenant la condition nécessaire d ‘optimalité 

vérifiée par une commande singulière minimisante. En appliquant 

la partie ii) (pour s = 1) du théorème V.3, il vient :

< p M  ■ !>i, [ < , 0  >  <  o ,

Ce qui donne ici

_ £ ^ o

Donc, si on se place dans le cas où ( d 3 ts( — o., ba y ^  0 comme en fblOJ 

une trajectoire singulière telle que Q i(cli)2 n'est pas

optimale.
xj/ z

Supposons maintenant que ajb^ - ai^ 3 = 0 * les relations 
(26) entraînent

b - p _ p3_____  p = o p = ____!_____ R. -1
^  " a 3 b, a, b3 cj- ' ^  '

Appliquons la partie ii) (pour s = 2) du théorème V.3, il vient :

< pfà , [adAy0A> , adA ; 1 >  <  o, Vr ̂  fc'ü

Un calcul simple montre que cette condition se réduit à

0 j  ^  o

Or d'après la définition de a2 et a3 , ce produit est toujours 

positif. Par conséquent, aucune trajectoire singulière issue du 

problème énoncé plus haut, dans le cas particulier où les coeffi­

cients vérifient la relation ajb^ - a^b3 = 0 ,  ne peut 

être optimale. La commande est donc ici nécessairement Bang Bang.

A '

J h

•c

a , 'q’J q 3

ac°G

ü :
t 2 .1 -

r(qs. a,ia 3
A

a s
r j ‘

a 3 b, C)1 - cl i



VI . ANALYSE A LA JONCTION ENTRE UN ARC SINGULIER ET 

UN ARC NON-SINGULIER.

VI.1 Introduction.

VI.2 Présentation du problème.

VI.3 Exemple.

VI.4 Condition nécessaire d'optimalité en un point de jonction.
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IV.1 - Introduction

Cette étude est essentielle dans le cadre de la commande 

optimale singulière. Si jusqu'ici nous avons considéré un inter­

valle [0/T] où le problème admettait une commande singulière sur 

cet intervalle, il est bien évident, qu'en général, une solution 

du problème de commande contient à la fois des arcs singuliers 

et arcs non singuliers. On rappelera un exemple dans la partie 

suivante). Les premiers résultats sur le sujet sont relativement 

récents [m2]. Il y a eu depuis quelques critiques, les unes 

déjà mentionnées au paragraphe 1.5 et une, soulevée par Bell 

[64] concernant plus particulièrement l'assertion d'un théorème, 

dès lors appelé conjecture de Me Danell. Sans rentrer dans les 

détails bibliographiques, citons les travaux récents de Bortins 

[bll] où sont étendus des résultats existants. Toutefois, l'hy­

pothèse de normalité, lorsque des contraintes terminales sont 

imposées, est encore indispensable.

On obtiendra ici les résultats de [ 6113 cette hypo­

thèse. Ceci sera encore possible grâce à la nouvelle définition 

de l'ordre local (définition 2). D'autre part, les identités 

obtenues au paragraphe 14 permettent en général de conclure 

beaucoup plus rapidement. Nous espérons pouvoir ainsi montrer 

que notre approche, en rassemblant des thèses aussi éloignées, 

que celles de Knobloch ou de Bortins, unifie en grande partie, 

les travaux concernant la commande optimale singulière. Nous 

prouverons par là l'importance, dans cet autre domaine, de 

l'utilisation des crochets de Lie de champs de vecteurs.
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VI.1 - Présentation du problème.

Dans l'étude des jonctions entre arc singulier et arc non- 

singulier, il est naturel de ne s 'intéressser qu'à une composante 

de la commande u(t). Il est en effet peu probable que des jonc­

tions se produisent au même temps pour différentes composantes. 

Dans la suite# on supposera donc u scalaire et |u(t)l ^ U. On 

fera les mêmes hypothèses d'analyticité qu'aux chapitres précé­

dents, certainement trop générales mais qui évitent de préciser 

exactement le degré de différentiabilité des fonctions, néces­

saire à chaque étape.

Nous ferons d'autre part les hypothèses suivantes :

H1 - La jonction entre un arc singulier et un arc non singulier, 

en un point tc £ [ 0 ,T] est analytique, c'est-à-dire qu'on sup­

pose qu'il existe au moins un voisinage du point tc dans lequel 

la commande est analytique par morceaux. (On se rapportera au 

commentaire de l'exemple de [¿3] pour l'existence d'une jonction 

non analytique). Dans la suite, N désigne l'intervalle où la 

commande est non singulière et S désigne celui où elle est sin­

gulière.

♦ u " -  “ T - ...................T '<\ A . -------------- 1— ---------- -t— t— >

N S'

/>

+ U ------------------------ — -------------------------

/ \  T  
---------------------J. — i -  - - i— >

-U ----------------------- ----------------  

5  N
<------------------1— H-----------------------»

H2 - On suppose de plus qu'il existe tel que Hu f 0 et 
N1 à tc pour extrémité. D'autre part, la jonction étant 

supposée analytique, il existe un intervalle ayant

tc pour extrémité et tel que Hu à un signe constant.

H3 - Enfin, on suppose que le plus petit ordre de la dérivée 

totale par rapport à t de u qui est discontinue est fini.

•ü

- U

N.

N1

: n jn 2



On posera i  -  min { i ^  0, ûs^-^(tc) # ^ ^ ( t ç )  Í 

où ü et üg désignent respectivement la commande extrémale 

sur l'arc N et sur l'arc S. Notons que ün = + U et ün ^^(t ) = 0, 

i ^  1.

A partir de ces hypothèses, on obtient le lemme général suivant: 

Lemme 24 : Soit ü(t), t£[0,T] une commande extrémale vérifiant

85-

les hypothèses Hl, H2, H3. Alors,

(-ifHjtc + f) (V "^ )  - <

Preuve : Supposons que tc ~ S G  N1 et soit 0" - _ 
alors t^+5” G S ÿ

et 7-Ü _ XL (k ^ S ) -  <rU - 2— JL
i-o -t)

a  irc_ £ Ç

d'après H3 on peut encore écrire,

<rU - = - | e ( ù Cüf k ) -  ¿si n (bc))

L'inégalité |u(t)| ^ U permet de conclure ( +£)•

Remarque : Dans ce lemme, on n'utilise pas les propriétés d'op- 

timalité de l'arc singulier. Est-il possible d'utiliser les con­

ditions nécessaires d'optimalité, maintenant connues de "chaque 

côté" de tc pour obtenir une condition nécessaire d'optimalité 

au  p o Z n t t ? Cette question, préalablement posée par Me 

Danell et Powers [m2] est à l'origine de tous les travaux qui 

suivront sur ce sujet. L'exemple suivant étudié successivement 

par Lewis [£3] et Powers [p2] permet de se rendre compte de 

l'importance de cette question dans les problèmes de synthèses.

V I .2 - Exemple

Considérons à nouveau l'exemple du paragraphe 1.5, 

/ q1 = q2u 
\ q2 = u - q1 
j q3 = (q1 - 1/2)2 .
( y = q3

be

o(ISIe ì•as CC] ft:)

9 Hu f )

fcc4£si

Ni

t

jut s)

t. t , 1 (t % á
i

î
to \ ï O t f Xi s»

l ì >o H... k - \

c n (
Ü.

*)■

ce:
>e) C c

-U
c n

tc
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Il existe quatre commandes optimales pour ce problème, les com­

mandes non singulières û = + 1 et ü = - 1 et les commandes sin­

gulières û s 0 et û 3 1/2. Le plan de phase est le suivant [p 2] :

Plaçons-nous en un point initial ( f^t f2 ) ^ (1/2/ 0). En 

général, on peut soit utiliser une commande Bang Bang , soit 

commencer par û = + 1 ou û = - 1 jusqu'à atteindre la droite 

q^ = 1/2 et terminer par û = 0. La question est la suivante : 

cette dernière commande comprenant à la fois, une partie non- 

singulière et une partie singulière, est-elle minimisante ? Bien 

que cet exemple n'ait aucun support physique, on conçoit qu'une 

telle question ait beaucoup d'importance. Il peut être en effet 

beaucoup plus "commode" d'utiliser une commande à l'intérieur de 

ces bornes.

rizo

si
4

/  u ■ -1

ÛS- \
¡ • ♦ I

/o í - /

ii
1 «*iL-
I

" « ♦ i

<íS

V'uM-

-CL5 ^  CX5 <3 j \ Z  2X)-1 .5
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IV.3 - Une condition nécessaire d 1optimalité en un point 

de jonction.

Introduisons le paramètre o<

o( - miô | ^ / °  ; < PÍ )̂ J A| i ? 0 > }
'q-a

La notation ---n (resp. ----s), signifie l'évaluation le long

de l'arc non singulier (resp. singulier). Rappelons que

<p(r) , o A l ¿,S> ^ o , Vi^o, V-c €  S
/ t <j

Soit £ tel que tc + %~ G N2 alors,

Ĥ(te-tí) = 2_ &. <?(y, ad̂4i > -i- »nsi'')

-  i f  ¿ p f c ) ,  ^ T Â "  >  *  ° 0 ^ ' )
oc! 0

D'après le lemme précédent, il vient :

Lemme 25 : Soit ü(t), t  £ [ o , T ] , une commande extrémale vérifiant 

les hypothèses Hl, H2, H3. Alors, t Q étant un point de 

jonction,

l e y  o tel que ______

Avant de donner une généralisation du théorème 5.1 de [fa 11]. 

Rappelons le principal résultat du paragraphe III.

Soit r l'ordre du problème (définition 1) et s l'ordre de 

l'arc étudié (définition 2). Soit (ü(t),q(t) un couple extrémal 

d'ordre s. Si u(t) est minimisante sur [o,T] alors

ou

%

11 < pM , (-i)s 80, n >
C|- 0.

ou de façon équivalente,

ad

-o'

y ? k ) ,

p acj

a c

A,
Á,

A ,
Ao

y U s te) < O S i e e

n
Ù,
Cf

(ti
:e

ft < ïi k

V G 'o
-a .

[ f :
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ü )  - ^  p M  , J  i >  , ¡>,73

p(tj étant une solution de (2).

Dans la suite, on note Rs le champ de vecteurs Lqc^ o^ i , ac^  ^ 

La condition ii) devient

< p W  , R s(t) y  ^  , Vr^CûjTj

Supposons tout d'abord que ^p(tt) Îirc))>̂ Q ,on établit :

Théorème VI>1 : Soit ü(t), t g[o,T] une commande telle que les 

hypothèses Hl, H2, H3 soient vérifiées et telle que le couple 

(ü(t) ,q(t)) soit d'ordre s sur l'intervalle ScCo,T], Si u(t) est 

minimisante sur [o,T] alors, quand -£>2s - 3r, X  + s est i m p a Z x .

Preuve : Pour simplifier, on supposera t  ' ^ 1 et tc + £ €  N-j_

D'après le lemme précédent, tc étant le point de jonction,

fi)£ <r p >  M sce3 (k) >  0

Par un raisonnement analogue à la démonstration du théorème 5.1 

de [611], on montre tout d'abord que o( = 2s + i'.. (Rappelons 

que ---:—  n

Oi' = mm \ x z o  , < p f y ,  ad4/ .  > * °

s est l'ordre local (définition Z ) et

i  Z mm f x o , JûsCtl ft-c) ?  0 j  )

Considérons maintenant A , ,  on peut écrire
/îo

ad* A. = Z  A' "wa. " 1 -  „  u * b> - “
d'après la définition de^., on en déduit que

(y , Lt «V, «fit.)
Mais d'après le lemme 14 et la définition de s,

I l  G c ê  , o

i  », l  , b »

I i 0 -  1 )S Rs , fko avec

|cic A ac
s

A . A,

Vr • Co

? c*

ad
Ao

A

a d  .
L

:n
dju'

Ao A

aci
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En appliquant conjointement le lemme précédent et le corollaire 

III.2 rappelé au début de ce paragraphe, on en déduit que si la 

jonction (S)(tc )(N) est minimisante alors

<?ik), Rs i y >  K n i u f  < °

à <?&), Rs (t)> >0
et

d'où ?+ s est un entier impair.

Exemple : Considérons en particulier la commande singulière û = O 

du problème précédent ; il est facile de voir que la trajec­

toire associée q(t), t € S  vérifie

^ ( t )  = i  f  (t) = -  |  f t - t , )  

et que i -  o,

Le théorème précédent indique donc que la commande

.ùft] -(  ±1 , h €
1=0 t € te, t,]

est minimisante.

Par contre, considérons la commande singulière ü = 1/2. On 

a ici encore . 1 - o (ün = + 1) mais on ne pourra pas utiliser 

le théorème car ici, f= o <C2s - 3r. Nous savons en effet (cf. 

exemple du &I5) que r = 1 et s = 2.

í-<: 1 r s

k ]
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In optimal control problems any extremal arc which trivially satisfies the Maximum Principle, that is a first-order control variation 
produces no change in cost, is called singular. Higher-order conditions are then needed to check the optimality of such arcs. Using the 
Volterra series associated with the variation of the cost functional gives a new context for analyzing singular optimal control problems. 
A basic optimality criterion for a fixed terminal time Mayer problem is obtained which allows one to derive the necessary conditions 
for optimality in terms of Lie brackets of vector fields associated with the dynamics of the problem.

Keywords: Optimal control, Functional expansion, Second variation. Maximum principle.

Introduction

The study of second-order necessary conditions in optim al control has recently received much attention 
in the literature. These conditions first appeared in singular optim al control problems (for example, in the 
aerospace field or chemical industry [6]) where the M aximum Principle, i.e. the first-order necessary 
condition, is trivially satisfied. We refer the reader to the survey papers of G abasov and Kirillova [5] and 
M archall and Contensou [11]. The generalized Legendre-Clebsch condition (or K elley-Contensou test) is, 
for example, a well known second-order condition which has proved to be useful in many singular control 
problems.

On the other hand, recently there has been a considerable interest in control theory in using Lie-brackets 
configurations to characterize such fundam ental properties as controllability or accessibility (see for 
example Sussmann [12]). This approach was first used in singular optim al control problems by Brockett [2] 
and Krener [8]. Knobloch [7] has generalized these results obtaining a complete theory of second-order 
necessary conditions; he gives new conditions which are particularly suited for applications since one has to 
com pute only half the num ber of Lie brackets that would be necessary in order to perform the same type of 
test using the classical version. However the m athem atical formalism involved is unwieldy. New im portant 
results are also obtained in this way when vector-valued control problem s are under consideration.

In the present paper, we propose a new context for the singular optim al control problems. The main 
tools are a new functional expansion [4] in conjunction with a by-product of the B aker-C am pbell-H aus- 
dorff formula. A basic optim ality criterion for a fixed terminal time M ayer problem  is obtained which 
allows one to derive the necessary conditions for optim ality in terms of the vector fields (often in terms of 
Lie brackets of vector fields) associated with the dynamics of the problem. As a particular application, we 
will derive a  new form ulation of some result of Knobloch. A nother advantage of this formalism is that a 
precise knowledge of Volterra kernels allows an easy derivation of third-order necessary conditions [10]. 
F or affine systems, this approach lead first [9] to a new interpretation of some classical second-order 
necessary conditions like the generalized Legendre-C lebsch condition or the Jacobson condition.

In order to emphasize the essential results, some of the m athem atical details are omitted.

0167-6911/84/53.00 © 1984, Elsevier Science Publishers B.V. (North-Holland) 135
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1. Statement of the main result

Let us consider the following Mayer problem. Find u to miminize

J { u )  = h { x { T ) )  (1)

subject to

x  = * /(/, x; w), jc(0) =  x 0, t e  [0, T ], T  fixed.

The state x belongs to an Af-dimensional analytic manifold Q. The vector field /  and the scalar output 
function h are assumed to be analytic. The control u is assumed to belong to a class of analytic functions 
which take values in some open set U.

In some local coordinate chart x  =  jc\ . . .  \  let us denote respectively the vector fields

J7 + L  /*('>  “ ) ^ 7  and £, u) 
dt  k - i  9 x  k ~ i  9*

where the subcript u{i) indicates the /'th-order partial derivative with respect to w, by A 0 and A r  We will 
denote by ££ the linear space generated by

adV1,, ">0
(ad"XY  denotes [X, a d ^ 'Y ] with ad* Y =  7 ) . Finally w0"(T, r, a) will denote the functional h (x (T ) )  for a 
given control w, initial time 0 < t  < 7\ and initial point jc(t) =  a.

Our main result is:

Theorem 1. The dimension o f being assumed constant on the interval [0, T], i f  u is minimizing on [0, T], if  
A 2 «EoSf and i f  p is the maximal integer such that

[ a d ' ; U „ a d \ A x\ ^ s e ,

then , there exists locally a costate vector p ( t )  such that

< ^ ( r ) , [ a d ^ ' / l1, a d ^ 1] ) < 0 ,

for all t e  [0, T],

Remark. We shall show that this theorem is more suited for applications than the standard form of the 
Legendre-Clebsch condition which will also be interpreted within this new formalism in Lemma 3.5 of this 
paper.

This result will be proved by combining a new basic optimality criterion and Knobloch’s special control 
variation.

2. Necessary, condition for optimality

2.1. Some background

Consider the differential system

4 = Fo(<l) + v (t)F'i(q),  J'(i) = A (?(0) .  (2)

where q belongs to an iV-dimensional analytic manifold; the vector fields and FA and the scalar output 
function are assumed to be analytic and defined in a neighbourhood of #(0) =  a. (If we write the vector

136
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p - l



fields F j J  — 0 , 1, in some local coordinate chart q — { q \ ___q * )

r,-LVW.... «•’ ) £ .
i t - 1  °q

rem em ber that the first line of (2 ) is equivalent to

q k { t )  = 8 o { q \ - . - , q N) + o ( / ) 0 ,*(<71........q N ) { k  = \ , . . . , N ) . )

It can be shown [4] that the ou tput y  can be expanded in a Volterra series in triangular form:

y ( t )  =  wo ( t ’ a ) + <*i> a)i>(ff,)da, + f  f  ’w2(f, a2, au a)u{o2)i7(a,)da2da,
Jo Jo Jo

+  aa, . . . , a , ) u ( a j -  • • y(cr,)doa - • • da, + • • •
Jo *'0
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where / > aa >  • • • >  a2 >  ^  0 , with the following kernels: 

,v1( / , a 1, a ) =  2w -----7771----- ’

^  ô (a2-a,y2(t-o2Y 
v2(r, a2f au a ) =  £  FJ'Fl FJ2FlF ^ h \x„a .^ ------------------------- l L

indicates the evaluation at the initial point jc (0 ) -  a). The right-hand sides of these equalities are the 
Taylor expansions of the corresponding kernels. Of course, they can still be written formally as

w0( t ,  a )  =  e ‘F“h\x_a ,

a 1? a)  — Q°xF°F-i e it~° ')F°h\x^ a — e a F̂°Fl Q~°xFowQ( t , * ) | T_ a * 

w2(r,  a2, a l5 a )  =  ea'F°Fx e(a2“ a,)/r°F1 e ' a2F°w0(r,

2.2 . 77i£ basic functional expansion

Let us fix u ( t \  t e  [0, T]. As usual, we shall denote by $« ( / )  an arbitrary perturbation of the control 
u{ t)  on [0, T]  which satisfies the condition u ( t )  + 8 u ( t )  e  U. Using the in p u t-o u tp u t representation of the 
previous section, one can state that the Volterra series of the variation of the functional w0u(7", r, a ),

8w (T ,  t , a )  =  w0m+5m( 7 \  r ,  a )  -  w0M( 7 \  r ,  a) ,

can be w ritten

8w  =  6 ^  +  Sw2 +  o(|Sw |2) (3)

w ith

rT
T, a) = f  e(0’~tMM 1 e“<Ol_T)/,0w0M(r, r,
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and

3w3(r, r , a ) = / re("'-™»/t2e-,<” -™'’w“(r, r, x ) | l , a5«2(®,)da1 

+ ( T f \ <a' - r)A°Ax e"(',=-™'>>v0“( r ,  T,
*̂ r r

5w2( r ,  t , a )  is called the second variation of the functional wg at the end time T y for the variable initial 
time r  €  [0, T] and initial po in t x ( t )  = a.

2.3. Control variation ‘concentrated’ at some point

We now express S w (r , r ,  a )  on a control variation concentra ted  at some poin t 6 <E [ t ,  7 ] , that is 

S « ( f ) =  0 i f f S 6 [tf,fl +  « ( e ) ]  

w ith lim £_ 0io(e) =  0. F rom  (3) this implies that

8 w { T , r,  a )  =  e ( i - ™ ° F ( e )  r ,  x ) | „ a

where

V(e)  =  5 ^  +  S2F + o ( | H 2) (4)

with

S XV  =  /* e (a’ e “(flri“ tf)/lo6M( a1)dcF1
J r

and

S2F = / r e<'>-*MM 2 e-" ' '-* M«i«2(a t )dfft
T

T •'T

In the following we are interested in the expansion of K(e) in powers of e,

K (e) = .  £
A:>0

Before giving the basic optim ality  criterion, let us define the subset & u.

Definition 2.1. A differential operator D  belongs to if and  only if there exists a variation 8u  and  a 
num ber £ >  0 such that

(i) V(e) -  erZ hkZr0Vkek +  Vheh +  o(eh) where Vk e  JS* k  =  0........* -  r,
(ii) D - { F * .

Expressing the positivity of the variation Sw  gives the fundam ental lemma:

Lem m a 2.1. I f  u is minimizing on [0, T], then

V D e ^ u, Z ad'AoD»$(T, r, x ) U a {6~J] > 0 
»>2*0

fo r  all r  €= [0, 7 ]  a/it/ 8 €= [r , T].

In  a local coord inate chart, let us define the adjo int vector p ( t )  associated w ith the system (2) by 

/9wj£ 0 h £  dwg \

\ 91 ' d x 1 ’ ’ dxN )

If D  is a first-order differential operator, the previous lem m a takes the form:
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Lemma 2.2. I f  u is minimizing on [0, T] then there exists locally a costate vector p ( t)  such that, for all 
first-order differential operators D belonging to &u,

( p ( t ) , D ) >  0

for all t €  [0, T).

Remark. Let us consider the special control variation

8u(t)  = a, t e  [0, 9 + e], a > 0.

The first non-vanishing term in the expansion of V(e) can easily be evaluated by substituting this 
control into the expansion (4). We obtain V(e) = aeAx + o(e) and thus A x e & u. In the same way, 
calculating V(z) for the special variation

5w(/)= — a, fs[0,0 + e],

gives - A XG<PU.
Using Lemma 2.2 we obtain again the well known first-order necessary condition [3]

= Vf€[o, r] .

3. Special control variation

Let us introduce Knobloch’s special control variation ‘concentrated’ at a point 0 e  [0, I ] :

8 u ( t)  =  6 + eit ^  t < $ + £f.+ l , / = 0 , .. .  yM  -  1,

with f, < £ +1 and 8u'a(t)  = e 'f f-(r -  0 ) * /a l
We are now in a position to analyze the coefficients which are relevant for the second-order condition. 

In the following lemma we first evaluate the end point of the second variation 82V on the above special 
variation.

' Lemma 3.1.

M

£  ti t t ï ï s  to-» -\ k >0 ( k  + a + l)\

+ 1

+ p +  2a +  2

ps.0 ( p  +  a  +  l ) ! ( ®  +  «  +  l ) !

<7>0

cpS»-»

X

<y +  p +  2 a  +  2 Af

l a
£  ( p  +  «  +  +  a  +  1 ) !  \  / t r i

x I E  (iy-1 - iy )i;+*+,)c;+.ad5#̂ Ia d ^ 1
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where Ba k is the vector field

Ba_k =  Q“adkA;*A2 + £  C:+aC r , + ''[ad’ ,,4,, adK —  a —  a —  1
■40

0 ^ a < / c —a  — 1

In fact the expression Bak is a remarkable one. Let u[al denote the ath total derivative with respect to t 
of u. Then one shows (see Appendix A):

Lemma 3.2. Ba k = (9/3w Cai)ad^ô l1.

The second step of this approach, which is of a more technical nature (see Appendix B), particularizes 
the special control in a similar manner to that in [7] (Lemma 18.3):

Lemma 3.3. Let ¡x be an even integer and let us assume that the following vector fields are contained in

(0  for 0 = 0, 1 . . .  and  ̂< ft,

(») B'.a+n ~  4>.„ for o = 0, 1 , . . . ,

(>ii) [ad î0̂ i> adp4o/l,] for a + p < fi — 1,

(iv) [ ^ V 4! ’ ad5 / i ]  - ( - ^ V B 0,p+<, for a + p = ¡1 — 1. 

T h e n ( - l ) ^ 2BOiie0>u.

We now give two relations involving Lie brackets (see Appendix C). 

Lemma 3.4.

i
(0  +, =  I  C „ V  ̂ d 'S o .,  , j  > 0.

Finally, we are able to establish the following theorem:

Theorem 2. Let \i be the maximal integer such that 

? - 0 ,  l , . . . , / i - 1.

Then (i) /x is even; (ii) ( — 1 )fl/2B0 ft e  ^ M.

Proof. First, it is easy to see that /z is even. Indeed, let us assume that ¡i is odd, then

p - 0

ji + 1

(ü) [ a d ^ „  a d ^ , ]  = ( - 1 ) M I  C;+1( - l ) ra d ^ 0.„+fl+1_T.
T » 0

50., = ad!5o/í2+ I  c; a d ^ .a d ^ M ,]
1

or

Using the formula

P

[ad̂ 1>adV.] = (-l)'> I C;(-l)V¡0[¿1,ad5:'-MI]
a - 0

( 6 )
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gives

ad ^ l4 ,] + /' where/' S-S?,

therefore

2 ^ - % ,  A,]

and B0 fJL&Jaf in contrast to our hypothesis concerning /a .

The second, part of the theorem is now easily inferred by combining Lemmas 3.3 and 3.4. Indeed, the 
hypothesis of this theorem implies that all vector fields listed under (5) belong to the space J&. Theorem 1 
follows from Theorem 2, formula (6) and Lemma 2.2.

Applying Theorem 2 in conjunction with Lemma 2.2 yields:

Lemma 3.5. I f  u is minimizing on [0, T] and if ft is a maximal integer such that 

B0m,eJP, y — 0, 1,... ,/a — 1, 

then (i) is even, and (ii) there exists locally a costate vector p( t )  such that

for all i e  [0, T].

But B0 iX is the vector field (see Lemma 3.2)

On the other hand,

( p ( t ) ,  ± a d 5 0̂ >  -  a d ^ , )

. and we know [3] that

' <P(0 .  ¿ a d 5 #i4,> =

where ( p ( t \  Ax) is of course i / M, the partial derivative with respect to u of the Hamiltonian H  associated 
to the control problem (1). Hence, we have

(P(t), (— \r/2 b0̂ ) =(- ir/2jaĵ ffu-
Then, the previous lemma is nothing else than another formulation of the classical generalized 
Legendre-Clebsch condition.

Remarks, (i) In order to arrive at the same conclusion using Lemma 3.5, one has to take all ad^ov41, v ^ ¿a, 
into account, whereas using Theorem 1 requires only the calculation of ad^ov41 for v < /̂a + 1.

(ii) It is worth noting that the construction of the special variation is such that the ‘half Lie brackets’ 
ad^Qy41ad^oy41 which are not in general vector fields play no role in the formulation of these second-order 
necessary conditions.
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A ppendix A

First, it is easy to show the following properties: if G is an analytic vector field then locally

8 dG
(i) —  a d 4 G =  a d AG +  ad^  -r— ,
w  3 u A° A1 A° du

(ii) —^ r r a d 4 G ------- ¡7—- G + a . d A — 777 . k  >  0 .v / rl-\ ra- — 11 - r'-1
a**'*1“ a « 1* - 11

In o rd e r  to  p rove th a t

a

<°aMm

- a d ' #̂ - C ; a d ^ 2+ E  ^ „ . . C r - l a d ^ U ^ a d ^ - ^ , ] ,  a>0.r>a.

we will do  a  ‘doub le  indu c tio n ’ w ith respect to the param eters  v an d  a .
Let us assum e first th a t a  is fixed. T he  p roperty  ho lds for v =  a  +  1; indeed,

—~ - - a d “ + U 1 =  ad ^  A 2.0w(aj Ao 1 2

N ow , ( 8 / 3 n ta ,) a d V 'U 1 (v  > a)  can  be w ritten  (app ly  (ii))

( a  = 0)[^l1, a d ' o/ t 1] + ( a > 0 ) ^ rTïa d ^ 1 + A 0, — r r a d  * A X
0 W[«] Ao *

where

/ /  0 if a >  0,  ̂ 1 / /  0 if a  =  0,

U sing  the in d u c tio n  hypothesis gives

■ ¿ Ia d - ^ 1 = (a =  0 ) [ ^ , a d ^ 1]

+ ( a > 0) { c - ' a d ' 7 +1/t2+ E  C:~:_2C r a- ' [ ad^Vt,, ad^-— - U ^ }
 ̂ 1 v — a + 1 '

A 0, c ; z d x aA 2 + E  C +a_,cr"[ad"; 14,, ad’7 -% ]
1 ^u — a

T his expression is still equal to

(a  — 0)[ j4,, ad'o/ii] + ((«  > 0 ) C r l + C )a d ^ " +U 2 

+ ( * > o )  E  QVJ_2c ; +“- 1 [ad“; U ,, a d ^ ; ° - U ,]
a c + 1

+ E ^ . .^ ^ - [a d V i .a d ^ —.1,]
1 <o< ? — a

+ E C-+-_IC +“[ad^U1,a d ^ -“+^ 1].

T h e  fo rm ula  (8) fo r a  fixed an d  v +  1, v >  a ,  is easily in ferred  from  this last expression  by  using  the 
b inom ial form ula. T he  second induc tion  w ith v fixed is o b ta in ed  in the sam e way.
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Appendix B

As in [7], Lemma 18.3, we can construct a control variation 5u and find a value of h such that, under the 
hypothesis of Lemma 3.3, the vector field ££0 M belongs to £ being a certain number depending upon ¡x.

The value of £, which does not depend upon the underlying system, is then determined considering a 
particular Af-dimensional system.

Appendix C

The identity (i) of Lemma 3.4 is easily inferred using the identity (i) of Appendix A. Indeed,

Then if G = adŷ /“ U 1 one obtains

~ ^ 4 QBj~ \j+j + Bj-\ j+j-1 •

The iteration of this formula gives the desired identity. Now, by using formula (6) we have

[ a d V ^ a d ^ , ]  = ( - l ) " I  C ; ( - \ Y a A \ [ A x, aA % ' - ' A x\
T-0

but

[ ad^" T̂i] = ̂ o.ft+p-r-i “ &dAoB0 p+y-r.

Part (ii) of Lemma 3.4 is obtained by regrouping the terms

( - D " !  and ( - I ) 1* £  C ; ( - l ) T+laVA+o% ^ , _ T.
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Définissons 

r / x fk
Jj  (P.) =

'7 “

' . X „  , , f e )  / J f e j ,

! ■ • ' ( , ) .  f t  - f / r ' t e - - p.i ; ^

Nous obtenons les relations

■p .ÎR.) - j; ̂..(r)X„.j„(r)Jr ( 1 )

et

I"
d

On souhaite montrer l'identité:

•n í ( p. ) s  î i  ^ í p . ) x ; ; ' ( R )

____________________ 4 = ° ____________________ j

Ceci est vrai pour n=-1 et n=2.Supposons-la vraie pûur n-1 , alors

n S i  (f.)  = (n - l)  J „  (ft,J ■-* P.) =  6 > -0  f j  ü . i  ( 6 )  X, (fi ) dp. ■* 

= ÎL fF° ¿Tffi) Xnn'.!,ÎK)X(f.)dp, - Ælp.)
<J = °  0 l>

En intégrant par parties,il vient:

= l  i ( f t )  ( p . ) x . î r ) d p ,
j  = J i  Jo  11

- L
i--1

rPo

i " . ? ( e ) X i r )  d p ,  *  J J e -)

Utilisons (2) ,nous obtenons: 
Q --Ï . n - i

n - i

jr, \. (R) (fi)Jp,

- 1  f  i . ,  (ei X .. . (fi) [ V ,  (6) c  ^•J

♦ £ " ( & ) ♦  [ " X, (a) xnr: (R) dp, - 3-Jfi)

En intégrant encore par parties le terme (3),il vient:

( 2

¿ U p.)

(3)

A t.»cidI' K)X,

et

(a C i
( 'I P, X , P, d P, f*/ o

\ r: X
1-

d P .rfi)

n - 2

- h

. 0 - 7

T - 2

^p¡
r

O
(f, X,

■d+' (P, dP,
'o

ru 2

“ '•r!
r k K (p.

dP.k

n- i

'"Á' i "
X„.Í (p ,)

i=l
ï P.

i =  °
Í f t

ri
Jo

X’-i rR' X
rn-d d p ,
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n

Posons j=j

£  X ^ '  (f.)

i“  
n-2

L
i-' 
n-2

L

fl )„((:) x;;.‘ (fi) dp,

I  Ifi) x „ . (e) (r ) J p, -» 0,/f.)-

-1 dans le troisième terme,nous obtenons:

i. (p.) c ;  (p.) «. fp'jn.1(fi)-A(p,)ir,(p,)t|p,

n- »

i -  i  (&) fa)

Remarque : Cette formule devrait aussi avoir des conséquences 

importantes dans la theorie de la réalisation en liaison avec 

les travaux de Crouch [c.2].

j. (v (fo

Í- (p,

fa
r-°

0-2
-r- n~*

_ n - i

Po)

lï-, p.) r 'if.)
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P e rs p e c tiv e s  :

1) Une a p p l ic a t io n  d i r e c t e  de c e t t e  n o u v e lle  approche de l a  

commande o p t im a le  s in g u l iè r e  e s t  l 'é t u d e  des c o n d it io n s  

s u f f is a n te s  de c o n t r ô l a b i l i t ë  lo c a le .P lu s  p ré c is é m e n t,c o n s id é ro n s  

l e  systèm e

Z . '  t Cj s -F fq(ju) ■ ; cj €  Q  , m  € l l  .

S o it  ft-j-fao) l 'e n s e m b le  des p o in ts  que l 'o n  p e u t a t t e in d r e  à 

1 ' in s t a n t  T avec une s o lu t io n  de 7  ' pour des commandes c o n tin u e s  

p a r  m orceaux, à p a r t i r  du p o in t  , e t  s o i t

"(T.<l) = d i r  M < Ü
l 'e n s e m b le  des^ p o in ts  que l 'o n  p e u t a t t e in d r e  ju s q u 'à  l ' i n s t a n t  T . 

Le systèm e 2L e s t  d i t  lo c a le m e n t c o n t r ô la b le  au p o in t  s i

% € lob RlT̂ ,) , Vt;o .
Les tra v a u x  ré c e n ts  d ' A g r a c e v [a 2 j,  Hermes [fi3] e t  Sussmann[45] o n t  

m ontré  que le s  c o n d it io n s  s u f f is a n te s  de c o n t r ô l a b i l i t ë  lo c a le  

é t a ie n t  é t r o ite m e n t  l i é e s  aux c o n d it io n s  n é c e s s a ire s  d 'o p t im a l i t é  

Ces c o n d it io n s  s o n t a u s s i exp rim ées  en fo n c t io n  de c ro c h e ts  de L ie  

de champs de v e c te u rs  a s s o c ié s  à 2 1 '.D e  nombreux p o in ts  r e s te n t  

cependant à ê t r e  é tu d ié s  dans ce s e n s ,n o ta m m e n t,le s  c o n d it io n s  

s u f f is a n te s  du t r o is iè m e  o rd re  q u i ,à  n o tre  c o n n a is s a n c e ,n 'o n t pas 

é té  abordées j u s q u ' i c i .

2) Le prob lèm e ,p lu s  com plexe ,d e  commande avec c o n tr a in te s  

s u r l ' é t a t ( v o i r  p a r  exem ple[fc5] ) p o u rra  ê t r e  a u s s i e n v isag é  

avec ce nouveau fo rm a lis m e .

3) C onsidérons  le s  prob lèm es de commande s u iv a n ts  , en co re  a p p e lés  

problèm es de m in im is a t io n  de l a  consommation de c a rb u ra n t:

Z „  , <j = A . i ' l )  *
avec un c r i t è r e  de. l a  form e

J - -  i  +  U M \ ) à t  .

C e tte  c la s s e  de prob lèm es co u vre  en f a i t  un grand  champ d 'a p p l ic a ­

t io n s ,  c i to n s  p a r  exem ple l ' a r t i c l e  t o u t  ré c e n t[ fe 6 ] .

La s o lu t io n  ,d u  ty p e  B a n g -o ff-B a n g  dans le s  cas le s  p lu s  s im p le s , 

[ ¿ 6 j  ne p e u t pas ê t r e  re c h e rc h é e  avec nos méthodes à cause de l a  

présen ce  de l a  v a le u r  ab so lu e  de l a  commande dans l e  c r i t è r e .

: Q

F ( q H)

(<l)

con

j uU
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M ais cette com ma nd e  a pp ar ai ss an t  de façon s i m p l e ," l i n é a i r e " , dans 

le critète, l'étude peut être adaptée à cette classe de problèmes. 

O n  peut ,par e xe mp le  e nv is ag er  de d ég ag er  des c onditions néc es sa ir es  

d 'o pt im al it é  q ui /l or sq u' el le s  ne seront pas s a t i s f a i t e s ,m o n t r e r o n t  

le c ar ac tè re  B a n g - o f f - B a n g  de la com ma nd e  optimale.
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