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Abstract :

First we present two studies in branching processes, one about Zipf's laws,
another one about joint estimation of Galton-Watson parameters. Then for spatial
brancning models, we prove in the large deviation scaling, deterministic limit
results for logarithms of populations (generalization of Malthusian parameter,
construction of typical genealogies). In the general markovian case, log-populations
and log-expectations have not the same 1imit and an original optimization problem

takes place.

Key-wonds :

Galton-Watson process
Branching random walk
Spatial branching process
Large deviations
Variational formula.
Population dynamics.






A FLORENCE, Ddcn sar ..

Voila qui est fait ! Je suis arrivé au terme d'un travail long et
astreignant. Certains jours, que de découragements, de sollicitations
auxquelles je n'échappai pas ! D'autres, au contraire, la joie d'une

avancée qui laissait tout espérer !

Tout commenga avec l'accueil de Didier Dacunha-Castelle qui m'accorda
d'emblée une confiance qu'il sut conserver, me conseilla et me dirigea

vers Ruget, pour avoir pressenti mes intéréts mathématiques.

Vint ensuite la clairvoyance exceptionnelle de Gabriel Ruget qui repéra
trés vite quel intérét pouvait présenter 1l'irruption des grandes dévia-
tions dans les problémes de branchement qui m'intéressaient alors.

Son enthousiasme me convainquit, nos discussions m'enrichirent et mon
travail n'épuise pas aujourd'hui la portée de ses conjectures. Son
départ me laissa a la fois orphelin et face & mes responsabilités.

Jean Bretagnolle m'aida. Sa rigueur me fit reprendre une bonne partie
de mes démonstrations. Sa compétence lui fit saisir trés vite mes
difficultés et me permit d'en surmonter plus d'une. Sa disponibilité

méritoire m'encouragea a conclure.

Mais il fallut encore pour mener a bien cette recherche d'autres inter-
ventions, d'autres rencontres... Monsieur Neveu, dont la présence au
jury m'honore, me permit avec gentillesse de profiter de ses résultats
sur les arbres. Jean-Michel Lasry me rendit un précieux service en
me familiarisant avec les techniques d'optimisation de la maniére la

plus ouverte et la plus attentive.

Puis Marie-Claude Heydemann me proposa un second sujet avec diligence
et efficacité. Les graphes qui jusqu'alors ne m'avaient jamais beaucoup
attiré se sont montrés sous un jour nouveau qui n'exclut pas de ma

part des excursions ultérieures.

Comment rendre compte de toutes les relations créées au fil des ans
au laboratoire de Statistique d'Orsay ? Ma collaboration avec Camille

Duby et Catherine Laredo m'a apporté bien des satisfactions.

e/ onn



Comment aussi citer tous ceux qui par leur présence amicale, leurs
plaisanteries ou leur culture donnérent a mon travail une dimension
moins abstraite et moins solitaire ? Jean-Claude Fort, Patrice Assouad,
Dominique Picard, Frangoise Garcia parmi tant d'autres, ne manqueront

pas de se reconnaitre.

La frappe était particuliérement délicate, Mesdames Baillet et Parvan
y mirent toute la compétence que nous leur connaissons. La promptitude
de Mesdames Launay et Zielinski a l'imprimerie mit un terme a ce travail

collectif.

Alain



Selon Les Lois de L'analyse des sonts,(...) je ne dodis
point étrhe surpris qu'une chose arndive, Lorsqu'elle est
possible, et que La difficulté de L'E€vénement est compensée
parn La quantité des jets.

Diderot (Pensées XXI)






TABLE DES MATIERES

Présentation .

A. Estimation non paramétrique de 1'espérance et de la variance de

la loi de reproduction d'un processus de ramification.

2ésumé

1. Introduction

2. Notations

3. Approximation de la vraisemblance

4. Estimateurs issus de [ : consistance et normalité conjointe

5. Efficacité asymptotique de en 2

B. Quelques rappels et commentaires sur les dualités de Young et

Legendre.

C. Lois de Zipf et sources markoviennes.

Résumé

I. Introduction

IT. Notations

III. Lois de Zipf

IV. Sources markoviennes
1. Définition
2. Echantillonnage

V. Etude de 2

Supplément a Lois de Sipf et sources markoviennes

11

12
13
14
15
19
22

27

31

32
32
33
34
36
36
37
41
52



D. Grandces deviations, dynamigque de populations et phénoménes

malthusiens.

Résume
[. Introduction
[[. Notations et résultats préliminaires
1. Processus de branchement
2. Transformée de Cramer
3. Encadrements a la Cramer-Chernov
[TI. Résultat principal
IV. Discussion
1. Deux cas particuliers
2. Affaiblissement des hypothéses
3. Conjecture sur les dages

4. Processus non-homogéne

E. Lois empiriques dans les processus de branchements spatiaux

homogénes supercritigques.

I. Position du probleme
IT. Résultats

IIT. Interprétation

F. Probabilités de présence dans un processus de branchement

spatial markovien.

Résumé
Introduction

§ I. Arbres spatiaux aléatoires

Introduction

Mesures ponctuelles

62

63
64
66
66
69
71
73
84
84
86
88
88

91

92
93
95

96

97
98

101

101
101



G.

Espace probabilisable des arbres marqués
Construction de 1'espace probabilisé
Conséquences : mesures de comptage

§ II. Noyaux et Cramer-Chernov

1. Présentation
2. Evaluations sur les tubes

§ III. Probabilités de présence - Minoration exactes et lemmes techniques

1. Définitions et notations
2. Lemme fondamental
3. Lemmes techniques

§ IV. Probabilités de présence - Résultats asymptotiques

1. Hypotheéses

2. Construction de la famille de processus

3. Probabilité de présence - Minoration asymptotique relative
a un chemin

4. Probabilité de présence - Minoration définitive.

Espérances et majorations pour un processus de branchement

spatial markovien.

Résumé
Introduction générale
I. Etude d'un probléme variationnel 1ié a un modéle de croissance de
populations spatiales
1. Introduction
2. Hypotheses - Existence - Régularité
3. Le probléme a un pas
4. Le probleéme a n pas

5. Résultat annexe

102
104
105
107

107
109
"

"
112
115
117

117
118

118
122

128

129
130

133
133
134
139
143
147



[1. Presentation du model-

[IT. Résultats asymptotiques sur 1'espérance du processus
1. Minoration
2. Majoration

IV. Majoration de i% en probabilité
1. Majoration d'espérances contraintes

2. Résultat principal

V. Appendice : Preuve de la proposition technique

H. Eléments de minoration en zone de présence pour un processus

de branchement spatial markovien.

Introduction

§ 1. Hypothéses et résultats

§ II. Outils principaux

§ III. Chemin optimal restant sous-critique
§ IV. Chemin optimal restant super-critique

§ V. Preuve du lemme 2 (équiintégrabilité)

149
151
151
152
158
158
161
163

169

170
172
175
178
180
183



PRESENTATION

Le processus de Galton-Watson, un siecle aprés sa naissance, continue de
nourrir une abondante littérature (bibliographies dans [1] et [2]), a laquelle
nous avons participé en proposant une estimation non paramétrique simultanée de
1'espérance et de la variance [R5] . Par sa nature méme, il est le point de passage
obligé pour toute modélisation stochastique de croissances exponentielles de popu-
lations. L'enrichissement du modéle s'est d'abord développé essentiellement du coté
temporel. Deux éléments supplémentaires pouvaient étre rendus aléatoires : la durée
de vie d'un individu et les dates de naissance relatives de ses enfants. En respec-
tant Ta régle d'or des processus de branchement - deux individus différents donnent
naissance a des processus indépendants "translatés", on a ainsi obtenu les modéles
de Bellman-Harris [5] , de Sevastyanov [26], de Crump-Mode-Jagers[15] . Le pro-
bléme principal étant 1'effectif Zt de la population au bout d'un temps t grand,
en a fait de facon naturelle une situation relevant de la théorie du renouvellement,
et a donné lieu a la définition du parametre de Malthus (Zt N eat). La question
posée (et résolue de maniére évidemment astucieuse) par Hammersley en 1974 [14]
concerne la répartition dans le temps donc sur R", des dates de naissance des indi-
vidus de la n-iéme génération, en particulier une limite asymptotique pour la pre-
miere d'entre elles, normalisée par n . La tentation était grande de passer a
R (ou Rd ) et de considérer le processus temporel précédent comme un processus
spatial particulier. A chaque individu x de position bx on associe une réali-
sation d'un processus ponctuel sur R , dont un exemple simple est constitué par le
processus de Neymann-Scott [22] : on tire un nombre aléatoire de copies indépendantes
d'une méme v.a. réelle d'ou un ensemble fini de points de R . On opére une trans-

lation de vecteur bX et on a les positions des enfants de x . On suppose



indépendantes et équidistribuées les réalisations correspondant a différents x.

Soit 21,...,2 les mesures aléatoires représentant les générations 1,...,n et

n
u  la mesure d'intensité du processus (pour B borélien EZ1(B) = u(B)). La masse
totale m de p supposée finie et supérieure a 1 représente le nombre moyen d'en-
fants par individu et u_ = m 'u est une probabilité. L'égalite

EZn(B) = u*n(B) = u;n(B) met bien en évidence la nature des 2 phénoménes sto-
chastiques sous-jacents : Galton-Watson et marche aléatoire. La normalisation de
1'espace par n , introduite par la problématique de la premiére naissance, rend
nécessaire 1'emploi des grandes déviations et du méme coup atténue un peu la portée

de la plupart des études spatiales antérieures dont les normalisations relevaient

du théoréme de la limite centrale. En effet si a est plus grand que le centre

de gravité de u (espérance de uo) , EZn [n(a,a+§)) est le résultat de la compen-
sation entre la croissance exponentielle de la population (mn) et la décroissance

de la probabilité (e-n ho(a) Si ho est Ta transformée de Cramer [3] de uo),

ce qui permet de définir une zone de présence asymptotique. C'est a Biggins [7]...[13],
avec 1'impulsion de Kingman [16] que revient le mérite d'avoir caractérisé cette zone
et décrit ce qui s'y passe. Nous énoncons ici le résultat le plus simple. On

suppose la transformée de Laplace & de u définie par &(e) = {eex p(dx) , finie

dans un voisinage de 0, et on pose L = Log ﬁ et h = sup 6x - L(B) Tla duale de

Young de L (qui est convexe). Pour tout (a,s) de ]%x%RI, si AS désigne

[a,a+s) ou (a-S,a] suivant le signe de h'(a) (h est finie et analytique dans

1'intérieur de 1'enveloppe convexe du support de u ) on a

.1 Sy _
Tim ; Log E Z_ (n Aa) = - h(a)
. . S
si h(a) <0 Tim - Log z (n Ay) = - h(@) p.s. sur {z, (R) >+ }
si h(a) > 0 Timz (na) =0  pus.

n



Graphe de L Graphe de h = hO + Log m

N N

pente égale au
centre de gravité de p

A//Log m
>

7 { e de gravité
-Log m de u

La fonction -h, en zone de présence, joue le rdle delqym pour le processus

de Galton-Watson supercritique.

I1 était deés Tors naturel d'envisager un certain nombre de généralisations,
tant du coté branchement (multitype, Bellman-Harris, autodépendant) que du c6té
marche aléatoire (Markov). A la lumiére de Ventsel [27] et Azencott-Ruget [4] le
cadre adéquat pour asseoir les futurs résultats consiste a se donner un parameétre
d'échelle, ¢, destiné a tendre vers 0 et fixant Tes instants de reproduction et
la taille des sauts. Une relecture de Biggins en ces termes donne prés de x a
1'instant t wune population en exp g {-th (%) +0(1)} si h (%) <0 et O
sinon. La fonction a(t,x) = - th (%) vérifie 1'équation aux dérivées partielles
(e.d.p.) non Tlinéaire g% =L (- %%) , classique dans les problémes de lois de con-
servation [19].L'objectif devient désormais, dans les modéles de branchement spatiaux,
la recherche d' "e¢-log densités" et 1'étude éventuelle des e.d.p. associées.

Le modéle de Crump-Mode-Jagers, auquel on rajoute une dimension spatiale, supporte

trés bien Te traitement [R6] mettant en évidence une fonction homogéne o de t
o

ot °
paramétre de Malthus. Cette démonstration donne, au passage une interprétation de

et de x, 1'e.d.p. associée L (- - g%) = 0 généralisant 1'équation donnant Te
toute situation mélant croissance exponentielle et renouvellement. Elle a fourni,

a posteriori, 1'idée d'une démonstration alternative et éclairante de résultats
antérieurs [R1] sur une modélisation probabiliste des lois de Zipf, d'origine

Tinguistique.



La conjecture la plus générale de Ruget [24][25] porte sur un processus de
branchement spatial dont la loi de reproduction dépend du temps,de 1'espace et de
la population elle-méme, c'est-a-dire notamment que Te branchement sous-jacent
est auto-dépendant (ou contrdlable ou dépendant de la taille) et la marche sous-

jacente markovienne. Mon propos était d'avancer dans cette direction.

Dans un premier temps on se donne une famille indexée par R x R (temps,
espace) de lois de probabilité sur M , espace des mesures ponctuelles finies sur R.

L'é1ément générique est P dv) , ayant une espérance notée Wy y » Mesure de
9

t,x(
Radon positive sur R ayant une log-Laplace L(t,x,+) et une transformée de

Cramer h(t,x,+) . Pt X décrit, a 1'échelle 1, Ta loi des positions des enfants

d'un individu situé en x a 1'instant t, repérées a partir de x. Si besoin

est, on particularisera P en supposant qu'il est de Neymann-Scott. Le cas

t,X

homogene correspond a P, =P pour tout t,x . Pour tout € > 0 on se donne

t,X
€

m_ élément de M . Chaque élément x

o du support de ”g doit étre pensé comme la

0
position d'un ancétre (individu de la génération 0). I1 vit un temps € puis est
remplacé par des enfants dont les positions forment un élément (aléatoire) de M
obtenu de la maniére suivante : on tire un élément de M suivant Pe,x , on lui
applique une homothétie de rapport e puis une translation de vecteur ° Xo - Les
enfants de 1'ancétre forment la premiére génération et sont datés de 1'instant e ,
de sorte gqu'un tel individu, situé en x , sera a 1'instant 2¢ remplacé par des
enfants dont Tes positions formeront un élément de M obtenu par tirage suivant
P25,x » €-homothétie et x-translation. On itére la procédure et on s'intéresse
pour tout t a 1'élément Ci de M formé par les individus en vie a t (donc

de génération [E] ).

On définit pour tout ¢, la famille mesurable Qi(x,o), (t,x)e]R+x R de
probabilités sur M par

E: -
Q¢ (xudv) =T, S Py ,(dv)

ol S€ f(z) = f(ez) et Ty f(z) = f(z+x) - opérateurs d'échelle et de translation -,



puis on construit la chaine de Markov Cpo NE N d'espace d'états M , d'état
initial ng , avec la propriété de branchement : pour n fixé, conditionnellement

en ¢ se-esCp la Toi de Cne est celle de la superposition de k v.a. indépen-

dantes de Tois respectives Q%n+1)€(xj,') si Ly = 2 N (ou GX désigne
‘ j=1 7J

la mesure de Dirac en x). Pour toute f continue a support compact on a

JfJva(f) 05 (x,dv) = TS

et pour Tles tribus propres,

. “t,x(f) noté Q% f(x)

E© Cpar(f) = 2g (Q%n+1)e f)

d'ou on tire si pour te eN , ui désigne 1'espérance de ci

€ _ £
Wy = Wioe d%
La structure de Qi et 1a propriété précédente met en évidence 1'analogie avec un

probleme de grandes déviations pour chaines de Markov [4] [27] (un seul individu

par génération : CE =3 . et les résultats portent sur ¢ log P(U% €l)). Cette
U

t
étude d'espérance avec les outils précédents et tenant compte d'une population

fo(xo)

initiale en exp
t la quantité exp ELE%KQ ol

t .
B(t,x) = sup f_ (p(0)) - [ h(s,ols),ols)) ds
o 9 Jo

o(t)=x

prés de x, tel que fo(xo) > 0, fournit prés de x a

On retrouve la problématique des tubes autour de chemins minimisant 1'intégrale
d'action. Un chemin doit étre .vu comme la limite (en ¢) d'une Tigne généalogique
constituée par Tes positions des ancétres successifs d'un individu. Dans le cas

homogéne, vu Ta convexité de h, les chemins optimaux sont rectilignes.

Un certain nombre d'étapes sont apparues, certaines contingentes, d'autres
nécessaires, nous obligeant a revenir sur le cas homogéne pour comprendre certaines
situations de base. Dans la premiére catégorie se situe notre étude [R3] de la loi

empirique du processus de reproduction, calculée le long d'une Tigne généalogique



et conditionnee par 1'arrivee pres d'un lieu donné (différent du centre de gravité).
En ce qui concerne la seconde, on remarque que 1'existence d'une population initiale
exponentiellement grande est compatible avec un processus qui, démarrant avec un
seul individu, serait sous-critique ; ceci nécessite donc 1'étude des probabilités
de présence [R7], [R81 , qui méme dans le cas homogéne fait appel a des idées issues
des outils markoviens. En chemin la nécessité de construire correctement 1'espace
de probabilité pour un branchement spatial markovien nous a fait rencontrer Tes

arbres marqués de Neveu [21]

IT restait a attaquer la comparaison entre ci et son espérance. Dans le
cas homogéne, la linéarité des chemins optimaux - par ailleurs caractéristiques de
1'équation aux dérivées partielles - a pour conséquence qu'un tel chemin aboutissant
en x appartenant a la zone de présence a 1'instant t n'a jamais avant t quitté
la zone de présence correspondante. C'est ici qu'apparait la spécificité du cas
non-homogéne. L'espérance et la variable aléatoire ne sont plus équivalentes en
général, la conjecture [24] , [25] étant que la v.a. correspond a une formule varia-
tionnelle a contrainte permanente, rendant compte de 1'extinction des lignées a
partir de la sortie de la zone de présence. Plus précisément

¢« Log Ci ([x-r(e),x+r(e)]) tend pour un r(e) convenable vers a(t,x) = sup T (o,t)

t . )

ou T(p,t) = fo (p(0)) - { h(s,o(s),o(s)) ds et le sup est pris parmi les o
‘ 0

tels que o(t) = x et pour tout 0 <s<t, T(p,s)>0.

Notre contribution a la preuve de cette conjecture a consisté en une étude
séquentielle. I1 est utile de découper [0,t] en tranches d'épaisseur T suffi-
samment faible pour que qualitativement tout se passe comme pour un processus homo-
gene (v.a. ~ esp. Torsque celle-ci est > 1) mais suffisamment grande pour que le
processus ait eu le temps de donner des résultats asymptotiques (¢ << 1 << 1)

IT est bien entendu que les points de départ spatiaux d'une tranche sont les points
d'arrivée de la tranche précédente ayant une densité de population suffisante.

L'étude d'une tranche nécessite notamment un encadrement de 1'espérance correspondante



donc Tes mémes outils que dans 1'espérance globale. Mais 1'empilement d'un nombre
croissant (v % a t fixé) de ces tranches exige de ne pas s'en tenir aux parties
principales quand -0, c'est-a-dire d'évaluer les restes de facon uniforme. Cette

étude a donc été faite, dans cet esprit, une fois pour toutes [R9] .

L'évaluation de restes dans les inégalités a requis des extrémales a pentes
bornées, et méme bornées uniformément . L'interférence permanente entre analyse
convexe, équation de Hamilton-Jacobi [20] (B vérifie RB(0,e) = fo’ %% = L(t,x,- %E)
et en est la solution "entropique") et grandes déviations markoviennes trouve sa
trace dans les hypothéses présentées [R8 , R9] , a la fois proche de Benton [6]

et de Ventsel [27].

N

I1 reste dans ce modéle (dit) markovien a parachever la minoration du chap.H
et montrer la convergence du modéle t-approché (et rendre compte de certaines irré-
gularités de la correspondance entre fo et a [18]). Les résultats sur Hamilton-
Jacobi avec L dépendant aussi de B ouvrent des perspectives de démonstration
dans le cas auto-dépendant qui décrit assez bien la croissance de populations
réelles souvent tempérée par des saturations, pour lequel la pertinence de 1la
conjecture [24] a déja été mise en évidence par les simulations de Laredo [17]
et Pierre-Loti-Viaud [23] . 11 faut cependént noter que dans Te modéle général,

L dépendra de o et non de B (de la population et non de son espérance).
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Estimation non paramétrique de I’espérance
et de la variance de la loi de reproduction
d’un processus de ramification

par

Camille DUBY
Laboratoire de Biométrie, I. N. R. A., 78000 Versailles

et

Alain ROUAULT

Mathématiques, Bat. 425, E. R. A.-C. N. R. S. 532,
Université de Paris-Sud, 91405 Orsay Cedex

RESUME. — On étudie I'estimation conjointe de la moyenne m et de la
variance o2 de la loi de reproduction d’un processus de Galton-Watson
danslecasm > 1, p, = 0, quand les observations sont les tailles successives
des générations, Z, = z, Z,, ..., Z,. Quand n et z tendent vers l'infini,
on approche la log-vraisemblance. Le probléme devient paramétrique.
On montre la normalité asymptotique et 'optimalité du couple (m, 2)
ainsi déduit.

SUMMARY. — The estimations of the mean m and variance g2 of the
offspring distribution of a Galton-Watson process are studied jointly
in the case m> 1, p, =0. Observations are sizes of generations,
Zy=122,, ...,Z, Forzandn — oo the log-likelihood is approximated.
The problem becomes a parametric one and it is shown that the pair
(m, 6%) is asymptotically normal and optimal.

Annales de I’ Institut Henri Poincaré-Section B-Vol. XVIII, 0020-2347/1982/149/$ 5,00/
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1. INTRODUCTION

On étudie, pour les processus de Galton-Watson, I'estimation de I'espé-
rance m et de la variance ¢ du nombre Y de descendants d’un individu
dans le cas ou m = EY > 1, py = P(Y = 0) = 0 et ou I’échantillon est
constitué des tailles des générations successives Zo, =z, Z,, ..., Z,.

En présentant les résultats connus sur ces estimations, Dion et Keiding [5]
examinent deux passages a la limite : en n et/ou en z. L’estimateur de Harris

m —Z Z, / ZZk_l maximise la vraisemblance dans le modéle compléte-

ment general, mdexe par { p = (P)kenw 2Pk = 1 }, ou encore dans le modéle
« conditionnellement exponentiel » & un paramétre. A z fixé et n —» o0,
il est consistant et asymptotiquement normal, mais avec une normalisation
aléatoire. Dans le modele paramétrique cité, il est optimal (Heyde [9]).
Sizetn — oo, m est consistant et asymptotiquement normal, avec norma-
lisation déterministe. Il existe des modéles paramétriques pour lesquels
m n’est pas l'estimateur du maximum de vraisemblance.
Z,

e &z ; . C o,
Vu la propriét¢ Z,,, = & foules &;, sont des v. a. indépendantes,

1
de méme loi, la loi de reproduction), un estimateur naturel de la variance

n
a m inconnu est 6> =n"' ) (Z, — mZ;_)*(Z,_,)~'. On sait quil est
k=1
convergent et asymptotiquement normal a z fixé quand n — oo.
On a cherché ici 4 aborder I'estimation de m et ¢ conjointement, sans
modéle paramétrique souvent difficile a justifier dans les applications.
On part de ’écriture

(1.1) Z,oy=mL, + 0/ ZpEp+1

La normalité asymptotique des ¢, (Heyde-Brown [/1]) suggére d’approcher
la log-vraisemblance L de I’échantillon par

. 1 1 ‘
L= ——;l-log(27t0'2)'— 'Z‘ZIngk—l - EZ(Zk—mzk—!)za—z(Zk—l)-
k=1

(1.2)

Annales de I’Institut Henri Poincaré-Section B
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m et g sont les seuls paramétres qui subsistent et il se trouve que L est
maximisé par /11 et 6. Ces deux estimateurs ont des vitesses de convergence
trés différentes (I'une en \/—WE, I'autre en ﬁ) ce qui rend difficile une
étude conjointe. Clest a I'aide de L qu’on a pu étudier leurs propriétés
asymptotiques, normalité et efficacité. Ceci exige une évaluation assez
fine de L — L. Si seul n — oo I'approximation est trop grossiére pour
pouvoir déduire les propriétés habituelles des estimateurs du maximum
de vraisemblance. Il est nécessaire d’avoir a la fois n et z — o0, ce qui
signifie que I'information utile v processus est contenue dans ses géné-
rations éloignées, information s’exprimant a travers les seuls paramétres m
et 02 Le cas ou seul z — oo donne une bonne approximation mais 62 ne
converge plus.

Aprés avoir défini les notations dans la 2¢ partie, on étudie dans la
3¢ partie 'approximation de la vraisemblance L et I'évaluation du reste
L — L. Dans la 4¢ partie, a 'aide de L on montre la normalité (et I'indépen-
dance) asymptotique du couple (m, ¢2) et dans la 5¢ partie son efficacité
asymptotique au sens de Weiss et Wolfowitz.

Ces résultats ont été annoncés dans [6].

2. NOTATIONS

Soit a = (@ )kens b = (bren+ deux suites de nombres positifs non tous
nuls telles que

2.1) Vk aksbk2k4hk< ooZkak>1
1 1

2.2) PGCD {k|a, #0} =1

(2.3 gz{p=(pk)keN*VkakSkabk>zpk=1}7ég
1
Notons pour pe 2 :

m = kaks o= Z(k - m)zpk
1 1
(2.4) = (m, %), u3=2lk—ml3pk
1

0e X - @ -
- ij=1

ij=1

Vol. XVIII, n°® 2-1982.
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Y(i, j) la (i, j)™ coordonnée et pour tout i

P=1, Zi=Y(01), Zi=Y62 4+ ...+ Y61+ Z,...
(2.5 Zi=Y(i,2+Zi+ ... +Z )+ ...+ YL 1+Zi+ ... +Z )

Z,.= ZZL, Fil=o0Zi,0<k<n), F,.=0F,1<i<z).
i=1
On pose aussi :

(2 . 6) ‘gn,z = (Zn.: - mZn— l,z)o-— 1(Zn— l,z)_l

Dans ces conditions, le processus (Z, ).y €st un processus de Galton-
Watson avec z ancétres de loi de reproduction p, supercritique, avec
explosion presque stire. De plus pour p e 2, m, 6%, us sont uniformément
majorés et minorés.

3. APPROXIMATION DE LA VRAISEMBLANCE

Le processus étant markovien, la log-vraisemblance de ’échantillon est

(3.1 L..= z log P(Z, .| Zy-,.2)

k=1
En utilisant la loi limite des ¢ (cf. [11]), on 'approche par

n

~ n 1 1
(3 . 2) Ln.z = - E IOg (2750.2) - Ez ]Og Zk— 1,z 'Z‘Z(Ek,z)z
1

et on pose :

(33) hn,z = Ln,z -L,.

PRrOPOSITION 1. — Pour toute g telle que g(z) -» + oo quand z — oo,
h,. est un op(g(z)z™*) quand n, z - oo et ceci uniformément dans 2.
On a

1 1
(3 . 4) hn,z = 2 log |:1 +—= Ak,z €Xp < (sk,z)z]
2n 2

Annales de I'Institut Henri Poincaré-Section B
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ou

(3.5) A= 2no(Zy - 1,:)% [P(Zk,z | Z-1.2) 1
-0 l(znzk— 1,z)_’L €Xp — 5(8'”){]

Pour évaluer h, . on contrdle A, , en adaptant un théoréme limite local
(Petrov [/5]) pour obtenir une majoration uniforme dans 2.

PRroPOSITION 2. — Il existe A positif, tel que pour tout pde P eta, b, k, z
de N*

_ 2
(3.6) .P(zk,:=b|zk_1,z=a)— ! exp<—1£':'—“)><

o\/2na 2 ac -

A
a

Admettons-la pour I'instant.

Démonstration de la proposition 1. — Compte tenu de (3.6), il suffit de
montrer le méme résultat sur

~ _3 1 2
(3 . 7) hn,z = (Zk— l,z) €Xp 5 (Ek.z)
k=1

On utilise alors une méthode du genre « logarithme itéré ». Pour 6 > 0
fixé on pose :

(3.8) Aw.={le.|> 20+ Ologh.} e R,.=(_JA,
k=1

ou 4, sera fixé plus tard. On a alors pour tout ¢ > 0
(3.9)  P(h,, > eg(z)z" ) < P({ h,, > eg(2)27* } " R,,) + PR,.)

Appliquant le résultat de Heyde [/0] sur la borne de Berry-Esséen on a

n

(3.10) P(R,;) < ZZ¢(— V21 + 8)log &) + Cuzo E(Zy—1,2)*

k=1

X

_2 _x2
e 2dt < (x| /2n) " e ? x < 0.

avec ¢(x) = (271)‘*‘[

En remarquant que :

Vol. XVIII, n® 2-1982.
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la formule 4 du théoréeme 2 de [//] devient

_1 k=11
(3.11) E(Zy—12) 2<70° z 2

Choisissant 4, . = k + f(z) avec f(z) —» oo on écrit

(3.12) 1 1 _
P(R,.) < [4n8%(1 +8)] f(2)7*[log f(2)] > + Cuso (1 —/70)" 'z

(ST

et donc quand n, z - o, P(R,.) — O uniformément dans 2.
De plus

1 _ 1

P({ h,.>eg(z)z 2} AR, )< e lg(z)” IZ k+ f(2)]'°E(Z, 1) 2
k=1

(3.13) 0L
< 2“08“g(2)'1<zk”“v?_>(1 + (')

si on choisit § et f tels que f(z)'*%(z)"! — 0, on obtient le résultat.

COROLLAIRE 1. — Soient ¢y, ¢, > 0 et mj,_, 0,2 vérifiant

m—1 20
G.14) |ml.—ml<e, | o —o?|<c [~
(m" — 1)z

alors h;, , obtenu en remplagant m et ¢* par mj, , et g, dans h, , est encore

un op(g(z)z_%).

Démonstration. — Soit B, , obtenu en remplagant m et ¢ dans A, , et

0 S ——
Ck,z = { | Sk,z l > <1 + 5)0;1,2\/ 2 IOg j'k,z}

3. ‘ 1 6 PRI
( 15) Dk,z = {'m;t,z —m I (Zk—l,:)z > Eg:l,z 2 log Ak,z}

On raisonne sur C,, comme précédemment. De plus

P(D, ) < cim — Dm? et ZP(D ) < cim — 1)
% =262 (m" — 1) log f(2)8? = 25%6,% log f(2)

Ce corollaire sera utile dans la 5° partie.

Annales de I'Institut Henri Poincaré-Section B
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Démonstration de la proposition 2. — Soit ¢ la fonction caractéristique

de p et
it ma t 4
Valt) = exp (‘ 7)@(“)] '

On a |A.1<J, +J,+1];5 ou

_2
J1=J‘ ) —e 2t
<%
_2
J2=J\ lw“([)|d[ et J3=J e zdt
a’ |

q—l};‘—_'slrlsnayﬁ r|>%'3£
Or Petrov [/5] a montré que :

16u3 8u3
03\/5 03\/;1

qui donnent des majorations uniformes dans . De plus

I, =0/a J lp(t) [ dt

(3.16) I <

2
JltPe dr et I3 <

Z%<|'|<"
Mais
k — 7 2 k—j 2
lo(t) > =1 — Zzpjpk<sin( 5 7 t) <1- 2Zajak<sin( 5 ﬂt)
k#j K

<1 —=s*(1 = loo®)?)
a .

ouonaposés = Zaget@y(t) = = :k e,
Or (2.2) entraine que pour t # 0 (mod 27) |py(t) | < 1. Donc si on pose

2
O<ro=inf— et O0<K= min —2log [l — sl —|@o(t))]
pe? 414 ro<t<m

ona
I, < 27:0\/2('“‘

ce qui conduit au résultat annoncé.

Vol. XVIII, n°® 2-1982.
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4. ESTIMATEURS ISSUS DE L :
CONSISTANCE ET NORMALITE CONJOINTE

On a d’aprés la formule (3.2)

8Ln z
= Z(Zk c—mZy_y ;)

oL, . n )
7= 252 * EZZ(Z“ - mZk—l,z)z(Zk—l,z) !
k=1

4.1)

do?

En annulant on retrouve les estimateurs cités dans I'introduction :

(Y Vauorr)

(4.2) o B
&3,2 = n_IZ(Zk,z - ’fﬁn.zzk-l,z)z(zk—l,z)_1

k=1
On notera aussi

n
~2 _ —1§ 2 -1
Opz =N (Zy: — mZy_ 1 ) (Zy-1,2)
k=1
qui estime ¢? sans biais 4 m connu.
1. Consistance.

. ~ P .
Onssait que m, . - mquand n, z —» oo ([/8]). On a besoin de montrer
le méme type de convergence pour 62..

PROPOSITION 3.
N P
(4.3) 62, > 0> quand nz —> ©

Démonstration. — On sait que le résultat est vrai a z fixé ([4])

(44) &3.2 - &3,2 = n_l<z Zk- l,:)(’ﬁn,z - m)Z
k=1
n -, 5
et (ﬁl,,,z - m)z = <sz—1,z) [Z(Y(ia - m):|
k=1 i,j

ol la sommation s’effectue pour 1 <j <1+ Z + ... + Z,_,etl1<i<:.

Annales de I’Institut Henri Poincaré-Section B
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Or ([18))
-1
4.5) PT  Nz LB oo
(m" — 1)z '
k=1
i R 2 2 m" — 1 A
et E XYGj)—m| =0 z entrainent
L (m—1)
i
(4.6) 6r.—Gl,=0xn"Y) nz o> x
Mais ([4]) n
Var gz, =n" 1[204 + n HEY —m)* - 364]<ZE(Z"’2)—1):I
k=0
c’est-a-dire que quand netz —»
Var g2, =0(n"Y), &2, 5> ¢* etdonc &2 5 o2.

AI:"_ < S :
I A
g

k=1

eL,. ¢L,,

A z fixé, le processus (ﬁ’ A—2*> est une martingale par rapport aux
m’ oo

Z,.. Les théorémes centraux limites de Scott [/6] et Brown [/] rendent
bien compte de la normalité asymptotique des marginales a z fixé mais les

normalisations treés différentes (\/m"z et \/r_:) rendent difficile une étude
conjointe par le méme type de méthodes.
On va plutdt utiliser L.

1
m —1) P
PROPOSITION 4. — Si on pose M, . = a_ll:! z:l (M, . — m) et

4.8) M,..S,.) = 40, 1,) quand nz > x

Démonstration. — On sait déja (Yanev [/8]) que M, . £ 470, 1),
n,z —» oc. On va montrer que pour te R et ue R™ fixés :
2 _ g2

4.9) @, (t,uy=Eexp(itM,.+ uS,.) - exp

Vol. XVIII, n® 2-1982.
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Pour cela, on construit un nouveau processus de ramification dont la loi
de reproduction a méme espérance m que celui qu’on étudie et dont la

2u \! .
variance est g*? = 02<1 - ——) < ¢2. Par exemple, soit k > 1 tel que

Jon

DePr+2 # 0 (possible car p € 2), on définit
4; = pi si iFEkk+1L,k+2
1
(4.10) Qk=Pk‘;(62_0*2) Qi1 = Pr+1 + (067 — 0*?)

“1
Qrk+2 = Pr+2 — 5(02 - 0*2)-

Pour n assez grand, g € #. Soit P* = ®q (cf. §2) et h¥, le reste de la
ij=1
vraisemblance approchée du processus correspondant, et enfin

I-In,z = hn,z - h:,z
P
(4.11) D, .(t,u) = E* |:exp (it M, . + uS",z)ﬁ(ZO'z,Zl,:, ce Z"’Z)jl

1 1 &2
P(Zo.v cee Zn—l,z) = (6\/ 27'[)_"(20,: s Zn-l.z) Zexp<— Eniz‘z + hn,z>
ag

_1 1 g2
P*(ZO,zs L] Zn— l,z) = (a*\/ 27[)_”(20,2 e Zn— 1,z) 2 exp <_ EnZ:; + h::)

d’ou
®”,z([’ u) = VHE* exp (it Mn,z + Hn,z)

. ) u )\ 2 no. Ui
ouonaposéV,=(1-——| exp—u 5 qui tend vers e? quand

n - o, V2n

SiE, = E*[exp(itM,, + H,.)]on a

_2 _2

(4.12) |E; —e ?| <|EXexpitM,.) —e %|+ |E*expH,,) — 1]

Mais pour o > 0, on peut écrire
(4.13) E*|1 —expH, .| <e*— 1+ E*[(exp H, )|y, 1> ] + P*( H, .| >a)
ot

P* 2
(4. 14) E* [(exp Hn.z)llH,,,z|>a] < <E*[(CXP 2Hn:)? (ZO,:9 cees Zn‘.:)})
P 2 1 1
X <E*[1|Hmz|>1 ?; (20,29 ] Zn.z):|> < Vn_ I(E(CXP zusn,z))zp(l Hn,z| > a)l

Annales de I'Institut Henri Poincaré-Section B
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D’aprés [8], S,.1 =4 470, 1) quand n —» . La démonstration s’adapte
’ 1
trés facilement au cas S, n, z — o0, donc (E(exp 2uS, .))> — ¢*’ quand

n,z — oo. De plus pour tout o, P(j|H, .| > o) et P*(|H, .| > «) tendent
vers O (cf. § 3), d’ou

2 12

(4.15) lim|E, —e 2| <lim|E*expitM,,) — e 7|
ce qui, en utilisant [/8] qui reste vra: sous P* permet de conclure.

COROLLAIRE 2. — Si on remplace m par i, . dans S, _, le résultat précédent
reste vrai.

Démonstration. — Ceci résulte de (67, — 6;.) = 0p(n”"'), n,z > ©

(prop. 3).
5. EFFICACITE ASYMPTOTIQUE DE §,,

Dans les processus stochastiques dépendant d’un seul parameétre (fonction
de m pour un Galton-Watson), a vraisemblance assez réguliére, Heyde [9]
a montré I'existence d’'un estimateur du maximum de vraisemblance et
étudié ses propriétés d’efficacité. On utilisera ici les mémes outils mais
pour la vraisemblance approchée L et pour le paramétre 0 = (m, o).
Posons :

L. oLy oL Ly

z 2
tez = om  om ez = 552 oc?
Cuy,,  Ouy
om oc®
R T
om  dc?
(5.1) :
J’I.Z(g) = ZKk,z(e)
k=1

5.2) L.0)=- ZE[Kk,z(H)l‘g’.k—l.z]= .

k=1 0 -

Vol. XVIII, n°® 2-1982.
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I, (6) joue le role d’information de Fisher, mais il est a remarquer que

In,z(g) ;é <ZE(u§c,zui.z ] '97!(— 1,z)>.

i=1,2
k=1 j=1,2
car L n’est pas une véritable vraisemblance.
On a
zm"—-1) O
o’(m — 1)
ElL .(0) =
n
0 _
204
LEMME 1.
(5.3) LAOELO] 5 Iz - oo

c’est une conséquence triviale de [/8]. Au contraire a z fixé la limite est
aléatoire [9]; z — oo fait jouer la loi des grands nombres.

ProPosITION 5. — Soit C = (cy, ¢,) avec ¢y, ¢, fixés > 0. Soit p™* e 2

-—1 -
tel que le 0 associé soit 6,.. = 6 + 2C[EL.(6)] %, P = (X) p" et soit
I'=[—c¢y 1] % [—cyc,], alors ij=1

~ 1 ~ 1
i) lim {P [(0,.— ) [EL, ()€ "] - P"*[(9,,.~ 0, ) [EL, (6)]’e ['] } = 0.
ii) Si T, . est un autre estimateur de 6 vérifiant i) alors
1 ~ 1
lim P((T, . — 0)[EL, (6)]*€T'] < lim P[(0, . — 0)[EL, (0)]*eT].
iii) Si T, , en plus de i) est tel que

1
(T, — OEL O = 40, 7)
alors y > I, au sens de I'ordre sur les matrices symétriques.

Démonstration. — i) Le corollaire 2 entraine

e—%(x“y’)
el] - J—dxdy.
r

[N

P((6... - O)[EL,.(0)] >

De plus vu la définition de 2, ceci est vrai uniformément et

(54) [EIn,z(g)]-lEn‘zIn,z(gn,z) - I2 ns Z = 0.

Annales de I Institut Henri Poincaré-Section B
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ii) On reprend le raisonnement de Weiss-Wolfowitz [/3] pour un
paramétre de R? mais avec les vraisemblances approchées.
Si on pose

n,z

(5.5) A,.=log— P (Zo 2. Zy2)
on a R
An,z = A'!.Z + H”
< - 8(2) .
avec A,, =L, .(0,.) — L, (0) et H,. = op 7 (prop. 2 et cor. 1). Mais
\ z

(56) /’in.z = <Zuk.z(0)>(0n.z - 0)’ + %(On.z - G)Jn(er,z)(gn,z - 9),
avec =

0x. = (m+ A¥(m, . — m), 6> + i%(a2. — 7)) * Axe|o, 1].

De plus pour tout 6

(5.7) —L,.z(9) Eukz((?) Zuk £6) + (0 — 0)3, (6**)

avec 0** = (m + A¥*(m — m), o® + /3%c? — o?)), i¥*, iX*e [0, 1].
Faisant 0 = 0,., (5.7) entraine
~ ~ 1
(5 . 8) An.z = - (en,z - B)Jn 2(9::)(6n z 0)/ + 5(0

=—2(0,.— 0, A0¥*)[EL, (0)] IC4aC [EL.(0)]

) (9:,2)(0n.z - 6),
1
_7

J,(6%.)[EL,.(0)] *C’

A ce stade nous avons besoin du lemme de calcul suivant (admis)

LEMME 2. — 1)

_1 _1
5.9 [EL.O] J.0FEL.O] 25 -1, nz-wo
_1
2)Si f,,=0+D,.[EL,(0)] * avec D, vecteur borné (n, z - )

alors
1 1

(5.100  E[L,A0)] *Fnir2) = JAO)E[L6)] Z = Opln ?).

Ceci entraine :

- - 1 1
(5.11) A,.= —2CC" + 2(0,, — O)[EL,_(6)]*)C" + Og(n ?)

Vol. XVIII, n° 2-1982.
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et donc

. 1 1 -
(5.12)  A,.= —2CC" +20,. — 0)[EL(0)]*C" + Op(n %) + op<fiy>
z
La suite est classique (Weiss-Wolfowitz [17]).
iii) est une conséquence de ii) lorsque T, . est un compétiteur asympto-
tiquement normal.

Remarques. — 1) Ayant terminé ce travail, nous avons eu connaissance
de Eschenbach-Winkler ([7]). IIs proposent la méme approximation de
la vraisemblance mais n’en n’4valuent pas la précision.

2) N. Keiding nous a signalé une analogie avec I'estimation dans les
processus de ramification-diffusion ([2]) :

soit 0,=01+ ,BZ—I, 0'2), >0 et Xr.z = 2_12[121,2

alors quand z - o0, X, , =4 X, ou X, vérifie
dX, = pXdt + o /XdW,, X, =1

(W, brownien standard).

Cette équation est 'analogue de (1.1) mais le probléme théorique de
I’estimation de (f, o) au vue de X est un peu différent. La méthode naturelle
consiste a estimer d’abord ¢ par variation quadratique puis f§ par

X, — 1)[ f thdsJ_I .
0

BIBLIOGRAPHIE

[/] B. M. BROWN, Martingale central limit theorems, Ann. Math. Stat., t. 42, 1971,
p. 59-66.

[2] B. M. BROwN, J. I. HEWITT, Inference for the diffusion branching process, J. 4. P.,
t. 12, 1975, p. 588-594.

[3] J. P. DioN, Estimation des probabilités initiales et de la moyenne d’un processus
de Galton-Watson. Thése, Montréal, 1972.

[41 J. P. Dion, Estimation of the variance of a branching process. Ann. Stat.,
t.. 3, 1975, p. 1183-1187.

[51 J. Dion, N. KEIDING, Statistical inférence in branching processes, In Branching
Processes edited by Joffe and Ney. Advances in Probability and Related Topics.
t. 5, 1978, M. Dekker.

[6] C. DuBy, A. RouauLT, C. R. 4. S., t. 290, 1980, p. 339-341.

[71 W. EscHENBACH, W. WINKLER, Maximum-likelihood-shitzungen beim Verzwei-
gungsprozess von Galton-Watson. Math. Operations forsch. u. Stat., t. 6,
1975, p. 213-224.

[8] C. C. HEYDE, On estimating the variance of the offspring distribution in ‘a simple
branching process, Adv. in Appl. Prob., t. 6, 1974, p. 421-433.

Annales de I’ Institut Henri Poincaré-Section B



26

ESTIMATION DE L'ESPERANCE ET DE LA VARIANCE DE LA LOI DE REPRODUCTION 163

[¢) C. C. HEYDE, On an optimal asymptotic property of the maximum likelihood

estimator of a parameter from a stochastic process. Stochastic Processes and
their applications, t. 8, 1978, p. 1-9.

[10] C. C. HEYDE, Some almost sure convergence theorems for branching processes,
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie. t. 20, 1971, p. 189-192.

[/1] C. C. Heype, B. M. BROWN, An invariance principle and some convergence
rate results for branching processes. Z. Walrscheilichkeitstheorie, t. 20, 1971,
p. 271-278.

[/2] C. C. HEYDE, P. D. FEIGIN, On efficiency and exponential families in stochastic
process estimation. In : Statistical distributions in scientific work (ed. G. P. Patil,
S. Kotz, J. K. Ord), Reidel, Dordrecht, t. 1, 1975, p. 227-240.

[13] P. JAGERS, Branching processes with biological applications, Wiley, 1975.

[14] N. KEIDING, S. LAURITZEN, Marginai maximum likelihood estimates and estima-
tion of the offspring mean in a branching process. Scand. J. Statist., t. 5, 1978.

[15] PeTROV, Sums of independent random variables, Springer-Verlag, 1975.

[16] ScoTT, A central limit theorem for martingales and an application to branching
processes. Stochastic Processes and Their Applications, t. 6, 1978, p. 241-252.

(/7] L. Werss, J. WoLFowiITz, Generalized maximum likelihood estimators. Theory of
Prob. and its Appl., vol. XI, 1966, p. 58-80.

[/8] N. M. YanNEv, On the statistics of branching processes. Theory of Prob. and its
appl., t. 20, 1975, p. 612-622.

( Manuscrit re¢u le 10 septembre 1981)

Vol. XVIII, n°® 2-1982.






27

B. Quelques rappels et commentaires sur les dualités de Young et

Legendre
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QUELQUES RAPPELS ET COMMENTAIRES SUR LES DUALITES DE

YOUNG ET LEGENDRE.

Afin de faciliter la lecture des chapitres qui suivent, ol les notions de
dualité sont d'un usage constant, nous en rappelons les définitions et principales
propriétés, sans prétendre ni a 1'originalité ni a la généralité (pour lesquelles
on peut se reporter a [1], [3], [4]) . Puis nous précisons le cadre probabiliste

(transformée de Cramer) dans lequel elles interviendront.

Dualité de Young.

Soit V un espace de Banach de dual V* et R = Ry{+c} y {-»} . On note
T'(V) 1'ensemble des fonctions f convexes s.c.i. de V dans R telles que si
f = -» en un.point f = - partout, et FO(V) le sous-ensemble de T(V) obtenu

en O0tant les constantes +x et -w

Pour toute f de V dans R , on définit la conjuguée (ou duale) f* de

f, de V* dans R par

f* (v*) = sup vv* - f(v)
vev

f* est finie partout si et seulement si f vérifie la condition de croissance

‘i.(v_)—%+oo

(cc)
vl V]t

f** = f si et seulement si f est dans T(V).

La dualité établit une bijection entre FO(V) et T _(V*) .
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Dualité de Legendre.

Soit f wune fonction différentiable sur un ouvert C de Rk . Si f' est

une bijection de C sur Dc:]Rk , on appelle dual de Legendre du couple (C,f) 1le

couple (D,g) ou g, fonction de D dans R est définie par :
g(x) = <8,x> - (o) x€D
f'(e) = x 6eC

En particulier, si f est de classe C1 sur R et f' strictement croissante

de R sur DecR , g est de classe C1 sur D ouvert et on a

g' o ' = Idg f' o g = Id

Transformée de Cramer.

Soit u une mesure de Radon positive sur R . Le plus grand ouvert de
finitude de la fonction convexe p de R dans R définie par (transformée de
Laplace) :

l](e) = JrR e u(dx)

est un intervalle I. On suppose que I contient 0 ce qui entraine que L=Log &
est strictement convexe et analytique dans I. On note h Ta duale de Young de L,
Te couple (h,L'(I)) étant dual de Legendre de (L,I). h s'appelle la transformée
de Cramer de u . Elle est s.c.i., finie a 1'intérieur de 1'enveloppe convexe S

du support de u et infinie a 1'extérieur. Le comportement de L au bord de I
affecte la stricte convexité de h ; Tle comportement de h aux 2 bords de S est
en rapport avec la présence ou non de masses en ces points, représenté par les

schémas suivants (bord droit)

)l\ h(a)=-Log u({a}) / h(a) = +

a

m———

b ({a})>0, p (Ja,+=[)=0 u ({a})=0, wp(J-=,a[)>0, u (la,+o[)=0
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Dans le cas ou une seule fonction L intervient (Chap. C, D, E) on peut
détailler les propriétés du couple L,h aux bords ou méme travailler dans R2
(pour Chap. D). Comme dans le modéle markovien (Chap. F, G, H) on manipule des
familles de mesures et que les problemes de bords risquaient de cacher la structure
du phénomene, on a supposé que L et h étaient définies partout. ([2] rend bien
compte du comportement d'une marche markovienne avec masses aux bords). Nos résul-
tats sont aisément généralisables au cas d'un support compact fixe pour toutes Tles
mesures en jeu, sans masse au bord. La famille de fonctions h constituant
1'outil essentiel, c'est sur h - qui contient toute 1'information sur u - que
seront écrites nos autres hypothéses, ce qui permettra a 1'occasion (Chap. G, § I)
d'autonomiser certains problémes (non probabilistes) en ne considérant pas nécessai-
rement h comme une transformée de Cramer. On peut remarquer a ce propos qu'une
certaine tradition - inconsciemment ironique ? - a fait noter L 1la Log-Laplace

(qui a le statut d'un Hamiltonien) et h Ta transformée de Cramer (qui a le statut

d'un Lagrangien)
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C. Lois de Zipf et sources markoviennes.
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Lois de Zipf et sources markoviennes

par

Alain ROUAULT

Département de Mathématiques, Université Paris-Sud,
Centre d’Orsay, 91405 Orsay

RESUME. — On étudie ici les lois de Zipf — d’origine linguistique — dans
le cadre d’un n-échantillon d’une v. a. dénombrable. Puis on montre que
la suite des valeurs prises par une chaine de Markov finie, avec un état
ne se succédant pas a lui-méme (blanc) peut étre considérée comme un
échantillon d’un ensemble de mots, vérifiant les lois de Zipf. On montre
aussi un résultat asymptotique sur une v. a. Z*, nombre de mots — parmi
les n premiers — ayant été utilisés au moins m fois.

SuMMARY. — We study here Zipf’s laws (of linguistic origine) in the
context of a n-sample of a denumerable random value. Then we prove
that the sequence of values taken by a finite Markov chain with a not-
self-following state (blank) may be considered as a sample from a set of
words, fulfilling Zipf’s laws. We also prove an asymptotical result on ZI'*,
number of words (among the n first) used more than m-times.

I. INTRODUCTION

Le nom de Zipf est connu des linguistes, des démographes, des biologistes
et une littérature mathématique substantielle a ét€ consacrée a ses lois.
Nous emploierons la terminologie linguistique pour introduire le probléme.
Il s’agit d’étudier le rapport entre les mots potentiels d’un texte (le voca-
bulaire de I'auteur) et les mots rencontrés effectivement au cours de sa
lecture, les répétitions... 4

La premiére loi concerne I’étude, lorsque la lecture avance, du rapport

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Section B - Vol. XIV, n° 2-1978.
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du nombre de mots rencontrés s fois, au nombre total de mots différents
rencontrés s =1,2, ... ]

La seconde concerne la relation entre la fréquence d’'un mot, et la place
qu’il occupe dans le rangement des mots par ordre de fréquences décrois-
santes.

Enfin une autre loi (sans nom) dit que pour n grand, le nombre de mots
différents dans un texte de longueur n, considéré comme aléatoire a approxi-
mativement une distribution de Gauss.

Selon un premier point de vue [7] [§] un auteur écrit un texte en effec-
tuant des tirages successifs de mots, avec remplacement, dans un diction-
naire (fini ou non), muni d’une loi de probabilité.

Selon un second [3] [4] [5], on opére uniformément dans un ensemble
fini N divisé en M classes et on fait croitre N et M.

Nous adoptons le premier. McNeil [§] suppose le dictionnaire fini et
estime sa taille. Mandelbrot [7] fait des approximations qui prennent
tout leur sens quand on les rapproche des résultats de Karlin [6]. Dans
le III nous remarquons ainsi que la premiére loi de Zipf est une conséquence
immédiate de ces résultats (sous une condition simple — grosso modo

j = k_%, 0 <y < 1 pour la probabilité). La seconde nous dira seulement
que la k-iéme fréquence (par ordre décroissant) converge p. s. vers la k-iéme
probabilité. Ceci est une simple conséquence de la loi forte des grands
nombres.

Dans le IV, on part d’un alphabet fini, comprenant un élément « blanc »
ou « espace » et on suppose que le texte est composé, lettre apres lettre,
selon un procédé markovien. Ceci implique pour les mots formés, un tirage
avec remplacement et nous montrons que la probabilité correspondante
vérifie-la condition ci-dessus, le y étant le paramétre malthusien d’un cer-
tain processus de ramification.

Dans V, nous démontrons une convergence de Z;* (nombre de mots,
parmi les n premiers, rencontrés au moins m fois) dans le cas ou m et n

tendent vers l'infini, le quotient — restant entre certaines limites.
n

II. NOTATIONS

Considérons un ensemble dénombrable assimilé & N* muni d’une pro-
babilit¢ p = (p,),»,. Pour tout x tel que 0 < x < 1, définissons

a(x) = card {k : p, > x} 2.1

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B
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CoNDITION 1. — Vn, p, > 0 etvEIO <y<letL][0,1] - R* a variation
lente au voisinage de O, tels que

a(x) = x7"L(x) (2.2)
Soit (X,),>, une suite de v. a. a valeurs dans N*, indépendantes et de méme
loi p. Si d, n=1,2, ... est la n-iéme fonction de Kronecker, notons :
XﬁzEék(XM) k=12, ...
m=1
Z, = Zﬁ,(Xﬁ) r=1,2, ... (nombre de valeurs prises r fois) "
k=21
7* = ZZ; , Z* = 7Z!* (nombre de valeurs prises) (2.3)
szr
On notera X{V > X2 > ... > X" > (0 le réarrangement par ordre

décroissant des Z* termes non nuls de la suite (X¥),>, et py,=> ... =pyy = - ..
celui correspondant aux p.

[II. LOIS DE ZIPF

PROPOSITION 1 (1% loi). — Sous la condition 1, quand n tend vers l'infini,
on a

: Z, Y Tl—9y)
Vs = 1, limp.s. — = 3.1
¥ PS 7 T T1 — )T + 1) G-1)
Démonstration. — Karlin a démontré [6] :
* S
li'xlr_{ p-s. EZn;',‘ =1, Vs = 1 li'rlr_{ p-s. Ean, =1 sans condition

£7f ~ TU—pi(l), Bz ~ yi8= D 1)
"ot n et s + 1) n

sous la condition 1
y =y v 1
-y I(s+1) T@A-y) st
qui est de la forme proposée par différents auteurs [3] [4] [5] comme carac-
térisant la loi de Zipf.

d’ou le résultat. Quand s tend vers I'infini

Vol. XIV, n° 2-1978.
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1
Remarquons que si s =1, on a lim p.s. Z:— =7, d’ol une possibilité
d’estimer 7. "

PROPOSITION 2 (2¢ loi). — Quand n tend vers l'infini, on a
X(r)

Vr>1  limp.s.— = p,, (3.2
n

Démonstration. — Clest une conséquence immédiate de la loi forte des
grands nombres. Nous supposeions pour simplifier que Vn p, = p,.;.
Soit r fixé et

a=ap,) b=u«k(p;) a<r<b (3.3
soit R tel que
+ o0
Pr < Pp+1 (3.4
k=R+1
soit j; < j, < ... <j,< ... limage de la fonction o et
1
0<s<—2—min(pjs——pjsﬂ) s=1,2, ..., %pg) (3.5)
Alors pour s =1, 2, ..., opg) les intervalles [p;, — ¢, p;, + €] ont deux a
deux une intersection vide. Or
Xk
p.s. 3N, tel que n > N, = Vk <R —n—"—pk <eg
+ 0
Yoo,
p.s. 3N, tel que n > N, = |XRfL Pl <€
n
k=R+1
donc
Xk
p.s. IN telque n>N = Vk<b — —pml<e
n

Xk
Vb<k<R —<p+e<pys +e¢
n

+ oo

Xk
Vk=R + 1 —"<1 E X/
n n
R+1

+

<<2p,~) +&<pper + ¢

R+1

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B
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Par suite, p.s. il existe N, tel que n > N entraine :

il y a exactement
ji  fréquences dans l'intervalle [p; — ¢, p;, + €]

j2 — j1 » » [p;, — & pj, + ¢
b_a » » [pb—e,pb+8]=[Pr—8,Pr+8]
et donc
X(r)

n

p.s- Ve>0 3N : n>N =

-p|<e.

n
D’ou la proposition.
On remarque que de la majoration exponentielle classique (a r fixé) de

d
d

X; . T .
——p,|> 9, on peut déduire une majoration exponentielle pour
n

>3).

IV. SOURCES MARKOVIENNES

X0

— D

1) Définitions

a) On appelle source markovienne une chaine de Markov définie sur
un espace E = {e;, ..., e, 0} (d>1) ayant pour probabilité initiale
la mesure de Dirac en ¢ et dont tous les éléments de la matrice de transition
sont strictement positifs, sauf celui correspondant & un passage de o a o.

Q = EY X = Xoen les coordonnées, P(X, = 0) = 1

P11 --- Pia Die

A= 4.1)
Pir --- Pia P

DPs1 - -+ Pod 0
T,=inf{n=>1X,=0} Ty =inf{n>T, X,=0} k=1

+ o0
E={en...,e) B =(_Jer
n=1
b) Un élément de E" s’appelle un mot de longueur n et sera noté
X = X{X, ... X, avec, pour tout i, x;€ E.

vk Qb Es M, (0) = X,(@)X,(®) - .. Xry@y-1(®)

4.2
k>1 My(®) = Xr, _ @)+1(®) - - - X1ye)- 1(®)

Vol. XIV, n® 2-1978. .
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2) Echantillonnage

PROPOSITION 3. — Les M, sont indépendants et de méme loi (notée u).

Ceci résulte du caractére markovien et irréductible de la chaine. Les
n premiers mots (aléatoires) sont donc n tirages indépendants dans 'ensem-
ble E* suivant la loi u. On est alors conduit & se demander si la loi p vérifie
la condition 1 (cf. II) c’est-a-dire a étudier :

0<t<1 aft) = card { xe E* ; p(x) >t}

La réponse est donnée par le

THEOREME 4. — Quand ¢ tend vers zéro, il existe 0 < y < 1 tel que ta(t)
ait une limite stricte positive.

Conséquences. — Une source markovienne vérifie les lois de Zipf (IIT)
et aussi posséde la propriété démontrée par Karlin [6] : Z} convenablement
normalisée converge faiblement vers une loi de Gauss. Notre modéle,
s’il ne décrit que grossiérement la réalité, se trouve donc néanmoins en
accord avec certaines tendances décelées depuis longtemps dans les don-
nées empiriques.

Démonstration du théoréeme 4. —

+ o0

a(t) = z card {xeE"; —log u(x) < —logt }= ) a,t) (4.3)

or si
xeE", n=22, x=xX5 ... X%, WX) = Dy xPxiixs - - - Prna (4.4)
n—1
— log u(x) = —log p, , — log p,, ., + 2 —log pyxi,,  (4.5)
k=1
Posons
= — 10g Py v s k=12, ...,n—-1 4.6)
Les u, appartiennent a F = { f; ;= —log p;; 1 <i,j<d} F a & élé-

ments ; mais si u, est donné, u, ., ne peut prendre que d valeurs, celles cor-
respondant aux transitions a partir de x;, 1£1u, est donné, il y a exactement
d"~'(n — 1}uplets possibles (u,, . . ., u,). Nous devons faire du dénombre-
ment sur ces n-uplets. On va donc passer par un calcul sur un modéle

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B
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probabiliste sur F assurant a tous les(n — l}uplets ci-dessus la méme

probabilité.

On prend F, (U,)n» les coordonnées. Si (i, j) désigne f;; la matrice
de transition sera :

1
= (na,b)a,beF =5

d

(L)oo (Ld) e (d,1)...(d, d)
(1. 10 e (LN 0
(VR 0 1..10... 0o 0
0o 0 i e 0 1o 1
Lo, 10, 0
(N 0 l...l 0....... 0. 0
L0 cooe e 0 Lo, 1

1

c’est-a-dire 7 ;) kmy = 7 si j =k, 0 sinon.

(1,1

(1,d)

(1)

(d, d)

(4.7

On notera Q° la probabilité correspondant & ’état initial a, aeF.

o, 1(t) = z car

Jk<d
m,q<d

c’est-a-dire

d { (Ugy - e s Up)5 Uy = fim Un = Souk

et u + ... +u, <log(t 'popsy)} (4.9

an+1(t)= 2 d"_lej’m(Un': fq.k et Ul +... +Un<10g (t_lpk,apa,j)) (49)

J.ksm,q<d

n

Soit S, = ZUi et si a, beF

1

alors

Vol. X1V, n° 2-1978.

+ 0
G, 0) = ZQ“(Sk <0, X, = byd“™"
k=1

+ o0

Zan+ (1) = Z G,llog (t™ ' o(a, b))

n=1 a,beF

4.10)

4.11)
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ou ¢(a, b) est défini ainsi : si
a= f;‘,m b = fq,k qD(a, b) = pkapo'j' (4 12)

Il nous faut donc le comportement asymptotique de G, ,(6) quand 6 tend
vers l'infini. On a les relations

a# b ) Ga,b(g) =d 10>a zna.ch,b(t - a)

ceF

God®) = Tyea + d 19>02na,ch,a(t —g P
ceF
c’est-a-dire, en passant aux transformées de Laplace :
+ o0
D, ,(4) = J e~ MG, y(x)dx AeC, ReA>0
i 4.14)

O() = @usMapers  HRD) = (hopWaper o) = dppe™
e-—/la
D(A) matrice diagonale d (1) =
transforme en

, I matrice identité dans F,(4.13) se

(I — H() = D) 4.15)

On apergoit alors une analogie avec des processus de ramification :
considérons une population ayant d? « types » dont chaque élément
produit a la fin de sa vie d enfants, tous de méme type, la transition entre
le type du géniteur et celui de ses enfants étant régie par la matrice IT (4.7).
On suppose que la durée de vie d’un individu ne dépend que de son type.
Alors les G, interviennent dans le calcul du nombre moyen d’individus
en vie 4 'instant ¢ (cf. [9] et [1]).

Le résultat final est que :

1) 3f,g 0 < g < f tels que Va, b
G, (0) = k, e’ + O(et) 4.16)

ou k, , ne dépend pas de 0

2) f est racine de I’équation p(4) = 1 ou p(4) est la « plus grande valeur
propre (*) de H(4). La fonction p est décroissante et continue. @4.17)

I1 suffira alors de montrer que p(0) > 1et p(1) < 1 pour pouvoir conclure :

(*) Racine de Frobenius de H(4).
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o(t) est somme d’un nombre fixe de termes dont la partie principale, quand ¢
tend vers 0 est en ke/"'® = kt/ avec 0 < f < 1. f est le y cherché.

Or soit u une valeur propre de H(4) et (w; ) un vecteur propre corres-
pondant a pu.

H(A)w = uw c’est-a-dire Zha'b(/l)wb = uw, ou encore si a = (i, j)
beF
d

Z(Pi.j)lw_i,z = Uw;; (4.18)

=1

d 4
uw; ;= (pi,j)AEWj,l et Z(pi,j))(ij,l) = .u<zwi,j> 4.19)
1 i=1

! J

d’ou

donc u est valeur propre de la matrice C(A) = (¢;;(A);j<aCij = ()" et

d
v =(v)1<i<a U = EWi.j (4.20)

=1

un vecteur propre de C(4) correspondant & u; de plus

1 .
Wij = ;(Pi,j)l”j st u#0 4.21)

Vj Z wj,l = 0

1

et

définit le sous-espace propre correspondant a la valeur propre 0 de H(A).
Donc 0 est toujours valeur propre de H(/A) et les autres sont les valeurs
propres non nulles de C(4).

Pour 1 =0
Loeeene 1
C(0) = 1 ....... 1 4.22)
Lovernns i/

donc la plus grande valeur propre est d. Donc p(0) > 1.

Pour 1 =1
C(1) = (pi,)1<i,j<a (4.23)
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d

or d’aprés la définition (IV.1) pour tout i,z pi; <1 si p est une valeur
j=1

propre positive et v un vecteur propre de C(1) correspondant a u avec

par exemple |v, | = max [v;]

1<j<d

’ d
plog | =1Zpy vl S.ZPUIUH < |U1|ZPU< [vy ] (4.24)
1 1

d’ou p(1) < 1.
Ceci termine la démonstration du théoréme 4.

V. ETUDE DE Z;*

Reprenons les notations de II 1l est facile de voir 'équivalence :
{Zr* <k} ={XP <m} (5.1)

et donc la proposition 2 entraine :

COROLLAIRE 5. — V0 < f <1 telle que Yk, f # p,

p-s. ZY™* —— o(f) (5.2

n—+ o

Ceci nous amene a considérer les Z"* d’un peu plus pres. Karlin [6] a
m*

EZ*
un équivalent de EZ*. Le corollaire 5 ci-dessus nous suggére d’étudier le

montré que pour m fixé, n tendant vers l'infini — 1 p.s. et a donné

m
cas n, m tendant simultanément vers 'infini. Cependant si — passe par une
valeur p, il y aura probléme d’ou :

THEOREME 6. — Soient | et L, deux réels fixés tels que 0 </ <L < 1
et [I, L] ne contienne pas de p, (ke N*). Si on pose

7m = a(T> + A, (5.3)
n
il existe K et & positifs tels que

m
Vm,n I<—<L = EAZ,) <Ke™® (5.4)
n

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B



42

LOIS DE ZIPF ET SOURCES MARKOVIENNES 179
Démonstration du théoréeme 6. — Posons
A ={X; =5} (5.5
= 2 Lyr  EZ® =ZP(As,k) (5.6)
ka1 i1
(Zr*)? =Zm* + z La, A, (5.7
s,¢tzm
kiz=1
(s,k) # (1,0)
Or si s#t
AgA =9, (Z7) -2y = Z 1N YV (5.8)
k#i
s,tZm
d’ou
E(Zy*)? — EZy* = z P(A A, (5.9
ki
s,t=m
or
n
P(A ) =<S>(pk)s(1 -pS'°, s<n (5.10)

P(A,A, ) = (Z)(" X S)(pkr(p,-)f(l Cpe—pr (5.1

sik#iets+t<n

I1 faut dissocier le cas 2m > n et 2m < n. On se placera désormais dans
le cas 2m < n.

Sur le triangle 0 < x <1, 0< y <1, x + y < 1, définissons

s 9) = Z (Z)(n . S)"sy'“ —x—ypTTt (5.12)

s,t=m
stt<n

alors

E(Zy*)* — EZy* = EQ(pk, p) (5.13)
k+i

. -1
si tous les p, sont inférieurs ou égaux a 2 on a alors

E(Zr*)? — EZy* = Z O(py, p;) — Z(D(pk’ Py (5.14)
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De méme si on pose

W(x) = Z( :)xs(l —xrc xelo, 1] (5.15)
EZ3* = z!//(Pk) (5.16)

k=1
Interprétation des fonctions ® et . — Soient 0 < x, y <1 x + y <1
L=0x], L=x1-), L=[1-yl]
et considérons n tirages au sort sur [0, 1], indépendants et suivant la loi

uniforme, (U, ..., U, et soit UY < UP < ... < UP le n-uplet ordonné.
(5.17)

Alors ®(x, y)=P(au moins m points dans I, au moins m points dans I)
=P(UM < x, Ur—m*Y>1 -y (5.18)

(UM, 1 — Ulr~m*D) a pour densité (cf. Wilks[10])

n! m— m-— n—2im
[(m—l)!]z(n—2m)!§ A (IRl )

0<én<l, E+n<1 (5.19
De méme Y(x) = P(UM™ < x) or U™ a pour densité

ﬁm,n—m+ 1(6) =

d’ou

Dm,m;n—2m+ 1(fa ’1) =

(m— 1)v(;1 - m)ufm_l(l -9, 0<éE<1l (5.20)

(D(.X, )’) = j~ J Dm,m,n—2m+ l(éa ﬂ)dﬁdﬂ

0J0

. (5.21)
l//(x) = J; ﬁm,n—m+ l(é)dé
Mais, en intégrant par parties :
Ed)(pk, p) = JJ wdx)o(dy)D(x, )
k. (5.22)
ZJJ e a(x)a(y)Dm,m;n—2m+1(x5 y)dXdy
05r<1
xt+y<1
! . v oo
Z(D(Pk, p) = —f o dx)®(x, x) =J a(X)[—— (x, x) + —@(x, X)] dx
- 0 0 0x (3y ’
1 x
=2 4[0 a(X)[J‘ Dm,m:n—2m+ l(xa ’1)d'7:|dx (523)
0
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De méme .

W(p) = _J‘
0
k

Or il est bien connu que si G et G’ sont deux v. a. indépendantes, de lois
gamma de parametres A et A, G + G’ a une loi gamma de paramétre

1

a(dx)p(x) = j ) B - m+ 1 (X)X (5.24)

0

A+ 2 et une loi béta de paramétres A et A’.

G
G+ G
Le résultat analogue 4 3 dimensions est le suivant : si G;, G,, G; sont
des v. a. indépendantes, de lois gamma de parametres 1, 4,, 43 et si on
pose
O
G, + G, + G, G, +G, + G,

(H,, H,) a une loi D;, ;, ;, (et H; une loi B;, ;, .+, H, une loi B;, ; +2.)-
La loi D, p;n—2m+1 (5.19) peut alors €tre considérée comme la loi d’'un
”

couple dev.a. W, ,, W, , obtenu de la fagon suivante : soient S, S;, S} 5,4+
3 v. a. indépendantes, de loi gamma de parametre m (resp. m,n — 2m + 1) et

S , S,
mpn = ’ ”n Wm," = ’ ”
Sm + Sm + Sn—2m+1 Sm + Sm + sn—2m+1

(5.25)

Les formules (5.14) a (5.25) entrainent, si E désigne a la fois I’espérance
dans P’espace ou ont été définies les v. a. de (5.25) et I'espérance dans
I’espace ou ont été définies les (Z7) :

EZ;* = Eo(W,, ,)

E[Z:,"* - a(%)jlz - E[a(w,,,,,,) - a(f;’-):l [a(W,:,,") _ a(%l):l + Ex(W,,,)

— 2E[( W) lw;, , <Wo.n) (5.26)

L’idée de la suite de la démonstration est la suivante : d’aprés la loi
forte des grands nombres

. S ) ’ ) 11#2 ‘1
limp.s. — =1 limp.s. — =1 limp.s. ——"—— =
m—+0o M m-+0o M n-2m+i-+o Nn—2m+ 1

donc si n a une limite 13 lim p.s. (W, Wn.) = (f, /)
n m,n— + oo

o est une fonction en escalier, décroissante, tendant vers I'infini quand
son argument tend vers zéro, intégrable :

+

jl o(x)dx =Z pe=1
0

1
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Nous allons avoir besoin d’une majoration pour P(

m
Won — —, > e) que
nous démontrerons ultérieurement. n /

LEMME 7. — Soit W,,, une v. a. ayant une loi béta de paramétres m et
n—m+ 1. Alors :

V0<e<1l IN: n=2N = Vm<

7

D’aprés I'hypothése du théoréme 6, il existe ieN, [ Le[0,1], N'eN
tels que

n
2

me2
W, — T‘ > s> < 6e 128 (5.27)
n

n,m>N’=»pi+1<l<ﬁ<L<p,- (5.28)
n

(on suppose que les p, sont décroissants pour simplifier ; le cas | > p, sera
vu plus tard). Or

m
wW) = 0‘<—) si Piv1 S W <p;
n

W) < a(%’) i Wp, (5.29)

(W) > a<T> si W <pi,
n
(5.26) entraine donc

2
m
El:Z:l* - d(;)} < E Ca(w"‘v")a(w:"m)lwm,n<pi+ 11W;n,..<pi+1]
2
+ a(%) P(W,., > p)

m
+ 2a<_)P(wm,n = pz)
n
+E [(Won, ), < (5.30)
Orsin, m> N’, oc(zl) = i fixe

n
P(Wm,n ? pl) < P(
donc d’apres (5.27)

Wm,n—Tt >p,-—T>< P(
n n

Wm,n—T’>pi_L>
n

N _m(pi—L)2
n, m > , = P(‘wm,n 2 px) < 8€ 128
N _Upi—L)?n

< 8e 128 (5.31
qui est une majoration du type demandé (5.4).
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Daprés (5.26) il reste donc a trouver des majorations exponentielles
El = E(X(\Vm,")(X(‘V,:l,n)lwm‘"<I,|-+ 11W,',.,n<Px‘+l (5 ) 32)
EZ = Ea(Wm,n)lwm,n<pi+1

Pi+ 1 Pi+1
El =j‘ j‘ a(X)a(y)Dm,m;n—zm.;.l(x, y)dxdy

0 0

soit b quelconque, inférieur a p; .,

b (b
El Sj‘ j a(x)a(y)Dm,m;n—Zm-fl(x’ y)dxdy + a(b)ZP(Wm.n < pi+ 1)

0Jo b :

+ 2a(b) j s 1()dx (5.33)

0
De méme

b
E2 < J‘ a(x)ﬂm,n—m+1(x)dx + a(b)P(Wm,n < pi+ 1) (534)
0

On majore P(W,,, < p;+1) de la méme mani¢re que P(W > p,), a l'aide
de (5.27).
Sur [0, b]?, pour b <m_—_1
n—2
n!
[(m — 1)1)%(n — 2m)

m? n!

~ B (m)(n — 2m)!

E,

Dm,m;n—2m+1(x7 y) < ‘b2m—2(1 - 2b)n~2m

b*™(1 — 2b)"~*™ (5.35)

—_—

Etpourb<'::—10<x<b

m : n! m. AV TS
ﬂm,n—m+ 1(x) < ﬁm.n-—m-f»l(b) = E m b (1 b) (536)

« )

E
Mais 4

log E; =log (n!) —2log (m!) — log (n — 2m)!
+ 2mlog b + (n — 2m)log (1 — 2b) (5.37)
log E, =log (n!) — log (m!) — log [(n — m)]
+ mlog b + (n — m)log (1 — b)
or d’aprés la formule de Stirling
logk!=klogk—k+%logk+%log2n+l—ik]—( 0<f,<1
Vol. X1V, n° 2-1978. 13
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d'ou
2
log E;= —2mlog — +2mlog b—(n—2m)log (1— L")
n n

1 1
+(n—2m)log (1—-2b)+ Elog n—log m— Elog (n—2m)—log 2n

+1 0,20, 0, .. (5.38)
12[n m n-2m '

de méme

log E, = —mlog — —(n—m)log (1— §)+mlog b+(n—m)log (1—b)
n

1 1 1 1
-1 — 21 - —dm——
+2ogn 2ogm 2logn 2m 2log27t

0, 6,
+-1— On _ O _ Oucm (5.39)
12[n m n—m

1
Posant pour 0 < x < —

x 1 —2x
x) = —2xlog — — (1 — 2x)1
f) xlog o — (1 = 2x)log T—,
B { (5.40)
—Xx
= —xlog-—(1 —x)1
g(x) = — xlog 3 — (1 — x)log ;—
on a
m 1 1
log E; < nf|— )+ zlogn+—
g5 "f<n) 2 %"
log E <n<’" +ltogn 42 o
S - - n —_—
«ST\n) T2 1,
Or f a un maximum égal a 0 pour x = b, et aprés f décroit.
g a un maximum égal 4 0 pour x = b, et aprés g décroit.
D’aprés (5.28), si on prend b = p,,,, on a pour " >
m N’
1 1
logE3<nf(l)+510gn+E— avec f() <O
n
(5.42)

1 1
log E, < ng() + -logn+—  avec g() <0 .
2 12n
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1

Les formules (5.33) a (5.42), jointes a j a(x)dx = 1 permettent alors
0

d’aboutir a l'inégalité (5.4) cherchée.
Ceci dit, nous avons au cours de la démonstration, fait les restrictions

1
2m < n, 1< p, etpm<§. Mais si 2m > n, Z7* =0 ou 1, et donc

EZ7* = E(Z7*)* de méme a(T> =0 ou 1.
R

o =) - el -]

On utilise les mémes méthodes, on modifie le lemme 7 en changeant m
etn—m+ 1.

On ¢étudie alors les différents cas de figure correspondant a la position
respective de

Alors

1

) 5laL5_'
pl p2 2

On aboutit & un résultat identique a celui obtenu précédemment.

Démonstration du lemme 7. — On cherche une majoration de
m n
P
n

m . 1
>¢).OrEW,,=——,doncsin>—-etm< <
’ n+1 € 2

m

" <§ et donc P(‘Wm,n—m\>s><P(Am,,) (5.43)
n

n+1_;
Am,n={

Posons encore, avec les notations (5.25)

m
B,,,,,:{S,,,—m>——}
’ 2

—m+1
cm={s;+xqm1—m—m+1»>—i—g——}(5%)

ou on a posé

W, U P (5.44)
™ on4 1|2 T

alors P(Ans) < P(AnBr,Cos) + P(Br) + PCr)  (5.46)

Mais :

Am,n = {

Vol. XIV, n° 2-1978.
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donc
Am ancmﬂ
m m (n+1)8}
S,.[1— S, +S!_n > 5.47
C{ m< n+1) ( 2+1) +1l 2 ( )
d’ou
AmannCmn
<|S —m|>—)
n—m+ 1)
P(|S,’,,+S:,’_2,,,+1—(n—m+1)|>(———4—l) (5.48)
car si 1
me n—m
|Sm_m|<‘4_ |S’+Sn 2m+1_(m_n+1)|<—‘_4——8
alors
m me
R
( +1,| m| 7]
n—m+1
IS+ SYogmer —m—n+ | < T
n+1 4
et donc

m m me n—m+1 n+1
Sml_ S’ Sn m <_+ =
< n+1> (8o + Si-ames) 77| <5 s =4 ¢

Nous avons alors besoin d’un lemme sur les v. a. de lois gamma :

LEMME 8. — Si 0 < o < p et si £ est une v. a. gamma de paramétre u
alors o2
P(|E—ul>0)<2e * (5.49)
Démonstration du lemme 8. — Si on pose M(e) = Ee*¢~# défini pour

e<1,ona
ot

M(e) = 1= (5.50)
si ¢ > 0, en appliquant l'inégalit¢ de Markov, on a :
1
Vt>0 P<§ —pu> ;(t + log M(s))) e’ (5.51)
{ (5.51)
P(é —u< ——(t+ log M(— a))) et
€
or si 0<s<Eona
3 2
log M(e) < —‘;8— (5.52)
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donc ) 36
Ve > 0 P(:—y>—<z+—’§—>><e" (5.53)
£
a? o .
Posant t = — et ¢ = — on trouve, sig < u
7 2u
PE—p>0)<e (5.54)
sie>0o0na v )
0> —log M(— &) > —% (5.55)
donc
1 ue? - -
Vet >0 Plé—p< —- t+‘2— <et (5.56)
€
a? o . .
Posant t = —, ¢ = — il vient
2u 7 ]
PE—p<—0)<e (5.57)

Remarquons que si ¢ > p cette derniére probabilité est nulle. Le lemme 8
est donc démontré en réunissant (5.54) et (5.57).

Pour terminer la démonstration du lemme 7, il suffit alors d’appliquer
ce qui vient d’étre fait a (5.46) et (5.48). En effet :

- _n—m+l
P(Em,n) <e 8 ’ P(Cm,n) e 8 d’aprés (557)

Mais m<n—m+ 1, dou

P(B,.,) + P(C,,) <2 ° (5.58)
Enfin
P(]Sm—m|>?><2e_”_8 (5.59)

n—m+1
P(l Smt+ Si—omer —(n—m+ 1)1 > (——4-£>
_(n—m+1)e? me2

<2 128 g 2e 122 (5.60)
(5.58), (5.59) et (5.60) donnent

P(A,,,) < 6e 1% (5.61)
Remarque. — 11 ne nous a pas ¢€té possible de déduire du théoréme 6
des conséquences sur les X%

2) On peut, avec le théoréme 6, estimer la fonction o sur les rationnels
et donc, d’une certaine maniére, estimer les p,.
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* Epreuves non corrigées par l'auteur.

Note supplémentaire

Depuis la parution de cet article, Monsieur Benoit Mandelbrot m’a
signalé qu'il avait énoncé le résultat du théoréme 4, p. 174 sous une forme
voisine et donné les grandes lignes de la démonstration lors d’une conférence
intitulée « On recurrent noise limiting coding » lors du Symposium on
Information Networks, Polytechnic Institute of Brocklyn en 1954.
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SUPPLEMENT A : LOIS DE ZIPF ET SOURCES MARKOVIENNES

§ I. PRESENTATION.

L 'étude précédente mérite une actualisation car au moment ol elle a été faite,

1'optique grandes déviations m'était inconnue.

Dans la partie IV, 1le théoréeme 4 donne une évaluation asymptotique de la queue

de la loi de probabilité sur les mots produits par une source markovienne. La
preuve que nous avons proposé s'appuie sur une analogie avec les processus de
branchements. Si on cherche le fond de 1'argument, au-dela du résultat on peut

faire 2 remarques.

1) Le caractére markovien de la source donne au logarithme de la probabilité
d'un mot (aléatoire) une structure additive (4.5) dont le terme général rentre

dans la catégorie des "variables aléatoires définies sur une chaine de Markov"
[1'1, [3'1, [4'1 .

2) Le mélange de mots de longueur différente dont la probabilité, dans son

logarithme, atteint un certain niveau est une situation type renouvellement.

Les calculs analytiques de [3'], [4'] , ainsi que ceux de [1'](orientés vers
le renouvellement), dont j'ai pris connaissance aprés ce travail et évidemment
ceux de Mode [5'] , sont en fait des calculs de grandes déviations. Comme toujours
ils contiennent un changement de probabilité recentrant le probleme, dont le choix
ne devient clair que si 1'on se penche sur la question des Tois empiriques, telle
qu'elle a été résolue par Donsker-Varadhan [2'] (et pour mémoire Sanov [6'] dans

le cas indépendant).
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La parenté étant ainsi établie, nous sommes en mesure dans § II de proposer

pour le théoreéme 4 une démonstration nouvelle et éclairante, dont une idée se

retrouve dans le chap.D . On majore a(e't) par une expression du type
Z exp - nh (g), h>0; pour t grand elle est en e_yt+0(t) , ouy = - 1'nf-—h-§2(--2
n .
est atteint en B , puis on minore a(t) par exp - ng h (ﬁl) ou n, = [%]
t

correspond ipso-facto a une "longueur prépondérante". La preuve sera faite avec

une chaine markovienne d'ordre quelconque, ce qui n'est pas plus difficile.

Dans 1a partie V , Ta convergence (exponentielle) de 1'estimateur de o

a nécessité des calculs intermédiaires : le lemme 8 et sa preuve constituent une
redite par rapport a 1'inégalité de Chernov ; les évaluations (5.35) et (5.36)

pourraient se poursuivre avec des grandes déviations sur des bi-(ou tri-)nomiales.
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§ IT - A PROPOS DU THEOREME 4.

1. Notations et résultats.

Soit r un entier supérieur ou égal a 2, E un ensemble fini de cardinal
* *
d> 2, f une fonction de E" dans R, , f, et f le minimum et Te maximum

de f sur E" . Un élément x de E"™ (n> 1) est noté x = XpeoeXy - On

définit pour t >0 et n>r

n
- n .
c,(t) = card {x€E" ; 151 Fxgseeeaxs q) <t
+00
c(t) = £ c(t)
n=r
Proposition 1 :
lTim t7' Log c(t) = v
t>+

ol o est solution d'une équation L(-a) = 0 , avec L fonction convexe ana-
lytique. De plus si B =L"' (-a) et ng = [g] alors on a
1

1im t~ Log c, (t) =y
tort t
Remargue :
Dans le théoréme 4, ona r = 2, f(ei,ej) =-Llogp, . et c(t) repré-
17 _
sente le nombre de mots ayant une probabilité dépassant e t . La proposi-

tion permet de conclure que Log a(x) ~ Log (x™Y) (plus faible que 2.2) et, ce
x>0

qui est nouveau, que parmi les mots de probabilité dépassant x, il y a une plage

1

de Tongueurs prépondérantes, celles d'ordre équivalent a % Log "

2. Preuve de la proposition :
*

N

Soit @ = E , B la tribu engendrée par les coordonnées (Xk)kew* ,» v la

. . _ aN* . -
loi uniforme sur E, et P =y sur (2,8, P) la suite U = (X ,....X o 4)

k =0,1,... est une chaine de Markov sur E" de loi initiale 7° = VB et

de transition :
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-
D
~
~—
1]
[oN
[72]
—
—
D

cesel q) = (eg,.iise)

H((e1,...,e ) (ea,... -

0 sinon -

Elle est irréductible (1" a tous ses éléments strictement positifs) et de loi

invariante 1 . Pour n > 1, la loi empirique £y~ ! (8 +...+8, ) est élément

n
1 n
(aléatoire) de M1(Er). ensemble des probabilités sur E" et donc si on note pour

*
X € R+
r(x) = (weM(E) = u(f) <x)
on peut écrire

() = d"P T p(e, € n(E) (1)

Sict

Cn+p-1
La technique suivante s'utilisera aussi au Chap.D.On fixe t ;si n est suffisam-
ment grand, la loi limite Y n'appartient pas a F(%) et on a une majoration de
type exponentiel pour P (Sn € P(E)) , pour les autres on majore par 1 . On
cherche n_ atteignant asymptotiquement la borne (principe "I = sup") et on

t

minore c(t) par c_ (t) .
Nt

Procédons au changement de transition, commenté au 3) .
Lemme :

I1 existe une fonction L0 de R dans R , convexe et analytique et pour tout ©
réel une fonction Be de E" dans R telle que He définie de E" x E" dans
R par

¥(e,e’) = ne,e') exp (g%e') - %) +of(e) - L, (8)) (2")

soit une transition,de probabilité invariante we vérifiant

O(F) = L. (o) (3%)
Preuve_du_lemme :
. ;) oy L . NS g .
Si M (e,e') = T(e,e') expof(e), alors (") a tous ses éléments stricte-

ny
ment positifs et donc d'apreés [4'] , He possede :
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- une plus grande valeur propre (positive) qu'on notera exp Lo(e) avec Lo
convexe et analytique

- un vecteur propre a droite et un vecteur propre a gauche, de coordonnées stricte-
ment positives associées a exp Lo(e) (uniques a un facteur prés) qu'on notera

{exp Be(e)} pour le droit et n%(e) exp - 8%(e) , pour le gauche.
eek eck

En dérivant les relations définissant les vecteurs propres on obtient (3').

r

Remargue :
*
(3') entraine pour tout 6 : 0 < f, < Lé(e) <f , ce qui, joint & la convexi-
té de Lo et a la propriété évidente LO(O) = 0 entraine 1'existence d'un unique
y >0 vérifiant LO(-y) = -Log d (relation type Malthus), ou encore en posant

L = L0+ Log d et en appelant h Tla duale de L

Y = - inf h(x) , L(-y) =0
« X

cet infimum est atteint en B = L'(-y) < ﬂo(f) (voir dessins)

Suite de la preuve de la proposition :

*

® 1a probabilité sur (Er)N donnant aux coordonnées

Désignons par P

U1,...,Un,... une structure de chaine de Markov de loi initiale WO et de transi-

tion m . Si Fp = o(U1,...,Un) on a toujours

e

exp (8%(Uy) - 8%U.) + nL (8) - neg (f)}
dp® 1Py

et donc pour tout 6<0 , a> 0

P (g er(a)) <exp {nlL (6) - noa + max (8%e) - 8%e"))} (4')
e,e'
")
or (1%)" admet exp r Lo(e) comme valeur propre avec les mémes vecteurs propres
o . De plus pour 6 < 0 , chaque terme de (Ee)r

v . - *
que 1T est minoré par d P expref .

On en déduit facilement
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max {(8%(e) - 8%e')} <r (L(8) -6f) (5")
e,e’

On obtient donc, gréace a (1'), (4'), (5")

*
| ' u oa' - erf
Cripaq(t) <exp - (n+r) {oa L(6)} ou a

Si a' <7°(f) ona sup6&a' -L(8)=sup 8a' -L(8)=h(a")
6<0 6

*
c'est-a-dire si N = inf {n : ter £ < 1°(f) (n+r))

*
n>N = ¢ (t) < exp y(t+r f )

z n+r-1

Et comme pour t < n f, on a toujours c (t) = 0. 11 existe K indépendant

n+r-1

de t tel que

c (t) <Kt et

nEN n+r-1

La majoration évidente c (t) < d™1 entratne

n+r-1 -

(t) % L dN+Y"1

L Cher-1 = d-1

n<N
et d'apres la définition de N, Ta dualité, et la définition de a , on a

(N+r-1) Log d < - ELE b (10(£)) ¢ y(ter £9)
m (f) B

ce qui permet de conclure a 1'existence de K' tel que

- ' Yt
c(t) =zc g <K te
n
ou encore £ 1im Log c(t) <y

b) Minoration :

On pose n [E] et on minore c(t) par ch (t) . Or d'aprés le a) on a
t
pour tout n> 1, )1€eR

Cpape1 () = d™TVES () exp 1(8%(U,) - 60U

y )) +nLy(6) -6n £ (£))

n+r-1 n n

Sict+
~

Fixons provisoirement &€ 10,8 - f,[ et posons a =8- %



>
n

et g
e,e'
t

Pour tout n < = on a désormais

™

Chir-1 -
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min exp {8%(e) - 8%e")} > 0

h' (a) <0 (car B < 7° () , Ty = I(8)~T(p-6)

(t) > " g exp {nL(8) - 6n(B-8)} Pe(inEZré)

(6")

Le changement de probabilité a été construit de facon a ce que, vu le théoreme

ergodique on ait

1im PY(e

n>+co

n€1"5) =1

En faisant n = Ny dans (5.3) on obtient donc

lim 1 Log c(t) > Lim

1

t

Log ¢

et en faisant tendre 6 vers 0

Graphe de L .

1im

Ny

H—

+r-1

Log c(t) > v

(t) > % [L(B) - 8(B-8)] > - z

b ~ == m v —

h(B-8)

(o}

(£)

L
)
)
)
)
|
1
)
'
1
)

-Log d

*

m
,
| f
|

pente -Y

Graphe de h .

Y
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3. Sur le changement de transition :

On se place dans Te cadre des "variables aléatoires définies sur une chaine
de Markov finie"([1'] ,[3'] , [4'])ou marches aléatoires typées . Soit F un

ensemble fini (c'est le E' précédent) et (u. .) une famille de mesures de

5]
Radon positives sur R , indexée par F x F et vérifiant

rowy . (1) =1

S

j J
On fabrique ainsi une transition sur F x R puis une chaine de Markov (Rk, Sk) R

keN . Onnote X, =5-S , k21, X = S0 . Une gquantité intéressante est

n
1 . . . 2 .

= I 6 qui appartient a M, (F" x R). Si la
" k=1 Re-pRieXy 1

la loi empirique L

matrice (“i J.(1)) est irréductible et m = est sa probabilité invariante,

i,j€F
la limite de L" - théoreme ergodique et loi des grands nombres - est évidemment

To B U loi sur F2 x R définie par
M, B U (i,d,dx) = m_(i) u, . (dx)

A 1'aide de [2] on montre 1'inégalité de grandes déviations suivantes .

Proposition 2 :

2

Si B est un borélien de M, (F© x R) pour la topologie de la convergence

1
étroite on a

vieF T ) Log P. (LI"€B) < - 1 (B)
n N i ="
ol IH(E) =inf (K (meu,mav) ; (Teav)eB etvj £ a(i) v j(1) = m(j)}
) v, .(dx)
t K , v) = L i . . (d 2 i Vi,j .o ..
e (Tau,mm Ry (i) JI& v1’J( x) Log ﬁj:?(3§7 si Vi,j Vi.j K My
=+ ® sinon

A vitesse asymptotique fixée on va retrouver, de facon naturelle (et non plus comme

astuce de calcul [3'] , [4'] ) le changement exponentiel.
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Notons pour tout i,j€F , 6€R Mi s (0) = {eex by j(dx) supposé fini

0 et ve Tes

o(6) 1la plus grande valeur propre de M(8) = (“1,j (e))i’j cF > U
vecteurs propres a droite et a gauche correspondants, normalisés par

z ve(i) = 7 ue(i) ve(i) =1 . D'apres [4'], L = Logp est convexe et analytique,
Zoit h sg duale (définie par h(x) = sup 6x - L(8)) . Si a est dans 1'inté-
rieur de 1'intervalle de finitude de h ea]ors

inf {K (m @ y, 7@ v) ; (m,v) vérifie I =(i) { v (dx) = a
isj ]R 19\]

et Vvj g (i) vy (1) = 7(3)}

est atteint pour

0, .
v. .(dx) = u(J) exp [6x - L(6)] u, . (dx) ou 6 = h'(a)
1,] 0. 1,]
u- (i)
Ce résultat qui se prouve a 1'aide de multiplicateurs de Lagrange, joint a 1la

proposition 2 indique le bon changement de transition pour une étude autour de a .
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D. Grandes déviations, dynamique de populations et phénoménes
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Grandes déviations, dynamique de populations
et phénoménes malthusiens

par
Catherine LAREDO et Alain ROUAULT
INRA, Biométrie, Route de Saint-Cyr ERA CNRS 532, Univ. Paris-Sud,
78000 Versailles, France Batiment 425, 91405 Orsay Cedex, France

ABSTRACT. — An ¢-indexed family of Crump-Mode-Jagers branching
process with random walk is constructed from a given process, multi-
plying jumps and life-lengths and dividing frequency of jumps by the
same factor ¢. Let {{(A) be the cardinal of the population lying in A at .
It is shown that either a. s. {{A)=0 for ¢ small enough or ¢ Log {(A) tends
to a positive deterministic limit, in probability as ¢ tends to 0. That
allows to define a time and space homogeneous function «, generalizing
the Malthusian parameter of the classical (non spatial) model.

REsUME. — Nous considérons une famille, indexée par ¢ > 0, de pro-
cessus de branchement de Crump-Mode-Jagers [I/0] avec marche aléa-
toire. Le processus correspondant a ¢ est obtenu a partir d’un processus
donné en multipliant par ¢ les sauts et les durées de vie et en divisant par e.
la fréquence des sauts. Soit {§(A) l'effectif de la population située dans A
a I'instant t. Nous montrons que, ou bien p. s. pour ¢ assez petit {(A) = 0
ou bien ¢ Log {{(A) a, en probabilité, une limite déterministe positive quand
¢ tend vers 0. Ceci permet de définir une fonction homogéne « du temps
et de I'espace, qui généralise le paramétre de Malthus du modéle clas-
sique (non spatial).

Annales de I Institut Henri Poincaré-Section B-Vol. XI1X, 0020-2347/1983/323/$ 5,00/
© Gauthier-Villars
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[. INTRODUCTION

Un modéle classique de croissance de populations est décrit par un
processus de Bellman-Harris [/0]. Chaque individu a une durée de vie
aléatoire de loi G et & sa mort donne naissance & un nombre aléatoire
(d’espérance m > 1) d’enfants. Partons d’un seul individu a ¢t = 0 et cons-
truisons l'arbre généalogique. A linstant ¢, des individus de différentes
générations sont en vie. Pour ¢t grand, la moyenne empirique des sauts

(durées de vie) sur une branche donnée est proche de J tG(dt) d’aprés la
loi des grands nombres. Les branches correspondant a des moyennes
inférieures a ftG(dt) sont moins probables, mais ont eu le temps de pro-

liférer plus. Il y a phénoméne de compensation dont le résultat est qu’asymp-
totiquement le nombre d’individus en vie a l'instant ¢ est proche de e*W.
W est une v. a. positive (strictement sous certaines conditions) et «, appelé
paramétre de Malthus est 'unique solution positive de

(1.1) J‘oc e *mG(dt) = 1.
0

Ceci se démontre généralement en utilisant la théorie du renouvelle-
ment [/0]. Nous lui préférons I'approche « grandes déviations » qui peut
se résumer ainsi.

Soient Xy, ..., X}, ... desv.a.i.i.d. deloiGet S, =X, + ... + X,.

S . , t N
Pour tout f# > 0, la contribution de la génération numéro [B} (") a lespé-

rance du cardinal de la population en vie a 'instant t est, pour t grand,
de I'ordre de

0P - ~ 1) = ml 8 exp (— L el ) + o(l»)
[£] B

exp (— é(hc(m — Logm + o(l)))

(*) [x] désigne le plus grand entier inférieur ou égal 4 x.

Annales de I' [nstitut Henri Poincaré-Section B
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ou hg est la transformée de Cramer [2] de la loi G, c’est-a-dire

hg(B) = SL}p 6 — Lg(0)) avec Lg(0) = Log j e G(ds).
0 0
Les différentes exponentielles obtenues pour des f différents sont toutes
négligeables par rapport a la plus grande ¢** ou

(1.2) o = — ér)lf()(é(hc(ﬁ) — Log m)).

o

Cet inf est atteint en f§, = J te”*mG(dt) et o' = a. Les générations
0

, t , . ,
portant les numéros — + o(t) sont prépondérantes car leurs espérances
0

le sont et une loi des grands nombres joue. f, est I’age moyen de pro-
création, connu en démographie [/0].

Outre cette mise en évidence, cette approche a I'avantage de s’étendre
au cas plus général du modéle décrit par Jagers ([/0], chap. 6) (%), auquel
nous rajoutons une dimension spatiale. A un individu y sont associés :
une durée de vie 4,, un instant de naissance T, et une position (fixe) X,.
Sa descendance immédiate est décrite par une mesure ponctuelle ¢, sur
R* x R, donnant les instants de naissance et les positions de ses enfants,
calculés a partir de (T, X,) pris comme origine. Nous étudions un pro-
cessus de branchement ou tous les (4,, £,) sont ii.d. Les sauts sur une ligne
généalogique prennent leurs valeurs dans R* x R. L’échelle asymptotique
du modéle de Bellman-Harris (t — o0) conduit ici a effectuer une homo-
thétie de rapport ¢ dans R* x R et a étudier le comportement de la popu-
lation quand ¢ tend vers 0. Autrement dit, a partir d’'un processus de référence
nous construisons une famille de processus indexée par ¢ en multipliant
par ¢ les sauts (dans R* x R) et les durées de vie. Soit (¥(A) le cardinal
de la population en vie a I'instant ¢ et située dans A, borélien de R. Soient u
I'intensité du processus ponctuel £, L le logarithme de sa transformée
de Laplace, supposée définie partout et h sa transformée de Cramer.

Définissons o, homogéne de degré 1, par

(1.3) oft,x) = — in

1 /[t x
f—hl—,-].
253)

(%) Ce modéle est souvent appelé modéle de Crump-Mode-Jagers.

Vol. XIX, n® 4-1983.
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Nous montrons, sous certaines hypothéses, qu’il existe un cone & tel que,
pour tout intervalle I de R:

1) si {t} x Iestinclus dans (&), alors p. s. (i(I) = 0 pour ¢ assez petit;

2) si {t} x I coupe &, alors ¢ Log {i(I) converge en probabilité vers
sup oft, x) quand ¢ tend vers 0.
xel

La fonction « joue le role de paramétre de Malthus local, et la rela-
tion (1.1) devient

Oa Oa
1.4 Ll—-—, ——]=0.
(1.4 < ot 6x>

Le travail décisif sur l'utilisation des grandes déviations dans les pro-
cessus de branchement est di a Biggins [4] [5] [6], dont nous utilisons
plusieurs techniques. Aprés la rédaction de ce travail, nous avons appris [§8]
(voir aussi [7]) que Biggins avait obtenu un résultat voisin (convergence p. s.
mais avec durée de vie infinie). Son optique est un peu différente, il fait
tendre ¢ vers I'infini, sans introduire de &. L’intérét de ¢ est d’envisager a(t, .)
dans son évolution au cours du temps. Dans le cas présent, il est possible
de ne pas introduire de ¢ car la fonction o est homogene a cause de I’hypo-
thése d’équidistribution des £, (la reproduction ne dépend ni de I'instant,
ni de la position). Cependant ce cadre de travail est adéquat pour étudier
le cas général d’une dépendance de &, par rapport a (T, X,).

II. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

1. Processus de branchement.

Les notations de base sont proches de Jagers ([/0], chap. 6). Nous rajou-
tons seulement une dimension spatiale sous la forme de ’analogue d’une
marche aléatoire sur R. A un individu né a Iinstant g, situé en a, on associe
un couple de v. a. (4, &) ou 1 est & valeurs dans R* et £ a valeurs dans M,
ensemble des mesures ponctuelles sur R* x R muni de la tribu borélienne
pour la topologie vague. A représente la durée de vie de I'individu et £ son
processus de reproduction. Les points de £ représentent les couples (instant
de naissance, position) des différents enfants, a partir de (o, a) pris pour
origine. Nous supposons que la loi de (4, ¢), définie sur R* x M est indé-

Annales de I’ Institut Henri Poincaré-Section B
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pendante de (g, a) (processus homogene) et que ¢ a une intensité u, mesure
de Radon sur R* x R telle que

w(B) = E&(B) (B borélien borné)
J f(t, x)u(dt, dx) = EJ f(t, x)&(dt, dx)
R* xR R+ xR

(f borélienne bornée).
Nous supposerons

(H1) l<m=puR* xR) < 0
(m est le nombre moyen d’enfants par individu)
(H2) PEO, A1 xRy =1)=1

(un individu a au moins un enfant durant sa vie).

Soient N* = N\{0},J,=N*JT={0}u <U J,,). J est 'ensemble
n=1

potentiel des descendants de {0} y compris ce dernier, décomposé en

générations. Notons y I’élément général, dont les descendants potentiels

sont les z de J(y) = {y} x J (par convention (y, 0) = y).
Soit (Q, <, P) = H(Qy, </, P,) ou les (Q,, o, P,) sont des espaces

yel
identiques sur lesquels on définit (4,, £,) de méme loi que (4, ). La notion
de réalisation est définie par récurrence:

0 est réalisé;

(y, k) est réalisé si y l'est et £(R* x R) >k (ke N*).

Il est facile de construire une indexation mesurable dans M, c’est-a-dire
une application mesurable de M x N* dans R* x R (cf. [/2], p. 247)
permettant de définir sans ambiguité « le k*™ point de ¢, » noté (T%, X¥),
pour k < ¢{(R* x R). L’instant de naissance T, et la position X, d’un
individu y = (iy, ..., i,) sont obtenus en additionnant les quantités rela-
tives 4 chacun de ses ancétres par rapport au précédent :

2.1.1) T,=T¢+ ... +Ta iy, X=X¢+ ...+ X0 0
(et (TOa XO) = (O’ O))

L'ensemble aléatoire des individus réalisés de J, (resp. J,())) est noté R,
(resp. R,(y)). Le processus obtenu en oubliant les positions, (card R,),«y

est un processus de Galton-Watson d’espérance m, supercritique, avec
non-extinction p. s. sous les hypothéses (H1) et (H2).

Vol. XIX, n° 4-1983.
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Soit A < R™ x R; n(A) est 'ensemble des « nés dans A », décomposé
suivant les générations en les #,(A); Z(A) et Z,(A) sont les cardinaux de

ces ensembles
X

212 ndA) = {yeR,I(T. X A}, na) =_Jn()

n=0

Z,(A) = Z (T, X,) € A)C), Z(A) = Z Z,(A)

yeR, n=0

SiteR", I = R, le nombre d’individus en vie a linstant t et situés dans I
est ((I):

(2.1.3) C,(I)=Z G GuD= Z (T, <t <T,+2)uX,el).
n=0

yeR,,

De méme, le nombre de descendants de y en vie a I'instant ¢ et situés dans I

est
+

2.1.4) Gl y) = z z AL <t <T + )X €l).

n=0 zeRn(y)
L’hypothése H2 peut alors se réécrire
(2.1.5 wT, <t) <{(R;y)  (pour tout y et tout t).

Par construction, deux individus différents de la méme génération ont
des descendances distinctes (principe d’exclusion):

(2.1.6) Z G y) < C(D (pour tout n, y, t).

yeR,

On peut relier les v. a. { et Z de la fagon suivante. I, et I, sont 2 intervalles
de R, I, = I,, uett vérifient 0 < u < t et A est le rectangle [t—u,t] x I;.
Alors, sous (H2), on a :
(2.1.7) Gly) = Z,(A) - Z (155 y).

yenn(A)

En effet si yen,(A), on a T, < t, donc d’apres (2.1.5)

1< LR y) =05 + 0155 y).

(®) %(.) est la fonction indicatrice d’événement.
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Il suffit d’appliquer le principe d’exclusion (2.1.6) pour aboutir a (2.1.7).
La famille indexée par ¢ est définie par

1
2.1.8) (1) = c,ln(— 1), o = g,(f 1).
T\ T\&

En combinant (2.1.1) et (2.1.2) on vérifie facilement la relation sui-
vante, base d’'une analogie fructueuse avec les marches aléatoires [4]

(2.1.9) EZ(A) = u,(A) (u, n“™ puissance de convolution de p).
Enfin 4, désigne la tribu engendrée par les n premiéres générations non

comptés leurs temps de vie, C’est-a-dire engendrée par les ¢, yeUJk.

2. Transformée de Cramer.

Considérons une mesyre p positive sur R* x R, finie. Si y = (¢, x) est
le point courant de R* x R, supposons

(H3) 1) pour tout 6 de RZexpL(f) = j exp (0, y))u(dy) < oo(*)
R+ xR

2) C étant l'enveloppe convexe fermée du support de u, on 2
w(@C) = 0 (donc C # 9) (*).

2.2.1) h(y) = sup ((6, y) — L(6))

9eR2

L est convexe et analytique. h est s. c. 1. partout finie sur C, infinie sur 6C

et C¢, strictement convexe et analytique sur C grad L est un difféomor-
phisme de R? sur C. De plus, pour tout y de C ona:

(2.2.2) h(y) = (6, y) — 1(0)

ou 0 est I'unique solution de grad L(8) = y, et alors grad h(y) = 6. Nous
dirons qu’un tel couple (0, y) est en dualité [2].
Pour tout B sous-ensemble de R x R, posons

(2.2.3) H(B) = inf ().

(%) (0, y) désigne le produit scalaire de 0 et y dans R?; ¢C. C. C, C* sont resp. la fron-
tiere, 'intérieur, la fermeture et le complémentaire de C.
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Au voisinage de I'axe {0} x R, h a les 2 propriétés suivantes :

1) SiaeR" etsiI et I, sont les 2 cones { (t, x)e R x R|x>at } et
{(t,x)eR" x R|x < —at} alors H(a) = H([," UT,) veérifie
(2.2.4) 11151 H(@@) =+ «©.
En effet I'ensemble Ky = { y|h(y) < M } est compact car convexe fermé
borné dans toutes les directions (Banach-Steinhaus) et ne touche pas
{0} x R < (Cy. 1l existe donc a > 0 tel que Ky n ([, U T, ) = @ (voir
fig. 1).

x 4

FiG. 1.

2) Si B est compact et k > 0, alors

1
(2.2.5) lim H<%B> = + 0.

k—+
1
11 suffit en effet de remarquer qu’il existe k tel que £B NnKy =

Le minimum de h est obtenu pour 6 =0, il vaut —L(0)= —Log m.
Le cone & = { y| il existe § > 0 tel que h(fy) < 0} est donc non vide
sous (H1) et la fonction o définie par

1
(2.2.6) a(y)=sup<——h(ﬁy)>
p>0\ P

est finie sur ¥ = R**-C et strictement positive sur ., négative sur &*.
THEOREME 1. — Sous I’hypothése (H3), il existe une fonction f définie
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sur 4, a valeurs positives telle que B(y)a(y) = — h(f(y)y). Sur €, o et f
sont de classe €*, f# est homogéne de degré — 1, a est homogéne de degré 1
et vérifie

(2.2.7) L(— grad @) = 0

. 1 .
Démonstration. — Sur €, h est finie, de sorte que Bh( By) a un minimum

a distance finie, comme l'indique le dessin, h étant convexe et infinie aux
deux extrémités de R* -y ; la tangente réalise la pente minimum, I’abscisse
est f-y; les homogénéités sont bien claires. Au minimum, on a successi-
vement h(fy) = (By, grad h(By)) d’ou

L (grad h(By) =0 et —aff = h(By) = (By, grad h(py))

FiG. 2.

d’ou — a = (y, grad h(By)) ce qui entraine grad a(y) = — grad h(fy) par
la formule d’Euler et permet de conclure a la validité de (2.2.7).

3. Encadrements a la Cramer-Chernov.

a) Changement de loi :

Soient 0 et y en dualité suivant (2.2.2). Posons

18(dz) = exp (6, 2) — L(B)u(d2)
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C’est une probabilité, de transformée de Laplace analytique valant en s :
exp (L(0 + s) — L(6)). Le moment du 1°" ordre s’obtient par dérivation
et vaut grad L = y. La variance est finie, continue par rapport a y (ou 0)
(c’est en effet le Hessien de L) et de rang plein (sinon une combinaison
affine est p. p. nulle et on est en dimension inférieure, ce qui contredit (H3) 2)).
On appelle i’ la probabilité centrée d’expression :

(2.3.1) 1(dz) = exp (0, y + 2) — L(0))-u(y + dz)
= exp (h(y))-exp (0, 2) iy + dz).
Il est immédiat de vérifier que sa n'™ puissance de convolution est:
(2.3.2) (E°)u(dz) = exp (0, ny + z) — nL(0))- p,(ny + dz)
= exp (nh(y))-exp (0, z)- p,(ny + dz).
C’est aussi (11,)°(dz), car 0 et ny sont duales pour y,. Nous la noterons défi-
nitivement 7.
Draprés (2.1.2), Z, est un €lément aléatoire de M ; la transformation
de u, en 1! conduit a définir :
(2.3.3) Z%dz) = exp (6, ny + z) — nL())-Z,(ny + dz)
= exp (nh(v))-exp (0, 2)- Z,(ny + dz).

Les propriétés suivantes sont immédiates (A est un borélien de R* x R)

(2.3.4) Z,(A) = exp (—nh(y))'J exp (—(6, 2))- Z¥(dz)

A —ny
(2.3.5) EZ%A) = i%A)  (analogue de 2.1.9)
b) Inégalités :
Soit B un convexe borné, inclus dans C. Le sup de h sur B est atteint en y

de 0B, de dual 0. SiueB, up.p.ona : (6, u—y) <0 (voir fig. 3). (2.3.3)
entraine pour tout B :

(2.3.6) Z,(nB) = exp (— nh(y))-Z4n(B — y))

FiG. 3.
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et par intégration (cf. (2.1.9))
(2.3.6) 1(nB) = exp (—nh(y))- m(n(B—y)).
Si B ne contient pas le minimum de h, I'inf de h sur B est atteint en )’
sur 0B, de dual 0". Si ueB,ona up.p. (0, u—y) =0 dou
(2.3.7) Z,(nB) < exp (—=nh()")-Z; (n(B—"))
(2.3.7) 14(nB) < exp (—nh(y"))- iy ((B—y")).

Enfin si B contient le minimum de h (égal & — Log m), on a évidemment
u,(nB) < p(R* x R) = m" donc dans tous les cas :

(2.3.8) u.(nB) < exp (— nH(B))

Lorsque u est une probabilité (2.3.6'). (2.3.7’) et (2.3.8) sont des
formules de base de la théorie des grandes déviations. Enfin nous uti-
liserons, en vue de I'étude de domaines variables, un résultat voisin de
(2.3.6).

Soit yeC, 6 = (64, 0,) son dual, |6|=|6,]+|6,], B=1 x J un rec-
tangle contenant y et p = max(|I[,|J|). On a

(2.3.9) Z,(nB) > exp (—n(h(y)+p|01))-Zyn(B ~ y)).

11 suffit en effet dans (2.3.4) de constater que B —y contient 0 et donc que
[(6,2)| < 10]np.

III. RESULTAT PRINCIPAL

Enongons encore 2 hypothéses :
(H4) La loi G de la v. a. 4 (durée de vie) a une transformée de Laplace

finie partout <G(11) =J e"G(dt) < oo pour tout ;7>.
0

(H5) 1l existe k > 1, tel que, si on pose gx)=x[(Log* x)*+1] pour
xeR*, on ait pour tout § Eg(Z(R* x R)) < .

THEOREME 2. — Soit I un intervalle fermé de R.

a) (Sous les hypothéses H3 et H4). Si { ¢ } x I est inclus dans (&) alors
p. s. il existe ¢, tel que pour 0 < & < g, on ait {{(I) = 0.

b) (Sous les hypothéses H1 a HS). Si {¢} x I a une intersection non
vide avec &, ¢ Log ({(I) converge en probabilité vers sup o(t, x) quand ¢
tend vers 0. xel

Comme dans tous les processus de branchement il y a alternative entre
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extinction et croissance exponentielle (sur %, a est positive). La difficulté
réside ici dans la présence simultanée de plusieurs générations. La décom-
position (2.1.3) et les majorations de Cramer-Chernov mettent en évidence
un majorant exponentiel pour E{(1) dont la contribution essentielle est

C 1
apportée par les nde 'ordrede — + o <> pour un ¢ convenable. La démons-
€ &

tration de b) nécessite une minoration obtenue en isolant un tel ndans (2. 13).
en comparant (;(I) a un Z,(nB,) pour B, convenable grace a (2.1.7), en
extrayant la partie exponentielle grace a (2.3.9) et en appliquant le principe
de la génération intermédiaire (cf. [6] ou est faite une étude précise, dans R

de Jg(x — nb)Z,(dx) pour b et g fixés).
La démonstration du théoréme 2 utilise le lemme suivant.

LeMME 1. — Sous les hypothéses (H3) et (H4), si I est un intervalle
fermé tel que { ¢t} x I ait une intersection non vide avec % on a

(3.1) @ ¢ Log EC4(I) < sup at, x).

xel

Démonstration du lemme. — Sipour 0 < Tt < tonnote B, = [t—1,t] x I
et B, =[0,t] x I on a d’aprés (2.1.3) pour tout n, t, &

3.2 )<z, (1 B,>, ol < zn<1 B,> ; Zx(z, > 3)
& &€ £

yeR,,
d'ou pour N > 0 quelconque, draprés (2.1.8)
N N
B,
3.3) EG(O) < 2#,(—) + z E Z X(;_r > f)
& Tk
n=1 n=0 yeR,
+ =
1
+ Ha| — BI .
€
n=N+1

Orles 4,, yel,, sont indépendants de %, et de loi G, et les x(y € R,) pour y€J,
sont %, mesurables d’ou pour tout n > 0 et tout d > 0

(3.4) EZ x(/ly > E) = m"G(]E, +oc>[>< m"G(d) exp (— d_r)
& & &

yeR,
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grace a la majoration exponentielle classique et (H4). Appliquant (2.3.8)
a chacun des g, il vient

N
» 1 AR dt
(3.5) EC4I) < exp| — nH{—B, ||+ G(d)exp| — —
ne m—1 £

n—
+

S e(om{Lw))

n=N+1

1
Drapreés (2.2.5), pour tout r > 0 on peut trouver k, tel que H<E B,) =r
k
pour k = ko. Le choix de N = [—0} conduit a :

8
+ x + x
1 ,
(3.6) Z exp<—— nH<— B,)) < Z e =0 M.
ne
n=N+1 n=N+1

N
1
Pour majorer z exp (—— nH (— B,>> on écrit :
ne
1

n=

1 1 1
(3.7) nH(—— Bt> > - inf(ns inf h<x>) =~ inf (— «(y))
ne g n>0 yeB:  \ ne & yeB:

d’aprés la définition de « (2.2.6). En regroupant on obtient

k 1 N 1
(3.8) E() < =0 exp <— sup a(y)) + ———IG(d) exp (-(ko Log m——dr)>
& m-— ¢

€ yeB, 3
+ 0(e™™N).

Puisque la fonction a vaut — 20 a I'extérieur de €, est négative sur ¥*
et positive sur & et que By N ¥ # @, le sup de « sur B, est le méme que sur
B, n % donc strictement positif, et ¢ Log du premier terme de (3.8) tend

vers sup ofy) > 0. Pour tout t > 0, les deux autres termes sont bornés
BN
! . ko Log m . .
pour le choix d > ———— (possible d’aprés (H4)). Comme
T

eLog(a+ b)<eLog2+elog(aV b)

et que ¢ tend vers 0, seul le plus grand terme, ici le premier, compte a la
limite et donc L

limo e Log ECi(I) < sup  a(u).

End

ueB.n Y
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Comme sur .. a est continue (¢. 1) on obtient (3. 1) en faisant tendre t vers 0.
En fait tout se passe comme si n’avaient été conservés que les n réa-
lisant presque I'égalité dans (3.7), c’est-a-dire, compte tenu du théoréme 1,

1 1
lesn, = — + 0<~> ou x réalise le sup de a(t, .) sur 1.
Plt, x)e g

Démonstration du théoréme 2.
A) Démonstration de a)

Si {t} x Iest contenu dais (£), on peut trouver I’ &; > 0 et 7 (tel que
0 <1 <t)avec
i) B, = [t —1,t] x I’ contenu dans (¥) ‘
1 1
ii) pour ¢ < ¢y, —({t} xI) contenu dans kB’ avec k, =1+ [Q}
€ 2

La premiére condition assure que pour tout k et tout n

k

la seconde que ({(I) est majoré par p, ou

n k
—H(—BQ) =>C,>0
n

N N + 2
(3.9) pp= ZZ,,(kB;) + Z ZX<;.y > k§>+ Z Z,(kB)) .
1 0 yeR, N+1

On utilise deux majorations différentes pour n < N et n > N en sui-
vant (3.2) comme l'indique la figure 4. Reprenant les évaluations (3.3),

ke By
ke Bt

1

+ -

—A-

x|

el

I
J_

o r——-
=
)
2]

Kat

o~ |-—
o™

G, 4.
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(3.4) et (3.5) on trouve, pour un choix de N de type : constante X k,
Ep, < Ck exp (— C,k). La série étant convergente, p, tend p. s. vers 0 et,
étant a valeurs entiéres, est p. s. nul a partir d’un certain rang. Il en est donc
de méme pour {{(I) pour ¢ assez petit.

B) Démonstration de b).

Le lemme 1 et I'inégalité de Tchebytchev montrent que pour tout 6 > 0
P(¢ Log (i(I) > sup a(t, x) + J) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.

xel

Nous voulons montrer maintenant que pour tout 4 > 0 on a

(3.10) lirrol P(e Log {i(I) < sup oft, x) — 6) = 0.
Ling xel

Soit D, la section de ¥ en t. Comme I n D, est non vide, le sup de «ft, .)
sur I est atteint en x € I N D, et strictement positif. Il suffit de montrer (3. 10)
pour I inclus dans D,. a(z, .) est continue sur D, donc ou bien elle est cons-
tante sur I et on peut choisir x dans I, ou bien pour ¢ assez petit, inférieur
a 4, il existe xo dans I tel que a(t, xo) = sup o(t, x) — &’. Le probléme consiste

o xel

désormais, étant donnés 9, I, xo el et ay = aft, xo) & majorer

P, = P(¢ Log (i(I) < oy — ).

X
Choisissons I, et I,, centrés en 20 de longueurs 2V et 2(V + W) avec
€

1o
W > 0 et inclus dans — I (ce qui est possible pour &V + W) assez petit)
&

t
et appliquons (2.1.7) pour n quelconque, t remplacé par — et W par U
(cf. fig. 5). ¢

(B.11) (D) > (1) > Z,A) - Z ¢iI5:), A=E‘U’ﬂ“l

&

YENa(A)
ce qui entraine
ag— 0
3.12) P, < P<Z,,(A)<1 59 € ) )
1 ap— & ap—0
+P<Zn(A)>1_5e £, ZA) - Z ((Ig; y)<e ° >
1 i10——_5 yenn(A) ’
<PlZ(A €
( W <15¢ )
+ P(Z,,(A) > 0, Z CL( ‘z;y) > 52,,(A)>.
yenn(A) )
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| T
|
w
I
|}
7 }
/ |
/ '
7/
Xop————=-"—— - - - - - —— - = A— / )l) ' |1
T 7 3
-— —
B=1 A
n
XoF—=——-= ):Q JI
ng¢ .
1 1 '
t 1
€
FiG. §.

€

Or on peut majorer P”"[Z,,(A) > 0, Z C(155y) > 6Z,,(A)] par

yenn(A)

|
HZi(A) > 0) — ( A)[ Z E®{( “z;y)J

yenn(A)

et dans cette derni¢re somme, chacun des termes par  sup  E{,(I5—x).

xel;,0<w<U

X t

<On a conditionné par X, = —, T, = — — u et utilisé¢ le fait que {(15;y)
e V¢ !

a alors conditionnellement la méme loi que (IS — x)). Mais E{(I5 — x)

est majoré par Z Z,([0, u] x (I3 — x)) (car pour ce rectangle Z, est nul,
nz1

0 ne lui appartenant pas) soit pour I’espérance, via la majoration (2.3.8), par

w
2 exp (— nH(a)) < 2H(a)™! ou on a posé a = ik supposé assez grand
nz1

pour que H(a) > 0.
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On a obtenu finalement :

2
3.13 p (1S y) > 0Z(A) ) € ——
(3.13) (Z L1z 9) ( )) SH@
yenn(A)
. w P
qui tend vers 0 dés que a = T tend vers I'infini (cf. (2.2.4)).

ag—9d

—e ¢ ) Via une homothétie, on peut
- 0

Il reste a étudier P<Z,,(A) < 1
supposer que y, = (t, xo) vérifie f(y,) = 1 (cf. théoréme 1) et donc

.. . 1 1
a(yo) = — h(yo) > 0. Choisissons désormais n = [—:l Le rectangle B=-A
& n

. . U 2V .
a comme dimensions —, — (cf. (3.11)) et contient y, dés que U >t et
n n
V > x, (cf. fig. 5). En appliquant (2.3.9), il vient

ap—9d

(3.14) P(Z,,(A) < % e—;) < P(Zin(B—-y,)) < 6,)

. , 1 1 0 Uuv
ou on a posé 6,=——exp| | - —n |——+np|0]| | avec p=max|—,—|.
1-0 € € n'n

Si on impose a ¢U et ¢V de tendre vers 0 quand ¢ tend vers 0, on a

(3.15) Logé, = —é+o<1>.
€ €

Nous allons appliquer maintenant la méthode de la génération inter-
médiaire [11] [6]. L’essentiel des calculs se trouve déja dans [6], & une
seule dimension. Le contexte est ici un peu différent : le role joué par la
variable t ne permet pas d’espérer une convergence p. s. avec cette méthode ;
nous utilisons donc une approximation uniforme par la loi normale (Berry-
Esséen) et non un théoréme limite local, ce qui simplifie les calculs.

Soit s un entier inférieur a n ; qui sera précisé plus tard. On a la décompo-
sition

(3.16) Zn(B — y,)) = Z ang—s(n(B_yO)_IZ; 2)

zeRg
ou

1) on a identifié¢, pour alléger les notations, z et (T,, X,)
2) on a posé a, = exp ((6, z) — sL(6))
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3) les Z!_(.: z), pour ze R, sont, conditionnellement & %, des copies
indépendantes de Z? _ (.).

11 suffit en effet d’écrire Z = 2 Z et d’appliquer (2.1.1).
yeR,, zeRs yeR, -s(2)

Conditionnellement a 4, la v. a. Z%n(B — y,)) est donc une combinaison
linéaire de v. a. i. Elles n’'ont pas méme loi mais nous pouvons controler
leurs queues. Nous allons les centrer conditionnellement. Définissons pour
zeR; '

b .
V.=2Z_ (B —yo)—z;z)— b, (E®V,=0 daprés2.3.5).

Dans ce qui suit, les sommations non précisées sont faites sur zeR; Si
p est un réel positif, destiné a tendre vers 0, on a :

(3.18) P(Zin(B — y,) <) < P, + P,

P, = P(Z ab, < p>
P, = P(Z a,V, <6, — p).

. .S .. ,
Si s tend vers l'infini et — tend vers 0, une application de Berry-Esséen per-
n

met de majorer P,. Cette majoration n’est utile, autrement dit Z%(n(B — y,))
n’est proche de son espérance conditionnelle que s’il y a suffisamment
d’individus dans nB :la majoration de P, se fait sous 'hypothése { t } x [« ¥
qui entraine h(y,) < 0. L’hypothése (HS5) sert dans la majoration de P,
mais pas dans celle de P;.

1) ETUDE DE P,.

Minorons b, grace au lemme suivant

LEMME 2. — Soit v une probabilité sur RZ?, centrée, de matrice de
covariance I" de rang 2, de troisiémes moments finis. C, = L, x M, est
une suite de rectangles contenant 0 et tels que, quand n tend vers linfini,

IL, | IM,]
et

NCERNE

restent minorés par des nombres strictement positifs. k, est
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. . k .
une suite d’entiers telle que — tende vers 1. Alors il existe deux constantes
n

K, et K, > 0 telles que pour tout z, et tout n assez grand

=l

\/ n

(3.19) vHe(C, — 2) > K, — K,

ou || || désigne la norme euclidienne dans R2.

Démonstration du lemme 2. — Scit W la loi . #7(0, I'). D’apres Berry-Esséen,

on peut écrire
1

|
o C, =°( ) LP( C"_Z>'
€= =0 )+ ¥ (€m0

La relation | W(A + u) — W(A)| = O(]|u]|) permet d’écrire

1 1 Izl
*""C,,— >O<i>+l}l<_cn>_K =
V¥ z) \/; \/k»n 2 \/;

1 .
Par hypothése, —\/—;C,, contient un rectangle fixe contenant 0, donc
Ky

¥ (—— C,,> reste minoré, ce qui achéve la démonstration.

NG

s
Appliquons ce lemme a k, =n—s (désormais - = 0(1)>, v=rp’et
n

-C, = n(B — y,). C, contient 0 car B contient y,. L’hypothése sur les dimen-

. e, U2V L .
sions sera vérifiée si — et —— restent minorés, donc si \/;U et \/;V restent
n

Jnon
minorés quand ¢ tend vers 0.
On peut résumer les contraintes sur U, V, W par :

(3.200 JeU et JeV>cste>0 gV +W) - 0  (cf. (3.11)
w
T — © (cf. (3.14)) eU - 0 (cf. €3.16))
ce qu’il est toujours possible de réaliser. Iz

Dans ces conditions on a b, = i%_(n(B — vy) — z) = K; — K, — et
en remarquant que Za, = Z(R* x R) on obtient : \/;

P, = P(Za,b, < p) < P(K,ZYR* x R) < 2p) + P(K,Z ||zl a; > p/n)

0 est fixe (dual de y,), donc ZYR* x R) en temps que martingale posi-
tive ([/], p. 248) a une limite p. s. quand s tend vers I'infini. Il est facile de
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montrer que sous (H2) (qui entraine la non-extinction p. s.) cette limite
n’a pas de masse en 0 donc le premier terme de la majoration de P; tend
vers 0 dés que p tend vers 0. Pour finir, on applique Tchebytchev:

1/2
PE(lz]la. > Ape~'2) < ZTE(Z Izl a)

et comme E(X || z|la.) = JH 2|l 1%dz) = O(s) on conclut

(3.21) P, =o(1) + 0(p~'e¥%5)  (s=o(e™ ), p = o(l)).
2) ETUDE DE P,.
(3.22) P, =PEZa.V.<9J, —p) < P( | Za.V,| > g), dés que p > 20¢

si @ est la fonction croissante définie sur R* par

(3.23) Q) =u?yu<1)+Qu—yu=1), si p<?2
(3.22) entraine

(3.23) P, < ‘:—2E<D( | Za.V,|), si p<?2

@ est convexe et vérifie ®(2x) < 4®(x) pour tout x de R* ; les a. sont %,
mesurables et les V, conditionnellement 4 4, sont indépendantes et
centrées. D’aprés le théoréme 1.1 de [9] il existe donc une constante Co
ne dépendant que de @ telle que

EZ@(|Za.V.|) < CoE*®(/Z(a.V.)?).

La fonction @, définie par ®,(x) = <I)(\/ ;) est concave donc sous-additive
et par conséquent :

(3.24) E®®(|Za.V.|) < GIE®®(a. | V.|).

Pour étudier EQSCID(a,tVZI) on remarque d’apres (3.16) et (3.17) que
| Vi| < Y, ou conditionnellement a %, les Y, sont des v. a. i. et de méme
loi que Y =1 + sup ZYR* x R). (HS) assure [6] que Y est p. s. finie
de loi Q vérifiant

(3.25) fgk— 1()Q(du) < 0.
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La majoration de V. entraine, pour toute f croissante de R™ dans R,

(3.26) Zf(1V:1) JJ‘(UQ
ce qui joint a (3.24) et (3.23) permet la majoration

3.27) P, < %}Cz’—i EX J D(a,u)Q(du) = %CE J j D(au)Q(du)v(

ou vy(da) est la mesure image de u*%(dz) par I'application

@z a, =exp((0 z) — sL@®)).

Comme avs_(da) est I'image par ¢ de u’, on a javs(da) = 1. Pour évaluer

Iintégrale double de (3.27), on commence par majorer ®(au) par
®,(au) = 2[(au)* A (au)] (cf. (3.23)) et décomposer R* x R* en

1 1
A= M}, A,= <Mya<—,, A;= <M,a>—,,
1 ={u>M} 2 {u a M} 3 {u a M}

ou M > 1 sera fixé plus tard. On a successivement :

sur A, D,(au) < 2aw et jj < ZJ uQ(du)
Ay u>M

- au?® u?
sur A, Dy(au) < 2a°u* < 2 — et S 2 M—Q(du)
u<M

sur Ay ®y(au) < 2au J [j av (da):l[JuQ(du)} ‘
(3.28) J‘J 2f< >Q(du)—O(Log M)~ k+1)
AjUAy

u u
U AN — 1 A—

d’aprés (3.2.5) et sup =0 ((Log M)~ k“)

P ) u [+ (Log" wf ']

(3.29) JJ‘ =0|:J 1 s(da)]
As a> —

M
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/ 1
soit{>0etM=¢"Ona q)”(a > M):@D, avec D;={z:(0,z)—L(0)> -1}
et par conséquent /

f avfda) = K(sD)
a> o

1" a comme barycentre y,, vérifiant h(y,) > 0. Si | est choisi tel que
0 <1< — h(yo), D, ne contient pas y, et donc d’aprés (2.3.8) il existe
v > 0 tel que p¥(sD;) < e™, ce qui donne

(3.30) ” o5t ” O™
AiuAz As

et, joint a (3.27)

(3.31) P, = 0(p 2s7*"Y).

Les contraintes en p, s pour que P; et P, tendent vers 0 avec ¢ sont :

p“exp(—é-l—o<1>><1 p—0 se¢ —» 0 s - 0
e I3 2 ’ o ’

splet? - 0 sTHIpT2 5 0.
k=1 L
On peut prendre par exemple p = &***1 s =[¢g ¥71],

IV. DISCUSSION

1. Deux cas particuliers.

Nous supposons ici que I'instant de naissance de tous les enfants coin-
cide avec celui de la mort du pére (processus dit de Sevastyanov [10], p. 8).
a) Absence de marche aléatoire dans I’espace :
C’est le processus de Bellman-Harris classique; on a

p(de, dx) = mG(dt)de(x) (), L(6,,0,) = Logm + Lg(6,)

2(t, x) se simplifie en at avec o donné par la formule (1.2). La relation (2.2.7)
devient

4.1.1) Logj e "mG(dt) =0.
0

(*) 8, désigne la masse de Dirac au point a.
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On retrouve le résultat classique (1.1) sur le parameétre de Malthus [/0].
b) Absence de marche aléatoire dans le temps :

clest le processus de branchement avec marche aléatoire a temps dis-
cret [4] [/1];on a, si F est la mesure d’intensité spatiale :

X
(4.1.2) alt, x) = — thF(?>
(qui est a rapprocher de [4], p. 676). Enfin la formule (2.2.7) devient :
oo Ot
4.1.3 ~=L. -],
( ) ot F( 6x>

Ces cas particuliers permettent en retour d’éclairer le cas général. Pour

0, fixé, la mesure py,(dt) = J €®*u(dt, dx) ne charge pas {0} et a un sup-
R

port inclus dans R* donc il existe un unique 6, tel que Log J €111 (dt)=0.
0

c'est-a-dire L(6,, 0,) =0 (— 0, est aussi la pente de la tangente mence
de (0, 0) au graphe de h,, ). Ceci permet de définir une fonction L définie
partout telle que :

L(gl, 02) = 0 A 01 = - i(ez)

oL
En vertu du théoréme des fonctions implicites <% > 0 d’aprés (H3)
et [2] prop. (9.7)>, L est C* et on vérifie L” > 0 donc L est convexe. La

formule (2.2.7) devient

4.1.4 *_f 5“)
“4.1. )‘ i =)
Elle est analogue a (4.1.3) et entraine, si T est la duale convexe de L
~(x
(4.1.5) aft, x) = —th(;).

Par homogeénéité, le sup de o(t,.) sur R est atteint en tX ou X réalise I'inf
de h, et ce sup vaut — th(x) = tL(0) par dualité. D’apreés le théoréme 2,

1 -~
la population totale est donc de I'ordre de exp <— (tL(0) + of 1))). Or par
€

construction i(O) est le paramétre de Malthus d'un processus de Bellman-
Harris ou p(dt) jouerait le role de mG(dt). Dans I'échelle utilisée (¢ Log),
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a l'instant t la population totale est donc du méme ordre que celle située
« prés de » tX ; C’est aussi celle d’un processus non spatial régi par la mar-
ginale de pen t.

2. Affaiblissement des hypothéses.

a) Nous avons déja dit que (H1) est nécessaire pour que & # O.
b) Nous conjecturons que (H2) utilisée en (2.1.7) peut étre affaiblie en

4.2.1) PE0, A1 xR =1)>0

le théoréme 2 restant valable conditionnellement a la non-extinction.
En effet soit ¢ = inf { t: ([0,¢] x R) > 1} (4ge du pére a la naissance
de son 1°f enfant). Seul le cas 0 < P(A < 1) < 1 reste a traiter. Soit
AT =max (4, 1) et {{(I) la v. a. obtenue en remplagant dans (2.1.3) A
par A*. 1l est clair que {;(I) > {(I) d’ou

Iim ¢ Log {¥I) < lim & Log {;F%(I) = sup aft, x).
xel

Soit {; (I)le nombre d’individus de la nouvelle population, en vie a I'instant ¢,
situés dans I et vérifiant A7 = 1,. On a évidemment LM =L (D) (on a
supprimé dans la population de référence née avant I'instant ¢ les individus
n’ayant que des enfants posthumes). Soit 1, (A) le sous-ensemble de #,(A)
formé des individus dont tous les descendants en vie a t vérifient 17 = 4.
D’apreés le principe d’exclusion (2.1.6), tout se passe comme si dans 7,(A)
on avait conservé ou non chaque individu, indépendamment les uns des
autres (conditionnellement a 4,). Ceci suggére une loi des grands nombres
(conditionnelle). Si toutes les probabilités de conservation étaient les

. . Z, (A)
mémes (p,) on aurait
conduirait a W(A)

~ p, et la démonstration a partir de (3.11)

lim (1) > sup oft, x)

xel

pourvu que ¢ Log p, tende vers 0. La difficulté réside dans la dépendance
de ces probabilités par rapport a I'instant de naissance : si cet instant est

noté — — u, cette probabilité (conditionnellement & %,) vaut Ep™® ou
I3

p = P(4 < 7). Mais conditionnellement a la non-extinction. elle est équi-
valente a Q(g)e™* quand u tend vers l'infini ([/ ], p. 162, Q(g) > 0, o para-
métre de Malthus global). Notre conjecture s’appuie alors sur le fait que
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u < U, eU tend vers O et \/rsU reste minoré. Il ne semble pas possible de
descendre en deca de (4.2.1). On peut en effet construire un processus

T
de branchement tel que p. s. 4 = 7= I (I fixé déterministe). Alors pour

tout ¢ il existe toujours une suite ¢, tendant vers 0 telle que (*(R) =0
pour tout k.

c¢) (H3) est fondamentale. Seul 1) pourrait sans doute étre affaibli en :
il existe un voisinage de 0 dans R? sur lequel exp L(.) < 0.

d) (H4) est utilisée dans la démonstration du lemme 1. A premiére vue
elle peut sembler artificielle, le résultat final ne faisant intervenir que la
fonction a, qui ne dépend pas de la forme de G (remarque également valable
pour (H2). Il suffit pour se convaincre de son utilité, d’étudier le cas extréme
de la durée de vie infinie. Dans un tel cas, on a évidemment

lim e Log (1) < sup a(y)
[0,1]x1

et on minore {{(I) par 5,(A’) ou A’ est un certain rectangle construit a partir

de )’ réalisant le sup, avec naturellement n = [ﬁl—’—)—:l’ d’ou la formule :
Y )E
4.2.2) lime Log {§(I) = sup a(y).
[0,e]x1

Dans un cas intermédiaire, sin, = sup { 7 : G() < oo } vérifie 0 < 7, < oo,
nous conjecturons l'existence d’une limite

4.2.3) lim ¢ Log {{(I) = sup a,(t, x)
xel

(1,10([, X) = Ssup [a(tla X) - ’70(! - t’)] .

o<t <t

Cette conjecture s’appuie sur Iidée suivante. Si la durée de vie est expo-
nentielle de paramétre 7,, construisons un nouveau processus de bran-
chement a 2 types d’individus. Ceux du 1°* type donnent 4 la fois des indi-
vidus du 1°* type de la maniére habituelle (¢) et au bout d’un temps T fixé
(suffisant pour vérifier (4.2.1)), s’ils ne sont pas déja morts, meurent et
avec une probabilité e~ donnent un enfant de type 2 au méme endroit.
Ceux de type 2 vivent un temps unité au bout duquel ils donnent avec pro-
babilité e " un autre individu au méme endroit. Si on s’intéresse a 'effec-
tif total (types 1 et 2) dans I a I'instant ¢ les méthodes de processus multi-
types [I4] conduisent a (4.2.3). D’autre part nous conjecturons que cet
effectif total a méme loi que celui du processus unitype initial.

e) (H5) est du genre « x Log x », hypothése usuelle dans les résultats
sur les processus de branchement.
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3. Conjecture sur les ages.

Soit (t, x) € .. On a vu que pour la population en vie a I'instant ¢ autour
de x, l'essentiel venait des générations de numéro ¢ 'B(t, x)™! + o(e™?).
Tout semble donc se passer comme si le saut moyen dans I’espace-temps,
correspondant & une génération était

e 1t
e 1Bt x)" + o(e™ )

e 1x

e 1B, )" +o(e™h)

= tp(t, x) + o(1),

=xf(t, x) + o(1) .
Or d’aprés la dualité, si y = (t, x) et (0,, 6,) = grad h(f(y)y) on a
th(t, x) = Jr exp [0t + 0,& — L(0;, 6,)u(dr, d&)

xp(t, x) =ff exp [0;7 + 0, — (0, 0,) ]u(dr, dE).

Ceci suggére que pour la plupart des individus en vie a I'instant ¢, autour
de x, la loi empirique du saut, calculée le long de leur ligne généalogique
est voisine de

(t. &) > exp [0;7 + 0, — L(0, 0,)]uldr, d<).
De tels résultats ont été démontrés rigoureusement pour le processus a
temps discret unitype [/3] et multitype [/4]. Le fait que a(t, x)=0,t + 0,x
joue le role d’un parameétre de Malthus local permet de conjecturer en plus
que la répartition des ages a I'instant ¢ autour de x converge vers la loisur R*

e""G(Jr, + oo [)dr

J 1*G(Ju, + oo [)du
R+

T H—

Sion se place en tx (cf. IV, 1.h)on a 0, = f.(O) et on retrouve la distri-
bution stable des dges pour un processus non spatial régi par la marginale
de pent [10]

4. Processus non-homogeéne.

Revenons sur l'intérét de l'introduction de ¢ et donc sur la différence
d’optique par rapport & Biggins [7] déja évoquée dans Iintroduction.
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Dans le cas présent on peut effectivement se passer de £ car aest 1-homogene.
Ceci est di au fait que le processus de reproduction ne dépend pas de la
position du pére dans I'espace-temps. On peut se libérer de cette restriction
en supposant qu’un pére en (o, a) a des enfants répartis suivant un processus
ponctuel d’intensité p(o, a; .). L’analogue pour un seul individu serait une
chaine de Markov a valeursdans R* x R. La théorie des grandes déviations
dans ce cas a été construite dans [3] et dans [/5]. A la famille (u(o, a;.))s.q
on associe (L(o, a;.)),, et (h(g,a; .))., et a tout T > 0 et tout chemin
©[0,T] - R* x R de classe ¥' par morceaux on associe I'intégrale
d’action
T
I(T, @) = JO h(s, ¢(s) ; @(s))ds .

Dans un travail ultérieur nous montrerons qu’on peut encore définir une
e-log densité a, I'analogue de (2.2.6) etant — itTlf inf )I(T, @) ou I'i(t, x)

oelr(t,x

est un sous-ensemble convenable de { ¢ : ¢(T) = (¢, x) }. On peut attendre
comme analogue de (2.2.7) une inéquation aux dérivées partielles portant
( oa
sur L{t, x; — —
ot
schémas numériques d’approximation de la solution a. Nous envisagerons
ausst le cas ol le processus de reproduction dépend de I'effectif de la popu-
lation autour du pére. L’équation (2.2.7) est de type Hamilton-Jacobi,
de hamiltonien L. Le lagrangien h est associé¢ a un probléme variationnel
qui trouve ici une illustration stochastique, les chemins ¢ étant constitués

par les trajectoires le long des lignes généalogiques.

O .
o permettant éventuellement de construire des
x
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 292 (1" juin 1981) Serie I — 933

PROBABILITES. — Lois empiriques dans les processus de branchement spatiaux
homogeénes supercritiques. Note (*) de Alain Rouault, transmise par Robert Fortet.

Pour chaque réalisation @ d’un processus de branchement spatial homogéne supercritique, on tire uniformément
un individu dans la n-iéme génération. Ceci probabilise les généalogies. On montre, pour presque tout o de
I'ensemble de survie, une majoration de grandes déviations pour la loi empirique du processus de reproduction, ce
qui permet une description a vitesse moyenne fixée.

For eachrealization o of a supercritical spatially homogeneous branching process, arandom sampling among the n-th
generation yields a probability law on the set of genealogies. For almost every o of the survival set, we show a large
deviation upper bound for the empirical law of the offspring process, which allows a description when mean velocity is
fixed. .

I. PosiTiON DU PROBLEME. — Soit .# I’ensemble des mesures de Radon positives sur
R, % (.#) la tribu borélienne pour la topologie vague. L’ensemble M (resp. M) des mesures
ponctuelles (resp. mes. ponct. simples) sur R est un fermé (resp. borélien) de .#. Soit # (M) la
tribu trace. Soit P une probabilité sur (M, Z(M)) portée par M et vérifiant :

(1) j D (R)log®(R)P(dP) < .

Son intensité p, mesure positive sur R, est supposée sans atome et vérifiant :

(2) 1<m=pR) < dou P(®: dP(R) < o0)=1.

On note po=m~"'p.
(3) L(0)=log jeaxp(dx) < ® pour 0] < 8y,.

Il existe une indexation mesurable (x, ®) - i(x, ®) de 'ensemble C={(x, ®)eRx M;
®({x}) > 0} fermé de R x M dans N [7].

Soit (Q, #,P)= ® (M, 4(M),P),#,=c{w, i<njeN}, 7 =5, masse de Dirac
ij=1
enO:

Z3=w, o,
pourn=2:
Zy= J‘Tx O, i ze ) Ln-1 (dx),
ou T, est 'opérateur translation par x.
Z°eM p.s. car p est sans atome, Z, est % ,-mesurable. Si Z¢_, décrit les positions de la
n—1-iéme génération, Z? s’obtient en faisant de chaque point de Z; _ | I'origine d’une mesure

ponctuelle tirée suivant P, indépendamment de & ,_,. (2) assure que le processus est
supercritique non-explosif. Soit S={w:Z2(R) » +o}, P(S)>0. Si h, désigne la

transformée de Cramer [3] de p, et si a vérifie (*) hy(a) < logm et ey = '[x Ko (dx) < a, alors
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934 — Série | C. R. Acad. Sc. Paris, t. 292 (1* juin 1981)
p.s.surS:
(4) n'logZ®(nla, a+€))—> —hy(a)+logm pour tout € > 0[2].

Il y a donc un trés grand nombré d’individus de la n-iéme génération de « vitesse moyenne »
dans [a, a+¢). La question est de savoir quelle a été, en moyenne, I’histoire de leurs ancétres,
notamment comment ils se sont reproduits.

Pour weS et x tel que Z2 ({x})=1 on définit n®(x)eR par:

Z(:— 1 ({nw (X)})'—' 1 et Tn“’(x) (‘on. i(n®(x), Z‘,‘,’_‘)({x})= 1

et on note r®(X) =, ;o) z2_,)-
- 1t°(x) donne la position du pére de x et r®(x) la position de x et de ses fréres par rapport a
leur pére. :
Soit n=identité, ny=mny_, on®, k= 1l et:

YR (x)=(my_p (X) =My _ sy (x), r®omy_(x))€C, -

re={yy, ..., y)€C": Ix: Z,({x})=1 et Vi<n, y,=YP(x)}

désigne ’ensemble des n-généalogies. Son cardinal vaut Z3 (R). Soit £, la loi uniforme
sur I'y.

II. RésuLtats. — Sur C on définit € ,(dx, d®)=®(dx)P(d®) mesure de Campbell
associée a P ([5], [7]).

LEMME. — Pour toute ¢ continue bornée de C" dans R :
() EJR¢(Y?(X), s Y‘:(x))Z;'.'(dx)=Ln<P(Yn oo Ya)€pdyy). €, (dY,).
Preuve. — Si Z,({x})=1et k <n, Yy (x)=Yg(n*(x)) donc :
E[L(P(Y‘{'(X), Y,‘?(X))Z?(dx)lg"n—lil
=E[JR¢>(Y'{’(}1), con Yoo (0), Y(x, ¥))Z7(dx) | »97,.-1]
ou y=n"(x) et y(x, y)=(x—y, ®, i, z=. d’ou:

{f 10

=E[J‘R1 (P(Y?(Y)a R Ynm—l(y)’ ’Y(X, ,V))Ty@n, i(y, Z;_l)(dx)Z:)—1(dy) I yn_l]

=J O(YP(), - Yoo1(9), (z, ®))®(dz)P(dD)ZC_, (dy),
RxMxR
d’ou le résultat par récurrence.

ProposiTiION. — #(C) ensemble des probabilités sur C est muni de la topologie de la
convergence étroite. On note %f,(dx, d®)=exp[0x—L(0)] % ,(dx, dD);
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(1) siA < .4,(C):

ﬁn-llogg»:’[n-l _; SyieA:| < -inf{K (%%, 2), 2€A},

p.s. sur S, ot K est P'information de Kullback;
(2) si:
ey <a <L’(By), ho(a) <logm et 0=nhg(a).

pour tout V voisinage de €% et tout € > 0 on a p.s. sur S, pour n assez grand :

9’:’<n" Y d,evinty y%e[a,a+s)>;1-e“‘” avec K >0.
i=1 i=1

Prewve. — (1) Soit G"=card{yeF$:n'128y,eX}. Le lemme. entraine

m~"EG,=|1,z(8,)(¥%)*" (dy). C est polonais car fermé¢ dans R x M polonais. Le théoréme
de Chernov pour les lois empiriques [3] donne :

limn~*!log J 1,7(8,)(€%)*"(dy) < —inf{K (49, 2), Z€A}.

Or log #2[n" 123, € A]=log G,—log Z2(R).

L’hypothése (1) entraine n~* log Z,(R) - mp.s. sur S [1]. On conclut avec Tchebitchev et
Borel-Cantelli.

(2) Etudions n~'logEH? ou He=card{yel,:n"! 3, eV, n"'Zyi€la, ate)}.
Prenons V intersection finie de demi-espaces. En utilisant la troncature proposée dans [4]
pour les fonctions linéaires de lois empiriques on trouve :

lim [—logm+n~'log EH?] < —inf {K (¥%, 2), 2€B},

ou:

B={96V‘: 3k>0,2(—k, +k]xM)=1c¢et f

RxM

x 9 (dx, d®)e]a, a+s)},
si:
PeB, K(ffg,@)=K(<€g,9)+eL X 9D (dx, d®)—L(6)
xM
+logm 2 K (%5, 2)+hy(a),

B est inclus dans un fermé ne contenant pas €% donc :

limn~'log EH® < —h, (a).
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Tchebitchev et Borel-Cantelli entrainent lim n~ ! log Hy < —hy(a)p.s.sur S, ce qui avec (4)

permet de conclure.

ITI. INTERPRETATION. — Les individus situés prés de na au temps n ont eu en moyenne une
généalogie construite a 'aide de 4% avec 6=h (a). Par rapport & 9 obtenue en moyennant
sans restriction, ou en restant prés de ne,, il y a modification exponentielle. Deux
décompositions de ¥ donnent deux constructions d’une n-généalogie typique.

(1) Soit ®°(dx)=exp [Ox—logj % @ (dt)] @ (dx) lorsque ceci a un sens et :
R

Pe(dd)):[J exp (0 t—L(G))CD(dt)] P(do),
R

probabilité sur M portée par M. Alors 6% (dx, d®)=®°(dx) P®(d®).

On tire une mesure ponctuelle ¢, suivant P? puis un point x, dans le support de ¢, suivant
la loi @}. x, devient Iorigine de @, tirée suivant P° et on choisit x, suivant t, ¢3... La n-
généalogie est (x;, ©;)...(x,, ©,)

(2) Soit p®(dx)=e*""® p(dx). On sait que €,(dx, d®)=p(dx)P, (dD) ou P, est la
distribution de Palm [5]. On tire un point x, suivant u® puis ¢, une mesure ponctuelle suivant
P, , c’est-a-dire suivant P sachant qu’un point est déja fixé en x,. Puis on tire x, suivant p°,
@, suivant P_ qu’on translate de x, . ..

Pour 8=0 on retrouve les constructions utilisées en [6].

(*) Rem. si a < e, on prend & < 0.

(*) Remise le 25 mai 1981.
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Note supplémentaire :

Depuis la parution de cet article, 0. Nerman nous a fait connattre les travaux
de 1'école suédoise, dont certains ont rapport d l'échantillonnage sur une population

(supercritique) d'un processus temporel.

JAGERS (P.), NERMAN (0.), The growth and composition of branching populations,
Adv. Appl. Prob., 1984, t.16, p. 221-259.

NERMAN (0.), JAGERS (P.), The stable doubly infinite pedigree process of supercritical
branching populations. Zeits. fur Wahr. 1984, t. 65, p. 445-460.
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F. Probabilités de présence dans un processus de branchement

spatial markovien.







97

PROBABILITES DE PRESENCE DANS UN PROCESSUS DE BRANCHEMENT
SPATIAL MARKOVIEN

Alain ROUAULT
Unité Associée 743 — A.D.4.
Mathématique (Bdt. 425)
91405 - ORSAY Cedex.

Résumé : - Pour un processus de Galton-Watson (Zn)neN
1 1

n ' Log P(Zn>0) et n ' Log EZ, ont méme 1imitebgnn Nous avons étendu ce résultat

sous-critique,

[8] aux processus de branchement spatiaux homogénes au voisinage d'un point en zone
dite sous-critique. Nous étudions ici le cas markovien dans 1'asymptotique naturelle
des grandes déviations et montrons que, sous une hypothése de sous-criticité, on a

un résultat similaire pour la probabilité de présence au "voisinage" de x , le

role de—bgw\étant jouée par 1'inf des intégrales d'action de chemins aboutissant

en X .

Abstract : - For a subcritical Galton-Watson process (Zn)n€N , n~! Log P(Zn>0)

and n'1 Log EZ, have the same limit hﬁnL We extended this result [8] to branching
random walks in the neighbourhood of a point in an area called subcritical. Here

we study markovian case in the natural framework of large deviations and show,

under a subcritical hypothesis, similar result for the presence probability in the

neighbourhood of x , with-ugnarep1aced by the infimum of action integrals of paths

reaching x .
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PROBABILITES DE PRESENCE DANS UN PROCESSUS DE BRANCHEMENT
SPATIAL MARKOVIEN

Alain ROUAULT

INTRODUCTION :

Un processus de Galton-Watson (Zn)n>0 de moyenne m, avec Z,=1 , vérifie

. _.n
i) E Z, =m

S'il est sous critique (m < 1) 11 vérifie de plus :
i1) Tim Z, =0 p.s.

n
. N
iii) 1;m - Log P (Zn>0)_21?nades que EZ, Log Z; <= [5]

i) et ii1) ont comme conséquence immédiate (inégalité de Markov)

a1 )
iv) 1;m - Log P (Zn > 0) -lxgrn

L'évolution d'un processus de branchement spatial homogéne Zn sur R (mesure

de comptage sur R) est décrite dans [2], [3] . Si u-=E Z1 est 1'espérance du

*n

processus de reproduction on a facilement E Zn = U et donc, si h est la

transformée de Cramer de u (duale de Legendre de la Log-Laplace de u , supposée

définie partout [11, [41), pour tout (a,s) de R x Ry si Ai désigne

[a,a+8) ou (a-8,a] suivant Te signe de h'(a), on a notamment :

oy a1 8y
i') Tim ; Log E 7 (n Aa) = - h(a)

n
La fonction -h joue le réle de hgn\et si h(a) >0 ona [2]

cay s Sy _
ii') 1;m Z (n Aa) =0 p.s.

Dans [8] nous avons appelé zone sous critique la région h > 0 et montré 1'analogue
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de iii) sous une hypothése de moment d'ordre 2 pour le nombre d'enfants par
}ndividu. On se propose ici, dans le cas spatial markovien non homogéne de mon-
trer, sous une hypothése (k Log k) 1le résultat type iii)ycorrespondant, conjec-
turé en [11] et énoncé en [9]. Le résultat type i), beaucoup plus simple est

traité comme cas particulier en [10] .

On se donne une famille indexée par R'x R (temps, espace) de lois de proba-
bilité sur M , espace des mesures ponctuelles finies sur R . L'élément géné-
rique est Pt’x(dv), ayant une espérance notée “t,x , mesure de Radon positive
sur R . Pt,x décrit, a 1'échelle 1, la loi des positions des enfants d'un indi-
vidu situé en x a 1'instant t . Si besoin est,on particularisera Pt,x en
supposant qu'il est découplé, c'est-a-dire construit a partir d'un nombre aléa-
toire N (de fonction génératrice gt,x) de copies de v.a. indépendantes tirées

. . 0
ivan loi
suivant une 1o Mt x

Le cas homogéne correspond a Pt,XsEP pour tout t,x .
On construit une famille indexée par ¢ tendant vers 0 de processus de
branchement spatiaux. Pour ce faire, on se donne xoe:R , position d'un ancétre
(individu de la génération 0). I1 vit un temps e puis est remplacé par des
enfants dont les positions forment un élément (aléatoire) de M obtenu de Ta
maniere suivante : on tire un élément de M suivant PE x o Oon Tui applique

b
0
une homothétie de rapport € puis une translation de vecteur x_ . Les enfants

o
de lfancétre forment la premiére génération et sont datés de 1'instant ¢, de
sorte qu'un tel individu, situé en x , sera a 1'instant 2e remplacé par des
enfants dont les positions formeront un élément de M obtenu par tirage suivant
PZe,x » €-homothétie et x-translation. On itére la procédure et on s'intéresse
pour tout t a 1'élément de M formé par les individus en vie a t (donc de

génération IE] ).

L'asymptotique est celle des grandes déviations : les reproductions sont de

plus en plus fréquentes (instants ke , ke N) et les sauts de plus en plus petits
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(rapport €) . L'outil fondamental est 1'intégrale d'action ([11, [4], [12] :
pour les marches aléatoires) définie sur A[to,t1] , ensemble des fonctions
absolument continues de [t1,t2] dans R par

t
2
I(t;,ty0) = | h(s, o(s) » ¢(s)) ds
1272 Jt
1
ot h(t,x,+) est la transformée de Cramer [13] de la mesure My o -

Un chemin doit étre vu comme l1a limite (en €) d'une ligne généalogique consti-
tuée par les positions des ancétres successifs d'un individu. Dans le cas homo-

gene, pour des raisons de convexité, ces chemins sont rectilignes. La présence

N

éventuelle de population prés de x a 1'instant t s'étudie a partir de 1'exis-

tence de lignes généalogiques dans des "tubes" autour de chemins conduisant de

=

X, & X . Onmontre que si Eng I(0,t,p) est atteint pour un ¢ de classe
o(0)=x

o(t)=x

vérifiant "grosso-modo" inf h(s,o(s),o(s)) > 0 (notion de sous-criticité)
0<s<t

alors 1'e-logarithme de la probabilité, partant de Xo de présence prés de x

0

el

a 1'instant t est, a 1a limite minorée par (en fait,tend vers,grdace a [10])

- inf I(0,t,p).
w(0)=x0

o(t)=x
Ayant besoin de lignes généalogiques, on construit au § I un espace de pro-

babilité sur les arbres spatiaux aléatoires dans 1'esprit de [7]. § II sert a
présenter les outils de grandes déviations utilisés par la suite. Au § III on
établit une minoration de probabilité de présence dite exacte (non-asymptotique).
Enfin au § IV on établit les théoremes limites, d'abord relativement a un tube,

puis avec optimisation.
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§ 1 - ARBRES SPATIAUX ALEATOIRES.

Introduction :

Pour 1'étude de notre modéle, il nous faut construire un processus de branchef
ment spatial assez général. Le processus le plus simple, que 1'on peut appeler
homogéne est obtenu en conjuguant deux phénomeénes aléatoires simples : un processus
de Galton-Watson et une marche aléatoire. Chaque individu d'un Galton-Watson est
muni d'une position aléatoire dans R et les variations de position d'une généra-
tion a 1'autre sont obtenues par des copies indépendantes d'une méme loi. Le

processus général consiste a :

1) se donner les positions des descendants immédiats d'un individu globalement,
c'est-a-dire sous la forme d'une mesure ponctuelle ;
2) imposer un caractére markovien : la loi de cette mesure ponctuelle ne dépend

que de Ta position de 1'individu considéré (et de 1'instant) ;

3) garder la propriété de branchement : indépendance des descendances d'indi-

vidus différents appartenant a la méme génération.

Dans plusieurs études nous avons eu besoin de renseignements précis sur 1'his-
toire d'un individu, c'est-a-dire les positions de ses différents ascendants.
Un formalisme adéquat est fourni par une extension au cas markovien des arbres

marqués de Neveu [7].

Mesures ponctuelles :

Soit Mk 1'ensemble des mesures de Radon positives sur Rk R B(Mk) la tribu
borélienne pour 1a topologie vague. L'ensemble Mk des mesures ponctuelles
finies (sommes finies de masses de Dirac) appartient a B(Mk) et est muni de la

tribu trace notée B(Mk) . On note M pour M,

Si 3 désigne un point extérieur a R et Sy la masse de Dirac en Xx, on

définit facilement une indexation mesurable, c'est-a-dire une application mesurable
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@de N, x Mdans R U3 telle que :

3 pour tout k

)

) =9 pour k > u(1)

(1)

Autrement dit, a 1'extension naturelle prés, o(k,u) désigne le k-ieme point de

u . Onnotera ¢ (u) pour o(k,u) . Voir par exemple [15] .

Espace probabilisable des arbres marqués :

L'outil présenté dans ce paragraphe est di a Neveu [7]. Nous en énongons suc-
cinctement les grandes lignes, avec de 1égéres modifications de notations, et

1'appliquons a notre modéle.

U désigne 1'espace des suites finies u = j1...jn d'éléments de N, . La
suite vide ¢ est dans U . La longueur de u€eU se note |u| . Pour tout

neN , {ueU: |u] =n} coincide avec N} et donc

U=z N
n>0

On note f 1la fonction de U dans _U définie par :
f(¢) =90 f(3q---dp) = dg.+-dp-q pour tout ndf
La concaténée de u et v de U se note uv
Un arbre est par définition un sous-ensemble g de U, vérifiant

*  pour tout n ¢n NQ est fini

x> f(0) cw

- P n
Remarquons que ** entraine ¢cw . Les éléments de w sont ses noeuds,

4V

n N N " .
Q est 1'espace des arbres et pour ueU Qu = {w : uew} . On note 1

] B 4" v
la tribu engendrée par les Qu . Pour ueU , on note 0, 1'application mesu-

n, 4V
rable de Qu dans @ définie par :
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v oy
0 (w) ={v:vel et uvew}
(On a translaté 1'arbre a son noeud u).

L'espace mesurable M,B(M) est 1'espace des marques. Un arbre marqué sera

V)
défini par la donnée d'un arbre Seq et dune marque \HIEN{ pour chaque noeud
UEW soit

w= (@ (v, 5 ued )

En fait nous marquons chaque individu avec la mesure ponctuelle représentant les

positions de ses enfants.

v
Q désigne 1'espace des arbres marqués et p Q - Q Tla projection canonique.

- v
Si ueu , Yy est une application de Qu = p 1 (Qu) dans M . @ est munie de
Y]

la tribu I engendrée par p'1(1) et les applications v Qu->M (ueu)

v
On note pour tout n , Fn la tribu engendrée par Tes 2 tels que |u] < n
et par les v, tels que lu] <n

2 est muni des translations @u : Qu-+ Q2 définies par

0 () = ['(}5u(3$) , (v o, VE gu(?ﬁ))] siw= (d(v,, ued ))

u uv

On a

Po eu - G)u

Si on note v=v, onapour tout u de U

o)
V =V, O sur Q (1.1)

si ueU avec |u] > 1, u=Jyq...d on note

olu,w) = @ (v, ) pour WER

SRR REEN

(o(u,w) donne Ta position de 1'individu identifié au noeud u).

u

L'application o(u) = o(u,s) de Q, dans R= Ru{3} est Q,n F, mesurable.

Dans les mémes conditions on note
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s(u) = (oo f"'1(u) , oo f72(U) .., oo F(u), o(u)
s n
application de @, dans R, , n F mesurable.

Dans le but d'étudier 1a n'®™® génération, n > 1, on définit

V] v
1 est engendrée par les (zn, neN) . On note F, la tribu engendrée par

Construction de L'espace probabilisé.

Nous probabilisons § en adaptant la construction de [7] au cas markovien :
* .
celle-ci consiste a prendre un espace canonique Q plus gros et de structure
*
plus simple. En fait o = MU convient mais la structure markovienne exige

quelques vérifications.

Proposition 1 :

Pour toute famille mesurable P, « (i,x)e Nx R de probabilités sur (M,B(M))

i1 existe une (unique) famille mesurable Pi X,(i,x)€ N x R de probabilités sur

2

(2,1) telle que pour tout (i,x) de NxR :

1) la loi de v sous Pi,x est Pi,x

2) pour tout ude U ona P, (qn{o(u) =23}) =20

3) pour tout n>0, conditionnellement & F_ sur (Q,I,P. _) Tles v.a.

n i,X
@u hJEZn) sont indépendantes et de lois respectives P_( ) ol o fonction
olu
de U dans Nx R est définie par
o(¢) = (i,x) o(u) = (i+|u] , olu)) si Jul > 1

Ceci signifie que pour tout choix des fonctions mesurables positives 9y de

Q dans R on a :
F

" [n g, o0 1= 1m E (g,)

i,X uez U u | u
n

Démonstration succincte :

* *
Soit Q@ = MU muni des applications coordonnées vy de Q* dans M , de la

* *
tribu canonique I et pour tout n>1 de Fn engendrée par tous les v: pour
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*
lu| < n-1. Pour tout (i,x) on construit sur (g ,1°) une probabilité par pro-
Tongement (Kolmogorov) d'un systeme projectif, indexé par 1'ensemble des arbres
finis, muni de la relation d'ordre naturelle (inclusion), par récurrence sur la

hauteur des arbres. En passant d'une hauteur a la suivante on impose évidemment
*

les propriétés requises. On définit la position o (u) de u = j1...jn ey

*

* * * *
par o (u) = ¢@. ( ) et o (¢) = x. L'espace (Q ,I ) est trop gros

V.. .
In J1ee-dn-
car il introduit des positions cimetieres (ou individus fictifs). On transporte

*
cette structure sur Q@ grdce a 1'application ¢y de Q@ dans Q définie par :

o €q w(w*) = {(u,v:(w*)) : vk < |ul of(fku) # 9}

On vérifie que p(w(w*)) est un arbre, que ¢ est mesurable, que pour tout n

-1 * B * -1
ona U (F )c:Fn et que O, 0oV =¥,0, sur y (). On appelle Pi x

n u

1'image de Pf par ¢ . Les propriétés 1,2,3 sont alors des conséquences de

1,X
1a construction (voir [7] dans le cas homogeéne).

Conséquences : Mesures de comptage.

*

Pour tout (i,x) , P, ne charge que ©(Q ) sur lequel on définit, (les

i,X
sommes vides valant 0 par convention), pour tout n>1

(w) = = 8 | , Z(w) = % s
ot u€zn(m) o(u) n'® uezn(w) s(u)

Par construction cn(resp. Zn) est une application Fn-mesurable de Q dans

M,B(M) (resp. Mn,B(Mn)). On note cn(w,g) (resp. Zn(w,g)) ou z (g) (resp.Zn(g))

n
la valeur de cn(resp. Zn) appliquée a la fonction g .

Si n est un entier positif fixé, on note u" 1'ensemble des suites finies

de Tongueur au plus n de nombres réels, y compris la suite vide. On peut écrire

k k

n
si R% désigne {6} , "=z R On note |¢| =0 et si OKk<n et 2€eR",
; <

|2] = k . La concaténation, notée [,] , se définit de manigre naturelle par :

S Q,€Un [(b’Q/] = [Q,,Cb] =9

siol,fed L, =k . 1B =k, . kgrky <o

1 2 1 1 2 2
[2 5% ] = (2 secssf s Rgseeesd
1oty S sl )
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Si vy est une fonction mesurable de R" dans R ,on définit, pour chaque % véri-

fiant |2| < n-1, la fonction y, de R [2 dans R par
Yo (2') =y (12,2']1)

D'apres la définition des opérateurs © de translation on a, pour O0<k<n et

weEN

Zn(wsY) = uézn_k(w) Zk‘(eu(w), YS(U)) (1.3)

et compte tenu de Ta proposition 1, a k,y fixés les variables aléatoires

w27, (6,(w), Ys(u)) »  w€z, , sont pour tout (i,x ) de NxR
p Nk _ indépendantes. Pour k=1 on a

Zn(Y) = uéz 1 vu(Ys(u)) (1.4)
n-

On supposera en fait que pour tout k,x,P, . a une espérance notée Q(kyxye),
mesure de Radon sur R, c'est-a-dire que pour toute fonction de K(R) (continue

a support compact), si v est 1'élément générique de M on a

£, V(f) - ”RxM Fy) w(dy) Py () = Qlkox,f)

2

On précise maintenant les propriétés demandées a Q .
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§ IT - NOYAUX ET CRAMER-CHERNOV.

Ce paragraphe qui rassemble les propriétés requises par les mesures de transi-
tion - ou noyaux - est directement inspiré de Ventsel [4] [12] , étendu au cas
de masses différentes de 1, en Tiaison avec 1'usagé ultérieur pour les arbres

spatiaux aléatoires.

1. Présentation :
Soit Q une fonction de Nx R x B(R) dans R* dite noyau, vérifiant

a) v(i,A) € Nx B(R) x » Q(i,x,A) est mesurable (Borel)

b) v(i,x) ENx R A - Q(i,x,A) est une mesure finie sur R,B(R)

Q est dit markovien (resp. sous-markovien) si pour tout (i,x) de NxR on a
Q(i,x,R) =1 (resp. < 1). Pour tout (k,i,x) de N,xNx R on définit sur
R la mesure Qk(i,x,-) par la formule (f € K(Rk))

Qe (i,x,f) = J ) fyqseo ooy ) QlLx,dyg) Q(i+1,yq,dyy)...QUi+k-1, y, _4,dy)
R .

Remarque 1 :

Si Q(i,x,«) est 1'espérance de Pi x du § I, on déduit de 1a proposition 1

et de (1.4)
EFn-1 Z (Y) = Z Q(o(u) Ys( )) (2.1)
i,x “n - >Ts(u )
ez, _1
et bar récurrence
E'i,x Zn(Y) = Qn(isan) (2-2)

On suppose que la fonction y de Nx R dans R définie par

v (i,%.0) jR exp 6(g-x)  Q(i,x,dz)

est finie partout et on note

G(i,x,8) = Log ¥(i,x,0) (2.3)

Pour tout (i,x) on sait ([1], [4]) que la fonction G(i,x,*) est convexe et
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de classe C” et on suppose que 1'enveloppe convexe du support de Q(i,X,.)
est R , ce qui implique que sa transformée de Cramer [13] , H(i,x,s) définie
par

H(i,x,v) = sup ov - G(i,x,6)
0

est finie partout et de classe C” (en v).

Remarque 2 :

$'il existe M > 0 tel que

inf  H(i,x,v) > - M | (2.5)
15X,V

alors e'MQ est un noyau sous-markovien. En effet (2.3) entraine
Log Q(i,x,1) = G(i,x,0) et par dualité G(i,x,0) = sup - H(i,x,v) <M. On

v
supposera désormais (2.5) vérifiée.

Pour toute fonction 8 de R' xR , on définit pour (i,x,) € Nx lR2
o  (8) = exp {0(1,x) (£-x) - G(i,x,0(1,x))} (2.6)

et le nouveau noyau Qe par :

Q®(i.x,de) = 0@ . (£) QUi,x,dg) (2.7)

i.X

Qe est toujours markovien et sa log-Laplace 6% est fournie par la formule :

6%(i,%,n) = G(i,x,0(i,x)+n) - G(i,x,6(i,x) (2.8)

-

= 0,1,... 1la suite des applications coordonnées et
1

Sur RN on définit Ty

pour 0 < i< j, on note G4 j la tribu engendrée par MiseeesTse Pour 2¢R
H]
et i< Jj on pose :
RO -1 g
i’j(z) = kEi Qk’gk (£k+1) (2.9)
Re '\’9 . . {’j,...‘,j} )
1. est Gi j mesurable, on note Ri j sa projection sur R . Parti-

cularisons 8 . Soit Ae€ R]N et 6 la fonction de (NxR) dans R définie

par

H
(k) > 80 (Kays Apyq = A) (2.10)
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(Nous forcons, a 1'instant k , 1le déplacement sous-jacent a avoir la vitesse

moyenne Ak+1-xk) .

Notons pour Q€ ]RN
)\ .
Ui(z) = 25-A, i€N
(2.11)
) = a(s 3-
(15350 =0(i,0,) {85, 4=85-h 425} + 1§1 e(k,xk){zk+1-zk-xk+1+xk}

U? (resp. Vk(i,j) est G, .

simple (2.9) et (2.11) par :

(resp. Gi j) mesurable. La dualité relie de maniére

Jj-1
0 P ) :
Log Ry ;&) = V7(i,3,2) + kii HKs 2y a2y g2 ) (2.12)
Qe étant markovien, on note encore 7 1la chaine canonique associée. (2.8) en-
traine, avec des notations évidentes,
_ 3G . :
E],X (ﬂi+1 - wi) = 30 (1sxse(1sx))

)

Ars
j ) et (0,(V (133))j>1) sont des mar-

et donc sous Q? X les 2 suites (0,(U >
&

)

tingales adaptées a (Gi,j i>i
Nous allons maintenant introduire une notion de tube généralisé sur lequel la
dérivée de Randon-Nikodym Re sera presque constante, ce qui permettra des évalua-

tions de la mesure du tube, grdce a 1'inégalité de Kolmogorov.

2. Evaluations sur les tubes.

Pour i< j et (u,v,>\)€(R::)2 x RN
J
Pi,d,uv,) = 0 LU <u o VALK < v (2.14)
i+1

Y,
qui appartient a Gi j* On note T*(i,j,u,v) la projection de

Fk(i,j,u,v)r\{l D= A } sur R SARFREEPH . On montre (par ex. d'apres [4])
les lemmes suivants!

Lemme 1 :
: . : N +
Sipour i< j et A€R » UER, on pose
-1
I,(i,3,2) = kEi HCKs A Ay g2 (2.15)

et
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. H(k',x',a) - H(k,x,a)
A(i,u) = sup 2o 2 222
x=x"[<u

aER

alors pour tout v > 0 les conditions £€T,(i,j,u,v) et |2.-A;] <u entrainent

lLog Ry 5(2) = 1;(5,3.0) ] < Dy(i,3,u,v,2)

Dy(i53,Usv,0) = v+ A(0,u) (M+1) (§-1) + 1,(4,5,0) &
Lemme 2 :

Avec Tes notations du Temme 1 on pose

Y

D(1,3,X,u,v) = I,(i,3,1) + Log Qj_i(i,ki,rx(i,j,u,v))
. 2%
D2(1sJ,A) = sup -—§ (ksxa (k,X))
i<k<j-1 98
X
oy 2% 2
001,30 = sup {53 (kon,8(k,n0) ot 7]

i<k<-1
X
ol A et 6 sont liés par (2.10).

On a alors

1) D(3,3,X,u,v,) < Dy (,3,2,u,v)

2 2

J 02(1,j,>\) J Dé(isjsx)} +
u Vv

2) D(i,j,A,U,V) Z.'D1(1,j,A,U,V) + L09 {1 = -
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§ III - PROBABILITE DE PRESENCE - MINORATION EXACTE ET LEMMES TECHNIQUES.

Nous allons établir des résultats comparables aux lemmes 2 et 3 de [8] mais
plus complexes dans la mesure ou le processus n'est pas homogéne et plus précis
dans la mesure ol nous avons une formule exacte pour p (formule 3.6) préparant

1'utilisation d'une hypothése type (k Log k) (Temme 4).

1. Définitions et notations :

On appelle processus ponctuel sur R découplé, une probabilité P sur
(M,B(M)) [8] telle que P soit 1a loi de 121651 ol & est la masse de Dirac,
les E., i =1,2,... indépendantes et de méme lToi u® et N (a valeurs dans N)
indépendantes des E; - P a une espérance en méme temps que N et pour toute

f de K(R) on a :
E w(f) = jMv(f) P(dv) = (EN) uO(f)

On se donne une famille mesurable Pi «° (i,x) e Nx R de processus ponctuels
découplés. Suivant la proposition 1, on construit alors la famille Pi ¥
(i,x) e Nx R correspondante, dite processus de branchement spatial découplé.

On suppose de plus que P a une espérance Q vérifiant les conditions de II.

* -
Fixons (n,i,xo)el\l x N xR et définissons T de u" dans NxR par

T(9) = (i.x,)

() (i+k,2,) si 0<k<n = (21,...,2k)eRk (3.1)

Soit +y mesurable a support compact S de R" dans R".
Si g€l on définit
pour |&] < n-1 B(2) = {Z"'IRI (yg) > 0}
p(2) = Pz(yy (B(2)) (3.2)

v(L)

©
L)
P
N
1}

pour |&| =n

Si y est une indicatrice, p(¢) est une probabilité de présence. On cherche
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en fait a la comparer a 1'espérance correspondante (voir introduction). On

définit donc q par :
2l <=1 = q(8) = Bz, Zo- 12| (vy) (3.3)
Comme dans [8] , une autre fonction utile, r , est définie par :

2] <nel > r(n) - {Iz py(y) Q(E(2),dy) (3.4)

Si pour tout k tel que 1<k<n, Tk désigne dans R" 1a projection sur

les k premieres coordonnées, alors p,q,r ont des supports inclus dans

" n
S={¢}+ Z m,
k=1 i

Pour Te Temme suivant, qui permet une premiére minoration, on note

()

N = 21(1) = v(1) = card Z, (voir § 1)

et pour tout (k,x,s)€NxR x [0,1]

gk’x(S) = Ek,X S s mt,X = Ek,X N = g&’x(1) = Q(k,X,1)
(3.5)
Py x(N)O) 1-SN
B = B W Px(8) T B (e gm) gy (1) =
2. Lemme_fondamental.
1) Pour tout % de U" tel que [2] < n-1 ona
a)  p(2) = r(W)[e —t— o=,y (1 - E&) 3.6
b) p(l) Z BE(E) r(2) (3.7)
2) Si pour k<n-1 on note
. 1 (2)
ne = dinf [1 - —— o=y (1 - L& (3.8)
©Clelk M W o))
2€S
et si B vérifie B < inf B-(y) (3.9)
2€S

alors on a
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n-1
p(e) > qlo¢) kgo (ny v 8) (3.10)

Démonstration :

L'idée consiste a conditionner par rapport a la premiére génération . ¢ est

fixé dans la démonstration. D'aprés (1.3) on a :

B(g) = vy F ol F o= {Zn-|z|-1 (o ) > 0} (3.11)

uezy v u ) Yg,o(u);

et d'aprés la proposition 1
F

1 _ _ .
Pr(a) (Fud = Pivpapet,otu) nepag-1 Oppsotuyy) > 00 = Pylotud) (3.12)
et d'aprés 1'indépendance conditionnelle

Pf1 (B()) = 1 [1-0p,(cu))
t() ez, [T = Pylo
d'ol
N cy _ (4. N i} ° . r(g)
e B = (n avee w = [ pyv) uzgy) (@) Pl (3.13)
En déconditionnant on obtient
t-p(8) = €=,y (1-m" = gz ) (1-m) (3.14)

1) a) découle alors de 1'identité classique g(s) = 1-m (1-s) + o(s)(1-s)
(1'usage de o remplace celui de 1'inégalité de Bonferonni [8] nécessitant des

moments d'ordre 2, voir aussi plus bas le lemme 4 )

-k
Pour 1) b) 1'inégalité évidente k P (y C.) > = P(C;) Jjointe a (3.11)

i=1 i=1

x

donne :
F
N'P%(z) (B(2)) Z-1N>0 Z1(p£)
puis

N
PI(g) (BR)) 2 Mysq

et en déconditionnant
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Pour montrer le 2) on remarque d'abord que 1'inégalité de Markov donne

2] <n-1 = p(L) < q(2)
d'ou [2] <n=1 = r(2) <q(2)

(pour [&] < n-2 ona r(g) S‘J]z g (y) Q(t(2),dy) = q(2) par itération de Q
et pour || =n-1 ona r(g) =Q(x(2), v,) = q(r)) .

D'aprés a) et b), a g fixé la décroissance de P=(4) entraine

1 (2)
p(2) 2 v {[1 - = ey (1= G2 A s ) (3.17)

v
Cette relation (évidente hors de S ) entraine pour 0 < k < n-1

p> (nkvs) r sur RF (3.18)
- ; p(e) Y ok
Dans ce cas si on note a, = inf on a, pour k<n-2 et 2eSnR

k "
2€SﬂRk q(ﬂ,)

p(2) > (n, vB) Q(t(8), dy) p,(y) > a ¢ (n, vB) Q(t(2),dy) q,(y)
k R ) k+1 Mk R

L

c'est-a-dire a, > (nkV'B) I

n-1

L'égalité g=r sur R entraine a Z.ﬂn-1\/5 ce qui termine la preuve. j

Rappelons que notre but est de minorer P0 X

(g,(a (x)>0) ot par définition
o u

A&(x)= [Xx-u, Xx+u]

Posons xo,x,n, étant fixés,
Ao = %o . A = (A1,...,An) avec A, =X UV > 0 et
(3.19)
vy = 1n (voir § II)
rx(O,n,u,v)

Dans ces conditions on a

PO’XO (2, (a,(x))>0) > PO,XO (Z (v) > 0) = p(g)

Pour poursuivre 1'étude, vu la proposition précédente i1 nous faut
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1) minorer q(¢) - ce qui est possible gface au lemme 2
2) pour tout k minorer Ny et par conséquent
a) majorer q(2) pour |&] =k

b) comparer Pz(p) duUn o fixe.
Les 2 lemmes suivants donnent une réponse a a) et b) .

3. Lemmes techniques.

Lemme 3 :

Avec les notations de II, III 1 , 2 et en particulier (3.19), sous 1'hypo-

theése

inf  H(k, A, A.4=AL) > Cc> 0 (3.20)
0<ken k> “k+1 %k’ £

la condition A(0,2u) < 1 entraine pour tout k tel que 0<k<n et tout ¢ de R

q(8) < dn_, (3.21)

ol on a noté pour 0<j<n

d.

g = exp {-ja+b} (3.22)

avec a=c (1-A(0,2u))2 , b=2v+ 2(M+1) n A(0,2u o)

Démonstration :

Si |e] =k etsi A' est définie par

A P N N T L Y Y0 W V3 b

alors on a
Y2_<__1%
Fll(k,n,2u,2v)
et donc d'aprés le lemme 2

a(e) < exp {2v + (M+1) n A(0,2u) - I, (k,n,2") (1- A(0,2u))

et comme [A: - Ay <u et A

i1 TN T A T

; Pour tout k <i<n ona

facilement, dés que A(0,2u) est inférieur ou égal a 1 :
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q(2) < exp {2v + 2(M+1)n A(0,2u) - I1(k,n,A) (1- A(0,2u))2}
puis (3.20) permet de conclure. 4!
La condition (3.20) se réfere a une "sous-criticité". ([8])

Lemme 4 :

Pour tout (A,8)€ (RI)2 , il existe 5062[0,1[ et p fonction décroissante

- ' 1 5(s)
de [50,1] dans [O,p(so)] vérifiant J 1_2 ds < = , telle que pour toute
s

)
variable aléatoire N a valeurs dans N , la condition

)1+5

E N(Log N <A

entraine
o(s) < p(s) sur [s,,1]

N
ou, comme d'habitude p(s) = E(N - %}%—)

Démonstration :
+00
o s'écrit aussi p(s) = £ P (N> n) (1-s™) ce qui donne pour tout n, de
n=0
N
p(s) < ny (EN) (1-s) + E(N 1N2n0)
ou encore

A o(s) <n, (Log 2)710 (1-s) + (Log no)'1'6

Pour optimiser en n, » on pose 6 = (Log 2)'1'6 (1-s) et sur R x[1, +«)
£(6,€) = 6 + (Log &) 17
+§

£,(8). On vérifie alors que Te choix Sy = (1 - - (Log 2

est atteint en un point

Le minimum de f(0,)
1 )'2'26)“'

9

p(s) = A F(n (6),6) ou 6 = (Log 2)7'"° (1-s) et n (6) = 2v[£ (6)] convient.
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§ IV - PROBABILITES DE PRESENCE - RESULTATS ASYMPTOTIQUES.

On va se donner des hypothéses sur le processus ponctuel de base, construire
la famille indexée par le paramétre d'échelle e puis démontrer les 2 théoremes

Timites.

Soit Pt X (t,x) € R'x R , une famille mesurable de probabilités sur

M,B(M) telle que pour tout (t,x), P ait une espérance notée T Si v

t,X
est 1'élément générique de M , on note N = v(1).

1. Hypothéses.

a) Hypothéses sur la famille My o (t,x) e R" xR

Elles sont voisines de certaines de celles de Ventsel [12], [4]

3

HO) v(t,x,0,v) € R" x R L(t,x,8) = Log J e% T (dg) et

h(t,x,v) = sup Av - L(t,x,A) sont finies.

A
H1) I1 existe M > 0 tel que inf h(t,x,v) > -M
- t,X,V
H2) h est de classe C1 en t,x, vérifie HO, H1 et il existe C mesurable de

R* dans R*,localement bornée, telle que pour tout (t,x,v) de R™«x R2 on ait

oh 3h
Ig{ (t,x,v)]| + |§'>'< (t,x,v)| < C(t) (M#1+h(t,x,v))
H3) Pour tout T > 0, il existe h1 croissante de R* dans RY telle que

vwr>0 , vt<T , wv vl <r = l%% (tsx,v)] < hy(r)

H4) Il existe h, décroissante de R’ dans R telle que
3°h
vr > 0 vt,x,v [v] < r = = (t,x,v) > hy(r)
v
b) Hypothéses sur la loi de N .
H5) Pour tout compact K de R xR, il existe Cys Cps C3 €L 6 dans RI
tels que
— _ 1+68
(t,x) ek = ¢, <Py (N>0) 5 ¢, > g x N (Log N)



2. Construction de la famille de processus (modéle avec paramétre d'échelle).

Nous allons modéliser maintenant 1'idée de reproductions de plus en plus fré-

quentes avec sauts de plus en plus petits.

Pour tout (€,x) E]R:x]R soit S€ « 1'application de K(R) dans lui-méme

E]

définie par SE f(z) = f(x+ez). Elle induit sur M une application, notée

s X
encore Sg,X définie par Se,X v(f)=v(§;%f).Pour tout i de N soit 5?,X,1'1mage
de Pis x par S€ X Pour tout ., Tla proposition 1 permet, a partir des

ﬁ? . de construire une famille P? « » (1:x) eNx R de lois sur (g,1) .

Y

3. Probabilité de présence — Minoration asymptotique relative 4 un chemin.

Le théoreme suivant relie la probabilité de présence prés de x a 1'intégrale

d'action de ¢ , chemin conduisant a x .
Théoréme 1 :

Si pour tout € 1le processus de branchement spatial construit au 2 est

découplé et vérifie HO,...,H5 alors pour tout (t,xo,x1) de R+xZR2 et o
de c1 ([0,t],R) tel que (0) = x o(t) = Xy » 11 existe ¢ positif tel

que 1finéga1ité

1
—
S
—
—
=~
+
—
~r
~
]
S
—
x
m
~
~
~
A4
o

(*) inf  hike, olke) » 1 (4.1)
k, €

>
0<ke<t-¢
entraine

lim ¢ Log P& z
g—>0_ 0’XO [ [
uwaove €

t](A§1)>0]_>_ ~1(0, t ) )

Démonstration :

t, x;» Xy et ¢ sont fixés. Comme i1 a été remarqué avant le lemme 3, si on

0
note ¢ = o(se) pour 0<s<n-= [E] ety =1, pour v a choisir
€ r, (0,n,u,v)
plus tard on a : A
e .
Pox (B (8 GNX0) > Pp (Z,(v) > 0) = p(¢) (4.2)

) u 0
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Pour utiliser les lemmes précédents nous avons besoin de quelques évaluations.
a) Evaluations relatives au II :
On vérifie facilement que ?E . @ une espérance notée €Q(k,x,-) telle que

Q(ksxsf) = r

. Jg f(x+ez) uke,x(dz)

ce qui entraine, pour les quantités définies en II, si (k,x,08,a)€ Nx ]R3

€G(k,x,e) = L(ke,x,e0) €H(k,x,a) = h(ke,x,g) (4.3)

si on note B = % exp (2C(t)) 1'hypothése H2) permet d'écrire :
A(G,u) < B (je+u) pour (je)vu <1 (4.4)

et pour tout (k,£) de NxR , d'apres

ah

o(k,£) = 1 & (ke,e, 1 (4 ,q - 2)) (4.5)

mi—

et donc gréce a H3) si ||p|| désigne Ta norme uniforme de la dérivée de ¢ sur

[0,t]

sup [8(k,8)] < 1 hy (1l ) (4.6)

g
k<n-1
2
Pour le calcul de D, et D) i1 faut majorer 3 ( G(k,£,6)) uniformément en
2 2 2;2 €
(k,£) pour 8 = 6(k,£) ou encore, grice aux calculs de dualité habituels, majorer
el (;§§ h (ke,&, é (>\k+1->\k)))-1 . H6) fournit le majorant 2 ho( |l )~
et dans ces conditions on a :
D, (0,1,2) <Dy e, Dy (0,m,)) <D,
(4.7)

@ ))?)

N vy (6

ou D2 = (h2 (

Pour k < n, 1'inégalité de Jensen et H2) donnent, si (1 + ||o| e < 1

ely (kon-k,2) < (1 + B e(1+ |lo]] )) I (ke,t,o)

+B (1+ Hé” ) (M+1) te

La minoration de E:,x Z,(y) = q(¢) devient, gréce au lemme 2 :
0
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q(s) > (11D, (5 + —5))" exp - 1 D%(0,t,0,u,v) (4.9)
u EV
D°(0,t,0,u,v) = (148u) (1+Be (1+ [lo|l ) I (0,t,0)
+B(M+1) (1+ ||o]] ) (1+Bu) te (4.10)

+ v + B(M+1) t u

IT est temps de choisir

u=ev=2/thye (4.11)
ce qui permet d'obtenir
1-tD, (& + =) = 5 et Tim D5(0,t,0,u,v) = 1(0,t,0) (4.12)
2 ' 2 27 .7 2
u eV e>0
n-1
D'aprés le lemme fondamental, i1 nous reste a minorer I (N v8)
k=0
n-1
b) Evaluations relatives au III - Minoration de I (N v8)
k=0

L'hypothese (*) correspond a (3.20) et avec les choix précédents, A(0,2u)

tend vers 0 avec ¢ et de plus on a

a =c (1-2Bu)¢ = c(1- 4c /ote )

(4.13)
eb = 2ev + 4(M+1) tu = 4 /D,te (1+42(M+1)t)
ce qui permet de conclure que dg tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 .

Ici t(¢) = (0,x)) et sionposen=[x-t [of -1, x*t [|o]| +11 on a
ScA" et donc 7(2) € [0,...,n] X A si Qeg . Si K désigne le compact
[0,t] x A on a donc, d'aprés H5) et H1)

sup B=, y>eMc, = B et sup E-, \ N(Log DL
’Q: T(Q,) - 1 déf " T(»Qa) - "2
2€S 2€S
Le Temme nous fournit un couple 50,5 tel que
1 -
J %E:) ds < e et SUp 0z (4} (s) < o(s) pour sefs,,1]
So 2€S

_ o
On peut toujours augmenter s, Ppour que p(SO) soit inférieur a 3; . D'apres

ce qui a été vu plus haut, i1 existe €0 tel que
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= 4" -
e gy =>d <cp (1-s)
On pose alors
Jp=inf {1 1<i<n et d? <cp (1-5,)) 4.14)
ce qui entraine pour 0 < k < n-j_
>1-Loa-Ldn )
Mk 2 Cy e Cy n-k
et par suite _
n-1 jp-t on . d"
1 (novB) > 8 T (1-=5(- El)) ‘ (4.15)
k=0 =3, 1 1

L'inégalité Log(1-x) > -2x Log 2 valable pour 0<x<1/2 donne alors
n

n-1 J -1 n o _ d;
1 (n,ve)>8" exn-{zﬁﬂ—g z o (1 -El)} (4.16)
k=0 Cy J=i, 1

La définition des dg et la décroissance de 5 permet de majorer la derniére
T osis

1-s
So

On peut désormais conclure en justaposant (

o
somme par 3 *Cy J ds , constante ne dépendant que de Cy et C, -

4.2), (3.10), (4.9), (4.16) et en
remarquant que jn-1 » qui est majoré par % {b- Log c (1-50)} vérifie

Tim e(3 -1) = 0, par la formule

e>0
lim ¢ Log Pg,x (¢ 4 (Au(x»>0).2 - I(0,t,p) 1
€ o [Z]
u=2vtD,e
Remarque :
On ne peut pas en général remplacer § par 0 dans H5) mais si le processus
est homogéne (pt,x = p pour tout t,x) on a J1 9%§%g§_§ E N(1 + Log N) et la

o
conclusion reste vraie en remplacant § par 0.
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4. Probabilité de présence — Minoration définitive.

On voudrait naturellement optimiser en ¢ le théoréme précédent, mais
o= Z/Eﬁé dépend de ||| - Nous allons montrer qu'avec deux hypotheses supplé-
mentaires sur h, inf I(0,t,p) est atteint. L'une H6) (dite condition de
croissance) vise, par la compacité des ensembles de niveaux de I a montrer
que 1'inf est atteint dans la classe des chemins absolument continus (A[0,t]),

1'autre H7) assure la régularité (au moins C1) des trajectoires optimales.

H6) I1 existe h de R’ dans R vérifiant
lim ! h(r) = += et v(t,x,v)elR“x]R2 h (Jv]) <h (t,x,v)
N->+oo

Elle est équivalente a

H6') voe R sup L(t,x,0) <
t.x

On montre facilement que h peut étre choisir convexe croissante. H6) entraine
H1) donc 1'existence de M.
H7) I1 existe C, comme dans H2) vérifiant

V(taxsv) € ]R+ x R

2 |§% (t,x,v)| < C(t) [M#1+h (t,x,v)]

On rappelle que A est 1'ensemble des fonctions absolument continues et I

1"intégrale d'action.

Proposition 2 :

Sous HO), H2), H6), H7) pour tous O<to<t1 et X »X de R, inf I(t1,t2,w)

1

pris sur les ¢ de Alt >t ] telles que m(to) =X, ,_m(t1) = x, est atteint

pour une ¢ de classe C1 . a
Ce probléme, bien connu, est traité dans de nombreux ouvrages, mais comme les
différentes preuves font appel a des hypothéses différentes qui se recoupent

sans se recouvrir, on rappellera ici comment nos hypothéses, qui sont loin d'étre
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minimales, permettent d'aboutir (H6)) a 1'existence et (H2) + H7) a la régularité

de chemins optimaux.

Démonstration :

On omettra parfois t et t, (fixés) dans I(to,t1, ) . On peut toujours

supposer h > 0 quitte a remplacer h par h+M . Comme I est positive sur

A, 1'inf existe. Si ¢_ est minimisante, il existe ¢ > 0 et o tels que

n
I(¢h) <c pour n>n.. D'apréSvHG) ceci entraine 1'équi-intégrabilité de la
suite &M et donc sa faible relative compacité dans L1. On extrait une sous-
suite, notée encore én convergiant faiblement vers u . La fonction ¢ , définie
sur [to’t1] par o(t) = Xy * J u(s) ds est dans A(o = u) et est limite
simple de o . D'aprés un résu?tat classique ([141, p. 243) pour tout (t,x)
Te convexité de h(t,x,+), jointe a H6) entraine
Y

Jt h(t,e(t) , u(t)) dt < lim I(g)

(o

et donc ¢ réalise 1'inf.

La régularité se prouve avec les équations d'Euler. Si BcA est 1'ensemble

des y telles que JzeLoo et w(to) = w(t1) 0, alors pour (@,P,x)€A xBx R

on peut écrire

t
1
A () -1(p)} = Jt F(X,t) dt
0
ol FOLE) = A1 (h(t,o(t) + a(t) 5 &(t) + Ap(t)) - h(t.o(t),o(t))

vérifie
. _ 8h . . ah .
Tim FOLt) = p(t) 2 (te(t),6(t)) + P(t) 20 (t,0(t),6(t)
-0

et d'aprés H2) + H7) i1 existe B> 0 et r > 0 tels que sur [ty>ty]

A <r = FOLt) KB (Jult)] + [9(t)]) (1+h(t,e(t),o(t))

Ce majorant étant intégrable (y et ¢ sont bornés), le théoreme de Lebesque
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permet de dire que si @€A réalise 1'inf alors pour tout ¢ de B ona :

1 L]
) 5 (ha0.60) + 88 ) (trolt),6(60) t = 0

X
0
ou encore, en intégrant par parties
t
[ b @ e weae) - |
t

0 0

3h

5% (0,0(0),0(0)) do}dt = 0

On en déduit qu'il existe a réel tel que (Euler sous forme intégrale)

3 (¢,0(t),0(t)) - rt M (5,0(0),0(0)) do = a sur [t ,t,]
aV P P Jt BX P O p-P- 09 1
0
. _ t an .
si on pose p(t) =a + j X (o,9(0),0(c)) do on a p.p.
t
0

Grdce a la dualité, la formule précédente s'inverse en :

5(t) = & (t,(t),p(t) p-p.

(si les h n'étaient pas des transformées de Cramer, i1 faudrait supposer la

stricte convexité de h en v ) .

@ est continue et p aussi par construction donc  coincide p.p. avec une
fonction continue. Donc ¢ est de classe c1 (et de plus vérifie les équations

d'Euler :
P(t) = 2 (tip(t),()  p(t) = 3 (to(t)p(t)) ). m

Tout ce qui préceéde nous a permis en fait de démontrer le théoréme suivant. On
note I (to,t1,x0,x1) = inf I (to,t1,w) pris sur 1'ensemble des @EAlt,ty]

tels que @(to) =Xy olty) = Xy -

Théoréme 2 :

Si Te processus de branchement spatial construit en IV.2 est découplé et

2

vérifie HO) ... H7) alors pour tout (t,xo,x1) de R xR° tel qu'un des chemins
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de classe ¢! atteignant I vérifie (*) , alors il existe o > 0 tel que :

in e log Py (z (A ) >0)>-T(0,t,x,%,) n
o [ ™M

€
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G. Espérances et majorations pour un processus de branchement

spatial markovien.
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ESPERANCES ET MAJORATIONS POUR UN PROCESSUS DE BRANCHEMENT
SPATIAL MARKOVIEN

Alain ROUAULT

Unité Associée 743-A.D.4
Mathématique (Bat.425)

91405 - ORSAY Cedex

Résumé : - Pour un processus de Galton-Watson (Zn)neN
1

et N Log Zn ont méme limite lgym. Ce résultat est étendu dans [2] au cas spatial

supercritique, % Log EZn

homogéne. Dans le cas markovien [6] avec population initiale exponentielle, on
donne ici une Timite pour 1'analogue de la premiére expression et une majoration en
probabilité pour une analogue de la seconde. Deux formules variationnelles sont en
jeu ; la seconde, avec contrainte sur 1'intégrale d'action, caractérise par la-méme
les zones de "présence".

Abstract : - For a supercritical Galton-Watson process (Z ) , % Log EZ ~ and

n'neEN
% Log Zn have the same limit Legm, This result is extended in [2] to homogeneous
spatial case. In the markovian case [6] with exponential initial population, we
give here a 1imit for the analogue of the first expression and an overestimation - in
probability - for an analogue of the second one. Two variational formulas are at

stake ; the second one, with constraint over action integral, allows the definition

of "presence areas".
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ESPERANCES ET MAJORATIONS POUR UN PROCESSUS DE BRANCHEMENT
SPATIAL MARKOVIEN

Alain ROUAULT

INTRODUCTION GENERALE :

On continue ici 1'étude des processus de branchement spatiaux markoviens

commencée en [6] , dont Tes principales conjectures ont été présentées en [7].

On se donne une famille indexée par R"x R (temps, espace) de lois de proba-
bilité sur M , espace des mesures ponctuelles finies sur R . L'élément générique
est Py X(dv) , ayant une espérance notée Hy 4o Mesure de Radon positive sur R.

9 H]
Pt,x
en x a l'instant t . Le cas homogéne correspond a Py =P pour tout t,x .

décrit, a 1'échelle 1, Ta loi des positions des enfants d'un individu situé

On construit une famille indexée par ¢ tendant vers 0 de processus de bran-
chement spatiaux. Pour ce faire, on se donne X, € R , position d'un ancétre
(individu de 1a génération 0). I1 vit un temps ¢ puis est remplacé par des
enfants dont les positions forment un é1ément (aléatoire) de M obtenu de Ta
maniére suivante : on tire un élément de M suivant Pe,xo , on lui applique une
homothétie de rapport e puis une translation de vecteur Xy * Les enfants de
1fancétre forment la premiére génération et sont datés de 1'instant ¢ de sorte
qufun tel individu, situé en x , sera a 1'instant 2e¢ remplacé par des enfants
dont les positions formeront un élément de M obtenu par tirage suivant PZE,X s

e-homothétie et x-translation. On itére la procédure, mais (nouveauté par rapport

alel) a partir d'une population initiale de taille exp é fo(x) au voisinage de
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X, pour tout x d'un compact FO ou fo > 0. On s'intéresse a ci , é1ément
de M représentant les individus en vie a t. L'asymptotique est celle des grandes
déviations : reproductiors de plus en plus fréquentes (aux instants de eNJ) et Tes

sauts de plus en plus petits (rapport €) .

Dans le cas homogene (et a ancétre unique) la méthode ([2]) a consisté a éva-
luer d'abord des espérances puis a comparer les v.a. a leurs espérances. L'espé-
*

rance de la n-ieme génération, égale a " relevait d'un calcul type Chernov.
Dans Te cas non-homogéne on se sert des grandes déviations pour chaines de Markov
(11, [81). Si M, majore uniformément les taux de croissahce, les M;1 T
réglent le déplacement markovien d'une seule particule (avec disparition).
L'outil fondamental est 1'intégrale d'action définie sur A[to,t1] , ensemble
des fonctions absolument continues de [t1,t2] dans R par

t

2

I(ty,t,,0) = h(s,0(s),0(s)) ds
1272

Y

ol h(t,x,=) est la transformée de Cramer de My y - Un chemin ¢ doit étre

vu comme la limite (en €) d'une Tigne généalogique constituée par les positions

des ancétres successifs d'un individu.

On montre au III que ¢ Log E &Et ([x-r(e), x+r(e)] ) pour un certain r(e)

tendant vers 0 est voisine de

T f (0,t,x) = f (9(0))-1(0,t,0)
o T e o 0 Y

o(t)=x
La contribution essentielle, stabilisée par 1'opération ¢ Log, a 1'espérance
de Ta population en x provient de Tignes généalogiques dan§ un tube autour
d'un chemin ¢ (dit optimal) réalisant ce sup. S'il existe s <t _tel que
fo(m(O))-I(O,s,w) < 0, alors par référence au modele homogéne, cela signifie
qu'avec une probabilité voisine de 1, 1a population est éteinte au voisinage de

o(s) a 1'instant s.La contribution correspondant a ¢ en x est nulle au temps
p
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t avec la méme probabilité donc si on attend ¢ Log gi ([x-r(e),x+r(e)] ~ alt,x)>0,
a correspondant a une formule variationnelle ne sera sirement pas atteint pour

ce chemin. En fait la conjecture (cf. [7]) est

a(t,x) = sup f (0(0)) - 1(0,t,0)
fo(w(O))ZO
o(t) = x

vs <t Tf (0,s,0(s) > 0

IT va étre nécessaire de découper [0,t] en tranches d'épaisseur t , suffisam-
ment grande pour que le processus ait eu le temps de donner des résultats asympto-
tiques, mais suffisamment faible pour que qualitativement tout se passe comme
pour un processus homogéne (e Log £ v e Log EE 1a ol celle-ci est positive).

IT est bien entendu que les points de départ spatiaux d'une tranche sont les
points dfarrivée de Ta tranche précédente ayant une densité de population suffi-
sante. L'étude d'une tranche nécessite notamment un encadrement de 1'espérance,
donc les mémes outils que dans 1'espérance globale. Mais 1'empilement d'un
nombre croissant (v % a t fixé) de ces tranches exige de ne pas s'en tenir
aux parties principales quand ¢ tend vers 0, c'est-a-dire d'évaluer les restes

de facon uniforme.

Ceci conduit dans I a 1'étude des itérées de T en vue d'obtenir des pentes
uniformément bornées pour les chemins optimaux. Pour notre modéle précisé en II,
nous énoncons et démontrons en III Tes résultats asymptotiques sur 1'espérance
du processus. Ceci a notamment pour conséquence, en IV une caractérisation
t-approchée de la zone "désertique" a 1'instant t, et une majoration, en probabilité,
de ¢ Log éi par le résultat de [E] itérations de T appliquées a fo' Dans
un prochain article nous étudierons la minoration correspondante et la convergence

de 1'algorithme vers o quand t1->0 .
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§ I - ETUDE D'UN PROBLEME VARIATIONNEL LIE A UN MODELE DE CROISSANCE DE

POPULATIONS SPATIALES.

1. Introduction :

Dans le modele probabiliste étudié, 1'évolution entre tO et t1 du loga-
rithme de Ta taille locale d'une population fait intervenir une fonction f
réglant la taille initiale et une fonctionnelle I(to,t1,w) = {t1 h(t,o(t),o(t)) dt
définie sur les chemins absolument continus de [to,t1] dans ° R (repré-
sentant les lignes généalogiques). h est astreinte a une condition de croissance

sur-linéaire, de convexité par rapport a la troisieme variable et de régularité

par rapport aux trois. On est amené a étudier le probléme variationnel

(*) sup flo(t,))-1(t ,ty,0)
‘P:Lp(t»l): ° 0"

X
flo(t,))20

(f représente le logarithme de la taille d'une population). En posant g = f

si £f>0 et g=-osi f<0 onramene (*) au probléme classique de Bolza
(**) sup glo(t )-I(t >ty ,0)
©:0(ty)=x 0

Apres avoir énoncé les hypothéses sur h, nous rappellerons au paragraphe 2 les
propriétés d'existence et de régularité des chemins optimaux pour le probleme de

Bolza et nous démontrerons un lemme technique.

Dans un modéle approché, T est un pas de temps destiné a tendre vers 0 et la
population au temps t = nt sera décrite par la fonction obtenue en itérant n
fois la procédure précédente. Si Tf(to,t1,x) désigne la valeur du sup dans (*)

on considere

oooooo

k> 1 f(x) = TF,_y ((k=1)7, kr,x) si {f,_;> 0} # ¢

= - sinon
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Si 0, désigne un chemin optimal a 1'étape k, notre but est d'obtenir une
majoration de IiékHa) uniforme en k,t vérifiant kt <'t, fixé. Une propriété
de Lipschitz sur f se transmet aux fk (mais une régularité plus forte se perd
dés la lere étape). Comme dans la théorie classique (sans contrainte), il y a
relation étroite entre les majorants de ék , de Py (1ié a @, par une équation

d'Euler) et le coefficient de Lipschitz de o

Dans le paragraphe 3 , aprés avcir rappelé le formalisme des sous-différentiels,
bien adapté ici, nous donnerons pour le probleme & un pas une majoration (uniforme
en x) de |p| et de |3Tf| . L'idée fondamentale est la suivante : le probleme
sans contrainte donne déja, grdce a la condition de croissance, des chemins opti-
maux a pentes bornées ; la contrainte introduit une majoration sur les pentes

pour d'autres raisons : la saturation a tendance a envoyer ¢ sur des régions ol

h est négatif et {u : h(t,x,u) < 0} est un compact sous nos hypotheses.

Une itération mécanique des majorations précédentes conduit a + « . Néanmoins,
la dérivabilité p.p. de Tf, conséquence du paragraphe 3 permet, dans le para-
graphe 4 , un traitement local qui donne par récurrence les majorations désirées
pour le probléme a n pas. Enfin en 5. on donne un résultat annexe utile pour

la suite.

2. Hypothéses — Existence — Régularité :

On dit qu'une fonction F de R vérifie la condition de croissance si on a

F(v) N
(cc) V] [VI++007 +

2

On considere une fonction h mesurable de R x R® dans R , telle que pour

+ . .
tout (t,x) de R xR, h(t,x,+) soit convexe et vérifie (CC). On note
L(t,x,«) Ta duale de Young de h(t,x,). On définit ainsi une fonction L de
1R+x]R2 dans R . Nous utiliserons dans cette partie les hypothéses suivantes.

Elles ne sont pas systématiquement minimales ; i1 semble en particulier que dans
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[H3] 1a Tipschitzianité de h suffirait. Mais nous les énoncons ainsi pour des

raisons de commodité (cf. [6]) .

[H1] inf h(t,x,+) vérifie (CC) , c'est-a-dire qu'il existe h de R" dans
t,X h(r)

R , vérifiant -

> + o (CC'") et

P>+

inf h(t,x,v) > h(|v|) pour tout v .
t,x

Elle est équivalente a :

[H'1] Pour tout 6€ R sup L(t,x,8) < = .,
t,X

Dans ce cas on pose

M= sup [L(t,x,0)]" , L(6) = sup L(t,x,8)v L(t,x,-8)vM
t,.X t,x

- %
L est convexe, paire, sa duale (L) est convexe, s.c.i. , paire, vérifie(cC)

donc atteint son minimum M en +r/ (r0 > 0). On pose

- %

h(r) =M, pour 0<r<rp, h(r) = (L) (r) pour r > r

=%
Alors h est croissante, convexe, s.c.i., vérifie -M < L (+ r) < h(r) (r > 0)

et convient pour [H1] . On note h=h+M>0.

[H2] Pour tout veR , sup h(t,x,vk+=. On définit alors H » convexe par
t,x

h(v) = sup h(t,x,v)
t,x

et h , croissante de RY dans R par

h(r) = sup  h(v)
[vi<r

[H3] h vérifie H1 et est de classe C1 . Pour tout t,x, h(t,x,-) est

strictement convexe. I1 existe C mesurable de R™ dans R' , localement
bornée, qu'on peut toujours supposer croissante, telle que pour tout

(t,x,v) € R" x IR2
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lBh

oh dh
5-.[: (t,X,V)l + l& (t,X,V)' + Igv (t,x,V)! _<_ C(t) [M+1+h (t,X,V) ]

[H2] + [H3] entraine

[H3'] Pour tout T > 0 11 existe une fonction croissante h1 de R* dans
R" telle que

t < T, [v]<r entraine pour tout x |g€ (t,x,v)| < h, (r)

1

[H4] h est de classe C par rapport a v et il existe h1 strictement

croissante de R dans R , tendant vers + « avec son argument telle que

pour tout (t,x,v)€R' «x R2
oh
b,] (V) s §V (t,X,V)
[H3'] + [H4] entraine
[H4'] Pour tout T > 0, i1 existe L1 croissante de R* dans R' telle
que
veE< T, 6] <r , x€R '%% (t,x,8) < Ly(r)

Le résultat principal de ce paragraphe se trouve dans la proposition suivante.
Pour tous 0 < to < t, < + « on note A[to,t1] 1'ensemble des fonctions absolu-

ment continues de [to’t1] dans R et pour (pEA[to,t1]
t

Htgotyow) = [ hltglt),6(t)) dt
t
0

Proposition 1 :

Sous les hypothéses [H1] et [H3] si f est une fonction de R dans

R U {-»} s.c.s. et vérifiant - « < sup f <+ o , alors

sup f(w(to)) - I(to,t1,w)
weA[to,t1]

est atteint et Tes chemins optimaux sont de classe C1 .
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Ce probléme, bien connu, est traité dans de nombreux ouvrages, mais comme les
différentes démonstrations se font sous des hypothéses différentes qui se recoupent
sans se recouvrir, nous renvoyons le lecteur a [6] prop. 2 (qu'il faut trés légére-
ment modifier a cause de f ). En fait [H1] entraine 1'atteinte dans A et [H3]

la régularité des chemins optimaux.

Si f(xo)=0 et f = - o sur {xo}C on retrouve le probléeme a points fixes
(to,xo) R (t1,x). Pour f s.c.s. quelconque un ¢ solution du probléme de Bolza
est aussi solution du probléme & points fixes (to,@(to)), (tj,x)

2

On note désormais pour tout (to,t1,x0,x1) de R _x R™ , @(to,t1,xo,x1)

1'ensemble des ¢ de C (It ,t,1) vérifiant
o(t )=x ,  olt,)=x , I(t.,t,,0) = inf I(t ,t,,y)
1)=x o>t JeAt Lt O 1

w(to)=xo

W(t1)=x1

c'est-a-dire 1'ensemble des chemins optimaux pour le probléme & points fixes .
Nous énoncons et prouvons maintenant un lemme technique.

Lemme 1 :

Définissons, pour (a,b,t1)€]inRE les sous-ensembles suivants de fo R2

A1(a) = %t,r,x ,x1) : @(t,t+T,xo,x1)<: {o @ I(t,t+1,0) < a}}

0

A(a) = {(t,r,xo,x1): o(t,t+1,x sxq) = {o @ I(t,t+1,0) < aT}}

A4(b) = {(t,r,xo,x1): [x4-%,] < bT}

84(b) = {(t,T,xo,x1): € B(t,ter,x 1% ), S€[t,ter] = 16(s)] < b}
sg(th= {(trxgox)s e < ]

Sous H1, H2, H3, H4 on a :



1) vaeR , 3beR_ : Az(a)cAB(b) (1.1)

2) via,b,t)eRxRE  a,ceR, : (a)naglb)nag(th) en,lc) (1.2)

Preuve du lemme 1 :

1) D'aprés [H1] , si (t,T,xo,x1)€A2(a) et me@(t,T,xo,x1) on a

t+
! j Th (|o(s)]) ds < a (1.3)
t

=

La croissance de h , jointe a sa convexité (Jensen) donne alors :

[X,-x | _ t+T _q (tT o, _poteT
h (——2) = h ([ ts) ds)) <n (T[T jecs) ) ds) <t [
- T Jt Jt Jt
d'ou h ——) <a et on conclut & 1'existence de b car h vérifie CC .

2) Soit (t,r,xo,x1)€lﬁ3(b). Tout ¢ de @(t,T,XO,X1) vérifie les équations

1 -tel que pour tout s de [t,t+1]

d'Euler partout : il existe p de classe C
on ait :

(s50(s),0(s))  »  ps) = & (s,0(s).d(s)) (1.4)

Q)|QJ
xXI1>

p(s) =

D'aprés le théoreme de la valeur moyenne, il existe S, € Jt,t+1[  tel que
X, =X
170

é(so) = et donc d'aprés [H3'] p vérifie

Ip(s,)]< hy(b)

s .
La formule p(s) = p(so) + J %g (0,0(0),@(0)) do permet alors d'écrire
S
0

t+1
P <y + | I (os0le) i) do

et d'apres H3 , si (t,T,xo,x1)e:A5(t1) on aboutit en posant C = C(t1) a

p(s)] < hy(b) + C [(M+1) t! + I(t,ter,0)]

Si (t,r,xo,x1)E:A1(a)r1A3(b)r1A5(t1) on a donc un d tel que

Ip(s)] < d Vs € [t,t+1]
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(4) et (H4') donnent alors, pour tout s de [t,t+r]

®(s)| < Ly(d)

3. Le probléme d un pas.

On suppose H1),...,H4) vérifiées, f s.c.s. de R dans R, sup f < = . On

note pour to < t1

Tf (tost1sx) = SUEI) f(‘-p(to)) - I(toyt13(p)
el [to,t1]
(D(t1)=X
Flolt,))>0
et @f(to,t1,x) 1'ensemble des chemins optimaux c'est-a-dire, des ¢ de

cl(It,t,1) vérifiant olt,)=x;, flo(t)))>0 et flo(t,

))-I(to,t1,m)= Tf(to,t1,x) .
Ce paragraphe est destiné a préparer le suivant (itération). Pour majorer
uniformément [hb”m pour <p€¢jft,t+r,x) avec x vérifiant "Tf(t,t+1,x)
minoré par une constante'), nous distinguerons suivant que ¢ sature ou non la
contrainte. Dans le cas de non-saturation nous utilisons les équations d'Euler.

L car de

IT ne servirait a rien de supposer la fonction initiale f de classe ¢
toute facon, les futures fonctions initiales (Tf) seront "seulement" s.c.s. et
Lip.loc. Nous rappelons le formalisme des sous différentiels ou gradients géné-
ralisés ([31,[4]) puis nous établissons la Lip.loc.de Tf(t,t+t,-). A cause de
la contrainte, 1'argument classique de modification "en paralléle" d'un chemin

optimal est inopérant. Nous utiliserons dans ce cas une modification "conique"

(respectant la contrainte).
Lemme 2 : (sous les hypotheses H1...H4).

*
Pour tout (a,t1!) de R, xR, il existe a' de R

si t,t vérifient t+r §_t1, si x vérifie Tf(t,t+t,x) > -at , tout ¢ de

, tel que pour tout f,

@f(t,t+T,X) vérifiant((gp(t)?= 0 satisfait a

o(s)| < a' (1.5)

sup
tds<t+T
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Preuve du lemme 2 :

Tf(t,t+1,x) > -art et(((p(t))= 0 entraine (t,7,0(t),x) €A2(a) (notations
du lemme 1) ; i1 existe donc b > 0 tel que (t,t,p(t),x) appartienne a A3(b) .
Or i1 appartient a A5(t1) par hypothése, donc finalement a A1(at1)f1A3(b)r1A5(t1)

d'oll Te résultat . a
On se propose maintenant d'obtenir le méme résultat quand{%@(?})> 0.

Définitions : [3]1[4] .

a) Une fonction f de R" dans R est dite Tocalement lipschitzienne si pour

tout sous-ensemble borné B de R" il existe KB > 0 tel que
XX, €B = [f(x)) = f(x,)] < K [[x4=x, ||

Une telle fonction est dérivable p.p., la fonction f' ainsi définie est bor-

née sur les sous-ensembles bornés de son domaine de définition.

b) On appelle gradient généralisé de f en x et on note 3f(x) 1'enveloppe

convexe de 1'ensemble des limites de la forme 1lim f'(x+hi) ol hi—+0 quand

i++ o,

3f (x) est un compact convexe non vide ; dans le cas n=1 c'est un intervalle
compact. On notera sup [3f(x)| = sup {|a] : aedf(x)} . Si xeB on a évidem-

ment sup [3f(x)| < Kg .

Si f est convexe on retrouve le sous-différentiel, si f est de classe C1
au voisinage de x on a af(x) = {f'(x)} .

c) Soit to<ty s oe Alt»ty] . On dit que h de [t,-ty] x R’ dans R est

lipschitzienne en (x,v) prés de ¢ , s'il existen> 0 et ke L] [to,t1] , tels

que 1'on ait pour presque tout t de [to,t1] :

_ ?ug[lxi-w(t)l + [vi-é(t)[]< n = |h (t,x;,vq) - h (tixo,v,)] < k(L)L xq=xp]+]vy=v,|]
i=1,
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Théoréme [4]:

Si g est une fonction de R dans R, localement Tipschitzienne, si h est
mesurable en t, @ optimale pour le probléme (**) et h Tlipschitzienne en (x,v)

prés de ¢ , 1l existe p € A[to,t1] tel que

(b(t), p(t)) € h (t,o(t),@(t))  p.p. sur [t ,t;]

- p(t) €g(o(t)) 0

Les outils sont maintenant en place pour démontrer Te résultat annoncé, avec la

définition suivante que notre contrainte nous améne a proposer.
Définition :
[e]
Si A est un sous-ensemble de R d'intérieur A # ¢ f est dite localement

uniformément Tipschitzienne sur A (en abrégé LUL sur A) s'il existe n et

K> 0 tels que

xpgeh o XXl <n S IFOq)-FQ) | <K xyox]

Lemme 3 : (sous les hypothéses H1...H4)

Si f est LUL sur {f > 0} et sup f <=, alors pour tout (a,t1) de

R, x R: il existe a" de R_  tel que t+t < !

f(

, Tf(t,t+t,x)>-at ,

©ED (t,t+1,x) ,tcp(t))> 0 entrainent : sup |o(s)| < a" .

t<s<t+t

Preuve du Temme 3 :

Puisque ¢ ne sature pas la contrainte, on peut toujours modifier f en
une fonction localement lipschitzienne sur R , identique a f dans un voisinage
de @(0) et telle que ¢ reste optimal pour le nouveau probléme. Comme ¢ est

de classe C1

, 1'image de [t,t+t] par 1'application (p,p) est bornée ce qui
joint a 1'hypothése H3 (h est de classe C1) entraine que h est Tipschitzienne

en (x,v) prés de . Le théoreme de Clarke nous donne alors :
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ps) = 2 (s,0(5),0(s)) 5 p(s) = & (s,0(5),3(5)) pop. sur [t,te1]
(1.7)
- p(t) eaf(o(t))
d'ol pour tout se[t,t+7]
s a"] .
p(s) €= aflol(t)) + [ (oul0)silo)) do
0
L'hypothese H3) et 1'optimalité de ¢ donnent alors
sup  [p(s)] < a
tls<t+1
(1.8)
avec a; = sup [3f(p(t)| + C (et 4 flo(t)) - Tf (t,t+7,x)]
et finalement sous les hypothéses du Temme 3 :
sup  |p(s)]| < sup [af| + c[(M1+a)t! + (sup £)°] = a, (1.9)
tds<t+T
(7) et (H4') permettent alors de conclure
sup |o(s)| < a" = L,(a,) (1.10)

tds<t+t

Proposition 2 :

Sous Tes hypotheses des lemmes 3 et 4, la fonction f1 = Tf(t,t+r,-) est LUL

sur  {f, > -at}

Montrons dfabord la sous-Tipschitzianité de f1 sur R . Soit x quelconque,

Y] -
wE:@f(t,t+T,X) et |A] <1 . Lechemin ¢ défini par g(s) = p(s) + 2 §;E (1.11)

pour se€[t,t+t] vérifie g(t) = p(t), g(t+r) = x+),satisfait toujours

la contrainte f(;(t)) >0 ce qui n'est pas toujours le cas du.chemin classique
¢ défini par

= @(s) + A (1.12)

o(s)
t+T X X+A X
V]
¥
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La sous-optimalité de $ , jointe a 1'optimalité de ¢ donne :
£y (xrd) = F1(x) > T(E,t41,0) - 1(t,t+7,0)
et d'apres H3)on a pour tout (&,v) , s §_t1 s [8qlvsy] <1,
h(s,g,v) - h(s,g+61,v+62) > -D (]61| + [62|) [M+1+h (s,&,v)]
(1.13)
ol D = exp 2¢(t])

ce qui donne, en tenant compte de H2) et en intégrant

fq(x+2) = f,(x) > -D (1+t1) [M+1+R (II&HGJ)] |A| pourvu que |A| < 1At (1.14)

1
D'aprés les lemmes 2) et 3), si f1(x) > -at et <p€¢f(t,t+r,x) on a

”é“qa,i a'va" d'ou en posant
D' = D(1+t!) [M+14R (a'v a")] (1.15)

fi(x+x) - £,(x) > - D' [A[ dés que fy(x) > -at et [A] < 1At

1

on obtient le résultat demandé en échangeant x et x+A

Remarque :

Le majorant B' de sup |[3Tf| sur Tf > -at dépend via a" du majorant de

sup |af| et sup f (cf. (9) et (10))

4. Le probléme d n pas.

Notre objectif, rappelons-le est d'étudier 1'itération de 1'opérateur T .
Avec 1'idée d'approcher le probléme d'optimisation a contrainte permanente Te pas
de temps Tt est destiné a tendre vers 0 ; nous cherchons pour un temps fini t
(c'est-a-dire au bout de 0(%) opérations) une majoration uniforme des pentes des

chemins optimaux et des gradients des fonctions successives.

D'aprés la remarque du 3 , une itération mécanique des majorations conduirait
a + o . Nous prouverons notre résultat par un traitement Tocal, s'appuyant sur
les propriétés de dérivabilité p.p., conséquence de la proposition 2. Construisons

d'abord notre itération :
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f est LUL et vérifie sup f <= , T est positif et Ty o n€EN est une
suite de réels.
Soit 9o = (1.16)

((n=1)1, nt,x) + ¢ si {9,420} # ¢

n>1 g,(x) = Tg

n-1
= - o sinon

On note Fn = {gn42 0}, n>0. La suite z, est 1a pour des raisons techniques

dans les calculs des chapitres suivants. En fait la frontiére de la zone de pré-

sence a tendance a contenir peu d'individus et les . sont 1a pour s'en écarter

n
un peu. Pour que 1'algorithme ait des chances de converger vers la limite atten-

due (cf. introduction générale) i1 faut néanmoins que les Zh soient négligeables

par rapport aux g c'est-a-dire . sup [cn[ —> 0 . Deux cas principaux
n >0

serviront : gns >0 et

~ WY

+0 et cnz -z et % -0 .

Proposition 3 : (sous H1...H4)

1) Pour tout n, g, est LUL sur F_ .

1

2) Pour tout a> 0, t" >0, il existe C1,...,C4 tels que pour tout T > 0,

1

toute suite Ty ke N telle que sup Tk <at et n tel que nt <t on ait
c A
D gl < ¢ (1.17)
L] g -
i) wxeF sup {[|o]| : ped " "(n-1)7, %)) <G
' (1.18)
VX, X' €F [x=x"| <tal = g, (x)-g (x")] < C3 |x-x']
1i1) Foc [-Cqs +Cyl (1.19)
Preuve_de_la_proposition_3
1) H1) entraine facilement
lapll, <IIF7Il, + (M+a) ne (1.20)

et Ta LUL se prouve par récurrence en utilisant la proposition 2.
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2) ii) et iii) - Pour prouver 1'existence de C,, on montrera 1'existence
d'un majorant uniforme pour le coefficient de sous-Tipschitzianité de g, sur
Fn et on utilisera la dérivabilité p.p. de 9, > conséquence de 1) pour montrer
qu'il majore aussi les sous-différentiels correspondants.

Soit nt < t1 et xE:Fn supposé non vide. On définit simultanément par

récurrence sur k < n une suite de chemins (optimaux) wkE(ﬂ ([(k-1)T,kt]) et

une suite de points Xy vérifiant

xn=x=@n(nr) , xk=wk(kr)=mk+1(kT) 1<k<n x0=w1(0)

(1.21)

Ik-1
¢ €2 ((k-1)T,kT,Xk) 1<k<n

(Les @ sont non vides d'aprés la proposition 1).

Si k est fixé et X vérifie gk_1(xk_1+k) > 0, la sous-optimalité du chemin

=

6k (cf. (12)) jointe a 1'optimalité de ¢, donne :

gk(Xk+>\)-gk(Xk) Z gk_1(Xk_1+>\) = gk_1(Xk_1) + I((k-1)T,kT,(Dk)" I((k‘ll)T,kTa(Bk)

Utilisant (13), une intégration et 1'optimalité de @, on aboutit a :

gk(xk+>\)-gk(xk) Z gk_1(Xk_1+)\)'gk_1(Xk_1) ‘,)\' D [amT +gk‘1(xk‘1)-gk(xk)] (1.22)

ou a™ = [M+1+a] .

La méthode consiste alors a itérer cette relation pour aboutir a la sous-

lipschitzianité de 9, -

ler cas : La contrainte n'est jamais saturée (gk(xk) > 0 pour tout k < n) .
continuité, il existe r > 0 tel que, pour tout k <n et |A] <r, on ait

gk(xk+k)>'0 . La formule (22), valable pour tout k < n donne par addition :

9o (x+a) = g, (x) > f(x #A) - f(x ) - [A]D [a" nT + f(x,)-g,(x)]

La LUL de f entraine alors 1'existence de K et "o tels que

1

nt<t , [A <rjar et g (x) >0 entrainent

Par
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g, (x+2) = g (x) > - [A] [K+D (a" t! s Hf+|Ln)] = - K [ (1.23)

2eme cas : On sature la contrainte au moins une fois. On pose
j = sup {k<n @ g, (Xk-1) = 0} . Par continuité i1 existe r tel que j<k<n

et |x| < r entrainent gk(xk+x) > 0. Par addition de (22) on obtient

g, (x+A)-g (x) Z_gj(xj+x) - gj(xj) - |x|D [a™ (n-j)T + gj(xj)-g (x)1

n
X; étant 1'extrémité de @ qui sature la contrainte en Xj_q s (5) et (14)
donnent
g5 (x;+A) - gj(xj)‘z -0 (1+t!) M1+ (a')] IX] = = K Al pour [A] < 1At
De (20) et g (x) >0 on tire finalement pour || < TaTA r
gn(x+1) - g (x) > - [K, + D((M+a+a™ )t Hf+[tnﬂ IX| = - K3 |7 (1.24)

En rapprochant (23) et (24), on a trouvé Ky (ne dépendant que de f,a,t1)
1

b

et r' (dépendant de f,n,7,x) tel que Tes conditions [A] < r', nt <t

g,(x) > 0 entrainent :

g, (x+2) = g (x) > - [A] K, (1.25)

D'apres le 1°, 9, est dérivable p.p. sur Fn . Si gﬁ(x) # 0 , en prenant )
du signe opposé a ga(x) et en faisant tendre A vers 0 dans (25) on obtient
|9, (x)] < K; » a fortiori vrai si ga(x) = 0. D'aprés la définition du gradient

généralité, on a donc, pour tout x de F

n
sup |3, (x)| < K, (1.26)
Pour la majoration de “&h|Ln il suffit de revenir a (5), (9), (10) pour conclure
* contrainte saturée : o || < a'

* contrainte non saturée :

@n

Ipgll, < Kg+ CLNEI, + (@m2aen)t!y = ko = <Ly (Kg)

leo

d'ol 1'existence de C,, puis de C; d'apres la formule (14). Ceci termine la

démonstration de ii).



147

iii) FO est compact par hypothése, et de plus avec les notations de ii) on

a pour tout n> 1 et tout x de F

n~Mm3 3

kt
1 J ék(s) ds

x = @,(0) +
(k=-1)t

k
et donc

x| < sup Jy| +Cy ¢

y€F0

5. Résultat annexe :

On note, pour t, < t; , X X, quelconques, (sous les hypotheses H1...H4)
I (tost1sxosx1) = inf {I(tO’t1 9(9) : (\O(to) = XO ’ (D(t1) = X1}
o] (t stysx sx) = sup {]loll,, = weolt ,ty,x .x;)}

Nous aurons besoin, dans 1'étude du modéle, du résultat annexe suivant :

Proposition 4 :

Pour tous y,d,t1 > 0, il existe 61(y,d) et Gz(y,d,t1) > 0 tels que pour

tous t,T,A,x ,X, Tles conditions x| < dt et |o] (t,t+r,xo,x1) < y entrainent :

1) I (tst+,x *Asxq) < I (t,t+T,xoxq) + &y [A]

2) [o] (tat+T,x *Asxq) <8, si ter §_t1

-

Posons T = d | x| et si e @(t,t+r,xo,x1) soit ¢ le chemin défini par

0
o(s) = (o(t+r)) - x -2) %t A opour t<s < T
o(s) = o(s) pour t+r. <'s < tér
X1
0
Ho T
P
VI

+
x0 A X
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La non-optimalité de é et 1'optimalité de ¢ donnent :

-

I (t,t+7,x +h,xg) < T (E,t41,x 5xg) = T (t,t4150) + T (t,t+7,,0)
. - _ w(t+ro)-xo-l
H1) donne I(t,t+r0;w) > =Mt et H2) donne I(t,t+TO,m)_§ 1. h (| =————])

0 T

0
D'aprés les hypothéses et 1'inégalité évidente

| @Tter ) - x =A] < folt+r )-o(t)| + [A] < (y+d) 1,
on peut écrire

-1

1 (t,t+T,x0+A,x1) -1 (t,t+T,XO,X1) < [M+h(y+d)] Ty = d”™' [M+h(y+d)] [A]

Les conditions de 1'énoncé placent (t,t+T,x0+x,x1) dans 1'ensemble

A1(y+d)r1A3(y+d61t1)f1A5(t1) et on termine grdce au lemme 1 .
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§ II - PRESENTATION DU MODELE :

I1 s'agit du modéle de croissance de population introduit dans [6], c'est-a-
dire une suite de processus de branchement spatiaux, indexée par un paramétre
d'échelle € , mais avec en plus une population initiale de taille exponentielle

réglée par une fonction fo . M est 1'ensemble des mesures de Radon positives

sur R ; M, ensemble des mesures ponctuelles finies (sommes finies de masses de
Dirac) est borélien pour la topologie vague. On le munit de la tribu trace notée

B(M).
+00
Soit U= » N etsi u-= j1...jn€lJ on note |u|l =n, f(u) = j1...j
n=0
Grace a [5] , on peut construire (cf. [6] chap. I) un espace probabilisable

n-1°

(R,71) d'arbres w marqués par M (la marque v, €nun noeud u de w repré-
sentant les positions des enfants de u). Pour u€U on définit le sous-ensemble

Qu de § des arbres admettant u comme noeud et sur Qu les v.a. vy (\)¢ est

noté v ) , 9 (arbre translaté en u) , o(u) (position associée au noeud u)
et s(u) = (oo fn-1(u),...,oo f(u),o(u)). Pour tout n , on note zn(w) 1'en-

semble des noeuds de w de longueur n, F_ Tla tribu engendrée par les Q

n u

tels que [u| <n et les v, tels que lul <n, et

z. = ¥ 6 Z =3¢ §
N ez o(u) N ez s(u)
n n
Soit Py X,(t,x) € R_x R une famille mesurable de lois sur (M,B(M)) . Pour

tout (e,x) de R:x]R on note S€ 1'application de K(R) dans lui-méme

oX

définie par Se,x

g(z) = g(x+ez) et pour tout k de N , 5E « 1'image de

P par S€ X Pour tout € , Ta proposition 1 de [6] permet de construire

ke, x

une famille PE X,(k,x)e Nx R de lois sur (Q,I) telle que 1'image de PE «

par v soit pE et pour tout n, conditionnellement a F_, les v.a.
kX n

0, (ue:zn) sont indépendantes et de lois respectives :
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P§(u) ol o est définie par ol(¢) = (k,x), o(u) = (k+|u[,ou)) si uf¢

On suppose que pour tout (t,x), Pt x

a une espérance notée Wy o et que pour
b

tout (8,v)

L(t,x,68) = Log {eeg Uy X(dg) , h(t,x,v) = sup v - L(t,x,8) (2.1)
i )

sont finies (donc 1'enveloppe convexe du support de e est R). 5§,x a
alors une espérance notée EQ(k,x,-) dont la Tog-Laplace EL et T1a transformée

de Cramer €H vérifient

E:L(k,X,e) = L(ke,X,ee) s EH(ksxsv) = h(kE’xg \'I) (2-2)

™

On suppose données une fonction fo » LUL sur son domaine compact de positivité

Fs (cf. I), deux fonctions de R dans R, ro, et s; vérifiant quand ¢ tend

vers 0

Timr () = Tims,(e) =0 et lim ¢ ro(e) = Tim e s, () =+ (2.3)

et une famille ﬂg d'éléments de M , a support dans FO, telle que pour tout ¢

et xeFO

€
]e Log m, (Aro(e) (x)) - fo(x)l < s1(e) (2.4)
ou pour r positif Ar(x) désigne 1'intervalle [X-r,x+r]

Tous Tes éléments sont maintenant en place pour la construction de la famille

de processus de branchements spatiaux.
[ee]

Soit @ = 2 Q" 1'ensemble des réunions finies d'arbres spatiaux, muni de la
R 1
tribu T tracant ™ sur Q" . Toutes les v.a. définies sur Q s'étendent de

-

maniere naturelle a Q , on les notera avec le signe . Pour tout ¢ on
note P® 1a probabilité sur Q,I correspondant a la superposition d'arbres

spatiaux aléatoires indépendants, ayant pour positions initiales les points chargés

£ . s
par m/ et de Tois les Pz X correspondants. Dans ces conditions, pour tout n,
b

la v.a. [ est une somme de v.a. indépendantes du type Ty -
. e _C
Enfin on note Ly = C 4

(=]

£
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§ III - RESULTATS ASYMPTOTIQUES SUR L'ESPERANCE DU PROCESSUS.

On montre ici que la limite de e Log E® ci (A (x)) est TfO(O,t,x). La

r
minoration en 1 est une adaptation, au cas de population initiale, de la propo-
sition de [6]. La majoration en 2 est plus complexe. De facon générale on
cherche a majorer des Ecn(A) avec A borélien de R . Grdce a une renormali-
sation on peut utiliser les techniques de grandes déviations pour les chaines
(sous)-markoviennes. I1 est bien connu ([1], [8]) que les ensembles adéquats

pour la majoration de la probabilité sont 1iés aux ensembles de niveau de la
fonctionnelle I. I1 faut donc inclure Rn'1><A dans un ensemble de niveau

bien choisi. Comme les 2 énoncés classiques ([1], [8]) ne sont pas directement
applicables, on établit une proposition (dite technique), voisine, avec une démons-
tration plus simple faite en appendice. Elle nous servira aussi dans le IV

pour trouver, par récurrence une majoration d'espérance pour des généalogies

contraintes, clé de la majoration finale de ¢ log ci grdce a 1'inégalité de

Markov.
1. Minoration .

Proposition 5 :

Si h vérifie H1...H4 et

[H5] h est de classe 02 en v et il existe h2 décroissante de R'

dans R: telle que

2
v(t,x) vl <r = 28 ek, 2 hy(r)
oV

+
alors pour tout (x,t1)€ RxR,_ , il existe o > 0 tel que pour tout t < t1

(x)) >T fs (0,t,x) (3.1)

. € €
lim e log E" ¢; (8, >

e>0__
r>ovet

On part de 1'inégalité suivante valable pour tout xOE:Fo
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> f € .
E" ¢y (A,.(x)) Z‘JAr (Xo) Eo’y (C[E](Ar

0 €

(x)) ﬂo(dy) (3.2)

D'aprés les formules (4.9) et (4.11) p.23 de [6] on a pour tout vy , 1'existence

de o (fixe) et de &(e) tendant vers 0 avec e tels que pour tout ¢ vérifiant

o(t) = x , |loll, <vettout r> o/E& , onait:
ED,0(0) 3 (8,(x)) > 3 exp = 1 [1(0,t,0) (1+5(e))+8(e)] (3.3)
€
f

Soit ¢ e 9 (0,t,x) (= o(0,t,0'(0),x)) et avec les notations de I. 5 , soit
vy = |o] (0,t,¢°(0),x). Dans ces conditions, d'aprés la proposition 4, il existe
§ 1 et &, telles que Tes relations ly-0*(0)| < roe) < t, @ea(0,t,y,x)

entrainent

I (0,t,0) <1 (0,t,9") + 8 r(e) et ®

0 <8

o = "2

En prenant x = ¢f(0) dans (3.2) et en appliquant (3.3) aux ¢ précédents (quitte
a remplacer vy par 62) on obtient pour ro(g) <t et r>ovet

E éi (8,.(x)) z_% L (Aro (¢7(0))) exp - g {(1(0,t,p%) + 8y ry) (1+8) + &)

I1 suffit alors pour conclure d'appliquer (2.3) et (2.4) .

2. Majoration :
Nous établissons, aprés 1'énoncé de la proposition technique, une majoration
en temps réel (avec €) pour un ensemble de niveau, qui sert a obtenir la majoration

proposée pour E® gi et prépare celles du IV.

On rappelle ([6], II) qu'un noyau est une fonction de Nx R x B(R) dans R,
telle que Q(i,+,A) soit mesurable et Q(i,x,+) soit une mesure finie. I1 est
dit markovien (resp. sous-markovien) si pour tout (i,x) ona Q(i,x,R )=1(resp.<1).
On définit sur RK la mesure Qk(i,x,-) par

Q (i,x,9) = J ) 9(yps- -5y ) QUiLx,dyy) Qi+1Lyy,dy,) ... Q(ivk=1,y, 4.dy, ) (3.4)
R
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Proposition technique :

Soit Q0 un noyau sous-markovien, et QP (i,y) e Nx R 1la famille corres-

i,y
pondante de sous-probabilités sur ]2“ . Onnote L° sa log-Laplace et H® sa
duale de Legendre (supposées définies partout). On suppose qu'il existe [°

(qu'on peut supposer paire et positive) telle que pour tout 6 de R

sup  L%(3,x,8) < L° (o) (3.5)
JEN, x€eR
On note ﬂo la duale de ° . Soit k,quN* , n=kq , Qo , UER
2(u) = {ze R": q£1 K HO (rk,2 ., 1 (2 -2.)) > u (3.6)
- " >rk’ v (r#)k Trk’ £ ’
et pour 0<r<g-1, Y€ R:
B, = {QE R" : sup [2.-2. ] < y} (3.7)
r rk<s<(r+1)k skl =
Alors, Tles conditions u, >q , u<u, entrainent :
q-1 bu
0 -0 u-na ol
Q (0,2, 5 (u) n n B <exp {- +q Log — (3.8)
n " =0 T 14 a
Q° (0,2 qL-J1 BS) < 4q exp - k H® () (3.9)
n "%’ peg = a exp - 2k ’

0 (s vy _ 1O (s
ou 8 = sup {IEMavian) = B (vl g <k, fyy' <y, ueR)} (3.10) 0
1+ (1,y,u)

La démonstration de cette proposition est reportée au paragraphe VII. Grdce a
1'hypothése H1, une renormalisation de toutes les espérances permet de ramener notre

probleme au cas sous-markovien précédent.

Proposition 6 :

* *
Soit g €R , t,, themt €R, , i kqneN  vérifiant e (<< tlot

0’

t0=ioe > n=ke, 1=qn , n=kq. Si Q€ R" , on note 2" 1la ligne brisée ayant

pour sommets les points (t0+jn,2kj) pour 0<j<qg et si ueR, on pose

2(u) = {LeR" @ I(t,t +r,2") > u} (3.11)
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*
Alors, si h vérifie H1,H2,H3, pour tous K, Ug de R, les conditions

§ = (2Ke1)n D <1 (cf.1.13), u<uj,e <Mn  entrainent

, 6 U n
ES Z (Z(u)) < exp 1 {-u + 38T (M+1) + Are Log 0 }

10,20 n = e(1+6)2 n €T

(3.12)
+ exp 1 5 {4Mr - nh(K) + 4¢ Log &I}
e(1+8) n

NV 1

ou uy =uj+ Mt .

Fixons ¢€,n,T,y vérifiant 0 <e<n<t ety > 0. D'aprés H1 (cf.[61]1 II,
Rem.2) le noyau Q° = e_M (EQ) est sous-markovien. Comme pour tout A€eB(R)

on a

ES Z (A) = (Q)

: _ . nM o .

n

on peut appliquer la proposition technique. Les formules de passage sont (cf. 2.2)

Lo(i’.’e) = L(iE,‘,Ee)-M s Ho(i,‘,U) = h(iE,'s g)+M s HO (‘)= M+h (

D'aprés H3 (cf. 1.13) ona , siy +n<1

h(t,y,u)-h(t',y', , ,
sup {I (M+'\1/+ﬁzt,3(/,u)y ul [t-t'| < n,ly-y'| <, uelR} < D(y+n)

On suppose désormais A= D(y+n) < 1 (et 10=0 pour simplifier). Pour r < g

1'inégalité rn < t < (r+1)n entraine Iln(t)—lrkl <y pour 2€B_, donc (cf.1.13)

Meh(£,27(8),87(E)) <o+ (148) HOUrL s b (R a2

ce qui permet de conclure par intégration :

- 20 (u+(M-a)
(E(u) n rgq Br) c (5 (ETT:ZT_I) n rQq B.) (3.14)

Les conditions de la proposition 6 entrainent
AV
ur(M-a)7 Y

0
e(1+4) < € et
Si on pose y = 2Kn et ¢6=A , les formules (3.8), (3.13), (3.14) et A < 1 per-

™ |oce

Z-

mettent d'affirmer
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€

EO,Q,

6 un
») < exp 1 5 {—u + 38T (M+1)+ &%E Log —=2 }

Z, (5(u) n n B
e(1+8) €T

0 r<q

De méme (3.9) et (3.13) entrainent :

S Z (v BC) < exp,——l—Q—? I4MT - h(K) + 4e Log QI}
05y M "pqg 7 T e(1+6) L ) "

Cette double majoration ne dépend pas de la condition initiale donc, d'apres

la propriété de Markov, vaut pour to quelconque. Ceci termine la preuve. 0O

Passons maintenant a 1'énoncé final de ce paragraphe.

Proposition 7 :

Si h vérifie H1,...,H3 et si r(e) tend vers 0 avec ¢ on a pour tous

t,X

Tim € Log ES £ (A.(x)) < T f, (0,t,%) (3.15)
e>0 -0

Notons qu'elle servira de modéle pour le paragraphe suivant.

Comme dO = diam F0 est fini il existe un recouvrement de Fo en intervalles

Ij centrés sur yj€Fo , de diametre 2 ro(g) N £ I #0(5) avec

# (e) r (e) <d (3.16)
On a évidemment, pour tout AeB(R)

€ € 3 .
B ¢ (A) < 1 mo(15) sup (B o g (A) 5 yely) (3.17)
i$H#,
et pour y quelconque, si S > sup {T fO(O,t,z) : zeA} , avec les notations de

la proposition 6 et t =1 on a :

Eo.y tn(A) S Eg o (7, (E(F(¥)-9))) (3.18)

N

La suite consiste a appliquer (2.4) et la proposition 6.

Pour tout 0 <8< 1 et yeF  ona d'apres (2.4)
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Log 1 (6 (1) < F.(y) + 5, (0) ¢ 2 To, (3.19)
e Log 7 (A (y)) < y) +s, (e .
° T -0 1 — (1+8)
ol on a posé
v, = 4 sq(e) + 38 |If I, (3.20)

Pour tout y€F,  on a fo(y)-S <y, Hf;[LD + |S] . Si D, majore la constante

de Lipschitz de fo’ on peut écrire pour o (donc €) assez petit et € < Mp

d'apres (3.19) et la proposition 6
e 6 ﬁon
E gt(A) < # exp W {sup T f (0,t,*) + Dolo * Vo * 36t (M+1)+—= Log —t—}

(3.21)

1
e(1+8

F# g e~ fae 0 ¢ te tog 3 410 v,

x et t sont maintenant fixés. On choisit A = Ar(x), D, un majorant de la
constante de Lipschitz de T fO(O,t,-) au voisinage de x (possible d'apreés une

adaptation tres simple de la proposition 2) et

Dy = Dyv lIfgll, vIT f,(0,t,x)] v D

Dans la formule (3.21) , on peut remplacer sup T fO(O,t,-) par T fo(O,t,x)+Dr
A

ce qui rapproche de la conclusion.

Supposons pour 1'instant r < 1 (ce qui entrafine ﬁb <3 Di + Mt). On
choisit n en fonction de ¢ tel que
e K n<1 (3.22)

puis K tel que n h(K) =3 Di + 4 Mt = D# ce qui entraine d'aprés [H2]

§ << 1 KK (3.23)

et 4e Log &E < Di pour € assez petit

On a désormais

4 Mt -nh(K) + 4 Log 4 +]|f | <-Dy < T £ (0,t,x)

1
et par conséquent
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- 6Dy N
€ e 1 ' dte 1
E Ct(Ar(x)) <2 #  exp €(1+6)2 {T fO(O,t,x)+D1(r+ro)+yo+3(M+1)t6 + == Log -Ef_}

Pour conclure, il faut outre (3.22), (3.23) wutiliser (3.16) et (2.3) qui nous

assure que e Log (2 #0) tend vers 0 . @

Les propositions 6 et 7 sont a rapprocher du théoreme 2 de [6] qui, avec

1'inégalité de Markov, permet d'aboutir a la conclusion suivante.

Corollaire :

Dans le cas d'un seul ancétre en x_ (f (

o (fo xo) =0, FO = {xo}) et sous Tles

hypothéses du théoréme 2 de [6] , pour tout (t,xo,x1) de F(fx‘Rz s'il existe
wE:@(O,t,xo,x1) vérifiant
inf  h(ke,olke) , 1 (olkel)e = olke))) > 0 (3.24)
k,e
0<ke <t-e

(hypothése de sous-criticité),
il existe o positif tel que

1im € Log Pg,x (z ¢ (AG/E(X)) > 0) = T1im € Log Eg,x (z ¢ (AO/E(X))= -T(O,t,xo,x)
e>0 0 [E] e>0 0 [5]

(3.25)



§ IV - MAJORATION DE &i EN PROBABILITE.

On se propose de préciser, dans le modéle t-approché, la description asympto-

tique de ii . On caractérise ici la zone "désertique" (F[E]C) et on majore
en probabilité e Log ii (Ar(x)) pour X EF[E] par g[E](X) (2 un facteur

o —> 1 prés). Nous utiliserons pour cetté démonstration un Temme inspiré de
II?+gur la majoration d'espérances de trajectoires contraintes.

1. Majoration d'espérances contraintes :

T est un pas de temps et ¢ positif. On considére avec fo définie au II

1'algorithme (cf. 1.16).

(G-, jt,°) + ¢ sur {g;_q 2 0}# ¢ (4.0)

"
1
8

(%]

-

=]

o

=]

On note toujours Fj = {gj >0 > 1

Comme d'habitude T = ne . Posons pour j > 1 et A borélien de R

=t = jn . . .
_ﬂA) {re R : %neA v 0<i<g-1 , 1. eF}
- (4.1)
- € fell]
et Nj(A) = 25, (3}(A))

Les 2 cas traités seront A = (FJ.)C et A= Ar(x) .

(On s'intéresse toujours aux généalogies aboutissant soit prés de x si x
est dans la zone de présence, soit dans la zone d'absence, mais dans les 2 cas la
contrainte concerne les étapes précédentes, qui toutes doivent correspondre a

une situation de présence).
Lemme 4 :

Pour tout t1,€, il existe 1t,68,z,y dépendant de e vérifiant : (cf. 3.20,

pour )
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15> 1> ¢ Log é L 8K, e KT L, ymy, e (4.2)

tels que € << r << 1 entraine, pour tout j tel que jt < t1

EE(FG) < exp 1 {y.-Jvy} (4.3)
=77 c(1ee)? 0

EE(A (x)NnF.) < ex {g.(x)+y_=jv} (4.4)
r i’ 2 p€(1+6)2 gJ Yo JY

Preuve du lemme 4 :

Elle se fait par récurrence en reprenant, a peu de choses prés les idées de Ta
propesition 7 et en appliquant Tes résultats d'uniformité du I. Supposons %
majoré par 1. D'aprés (1.19) on peut procéder a un recouvrement de Fj-1 en
# 31

conditionnant par F(J Dn (voir aussi [61)

interv. Ii de diametre 2r. Avec les notations de II, on obtient en

€ Nj(A) = ¢ E¥ g 1,

RS IR G DL B

(1y0F,_y) () 5 1ymo(w)[En (@ (+)5A)

(4.5)
Iit(j-1)n]

Mais s(u)EIES._1 (Iirle_1) = o(u) € IinFj_1 et vu les propriétés des O on a

Efj_1)n’0(u) [2n (@, (=AY [ Fi_q)p] < sup E%j_1)n’y ¢ (A) = a.  (4.6)

et donc d'aprés (4.5)

€ €
EX N.(A) < % a. E Nj_1 (I.nF

) (4.7)
U, 1

J‘-
et aj se majore a 1'aide de la proposition 6 comme dans la preuve de la propo-

sition 7.

D'aprés la proposition 3, soit D1 majorant (uniforme en'j,r tels que
it £ t') a2 1a fois |]g§” et Ta constante de Lipschitz de g5 sur Fj

Pour yeF. , , si S> sup g, T(2) on a
J zeA

E%j_1)n,y (z,(A) < E?J Nn,y (E(95.4(y) - a+z)) (4.8)

j..

et pour yelI. ona grice a (1.18)
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(y;) - sup g3 (z) - Dy r+2< g5 4(y) -ar < D1+t1 = u

g
zep 9 déf ©

j-1
d'ou si (4.4) est vraie a 1'ordre j-1, d'aprés la proposition 6 on a

€
a; E°Ns (Iierj_1) <eq+e

ou e, = exp 1 {sup g+(x') -z+ Dar + v = (3-1)y+3(M+1)8t+ 4te Log 9_322}
L e(1+8)¢ X'en I 1 0 n et
(4.9)
- 1
avec U, = u, ¥ Mt
1 4 .
et e, = exp ;?7:53? {aMt -nh(K) + 4e Log 7% + Dy +y, - (Jf1)y} (4.10)
On choisit € Log é «Kmn, nh(K) =3D, + mt! | e, tel que e <e entraine
1
4e Log %%— <Dy, et on peut affirmer que si ¢ <t<D, ona:
4t +0o
4Mt -nh(K) + 4e Log — + D, < -D, < sup g:(x') - ¢ (4.11)
= n 1= 1T=7, J
x'€eA
ce qui entraine
€

a; E NJ._1 (Iirle_1) <2 ey (4.12)
et la majoration est indépendante de i . (4.7) donne alors

3

EXNS(R) <2 #5 e (4.13)

DI
et d'aprés (1.19), il existe Dy tel que jt §t1 entraine #j 52—:- , d'ol
D, e
€ 1 71
" Ns(R) < — (4.14)

En notant que si r < tal

A

A(x)NF, entraine grice a (1.18) sup g.(x') < g.(x) +D,r
r J X' €A J = 7J 1

p ]
1]

F¢ entraine sup gf(x') =0

on peut écrire pour j > 0

g.(x)) EENJ(Ar(X)f1F-) < exp ——-1——? (v -3v) (4.15)

(EENL(FS)) v {(exp - ——
3T { e(145)2 73 e(1+5)

ol vy =g-¢ s ' = 2Dy(rvr )+3(Me1)6T + == Log
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(car pour j=0 notre hypothése de récurrence est vraie grace a (3.20))

I1 suffit alors de choisir 1 >> 1t >» s1(e)vio1 et Z='+y +8 , YTV *S
ce qui donne
g' << 1 grace a (4.2) , e <K r <« 1, et (4.10)
} =<K
Y, << T gréce a (3.20) et (4.17)
§ << T grace a (4.17)

e <L y- Y, = 8 grace a (4.10)

Remarque :

(4.17)

Le découpage de [0,t] en intervalle de taille n rend le calcul Tong mais

Yo

semble incontournable car avec 1a méthode utilisée, prendre T = n empécherait r

d'étre borné et donc % de 1'étre. ﬂ

2. Résultat principal : majoration en probabilité :

Proposition 8 :

Pour tout t,e, i1 existe +t,z,p dépendant de e , vérifiant
1> telogl , et , e lp K
tels que e <K r << 1 entraine

lim sup P® (gi (F ,%) >1) =0

t
e->0 t§t1 [,-[]
tetN
Tim  sup P® (e Log gi (.(x)) >0 g ¢ (x)) =0
&0 et tern [
xeF
t
(2]

On a facilement

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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- k
{C% (FE) 21t e v

b, W5 >

1 J

(Les généalogies des individus de FE ont quitté les zones de présence - les Fj -
pour la premigre fois au plus tard a 1'instant k-1). Appliquant 1'inégalité

de Markov; il vient

. k
€ € €
P* (g, (F ) > 1) < 351 E NJ-(FJ.)

Prenant t1,8,z,y comme dans le lemme et posant 9'1 = (1+5)2 on a grace au
Temme : )
R e'p(Y Yo
€ (.€ £
P~ (gy (F) > 1) avTe

De méme on peut écrire, si a, (x) = exp g o 9 (x)

- k-1
3 o
{eg (A.(x)nF) > a () e N (a(x)nF ) > a (x)y jL=J1 Ny (F) > 1)
et toujours grdce a 1'inégalité de Markov :
- k-1
€ (. € 1 € € c
P™ (gy (8.(x)nF) > a (x)}< e ES N (a.(x)nF) + j§1 EX NS (F)
et toujours grdce au lemme : (Y'Yo)
=P

On termine avec (4.17) . 0O

Remarque finale :

Comme i1 a été précisé dans 1'introduction, il reste a étudier la minoration
en probabilité de ¢ Log ci dans la zone de présence et a montrer la convergence
de 1'algorithme vers une limite, c'est-a-dire remplacer la contrainte séquentielle

par une contrainte permanente. Ce sera fait dans nos prochains articles.
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§ V - APPENDICE : PREUVE DE LA PROPOSITION TECHNIQUE.

Enoncons tout d'abord un lemme qui servira deux fois dans la démonstration

de la proposition.
Lemme T :

Soit k> 1, x €R et B borélien de R¥. On suppose qu'il existe °
de R2 dans R telle que pour tout 6€R , 1la condition (x1,...,xk) €B

entraine G° (s,x¢,0) < 2° (x,»8) pour tout s tel que 0 <'s < k-1) (T1)

Alors pour tout VvE€R on a : (cf. 3.4)

0 0
Q, (O,XO,B n x> x, + kv}) < exp - {k ;;8 [Av - 2 (XO,A)]} (T2)

QE (0,x.B N {x, < x, + kv}) < exp - {k suB [+Av-—2°(xo,k)]} (13) 1
A<

Démonstration reportée en fin de paragraphe.

Démonstration_de_la_proposition_technigue : On suppose u >0 Te cas u <0 est
évident.

L'esprit de la méthode est classique ([1], [8]) . On a séparé les trajectoires
réalisant Z(u) en 2 groupes selon que sur les tranches de durée k elles ont

ou non effectué des excursions d'au plus vy .
g-1

1) Majoration de Q1 = Qg (n B.nz%u)) . Posons g =x et X Tla
o r=0 " °
chaine sous-markovienne associée.
Majorons tout d'abord pour v de R:
X, -X '
- no 0 k
Po = 5, x (Byn{k H” (0,x, —=) > v}) (T10)

Si h® est 1a transformée de Cramer d'une sous-probabilité sur R, 1'ensemble
{z : ho(z) > w}l pour we R est la réunion de deux demi-droites

1-», 241 5 [25, +=[ avec zy <z, et
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a) si z <z, alors ho(z1) = ho(zz) =

=y
—
N
—
~
1l
=
o
—~
N
nN
N
v
=
[}
+
—~
=
o
~—
/:
N
—
~—
"
—
=
o
~
/;
N
nN
~—
!
o

b) si z, = 2, alors

\J

Ici h® = HO (0,x,+) (x est fixé) et w = E . On a par conséquent

Xk-x

{k H° (0,x, — (T12)

)2 vk = X < x o+ kzgJu (X, > x + kz,}

On va appliquer le Temme précédent . Pour j < k on a pour tout y' tel que

ly'-y| < y et tout u de R

HO (0,y,u) < HO (G,y',u) (1+) + A (T13)
d'ou par dualité pour tout o
6% (3.y',8) < £°(y,0)
(T14)
N 0 __1 o A
ol % (ys8) = 137 © (0,y, 0(1+4) + T
On en déduit facilement , grdce a (T2)
Qg,x (BorﬂXk < x + kz1))§ exp - k igg {rzy - 22(x, )}
et -
- 0 - g _ A
sup zy - 27 (x0)} sup A2y =g 6(0.A(14)) - 335
1 - 0
= 7 [(sup {6z, - G"(0,w,0)}) - A
1+A 6<0 1 ]
Or d'apres (T11) sup ez1-G°(0,x,e) = sup 621-G°(0,x,e) = H°(0,x,z1) > E
6<0 6eR B

ce qui donne
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QO

v-kA
0.x (B,nX, < x + kz) < exp - 1771 (T15)

De méme (T3) et (T11) fournissent le méme majorant pour Qg « (BN(X, > x + kz,))

On en déduit grace a (T10) et (T12)

v-kA
P, < 2 exp - 177 (T16)

Ce majorant ne dépend pas de la condition initiale et donc si on note

F;'=<5(X1,...,Xkr) on a d'aprés la propriété de Markov, pour tout x

X - X
0 o k(r+1) kr \ v-kA
Qo x [B.n{k H (kr.X ., ; >vi | F]<e eXp - i1 (T17)
p our 0 <rCal LYk HO (ke X, ck(re1) Yy
osons pou Sr<q L > My ? K Br J
Yr+1€(j(xkr""’xk(r+1)) . Pour v positif (T17) entraine
0 ,
Q. « [V 2 VIFL] <exp - a(v-a) (T18)

U= = .
ol A= 13 et a =ka+ (1+4A) Log 2 > 0 .
Si v est négatif ou nul la formule (T18) est une évidence.

En posant Y; = A(Yr-a) , 1a situation est la suivante : une suite de v.a.

Yi,...,Yé réelles positives , adaptée a la filtration Fi,...,Fé (on notera

Fé la tribu grossiére) et vérifiant pour 1 < r < g

Fl
* p (Y. >v) <e™ pour tout ve R}

le probléme étant de majorer P (Yi+...+Y; > v) pour tout ve R:

On sait que si V est une v.a. réelle de f.r.F, alors - Log [1-F(V)]

suit une loi exponentielle de paramétre 1. Donc si pour tout r on définit

sur Rx Q ¢, par @r(v,w) = - Log P r-1 (Y; >v) lav.a. wr définie

par W.(w) =& (Y r-1

;(w),w) est F; mesurable et suit conditionnellement a

une loi exponentielle, c'est-a- dire que pour tout u de R+_ on a
F ]

r-1 _=u
P (W.>u) =e
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I1 en résulte évidemment que les Wr sont indépendants et (*) implique
L pour tout 1<r<gq
En sommant on obtient
P (Y1 o4 Yq >v) <P (W1 o4 quz V)
Pour majorer cette derniére quantité on utilise 1'inégalité de Cramer-Chernov.
On rappelle que la transformée de Cramer de Tla loi exponentielle de paramétre 1

*
est la fonction qui vaut +o sur R_ et sur R,
X =+ x -Log x -1 =h(x)

et donc pour v > q

v v
-q h(=) -v+q Log = + g
P Y]+t Yé >v)<e T -e a
d'ol pour tout v, > g et tout v v,
v
-v + q Log 2
P Y]+ Yo 2v) Ce q

et en revenant aux Y

v
> v) <exp - Alv-qa) + q + g Log =

P (Y, +...4Y
(Y, 3

q

dés que v < v, et Vo 2 4

Si on remplace )X et a par Teurs valeurs on en déduit facilement

1 2e Uy
Qq < exp {- ) (u-np) + q Log 3 }

pourvu que u < Uy et u >gq

0
g-1
2) Majoration de Q, = Q0 (u BS) . on pose encore §_ = X
2 0 r
o0 r=0 0
On a
-t c 0 c
L T O () < q e, Qg5 (B)) (T19)

On majore tout d'abord Qg « (Bg). D'aprés Ventsel [8] , on a
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o 0<s<s <k

0,X

Q (Bg) < 2 sup Qg,y {IXS.-y| > %} le sup étant pris sur {

y € R

Posant y' = % et appliquant le Temme avec Ro(y,x) = [°(n) pour tout y, on

obtient grice a la parité de L°
0 . (et 0 :
O,y Xgeyl > '} <2 exp = (s'=s) W (=) (T20)
or HO est positive et croissante sur R*  donc on obtient
QO

0,X

c w0 (Y
(By) < 4 exp - k H ()

Ce majorant ne dépend pas de la condition initiale et d'aprés la propriété de

Markov vaut donc pour les Bﬁ , 1 <r<qg-1. On conclut donc par

Q, < 4q exp - k ﬁo (é&) |

Démonstration du lemme :

L'identité valable pour tout x,A de R® et tout k > 1

k-1
Ey.x €XP {A(Xk-x) - sio L° (s,xs,x)} = 1 (T21)

entraine pour tout B mesurable par rapport aux X

k-1
0
Eo,x 1B exp {A(Xk-x) - sEO L (s,XS,A)} <1

et donc en appliquant 1'hypothese
0 .
Eo,x 1p €XP (X =x) - k 27(x,0)} < 1

ou encore

k22 (x,2)

Eo,x 15 exp A(Xk—x) e

qui permet d'obrenir (T2) et (T3) par optimisation sur 1'inégalité de Markov pour

les moments exponentiels.
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ELEMENTS DE MINORATION EN ZONE DE PRESENCE POUR UN PROCESSUS DE
BRANCHEMENT SPATIAL MARKOVIEN.

INTRODUCTION :

On poursuit ici 1'étude faite en [6] et en [7] du comportement asymptotique
d'une population spatiale modélisée par des processus de branchement . Les nota-
tions sont celles de [7] § II. Si ¢ est le paramétre d'échelle - réglant la

fréquence des reproductions et la taille des sauts - et fo la fonction réglant

la taille initiale de la population, la conjecture [8] est que ;% (a.(x)) - popu-

lation vivant & 1'instant t & une distance de x moindre que r - est de 1'ordre

de exp é al(t,x) Tlorsque oft,x) > 0 et sinon vaut 0 (extinction) avec une proba-

N

bilité tendant vers 1. o est définie par une formule variationnelle a contrainte

permanente :
(t,x) = sup f (p(0) - I(0,t,p)
: £ (9(0))30 o ’
o(t)=x
‘v’SSt, T fO(O,SsLD(S))>O
t
N [ .
1

p f(0(0)) - 1(0,s,0)
f (©(0))>0
)
T étant destiné a tendre vers 0, un modele t-approché consiste a n'étudier la
population qu'aux instants multiples de t et dans la formule variationnelle a
n'imposer la contrainte qu'a ces instants. Dans [7] , on a montré, pour T 1ié

a e, 1'existence d'une zone asymptotiquement "désertique" (avec probabilité tendant
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vers 1), et dans son complémentaire la majoration (en probabilité) de e Log CE(Ar(X))
par aI(t,x) déterministe correspondant a une contrainte séquentielle. L'objectif

s

suivant consiste donc, dans une zone de présence, a montrer une minoration par

un o' (t,x) et ultérieurement de montrer la convergence de a, et al versa.
On avance ici dans cette premiére direction en présentant 2 minorations, chacune
correspondant a un empilement (tranches de durée 1 ) de situations de méme "nature"

(type "supercritique" ou "sous-critique").

On s'attend a ce que 1'essentiel {au sens ¢-Log) de la population prés de
x provienne d'individus dont les Tignes généalogiques sont restées dans un tube
construit autour d'un chemin aboutissant en x optimal pour le modéle v-approché.

Cette contribution est donc un bon minorant.

La nature fonciérement différente des cas super-critique et sous-critique pour
un processus de Galton-Watson se retrouve ici. Si le chemin optimal est resté
constamment en zone sous-critique (vs<t, h(s,o(s),o(s)) > 0) on utilise 1'évalua-
tion déja faite en [6] pour Ta probabilité de présence.Si le chemin optimal est
resté constamment en zone super-critique (vs<t, h(s,o(s),o(s) > 0) on utilise un

argument d'équi-intégrabilité pour la transformation exponentielle de la v.a. Zn

(analogue spatial de -% de Galton-Watson). I1 resterait évidemment a montrer
m

qu'on peut passer d'une zone a 1'autre. Ce sera 1'objet d'un travail ultérieur.
La conjecture est étayée par 1'idée que malgré leur nature différente, les 2
“types" de comportement donnent des résultats asymptotiquement identiques quand on

les regarde en =-logarithme.

La premiére partie est consacrée aux hypothéses et a 1'énoncé des 2 résultats.
La seconde se compose de certaines notations - la plupart déja vues en [6] - né-
cessaires aux démonstrations et de 1'idée générale sous-jacente a celles-ci. La
troisieme est Ta preuve dans le cas "sous-critique permanent". Le cas super-
critique est traité dans la quatriéme ; i1 nécessite un lemme dont la preuve consti-

tue Ta cinquiéme partie.
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§ I - HYPOTHESES ET RESULTATS.

On considére le modéle de croissance de populations décrit dans [7], § II
c'est-a-dire une e-famille de processus de branchement spatiaux avec population

initiale. La famille t,x) € R* xR des espérances des Pt x » Processus

My (
ponctuels de reproduction de référence est supposée vérifier les hypothéses

H1), H2), H3), H4, H5) de [7] . On note v 1'élément générique de M et

N =v(1). Pour tout (t,x,y) € R" x R2 on définit v% « par la formule

dvﬁ X
T (8) = exp fug - L(t,xp)} .

On considére alors les 3 hypothéses suivantes :
A1) Pour tout compact K de R* xR, il existe <y > 0 tel que

(tx) €K = ¢ <P (N>0)

A2) Pour tout compact K de R+><E2, il existe Cy et § > 0 tels que
(tx)ek = E N (Log,N) "¢ ¢,

A3) Pour tout compact K de ]?FXIRZ , 11 existe C3 et § > 0 tels que
(tx,9) €K = B vl (1) [Log, o (D] < cq

On a les équivalences H1) H2) H3) H4) H5) de [71& HO) H1) H2) H3) H4) H6) H7) de [6]
A1) + A3) & H5) de [6]

Définition ([6]) :

On appelle processus ponctuel (sur R) découplé, (ou de Neymann-Scott [5])
N
une probabilité P sur M,B(M) telle que P soit la loi de I 8 ou &
i=1 i
est Ta masse de Dirac, les gi, ie N sont indépendantes et de méme loi uo et N

(a valeurs N) est indépendante des E; -
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Algorithme :

On se donne 1,z > 0 et on définit par récurrence ([7] (1.16))

g = f
o P (1.1)
k> 1 9, (x) =T gy ((k-1)T, kt,x) - ¢ si (9,4 > 0) # ¢

= - ® sinon

On note F, = {g, > 0} pour k > 0. Pour la majoration on avait besoin de s'écarter
un peu de la frontiére (reste <¢) pour étre sir d'avoir extinction ici on s'écarte
de la frontiére de 1'autre coté (reste -z) pour étre sir d'avoir suffisamment de

"péres" a chaque étape.

Les notions de sous-criticité et super-criticité pour des (portions de) chemins

se réferent aux notations suivantes pour i< j et c>0

T (c,i,ise) =leec! ([ie,je)l:
vi < k< h(ke,po(ke) ,

™M1

[o((k+1)e)-p(ke)]) > c}

1

(cyisjse) = {peC' ([ie,je)l:

-1
Mil—

vi <k<J  hke,p(ke) , = [o((k+1)e)-o(ke)]) <-c}

Dans le cas homogéne les chemins optimaux sont des segments de droites. On distingue
alors les pentes appartenant a {h > 0} (extinction p.s. dans le modeéle & un seul
ancétre - d'olu Teur nom de sous-critiques) et celles appartenant a {h < 0}
(croissance exponentielle dans Te modéle a un seul ancétre - d'ou leur nom de

super-critiques) .

La définition de T se référe a 1'hypothése (*) du théoréeme 1 de [6] , t
étant donné on aura besoin d'un "intérieur" de T(c,O,e-1 t,e) , c'est-a-dire en

fait : (si 7 =7 on définit S , si T =T, on définit 3)

S(rscat,'fas) = {(DE T(C,O,€-1t,€) . HC' . Vk < T
yeb, (ol(k-1)1) , veo((k-1)1,kt,y,0(kt))
= YeT(c',(k-1)n,kn,e}
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On a alors les 2 résultats suivants :

Proposition 1 :

Sous A1, A2, si pour tout t,x le processus Pt % est découplé, alors
9
1

pour tout c,t ,e > 0 il existe T,z > 0 dépendant de € , vérifiant £ << 1,

tels que, dés que € <K r << 1 on ait

1im sup PS(e Log ii (8.(x)) <g _4(x)) =0
e>0 t,x tT

ot le sup est pris sur 1'ensemble des te TN n ]0,t1] et des xe€F 1 tels
tt
qu'un au moins des chemins optimaux aboutissant a x appartienne a S(r,c,t,t,¢).

Proposition 2 :

Sous A3 , pour tout c,t1,e >0 i1 existe +t,r,z > 0 et une suite
un (>0), k€ N dépendant de ¢ , vérifiant e <K r K1, <K 1, et

sup , N <K 1 tels que
ki<t!

lim sup P%(e Log ci (2.(x)) <9

1 (x) +n
e>0 t,x tt

1)=0

tt

ot le sup est pris sur te'erT]O,t1] et x€eF -1 tel qu'un au moins des chemins
tt

optimaux aboutissant & x appartienne a S(r,c,t,t,e) . On peut choisir T,z

comme dans la proposition 1. On notera ék =g, +n, pour ke N
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§ Il - OUTILS PRINCIPAUX.

On fixe n = g et on va effectuer dans le modéle exact (non asymptotique)

une récurrence sur le nombre de tranches de durée n .

Sur © ([71,§ II) on a clairement :

Cin = uezz £, (0,(+)) (2.1)
(j=1)n
. u _ u_ PP }
Si pour u€elU , on note z, =2z, o 0 et Zn—ZnoOu, définies sur 2, la propo

sition 1 de [6] nous dit que conditionnellement a Fk les v.a. Zﬁ hjezk) sont

indépendantes et de Tois ne dépendant que de o(u) .

PN

Si se réfere au modéle avec population initiale ([7],§1I), alors pour tout
couple x,y de réels, r,r' > 0 et pour toute famille MW, weR de boréliens

de R" vérifiant

MR x4 (x) (2.2)
on a
- u ,,o(u)
in (8.(x)) > 2 1Ar.(y) (olu)) z (A7) (2.3)
“Zan
Sur Ar.(y) les o(u) sont voisins et il est raisonnable d'attendre des propriétés
uniformes en u pour les Zﬁ (Ao(u)) . La récurrence tiendra compte de
R X 1Arl(y) (O(U)) = C(j_1)n (AP'(y)) (2.4)
Uez, .
(3-1)n

On se donne r, r, une suite Xp o ke N de réels et 3> ke N de réels stric-

tement positifs. On pose
B. = {z,. (a.(x.)) < a.} i>0 B ={z (A

La récurrence se construit alors a partir de la formule :

O
—
o
~
I A

c
P(B;nB; ) + P(By_y) (2.6)

(Dans les 2 preuves, on se donne x & 1'instant jne puis on construit
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Xj-1’xj—2""’xo suite de pieds de chemins optimaux ([7] (1.21)) pour 1'algo-
rithme et a, = exp é 9 (xk) ou exp é ék (xk)) .

Le changement exponentiel - introduit pour les noyaux dans [6] § II - va étre

utilisé pour les v.a. dans IV. Rappelons et étendons cette notion.

Si Q est un noyau, de log-Laplace G et de transformée de Cramer H , on

définit pour toute fonction 6 de R"XR dans R et (1',X,<£)€I\lx]R2
0 (£) = exp {8(i,x) (£-x) = 6(i,x,6(i,x))} (2.7)
o ;. N .
Q (1,X,d€) - Q.i’x (g) Q(1sxad£) (2.8)
et pour j > i et SLGIRN
Jj-1
5] )
RY . (&) = 1 o (2,.4) (2.9)
1’\] k=.i ka,Q,k k+1
Fixons n. Pour tout (i,x) e NxR, a g€ R" on peut associer dans IR1N :
1,X 1-1
21X = (0,00,0,%,050 052,50 ,..2,0) (2.10)
On pose alors
6 /. _ pb =
Ry (isx,0) = Ry 4, (2) (2.11)

Sur g, »on définit la mesure aléatoire Zﬁ’e sur R" par la formule
21°% (dg) = RY (o(u),) 7! (dp) (2.12)

E1le a Te support fini de 7Y , mais en général n'est plus une mesure de comptage.
n

Compte tenu de [6] (1.4) on peut écrire pour toute vy mesurable positive

de Rn dans R

0% (y) = 2, (v R (o(u))) = 3 Ry (o(u)is(v)) vy (ygqyy pogyy) (2.13)
vez
On posera W, = v, (pg(v)) (2.14)
On a facilement pour tout (k,y)
B,y Zg’e (y) = Qg (s(u),y) (2.15)
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Puisque Qe est markovien, pour tout t, la constante 1 est fonction propre

pour 1'opérateur - agissant sur Cb(R) -

g~ Q% (t,-,q)

donc Zz’e (1), ne N est une martingale analogue a (Zn m "), ne N de Galton-

Watson, et a la martingale du modéle homogéne de Biggins ([2], [3]). Les ensembles

w

A" évoqués au début de ce paragraphe seront des tubes généralisés dont nous allons

maintenant rappeler les définitions (cf. [6], § II).

Soit A€ RN et 6 1la fonction de Nx R dans R définie par :
8(ksy) = 2 (k,yah,., - A) (2.16)
Y v oYMk k :
On note pour 2€N
ieN 2 UY (2) =g, - A
T i i
j-1 (2.17)
N o L
TG VR(,5,0) = 8(1,00) {0y 4-0amh g 4A )+ i§1 0(k, 2 ) {8 12 Ay 140, )
et pour u, v>0
j ,
PELuy) = 0 (U] < u L VALK S Y (2.18)
i+1
et (cf. 2.10)
Qv i,A,
Fx(i,n,g,y) ={2er" : ¢ EFK(i,i+n,g,y)} (2.19)
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§ III - CHEMIN OPTIMAL RESTANT SOUS-CRITIQUE (preuve de la proposition 1).

(n00W)y

Si dans (2.3) on minore Zﬁ par x, » son indicatrice de stricte

positivité on est ramené a un calcul sur des v.a. de Bernouilli indépendantes.

Lemme 1 :

Si X1,...,Xk sont k v.a. indépendantes de Bernouilli, de parameétres

Pgse--sP, ONQ si a <p < min Ppse-esPy
P (S, < ka) < exp - ka (Log E)2 (3.1)
k = - 2 a
Ce résultat, dont la démonstration est trés facile, permet grace a (2.6) d'écrire,

aprés avoir remarqué que xje:Fj entraine aj = exp é gj(xj) > 1

1 2 .
P (Bj) <P (B;_y) +exp -5 (Logp,)® j>1 (3.2)
a.
Nl € S 1) -
1 <py < y inf Psiryr,y O = 1) s vedulx; 4 (3.3)

pourvu qu'un tel o existe. C'est un probléme de probabilités de présence .

Or d'aprés la proposition 3 de [7] , on peut trouver un majorant universel
pour Tes pentes des chemins 5 optimaux pour (1.1) cf.[7] (1.21). On construit
D, comme [6] (4.7) puis

n,
™= ™ (G-1n,n,u,v) (3.4)

avec ), = olke) , ke[(j-1)n,jn] et (peqﬂ(j-1)T,jr,W,xj) (3.5)

Le choix u = gv =2 /Dzre permet d'affirmer grdce a [6] (formules (4.2),

(3.10), (4.9), (4.10)), a [7] (proposition 3) et a 1'hypothése A1, A2 que pour
tout t1, c >0, il existe p > 0 tel que jr < t1 s YEAL (xj_1), r' <t

10> exp - L (urt + H((G-1rd0,) (3.6)

P( ;5

j'1)T9y (X¢ )
D'apres (1.1) et (3.3) on peut donc choisir
- - 1 ! Vo
o5 = pdéf exp = {c-u'r} avec u<r' = rvrg (3.7)
si 1'on impose ¢ > u'r



179

Compte tenu de la population initiale on a aussi :

1 2
P (By) < exp - 5 (Log p1)

avec Py = exp - {fo(xo) - s4(e) - 91(X1) - 1 (0,th0q) - wr'}
(3.8 )
- 1 4. = !
=exp - { sy(e) - ur'}
Si on pose § = c-s1(e) - ur', on obtient
52 |
P (B;) <Jexp- —> jr <t (3.9)
J 2¢
Pour aboutir i1 faut maintenant ajuster r,8,e,Tt . Les conditions suivantes sont
suffisantes :
2
T-1 exp - §—§ <K< R e §<KL T, rvrg <t (3.10)

2¢

11—

I1 suffit de remarquer que si T >>¢log

+rg+ 51(8) alors & = 2¢ V Log é et

tout r tel que T > r >> VeT conviennent
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IV - CHEMIN OPTIMAL RESTANT SUPER-CRITIQUE (preuve de la proposition 2) .

On rappelle qu'a tout chemin ¢ est associée son e-discrétisation )\ , puis

la fonction 6 grdce a (2.16). L'entier j est fixé pour 1'instant (> 1) si

pour W€ R on choisit mw6:®(j-1)1,jr,w,xj) et si A" est une partie de
A
v
I ((3-1)n,n,u,v) avec T > r > u alors on déduit de (2.3) et (2.12)
0
. W -1
Lo (8050 2 fsup R (W) | ) X,
2N UEZ, . roJs
(3-1)n
W€Ar(x _1)
! (4.1)
u,6
. 5% (u) ,,0(u)
ol X, = Z, A

D'apres [6] (lemme 1, formules (4.8) et (4.10)) et [7] (propositions 3 et 4)
on a facilement 1'existence de uy > 0 tel que le sup précédent soit majoré par

exp 1 (ur + 1 ((3=1),37,0,)}

L'application de (2.6) se fait sous la forme

) <P

c -
P(BjnB;_ ) <Py = Pz X, <a , I>a;,) (4.2)

déf.  ueA Y J-

~

ou A = ﬂ;ez( : o(u) ea )} et I = card A

j-1)n
et

a=a exp ! {1((3-1)rdr.;) + ur} = a £ r - g}

1
] j j-1 &P ¢ ngm

J-1

I1T va s'agir pour une somme de v.a. F( - conditionnellement indépendantes

j=1)n
(les Xu) de grandes déviations, mais du cOté ol le support est borné (Xu >0) .

La base de 1'argumentation sera 1'équi-intégrabilité qu'on va assurer en choisissant
convenablement 1a famille AY . On utilise un lemme démontré dans le V (mise

bout a bout de tubes de tailles décroissantes).

Lemme 2 :

Pour tout d,t1

> 0, il existe D> 0 et 0 <n«< % tels que si on note
: 2P(% +n) (e
v, = up = €V, peN) (4.3)
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et pour tout <p€CJ ([ie, (i+n)el)

n =24 Fk(i,n) = n FA(1+2p-1, i+2P | ups vp)
1<p<a (4.4)
n= 2% rMEn) = P2 n rAERT aen us v )
. n 1’A1 A
et enfin Px(i,n) = {pe R’ : 2 € T (i,n)} (cf. 2.10)

les conditions |lo]l < d et (itn)e < t! entrafnent :
€ O (oA 1
1) Ei,xi Zy (r"(i,n) > 5 (4.5)
2) Sous 1'hypothese A3), pour tout a et ¢ > 0, il existe ' >0 et c'

tels que les conditions [).| <a et (eT, (i,n,¢) entrainent

PN -

ES L [28 (P (i,m) Logd 28 (PN < e (4.6) n
*™M

A
On est naturellement amené a choisir 2" =1 " (j-1)n,n) (dans ces conditions on

peut prendre u = De:21/2+n n1/2+n).Les hypotheéses de la proposition 2 nous assurent

alors 1'équi-intégrabilité des Xu » ugA . Ceci nous fournir pour tout o de

10, %[ un B tel que si Xﬁ =X, AB

inf ExP | F,. > o sur I >0 (4.7)
ueh [U | (J'1)n]

Aprés centrage, (4.2) donne :

I

PPrz 0B-exd)<a-1q (4.8)

uch
Si on choisit o = % , et si on impose

aj_y = 8a (4.9)

La formule (4.8) se transforme, grice a Tchebyshev en :

-2 B
P, <64 E {1 (21 - a;_ ) ¥ Var X%} (4.10)
1 = I>aj_1 Jj-1 ueA u
On en déduit facilement :
C B
P (Bjrij_1) <Py < 64— (4.11)

aj_.]

Au premier pas de la récurrence on a
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P(B;) <P (uéA X, <a') avec card A=I (déterministe) > a = exp = {f (x )-s(e)}

d'aprés [7] Ch. II et a'=a1 exp é {u ro * I (0,T,m1)} d'ol

2
P(B,) < 64 & (4.12)

Q
o

pourvu que

a_=8a' (4.13)
Les conditions (4.9) et (4.13) sont équivalentes a

ny =¢- sq(e) -elog 8 - ur, ngn;.

1 5¢ -elog 8 - pr (j>2) (4.13)
n
D'aprés la définition de 1'algorithme on a toujours a, > exp ;? (k>1) donc

d'aprés (4.11) et (4.12)

201 . K Nk

P(B.) < 64 B {—- + I exp - -—} (4.14)

i’ = a - €
o Jj=1

Par hypothése de la proposition 2, a, est minoré par exp é s1(e). En prenant

T et ¢ comme a la fin de la preuve de la proposition 1 et

r>u=D (21) /20120 (1 \erifie ©>> r >> /T ) on aboutit a 1a conclusion

demandée.
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§ V - PREUVE DU LEMME 2 (EQUIINTEGRABILITE).

L'introduction de tailles décroissantes de sous-tubes a pour objet la preuve

de 2). ¢ est fixé, donc aussi 6 et .

Pour 1), d'aprés (2.15) si P* est 1a probabilité associée au noyau markovien

6 : . L XN s e 1 L incTu-
Q; 5 (i est fixé) on doit majorer P (r"(i,n)*) par 5 . On remarque 1'inclu
>
sion
i,n)> no, o TR, I+25,u v ) (5.1)
qui entraine évidemment :
- * U :
PN < x PN 2P v ) (5.2)
p:2p'1§n

1

Pour tout d,t on sait - évaluations a partir de 1'inégalité de Kolmogorov pour

les martingales ([4] p. 149 et [6] Temme 2 et formule (4.7)) - qu'il existe D, >0

1

tel que les conditions ||@]| < d et (i+j)e< t' entrainent pour tout u et

v>0:

r\l - -
P M, g, w9 > Dy 5 (42 2+ v

(5.3)

Si u, et v, sont définis par (4.3), les choix 0 <n< % et 40D, < 1-47"

permettent d'aboutir a la conclusion.

Pour 2), on commence par énoncer un lemme d'Asmussen ([1] , p. 23).

Si g est une fonction de R" dans R croissante et concave (donc sous-additive)
g la fonction x - x g(k) et Y., i< p des v.a. indépendantes et positives

leur somme Sp vérifie

p
Eg(S)< =

pl S 2 E g (Y;) + g (ES) (5.4)

1
On remarque alors ([3]) que la fonction (§' est fixé positif)

g(x) =s_x x < &

I
(7]
—
+
[7,]
N
—
o
(Ta]
x
x
A4
JY
v
—
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est concave pour 50,51,52,50 convenablement choisis et que de plus il existe

S3 tel que pour tout x,y on ait
. s s
g (xy) < sg (1 + Log, x + Log, y) (5.6)

Partons d'un individu situé en Xo a 1'instant 1i=0 pour simplifier 1'écriture.

(2.12), (2.13) et (2.14) conduisent a la majoration :

22 (N0, < T ku) W, (5.7)
J uez, _,
R i 0 (o S
ou k(u) = 1fx(0,j-1) (s(u)) RJ._1 (0,x,,s(u)) et les W, sont Fioq conditionnel

lement indépendantes et d'espérance 1 .

Une application de (5.4), jointe a la croissance de la fonction g et a

1'inégalité de Jensen, donne :

E . [9 (z?(fk(o,j))) [Fi4l< T k) Eo,x [y 9(K(WN,) | Fioq]

0,X
0 UeZ;_y

¢ g (2] (T4(0,3-1)) (5.8)
Pour tout j, si e; est un majorant de sup {R?_1(0,x0,2) s 2€TM0,3-1)}
on a

sup {k(u) P u€zs 4} ey

Dfaprés la proposition 1 de [6] (propriété de branchement) la loi de wu ne dépend

que de o(u) ; plus précisément on a ici :

EO,XO [W, 9Ck(u) W) [ F5_q] < Fy (o(u)) (5.9)
ol
-1 - .9 _
f1(.y) = ej E(j'”E,)’ g (\)(j'1)€,y (1) EJ) YER (5.10)

En définissant f, de RI7! dans R par

fo (Rgseeesls o) = f0 (2. ,) 14
2™ 317 T A g, o)

on peut majorer le premier terme du second membre de (5.8) par 22_1(f2) , ce qui

(21,...,z.

ip) (5.11)

permet d'écrire la formule de récurrence en déconditionnant (5.8)
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o, (23 (PH0,30) - By, § (25 (PM(0,3-10) < Q)1 (0ux.F))  (5.12)

On aura terminé quand on aura montré, sous les conditions de 1'énoncé que le second
membre de (5.12) est le terme général d'une série convergente (uniformément).
Travaillons désormais avec ¢ . La clé réside dans 1'évaluation de ej . Si
wET(cP,j,e) avec je < t1 , d'apres [6] (lemme 1 et 4.4) et le choix des up,vp
on peut trouver D' ne dépendant que de d,t1,c tel que

sup (RY_1(0,x.2) 5 £€TM(0,3-1)3 < exp (D" $1720 ey (5.13)
I1 existe alors jo (D',c) tel que
ivi, >0 N - (5.14)
_ v 2 1/2+n s J
On prend alors e = exp [{D" j - cjt v (- c3)] (5.14)
J
0
Dans ces conditions pour j < jo ona e.< I e, = s et d'apres (5.6) on a
—_ k=t K def
foly) < s, {1+ Logdl s + E,. [ve. (1) Log6I W, (M]3 (5.16)
17253 + (J-De,y L7(G-1e,y + (F-Ne,y )

Cette derniére espérance étant majorée d'aprés A3) pour y appartenant a un

compact, on majore ainsi la somme des j_ premiers termes de 5.12, pourvu que

0
§' <1+ 6.

Pour j > j, a partir des évaluations suivantes, faites pour 1>a>0, ¢'<6 ,X>0, EX=1 :

-1 - 2 §'
2™ E §aX) <a sy B 1y )+ E(X(Log” aX) laxsg, )

0 %0

2 1+6 £o €0\-1-¢ 1+68
EX 1aXS€0 Ce ™+ = (Log 7) EX(Log, °X)
5' £0y-1-6+5" 1
et E(X(Log” aX) 1aX>g0) < (Log ?;) + Ex(Log++6X)

o ' : 0 .
on déduit, en faisant a= exp - ¢ % > X = V(i-1)e,y (1) , une majoration du second

terme de (5.12) par un 0(j'1'6+6 ) qui converge donc dés que &' < 6.

Remarque :

Dans le cas du modéle découplé (ou "de Neymann-Scott") A2) entraine A3) . En

effet, par application de 5.4 on a si g est comme dans 5.5 mais avec g au lieu

de §' et si les indices t,x sont omis :



et d'aprés (5.6)

Eg (V1) < sy (M) [1+ (L) )P + exp {L(v(148))-L()}] +EG(N)

ce qui permet de conclure.
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