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PRESENTATION

Le processus de Galton-Watson, un s i è c l e  après sa na is sance ,  cont inue de 

n o u r r i r  une abondante l i t t é r a t u r e  (b ib l iog raph ie s  dans [1] e t  [ 2 ] ) ,  à l a q u e l l e  

nous avons p a r t i c i p é  en proposant  une e s t im at ion  non paramétr ique s imultanée de 

l ' e s p é ra n c e  e t  de la  va r iance  [R5] . Par sa na ture  même, i l  e s t  le  po in t  de passage 

ob l igé  pour to u te  modél isat ion s tochas t ique  de c ro i s sances  exp o n en t i e l l e s  de popu­

l a t i o n s .  L ' en r ich is sement  du modèle s ' e s t  d ' abord  développé e s se n t i e l l e m en t  du côté  

temporel .  Deux éléments supplémentaires  pouvaient  ê t r e  rendus a l é a t o i r e s  : la  durée 

de vie  d 'un indiv idu  e t  le s  dates  de naissance  r e l a t i v e s  de ses en fa n t s .  En r e spec ­

t a n t  la r èg le  d ' o r  des processus de branchement - deux individus  d i f f é r e n t s  donnent 

na is sance  à des processus indépendants  " t r a n s l a t é s " ,  on a a in s i  obtenu les  modèles 

de Bel lman-Harris [5] , de Sevastyanov [26] ,  de Crump-Mode-Jagers[15] . Le pro­

blème p r in c ip a l  é t a n t  l ' e f f e c t i f  de la  popula t ion au bout d 'un temps t  grand, 

en a f a i t  de façon n a t u r e l l e  une s i t u a t i o n  r e l e v an t  de la  t h é o r i e  du renouvel lement ,  

e t  a donné l i e u  à la  d é f i n i t i o n  du paramètre de Malthus (Z^ ^  ea t ). La quest ion  

posée ( e t  ré so lue  de manière évidemment a s tu c ie u se )  par Hammersley en 1974 [14] 

concerne la  r é p a r t i t i o n  dans le  temps donc sur  IR+ , des da tes  de naissance des i n d i ­

vidus de la  n-ième géné ra t ion ,  en p a r t i c u l i e r  une l im i t e  asymptotique pour la p re ­

mière d ' e n t r e  e l l e s ,  normalisée par n . La t e n t a t i o n  é t a i t  grande de passer  à 

F (ou IR̂  ) e t  de c o ns idé re r  le  processus temporel précédent  comme un processus 

s p a t i a l  p a r t i c u l i e r .  A chaque indiv idu  x de p o s i t io n  b on a ssoc ie  une r é a l i -
A

s a t i o n  d 'un processus ponctuel su r  F , dont un exemple simple e s t  c o n s t i t u é  par le  

processus de Neymann-Scott [22] : on t i r e  un nombre a l é a t o i r e  de copies indépendantes 

d 'une même v . a .  r é e l l e  d 'où un ensemble f i n i  de po in ts  de F . On opère une t r a n s ­

l a t i o n  de vec teu r  b e t  on a l e s  p o s i t io n s  des en fan ts  de x . On suppose
A

z t de la  popula t ion au bout d 'un temps t  grand,
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indépendantes e t  é q u id i s t r i b u é e s  les  r é a l i s a t i o n s  correspondant  à d i f f é r e n t s  x.

Soi t  Z p . . . , Z  les  mesures a l é a t o i r e s  re p ré se n t a n t  les  généra t i ons  1 , . . . , n  e t

|j la mesure d ' i n t e n s i t é  du processus (pour B bo ré l ien  EZ^(B) = m(B)) .  La masse

t o t a l e  m de u supposée f i n i e  e t  supér ieu re  à 1 r epr ése nte  le  nombre moyen d ' e n -
-1

fan ts  par ind iv idu  e t  mq - m M e s t  une p r o b a b i l i t é .  L ' é g a l i t é  

 ̂n n *n
EZn (B) = m (B) = m uQ (B) met bien en évidence la na ture  des 2 phénomènes s t o ­

chas t iques  so u s - j ac e n ts  : Gaiton-Watson e t  marche a l é a t o i r e .  La norm al i sa t ion  de 

l ' e s p a c e  par n , i n t r o d u i t e  par la  problématique de la première na is s ance ,  rend 

nécessa i r e  l ' emploi  des grandes dév ia t io ns  e t  du même coup a t t énue  un peu la  por tée  

de la p lu p a r t  des é tudes s p a t i a l e s  a n t é r i e u r e s  dont les  no rmal i sa t ions  r e l e v a i e n t  

du théorème de la  l im i t e  c e n t r a l e .  En e f f e t  s i  a e s t  plus grand que le  c en t r e  

de g r a v i t é  de m (espérance de uQ) , EZn [n(a,a+<5)) e s t  le  r é s u l t a t  de la  compen­

s a t i o n  e n t r e  la  c ro is sa nc e  exponen t ie l le  de la popula t ion  (mn ) e t  la décro issance
-n h (a)

de la p r o b a b i l i t é  (e s i  hQ e s t  la  t ransformée de Cramer [3] de uQ) ,

ce qui permet de d é f i n i r  une zone de présence asymptot ique.  C ' e s t  à Biggins [ 7 ] . . . [ 1 3 ] ,  

avec l ' im p u l s io n  de Kingman [16] que r e v i e n t  le  méri te  d ' a v o i r  c a r a c t é r i s é  c e t t e  zone 

e t  d é c r i t  ce qui s ' y  passe.  Nous énonçons i c i  l e  r é s u l t a t  le  plus s imple.  On

^ û  V

suppose la t ransformée de Laplace m de m d é f i n i e  par  m(6) = e M(dx) , f i n i e  

dans un vois inage de 0, e t  on pose L = Log m e t  h = sup 0x - L(e) la  duale de

i (S
Young de L (qui e s t  convexe).  Pour t o u t  ( a , 6) de IRxJR*, s i  A désigne

â

[a,a+6) ou ( a - ô , a ]  su ivan t  le  s igne  de h 1(a) (h e s t  f i n i e  e t  ana ly t i que  dans 

l ' i n t é r i e u r  de l ' en veloppe  convexe du support  de u ) on a

lim l Log E Zn (n A^) = - h(a)

si  h(a)  < 0 lim J Log Zn (n A^) = - h(a)  p . s . sur  {Zn ( F )  + + °° }

si  h(a)  > 0 lim Z ( n  A^) = 0 p . s .
n
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Graphe de L Graphe de h = hQ + Log m

La fonc t ion  -h ,  en zone de présence,  joue  le  rô le  de U^n, pour le  processus 

de Gaiton-Watson s u p e r c r i t i q u e .

I l  é t a i t  dès l o r s  nature l  d ' en v i s a g e r  un c e r t a i n  nombre de g é n é r a l i s a t i o n s ,  

t a n t  du côté  branchement (mul t i ty pe ,  Bel lman-Harr is ,  autodépendant) que du côté  

marche a l é a t o i r e  (Markov). A la lumière de Ventsel [27] e t  Azencott-Ruget [4] le 

cadre adéquat  pour a s s e o i r  l e s  fu tu r s  r é s u l t a t s  c o n s i s t e  à se donner un paramètre 

d ' é c h e l l e ,  e , d e s t i n é  à tendre  vers 0 e t  f i x a n t  le s  i n s t a n t s  de reproduct ion e t  

la t a i l l e  des s a u t s .  Une r e l e c t u r e  de Biggins en ces termes donne près de x à 

l ' i n s t a n t  t  une popula t ion en exp  ̂ { - th  (^) + o(1)} s i  h (^) < 0 e t  0 

sinon.  La fonc t ion a ( t , x )  = - th (^) v é r i f i e  l ' é q u a t i o n  aux dér ivées  p a r t i e l l e s  

( e . d . p . )  non l i n é a i r e  = L (- ^r)  , c l a s s iq u e  dans le s  problèmes de l o i s  de con-
<31 dX

se rv a t io n  [1 9 ] .L ' o b j e c t i f  dev ien t  désormais,  dans le s  modèles de branchement spa t i aux ,  

la recherche d'  "e- log dens i t é s "  e t  l ' é t u d e  é ven tue l l e  des e . d . p .  a s so c iée s .

Le modèle de Crump-Mode-Jagers, auquel on r a jo u t e  une dimension s p a t i a l e ,  supporte 

t r è s  bien le  t r a i t e m e n t  [R6] met tant  en évidence une fonc t ion homogène a de t  

e t  de x, 1 ' e . d . p .  a ssoc iée  L (-  , - | ^ )  = 0 g é n é r a l i s a n t  l ' é q u a t i o n  donnant le  

paramètre de Malthus. Cet te  démonstra tion donne, au passage une i n t e r p r é t a t i o n  de 

to u te  s i t u a t i o n  mêlant c ro is sance  exponen t i e l l e  e t  renouvellement .  El le  a fo u r n i ,  

a p o s t e r i o r i ,  l ' i d é e  d 'une  démonstra tion a l t e r n a t i v e  e t  é c l a i r a n t e  de r é s u l t a t s  

a n t é r i e u r s  [R1] sur  une modé l isa t ion p r o b a b i l i s t e  des l o i s  de Zipf ,  d ' o r i g i n e  

1i n g u i s t i q u e .

pente égale au 

centre de gravité de jj

Log m
kl zone de présence

-Log m

centre de gravité 

^  de jj

et de x, l'e.d.p. associée L (- 3a
at

(e.d.p.) non linéaire 3t
I (- 3Ch

3x '



La conjecture la plus générale de Ruget [24][25] porte sur un processus de 

branchement spatial dont la loi de reproduction dépend du temps,de l'espace et de 

la population elle-même, c'est-à-dire notamment que le branchement sous-jacent 

est auto-dépendant (ou contrôlable ou dépendant de la taille) et la marche sous- 

jacente markovienne. Mon propos était d'avancer dans cette direction.

Dans un premier temps on se donne une famille indexée par ]R+ x ]R (temps, 

espace) de lois de probabilité sur M , espace des mesures ponctuelles finies sur 1R . 

L'élément générique est P, (dv) , ayant une espérance notée y. , mesure de
L 5 X U 5 X

Radon positive sur 1R ayant une log-Laplace L(t,x,*) et une transformée de 

Cramer h(t,x,*) . P. décrit, à l'échelle 1, la loi des positions des enfants
L j X

d'un individu situé en x à l'instant t, repérées à partir de x. Si besoin 

est, on particularisera P. en supposant qu'il est de Neymann-Scott. Le cas
L j X

homogène correspond à P. = P pour tout t,x . Pour tout e > 0 on se donne
L j X

ir0 élément de M . Chaque élément xQ du support de ttq doit être pensé comme la

position d'un ancêtre (individu de la génération 0). Il vit un temps e puis est

remplacé par des enfants dont les positions forment un élément (aléatoire) de M

obtenu de la manière suivante : on tire un élément de M suivant P , on lui
i,xo

applique une homothétie de rapport e puis une translation de vecteur xQ . Les 

enfants de l'ancêtre forment la première génération et sont datés de l'instant e , 

de sorte qu'un tel individu, situé en x , sera à l'instant 2e remplacé par des 

enfants dont les positions formeront un élément de M obtenu par tirage suivant 

^2e x ’ £*homothétie et x-translation. On itère la procédure et on s'intéresse 

pour tout t à l'élément de M formé par les individus en vie à t (donc 

de génération [^] ).

On définit pour tout e,  la famille mesurable (^(x,»), (t,x)ç]R+ xlR de 

probabilités sur M par

Q-t (x*dv) = Tx SePt,x(dv) 

où S£ f(z) = f(ez) et Tx f(z) = f(z+x) - opérateurs d'échelle et de translation -,

4

e
t
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puis on construit la chaîne de Markov r , n e  M  d'espace d'états M , d'état

initial tt̂  , avec la propriété de branchement : pour n fixé, conditionnellement

en ç ,...,çn la loi de çn+  ̂ est celle de la superposition de k v.a. indépen-
k

dantes de lois respectives S ( n+^ £ (Xj,*) si çn = T. (où <5X désigne
j 1 j

la mesure de Dirac en x). Pour toute f continue à support compact on a 

v(f) £|- (x,dv) = Tx S noté Q| f(x)

et pour les tribus propres,

EEW f> =cn « W  f)
d'où on tire si pour t £ eil , désigne l'espérance de

4 = 4-e «t
0

La structure de Q̂ . et la propriété précédente met en évidence l'analogie avec un

problème de grandes déviations pour chaînes de Markov [4] [27] (un seul individu

par génération : çf = & et les résultats portent sur e log P(U+ el)). Cette
‘  U| ‘

étude d'espérance avec les outils précédents et tenant compte d'une population
y o

initiale en exp — -—  près de x tel que f (x ) > 0 , fournit près de x àt- u u u

t la quantité exp où

rt
B(t,x) = sup f (cp(0)) - h(s,cp(s),(p(s)) ds

tp Jo
<p(t)=x

On retrouve la problématique des tubes autour de chemins minimisant l'intégrale 

d'action. Un chemin doit être vu comme la limite (en e )  d'une ligne généalogique 

constituée par les positions des ancêtres successifs d'un individu. Dans le cas 

homogène, vu la convexité de h, les chemins optimaux sont rectilignes.

Un certain nombre d'étapes sont apparues, certaines contingentes, d'autres 

nécessaires, nous obligeant à revenir sur le cas homogène pour comprendre certaines 

situations de base. Dans la première catégorie se situe notre étude [R3] de la loi 

empirique du processus de reproduction, calculée le long d'une ligne généalogique

M
Tx S

F
Mt,x (f) noté Q| f(x)

1 ) f)
G

Ç
e

tu
e

t désigne l'espérance de

ß
e où(t.x)
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et conditionnée par l ’arrivée près d'un lieu donné (différent du centre de gravité).

En ce qui concerne la seconde, on remarque que l'existence d'une population initiale 

exponentiellement grande est compatible avec un processus qui, démarrant avec un 

seul individu, serait sous-critique ; ceci nécessite donc l'étude des probabilités 

de présence [R7], [R8] , qui même dans le cas homogène fait appel à des idées issues 

des outils markoviens. En chemin la nécessité de construire correctement l'espace 

de probabilité pour un branchement spatial markovien nous a fait rencontrer les 

arbres marqués de Neveu [21] .

Il restait à attaquer la comparaison entre ç!j; et son espérance. Dans le 

cas homogène, la linéarité des chemins optimaux - par ailleurs caractéristiques de 

l'équation aux dérivées partielles - a pour conséquence qu'un tel chemin aboutissant 

en x appartenant à la zone de présence à l'instant t n'a jamais avant t quitté 

la zone de présence correspondante. C'est ici q u 'apparaît la spécificité du cas 

non-homogène. L'espérance et la variable aléatoire ne sont plus équivalentes en 

général, la conjecture [24] , [25] étant que la v.a. correspond à une formule varia- 

tionnelle à contrainte permanente, rendant compte de l'extinction des lignées à 

partir de la sortie de la zone de présence. Plus précisément

r Log ( [x-r(c) ,x+r(e) ] ) tend pour un r(e) convenable vers a(t,x) = sup T (<p,t)
f t  .  <p 

où T(<p,t) = f M O ) )  - h(s,tp(s) ,cp(s) ) ds et le sup est pris parmi les ip
•*o

tels que cp(t) - x et pour tout 0 < s < t , T(cp,s) > 0.

Notre contribution à la preuve de cette conjecture a consisté en une étude 

séquentielle. Il est utile de découper [0,t] en tranches d'épaisseur t  suffi­

samment faible pour que qualitativement tout se passe comme pour un processus homo­

gène (v.a. ^ esp. lorsque celle-ci est > 1) mais suffisamment grande pour que le 

processus ait eu le temps de donner des résultats asymptotiques ( c «  t «  1) .

Il est bien entendu que les points de départ spatiaux d'une tranche sont les points 

d'arrivée de la tranche précédente ayant une densité de population suffisante.

L'étude d'une tranche nécessite notamment un encadrement de l'espérance correspondante

Log
e:

t
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donc les  mêmes o u t i l s  que dans l ' e s p é r a n c e  g lo ba le .  Mais l ' empi lement  d 'un nombre 

c r o i s s a n t  ( ^ -  à t  f ix é )  de ces t ranches  exige de ne pas s ' e n  t e n i r  aux p a r t i e s  

p r in c ip a l e s  quand e-^0, c ' e s t - à - d i r e  d ' é v a l u e r  les  r e s t e s  de façon uniforme. Cet te 

étude a donc é t é  f a i t e ,  dans c e t  e s p r i t ,  une f o i s  pour to u te s  [R9] .

L 'é va lua t ion  de r e s t e s  dans les  i n é g a l i t é s  a requis  des ext rémales  à pentes 

bornées ,  e t  même bornées uniformément . L' i n t e r f é r e n c e  permanente e n t r e  analyse 

convexe, équat ion de Hamilton-Jacobi [20] (6 v é r i f i e  6(0,*)  = f  , r f  = L ( t , x , -  | ^ )
0  o Z  d X

e t  en e s t  la  so lu t io n  "en t rop ique" ) e t  grandes dév ia t ions  markoviennes trouve sa 

t r a c e  dans le s  hypothèses p résen tées  [R8 , R9] , à la  f o i s  proche de Benton [6] 

e t  de Ventsel [27].

Il r e s t e  dans ce modèle ( d i t )  markovien à parachever la  minoration du chap.H 

e t  montrer la convergence du modèle x-approché ( e t  rendre  compte de c e r t a i n e s  i r r é ­

g u l a r i t é s  de la  correspondance e n t r e  f  e t  a  [18 ] ) .  Les r é s u l t a t s  sur  Hamilton- 

Jacobi avec L dépendant auss i  de S ouvrent  des pe rs pec t ives  de démonstra tion 

dans le  cas auto-dépendant qui d é c r i t  assez  bien la  c ro is sance  de popula t ions  

r é e l l e s  souvent tempérée par des s a t u r a t i o n s ,  pour lequel la  pe r t in ence  de la  

con je c tu re  [24] a déjà  é t é  mise en évidence par l e s  s imula t ions  de Laredo [17] 

e t  Pier re-Lo t i -Viaud  [23] . Il  f a u t  cependant no te r  que dans le  modèle géné ra l ,

L dépendra de a  e t  non de 3 (de la  popula t ion e t  non de son espérance) .
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A. Estimation non paramétrique de l'espérance et de la variance de

la loi de reproduction d'un processus de ramification.
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Estimation non paramétrique de l’espérance 

et de la variance de la loi de reproduction 

d’un processus de ramification

par

Camille DUBY

L aborato ire  de Biométrie ,  I. N .  R. A .,  78000  Versail les

et

Alain ROUAULT

M ath ém at iq u es ,  Bât.  425, E. R. A .-C . N .  R. S. 532,

Université  de Paris -Sud, 91405 Orsay C edex

R ésum é . — On étudie l’estimation conjointe de la moyenne m et de la 
variance a2 de la loi de reproduction d’un processus de Galton-Watson 
dans le cas m > l ,p 0 = 0, quand les observations sont les tailles successives 
des générations, Z0 =  z, Z l5 . . Z„. Quand n et z tendent vers l’infini, 
on approche la log-vraisemblance. Le problème devient paramétrique. 
On montre la normalité asymptotique et l’optimalité du couple (in, a2) 
ainsi déduit.

Sum m ar y . — The estimations of the mean m and variance a2 of the 
offspring distribution of a Galton-Watson process are studied jointly 
in the case m >  1, p 0 =  0. Observations are sizes of generations, 
Z0 =  z, Z l9 . . . ,  Z„. For z and n -> oo the log-likelihood is approximated. 
The problem becomes a parametric one and it is shown that the pair 
(m, i 2) is asymptotically normal and optimal.

Annales de l'institut Henri Poincaré-Section B-Vol. XVIII, 0020-2347/1982/149/$ 5,00/ 
©  Gauthier-Villars
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1. INTRODUCTION

On étudie, pour les processus de Galton-Watson, l’estimation de l’espé­
rance m et de la variance o2 du nombre Y de descendants d’un individu 
dans le cas où m =  EY >  1, p 0 = P(Y =  0) =  0 et où l’échantillon est 
constitué des tailles des générations successives Z0 =  z, Z l5 . . Zn.

En présentant les résultats connus sur ces estimations, Dion et Keiding [5 ] 
examinent deux passages à la limite : en n et/ou en z. L’estimateur de Harris

m =  l - l l  Zk_! maximise la vraisemblance dans le modèle compléte­

ra i  k=i

ment général, indexé par {p  =  (p k)keN*, E/?fc =  1 }, ou encore dans le modèle 
« conditionnellement exponentiel » à un paramètre. A z fixé et n - ►  oo, 
il est consistant et asymptotiquement normal, mais avec une normalisation 
aléatoire. Dans le modèle paramétrique cité, il est optimal (Heyde [9]). 
Si z et n - ►  oo, m est consistant et asymptotiquement normal, avec norma­
lisation déterministe. Il existe des modèles paramétriques pour lesquels
m n’est pas l’estimateur du maximum de vraisemblance.

z „
* VVu la propriété Z n+i =  > ç / M (où les sont des v. a. indépendantes,

i

de même loi, la loi de reproduction), un estimateur naturel de la variance
n

à m inconnu est a2 = n~ 1̂ \ z ]c — mZk_ 1)2(Zk^ l)~1. On sait qu’il est

k= 1
convergent et asymptotiquement normal à z fixé quand n —► oo.

On a cherché ici à aborder l’estimation de m et a2 conjointement, sans 
modèle paramétrique souvent difficile à justifier dans les applications. 

On part de l’écriture

(1.1) Z„+1 = mZn +  o ^ /Z nzn+l

La normalité asymptotique des en (Heyde-Brown [11 ]) suggère d’approcher 
la log-vraisemblance L de l’échantillon par

(1 .2) n n

L = - ^ l o g ( 2 n a 2) - ^ l o g Z k. l - ^ ( Z ^ - m Z ^)2̂ 2̂ ) -1
k = 1 k — 1

Annales de l'institut Henri Poincaré-Section B

£j,n sont des v. a. indépendantes,

Si z et n oc
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m et a2 sont les seuls paramètres qui subsistent et il se trouve que L est 
maximisé par ni et a 2. Ces deux estimateurs ont des vitesses de convergence 

très différentes (l'une en J n f z , Y autre en y/n) ce qui rend difficile une 

étude conjointe. C’est à l’aide de L qu’on a pu étudier leurs propriétés 
asymptotiques, normalité et efficacité. Ceci exige une évaluation assez 
fine de L — L. Si seul n -> oo l’approximation est trop grossière pour 
pouvoir déduire les propriétés habituelles des estimateurs du maximum 
de vraisemblance. Il est nécessaire d’avoir à la fois n et z -> oo, ce qui 
signifie que l’information utile uu processus est contenue dans ses géné­
rations éloignées, information s’exprimant à travers les seuls paramètres m 
et a2. Le cas où seul z -> oo donne une bonne approximation mais a 2 ne 
converge plus.

Après avoir défini les notations dans la 2e partie, on étudie dans la 
3e partie l’approximation de la vraisemblance L et l’évaluation du reste 
L — L. Dans la 4e partie, à l’aide de L on montre la normalité (et l’indépen­
dance) asymptotique du couple (m, a 2) et dans la 5e partie son efficacité 
asymptotique au sens de Weiss et Wolfowitz.

Ces résultats ont été annoncés dans [6].

2. NOTATIONS

Soit a = (ak)keM*, b = {bk)kef̂ * deux suites de nombres positifs non tous 
nuls telles que 00 X

(2.1) Vfc ak <  bk ^  /c4/7fc < oo Z * “  " 1

î î
(2.2) PGCD{fc|fl* * 0 }  =  1

(2.3) =  j p =  (pk)kM* Vie ak <  p k <  bk, ^ p k =  1 1 #  0

1
Notons pour p  g :

OC 00

m =  , <r2 =  ^ ( / c  -  m)2p k

1 1
00

(2.4) d =  (m,(72), n3 =  k -  m \ 3p k

1
X /

Q = X N* , = (X)^(^l*). P = (X)/?
1 - 7 - 1  i j =  1 1,7 =  1

Vol. X V I I I ,  n° 2-1982.

(2.3)

m

00

Zi kPk
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Y(1, 7) la ( i ,7)ième coordonnée et pour tout i

ZJ0 =  1 , Z \ =  Y(ï, 1), Z ‘2 =  Y(i, 2) +  . . .  +  Y (i, 1 +  Z i ) , . . .

(2 .5) Z; =  Y(i,2 +  Z \  +  . . .  +  Z ln_ 2) +  . . .  +  Y(i, 1 +  Z \  +  . . .  +  Z ^ J
z

Zk,z =  =  cr(Zi, 0 <  k <  n ) , 1 <  i <  z ) .

i= 1

On pose aussi :

(2 .6) e„,z =  (Z,., -  m Z ^ . J a - H Z ^ , , , ) - 1

D ans ces conditions, le processus (ZWfZ)nĝ  est un processus de Galton- 

Watson avec z ancêtres de loi de reproduction p, supercritique, avec 

explosion presque sûre. D e  plus pour p e ^ , m ,  a 2, /u3 sont uniformément 

majorés et minorés.

1 5 2  C. DUBY ET A. RO UA ULT

3. A P PR O X IM A T IO N  D E LA V R A ISEM BL A N C E

Le processus étant markovien, la log-vraisemblance de l’échantillon est

n

(3 . 1) Ln z =  log P(Zk z I Zk_ L tZ)

k =  1

En utilisant la loi limite des s (cf. [11]), on l’approche par

n n

(3 .2) L„ z =  -  ” log (2na2) -  j ^ l o g Z fe_ l z ^ ( £*,z)2

fc =l fc =l

et on pose :

• 3) hnz = L nz — L„ z

P r o p o s i t i o n  1. —  Pour toute g telle que g(z) -» +  oo quand z - ►  oo, 

hn z est un o?(g(z)z~*) quand n, z -+ oo et ceci uniformément dans 2P. 
On a

n

(3 .4) K tZ =  ^ ! o g  ^  +  - i =  A ^ e x p ^ e ^ ) 2

fc=l ^

Annales de F Institut Henri Poincaré- Section B

n ,z G(J2l 1 < i < z).
Z * , z

z

E
i =  1

Z%
i
n

k =  1

n

1

1
2

(3
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OU

(3.5) Afcz = 2na( Z k_ i J i [P(Zk : \Z k- 1J
,2> 1 
- a  \ 2 n Z k. Uz) i exp — - (e*,-)2

Pour évaluer hn z on contrôle AktZ en adaptant un théorème limite local 
(Petrov [75]) pour obtenir une majoration uniforme dans 3P.

P r o p o s i t i o n  2. — Il existe A posifif, tel que pour tout p  de et a, £>, /c, z
de

(3.6)
1 /  1 (b — ma)

P(ZM = b\zk-,.z =  a ) -------—  exp -  -
G^/lna  v. 2 aa2

A
< — 

a

Admettons-la pour l’instant.

Démonstration de la proposition L  — Compte tenu de (3.6), il suffit de 
montrer le même résultat sur

n

(3.7) h„tZ =  £ ( * _ ! „ > - *  exp ^  {skJ 2

k= 1

On utilise alors une méthode du genre « logarithme itéré ». Pour ô > 0 
fixé on pose

(3.8) Akz =  { | skz | >  ^2 (1  +  <5) log Xk<z} et RBiI =  Q a 4>ï
k= 1

où ÂktZ sera fixé plus tard. On a alors pour tout s >  0

(3.9) P (hH'Z >  eg(z)z~*) <  P({ h„yZ > £g(z)z~  ̂ } n  R„iZ) +  P(R„,Z) 

Appliquant le résultat de Heyde [10] sur la borne de Berry-Esséen on a

n

(3.10) P(Rnz) <  Y f i ï -  \ /2 ( l  +  <5) log + Cfi3a ~ 3E(Z* _ i>r)~ *

k =  1

f* - 1-  !--- -  —
avec (¡)(x) = (2n) H  e 2dt < (\ x\  ^J2n) le 2 x <  0.

J — 00

En remarquant que :

y =

Vol. XVIII, n° 2-1982.

00

•11 k - 1lpk < 1 -

T OU

Z
k = 2
Íl 1

k k y

4,z)

n *

o
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la formule 4 du théorème 2 de [ / / ]  devient

(3.11) E(Zk_ 1>z) 2 <  z  2 

Choisissant k k z  — k  +  f ( z )  avec /(z )  - ►  oo on écrit

(3.12)

P(R„,Z) <  [ 4 n ô 2( l + ô ) ]  2f ( z y s [ l o g f ( z ) ]  2 +  C ^ - 3( l  - J ÿ o Y ' z  2

et donc quand n, z  -> oo, P(Rn,z) - ►  0 uniformément dans 

De plus

1 5 4  C. DUBY ET A. ROUAULT

P({Kz  >£g(z)z 2} n R J < f f z 2£ Jg(z) + /(z) ]1 + *E(Zt _ t J  2

(3.13) *=1

< l ^ - ' g i z r ' ^ k ' + t y ^ y  + /(z )1+<>)

k =  1

si on choisit <5 et /  tels que /(z )1+dg(z)_ 1 -+ 0, on obtient le résultat. 

Corollaire 1. — Soient e,, c2 >  0 et m' z, o'2. vérifiant

/—t n — 1—
(3.14) | m'„ z — m | <  C! ----, | a,2._ -  c 2 \ < c2 —

\  (m” — 1 )z 1 \  n

alors h'n>z obtenu en remplaçant m et a2 par m '?z et &2Z dans hnz est encore
_ !

un oP(g(z)z 2).

Démonstration. — Soit Bk z obtenu en remplaçant m et a2 dans A ktZ et

Q,z = 11 e*,21 > + 0 ^ , z V/2 log 4 ,z j

(3' 15' D*.z = | |  m'niZ -  m\(Zk_ U:)2 > ^ < ; \ / 2  log l k_. j  

On raisonne sur Cfc?z comme précédemment. De plus

c2(m — l)mfc_1 V 1 c\(m — 1)
P ( D fe, z ) < ^ , 2 -/ , ...... -A ------ TTTTI et ) P ( D Kz) < — ^ - ------}—

2<Um -  1) log f{z)ô2 L j , 2(5 o-'f. log /(z)
k=l

Ce corollaire sera utile dans la 5e partie.
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Démonstration de la proposition 2. — Soit <p la fonction caractéristique 
de p et

ipa{t) = exp
it ma

a u  a.
<P\

L \<7x/ a

On a | Aka ! <  Ji +  J 2 +  J 3 °ù

Or Petrov [7J] a montré que : 

16/13
(3.

<t\ / a

—  il
113 e 3dt et Ja <

j^ 3

er\ / a

qui donnent des majorations uniformes dans De plus

J2 =  ° V a I \(p(t)\adt. 

l«l<»

Mais

I <p(t) I2 =  1 -  2 ^ p ^ s i n  ^  2 ^  t j  <  1 -  2 ^ j i j a k(sm  ^  ^ 7) t

kïj k±j

<  1 - 5 2(1 -  I <^o(0 I2 )
k 'kt

où on a posé s =  Zaket<p0(i) =  £  — e .
5

Or (2.2) entraîne que pour t #  0 (mod 27t) |</)o(0 I <  1* Donc si on pose

o 2
0 < r0 = in f----  et 0 <  K == min — 2 log [1 — s2(l — \(p0(t)\ )]

p e &  4 ^  r 0 < t < n

on a

J 2 < Ina^/âe  

ce qui conduit au résultat annoncé.

Vol. X V I I I ,  n° 2-1982.

- K  a

t a

h
J_c

lil <  rcaV a i f i 3 ^

J. j I W O  -  e 2 I dt
.
1 ~ 4-M3

I «Ait) I d t et j 3 í„I <73

_ÍÍ
e 2 dt

4

16) J 1 <

<TZ

(k j) \  2

'3

V il
î*3

Jl
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4 . E ST IM A T E U R S IS S U S  D E L : 

C O N SIST A N C E  ET N O R M A L IT É  C O N JO IN T E

On a d’après la formule (3.2)

SK.z = 
d m

1 5 6  c ;  DUBY ET A. ROUAULT

n

= cr~2^ J Z kt2 -  mZk_1>z)

k =  1

f e = - 2 ?  + 2 ? Z ' Z- - mZ- - )2(Z‘- - r ‘
k = 1

En annulant on retrouve les estimateurs cités dans l’introduction :

ÏYI" l n, z

k = 1 k =  1(4 .2)

H,* =  V ( Z M -  m„iZZ k^ l J 2(Zk^ 1J - 1

k =  1

On notera aussi

Sn2,z =  n -  mZk_ Uz)2(Zk„ Uz) 1

k =  1

qui estime a 2 sans biais à m connu.

4.1.  Consistance.
^  p

On sait que mnz -* m quand n, z -* oo ( [18 ]). On a besoin de montrer 

le m ême type de convergence pour d 2z.

P r o po s it io n  3.
p

(4 .3 )  â 2z -> a 2 quand n, z oo 

Démonstration.  —  On sait que le résultat est vrai à z fixé ([4])

n

(4.4) o£z -  a \z = n~1 Zt_, -̂ (m„>z -  m)2

k =  1

et (m„>z -  m)2 =  Q T z * - ! ^  j^ ^ (Y ( i, ; ')  -  m)

k =  1 i . j

où la som m ation s’effectue pour 1 <  j  <  1 +  Z[  +  . . .  +  Zj,_ t et 1 < i < : .

Annales de l'institut Henri Poincaré-Section B

(4.1) n

d t n. z -1

n
- 1

- 1 ,zAE2
i, — 1

k , z22)
n

n- 1

-1
n

I
b — i

Z<k,

2



20

E S T IM A T I O N  DE L 'E S P É R A N C E  ET DE LA V A R I A N C E  DE LA LOI  DE R E P R O D U C T I O N  1 5 7

Or ( [ /« ] )

(4.5) m ~ '  Y z , _ „
(m" -  1)z Z j

k =  1

p
x

e. e [ ^ ( Y ( 0 1  -  » ) ]

U
(4.6) o 2 z — d 2z =  Op(n l ) n, z —► x

Mais ([4])

Var d 2 =  n ~ l 2 o-4 +  n ~ 1 [E(Y — m)4 -

c’est-à-dire que quand n et ■x

V a r 5 ^ z =  0(n *), a 2z - ►  a 1 et donc â 2z a 2 .

4.2. Normalité asymptotique de 6nz = (mnz, <x2>2).

(4.1) s’écrit :
n

z n 2\
<4-7) = °_2Q ] z*-i.*)«■.* - m)

k =  1

A z fixé, le processus ( )  est une martingale par rapport aux
\  dm cg J

SFn%z. Les théorèmes centraux limites de Scott [16] et Brown [7] rendent 

bien compte de la normalité asymptotique des marginales à z fixé mais les

normalisations très différentes ( y / n f z  et y/n )  rendent difficile une étude 

conjointe par le même type de méthodes.

On va plutôt utiliser L. 1

~{mn -  1)
P r o p o s it io n  4. —  Si on  p ose  M n z =  cr

m — 1
{mnr_ -  m) et

S n .r  =  ( 2 ^ 4  )  “  f f 2 )  a l 0 r S

(4.8) (M „S „ ,_ .)  => . 1 (0 , I2) quand n, X

Démonstration. —  On sait déjà (Yanev [18]) que M w>z => ~V(0, 1), 

n, z -» x .  On va montrer que pour t e  U et u e U ~  fixés :

(4.9) m) =  E exp (it M n̂: +  uSn :) -+ exp -
u2 - t 2

Vol. XVIII, n° 2-1982.
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nn

X
V — c\K — v)

1(2- ‘k , z r 1
)]

(4 7)
e t 'n ,z

dm CG'
2

O l)n .zG
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4
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Pour cela, on construit un nouveau processus de ramification dont la loi 
de reproduction a même espérance m que celui qu’on étudie et dont la

variance est cr*2 =  a2(  1 ----- —  ] <  a2. Par exemple, soit k > 1 tel que
V Jïn)

l\Pk+2 ^  0 (possible car p e on définit

<7; =  Pi si : ^  k, k +  1, k + 2

(4.10) qk = p k -  *(cr2 -  a*2) qk+l = pk+l + (a2 -  a*2)

q k + 2 =  P k + i  -  ^ a 2  ~  CT* 2)-
y

Pour n assez grand, q e Soit P* =  ( X )  q (cf. § 2) et h*z le reste de la
i j =  1

vraisem blance approchée du processus correspondan t, et enfin 
H„,2 =  K'Z -  h*z

(4.11) On,z(i, u) =  E*
P

exp (it M„,z +  mS„>z) —  (Z0>2,Z 1iZ, . . Z n.

P(Z0,z> ■ • ; Z n- Uz) =  { c J Î K ) - \ Z 0'Z . . .  Z„_lz ) ¿ exp( - \ n \  +

P*(Z0)Z, . . z„_ lt2) =  (<7*^271)_n(Z0jZ. . .  Z„_ liZ) 2 exp

d'où
«) =  V„E* exp (it U n. + H „z)

, /  lu  \  2 /n
ou on a pose V„ =  1 1 ----- —  1 exp — u -  qui tend vers e 2 quand
„ -H. 00. '  V 2 n /  V 2

Si E, =  E* [exp (it Mnz + H„ z)] on a

(4.12) I E t — e 2 | <  | E*(exp it M „z) -  e 2 | +  | E*(exp H„_z) -  1 |

Mais pour a >  0, on peut écrire

(4.13) E* | 1 — exp H„ _ | <  ea — 1 +  E* [(exp H n,z) l1H„,il>a] +  P*(| H„,z | >  a) 

cl

14.14) E*[(expHn,z) l |H„ 2|>a] <  E*
pjlc

(exp 2H„,Z) —  (Z0,z) .. , ,Z n;z)

x E* 1 < V n- 1(E(exp2WS„,z))2P(|H„,z | > a )
1 1 

2

Annales de l'institut Henri Poincaré-Section B

i
\ 2

i
V

li

t 2t2

n,z

(

1

2
n
5 n,z

O *2
4 h n,z

)

$ n ,z

H„.z >a

P
P* (Z0 ,Z! Z ,)



2 2

E S T IM A T I O N  DM I . " E S PÉ R A N C E  ET DE LA V A R I A N C E  DE LA LOI  DE R E P R O D U C T I O N  1 5 9

D’après [8], Sn<1 => - V (0, 1) quand n - ►  oo. La démonstration s'adapte

très facilement au cas S„ z n, z -> oo, donc (E(exp 2uSnz))2 -> eu2 quand 
n, z -+ oo. De plus pour tout a, P(| H n - | >  a) et P*(| H nz | >  a) tendent 
vers 0 (cf. § 3), d’où

ce qui, en utilisant [18] qui reste vrai sous P* permet de conclure.

C o r o l l a i r e  2. — Si on remplace m par fhn z dans S„ le résultat précédent 
reste vrai.

Démonstration. — Ceci résulte de (cyz — <j-2) =  0P(n~l), n, z -» oo 

(prop. 3).

5 EFFICACITÉ ASYMPTOTIQUE DE 0„z

Dans les processus stochastiques dépendant d’un seul paramètre (fonction 
de m pour un Galton-Watson), à vraisemblance assez régulière, Heyde [9] 
a montré l’existence d’un estimateur du maximum de vraisemblance et 
étudié ses propriétés d’efficacité. On utilisera ici les mêmes outils mais 
pour la vraisemblance approchée L et pour le paramètre 6 = (m, a2).

(4.15) lim | -  e 2 | <  lim | E*(exp it M„fJ  -  e 2 |
n ,z

Posons :

(5.1)

(5.2)

Vol. X V I I I ,  n" 2-1982.

“ k.z

__ S U ,
d m

C^k-ì,z

d m
“k.

_ d U ,
d a 2

C^k-ì,z

d a 2

K. JO) =
dm

M  A
d a 2

dujz

\ dm

oujz
d a 2 t

Jn.z(0)

n

I'
k= 1

K*,z(0)

W 0)

n

1
k= 1

E[K m (0) \»

(T"2

n

$
k= 1

z c

0
n

2 ?

t2 t2

cu
1
k,z

1,2

k - l,z]

k
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In z(6) joue le rôle d’information de Fisher, mais il est à remarquer que

* Q̂ eK.*«L I
k =  1

i =  1 ,2 
j= 1,2

car L n’est pas une véritable vraisemblance.
On a

/ z(mn -  1) 0 \ 

a 2(m — 1)
EU S) = '

2cr4/

L e m m e  1. 

(5 .3 ) I„,z(0)[EI„,z(0)] - 1 I2, n, z oo

c’est une conséquence triviale de [/<?]. Au contraire à z fixé la limite est 
aléatoire [9 ] ; z -* oo fait jouer la loi des grands nombres.

P r o p o s it io n  5. —  Soit C =  (c l5 c2) avec c „  c2 fixés >  0. Soit pn'z e ^

tel que le 8 associé soit 6n. =  6 + 2C[EI„,2(0)] 2, P " 2 =  p"-z et soit 
T = [ t'i, Ci] x [ ~ c 2, c 2], alors .-,}•= i

0 lim {P [(0n2 — 0) [EI„jZ( 0 ) f e r  ] — P",z [(0„2 — 2) [EI„ 2(0)]^e T ] } =  0.
n ,z

ii) Si Tn z est un autre estimateur de 9 vérifiant i) alors

ÏÏS  P[(T„,z-0 ) [E In,z(0 ) f  e r ]  <  lim P[(0„,2 -  9)[EI„ _(0)f e T ] .
n ,z  n , z

iii) Si Tnz en plus de i) est tel que

(T„>2- 0 ) [ E I n?z(0 ) f  £  ^ ( 0 ,y )  

alors y > I2 au sens de l’ordre sur les matrices symétriques.

Démonstration. — i) Le corollaire 2 entraîne

P P . ,  "  9)[Eiae)]2eT]

- j (*2 + y2)

-d x d y .
jr 2n

De plus vu la définition de SP, ceci est vrai uniformément et

(5.4) [EIn2(0)]“ 1E"’zIBjZ(0IIiZ) -  U n, z  ->  cxd2 n, z

Annales de / ’Institut Henri Poincaré-Section  B
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ii) On reprend le raisonnement de Weiss-Wolfowitz [13] pour un
paramètre de 1R2 mais avec les vraisemblances approchées.

Si on pose

(5 ■5) Kz = log (Z0l2, • • •, z„,)

on a
A„,z = -V., +  H„ -

avec Â„,z =  L„z(0n>z) -  L„J6) et H„ z = ° r (^ = j (ProP- 2 et cor- !)• Mais

(5.6) Ân,2 =  -  9)' + ^ (9n z -  0)J„(0*2)(0„,2 -  0)'

k =  1

avec
=  (m + AÎ(m„-2 - m), a2 + X%(a2„tZ -  a2)) X*x, e [0, 1 ].

De plus pour tout 0
n n

(5.7) L  LnJd) = ̂ M*,z(0) = Y u k,M + (ê - 0)Jn>2(0**)

1 fc= 1

avec 0** =  (m +  tf*(m — m), cr2 + / ? *(<72 — er2)), Àf*, Â** g [0, 1 ]. 

Faisant 0 = Ônz, (5.7) entraîne

(5.8) Â,#J = - (0„,z- 0)J„,2(0**)(0„,2-0)' 4- l-{Qn,z- 0)J„,2(0*Z)(0W,2-0)'

= -2(0„,z -  0)J„i0„**) [E I„ z(0) f * C  +  2C [E \ „ M  ] \ m , )  [E hJO) p C  

A ce stade nous avons besoin du lemme de calcul suivant (admis)

Lemme 2. — 1)

(5.9) [EI„>z(0 ) p J „ ,z(0)[EIn,z( 0 ) p  -  - I 2 n , z - + œ

_ _i 
2) Si 6n z = 0 +  D„ Z[E I„ z(0)] 2 avec D n z vecteur borné (n, z ^  ce)

alors

(5.10) E [In,z( 0 ) F [ J n,z(0„,2) -  J„,2(Ö)]E[I,z(0)]4  =  0 P(n ^ ).

Ceci entraîne :

(5.11) Â„,2 =  -  2CC' +  2(0„,z -  0) [E l„,2( 0 ) f  C ' +  O p{n~S

Vol. XVIII, n° 2-1982.
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et donc

(5.12) A„,2 =  -  2CC' +  2(Ô„ _, -  0) [E l„.z(0 ) f  C' +  O P(n~S +  oP( ~

La suite est classique (Weiss-Wolfowitz [17]).
iii) est une conséquence de ii) lorsque Tnz est un compétiteur asympto- 

tiquement normal.

Remarques. — 1) Ayant terminé ce travail, nous avons eu connaissance 
de Eschenbach-Winkler ([7]). Ils proposent la même approximation de 
la vraisemblance mais n’en n’évaluent pas la précision.

2) N. Keiding nous a signalé une analogie avec l’estimation dans les 
processus de ramification-diffusion ([2]) :

162 C. DUBY ET A. ROUAULT

soit 9z = ( l + ß z  l ,(72), ß > 0  et X t2 = z 1Z [tzlz

&
alors quand z - ►  oo, X Uz => X t où X t vérifie

dX, = fiX,dt +  , X0 =  1

(W, brownien standard).
Cette équation est l’analogue de (1.1) mais le problème théorique de 

l’estimation de (/?, o) au vue de X est un peu différent. La méthode naturelle 
consiste à estimer d’abord a1 par variation quadratique puis /? par

(X, -  1) X sds
o
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QUELQUES RAPPELS ET COMMENTAIRES SUR LES DUALITES DE

YOUNG ET LEGENDRE.

Afin de f a c i l i t e r  la  l e c t u r e  des ch ap i t r e s  qui s u iv en t ,  où le s  not ions de 

d u a l i t é  sont d 'un usage co n s tan t ,  nous en rappelons  l e s  d é f i n i t i o n s  e t  p r in c ip a l e s  

p r o p r i é t é s ,  sans p ré tend re  ni à l ' o r i g i n a l i t é  ni à la  g é n é r a l i t é  (pour l e sq u e l l e s  

on peut  se r e p o r t e r  à [1 ] ,  [3] ,  [4]) . Puis nous préc isons  le  cadre p r o b a b i l i s t e  

( t ransformée de Cramer) dans lequel e l l e s  in t e r v i e n d r o n t .

Dualité de ïoung.

S o i t  V un espace de Banach de dual V* e t  F  = Ru{+°°} u {-°°} . On note 

r(V) l ' ensemble  des fonc t ions  f  convexes s . c . i .  de V dans ÎR t e l l e s  que si  

f  = -oo en un .po in t  f  = -oo p a r t o u t ,  e t  r  (V) le  sous-ensemble de r ( V) obtenu 

en ô t a n t  l e s  constan te s  -h» e t  .

Pour tou te  f  de V dans F , on d é f i n i t  la  conjuguée (ou duale) f* de 

f  , de V* dans F par

f* (v*) = sup vv* - f (v )  
v€V

f* e s t  f i n i e  p a r to u t  s i  e t  seulement si  f  v é r i f i e  la  condi t ion  de c ro is sance  

(CC)
| V | |v |-H -°°

f** = f  si  e t  seulement s i  f  e s t  dans r(V) .

La d u a l i t é  é t a b l i t  une b i j e c t i o n  e n t r e  r Q(V) e t  r Q(V*) .

f ( V )
OO

—0 0
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Dualité de Legendre.

|<
So i t  f  une fonc t ion  d i f f é r e n t i a b l e  sur  un ouvert  C de F . Si f '  e s t  

une b i j e c t i o n  de C sur  DclR^ , on appe l le  dual de Legendre du couple (C,f)  le

couple (D,g) où g, fonc t ion  de D dans F e s t  d é f i n i e  par :

g(x) = <e,x> - f ( e )  

f 1(0) = x

x e D

0 e C

En p a r t i c u l i e r ,  si  f  e s t  de c l a s s e  C sur  F e t  f 1 s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e
1

de F sur  D c F  , g e s t  de c l a s s e  C sur  D ouve rt  e t  on a

f '  o g'  = id D .

Transformée de Cramer.

S o i t  m une mesure de Radon p o s i t i v e  sur  F . Le plus grand ouvert  de

e s t  un i n t e r v a l l e  I .  On suppose que I c o n t i e n t  0 ce qui e n t r a în e  que L=Log u 

e s t  s t r i c t e m e n t  convexe e t  ana ly t ique  dans I .  On note h la  duale de Young de L, 

l e  couple ( h , L ' ( I ) )  é t a n t  dual de Legendre de ( L , I ) .  h s ' a p p e l l e  la  t ransformée 

de Cramer de u . El le  e s t  s . c . i . ,  f i n i e  à 1 ' i n t é r i e u r  de l ' enve loppe  convexe S 

du support  de m e t  i n f i n i e  à l ' e x t é r i e u r .  Le comportement de L au bord de I 

a f f e c t e  la s t r i c t e  convexi té  de h ; le  comportement de h aux 2 bords de S e s t  

en ra ppor t  avec la  présence ou non de masses en ces p o i n t s ,  r ep ré sen té  par l e s  

schémas su ivan t s  (bord d r o i t )

f i n i t u d e  de la  fonc t ion  convexe m de F  dans F d é f i n i e  par ( t rans formée de 

Laplace) :

û(9) = f e 6x u(dx)

h(a) = + 00

a a

M ( {a})>0, u (]a,+°°[)=0 U ({a})=0, u( ] -° ° ,a[ )>0,  n (]a,+°o[)=0

g'  o r  = i d R

h(a)=-Log jj ({a})

F

1
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Dans le  cas où une seule  fonc tion  L i n t e r v i e n t  (Chap. C, D, E) on peut

d é t a i l l e r  le s  p ro p r i é t é s  du couple L,h aux bords ou même t r a v a i l l e r  dans ]R2

(pour Chap. D). Comme dans le  modèle markovien (Chap. F, G, H) on manipule des 

f a m i l l e s  de mesures e t  que le s  problèmes de bords r i s q u a i e n t  de cacher la  s t r u c t u r e  

du phénomène, on a supposé que L e t  h é t a i e n t  d é f in i e s  p a r to u t .  ([2]  rend bien 

compte du comportement d 'une marche markovienne avec masses aux bords) .  Nos r é s u l ­

t a t s  sont  aisément g é n é r a l i s a b le s  au cas d 'un support  compact f ix e  pour tou te s  les  

mesures en j e u ,  sans masse au bord. La fam i l l e  de fo nc t ions  h c o n s t i t u a n t  

l ' o u t i l  e s s e n t i e l ,  c ' e s t  sur  h - qui c o n t i e n t  to u te  l ' i n f o r m a t i o n  sur  \x - que 

s e ro n t  é c r i t e s  nos au t re s  hypothèses ,  ce qui permettra  à l ' o c c a s i o n  (Chap. G, § I) 

d 'au tonomiser  c e r t a i n s  problèmes (non p r o b a b i l i s t e s )  en ne cons idé ran t  pas n é ce s sa i ­

rement h comme une transformée de Cramer. On peut  remarquer à ce propos qu'une 

c e r t a i n e  t r a d i t i o n  -  inconsciemment i ronique  ? - a f a i t  no te r  L la  Log-Laplace 

(qui a le  s t a t u t  d 'un Hamiltonien) e t  h la  t ransformée de Cramer (qui a le  s t a t u t  

d 'un Lagrangien) . . .
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Lois de Zipf et sources markoviennes

par

Alain ROUAULT

D ép artem en t de M athém atiques , U niversité  Paris-Sud,  

Centre d ’Orsay, 91405 Orsay

R é s u m é .  — On étudie ici les lois de Z ipf— d’origine linguistique — dans 
le cadre d’un ^-échantillon d’une v. a. dénombrable. Puis on montre que 
la suite des valeurs prises par une chaîne de Markov finie, avec un état 
ne se succédant pas à lui-même (blanc) peut être considérée comme un 
échantillon d’un ensemble de mots, vérifiant les lois de Zipf. On montre 
aussi un résultat asymptotique sur une v. a. Z™*, nombre de mots — parmi 
les n premiers — ayant été utilisés au moins m fois.

S u m m a r y .  — We study here Zipf’s laws (of linguistic origine) in the 
context of a n-sample of a denumerable random value. Then we prove 
that the sequence of values taken by a finite Markov chain with a not- 
self-following state (blank) may be considered as a sample from a set of 
words, fulfilling Zipfs laws. We also prove an asymptotical result on Z™*, 
number of words (among the n first) used more than m-times.

I. INTRODUCTION

Le nom de Zipf est connu des linguistes, des démographes, des biologistes 
et une littérature mathématique substantielle a été consacrée à ses lois. 
Nous emploierons la terminologie linguistique pour introduire le problème.
Il s’agit d’étudier le rapport entre les mots potentiels d’un texte (le voca­
bulaire de l’auteur) et les mots rencontrés effectivement au cours de sa 
lecture, les répétitions...

La première loi concerne l’étude, lorsque la lecture avance, du rapport

Annales de l'institut Henri Poincaré - Section B - V o l .  XIV, n° 2 -  1978.
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du nombre de mots rencontrés s fois, au nombre total de mots différents 
rencontrés s =  1, 2, . . .

La seconde concerne la relation entre la fréquence d’un mot, et la place 
qu’il occupe dans le rangement des mots par ordre de fréquences décrois­

santes.
Enfin une autre loi (sans nom) dit que pour n grand, le nombre de mots 

différents dans un texte de longueur n, considéré comme aléatoire a approxi­
mativement une distribution de Gauss.

Selon un premier point de vue [7] [5] un auteur écrit un texte en effec­
tuant des tirages successifs de mots, avec remplacement, dans un diction­
naire (fini ou non), muni d’une loi de probabilité.

Selon un second [3] [4] [5], on opère uniformément dans un ensemble 
fini N  divisé en M classes et on fait croître N et M.

Nous adoptons le premier. McNeil [8] suppose le dictionnaire fini et 
estime sa taille. Mandelbrot [7] fait des approximations qui prennent 
tout leur sens quand on les rapproche des résultats de Karlin [6]. Dans 
le III nous remarquons ainsi que la première loi de Zipf est une conséquence 
immédiate de ces résultats (sous une condition simple — grosso modo

pk ~  k y, 0 <  y <  1 pour la probabilité). La seconde nous dira seulement 
que la fc-ième fréquence (par ordre décroissant) converge p. s. vers la fc-ième 
probabilité. Ceci est une simple conséquence de la loi forte des grands 
nombres.

Dans le IV, on part d’un alphabet fini, comprenant un élément « blanc » 
ou « espace » et on suppose que le texte est composé, lettre après lettre, 
selon un procédé markovien. Ceci implique pour les mots formés, un tirage 
avec remplacement et nous montrons que la probabilité correspondante 
vérifie la condition ci-dessus, le y étant le paramètre malthusien d’un cer­
tain processus de ramification.

Dans V, nous démontrons une convergence de Z™* (nombre de mots, 
parmi les n premiers, rencontrés au moins m fois) dans le cas où m et n

m
tendent vers l’infini, le quotient — restant entre certaines limites.

n

II. NOTATIONS

Considérons un ensemble dénombrable assimilé à M* muni d’une pro­
babilité p = (p„)„^!. Pour tout x tel que 0 <  x <  1, définissons

a(x) =  card { fe : pk > x }  (2 . 1)

170 A. RO UA ULT
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Condition 1. —  Vn, pn > 0 et 30 < y <  1 et L [0, 1] -> U+ à variation 

lente au voisinage de 0, tels que

a(x) =  x _yL(x) (2.2)

Soit (X ^ ^ !  une suite de v. a. à valeurs dans Î J*, indépendantes et de même 
loi p. Si ôn, n = 1, 2, . . .  est la n-ième fonction de Kronecker, notons :

X Î = > < 5 , ( X J  * =  1,2,.. ..<5 = ^
m= 1

Z rn =  /  5r(X*) r =  1, 2, . . .  (nombre de valeurs prises r fois)

z? = > Z*, Z* = Z\ * (nombre de valeurs prises) (2.3)

On notera X {ni] ^  X^2) ^  . . .  ^  X|IZ") >  0 le réarrangement par ordre 

décroissant des Z* termes non nuls de la suite (X*)k ̂  i et p{̂  ) ̂  ^  pir) ̂  . . .  
celui correspondant aux p.

III. LOIS DE ZIPF

Proposition 1 ( l re loi). — Sous la condition 1, quand n tend vers l’infini, 
on a

Z* y T(s — y)
V s > l ,  lim p. s. ^ ------£  (3.1)

Z* T(1 -  y) T(s +  1)

Démonstration. — Karlin a démontré [6] :

Z* ZI
lim p. s. —— =  1, Vs ^  1 lim p. s. —— =  1 sans condition

n-> +  oo EZ* n - *  +  oo EZ*

_  n s - y )  VT/ i
EZ* -  r(l -  y)nyL ( - ), EZ* ~  y - ^ ---- ^ n yL ( -» „- + CO n- + °o r (5 +  1) \ n /

sous la condition 1

y T (s-y ) y 1 
d’où le résultat. Quand s tend vers l’infini — ------ — ---- ---  -  - -  • - r —

r(i-y) r(s+i) r(i-y) sL y
qui est de la forme proposée par différents auteurs [3] [4] [5] comme carac­

térisant la loi de Zipf.

Vol. X IV , n° 2 -  1978.
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A
Remarquons que si s = 1, on a lim p. s. —  =  y, d’où une possibilitéZ

d’estimer y. n

Proposition 2 (2e loi). — Quand n tend vers l’infini, on a

x<;>
Vr ^  1 lim p. s. —  =  p(r) 

n
(3.2)

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la loi forte des 
grands nombres. Nous supposerons pour simplifier que Vn pn ^  pn + v 
Soit r fixé et

a =  cc(pr) b=^(p~) a < r ^ b  (3.3)

soit R tel que

Z
fc =  R +  1

Pk <  Pb+l (3 .4)

soit j i  < j 2 < . . .  < j n < . . .  l’image de la fonction a et

0 <  e <  ^m in  (pjs -  pJs+l) s =  1, 2, . . ccfa) (3.5)

Alors pour s =  1, 2, . . . ,  oc(pî) les intervalles [pjs — e, pjs +  a] ont deux à 
deux une intersection vide. Or

Xk
p. s. 3N X tel que n >  N x => Vfe ^  R -------- Pk

n
<  £

+ 00 

Z
Xî

p. s. 3N2 tel que n > N 2 =s 

donc

p. s. 3N tel que n > N => Vfc ^  b

+ 00 

E
k =  R + l

Pk < £

X*
P k \ < Z

b

V/c Ss R  +  1

K
n

x:

<  Pk +  8 ^  Pb+ 1 +  £

+ 00

n n /  j
R + l

+ 00

5 > . + £ < P(,+ 1 + £
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V
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Par suite, p. s. il existe N, tel que n > N entraîne : 

il y a exactement
j x fréquences dans l’intervalle [pji — e, pjt +  e]

h  -  h  » » [Pj2 -  £, Ph  +  £]

— a

et donc

p. s. Ve- >  0 3N : n > N

\Pb -  £> Pb + e] = [Pr -  Pr + e]

x<;>
Pr < e.

D’où la proposition.
On remarque que de la majoration exponentielle classique (à r fixé) de

x:x; I ^
------Pr >  y  5 on peut déduire une majoration exponentielle pour

X?> I
“  “  P(r) >  *

IV. SOURCES MARKOVIENNES

1) Définitions

a) On appelle source markovienne une chaîne de Markov définie sur 
un espace Ë = {e u . . ed, g } (d ̂  1) ayant pour probabilité initiale 
la mesure de Dirac en g et dont tous les éléments de la matrice de transition 
sont strictement positifs, sauf celui correspondant à un passage de g à g.

Q =  X =  (Xfc)kê le s  coordonnées, P(X0 =  g) =  1

P u  • • • Pld P la

A =

T x =  inf { n ̂  1, X„ =  g } 

E =  { e u . . . , e d }

Pdl • • • Pdd Pdcr 

LP„i ••• Pai 0

Tjfc + i =  inf { n  > Tk, X„ =  a }

(4.1)

k

E*

H" uu

: 0 E "

b) Un élément de E" s’appelle un mot de longueur n et sera noté 

x  = x xx 2 . . .  x n avec, pour tout i, x t e E.

Vie Q ^  E* M iM  =  Xx((ü)X2(ft)) . . .  XTl(a>)_ !(co) 

k >  1 Mfc(cü) = ^ T k -  i(co) + i(co) . . • ^Tk(co)- iM
(4.2)

Vol. XIV, n° 2 -  1978.
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2) Échantillonnage

P r o p o s i t i o n  3. — Les M k sont indépendants et de même loi (notée /1).

Ceci résulte du caractère markovien et irréductible de la chaîne. Les 
n premiers mots (aléatoires) sont donc n tirages indépendants dans l’ensem­
ble E* suivant la loi ¿¿. On est alors conduit à se demander si la loi fi vérifie 
la condition 1 (cf. II) c’est-à-dire à étudier :

0 <  t <  1 a(i) =  card {* e E* ; ¡i(x) > t }

La réponse est donnée par le

T héorème 4. — Quand t tend vers zéro, il existe 0 < y <  1 tel que tycc(t) 
ait une limite stricte positive.

Conséquences. — Une source markovienne vérifie les lois de Zipf (III) 
et aussi possède la propriété démontrée par Karlin [6] : Z* convenablement 
normalisée converge faiblement vers une loi de Gauss. Notre modèle, 
s’il ne décrit que grossièrement la réalité, se trouve donc néanmoins en 
accord avec certaines tendances décelées depuis longtemps dans les don­
nées empiriques.

Démonstration du théorème 4. —

+ 00 + 0 0

a(i) =  ^  card { x e E" ; -  log n(x) < -  log t  } = ^ a „ ( i )  (4.3)

n =  1 n = 1

or si

x e E " ,  n >  2 , x  =  x t x 2 . .  . x„ f i(x)  =  pa,XlpXuX2 ..  . pXnta (4.4)

n — 1

-  log n(x) =  -  log p,'Xl -  log pXn'„ +  ^  -  log pXktXk+1 (4.5)

k= 1
Posons

uk = -  log pXk,Xk+i k = 1, 2, . . . ,  n -  1 (4 .6)

Les uk appartiennent à F =  { f Uj =  -  log pifj 1 ^  i, j  ^  d } F a d2 élé­
ments ; mais si uk est donné, uk+i ne peut prendre que d valeurs, celles cor­
respondant aux transitions à partir de x k+l£ i  ux est donné, il y a exactement 
dn~1(n — l)-uplets possibles (u2, . . . ,  un). Nous devons faire du dénombre­
ment sur ces n-uplets. On va donc passer par un calcul sur un modèle

Annales de VInstitut Henri Poincaré - Section B
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probabiliste sur F assurant à tous les (11 — lj-uplets ci-dessus la même 

probabilité.

On prend F '“. (Ut)te^. les coordonnées. Si (i, j) désigne f Uj la matrice 
de transition sera :

(1 ,1 )... (1,<0.....................  (d , l) . . .(d ,d)

1 ........  1 0 ......................  0 ..........0'

0...0 1. . . .  1 0 ...0 ... 0

n
1

ó .. . . . . ó . .. . . . . ! . . . . . . . o i ....... i

i . . . . . . . i o .... . . . . . . . . . . . . :....... o
o ......... o i ....... i o .........ó ...........o

. ó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . o i . . . . . . . . i

(1, 1)

( M )

(d, i)

(d,d)

(4.7)

c’est-à-dire niUÎ)À,iiB) =  -  si j  =  k, 0 sinon.

On notera Q“ la probabilité correspondant à l’état initial a, a e  F.

®n+1(0 =  card { (mj, . . . ,  u„), ul =  f j im> un

i.kid
m,q^d

et

c’est-à-dire

hl(t)= ^  dn~lQ fi m(Un= f qk et Uj + ... +  U„<log ( t - 'p ^ p ' j ) )  (4.9)

j , k , m , q ^ d

--hSoit S„ =  )  U f et si a, b g F 

i

G aM  = ¿ Q ‘(S* < 0’ X* = b>dk~ l
k — 1

(4.10)

alors + 00 ___

^ a „ +1(t) =  ^ G u,t(log ( f V ( a ,  b))) (4.11)

n =  1 a , be F

Vol. XIV, n° 2 -  1978.
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39

où (p(a, b) est défini ainsi : si

a = fj,m b =  f q<k <p(a, b) =  pkapaj. (4.12)

Il nous faut donc le comportement asymptotique de G a b(0) quand 6 tend 
vers l’infini. On a les relations

a #  b , Ga b(9) = d l e>a^ 7 t a,cGc>i>(t -  a)

ce F

1 7 6  A. RO UA UL T

G aJ 9 )  -  19<„ +  d -  a)
(4.13)

ceF

c’est-à-dire, en passant aux transformées de Laplace

' + 00

<& e~ kxGa,b(x)dx À e C, Re X > 0
0

“  (® a ,b W )a ,b e F » H (A )  — {h atb(X})afbeF K , b W  “  ^  n a,be
(4*14)

e ~ ka
D{X) matrice diagonale da{X) = ----- , I matrice identité dans F ,(4.13) se

transforme en A

0(A)(I -  H(A)) =  D(A) (4.15)

On aperçoit alors une analogie avec des processus de ramification : 
considérons une population ayant d2 « types », dont chaque élément 
produit à la fin de sa vie <1 enfants, tous de même type, la transition entre 
le type du géniteur et celui de ses enfants étant régie par la matrice FI (4.7). 
On suppose que la durée de vie d’un individu ne dépend que de son type. 
Alors les G üfb interviennent dans le calcul du nombre moyen d’individus 
en vie à l’instant t (cf. [9] et [7]).

Le résultat final est que :

1) 3 f9g 0 <  g < f  tels que Va, b

Ga,b(6) = K befe + Oie*6) (4.16)

où ka b ne dépend pas de 9

2) /  est racine de l’équation p(À) =  1 où p(X) est la « plus grande valeur 
propre (*) de H(A). La fonction p est décroissante et continue. (4.17)

Il suffira alors de montrer que p(0) >  1 et p( 1) <  1 pour pouvoir conclure :

(*) Racine de Frobenius de

Annales de l'institut Henri Poincaré - Section B
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a(i) est somme d’un nombre fixe de termes dont la partie principale, quand t 
tend vers 0 est en kef(~logt) = ktf  avec 0 <  /  <  1. /  est le y cherché.

Or soit /x une valeur propre de H(A) et (witJ) un vecteur propre corres­
pondant à ix.

H(/)w =  juw c’est-à-dire ^ J ia b(X)wb = /xwa ou encore si a = (i, j)

b e  F

= liWij (4.18)
/ = i/= i

d’où

V (4.20)

j= 1

un vecteur propre de C(x) correspondant à de plus

w i j  =  -  (Pi jŸ'Vj  si n * 0  (4.21)

et V

y/ ^  w u  =  o 
i

définit le sous-espace propre correspondant à la valeur propre 0 de H(A).

Donc 0 est toujours valeur propre de H(/l) et les autres sont les valeurs 
propres non nulles de C(/l).

Pour A = 0

I I .......1\
C(0) = 1....... 1

\ i ....... i /

(4.22)

donc la plus grande valeur propre est d. Donc p(0) >  1.

Pour A = 1
C(l) = (Pu)i*u« (4-23)
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JIW
i >j iPij
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P u S
{

w/J PI
j

wij (4- 19)

donc n est valeur propre de la matrice C(A) (cu J-W C (P et
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W
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d

or d’après la définition (IV. 1) pour tout pUj <  1 si /z est une valeur

j= i
propre positive et v un vecteur propre de C(l) correspondant à ¡â avec
par exemple | vt | =  max | v .• |

1 < j ̂  d
d '  d

H\vi  I =  \ZpijVj\ <  <  k i  <  k i  I (4.24)

1 1

d’où p{ 1) <  1.
Ceci termine la démonstration du théorème 4.

V. ÉTUDE DE Z”*

Reprenons les notations de II. Il est facile de voir l’équivalence :

{Z-* <Jk} =  {X?> < m }  (5.1)

et donc la proposition 2 entraîne :

C o r o l l a i r e  5. —  VO <  /  <  1 telle que V k, f  ^  pk

P-s. Z < / » > * - — ► « ( / )  (5 .2 )

Ceci nous amène à considérer les Z™* d’un peu plus près. Karlin [6] a
2fjn*

montré que pour m fixé, n tendant vers l’infini —^ -----► 1 p. s. et a donné
EZ™*

un équivalent de EZ™*. Le corollaire 5 ci-dessus nous suggère d’étudier le
m

cas n, m tendant simultanément vers l’infini. Cependant si — passe par une 
valeur pk il y aura problème d’où : n

T h éo rèm e 6. — Soient l et L, deux réels fixés tels que 0 <  / <  L <  1 
et [/, L] ne contienne pas de pk (/ce N*). Si on pose

zr = «(̂ ) + Am,„ (5.3)

il existe K et ô positifs tels que

YYl
Vm, n l < — < L => E(A2 „) ^  Ke~Sn (5.4)

n ’
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Démonstration du théorème 6. — Posons

A,* = { X kn = s}  (5.5)

(5.6)z r =  ^  w ,  E z r  = ^ p ( A , k)
s'^m s^m

kZ 1

( z r ) 2 = z r +  ^  iAs,t iAt„. (5.7)

Or si s ^  t

s,t^m 
k , i ^ l  

(s,k)f(t,i)

d’où

or

As>tAa = 0, (Zr )2 - zr = ^  1 As „1 At ( (5.8)

k ^ i  
s , t^m

E(Zr)2 - EZr = ^  P(A,tA,,) (5.9)

kj: Í 
s , t ^ m

P(ASifc) = ( ” j( pkf(l - Pkf~s, S^n (5.10)

P(As,A . i )  = (s)(” i ~ Pk~ Pi)"~s~' (5-11)

si k i et s +  t ^  n.
Il faut dissocier le cas 2m > n et 2m ^  n. On se placera désormais dans 

le cas 2m ^  n.
Sur le triangle 0 <  x <  1, 0 <  y <  1, x  + y ^  1, définissons

0)(x, y) = ^  ~ SjxV(l - x - y)"“5-' (5.12)

s , t^m  
s + t^n

alors

E(zr)2 - EZr = Y®(pk, Pi) (5.13)

k f i

si tous les pk sont inférieurs ou égaux à -  , on a alors

E(zr)2 - Ezr = ̂  <Hph Pi) - Pk) (5.14)

k , i Z  1 k >  1

Vol. XIV, n° 2- 1978.
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De même si on pose 

lp(x) -îo xs(l - x)"“ xe[0 , 1]

E z r  =
kZ 1

(5.15)

(5.16)

Interprétation des fonctions <5) et xj/. — Soient 0 ^  x, y ^  1 x  + y ^  1

ii  =  [0,x],  h  =  ] * , i -  y[,  I3 =  [1 -  y, 1]
et considérons n tirages au sort sur [0, 1], indépendants et suivant la loi 
uniforme, (U x, . . . ,  U„) et soit U*,1* <  U(„2) ^  . . .  ^  U^'1 le n-uplet ordonné.

(5.17)
Alors Of.v. y)—P(au moins m points dans I1; au moins m points dans I3) 

=  P(U<,m) < x, U(; “ m+1) > 1 -  y) (5.18)

(U(„m), 1 — Uj" m* n ) a pour densité (cf. Wil(<s[70])

n !
D, -i(£, n) = r ‘ V ‘ ‘ ( i  - i - n f

m — 2m
m,m;„ - 2 w + 1 V . , ‘ / ,  [ ( m  _  1}  _  2 m )  ,

0 < ^ < 1 ,  Ç + rj<  1 (5.19) 

De même ij/(x) = P(U(„m) < x) or U(„m) a pour densité

P m , n - m +  itë) =

d’où

n !

(m — 1) !(n — m) !

% x (* y

f - i (i -  çr 0 < £ < 1  (5.20)

D,m ,m ,n i(£, ti)dÇdti
0 Jo

(5.21)

4/(x) =

Mais, en intégrant par parties : 

a(dx)a(dy)<!>(x, y)Y ® (p k ,  Pi) =

k,i (5.22)

Yj>(Pk, Pk) =

O^x l̂
oc(x)a(y ) ^2m+1 (x, y)dxdy

cc(dx)<!>(x, x)

=  2 a(x)

f1 r i 3®oe(x) —
0 \_ox

^  2 m +  l ( x >

/  ,  5®
(x, x) + —  (x, x) 

dy
dx

dx (5.23)
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De même

1
*P(Pk) =  - a {dx)if/(x) = *(x)Pm,n-m+i(x)dx (5.24)

Or il est bien connu que si G et G ' sont deux v. a. indépendantes, de lois 
gamma de paramètres k et k \  G +  G ' a une loi gamma de paramètre 

G
k +  kr et —-----— une loi bêta de paramètres k et k'.

G +  G ' F

Le résultat analogue à 3 dimensions est le suivant : si G 1? G 2, G 3 sont
des v. a. indépendantes, de lois gamma de paramètres k i9 k2, k3 et si on
pose

G 1 T T  G 2H i =
G j +  G 2 +  G 3 ’

H ,
G , + G 2 +  G 3 ’

(H l5 H 2) a une loi (et H! une loi Pxux2 + x3> H 2 une loi PX2,Xl + X}).
La loi Dmm;„_2m+i (5.19) peut alors être considérée comme la loi d’un 

couple de v. a. Wm>„, W^„ obtenu de la façon suivante : soient Sm, S'm9 S"_ 2m+i
3 v. a. indépendantes, de loi gamma de paramètre m (resp. m, n — 2m +  1) et

S S'
W = ----------- ---------------  W ' = _________- _______  (5 25)

m , n  Ç  | ç /  I ç»/ /  m ’ n  o  I C '  I Ç "  '  ’ ^
¿ m  “T  “T  2m  +  1 “T  ¿>m +

Les formules (5.14) à (5.25) entraînent, si E désigne à la fois l’espérance 
dans l’espace où ont été définies les v. a. de (5.25) et l’espérance dans 
l’espace où ont été définies les (Z™) :

EZ?* =  Ea(Wm„)

•|zr - a(W
]

+  Ea(Wm,J

-2 E [a (W m, J l w^ n<WmJ  (5.26)

L’idée de la suite de la démonstration est la suivante : d’après la loi 
forte des grands nombres

lim p. s. —  = 1
m~* + oo m

S'
lim p. s. —  = 1
m-> + oo m

lim p. s.
o / /^«-2m+ 1 = 1

m

n -  2m +  1 -+ +  oo ï l  —  2 m  “h  1

donc si — a une limite f .  lim p. s. (Wm>„, W^ „) =  (/, /) .
fl '  m,n~* +  oo

a est une fonction en escalier, décroissante, tendant vers l’infini quand 
son argument tend vers zéro, intégrable :

+  oo

|  a(x)dx pk =1
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N ous allons avoir besoin d’une majoration pour P  

nous démontrerons ultérieurement.

\N
m

>  s I que 
J

Lemme 7. — Soit Wm n une v. a. ayant une loi bêta de paramètres m et 

n — m +  1. Alors :

V 0 < £ < 1  3N  : n ^  N  => Vm ^  -

W,
m

m,n

_ mez 
' 1 2 8 (5.27)

D ’après l’hypothèse du théorème 6, il existe i e N ,  i, L e [0, 1], N ' g N 

tels que
m

n, m ^  N ' => pi+l <  l <  — <  L <  p t (5.28)
n

(on suppose que les pk sont décroissants pour simplifier ; le cas l >  p 1 sera 

vu plus tard). Or
( m\

a(W) =  a — si p i+1 ^  W  <

(5.29)
/ ffi\

a(W) <  ai — J si W  ^  Pi 

a(W) >  a ( ~ j  si W < p i+1

(5.26) entraîne donc

( m  
- a(-

ù

$ ET Uoc(Wm>n)oc(Wm M)lwm n<pi +  i^w^)n<pi+ Q

+ â Jp(Wm,„ > Pi)

+ 2«Qp(Wm,„ 3* Pi)

+E La(̂ m,Jlwm,n<pi+ i]
mN

(5 .30)

Or si n9 m >  N ', a( — J =  i fixe

donc d’après (5.27)
M  m ( p j - L ) 2

n , m >  => P ('  Wm>n ^  Pi) ^  Se 128 
N  l(Pi-L)2n

^  Se~ 128 (5.31)

qui est une majoration du type demandé (5.4).
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D’après (5.26) il reste donc à trouver des majorations exponentielles

Ei Eoc(Wmn)cx(\Vm>n)l wm n < pi +11 w^)rl < Pi + 1 

E2 =  Ea(Wm„)lWm n<P(+,
(5.32)

E, = a(x)a(y)Dmim;„_2m+1(x, y)dxdy

soit b quelconque, inférieur à p{.

a(x)a(y)Dm>m.„_2m+1(x, y)dxdy + a(i>)2P(Wm,„ <  pi+l)

î:
De même

E,

+ 2ot(b)\ a(x)j8m,„_m+1(x)dx (5.33)

cc(x)Pmtn_m+1(x)dx + a(fe)P(Wm n < pi+ i) (5.34)

On majore P(Wm>n <  pi+i) de la même manière que P(W ^  pf), à l’aide 
de (5.27).

m — 1
Sur [0, b] 9 pour b <

n — 2

D
n !

[(m -  1) !]2(n -  2m)!

m2 n !

b2 (m !)2(n — 2m) !

b i m- 2(i _  2 b f - 2m

b2m(i -  2 b f - 2m (5.35)

m — 1
Et pour b < --------  0 < x  < b

n — 1

P m ,n -m + l(x )  < j8m,n- m+1(b) =
m n !

b m\{n — m) !
bm( 1 -  b)n~m (5.36)

Mais

log E3 =  log (n !) -  2 log (m !) — log (n — 2m) !

+  2m log b +  (n — 2m) log (1 — 2b) 

log E4 =  log (n !) — log (m !) — log [(n — m) !]

+  m log b +  (n — m) log (1 — b)

or d’après la formule de Stirling

1 1  0 
log k ! =  k log k — k + -  log k + -  log 2n + 0 <  6k < 1

Z L YLK

(5.37)
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d’où
m f  2m

log E3= — 2m lo g ---- h 2m log b - ( n -2 m ) lo g  1------
n V n

H- (n — 2m) log (1 — 2b) -f ^ log n — log m — ^ log (n — 2m) — log 2tc

+
e„ m u n — 2m

n m n —2m
(5.38)

de même
m ( m \

log E4 =  - m l o g ----- (n -m )lo g  1------l+m log fe+(n-m )log  (1
n \  n j

- b )

+ -  log n ---- log m ----- log n — 2m----- log 2n
2 2 2 2

+
Qn 9m  Qn - m

n m n —m
(5.39)

Posant pour 0 <  x  < -

on a

f (x )  =  -  2x  log \  -  (1 -  2x) log ^ ^  
b 1 —2 b

X  1 — X
g(*) =  -  x log -  -  (1 -  x) log -------

b 1 — b

„  J m \  1 1
l0gE,Sn/[-j + -I°gn + —

1 T' (m\  1 1log E4 <  ng -  I +  -  log n +  — - 
\ n )  2 12 n

(5.40)

(5.41)

Or /  a un maximum égal à 0 pour x =  b, et après /  décroît. 
g a un maximum égal à 0 pour x =  fe, et après g décroît.

n N
D ’après (5.28), si on prend b = pi+l, on a pour >

m N '

log E3 <  nf{ï) + i  log n +  ^  avec f{l) < 0

log E4 <  ng(l) + ¿ log  n +  ~  
2 12 n

(5.42)

avec g{l) < 0
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•1

Les formules (5.33) à (5.42), jointes à a{x)dx = 1 permettent alors

d’aboutir à l’inégalité (5.4) cherchée.
Ceci dit, nous avons au cours de la démonstration, fait les restrictions

2m ^  n, l ^  p x et p(l) <  - .  Mais si 2m > n, Z™* =  0 ou 1, et donc

f  m \
EZ™* =  E(Z™*)2 de même a^ — J =  0 ou 1.

EÎa(WmJ -

Alors
/  m

z r  -  «(_

On utilise les mêmes méthodes, on modifie le lemme 7 en changeant m 
et n — m +  1.

On étudie alors les différents cas de figure correspondant à la position 
respective de

Pi? Pl>  ̂ L, —.

On aboutit à un résultat identique à celui obtenu précédemment. 

Démonstration du lemme 7. — On cherche une majoration de

W -  -
. m 1 n

> s . Or EWm „ = ------ -, donc si n > -  et m ^  -
n

m m

n +  1

< -  et donc P 
2

W -  -VTm,n

m

n +  1 n 

où on a posé

À =  ) W  —**m,n \ JJm,n *
[ n -f- 1

Posons encore, avec les notations (5.25) 

m
Brn,n = <Sm - m >  -

alors

Mais

>

> e U P ( A mJ  (5.43)

(5.44)

c n — m +

P(Am,„) <  P(Am,„Bm,nCm,„) +  P(Bm n) +  P(Cm,„) 

S_

45) 

(5.46)

Am,„ —
m

Sm +  Si, +  S"_2m+1 n + 1
>
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donc

A R Cr v m,n m ,n ^ m ,n

s j i
n

m \ m'-(s;  + s"_2m+1)
n +  1

(n +  l)e
(5.47)

d’où 

P(Am,„Bm„Cm„)

<  P  I Sm -  m I >.
me''

+  P |S ;  +  S"_2m+1 - ( n - m  +  1)| >
(n — m +  l)e

(5.48)

car si

IS*

alors

1

YYIZ ïl — ÏYl ~h 1
m | < —  et |S^  +  S"_2m+1 -  (m -  n +  1)| < ------- -------- e

m \

" ¡ m ) 1
Sm

m

me

et donc

, n — m +  1
— —-  s ; +  S''_2m+i — (m — n +  1) < ------- ---------s
n +  1 4

^  _ ^ T l ) " (SÎ, + S--2"+l)n + l
me n — m +  1 n +  1

^  t  +  — i------- £ =  *4 4 4

N ous avons alors besoin d’un lemme sur les v. a. de lois gam ma :

Lemme 8. —  Si 0 <  ci <  /( et si ç est une v. a. gamma de paramètre fi

alors _g2

P(\ i ;  -  (5 .49)

Démonstration du lemme 8. —  Si on pose M(e) =  u) défini pour

„-v
£ <  1, on a

M(e) =
(1 - e T

si e >  0, en appliquant l’inégalité de Markov, on a :

Vt >  0  P u  — H >  -  (t +  log M(fi))J ^  e~‘

P U - A i <  - - ( t  +  log M ( - £ ) ) ) < « " '

(5 .50)

(5.51)

(5.51)

or si 0 <  £ <  -  on a
2

log
3 fie2

(5.52)
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Vf >  0 P i f +  ] ) < « - *  (5.53)
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donc

Vi >  0 P l â -  u >  , . .
s V 2

D ° 2 °Posant t  =  —  et e =  —  on trouve, si g  <  u  
8 fi 2 ¡x

_
P(£ -  n  >  a)  «S e  8" (5.54)

si s >  0 on a
U£

0 ^  - l o g M l - e ) ^  - y -  (5.55)

donc

vt >  0 P ^  -  n ^  -  -£ ( t + fÇ J j <  g-* (5.56)

G2 G
Posant t  =  — , £ =  -  i l  vient

2 fj, fi

— <lL
P ( Ç - f i <  - G ) ^ e  (5.57)

Remarquons que si g  >  fi cette dernière probabilité  est nulle. Le lemme 8 

est donc démontré en réunissant (5.54) et (5.57).

Pour term iner la dém onstration du lemme 7, il suffit alors d’appliquer 

ce qui vient d’être fa it à (5.46) et (5.48). En effet :

_ m _  n — m + 1

P(Bm>„) <  8 , P(Cm,„) «S e ~ 8 d’après (5.57)

M ais m  <  n  — m  +  1, d’où
_ ——

P(Bm>B) +  P(Cm,„ ) < 2 e _8 (5.58)
Enfin

/ w e \  —me2
P M S m —m | > —  J < 2 e  128 (5.59)

p ( |  S ; +  S"_2m+1 ~ ( n - m +  1)| >
(n -  m +  l)e

4
( n - m +  l ) e 2 _  me2

^  2e 128 ^  2e 128 (5.60)
(5.58), (5.59) et (5.60) donnent

_ mg2
P(Am, „ K 6 e ~ 128 (5.61)

Remarque. — Il ne nous a pas été possible de déduire du théorème 6 
des conséquences sur les X (nk).

2) On peut, avec le théorème 6, estimer la fonction a sur les rationnels 
et donc, d’une certaine manière, estimer les pk.
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Note supplémentaire

Depuis la parution de cet article, Monsieur Benoît Mandelbrot m’a 
signalé qu’il avait énoncé le résultat du théorème 4, p. 174 sous une forme 
voisine et donné les grandes lignes de la démonstration lors d’une conférence 
intitulée « On recurrent noise limiting coding » lors du Symposium on 
Information Networks, Polytechnic Institute of Brocklyn en 1954.
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SUPPLEMENT A : LOIS DE ZIPF ET SOURCES MARKOVIENNES

§ I .  PRESENTATION.

L'é tude précédente  mér i te  une a c t u a l i s a t i o n  car  au moment où e l l e  a é t é  f a i t e ,  

l ' o p t i q u e  grandes dév ia t ions  m ' é t a i t  inconnue.

Dans la  p a r t i e  IV, le  théorème 4 donne une évaluat ion  asymptotique de la  queue 

de la  lo i  de p r o b a b i l i t é  sur  l e s  mots p rodu i t s  par une source markovienne. La 

preuve que nous avons p roposé  s 'a p p u ie  sur  une analogie  avec le s  processus  de 

branchements.  Si on cherche le  fond de l ' a rgument ,  au-delà  du r é s u l t a t  on peut 

f a i r e  2 remarques.

1) Le c a r a c t è r e  markovien de la  source donne au logari thme de la  p r o b a b i l i t é  

d 'un mot ( a l é a t o i r e )  une s t r u c t u r e  a d d i t i v e  (4 .5)  dont le  terme général  r e n t r e  

dans la c a t ég o r i e  des "va r i ab le s  a l é a t o i r e s  d é f i n i e s  sur  une chaîne de Markov"

[ 1 ' ] >  t 3 ' ]  , [ 4 ' ]  .

2) Le mélange de mots de longueur d i f f é r e n t e  dont la  p r o b a b i l i t é ,  dans son 

logar i thme,  a t t e i n t  un c e r t a i n  niveau e s t  une s i t u a t i o n  type renouvellement .

Les c a l c u l s  ana ly t iques  de [ 3 ‘ ] ,  [ 4 ' ]  , a in s i  que ceux de [ 1 ' ] ( o r i e n t é s  vers 

l e  renouvel lement) ,  dont j ' a i  p r i s  connaissance après ce t r a v a i l  e t  évidemment 

ceux de Mode [5 ' ]  , sont  en f a i t  des c a l cu l s  de grandes d é v i a t io n s .  Comme tou jours  

i l s  con t i ennen t  un changement de p r o b a b i l i t é  r e c e n t r a n t  l e  problème, dont le  choix 

ne devien t  c l a i r  que s i  l ' o n  se penche sur  la  ques t ion  des l o i s  empiriques ,  t e l l e  

q u ' e l l e  a é t é  ré so lu e  par Donsker-Varadhan [ 2 ' ]  ( e t  pour mémoire Sanov [6 ' ]  dans 

le  cas indépendant) .
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La parenté  é t a n t  a in s i  é t a b l i e ,  nous sommes en mesure dans § II de proposer 

pour le  théorème 4 une démonstrat ion nouvel le  e t  é c l a i r a n t e ,  dont une idée se 

re t rouve  dans le  chap .D  . On majore a ( e - t ) par  une expression  du type

I  exp - nh (£ ) ,  h > 0 ; pour t  grand e l l e  e s t  en e ~Yt+a(t)  ̂ où y = - i n f
n x

t  t
e s t  a t t e i n t  en 6 , puis on minore a ( t )  par  exp - n. h ( — ) où nt  = [„]

T# p

correspond ip s o - f a c to  à une "longueur prépondérante" .  La preuve sera  f a i t e  avec 

une chaîne markovienne d 'o r d r e  quelconque, ce qui n ' e s t  pas plus  d i f f i c i l e .

Dans la  p a r t i e  V , la  convergence ( e x ponen t ie l l e )  de l ' e s t i m a t e u r  de a  

a n é c e s s i t é  des c a l c u l s  in te rm éd ia i re s  : le  lemme 8 e t  sa preuve c o n s t i t u e n t  une 

r e d i t e  par r appor t  à l ' i n é g a l i t é  de Chernov ; le s  éva lua t ions  (5.35)  e t  (5.36) 

p o u r r a i e n t  se poursuivre  avec des grandes dév ia t io n s  sur  des b i - (ou  t r i - ) n o m i a l e s .

h ( x )
x
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§ II - A PROPOS DU THEOREME 4 .

1. Notations et résultats.

S o i t  r  un e n t i e r  supér ieu r  ou égal à 2, E un ensemble f i n i  de cardina l
r  * * 

d > 2, f  une fonc t ion de E dans F , f* e t  f  le  minimum e t  le  maximum 

de f  sur  Er  . Un élément x de En (n > 1) e s t  noté x = x ^ . . . x n . On 

d é f i n i t  pour t  > 0 e t  n > r

n
cn ( t )  = card { x e E n ; f  (x i , . . .  »xi+r-1 ) < t}

+00

c ( t )  = E C ( t )  
n - r

Proposi t ion  1 :

_ 1
lim t  Log c ( t )  = y

t“H- 00

où a  e s t  s o lu t io n  d 'une équat ion L(-a)  = 0 , avec L fonct ion convexe ana­

l y t i q u e .  De plus s i  6 = L' ( - a)  e t  nt  = [g] a lo r s  on a

_ 1
lim t  Log c ( t )  = y .

t-H- «, nt

Remarque :

Dans le  théorème 4, on a r  = 2, f ( e - , e . )  = - Log p e t  c ( t )  r ep ré -

1 J - t
sente  le  nombre de mots ayant une p r o b a b i l i t é  dépassant  e . La p ro pos i ­

t i o n  permet de conclure  que Log a(x)  ^  Log (x”Y) (plus  f a i b l e  que 2 .2)  e t ,  ce
x+0

qui e s t  nouveau, que parmi l e s  mots de p r o b a b i l i t é  dépassant  x, i l  y a une plage

1 1
de longueurs prépondérantes ,  c e l l e s  d ' o r d r e  éq u iv a len t  à ô Log - .

P X

2. Preuve de la proposition :

*

S o i t  ü = , 8 la  t r i b u  enqendrée par l e s  coordonnées , v la

lo i  uniforme sur  E, e t  P = v8 ^  sur  (Œ,8, P) la s u i t e  Û  = (X^ , . . .  ,X^+r_^) 

k = 0 , 1 , . . .  e s t  une chaîne de Markov sur  Er  de lo i  i n i t i a l e  tt0 = v8r e t  

de t r a n s i t i o n  :

n
Z

1=1
fix,. 5 • • • 3X i+r-1 t}<

(X, ) kelN* ,  V la
*

N
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n((e^j...j6p) , d si (ê^5...j6p_^) (e2 5 • •. ,er )

= 0 sinon

Elle est irréductible (lïr a tous ses éléments strictement positifs) et de loi
A

invariante t t °  . Pour n >  1, la loi empirique E = - ( ô „  + . . . + Ô , ,  ) est élémentn n u 1 n

(aléatoire) de M^(Er ). ensemble des probabilités sur Er et donc si on note pour 

x C F *

r(x) = ÎM e M 1(Er ) : u(f) < x}

on peut écrire

cn+p-1(t) = d"tP' 1 p («n e r(S >) ( r )

La technique suivante s'utilisera aussi au Chap.D.On fixe t ;si n est suffisam­

ment grand, la loi limite v q n'appartient pas à r(î) et on a une majoration de 

type exponentiel pour P (?n e » Pour ^es autres on majore par 1 . On

cherche n̂ . atteignant asymptotiquement la borne (principe "£ = sup") et on

minore c(t) par c (t) .
nt

Procédons au changement de transition, commenté au 3) .

Lemme :

Il existe une fonction Lq de ]R dans ]R , convexe et analytique et pour tout 9 

réel une fonction B0 de Er dans F  telle que n 6 définie de Er x Er dans 

]R par

n 9 (e,e') = n(e,e' ) exp ( 30 (e ' ) - B0 (e) + 0 f ( e )  - LQ (e)) (2')

soit une transition,de probabilité invariante tt9 vérifiant

* 6(f)  = ^  (0) (3' j

Si n (e,e‘) = n(e,e') e x pef(e), alors (n )r a tous ses éléments stricte­

ment positifs et donc d'après [41] , n0 possède :

(eî e'
r d

Il e x i s t e

Preuve d u _ l e m m e

r ( - ) )n , pour le s  au t re s  on majore par 1 . On
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- une plus grande va leur  propre ( p o s i t i v e )  qu'on notera  exp LQ( 0) avec LQ 

convexe e t  ana ly t ique

- un vec teur  propre à d r o i t e  e t  un vec teur  propre à gauche, de coordonnées s t r i c t e ­

ment p o s i t i v e s  assoc iées  à exp LQ(e) (uniques à un f a c t e u r  près )  qu'on notera

{exp 36(e)} pour le  d r o i t  e t  {rr0( e ) exp - 80(e)} pour le  gauche.
e£E eeE

En d é r iv a n t  le s  r e l a t i o n s  d é f i n i s s a n t  l e s  vecteurs  propres  on o b t i e n t  ( 3 ' ) .  

Remarque :

( 3 ‘) e n t r a în e  pour t o u t  0 : 0 < f* < L^(0) < f  , ce qu i ,  j o i n t  à la  convexi ­

t é  de Lq e t  à la  p ro p r i é t é  év idente  LQ(0) = 0 e n t r a în e  l ' e x i s t e n c e  d 'un unique 

Y > 0 v é r i f i a n t  L ( - y )  = -Log d ( r e l a t i o n  type Malthus) ,  ou encore en posant 

L = Lq+ Log d e t  en appelan t  h la  duale  de L

Y = - i n f  tlix] , L(-y) = 0 
x x

ce t  infimum e s t  a t t e i n t  en 3 = L’ ( -y) < tt° ( f ) (vo i r  dess ins )

Su i t e  de la  preuve de la  p ropos i t ion  :

a) Majorat ion :
*

Désignons par P0 la  p r o b a b i l i t é  sur  (Er ) ^  donnant aux coordonnées 

U1, . . . , U n>. . .  une s t r u c t u r e  de chaîne de Markov de lo i  i n i t i a l e  tt° e t  de t r a n s i ­

t i o n  n9 . Si Fn = a (U - | , . . . ,U  ) on a tou jours

dP°
= exp (6 (U1 ) - Be (Un ) + n LQ(0) - n 0 Ç n ( f )}

n̂dP

e t  donc pour t o u t  0 < 0 , a > 0

P (ç e r ( a ) )  < exp {n L ( e) - n e a  + max (B0(e) - 30( e ' ) ) }  ( 4 ' )
n 0 e , e '

Or (n. ) admet exp r  LQ(0) comme va leu r  propre avec le s  mêmes vec teurs  propres  

que n0 . De plus  pour 0 < 0 , chaque terme de (ïï0 ) r  e s t  minoré par d"p exp r 0 f * .  

On en dédu i t  fac i l ement
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max (60(e) - B0(e')} < r (L(9) - 0 f ) (5')
e,e'

On obtient donc, grâce à (11), (4‘), (5')
★

cn+r. ] ^  < exP " (n+r) i0 a ' " L(0)} où a' =

Si a 1 < ïï°(f) on a sup 0 a 1 - L (0) = sup 9a' - L(0) = h(a')
0<O 0

c'est-à-dire si N = inf {n : t+r f < tt0(f ) (n+r)} 

n > N =5> cn+r_1 (t) < exp y(t+r f )

Et comme pour t < n f* on a toujours c r_,|(t) = 0. il existe K indépendant

de t tel que

£ c 1 ( ^  < K t  eY t
n>N n r 1

La majoration évidente c _,|(t) < dn+r~^ entraîne

v ^ f + w  1 ^N+r-1 
n<N n+r" l  d-1

et d'après la définition de N, la dualité, et la définition de a , on a

★

(N+r-1) Log d < - ~̂l~r ^ h ■ (tt° (f )) < y(t+r f )
TT0  ( f )

ce qui permet de conclure à l'existence de K' tel que

c(t) = E cn+r_1 < K' t eYt 
n

1
ou encore ^ lim Log c(t) < y

b) Minoration :

On pose nt = [|] et on minore c(t) par cp (t) . Or d'après le a) on a 

pour tout n > 1 , A € 1R

cn+r-1(t) = dl1+r'1 £0 1 t U n ) exp {(30(U1 ) - 60(Un )) + n LQ (0) - 0 n çp (f)}
n

Fixons provisoirement 6 € ] 0 , 6  - f*[ et posons a =6 - 5ó2

t+r f
n+r

ft
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et

A = h' (a) < 0 (car 6 < tt°  (f)) , r6 = T ( B K r ( B - ô )

g = min exp {B0 (e) - B0 (e')} > 0 
e,e'

Pour tout n < -D  on a désormais
— p

,r-1
cn i ,  i ( t )  > d g exp {n L (e )  -  6 n ( B - 6 ) > P ( Ç _ e r J' n + r - T ^ - ^  3 W'K "'J ' vs,n  ̂1 ô

Le changement de probabilité a été construit de façon à ce que, vu le théorème 

ergodique on ait

lim P0 (Ç 6 T J  = 1
n^+œ

En faisant n = nt dans (5.3) on obtient donc

lim i Log c(t) > lim J Log c ^ ( t )  > g [L(0) - 6(B-ô)] > -

et en faisant tendre ô vers 0

(61 )

1im ^ Log c (t ) > y

Graphe de L Graphe de h

pente f*

pente tt°(f)

Log d

Spente 3

pente

o
iïßL_L

*
f

.pente
-Log d

-Y

h(ß-Ö)

ß

(f:

f*
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3. Sur le changement de transition :

On se place  dans le  cadre des "va r i ab le s  a l é a t o i r e s  d é f i n i e s  sur  une chaîne 

de Markov f i n i e " ( [ r ]  , [ 3 1 ] , [4'  ]) ou marches a l é a t o i r e s  typées . S o i t  F un 

ensemble f i n i  ( c ' e s t  le  Er  précédent)  e t  (u^ .= ) une fa m i l l e  de mesures de
' 5Ü

Radon p o s i t i v e s  sur  ]R , indexée par F x F e t  v é r i f i a n t

z u, _• ( D  = 1 
j  1,J

On fa b r ique  a in s i  une t r a n s i t i o n  sur  F x F puis une chaîne de Markov (R^, S^) , 

k € N . On note = S^-S|<_  ̂ k > 1 , XQ = Sq . Une q u a n t i t é  i n t é r e s s a n t e  e s t

n 1 n 2
la lo i  empirique L = - Z 60 D Y qui a p p a r t i e n t  à M. (F x F ) .  Si la

n k=1 k -1* k* k 1

mat r ice  (y . .( 1 ) ) .  . F e s t  i r r é d u c t i b l e  e t  tt e s t  sa p r o b a b i l i t é  i n v a r i a n t e ,
• »J » 3j t r  0

la  l i m i t e  de Ln - théorème ergodique e t  lo i  des grands nombres - e s t  évidemment

2
ttq b u , lo i  sur  F x F  d é f i n i e  par

ttq b u ( i , j , d x )  = ttq( i ) Mi j  (dx)

A l ' a i d e  de [2] on montre l ' i n é g a l i t é  de grandes dév ia t ions  su iv an tes  .

P roposi t ion  2 :

2
Si B e s t  un bo ré l i en  de (F x F )  pour la  topo lo g ie  de la  convergence 

é t r o i t e  on a

Vi e F ÎTm pj Log P.. (Ln £B) < - 1  ̂ (B) 

où I (B) = i n f  {K (ir b  m, ira v) ; (tt b  v) eB e t  Vj Z t t ( i ) v.  . (1) = tt(j )}

e t  K ( t t  b  u ,  t t  b  v )  = Z t t ( i )
i» j

v- -(dx)

R v i , j (dx) L° 9 M T j r o  s i v 1 >j v i , j < < y i , ;

= + 00 sinon

A v i t e s s e  asymptotique f ix ée  on va r e t r o u v e r ,  de façon n a t u r e l l e  ( e t  non plus  comme 

as tuce  de ca lcul  [ 3 ' ]  , [ 4 ' ]  ) le  changement exponen t ie l .
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Notons pour t o u t  i , j  e F , 0 e 1R u . .  (0) = e m,- (dx) supposé f i n i
1 J J '5J

0 Û

p(6) la plus grande va leur  propre de M(0) = (y- • (9 ) ) -  • F , u e t  v l es
• 5J I »J c r

vecteurs  propres à d r o i t e  e t  à gauche cor respondants ,  normalisés par
A û û

E v ( i )  = E u ( i )  v ( i )  = 1 . D'après [ 4 1 ],  L = Logp e s t  convexe e t  a n a l y t iq ue ,  
F F
s o i t  h sa duale ( d é f i n i e  par h(x) = sup 0x - L(0))  . Si a e s t  dans l ' i n t é -

0
r i e u r  de l ' i n t e r v a l l e  de f i n i t u d e  de h a lo rs

x v (dx) = a

f 0X

i n f  {K (tt 8 m, 7Ta v) ; (tt, v ) v é r i f i e  E ïï(i)
i J F i j

e t  v j  E ï ï ( i ) v,. .{]) = rr(j )} 

e s t  a t t e i n t  pour

v.  .(dx) = exp [ 0x - L(0)] u. . (dx) où 0 = h ' ( a )
i , J  u ( i ) l ï J

Ce r é s u l t a t  qui se prouve à l ' a i d e  de m u l t i p l i c a t e u r s  de Lagrange, . ioint  à l a  

p r opo s i t io n  2 indique le  bon changement de t r a n s i t i o n  pour une étude au tour  de a.

u0(j)

u ( i )
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D. Grandes déviations, dynamique de populations et phénomènes

malthusiens.
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Grandes déviations, dynamique de populations 
et phénomènes malthusiens

A bstract . — An e-indexed family of Crump-Mode-Jagers branching 
process with random walk is constructed from a given process, multi­
plying jumps and life-lengths and dividing frequency of jumps by the 
same factor s. Let (,(A) be the cardinal of the population lying in A at t. 
It is shown that either a. s. <̂ (A) =  0 for e small enough or e Log C?(A) tends 
to a positive deterministic limit, in probability as e tends to 0. That 
allows to define a time and space homogeneous function a, generalizing 
the Malthusian parameter of the classical (non spatial) model.

R ésum é . — Nous considérons une famille, indexée par e >  0, de pro­
cessus de branchement de Crump-Mode-Jagers [10] avec marche aléa­
toire. Le processus correspondant à e est obtenu à partir d’un processus 

donné en multipliant par e les sauts et les durées de vie et en divisant par e. 
la fréquence des sauts. Soit Ç,(A) l’effectif de la population située dans A 
à l’instant t. Nous montrons que, ou bien p. s. pour s assez petit £*(A) =  0 
ou bien s Log £*(A) a, en probabilité, une limite déterministe positive quand 
e tend vers 0. Ceci permet de définir une fonction homogène a du temps 
et de l’espace, qui généralise le paramètre de Malthus du modèle clas­
sique (non spatial).
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324 C. LAREDO ET A. RO UA ULT

I INTRODUCTION

Un modèle classique de croissance de populations est décrit par un 
processus de Bellman-Harris [10]. Chaque individu a une durée de vie 
aléatoire de loi G et à sa mort donne naissance à un nombre aléatoire 
(d’espérance m >  1) d’enfants. Partons d’un seul individu à i =  0 et cons­
truisons l’arbre généalogique. A l’instant i, des individus de différentes 
générations sont en vie. Pour t grand, la moyenne empirique des sauts

(durées de vie) sur une branche donnée est proche de tG(dt) d’après la

loi des grands nombres. Les branches correspondant à des moyennes

inférieures à tG(dt) sont moins probables, mais ont eu le temps de pro-

liférer plus. Il y a phénomène de compensation dont le résultat est qu’asymp- 
totiquement le nombre d’individus en vie à l’instant t est proche de earW. 
W est une v. a. positive (strictement sous certaines conditions) et a, appelé 

paramètre de Malthus est l’unique solution positive de

(1.1) |  e - MmG{dt) = 1 .

Ceci se démontre généralement en utilisant la théorie du renouvelle­
ment [10]. Nous lui préférons l’approche « grandes déviations » qui peut 
se résumer ainsi.

Soient X l9 . . . ,  Xk, . . .  des v. a. i. i. d. de loi G et Sfe =  X x +  . . .  +  X k.

r 0Pour tout fi >  0, la contribution de la génération numéro -  (x) à l’espé­

rance du cardinal de la population en vie à l’instant t est, pour t grand, 
de l’ordre de

m ^ P ( S ^  ~  i) =  n f Ï Ï  exp ( - ^ (h G((}) +  o(l))

=  exP -p(hG(P) -  Log m + o(l))

C )  [x] dés igne le plus grand entier inférieur ou  égal à jc.

Annales de F Institut Henri Poincaré- Section B
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où hG est la transformée de Cramer [2] de la loi G, c’est-à-dire

hG(P) =  sup (Oft -  Lo(0)) avec LG(0) =  Log eesG(ds). 
» Jn

Les différentes exponentielles obtenues pour des /? différents sont toutes 
négligeables par rapport à la plus grande ëx t où

Cet inf est atteint en /}0 =  te atmG(dt) et a' =  a. Les générations

portant les n u m éro s-----1-0(0 sont prépondérantes car leurs espérances
Po

le sont et une loi des grands nombres joue. /?0 est l’âge moyen de pro­
création, connu en démographie [70].

Outre cette mise en évidence, cette approche a l’avantage de s’étendre 
au cas plus général du modèle décrit par Jagers ([70], chap. 6) (2), auquel 
nous rajoutons une dimension spatiale. A un individu y sont associés : 
une durée de vie Ày, un instant de naissance Ty et une position (fixe) X r  
Sa descendance immédiate est décrite par une mesure ponctuelle Çy sur 

U+ x R, donnant les instants de naissance et les positions de ses enfants, 
calculés à partir de (Ty, X y) pris comme origine. Nous étudions un pro­
cessus de branchement où tous les (Ày, ^y) sont i.i.d. Les sauts sur une ligne 
généalogique prennent leurs valeurs dans x R. L’échelle asymptotique 
du modèle de Bellman-Harris (t - ►  oo) conduit ici à effectuer une homo- 
thétie de rapport a dans U + x [R et à étudier le comportement de la popu­
lation quand £ tend vers 0. Autrement dit, à partir d’un processus de référence 
nous construisons une famille de processus indexée par s en multipliant 
par s les sauts (dans U+ x [R) et les durées de vie. Soit £f(A) le cardinal 
de la population en vie à l’instant t et située dans A, borélien de U. Soient jli 
l’intensité du processus ponctuel £, L le logarithme de sa transformée 
de Laplace, supposée définie partout et h sa transformée de Cramer.

Définissons a, homogène de degré 1, par

00

'oc-

'o

(1.

(2) Ce m od èle  est souvent appelé  m od èle  de C rum p-M od e-Jagers .

Vol. X IX ,  n° 4-1983.
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ß > 0 i '

h ß) Log m)
)

3) a(í, x)) =  - inf
ß > 0

1

ß
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Ì

X

G 1

' t

ß
5
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Nous montrons, sous certaines hypothèses, qu’il existe un cône 9  tel que, 
pour tout intervalle I de U:

1) si { t } x I est inclus dans alors p. s. £f(I) =  0 pour e assez petit;

2) si { t } x I coupe y ,  alors e Log £f(I) converge en probabilité vers 

sup a(i, x) quand e tend vers 0.

La fonction a joue le rôle de paramètre de Malthus local, et la rela­
tion (1.1) devient

Le travail décisif sur l’utilisation des grandes déviations dans les pro­
cessus de branchement est dû à Biggins [4] [5] [6], dont nous utilisons 
plusieurs techniques. Après la rédaction de ce travail, nous avons appris [8] 
(voir aussi [7]) que Biggins avait obtenu un résultat voisin (convergence p. s. 
mais avec durée de vie infinie). Son optique est un peu différente, il fait 
tendre t vers l’infini, sans introduire de e. L’intérêt de e est d’envisager a (i,. ) 
dans son évolution au cours du temps. Dans le cas présent, il est possible 
de ne pas introduire de e car la fonction a est homogène à cause de l’hypo­
thèse d’équidistribution des (la reproduction ne dépend ni de l’instant, 
ni de la position). Cependant ce cadre de travail est adéquat pour étudier 
le cas général d’une dépendance de Çy par rapport à (Ty, Xy).

Les notations de base sont proches de Jagers ( [70], chap. 6). Nous rajou­
tons seulement une dimension spatiale sous la forme de l’analogue d’une 
marche aléatoire sur U. A un individu né à l’instant <r, situé en a, on associe 
un couple de v. a. (À, £) où X est à valeurs dans U+ et £ à valeurs dans M, 
ensemble des mesures ponctuelles sur ÎR+ x U muni de la tribu borélienne 

pour la topologie vague. X représente la durée de vie de l’individu et £ son 

processus de reproduction. Les points de représentent les couples (instant 

de naissance, position) des différents enfants, à partir de (cr, a) pris pour 

origine. Nous supposons que la loi de (Â, £), définie sur U+ x M est indé-

( 1 .

II. NOTATIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES

1. Processus de branchement.

Annales de VInstitut Henri Poincaré- Section B
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pendante de (cr, a) (processus homogène) et que £ a une intensité pi, mesure 
de Radon sur U+ x U telle que

/¿(B) = Eç(B) (B borélien borné)

f( t ,  x)f¿(dt, dx) = E f i t ,  x)Ç{dt, dx)

i f borélienne bornée). 
Nous supposerons

(HI) 1 <  m = fi(U+ x R) <  oo

(m est le nombre moyen d’enfants par individu)

(H2) P(£([(U] x R ) ^ l ) = l

(un individu a au moins un enfant durant sa vie).

Soient N* =  N \{ 0 }, J„ =  J =  {0 } u  J ^ .  J est l’ensemble

potentiel des descendants de {0} y compris ce dernier, décomposé en 
générations. Notons y l’élément général, dont les descendants potentiels 
sont les z de J(y) =  {y} x J (par convention (y, 0) =  y).

Soit (Q, sé, P) =  (Qy, séy, Pv) où les (Q^, séy, Py) sont des espaces

yeJ

identiques sur lesquels on définit (Xy, Çy) de même loi que (X, Ç). La notion 
de réalisation est définie par récurrence:

0 est réalisé;

(y , k) est réalisé si y l’est et £y(lR+ x U) ^  k (keN *).

Il est facile de construire une indexation mesurable dans M, c’est-à-dire 
une application mesurable de M x N* dans IR+ x U (cf. [12], p. 247) 

permettant de définir sans ambiguïté « le fcièmc point de £y » noté (Tj, X*), 
pour k <  Çy(U+ x R). L’instant de naissance Ty et la position X y d’un 
individu y = (ii , . . . ,  i„) sont obtenus en additionnant les quantités rela­
tives à chacun de ses ancêtres par rapport au précédent :

(2. i . i )  T, = Tÿ + . . .  +Vpl_in_i), xy=x\} + . . .  + x;?1_ ¿„_l)
(et (T0, X0) =  (0, 0)).

L’ensemble aléatoire des individus réalisés de J„ (resp. J„(y)) est noté R„ 

(resp. Rn(y)). Le processus obtenu en oubliant les positions, (card R n)n€N 
est un processus de Galton-Watson d’espérance m, supercritique, avec 
non-extinction p. s. sous les hypothèses (Hl) et (H2).

Vol. XIX, n° 4-1983.
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Soit A c H + x U ; rj(A) est l’ensemble des « nés dans A », décomposé 
suivant les générations en les rjn(A); Z(A) et ZW(A) sont les cardinaux de 
ces ensembles

X

(2.1.2) //„(A) =  { j /e R J ÎT ^ X jO e A } , rç(A) =  »/„(A)
n =  0

GO

Z„(A) =  V Z((Ty, X,) € A) (3), Z(A) =  V Z„(A)

3 2 8  C. LAREDO ET A. RO UA ULT

yeRn n =  0

Si t e IR+, I c: R, le nombre d’individus en vie à l’instant t et situés dans I 
est £,(1):

+  QO

(2.1 .3) Cr(I) =  ^  Ç,.B(I); U I )  =  ^  XfTy < t < Ty + ?.y)x(Xye l ) .

n = 0 yeRn

De même, le nombre de descendants de y en vie à l’instant t et situés dans I 
est

+ 00

(2.1.4) C,(l ; y) = 1 1  l(Tz ^  t <  Tz + L)x{Xze l ) .

n = 0 zeRn(>>)

L’hypothèse H2 peut alors se réécrire

(2.1.5) x(Ty ^  i) <  Cf(R ; y) (pour tout y et tout t ).

Par construction, deux individus différents de la même génération ont 
des descendances distinctes (principe d’exclusion):

(2.1.6) Çf(I ; y) ^  Cf(I) (pour tout n, y, t).

y e R n

On peut relier les v. a. £ et Z de la façon suivante. et I2 sont 2 intervalles 
de U, I t c  I2, u et t vérifient 0 <  u < t et A est le rectangle [t — u, t] x I t . 
Alors, sous (H2), on a :

^  C,(i2 ;y ) ■(2.1.7) C,(I2) >  Z„(A) -

yetlni A)

En effet si y  g  rjn(A), on a T  <  f, donc d’après (2.1.5)

i ^  c,(K ; y) =  ct(i2 ; y) +  a i c2 ; y) -

(3) %(.) est la fonction indicatrice d’événement.

Annales de VInstitut Henri Poincaré-Section B
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Il suffit d’appliquer le principe d’exclusion (2.1.6) pour aboutir à (2.1.7). 
La famille indexée par s est définie par

(2.1.8) = ïï(I) = C,Ql).

En combinant (2.1.1) et (2.1.2) on vérifie facilement la relation sui­
vante, base d’une analogie fructueuse avec les marches aléatoires [4]

(2.1.9) EZ„(A) =  fin(A) (fin n ième puissance de convolution de fi). 

Enfin désigne la tribu engendrée par les n premières générations non
n -  1

comptés leurs temps de vie, c’est-à-dire engendrée par les y Jk.
k =  1

2. Transformée de Cramer.

Considérons une mesure fi positive sur U+ x R, finie. Si y = (i, x) est 
le point courant de R + x R, supposons

(H3) 1) pour tout 9 de 1R2 exp L(9) =  exp ((0, y))fi(dy) <  oo(*)
JK + x R

2) C étant l’enveloppe convexe fermée du support de fi, on a 
fi(dC) = 0 (donc C ^  0 ) (*).

(2.2.1) h(y) = sup ((9, y) -  L(0))
6eW2

o

L est convexe et analytique, h est s. c. i. partout, finie sur C, infinie sur dC
o

et Cc, strictement convexe et analytique sur C. grad L est un diflféomor-
o o

phisme de (R2 sur C. De plus, pour tout y de C, on a :

(2.2.2) h(y) = (0, y) -  L(0)

où 9 est l’unique solution de grad L(9) = y, et alors grad h(y) = 9. Nous 
dirons qu’un tel couple (9, y) est en dualité [2].

Pour tout B sous-ensemble de U+ x U, posons

(2.2.3) H(B) =  inf h(y).
ye  B

(4) (0, y) désigne  le produit scala ire de 6 et y  dans IR2 ; dC, C, C, C c sont resp. la fron­

tière, l’intérieur, la fermeture et le com plém enta ire  de C.

Vol. XIX, n" 4-1983.
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Au voisinage de Taxe { 0 } x R, h a les 2 propriétés suivantes :

1) Si a e  R + et si Ta+ et V~ sont les 2 cônes { (f, x) e  (R+ x U \ x ^  a t }  et 

{ (f, x) e  U + x [R | x  ^  — a t } alors H (a) =  H ( r /  u  r ~ )  vérifie

(2 .2 .4 )  lim H (a) =  +  oo .
a - *  +  oo

En effet l’ensemble K M =  { y  | h(y) ^  M } est compact car convexe fermé 

borné dans toutes les directions (Banach-Steinhaus) et ne touche pas 

{ 0 }  x U c  (C)c. Il existe donc a >  0 tel que K M n  (Y* k j T~)  =  0  (voir 

fig. 1).

330 C. LAREDO ET A. ROUAULT

2) Si B est compact et k >  0, alors

(2 .2 .5 )  lim H ( - B  ) =  +  oo .
k ^  +  00 yfc J

Il suffit en effet de remarquer qu’il existe k tel que -  B n  K M =  0 .
k

Le minimum de h est obtenu pour 0 =  0, il vaut — L(0) =  — Log m. 

Le cône =  { y  | il existe /? >  0 tel que h(Py) <  0 }  est donc non vide 

sous (H l)  et la fonction a définie par

(2 .2 .6 )  a(y)  =  sup ( — ^ K P y ) )
H>o \  p  J

o
est finie sur #  =  [R + *-C et strictement positive sur négative sur y c. 

T h é o r è m e  1. —  Sous l’hypothèse (H3), il existe une fonction /? définie

Annales de l'institut Henri Poincarè-Section B
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sur à valeurs positives telle que ß(y)u(y) =  — h(ß(y)y). Sur a et ß 
sont de classe ß est homogène de degré -  1, a est homogène de degré 1 

et vérifie

(2 .2 .7 ) L (— grad a) =  0

Démonstration. — Sur (ë, h est finie, de sorte que -  h(ßy) a un minimum

à distance finie, comme l’indique le dessin, h étant convexe et infinie aux 

deux extrémités de U+ -y ; la tangente réalise la pente minimum, l’abscisse 

est ß-y  ; les homogénéités sont bien claires. Au minimum, on a successi­

vement h(ßy) = (ßy , grad h(ßy)) d ’où

L (grad h(ßy)) =  0 et — aß = h(ßy) = (ßy , grad h(ßy))

d ’où — a =  (y, grad h(ßy)) ce qui entraîne grad a(y) =  — grad h(ßy) par 

la formule d ’Euler et permet de conclure à la validité de (2.2.7).

3. Encadrements à la Cramer-Chernov.

a) Changement de loi :

Soient 6 et y en dualité suivant (2.2.2). Posons 

He(dz) = exp ((0, z) -  L(d))ju(dz)

Vol. XIX, n° 4-1983.
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C’est une probabilité, de transformée de Laplace analytique valant en s : 

exp (L(0 -h .s) — L(0)). Le m oment du 1er ordre s’obtient par dérivation  

et vaut grad L =  y. La variance est finie, continue par rapport à y (ou 0) 

(c’est en effet le Hessien de L) et de rang plein (sinon une com binaison  

affine est p. p. nulle et on est en dimension inférieure, ce qui contredit (H3) 2)). 

On appelle Jie la probabilité centrée d’expression :

( 2 . 3 . 1)  ]?(dz) =  exp ((0, y +  z) -  L(0))-/i(y +  dz)

=  exp (/i(y))-exp(0, z ) - /4 y  +  dz ) .

Il est immédiat de vérifier que sa nlème puissance de convolution est

(2 . 3 . 2)  {Jie)n(dz) =  exp ((0, ny +  z) -  nL(6))-fin(ny +  dz)

=  exp (nh(y)) • exp (0, z ) ‘jun(ny +  dz) .

C’est aussi (JTn)e{dz), car 0 et ny sont duales pour fin. N ou s la noterons défi­

nitivement Jidn.

D ’après (2.1.2) ,  Z n est un élément aléatoire de M ; la transformation  

de fin en Jidn conduit à définir :

( 2 . 3 . 3)  Z 6n(dz) =  exp ((0, ny +  z) — nL(9))-Zn(ny -h dz)

=  exp (nh(y))-exp (0, z ) -Z n{ny +  dz ) .

Les propriétés suivantes sont immédiates (A est un borélien de U + x U)

(%

( 2 . 3 . 4 )  Z„(A) =  exp (~nh(y))-  exp ( -  (6, z)) • Z %dz)
J A  — ny

( 2 . 3 . 5 )  EZ®(A) =  Jie„(A) (analogue de 2 . 1 . 9 )  

b) Inégalités :
o

Soit B un convexe borné, inclus dans C. Le sup de h sur B est atteint en y 

de 3B, de dual 0. Si u e  B, fi p. p. on a : (0, u — y) ^  0 (voir fig. 3). ( 2 . 3 . 3)  

entraîne pour tout B :

( 2 . 3 . 6 )  Z„(nB) ^  exp ( -  nh( y)) • Z®(n(B -  y))

332 C. LAREDO ET A. ROUAULT

Fig. 3.
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et par intégration (cf. (2.1.9))

(2.3.6 ') ^  exp ( -  nh( y)) • p°n(n(B -  y)) .

Si B ne contient pas le minimum de /z, Finf de h sur B est atteint en y' 
sur SB, de dual 9'. Si u e  B, on a p p. p. (9\ u — y ) ^  0 d’où

(2.3.7) ZJLnB) <  exp ( - n h (y ' ) y Z dn( n ( B - / ) )

(2.3.7 ') ¿i„(nB) ^  exp ( -  nh{ y')) • /¡¡¡'(n(B -  / ) ) .

Enfin si B contient le minimum de h (égal à — Log m), on a évidemment 
un(nB) ^  jU„([R+ x R) == m” donc dans tous les cas :

(2.3.8) pn(nB) ^  exp ( — nH(B))

Lorsque p est une probabilité (2.3.6'). (2.3.7') et (2.3.8) sont des 
formules de base de la théorie des grandes déviations. Enfin nous uti­
liserons, en vue de l’étude de domaines variables, un résultat voisin de
(2.3.6). o

Soit y e C, 9 = (9U 92) son dual, | 9 \ = \ 9l \ +  | 92 |, B =  I x J un rec­
tangle contenant y et p = max ( 111, | J | ). On a

(2.3.9) Z„(nB) >  exp ( -  n(h(y) + p \ 0 \ ))Z«(n(B - y ) ) .

Il suffit en effet dans (2.3.4) de constater que B —y contient 0 et donc que 
| (d, z) | ^  | 6 | np.

III. RÉSULTAT PRINCIPAL

Énonçons encore 2 hypothèses :

(H4) La loi G de la v. a. X (durée de vie) a une transformée de Laplace

finie partout I G(rj) =
00

é»G (dt) < ce pour tout Y\ ) .

Jo
(H5) Il existe k > 1, tel que, si on pose gfc(x) =  x [(Log+ x)fc +1 ] pour 
x e  (R + , on ait pour tout 9 Egk(Zi([R+ x U)) < oo.

T h éorèm e 2. —  Soit I un intervalle fermé de U.

a) (Sous les hypothèses H3 et H4). Si { t } x I est inclus dans (Sf)c alors 
p. s. il existe s0 tel que pour 0 <  e < e0 on ait £*(I) =  0.

b) (Sous les hypothèses H1 à H5). Si { t } x I a une intersection non 

vide avec e Log C?(I) converge en probabilité vers sup a (t, x) quand e 
tend vers 0. xel

Comme dans tous les processus de branchement il y a alternative entre

Vol. XIX, n° 4-1983.
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extinction et croissance exponentielle (sur 9 ,  a est positive). La difficulté 
réside ici dans la présence simultanée de plusieurs générations. La décom­
position (2.1.3) et les majorations de Cramer-Chernov mettent en évidence 
un majorant exponentiel pour E£(I) dont la contribution essentielle est

C / 1 \
apportée par les n de Tordre de — h o  - pour un c convenable. La démons-

 ̂ W
tration de b) nécessite une minoration obtenue en isolant un tel n dans (2.13), 
en comparant £*(I) à un Z„(nB„) pour B„ convenable grâce à (2.1.7), en 
extrayant la partie exponentielle grâce à (2.3.9) et en appliquant le principe 
de la génération intermédiaire (cf. [6] où est faite une étude précise, dans R

334 C. I AREDO ET A. ROUAUI  T

de j£ ( x — nb)Zn(dx) pour b et g fixés).

La démonstration du théorème 2 utilise le lemme suivant.

Lemme 1. — Sous les hypothèses (H3) et (H4), si I est un intervalle 
fermé tel que { f } x I ait une intersection non vide avec 9  on a

(3.1) lim e Log EC*(I) ^  sup a(t, x ) .
£~ *°  jcel

Démonstration du lemme. — Si pour 0 <  i  < t on note BT =  [t — t, t ] x I 
et Br =  [0, t ] x I on a d’après (2.1.3) pour tout n, f, e

(3.2) c y i )  <  Z„ ^  B,j, CUI) < Z „ ( ‘ Btj  +  ^ x('-v >

yeRn

d’où  pour N  >  0 qu elconque, d ’après ( 2 . 1 . 8 )

N N

(3.3) EÎHI) ^  ^  ^  E ^  >  x-

n =  1 n =  0 >’eRn

S  "-G8')-
+

n =  N +  1

Or les /  v, ve J„, sont indépendants de et de loi G, et les xi y e Un) pour y g J„ 
sont mesurables d’où pour tout n ^  0 et tout d > 0

(3.4) E /( Ây >  -  ) =  m"G

yeRn

T
-, + 00 
8

. dz
^  mnG(d) exp ( ------
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grâce à la majoration exponentielle classique et (H4). Appliquant (2 .3 .8) 

à chacun des (in il vient

(3.5) EÇf(I) ^ T e x p ^ -  j î h Q - B ^  +  -G (d )  exp

n — I

+ /
,( 1

+  2̂ e x p ^ - » H ^ — B,

M = N  + 1

D'après (2.2.5), pour tout r > 0 on peut trouver k0 tel que h Î - B f ) >  r

pour k ^  k0. Le choix de N = conduit à :

+  X  +  oc

(3.6) ^  e x p ^ - n H ^ B t^ <  e~nr= 0 ( e -nr).

n =  N + 1 n = N + 1

Pour majorer exp n H ^ — Br̂  on écrit :

n =  1

nH\ — Bt ) ^  -  in f(ne inf h ( ~ - \ )  ^  -  inf ( -  a(y))(3.7)

d ’après la définition de a (2.2.6). En regroupant on obtient

(3.8) E£r(I) <  ~°exp ( -  sup a(y) ) H-------- -G (d) exp ( ~(fe0 Log m -r f i )
e \e  y ebt /  m — l \e

- N  r\+  0(e

Puisque la fonction a vaut — x> à l’extérieur de est négative sur £fc 
et positive sur et que B0 n  &  #  0 ,  le sup de a sur BT est le même que sur 

Br n  <9* donc strictement positif, et e Log du premier terme de ( 3 . 8) tend 

vers sup a(y) >  0. Pour tout t  >  0, les deux autres termes sont bornés
yeBT n  ï f

k0 Log m
pour le choix d > ------------- (possible d ’après (H4)). Comme

T

e Log (a +  b) ^  e Log 2 +  e Log (a V h)

et que e tend vers 0, seul le plus grand terme, ici le premier, compte à la 

limite et donc
lim e Log EÇf(I) ^  sup ol( u ) .
i: 0 ne B T n .‘/

Vol. XIX. n° 4-1983.
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Comme sur / / ,  a est continue {t. 1 ) on obtient (3.1) en faisant tendre t  vers 0.

En fait tout se passe comme si n ’avaient été conservés que les n réa­

lisant presque l’égalité dans (3.7), c’est-à-dire, compte tenu du théorème 1,

les nz = ------------h o ( - )  où x réalise le sup de a (r , .) sur I.
P(t, x)e \t;J

Démonstration du théorème 2.

A) Démonstration de a)

Si { t } x I est contenu dans (5^)c, on peut trouver I', el >  0 et t  (tel que

0 <  t  <  t) avec

i) B' =  [t — t, t] x V contenu dans ( ^ ) c

1
ii) pour £ <  el5 - (  { t } x I) contenu dans fc£B'T avec kE = 1 +  

La première condition assure que pour tout k et tout n

î hG * > c ‘ > #
la seconde que £f(I) est majoré par pkc où

N N +oo

(3 . 9) Pk =  Y Z »m ]  + YjYjX{/'y>k2)+ EZ n { m  ■

1 0 ye Rn N + 1

On utilise deux m ajorations différentes pour n ^  N et n >  N en sui­

vant (3.2) comme l’indique la figure 4. Reprenant les évaluations (3.3),

kt B’t
ke Bt

kc B T/2

ke x !

ke

k

kgt

I k, .  4 .
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(3.4) et (3.5) on trouve, pour un choix de N de type : constante x /c, 
EPk ^  exp ( — C 2k). La série étant convergente, pk tend p. s. vers 0 et, 
étant à valeurs entières, est p. s. nul à partir d’un certain rang. Il en est donc 
de même pour £f£(I) pour e assez petit.

B) Démonstration de b).

Le lemme 1 et l’inégalité de Tchebytchev montrent que pour tout ô >  0 

P(e Log Ct(l) >  sup a(i, x) -I- ô) tend vers 0 quand s tend vers 0.
xel

Nous voulons montrer maintenant que pour tout <5 > 0 on a

(3.10) lim P(e Log Cr(I) <  sup a(t, x) -  ô) = 0 .
£̂ °  xel

Soit D r la section de 9  en t: Comme I n D t est non vide, le sup de a(r,. ) 
sur I est atteint en x e I n  D f et strictement positif. Il suffit de montrer (3.10) 
pour I inclus dans D,. a(r,.) est continue sur D r donc ou bien elle est cons­
tante sur I et on peut choisir x dans I, ou bien pour ô' assez petit, inférieur 
à ô, il existe x 0 dans I tel que a(i, x 0) =  sup a(t, x) — ô'. Le problème consiste

o xel
désormais, étant donnés ô, I, x 0 e I et a0 =  a(i, x 0) à majorer 

P£ =  P(e Log ÏÏ(I) <  a0 -  S).

x 0
Choisissons l l et I2, centrés en — , de longueurs 2V et 2(V +  W) avec

£
1 o

W > 0 et inclus dans - 1 (ce qui est possible pour £(V +  W) assez petit)
8 t 

et appliquons (2.1.7) pour n quelconque, t remplacé par -  et W par U

(cf. fig. 5). e

(3.11) i« i) ^  U h )  >  Z„(A) -  > C,(ic2 ; y), A =

yerfn(A)

t t  
-  - U , -
e e

X

a o - ô '

ce qui entraîne

(3.12) P ^ P ^ A X ^ f

(
2 OLq - Ô  \ 1 XQ — Ô

’ Zn(A)~ A  ^ :-v')<e £
1 z o - ô \  yer/„(A)

+ p(z„(A) > 0, ^  Ç,(IC2 ; y) > ÔZ„(A)

yetin(\)

Vol. XIX, n° 4-1983.
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Or on peut majorer P^"

F i g . 5 .

Z„(A) >  0, ^  C,(V2 ; y) > Ô Z n(A)

yeriniA)

par

et dans cette dernière somme, chacun des termes par sup ECM(I2 — x).

X t
On a conditionné par Xy =  - ,  Tv = -----u et utilisé le fait que C,(I2 ; y)

8 8 j

a alors conditionnellement la même loi que £M(I2 — x)). Mais E£M(I2 — x)

est majoré par ^  Z„([0, u] x (1̂  — x)) (car pour ce rectangle Z 0 est nul,

0 ne lui appartenant pas) soit pour l’espérance, via la majoration (2 .3 .8), par

Z
W

exp ( — nH{a)) ^  2 H (a) 1 où on a posé a =  — , supposé assez grand

n ^ 1

pour que H(a) >  0 .
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On a obtenu finalement :

,3.13,

A)

w
qui tend vers 0 dès que a — — tend vers l’infini (cf. (2.2.4)).

(  1
Il reste à étudier PI Z„(A) ^  -— — e £ 1. Via une homothétie, on peut 

supposer que y 0 = (t, x0) vérifie P(y0) = 1 (cf. théorème 1) et donc 

a(yo) =  — h(yo) > 0. Choisissons désormais n = . Le rectangle B = -  A 
n

U 2V
a comme dimensions — , —  (cf. (3.11)) et contient y0 dès que U > t et 

n n
V > x 0 (cf. fig. 5). En appliquant (2.3.9), il vient

/  1 *°~J\ _
(3.14) P|^Z„(A) ^  £ J ^  J>(Z°(n(B-yo)) <  St)

1 i  \  ô i n i \  /U  V'
où on a pose ôe=-— ^exp O q---- n ------Ynp | 8 | avec p = max —

\ - ô  \  \£ J £ J \ n  n
Si on impose à eU et eV de tendre vers 0 quand 8 tend vers 0, on a

ô il
(3.15) Log ôE= -  -  +  o l -

Nous allons appliquer maintenant la méthode de la génération inter­
médiaire [11] [6]. L’essentiel des calculs se trouve déjà dans [6], à une 
seule dimension. Le contexte est ici un peu différent : le rôle joué par la 
variable t ne permet pas d’espérer une convergence p. s. avec cette méthode ; 
nous utilisons donc une approximation uniforme par la loi normale (Berry- 
Esséen) et non un théorème limite local, ce qui simplifie les calculs.

Soit s un entier inférieur à n ; qui sera précisé plus tard. On a la décompo­
sition

(3.16) Z®(n(B -  y0)) =  ^  azZÜ_s(n (B -y 0) - z  ; z)

zeRs
OÙ

1) on a identifié, pour alléger les notations, z et (Tz, Xz)

2) on a posé az =  exp ((0, z) — sL(6))

Vol. XIX, n° 4-1983.
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3) les Zü_s(. ; z), pour z e R s sont, conditionnellement à âSs des copies 
indépendantes de Zj _*(.).

Il suffit en effet d’écrire l - l l  et d’appliquer (2.1.1).

ye R n zeRs yeRn - s(z)

Conditionnellement à la v. a. Z„(n(B — y0)) est donc une combinaison 
linéaire de v. a. i. Elles n’ont pas même loi mais nous pouvons contrôler 
leurs queues. Nous allons les centrer conditionnellement. Définissons pour

(3.17) bz = Jxl.s{ n { B - y 0) - z )

Vz = Z®_s(w(B -  y0) -  z ; z) -  bz (E^SVZ = 0  d’après 2 .3 .5).

Dans ce qui suit, les sommations non précisées sont faites sur z e R s ; Si 
p est un réel positif, destiné à tendre vers 0, on a :

met de majorer Cette majoration n’est utile, autrement dit Z en(n(B — y0)) 
n’est proche de son espérance conditionnelle que s’il y a suffisamment 
d’individus dans nB : la majoration de P2 se fait sous l’hypothèse { t } x I c  9  
qui entraîne h(y0) <  0. L’hypothèse (H5) sert dans la majoration de P2 
mais pas dans celle de Px.

1) É t u d e  d e  P r.

Minorons bz grâce au lemme suivant

Lemme 2. —  Soit v une probabilité sur 1R2, centrée, de matrice de 

covariance T  de rang 2, de troisièmes moments finis. Cn =  L„ x M„ est 

une suite de rectangles contenant 0 et tels que, quand n tend vers l’infini,

I LJ I M*l
— j- et — —  restent minorés par des nombres strictement positifs. kn est

(3.18) P(Z®(h(B -  >’o)) ^  ôt) ^  P: +  P2

S

Si s tend vers l’infini et -  tend vers 0, une application de Berry-Esséen per-
n

Annales de l'Institut Henri Poincaré-Section B
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Kune suite d’entiers telle que — tende vers 1. Alors il existe deux constantes
n

Kj et K 2 > 0 telles que pour tout z, et tout n assez grand

Il 7 II
(3.19) v*k»(Cn - z ) > K x - K 2

où || || désigne la norme euclidienne dans U2.

Démonstration du lenime 2. — Soit ¥  la loi A (0, T). D’après Berry-Esséen, 
on peut écrire

La relation | T(A +  u) — ^(A) | =  0r ( || u || ) permet d’écrire

v*‘"(C„ -  z) > o ( - Ü  + y  ( - L  c„) -  k 2 ^ .
\\JK / v n

Par hypothèse, — Cn contient un rectangle fixe contenant 0, donc 

( i \¥  — =  Cn reste minoré, ce qui achève la démonstration.

f  s \  - e
Appliquons ce lemme à kn = n — s (désormais -  =  o(l) I, v =  \r  et

=  n(B — y0). C„ contient 0 car B contient y0. L’hypothèse sur les dimen-

U 2V , r  r
sions sera vérifiée si et —— restent minorés, donc si ^/eU et y /sV  restent

/n J n

minorés quand e tend vers 0.
On peut résumer les contraintes sur U, V, W par :

(3.20) T e U  et v /'eV > este >  0 e(V +  W) - ►  0 (cf. (3.11))

W
— oo (cf. (3.14)) eU -  0 (cf. ^3.16»

ce qu’il est toujours possible de réaliser.  ̂ z y
Dans ces conditions on a bz =  Jien- S(n(B — y0) — z) ^  K 1 — K 2—— et 

en remarquant que Eaz =  Zs(R + x U) on obtient : v  n

Px =  P (Lazbz < p ) ^  P ^ Z ^ ï T  x R) <  2p) +  P(K2E || z || az > p j n )

0 est fixe (dual de y0), donc Z,(1R+ x R) en temps que martingale posi­

tive ( [7 ], p. 248) a une limite p. s. quand s tend vers l’infini. Il est facile de

Vol. X IX . n» 4-1983.
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montrer que sous (H2) (qui entraîne la non-extinction p. s.) cette limite 
n’a pas de masse en 0 donc le premier terme de la majoration de P, tend 
vers 0 dès que p tend vers 0. Pour finir, on applique Tchebytchev:

g 1'2
P(£ || z || a. >  Ape~ 1/2) ^  E(E || z || a,) 

et comme E(E || z || a.) =  || z || pes(dz) = 0(s) on conclut

(3.21) Pi =  t>(l) +  0(/7_1e1/2s) (s = o(fi“ ‘), p  =  o(l)).

2) É t u d e  d e  P2.

(3.22) P2 = Ptla.-V, <  <S£ -  p) <  p(^ | Xa..V21 >  0 ,  dès que p > 2ôs

si O est la fonction croissante définie sur IR+ par

(3.23) 0(w) =  u2x(u <  1) +  (2 u — 1 )x(u ^  1), si p < 2

(3.22) entraîne
4

(3.23) P2 ^ - ? EcD(|I a X \ ) ,  si p < 2
P

O est convexe et vérifie 0(2x) ^  40(x) pour tout x de U + ; les az sont âSs 
mesurables et les Vz conditionnellement à sont indépendantes et 
centrées. D ’après le théorème 1.1 de [9 ] il existe donc une constante Q> 
ne dépendant que de O telle que

E^<D( | S a2Vz | ) îC C*E%t>(v /X(asV j2).

La fonction définie par O^.v) =  <I>(N a) est concave donc sous-additive 
et par conséquent :

(3.24) E *•<&( | ZûlVz | ) ^  Q>LE *■<&(az | Vz | ).

Pour étudier E ^sO(az |Vz |) on remarque d’après (3.16) et (3.17) que 

| Vs | ^  Yz où conditionnellement à 3Ss les Yz sont des v. a. i. et de même 
loi que Y =  1 + sup Z^([R+ x [R). (H5) assure [6] que Y est p. s. finie 
de loi Q vérifiant

3 4 2  C. LAREDO ET A. R OUA UL T

(3.25) gk- i (u )Q (du)  <  oo

Annales de l'institut Henri Poincaré-Section B

í)

J's sont indépendantes et



83

D Y N A M I Q U E  DE P O P U L A T I O N S  ET PH ÉN OM ÈN ES  MA LT H US IE NS  343

La majoration de V~ entraîne, pour toute/croissante de R + dans R,

(3.26) E * - / ( | V J K  f(u)Q(du)

ce qui joint à (3.24) et (3.23) permet la majoration

<î)(au)Q(du)vs(da)
4C<j>

(3.27) P2 ^ ^ E Z  
P

4Q>
(D(azu)Q(du) =

/> J

où vs(da) est la mesure image de /¿*s(dz) par l’application 

cp : z az =  exp ((0, z) -  sL(0)).

Comme avs(da) est l’image par <p de ¡xesi on a J avs{da) =  1. Pour évaluer

l’intégrale double de (3.27), on commence par majorer ®(aw) par 
0 2(flw) =  2[(aw)2 a (au)] (cf. (3.23)) et décomposer [R+ x U+ en

Ai =  { u > M }, À2 =  |  u <  M, a <  ^  | , A3 =  |  u <  M, a > —  j , 

où M >  1 sera fixé plus tard. On a successivement :

sur Aj 0 2(aw) <  2a u et <: uQ(du)

au

sur A3 O^au) ^  2aw et
a3

a2

a>à

u
—  Q{du)

u < M M

avs(da) uQ(du)

(3.28) ^ 2
Ai

u A - - ) Q ( ^ )  =  0((Log M )-k+1) 
M/

u
U A --

M
d’après(3.2.5) et s u p ------— =  sup

1 A
M

» * & -,(« )  « [1 + (L og+ m)*-1]
n  =  0((Log M )- )

(3.29)

Vol. XIX. n" 4-1983.
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soit / > 0 et M = els. On ,dcp~l (ci> —^ = sDt avec D t={z:  (0, z) — L(0) > —1} 
et par consequent '  7

344 ('. LAREDO ET A. ROUAULT

o
avs(da) = tëisDt)

M

fi° a comme barycentre y 0, vérifiant h(y0) >  0. Si / est choisi tel que 
0 < / <  — h(y0), D/ ne contient pas y0 et donc d’après (2.3.8) il existe 
y >  0 tel que i4(sDt) ^  e~ys, ce qui donne

(3.30) f i  = 0(s~k+l) f i  = 0 ( e - 'n  
JjAïuAi J JA3

et, joint à (3.27)

(3.31) P2 =  0 ( / r V k+1).

Les contraintes en /?, s pour que Pr et P2 tendent vers 0 avec s sont :

( ô / 1\ \  1 
p  e x p l -------h < 2 P se s ^  ce

sp~l£1/2 -> 0 s~k+1p ~ 2 -> 0.

f c - 1  ____i _

On peut prendre par exemple p  =  g4(k+1) s = [s fc+1].

IV. DISCUSSION

1. Deux cas particuliers.

Nous supposons ici que l’instant de naissance de tous les enfants coïn­
cide avec celui de la mort du père (processus dit de Sevastyanov [70], p. 8).

a) Absence de marche aléatoire dans l’espace : 

c’est le processus de Bellman-Harris classique ; on a

/i(dt, dx) — mG(dt)ô0(x) (5), L(0t , 02) =  Log m +  LG(0t)

a(i, x) se simplifie en oct avec a donné par la formule (1.2). La relation (2.2.7) 
devient

(4.1.1) Log e atmG{dt) = 0.

( 5) (\, dés igne la m asse  de  D irac au point a.

Annales de l'insti tut Henri Poincaré-Section B
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On retrouve le résultat classique (1.1)  sur le paramètre de Malthus [10].

b) Absence de marche aléatoire dans le temps :

c'est le processus de branchement avec marche aléatoire à temps dis­

cret [4] [11] ; on a, si F est la mesure d’intensité spatiale :

(4 .1 .2)  a(f, .v) =  -  thF(̂
(qui est à rapprocher de [4 ], p. 676). Enfin la formule ( 2 . 2 . 7)  devient

du. (  dot

, 4 1 -5» * = 4 - s

Ces cas particuliers permettent en retour d’éclairer le cas général. Pour

02 fixé, la mesure Ho2{dt) =  ed2Xji(dt, dx) ne charge pas { 0 } et a un sup-
Jr

Çoo

port inclus dans 1R+ donc il existe un unique tel que Log e6ltfiei{dt) =  0.
Jo

c’est-à-dire L(0 l9 02) =  0  ( — 0 i est aussi la pente de la tangente menée 

de (0, 0) au graphe de Ceci permet de définir une fonction L définie 

partout telle que :

L(#i, 0 2) —  0 o  e , =  - i ( 6 2).

fdL
En vertu du théorème des fonctions implicites r —  >  0 d’après (H3)

et [2] prop. (9 .7)J , L est C 00 et on vérifie L" >  0 donc L est convexe. La 

formule ( 2 . 2 . 7 )  devient
don ~ (  dcc

Elle est analogue à ( 4 . 1 . 3 )  et entraîne, si h est la duale convexe de L

( 4 . 1 . 5)  a(i, x) =  — •

Par homogénéité, le sup de a(r,.) sur U est atteint en t x  où 3c réalise l’inf 

de \  et ce sup vaut — t h(x) =  iL(0) par dualité. D ’après le théorème 2,

la population totale est donc de l’ordre de exp ^ -(iL (0) +  o(l))^. Or par

construction L(0) est le paramètre de Malthus d’un processus de Bellman- 

Harris où fi0(dt) jouerait le rôle de mG(dt).  Dans l’échelle utilisée (s Log),

Voi. XIX,  n° 4-1983.
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à l’instant t la population totale est donc du même ordre que celle située 

« près de » r 5c ; c’est aussi celle d’un processus non spatial régi par la mar­

ginale de n en r.

2 . Affaiblissement des hypothèses.

a) N ous avons déjà dit que (H l)  est nécessaire pour que ^  0 .

b) N ou s conjecturons que (H2) utilisée en ( 2 . 1 . 7 )  peut être affaiblie en

(4 . 2 . 1 )  P(É([0, A] x R) ^  1) >  0

le théorème 2 restant valable conditionnellem ent à la non-extinction. 

En effet soit x =  inf { t : £([0, t ]  x R) >  1 } (âge du père à la naissance 

de son 1er enfant). Seul le cas 0 <  P(A ^  t ) <  1 reste à traiter. Soit 

k + =  max (A, t) et £*(1) la v. a. obtenue en remplaçant dans ( 2 . 1 . 3 )  k 

par k +. Il est clair que Ç,+(I) ^  Çf(I) d’où

lim g Log (,(I) ^  lim £ Log ( f+£(I) =  sup a(i, x ) .
xel

Soit £r(I) le nombre d’individus de la nouvelle population, en vie à l’instant i, 

situés dans I et vérifiant ky =  l r  O n a évidemment £f(I) ^  £f""(I) (on a 

supprimé dans la population de référence née avant l’instant t les individus 

n’ayant que des enfants posthumes). Soit rçn~(A) le sous-ensem ble de Y]n{A) 

formé des individus dont tous les descendants en vie à t vérifient ky =  ky. 

D ’après le principe d’exclusion ( 2 . 1 . 6 ), tout se passe com m e si dans rjn(A) 

on avait conservé ou non chaque individu, indépendamment les uns des 

autres (conditionnellement à &n). Ceci suggère une loi des grands nombres 

(conditionnelle). Si toutes les probabilités de conservation étaient les 

Z “(A)
mêmes (p n) on aurait ----  -- ~  p n et la dém onstration à partir de (3.11)  

conduirait à '

lim Cr(I) ^  sup a(i, x)
xel

pourvu que s Log p n tende vers 0. La difficulté réside dans la dépendance 

de ces probabilités par rapport à l’instant de naissance : si cet instant est

noté -  — m, cette probabilité (conditionnellement à &n) vaut E/?£U(K) où 
e

P =  P(A <  t). M ais conditionnellement à la non-extinction, elle est équi­

valente à Q (q)e~<xu quand u tend vers l’infini ( [1 ], p. 162, Q(é/) >  0, a para­

mètre de M althus global). N otre conjecture s’appuie alors sur le fait que
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Z„-(A)

y * 0.
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u ^  U, eU  tend vers 0 et y /e \J  reste minoré. Il ne semble pas possible de 

descendre en deçà de (4 .2 .1 ). On peut en effet construire un processus

T
de branchement tel que p. s. X =  -  =  l (l fixé déterministe). Alors pour

tout t il existe toujours une suite ck tendant vers 0 telle que ( £k(R) =  0 

pour tout k.

c) (H3) est fondamentale. Seul 1) pourrait sans doute être affaibli en : 

il existe un voisinage de 0 dans U2 sur lequel exp L (.) <  oo.

d)  (H4) est utilisée dans la dém onstration du lemm e 1. A première vue 

elle peut sembler artificielle, le résultat final ne faisant intervenir que la 

fonction a, qui ne dépend pas de la forme de G  (remarque également valable 

pour (H2). Il suffit pour se convaincre de son utilité, d’étudier le cas extrême 

de la durée de vie infinie. D ans un tel cas, on a évidemment

lim  £ Log ( î(I) ^  sup a(y)
[0, i]xl

et on m inore (*(I) par rjn(A') où A' est un certain rectangle construit à partir 

de y 9 réalisant le sup, avec naturellement n =  1
.p

, d’où la formule

(4 .2 .2 )  lim e Log C?(I) =  sup a( y ) .
[0,i] x I

D ans un casiintermédiaire, si rj0 =  sup { rj : ô(rj) <  oo } vérifie 0 <  rj0 <  oo, 

nous conjecturons l’existence d’une limite

(4 .2 .3 )  lim s Log f  *(I) =  sup a„0(i, x)
xsl

a^0(i, x) =  sup [oc(t\ x) -  ri0(t -  t ' )] .
0 < t ’ < t

Cette conjecture s’appuie sur l’idée suivante. Si la durée de vie est expo­

nentielle de paramètre rj0 , construisons un nouveau processus de bran­

chement à 2 types d’individus. Ceux du 1er type donnent à la fois des indi­

vidus du 1er type de la manière habituelle (£) et au bout d’un temps T fixé 

(suffisant pour vérifier (4 .2 .1 )) , s’ils ne sont pas déjà morts, meurent et 

avec une probabilité e ~ r,° donnent un enfant de type 2 au m ême endroit. 

Ceux de type 2 vivent un temps unité au bout duquel ils donnent avec pro­

babilité e ~ vo un autre individu au mêm e endroit. Si on s’intéresse à l’effec­

tif total (types 1 et 2) dans I à l’instant t les m éthodes de processus multi- 

types [14] conduisent à (4 .2 .3 ). D ’autre part nous conjecturons que cet 

effectif total a mêm e loi que celui du processus unitype initial.

e) (H5) est du genre « x  Log x  », hypothèse usuelle dans les résultats 

sur les processus de branchement.

Vol. XIX , n° 4-1983.
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3. Conjecture sur les âges.

Soit (i, x) g 9 .  On a vu que pour la population en vie à l’instant t autour 

de x, l’essentiel venait des générations de numéro e~i P(t ,x)~i +  0(e-1 ). 
Tout semble donc se passer comme si le saut moyen dans l’espace-temps, 

correspondant à une génération était

£ 1X
~-xP(t, X) + 0(1) .

£ x) 1 +  o(e *)

Or d’après la dualité, si y = (t, x) et (01, 02) = grad h(f}(y)y) on a

t exp [0,r + 62Ç -  L(0l9 62)MdT, dÇ)x) =

xfi{t9 x) =  J £ exp [0jT +  92Ç -  L(9l , 62)]jn(dT, dÇ).

Ceci suggère que pour la plupart des individus en vie à l’instant i, autour 
de x, la loi empirique du saut, calculée le long de leur ligne généalogique 
est voisine de

(t, Ç) exp [0 ! t +  02(J -  L(01? 92)]fi(dT, dÇ).

De tels résultats ont été démontrés rigoureusement pour le processus à 
temps discret unitype [75] et multitype [14\ Le fait que a (t, x) = 0 l t +  02x  

joue le rôle d’un paramètre de Malthus local permet de conjecturer en plus 
que la répartition des âges à l’instant t autour de x converge vers la loi sur U +

e0lZG ( ] T 9 +  oo [)dr

e iUG (]u, +  oo [)du

Si on se place en t x  (cf. IV, 1 .b) on a 0l = L(0) et on retrouve la distri­
bution stable des âges pour un processus non spatial régi par la marginale 
de jji en t [10].

4.  Processus non-homogène.

Revenons sur l’intérêt de l’introduction de £ et donc sur la différence 
d’optique par rapport à Biggins [7] déjà évoquée dans l’introduction.
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Dans le cas présent on peut effectivement se passer de v, car a est 1-homogène. 

Ceci est dû au fa it que le processus de reproduction ne dépend pas de la 

position du père dans l ’espace-temps. On peut se libérer de cette restriction 

en supposant qu’un père en (<r, a) a des enfants répartis suivant un processus 

ponctuel d’intensité ¡i{o, a ; . ). L ’analogue pour un seul ind iv idu  serait une 

chaîne de M arkov à valeurs dans U + x U. La théorie des grandes déviations 

dans ce cas a été construite dans [3] et dans [75]. A la fam ille (ju(cr, a; .))*>fl 

on associe (L(cr, a ; et (h(a, a ; .),Va et à tout T  >  0 et tout chemin 

</?[0,T] -*  U + x U de classe ^  par morceaux on associe l ’intégrale 

d’action

I(T, q>) =
‘T

h(s, cp(s) ; <p(s))ds.
J o

Dans un trava il u ltérieur nous montrerons qu’on peut encore défin ir une

e-log densité a, l ’analogue de (2 .2 .6) étant — in f in f I(T, <p) où rT(i, x )
T <perT(/,*)

est un sous-ensemble convenable de { cp : cp(T) =  (r, x ) }. On peut attendre

comme analogue de (2 .2 .7 ) une inéquation aux dérivées partielles portant

(  ôa  d a \  , .
sur L i t ,  x ; -------, —  permettant éventuellement de construire des

dt  d x j

schémas numériques d’approxim ation de la solution a. Nous envisagerons 

aussi le cas où le processus de reproduction dépend de l ’e ffectif de la popu­

la tion autour du père. L ’équation (2 .2 .7 ) est de type Ham ilton-Jacobi, 

de ham iltonien L. Le lagrangien h est associé à un problème variationnel 

qui trouve ici une illustra tion  stochastique, les chemins cp étant constitués 

par les trajectoires le long des lignes généalogiques.
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E. Lois empiriques dans les processus de branchements spatiaux

homogènes supercritiques.
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PROBABILITÉS. — Lois empiriques dans les processus de branchement spatiaux 

homogènes supercritiques. N ote (*) de Alain Rouault, transmise par Robert Fortet.

Pour chaque réalisation co d ’un processus de branchement spatial homogène supercritique, on tire uniformément 
un individu dans la n-ième génération. Ceci probabilise les généalogies. On montre, pour presque tout a> de 
l’ensemble de survie, une majoration de grandes déviations pour la loi empirique du processus de reproduction, ce 
qui permet une description à vitesse moyenne fixée.

For each realization co of a supercritical spatially homogeneous branching process, a random sampling among the n-th 
generation yields a probability law on the set of genealogies. For almost every (o of the survival set, we show a large 
deviation upper bound for the empirical law of the offspring process, which allows a description when mean velocity is 
fixed.

I. P o s i t i o n  d u  p r o b l è m e .  — Soit J i  l ’ensemble des mesures de Radon positives sur 

[R, $ { J Î )  la tribu borélienne pour la topologie vague. L’ensemble M (resp. M ) des mesures 

ponctuelles (resp. mes. ponct. simples) sur (Rest unfermé(resp. borélien)de J t . S o i t^ ( M ) la  

tribu trace. Soit P  une probabilité sur (M, J*(M)) portée par M et vérifiant :

(1) 0((R )logO (IR )P(dO ) <  oo.
M

Son intensité }i, mesure positive sur [R, est supposée sans atome et vérifiant :

(2) 1 <  m =  |i([R) <  oo d ’où P ( 0 :  <X>([R) <  o o )=  1.

On note |i0 =  ra_1 [i.

(3) L (0) =  lo g ^ e 0x\i{dx) <  oo pour | 0 | < 0 M.

Il existe une indexation mesurable (x, 0 ) - m ( x ,  <5>) de l’ensemble C =  {(x, 0 ) g I Rx M;  

<ï>({x}) >  0} fermé de U x M dans N [7].
/

Soit (fi, sé ,  P ) =  (g) (M, .^ (M ), P), # ”„ =  ct { a>u j, i ^ n J e N  } , Z 0 =  §0 masse de Dirac 
i. j =  i

en 0 :

Z “ =  c û j Q,

pour n ^  2 :

Z? = T

où tx est l’opérateur translation par x.

Z “ e  M p. s. car (i est sans atome, Z„ est ^„-m esurable. Si Z “_ t décrit les positions de la 

n — 1-ième génération, Z “ s’obtient en faisant de chaque point de Z“_ l l’origine d ’une mesure 

ponctuelle tirée suivant P, indépendamment de „ , .  (2) assure que le processus est 

supercritique non-explosif. Soit S =  { co : Z “ (IR) -> + 0 0 }, P ( S ) > 0 .  Si h0 désigne la

transformée de Cramer [3] de n0 et si a vérifie ( ')  h0 (a) <  lo g m et e0 =  x n 0 (dx) <  a, alors

X Cl]n, i(x. 2 i z CD
n -  1 (dx),



93

934 — Série I C. R. Acad. Sc. Paris, t. 292 (1er juin 1981)

p. s. sur S :

(4) n ~ l lo g Z “ (n[a, a +  e))-> - h 0 (a)  +  \ o g m  pour tout e > 0 [2 ] .

Il y a donc un très grand nombre d ’individus de la rc-ième génération de « vitesse moyenne » 

dans [a, a +  s). La question est de savoir quelle a été, en moyenne, l ’histoire de leurs ancêtres, 

notamment comment ils se sont reproduits.

Pour co g S et x tel que Z “ ( { x } ) = l  on définit n (a( x ) e U  par :

Z “ _ ! ({tc“  ( * ) } )  =  1 et V (x )< * W w ,ZÏ _ ,) ( { * } )= !

et on note r “ (x) =  co„ i(J[. (x) z;

Ti® (x) donne la position du père de x et r “ (x) la position de x et de ses frères par rapport à 

leur père.

Soit Uq =  identité, n k = n k _ { 071“ , k  ^  1 et :

Y “ ( * )= ( îC - * ( * ) - 7 C - * + iM >  r “ o7t“ _k(x ))e C , 

rr =  {(Yi. . . . , Y „ ) e C " : 3 x : Z „ ( { x } )  =  l  et V i ^  », y t =  Y “ (x)},

désigne l ’ensemble des n-généalogies. Son cardinal vaut Z “ (R). Soit la lo i uniforme 

sur T™.

II .  R ésu lta ts. — Sur C on définit ^ p ( d x ,  d<ï>) =  <I>(dx)P(<M>) mesure de Campbell 

associée à P ([5], [7]).

Lemme. — P o u r  t o u t e  (p c o n t i n u e  b o r n é e  d e  C "  d a n s  R :

(5) <p(Y?(x), . . Y“ (x))Z : (d x )=  f  (p(7l) . . . , y n) V p(dy i ) . . .<$p(dy„). 
( J cn

Preuve. -  Si Z„({x}) =  l et k <  n, Y£(*) =  YJ? («•(*)) donc :

I.
<p(Y?(x), . . . ,Y ; ( x ) ) Z : ( d x ) \ ^ n^

=  E^£<p(Y ?(y), . . Y?_,(}-), y(x, y))Z^(dx)  | J V i ]  

où y =  tt*0(x) et y(x, y) =  ( x - y ,  co„ i(v.z;_,» d’où :

i .
= E [  <P(Y?(y), ■ ■ y ) ) x y (ùnJiy Z.  i i ( d x ) Z ^ _ 1 ( d y ) \ ^ „ _ l

. J  M2

cp(Y ? ( y ) ,  . . . . Y ? . ,  (y), (z, 0 ) ) ^ ( d z ) P ( d ^ ) Z : ^ ( d y ) ,
[ x R

d ’où le résultat par récurrence.

=1
J  u

P r o p o s i t i o n .  — J ï i (C) ensemble des probabilités sur C est muni de la topologie de la 

convergence étroite. On note ^ \ {dx ,  dQ>) =  exp[Qx — L (0 )]# p(dx, dQ>)\

E
R

E

E n — 1

X M

[J «P(\ CD

O'). Yet
n -  1 (y) y( x ,  y))

1]

» (0
n la lo i uniforme
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(1) s i A c i , ( C ) :

En 1 log ̂ n " 1 f  ôYi€ A j^ - in f { K (^ ® ,^ ) ,  ® eÂ },

p. s. sur S, où K est l'information de Kullback;

(2) si :

e0 < a < L'(0M), h0(a) <  logm et 0 =  hq (a), 

pour tout V voisinage de et tout e > 0 on a p. s. sur S, pour n assez grand :

Z  §YieV  | n ~ l Yj Y? Gta> æ +  s)^ ^ 1 —e~Kn avec K >  0.

Preuve. — (1) Soit G„ =  card {yeT® : n"1 E5Y e A}. Le lemme. entraîne

m nEGn =  J l n*(5ï)(^)*"<(i7). Cest polonais car fermé dans R x M polonais. Le théorème

de Chernov pour les lois empiriques [3] donne :

ïta  n ~1 log Jl„Â (8y)K )*" (¿Y)  ̂“ “ f { K 3 ) ,  ® 6 Â }.

Or log 9 1  [n ' 1 E 5Ti e Â ]= log G„ -  log Z“ (R).
L’hypothèse (1) entraîne n ~ 1 logZ„(R) —> m p. s. sur S [1]. On conclut avec Tchebitchev et 

Borel-Cantelli.
(2) Étudions n_1logEH“ où H“ = c a r d {y er „ : n ' 12 5 y e V e, n-1 S y je [a , a+e)}. 

Prenons V intersection finie de demi-espaces. En utilisant la troncature proposée dans [4] 
pour les fonctions linéaires de lois empiriques on trouve :

lim [-lo g m  +  n-1 log EH“] g  - in f jK ^ p ,  S>), $ e B } ,

ou :

B =  <JS>eVc: 3 fc > 0 , 2>([-k, +fc]xM) =  l et x@{dx, d<b)e[a, a +  e)[>,
J R x M

si :

>eB, K (^ , 9) = K(V*,9) + 9 x® (dx ,  (/O )-L (0)
Rx M

+  lo g m ^ K (# ° ,S > )+ M « )!

B est inclus dans un fermé ne contenant pas donc :

lim n ~1 log EH“ < - h 0{a).

Q>

n

pour tout V voisinage de «-e
p

G

n
(

n - i

i= 1

6
l donc
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Tchebitchev et Borel-Cantelli entraînent lim n ~ 1 log H® <  — h0 (a )p. s. sur S, ce qui avec (4) 

permet de conclure.

I I I .  I n t e r p r é t a t i o n .  — Les individus situés près de na au temps n ont eu en m oyenne une 

généalogie construite à l ’aide de avec 0 =  (a). Par rapport à # °p obtenue en moyennant 

sans restriction, ou en restant près de ne0, il y a modification exponentielle. Deux  

décom positions de %>Bp donnent deux constructions d ’une rc-généalogie typique.

(1) Soit <D0(<ix) =  e x p [0 x  —log eQt<f>(dt)]®(dx) lorsque ceci a un sens et :
J R

P 9(dO) =

probabilité sur M portée par M. Alors %l(dx,  dO) =  <î>e(d x )P 0(d<ï>).

On tire une mesure ponctuelle q>l suivant P e puis un point x 1 dans le support de cpx suivant 

la loi cpj. x 1 devient l’origine de cp2 tirée suivant P e et on choisit x 2 suivant t  cp®. . .  La n- 

généalogie est (xu  c p j . . .(x„, cpj.

(2) Soit \xB(dx) =  eQx~L{B)[i(dx).  On sait que # p(dx , d<b) =  \ i ( d x ) P x (dO)  où P x est la 

distribution de Palm [5]. O n tire un point x t suivant | ie puis une mesure ponctuelle suivant 

PXi, c ’est-à-dire suivant P sachant qu’un point est déjà fixé en Puis on tire x 2 suivant (a0, 

(p2 suivant PXz qu’on translate de x 1. . .

Pour 0 =  0 on retrouve les constructions utilisées en [6].

(1) R em . si a <  e0, on  prend ε  <  0.

(* ) R em ise le 25 m ai 1981.
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Note supplémentaire :

Depuis la parution de cet article, 0. Nerman nous a fait connaître les travaux 

de l’école suédoise, dont certains ont rapport à l'échantillonnage sur une population 

(supercritique) d'un processus temporel.

JAGERS (P.), NERMAN (0.), The growth and composition of branching populations,

Adv. Appl. Prob., 1984, t.16, p. 221-259.

NERMAN (0.), JAGERS (P.), The stable doubly infinite pedigree process of supercritical 

branching populations. Zeits. für Wahr. 1984, t. 65, p. 445-460.

III. I n t e r p r é t a t io n .

généalogie construite à l’aide de ? e
P

avec e h0(a).

IR

exp fit- L (6 )) 3> dt )
}

P d<S>),

Puis on tire x 2 suivant (a0,en *i

une mesure ponctuelle suivant<Pi

u Soit
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F. Probabilités de présence dans un processus de branchement

spatial markovien.
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P R O B A B I L I T E S  DE P R E S E N C E  D A N S  UN P R O C E S S U S  DE B R A N C H E M E N T

S P A T I A L  M A R K O V I E N

Alain ROUAULT 
Unité Associée 743 - A.D.4.
Mathématique (Bât. 425)

91405 - ORSAY Cedex.

Résumé :  - Pour un processus de Galton-Watson sous-critique,

”  1 “ 1n Log P(Zn>0) et n Log EZn ont même limite Nous avons étendu ce résultat 

[8] aux processus de branchement spatiaux homogènes au voisinage d'un point en zone 

dite sous-critique. Nous étudions ici le cas markovien dans 1 'asymptotique naturelle 

des grandes déviations et montrons que, sous une hypothèse de sous-criticité, on a 

un résultat similaire pour la probabilité de présence au "voisinage" de x , le 

rôle de-Lg*» étant jouée par l'inf des intégrales d'action de chemins aboutissant 

en x .

_ 1
Abstract :  - For a subcritical Galton-Watson process (zn )nej\j > n Log P(Zn>0) 

and n Log EZn have the same limit L^m. We extended this result [8] to branching 

random walks in the neighbourhood of a point in an area called subcritical. Here 

we study markovian case in the natural framework of large deviations and show, 

under a subcritical hypothesis, similar result for the presence probability in the 

neighbourhood of x , with-lajmreplaced by the infimum of action integrals of paths 

reaching x .

même

-Watson

1 imite

(Z .)neM sous-critique,

h m. Nous avons étendu ce résultat

and n- 1
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P R O B A B I L I T E S  DE P R E S E N C E  D A N S  UN P R O C E S S U S  DE B R A N C H E M E N T

S P A T I A L  M A R K O V I E N

Alain ROUAUCC

INTRODUCTION :

Un processus de Galton-Watson (^n )n>o c*e m°yenne m, avec ZQ =1 , vérifie

i) E Zn = m n

S'il est sous critique (m < 1) il vérifie de plus :

ii) lim Zn = 0 p.s.

iii) lim ^ Log P (Zn>0) > l ^ m d è s  que EZ1 Log < ° °  [5]

i) et iii) ont comme conséquence immédiate (inégalité de Markov)

1
iv) lim - Log P ( Z >  0) = Loetm

n n n 3

L'évolution d'un processus de branchement spatial homogène Zn sur ]R (mesure 

de comptage sur F )  est décrite dans [2], [3] . Si u = E Z| est l'espérance du 

processus de reproduction on a facilement E Zn = p et donc, si h est la 

transformée de Cramer de m (duale de Legendre de la Log-Laplace de m , supposée 

définie partout [1], [4]), pour tout (a,ô) de F  x F *  si A^ désigne 

[a,a+ô) ou (a-ô,a] suivant le signe de h'(a), on a notamment :

i') lim J Log E Z (n A^) = - h(a) n n n a

La fonction -h joue le rôle de et si h(a) > 0  on a [2]

i i ') lim Z (n A ^ ) = 0 p.s. 
n

Dans [8] nous avons appelé zone sous critique la région h > 0 et montré l'analogue

La fonction -h joue le rôle de m

z1 <00 [5]

(Zn > Lx* m

*n e t  donc, si h e s t  la
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de i i i )  sous une hypothèse de moment d ' o r d r e  2 pour le  nombre d ' e n f a n t s  par

ind iv idu .  On se propose i c i ,  dans le  cas s p a t i a l  markovien non homogène de mon-
\

t r e r ,  sous une hypothèse (k Log k) le  r é s u l t a t  type i i i )  cor respondant ,  con jec ­

t u r é  en [11] e t  énoncé en [9] .  Le r é s u l t a t  type i ) ,  beaucoup plus simple e s t  

t r a i t é  comme cas p a r t i c u l i e r  en [10] .

On se donne une fam i l l e  indexée par  ]R+ x ]R (temps,  espace) de l o i s  de proba­

b i l i t é  sur  M , espace des mesures ponc tue l les  f i n i e s  sur  K . L 'élément géné­

r ique  e s t  p. V(dv) ,  ayant  une espérance notée m* v » mesure de Radon p o s i t i v eL jX t jX

sur  ]R . pj. x d é c r i t ,  à l ' é c h e l l e  1, la  lo i  des p o s i t io n s  des en fan ts  d 'un i n d i ­

vidu s i t u é  en x à l ' i n s t a n t  t  . Si besoin e s t , o n  p a r t i c u l a r i s e r a  p. en
t  j A

supposant q u ' i l  e s t  découplé,  c ' e s t - à - d i r e  c o n s t r u i t  à p a r t i r  d 'un nombre a l é a ­

t o i r e  N (de fonc t ion  g é n é r a t r i c e  g. ) de copies de v . a .  indépendantes t i r é e s
t  j  X

su iv an t  une lo i  M? Y • Le cas homogène correspond à p. = P pour t o u t  t , x  .
T# 9 A L ÿ X

On c o n s t r u i t  une f a m i l l e  indexée par e tendan t  vers  0 de processus de

branchement s p a t i au x .  Pour ce f a i r e ,  on se donne xQç ]R , p o s i t io n  d 'un ancê t re

( ind iv idu  de la  généra t ion  0) .  I l  v i t  un temps e puis e s t  remplacé par des

enfan ts  dont  l e s  p o s i t io n s  forment un élément ( a l é a t o i r e )  de M obtenu de la

manière su ivan te  : on t i r e  un élément de M su ivan t  P , on lu i  applique
e>x0

une homothétie de rappor t  e puis une t r a n s l a t i o n  de vec teu r  xQ . Les enfan ts  

de l ' a n c ê t r e  forment la  première généra t ion  e t  sont  da té s  de l ' i n s t a n t  e ,  de 

s o r t e  qu 'un t e l  ind iv idu ,  s i t u é  en x , sera  à l ' i n s t a n t  2e remplacé par des 

en fan ts  dont le s  p o s i t io n s  formeront un élément de M obtenu par t i r a g e  su ivan t  

?2e  x > e-homothétie  e t  x - t r a n s l a t i o n .  On i t è r e  la  procédure e t  on s ' i n t é r e s s e  

pour t o u t  t  à l ' é l é m e n t  de M formé par le s  ind iv idus  en v ie  à t  (donc de 

généra t ion  [ | ]  ) .

L 'asymptotique e s t  c e l l e  des grandes d év ia t io n s  : le s  reproductions  sont  de 

plus  en plus  f r équen tes  ( i n s t a n t s  ke , k € W )  e t  le s  sau ts  de plus en plus p e t i t s
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( r appo r t  e) . L 'o u t i l  fondamental e s t  l ' i n t é g r a l e  d ' a c t i o n  ( [ 1 ] ,  [ 4 ] ,  [12] : 

pour le s  marches a l é a t o i r e s )  d é f in i e  sur  A[tQ, t ^ ]  , ensemble des fonc t ions  

absolument continues de [ t ^ ^ I  dans ]R par

K t ^ t g . t p )  = ! h ( s ,  tp(s) , <p(s)) ds 

t 1

où h ( t , x , * )  e s t  la  t ransformée de Cramer [13] de la  mesure v •
U j A

Un chemin d o i t  ê t r e  vu comme la  l im i t e  (en e )  d 'une  l igne  généalogique c o n s t i ­

tuée  par  l e s  p o s i t io n s  des ancê t re s  s u c c e s s i f s  d 'un ind iv idu .  Dans l e  cas homo­

gène, pour des ra i sons  de convexi té ,  ces chemins son t  r e c t i l i g n é s .  La présence 

é v en tu e l l e  de popula t ion près de x à l ' i n s t a n t  t  s ' é t u d i e  à p a r t i r  de l ' e x i s ­

tence  de l ignes  généalogiques dans des "tubes" au tour  de chemins conduisant  de

x à x . On montre que s i  i n f  l (0 , t , i p )  e s t  a t t e i n t  pour un (p de c l a s s e
<p(0)=xo

Cp( t )=X
4

C v é r i f i a n t  "grosso-modo" i n f  h(s , ip(s) ,<p(s )) > 0 (notion  de s o u s - c r i t i c i t é )
°<s<t

a l o r s  1 ' e - logar i thme de la  p r o b a b i l i t é ,  p a r t a n t  de xQ de présence près de x

à l ' i n s t a n t  t  e s t ,  à la  l im i t e  minorée par  (en f a i t , t e n d  v e r s ,g r â c e  à [10])

-  i n f  l ( 0 , t , t p ) .  
cp(0)=xQ

< p ( t ) = x

Ayant besoin de l ignes  généalogiques ,  on c o n s t r u i t  au § I un espace de p ro ­

b a b i l i t é  su r  l e s  a rb res  spa t iaux  a l é a t o i r e s  dans l ' e s p r i t  de [7 ] .  § II  s e r t  à 

p ré s e n te r  l e s  o u t i l s  de grandes d év ia t ions  u t i l i s é s  par  la  s u i t e .  Au § I I I  on 

é t a b l i t  une minorat ion  de p r o b a b i l i t é  de présence d i t e  exac te  (non-asymptot ique) .  

Enfin au § IV on é t a b l i t  l e s  théorèmes l i m i t e s ,  d 'abord  re la t ivem en t  à un tube ,  

puis  avec o p t im i sa t io n .

h
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§ I - ARBRES SPATIAUX ALEATOIRES.

Introduction :

Pour l ' é t u d e  de no t re  modèle, i l  nous f a u t  c o n s t r u i r e  un processus  de branche­

ment s p a t i a l  assez  généra l .  Le processus le  plus s imple , que l ' o n  peut appe le r  

homogène e s t  obtenu en conjuguant deux phénomènes a l é a t o i r e s  simples : un processus 

de Galton-Watson e t  une marche a l é a t o i r e .  Chaque indiv idu  d 'un Galton-Watson e s t  

muni d 'une  p o s i t io n  a l é a t o i r e  dans 1R e t  le s  v a r i a t i o n s  de p o s i t io n  d 'une généra ­

t i o n  à l ' a u t r e  sont  obtenues par des copies indépendantes d 'une même l o i .  Le 

processus  général c o n s i s t e  à :

1) se donner le s  p o s i t io n s  des descendants  immédiats d 'un  indiv idu  globalement,  

c ' e s t - à - d i r e  sous la  forme d 'une mesure ponc tue l le  ;

2) imposer un c a r a c t è r e  markovien : la  lo i  de c e t t e  mesure ponc tue l le  ne dépend 

que de la  p o s i t io n  de l ' i n d i v i d u  considéré  ( e t  de l ' i n s t a n t )  ;

3) ga rder  la  p ro p r ié t é  de branchement : indépendance des descendances d ' i n d i ­

vidus d i f f é r e n t s  appar tenan t  à la  même généra t ion .

Dans p lu s ie u r s  é tudes  nous avons eu besoin de renseignements p ré c i s  su r  l ' h i s ­

t o i r e  d 'un  in d iv id u ,  c ' e s t - à - d i r e  le s  p o s i t io n s  de ses d i f f é r e n t s  ascendants .

Un formalisme adéquat e s t  fourni  par une ex tension  au cas markovien des a rbres  

marqués de Neveu [7] .

Mesures yonctuetles :

S o i t  l ' ensemble  des mesures de Radon p o s i t i v e s  su r  ]R , BiM^) la  t r i b u  

boré l ienne  pour la  topo log ie  vague. L'ensemble des mesures ponc tue l le s  

f i n i e s  (sommes f i n i e s  de masses de Dirac)  a p p a r t i e n t  à BÎM^) e t  e s t  muni de la  

t r i b u  t r a c e  notée B{ M^ )  . On note M pour M-| .

Si a désigne un p o in t  e x t é r i e u r  à F  e t  <5 la  masse de Dirac en x, on 

d é f i n i t  fac i lem ent  une indexat ion  mesurable , c ' e s t - à - d i r e  une a p p l i c a t io n  mesurable

S o i t M
K

M
K

des mesures ponc tue l le s
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(p de H *  x M dans F  U 9  telle que :

U = 0 = >  cp(k,u) = 3 pour tout k 

U +  0 =5> cp(k,n ) = 9 pour k > p(1)

m (D
et m = E 6 /. , v

Autrement dit, à l'extension naturelle près, ip(k,u) désigne le k-ième point de

M . On notera tp^u) pour tp(k,m ) • Voir par exemple [15] .

Espace probabilisable des arbres marqués :

L'outil présenté dans ce paragraphe est dû à Neveu [7]. Nous en énonçons suc­

cinctement les grandes lignes, avec de légères modifications de notations, et 

l'appliquons à notre modèle.

U désiqne l'espace des suites finies u = d'éléments de U *  . La

suite vide <j> est dans U . La longueur de u e U  se note |u| . Pour tout 

n e W  , { u e U : | u | = n }  coïncide avec N *  et donc

U = E ifi 
n>0

On note f la fonction de U dans U définie par :

f(<i>) = <J> » f(j^-..Jn ) = pour tout n- 1

La concaténée de u et v de U se note uv .

Un arbre est par définition un sous-ensemble co de U , vérifiant

* pour tout n w n N *  est fini

** f(w)cw

Remarquons que ** entraîne <J>eoo . Les éléments de w sont ses noeuds,
^ 'Vy %  f. <\j

est l'espace des arbres et pour u e U  Œ = {co : u € w }  . On note I
% % 

la tribu engendrée par les fiu . Pour u e U  , on note 0^ l'application mesu- 
a» ^

rable de fiu dans fi définie par :

j • • mjn-l pour tout n>1

u = j1• • • ,jn d'éléments de N* . La

1



(On a t r a n s l a t é  l ' a r b r e  à son noeud u) .

L 'espace mesurable M,B(M) e s t  l ' e s p a c e  des marques. Un a rb re  marqué sera

%
d éf in i  par  la  donnée d 'un a rb re  w e fi e t  d 'une marque vu e M pour chaque noeud

%
U€ü) SOlt

w = (w; (v , u e u  ))

En f a i t  nous marquons chaque ind iv idu  avec la  mesure ponc tue l le  r e p ré se n ta n t  le s  

p o s i t i o n s  de ses  e n fa n t s .

%
fi désigne l ' e s p a c e  des a rb res  marqués e t  p fi ■+ fi la  p r o j e c t io n  canonique.

- 1 %
Si u e U  , e s t  une a p p l i c a t i o n  de fiu = p (fiu ) dans M . fi e s t  munie de

-1  ^
la  t r i b u  I engendrée par  p ( I )  e t  le s  a p p l i c a t i o n s  vu : fiu + M (u e U )  .

On note  pour t o u t  n , Fn la  t r i b u  engendrée par l e s  fiu t e l s  que |u |  _< n 

e t  par  l e s  vu t e l s  que |u |  < n .

fi e s t  muni des t r a n s l a t i o n s  0U : fiu + fi d é f in i e s  par

©u (w) = [0U(2>) > (vuv , v e ©u (co))]  s i  ai = (w,(vu , u e w  ))

On a

p ° 0u = ®u 0 p su r  %  = P"1(^ u )

Si on note  v = v, on a pour t o u t  u de U
<i>

vu = v ° 0U sur  fiu (1 .1)

s i  u e U  avec |u |  > 1 , u = j j . . . j n on note

a(u,to) = tp. (v .  . ) pour ooefi..
J n J r ” J n-1 u

(a(u,w) donne la  p o s i t io n  de l ' i n d i v i d u  i d e n t i f i é  au noeud u) .

L ' a p p l i c a t i o n  a(u)  = a (u ,* )  de fiu dans 1 =  Ru{3} e s t  fiu n Fn mesurable.  

Dans le s  mêmes cond i t ions  on note

%

V(w) {v : veU et  uve
a»
a)}

1 0 3

Si u e u  , V
u

-1
U'

1 ^  V)
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s(u) = ( a 0 fn-1(u) » o o f n'2 (u). . .  o o f ( u ) ,  a(u))

application de dans TKn , n Fn mesurable.

i èmp
Dans le but d 1étudier la n génération, n > 1, on définit

zn (w) = p(w) a

I est engendrée par les (zn , n e U )  . On note Fn la tribu engendrée par 

(z0 ,...,zn ).

Construction de l'espace probabilisé.

Nous probabilisons fi en adaptant la construction de [7] au cas markovien :
*

celle-ci consiste à prendre un espace canonique Q , plus gros et de structure

* Uplus simple. En fait fi = M convient mais la structure markovienne exige 

quelques vérifications.

Proposition 1 :

Pour toute famille mesurable p. , (i,x)e H x F  de probabilités sur (M,8(M))
1 5X

il existe une (unique) famille mesurable P. , ( i , x ) e M x F  de probabilités surI ,x

(fi,I) telle que pour tout (i,x) de 1N x ]R :

1) la loi de v  sous P. est p.
1 j X  I j X

2) pour tout u de U on a P. v (flM n (a(u) = 3}) = 0
I 5 X U

3) pour tout n>0, conditionnellement à F sur (fi,I,P. ) les v.a.
M I j X

0„ ( u e z j  sont indépendantes et de lois respectives P où à fonction u n  — / \
a(u)

de U dans N  x ]R est définie par

a(ct>) = (i,x) â(u) = (i + |u| , a(u)) si |u| > 1

Ceci signifie que pour tout choix des fonctions mesurables positives gu de 

n dans R  on a :
F

Ei x f n 9U ° ®u I = n E- (9U )1,x luezn u U J u€zn a(u) u

Démonstration_succincte :

*  u  ★  *
Soit n  =  M muni des applications coordonnées v u de fi dans M , de la

^  ̂ "A*
tribu canonique I et pour tout n>1 de Fn engendrée par tous les v u pour

application de nu dans , n.U

n
★h

o»
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'Je

]u| < n-1. Pour tout (i,x) on construit sur (fi ,1 ) une probabilité par pro­

longement (Kolmogorov) d'un système projectif, indexé par l'ensemble des arbres 

finis, muni de la relation d'ordre naturelle (inclusion), par récurrence sur la 

hauteur des arbres. En passant d'une hauteur à la suivante on impose évidemment 

les propriétés requises. On définit la position a (u) de u = J-j • • • J n G U
tHc "fc "ic

par c (u) = (p. (v. . ) et a (cj>) = x. L'espace (fi ,1 ) est trop gros 
J n

car il introduit des positions cimetières (ou individus fictifs). On transporte
★

cette structure sur fi grâce à 1 'application ^ de fi dans fi définie par : 

ai 6 fi ip(u) ) = {(u,vu (o) )) : Vk < |u[ a (f u) f  3}

On vérifie que p(^(w )) est un arbre, que if> est mesurable, que pour tout n
- 1 * * — 1 

on a i j j ~  (Fn )c:Fn et que © u o ^ ^ o 0 U sur (fiu ). On appelle P- x

l'image de P. par i p  . Les propriétés 1,2,3 sont alors des conséquences de
I 9X

la construction (voir [7] dans le cas homogène).

C o n s é q u e n c e s  :  M e s u r e s  d e  c o m p t a g e .

•k

Pour tout (i,x) , P. ne charge que ÿ(fi ) sur lequel on définit, (lesI ,x

sommes vides valant 0 par convention), pour tout n>1

Ç (w) = Z  <$/,.} , = ^ '"Ufu’)
"  u€zn(w) 0(u) n uezn(c )  s (u )

Par construction çn (resp. Zn ) est une application Fn-mesurable de fi dans

M,B(M) (resp. M n ,8(Mn )). On note çn (w,g) (resp. Zn (oo,g)) ou çn (g) (resp.Zn (g))

la valeur de çn (resp. Z ) appliquée à la fonction g .

Si n est un entier positif fixé, on note U n l'ensemble des suites finies

de longueur au plus n de nombres réels, y compris la suite vide. On peut écrire

si F 0 désigne {<f>} , Un = Z  F ^  . On note |<J>| = 0 et si 0<k<n et ¿ e F ^  ,
0

|ü| = k . La concaténation, notée [,] , se définit de manière naturelle par : 

si £ £ ü n [<f>,JU = u,<}>] = l

si i,1 , i 2  e  U n  , |£1 |= k1 , |£2 | = k2 , k 1+k2 < n

u
1

» l
2

] ( £
1
1 9 • • • 9 Z

1
k 1

9 Ä

2

1 9 • • • 5 l
2
k2

)

(v
*

j 1 .in-1
)

"k ★  ★ 
et a (<j>) = x. L'espace (Œ ,1 ) est trop gros
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Si y e s t  une fonction mesurable de ]Rn dans ]R ,on d é f i n i t ,  pour chaque l  v é r i ­

f ia n t  |s,| < n-1 , la fonction de dans ]R par

Ŷ  U '  ) = Y ( U » ¿ ' ] )

D'après la d é f in i t ion  des opérateurs 0 de trans la t ion  on a, pour 0<k<n e t

a) € fi :

Z (ü),y) = 2  \  ( 0 . .U ) ,  Y<•/..)) (1 .3)
" uezn_k(o)) k u s(u)

e t  compte tenu de la proposition 1, à k,Y f ix é s  le s  var iables a lé a to ir e s

00 ^ Zk ’ Ys(u)^ * w € z n-k sont pour tout de WxlR

Fn-kP. - indépendantes. Pour k=1 on a 
* 9

Zn ^  ■  , j 7 V ^ s i u ) ’ <’ -4 >
n-1

On supposera en f a i t  que pour tout k ,x ,Pk x a une espérance notée Q ( k , x , 0 ,  

mesure de Radon sur F ,  c ' e s t - à - d i r e  que pour toute fonction de K(]R) (continue  

à support compact), s i  v e s t  l 'élément générique de M on a

Ek x = l ï  v d̂y  ̂ ?v y = Q(k>x >f )
JJFxM K,x

On précise  maintenant le s  propriétés demandées à Q .

Y 9.
de ]R

n - U dans F par

0) -> zk (0u (u>: ( i , X
o ) de Wx IR

On précise  maintenant le s  propriétés demandées à Q .

Ek,x v(f! ÍJFx M
fi(y) V (dy) }

K ,X
(dv) = Q(k ,x ,f )
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§ II  - NOYAUX ET CRAMER-CHERNOV.

Ce paragraphe qui rassemble l e s  p r o p r i é t é s  requ is es  par l e s  mesures de t r a n s i ­

t i o n  - ou noyaux - e s t  d i rec tement  i n s p i r é  de Ventsel [4] [12] , étendu au cas 

de masses d i f f é r e n t e s  de 1, en l i a i s o n  avec l ' u s a g e  u l t é r i e u r  pour l e s  a rb res  

spat iaux  a l é a t o i r e s .

1. Présentation :

S o i t  Q une fonc t ion de H x F  x 8(]R) dans F + d i t e  noyau, v é r i f i a n t

a) v ( i ,A )  e W x  B(F) x ^ Q i i . X j A )  e s t  mesurable (Borel)

b) v ( i , x )  G N x ]R A -+ Q ( i ,x ,A )  e s t  une mesure f i n i e  sur  F  ,B (F  )

Q e s t  d i t  markovien ( r esp .  sous-markovien) s i  pour t o u t  ( i , x )  de MxlR on a 

Q(i,x,]R) = 1 ( r esp .  _< 1).  Pour t o u t  ( k , i , x )  de W*xJ) x 1R on d é f i n i t  sur  

F k la  mesure Q^(i , x , -) par la  formule ( f  G KdR^))

Qk ( i , x , f )  = |  f ( y r . . . , y k) Q ( i , x , d y 1 ) Q(i+1 , y 1 ,dy2 ) . . .Q( i+k-1, y k_r dyk) . 

F k

Remarque 1 :

Si Q ( i , x ,* )  e s t  1 ' espérance  de p. du § I ,  on dédu i t  de la  p ropos i t ion  1
1 5X

e t  de (1 .4)

Pour t o u t  ( i , x )  on s a i t  ( [ 1 ] ,  [4])  que la  fonc t ion  G ( i , x ,» )  e s t  convexe e t

(2 . 1 )

(2 . 2 )

On suppose que l a  fonc t ion  ip de Wx F  dans F d é f i n i e  par

e s t  f i n i e  p a r to u t  e t  on note

G ( i , x ,9 )  = Log y ( i , x , e ) (2 .3)

e t  par récur rence

Ei , x
Fn-1

Z
II

(y) E
U£2'n-1

( (a (u) , ■yfs(u. )

Ei,x Z
n ( Y : qn

( i ,X ,

( i ,X , 0 ) J F
exp e(ç-x) Q1i , x , d )

y)
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de classe C°° et on suppose que l'enveloppe convexe du support de Q(i,x,.) 

est F  , ce qui implique que sa transformée de Cramer [13] , H(i,x,») définie 

par

H(i ,x,v) = sup ev - G(i,x,e)
e

est finie partout et de classe C°° (en v).

Remarque 2 :

S'il existe M > 0 tel que

inf H(i ,x,v) > - M (2.5)
i,x,v

-Malors e Q est un noyau sous-markovien. En effet (2.3) entraîne

Log Q(i,x,1) = G(i,x,0) et par dualité G(i,x,0) = sup - H(i,x,v) < M . On
v

supposera désormais (2.5) vérifiée.

Pour toute fonction 0 de F  x R  , on définit pour (i,x,ç) e N  x ]R

pi,x ^  = exp " G(î,x,e(i,x))} (2.6)

et le nouveau noyau Q e par :

Qe (i,x,dç) = p® (£) Q(i,x,dç) (2.7)
I j A

fi A
Q est toujours markovien et sa log-Laplace G est fournie par la formule :

G e (i,x,n) = G (i,x,e(i,x)+n) - G(i,x,e(i,x) (2.8)

Sur ]R on définit tt., i = 0,1,... la suite des applications coordonnées et 

pour 0 < i < j, on note G i • la tribu engendrée par u - ,...,tt•. Pour j i g R 1
* 9 J I J

et i < j on pose :

Ri > j ^  ~ ^ k + 1 ^  ( 2 - 9 )

R^ • est G- • mesurable, on note R^ . sa projection sur i » - • - >J^^ pa^ti-
• 5Ü * 9 J 1

1N
cularisons 0 . Soit A e  F  et 0 la fonction de ( N x R )  dans F  définie

par

(k5y)-*gy (k5y 9 (2.10)

{e i , X ) (Ç-X) G(i,x, 0 n (2 . 6 )

2

(2 . 1 0 ))X k;k+1X

(2.9)U k+r
)

, i k
e
kP

j-1
n

k=i
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(Nous forçons, à l'instant k , le déplacement sous-jacent à avoir la vitesse 

moyenne \ +1- V  •

Notons pour £€1 R

U ^ U )  = A.-X. i € h

1 ( 2 . 1 1 )

A . . j "1
V (i,j,x) - 0(i ,X.j ) *^i^ ^ ^  ̂ k  ̂ ^ k + 1  ""̂ k” A k+1 ̂ "^k^

(resp. V^(i,j) est G. . (resp. G. .) mesurable. La dualité relie de manière
i 1,1 i , j

simple (2.9) et (2.11) par :

Q \  j “ 1
Log R - j U )  = V (i ,j ,£) + Z H(k,£k ,Xk+1-Xk ) (2.12)

k~ i
0

Q étant markovien, on note encore tt la chaîne canonique associée. (2.8) en­

traîne, avec des notations évidentes,

E?,x < V l  - »1) - tt (1.x.«(l.xJI

et donc sous Q® ^ les 2 suites (0,(11^).^.) et (0,(V*(i,j)) sont des mar­

tingales adaptées à (G. ..)is.- .
• 9 J J ? »

Nous allons maintenant introduire une notion de tube généralisé sur lequel la
g

dérivée de Randon-Nikodym R sera presque constante, ce qui permettra des évalua­

tions de la mesure du tube, grâce à l'inégalité de Kolmogorov.

2. Evaluations sur les tubes.

Pour i < j et (u,v,x) £ (R* )2 x
j

rx (i,j,u,v,) = n { \ u h  < u , |VA (i,k| < v} (2.14)
i+1

qui appartient à G i  •. On note r (i,j,u,v) la projection de
' 9 U

rA (i,j,u,v) r v U  : £• = X. } sur p  ^1*+ 1 »• • • . On montre (par ex. d'après [4]) 
les lemmes suivants!

Lemme 1 :

fj +
Si pour i < j et X e 1R , u € ]R* on pose

j-1
I-j(i»j»X) = Z H(k,Xk ,Xk+1-Xk ) (2.15)

k—i

et

ft

VA X è — i (i  »X
1 U

î + i
-l i+1+A

1
e

j >i ) sont des mar-

u
pX

2

■X
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A(i ,u )  = sup 
k-k'  
x - x 1 

aeJR

<i
<u

H( k 1, x 1,a)  - H(k,x ,a)  
M+1+H(k,x,a)

a l o r s  pour t o u t  v > 0 les  condi t ions  £ e r ,  ( i  , j , u , v )  e t  <
À 1 1  —

I Log < D ^ i f j . u . v . X )

ou

Lemme 2 :

( i , j , u , v , X )  = v+ A(0,u) (M+1) ( j - i )  + I ^ ( i , j , X ) )

Avec l es  n ot a t ions  du lemme 1 on pose

V

D ( i , j , X , u , v )  = I j ( i , j , X )  + Log Q j . ^ i  »X̂  , r A(i  , j , u , v ) )

2
D? ( i , j , X )  = sup ( k , x ,  ( k , x ) )

i<k<j-1 30 
x

2
DA(i , j ,X) = sup ( k , x , 0 ( k , x ) ) | 6 ( k , x ) | 2}
c i<k<j-1 '■36 J

x
où X e t  0 sont  l i é s  par  (2 .10) .

On a a l o r s

1) D ( i , j , X , u , v , )  < Dj O J . X . u . v)

2) D ( i , j , X , u , v )  > - D ^ ( i , j , X , u , v )  + Log j l  -
j

u e n t r a î n e n t

B

D^( i » J +

- T ~ \u
2

<u i
A

i

I Log R
0
i 5 j U ) I 1 ( i » j  »a; I < c1

(kjXj ( k , x ) )
30

32 G
?

D2 ' , U A) J A)}

D1

u
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§ I I I  - PROBABILITE DE PRESENCE - MINORATION EXACTE ET LEMMES TECHNIQUES.

Nous a l lo n s  é t a b l i r  des r é s u l t a t s  comparables aux lemmes 2 e t  3 de [ 8] mais 

plus complexes dans la  mesure où l e  processus n ' e s t  pas homogène e t  plus p réc i s  

dans la  mesure où nous avons une formule exacte  pour p (formule 3 .6)  p réparan t  

l ' u t i l i s a t i o n  d 'une  hypothèse type (k Log k) (lemme 4 ) .

1. Définitions et notations :

On ap pe l le  processus ponctuel sur ]R découplé,  une p r o b a b i l i t é  P sur
N

(M,B(M)) [8] t e l l e  que P s o i t  la  lo i  de ï  L  où 6 e s t  la  masse de Dirac ,
i=1 H

l e s  , i = 1 , 2 , . . .  indépendantes e t  de même lo i  u e t  N (à va leu rs  dans N ) 

indépendantes  des ç.  . P a une espérance en même temps que N e t  pour to u te  

f  de K(]R) on a :

E v(f)  > f v(f)  P(dv) = (EN) u°(f)
¡U

On se donne une f a m i l l e  mesurable P. , ( i , x ) e K x F  de processus ponctuels
I 5X

découplés . Suivant la  p ropos i t ion  1, on c o n s t r u i t  a lo r s  la  f a m i l l e  P. ,
I 5X

( i , x ) e i l x F  correspondante ,  d i t e  processus de branchement s p a t i a l  découplé.

On suppose de plus que P a une espérance Q v é r i f i a n t  le s  cond i t ions  de I I .

Fixons ( n , i , x  ) e W  x H  x F  e t  d é f in i s so n s  t  de U  dans I4x F  par

t (4>) = ( M 0 )

t U )  = ( i + k , ^ )  s i  0 < k < n  £ = (i-1, . . .  , £ k) e Kk (3 .1 )

S o i t  y mesurable à support  compact S de F n dans F +.

Si £ £ (Jn on d é f i n i t

pour |i,| < n-1 B(£) = {zn_ |¿ |  (y¿) >

p(i) = Pi u )  (B(£)) (3 .2 )

pour |Jl| = n p(£) = y{l)

Si y e s t  une i n d i c a t r i c e ,  p(cf>) e s t  une p r o b a b i l i t é  de présence .  On cherche

les
1

5

o}
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en f a i t  à la  comparer à l ' e s p é r a n c e  correspondante  (v o i r  in t r o d u c t i o n ) .  On 

d é f i n i t  donc q par :

|A| < n-1 =5> q(£) = E - ^  zn- |  ¿|  ^3 *3 ^

Comme dans [8] , une a u t r e  fonc t ion  u t i l e ,  r  , e s t  d é f i n i e  par  :

|£ |  < n-1 =5> r (£ )  = [ p ?(y) Q(x(i ,),dy) (3 .4 )
]R *

Si pour t o u t  k t e l  que 1<k<n, tt̂ k désigne dans ]Rn la  p ro je c t io n  sur  

les  k premières coordonnées,  a lo r s  p , q , r  on t des supports  inc lu s  dans

S ={<}>} + E TTa . (S) 
k=1 l,K

Pour le  lemme su iv an t ,  qui permet une première minora t ion ,  on note

N = Z1(1) = v(1)  = card z 1 (v o i r  § I)  

e t  pour t o u t  ( k , x , s )  e N x F  x [0,1]

gk , x ^  = Ek,x s * mt , x  = Ek,x N = 9k , x ^  = Q(k »x »1)

(3 .5 )
Px X(N>0) N

3k,x = ~ Ç x ¥  ’ Pk»x(s )  = Ek,x (N'  » pk , x (1) = 1

2 .  L e m m e  f o n d a m e n t a l .

1) Pour t o u t  l  de Un t e l  que |£ |  < n-1 on a

a) p U )  = r U ) [ 1 - — !—  - p-,  } (1 - J Ü I ) ]  (3 .6)
mx U )  T W  mï ( £ )

b) p U )  > r (£ )  (3 .7 )

2) Si pour k<n-1 on note

Pk 1 m--k[1 ' "iuT (1 ' "̂a))] (3-8)
¿es

3i(£) (3*9)
£es

a lo r s  on a

(y (3.3)

N
1-s
1 -s 9 Pk.x ( 1 ) 1

6 r U) r (Ä) (3 .7)

(3 .8 )
"  ■

PTU )

e t  s i ß v é r i f i í ß < in f
'Xj
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p U )  > q(<f») n (nk v 3) (3.10)
k=0 K

n-1

Démonstration :

L ' idée  c o n s i s t e  à cond i t ionne r  par rappor t  à la  première générat ion . ¿ e s t  

f i x é  dans la  démonstra t ion.  D'après  (1 .3)  on a :

BU) = ueuz, Fu où Fu = <0u ( 0 ’ w « ) ] ’ > 0 )  (3J1)

e t  d ' a p r è s  la  p ropos i t ion  1

PÏ U )  (Fu> ■  pi + | l | + 1 , 0 (u) <Z„- I s.l-1 ( ï [ i i 0 (u) j> > 0) -  h M u ) )  ( 3 J 2 )

e t  d ' a p r è s  l ' indépendance  c o n d i t i o n n e l l e

P;( l )  (B(e)c) * n [ i  - p . M u ) ) }
U£Ẑ  X

d'où

p"u) (BU)C) = (,-’t)N avec * = | R V y) Mïd) (dy) = 5 ^ ,  (3-,3)

En décondi t ionnant  on o b t i e n t

1 - P ( 0 = E i u ) ( 1 - , ) N = g - u )  ( 1 - , )  ( 3 .1 4 )

1) a) découle a l o r s  de l ' i d e n t i t é  c l a s s iq u e  g ( s ) = 1-m (1 - s )  + p ( s ) ( 1 - s )

( l ' u s a g e  de p remplace ce lu i  de l ' i n é g a l i t é  de Bonferonni [8] n é c e s s i t a n t  des

moments d ' o r d r e  2, v o i r  auss i  plus  bas le  lemme 4 )

k k
Pour 1) b) l ' i n é g a l i t é  év iden te  k P ( u C.) > z P(C.) j o i n t e  à (3 .11)

i=1 1 i=1 1
donne :

« *3*) <«*» >’»o w
puis

"?(»> > 1N>0 -

e t  en décondi t ionnan t

p(A) > e - ( &) H Z )

(3.11)0 }>
U.a(u) ]Y( • ) .eu((n- £ -I<Z,FuoùF

uh

U£Z1

(pr
)

1N>0 *>(B
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Pour montrer le 2) on remarque d'abord que l'inégalité de Markov donne

|£| < n-1 =£> p(£) < q(£) 

d'où |£ | < n-1 =5> r(£) < q(£)

(pour |£ | < n-2 on a r(£) < q (y) Q(x(£),dy) = q(£) par itération de Q
_  J F

et pour |£ | = n-1 on a r U )  = Q(t U ) ,  y £ ) = q(£)) .

D'après a) et b), à £ fixé la décroissance de P“ (£) entraîne

( 3 - , 7 )

a,
Cette relation (évidente hors de S ) entraîne pour 0 < k < n-1

p > (nk v 3) r  sur F k (3.18)

Dans ce cas si on note a. = inf on a, pour k<n-2 et £ e S n F k

*esn*k "<*)

p(£) > (nk v 3) Q( t (£), dy) p£ (y) > a R+1 (nk v3) J Q ( x U ) . d y )  q £ (y)

c'est-à-dire a k > (nk v 3) a k+1

n _ i

L'égalité q=r sur F  " entraîne an-1 > nn _ 1 v 3  ce qui termine la preuve, q

Rappelons que notre but est de minorer Pn (çn (A,,(x)>0) où par définition
UsXq n u

A u (x)= [x-u, x+u]

Posons xQ ,x,n, étant fixés,

Aq x^ , x (À^,...,Xp|) avec Xp = x u,v y  0 et

(3.19)

Y  = K  (voir § II)
r^(0 ,n,u,v)

Dans ces conditions on a

p0 ,x0 ( ï A ( * l ) >0) > p0 ,x0 <Z„ W  > 0) =

Pour poursuivre l'étude, vu la proposition précédente il nous faut

P U ) > ( 3 . 17 )
}T \ i )

V 3
]*

)m-
t { 1 )

q(ü)(1
t (5Jp:

t U U
m-

1
1 -

{[
r(i,]

P U )

qUJ
on a ,  pour k<n-2 e t

% k 
U S n F K

pU)
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1) minorer q(cf>) - ce qui e s t  possible  grace au lemme 2

2) pour tout k minorer nk e t  par conséquent

a) majorer q(£) pour 15,| = k

b) comparer à un p f i x e .

Les 2 lemmes suivants donnent une réponse à a) e t  b) .

S. Lemmes techniques.

Lemme 3 :

Avec le s  notations de I I ,  III 1 , 2 e t  en p a r t i c u l i e r  (3 .1 9 ) ,  sous l 'hypo­

thèse

in f  H( k, A. , A . ^ - A J  > c > 0 (3.20)
0<k<n K K+i k -

la condition a(0,2u) < 1 entraîne pour tout k te l  que 0<k<n e t  tout £ de ]Rk

q U ) < d"_k (3.21)  

où on a noté pour 0<j<n

d1? = exp {-ja+b} (3.22)
J

avec a = c (1 -a (0 ,2 u ) )2 , b = 2v + 2(M+1) n a(0,2u q

Démonstration :

Si | £ | = k e t  s i  A1 e s t  d é f in ie  par

A'. = Ai 0<i<k , Ak = £k , a ! = Ai -Ak+Ak n>i>k 

alors on a

Y £ -
rx , (k ,n ,2 u ,2 v )

e t  donc d'après le  lemme 2

q U )  < exp {2v + (M+1) n a(0,2u) - 1̂  (k, n, A' )  (1- a(0,2u))

e t  comme |Aï - Â  | < u e t  a!+-j - A.- = Â +  ̂ - A- pour tout k < i < n on a 

fac i lement ,  dès que a(0,2u) e s t  in fér ieur  ou égal à 1 :

b) comparer P
t (Z',

(3 .2 1]

(3 . 2 2 ){-ja+b}expdn
j
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q U )  < exp {2v + 2(M+1)n A(0,2u) - ^(k.n.A) (1- A(0,2u))2 } 

puis (3.20) permet de conclure. 0

La condition (3.20) se réfère à une "sous-criticité". ([8]) .

Lemme 4 :

Pour tout ( A , ô ) € ( F * ) 2 , il existe sQ G [0,11 et p fonction décroissante

de [s0 >13 dans [0,p(sQ )] vérifiant j ds < 00 , telle que pour toute

variable aléatoire N à valeurs dans N  , la condition

E N(Log N)1+6 < A

entraîne

p(s) < p(s) sur [s ,1]

1-sNoù, comme d'habitude p(s) = E(N - y_--- )

Démonstration :
+00

p s'écrit aussi p(s) = E P (N > n) (1-s11) ce qui donne pour tout nrt de
n=0 0

h  :

p(s) < nQ (EN) (1-s) + E (N 1N>n )
—  0

ou encore

A -1 p(s) < nQ (Log 2)‘ 1_ô (1-s) + (Log nQ )'1_ô

Pour optimiser en nQ , on pose 6 = (Log 2)"1_<S (1-s) et sur ]R+ x[1, +°°)

— 1 - Ô
f(0,ç) = 9Ç + (Log ç)~ " . Le minimum de f(0,*) est atteint en un point

ÇQ (0). On vérifie alors que le choix s Q  = (1 - ^  (Log 2)’2_2<S)+ 5

p(s) = A f(nQ (0),0) où 0 = (Log 2)  ̂ ^ (1-s) et nQ (0) = 2 v [ Ç Q (0)] convient.

, telle que pour touteDO<ds1-s
p(s)

so

1

I
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§ IV - PROBABILITES DE PRESENCE - RESULTATS ASYMPTOTIQUES.

On va se donner des hypothèses sur le processus ponctuel de base, construire 

la famille indexée par le paramètre d'échelle e puis démontrer les 2 théorèmes

1 imites.

Soit P. , (t,x) e F + x F ,  une famille mesurable de probabilités sur
U j A

M,8(M) telle que pour tout (t,x), P. ait une espérance notée p. . Si v
1 5 X L j X

est l'élément générique de M , on note N = v ( 1 ) .

1. Hypothèses.

a) Hypothèses sur la famille Mo. .. > ( t , x ) e F + x F
L j X

Elles sont voisines de certaines de celles de Ventsel [12], [4]

HO) v(t,x,6,v)e 1R+ X F^  L(t,x,6) = Log J e0^ x (d£) et

h(t,x,v) = sup Xv - L(t,x,A) sont finies.
\

H1) Il existe M > 0 tel que inf h(t,x,v) >_ -M
t,x,v

1
H2) h est de classe C en t,x, vérifie HO, H1 et il existe C mesurable de

2
F + dans F + »localement bornée, telle que pour tout (t,x,v) de F  x F  on ait 

|||j! (t,x,v) | + ||£ (t,x,v)| < C(t) (M+1+h(t,x,v))

H3) Pour tout T > 0, il existe h^ croissante de F + dans F + telle que

vr > 0 , vt < T , vv |v| < r =$> ||J (t,x,v)| < h ^ r )

H4) Il existe h2 décroissante de F + dans F *  telle que

.2.
vr > 0 v t ,x ,v |v| < r =$> — * (t,x,v) > h? (r)

9v

b) Hypothèses sur la loi de N .

H5) Pour tout compact K de F + x F  , il existe c,j, c2 , et <5 dans F

tels que

( t , x ) € K  =^> c1 < Pt ,x (N>0) , c2 > Et)X N (Log N)1+(S

(ài) e tt ,xM

c3 e t  <5 dans ]R»+



118

2. Construction de la famille de processus (modèle avec paramètre d'échelle).

Nous a l lons  modél iser  maintenant l ' i d é e  de reproduc t ions  de plus en plus  f r é ­

quentes  avec sau ts  de plus  en plus p e t i t s .

Pour t o u t  ( e ,x ) ç ] R * x ] R  s o i t  S l ' a p p l i c a t i o n  de K(]R) dans lui-même 

d é f i n i e  par  S f ( z ) = f(x+ez) .  E l le  i n d u i t  sur  M une a p p l i c a t i o n ,  notée 

encore S d é f i n i e  par S v(f )=v(S f ) .P o u r  t o u t  i de ]N s o i t  P? , 1 ' image
£ » A t j A  1 , X

de p. par  S . Pour t o u t  la  p ropos i t ion  1 permet,  à p a r t i r  des
1£ ) X  £ j X

pf de c o n s t r u i r e  une fa m i l l e  Pf , ( i , x ) e N x R  de l o i s  sur  .
I j  X I j X

S. Probabilité de présence - Minoration asymptotique relative à un chemin.

Le théorème su ivan t  r e l i e  la  p r o b a b i l i t é  de présence près  de x à l ' i n t é g r a l e  

d ' a c t i o n  de cp , chemin conduisant  à x .

Théorème 1 :

Si pour t o u t  e le  processus de branchement s p a t i a l  c o n s t r u i t  au 2 e s t
i O

découplé e t  v é r i f i e  H 0 , . . . ,H 5  a lo r s  pour t o u t  ( t , x Q,x^) de F x ]R e t  <p 

de ( [ 0 , t ] , ]R )  t e l  que <p(0) = xQ, (p(t) = x^ , i l  e x i s t e  0  p o s i t i f  t e l  

que l ' i n é g a l i t é

(*) i n f  h(ke,  cp(ke) , - (cp(( k+1 ) e ) ~ cp(ke))) > 0 (4.1)
k , e e 

0<ke< t - e

e n t r a în e

lim e Log P^ x [ç  t  (ax ) >0]  > - l (0 , t ,<p)  g
e+0_ 5 o [- ]  1

u>a/e

Démonstration :

t ,  xQ, X1 e t  <p sont  f i x é s .  Comme i l  a é t é  remarqué avant  l e  lemme 3, si  on

note As = cp(se) pour 0 < s < n  = [- ]  e t  y = pour v à c h o i s i r
e r , ( 0 , n , u , v )

plus  t a rd  on a : A

Po ,x 0 (Au(x »>°) > Po ,x0 (Zr , M  > ») = P W  (-1.2)

l'application de K(]R) dans lui-mêmes

. f i »1 ) .

pe

° ’xo
(Cn

de C
1
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Pour utiliser les lemmes précédents nous avons besoin de quelques évaluations,

a) Evaluations relatives au II :

On vérifie facilement que pF a une espérance notée Q(k,x,*) telle que
K 5 X C

eQ(k,x,f) = j f (x+ez) Mke>x(dz)

3
ce qui entraîne, pour les quantités définies en II, si (k,x,e,a)e fl x ]R

£G(k,x,6) = L(ke,x,e0) , £H(k,x,a) = h(ke,x,|) (4.3)
1

si on note B = 2 exp (2C(t)) l'hypothèse H2) permet d'écrire :

A(j,u) < B (je+u) pour ( j e ) v u <  1 (4.4)

et pour tout (k,Ç) de N x E  , d'après

6 (k,Ç) = ■  (ke,£, - (Xk+  ̂ - Àk )) (4.5)

et donc grâce à H3) si ||<p|| désigne la norme uniforme de la dérivée de tp sur 

[0,t]

sup |e(k,s)| < ; h. ( ||«|| ) (4.6)
5

k<n-1

3 2
Pour le calcul de D? et DÀ il faut majorer — * ( G(k,ç,e)) uniformément en

90 e
(k,Ç) pour 0 = 0(k,ç) ou encore, grâce aux calculs de dualité habituels, majorer

2
e2 (-^2 h (k£,Ç, ^ • H^) fournit le majorant e2 h2 ( ||<p|| )~^

et dans ces conditions on a :

D2 (0,n,A) < D2 e 2 , (0,n,X) < D2

(4.7)

où D2 = (h2 ( \ \ v \ \  ) ) ' 1 (1 v ( h 1 ( \ \ v \ \  ))2 )

Pour k < n , l'inégalité de Jensen et H2) donnent, si (1 + ||<p|| )e <  1 

el^ (k,n-k,A) < (1 + B e(1 + ||<p|| )) I (ke,t,<p)

(4.8)

+ B (1+ ||<p|| ) (M+1) te

La minoration de E.e v Zn (y) * q(<i>) devient, grâce au lemme 2 :
°»xo

e ( k , ç )  = -
e dv

5h

2 , j r  . e 1
e ( p h ( k£» Ç » “ 

3V e
(A k+1

i

K
) ) )

- 1

( 0 , n , X)  < D2D4
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q(4>) (1-tDp (*^ + “ ^ ) )  exP “ 1 De (0,t,cp,u,v) (4.9)
u ev

De (0,t,ip,u,v) = (1+Bu) (1+Be (1+ ||<p|| )) I (0,t,tp)

+B(M+1) (1+ ||<p|| ) (1+Bu) te (4.10)

+ ev + B(M+1) t u

Il est temps de choisir

ce qui permet d'obtenir

u = ev = 2 /tD^e (4.11)

1-tDp (-^ + -I*) = 1 et lim De (Q,t,(p,u,v) = l(0,t,ip) (4.12)
* u ev ‘ ù  e->0

n -1
D'après le lemme fondamental, il nous reste à minorer n  ( t v v B )  .

k=0 K
n -1

b) Evaluations relatives au III - Minoration de II (rvvB)
k=0 K

L'hypothèse (*) correspond à (3.20) et avec les choix précédents, A(0,2u) 

tend vers 0 avec e et de plus on a

a = c (1-2Bu)^ = c(1- 4c /D^të )

(4.13)

eb = 2ev + 4(M+1) tu = 4 Æ ^ t ë .  (1+2(M+1)t) 

ce qui permet de conclure que d̂ J tend vers 0 quand e tend vers 0 .

Ici t (<}>) = (0,xQ ) et si on pose A = [xQ -t ||<p|| -1, xQ+t ||<p|| +1] on a 
n ^

S c A  et donc t U )  e [0,... ,n] x A si £ e S  . Si K désigne le compact 

[0,t] x A on a donc, d'après H5) et H1)

SUÇ  8Ï U )  i  e'M C 1 ' 8 et SUÇ  E; U )  N(L°9 N ) U S  < c2
les aeT its

Le lemme nous fournit un couple sQ ,p tel que

| ds < 00 et SUP P“ (A j (s) < p ( s )  pour S € [ S Q ,1]
S0 £€S

C 1
On peut toujours augmenter sQ pour que p(sQ ) soit inférieur à y  . D'après 

ce qui a été vu plus haut, il existe e Q  tel que

J
o

■1

s 1-s ds < oop(s)
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C < e„ * dü < C1 (1-s0)

On pose alors

J n = inf {j : 1 < j < n et d" < c 1 {1-sQ )} 4.14)

ce qui entraîne pour 0 _< k < n-j

"k i  1 - q  5 (1 - dn-k>

et par suite

n -1 j -1 n 1 d1?
n (n.vg) > 8  n (1 - -i- p (1 - -J)) (4.15)

k=0 " j=jn "1 "1

L'inégalité Log(1-x) > -2x Log 2 valable pour 0<x<1/2 donne alors

n (nk v 8 ) > 8J'n exp - j 2 L° 2 2 z  p (1 - ^ ) }  
k=0 K “  1 c 1 j=jn C1 J

(4.16)

La définition des d1? et la décroissance de p permet de majorer la dernière
J

.1
somme par ■—  + c^ j

Jso
On peut désormais conclure en justaposant (4.2), (3.10), (4.9), (4.16) et en

1
remarquant que j -1 , qui est majoré par - {b- Log c. (1-s )} vérifie 

n a I 0

1im e(j_-1) = 0 , par la formule
e+0 n

lim e Log (ç . (a (x))>0) > - l(0,t,ip) n

0,xo [ - ]  u  

__  e
u=2/tD2£

Remarque :

On ne peut pas en général remplacer <5 par 0 dans H5) mais si le processus
-|

est homogène (p. e p pour tout t,x) on a i SÎ§J.js < E N(1 + Log N) et la t,x j q i-s -

conclusion reste vraie en remplaçant 6 par 0 .

C 1
n k > 1

r
2

c
o(s)
1-s ds , constante ne dépendant que de c■1 e t



122

4. Probabilité de présence - Minoration définitive.

On voudra i t  na tu re l lement  o p t im ise r  en cp le  théorème précéden t ,  mais 

a  = 2/tÏÏ^ dépend de ||ip|| . Nous a l lo n s  montrer  qu 'avec  deux hypothèses supplé ­

menta ires sur  h, i n f  l (0, t , cp)  e s t  a t t e i n t .  L'une H6) ( d i t e  cond i t ion  de 

c ro i s sance )  v i s e ,  par la  compacité des ensembles de niveaux de I à montrer

que l ' i n f  e s t  a t t e i n t  dans la  c l a s s e  des chemins absolument cont inus  ( A [ 0 , t ] ) ,
1

l ' a u t r e  H7) assure  la  r é g u l a r i t é  (au moins C ) des t r a j e c t o i r e s  op t im ales .

H6) Il  e x i s t e  h de ]R+ dans F  v é r i f i a n t

lim r ”  ̂ h ( r )  = +«> e t  v ( t , x , v )  £ F + x F 2 h ( |v |  ) < h ( t , x , v )
n-H-oo

El le  e s t  équ iva len te  à

H6' ) V0 £ F  sup L ( t , x , e )  < «>
t . x

On montre fac i lem ent  que h peut  ê t r e  c h o i s i r  convexe c r o i s s a n t e .  H6) e n t r a în e  

H1) donc l ' e x i s t e n c e  de M.

H7) I l  e x i s t e  C, comme dans H2) v é r i f i a n t

v ( t , x , v )  e F + x F 2 | | ^  ( t , x , v ) |  < C(t)  [M+1+h ( t , x , v ) ]

On ra p p e l l e  que A e s t  l ' ensemble  des fo nc t ions  absolument continues  e t  I 

1 ' i n t é g r a l e  d ' a c t i o n .

P ropos i t ion  2 :

Sous HO), H2), H6), H7) pour tous 0<tQ<t^ e t  xq , x<| de F ,  i n f  I i t ^ ^ . c p )

p r i s  sur  l e s  cp de A l t ^ t ^ ]  t e l l e s  que tp(t ) = xQ , <p(tj) = x 1 e s t  a t t e i n t
i

pour une tp de c l a s s e  C . 0

Ce problème, bien connu, e s t  t r a i t é  dans de nombreux ouvrages,  mais comme les  

d i f f é r e n t e s  preuves fon t  appel à des hypothèses d i f f é r e n t e s  qui se recoupent  

sans se r e c o u v r i r ,  on r a p p e l l e r a  i c i  comment nos hypothèses,  qui son t  lo in  d ' ê t r e
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minimales,  pe rmet tent  d ' a b o u t i r  (H6)) à l ' e x i s t e n c e  et(H2) + H7)) à la  r é g u l a r i t é  

de chemins optimaux.

Démonstration :

On omettra  p a r fo i s  t Q e t  t-j ( f i x é s )  dans I ( t Q, t ^ ,  ) . On peut tou jo urs  

supposer h > 0 q u i t t e  à remplacer h par  h+M . Comme I e s t  p o s i t i v e  sur  

A, l ' i n f  e x i s t e .  Si tpn e s t  minimisante ,  i l  e x i s t e  c > 0 e t  nQ t e l s  que

I(cpn ) £  c pour n > nQ. D'après  H6) ceci e n t r a în e  1 ' é q u i - i n t é g r a b i 1i t é  de la
• 1

s u i t e  tpn e t  donc sa f a i b l e  r e l a t i v e  compacité dans L . On e x t r a i t  une sous-

s u i t e ,  notée encore cp convergeant  fa iblement  vers  u . La fonc t ion  cp , d é f i n i e
ft

sur  [ t  , t ^ ]  par cp(t) = xQ + u(s )  ds e s t  dans A((p = u) e t  e s t  l im i t e
0

simple de ipn . D'après  un r é s u l t a t  c l a s s iq u e  ( [ 1 4 ] ,  p. 243) pour t o u t  ( t , x )

le  convexi té  de h ( t , x ,» ) >  j o i n t e  à H6) e n t r a în e

ft l h ( t , (p ( t )  , u ( t ) )  d t  < lim I(tp ) 
lt ni

o

e t  donc <p r é a l i s e  l ' i n f .

La r é g u l a r i t é  se prouve avec le s  équat ions  d 'E u l e r .  Si BcA e s t  l 'ensemble  

des \p t e l l e s  que ipe Lœ e t  ^ ( t Q) = ^ ( t ^ )  = 0, a lo r s  pour (tp,^ ,X) e A x B x  ]R 

on peut é c r i r e

f ( A , t )  dt

* 0

où f ( A , t )  = A-1 {h ( t  ,tp( t  ) + Xip(t) , tp( t )  + A\p(t) ) - h(t,cp(t) ,<p(t))

v é r i f i e

lim f(X,t) = *(t) * J,(t) (t,x,(t) , i(t))
A+0 àX àv

e t  d ' a p r è s  H2) + H7) i l  e x i s t e  B > 0 e t  r  > 0 t e l s  que sur  [ t  , t ^ ]

|A| < r  ==$• f (A,t )  < B ( | ^ ( t ) |  + |4 - ( t ) | )  ( 1 + h ( t , tp ( t ) , t p ( t ) )

Ce majorant  é t a n t  in t é g r a b l e  (ip e t  ip son t  bo rnés ) ,  le  théorème de Lebesgue

X
-1

{I (tp+M I (t{

t 1

3h

dX
(t,tf t) (t)) + (t)

3h

3v
(t,cp(t) »<î>![t))

.)}
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permet de d i r e  que si  cpeA r é a l i s e  l ' i n f  a lo r s  pour t o u t  de 8 on a : 

t 1
( f a t )  |  ( t ,cp(t) ,<p(t))  + f a t )  ( t ,<p(t),<p(t))} d t  = 0

t o

ou encore,  en i n t é g r a n t  par p a r t i e s

1̂ rt1 - r3h

t .  3v
f a t )  {|J- ( t ,  cp(t),<p(t)) - ~  (o,ip(a),<p(a)) da}dt  = 0

o o

On en dédu i t  q u ' i l  e x i s t e  a rée l  t e l  que (Euler  sous forme i n t é g r a l e )

rt  

t
|jj ( t M t ) . i ( t ) )  - | j  (o,<p(o),<j>(o)) do = a p.p. sur [ t Q, 1 1 ]

O
f t  r\ l #

si  on pose p ( t )  = a + j ^  (a,ip(a) ,<p(c)) da on a p .p .

o

P(t) = (t,<p(t),j(t)) .

Grâce à la  d u a l i t é ,  la  formule précédente  s ' i n v e r s e  en :

<p(t) = ^  ( t , t p ( t ) , p ( t ) )  p .p .
O U

(s i  l e s  h n ' é t a i e n t  pas des transformées de Cramer, i l  f a u d r a i t  supposer la  

s t r i c t e  convexité de h en v ) .

cp e s t  continue  e t  p auss i  par co n s t ru c t io n  donc <J> co ïnc ide  p .p .  avec une
1

fonc t ion  con t inue .  Donc cp e s t  de c l a s s e  c ( e t  de plus v é r i f i e  l e s  équat ions  

d 'E u le r  :

P ( t )  = ~  ( t , ( p ( t ) }(p ( t ) ) p ( t )  = ^  ( t , t p ( t ) J(p ( t ) ) ) . h

Tout ce qui précède nous a permis en f a i t  de démontrer l e  théorème su iv an t .  On 

note I ( t Q, t 1 ,xQ, x 1 ) = i n f  I ( t ^ t ^ )  p r i s  sur  l ' ensemble  des ipeA [ t  , t- | ] 

t e l s  que (p(tQ) = xQ , tp(t-j ) = x 1 .

Théorème 2 :

Si le  processus de branchement s p a t i a l  c o n s t r u i t  en IV.2 e s t  découplé e t
I O

v é r i f i e  HO) . . .  H7) a lo r s  pour to u t  ( t , x Q, x 1) de R x F  t e l  qu 'un des chemins

t o

(t; ah
ÖX

( t  ,tp( t )  ,<î>( t )  ) + ÿ ( t ) 8v
3h (t ,ip(t) ,<p(t))}  dt = 0

p ( t )
3h
3v

p ( t )
9X
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de c la s s e  C a t t e i g n a n t  I v é r i f i e  (*) , a l o r s  i l  e x i s t e  a > 0 t e l  que :

lim e Log Pp (ç t  (aJJ ) > 0) > - I ( 0 , t , x  , x j  3
ë^O u ,xo [- ]  X1 0 1

£
u >a/e
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G. Espérances et majorations pour un processus de branchement

spatial markovien.
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ESPERANCES ET MAJORATIONS POUR UN PROCESSUS DE BRANCHEMENT

SPATIAL MARKOVIEN

Alain ROUAUCS
Unité Associée 743-A.D.4 
Mathématique (B â t .425)

91405 - ORSAY Cedex

Résumé : - Pour un processus de Galton-Watson (Z_)__„ s u p e r c r i t i q u e ,  r  Loq EZ„n ri e -îN n n
i

e t  - Log Zn ont  même l im i t e  Lg.m. Ce r é s u l t a t  e s t  étendu dans [2] au cas s p a t i a l  

homogène. Dans le  cas markovien [6] avec popula t ion i n i t i a l e  e x p o n e n t i e l l e ,  on 

donne i c i  une l im i t e  pour l ' an a lo g u e  de la  première express ion  e t  une majora t ion en 

p r o b a b i l i t é  pour une analogue de la  seconde. Deux formules v a r i a t i o n n e l l e s  sont  en 

jeu  ; la  seconde, avec c o n t r a i n t e  su r  l ' i n t é g r a l e  d ' a c t i o n ,  c a r a c t é r i s e  par  là-même 

le s  zones de "présence" .

1
A b s t v a c t  : - For a s u p e r c r i t i c a l  Galton-Watson process ( zn )n£j  ̂ » fj Log EZn and
i
- Log Zn have the  same l i m i t  Uxjm. This r e s u l t  i s  extended in [2] to  homogeneous 

s p a t i a l  case .  In the  markovian case [6] with exponent ial  i n i t i a l  popu la t ion ,  we 

give here a l i m i t  f o r  the analogue of  the f i r s t  express ion  and an overes t imat ion  - in 

p r o b a b i l i t y  -  f o r  an analogue o f  the  second one. Two v a r i a t i o n a l  formulas are  a t  

s take  ; the second one,  with c o n s t r a i n t  over a c t io n  i n t e g r a l ,  allows the d e f i n i t i o n  

of  "presence a r e a s " .
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ESPERANCES ET MAJORATIONS POUR UN PROCESSUS DE BRANCHEMENT

SPATIAL MARKOVIEN

Alain ROUAUCC

INTRODUCTION GENERALE :

On continue  i c i  l ' é t u d e  des processus de branchement spa t iaux  markoviens 

commencée en [6] , dont l e s  p r in c ip a l e s  con jec tu res  ont  é t é  p résen tées  en [7] .

On se donne une f a m i l l e  indexée par  ]R+ x ]R (temps,  espace) de l o i s  de proba­

b i l i t é  sur  M , espace des mesures ponc tue l les  f i n i e s  sur  ]R . L 'élément générique 

e s t  P. V(dv) , ayant  une espérance notée , mesure de Radon p o s i t i v e  sur  ]R .
L $ X t j X

P. d é c r i t ,  à l ' é c h e l l e  1, la  lo i  des p o s i t io n s  des enfan ts  d 'un  indiv idu  s i t u é
L ; X

en x à l ' i n s t a n t  t  . Le cas homogène correspond à P. = P pour t o u t  t , x  .
u jX

On c o n s t r u i t  une f a m i l l e  indexée par e tendan t  vers  0 de processus  de bran­

chement spa t i aux .  Pour ce f a i r e ,  on se donne » p o s i t io n  d 'un ancê t re  

( ind iv idu  de la  généra t ion  0) .  I l  v i t  un temps e puis e s t  remplacé par  des 

en fan ts  dont l e s  p o s i t io n s  forment un élément ( a l é a t o i r e )  de M obtenu de la

manière su ivan te  : on t i r e  un élément de M su ivan t  P , on lu i  applique  une
£ , o

homothétie  de r appo r t  e puis  une t r a n s l a t i o n  de vec teu r  xQ . Les en fan ts  de 

l ' a n c ê t r e  forment la  première généra t ion  e t  son t  da tés  de l ' i n s t a n t  e de s o r t e  

qu'un t e l  ind iv idu ,  s i t u é  en x , sera  à l ' i n s t a n t  2e remplacé par  des en fan ts  

dont l e s  p o s i t io n s  formeront un élément de M obtenu par  t i r a g e  s u iv an t  P? ,
9 X

e-homothétie  e t  x - t r a n s l a t i o n .  On i t è r e  la  procédure,  mais (nouveauté par rappor t
A

à [ 6 ] )  à p a r t i r  d 'une popu la t ion  i n i t i a l e  de t a i l l e  exp ^ f Q(x) au vo is inage  de

, p o s i t io n  d 'un  an cê t reRfxo
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x, pour t o u t  x d 'un compact Fq où f  > 0. On s ' i n t é r e s s e  à , élément

de M re p ré se n t a n t  le s  individus  en vie  à t .  L'asymptot ique e s t  c e l l e  des grandes 

dé v ia t ions  : reproductions de plus en plus f réquentes  (aux i n s t a n t s  de eN) e t  les  

sau ts  de plus en plus p e t i t s  ( r appor t  e) .

Dans le  cas homogène ( e t  à ancê t r e  unique) la méthode ( [2 ] )  a c o n s i s t é  à éva ­

l u e r  d ' abord  des espérances  puis à comparer le s  v . a .  à le u r s  espérances .  L ' espé-

* n
rance de la n-ième gén é ra t io n ,  égale  à m r e l e v a i t  d 'un calcul  type Chernov.

Dans le  cas non-homogène on se s e r t  des grandes dév ia t ions  pour chaînes  de Markov

“ 1
( [ 1 ] ,  [ 8 ] ) .  Si majore uniformément le s  taux de c r o i s sa n c e ,  le s  x

rè g l e n t  le  déplacement markovien d 'une seule  p a r t i c u l e  (avec d i s p a r i t i o n ) .  

L ' o u t i l  fondamental e s t  l ' i n t é g r a l e  d ' a c t i o n  d é f i n i e  sur  A[tQ, t ^ ]  , ensemble 

des fonc t ions  absolument cont inues  de [ t 1 , tp ]  dans ]R par

où h ( t , x , * )  e s t  la  t ransformée de Cramer de m* v • Un chemin <p d o i t  ê t r e
U 9 X

vu comme la  l i m i t e  (en e) d 'une  l ig ne  généalogique c o n s t i t u é e  par le s  pos i t io n s  

des ancê t re s  s u c c e s s i f s  d 'un ind iv idu .

On montre au I I I  que e Log E ( [ x - r ( e ) ,  x+r (e )]  ) pour un c e r t a i n  r ( e )  

tendant  vers  0 e s t  vo is in e  de

La c o n t r ib u t i o n  e s s e n t i e l l e ,  s t a b i l i s é e  par l ' o p é r a t i o n  e Log, à l ' e s p é r a n c e  

de la  popula t ion en x p rov ient  de l i gnes  généalogiques  dans un tube autour  

d 'un chemin <p ( d i t  optimal)  r é a l i s a n t  ce sup. S ' i l  e x i s t e  s < t  t e l  que 

f Q(tp(0))-I (0,s ,cp) < 0 , a l o r s  par r é fé rence  au modèle homogène, ce la  s i g n i f i e  

qu 'avec  une p r o b a b i l i t é  vo is in e  de 1, la popula t ion e s t  é t e i n t e  au vois inage  de 

<p(s) à l ' i n s t a n t  s .La c o n t r i b u t i o n  correspondant  à (p en x e s t  n u l l e  au temps

T f Q( 0 , t , x )  = sup f Q(cp(0))-I(0, t ,cp)
f o (cp(0))>0

<p(t)=x

I ( t 1 ) I
1I

t 2
h(s,,<P(s). (s )) ds

ç
e

t 5 élément

( [ 1 ] ,  [ 8 ] ) .  Si M1 majore uniformément le s  taux de c ro i s s a n c e ,  le s Mt , xM'-11

1 2

On montre au I I I  que e Log E ç
e

t
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t  avec la  même p r o b a b i l i t é  donc s i  on a t t en d  e Log ( [ x - r ( e ) , x + r ( e ) ] ^  a ( t , x ) > 0 ,  

a correspondant à une formule v a r i a t i o n n e l l e  ne sera  sûrement pas a t t e i n t  pour 

ce chemin. En f a i t  la co n jec tu re  ( c f .  [7])  e s t

a ( t , x )  = sup f  (cp(0)) - I ( 0 ,t, tp) 
f o M 0 ) ) > 0  0

cp( t  ) = X

Vs <  t  Tf (0,.s,ip(s) >_ 0

Il va ê t r e  n éce ssa i re  de découper [ 0 , t ]  en t ranches  d ' é p a i s s e u r  x , su f f i s am ­

ment grande pour que l e  processus a i t  eu le  temps de donner des r é s u l t a t s  asympto- 

t i q u e s ,  mais suffisamment f a i b l e  pour que q u a l i t a t iv e m e n t  to u t  se passe  comme 

pour un processus  homogène (e Log Ç ^  e Log EÇ là  où c e l l e - c i  e s t  p o s i t i v e ) .

Il e s t  bien entendu que le s  po in ts  de dépar t  spa t iaux  d 'une t ranche  son t  le s  

po in ts  d ' a r r i v é e  de l a  tranche  précédente  ayant une d e n s i t é  de popula t ion  s u f f i ­

s an te .  L 'é tude  d 'une  tranche  n é c e s s i t e  notamment un encadrement de l ' e s p é r a n c e ,  

donc le s  mêmes o u t i l s  que dans l ' e s p é r a n c e  g loba le .  Mais l ' empilement d 'un  

nombre c r o i s s a n t  (^ |  à t  f i x é )  de ces tranches  exige de ne pas s ' e n  t e n i r  

aux p a r t i e s  p r in c ip a l e s  quand z tend vers 0, c ' e s t - à - d i r e  d ' é v a l u e r  le s  r e s t e s  

de façon uniforme.

Ceci conduit  dans I à l ' é t u d e  des i t é r é e s  de T en vue d ' o b t e n i r  des pentes  

uniformément bornées pour l e s  chemins optimaux. Pour no t re  modèle p r é c i s é  en I I ,  

nous énonçons e t  démontrons en I I I  le s  r é s u l t a t s  asymptotiques su r  l ' e s p é r a n c e  

du processus .  Ceci a notamment pour conséquence,  en IV une c a r a c t é r i s a t i o n

T-approchée de la zone "dése r t ique"  à l ' i n s t a n t  t ,  e t  une m a jo ra t ion ,  en p r o b a b i l i t é ,

0 "t 
de e Log Ç. par  l e  r é s u l t a t  de [- ]  i t é r a t i o n s  de T appliquées  à f  . Dans

l* T 0

un prochain a r t i c l e  nous é tud ie rons  la  minoration correspondante  e t  la  convergence 

de l ' a l g o r i t h m e  vers a  quand t + 0 .

e
t5

Il va être
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§ I - ETUDE D'UN PROBLEME VARIATIONNEL LIE A UN MODELE DE CROISSANCE DE 

POPULATIONS SPATIALES.

1. Introduction :

Dans le modèle probabiliste étudié, l'évolution entre t et t^ du loga­

rithme de la taille locale d'une population fait intervenir une fonction f

sentant les lignes généalogiques), h est astreinte à une condition de croissance 

sur-1inéaire, de convexité par rapport à la troisième variable et de régularité 

par rapport aux trois. On est amené à étudier le problème variationnel

(f représente le logarithme de la taille d'une population). En posant g = f 

si f > 0 et g = - °° si f < 0 on ramène (*) au problème classique de Bolza

Après avoir énoncé les hypothèses sur h, nous rappellerons au paragraphe 2 les

propriétés d'existence et de régularité des chemins optimaux pour le problème de 

Bolza et nous démontrerons un lemme technique.

Dans un modèle approché, x est un pas de temps destiné à tendre vers 0 et la

population au temps t = nx sera décrite par la fonction obtenue en itérant n

fois la procédure précédente. Si Tf(t0 ,t^,x) désigne la valeur du sup dans (*) 

on considère

(*) sup f(tp(t ))-I(t ,t- ,tp)
cp:ip(t,)=x 0 0 1

f(v(to))̂ ,0

(**) sup g(ip(t ))-I(t ,t. ,<p) 
(p:ip(tj=x o

k > 1 f k (x) = Tfk-1 ((k_1)T’ k T ’x) si {fk-1-  0} f  *

sinon

réglant la taille initiale et une fonctionnelle I(to ,t^,(p) = f
J
fco

h(t,tpi»(t) ,<p(t) dt

définie sur les chemins absolument continus de tfco ’ L 1] dans F (repré-

fo f

oo
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Si (p̂  désigne un chemin optimal à l ' é t a p e  k, no t re  but  e s t  d ' o b t e n i r  une 

majora t ion de l l^ l l« ,  uniforme en k,x v é r i f i a n t  kx _< t^ f i x é .  Une p ro p r i é t é  

de L ipsch i tz  sur  f  se t ransmet  aux f^ (mais une r é g u l a r i t é  plus f o r t e  se perd 

dès la  1ère é t a p e ) .  Comme dans la  th é o r i e  c l a s s iq u e  (sans c o n t r a i n t e ) ,  i l  y a 

r e l a t i o n  é t r o i t e  e n t r e  le s  majorants  de tp̂  , de p^ ( l i é  à tp̂  par  une équat ion  

d 'E u le r )  e t  l e  c o e f f i c i e n t  de L ipsch i tz  de f ^  .

Dans l e  paragraphe 3 , après avo i r  rappe lé  le  formalisme des s o u s - d i f f é r e n t i e l s ,  

bien adapté i c i ,  nous donnerons pour le  problème à un pas une majo ra t ion  (uniforme 

en x) de |tp| e t  de 13Tf| . L ' idée  fondamentale e s t  la  su ivan te  : l e  problème 

sans c o n t r a i n t e  donne d é jà ,  grâce à la  cond i t ion  de c ro i s s a n c e ,  des chemins o p t i ­

maux à pentes bornées ; l a  c o n t r a in t e  i n t r o d u i t  une majora t ion sur  l e s  pentes 

pour d ' a u t r e s  ra i sons  : la  s a t u r a t i o n  a tendance à envoyer cp sur  des régions  où 

h e s t  n é g a t i f  e t  {u : h ( t , x , u )  < 0} e s t  un compact sous nos hypothèses .

Une i t é r a t i o n  mécanique des majora t ions  précédentes conduit  à + . Néanmoins, 

la  d é r i v a b i l i t é  p .p .  de Tf,  conséquence du paragraphe 3 permet,  dans l e  pa ra ­

graphe 4 , un t r a i t e m e n t  local  qui donne par récurrence  les  majo ra t ions  d é s i r é e s  

pour le  problème à n pas.  Enfin en 5. on donne un r é s u l t a t  annexe u t i l e  pour 

la  s u i t e .

2. Hypothèses - Existence - Régularité :

On d i t  qu 'une fonc t ion  F de F  v é r i f i e  la  condi t ion  de c ro i s san ce  si  on a

------------- -> -f oo

V| Ivk-K»

■4*
On considère  une fonc t ion  h mesurable de ]R x ]R dans ]R , t e l l e  que pour

t o u t  ( t , x )  de 1R x ]R , h ( t , x , * )  s o i t  convexe e t  v é r i f i e  (CC). On note

L ( t , x , » )  la  duale de Young de h ( t , x , * ) .  On d é f i n i t  a in s i  une fonc t ion  L de 

+ 2
]R x ]R dans ]R . Nous u t i l i s e r o n s  dans c e t t e  p a r t i e  l e s  hypothèses s u iv an te s .  

E l les  ne sont  pas systématiquement minimales ; i l  semble en p a r t i c u l i e r  que dans

(cc) F(v)
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[H3] la  1i p s c h i t z i a n i t é  de h s u f f i r a i t .  Mais nous le s  énonçons a in s i  pour des 

ra i sons  de commodité ( c f .  [6]) .

[H1] i n f  h ( t , x , * )  v é r i f i e  (CC) , c ' e s t - à - d i r e  q u ' i l  e x i s t e  h de ]R+ dans

*•* h ( r )
F  , v é r i f i a n t  —-------------> + 00 (CC1) e t

r->+°°

in f  h ( t , x , v )  > h ( |v | ) pour t o u t  v . 
t , x

El le  e s t  équ iva len te  à :

[H' 1 ] Pour to u t  0 € F  sup L ( t , x , 0 )  < 00 .
t , x

Dans ce cas on pose

M = sup [ L ( t , x , 0 ) ] + , C(0) = sup L ( t , x , 0 ) v  L ( t , x , - 0 ) v M  
t , x  t , x

m

L e s t  convexe, p a i r e ,  sa duale (L) e s t  convexe, s . c . i .  , p a i r e ,  véri f i e(CC)

donc a t t e i n t  son minimum M̂  en + r  ( r  > 0) .  On pose
0 — 0 0 v

— -jç

h( r ) = Mq pour 0 < K r Q , h ( r )  = (L) ( r )  pour r  > r Q .

Alors h e s t  c r o i s s a n t e ,  convexe, s . c . i . ,  v é r i f i e  -M < L (+ r )  < h ( r )  ( r  > 0) 

e t  convient  pour [H1] . On note b = [) + M > 0 •

[H2] Pour t o u t  v e F  , sup h(t ,x,v)<+ 00. On d é f i n i t  a lo r s  h , convexe par
t , x

R( v ) = sup h ( t , x , v )  
t , x

e t  h , c r o i s s a n t e  de F + dans F  par

h( r )  = sup R(v)
Iv|< r

1
[H3] h v é r i f i e  H1 e t  e s t  de c l a s s e  C . Pour t o u t  t , x ,  h ( t , x , » )  e s t

s t r i c t e m e n t  convexe. Il  e x i s t e  C mesurable de F + dans F + , localement 

bornée,  qu 'on peut  tou jou rs  supposer c r o i s s a n t e ,  t e l l e  que pour t o u t  

( t , x , v )  e F + x F 2
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||^ (t ,x ,v ) | + ||jj (t,x,v)| + ||jj (t,x,v)| < C(t) [M+1+h (t,x,v) ]

[H2] + [H3] entraîne

[H31] Pour tout T > 0 il existe une fonction croissante de 1R+ dans 

]R+ telle que

9 h
t < T , |v| <r entraîne pour tout x (t,x,v)| < (r)

i
[H4] h est de classe C par rapport à v et il existe strictement

croissante de ]R dans ]R , tendant vers + °° avec son argument telle que 

pour tout (t,x,v) € ]R+ x ]R2

h 1 (v) < |jj (t,x,v)

[H31] + [H4] entraîne

[H4‘] Pour tout T > 0 , il existe croissante de ]R+ dans F + telle 

que

Vt < T , |0 | < r , x e  F  ||| (t,x,0) < L 1(r )

Le résultat principal de ce paragraphe se trouve dans la proposition suivante. 

Pour tous 0 < t < t^ < + oo on note A[tQ ,t^] l'ensemble des fonctions absolu­

ment continues de [tQ ,t^] dans ]R et pour tpeA[t ,t^]

*1
K t ^ t ^ t p )  = J h(t,tp(t),(p(t)) dt

o

Proposition 1 :

Sous les hypothèses [H1] et [H3] si f est une fonction de F  dans 

R  u {-°°} s.c.s. et vérifiant - oo < sup f < + oo , alors

sup f(cp(t )) - I(t ,t15cp) 
cpeAtt̂ t̂  0 0 1

cp(t1)=x

est atteint et les chemins optimaux sont de classe .

h 1 de ]R+ dans

< (r)h 1

h
1 strictement

L 1 croissante de ]R+ dans F + telle

c 1
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Ce problème, bien connu, e s t  t r a i t é  dans de nombreux ouvrages,  mais comme les  

d i f f é r e n t e s  démonstrat ions se fon t  sous des hypothèses d i f f é r e n t e s  qui se recoupent  

sans se r e c o u v r i r ,  nous renvoyons le  l e c t e u r  à [6] prop, 2 ( q u ' i l  f a u t  t r è s  l é g è r e ­

ment modif ie r  à cause de f  ).  En f a i t  [H1] e n t r a în e  1 ' a t t e i n t e  dans A e t  [H3] 

la  r é g u l a r i t é  des chemins optimaux.

Si f (x  )=0 e t  f  = - » sur  {xQ} on re t rouve  le  problème à po in ts  f ix e s

( t o ,xQ) , ( t 1,x ) .  Pour f  s . c . s .  quelconque un tp so lu t io n  du problème de Bolza

e s t  auss i  so lu t io n  du problème à po in ts  f ix e s  ( t Q,(p(to ) ) ,  (t<|,x) .

o
On note désormais pour to u t  ( t Q,t^ ,xQ,x^ ) de ]R+ x ]R , $ ( t 0 »t,j ,xQ,x^ )

1
l 'ensemble  des cp de C ( [ t Q, t ^ ] )  v é r i f i a n t

tp(t n ) =x_ , cp(t1)=x1 , I ( t  , t 1s(p) = i n f  I ( t  , t , , ^ )
«Alt^t,] 0 1

1,( t0 ,=X0 
^ ( t 1)=x1

c ' e s t - à - d i r e  l ' ensemble  des chemins optimaux pour le  problème à po in ts  f ix e s  .

Nous énonçons e t  prouvons maintenant  un lemme technique.

Lemme 1 :

1 2  ? 2 
D éf in is sons ,  pour ( a , b , t  ) e F  x 1R+ le s  sous-ensembles su ivan ts  de ÏT  x ]R

Sous H1, H2, H3, H4 on a :

A 1 (a) <(t,T,xo,x1) : $(t,t+T,xo,x1) c  {ip : I(t,t+T,ip) < a}|

A2 (a) ( t  ,T  ,X ^  ,X^ ) ; $ (  1 5 t + T  jX^ jX^ ) C {ip I I ( t , t + T  >cp) 3 t } J

a3(b ) l ( t ,T ,xo,x1): Ix1-xQI < bri

A4 (b) ( t ,T}x0,x1): (pe $(t,t+T,xo,x1), se  [ t , t + T ]  => |cp ( s ) I < b|

A 5 i t1; (t ,x ,xo,x1): t + T  < t j
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1) VaelR , 3b £ ]R+ : ¿2 ( a ) c A 3 (b) (1 .1)

2) v ( a , b , t ' ) e R x l R ^  3c e F + : (a) n A^(b) n A^(t^ ) c  A^(c) (1 .2)

Eî]§yy§_̂y_l§5)!!]§-1 •

1) D'après [H1] , s i  ( t , T , x Q, x 1) € A2 (a) e t  cp£ $ ( t , T , x Q,x^) on a

_1 f t +T
t" h ( |(p(s) | ) ds < a (1 .3)

Jt

La croissance de h , jo in te  à sa convexité (Jensen) donne alors  :

x , -x
h ( — L - 2 - )  = h ( t -1

t+T . rt+T . ft+T

v ( s )  ds | ) < h ( t_1 |(p(s) | ds) < T_1 h ( | v ( s ) | ) d s
t  Jt  Jt

| x r x I
d'où h ( — -— ) < a e t  on conclut à l ' e x i s t e n c e  de b car h v é r i f i e  CC .

2) Soi t  ( t , T , x Q,x^) £ Ag(b). Tout (p de $ ( t , T , x o ,x,| ) v é r i f i e  l es  équations

d'Euler partout : i l  e x i s t e  p de c lasse  C te l  que pour tout s de [ t , t+T]

on a i t  :

p(s)  = (s,cp(s),<p(s)) , p(s)  = (s,<p(s),<p(s)) (1 .4)

D'après l e  théorème de la valeur moyenne, i l  e x i s t e  s € ] t , t + x [  te l  que 
X 1 -x

tp(sQ) = —-— et  donc d'après [H3‘ ] p v é r i f i e

|p ( s Q) |< h^b)

fS

La formule p(s)  = p( sQ) + j ^  (a,<p(a) ,<p(a) ) da permet alors d 'écr ire

o

t+T

| p ( s ) |  < h^(b) + |  (a,tp(a),<p(a)) | da

e t  d'après H3 , s i  ( t , T , x Q,x^) e a5 ( t ^ ) on aboutit  en posant C = C(t^) à 

| P( s ) | < h1 (b) + C [ (M+1 ) t 1 + I ( t , t+T,cp)]

Si ( t , T , x o ,x^) e A 1(a ) n  Ag(b)nAg(t  ) on a donc un d te l  que 

| p( s)  | < d vs e [ t , t+T]

A 1 (a) n A3 (b) n A 5 (t ) c A4 (c ) (1.2)

3h3uah

3h
dX
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(4) e t  (H4‘ ) donnent a l o r s ,  pour t o u t  s de [ t , t + x ]

|<p(s)| < L ^ d )

3. Le problème à un pas.

On suppose H 1 ) , . . . ,H 4 )  v é r i f i é e s ,  f  s . c . s .  de ]R dans F ,  sup f  < °° . On 

note pour t  < t^

Tf ( t ^ t ^ x )  = sup f ( ip( tQ)) - K t ^ t p i p )

tpec1 [ t0, t 1 )

tp( t 1 )=x 

f ((p(tQ))>0

f

e t  $ ( t Q, t ^ , x )  l ' ensemble  des chemins optimaux c ' e s t - à - d i r e ,  des ip de

C1 ( [ t Q, t 1 ] ) v é r i f i a n t  cp(t1)=x1, f  (tp(tQ))>̂ 0 e t  f  (tp(tQ) ) - I ( t Q, t 1 ,tp)= Tf ( t Q, t 1 ,x) .

Ce paragraphe e s t  d e s t i n é  à p répa re r  l e  su iv an t  ( i t é r a t i o n ) .  Pour majorer

uniformément HtpH^ pour tp€<ï> ( t , t + x , x )  avec x v é r i f i a n t  " T f ( t , t + x , x )

minoré par une constante"  nous d is t i ngue rons  su iv an t  que (p s a tu r e  ou non la

c o n t r a i n t e .  Dans l e  cas de non -sa tu ra t io n  nous u t i l i s o n s  le s  équat ions  d 'E u le r .
1

IT ne s e r v i r a i t  à r i en  de supposer la  fonc t ion i n i t i a l e  f  de c l a s s e  c  car  de 

to u te  façon,  l e s  f u tu r e s  fonc t ions  i n i t i a l e s  (Tf) s e ron t  "seulement" s . c . s .  e t  

L i p . l o c .  Nous rappelons  le  formalisme des sous d i f f é r e n t i e l s  ou g rad ie n ts  géné­

r a l i s é s  ( [ 3 ] , [ 4 ] )  puis  nous é t a b l i s s o n s  la  L i p . l o c .d e  T f ( t , t + x , * ) .  A cause de 

la  c o n t r a i n t e ,  l ' a rgum ent  c l a s s iq u e  de modif ica t ion "en p a r a l l è l e "  d 'un chemin 

optimal e s t  inopé ra n t .  Nous u t i l i s e r o n s  dans ce cas une modif ica t ion "conique" 

( r e s p e c t a n t  la c o n t r a i n t e ) .

Lemme 2 : (sous le s  hypothèses H1. . .H4) .

1 *
Pour t o u t  ( a j t 1) de R+ x 1R+ i l  e x i s t e  a '  de F + t e l  que pour t o u t  f ,

1
si  t , x  v é r i f i e n t  t+x < t  , s i  x v é r i f i e  T f ( t , t + x , x )  > -ax , t o u t  ip de 

$ ^ ( t , t + x , x )  v é r i f i a n t ^ p ( t ) ^  = 0 s a t i s f a i t  à

sup | tp(s) | < a '  (1 .5)
t<s<t+x
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Cr§yï§_̂ y_l§!B!])§_? :

Tf(t,t+T,x) > -aT et^cp(t))= 0 entraîne (t,T,<p(t),x) e A2 (a) (notations

du lemme 1) ; i l  e x i s t e  donc b > 0 t e l  que ( t , r , c p ( t )  ,x) appar t i enne  à A^(b) .

1 1 1 
Or i l  a p p a r t i e n t  à Ag(t ) par hypothèse,  donc f inalement  à A ^ a t  ) nA3(b) n Ag(t )

d 'où le  r é s u l t a t  . □

On se propose maintenant  d ' o b t e n i r  le  même r é s u l t a t  quandj / ip( t ) />  0 

D é f in i t io n s  : [3][4]  .

a) Une fonc t ion  f  de F n dans ]R e s t  d i t e  localement  l i p s c h i t z i e n n e  s i  pour 

t o u t  sous-ensemble borné B de Rn i l  e x i s t e  Kg > 0 t e l  que

x^ , x2 € B =5> | f  (x-j ) - f ( x 2 ) |  < Kg |! x1 -x21|

Une t e l l e  fonc t ion  e s t  dé r ivab le  p . p . ,  la  fo nc t ion  f '  a i n s i  d é f i n i e  e s t  bor­

née sur  l e s  sous-ensembles bornés de son domaine de d é f i n i t i o n .

b) On appe l l e  g ra d ie n t  g é n é r a l i s é  de f  en x e t  on note  3f ( x )  l ' enve loppe  

convexe de l ' ensemble  des l im i t e s  de la forme lim f ' (x+ h^ )  où h^+0 quand

i -»■ + oo .

9f ( x )  e s t  un compact convexe non vide ; dans le  cas n=1 c ' e s t  un i n t e r v a l l e
o

compact. On note ra  sup | 3 f ( x ) |  = sup { |a |  : a e 3 f ( x ) }  . Si x e B  on a évidem­

ment sup | 3 f ( x ) |  < Kg .

Si f  e s t  convexe on re t rouve  l e  s o u s - d i f f é r e n t i e l ,  s i  f  e s t  de c l a s s e  C1 

au vois inage  de x on a 3f(x) = { f ' ( x )} .

c) S o i t  t Q<t^ , <p £  A[ tQ, t ^ l  . On d i t  que h de [ t Q, t ^ ]  x ]R2 dans ]R e s t  

l i p s c h i t z i e n n e  en (x ,v )  près  de <p , s ' i l  e x i s t e  n > 0 e t  kç L1 [ t  . t ^  , t e l s  

que l ' o n  a i t  pour presque to u t  t  de [ t Q, t ^ ]  :

^sup [ | x i —cp( t  ) | + | v i -<p( t  ) | ]< n =5> |h ( t , x 1, v 1) - h ( t , x 2,v2 )|  < k ( t ) [  | x1-x 2 | + | v1-v 2 | ] 
i - 1,2
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Théorème [4]:

Si g e s t  une fonc t ion  de F dans F , localement l i p s c h i t z i e n n e ,  s i  h e s t

mesurable en t ,  cp opt imale  pour le  problème (**) e t  h l i p s c h i t z i e n n e  en (x ,v)

près de cp , i l  e x i s t e  p € A[tQ, t ^ ] te l  que

( p ( t ) ,  p ( t ) )  e 8h ( t ,c p ( t ) ,c p ( t ) ) p .p .  su r  t t Q, t 1 ]

(1.6)

- p ( t Q) e 3g((p(tQ)) a

Les o u t i l s  sont  maintenant  en place  pour démontrer l e  r é s u l t a t  annoncé, avec la  

d é f i n i t i o n  su ivan te  que no tr e  c o n t r a i n t e  nous amène à proposer .

D é f in i t io n  :

o

Si A e s t  un sous-ensemble de F d ' i n t é r i e u r  A ^ <j> f  e s t  d i t e  localement 

uniformément l i p s c h i t z i e n n e  sur  A (en abrégé LUL sur  A) s ' i l  e x i s t e  ri e t  

K > 0 t e l s  que

x , , x 2 €Â , lx r * 2 l  < 1 =* | f U 1) - f ( x 2 ) I < K | x , - x 2 |

Lemme 3 : (sous l e s  hypothèses H1.. .H4)

Si f  e s t  LUL sur  {f > 0} e t  sup f  < °° , a l o r s  pour t o u t  ( a , t  ) de
-k 1 

F + x F + i l  e x i s t e  a" de F + t e l  que t+x < t  , Tf( t , t+x,x)>_-ax ,

cpG $ ^ ( t , t + x , x )  ,fcp(t))> 0 e n t r a î n e n t  : sup |<p(s)| < a" . 
h  J  t<s<t+x

Preuve_du_lemme_3 :

Puisque cp ne s a tu r e  pas la  c o n t r a i n t e ,  on peut  tou jo urs  modi f i er  f  en 

une fonc t ion  localement l i p s c h i t z i e n n e  sur  F  , id en t ique  à f  dans un vois inage 

de <p(0) e t  t e l l e  que cp r e s t e  optimal pour le  nouveau problème. Comme cp e s t
A

de c l a s s e  C , l ' image  de [ t , t + x ]  par l ' a p p l i c a t i o n  (cp,cp) e s t  bornée ce qui

j o i n t  à l ' h y p o th èse  H3 (h e s t  de c l a s s e  C ) e n t r a în e  que h e s t  l i p s c h i t z i e n n e

en (x ,v )  près de cp. Le théorème de Clarke nous donne a l o r s  :
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p(s)  = (s, tp(s),<p(s)) , p ( s ) = |jj ( s , cp(s) , <p(s)) p .p .  sur  [ t , t + i ]

(1 .7)

- p ( t )  e 9f(cp(t ) ) 

d 'où pour t o u t  s e [ t , t + x ]

p(s )  e - 9f( ip(t ))  + (ü,cp(a),<p(a)) da
Jo ax

L'hypothèse  H3) e t  l ' o p t i m a l i t é  de ip donnent a lo r s

sup | p ( s ) | < a,  
t < S < t + T

(1.8)
avec a 1 = sup |9f (cp( t ) |  + C[(M+1)t1 + f(cp(t))  - Tf ( t , t + T , x ) ]

e t  f ina lement  sous l e s  hypothèses du lemme 3 :

sup | p ( s ) | < sup 19f |  + C [(M+1+a)t1 + (sup f ) +] = a9 (1 .9)
t < S < t + T  ù

(7) e t  ( H4' )  pe rmet tent  a l o r s  de conclure

sup |«J>(s) I < a" = L,.(a? ) (1.10)
t<s<t+x 1 c

Prop osi t i on  2 :

Sous l e s  hypothèses des lemmes 3 e t  4,  la  fonc t ion f^ = T f ( t , t + x , * )  e s t  LUL 

sur  {f^ > -ax}

Preuve_de_la_grogosi t ion_2 :

Montrons d ' abord la  s o u s - 1 i p s c h i t z i a n i t é  de f^ sur  ]R . So i t  x quelconque,  

<p£ $f (t,t+T,x) e t  |A| < x . Le chemin cp dé f in i  par ip(s) = <p(s) + A —  (1.11)
% 'Xj

pour s € [ t , t + x ]  v é r i f i e  tp ( t ) = ip ( t ) ,  tp(t+x) = x+X . s a t i s f a i t  to u jo urs
%

la  c o n t r a i n t e  f(<p(t)) > 0  ce qui n ' e s t  pas tou jo urs  le  cas du chemin c l a s s iq u e  

ip d é f in i  par

<p(s) = cp(s) + X (1.12)

t+T

t

<P

X x+A
cp

<p t:

X

Ci

<p

X+À

(p

tp1: t ) +à

3h3x

p( t ) e 9f («p( t ) )
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La sous-optimalité de cp , jointe à l 'optimalité de tp donne :

(x+X) - f,|(x) > I(t,t+x,cp) - I ( t ,t+Tj(p) 

et d'après H3)on a pour tout (Ç,v) , s < t 1 , 16 ^ | v |ô2 1 < 1 » 

h(s,Ç,v) - h(s,Ç+61 ,v+ô2 ) > -D ( |Ô1 | + |ô2 |) tM+1+h (s,Ç,v)]

(1.13)

où D = exp 2C(t1 )

ce qui donne, en tenant compte de H2) et en intégrant

f 1 (x+X) - f 1 (x) > -D (1+t1) [M+1+fi (llipll^)] |X| pourvu que |X| < M  a  x (1.14)

D'après les lemmes 2) et 3), si f^(x) > -ax et ipe $^(t,t+T,x) on a 

\ \ y \ \ œ  <  a'v a" d'où en posant

D' = D(1+t1) [M+1+R (a'v a")] (1.15)

f^(x+X) - f (x ) > - D' |X| dès que f-|(x) > -ax et |x| < 1 a x

on obtient le résultat demandé en échangeant x et x+X

Remarque :

Le majorant B' de sup |aTf| sur Tf > -ax dépend via a" du majorant de 

sup |3f| et sup f (cf. (9) et (10)) .

4. Le problème à n vas.

Notre objectif, rappelons-le,est d'étudier l'itération de l'opérateur T .

Avec l'idée d'approcher le problème d'optimisation à contrainte permanente le pas 

de temps x est destiné à tendre vers 0 ; nous cherchons pour un temps fini t 

(c'est-à-dire au bout de O(-) opérations) une majoration uniforme des pentes des 

chemins optimaux et des gradients des fonctions successives.

D'après la remarque du 3 , une itération mécanique des majorations conduirait 

à + «  . Nous prouverons notre résultat par un traitement local, s'appuyant sur 

les propriétés de dérivabilité p.p., conséquence de la proposition 2. Construisons 

d'abord notre itération :

f 1
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f  e s t  LUL e t  v é r i f i e  sup f  < °° , x e s t  p o s i t i f  e t  çn , n € N e s t  une 

s u i t e  de r é e l s .

s o i t  ( , - ,6 )  
n > 1 gn (x) = T9n_1 ( (n-1 )x,  nx,x) + çn s i  Ô p . ^ 0} t 4>

= - 00 sinon

On note  Fn = {gn > 0} , n > 0. La s u i t e  çn e s t  là  pour des r a i sons  techn iques 

dans l e s  c a l cu l s  des chap i t r e s  suivants. En f a i t  la  f r o n t i è r e  de la  zone de p ré ­

sence a tendance à c o n te n i r  peu d ' i n d iv id u s  e t  l e s  çn sont  là  pour s ' e n  é c a r t e r  

un peu. Pour que l ' a l g o r i t h m e  a i t  des chances de converger  vers  la  l i m i t e  a t t e n ­

due ( c f .  i n t r o d u c t io n  généra le )  i l  f a u t  néanmoins que le s  çn s o i e n t  nég l igeab les

par rappo r t  aux g c ' e s t - à - d i r e  x sup |ç | ----- > 0 . Deux cas p r inc ipaux
n n n x +0

s e r v i r o n t  : c = ç > 0 e t  - -*0 e t  ç, = - c e  t  - - > -0 .
n x n x

P ropos i t ion  3 : (sous H1.. .H4)

1) Pour t o u t  n, gn e s t  LUL sur  Fn .

2) Pour t o u t  a > 0 , t  > 0 , i l  e x i s t e  t e l s  que pour t o u t  x > 0,

to u te  s u i t e  , k e  N t e l l e  que sup < ax e t  n t e l  que nx < t 1 on a i t
k

l l 9 n L < Cl (1 . 1 7 )
g *

i i )  V x e F n sup { llcpll^ : cpe$ ( ( n - 1 ) x ,  n x . x ) }  < C2 

V x sx ' € F n | x - x ' | < x a 1 =5> |gn( x ) - g n( x ' ) | < C3 | x - x ' |

i ü )  Fn c  [ -C4 , +C4 ] ( 1 .1 9 )

E!r§yï§_de_la_grogosit ion_3 :

1) H1) e n t r a în e  fac i l ement

K l  < iif+iL + M̂+a) nT (1-20)
e t  la  LUL se prouve par récurrence  en u t i l i s a n t  la  p ro pos i t ion  2.

(1.18)

So i t g f

c 1 ,c4 t e l s  que pour t o u t  t > 0 ,

i )

to u te  s u i t e ç<
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2) i i )  e t  i i i )  - Pour prouver l ' e x i s t e n c e  de C2, on montrera l ' e x i s t e n c e  

d 'un majorant  uniforme pour le  c o e f f i c i e n t  de s o u s - 1 i p s c h i t z i a n i t é  de gn sur 

Fn e t  on u t i l i s e r a  la  d é r i v a b i l i t é  p .p .  de gn , conséquence de 1) pour montrer 

q u ' i l  majore auss i  le s  s o u s - d i f f é r e n t i e l s  correspondants .

1 0
So i t  nx < t  e t  x e F n supposé non vide .  On d é f i n i t  simultanément par

1

récu rrence  sur  k < n une s u i t e  de chemins (optimaux) cpk e C  ( [ ( k - 1) x , k x ] ) e t  

une s u i t e  de po in ts  xk v é r i f i a n t

xn=x=cpn^nT  ̂ ' xk=cpk^kx^=cpk+1 1- k<n * X0=(V ° )

g ( 1 - 2 ) )

<Pk £ $ k  ̂ ((k-1 ) x ,k x ,x k) 1<k<n

(Les 0 sont  non vides d ' ap r è s  la  p ropos i t io n  1).

Si k e s t  f i x é  e t  X v é r i f i e  gk_^(xk_,j+A) > 0 , la  s o u s -o p t im a l i t é  du chemin 

ipk ( c f .  (12)) j o i n t e  à l ' o p t i m a l i t é  de cpk donne :

g k ( x k+ x ) " 9 k ( x k^ ^  9 k - 1 ^ x k - 1 +X  ̂ “ g k-1 ^x k-1  ̂ + I ( ( k “ ‘| ) T »kx, tPk ) -  I ( ( k - 1 ) x , k x , t p k ) 

U t i l i s a n t  (13) ,  une i n t é g r a t i o n  e t  1 ' o p t i m a l i t é  de cpk on a b o u t i t  à :

9k(xk+A)' gk^xk  ̂ -  9k -1 (xk-1+A^ ' 9k-1 (xk -1 ) D [ a '"T+gk-1^xk-1^"9k(xk ^  ( 1 ,2 2 ^

où a'" = [M+1+a] .

La méthode c o n s i s t e  a l o r s  à i t é r e r  c e t t e  r e l a t i o n  pour ab o u t i r  à la  sous-  

1i p s c h i t z i a n i t é  de gn .

1er cas : La c o n t r a i n t e  n ' e s t  jamais s a tu r ée  > 0 pour to u t  k < n) . Par

c o n t i n u i t é ,  i l  e x i s t e  r  > 0 t e l  que, pour t o u t  k < n e t  ]x| < r ,  on a i t  

9k^xk+A^   ̂ * *"a ^ormu^e (22)» va la b le  pour t o u t  k < n donne par add i t ion  :

9n (x+X) - gn (x) > f (xq+x) - f ( x Q) - |X|D [a'" nx + f ( x Q) - g n ( x ) ]

La LUL de f  e n t r a în e  a l o r s  l ' e x i s t e n c e  de K e t  r Q t e l s  que 
1

nx < t  , |X| < r QAr  e t  9n (x) > 0 e n t r a î n e n t

i i

> 0 pour t o u t  k < n) . Par
K
.(> k
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gn (x+X) - gn (x) > - |X| [K + D (a'" t 1 + \ \ f + \ \ J ]  = - ^  |X| (1.23)

2ème cas : On sature la contrainte au moins une fois. On pose 

j = sup {k<n : g^  ̂ (x^ = 0} . Par continuité il existe r tel que j<k<n 

et |X| < r entraînent g^(x |<,+X) > 0. Par addition de (22) on obtient

9n (x+A)-gn (x) > g j (xj + X ) - 9j(Xj) - |X|D [a,H (n-j)x + g^(x )-gp (x)]

x. étant l'extrémité de tp. qui sature la contrainte en x._, , (5) et (14)
J J J '

donnent

gj(Xj+A) -  9 j ( x . )  > -D (1+t1) [M+1+fi (a')] j A | = -  K2 | A | pour j A | < 1 a t

De (20) et 9n (x) > 0  on tire finalement pour | A j < 1 a t a  r

gn (x+A) - gn (x) > - [K2 + D((M+a+a‘" )t1 + ||f+ ||j] |A| = - K3 |x| (1.24)

En rapprochant (23) et (24), on a trouvé (ne dépendant que de f,a,t ) 

et r' (dépendant de f,n,r,x) tel que les conditions |A| < r', nr < t , 

gn (x) > 0 entraînent :

9n (x+A) - gn (x) > - |A| K4 (1.25)

o

D'après le 1°, gn est dérivable p.p. sur Fn . Si g ^ x )  ^ 0 , en prenant x

du signe opposé à g ^ x )  et en faisant tendre X vers 0 dans (25) on obtient

|g^(x ) J < , a fortiori vrai si g ^ x )  = 0. D'après la définition du gradient
O

généralité, on a donc, pour tout x de Fn

sup |3gn (x)| < K4 (1.26)

Pour la majoration de 1 1 % IL il suffit de revenir à (5), (9), (10) pour conclure

* contrainte saturée : 11*Pn 11oo 1  a '

* contrainte non saturée :

l l P „ I L  < K4 + C t l | f + I L  + (2M+2a+1)t1 ] = K5 =* | | i n | |œ < L, (K5 )

d'où l'existence de C2 , puis de C3 d'après la formule (14). Ceci termine la 

démonstration de ii).

KM\ < K

En rapprochant (23) et (24), on a trouvé K'4
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iii) Fq est compact par hypothèse, et de plus avec les notations de ii) on

a pour tout n > 1 et tout x de F

et donc

n

n fkx
x = ip-. (0) • + £

1 k=1 ( k - 1 ) t  

1

<i>k (s) ds

x| < sup |y| t  C- t  

‘  *eFo

5. Résultat annexe :

On note, pour tQ < t 1 , x q ,x 1 quelconques, (sous les hypothèses H1...H4) 

ï (t0 >ti >xo ’x i) = inf i K t ^ t ^ t p )  : ip(tQ ) = xQ , (p(tj) = X l )

|$| (tQ ,t1 ,x0 ,x1) = sup { \ \ v \ \ œ  : ip€$(t0 ,t1 ,x0 ,x1)}

Nous aurons besoin, dans l'étude du modèle, du résultat annexe suivant : 

Proposition 4 :

1 1 
Pour tous y,d,t > 0, il existe ô ^ y . d )  et ¿^(yjd.t ) > 0 tels que pour

tous t,x,A,xo ,x^ les conditions |X| _< dx et |$| (t,t+x,xQ ,x^) < y entraînent

1) I (t,t+x,xQ+X,x^) < I (t,t+x,xQ ,x1) + Ô1 |X|

2) |$| (t,t+x,xQ+X,x1) < ô2 > si t+x < t 1

Preuve_de_la_grogosltlon_4 :

-  1Posons xQ = d |X| et si tp e $(t,t+x,xo ,x^ ) soit cp le chemin défini par

cp(s) = M t + x  ) - x -X) + x0 + A pour t < s < t+xQ
o

<p(s) = cp(s) pour t+xQ < s < t+x

Xo+À

X
1

T

T
O

X
u

V

To

s-t
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La non-op t i mal i t é  de tp e t  l ' o p t i m a l i t é  de <p donnent :

I  ( t , t + T , X Q+ A , X 1 ) < I  ( t , t + T , X Q , X 1 ) -  I  ( t , t + T 0 ,(p) + I  ( t  » t + T Q jCp)

ip(t+T )-x -A
H1) donne I ( t , t + T o ,<p) > -Mtq e t  H2) donne I ( t , t + T0,(p) < t q Fi ( | -------------------1)

o
D'après  l e s  hypothèses e t  l ' i n é g a l i t é  év iden te

I cp ( t +T0 ) - xq-A| < |cp(t+xQ) - ip( t ) | + | A| < (y+d) tq 

on peut  é c r i r e

I ( t , t + T , x o+A,x1) - I ( t , t + T , x o , x 1) < [M+R(y+d)] t q = d"1 [M+fi(y+d)] |A|

Les cond i t io ns  de l ' énoncé  p la cen t  ( t , t + T , x0+A,x^) dans l ' ensemble

1 1A,| (y+d) n Ag(Y+dÔ,jt ) n A ^ ( t  ) e t  on termine grâce au lemme 1 .
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Il s'agit du modèle de croissance de population introduit dans [6], c'est-à- 

dire une suite de processus de branchement spatiaux, indexée par un paramètre 

d'échelle e , mais avec en plus une population initiale de taille exponentielle 

réglée par une fonction f . M est l'ensemble des mesures de Radon positives 

sur F  ; M , ensemble des mesures ponctuelles finies (sommes finies de masses de 

Dirac) est borélien pour la topologie vague. On le munit de la tribu trace notée 

8(M) .

+ 0 0

Soit U = E N n et si u = € U  on note |u| = n , f(u) = j.....jn ,  .

n=0 1 n 1 n-i
Grâce à [5] , on peut construire (cf. [6] chap. I) un espace probabilisable 

(fi,I) d'arbres to marqués par M (la marque v u en un noeud u de w repré­

sentant les positions des enfants de u). Pour u e U  on définit le sous-ensemble

fi de fi des arbres admettant u comme noeud et sur fi,, les v.a. v (v, est u u u <p

noté v ) , 0 U (arbre translaté en u) , a(u) (position associée au noeud u) 

et s(u) = ( a  o  fn" 1(u),...,a0 f(u),a(u)). Pour tout n , on note *n (w) l'en­

semble des noeuds de co de longueur n, Fn la tribu engendrée par les fiu 

tels que |u| < n et les v u tels que |u| < n , et

c" ' u€z Z" = u£z ^n n

Soit Pt v ,(t,x)e F. x F  une famille mesurable de lois sur (M,B(M)) . Pour
t  )  A  *

tout (e,x) de F  x F  on note S l'application de K ( F )  dans lui-même
* £ ) X

définie par S g(z) = g(x+ez) et pour tout k de N  , pF l'image de
£  5 X K j X

P. par S . Pour tout e , la proposition 1 de [6] permet de construire
K e , X  G 9 X

une famille P^ x , ( k , x ) e N x F  de lois sur (fi,I) telle que l'image de P^ x

par v soit pf et pour tout n, conditionnellement à F , les v.a. 
k % x n

§ II - PRESENTATION DU MODELE :

e u (ue zn ) sont indépendantes et de lois respectives

Il s ' a g i t

n £
UfcZn

6 j(u)
z
'n

y

uez
n

s
5 ( U
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Pa(u) 0Ù ~° e s t  d é f in i e  Par = ( k »x )» o(u) = (k+|u | , a ( u ) )  s i  uj  ̂ <i>

On suppose que pour t o u t  ( t , x ) ,  p. a une espérance notée u* v e t  que pour
T» jX t jX

t o u t  ( 0 , V)

L ( t , x , e )  = Log e 6^ ut  Y(dç) , h ( t , x , v )  = sup 0v -  L ( t , x , 6 )  (2 .1)  
t , x  e

sont  f i n i e s  (donc l ' enve lo ppe  convexe du support  de x e s t  ]R). Pk x a 

a l o r s  une espérance notée £Q(k,x,*)  dont la  log-Laplace ^L e t  la  t ransformée

de Cramer H v é r i f i e n t
e

L(k ,x ,0 )  = L(ke,x ,e0)  , H(k,x,v)  = h(ke ,x ,  - )  (2 .2 )
£ c e

On suppose données une fonc t ion  f  , LUL sur  son domaine compact de p o s i t i v i t é  

Fq ( c f .  I ) ,  deux fo nc t ions  de ]R+ dans ]R+ , r Q e t  s^ v é r i f i a n t  quand e tend 

vers  0

lim r Q(e) = lira S j( e )  = 0  e t  lim e~1 r Q(e) = lim e~1 s ^ e )  = +<» (2 .3)

e t  une f a m i l l e  tt̂  d 'é léments  de M , à support  dans F , t e l l e  que pour t o u t  e 

e t  x e F 0

|e  Log ir® ( i r  (x ) )  - f 0 (x ) |  < s , ( e )  (2 .4 )

où pour r  p o s i t i f  Ar (x) désigne l ' i n t e r v a l l e  [x - r ,x + r ]

Tous le s  éléments sont  maintenant en place pour la  co n s t ru c t io n  de la  f a m i l l e  

de processus de branchements spa t i aux .

°o

So i t  fi = Z fin l 'ensemble  des réunions f i n i e s  d ' a r b r e s  s p a t i au x ,  muni de la  
1

t r i b u  I t r a ç a n t  I Bn sur  fin . Toutes le s  v . a .  d é f i n i e s  su r  fi s ' é t e n d e n t  de 

manière n a t u r e l l e  à fi , on le s  note ra  avec l e  s igne . Pour t o u t  e on 

note  Pe la  p r o b a b i l i t é  sur  f i , I  correspondant  à la  su p e r pos i t ion  d ' a r b r e s  

spa t i aux  a l é a t o i r e s  indépendants ,  ayant  pour p o s i t io n s  i n i t i a l e s  l e s  po in t s  chargés  

par tt̂  e t  de l o i s  le s  P^ x correspondants .  Dans ces c o n d i t io n s ,  pour t o u t  n, 

la  v . a .  çn e s t  une somme de v . a .  indépendantes du type çn .

Enfin on note  çf  = ç
[-]e

a(<¡>)

I e Log 71q (/
r o

sont  f i n i e s  (donc l ' enve lo ppe  convexe du support  de Mt , x
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On montre ici que la limite de e  Log Ee (Ar (x )) est TfQ (0,t,x). La 

minoration en 1 est une adaptation, au cas de population initiale, de la propo­

sition de [6]. La majoration en 2 est plus complexe. De façon générale on 

cherche à majorer des Eçn (A) avec A borélien de ]R . Grâce à une renormali­

sation on peut utiliser les techniques de grandes déviations pour les chaînes 

(sous)-markoviennes. Il est bien connu ([1], [8]) que les ensembles adéquats 

pour la majoration de la probabilité sont liés aux ensembles de niveau de la
n  — 1

fonctionnelle I. Il faut donc inclure F  x A  dans un ensemble de niveau 

bien choisi. Comme les 2 énoncés classiques ([1], [8]) ne sont pas directement 

applicables, on établit une proposition (dite technique), voisine, avec une démons­

tration plus simple faite en appendice. Elle nous servira aussi dans le IV 

pour trouver, par récurrence une majoration d'espérance pour des généalogies 

contraintes, clé de la majoration finale d e e  Log grâce à l'inégalité de 

Markov.

1. Minoration .

Proposition 5 :

Si h vérifie H1...H4 et

[H5] h est de classe en v et il existe h^ décroissante de F +

dans F *  telle que

v(t,x) |v| < r M j  (t,x,v ) > h? (r)
3v

1 + 1 alors pour tout (x,t ) e F  x , il existe a > 0 tel que pour tout t < t

1im e Log Ee

e-K)_
r> a /et

Er®yï®_̂§_lÊ_B!T2D2§lîl2!3_§ :

On part de l'inégalité suivante valable pour tout xQ e F q

Ç
e
t

§ III - RESULTATS ASYMPTOTIQUES SUR L 1ESPERANCE DU PROCESSUS.

(Ar (x)) > T fQ (0,t,x) (3.1)e
t

grâce à l'inégalité det
.e
t

en v et il existe décroissante de F +C
.2
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E£ ( A r ( x ) )  > U  t (A (x) ) 7T (dy) 
tt] r

( 3 . 2 )

D'après les  formules (4 .9)  e t  (4.11) p. 23 de [ 6  ] on a pour tout y  , l ' e x i s t e n c e  

de a  ( f i x e )  e t  de 6 ( e )  tendant vers 0 avec e t e l s  que pour tout tp v é r i f i a n t  

cp(t) = x / ||cp|| œ < y  e t  tout r > o / t e  , on a i t  :

Y O y

Soit  cp e $ ( 0 , t , x )  ( c  <î>(0 , t,tp ( 0 ) , x ) )  e t  avec les  notations de I.  5 , s o i t

6  ̂ et <$2 telles que les relations |y-cpx (0) I < 9(0,t,y,x)

entraînent

Il s u f f i t  alors  pour conclure d'appliquer (2 .3)  e t  (2 .4)  .

2. Majoration :

Nous é ta b l i s s o n s ,  après l 'énoncé de la proposit ion technique,  une majoration 

en temps réel (avec e )  pour un ensemble de niveau, qui s er t  à obtenir la majoration 

proposée pour Ee et  prépare c e l l e s  du IV.

On rappelle ( [ 6 ] ,  II) qu'un noyau e s t  une fonction de H x R  x 8(]R) dans ]R+, 

t e l l e  que Q(i ,*,A) s o i t  mesurable e t  Q( i ,x ,* )  s o i t  une mesure f i n i e .  Il e s t  

d i t  markovien (resp. sous-markovien) s i  pour tout ( i , x )  on a Q(i,x,]R )=1(resp.<1).  

On d é f i n i t  sur F la mesure Qk( i , x , * )  par

E0,cp(0)
(Ar (x))  > 2 exp - - [ l (0, t ,cp)  ( 1 + ô ( e ) ) + ô ( e ) ] (3 .3)

f

\/
y  = |$|  (0,t,cp ( 0 ) , x ) .  Dans ces condit ions ,  d'après la proposit ion 4,  i l  e x i s t e

I (0,t,cp) < I (0,t,cpx ) + ô1 rQ( e ) e t  ||^|| ^ < <$2

V

En prenant xQ = cp (0) dans (3.2) e t  en appliquant (3.3) aux cp précédents (qui t te  

à remplacer y par ô2 ) on obt ient pour r (e) < t  e t  r > o / ë ï

r o
i (X 0

)

■eE
o , y

E£ Ç
£
t (Ar >

1
2 TT

0 U
0

(tf
X
(o: ) ) exp - 1

{(I ><p
K + «1 r

o ( 1 + 6 )  +  <5}

Qk(i
Í

J
JFi k

g 9 • • • 5*k> Q( i .x .dy |) Q(i+1 y!»dy2) •  •  • Q(i+k-1,y k-1 >dyk') ( 3 . 4 )

E:£ £
tÇÎ

o

Ç t
£

r
(c ( e ) < t , epe $(0,t,y9x)

) )
e

O,,t

t
e
t et prépare celles du IV.

x,(
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Soit Q° un noyau sous-markovien, et Q? , (i,y) e H  x F  la famille corres-

n o o
pondante de sous-probabilités sur F  . On note L sa log-Laplace et H sa

duale de Legendre (supposées définies partout). On suppose qu'il existe L°

(qu'on peut supposer paire et positive) telle que pour tout 9 de F

sup L°(j,x,e) < C° (0) (3.5)
, x e F

0 - 0  *On note H la duale de L . Soit k,q GIM , n=kq , £, , u e F

S°(u) = j ü £ F n : L  k H° ( r k , ^ ,  J U (r+1)k-*rk»  > ”} (3.6)

★
et pour 0 r < q-1 , y £  F +

B.. = Î K F n : sup |A_-A . | < y I* (3.7)
1 rk<s<(r+1)k s rK J

Proposition technique :

r

Alors, les conditions uQ > q , u < uQ entraînent :

q-1 r a 6u ->
Q° (0,£ , 5°(u) n n B ) < exp J- i ™  + q Log - ? \  (3.8)
n 0 r=0 *• 1 + A  q J

Qn (0’V  ^  4q exp " k y° (2 k } (3'9)

où A = sup ( l H°  ’u) - H° (i >y>u ) l • |i.j| < k , |y—y 11 < y , u 6 F 1 (3.10) 
1 1+H (i,y,u) “  J

□

La démonstration de cette proposition est reportée au paragraphe VII. Grâce à 

l'hypothèse H1, une renormalisation de toutes les espérances permet de ramener notre 

problème au cas sous-markovien précédent.

Proposition 6 :

Soit Z Q  €  F  , tQ , t 1 ,e,n»T e  F + , iQ , k , q , n e N  vérifiant e < j ] <  x < t^-tQ

t =i e , n = ke , x=qn , n=kq. Si i , e F n , on note ^  la ligne brisée ayant

pour sommets les points (to+jn,£kj.) pour 0 < j < q et si u e F  , on pose

H(u) = e F n : I(to ,to+x,£n ) > u} . (3.11)

je

Qn ( M 0 »
Q-1

u

r=0
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Alors, si h vérifie H1,H2,H3, pour tous K, uQ de F + les conditions

<5 = (2K+1)n D < 1 (cf. 1.13), u < u ,e < Mn entraînent

6 u
E? . Z (H(u)) < exp — -— * |_u + 3(St (m + 1 ) + ‘T T  Log 
V £o n “  e( 1 + 6) 1 n ex j

( 3 . 1 2 )

+ exp -- -— 5 Î4Mt - nh(K) + 4e Log — 1
e( 1+6)  ̂ ' n J

- % M4-1ou u„ = u^ + Mt .o o

!?!r?yy§_d§_l®_E!T2B2§l£i2[!_§ :

Fixons e,n»T,y vérifiant 0 < e < n < t et y > 0. D'après H 1 (cf. [ 6  ] II,

Rem.2) le noyau Q° = e -*̂ (£Q) est sous-markovien. Comme pour tout A e B ( l R )  

on a

EV l o Z" ‘ A) = ( e Q ) "  <1o’ l ° ,A) = e " M ° "  ( 1 ° ’ V A >  <3' 13)

on peut appliquer la proposition technique. Les formules de passage sont (cf. 2.2) 

L°(i,*,0) = L(ie,• ,e0)-M , H°(i,«,u) = h(ie,*, ^)+M , H° (•)= M+h ( ' - )

D'après H3 (cf. 1.13) on a , si y +.n<_ 1

sup {*'h(N + n h ( t ! y ! ù i y,,U)| ; < n.ly-y11 < y , u e  ]R} < D(y+n )

On suppose désormais A= D(y+n) < 1 (et iQ =0 pour simplifier). Pour r < q 

l'inégalité rn < t < (r+1)n entraîne k | < y  pour £ G B r , donc (cf.1.13)

M+h(t,£n (t),Ân (t)) < A +  (1+A) H°(r,£r k , J (£ (r+i ) k ' V k ^  

ce qui permet de conclure par intégration :

(=(u) n n B ) c  (h° n n B ) (3.14)
r<q r e U + A ;  r<q r

Les conditions de la proposition 6 entraînent

'X, %

U+(M-A)t / U0 . U0 v T
ETuâT  i 7 et T - n

Si on pose y = 2Kn et <5=A , les formules (3.8), (3.13), (3.14) et A < 1 per­

mettent d'affirmer

ru+(M_A)t'
Ü Â T

n n B )
r<Q

(3 .14)

l ' i n é g a l i t é  rn < t  < (r+1)n entraîne l«n, t)-lVk

sup 1 h ( t , . y , u ) - h ( t ‘ ,.y' ,u)  [
M+1+h(t,y,u) ; I t - t 1
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. Z (=(u) n  fl 8 ) < exp -----!— * ( - u  * 3<5t (M+1)+ ^  Log
° ’l0 " r<q ~  E(1+S)2 t 1 J

De même (3 .9)  e t  (3.13) e n t r a î n e n t  :

Eo 8 Zn ( U Br } < exP 1 p ( 4Mt - h (K) + Log 
0,Jio n r<q r  _  e(1+ô) 1 " n J

Cet te  double majora t ion  ne dépend pas de la  condi t ion  i n i t i a l e  donc, d ' a p r è s  

la p r o p r i é t é  de Markov, vaut  pour t  quelconque.  Ceci termine la preuve.  0

Passons maintenant  à l ' énoncé  f i n a l  de ce paragraphe.

Propos i t ion 7 :

Si h v é r i f i e  H 1 , . . . ,H 3  e t  s i  r ( e )  tend vers 0 avec e on a pour tous

t , x

TTm e Log Ee ç j  ( A j x ) )  < T f  ( 0 , t , x )  (3.15)
e+0 t  r  -  o

Eir§yyê_d§_lÊ_B!r2B2§lîi2!3_Z :

Notons q u ' e l l e  s e r v i r a  de modèle pour l e  paragraphe su ivan t .

Comme d = diam F e s t  f i n i  i l  e x i s t e  un recouvrement de F„ en i n t e r v a l l e s
o o  o

I .  ce n t r és  sur  Y -^ F q  > de diamètre 2 r Q(e) , j  = 1 , . . . ,  # Q(e) avec 
 ̂ 3

# 0 (e) r Q(e) < dQ (3.16)

On a évidemment, pour to u t  AeB ( R)

Ee d ( A )  < E TT^I.)  sup {En r (A) ; y e  I .}  (3.17)

~  j < # 0
e t  pour y quelconque,  s i  S > sup {T f Q( 0 , t , z )  : zçA } , avec l e s  no ta t io ns  de 

la p r opo s i t io n  6 e t  t  = x on a :

Eo,y ^ (A) < Eo,y (Zn <3-18>

La s u i t e  c o n s i s t e  à app l iq ue r  (2.4)  e t  la  p rop os i t ion  6.

Pour t o u t  0 < 6 <  1 e t  y e  Fq on a d ' ap r è s  (2 .4)

E
■ E 

0 £T

6
%
uiÜ

4e Log
4t ]
n

( 3 . 18)(H : fo (y )).
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f  (y)+y
e Log <  (A (y)) < f  (y) + s .  (e) < -2------ <2- (3.19)

0 r o "  0 ' ( 1+ « r

où on a posé

Yq = 4 S l (e) + 36 \\f+0 \\œ  (3.20)

Pour t o u t  y e Fq on a f  (y)-S < uQ = l l f ^ L  + |S|  . Si Dq majore la  constan te  

de Lipsc h i t z  de f  , on peut  é c r i r e  pour r Q (donc e) assez  p e t i t  e t  e < Mn 

d ' ap r è s  (3.19) e t  la  p ro pos i t io n  6

6 ÎÎ ri
Ee d ( A )  < #  exp ------— * «fsup T f  ( 0 , t , - )  + D r  + Yn + 3ôt ( M + 1 ) + ^  Log — p - j

t  _  0 e( 1+6) 1 A 0 o o o  n et J

(3.21)

+ # 0  6XP ¡ ( 1 + 6 ?  {4M t_ n- (K) + 4£ L° 9 ^  + ^ 0 ° °  + Y0}

x e t  t  sont  maintenant  f i x é s .  On c h o i s i t  A = Ar (x ) ,  D̂  un majorant de la 

constan te  de L ipsc h i t z  de T f Q( 0 , t , * )  au vois inage de x (p o s s ib le  d ' a p r è s  une 

a dap ta t i on  t r è s  simple de la  p ro pos i t io n  2) e t

Di = V  Hf X  v lT f o ( 0 > t ,x ) |  V D0

Dans la  formule (3.21) , on peut remplacer sup T f . ( 0 , t , * )  par T f  (0 , t , x ) + D r
A o o

ce qui rapproche de la conclus ion.

Supposons pour l ' i n s t a n t  r  < 1 (ce qui e n t r a în e  uo < 3 Dj + Mt). On 

c h o i s i t  n en fonc t ion  de e t e l  que

e «  n «  1 (3 .22)

puis  K t e l  que n h(K) = 3 Dj + 4 Mt = D!j ce qui e n t r a în e  d ' a p r è s  [H2]

6 «  1 «  K (3.23)

4t
e t  4e Log — < D!j pour e assez  p e t i t

On a désormais

4 Mt - n h(K) + 4e Log ~  + | | f+| |  < -D' 1 < T f Q( 0 , t , x )

e t  par conséquent
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Ee çf(A (x)) < 2 #  exp -- -— * (î f (0,t,x)+D'(r+r )+y +3(M+1)tô + —  Log
u r u e ( 1 + ô )   ̂ ^ J

Pour conclure, il faut outre (3.22), (3.23) utiliser (3.16) et (2.3) qui nous 

assure que e Log (2 #  ) tend vers 0 . 0

Les propositions 6 et 7 sont à rapprocher du théorème 2 de [6] qui, avec 

l'inégalité de Markov, permet d'aboutir à la conclusion suivante.

Corollaire :

Dans le cas d'un seul ancêtre en x q (fQ (x0 ) = 0 , Fq = (xQ }) et sous les 

hypothèses du théorème 2 de [6] , pour tout (t,xQ ,x^) de ]R+ x ]R2 s'il existe 

cp€ $(0,t,xQ ,x1 ) vérifiant

inf h(ke,cp(ke) , - (tp(k+1)e - cp(ke))) > 0 (3.24)
k f e

0<ke*<t-e 

(hypothèse de sous-criticité),

il existe a  positif tel que

lim e Log P^ (ç . (A ,-(x)) > 0) = lim e Log E^ (ç (A ,-(x)) = -1(0,t,x ,x)
e->0 ° ’xo [-] a/£ £+0 ° ’xo [-] 0/e 0

£ £

(3.25)

6 D " n

et
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On se propose de préciser, dans le modèle t-approché, la description asympto-
“ p C

tique de çr; . On caractérise ici la zone "désertique" (F . ) et on majore

V  [x ]en probabilité e Log ç, (A (x )) pour x eF . par g . (x) (à un facteur
r ip m

p -- > 1 près). Nous utiliserons pour cette démonstration un lemme inspiré de
£+0

III sur la majoration d'espérances de trajectoires contraintes.

1. Majoration d'espérances contraintes :

x est un pas de temps et ç positif. On considère avec f définie au II 

l'algorithme (cf. 1.16).

J>1 9j = T 9j_1 ((j-1)T, jx,*) + ç sur {gj_  ̂ > 0}jî 4 (4.0)

= - oo sinon.

On note toujours F. = {g. > 0} j > 1
J J

Comme d'habitude x = ne . Posons pour j > 1 et A borélien de ]R 

-j(A) = { A € F jn : £j n e A  ,V 0 < i < j-1 , li n e F. }

(4.1)

et Nj(A) - Zjn (Hj(A))

p
Les 2 cas traités seront A = (F.) et A = A (x) .

J r

(On s'intéresse toujours aux généalogies aboutissant soit près de x si x 

est dans la zone de présence, soit dans la zone d'absence, mais dans les 2 cas la 

contrainte concerne les étapes précédentes, qui toutes doivent correspondre à 

une situation de présence).

Lemme 4 :

i
Pour tout t ,e, il existe x,ô,ç,y dépendant de e vérifiant : (cf. 3.20, 

pour yo )

§ IV -  MAJORATION DE EN PROBABILITE.Ç
e

t

go fo



1 5 9

1 »  T »  £ Log , £ «  6 «  T , £ «  ç «  T , Y - y0 »  £ (4.2)

1
t e l s  que c «  r  «  t  e n t r a î n e ,  pour t o u t  j  t e l  que j r  < t

Ee (F^) < exp -----1— {y -JY> (4.3)
3 ~  e ( 1 +6) °

Ee (A ( x ) n F . )  < exp — ------ « {g.(x)+y - jy}  (4 .4)
r  J £(1+6) J 0

?!T§yY§_dy_le™)e_4 :

El l e  se f a i t  par  récurrence  en r ep ren an t ,  à peu de choses près l e s  idées de la

propos i t ion  7 e t  en app l iquan t  le s  r é s u l t a t s  d 'u n i fo rm i té  du I .  Supposons ■*

majoré par 1. D'après (1.19) on peut procéder à un recouvrement de F._,  en
J i

#  i n t e r v .  1̂  de diamètre 2 r .  Avec le s  n o ta t ions  de I I ,  on o b t i e n t  en 

cond i t ionnan t  par  F ( j _ i ) n (v o i r  auss i  [6])

Ê (A) = i<# E\ e z  1 = ' (Ii nF1 1 ) i si“) ) E( j - 1 ) n . o ( u ) W - ) - A)
- * J  ue ( j - 1 ) n  j-1  1 J_1

IF 1 <4 -5 )
' ( j -1  )n-*

Mais s ( u ) € H '  ( I . n F . J  =5> a ( u ) e l . n F . _ 1 e t  vu le s  p r o p r ié t é s  des 0 on a 
J I J J ■

E( M ) n , o ( u )  I F( j - , ) n ]  < y| ^ nF _ E( : - , ) „ , y  <«•«>
T J 1

-S

j- *

e t  donc d ' a p r è s  (4 .5 )

Eb N. (A) < z a .  E N. . ( I • n F. J  (4 .7)
“ i<#._1 1 J"1 1 J'1

e t  a .  se majore à l ' a i d e  de l a  p ro pos i t ion  6 comme dans la  preuve de la  propo-
J

s i t i o n  7.

D'après la  p ropos i t ion  3, s o i t  D-j majorant  (uniforme en j , x  t e l s  que

jx  < t  ) à la  f o i s  | | g i | |oo e t  la  cons tan te  de L ipsch i tz  de g. sur  F. .
J 00 J J

Pour y e F -  . , s i  S > sup g t ( z )  on a 
J " '  "  zeA 3

E( M ) n , y («n(A)) < E( j - 1 ) n , y ( = ( S M ( W - ^ »  (+•«)

e t  pour y e l . j  on a grâce à (1.18)

1
e

E(j-1)n,a(u) [ ç’n(0u(• ) n
, ( a :

déf
a

i
(4 .6).A) sup

•yei,
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g. , ( y . )  - sup g t ( z )  - D1 r + ç< g. , (y )  - a+ç < D^+t' = u
J - l  I ,cf l  J 1 — J I — 1zeA J ' J ' déf

d'où si  (4 .4)  e s t  vraie à l 'ordre j - 1 ,  d'après la proposit ion 6 on a

a i £e Nj - ,  < * ,  * « 2

1 r à. ^ ^
où e- = exp --------- * «Uup g t ( x ' )  - ç  + D*r  + y - (j-1)y+3(M+1)ôt+ Log ■ >

1 e ( 1+6) lx'eA J 1 0  n ex J
(4 .9)

_  i
avec u = u + Mto o

e t  e 9 = exp ------— * {4Mx -nh (K)  + 4e Log — + D, + y - (j-1 )y} (4.10)
ù e ( 1+6) = n 1 0

4 1
On c h o i s i t  e Log - «  n , n h(K) = 3 0 , +  4Mt , e te l  que e < e entraîne

1 0 — I 0 0

4e Log -p- < , e t  on peut affirmer que si  ç < x < on a :

4Mx - n h( K) + 4e Log — + D- < -D1 < sup g t ( x ' )  - ç (4.11)
n 1 -  1 -  x . eA J

ce qui entraîne

»,  ( I ^ F j . , )  < 2 e ,  ( 4 . 12 )

e t  la majoration e s t  indépendante de i . (4 .7)  donne alors

Ee N -(A) < 2 , e,  (4.13)
j-1 "1

1 D\
e t  d'après (1 .1 9) ,  i l  e x i s t e  Dj te l  que jx <t entraîne # .  < ~ d'où

e D1 e 1
E N j ( A) < - i p l  (4.14)

En notant que si  r < ta  1

A = A (x ) n  F . entraîne grâce à (1.18) sup g t ( x ' )  < g . (x )  + D,r
x'eA J ~  J 1

C "t“
A = F. entraîne sup g . ( x ' )  = 0 

J x 'eA J

on peut écr ire  pour j >_ 0

(E£N.(F^)) v { ( e x p --------1 - «  g (x))  EeN. ( A  (x) n F . ) \< exp -----,  ( y  - jy )  (4.15)
J J 1 e( 1 +6) J J r 3 e( 1+6) 0

a 6 Un  DJ
où y = ç-ç'  , ç ' = 2  D. (rv  r )+3(M+1)ôx + —  Log — —+ 4e Log (4.16)1 0  ri J ex rAr

0

e 1 + e 2<
J - l

n F(I
i

a.
i j-1

NE-e

15)
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(car pour j=0 notre hypothèse de récurrence est vraie grâce à (3.20))

Il suffit alors de choisir 1 »  t »  s^(e)vKri et ç=ç'+y0+ô , y=y0+6 (4.17) 

ce qui donne

ç' «  t grâce à (4.2) , e «  r «  t, et (4.10)^

Yq «  t grâce à (3.20) et (4.17) 

6 «  tgrâce à (4.17) 

e  «  y -  y Q  =  & grâce à (4.10)

}

Remarque :

Le découpage de [0,x] en intervalle de taille n rend le calcul long mais
Y

semble incontournable car avec la méthode utilisée, prendre t = n empêcherait 

d'être borné et donc - de l'être. B
T

2. Résultat principal : majoration en probabilité :

Proposition 8 :

Pour tout t , e ,  il existe T , ç , p  dépendant de e , vérifiant

1 »  t  » e L o g  i ■ , e «  ç «  t  , e «  1-p «  x (4.18)

tels que e «  r «  t entraîne

lim sup Pe (ç£ (F tc ) > 1) = 0 (4.19)

t<t1 
t erN

lim sup P"" ( e  Log (Ar (x)) > p g_ + _(x)) = 0 (4.20)

t<t1 
xeF

t<t1 [ï ]

tS]

Er§yï§_d§_l§_BC222§lîl2G_§ :

Posons [-] = k , r = ne
T

On a facilement

I I suffit ( 4 . 1 7 )

=5> Ç « T

e «

T

I o

£->0

£+0 ,tet N
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k

i ^ t  (Fk) > 1> c  .U { W  > 1}

(Les généalogies des ind ividus  de ont  q u i t t é  l e s  zones de présence - l e s  F. 

pour la  première f o i s  au plus t a rd  à l ' i n s t a n t  k-1) .  Appliquant  l ' i n é g a l i t é  

de Markov, i l  v ie n t

k
Pe U t e (Fk) > D < E e£ Nj ( Fj)

J 1
-1 2

Prenant  t , ô, ç , y comme dans le  lemme e t  posant  p = (1+ô) on a grâce  au

lemme : / \
e-pÎTV 

p- <4 (rk) > n <
1

De même on peut  é c r i r e ,  s i  a |<(x ) = exP "

k-1
{Çt (Ar ( x ) n F k) > ak( x ) } c { N k (Ar ( x ) n F k ) > a k(x ) } u  U {N. (Fj )  > 1}

J 1

e t  tou jo urs  grâce à l ' i n é g a l i t é  de Markov :

Pe (Ar ( x ) n F k) > ak( x »  < - 4 ^  E^ Nk (Ar ( x ) n F k ) * j ’ Ee N ^ )
K 1 — I

e t  tou jou r s  grâce au lemme :
( y - y 0 )

P£ < 4  (Ar ( x ) n F k) > a k( x ) ) < ! - . -^ -

On termine avec (4.17) . □

Remarque f i n a l e  :

Comme i l  a é t é  p réc i sé  dans l ' i n t r o d u c t i o n ,  i l  r e s t e  à é t u d i e r  la  minorat ion 

en p r o b a b i l i t é  de e Log dans la  zone de présence e t  à montrer la  convergence 

de l ' a l g o r i t h m e  vers  une l i m i t e ,  c ' e s t - à - d i r e  remplacer la  c o n t r a i n t e  s é q u e n t i e l l e  

par une c o n t r a i n t e  permanente. Ce sera  f a i t  dans nos prochains a r t i c l e s .

en p r o b a b i l i t é  de e Log .e
’t

1-e -py /e

e" p

(ç
e

k- 1

p 9k (x)

1-e -py/e
e

il
e

(Les généalogies des ind ividus  de F•c
k
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§ V - APPENDICE : PREUVE DE LA PROPOSITION TECHNIQUE.

Enonçons to u t  d ' abord  un lemme qui s e r v i r a  deux f o i s  dans la  démonstra tion 

de la  p ro p o s i t io n .

Lemme T :

k o
So i t  k > 1 , x e F  e t  B bo ré l i en  de ]R . On suppose q u ' i l  e x i s t e  l

p
de ]R dans F t e l l e  que pour t o u t  06 F , la  condi t ion (x ^ , . . .  »x^) 6 B 

e n t r a în e  G0 ( s , x s ,9) < £° (xQ,0) pour to u t  s t e l  que 0 _< s < k-1) (T1)

Alors pour t o u t  v £ ]R on a : ( c f .  3 .4)

Q° (0,x ,B n (x. > x + kv}) < exp - {k sup [Av - Z° (x  , A)]} (T2) 
k o  k -  o -  o

Q? (0,x ,B n {x. < x n + kv}) < exp - {k sup [+Av - £°(x ,A)]} (T3) 3 
k o  k -  o -  Â 0 o

Démonstration re po r tée  en f i n  de paragraphe.

Démonstrat ion_de_la_grogosi t i on_technigue : On suppose u > 0 le  cas u < 0 e s t  

év id en t .

L ' e s p r i t  de la  méthode e s t  c l a s s iq u e  ( [13,  [8] )  . On a séparé  l e s  t r a j e c t o i r e s

r é a l i s a n t  H(u) en 2 groupes selon que sur  le s  t ranches  de durée k e l l e s  ont

ou non e f f e c t u é  des excurs ions  d ' au  plus y  .

q-1
1) Majorat ion de Q>, = Q ( n B n H (u)) . Posons z = x e t  X la

1 0iJlo r=0 r  0

chaîne sous-markovienne a s soc iée .

•k
Majorons t o u t  d ' abord  pour v de F

x--x
P0 = QqjX (Bq fl {k H (0 ,x ,  \ )  > v}) (T10)

Si h° e s t  la  t ransformée de Cramer d 'une s o u s - p r o b a b i l i t é  sur  F ,  l ' ensemble  

{z : h°(z )  > w} pour we F e s t  la réunion de deux demi-dro i te s  

]-<*>, z ^  , [z2 , +°°[ avec z ] < z2 e t



164

a) si z 1 < z2 alors h°(z1) = h°(z2 ) = w et (h°)'(z1) < 0 < (h°)1 (z^)

b) si z 1 = z2 alors h°(z^) =

to

( T . 11)

Ici h° = H° (0,x,*) (x est fixé) et w = ^ . On a par conséquent 
X — x

{k H° (0,x, ^ p )  > v} = {Xk < x + kz,} u {Xk > x + kz2 ) (T12)

On va appliquer le lemme précédent . Pour j < k on a pour tout y 1 tel que 

|y'-y| < y et tout u de ]R

H° (0,y,u) < H° (j,y\u) (1+a ) + A (T13)

d'où par dualité pour tout 0

G0 (j »y1j0) < £°(y,e)

où ¿° (y,0) = g 0 (0,y, 0( 1+ A ) + ^
(T14)

On en déduit facilement , grâce à (T2)

et

Q q sx  ( Bo n X̂ k  -  x  +  k z 1 e x p  “  k  s u p  "  * ° ( x » ) )  

sup {AZ1 - s° ( x , a)} = sup AZ1 - G°(0,X,A(1+A)) - f a

A<0 A<0

1

Or d'après (T11) 

ce qui donne

= ü 7  [(sup {0z 1 - G°(O,w,0)}) - a]
A 0<O 1

sup 0zr G°{O,x,0) = sup 0zr G°(O,x,0) = H°(0,x,z1) > ï  

6<0 0elR 1 -  k

h1°( Zo) > w et (ho
' (z r = ü

.0
)'(2 2 = 0

w

2
X

a)

o
h

w

I 2

1+A G° (0 ,y ,  6(1+A) + A
1+A

-  í ° ( x ,  ) }U z 1

1
1+A G°(0,x , x(1+A))

A
1+A
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C  (Bo n(Xk < x * k2 , » < e x P -  ^  (T15)

De même (T3) et (T11) fournissent le même majorant pour Q° (B n(X, > x + kz9 ))
0  9 X O K C.

On en déduit grâce à (T10) et (T12)

»0 < 2 exP - HT (T,6)

Ce majorant ne dépend pas de la condition initiale et donc si on note 

Fp = o  ( X p ... ,Xk r ) on a d'après la propriété de Markov, pour tout x

Qô , x  CBr n í k  H°  (kr'X kr ’ ¿  v )  I F ; ]  < 2 exp -  ^  (T17)

X . f  n  - X.
Posons pour 0 < r < q-1 , Y r+1 = k H° (kr, X kr , — 1B J

Y f+1 € CT̂ X k r ... X k(r+1)) ‘ Pour v P0Sltlf (T17  ̂ entraîne

Qo,x CYr+1 -  v I Fr^ -  exp " x (v"a  ̂ (T 1 8 )

où A = et a = kA + (1+A) Log 2 > 0 .

Si v est négatif ou nul la formule (T18) est une évidence.

En posant = A(Yr~a) , la situation est la suivante : une suite de v.a. 

Yj,...,Yq réelles positives , adaptée à la filtration Fj,...,Fq (on notera 

F¿ la tribu grossière) et vérifiant pour 1 < r < q 

F 1
* P (YJ, > v) < e~v pour tout v e F *

le problème étant de majorer P (Y^ + ...+Y¿, > v) pour tout v e  R *

On sait que si V est une v.a. réelle de f.r.F, alors - Log [1-F(V)]

suit une loi exponentielle de paramètre 1. Donc si pour tout r on définit

Fr - 1
sur F x  fi $r par $ r (v,w) = - Log P (Y^ > v) la v.a. W r définie 

par W r (u ) = $ r (Y^(to),oj) est mesurable et suit conditionnellement à F ^  

une loi exponentielle, c'est-à- dire que pour tout u de ]R+ on a

pFr"1 (Wr > u) = e'u

v-kA
t+a

(T17)v-kA
1+Av} I F'] 2 exp

X,k r+1 Xkr
>k

OÙ X 1
1+A

En posant Y 1
r

F: i 

r mesurable et suit conditionnellement à F̂ ,_̂

F'
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Il en résulte évidemment que les W r sont indépendants et (*) implique

Yp 1  pour tout 1 < r £  q

En sommant on obtient

P (Y' +...+ > v) < P (W1 + ...+ Wq > v)

Pour majorer cette dernière quantité on utilise l'inégalité de Cramer-Chernov.

On rappelle que la transformée de Cramer de la loi exponentielle de paramètre 1
*

est la fonction qui vaut + <» sur JR_ et sur 1R+ :

x -* x - Log x - 1 = h ( x )

et donc pour v > q

-q h(J) -v+q Log ^ + q 
P (Yj +...+ Y' > v) < e q = e q

d'où pour tout v > q et tout v < v
0 ~  0 v

- v + q  Log —
P (Y* +...+ Y' > v) < e q

' H

et en revenant aux Y

v
P (Y1 + -.*+Y > v) < exp - x(v-qa) + q + q Log —

H Q

dès que Xv < v et v > q .—  o o —

Si on remplace A et a par leurs valeurs on en déduit facilement

f 1 2e unl
Ql 1  exP {' TTÂ (u'nA) + q Log “ q ~ j

pourvu que u < uQ et uQ > q .

q -1
2) Majoration de Q? = Q ( u B M  . On pose encore i  = x .

o r=0 r 0

On a

Q2 < q*n Q° x < q sup Qo x (BÎ } (T 1 9 )
c  r=0 ° ’x r ~  r<q-1 0,x r

On majore tout d'abord Q° (B^). D'après Ventsel [8 ] , on a
u ) x o

pour tout 1 < r £  qWr

> v) < P (W1 +...+ wq > v)Yr I

q

q-1
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o r o  v f °<s <s , <k
Qn Y i  2 SUP Qc w í l Xc '~ y |  > 3} le  SUP é t a n t  p r i s  sur  { u , x u  c

Posant y '  = \  e t  app l iquan t  le  lemme avec £°(y,A) = L°(A) pour t o u t  y, on 

o b t i e n t  grâce à la  p a r i t é  de L°

Qs ,y  { l X s ' " y |  > Y'} < 2 exp - ( s ' - s )  H° (T20)

or H° e s t  p o s i t i v e  e t  c r o i s s a n te  sur  ]R+ donc on o b t i e n t

C  (Bo> < 4 exp - k «° <&>

Ce majorant  ne dépend pas de la  condi t ion  i n i t i a l e  e t  d ' a p r è s  la  p r o p r i é t é  de 

Markov vaut  donc pour le s  , 1 < r  < q-1.  On conclu t  donc par

Q2 < 4q exp - k H° ( ^ )  3

Démonstration_du_lemme :

2
L ' i d e n t i t é  va lab le  pour t o u t  x,A de F  e t  t o u t  k > 1

k- 1

Eo,x exp {x(xk"x) '  E0 L° M s - » }  = 1 (T21)

e n t r a în e  pour t o u t  B mesurable par rappor t  aux X

E0,x ' b  exP {X(V x) •  3 o  L° ( s -Xs ’i ) } 1  1

e t  donc en app l iquan t  l ' hypo thèse

Eo,x 1B exp {À(V x) " k £° ( x ’X) } < 1

ou encore

Eo,x ' b exP A(Xk-x) 1  e
kl° (x ,X)

qui permet d ' o b r e n i r  (T2) e t  (T3) par  o p t im isa t ion  sur  l ' i n é g a l i t é  de Markov pour 

le s  moments exponen t ie l s .

IR6y

(T20)
s -s

Markov vaut  donc pour les B!
,c
'r
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H . Eléments de minoration en zone de présence pour un processus 

de branchement spatial markovien.
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E L E M E N T S  DE M I N O R A T I O N  EN Z O N E  DE P R E S E N C E  P O U R  UN P R O C E S S U S  DE

B R A N C H E M E N T  S P A T I A L  M A R K O V I E N .

INTRODUCTION :

On poursuit ici l'étude faite en [6] et en [7] du comportement asymptotique 

d'une population spatiale modélisée par des processus de branchement . Les nota­

tions sont celles de [7] § II. Si e est le paramètre d'échelle - réglant la 

fréquence des reproductions et la taille des sauts - e t . f la fonction réglant 

la taille initiale de la population, la conjecture [8] est que (Ar (x)) - popu­

lation vivant à l'instant t à une distance de x moindre que r - est de T o r d r e  
1

de exp - a(t,x) lorsque a(t,x) > 0 et sinon vaut 0 (extinction) avec une proba­

bilité tendant vers 1. a  est définie par une formule variationnelle à contrainte 

permanente :

a(t,x) = sup f (cp(0) - l(0,t,ip)
f„(d>(0))>0 0 
<p(t)=X 

VS<t, T fo(0,s,>p(s))>0

f ‘ 2
où Kt^tp.tp) = h(s,<p(s),<p(s)) ds

J t 1

T f (0,s,y) = sup f ((p(0)) - 1(0,s,tp)
0 f Q(ip(0))>0 0

cp(s)=y

t  étant destiné à tendre vers 0, un modèle x-approché consiste à n'étudier la 

population qu'aux instants multiples de t  et dans la formule variationnelle à 

n'imposer la contrainte qu'à ces instants. Dans [7] , on a montré, pour t  lié 

à e ,  l'existence d'une zone asymptotiquement "désertique" (avec probabilité tendant

(Ar ( x ) ) -  popu-
tC
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vers l ) , e t  dans son complémentaire la  majora t ion (en p r o b a b i l i t é )  de e Log ç^(Ar (x))  

par a j ; ( t ,x )  dé te rm in i s t e  correspondant  à une c o n t r a in t e  s é q u e n t i e l l e .  L ' o b j e c t i f  

su ivan t  c o n s i s t e  donc, dans une zone de présence ,  à montrer  une minorat ion  par 

un ( t , x )  e t  u l t é r ieu rem en t  de montrer  la  convergence de e t  vers  a  .

On avance i c i  dans c e t t e  première d i r e c t i o n  en p ré sen tan t  2 m inora t ions ,  chacune 

correspondant  à un empilement ( t r anches  de durée t ) de s i t u a t i o n s  de même "nature" 

( type " su p e rc r i t iq u e"  ou " s o u s - c r i t i q u e " ) .

On s ' a t t e n d  à ce que l ' e s s e n t i e l  (au sens e-Log) de la  popula t ion  près de 

x provienne d ' i n d iv id u s  dont le s  l ignes  généalogiques sont  r e s t é e s  dans un tube 

c o n s t r u i t  au tour  d 'un  chemin a b o u t i s s a n t  en x optimal pour le  modèle a-approché.  

Cet te  c o n t r ib u t i o n  e s t  donc un bon minorant .

La na ture  foncièrement d i f f é r e n t e  des cas s u p e r - c r i t i q u e  e t  s o u s - c r i t i q u e  pour 

un processus de Galton-Watson se re t rouve  i c i .  Si le  chemin optimal e s t  r e s t é  

constamment en zone s o u s - c r i t i q u e  (vs< t ,  h(s ,tp(s),<p(s)) > 0) on u t i l i s e  l ' é v a l u a ­

t i o n  dé jà  f a i t e  en [6] pour la  p r o b a b i l i t é  de présence .S i  l e  chemin optimal e s t  

r e s t é  constamment en zone s u p e r - c r i t i q u e  (v s< t ,  h(s,<p(s),<j>(s) > 0) on u t i l i s e  un

argument d ' é q u i - i n t é g r a b i l i t é  pour la  t rans fo rm at ion  ex p o n en t i e l l e  de la  v . a .  Z
1  n 

(analogue s p a t i a l  de — de Galton-Watson).  Il r e s t e r a i t  évidemment à montrer
m

qu'on peut  passe r  d 'une  zone à l ' a u t r e .  Ce sera l ' o b j e t  d 'un  t r a v a i l  u l t é r i e u r .

La co n jec tu re  e s t  é tayée  par  l ' i d é e  que malgré l e u r  na ture  d i f f é r e n t e ,  l e s  2 

"types" de comportement donnent des r é s u l t a t s  asymptotiquement iden t iques  quand on 

les  regarde  en e - logar i thme.

La première p a r t i e  e s t  consacrée aux hypothèses e t  à l ' énoncé  des 2 r é s u l t a t s .  

La seconde se compose de c e r t a i n e s  n o ta t ions  - la  p lu p a r t  dé jà  vues en [6] - né­

c e s s a i r e s  aux démonst ra t ions  e t  de l ' i d é e  généra le  sou s - j ac e n te  à c e l l e s - c i .  La 

t ro i s ièm e  e s t  la  preuve dans le  cas " s o u s - c r i t i q u e  permanent".  Le cas super ­

c r i t i q u e  e s t  t r a i t é  dans la  quatrième ; i l  n é c e s s i t e  un lemme dont la  preuve c o n s t i ­

tue  la  cinquième p a r t i e .

un o
T

cT
'+ et aT vers a .
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On considère  le  modèle de c ro is sance  de popula t ions  d é c r i t  dans [7 ] ,  § II 

c ' e s t - à - d i r e  une e - f a m i l l e  de processus de branchement spa t iaux  avec popula t ion 

i n i t i a l e .  La fam i l l e  M+ v > ( t , x ) e F + x F  des espérances des P. , processus
L 5 X UjX

ponctue ls  de reproduction  de ré fé rence  e s t  supposée v é r i f i e r  le s  hypothèses 

H1) ,  H2), H3), H4, H5) de [7] . On note v l ' é l ém e n t  générique de M e t  

N = v (1 ) .  Pour to u t  (t,x,ij>) £ F + x F 2 on d é f i n i t  v f  v par  la  formule
U j X

dvf x
(C) = exp { «  - L(t,x,i | ))} .

On considère  a lo r s  l e s  3 hypothèses su ivan tes  :

A1) Pour t o u t  compact K de F + xlR , i l  e x i s t e  c^ > 0 t e l  que

( t , x ) e  k ^  c ] <  PtjX (N > 0) .

A2) Pour t o u t  compact K de ]R+ x 3R , i l  e x i s t e  c2 e t  6 > 0 t e l s  que

( t , x )  € K =?> EtjX N (Log+N)1+ô< c2

+ 9
A3) Pour t o u t  compact K de F  x 1R , i l  e x i s t e  c^ e t  ô > 0 t e l s  que

( t , x ^ ) e K  =*> Et>x v ^ x (1 ) [ L°9+ Vt , x ( 1 ) ^ +<S — c3 *

On a le s  équiva lences  H1) H2) H3) H4) H5) de [7]<=̂ > HO) H1) H2) H3) H4) H6) H7) de [6]

A1 ) + A3) <=S> H5) de [6]

D éf in i t io n  ( [ 6] )  :

On appe l le  processus ponctuel ( su r  F )  découplé,  (ou de Neymann-Scott [5])
N

une p r o b a b i l i t é  P sur  M,B(M) t e l l e  que P s o i t  la  lo i  de E <5 où 6
i = 1 *i

e s t  la  masse de Dirac ,  l e s  ç . ,  i e1M sont  indépendantes e t  de même lo i  p e t  N 

(à va leurs  U ) e s t  indépendante des Ç. .

§ I - HYPOTHESES ET RESULTATS.

dv
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Algorithme :

On se donne t ,ç > 0  et on définit par récurrence ([7] (1.16))

k > 1 gk (x) = T gk-1 ((k-1 )x , k-r.x) - ç si (g|<_ 1 > 0) /  <j>

= - « sinon

On note Fk = {g k > 0} pour k > 0. Pour la majoration on avait besoin de s'écarter 

un peu de la frontière (reste ç) pour être sûr d'avoir extinction ici on s'écarte 

de la frontière de l'autre côté (reste -ç) pour être sûr d'avoir suffisamment de 

"pères" à chaque étape.

Les notions de sous-criticité et super-criticité pour des (portions de) chemins 

se réfèrent aux notations suivantes pour i < j et c > 0

T (c,i ,j ,e) ={ipeC1 ( [ie,je)] :

Vi < k < j h(ke,ip(ke) , [cp( (k+1 )e)-cp(ke)] ) > c}

_  ̂ A
T  (c,i,j,.e) = (tp€ C ([ie,je)]:

Vi < k < j h(k£,tp(ke) , | M ( k + 1  )e)-ip(ke)]) < - c }

Dans le cas homogène les chemins optimaux sont des segments de droites. On distingue 

alors les pentes appartenant à (h > 0} (extinction p.s. dans le modèle à un seul 

ancêtre - d'où leur nom de sous-critiques) et celles appartenant à {h < 0} 

(croissance exponentielle dans le modèle à un seul ancêtre - d'où leur nom de 

super-critiques) .

La définition de T se réfère à l'hypothèse (*) du théorème 1 de [6] , t 

étant donné on aura besoin d'un "intérieur" de T(c,0,e"1 t,e) , c'est-à-dire en 

fait : (si T  =  T  on définit S , si T = f  ,  on définit S )

S(r,c,t,T,e) = (cpe T(c,0,e-1t,e) : 3c' : Vk < x " 1t

y e A r  ( tp((k-1 ) t ) , < i>((k-1)T,kT,y,cp(kT) )

=t> i p  e  T ( c ', (k-1 )n,kn,e}

90 f
o

( 1 . 1)
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On a a lo r s  l e s  2 r é s u l t a t s  su iv an t s  :

Proposi t ion  1 :

Sous A1, A2, s i  pour t o u t  t , x  le  processus  P. e s t  découplé,  a lo r s
t  j  A

1
pour t o u t  c , t  ,e > 0  i l  e x i s t e  x , ç  > 0 dépendant de e , v é r i f i a n t  ç «  x , 

t e l s  que, dès que e «  r  «  x on a i t

lim sup Pe (e Log ç?  ( A  (x))  < g . ( x ) )  = 0 
e+0 t , x  1 r  t x " 1

i
où le  sup e s t  p r i s  sur  l ' ensemble  des t e x N  n ] 0 , t  ] e t  des xe  F , t e l s

tx
qu'un au moins des chemins optimaux ab o u t i s s a n t  à x appar t ienne  à S ( r , c , t , x , e ) .  

Proposi t ion  2 :

1
Sous A3 , pour t o u t  c , t  ,e  > 0 i l  e x i s t e  x , r , ç  > 0 e t  une s u i t e

nk (>0) ,  kG N dépendant de e , v é r i f i a n t  e «  r  «  x , ç «  x , e t

sup ni. << 1 t e l s  que 
kx<t1 K

lim sup Pe (e Log d  (A (x)) < g . (x) + n , )  = 0 
e->0 t , x  Z  t x " 1 t x " 1

où l e  sup e s t  p r i s  sur  t € x l N n ] 0 , t  ] e t  x e F  1 t e l  qu'un au moins des chemins
t x " '

optimaux a b o u t i s s a n t  à x appar t ienne  à S ( r , c , t , x , e )  . On peut  c h o i s i r  x , ç

comme dans la  p ropos i t ion  1. On notera  g^ = g^ + pour k e f l  .kr
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§ II - OUTILS PRINCIPAUX.

On f ix e  n = ^ e t  on va e f f e c t u e r  dans l e  modèle exact  (non asymptotique) 

une récurrence  sur  l e  nombre de t ranches  de durée n .

Sur fi ( [ 7 ] , §  I I )  on a c la i remen t  :

(2 .1)

Si pour u e U , on note = zn 0 Ou e t  Z^=ZnO0u , d é f i n i e s  sur  fiu> la  propo­

s i t i o n  1 de [6] nous d i t  que cond i t ionne l lement  à le s  v . a .  Z^ ( u e z ^ )  sont 

indépendantes e t  de l o i s  ne dépendant que de a(u) .

Si se r é f è r e  au modèle avec popula t ion i n i t i a l e  ( [ 7 ] , §  I I ) ,  a l o r s  pour t o u t  

couple x ,y  de r é e l s ,  r , r '  > 0 e t  pour to u te  f a m i l l e  Aw , we 1R de bo ré l i ens  

de ]Rn v é r i f i a n t

Sur A^,(y) l e s  a(u)  sont  vo is in s  e t  i l  e s t  ra isonnab le  d ' a t t e n d r e  des p r o p r i é t é s

On se donne r ,  r Q une s u i t e  xk , k e N  de r é e l s  e t  a k , k e N  de r é e l s  s t r i c ­

tement p o s i t i f s .  On pose

Awc  Rn_1 x A r (x) (2 .2)

on a

u€z

(2.3)

( j - 1 ) n

(2 .4)

(2 .5)

La récu rrence  se c o n s t r u i t  a l o r s  à p a r t i r  de la  formule :

P(Bj) < PiBjnB^,) ♦P(BJ_1) (2 .6)

(Dans l e s  2 preuves,  on se donne x à l ' i n s t a n t  jn e  puis  on c o n s t r u i t

Ç.jn E
uez

( j - 1 ) n

t
’n u : • ) )

ç’jri
( A r (x)) > I 1

\ (y) ( a (u ) )
u
n

Z (Aa(u)
)

uniformes en u pour le s u
n ( A

a(u)
) • La récurrence  t i e n d r a  compte de

uez

Z

[j-1 )n

1
Ar . (y]

( a ( u ) ) i
( j - i : n ( A r , (y))

B
j 'jn

( A .(x
J ): < a

J
j > 0 B

o {ç0 ( A
r o

(X
0 )) < a

o }

z,Uïi

s i t i o n  1 de [6] nous d i t  que cond i t ionne l lement  à Fk
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x -_i »x -_2’* * * ,xo su^ e P ieds de chemins optimaux ([7] (1.21)) pour 1 1 al go- 
J ' J 0

1 1rithme et a k = exp - g k (xk ) ou exp - g k (xk )) .

Le changement exponentiel - introduit pour les noyaux dans [6] § II - va être 

utilisé pour les v.a. dans IV. Rappelons et étendons cette notion.

Si Q est un noyau, de log-Laplace G et de transformée de Cramer H , on
.j. O

définit pour toute fonction 0 de ]R x ]R dans ]R et (i,x,Ç)ellxlR

pi,x ^  = 8Xp " G(i,x,0(i,x))} (2.7)

Q0 (i,x,dç) = p? Y U )  Q(i,x,dÇ) (2.8)

]Net pour j > i et i  £ F

R i»j ^  = ^  pk,£k ^ k + 1  ̂

Fixons n. Pour tout ( i , x ) e W x F ,  à £ « F n on peut associer dans F ^  :

i x 1-1
£ ’ = (0,...,0,x,£1 ,...,£n ,0 ,...,0) (2.10)

On pose alors

R® (i,x,£) = Ri ji+n (ï) ( 2 - 1 D

Sur , on définit la mesure aléatoire z|j’e sur F n par la formule

zj{’0 (dz) = R® (a(u),£) Zjj (da) (2.12)

Elle a le support fini de zjj , mais en général n'est plus une mesure de comptage.

Compte tenu de [6] (1.4) on peut écrire pour toute y mesurable positive 

de F n dans F

Zn ’9 (y) = Zn (y  Rn = E Rn-1 (°(u )’s (v )) ,(y s (v ) Pa(v)) ( 2 J 3 )

v e z n-1

On posera Wy = v v (p®(v )) (2.14)

On a facilement pour tout (k,y)

Ek,y Zn ’0 (y) = Qn (2 -15)

de pieds de chemins optimaux ([7] (1.21)) pour l'ai go-

{0)(i ,x) U - x ) G !i »X, 0 (i .x) )} (2.7)

( 2 . 9)
j - 1

(a(u)):

(2.15)y)(s(u]

Sur fiu
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Puisque Q e s t  markovien, pour t o u t  t ,  l a  cons tante  1 e s t  fonc t ion  propre 

pour l ' o p é r a t e u r  - a g i s s a n t  sur  (^(IR) -

g -* Q0 ( t , • ,g)

donc Z^’0 (1 ) ,  n € N  e s t  une mar t inga le  analogue à (Zn m n ) ,  n e  N de Gal ton- 

Watson, e t  à la  mar t inga le  du modèle homogène de B ig g in s ( [2 ] ,  [3]). Les ensembles 

Aw évoqués au début de ce paragraphe s e ron t  des tubes g é n é r a l i s é s  dont  nous a l l ons  

maintenant  ra ppe le r  les  d é f i n i t i o n s  ( c f .  [ 6 ] , §  n ) .

I\i
S o i t  À€lR e t  0 la  fonct ion  de H x  1R dans 1R d é f i n i e  par :

0(k ,y)  = (k ,y ,Xk+1 - Ak) (2.16)

On note pour il£ N 

i € h  : U* U )  = ^  - xi

j -1  ( 2 J 7 )  
i < j  : VX( i , j , £ )  = 0 ( i ,X i ) ^ i+1- V Xi+1+V  + Z 0(k,Ak) { \ +r £k"Ak+1+V

e t  pour u , v > 0

r A( i , j , u , v )  = n {|UX| < u , |V X( i , k ) | <  v} (2.18)
i+1 K

e t  ( c f .  2.10)

r X( i , n ,  u,v)  = { ¿ € F n : l 1 e r \ i  , i + n su,v)}  (2.19)

9H

i,A
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Si dans (2.3) on minore (Aa ^ )  par xu > son indicatrice de stricte 

positivité on est ramené à un calcul sur des v.a. de Bernouilli indépendantes.

Lemme 1 :

§ I I I  -  CHEMIN OPTIMAL RESTANT SOUS-CRITIQUE (preuve de la  proposition 1 ) .

Si Xj,...,Xk sont k v.a. indépendantes de Bernouilli, de paramètres 

p^,...,pk on a si a < p < min p^,...,pk :

P (Sk < ka) < exp - ^  (Log j?)2 (3.1)

Ce résultat, dont la démonstration est très facile, permet grâce à (2.6) d'écrire,
1

après avoir remarqué que x , e  F . entraîne a. = exp - g-(x-) > 1
J J J 0  J J

P (Bj) < P (Bj _ 1) + exp - \  (Log Pj)2 j > 1 (3.2)

1 < p . < i n f  { P ^ . _ 1 ) T j y  ( x u -  1)  ; y € A r , ( X j . 1 ) }  ( 3 . 3 )

J

pourvu qu'un tel p existe. C'est un problème de probabilités de présence .

Or d'après la proposition 3 de [7] , on peut trouver un majorant universel 

pour les pentes des chemins cpn- optimaux pour (1.1) cf.[7] (1.21). On construit 

D2 comme [6] (4.7) puis

AW = r X  (j -1)n,n,u,v) (3.4)

avec Ak = t p ( k e )  , ke[(j-1 )n,jn] et ipe $ (  (j-1 )x,jx,w,xj ) (3.5)

Le choix u = ev = 2 /D^re permet d'affirmer grâce à [6] (formules (4.2),

(3.10), (4.9), (4.10)), à [7] (proposition 3) et à l'hypothèse A 1 , A2 que pour

1 1 
tout t , c > 0, il existe m > 0 tel que jx < t , y € A  , (*,•«), r' < x

• J  I

P (j-1)x,y (x4> = 1) - exp " e (Mr' + 1 ((J-1 jT.tpj)) (3.6)

D'après (1.1) et (3.3) on peut donc choisir

1
exp

déf

si l'on impose ç > u'r

p. = p = exp - {ç-u'r} avec u < r' = r v r  (3.7)
J H o -f  e  -------  0  w , , y

Si dans (2.3) on minore Zun

1 < p <
ai-1
a
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Compte tenu de la  popula t ion i n i t i a l e  on a auss i  :

P (B.,) < exp - ^ (Log p ^ 2 

1
avec p1 = exp - {f0 (*0 ) - s ^ e )  - g ^ X j )  - I (O.T.tpj) - u r '}

(3 .8  )
1

= exp - ( ç - s ^ e )  - n r ' }

Si on pose 8 = ç - s^ ie )  - u r 1, on o b t i e n t

*2 1
P (B.) < j  e x p ------ « j x  < t  (3 .9)

J _  2e

Pour a b o u t i r  i l  f a u t  maintenant a j u s t e r  r , 6 , e , x  . Les cond i t io ns  su iv an tes  sont 

s u f f i s a n t e s  :
2

x " 1 exp - 2-* «  1 , e «  6 «  x , r v r n < T (3 .10)
2e 0

Il  s u f f i t  de remarquer que s i  x »  eLog - + r  + s , ( e )  a l o r s  6 = 2e /  Log - e t£ 0 I £

t o u t  r  t e l  que x > r  »  /ex  conviennent  .
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On rappelle qu'à tout chemin <p est associée son e-discrétisation X , puis

la fonction 0 grâce à (2.16). L'entier j est fixé pour l'instant (> 1) si

pour w £ F  on choisit ( p . .€ $(j-1 )x,jx,w,x.) et si Aw est une partie de 
-v w j

^  w
r ((j-1)n,n,u,v) avec x  > r > u alors on déduit de (2.3) et (2.12)

« J n W > > {  SUPW R! W ( l ) } ' 1 E- ’a (x, „  <«<“»  Xu

W€A (x. J  '
r J_1 (4.1)

où Xu = Z n ’9a(u) (A°(U^)

D'après [6] (lemme 1, formules (4.8) et (4.10)) et [7] (propositions 3 et 4)

on a facilement l'existence de u > 0 tel que le sup précédent soit majoré par

1
exp - (ur + I ((j-1 ) x » j x )}

L'application de (2.6) se fait sous la forme

P ( B . n B ^  «) < P, = P ( S X < a , I > a. J  (4.2)
J J 1 -  1 déf. ueA u “  J_1

où A = iu ^ z (j_i)n : o ( u ) e A r et I = card A 

et

1 1
a = à. exp - (I((j-1)x,jx,ipj) + ur} = aj._1 exp - + ur - ç}

Il va s'agir pour une somme de v.a. ?r(j_'|)n “ conditionnellement indépendantes 

(les Xu ) de grandes déviations, mais du côté où le support est borné (Xu > 0) .

La base de l'argumentation sera 1 'équi-intégrabilité qu'on va assurer en choisissant 

convenablement la famille Aw . On utilise un lemme démontré dans le V (mise 

bout à bout de tubes de tailles décroissantes).

Lemme 2 :

1 1
Pour tout d,t > 0, il existe D > 0 et 0 < n <  k tels que si on note

1
p ( ?  +n)

vp = D 2 up = eVp (pe N  ) (4.3)

§ IV -  CHEMIN OPTIMAL RESTANT SUPER-CRITIQUE (preuve de la  proposit ion  2) .

(j-1. in

( 4 . 1 )
U,9

1
e

in
' j
-ri1-1

+ Mr -  ç}

et I = card A)}
j - 1

(x
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et pour tout cpeC ([ie, (i+n)e]) 

n = 2q rX (i,n) = n rÀ (i+2p' 1 , i+2p , u , v j

1

1<P<q P P (4.4)

n = 2q+p rX (i,n) = rX (i,2q ) n rX (i+2q , i+n, uq + 1 , vq+1)

i , X . ,
et enfin r (i,n) = {££ R n : l  1 £ r (i,n)} (cf. 2 .10)

4

les conditions ||<p|| œ  < d et (ifn)e < t entraînent :

1) E ^ x Z® (rX (i,n) > \  (4.5)

2) Sous l'hypothèse A3), pour tout a et c > 0 , il existe <$' > 0 et c' 

tels que les conditions |x^| < a et cpeTc (i,n,g) entraînent

E i,À . [Zn (rX (i,n)) L o g f  Z0 (rX (i,n))] < c' (4.6) n

On est naturellement amené à choisir AW = r W (j-1)n,n) (dans ces conditions on

peut prendre u = D e 2 ^ 2 + r >  n 1/̂ +ri).Les hypothèses de la proposition 2 nous assurent

alors 1 ' équi - i ntégrabi 1 i té des Xu , u ^ A  . Ceci nous fournir pour tout a de 

]0 , g[ un 3 tel que si X̂ j = A 3

E [X5 I F (o-1)n] > “ sur I > 0 (4.7)

Après centrage, (4.2) donne :

pI [ z ' E 4  < a - Ial (4.8)
ueA u u ~  J

1
Si on choisit a = 4 , et si on impose

Sj.j = 8 a (4.9)

La formule (4.8) se transforme, grâce à Tchebyshev en :

P 1 < 64 E {1T. (21 - a. . ) ~ 2  Z  Va r x H  (4.10)
1 ~  I>aj-1 J_1 u£A u

On en déduit facilement :

p n B|_1 ï < P, < 6 4 ^  ( 4 J 1 )

Au premier pas de la récurrence on a

inf
ueA

( 4 . 1 1 )a
.i-1

2
p (B

j
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P(B,.) < P ( E X < a ' )  avec card A=I (d é te rm in i s t e )  > a^ = exp - {f (x ) -s , . (e)}
1 -  ueA u-  -  o e o o 1

d ' ap r è s  [7] Ch. II  e t  a '=a^ exp |  {p r o + I (0,x,(p^)} d'où

fi2
P(B1) < 64 2- (4.12)

1 ~  ao
pourvu que

aQ = 8 a '  (4.13)

Les condi t ions  (4 .9)  e t  (4.13) sont  équiva lent es  à

r„| =Ç - s ^ e )  - e Log 8 - urQ ^ j ^ j - l  = Ç " e L° 9 8 “ u r  ^J- 2  ̂ (4.13)

nk
D'après la  d é f i n i t i o n  de l ' a l g o r i t h m e  on a tou jo urs  a^ > exp — (k>1) donc 

d ' a p r è s  (4.11) e t  (4.12)

k ri
P(B • ) < 64 32 \ r  +  E exp - - H  (4.14)

J “  lao j=1 £ J
1

Par hypothèse de la  p ropos i t io n  2, aQ e s t  minoré par exp - s ^ ( e ) .  En prenant  

t e t  ç comme à la  f i n  de la  preuve de la  p ro pos i t io n  1 e t

r  > u = D ( 2 T ) ^ 2+r’e ^ 2"n ( r  v é r i f i e  t »  r  »  / è r  ) on a b o u t i t  à la  conclusion 

demandée.
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L'introduction de tailles décroissantes de sous-tubes a pour objet la preuve 

de 2). cp est fixé, donc aussi 0 et X.

*
Pour 1), d'après (2.15) si P est la probabilité associée au noyau markovien

Q*? , (i est fixé) on doit majorer P (rX (i,n)c ) par 1 . On remarque l'inclu- 1 , A.j c

sion

rx (i,n) 3  n ,  rX (i,i+2p ,u ,v ) (5.1)
p :2P <n H P

qui entraîne évidemment :

P*((TX (i,n))c ) < Z  P*((rX (i,i+2p ,un ,v ))c ) (5.2)
n-1 P P

p : 2P <n

i
Pour tout d,t on sait - évaluations à partir de l'inégalité de Kolmogorov pour 

les martingales ([4] p. 149 et [6] lemme 2 et formule (4.7)) - qu'il existe D2 > 0 

tel que les conditions < d et ( i + j ) e <  t^ entraînent pour tout u et

y > 0 :

P ( ( r X( i ,  i +j ,  u,v))c ) > D2 j (u'2 e 2 + v“2 ) (5.3)

si up et Vp sont définis par (4.3), les choix 0 < n <  \  et 4DD,, < 1-4‘n 

permettent d'aboutir à la conclusion.

Pour 2), on commence par énoncer un lemme d'Asmussen ([1] , p. 23).

Si g est une fonction de ]R+ dans ]R+ croissante et concave (donc sous-additive) 

g la fonction x -> x g(x) et Y^, i < p des v.a. indépendantes et positives

leur somme S vérifie 
P

P
E g (S ) < E E g (Y.) + g (E S )  (5.4)

P ~  i=1 1 P

On remarque alors ([3]) que la fonction (<$' est fixé positif)

g(x) = s x x < i

, (5.5)
= s^ + s2 Log x x > Ç > 1

§ V -  PREUVE DU LEMME 2 ( EQUIINTEGRABILITE).

tel que les conditions Ivll oc
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e s t  concave pour sQ>S p S2,Ç0 convenablement c h o i s i s  e t  que de plus i l  e x i s t e  

s^ t e l  que pour t o u t  x,y on a i t

g (xy) < s 3 (1 + LogJ x + Log^ y) ( 5 . 6 )

Partons  d 'un individu s i t u é  en x q à l ' i n s t a n t  i=0 pour s i m p l i f i e r  l ' é c r i t u r e *  

( 2 . 1 2 ) ,  ( 2 . 1 3 )  e t  ( 2 . 1 4 )  conduisent  à la  majora t ion :

z? ( r x( o , j ) )  < Z k(u) W„ (5 .7)

U 1
fi

où k(u) = U ,  ( s (u ) )  R. , (OjX^j SÎu)) e t  le s  W(1 sont  F. , , -condi t ionne l-
r ( 0 , j - 1 )  J - 1  o u j - 1

lement indépendantes e t  d 'e spérance  1 .

Une a p p l i c a t i o n  de ( 5 . 4 ) ,  j o i n t e  à la  c ro is sa nce  de la  fonc t ion g e t  à 

l ' i n é g a l i t é  de Jensen,  donne :

e , : * ,
Eo , x 0 [5 <zj ( r  ( O . j ) ) )  I F j . , ]  < uJ  k(u) [Ku g(k(u)Wu )

t  g (Zj_,  ( rX( 0 , j - 1 ) ) )  (5 .8)

fi ~ A
Pour t o u t  j ,  s i  e .  e s t  un majorant  de sup {R._1 (0,x ,i) ; a e v  ( 0 , j - 1  )}

J  J  * ^

on a

sup (k(u) ; u e z j _^} < e^

D'après la p ro pos i t io n  1 de [6] ( p r o p r i é t é  de branchement) la  lo i  de Wu ne dépend 

que de a(u)  ; plus  précisément  on a i c i  :

Eo ,x 0 t Wu g(k(u)  Wu } I Fj - l ]  ^  f 1 (a (u ) )  ( 5 *9)

où

f 1(y) '  ej '  E( j - 1 ) e , y  5 < v ? j _ „ e ,y ( t )  e j ï  y e K  ( 5 . , 0 )

En d é f i n i s s a n t  f 2 de ]RJ ”  ̂ dans 1R par

f 2 (A-,......... ) = f) ( ¿ j ^ )  1-x (¿-j......... Jl-_1 ) (5.11)
r (o,j-D

o
on peut  majorer  l e  premier terme du second membre de (5 .8 )  par Z j_ ^ ( f2 ) , ce qui 

permet d ' é c r i r e  la  formule de récurrence  en décondi t ionnant  (5 .8)

k(u) Wu (5 .7)
uez

M

F
j-1

g(k(u)Wu )W
uxoo »>

Ek ( u )z
uez

j -1



On aura terminé quand on aura montré,  sous le s  condit ions  de l ' énoncé  que le  second 

membre de (5. 12) e s t  le  terme général  d 'une s é r i e  convergente (uniformément).  

T rava i l lons  désormais avec e . La c lé  r é s id e  dans l ' é v a l u a t i o n  de e .  . Si
J

1
(p€ T(cjO,j,e) avec j e  < t  , d ' ap r è s  [6] (lemme 1 e t  4 .4)  e t  le  choix des up»vp

i
on peut t rouve r  D1 ne dépendant que de d , t  ,c t e l  que

sup {R̂ _1 ( 0 , x q , £ )  ; l e  r A(0 , j - 1  )} < exp {D' j 1//2+n - c j}  (5.13)

Il  e x i s t e  a lo r s  j  (D ' , c )  t e l  que

j  > j Q =* D' j 1/2+n - c j  < - c î  (5.14)

On prend a lo r s  e .  = exp [{D1 j ^ 2+n - c j}  v ( -  c i ) ]  (5.14)
iJ o

Dans ces cond i t ions  pour j  < j  on a e .  < E e. = s e t  d ' a p r è s  (5 .6 )  on a
-----------------  J k=1 K déf

f , ( y )  < s3 (1 ♦  L o g f  s * E( j . , )£ jy  [ v ^ . , )Eiy (1) L o g f  (1 ) ]}  (6.16)

Cet te  d e rn iè re  espérance é t a n t  majorée d ' a p r è s  A3) pour y appar tenan t  à un 

compact, on majore a in s i  la  somme des j  premiers termes de 5 .12,  pourvu que 

ô' < 1 + ô.

Pour j  > j  à p a r t i r  des éva lua t ions  su iv an te s ,  f a i t e s  pour 1>a>0, 6 ' <6  ,X>0, EX=1

a " 1 E g(aX) < a s Q E(X2 1aX<? ) + E(X(Logô aX) 1aX>ç )

Ex2 'aX<ço < e 'H *  T  (L° 9 T r , ' S EX(Logj+SX)

e t  E(X(Logô aX) 1aX>? ) < (Log ^ ) -1 - (S+(5, EX(Log|+ôX)

i 0
on d é d u i t ,  en f a i s a n t  a= exp - c ^ , X = y (1) > une majo ra t ion  du second

1 Æ + Æ 1
terme de (5.12) par  un 0 ( j "  '  ) qui converge donc dès que 6 ’ < 6.

Remarque :

Dans le  cas du modèle découplé (ou "de Neymann-Scott") A2) e n t r a în e  A3) . En

e f f e t ,  par  a p p l i c a t io n  de 5.4 on a s i  g e s t  comme dans 5.5 mais avec 3 au l i e u

de 51 e t  s i  l e s  indices  t , x  sont  omis :

185

E0,X 9 (Zj ( í A(0,j) ))  - E0jX g ( Z ^  (rX(0,j-1))) < Qj9_1(0,xo, f2) (5.12)

(1)]} (5.16)
e»y( j - 1 )

0
v

(1) , une majoration du second
0

e,y(j-i:
x

EX'.2 1aX<ç < e,1+6+
a (Lo( !s

d
V-1-Ö EX Loç1+

J+ 6
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EN g ( v^( 1 ) ) < NEg (e^ x_L(l^) ) + g ( N)

e t  d ' ap r è s  (5 .6)

E g (v^(1))  < s 3 (EN) [1+ (L (^ )_ )B + exp {L(ÿ(1+3)) - L ( ÿ ) }] + E g(N) 

ce qui permet de conclure .
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