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ABSTRACT

This thesis studies the class of conormal solutions associated with one

or two characteristic hypersu~faces in the real analytic framework

We prove the propagation of the conormal analytic property in semi-linear

equations of real principal type and in quasi-linear hyperbolic systenms.
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INTRODUCTION.

Ce travail est une contribution a I"étude des singularités analytiques
pour les solutions d"équations aux dérivées partielles non linéaires. Dans
[4] et [5], Alinhac et Métivier ont montré que, si u est solution d"une
équation aux dérivées partielles non linéaire générale, assez réguliére a
priori, l"analyticité de u se propage a travers toute hypersurface que les
caractéristiques réelles de I"opérateur linéarisé coupent transversalement.

Il est alors naturel de se demander quel type de singularité analytique pour
u se propage dans les mémes conditions.

Depuis les travaux de Bony [7], Lascar [14], Rauch [16], on sait que les
singularités microlocales € ou analytiques) ne restent en général pas con-
finées, comme dans le cas linéaire, sur des bicaractéristiques, mais donnent
lieu a des phénomenes d"interaction, essentiellement parce que I"effet d"une
transformation non linéaire tend & augmenter le front d"onde, en général jusqu'a
son enveloppe convexe. Cette i1dée a poussé Bony [8] a considérer des algébres
de distributions dont le front d"onde C™est a priori confiné dans le fibré
conormal & une hypersurface : ce sont les distributions conormales de Hérmander
[13], associées a un symbole suffisamment décroissant dans les hautes fréquences.

Dans la premiére partie de ce travail, on étudie un équivalent analytique
de ces classes, en vérifiant qu"il s"agit encore d"algebres. L"appendice 2 montre

que les distributions conormales analytiques a une hypersurface, que 1%on définit



ainsi, peuvent étre représentées par une intégrale de Fourier, avec un symbole
analytique en un sens faible. On peut également remarquer que les singularités
analytiques de telles distributions sont toujours uniformément réparties sur
1 Nypersurface, ce qui n"est pas le cas dans le cadre C~, ou Rauch et Reed ont
mis en évidence un phénoméne de "Hard Rays M (voir [17]).

Dans la seconde partie, nous généralisons les résultats de Bony [8] au

cadre analytique. Si u est solution de | Bquation semi-linéaire dans Jmn

Pu :FQ’BQUhiletl’\m—ll | :degP

u étant a priori HS

, S>j+m , alors le caractére conormal analytique de u
par rapport a une hypersurface Z caractéristique pour P , se propage a travers
toute hypersurface que les caractéristiques de P coupent transversalement.
Nous démontrons aussi un résultat du méme type pour une solution conormale ana-
lytique par rapport a deux hypersurfaces caractéristiques se coupant transver-
salement, avec | hypothese que P n Admet pas de troisieme hypersurface carac-
téristique passant par | Jintersection des deux autres. (C®st le cas par exemple
si P est strictement hyperbolique d Brdre 2). La méthode utilisée est celle de
[5] : on dérive I Bquation, cette fois suivant les champs tangents a la confi-
guration caractéristique, et on estime les dérivées de u grace a une inégalité
a priori, de type Carleman (inégalité (2.1.5)).

La troisiéeme partie traite de la genéralisation de ces résultats a des
équations quasi-linéaires. On se restreint a une seule hypersurface Z . On re-
marque que la solution u intervient cette fois explicitement dans.l Bquation
caractéristique définissant Z ; il serait donc abusif de supposer Z reguliére
a priori, comme c ®st le cas au paragraphe 2. Le résultat attendu est donc du
type suivant
" Z et u étant données avec une régularité a priori, si d autre part Z est
réguliere "dans le passé™, et si u est conormale a Z dans le passé, alors

cette situation se propage dans | @avenir



Dans le cadre C=<, un tel résultat a été démontré par Alinhac [2], [3], pour
des équations non linéaires générales. L"outil essentiel est la paracompo-
sition [1], qui permet de redresser £ en ne prenant en compte que trés fai-
blement sa mauvaise régularité. Hélas on ne dispose pas d"un tel outil dans

le cadre analytique. C"est pourquoi nous avons restreint notre étude aux sys-
temes quasi-linéaires strictement hyperboliques, dans lesquels la mauvaise
régularité d"un changement de variables apparatt moins que dans une équation
scalaire d"ordre élevé. Pour remédier au décalage de régularité existant néan-
moins entre la solution du systéme et I"hypersurface, nous avons d( a priori
dériver suffisanment le systeme, ce qui suppose une régularité initiale de la
solution plus importante que celle attendue naturellement, mais comparable a
celle qui est envisagée dans [2]. A partir de la, nous avons adopté la méthode
utilisée dans la seconde partie, en conjuguant cette fois les estimations sur

u et sur E a chaque pas de récurrence.



1. LES DISTRIBUTIONS CONORMALES ANALYTIQUES.
Dans ce paragraphe,, on étudie une version analytique des algebres définies
par Bony dans [8], dans les deux configurations géométriques les plus simples :

une hypersurface, puis deux hypersurfaces se coupant transversalement.

1.1. Définition - Proposition 1.1.1

Soit £ une hypersurface analytique fermée de JR713 ou la réunion de
deux hypersurfaces analytiques fermées de K3 Z1 et £2 se coupant trans-
versalement.

Si @i est un ouvert de R 3 on note §i(u;3 I"espace des fonctions
analytiques réelles au voisinage de (@B et ¢ M. le G.fn. module des champs
de vecteurs analytiques au voisinage de o3 tangents @ £ en les points de
Z fia).

Soit € un ouvert de JK'3 et soit s&JR. On dit qu“une distribution
u sur € est dans Ha si3 pour tout point x* de 03 il existe un voisi-
nage w de xq3 tel que ceQ} un systeme fini de générateurs Zj3...3Z" de

g W et une constante C>0 tels que
vpei, viefla, NV Z'uend © et
+1
(1.1.1) Zu 50 P by

Si u appartient a Hy T. dans Gj alors (1.1.1) est vrai pour tout ouvert
weefi et tout systéme fini Z73...3Z" de générateurs de ey W. Si un tel

systéme existe).

Vour I=ii%3...3i }3 onanoté 7?=Z2. ...Z..
P 1
Enfin || | s — représente la norme if ().
Preuve : Il s"agit de prouver la derniére assertion.
Puisque Jl*H - -Z JI*l _— si w=U @ , on est ramené au cas de deux

systemes de générateurs Z-,,... ,2N et Yp ... ,YM sur un méme ouvert w.



Supposons (1.1.1) vrai pour les Zi montrons le pour les Y Il existe des
fonctions ajk analytiques sur u , telles que

M

(1.1.2) Yj =] ajk Zk pour Mg M

et donc 1l existe des fonctions aj ~ analytiques sur w , telles que

(1.1.3) Yo=L— . Z aT, ZK .
k I<li | §
Si a>j , et a>|s|, on en déduit

0.1.4) Hy3ull la I _ BZKun
s,l)  UIKIM I 9 a(o S,d)

Il reste a estimer les |aT ,J|
*ooa,w
En appliquant Yj a (1.1.3), on a la formule de récurrence suivante

(1,1*5) a(j,)),K=Yjal,K+rajk: al,K~»

avec K= (kpK®") , le premier terme étant nul si |K] = [j] +1.

On a alors classiquement : si  |j]l =q, Kk|]=p"q

(1.1.6) lla I _v<CCjd P(g-p)!.
De (1.1.6), (1.1.4) et (1.1.1) pour Z, on obtient (1.1.1) pour Y. e <0l
Proposition 1.1.2. La classe H: Z est invariante par difféomorphisme

- - s S . * s -l
analytique : si u (=I-Ia E. U€Ba < L
C"est une conséquence triviale de la définition 1.1.1.

Remarque 1.1.3 Si Z=E UZ2 et si u€H§(Z) , alors u€Hf(£E..|) en dehors

de Z et ueHZ YA en dehors de Z1

2 2

Remargue_l1 114 : Les propositions (1.1.1), (1.1.2) permettent de ramener

I"étude de I"appartenance a HM(E) aux cas suivants



a) Si E est une hypersurface, E={j =0} et ZH=x*3,7=3,

J6{2,...,n) .

b) Si E=F*U~. , ~ et EM se coupant transversalement, on peut supposer
que ErM={x*=0} et : =N, N=N N = Zje{3,... ,n} et
les inégalités (1.1.1) a déemontrer sont alors

1.1.1)" VaEU , [JZ@uH cl<#1 a!

SR
ou I"on a noté :si a= (@\,-.-..,an) , 72 :Z’(’11 LR (Notation plus

agréable lorsque les champs commutent).

1.2.  Singularités analytiques des distributions conormales analytiques.
D"apres la définition 1.1.1, si ufH~N(E) pres de xQ n"appartenant
pas a E, alors, pour un voisinage u de xQ, on a :
VaEU , 8au#€Hs (w) et [I3au]] _<cclak1lal
S ,0)

ce qui entraine clairement que u est analytique au voisinage de xq -
Plus précisément, rappelons la :

Proposition 1.2.1 : Soit Z un chxmp de vecteurs analytique sur fi, et

soit u €S) "(0). On suppose qu™il existe s6J? tel que :

(1.2.1) VkeM j Zku €HS3oq ) et I ull _4Ck+l k! Vuccfl
S,w

Alors :
a) WF~(u) est contenu dans | Bnsemble caractéristique de Z

car Z={(x,V eT*Q"0 j <£ 3Z (x)>=0} .

b) WFa (U) se propage suivant les courbes bicaractéristiques de Z.



Preuve : a) Montrons que, si (x,0) £carZ, u est microlocalement analy-
tique en (X,£J : par hypothése Z(x) *0 , donc on peut se ramener au cas
U z 3 et le résultat est alors évident, en utilisant par exemple la

&

formulation de Hormander [12] de 1 "analyticité microlocale.

b) Voir Helffer-Mattera [11], ou I"on utilise un théoréme de

Kashiwara, démontré par Bony et Schapira dans [10].

Pour la commodité du lecteur, nous donnons une démonstration directe

de b) dans 1"Appendice 1.

Corollaire 1.2.2 : Soit E une hypersurface analytique fermée de e ,

soxt un ouvert de JRn . et soit u (;.II(F.) dans . Alors

a) WF_ucCN E fibré oonormal a E dans fi.

b) Si IDE est connexe, et si u est a valeurs réelles3 alors :
e soit u est analytique

e soit WFa()=Ngq(.)-

Preuve : On se ramene au cas ou E est donnée par x* =0, et on applique la
proposition 1.2.1 a Z=9j , pour 27~j”~n ; pour b) on tient compte du fait
que, puisque u est a valeurs reéelles, WFd(u) est invariant par 1"homo-

thétie de rapport -1.

Corollaire 1.2.3 Soient E, E deux hypersurfaces analytiques fermées3
se coupant transversalement suivant une sous variété A de codimension 2. Soit

uetfaaliUI.Z] dans Q.
) fFa fu;<=**ZIU»* 12 U**A .

b) On suppose u a valeurs réelles3 et ( assez petit pour que CEfIA soit

connexe3 et Qn Et ®  ait deux composantes C. et C.3 pour 1=132



Orientons N Z, et N 'I'.G de maniére quelconque, et posons

L
N¥* - Conv | (N*zZM)+a (N* 1273 , N = N+U(=N+)
N*+ = Conv | (N* 12)+U (N*Z22)~~ 3 N" -N"+ 0 (~=N,+)

de sorte que N*a=NUN". (Conv désigne I"enveloppe convexe).

Alors WF~(u) est réunion d"ensembles pris dans la liste suivante

* t H >
1 I\LﬁC2 NjN ~.

Preuve : Compte tenu de la remarque 1.1.3 et du corollaire 1.2.2, il suffit
d*étudier WFa(u)]® . On se raméne & FE*={xj =0} , E2=TX2=0} .
a) On applique la proposition 1.2.1 a) a Z=3j , pour 37°j<n.

b) On applique la proposition 1.2.1 b) a Z=3, pour 3< j«in, ce qui
permet d"abord de propager WFa(u) le long de A, puis par exemple a Z=x* 3,

ce qui propage WF (u) dans la fibre de N*A , ou plus exactement dans chacune

* *
des quatre composantes de N A N E1 N E2 . pour xqea. Enfin on uti-
0
lise le fait que WFB(u): —WF3(u) . N n
cL6. &1

1.3. Algébres de distributions conormales analytiques.

Dans ce paragraphe, nous vérifions que les distributions conormales
analytiques sont adaptées aux problemes non linéaires : nous montrons que, Si
s-1 et si W€H3(E) , alors, pour toute fonction F analytique, F(w) est
dans Hg(E).

Il nous faut donc estimer les ZaF(w) , ou les ly sont les champs
intervenant a la remarque 1.1.4. Pour cela, nous introduisons une famille de
semi-normes, dans l"esprit de [4], [5].

Fixons sEU, s>”", de sorte que Hs(@) , pour dicc R0, soit

une algebre, et normalisons || Il _= 1l *ll afin que
S,w



1-3.2) fuvis ™ frull's ivils .

Soit £ ={Zp...,Z"} un ensemble de champs de vecteurs analytiques pres de
ad, et qui commutent. On peut définir, pres de w

HS,0=(X), "

@

={weHSW) , Vaf ]\, Zaw€HS W} , et :

a +1

Ha(* }1- ={weHS,00(")|_> 3C>0,Va€n, flzaw]] , C al

Si Jj est un systeme de générateurs du module des champs tangents a X,

alors

Fixons enfin f€C @).

50 -
Pour wEH ~(29)i_ et pour p entier »1 on pose

M = sup |[|fP_1Zaw]||s
Flal=p
On considere d"autre part la suite m =c —P" 9, la constante c >0 étant
i P (P+1)
ajustée de telle sorte que
P)m mAm our tout 0
qQO\ﬁ ) m-gq q p B F

rV .
q£! W np-g+i *V pmP  pour tout  p X1
Pour e>0, et p 1, on pose MP el F’mp tandis que I7on convient de
noter M =1.

En tenant compte de

a a
) 3 pour a €I\
! q
B O
6 a
les relations ci-dessus prennent la forme suivante, que nous utiliserons

couraiiment :
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(1.3.2) E Z B/ "la-Bl MIBY * eM |g;
O«;B<a
0-3*2)' j-mmmmme- VB/ Mla-B 1+1 MIBI 4 1lal Mlal *
0<Bot

Pour w £HS m(E ) _, on note enfin
vl

[ = sup -
]*) ug”p "q
Remarque 1.3.1. : Pour vérifier qu Tine fonction uEH® m(E,)l_ est dans

c 1
H (X)"_> il s"agit de montrer qu"il existe e>0 tel que, pour f=1
a

(1.3.3) sup [ul <+ @.
P»1 P

f est ici introduite en vue d"applications ultérieures.
Enoncons maintenant le résultat principal de ce paragraphe.
Proposition 1.3.2 : On suppose que f vérifie la propriété suivante :
(1.3.4) M =sup I\ _ <+ « .
q>£ S

Soit alors w= (Wy ...3w") une fonction vectorielle appartenant a if3 (%,)

sur U3 avec s b e
Soit F une fonction analytique au voisinage de w(w).

Alors F(w) £EH§(edS) 1_3 et il eoriste &>03 L>0 3 ne dépendant que de F,
I
d*un majorant de M3 et de |jw]] 3 tels que3 pour tout p >1 et tout

e>03 Ila condition
(1.3.95) e [wlp<€ 6
entratne

@  [FWIp-"L "

U > \FWI\p+14L(\w\p+1l+«p#2 M p).



Preuve : Elle est analogue a celle du lemme 3.3.1 de [4]. On a:

(1.3.6) ZaFWw) =) ") cq ...a F(@QW)(zal w,...,zaqw)
kigMla] a*+...ta=a " q
a.*0
ou les C ne dépendent que de la liste al,...,a_.
o_rl---o_q | ﬁ

Cette formule est iimiédiate, par récurrence sur |a]. On en déduit déja que

F(w) CFf5 *(£), .
Ju

F étant analytique au voisinage de w () , il existe deux constantes A et

R telles que

(1.3.7) Il FCa)@lI ARqq!

Considérons alors les séries formelles

FW = (P ARqg Ir
o1
M
a
e X | al x
ot>0 )

La relation (1.3.2) signifie que

Ox))2<<e 00

(P(X)<< Q(X) signifie que chaque coefficient de P est majoré en module par

le coefficient de Q du méme ordre).

On en déduit que, si p>0 est tel que €epR %

(1.3.8) F(p6 (X))<< 2Ap R 6

Majorons maintenant (1.3.6) (avec |a] =p) , en tenant compte de (1.3.7)

UTPL ZaF(W)llssEC,_, hF4Lh, NIFW (wllls 0 JF~1 12" L,
(1.3.9)

- q
WEC, a AR allg Mg vy

s
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et ce dernier terme n Bst autre que M 9%¥([w]p 9(X) ) Ix=0 = ""aprés formule
(1.3.6) appliquée a Zj =3" .

Fixons © 2% Alors, si etw]p<6, on a, d aprés (1.3.8)
(1.3.10) IFW).] «2MAR Mp[w]lp ,

ce qui donne (1).

(ii) s"obtient de la méme maniére, en isolant dans (1.3.6) le terme
F"w«=-2°"- q.e.d.

Remargue_11313. : Supposons que l"on ait || fi| 1. Alors la quantité
ll f1 va apparattre devant tous les termes de (1.3.9) pour lesquels q 2.

En conséquence, on peut préciser (ii) en écrivant
U« [Fw)lp+i<L(lw |pfl tMp+l [1f|]s [wlp)
Cette remarque nous sera utile au chapitre 3. (Lemme 3.6).

Corollaire 1.3.4 Siwyp «p sont dans ig(Z) , et si F est ana-

lytique, alors F(wj3...3wr) est dans H"FZ).

Preuve : On utilise la remarque 1.3.1 : £=1 . Par hypothese, il existe

e>0 tel que sup [w] <+«>, et, quitte a restreindre e, (1.3.5) est vérifiée
P P

pour tout p . Il suffit alors d utiliser (i).

Remarque_K 4 . : On peut évidemment définir des distributions conormales as-

sociées a des configurations géométriques plus compliquées (voir Bony [9], et

Melrose-Ritter [15] pour le cas C=). Cependant, Bony [9] a remarqué que, Si

I"on continue a utiliser des champs de vecteurs pour de telles définitions,

les classes ainsi définies deviennent trop grandes, lorsqu®on considere plus

de deux hypersurfaces : on n"a plus de théorémes de propagation, comme ceux

que nous allons démontrer dans ce qui suit. Il faut alors recourir a des

" champs singuliers " , et la généralisation au cadre analytique semble nette-

ment plus délicate.
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Soit alors s 9 m et sozt UeR?OC réelle, une solution de (2.0.1),
. . p N a

F eétant analytique réelle prés de Yo 97 u Yo a m1

On fait alors I1"hypothése suivante

H. D Il existe une hypersurface analytique X3 caractéristique

pour P, telle que UufHN(E) sur ITouvert 0 ={y C.I3<S(y) <«<?}.
Alors uEIng.) prés de Yo -

2.1.1. Remarque : L"hypothese (2.1.1) signifie que P est "de
type principal réel"” par rapport a S, 1i.e.
i) S est non caractéristique pour P
i) Les caractéristiques réelles de P sont simples et transverses a S
an VvV
Le reste du paragraphe 2.1 est consacré a la démonstration du théoréme 2.1.
D"aprés Bony [8], u€HS* (E pres de y . Il reste donc a obtenir des esti-

mations du type (1.1.1).

2.1.2. Réduction a un modele local.
Utilisant la remarque 1.1.4, on se raméne au cas ou yQ=0,
et ou, dans des coordonnées (X,S) € ~x R, on a : rdP(y )= (0;0,1)
- {(x,s) ,xj =0} .
(Si yQTX , le théoréme 2.1 se réduit a celui de [5] V).
On procede ensuite comme dans [4] (paragraphe 2.2 et lemme
3.1 : remarquer qu®une telle manipulation ne change pas 1"équation de E)

pour se ramener a démontrer le résultat suivant

Lemme 2.1.2 Soit ¢ le cylindre {]#| <a) x JO3T[ et soit u".If(€E)3
s>3 +m3 une solution réelle de (2.0.1)3 ou p vérifie les conditions sui-

Vantes Vxteif
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i) p(x3t; Oyl) *0 .
ii) pour tout C *0 3 les raoines réelles de I"équation en t :
p(x3t;”3x)-0 sont simples.

iii) p(03x 3t ; 13030) - 0
et ou F est analytique réelle de ses arguments.

On suppose que u est dans ES3GD ({x~-0p j" et vérifie les
estimations (1.1.1) "pour tout ouvert @ tel que I"cz{(x3t) €ff 3t <
i W2+ N} ol njH. >0 vérifient :
2
(2.1.2) T Na ny

Dans ces estimations3 les Z . sont les champs considérés en a) de la remar-

que 1.1.4
(2.1.3) Z4=x134 i Z3-93 24j"n
Alors u vérifie (1.1.1)" pour tout o tel que

dc # n{t<T}

Pour obtenir les estimations (1.1.1)", on va dériver l"équation (2.0.1)

suivant les

(2.1.4) PZBu= [P,Ze]Ju+ZBF

ol F=FG5.39, ¢ W) o<1t

2.1.3. L"inégalité a priori.
Pour obtenir des estimations sur Z u a partir d"estimations
sur le premier membre de (2.1.4), nous utiliserons I"inégalité a priori suivante,

démontrée dans [5] (Lerame 2.3).
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Lemme 2.1.S : Soit P -P(x3t3DZ3Dt) un opérateur différentiel de la
forme
m-1 _ ., -
P=Ifs + {LI@ L%-II aoét}()@t) D, D%

a coefficients ¢ sur Z’ .

On suppose que le symbole principal p de P est réel3 et que3 pour tout
(x3t) €% 3 pour tout CE€R {7} les racines réelles de I"équation en
X - p(x3t3E3T) =0 sont simples.

Alors3 pour tout yeTR il existe C>0 Y0 >0 tels que r
VWC.HMm 2(JRnx [03T]) vérifiant Pw€H”JRn x [03T]) et suppw cr

{ |l <a} xJO3T[3 V Y ~

) Y B(T-t)y~28aw]J]y » C B(T-t)y PwHYy
@.1.5 a gmm
+C) "/Hai BI(T-t)y~(miardaw i
lakm-2 y
ou y désigne la norme EiI B" xD. T

2.1.4. Estimation sur les commutateurs.
Le second membre de (2.1.4) nous invite a estimer la norme
d Dpérateurs du type [A,ZO] , ou A est un opérateur différentiel a coeffi-
cients analytiques.
Commengons par une remarque formelle
Si Zp...,Z",A sont des éléments d Tne algebre associative, les Z. com-

mutant deux a deux, on a une " formule de Leibniz ””:

(2.1.6) [23.A] (3) (adZ)Y A 73y
0<Y~3 w
‘ Y Y1 Yy - .
oU adZz adZ1 a(jZN_ on obtient cette formule en utilisant

le fait que adA est une dérivation de | algebre considérée.
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Dans le cas de I"algébre des opérateurs différentiels a coefficients analy-
tiques, les Zj étant cette fois des champs de vecteurs, les opérateurs

Y
(adZ) A sont d"ordre inférieur ou égal a celui de A, et nous allons es-

timer leurs coefficients

Lemme 2.1.4 : Soit A un opérateur différentiel & coefficients analy-
tiques sur O et sbé”ent Zq Z,, comme ci-dessus.
Alorsj pour tout vy €J?3 il existe une constante C positive telle que :

pour tout Y£MN3 pour tout coefficient a de (ad Z)YAS

(2.1.7) !_ay!_u’w" c\y Wl Y/ .

Preuve : Il suffit évidemment de prouver (2.1.7) lorsque u est la trace sur
JR d*un polydisque D(xo,Rq) , avec xQ € .

Quitte a restreindre rQ , on peut supposer que A. et les Zj sont a coeffi-
cients holomorphes au voisinage du disque fermé D(xo,Rq) , avec 1>Rq>r ,
Si B est un opérateur différentiel a coefficients holomorphes pres de
D(xQ,r) , on note |[B]| le maximum des modules des coefficients de B sur
D(xQ,r). Si B est d"ordre A, et si C est un autre opérateur a coefficients
holomorphes pres de D(xQ,p) avec 1>p>r , on a, d"apres les inégalités

de Cauchy

(2.1.8) MBCH <K.— -
1 1 (p-r)*

K1 étant une constante ne dépendant que des ordres de B et de C

En conséquence, pour r ,p tels que Rq >p>r , on a :
P
(2.1.9) Z B K, B

ou K7 ne dépend que de 1 et des Zj' .

Par récurrence sur p , montrons que
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VY £\, ] =p VreJOR_t

C. P

Y 1P N,
(2.1.10) adZ 'K _ Cy R -
Pour p=0, (2.1.10) est vraie dés que C ~||A]]d
0 0

Voyons coranent passer du rang p au rang p+l ; on applique (2.1.9) avec

B=(adZ)YA

2.1.11 dz _)(adZ)YA]l " K2C (CIP)p {— ---1----- + ——-F :
( ) W (@dzyad2)YAll O(l)p{l(Ro_p)P(p_r) (Rol_r)P}

PR 1
Choisissant p p+l on obtient, tenant compte de RQ<1 e
- p pr1 P
(2.1.12) I (adzj)(adZ)YA]|r 2K, C,Ch o Pl
0

qui entraine (2.1.10) au rang pt+l , sSous réserves que C1 2K2

En appliquant (2.1.10) pour un certain re]ro,RQ[ et en utilisant les

inégalités de Cauchy, on obtient (2.1.7). q.e.d

En associant la formule (2.1.6) au lemme 2.1.4, on obtient le

résultat suivant, que nous utiliserons plus loin

Sous les hypotheses du lemme 2.1.43 pour tout réel t3

Corollaire 2.1.4 :

il existe une constante C positive telle que :

pour tout g C.C°'(m) 3 pour tout w€EH 3° relativement & Z73...3Z° prés

de bi3 pour tout BE
a.8-Y

®cl wosp 5?25y

(2.1.13) \\g[A3Z"u\\ 4 C )
i t3m

3w O<Y£B m a
ou % est I"ordre de A .

2.1.5. Choix des semi-normes.
D
On estime le terme ZPF figurant dans (2.1.4) a l"aide de la

proposition (1.3.2)
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Posons pour cela y=s-m+1 >~ _ La forme de I"inégalité a priori (2.1.5)

suggére de prendre pour fonction f
fx, ) = (0T-ODX ,

ou X>y est a choisir.

Si T<1 , f vérifie bien (1.3.4) et on peut appliquer la proposition (1.3.2)
sur = if.

On définit les semi-normes |*|] et [*] sur f? avec y au lieu de s, avec
le choix de f ci-dessus, et avec e>0 a choisir.

On définit également les quantités suivantes

4,>_(U) — sup (T_t)A(p-1) %a 23U II
p | -1
jei
$ U
o U sup qM
ap a

Notre objectif est de prouver qu"il existe e>0 et A>0 tels que, si u

est la solution étudiée

(2.1.14) sup (W <+ @ .
p»1 P

Il est clair que le lemne 2.1.2 sera alors prouvé, et donc aussi le théoréme 2.1.

Enongons un corollaire de la proposition 1.3.2

Lemme 2.1.5 : |1l existe z0>03 6>0 et L>0 tels que pout tout

e£]03e0], pour tout X >]i 3 pour tout p~l 3 la condition :
(2.1.15) e\pp (u)<b
entraine :

(2.1.16) F(t3x33au) aam wy 1 LA p+1() +Mp+lu #p( u



20 .

Preuve : Nous notons w la fonction a valeurs vectorielles suivante :
w= (t,x,3au) |0 Jiin 1 .
Alors weH" g)GE)1I&— , et on a, pour tout p>1

WL+l «  sup sup iL (T-©)Xp z33%]] + C Cp+l (ptl) !
p 1 lakm-1 131=ptl y 0

~doLW+ sup I (T-DAp [23,3aQull  + C Cp+l (ptl) !
P 1 lakm-1 y 0
13 I=p+1

en appliquant le corollaire 2.1.4 & chaque 3a, |a] *m-1 , on en déduit

qu il existe e0>0 et C1>0 tels que

VA>1 |,V 10,eQ[ :
I” 1P « V i(u +Clo S (y) miyi mibyi &/ u)+1) * C1V i

soit Wlip~| » 4p+i(u) + C1L Mp+L @ +~(u)) , dapres la relation (1.3.2)

et de méme
W] «C2(1+* (u) pour e €]0,eQ[ -
Compte tenu de ces estimations, la proposition 1.3.2 iii) donne
(2.1.16) sous I"hypothese (2.1.15). q.e.a.
2.1.6. Dérivation de I"équation, (sous les hypothéses du lemme 2.1.2)

Lemme 2.1.6. : Il existe £7>03 &>0 3 L >0 tels que : pour tout

e£]03e ] 3 pour tout A>13 pour tout p~ 13 la condition (2.1.15) entraine

(2.1.17) msiggﬂ I (T-tfapPz™u IIy LP g1 (u)+Mv+I(1+\ (D)



Preuve : On majore le membre de gauche grace a la relation (2.1.4). La con-
tribution de Z3F est contrdlée grace au lemme 2.1.5.
D"autre part, la condition iii) du lemme 2.1.2 entraine qu"il existe des

opérateurs différentiels d"ordre m-1 , Aqg,...,A” , a coefficients analytiques,

tels que
n

(2.1.18) P= 1 A, Z. +A
jel 3 3 <

Mais alors [P,Z3]= v [A:],ZB]ZJ.+ [AO,ZS].

On applique le corollaire (2.1.4)" a chaque AM : quitte a diminuer , on a
alors
I (T-©)Xp [P,Z3]ull AHZ (C@)nlyl sup [IT-DAp3a Z3'Y Z.ul|
y  *j=137Y>0VY/  IYI lakm-1 3y
(2.1.19)
e HZ ®)m ., sup 1 (T-tHxp :mzevu
13*Y>0 w iYl lakm-1 y

Le second terme du membre de droite de (2.1.19) se majore par

(2.1.20) Cy M ig Wy Mgy 1 Ghu

soit par "M  _jJp @) d 3pres (1.3.2).
Dans le premier terme, on isole les termes correspondant & |y |=1 ; on obtient

alors pour majorant

B
(2.1.21) C, P+l d>p+1u =y My Mgy 1 t, u

qui, d aprés (1.3.2) 7, est majoré par
(2.1.22) C3p @p+l (U) +Mp+t1 @ +dp (L)) .

En reportant dans (2.1.19), on obtient finalement I Anégalité annoncée (2.1.17).

q.e.d.
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2.1.7. Formule de récurrence.

Lemme 2.1.7 : Sous les hypotheses du lerrme 2.1.2, il existe ey 0]

XA>0 5 0>0; L>0 4 tels que, pour tous e €]0,e"] 5 A A0 v 1 les

conditions "2.1.15 et cX ; entratnent :

(2.1.23) $p+i(U) 4 L Mp+l il+7p(u)(d+eXJ) *

Preuve : C"est essentiellement celle du lemme 3.3 de [5].
a) On introduit une suite de troncatures X ec t telles que

xN (x,t)=1 Ssi t*n|x] +nl-n2

(2.1.24) {

] 2 )

XN (x,t)=0 si t n X n
1 2

ri2>0 étant choisi de telle sorte que
(2.1.25) n2<nl * T<ri™ +nl“Mn2
les XM vérifiant de plus
(2.1.26) sup 3 XM (x,®©)] » (CN)"a”", pour |a]™N

D€ Tf

Remarquons que les hypothéses du lemme 2.1.2 entrainent que
uekH(2)j g nsupp
N

b) Pour p>1 , choisissons N=[s] +p+3=m+[y] +p +2. Alors, en utilisant

la formule de Leibniz et (2.1.26), on obtient :

(2.1.27) Si k=p +2-r, O0ArAm AXJAU)A Clejrimn

n
En particulier, écrivant P= \ A. Z.+Aq, on en déduit : pour g =p+1,
j:]- NN



23 .

(2.1.28) I (T-OXpPZ3XNu|]y « C2 ejp~1 mp+2

c) Utilisation de 1*inégalité a priori. On pose v=u-X"~u. Compte tenu de
(2.1.24), (2.1.25), v est a support dans {|x] <a} x]J0,T] , on peut donc

0
appliquer le lemme 2.13 & w=Z v, pour |f]=p +1.

Sous réserves que X»X1  1"inégalité (2.1.5) donne

(2.1.29) Xp %'ak

I (T-t)Apaazev]l yA C, ga “) +B(v)3

ou

(2.1.30) A(V) = | (T-DApPZBvV Jly » L1p&Ep+1() +Mp+l (L +Yp (u)))
compte tenu du lemme 2.1.7 et de (2.1.28), quitte a diminuer eQ .

(2.1.31) Bfvl =) (p)m-lal || T-t)Ap"im" |a]) 3a Z3v]||

lal<m-2 y
Maintenant on se rappelle que 2z =x ", ZJ =3~ pour j>2. On peut donc
"convertir" un certain nombre de Z en 9, jusqu"a ce que l"on obtienne
m-1 dérivées 9.

Ainsi, pour m - |a] "2

. - m a a 56
(2.1.32) T 9% ZOv y  C4 Apr2-(n-la])n

(sous réserves que Xp - (m-lal) >X(p +1 - (m-lal)) , ce qui est vérifié des
que X"2).

Soit encore : pour m- Ja|”2

; a3
(2.1.33) I (T-©)Ap- m_la]) 9% z°v y ©s Moz o a 1 ¥, u

en tenant compte de (2.1.27).

Revenant a (2.1.31)

B)* (Sm oM -(mo-lalyo +V b ¢
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d

or p~ donc

M2 m la Cq Moo

B(v) * C/m ?(L+4 (u)) ePl )Iakm_.z, (Ae)m Ial

ACeX2p MpH (L +%p(u) sioex 1

2

Reportant dans(2.1.29)en tenant compte de (2.1.30), on obtient, en utilisant

a nouveau (2.1.27)

(2.1.34) App+l(u)<L2p@p+1 () +Mp+i @ +yp (W)@ +eA2)+ AMp+1)

ce qui, apres division par Ap , donne (2.1.23) si A est assez grand. Ve

2.1.8. Conclusion - choix des parametres.
Soient € ,Xo ,6 ,L les constantes mises en évidence au

lemme 2.1.7.
On choisit H>0, tel que H”"(u) (remarquer que ”~(u) ne dépend ni de
e, ni de X)et H>2L.
Fixons X>XQ , tel que X>A L . Puis fixons e>0 , tel que eH" 6,
eA j , et
1

Ea 4L

Supposons p u H pour un certain p. Alors, d"apres le lemme 2.1.7, on a :

u
1 1
i |_1|-|Xex

ptl
L |-2| d aprés le choix de A et e
« H d"apres le choix de H
u
Donc 4 U sup ﬁ),\;l u H.
p ﬁ+1 P

Par récurrence, on a donc
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Vp> 1 , VP(U) H .,

c"est-a-dire (2.1.14), ce qui achéve la démonstration du théoreme 2.1, comme

annoncé au paragraphe 2.1.5.
2.2. Cas de deux hypersurfaces.

Théoreme 2.2 : Soient U 3P3S3yo,s3u3F satisfaisant tes hypotheses

du théoreme 2.13 ou I Bn a remplacé (HI) par :

H2) Il existe deux hypersurfaces analytiques Lj et Z~"3
caractéristiques pour P3 telles que
1) YJ et se coupent transversalement suivant une

sous-vcziété A de codimension 23 contenue dans

+

i) Il n"existe pas d"autre hypersurface caractéristique
pour P passant par A.
iii) uC-HACLj UEg) sur 1 Buvert i

Alors u €|§ (Z1 UE,Z] prés de ¥o -
Ce paragraphe est consacré a la démonstration du théoreme 2.2.

Remargue_2.2;1 :
a) Le théoreme 2.2 n"a d"intérét par rapport au théoreme 2.1 que si yQ GA

(compte-tenu de la remarque 1.1.3).
b) D"apres Bony [8], on a déja Uu£HsS,0°E@*UZ2) preés de y -
c) Pour démontrer le théoréme 2.2, on suit la méme démarche que précédemment.

Il est a noter qu"il existe deux systémes de coordonnées partiellement adaptés

au probléme
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- D"une part, le systeme (X,t) mis en évidence au Lemme 2.1.2, p

vérifiant toujours les conditions i) et ii) du lemme 2.1.2.

- D"autre part, un systeme (y*,...,yn) ou Z* et ~ seraient respec-

tivement données par les équations y* =0 et y2=o.

La condition A<={tp~0} interdit évidemment de trouver un systéme

seraient données par x, 0 et

de coordonnées du premier type ou Z1 et Z 1

2
X2=<
Nous pouvons maintenant énoncer le lemne fondamental, qui donne

immédiatement le théoréme 2.2.

Lemme 2.2.2 : Soit 1if le cylindre {|x| <a} x]03Tt, et soit Sb 1 Tmage

de par un certain difféomorphisme analytique

¥ 1) (v o...yyn)

défini au voisinage de &
-2
On suppose que 0€2b et que ¥ (0) = (O03XY3 ou nN”™>0.
Soit uEIT(5) )3 s>-"+m3 une solution de (2.0.1)3 le symbole principal p

de P vérifiant les conditions suivantes :
a) Si ? est le transporté de p par ¥'3 p vérifie les conditions i) et
i) du lemme 2.1.2.

b) Notons ZA={y€3) 3y =0} ,Z “" e® "2 = 3 A Zlnz2

bl) z0 et Z* sont caractéristiques pour p .
b2) 11 n Bxiste pas d 3utre hypersurface caractéristique pour p passant
par A.

bs. A<yeS ty n

On suppose que u eHS Zyuz 5) st vérifie les estimations (1.1.1) pour

tout ouvert w tel que
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coc {y € 3) 3t(y) <ri |cfyj "+ }

ou I"on a noté 157 M=Ky 3t(y))3 Hs 3T vérifiant (2.1.2), et les

Z. étant les champs considérés en ») de la remarque 1.1.4 :

(2.2.1) Z1=y1di3 Z2=y27"2 3 Zj~9 * 34j4n.
Alors u vérifie (1.1.1) "pour tout w tel que :
biz «Dfl {y 3t(y) <T) .
2.2.3. Conséquence des hypothéses sur la forme de 1*opérateur.

Lemme 2.2.3 : Sous les hypothéses du lemme 2.2.23 il existe des opérateurs
AQ 3Aj 3 ... 3An 3 a coefficients analytiques sur S) , d"ordre m-13 et un
opérateur K3 a coefficients analytiques sur @) 3 d"ordre m-2 3 elliptique3
(quitte : restreindre S) ) tels que :

n

Q.2.2) P 3_|1 A323 A, K33,

Preuve : D"aprés la condition bl) et la formule de Taylor, on peut écrire

(notant y = §.,,y2,y") , C¢=(",62,6%) )

n
(2.2.3) P(y.0 =j=l1 a. (v,¢) <¢ ,Zj(y) >+¢lc2 k(y",¢1,¢2)
ou les a. sont polynomiales de degré m-1 en ¢, et ou k est polynomiale
(m-2)-homogene en (¢",¢2) , la dépendance en y étant analytique.
Nous allons prouver que k(0,¢”,¢c2) =0 entraine =¢2=0. On en déduira
alors que m-2 est pair, que k(y",CpC2) est de signe constant e€{=x1}
pour y" pres de 0, et il suffira de remplacer k(y",¢",¢c2) par k(y",CpC2)+
eUT " 2 (enmodifiant les aj(y,¢) pour j $.3) , pour obtenir un symbole

k(y,¢) elliptique comme annonceé.
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Raisonnons par l"absurde : supposons qu"il existe (CpC”) ~ (0,0) tel que
(2.2.4) k©,¢=.,¢=) =0
Notons ¢== (¢=,c=>0) Alors, par (2.2.3) et (2.2.4)

P0,c=) =0 .

Mais la condition @) du lemme 2.2.2 s"écrit :v¢*0, p(y,0) =0=>{p,t)(y,¢) *0.

Ainsi
(2.2.5) ip,t}(0,¢<) *0
Mais la condition b3) entraine que :
dyi»t (0) =0 , et donc que
(2.2.6) t(y) =ni+yltl+y2t2+r(y) ,

ou tj=-fr™* » rr) =dyr(® =0, avec (@¢j,t2) *(0,0) puisque t est une
fonction coordonnée.

Injectons (2.2.6) dans (2.2.5)

o*-pt 0 t,. % 0% ¢, P o

1 z 3,
00 9k 0 o 9k 0 0
16 tg a2 B D O¢ 5

On en déduit :

- 0
2.2.7 61 *0 50

9k
o1

'2.2.8 3ie 12 Om 5 *0

Considérons alors :V =1i(y,¢) £7*2) 0 ,yl=y2=0 ,¢" =0 ,k(y",¢l,c2) =0} .
Par hypothése (0,c<) £V , et d"apres (2.2.8) V est sous-variété de T*«2)

de dimension n-1 , qui se projette localement sur A.
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D"autre part, V est une sous-variété conique du conormal a A, donc la 1-
forme canonique s"annule sur V.

Enfin Vc{(y,¢) €T*S) "0, p(y,¢c) =0} , et, toujours d"aprés (2.2.8),
I"hamiltonien Hp de p est transverse a V (localement). On peut donc tisser
a I"aide des courbes intégrales de Hp une lagrangienne conique A contenant
V et contenue dans {p =0}.

La projection de A sur Rn est alors (toujours d"aprés (2.2.8) ) une hyper-
surface £, caractéristique pour p , et qui contient A.

Mais (0,c°) €A =N*£ , et (2.2.7) montre que E+E-J et S*E2 ce qui con-

tredit la condition b23. .
g-e.d-

Nous reprenons les mémes semi-normes quen 2.1.5, mais pour des

fonctions u définies sur S) et non sur £ En d"autres termes
@) =T-1H))X , ou X>1 est a choisir.

Notre objectif est a nouveau de montrer (2.1.14).

Pour cela, on dispose toujours du lemme 2.1.3, d"aprés la condition a) du lemme
2.2.2. On "transporte", bien sir, cette inégalité a priori a des fonctions sur
2) . Le ¢) de la démonstration du lemne 2.1.7 montre que I"on est ramené a

prouver le

Lemme 2.2.4 : Sous les hypothéses du lemme 2.2.2, il existe & >0 XO>O,

s >0 J L>o0J tels que : pour tous e€](3,eo] X Xy P 1 les conditions

"2.15, et eX ; impliquent :

(2.2.9) Il (T-©)XpPZ~Av Jly ™ Lp @p+1 () +Mp+1(l +i>p (U)) (1 + e \2)Yy

ou [31=ptl s v=u-X"u} N=m+[y]+p +2 , (X*) étant la suite de troncatures
introduites au a) de la démonstration du terme 2.1.7s transportées au domaine

£>
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Remargiie_212"5 : Les estimations (2.1.27) sont bien sdr encore vraies, en
revanche (2.1.28) pose probleme, car P fait intervenir trop de dérivées 3

(il y ena m dans le terme K 3*3") , et il faudrait donc avoir a priori des
estimations HS+" pour les Z3u. CT"est pourquoi on a préféré le lemme 2.2.4
a une réécriture du lemme 2.1.6. Comme nous allons le voir, toute la difficulté
du théoreme 2.2 par rapport au théoreme 2.1 est dans cette perte de dérivées

Z , due a la présence du terme K 3j32 dans (2.2.2).
Preuve du lemme 2.2.4 : On écrit
(2.2.10) PZBv =[K3132,23}v + [Q,Z6]v +Z3Pv

n
ou Q= _Y1 A.3 ZJ.+A , conformément au lemme 2.2.3.
i= 0

Nous majorerons séparément la contribution dans (2.2.9) de chacun des trois termes
du membre de droite de (2.2.10).
Notons avant tout que les estimations (2.1.27) se généralisent de la facon sui-

vante
(2.2.11) Pour tout g*p+2, *"qP”) CQC.|Pgtinty~1 .

a) Compte tenu de la forme de Q , la démonstration du lenine 2.1.6 associée aux

estimations (2.2.11) donne, pour eQ assez petit

(2.2.12) Il (M-©Xp [Q.ZAvIl1 u < L,pl&,p+1@) +7, (1 +*p(u)))
De la méne maniére, on montre que, si |i] =p
(2-2.13) I (T-APZY Qv ||y < L1 &@p+1(U) +Mp+l (L +¥p (U)))

et, si |Y] =q4p -1

(2.2.14) I (T-©AqZYQv|ly « H [Mg+1(+ ~p (u) + (Cp)g+m+y ]



(2.2.13) et (2.2.14) nous seront utiles dans la suite de la démonstration.
b) Onad .
Z3Pv =73 -xN)F-Z3[P,XN] U

Cette fois [P,X*] est d'ordre m-1 , et ses coefficients sont majorés grace

N
(2.1.26), et a support dans t<n |x|2+ —12— :

I (T-©)Ap Z3[P,XNJu]] y ~ L2 Mp+1 pour eQ assez petit .

Utilisant le lemme 2.1.5 et (2.1.26)
H ((T-t3Xpzeca -xnjflly si2(p(l¢)*v,o0*yu))).
On obtient finalement :
(2.2.15) Il (MT-©O)XPz3Pv] |y ™ L3 @p+1(u)+Mp+1@ +"p (u)))
Et, de méme : si |Y] =q<p
(2.2.16) I (T-©)X(@"D) ZYPVv |y < L3 (Mg (1+Ip (u)) + (C3p)g+m+y).
c) Il reste a estimer le premier terme du second membre de (2.2.10)
[K3132 ,23]=K [3132,23]+ [K ,Z3]3132 .

Mais, puisque Z°=y™ 3, Z2=y232>17j =3)] pour J£3, on voit facilement

que
313, 23] 1 a3YZY 313, avec
Y<3
3
3y & v

Dés lors
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TtXP K313.\/ZBV , Cut § LR AE TR
Y<6

(2.2.17) +

<w

c T-t 1)P K,z' 313,v
4 g 5

= A(V) +B(v)

Se rappelant que K3j32v=Pv -Qv , on a facilement, en utilisant (2.2.13),
(2.2.14) et (2.2.16)

(2.2.18) A(v)® Lap " ptl () +Mp+1( +yp (W))) -

Pour estimer B(v) , il nous faut faire réapparaitre K devant 3* 32 pour

pouvoir procéder comme ci-dessus. C"est I"objet du lemme suivant :

Lemme 2.2.6 : 1l existe une constante C>0 telle que Vp "m-2+y, Vw

a support dans {|x] <a} x]0,T] 3 VY

*2.2.19 TPk zw Lo vent a
Yo oe<y
(2.2.20) vaw) - |(T-Opz&zw]| +) m-2-\a\ || (T_t)Q-(n-2-\a\) ga z< |
0 y lalm -3 y

(rappelons que m-2 est I"ordre de K).

Avant de démontrer le lenme 2.2.6, voyons comment il permet d"achever
la preuve du lenme 2.2.4 :si | |=q<p +1, on applique le lemme 2.2.6 a
w=332v, p=Xq pour X"™Mm-2+y.
St &<Y , Jol =r , estimons v~(w) , ou plutdt sa contribution dans le second
membre de (2.2.19), puis dans B(v) : le premier terme ne pose bien sdr pas de
probléme, il se majore exactement comme A(v) , et sa contribution dans B(Vv)

est majorée par L5pPp+i(u) +Mp+l @ Hpp (U))™ . En convertissant le plus pos-

sible de dérivees Z en dérivees 3, on a d"autre part :

T (-DAG_ -2t %083 g W L gm0, 1
(2.2.21) '

- L6(C5p) r+C
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ou c est une constante ne dépendant pas de r ni de g .
La contribution des termes du type L~(C"p) ree dans B(v) ne pose pas de

probléme : elle est majorée par
L7 (@ p)P*C*" , donc par MP+1 pour £0 assez petit

Pour majorer le second membre de (2.2.19), il reste finalement a estimer la
somne double

m-3
L. | cd-r H M 1 u
6 r<q r! h=0 r-h P

(en convenant que Mo, O si h>r

En intervertissant les deux signes £, et en remarquant que :

q! ,, fg-r+1 (g-h)!
r! 7 (r-h)!

on obtient le majorant suivant : (pour assez petit)
n-3 Vi1
L7 I M - (Ag)h 1 @+* ()
1h=0 qgn P
m-3

<Lg 1 gACRe) M (b @)
6 h=0 q P

S Lg eA2 qu1 QLsip ) Si e 4

La contribution de ce terme dans B(v) est de facon immédiate majorée par
LiB Mpﬂ e A2 9‘ +¥p\§u33' g.e.d.
Achevons la démonstration du théoréme 2.2 en prouvant le lenme 2.2.6
0
On applique I"inégalité suivante (corollaire de I"inégalité de Garding, voir

[5], lemme 2.3)

i— B (-Opsafl C T-t PKF
(2.2.22) Mm ~2

+C }----- " 2" la] ||(T-©)p" (m2" 1al)% fi]
0 lakm-3 M
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vraie pour p>m-2+m , £ a support dans

(x() I<a ,t(y) £]10,T1} ,

a des fonctions f du type Z w, ou O6<Y.

D apres le corollaire (2.1.4)", on a :

(2.2.23) |Jd-Op [K,2Y]| 4 i sup  ||(T-©)P 3a zow||
1 6<Y YA |a]”m-2 y

donc, compte tenu de (2.2.22)

i ~
2280 TtPKZ w | Yic.¥O 1 P70 AW
P ey y ©

ol >3

Posons yY W= | 0-O)p [K,Z w]] y (2.2.24) sTécrit alors

(2.2.25) yywy ~ 1 Jj-Cr"6"(ye@w) +vo(w))
et yQ = 0 .
Soit alors (a) la suite d"entiers définie par
Y YENN
a =1 , a = Yy ax.
0 i 5y 8

On montre facilement par récurrence sur |Y] et a l"aide de (2.2.25) que

r Y1 K-61
yY N ¢y «t C3 aY-6 Vo *

Le lemme sera prouvé si on montre que

(M

an < , ce qui est élémentaire.
Par exemple, posons : s =) a . Alors
P IY]=p Y
sp=H Z | *0 e
p IYI=p 0O<Y

Si 161=q , ag intervient autant de fois qu"il existe de Y>6 tel que

IY] =p , 1.e. autant de fois qu"il existe y" tel que |Y*] =p-q, 1.e.
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CR+%—q—11 fois. Ainsi

SP - EIO CR:-l%—q—l Sq o2l y 2™ Sq

et s, =1. On en déduit
Vp>1 , spr2ntp 1 (@ +2n-1)p_1. q-e.d.
Corollaire 2.S. : Sous les hypothéses du théoréme 2.2, supposons que :
(supp sing™u) fii = (22 UZN) fih
Alors on a encore, prés de yq

supp singdu = Z? U 4 -

Preuve : La encore ce résultat n a d"intérét que si yQ €a. D aprés le théo-
reme 2.2, ueHM(Z1UZY) preés de y , et on peut appliquer le corollaire 1.2.3 b)
soient C, C, les composantes de Z, Uz, A qui intersectent fi , avec

Clci. , et soient CiI et Ci les deux autres composantes. (Avec Cl1 c%.).

L Nypothese entraine déja que GCj UC2<=supp sing&u. Si, par exemple, C fl

supp singa u était vide, alors on aurait u €l—£f(Z.I) dans ﬁ+ , donc, d Aprés le
théoreme 2.1, u€Hg‘|(Z}) prés de y, » ce qui, compte tenu du corollaire 1.2.2 a),
contredirait le fait que C2crsupp sing&u.

Donc ClI csupp sing_u , et de méme pour C|L . cL.6.3.

Remargue_2;4 : Le corollaire 2.3 permet de préciser exactement supp sings_u ,
mais il reste une imprécision pour WFa u 5 d"apres le corollaire 1.2.4, on

a, sous les hypothéses du corollaire 2.3, une des quatre configurations suivantes:

WV uV  N*Z1JAUN* I2]A ; WFaM |A=N ;WFa~]A=N" 'WFaM]A=NZA ~

Si | Bquation (2.0.1) est linéaire, c ®st bien sir la premiere configuration qui

est a retenir.
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Les autres configurations, qui sont probablement plus fréquentes, correspondent
a un phénoméne d"interaction , dont I"existence justifie I"importance de I hy-

pothése ii) dans le théoréme 2.2 (voir aussi Bony [9]).
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3. PROPAGATION DU CARACTERE CONORMAL ANALYTIQUE POUR LES SOLUTIONS
D"EQUATIONS QUASI-LINEAIRES.

3.0. Introduction.
On aimerait généraliser le théoréme (2.1) a une équation non liné-

aire générale

(3.0.1) F (y>8<"5|a]<Sm-= =

Une différence essentielle apparatt immédiatement : une hypersurface E, d"é-
quation ip=o , est caractéristique si @ vérifie I"équation
(3.0.2) ) —jU (y,9u) (Mpha=0 , pour cp(y)=0.

|la]=m 3u
Ainsi, si (3.0.1) n"est pas semi-linéaire, les coefficients de (3.0.2) dépendent
de u. Dans un probleme étudiant la régularité de u, il est alors peu réaliste
de supposer E a priori réguliére, comme on I"a fait jusqu"a présent. Un équi-
valent du théoréme (2.1) dans ce cadre doit plutdt avoir la forme suivante
" Soit u une solution de (3.0.1), a priori assez réguliére ; soit E une hy-
persurface caractéristique pour I"équation (3.0.1), par rapport a u. Alors
si E est analytique dans le passé et u conormale analytique par rapport a E
dans le passé, cette situation se propage dans I"avenir "
Un tel résultat a été prouvé dans le cadre C™=par S. Alinhac (voir [2] et [3]),
qui pour cela a mis au point la paracomposition, dont I"avantage est de redresser
la caractéristique en ne prenant en compte que faiblement sa mauvaise régularité.
On ne dispose pas hélas d"un tel outil dans le cadre analytique. Eh conséquence,
pour minimiser 1 "influence de la mauvaise régularité de tp dans les estimations
sur u , nous avons d0 recourir au procédé plus classique consistant a dériver
I"équation (3.0.1) un nombre suffisant de fois. L Bffet déplaisant de cette mé-
thode est que I"indice s pour lequel on souhaite montrer que u=€Ha ® doit

étre (encore) plus grand qu"a I"ordinaire (de I"ordre de ~ +2m, alors que le
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n y
le théoréme d*Alinhac demande s> +m +-) e En revanche, cette différence est
trées faible dés que I%on étudie des systemes quasi-linéaires du premier ordre.
Nous avons donc préféré énoncer et démontrer le résultat de ce chapitre dans

ce cadre.
3.1. Enoncé du résultat.

Théoréme 3.1 : Soit fi un ouvert de JR. s et soit u une solution sur fi
du systéme quasi-linéaire mxm suivant :
H
(3-1.1) I A.(ysu)-"-=F(ysu)
3=1 s dy3
ou Ajj--..jJAn et F sont des fonctions analytiques réelles de leurs arguments.

On suppose que u C.HY™(Q) s a valeurs dans ifis avec :
3.1.2) S>j +]

e Soit d 3utre part E une hypersurface c’s caractéristique pour (3.1.1)

par rapport a u . On suppose que u C.jf*e(,) sur A.

e Soit enfin S une hypersurface C’: spatiale pour I Bpérateur :

Y A .(pu) £ au point y £S fIE .
3=1 3 3 -

On fait les hypothéses suivantes :

i) E est analytique sur fi = iyip(y) <o}s ou p=o est une équation de S.

i) u(;.lg(Z) dans fi
Alorss prés de yos Y, est analytique et Uu£H"N(Z2).
Le reste de ce travail est consacré a la démonstration du théoréme 3.1.

Remarquons que les hypothéses laissent entendrent que le résultat de S. Alirihac

a déja été appliqué.



-39 .

3.2. Réduction a un modéle local. Redressement de Z .

i) Procédant comme dans [4], paragraphe 2.2, on se raméne a une équation
du type

n-1

. i au 3u
13.2.1 st 1 Ay txu x, F t,x,u

pres du cylindre ~ = ]0,T[ x{xeRn ~, |x] <a} , | Niypothése S spatiale
étant a remplacer par
. 3 .
G.2.2; L 3t 0 Aj t.X.u
J=i
est strictement hyperbolique par rapport a t=este sur

La surface Z peut étre prise de la forme
(3.2.3) x-j-qefejx’)

tp étant une fonction C=sur le cylindre ™, ou $?7=170,T[ x {xTe!lRn~2,

IX'] <a}« n{x1 =0} vérifiant I"équation caractéristique
(3.2.4) @] =A"t,cp(t,x") ,x",u(t,cp(t,x™) ,x") ,uf,(t,x"H"

ol A(y,u,C") est une fonction analytique réelle de ses arguments : cest
n

I"une des valeurs propres de A, (y,u) - £ A.(y,u) C..
5= N N

Les conditions i) et ii) du théoréme 3.1 se traduisent par

a) ip est analytique sur {(t,x") e £F ,t<n |x'|2+nj}

b) u est HMZ) sur {(t,x)e ™ ,t<n |x]2+n]}
ou n,nl sont des nombres positifs tels que, de plus
(3.2.5) T<na2+1H -

On doit alors montrer que (@ est analytique sur £° , et que ueHsI(z) sur
Cl

if.
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i) Pour cela, redressons d"abord la caractéristique par le changement de

r\j r\ n
coordonnées  (t,x)«> (t,x) donne par

XN =xN + <p(t,x")

(3.2.6) < X" =X
t ={ﬁ .
] . ] % o
E est alors donnée par I"équation =0 , et (3.2.4) sTécrit
(3.2.4)" cp’\—A(t cp(t,x") Lx",U(E,0,x%) (pf*r(% x)J

la condition a) étant trivialement conservée dans les coordonnées (?,?(").
Compte tenu de la proposition 1.1.2 d"invariance par difféomorphisme analytique,
on peut supposer que b) reste vraie dans les coordonnées (Xtib , quitte a mo-

difier la valeur des parametres a ,T ,n>n{e

Enfin I"équation (3.2.1) s"écrit, dans les nouvelles coordonnéees

(3.2.1)" Lu=F (txj +@,x",u) , ou
3 3 N V- n_l a
Y=23 s da-qoeXi v+t ) - 1 A (XL + QX ‘6)9 o g
3t j=2 J t » 3X1
(3.2.7) n-1
+ | A-tt.x, tifcx".u) -i-
i-2 3xJ

N
est un operateur strictement hyperbolique par rapport a %), et la matrice coef-

- g ; .

ficient de a m valeurs propres réelles distinctes dont une est nulle.
3X/\

L*intérét de ce changement de variables est que le caractére conormal s"ex-

prime a l"aide des champs

N

(3.2.8) Z1=x1 — , L.=— , J=2,...,n-1 , Z =-"~ |
3x1 J 3x. 3t

Compte tenu de la proposition 1.1.2, le théoréme 3.1 sera démontré si nous

. N
rsj

prouvons que @ est analytique sur @g”” et que ueH (2 sur if (puisque
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alors le changement de variables (t,x) “m(t,x) sera globalement analytique).
Sauf mention expresse du contraire, nous travaillerons donc des maintenant
dans le systeme de coordonnées (t ,x), et, pour alléger les notations, nous

n"écrirons plus les
3.3. Inégalité a priori.

Lenme 3.3 : Soit #- ]JOsT[x{x £JRn 13 W\ <a} .
n-1

Soit L:—:r)’gr+ Y1 A3.(t3x) -ri_ un opérateur mxm strictement hyperbolique
= ]

par rapport & t=cste sur T . On suppose que les matrices carrées mxm
A3 sont H° sur , avec s>—YA2+I.
Alors pour tout réel re [0,8]3 il existe des constantes Yo >03 C>0 telles

gque : pour toute u€Ef (fe3ifl) telle que LuC.rf(g3lln) et suppuc]03T]x

{le] <a} 3 pour tout Y £-Y0 :
(3.3.1) Ji{(M=t)~1u W4 c \\(T-tY Lu\\r
ot Nell est la norme H*(if).

Preuve : Elle suit celle du lemme 2.1 de [5], la difficulté étant que les Aj
ne sont pas ¢” . En prenant YQ assez grand par rapport a r , on vérifie faci-
lement que I"on peut supposer que le support de u est en fait compact, contenu

dans 8? . En remarquant que

(3.3.2) (T-O)YL (T-t)LY = (T-t) L+Y-1 ,

on est ramené, en posant v= (T—t)Y'1 , a prouver | ®stimation suivante
(3-3.3) WEC(E) , |Ivllr <~  (T-t)Lv+ (-DVv]]|r

et ceci pour tout réel r€][0,s] , YY

a) Remarquons d"abord que, si (3.3.3) est vraie pour une valeur de r inférieure

ou egale & s-1 , elle I"est pour r+l1. En effet on a
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(3.3.4) 32 Hr ~ Y HCr-tDL3iv+ CY-1)3iv |[r

et, puisque L est a coefficients Hg , [(T-©)L , 3] est un opérateur d"ordre

1 a coefficients H> ' donc en voie HWrl dans H' : (-1 55 A
(3-3.5) Il CCT-t)L ,ai]vi|lr < C1 |]v]|r+l

En sommant pour 1=1 a n, on en déduit

02 C

r+l Y

3

(3.3.6) % Id-0)Lv+ (Y-D)vir+l + Y Voo

ce qui donne bien (3.3.3) pour r+l en prenant Y $Yq assez grand.

b) Supposons alors que (3.3.3) est vraie pour r =0. Alors, d"apres a), elle

est vraie pour r=1 , et, par interpolation, pour tout r €[0,1] , en particulier
pour tout rQ 6[0,s - [s]]- Mais alors, par récurrence (en utilisant a)) elle est
vraie pour tout r de la forme rQ+k , k€{0,1,...,[s]} , c"est-a-dire pour tout

r€[0,s] , si I'on fait varier r .

c) Démonstration de (3.3.3) pour r=0.

On utilise le calcul paradifférentiel introduit par J-M. Bony dans [7].

Soit B={x€]Rn , |x] <a}. Considérons les A" €Hs(“f) comme des fonctions
C=([0,T] ,Hs_1/2(B)) et C1([0,T] ,HS 3/2(B)). Si p=s-~-1>0, on a, en

utilisant le théoréme 2.5 b) de [7]

(3.3.7) L 3+ia bRt

ol

ACt) €C=([0,T] ,0p sJ+1(B)) nC1([0,T] ,Op Eg' B

et ou R(t) est une famille continue d"opérateurs p-régularisants, ce qui

entraine

(3.3.8) IRvIlo<CV|Q
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et donc il suffit de prouver (3.3.3) en remplagant L par %:—9\ + 1A(Y) .

D"aprés I"hypothese de stricte hyperbolicité, le symbole principal a™(t,x,()
de A(t) a m valeurs propres réelles distinctes : ceci permet de construire
une famille sQ(t,x,0) €C< ([0,T](B)) DC~A([0,T],Z=(B) a valeurs dans les

matrices mxm auto-adjointes, telle que
(3-3.9 SQ (t,x,0) al(t,x,0) =al(t,x,0)* SQ(t,x,0)
(3.3.10) sQ (t,x,8) ™ I pour cq>0 .

Il correspond a Sq une famille d"opérateurs paradifférentiéls matriciels auto-

adjoints elliptiques, S(t) , telle que :
(3-3.11) S(H) A(t) =A(E)* S(H) +Q(D) .

ou Q€CO([0,T],0p Z°(B)).

e e 0 .
D"apreés I"inégalité de Garding, on a :
(3.3.12) Vwe€c* (B) S®w,w) ~CQ Jw|r-C* Jw]»™ ,

et, quitte a modifier S(t) par un terme auto-adjoint d"ordre inférieur, on
peut supposer que C* =0 dans (3.3.12).
Notons (*,*) le produit scalaire de L2(B)-Alors, d*aprés la continuité L2

de S(t) , la quantite

(3-3.13) F(® =Re ~"S(ONT-t) Lv(t)+ (Y-Dv(v)j ,v(O?
vérifie

T %
(3-3.14) £E() dt  C1 || (T-©)Lv+ (Y-D V]l o |Ivi

0
et, d"aprés (3.3.12) (avec C"=0)

T T

(3.3.15) F@® dt> (T-t) Re"S(E)L v(t) ,v(e)rdt+ (Y-1)C2 |Ivil ¢
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Il reste a prouver que
T

(3.3.16) (T-t) Rejs(t)Lv(t) ,v(t)) dt  -C3 |Vl 2
0

et (3.3.3) sera prouvée pour 'Y assez grand.

Or on a, en intégrant par parties en t :
T T
(T-t) RenS(t) 3tv(t) ,v()" dt = j J AS(E) v(t) ,v(b)Ndt

(3-3.17) o T 0
(T-D"S" (© v (© ,v(t)) dt
0

2
ce qui est minoré par —* |fv]] , et dautre part

(3.3.18)  Re (iS(L)A(L) v(L),v(t)) =i ((S(t) A(t) -A(LF S(L)) V(L) ,v(t))

ii? .
qui est minoré par -Cr IvllO d*apres 3.3.11. q.e.a.

3.4. ldée somnaire de la démonstration.

Pour estimer les Z% et les 3Y Cp, on procede par récurrence sur
I"ordre de dérivation : a chaque pas, on dérive un nombre suffisant de fois
le systéme (3 .2.1)" suivant les Zj , couine dans le cas semi-linéaire, et on
dérive aussi I"équation caractéristique (3.2.4)".
Ainsi, sur I"équation (3.2.4)", il est facile de prévoir que la connaissance
des Z-dérivées d"ordre ~p de u permettra d"estimer les dérivées pietes de @.
D"un autre coété, on peut prévoir sur (3.2.1)" et (3.2.7) que, pour estimer les
Z-dérivées dordre p+t de u, il faut connattre les dérivées d"ordre " p+2
de @ (on montrera qu"il faut en fait connattre les dérivées de @ jusquau
rang p+3).
On constate donc un décalage entre les dérivées de u et celles de cp. Pour y
remédier, nous allons dériver suffisamment le systéme (3 .2.1)" en prenant soin

de ne pas y faire apparaitre de dérivées de @ d"ordre supérieur ! Le plus sdr
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pour cela est de dériver le systeme sous la forme (3.2.1), i.e. avant de faire
le changement de variables indiqué au point ii) du paragraphe 3.2. Nous notons

V la dérivation par rapport aux anciennes coordonnées (t,x). Le lien avec la

nouvelle dérivation " 9 est donné par

(3.4.1) Vi=31 , Vj=9 -9 Py , =9-N@EH (@ j n1l) .

Notons d*autre part

(3-4.2) uk =Vku= (Vau) p Ek -

Alors le systeme (3.2.1)" dérive trois fois s"écrit

(3.4.3) L(Vau) =ga (t,x,ip,uk)0"k<3 si g =3 ,

L étant l"opérateur décrit par (3.2.7).

De méme, l"équation caractéristique (3.2.4)" dérivée trois fois s"écrit

(3.4.4) M (vee@) * Uci(t,x"*y)Itp*uk|x1=0) 0«I<3 * sl M " 3 ~
1 0<k<3

(dans cette derniéere équation, on pouvait bien sir faire apparaitre les Zbu
plutdét que les u™), ou

n-1 / \
(3.4.5) M=3t+ .1 aj ~“tx-,(,V({,u.x =03 »

J=2 1
est un champ de vecteurs a coefficients réels.
Cette fois, grace a (3.4.3), les Z-dérivées (p+1)|en_1es de u” seront obtenues
connaissant les dérivées d"ordre ®p+3 de tp, et en méme temps, gréace a (3.4.4),

ces derniéres seront estimées connaissant les Z-dérivées d"ordre “:p de Uy -

Mettons maintenant en forme ces remarques.

3.5. Semi-normes.
Nous considérons a nouveau la suite (M) introduite au paragraphe

1.3. Rappelons que MP dépend d"un paramétre e>0 , a fixer plus loin.
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Pour of R, w €t—|O g)(E) %@ , hous notons

Vp>1 ,  <B°W = max || (T-A(P-19 27| |
p IBI=p <
0. . +pCw)
V@) = pax Dt
P T K

ol AA~1 est un paramétre a Fixer plus loin.

00 il
Pour t£R, O€C (Sa") , nous notons

Vp>4 , ar(9) = max |(T-)*p-~ 3701
P IYl=p
aT (0)
3NO0) = max AN ——-
p a°g™p  0-3
Rappelons que || ||, désigne la norme Ha(% ) tandis que | | désigne la

norme HX(# 1).

Nous aurons également besoin d"une version modifiée des semi-normes a et B :

VPA3 , oC(e): ma* 1(T-t)"-3-73Y 9]
P Yl=p .
W
3NO0) = max 13-
P 3EqEp "g-2

On vérifie aisément que, pour X assez grand et e assez petit

(3.5-1) opE) ap(9)
(3.5.1)" 3p(0) < e3p(6) =

Montrons maintenant quelques estimations naturelles sur les semi-normes que

nous venons d"introduire

Lemme 3.5 : Soient 0 E,C(D( jf ) 3 analytique pour t<Hn l%'|12+ (ou

T<r\a™r\") } et w€HO+"3 (E)(o>j) sur £ Alors il existe XO 0 eo>0

tels que} pour tout X")XS et tout 2z £]03z0] 3 on ait3 pour tout p :






































































































