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ABSTRACT

Necessarny conditions and sufgicient conditions gor the uniqueness in the
Cauchy probLem are given here in the case of analytic on C° pantial diffe-
nential equations. For an equation (E) near x, € R" and a time function, we
attempt to characterize the following property : for any pair Uy » Uy 0§ 40-
Lutions of (E), u; = u, 4n the past implies u; = u, 4n the future (Locally :
u, and u, are gems at xo).

We bring up a detailed study of §inst ondern Linear equations where struc-
turne conditions, suggested by the deginition of Hormanden's principally normal
operatons, arne discussed, and results extending Hormandern's notion of pseudo-
convexity fon different classes of Linear equations : characteristic analytic
equations (4in that framework, nonlinean §irnst-onden equations are also treated),
§inst onden (C7) equations, second onden equations of real principal type, prin-
cipally normal equations of biprincipal type.

In the proofs, oun tooks are thaditional Carleman inequalities and geome-

tical optics mixed with analytic Cauchy probLem techniques and ideas grom other
domains of analysis.

Key-Wonds : Parntial differential equations, Cauchy problLem, Uniqueness,
- Prineipally normal operatons, Pseudo-Convexity.
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PRESENTATION GENERALE.

Un probléme hérité des physiciens ...

Considérons une grandeur physique complexe u dépendant de n paramétres
réels VATRERTY AT I ou la lettre t désigne le temps. On suppose que cette
grandeur u vérifie une équation aux dérivées partielles d'ordre m et que ses
m premieéres traces sur l'hypersurface du présent, d'équation t=0, sont
fixées (par '"les m premiéres traces de u sur t=0", nous entendons la res-
triction de la fonction u 3 t=0 ainsi que celles de ses dérivées par rapport
a t jusqu'a 1'ordre m exclus). C'est la forme habituelle des problémes que
1'on rencontre en physique, et qui est connue sous le nom de probléme de Cauchy
car c'est 3 ce mathématicien que nous devons le premier résultat général d'exis-

tence de solution pour ce probléme.

I1 arrive fréquemment que 1'on sache construire par différentes méthodes,
méthodes asymptotiques voire numériques, des solutions pour un probléme de
Cauchy donné. La question qui intéresse le physicien est alors de savoir si la
solution construite est bien ' la bonne'" solution, c'est-a-dire celle qui cor-
respond au phénoméne physique étudié. Ce sera assurément le cas si nous savons

prouver que le probléme de Cauchy admet au plus une solution.

Dans cette thése, nous domnons des conditions nécessaires et des conditions
suffisantes (les plus proches possibles les unes des autres de maniére a dis-
poser d'un critére) pour avoir une telle propriété ''d'unicité de Cauchy'" c'est-
d-dire pour que le probléme de Cauchy admette au plus une solution. Pour énoncer
des résultats invariants par changement de variables, les n paramétres réels

dont dépend la fonction complexe u seront désormais rebaptisés XqseeesX et

n’

le temps o(x) , ou x:=(x1,...,xn) et la fonction réelle ¢ vérifie d¢#0.

Nous étudions une équation qui, en toute généralité, est de la forme



F(x , 0% uX) )u€A>=0

o
oi A est une partie finie de ]Nn, a=(a1,...,an) , %u= (3/8x1) L

o
(3/3 x n) Ny » €t F est une fonction sur laquelle nous ferons plus loin des

hypothéses ; posant |a| =0y t...to, 1'ordre de 1'équation est par défi-
nition 1'entier m= max |a| . La propriété que nous cherchons i caractériser
o €A

est la suivante : pour toute paire u; ,u, de solutions de 1'équation,

u; =u, dans le passé = u; =u, dans le futur
(i.e. uy x) =u, (x) pour (i.e. uy x) =u, (x) pour
tout x tel que ¢(x) <0) tout x tel que ¢(x) >0) ;

cette propriété, équivalente dans la plupart des cas (notamment pour les pro-
blémes non-caractéristiques) a la propriété ''d'unicité de Cauchy'" telle que
nous 1l'avons présentée plus haut, sera étudiée de facon purement locale, c'est-
a-dire dans les germes de fonctions en un point X, €R™ vérifiant tD(xO) =0 #

do(x 0) .

En réalité, pour que 1'équation ait un sens pour une fonction complexe u,
. . . .
il faut que la fonction F(x,(;a)a € A) soit holomorphe en (;a)a €A’ Si 1l'on
met 3 part les quelques pages composant [St R 4], qui traite 1'équation analy-
tique (non-linéaire) du premier ordre, nous avons €tudié ici 1'unicité lorsque
F est linéaire, c'est-ad-dire lorsque

Fx, 0" u@) ¢ ) = L— a,() D*u() - £(x) =P(x,D) u(x) - £(x)

lal<m

ou les fonctions a, sont de classe C~ 3 valeurs camplexes et D% = (-1) |o] % .

P

Par lin€arité, la propriété a caractériser devient alors : pour toute fonction

u (= uy - uz) solution de 1'équation P(x,D)u(x)=0,



u=0 dans le passé = u=0 dans le futur

(dans les germes en xo) . Les critéres d'unicité et de non-unicité que nous
discuterons sont de nature algébrique, portent sur les propriétés mutuelles,
prés de X, de la fonction temps ¢ et du symbole principal de 1'équation,
qui est la fonction p, polynSmiale en £, définie sur T*R™ <0 par la for-
mule

px,8) =L __a e,

lo|=m

ne dépendent pas des coordonnées (x1,...,xn) choisies et s'expriment 3 1'aide
d'invariants symplectiques tels que le crochet de Poisson {q,r} de deux fonc-

tions q et r définies sur T*R™ <0 , qui est donné par la formule
{q,r} = (39/3&) - (3r/3x) - (89/3x) » (3r/3¢) ;

enfin, ces critéres ne dépendent pas non plus de la fonction ¢ elle-méme, mais
seulement de 1'hypersurface orientée d'équation «(x) =0, de sorte que les ré-

sultats obtenus s'énoncent de facon purement géométrique.

... pour lequel tous les résultats, ou presque, sont récents ...

I1 n'y a 3 notre connaissance aucun résultat d'unicité antérieur a celui de
Cauchy lui-méme ([Cau] (1842), cf. aussi [Kow] (1875)), et encore doit-on pré-
ciser que le théoréme de Cauchy est avant tout un théoréme d'existence, 1'uni-

cité parmi les solutions analytiques &étant triviale.

Le premier véritable résultat d'unicité a €té obtenu en 1901 par Holmgren
[Hol] pour les équations linéaires 3 coefficients analytiques ; €tendu par
John [Joh] (1949) puis Hormander [H6r 3, th. 5.3.1] (1963), il établit 1'uni-

cité parmi les solutions distributions pour les problémes non caractéristiques



(i.e. sous la condition p(xo,dw(xo)) #0). Bien entendu, il suffit de perturber
1'un des coefficients de 1'équation, flit-ce de facon Cw, pour que le théoréme
ne s'applique plus, et nous sommes donc encore trés loin du probléme que nous

nous sommes proposé de traiter.

Puis en 1937, étendant des estimations d'énergie obtenues pour les équations
du deuxiéme ordre par Friedrichs & Lewy [Fri Lew] (1928), Petrowsky [Pet] montre
que le probléme de Cauchy est toujours bien posé (i.e. existence et unicité de
la solution) pour les équations strictement hyperboliques, méme lorsque les
coefficients ne sont plus analytiques, ce qui coiffe toute une série de résul-

tats dont les premiers remontent a4 Hadamard [Had] (1903) ; 1'unicité se trouve

ainsi prouvée pour les équations a symbole principal réel dés qu'on fait 1'hy-

pothése
@)) p(xo,g -1 rd(p(xo)) =0=>1=0 et {p,v} (xo,g) #0

pour tous & € R <0 et t€R. En réalité, 1'hypothése 1=0 n'a rien 3 voir
avec notre probléme puisqu'elle est destinée, comme 1'a montré Lax [Lax] (1957),
a assurer l'existence d'une solution pour tout second membre f de 1'équation
Pu=f et toutes données de Cauchy sur 1'hypersurface ¢(x) =0. Par la suite,
les conditions nécessaires et suffisantes pour que le probléme de Cauchy soit
bien posé ont été affinées, et ont conduit & des théorémes d'unicité du genre
de celui qu'on trouve dans Hormander [Hor 6, th. 4.4.2] (1977) ; malgré 1'in-
térét que présentent de tels résultats, il convient de souligner que 1'hypothé&se
d'hyperbolicité ne constitue pas le bon cadre pour 1'étude de 1'unicité de la
solution indépendamment de son existence pour un second membre et des données

de Cauchy arbitraires.

Le troisiéme résultat a noter est celui de Carleman [Car] qui montre en

~

1939 1'unicité pour les équations 3 symbole principal réel en deux variables

indépendantes sous 1'hypothése



@) P(x,,E -1 1do(x)) =0 = {p,0}(x,E-1itde(xy)) +0

pour tous ¢ eR®" <0 et te€R. Bien que la portée du résultat de Carleman se
trouve limitée du fait de la restriction sur le nombre de variables, ce travail
constitue une étape importante de la petite histoire que nous retragons ; c'est
13 en effet que se trouve forgé 1'outil qui va désormais servir dans toutes les
démonstrations d'unicité : 1'inégalité a priori pondérée dans laquelle figure
un grand paramétre destiné a tendre vers 1'infini, et qui a pris aujourd'hui

le nom d'inégalité de Carleman.

A part quelques travaux ultérieurs portant sur des équations particuliéres,
tous les autres résultats concernant 1'unicité de Cauchy ont été obtenus dans

les trente derniéres années.

Ce fut d'abord 1'exhibition, certes moins spectaculaire que celle des équa-
tions non localement résolubles, mais qui étomma cependant, d'équations a second
membre nul, a coefficients c”, a partie principale réelle et possédant des so-
lutions C~ mnulles d'un seul c6té d'une hypersurface non-caractéristique, ce
qui justifiait a posteriori 1'hypothése (2) de Carleman, non vérifiée dans le
cas de ces équations ; cette découverte fut 1'oeuvre de P1i§ [P1li 1] (1954) et
de De Giorgi [De G] (1955) sur une idée de MySkis [My$] (1947) consistant 3 com-
biner, en vue de construire une équation aux dérivées partielles dans iR?, des
fonctions trigonométriques de la variable d'espace avec des fonctions de tron-
cature de la variable de temps ; a cette idé€e, ils ajoutérent 1l'astuce de dis-
crétiser la fonction exp(1/¢) de MySkis en une suite de paramétres Kk ten-
dant vers 1'infini pour ensuite recoller entre elles les &quations ainsi obtenues
dans des bandes 5k+1 <Lo(x) € Gk , Gk étant une suite décroissante de réels ten-

dant vers zéro, ce qui assurait la régularité des coefficients et de la solution

de 1'équation. Ces techniques, améliorées par Cohen [Coh] (1960), permirent a



Hormander [Hor 3, th. 8.9.3 & 8.9.4] (1963) d'énoncer les premiers résultats

de non-unicité a hypothéses géométriques simples.

Peu de temps aprés les premiers exemples de non-unicité, Calderén [Cal 1]
(1958), utilisant pour établir ses inégalités de Carleman la toute nouvelle
théorie des intégrales singuliéres qu'il venait de créer avec Zygmund [Cal Zyg]
(1957), généralisa le théoréme de Carleman aux cas de quatre variables indé-
pendantes ou plus (le cas de trois variables se heurtait alors a des difficultés
de nature topologique). Ce théoréme de Calderon fit ensuite 1'objet d'un grand
nombre d'extensions : Pederson [Ped 1] (1958), Mizohata [Miz] (1958), Hormander
[H5r 1] (1958/59), Calderdn [Cal 2] (1961), H6rmander [HSr 3, th. 8.9.1] (1963),
Pederson [Ped 2] (1966), Nirenberg [Nir 1] (1972), Watanabe & Zuily [Wat Zui]
(1977) , Watanabe [Wat] (1979), Alinhac & Baouendi [Ali Baw 2] (1980), Zuily
[Zui 1] (1981), Ounaies [Oun 1] (1982), H6rmander [Hor 8, th. 28.1.8 & 28.3.4]
(1985) ; parmi celles-ci, la plus remarquable par la simplicité des hypothéses
et la généralité du résultat est certainement celle de Hormander [Hor 3, th. 8.9.1]
(1963), qui, remaniée par Lerner [Ler 2] (1985) puis HOormander [Hor 8, th. 28.3.4]
(1985), établit 1'unicité pour les équations principalement normales, c'est-a-

dire dont le symbole principal posséde la propriété

oo

3) {P,p} /pPEL . (T*R™)

(ce qui comprend non seulement le cas du symbole principal réel, mais aussi les

équations elliptiques ou a coefficients constants dans la partie principale),

sous 1'hypothése de pseudo-convexité suivante
(4) Py, -1itde(x))) ={p,0t(xy,E -1 1de(x)) =0 = I (x,&-1tde(x)) >0

pour tous & € R0 et T€R , ou la fonction 9‘-(0 est un invariant (dépen-
dant de p) linéaire et décroissant en ¢" (cf. [St R 6] pour une définition

précise de CJ:'(p avec ces notations), d'ou la terminologie de pseudo-convexité



qui désigne cette propriété géométrique ne dépendant que de 1'hypersurface

orientée d'équation @(x) =0.

Pendant ce temps, P1i§ [P1i 2] (1961) renouvelait les techniques de démons-
tration des théorémes de non-unicité en établissant de nouvelles estimations
pour les recollements ; amplifiant cette idée a 1'aide des puissantes méthodes
de 1'optique géométrique et du théoréme d'extension de Whitney [Whil (1934),
Hormander [Hor 5] (1975) établit toute une série de résultats pour les équations
a coefficients constants dans la partie principale. Ces techniques, standardisées
par Alinhac & Zuily [Ali Zuil (1981) ont ensuite permis & Alinhac [Ali 1] (1983)
de montrer partiellement la nécessité des hypothéses (3) et (4) dans le théoréme

de HOrmander.

I1 ne saurait €tre question, en si peu de place, de citer tous ceux qui ont
participé aux progrés de la théorie, aussi avons-nous omis de trés nombreux
travaux, et non des moindres. Signalons toutefois que la recherche s'est orientée
aujourd'hui dans plusieurs directions : quéte des hypothé€ses minimales de régu-
larité pour les coefficients (Aronszajn, Krzywicki & Szarski [Aro Krz Sza] (1962),
P1i$ [P1i 3] (1963), Agmon [Agm] (1966), Hormander [Hor 5] (1975) & [Hor 7] (1983),
Jerison & Kenig [Jer Ken] (1985)), extension des hypothéses (3) et (4) du théo-
réme de Hormander, et nécessité de telles hypothéses (Strauss & Treves [Str Tre]
(1974), Alinhac [Ali 1] (1983), Lerner [Ler 1] (1984) & [Ler 2] (1985), St Raymond
[St R 1] (1984), Robbiano [Rob 1] (1985), Lerner & Robbiano [Ler Rob] (1985),
Hoérmander [H6r 8, th. 28.4.3] (1985), Saint Raymond [St R 3], [St R 5] &

[St R 6] (1986), Robbiano [Rob 2] (1986)), role des termes d'ordres inférieurs
pour les équations dont le symbole principal admet des points critiques (en plus
des références figurant comme extensions du théoréme de Calderdn, citons P1lis
[P1i 2] (1961), Bahouri [Bah] (1982/83), Nirenberg [Nir 2] (1983), Alinhac

[Ali 2] (1984), Bahouri & Robbiano [Bah Rob ](1986)), étude des €quations quasi-



homogénes (Alinhac & Zuily [Ali Zuil] (1981), Lascar & Zuily [Las Zuil (1982),
Alinhac [Ali 1] (1983), Dehman [Dehl (1982/83), Ounaies [Oun 2] (1986)), des
équations analytiques, voire non-linéaires (Hormander [H6r 3, th. 5.2.1, 5.2.2

& 5.3.2]1 (1963), Zachmanoglou [Zac 1] (1968) & [Zac 2] (1969), Bony [Bon 2]
(1969), Zachmanoglou [Zac 3] (1970), Hormander [Hor 4] (1971), Bony [Bon 3]
(1976), Baouendi, Treves & Zachmanoglou [Baw Tre Zacl (1979), Baouendi & Treves
[Baw Tre]l (1981), Sjdstrand [Sjo] (1982), Saint Raymond [St R 2] (1984),
Baouendi, Goulaouic & Treves [Baw Gou Trel (1985), Saint Raymond [St R 4] (1984),
Métivier [Mét] (1985)). Pour une vue d'ensemble sur les résultats et sur les
méthodes d'approche du probléme, nous renvoyons le lecteur & Alinhac [Ali 3] et

a Zuily [Zui 2] dont les bibliographies sont trés complétes.

... a fourni la matiére de cette theése.

Le paragraphe précédent nous a fait camprendre comment, au fur et 3 mesure
que les résultats s'affinaient, deux méthodes se sont imposées dans le domaine
étudié : la méthode des inégalités de Carleman pour les démonstrations d'unicité
(on trouvera une discussion de cette méthode au chapitre 28 de Hormander [Hor 81),
et pour les démonstrations de non-unicité, les techniques de recollement de solu-

tions presque nulles bien expliquées dans Alinhac & Zuily [Ali Zuil.

Dans cette thése, nous nous sommes efforcé d'aborder le probléme avec des
arguments différents de ces méthodes standard, souvent inspirés des techniques
développées pour le probléme analytique, ou pour d'autres questions d'équations
aux dérivées partielles (résolubilité locale). Pour cette raison, on ne trouvera
guére ici de résultat définitif du genre ''condition nécessaire et suffisante "
comme en fournissent parfois des méthodes bien rodées ; les ndtres nous ont permis
au contraire de mettre en lumiére des phénoménes nouveaux et inattendus, et en

tous cas d'obtenir des résultats inaccessibles aux méthodes traditionnelles
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(citons par exemple 1'unicité dans des situations pseudo-concaves [St R 3,
th. 5.2] cf. condition (6) ci-dessous, ou dans des situations instables

[St R5, th. 2.1] & [St R 6, th. 1.3] cf. condition (7) ci-dessous).

Dans [St R 1], nous démontrons la nécessité de 1'hypothése (4) du théoreéme
de Hormander dans le cas d'un zéro réel pour une €quation principalement nor-
male de type biprincipal ; plus précisément nous obtenons un théoréme de non-

unicité sous 1l'hypothése (3) en supposant que
5)  P(grEy) = ,0H(xGhE) =0 ot F(x,E) <= [P, (P,0H} (xg,E) |

pour un go ER" tel que (dgﬁ/\dgp) (XO,EO) #0. Ce résultat est prouvé par des
constructions de phases permettant d'adapter une précédente démonstration
d'Alinhac & Baouendi [Ali Baw 1] qui traitait un cas ol G'(D(xo,go) =

{p, {p,0}}(x,,E,) =0.

Reprenant ces méthodes de construction de phases en y introduisant des
idées de Zachmanoglou [Zac 1] & [Zac 3], nous établissons dans [St R 2] un
théoréme de non-unicité pour le probléme analytique (caractéristique) qui four-
nit une réciproque au théoréme de Sjdstrand [Sj6, th. 8.9] ; ces méthodes,
ainsi que celles de SjOstrand, sont également €tendues a 1'é€tude de certains
problémes c® , notamment aux équations localement résolubles du premier ordre
(classe d'équations plus large que celle des équations du premier ordre véri-
fiant (3) ) pour lesquelles Strauss & Treves [Str Tre] ont montré que 1'hypo-
thése (2) de Calderén—Carleman, qui s'écrit alors {p,m}(xo) #0, assure 1'u-
nicité ; afin de donner une idée des résultats obtenus dans cette direction,

précisons que pour de telles €quations, les fonctions {p,p}, & _ et {p,{p,o}}

¢
ne dépendent plus de &, si bien que la condition (4) peut s'écrire
" {p,v} (xo) #+0 ou {F@(xO) >0 " de méme que la condition (5) devient

" {p,0}(x)) =0 et q‘@(xo) <- |{p, {p,0}}(x )| "' ; une conséquence de notre
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travail 1) est alors 1l'unicité pour les équations localement résolubles du

premier ordre sous la condition

(6) P} (x) 0 ou g (x) >- [{p, P03} x )] ,

ce qui justifie dans ce cas qu'il nous ait fallu 1'hypothése (5) dans [St R 1]
pour obtenir un théoréme de non-unicité ; on notera au passage qu'un tel ré-
sultat, qui inclut des situations pseudo-concaves (i1) (i.e. ou {p,w}(xo) =0
et Q]Tw(xo) < 0) ne pouvait &tre obtenu par la méthode des inégalités de Carleman
puisque celle-ci, d'aprés Hormander [Hor 8, th. 28.2.1] requiert {p,o} (xo) #0
ou ﬂTw(xo) >0. Toujours dans ce contexte, nous montrons encore un théoréme de
non-unicité sous 1'hypothése (5) (11i) pourvu qu'on vérifie une propriété de
régularité moins restrictive que (dg'ﬁl\dgp) (x 0) #0 (qui était 1'hypothése
faite dans [St R 1]) ; une telle propriété de régularité n'est pas ici une hy-
pothése surperflue car nous donnons enfin, pour traiter des cas non-réguliers
sans 1'hypothése (6), un théoréme d'unicité dont la démonstration, tout-3-fait
originale, repose sur le calcul de la dimension de Hausdorff du fibré des nor-

males 34 un fermé quelconque de R" (1v) .

1) qui traite aussi les cas ou Ofw(xo) =- I{p,{p,cp}}(xo)l , cf. exposé n°XVII
au Séminaire Goulaouic-Meyer-Schwartz (1983/84).

(i1i1) Toutefois, il serait vain d'espérer que 1l'unicité sous la condition (6)
puisse s'étendre aux équations d'ordres plus élevés ; en effet Alinhac [Ali 1,
th. 3] a montré qu'il ne pouvait y avoir unicité si

P(xy,2,) = {p,0}(x,,2) =0 +{p,{p,0}} (x,,z) - {{p,0},0}(x,Z )
pour un g =EO -1 Todcp(xo) » Tg #0, tel que dE p(xo,co) Adgp(xo,co) #0 sous
une condition supplémentaire (hypothése (iv) d'Alinhac) qui entraine que
grw(xo,co) =0 ; c'est seulement 1'hypothése {{p,¢},¢} (xo,z;o) #0 qui empéche
que ce résultat s'applique aux équations du premier ordre.

(11i) Ce théoréme traite aussi des cas ol grw(xo) =- I{p,{p,tp}}(xo) |, cf. note(i).

(iv) Ce fibré a €té introduit par Bony [Bon 1] & [Bon 2] pour traiter le pro-
bléme analytique.
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Dans [St R 3] nous avons repris les principaux résultats existant dans la
littérature pour les équations non-caractéristiques du premier ordre (i.e.
vérifiant {p,w}(xo):¢0) en les étendant de maniére a pouvoir les comparer
plus aisément entre eux. Nous avons ainsi mis en évidence le rdle, jusqu'alors
jamais signalé&, joué par 1'algébre de Lie engendrée par les parties réelle et
imaginaire de la partie principale de 1'équation (qui est ici un champ tangent
complexe) : si le rang de cette algébre de Lie est supérieur a trois, il ne
peut y avoir unicité (ce qui étend les résultats d'Alinhac [Ali 1, th. 1] et
de Robbiano [Rob 1]), tandis que si ce rang reste inférieur a deux, 1l'unicité
est assurée moyennant une hypothése supplémentaire de feuilletage ou de réso-
lubilité locale (ce qui développe les résultats de Strauss & Treves [Str Trel).
Puis, sur le modéle 8t+ib(t)3y dans ]12, nous montrons qu'une telle hypo-
thése supplémentaire s'avére nécessaire pour obtenir un résultat d'unicité ;
ce dernier point est établi par une méthode de construction apparentée a celle
d'Alinhac & Zuily [Ali Zuil, mais dans laquelle nous avons profondément modifié
les arguments de recollement afin de subordonner le découpage de 1l'axe des
temps aux propriétés de la partie principale donnée. Tous ces résultats doivent
étre considérés comme des extensions, dans le cadre donné, de 1'hypothése (3)
du théoréme de H6rmander. Enfin, passant a 1'étude du probléme caractéristique,
nous montrons que la propriété d'unicité subsiste pour les €quations qui la pos-
sédaient déja dans le cas non-caractéristique si 1'on ajoute des hypothéses de
convexité du type (6), résultat qui admet également des réciproques lorsque

1'algébre de Lie est de rang constant.

Avec [St R 4], nous passons a 1'étude du probléme analytique non-linéaire
du premier ordre. Nous plagant dans le cadre défini par Baouendi, Goulaouic &
Treves [Baw Gou Trel, nous &tendons leur résultat d'unicité aux équations carac-

téristiques sous une condition de convexité dont la nécessité est aussi prouvée.
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Les méthodes utilisées dans ce travail sont inspirées des méthodes linéaires

dGes 3 Bony [Bon 1, th. 2.1] et Hormander [H6r 3, th. 5.2.1].

Nous inspirant a nouveau des méthodes analytiques, nous €tudions dans
[St R 5] les équations non caractéristiques du deuxiéme ordre de type princi-
pal réel a la maniére dont H6rmander [Hor 3, th. 5.2.1 & 5.3.2] puis
Zachmanoglou [Zac 1] & [Zac 2] ont traité le probléme analytique caractéris-
tique. Nous obtenons ainsi un th€oréme d'unicité par une méthode de déformation
de surface dans la situation instable ol x o S€ trouve sur le bord d'un domaine

de pseudo-convexité d'équation Y (x) >Y(x.) , ce qui s'écrit plus précisément,
p q 0 p p

en posant (x,z) = (x,f-itde(x)) ,

VX)) 29(xy) et o(x) =p(x,z) ={p,0}(x,z) =0= FpX>2) 2 [V () - W(Xo)]k
(7)
localement, et p(x ,2) = {p,}(x,,2) = g':p(xo’C) =0=1{p,p}(x,,2) #0 ,

oi €>0 et k€e€N. L'instabilité de ce résultat, soulignée par des exemples,
empéche 1'utilisation standard (i.e. avec des poids dont le gradient est pro-
portiomnel 3 d¢ en x o) de la méthode des inégalités de Carleman qui fournit
toujours un résultat d'unicité stable. Aprés avoir précisé les liens entre
1'hypothése (7) et la position des bicaractéristiques par rapport 3 1'hyper-
surface du présent, d'équation ¢(x) =0, nous donnons aussi des résultats de
non-unicité dans des situations ol les trois fonctions p, {p,p} et 9-‘(0

s'annulent en un méme point (xo,co) .

Dans [St R 6] enfin, nous définissons la classe des équations principa-
lement normales de type biprincipal comme la classe des équations vérifiant (3)
et telles que dE P (xo,z;) /\dgp (xo,c) #0 aux points (xo,z;) = (xo,g -itde (xo))
ol les trois fonctions p, {p,»} et @'w s'annulent simultanément. Pour ces
€quations, nous prouvons deux résultats d'unicité : le premier, inspiré par le

travail de Lerner & Robbiano [Ler Rob] et la démonstration de résolubilité



- 14 -

locale de Hérmander [H6r 2], est un résultat d'unicité compacte obtenu sous
une hypothése de faible pseudo-convexité de la famille d'hypersurfaces définie

par ¢, hypothése qui s'exprime par les deux conditions (8) et (9) suivantes
(8) p(x,2) ={p,0}(x,z) =0 = Sip(X,C) >€ |§(p(X:C) |2 localement

pour X voisin de X5 » oi €>0 et ; " est un nouvel invariant défini expli-

citement a partir de p et de ¢, et
9 P(x,52) =1p,0r(x,,2) = F(x,,2) =0 = {{p,0}, 0} (x,2) #0 ;

notre second résultat, qui reprend la méthode de déformation de surface que
nous avions introduite dans [St R 5], prouve 1'unicité (ordinaire) sous les
deux hypothéses (7) et (9) ci-dessus (dans [St R 5], 1'hypothése (9) était
implicite puisque nous traitions des &quations non caractéristiques du deu-

xiéme ordre).
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I. Introduction

Ce papier est une contribution a 1’étude de 1’unicité de Cauchy pour les pro-
blemes C~, étude qui a suscité de nombreux travaux récents (Alinhac [1] et [2],
Bahouri [4], Dehman [6], Lerner [9] et {10], Nirenberg [11]}, Ounaies [13], Rob-
biano [14]). Pour un panorama des résultats sur la question, on pourra consulter
Zuily [20] et sa tres riche bibliographie.

Pour le point de vue oll nous nous plagons, les travaux essentiels sont dis a
Hormander, Alinhac, Robbiano et Lerner. Hérmander établit ([7], chapitre 8) son
fameux théoréme d’unicité sous la conjonction de deux hypotheéses de natures
différentes:

1. Une hypotheése ne concernant que 1’opérateur: opé€rateurs elliptiques ou
“principalement normaux.”

2. Une hypotheése de convexité faisant intervenir le symbole principal de
I’opérateur ainsi que la variét€ portant les données de Cauchy: surfaces “fortement
pseudo-convexes.”

Ces deux conditions, sous une forme légeérement plus faible, sont en outre
nécessaires pour obtenir les inégalités de Carleman qui restent 2 ce jour 1’unique
méthode utilisée pour démontrer 1’unicité de Cauchy C%; cela ne prouve cependant
pas qu’elles sont nécessaires a 1’unicité de Cauchy elle-méme.

La condition 1 sur I’opérateur seul est apparue, sous deux formes proches 1’une
de l’autre, comme €étant a la fois suffisante (moyennant la condition 2 de con-
vexité: Lerner [10]) et nécessaire (Alinhac [1], théoréme 1 et Robbiano [14]) pour
I’'unicité de Cauchy. Il reste donc a examiner la condition 2 de convexité pour
laquelle on posséde déja quelques résultats de nécessité (Alinhac [1}, théorémes
2 et 3, Saint Raymond [15], Bahouri {4]).

Nous proposons ici un nouveau résultat de non-unicité pour des problémes ne
vérifiant pas la condition 2 de convexité, 1’opérateur étant principalement normal
au sens de Lemer [10] (hypothése du type condition 1 sur 1’opérateur seul). 11
concerne un opérateur a partie principale complexe admettant un zéro réel, situ-
ation qui n’était pas traitée dans Alinhac [1]. Enfin, a la suite de notre précédent
travail [15] dont nous reprenons les méthodes, nous nous sommes efforcés d’in-
clure dans nos résultats les problémes caractéristiques; ce point de vue nous a
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alors conduit a formuler une réciproque du théoreme 8.9 de Sjostrand [16] sur
I’unicité de Cauchy pour des problémes analytiques.

11. Notations et Enoncés des Résultats

1. Le probleme. Soient Y une sous-variété de codimension 1 de la variété

X = R""' (ol n = 1), et O un point de Y; nous noterons x = (Xg,X1,---»Xp)
le point courant de X et poserons D = —id, = (—i(d/3x0),..., —i(3/3x,)) ou
i = \/:1; soit enfin P(x, D) un opérateur différentiel linéaire d’ordre m = 1 a

coefficients (complexes) C~. Nous nous intéressons a [’unicité des solutions
au probléme de Cauchy correspondant, c’est-a-dire, via réduction par linéarité,
a I’existence d’une fonction u C~ non triviale au voisinage de O, et solution du
probléme:

{ P(x,Du(x) = 0Oet
u est plate sur Y (i.e. toutes les dérivées de u sont nulles sur Y).

Toute notre étude est locale (au voisinage de 0).

2. Notations. Nous noterons 7*X le fibré cotangent a X dont les vecteurs
seront (£°,£',...,£"). Le symbole principal de P sera noté p(x,£) et son gradient
en x (resp. en &) p,(x,£) (resp. p«(x,£)). L’ensemble

Char P = {(x,§) € T*X : p(x,§) = 0}
est appelé le lieu caractéristique de P. Le champ hamiltonien de p sera noté:
Hp = pg(x,g) 9 — px(x’g) : ag = HRep + iHlmp’

Etant donnée une fonction =(x), nous noterons avec un d droit la dérivée suivante:

2 o2 = 22 (x,0)| + e, B - 25
—p(x,EWM) = — (x,E)|e—mc x,E(x)) - —
2P ax; X>8)le==x T Pe ax.

7 7

(x).
Comme Y est de codimension 1, il existe au voisinage de O une fonction C*¢
telle que:
Y={x€ X:¢t(x) = O} et £,(0) = O.

Nous en déduisons des systemes de coordonnées locales en utilisant des para-
métrages y de Y:

x = (z,y) € X avec y € R” et éventuellement y = (y,,¥2,¥").
Les vecteurs cotangents seront alors notés

& = (7,m) avec au besoin n = (m',m%,m").

3. Le théoréme C~
Théoreme 1. Supposons qu’il existe p; € T¥ X M Char P tel que



D -5 -

OPERATEURS PRINCIPALEMENT NORMAUX 849

Re p(p1) et Im p(p)) linéairement indépendantes et Char P (qui est alors
une variété de codimension 2) est involutive au voisinage de p,.

(H1) {
H,t(p,) = 0, et la matrice

lelcpt(pl) HRepHIrnpt(pl))

HchHlmpt(pl) lempt(pl)

est la matrice d’ une forme quadratique définie positive sur R*.

(H2) K =

Alors il existe un voisinage ) de 0O, un opérateur Q a coefficients C~ d’ordre
m — 1 et une fonction u € C~(2) tels que

{(P(X,D) + Q(x,D)) u(x) = 0 dans 2 et
O€suppuC {xE Q:1(x) = 0}

De plus, lopérateur Q peut étre remplacé par une fonction plate sur Y =

{x:t(x) = O} dans chacun des deux cas suivants:
1l existe des constantes k € [0, et C => O telles que
e { PG| = Clecolt
(H3b) { Les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifiées avec
p1 = (0,£,(0)) (la normale a Y en O).

Commentaires. (i) L’hypotheése (H1) décrit la situation géométrique générique
de Char P au voisinage d’un zéro réel pour des opérateurs principalement normaux
au sens de Lemner [10]; avec H,#(p,) = O, cela implique n = 2; pour des situations
moins génériques, se reporter au paragraphe 6.

On remarquera que lorsque m = 1, (H2) implique que le probléme est
caractéristique (on a méme alors (H3b)); cela est a relier au théoreme 1 de
Strauss-Tréves [17] qui contient que la condition (H1) (pour tous les p €
T*X M Char P) jointe a ’hypothése “Y non caractéristique pour P en O~
entraine 1’unicité; notre théoréme est donc une réciproque de ce résultat.

(ii) L’hypothé¢se (H2) sur la matrice K peut €tre décomposée en deux: tr X >
O et dét K > 0.V

(a) La condition tr K > O est a relier 2 la notion de forte pseudo-convexité
d’Hérmander qui se compose d’une condition sur les caractéristiques complexes
et d’une autre sur les caractéristiques réelles qui, avec nos notations, s’écrit:

Vp € (T*X\0) N Char P, H(p) = 0 => HE_1(p) + HZ, 1(p) < O.

Le théoréeme 8.9.1 d’HOormander [7], étendu par Lerner [10], montre que cette
condition, jointe a 1’hypothése (H1) (pour tous les p € T*X M Char P) entraine
I’unicité; notre théorgme en est donc une réciproque.

(b) En revanche, la condition dét K > O semble superflue; en effet, lorsque la
matrice K posséde une valeur propre né€gative (mais toujours sous les conditions
(H1) et tr K > 0), nous savons encore, sur certains exemples, construire des

) Avec les notations de la présentation générale de cette thase, f1 s*écrit
(xo.Eo) et t a*écrit ¢ ; de plus, on a alors tr K = -fﬁ}(xo.Eo) et dét K =
[Sﬂp(xo.fo))z—I{},{p.¢}}(x°.zo)|2, si bien que les hypothéses FHtChar P et (H2)
s*écrivent

P(x_.E)) = {PrpHx_.E)) = 0 et F(x .E )<-|{p.{P.o}(x,.E)|.
ce qui justifie la formulation de ces hypothéses que nous avons adoptée dans
notre présentation générale ( condition (S5) ).
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solutions de (P + a@u = O avec O € supp u C {x:71(x) = 0}; cependant, cela
requiert des constructions de phases complexes que nous ne savons pas faire dans
le cas général.

(iii) L.’hypotheése (H3a) concerne les problémes qui sont “moralement” non-carac-
téristiques; elle est notamment vérifiée par tous les opérateurs dont le terme en
DT est t*DT avec k << .

(iv) Au contraire 1’hypothése (H3b) concerne des problémes caractéristiques;
la condition H,t(p,) = O est alors une conséquence de p, € Char P; de plus, “Re
Pe(py) et Im p(p,) linéairement indépendantes™ est a son tour une conséquence de
I’hypothése (H2) si on suppose que {Re p,Im p}(p;) = O, et on pourrait donc
affaiblir, dans ce cas, les hypothéses du théoréme; en outre, la situation géométrique
est trés particuliére; nous montrerons tout cela au lemme 3.

Cette situation géométrique fournit en outre un théoréme pour 1’unicité de Cau-
chy analytique: le théoréme 2 ci-dessous.

(v) Les exemples suivants vérifient les hypothéses de notre théoréme 1; le pre-
mier d’entre eux vérifie (H3a), le deuxiée¢me (H3b) et le troisieéme ne vérifie ni
(H3a) ni (H3b):

P, = D} + 2y,D,D, + 2D, D, + i[D} + 2y,D,D, + 2D, D, ]
dans R* au point p, = (0,0,0,0;0,1,0,0).
P, = y,D} + D,D,, + D2, + ily,D? + D,D,, — 2D2]
dans R? au point p, = (0,0,0;1,0,0).
Py = y,D,D,, + D} — D%, + ily,D,D,, + D?, — D2]
dans R* au point p, = (0,0,0,0;0,1,1,1).

4. Le théoréme analytigue. Lorsque les coefficients de P sont analytiques,
on peut aborder le probléme de 1’unicité de Cauchy sans perturber 1’opérateur;
nous obtenons le résultat suivant:

Théoreme 2. Supposons que les coefficients de P soient analytiques, que
(0, 1,(0)) € Char P et que
(Hla) {Re p, Im p}(p) = O pour tout p € Char P voisin de (0,t,(0)).
(H2a) Vz € C avec |z| = 1, H et (0,2.(0)) > O.
Alors il existe un voisinage ) de O et une fonction u € C~(2) vérifiant:
P(x,D)u(x) = O dans ) et
) OE€E suppu C {x€ Q:t(x) = 0}.

De plus, u est analytique a l'intérieur de son support.

Commentaires. Ce théorégme est une réciproque du théoréeme 8.9 de Sjostrand
[16]; en effet:
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(vi) D’aprés le A. du théoreme de Sjostrand, pour qu’il existe une solution
u € 0’ (L)) au probleme (*), il est nécessaire que Re p(x,§) et Im p(x,£) s’annulent
au point (0.7,(0)) ainsi que tous leurs crochets itérés; notre hypotheses (H1la) est
cette condition A. légerement renforcée.

(vii) De méme, d’aprés le B. du théoréme de Sjostrand, il est nécessaire que
pour tout z € C*, les projections sur la base des bicaractéristiques de Re(zp) issues
de (0,1,(0)) restent localement dans {x: 7(x) = 0}; la encore, notre hypothése (H2a)
(qui est exactement la méme que I’hypothése de positivité de la matrice K en (H2)
du théoréme 1 ci-dessus) est cette condition B., que nous avons renforcée en
demandant aux bicaractéristiques de rencontrer Y avec un contact au plus double.

5. Plan de la démonstration. Pour démontrer le théoréme 1, nous nous ra-
menons en fait a trois situations géométriques standard pour lesquelles il existe
déja dans la littérature des constructions de solutions non triviales de 1’équation

(P + O)u = 0. Pour cela, nous construisons dans un voisinage {2 de O deux
fonctions ¢ (avec @,(0) ¥ 0) et Yy, C~ a valeurs réelles telles que:
2.1 Px,P (X)) = 0 et px, P (x)) - @ (x) =0

2.2 { Vg € C™()), VB € CT(2), Vo, € C, Fa € C™(LD):

Pe(x,9,(x)) - o (x) + g(xa(x) = Bx) et a(0) = op.

Nous en déduisons 1’existence d’une solution a support dans {x € Q:¢(x) = O}
en distinguant les trois cas suivants:

a. Sous I’hypotheése (H3a), nous pouvons adapter la démonstration du
théoreme 2 d’Alinhac-Baouendi [3] en remplacant les hypothéses “p ré€el” et
“pe(x, P (X)) - 9, > O~ par la condition (2.2) ci-dessus.

b. Sous I’hypothése (H3b), nous pouvons choisir ¢ = ¥ dans les conditions
précédentes, et nous pouvons adapter de la méme fagon la démonstration du théoréme
2 de Saint Raymond [15].

c. Enfin, lorsque (H1) et (H2) sont vérifiées avec p, ¥ (0,%,(0)), nous pouvons
choisir ¢ et ¥ telles que (¢2(0),¢¥, (0)) soient lin€airement indépendants, et la con-
dition (2.1) permet d’utiliser le théorédme 8.9.4 d’H6rmander [7].

De la méme fagon que dans le cas b ci-dessus, nous prouvons le théoréeme 2
€en nous ramenant A une situation traitée par Baouendi-Treéves-Zachmanoglou [S5].

6. Situations dégénérées. Lorsque les parties réelle et imaginaire de pg(p,)
ne sont pas indépendantes, on pourrait envisager (comme dans Strauss-Tréves
[17]) de remplacer 1’hypothése (H1) par la condition (P) de résolubilité locale de
Nirenberg-Treéves [12]; par ailleurs, on dispose déja de quelques résultats con-
cernant les opérateurs a symbole principal réel (Alinhac [1] et [2], Bahouri [4],
Nirenberg [11]) qui traitent méme certains cas oll p(p,;) = 0. Nous nous conten-
terons de donner ici un résultat se déduisant facilement de Saint Raymond [15];
c’est 1’équivalent du théoréme 1 lorsque les parties réelle et imaginaire de p,
restent li€es dans un voisinage de p;:
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Proposition 1. Supposons qu’il existe p, € THX M Char P tel que
(H1b) p(p,) 7 O et Char P est, au voisinage de p,, une variété de codimension 1.
(H2b) H,t(p,) = O et Hie,t(p)) + Hinpt(p) > O.

Alors nous avons les mémes conclusions qu'au théoréme 1, y compris I'amélioration
lorsque l'une des hypothéses (H3a) ou (H3b) est vérifiée.

Commentaires. Ici 1’hypothése (H2b) donne une meilleure réciproque au
théoreme d’Hormander (pas de condition dét K > 0). Par ailleurs, on pourrait
sans doute affaiblir (H1b) en requérant seulement 1’existence de suffisamment de
“courbes bicaractéristiques monodimensionnelles™ (cf. Hormander [8]) au voisi-
nage de p,, mais nous serions encore loin d’avoir envisagé toutes les situations
telles qu’elles apparaissent a la dissection du lieu caractéristique pratiquée, sous
la condition (P) de Nirenberg-Treves [12], par Hormander [8]. Enfin, nous lais-
sons le soin au lecteur d’énoncer un théoréme analytique correspondant a la propo-
sition 1.

Eléments de démonstration pour la proposition 1. Sous les hypothéses de la
proposition 1, il existe z € C avec |z| = 1 tel que

Char P = {(x,£) € T*X : Re[zp (x,£)] = O}

au voisinage de p;, Re(zp(p;1)) # O et Hi .»t(p,) > O.

Nous avons montré dans [15] comment construire alors des fonctions ¢ et s
vérifiant (2.1) et (2.2) avec Re(zp) a la place de p. Mais cela implique le méme
résultat avec p (puisque M, est alors proportionnel a Hg..,) €t on peut terminer
la démonstration comme il est indiqué au paragraphe 5 ci-dessus.

III. Démonstration des Théorémes

Rappelons d’abord que sous 1’hypothése (H1l) du théoréeme 1, la variété
Char P est naturellement feuilletée au voisinage de p, (cf. par exemple Hérmander
[8] ou Treves [18], p- 386). C’est a ce feuilletage naturel que nous faisons référence
dans la propriété (3.3) ci-dessous.

Lemme 1. Sous 'hypothése (H1) du théoréme 1, il existe un voisinage ) de
0, une sous-variété 3 de X de codimension 2 passant par O, et une application
C™Yo: 2 —R tels que:

G.1) O, 42(0) = ps;
3.2) px,P2(x) =0 sur 3

Les projections sur la base X des feuilles passant par (x,y3(x)) pour x
3.3)

€ 3. forment une famille ¥ de variétés de dimension 2 transverses Q 3.,
deux a deux disjointes et dont la réunion contient ().

Démonstration du lemme 1. Choisissons des coordonnées locales (7,y); comme
Re p:(p,) et Im p.(p;) sont lin€airement indépendantes et que H,r(p,) = O,
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Re p,(p,) et Im p,.(p,) sont également linéairement indépendantes et il existe alors
au voisinage de O des coordonnées locales (z,y) telles que:

ap ap

% (py =0 (P = 1 (p)) =i
- = ’ = kd = l,
9T P a‘nl P 61]2 P
(3.4)

. ap

et pour j = 3, - (p;) = 0.
amy’

Ecrivant p;, = (0,0; 7,,7,), nous posons:

Yo>r,y) = 17y + y-m + Ay + py3

ou A et p sont des constantes réelles a fixer; (3.1) est ainsi vérifiée et
p(0,42(0)) = 0. Griace a (3.4), nous calculons que

2 2 ©) =22 (o + 22
d)’xp T oy, P

et

d o ap .
PO W (0) = — (py) + 2ipn
dy2 ayz

et il suffit d’attribuer 2 A et p les valeurs O ou 1 suivant que

Re(3p/ay,)(p:) et Im(3p/ady>)(p,) sont nulles ou non pour que 1’on ait
(3.5) { (d/dy)p (0. 42(0)) et (d/dy)p (0,42(0)) sont R-linéairement indépendantes

(dans le R-espace vectoriel C, de dimension 2).
La variété 3, définie par
2 ={x EX:px¥(x) = 0}

est alors de codimension 2; elle passe par O et nous avons (3.2).

I1 reste donc a vérifier (3.3). Comme nous le rappelions en commmengant, la
variété Char P est naturellement feuilletée au voisinage de p,; de plus, ces feuilles
sont transverses aux fibres a cause de I’hypothése d’indépeadance de Re p(p,) et
Im pe(p,); leurs projections sont donc des variétés de dimension 2. Elles sont
transverses 2 3 A cause de (3.4) et (3.5), et par continuité; enfin, c’est encore
pour des raisons de continuités, transversalités et dimensions qu’elles sont deux
a deux disjointes et que leur réunion remplit {2, a condition que celui-ci soit assez
petit.

Lemme 2. Sous les hypothéses (F1l) et (H2) du théoréme 1, il existe deux
voisinages o C () de lorigine, et deux fonctions ¢ et ¢ définies dans €2, C” et a
valeurs réelles telles que
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(3.6) O, (0) =p; et px,P:(x) =0 dans (1;

VgeE CT(), VB € CT(N)), Vo, € C, Ja € CT() telle que
-7 {Pg(x,tb, ) -, (x) + g(xX)a(x) = B(x) dans w, et a(0) = p;
(3.8) pe(x, b, (x))-p,(x) =0 dans ();
3.9 @0 =10 0et0E{XxEN:pX)=0C {xE Q:t(x) = 0}.

Démonstration du lemme 2. Nous continuons a utiliser les notations dulemme 1.

a. Construction de la fonction . La variété décrite par (x,U2(x)) pour x € =
est une variété isotrope (pour la forme symplectique) de dimension n — 1. Les
feuilles étant également isotropes, la réunion de celles d’entre elles qui passent
par les points (x,})2(x)) pour x € 3 est une variété lagrangienne contenue dans
Char P qui, de plus, est transverse aux fibres puisque sa projection sur la base
remplit 2 (cf. (3.3)). Cela implique qu’il existe une fonction s vérifiant (3.6)
(pour une construction plus détaillée, voir par exemple Treves [18] p. 389).

Nous changeons de coordonnées locales pour démontrer (3.7): x = (xg,Xx;,X’)
de telle facon que les éléments de ¥ soient définis par les équations x’ = con-
stante. L’opérateur p:(x,{,(x)) - 9, dérivant le long des feuilles, nous pouvons,
griace a I’hypothese (H1), modifier (xg,x;) de telle sorte que:

2 9 3 a9
Pe(x, P, (X)) - 9, Fy + i Py + a(x) e + b(x) Py
ou a et b sont des fonctions C~ a valeurs complexes s’annulant en 0. Nous voyons
sur cette expression que p:(x,§,(x)) - 3, est un “opérateur de force constante” au
sens d’Hormander [7], définition 7.1.1; le corollaire 7.3.2 du méme ouvrage nous
dit qu’il existe alors un voisinage {2 de 1’origine tel que pour toute f € C™(R"*"),
il existe une solution « € C*(L2) vérifiant:

Pe(x, P, (X)) - U, (x) = f(x) dans 2,

Nous choisissons alors un voisinage w de 1’origine, relativement compact dans
Q; pour toute fonction f € C~(2) nous pouvons définir une fonction f € C”(R"*})
coincidant avec f dans ®: en effet, il suffit de prendre une extension fournie par
le théoreme 1 de Whitney [19] de la restriction a @ de f. Pour des données B €
C~(Q)) et g € C, nous utilisons alors deux fois de suite le corollaire d’Hérmander
rappelé ci-dessus pour définir deux fonctions vy et 8 appartenant & C~({2) et vérifiant
dans Q:

Pe(x, P, (X)) - ¥, (x) = G(x), puis pe(x, ¥, (x)) - 3, (x) = e"B(x).

Nous pouvons alors prendre comme solution du probléme (3.7) la fonction a €
C~(£2) définie par

a(x) = e"y(x)[s(x) —_ 8(0) + aoe-y(O)].

o. Construction de la fonction ¢. Commencons par choisir des coordonnées
locales (z,y) telles que 3, ait pour équation y, = y, = O au voisinage de O (ce qui
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est possible puisque (3.1) et (3.3) impliquent que = coupe Y transversalement en
0), puis définissons ¢ par

@, y) =t — C|y"|* sur = et ¢ est constante le long des éléments de %,

ou C est une constante positive que nous fixerons plus loin, et |y”|*> = 2;=3yf.

Comme ¢ est constante le long des éléments de %, (3.8) est aussitot vérifiée; de

plus, ¢, (0) = £(0) ¥ 0. Pour montrer (3.9), il suffit alors de vérifier que

¢ (0 C {x € Q:¢(x) = 0}; or ¢ '(0) est la réunion de la sous-famille %G des

éléments de F qui coupent 3 le long de sa sous-variété d’équation z = C|y"|>.
Ecrivons les équations de Hamilton-Jacobi sous la forme:

r OXx
- (r$s) = Re Pg(x(ras),g(r’s))
or
ox
s (r,s) = Im p(x(r,s),E(r,s))
9 oL
— (r,s) = —Re p,(x(r,5),&(,s))
ar
o€
L - (r,s) = _Impx(x(ras)’ §(r,s)).
as

(Ces équations sont intégrables grace a 1’hypothése (H1)). Nous pouvons alors
définir la fonction #(r,s,z,y”) qui est I’expression de la fonction #(x) dans le syst2@me
de coordonnées locales choisi de la fagon suivante: (£,y”) sont les coordonnées
sur 3 de l’intersection avec 3 de 1’unique feuille appartenant a2 & et passant par
x, et (r,s) sont les coordonnées de x sur cette feuille. LLa matrice X que donne
I’hypothése (H2) du théoréeme 1 est alors la matrice des dérivées secondes par
rapport a (r,s) de la fonction 7 en 0. Par cette hypothése (H2), nous pouvons
déterminer un voisinage (2 de 1’origine en chaque point duquel la forme quadra-
tique définie par les dérivées secondes de 7 par rapport a (r,s) et calculée en un
vecteur (R,S) reste supériecure a e(R? + 8% pour un € > 0. Nous pouvons donc
écrire en tout point de (2:

(3.10) #(r,s,1,y") = (P + s /2 + r%(o,o,t,yﬂ) + s—:—:(0,0,t,y") + #(0,0,t,y").

La fonction (87/8r)(0,0,C|y"|?,y”) est une fonction C* de y” s’annulant pour
y” = 0, d’oux:

= 2v|y"|, et de méme

at_ ”|2 r”
— (0,0,C|y"|*.¥")
or

3.11)

at- nj2 ” r”
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ol v > 0, comme norme de la dérivée premiére de (8t/8r)(0,0,C|y"|*,¥") en
y" = 0, est indépendante de C. Comme 1(0,0,C|y"|?>,y") = C|y”|?, pour les points
de ) par lesquels passe un élément de 9, (3.10) entraine que:

w(r,s,C|y"|2,y") = e(r® + s2)/2
at. 2 ” at- 7|2 ” 2 25\1/2 ”j2
— ;(0,0,Cly"l D+ g(o,o,CIy 2.y ) ¢ + sV + Cly”)?,

dont le membre de droite est un trindbme du deuxiéme degré en (2 + s2)'/2 ad-
mettant pour discriminant

a=(

= (16v? — 2Cse)|y"|?

par (3.11). Si donc nous choisissons C > 8v?/e, nous aurons A = 0O, d’ou
t(x) = O en tout point de ¢ '(0) N . Ceci termine la démonstration de (3.9)
ainsi que celle du lemme 2.

2
) — 2Ce|y"|?

at- "2 ” a; ”|2 ”
—(0,0,C|y"*,y")| + |—(0,0,C|y"|>,y")
or as

Etude des différentes situations: Sous I’hypothése (H3a), et compte tenu des
résultats du lemme 2, nous pouvons adapter la démonstration du théordme 2 d’A-
linhac-Baouendi [3] pour obtenir la conclusion du théoréme 1, comme nous 1’an-
noncions au paragraphe II.5; a plus forte raison, lorsque les hypothéses du théoréme
1 sont vérifi€ées avec p, ¥ (0,7,(0)), le lemme 2 donne que les deux fonctions ¢
et ¥ vérifient (¢, (0),¥,(0)) lin€airement indépendants, et on peut donc appliquer
le théoréme 8.9.4 d’Ho6rmander [7]. Il nous reste alors 2 montrer le théoréme sous
I’hypotheése (H3b). Pour cela, nous commengons par choisir des coordonnées lo-
cales (sous des hypotheéses apparemment plus faibles qu’au théoréme 1).

Lemme 3. Supposons que p, = (0,2,(0)) € Char P, que {Re p,Im pHp,) = O
et que la matrice
K = HzRept(pl) HRelen\pt(pl))
HRelempt(pl) H%mpt(pl)

soit la matrice d’'une forme quadratique définie positive sur R?. Alors il existe
prés de O un systéme de coordonnées locales (t,y) d'origine O tel que

p@.y:T,m) = (¥ + iy2)7™ + q(2, y;7,Mm)
ou le degré en v du polynéme q est inférieur a m — 1 et
Re ¢,(0,0;1,0) ez Im q,(0,0;1,0) linéairement indépendantes.

Démonstration du lemme 3. Choisissons d’abord un systéme quelconque de
coordonnées locales (7,z) et notons y,(z,z) + iy,(z,z) le coefficient de v™ dans p:

P =+ ivy)m™ + O [a(,2) + iB; (2, DT + r(,z;7,0).

Jj=1
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LLa condition p, € Char P signifie alors y,(0,0) = y,(0,0) = 0. Notons Vy, (resp.
Vy,) le gradient en = au point (0,0) de la fonction y, (resp. y;) et o (resp. B) le
vecteur de R” dont les composantes sont (o;(0,0));—,, . . (resp. (B;(0,0));—,,. . ..)-
On calcule alors que

{Re p.Im p}(p)) = a-Vy, — B-Vy,
Hiept(p) = a-Vy,
Hinpt(p) = B-Vy,
HgepHimpt(p) = mB - Vy, — (m — Da - Vy,.
La condition {Re p,Im p}(p,) = O entraine que - Vy, = B-Vy,, et on peut alors

écrire
(a'Vyl B'Vy.>.
a-Vy, B-Vy, ’
la condition de positivité de cette matrice entraine que dét K > 0O, ce qui a deux
conséquences; d’une part, Vy, et Vy, sont linéairement indépendants et on peut
donc compléter (z,y,,y,) en un systeme de coordonnées locales (z,y) dans lequel

p s’écrit (y, + iy,)T™ + gq; d’autre part, a et 8 sont lin€éairement indépendants, ce
qui entraine la dernieére affirmation du lemme 3.

I

K

Moyennant une adaptation de la démonstration de Saint-Raymond [15], il nous
suffit pour terminer de démontrer le:

Lemme 4. Sous l'hypothése (H3b) du théoréme 1, il existe dans un voisinage
Q de O une fonction C=¢ : ) — R telle que les propriétés (3.6) a (3.9) du lemme
2 soient vérifiées avec P = .

Démonstration du lemme 4. Utilisant les coordonnées locales fournies par le
lemme 3, nous avons les résultats du lemme 1 avec

S={x€Q:yi(x) =y,(x) =0} et YoUr,y) =1

grice a la positivité de la matrice K, la fonction #(r,s,z,y"”) introduite dans la
démonstration du lemme 2 est convexe sur R? a (z,y”) fixés, et puisque

oz of "
—(0,0,2,y") = —(0,0,£,y") = O
or as

pour toutes valeurs de (7,y”) (dans (2), on a:
(3.12) V(r,s,2,y") t(r,s,t,y") = £(0,0,z,y") = t.

Nous construisons alors ¢ comme nous avions construit J au lemme 2, ce qui
nous assure que p(x,¢.(x)) = 0; (3.9) découle de (3.12), et tout le reste se vérifie
immédiatement.

Démonstration du théoréeme 2. Les lemmes 3 et 4 ci-dessus montrent com-
ment construire une phase ¢ vérifiant:
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Px,p,(x)) =0 dans) et O€E€{ixEQ:p(x) =0} C {xE€ N:t(x) = 0}

sous les seules hypotheses du théoréme 2; de plus, cette fonction ¢ est analytique
deés que les coefficients de p le sont; enfin, la surface ¢ '(0) est partout carac-
téristique, mais simplement caractéristique puisque p.(0,¢,(0)) ¥ 0. Nous pou-
vons donc appliquer le corollaire 1.1 de Baouendi-Tréves-Zachmanoglou [5] qui
nous donne la conclusion du théoréme 2.
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AUTOUR DU THEOREME DE HOLMGREN
SUR L’UNICITE DE CAUCHY

XAVIER SAINT RAYMOND

Dans le présent travail, nous nous proposons d’améliorer certains résultats
sur I'unicité de Cauchy pour des problémes analytiques ainsi que pour quelques
problémes analogues. Les principaux travaux établissant des théorémes d’uni-
cité se succédent historiquement de la fagon suivante: Cauchy [7], Kowalevsky
[14], Holmgren [10], John [13], Hormander [11, Theorems 5.3.1 and 5.3.2],
Bony [6], et enfin Sjostrand [17, Théoréme 8.9] dont le théoréme contient tous
les précédents. Pour les réciproques, la littérature est moins riche; a part le cas
des coefficients constants (Hormander [11, Theorem 5.2.2]) et celui des équa-
tions du premier ordre (Zachmanoglou [20}]), nous ne connaissons, aux variantes
prés, qu’un seul théoréme de non-unicité dont les premiéres versions semblent
remonter A Goursat [9], et qu’on peut trouver dans Baouendi, Tréves et
Zachmanoglou [4, Corollary 1.1]; c’est ce théoréme qui est utilis¢ dans
Zachmanoglou [19] pour obtenir des conditions nécessaires a I’unicité dans le
cas d’un symbole réel.

Le premier résultat que nous présentons ici, le Corollaire 2.2, est un résultat
d’unicité qui prolonge celui de Bony [6]. Ne sachant pas s’il est contenu dans
les théorémes de Sjostrand, nous ’avons mis ici surtout a cause de I’originalité
de la démonstration qui repose sur le calcul de 1a dimension de Hausdorff du
fibré des normales 4 un fermé (Théoréme 2.1).

Puis nous donnons avec le Théoréme 2.4 I’équivalent pour un symbole
principal complexe du théoréme de non-unicité de Zachmanoglou [19]. Ce
résultat, ainsi que les Théorémes 2.9 et 2.10 qui lui sont paralleles, apparait
comme une réciproque aux théorémes d’unicité précédents; toutefois, dans le
cas analytique, il nous a fallu ajouter des hypothéses en vue d’obtenir une
solution dont le support soit un demi-espace: c’est le sens des Théorémes 2.5 et
2.6.

Received November 5, 1983.



-
2) - 2 -
122 XAVIER SAINT RAYMOND

1. Notations. Théorie de Bony-Sjostrand

Nous nous donnons, au voisinage d’un point x; € R”, une fonction ¢
C2(R") a valeurs réelles telle que £, = dp(xy) * 0. La question de I'unicité de
Cauchy peut étre posée dans les termes suivants: existe-t-il au voisinage de x,
une distribution © € 5¢ telle que:

Pu =0 et
.1 xo € suppu © {x € R"/p(x) > 9(x,)}?
Si la réponse est négative, on dira qu’il y a unicité de Cauchy.

Nous envisagerons les trois situations suivantes:

Cas n°1. P est un opérateur différentiel linéaire a coefficients analytiques au
voisinage de x, et = D2’'(R").

Cas n°2. P est un opérateur différentiel linéaire du premier ordre a coeffi-
cients (complexes) C= et vérifiant la condition de résolubilité locale (P) (cf.
Strauss et Tréves [18]) dans un voisinage de xq; 5= H} _(R"). (Pour les cas ou
la condition (P) n’est pas vérifiée, on pourra consulter Alinhac [1, Théoréme 1]
et Robbiano [15].)

Cas n°3. P=3%,_, X? + X, + ¢, o X;,...,X, sont des champs réels C*>
linéairement indépendants en x, et vérifiant la condition de Frobenius au
voisinage de x5, X, et ¢ sont des termes d’ordres inférieurs complexes et C®, et
X, est combinaison linéaire de X;,...,X,; 3= H{1~"+*9/2(R"). (Pour les cas
ou la condition de Frobenius n’est pas vérifiée, on pourra consulter Bahouri

31>

Dans ces trois situations, nous disposons d’un “ théoréme de Holmgren’ qui
s’énonce: si p(xg, £g) ¥+ 0, le probléme (1.1) n’admet pas de solution (ici, p
désigne le symbole principal de ’opérateur P); dans le Cas 1, c’est le théoréme
de Holmgren classique, dans le Cas 2, c’est le Théoréme 1 de Strauss et Tréves
[18], et dans le Cas 3, on le démontre facilement a partir du théoréme de
Aronszajn et Cordes, cf. Aronszajn [2]. Nous pouvons donc leur appliquer la
théorie de Bony et Sjostrand que nous rappelons briévement ici pour fixer les
notations. Pour les démonstrations, nous renvoyons le lecteur a Sjéstrand [17,
Chapitre 8] ou Hormander [12, Chapters 8.5 and 8.6].

Définition 1.1. Soit F une partie fermée d’une variété C? notée X; le fibré
des normales a F, N*F, est I’ensemble des (x, §) € T*X tels qu’il existe
f € C?*(X) avec:

() x € F;
(i) £ = +df(x) * 0;
(i) y € F = f(») < f(x).
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Théoréme 1.2 (d’aprés Sjostrand). Soient F un fermé de R”, 2 un voisinage
conique d’un point (xq, £0) € N*F et = une variéte contenant N*F M Q. Alors il
existe une variété Z* C N*F passant par (xq, £§;) et telle qu’en tout point
o Z* T, =* = (T,=)*.

Corollaire 1.3. Si F est un fermé de R" et & un owuvert conique de T*R”,
A (R) = {f € C=(Q)/fin*Fna = O} est un idéal de C>=(2) ( fonctions a valeurs
réelles ) stable par crochets de Poisson.

Ce Corollaire 1.3 peut étre combiné avec le ‘“théoréme de Holmgren’ pour
obtenir le Théoréme 1.5 ci-dessous; pour I’énoncer, nous aurons besoin des:

Définitions 1.4. Soit Q wun owvert conique de T*R™; si I est un idéal de
C>=(82), nous noterons Vo(I) la plus grande partie conique de ¢ sur laquelle tous
les éléments de I s’annulent; puis nous noterons I( p, Q) le plus petit idéal I de
C>(S2) contenant Re p g et Fr2 p g el tel que:

D fivquy=0=r<1,

GDfe€lTergelI=(f.g)eI
enfin nous poserons Z( p, Q) = VgalI( p, Q)}.“)

Remarque. =( p, Q) est une partie fermée conique contenue dans p ~ 1(0); si
c’est une variété, elle est involutive a4 cause de (i) et (i1).

Théoréme 1.5. Powr tout owuvert conique S de T*R” et route distribution
u € sSftelle que Pu = O, N*supp u N < Z( p, 2).

Corollaire 1.6 (d ’aprés Bony). S’il existe un voisinage conique 2 de (xq, £5)
tel que (xq, £0) & Z( p, ), alors le probléeme (1.1) n’admet pas de solution.

Corollaire 1.7 (d’aprés Sjostrand). S’il existe un voisinage conique 2 de
(xo,> £0) et une variété involutive Z D Z( p, Q) telle que tout voisinage de (xq, £)
sur la feuille bicaractéristique Z*(xq, £5) passant par (xqo, §,) rencontre le
demi-espace d’équation o(x) < @(x,), alors le probléme (1.1) n’admet pas de
solution.?)

Exemple 1.8. Notons (7, x,, x,) les points de R3, et considérons au voisinage
de Yorigine le symbole p = 7§, + x272 + £2 + it7? et la fonction ¢ = 7 (exem-
ple relevant du Cas 7°1); £, sera donc défini par 7 = 1, §;, = £, = 0, et nous
pourrons prendre £ = {7 > 0}; R pg €t Fm pig € I(p,R), puis () =z €
I(p,R); (i) = &, x3, x,&, et £3 € I(p,R2); () = x, et £, € I(p,N); enfin,
(G) =1 € I(p,R)dou I(p,R) = C>(R) et Z(p, )= .11 ya donc unicité
de Cauchy par application du Corollaire 1.6.

2. Enoncés des résultats et commentaires
Le Théoréme 1.2 a pour conséquence que si N*F est contenu dans une
sous-variété de dimension k, alors il contient une sous-variété de dimension
2n — k (et donc k = n); on peut préciser ces questions de dimension en

D Pour une définition plus simple de X (p,Sl), se reporter & notre exposé
( n° XVII ) au Séminaire Goulacuic-Meyer-Schwartz 1983/64.

) Comme dans l'exposé cité en (1), détajillons ces résultats dans le cas ou
l'opérateur s'écrit X + iY + c ot X et Y sont deux champs réels C° linéaire-
ment indépendants en x_ et qui commutent au voisinage ( cas particulier du cas
n® 2 ) : le corollaire®1.6 dit qu'il y & unicité si {p,¢}(x ) # O, et le corol-
laire 1.7 permet de conclure dans le cas {p,P}(x ) = O dés Jue, par exemple,

il existe deux réels a et b et un entier k tels que

(ax + dY)Jp(x ) = O pour 5<k, et (aX « »)¥e(x_) < o.

Pour relier cela aux résultats cités dans la présentation générale de cette
thése, ajoutons que

2 2
57‘9- -X2<p -Y% et que {Pe{pPs¥}} = Xzip Y% + 2iXYep 3
la condition précédente est donc réalisée avec k = 2 si et seulement si

Feolx_) > -[{p,(p,¢}}(x°)l ( cf. condition (6) de la présentation générale de
cette theése ).
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utilisant le concept de dimension de Hausdorff en un point g(ce que nous
noterons dim 7 cf. §3); nous obtenons:

Théoréme 2.1. Soient F un fermé de R” et (xq, £§g) € N*F. Alors
dim . N*F = n.

Commentaire. Avec le Théoreme 1.2, cette propriété permet de considérer
N*F un peu comme une lagrangienne.

Corollaire 2.2. S’il existe un voisinage conique S de (xgy, o) tel que
dim . . ,2( pP.2) < n, le probléme (1.1) n’admet pas de solution.

Commentaire. Si Z(p, ) était une variété, elle serait involutive (cf. la
remarque suivant les Définitions 1.4); deux cas pourraient alors se produire:
soit (xg, £0) & =(p, R2) et le Corollaire 1.6 suffisait pour conclure, soit
dim, . ,=(p,2) = n et on ne peut pas appliquer ce Corollaire 2.2. Ce dernier
. ne peut donc apporter quelque chose de nouveau que lorsque 2( p, 2) n’est pas
une variété.

Exemple 2.3. On peut facilement construire une fonction f(x) positive C*
paire et telle que f g, s’annule exactement sur I’ensemble “de Cantor” (i.e.,
I’ensemble de tous les réels de [0, 1] admettant au moins une écriture en base 3
n’utilisant pas le chiffre 1). Avec cette fonction f, nous considérons prés de
Iorigine de R?, dont les points seront notés (¢, x), la fonction ¢ = ¢z + x2 et le
symbole p = £ + i(¢2 + f(x))7 (exemple relevant du cas n°2); si @ < {7 > 0},
I(p, 2) est I’idéal engendré par &, g(x) et r ou g décrit ’ensemble des fonctions
plates sur I’ensemble de Cantor: on ne peut donc pas appliquer les corollaires
lL:6 et21.7; enfin, 2(p,2) = {§ =t = f(x) = 0}, dou dim, . ,2Z(p, 2)=1 +

og
Log3

Pour les réciproques, nous distinguerons les cas.

Théoréme 2.4. Supposons que nous sommes dans le Cas n°l, que
d¢p(xg, £0) * O et qu’il existe un voisinage conique S} de (xq, o) tel que:

Re) =( p, Q) est une variété (involutive) analytique passant par (xq, £€,);

(Trx) la feuille bicaractéristique passant par (xq, £5), 2%(xq, £0), est transverse
aux fibres (i.e., dim T, ¢ \Z*(xg, £0) = AiM 7y,_pn T, ¢,)2"(X0> £0));

(Si) =*(x0. £0) € {(x, £) € L/P(x) > P(x0)};

(Za) il existe C > O telle que |dp A £ - dx| < Cle — @(x0)|/? sur =*(xq, £0)-

Sous les hypothéses précédentes, il existe au voisinage de x, une fonction
u € C*(R") solution du probléeme (1.1). De plus, u est analytique a l’intérieur de
suppu = {x € R"/Y(x) = Y (xo)} avec Y analytique et dy(xy) + O.

Commentaire. Les hypothéses sont géométriques et indépendantes de
I’équation ¢ choisie pour le demi-espace { x € R"/@(x) = @(x¢)}. L’hypothése
d:p(xq, §p) * 0 remplit la fonction technique de nous ramener a la construc-
tion du Corollaire 1.1 de Baouendi, Tréves et Zachmanoglou [4]; elle n’est pas

< 2: on obtient I’unicité par le corollaire 2.2.
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nécessaire (cf. Hormander [11, Theorem 5.2.2]). L’hypothése (Rg) empéche
I’application des Corollaires 1.6 et 2.2; I’hypothése (Sj) est nécessaire a cause
du Corollaire 1.7; les hypothéses (Tr) (qui s’énonce encore: V f € I( p, 2),
d:f(xg, §0) = 0 = df(x,, £6) = 0) et (Za) ont été ajoutées afin que le support
de la solution soit un demi-espace (notre technique ne nous permet d’obtenir
que de telles solutions !); en effet on peut démontrer les deux résultats
suivants:

Théoréme 2.5. Supposons qu’il existe un voisinage conique S de (x, £o) et
f € I(p,R) telle que d.f(xq, £6) = O mais (df N & - dx)(xq, §o) * 0. Alors le
probléeme (1.1) n’admet aucune solution dont le support soit { x € R”|Y(x) =
Y(xg)) avec Y € C?(R™) et dy(xy) * O.

Théoréme 2.6. Supposons qu’il existe un voisinage conique S de (xq, §g) tel
que (Rg), (Tr) et (Sj) soient vérifices, mais (Za) n’est vérifiée dans aucun
voisinage de (xq, £g) sur Z*(xq, £,)- Alors, méme conclusion qu’au théoréme 2.5.

Exemple 2.7. Lorsque d (%< p) et d (£ p) sont linéairement indépen-
dants et que { Pe p, Fsnz p} = O sur p~1(0), I'idéal I( p, 2) est I’idéal engendré
par 92« p et £z p, et les propriétés (Rg) et (Tr) sont vérifiées; si ’on ajoute que
la matrice

H;o pw H.’m pHQ. p¢
2 ( xo > £0)
HacpHJm p‘p HJ»- p‘p

est définie positive, la propriété (Sj) est vérifiée pourvu que 2 soit suffisam-
ment petit, et la propriété (Za) aussi; c’était le cas étudi€é dans Saint Raymond
[16, Théoréme 2].

Les théorémes de Zachmanoglou [19] sont également contenus dans celui-ci:
en effet, si p est réel et d; p(xy, £5) + O, alors (Rg) et (Tr) sont vérifiées; puis
on peut montrer facilement que les hypothéses sur la bicaractéristique de p
entrainent (Sj)) et (Za).

Exemple 2.8. Qui ne rentre dans aucun des deux cadres ci-dessus. Notons
(2, x,, x5, x3) les points de R* et considérons au voisinage de l'origine le
symbole p = 7§, + i£3;si R < {7 > 0}, d;p + O, et (Rg) et (Tr) sont vérifi¢es;
si @ =17+ xi + x3 + x;x,x;, toutes les hypothéses du Théoréme 2.4 sont
vérifiées, mais si ¢ = ¢ + xi + x,;x,x; le Théoréme 2.6 est applicable.

Théoréme 2.9. Supposons que nous sommes dans le Cas n°2, que d;p(x,) +*
O, et qu’il existe un voisinage conique S2 de (xq, £,) tel que:

(Rg) =( p, V) est une variété (involutive) C™= passant par (xq, £¢);

(Tr) =*(xq, £,) est transverse aux fibres;

(Si) =*(x0, £0) < {(x, £) € R/P(x) = P(x0))}-

Sous les hypothéses précédentes, et pour tout s = 1, il existe au voisinage de x
une fonction u € H;_ (R") solution du probléeme (1.1).(3)

3) Notons que dans le cas détafillé dans la note () de la page @-3- et sous
1'hypothdse {p,®}H(x ) = O, les conditions (Rg) et (Tr) sont naturellement vé-
rifides, et 1a condftion (Sj) l'est notamment lorsque Fo(x_) < -|{p.{p.lp}}(x°]
( ef. condition (5) de la présentation générale de cette th8se ).
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Commentaire. Signalons que, bien que le probléme soit C*, nous traitons
I’opérateur P lui-méme sans le perturber. Pour les hypothéeses (Rg) et (Sj), nous
renvoyons au commentaire suivant le Théoréme 2.4; I'exemple p = £, + ix,T,
@ = ¢t montre qu’on ne peut pas supprimer ’hypothése (Tr): en effet, on peut
prouver a l'aide du Théoréme 1.5 que suppu € {x, = 0}, et O est la seule
fonction H} _ possédant un tel support ! C’est parce que ’opérateur P est du
premier ordre que nous avons pu supprimer ’hypothese (Za): dans le Cas n°1,
si P est du premier ordre, on pourrait aussi se passer de cette hypothése (Za)
(on perdrait seulement dy (xy) # 0 dans la conclusion).

Théoréme 2.10. Supposons que nous sommes dans le Cas n°3 et qu’il existe
un voisinage conique S de (xq, £,) tel que:

(Rg) (xq, £0) € Z(p, Q) (qui est alors une variété involutive C> pourvu que S2
soit suffisamment petit);

(S)) =*(xg,£0) < {((x, &) € Q/Pp(x) = @(x4)}. Alors il existe au voisinage de
X o une fonction u € C>*(R") solution du probléeme (1.1).

Commentaire. Par les hypothéses du Cas n°3, (Rg) et (Tr) sont vérifiées et
donc il s’agit essentiellement du méme théoréme que le Théoréme 2.9.

3. Calcul de la dimension de Hausdorff de N*F
Avant d’entreprendre la démonstration du Théoréme 2.1, rappelons quelques
propriétés élémentaires de la dimension de Hausdorff; pour plus de détails,
consulter Federer [8, pp. 169 & seq.].
Pour toute partie 4 de RX, la limite suivante est bien définie
vy;(A) = lim inf (er’),

p—>0" rec.de 4 1q i

n<p

ou la borne inférieure est prise sur ’ensemble des recouvrements de 4 par des
boules de rayons r; < p; on peut facilement montrer qu’il existe alors un
unique réel d, € [0, k] tel que

d>dy=v,(A)=0 et d<dyg=v,(A) = oo

appelé dimension de Hausdorff de 4, et que nous noterons dim ;4. On peut
vérifier que la dimension de Hausdorff d’une sous-variété de R* n’est autre que
sa dimension ordinaire. Comme 4 < B entraine dim ;4 < dim , B, on peut
définir pour un point g € 4 le nombre suivant

dim_A4 = 1ir(r)1+ dim ,[4 N B(q; r)]

qui est appelé dimension de Hausdorff de 4 au point g. C’est le concept qui
intervient dans notre Théoréme 2.1.
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Démonstration de dim, . ,N*F > n. Soit f telle que I'on ait les trois
propriétés de la Définition 1.1 avec df(xo) = £,- Prenons x,, = %[ f(x) — f(x,)]
et x’ = (x4,...,X,,_;) pour compléter le systéeme de coordonnées.

Pour |x’| < %4, on pose 8§(x) = inf{d € R/FN B({(x’,8); 1)= &}; on a
0 < 8(x") < 1. On note alors y(x’) 'un des points y € F N 3B({(x’, 8(x")); 1)
et n(x’) = (x’, 6(x")) — y(x"); enfin, on définit une application :
B(x,; ) ©€ R — N*F par

¥ (x7, x,) = (¥(x), (3 + x,)n(x)).
Cette application est continue en x, car Yy (xg) = (xq, £¢) €t
x| < e =|y(x)]| < 2e et |6(x")—1]< €.

Si donc 2 est un voisinage de (xq, £§,) dans N*F, il existe un voisinage « de xg
dans R” tel que Y (w) C Q.

Nous montrerons plus loin que  vérifie en outre

1
3.1 x;) — x > —{x; — X5,

(.1) () = ¥ (x2)| > —=xy = xal

ou les valeurs absolues désignent la norme euclidienne dans les coordonnées
locales choisies. Pour deux points ¢ (x,) et Yy (x,) situés dans une méme boule
B;de rayon r;, on adonc |x; — x,| < 2v2 r,, et on peut écrire

(x e R /Y (x) e B,} € B,= B(*;2/2r;) c R".

Pour tout recouvrement de £ par des boules B, de rayons r;, < p, les B,
recouvrent w, et on a pour toutd € [0,2n]
X (2/2r)%> _inf (X#4),
i rec. de w 1g i
7<2V/2p

d’ou

inf (Z:r;‘) > (2v2) ¢ inf (Zf,.").

rec. de Q zq i rec. de w 7q i

n<e Fe2y2p
Lorsque d < n et p tend vers O, le membre de droite tend vers oo, donc
le membre de gauche aussi, dou dim, Q2 > n. Si donc Q = N*F N
B((xgs £6); r), on obtient le résultat en passant a la limite lorsque r tend vers O.

Démonstration de 1’inégalité (3.1). Si les coordonnées de y(x’) sont

>y (x", y,(x")), on peut écrire

W (x1) — ¥ (x|’

> (x]) =y (x)DF + (G + xn)n(x)) — (3 + x.2)n (x|
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Or |n(x))|* = [m(x3%)]*> = 1, d’ou
1(3 + x,)m(xi) — (3 + x,5) (=)
= (X1 — x,2)° + n(x1) — (x|
3+ x0) + (3 + x,5) + (3 + x,) (3 + x,2) ] In(x1) — 2 (x3)|”

2 , L2
> (x,1 — x,2) +|m(x1) —n(x5)]|".

Comme n(x’) = (x’ — y(x"), n,,(x")),

2 2
m(x7) — n(x%)| =Ixi — y(x]) — x5 + y'(x5)]

et
2
N’(xl) — ‘P(-xz)l
’ ’ ’ ’ 2 14 ’ ’ ’ ’ ’ 2 2
= y(x1) =y (x3)] +lxi —y(x1) — x5 +y(x5)] +(xp,1 — x,2)
rd ’ ’ ’ ’ ’ 2 ’ 4 2 2
= l\/2—(y (x1) —y(x5%)) — (x5 — x2)/ﬁl + 3x] — x5 +(x,0 — x,2)
2
= 4|x, — x|,

d’ou (3.1).

Démonstration de dim ,; N*F < n. Le lecteur uniquement intéressé par les
applications au probléme de Cauchy pourra se passer de cette partie de la
démonstration puisque le Corollaire 2.2 ne découle que de I'inégalité dé&ja
prouvée.

Choisissons des coordonnées dans R” et notons avec des valeurs absolues les
normes euclidiennes dans ce systéme de coordonnées. B(w; p) désignant la
boule ouverte de R” de centre w et de rayon p, nous posons pour € * 0

N,= {(x,¢) € N*F/B(x + 3e£; 3|leg]) N F= & }.

Par définition de N*F, on a N*F = U, cz. N, . Admettons provisoirement
(cf. plus loin) que pour tout € + 0, dim N, < n; soient d > n et a > 0; pour
tout k, v,(N, ,,) = O et on peut donc trouver un recouvrement de N, ,, par des
boules de rayons r,, tel que X, r% < a2 171; si nous réunissons tous ces
recouvrements, nous obtenons un recouvrement de N*F tel que X, , r% < a,
donc v (N*F) = 0, d’ou finalement

dim ,,N*F < n.
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Démonstration de dim,; N, < n. Comme dans la démonstration de
dim ¢ ,N*F > n, nous obtenons cette propri€té en construisant une applica-
tion qui ne rapproche pas trop les points: nous posons

N, - R”
T (x,£) > x + &&;
nous allons montrer que
[ (x1, 1) — ¥ (x2, £2)| = lel {(x1, €1) — (x2, €2)]-
En effet,
2 2 2
[ (x5 &) — ¢ (xa, éz)l =|x, — x,|" + €%|&§;, — &, + 2e(x, — x,) -(£, — £3).
Mais (x,, §,) € N, et x, € F entraine que
|x2 —(x, + 3e£,)| = 3les,|

2 2 2
=[x, — x;|” — 6e(x, — x;) - & + 9€%|£,|7 = 9e2|£,|

2

= 2e(x; — x3) - &, = —§|x; — x5
De méme (x,,£,)E N, et x, € F entraine que —2e(x; — x,). &, =
— 31x; — x,]|?, d’ou finalement, si £ < 1,

W(xi, &) — ¥(x,, 52)'2 = §lx, — xziz + £2|¢, — €2|2
= e%|(x;, &) — (x2, Ez)lz-

4. Non-unicité dans le cas analytique

Comme nous allons utiliser, au cours de la démonstration du Théoréme 2.4,
I’'invariance de ses hypothéses par changement de fonction ¢, il convient de la
vérifier dés maintenant.

Soient donc ¢ et ¥ deux fonctions C? définissant le méme demi-espace
{x € R /@p(x) = ¢(x0)} = {x € R*"/Y(x) = ¥(x0)}, et telles que £, =
do(xy) + 0 + dy(xy) = M- Il existe alors une fonction A € C}(R”) telle que
Y(x) = Y(xg) + A(xNP(x) — p(xy)) avec A(xp) > 0. Remarquons déja que
S*(xo, £,) dépend de ¢ par lintermédiaire de £,; mais comme Z( p, §2) est
conique, =*(xq, No) = {(x, A(x0)¢€) € T*R"/(x, §) € =*(xg, £€0)}> €t donc les
conditions (Tr) et (Sj) sont invariantes par changement de fonction ¢ (pour
(Rg), c’était évident).

Enfin, pour constater que (Za) est, elle aussi, invariante par changement de
fonction ¢, il suffit d’écrire

dy AE-dx =Ade AN E-dx +(p — @(xp))dA A & -dx
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et de remarquer que
(do AN & -dx)(x,A(x0)¢) = A(xo)(de N £ -dx)(x, £&).

Démonstration du Théoréme 2.4. En utilisant les hypothéses (Rg) et (Tr), on
peut trouver des coordonnées locales analytiques x’ = (x;,....Xx,), X’ =
(Xx,,1----.X,_1)etx, telles que (x4, £§5) = (0,0,0; 0,0,1) et

2 (xp, &) = {x"=x,=§ =£§"=0;¢§,=1}
(r = dim Z*(xg, £5); (Tr) = r < n et donc la seule dégénérescence possible est
I’absence de variables x’’; le lecteur vérifiera facilement que tout ce qui suit

reste correct sans variables x’").
Avec ces coordonnées, nous posons

(4.1) (0, x”, x,) = x, — 2C(Ix"|* + x2), C > 0 a fixer,

puis nous prolongeons ¥ analytiquement a un voisinage de I’origine en requérant
que (x, dy (x)) € Z( p, ), ce qui est classiquement possible sous hypothése
(Tr) (cf. par exemple Hormander {11, p. 32] ou [12, p. 156]); comme =( p, Q)
est conique, on obtient par la formule d’Euler ‘
(4.2) ¥(x7,0,0) =0 et dy(x’,0,0) = (0,0,1).

Comme =( p, ) est contenu dans p ~1(0), p(x, d¢(x)) = 0; grace a 'hypo-
thése d.p(xq, £0) + 0, on peut utiliser la construction du Corollaire 1.1 de
Baouendi, Tréves et Zachmanoglou [4] pour obtenir une solution de Pu = 0
dont le support soit localement supp ¥4 = {x € R" /Y (x) = 0}. Il ne reste plus
qu’a vérifier que ce support est contenu dans { x € R”/@(x) = ¢(xo)}-

Par le théoréme des fonctions implicites, @(x) = @(xg) équivaut a x, +
Po(x’, x”) = 0 pour une fonction ¢, € CZ2(R" 1) telle que ¢,(0,0) = 0; la
condition sur le support de u sera vérifiée si nous montrons I’'inégalité

(4.3) Y(x) < x, + oo(x’, x”’) pour x voisin de x.
Par la formule de Taylor,

’ 44 4 a¢ r 2’ 112
¢0(x9x )=<p0(x’0)+ax2(x’0)'x +O(Ix l)'

L’hypotheése (Sj) nous dit que @y(x’, 0) = 0, et ’hypotheése (Za) que |dgg(x’, 0)]
< Golpo(x’,0)]/2, d’our

a¢ 44 ’ 7” ’ 144 2
3% (X:0) - x| < Col@o(x7,0)]"%Ix| < @o(x",0) + C,|x"|

et donc

’

®o(x’, x”) = —Clx”|
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pour une constante C > 0 ne dépendant que de ¢, de p et du choix des
coordonnées (mais pas de iy ) et que nous reportons dans la formule (4.1)
définissant Y. Nous avons donc

2
Xp+ Po( X', x7) — Y(x) = @o(x’, x) + 2C(|x"|" + x2) — Yo(x)
en posant Y ,(x) = Y (x) + 2C(|x”}? + x2) — x,,, d’ou

2
(4.4) X, + @o(x’, x”) —Y(x) = C(Ix”l + xrz') — [¥o ().
Or, on peut écrire
Yo(0, x”,x,) =0 a4 cause de (4.1), et
Yo(x7,0,0) = dyo(x’,0,0) = 0 a cause de (4.2).

Il en résulte que suffisamment de dérivées de Y, sont nulles a4 I’origine pour
que

lWo(x)| < Klx’|(1x”)* + x2)

pour une constante K > 0. Si donc nous restreignons le voisinage de telle sorte
que |[x’| < C/K, nous obtenons (4.3) a partir de (4.4) ce qui termine notre
démonstration.

5. Réciproques 2.5 et 2.6

Nous démontrerons ces résultats par ’absurde en supposant que le probléme
(1.1) admet une solution u dont le support soit {x € R" /Y (x) = ¢(x4)} avec
Y € C?2(R") et dy(xy) + 0. Nous établirons qu’alors I’hypersurface d’équation
Y(x) = Y(xo) posséde des points arbitrairement proches de x, et tels que
@p(x) < p(xy), ce qui constituera la contradiction.

Avant de distinguer les cas, nous pouvons déja remarquer que par le
Théoréme 1.5 nous savons que N*supp u N £ < =( p, ), soit

(5:1) {(x,Ady(x)) €Q/Y(x)=y(xo)etA € R*} c Z(p, Q).
Démonstration du Théoréme 2.5. Puisque f € I( p, ), f s’annule sur =Z( p, ),
et par (5.1)

et donc, par développement de Taylor

dxf(xO’ *fo) (x — xo) + def("_‘o’ 50) ‘(d\P(x) — d‘l’(xo))
+0(Ix — xol” + |dw(x) — d¥(x0)[") = 0



132 XAVIER SAINT RAYMONID

et, puisque dy € C' et que d, f(x,, £,) = O,
Y(x) = Y(xo) = d,.f(x0. %) (x — x0) = O(|x - xolz)

ce qui prouve que d, f(x,, £3) est normal a I’hypersurface d’équation ¢ (x) =
Y(x,)- Nous tirons alors notre contradiction de I’hypotheése (df A £ -
dx)(xq, §0) + O.

Démonstration du Théoréme 2.6. Comme dans la démonstration du Théoréeme
2.4, nous utilisons les hypothéses (Rg) et (Tr) pour trouver des coordonnées
locales y’, y’’, y, telles que (x4, £5) = (0,0,0; 0,0, 1) et

’

Z*(x0,%0) = {y' ' =Ya=m"=m"=0;m,=1}.
Par le théoréme des fonctions implicites, Y (x) = ¥ (x,) équivaut a y, +
Yo(»’> ¥’’) = O pour une fonction ¥y, € C?(R”™!). En appliquant le Théoréme
1.2 a la situation décrite en (5.1), on voit que Y4(»y",0) = 0 et dyo(y’,0) = O;
on peut donc changer de coordonnées C?2 en posant

xl — yr, xn =y1/, xn i y" + \po(yr’ yn)
sans changer I’équation de =*(xg, £g)
E*(x0,€0) = {x"=x,=§ =£"=0;¢,=1}.
De nouveau par le théoréme des fonctions implicites, ¢(x) > @(x,) €équivaut
a x, + go(x’, x’’) = O pour une fonction ¢, € C?2(R""!); pour obtenir la
contradiction cherchée, nous allons montrer
11 existe des points m = (x’, x’’) arbitrairement

(5.2) proches de I’origine tels que @ (m) < O.

Supposons maintenant que (Za) n’est vérifiée dans aucun voisinage de
(xg> £0) sur Z*(xq, £0); compte tenu des coordonnées locales utilisées cela
signifie qu’il existe une suite de points m; € £*(x,, §,) tendant vers O et tels
que |deo(m ;)| > jlee(m,;)]1'/?; en extrayant au besoin une sous-suite, on peut
trouver une direction v tangente a4 x,, = O telle que

(5.3) %0 (m,) > j[@o(m,)]*.

Par la formule de Taylor, il existe alors une constante C telle que pour tous
m et £ suffisamment petits

d
Po(m — e0) — @o(m) + e F22(m)| < Ce?,

d’ou nous tirons, si 71, et € sont suffisamment petits

9
Po(m, — ev) < po(m;) — e32(
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En extrayant au besoin une sous-suite, nous sommes alors dans 'un des deux
cas suivants: soit @,(72,) > 0 pour tout j (mais @g(72,) tend vers O car ¢, est
continue), soit gu(72,) = O pour tout j. Dans le premier cas, grace a (5.3), on
tire de ’expression précédente que les points m; — (@o(m,))! %v vérifient (5.2)
pour ;j assez grand. Dans le deuxiéme cas, il suffit de choisir ¢, — O tel que
0 < g, < C '3gy(m,;)/3v, ce qui est possible d’aprés (5.3), pour obtenir des

J
points m, — g,v vérifiant (5.2).

6. Non-unicité dans les cas C™

Démonstration du Théoréme 2.9. De par sa définition, =( p, 2) est involutive
et donc feuilletée, et grace a ’hypothése (Tr) on peut en déduire un feuilletage
de 1la base R” par projection (plusieurs feuilletages sont -en principe possibles);
on tire de I’hypothése (Sj) que la feuille passant par x, est tangente a
I’hypersurface d’équation ¢@(x) = ¢p(x,), et donc on peut trouver des coor-
données locales C=(x’, x”, x,) avec (xg, £5) = (0,0,0; 0,0,1) et telles que les
feuilles de 1a base aient pour équations: x’’ = constante et x,, = constante.

Ecrivons maintenant P = X + c¢; X étant la projection sur TR” de H,, C’est
un champ tangent aux feuilles, et Xy = 0 si Y(x) = x3 — |x”|2. Si nous
prenons v € H; (R") telle que Xv = ¢ (ce qui est possible pour tout s puisque
par d;p(x,) + O et par la condition (P), X est localement résoluble, cf. Beals et
Fefferman [S, Theorem 1]), nous pouvons choisir comme solution la fonction
u(x) définie par

u(x) = exp(—v(x) —[1/4(x)]) siy(x)>o0,

u(x)=20 siy(x) < O.
Clairement, on a u € H; (R") dés que s > n/2, Pu=0 et suppu = {x €
R” /Y (x) = O0}.

Par le théoréme des fonctions implicites, (x) = @(x,) équivaut a x, +
Po(x’, x”’) = 0 pour une fonction ¢, € CZ(R" 1), et @y(x’,0) > O grace a
I’hypothése (Sj); par développement de Taylor on en déduit que gu(x’, x”) >
— C|x”’| pour une constante C > 0. Si donc |x”| < C73,

Y(x)=>20=x, > IJc"[z/3 = x, + Ppo(x’, x”’) = 0,
et u est solution du probléme (1.1).

Démonstration du Théoréme 2.10. La démonstration est parfaitement iden-
tique a la démonstration précédente i ceci prés gu’il faut remplacer la fonction
w = exp( — v) par la fonction w fournie par le lemme suivarmnt:

Lemme 6.1. Supposons que nous sommes dans le Cas n°3. Alors il existe au
voisinage de x une fonction w € C> (R") telle que Pw = 0 et w(xy) + O.
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Bien que nous n’ayons pas trouvé dans la littérature de démonstration de ce
lemme, il semble pourtant bien connu, et nous ne ferons qu’en esquisser une
démonstration.

On commencera par résoudre approximativement Pw = 0 en trouvant deux
fonctions C* u et f telles que Pu = f, u(xy) = 1 et f est plate en x,; cela peut
se prouver en choisissant une hypersurface non caractéristique pour P passant
par x,, en y calculant les dérivées normales de u exigées par I’équation Pu = O,
et en fabriquant u par le théoréme de Whitney.

Puis, profitant simultanément de la résolubilité locale de P et de la petitesse
de f (qui est plate en x;), on trouvera, par exemple en utilisant le Théoréme
7.3.1 de Hormander [11], une fonction C*>v petite et vérifiant Pv = f prés de
Xgo; sl on a bien choisi les normes, on pourra, grace aux injections de Sobolev,
obtenir que ||v]| ;- < 1/2.

11 suffit alors de prendre w = u — v.
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L'UNICITE POUR LES PROBLEMES DE CAUCHY
LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

par Xavier Saint Raymond

Depuis une trentaine d'années, 1'unicité des solutions des problémes de Cauchy
linéaires a fait 1'objet d'un grand nombre de publications. Bien vite, les études
successives sont devenues trés techniques et difficiles a comparer. Pour remédier a
cette situation, dans un livre publié récemment, Zuily [28] donne des démonstrations
détaillées d'un grand nombre de résultats ; par ailleurs, Alinhac [2] a décrit sans
démonstration 1'ensemble de la théorie en groupant les théorémes suivant les diffé-

rentes classes de problémes traités.

C'est dans ce méme esprit que nous proposons ici une étude détaillée de la ques-
tion pour les problémes de Cauchy du premier ordre. Nous avons choisi de nous res-
treindre au premier ordre pour les deux raisons suivantes : d'une part le probleme
reste alors suffisamment simple pour que nous puissions donner des preuves completes
des résultats énoncés, et d'autre part, une telle étude fait déja apparaitre les cri-
téres d'unicité que 1'on rencontre lorsqu'on traite les problémes de Cauchy généraux.

En effet, si nous ne présentons pas ici les résultats les plus généraux obtenus
sur 1'unicité de Cauchy (Calderon [6], Hormander [9,th. 8.9.1]-Lerner [13], Alinhac
[1], Robbiano [19], Lerner [12], Saint Raymond [20], Lerner et Robbiano [14]), nos
théorémes en donnent des prolongements dans le cas du premier ordre ; ainsi, nous
mettons en évidence 1'importance pour 1'unicité de Cauchy des conditions suivantes :

1. Conditions de crochet (ou de structure) analogues aux hypothéses du théoréme de
Calderon [6] ou 3 la principale normalité d'Hérmander [9,chap. 8] ; ainsi, le théo-
réme 1.2 peut &tre considéré comme une extension du théoréme de Calderdn pour le pre-
mier ordre, et réciproquement, le théoréme 1.1 étend Alinhac [1,th. 1] et Robbiano

[19].

2. Conditions de convexité du genre de la pseudo-convexité d'H6rmander [9,chap. 8] ;
13 encore, ros résultats étendent les théorémes généraux classiques de 1'ordre m :
le théoréme 5.2 non seulement contient Hormander [9,th. 8.9.1] dans le cas du premier
ordre, mais prouve également 1'unicité dans des situations ol on ne peut espérer ob-
tenir d'inégalité de Carleman (cas pseudo-concave) ; quant au théoréme 5.3, il étend
Alinhac [1,th. 2] et Saint Raymond [20].



3. Conditions sur le terme d'ordre inférieur, abordées au chapitre 6.

Pour limiter la complexité technique des démonstrations, nous avons choisi, outre
le cadre du premier ordre, de ne traiter que le cas des coefficients c”, et de n'é-
tudier 1'unicité que parmi les solutions classiques (c'est-ad-dire de classe C1) ;
pour la méme raison, nous ne nous sommes intéressés essentiellement qu'a 1'unicité
stable (pour un sens précis de cette expression, voir le paragraphe 1.1, 1'énoncé des
théorémes et la remarque 4 du paragraphe 1.4). Grice 3 ce choix, notre texte ne fait
appel a des démonstrations extérieures que pour utiliser des résultats généraux bien
connus en analyse (théoréme de Borel, cf. Hormander [11,th. 1.2.6], théoréme d'exten-
sion de Whitney [26], etc. ). D'autre travaux sur le premier ordre sortent du cadre
que nous venons de définir ; il s'agit notamment de Zachmanoglou [27], Baouendi et
Goulaouic [4], Cardoso et Hounie [7], Baouendi et Tréves [5].

*
% *

Les résultats présentés ici ne sont pour la plupart que de 1légéres améliorations
de résultats déja connus : ainsi le th€oréme 1.1 améliore les résultats d'Alinhac
[1,th. 1] et de Robbiano [19], tandis que le théoréme 1.2 améliore les résultats de
Strauss et Tréves [24]. Ces raffinements ont pour essentiel mérite de mieux permettre
la comparaison des théorémes entre eux. Les méthodes utilisé€es dans les démonstrations
sont classiques : inégalités de Carleman pour 1l'unicité, et construction de contre-
exemples 3 base d'optique géométrique et de recollement.

Le théoréme 4.2 doit cependant &tre mis 3 part car c'est un résultat entiérement
nouveau. Bien qu'il s'agisse d'une construction de contre-exemple ressemblant aux
constructions standard, c'est-a-dire du type décrit dans le chapitre 2, nous voudrions

en souligner ici les caractéres spécifiques.

Comme un seul changement de signe de la fonction b ne suffit pas a faire perdre
1'unicité, c'est bien 1'accumulation de ces changements de signe qui nous permet de
construire le contre-exemple. I1 nous faut donc recoller des fonctions Uy dont 1le
comportement n'est bien connu qu'au voisinage des changements de signe. Ainsi, d'une
part les valeurs de Gk nous sont imposées (dans la construction standard, il est im-
portant de pouvoir choisir ces valeurs d'une maniére appropriée), et d'autre part,
nous ne possédons pas de développement 1imité du type (2.1) commun 3 tous les Uy for-
mule qui joue un rdle central pour le recollement au paragraphe 2.3. A ces difficultés
s'ajoute le fait que nous devons choisir les paramétres A tellement grands que 1'on
n'a plus MV A (contrairement a la situation standard ol Ay est une puissance

de k), ce qui a pour effet de multiplier les contraintes sur ces parame¢tres (car

lghm A3 # lim Mes1 3 oD général).
- o0 k+o
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L'originalité du théoréme réside donc dans 1'assouplissement des techniques de
recollement des fonctions Uy la partie optique géométrique étant réduite au choix
trivial de la phase B(t)+iy : c'est exactement le contraire de la méthode décrite
au chapitre 2 ol 1'étape délicate est la construction de la phase (paragraphe 2.2),
le reste (paragraphes 2.3 & 2.4) étant standard (cf. Alinhac et Zuily [3], et Alinhac
[11).

Enfin, nous tenons ad remercier C. Zuily pour les discussions que nous avons eues,
tout particuliérement pour la mise au point du lemme 3.3, ainsi que pour avoir bien
voulu relire ces notes ; nous lui en sommes trés reconnaissant.

*

Dans le texte, nous suivrons le plan suivant :

CHAPITRE 1 : NOTATIONS ET RESULTATS PRINCIPAUX.
. Comment formuler le probléme.

. Nature des hypotheses.

. Enoncé des résultats principaux.

. Commentaires sur les théorémes.

— — — —
. L] (] .
ORI SN

.5. Choix des coordonnées pour les problémes non caractéristiques.

CONSTRUCTION D'UN CONTRE-EXEMPLE.
. Nouveau choix de coordonnées.

CHAPITRE 2 :

. Optique géométrique.
. Ajustement des fonctions Uy -

S NN -
.

Construction des fonctions u et a.

CHAPITRE 3 : TECHNIQUES D'UNICITE.

. Le probléme elliptique.

. Un lemme technique.

Unicité en dimension deux sous la condition (R).

. Démonstration du théoréme 1.2 sous la condition (R).

Ui A NN =

Démonstration du théoréme 1.2 sous la condition (P).

CHAPITRE 4 : ETUDE D'UN MODELE DANS 122.

CHAPITRE 5 : LE PROBLEME CARACTERISTIQUE.
5.1. Résultat d'unicité lorsque rg/ <2.
5.2. Contre-exemple 3 1'unicité lorsque le rang de £ est constant.

CHAPITRE 6 : ROLE DU TERME D'ORDRE ZERO.
BIBLIOGRAPHIE.
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CHAPITRE 1 : NOTATIONS ET RESULTATS PRINCIPAUX.

1.1. Comment formuler le probléme.

. . . n 2
Nous nous plagons au voisinage d'un point X, ER" ; 1'une des coordonnées dans

]Rn

est le temps, mais avant de 1'écrire explicitement, nous considérerons que c'est
(o] -
une fonction donnée €C (]Rn) a valeurs réelles telle que do(x 0) #0 (afin de pou-

voir la prendre comme coordonnée prés de xo).

-~

On étudie un " phénoméne physique " représenté par une fonction u €C1 (R™)
valeurs complexes qui est connue dans le passé (u(x) =u,(x) si o) < (p(xo))

~

n

et qui satisfait une équation d'évolution Lu+cou=f , avec L= ) aj x) —33— ol
j=1 j

les aj € Cm(]Rn) sont a valeurs complexes ainsi que le terme d'ordre zéro ¢ o €

Cm(]Rn). Ici, uo(x) et £(x) sont des données du probléme.

Nous nous intéressons a 1'unicité de la solution d'un tel probléme indépendam-
ment de son existence, ou plutdt 3 1'unicité locale en x o0 étant données deux solu-
tions u; et u, du probléme, coincident-elles dans tout un voisinage de Xy ? Comme
tout est linéaire, cette question nous conduit (en posant Vv =uy -uz) a 1'étude du

noyau de 1'application lin€aire associée : de

Lv+cov=0

v(x) =0 si o(x)<ox) ,
peut-on déduire que v =0 dans tout un voisinage de X ?

A 1'exception des résultats cités au chapitre 6, nous rechercherons essentiel-
lement une proprié€té d'unicité "stable' dans le sens suivant : sous les hypothdses
des théorémes d'unicité (cf. théoréme 1.2), la propriété d'unicité demeurera si 1'on
modifie le terme d'ordre zéro C,» Ou si 1'on se place en un point voisin de X, sur

la surface d'équation ¢(x) =cp(xo) . Ce point de vue explique que nous ne fassions pas
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mention du théoréme d'Holmgren, ni de théorémes analogues ; cela donne en outre a nos

réciproques la forme que 1'on trouvera typiquement énoncée au théoréme 1.1 ci-dessous.

1.2. Nature des hypotheses.

Nous introduisons maintenant les objets algébriques sur lesquels nous désirons
"lire" la réponse a la question que nous avons pos€e. Ces objets sont construits a
partir de la fonction temps ¢ et de 1l'opérateur L, et reflétent leurs propriétés
prés de x 0" Nous supposerons tout au long de ces notes que L est non dégénéré en
X, , c'est-a-dire que Izl ]aj (xo)l2 +0.

j=1

Commencons par une définition : Le probléme est dit caractéristique si Im(xo) =0.
Cette définition est indépendante de la fonction ¢ pourvu que cette derniére définis-
se les mémes demi-espaces du passé et du futur. Les chapitres 2, 3 et 4 sont consacrés

a 1'étude du probléme non caractéristique, tandis que le probléme caractéristique est

abordé au chapitre 5.

Nous allons construire maintenant 1'objet qui permettra principalement la dis-
cussion de 1'unicité : 1'algébre de Lie £ associée au champ L. Par cette expression,
nous désignonsl'ensemble des combinaisons linéaires a coefficients réels des champs
réels X=Rel , Y=JmL et de tous leurs commtateurs : [X,Y] =XY-YX, [X,I[X,Y]]
etc. . En chaque point x, ces combinaisons lin€aires forment un sous-espace vectoriel
de TXRn dont la dimension est appelée rang de 1'algébre de Lie £ au point x et
que nous noterons rg £ (x). Comme L est non dégénéré en x o» Ona rg£(x) €{1,...,n}
pour tout x voisin de x 02 mais le rang de £ n'a aucune raison d'dtre constant lors-

qu'on passe d'un point 3 un point voisin.

A cette algdbre de Lie sont associées des variétés appelées vari€tés intégrales
de £ . La variété U sera une telle variété si pour tout x€ U, 1'espace vectoriel

- 3 1'1 P . . . o P~
TXU’ coincide avec le sous-espace de TxR défini par .£ . L'existence de variétés
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intégrales de £ n'est pas automatique, et nous devrons la supposer pour obtenir cer-
tains résultats. Nous introduisons donc deux conditions ''techniques' destinées a nous
fournir de telles variétés intégrales, ou des variétés se comportant un peu comme des

variétés intégrales.

Nous dirons que la propriété (R) est vérifiée dans 1l'ouvert Q si par tout
point de Q passe une variété intégrale de £ ; Sussmann [25] a donné des conditions
nécessaires et suffisantes pour que cette propriété soit vérifiée ; rappelons que
c'est classiquement le cas dans chacune des deux situations suivantes (qui constituent

des critéres aisément vérifiables sur un champ L donné ) :

1. Lorsque le rang de 4 est constant dans @ (théoréme "de Frobenius', cf. Sternberg

[23, p. 1321).

2. Lorsque les coefficients aj de L sont analytiques dans § (th€oréme de Nagano

[16]).

Nous dirons que L vérifie la condition (P) dans wcQ s'il existe des coor-
données locales (y,t) erRY « R, un ouvert v de R et un nombre T>0 tels

que wcvx]-T,T[<Q, que L s'écrive

d
%

L=a(y,t)[ait+ib(y,t)- ]avec a+0 dans vx]-T,T[ ,

et que pour tout y€v, il existe un vecteur unitaire d(y) € ]Rn-1 tel que
b(y,t) = |b(y,t)| d(y) pour tout t€]-T,T[ .
Cette condition (P) a été introduite par Nirenberg et Tréves [17] pour étudier

la résolubilité locale de L, et ces auteurs ont montré que si (n,t) #&tait un autre

choix de coordonnées locales tel que
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n-1

9 ], B a valeurs dans R~ ',

on

L=a(n,t) [%*“ ig(n,t) -
1'existence d'un vecteur d(y) tel que b(y,t) =|b(y,t)| d(y) est équivalente a

1'existence d'un vecteur §6(n) tel que B(n,T) = IB(n,T)I 8(n). Nous verrons au pa-
ragraphe 1.5 comment trouver 3 partir d'un champ L non dégénéré des coordonnées lo-

cales dans lesquelles L=a(at +ibe ay) , b a valeurs dans an

, S1 bien que par
cette propriété d'invariance, la condition (P) est aisément vérifiable sur un champ

L donné.

Le lecteur remarquera que si L vérifie la condition (P) dans w, alors
rg £, Im< 2 ; cependant, la condition (P) dit plus que cela : elle implique 1'exis-
tence de variétés de dimension 1 ou 2 le long desquelles le champ L reste tangent
(sans qu'il s'agisse de variétés intégrales de £ ) ainsi qu'une condition de signe

sur les coefficients de L.

1.3. Enoncé des résultats principaux.

Munis de ces notations, nous pouvons énoncer les principales réponses apportées

d la question posée en 1.1.

THEOREME 1.1. : Posons Ssz{x €1Rn/cp(x)=cp(ac0) et rg £ (x) »3}. Si le pro-

bléme est non caractéristique et si x o 653 » alors pour tout voisinage ) de «x 5

1l existe wcf) avee w nss ¥4, u €CT(w) et a€C (w) tels que
(L+co+a) u(x) =0 dans w ,
(1.1) Suppu=m+={x€w/cp(x)>/cp(xo)}, et

Supp acuw, .

Moralement, ce théoréme signifie que pour avoir la proprié€té d'unicité, il est
nécessaire que rg .f <3 sur la surface d'équation o(x) =o(x 0) . Cette condition est
également suffisante lorsque nous faisons 1'une des deux hypothéses ''techniques'" in-

troduites au paragraphe précédent :
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THEOREME 1.2. : Posons 532{.1: ER"/ o(x) -'-‘(.p(xo) et rg f (x) >3} ; supposons

que le probléme est non caractéristique et que x, Egg s supposons encore qu'il existe
un voisinage § de <, tel que L'une des deux hypothéses "techniques" suivantes soit
vérifiée : soit L vérifie la condition (R) dans Q, soit L vérifie la condition (P)
dans S%_l_:{x €Q/ o(x) >(o(x0)}. Alors, pour tout voisinage w de x et toute uECz (w)
solution du systéme

(L +co) u(x) =0 dans w, et

(1.2)
u(z) =0 dans w_={z€w/@lx)<e(x )} ,

la fonction u s'annule au voisinage de x, .

1.4. Commentaires sur les théorémes.

1. Comme nous le verrons au paragraphe 2.1, le théoréme 1.1. s'applique essen-
tiellement aux opérateurs de la forme
k

k
EE P B )
L-a—t-"'l[t E"’t _37—2-], k1 *kz,(p t.

Ce théoréme a €té démontré dans le cadre plus général des opérateurs d'ordre m quel-

conque par Alinhac [1] et Robbiano [19] sous la condition k1 =0.

2. Le théoréme 1.2 s'applique aux deux opérateurs suivants définis dans lR2
L gy =-2+it(t+y) 2 et L NPV
(R) "ot 7 3y () "3t 5y > @7t

le premier vérifiant la condition (R), mais pas la condition (P), et réciproquement
pour le second. Ce théoréme 1.2 est di 4 Strauss et Tréves [24] qui 1'ont démontré
d'une part sous la condition rg % (xo) =2 dans ]R2 (cas particulier de la condition
(R)) et d'autre part en supposant que L vérifie la condition (P) dans tout un voisi-

nage  de X, -
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3. Le théoréme 1.2 devient faux si nous supprimons les hypoth@ses 'techniques'
[+
ou méme si nous supposons seulement que L vérifie la condition (R) dans Q, 5 nous

montrerons en effet au chapitre 4 que 1'opérateur

_90 .. -1/t 1 9 .
L_a_t+1€ sm;c——a7 si t>0,
L=2 si t<0

ot b

ne posséde pas la propriété d'unicité par rapport 3 t=0 pourvu que 1'on ajoute un

terme d'ordre inférieur, bien que rg£|{t >0} = 2

4. Dans 1'énoncé du théoréme 1.1, il convient de remarquer que 1l'ouvert w ne
contient pas nécessairement le point x - le théoréme 1.1 signifie donc ceci : si

nous ne savons pas toujours construire une solution de (1.1) au voisinage de x_, nous

o
savons du moins le faire au voisinage de X, pour un point X4 arbitrairement proche
de X, sur la surface d'équation o(x) =cp(xo). En revanche, lorsque les hypothéses du
théoréme 1.2 sont vérifiées en x o» €lles le sont en tout point suffisamment proche
de X, sur la surface d'équation ¢(x) =cp(xo) , et la conclusion s'applique quel que
soit le terme d'ordre inférieur ; le théoréme 1.2 est donc bien une réciproque du

théoréme 1.1. Cette remarque correspond 3 la propriété d'unicité "stable" dont nous

avons parlé au paragraphe 1.1.

5. Les hypothéses du théoréme 1.2 sous la condition (R) sont équivalentes au
groupe d'hypothéses suivant : le probléme est non caractéristique, et il existe un
voisinage de x o oi rg £ <2 et ol la propriété (Q) introduite par Nirenberg et
Tréves [17] est vérifiée (cette propriété (Q) peut s'énoncer de la fagon suivante :
par tout point x€Q tel que rg#f(x) =1 passe une variété intégrale de £). Sous
la condition (P), nous pourrions omettre 1'hypothése X, E§3 (car (P) dans 5+ =
§3 NQ=¢), mais nous préférons considérer ce groupe d'hypothéses comme 1'hypoth€se

XOES

3 d laquelle nous avons rajouté une hypothése ''technique'.
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6. Plan de 1'ensemble. Nous exposerons les techniques de construction de

contre-exemples a 1'unicité dans le chapitre 2 que nous consacrons 3 démontrer le
théoréme 1.1. Symétriquement, le chapitre 3 contiendra la démonstration du théoréme
1.2 comme illustration des méthodes développé€es pour obtenir 1'unicité. Par ces deux
théorémes, nous avons ''génériquement” répondu 3 la question posée ; nous avons cepen-
dant écarté trois problémes marginaux qui feront 1'objet des chapitres suivants : au
chapitre 4, nous étudierons sur un moddle la situation lorsque rgd <2 mais que les
hypotheéses ''techniques'" ne sont pas vérifiées ; au chapitre 5, nous étudierons le pro-
bléme caractéristique ; au chapitre 6 enfin, nous &tudierons 1'influence du terme

d'ordre zéro, Cqye

1.5. Choix des coordonnées pour les problémes non caractéristiques.

Dans ce paragraphe, nous donnons pour les problémes non caractéristiques (étu-
diés au chapitres 2, 3 et 4) un choix de coordonnées permettant d'écrire sous une

~

forme canonique 1'opérateur a étudier.

LEMME 1.3. : Supposons que le probléme soit non caractéristique ; alors il

existe prés de «x , un systéme de coordonnées (y,t) EEn_l xR tel que :

1. x0=(0,0)

2. o(x) -z )=t

, 3, . d
5. L+c =aly,t) [ﬁmb(y,t) -3y+e(y,t)]

1

oi a:R'>C, b: R'+R"" et ¢ : B'> ¢ sont des fonetions ¢® au votistnage

de (0,0) et aly,t) *+0 au voisinage de (0,0).

Démonstration : Commencons par choisir des coordonnées Xq5 05X

n telles que X, =

0,...,0) et X, =p(x) -cp(xo) ; comme le probléme est non caractéristique, nous sa-

vons que an(O,.. .,0) #0 ; on peut donc écrire
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Lveg=ay0 [5+ 1 (060 18 0) 5tc, )]
Xn j=1 J

ou les aj (x) et les Bj (x) sont a valeurs réelles. Pour k=1,..,n-1, soit yk(x)

la solution du systéme

)’k(X' ,0) =Xk

8 n-

= (X) * Z o (X) K =o0.
J
Si de plus nous posons t(x) =x , » comme la matrice jacobienne ﬂg},{_t) admet 1'uni-
té pour déterminant en (0,...,0) , nous pouvons utiliser (y,t) comme nouvelles

coordonnées locales ; nous obtenons

3 n-1 n-1
Locg= @O+ I Gy grreg=ay® | fp+i z(z WEP: . X 9) 5 e
d'ol le lemme.

Remarque : Grice a ce lemme, nous pourrons supposer que pour les problémes non carac-

P Lo 3 . .
téristiques, L+cO s'écrit ?C-+1b(y,t)°a

au | . Ju
3_t+1b W

t) , puilsque (L+c0)u=0 est lo-

calement équivalent a +cu=0.
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CHAPITRE 2 : CONSTRUCTION D'UN CONTRE-EXEMPLE.

Dans ce chapitre, nous proposons une démonstration du théoréme 1.1. La méthode
utilisée pour obtenir ce résultat est désormais classique ; elle a €té mise au point
successivement par Cohen [81, P1i§ [18], HS6rmander [10], Alinhac-Zuily [3]. Ici, nous
suivrons de trés prés la démonstration du théoréme 1 d'Alinhac [1] (qui, pour le pre-

mier ordre, est un cas particulier du théoréme 2.2 ci-dessous avec k1 =0 et k2 =1).

~

La technique consiste a choisir une suite de valeurs positives Gk tendant vers
0, puis a construire par les méthodes de 1'optique géométrique des fonctions Uy
pour ©@(x) voisin de (D(xo) + 6k , qui soient approximativement dans le noyau de
L+cg : c'est ce que nous faisons en 2.2. Puis on ajuste la taille de ces fonctions
afin de pouvoir les recoller pour obtenir une solution u définie au voisinage de X,

et telle que u et a=-(L +co)u/u soient réguliéres : c'est 1l'opération effectuée

en 2.3, les derniéres vérifications étant reportées en 2.4.

Afin de limiter la complexité de la construction, il convient de choisir un

bon systéme de coordonnées. C'est ce par quoi nous commengons.

2.1. Nouveau choix de coordonnées.

Placons-nous dans les hypothéses du théoréme 1.1 et fixons le voisinage Q.
Grace au lemme 1.3, nous pouvons déja trouver des coordonnées locales (y,t) €]Rn-1 xR

dans § (quitte a restreindre ce dernier) telles que

1. x,=(0,0)

[AS]
.

ox) - tD(xo) =t

3. L+c0=3—8---+ ib(y,t) 'T%ﬁc(y,t) a un facteur non nul prés.

De plus, en utilisant 1'hypothése x o €§3 , on peut trouver un point Xz = (y3,0) €Q
tel que rgf (x3) >3. Nous pouvons alors écrire notre opérateur L *C, sous une forme

encore plus précise que celle donnée par le point 3. ci-dessus, comme le montre le
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lemme suivant.

)
3t

€S=1{’n—1 x {0} . Alors, pour tout voisinage Q de Tz 1l existe un

—+1b(y,t) »

LEMME 2.1. : Supposons que L+co =

y+c(y,t) et que rg,{;(xs)%

pour un point Zq

point x2€8'2 NS, un voisinage w de <, et des entiers kl >0 et k >0 tels que
k k
1 2

b(y,t) =t bl(y,t) et bl(y,t):bl(y,0)+t b2(y,t) dans w avee (bl(xz),bz(xg))

linéairement indépendants.

Démonstration : On peut déja supposer que Q est suffisamment petit pour que le rang

de £ reste supérieur ou égal @ 3 dans QnS.

Soit k;=inf{k>0|3xeans : Gt ) b(x) #0}. Alors k; <= car rg£’,(x3)

k
Soit donc X; un point de Q@nS tel que (at) b(x1) #0, et soit wc Q un voisi-
k
nage de X4 tel que (ait) b(x) +0 pour tout x€wNS. Dans w, on a b(y,t) =
k
t1b1(y,t) avec b1(x)¢0 si x€S.

Soit maintenant k2 =inf {k> 0} [3x €w NS : ( ) b x) et b1 (x) soient 1li-
néairement indépendants}. Alors k2 <ew car rg£(x1) >3. On peut donc écrire dans
k
W, b1 (y,t) =b, (y,0) +t 2 bz(y,t) et il existe un point X, €wnS tel que b1 (xz)

et b2 (xz) soient linéairement indépendants.

Ce lemme nous permettra donc de déduire le théoréme 1.1 du th€oréme suivant

(que nous démontrerons aux paragraphes 2.2, 2.3 et 2.4).

THEOREME 2.2 : Supposons que L+c = aa'l: +1 Db (y,t) »
B> R et o : B xR >€ sont des fonctions C° dans un voisinage Q de x, =
(yo, 0) et qu'il existekdes entiers k; >0 et ko>0 tels que b(y,t) =tk1 bl(y,t)
et bl(y,t) =b1(y, 0) +t 2b2(y,t) dans Q avee (bl(aco) R bz(xo)) linéairement indé-

y+c(y,t), que b: R ~x

pendants. Alors il existe un voisinage w de x s u€C (w) et a€cC (w) vérifiant

(1.1).



2.2. Optique géométrique.

Nous dirons que w€B°°(]Rn>< ]I—l+) si w(x,8) est une fonction continue sur
R™x [0,o[ , indéfiniment dérivable en x pour & >0 et dont les dérivées restent

bornées quand § tend vers 0.

PROPOSITION 2.3 : Sous les hypothéses du théoréme 2.2, il existe au voisinage

de (yo, 0,0) deux fonctions ¢ et BECm(En-JX R xIR) telles que

k1+k2-l

Re oy, t,8) =6 (4-8)2 By, 8 1(£-6),8) pour >0

B(yO,O,O) =BO >0

(2.1)

n-1

et telles que pour toute fonction Y € (R ' R 4/ il existe une fonction

w(Yy,8,€) es” (R Ix R xR, ) telle que w(y,0,0)=1 et

Vo EIN', VVED, 38,y pour 0<8<8, | et

'S

(2.2) { pour (y,6—2(t-6)) dans un voisinage fixze de (yo,O) (indépendant de o et V)

10%L(L +e Jh/nl| < 2 8¥

ou on a posé :

-4-k —k2
©(y,t,0) ]

(2.3)  hlyst,8) =wly,8 2(t-8),8%%)cap [—5‘5/ 3 Y(y,8) +6
(dans (2.2), désigne la dérivation d'ordre o par rapport ¢ y et t).

Démonstration : en trois parties.

1. Construction de ¢ et de B.

Choisissons o ERIH tel que b1 (xo) . no=0 et bz(xo) . no<0 (ce qui est

possible gridce a 1'hypothése d'indépendance). I1 existe alors une fonction 12 o

a valeurs réelles telle que
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311)1
b, (v,9) "3y (y,8) =0

aw1
v 020 =1
et on pose :

oy
§) dr

t
b, (7,t,8) =[6 b(y,r) -
©(y,t,8) =¥,(y,t,8) +1y; (¥,9) -

On calcule alors que :

B wz(y,6,6)=0
3, 3,
=5t (7,6,8) =b(y,8) -+ (y,é) =0 par choix de y,, et
d lP 311'
—F 0,18 =52 0,0 5 0,6) =
at2
k-1 Ky +k,-1 k,+k, 3b, 3,
¢= 1kt by (v,0) + (ky+k))t b, (y,t) +t 5t (}’at)] '—3;;()’:5) =
- k,-1 k2 k1+k2-1 k1+k2 ab2 a¢1
= _-k1 t § “b,(y,8) + (ky+k,)t by (y,t) +t T (y,t)] (y,8) =
kq+k, -1 K, -1 k,+k,-1 k,+k, 3b
17%2 51 152 2 992
= [ 0,0+ Gk & b, 0,048 T 2 3,0
a¢1
- (y,d)

Par la formule de Taylor avec reste intégral, on obtient donc

k,+k,-1
1 (1:—6)2 B(Y,6_1(t—6),6) ol

1 k1 -1 k1+k2-1
87,0,8) = jo (0-D)[ -y (1480) 1 b, (3,8) + (;#ky) (1460)

k1 +k2 3b2 oP

] s (w00) | 2 L (7,6014000) | -t (7,8) do

[ ﬁew()’,t,é) ='~p2(}':t:5) =-6

b, (y,8(1+60)) +
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ce qui donne (2.1) puisque B(yO,O,O) =~ 17 k2 bz(yo,O) *ny,>0 grace a notre choix

de n 0"
Notons que
%, . W, i
Lo(y,t,8) =5 (r,1,8) +ib(y, 1) = 5= (¥,1,8) -b(y,t) 55 (,8) =
oY k1 +k2-1

(t-8)% b(y,t) *

=ib(y,t) 2 (7,6,8) =-i 8 S (7,67 (£-6),8)

par (2.1), et si on pose s=6-2(t-6) ,

-4-k, -k
L [a 1752 1

007, ,8) | =-i 67 P b0y, 0 « B (7,656 -

2. Construction de w.

Définissons 1'opérateur M par la relation Mw/w) = ((L+c 0)h/h) ol h est donnée

par (2.3) ; on calcule alors que :

_=2| ow
Mw=3§ [55+ st] avec

Y
Nv=ib(y,s,¢) « S +E(,5,) w

~

od b et ¢ sont des fonctions de 1'espace B°°(]Rn—1 xR x l_{+) définies par :

n,
B(y,s,e) =€ b(y,e +e0s)

aY
oy

C(y,s,€) =- ib(y,€3+€65) . (Y,es) -i.ezszln(y,63+eﬁs) -gs (Y,€35,€3) +

+ 85 c (}’,83"'865) .

Définissons une suite de fonctions wj de 1'espace B°°(]Rn_1 x R x ]T{+) par les

formules (toutes ces fonctions sont bien définies sur un méme domaine)
w,(y,s,€) =1

s
W. 1(y,s,e) =J -Nw. (y,r,e) dr, pour j=0.
J* 0 J
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Une solution de (2.2)-(2.3) est alors obtenue formellement en posant W=Z ej wj .
J
Choisissons donc une fonction de troncature, c'est-a-dire une fonction X eC”(R)
telle que X=1 sur [0,1], X=0 sur [2,+o[ et X(e) €[0,1] pour €¢€[0,+[.
Nous posons
W()’,S,E) = z €J Xo\je) wj (}’,S,E) ’
3>0
et nous allons prouver dans la troisiéme partie de cette démonstration qu'il existe
une suite de réels positifs )‘j telle que cette formule définisse une fonction w de
1'espace Bm(Rn—1 x R x l_{_l_) qui vérifie de plus (2.2)-(2.3).

3. Construction de la suite >‘j .

Nous allons montrer qu'il suffit que la suite A 3 croisse assez vite pour que

j+1>2>‘j

de sorte que pour tout >0 fixé, les X(A je) soient tous égaux 3 1 ou a 0 sauf

1'on ait les deux propriétés précédentes. Nous pouvons déja imposer que A

au plus 1'un d'entre eux.

Soient k un voisinage compact de Yor So >0 et € >0 tels que les fonctions
wj soient bien définies dans K=kx [-so,sol X [O,eo]. Pour obtenir que WEBOO(Rn-1 X

R x ﬁ+), il suffit d'imposer pour tout JEN,

Ay > (J+1) sup{l%“wj (y,s,e)| / (y,s,e) €K, |a]<JT et jsJ+1}

o 3% désigne la dérivation d'ordre o en y et s. En effet, si (>\J+1)-1\<e< (AJ)q,

J j J+1
w(y,s,€) = .20 € Wj (y,s,€) *+¢€ X()\J+]€) Y141 (y,s,€)
J=

. -1 -1
donc si 0<|a|<J, ()\Jﬂ) se<(Ay) et (y,s,e) €K,
J+1

13%w (y,s,€) | .21 € l%uwj (y,s,e) | <1.
J=
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I1 en résulte que w€B°Q(]Rn_1 X R X ]E+) car w est continue sur K comme somme

d'une série uniformément convergente de fonctions continues sur K.

On a w(y,0,0) =1, et si on a choisi le compact K assez petit, on a aussi
|w| >%— dans K (un tel compact K pourra €tre choisi aprés coup, une fois que les
- - ’\‘ L P - -~
A j auront été fixés) ; il en résulte que |(3Yw)/w| reste inférieur a 2 pour €<

o) )-1 . Comme on peut écrire 'E\)'a(N w. /w) comme une somme (algébrique) comportant
Y| j

Y Y
au plus (Ja|+1)! x2 termes de la forme [('é'Bij)/w][ (?5 1w)/w]...[(a IOLlw)/w]

(avec a =8 Y .. +Y|a| , par la formule de Leibniz), on obtient une majoration

|’E\)Ju(ij/w)] < (Japn! 2|°‘l+2 sup { |%JBNWjI/8<OL}

pourvu que €< ()\l a|)-1 . Si donc nous demandons pour tout J que
Ay > (1)1 2747 sup{|%°‘ij(y,s,e)|/(y,s,e)EK, laj<J et j<J+1},

-1 -1
alors pour (Ay,4) <e<(p

T Ty R 15 TN (S BN M1, 2 )
=€ {jZO (& ggre Nupd+er X058 55—+ e "X Ogq@) Ngyq | =
6[ ] j J j+1 J+1 J+2
= -eJ J - =
£ _jZ] € ij_1 +j£0€ ij € X(A 5418 Nwy+e % X(Ag,4€) NWJ+1:|

_J-5
=€ [NwJ (1 -X()\J+1€)) +NwJ+1€X(>\J+1s)}

d'ol |'5'°L(Mw/w) | < 2¢770 pour |a|<J (et (>\J+])_1 <eg (AJ)-1 et (y,s,e) €K).
Cette majoration étant obtenue pour tout J, on peut remplacer la condition

- -1 -1
O‘J+1) 1ses(>\J) par es()\J) .

Pour o€ N' et v€N fixés, on obtient, en posant J=6(1+ la]) +3v, que

pour (y,s,e) €KX et e:\<()\J)-1 ,
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-6
Iaa((L+co)h/h)| = |e O‘t’E\B'OL(MW/w)R 26V =24V,

2.3. Ajustement des fonctions Uy -

/4 2 5, ... Puis

=6 k*3 Ok

Nous posons Gk—k3/4 L ) et m =-;—6 +

=S8y (VK K
nous considérons les fonctions hk(y,t) =h(y,t,<5k) définies par (2.3) ; ces fonc-
tions vérifient (2.2) pour k suffisamment grand et t€ ]6k+1’6k—1[ pourvu que

61—(2 Jlk tende vers 0 lorsque k tend vers 1'infini, ce qui est bien le cas puisque
-2 1/4

Gk JLk'\»Ik
En vue de poser u= hk+hk 1 bpour t voisin de m et de montrer que a-=
-(L +co)u/u est C. , 1l nous faut déterminer le lieu d'équation hk+1 = -hk (qui

est contenu dans le lieu d'éqyation |h +1| = |h |)

PROPOSITION 2.4 : Sous les hypothéses précédentes, il existe un voisinage Y

de y,, une fonction Y eB”(R"?

XIT?' ) a valeurs réelles telle que Y(y,0) >0 pour

y€Y, et trois suites de fonctions e, €C (R =

)s fy et gkecw(ﬂ?n-l xR) d valeurs
réelles telles que les fonctions hk(y, t) =h(y,t, Sk) définties en (2.3) (avec la fone-
tion Y ci-dessus) vérifient h /by =explfy +7 g, 1 avec

. 3k Bokz
4y tin (o Flusmd|)=0, ot <& (1) >-%— sur Tx18,,,61 5

Y

(2.5) pour tout aEJNn,ViZ existe ¢, et v, €I tels que sur Yx]Gk+1,6k[,
3% fp (yst) | sC k& et [3%g, (yot) | <C k

8 |7 (y,t)| = Ihk+1(y,t)|¢-»t =my + e (y)
et ek(y) =o(2k) (pour k +=).

Démonstration : en trois parties.
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1. Construction de Y.

Nous allons choisir la fonction Y de telle sorte que
Log| hk(y’mk)l -L0g|hk+1 (y’mk)l =0,

du moins si on néglige 1'influence de w dans la formule (2.3). Nous posons donc
-4-k1 -kz -4-k1 —kz
Ik(}') =8y Re @ (y’mk’ak) = 8141 Re o (Y,mk: 6k+1) .

Alors,en utilisant (2.1),

_ 5 2 -1 -5 2 -1 _
Ik(}') = '5k (mk-sk) B(Ys ‘Sk (mk-ak) ,6k) + 6k+1 (mk-ak'l"l) By, 6k+1 (mk-6k+1) ’6k+1) =

-[60,0,00 v0 ][ § 67 2f+ § 63y 15 | Gour )

et donc, si on a choisi Y de telle facon que B(y,0,0) >0 pour y€Y (ce qui est
possible grace a (2.1)),
T
1 -5 2 3
Ik(Y) v o= 3 B(Y,O,O)Gk R'k Vo= T6 B(Y’O’O)k pour er .

Remarquons que de méme, pour tout o€ ,

o 1/4
|37 L [<C k.

k-1
Nous posons alors, pour k0 assez grand, Yk(y =- %( Ij (y) ; nous avons :
j= o

) v 75 800,067 = 55 80,0065, et

5/3

- -1
IaaYk(y)IsCadk pour tout aeN R

Rn—1

et il existe donc une fonction Y€B°°( X§+) telle que pour tout k>,ko ’

-5/3
Yk(y) =6k / Y(y,ék) et que Y(y,0) =-2% B(y,0,0) >0 pour yE€Y.
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2. Construction des suites fk et g -

Comme 61_(2 ﬂ’k tend vers 0 quand k tend vers 1'infini, la fonction w fournie

par la proposition 2.3 vérifie

2.7) lim sup w(y,8:%(t-6,),8,/%) -1|)=o
ke VX 18141505l

nous utiliserons donc la détermination principale du logarithme de w, qui posséde

les mémes propriétés de régularité que w; nous posons

fk()’9t) = Q.e Log w (y’ 51-;2(1;-51() 961/3) Q’e Log w (y’ k+1 (t- 61('*'1) 61/1)

-5/3 -5/3
S T Y8 #8377 Y8 ) ¢

—4k -k, 4k1

-k
+ & gLecp(y,t 6,) = S 2 Reo(y,t,6

Kk+1)

1/3

gk(y,t) = Im Log w (Y95]-;2(t'6k),6 ) -Im Log w (y,§ k+1 (t- 6k+1) 61({1) +

~4-k; -k, ~4-k, -k,
+ (Sk Imeo (Y’tSGk) = 6k+1 Ime (y’t’6k+1) .

Nous avons donc (cf. (2.3)) hk/hk+1 =exp[f +igk], et grace auchoix de Y et 3 (2.7),
nous obtenons la premiére moitié de (2.4) soit lim (sup !fk(y,mk) |)=0. De plus, il
Y

k >

est facile de vérifier (2.5) sur les formules ci-dessus définissant ‘fk et g -

3. Construction de la suite e -

Compte tenu de ce qui précéde, il ne nous reste plus qu'a montrer la minoration

de afk/ ot (deuxiéme moitié de (2.4)) et (2.6). Mais (2.6) découle de (2.4) parce

1/4
que |hk+1(y,t)| |h (y,t)[ équivaut & £, (y,t) =0 et que K2 8 (mIk/) tend

vers 1'infini avec k.
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En reprenant 1'expression de fk ci-dessus, calculons-en la dérivée par rapport

at

of
—= (7,t) = 87 (&e(a“’/ % (660,89 ) - 62 ’Re(aw/ 25 (1, 8524 (E=01y )5 840 ) +

-4-k;-k, aﬁecp( ) - 6’4 -kik, aﬁem
28y

* dk ot k+1 (vt 6k+1)

Les deux premiers termes sont 0(61';2) lorsque k tend vers 1'infini (cf. (2.7)) ;

pour estimer les deux autres, on écrit, grace a (2.1)

1-k
§ aﬂe“’(y,t 8) =-2(t-6) B(y,6 ™' (t-6),6) - 67! (t-6) 228 (y,67 (t-8),8) <

-Bo(t-a)
pourvu que |y-y0| , 57 (t-6) et S soient suffisamment petits. On obtient donc

afk > B 872 (6, - +B 83 t-6 +0 §72) »
3t bt) 2 B 67 (§-t) + B, 6y (£-64,4) +0(8, ) >

> By 677 (8-8,,1) + B, (68, 1) (521-877) +0(8;5) >
> B 678 +0(8° 8, k1) +0(872) (pour k+w)
> Py %k k “k K po .

6> vk et 67=10/%, dton (2.4) puis (2.6).

Enfin, y

Maintenant que nous avons circonscrit le lieu ou u s'annule (par (2.6)), il faut
nous assurer que (L+c o)u s'annule suffisamment en ce méme lieu pour que (L+c0)u/u

soit réguliére. Pour cela, nous devons modifier les fonctions hk .

PROPOSITION 2.5. : Sous les hypothéses précédentes, il existe un voisinage Y

. o . . o ~
de Yy, un entier ko et trois suites de fonctions ukEC (Y% ]6k+1’ ék_l[) a valeurs

complexes et F, et Gy ECw(Y‘X']Sk_I_l, 6k[) a valeurs réelles tels que si L'on pose
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rk(y,t) =(L +co) Ug (y,t)/uk(y,t)

;/ I (y,t) :uk(y, t)/uk+1
-

(y,t)

on ait vk:exp[Fk+1l Gy 1, et rp, F, et G, possédent les propriétés suivantes

pour kzko

rk(y,t) et »,,.(y,t) sont "plates" sur t:mk+ek(y)

(2.8) kt1
(ce qui signifie que toutes leurs dérivées s'y annulent) ;
(2.9) pour tout 0 EWN' et tout VvEN, Z1,m< sup |kv 3% (y,t)|)=
Ko \Yx]6 [ k
k+1° k -1
3F B
(2.10) Fk(y,mk+ek(y))=0 et =z (yst) >—— sur X ]6k+1’ AR

pour tout o€IN', il existe C, et v, €W tels que sur Y><]<Sk+1, k[’

(2.11) v v
o
|8%F, (y,t) | sc k@ et 0% G, (y,t)| <c k *.

Démonstration : en deux parties.

1. Construction de la suite Uy

Nous choisissons les fonctions uk(y,t) par la formule
-1
uk()',t) =hk()’,t) 1+ S(Y,R,k (t_ak)’sk))

oi la fonction e(y,t,8) est a choisir. Pour obtenir (2.8), il faudra que pour tout
o€ N ,
(L+c )hk
30!.[__}1%__ (y,t) +1+ (}’,/Qrk (t- (Sk) 6k):l

sur t =mk+ek(y) et sur t=m_, +e . (y). Si nous demandons de plus a la fonction
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€ de s'annuler sur les fermés <I>k et ¥, définis ci-dessous, ces conditions sont

encore équivalentes a la suite d'équations suivante :

- pour tout j>1 et tout k>k0 ,
(3 FROE = 5.1 ()

2.12) { W 0 = 10,1,8) /Y €Y, 5=6, et =1 (m +e (y) -8}

) et,m,8 = =95 1 O)

7 -1
sur ¥ ={(y,7,8) /YEY,8=8 et t=2 (m_;+e_;(y) -8}

ol les fonctions «.pj k(y) et zpj k(y) s'expriment en fonction des dérivées de
b b
(L+Co)hk/hk et sont donc 3 décroissance rapide en k ainsi que toutes leurs déri-

vées grace 3 (2.2). Nous demanderons aussi 3 la fonction e de vérifier

pour tout £>0 et tout j>»0, ainsi que pour j=2=0, et pour tout kzko,
(2.13)
( )J( )2 e(y,t,8) =0 sur o et Y, et

(2.14) (2" e(y,7,00)=0 pour tout 230.

I1 existe une fonction e€C (R RY 1 xR xR) vérifiant (2.12), (2.13) et (2.14) :

elle nous est fournie par le théoréme d'extension de Whitney [26] appliqué au fermé

(7,8 €ER" T xRxR/6=01U( U o) U( U ¥ .
k>k k>k
0
Les conditions de compatibilité requises pour pouvoir utiliser ce théoréme sont tri-
vialement vérifiées puisque les fonctions (Dj x et wj x sont a décroissance rapide
b ’

en k ainsi que leurs dérivées, et que 52,1';1 my +e, (¥) -8,) =~ %+O(k_1) et
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By ve 00 -8 =3 +0(K ) (pour k).
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Fig.2.1: le fermé

/ auquel on applique le
// / théoréme de Whitney .
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2. Construction des suites Fk et Gk'

Les équations (2.12) ont été choisies pour que re et 1.4 soient plates sur

t=mk+ek(y) : la propriété (2.8) est donc acquise. De la condition (2.14) nous ti-
rons que pour tout a€N" et tout vE N,

(2.15) i (s e, 69,80 1)=0,
k> Y,x]6k+1,6k_1[

et par conséquent, on obtient (2.9) en utilisant (2.2) et la formule

(L+c_)h _
el Ty (y,t) =% [——h;—k (y,t)]+ 3% [11% (y,!l,k1 (t—dk),ék)] .
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L'estimation (2.15) permet aussi d'utiliser la détermination principale du loga-

rithme de 1+¢€ ; nous posons donc :
QD -1 -1
F (1) =£,(y,t) + e Log [1 +e(y,4 (t-ék),ﬁk)] - Re Log [1 +e(y, 24 (8-8149) ,6k+1)]

-1 v -1
6r>t) =2 (,8) + ImLog [1+e(r, %) (160,80 | - ImLog |1+ ey, 5], (E-6101) 61070 |
Nous avons alors Vk=exp[Fk+in] , et Fi et G vérifient (2.10) et (2.11) gréace
a ces formules qui les définissent et 3 (2.4), (2.5), (2.6), (2.13) (j=2=0) et

(2.15).

2.4. Construction des fonctions u et a.

Par un calcul élémentaire nous voyons que (pour k-—«)

[ 84q/8 =1-12/16k+0 (K1),
(S -3 %)/ 8= 1-9/16k+o k),
(n *+e, () /8 =my /& +o(K 1) =1-8/16k+o(K) d'apres (2.6), et

(6, +30  )/8 =1-3/16k+o(k ) ,
| k+1 4 “k+1 k

et donc pour y€Y et k assez grand, 6k+1 < Gk-%lk<mk+ ek(y) < 6k+1 +%lk+1 < 5k .

Nous choisissons alors une fonction 3 valeurs réelles X EC:(]R) telle que X(t) =1

pour TE€E [-73[,23[], supp X< [-1,1] et X(t) €[0,1] pour T€[-1,1] ; puis nous posons

u(y,t) =k;§< X(%IS) w (y,t) pour (y,t) €Yx ]0,6k0[ )

u(y,t) =0 pour (y,t) €Yx ]—Gko,O]
et

a(y,t) =-(L+c ) u(y,t)/u(y,t) pour u(y,t) 0 ,

a(y,t) =0 pour u(y,t) =0
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'kd‘

Fig. 2.2 ; profils des

fonctions uy et uy.
pour teldu, &l -

A

Trongatures

;
- - >t
>
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St DI 834 Db mpeey D Gadh, DY 4,

Régularité de la fonction u.

Remarquons d'abord qu'une telle fonction u est c”. En effet, pour t>0, u
est somme d'au plus deux termes non nuls qui sont des fonctions Cm, et u est donc

¢” dans Yx ]0,(5k [ ; pour voir que u est C au voisinage de t=0, il suffit de
)
montrer que pour tout o€ N ’

(2.16) Lin (YX]CS:f:(Sk_][ laa[x(%) uk(y,t)]|)=0.
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Or tous les éléments ayant servi 3 la construction de U, se comportent comme des

puissances de k ainsi que leurs dérivées ; on peut donc écrire

v -4-k,-k
-5 1
< Cak OLexp[—cSk /3 Y(y,ék) +6k

\aa[x(t;ik) uk(y,t)] 2 ﬂ{ew(y,t,ék)] .

5/3

Mais -6, Y(y,8,) v= > 8(y,0,0) /4

et

_4 'k1

.]
I ak 2 {Re ¢ (y,t, Gk) /4

3 k ks(y,O 0) < B(y,0,0)

pour k suffisamment grand et y€Y; come R(y,0,0)>0 pour y€Y, cela donne (2.16)

Détermination des supports des fonctions u et a.

D'aprés (2.10), nous savons que |Vk(y,t)| <1 pour 'c(-:[ék+1 ,mk+ek(y)[, et

t-8
comme dans ce méme domaine u(y,t) =uy,(,t) +X(_9-“_k£) u (v,t) , soit u=u,,  (1+Xvy),

on en déduit que u ne s'annule pas ; on démontrerait de méme que u ne s'annule pas
pour te€jmy,, * €41 (y),6k+1], ni donc dans le domaine D={(y,t) €Yx ]—Gk »8 [ / t>0
et t ¢mk+ek(y) pour tout k>k } qui est dense dans Y x [O,cSk [ ; il en résulte
que suppu=Yx [0, Gk [, et par définition de a, on a suppacsuppu. Pour obtenir

(1.1), il ne nous reste plus qu'a montrer que a est c” dans Yx1- Gk ,6. [.

ko

Régularité de la fonction a.

Dans le domaine D défini ci-dessus, u#0 donc la fonction a est définie par
la formule a=-(L+c0)u/u ; 11 en résulte que a est C” dans D. Pour t voisin de
mk+ek(y), u=uy, .t donc pour Upeq F Uy #0, a= -(L+co)u/u = —(rk+1 U1t rkuk) /

(uk+1 +uk) ; en particulier ,

== (Tpq +rk v /(1 +vk) si t<m te, () (= |vi| <)
z:t—-(rk_'_1 k +rk)/ (1 Ve 1 si t>mk+ek(y) (e |v1-<1| <1 .
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Dans la premieére de ces deux formules, le numérateur est plat sur t =mk+ek(y) a

cause de (2.8), et le dénominateur vérifie

k2
T m e () -0

[1+vl 21 -l | >

d'aprés (2.10) et en utilisant 1'inégalité efs +-1Z_- pour FE€[-2,0]. L'expression
(rk_._1 +rkvk) /(1 +Vk) définit donc une fonction plate sur t =mk+ek(y) , et comme
il en est de méme pour 1'autre expression, nous avons obtenu que, méme si u s'annule
en certains points de t =mk+ek(y) (ce qui entraine que a=0 par définition de a),

la fonction a est C  dans YXJO,Gk[ .

Pour montrer que a est c pour t voisin de 0, il nous faut estimer les dé-
rivées de a sur YX [5k+1’6k] lorsque k tend vers 1'infini. Pour cela, nous étu-

dions a successivement sur les quatre intervalles schématisés sur la figure 2.2

1 3
1. Sur Dk={(y,t)/6k+1<t<6k-1-2k}, on a

Bk’ 3 B L1/4
FOnt) s (g -m-e ()< -5 K

pour k assez grand d'aprés (2.10). En utilisant aussi (2.11), on obtient que pour

tout a €N' et tout VEN,

1im (sup |x” Bavk|)= 0.
k> D‘]
k

t-$

Sur D}( , u et a sont données par les formules u=u g +X(T_) Uy et
k
a= —(L+co)u/'u , d'ol

t-8, 4, 8
| Qe gy X EE e+ x (Tk)“k] /u

t-8 L t=8 t-8
- '(rkn * [X(_Q_;)rk+g’k1 X'(‘Ek—k ) ]Vk)/ (‘ “X(_zk—k)"k) :
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On en déduit, 3 1l'aide de 1'estimation précédente et de (2.9) que pour tout o€ N ,

lim (sup |o% a] >=0 .
k+>w 1
Dy

2 3 ~ o
2. Sur Dk={(y,t) /cSk—ISLks t<my + ek(y)} , on a Fk(y,t)<0 d'aprés (2.10) d'oi

v,| <1. Comme u=u +u, #0, on peut alors écrire
k k+1 "k

a= —(L+c0)u/u = -(rk+1 Ut rkuk) / (uk+1 +uk)
= -(rk'ﬂ +1‘ka) / (1 +Vk) ’

et toutes les dérivées d'une telle expression peuvent €tre estimées par des sommes

de puissances de k avec des coefficients de la forme (a“ rk) / ( +vk)\) . Mais grace

a (2.10)
1 Bok2
14wl 31 = vl smin {, 2 @y +e, ) -0}
F 1 F F P
car e <- pour FE]-=,-1] et e <1+I pour F€[-2,0], et le théoréme des ac-
2

croissements finis donne pour (y,t) €Dy
1% 1y 0,0)) / g + e () -0 ssup £ [0%*Bry (v,0)| / (v,t) €Df et B <v)

puisque T est plate sur t =mk+ek(y) (cf. (2.8)). On obtient donc en utilisant

(2.9) que pour tout a€]Nn,

1im (sup |a°‘a|)=0.
k>N 2

Dy
3. Sur D3={( t) /m +e (y) <tg$§ +32 } on procéde comme D2e échan-

PN s q o _1 ~
geant les rdles de e et up.q, et donc en utilisant Ve @ la place de Vi

4. Sur Di= {(y,t) /6k+1 +§7’[ 9”k+1 Ltg Gk} on procéde comme sur Df( en échangeant

les roles de uy et Upyt -
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CHAPITRE 3 : TECHNIQUES D'UNICITE.

Dans ce chapitre, nous allons montrer camment prouver certaines inégalités de
Carleman, et comment les utiliser pour obtenir 1'unicité de Cauchy. En guise d'exem-

ple, nous donnons une démonstration compléte pour le cas elliptique (3.1).

Pour démontrer le théoréme 1.2, nous suivrons le schéma proposé par Strauss et
Tréves [24] sauf au paragraphe 3.2 ol nous nous inspirons de Zuily [28]. Il faut dans
la démonstration distinguer les étapes suivantes : tout d'abord une étape purement
locale ol nous établissons un lemme technique copié sur le cas elliptique (3.2) ;
puis nous effectuons par deux fois un passage du local au global afin d'obtenir le

2 (3.3), puis dans R® (3.4) ;

théoréme 1.2 sous la condition (R) d'abord dans R
enfin, c'est de nouveau en '"globalisant" le résultat donné par le lemme du paragraphe

3.2 que nous obtenons le théoréme 1.2 sous la condition (P) (3.5).

3.1. Le probléme elliptique.

Un champ L de ]R2 est dit elliptique en x_ si les champs réels X=Rel et

0
Y= JmL sont linéairement indépendants en x o Pour toute fonction ¢ telle que
dcp(xo) #0, le probléme associ€é 3 un champ elliptique est non caractéristique. Le
champ L sera dit elliptique dans un ouvert Q de ]R2 s'il est elliptique en chacun

de ses points.

THEOREME 3.1. : Soit L un champ elliptique en un point x, EJR2 . Alors, pour

tout voisinage w de x_ et toute uECJ (w) solution du systéme

(o]

(L+co)u(x)=0 dans w et
(3.1)
u(z) =0 dans w_={z €w/,tp(x)\<<0(xo)} R

la fonction u s'annule au voisinage de x, .
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Démonstration : Posons Y(x) =¢(x) -tp(xo) +|x —xolz et YX)=-(WwX) —80)2 pour

un e, > 0 que nous choisirons ultérieurement. Remarquons que pour tout 0<e< €5 2
K ={x €w, /¥(x) <€} est un compact tel que X, soit un point intérieur de Ke Vw_

(on a posé w, ={x€w /o) zw(xo)}).

Le point clé de la démonstration, que nous établirons plus loin, est 1'obten-
tion de 1'inégalité suivante (dite inégalité de Carleman) : il existe des constantes
T,<> et C<=, et un opérateur R (du premier ordre) tels que Vv €C1 (Rz) avec

suppch€ , VT >To s
(3.2) j o2 lv]2 < C J e~ iTY |(L+co)v| (IRv] + |v]) .
K K

~

Montrons pour le moment comment obtenir 1'unicité a partir d'une telle inéga-
lité. Des valeurs €4 et €, étant fixées de telle maniére que 0 <€,<€ <€ , mnous

choisissons une fonction de troncature X EC:(RZ) telle que X=1 sur K€ et
1

supp XNw, <K
0

{p)=px)}

F'n'g. 3.1: le support de y
et les compacts K , Ke, et Kq, .



@ - 33 -

Soit u une solution du systéme (3.1) ; formons v=Xu le produit de u par

X : v€C1(]R2) et suppvc Ke , donc on peut appliquer 1'inégalité (3.2) a v . Mais
0
d'une part

2
2t(e,-€ ) _ _ _
e 20 J |u12\<f eZ’l"l" luI2=J eZT‘P ‘VIZS[ eZT‘P lVIZ,
K K K

K

€ €

2 €2 2 €o
et d'autre part, (L+co)v =X(L+c0)u +[L,Xlu=(@LX)u=0 sur K, d'ol
1

[T Jwsegvl (Rl s vh= | e
K K

€

| Wre vl (IRv|+|v]) <

~K
o o 1

2
2t(eq-€ )
<e 1 7o J

e vl (Rvl+ [v]) .
€
0

L'inégalité (3.2) donne donc pour T 27,

2T (82-81) (2 €,€1°€

)
J wl?<ce 2 Nasevl drvl+IvD)
Ke KE

2 o

et comme (62-81) (2 80-81-82) <0, il suffit de laisser T tendre vers 1l'infini pour

savoir que u=0 dans K. donc au voisinage de x 0"
2

Démonstration de 1'inégalité (3.2) :

Comme dy (xo) =dcp(xo) #0 et que L est elliptique en X, le probléme (avec )
est non caractéristique et nous pouvons d'aprés le lemme 1.3 trouver des coordonnées

(y,t) €ER xR telles que

1. X, = (0,0)
2. y(x)=t

. 3 < ~
3. L+co =§§f+1b (y,t) ~a—);+c(y,t) a un facteur non nul pres.
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Comme L est elliptique en X, TOUS supposerons que b(0,0) >0 (sinon, changer y

en -y), et prendrons ¢ _ suffisamment petit pour que b>8§>0 dans K
o) €

En vue d'écrire w=e 'Y

v, posons L =e_TlP(L+c )eﬂ’, et c=c,+ic, ol

T o 1 2
cq et c, sont a valeurs réelles ; d'aprés les points 2 et 3 ci-dessus, on calcule
que :

-9 _ - i b2 e =M+ 5
LT_Bt 2t (t eo)+1b3y+c1+1c2 M+iN ou

_8
M—at+1c2

“h O s
N—bW+1(2T(t-so) -c1) .

Dans le découpage ci-dessus, nous avons séparé la partie autoadjointe de la
partie anti-autoadjointe pour pouvoir effectuer des intégrations par parties. En

effet, pour w€C1 (RZ) avec supp wc Ks ,
)

1 — 1., —
Re JK ELTwNw-Re jK TEMwNw+J
€O €0 80 €0

puisque b>0 dans K€ ; puis
o

=_1_J i <2T(t"€0) 'C1> IW|2-1J' -3—C£ IWIZ
Zjg ot b Z Kk 9
par intégrations par parties. On obtient donc :

JK IWIZ[T< b—(t—so)ab/at)_17 (a;;+a(c;ib))] g

sﬁej LLWWSJ |L w| INW
T e T
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Choisissons donc € assez petit pour que |(t-eo) db/at| < 8/2 dans K. , puis

o
BCZ 3(C1/b) 8 T 2 T
T_ suffisamment grand pour que + N = dans K_ ; alors
0 oy ot 2 sup b2 Cs € ’
K
pour T>T, €

ij Iw|2\< J |L_w] INW‘ .
C0 K, K, T B
o (o]

Enfin, pour v €C1 (RZ) aveCc suppvc KE , posons w=e_wv , €t reportons

o
cette expression dans 1'inégalité précédente ; on obtient :

J e-ZT‘Y |V|2 <
K

€
o

C c 2(t-e )

0 -2tY 9 .1 -2tY

< —T-J e |(L+c0)v| '(B—Y-- igIv|+C, IK e l (L+CO)V| ——b—ov ’
€ o
5 < Co 2(t-€)
A 1'3iné L= 1 =— =1 = —
d'ot 1'inégalité (3.2) si nous posons R 5y 1 h et C max{To » Co ls&up ,———E—— }

Remarques : Il existe pour les champs elliptiques des inégalités de Carleman meil-

leures que 1'inégalité (3.2) ; nous avons fait ce choix parce que ce résultat s'é-

tend 3 des champs non elliptiques comme nous le verrons plus loin. L'introduction du

facteur 115 dans les intégrales a pour but de remplacer J g—‘fgbg—g
W W

calculs pour &tre estimée, par I 3t Jy dont la partie imaginaire est nulle ; c'est

qui nécessite des

13 que nous utilisons 1'ellipticité de L. Dans le prochain paragraphe, nous allons
montrer qu'un tel calcul est encore possible sous des hypothéses plus faibles sur L.

Avant cela, donnons un corollaire du théoréme 3.1.

COROLLAIRE 3.2. : Soit Q un ouvert connexe de ﬂ?2 dans lequel le champ L

est elliptique. ST wecti) vérifie (L+co)u(x)=0 dans Q et s'annule dans un

ouwvert non vide wcQ, alors u est nulle dans Q.
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o
Démonstration : Notons F=suppu et supposons que F #F.

Alors il existe X EF\I%. Comme X €0, il existe une boule ouverte centrée
en X, B(xo,d) , qui soit contenue dans . Comme xozlg, il existe un point X €
B(xo,G/Z) tel que X4 ¢F. Soit alors z-:=sup{r/B(x1,r) NF=¢g} ;ona 0<exgé8/2
puisque F est fermé et que xoeF, donc B(x1,s) cB(xo,cS) cQ. De plus, par compacité

il existe X, €F nB(x1,e) .

Soit (x) = |x - X4 |2 ; alors u est nulle dans {x €Q/p(X) < ez} =B(x1,e) puis-
que B(x1,e) NF=¢ par définition de € ; or le probléme est elliptique en X, et
dcp(xz) = 2(x2—x1) #0, donc par le théoreéme 3.1, u=0 au voisinage de X, , ce qui

contredit le fait que X, €F=suppu.

Cette contradiction prouve que le support de u est 3 la fois ouvert et fermé.
Mais suppu#§ puisque w#@ est contenu dans le complémentaire de ce support. Com-

me  est connexe, c'est que suppu=¢.

3.2. Un lemme technique.

Pour préparer la démonstration du théoréme 1.2, nous donnons maintenant un
résultat d'unicité dans ]R2 copié sur le résultat précédent, mais sous des hypothéses

plus faibles.

2

LEMME 3.3. : Sotent O :R ~-+R et b:R +R deux fonctions c”. Supposons

qu'il existe un voisinage comvexe w de (y 0,6( y,)) tel que b soit positive sur
w, ={(y,t) €Ew/t>0(y)} et bly,t,) >0 pour un t  tel que (y,st,) €Ew, . Alors

pour toute u EC‘Z (w) solution du systéme

g -g%+ibg—z+cu=0 dans w, et

(3.3)

£

( u=0 dans w_={(y,t) Ew/t<6(y)}

la fonetion u s'annule au voisinage de (yo,e(yo)).
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Démonstration : Elle sera trés semblable 3 celle du théoréme 3.1. Pour commencer,

nous allons choisir un poids y fabriqué de telle maniére que 1'opérateur n=N/b

soit encore bien défini.

Si b(yo,e(yo)) >0, nous sommes dans le cas elliptique, et le résultat découle
du théoréme 3.1 ; nous supposerons donc tout au long de cette démonstration que
b(yo,e(yo)) =0. Le t, de 1'hypothése vérifie donc t >e(y ) , et il existe un voi-
sinage de (yo,t 0) contenu dans w,_ tel que b»8>0 dans ce voisinage (et nous
supposerons <1 dans la suite) ; nous pouvons méme choisir ce voisinage de la

forme ]yo-a » Yoral x 1t 0% to+a[. Nous posons alors
2 t
(3.4) VO, = oY) +je( 5045 (Egra-s) ds.
y

Alors, pour tout 0 <e<a26 , K ={x €w, | v(x) €€} est un compact tel que X,
soit un point intérieur de K€ Uw_, ce qui nous permettra de déduire 1'unicité d'une
inégalité de Carleman comme dans la démonstration du théoréme 3.1. En effet, e, et

€, &tant fixés de telle fagon que 0<e,<g <e,, 1'inégalité (3.5) (cf. plus loin)

permet de montrer que si u EC1 (w) est une solution du probléme (3.3),

21(e,-€
I |u|2\<Ce 2% J l-—+1b +c:v‘(av+c1 +lv|>
K

ay
et il suffit pour conclure de laisser tendre 1 vers 1'infini. Montrons donc cette

€2

inégalité de Carleman.

Soit 0< € Sazd que nous fixerons plus loin. En vue d'écrire w=vexp(-t) +

t
I c(y,s)ds) , posons

%o

‘ c(y,s)ds)] [5?{+'ib —BB?H:] [exp(np-r c(y,s)ds)} .

(¢ tO

LT = {exp(-w + lt
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t
Grace a (3.4), et en posant [ g-; (y,s)ds=c1 (y,t) +ic2(y,t) ol c, et c, sont

t
o

a valeurs réelles, on calcule que :

Y _ .
+T 3y ((:1 + 1c2) +C

[—%—+tb(to+a-t)—c]+ib[£—,
I I I | [ . oy
i_§—+11b§7 1bc1 +1b§7 1T(to+0L t) ic,

=M+iN=M+ibn
ou nous avons séparé la partie autoadjointe de la partie anti-autoadjointe :

=9 W _
M at+1'rb 5y 1bc1

9 _ _ s
H_W 1T(t0+a t) ic,.

Alors, pour weC1 (]RZ) avec suppche ,
o

.ﬁe lL nw-.(}?,e lenw+ bnw2 zﬁe lenw
T 4V 1 i

K K K K
) ) € )

puisque b3>0 dans K ; puis,
€

g{.ej. -11-Mw5= Rej

‘ [at+1(1: b—l‘i-bc1)w] [-1--ﬂ (T(t +o-t) +c2)w]

K

€ €

= - 17 JK _a% (t(ty*ta-t) +c,) |w|2 --12- JK ~— (1 ba—‘P— bc,) |w|2

par intégrations par parties. On obtient donc

[P [(1-3 o) (- 5]«
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I1 nous faut maintenant distinguer deux cas. Pour cela, posons 6 o =sup{t >G(yo)|
Vs € [G(yo),t] , b(yo,s) =0} ; alors 6(y,) <6,<t,. Si 60=6(y0), alors pour tout
voisinage de (yo,e(yo)) on peut trouver un €>0 tel que Ke soit contenu dans
ce voisinage ; en revanche, si 60>9(y0) , alors ¢ est nulle sur K0={y0} X
[e(yo),e o] , et c'est seulement pour tout voisinage de Ko qu'on peut trouver un
€>0 tel que K€ soit contenu dans ce voisinage. Cette distinction de cas nous per-
met d'écrire :

1. Si 6,=6(y,) , calculons %5}% par la formule (3.4) :

t
3V _ ab ' -
-5%—20'-}'0) * J 6(y) (y,8) (ty *a-s)ds+6'(y) b(y,8(¥)) (t,*a-6(y))

et donc b(,,0(7,)) =3 (7,0(y,)) =0 ; d'od o (b5 (7,,60,)) =0, ce qui fait

1
<7 dans Keo.

qu'on peut trouver e _ assez petit pour que 2 (b i3—“’-)

) ay ~ 9y
2. Si eo>e(yo) , alors b est nulle sur Ko’ et comme b est positive dans w,,
ab
ay
dans K0 , ce qui fait qu'on peut trouver €, assez petit pour que

est également nulle dans {yo} X ]e(yo),eo] , donc dans Ko ; d'olu 5?)7 (b%”—) =0

1
<7

9 0
3y Cay)

dans K
€

Le nombre €y > 0 étant choisi, oublions maintenant cette distinction des deux

3(bc1) acz

cas, et choisissons T  suffisamment grand pour que l 3y ot

T

s—g dans K 5
4 €

alors, pour 2T,

2
%IK |w|® < 2 JK |Low| [nw] .
€0 %o

t

Enfin, pour v€C1 (RZ) avec suppch€ , posons W=V exp (-up+J c(y,s)ds)
(o] t
)

et reportons cette expression dans 1'inégalité précédente ; on obtient :
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J o2 2Resc |Vlz<§f o2t 2ReSc g—v+iba—v+cvl Ia—v+c1v .
K T Ik t oy oy
€ €
o 0
-2ty 2Refc |dv, ., dv ||(§£ : _ ) l
+8JK e e §—t—+1bay+cv 2)y+1(t0+om:) v .
€
()

t
Si donc nous posons C0=exp (2 sup lﬁiej c(y,s)dsl) , puis

t
€ o
2
8C
_ 0 2 oy | . _
C—max{—r—— , 8CO sup IW+ 1(tO+OL t),} ,
o] Ke
o

alors pour toute v€C1 (]Rz) avec suppve K€ et tout T>T ,
o

(3.5) J e 2TV !v|2 <C J e W ST
K K

€ €
o o

+|V|).

oV , ., OV ov
—+1ba—y+cvl (\37+c1 v

3.3. Unicité en dimension deux sous la condition (R).

Nous continuons en donnant une version faible du théoréme 1.2 sous la condition

(R) lorsque 1'espace est ]R2 .

THEOREME 3.4. : Supposons que rg 4 (x o) =2 en un point x, er?. si e pro-
bléme est non caractéristique (en x o) » alors pour tout voisinage w de x , et toute

wect (w) solution du systéme

(L+co) u(x) =0 dans w et
(3.6)

ulx) =0 dans w_={z€w/@(x) <o(z )},

la fonetion u s'annule au voisinage de z .

Démonstration : D'aprés le lemme 1.3, nous pouvons prendre sur ]R2 des coordonnées

(y,t) telles que :



1. X, = (0,0) .

2. o) -elx))=t.

a ° a -~ " s -~
3. L‘+c0 =§E+1b (y,t) a—y+c(y,t) a un facteur non nul preés.

Si b(0,0) #0, nous sommes dans le cas elliptique et le résultat découle du
théoréme 3.1. Sinon, par 1'hypothése rg £ (xo) =2, 1l existe k>0 tel que
(—%)k b(0,0) #0 tandis que (gaf)j b(0,0) =0 pour j<k. Alors, par le théoréme de
préparation de Malgrange (cf. Hormander [11, th. 7.5.5]), il existe, pour (y,t) €

1-Y,Y[ x1-T,T[ avec Y>0 et T>0, une factorisation

biy,t) =a(y,t) (tX+a,_ It +...+a )

avec a,a ,...,3) 4 des fonctions C a valeurs réelles telles que a(y,t) #0 dans
1-Y,Y[ x 1-T,T[ , et aJ. (0)=0 pour j=0,...,k-1. Nous allons maintenant découper
le domaine ]1-Y,Y[ x]-T,T[ en petits morceaux pour pouvoir appliquer le lemme 3.3 ;

ce découpage nous est donné par le lemme suivant :

LEMME 3.5. : Dans la situation décrite ci-dessus, 1l existe une suite d'in—

tervalles ouverts disjoints (I 13) LEm dont la réunion est dense dans 1-Y,Y[, et

pour chaque < €N, un nombre fini de fonctions c® o R I,>R tels que pour tout
"3

yGIi N

1. 4, <J2=>67:"j1(y) <6£’j2(y).

2. bly,t) =0e=>3j tel que t=8; .(y).

dJd

Démonstration du lemme : Avec les notations précédentes, posons

-1,

k
P(y,t) =tk+ak_] Mt -eeta (y)
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~

qui est un polynGme en t 3 coefficients réels et réguliers en y.

Soit @k 1'ouvert de 1-Y,Y[ tel que P(y,t) possede k racines complexes
distinctes en t pour Y€ (Ok ; notons @1'( 1'intérieur du complémentaire de @k
dans 1-Y,Y[. Si 1'( est vide, c'est que @k est dense dans 1-Y,Y[ et nous ar-
rétons 13 notre construction ; sinon P(y,t) possdde au plus k-1 racines complexes
distinctes en t pour Y€ @f( . Nous définissons alors @k-1 comme 1'ouvert de @1'(
tel que P(y,t) posséde exactement k-1 racines complexes distinctes en t pour

Y€ @k—1 , puis (01'(_1 comne 1'intérieur du complémentaire de @k-1 dans @12 .

k

Et ainsi de suite ; 1'ouvert U [OJ. est alors dense dans ]-Y,Y[. Nous appelons
j=

(Ii)i EN les composantes connexes des ouverts @j .

Dans chaque intervalle I i les racines en t de P(y,t) sont de multiplicité
constante, et par le théoréme des fonctions implicites, elles sont donc fonctions c®
de y ; de plus, P étant a coefficients réels, 6 est racine si et seulement si 0
est racine, et donc, toujours 3 cause de la multiplicité constante, les racines réel-

les et distinctes restent réelles et distinctes quand y décrit I i Ces racines

réelles sont donc représentées par des fonctions ¢’ 6, 3 : I, >R vérifiant 1. et 2.
b

Démonstration du théoréme 3.4 (fin) : Soit u ec! (w) une solution du probléme (3.6).

Supposons qu'elle soit non nulle en un point de 1-Y,Y[ x]0,T[ ; alors elle est non
nulle dans tout un voisinage de ce point, et donc il existe un point (yo,to) €suppu
avec yoeli pour un i €N. L'intervalle Ii étant ouvert, il existe aussi €>0

tel que [yo-e »Yo* €] <I;.

Posons ¢(y,t) ='c+t0(—€9)2 et considérons les paraboles PT d'équations
¥(y,t) =7. La fonction u est nulle en dessous de la parabole P, puisque Poc{tsO},

mais P, coupe le support de u et P, n{t >/O}CIi x [0,T[. Par compacité, il existe
o 0

donc un point (y;,t;) €suppun (I; x (0,T[) tel que u=0 dans {(y,t) €Ew/V(y,t) <

w(y1,t])}. Nous distinguerons alors deux cas :
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1. Si b(y1,t1) #0, le probléme est elliptique en (y1,t1) et dzp(y1,t1) ¥0 ;

donc par le théoréme 3.1, u=0 au voisinage de (y1,t1) ce qui contredit le

fait que (y1 ,t1) € suppu .

2. Si b(y1,t1) =0, par le lemme 3.5 il existe j tel que t =Gi’j(y1). En outre,

le lemme 3.5 permet d'affirmer que

a. Q={(y,t) €I.xR |0, . . (y) <t<6. .(y)} est un ouvert connexe ;
i i,3-1 i,]

B. b ne s'annule pas dans 2, donc L est elliptique dans Q.

Coome u s'annule dans {(y,t) €w/y(y,t) <lb(y1,t1)} , €lle s'annule dans 1'in-

tersection de ce domaine avec §, qui est une partie ouverte non vide de . Par le

corollaire 3.2, u est nulle dans Q.

De méme, la fonction b ne s'annule pas dans {(y,t) €1, x R/ei j(y) <t <
’

6; j+1 ()}, et on peut donc supposer, quitte a changer y en -y, que b est stric-
b

tement positive dans ce domaine. Il existe donc un voisinage convexe w de (y1 ,t])

tel que b soit positive sur w, ={(y,t) €Ew/t 285 j(y)} , Strictement positive en

un point (y1,t2) €w, , et tel que u=0 dans w_={(y,t) Ew/tseij(y)}. Tout
’

cela nous permet alors d'utiliser le lemme 3.3 au point (y1,t1)

: nous obtenons u=0

au voisinage de (y1 ,t1), ce qui contredit le fait que (y1,t1) € suppu .

Les paraboles % et R

-

sy AZZ

’11*',)

—{t=0}—

-

— {t=0} —

T

(st 12 .-

— {t=0;;(y)}

f— {*' = ei,j-‘l (Y)}

[\

Cas 1.

Fig. 3.2 : les parcboles P..

Cas 2.
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3.4. Démonstration du théoréme 1.2 sous la condition (R).

Dans ce paragraphe, 1'espace est R" , N entier quelconque.

Commencons par expliciter les hypothéses du théoréme 1.2 sous la condition
(R) ; le probléme étant non caractéristique, nous pouvons choisir (lemme 1.3) des

coordonnées locales (y,t) telles que :
1. x . (0,0).

2. olx) -olx) =t.

_ 9 ..
3. L+co—ﬁ+1b(Y,t) .

a%ﬁc(y,t) a un facteur non nul pres.
L'intersection de 1'ouvert  avec le domaine dans lequel la propriété (R) est
vérifiée contient un voisinage de (0,0) de la forme vx]-T,T[ oi T>0 et v

est un voisinage de 0 dans Rn—] suffisamment petit pour que r1g £ <2 avec
IS

S=1{(y,0) €ER*/y€v}. On a rg.£ls>/1 puisque %E 4, ce qui entraine encore que :

1. Pour un point (yO,O) €S tel que rg f (yo,O) =1, la variété intégrale passant

par (y,,0) est {yo}X]-T,T[.

2. Pour un point (yo,O) €S tel que rg.f (yo,O) =2, si la courbe YcS est la
trace sur S de la variété intégrale passant par (yo,O) , cette derniére est

Y x1-T,TI.

Comme la réunion des traces sur S des variétés intégrales de £ est égale 3 S par
la propriété (R), la réunion des variétés intégrales de £ coupant S est égale au

voisinage v x]-T,T[ tout entier.

Soit u eC1 (w) une solution du probléme (1.2), et supposons qu'il existe un
point (yo,to) €vx]0,T[ tel que u(yo,to) #0. Ce point (yo,to) est donc situé

sur une variété intégrale de £ coupant S. Si (yo,to) est sur une variété intégrale
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de dimension 1, c'est que b(yo,t) =0 pour tout t€]-T,T[, et u vérifie donc

1'équation
9
2 (y,ot) +c(y,t) uly,,t) =0 pour t€1-T,T

ol Yo n'est plus qu'un paramétre ; la théorie des équations différentielles ordi-
naires nous permet de conclure que u(yo,t) =0 pour t€]0,T[ puisque c'est vrai

pour t€]-T,0], ce qui contredit le fait que u(yo,to) 0.

I1 s'ensuit donc que (yo,t 0) est sur une variété intégrale de £ de dimension
2 que nous noterons UV . Utilisons (z,t) comme coordonnées sur U ol z est 1'abs-
cisse curviligne sur U'NS, et désignons par z o 1'abscisse du point (yo,t 0) dans
les coordonnées (z,t). Alors il existe €>0 tel que [zo—e , zo+e] x]-T,T[ soit

contenu dans V' . Comme dans la démonstration du théoréme 3.4, nous posons ¥(z,t) =

2724 2
t+to = )

et introduisons les paraboles P_ d'équations Y(z,t) =t. Nous obtenons
ainsi un point (z1,t1) du support de la trace de u sur VU tel que u=0 dans

{(z,t) € V' /v(z,t) €¥(z,t{)}. Or le probléme (pour V¥) est non caractéristique en
(21,t1) et rgf (21,t1) =2 puisque nous sames sur une variété intégrale de £ de
dimension 2. Nous pouvons donc appliquer le théoréme 3.4 pour conclure que u est nul-
le au voisinage de (z1,t1) sur U, ce qui contredit le fait que (z1,t1) est un

point du support de la trace de u sur V.

Cette derniére contradiction montre qu'il n'existe pas de point (yo,to) €v x

10,T[ ol u ne s'annule pas ; nous avons donc obtenu
’

u=0 dans vx]-T,T[.

3.5. Démonstration du théoréme 1.2 sous la condition (P).

Comme le probléme est non caractéristique, nous pouvons faire usage du lemme

n-1

1.3 pour trouver des coordonnées locales (y,t) €R x R, un voisinage v de 0

dans R™! et un nombre T>0 tels que
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—
.

X, = (0,0).

2. o(x) -olx,) =t.

2
at

3. L+co= +ib (y,t) s==+c(y,t) dans vx]-T,T[ a un facteur non nul preés.

d
oy
4. vx]1-T,T[cwnQ.

Soit u €C1 (w) une solution du probléme (1.2) et supposons qu'il existe
(yo,to) €vx10,T[ tel que u(yo,to) #0. Si on avait b(yo,t) =0 pour tout t €

]O,to[ , 1'équation se réduirait a
Ju + =0
3t Wgot) +elyyst) ulyy,t) =

ou Yo n'est plus qu'un paramétre. La théorie des équations différentielles ordi-

naires nous conduirait a conclure que u(yo,to) =0 ce qui est contradictoire.

I1 existe donc t E]O,to[ tel que b(yo,t1) #0. I1 existe aussi tout un voi-
sinage de Yo tel que b(y,t1) #0 pour y dans ce voisinage, par continuité, et le
vecteur

b(y,ty)
1O =Tr7E T

est bien défini et régulier au voisinage de y 0" Le champ réel d(y) --% engendrant
une algébre de Lie de rang constant égal a3 1 autour de Yo dans ]an , 11 existe
par le théoréme de Frobenius (cf. 1.2) une courbe intégrale de ce champ, que nous

noterons Y, passant par Yy .

Comme la condition (P) est vérifiée dans v x]10,T[, nous avons b(y,t) =
Ib(y,t) 1 d(y) pour tout (y,t) €Y x10,T[, et donc le champ L est tangent 3 Y x
10,T[ ; nous pouvons désormais nous restreindre 3 Y x ]-T,T[ qui contient le point
(yo,to) ol u ne s'annule pas et sur lequel nous prenons comme coordonnées le cou-
ple (z,t) ol z est 1l'abscisse curviligne sur Y associée au champ d(y) .% ;

Z désignera 1'abscisse du point (yo,to).
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Par continuité, il existe un € >0 suffisamment petit pour que le probléme

restreint a Yx]-T,T[ se présente de la fagon suivante :

2.

3.

4.

V=z-¢, ztel x 1-T,TL Y x 1-T,TL ;
u(z,t ) #0 pour z€]zo-e ,zo+s[ ;
9 , - ]
L+c =5r+ib(z,t) 57+ c(z,t) dans ’U’+=]zo—a,zo+s[’([0,T[ ;

b(z,t) >0 dans V, (par la condition (P)) .

Comme dans la démonstration du théoréme 3.4, introduisons la fonction ¥(z,t)=t+

%

YAV

0,2
e )

et les paraboles P'r d'équations Y(z,t) =T. Nous obtenons ainsi un point

(ZZ’tZ) du support de la trace de u sur V, tel que t,<t, et u=0 dans
{(z,t) € V/(z,t) <¥(z,,t))}.

Comme tout-a-1'heure, si on avait b(z,,t) =0 pour tout t€]t2,T[ , on prou-

verait que u(zz,to) =0 ce qui contredit le point 2. ci-dessus. Il existe donc

ts €]t2,T[ tel que b(zz,ts) >0. Nous distinguons alors deux cas de figure :

Si t,>0 6 =t +t ZZ_zo)z—t (Z-Zoz
P10, posons 8 (2) =ty ¢t (5 0 -t (20

(en sorte que t>6(z) «
Y(z,t) >w(zz,t2)) . Nous pouvons alors trouver un voisinage convexe w de (zz,tz)
contenant (z,,t;) (ol b>0) tel que b soit positive dans w,={(z,t) €Ew |
t>6(z)} et u=0 dans w_={(z,t) €Ew|t<6(z)}. Par le lemme 3.3 nous en dé-
duisons que u=0 au voisinage de (zz,tz) ce qui contredit le fait que (zz,tz)

est un point du support de la trace de u sur ’U’+ .

Si t,=0, posons 8(z) =0. Nous pouvons alors trouver un voisinage convexe w
de (z,,t;) possédant les mémes propriétés que dans le cas précédent, d'ou la

méme conclusion.
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CHAPITRE 4 : ETUDE D'UN MODELE DANS Rz .

Lorsque nous supprimons les hypothéses ''techniques', le théoréme 1.2 devient
faux ; c'est ce que montre 1'un des premiers contre-exemples 3 1'unicité de Cauchy
historiquement construits : le contre-exemple de Cohen [8]. Plutdt que d'en répéter
la construction, que le lecteur trouvera par exemple dans Hormander [9,th. 8.9.2],
nous avons préféré étudier de facon assez précise un modéle dans ]R2 (ce qui assure
que rg £ <2) qui fournit des contre-exemples oii le champ L est complétement expli-

cite ; c'est 1'objet de ce chapitre.

Pour traiter le probléme non caractéristique général dans ]R2 , Nous savons
d'aprés le lemme 1.3 qu'il suffit d'étudier le champ L=§%+ib (y,t) % ol b est
a valeurs réelles. Nous allons examiner ici le cas ol la fonction b est indépen-

dante de y, c'est-a-dire que L prend la forme
_ 0 . 3
L= Ft_ +1b (t) ‘57 .

Pour un tel modéle, la condition (R) dans un voisinage de 1l'origine entraine
la condition (P) dans un ouvert 892 40 O étant un autre voisinage de 1'origine, si
bien que le théoréme 1.2 s'énonce plus simplement de la fagon suivante : s'il existe
un nombre T>0 tel que b(t) ne change pas de signe dans 1'intervalle 10,T[,

alors il y a unicité (au sens de la conclusion du théoréme 1.2, et pour tout terme

c d'ordre zéro).

Dans le lemme ci-dessous (que nous ne démontrons pas car nous ne l'utiliserons

pas), nous analysons la condition précédente.

o t
LEMME 4.1. : Sotent b : R *R wune fonction C et B(t) =J b(s) ds. Alors
o

11l est équivalent de dire :

(Z7) VTI>0, b change de signe dans 1l'intervalle ]10,TI[.
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(22) Il existe une suite de réels 6k décroissante et tendant vers 0 telle que pour

tout k=1,

VEels, ., 6 (-1)k B(s,) s> (-1)% B(t), et

k1 -1 5

(-1)% B(8,) ~B(8,,,))>0.

k+1

Dans cette situation, nous allons montrer que 1'on peut modifier le terme
d'ordre zéro c en sorte que l'opérateur L+c ne posséde pas la propriété d'uni-
cité, a condition toutefois de faire 1'hypothése supplémentaire que la suite

(-1)k (B(6k) -B(6k+1)) ne tend pas trop vite vers zéro.

THEOREME 4.2. : Soient b: R R et ¢ : B° +C deux fonctions C° ;

t

posons B(t) =J b(s) ds, et supposons qu'il existe une suite de réels 6k déerois—
o

sante et tendant vers 0, et un réel €;>0 tels que st l'on pose €1t :exp[-e:;l]

pour tout k=>1 on atit

k k
vte[6k+1,6k_1], (=1)" B(§;) >(-1) B(t) , et

k
(-1)% (B(&,) ~B(5,,,)) >, -

Alors il existe un voisinage w de (0,0) dans 1R2, u€C(w) et a€C (w) tels
que

[a%+ib(t) 5%+c(y,t) +a(y,t)] u(y,t) =0 dans w,
(4.1) suppu=w, = {(y,t) € w|t>0}, et

supp acuw, -

Exemple : Le lecteur vérifiera facilement que la fonction

b(t) e/t sin% pour t>0 ,

b(t) =0 pour t<0

satisfait les hypothéses du théoréme (on prendra 6k=~£-,-"-) .
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La démonstration du théoréme 4.2 s'effectue en deux étapes : d'abord nous
construisons cing suites de parametres }‘k > My > P 9o Yk possédant de bonnes
propriétés asymptotiques ; la deuxiéme étape, plus standard, utilise ces paramétres

pour construire les fonctions u et a par une technique de recollement analogue a

la méthode de Cohen [8] (cf. aussi les calculs du paragraphe 2.4).

PROPOSITION 4.3. :

Sous les hypothéses du théoréme 4.2, il existe cinq suites

de réels positifs kk, Mps Pps qp €t Y telles que

[ Sy PR <M <@y <&y s

k 1 k
Vt€[6k+1,pk], (-1)" (B(t) -B(my)) <= 5 (=1)" (B(my) =B(§

k+1))
(4.2) ¢

k 7 k
et (-1) (B(t)-B(dk))S—:g-(-l) (B(Sk)—B(6k+1)),

k 1 k
R et Vt€lg, Gk] s (-1)" (B(t) =B(m)) >5 (-1)" (B(m) -B(5k+1)) .

k _ k+1
(4.3) [-—Yk+ (-1) }‘k (B(mk) -B(Gk))]— [—Ykﬂ +(-1) }‘k+1 (B(mk) -B(6k+1))] .

_ Log Ak o Log(pk—6k+1) o Log(dk-qk) _
ko T Kk~ M (B00 k+1 k+o Va1

- Log (A #Ay . 1)

) . Log (pk-6k+1)
Lo T (Bm) B8, ) - U Then, I (Bm) ~B(S, T
k> Tk Tkt1 k k+1 k> Tk Tk+1 k k+1
(4.5) S
Log(ék—qk)
= b Ak T —B(5, 0T -
| k> "k Tk+1 k k+1

Démonstration : en quatre parties.

1. Construction de la suite >‘k .

. . _3 P .
Nous choisissons A, =g}~ ; on peut alors écrire
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Log A -3 Loge
k+1 k+1 2
— < — = -3¢, Loge = 3¢, , d'ol
M B(8y) ~B(8y, )] €k3 e\ k k+1 k
Log A
. k+1
(4.6) 1im — =0.
Kow MBE) -B(&,1))

En outre, comme ef(i ye 61;3 (car e yex= (ex)3 >e x3) , Nous savons que

4.7) >\k+.l > 2 A -

2. Construction des suites m, P et q.

En utilisant (4.7), nous pouvons écrire

A
0<y xk: (1% Bloy) ~BlE)) < (D B8 ~B8jeq))

et donc, par le théoréme de la valeur intermédiaire, nous obtenons 1'existence d'un
point mk€]6k+1,6k[ tel que

M

k
— (-1 B(6,) -B(6 .
el SURNCIGRELICYRY

(4.8) -1k (B(my) -B(844q)) = 7

Nous posons ensuite :
= k 1 k
P =SUp {p> 8y, IVEELS,1,P], (-1)° (B() ~B(§i,1)) €7 (-1)° (Bm) -B(8y, 1))}
. k 3 k
Q= inf {q <8 [VEE€la,8], (1) (B(t) ~B(8,q)) 37 (-1 (Blmy) -B(8y,q))} -
La propriété (4.2) se déduit facilement de cette définition et de (4.8). Nous aurons

en outre besoin d'estimations sur p -8, et & -q . Or B(p) -B(& ) =

']Z (B(mk) —B(6k+1)) ; par le théoréme des accroissements finis, il existe donc ek €

16,150 [ tel que
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1
(g = 8paq) DO = 5 (Bmy) -B(§,))
et comme b est bornée au voisinage de 0, on obtient pour un C>0
(B~ 8paq) > C (-DF Bl -B(6y, 1)
Pg " %k+1) * K k+17) -

En multipliant cette inégalité par )‘k+1 et en utilisant (4.8) il vient

Mt Py = Spap) > 5 DA (B -B(S,1)) -

Enfin, )‘k ayant été choisi de telle sorte que (-1)k)\k (B(c‘ik) -B(6k+1)) tende vers

1'infini avec k, on a pour k assez grand
| Log (pk—dkﬂ)l < Log Ak+1 .

2A
De méme, on calcule que B((Sk) -B(qk) = (—% - —;—) (B(mk) —B(6k+1)) d'ou 1l'exis

tence d'un GkE]qk,Gk[ tel que

DN
(8,-a,) b(ey) = ( f:] -3) (B(m) ~B(6;,1))

puis en utilisant (4.7)
k
(qy) > C (-1 (Blmy) -B(8},1))
et enfin, nous concluons comme dans le cas précédent ; nous avons donc obtenu

pour k suffisamment grand ,
(4.9) |Log (P ~8y4q) | < Log Ap,q et
| Log (6k_qk) | <Llog Aee1

3. Construction de la suite Yy *

Pour construire Y} Nous prenons la propriété (4.3) comme définition, c'est-a-

dire que nous posons
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Y, =0, puis pour k>1,
Yy =Yg~ (DAL B -BE) + (DX AL, B -B(S,,) -
De (4.7) et (4.8) nous tirons
(1% B@Y -B,)) < § (DX (BGY -B§,q)) , d'od
3

DX B -BmY) >3 -DX B -B(S,,y) , puis

(D sy By -BGy)
1A Bm) -B(6Y) O

En reportant cette estimation dans la définition de Yk’ on obtient

(4.10) Yo > Yy * 7 (DS Ap, By -B(S,) -

4. Calcul des limites (4.4) et (4.5).

De (4.8) et (4.10) nous tirons que
Yo 33 XA BmY -BG.L)) =+ DX A (B(S) -B(S,..)), d'od
k+1 7 2 k+1 k k+1 4 k k k+1°7

Log Ak+1 . 4 Log Xk+1
Yl (=10 (B(8) -B(8y,,))

Grace a (4.6), nous en déduisons que

Log Ak

1im =0 .

ko Yk

De plus, en utilisant (4.9) nous pouvons écrire

Log Ak+1

, et
)‘k(B(‘Sk) - B(Gk.,_]))

~N

Log (Py~ 841
, }\k(B(ék) - B((Sk.ﬂﬂ

’ Log (Gk—qk)‘ < Log Ak+1

Yi+1 Yk+1
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d'ol (4.4) en utilisant (4.6) et le résultat précédent.

Grace 3 (4.7) et (4.9) on a

o Log (g *Ageuq)
| O\k + )\k.,.]) (B(mk) - B(6k+1 ))

Log >‘k+1 (1+0 (1))
Ak+1 (B(mk) 'B(Gk.”jj

<

b

Log [Py =4y
¢ TR BE “BGL )

Log >‘k+1 ' .
, €
Kaq (B ~B(5,, 1))

<

Log (Gk - qk)
l O\k + >\k+1 ) (B(mk) - B(5k+1j)

)\kﬂ @(mk) -B(5k+1))

<

puis d'aprés (4.8),

Log Ayyq _ 2 Log A1
)\k+1 (B(mk) _B(Gk'ﬂ)) }\k(B(‘Sk) ‘B(6k+1))

ce qui implique (4.5) en utilisant (4.6).

Démonstration du théoréme 4.2.

Etant donnée une fonction X€C°°(1R) vérifiant : 0<X<1, X=0 sur ]-«,0]

et X=1 sur [1,+~[, nous définissons dans w=RXx] -, 61[ les fonctions sui-

vantes :
u0n) =exp | 1+ (D A B -BE8 +1y) ]
t_6k+1 t-ﬁk
uo(y,t) =X (pk'5k+1) uk(y,t) +X <ﬂ) Upes 1 (y,t) pour tE€ [5k+1’6k] s
) uo(y,t) =0 pour t<0

auo au

3,051 = (2 05 +ib(0) 52 0,0)) /w0t s uy (1) %0,

a (y,t) =0 si u (y,t) =0
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t
a (y,t)=b(t)j € (y,s)ds pour t>0,
1 o 3y

a;(y,t) =0 pour t

N
o

Puis enfin nous posons

a(y,t) =-a (y,t) +i a;(y,t) , et

u(y,t) =u (y,t) exp [- Jt c(y,s) ds] .

o

t
Comme exp [- I c(y,s) ds] est C et non nulle, il suffit, pour montrer que a
o

et u sont solutions du probléme (4.1), d'établir les quatre points suivants :

1. La fonction u, est C dans w.

La fonction u, est clairement C pour t> 0 ainsi que pour t< 0. Pour conclure
au voisinage de t=0, il faut estimer les dérivées de u o bour les petites valeurs

de t.

k+1

Comme (_1)k (B(t) -B(Gk)) <0 et ("1) (B(t) -B(6k+1)) <0 pour te [6k+1 ,(Sk] ’

t-6k+1
Py S14q

a“[x (Etk-?; 11 )uk o, t)]
o x (%?ik) et 01

ol les constantes C 8 et CBY ne dépendent que de o, de X et de b, mais pas de

et que X < )= 1 pour te€ [pk,sk] ,» on peut écrire les estimations suivantes :

<1 ¢ alfl e K pour telpy,s,1, et
oty Bk K0k

-lyl IBI _Yk+1
< BE 2 CB.Y ((Sk'qk) )\k_'_.l e pour te€ [Gk""l ’Gk]
<O

k. Or le logarithme de chacun de ces termes vaut

Log C

8 Log X
Log CB+ |8| Log M T Yk T Yk[ Y + |B|

k

e -1], et

Log CBY - |¥] Log (6k-qk) + |B| Log >‘k+1 = Vg1 T

=y [Eg__&‘l - |y m + |B| _% - 1]
1L Yie YicH1 Vi1
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et tend vers -« 1lorsque k tend vers 1'infini grdce a (4.4) ; donc les quantités

de départ tendent vers 0.

t-6
Reste i estimer le terme o™ [X (ﬁ) uk(y,t)] pour tE€ [6k+1,pk] ; dans

ce domaine, (-1)¥ (B(t) -B(8,)) <~ & (-1¥ (B(8) -B(8,,;)) d'apres (4.2), d'od

1'estimation

<

ol (f '5k+1) ]
(i) 0

< ew% Cey (pk_ékﬂ)_m A1<IBI e"p[‘Yk S ACORRMNCICH 'B(‘Skﬂ))]

ol les constantes CBY ne dépendent que de o, de X et de b, mais pas de k ;

comme ci-dessus, on calcule le logarithme des termes de cette somme
7 k
Log Cgy = | Y] Log(py=6y,1) + |8 LOg)\k'[Yk*'g‘ (-1 A (B(8y) -B(akﬂ))] <

< [Yk+% (-1)kxk (B(8,) = B(8},¢)) ] [ ‘milst

8 Log (pk-6k+1) , ‘18l Log >‘k _1]
7 >‘k (B(6Q—B(6k+1)) Y

vl |

et cette expression tend a son tour vers -« lorsque k tend vers 1'infini grice a

(4.4). Nous avons donc démontré :

lim sup |8au0 (y,t)|) =0.
Ko \RX[§,1,6,]

2. Le support de a est contenu dans suppu, = {(y,t) €Ew/t >0}.

Posons pour t€ [6k+1 »81]

_ynt)
Vk(Y:t) - uk+‘] (}’,t) .

En utilisant (4.3), on peut écrire :
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(4.11) e 0h8) = exp | (DX Oy *Ayq) (B -Ba@) +1y) |-

Pour t €[6k+1,pk] , on a grace a (4.2) |vk| <1, et comme

t - 6k+1

—— ) u (y,t) +u ., (y,t) =
pk-6k+1> k(}'a k+1 Y )

uo(y,t) =X (

= Uy, 1 (}’,t)[ 1 +x< %—_—ZI:T}) vk(y,t)] ’

o -1
ona u,(y,t) 0. De méme pour t€[q,6q ], vy | <1 et

t -6y
uo(y,t) =uk(y,t) +X(q_k-'8_l;) uk+] (y,t) =

=u (y,t) [1 +X (;%:%) (Vk(y,t))"1 ] + 0.

Enfin, pour te€ [pk,qk] , uo(y,t) =uk(y,t) UL (y,t) , et donc uo(y,t) =0 équivaut

a vk(y,t) =-1, ce qui entraine d'aprés (4.11) que
k .1
e [ (DX Oyt rep iv]e -1,

soit y€ {)\ff:ﬂk):
+

{(y,t) €Ew |t >0} .

neZz }; cet ensemble étant discret, on obtient que supp u,=

Par définition de a,, suppa <suppu,, et par définition de a;, suppay <

{(y,t) €Ew |t >0}, d'ol finalement

suppa < suppu .

3. La fonction a, est C°° dans w .

Buk auk
Pour tout k, on a -ﬁ—+ib—a—)7=0 , et donc pour t€[pk,qk] ,
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ou ou
U, (75) =uy (v, ) +uy g 0, 8) =>a (v, 8) =552 (7,8) +ib(t) 57 (7,1) =0 ;

pour t€[qk+1,pk] » u (y,t) #0 donc

du Buo
3,0,t) = (52 0,8) + ib(®) 52 0,0 /uy (7,0

est une fonction C . Il en résulte que la fonction a, est C” dans les domaines

d'équations t>0 et t<O0.

Pour conclure au voisinage de t=0, il faut estimer les dérivées de a  pour

te8 4 ,pk] et t€[qk,6k] (ao est nulle en dehors de ces intervalles).

Pour t€[6k+1,pk] R |vk(y,t)| <1, et on peut écrire

t-6
3 . . 3 k+1
(e + 00 ) x <m> B0 * g 0,0))
a_(y,t) = = =
° X(%(:l) uk(}’,t) +uk+1 ()’,t)
Py Ok+1
t-6
-1 Kk+1
(pk—6k+1) X! (_T—pk_ k+1) Vk()’:t)

1 +x(—6—t -Gkﬂ) v, (y,t)
P Ok+1 L

Pour montrer que les dérivées de cette expression tendent vers 0 lorsque k tend vers

1'infini, il suffit de montrer qu'il en est ainsi pour les fonctions

t-6
k”) v (7,0 et

-1
050 = Bty X (Gt
k(7> 1) = (Py=dy,q P et

t-§
k+1
X3 (y,t) =X(-———> vy (y,t) .
k P81/ K 4

En utilisant (4.2) et (4.11), on obtient les majorations
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laa Wk(Y,t)l <

< T gy Ot 0y 1Bl e [ - 7 0¥ Oy By -8G5 ) |
B+Y<a

[2% X, (v,8) | <

¢ T Cy @) e Bl e [- 5 0 o ey -Ble ) |
B+Y<a

ol les constantes CBY ne dépendent que de o, de X et de b, mais pas de k. Comme

tout-a-1'heure, on montre que ces expressions tendent vers 0 en calculant leurs lo-

garithmes et en utilisant (4.5). Nous obtenons donc

1im ( sup |a% ao(y,t)l) =0 .
ke ® Rx [ ,15p]

De méme, pour tE€ [qk,dk] , on peut érire 3 1'aide de (4.2) et (4.11)

t-§6 -1
(qk_sk)-1 X! q _5k)(Vk(y,t)>
a (y,t) = kK

< T (;k-—:t)("k(y't)>-1

-1

Log , vy (v, 1))

<=1 DX 0, By -B(Sy,))

puis on montre comme ci-dessus que

lim ( sup |o® ao(y,t)|) =0 .
k»> RX[qwéﬂ

4. La fonction a, est C_ dans w.

Pour obtenir cette derniére propriété, il suffit de remarquer que toutes les dé-

rivées de la fonction b tendent vers 0 lorsque t>0 tend vers 0. En effet, comme
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pour tout k b(ak)==0 , nous obtenons par application répétée du théoréme de Rolle
que pour tous j et k entiers positifs, il existe un point ei:€]6k+j ,Gk[ tel que

j .
() bO =0 ;

la limite annoncée en résulte.
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CHAPITRE 5 : LE PROBLEME CARACTERISTIQUE.

Dans ce chapitre, nous donnons deux résultats : 1'un d'unicité, 1'autre de non-

unicité.

Au paragraphe 5.1, nous regardons ce qui subsiste du thé€oréme 1.2 lorsque nous
supprimons 1'hypothése que le probléme est non caractéristique. Le résultat d'unicité
(théoréme 5.2) résultera d'un théoréme sur la géométrie du support d'une solution

(théoréme 5.1) qui est dG a J-M. Bony (cf. Sjostrand [22, th. 8.7]).

Puis au paragraphe suivant (5.2) nous construisons un contre-exemple d 1'uni-
cité sous la condition que le rang de £ est constant. Ce dernier résultat est di a

Saint Raymond [21, th. 2.9].

5.1. Résultat d'unicité lorsque rgf < 2.

Placons-nous dans les hypothéses du théoréme 1.2, mais sans nous donner de fonc-
tion ¢ ni supposer que le probléme est non caractéristique. Cela signifie que nous

sommes dans 1'un des deux cas suivants :
1. L vérifie la condition (R) dans un ouvert Q et rg £ ‘Q< 2 (cf. 1.2).
2. L vérifie la condition (P) dans un ouvert Q (cf. 1.2).
Donnons-nous de plus une solution u €C1 (@) de 1'équation (L+c 0) ux)=0

dans Q. Alors, pour paraphraser le théoréme 1.2, chaque fois que 1'on trouvera

X, €EQ et o€ C”(Q) a valeurs réelles tels qu'il existe un voisinage w de X, avec
X, € (suppunw)cw, = {x€w/ ox) >,cp(xo)} R

on pourra affirmer que le probléme en Xx o ©st caractéristique, c'est-a-dire que
hp(xo) =0 ou encore que Xw(xo) =ch(x0) =0 (si X= Rel et Y= dmL). Cette re-
marque nous donne une relation entre les champs réels X et Y et le fermé F=suppu

dont nous allons analyser les conséquences dans le prochain théoréme.
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Avant de 1'énoncer, rappelons qu'un champ réel X (éventuellement dégénéré)
défini dans un ouvert Q vérifie toujours la propriété (R). En effet, pour les points
X ol X s'annule, {x} est une variété intégrale, et dans 1'ouvert ol X ne s'an-

~

nule pas, le rang est constamment égal 3 1 d'ol la propriété grace au théoréme de

n
Frobenius (cf. 1.2). Si X= ) a.(x) Ba—, nous noterons etxx la solution x(t)
= °
du systéme différentiel ordinaire suivant :
dxj
I (t) = aj (x(1))
x(0) = X, -
Si X=0 en x etxx reste égal 4 X tandis que si X#*0 en Xx etxx
o’ o} g o’ R (o} o

décrit la courbe intégrale de X passant par X, -

THEOREME 5.1. : Sotent X un champ réel défini dans un ouvert § de R" » et

F<Ql une partie fermée dans . Supposons que pour tout x €S et toute ©0ECT ()

a valeurs réelles,
[3w owvert de 9 : x, E(FNw) cw+={ac €Ew/o(x) >cp(xo)}] = ch(xo) =0.
Alors, pour tout compact K de §, i1l existe ¢>0 tel que

t
xoanK et |t| <e=»e XxOEF.

Démonstration : Pour un compact K fixé, choisissons un voisinage compact W de K

[o]
(i.e. KcW, W compact de @) ; il existe alors €1 >0 ne dépendant que de K, de
W et de X tel que pour X €K et t E]—e1,81[ s etX X soit bien défini et reste
dans W ; par la suite, chaque e que nous choisirons sera plus petit que le précé-

dent, et ne dépendra que de K, W, X et F.
Pour tout X, €K, le systéme

22 (t,%) + Xo(t,x) = 0

(5.1) )
©(0,x) = |x -xol
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admet une solution ¢ (dépendant de xo) définie dans ]-¢,,e,[ xW pour un ¢,>0.
La dérivée par rapport 4 t de cp(t,etx xo) est nulle a cause de 1'équation (5.1),
d'ot (D(t,etX xo) = (p(O,xo) =0 . Puis dérivons la fonction (pj (t) =—£(£i (’c,etX xo) ;

nous obtenons (en utilisant (5.1)) :

de.
- @ = (-3—%[?; (t,x)] + X[%‘? (t,X)Dlx=etxxo =
n oa
= [X ,3—}%] o(t,x) |x=etxx0= kz1 37315 (et* X,) @ (1)

d'ou tpj (t) =0 puisque c'est vérifié en t=0. Comme ¢(0,x) = Ix -xol2 , 11 existe

un €;>0 tel que si x, €K, XEW et Itl<83,

1 tX_ 2
(5.2) o(t,x) > 7 Ix-e " x 1" .

Pour Xq €FNK, nous avons 0= inf (0,x) < inf ¢(0,x) et donc cette
X €EFNW x €FNowW

inégalité reste vraie lorsque |t|<e pour un e>0. Pour tout te€l-g,e[ fixé, il

o
existe donc un point x; EFNW o o(t,x) atteint sa borne inférieure, soit :
(] o o
X € F ) < (0, = {x €W 0(t,1) 30(t,x)} -

En utilisant 1'hypothése du théoréme on obtient ch(t,xt) =0, et en utilisant 1'é-

quation (5.1), g—f (t,x,) =0. Nous avons donc pour tous |t] <e et |s|<e,
0((t-5)%) =(t,x,) -0(5,x,) <0(t,x) -0(5,%9) €@t xg) ~9(s,xg) =0((t-5))

d'olu (p(t,xt) =cp(0,x0) =(0. Par (5.2) nous en déduisons que pour X0€F NK et

tX . _
Itl<e, e xo—xtGF.

Pour pouvoir tirer les conséquences pour l'unicité de ce th€oréme, il nous

faut introduire un nouvel objet géométrique.
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Si L vérifie la condition (P) dans un voisinage Q d'un point X, eR" , choi-

sissons des coordonnées (lemme 1.3) dans lesquelles L s'écrit gaf+ ibe aa_y a un

facteur non nul prés, et notons UV 1 la courbe intégrale du champ réel gaf passant

par x;. Si le rang de £ reste &gal 3 1 au voisinage de X, sur V, , nous dirons
que ’U’] est la "feuille de .£ passant par xo". Si au contraire on peut trouver des
points de U, arbitrairement proches de x o 00 le rang de 4 est égal 3 2, nous
savons par la propriété (P) qu'il existe une variété 'Uz de dimension 2 contenant
'U'l et a laquelle le champ L reste tangent au voisinage de Xy dans ce deuxiéme

cas, nous dirons que ’U‘z est la "feuille de £ passant par x_'" (on remarquera que

0
’l)'z n'est pas nécessairement une variété intégrale de .£ , et que dans les deux cas
la feuille de £ passant par x o ©st une notion géométrique indépendante des coordon-

nées choisies).

De méme, pour n'énoncer qu'un seul théoréme, si L vérifie la condition (R)
dans un voisinage Q d'un point Xx o €R", nous appellerons '"feuille de £ passant

par x_ ' la variété intégrale de £ passant par X, -
Dans 1'énoncé suivant, U désigne la feuille de £ passant par x

0 .

THEOREME 5.2. : Supposons qu'il existe un voisinage Q de x 5 tel que l'on se

trouve dans Ll'une des deux situations suitvantes :

1. Lvérifie la condition (R) dans Q et rg£|Q\< 2.

2. L vérifie la condition (P) dans Q.

St de plus, pour tout voisinage w de T s (V' Nnw) ¢w+:{x Ew/Q(x) >/cp(x0)} » alors

pour tout voisinage w de x et toute u EC’l (w) solution du systéme

(L+co) u(x) =0 dans w, et
(5.3)

u(x) =0 dans w_:{wa/(D(x)Stp(xo)},

la fonetion u s'annule au voisinage de x .
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Démonstration : Soit u€ C1 (w) une solution du probléme (5.3) ; supposons que

XOESuppu . Nous allons montrer qu'il existe alors un voisinage de X, sur V entie-
rement contenu dans suppu. En utilisant ensuite 1'hypothése sur V' du théoréme, nous
en déduisons qu'il existe des points x € suppu tels que @(x) <cp(xo) ce qui contre-
dit le fait que u=0 dans w_. C'est donc que xoisuppu , c'est-a-dire que u=0

au voisinage de X

Montrons donc que si X, €suppu, il existe un voisinage de X, sur V entie-
rement contenu dans suppu. Le champ L étant non dégénéré, nous pouvons trouver

(lemme 1.3) des coordonnées locales (y,t) telles que

1. X, = (0,0)

3
ay

3 ., -
2. L+c =-§f+1b(y,t)'

o +c(y,t) a un facteur non nul preés.

Comme (L +c o) u(x) =0 dans w, nous pouvons affirmer grice au théoréme 1.2 que les
hypothéses du théoréme 5.1 sont vérifiées dans w avec F =suppu et chacun des deux

champs réels X=% et Y=b(y,t) % . Nous devons alors distinguer deux cas :

1. Si dim V=1, il suffit d'appliquer le théoréme 5.1 avec X et K={xo} pour

obtenir un voisinage de X, sur V' entiérement contenu dans suppu .

2. Si dim VU =2, nous pouvons trouver un voisinage de X, inclus dans w qui soit
de 1a forme {(y,t) €R®/|y|<6 et |t|<T} pourun 6>0 etun T>0 avec
b(y,T) #0 pour tout y tel que |y| <8 (sinon, changer t en -t). Prenons alors
sur V" les coordonnées (z,t) ol z est 1'abscisse curviligne associ€e au champ
b(y,T) % ; on notera z, 1'abscisse de X, - 11 existe alors un a >0 tel que
K= [zo -,z +a] x[-T,T] soit un voisinage compact de x  dans U contenu

dans le voisinage précédent.

Dans ces conditions, tout point de K est dans le support de u ; en effet,
(ZO,O) =x, €suppu par hypothése, puis étant donné (z,t) €K, on obtient par 1'uti-

lisation répétée du théoréme 5.1 avec tantdt X, tantdt Y :
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(20,0) €suppunK = (zO,T) =eTX (ZO,O) €suppun K
(Z-ZO)Y
= (z,T) =e (zy,T) €suppun K
= (z,t) = o(t-DX (z,T) €suppun K.

Remarque : Le théoréme de J-M. Bony (théoréme 5.1 ci-dessus) permet aussi de démon-
trer des théorémes d'unicité globale. A titre d'exemple, énongons le résultat pour
un probléme mi-local, mi-global : dans Q={(y,t) € Rz/ y2 + t2< 2}, considérons le
champ

1
0 .yl 9 . _
'8—}7+le BTSI y< ],
2 osioys-1.

<

Alors, pour tout voisinage w de (0,0) et toute uEC] () solution du systéme

(L+c0)u(x)=0 dans Q et

u(x) =0 dans w_={(y,t) €w/t<0},
la fonction u s'annule au voisinage de (0,0) .

(On remarquera que ce probléme ne posséde pas la propriété d'unicité locale ;

en effet, dans w={(y,t) € ]Rz/ y2+ ¢

<1}, la fonction
Y 1N .

u(y,t) =exp (-I co(z,t)dz —f) si t>0,
0

u(y,t) =0 si t<0,

est Coo, solution de (L +co) u(x) =0 dans w, et vérifie suppu=uw_= {(y,t) Ew /

t>0}).

5.2. Contre-exemple 3 1'unicité lorsque le rang de L est constant.

Lorsque le rang de .£ est constant, le champ L vérifie la condition (R) d'a-
prés le théoréme de Frobenius (cf. 1.2). Dans 1'énoncé suivant, 1 désigne la variété

intégrale de £ passant par Xxg .
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THEOREME 5.3. : Supposons qu'il existe un voisinage § de x, tel que le rang

de £ soit constant dans Q et que (Unq) <@, ={z€q/o(x) »9(x )}. Alors il exriste

un voisinage w de x, s u€C (w) et a€C”(w) tels que

(L+co+a) u(x) =0 dans w,
(5.4) (Vv Nw)csuppucw,={z€w/@lx) z(p(xo)} , et

Vo €eN”, (a%)a a(x0)=0 (a est "plate" en xo).

De plus, st eo=0 > on peut choisir a=20.

Démonstration : Le rang de £ &étant constant, on peut trouver des coordonnées loca-

les dans un voisinage w de x_. qui redressent les variétés intégrales de £ , ou

(0]

plus précisément, des coordonnées x = (x' ,x",xn) avec x'= (x1 yeeesX,) et XxX"=

T

(xr+1,...,xn_1) , telles que :
1. X, = (0,0,0).
2. d(p(xo) = (0,0,1).

3. Les variétés intégrales de /£ ont pour équations x" =Cte, x, =Cte (en parti-

culier, V a pour &quation x"=0, x =0).

Dans ce qui va suivre, nous aurons éventuellement besoin de réduire le voisinage .
Le nombre d'étapes étant fini, et les propriétés obtenues restant vraies si on ré-
duit le voisinage, nous utiliserons toujours la méme lettre  sans préciser les mo-

difications de ce dernier.

Comme L reste tangent aux variétés intégrales de £ , nous avons Ly(x) =0

dans w si Y(x) =xi-|x"|2. Posons

uo(x)=exp -1/yx)) si x€w et yx)>0, et

(5.5)
uo(x)=0 si xew et YXx)<O0.



@ - 68 -

Alors uoec”(w) , Luo(x)=0 dans w et (’U”nw)csuppuo puisque uo(x',O,e) >0
pour tout x' et tout >0 tels que (x',0,e) €Ew . Pour voir que SUpp u S w, »

il faut exprimer ¢ dans les coordonnées (x',x",xn).

Par le théoréme des fonctions implicites (cf. le point 2. ci-dessus), il existe
une fonction (poec°°(]R“’1) telle que o(x) >,cp(xo) équivaut dans w a xn+np0(x' ,X") 2 0.
L'hypothése sur U du théoréme nous indique que cpo(x',O) >0 dans w (cf. le point
3. ci-dessus), donc par développement de Taylor en x" a 1'ordre zéro, cpo(x' ,X'") >
-C |x""| dans w pour une constante C<e (C>0). Si donc on a choisi w assez petit

pour que |x"| <C7 dans w ,

2/3

uo(x) #0=>yYx)>0= X, > [x'"| = xn+<po(x',x") >0 = o) >0

d'otu Suppu, cw, -
Nous avons donc donné une solution du probléme (5.4) lorsque c o =0. Sinon, le

champ L étant non dégénéré, choisissons (lemme 1.3) des coordonnées (y,t) telles

que

1. xo=(0,0).

)
oy

2. L+co=—a—+ib (y,t) *s=+c(y,t) & un facteur non nul prés.

at
Pour tout j €N, posons alors
b () = 62 b(r,0) et () =) cwr,0) ,
J ot ] ot
puls par récurrence,

v () =0
(5.6) j Kk ov.
Vi ) == éo €5 b () —;;;’},;k (¥) -¢; () pour j>0.



@ - 69 -

Par le théoréme de Borel (cf. Hormander [11, th. 1.2.6]), il existe une fonction

veC () telle que (%)J v(y,0) =\rj (y). Par (5.6), nous obtenons que la fonction

a0 = - (0,0 +ib 00 - I 0 +cl,D)

est plate en (0,0).

v (x)

La fonction u(x) =e uo(x) , ol u, est donnée par (5.5) et v par ce qui

précéde est alors solution du probléme (5.4).

Remarques : 1 - Pour une discussion du r6le du terme d'ordre z€ro, on se reportera

au chapitre suivant.

2 - On notera que par les théorémes 5.2 et 5.3 nous avons complétement
€lucidé la question de 1'unicité pour les problémes caractéristiques de rang cons-

tant. En effet, distinguons les deux situations suivantes :

o - Le rang de £ est inférieur ou égal a 2. La condition nécessaire et suffisante
pour qu'il y ait unicité (pour toute perturbation a plate en x 0) est alors
que la variété intégrale de .£ passant par X, ne reste pas localement dans
{o(x) >/cp(xc)} (c'est nécessaire par le théoréme 5.3, et suffisant par le théo-

réme 5.2) .

B - Le rang de .£ est supérieur ou égal 3 3. Alors il n'y a jamais unicité "stable'.
En effet, deux cas peuvent se produire : s'il existe des points arbitrairement
proches de X, dans S={x€R™/ ox) =cD(xO)} ol le probléme n'est pas caracté-
ristique, nous pouvons appliquer le théoréme 1.1 ; si le probléme est caracté-
ristique en tous les points de S, c'est que la vari€té intégrale de 2z passant

par x, reste localement dans S, et nous pouvons appliquer le théoréme 5.3.
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CHAPITRE 6 : ROLE DU TERME D'ORDRE ZERO.

Aux théorémes 1.1, 2.2, 4.2 et 5.3, nous avons di modifier le terme d'ordre zéro
pour montrer qu'il n'y avait pas unicité de Cauchy. I1 est alors naturel de se deman-
der si de tels problémes possédent tout de méme la propriété d'unicité pour certains
termes d'ordre z€ro. La réponse a cette question est positive comme nous le verrons

ci-dessous.

Cependant, le rdole du terme d'ordre zéro est encore mal connu. Nous nous bor-
nerons ici 3 énoncer deux remarques qui suggérent la nature des conditions a imposer.

La premiére d'entre elles (théoréme 6.1) est diie 4 Lewy [15].

Avant d'énoncer le premier th€oréme, rappelons que la résolubilité locale d'un
champ complexe non dégénéré a été étudi€e par Nirenberg et Tréves [17], et que sous
les hypothéses du théoréme 2.2, ainsi que sous les hypothéses du théoréme 5.3 si
rg £ >3, le champ L n'est localement résoluble en aucun point d'un voisinage de

X de méme, les hypothéses des théorémes 1.1 et 4.2 entrainent qu'il existe de nom-

0 ;
breux points voisins de X ol L n'est pas localement résoluble. I1 en résulte qu'il
existe des fonctions C° c telles que 1'équation Lv -c=0 ne posséde pas de solu-

tion v au voisinage de ces points.

THEOREME 6.1. : Soit ij (co) l'ensemble des points de R au voisinage des—

quels l'équation Lv(x) +co(x) =0 ne posséde pas de solution v €c’. S'i1 existe un

voisinage Q de x, tel que !‘/V;.(co) 2Q, = {x€Q/0(x) >Lp(x0)}, alors pour tout voi-

sinage w de x, et toute u€c (w) solution du systéme

(L+co) u(x) =0 dans w et
(6.1)

(.u(x):() dans w_={z€w/@(x) <oz )} ,

la fonetion u s'annule au voisinage de x .
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Démonstration : Soit ue€C’ (w) une solution du probléme (6.1).

Supposons qu'elle n'est pas nulle dans wNQ. Alors, comme u(x) =0 dans w_,
il existe un ouvert contenu dans wNQ, oU u ne prend pas la valeur 0 ; cet ouvert
contient donc un point Xy € «.,Vj(co) et une boule Wy de centre Xq : u(x) #0 pour

v (X)

tout x€w; . Dans w;, on peut alors écrire u(x) =e pour une fonction V€
cJ (w1). Or (6.1) implique que Lv(x) +co(x) =0 dans wy , ce qui contredit le fait

que x1€u(f3’. (cg)-
Donc u=0 dans wNQ.

Dans le théoréme suivant, nous nous plagons résolument dans une situation ot
1'on a déja montré qu'il n'y avait pas unicité pour un terme d'ordre zéro donné S,
(situation fournie par exemple par 1'un des théorémes 1.1, 2.2, 4.2 ou 5.3), et nous
cherchons pour quels autres termes d'ordre z€ro c 1l'opérateur L +c ne posséde tou-

jours pas la propriété d'unicité.

. < O
Pour un fermé F, nous noterons c (F) 1'ensemble des fonctions v ec’ (F) pos-
sédant la propriété suivante : pour tout x €F et tout multi-indice o de longueur
inférieure 3 j, il existe un voisinage W, de x tel que (a—i)av reste bornée dans

]

wanF.

THEOREME 6.2. : Supposons qu'il existe un voisinage w de x, et des fonctions

u0€C‘7(w) et cOECoo(w) tels que

f (L+c0) uo(ac)zo dans w, et

Z— x0€suppu0cw+:{x€w/q)(x) 2(,0(:00)} .

S7 de plus l'équation Lv(z) +c(x) -co(x) =0 posséde une solution v ECJ(supp uo) s

alors 1l existe une fonction u €/ (w) telle que

(L+c) u(z) =0 dans w, et

z, €suppucuw, .
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Démonstration : I1 suffit de prendre u(x) =eV(X) uo(x).

Application : Comme illustration de ce dernier théoréme, reprenons un probléme abordé

au chapitre 5.

Supposons qu'il existe un voisinage £ d'un point Xx OE R" dans lequel le champ
L vérifie la condition (P) et .J est de rang constant. Deux exemples d'une telle si-
tuation sont fournis par le cas ol L est un champ réel (non dégénéré en xo) et le cas
od X=%Rel et Y= JmL sont linéairement indépendants en X, et commutent au voi-

sinage de X ([xX,Y1=0).

Notons U la variété intégrale de L passant par x 0 alors, en rassemblant les
résultats des théorémes 5.2, 5.3 et 6.2, et en rappelant que sous la condition (P), L
est localement résoluble (cf. Nirenberg et Tréves [17]1), on s'apercoit qu'on a démon-

tré 1'équivalence des deux propriétés suivantes :

1. Unicité locale en X, * pour tout voisinage w de Xy

ueC W ,
(L+co) u(x)=0 dans w, et > u=0 au voisinage de X, -

u(x) =0 dans w_={x€w/cp(x)\<cp(xo)}

2. Pour tout voisinage w de x_, VUnu¢w, = {x €w/o(x) >0(x )} .
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NON-UNICITE POUR CERTAINS
PROBLEMES DE CAUCHY COMPLEXES
NON-LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

PAR

XAVIER SAINT RAYMOND

Dans un travail récent [1], Baouendi Goulaouic et Tréves ont étendu le clas-
sique théoréme de Holmgren sur 1'unicité de Cauchy 3 certains problémes complexés
non-lin€aires du premier ordre. Dans chacune des trois classes de problémes intro-
duites dans cet article [1], il est facile de voir qu'en utilisant les arguments
de Sj6strand [6,th. 8.7](1), on peut remplacer 1'hypothése selon laquelle le pro-
bléme est non-caractéristique par une hypothése de convexité sur la surface portant

les données de Cauchy.

Dans le travail que nous présentons ici, nous montrons, toujours dans le cadre
des trois classes de [1], que de telles hypothéses (probléme non-caractéristique
ou convexité) sont nécessaires pour avoir la propriété d'unicité. Nous €tendons
ainsi un résultat similaire qui avait été obtenu pour les équations linéaires par
Zachmanoglou [7] (cf. aussi Saint Raymond [5] oii les solutions construites sont plus

réguliéres).

Pour le principe de la démonstration, nous nous sommes inspirés de Hormander

[2,th. 5.2.1]. Par ailleurs, nous tenons 3 remercier Nicolas Lerner pour d'utiles

conversations.

1. NOTATIONS ET ENONCES DES RESULTATS.

- . n
Prés d'un point xOEJR , nous donnons :

(1) dus, pour la version que nous utilisons, a Bony : Principe du maximum, inéga-
1ités de Harnack et unicité du probléme de Cauchy pour les opérateurs ellipti-
ques dégénérés, Ann. Inst. Fourier Grenoble 19(1), 277-304 (1969), cf. note (2)

page @ - 4 -.
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(1) une fonction qJGC1 (]Rn) i valeurs réelles telle que d(p(xo) #0 (dans 1la

——

suite, nous noterons ]RI_}= {x € Rn/‘co(x) <<p(xo)} et ]R11= {x ERn/w(x) >cp(xo)}) ;

(ii) une fonction F holomorphe au voisinage de (xo,co,go) , (CO,EO) étant un

point de € xc? , telle que F(xo,co,io) =0 et dgF (Xo,t;o,go) #0 ;

(iii) une fonction v ECk(Rn) a valeurs complexes, k€ N ~{0} , telle que V(xo) =

et solution de 1'équation aux dérivées partielles non-liné-

t. et axv(xo) =g

o o’

aire F(x,v(x) ,BX v (x)) =0.
La question qui se pose est alors la suivante : existe-t-il localement d'autres

solutions u€C" (]Rn) de 1'équation
(1.1 F(x,u(x) ,axu(x)) =0

coincidant avec v dans ]RI_1 ? Baouendi, Goulaouic et Tréves [1] ont étudié cette

question dans les trois cas suivants :

2

Casn®1: R"=R (Equations 3 deux variables indépendantes) et k>m=2

(k mesure la régularité de v, et m la régularité minimum exigée des solutions).

Cas n® 2 : v est analytique au voisinage de X, et m= 2.
n
Cas n° 3 : F(x,z,8) = z aj (x)gj +f(x,z) , ou les fonctions aj sont analyti-

j=1
ques au voisinage de x, et f est holomorphe au voisinage de (x 0’5 o) , et m=1.

Dans chacun de ces trois cas, ces auteurs ont établi que si
(1.2) B‘E F (XO,CO,EO) ¢ aX ¥ (XO) 0,

toute solution de classe C" de 1'équation (1.1) coincidant avec v dans ]Rr_1 coin-
cide avec v dans tout un voisinage de x o° Nous reprenons ici 1'étude de ces trois

cas, et aprés avoir affaibli la condition (1.2) en une nouvelle condition suffisante
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pour 1'unicité, nous allons montrer que cette derniére condition est aussi néces-

saire (du moins "' génériquement '').

Avant d'énoncer les théorémes, précisons que le probléme posé ainsi que les
résultats obtenus sont purement locaux, méme si nous ne mentionnons pas toujours

le voisinage de X, dans lequel nous travaillons.

Pour énoncer les théorémes, nous utiliserons les deux champs réels suivants :

X=g,e[3gF (x,v(x),axv )N - ax et Y= 'jm[BgF (x,v(x),axv(x))] . 8x .

Remarquons que dans le cas n° 1, X et Y ont la méme régularité que la fonction

k-1

9, v, soit C (k>2), tandis que dans les cas n°S 2 et 3, ces champs sont analy-

X
tiques ; nous serons donc amenés a distinguer les cas. Ajoutons que d'aprés 1'hypo-
thése (ii) ci-dessus, nous pouvons supposer que X#0 en Xx o quitte 3 multiplier F
par un nombre complexe non nul ; dans 1'énoncé qui suit, il est sous-entendu que

X #0.

THEOREME 1. : Supposons que nous sommes dans le cas n° 1, et notons L la courbe
intégrale de X passant par x, - Alors : (U) si tout voisinage de x, sur L posséde
des points de lRf ou encore des points o X et Y sont linéairement indépendants,
alors toute solution de classe ¢? de (1.1) coineidant aveec v dans Ef cotneide

avec v dans tout un voisinage de x 03

2
+

(Non -U) s'il existe un voisinage de x
sur L entiérement contenu dans R°, et sur lequel Y reste proportionnel a X, alors
i1l existe une infinité de solutions de classe Ck de (1.1) coincidant aveec v dans

Ef, mais distinctes dans tout voisinage de .

Dans les cas n°5 2 et 3, les champs X et Y sont analytiques. Nous noterons £
1'algébre de Lie qu'ils engendrent, et nous rappelons que d'aprés Nagano [4], par

tout point de R" passe une variété intégrale de £.
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THEOREME 2. : Supposons que nous sommes dans l'un des deux cas n° 2 ou n° 3,
et notons A la variété intégrale de £ passant par x, . Alors : (U) st tout voi-
sinage de x, sur A" posséde des points de JR}E s alors toute solution de classe
" de (1.1) cotneidant avec v dans ﬂ?’z cotneide avec v dans tout un voisinage

de x5 (Non-U) s'il existe un voisinage de x = sur A enticrement contenu dans

1?}_:, et si le rang de £ est constant ou strictement supérieur & n-2 en x, s
alors il existe une infinité de solutions de classe Ck (dans le cas n° 2 : pour
tout k€W ~{0}) de (1.1) coineidant avec v dans JR?_, mais distinctes dans tout

voisinage de x 0"

Les propriétés d'unicité ci-dessus s'obtiennent facilement en combinant les
résultats de Baouendi Goulaouic et Tréves [1] avec Sjdstrand [6, th.8.7] appliqué
au fermé supp (u-v) (dans le cas n° 1, les champs X et Y é&tant peu réguliers,
il faudra plutOt utiliser la version du théoréme de Sj6strand donnée par HOrmander

[3, th.8.5.117) &) |
Pour démontrer les résultats de non-unicité, nous procéderons en trois é&tapes :

(1) Construction d'une hypersurface I (éventuellement singuliére) caractéris-
tique pour X et Y, et coupant 1'espace R" en deux domaines dont 1'un sera con-

tenu dans R} (cette partie géométrique est tirée de Saint Raymond [5, §.6]).
+

(i1) Résolution d'un probléme de Cauchy 3 partir de la variété {x1 =0} (trans-
verse et non-caractéristique) fournissant des solutions u, de (1.1), teC, coin-
cidant a 1'ordre k avec la fonction v sur I n{x; =0} (ces deux premiéres &tapes

seront traitées dans le prochain paragraphe).

(iii) Démonstration de u, =V sur 1, ce qui permettra de recoller ces deux so-
lutions le long de I.

(ZTJ'ai appris, aprés avoir rédigé ce texte, que ce résultat était en réalité di
a Bony, op. cit., théoréme 2.1.
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2. CONSTRUCTION D'UNE FAMILLE u,., t €€, DE SOLUTIONS DE L'EQUATION (1.1).

t’

Placons-nous dans les hypothéses des théorémes de non-unicité du paragraphe pré-

cédent.

Dans le cas n° 1, nous choisissons des coordonnées locales (analytiques) telles

que x,=(0,0) et d®(x,)=(0,1). Alors on a 9F /3, (x £o) ¥0, et la courbe

0°%0°
intégrale de X, Z, a pour équation X, =f(x1) ol fGCk(R) est 3 valeurs réelles
et s'annule en 0. Avec G(x1 ,xz) =X, -f(x1) , posons Z+={x€]R2 /o(x) >0} et

I_={x¢€ Rz /0(x) <0} ; alors par hypothése, E:C ]RI_: .

Dans les cas n°S 2 et 3 et si r, le rang de £ en X, est égal 4 n-1, nous

pouvons trouver des coordonnées locales (analytiques) (x',xn) avec x'-= (x1 ,...,xn_1)
telles que x_=(0,0) , de(x)) =(0,1), 9F /38 (x,t ,E ) *0 et A ={ (x',x,) eER?/

xn=0}.Avec o(x',x ) =X nous posons donc I={x€R"/o(x)=0}=cA, 2+={x€IRn/

n

o(x) >0} et I ={x€R"/0(x)<0}; alors par hypothese, ZC]RE .

Dans les cas n°S 2 et 3 et si le rang de £ est constamment égal 3 r<n-1,

nous pouvons trouver des coordonnées locales (analytiques) (x',x",xn) avec x's=

(x],...,xr) et x"=(x "Xn-1) telles que X, = (0,0,0) , dtD(xo) = (0,0,1) ,

10
9F / 3¢, (xO,CO,EO) #(0 et toutes les variétés intégrales de £ ont pour équations

x" =Cte, X, =Cte (en particulier, A ={(x' ,x",xn) eR" /x" =X, = 0}). Avec

3 2 3 &b, n
o(x',x",x ) =x - |x"] =X, -JZ=r+1 Xj , nous posons alors L={x€R /o(x) =0},
Zy ={x€]Rn/o(x) >0} et I_ ={x€]Rn/o(x) <0}. On remarquera que I est 1'adhé-
2/3}

rence dans R" de la sous-variété analytique Lo ={(x',x",x ) eER" /0 <x, = |x'|

; . . . . 3 . 1 -
Par le théoréme des fonctions implicites, il existe une fonction ¢ €C (an 1)

telle que

x(-j]RI_: ¢-=>xn >v(x',x") ;
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grace a 1'hypothése A c]RI:, cette fonction ¢ vérifie Y(x',0)< 0, donc par

développement de Taylor, il existe C>0 telle que dans un voisinage de Xg
P(x',x") <C |x"| . Alors tous les points de I, tels que |x"| <C™3 vérifient
X, > ]x"|2/3 > Cx"] 29", x") = xE]RE.

.. P n
Nous avons donc ici encore I +c]R+ .

Pour nous résumer : sous les hypothéses des théorémes de non-unicité du para-

PO . . - n P
graphe précédent, nous avons construit localement une partition de R~ en un fermé

I et deux ouverts I, et I_ telle que :

. -— = — —n .

(1) I_Nnr =z, et I,cR_;

(ii) il existe des coordonnées locales (analytiques) (x1,x2, .. .,xn) = (x1 »Xx)
pour lesquelles aF/ag] (xo,co,go) #0, ce qui permet, en utilisant le théoréme

des fonctions implicites, d'écrire 1'équation (1.1) sous la forme
(2.1) 31u(x) =G(x ,ux) ,9,u x))

ou aj =23/3 Xj s Oy = (32,.. .,an) et G est une fonction holomorphe de ses argu-

ments ;
(iii) I est soit une variété, soit 1'adhérence d'une variété (de classe C1< dans
le cas n° 1, analytique dans les autres cas) A laquelle les champs X et Y restent
tangents ; de plus, dans les coordonnées précédentes, I ={x€ R® /o(x) =0} ol
o(0,x,) est une fonction analytique de x,, et on a X, €supp<c _ )

IZ + N{x, =0}
PROPOSITION : Avec les constructions effectuées ci-dessus, il existe une fa-

mille u,, t €€, de solutions de classe Ck de (1.1) telles que

t’
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t ¥s=x €supp [ (ut -us) l-i+ }

Vo€ _Wn-l avec IOLI <k, (32[“% v )l{x1=0}])[20{x1=0} =0.

Démonstration : Nous utiliserons la forme (2.1) de 1'équation (1.1) et ferons une

démonstration séparée pour chacun des trois cas.

Cas n° 1 : nos solutions u,t €C, nous sont fournies par le théoréme de

Cauchy-Kowalevsky appliqué au probléme de Cauchy suivant

31 ut(x) = G(x,ut(x) , Bzut(x) )

g j j k+1
ue (0x)= )G /3D33 (0,0) +tlo(0,x1™ 7

Cas n° 2 : de méme ici, u, sera la solution analytique donnée par le théoréme

de Cauchy-Kowalevsky de

87 u, (x) =6(x,up () , 3xu, (X))

(2.2)
0 (0,%) =V(0,%,) +t[0(0,x,) 1" .

Cas n° 3 : dans ce dernier cas, a;= 9F / 9 51 # 0 et nous pouvons écrire
(2.3) G(X’ng*) =b*(x) *Ex +g(X,C)

00 Ey=(Eps-esEp) s by(X) = (b(0),...,b (X)) avec by(x)=-a; (x) /a;(x), et

g(x,z) =-f(x,z) /a;(x) ; nous posons alors
(2.4) u, (x) =w (x,v(x)) +v(x)

ou wt(x,z) est la solution (toujours obtenue par le théoréme de Cauchy-Kowalevsky)

prés de (xo,z;O) du probléme de Cauchy suivant
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99 W, (x,2) = by (x) » B4 Wy (x,2) -g(x,2) 3, W, (x,2) +g(x,2z +w, (x,2)) -g(x,2)

(2.5)

wt(O,x* ,Z) = t[c(O,x,.J]k+1 .

Nous allons montrer maintenant que cette fonction U qui posséde la méme régula-
rité que v soit Ck, est solution du probléme (2.2). Pour la trace sur {x1 =0},

c'est évident ; puis
9 ut(x) = 81 wt(x,v(x)) +81 v(x) [az wt(x,v(x)) +1]

et en utilisant d'une part (2.5) et d'autre part que v est solution de (2.1) avec

G donnée par (2.3), on obtient

9 Up (x) = by (x) = 9y Wy (x,v) -g(x,v) 3, W, (x,v) +g(x,v+w, (x,v)) -g(x,v) +
+[by () + 3, v00) +g 06,V 113, W, (c,v) + 11 =
= by (x) * [B*Wt(x,v) +3xv(X) 3, wt(x,v) +0,v(x)] +g(x,wt(x,v) +Vv) =

= b*(X) * 8*ut(x) +g(X,Ut(X))

ce qui achéve notre démonstration d'aprés (2.3).

3. RECOLLEMENT DES SOLUTIONS.

Pour achever la démonstration des théorémes 1 et 2, il suffit maintenant d'ef-
fectuer la construction suivante : pour chaque t €€, nous prenons comme solution

la fonction qui coincide avec u, dans T):_,r etavec v dans I_. Il est clair que

t
cette fonction vérifie 1'équation (1.1) sauf éventuellement sur I ; mais cette fonc-

tion est de classe Ck comme le montre la proposition suivante.

PROPOSITION : Les fonctions uy, t€C, construites au paragraphe précédent

vérifient :

Vo€ avee |a|<k, [Bg(ut-v)]IZZO.
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Démonstration : pour un t€€ fixé, posons w(x) =ut(x) -v(x) ; d'aprés (2.1), w

est solution de 1'équation
(3.1) 9y w(x) = H(x,w(x), 34 w(x) )

ou H est définie par

H(X,2,84) = G(X,v(x) +C, 35 V(X) + €4) - 3, V(X) =

= G(X,v(x) +T, 05 V(X) + £,) - G(X,V(x), 94 V(X))

car v est aussi une solution de (2.1). La fonction H est donc de classe Ck-1

en x (analytique dans le cas n°® 2) et holomorphe en (Z,&,). On notera qu'on a
(3.2) H(x,0,0) =0
prés de x_ . Distinguons maintenant les différents cas.

Cas n° 1 : avec les notations précédentes, et en écrivant HE pour 9H/o &2 ,
2

dire que X et Y restent tangents a X, c'est dire que

(3.3) ng(x1,f(x1),0,0) =-f'(xq) .

Posons 6(x1) =w(x1,f(x1)) et e(x1) =9, w(x1,f(x1)) ; alors

8" (xq) = 3yW(xq,£(xq)) +£'(xq) 3, wlxy,£(xy)) =H(x;,£(xq) , 8(x¢) , e(xq)) +£'(xq) elxy).
Un développement de Taylor du premier terme avec reste intégral nous donne donc

1 1
§'(x4) =H(x,,f,0,0) +8(x,) | H (x4,£,08,0€)dd +e(x )[ H (x,,£,066,6€)d0 +f'(x )]=
1 1 1 0% 1 1 0 52 1 1

=a(x1) 6(x1) + b(x1) €(x1)

grice a (3.2) ; ici, a et b sont des fonctions continues de X, a valeurs complexes.
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De méme on calcule que :
2
s'(x1) =31 azw(x1 ,f(x1)) +f'(x1) 82w(x1,f(x1)) .
L'expression de 31 Bzw s'obtient en dérivant (3.1) :
2
319 Wixy (1)) =35 HOp, £,8,€) + £0x) Hy (7, £,6,€) + 23 Wy, £0ep)) By (xq,E,8,)

et en écrivant des formules de Taylor pour le premier et le dernier termes, on

obtient :

1 1

€' (x4) =3,H(x;,£,0,0) +6(x;) j 2 Hy (xp,£,08,0€)d0 +e(x;) foazng (x,£,06,6€)d6 +

3
0
! 2
+ e(xq) H (xq,£,6,€) + 8(xq) JO H‘ng (x4,£,06,06€) 35w(x,,£)do +

1
2 2 ' -
+ e(x1) JO H«E%(X1 ,£,08,0¢) Bzw(x1,f)d6 + 232w(>c1,f)[1r{€2(x1 ,£,0,0) +f (x1)] =
=c(x1) 8(x4) +d(x1) e(x1)

grice 3 (3.2) et (3.3) ; c et d sont ici encore des fonctions continues de Xy -

Comme par construction de u, ona 6(0)=¢€(0)=0, on en déduit par le théoreme

t
de Cauchy-Lipschitz que cS(x1) = s(x1) =0. On a donc obtenu que

(ut-v) Iz = [32(ut-v)] |z =0.

Pour obtenir ce résultat pour les dérivées suivantes, nous procédons par récur-
rence. Supposons que nous avons montré que 8% w(x1,f (x1)) =0 pour tout j<k;
si nous dérivons k-1 fois 1'équation (3.1) par rapport a x, et ajoutons

f'(x1)812(w, nous obtenons :
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k- K
9 1 9 Wlxysxp) +£7(xq) 35W(Xq,X,) =

k-2 .
k-1
= 82 H (X1 ’XZ’WsB w) + 321 aJZW(X‘| ’Xz) hk,j (X1 ,Xz) +
(3.4) <
k_
+ 32 1 w (X1 ’XZ)[HC (X‘] ,XZ,W,a W) + (k'1)82 ng (X-] ’XZ’W’BZ W)] +

+ alz(w(x‘] ,xz) [ng(x‘] ’XZ,W’BZW)+f' (x'l)] ’

ou les fonction hl, j sont de classe C , en particulier C1 (1a formule précé-
Ny

dente doit étre 1égérement modifiée lorsque k=2 ou 3, mais cela n'affecte pas

. - - - - » . +
les raisonnements ultérieurs). Si la fonction v était de classe Ck 1

k+1

(ce qui
impliquerait que wE€C et HECk), il suffirait de dériver encore une fois

cette équation par rapport a X, et de remplacer x, par f(xq) pour obtenir di-
rectement 1'équation (3.7) ci-dessous ; comme nous savons seulement que v est de

classe Ck, il nous faut prendre quelques précautions.

Nous affirmons d'abord que le membre de droite de (3.4) est dérivable par rap-

port a X, en X, =f (x]) ; en effet, écrivons pour le premier terme

Ah=h‘1[alz‘“ H (xq, £+h,W(xy, £40) , 8,0(xy, £+h)) - o5 H (x;,£,W(x,£),0, W (x1,f))] ;

nous avons montré plus haut que 6(x1) = e(x1) =0, donc d'aprés (3.2), le dernier
terme de cette expression est nul ; comme 312(_] H (x1 ,f+h,0,0) est nul encore grice

3 (3.2), un développement de Taylor avec reste intégral donne

1
& =h 1[w(x1,f+h) JO 25! H (<, £+h,0 W (g, £40) , 8 3, W(xy, £4h))d8 +

1
+3,W (x1 ,£+h) JO 312(-1 ng (x1,f+h,6 w ()c1 ,f+h),0 Bzw(x1 ,f+h))d6] ,

d'od finalement, en utilisant que 6(x1) = s(x1) =0,
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. 2 k-1
lim A, =0, w (x,,f) 9, H. (x,,£,0,0) .
pm Oy =9y Wk, ) 3 He B £50,

Les dérivées des deux termes suivants dans (3.4) se calculent aisément grace a

1'hypothése de récurrence ; écrivons enfin pour le dernier terme

B =h"! [alz(w(x1,f+h){H€2(x1,f+h,w(x1,f+h) , 5w (xq,£4h) +f'(x1)} -
- al;w(x1,f){H€2(x1,f,w(x1,f) L3 0y, 0) + £ ]

la derniére accolade étant nulle acause de 6(x1) =€(x1) =0 et de (3.3), on peut

écrire, en utilisant encore (3.3),
k -1
Eh= 32 w (x1 ,f+h) h { ng(x1 ,f+h,w(x1 ,f+h) , 32 w (x1 ,f+h)) _HEZ(X1 ,f,0,0)]
d'ol (toujours en utilisant 6(x1) = e(x1) =0)

. k 2
lim E,_=095w (X ,f)[a H (x,,£,0,0) +35w(x,,f) H , (x ,f,0,0)] .
nap hO2M % R 2" R R

Les calculs précédents montrent que les fonctions continues

k-1

- k k-
W, (<) =h"" [32 3 wxy ,E+h) + £ (x;) A5 wlxy ,£4h) - 35|

3, Wy, £) - £ (x;) alz‘w(x1,f)]
convergent, lorsque h tend vers 0, vers la fonction continue

k
(3.5) Wo(x1) =3, W (x] ,f(x1))[HC (x1 ,£,0,0) +k aZHEZ(XT ,f,0,0)]

(dans le cas k=2, seule 1l'expression 3 1'intérieur du crochet est différente).
Un examen attentif de ces mémes calculs montre qu'on dispose en outre d'une majo-

ration, uniforme en h, de la forme

(3.6) W ()] <C -
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L'effet de la distribution Wo sur la fonction test X sera donc

<w0,x>=J {hl_'% V\il(xﬂ}x (x) dxq ,

et griace a la majoration (3.6), il résulte du théoréme de convergence dominée de

Lebesgue que

. -1 k- k
<WO,X>=hl-l*n6 h U {32 1 81 w(x1,f+h) +f'(x1) Bzw(x1,f+h)}x(x1) dx1 -

- 1{35'1 9y Wixy,£) +£' (x¢) 312(W(X1 ’f)} X (xq) dxq ] )

- tim v [ [{ o5 woe, e} x Gy g - [ {57 O e

h>0
- Lin h! f— { 57 woxg,eom - 05T 0,0 bt ey -

=J - 812<w(x1,f) X' (x])dx1=<{312<W(',f('))} s X> 3

en rapprochant ce calcul de (3.5), on en déduit que la fonction 312<w (x1,f (x1))
est une fonction de classe C1 vérifiant

(3.7) [agw(x1,f(x1))]' =5 w (x1,f(x]))[HC(x1,f,0,0) +k BZHEZ(fo,O,O)] ;

comme de plus 8]2<w (0,£(0)) =0 par construction de u,, on en déduit par le théo-

réme de Cauchy-Lipschitz que alz(w (x1 ,f(x1)) =0.

Enfin, pour a= (a1,a2) avec 0y +oc2\<k et a;>0, on peut écrire par ré-

currence sur 0!.1

a,~1 a, I—a1-1 a, '
R 82 w(x1,f(x1)) =0 = 181 9, w(x1,f(x1))] =0 —

Qy

a, a,-1 o,+1

;8 wixE(x)) =0 =—> 8% w(xy,£(x)) =0 ,
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et donc pour tout 0 €N avec la] <k, [Bz(ut—v)]lz=0.

Cas n° 2 avec r=n-1: nous traduisons que X et Y sont tangents 3

Z={(x',xn) E]Rn/xn=0} par

(3.8) HE ((x',0),0,0)=0.
n

Comme dans le cas précédent, nous posons ¢(x') =w(x',0) et e(x')= anw (x',0).
Remarquons qu'ici w est analytique comme différence de deux fonctions analytiques,
et que § et € aussi comme traces de fonctions analytiques sur une sous-variété
analytique. Par des calculs identiques 3 ceux du cas précédent, nous pouvons établir

a 1'aide de (3.2) et (3.8) que

n-1
9 8(x") = a;(x") s(x") +j£2 ay (x") aj S(x') +b(x') e(x")
n-1 n-1
4 97 e(x")=c,(x") 8(x") + Z 5 (x') 3; 8(x') +d;(x') e(x") + 2 d.(x") 3. e(x")
J=2 J J=2 J J
i 6(0,x2,...,xn_1) =e(0,x2,...,xn_1) =0

ol les coefficients aj , b, cj, et dj sont des fonctions analytiques de x'. Par
le théoréme de Cauchy-Kowalevsky (on sait que 8§ et € sont analytiques), on a

§=e=0 au voisinage de x_ sur I, d'ol

o
(ut-v) b = [Bn(ut—v) ] bl 0.

Pour obtenir les dérivées suivantes, on procéde comme dans le cas précédent,
mais sans aucune précaution puisque tout est analytique ; on montre d'abord par
récurrence que 8131 w(x',0) =0 pour j<k (en remplagant le théoréme de Cauchy-

Lipschitz par celui de Cauchy-Kowalevsky), les autres identités 3 obtenir se dédui-

sant trivialement de celles-13.
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. . o i
Cas n° 2 avec r<n-1: ici encore, les traces de axw sur Zo (qui est une

variété analytique 3 une ou deux composantes connexes) sont analytiques. Le raison-
nement précédent peut s'appliquer au voisinage d'un point quelconque de Zoﬂ {x1=0} ,

et par le théoréme du prolongement analytique, il en résulte que Bzw |z =(0 pour
o

- o
la| <k . Comme Z=Z_ , ona donc [ax(ut-v)]|2=0 pour |of<k.

Cas n° 3 avec r=n-1 : dans ce cas-ci, nous reprenons les notations des for-
9’

mules (2.3), (2.4) et (2.5) ; nous traduisons le fait que X et Y restent tangents
a I ={(x',xn) €]Rn/xn=0} par bn(x',O) =0, puis nous posons 6(x',z)=wt(x',0,z).
En reportant dans 1'équation (2.5), nous en déduisons que la fonction S est 1'uni-
que (d'aprés le théoréme de Cauchy-Kowalevsky) solution analytique du probléme sui-

vant :

n-1

)

3‘] G(X' ’Z) =

bJ (X',O)aj S (X',Z) -g(X',O,Z)BZ $ (X"Z) +g(x',0,z+6(x',z)) -g(X',O,Z)
J

2

6(0,x2,. - esX) 1 ,2) =0

Comme 0 est clairement une solution analytique de ce probléme, on a obtenu que
§(x',z) =0.
- N+ 1 g) =3B '
Puis pour BE€ avec |B| <k, posons eB(x ,Z) Ch, (A (x',0,z). Alors on
b
peut montrer par récurrence que SB est 1'unique solution analytique du probléme
n-1
3 g x',2) =sz by (x',003; &g (x',2) ~g(x',0,2)3, €, (x',2) +g,(x',0,2) £g X' ,2)
EB(O’XZ’”"Xn-PZ) =0,

d'oli €g x',z) =0.
Enfin, nous pouvons écrire d'aprés (2.4)

va€eN' avec la] <k, B;t(ut—v)(x)=§ . 38 W (x,v(x))vB(x)

X,z "t
BN
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ou les fonctions Vg sont des somes de produits de dérivées de la fonction v.

Cela nous donne encore sur I

va €N avec |a| <k, 8§(ut—v)(x',0)=2| :| - eg(x',v(x',0)) vy x',0) ,
Bi<|a

expression qui vaut 0 d'aprés ce qui précéde.

Cas n° 3 avec r<n-1 : ici encore, les traces de aﬁ , Wy sur ZOXC (qui
b

est une variété analytique 3 une ou deux composantes connexes) sont analytiques. Le

raisonnement précédent peut s'appliquer au voisinage d'un point quelconque de
(Z,*C)n {x] =0}, et par le théoréme du prolongement analytique, il en résulte que

B _ B _ e e
Bx,zthZoXC_O pour |B|<k. On a donc ax,zwtl)lxd]-o par continuité, et en

tenant le méme raisonnement que dans le cas précédent, on en déduit que

[B;‘(ut-v)]lz=0 pour |a|<k.

Remarque : Les démonstrations que nous venons de donner pour chacun des trois cas
parviennent au résultat par le méme chemin ; dans le cas semi-linéaire cependant
(cas n°® 3), il aurait été sans doute plus rapide d'utiliser la bijection locale
w(x) =G(x,u(x)) établie par Baouendi Goulaouic et Tréves [1, th. 3] entre les so-
lutions de 1'équation semi-linéaire F(x,u(x) , 8xu (x)) =0 et celles de 1'équation
linéaire (X+iY)w(x) =0, en la combinant avec des résultats de non-unicité pour

les équations linéaires (cf. Saint Raymond [5]).
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RESULTATS D'UNICITE DE CAUCHY INSTABLE
DANS DES SITUATIONS QU
LA CONDITION DE PSEUDO-CONVEXITE DEGENERE
PAR

XAVIER SAINT RAYMOND

Depuis une trentaine d'années, 1'étude de 1'unicité de Cauchy locale pour
les problémes C” 1linéaires a fait 1'objet d'un grand nombre de travaux. Un
panorama des résultats obtenus est présenté dans Alinhac [3], et Zuily [15]

en fournit des preuves d'une bonne partie.

Pour les opérateurs de type principal, Hormander [7, chap. 8] a montré
1'importance d'une propriété de convexité de la surface S portant les données
de Cauchy, la pseudo-convexité, qui correspond au signe de certaines dérivées
secondes de 1'équation de S calculées aux zéros réels et complexes du symbole
principal p de 1'opérateur. Dans ce travail, nous avons cherché a préciser le
r0le de cette condition de pseudo-convexité, mais, afin de limiter la comple-
xité des phénoménes, nous nous sommes contentés d'examiner un cas ou 1'on sait
bien que cette condition ne dépend que des zéros réels du symbole principal p

(auxquels nous associons les bicaractéristiques correspondantes) : lorsque

1'opérateur est du deuxiéme ordre (le premier ordre est traité dans Saint Raymond

[12]) de type principal réel (voir Bahouri [5], Niremberg [10] et Alinhac [2]

lorsque ce n'est plus de type principal), et que la surface S n'est pas carac-

téristique (dans le cas contraire, se reporter a Saint Raymond [11]).

La littérature contient déja de nombreux résultats pour cette catégorie de
probléme. D'abord, Calderdn [6] a montré qu'il y avait unicité en xo(ES si
toutes les bicaractéristiques passant par X, sont transverses a S. Hormander

[7, th. 8.9.1] a étendu ce résultat au cas ou 1l'ordre de contact des bicarac-
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téristiques avec S ne dépasse pas 2, en ajoutant 1'hypothése qu'aucune bi-
caractéristique passant par X n'est entiérement située, localement, dans

le futur (hypothése de pseudo-convexité). Alinhac [1, th. 2] a complété ce
résultat en montrant que cette restriction était nécessaire 3 1'unicité (en
supposant toujours que l'ordre de contact est au plus égal 3 2). Enfin, Lerner
et Robbiano [9], puis Hormander [8, th. 28.4.3] qui en a simplifié les hy-
pothéses, ont prouvé une propriété d'unicité compacte sans aucune restriction
sur 1'ordre de contact des bicaractéristiques en supposant que, dans tout un
voisinage de X, aucune bicaractéristique d'ordre de contact égal a 2 n'est
entiérement contenue dans le futur (pour les conséquences géométriques de ces

hypothéses, voir le Corollaire 2.7. ci-dessous).

Tous les résultats précédents possédent la propriété de stabilité suivante :
lorsque les hypothé&ses sont vérifiées en X, elles le sont aussi en tout point
x suffisamment proche de X, sur S et donc il y a unicité également en ces
points-13a. Ici, nous abordons des situations qui ne possédent plus cette pro-
priété de stabilité. Dans un premier théoréme (th€oréme 2.1) nous établissons
1'unicité en un point X, de la frontiére d'un domaine oi S est pseudo-convexe.
Nous relions ensuite les hypothéses de ce théoréme a la position par rapport
a S des bicaractéristiques passant par X, * nous montrons qu'aucune d'entre
elles n'est alors entiérement située, localement, dans le futur. Enfin, nous

prouvons (au théoréme 2.9) que cette derniére propriété est nécessaire a 1'uni-

cité méme lorsque 1'ordre de contact est strictement supérieur 3 2.

Les méthodes que nous utilisons ici nous ont €té inspirées par celles in-
troduites par Hormander [7, th. 5.2.1 & th. 5.3.2] puis développées par
Zachmanoglou [13] & [14] pour étudier les problémes analytiques. Ainsi nous
démontrons le théoréme d'unicité par une technique de déformation de surface

qui se combine avec le théoréme d'unicité de Hormander ([7, th. 8.9.1], cf.
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th. 1.1 ci-dessous) ; de 1'autre c6té, nous déduisons notre théoréme de non-
unicité de celui d'Alinhac & Baouendi ([4, th. 2], cf. th. 1.4 ci-dessous)

aprés construction de phases.

1. HYPOTHESES. NOTATIONS. RESULTATS ANTERIEURS.

1.1. Hypothéses générales sur 1'opérateur P et la surface S.

i n _ -
Soient x €R" et, avec a=(a;,...,a ), |a|—a1+...+an,

o

Q
X = (Xg,+-0,X) et D"‘=(-i)|°‘I (3/8x,) 1 e (3/3x) T,

P(x,D) = | a, (D"

lo|<2

un opérateur différentiel linfaire du deuxiéme ordre ol les fonctions a,

sont C a valeurs complexes au voisinage de X, . Nous noterons p le symbole
principal de cet opérateur qui est la fonction définie sur T R~ 0 par la

formule :

p(,8) = a (€&
|laf=2
Nous supposerons tout au long de ce papier que 1l'opérateur P est de type

principal réel, c'est-a-dire que p est a valeurs réelles et que dgp 0

sur TYRUNO.

Considérons maintenant une hypersurface orientée de R” , S, pas-

sant par X, ; NOUS supposerons que cette hypersurface S n'est pas caracté-

ristique en Xo c'est-d-dire que si o(x) =0 en est une équation, ou @

est une fonction C 2 valeurs réelles telle que cp(xo) =0 et dcp(xo) #0,

.1 p(x, ,do(x ) +0 .

Avec ces hypothéses, nous nous intéressons a 1l'unicité des solutions

au probléme de Cauchy avec domnées sur S, ce qui se raméne classiquement par
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linéarité a la question : est-ce-que

Px,D) u(x)=0 et u(x) =0 pour (x) <0
au voisinage de X, impliquent que u est nulle au voisinage de X ?

Signalons dés maintenant que dans les différents théorémes que nous
montrons ici ces hypothéses générales peuvent &tre affaiblies. Ainsi :
(1) au théoréme 2.1 et au corollaire 2.4, nous pouvons remplacer la condition
"a, €C”(RM " par "a €L (RM)" pour |a|<2 ; (ii) au corollaire 2.12
et dans tous les résultats du paragraphe 5, nous pouvons remplacer les hypo-
théses " P d'ordre 2 et S non caractéristique'" par "P d'ordre m€IN et
Hép# 0 sur garrz) (S,xo) " (pour les notations, voir le paragraphe suivant) ;
(iii) enfin, dans le théoréme 2.9, nous pouvons remplacer les hypothéses
" P d'ordre 2 et de type principal'" par " P d'ordre m€N et
d«E P (xo,éo) #0'" ; on peut aussi y supprimer 1'hypothése ' S non caracté-

ristique " 3 condition de perturber 1l'opérateur 3 1'ordre m-1 dans la con-

clusion (cf. H6rmander [7, th. 8.9.4] et Saint Raymond [11, §.II]).

1.2. Ordre de contact avec S des bicaractéristiques.

Pour toute fonction q appartenant a 1'anneau des fonctions c” a
valeurs réelles définies sur T*R™ N0 , nhoté Coo(T*IRn ~0) , le champ ha-
miltonien de q est donné par la formule

Hq=q£ (Xs‘g) ° aX -qx(xsg) ¢ ag .

Ainsi, a la fonction ¢ définissant S (considérée comme fonction sur
T*R" ~0 en posant ¢(x,£) =¢(x)), correspond le champ —cpx(x) . ag ; la

condition (1.1) peut alors €tre réécrite sous la forme

2
(1.2) Hep (x,) #0
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puisque la fonction Hip (x,€) ne dépend plus de ¢.

Pour k€NU{«}, notons 3@;(8) 1'idéal de C(’O(T*]Rn ~0) en-
gendré par les fonctions p et H%LD pour 0<j<k. La formule
j . Ld-2 2
1.3 Hoe =) ;™ HH
(1.3) 5 () 2__%_0 5 (H, )(pcp)
montre que cet idéal ne dépend pas de la fonction ¢ mais seulement de 1'hy-

persurface S. Notons encore ffarlg(S) (< T*R® ~0) 1'ensemble des zéros de

k .
*5s) , puis
farlg(s,xo) ={(x,£) € garlg(S) /x =xo} .

En un point de garlg(S) , le signe de la quantité Hl;cp ne dépend que de

1'hypersurface orientée S car (1.3) montre que

Hl;; (Ap) =2 Hk

k
d. S) .
ptD mo %p( )

Pour j €N, il est clair que ’6ar11§+j (S) farlg(S) , et on notera
3arg la variété caractéristique garg(S) =p_1 (0) qui est indépendante de
S . Le champ Hp est tangent a <é’arg , et on appelle bicaractéristiques les
courbes intégrales de Hp dessinées sur Zarg . Comme Hg)cp représente la
j-éme dérivée de la fonction ¢ le long de la bicaractéristique, il est clair
que si (x,E) € ‘garl;(S) ~ g'arlg"'1 (S) , la projection sur la base de la bi-
caractéristique issue de (x 0,50) posséde un contact d'ordre k exactement

avec 1'hypersurface S. garlg(S) représente donc 1'ensemble des bicaracté-

ristiques dont 1'ordre de contact avec S est au moins égal a k.

1.3. Résultats classiques.

Les deux résultats classiques concernant le probléme que nous €tu-

dions ici sont les suilvants :
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Théoréme 1.1. (Hérmander [7, th. 8.9.11) : Supposons que Hg ©<0 sur

[N

gari( S,xo). Alors toute fonetion d valeurs complexes u€ Hgoc(ﬂ?n) vérifiant
au votisinage de x,

P(x,D) u(x) =0 et u(x) =0 pour @(x) <0

s'annule au voisinage de x, -

Théoréme 1,2. (Alinhac [1, th. 2]) : Supposons qu'il existe (x ,8) €
garg(s,xo) tel que H; tp(aco, EO) >0. Alors il existe deux fonctions c” a
valeurs complexes u et a vérifiant au voisinage de z,

[P(x,D) +a(x)lu(x) =0 et supp a Ssuppu ={x ER" / o(x) >0}

Définition 1.3. : La condition H;(p<0 sur far;(s,xo) a été intro-
duite dans un cadre plus général par Hérmander [7, chap. 81 ; lorsqu'elle

est vérifiée, on dit que L'hypersurface S est pseudo-convexe en z, -

Avec ces deux résultats, qui réglent la question si garg(s,xo) =d,
nous en citons un troisiéme qui nous servira au paragraphe 4 (cf. aussi

H6rmander [7, th. 8.9.4]1) :

Théoréme 1.4. (Alinhac & Baouendi [4, th. 2]) : Supposons qu'il existe

deux fonctions ¢” & valeurs réelles & et ¥ définies au voisinage de x,
telles que :

(Z) plx,dd(x)) =0 ;

(27) X:pg(x,dtp(x)) *3, %0 et X¥(x)=0;

(21%) p(aco,d\P(xo)) 0.

Alors <1 existe deux fonctions C 4 valeurs complexes u et a vérifiant au

voisinage de x,

[P(x,D) +a(x)Ju(x) =0 et supp ac suppu = {x €R" / ¥(x) >‘~P(x0)}



® -7-

Commentaire 1.5. : Afin de comparer ce théoréme avec les précédents, sup-

posons que Y¥(x) = \P(xo) +@(x) auquel cas (iii) équivaut a (1.1) ; alors les
conditions (i) et (ii) entrainent que (Xo,d<I>(XO))€ @ar;(s,x 0) , et méme

que la bicaractéristique issue de ce point reste dans S.

2. ENONCE DES RESULTATS.

2.1. Le théoréme d'unicité.

Théoréme 2.1. : Supposons qu'il existe au voisinage de x, une fonetion

(o]

C  a valeurs réelles { telle que :
(Z)  pour tout point (xo, EO) € gar;(s,xo) s 1l existe k€W, ¢ >0 et un
voisinage de (xo, go) sur lequel :
2
(x, ) € garp(s)

-8 @(x, &) <=e [ylz) - yl(x ) ]k s
et Ylx) >,1p(xo) p

.. 3
(Z7) Hpnp*O sur ?arp(s,xo).

2

Ny e . .
loc (R") vérifiant au voisinage

Alors toute fonction d valeurs complexes u €H
de x
o

P(x,D) u(x) =0 et u(x) =0 pour @(z) <0

s'annule au voisinage de x, .

Commentaires 2.2. : L'hypothése (i) signifie qu'on suppose que S est pseudo-

convexe dans le domaine VY (x) >lP(xo) au bord duquel se trouve Xx o 5 en réa-
1ité cette hypothése est un peu plus forte puisqu'elle réclame aussi un con-
trole de ng en fonction de la distance au bord. L'hypothése (ii) signifie
que les bicaractéristiques ayant un contact strictement supérieur a 2 sont
obligatoirement transverses au bord du domaine  (x) >1p(xo) . L'exemple suivant

montre que si les hypothéses du théoréme sont vérifiées en X, s elles ne le
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sont pas nécessairement en tout point voisin de X, (instabilité).

Exemple 2.3. : Soient x= (t,y1,y2) les points de ]R3 » X5 = (0,0,0) ,

(.D(X) =t et P(t,}’1,}’2 ;T,TH,HZ) =T2+n—] n2+tn‘12+ty!](-2n% oi k€N \{0,1}.

On calcule que

2 2 2
pr=2t, 3arp(S)={t='r=n1 n,=0,ni+n;#0} ,

2 2 k-2 2 3
Hpcp=—2n1-2}’1 nz et garp(s,xo)={t=y1 =y2='1'=n1=0 ,n2¢0}

si k>2, garg(s,xo) =¢ si k=2. Les hypothéses du théoréme 1.1. sont
donc vérifiées avec Y (x) =Yq- Dans cet exemple, garg(s,xo) posséde deux
€léments (aux équivalences projectives prés) dont 1'un fournit une bicarac-
téristique d'ordre de contact 2 tangente au bord, et l'autre fournit une
bicaractéristique d'ordre de contact k transverse au bord ; on remarquera
en outre que si k est impair, le théoréme de non-unicité d'Alinhac (th. 1.2
ci-dessus) peut s'appliquer en n'importe quel point x voisin de X, sur S

tel que Y(x) <Y o) , ce qui illustre bien 1'instabilité du théoréme 2.1.

Lorsqu'il n'y a pas de bicaractéristique d'ordre de contact stric-
tement supérieur a 3, il suffit de vérifier que S est pseudo-convexe dans

un domaine ¥ (x) >1p(xo). Précisément :

Corollaire 2.4. : Supposons que gar;(s,xo) =4 et qu'il existe au

voisinage de x, une fonetion ¢” & valeurs réelles VY telle que
(do Ady) (xo) $0 et Hg ©< 0 sur i?arg(s,x) pour tout x voisin de x

tel que Y(z) >Y(x o)' Alors, méme conclusion qu'au théoréme 2.1.

2.2. Conséquences géométriques des hypothéses du théoréme 2.1.

I1 est intéressant de relier les hypothéses du théoréme 2.1. 3 la
position (par rapport a S) des bicaractéristiques dont la projection sur la

base passe par X,
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Proposition 2.5. : Sous les hypothéses du théoréme 2.1, toutes les bi-

caractéristiques dont la projection sur la base passe par x, possédent au
moins une branche localement contenue dans {(x,E) € ‘gar; /olx) <0} (demi-

espace du passé).

On pourrait démontrer directement cette proposition en précisant
les arguments donnés au paragraphe 5.4. Ici, nous la déduirons de la propo-

sition suivante qui est plus délicate a obtenir :

Proposition 2.6. : Supposons qu'il existe au voisinage de x  une fone-

tion C @& valeurs réelles Y telle que Hg ©< 0 sur Cgar';(s_,ar:) pour tout
x votsin de z, tel que Y(x) >w(ac0). Alors pour tout (a:O,EO) € garg(s,mo),

1l existe s, >0 tel que

s H
p
LD(@ (aco,Eo))so pour 0<sHp1p(x0,£o)<so .

La proposition 2.6. fournit en outre 1'énoncé suivant :

Corollaire 2.7. : Supposons que Hg ©< 0 sur lfar;(s) au voisinage de
x . Alors toutes les bicaractéristiques issues des points de 8@5( S,xo)

sont localement contenues dans {(x,E) € gar; /o(x) <0},

Commentaires 2.8. : Ce corollaire, dont une premiére version avait été dé-

montrée par Lerner & Robbiano [9, 1. 2.2.1] conduit notamment aux deux cons-
tations suivantes : (i) dans le théoréme d'unicité campacte de HOrmander

[8, th. 28.4.3], les hypothéses impliquent que toutes les bicaractéristiques
dont la projection sur la base passe par X, plongent dans le domaine ol on
suppose que u est nulle ; (ii) chaque fois qu'une bicaractéristique issue
d'un point de garé(s,xo) n'est pas entiérement contenue dans le domaine
¢(x) €0 (par exemple lorsque son ordre de contact est impair et supérieur

a 2), on peut trouver des points x arbitrairement proches de x o €t des
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points (x,&) € farg(s,x) tels que H;cp(x,g) >0, ol 1l'on peut donc appli-
quer le théoréme de non-unicité d'Alinhac (th. 1.2 ci-dessus) ; ceci prolonge
la remarque sur 1l'instabilité que nous avions faite a propos de 1'exemple 2.3

lorsque k est impair.

2.3. Le théoréme de non-unicité.

D'aprés la proposition 2.5 et le commentaire 2.8 (i), tous les ré-
sultats d'unicité connus dans notre contexte supposent que les bicaractéris-
tiques plongent dans le domaine ou u est supposée nulle. Lorsque ce n'est

plus le cas, on peut démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.9. : Supposons qu'il existe un entier k>0 et un point

(xo, Eo) € gﬂjk(S) tel que Hgkw(xo, Eo) >0, et ajoutons les deux hypothéses

sutvantes :

(i) Vq, et qy€ %7;(5),

qu 0) (xo, «EO) =Hq2

cp(xo,go) =0 = qu q (xo,Eo) =0 ;
.. k
(22) VqE€ %p(s) R
dgq(xo,go)=0 = (dq Ad&p)(aco,go)zo .

Alors il existe deux fonctions ¢” a valeurs complexes u et a vérifiant au

voisginage de z,

[P(x,D) +a(x)]l ul(x)=0 , x  €supp uc{x €R"/ ¢lx) >0}, et suppacsuppu.

Commentaires 2.10. : (i) on notera que nos hypothéses ne portent que sur les

valeurs en (x o’go) des dérivées de p et de ¢ sans aucune hypothése au
voisinage ; (ii) pour les cas ol on dispose d'une bicaractéristique d'ordre
de contact infini, il y a un résultat de Bahouri ([5, th. 2.1]) qui prolonge

le théoréme d'Alinhac & Baouendi (th. 1.4 ci-dessus).
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Exemple 2.11. : Soient x-= (t,y] ,yz) les points de RS » Xg= (0,0,0) ,

ex) =t, p(t’)’] 9YZ ;T,n] ,nz) =T2+n1 T]Z"' tT]12 't}’%k-zﬂg oo k€N ~{0} ’

et £o= (0,0,1). On calcule que

Hpcp=2‘r, H;tp=—2n$+2}’$k-2ﬂga puis pour 3<j<2k,

_,(2k-2)1 2

y*Ind so(lix-x 1 + 12 -g 112170y

%)
pP7 S (2K
I1 en résulte que (x_,& ) € faer(S x ) et que 2k(p(x £)=20(2k-2)!1>0
a 0’0o p o q Hp 0’7o ’ :

Les autres hypothéses du théoréme 2.9 sont également vérifi€es car :

(1) d'aprés les formules précédentes,

* pour J <2k, HHJ' (p(XO’EO) =0‘=J 1 3

®
p - 3
« pour 0<j,a<k, j+1 et f#1, HpH%tp=H%+1(p, et
k+
H. Ho=0([|x-x,| +|g-£, 1.

W P
p® ,
(ii) pour 1<j<2k-1, et donc pour 1<j<k, (dH;cp) (x,5E.) =0 ;
il suffit alors d'écrire
dg (op+Bo+Y pr) (Xy585) =0 = alx ,E )d ny + Y (x,E Jdr =0
= a(Xy,8) =Y(X;5E) =0 = [d(op + Bo+ Y H,y) Ade](x,E ) =0 .
Dans [1] (cf. th. 1.2 ci-dessus), Alinhac avait montré que lorsque

k=1, il suffit de supposer (xo,go) € garé(s,xo) et H12)w(xo’go) >0 pour

obtenir le résultat. C'est également vrai si k=2 :

Corollaire 2.12. : Supposons qu'il existe un point (:x:o, Eo) € gar;(s,xo)

tel que H; cp(xo, &0) > 0. Alors méme conclusion qu'au théoréme 2.9.
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3. DEMONSTRATION DES RESULTATS D'UNICITE.

3.1. Principe de la déformation de surface.

Lemme 3.1. : Supposons qu'il existe un ouvert 0 de En, xO€S2, et
une fonction ?, €CT(Q) a valeurs réelles telle que d(pl ¥0 dans Q et
(z) K={xz€Q/@(x)>0 et (pl(x)swl(aco)} est compact ;
(i) B @, <0 eur {(x,6) € Gar®/z€X et H o, (x,£) =0}
p 1 ? p p 1 )
Alors toute fonction d valeurs complexes uEHgoc(Q) vérifiant P(x,D)ul(x)=0

dans Q et u(x) =0 dans {z€Q /@(x) <0} s'amule au voisinage de x .

Démonstration : Soit k={x€suppu/®;(X)< o, x,) } ; comme suppuc

{x€Q /p(x) >0}, ona kcK et k est compact grice a (i).

Raisonnons par 1'absurde : supposons que x0€ suppu ; alors
xOEk*¢ , et la fonction @, atteint son minimum sur k en un point Xy €k

(€K). On a donc

(3.1) x, €suppu
(3.2) X4 €K,
(3.3) ®; (x{) <0y (x) et  ke{x€Q/e(x) >0, (x)}

par définitions de k et de Xy . Or
suppuc (kU{x€Q /cp1 x) 29, (xo)}) c{x€Q /0y (x) 20, (x1)}

grace a (3.3) ; de plus, griace a (3.2) et 3 1'hypothése (ii) du lemme, 1'hy-

persurface orientée {x€Q /cp1 x) =, (x1)} est pseudo-convexe en X, : on

1
ne peut donc avoir (3.1) a cause du théoréme d'unicité de Hormander (th. 1.1

ci-dessus).
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3.2. Démonstration du théoréme 2.1 : choix de la déformation et compacité.

Nous allons maintenant démontrer le théoréme 2.1 en nous ramenant a
la situation décrite ci-dessus ; le présent paragraphe est consacré au choix
de la déformation ©, et a la vérification de 1'hypothése (i) du lemme 3.1 ;

la démonstration du théoréme sera ensuite complétée au paragraphes 3.3 & 3.4.

Placons-nous dans les hypothéses du théoréme 2.1 et remarquons que
si garg(s,xo) =¢ , 1'hypothése (i) entraine que HIZJ(p<O sur ‘@arrz)(s,xo) R
et il n'y a donc plus rien a démontrer puisque ce sont 1a les hypothéses du
théoréme 1.1. Nous pouvons donc supposer que garg(s,xo) #4 et d'aprés
1'hypothése (ii), il existe donc un point (xo,go) ol Hpcp= 0 et le,b*O;
cela nous permet d'une part de conclure que (doady) (x o) #0 et d'autre part

d'utiliser les résultats du lemme 5.2 dont la démonstration sera donnée au

paragraphe 5.1.

Choisissons comme coordonnées locales sur R : xn=cp(x) s X1 7
P(x) -xp(xo) , et complétons avec Xx'-= (x1 ""’Xn-Z)' Si q est un voisinage
compact de x o dans R"™ ol tout est défini et ol on peut appliquer les ré-
sultats du lemme 5.2, posons Q={(x,&) € garg/x €q et !E[Z =1} avec
]E]Z =§i7“ + ... +grz1 . En utilisant 1'hypoth&se (i) du théoréme 2.1 et la com-
pacité de garg(s,xo) nQ, on a, avec des constantes k €N ~{0} et c, >0,

une estimation (uniforme)

2 k
(3.4) Hptps—cox

no1 Sur 831';(8) n{(x,&) €Q /xn_1 >0}

pourvu que 1l'on ait choisi q assez petit. Si nous notons C0=sup allpl ’

notre déformation de surface sera définie par la formule

X2 c Xk+2
k+1 k “n-1 o n-1 k+1 2
(3.5) O (X) =X, =" X, g€ T+C—2 1) (k7 2) € x'|

o
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ol le réel € >0 reste 3 choisir.

Soit f : R~>R 1la fonction définie par la formule

2 <, 1:k+2
f(t) =t+7‘c—2‘ ( 1 (k+2 >

o
cette fonction vérifie

£f(0)=0, £'(0) >0 et lim f(t) =-» ;

t>+

il existe donc trois réels o ,B et Yy tels que a<0<B<Y et
(3.6) {t€la,Y[ /£(t) 20} =[0,8] ;
nous posons alors :
Q ={(x',x ,x)/lx'|<e1/3,ae<x <Ye et |[x |<e}
€ n-1’"n n-1 n

et K€={XEQ€/(.D(X) >0 et cpg(x)gO} .

D'apres (3.5),
k+2

k+1 k*n-1 © Xn-1 k+1 2
k= {eeng /0en <y -5 gy - 117
(o]
2 k+2
k+1 k *n-1 %  *n-1  _ k+2 .*n-1
C{xme/o“ Xp-1* € T'?W'e =)
(o]

D'aprés (3.6), on a donc Kgc{x ESZE/)(n_1 €[0,Re]} , puis on montre de méme

2 2
que pour x€K_, ]x']s(6+%)]/ze1/2 et Osxns(8+§2—)ek+2. I1 existe

alors clairement un €, >0 tel que

3.7) Ve€]0,eo[, Qecq et K€ est compact dans Qe‘
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3.3. Démonstration du théoréme 2.1 : propriété de pseudo-convexité.

Lemme 3.2. : Sous les hypothéses du théoréme 2.1 et avec les notations
précédentes, il existe €, €]0, EO[ tel que pour tout €€]0,¢,l, Hg ©.<0

sur {(x,&) EQ/acEK€ et Hpcpe(x,i)=0}.

Démonstration : Comme toutes les fonctions ne dépendant que de p, de ¥ et

de Y envisagées ici sont continues sur le compact Q, les différentes cons-
tantes Cj apparaissant ci-dessous en désigneront des bornes (indépendantes

de € et de (x,&) €Q).

Les hypothéses (i) et (ii) du théoréme 2.1 entrainent que H§w<0

sur garf)(s,xo) n{(x,&) EQ/lep (x,&) =0}, et donc il existe c; >0 telle
que HIZJ ps -2 C, sur ce compact, puis il en existe un voisinage ouvert U
tel que HIZ) s -cy dans UNQ. Si nous posons
§= inf max { |x-x|, | H, ex,8)|, |H.vx,8)]|},
Q~U P

§ >0 par continuité des fonctions considérées et définition de U, et on a

|X-XO|<6:
(3.8) v (x,E) €Q, Hye(,E)| <5 et = Hﬁw(x,a)s-
!pr(x,i)l<6

Comme xn=tp(x) et X1 =y (x) —w(xo) , la formule (3.5) donne

k+1
) k+1, k o k+1 2
Hp(pe—HPCD'HpU)<€ +€ X —2- W)*‘E leX'l ’ et
G-9) Co . kx % _k K+ 2
2 _ .2 2 k+1 _ k __o +
HpcpE—Hpap-pr(e +ex, 7 —k—T—) (H V) ( szn_1)+e Hp
o

La premiére de ces deux formules prouve que pour (x,£) €Q et x€K -

|x'|”.

2
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k+1
IHp(ps-Hpcpl<C1 € ,

et nous avons donc un €, 0 ne dépendant que de p, de ¢ et de Y tel que
(3.10) Va€]0,ez[ , lx-xol <6 et alcpe-Hpcpl <6 pour (x,£) €Q et xeKe .
Dans la suite, nous supposerons que 0 <e<min { eo,ez}.

Soit maintenant un point (x,&) €Q tel que x €K, et Hp cpe(x,E) =0.

Nous distinguerons deux cas :

a) Si Ipr(x,«E)I <8, alors griace a (3.10) et 3 (3.8), on a le)co(x,ﬁ)s-c1

d'ot, d'aprés (3.9),

2
Hp @, (X,E)S-C1 +C2€

k

I1 existe donc un ¢&;>0 ne dépendant que de c, etde C, (i.e. que de p,

de ¢ et de yY) tel que Zcp (x,8)<-c,/2 pourvu que 0<e<egg.
€ 1 3

b) Si IHpq)(x,E)l 268, la formule (3.9) donne

1 o, (6,8) <HL 0 (,8) +c x4 = 6

2
Comme (x,£) est ici tel que lox)|< (B +%—)e

2 ek+C3 ek+1 .

k+1

N ST

nous pouvons, griace au lemme 5.2, trouver un point (y,n) €QN b’arIZ)(S) tel
que

v =vx) et IHém(y,n)-ng(x,E)l<C4 L

nous pouvons alors appliquer 1l'estimation (3.4) au point (y,n) qui vérifie

Yn-1 =y (y) -w(xo) =1 (x) -q)(xo) =X, 1 >0, ce qui donne finalement

2 2 k k+1
Hpcps(x,g)s—é € +C58

qui est le résultat cherché pourvu qu'on choisisse €< €4 =62/C5.
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Nous obtenons donc le lemme 3.2 en prenant €1 =min{so,ez,e:3,s4}.

3.4. Démonstration du théoréme 2.1 : choix de €.

2

1 OC(Rn) une fonction telle que, au voisinage de x o

Soit u€H
P(x,D)u(x) =0 et u(x) =0 pour @) <0 .

I1 existe alors un €, 0 tel que ces propriétés aient lieu dans 1'ouvert

R dés que ¢ <g, - Si donc nous choisissons €=1/2 min{e1,€u} , Tnious

pouvons appliquer le lemme 3.1 avec Q =0 et o=@ puisque la compacité
est assurée par (3.7) et la pseudo-convexité par le lemme 3.2. La démonstration

du théoréme est donc compléte.

3.5. Démonstration du corollaire 2.4.

Quitte 3 remplacer ¥(x) par VP(x) —w(xo) , TIOUS pouvons Ssupposer
que Y(x 0) =0. D'aprés le théoréme 2.1, et comme les hypothéses du corollaire
2.4 entrainent que Hécps 0 sur farlz)(s,xo) , 11 nous suffit d'établir que
pour tout (xo,go) € ‘garg(s,xo) : (1) pr (xo,Eo) #0 ; (ii) il existe une cons-

tante c>0 telle que dans un voisinage de (xo,Eo) ,
(x,£) € Barl(5) et $() >0 = H 0 (x,E) - cv) -
. . 3
Soit donc un point (xo,go) € ifarp (S,xo).

(1) Supposons que pr (xo,_go) =(0. Comme p est de type principal, on

pourra trouver une autre fonction ¥, telle que wz(xo) =0 et Hp 12 (xo,go) =1.
Alors (doady ad wz) (xo) #0 puisque par hypothése (doady) (xo) #0 et que
HptD=HDw =0 *Hp ¥, en (xo,go). D'aprés le lemme 5.1 (propriété (5.2)), nous

pouvons donc utiliser ¢, Hp(p, Y et y, comme coordonnées sur %arg prés de
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(xo,E o). Plus précisément, nous choisirons des coordonnées (t,y,z) €R X
R4 < R® définies de la facon suivante : comme Hp vy (x,E,) #0, il

existe, pour tout (x,£) dans un voisinage, un unique réel t tel que
-tH
v, (e P (x,’c;))=0 ;

comme Hp wz (xo,go) =1, cette formule nous assure que V,vt et que Hpt51 5
nous prenons ensuite y;=¢, z;=¢, z,=H ptp, et nous complétons ce systéme
de coordonnées par des fonctions Y25 ce 5 Yon-4 choisies arbitrairement sur
{t =0}, puis prolongées au voisinage avec la condition Hp yj =0.

ParHce choix de coordonnées, on a ‘b’arlz)(S) ={(t,y,z) € ‘Garg /z=0}
et w(s) =eS p (xo,go) =(s;v[w(s)],0,...,0;0[w(s)] ,pr[w(s)]). Grace

a une formule de Taylor, on peut donc écrire
le,wlw(S)] =H12)co (s,0,0) +ylw(s)] £(s) + @ lw(s)] g(s) + Hpcp[w(S)] h(s) ,

d'ol en dérivant : at HIz)cp(O,O,O) =chp (xo,go) #0. Le théoréme des fonctions

implicites donne donc

(3.11) H 0 (£,,0) =c(t,) (£ +a()

2

oa ¢(0,0) =C, #0 et a(0) =0. Si donc nous posons W, = (co €; €,0,...,0;0,0),

W tend vers (xo,go) quand ¢ tend vers 0, et
2 2 . 2 2 2
w, € ‘garp(S) , \p(we) =¢“ >0, mais Hpcp(we) =c, e+0(e%) >0
pourvu que €>0 soit assez petit, ce qui contredit 1'hypothése du corollaire

2.4.

(1ii) Maintenant que nous savons que prp (x O,EO) =X %0, nous re-
prenons la construction de coordonnées lncales donnée ci-dessus avec des mo-

difications évidentes de facon a obtenir
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Hpts1 , YAt , prjEO pour j=1,...,2n-4 ,
z1 =9, zz=HptD et ‘é’arg(S)={(t,y,z)€‘G'arg/z=0} .

Par le méme raisonnement que ci-dessus, on établit la formule (3.11) ;

1'hypothése du corollaire 2.4 nous assure que pour At >0, Hgtp(t,y,O)s 0,

d'ol on tire, en remplagcant y par 0 puis t par 0, que co/x<0 puis que

< a(y)<0, ce qui donne finalement que pour At >0,
Hch(t,y,O) <c(t,y)t<-12 (c /A)(At)
p o
comme Y VAt et que ‘Garrz)(S) ={(t,y,z) € ‘Garg/z =0}, cela signifie que
(x,0) € Bard($) et Y20 = HoxE <y /M ,
d'ol le corollaire 2.4.

4. DEMONSTRATION DES RESULTATS DE NON-UNICITE.

Le théoréme 2.9 s'obtient par application directe du théoréme 2 de Alinhac
& Baouendi [4] (th. 1.4 ci-dessus) ; il reste toutefois a construire les phases

® et ¥ permettant d'utiliser ce résultat.

4.1. Démonstration du théoréme 2.9 : construction de la phase ¢.

Lerme 4.1. : Sous les hypothéses du théoréme 2.9, il existe une application

linéaire symétrique F : T, R~ T; R telle que

o o
(4.1) dxp(xo’go) +F[d€p(x0,50)]=0 3
(4.2) Vg€ %7;(5) s (d,q (5,,8,) +Fld, q (z,E))) Ado(z,) =0 .

~ . . n 2
Démonstration : Choisissons sur R~ des coordonnées locales (x',x",xn) avec

x'= (x1,...,xr_1) , X''= (xr,...,xn_1) et xn=cp(x) telles que dgp(xo,io) =

dg 4 et
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. . k
. . '= ' € S 1
{} XJ d«SJ /X' =0} s'il existe q xp( ) te

que H w(xo,io)*o (cas n®° 1), ou
CRTCNRPELS WOIE

bey = : k
{} xjdc:j/x =X =0} si quJCp(S) ,

J o
Hq(p(xo,éo) =0 (cas n 2).

Puis nous choisissons des é€léments qj € ZC]I;(S) pour r<j<n (cas n° 1)

ou r<j<n (cas n° 2) tels que q,_1=p et
4.3) dg a; (xO,EO) =d€j ;

nous posons alors pour r<j<n (ou r<j<n suivant le cas)

9q..
=—
4.4) Fj,SL Bxl (xo,Eo) pour 1<&<n ,

et de plus, si nous sommes dans le cas n°® 2,

_ 3
(4.5) Bnel ™ a—XPII (XgE5) -

Les quantités Fj , et F, . mne sont simultanément définies que pour
’ s

r<j,4<n, et on a alors d'aprés (4.3) et (4.4)

qu (p(xo,go) =Hq2(p (xo,go) =0 et Fj,l —Fz,j =qu qu (xoﬁgo) ’

d'ola Fj £=F2 j griace a 1'hypothése (i) du théoréme 2.9 ; nous pouvons
H H

donc compléter le tableau des Fj 1y
b

définissons 1l'application linéaire F par la formule

en une matrice symétrique, et nous

F[ X.dg.]= ( F. X.)dx ;
j=1 J J 2=1 \ j=1 J5%7) L

nous obtenons alors en utilisant (4.3) et (4.4) que pour r<j<n (ou
r<j<n suivant le cas)

3q. 9q.
= ! =
(4.6) —J—axg (XO’EO) + (F[dg qJ (XO’EO)]),Q, axg (XO’EO) +Fj 2 0

pour 1<2%<n .
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Le méme calcul, pour j=n-1 et £=n donne

5 _
2P (x,5,) * (FLapxg 601, -

0 d'aprés (4.5) dans le cas n° 2, ou
n

-Hpq (x «E) dans le cas n° 1 ,

et cette derniére expression est nulle puisque H an JCk+1 (S) et que
(XO,E ) € ‘G’ar S c (garlg 1(S) ; avec les équations (4.6), cela nous donne

donc (4.1).

Enfin, si q€ JCII;(S) , 11 existe grace 3 notre choix des qj des
coefficients Xj €ER tels que

n(-1
“4.7) Eq(x ,E) X. dgq (x E) ,
j=r

et on calcule alors qu'en (xo,Eo)
d q+F[d€q]—d q+ ZX F[dE . 1= d, q- ZXdeqJ a dx,
d'aprés (4.6), puis
(datxorE) +Flaaley,601) adoty) = (dfa - IX; a510xp,6,) ) adwtx)

d'ol (4.2) griace a (4.7) et a 1'hypothése (ii) du théoréme 2.9.

Lemme 4.2. : Sous les hypothéses du théoréme 2.9, 1l existe au voisinage

de x, une fornetion @ de classe ¢” & valeurs réelles telle que
(4.8) dcb(xo) =g, et p(x,de(x)) =0 prés de z, ;
(.9) vaeX}i(s), (dnde)(z)) =0 ol onaposé Qa) =q(z,dd(z)) .

Démonstration : En reprenant les notations de la démonstration précédente,

nous posons go = (51 yose ,gn) puis
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1
4.10 o cees ,0, = .(.+— F. x).

Par un théoréme classique (cf. Hormander [7, th. 1.8.2]) nous pouvons €tendre

cette fonction en une solution de (4.8) car dgp(xo,io) =d & (cf. (4.3)).

n-1

En dérivant (4.10) lorsque j et £ sont différents de n-1, et en dérivant

(4.8) et en comparant avec (4.1) dans les autres cas, on obtient que
oax, Xo) =Fjp  pour  1<j.A<n,
j R
. ~ k
ce quli entraine que pour q € %p(S) s
(dQ Ade) (x,) = (a0, 5.) +Flda(xy,E,) 1) Adolx,)

d'ot (4.9) griace a (4.2).

4.2. Démonstration du théoréme 2.9 : construction de la phase VY.

Lemme 4.3. : Sotent & une solution ¢” de 1'équation p(x,dd(x)) =0
et X= Pg (x,d®(x)). Bx le champ de transport correspondant ; alors pour

toute fonetion Y €C(R") et tout entier JEW, X‘j\b(x) =ng(x,d®(x)).

Démonstration : Par récurrence. Pour j=0 ou 1, c'est bien clair ; puis

X[H%lp(x,dQ(X))] =P (x,d0(x)) - ([H%‘P(Xsi) Iy +o () [H%)q) (X’g)]E)E =do(x) -
=(p€(x,d<b (X)) * [Hg)¢(x,g) ]x -p, (x,do (x)) - [ngw(x’g)]g)&d@(x) =Hi'l;+1xp(X,d<I>(X))

ou 1'on a utilisé que pg(x,dé(x)) . <I>xx(x) =-px(x,d®(x)) , Tésultat qui s'ob-

tient en dérivant 1'équation p(x,dd(x)) =0.

D'aprés le théoréme 2 de Alinhac & Baouendi [4] (th. 1.4 ci-dessus),

le théoréme 2.9 résulte maintenant du :
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Lemme 4.4. : Sous les hypothéses du théoréme 2.9, il existe deux fonctions
¢ & valeurs réelles ® et ¥ définies au voisinage de x, et possédant les

propriétés suivantes :

(4.11) plx,d®(x)) =0 ;
(4.12) X:pg(m,dQ(x)) . Bx #0 et X¥(x)=0 ;
(4.13) z €lx €ER"/¥(x) 30}c{x €ER" / o(x) >0}

Démonstration : Comme fonction ¢, nous prenons celle qui nous est fournie

par le lemme 4.2. La propriété (4.8) entraine la propriété (4.11), et aussi
que X#*0 et Xo(x o) = 0. Nous pouvons donc trouver des coordonnées locales

(x',xn_1,xn) , avec Xx'= (x1,...,xn_2) , qui redressent le champ X en
4.14) X =23

et telles que X, = (0,0,0) et dcp(xo) =dxn . Grace au théoréme des fonctions
implicites, S posséde une équation de la forme @, x) =0 avec @ (x',xn_1 s

xn) =xn+cpo(x' ,xn_1) ol @, est une fonction C° a valeurs réelles telle que
ch(0,0) =0 et dcpo(0,0) =0. Les hypothéses du théoréme étant invariantes par
changement d'équation de S, nous pouvons supposer que c'est ¢ elle-méme qui

s'écrit ainsi. Un développement de Taylor en x' nous donne donc

2
(4.15) o', x {>X ) =x_+¢(0,x,_4,0) +x' '—rai(p (0,x_1,0) +0(|x"[9)
N 2__2 2
o [x'|T=xyH.i4x o

Utilisons maintenant 1'hypothése : (xo,go) € ‘Gargk(S) et

Hék(p(xo,go) >0 ; avec (4.8), le lemme 4.3 et (4.14), cela entraine que

831_1(9(0,0,0) =0 pour O0<gj<2k et 31211_(1cp(0,0,0) =2c >0 ; il en résulte que

pour Ix 4| suffisamment petit
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2k
(4.16) (p(O,xn_1,0) >CX 7y

puis, toujours d'aprés le lemme 4.3 et (4.14), 331_1(0()() =q‘_j (x,d®(x)) pour
des fonctions qj € %g(S) pourvu que 0<j <k ; grice a (4.9), nous obte-

nons ainsi que ax. 83_1cp(0,0,0) =0 pour 0<j<k d'ou

n
2
C
3 k . 3 2k 1 2
&‘-’i— (0,x__1,0) | <C, Ixn_1| , puis x' &9} (0,x_4,0) 2-cx 71 -7 |x*]® .

En rapprochant cette estimation de (4.15) et (4.16), nous obtenons
e(x',Xx__1,x ) 2x_-C Ix']2
**n-1>"n’ “"n 2 )

Si donc nous posons Y(x',x —C2 |x! |2 , (4.14) entraine

n-1 ’xn) X5

(4.12), et 1'estimation précédente entraine (4.13).
P

4.3. Démonstration du corollaire 2.12.

I1 nous suffit de vérifier que pour k=2, les hypothéses (i) et
(ii) du théoréme 2.9 sont automatiquement vérifiées d&s qu'on suppose que
(xo,go) € garg(s,xo) . Rappelons que J@IZ)(S) est 1'idéal formé des fonctions
de la forme q=ap+ &p+YHpcp , 0,B et Y €C°°(T*Rn ~0).

(i) La condition

qutp(xo,Eo) =0 avec a4 = p+ Bj (p+‘Yj Hp(p

entraine que Yj (xo,io) =0 puisque H b tp(xo,go) =wa(xo,£ o) =0 et que

Hy 0@ (%05, =prp(xo) 0 d'apres (1.2). Si Y;(x,,E)) =Y,(x,,E,) =0, tous
les termes de la forme H_.s obtenus en développant H a; d, apparaissent avec
des coefficients nuls en (xo,EO) a 1l'exception des termes pr , Hpcp et
H(p(o qui sont eux-mémes nuls en (x O,EO) ; nous avons donc montré que

Hq1 ® (x,5€,) =Hq2co(xo,£o) =0= Hq1 q, (x55€,) =0 .
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(ii) La condition

dg (op + Bcp+YHp<p) (xo,go) =0

entraine que oc(xo,go) =Y(xo,£0) =0 puisque d«E =0 et que dE P (xo,go) et
dg Hpcp(xo,go) sont linéairement indépendants d'aprés la propriété (5.1) du

lemme 5.1 ; pour un tel €lément de %IZJ (S) on a donc
(aCap + 80+ ¥ 1 0) Ado) 0y ,) =B0x,,E0) (40 Ad0) (x) =0

tous les autres produits extérieurs apparaissant avec des coefficients nuls
en (x 0?5 O). Les hypothéses du théoréme 2.9 sont donc vérifiées, et le corol-

laire 2.12 en résulte.

5. LEMMES TECHNIQUES.

5.1. Conséquences des hypothéses générales sur p et S.

Nous donnons ici les démonstrations de deux lemmes que nous avons
utilisés au cours des démonstrations précédentes, et qui figurent déja sous

une forme voisine dans Lerner & Robbiano [9].

Lemme 5.1. : Supposons qu'on a fait le choix d'un systéme de coordonnées,
pour lequel on note l£i2=£§+... +£i, et qu'on s'est donné k fonctions
¢” & valeurs réelles \pl,...,wk telles que (doad wl A... Adwk) (xo) $0.
Alors 1l existe un voisinage compact q de x, tel que, avec Q={(z,&) €

gar;/xEq et |F,|2=1}, on ait pour tout (x,,&;) €QN fgarf)(s) :

dE Ds dg( l£|2 -1) et d (Hpcp) sont linéairement indépendants

(5.1) 2

en (xl,’él) H

dp , d(|€|2—1) , do, d(Hpcp) s d\bl,...,dwk sont linéairement
(5.2)
indépendants en (xl,gl).
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Démonstration : (i) Si q est assez petit, Hép (x1) #0 pour tout x; €q

d'aprés (1.2). Si nous supposons que
X =adg plxysEq) +Bdg (€17 =10 (ey08p) +Y g () 0) (xq,8¢) =0

nous obtenons successivement que

B = (ZGP(X1,€1) +28 l£1 |2+YHpcp(x1,E1))/2=X '51/2=0 s

§ Y= @ H, 00,6 *YHP()) /Hop (%)) =X+ dolxp) /HLp () =0, et

| a=ad pe,E) 1%/ 1 p OgybE) |2 =X dp p (x,Eq) /14 B (xp,E) % =0

car dE P (x1,£]) #0 puisque p est de type principal ; ceci donne la pro-

priété (5.1).

(ii) De nouveau si q est assez petit, (deAdy,A...Ady;) (x4)#0
1 | <A
pour tout x;€q ; la propriété (5.2) résulte donc de la propriété (5.1) puisque

dgcp=d£1p1 = ... =dgwk=0.

Lemme 5.2. : Supposons qu'on a fait le choix d'un systéme de coordonnées,
pour lequel on note |£|2=£§+... +§i, et qu'il existe une fonction C a
valeurs réelles Y et un point de ‘5@;(5,3@0) ol pr #0. Alors 1l existe

un voisinage compact q de x, et une constante C>0 tels qu'avec

Q'—‘{(:Jc,E)Egar;/xEq et [£|2=1} on ait

V(z,E) €Q , 3(y,n) €QN ﬁgars(S) :

Wy) =V(z) et IHgtp(y,n)-ng(x,€)|<0(|&p(ac)|+|pr(x,£)|).

Démonstration : L'existence du point (xo,go) ol Hp v=0 et Hp\b*O prouve
que (deady) (xo) #0 : nous pouvons donc utiliser les résultats du lemme 5.1,

et nous demanderons en outre que le voisinage q soit tel que V x€q, 3y€EqNnS

tel que v(y) =v(x).
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D'aprés la propriété (5.1), nous avons p= l£|2 -1 =Hpcp =0, et

2 P P
dgp s dg(lgl -1, dE (Hp ¢) 1linéairement indépendants en (xo,go/]gol) ;
nous pouvons donc utiliser le théoréme des fonctions implicites pour en

déduire que Vy €qnS, Qn %’arf)(s,y) #¢ , et donc

(5.3) V() €Q,  3(r,m) €Qn Bar (8) 1 v =¥0I ;
il ne reste plus qu'a prouver 1l'estimation de |H12) ®(y,n) 'HIZ, 0 (x,8)].

La propriété (5.2) montre que les fonctions o, lep et J peuvent
€tre prises comme coordonnées sur la variété Q prés de n'importe quel point
de Qn ‘Garf) (S) ; chaque point de Qn ifaré(S) posséde donc un voisinage dans
lequel 1'estimation a lieu comme on le voit en &crivant une formule de Taylor.
Par compacité, Qn 8ar§(5) posséde lui-méme un voisinage ouvert U vérifiant
avec une constante uniforme C1 :

v (x,E) €EQnU, 3(y,n) €Qn gar;(S) :

YO V00 et [H 0 (,n) ~H 0 (,8) [ <C; (leG)] + [H, 0 D)) -

Enfin, coome inf (|o| + IHp @|) =c >0 par définition de U, on a aussi
~U

(cf. (5.3)) :

vV (x,£) EQ~U, 3(y,n) €Qn ﬁarrz)(S) :

V() =v(x) et IHIZ,w(Y,n) -le)w(x,i)l < (2 sup| HIZ)wI/C) (o) | + alw(x,E) D,
Q
d'ot le lemme.

5.2. Choix de la fonction ¢ .

Dans la démonstration de la proposition 2.6., nous aurons besoin
d'une version précisée du lemme 28.4.2 de Hormander [8] ; nous en donnons ici

la démonstration.
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Lemme 5.3. : Prenons les mémes hypothéses qu'au lemme 5.2 et supposons
en outre que Hg ©< 0 sur 8ar§(s,:n) pour tout x voisin de x, tel que
Y(x) >lP(xo). Alors il existe un voisinage W de x_ et un nombre A>0 tels
qu'avec ®; (z) =(1-4|x -xolz) ©(x) on ait
p(x, &) =H @, (x,€) =0 ,

2
p = Hptpl (x,E) <0 .

(5.4) V(x,5) €0, {
tpl(x) >0 et Y(x) >/¢(x0)

Démonstration : Supposons pour simplifier que X, = 0 ; nous pouvons utiliser
le résultat du lemme 5.2 qui fournit un voisinage compact q de X, et une
constante C>0 tels que, compte tenu de 1'hypothése supplémentaire que nous

avons ici,
(5.5) V(x,E) €Q, ¥(xX) 2¥(x) = Hf)w(x,a)«(lw(x)l +H, 0 0,0 -
Par ailleurs on calcule que

f Hpcp1 =cpHp(1 -A |x|2)+ (1 -A|x|2) Hpcp ,

g
<

2
Hp(1 -A |x]| )=-2Ax-pg, et

ol 2 _ 2 _ 2y 142
(p1-tpHp(1 A |x| )+2HpcpHp(1 Alx|®)+ (1-A x| )Hpt.p,

2 2, _ 2 .2
L Hp(1 A x]|9) ZAIpEI 2AX pr .

Plagcons-nous en un point de Q ol Hp @ = 0, @ >0 et ¢ >,1p(xo) ;

H ®; = 0 entraine que

p
H P H (1 Al lz) ZA(p(x.pF,) d'oi
$=-— A X)) = =, ou
b 1-A|x|“ P 1-A |x|
2Apx *p
2 2 2 £ 25 12
H @, =@[-2A|p.|“-2Ax +H.x]+2 (-2Ax +p ) + (1 -A |x|)H. 0 ;
pl g p 1-A lxlz g P

le dernier terme se majorant grice 3 (5.5), on obtient
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2

H: @ < 2A { Ip. |2 - x+ H R ] C(1-A x|+ 2CAq)| [
@ <2A0|- |p |- x  H x-——=5 |+C (1 -A |x| )0+ 2CAQ[x *p
P ¢ P™ q-ax|? &

puis enfin, 3 condition de prendre lx[2 <1/2A ,

Hf)cp15 2Acp[ - Ipe|? + 55+ Cy Ix] ]

lz =c >0 ; on obtient donc (4.4) en

-1/2

Comme p est de type principal, inf |pg

prenant A>C/c, puis wcq tel que |x| <c/2C, et |x| < (2A) dans .

5.3. Démonstration de la proposition 2.6.

Comme dans la démonstration du corollaire 2.4, nous pouvons Supposer

que w(xo) =0 quitte 3 remplacer Y(x) par Y(x) -y O) .

: 2 : : L
Soit (x,,E,) € garp(éaco). $i H,¥(xy,£)=0, il n'y a rien 3

démontrer ; nous pouvons donc supposer que
(5.6) Hp Y (Xo’ Eo) >0

quitte 3 changer p en -p. Ceci nous permet alors d'utiliser le lemme 5.3 :
nous supposerons que (5.4) est vérifiée avec ¢ 3 la place de @ - De méme,

comme chp(xo,go) #0 entraine que HIZ) cp(xo,go) <0 auquel cas le résultat

est évident, nous pouvons supposer (cf. (1.2)) que
5.7) H ox,E)=H ox ,£)=0 et Hp(x,E) +0
: P 0’0 P 0’0 () 0’0 ’
La démonstration s'effectuera en trois étapes.

(1) Choix de coordonnées microlocales : soit

Ho R v (X, &) .
o (%,€) = 0(x) +H o (x, E)+H TR, g) P(x,8) ;

alors en utilisant (5.7) :
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(5-8) Ho P (grbg) =Hy ¥ (xpu6) =0, et

%

(5.9) Ho, @ (XgsEg) == Hy B0 (xg,E,) - Ho p (x,06,) #0 -

D'aprés (5.8), on peut trouver une fonction q(x,£) définie au voisinage de

(xo,go) telle que
(5-10) H q(8) =0 et da(x,E) =ddq, (g5

nous posons alors
sH +tH
wis,t)=e P A ,E) ;
la relation (5.10) entraine que pour s et t voisins de 0, w(s,t) € ‘Gar%
et que les relations (5.8) et (5.9) sont encore vraies avec q a la place de
q, - Comme Bt(cp[m(s,t)]) =Hqcp(xo,£o) et at(Hptp[w(s,t)]) =Hquq>(xo,£o)

en s=t=0, il existe, d'aprés (5.9) et le théoréme des fonctions implicites,

deux fonctions 1(s) et 6(s) telles que T(0)=6(0)=0 et

olw(s,t)]1=0 = t=1(s) ,

pr[w(s,t)]=0 = t=0(s) .

(5.11)

Dans la suite, nous nous placons dans un voisinage |[s|<e, |t| <e ol les
fonctions T et 6 sont bien définies et tel que (Hqcp[w(s,t) D (Hq Hp(p[w(s,t)])=k0.

Remarquons enfin qu'a cause de (5.9),
(5.12) (olw(s,t) D) (Hpco[w(s,t)])>0 = (t(s) -t)(6(s) -t) <0 .

(ii) La fonction ¢ est négative le long de la courbe t=06(s).

Lemme 5.4. : Sous les hypothéses de la proposition 2.6 et avec les notations

précédentes, olw(s,8(8))1<0 pour s >0.

Démonstration : Posons
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f(s) =olw(s,0(s))] et g(s) =vlw(s,0(s))] ;

par dérivation nous obtenons :

f'(s) =Hp(0[w(s,6(s))] +8'(s) Hqtp[w(s,e(s))] =8"'(s) qu)[w(s,e(s))] , et
g'(0) =Hp1P (x5,8,) +0'(0) qu(xo’go) =leP (x,58) >0
d'aprés (5.11), (5.8) et (5.6). Cela nous donne déja

(5.13) Ylw(s,0(s))]1 >0 pour s20 .
Pour avoir une expression de 6'(s) , dérivons 1'identité Hp(p[w(s,e(s))] =0 :
0=H, @ lu(s,0(s))1 +0' (s) H H 0 lu(s,8(s))], d'od
f'(s) =- (Hqtp[w(s,e(s))] /Hq Hpcp[w(s,e(s))]> H;m[w(s,e(s))] .

Dans 1'expression précédente, la grande parenthése renferme une fonction stric-
tement négative a cause de (5.9), et d'aprés (5.13) et (5.4), nous avons donc
écrit f'(s) comme une fonction qui est négative 1a o f(s) et s sont po-
sitives ; le lemme 5.4 résulte donc du lemme suivant dont la démonstration est

laissée au lecteur.

Lemme : Soit f une fonction c? d valeurs réelles telle que f(0)=0 et

fl(s) 0 si f(s) 20 et s3>0. Alors f(s) €0 pour s=20.

sH
(iii) Fin de la démonstration : Posons f£f(s) =o(e b (xo,go)) ;
alors :
(5.14) £(s) =olw(s,00)] et f' (s)=Hp<p[w(s,0)] .

Pour conclure, nous distinguons les deux cas suivants :

a) S'il existe so>0 tel que e(so) =0, alors pour tout s€[0,sol s

f(s) <0. En effet, si S4 E[O,so] est tel que 8(51) =0, cela découle du
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lemme 5.4 ; sinon, posons s, =sup {s< 51/6 (s) =0} et sz=inf{s >s1/e (s)=0};
on a 0\<sz<s1 <Sz<S,, et sur ]52,53[ , 0(s) #0 donc d'aprés (5.11) et
(5.14), f est monotone ; comme on tire du lemme 5.4 que f(sz) <0 et

f(ss) <0, il en résulte que f(s1) <0.

b) Si vse€l0,e[, 6(s) #0, f est encore strictement monotone d'aprés (5.11)

et (5.14), et come £f(0)=0, ona f(s) f'(s)>0 pour 0<s<e ; en uti-
lisant (5.14) et (5.12) nous en déduisons que T(s) 6(s)<0, avec (5.11) que
f(s) olw(s,06(s))1>0, puis enfin que f£(s) <0 grace au lemme 5.4, ce qui

achéve la démonstration de la proposition 2.6.

5.4. Démonstration de la proposition 2.5.

D'aprés la proposition 2.6, la proposition 2.5 résulte du
Lemme 5.5. : Sous les hypothéses du théoréme 2.1, gar;(S,xo) =4.

Démonstration : Nous supposerons comme précédemment que ¥ (x o) =0.

Soit (xo,_Eo) € gar;(s,xo) ; d'aprés 1'hypothése (ii) du théoréme 2.1,

lep (xo,go) =X #0. Comme dans la démonstration du corollaire 2.4 (partie (ii))
nous choisissons sur 8ar; prés de (xo,é; O) des coordonnées locales (t,y,z)€

R xR 4 xR? telles que

H t=1, ynvrt, Hy.=0 pour j=1,...,2n-4 ,
(5.15) p P J2 ;
2150, Z, =Hpcp et garp(S) ={(t,y,z) € garp/z =0} .

s H
Ces propriétés entrainent que w(s) =e p (xo,go) =(s;0,...,0;0[w(s)] ,Hp(p[w(s) D;
comme (xo,go) € gar;(s,xo) , on a

olu(s)1=0(]s|") , H olu(s)]=0(]s|™) et chp[w(s)]=0(]s|°°) ;

par développement de Taylor
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H; ©lw(s)] =H12)cp (,0,0) +olu()] g(s) + H 0lw(s) 1 h(s) ,

d'od HIZ) ©(s,0,0) =0(|s|™) .

Si donc nous posons pour € >0 w€==(ke,0,0) > W tend vers (xo,io) quand

e tend vers 0, et d'aprés (5.15),

€t 2 S >)\2€ . 2 _ o _ o
up € Barl(s) , v 250, mis He W) =0T =00

ce qui contredit 1'hypothése (i) du théoréme 2.1.
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La question de 1'unicité de Cauchy a fait 1'objet d'un grand nombre de pu-
blications depuis une trentaine d'années ; nous renvoyons le lecteur 3 Alinhac [2]
et 3 Zuily [11] pour une vue d'ensemble sur les résultats et les méthodes dé-
veloppées pour les obtenir. Le résultat fondamental de la théorie demeure le
théoréme de Hormander [3, th. 28.3.4] qui établit 1'unicité en supposant que
1'opérateur est principalement normal et que la surface initiale est fortement
pseudo-convexe ; la nécessité de ces hypothéses a été étudiée notamment par

Alinhac [1], Robbiano [7] et Saint Raymond [8].

Par la suite, il a été observé que dans bien des cas, la propriété d'unicité
subsiste si 1'on affaiblit 1'hypothése de pseudo-convexité ; de tels résultats
ont été obtenus par Lerner [4] pour les opérateurs elliptiques et par Lerner &
Robbiano [6] et Saint Raymond [10] pour les opérateurs de type principal réel du
deuxiéme ordre. Dans ces deux derniers travaux, les auteurs s'appuyaient essen-
tiellement sur la propriété suivante des opérateurs étudiés : la pseudo-convexité
ne dépend alors que des zéros réels doubles du symbole principal p de 1'opérateur
(i.e. des solutions de p={p,0}=0, @(x) =0 &tant une équation de 1'hypersur-
face S portant les données de Cauchy) qui forment une sous-variété réguli€re de

T*R™ ~0 3 condition de supposer que S est non caractéristique.

Dans ce papier, nous donnons de nouveaux résultats d'unicité sous des hypo-

théses affaiblies de pseudo-convexité, mais cette fois pour une large classe
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d'opérateurs principalement normaux. Nous définissons cette classe de telle
maniére que les zéros doubles, éventuellement complexes, du symbole principal

p de 1'opérateur forment une variété réguliére, du moins prés des points ou

la condition de pseudo-convexité dégénére, ce qui généralise de facon assez
naturelle, sans toutefois la contenir, la classe des opérateurs de type princi-
pal réel du deuxiéme ordre. Pour de tels opérateurs, nous établissons deux ré-
sultats : le premier, inspiré de Lerner & Robbiano [6] et obtenu par inégalité
de Carleman, prouve une propriété d'unicité compacte sous une hypothése de fai-
ble pseudo-convexité portant sur toute une famille d'hypersurfaces ; le second,
qui reprend la méthode de déformation de surface introduite dans Saint Raymond
[10], montre 1'unicité en un point situé sur le bord d'un domaine oi S est for-

tement pseudo-convexe.

1. NOTATIONS ET ENONCE DES RESULTATS.

1.1. Enoncé du probléme. Soient X, € R et, avec o= (oa1 oo .,an) ,
a

1 0Ln
(8/3x1) ...(a/axn) ,

lal=a1+...+o¢n, x=(x1,...,xn) et D0L=(-i)l°°l

P(x,D) = a_(x) D
Q
lalsm
un opérateur différentiel linéaire d'ordre m ol les fonctions a, sont c” a
valeurs complexes au voisinage de X, - Nous noterons p le symbole principal
de cet op€rateur qui est la fonction (polyndmiale et homogéne en &) définie
sur T'R™~0 par la formule

p(x,E) = a () £
al=m

- . 00 -~ - P
Nous nous donnons ensuite une fonction C & valeurs réelles ¢ dé-
- . n - .
finie sur R au voisinage de X, telle que o(x o) =0 et dcp(xo) #0. Avec
tous ces ingrédients, nous nous intéressons a 1'unicité des solutions au pro-

bléme de Cauchy avec données sur 1'hypersurface orientée S={x€ R"/ o(x) =0},
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ce qui se raméne classiquement par linéarité a la question : est-ce que pour
toute solution locale de P(x,D) u(x)=0, la condition "u(x) =0 si @) <0

(prés de xo) " entralne que u s'annule dans tout un voisinage de X, ?

1.2. Invariance vis-a-vis de la fonction ¢. Nos hypothéses seront, dans

une certaine mesure, indépendantes de la fonction ¢ utilisée.

Dans le théoréme 1.2, elles ne dépendront que de la famille orientée
d'hypersurfaces 4 définie par ¢, c'est-a-dire qu'elles resteront inchangées
si on remplace la fonction ¢ par une fonction @ vérifiant au voisinage de
> S dcp1 x) =A(x) do(x) , et A(xo) >0 (cf. Lerner & Robbiano [6] ; il résulte
de cette définition que la fonction A est c” et que les hypersurfaces

St ={x € ]Rn/ ¢(x) =t} sont conservées).

Au théoréme 1.3, nos hypothéses ne dépendront plus que de 1'hypersur-
face orientée S, c'est-d-dire qu'elles resteront inchangées si on remplace la
fonction ¢ par une fonction @, vérifiant au voisinage de Xyt @ X)) =r(X oK),
reCT et A(x 0) >0 (ce qui implique aussi que d(p] x) =1 (x) do(x) , mais seu-

lement sur S).

Les fonctions définies sur T*R" que nous aurons 3 considérer étant
polynémiales en £, elles s'étendent naturellement au complexifié (dans la fibre)
de T*R™. Pour deux fonctions C~ 3 valeurs complexes q et r définies sur
T*R™ ~0 , nous noterons {q,r} =q‘E *Ty~dy " T leur crochet de Poisson. Nous

posons .
ar°(4) = {(x,c)ERnxcn\O/z;=g—decp(x) , t€RY, T€R } ,
garl (4) = {00 € €ar(8) /9(x,0) -0}, et

tarl($) - {0 € Farb(3) / tp,00 (5,00 =0} -

On vérifie facilement que ces ensembles, qui sont contenus dans



®- -

U (T*]Rn |S +iN* St) , Ce qui traduit leur invariance par changement de
teER t

coordonnées, sont également indépendants de 1'équation ® de -§ utilisée.

De méme, nous posons :

tarl(s) = {0 € garld) Jom =0f et

ifarIZ)(S,xo) = {(x,g) € ‘Garlz)(S) /x =xo}

qui sont indépendants des coordonnées et de 1'équation ¢ de S utilisée. Enfin,

les points des ensembles précédents vérifiant <Imcz=0 seront dits réels.

1.3. Le théoréme de Hormander. Nous rappelons ici le résultat classique

duquel nous sommes parti etqui est dii 3 Hormander.

Définition (Hormander [3, déf. 28.2.4]1) : L'opérateur P est dit princi-
palement normal (prés de xo) 81 pour tout (xo, Eo) €T; R N0, il existe une

constante C>0 telle que I|{p,p}l<CIpl sur T*R* prés de (x ,E ).
0’~o

Exemples : Les opérateurs elliptiques (et en particulier les fonctions non
nulles en X, considérées comme opérateurs elliptiques d'ordre zéro), les opé-
rateurs a partie principale réelle ou les opérateurs a coefficients constants
sont tous des opérateurs principalement normaux ; on peut encore fabriquer

d'autres opérateurs principalement normaux 3 partir de ceux qui précédent en

utilisant la remarque (b) ci-dessous.

Tous les opérateurs que nous considérerons 3 partir de maintenant seront
supposés principalement normaux. Si (x,Z) € garlz) (4) et si @ est une équation
de 4 , il existe un unique couple (£,T) ER™x R tel que =& -iTdo(x) ;
posant p (x,£) =p(x,€ -itde(x)) , nous définissons alors sur garlz)(d’)

~

une fonction 3 valeurs réelles F o bar les formules suivantes
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Fo(:0) =1p > P} (X,8) /2iT si 1#0,

F p(:8) =-{p,{p,0}} (x,8) si 1=0.
Hormander [3, 2. 28.2.5] a montré que la normalité de 1'opérateur P entraine
la continuité de cette fonction sur ‘6&1‘12) (4). Bien entendu, <F © dépend de

1'équation ¢ de -§ wutilisée, mais si on change d'équation, on obtient la

formule © x,2) =A(x) F (p(x,;) , ou A désigne la fonction telle que
1

dcp1 (x) =A(x) do(x) , ce qui prouve que la définition suivante concerne une pro-

priété de S qui est bien indépendante de son équation.

Définition (Hormander [3, déf. 28.3.1]) : P étant un opérateur principa-
lement normal, on dit que S est fortement pseudo-comvexe (relativement d P)

. 2
en x 8L g'w>o sur garp(s,xo).
On obtient alors 1'énoncé suivant :

Théoréme 1.1. (Hb6rmander [3, th. 28.3.4]1) : Supposons que P est un opé-

rateur principalement normal et que S est fortement pseudo-convexe en x .
Alors pour toute fonction u ei‘;;oc (F") @& valeurs complexes solution locale
de l'équation P(x,D) u(x)=0, la condition "u(x) =0 si @(x) <0 (prés de

x ) " entraine que u s'annule dans tout un voisinage de x,

Remarques : (a) Alinhac [1, th. 1] puis Robbiano [7] ont montré, en cons-
truisant des solutions de (P+a) u=0 nulles d'un seul c6té de S, que 1'hy-
pothése de normalité est pratiquement nécessaire pour avoir une propriété
d'unicité stable. En revanche, la nécessité de 1'hypothése de pseudo-convexité
est encore mal connue : dans [9], nous avons montré qu'on pouvait obtenir 1'u-
nicité stable, dans le cas du premier ordre, méme lorsque ‘:}'{p<0 en certains
points de ‘@arrz)(s,x O) ; c'est toutefois le seul exemple de cette nature que

nous connaissions ; dans [8], nous avons établi qu'il ne pouvait y avoir uni-
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cité dans certaines situations ou 97®<0 en un point réel de garIZ)(S,xo)
(cf. aussi Alinhac [1, th. 2] pour le cas des opérateurs a partie principale
réelle) ; enfin, Alinhac [1, th. 3] a obtenu un théoréme de non-unicité, que
nous commenterons plus précisément au paragraphe suivant, en partant d'un

point non réel de gar;(s,xo) oil ‘JT(D s'annule.

(b) Comme dans Lerner [5], nous pouvons établir une propriété de

passage au produit des définitions précédentes : supposons que ‘gar (S X ) n

gar; (SLxO) =¢ (dans [5], P, et P2 sont alors dits "en position (relatlve)

générale ") ; alors, si P1 et P2 sont principalement normaux, il en est de

méme pour tout opérateur de symbole principal p1 p, ; de plus, ifar ({) )N

garlz) (3)=¢, ?far (’S) = gar (4) U %’ar (’5) , et si nous notons ‘:F 1.0
2 ’

la fonction ‘F(D assoc1ee a P (resp 9‘_ 2.0 celle associée a p,, et g'-q)
b

celle associée a o pz) , nous avons

97¢=IP212€F1,w sur ‘Gar;({) et C‘Fm=lp1lz F2,0 s ‘éaréz(é)

si bien que la forte pseudo-convexité de S relativement a P1 et a P, entraine

cette méme propriété relativement a tout opérateur de symbole principal Py D, -

1.4. Nouveaux résultats. Nous cherchons maintenant i traiter les cas ol

F ® s'annule sur ‘gar;(s,xo) ; a cet effet, nous introduisons
2
Carl:O(s,x) ={ 6,00 € Barl(s,x) /F 00,0 0}

Définition : L'opérateur principalement normal P sera dit de type biprincipal
(relativement a S, en xa) st les parties réelle et imaginaire de dEp(x, z)

sont linéairement indépendantes en tout point de (gar;’o(s,xo).

Remarques : (a) Si S est fortement pseudo-convexe en X, alors P est auto-
matiquement de type biprincipal (cas ou ‘garp’ (S,x ) =@) ; si (5ar ’ (S X )

n'est pasvide, le type biprincipal entraine que n >3.
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(b) Avec les notations et les hypoth€ses de la remarque (b) du

paragraphe précédent, nous pouvons prouver que Si P1 et P2 sont de type biprin-
cipal relativement 3 la méme surface S en X il en est de méme de tout opé-

rateur de symbole principal Py P, -

(c) Si P est un opérateur principalement normal de type biprincipal,
on peut écrire {p,p}=2i ﬂe(ﬁp) sur T*R" prés de tout point réel de
garlz)’o(s,xo) , formule ol q désigne une fonction c” a valeurs complexes dé-
finie sur T*R™ ; on notera que cette fonction q, qui apparaitra dans 1'expres-

sion de la fonction “?;(p ci-dessous, est définie sans ambiguité aux points réels

de gar;(:? ) suffisamment proches de garg’o(s,xo).

Avec les mé€mes notations qu'au paragraphe 1.3, nous définissons pour
les opérateurs principalement normaux de type biprincipal une fonction dvaleurs

complexes ‘9, © par les formules suivantes

BoloD) = [Brg s @} (6,8) + F g, | /i 7 si 40,

(g,(p(X,E) =iq(x,&) {{p,o},0}(x,5) - {p,{{p,0},0}} (x,8) si  1=0.

Nous verrons plus loin que le type biprincipal entraine que ":T(p et gm sont

bien définies et C . sur (l?arlzj(/ﬁ ) prés de ‘garf)’o(s,xo) ; la fornule de chan-
PR 1A _ 2 : _

gement d'équation de -§ , qui s'écrit §w1 x,2) = (X)) g,w(x,c) si - dw; ()

A(x) do(x) , nous permet de poser la définition suivante :

Définition : P étant un opérateur principalement normal de type biprincipal
on dit que la famille orientée d'hypersurfaces 4 est faiblement pseudo-convexe
(relativement 4 P) prés de z st ¢

. 2 ,
() €Fw>0 sur C@arp(s,xo) 3

(iz)  {{p,o},0} *+0 sur Cgari’a(s,xo) 3
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(22Z) Pour tout point (xo, Co) € ‘6@5’0(5,300) s 1l existe une constante c >0

2 2 s
telle que 9'_(0 2e |§(p| sur ﬁm’p(%) prés de (:z:o, Co).

Remarques : (a)' Si S est fortement pseudo-convexe en Xy alors pour toute
équation ¢ de S, la famille orientée d'hypersurfaces correspondant a ¢ est
faiblement pseudo-convexe prés de Xx o > €n revanche, on trouvera au paragraphe
1.5 ci-dessous des exemples ol A est faiblement pseudo-convexe sans que S
le soit fortement, d'ol la terminologie adoptée. Si %ar;’o(s,xo) n'est pas
vide, la propriété (ii) de la faible pseudo-convexité entraine que m=>2 ; si

m=2, (ii) est vérifiée si et seulement si S n'est pas caractéristique en X,

(b)" En reprenant les hypothéses et notations des remarques (b)

ci-dessus, on peut calculer que G, =I p2l2 ‘{;1 w+252{ Py,0 1 F, o SuT
b ’

garlz) (4) ainsi que la méme formule en échangeant les indices 1 et 2 sur
1

8ar§2 (4), sibien que si la famille .J est faiblement pseudo-convexe i la

fois relativement a P, et a P,, elle le sera aussi relativement a tout opé-

rateur de symbole principal Py P, -

Un premier résultat, semblable a celui obtenu par Lerner & Robbiano
[6] pour les opérateurs du deuxiéme ordre de type principal réel, €tablit une
propriété d'unicité compacte sous des hypothéses trés faibles mais portant sur

toute la famille .4 d'hypersurfaces définie par ©.

Théoréme 1.2 : Supposons que P est un opérateur principalement normal de

type biprincipal , que di p ne s'annule en aucun point réel de ﬁgarg(s,xo) et
que la famille A est faiblement pseudo-convexe prés de z, . Alors 11 existe
un voisinage § de x, tel que pour tout voisinage ouvert de x,, WS, et

toute fonction uEHrgoc( w) a valeurs complexes solution dans w de l'équation
P(x,D) u(x) =0, la condition "suppun {x€w/@w(x) <0} est un compact contenu

dans SNw" entraine que u s'annule dans tout un voisinage de .
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Remarques : (d) Alinhac [1, th. 3] a montré qu'on ne pouvait espérer une
propriété d'unicité stable sous les seules hypothéses (i) et (ii) (ni méme
une propriété d'unicité compacte puisque les énoncés (i) et (ii) sont stables
par perturbation de ¢ a 1'ordre 4) ; bien que nous ne soyons pas parvenu a
établir en général de lien direct entre notre fonction ‘i‘p et le terme le)go
intervenant dans 1'hypothése (iii) de [1, th. 3], il apparait que, dans le cas
de 1'exemple fourni par Alinhac pour illustrer son théoréme, la non-unicité pour
P+a est prouvée a partir d'un point (non réel) de ‘garg’O(S,xo) ol gcp*o ,

ce qui empéche notre hypothése (iii) d'étre vérifiée.

(e) 1I1 est difficile de comparer nos hypothéses avec celles in-
troduites dans Lerner [4] pour les opérateurs elliptiques car la propriété visée
n'est pas la méme (unicité de Cauchy chez Lerner et unicité compacte ici).
Toutefois, si 1'opérateur elliptique considéré est de type bi-
principal, on peut montrer que les trois premié€res conditions de 1'hypothese
H(1,2) de [4] entrainent la faible pseudo-convexité de toute famille A as-
sociée 3 une équation quelconque ¢ de S (la derniére condition composant
1'hypothése H(1,2) de [4] est destinée 3 convexifier le support de la solution
pour obtenir de 1'unicité de Cauchy ; elle entraine que dEI p=0 sur
i?arf)’o(s,xo) , ce qui est incompatible avec le type biprincipal, sauf si S est
fortement pseudo-convexe en xo) . Les autres hypothéses H(K,2) de [4] corres-

pondent 3 des situations ol notre hypoth&se (ii) n'est plus vérifiée.

(f) Lorsque o(x) =x, et que p(x,£&) =£r21+r(x,£') ol r est
une forme quadratique de type principal réel en &'= (El yooo ’En—1) , on peut
choisir q=0 dans la formule {p,p}=21i ﬂe(ﬁp) , et alors %ar;(/S) ne pos-

séde que des points réels et on a &F =- Hz

0 Lo et 9@=0 , si bien que la faible

pseudo-convexité s'énoncerait :

p = {p,o} = 0=>H12)cp40
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ce qui était la condition d'unicité compacte de Lerner & Robbiano [6] (en
réalité, comme dans ce cas P ne peut pas €tre de type biprincipal, la fonction

q puis la fonction (g,(p sont ici mal définies).

(g) On pourrait imaginer faire, comme HO6rmander [3, chap. 28.4],
une hypothése ne portant que sur S et non sur toute la famille /3 ; cepen-
dant, bien que 1l'analogue du lemme 28.4.2 de [3] soit encore vrai dans le pré-
sent contexte, nous n'avons pas su établir les inégalités de Carleman en sé-

parant la variable x n=cp(x) des autres variables.

(h) Bien entendu, le théoréme 1.2 ci-dessus permet aussi d'ob-
tenir un résultat de véritable unicité de Cauchy qui s'énonce de la fagon sui-
vante : ''supposons qu'il existe une fonction c” a valeurs réelles @ telle

que ‘pl(xo) =0, o (x) >0 sur S pour x voisin de X,

(x+x)) , do;(x)) +0,
et telle que la famille orientée d'hypersurfaces /51 définie par @ vérifie

les hypothéses du théoréme 1.2 ; alors méme conclusion qu'au théoréme 1.1".

Nous arrivons maintenant 3 notre deuxiéme résultat, semblable a celui
que nous avons obtenu dans [10] pour les opérateurs du deuxiéme ordre de type
principal réel, et qui donne 1l'unicité dans la situation instable ol X, est

situé sur le bord d'un domaine de forte pseudo-convexité pour S.

Théoréme 1.3 : Supposons que P est un opérateur principalement normal de

type biprincipal, et qu'il existe au voisinage de x  une fonetion ¢” & valeurs
réelles Y telle que :
, 2
(%) 9"—(020 sur garp(S,xo) 3
ey 2,0
(1%) {{p,o},0} » {p,¥} #0 sur @arp (S,z,) ;

(22Z) ' Pour tout point (xo, co) € ‘gar;’g(s,xo) , 1l existe deux constantes

e>0 et k€W telles qu'au voisinage de (xo, Z;O)
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(1) € Barl(5) et V(@) V(@) = Fyfa,t) e Lblw) ~(z)1* .
Alors, méme conclusion qu'au théoréme 1.1.

Remarques : (j) nous pouvons commenter les hypothéses de ce théoréme comme
dans [10, th. 2.1] : les hypothéses (i) et (iii)' signifient que la surface
S est fortement pseudo-convexe en chacun de ses points situé dans le domaine
défini par 1'inégalité Y (x) >w(xo) au bord duquel se trouve Xx o2 avec le
contrble de & o par une puissance de la distance au bord ; 1'hypothése (ii)'
signifie en plus de 1'hypothése (ii) de faible pseudo-convexité, que le champ
hamiltonien de p est transverse au bord du domaine précédent en tout point

2,0
de ‘@arp (S,xo) .

(k) Les hypothéses du théoréme 1.3 n'empéchent pas que 1'on puisse
trouver, dans certains cas, des points de S arbitrairement proches de x o €t
qui ne possédent pas la propriété d'unicité ; cette instabilité du résultat
fourni par le théoréme 1.3 sera mise en évidence sur des exemples a la fin du

paragraphe suivant.

1.5. Exemples. Dans chacun des exemples donnés ci-dessous, on remarquera
que la surface S définie par la fonction (x) =Xy n'est pas fortement

4

pseudo-convexe en X, = (0,0,0,0) ER" ; on ne peut donc obtenir 1l'unicité comme

conséquence du théoréme 1.1. Nous posons pour k>1
. k 2,.2,,2
Po(,E) =ES -ES+E2+26 8.+ 20 8,6, , Dp(GE) =D (6,E) +X5 X, (B +E5 +E3)

et laissons au lecteur le soin de vérifier que ces symboles définissent des
opérateurs principalement normaux de type biprincipal, et que SF:D)O et

{{p,0},0} #0 sur (garg(s,xo).

Pour le symbole p_, on peut calculer que

C,j»'(p = giw =0 sur ‘Garlzj(/‘S)
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od A est définie par la fonction «(x) =X,. Ainsi, la famille A est fai-
blement pseudo-convexe prés de X, (i1 en est d'ailleurs de méme pour le
symbole Py si k€2N), et on peut donc appliquer le théoréme 1.2. Si 1'on
s'intéresse a la véritable unicité de Cauchy, on peut encore noter que le ré-
sultat précédent permet de déduire 1'unicité pour tout opérateur de symbole
principal p_ & travers 1'hypersurface d'équation ¢(x) =Xy -exp(-1/ lez)
(qui n'est toujours pas fortement pseudo-convexe en X, et a laquelle on ne

peut pas non plus appliquer le théoréme 1.3).

Pour le symbole Py » On obtient
k.2, .2 .2 2
g—w(xﬂ;) =2 X3 (€1 + gz + 53) sur ‘garp(S)

ou S est définie par la fonction (x) =X, , et comme g% + g% +g§ >0 sur
(Goarg(S) , cela prouve que 1l'hypothé€se (iii)' est vérifiée avec y(x) =Xz ;
enfin {pk,lll} =-2 £zt 2 £ * 0 sur farlz) (S) ce qui prouve que 1'hypothése

(ii)"' est également vérifiée. Le théoréme 1.3 peut donc s'appliquer 3 cet

exemple.

Signalons enfin qu'en tout point xc') de la surface S d'équation
o(x) =Xy vérifiant Xz <0, les méthodes développées dans [8] permettent de
montrer qu'il n'y a unicité stable pour aucun opérateur de symbole principal
o8 (et plus généralement de symbole principal Py » k¢2N) ; en effet, ces
symboles admettent des phases V¥(x) =X, +¥ o(XS’X4) avec dV o (x(')) =dx3 , Ce

qui permet ensuite de construire une fonction ¢ telle que

P (x,d¥(x)) -2 (x)=0 et

xéE{xE]RA'/@(x) >0} c{xE]R4/cp(x) >0} ,

puis de démontrer un théoréme de non-unicité ; cela illustre bien 1'instabi-

1ité du résultat &établi au th€oréme 1.3. On remarquera aussi que cette méthode
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permet €galement de construire une solution a support égal a {x€ ]R4 / Xy >0}
pour tout opérateur de symbole principal p_ convenablement perturbé d 1'ordre
z€ro, ce qui montre qu'on ne peut espérer mieux que 1l'unicité compacte dans la
conclusion du théoréme 1.2 (dans le cas de p_, on prend Y (x) =X, +X; et

o (x) =x4) .

2. REGULARITE DES VARIETES ET DES FONCTIONS INTRODUITES.

Nous supposerons tout au long de ce paragraphe que P est un opérateur prin-

cipalement normal de type biprincipal et que {{p,o},0}+0 sur gar;’o(s,xo)_
(cf. §§. 1.3 & 1.4) ; de plus, comme certains de nos calculs dépendront du
choix des coordonnées, nous supposerons que celles-ci sont fixées, et de telle

facon que @(x) =X,

Dans la démonstration du théoréme 1.3, il nous faudra considérer des en-
sembles @arg(zt) pour des hypersurfaces Lt proches de S ; 3 cet effet,

nous posons

(gar; = {(X,E,T,N) eR™x R%x Rx ]Rn/p(x,g-itN) =0} et
2 = 1 -1 o N =
‘garp {(X,E,T,N) € ?arp /pg(x,g iTN) «N 0} .

Si le choix d'une équation ¢, de la famille A (resp. d'une hypersurface
L, proche de S) est fix&, on identifiera garg(/f)) i {(x,&,1,N) €
‘6arrz)/N=dtp1 x)} (resp. ‘garé(zt) a {(x,&,t,N) € (Gar;/gp1 x)=t et

N =do, (x)}) et on étend la fonction ‘E}'w 3 1'ensemble des points non réels

1
de far; en posant, avec c=g-itN (t#0),

F(p1 (x,&,T,N) = rJm(Re,; (x,z) - pX(X’C)/T) "9'1'(3‘) (pg x,z) , pg (x,2)) -

Remarque : S'il est vrai que la fonction (x,£,T) "ng (X,E,T,dw1 (x)) , comme
1

fonction définie sur T*R™ x R, est indépendante des coordonnées choisies
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n L3 A - A -
sur R, il n'en va pas de méme pour la fonction F(p , méme si N est con-
1
sidéré comme un vecteur cotangent, et c'est pourquoi nous avons supposé dés

le début du paragraphe que les coordonnées &taient fixé&es.

Notre premier lemme exprime la régularité des objets que nous venons d'in-

troduire.

Lemme 2.1 : Sous les hypothéses précisées au début du paragraphe, gar;

Cay . 5 , 3n+1
est une sous-variété de codimension 2 de IR

dont (gars est d son tour
une sous-variété de codimension 2 sur laquelle x et N peuvent Etre choisies
comme coordonnées indépendantes, du moins prés de %arg’o(s,xo) identifié a
{(x,&,T,N) € ‘gmﬂg /x =z, N=dy et "J:(p(x,g—i TlN) =0}. De plus, la fonction
F‘p reste bornée au voisinage de tout point de ‘gar; » et s'étend sur ‘Garg
en une fonction continue, et sur ‘G’a.r; en une fonction C prés de

2,0
cgarp (S, xo) .

Démonstration : Pour obtenir la premiére affirmation, il suffit de vérifier

que les gradients en (g,71) des parties réelles et imaginaires des fonctions
P&x,E-i1TN) et 193 (x,€ -11TN) N sont linéairement indépendants sur

‘garé’o(s,xo). Or sur %arlz)’o(s,xo) ,

s [Pt =it | = i [ pog it | = palne -1 =0, et
3P0t -1 70 oN] =1 & [p g -1 - N] = (000 g - 1) 40
ce qui donne le résultat puisque P est de type biprincipal.

Pour la régularité de Fw, il est clair qu'elle est assurée par sa défi-
nition tant que Tt #0. Pour écrire une formule de Taylor prés d'un point réel,

calculons la dérivée de ‘Tfm(p‘E (x,z) -px()r,;)) par rapport a Tt :
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-3%1m(p€(x,C) * Py (x,2)) =‘Jm(-i[pg(x,€) *Nlg =Py (x,8) -ip(x,2) * [P (x,2) * NI ) =

=- Qe GN(X’ C)

ou 1'on a posé GN(X’Z;) =pg(x,€) * [pg(xs‘:) .N]X -pX(X,C) * [pg(x,i;) 'ng > on
notera que cette fonction GN vérifie 1'identité suivante

GapX,E =1 1de(X)) ={p , » {p, » P (x,E) -
Prés d'un point réel de %ar; , une formule de Taylor nous donne donc, avec
£=£-iTN et y=£-i67TN,
—_— — 1
IR (5.0) * By 0,00) = (.0} (5)/28 -1 [ Re Gyx,2) d

comme ¢"(x) =0 puisque ©(x) =X, on obtient en utilisant la normalité de P

]Fw(x,g,r,N) +J; Re Gy (x,5q)d0| < S i@‘ :

Une nouvelle formule de Taylor permet d'écrire que p(x,&) =p(x,z) +

1
+iT JO P (x,ce) *Nd6 ; on obtient donc sur ‘Car;

; ”1 ( ) d
< P (x,Z,) *Nd6
2 0 & 0

1
o6t + [ Re Gz )es

ce qui prouve que Fco reste bornée et qu'elle se prolonge continiiment en un

point réel de farg a condition d'y poser F(p(x,E,O,N) =- Re GN(x,g).

Enfin, prés d'un point réel de ffarlz)’o(s,xo) , ONn a une expression
{-ﬁ,p} =2i gle(ap) sur T*R" griace 3 1'hypothése de type principal ; en re-
prenant le calcul précédent, nous obtenons donc la formule
1 -
F 06,6, TN =- jo [n@0,0) b (5,20) < + Re Gyix,zp) |0

valable sur ‘gar; , ce qui achéve la démonstration du lemme 2.1.
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Un deuxiéme lemme, qui s'appuie sur le précédent, nous permettra de démon-

trer le théoréme 1.2.

Lemme 2.2. : Sous les hypothéses précisées au début du paragraphe, on a

au voisinage de x ¢

(iv) Sur ﬁgar;(/S) identifié a {(x,g,r,zv)et;’ar; /N=do} , la fonction

F(p reste localement bornée, et st Ly est une équation de 4 et T1€ﬂ?,

dg Re plel Adg ffmpT

#0 en tout point (x,5) tel que (x,§-7T1,dp,(x))€E
1(01 1771

2,0, .
6arp (b,xo) K

(v)  Sur (gar;(i) identifié a {(x,E,T,N) € ‘5a.r§/lv =dp} , on a, prés de

2,0 , .
(garp (5, ) : din,T fR,e{p_,qJ}/\dgnJT Imip,0} + 0 tandis que /g, et

9/0T sont des champs tangents d far;(/j) ;s de plus on a {F(p(ac,g -tt1adp(x)) =
R 2,0 iy _
Fw(x,E,T,c&p) 5, et, prés de (b”arp (S,xo) s ?w(x,g ZT1do(x)) = (aFw/agn +

Z aFw/BT) (x,€,T,dp).

Démonstration : La propriété (iv) et la premiére partie de la propriété (v)

découlent trivialement du lemme 2.1. En un point non réel de garg(/S), il
est clair que {F(p(x,& -itdp(x)) =F(p(x,€,’r ,&p) ; en un point réel de ifarrz)(,ﬂ),
cela découle des calculs effectués dans la démonstration du lemme 2.1 puisque,
par normalité, dg{S,P} =i .(R,e(xdE p) en tout point réel de ‘earg(g) (pour
une constante A €C dépendant du point considéré) ce qui entralne successi-
vement que {{p,p},o} =i Re({p,0}) puis que Im{p,{p,p}} =0 en tout point
réel de gar;(/S) ; on obtient ainsi en particulier que ¢ © est continue sur

'Zaré(/S) , et yest C prés de %’arlz)’o(s,xo).

Comme cp(x)=xn, onapour 1#0, z=£-iTN,



oF

et

d'ot

oF oF (F _+G w) x,& -itdo(x))
P, - P — ¢ d
(—ag—n"' 1 —F) (X,E,T,d(p) - K
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g‘f (,€,T,N) = 'Jm<[{p,w} (6, 2) 1 * P (x,8) *+pg (x,2) * [{p,0} (x,c)]x>/T =

= ﬁm(pg(x,c) * [{p,v} (x,c‘,)]X - P (x,2) [{p,o} (x,c)]g)/'r ,

aF@ 2
32 (6,00 == Fnp, (6,0 * b G0/ - Re Gyl /1t

= G oE-iTde() .
1T

Soit maintenant un point réel (x1,£1) € ﬁarg()S)' proche de garlzj’o(s,xo) ;

on peut alors tracer un chemin tangent au champ 3/ agn en (x1,£1) , contenu

dans les points réels de 5ar;(}3) , et donc le long duquel F

o= 3malp,e})-

Relp,{p,0}} (d'aprés les calculs de la démonstration du lemme 2.1) ; il en

résulte que

Bin

(X1 sE‘] ,0,do) =

=4mﬁavggﬁmwﬂﬂupqﬂ-ﬁq}gxm@qmuggg]=

- ~4m

01,80 1p,00,03 Gy 8D | + Ref 10,5, 1,013 (67D + 11D, 01,00, B 05y 67D | -

- 4n

A0y 60 (12,01, 01y ,67) | - Re[ 5, 00p,00,013 0y 8D | -

De méme, on peut tracer un chemin contenu dans gar;(/g) , passant par (x1 ,€1)

et sur lequel |x-xy|+|E-&] =0(t%) ; de la formile de Taylor

2
P(x,2) =P(x,E) -1 T{p,0} (%,8) -5 {{p,0},0} (x,€) +0(r")
2

on déduit que p(x,&) =T7 {{p,¥},0} (x,£) +0(13) le long de ce chemin ; on cal-

cule alors que
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oF 3
3_.:0 (X1a€1’0’d(p) ='[1-:]>-II(1) T 1[ r\fm(pg(X’Z;) 'PX(X,C)/T) + Re{p,{p,w}}(x1,€1)] =

-1imr'2[1{"} L e T 3],
- 0 'ﬁ P,p (Xﬁg) '7 m{P,{{P,(D},w}}(X,E) +°2—i {{P,w},{P,ﬂp}}(X,E) +O(T ) =
>

- RelT0x;5) 10,0} ,0 0,60 | - 3 Il 5, (1,00 01 0y 20 | #5168, s
(X1 ’g‘]) ] =
- Qe[q0x;8 ) b0 01 (xp ) | - I B, Ltpy0 whh oy 8 |

ce qui acheve la démonstration du lemme 2.2.

Remarque : Comme F © est C  sur ‘gar; prés de gar;’o(s,xo) d'aprés le
lemme 2.1, il résulte de ce qui précéde que g,(p est également C” sur garg(fis)
prés de (ﬁarz’o(s,x o) ; ce résultat aurait d'ailleurs pu €tre obtenu direc-

P
tement par le calcul.

Pour énoncer le lemme suivant, qui nous permettra de démontrer le théoréme

1.3, nous aurons besoin de la fonction

Hw,xo(x,E,T,N) =max {[x-x,|, [N-de|, [F (x,&,T,N) [}

qui est continue sur garg d'aprés le lemme 2.1.

Lemme 2.3. : Sous les hypothéses précisées au début du paragraphe et pour

toute constante c;>0, 1l existe deux constantes cy>0 et C>0 telles que
2,c
pour tout point (x2,&,T,N) € | ?arp 2(S,x0)| ={(x,E,T,N) € far;/l-!(p * (z, & T,0) <cy
¢4
o

et |E-<1WN| =1}, <l existe un point (y,C) € ?ar’;(s) avec les propriétés

sutvantes

1
Y s Iy—x0|$cl > ‘2‘$|C|$2 et

n-1""p-1

ICF(p(y,C) = F (€, T, ) | <C (|oz)]| + |V -do|) .
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Démonstration : D'aprés le lemme 2.1, ifaré est, prés de %arlz)’o(s,xo) ,
une vari€té sur laquelle x et N peuvent &tre prises comme coordonnées in-
dépendantes ; ‘Gar; (S) en est donc une sous-variété d'équation @(x) =N-de=0
sur laquelle X, 1 bpeut étre prise comme coordonnée.

2,0

p
pouvons alors écrire pour un point (x,£,T,N) € ‘é’arlz) une formule de Taylor en

Au voisinage de tout point (XO,CO) €| Gar (S,xo) | = farlz)’o(s,xo) , nous

x, et N (mais 3 X 1 fixé), a partir d'un point (y,Z) € ‘garlz)(S) vérifiant

Yn-1=%p-1 qui donne
Fp(,E,T,N) = F(y,2) +0([o() | + [N -do|)

puisque la fonction Fq) est C prés de gar;’o (S,xo). Si le voisinage a été

choisi assez petit, on a aussi Iy-xol <c1 et st lz] < 2.

iz . 2,0
Par compacité, nous pouvons recouvrir | ‘garp’

nages, et il en résulte que la propriété recherchée se trouve établie pour tout

(S,xo)l par de tels voisi-

(x,&,T,N) appartenant 3 un voisinage § de l@arlz)’o(s,xo)l . Enfin, comme 1la
. . 2 2,0
fonction HlO,xo est continue sur ‘tfalrp et que 6arp’ (S,xo) ={(x,&,T,N) €

igarlzJ /Hw,x (x,£,T,N) =0}, il existe une constante c, >0 telle que
o)

2,C
| Gar b 2(S,x o) | =@ ce qui achéve la démonstration de notre lemme.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2.

3.1. Espaces de symboles et normes utilisés. Choisissons des coordonnées

locales telles que Xx O=0 et @x)=x_ de facon a pouvoir utiliser les résul-

n
-AXx
n

tats du paragraphe précédent, et posons ®;(x)=1-e ol la constante

A>0 sera fixée ultérieurement, puis

-1, @, (%) T, 0, (X)
PT =e [ P(x,D) eT 1 ;
1
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cet opérateur a pour symbole usuel un polynOme en (E,T]) de degré m dont
la partie homogéne de degré m n'est autre que Pr. o (x,8) =p(x,& -1 L qu1 x)),
1™

et qui appartient clairement 3 la classe de symboles
M=s((lel ™2, jax e (gl eh T el

de Hormander [3, déf. 18.4.2] ol T joue le rGle d'un paramétre, les semi-normes
des symboles &tant indépendantes de ce parame€tre. En réalité, nos symboles de-
vraient étre définis partout et non pas seulement pour X voisin de X, mais
tant qu'ils restent polynSmiaux en (5,11) , 1ls correspondent a des opérateurs
différentiels donc locaux, et ce probléme devient sans importance ; il n'en sera
plus de méme au paragraphe 3.3 lorsque nous utiliserons 1'inégalité de Fefferman-
Phong pour laquelle ces symboles devront €tre définis sur R™ x R® ~0. A ces
classes de symboles Zk sont attachées les normes suivantes, qui sont des fonc-

tions de ™
lull2=] clel?+h* i@ |2 e ;

on notera que || ||, n'est autre que la norme usuelle dans 1'espace Lz(]Rn)

dont le produit scalaire sera noté ( , ).

Les propriétés essentielles de ce calcul pseudo-différentiel sont résumées
dans 1'énoncé suivant (pour les démonstrations, nous renvoyons d Hérmander
[3, th. 18.5.4, 18.6.3 & 18.6.8] ou Lerner & Robbiano [6, th.3.1, 3.4 & 3.5]
qui utilisent également un calcul a paramétre de ce type), ol 1l'on adopte la

=§ azs / 9x. 3

notation : s ..
j J 7]

X*E

Théoréme 3.1 : Soit S un opérateur de symbole s GZk 3 alors

(a) Continuité : il existe une constante C >0 telle que pour toute

u ec:(m") s
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Isull, <c llullygs

(b) Adjoint L2 et composition : S* est un opérateur de symbole

E—i?x. gt avec E-i—x. £ € et pesk? ;s de méme si T est un opé-
rateur de symbole t EZ'Q s ST est un opérateur de symbole st -1 SE . tx+r
wee st-is -t € 2K op pegiHR

(c) Inégalité de Fefferman-FPhong : ST de plus il existe une constante
(k=2)/2

€,>0 telle que pour T,21, g?,e(s+(i/2)sx. )+Cl(|£|2+"r§) >0,

g

alors il existe une autre constante Cy >0 telle que pour toute u EC:(JRn)

et tout T4 >1,

g\,)e(Su,u)+C’ 0 .

w2 >
2 W% (k-2)/2 *

Nous posons ensuite Q= {(xeR"/ |x| <8} ; en utilisant les propriétés

énoncées au théoréme 3.1, nous avons immédiatement le lemme suivant.

Lemme 3.2 : § étant une constante strictement positive, on a || ul| RS
§ ||ull . pour toute uGCZ(JRn), tout T,%1/8 et tout entier k1. De
plus, st S est un opérateur de symbole s EZk s 1l existe une constante C >0

telle que VY S€10,1[, VuEC:(QG) > VT1>/1/<5,
. . 2
||S(1,xju)||0 sCGHqu et g‘?.e(txju,Su)sCG ||u||k/2
pour J=1,...,n.

Démonstration : Pour T1 >1/68,

2 2.k-1 |‘5|2+T$ 2. 2.k-1 .2 2 2.k
(lg] *17) s ——— ([g]"+1)7 " < & (Jg]7+ 1)
T
1

d'ol notre premiére affirmation. On peut ensuite écrire S(i xj u) =i xj Su+

k-1

[S,i xj]u , et [S,1 xj] a pour symbole as/agj €X ; on obtient donc



©)- 22 -

||S(ixju)|lo < Gy 5Hul|k+cz ”U”k-1 ’

ce qui justifie la premiére inégalité proposée d'aprés ce qui préceéde ; la
seconde s'en déduit en écrivant (1 Xj u,Su) = (E* (i xj u),E_1 Su) ou E est

k/2 (dans le cas ou S est diffé-

un opérateur elliptique de symbole e€Ll
rentiel et k pair, qui est le seul cas ol nous utiliserons cette inégalité,
on 1'obtient de facon plus élémentaire en effectuant k/2 intégrations par

parties).

Le théoréme 1.2 se déduit classiquement (cf. Hormander [3, démonstration

du th. 28.3.4]) de 1'inégalité de Carleman suivante.

Proposition 3.3 : Sous les hypothéses du théoréme 1.2, il existe deux

_Am

constantes A>0 et 6>0 telles que, avec 9, =1-e et

-T
PT ze
1

) TP
1 lPel l, on aitt : Vu€C’0°°(QG), VT1>/1/(S_,

1ll g < 12wl -

La démonstration de cette proposition comporte essentiellement deux étapes
comme dans Lerner & Robbiano [6] : une estimation pour les opérateurs de type
principal, et une majoration de || P: ullg par |[[P_ul|l, utilisant 1'hy-

1 1

pothése de pseudo-convexité.

3.2. Estimation pour les opérateurs de type principal. Comme tous les

opérateurs que nous considérons ici sont différentiels (et donc locaux), les

démonstrations que nous proposons seront €lémentaires.

Lemme 3.4 : Supposons que P est un opérateur principalement normal de
type biprincipal,et que dgp ne s'annule en aucun point réel de gari ( S,xo).
Alors pour tout A>0, il existe une constante 60 >0 telle que V §€ 10, 60] s

[o o]
Vu€ Co (96) s Vrl>/1/6,



® - 23 -

$ x
£ = P P .
all g € 2 Uiz ally 125 ully)

Démonstration : Montrons d'abord que dgp $#0 sur ‘gar°(3 ).

En effet, supposons qu'il existe un point (xo,co) € faro(,g) ol dgp
s'annule ; en écrivant p(xo,co) (resp. {p,v} (xo,go)) comme le produit
scalaire de dgp avec co/m (resp. avec d(p(xo)) , nous en déduisons que
(xo,i;o) € %’ar;(s,xo) , €t qu'il ne peut s'agir d'un point réel a cause de la
deuxiéme hypothése ; on peut donc écrire < (p(xo,co) =ffm(p‘E (xo,co) -px(xo,co) /TO) =0
d'ou (xo,co) € ‘@arIZD’O(S,xo) ce qui contredit que dgp(xo,co) =0 a cause de
1'hypothése de type biprincipal ; notre premi€re affirmation se trouve donc jus-

tifiée.
Par des arguments d'homogénéité et de compacité, nous en déduisons que

o, e,

! la;008) |2 > ¢ (JE]% #

ol aj =93p, 0 / agj ; multiplions les deux c6tés par |u(E) |2 et intégrons
1™

en & ; nous obtenons
2 2
lall gy € € 1 llayCxguull g <
< ¢ I lla;xDull 5+ cy8lull]
ST 95 %X 0" ™2 m-1

car on peut écrire qj (x O,D) =qj (x,D) +lz< Xy qj k(x,D) ol les opérateurs

qJ. k(x,D) sont différentiels (donc locaux) et @ symboles dans Z‘m-1. Comme
H

nous le verrons plus loin, chaque qj vérifie 1'estimation
2 .
(1 lay&Dull g < C5 68 lull (IIPT1u|l 0t IIP§1UII o * Hull o) s

il en résulte que
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CS§
“ullm_1 < > (H PT.]u“ 0 + ” P:1UH 0 + Hu”m_1)

pour une nouvelle constante C>0, d'ou finalement le lemme si on a choisi

60 =1/C.
Démonstration de 1'inégalité (1) : Pour simplifier les notations, posons

v (x) =ixj u(x) et Q=qj(x,D) ; d'aprés le théoréme 3.1, on a Q=[PT ,ixj]+R
1

ol R est un opérateur dont le symbole appartient a Zm-Z , donc
lQullj = (e v,Qu) - (ixjPp u,Qu) + Ru,Qu) €

< e,y Q)+ 0 11P ull g llull ey + 5 lull g Hull g s

2

d'aprés le lemme 3.2, nous pouvons majorer le dernier terme par Cg 6 || ull -1’

et le premier terme se majore lui aussi grace au lemme 3.2 (utilisé deux fois)

par Cgéflull (llullm_1+llpt1ul|0) puisque

Re(,P* Qu) = Re(v,[P* ,Qlu) + Re(Q*v,P* u)
T B T

2 et que celui de Q* appar-

et que le symbole de [Pf: ,Ql appartient 3  2m-
1
tient a U -1. Cela achéve la démonstration de 1'inégalité (1) et celle du lem-

me 3.4.

- . X .
3.3. Majoration de || PT11£]_|_0 par || PT1u_]_]_0 . Nous commengons par uti-

liser 1'hypothése de faible pseudo-convexité pour €tablir une estimation sur

le symbole de [P* ,P_].

1T
Lerme 3.5 : Sous les hypothéses du théoréme 1.2, il existe trois constantes
A>0, C>0 et 61>0 telles que, avec tplzl-e_‘q(p, on ait : Vx€§226 s
1
VEER', V1,21,
—_— s 2 2,(m-1)/2
{pTl mz,pTl o, Hzx,8)/2 +C (|E] +17) |pTl o, (x, )| >0 .
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-AX
Démonstration : Puisque ®, x)=1-e n , on a, pour (x,z) € ﬁaro(g) ,

c=£-ir1dcp1(x)=£—irdcp(x) avec T=A(1-(D1(X)) Ty, €t

(P, g Pr, ) (08D =

2 Im(p, (5,0) + P (6,0)) +2A% (1 -0 00Dy {060k (x,0) | =

2[m(pg (x,2) * Py (x,2)) +A T | {P,0} x2) |21 .

Nous verrons plus loin que pour tout (xo,c ) € ifar (A), il existe deux cons-
-A (0]
tantes Ao >0 et C0 >0 telles que, avec @, =1-¢ © , on ait au voisinage

de (xo,z;o) et pour T30

(2) {p

A A I 1

|p
T1

du calcul précédent, il ressort que si 1l'estimation (2) est vérifiée en cer-
tains points avec deux constantes A o €t C o? elle le sera a fortiori en ces

points pour toutes constantes A>/A0 et C >/C0 ; ce méme calcul permet en

outre d'écrire pour tout (x,7) € ‘tfar;)(J)

(3) {p

. 2
'I.'1 (01 ,p,[.1 (.01} (X,E)/l =2t {F(D(X:E’T’dW) +A|{p,cp} (X,C)I 1.

Nous utilisons maintenant la compacité de K={(x,z) € ‘zfaro(/s )/x =X, »
120 et |z| =1} pour déduire de ce qui précéde 1'existence de deux cons-

tantes A>0 et (4 >0 telles qu'au voisinage de K et pour t1>0

Py o Pr o} (G8)/1+ Cp I

{pT1w % x,8)| >

en appliquant cette inégalité a3 ¢=(§-1 ™ de, x)/|g-1 T de, (x) | , on ob-
tient donc 1'estimation annoncée avec C= ZAm_1 C1 , ce qul achéve la démons-

tration du lemme 3.5.

Démonstration de 1'inégalité (2) : Elle sera obtenue par des arguments diffé-

rents suivant la position du point (X 0?5 o) .
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2,0
%
griace 3 la propriété (v) du lemme 2.2 une formule de Taylor pour la fonction

(@) Si_(x,,t,) est un point réel de Gar (S,X,)_» on peut &rire
- . . 2 . . .
ng a partir d'un point (xz,cz) € ‘éarp(%) » Ly=Ey-i ’['Zd(D(XZ) , qui conduit
a 1'estimation
BF(D ) BF(D
F(D(X,E,T,dtp) ZFw(xz,gstZ’d(D) 'C-I l('a?r;'*l'g?) (Xzsgzx'[z’d(p) I{P,tp}(x,C)l -
C, |{ 2
B P,®} (X,C)I ’

d'ou

2

2 (4 2
Fo(06,1,0) 3 o (5505) =< | §00500) 1% - (724C, )1 { by 0} 06,0)|

valable pour (x,z) € ‘Gar;(?s ) proche de (xo,r, o) . En utilisant la propriété
(iii) de 1'hypothése de faible pseudo-convexité, on en déduit que
Fw(x,i,r,dcp) +Ay [{p,0} (x,2) |2 >0 au voisinage de (x_,z,) sur ‘gar:)(é)
si on a choisi Ao = (C12/4c) +C2 ; dans la suite de 1l'examen de ce premier cas,

_Ao(p
on pose o, =1-e

Par ailleurs, on peut écrire {S,p} =2i Re(qp) sur T*R" prés de (x_.,z.);
0’>0

il en résulte (en écrivant une formule de Taylor pour ’Jm(p‘E x,z) - px(x,g))

puis pour p(x,£)) que pour (x,z) € @aro(/ﬁ) voisin de (xo,co) ,

{PT1 (‘)1 ’pT1 (01} (X,E_,)/l =
1

2 Rel@(x,8) PUoE) 1~ 2t Re Gy (rz)d0 + 245t | (B0} )| =

2 Relq(x,e) Pr o (68 21 1050)

1 1
ol I(X,C) =- JO g{e Gd(p(X’Ce)de - JO 'Jm[a(x,i) {p’w} (X,Ce)]de +A0|{p$(p} (X’?;) |2 >

il découle de 1'expression (3) que I=F(D+AO I{p,cp}lz sur ‘6&1*;)(8), et notre

choix de A0 ainsi que la propriété (iv) du lemme 2.2 nous permettent de tirer
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d'une formule de Taylor 1'estimation I(x,Z) z(ﬁ’.e(q1 (x,z‘,)pT1 0, (x,€)) ; on

obtient donc pour T 20

(B g Br ) G083 > 2 Re | @O0 +7q; (D) b, (60

d'olu 1'estimation (2) dans ce cas.

(b) Si_ (x,,5,)€ Kar ’ (S,xo) avec T >0, le méme choix de la constante

A, que dans le cas precedent suivi d'un raisonnement analogue (sans la diffi-

culté liée a 1'annulation de 1) permet d'écrire une estimation

.

T o, ,pT o, Y/i> @e(q1 P, ) qui conduit a 1'inégalité (2) de la méme
He

maniére.

. . . 2 2
(©) Si_ (x ,t,) est un point réel de ?arp(s,xo) ~ i?arp’ogSon)_, les

calculs effectués dans la démonstration du lemme 2.1 permettent d'écrire prés

de  (x,5%,)

<§ x| <

- 1
g (6,0) * B0 +7 | Re Gy x,p)de

Nln

1
| J {p,0} (x,?;e)de‘ ;
0

posons Ao =1 (i.e. ¢ =1 -e_m) ; nous déduisons du calcul précédent que

pour 120,

{p

T 0" Pry o }(x,8)/i+ C IpT 0, x,8)| > 2t I(x,2) ,

1 1
o0 JX,0) =-JO Re Gy (6, 0g)d0 -5 UO (p,0} (x,2,)8 | + | (p,0} (x,2) |2

dans le cas que nous étudions, J (xo,z; O) >0 d'aprés la propriété (i) de 1'hy-
pothése de faible pseudo-convexité, donc J reste positive au voisinage ce qui

justifie 1'estimation (2) dans ce cas.
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(@ Si_ (x,,t,) est un point réel de ‘éar;()S) ~ 5ar12)(z$) , les mémes

calculs que dans le cas précédent montrent que, au voisinage de (x 0?0 O) et

pour T3>0,

_ . 2
{pT1 o ,pT1 (p1} (x,8)/i + C lpT1 % x,8)| > 2t [{p,0}(x,0) |7 (K(x,2) +A) ,

1 1
0 K00 = [0 (50 |2 (- | Re Ggoluzde -5 || parnzpael ),

et comme la fonction K reste bornée au voisinage de (xo,z; o) , 11 suffit de
choisir la constante A0 suffisamment grande pour obtenir 1'estimation (2)

dans ce cas.

(e) Si (xo,_g;o) € ﬁarlz)(s,xo) ~ ‘GarIZ)’O(S,xo) avec T, >0, 1'expression
(3) et la propriété (i) de 1'hypothése de faible pseudo-convexité prouvent que

pour Ao=1 , la quantité {pT1 o, ,pT1 <D1} (x,€)/1i est strictement positive en

(xo,co) et le reste donc au voisinage, ce qui entraine 1'estimation (2) dans

ce cas avec Co=0'

£ Si (xo,_f;o) € far;(é) ~ 8ar12)(%) avec T, >0, c'est encore 1'expres-

sion (3) qui prouve qu'avec A =1+ IFm(xo,Eo,ro,dw)/ ({p,o} (xo,co))zl » la quan-
tité {p,r1 o, ,pT1 tp1} (x,€)/1i est strictement positive en (xo,co) , Ce qui

permet de conclure comme dans le cas précédent.

(g) Enfin, si (xo,__z;o) € €ar°(5) ~ ‘éar;(»?)) , prenons Ao=1 , €t comme la

fonction {pT1 o, ,pT1 (p1} (x,8)/1 IpT1 o (x,€)| reste bornée au voisinage de

(x o’co) , 1l'estimation (2) est encore vérifiée 3 condition de choisir la cons-
tante C suffisamment grande. L'examen de ce dernier cas achéve la démonstra-

tion de 1'inégalité (2) et celle du lemme 3.5.

Nous pouvons maintenant obtenir la majoration de || P: ull , par || P_ull,-
1
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Lemme 3.6 : Supposons que pour x€§226 > E€Jl?n et T4 >1 oma

(m -1)/2 Ip (2,8)| 3 0

{p sD }(x,8)/7 + C (|£| -
1¥1

T79;7 119

Alors 11l existe une constante ¢, >0 telle que ‘v’uEC’;o(Q6 ), Vi, 21,
1

* 2 2 2
HPTluH 0 <6, (“PTZZ‘H() * Hu”m..l)

~

a valeurs

Démonstration : Soient ¥ EC:(QZ 5 ) une fonction de troncature
1

dans [0,1] et égale a 1 sur 96 s P1 =X (x) PT dont le symbole peut s'écrire

1 1

-1 —z7Dp¥*Dp _
XpT1w]+r1, rex ', et S=3P[P, -P
des formules du théoréme 3.1 (b), vaut

1 PT dont le symbole, calculé 3 1'aide

2 2
. |

M 1@

v D
21x (pT co)a (p, w1) -ix {pT] w1,pT1 m1} +

+r2(X PT1 @1) +I‘3 (XPT1 (01) + I'4 ’

2m-2

ol r, €Z‘m-1 > T3 EZHH et r,€Z . Ce symbole vérifie donc

B S S RIS NP ES TCT RPN R
LA B 1194

i _
+2—Sx.£—2|XpT1(p T 0

et en utilisant 1'estimation fournie par 1'hypothése, on obtient

12-ac, ([g]2ech) @1/2 -Gy (g2 e D™,

gﬂe(snizsx.g)aZIXp |X p

| -
T1% 1%

d'ou
i 2 2, 2.m-1 2, 2,(m-1)/2\2
@.e(s+7sx.£>+(2C1+C2)(|€| +17) >2<IXPI1¢1| -C (el + 1) )

Nous pouvons donc appliquer 1'inégalité de Fefferman-Phong rappelée au théo-

réme 3.1 (c) pour obtenir Re(Su,u) +C, IIuHm 120, soit

2 2 2
301Ppullg - IPTullg+ Cy llullyq >0,
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ce qui achéve la démonstration de ce lemme puisque P étant différentiel
1

et donc local, ona P,u=P_u et Pfu=P* u pour toute uECw(Q ).
1 ™ 1 . o 61

3.4. Démonstration de la proposition 3.3. Commengons par choisir A et

61 tels qu'ils nous sont fournis par le lemme 3.5 ; nous pouvons donc utiliser
les résultats des lemmes 3.4 et 3.6 pour les fonctions test u ECOS(Q 6) pourvu
que dsmin{do , 6]} ol la constante §, est celle du lemme 3.4. Ainsi, ce der-

nier lemme nous donne : \;'uGCZ)o (96) » YT, >1/6 ,

2
2 236 2 2
lult 2y < Z5-(leg all §+ 112 ull 3) 5
S 1 1
0
en majorant || P:1u]| (2) a 1'aide du lemme 3.6, nous obtenons avec une nouvelle
constante C, >0
2 52

C] \

Hu”li_1 < —5— <H PT1UH(2) + Hulllﬁq )

d'ol la proposition 3.3 si on a choisi § =min{60 » 895 1/C1} .

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.3.

4.1. Utilisation du principe de la déformation de surface. Comme dans

Saint Raymond [10, th. 2.1], nous prouvons le théoréme 1.3 grice au principe
de la déformation de surface décrit dans le lemme suivant dont la démonstration,
laissée au lecteur, n'est qu'une reproduction de celle du lemme 3.1 de [10] a
condition d'utiliser le théoréme de Hormander [3, th. 28.3.4] cité ci-dessus

comme théoréme 1.1.

Lemme 4.1 : Supposons que P est un opérateur principalement normal, qu'il
extste un ouvert N de JRn, x, €Q, et une fonction ®; €C”(Q) a valeurs

réelles telle que d(pl #0 dans Q, et que
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(wi) K={x€Q/@(x) 20 et ©;(x) <@, (x )} est compact ;

(vit) F, >0 cur {(x,E,T,IV)€i’far§/x€K et N=de,(x)}.
1

Alors pour toute fonction u EHrgoc( Q)  a valeurs complexes solution dans S

de l'équation P(x,D) u(x)=0, la condition "u(x) =0 si @(x) <0 (dans Q)"

entraine que u s'annule dans tout un voisinage de z -

Le schéma de la démonstration du théoréme 1.3 est alors le suivant : nous
construisons des ouverts e ©t des fonctions ®e ECOO(QE) a valeurs réelles
tels que les {i_ constituent une base de voisinage de x o quand € tend vers

0 et que pour € assez petit :

vi)' K ={x€Q_/0x)>0 et o _(x) <0 (x))} est compact ;

vy o 2 -
(vii) F(p€>0 sur {(X,E,T,N)Gfarp/XEKe et N—d(pe(x)}.

I1 suffit alors pour obtenir le théoréme d'appliquer le lemme 4.1 dans 1'ou-

vert 2 ol u vérifie 1'équation et la condition de support.

4.2. Construction des Q. et o . On peut supposer que garIZ)’O(S,XO)

n'est pas vide car sinon 1'hypothése (i) implique que S est fortement pseudo-
convexe en X, et le résultat découle alors du théoréme de Hormander (th. 1.1
ci-dessus) ; il résulte donc de 1'hypothése (ii)' que (do Ady) (xo) ¥0, et

on pose X = o), X

-1 =y (x) -q)(xo) , puis on compléte le systéme de coor-

données avec Xx'= (x1 yeeesX n—Z) , Ce qui nous permettra d'utiliser le résultat

du lemme 2.3.

Par un argument de compacité, nous pouvons tirer des hypothéses (i) et (iii)'

1'information suivante :

1 k
(ii1)" Vv (x,z) € t?arg(s,') > Xp1 20, |x—x0| ¢y et 5< lz] <2 =>€F'(D(X,C) 2C0 X1
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pour des constantes uniformes strictement positives C,» €1 et k. La cons-
tante c, €étant ainsi fix€e, le lemme 2.3 nous fournit une autre constante
Cy >0 que nous utiliserons dans notre démonstration ; quitte a diminuer cette
constante c,, 1'hypothése (ii)' et encore un argument de compacité nous per-
mettent d'écrire

. . 2,¢,

(ii)" §< [{p,yr(x,£-1tN)[¢ C;  sur | Z’arp (S,x) |

pour deux nouvelles constantes uniformes §>0 et C o >0.

Indiquons maintenant nos choix de o et de Q€ ! nous posons

k+2

0 () =x - " flx_4/e) * Sy |x' |2 ,

k+2

ol £(t) =t + (t2/2) -(co/cg) 542/ (1 1) (k#2) .

Nous avons montré dans [10] qu'il existe alors deux réels o et Y, a<0<y,

1/3

tels qu'avec Q€={x€]Rn/|x'| <e’”, a<x _4/e) <y et |x |<e} 1la pro-

k+2)

priété (vi)' était vérifiée (et notons au passage que X1 >0 et Xn=0(€
dans Ke) . I1 ne nous reste donc plus qu'a vérifier la propriété (vii)', et
d'aprés les homogénéités de L’arlzj et de Fm , 11 suffit de le faire pour
€
les (x,£,1,N) vérifiant |g-iTN|=1.
Soit donc  (x,E,T,N) € 8ar12) tel que xeK_, N=dp (x) et |g-itN|=1;

par définition de ¢_ ona
N=do() +0(e !y, et

k .
Fp %:8,T,N) =F (x,£,7,N) +&~ [ {p,p} (x,€ =i 1N) 12 £'(x,_1/¢€) +0(eh
€
on commence alors par imposer e < €, €n sorte que |x -xo| <Cy, IN - dy| <c,

et Fw(x,g,T,N) >-¢, (ce qui est possible puisque ng est continue sur

?arrz) (cf. lemme 2.1) et que d'aprés 1'hypothése (i) , F(p;O sur
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{(x,g,1,N) € ﬁarg/x =x, et N=d¢}) pour les points qui nous intéressent,

puis on distingue les deux cas suivants :

(a) Si F(D(X,E,T,N) >C, alors F(p x,&,T,N) 2Cy +O(sk) d'ol le résultat
€
si 1'on impose €< €, assez petit.

2,c
(b) Si F(p(x,g,T,N) <c,, alors (x,&,T,N) €| garp 2(S,xo)l ; la propriété

(ii)" permet d'écrire

2 Xk k k
F, (6,E,T,N) 6% €+ F (x,€,7,M) - x*_, +0 (€ Ty

€

et le lemme 2.3 fournit un point (y,z) auquel on peut appliquer la propriété
(1ii)" puisque X1 >0 dans Ke . On obtient ainsi F(pe(x,g,'r,N) >/62 ek -
Clle) | + Idkpe(x) -dox) ) +O(€k+1) , €t comne @(x) =O(ek+2) dans K€ , cela
devient Fwe(x,E,T,N) 262 ek
assez petit.

+0 (€k+1) d'ot le résultat si 1'on impose €<€2
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