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ABSTRACT

Necessary conditions and &ui^CA.znt conditions {¡on. the uniqueness in  the.

Cauchy problem axe, given hexe -in the. case. o{ a n a ly tic  on C°° p a r tia l  dihhe-
yirew tia l equations. Ton an equation (E) near xQ £ 2R and a time hunction, we 

attem pt to  characterize  the. hollowing propexty : hofl any pair Uj , oh so 

lu tions oh (E), Uj = û  in  the, past im plies  u.j = û  in  the. lutujie. [lo ca lly  :

o.j and U2 axe gexm a t  xQ) .

We bring up a d e ta iled  study oh order Linear equations where stru c-

tuxe conditions, suggested by the, deh in ition  oh Hormandex' s p rin c ip a lly  normal 

operators, axe. discussed, and re su lts  extending Hormandex's notion oh pseudo - 

convexity h0>t dihh^-znt c lasses oh U m a x  equations •• c h a ra c ter is tic  an a ly tic  

equations (in  th a t hramework, nonlinear hiM>t-ordex equations axe. also tx ea te d ), 

h ixst ordex (C°°) equations, second ordex equations oh steal prin cipa l typ e , prin 

c ip a lly  normal equations oh b ip rin c ip a l t y p e .

In the pxoohs, oux to o ls  axe. tx a d itio n a l Caxteman in e q u a litie s  and geome

t r i c a l  op tics mixed uxith a n a ly tic  Cauchy problem techniques and ideas h*-om othex 

domains oh an alysis.

Key-Words : P axtia l dihh&t-e-ntial equations, Cauchy problem, Uniqueness, 
P rincipa lly  normal operators, Pseudo-Convexity.
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PRESENTATION GENERALE.

Un problème hérité des physiciens ....

Considérons une grandeur physique complexe u dépendant de n paramètres 

réels y-| » • • * >yn_i >t , où la lettre t désigne le temps. On suppose que cette 

grandeur u vérifie une équation aux dérivées partielles d’ordre m et que ses 

m premières traces sur l'hyper sur face du présent, d'équation t = 0 , sont 

fixées (par "les m premières traces de u sur t = 0", nous entendons la res

triction de la fonction u à t = 0 ainsi que celles de ses dérivées par rapport 

à t jusqu'à l'ordre m exclus). C'est la forme habituelle des problèmes que 

l'on rencontre en physique, et qui est connue sous le nom de problème de Cauchy 

car c'est à ce mathématicien que nous devons le premier résultat général d'exis

tence de solution pour ce problème.

Il arrive fréquemment que l'on sache construire par différentes méthodes, 

méthodes asymptotiques voire numériques, des solutions pour un problème de 

Cauchy donné. La question qui intéresse le physicien est alors de savoir si la 

solution construite est bien "la bonne" solution, c’est-à-dire celle qui cor

respond au phénomène physique étudié. Ce sera assurément le cas si nous savons 

prouver que le problème de Cauchy admet au plus une solution.

Dans cette thèse, nous donnons des conditions nécessaires et des conditions 

suffisantes (les plus proches possibles les unes des autres de manière à dis

poser d’un critère) pour avoir une telle propriété "d’unicité de Cauchy" c'est- 

à-dire pour que le problème de Cauchy admette au plus une solution. Pour énoncer 

des résultats invariants par changement de variables, les n paramètres réels 

dont dépend la fonction complexe u seront désormais rebaptisés x.|,... ,xn , et 

le temps cp(x) , où x = (x^,... ,xn) et la fonction réelle <p vérifie dcp * 0.

Nous étudions une équation qui, en toute généralité, est de la forme
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F (x , (9a u(x) )a g A) = 0

a a1
où A est une partie finie de 3N11, a = (a.j,...,an) , a u = (3/3x̂ ) 

a
(3/3 xn) u , et F est une fonction sur laquelle nous ferons plus loin des 

hypothèses ; posant |a| =a^ + ... + a , l’ordre de l’équation est par défi

nition l'entier m= max |a| . La propriété que nous cherchons à caractériser
a 6A

est la suivante : pour toute paire ^  de solutions de l'équation,

u-j =U 2  dans le passé => û  =U 2  dans le futur

(i.e. u.j(x)=u2 (x) pour (i,e. u-|(x)=u2 (x) pour

tout x tel que <p(x) <0) tout x tel que cp(x) >0) ;

cette propriété, équivalente dans la plupart des cas (notamment pour les pro

blèmes non-caractéristiques) à la propriété "d'unicité de Cauchy " telle que 

nous l'avons présentée plus haut, sera étudiée de façon purement locale, c’est- 

à-dire dans les germes de fonctions en un point xQ € ]Rn vérifiant ip(xQ) = 0 * 

d<p(xQ).

En réalité, pour que l'équation ait un sens pour une fonction complexe u, 

il faut que la fonction F(x,(ç ) .) soit holomorphe en (ç ) Si l'on
Ot Ot Ot Qt t A

met à part les quelques pages composant [St R 4], qui traite l'équation analy

tique (non-linéaire) du premier ordre, nous avons étudié ici l'unicité lorsque 

F est linéaire, c'est-à-dire lorsque

F(x,(3a u(x))a£A)= E U  a (x)Dau(x) -f(x)=P(x,D) u(x) - f (x)
la km

où les fonctions a sont de classe C°° à valeurs complexes et Da = (-i) Ia I 3a .Ut

Par linéarité, la propriété à caractériser devient alors : pour toute fonction 

u (= u-j - u2) solution de l'équation P(x,D) u(x) = 0 ,
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u = 0 dans le passé => u = 0 dans le futur

(dans les germes en xQ) . Les critères d'unicité et de non-unicité que nous 

discuterons sont de nature algébrique, portent sur les propriétés mutuelles, 

près de xQ , de la fonction temps cp et du symbole principal de l'équation, 

qui est la fonction p, polynomiale en Ç , définie sur T*]Rn par la for

mule

P(x,Ç) = ) a (x) Ça , 
lal=m a

ne dépendent pas des coordonnées (x.j,...,xn) choisies et s'expriment à l'aide 

d'invariants symplectiques tels que le crochet de Poisson {q,r} de deux fonc

tions q et r définies sur T*]Rn ̂ 0 , qui est donné par la formule

{q>r} = Oq/ac) * (3r/3x) - (3q/3x) • (3r/3Ç) ;

enfin, ces critères ne dépendent pas non plus de la fonction cp elle-mâne, mais 

seulement de l'hyper surf ace orientée d'équation <p(x) = 0 , de sorte que les ré

sultats obtenus s'énoncent de façon purement géométrique.

... pour lequel tous les résultats, ou presque, sont récents —

Il n'y a à notre connaissance aucun résultat d'unicité antérieur à celui de 

Cauchy lui-même ([Cau] (1842), cf. aussi [Kow] (1875)), et encore doit-on pré

ciser que le théorème de Cauchy est avant tout un théorème d'existence, l'uni

cité parmi les solutions analytiques étant triviale.

Le premier véritable résultat d'unicité a été obtenu en 1901 par Holmgren 

[Hol] pour les équations linéaires à coefficients analytiques ; étendu par 

John [Joh] (1949) puis Hörmander [Hör 3, th. 5.3.1] (1963), il établit l'uni

cité parmi les solutions distributions pour les problèmes non caractéristiques
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(i.e. sous la condition p(xo,d(p(xQ)) *0). Bien entendu, il suffit de perturber

oo
l'un des coefficients de l'équation, fût-ce de façon C , pour que le théorème 

ne s'applique plus, et nous sommes donc encore très loin du problème que nous 

nous sommes proposé de traiter.

Puis en 1937, étendant des estimations d'énergie obtenues pour les équations 

du deuxième ordre par Friedrichs & Lewy [Fri Lew] (1928), Petrowsky [Pet] montre 

que le problème de Cauchy est toujours bien posé (i.e. existence et unicité de 

la solution) pour les équations strictement hyperboliques, même lorsque les 

coefficients ne sont plus analytiques, ce qui coiffe toute une série de résul

tats dont les premiers remontent à Hadamard [Had] (1903) ; l'unicité se trouve 

ainsi prouvée pour les équations à symbole principal réel dès qu'on fait l'hy

pothèse

(1) P(X0,S-i Td<p(x0)) =0 =*• t = 0 et {p,cp}(xQ,£) 4=0

pour tous Ç e Rn v'.0 et x € ]R . En réalité, l'hypothèse t = 0 n'a rien à voir 

avec notre problème puisqu'elle est destinée, comme l'a montré Lax [Lax] (1957), 

à assurer l'existence d'une solution pour tout second membre f de l'équation 

Pu=f et toutes données de Cauchy sur l'hyper surf ace <p(x) =0. Par la suite, 

les conditions nécessaires et suffisantes pour que le problème de Cauchy soit 

bien posé ont été affinées, et ont conduit à des théorèmes d'unicité du genre 

de celui qu'on trouve dans Hôrmander [Hôr 6, th. 4.4.2] (1977) ; malgré l'in

térêt que présentent de tels résultats, il convient de souligner que l'hypothèse 

d'hyperbolicité ne constitue pas le bon cadre pour l'étude de l'unicité de la 

solution indépendamment de son existence pour un second membre et des données 

de Cauchy arbitraires.

Le troisième résultat à noter est celui de Caileman [Car] qui montre en 

1939 l'unicité pour les équations à symbole principal réel en deux variables 

indépendantes sous l'hypothèse
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(2) P(xo’£ " 1 xdtP(x0)) = 0 ■*' iP»<p}Cx0,Ç - i Tdcp(xo)) *0

pour tous Ç e ]Rn \0 et x € R  • Bien que la portée du résultat de Carleman se 

trouve limitée du fait de la restriction sur le nombre de variables, ce travail 

constitue une étape importante de la petite histoire que nous retraçons ; cest 

là en effet que se trouve forgé l’outil qui va désormais servir dans toutes les 

démonstrations d'unicité : l'inégalité a priori pondérée dans laquelle figure 

un grand paramètre destiné à tendre vers l'infini, et qui a pris aujourd'hui 

le ncm d'inégalité de Carleman.

A part quelques travaux ultérieurs portant sur des équations particulières, 

tous les autres résultats concernant l'unicité de Cauchy ont été obtenus dans 

les trente dernières années.

Ce fut d'abord l'exhibition, certes moins spectaculaire que celle des équa

tions non local orient résolubles, mais qui étonna cependant, d'équations à second

oo
membre nul, à coefficients C , à partie principale réelle et possédant des so

lutions C°° nulles d'un seul côté d'une hypersurface non-caractéristique, ce 

qui justifiait a posteriori l'hypothèse (2) de Carleman, non vérifiée dans le 

cas de ces équations ; cette découverte fut l'oeuvre de Plis [Pli 1] (1954) et

de De Giorgi [De G] (1955) sur une idée de Myskis [Mys] (1947) consistant à can-
2

biner, en vue de construire une équation aux dérivées partielles dans R  , des 

fonctions trigonométriques de la variable d'espace avec des fonctions de tron

cature de la variable de temps ; à cette idée, ils ajoutèrent l'astuce de dis- 

crétiser la fonction exp(1/cp) de Myskis en une suite de paramètres ten

dant vers l'infini pour ensuite recoller entre elles les équations ainsi obtenues 

dans des bandes ^ tp(x) < 6^ , <5̂ étant une suite décroissante de réels ten

dant vers zéro, ce qui assurait la régularité des coefficients et de la solution 

de l'équation. Ces techniques, améliorées par Cohen [Coh] (1960), permirent à
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Hörmander [Hör 3, th. 8.9.3 & 8.9.4] (1963) d'énoncer les premiers résultats 

de non-unicité à hypothèses géométriques simples.

Peu de temps après les premiers exemples de non-unicité, Calderón [Cal 1] 

(1958), utilisant pour établir ses inégalités de Carleman la toute nouvelle 

théorie des intégrales singulières qu'il venait de créer avec Zygmund [Cal Zyg]

(1957), généralisa le théorème de Carleman aux cas de quatre variables indé

pendantes ou plus (le cas de trois variables se heurtait alors à des difficultés 

de nature topologique). Ce théorème de Calderón fit ensuite l'objet d'un grand 

nombre d'extensions : Pederson [Ped 1] (1958), Mizohata [Miz] (1958), Hörmander 

[Hör 1] (1958/59), Calderón [Cal 2] (1961), Hörmander [Hör 3, th. 8.9.1] (1963), 

Pederson [Ped 2] (1966), Nirenberg [Nir 1] (1972), Watanabe & Zuily [Wat Zui] 

(1977), Watanabe [Wat] (1979), Alinhac & Baouendi [Ali Baw 2] (1980), Zuily 

[Zui 1] (1981), Ounaïes [Oun 1] (1982), Hörmander [Hör 8, th. 28.1.8 & 28.3.4] 

(1985) ; parmi celles-ci, la plus remarquable par la simplicité des hypothèses 

et la généralité du résultat est certainement celle de Hörmander [Hör 3, th. 8.9.1] 

(1963), qui, remaniée par Lemer [Ler 2] (1985) puis Hörmander [Hör 8, th. 28.3.4] 

(1985), établit l'unicité pour les équations principalement normales, c'est-à- 

dire dont le symbole principal possède la propriété

(3) {p,p}/peL~oc (T*]Rn )

(ce qui comprend non seulement le cas du symbole principal réel, mais aussi les 

équations elliptiques ou à coefficients constants dans la partie principale), 

sous l'hypothèse de pseudo-convexité suivante

(4) P(xo,Ç - i Tdcp(xQ)) = {p,<p}(x0,Ç -i Tàp(x0)) = 0 =*> $r(p(xo>Z -i xckp(xQ)) >0

pour tous Ç € ]Rn v. o et x € 1R , où la fonction est un invariant (dépen

dant de p) linéaire et décroissant en ip" (cf. [St R 6] pour une définition 

précise de avec ces notations), d'où la terminologie de pseudo-convexité
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qui désigne cette propriété géométrique ne dépendant que de l'hypersurface 

orientée d'équation <p(x) =0.

Pendant ce temps, Plis [Pli 2] (1961) renouvelait les techniques de démons

tration des théorèmes de non-unicité en établissant de nouvelles estimations 

pour les recollements ; amplifiant cette idée à l'aide des puissantes méthodes 

de l'optique géométrique et du théorème d'extension de Whitney [Whi] (1934), 

Hörmander [Hör 5] (1975) établit toute une série de résultats pour les équations 

à coefficients constants dans la partie principale. Ces techniques, standardisées 

par Alinhac & Zuily [Ali Zui] (1981) ont ensuite permis à Alinhac [Ali 1] (1983) 

de montrer partiellement la nécessité des hypothèses (3) et (4) dans le théorème 

de Hörmander.

Il ne saurait être question, en si peu de place, de citer tous ceux qui ont 

participé aux progrès de la théorie, aussi avons-nous omis de très nombreux 

travaux, et non des moindres. Signalons toutefois que la recherche s'est orientée 

aujourd'hui dans plusieurs directions : quête des hypothèses minimales de régu

larité pour les coefficients (Aronszajn, Krzywicki & Szarski [Aro Krz Sza] (1962), 

Plis [Pli 3] (1963), Agmon [Agm] (1966), Höimander [Hör 5] (1975) & [Hör 7] (1983), 

Jerison & Kenig [Jer Ken] (1985)), extension des hypothèses (3) et (4) du théo

rème de Hörmander, et nécessité de telles hypothèses (Strauss & Treves [Str Tre] 

(1974), Alinhac [Ali 1] (1983), Lemer [Ler 1] (1984) & [Ler 2] (1985), St Raymond 

[St R 1] (1984), Robbiano [Rob 1] (1985), Lemer & Robbiano [Ler Rob] (1985), 

Hörmander [Hör 8, th. 28.4.3] (1985), Saint Raymond [St R 3], [St R 5] &

[St R 6] (1986), Robbiano [Rob 2] (1986)), rôle des termes d'ordres inférieurs 

pour les équations dont le symbole principal admet des points critiques (en plus 

des références figurant conme extensions du théorème de Calderón, citons Plis 

[Pli 2] (1961), Bahouri [Bah] (1982/83), Nirenberg [Nir 2] (1983), Alinhac 

[Ali 2] (1984), Bahouri & Robbiano [Bah Rob ](1986)), étude des équations quasi-
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homogènes (Alinhac & Zuily [Ali Zui] (1981), Lascar & Zuily [Las Zui] (1982), 

Alinhac [Ali 1] (1983), Dehman [Deh] (1982/83), Ounaîes [Oun 2] (1986)), des 

équations analytiques, voire non-linéaires (Hörmander [Hör 3, th. 5.2.1, 5.2.2 

& 5.3.2] (1963), Zachmanoglou [Zac 1] (1968) & [Zac 2] (1969), Bony [Bon 2]

(1969), Zachmanoglou [Zac 3] (1970), Hörmander [Hör 4] (1971), Bony [Bon 3]

(1976), Baouendi, Treves & Zachmanoglou [Baw Tre Zac] (1979), Baouendi & Treves 

[Baw Tre] (1981), Sjöstrand [Sjö] (1982), Saint Raymond [St R 2] (1984),

Baouendi, Goulaouic & Treves [Baw Gou Tre] (1985), Saint Raymond [St R 4] (1984), 

Métivier [Mét] (1985)). Pour une vue d’ensemble sur les résultats et sur les 

méthodes d'approche du problème, nous renvoyons le lecteur à Alinhac [Ali 3] et 

à Zuily [Zui 2] dont les bibliographies sont très complètes.

... a fourni la matière de cette thèse.

Le paragraphe précédent nous a fait comprendre comment, au fur et à mesure 

que les résultats s'affinaient, deux méthodes se sont imposées dans le domaine 

étudié : la méthode des inégalités de Carleman pour les démonstrations d'unicité 

(on trouvera une discussion de cette méthode au chapitre 28 de Hörmander [Hör 8]), 

et pour les démonstrations de non-unicité, les techniques de recollement de solu

tions presque nulles bien expliquées dans Alinhac & Zuily [Ali Zui].

Dans cette thèse, nous nous sommes efforcé d'aborder le problème avec des 

arguments différents de ces méthodes standard, souvent inspirés des techniques 

développées pour le problème analytique, ou pour d'autres questions d'équations 

aux dérivées partielles (résolubilité locale). Pour cette raison, on ne trouvera 

guère ici de résultat définitif du genre "condition nécessaire et suffisante " 

comme en fournissent parfois des méthodes bien rodées ; les nôtres nous ont permis 

au contraire de mettre en lumière des phénomènes nouveaux et inattendus, et en 

tous cas d'obtenir des résultats inaccessibles aux méthodes traditionnelles
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(citons par exemple l'unicité dans des situations pseudo-concaves [St R 3, 

th. 5.2] cf. condition (6) ci-dessous, ou dans des situations instables 

[St R 5, th. 2.1] & [St R 6, th. 1.3] cf. condition (7) ci-dessous).

Dans [St R 1], nous démontrons la nécessité de l'hypothèse (4) du théorème 

de Hôrmander dans le cas d'un zéro réel pour une équation principalement nor

male de type biprincipal ; plus précisément nous obtenons un théorème de non- 

unicité sous l’hypothèse (3) en supposant que

(5) p(xQ,C0) = {p,cp}(xQ,Ço) =0 et grp(xo, y  <- |{p, {p,cp}}(xo,ÇQ) |

pour un €]Rn tel que (d̂ p ad̂ p) (xq,ÇQ) *0. Ce résultat est prouvé par des 

constructions de phases permettant d'adapter une précédente démonstration 

d'Alinhac & Baouendi [Ali Baw 1] qui traitait un cas où €F(p(xo,Ço) =

{p,{p,<p}Kx0, y  =0.

Reprenant ces méthodes de construction de phases en y introduisant des 

idées de Zachmanoglou [Zac 1] & [Zac 3], nous établissons dans [St R 2] un 

théorème de non-unicité pour le problème analytique (caractéristique) qui four

nit une réciproque au théorème de Sjostrand [Sjô, th. 8.9] ; ces méthodes, 

ainsi que celles de Sjostrand, sont également étendues à l'étude de certains 

problèmes C°°, notamment aux équations localement résolubles du premier ordre 

(classe d'équations plus large que celle des équations du premier ordre véri

fiant (3) ) pour lesquelles Strauss & Treves [Str Tre] ont montré que l'hypo

thèse (2) de Calderón-Car lemán, qui s'écrit alors {p,cp} (xq) *0 , assure l'u

nicité ; afin de donner une idée des résultats obtenus dans cette direction, 

précisons que pour de telles équations, les fonctions {p,tp} , ÇF et {p,{p,tp}} 

ne dépendent plus de Ç , si bien que la condition (4) peut s'écrire 

" {p,ip}(xq) *0 ou ^ ( x o) >0 " de même que la condition (5) devient 

" {p,tp}(xQ) =0 et ^p(x0) <- I ÍP> (x0)| " í 11116 conséquence de notre

ç.o
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travail ^  est alors l'unicité pour les équations localement résolubles du 

premier ordre sous la condition

(6) ip,tp}(xo)*0 ou 3\p(x0) >- K p > {p,<p}}(x0) | ,

ce qui justifie dans ce cas qu'il nous ait fallu l'hypothèse (5) dans [St R 1] 

pour obtenir un théorème de non-unicité ; on notera au passage qu'un tel ré

sultat, qui inclut des situations pseudo-concaves (i.e. où {p, <p}(xQ) = 0 

et ÇĴ OCq) < 0) ne pouvait être obtenu par la méthode des inégalités de Carleman 

puisque celle-ci, d'après Hörmander [Hör 8, th. 28.2.1] requiert ip,<p}(x0) *0 

ou <tf\p(xo) >̂ 0. Toujours dans ce contexte, nous montrons encore un théorème de 

non-unicité sous l'hypothèse (5) pourvu qu'on vérifie une propriété de 

régularité moins restrictive que (d̂ p a d^p)(xQ) *0 (qui était l'hypothèse 

faite dans [St R 1 ]) ; une telle propriété de régularité n'est pas ici une hy

pothèse surperflue car nous donnons enfin, pour traiter des cas non-réguliers 

sans l'hypothèse (6), un théorème d'unicité dont la démonstration, tout-à-fait 

originale, repose sur le calcul de la dimension de Hausdorff du fibré des nor

males à un fermé quelconque de ]Rn .

(i) qui traite aussi les cas où ̂ ( x ^  =- |{p,{p,<p}}(xQ) | , cf. exposé n°XVII 

au Séminaire Goulaouic-Meyer-Schwartz (1983/84).

(ii) Toutefois, il serait vain d'espérer que l'unicité sous la condition (6) 

puisse s'étendre aux équations d'ordres plus élevés ; en effet Alinhac [Ali 1, 

th. 3] a montré qu'il ne pouvait y avoir unicité si

P ( V C<P = {p»<PHx0,Ç0) =0 *{p>{p,<p}}(x0,ç0) • {{p,tp},<p}(x0,ç0)

pour un çQ = - i xQ d<p(xQ) , xQ * 0 , tel que dç p(xQ,ço) a dç p(xQ,çq) * 0 sous 

une condition supplémentaire (hypothèse (iv) d'Alinhac) qui entraîne que 

ÇF (xo,ço) =0 i c'est seulement l'hypothèse {{p,(p},<p}(xQ,ço) *0 qui empêche 

que ce résultat s'applique aux équations du premier ordre.

(iü) Ce théorème traite aussi des cas où €F̂ (xo) =- j{p,{p,<p}}(x0) |, cf. note(i).

(iv) Ce fibré a été introduit par Bony [Bon 1] & [Bon 2] pour traiter le pro

blème analytique.

(ii)

(iii)

Civ)
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Dans [St R 3] nous avons repris les principaux résultats existant dans la 

littérature pour les équations non-caractéristiques du premier ordre (i.e. 

vérifiant {p,tp} (xq) #0) en les étendant de manière à pouvoir les comparer 

plus aisément entre eux. Nous avons ainsi mis en évidence le rôle, jusqu'alors 

jamais signalé, joué par l'algèbre de Lie engendrée par les parties réelle et 

imaginaire de la partie principale de l'équation (qui est ici un champ tangent 

complexe) : si le rang de cette algèbre de Lie est supérieur à trois, il ne 

peut y avoir unicité (ce qui étend les résultats d'Alinhac [Ali 1, th. 1] et 

de Robbiano [Rob 1]), tandis que si ce rang reste inférieur à deux, l'unicité 

est assurée moyennant une hypothèse supplémentaire de feuilletage ou de réso

lubilité locale (ce qui développe les résultats de Strauss & Treves [Str Tre]).

2
Puis, sur le modèle 3. + i b(t) 3 dans R  , nous montrons qu'une telle hypo-

 ̂ y

thèse supplémentaire s'avère nécessaire pour obtenir un résultat d'unicité ; 

ce dernier point est établi par une méthode de construction apparentée à celle 

d'Alinhac & Zuily [Ali Zui], mais dans laquelle nous avons profondément modifié 

les arguments de recollement afin de subordonner le découpage de l'axe des 

temps aux propriétés de la partie principale donnée. Tous ces résultats doivent 

être considérés ccaime des extensions, dans le cadre donné, de l'hypothèse (3) 

du théorème de Hörmander. Enfin, passant à l'étude du problème caractéristique, 

nous montrons que la propriété d'unicité subsiste pour les équations qui la pos

sédaient déjà dans le cas non-caractéristique si l'on ajoute des hypothèses de 

convexité du type (6), résultat qui admet également des réciproques lorsque 

l'algèbre de Lie est de rang constant.

Avec [St R 4], nous passons à l'étude du problème analytique non-linéaire 

du premier ordre. Nous plaçant dans le cadre défini par Baouendi, Goulaouic & 

Treves [Baw Gou Tre], nous étendons leur résultat d'unicité aux équations carac

téristiques sous une condition de convexité dont la nécessité est aussi prouvée.
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Les méthodes utilisées dans ce travail sont inspirées des méthodes linéaires 

dûes à Bony [Bon 1, th. 2.1] et Hôrmander [Hôr 3, th. 5.2.1].

Nous inspirant à nouveau des méthodes analytiques, nous étudions dans 

[St R 5] les équations non caractéristiques du deuxième ordre de type princi

pal réel à la manière dont Hôrmander [Hôr 3, th. 5.2.1 & 5.3.2] puis 

Zachmanoglou [Zac 1] & [Zac 2] ont traité le problème analytique caractéris

tique. Nous obtenons ainsi un théorème d’unicité par une méthode de défoimation 

de surface dans la situation instable où xQ se trouve sur le bord d'un domaine 

de pseudo-convexité d'équation if/(x) > (xQ) , ce qui s’écrit plus précisément, 

en posant (x,ç) = (x,Ç - i xdcp(x)) ,

U(x) ï>ÿ(xo) et ip(x) =p(x,ç) ={p,tp}(x,ç) =0=*g^(x,ç) [i|>(x) -^(xQ)]k 

(7)<

(localement, et p(xQ,ç) = {p,(p}(xQ,ç) = Çr(xQ,ç) = 0=*-{p,ÿ}(xo,ç) #0 ,

où e>0 et kelN. L'instabilité de ce résultat, soulignée par des exemples, 

empêche l'utilisation standard (i.e. avec des poids dont le gradient est pro

portionnel à dtp en xQ ) de la méthode des inégalités de Carleman qui fournit 

toujours un résultat d'unicité stable. Après avoir précisé les liens entre 

l'hypothèse (7) et la position des bicaractéristiques par rapport à 1'hyper- 

surface du présent, d'équation ip(x) =0 , nous donnons aussi des résultats de 

non-unicité dans des situations où les trois fonctions p , {p,cp} et 9 ^  

s'annulent en un même point (xQ,ÇQ) .

Dans [St R 6] enfin, nous définissons la classe des équations principa

lement normales de type biprincipal comme la classe des équations vérifiant (3)

et telles que d? p (xQ,c) Ad? p (xQ,ç) *0 aux points (xq ,ç) = (xQ,Ç - ix dtp (xQ)) 

où les trois fonctions p , {p,tp) et 9*^ s'annulent simultanément. Pour ces 

équations, nous prouvons deux résultats d'unicité : le premier, inspiré par le 

travail de Lemer & Robbiano [Ler Rob] et la démonstration de résolubilité
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locale de Hôrmander [Hôr 2], est un résultat d'unicité compacte obtenu sous 

une hypothèse de faible pseudo-convexité de la famille d’hypersurfaces définie 

par cp, hypothèse qui s’exprime par les deux conditions (8) et (9) suivantes

(8) p(x,ç) ={p,<p}(x,ç) =0 =* 8^(x,ç) lÿ<p(x»0|2 localement

pour x voisin de xQ , où e > 0 et est un nouvel invariant défini expli

citement à partir de p et de ip, et

(9) P(x0>0 =ÎP,<P}(x0,ç) = =0 => {{p,V>,<p}(xo,ç) *0 ;

notre second résultat, qui reprend la méthode de déformation de surface que 

nous avions introduite dans [St R 53, prouve l'unicité (ordinaire) sous les 

deux hypothèses (7) et (9) ci-dessus (dans [St R 5], l’hypothèse (9) était 

implicite puisque nous traitions des équations non caractéristiques du deu

xième ordre).
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I. Introduction

Ce papier est une contribution à l’étude de l’unicité de Cauchy pour les pro
blèmes Cx, étude qui a suscité de nombreux travaux récents (Aiinhac [1] et [2], 
Bahouri [4], Dehman [6], Lemer [9] et [ÎO], Nirenberg [11], Ounaîes [13], Rob- 
biano [14]). Pour un panorama des résultats sur la question, on pourra consulter 
Zluily [20] et sa très riche bibliographie.

Pour le point de vue où nous nous plaçons, les travaux essentiels sont dûs à 
Hormander, Aiinhac, Robbiano et Lemer. Hôrmander établit ([7], chapitre 8) son 
fameux théorème d’unicité sous la conjonction de deux hypothèses de natures 
différentes:

1. Une hypothèse ne concernant que l’opérateur: opérateurs elliptiques ou 
“principalement normaux.”

2. Une hypothèse de convexité faisant intervenir le symbole principal de 
l’opérateur ainsi que la variété portant les données de Cauchy: surfaces “fortement 
pseudo-convexes. ”

Ces deux conditions, sous une forme légèrement plus faible, sont en outre 
nécessaires pour obtenir les inégalités de Carleman qui restent à ce jour 1*unique 
méthode utilisée pour démontrer l’unicité de Cauchy C"; cela ne prouve cependant 
pas qu’elles sont nécessaires à l’unicité de Cauchy elle-même.

La condition 1 sur l’opérateur seul est apparue, sous deux formes proches l’une 
de l’autro, comme étant à la fois suffisante (moyennant la condition 2 de con
vexité: Lemer [10]) et nécessaire (Aiinhac [1], théorème 1 et Robbiano [14]) pour 
l’unicité de Cauchy. Il reste donc à examiner la condition 2 de convexité pour 
laquelle on possède déjà quelques résultats de nécessité (Aiinhac [1], théorèmes 
2 et 3, Saint Raymond [15], Bahouri [4]).

Nous proposons ici un nouveau résultat de non-unicité pour des problèmes ne 
vérifiant pas la condition 2 de convexité, l’opérateur étant principalement normal 
au sens de Lemer [10] (hypothèse du type condition 1 sur l’opérateur seul). Il 
concerne un opérateur à partie principale complexe admettant un zéro réel, situ
ation qui n’était pas traitée dans Aiinhac [1]. Enfin, à la suite de notre précédent 
travail [15] dont nous reprenons les méthodes, nous nous sommes efforcés d’in
clure dans nos résultats les problèmes caractéristiques; ce point de vue nous a
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alors conduit à formuler une réciproque du théorème 8.9 de Sjôstrand [16] sur 
l’unicité de Cauchy pour des problèmes analytiques.

II. Notations et Enoncés des Résultats

1. Le problème. Soient Y une sous-variété de codimension 1 de la variété 
X — R" '1 (où n ^ 1), et O un point de Y; nous noterons x = (x0,xx,. . .
le point jcourant de X et poserons E> = —iàx = ( — i(8/dxo)9. . ., —/(d/d.*„)) où
i — \/~— 1 ; soit enfin P{x̂ E>) un opérateur différentiel linéaire d’ordre m ^ l à  
coefficients (complexes) C*. Nous nous intéressons à l’unicité des solutions 
au problème de Cauchy correspondant, c’est-à-dire, via réduction par linéarité, 
à l’existence d’une fonction u Cx non triviale au voisinage de O, et solution du 
problème:

f P(xyr>)uM = O et

tu est plate sur Y (i.e. toutes les dérivées de u sont nulles sur K).

Toute notre étude est locale (au voisinage de O).

2. Notations. Nous noterons T*X le fîbré cotangent à X dont les vecteurs 
seront (Ç0,^1,. . .»Ç'1). Le symbole principal de P  sera noté p(jc,Ç) et son gradient 
en x (resp. en £) px(x,£) (resp. p€(jc,Ç». L’ensemble

Char P  = {(*,£> €E T*X :pix,Q = O} 

est appelé le lieu caractéristique de P. Le champ hamiltonien de p  sera noté:

HP =  - ôx —  pA **0  • =  # rcP +  ¿f*imp
utant donnée une fonction 3 (jc), nous noterons avec un d droit la dérivée suivante:

-^-pCx.HOc» = 7^ Cx,€)U-sc*> + /?eO,H(X))
d X j  d X j  d X j

Comme Y est de codimension 1, il existe au voisinage de O une fonction C°°i 
telle que:

Y = {x Œ X : r(jc) = O} et tx(O) ^ O.

Nous en déduisons des systèmes de coordonnées locales en utilisant des para
métrages y de Y:

x = (t9y) €E X avec y €= R” et éventuellement 3? = C;yi,;y2*.y")- 

Les vecteurs cotangents seront alors notés

Ç = avec au besoin -q =

3. L e  théorème C°°

Théorème 1 . Supposons qu’il existe p! E X fl Char P  tel que

1 _  7 —

(V.V.TrO-

a‘

P i ( x ,0

T
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f Re pO Im p%(p2) linéairement indépendantes et Char P (qui est alors
1 une variété de codimension 2) est involutive au voisinage de pt.
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(H2)

Hpt(pj) = O, et la matrice

K  = (H **p* pl) «Rep«im„f(Pi)\
VÎ/Rep/ZimpiCPl) H\mp P1 ) /

/a matrice d* une forme quadratique définie positive sur R2

Alors il existe un voisinage Ci de O, un opérateur Q à coefficients C°° d’ordre 
m — 1 et une fonction u €E C’°°(iî) tels que

f (PU,D) -h Q(x,Z?)) w(jc) = O dans il et 

supp u C {jc E il : r(jc) > O}io
De plus, l'opérateur Q peut être remplacé par une fonction plate sur Y = 
{jc : f(jc) = O} dans chacun des deux cas suivants:

Il existe des constantes k €E [0,»[ et C > O telles que

\pix,tAxy>\ ^  c|î(jc)|*

hypothèses (Hl ) et (H2) sont vérifiées avec

(
Les h 

Pi =
(H3b)

(0,tx (O)) (/a normale à Y en O)

Commentaires, (i) L’hypothèse (Hl) décrit la situation géométrique générique 
de Char P au voisinage d’un zéro réel pour des opérateurs principalement normaux 
au sens de Lemer [ IO]; avec Hptipt) — O, cela implique n ^ 2; pour des situations 
moins génériques, se reporter au paragraphe 6.

On remarquera que lorsque m = 1, (H2) implique que le problème est 
caractéristique (on a même alors. (H3b)); cela est à relier au théorème 1 de 
Strauss-Trèves [17] qui contient que la condition (Hl) (pour tous les p €  
T*X n Char P) jointe à l’hypothèse “Y non caractéristique pour P en O” 
entraîne l’unicité; notre théorème est donc une réciproque de ce résultat.

(ii) L’hypothèse (H2) sur la matrice K  peut être décomposée en deux: tr K >
O et dét K  > 0.0)

(a) La condition tr K  >  O  est à  relier à  la notion de forte pseudo-convexité 
d’Hôrmander qui se compose d’une condition sur les caractéristiques complexes 
et d’une autre sur les caractéristiques réelles qui, avec nos notations, s’écrit:

Vp e  Cr * x  \ O) n Char P, £fpf(p) = o => //rc/Xp) + Hl»ptip) <  O.

Le théorème 8.9.1 d’Hôrmander [7], étendu par Lemer [IO], montre que cette 
condition, jointe à l’hypothèse (Hl) (pour tous les p E T*X O Char P) entraîne 
l’unicité; notre théorème en est donc une réciproque.

(b) En revanche, la condition dét K  > O semble superflue; en effet, lorsque la 
matrice K possède une valeur propre négative (mais toujours sous les conditions 
(Hl) et tr K  > O), nous savons encore, sur certains exemples, construire des

 ̂̂  Avec les notations de la présentation général* «1« c«tta t b i M ,  ■'terlt

(*o ,ïo ) et t s ’écrit <ç ; de plus, on a alors tr K « — *̂ Vpix0 »Ç0 ) •* <*ét K ■ 

t5 v (xo ’ço >3 2 - K p *{p * ^ <*o*ço )l2 . ai bi en qu« les hypothèses p^cChar P et (H2) 

s •écrivent

p(xo ,Ço ) - <P.*P><*0 .Ç0 ) - O et SvpCxo ,fo )< -|{p.{p.y»(*0 .Ç0 >l • 

ce qui justifie le formulation de ces hypothèses que nous avons adopté« dans 

notre présentation générale C condition (5) )•
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solutions de (P H- a)u = O avec O €E supp u CI ^ O}; cependant, cela
requiert des constructions de phases complexes que nous ne savons pas faire dans 
le cas général.

(iii) L’hypothèse (H3a) concerne les problèmes qui sont “moralement” non-carac- 
téristiques; elle est notamment vérifiée par tous les opérateurs dont le terme en 
&? est tkD? avec k < oo.

(iv) Au contraire l’hypothèse (H3b) concerne des problèmes caractéristiques; 
la condition Hpt( = O est alors une conséquence de p! E Char P; de plus, “Re 
Pz(pi) et Im p%(p,) linéairement indépendantes" est à son tour une conséquence de 
l’hypothèse (H2) si on suppose que {Re p,Im p}(p 1) = O, et on pourrait donc 
affaiblir, dans ce cas, les hypothèses du théorème; en outre, la situation géométrique 
est très particulière; nous montrerons tout cela au lemme 3.

Cette situation géométrique fournit en outre un théorème pour l’unicité de Cau- 
chy analytique: le théorème 2 ci-dessous.

(v) Les exemples suivants vérifient les hypothèses de notre théorème 1; le pre
mier d’entre eux vérifie (H3a), le deuxième (H3b) et le troisième ne vérifie ni 
(H3a) ni (H3b):

Pi = Df + 2y2D,Dyi + 2 DytDyï + i[Dj + 2y3D,Dyi + 2E>yiDy3]

dans R4 au point p! = (0,0,0,0;0,1,0,0). 

P2 = y t â  + D.Dyi + £>*, + i[y2Dj  + D.Dy2 ~ 2D^]

dans R3 au point pi = (0,0,0; 1,0,0). 

P3 = y1D,Dy3 + £>yi — Dy3 + i\_y2D,Dy3 + L>fx — £>£,]

dans R4 au point p, = (0,0,0,0;0,1,1,1).

4. Le théorème analytique. Lorsque les coefficients de P sont analytiques, 
on peut aborder le problème de l’unicité de Cauchy sans perturber l’opérateur; 
nous obtenons le résultat suivant:

Théorème 2 . Supposons que les coefficients de P soient analytiques, que 
(O, **(0» €= Char P et que

(Hla) {Re p 9 Im /?}(p) = O pour tout p €E Char P voisin de (0,f*(0)).

(H2a) V z ê C  avec\z\ = 1, (0,r*(0)) > O.

Alors il existe un -voisinage fi de O et une fonction u €E C“(iî) vérifiant:

f F(x,jD)u(x) = O dans il et
(*) i

LO e  supp m C {jc £  il  : f(x) s= O}.

De plus, u est analytique à l’intérieur de son support.

Commentaires. Ce théorème est une réciproque du théorème 8.9 de Sjôstrand
[16]; en effet:
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(vi) D’après le A. du théorème de Sjôstrand, pour qu’il existe une solution 
u E au problème (*), il est nécessaire que Re et Im /?(-*,€) s’annulent 
au point (0,rr(0)> ainsi que tous leurs crochets itérés; notre hypothèses (Hla) est 
cette condition A. légèrement renforcée.

(vii) De même, d’après le B. du théorème de Sjôstrand, il est nécessaire que 
pour tout z E C*, les projections sur la base des bicaractéristiques de Re(zp) issues 
de (0,rv(0)) restent localement dans { jc : *(jc) ^  O}; là encore, notre hypothèse (H2a) 
(qui est exactement la même que l’hypothèse de positivité de la matrice K en (H2) 
du théorème 1 ci-dessus) est cette condition B., que nous avons renforcée en 
demandant aux bicaractéristiques de rencontrer Y avec un contact au plus double.

5. Plan de la démonstration. Pour démontrer le théorème 1, nous nous ra
menons en fait à trois situations géométriques standard pour lesquelles il existe 
déjà dans la littérature des constructions de solutions non triviales de l’équation 
(P + Q)u = O. Pour cela, nous construisons dans un voisinage il de O deux 
fonctions <p (avec <px(0) O) et i|j, C°° à valeurs réelles telles que:

Nous en déduisons l’existence d’une solution à support dans {jc E i l  : <p(jc) s  O} 
en distinguant les trois cas suivants:

a. Sous l’hypothèse (H3a), nous pouvons adapter la démonstration du 
théorème 2 d’Alinhac - B aouendi [3] en remplaçant les hypothèses ~p réel” et

tMxC*)) - 8X ^ O” par la condition (2.2) ci-dessus.
b. Sous l’hypothèse (H3b), nous pouvons choisir <p = dans les conditions 

précédentes, et nous pouvons adapter de la même façon la démonstration du théorème
2 de Saint Raymond [15].

c. Enfin, lorsque (Hl) et (H2) sont vérifiées avec px ¥* (0,^(0)), nous pouvons 
choisir <p et \|i telles que (<pî(0),i|ix(0)) soient linéairement indépendants, et la con
dition (2.1) permet d’utiliser le théorème 8.9.4 d’Hormander [7].

De la même façon que dans le cas b ci-dessus, nous prouvons le théorème 2 
en nous ramenant à une situation traitée par B aouendi-Trèves-Zachmanoglou [5].

6 . Situations dégénérées. Lorsque les parties réelle et imaginaire de 
ne sont pas indépendantes, on pourrait envisager (comme dans Strauss-Trêves
[17]) de remplacer l’hypothèse (Hl) par la condition (P) de résolubilité locale de 
Nirenberg-Trêves [12]; par ailleurs, on dispose déjà de quelques résultats con
cernant les opérateurs à symbole principal réel (Alinhac [1] et [2], Bahouri [4], 
Nirenberg [11]) qui traitent même certains cas où pç(pj) = O. Nous nous conten
terons de donner ici un résultat se déduisant facilement de Saint Raymond [15]; 
c’est l’équivalent du théorème 1 lorsque les parties réelle et imaginaire de 
restent liées dans un voisinage de p,:

(2 .2)

( 2 . 1)

{
/?(jc,iKO)) = o et • <P*0) = o

\/q e <7°°(i1), V ß  G C°°(n>, Voto e C, 3 a  e C“(n>: 
/ > ç( j c , 4 î ^ ( jc»  - < * * ( - * )  +  q(x)ct(x) =  ß(-x) et ot(O) =  « o -

p ( x , 0  t
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Proposition 1. Supposons quil existe p! €E T%X Pi Char P tel que 

(H lb) (pi) O et Char P est, au voisinage de pj, une variété de codimension 1. 

(H2b) Hpt(9x) = O ei/Zle^Cp,) + //L^(Pi) > O.

Alors nous avons les mêmes conclusions quau théorème 1, y compris Vamélioration 
lorsque Vune des hypothèses (H3a) ou (H3b) est vérifiée.

Commentaires. Ici l’hypothèse (H2b) donne une meilleure réciproque au 
théorème d’Hormander (pas de condition dét K >  O). Par ailleurs, on pourrait 
sans doute affaiblir (Hlb) en requérant seulement l’existence de suffisamment de 
“courbes bicaractéristiques monodimensionnelles” (cf. Hôrmander [8]) au voisi
nage de px, mais nous serions encore loin d’avoir envisagé toutes les situations 
telles qu’elles apparaissent à la dissection du lieu caractéristique pratiquée, sous 
la condition (P) de Nirenberg-Trèves [12], par Hôrmander [8]. Enfin, nous lais
sons le soin au lecteur d’énoncer un théorème analytique correspondant à la propo
sition 1.

Eléments de démonstration pour la proposition 1. Sous les hypothèses de la 
proposition 1, il existe z Œ C avec \z\ = 1 tel que

Char P = {(*,£> e  r*X:Re[z/7(jc,€)] = O}

au voisinage de pt, Re(2̂ (pi)> #  Oet //L<*P>*(Pi) >  O.
Nous avons montré dans [15] comment construire alors des fonctions ip et i|) 

vérifiant (2.1) et (2.2) avec Re(z/?) à la place de p. Niais cela implique le même 
résultat avec p  (puisque Hp est alors proportionnel à Hrc(z/,)) et on peut terminer 
la démonstration comme il est indiqué au paragraphe 5 ci-dessus.

III. Démonstration des Théorèmes

Rappelons d’abord que sous l’hypothèse (Hl) du théorème 1, la variété 
Char P est naturellement feuilletée au voisinage de pt (cf. par exemple Hôrmander 
[8] ou Trêves [18], p. 386). C’est à ce feuilletage naturel que nous faisons référence 
dans la propriété (3.3) ci-dessous.

Lemme 1. Sous l'hypothèse (Hl) du théorème 1, il existe un -voisinage il  de 
O, une sous-variété 2  de X de codimension 2 passant par O, et une application 
C“(|i0:n —>R tels que:

(3.1) (0,*?(0)) = Pl;

(3.2) p(x,ty°(x)) = O sur 2;

{
Les projections sur la base X des feuilles passant par (jc,i|i°( )̂) pour x 
€E 2 forment une famille *3* de variétés de dimension 2 transverses à X, 
deux à deux disjointes et dont la réunion contient il.

Démonstration du lemme 7. Choisissons des coordonnées locales (r,jy); comme 
Re /?€(pO et Im p^ipj) sont linéairement indépendantes et que Hpt(pj) = O,

852 X. SAINT RAYMOND
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Re /^(Pi) et Im /^(pi) sont également linéairement indépendantes et il existe alors 
au voisinage de O des coordonnées locales (t9y) telles que:

dp dp dp 
~r~ (Pi) = O, - ^ ( Pl) = l ,  - ^ ( Pl) = *\ 
dr d-q dr)

OPÉRATEURS PRINCIPALEMENT NORMAUX 853

(3.4)
dp

et pour j  s  3, -— (pi) = O.

Ecrivant p! = (0,0; t,,-^), nous posons:

»lÂ JV) = *t, + y- -ri! + Xjy? + iyi

où X et jjl sont des constantes réelles à fixer; (3.1) est ainsi vérifiée et 
p(0,»|/®(0)) = O. Grâce à (3.4), nous calculons que

4 ~ p ( 0,i|£(0)) =  (Pl) + 2A 
dy i dyt

et

-^~p(0,Mi°(0)) =  ̂  (Pl) + 2*> 
dy2 dy2

et il suffit d’attribuer à X et p. les valeurs O ou 1 suivant que

dp dp dp dp 
Re-f- (Pl) Im (Pi) - I m -f -  (Pl) Re (Pl),

dyi ày2 dy I dy2

Re(dp/dy1)(pi) et ImCdp/d^XPi) sont nulles ou non pour que l’on ait

_ f (<cl/dy\)P (0,«|î°(0)) et (d/dy?)p (0,\}»° (O)) sont R-linéairement indépendantes 
{ (dans le R-espace vectoriel C, de dimension 2).

La variété X définie par

X = {;r e  X :/?Cx,*Ji”(jO) = O}

est alors de codimension 2; elle passe par O et nous avons (3.2).
Il reste donc à vérifier (3.3). Comme nous le rappelions en commençant, la 

variété Char P est naturellement feuilletée au voisinage de Pi; de plus, ces feuilles 
sont transverses aux fibres à cause de l’hypothèse d’indépendance de Re pt(pi) et 
Im Pç(Pi); leurs projections sont donc des variétés de dimension 2. Elles sont 
transverses à X à cause de (3.4) et (3.5), et par continuité; enfin, c’est encore 
pour des raisons de continuités, trans vers alités et dimensions qu’elles sont deux 
à deux disjointes et que leur réunion remplit O, à condition que celui-ci soit assez 
petit.

Lemme 2. Sous les hypothèses (Hl) et (H2) du théorème 1, il existe deux 
voisinages a> C il  de l’origine, et deux fonctions (p et ijt définies élans il, C“ et à 
valeurs réelles telles que
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(3 .7 )

(3.6) (0,^(0)) = p! et /7(jc,i|î (jc)) = O dans il;

f Vq Œ C^Cil), Vp Œ C~(il), Veto E C, 3a E C^il) <7W<?

t PçC*,Mf*(Jc)) * otx(jc) H- (̂jt)ct(jt) = P(jc) dans a>, ef ct(O) = ctG;

(3.8) ptXx̂ \\}x(jc)) - (jc) = O dans il;

(3.9) <px(O) = r̂ (O) ^ O et O E {jc E il : cp(x) > O} d {jc EE il : tOc) ^ O}.

Démonstration du lemme 2 . Nous continuons à utiliser les notations du lemme 1. 
a. Construction de la fonction ift. La variété décrite par (jc,iJ/°(jc)) pour jc E 2  

est une variété isotrope (pour la forme symplectique) de dimension n — 1. Les 
feuilles étant également isotropes, la réunion de celles d’entre elles qui passent 
par les points (;c,i|/°(jc)) pour x  EE 2  est une variété lagrangienne contenue dans 
Char P qui, de plus, est transverse aux fibres puisque sa projection sur la base 
remplit il (cf. (3.3)). Cela implique qu’il existe une fonction vérifiant (3.6) 
(pour une construction plus détaillée, voir par exemple Trêves [18] p. 389).

Nous changeons de coordonnées locales pour démontrer (3.7): x  =  ( x 09x lyx f>) 
de telle façon que les éléments de 8F soient définis par les équations jc' = con
stante . L’opérateur p^(jc ,i|ix (jc)) - dx dérivant le long des feuilles, nous pouvons, 
grâce à l’hypothèse (Hl), modifier (jcq^jcO de telle sorte que:

d d ô d
O)) • àx = --------h i -— + a(jt) --------1- b(x) - —

o x 0 dXi d x Q 0Xi

où a et b sont des fonctions C7°° à valeurs complexes s’annulant en O. Nous voyons 
sur cette expression que jc,i|/x (jc)) • dx est un “opérateur de force constante” au 
sens d’Hôrmander [7], définition 7.1.1; le corollaire 7.3.2 du même ouvrage nous 
dit qu’il existe alors un voisinage il de l’origine tel que pour toute f  Œ C°°(Rn+1), 
il existe une solution u EE C°°(il) vérifiant:

*!#,(•*)) ' «*(•*) = /(* ) dans il,

Nous choisissons alors un voisinage <*> de l’origine, relativement compact dans 
il; pour toute fonction f  EE C°°(il) nous pouvons définir une fonction f  Œ. C°°(Rn+1) 
coïncidant avec f  dans <ô: en effet, il suffit de prendre une extension fournie par 
le théorème 1 de Whitney [19] de la restriction à cô de f. Pour des données P EE 
C°°(il) et oto E C, nous utilisons alors deux fois de suite le corollaire d*Hôrmander 
rappelé ci-dessus pour définir deux fonctions 7 et ô appartenant à C°°(il) et vérifiant 
dans il:

* "ŶOO = qOc), puis /?çCx,iK(.x)) * 0*0 ) = ew P(x).

Nous pouvons alors prendre comme solution du problème (3.7) la fonction et EE 
C°°(il) définie par

ct(jc) =  e - ^ [ 8 ( j c )  -  Ô(O) +  ct0^ (0)] .

o. Construction de la fonction cp. Commençons par choisir des coordonnées 
locales (i,y) telles que 2 ait pour équation yt = y2 = O au voisinage de O (ce qui

telle que

p

-x ,iK O »p
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est possible puisque (3.1) et (3.3) impliquent que S coupe Y  transversalement en 
O), puis définissons <p par

—  t ~  C\y"\2 sur 2 et cp est constante le long des éléments de 3F,

où C est une constante positive que nous fixerons plus loin, et l^T -  
Comme <p est constante le long des éléments de 5F, (3.8) est aussitôt vérifiée; de 
plus, ^(O) = ¿*(0) O. Pour montrer (3.9), il suffît alors de vérifier que 
<p_1(0) C {jc E O : /(jc) > O}; or <p-I(0) est la réunion de la sous-famille des 
éléments de 3F qui coupent 2 le long de sa sous-variété d’équation t = C\y”\2. 

Ecrivons les équations de Hamilton-Jacobi sous la forme:

r dx
—  (r,jr) =  Re/7€(jc(r,s),Ç(r,̂ )) 
dr

dx
—  (r,s) 
ds

Im />€(oc(r,s)

(r,j) =  — R e p x(jc(r,Â),€(r̂ sr))
dr

— (r,s) = — Im px{xir,s), 
ds

(Ces équations sont intégrables grâce à l’hypothèse (Hl)). Nous pouvons alors 
définir la fonction t(rys,t,y") qui est l’expression de la fonction r(x) dans le système 
de coordonnées locales choisi de la façon suivante: (t,y”') sont les coordonnées 
sur X de l’intersection avec X de l’unique feuille appartenant à 9  et passant par 
jc, et (r,s) sont les coordonnées de x sur cette feuille. La matrice K  que donne 
l’hypothèse (H2) du théorème 1 est alors la matrice des dérivées secondes par 
rapport à (r,s) de la fonction t en O. Par cette hypothèse (H2), nous pouvons 
déterminer un voisinage i l  de l’origine en chaque point duquel la forme quadra
tique définie par les dérivées secondes de F par rapport à (r,s) et calculée en un 
vecteur (i,S ) reste supérieure à e(/?2 + S2) pour un e > O. Nous pouvons donc 
écrire en tout point de Îî:

d t 0 £ 
f(r,5,i,y'> == e(r* + s2)/2  H- r— (O.O.f.y") -I- s — (0.0, r. y")

dr as
(3.10) t(r,s,t,ÿ'> == e(r* + s*)/2 H- r—(O.O.i.y") -+- s — (0,0,r,y") -I- /(O.O.f.y')-

La fonction (di/dr)(0,0,C\y"\2,y'') est une fonction C® de y" s’annulant pour 
y" = O, d’où:

(3.11)
^  (O.O.Clyf,/) 
dr

~  (0,0,C|y"|2,y") 
ds

et de même

y.

<

2v

2v y

y

€Ovs)).
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où v > O, comme norme de la dérivée première de (di/dr)(0909C\y”\29y"y en 
y" = O, est indépendante de C. Comme t{0909C\y”\29y" ) = C\y”\2 9 pour les points 
de il par lesquels passe un élément de CS9 (3.10) entraîne que:

dont le membre de droite est un trinôme du deuxième degré en (r2 4- .s2)1/2 ad
mettant pour discriminant

par (3.11). Si donc nous choisissons C > 8v2/e , nous aurons A < O, d’où 
t(x) > O en tout point de <p- 1(0) Pi il. Ceci termine la démonstration de (3.9) 
ainsi que celle du lemme 2.

Etude des différentes situations: Sous l’hypothèse (H3a), et compte tenu des 
résultats du lemme 2, nous pouvons adapter la démonstration du théorème 2 d’A- 
linhac-Baouendi [3] pour obtenir la conclusion du théorème 1, comme nous l’an
noncions au paragraphe II.5; à plus forte raison, lorsque les hypothèses du théorème
1 sont vérifiées avec p} /  (09tx(0))9 le lemme 2 donne que les deux fonctions <p 
et i|/ vérifient (<px(0),i|/JC(0)) linéairement indépendants, et on peut donc appliquer 
le théorème 8.9.4 d’Hôrmander [7]. Il nous reste alors à montrer le théorème sous 
l’hypothèse (H3b). Pour cela, nous commençons par choisir des coordonnées lo
cales (sous des hypothèses apparemment plus faibles qu’au théorème 1).

Lemme 3 . Supposons que p! = (0,^(0)) €E Char P 9 que {Re /?,Im pRPi) = O 
et que la matrice

Démonstration du lemme 3. Choisissons d’abord un système quelconque de 
coordonnées locales (r,z) et notons yx(t9z) -I- ry2(*>^) le coefficient de Tm dans p:

t ( r , s , C \ y " \ 2, y " )  >  e(r2 + s 2) / 2

-  (  ^(o,o,c|y'|2,y') + ^(o,o,c|y'|2,y') )  (r2 + s 2 y /2 + c|y'|2 
\ I  ò r  ds /

/  j 0^" ^ £ I \
A = ( — (o,o,c|y'|2,y'> + — (o,o,c|y'|2,y'> ) -  2Ce|y'|2

\  I d r  ds I /

<  (16v2 -  2Ce)|y'|2

p i t , y \  T.-n) =  +  ry2) Tm +  qCt,y;'T,vi)

où le degré en t  du polynôme q est inférieur à m — 1 et

Re <7-̂ (0 ,0;1,0) et Im ^(0,0; 1,0) linéairement indépendantes.

n

P = Oi + i y - ù 2  [«,(/,z) + /py(/,z)]^Tm 1 + rit,zyr,Q.

soit la matrice d’une forme quadratique définie positive sur R2. Alors il existe 
près de O un système de coordonnées locales (t,y) d’origine O tel que

K =
^ R e p ^ I m  p ^ ( P l )HRe/7t pi

HRepHIm pt P1 H 2
Im pt P1



c i )

La condition pj €E Char P signifie alors yx(0,0) = v2(0,0) = O. Notons Vyj (resp. 
>̂’2) Ie gradient en z au point (0,0) de la fonction yx (resp. y2) et et (resp. P) le

vecteur de R" dont les composantes sont (€*,(0,0)),= !......„ (resp. ((^(0,0)),= !......„).
On calcule alors que

r {Re p ,Im p}(pi) = ot - V>>2 — p • Vy,

^Repi(Pi) = <* ' 'Vyx

Hfmpt(pô  =  P - v>>2

/ /Rep//imp/(p,) = mp • Vyi — (m — l)ot • Vy2.

La condition {Re p ,Im £>}(pi) = 0 entraîne que ot • Vy2 = p • Vy,, et on peut alors
écrire

/  ot - Vy, p - Vyt 
K — (

\  ot - Vy2 P • Vy2

la condition de positivité de cette matrice entraîne que dét K >  O, ce qui a deux 
conséquences; d’une part, Vj! et Vy2 sont linéairement indépendants et on peut 
donc compléter (/,ji,y2) en un système de coordonnées locales (*,>0 dans lequel 
p s’écrit (yx -+- ¿y2)Tw + <7; d’autre part, et et 3 sont linéairement indépendants, ce 
qui entraîne la dernière affirmation du lemme 3.

Moyennant une adaptation de la démonstration de Saint-Raymond [15], il nous 
suffit pour terminer de démontrer le:

Lemme 4 . Sous Vhypathèse (H3b) du théorème 1, il existe dans un voisinage 
il de O une fonction C"(p : il  —> R telle que les propriétés (3.6) à (3.9) du lemme
2 soient vérifiées avec = <p.

Démonstration du lemme 4. Utilisant les coordonnées locales fournies par le 
lemme 3, nous avons les résultats du lemme 1 avec

2 = {x e  Cl : yiCx) = y2(x) = O} et — t;

grâce à la positivité de la matrice K> la fonction t(r9s9t9y”') introduite dans la 
démonstration du lemme 2 est convexe sur R2 à (t9y”) fixés, et puisque

(0 ,0,*,y") = ^ ( 0,0,*, y") = O 
dr ôs

pour toutes valeurs de (r,y") (dans il), on a:

(3.12) V(r,.s,r,y") f(r,s,/,y") > f(0,0,/,y") = t.

Nous construisons alors 9 comme nous avions construit i|i au lemme 2, ce qui 
nous assure que p(x9<px(jc)) = O; (3.9) découle de (3.12), et tout le reste se vérifie 
immédiatement.

Démonstration du théorème 2 . Les lemmes 3 et 4 ci-dessus montrent com
ment construire une phase <p vérifiant:

OPÉRATEURS PRINCIPALEMENT NORMAUX 857
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p{x̂ q>x C*)) = O dans il et O E {jc E il : cp(jc) > O} CI {x €E il : f(jc)  s  O}

sous les seules hypothèses du théorème 2; de plus, cette fonction cp est analytique 
dès que les coefficients de p le sont; enfin, la surface <p-1(0) est partout carac
téristique, mais simplement caractéristique puisque (0,^(0)) ^  O. Nous pou
vons donc appliquer le corollaire 1.1 de Baouendi-Trèves-Zachmanoglou [5] qui 
nous donne la conclusion du théorème 2.
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AUTOUR DU THEOREME DE HOLMGREN 
SUR L’UNICITÉ DE CAUCHY

X A V I E R  S A I N T  R A Y M O N D

D a n s  le présent travail, nous nous proposons d’améliorer certains résultats 
sur l’unicité de Cauchy pour des problèmes analytiques ainsi que pour quelques 
problèmes analogues. Les principaux travaux établissant des théorèmes d ’uni
cité se succèdent historiquement de la façon suivante: Cauchy [7], Kowalevsky 
[14], Holmgren [10], John [13], Hôrmander [11, Theorems 5.3.1 and 5.3.2], 
B o n y  [6], et enfin Sjôstrand [17, Théorème 8.9] dont le théorème contient tous 
les précédents. Pour les réciproques, la littérature est moins riche; à. part le cas 
des coefficients constants (Hôrmander [11, Theorem 5.2.2]) et celui des équa
tions du premier ordre (Zachmanoglou [20]), nous ne connaissons, aux variantes 
près, q u ’un seul théorème de non-unicité dont les premières versions semblent 
remonter à Goursat [9], et q u ’on peut trouver dans Baouendi, Trêves et 
Zachmanoglou [4, Corollary 1.1]; c’est ce théorème qui est utilisé dans 
Zachmanoglou [19] pour obtenir des conditions nécessaires à l’unicité dans le 
cas d ’u n  symbole réel.

Le premier résultat que nous présentons ici, le Corollaire 2.2, est un résultat 
d ’unicité qui prolonge celui de Bo n y  [6]. N e  sachant pas s’il est contenu dans 
les théorèmes de Sjôstrand, nous l’avons mis ici surtout à cause de l’originalité 
de la démonstration qui repose sur le calcul de la dimension de Hausdorff du 

fibré des normales à un fermé (Théorème 2.1).
Puis nous donnons avec le Théorème 2.4 l’équivalent pour u n  symbole 

principal complexe du théorème de non-unicité de Zachmanoglou [19]. C e  
résultat, ainsi que les Théorèmes 2.9 et 2.10 qui lui sont parallèles, apparaît 
c o m m e  une réciproque aux théorèmes d ’unicité précédents ; toutefois, dans le 
cas analytique, il nous a fallu ajouter des hypothèses en vue d’obtenir une 
solution dont le support soit un demi-espace: c’est le sens des Théorèmes 2.5 et
2.6.

R eceived  N o v em b er 5, 1983.
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1. Notations. Théorie de Bony-Sjôstrand

Nous nous donnons, au voisinage d’un point xQ ^ R”, une fonction <p e  
C72(R") à valeurs réelles telle que £0 = x0  ̂¥= 0. La question de l’unicité de 
Cauchy peut être posée dans les termes suivants: existe-t-il au voisinage de xQ 
une distribution u ^ telle que:

r u  =  o et
v * ' xQ ^ supp w c  { x  G  R"/<p( jc)  > <p(.x0 ) }?
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Si la réponse est négative, on dira qu’il y a unicité de Cauchy.
Nous envisagerons les trois situations suivantes:
Cas n°l. P est un opérateur différentiel linéaire à coefficients analytiques au 

voisinage de jc0 et 34?=
Cas n°2. P est un opérateur différentiel linéaire du premier ordre à coeffi

cients (complexes) C°° et vérifiant la condition de résolubilité locale (P) (cf. 
Strauss et Trêves [18]) dans un voisinage de jc0; = //¿>C(R'1). (Pour les cas où 
la condition (P) n’est pas vérifiée, on pourra consulter AJinhac [1, Théorème 1] 
et Robbiano [15].)

Cas n°3. P = Xf -+- X0 -+- c, où Xl9. . . ,  Xr sont des champs réels C7°°
linéairement indépendants en xQ et vérifiant la condition de Frobenius au 
voisinage de xQ, XQ et c sont des termes d’ordres inférieurs complexes et C°°, et 
XQ est combinaison linéaire de Xl9.. ., Xr; 3#*= H r *̂)//2(Rw). (Pour les cas 
où la condition de Frobenius n’est pas vérifiée, on pourra consulter Bahouri 
[3].)

Dans ces trois situations, nous disposons d’un “ théorème de Holmgren” qui 
s’énonce: si /?(xQ, £0) ¥= O, le problème (1-1) n’admet pas de solution (ici, p 
désigne le symbole principal de l’opérateur 7>); dans le Cas 1, c’est le théorème 
de Holmgren classique, dans le Cas 2, c’est le Théorème 1 de Strauss et Trêves
[18], et dans le Cas 3, on le démontre facilement à partir du théorème de 
Aronszajn et Cordes, cf. Axonszajn [2]. Nous pouvons donc leur appliquer la 
théorie de Bony et Sjôstrand que nous rappelons brièvement ici pour fixer les 
notations. Pour les démonstrations, nous renvoyons le lecteur à Sjôstrand [17, 
Chapitre 8] ou Hôrmander [12, Chapters 8.5 and 8.6].

Définition 1.1. Soit F une partie fermée d'une variété C2 notée X; le fibré 
des normales à F, N*F9 est / ’ensemble des (jc, i) g  T*X  tels qu9il existe 
f  €= C2(X) avec:

(i) x €= F\

(ii)£ = ±4fOO * O;
(ni} y €= ^  =>/(>>) </(*).
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Théorème 1.2 (d 5après Sjostrand). Soient F un fermé de R'\ £2 un voisinage 
conique d'un point ( JtG, £0) Œ N*F et 2 une variété contenant 7V*F D £2. Alors il 
existe une variété 2* c: N*F passant par (xQy £g) et telle qu'en tout point 
a €E 2*, .

Corollaire 1.3. Si F est un fermé de R” et £2 un ouvert conique de T̂ R", 
( £2 ) = { f  ^ C7°°( £2) / f \N+ f  o a = O} es/ m/î idéal de C,°°(£2) {fonctions à valeurs 

réelles ) stable par crochets de Poisson.
Ce Corollaire 1.3 peut être combiné avec le “théorème de Holmgren” pour 

obtenir le Théorème 1.5 ci-dessous; pour l’énoncer, nous aurons besoin des:
Définitions 1.4. Soit £2 un ouvert conique de T̂ R"; si I est un idéal de 

C°°(B), nous noterons Fa(7) la plus grande partie conique de £2 stir laquelle tous 
les éléments de I s 9annulent; puis nous noterons /(/?, £2) le plus petit idéal I de 
C°°(S2) contenant p et /?(Q et tel quel 

( 0  = O => f  ^ I,
(ii) f*=I  et g*=I=> { / ,  g} €= I; 

enfin nous poserons 2(/?, £2) = Vç&M̂P*
Remarque. 2(/?, £2) est une partie fermée conique contenue dans/?_1(0); si 

c’est une variété, elle est involutive à cause de (i) et (ii).
Théorème 1.5. Pour tout ouvert conique £2 de T* R" et toute distribution 

u ^ telle que Pu — 0, N* supp u O £2 c  2(/>, £2).
Corollaire 1.6 (rf ’après Bony). S 9 il existe un voisinage conique £2 de (xQ, ¿Q) 

tel que (jcg , £0) ^ 2 (  /?, £2), alors le problème (1.1) n9 admet pas de solution.
Corollaire 1.7 (d'après Sjostrand). 5 ’// existe un voisinage conique £2 ife 

(xQ, f  0) e/ une variété involutive 2  D 2(p , £2) ie/Ze voisinage de (xQ, £0)
5wr /a feuille bicaractéristique 2*(jc0, f q) passant par (jcg, {G) rencontre le 
demi-espace d'équation <p(x) < <p(xQ), alors le problème (1-1) n'admet pas de 
solution.

Exemple 1.8. Notons (/, xl9 x2) les points de R3, et considérons au voisinage 
de l’origine le symbole p = t£x -4- jc|t2 -h £ § ■+■ itr2 et la fonction «p = / (exem
ple relevant du Cas /i°l); £0 sera donc défini par r = 1, = | 2 ~  et nous 
pourrons prendre £2 = {r > 0}; ^  p |Q et p̂ Q e  /(/?, £2), puis (i) ==> / ^ 
Z(/>, S2>; (ii) => jc|, jc2£2 et e  /(/», £2); (i) =» x2 et £2 €= Z(/>, Q); enfin,
(ii) => 1 g  /(/; , £2) d’où IÇp9 £2) = C°°(£2) et 2 (p , £2) = 0 .  Il y a donc unicité 
de Cauchy par application du Corollaire 1.6.

2. Enoncés des résultats et commentaires
Le Théorème 1.2 a pour conséquence vque si N*F est contenu dans une 

sous-variété de dimension k9 alors il contient une sous-variété de dimension 
2 n — le (et donc > n); on peut préciser ces questions de dimension en
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 ̂ Pour* une définition plus simple de Zl( p, SX ) v mm reporter à notre exposé 
( n° XYII ) au Séain&ire Goulmoiiie-4Ëej«r-Sclnmrts 1963/84 -

Comme dans 1 9exposé cité en détaillons ces résultats dans le cas où
l'opérateur* s 9écrit X + iY + c où X et T sont deux champs réels C°° linéaire
ment Indépendants en x et qui commutent au voisinage ( cas particulier du cas 
n° 2 ) s le corollaire°1.6 dit qu'il y a unicité si {p*<p}(x ) /  O* et le corol
laire 1 .7 permet de conclure dans le cas { p t<p}(x ) ■ O  dès que, par exemple, 
il existe deux réels a et b et un entier k tels que

(aX ♦ bY )^<p(xq ) * O  pour j < k, et (aX -t- HT)*<f(xq) <  O.

Pour relier cela aux résultats cités dans la présentation générale de cette 
thèse, ajoutons que

-X2<p et que {p.{p.«f}} — X2«p —Y^p ♦ 2iXY<p ;

la condition précédente est donc réalisée avec k « 2 si et seulement si
) >  - 1 (p* {p»*f}}( * ) ( ( cf. condition (é) de la présentation générale de 

cette°thèse ). °

ec v2 _.<?^  » —X <p —T <p
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utilisant le concept de dimension de Hausdorff en un point <y(ce que nous 
noterons dim^, cf. §3); nous obtenons:

Théorème 2.1. Soient F un fermé de Rw et ÇxQ, £0) ^ N*F. Alors 
dim. > ,1V*F = n.

VxO’SO )
Commentaire. Avec le Théorème 1.2, cette propriété permet de considérer 

IV* F un peu comme une lagrangienne.
Corollaire 2.2. S ’il existe un voisinage conique £2 de ( jcg , £g) tel que 

dim(JCo £q)2 (/?,S2) < n, le problème (1-1) n9 admet pas de solution.
Commentaire. Si 2(/?, £2) était une variété, elle serait involutive (cf. la 

remarque suivant les Définitions 1.4); deux cas pourraient alors se produire: 
soit ( jcq , £0) ^ 2(/?, £2) et le Corollaire 1.6 suffisait pour conclure, soit 
dim<JCo £o)2(/?, £2) ^ n et on ne peut pas appliquer ce Corollaire 2.2. Ce dernier 
ne peut donc apporter quelque chose de nouveau que lorsque S(p, £2) n’est pas 
une variété.

Exemple 2.3. On peut facilement construire une fonction /(jc) positive C°° 
paire et telle que / |R+ s’annule exactement sur l’ensemble “de Cantor” (i.e., 
l’ensemble de tous les réels de [0,1] admettant au moins une écriture en base 3 
n’utilisant pas le chiffre 1). Avec cette fonction / ,  nous considérons près de 
l’origine de R2, dont les points seront notés (/, jc), la fonction <p = * -+- jc2 et le 
symbole p = è + i(t^ -h /(jc))t (exemple relevant du cas /i°2); si £2 c: {r > O}, 
/(  p 9 £2) est l’idéal engendré par £, g(jc) et t où g décrit l’ensemble des fonctions 
plates sur l’ensemble de Cantor: on ne peut donc pas appliquer les corollaires 
1.6 et 1.7; enfin, JXp9 £2) = {£ — t = f(x:) = O), d’où dim(jCo €o)2(/*, £2) = 1 +

7 —-  < 2: on obtient l’unicité par le corollaire 2.2.
Log 3 r

Pour les réciproques, nous distinguerons les cas.
Théorème 2.4. Supposons que nous sommes dans le Cas w°l, que 

dçp(xQ, £0) ^ O et qu9il existe un voisinage conique £2 de (jcg , ¿0) tel quel
(Rg) 2 (/?, £2) est une variété (involutive) analytique passant par (jcq , £q)>
(Tr) la feuille bicaractéristique passant par (jcg , f G), 2*(x0, i Q), est transverse 

aux fibres (/.e., dim ■7(xo.£o)̂ ‘*(xo> io) dim irr ŝt~7̂ Xo£o)S*(x0, f  o));
(Sj) 2 *0 0, É0) <= {O, É) e  a/<p(x) 3* «pC*o)>;
(Za) il existe C >  O telle que |dtp A { - dx\ <  C|«p —  v(-*o)l1/2 sur 2 *(jc0, ¿Q).
Sous les hypothèses précédentes, il existe au voisinage de xQ une fonction 

u e  C"(R") solution du problème (1.1). D e  plus, u est analytique à l* intérieur de 
supp u =  { x e  >  iKjcq)} ooec ip analytique et dip(xoy =*= O.

Commentaire. Les hypothèses sont géométriques et indépendantes de 
l’équation <p choisie pour le demi-espace {x e  R"/qp(jc) > «jp(jc0)}. L’hypothèse 
dçP(xo, £0) #  O remplit la fonction technique de nous ramener à la construc
tion du Corollaire 1.1 de Baouendi, Trêves et Zachmanoglou [4]; elle n’est pas
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 ̂̂  Notons que dans le cas détaillé dans la nota d« la page (2) —3— at sous
l'hypothèse {p,<f>}(x ) - O, les conditions (Rg) et (Tr) sont naturellement vé
rifiées , et la condîtion (Sj) l ’est n o t a n e n t  lorsque ) c  -|{p,{p,
( cf. condition (5) de la présentation générale de cette these ).
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nécessaire (cf. Hôrmander [11, Theorem 5.2.2]). L’hypothèse (Rg) empêche 
l’application des Corollaires 1.6 et 2.2; l’hypothèse (Sj) est nécessaire à cause 
du Corollaire 1.7; les hypothèses (Tr) (qui s’énonce encore: \f f  ^ f(p,  £2), 
dçf(xQ9 ¿0) == O ==> df(x09 £0) = O) et (Za) ont été ajoutées afin que le support 
de la solution soit un demi-espace (notre technique ne nous permet d’obtenir 
que de telles solutions !); en effet on peut démontrer les deux résultats 
suivants:

Théorème 2.5. Supposons qu'il existe un voisinage conique £2 de (jcg, £q) et 
f  e  I (p , £2) /e//e d^f{jcq, £q) = O mais (df A £ * ¿o) ^ O. Alors le
problème (1-1) n'admet aucune solution dont le support soit {x G R”|i//(jc) ^ 
V'Oo» avec \f/ e  C2(R") e* ¿/̂ /(jc0) ^ O.

Théorème 2.6. Supposons qu'il existe un voisinage conique Q de (jcq, £0) tel 
que (Rg), (Tr) et (Sj) soient vérifiées, mais (Za) n9est vérifiée dans aucun 
voisinage de (jc0, £0) sur 2*(jc0, ¿Q). Alors, même conclusion qu'au théorème 2.5.

Exemple 2.7. Lorsque J ^ (^  /?) et d^^Pm /?) sont linéairement indépen
dants et que { ̂  />, p  } = O sur /*-1(0), l’idéal /(/?, £2) est l’idéal engendré 
par ̂  p et p, et les propriétés (Rg) et (Tr) sont vérifiées; si l’on ajoute que 
la matrice

H QP H // qp

f« /?// <p //2 qp
JCo £o

est définie positive, la propriété (Sj) est vérifiée pourvu que £2 soit suffisam
ment petit, et la propriété (Za) aussi; c’était le cas étudié dans Saint Raymond 
[16, Théorème 2J.

Les théorèmes de Zachmanoglou [19] sont également contenus dans celui-ci: 
en effet, si p est réel et dçp(xQ9 £0) #  O, alors (Rg) et (Tr) sont vérifiées; puis 
on peut montrer facilement que les hypothèses sur la bicaractéristique de p 
entraînent (Sj) et (Za).

Exemple 2.8. Qui ne rentre dans aucun des deux cadres ci-dessus. Notons 
(/, jcj, jc2, x3y les points de R4, et considérons au voisinage de l’origine le 
symbole p = t^j -I- i$f; si £2 c: { t  > O}, d^p #  O, et (Rg) et (Tr) sont vérifiées; 
si <p = t -f- xf  -+- x 2 -+- x1x2x3, toutes les hypothèses du Théorème 2.4 sont 
vérifiées, mais si «p — t -h x* -+- x1x2x3 le Théorème 2.6 est applicable.

Théorème 2.9. Supposons que nous sommes dans le Cas /i°2, que dçp(jcD) ^ 
O, qu 'il existe un voisinage conique £2 de (jcq, f Q) tel quel

(Rg) 2(/>, £2) est une variété (involutive) C°° passant par ( jcq, f 0);
(Tr) 2*(jcq, f  0) es1/ transverse aux fibres;
(S j )  2*(;*;0 , i 0 ) cz {(je , £ )  €= £2/<jp(.x) >  <pC*o)>-
Sous les hypothèses précédentes, e/ pour tout s ^ 1, // existe au voisinage de xQ 

une fonction u e  ^^(R") solution du problème (l.l)P^
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Commentaire. Signalons que, bien que le problème soit C°°, nous traitons 
l’opérateur P lui-même sans le perturber. Pour les hypothèses (Rg) et (Sj), nous 
renvoyons au commentaire suivant le Théorème 2.4; l’exemple /> = £i + ix̂ T, 
qp = t montre qu’on ne peut pas supprimer l’hypothèse (Tr): en effet, on peut 
prouver à l’aide du Théorème 1.5 que suppw o { jc2 = O}, et 0 est la seule 
fonction H\<yc possédant un tel support ! C’est parce que l’opérateur P est du 
premier ordre que nous avons pu supprimer l’hypothèse (Za): dans le Cas n° 1, 
si P est du premier ordre, on pourrait aussi se passer de cette hypothèse (Za) 
(on perdrait seulement d\p( jcq) ¥= 0 dans la conclusion).

Théorème 2.10. Supposons que nous sommes dans le Cas n°3 et qu'il existe 
un voisinage conique £2 de (xQ, £0) tel quel

(Rg) (jc0, ¿0) e  2(/?, £2) ( qui est alors une variété involutive C°° pourvu que £2 
soit suffisamment petit)\

(Sj) 2*(jcg, ¿o) ci {(jc, £) ^ £2/<p(jc) ^ <p(jc0)}- Alors il existe au voisinage de 
x0 une fonction u e  C°°(R") solution du problème (1.1).

Commentaire. Par les hypothèses du Cas w°3, (Rg) et (Tr) sont vérifiées et 
donc il s’agit essentiellement du même théorème que le Théorème 2.9.

3. Calcul de la dimension de Hausdorff de N*F
Avant d’entreprendre la démonstration du Théorème 2.1, rappelons quelques 

propriétés élémentaires de la dimension de Hausdorff; pour plus de détails, 
consulter Federer [8, pp. 169 & seq.].

Pour toute partie A de R*, la limite suivante est bien définie

où la borne inférieure est prise sur l’ensemble des recouvrements de A par des 
boules de rayons rf < p; on peut facilement montrer qu’il existe alors un 
unique réel dQ G [0, k] tel que

appelé dimension de Hausdorff de A, et que nous noterons dim MA. On peut 
vérifier que la dimension de Hausdorff d’une sous-variété de R* n’est autre que 
sa dimension ordinaire. Comme A c  B entraîne dim^^l < dim MB9 on peut 
définir pour un point q ^ A le nombre suivant

qui est appelé dimension de Hausdorff de A au point q. C’est le concept qui 
intervient dans notre Théorème 2.1.

*>d(A ) =  lim+ inf ( H r / ) ’
p —+ O ree . d e  A  tq \ - /

d > dQ => v¿( A) = O et d < dQ =* v^(A) = oo

dim _ A = lim dimh \A O B{q\ r)]
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Idémonstration de dim(JCo F ^ n. Soit f  teUe que Ton ait les trois
propriétés de la Définition 1.1 avec df{ jc0) = £0. Prenons xn — f [/(a:) — f(x  Q)] 
et jc' = ( jcx, . . . ,xn_ xy pour compléter le système de coordonnées.

Pour |jc'| < on pose 5(jc') = inf{8 e  YL/F O c', 5); 1) = 0  }; on a 
O < S(jc') ^ 1. On note alors j l ’un des points y ^ F O 82?(( jc', 5(jc')); 1) 
et tK x') = (jc', 5 (.*')) — _v(jc'); enfin, on définit une application \f/: 
B(x0, c: R" —* W*/r par

\f/: (x', x„) —> (>>(*')> (I -+- ^n)v(x')).

Cette application est continue en xQ car ^(jcg) = (a:g, £0) et

|jc'| < e => |>>(.x:')| < 2e et |5(jc') — l| < e1.

Si donc £2 est un voisinage de (jcq, £q) dans IV*F, il existe un voisinage oï de xQ 
dans R" tel que ^(co) c: S2.

Nous montrerons plus loin que vérifie en outre

(3 .1) \ ^ { X l y — ^ ( x 2y \ ^ - ^ \ x x — x 2 \,

où les valeurs absolues désignent la norme euclidienne dans les coordonnées 
locales choisies. Pour deux points ^(xj) et i//(jc2) situés dans une même boule 
2?, de rayon ri9 on a donc |jcx — jc2| < 2>/2 et on peut écrire

{ x e  RV^(jc) e  .»,} <= B t =  B{* - 2v^rf) c  R".

Pour tout recouvrement de 12 par des boules Bt de rayons rt < p, les Bi 
recouvrent et on a pour tout d g  [O, 2n]

JKlVîr,.)** > inf (Z > /),
rec. de to \ /

?;<2v̂ p

d’où

inf (£>/*) > (2^2)"* inf (X > /)-
rec. <ie £2 tq \ - / rec. de uy tq \ i /

r<<p r, «  2»/2 p

Lorsque d <■ n et p tend vers O, le membre de droite tend vers oo, donc 
le membre de gauche aussi, d’où dimH  £2 > n. Si donc Q = N * F  o  
B((x0, i Q); r), on obtient le résultat en passant à la limite lorsque r tend vers O.

Démonstration de l'inégalité (3.1). Si les coordonnées de _y(jc') sont 
(y'(x'), yn(x')y, on peut écrire

l’i ' O i )  — ’/ ' O a ) ! *
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.2

2

Or \T](xi)\2 ^ \v(^2 )\2 = 1* d’où 

|( 2 +- A )v(x[) — ( |  +  2)tj(x'2)1

=  2>2 +  — n ( ^ > r

+ [( 2 + *„,i) + (2 •+- x na) + (è -h + x n2)\ h(-*i) — v(x'2)\'

>  0„,1  — x n 2Ÿ  4- |t j ( x î )  — v(x'2)\2.

Comme v(x') =  Çx' —  y'(x'), 7|„0 '))>

b O i )  - v(x'2)\2 > |*; - y'(x[) - x'2 + y'(x'2)l2

et

I^Oi) —  «h * 2)|2

> Lv'(-*i) — .v'(*2)|2 + |-*i -  — * 2  + ^'(-*a)|2 — x n a Ÿ

— Iv^O'(jcî) -_y'(.x^)) - ( j c î  -  JC^)/vT| 2 -1- %\xi —  x '2\2 + ( x n l —  x n 2)

>  i l* l  — x 2\2, 

d’où (3.1).
Démonstration de dim//iV*/r < /i. Le lecteur uniquement intéressé par les 

applications au problème de Cauchy pourra se passer de cette partie de la 
démonstration puisque le Corollaire 2.2 ne découle que de l’inégalité déjà 
prouvée.

Choisissons des coordonnées dans Rn et notons avec des valeurs absolues les 
normes euclidiennes dans ce système de coordonnées. 2?(<o; p) désignant la 
boule ouverte de R" de centre <0 et de rayon p, nous posons pour e #  O

N m = {O, £) «= N * F / B (x -+- 3e$, 3|e£|) n  F  = 0  }.

Par définition de N*Fy on a N*F = Admettons provisoirement
(cf. plus loin) que pour tout e #  O, dim^ AT, < n; soient d > n et « > O; pour 
tout fe, ^ (^ /jt)  — O et on peut donc trouver un recouvrement de Nx/k par des 
boules de rayons ri k tel que r/fk <: ot2“|A:,_1; si nous réunissons tous ces 
recouvrements, nous obtenons un recouvrement de N*F tel que rf*k < or, 
donc Vj^N+F̂ ) = O, d’où finalement

dim mN*F < n.
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Démonstration de dim H Ne <  n. Comme dans la démonstration de 

d im ( X{ ^ N * F '  ^  n y nous obtenons cette propriété en construisant une applica

tion qui ne rapproche pas trop les points: nous posons

N e -  R”

( x ,  £ )  - *  .x -+- e$;

nous allons montrer que

( ^ l  * ¿ l )  ' l ' ( X  2 * ¿ 2 ) !  ^  Ie  I \ ( x l *  £ l )  ( ■ x 2* ¿ 2 )  I •

En effet,

|^(jCi, — ÿ ( x 2, £2) |2 =  I* i — ■+■ «2|£i — è2\2 +  2e(xl — x 2) - (£ x — £2).

Mais (xj, e  et x2 e  i7* entraîne que

1*2 — ( * 1  ■+■ 3e£ i ) l  >  3|c€ il

=> \x2 — jcx|2 — 6e(x2 — jcx) - -+- 9e2\è1\2 > 9e2|£x|2
2

=> 2e{x1 — x2) - $1 > — i|jcj — jc2| .

De même (x 2, £2) g  iVe et xx e  F entraîne que —2e(x1 — x2). £2 3s
— 3 l^i — a:2|2, d’où finalement, si e2 < 3,

¿1 ) %f/(x2, £2)| >  ^ l-^ i *^2 ! e2l£ i Î 2 I

>  e 2| ( * i ,  £ 1)  — ( x 2 , i 2 ) | 2.

4. Non-unicité dans le cas analytique

Comme nous allons utiliser, au cours de la démonstration du Théorème 2.4, 
l’invariance de ses hypothèses par changement de fonction <p, il convient de la 
vérifier dès maintenant.

Soient donc q> et ^ deux fonctions C2 définissant le même demi-espace 
{x  e  R"/<pO) 3* <pOo)} = {jc e  R'VV'O) > ^(-*0)}» et telles que £0 = 
i/<p(x„) O ^ </^(x0) = i)0. Il existe alors une fonction X e  C1(R") telle que 

Je) = «//(jc0) X(jcX«p(JC> — <p(jc0)) avec X(-*o) > Remarquons déjà que 
2*(jc0, f Q) dépend de <p par l’intermédiaire de £0; mais comme 2 ( p, S2> est 
conique, 2 *(jc0, 17D) = {(-*, A(.x0)€) e  7^R"/(jc, £) e  2 *(x0, €o)}> et donc les 
conditions (Tr) et (Sj) sont invariantes par changement de fonction «p (pour 
(Rg), c’était évident).

Fnfin, pour constater que (Za) est, elle aussi, invariante par changement de 
fonction <p, il suffit d’écrire

dip A £ • dx =  \  dtp A £ • dx -I- (<p —  <p(-*o)) ̂  A | * dx
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et de remarquer que

(cJ<p A £ ■ dx)(x, X (x0)£) =  X ( x 0)(dcp A £ - dx)(x, £).

Démonstration du Théorème 2.4. En utilisant les hypothèses (Rg) et (Tr), on 
peut trouver des coordonnées locales analytiques jc ' = (jc1, . . . , jcr), jc" = 
(x r + i,. . . ,x„_1) et telles que ( jc0 , g0) = (0,0,0; 0,0, 1) et

z * ( x 0, £0) =  {x"  =  ,x„ =  i' =  £" =  0; £„ =  1}

(r = dim 2 *(jc0, £0); (Tr) => r < /i et donc la seule dégénérescence possible est 
l’absence de variables jc"; le lecteur vérifiera facilement que tout ce qui suit 
reste correct sans variables jc").

Avec ces coordonnées, nous posons

(4.1) xf/ (0, jc", x „) = x n — 2c(\x"\i -+- jc*), C >  Oà fixer,

puis nous prolongeons \p analytiquement à un voisinage de l’origine en requérant 
que (jc, d\[/(jc)) g  2(/?, £2), ce qui est classiquement possible sous l’hypothèse 
(Tr) (cf. par exemple Hormander [11, p. 32] ou [12, p. 156]); comme 2(/>, S2) 
est conique, on obtient par la formule d’Euler

(4.2) 0,0) = 0 et dx^(x \0,0) = (0,0,1).

Comme 2(/>, S2) est contenu dans p~ x{O), /?(jc, d\[/(x)y = O; grâce à l’hypo
thèse dçp(jcQ, ¿0) # O, on peut utiliser la construction du Corollaire 1.1 de 
Baouendi, Trêves et Zachmanoglou [4] pour obtenir une solution de Pu = 0 
dont le support soit localement supp u — {x ^  R"/^(jc) > O}. Il ne reste plus 
qu’à vérifier que ce support est contenu dans {jc g  RVç)(jc) > <p(jc0)}-

Par le théorème des fonctions implicites, <p(jc) > <p(jcq) équivaut à jc„ -h 
<Po(x\ jc") > O pour une fonction <pQ g  C2(Rn_1) telle que SP0(09 0) = 0; la 
condition sur le support de u sera vérifiée si nous montrons l’inégalité

(4.3) ïp(jc) < jc„ -h jc"') pour jc voisin de jcq.

Par la formule de Taylor,

<Po(x', X") = <p0(x',0) -h §jpr(x',0) - JC" + C?(lx"l2). 

L’hypothèse (Sj) nous dit que <pQ(jc', O) > O, et l’hypothèse (Za) que ¡dq>o(x '90)l
<  Col<Po(x'>Oy]1' 2, d’où

^ 7 t( jc \0 )  - jc"| < C0[q>0{x',0i)]1/2\x "\ < «PoO'»0) +

et donc

(z)  - 1 0 -

<Po(x', je") > -C\x" \2

c 11JC
,2

<po
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pour une constante C > O ne dépendant que de <p, de /? et du choix des 
coordonnées (mais pas de et que nous reportons dans la formule (4.1) 
définissant \p. Nous avons donc

<Po(x', X") — Ï(x)  =  <Po(x', x ") +  2C[\x"\2 -+- X 2) — ïo (x )  

en posant x̂ 0(jc) = \p(x) -f- 2 C ( | j c " | 2 4- je2) — Jt„, d’où 

(4.4) -4- <p0(* ', •*") — 'f'(x) 3* C(|x"|2 -1- xl)  — |^0(jc)|.

Or, on peut écrire

( %f/0(09 jc", xn ) = O à cause de (4.1), et

\ xf/Q{x \  0, 0) = d\{/0( x \  O, O) = O à cause de (4.2).

Il en résulte que suffisamment de dérivées de \pQ sont nulles à l’origine pour 
que

|*o(*)l<  K\x'\()x"\2 + xl)

pour une constante K > O. Si donc nous restreignons le voisinage de telle sorte 
que \x'\ < C/K,  nous obtenons (4.3) à partir de (4.4) ce qui termine notre 
démonstration.
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5. Réciproques 2.5 et 2.6

Nous démontrerons ces résultats par l’absurde en supposant que le problème
(1.1) admet une solution u dont le support soit {jc e  R"/^(jc) > 'l'(x0')} avec 
>// e  C2(R") et d \ #  O. Nous établirons qu’alors l’hypersurface d’équation 
«//(jc) =  i^(jc0 ) possède des points arbitrairement proches de xQ et tels que 
<p(x) < <p(jc0), ce qui constituera la contradiction.

Avant de distinguer les cas, nous pouvons déjà remarquer que par le 
Théorème 1.5 nous savons que AT* supp « O Û c  S(p, £2), soit

(5.1) {(x,  A <**(*)) e  S2/* (jc) = «H*o) et A e  R*} c  2 (/>,S2).

Démonstration du Théorème 2.5. Puisque/  e  / ( p, G), f  s’annule sur 2 ( p, ¡3), 
et par (5.1)

xp(x') =  «P(jc0) => f(x, d*p(x)) =  f ( x Q, d*f>(xoy) =  O, 

et donc, par développement de Taylor

d xf ( x Q, ¿o) -(x —  x Q) -+- d €f ( x o, £c) '(¿'¡'(.x) ~  ¿'t'(xo))

+ o(\x — xQ\2 -I- \dx^(x) — d+(x0)\2) = O
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et, puisque d\p e  C1 et que d¿f(jcG, ¿o) = O,

'l'(x) =  'l'(jto ) =*• d x/(x0, £0) • (x  — JC0) =  o(|jc — JC0|2)

ce qui prouve que d xf(x09 £ 0) est normal à Phypersurface d’équation xp(jc) =  

\f/(jcG). Nous tirons alors notre contradiction de l’hypothèse (df A  £ • 
dx)(jcG, £o) =*= 0.

Démonstration du Théorème 2.6. Comme dans la démonstration du Théorème 
2.4, nous utilisons les hypothèses (Rg) et (Tr) pour trouver des coordonnées 
locales >>', y " 9 yn telles que ( jc0, £0) = (0, 0, O; O, O, 1) et

Par le théorème des fonctions implicites, ^(jc) ^  ^(^o) équivaut à yn -+■ 
\[/Q(y\ y") ^  O pour une fonction \pQ e  Ct2(R'*~1). En appliquant le Théorème 
1.2 à la situation décrite en (5.1), on voit que \p0(>>\0) = O et dxpQ^y', O) = O;

De nouveau par le théorème des fonctions implicites, <p(jc) >  <p( jcQ) équivaut 

à  jcn H- <jp0(a:', jc") >  O pour une fonction qp0 e  C 2(R n_1); pour obtenir la 

contradiction cherchée, nous allons montrer

Il  existe des points m  == (jc ', jc") arbitrairement 

proches de l ’origine tels que <p0( m ) <  O.

Supposons maintenant que (Za) n’est vérifiée dans aucun voisinage de 

(jc0, i 0) sur Z *(jc 0, £0); compte tenu des coordonnées locales utilisées cela 

signifie qu’il existe une suite de points m y g  2 *(jc 0, £q) tendant vers O et tels 

que |Jqp0( m>)l >  jiVoim  jï\1/2l en extrayant au besoin une sous-suite, on peut 

trouver une direction u tangente à jc„ =  O telle que

Par la formule de Taylor, il existe alors une constante C telle que pour tous 
m et e suffisamment petits

2*(-X0, £o) =  { y "  = y n =  n' =  t¡" =  O; V n  =  1}.

on peut donc changer de coordonnées C en posant

x ’ =y', x " = y " ,  x n =  y„ +  4>Q(y', y") 

sans changer l’équation de 2*(x0, ¿G)

io) =  {-*" =  =  Î' =  £" =  O; £„ -  1 >.

(5.3)

0^
«Po("* — eü) — <Po(m) + < Ce2,

d’où nous tirons, si my et e sont suffisamment petits

9 <p
<Po(mj — e”) < 9o(«y) — *“07?(my) + Cc2-

a <po
aV

m J > j qpo m J

.2

2* x,
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En extrayant au besoin une sous-suite, nous sommes alors dans l’un des deux 
cas suivants: soit <p0(my) >  0 pour tout j (mais <jp0( m y) tend vers O car <p0 est 
continue), soit <p0(/wy ) = O pour tout j. Dans le premier cas, grâce h (5.3), on 
tire de l’expression précédente que les points rrij — (<pQ( my-))1/ 2t; vérifient (5.2) 
pour j assez grand. Dans le deuxième cas, il suffit de choisir ey —> O tel que
O Bj < <0~ 1d<p0ÇmJ)/dv9 ce qui est possible d’après (5.3), pour obtenir des 
points rrij — BjV vérifiant (5.2).

6. Non-unicité clans les cas C°°

Démonstration du Théorème 2.9. De par sa définition, 2(/?, Q) est involutive 
et donc feuilletée, et grâce à l’hypothèse (Tr) on peut en déduire un feuilletage 
de la base R" par projection (plusieurs feuilletages sont en principe possibles); 
on tire de l’hypothèse (Sj) que la feuille passant par xQ est tangente à. 
l’hypersurface d’équation cp(x) = <p(jcQ), et donc on peut trouver des coor
données locales C°°(jc', jc", jcn) avec (jc0, {0) = (0,0,0; 0,0,1) et telles que les 
feuilles de la base aient pour équations: jc" = constante et xn = constante.

Ecrivons maintenant P — X c; X étant la projection sur TWC* de Hpy c’est 
un champ tangent aux feuilles, et X\f/ — O si ^(x) = x% — \x"\2. Si nous 
prenons v e  //^(R") telle que Xv = c (ce qui est possible pour tout s puisque 
par dçp(icQ) #  Oet par la condition (P), X est localement résoluble, cf. Beats et 
Fefferman [5, Theorem 1]), nous pouvons choisir comme solution la fonction 
w(jc) définie par

u(x) =  exp( — u(x) —  [l/^(oc)]> si >  0,

u(x) =  0 si^(jc) <  O.

Clairement, on a u €  //¿^(R”) dès que s >  n /2, /*« =  O  et supp u =  {jc g
R'V'V'O) >  0>-

Par le théorème des fonctions implicites, «p( jc) >  qo(x0) équivaut à oc. +  
ç>0(x', jc") >  O pour une fonction <pQ e  C 2(8"_1), et 9 o(*',0) >  O grâce à 
l’hypothèse (Sj); par développement de Taylor on en déduit que <Po (jc', jc") >

—  C\x"\ pour une constante C  >  O. Si donc |jc"| <  C -3,

^ ( j c )  3* O =* jc„  3s | j c " |2 /3  = * x ,  +  < P o ( * ',  * " )  >  O» 

et u est solution d u  problème (1.1).
Démonstration du Théorème 2.10. L a  démonstration est parfaitement iden

tique à. la démonstration précédente à ceci près q u ’il faut remplacer la fonction 
w  =  exp( —  t») par la fonction w  fournie par lelexnme suivant:

Lemme 6.1. Supposons que nous sommes dans le Cas n°3. Alors il existe au 
voisinage de x Q une fonction w  e  C,00(R't) telle que /V  =  O ei w(xfl) #  O.
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Bien que nous n’ayons pas trouvé dans la littérature de démonstration de ce 
lemme, il semble pourtant bien connu, et nous ne ferons qu’en esquisser une 
démonstration.

On commencera par résoudre approximativement = O en trouvant deux 
fonctions C°° m et /  telles que Pu = / ,  w(jcg) = 1 et /  est plate en jcq; cela peut 
se prouver en choisissant une hypersurface non caractéristique pour P passant 
par x Q, en y  calculant les dérivées normales de u exigées par l’équation Pu = O, 
et en fabriquant u par le théorème de Whitney.

Puis, profitant simultanément de la résolubilité locale de P et de la petitesse 
de f  (qui est plate en jcg), on trouvera, par exemple en utilisant le Théorème 
7.3.1 de Hôrmander [11], une fonction C?°°v petite et vérifiant Pv = f  près de 
j c 0 ; si on a bien choisi les normes, on pourra, grâce aux injections de Sobolev, 
obtenir que || v\\ L« ^  1/2.

Il suffit alors de prendre w = w — v.
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L'UNICITE POUR LES PROBLEMES DE CAUCHY 
LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

par Xavier Saint Raymond

Depuis une trentaine d'années, l'unicité des solutions des problèmes de Cauchy 

linéaires a fait l'objet d'un grand nombre de publications. Bien vite, les études 

successives sont devenues très techniques et difficiles à comparer. Pour remédier à 

cette situation, dans un livre publié récemment, Zuily [28] donne des démonstrations 

détaillées d'un grand nombre de résultats ; par ailleurs, Alinhac [2] a décrit sans 

démonstration l'ensemble de la théorie en groupant les théorèmes suivant les diffé

rentes classes de problèmes traités.

C'est dans ce mène esprit que nous proposons ici une étude détaillée de la ques

tion pour les problèmes de Cauchy du premier ordre. Nous avons choisi de nous res

treindre au premier ordre pour les deux raisons suivantes : d'une part le problème 

reste alors suffisamment simple pour que nous puissions donner des preuves complètes 

des résultats énoncés, et d'autre part, une telle étude fait déjà apparaître les cri

tères d'unicité que l'on rencontre lorsqu'on traite les problèmes de Cauchy généraux.

En effet, si nous ne présentons pas ici les résultats les plus généraux obtenus 

sur l'unicité de Cauchy (Calderón [6], Hôrmander [9,th. 8.9.1]-Lerner [13], Alinhac 

[1], Robbiano [19], Lerner [12], Saint Raymond [20], Lerner et Robbiano [14]), nos 

théorèmes en donnent des prolongements dans le cas du premier ordre ; ainsi, nous 

mettons en évidence l'importance pour l'unicité de Cauchy des conditions suivantes :

1. Conditions de crochet (ou de structure) analogues aux hypothèses du théorème de 

Calderón [6] ou à la principale normalité d'Hôrmander [9,chap. 8] ; ainsi, le théo

rème 1.2 peut être considéré comme une extension du théorème de Calderón pour le pre

mier ordre, et réciproquement, le théorème 1.1 étend Alinhac [1,th. 1] et Robbiano 

[19].

2. Conditions de convexité du genre de la pseudo-convexité d'Hôrmander [9,chap. 8] ; 

là encore, nos résultats étendent les théorèmes généraux classiques de l'ordre m : 

le théorème 5.2 non seulement contient Hôrmander [9,th. 8.9.1] dans le cas du premier 

ordre, mais prouve également l'unicité dans des situations où on ne peut espérer ob

tenir d'inégalité de Carleman (cas pseudo-concave) ; quant au théorème 5.3, il étend 

Alinhac [1,th. 2] et Saint Raymond [20].

3
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3. Conditions sur le terme d'ordre inférieur, abordées au chapitre 6.

Pour limiter la complexité technique des démonstrations, nous avons choisi, outre 

le cadre du premier ordre, de ne traiter que le cas des coefficients C°°, et de n'é- 

tudier l'unicité que parmi les solutions classiques (c'est-à-dire de classe ) ; 

pour la même raison, nous ne nous sommes intéressés essentiellement qu'à l'unicité 

stable (pour un sens précis de cette expression, voir le paragraphe 1.1, l'énoncé des 

théorèmes et la remarque 4 du paragraphe 1.4). Grâce à ce choix, notre texte ne fait 

appel à des démonstrations extérieures que pour utiliser des résultats généraux bien 

connus en analyse (théorème de Borel, cf. Hôrmander [11,th. 1.2.6], théorème d'exten

sion de Whitney [26], etc. ). D'autre travaux sur le premier ordre sortent du cadre 

que nous venons de définir ; il s'agit notamment de Zachnanoglou [27], Baouendi et 

Goulaouic [4], Cardoso et Hounie [7], Baouendi et Trêves [5].

*
* *

Les résultats présentés ici ne sont pour la plupart que de légères améliorations 

de résultats déjà connus : ainsi le théorème 1.1 améliore les résultats d'Alinhac 

[1,th. 1 ] et de Robbiano [19], tandis que le théorème 1.2 améliore les résultats de 

Strauss et Trêves [24]. Ces raffinements ont pour essentiel mérite de mieux permettre 

la comparaison des théorèmes entre eux. Les méthodes utilisées dans les démonstrations 

sont classiques : inégalités de Carieman pour l'unicité, et construction de contre- 

exemples à base d'optique géométrique et de recollement.

Le théorème 4.2 doit cependant être mis à part car c'est un résultat entièrement 

nouveau. Bien qu'il s'agisse d'une construction de contre-exemple ressemblant aux 

constructions standard, c'est-à-dire du type décrit dans le chapitre 2, nous voudrions 

en souligner ici les caractères spécifiques.

Comme un seul changement de signe de la fonction b ne suffit pas à faire perdre 

l'unicité, c'est bien 1'accumulation de ces changements de signe qui nous permet de 

construire le contre-exemple. Il nous faut donc recoller des fonctions u^ dont le 

comportement n'est bien connu qu'au voisinage des changements de signe. Ainsi, d'une 

part les valeurs de 6̂  nous sont imposées (dans la construction standard, il est im

portant de pouvoir choisir ces valeurs d'une manière appropriée), et d'autre part, 

nous ne possédons pas de développement limité du type (2.1) commun à tous les u^, for

mule qui joue un rôle central pour le recollement au paragraphe 2.3. A ces difficultés 

s'ajoute le fait que nous devons choisir les paramètres tellement grands que l'on 

n'a plus (contrairement, à la situation standard où est une puissance

de k), ce qui a pour effet de multiplier les contraintes sur ces paramètres (car

lim A^a^ * lim A^i a, en général).
k k-*-°°
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L'originalité du théorème réside donc dans l'assouplissement des techniques de 

recollement des fonctions u^, la partie optique géométrique étant réduite au choix 

trivial de la phase B(t)+ iy : c'est exactement le contraire de la méthode décrite 

au chapitre 2 où l'étape délicate est la construction de la phase (paragraphe 2.2), 

le reste (paragraphes 2.3 & 2.4) étant standard (cf. Alinhac et Zuily [3], et Alinhac 

[1]).

Enfin, nous tenons à remercier C. Zuily pour les discussions que nous avons eues, 

tout particulièrement pour la mise au point du larane 3.3, ainsi que pour avoir bien 

voulu relire ces notes ; nous lui en sommes très reconnaissant.

*
* *

Dans le texte, nous suivrons le plan suivant :

CHAPITRE 1 : NOTATIONS ET RESULTATS PRINCIPAUX.

1.1. Comment formuler le problème.

1.2. Nature des hypothèses.

1.3. Enoncé des résultats principaux.

1.4. Commentaires sur les théorèmes.

1.5. Choix des coordonnées pour les problèmes non caractéristiques.

CHAPITRE 2 : CONSTRUCTION D'UN CONTRE-EXEMPLE.

2.1. Nouveau choix de coordonnées.

2.2. Optique géométrique.

2.3. Ajustement des fonctions .

2.4. Construction des fonctions u et a .

CHAPITRE 3 : TECHNIQUES D'UNICITE.

3.1. Le problème elliptique.

3.2. Un lemme technique.

3.3. Unicité en dimension deux sous la condition (R).

3.4. Démonstration du théorème 1.2 sous la condition (R).

3.5. Démonstration du théorème 1.2 sous la condition (P).

CHAPITRE 4 : ETUDE D'UN MODELE DANS R2 .

CHAPITRE 5 : LE PROBLEME CARACTERISTIQUE.

5.1. Résultat d'unicité lorsque rg / 4-2.

5.2. Contre-exemple à l'unicité lorsque le rang de £  est constant. 

CHAPITRE 6 : ROLE DU TERME D'ORDRE ZERO.

BIBLIOGRAPHIE.
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CHAPITRE 1 : NOTATIONS ET RESULTATS PRINCIPAUX.

1.1. Comment formuler le problème.

Nous nous plaçons au voisinage d'un point xQ £ ]Rn ; l'une des coordonnées dans 

]Rn est le temps, mais avant de l'écrire explicitement, nous considérerons que c'est

00 II
une fonction donnée tp eC (]R ) à valeurs réelles telle que d<p(xQ) *0 (afin de pou

voir la prendre comme coordonnée près de xq ).

1 II
On étudie un " phénomène physique " représenté par une fonction u€C (]R ) à

valeurs complexes qui est connue dans le passé (u(x) =u (x) si ip(x) < cp(x ))

r °3
et qui satisfait une équation d'évolution Lu + c u = f , avec L= l a.(x) -5 —  oùo j=1 j dx.

OO JQ
les â  €C (]R ) sont à valeurs complexes ainsi que le terme d'ordre zéro cQ €
OO
C (]R ). Ici, uq(x) et f(x) sont des données du problème.

Nous nous intéressons à l'unicité de la solution d'un tel problème indépendam

ment de son existence, ou plutôt à l'unicité locale en xQ : étant données deux solu

tions u.j et U 2  du problème, coïncident-elles dans tout un voisinage de xQ ? Comme 

tout est linéaire, cette question nous conduit (en posant v=u^ -U2) à l'étude du 

noyau de l'application linéaire associée : de

f" L v + cQ v = 0

^v(x ) = 0  si cp(x) < cp(xQ) ,

peut-on déduire que v = 0  dans tout un voisinage de xQ ?

A l'exception des résultats cités au chapitre 6 , nous rechercherons essentiel

lement une propriété d'unicité "stable" dans le sens suivant : sous les hypothèses 

des théorèmes d'unicité (cf. théorème 1 .2 ), la propriété d'unicité demeurera si l'on 

modifie le terme d'ordre zéro cQ , ou si l'on se place en un point voisin de xQ sur 

la surface d'équation cp(x) =cp(xQ). Ce point de vue explique que nous ne fassions pas
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mention du théorème d'Holmgren, ni de théorèmes analogues ; cela donne en outre à nos 

réciproques la forme que l'on trouvera typiquement énoncée au théorème 1 . 1  ci-dessous.

1.2. Nature des hypothèses.

Nous introduisons maintenant les objets algébriques sur lesquels nous désirons 

"lire" la réponse à la question que nous avons posée. Ces objets sont construits à 

partir de la fonction temps <p et de l'opérateur L, et reflètent leurs propriétés

près de xQ . Nous supposerons tout au long de ces notes que L est non dégénéré en

n 2 
xQ , c'est-à-dire que £ |a.(xQ)| * 0 .

j= 1  3

Commençons par une définition : Le problème est dit caractéristique si LîP(xq)=0. 

Cette définition est indépendante de la fonction cp pourvu que cette dernière définis

se les mânes demi-espaces du passé et du futur. Les chapitres 2, 3 et 4 sont consacrés 

à l'étude du problème non caractéristique, tandis que le problème caractéristique est 

abordé au chapitre 5.

Nous allons construire maintenant l'objet qui permettra principalement la dis

cussion de l'unicité : l'algèbre de Lie £ associée au champ L. Par cette expression, 

nous désignonsl'ensemble des combinaisons linéaires à coefficients réels des champs 

réels X = $eL, Y =<IlmL et de tous leurs commutateurs : [X,Y]=XY-YX, [X,[X,Y]] 

etc. . En chaque point x, ces combinaisons linéaires forment un sous-espace vectoriel

de T Rn dont la dimension est appelée rang de l'algèbre de Lie £  au point x et
À

que nous noterons rg £  (x). Comme L est non dégénéré en xQ , on a rg £ (x) €{1,...,n} 

pour tout x voisin de xQ , mais le rang de £  n'a aucune raison d'être constant lors

qu'on passe d'un point à un point voisin.

A cette algèbre de Lie sont associées des variétés appelées variétés intégrales 

de £  . La variété 1T sera une telle variété si pour tout x £ IT , l'espace vectoriel 

T XX coïncide avec le sous-espace de T Rn défini par £  . L'existence de variétés



intégrales de £ n'est pas automatique, et nous devrons la supposer pour obtenir cer

tains résultats. Nous introduisons donc deux conditions "techniques" destinées à nous 

fournir de telles variétés intégrales, ou des variétés se comportant un peu comme des 

variétés intégrales.

Nous dirons que la propriété (R) est vérifiée dans l'ouvert fi si par tout 

point de ïï passe une variété intégrale de h ; Sussmann [25] a donné des conditions 

nécessaires et suffisantes pour que cette propriété soit vérifiée ; rappelons que 

c'est classiquement le cas dans chacune des deux situations suivantes (qui constituent 

des critères aisément vérifiables sur un champ L donné ) :

1. Lorsque le rang de itj est constant dans ü (théorème "de Frobenius", cf. Sternberg 

[23, p. 132]).

2. Lorsque les coefficients a- de L sont analytiques dans ü (théorème de Nagano 

[16]).

Nous dirons que L vérifie la condition (P) dans mcil s'il existe des coor-

tï 1 -r» 1
données locales (y,t) € R  x ]R, un ouvert v de H  et un nombre T > 0  tels 

que tocvx ]-T,T[ cQ , que L s'écrive

L = a(y,t) 7 -̂ + i b (y,t) • ̂  j  avec a*0 dans v*]-T,T[ ,

Ti 1
et que pour tout y€v , il existe un vecteur unitaire d(y) £]R " tel que

b(y,t) = |b(y,t)| d(y) pour tout t€]-T,T[ .

Cette condition (P) a été introduite par Nirenberg et Trêves [17] pour étudier 

la résolubilité locale de L , et ces auteurs ont montré que si (ti,t) était un autre 

choix de coordonnées locales tel que

©  - 6 -



L=a(n,T) [l+ip(n,T) *^]> e à valeurs dans Rn“1 ,

l'existence d'un vecteur d(y) tel que b(y,t) = |b(y,t)| d(y) est équivalente à 

l'existence d'un vecteur ô(n) tel que 3(n,T) = |$(n,x)| ô(n). Nous verrons au pa

ragraphe 1.5 comment trouver à partir d'un champ L non dégénéré des coordonnées lo-
I

cales dans lesquelles L = a(3t + ib» 3 ), b à valeurs dans R , si bien que par
y

cette propriété d'invariance, la condition (P) est aisément vérifiable sur un champ 

L donné.

Le lecteur remarquera que si L vérifie la condition (P) dans w , alors 

rg |— < 2 ; cependant, la condition (P) dit plus que cela : elle implique l'exis

tence de variétés de dimension 1 ou 2 le long desquelles le champ L reste tangent 

(sans qu'il s'agisse de variétés intégrales de £  ) ainsi qu'une condition de signe 

sur les coefficients de L .

1.3. Enoncé des résultats principaux.

Munis de ces notations, nous pouvons énoncer les principales réponses apportées 

à la question posée en 1.1.

THEOREME 1.1. : Posons S7 = {x El”/ <$(x) - <#(xj et rg (x) >,Z}. Si le pro-
.. ..... - - - - - - - -  Q O

blême est non eccraetéristique et si xQ Ç.Ŝ 3 alors pour tout voisinage 9, de xq3 

il existe wcfi aveo uÇ.Cœ(w) et a€C°°(u¡) tels que

i
(L + eo +a) u(x) = 0 dans w 3 

Supp u= oi+= {ar€ w/tpfaJ ><p(x )} 3 et 

Supp aczu+ .

Moralement, ce théorème signifie que pour avoir la propriété d'unicité, il est 

nécessaire que rg .£ <3 sur la surface d'équation cp(x) =(p(xQ). Cette condition est 

également suffisante lorsque nous faisons l'une des deux hypothèses "techniques" in

troduites au paragraphe précédent :

(3) -  7 -

1 1 .

ti) ns
3
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THEOREME 1.2. : Posons S? = {x € J?n/ <p(x) = ty(xj et rg £ (x) è 3} ; supposons
---------------------  --------  Q

que le problème est non caractéristique et que xq Î ; supposons encore qu’il existé 

un voisinage ïï de xq tel que l’une des deux hypothèses ”techniques” suivantes soit

vérifiée : soit L vérifie la condition (R) dans ü3 soit L vérifie la condition (P)

° 1 dans iï+ - {x £ü/(p(x) xp(xo)}. Alors3 pour tout voisinage ü) de xq et toute u€C (m)

solution du système

(L+c^)u(x) = 0 dans cô3 et
(1.2)

u(x) = 0 dans w_ = {rc £w / q>(x) 4 ̂>(xQ) } 3 

la fonction u s'annule au voisinage de xq .

1.4. Commentaires sur les théorèmes.

1. Comme nous le verrons au paragraphe 2.1, le théorème 1.1. s'applique essen

tiellement aux opérateurs de la forme

k„ „ k0

L - À + i [ t  1 w ; * 1 2 w 2 } '  ki , k 2 ■ i p = t -

Ce théorème a été démontré dans le cadre plus général des opérateurs d'ordre m quel

conque par Alinhac [1] et Robbiano [19] sous la condition k̂  =0 .

,2 .2. Le théorème 1.2 s'applique aux deux opérateurs suivants définis dans ]R

L(R)=W +it(t+>r)W  6t L(P)=è tie'V t 2 ^  ’ ^  >

le premier vérifiant la condition (R), mais pas la condition (P), et réciproquement 

pour le second. Ce théorème 1.2 est dû à Strauss et Trêves [24] qui l'ont démontré 

d'une part sous la condition rg (x ) = 2 dans ]R (cas particulier de la condition 

(R)) et d'autre part en supposant que L vérifie la condition (P) dans tout un voisi

nage ü de xQ .



3. Le théorème 1.2 devient faux si nous supprimons les hypothèses "techniques"

O
ou mène si nous supposons seulement que L vérifie la condition (R) dans ; nous 

montrerons en effet au chapitre 4 que l'opérateur

L = at + i e
 ̂ a-1/t eÍT1 1 3sin  ̂-g— si t > O

l = A  
L 3t

ne possède pas la propriété d'unicité par rapport à t =0 pourvu que l'on ajoute un 

terme d'ordre inférieur, bien que rS •£ | {-£ > g} E

4. Dans l'énoncé du théorème 1.1, il convient de remarquer que l'ouvert o> ne 

contient pas nécessairement le point xQ ; le théorème 1.1 signifie donc ceci : si 

nous ne savons pas toujours construire une solution de (1.1) au voisinage de xQ , nous 

savons du moins le faire au voisinage de x̂  pour un point arbitrairement proche 

de xQ sur la surface d'équation cp(x) =cp(xD). En revanche, lorsque les hypothèses du 

théorème 1.2 sont vérifiées en xQ , elles le sont en tout point suffisamment proche 

de xQ sur la surface d'équation <p(x) =tp(xQ) , et la conclusion s'applique quel que 

soit le terme d'ordre inférieur ; le théorème 1.2 est donc bien une réciproque du 

théorème 1.1. Cette remarque correspond à la propriété d'unicité "stable" dont nous 

avons parlé au paragraphe 1.1.

5. Les hypothèses du théorème 1.2 sous la condition (R) sont équivalentes au 

groupe d'hypothèses suivant : le problème est non caractéristique, et il existe un 

voisinage de xQ où rg £, « 2 et où la propriété (Q) introduite par Nirenberg et 

Trêves [17] est vérifiée (cette propriété (Q) peut s'énoncer de la façon suivante : 

par tout point x € Œ tel que rg £ (x) =1 passe une variété intégrale de £ ). Sous

la condition (P), nous pourrions omettre l'hypothèse xQ ¿S^ (car (P) dans Œ+ =» 

Sj fl Œ = $), mais nous préférons considérer ce groupe d'hypothèses comme l'hypothèse 

xQ £S2  à laquelle nous avons rajouté une hypothèse "technique".

O

®  - 9 -
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6. Plan de l’ensemble. Nous exposerons les techniques de construction de 

contre-exemples à l’unicité dans le chapitre 2 que nous consacrons à démontrer le 

théorème 1.1. Symétriquement, le chapitre 3 contiendra la démonstration du théorème

1.2 comme illustration des méthodes développées pour obtenir l'unicité. Par ces deux 

théorèmes, nous avons "génériquement" répondu à la question posée ; nous avons cepen

dant écarté trois problèmes marginaux qui feront l'objet des chapitres suivants : au 

chapitre 4, nous étudierons sur un modèle la situation lorsque vg£ 4  2 mais que les 

hypothèses "techniques" ne sont pas vérifiées ; au chapitre 5, nous étudierons le pro

blème caractéristique ; au chapitre 6 enfin, nous étudierons l'influence du terme

d'ordre zéro, c .
’ o

1.5. Choix des coordonnées pour lés problèmes non caractéristiques.

Dans ce paragraphe, nous donnons pour les problèmes non caractéristiques (étu

diés au chapitres 2, 3 et 4) un choix de coordonnées permettant d'écrire sous une 

forme canonique l'opérateur à étudier.

LEMME 1.3. : Supposons que le problème soit non caractéristique ; alors il 

existe près de xQ un système de coordonnées (y3t) Ç.JR x JR tel que :

1. xq=(03 0)

2. <p(x) -ifi(x ) =t

3. L+cQ =a(y3t) J + i b (y31) • -^ + c(y31) j

où a : JRn -*■ € 3 b : JRn ->]Rn  ̂ et c : € sont des fonctions C au voisinage

de (03 0) et a(y3t) *0 au voisinage de (030).

Panonstration : Commençons par choisir des coordonnées x^...,xn telles que xQ = 

(0,...,0) et xn = ip(x) -(p(xQ) ; comme le problème est non caractéristique, nous sa

vons que a (0,...,0) *0 ; on peut donc écrire
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L * c  =a (x) [ s ~  * " f  (“j W  + 16j  W )  3x 7 + C1 (x ) ]
n 3=1 3

où le s  a -(x ) e t  le s  B-(x) sont à va leurs r é e l l e s .  Pour k = 1 , . . , n - 1 ,  s o i t  yi_(x) 
J 3 K

la  so lu tio n  du système

yk (x ’ ,o ) = xk 

3yk n-1
3̂  (x) * I c. (x) ( x ) - 0 . 

n 3=1 J 3

Si de plus nous posons t (x )  =xn , comme la  m atrice jacobienne ^ ^ x ^  admet  l 'u n i 

té  pour déterminant en (0 , . . . , 0) , nous pouvons u t i l i s e r  (y ,t )  comme nou velles  

coordonnées lo c a le s  ; nous obtenons

L + co = (L t > ^ *  [ À * 1 ¿ ( i ,  ej (x) H T  W )  3 ^ * C1 (X)]

d'où le  lemme.

Remarque : Grâce à ce lemme, nous pourrons supposer que pour le s  problèmes non carac-

3 3
t é r is t iq u e s ,  L + cq s ' é c r i t  -^-+ i  b (y ,t )  * -^  + c ( y , t )  , puisque (L+cq)u = 0 e s t  l o 

calement équivalent à -^  + i b * - | ^ + c u  = 0 .

L+co =( Lt ) W + j '  (Lyk)l̂  + c o “ a n W  [ ^ + i  j,(i, ej w  SJ W )  â l i ; * c 1 Cx)]
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CHAPITRE 2 : CONSTRUCTION D'UN CONTRE-EXEMPLE.

Dans ce chapitre, nous proposons une démonstration du théorème 1.1. La méthode 

utilisée pour obtenir ce résultat est désormais classique ; elle a été mise au point 

successivement par Cohen [8], Plis [18], Hôrmander [10], Alinhac-Zuily [3]. Ici, nous 

suivrons de très près la démonstration du théorème 1 d'Alinhac [1] (qui, pour le pre

mier ordre, est un cas particulier du théorème 2.2 ci-dessous avec =0 et k2  = 1).

La technique consiste à choisir une suite de valeurs positives 6̂  tendant vers

0. puis à construire par les méthodes de l'optique géométrique des fonctions u^, 

pour <P(x) voisin de tp(xQ) + <5̂ , qui soient approximativement dans le noyau de

L + cq : c'est ce que nous faisons en 2.2. Puis on ajuste la taille de ces fonctions 

afin de pouvoir les recoller pour obtenir une solution u définie au voisinage de xQ 

et telle que u et a=-(L+cQ)u/u soient régulières : c'est l'opération effectuée 

en 2.3, les dernières vérifications étant reportées en 2.4.

Afin de limiter la complexité de la construction, il convient de choisir un 

bon système de coordonnées. C'est ce par quoi nous commençons.

2.1. Nouveau choix de coordonnées.

Plaçons-nous dans les hypothèses du théorème 1.1 et fixons le voisinage fi.

•n — 1
Grâce au lemme 1.3, nous pouvons déjà trouver des coordonnées locales (y,t) G3R xR 

dans ïï (quitte à restreindre ce dernier) telles que

1. xQ = (0,0)

2. tp(x) -cp(xQ) =t

9 9
3. L + cQ = + i b (y,t) • -gÿ + c(y,t) à un facteur non nul près.

De plus, en utilisant l'hypothèse xQ £ ,  on peut trouver un point x^ = (y^O)

tel que rg £ (x,) >3. Nous pouvons alors écrire notre opérateur L + c sous une forme o o

encore plus précise que celle donnée par le point 3. ci-dessus, comme le montre le
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leiime suivant.

J\
LEMME 2.1. : Supposons que L + c„=—  + i b (y3t) •—  + c(y3t) et que rg£(x?)>Z 
-------- o oV dy ô

pour un point x^£S = if1 {0} . Alors3 pour tout voisinage Œ de x^3 il existe un 

point un voisinage w de x„ et des entiers kn>0 et ko>0 tels que
à .  à y  1 6

1 2 
b(y3t) = t bj(y3t) et bj(y3t) =b^(y30) +t b2(y3t) dans w avec (b̂

linéairement indépendants.

Démonstration : On peut déjà supposer que 9. est suffisamment petit pour que le rang 

de b reste supérieur ou égal à 3 dans fin S.

r\
Soit k.j = inf {k» 0 | 3 x eiï il S : (̂ r) b(x) *0}. Alors k̂  < 0 0  car Tg£ .

9 k1Soit donc x̂  un point de fin S tel que Ĝ r) b(x.j) *0 , et soit toc fl un voisi-

3 k1nage de x̂  tel que (^) b(x) *0 pour tout xEuflS. Dans w , on a b(y,t) = 

k 1
t b̂  (y,t) avec b^(x) * 0  si x£S.

3 k
Soit maintenant k2  = inf {k> 0} |3 x € 0 0  n S : (7 ^) b̂  (x) et b-j (x) soient li

néairement indépendants). Alors k7<°° car rg £ (x1 ) ̂ 3. On peut donc écrire dans

h
a) , b̂  (y,t) =b-j(y,0 ) +t b2 (y,t) et il existe un point X2 ewnS tel que b-j (X2 ) 

et soient linéairement indépendants.

Ce lemme nous peraiettra donc de déduire le théorème 1.1 du théorème suivant 

(que nous démontrerons aux paragraphes 2.2, 2.3 et 2.4).

8 . S n—1
THEOREME 2.2 : Supposons que L + cQ =-̂ : + ib (y3t) • -^ + a(y3t) 3 que b : J? x

•yj _  "7 OO

et o : B  xJR -+C sont des fonctions C dans un voisinage Çl de x =

kl
(y 30) et qu'il existe des entiers k1 >0 et k9>0 tels que b(y3t) =t b1(y3t)

° k2 
et b1(y3t) =b1(y30) + 1 b^(y3t) dans ü avec (bj(xQ) 3 b^(xQ)) linéairement indé

pendants. Alors il existe un voisinage a) de xq3 u € C° (u>) et a G C* (u>) vérifiant

(1 . 1).

( b j  ( x 2 ) ^ 2 ( ^ 2 ) )

b2 Cx2)

I?-* J?

(x3) î>3.
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2.2. Optique géométrique.

00 ___

Nous dirons que w€B (]R x ]R+) si w(x,6) est une fonction continue sur 

]Rnx [0,»[ , indéfiniment dérivable en x pour <5 >0 et dont les dérivées restent 

bornées quand 6 tend vers 0.

PROPOSITION 2.3 : Sous les hypothèses du théorème 2.23 il existe au voisinage 

de (yojOjO) deux fonctions tp et $ Ç.C°(J?n  ̂x J? xj?j telles que

k-t c)
C  5Le ip(y313 6) = -  <5 ( t -6 )  $(y3& ( t -&)3ô) pour &>0

(2.1) •{
/ 3(yo,03 0) =Bq >0

# oo —— , ,
et telles que pour toute fonction Y €.B (1R x JR+)3 il existe une fonction 

w(y3s3z) 6B (]Rn  ̂x J? x-]R+ ) telle que w(y3030)=l et

Î
Va£]Nn 3 w e j ,  36 a v ; pour 0 < ô < v et

pour (y3& ^(t-6)) dans un voisinage fixe de (yQ30) (indépendant de a et v) 

|3a [ (L +o0)h/h] \ 4 2 6V

où on a posé :

(2.3) h(y3t3ô) =w(y36 2(t-ô)3 6^S)exp ̂  -ô 5//̂  Y (y3ô)+ô * 2 t, <$) j

ot
(dans (2.2)3 3 désigne la dérivation d*ordre a par rapport à y et t).

Démonstration : en trois parties.

1. Construction de cp et de g .

1
Choisissons nQ £ R tel que b̂  (xQ) * nQ = 0 et b2 (xQ) * nQ < 0 (ce qui est

possible grâce à l'hypothèse d'indépendance). Il existe alors une fonction iĵ C°°

à valeurs réelles telle que
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bi(y,<s) *-gÿ- (y,fi) =o 

3*i

-57  Î V ° î " no

et on pose :

*2 (y,t,<s) =
a*

1

s b(y,r) ' ïÿ
( y ,  à )  dr

<p(y»t,6) =*2 (y,t,<5) + i ^  (y ,6)

On calcule alors que :

*2(y ,M )  =0

dlj j 2 3*1
(y ,6, 6) =b(y,<5) «-g— (y ,6) =0 par choix de , et3t

b\ ab 3*1

9t
2 (y .t.«) = n  Cy.t) - - j ÿ  (y,«) -

[
kj-1 £.«+10,-1 JH'rK7 dD? 1 d̂ 1

kj t  1 b1 (y ,0) + (k1+k2) t  b2 (y ,t) + t  - g f  (y ,t)J  *^y-(y,ô) =
k,+lo,-1 k^+k2 3b2 3*1

r le. -1 k7 k.,+k7-1 k., +k? 3b? i  3*
= [-k, t  6 Zb2 (y,ô) + (k1+k2) t  1 Z b2 (y ,t) + t 1 9̂ 1 

Cy»t;)J *~5ÿ (y’ô) =

ki +k7“1 r . JC .-I + Kh+K?- I  . JS-- -i-Jt- dU7 1

= Ô 1 2 [-k.,(§) 1 b2 (y ,ô )+ (k1+k2) (f) b2 (y ,t)+5(|)  -3^  Cy,t)J
k .-1 kn +k,-1 k,+k2 3b2

3t

3ÿ

3y (y, <s) •

Par la formule de Taylor avec reste intégral, on obtient donc

le +k “1
^.e cp ( y , t , 6) = *?(y ,t,ô ) = - 6  1 2 (t-ô ) 2 B(y,ô 1 (t-ô) ,<5) où

3 (y ,a ,6) =
1
(0-1)

k,-1 ki+k2-1
-k, (1 +0a) 1 b2 (y, 6) + (k., +k2) (1 +9a) b2 (y, 6 (1 +0a) ) +

a*k1+k9 3b7 1
+ 6 (1+ea) 1 z (y,6d+0ff))J (y ,6) de

1

3
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ce qui donne (2.1) puisque 3(yQ,0,0) = - j k2 b2(yQ,0) • n0 > 0 grâce à notre choix 

de n0 .

Notons que

d\p? 9^1
L<p(y,t,ô) (y,t,<5) + ib(y,t) (y,t,6) -b(y,t) (y,6) =

3*? k-j+k«-1 7
= ib(y,t) »-ĝ - (y,t,ô) =-iô (t-6) b(y,t) (y,6 (t-ô),ô)

_2
par (2.1), et si on pose s = <5 (t-ô) ,

l [ô 1 2 cp(y,t,ô) j = -i ô~1 s2b(y,t) • (y,<5s,<S) .

2. Construction de w.

Définissons l’opérateur M par la relation (Mw/w) =((L+cQ)h/h) où h est donnée 

par (2.3) ; on calcule alors que :

f M w = ô 2 £!j+eNwJ avec 

/ Nw = i^ (y,s,e) •■^ + c(y,s,e) w

où îi et c sont des fonctions de l’espace B°°(]Rn-  ̂x ]R x ]R+ ) définies par :

C b(y,s,e) =e5 b(y,e3+e6s)

^ c(y,s,e) = - ib(y,e3+e6s) (y,e3) - i e2 s2 b (y,e3+e6s) «|| (y,e3s,e3) +

+ e5 c (y,e3+e6s) .

Définissons une suite de fonctions de l'espace B°°(]Rn-  ̂x ]R x]R+ ) par les 

formules (toutes ces fonctions sont bien définies sur un même domaine)

wQ(y,s,e) =1

PS
wi+1 (y,s,e) = -Nw. (y,r,e) dr , pour j $-0 . 

J  J Q J



Une solution de (2.2)-(2.3) est alors obtenue formellement en posant w = £ ç? w. .

Choisissons donc une fonction de troncature, c'est-à-dire une fonction X €C°°(R) 

telle que X = 1 sur [0,1] , X = 0 sur [2,+°°[ et X(e)£[0,1] pour ee[0,+oo[. 

Nous posons

w(y,s,e) = l e3 X(X-e) w. (y,s,e) , 
j>0 J J

et nous allons prouver dans la troisième partie de cette démonstration qu'il existe 

une suite de réels positifs Xj telle que cette formule définisse une fonction w de 

l'espace B°°(Rn  ̂x]RxR+) qui vérifie de plus (2.2)-(2.3).

3. Construction de la suite Xj .

Nous allons montrer qu'il suffit que la suite Xj croisse assez vite pour que 

l'on ait les deux propriétés précédentes. Nous pouvons déjà imposer que ĵ+-| >2 Xj 

de sorte que pour tout e>0 fixé, les X(Xje) soient tous égaux à 1 ou à 0 sauf 

au plus l'un d'entre eux.

Soient k un voisinage compact de yQ , sQ > 0 et eQ > 0 tels que les fonctions 

w. soient bien définies dans K = kx [-s0,sQ] x [0,eQ]. Pour obtenir que weB°°(Rn  ̂x
J *

]R x R+ ), il suffit d'imposer pour tout J € 1N,

Xj > (J+1) supjl^Wj (y,s,e) | / (y,s,e) GK , |a|^J et j^J + lj

""1
où '$x désigne la dérivation d'ordre a en y et s . En effet, si (Xj+ )̂ -£e<(Xj)

(D - 17 -

<J A J+-f

w(y,s,e) = I e w. (y,s,e) + e X O J+1e) wJ+1 (y,s,e) 
j=0 J

donc si 0<|a|^J, (\j+1) 1 et (y,s,e)£K,

J+1 ^  
w (y,s,e) I ^ I e | 9 w. (y,s,e)|« 1 . 

j=1 J
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Il en résulte que w €B (]Rn  ̂x ]R x r +) car w est continue sur K comme somme 

d'une série uniformément convergente de fonctions continues sur K .

On a w(y,0,0) =1 , et si on a choisi le compact K assez petit, on a aussi 

|w| dans K (un tel compact K pourra être choisi après coup, une fois que les 

Aj auront été fixés) ; il en résulte que | (cf̂ w)/w| reste inférieur à 2 pour e < 

(A jyj ) . Comme on peut écrire 9 (Nw^/w) comme une somme (algébrique) comportant
Y y

au plus (|et | +1 ) ! *2 termes de la forme  ̂(à̂  Nwj)/wj^ (9 ^w)/wj.. (9 ^w)/wj 

(avec a = 3+Y^ + ...+Y|aj , par la formule de Leibniz), on obtient une majoration

|9a(Nvyw)| < ( |a|+1)! 2lal+2 sup { | 93 Nw^ |/3 ̂  a } 

pourvu que e ̂  |a|) ^• Si donc nous demandons pour tout J que

A,>(J+1)! 2̂ +2 sup { I^Nw. (y,s,e) |/(y,s,£) €K , |a|«J et j-$J + 1} ,
J j 

-1 -1 
alors pour £e<(Aj) ,

Mw = e "6 [ . ^  ^  - g ^  + e ^ N w ^ e ^ x i A ^ e )  - ^ 1  + eJ+2 X (XJ+1 e) NwJ+1 ] = 

r J  . J

=e"6 1 J, Nwj-1 v £ 0 53+1Nwj - eJ+1 x(V i e) NWJ * eJ+2 X(XJ+1E) Nwj+i J =

= e | NWj (1 -X(XJ+1e)) +NwJ+1 e X Ĉ j+1e) ]

d'où Iĉ QVlw/w) |<: 2 eJ~6 pour |a| ̂  J (et (AJ+1)-^ e  < (Aj)~̂  et (y,s,e)£K). 

Cette majoration étant obtenue pour tout J, on peut remplacer la condition

(\j+i)"1 < (Aj)~1 p31-

Pour aei/1 et v€1N fixés, on obtient, en posant J = 6(1 + |a|) + 3 v , que 

pour (y,s,e)€K et £4 (Aj)-1 ,
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9 ° ( ( L + C 0 ) h / h ) |  = | e  * 3“ (M w/w) | < 2 e3v = 2 6V .

2 .3 . Ajustement des fon ction s uv .

PROPOSITION 2. 4 ; Sous les hypothèses précédentes3 il existe un voisinage Y

oo n-1 —•
de yQi une fonction Y €.B (JR *JR+) à valeurs réelles telle que Y(y30) >0 pour 

y Ç.Y3 et trois suites de fonctions e^€.C°(JRn  ̂) 3 fk et g-̂ €.C°°(]Rn  ̂*ü) à valeurs 

réelles telles que les fonctions hk(y3t) =h(y3t36̂ ) définies en (2.3) (avec la fonc

tion Y ai-dessus) vérifient hj</hk+^=exp[fk + i g^] avec

/ \ Vt B.fe2
(2.4) lim ysup \fk(y3mk)\j = 0 3 et (y3t) > - j -  sur Y x ;

pour tout il existe C et v €JN tels que sur Jx]ô, „6i,[ j
(2.5) { v a “ v K 1 K

\d<x fk (y>t^\^ca k a et \*a9it (yyt ) \ 4Ca k a i

= \ \ +1(y^A *+t=mk + ek(y) 
(2.6)

et e^ y ^ = o(^k) (pour k ■+<*>).

Démonstration : en trois parties.

Nous posons ôk = k-3/4, ~ ôk+l ^  T k~7̂ ) et mk = 1 ôk +| Ôk+1. Puis

nous considérons le s  fon ction s hk (y ,t )  = h(y,t,<$k) d é f in ie s  par (2 .3 ) ; ce s  fonc

t io n s  v é r i f ie n t  (2 .2 ) pour k suffisamment grand e t  t  £ ]<5k+.j t pourvu que 

- 2
6k tende vers 0 lorsque k tend vers l ' i n f i n i ,  ce qui e s t  bien l e  cas puisque

< i V ï k'1/4-

En vue de poser u = h. + pour t  v o is in  de e t  de montrer que a =
oo

- ( L + c Q)u /u  e s t  C , i l  nous fau t déterminer le  l ie u  d'équation = -hk (qui

e s t  contenu dans le  l ie u  d 'équation  lhk+ll " ^ k ^ -
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1. Construction de Y .

Nous allons choisir la fonction Y de telle sorte que

Log| hk(y,mk) | - Log| hfc+1 (y,mk) | = 0 ,

du moins si on néglige l'influence de w dans la formule (2.3). Nous posons donc

-4-k. -k~ -4-k-, ~k2

Ik ^  = ôk v ^ k ’V  '  ôk+1 v (y,mk’ôk+1 ̂  *

Alors,en utilisant (2.1),

Ik(y) = "5k5(mk " V 2 p(y’ôk1 ’V  + ôk+1 (mk-ôk+1)2 e(y,ôkll ^ k ^ k + l ^ k + P  =

= [3(y,0,0)+ o ( i) ][- ^ôk5 4 + - g \ ! 1 4 ]  CP°ur k ‘ °)

et donc, si on a choisi Y de telle façon que 3(y,0,0) >0 pour y€Y (ce qui est 

possible grâce à (2.1)),

1

ïk(y) ^ - \ 3(y,0,0)<5k5 Ak ~ - J6 3(y,0,0)k7 pour y€Y .

Remarquons que de mène, pour tout a € l/1  ̂,

|3“ ik(y)kca k1/4.

k-1
Nous posons alors, pour k assez grand, Yk(y) =- £ I•(y) ; nous avons :

Î=K J

Yk ^  ^ ~ès Ê(y>°>°)k5/4 = 3(y,0,0)6k5/3 , et 

18a Yk(y) | ̂  Ca 6k5/3 pour tout a £ flf1-1 ,

et il existe donc une fonction Y eB°°(Rn  ̂x ]R+) telle que pour tout k ̂ kQ , 

\( y) =(Sk5̂ 3 Y(y,ôk) et que Y(y,0) = -|y 3 (y, 0,0) > 0 pour y 6 Y.
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2. Construction des suites fk et gk .

_2
Comme 6̂  tend vers 0 quand k tend vers l'infini, la fonction w fournie 

par la proposition 2.3 vérifie

(2.7) lim ( sup |w(y,6‘2(t-6.),6[/3) -11) = 0 ;

nous utiliserons donc la détennination principale du logarithme de w, qui possède 

les mêmes propriétés de régularité que w; nous posons

fk ^ ,t) = ̂ e L°gw Cy»<Sk2(t' V ,ôk/3  ̂~ ^ e w (y»\+1 ̂t_^k+P»^k+1^ "

- \ 5/3 ï ( y , V +6i+5f  +

+ ôv4 kl k2iLecp(y,t,ôk) -ôk^ kl k2 ^e(p(y,t,ôk+1)

gkCy,t) = im Logw(y,ô"2(t-ôk),6k/3) - dm Log w ( y , ^  (t-<Sk+1) +

+ 6k 1 2 dmtp(y,t,ôk) -Ôk+1 1 2 1m<p(y,t,ôk+l) .

Nous avons donc (cf. (2.3)) hk/hk+  ̂= exp[fk + i gk ], et grâce au choix de Y et à (2.7), 

nous obtenons la première moitié de (2.4) soit lim ^sup |fk(y,mk) | j = 0. De plus, il

est facile de vérifier (2.5) sur les formules ci-dessus définissant *fk et gk .

3. Construction de la suite ê  .

Compte tenu de ce qui précède, il ne nous reste plus qu’à montrer la minoration 

de Sfjç/St (deuxième moitié de (2.4)) et (2.6). Mais (2.6) découle de (2.4) parce 

que |hk+1 (y,t) | = |hk(y,t) | équivaut à fk(y,t)=0 et que k2 (̂  j k1/4) tend 

vers l'infini avec k.
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En reprenant l'expression de ci-dessus, calculons-en la dérivée par rapport

à t

Les deux premiers termes sont 0(6^ ) lorsque k tend vers l'infini (cf. (2.7)) ; 

pour estimer les deux autres, on écrit, grâce à (2.1)

ô1 ^  k2^^(y,t,ô)=-2(t-ô)3(y,ô_1(t-ô),6)-ô"1(t-ô)2|| (y,ô“1(t-ô),ô) «

« -B0(t-ô)

__2
pourvu que ly_yol » <5 (t-<5) et ô soient suffisamment petits. On obtient donc

3f
(y.t) * e0 (ik-t)+ e0 (t-«k+1) -o(6^2) >,

Maintenant que nous avons circonscrit le lieu où u s'annule (par (2.6)), il faut 

nous assurer que (L + cQ)u s'annule suffisamment en ce même lieu pour que (L+cQ)u/u 

soit régulière. Pour cela, nous devons modifier les fonctions .

PROPOSITION 2.5. : Sous les hypothèses précédentes, il existe un voisinage ï

00

de yQ} un entier kQ et trois suites de fonctions u^(LC (Y *  ̂valeurs

complexes et F  ̂et à valeurs réelles tels que si l'on pose

3:£k
dt .y t 6

-2
k 'He 3 w ’3s

w .y 6
■2
k

t 6k i6
1/3
k 6 2

k+1
'3» 3s

w y Ô
-2
k+1 t ■<5k+1 61/3-k+1

6
k

-4 k1 • k 2 3le
3t .y t ôk Ôk+1

-4 ■k1 k2 3île tp
3t .y t 6-k+1-

6o
ô •5
k

<5
k
•ô
k+1 6o t Ô.

k+1
ô 5
k+1

<S■5
k 0 ô 2

k

6o Ô 5
k H

k 0 Ô 5
k

Si
kk

1 0 6 2
k pour k oo

Enfin, ô ■5
1c

l
k

3
k

2
et Ô.

k
■2 k 23

d’où '2A puis '2 6

G.k £
C

OO

Y ô
k+1 ôk
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r ^ U s t )  = ( L + e Q) Wjr, (yat ) / u ^ ( y yt )

I v^ (y3t )  = u k (y3t ) / u ^ +1 ( y , t )
i

on a i t  = exp[Fj(, + i  e t  r -^3 e t  possèdent les p ro p rié té s  suivantes

r ^ ( y 3t )  e t  r ^ +j ( y 3t )  sont "p la tes '*  sur t=m-^ + e.j<(y)
(2 . 8) <

(ce q u i s ig n i f ie  que tou tes leu rs  dérivées s 'y  annulent) ;

(2.9) pour to u t  a 6 J /” e t to u t v € M 3 lim  ( sup |feV d<Xr . , (y3t )  | ) = 0 ;

k + œ lix]W sH [

3F, B k2
(2.10) Fy(y3m^ + e^ (y ) )  =0  e t  (y3t )  sur  ;

(2.11)

pour to u t  a G j ” , i l  e x is te  Ca e t CM t e l s  que sur ^  ■»

v v
| 3a Fk (y3t )  \ 4 Ca k a e t  13a Gk (y3t )  \ 4 C^k  a .

Démonstration : en deux parties.

1. Construction de la suite uk .

Nous choisissons les fonctions û (y,t) par la formule 

uk(y,t) = hk(y,t) (1 + eCy,^1 (t-ôk),ôk)) 

où la fonction e(y,x,ô) est à choisir. Pour obtenir (2.8), il faudra que pour tout

a G ]Nn ,

a  T ( L + co ^ h k  Le -1  1

9 (y>t) +W  ^’V ^ k W H

sur t=mk + ek(y) et sur t =mk_̂  +ek_̂ (y). Si nous demandons de plus à la fonction

J 6
k+1

<Sk

I Ô
k+1

<5k

pour k ïko



@  - 24 -

e de s'annuler sur les feraiés $k et Ÿk définis ci-dessous, ces conditions sont 

encore équivalentes à la suite d'équations suivante :

(2.12)

pour tout j > 1 et tout k >kQ ,

(■j^ e(y,T,ô) -Vj^Cy) 

sur $k = {(y,x, 6) / y €Ÿ , Ô = ôk et x = 9^ (mk + ek(y) - ôk)}

(̂ r)3 e(y,T,6)=^j)k(y) 

sur Yk = {(y,x, ô) / y 6Y , ô = ôk et x = (m^ + ek-1 (y) - Ôk)}

où les fonctions ip. v(y) et ÿ. v(y) s'expriment en fonction des dérivées de
J>K j»k

(L + cQ)hk/hk et sont donc à décroissance rapide en k ainsi que toutes leurs déri

vées grâce à (2.2). Nous demanderons aussi à la fonction e de vérifier

(2.13)
pour tout £>0 et tout j z0, ainsi que pour j=A=0, et pour tout k^kQ , 

(£)j C-̂ )Z e(y,x,ô) =0 sur $k et ^ , et

(2.14) e(y,x,0) =0 pour tout IzO

Il existe une fonction eecf’tR11-̂ x]Rx]R) vérifiant (2.12), (2.13) et (2.14) 

elle nous est fournie par le théorème d'extension de Whitney [26] appliqué au fermé

{(y,x,ô) €Rn~1 x R  x R/ô = 0} U ( U $V)U( U ŸJ
k*k K k*k K 

o o

Les conditions de compatibilité requises pour pouvoir utiliser ce théorème sont tri

vialement vérifiées puisque les fonctions ip. , et ip- , sont à décroissance rapide
3>K 3>K

_1 2 -1 
en k ainsi que leurs dérivées, et que (m̂. + e];CCy) - <$k) = - 3 +0 (k ) et
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(mk_i +ek-l (y) " V  =3 - + °(k"1) (pour k+°°)

F ig . 2.1 : le f t r m »

&.U<jucl on ft’ppU e| u •  I* 

théorèm ®  de V h iln iy  •

2. Construction des suites et

Les équations (2.12) ont été choisies pour que r^ et r^+  ̂ soient plates sur 

t=mjc + ek(y) : la propriété (2.8) est donc acquise. De la condition (2.14) nous ti

rons que pour tout a € l̂ 1 et tout v € 1N ,

(2.15) lim ( sup |kV aa e ( y X 1(t-ôk) , ô J  | )  = 0 ,

et par conséquent, on obtient (2.9) en utilisant (2.2) et la formule

3“ rk (y,tj (y,t)]o“ [^| (y, £  (t-i,) ,«k) ] .

■{5 = 0}

<3

9a
L co h-k
hk
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L’estimation (2.15) permet aussi d'utiliser la détermination principale du loga

rithme de 1 + e ; nous posons donc :

Fk(y,t) =fk(y,t) + ÆeLogJl +e(y,i^1 >6k) ] " $eLog[l + e(y,£k]-| (t-ôk+1) >6k+-|)]

Gk(y»t) = ĝ Cy»t) + "Jm Log [ 1  + e(y,¿k (t-ôk) , <$k) j - m Log |̂1 + e ( y , (t-6k+1 ),6k+1 ) ]

Nous avons alors vk = exp[Fk + i Gkl , et Fk et Gk vérifient (2.10) et (2.11) grâce 

à ces formules qui les définissent et à (2.4), (2.5), (2.6), (2.13) (j =¿ = 0) et

(2.15).

2.4. Construction des fonctions u et a .

Par un calcul élémentaire nous voyons que (pour k-*-°°)

’ <5k+1/<Sk = l -12/16 k + o(k_1) ,

(6k V  / <Sk= 1 “ 9/16k+o (k_1) ,

•̂mk + ek ^ ^  / ¿k =mk / ôk +o (k )̂ =1 -8/16k + o(k )̂ d'après (2.6), et 

C6k+1+l \ +1)/ôk=l_3/16k+o(k"1) »

et donc pour y €Y et k assez grand, ôk+1 < <$k S^< mk+ eR(y) < <5k+1 + < <$k •

oo
Nous choisissons alors une fonction à valeurs réelles XeCQ(]R) telle que X(t) =1 

pour t € suppXc [-1,1 ] et X(x)e[0,1] pour x€[-1,1] ; puis nous posons

t-ô,
f u(y,t) = J X(l7"^ uk^y»^ P°ur Cy,t) €Yx ]0,Ôk [ , 

t e o

^ u(y,t) =0 pour (y,t) eYx ]-ôk ,0]

et

C a (y, t) =-(L+cQ) u(y,t)/u(y,t) pour u(y,t) *0 ,

/ a(y,t) = 0 pour u(y,t) =0

3
4

3
’ 4
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Fig. 2.2 : profils d«s
fonctions u k e t  u ^ t  

pour ie , ¿1,1 .

Régularité de la fonction u ..

00

Remarquons d'abord qu'une telle fonction u est C . En effet, pour t>0 , u

00

est somme d'au plus deux ternes non nuls qui sont des fonctions C , et u est donc

C°° dans Yx 10,6, [ ; pour voir que u est C°° au voisinage de t = 0 , il suffit de
o

montrer que pour tout a £ K  ,

(2.16) lim ( sup 13a F XC—ô-̂ ) u. (y,t) 1 i ) = 0 .
I L * k  K J < '

¿ktl Km\^k ^ k  mk+ekty) ^ k  $k

k CD Y ô-k+1 6-k-1



©  - 28 -

Or tous les éléments ayant servi à la construction de uk se comportent comme des 

puissances de k ainsi que leurs dérivées ; on peut donc écrire

301 uk(y,t) ^ Cctk aexp [ _<Sk5̂ 3 Y(y»fi]P +ôk 1 2 iR-e<P Cy»t,ôjP J
k

v r -4-k,-k-

Mais -<S~5/3 Y(y,ôk) 'v- ̂  3(y,0,0) k5/4 , et

-4-k., -k
<SV 1 2 $.e<p(y,t,ôj * T V* ¿k3^ ’0’03 4 kV4 3(y>M)

pour k suffisamment grand et y€Y; comme 3(y,0,0)> 0 pour y€Y, cela donne (2.16)

Détermination des supports des fonctions u et a ♦

D'après (2.10), nous savons que |vk(y,t)|<1 pour t € [ôk+.j ,mk + ek(y) [, et

 ̂ t-Ôfc 
comme dans ce même domaine u(y,t) =uk+1 ^  +X (~J— ) uk (y» » soit u = uk+1 +x vk̂  » 

k
on en déduit que u ne s'annule pas ; on démontrerait de mène que u ne s'annule pas

pour t€]mk+.j + ek+  ̂(y),<5^ 1, ni donc dans le domaine D = {(y,t) £Y* ]-ôk ,ôk [ /t>0
o o

et t*mk + ek(y) pour tout k>kQ} qui est dense dans Yx[0,ô^ [ ; il en résulte
o

que suppu=Yx [0,6̂  [ , et par définition de a , on a supp a<= suppu. Pour obtenir

0
(1.1), il ne nous reste plus qu'à montrer que a est C dans Y x ]-6̂  ,6 [.

o o

Régularité de la fonction a .

Dans le domaine D défini ci-dessus, u * 0 donc la fonction a est définie par 

la formule a = -(L+cQ)u/u ; il en résulte que a est C°° dans D. Pour t voisin de

mk + ek(y)’ u = uk+1 + uk ’ donc pour uk+1 +uk*°> a = ~(L+co)u/u = "<>k+1 uk+1 + rkuk} / 

(u k+1 + uk) ; en particulier ,

a = _(r k+l + rk V /(-1 +vk) s i  t<mk + ek^y) ( * ^ l vk |< 1 )  

a = " (rk+1 Vk1 + r ]p / + vk )  s i  t  >mk + ek^y) ^  lvk I < *
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Dans la première de ces deux formules, le numérateur est plat sur t =mk + ek(y) à 

cause de (2.8), et le dénominateur vérifie

3 k2
|1 +vk| ^1 - |vk| >-j2~ (mk + ek ^  _t)

F F
d'après (2.10) et en utilisant l'inégalité e <1 pour F £[-2,0]. L’expression

(rk + 1 + rk v̂ ) /(1 +vk) définit donc une fonction plate sur t =mk + ek(y), et comme

il en est de mène pour l'autre expression, nous avons obtenu que, mène si u s'annule

en certains points de t=mk + ek(y) (ce qui entraîne que a=0 par définition de a) ,

la fonction a est C°° dans Y x 30,ôv[ .
o

0°  ̂ # ^
Pour montrer que a est C pour t voisin de 0, il nous faut estimer les dé

rivées de a sur Y * [¿k+^,<$k] lorsque k tend vers l'infini. Pour cela, nous étu

dions a successivement sur les quatre intervalles schématisés sur la figure 2.2

1. Sur Dk = {(y,t) / <5k+1 < t < ôk ¿k} , on a

U*2 x Mà.
Fk(y,t)«— y  Côk'4 ' 50 k

pour k assez grand d'après (2.10). En utilisant aussi (2.11), on obtient que pour 

tout a £ 1N11 et tout v £ ]N,

lim (sup | kv 3av, l = 0 .
C->oo \  1  K /

Dk

1 t-ôk 
Sur Pk , u et a sont données par les formules u =uk+  ̂txtT T )uk et

k
a = - (L+cQ)u/u , d 'où

t~(5 "t—ô
a = - [ (L * c o;iuk+, ♦xC -l ^ ) a + c 0 )u k + Ĥ 1 X ' ( - j ^ ) u k] / u

■ -(rM + [x(T T )rk + *k1 x ’ î t J »  H )  '  0  + x(T T )Vk) •
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On en déduit, à l'aide de l'estimation précédente et de (2.9) que pour tout a € TŜ 1,

lim ( sup 13a a| j = 0
C + oo \  i /

Dk

2. Sur D^ = {(y,t)/ôk t<mk+ek(y)} , on a Fk(y,t) <0 d'après (2.10) d'où 

|vjJ < 1. Comme u=u^+  ̂+ u^ + 0 , on peut alors écrire

a - -(L-c0)u/u = -(rki1 <v, + rkuk) / (u^, + uk)

= -<rk+1 + r k vk) / ( l + v k) '

et toutes les dérivées d'une telle expression peuvent être estimées par des sommes

(X V
de puissances de k avec des coefficients de la forme (3 r̂ ) / (1 + vk) . Mais grâce 

à (2.10)

.2

1 +vk| >1 - |vk| »
F 1 eok 1

min|7>T7" (n,k + ek(y) _t:i/

F 1 F F
car e pour F€]-°°,-1] et e < 1 +̂ - pour F £[-2,0], et le théorème des ac-

?
croissements finis donne pour (y,t) €Dk

I (3a rk (y,t)) / Cmk + ek W  -t)V|4sup { |3a+0rk (y,t) I / (y,t) et | $| < v }

puisque rk est plate sur t =mk + ek(y) (cf. (2.8)). On obtient donc en utilisant

(2.9) que pour tout aClN11,

lim fsup |3a a| ̂  = 0 .
\c oo ' ? /

k “k

3 3 23. Sur Dk ={(y,t) /m^ + ek(y) c t < ôk+  ̂ £k+^} on procède comme sur Dk en échan

geant les rôles de uk et uk+  ̂, et donc en utilisant v^ à la place de vk .

4 3 1
4. Sur Dk = {(y,t) / 6 ^  +j ^ t < ô̂ } on procède comme sur Dk en échangeant

les rôles de uk et uk+  ̂.
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CHAPITRE 3 : TECHNIQUES D UNICITE.

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment prouver certaines inégalités de 

Carleman, et comment les utiliser pour obtenir l’unicité de Cauchy. En guise d’exem

ple, nous donnons une démonstration complète pour le cas elliptique (3.1).

Pour démontrer le théorème 1.2, nous suivrons le schéma proposé par Strauss et 

Trêves [24] sauf au paragraphe 3.2 où nous nous inspirons de Zuily [28]. Il faut dans 

la démonstration distinguer les étapes suivantes : tout d’abord une étape purement 

locale où nous établissons un lemme technique copié sur le cas elliptique (3.2) ;

puis nous effectuons par deux fois un passage du local au global afin d'obtenir le

2 n
théorème 1.2 sous la condition (R) d’abord dans R  (3.3), puis dans R  (3.4) ;

enfin, c’est de nouveau en "globalisant" le résultat donné par le larane du paragraphe

3.2 que nous obtenons le théorème 1.2 sous la condition (P) (3.5).

3.1. Le problème elliptique.

Un champ L de R 2 est dit elliptique en xQ si les champs réels X = &e L et

Y = dm L sont linéairement indépendants en xQ . Pour toute fonction (p telle que

d<p(xQ) *0, le problème associé à un champ elliptique est non caractéristique. Le

2
champ L sera dit elliptique dans un ouvert Q de R  s'il est elliptique en chacun 

de ses points.

2
THEOREME 3.1. : Soit L un champ elliptique en un point x^CJR . Alors3 pour 

tout voisinage w de xQ et toute u £C?(iü) solution du système

f  (L+c )u(x)=0 dans ai et
(3.1) |

/ u(x) = 0 dans w_ -  {x € w /¡f>(x) 4 <p(xo) } 3

la fonction u s ’annule au voisinage de x q .
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2 2 
Démonstration : Posons 4>(x) = ip(x) -tP(x0) + |x-x | et ¥(x) =-(^(x) -£Q) pour

un £q > 0 que nous choisirons ultérieurement. Remarquons que pour tout 0 < £ < £q , 

K£ = (x €w+ / ipCx) < £} est un compact tel que xq soit un point intérieur de K£ Uw_ 

(on a posé w+ = {x € w / cp(x) <̂p(xQ)}).

Le point clé de la démonstration, que nous établirons plus loin, est l'obten

tion de l'inégalité suivante (dite inégalité de Carleman) : il existe des constantes

1  2

tq <°° et C<°°, et un opérateur R (du premier ordre) tels que VvGC (R ) avec 

suppvcK£ , Vt > tq  ,

Montrons pour le moment comment obtenir l'unicité à partir d'une telle inéga

lité. Des valeurs £̂  et £ 2  étant fixées de telle manière que 0 < £ 2  < £-| < > nous

o

(3.2)

£

e ^  |v| 2  C e " ^  | (L+c )v| (|Rv| + |v| ) . 
JK„ 0

£
OO

00 2
choisissons une fonction de troncature X€C (R ) telle que X = 1 sur K et

o \

suppXDw+cK£ :
o

X=° Fi’g. 3.1 : te support de % 
et le * «»m picts , K£< et Kti.

[ « p ( x ) =  f  (x0) J

A
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Soit u une solution du système (3.1) ; formons v = Xu le produit de u par

1 2
X:v€C(]R) et supp vcK£ , donc on peut appliquer l'inégalité (3.2) à v. Mais

o
d'une part

2 T(e2 -e0)' I 12 f - 2 t Y  i i 2 f -2 t 'F  i 12 f - 2 t Y  . , 2 
|u|  ̂ e |u| = e |v| < e |v| ,

IL JK JK J K£~ £~ £
2 2 2 o

et d'autre part, (L+c )v =X(L+c )u + [L,X]u = (LX) u = 0 sur K , d'où
O u  ]

K
e~2xŸ |(L+cQ)v| (|Rv|+|v|) =

K n ïe e, 
o 1

e~M  | (L+cq)v| (|Rv| + |v|) <

« e
2 x(e1-e )‘ 

1 oJ

K
(L+co)v| (|Rv| + |v| ) .

L'inégalité (3.2) donne donc pour t  ,

I I2  r 2 t^ 2 -£1 ^ 2  eo“el"e2  ̂u «i C e
K, K,

(L+C0)v l (|Rv| + |v| ) ,

o

et comme ^-e-j) ( 2  e -£^-£2 ) < 0  , il suffit de laisser t  tendre vers l'infini pour

savoir que u = 0  dans K donc au voisinage de x .
2

Démonstration de l'inégalité (3.2) :

Comme d^ (xQ) = dip(xQ) #0 et que L est elliptique en x0  , le problème (avec )̂ 

est non caractéristique et nous pouvons d'après le lemme 1.3 trouver des coordonnées 

(y,t) € R x R  telles que

1 . xo =( 0 ,0 )

2. ÿ(x) = t

 ̂ f}
3 . L+cQ = ~  + i b (y,t) ŷ + c(y,t) à un facteur non nul près.
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Ccmme L est elliptique en xq , nous supposerons que b(0,0) >0 (sinon, changer y 

en -y), et prendrons eQ suffisamment petit pour que b > 6 > 0  dans K£ .

-q-U/ -jW TU/
En vue d'écrire w = e v, posons L^=e (L+cQ)e , et c = + iC 2  où 

ĉ  et C2  sont à valeurs réelles ; d'après les points 2 et 3 ci-dessus, on calcule 

que :

LT =£ ‘2T(t"e0)+ibW * C1+iC2“MtiN 0Ù

M * è t i c 2

N = b 9ÿ+ 1 (2 T(t-e0) _ci)

Dans le découpage ci-dessus, nous avons séparé la partie autoadjointe de la

partie anti-autoadjointe pour pouvoir effectuer des intégrations par parties. En

1  ?
effet, pour w€C (R ) avec suppwcK ,

£o

K
-4r L w Nw = (R,e 
îb t

K
IF MwNw +

K
» 6le | MwNw

K

puisque b > 0 dans K ; puis
eo

&
K

-ĵ -MwNw = $e
K

n  9w - ° 1  - \ 
(3t + lc2wH ï 3 7 ----- E-----w )

1

'j ~ (  K 3t V

2 T ( t - e Q) - c ^  2 1

) w -■
3c~

k ~tÿ
eo

w

par intégrations par parties. On obtient donc :

w
K

b-(t-e0 )3b/3tx  ̂ /3c2  3(c.j/b)

K
-=1- L w Nw ̂
I D  T

K

H ( -

|L t w |

3y 3t

Nw

' ) ]

2

2
$



Choisissons donc eQ assez petit pour que | (t-eo) 3b/3t| < 6/2 dans K , puis
o

tq suffisamment grand pour que
3c2 3(c.j/b)

3y 3 t

6 x 2 T

2 supb 
K
eo

dans K ; alors, 
eo

i  f i 1 2 . f i T i Nw 
TT lw l *  ILt w I i r  
Lo Jk jK t D

e e
o °

1 2
Enfin, pour v€C (R ) avec suppvcK£ , posons w = e v, et reportons

o
cette expression dans l'inégalité précédente ; on obtient :

K
e 2t'F I (L+c ) v | + C e~m  | (L+c0)v|

2(t-e )

E v

3 C1 f Co
d'où l'inégalité (3.2) si nous posons ^ = et C=max|— , CQ sup

K

Remarques : Il existe pour les champs elliptiques des inégalités de Carleman meil

leures que l'inégalité (3.2) ; nous avons fait ce choix parce que ce résultat s'é

tend à des champs non elliptiques comme nous le verrons plus loin. L'introduction du

facteur ^ dans les intégrales a pour but de remplacer

3w 3w

|^b|^ qui nécessite des

^  dont la partie imaginaire est nulle ; c'estcalculs pour être estimée, par 

là que nous utilisons l'ellipticité de L. Dans le prochain paragraphe, nous allons 

montrer qu’un tel calcul est encore possible sous des hypothèses plus faibles sur L . 

Avant cela, donnons un corollaire du théorème 3.1.

2
COROLLAIRE 3.2. : Soit fi un ouvert connexe de JR dans lequel le champ L

2
est elliptique. Si u£C (QJ vérifie (L+cq)u(x) - 0 dans fi et s'annule dans un 

ouvert non vide œcrfij alors u est nulle dans fi.

©  - 35 -

4
\

Keo
e 2t¥

v
2
«

d
■3y

i
c

1
b

v

2 t eO'
b

oE

o
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Démonstration : Notons F = supp u et supposons que F * F.

O
Alors il existe x eF'vF. Comme x , il existe une boule ouverte centrée

o o ’
O

en xQ , B(xq, 6 ) , qui soit contenue dans £2 . Comme xQ g F, il existe un point x.j € 

B(x0 ,ô/2) tel que x-j £F. Soit alors e = sup { r/B(x̂ ,r) nF=$} ; on a 0<e<6/2 

puisque F est fermé et que xQ eF, donc B(x̂  ,e) <=B(xo,ô) <zfi. De plus, par compacité 

il existe X2  €F nB(x.j ,e).

2  2  -----
Soit tp(x) = jx -x̂  | ; alors u est nulle dans {x eŒ/tp(x) < e }=B(x^,e) puis

que B(x-j,e) nF=$ par définition de e ; or le problème est elliptique en X2  et 

dcpî ) = 2 (x2 ~x̂ ) *0 , donc par le théorème 3.1, u=0 au voisinage de X2  , ce qui 

contredit le fait que X2  € F = supp u .

Cette contradiction prouve que le support de u est à la fois ouvert et fermé. 

Mais supp u 4= U, puisque w * $ est contenu dans le complémentaire de ce support. Com

me fi est connexe, c'est que suppu=$.

3.2. Un lemme technique.

Pour préparer la démonstration du théorème 1.2, nous donnons maintenant un
7

résultat d'unicité dans ]R copié sur le résultat précédent, mais sous des hypothèses 

plus faibles.

2  0 0  

LEMME 3. 3. : Soient 0 : JR J? et b : JR J? deux fonctions C . Supposons

qu'il existe un voisinage convexe u de (y Q3 §(y Q)) tel que b soit positive sur

{(y3t) £u>/t >Q(y)} et b(yQ3tQ)>0 pour un tQ tel que (yo3tQ) . Alors

pour toute u € (u>) solution du système

^r + -ib^ + eu=0 dans l i ) ,  et 

u = 0 dans oi_ = {(y3t) Ç.ü)/t4Q(y)}

la fonction u s'annule au voisinage de (y 3Q(yo)).

(3.3)
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Démonstration : Elle sera très semblable à celle du théorème 3.1. Pour commencer, 

nous allons choisir un poids ÿ fabriqué de telle manière epe l'opérateur n = N/b 

soit encore bien défini.

Si b(yo,0(yo)) >0, nous sommes dans le cas elliptique, et le résultat découle 

du théorème 3.1 ; nous supposerons donc tout au long de cette démonstration que 

b(yo,e(yo)) =0. Le tQ de l'hypothèse vérifie donc tQ > 0(yQ) , et il existe un voi

sinage de (yQ,tQ) contenu dans w+ tel que b >6 > 0 dans ce voisinage (et nous 

supposerons 6 1 dans la suite) ; nous pouvons même choisir ce voisinage de la 

forme ]yQ-a , yG+a[ * ]tQ-a , tQ+a[. Nous posons alors

r t

(3.4) Ky>t) = (y-y0) +
e(y)

Ky,s) (to+a-s) ds .

Alors, pour tout 0 < e c a <5 , K£ = {x €(ü+ | ÿ(x) ̂  e} est un compact tel que xQ

soit un point intérieur de Ke Uo)_ , ce qui nous permettra de déduire l’unicité d'une

inégalité de Carleman comme dans la démonstration du théorème 3.1. En effet, et

£ 2  étant fixés de telle façon que 0 <  £ 2  <  e - j  < e Q  ,  l'inégalité (3.5) (cf. plus loin)
1

permet de montrer que si u£C (œ) est une solution du problème (3.3),

K K

3v • t 9v 
3t 9ÿ + C V (l^+ci vr  iyI )

o

et il suffit pour conclure de laisser tendre t vers l'infini. Montrons donc cette 

inégalité de Carleman.

il
Soit 0 <  ̂a ô que nous fixerons plus loin. En vue d'écrire w= vexp(-xÿ + 

c(y,s)ds) , posons

L =
T

exp(-n|> + | c(y,s)ds)| ^ + i b - ^ + c |  jexpOnJ; - c(y,s)ds)

u

'2

2 C e
2t e 2 £1
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Grâce à (3.4), et en posant 3c
Tjÿ (y,s)ds = ĉ  (y,t) + ic 2 (y,t) où ĉ  et sont

à valeurs réelles, on calcule que :

+ c

8 ' i T b l ^ - : i b c 1 ] + i b [ ^ ' i T C V 01' t )  ' i c 2 ]3t

= M + iN = M+ ibn

où nous avons séparé la partie autoadjointe de la partie anti-«utoadjointe :

M= è t i T b ! y ' i b c 1 

n = W ' i T t t o +a "t )  _ i c 2 -

1 ?
Alors, pour weC (3R ) avec suppwcK ,

eo

le 1

K
, L wnw= Æe
1 T K K

puisque b ̂  0 dans K ; puis,
eo

(R,e 1 Mwnw= &e [|ÏU  i(T b^-bc,) w] [ i  |ÏU (T(t0+o-t) *c2)w ]
K

1
1

K
£  (T(t0+a-t) +c2) |w|2

K
^ ( x b ^ - b c p H 2

par intégrations par parties. On obtient donc

w
K„

jL^wnw^2 i i L w| |nw| 
K K

t

t
o

L
T

3
3t Tb t

o a t c ib
3y T

dip
3y

c1 ic2-

o'o

b n w 2
(He

K
eo

1
”5"
1 Mwnw

T 1 3
3y

b
3y

9 b c1
3y

3c2
3t

o

2 51e

'o 'o
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Il nous faut maintenant distinguer deux cas. Pour cela, posons 0Q = sup{t >9(y0)|

Vs€ [e(y0),t] , b(yQ,s)=0} ; alors 0(yQ) ̂  ©0 < t:Q. Si e0 = eCy0D > alors pour tout 

voisinage de (yo,0(y )) on peut trouver un e>0 tel que K£ soit contenu dans 

ce voisinage ; en revanche, si 0o >9(yo) » alors ÿ est nulle sur Ko = {yQ} *

[0(yQ),0q] , et c'est seulement pour tout voisinage de KQ qu'on peut trouver un 

e>0 tel que K£ soit contenu dans ce voisinage. Cette distinction de cas nous per

met d'écrire :

1. Si 0o = 0(yo) > calculons par la formule (3.4) :

H  = 2 (y-y ) + f (y, s) (t +a-s) ds + 0 ' (y) b (y, 0 (y) ) (t +a-0 (y) )
7 Je(y) 7

et donc b(yQ,0(yo)) = J| (yo,0(yQ)) =0 ; d'où (b ||) (yQ,0(yo)) = 0 , ce qui fait

qu'on peut trouver e assez petit pour que (b |̂ ) dans K
o ôy ôy l

2. Si 90 >9(y0) > alors b est nulle sur KQ , et comme b est positive dans a)+ , 

est également nulle dans {yQ} x ]0(yo),0o] , donc dans KQ ; d'où (bfy) =0 

dans Kq , ce qui fait qu'on peut trouver eQ assez petit pour que —  (kfyO 4 ^  

dans K
eo

Le nombre e >0 étant choisi, oublions maintenant cette distinction des deux
o

a(bc.j) 3c2 tq

cas, et choisissons tq suffisamment grand pour que -- -----gtf (̂ans *

alors, pour t

f i  M2 <2 f M  inwl *
4 JK JK T

£ £
O O

1 2 ft 
Enfin, pour v€C (R ) avec suppvcK , posons w = v exp ( - tiJ> + c(y,s)ds)

_  0 
et reportons cette expression dans l'inégalité précédente ; on obtient :



Si donc nous posons C =exp (2 sup | i&e c(y,s)ds| ) , puis
' K Jt_ J

8  C
C=max{-^- , 8 C2  sup || + i(tQ+a-t) I} ,

o K

1 2
alors pour toute v€C (R ) avec supp v<= K£ et tout t  ,

o

(3.5)
-2x\p | 1 2

K

-2 x*

K.

9v • , 3v
w +lbiÿ+CÏ ( Ü 7 + c i v | + | v | )

3.3. Unicité en dimension deux sous la condition (R).

Nous continuons en donnant une version faible du théorème 1.2 sous la condition

2
(R) lorsque l'espace est R  .

THEOREME S. 4. : Supposons que rg X  (xQ) = 2 en un point xQ 63R̂  . Si le pro

blème est non caractéristique (en xQ) 3 alors pour tout voisinage w de xQ et toute

2
u€C (W solution du système

(3.6)
(L+co) u(x) = 0 dans w et

u(x) = 0 dans w_ = {x £u>/ip(x) <q>(xQ)} ,

la fonction u s'annule au voisinage de x

Démonstration : D'après le lemme 1.3, nous pouvons prendre sur R  des coordonnées 

(y,t) telles que :

(3) -  40 -

-2 ti|> 2 l e / c  i l 2 8 f -2n|; 2 Â e / c  3v - , 3 V  3v
e e lv' e e ât b9ÿ cv 3ÿ C 1 v +

e eo o

o 2-Üefc  9v . , 9v fdib . rj_ . A  I
+ j .  e 3 r lb3ÿ + cv '

eo
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1- xo =(Q,0).

2. cp(x) -tp(xo) = t .

3 3
3. L +cQ =-gç + ib (y,t) gy+ c(y,t) à un facteur non nul près.

Si b(0,0) *0 , nous sommes dans le cas elliptique et le résultat découle du 

théorème 3.1. Sinon, par l'hypothèse rg £ (xQ) =2 , il existe k>0 tel que 

Ĝ r)k b(0,0) +0 tandis que b(0,0) =0 pour j <k. Alors, par le théorème de

préparation de Malgrange (cf. Hormander m ,  th. 7.5.51), il existe, pour (y,t) € 

]-Y,Y[ x ]-T,T[ avec Y>0 et T>0, une factorisation

b(y, t) = a (y, t) (tk + a ^  (y) tk_1 + ... + aQ (y) )

00

avec a,aQ,... des fonctions C à valeurs réelles telles que a(y,t) +0 dans

]-Y,Y[ x ]-T,T[ , et aj(0) = 0 pour j = 0,...,.k-1. Nous allons maintenant découper 

le domaine ]-Y,Y[ x ]-T,T[ en petits morceaux pour pouvoir appliquer le lesrane 3.3 ; 

ce découpage nous est donné par le lemme suivant :

LEMME 3.5. : Dans la situation décrite ci-dessusy il existe une suite d'in

tervalles ouverts disjoints (IJ • c m dont la réunion est dense dans ]-J»y[ x et

oo
pour chaque i £JN3 un nombre fini de fonctions C 0̂  ^ : I^+JR tels que pour tout 

y  €1. :* %

1* ¿7 -i (y) <07* - 7 (y)'

2. b(y3t) =0+**3j tel que t = Q. .(y).

Démonstration du lemme : Avec les notations précédentes, posons

P (y, t) = tk + ak_1 (y) tk_1 + aQ (y)
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qui est un polyncme en t à coefficients réels et réguliers en y .

Soit 0 ^  l'ouvert de ]-Y,Y[ tel que P(y,t) possède k racines complexes 

distinctes en t pour y € '■> notons 0 ^  l'intérieur du complémentaire de (P^ 

dans ]-Y,Y[. Si (9£ est vide, c'est que C?^ est dense dans ]-Y,Y[ et nous ar

rêtons là notre construction ; sinon P(y,t) possède au plus k-1 racines complexes 

distinctes en t pour y £ . Nous définissons alors comme l'ouvert de (P^

tel que P(y,t) possède exactement k-1 racines complexes distinctes en t pour

y€ ^k-1 » ^k-1 comme l'intérieur du complémentaire de dans *

k
Et ainsi de suite ; l'ouvert U (Ç. est alors dense dans ]-Y,Y[. Nous appelons

j=1 3
(Ii)i les composantes connexes des ouverts (p̂  .

Dans chaque intervalle 1̂  , les racines en t de P(y,t) sont de multiplicité 

constante, et par le théorème des fonctions Implicites, elles sont donc fonctions C°° 

de y ; de plus, P étant à coefficients réels, 0 est racine si et seulement si 0 

est racine, et donc, toujours à cause de la multiplicité constante, les racines réel

les et distinctes restent réelles et distinctes quand y décrit 1̂  . Ces racines

00

réelles sont donc représentées par des fonctions C 0 - • : I • ->- R  vérifiant 1. et 2.
J 1

1
Démonstration du théorème 3.4 (fin) : Soit u€C (w) une solution du problème (3.6). 

Supposons qu'elle soit non nulle en un point, de ]-Y,Y[ *]0,T[ ; alors elle est non 

nulle dans tout un voisinage de ce point, et donc il existe un point (yo,tQ) € supp u 

avec yQ €I. pour un i€]N. L'intervalle 1̂  étant ouvert, il existe aussi e>0 

tel que [yQ-e , yQ + e] .

y-yQ ?
Posons *(y,t)=t + tQ(— — ) et considérons les paraboles PT d'équations

Ky,t) =t . La fonction u est nulle en dessous de la parabole PQ puisque PQc:{t<0},

mais Pt coupe le support de u et Pt fl {t >0} <=i x [o,T[. Par compacité, il existe
o o

donc un point (y-ptp €suppuH (li x [o,Tt ) tel que u = 0 dans i(y,t) €w/*(y,t) « 

Nous distinguerons alors deux cas :4>y1 t1

k-1 k

kk-1

k

k
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1. Si b(yptp #0 , le problème est elliptique en Cypt-|) et #(y-j,tp *0 ; 

donc par le théorème 3.1, u = 0 au voisinage de (ŷ t-j) ce qui contredit le 

fait que (y ,̂ t-j ) £ suppu .

2 . Si bCy.pt..) = 0  , par le lemme 3.5 il existe j tel que t1 = 0 . • Cy-t)* En outre,
i i  i i,j i

le lemme 3.5 permet d'affirmer que

a. fi = {(y,t) £ I- x R  | 0  • - _ 1 (y) < t < 0  • • Cy)} est un ouvert connexe ;

3. b ne s'annule pas dans fi, donc L est elliptique dans fi.

Comme u s'annule dans i(y,t) £ o o < iKy-j > elle s'annule dans l'in

tersection de ce domaine avec fi, qui est une partie ouverte non vide de fi . Par le 

corollaire 3.2, u est nulle dans fi.

De mène, la fonction b ne s'annule pas dans {(y,t) £ I ■ x R/ 0 . .(y) et <
1 j

0 • •,1 Cy)) , et on peut donc supposer, quitte à changer y en -y, que b est strie-
J ■

tement positive dans ce domaine. Il existe donc un voisinage convexe w de (ŷ ,t̂ ) 

tel que b soit positive sur w = {(y,t) £ w / 1  > 0  • -Cy)) > strictement positive en
1-9 J

un point (y1 ,t?) £w. , et tel que u = 0 dans w = {(y,t) £w/ 1 .$0 . -Cy)}- ToutI L t “ l,j

cela nous permet alors d'utiliser le lemme 3.3 au point (ypt-j) : nous obtenons u=0 

au voisinage de (ŷ , t-j ), ce qui contredit le fait que (ŷ ,t^) £ supp u .

R'g. 3.2 : les pa.r<stoies Vx .

lt=ey(y);

y>.

C» 2 .Cas 1.Lei parabole» Pe TJ#.

■s*pp u

ft- i[t.o

•Suppu
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3.4. Démonstration du théorème 1.2 sous la condition (R).

Dans ce paragraphe, l’espace est Rn , n entier quelconque.

Commençons par expliciter les hypothèses du théorème 1.2 sous la condition 

(R) ; le problème étant non caractéristique, nous pouvons choisir (lemme 1.3) des 

coordonnées locales (y,t) telles que :

1. xo =(0,0).

2. cp(x) -cp(xQ) = t .

3 33. L+c =-̂ r +ib (y,t) *-̂ : + c(y,t) à un facteur non nul près.
O (3l o/

L’intersection de l’ouvert w avec le domaine dans lequel la propriété (R) est 

vérifiée contient un voisinage de (0,0) de la forme vx]-T,T[ où T>0 et v

est un voisinage de 0 dans Rn_  ̂ suffisamment petit pour que rg^|g-$2 avec

n 3
S = {(y,0) €R /y€v). On a rgj£|g>1 puisque -ĝ -€ , ce qui entraîne encore que :

1. Pour un point (yQ>0) £S tel que rg (yQ,0) =1 , la variété intégrale passant 

par (yQ,0) est {yQ}x]-T,T[.

2. Pour un point (yQ»0) e S tel que rg^ (yQ,0) = 2 , si la courbe YcS est la 

trace sur S de la variété intégrale passant par (yQ>0) , cette dernière est 

Yx]-T,T[.

Comme la réunion des traces sur S des variétés intégrales de X  est égale à S par 

la propriété (R), la réunion des variétés intégrales de <£ coupant S est égale au 

voisinage v *]-T,T[ tout entier.

1
Soit u eC (oj) une solution du problème (1.2), et supposons qu’il existe un 

point (y0,tQ) ev x]0,T[ tel que u(y0>t0) *o. Ce point (y0>t0) est donc situé 

sur une variété intégrale de Jb coupant S . Si (y0,tQ) est sur une variété intégrale
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de dimension 1, c’est que b(yQ,t) =0 pour tout t€]-T,T[ , et u vérifie donc 

l'équation

1̂ - (y0,t)+c(yQ,t) u(yQ,t) =0 pour t£]-T,T[

où yQ n'est plus qu'un paramètre ; la théorie des équations différentielles ordi

naires nous permet de conclure que u(yQ,t) =0 pour t€]0,T[ puisque c'est vrai 

pour te]-T,0] , ce qui contredit le fait que u(yo,to) *0.

Il s'ensuit donc que (yQ,tQ) est sur une variété intégrale de À  de dimension

2 que nous noterons V  . Utilisons (z,t) comme coordonnées sur V* où z est l'abs

cisse curviligne sur V'nS , et désignons par zQ l'abscisse du point (yQ,to) dans 

les coordonnées (z,t). Alors il existe e>0 tel que [zQ-e , zQ+e] x ]-T,T[ soit

contenu dans V' . Comme dans la démonstration du théorème 3.4, nous posons <Kz,t) = 

z-z 2

t +t0(— —̂ ) et introduisons les paraboles PT d'équations (̂z,t) =t. Nous obtenons 

ainsi un point (ẑ  ,t̂ ) du support de la trace de u sur 1/ tel que u= 0 dans 

{(z,t) € WiJ>(z,t) ̂ Ĉz-j »t^)}. Or le problème (pour ÿ) est non caractéristique en 

(Zptp et rg_£, (ẑ ,t̂ ) =2 puisque nous sommes sur une variété intégrale de À. de 

dimension 2. Nous pouvons donc appliquer le théorème 3.4 pour conclure que u est nul

le au voisinage de (z^,tp sur 'If , ce qui contredit le fait que (zptp est un 

point du support de la trace de u sur V'.

Cette dernière contradiction montre qu'il n'existe pas de point (yo»tQ) €v * 

]0,T[ où u ne s'annule pas ; nous avons donc obtenu

u = 0 dans v * ]-T,T[.

3.5. Démonstration du théorème 1.2 sous la condition (P).

Comme le problème est non caractéristique, nous pouvons faire usage du lerime

1.3 pour trouver des coordonnées locales (y,t) £]Rn  ̂x R , un voisinage v de 0 

dans Rn-  ̂ et un nombre T > 0 tels que
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1.  XQ = ( 0 , 0 ) .

2. ip(x) -<p(xQ) = t .

à â
3. L + c = -̂ r + i b (y,t) • ■ ^ 7  + c(y,t) dans vx ]-T,T[ à un facteur non nul près.

O d l  oy

4. v x ]-T,T[ cw nfl.

Soit u € C1(w) une solution du problème (1.2) et supposons qu'il existe 

(y0,t0) €vx]0,T[ tel que u(yQ,t ) *0. Si on avait b(y0,t) =0 pour tout t € 

]0,t [ , l'équation se réduirait à

If (y0.t)+c(y0,t) u(yo,t)-0

où yQ n'est plus qu'un paramètre. La théorie des équations différentielles ordi

naires nous conduirait à conclure que u(yo»t ) =0 ce qui est contradictoire.

Il existe donc t̂  €]0,tQ[ tel que b(yQ,t̂ ) *0. Il existe aussi tout un voi

sinage de yQ tel que b(y,t.|) #0 pour y dans ce voisinage, par continuité, et le 

vecteur

bCy.tp 
dCy) = lb(y,t̂ ) I

g
est bien défini et régulier au voisinage de yQ . Le champ réel d(y) • ̂  engendrant

n —1
une algèbre de Lie de rang constant égal à 1 autour de yQ dans ]R , il existe 

par le théorème de Frobenius (cf. 1.2) une courbe intégrale de ce champ, que nous 

noterons y , passant par yQ .

Comme la condition (P) est vérifiée dans vx]0,T[ , nous avons b(y,t) = 

|b(y,t) | d(y) pour tout (y,t) € Y x ]0,T[ , et donc le champ L est tangent à Y x 

]0,T[ ; nous pouvons désormais nous restreindre à Yx ]-T,T[ qui contient le point 

(y0,t0) où u ne s'annule pas et sur lequel nous prenons comme coordonnées le cou-
g

pie (z,t) où z est l'abscisse curviligne sur Y associée au champ d(y) ;
o y

zQ désignera l'abscisse du point (y0,t0).
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Par continuité, il existe un e >0 suffisamment petit pour que le problème 

restreint à Y x]-T,T[ se présente de la façon suivante :

1. 'Ü' = ]zQ-e , zQ+e[ x ]-T,T[ cY x ]-T,T[ ;

2. u(z,tQ) *0 pour z € ]zQ-e , zQ+e[ ;

3- L +c0 =-^+ib(z,t)^-+c(z,t) dans 'U'+ = ]z0-e , zQ+e[ x lO,Tt ;

4. b(z,t) >0 dans V + (par la condition (P) ) .

Comme dans la démonstration du théorème 3.4, introduisons la fonction *(z,t) = t + 
z-z 2

t (- £ ) et les paraboles PT d’équations *(z,t) =t. Nous obtenons ainsi un point 

(Z2 »t2 ) du support de la trace de u sur 'Dr+ tel que t2  <t et u = 0 dans 

{(z,t) € U/*(z,t)-$*(z2 ,t2)>.

Comme tout-à-l’heure, si on avait b(z2 »t) =0 pour tout t £]t2 ,T[ , on prou

verait que u(z2 >t0) = 0 ce qui contredit le point 2. ci-dessus. Il existe donc 

t3 €]t2,T[ tel que b^jtj) >0. Nous distinguons alors deux cas de figure :

Z “ Z z ~z

1. Si t2  > 0 , posons 0 (z) = t£ + tQ(~ -°)2 -1 (— (en sorte que t^0(z) «-* 

*(z,t) ' N°us pouvons alors trouver un voisinage convexe w de (Z2 ,t2 ) 

contenant (z2,t3) (où b>0) tel que b soit positive dans w+ = {(z,t)€wj 

t»0(z)} et u = 0 dans w_ = {(z,t) €w | t<0(z)}. Par le laime 3.3 nous en dé

duisons que u = 0 au voisinage de ce qui contredit le fait que

est un point du support de la trace de u sur r\J+ .

2. Si t2 =0 , posons 0(z) =0. Nous pouvons alors trouver un voisinage convexe w 

de (z2 ,t2 ) possédant les marnes propriétés que dans le cas précédent, d’où la 

mène conclusion.

z t è z2 t2

z2 t2z2 t2-
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CHAPITRE 4 : ETUDE D'UN MODELE DANS R 2 .

Lorsque nous supprimons les hypothèses "techniques", le théorème 1.2 devient 

faux ; c'est ce que montre l'un des premiers contre-exemples à l'unicité de Cauchy 

historiquement construits : le contre-exemple de Cohen [8]. Plutôt que d'en répéter 

la construction, que le lecteur trouvera par exemple dans Hormander [9,th. 8.9.2], 

nous avons préféré étudier de façon assez précise un modèle dans R  (ce qui assure 

Que rg <£ ̂  2) qui fournit des contre-exemples où le champ L est complètement expli

cite ; c'est l'objet de ce chapitre.

2
Pour traiter le problème non caractéristique général dans R  , nous savons

9 3
d'après le lemme 1.3 qu'il suffit d'étudier le champ L =t̂  + ib (y,t) où b est 

à valeurs réelles. Nous allons examiner ici le cas où la fonction b est indépen

dante de y , c'est-à-dire que L prend la forme

L " l r + i b « w -

Pour un tel modèle, la condition (R) dans un voisinage de l'origine entraîne
O

la condition (P) dans un ouvert fi + , fi étant un autre voisinage de l'origine, si 

bien que le théorème 1.2 s'énonce plus simplement de la façon suivante : s'il existe 

un nombre T> 0 tel que b(t) ne change pas de signe dans l'intervalle ]0,T[ , 

alors il y a unicité (au sens de la conclusion du théorème 1.2, et pour tout terme 

c d'ordre zéro).

Dans le lemme ci-dessous (que nous ne démontrons pas car nous ne l'utiliserons 

pas), nous analysons la condition précédente.

LEMME 4.1. : Soient b : 3R -*■ J? une fonction C et B(t) = 

il est équivalent de dire *

(i) '4T>0i b change de signe dans l'inter>valle ]Q3T[.

•t
b(s) ds . Alors

o
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(ii) II existe une suite de réels &k décroissante et tendant vers 0 telle que pour 

tout k.Z-1 3

V* € [6k+1 3 <5^] , (~l)k B(&k) > (-l)k B(t) 3 et 

(~l)k B(6k) -B(6k+1))>0.

Dans cette situation, nous allons montrer que l'on peut modifier le terme 

d'ordre zéro c en sorte que l'opérateur L+c ne possède pas la propriété d'uni

cité, à condition toutefois de faire l'hypothèse supplémentaire que la suite 

(-1) (B(ôjP “ £(<5^)) ne tend pas trop vite vers zéro.

2 00 
THEOREME 4.2. : Soient b : JR -*■ JR et a : J? S deux fonctions C ;

posons B(t) = b(s) ds s et supposons qu'il existe une suite de réels &k déorois-

° -1 
santé et tendant vers 03 et un réel e^>0 tels que si l'on pose = exp[-ek 3

pour tout k>l on ait

Wt e [ôk+1 3 Ôfc_3] , (~l)k B(ôk) >(-l)k B(t) , et 

(~l)k (B(Ôk) -B(8k+1)) >ek .

Alors il existe un voisinage u de (03 0) dans JR̂  3 u Ç.C (W et a Ç.C (ui) tels 

que

-̂~̂  + i b (t) -^ + c(y3t)+a(y3t)̂  u(y3t) = 0 dans w,

(4.1)  ̂ supp u = (ù+= {(y3t) € u)|t>0}3 et

supp a<zu)+ .

Exemple : Le lecteur vérifiera facilement que la fonction

b(t) = e ^  sin ̂  pour t >0 , 

b(t) = 0 pour t4 0

satisfait les hypothèses du théorème (on prendra 6k
1

k 7T
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La démonstration du théorème 4.2 s'effectue en deux étapes : d'abord nous 

construisons cinq suites de paramètres ^  , pk ’ ^k ’ Yk Poss®dant de bonnes 

propriétés asymptotiques ; la deuxième étape, plus standard, utilise ces paramètres 

pour construire les fonctions u et a par une technique de recollement analogue à 

la méthode de Cohen [8] (cf. aussi les calculs du paragraphe 2.4).

PROPOSITION 4.3. : Sous les hypothèses du théorème 4.23 i l  e x is te  oinq su ites  

de ré e ls  p o s i t i f s  m^3 p ^ 3 qk e t  Y^ t e l l e s  que

(4.2)

6̂ J <Pk<’"fc<ik <6fc *

V* € ^ k+13Pk 1 > (~Dk (B(t) -B(mk)) < - j  (~ l)k (B(mk) ~B(&k+1)) 

e t  (~ l)k (B(t) -B (ôk) ) 4 -  j  (~Dk (B(6k) ~B(&k+1)) 3 

e t  V t e l qk,6k ] 3 (~ l)k (B(t) -B(mv)) (~ l)k (B(mv) k+1'

( 4 . 3 )  [ - y k + ( - v k \ k  » v - w V j ] = [ - Tw " - u W  w V - s î W j ]

(4.4)
Log\. Log(pk-&k J  Log(à-q)

-7 • /V -» • A . A . * JL -7 • A . A . ai

i t  —  = i t  = i t  V i

(4.5)
Log(ôk-qk)

~ l<m 1T:+L:J(B(mS-B(K.J) " ° 'k-+œ k k+l' k+ ï

Démonstration : en quatre parties.

1. Construction de la suite À,

-3
Nous choisissons Ajc = £]c > on Peut alors écrire

lim
k + 00 ( k k+1' ( (mkf B ‘ fe+i' '

Z-Ú7?
t -»-oo

L°g(pk-K+i>

k k ~ B k+l

X
k *k+1 B mk B Z

k+1

Log X
k

X
k+1'



®~  51 -

L°§ A1c+1 “3 Log £i(+1 2

XklBWk) -BCSM J| « s-3 6k 3Ek LoS£k+1 ■ 3sk ’ d,où

L°g ^v+1

(4-6) “ 1 Ak(6(ik) -K6k+1j) ■ 0 •

(4.7) Àk+1 > 2 Xk •

2. Construction des suites , pk et q̂ .

En utilisant (4.7), nous pouvons écrire

° < | p -  (-1)k (B(ôk) -B(6k+1)) < H )k (B(ôk) -B(ôk+1)) 
k+1

et donc, par le théorème de la valeur intermédiaire, nous obtenons l ’existence d'un 

point ^  ̂  3 ôk+i tel ^

(4.8) (-1)k (B(mk) -B(ôk+1)) = (-1)k (B(ôk) -B(ôk+1)) .
k+1

Nous posons ensuite : 

pk = sup{p>ôk+1 |Vt£[ôk+1,p] , (-l)k (B(t) -B(ôk+1))^^  (-l)k (B(mk) -B(6k+1))} 

qk=in£{q<ôk |vt £[q,ôk] , (-l)k (B(t) -B(ôk+1)) (-l)k (B(mk) ~B(ôk+1))} .

La propriété (4.2) se déduit facilement de cette définition et de (4.8). Nous aurons 

en outre besoin d'estimations sur p̂  - ôk+̂ et ¿>k - qk • Or B(pk) - B(Ôk+-|) =

2 (B(mk) - B(ôk+p) ; par le théorème des accroissements finis, i l  existe donc 0k € 

]6k+1,Pk[ tel ^

En outre, comme -3 3 -3 
k+1 * e ek (car ex )ex^ (ex)3 >e3x3) , nous savons que
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(pk"‘W  b(V ° i (B(miP 'BC‘W )

et comme b est bornée au voisinage de 0, on obtient pour un C > 0

f r k ' W  >C C_1)k "B(ôk+1)} •

En multipliant cette inégalité par ^k+i et en utilisant (4.8) il vient

V l ^ k ^ k + P  i-1)k Xk -B^k+1^ *

Enfin, ayant été choisi de telle sorte que (-1) (B(ô̂ ) tende vers

l'infini avec k , on a pour k assez grand

|Log CPk - \ +1)l « Log \ +1 •

2 ^k+i 3
De mâne, on calcule que B(6̂ ) -B(qjP = (— —̂  - -^(BOm^) d'où l'exis

k
tence d'un tel que

( V V  M e k) -  C ^ i  - | )  ( B ( V  - » ( « * , ) )

puis en utilisant (4.7)

(6k-(lk) ^ C (-1) (B(m̂ ) -B(ôk+-|))

et enfin, nous concluons comme dans le cas précédent ; nous avons donc obtenu

pour k suffisamment grand ,

(4*9) ^ |L°g (Pk-<5k+-|)| ^ Log k̂+1

I Log Côk-qk) | «Log Ak+1 .

3. Construction de la suite Yk .

Pour construire Yk nous prenons la propriété (4.3) comme définition, c'est-à- 

dire que nous posons

0
k e qk 6

k

B ô
k+1 d'où l'exis

et

B Ô
k+1 tende vers
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= 0 , puis pour k 1̂ ,

Yw H)k»k »(V -«4k» * t-1)1'*’ xk+i WV -Bt{k*i»

De (4.7) et (4.8) nous tirons

(-1)k (B(mk) -B(ôk+1)) « \ (-1)k (B(ôk) -B(6k+1)) , d'où 

(-1)k (B(ôk) -B(mk)) \ (-1)k (B(ôk) -B(6k+1)) , puis

vk+1(-1)" ' \ +1CB(mk)-B (6k+1)) 2

(-D Xk ( B ^ )  -B(Ôk))

En reportant cette estimation dans la définition de Yk , on obtient

(4.10) Yk+, ;> Yk (-1)k (B(mk) -B(6k+,))  .

4. Calcul des limites (4.4) et (4.5). 

De (4.8) et (4.10) nous tirons que

Yk*l *7 (‘ ,)k  \+ 1  (B( V  ‘ B(6k+1)) * \ (’ 1)k \  W V  - B( V i ) ) .k+1 k+1 k+1

Log Xk+1
Yk+1 (-1)k Xv (B(ôv) -B(ôk+1))

Grâce à (4.6), nous en déduisons que

Log K
lim — = 0 

k+°° k

De plus, en utilisant (4.9) nous pouvons écrire

L°g (Pk_ôk+1  ̂ 1x58 Ak+1
XkCBCôk) -B(6k+1JJ 4 Xk(B(6k) -B(ôk+1j) »

L°g (6k-qk) Log Xk+1
Yk+1 Yk+1

, et

d'où

4 Log X.k+1
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d'où (4.4) en utilisant (4.6) et le résultat précédent. 

Grâce à (4.7) et (4.9) on a

I Log (Ak + Xk+ i) Log Ak+1 ( 1 + ° ( 1 ) )

I I V W ^ B O y  «  Xk+,(B(mk) - B ( « k+1) j

lOg (Pk “Ól;+1) LOg \ +1

S CXk + Ak+1)(BCmk) -BCôk+1J) ^ Ak+1*-BtV

Log (6k -  qk) Log Xk+1

^ V W ^ V  -BC6ktl)) 4 W BH> -B({k+1»

, et

vantes :

uQ(y,t) =o pour t 0

/9u 9u \
aQ(y,t) =^-^r  (y,t) +ib(t) -gÿ- (y,t)J/uo(y,t) si uQ(y,t) *0 ,

9u

a0(y,t) =0 si uQ (y, t) = 0

puis d'après (4 .8 ) ,

ce qui implique (4 .5) en u t i l i s a n t  (4 .6 ) .

Démonstration du théorème 4 . 2 .

Etant donnée une fon ction  XeC°°(R) v é r i f ia n t  : 0 < X < 1  , X = 0 sur ]-°° , 03 

e t  X = 1 sur [1, +°°[ , nous d é fin isso n s  dans w = ]Rx] l e s  fon ction s s u i -

uk (y ,t )  = e x p [ - Y k + ( - 1 ) k Ak (B(t) -B (ô k) + i  y) ]

u ( y , t )  =X
t-,Sk+1

V 0k+1
uk (y ,t )  +x

^ k

V ôk> uk+1^y , t )  P0111, t € [ 5 k+l»6k] ’

Log Xkt1 2 Log Xk+1

W B(V  '  xk tB‘ V  - » i « ™ »'•k+1
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a-|(y,t) =b(t) 

a-\ (y,t) =0

ft
|p(y,s)ds pour t > 0 , 

pour t < 0 .

Puis enfin nous posons

a(y,t) =-aQ(y,t) +i a^y.t) , et 

u(y,t) = uQ(y,t) exp | c(y,s) ds j .

Comme exp j c(y,s) ds j est C°° et non nulle, il suffit, pour montrer que 

et u sont solutions du problème (4.1), d'établir les quatre points suivants :

a

où les constantes C ̂ et CgY ne dépendent que de a , de X et de b , mais pas de 

k. Or le logarithme de chacun de ces termes vaut

Log C3 + l3| Log Xk - Yk = Yk
Log C

Yk
et

Log C^y - |Y| Log (6k-qk) t ¡B| Log \k+, - Yk+, =

Y
k+1

k+1 k+1 k+1

Log C
BY Y

Log ôk •qk
ß

Log Ak+1 1
Y Y Y

Log A
k 1

Yk

oo
1. La fonction est C dans oo.

La fonction uQ est clairement C°° pour t> 0 ainsi que pour t< 0. Pour conclure 

au voisinage de t = 0, il faut estimer les dérivées de uQ pour les petites valeurs 

de t .

V k+1
Comme (-1)K (B(t) - B(ôk)) ̂  0 et (-1)' (B(t) -B(6k+1)) « 0 pour t e [ôk+1 ,ôk],

/  t ~ ô k + -j \

et que X (-- t— - )= 1 pour t€[pi.,6v] , on peut écrire les estimations suivantes :
k+1 1

I a0

I 1 ____ - Iv l  1̂ 1 "^k+1
r  t x  V v v  u ^ t y , t ) J  ' " ^ 5  S y  ( 6 k - V  1 1  e  I » ”  t e ' « w 5 k >

x
t - ô k+1

^k"ök+1
uk (y,t; « I S  xkB|

R¿a M
pour te[pk,ôk] » ©t
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et tend vers lorsque k tend vers l ' i n f i n i  grâce à (4.4) ; donc les  quantités  

de départ tendent vers 0.

Reste à estim er le  terme 3a X f  uk ( y , t ) j  pour t ^ ^ k + l ’Pk  ̂ ’ dans
Pk k+1

ce domaine, ( -1 )^  (B(t )  - B (ô k) ) < £ -  ^  ( - 1 ) k (B(<$k) - B ( 6 k+.|)) d 'après ( 4 .2 ) ,  d 'où  

l'e s tim a tio n

«  E Z I  Cby CPk- ' W ' M  ^k lBl -  l H ) k \  CB(6k) - B ( 6 k t l ) ) ]

où les  constantes Cov ne dépendent que de a , de x e t de b , mais pas de k ;
pi

comme ci-dessus, on ca lcu le  le  logarithm e des termes de c e tte  somme

t a g C BY-  |Y| Log(pk-ôk+1) + |3 | L o g H ) k Xk (B(ôk) -B ( ô k+1) ) ]  < 

r 7 k i r i ^ C g Y i  8Lo g (pk -Ô k J  | Log À,
«  [ r k 4 ( - 1 ) k Xk (B(6k) - B ( 6 k + l ) ) j [ |  J | * | ï |  +

e t c e tte  expression tend à son tour vers - 00 lorsque k tend vers l ' i n f i n i  grâce à

( 4 .4 ) .  Nous avons donc démontré :

lim  (  sup |3a u ( y , t )  | )  = 0 .
k-*«, M R x t ô ^ ô ^  0 /

2. Le support de a est contenu dans suppuQ = { ( y , t )  6 où / 1 $-0}.

uk ( y , t )

vk(y’t) * vjiÿrtT

En u t i l is a n t  ( 4 .3 ) ,  on peut é c r ire  :

Posons pour t€ k+1 .6k

7Xk (B(6k)-B(ôk+1

3
a X

t ô.
k+1

Pk k+1
uk y,t
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(4.11) vk(y,t) = exp £ (-1 )k O k + *k+1) (B(t) -B(mk) + i y ) J .

Pour t e [ôk+.| ,pk] , on a grâce à (4.2) |vk| <1 , et comme

/1  ” ôk+i \

uo(y,t)" x (p7 ^ ) uk(y,t)+V i < y>t> =. V W

-uM (y,t)[l+x(i4 ^ ) v k(y>t)] ,

on a uQ(y,t) *0. De même pour t £ , |v^ | < 1 et

t ” 5
u0 (y,t) = u k (y,t) + x ( ^ )  V l ^ - ^  =

= uk(y,t) [l +X ( 1 ^ )  (vk(y,t) ) - 1 ] * 0.

Enfin, pour t € [pk,qkl , uQ(y,t) =uk(y,t) +uk + 1  (y,t) , et donc uQ(y,t)=0 équivaut 

à vk(y,t) =-1 , ce qui entraîne d'après (4.11) que

exp [(-1 )k Ok + \ +1) i  y ] = ~ 1 ,

soit y £ J n£Z cet ensemble étant discret, on obtient que supp u
+ k+ 1  J C

{(y,t) £w j t >0} .

Par définition de aQ , supp aQ c supp uQ , et par définition de â  , supp a 1  

i(y>t) eü) | t » 0 } , d'où finalement

supp a c supp uQ .

00

3. La fonction a est C dans w .
------------ o---------------

8 uk 9uk
Pour tout k , on a -^-+ i b-^y = 0 , et donc pour t £ tpk»Qk  ̂>
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u0 (y ,t )  =uk (y ,t )  +uk+1 (y ,t )  = >  aQ(y ,t )  =- p̂  (y ,t )  + i b ( t ) - ~  (y ,t )  =0 ;

pour t  € [qk+1 ,pk] , uQ(y ,t )  * 0  donc

a
o(y , t )  = (t t  ŷ,t;) + i b ^  ( y , t 0 j / uo (y,t)

oo 00

e s t  une fon ction  C . I l  en r é su lte  que la  fon ction  aQ e s t  C dans l e s  domaines 

d'équations t > 0  e t  t < 0 .

Pour conclure au vo is in age  de t  = 0 , i l  fau t estim er l e s  dérivées de aQ pour 

te[< 5k+1 >Pk] e t  (ao e s t  nu-*-̂ -e en dehors de ces  in t e r v a l le s ) .

Pour t e ^ k+p P k  ̂ > |v k ( y , t ) |  <1 , e t  on peut é cr ir e

Pour montrer que le s  dér ivées  de c e t t e  expression tendent vers 0 lorsque k tend vers  

l ' i n f i n i ,  i l  s u f f i t  de montrer q u ' i l  en e s t  a in s i  pour le s  fon ction s

(w*1 b(t) èXx (p7Î^K(y’t) *Vl Cy,t))
° ------------------ÎT?----------------------------------------------------------

X Uk(y,t) +'W y ,t )

cPk-W 'x' ( ^ 7 )  vk(y’t)

«k(y,t) - Cpk-6k+1 )_1 X' ( p ¡ ^ j )  \ty.t) et 

X k t y , t ) ' X ( t f e ) V k t y , t ) -

En u t i l i s a n t  (4 .2) e t  (4 .11) ,  on o b tien t l e s  majorations

ao y»t;

1 + X " - V i

P k - \ +i
vk (y ,t )

t £
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« n z  c eY cpk -«sk+1 )-1 -1Y1 c v w lfi| exp [ -  i  ( - , ) k  i v v i K ' K )  - B<sk , i » ]
B+Y<a 

3“ xk(y,t)| «

Y ' "  + x v + i ) ^  e x p [ "  7 C-1 ) k  (x k + x fcf1̂ B ^  - B (ô k + 1-)-) ]^ t---• CBY (Xk'/lk+1
3+Y<a

où les constantes CDV ne dépendent que de a , de X et de b , mais pas de k . Comme
pr

tout-à-1'heure, on montre que ces expressions tendent vers 0 en calculant leurs lo

garithmes et en utilisant (4.5). Nous obtenons donc

lim ( sup |3a a (y,t)|) = 0 .
k+«> V Rx [ôk+1,pk]

De même, pour > on Peut écrire à l’aide de (4.2) et (4.11)

a0(y,t) =
w 1 x’ ( ^ ) ( vk ^ - « ) 1

Log

1 +

-1

x ( ^ X vkfr-t) ) 1

et

puis on montre comme ci-dessus que

lim ( sup 13a a (y,t) |) = 0 
k-̂ co \ R X [qk,6k] 0 7

4. La fonction â  est C dans eu

Pour obtenir cette dernière propriété, il suffit de remarquer que toutes les dé

rivées de la fonction b tendent vers 0 lorsque t> 0 tend vers 0. En effet, comme

9

Vk .y ft; 1
2 -1

k
Ak ■Xk+1 B mk B ôk+1-

t e qk <5k

da wk y>t

(Pk-W
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pour tout k 

que pour tous

b(($k) =0 , nous obtenons par application répétée du théorème de Rolle 

j et k entiers positifs, il existe un point 0̂  € ]<$k+j , tel que

la limite annoncée en résulte.

3
3 t

j
b '0jk 0
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CHAPITRE 5 : LE PROBLEME CARACTERISTIQUE.

Dans ce chapitre, nous donnons deux résultats : l'un d'unicité, l'autre de non- 

unicité.

Au paragraphe 5.1, nous regardons ce qui subsiste du théorème 1.2 lorsque nous 

supprimons l'hypothèse que le problème est non caractéristique. Le résultat d'unicité 

(théorème 5 .2 ) résultera d'un théorème sur la géométrie du support d'une solution 

(théorème 5.1) qui est dû à J-M. Bony (cf. Sjostrand [22, th. 8.7]).

Puis au paragraphe suivant (5.2) nous construisons un contre-exemple à l'uni

cité sous la condition que le rang de £ est constant. Ce dernier résultat est dû à 

Saint Raymond [21, th. 2.9].

5.1. Résultat d'unicité lorsque rgj; 2.

Plaçons-nous dans les hypothèses du théorème 1.2, mais sans nous donner de fonc

tion cp ni supposer que le problème est non caractéristique. Cela signifie que nous 

sommes dans l'un des deux cas suivants :

1. L vérifie la condition (R) dans un ouvert fi et rg £ 2 (cf. 1.2).

2. L vérifie la condition (P) dans un ouvert fi (cf. 1.2).

Donnons-nous de plus une solution u €Ĉ  (fi) de l'équation (L+cQ) u(x) = 0 

dans fi. Alors, pour paraphraser le théorème 1.2, chaque fois que l'on trouvera 

xq £ fi et <p€ C°°(fi) à valeurs réelles tels qu'il existe un voisinage w de xQ avec

xQ e (supp u n w) c u+ = {x e w / <p(x) > <p(x0) ) ,

on pourra affinner que le problème en xQ est caractéristique, c'est-à-dire que 

Lip(xQ) =0 ou encore que Xcp(xQ) =Y(p(xQ) =0 (si X= Oie L et Y= ÎmL). Cette re

marque nous donne une relation entre les champs réels X et Y et le fermé F = supp u 

dont nous allons analyser les conséquences dans le prochain théorème.
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Avant de l'énoncer, rappelons qu'un champ réel X (éventuellement dégénéré) 

défini dans un ouvert fi vérifie toujours la propriété (R). En effet, pour les points 

x où X s'annule, (x) est une variété intégrale, et dans l'ouvert où X ne s'an

nule pas, le rang est constamment égal à 1 d'où la propriété grâce au théorème de

^ 3 tX
Frobenius (cf. 1.2). Si X= J, â  (x) ^ 7 » nous noterons e xQ la solution x(t)

du système différentiel ordinaire suivant :

dx.
(t) - â (x(t)) 

x(0 ) = xQ .

tX tXSi X = 0 en x^ , e x reste égal à x , tandis que si X * 0 en x , e x 0 0 ° o 0 0
décrit la courbe intégrale de X passant par xQ .

Yl
THEOREME 5.1. : Soient X un champ réel défini dans un ouvert fi de JR 3 et

00
f c fi une partie fermée dans fi. Supposons que pour tout xQ et toute (p€£7 (ft) 

à valeurs rêelles3

[3 w ouvert de fi ; xQ Ç. (F flw) cdi+ = {¿c ew /<p(x) ><p(xo)}] Xty(xQ) = 0 .

Alors3 pour tout compact K de fi, il existe e>0 tel que

tx
x Ç.F ç\K et \t\<e*>e x Ç. F.
O 11 o

Démonstration : Pour un compact K fixé, choisissons un voisinage compact W de K
O

(i.e. KcW, W compact de fi) ; il existe alors >0 ne dépendant que de K, de

tx
W et de X tel que pour xQ €K et te ]-£-], £-|[ , e xQ soit bien défini et reste 

dans W ; par la suite, chaque e que nous choisirons sera plus petit que le précé

dent, et ne dépendra que de K, W, X et F .

Pour tout xQ £ K , le système

(5.1)

8(0
3t (t,x) + Xip(t,x) = 0

cp(0,x) = x -x o
2
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admet une solution tp (dépendant de xQ) définie dans ]-£2>e2̂  x^ pour un ££>0.

 ̂ tXLa derivée par rapport à t de tp(t,e xQ) est nulle à cause de l'équation (5.1),

d'où cp(t,etXxQ) = <P(0,xQ) = 0 . Puis dérivons la fonction Ct,etXx ) >
J Xj o

nous obtenons (en utilisant (5.1)) :

d(Pj
~3tt ^  (axj [at ft»*)] + x [aï| ("t,x')-)|x = etx

xo

2
d'où tpj (t) =0 puisque c'est vérifié en t = 0. Comme <P(0,x) = lx-xQi , il existe 

un £^>0 tel que si xQ €K, x £W et Itl <e^ ,

1 tx 2

(5.2) tp(t,x) ^ 2  |x - e x | .

Pour x €FnK, nous avons 0= inf <p(0,x) < inf tp(0,x) et donc cette
x e F n w  x e F n a w

inégalité reste vraie lorsque |t| <e pour un e>0. Pour tout t€]-e,e[ fixé, il
O

existe donc un point xt €FHW où cp(t,x) atteint sa borne inférieure, soit :

ct € (F ilW) c(W)+ = |x€W |cp(t,x) »<p(t,xt)J .

En utilisant l'hypothèse du théorème on obtient Xcp(t,xt) = 0 , et en utilisant l'é

quation (5.1), (t,xt) =0. Nous avons donc pour tous |t| <e et |s| <e ,

0((t-s)2) =cp(t,xt) -cp(s,xt) «(p(t,xt) -tp(s,xs) ̂ ip(t,xs) -ip(s,xs) =0((t-s)2)

d'où cpitjX̂ .) =(p(0,xQ) =0. Par (5.2) nous en déduisons que pour xQ €FnK et 

tY
ItI <£ , e xQ = x^ € F .

Pour pouvoir tirer les conséquences pour l'unicité de ce théorème, il nous 

faut introduire un nouvel objet géométrique.

X
9

^x
j

tp t,x
x = etx x

o

n

k=l

9ak
9x
j

etx x0' k t

3ip
3t
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Si L vérifie la condition (P) dans un voisinage Çi d'un point xQ e Rn , choi- 

sissons des coordonnées (lemme 1.3) dans lesquelles L s'écrit + a un

facteur non nul près, et notons la courbe intégrale du champ réel passant

par xQ . Si le rang de :£ reste égal à 1 au voisinage de xQ sur Vr̂ , nous dirons 

que IX| est la "feuille de Jt passant par x ". Si au contraire on peut trouver des 

points de 1)̂  arbitrairement proches de xQ où le rang de X  est égal à 2, nous 

savons par la propriété (P) qu'il existe une variété ^  de dimension 2 contenant 

ITj et à laquelle le champ L reste tangent au voisinage de xQ ; dans ce deuxième 

cas, nous dirons que Vf 2 est la "feuille de £  passant par xQ" (on remarquera que 

V 2 n' est pas nécessairement une variété intégrale de ,£ , et que dans les deux cas 

la feuille de £ passant par xQ est une notion géométrique indépendante des coordon

nées choisies).

De même, pour n'énoncer qu'un seul théorème, si L vérifie la condition (R) 

dans un voisinage ii d'un point xQ €Rn , nous appellerons "feuille de Jo passant 

par xQ " la variété intégrale de Jt passant par xQ .

Dans l'énoncé suivant, 1T désigne la feuille de £  passant par xQ .

THEOREME 5.2. : Supposons qu'il eayùste un voisinage ü de xQ tel que l'on se 

trouve dans l'une des deux situations suivantes :

1. L vérifie la condition (R) dans ü et vg ,£^4 2.

2. L vérifie la condition (P) dans ü .

Si de plus3 pour tout voisinage w de xq) ( l/Du)) = {¡c €w /ty(x) Z-ipix̂ )} 3 alors

1
pour tout voisinage 1 0 de xq et toute u €C (W solution du système

f (L+c ) u(x) = 0 dans û), et
(5.3) j 0

/ u (x) = 0 dans w_ =• {x € œ / <ç(x) 4 yH x ) } 3

la fonction u s ’annule au voisinage de x q .

9
at i b a

ay
à un
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Démonstration : Soit u€C^(w) une solution du problème (5.3) ; supposons que 

xq £ suppu . Nous allons montrer qu'il existe alors un voisinage de xQ sur V  entiè

rement contenu dans suppu. En utilisant ensuite l'hypothèse sur V  du théorème, nous 

en déduisons qu'il existe des points xe suppu tels que cp(x) <<p(xQ) ce qui contre

dit le fait que u = 0 dans w_ . C ' est donc que xQ l supp u , c1 est-à-dire que u = 0 

au voisinage de xq .

Montrons donc que si xQ € suppu, il existe un voisinage de xQ sur 1/ entiè

rement contenu dans suppu. Le champ L étant non dégénéré, nous pouvons trouver 

(lenrme 1.3) des coordonnées locales (y,t) telles que

1. xo = (0,0)

9 9
2. L +cq = i -̂+ i b (y,t) *gy + c(y,t) à un facteur non nul près.

Carme (L+cq) u (x) =0 dans o>, nous pouvons affirmer grâce au théorème 1.2 que les

hypothèses du théorème 5.1 sont vérifiées dans w avec F =suppu et chacun des deux 

9 3
champs réels X=-ĵ r et Y = b(y,t) • ̂  . Nous devons alors distinguer deux cas :

1. Si dim V' = 1 , il suffit d'appliquer le théorème 5.1 avec X et K = {xQ} pour 

obtenir un voisinage de xq sur t/ entièrement contenu dans supp u .

2. Si dim Xï = 2 , nous pouvons trouver un voisinage de x q inclus dans w qui soit 

de la forme {(y,t) € Rn / |y| < 6 et |t|^T} pour un <5>0 et un T>0 avec 

b(y,T) *0 pour tout y tel que |y| < ô (sinon, changer t en -t). Prenons alors 

sur IX les coordonnées (z,t) où z est l'abscisse curviligne associée au champ 

b(y,T) --7̂  ; on notera zQ l'abscisse de xQ . Il existe alors un a>0 tel que 

K= [zQ - a , zQ + a] x [-T,T] soit un voisinage compact de xQ dans V" contenu 

dans le voisinage précédent.

Dans ces conditions, tout point de K est dans le support de u ; en effet, 

(zQ,0) =xQ esuppu par hypothèse, puis étant donné (z,t) £K , on obtient par l'uti

lisation répétée du théorème 5.1 avec tantôt X , tantôt Y :

d
9y
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TY
(zq , 0) € suppun K =* (zq ,T) = e (ZQ, 0) € suppuil K

(z-z)Y
(z,T) = e (Z0>T) 6 suppufl K

(z,t) (z,T) € suppufl K .

Remarque : Le théorème de J-M. Bony (théorème 5.1 ci-dessus) permet aussi de démon

trer des théorèmes d'unicité globale. A titre d'exemple, énonçons le résultat pour

2 2 2un problème mi-local, mi-global : dans fi = {(y,t) € E. /y +t < 2}, considérons le

champ

1

L = 1 e7+1 W  si y < " 1 »

L = 8ÿ Si Y > ' ~  1 *

1
Alors, pour tout voisinage w de (0,0) et toute u€C (fi) solution du système

(L + cQ) u (x) =0 dans fi et 

u(x)=0 dans w_ = {(y,t) €o) /1 < 0} ,

la fonction u s'annule au voisinage de (0,0) .

(On remarquera que ce problème ne possède pas la propriété d'unicité locale ;

2 2 2
en effet, dans ü) = {(y,t) € R  / y +t < 1 }, la fonction

u(y,t) = exp (-
ry

o
CQ(z,t)dz-1) si t > 0 ,

u(y,t) =0 si t < 0 ,

00 r
est C , solution de (L+cq) u(x) =0 dans w, et vérifie suppu= u+= i(y,t) / 

t >0}).

5.2. Contre-exemple à l'unicité lorsque le rang de 1, est constant.

Lorsque le rang de £  est constant, le champ L vérifie la condition (R) d'a

près le théorème de Frobenius (cf. 1.2). Dans l'énoncé suivant, 'V désigne la variété 

intégrale de £  passant par xQ .

e ;t-T)X
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THEOREME 5.3. : Supposons qu'il existe un voisinage 9, de xQ tel que le rang 

de X soit constant dans fi et que ( V  fl Çl) <zÇl+ = {x /\p(x) ><$(xo)}. Alors il existe 

un voisinage to de xqî uÇ.C°((ji) et aÇ.Cœ(oi) tels que

(5. 4)

Va Ç.JNn 3 (-£-)a a(x ) = 0 (a est "plate " en x ).
9  x o r o

(L + e +a) u(x)=0 dans w.
o 3

(If i) tú ) <zsupp ucu)_f.= { x €.ui /q>(x) Z-(p(xo)} t et

De plus y si °o = 0 3 on peut choisir a = 0 .

Démonstration : Le rang de X  étant constant, on peut trouver des coordonnées loca-

plus précisément, des coordonnées x=(x',x",xn) avec x' = (Xp...,xr) et x" = 

(xr+1 ,...,xn_1) , telles que :

1 . xQ = (0 ,0 ,0 ).

2 . dcp(x0) =(0 ,0 ,1 ).

3. Les variétés intégrales de t¿ ont pour équations x"=Cte , xn = Cte (en parti

culier, a pour équation x" = 0  , xn = 0 ).

Dans ce qui va suivre, nous aurons éventuellement besoin de réduire le voisinage ou. 

Le nombre d'étapes étant fini, et les propriétés obtenues restant vraies si on ré

duit le voisinage, nous utiliserons toujours la même lettre w sans préciser les mo

difications de ce dernier.

Comme L reste tangent aux variétés intégrales de ,£ , nous avons bp (x) =0

3 i 1 2
dans w si ÿ(x) =xn - |x"| . Posons

les dans un voisinage w de xQ qui redressent les variétés intégrales de ^  , ou

uQ(x)=exp (-1 /ÿ(x)) si x£u) et i^(x)>0 , et

(5.5)
uQ(x) = 0  si x€o) et ÿ(x)^0 .
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Alors uo eC°°((jj) , L u q (x )  = 0 dans w et ( V  n w) <=■ supp u q puisque uo(x’,0,e)>0 

pour tout x' et tout e>0 tels que (x',0,e) €w . Pour voir que suppuocoj+ , 

il faut exprimer tp dans les coordonnées (x',x",xn).

Par le théorème des fonctions implicites (cf. le point 2. ci-dessus), il existe 

une fonction ”*) telle que (p(x) >ip(xQ) équivaut dans to à xn + cpo(x* ,x") > 0 .

L’hypothèse sur 1T du théorème nous indique que <p (x'.,0) >0 dans u (cf. le point

3. ci-dessus), donc par développement de Taylor en x" à l'ordre zéro, cp (x',x") >

-C |x"| dans u) pour une constante C<°° (C > 0). Si donc on a choisi w assez petit
T

pour que |x"| <C dans w ,

u q (x )  *  0 => ^ ( x )  > 0 => x n  > | x " | 2 / 3 => x n  + cpQ( x '  ,x " )  > 0 =* ip (x) >0 

d’où supp u q cz cj+ .

Nous avons donc donné une solution du problème (5.4) lorsque cq = 0. Sinon, le 

champ L étant non dégénéré, choisissons (lemme 1.3) des coordonnées (y,t) telles 

que

1.  XQ = ( 0 , 0 ) .

3 3
2 . L+c =-5-^+i b (y,t) • -r— + c(y,t) à un facteur non nul près,

o o l  dy

Pour tout j € 1N , posons alors

bj M  = b(y»°) et cj(y) = c (y»°) »

puis par récurrence,

f vQ(y) = 0

( 5 ’ 6 )  ) 1  9v-
^ vj+ 1  Cy) =" Ck bR(y) ^  (y) -Cj(y) pour j » 0  .

une fonction <PD
ec K n-1

_ 9_ -

3t-
_9_-
3t-
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Par le  théorème de Borel (c f .  Hôrmander [11, th .  1 . 2 . 6 ] ) ,  i l  e x is te  une fonction  

vec°°(üj) t e l le  que v (y ,0 )  = V j ( y ) . Par ( 5 .6 ) ,  nous obtenons que la  fonction

a ( y , t )  = ~ ( y , t )  + i  b ( y , t )  • ( y , t )  + c ( y , t ) )  

est p la te  en (0 ,0 ) .

La fonction  u(x) = eV ^  uQ(x) , où uQ est donnée par (5.5)  e t v par ce qui 

précède est a lo rs  so lu tion  du problème (5 .4 ) .

Remarques : 1 -  Pour une discussion du rô le  du terme d 'o rd re  zéro, on se rep o rtera  

au ch ap itre  su ivan t.

2 -  On notera que par les  théorèmes 5 .2  e t 5 .3  nous avons complètement 

élucidé la  question de l 'u n ic ité  pour les  problèmes ca rac té ris tiq u es  de rang cons

ta n t. En e f f e t ,  distinguons les  deux s itu a tio n s  suivantes :

a -  Le rang de Jl est in fé r ie u r  ou égal à 2. La condition  nécessaire e t su ffisa n te  

pour q u 'i l  y a i t  u n ic ité  (pour toute pertu rb atio n  a p la te  en xQ) est a lo rs  

que la  v a r ié té  in té g ra le  de X passant par x q  ne reste  pas localement dans 

{cp(x) ^cp(xQ) } (c 'e s t  nécessaire par le  théorème 5 .3 ,  e t  s u ffis a n t par le  théo

rème 5 .2 ) .

3 -  Le rang de X est supérieur ou égal à 3. A lors i l  n 'y  a jamais u n ic ité  "s ta b le " . 

En e f f e t ,  deux cas peuvent se produire : s ' i l  e x is te  des points a rb itra irem en t 

proches de xQ dans S = (x  £ En /  <p(x) = <p(xQ) } où le  problème n 'es t  pas caracté 

r is t iq u e , nous pouvons app liquer le  théorème 1.1 ; s i le  problème est carac té 

r is tiq u e  en tous les  points de S , c 'e s t  que la  v a r ié té  in té g ra le  de passant 

par xQ res te  localem ent dans S , e t nous pouvons app liquer le  théorème 5 .3 .

3
•at-

j

dV
.at

3v
3y
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CHAPITRE 6  : ROLE DU TERME D'ORDRE ZERO.

Aux théorèmes 1.1, 2.2, 4.2 et 5.3, nous avons dû modifier le terme d'ordre zéro 

pour montrer qu'il n'y avait pas unicité de Cauchy. Il est alors naturel de se deman

der si de tels problèmes possèdent tout de même la propriété d'unicité pour certains 

termes d'ordre zéro. La réponse à cette question est positive comme nous le verrons 

ci-dessous.

Cependant, le rôle du terme d'ordre zéro est encore mal connu. Nous nous bor

nerons ici à énoncer deux remarques qui suggèrent la nature des conditions à imposer. 

La première d'entre elles (théorème 6.1) est dûe à Lewy [15].

Avant d'énoncer le premier théorème, rappelons que la résolubilité locale d'un 

champ complexe non dégénéré a été étudiée par Nirenberg et Trêves [17], et que sous 

les hypothèses du théorème 2.2, ainsi que sous les hypothèses du théorème 5,3 si 

rg L ^3, le champ L n'est localment résoluble en aucun point d'un voisinage de 

xq ; de mène, les hypothèses des théorèmes 1 . 1  et 4 . 2  entraînent qu'il existe de nom

breux points voisins de xQ où L n'est pas localement résoluble. Il en résulte qu'il 

existe des fonctions C°° c telles que l'équation Lv-c = 0 ne possède pas de solu

tion v au voisinage de ces points.

THEOREME 6 .1. : Soit oif-(cq) l’ensemble des points de J?n au voisinage des

quels l’équation Lv(x) + oo(x) =0 ne possède pas de solution v Ç.C?. S'il existe un 

voisinage fi de xq tel que ->fi+ -  ̂Œ /<f>(x) ><p(xo)} 3 alors pour tout voi

sinage ü) de xo et toute u€C?(u>) solution du système

\ (L+a) u(x) - 0 dans w et
(6. 1) i °

I u(x) - 0 dans to_- {x Eiü/(f>(x) 4 ty(xo)} }

la fonction u s'annule au voisinage de xQ .
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Démonstration : Soit u€Cp(w) une solution du problème (6.1).

Supposons qu'elle n'est pas nulle dans wili]. Alors, comme u(x) =0 dans , 

il existe un ouvert contenu dans w n où u ne prend pas la valeur 0  ; cet ouvert 

contient donc un point x̂  € cX (cQ) et une boule de centre x̂  : u(x) + 0  pour 

tout x€a).| . Dans oj-j , on peut alors écrire u(x) =ev^  pour une fonction v £ 

C^u)^. Or (6.1) implique que Lv(x) + co(x) =0 dans , ce qui contredit le fait 

que Xj € <yf- (cQ) .

Donc u = 0 dans w n Q .

Dans le théorème suivant, nous nous plaçons résolument dans une situation où 

l'on a déjà montré qu'il n'y avait pas unicité pour un terme d'ordre zéro donné cq 

(situation fournie par exemple par l'un des théorèmes 1.1, 2.2, 4.2 ou 5.3), et nous 

cherchons pour quels autres termes d'ordre zéro c l'opérateur L+c ne possède tou

jours pas la propriété d'unicité.

* O
Pour un fermé F, nous noterons (F) l'ensemble des fonctions veCJ(F) pos

sédant la propriété suivante : pour tout x€F et tout multi-indice a de longueur

3 ot
inférieure à j , il existe un voisinage w de x tel que (̂ —) v reste bornée dans

Ot d-X-

"a"*'

THEOREME 6.2. : Supposons quril existe un voisinage oa de et des fonctions

7 oo
u Ç.Cr (&) et a (W tels queo o ^

f (L+c ) u(x ) = 0  dans w, et ) o o

) xq £ supp u0 <zu+ = {x eu/ty(x) > ip(xQ) } .

Si de plus l’équation Lv(x) + a (x) - cq(x) =0 possède une solution v Ç.C? (supp uq) 3 

alovs il existe une fonction uÇ.C?(iù) telle que

{ (L+c) u(x) = 0 dans w, et 

xQ £ supp «cu+ .
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Démonstration : Il suffit de prendre u(x) =eV^  uq(x) .

Application : Comme illustration de ce dernier théorème, reprenons un problème abordé 

au chapitre 5.

Supposons qu'il existe un voisinage fi d'un point xQ € Rn dans lequel le champ 

L vérifie la condition (P) et J est de rang constant. Deux exemples d'une telle si

tuation sont fournis par le cas où L est un champ réel (non dégénéré en x ) et le cas 

où X = L et Y= JmL sont linéairement indépendants en xq et commutent au voi

sinage de xQ ([X,Y] = 0) .

Notons V' la variété intégrale de / passant par xQ ; alors, en rassemblant les 

résultats des théorèmes 5.2, 5.3 et 6.2, et en rappelant que sous la condition (P), L 

est localement résoluble (cf. Nirenberg et Trêves [17]), on s'aperçoit qu'on a démon

tré l'équivalence des deux propriétés suivantes :

1. Unicité locale en xQ : pour tout voisinage u de xQ , 

u€c\iü) ,

(L+cq) u (x) = 0 dans u), et => u = 0 au voisinage de xQ .

u(x) = 0 dans w_ = {x Eu) / cp(x) « <P(xo) }

2. Pour tout voisinage w de xQ , l?na)<jtw+ = (x £oo/tp(x) (̂P(xQ)} .
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NON-UNICITE POUR CERTAINS 
PROBLEMES DE CAUCHY COMPLEXES 
NON-LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

PAR

XAVIER SAINT RAYMOND

Dans un travail récent [1], Baouendi Goulaouic et Trêves ont étendu le clas

sique théorème de Holmgren sur l'unicité de Cauchy à certains problèmes complexés 

non-linéaires du premier ordre. Dans chacune des trois classes de problèmes intro

duites dans cet article [1 ], il est facile de voir qu'en utilisant les arguments 

de Sjôstrand [6 ,th. 8.7]^, on peut remplacer l'hypothèse selon laquelle le pro

blème est non-caractéristique par une hypothèse de convexité sur la surface portant 

les données de Cauchy.

Dans le travail que nous présentons ici, nous montrons, toujours dans le cadre 

des trois classes de [1 ], que de telles hypothèses (problème non-caractéristique 

ou convexité) sont nécessaires pour avoir la propriété d'unicité. Nous étendons 

ainsi un résultat similaire qui avait été obtenu pour les équations linéaires par 

Zachmanoglou [7] (cf. aussi Saint Raymond [5] où les solutions construites sont plus 

régulières).

Pour le principe de la démonstration, nous nous sommes inspirés de Hormander 

[2,th. 5.2.1]. Par ailleurs, nous tenons à remercier Nicolas Lerner pour d'utiles 

conversations.

1. NOTATIONS ET ENONCES DES RESULTATS.

Près d'un point x 6  ]Rn , nous donnons :

4

dus, pour la version que nous utilisons, à Bony : Principe du maximum, inéga
lités de Iîamack et unicité du problème de Cauchy pour les opérateurs ellipti
ques dégénérés, Ann. Inst. Fourier Grenoble 19(1), 277-304 (1969), cf. note (2) 
page 0  - 4
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(i) une fonction ip £ C (]R ) à valeurs réelles telle que d(p(xQ) * 0 (dans la 

suite, nous noterons R^={x £ Rn/cp(x) <<p(xQ)} et R^={x € Rn /<p(x) >ip(xQ)}) ;

(ii) une fonction F holomorphe au voisinage de (X 0 >Ç0 >50) > ^q ’̂ ô  ®tant 1 1 1 1  

point de C x C1 1 , telle que F(xo»Ço > ^ o ) = 0  et dç F (Xo>Ço’y  * 0  ’

1 -n
(iii) une fonction v€C (R ) à valeurs complexes, k € 1N ̂ {0} , telle que v(xq) = 

çQ et 3 v (xQ) =Ç0  , et solution de l'équation aux dérivées partielles non-liné- 

aire F(x,v(x),3 v(x))= 0 .

La question qui se pose est alors la suivante : existe-t-il localement d'autres 

solutions uCCf^R11) de l'équation

(1 .1 ) F(x,u(x) , 3x u(x)) = 0

coïncidant avec v dans R^ ? Baouendi, Goulaouic et Trêves [1] ont étudié cette 

question dans les trois cas suivants :

Cas n° 1 : Rn = R 2  (équations à deux variables indépendantes) et k >m = 2 

( k mesure la régularité de v , et m la régularité minimum exigée des solutions).

Cas n° 2 : v est analytique au voisinage de xQ et m = 2.

n
Cas n° 3 : F(x,ç,£) = £ a-(x)£. +f(x,ç) , où les fonctions a.- sont analyti-

j=1 3 3 3

ques au voisinage de xQ et f est holomorphe au voisinage de (x Q, CQ) , et m = 1 . 

Dans chacun de ces trois cas, ces auteurs ont établi que si

0 -2 ) 3̂  F (x0 ,£0 ,Ç0) • 3x (p(xQ) * 0  ,

toute solution de classe C111 de l'équation (1.1) coïncidant avec v dans R^ coïn

cide avec v dans tout un voisinage de xQ . Nous reprenons ici l'étude de ces trois 

cas, et après avoir affaibli la condition (1 .2 ) en une nouvelle condition suffisante

1 n



pour l'unicité, nous allons montrer que cette dernière condition est aussi néces

saire (du moins " génériquement ").

Avant d'énoncer les théorèmes, précisons que le problème posé ainsi que les 

résultats obtenus sont purement locaux, même si nous ne mentionnons pas toujours 

le voisinage de xQ dans lequel nous travaillons.

*

* *

Pour énoncer les théorèmes, nous utiliserons les deux champs réels suivants :

X = iR/e[3r F (x,v(x),3 v(x))]*3 et Y = ̂ mtS^ F (x,v(x),3 v (x))] • 3 .
s X X S X  X

Remarquons que dans le cas n° 1, X et Y ont la même régularité que la fonction

V-1 0 o
3y v , soit C (k > 2), tandis que dans les cas n 2 et 3, ces champs sont analy- 

tiques ; nous serons donc amenés à distinguer les cas. Ajoutons que d'après l'hypo

thèse (ii) ci-dessus, nous pouvons supposer que X*0 en xQ quitte à multiplier F 

par un nombre complexe non nul ; dans l'énoncé qui suit, il est sous-entendu que 

X*0.

THEOREME 1. : Supposons que nous sommes dans le cas n° 13 et notons 2 la courbe 

intégrale de X passant par xQ. Alors : (U) si tout voisinage de x^ sur 2 possède

des points de J?_ ou encore des points où X et Y sont linéairement indépendants3

2 . 2 .
alors toute solution de classe C de (1*1) coïncidant avec v dans JR__ coïncide

avec v dans tout un voisinage de x q ; (Non- U) s ril existe un voisinage de x q

~2~
sur £ entièrement contenu dans J? + et sur lequel Y reste proportionnel à X 3 alors

il existe une infinité de solutions de classe de (1.1) coïncidant avec v dans

2
J?_ j mais distinctes dans tout voisinage de xq .

Dans les cas n°s 2 et 3, les champs X et Y sont analytiques. Nous noterons £  

l'algèbre de Lie qu'ils engendrent, et nous rappelons que d'après Nagano [4], par 

tout point de Rn passe une variété intégrale de JL .

@  - 3 -
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THEOREME 2. : Supposons que nous sommes dans l'un des deux cas n° 2 ou n° 3} 

et notons cT la variété intégrale de £  passant par x q . Alors : (U) si tout voi

sinage de xq sur (Jt possède des points de 3 alors toute solution de classe 

(f1 de (1.1) coïncidant avec v dans JF̂_ coïncide avec v dans tout un voisinage 

de x q  ;  (Non-U) s'il existe un voisinage de x q sur c/f entièrement contenu dans

Yi • 0  •
JR+ 3 et si le rang de £  est constant ou strictement supérieur à n-2 en x q 3

• • *  • "k
alors il existe une infinité de solutions de classe C (dans le cas n° 2 : pour

tout k£JN 0}) de (1.1) coïncidant avec v dans mais distinctes dans tout

voisinage de xQ .

*

* *

Les propriétés d'unicité ci-dessus s'obtiennent facilement en combinant les 

résultats de Baouendi Goulaouic et Trêves [1] avec Sjôstrand [6 , th. 8.7] appliqué 

au fermé supp (u-v) (dans le cas n° 1, les champs X et Y étant peu réguliers, 

il faudra plutôt utiliser la version du théorème de Sjôstrand donnée par Hbrmander 

[3, th. 8.5.11 J)(2) .

Pour démontrer les résultats de non-unicité, nous procéderons en trois étapes :

(i) Construction d'une hypersurface Z (éventuellement singulière) caractéris

tique pour X et Y , et coupant l'espace Rn en deux domaines dont l'un sera con

tenu dans (cette partie géométrique est tirée de Saint Raymond [5 , §.6 ]).

(ii) Résolution d'un problème de Cauchy à partir de la variété {x̂  = 0} (trans

verse et non-caractéristique) fournissant des solutions u^ de (1 .1 ), teC, coïn

cidant à l'ordre k avec la fonction v sur Ifl{x̂  = 0 } (ces deux premières étapes 

seront traitées dans le prochain paragraphe).

(iii) Démonstration de u^ =v sur Z , ce qui permettra de recoller ces deux so

lutions le long de E .

f2)
v J J'ai appris, après avoir rédigé ce texte, que ce résultat était en réalité dû 

à Bony, op. cit., théorème 2.1.
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2. CONSTRUCTION D'UNE FAMILLE ut , t £C , DE SOLUTIONS DE L'EQUATION (1.1).

Plaçons-nous dans les hypothèses des théorèmes de non-unicité du paragraphe pré

cédent .

Dans le cas n° 1, nous choisissons des coordonnées locales (analytiques) telles

que xQ = (0,0) et d<P(xQ) = (0,1). Alors on a 3F / (x0»̂ 0>̂ 0) *0 » et la courbe
1/ -

intégrale de X, 2, a pour équation X2  = f(x.j) où f £C (R) est à valeurs réelles 

et s'annule en 0. Avec o(x̂  ,x2) = x2 ~f(xi) » P°sons = ix € ]R /a(x) >0) et 

E_ = (x £ R 2 /a(x) < 0) ; alors par hypothèse, E+ <=■ R^ .

Dans les cas n°s 2 et 3 et si r , le rang de J¡ en xQ , est égal à n-1 , nous 

pouvons trouver des coordonnées locales (analytiques) (x',xn) avec x' = (Xp...,xn_-|) 

telles que xQ = (0,0) , d<P(xQ) = (0,1) , 3F / 3?1 (x0,?0, y  *0 et *f={(x',xn) € Rn / 

xr = 0). Avec <J(x'-,x ) =xn nous posons donc 2 = (x £ Rn /cr(x) = 0) = (Jt, E+ ={x £ Rn/ 

o(x) >0) et E_ = {x £ Rn /cr(x) <0}; alors par hypothèse, E+ c ]r " .

Dans les cas n°s 2 et 3 et si le rang de ¿  est constamment égal à r < n -1 ,

nous pouvons trouver des coordonnées locales (analytiques) (x',x",xn) avec x' =

et x" = (xr+i,...,xn_1 ) telles que xQ = (0,0,0), d<P(xQ) = (0,0,1) ,

3F / 3Ç.j (x0,C0,£0) *0 et toutes les variétés intégrales de Jí ont pour équations

x" = Cte , x = Cte (en particulier, c/f = i(x' ,x",x ) £Rn /x" =x = 0}). Avec
n-1

a(x' ,x",x ) =x^ - |x"|2 =x3 - ) x? , nous posons alors E = (x £ Rn/cr(x) = 0} , 
n n n j=r+1 J

E+ = {x £ Rn /cr(x) > 0} et E_ = {x £ Rn /o(x) < 0}. On remarquera que E est l'adhé

rence dans Rn de la sous-variété analytique E ={(x',x",x_) £Rn /0<x = |x"|2̂ }.o n 1 1

"1 xi "1
Par le théorème des fonctions implicites, il existe une fonction ÿ£C (R ) 

telle que

x£R*J +=> xn ^^(x',x") ;

X1 r
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grace a l'hypothese &T <= ]R̂  , cette fonction ip vérifie ^ (x ', 0) < 0 , done par 

développement de Taylor, il existe C > 0 telle que dans un voisinage de xQ ,
__ _ 7

ip(x',x")-$C |x"| . Alors tous les points de E+ tels que |x"|<-C vérifient 

xn ^  lx " l ^  ^  C | x " |  >if'(x,,x") =♦ x € l Ç .

Nous avons donc ici encore £+ <= .

Pour nous résumer : sous les hypothèses des théorèmes de non-unicité du para

graphe précédent, nous avons construit localement une partition de Rn en un fermé 

E et deux ouverts Z+ et E_ telle que :

(i) !TnË^=E, et ;

(ii) il existe des coordonnées locales (analytiques) (xpx2,... ,xn) = (xpx*) 

pour lesquelles 8F / (x0>So>£0) * ce Permet> en utilisant le théorème 

des fonctions implicites, d'écrire l'équation (1.1) sous la forme

(2.1) 3-j u (x) = G(x , u(x) , 9* u (x) )

où 3j = 3/ 3 Xj , 3* = (3 2 » • • *>3n) et G est une fonction holomorphe de ses argu

ments ;

(iii) E est soit une variété, soit l'adhérence d'une variété (de classe C dans 

le cas n° 1, analytique dans les autres cas) à laquelle les champs X et Y restent 

tangents ; de plus, dans les coordonnées précédentes, I = {x £ Rn/a(x) =0} où 

cr^x*) est une fonction analytique de x* , et on a x £ supp (a| ).
0 Vfonix^OK

PROPOSITION : Avec les constructions effectuées ci-dessusy il existe une fa

mille u^3 t Ç.C, de solutions de classe de (1.1) telles que

;
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Ÿa € if1 2 avec |a| fe 3 3̂* £ (û_ -v ) j ̂  -ß}]̂ |
z n i x fO]  0 ’

Démonstration : Nous utiliserons la forme (2.1) de l'équation (1.1) et fercsis une 

démonstration séparée pour chacun des trois cas.

Cas n° 1 : nos solutions û. , t € C , nous sont fournies par le théorème de 

Cauchy-Kowalevsky appliqué au problème de Cauchy suivant

Î
3-, ut(x) = G(x,ut(x) , 32 ut(x) )

ut(0,x2)= l (xî / j!)3Î v (0,0) +t[a(0,x2)]k+1 . 
j=0

Cas n° 2 : de même ici, u^ sera la solution analytique donnée par le théorème 

de Cauchy-Kowalevsky de

3-, ut (x) =G(x,ut(x) , 9*ut (x)) 

ut(0,x*) =v(0,xJtc) + t[o(0,x*)]k+1 .

Cas n° 3 : dans ce dernier cas, â  = 3F / 3 * 0 et nous pouvons écrire

(2.3) G(x,ç,Ç*) =b*(x) «S*+g(x,ç)

où Ç* = (Ç2,... ,Çn) , b*(x) = (b2(x),... ,bn(x)) avec b̂  (x) = -a. (x) /a1 (x) , et 

g(x,ç) =-f(x,ç) /a^(x) ; nous posons alors

(2.4) ut(x) =wt(x,v(x)) +v(x)

où wt(x,z) est la solution (toujours obtenue par le théorème de Cauchy-Kowalevsky) 

près de (xQ,çq) du problème de Cauchy suivant

(2 . 2)

t * s e supp u
t

u
s z
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f 91 wt(x,z) = b*(x) • 3*wt(x,z) -g(x,z) 9zwt(x,z) + g(x,z + wt(x,z)) -g(x,z)

(2.5) j

/ wt(0 ,x*,z) =t[a(0 ,x* ) ] k + 1  .

Nous allons montrer maintenant que cette fonction , qui possède la même régula- 

rité que v soit C , est solution du problème (2.2). Pour la trace sur (x̂  =0} , 

c'est évident ; puis

9-| ut(x) = 9] wt(x,v(x)) +91 v(x) [9Z wt(x,v(x)) + 1 ]

et en utilisant d'une part (2.5) et d'autre part que v est solution de (2.1) avec 

G donnée par (2.3), on obtient

3 1 “t W  = b* W  * 9*wt(x’v) ~ê(x>v) 9 zwt̂ x,v  ̂+g(x,v+wt(x,v)) -g(x,v) +

+ [b*(x) • 9*v(x) +g(x,v)][9z wt(x,v) + 1 ] =

= b* (x) • [9J|twt(x,v) + 9 *v(x) 9 zwt(x,v) + 9*v(x)] +g(x,wt(x,v) +v) =

= b*(x) • 9!|£ut(x) +g(x,ut(x))

ce qui achève notre démonstration d'après (2.3).

3. RECOLLEMENT DES SOLUTIONS.

Pour achever la démonstration des théorèmes 1 et 2, il suffit maintenant d'ef

fectuer la construction suivante : pour chaque t e £ , nous prenons comme solution 

la fonction qui coïncide avec ut dans E+ et avec v dans E_ . Il est clair que

cette fonction vérifie l'équation (1 .1 ) sauf éventuellement sur Z ; mais cette fonc-

k
tion est de classe C comme le montre la proposition suivante.

PROPOSITION : Les fonctions û_ 3 t Ç.C 3 construites au paragraphe précédent 

vérifient :

VaEj” avec |a|-^k3 [9 a (u.-v)I "0 T.= °
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Démonstration : pour un t€C fixé, posons w(x) =ut(x) -v(x) ; d'après (2.1), w 

est solution de l'équation

(3.1) 3-| w(x) = H(x,w(x), 3* w(x) )

où H est définie par

H(x,ç,Ç*) = G(x,v(x) +ç , 3*v(x) + Ç*) - 3-, v(x) =

= G(x,v(x) +ç , 3* v(x) + £*) ~ G(x,v(x), 3*v(x) )

le*” 1
car v est aussi une solution de (2.1). La fonction H est donc de classe C 

en x (analytique dans le cas n° 2) et holomorphe en (ç,̂ *). On notera qu'on a

(3.2) H(x,0,0) = 0

près de xQ. Distinguons maintenant les différents cas.

Cas n° 1 : avec les notations précédentes, et en écrivant Hr pour 3H/3Ç?,
------- ^ 2  L

dire que X et Y restent tangents à £, c'est dire que

(3.3) Hç (x-pftx^^O) =-f'(x1) .
2

Posons ô(x̂ ) =w(xpf(x^)) et e(x.j) = 3 2  w(xpf (x.j)) ; alors

ô'fx^ =3lw(x1 ,f(x1 ))+f'(x1) 32 w(x1 ,f(x1)) =H(x1 ,f(x1) ,6 ^ )  , e(x.,)) + f' (x^ e(xp

Un développement de Taylor du premier terme avec reste intégral nous donne donc

f1 if1 1  
Ô'txp =H(x1 ,f,0,0) +ô(xp J^Hç(x1 ,f,e6 ,0 e)d0  +e(x1 )y^H^ (x., ,f ,0 ô,0 e)d0  +f'(x1)j =

0

= a(x1) 6 (xp + b(x.,) e(x.,)

grâce à (3 .2 ) ; ici, a et b sont des fonctions continues de x̂  à valeurs complexes.
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De même on calcule que :

e'Cxp =3 1 92 w(x1 ,f(x-,)) +£'(x1) ,f(x.,)) .

L'expression de 3̂  32w s'obtient en dérivant (3.1) :

31  32 w(x1 ,f(xl)) =3 2 H(x1 ,f,ô,e) + efx^ Hç(x1 ,£,ô,e) + 32  w(x., ,f (x^) Ĥ (x., ,f ,ô,e)

et en écrivant des formules de Taylor pour le premier et le dernier termes, on 

obtient :

1 1
e'Cx-j) =32 H(x1 ,f,0,0) + 6 (x.j) 32  H (x., ,f ,0ô,0e)d0 + e(x.,) 3 ^  (x1 ,f,0ô,0e)d0 +

■* 0  • ' 0  2

f1 2  + e(x.j) Hç(x.,,f,ô,e) + ¿(x^ (x1 }f,0ô,0e) 32 w(x1 }f)d0 +

+ eCx̂ )  ̂H 2̂ (x1 ,f,06,0e) 32 w(x1 ,f)d0  + 32 w(x1 ,f)[Hç^(x1 ,f,0 ,0 ) + f'(x1)] =

= c(x1) <5(x̂ ) + d(x.j) £(x-j)

grâce à (3.2) et (3.3) ; c et d sont ici encore des fonctions continues de x̂  . 

Comme par construction de ut on a <5(0 ) = e(0 ) = 0  , on en déduit par le théorème 

de Cauchy-Lipschitz que <5(x̂ ) = e(x̂ ) = 0. On a donc obtenu que

(Uç-v) | £ = [32  (û -v) 1 1 £ = 0

Pour obtenir ce résultat pour les dérivées suivantes, nous procédons par récur

rence. Supposons que nous avons montré que 3̂  w(x̂  ,f (x̂ )) =0 pour tout j <k ; 

si nous dérivons k-1 fois l'équation (3.1) par rapport à x 2  et ajoutons 

f'(x.j)32 w, nous obtenons :
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S2~' 3] w(x1»x 2̂  + f’ (xl) a 2 wCx1 ,x23 =

k “ 1 V T
* 2  H (x.j ,x2,w,32 w) + L 32 w (x1 ,x2) hk . (x1 ,x2) +

j=1 ,J

92”1 w (x1,x2)[h ç(x1,x2,w ,32w) + (k-1)32Hç^ (x1 ,x2,w,32 w)] +

32w (x1}x2) [h ^̂ (x1,x2,w ,32 w)+f’ Cx1 ) ] ,

où les fonction hv . sont de classe , en particulier (la formule précé- 
K> 3

dente doit être légèrement modifiée lorsque k=2 ou 3, mais cela n’affecte pas

k+1
les raisonnements ultérieurs). Si la fonction v était de classe C (ce qui

1 V
impliquerait que w€C et H€C ), il suffirait de dériver encore une fois 

cette équation par rapport à x2 et de remplacer X2  par f(x-|) pour obtenir di- 

rectement l’équation (3.7) ci-dessous ; comme nous savons seulement que v est de

V
classe C , il nous faut prendre quelques précautions.

Nous affirmons d’abord que le membre de droite de (3.4) est dérivable par rap

port à x2 en x2 = f(x-|) ; en effet, écrivons pour le premier terme

Ah = h"1[82"1 H (x-j ,f+h,w(x̂  ,f+ĥ  , 32w(x1,f+h)) - 32“1 H (x1 ,f,w(x1 ,f) ,32 w (x1 ,f)) j ;

nous avons montré plus haut que 6(x̂ ) = e(x^) =0 , donc d’après (3.2), le dernier

k “  "1 A 
terme de cette expression est nul ; comme 32 H(x^,f+h,0,0) est nul encore grâce

à (3.2), un développement de Taylor avec reste intégral donne

k-2 -

= h-1Jw(xl,f+h)
Jc-132 H (x̂  ,f+h,9 w (x, ,f+h) , 0 32w(x1 ,f+h))d0 +

+ 32 w (x-j,f+h) 32~1 Hç (x-| ,f+h,0 w (x-j ,f+h) ,0 32w(x1 ,f+h))d0 j ,

d’où finalement, en utilisant que 6(xp =e(x^) =0 ,

Ah

3 4



A

lim A, = 32 w (x1 ,f) 9~  ̂Hr (x.,,f,0,0) .
h+O n Z 1 Z 4  1

Les dérivées des deux termes suivants dans (3.4) se calculent aisément grâce à 

l'hypothèse de récurrence ; écrivons enfin pour le dernier terme

vh_19k w (x1 ,f+h)|Hç^(x1 ,f+h,w(x1 ,f+h) , 92 w (x1 ,f+h)) + f'(x1)|-

" 32 w (x1>f ){HÇ (X1 >f  »WCX1 >£) » 32 w (x1’f )) + £ ' ( xi )}] ;
2

la dernière accolade étant nulle à cause de ô(x-|) =e(x^) =0 et de (3.3), on peut 

écrire, en utilisant encore (3.3),

Eh =92w (x1,f+h) h~1 [HÇ (x-|,f+h,w(x-|,f+h) , *2V (x^f+h)) -H^ (x.,,f,0,0)j
2 2

d'où (toujours en utilisant ô(x̂ ) =e(x-j) =0)

lim Eh = 92w (x1»f)[92Hç (x-|,f,0,0)+92w(x1}f) H 2 (x1ff,0,0)] .
h 0 2 2̂

Les calculs précédents montrent que les fonctions continues

Wh(xi) =h 1 92~1 91 w(x1 ,f+h) + f'(x1) g^wixpf+h) - 9^~1 B^C^pf) -f'(x.|)

convergent, lorsque h tend vers 0, vers la fonction continue

(3.5) W0(X1) =32w(xl,f(xl))[Hç(x1,f,0,0) +k 92^  (Xl ,f,0,0)]

(dans le cas k = 2 , seule l'expression à l'intérieur du crochet est différente). 

Un examen attentif de ces mêmes calculs montre qu'on dispose en outre d'une majo

ration, uniforme en h , de la forme

(3.6) l y x p 4C .

-  12 -

ak
2w X1

f
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L'effet de la distribution W sur la fonction test X sera donco

<W 0 ,X> = { ¿ “ o v v } x(xi)dxi >

et grâce à la majoration (3.6), il résulte du théorème de convergence dominée de 

Lebesgue que

< W .X > = lim h  ̂
0  h - 0

{a* - 1  31 w(xp f+h) + f'(Xl) a^wixpf+^jxixp dXl 

- ja2 " 1 a1 w(xpf) +f'(x1) a^wfxp^jx (xp dx 1 j =

-^lim h-1 [ J{ ak_1 wtXpf+h)} x(xl)dx1 - | { a k_1 w(Xl,f)} X(xl)dx1 

= ̂lim h-1 j- | â - 1  w(x-,,f+h) - a| ‘ 1 (Xpf) jx’ (x^dx^

= - a^wCxpf) X! (xl)dx1 = <|akw (*,£(•))} ,x> ;

>» k 
en rapprochant ce calcul de (3.5), on en déduit que la fonction a2  w(x^,f(x^))

est une fonction de classe vérifiant

(3.7) [a^wixpf ixp)]' =3kw(xl,f(x1 ))[Hç(xl,f,0,0) +k 3 ^ ^  ,f ,0,0) ] ; 

k
comme de plus 3 2 w( 0 ,f(0 )) = 0  par construction de û_ , on en déduit par le théo- 

rème de Cauchy-Lipschitz que 32  w (Xpf (x.])) =0.

Enfin, pour a = (a.j,a2) avec + a2^k et a-j > 0 , on peut écrire par ré

currence sur a.
‘ 1 •

oij- 1  a2 rai~ 1  a 2  1

3-| 32 wCxpftx.,)) =0 — > IB1 32 wCxpfCx^)
I

ax a2  0 4 -I a2 + 1

=> 31 32  wCxpfCx^) +f'(x1 )31 32  wCxpfCx^) = 0  ==> 3x w(xl,f(x1)) = 0  ,
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2  ex
et donc pour tout a € ]N avec |a| •$ k , [ 9^(û -v) ] | ̂ = 0.

Cas n° 2 avec r = n -1 : nous traduisons que X et Y sont tangents à 

Z = { (x1 ,xn) € Rn /xn = 0} par

(3.8) H£ ((x ',0),0,0) =0 .
^n

Comme dans le cas précédent, nous posons ô(x') = w(x',0 ) et e(x') = 9n w(x',0). 

Remarquons qu'ici w est analytique comme différence de deux fonctions analytiques, 

et que 6  et e aussi comme traces de fonctions analytiques sur une sous-variété 

analytique. Par des calculs identiques à ceux du cas précédent, nous pouvons établir 

à l'aide de (3.2) et (3.8) que

n- 1

9i ô(x') = a* (x') <S(x') + l a.(x') 3. 5(x*)+b(x') e(x')
j= 2  J J

n- 1  n - 1

9-I e(x') = c1 (x') ô(x') + l c. (x1) 3. ô(x')+d1 (x') e(x') + £ d. (x') 9-e(x')
1 j= 2  •*  ̂ 1 j» 2  J J

ô(0 ,x2 ,...,xn_1) =e(0 ,x2 ,...,xn_1) = 0

où les coefficients a j , b , c j, et d̂  sont des fonctions analytiques de x' . Par 

le théorème de Cauchy-Kowalevsky (on sait que ô et e sont analytiques), on a 

<5 = e = 0  au voisinage de xQ sur E, d'où

(ut-v:,|i = [8 n(v v)I|ï* 0  •

Pour obtenir les dérivées suivantes, on procède ccmme dans le cas précédent, 

mais sans aucune précaution puisque tout est analytique ; on montre d'abord par 

récurrence que 3^w(x',0) =0 pour j < k (en remplaçant le théorème de Cauchy- 

Lipschitz par celui de Cauchy-Kowalevsky), les autres identités à obtenir se dédui

sant trivialement de celles-là.
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ot
Cas n° 2 avec r<n-1 : ici encore, les traces de 3 w sur £ (qui est une -------------------  7 x o

variété analytique à une ou deux composantes connexes) sont analytiques. Le raison

nement précédent peut s'appliquer au voisinage d'un point quelconque de {x̂ =0 ) ,

rSX
et par le théorème du prolongement analytique, il en résulte que w I £ = 0  pour

o
— 06 

| a | •$ k . Comme 2 = , on a donc 13x (ut~v) ] | £ = 0 pour | ot | 4 k .

Cas n° 3 avec r = n -1 : dans ce cas-ci, nous reprenons les notations des for

mules (2.3), (2.4) et (2.5) ; nous traduisons le fait que X et Y restent tangents

à I = {(x',x ) € ]Rn/x = 0 } par b (x',0 ) = 0 , puis nous posons <5(x',z)=wt(x',0 ,z).
Il II II

En reportant dans l'équation (2.5), nous en déduisons que la fonction ô est l'uni

que (d'après le théorème de Cauchy-Kowalevsky) solution analytique du problème sui

vant :

n- 1

3-, <S(x',z) = l b- (x* ,0)3. ô (x\z) -g(x',0,z)3 6  (x',z) + g(x' ,0,z+<5(x' ,z)) -g(x',0 ,z) 
' j=2 3 3

Ô(0 ,x2 ,...,xn_1 ,z) = 0

Comme 0 est clairement une solution analytique de ce problème, on a obtenu que 

<5 (x' ,z) = 0 .

Puis pour pelN1 1 * 1 avec |e|«k, posons ê (x',z) = 3 ^ z wt (x',0,z). Alors on 

peut montrer par récurrence que est l'unique solution analytique du problème

n - 1

31 eß (x',z) = b^(x',0)9;j eg (x',z) - g ( x f ,0 ,z )3 z eß (x',z) + gç (xf ,0,z) eß (x',z)

e3 ^ ,x2 ’ * * * ,xn-1 ,ẑ   ̂* 

d'où e (x' ,z) = 0  .

Enfin, nous pouvons écrire d'après (2.4)

V a É #  avec |a| k , 3“(ut-v) (x) = ) 3̂  z wt (x,v(x))v̂ (x)

|3|<|a|
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où les fonctions v„ sont des sommes de produits de dérivées de la fonction v .
p

Cela nous donne encore sur Z

VocêIM11 avec |ot | c k , 3̂ (ut ~v) Çx1,0) = ) £p(x ' ,v (x ' ,0)) v^ ( x ' ,0) ,

|B|<M

expression qui vaut 0  d'après ce qui précède.

g
Cas n° 3 avec r<n-1 : ici encore, les traces de 3 v „ sur En x£ (qui 

est une variété analytique à une ou deux composantes connexes) sont analytiques. Le 

raisonnement précédent peut s'appliquer au voisinage d'un point quelconque de 

(ZQ x <C) fl (x-| = 0) , et par le théorème du prolongement analytique, il en résulte que 
g g 
9X z wt |z x ç = 0 P°ur |$| < k. On a donc 3X z wt | Z x c = ̂ P31" continuité, et en

tenant le même raisonnement que dans le cas précédent, on en déduit que 

t3“(ut-v)]|̂  = 0  pour |a|^ k.

Remarque : Les démonstrations que nous venons de donner pour chacun des trois cas 

parviennent au résultat par le même chemin ; dans le cas semi-linéaire cependant 

(cas n° 3), il aurait été sans doute plus rapide d'utiliser la bijection locale 

w(x) =G(x,u(x)) établie par Baouendi Goulaouic et Trêves [1 , th. 3] entre les so

lutions de l'équation semi-linéaire F(x,u(x) , 3X u (x) ) = 0  et celles de l'équation 

linéaire (X + i Y) w(x) = 0 , en la combinant avec des résultats de non-unicité pour 

les équations linéaires (cf. Saint Raymond [5]).
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RESULTATS D'UNICITE DE CAUCHY INSTABLE 

DANS DES SITUATIONS OU 

LA CONDITION DE PSEUDO-CONVEXITE DEGENERE

PAR

XAVIER SAINT RAYMOND

Depuis une trentaine d'années, l'étude de l'unicité de Cauchy locale pour 

les problèmes C°° linéaires a fait l'objet d'un grand nombre de travaux. Un 

panorama des résultats obtenus est présenté dans Alinhac [3], et Zuily [15] 

en fournit des preuves d'une bonne partie.

Pour les opérateurs de type principal, Hormander [7, chap. 8 ] a montré 

l'importance d'une propriété de convexité de la surface S portant les données 

de Cauchy, la pseudo-convexité, qui correspond au signe de certaines dérivées 

secondes de l'équation de S calculées aux zéros réels et complexes du symbole 

principal p de l'opérateur. Dans ce travail, nous avons cherché à préciser le 

rôle de cette condition de pseudo-convexité, mais, afin de limiter la comple

xité des phénomènes, nous nous sommes contentés d'examiner un cas où l'on sait 

bien que cette condition ne dépend que des zéros réels du symbole principal p 

(auxquels nous associons les bicaractéristiques correspondantes) : lorsque 

l'opérateur est du deuxième ordre (le premier ordre est traité dans Saint Raymond

[12]) de type principal réel (voir Bahouri [5], Nirenberg [10] et Alinhac [2] 

lorsque ce n'est plus de type principal), et que la surface S n'est pas carac

téristique (dans le cas contraire, se reporter à Saint Raymond [11]).

La littérature contient déjà de nombreux résultats pour cette catégorie de 

problème. D'abord, Calderón [6 ] a montré qu'il y avait unicité en xQ €S si 

toutes les bicaractéristiques passant par xQ sont transverses à S . Hormander 

[7 , th. 8.9.1] a étendu ce résultat au cas où l'ordre de contact des bicarac-

5
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teristiques avec S ne dépasse pas 2, en ajoutant l’hypothèse qu'aucune bi- 

caractéristique passant par xQ n'est entièrement située, localement, dans 

le futur (hypothèse de pseudo-convexité). Alinhac [ 1, th. 2 ] a complété ce 

résultat en montrant que cette restriction était nécessaire à l'unicité (en 

supposant toujours que l'ordre de contact est au plus égal à 2). Enfin, Lemer 

et Robbiano [9], puis Hôrmander [8 , th. 28.4.3] qui en a simplifié les hy

pothèses, ont prouvé une propriété d’unicité compacte sans aucune restriction 

sur l'ordre de contact des bicaractéristiques en supposant que, dans tout un 

voisinage de xQ , aucune bicaractéristique d'ordre de contact égal à 2  n'est 

entièrement contenue dans le futur (pour les conséquences géométriques de ces 

hypothèses, voir le Corollaire 2.7. ci-dessous).

Tous les résultats précédents possèdent la propriété de stabilité suivante : 

lorsque les hypothèses sont vérifiées en xQ , elles le sont aussi en tout point 

x suffisamment proche de xQ sur S et donc il y a unicité également en ces 

points-là. Ici, nous abordons des situations qui ne possèdent plus cette pro

priété de stabilité. Dans un premier théorème (théorème 2.1) nous établissons 

l'unicité en un point xQ de la frontière d'un domaine où S est pseudo-convexe. 

Nous relions ensuite les hypothèses de ce théorème à la position par rapport 

à S des bicaractéristiques passant par xQ : nous montrons qu'aucune d'entre 

elles n'est alors entièrement située, localement, dans le futur. Enfin, nous 

prouvons (au théorème 2.9) que cette dernière propriété est nécessaire à l'uni

cité même lorsque l'ordre de contact est strictement supérieur à 2 .

Les méthodes que nous utilisons ici nous ont été inspirées par celles in

troduites par Hôrmander [7, th. 5.2.1 & th. 5.3.2] puis développées par 

Zachmanoglou [13] & [14] pour étudier les problèmes analytiques. Ainsi nous 

démontrons le théorème d'unicité par une technique de déformation de surface 

qui se combine avec le théorème d'unicité de Hôrmander ([7, th. 8.9.1] , cf.
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th. 1 . 1  ci-dessous) ; de l'autre côté, nous déduisons notre théorème de non- 

unicité de celui d'Alinhac & Baouendi ([4, th. 2], cf. th. 1.4 ci-dessous) 

après construction de phases.

1. HYPOTHESES. NOTATIONS. RESULTATS ANTERIEURS.

1.1. Hypothèses générales sur l'opérateur P et la surface S .

Soient x £]Rn et, avec a = (ou ,... ,a ) , lal =a., + ...+a , o v 1 ’ ’ n' ’ 1 1 1 n 7

x= (x1,... ,xn) et Da =(-i)lal (3/Sxp 1 ... (9/3xn) n ,

P(x,D) = ) a (x) Da 

\a\42

un opérateur différentiel linéaire du deuxième ordre où les fonctions a„
■ " _i “ ■ Tr —n - - . -  —  -  -1. -  - —  .. -1T -  T- T -

00
sont C à valeurs complexes au voisinage de xQ . Nous noterons p le symbole 

principal de cet opérateur qui est la fonction définie sur T*]Rn^0 par la 

formule :

P(x,C) = ) ! a (x) Ka .

| °t | =2

Nous supposerons tout au long de ce papier que l'opérateur P est de type 

principal réel, c'est-à-dire que p est à valeurs réelles et que d^p+O 

sur T*]Rn^ 0  .

Considérons maintenant une hypersurface orientée de Rn , S , pas

sant par xQ ; nous supposerons que cette hypersurface S n'est pas caracté

ristique en xQ , c'est-à-dire que si tp(x) = 0  en est une équation, où tp 

est une fonction C°° à valeurs réelles telle que cp(xQ) =0 et dcp(xQ) * 0 ,

(1 . 1) p(xQ ,dcp(xQ)) * 0  .

Avec ces hypothèses, nous nous intéressons à l'unicité des solutions 

au problème de Cauchy avec données sur S , ce qui se ramène classiquement par
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linéarité à la question : est-ce-que

P(x,D) u(x) = 0 et u(x) = 0 pour tp(x)<0 

au voisinage de xq impliquent que u est nulle au voisinage de xq ?

Signalons dès maintenant que dans les différents théorèmes que nous 

montrons ici ces hypothèses générales peuvent être affaiblies. Ainsi :

(i) au théorème 2 . 1  et au corollaire 2.4, nous pouvons remplacer la condition 

" a eC°°(Rn) " par " a €L (]Rn) " pour |a| <2 ; (ii) au corollaire 2.12
CX ut

et dans tous les résultats du paragraphe 5, nous pouvons remplacer les hypo

thèses " P d’ordre 2 et S non caractéristique" par "P d'ordre m€]N et

2  2

HpP * 0  sur Îfarp(S,xQ) " (pour les notations, voir le paragraphe suivant) ;

(iii) enfin, dans le théorème 2.9, nous pouvons remplacer les hypothèses 

" P d'ordre 2 et de type principal" par " P d’ordre m€3N et 

dg- p (xq,Ço) *0 " ; on peut aussi y supprimer l'hypothèse " S non caracté

ristique " à condition de perturber l’opérateur à l'ordre m - 1  dans la con

clusion (cf. Hôrmander [7, th. 8.9.4] et Saint Raymond [11, §.II]).

1.2. Ordre de contact avec S des bicaractéristiques.

Pour toute fonction q appartenant à l'anneau des fonctions C°° à 

■valeurs réelles définies sur T*]Rn ̂ 0 , noté C°°(T*]Rn ̂ 0) , le champ ha- 

miltonien de q est donné par la formule

Hq = %  * 9x " M X,Ç) ' *

Ainsi, à la fonction cp définissant S (considérée comme fonction sur 

T*]Rn ̂ 0 en posant tp(x,Ç) = tp(x)), correspond le champ -<p (x) • ; la
X  ç,

condition (1 .1 ) peut alors être réécrite sous la forme

(1.2) H2 p(xq)*0
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puisque la fonction H^p (x,Ç) ne dépend plus de Ç .

Pour k £ 3NU{°°}, notons <fép(S) l'idéal de C°°(T*]Rn ̂ 0) en

gendré par les fonctions p et Ĥ tp pour 0^ j <k. La formule

(1.3) tihXip) = J  rfoP"*X)(rf<p)
P ¿=o J p p

montre que cet idéal ne dépend pas de la fonction cp mais seulement de l'hy-

k  ̂ n
persurface S. Notons encore &arp(S) (<= T R  ^0) l'ensemble des zéros de 

36p(S) , puis

2

§arp(S,xo) =|(x,Ç) € ë’arp(S) /x=xQ|

le le
fp(S) , le signe de la quant'"* "

1'hypersurface orientée S car (1.3) montre que

K K
En un point de &arp(S) , le signe de la quantité Hp(p ne dépend que de

Hp(Xcp) = X Hpip mod. %p(S) .

Pour j € 1N, il est clair que féai’p*-’ (S) <= tfarp(S) , et on notera

^ar° la variété caractéristique ífar°(S) =p  ̂(0) qui est indépendante de

S . Le champ H est tangent à ^ar° , et on appelle bicaractéristiques les 
P P

courbes intégrales de Hp dessinées sur féar° . Comme ip représente la 

j-ème dérivée de la fonction tp le long de la bicaractéristique, il est clair 

que si (x0>£0) e Carpís) ̂  ̂ ar^(S) , la projection sur la base de la bi

caractéris tique issue de (x0>£0) possède un contact d'ordre k exactement

avec 11hypersurface S . í?arp(S) représente donc 1'ensemble des bicaracté-
fk

ristiques dont l'ordre de contact avec S est au moins égal à k.

1.3. Résultats classiques.

Les deux résultats classiques concernant le problème que nous étu

dions ici sont les suivants :
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Théorème 1.1. (Hôrmander [?3 th. 8.9.1]) : Supposons que H tp<0 sur

çæ  ̂ . 2 n * • •
Uar^(S3xo). Alors toute fonction à valeurs complexes u€. ) vérifiant

au voisinage de x q

P(x}D) u(x) -  0 et u(x) = 0 pour (p(x) <0 

s ’annule au voisinage de xq .

Théorème 102. (Alinhac \.l3 th. 2]) : Supposons qu’il existe x̂03 0̂  ̂ ^

u? 2 2 00
bcœ^(S3xo) tel que q̂) >0. Alors il existe deux fonctions C à

valeurs complexes u et a vérifiant au voisinage de x q

[P(x3D) + a (x) ] u (x) =0 et supp a ̂  supp u = {x €J?n / <$(x) > 0 } .

2 2
Définition 1.3. : La condition H^{p<0 sur (€ar^>(S3xQ) a été intro

duite dans un cadre plus général par Hôrmander Î73 chap. 8 ] ; lorsqu’elle 

est vérifiée3 on dit que l ’hypersurface S est pseudo-convexe en xq .

*7
Avec ces deux résultats, qui règlent la question si i?arp(S,x0) =0, 

nous en citons un troisième qui nous servira au paragraphe 4 (cf. aussi 

Hôrmander [7, th. 8.9.4]) :

Théorème 1.4. (Alinhac & Baouendi [43 th. 2]) : Supposons qu’il existe

00
deux fonctions C à valeurs réelles $ et y définies au voisinage de xq 

telles que :

(i) p(x3d$(x)) = 0 ;

(ii) X=p (x3d$(x)) *3 *0  et Xy(x)=0 ;ç, x

(iii) p(x 3dV(x )) *0 . 
c o o

Alors il existe deux fonctions C° à valeurs complexes u et a vérifiant au 

voisinage de xQ

[P(x3D) +a(x)]u(x) = 0 et supp aczsuppu = {x £JRn /V(x) >'¥(xo) } .

2
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Commentaire 1.5. : Afin de comparer ce théorème avec les précédents, sup

posons que 'i'(x) = ¥(x ) + ip(x) auquel cas (iii) équivaut à (1 .1 ) ; alors les 

conditions (i) et (ii) entraînent que (xQ,d<ï>(x0))e É»aTp(S,x0) , et même 

que la bicaractéristique issue de ce point reste dans S .

2. ENONCE DES RESULTATS.

2.1. Le théorème d'unicité.

Théorème 2.1. ; Supposons qu’il existe au voisinage de xq une fonction

oo
C à valeurs réelles ijj telle que :

2

(i) pour tout point (xq 3 E,q) Ç.^ar^iSyX^) 3 il existe k £ H , c > 0  et un 

voisinage de (xq} £ ) sur lequel :

(xj£) € %ar2 (S) p -
p => H ' u>(x, £) 4 - c [ty(x) -\p(x ) ] ; 

et ip(x) ”

(ii) H Ui * 0 sur Îfar3(SjX ) .p T p o

Alors toute fonction à valeurs complexes u (if1) vérifiant au voisinage

de x
o

P(x3 D) u(x) = 0 et u(x) = 0 pour if>(x) <0 

sfannule au voisinage de xQ .

Commentaires 2.2. : L'hypothèse (i) signifie qu'on suppose que S est pseudo

convexe dans le domaine (̂x) > ̂ (xQ) au bord duquel se trouve xQ ; en réa

lité cette hypothèse est un peu plus forte puisqu'elle réclame aussi un con- 

trôle de V en fonction de la distance au bord. L'hypothèse (ii) signifie 

que les bicaractéristiques ayant un contact strictement supérieur à 2  sont 

obligatoirement transverses au bord du domaine ip(x) >\p(xq) . L'exemple suivant 

montre que si les hypothèses du théorème sont vérifiées en xQ , elles ne le
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sont pas nécessairem ent en tou t p o in t v o is in  de x ( i n s t a b i l i t é ) .o

3
Exemple 2 .5 . : So ien t x = ( t , y ^ , y 2) l e s  p o in ts  de 1R , x Q= (0 ,0 ,0 )  , 

cp(x) = t  e t  p ( t , y 1 ,y 2 ; T ,n p n 2) = t 2 +n-| n2 + t n 2 + t  yk 2 ri2 °ù k € 1N ^ { 0 ,1 } .  

On c a lc u le  que

Hp <p = 2 x , ë a r 2 (S) = { t  = x = rvj n2 = 0 , n2+ ti2 * 0 } ,

H2 cp= - 2 n2 -  2yk-2 n2 et Î?arp(S,xQ) = {t  =y1 =y2 =x =n-j =0 , n2 *

*7

s i  k > 2  , £ a r  (S ,x  ) = 0 s i  k = 2. Les hypothèses du théorème 1 . 1 .  sont

-2. p
élém ents (aux éq u iva len ces p r o je c t iv e s  p rès) dont l 'u n  fo u r n it  une b ic a r a c -

2
donc v é r i f i é e s  avec i/j (x) = y^ . Dans c e t  exemple, féar (S ,xQ) possède deux

t é r is t iq u e  d ’ordre de co n ta ct 2 tangente au bord, e t  l 'a u tr e  fo u rn it  une 

b ic a r a c té r is t iq u e  d ’ordre de con tact k tran sverse  au bord ; on remarquera 

en outre  que s i  k e s t  im pair, l e  théorème de n o n -u n ic ité  d ’A linhac ( th . 1 .2  

c i-d e s su s )  peut s ’app liquer en n ’ importe quel p o in t x  v o is in  de x Q sur S 

t e l  que i^(x) < ip(xQ) , ce  qui i l l u s t r e  b ien  l ’ i n s t a b i l i t é  du théorème 2. 1 .

Lorsqu’ i l  n ’y  a pas de b ic a r a c té r is t iq u e  d ’ordre de con tact s t r i c 

tement supérieur à 3 , i l  s u f f i t  de v é r i f i e r  que S e s t  pseudo-convexe dans 

un domaine i> (x) > ip (xQ) . Précisém ent :

Corollaire 2.4. : Supposons que <ëar‘̂)(S3xo) = 0 et qu'il existe au

OO

voisinage de x une fonction C à valevœs vêeVLes tJj te‘l'ie que

(dtp hd.ii) (x ) * 0 et H <p< 0 sur tëar (S.x) pour tout x voisin de x 
o p P °

tel que \p(x) >\p(x ). Alors3 même conclusion qu'au théorème 2.1.

2.2. Conséquences géom étriques des hypothèses du théorème 2 . 1 .

I l  e s t  in té r e ssa n t  de r e l i e r  l e s  hypothèses du théorème 2 . 1 .  à la  

p o s it io n  (par rapport à S )  des b ic a r a c té r is t iq u e s  dont la  p r o je c tio n  sur la  

base p asse  par xQ .
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Proposition 2 .5. : Sous les hypothèses du théorème 2 .1 3 toutes les bi- 

caraetêristiques dont la projection sur la base passe par xq possèdent au 

moins une branche localement contenue dans { (x3 E,) £ / 1p(x) < 0 } (demi-

espace du passé).

On pourrait démontrer directement cette proposition en précisant 

les arguments donnés au paragraphe 5.4. Ici, nous la déduirons de la propo

sition suivante qui est plus délicate à obtenir :

Proposition 2.6. : Supposons qu'il existe au voisinage de xq une fonc-

oo (-¿y 2
tion C à valeurs réelles ip telle que H 0 sur ^ar^(S3x) pour tout

x voisin de x tel que \p(x) >\p(x ). Alors pour tout (x .£ ) € %ar^(S3x ) 3  o o o o p o

il existe sq > 0 tel que

/ s H x
(p^e P (xq3 ô) J 4  0 pour 0  < s Hp ip (xq3 ï,q) < sq .

La proposition 2.6. fournit en outre l'énoncé suivant :

2 a? 2
Corollaire 2.7. : Supposons que cp< 0 sur oar^(S) au voisinage de 

xq . Alors toutes les bicaractéristiques issues des points de <fâar‘̂(S3 xo) 

sont localement contenues dans { (x3 E,) £ fëoTp /(f)(x) 4 0 }.

Commentaires 2.8. : Ce corollaire, dont une première version avait été dé

montrée par Lemer & Robbiano [9, 1. 2.2.1] conduit notamment aux deux cons

tations suivantes : (i) dans le théorème d'unicité compacte de Hôrmander 

[8 , th. 28.4.3], les hypothèses impliquent que toutes les bicaractéristiques 

dont la projection sur la base passe par xQ plongent dans le domaine où on 

suppose que u est nulle ; (ii) chaque fois qu’une bicaractéristique issue
o

d’un point de #arp(S,xQ) n'est pas entièrement contenue dans le domaine 

cp(x)̂  0  (par exemple lorsque son ordre de contact est impair et supérieur 

à 2 ), on peut trouver des points x arbitrairement proches de xQ et des
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2 2 
points (x,£) € féarp(S,x) tels que Hptp(x,£) > 0  , où l’on peut donc appli

quer le théorème de non-unicité d’Alinhac (th. 1.2 ci-dessus) ; ceci prolonge 

la remarque sur l'instabilité que nous avions faite à propos de 1 'exemple 2.3 

lorsque k est impair.

2.3. Le théorème de non-unicité.

D'après la proposition 2.5 et le commentaire 2.8 (i), tous les ré

sultats d'unicité connus dans notre contexte supposent que les bicaractéris- 

tiques plongent dans le domaine où u est supposée nulle. Lorsque ce n'est 

plus le cas, on peut démontrer le théorème suivant :

Théorème 2.9. : Supposons qu'il existe un entier k> 0 et un point 

(xq3 ̂ q) £ fëar^fS) tel que cp (xq3 E,q) > 0 3 et ajoutons les deux hypothèses

suivantes :

(i) Vq 2 et q2 e M k(S)i

H ip (x ) =H (p(x ) =0 => H qo ( x ^ ) = 0 ;

(ii) Vqe%p(S) ,

d£ q (xq3 E,q) = 0 =*• (dq a dif>) (xq3 Z,q) = 0 .

oo
Alors il existe deux fonctions C à valeurs complexes u et a vérifiant au 

voisinage de xq

[P(x3 D)+a(x)] u(x) = 0 y xo €suppucz{x €JRn / n>(x) >0}s et supp a<=-supp u .

Commentaires 2.10. : (i) on notera que nos hypothèses ne portent que sur les 

valeurs en (xQ,Ç ) des dérivées de p et de tp sans aucune hypothèse au 

voisinage ; (ii) pour les cas où on dispose d'une bicaractéristique d'ordre 

de contact infini, il y a un résultat de Bahouri ([5, th. 2.1]) qui prolonge 

le théorème d'Alinhac & Baouendi (th. 1.4 ci-dessus).
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Exemple 2.11. : Soient x=(t,y.j,y2) ^es points de R  , xQ = (0,0,0) ,

2 2 21c 2 2
<p(x)=t, p(t,y1,y2 ; x,^ ,n2) = t + n1 n2 + tn1 -t ” n2 °ù k€]N^{0}

et ÇQ = (0,0,1). On calcule que

Hp tp= 2 x , H2 ip = - 2 n2 + 2y2k~2 n2 , puis pour 3 ̂  j < 2k ,

3

'pk (S,x0) et que H2k

Les autres hypothèses du théorème 2.9 sont également vérifiées car :

Il en résulte que (X0>Ç0) e ^ arp ^>xq) et que Hp (p (xo,ÇQ) = 2[ (2k-2) ! ] >0.

(i) d’après les formules précédentes,

• pour j <2k , H . <p(x ,Ç ) = 0-*-*j 4=1 ;

p*
• pour 0-s j ,£ < k , j * 1 et £ *1 , = <P, et

H i hS = 0 ( [ | x -x | +|5-ï0|]W )-
HJ (p p ° °
P

(ii) pour 1 < j < 2k-1 , et donc pour 1 <j <k , (d Ĥ tp) (xo,ÇQ) =0 ; 

il suffit alors d’écrire

dç (ap + gip + Y Hpip) (x0,ÇQ) = 0 => a(xQ,Ço)d n1 + Y (xo,ÇQ)dT = 0

• a x̂o » V  = 0 W(ap + frp + YHptp) Ad<p](xQ,S0) =0 .

Dans [1] (cf. th. 1.2 ci-dessus), Alinhac avait montré que lorsque

O 0
k = 1 , il suffit de supposer (xQ,£0) £ £arp(S,x0) et Hptp(x0,Çc) >0 pour 

obtenir le résultat. C’est également vrai si k = 2 :

Corollaire 2.12. : Supposons qu'il existe un point (xq3Çq) € ^ar^(SjXo)

4tel que H cp (x . E ) > 0. Alors même conclusion qu'au théorème 2.9.
p O O

H ^ » 2 '2k-2
2k-j y2k' j  + O ( [ | x - x 0 l + i ç - ç 0 l ] 2k+1"j ) .

a xo,ÇO Y xö O'

H H¿<p = HÍ+1 cp, 
P P  P
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3. DEMONSTRATION DES RESULTATS D'UNICITE.

3.1. Principe de la déformation de surface.

72
Lenme 3.1. : Supposons qu 'il existe un ouvert A de J? } ^ 6 0 ,  et

00

une fonction (p^EC fiîj à valeurs réelles telle que dlfî * 0 dans fi et

(i) K - {x £ fi /<p(x) > 0 et (x) 4 ̂>2 (%0)) est compact ;

(ii) <0 sur { ÎXjU € /x£K et H <P- (x3 K) = 0) .
P  J. "jp Jp J.

2
Alors toute fonction à valeurs complexes vérifiant P(x3 D)u(x)=0

dans fi et u(x) - 0 dans {x €fi /<p(x) < 0 ) s’annule au voisinage de xq .

Démonstration : Soit k = {x € supp u / ip̂ (x) ̂  (p.| (xQ) } ; comme supp u <= 

(x£fi/tp(x) > 0 } , on a kcK et k est compact grâce à (i).

Raisonnons par 1'absurde : supposons que xQ € supp u ; alors 

xQ £ k * j> , et la fonction cp̂ atteint son minimum sur k en un point x.| £ k 

(cK). On a donc

(3.1) x.j € supp u ,

(3.2) x1 £K ,

(3.3) cp1 (x1 ) ̂  tp1 (xQ) et kc{x €Î2 /cp̂ (x) >ip̂  (x̂ )} 

par définitions de k et de x̂  . Or

supp uc ( k U (x £ fi / tp.] (x) £tp.| (xQ)}) c: {x € fi / <p.j (x) £-tp.j (x-j ) }

grâce à (3.3) ; de plus, grâce à (3.2) et à l'hypothèse (ii) du lemme, l’hy- 

persurface orientée {x €fi / tp̂ (x) =cp̂  (x.j)} est pseudo-convexe en x̂  : on 

ne peut donc avoir (3.1) à cause du théorème d'unicité de Hormander (th. 1.1 

ci-dessus).
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3.2. Démonstration du théorème 2.1 : choix de la déformation et compacité.

Nous allons maintenant démontrer le théorème 2.1 en nous ramenant à 

la situation décrite ci-dessus ; le présent paragraphe est consacré au choix 

de la déformation cp.j et à la vérification de l'hypothèse (i) du lemme 3.1 ; 

la démonstration du théorème sera ensuite complétée au paragraphes 3.3 & 3.4.

Plaçons-nous dans les hypothèses du théorème 2.1 et remarquons que

3 2 2
si Îfarp(S,xo) =0 , l'hypothèse (i) entraîne que Hptp<0 sur £arp(S,xo) ,

et il n'y a donc plus rien à démontrer puisque ce sont là les hypothèses du

théorème 1.1. Nous pouvons donc supposer que Î?arp(S,xQ) *0 et d'après

l'hypothèse (ii), il existe donc un point (xQ,Ço) où HpCp=0 et Hpi|;*0;

cela nous permet d'une part de conclure que (dcp a dijj) (xQ) *0 et d'autre part

d'utiliser les résultats du lemme 5.2 dont la démonstration sera donnée au

paragraphe 5.1.

Choisissons comme coordonnées locales sur ]Rn : xn = ip(x) , xn_̂  = 

ÿ(x) -^(xQ) , et complétons avec x' = (x-j,... »xn_2 ) • Si q est un voisinage 

compact de xQ dans Rn où tout est défini et où on peut appliquer les ré

sultats du lemme 5.2, posons Q = { (x,Ç) € féar° / x € q et | Ç [2 = 1} avec

2 2 2
|Ç| + ... +Çn . En utilisant l'hypothèse (i) du théorème 2.1 et la corn- 

une estimation (uniforme)

2
pacité de fëar (S,xQ) nQ , on a, avec des constantes s-{0} et cQ >0,

(3.4) Hp -co xn-1 sur ^ arpCs) nUx,Ç) €Q/xn_1 $>0}

pourvu que l'on ait choisi q assez petit. Si nous notons C = sup |H ip| ,
o Q P

notre déformation de surface sera définie par la formule

2 k+2
rï rï k+1 k xn-1 ^co xn-1  ̂̂ k+1 U H 2

(3.5) <pe(x)=xn -e V ] - e — r * ~ 2  (k+1)(k+2)+ E I

o
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où le réel e >0 reste à choisir.

Soit £ : ]R -*■ R la fonction définie par la formule

t2 cn tk+2 
f (t) = t +-j- --j (-k+1) (k+2) ;

o

cette fonction vérifie

f(0)=0, f'(0)>0 et ldm f(t)=-°° ;
t -*■+00

il existe donc trois réels a , 3 et Y tels que a < 0 < 3 < Y et

(3.6) {t€]a,Y[/f(t) ^0} = [0,6] ;

nous posons alors :

= { (x1 ,xn_1 ,xn) / |x'| <e1/3 ,ae<xn_1 <Ye et |xn|<e}

et K ={xGfi /<p(x) >0 et cp (x) < 0} .£ 0 £

D ' après (3.5),

x2 r *k+2
Y -i en . k+1 * k n-1 co n-1 k+1 , ,,2\
e \xene /°<xn < £ xn-1 £ (k+1) (k+2) e lx I /

O
2 f k+2 

 ̂0 /rw k+1 k xn-1 o xn-1 _ k+2r /̂ n-l^l
\ e / *n-1 e ~ 2 — ~ZL (k+1) 0 2 )  ' e f(—

Co

D'après (3.6), on a donc K£ c{x €fi£ /xn_-j €[0,3e]} , puis on montre de même 

que pour x£K_. , |x' | ̂  (3+-^-)^2 e ^ 2 et 0^xn ^ (3+-^r)ek+2 . Il existe

alors clairement un eQ > 0 tel que

(3.7) Ve€ ]0,e [ , Q cq et K est compact dans iî .
O £ £ £



3.3. Démonstration du théorème 2.1 : propriété de pseudo-convexité.

Lemme 3.2. : Sous tes hypothèses du thêovème 2.1 et avec tes notations

2
précédentes3 il existe tel que pour tout e€]0,e^[ } #ptP£< 0

sur { (x3 Ç) G Q / x G et (x3 &  = 0}.

Démonstration : Conme toutes les fonctions ne dépendant que de p , de (p et 

de ip envisagées ici sont continues sur le compact Q , les différentes cons

tantes Cj apparaissant ci-dessous en désigneront des bornes (indépendantes 

de e et de (x,£) GQ).

?
Les hypothèses (i) et (ii) du théorème 2.1 entraînent que Hp<P<0

o

sur fëarp(S,xQ) fl{(x,Ç) GQ/Hp^ (x,£) =0} , et donc il existe ĉ  >0 telle

2
que Hp cp-$ - 2 ĉ  sur ce compact, puis il en existe un voisinage ouvert U

2
tel que HpCp^-c^ dans UHQ. Si nous posons

ô = inf max { |x -x | , | H cp(x,£) | , |H ÿ (x,£) |} ,
Q^U ? P

ô > 0 par continuité des fonctions considérées et définition de U , et on a

|x -xQ| < ô ,

(3.8) V(x,Ç)€Q, ^ |Hp <P (x,£) | < ô et -> ^«PÎx.O^-c, .

|Hp^(x,0| <5

Connue xn = tp(x) et xn_̂  = tp(x) -<Kxo) , la formule (3.5) donne

k+1

Hpg>e=I^q>-^,*(ek+1+skXn.1- ^  -gf) + ek+1 Hp |x' | 2 , et

P-9X  c° , c
„2 u2 „2 , / k+1 . k o*n-l\ fu n 2/ k o k  \ k+1 „2. ,i2
HpCP£ = Hpcp-Hp^^ +£ Xn-1’^  Tn-)-®pM [e -¿2Xn-lJ+e V*  > ‘

o o

La première de ces deux formules prouve que pour (x,Ç) £Q et xGK ,

©  - 15 -

el e ]0, e o [
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lc+1
!Hp <p£ - Hp(p! < ci e ,

et nous avons donc un e2  > 0  ne dépendant que de p , de tp et de ^ tel que

(3.10) V e C j O ^ t ,  lx-xQl <ô et I Hp (p£ - Hp<pl < 6  pour (x,Ç) €Q et x€K£ .

Dans la suite, nous supposerons que 0 < e<min { eo»e2 *̂

Soit maintenant un point (x,Ç) €Q tel que x € K£ et Hp <P£(x,Ç) =0. 

Nous distinguerons deux cas :

a) Si lHpiKx,Ç) I < ■S , alors grâce à (3.10) et à (3.8), on a H 2  V (x,£) < -ĉ  

d'où, d'après (3.9),

H2 <P£ (x,Ç) ^ -  c 1 + C2 ek .

Il existe donc un £ 3  > 0 ne dépendant que de ĉ  et de C2 (i.e. que de p,

2
de ip et de i|>) tel que Hp cp£ (x,£) ̂  - c^ / 2  pourvu que 0  < e < .

b) Si IHp̂ (x,g)l ^ 5 , la formule (3.9) donne

cp£ (x,Ç) <Hp (p (x,C) + cQ xk _ 1 - ô2  ek + C3  ek + 1  .

2
Conrne (x,£) est ici tel que ltp(x) I <  ( 3 + - ^ - ) e k + 2  et IHp tp (x,Ç) I ̂  ek+  ̂, 

nous pouvons, grâce au lemme 5.2, trouver un point (y,n) £Q H ëarp(S) tel 

que

i|>(y) =^(x) et |H2 cp(y,n) -H2 (p(x,Ç)| <C 4  ek + 1  ;

nous pouvons alors appliquer l'estimation (3.4) au point (y,ri) qui vérifie 

yn - 1  =^(y) - ip (xQ) =i|j(x) - ip (xQ) =xn_̂  > 0  , ce qui donne finalement

„ 2  { . . 2  k k+ 1  

Hpip£ (x,C) 4  - S e +C 5  e

 ̂ 2 
qui est le résultat cherché pourvu qu'on choisisse e < = ô /Ĉ .
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Nous obtenons donc le lemne 3.2 en prenant e-j =min{£0,e2 >£3 >£4 }*

3.4. Démonstration du théorème 2.1 : choix de e .

2 n
Soit u€H^0C(R ) une fonction telle que, au voisinage de xQ

P(x,D)u(x)=0 et u(x)=0 pour cp(x) <0 .

Il existe alors un eu > 0 tel que ces propriétés aient lieu dans l'ouvert 

dès que e < eu • Si donc nous choisissons e = 1/2 min{e  ̂,eu> , nous 

pouvons appliquer le lenune 3.1 avec iî = et tp̂ =cp£ puisque la compacité 

est assurée par (3.7) et la pseudo-convexité par le lerane 3.2. La démonstration 

du théorème est donc complète.

3.5. Démonstration du corollaire 2.4.

Quitte à remplacer ip(x) par 4>(x) -^(xQ) , nous pouvons supposer

que 4>(x ) =0. D'après le théorème 2.1, et comme les hypothèses du corollaire

2 2
2.4 entraînent que Hptp^O sur ëarp(S,xQ) , il nous suffit d'établir que 

pour tout (x ) € £ar^(S,x ) : (i) H ÿ (xn>̂ n) + 0 ; (ii) il existe une cons-
r ir  \J

tante c>0 telle que dans un voisinage de (xQ,Ço) ,

(x,Ç) 6 ̂ arp(S) et (̂x) >0 >♦ H2q)(x,Ç) 4 -cip(x) .

Soit donc un point (x ) € Îfar̂ (S,x ).
c o o p o

(i) Supposons que ip (xQ,gQ) =0. Comme p est de type principal, on

pourra trouver une autre fonction ^  telle que ^(Xq) = 0 ©t x̂o*^P = ̂ ‘

Alors (dtp a d^ a d ̂ 2 ) (XQ) * 0 puisque par hypothèse (dtp a d\l>) (xq) * 0 et que

Hp (p= Hpip = 0 *Hp $ 2  en (xQ,£o). D'après le lemme 5.1 (propriété (5.2)), nous

pouvons donc utiliser <p, H (p, \p et \j>7 comme coordonnées sur ^ar° près dep z p
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(xo,ÇQ). Plus précisément, nous choisirons des coordonnées (t,y,z) € R x

^2n-4 x définies de la façon suivante : comme (xo,£q) *0 , il

existe, pour tout (x,Ç) dans un voisinage, un unique réel t tel que

/ -t H \
2̂ Ve (X>£)J = 0 ;

comme Hp \l>2 (x0>£0) = 1 > cette formule nous assure que ^2 ^  et °lue t = 1 ; 

nous prenons ensuite y-j = ÿ , z^=cp, z2 = Hp (p, et nous complétons ce système 

de coordonnées par des fonctions y2 , ..• , y2n-4 choisies arbitrairement sur 

{t = 0} , puis prolongées au voisinage avec la condition Hp y ̂ = 0 .

Par ce choix de coordonnées, on a féar2(S) = {(t,y,z) € fêar° / z = 0} 
s H p p

et w(s) = e p (X0,Ç0) = ( s  ;ip [ ü j ( s )  ] , 0 , ... , 0 ;cp [œ(s) ] , Hp tp [w(s) ]). Grâce

à une formule de Taylor, on peut donc écrire

H2 cp [co(s) ] =Hptp (s,0,0) + ÿ[w(s) ] f (s) + cp [w(s) ] g(s) + HpCp[ü)(s) ] h(s) ,

d'où en dérivant : 3t H2cp(0,0,0) = cp (xq,£o) #0. Le théorème des fonctions 

implicites donne donc

(3.11) Ĥ ip(t,y,0) =c(t,y) (t+a(y))

?
où c(0,0)=cQ *0 et a(0)=0. Si donc nous posons oü£ = (cQ e ; e ,0,... ,0 ;0,0), 

ü>e tend vers (xQ,Ço) quand e tend vers 0 , et

(o£ €tfar2(S), (̂tü£)=e2 >0, mais Ĥ tp(ü)£) = c2 e + O (e2) >0

pourvu que e>0 soit assez petit, ce qui contredit l'hypothèse du corollaire

2.4.

( i i )  M aintenant que nous savons que Hpÿ (xq ,£ o) =X *0  , nous r e 

prenons la  co n stru ctio n  de coordonnées lo c a le s  donnée c i-d e s su s  avec des mo

d if ic a t io n s  év id en tes  de façon à ob ten ir
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Hp  t = 1 , i|> ̂ Xt ,  Hp y. = 0 pour j = 1 ,  . . .  ,  2n-4 ,

Zh =<p , z? =H cp et #ar2(S) = {(t,y,z) £ #ar° / z = 0} .i z. p p p

Par le marne raisonnement que ci-dessus, on établit la formule (3.11) ;

2
l'hypothèse du corollaire 2.4 nous assure que pour Xt >0 , Hp <p (t,y,0) 0 ,

d'où on tire, en remplaçant y par 0 puis t par 0, que cQ/X < 0 puis que 

c0 a (y) ^ 0, ce qui donne finalement que pour Xt £-0 ,

Hp<P(t,y,0) «c(t,y)t«^ (cq/X)(Xt) ;

comme \p ^Xt  et que ^ar2(S) ={(t,y,z) € féar̂  / z = 0} , cela signifie que

(x,Ç) £ fepiS) et ÿ(x) ■* H^cp(x,Ç) (cQ/X) îp (x) ,

d'où le corollaire 2.4.

4. DEMONSTRATION DES RESULTATS DE NON-UNICITE.

Le théorème 2.9 s'obtient par application directe du théorème 2 de Alinhac

& Baouendi [4] (th. 1.4 ci-dessus) ; il reste toutefois à construire les phases 

$ et f permettant d'utiliser ce résultat.

4.1. Démonstration du théorème 2.9 : construction de la phase $ .

Lemme 4.1. : Sous les hypothèses du théorème 2.93 il existe une application

linéaire symétrique F : T JRn-*■ T* Æ n telle que
o o

(4.1) dx p (x qS Zq) +F{dç p (xQi KQ)]=0 ;

(4.2) VqÇ.%k(S) 3 (d q (x ) +F[dî- q (x )]) hdty(x ) =0 .P tU OC? C, C/ O C/

Démonstration : Choisissons sur ]Rn des coordonnées locales (x',x",xn) avec 

x' = (x1,... ,xr_-j) , x" = (xr,... ,xn_1 ) et xn = cp(x) telles que dç p (xQ, y  =

d ?n-1 et
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{dçq(V V  /q ̂  ̂ pCs)> =

i {£ X. dÇ. /X' = 0) s'il existe (S) tel
 ̂ j 3 3 P

que H <p(xQ,Ç )*0 (cas n° 1) , ou
X)

Il X. dt. /X’ =Xn = 0} si Vq € iCp(S) , 

Hq<P(xQ, y  =° (cas n° 2).

Puis nous choisissons des éléments € ̂ ^(S) pour r^j -$n (cas n° 1) 

ou r<j <n (cas n° 2) tels que qn_̂  =p et

(4.3)
d5 qj txo’V d£j ;

et de plus, si nous sommes dans le cas n° 2 ,

(4.5) F = — (x € ) 
n,n-1 3x o’V  7 n

Les quantités F. 0 et F0 . ne sont simultanément définies que pour
J,*'

r^ j,£<n , et on a alors d'après (4.3) et (4.4)

H q / f V V - H q ^ f V y - 0 et Fj ,1 Fi,j •

nous obtenons alors en utilisant (4.3) et (4.4) que pour r<:j^n (ou 

r ̂  j < n suivant le cas)

nous posons alors pour r<j^n (ou r^j <n suivant le cas)

(4.4)
aq

Fj,Jt = " S ^  (xo’V  ^our 1 « * ^ " .

d'où F. = F0 - grâce à l'hypothèse (i) du théorème 2.9 ; nous pouvons
J 9*' J

donc compléter le tableau des F. 0 en une matrice symétrique, et nous 

définissons l'annlication linéaire F rar la formule

FÎ Y X. d£. 1 = Y i V F. . X.^ dx. :
L j =1 J J J  ¿=1 \ j =1 JJ

(4.6)
3q. 3q.
^  (x0,ç0) * C F M ç  q j  (x0>ç0) ]), - ¿ L  Cx0,ç0) ♦ F j  > t  - 0

pour 1 l n

Hq, M V V *
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Le même calcul, pour j =n-1 et £=n donne

0 d'après (4.5) dans le cas n° 2, ou

-H (x ,Ç ) dans le cas n° 1 , p Tl o o

et cette dernière expression est nulle puisque qn € X p +  ̂(S) et que 

(xo,ÇQ) € ̂ ?arpk(S) c féar^ (S) ; avec les équations (4.6), cela nous donne 

donc (4.1).

Enfin, si q e 36^(S) , il existe grâce à notre choix: des q̂  des 

coefficients €]R tels que

(4.7) dç qCx0 ,Ç0) ,

et on calcule alors qu’en (x0»̂ 0)

dx q - F t d ç q] =dx q+ IXj F I d ^  ] = dx q -  d ^  ♦ « „ d x , ,  

d’après (4.6), puis

( ^ V V  + Ffdçq(xo>y ] )A d < p (x o) - ( d x [ q - Î X ;jqj ](x0 , y ) A d ( 1.(x0) 

d’où (4.2) grâce à (4.7) et à l’hypothèse (ii) du théorème 2.9.

Lenme 4.2. : Sous les hypothèses du théorème 2.93 il existe au voisinage

oo
de xq une fonction $ de classe C à valeurs réelles telle que

(4.8) d$(x ) =E, et p(x3d$(x))=0 près de a; ;o o o

(4.9) V q€.^(S) 3 (dQ i\di$) (xQ) = 0 où on a posé Q(x) = q(x3d$(x) ) .

Démonstration : En reprenant les notations de la démonstration précédente, 

nous posons = ( ^ ,..., y  puis

¿2- (x ,Ç ) +ÎFtdrp(x ,Z )] ) 3x  ̂o* o' V o* oJ Jnn x

nizia
} X. d>- q. (x ,Ç ) j  o» oJ
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(4.10) K x 1,..) V 2 A x ) = C 4 4 C F i £x(?.)-
' j+n-1 n  J z £*n-1 J»*

Par un théorème classique (cf. Hôrmander [7, th. 1.8.2]) nous pouvons étendre

cette fonction en une solution de (4.8) car d^p(x0,Ç0) =d£n_̂  (cf. (4.3)).

En dérivant (4.10) lorsque j et i sont différents de n-1 , et en dérivant

(4.8) et en comparant avec (4.1) dans les autres cas, on obtient que

0.2

93THT (xo)=Fj,H P0®  u j'u n -
J ^

ce qui entraîne que pour q € 5êk(S) ,

(dQ a dtp) (xQ) = (dxq(xQ, y  + F[dçq(xo, y  ]) Adcp(xQ) 

d'où (4.9) grâce à (4.2).

4.2. Démonstration du théorème 2.9 : construction de la phase f .

00

Lemme 4.3. : Soient $ une solution C de l'équation p(x,d$(x))=0

et X = pr(x3d$(x)). 3 le champ de transport correspondant ; alors pour 
s> x

toute fonction ip €C°°(H?1 ) et tout entier j € JNa X̂ ip(x) = lfj\>(x}d$(x)) .

Démonstrat ion : Par récurrence. Pour j = 0 ou 1 , c * est bien clair ; puis 

X[H^(x,d$(x))] =pç(x,d$ (x)) • (W^(x,Ç)]x + $xx(x)[H^(x,Ç)]ç)^ =d$(-x-j =

= (p (̂x,d$(x)) • [H^(x,Ç) lx -px(x,d$(x)) • [Hp^(x»Ç)3ç)ç=d$(-x) =H^+1^(x,d$(x)) 

où l'on a utilisé que pr(x,d$(x)) ‘S* (x) = -p fx,d<ï>(x)) , résultat qui s'ob-ç, XX X.

tient en dérivant l'équation p(x,d$(x)) =0.

D'après le théorème 2 de Alinhac & Baouendi [4] (th. 1.4 ci-dessus), 

le théorème 2.9 résulte maintenant du :
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Lerrrne 4.4. .* Sous Z-es hypothèses du théorème 2.93 il existe deux fonctions

C à valeurs réelles $ et ¥ définies au voisinage de xQ et possédant les 

propriétés suivantes :

(4.11) p(x3d$(x))=0 ;

(4.12) X =Pr-(x3d$(x)) *0 et XV(x)=0 j
ç, X

(4.13) x q 6 {x € J?n / V(x) > 0  } c;{œ € JRn / if)(x) ̂ 0} .

Démonstration : Comme fonction $ , nous prenons celle qui nous est fournie 

par le lemme 4.2. La propriété (4.8) entraîne la propriété (4.11), et aussi 

que X * 0 et Xcp(xQ) = 0. Nous pouvons donc trouver des coordonnées locales 

(x',xn_pxn) , avec x' = (x^,... ,xn_2 ) > qui redressent le champ X en

(4.14) X = 8 n-1

et telles que xq = (0,0,0) et dcp(xQ) = dxfl . Grâce au théorème des fonctions

implicites, S possède une équation de la forme cp̂ (x) =0 avec (x1 >xn_^,

00

xn) =xn + (po(x* >xn_̂ 3 °ù cpQ est une fonction C à valeurs réelles telle que 

ipQ(0,0) =0 et dipQ(0,0) =0. Les hypothèses du théorème étant invariantes par 

changement d'équation de S, nous pouvons supposer que c'est cp elle-même qui 

s’écrit ainsi. Un développement de Taylor en x' nous donne donc

(4.15) cp(x',xn-1 ,xn) =xn + cp(0,xn_1,0) +x' (0,xn_1,0)+0(|x'|2)

** i • 12 2 2 
ou |xf | =x^ + .. •+x n - 2  •

u? 2k
Utilisons maintenant lfhypothèse : (xq,£o) € &aTp (S) et

H tp(x ,Ç ) >0 ; avec (4.8), le lemme 4.3 et (4.14), cela entraîne que 
P ° o
i 2k
3̂ _1<p(0,0,0) = 0 pour 0^j<2k et 3n_̂ cp(0,0,0) = 2c > 0 ; il en résulte que 

pour |xn_.| I suffisamment petit

00
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( 4 . 1 6 )  (p(0,xn _ i » 0 )  ^ c x n-1 ;
?1C

p u is , tou jours d ’ après le  lemme 4 .3  e t  ( 4 .1 4 ) ,  cp(x) = q  ̂(x ,d $ (x )) pour

des fonctio ns q  ̂ £ $êp (S ) pourvu que 0 < j  < k ; grâce à ( 4 . 9 ) ,  nous obte

nons a in s i que 3 , 3^_-.(p ( 0 ,0 ,0 )  =0  pour O ^ j < k  d 'où
X Tî. 1

c2

( O . V l > ° )  « C1 I v i l  ’ puis x ' (°> xn -1 ’ 0) ‘ 3?  Ix ' l  •

En rapprochant c e tte  es tim a tio n  de (4 .15)  e t  ( 4 .1 6 ) ,  nous obtenons

2
ip(x',x i ,x ) >x -C-, |x' I 

v * n-1 * nJ n 2 1 1

2 ^
S i donc nous posons ¥ (x '  ,x n_-| ,x n) = x n - C2 | x ' |  , (4 .14)  e n tra în e

( 4 .1 2 ) ,  e t l'e s tim a tio n  précédente e n tra în e  ( 4 .1 3 ) .

4 .3 .  Dém onstration du c o ro lla ire  2 .1 2 .

I l  nous s u f f i t  de v é r i f ie r  que pour k = 2 , le s  hypothèses ( i )  e t  

( i i )  du théorème 2 .9  sont automatiquement v é r if ié e s  dès qu'on suppose que 

(xq ,£o) € $ a r p ( S ,x Q) .  Rappelons que ¿tëp(S) es t l ' id é a l  formé des fo n ctio n s  

de la  forme q = a p  + 3tp + TH  ip, a ,  g e t  Y eC ^ C f'R 11 ^ 0 ) .

( i )  La co n d itio n

Hq .cp(xo , y  = 0 avec q^ = a . p + <P + Yj Hp (p

e n tra în e  que Yj ( * 0 > y  = 0 puisque Hp tp (xQ, y  =H(pcp (x0 ,ÇQ) = 0 e t  que

%  (p'Pfro’ V  = Hipp * °  d ’ aPrès C1 - 2 ) -  S i ^ ( x o , y  = Y 2 (x0 , y  = 0 , tous

le s  termes de la  forme H s obtenus en développant H q9 apparaissent avec
r q-| ^

des c o e ffic ie n ts  nuls en (xq,iQ) à l'e x c e p tio n  des termes HpP , Hpcp e t  

Hptp qu i sont eux-mêmes nu ls en (xQ, Çq) ; nous avons donc montré que

Hq, * (xo>5o5 =Hq2 "> (xo> V  “ ° -  Hq, q2 CV  V  = 0 ‘
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dç (ap + &p + Y Hp tp) (xo,ÇQ) = 0

entraîne que a(xQ,£o) = Y(xo,ÇQ) = 0 puisque d̂  tp= 0 et que d̂  p (x0,£Q) et

dç Hp(p(xo,ÇQ) sont linéairement indépendants d'après la propriété (5.1) du
2

lemne 5.1 ; pour un tel élément de (S) on a donc

^d(ap + frP + Y Hpip) Ad(p)(xQ,Ço) = 3(xq,Ço) (dcp a dtp) (xQ) = 0 ,

tous les autres produits extérieurs apparaissant avec des coefficients nuls 

en (xq,£o). Les hypothèses du théorème 2.9 sont donc vérifiées, et le corol

laire 2.12 en résulte.

5. LENMES TECHNIQUES.

5.1. Conséquences des hypothèses générales sur p et S .

Nous donnons ici les démonstrations de deux lerames que nous avons 

utilisés au cours des démonstrations précédentes, et qui figurent déjà sous 

une forme voisine dans Lemer & Robbiano [9].

Lemne 5.1. : Supposons qu'on a fait le choix d'un système de coordonnées3

2 2 2
pour lequel on note |ç| +m" + ^n* e  ̂cPA-,°n s>est donné k fonctions

C°° à valeurs réelles ip̂3.. .3\pk telles que (dip Ad a ... a d (xq) * 0. 

Alors il existe un voisinage compact q de xq tel que3 avec Q = {(x3 £) 6 

Sêar̂  /x Ç.q et |£|̂  =1} 3 on ait pour tout (Xj3B,j) €$n ê̂ar̂ (S) :

d
(5.1)

en (x^^j) j 

2
dp, d( |ç| -1) 3 «¿tp., d(H tp) 3 dipl3.. .3d\l). sont linéairement

(5.2) p 
indépendants en (Xj3£,j).

(ii) La condition

2
.p, dr(|ç| -1) et dr(H y) sont linéairement indépendants 
Ç?  ̂ 1P
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Démons t rat ion : (i) Si g est assez petit , p ) * 0 pour tout x̂  € q 

d'après (1.2). Si nous supposons que

2

X=adçp(x1,£1) +6dç ( | Ç | 2 - 1 ) ( X 1 , Ç 1 ) +Ydç (HpCpHx^) =0 ,

nous obtenons successivement que

3= C2op(x1,Ç1) +2 3 |2 +YHpip(xl,Ç1))/2=X -^72=0 ,

Y = (aHpcp(x1,̂ 1) +YH2p(Xl)) /H2p(x.,) = X-dcp(x1) /H2 p (x.,) =0 , et

a=a Id^piXpÇpl2 / |dçp(xl,̂ 1)|2=X*dçp(xl,Cl) / |dç p (x1 | 2 = 0

car d^ p (xpÇp *0 puisque p est de type principal ; ceci donne la pro

priété (5.1).

(ii) De nouveau si q est assez petit, (dipAd^A ...Ad^fx^+O 

pour tout x̂  €q ; la propriété (5.2) résulte donc de la propriété (5.1) puisque

dç tp= dç ip-j = ... = dç = 0 .

Lemme 5.2. : Supposons qu’on a fait le choix d'un système de coordonnées3

i i  2 2 2 00 
pour lequel on note |£| = £,j + ... +E,n3 et qu’il existe une fonction C à

valeurs réelles ip et un point de 9i?ar̂ (S.x ) où H \p *  0 . Alors il existep o p

un voisinage compact q de xq et une constante C>0 tels qu'avec 

Q = {(x3E,) € fêar0 /x €q et Içl ̂ = 1} on ait

V (x3V  ZQ 3 3 (y3 n) £Q il <êarpS) :

A>(y) = ty (x )  et \Hp i p ( y 3 r\) - H ^  (p ( x3V  \ <c C( \ i p (x )  \ + \H^ <p (x3 V \ )  .

Démonstration : L'existence du point ( x q , Çq) o ù  Hp tp= 0 et Hp ̂  # 0 prouve 

que (dtp adijO (xQ) #0 : nous pouvons donc utiliser les résultats du lemme 5.1, 

et nous demanderons en outre que le voisinage q soit tel que Vx€q, 3 y £ qfl S 

tel que ip (y) = i p  (x).
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D'après la propriété (5.1), nous avons p=|Ç| -1 = Ĥ cp = 0 , et
2

dç p , d̂ (|Ç| -1) , dç(Hp«p) linéairement indépendants en (xQ,£q/| | ) ;

nous pouvons donc utiliser le théorème des fonctions implicites pour en
2

déduire que Vy €q PIS , Q D fëar (S,y) *0 , et donc
ir

(5.3) V (x,Ç) €Q , 3 (y,n) €Q n ̂ ar2(S) : ÿ(y) =^(x) ;

2 2
il ne reste plus qu'à prouver l'estimation de |Ĥ  cp (y,n) -Hp<p(x,Ç)|.

La propriété (5.2) montre que les fonctions <p, H (p et ip peuvent

être prises comme coordonnées sur la variété Q près de n'importe quel point

2 2 
de Qil fêarp(S) ; chaque point de Qfl féar̂  (S) possède donc un voisinage dans

lequel l'estimation a lieu corne on le voit en écrivant une formule de Taylor.
2

Par compacité, Q H ̂ ar^(S) possède lui-même un voisinage ouvert U vérifiant 

avec une constante uniforme :

V (x,£) €Q OU , 3 (y,n) €Q n £ar2(S) : 

iKy)=<Kx) et |H2(p(y,n) -H2 (p(x,Ç)UC1(|cp(x)| + |Hp (p(x,Ç)|) .

Enfin, comme inf (|tp| + |H ip|) =c >0 par définition de U , on a aussi 
QMJ p

(cf. (5.3)) :

V (X,Ç) ÉQ^U , 3 (y,n) €Q n gar2(S) :

’i'(y) =Kx) et |H2 Cp(y,n) -H2 tp(x,Ç) I < (2 sup| H2(p|/c) (|tp(x) I + |H cp(x,Ç) I) ,
P P Q P F

d'où le lerane.

5.2. Choix de la fonction cp ♦

2

Dans la démonstration de la proposition 2.6., nous aurons besoin 

d'une version précisée du lerane 28.4.2 de Hôrmander [8] ; nous en donnons ici 

la démonstration.
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Lerrme 5.3. : Prenons les mêmes hypothèses qu'au lemme 5.2 et supposons 

en outre que <P< 0 sur ^ar^(S3x) pour tout x voisin de xo tel que 

ip(x) > ÿ (xq) • Alors il existe un voisinage w de xq et un nombre A>0 tels

qu'avec iP- (x) = (1 -A Iæ- x \̂ ) <P(x) on ait1 1 o

(5 . 4) v i i ^ j e r u
p (x3 v  = H cp (x3 K) = 0 3

ET
r p[x3 ĵ ■ 

(p-, (x) ^ 0 et \p(x) 2>\p(x )
y p 2 (x3V 4  0 .

Démonstration : Supposons pour simplifier que x q = 0  ; nous pouvons utiliser 

le résultat du lenrne 5.2 qui fournit un voisinage compact q de xQ et une 

constante C>0 tels que, compte tenu de l'hypothèse supplémentaire que nous 

avons ici.

(5.5) V(x,Ç)€Q, !Kx) ̂ ( xq) ->H*<P(x ,£)«C (|<P(x) |  + |Hp ip (x,Ç) I) .

Par ailleurs on calcule que

HptPl = (pHp(1 -A |x|2)+ (1-A|x|2)Hplp ,

H2(Pi = (PH2(1 -A |x|2) + 2Hp«pHp(1 -A |x|2)+ (1 - A |x |2) h£(p ,

Hp(1 -A |x|2) = - 2 Ax «p^ , et 

_ H2(1 -A |x|2) = - 2 A |pç| 2 - 2 Ax * H2 x

Plaçons-nous en un point de Q où H cp.j = 0 , tpj £.0 et ip ̂ ^(xQ) ;

H cp̂ = 0 entraîne que

2 2Atp(x-p)
H < p = ------ ÎP H ( 1 - A | x | Z) ---------- T~7T~ • d '
P 1-A x p < ” '-'z

ou
1 -A x

7 7 7 2 Aipx • pr 9 9
n ̂1 = 'P t-2 A |Pc-1 - 2 Ax • H" x ] + 2 -------è- (-2Ax • p_) + (1 -A |x|Z) H >  ;
P 1 P -| _A jx |̂  K P

le dernier tenne se majorant grâce à (5.5), on obtient



©  - 29 -

H2
P

2
r ? ? 4A(x * Pp) î ?

<p- < 2A<pI - |p_| - x • H x ------- + C(1-A|x| )cp+ 2CAcp|x *Pp| ,
1 L  ̂ p 1 —A 1x1 J ^

2
puis enfin, à condition de prendre | x | <1 /2A ,

h£ v 2a <p[-Ip çI2+2C+ ca |x | ]

2
Comme p est de type principal, inf |pP| =c>0 ; on obtient donc (4.4) en

Q  ̂ _1/2
prenant A>C/c , puis ucq tel que |x| <c/2 et |x| < (2A) ' dans u).

5.3. Démonstration de la proposition 2.6.

Comme dans la démonstration du corollaire 2.4, nous pouvons supposer 

que ip (xQ) = 0 quitte à remplacer \p (x) par iKx) - ÿ (xQ).

Soit Cx0,gQ) e ^ar2(S,xo). Si Hp ÿ(x0,Çq) = 0 , il n'y a rien à 

démontrer ; nous pouvons donc supposer que

(5.6) Hp i|j(xo, y > 0

quitte à changer p en -p . Ceci nous permet alors d'utiliser le lemme 5.3 :

nous supposerons que (5.4) est vérifiée avec cp à la place de cp.j . De même,

2 ? ^  
comme Hp cp Cx0>?0) * 0 entraîne que Hp cp (xQ , ÇQ) <0 auquel cas le résultat

est évident, nous pouvons supposer (cf. (1.2)) que

(5.7) Hp<Ptxo,5o) ' H ^ < P ( v y - 0  et hJ p < V V * ° -  

La démonstration s'effectuera en trois étapes.

(i) Choix de coordonnées microlocales : soit

H H i|>(x .£ ) 
q^x,?) =cp(x) + Hp cp(x,Ç) +H ^P(x ^  )— P(x,0 ;

alors en utilisant (5.7) :



©  - 30 -

(5.8) H p(xo,Ço)=H iKxo,€o)=0 , et
o

(5.9) H cp(x ,Ç ) = -H H ip(x ,Ç ) =H^p (x ) *0 . 
v J %  0  0  ^  P  o ’ o  o * o j

D'après (5.8), on peut trouver une fonction q(x,Ç) définie au voisinage de

(xo » V  telle que

(5.10) Hp q(x,Ç)=0 et dq(xQ, y  = d qQ (x0,ÇQ) ; 

nous posons alors

s H + tH 
üi(s,t)=e p (x0»C0) ;

la relation (5.10) entraîne que pour s et t voisins de 0, w(s,t) € fëarp 

et que les relations (5.8) et (5.9) sont encore vraies avec q à la place de 

qQ . Comme 3t (<p[w(s,t) ]) = Hq <p (xQ, y  et 3t(Hp q^w(s,t) ]) =Hq Hp(p(xQ,Ço) 

en s=t = 0, il existe, d'après (5.9) et le théorème des fonctions implicites, 

deux fonctions t(s) et 0(s) telles que x(0) =0(0) =0 et

f cp[w(s,t)] = 0 *=* t = x(s) ,
(5.11) J

) Hp <p [w(s,t) ] = 0 t = 0(s) .

Dans la suite, nous nous plaçons dans un voisinage |s| <e , |t| <e où les 

fonctions t et 0 sont bien définies et tel que (Hq <p [w(s,t) ]) (Hq Hptp[w(s,t)])*0. 

Remarquons enfin qu'à cause de (5.9),

(5.12) (q>[w(s,t) ]) (Hp ip[w(s,t)]) >0 =*• (t(s) -t)(0(s) -t) <0 .

(ii) La fonction tp est négative le long de la courbe t = 0(s).

Lemme 5.4. : Sous les hypothèses de la proposition 2.6 et avec les notations 

précédentes, (ptwCSj 0 (s) ) ] < 0 pour s >0.

Démonstration : Posons
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f(s) =cp[w(s,9(s))] et g(s) =if>[a)(s,e(s))] ; 

par dérivation nous obtenons :

'f'(s) =H cp [o)(s,6 (s)) ] +6’ (s) H <p[o)(s,e (s)) ] =6’ (s) H <p[u>(s,9 (s))] , et 
P  H  H

jj'(O) =Hp ^ (xo, y  + 91 (0) HqiKxo, y  = Hp ÿ (xo,ÇQ) >0 

d'après (5.11), (5.8) et (5.6). Cela nous donne déjà

(5.13) iKw(s,0(s))] £-0 pour s^O .

Pour avoir une expression de 9 ' (s) , dérivons l'identité Hp <p[oo(s,9(s)) 1 = 0 :

0 =Hp ip[w(s,9(s)) ] +9' (s) HqHp (p[ü)(s,9(s))] , d'où

f1 (s) =- (Hqtp[ü)(s,9(s))] /Hq Hptp[w(s,9(s))]) Ĥ <p[co(s,9(s)) ] .

Dans l'expression précédente, la grande parenthèse renferme une fonction stric

tement négative à cause de (5.9), et d'après (5.13) et (5.4), nous avons donc 

écrit f ' (s) cornue une fonction qui est négative là où f(s) et s sont po

sitives ; le lemme 5.4 résulte donc du lemme suivant dont la démonstration est 

laissée au lecteur.

Lerrme : Soit f une fonction C? à valeurs réelles telle que f(0) =0 et 

f ’(s)4 0 si f(s)>0 et s >0. Alors f(s)4 0 pour s~̂ 0.

s H
(iii) Fin de la démonstration : Posons f(s) =cp(e p (xQ,Ço)) ;

alors :

(5.14) f(s) =cp[œ(s,0)] et f ' (s) = Hp <p [w(s,0) ] .

Pour conclure, nous distinguons les deux cas suivants :

a) S'il existe sq > 0 tel que 6 (sQ) = 0 , alors pour tout s €[0,sq] , 

f(s)^:0. En effet, si s.| € [0,sQ] est tel que 9(ŝ ) =0 , cela découle du
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lemme 5.4 ; sinon, posons s2 = sup { s < s /̂0(s) = 0} et ŝ  = inf{s > ŝ /0 (s)=0}; 

on a s2 < ŝ  < s ^  sq , et sur ]s2,s3t , 0(s) *0 donc d’après (5.11) et

(5.14), £ est monotone ; comme on tire du lemme 5.4 que £(s2)^0 et 

fCsj^O , il en résulte que f(s^)^0.

b) Si Vse]0,e[ , 0(s) *0 , f est encore strictement monotone d’après (5.11) 

et (5.14), et comme £(0) = 0 , on a f(s) £' (s) >0 pour 0<s<e ; en uti

lisant (5.14) et (5.12) nous en déduisons que t(s) 0(s) <O, avec (5.11) que 

f(s) <p[w(s,0(s))] >0 , puis enfin que f(s) <0 grâce au lemme 5.4, ce qui 

achève la démonstration de la proposition 2.6.

5.4. Démonstration de la proposition 2.5.

D’après la proposition 2.6, la proposition 2.5 résulte du

00
Lemme 5.5. : Sous les hypothèses du théorème 2.13 Jaar̂ CSjX̂ ) =tf. 

Démonstration : Nous supposerons coirme précédemment que ip (xQ) = 0.

Soit (*0,g0) € gar”(S,xo) ; d’après l’hypothèse (ii) du théorème 2.1, 

Hp\p (xo,Çq) =X *0. Comme dans la démonstration du corollaire 2.4 (partie (ii)) 

nous choisissons sur £?ar° près de Cx0>£0) des coordonnées locales (t,y,z)€ 

R  x ]R 2n-4 x ]R 2 telles que

Hn t=1,ÿ'vAt, ŷ  = 0 pour j = 1, — ,2n-4 ,

2,
z1 =ip, z? =H cp et féar (S) = {(t,y,z) € féar° / z = 0}

I ù p p p

(5.15) l ? P J
/ Z_ — CD . Z„ =1. _ ________

P -  P W  ' P

sH
Ces propriétés entraînent que oo(s) =e P (xQ,Ço) = (s;0,... ,0;<p[to(s) ] ,Hptp[oi)(s) ]) ; 

comme (xQ,Ç0) € ?ar“(S,xo) , on a

<p[w(s)] =0(|s|°°) , Hpcp[ü)(s)] =0(|s|°°) et Ĥ ip[a>(s)] =0(|s|°°) ; 

par développement de Taylor
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Hptptw(s)] =Hptp(s,0,0) + cp[w (s) ] g (s) + Hp(p[w(s)J h(s) , 

d’où Hp<p(s,0,0) =0(|s|°°) .

Si donc nous posons pour e>0 w£ = (Xe,0,0) , o)£ tend vers (xQ,ÇQ) quand

e tend vers 0, et d'après (5.15),

2
o)£ e£arp(S), iK(oe)>-^p>0, mais H2 tp (w£) =0(6°°) =0(̂ (0)̂ °°) ,

ce qui contredit l'hypothèse (i) du théorème 2.1.

6. BIBLIOGRAPHIE.

[1] ALINHAC S. : Non unicité du problème de Cauchy3 Annals of Math. 117j 

77-108 (1983).

[2] ALINHAC S. : Unicité du problème de Cauchy pour des opérateurs du 

second ordre à symboles réels3 Ann. Inst. Fourier Grenoble, 34 (2), 

89-109 (1984).

[3] ALINHAC S. : Uniqueness and non-uniqueness in the Cauchy problem3 

Contemporary Mathematics, Vol. 27, 1-22 (1984).

[4] ALINHAC S. & BA0UENDI M.S. : Construction de solutions nulles et 

singulières pour des opérateurs de type principal3 Sém. Goulaouic- 

Schwartz 1978-79, exposé n° XXII (Ecole Polytechnique, Paris).

[5] BAHOURI H. : Unicité et non unicité du problème de Cauchy pour des 

opérateurs à symbole principal réel3 Thèse de 3ème cycle, Orsay 1982, 

et Comm, in PDE's 8̂  1521-1547 (1983).

[6] CALDERON A.P. : Existence and uniqueness theorems for systems of partial 

differential equations3 Proc. Symp. Fluid Dynamics and Appl. Math.

(Univ. of Maryland 1961), Gordon & Breach, New-York, 147-195 (1962).

[7] HORMANDER L. : Linear partial differential operators3 Springer Verlag, 

Berlin 1963.

[8] HORMANDER L. : The analysis of linear partial differential operators3 

Vol. IV, Springer Verlag, Berlin 1985.



(D -  34 -

[9] LERNER N. & ROBBIANO L. : Unicité de Cauchy pour des opérateurs de type 

principal, Séminaire Goulaouic-Meyer-Schwartz 1983-84, exposé n° IX 

(Ecole Polytechnique, Paris), et article à paraître au Journal d'analyse 

Mathématique.

[10] NIRENBERG L. : Uniqueness in the Cauchy problem for a degenerate elliptic 

second order equation, Preprint.

[11] SAINT RAYMOND X. : L'unicité pour des problèmes de Cauchy caractéristiques, 

Comm, in PDE's 7, 559-579 (1982).

[12] SAINT RAYMOND X. : L'unicité pour les problèmes de Cauchy linéaires du 

premier ordre, à paraître dans l'Ens. Math.

[13] ZAQMANOGLOU E.C. : Nonimiqueness of the Cauchy problem for linear partial 

differential equations with variable coefficients, Arch. Rat. Mech. Anal 

27, 373-384 (1968).

[14] ZACHMANOGLOU E.C. : Uniqueness of the Cauchy problem for linear partial 

differential equations with variable coefficients, Trans, of the A.M.S.

136, 517-526 (1969).

[15] ZUILY C. : Uniqueness and non uniqueness in the Cauchy problem, Progress 

in mathematics, vol. 33, Birkhauser, Boston 1983.



U N IC IT E  DE CAUCHY

A PARTIR DE

SURFACES FAIBLEMENT PSEUDO-CONVEXES

p a r  XAVIER SAINT RAYMOND

c
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U N I C I T E  DE CAUCHY

A PARTIR DE

SURFACES FAIBLEMENT PSEUDO-CONVEXES

par XAVIER SAINT RAYMOND

La question de l’unicité de Cauchy a fait l’objet d'un grand nombre de pu

blications depuis une trentaine d'années ; nous renvoyons le lecteur à Alinhac [2] 

et à Zuily [11] pour une Ame d'ensemble sur les résultats et les méthodes dé

veloppées pour les obtenir. Le résultat fondamental de la théorie demeure le 

théorème de Hôrmander [3, th. 28.3.4] qui établit l'unicité en supposant que 

l'opérateur est principalement normal et que la surface initiale est fortement 

pseudo-convexe ; la nécessité de ces hypothèses a été étudiée notamment par 

Alinhac [1], Robbiano [7] et Saint Raymond [8 ].

Par la suite, il a été observé que dans bien des cas, la propriété d'unicité 

subsiste si l'on affaiblit l'hypothèse de pseudo-convexité ; de tels résultats 

ont été obtenus par Lemer [4] pour les opérateurs elliptiques et par Lemer & 

Robbiano [6 ] et Saint Raymond [10] pour les opérateurs de type principal réel du 

deuxième ordre. Dans ces deux derniers travaux, les auteurs s’appuyaient essen

tiellement sur la propriété suivante des opérateurs étudiés : la pseudo-convexité 

ne dépend alors que des zéros réels doubles du symbole principal p de l’opérateur 

(i.e. des solutions de p = {p,cp} = 0  , tp(x) = 0  étant une équation de l'hypersur- 

face S portant les données de Cauchy) qui forment une sous-variété régulière de 

T*]Rn \0 à condition de supposer que S est non caractéristique.

Dans ce papier, nous donnons de nouveaux résultats d'unicité sous des hypo

thèses affaiblies de pseudo-convexité, mais cette fois pour une large classe

6
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d'opérateurs principalement normaux. Nous définissons cette classe de telle 

manière que les zéros doubles, éventuellement complexes, du symbole principal 

p de l'opérateur forment une variété régulière, du moins près des points où 

la condition de pseudo-convexité dégénère, ce qui généralise de façon assez 

naturelle, sans toutefois la contenir, la classe des opérateurs de type princi

pal réel du deuxième ordre. Pour de tels opérateurs, nous établissons deux ré

sultats : le premier, inspiré de Lemer & Robbiano [6] et obtenu par inégalité 

de Carleman, prouve une propriété d'unicité compacte sous une hypothèse de fai

ble pseudo-convexité portant sur toute une famille d'hypersurfaces ; le second, 

qui reprend la méthode de déformation de surface introduite dans Saint Raymond

[10], montre l'unicité en un point situé sur le bord d'un domaine où S est for

tement pseudo-convexe.

1. NOTATIONS ET ENONCE DES RESULTATS.

1.1. Enoncé du problème. Soient x0 61Rn et, avec a = (a.j,... ,an) , 

lal =a.j + ... + an , x = (x.,,... ,xn) et Da =(-i)lal (3/3x-|) 1 ... (3/3xn) n ,

P(x,D) = H Z  aa(x) Da 
la km a

00

un opérateur différentiel linéaire d'ordre m où les fonctions aa sont C à 

valeurs complexes au voisinage de xQ . Nous noterons p le symbole principal 

de cet opérateur qui est la fonction (polynomiale et homogène en Ç) définie 

sur T*]Rn ̂ 0 par la foimule

P(x,Ç) = ) aa(x) Ça .
Ial=m

Nous nous donnons ensuite une fonction C°° à valeurs réelles (p dé

finie sur ]Rn au voisinage de xQ telle que tp(xQ) =0 et d«p(xQ) *0. Avec 

tous ces ingrédients, nous nous intéressons à l'unicité des solutions au pro

blème de Cauchy avec données sur 1 ' hyper surf ace orientée S = {x € Rn/cp(x) =0} ,
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ce qui se ramène classiquement par linéarité à la question : est-ce que pour 

toute solution locale de P(x,D) u(x) = 0 , la condition Mu(x) =0 si cp(x) <0 

(près de xQ) " entraîne que u s'annule dans tout un voisinage de xq ?

1.2. Invariance vis-à-vis de la fonction cp. Nos hypothèses seront, dans 

une certaine mesure, indépendantes de la fonction <p utilisée.

Dans le théorème 1.2, elles ne dépendront que de la famille orientée 

d'hypersurfaces définie par ip, c'est-à-dire qu'elles resteront inchangées 

si on remplace la fonction cp par une fonction cpj vérifiant au voisinage de 

xQ : dtp.| (x) = X(x) d<p(x) , et À(xQ) >0 (cf. Lemer & Robbiano [6] ; il résulte 

de cette définition que la fonction X est C°° et que les hypersurfaces 

= {x € !Rn/tp(x) = t} sont conservées).

Au théorème 1.3, nos hypothèses ne dépendront plus que de l'hypersur- 

face orientée S, c'est-à-dire qu'elles resteront inchangées si on remplace la 

fonction cp par une fonction cp̂ vérifiant au voisinage de xQ : <Pj (x) =X(x)<p(x), 

X £ C°° et X (xQ) > 0 (ce qui implique aussi que dip̂ (x) = X (x) d<p(x) , mais seu

lement sur S).

Les fonctions définies sur T*lRn que nous aurons à considérer étant 

polynomiales en Ç , elles s'étendent naturellement au complexifié (dans la fibre) 

de T*]Rn . Pour deux fonctions C°° à valeurs complexes q et r définies sur 

T*]Rn ̂ 0 , nous noterons {q,r} = qr • r -q • rr leur crochet de Poisson. Nous
ç, A X ç,

posons :

£ar°(^) = j(x,ç) €RnxCn^0/ç= Ç-ixd(p(x) , Ç € ]Rn , t €R } ,

ârp(>5 ) = j(x,ç) € âr°(>5 ) /p(x,ç) =o| , et 

'«farpt̂ ) = j(x,ç) € 5farp(-5) /{p,tp}(x,ç) =o| .

On vérifie facilement que ces ensembles, qui sont contenus dans
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 ̂ n ♦
U (T ]R Iç + i N S.) , ce qui traduit leur invariance par changement de 

t e l  1 bt

coordonnées, sont également indépendants de l'équation (P de ^  utilisée.

De même, nous posons :

^ arp(S) = j(x,ç) € ïfarpOi ) /<p(x) = oj et 

Îfarp(S,xo) = |(x,ç) £ ̂ ar^S) /x=xQj

qui sont indépendants des coordonnées et de l'équation cp de S utilisée. Enfin, 

les points des ensembles précédents vérifiant ^mç=0 seront dits réels.

1.3. Le théorème de Hormander. Nous rappelons ici le résultat classique 

duquel nous sommes parti et qui est dû à Hormander.

Définition (Hôrmander [3, déf. 28.2.4]) : L’opérateur P est dit princi

palement normal (près de xQ) si pour tout (xq3 Ç ) Ç.T* Jlf1 il existe une
_ o

constante C>0 telle que I ip3p} I C Ipl sur T*Æn près de (xqS Kq) •

Exemples : Les opérateurs elliptiques (et en particulier les fonctions non 

nulles en xQ , considérées comme opérateurs elliptiques d'ordre zéro), les opé

rateurs à partie principale réelle ou les opérateurs à coefficients constants 

sont tous des opérateurs principalement normaux ; on peut encore fabriquer 

d'autres opérateurs principalement normaux à partir de ceux qui précèdent en 

utilisant la remarque (b) ci-dessous.

Tous les opérateurs que nous considérerons à partir de maintenant seront 

supposés principalement normaux. Si (x,ç) € féarp(<f ) et si tp est une équation 

de 'S , il existe un unique couple (£,t) €]Rn x ]R tel que ç = Ç -ixdtp(x) ;

n
posant PTtp(x,Ç) =p(x,Ç - ix dcp(x) ) , nous définissons alors sur 

une fonction à valeurs réelles par les formules suivantes
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SFjpCx̂ O = {pT(p , PTtp> (x,0 / 2ix si x * 0 ,

SFjpfoO =-{ p,{p,(p}}(x,Ç) si x = 0.

Hormander [3, l. 28.2.5] a montré que la normalité de l'opérateur P entraîne

la continuité de cette fonction sur ^ar^C^). Bien entendu, dépend de

l'équation ip de utilisée, mais si on change d'équation, on obtient la

formule £F (x,ç) = A(x) £F (x,ç) , où X désigne la fonction telle que 
cp-j cp

dcp-j (x) = X (x) d<p(x) , ce qui prouve que la définition suivante concerne une pro

priété de S qui est bien indépendante de son équation.

Définition (Hormander [3, déf. 28.3.1]) : P étant un opérateur principa

lement normal3 on dit que S est fortement pseudo-conoexe (relativement à P)

en x si >0 sur fâar2 (S .x ).o <p p o

On obtient alors l'énoncé suivant :

Théorème 1.1. (H'ôrmander [3, th. 28.3.4]) : Supposons que P est un opé

rateur principalement normal et que S est fortement pseudo-convexe en xq . 

Alors pour toute fonction u (J?” ) à valeurs complexes solution locale

de l’équation P(x3D) u(x) - 0 3 la condition ”u(x) =0 si <ÿ(x) <0 (près de 

xQ) " entraîne que u s’annule dans tout un voisinage de xq .

Remarques : (a) Alinhac [1, th. 1] puis Robbiano [7] ont montré, en cons

truisant des solutions de (P + a) u=0 nulles d'un seul côté de S, que l'hy

pothèse de normalité est pratiquement nécessaire pour avoir une propriété 

d'unicité stable. En revanche, la nécessité de l'hypothèse de pseudo-convexité 

est encore mal connue : dans [9], nous avons montré qu'on pouvait obtenir l'u

nicité stable, dans le cas du premier ordre, même lorsque < 0 en certains

*
nous connaissions ; dans [8], nous avons établi qu'il ne pouvait y avoir uni

points de fêarp(S,xQ) ; c'est toutefois le seul exemple de cette nature que
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c i t é  dans cer ta in es  s itu a t io n s  où <0 en un poin t r é e l de ^ a r p (S ,x Q)

(c f .  a u ss i A linhac [1 , th . 2] pour le  cas des opérateurs à p a r tie  p r in c ip a le  

r é e lle )  ; en fin , A linhac [1 , th . 3] a obtenu un théorème de n o n -u n ic ité , que 

nous commenterons p lu s précisém ent au paragraphe su ivan t, en partant d'un 

point non r é e l de fé,arp(S ,xQ) où s'an n u le .

(b) Comme dans Lem er [ 5 ] ,  nous pouvons é ta b lir  une prop riété  de

passage au produit des d é f in it io n s  précédentes : supposons que ^ a r ^ (S ,xQ) fl

J fa ip  (S ,xp) =4> (dans [5] ,  e t  P2 sont a lo rs  d it s  "en p o s it io n  (r e la t iv e )

générale " ) ; a lo r s , s i  P̂  e t  P2 sont principalem ent normaux, i l  en e s t  de

même pour tou t opérateur de symbole p r in c ip a l p̂  p2 ; de p lu s , ^ arp (-5 ) il

ë ’ar2 (^  ) =0 , Êfar2 (-Æ ) = ë a r 2 (<5 ) U féar2 (4 ) , e t  s i  nous notons <Ür1 
P2 P-| P2 Pi ?2 1

la  fo n ction  a sso c iée  à p̂  (resp . <̂ r 2 ^ c e l le  a sso c ié e  à p2 , e t

c e l l e  a sso c iée  à p2) , nous avons

9 \ p = l P2| 2 g : i,<p sur <6arp1^ )  e t  <xF<p= IPt I2 ^ 2 ,« ,  ^  ^ arp2 ^ )

s i  b ien  que la  fo r te  pseudo-convexité de S relativem ent à P̂  e t  à P2 entraîne  

c e t te  même prop riété  relativem ent à tou t opérateur de symbole p r in c ip a l p̂  p2 .

1.4 .  Nouveaux r é s u lt a t s . Nous cherchons maintenant à t r a ite r  le s  cas où 

s'annule sur tëar^(S ,xq) ; à c e t  e f f e t ,  nous introduisons

^ a r 2’0 (s,xo) = {(x,ç) € féarp(S,xQ) / ^ ( x , ? )  = oJ .

Définition : L ’opérateur principalement normal P sera dit de type biprincipal 

(relativement à S 3 en xQ ) si les parties réelle et imaginaire de d^p(x3 çj 

sont linéairement indépendantes en tout point de ^êar^® (S3xq) .

Remarques : (a) S i S e s t  fortem ent pseudo-convexe en x , a lo rs  P e s t  auto-

2 0 2 0 matiquement de type b ip r in c ip a l (cas où (S ,xQ) 0) ; s i  ^ a r ^ u(S ,x0)

n 'e s t  pas v id e , l e  type b ip r in c ip a l entraîne que n > 3 .
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(b) Avec le s  n ota tion s e t  le s  hypothèses de la  remarque (b) du 

paragraphe précédent, nous pouvons prouver que s i  e t  P2 sont de type b ip rin -  

c ip a l relativem ent à la  même surface S en xq , i l  en e s t  de même de tout opé

rateur de symbole p r in c ip a l p̂  p2 .

(c) S i P e s t  un opérateur principalem ent normal de type b ip r in c ip a l, 

on peut é c r ir e  {p ,p }  = 2 i  $ ,e (q p )  sur T*]Rn près de tou t po in t r é e l de

¿A  2 0 00
& arp ’ (S ,xq) , formule où q désigne une fon ction  C à valeurs complexes dé- 

f in ie  sur T M ; on notera que c e t te  fon ction  q ,  qui apparaîtra dans l'e x p r e s 

sion  de la  fon ction  c i-d e sso u s , e s t  d é fin ie  sans ambiguïté aux p oin ts r é e ls  

de {far^G^ ) suffisamment proches de a.r̂ ’® (S ,xQ).

Avec le s  mêmes n ota tion s qu'au paragraphe 1 .3 , nous d é fin isso n s  pour 

le s  opérateurs principalem ent normaux de type b ip r in c ip a l une fon ction  à valeurs  

complexes par le s  formules su ivantes

= [ {P^p’ + grip( x > 0 ] / i  t s i  x * 0 ,

^ ( x , ^ )  = i  q ( x ,0  {{p,<p},<p}(x,0 -  {p,{{p,«p},<p}}Cx,0 s i  x = 0  .

Nous verrons p lu s lo in  que le  type b ip r in c ip a l en traîne que e t  sont

bien d é f in ie s  e t  C°° sur ar2 ) près de *6arp’ ° (S ,x o) ; la  formule de chan- 

gement d 'équation  de ^  , qui s ' é c r i t  (x ,ç )  = (A(x)) ^ -^ (x ,? )  s i  dip-j (x) =

À(x) dtp(x) , nous permet de poser la  d é f in it io n  suivante :

Définition : P étant un opérateur principalement normal de type biprincipal 

on dit que la famille orientée d ’hypersurf'aces est faiblement pseudo-convexe

(relativement à P) près de xq si :

(i) sur ^ arp(S3x0) i

(H) {{p.,<p}.,cp} *0 sur ^ a r ^ 0 (S,xq) ;

&p(X.O = [ {PTCP’ {PTV.<P}}(X, 0  +<y (p(x ,Ç )J /iT

3 \ p > ®

(̂p

Ÿ<p
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(iii) Pour tout point (x ,ç ) € Vcœ2>°(S .x ) . il existe une constante c > 0 
c o o p o

telle que ^ Î cp I ̂ près de (x̂ t,̂ ).

Remarques : (a)' Si S est fortement pseudo-convexe en x q  , alors pour toute 

équation ip de S , la famille orientée d'hypersurfaces correspondant à <p est 

faiblement pseudo-convexe près de xQ ; en revanche, on trouvera au paragraphe

1.5 ci-dessous des exemples où est faiblement pseudo-convexe sans que S

2 0
le soit fortement, d'où la terminologie adoptée. Si ^ a ^ ’ (S,xQ) n'est pas 

vide, la propriété (ii) de la faible pseudo-convexité entraîne que m^-2 ; si 

m = 2 , (ii) est vérifiée si et seulement si S n'est pas caractéristique en xQ.

(b)' En reprenant les hypothèses et notations des remarques (b)
2 _

ci-dessus, on peut calculer que = I p£ I ^  ^  2 p2{ P2 »(P ^ sur

féar {'i ) ainsi que la mane formule en échangeant les indices 1 et 2 sur 
P 1

féar2 (4 ) > si bien que si la famille est faiblement pseudo-convexe à la 
p2

fois relativement à et à P2 , elle le sera aussi relativement à tout opé

rateur de symbole principal p̂  p2 .

Un premier résultat, semblable à celui obtenu par Lemer & Robbiano 

[6] pour les opérateurs du deuxième ordre de type principal réel, établit une 

propriété d'unicité compacte sous des hypothèses très faibles mais portant sur 

toute la famille ^  d'hypersurfaces définie par <p.

Théorème 1. 2 : Supposons que P est un opérateur principalement normal de 

type biprincipal, que d^p ne s'annule en aucun point réel de ^ar^(S3x̂ ) et 

que la famille 5̂ est faiblement pseudo-convexe près de xq . Alors il existe 

un voisinage fi de xQ tel que pour tout voisinage ouvert de xQÎ ojcfi, et 

toute fonction u à valeurs complexes solution dans co de l'équation

P(xsD) u (x) - 0 j la condition " supp u il {æ£oj/cp(x) 4 0} est un compact contenu 

dans S Ou" entraîne que u s'annule dans tout un voisinage de xq .

% ar2 ('S )

u€I?j (tú) loo
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Remarques : (d) Alinhac [1, th. 3] a montré qu'on ne pouvait espérer une 

propriété d'unicité stable sous les seules hypothèses (i) et (ii) (ni mâne 

une propriété d'unicité compacte puisque les énoncés (i) et (ii) sont stables 

par perturbation de ip à l'ordre 4) ; bien que nous ne soyons pas parvenu à 

établir en général de lien direct entre notre fonction et le terme Ĥ cp

intervenant dans l'hypothèse (iii) de [1, th. 3], il apparaît que, dans le cas

de l'exemple fourni par Alinhac pour illustrer son théorème, la non-unicité pour

2 0
P+a est prouvée à partir d'un point (non réel) de ^ar^’ (S,xq) où % * 0 ,  

ce qui empêche notre hypothèse (iii) d'être vérifiée.

(e) Il est difficile de comparer nos hypothèses avec celles in

troduites dans Lerner [4] pour les opérateurs elliptiques car la propriété visée 

n'est pas la même (unicité de Cauchy chez Lemer et unicité compacte ici). 

Toutefois, si l'opérateur elliptique considéré est de type bi- 

principal, on peut montrer que les trois premières conditions de l'hypothèse 

H(1,2) de [4] entraînent la faible pseudo-convexité de toute famille À  as

sociée à une équation quelconque tp de S (la dernière condition composant 

l'hypothèse H(1,2) de [4] est destinée à convexifier le support de la solution 

pour obtenir de l'unicité de Cauchy ; elle entraîne que d  ̂p = 0 sur 

#arp,0(S,xc () , ce qui est incompatible avec le type biprincipal, sauf si S est 

fortement pseudo-convexe en x ) . Les autres hypothèses H(K,£) de [4] corres

pondent à des situations où notre hypothèse (ii) n'est plus vérifiée.

2
(f) Lorsque tp(x) =xft et que p(x,Ç) = £n + r(x,£') où r est

une forme quadratique de type principal réel en V  - (^ >•••>?n_i) > on Peut
2

choisir q = 0 dans la formule {p,p} =2 i «&e(q p) , et alors ^arp(/5) ne pos- 

sède que des points réels et on a £Fp=-Hptp et %  = 0 , si bien que la faible 

pseudo-convexité s'énoncerait :

p = ip,tp} = 0 => H2 <p< 0
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ce qui était la condition d'unicité compacte de Lemer & Robbiano [6] (en 

réalité, comme dans ce cas P ne peut pas être de type biprincipal, la fonction 

q puis la fonction sont ici mal définies).

(g) On pourrait imaginer faire, comme Hormander [3, chap. 28.4], 

une hypothèse ne portant que sur S et non sur toute la famille ; cepen

dant, bien que l'analogue du lemme 28.4.2 de [3] soit encore vrai dans le pré

sent contexte, nous n'avons pas su établir les inégalités de Carleman en sé

parant la variable xn = tp(x) des autres variables.

(h) Bien entendu, le théorème 1.2 ci-dessus permet aussi d'ob

tenir un résultat de véritable unicité de Cauchy qui s'énonce de la façon sui-

C»
vante : "supposons qu'il existe une fonction C à valeurs réelles cp-j telle 

que (p-j (xq) = 0 , tpi (x) > 0 sur S pour x voisin de xQ (x #xQ) , dcp.j (xQ) *0 , 

et telle que la famille orientée d'hypersurfaces ^  ̂ définie par cp̂ vérifie 

les hypothèses du théorème 1.2 ; alors même conclusion qu'au théorème 1.1 " .

Nous arrivons maintenant à notre deuxième résultat, semblable à celui 

que nous avons obtenu dans [10] pour les opérateurs du deuxième ordre de type 

principal réel, et qui donne l'unicité dans la situation instable où xQ est 

situé sur le bord d'un domaine de forte pseudo-convexité pour S .

Théorème 1.3 : Supposons que P est un opérateur principalement normal de

oo
type biprincipal, et qu 'il existe au voisinage de x q une fonction C à valeurs 

réelles telle que :

(i) >0 sur fëar2(S,x ) ;  
cp p o

(ii) ' {{pj(p}j<p} • {p,ty} * o sur ^ar^*0(S,XQ) ;

(iii) ' Pour tout point (x ,C ) € ^ar^3®(S,x ) , il existe deux constantes
L o o p  o

c >0 et k&JN telles qu'au voisinage de (xq,X,q)



© - 1 1  -

Alors, même conclusion qu'au théorème 1.1.

Remarques : (j) nous pouvons commenter les hypothèses de ce théorème comme 

dans [10, th. 2.1] : les hypothèses (i) et (iii)' signifient que la surface 

S est fortement pseudo-convexe en chacun de ses points situé dans le domaine 

défini par l’inégalité 4>(x) >¡p(xQ) au bord duquel se trouve xQ , avec le 

contrôle de <3r(p par une puissance de la distance au bord ; l'hypothèse (ii) ' 

signifie en plus de l'hypothèse (ii) de faible pseudo-convexité, que le champ 

hamiltonien de p est transverse au bord du domaine précédent en tout point

de ^ arp’0(s,xo).

(k) Les hypothèses du théorème 1.3 n'empêchent pas que l'on puisse 

trouver, dans certains cas, des points de S arbitrairement proches de xQ et 

qui ne possèdent pas la propriété d'unicité ; cette instabilité du résultat 

fourni par le théorème 1.3 sera mise en évidence sur des exemples à la fin du 

paragraphe suivant.

1.5. Exemples♦ Dans chacun des exemples donnés ci-dessous, on remarquera 

que la surface S définie par la fonction tp(x) =x^ n'est pas fortement
4

pseudo-convexe en xQ = (0,0,0,0) €R ; on ne peut donc obtenir l'unicité comme 

conséquence du théorème 1.1. Nous posons pour k ̂.1

PcoĈ .Ç) =^4-^3+?2 + 2^1C3 + 2iÇ1?2 » Pk(x,0 =poo(x,0+X3 X4 (Ç2+Ç2+Ç2) ,

et laissons au lecteur le soin de vérifier que ces symboles définissent des 

opérateurs principalement normaux de type biprincipal, et que et
o

{{p,tp},(p} *0 sur féar (S,xQ).

Pour le symbole pœ , on peut calculer que

% =% =0 Sur ^arp̂ )

(x, t,) 6 ^ar^CS) e t  ip(x) >ty(xo) => >c  t ty(x) -i\>(xo) ] ^  .
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où est définie par la fonction cp(x) = x̂ . Ainsi, la famille A  est fai

blement pseudo-convexe près de xq (il en est d'ailleurs de même pour le 

symbole p^ si ke21N), et on peut donc appliquer le théorème 1.2. Si l'on 

s'intéresse à la véritable unicité de Cauchy, on peut encore noter que le ré

sultat précédent permet de déduire l'unicité pour tout opérateur de symbole 

principal pœ à travers 1 'hypersurface d'équation ip(x) =x^ -exp(-1/ |x| )

(qui n'est toujours pas fortement pseudo-convexe en xQ , et à laquelle on ne 

peut pas non plus appliquer le théorème 1.3).

Pour le symbole , on obtient

3\p(x>0 = 2 x 3  (çj + ? 2  + €3 ) sur ^ arp(S)

2 2 2
où S est définie par la fonction tp(x) =x^ , et comme + ̂ 2 + %  > ̂ sur

féar2(S) , cela prouve que l'hypothèse (iii)' est vérifiée avec 4>(x) = x, ;
P ^

enfin {p̂ ,̂ } = - 2^+-2 ̂  * 0 sur {farp(S) ce qui prouve que l'hypothèse

(ii)' est également vérifiée. Le théorème 1.3 peut donc s'appliquer à cet 

exemple.

Signalons enfin qu'en tout point x^ de la surface S d'équation 

<p(x) =x^ vérifiant x  ̂< 0 , les méthodes développées dans [8] permettent de 

montrer qu'il n'y a unicité stable pour aucun opérateur de symbole principal 

p.j (et plus généralement de symbole principal p^ , k £ 21N ) ; en effet, ces 

symboles admettent des phases ¥ (x) = x2 + ̂ (Xj ,x̂ ) avec d ̂  (x̂ ) = dx^ , ce 

qui permet ensuite de construire une fonction $ telle que

f Pç (x,d Y (x) ) • $x(x) = 0 et 

^ x^ € {x € R4/$(x) >0} c{x € ]R4/cp(x) »0} ,

puis de démontrer un théorème de non-unicité ; cela illustre bien l'instabi

lité du résultat établi au théorème 1.3. On remarquera aussi que cette méthode
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permet également de construire une solution à support égal à {x € ït /x* >0} 

pour tout opérateur de symbole principal convenablement perturbé à l'ordre 

zéro, ce qui montre qu'on ne peut espérer mieux que l'unicité compacte dans la 

conclusion du théorème 1.2 (dans le cas de pœ , on prend Ÿ (x) = x2 + x  ̂ et 

$(x) =x4).

2. REGULARITE DES VARIETES ET DES FONCTIONS INTRODUITES.

Nous supposerons tout au long de ce paragraphe que P est un opérateur prin-
2 Q

cipalement normal de type biprincipal et que {{p,<p} ,<p} * 0 sur » (S,xq)

(c£. §§. 1.3 & 1.4) ; de plus, comme certains de nos calculs dépendront du 

choix des coordonnées, nous supposerons que celles-ci sont fixées, et de telle 

façon que cp(x) =xn .

Dans la démonstration du théorème 1.3, il nous faudra considérer des en-
o

sembles féarp(^) pour des hypersurfaces proches de S ; à cet effet, 

nous posons

fêarp = j(x,Ç,t,N) 6Rn x Rn x Rx Rn/p(x,£ -i t N) = oj et

Îfarp = |(x,Ç,t,N) £ &arp /Pç(x,Ç - i tN) *n = o J  .

Si le choix d'une équation de la famille (resp. d'une hypersurface

proche de S) est fixé, on identifiera féarp(^) à {(x ,£,t,N) e

^ar2 /N = dcp1 (x)} (resp. ‘¿far2^ )  à {(x ,£,t,N) e féar2 /^  (x) = t et

N=d(p1(x)}) et on étend la fonction *3? à l'ensemble des points non réels 
1 V1 

de ai posant, avec ç=Ç-iTN (t*0) ,

F (x ,Ç,t ,N) =rim(pç(x,ç) •px (x ,ç)/t) -cpy(x) (pç(x,ç) ,pç(x,ç)) .

Remarque : S'il est vrai que la fonction (x ,£,t) -*-F̂ (x,Ç,x,d^ (x)) , comme 

fonction définie sur T*Rn x R , est indépendante des coordonnées choisies
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sur ]Rn , il n'en va pas de même pour la fonction , même si N est con

sidéré comme un vecteur cotangent, et c'est pourquoi nous avons supposé dès 

le début du paragraphe que les coordonnées étaient fixées.

Notre premier lemme exprime la régularité des objets que nous venons d'in

troduire .

Lemme 2.1 : Sous les hypothèses précisées au début du paragraphe3 ^arp

est une sous^üariété de codimension 2 de JR̂ n+  ̂ dont *€ar2 est à son tour
P

une sous^oariétê de codimension 2 sur laquelle x et N peuvent être choisies

( 0  2 0
comme coordonnées indépendantes3 du moins près de var^ (S3xo) identifié à

.  2
{(x3E,3t3N) 6 vOTp /x =xQ 3 N=dip et x3  ̂-i jN) -  0}. De plus3 la fonction

F^ reste bornée au voisinage de tout point de % ar^ 3 et s'étend sur

en une fonction continue3 et sur % ar^ en une fonction C°° près de

^ar2* ̂ (S3x ). 
p 3 o

Démonstration : Pour obtenir la première affirmation, il suffit de vérifier 

que les gradients en (Ç,t) des parties réelles et imaginaires des fonctions 

p(x,Ç-ixN) et p^(x,Ç - i xN) «N sont linéairement indépendants sur 

^ar2,̂ (S,x ). Or sur (S,x) ,

3- [p(x,Ç - i tN) J = i [p(x,Ç - i xN) j  = {p,cp}(x,Ç - i tN) = 0 , et

_9
-[pç(x,Ç -  i t N) * nJ = i jp?(x,£; - i t N) • nJ = {{p,cp},tp}(x,Ç - i t N) #0 , 

ce qui donne le résultat puisque P est de type biprincipal.

Pour la régularité de F^, il est clair qu'elle est assurée par sa défi

nition tant que t  *0. Pour écrire une formule de Taylor près d'un point réel, 

calculons la dérivée de ^m(pr(x,ç) •pY(x,ç)) par rapport à x :
ç, X

%cœ2
P

fëar
P
2 , 0 ;s Xo>

3t

_3_
3x
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- - . -

•^<Îm(pç(x,C) *px(x,ç)) =‘3m(-i[pç(x,ç) «N]ç *px(x,ç) -ip^(x,ç) • [pç(x,ç) • N]x) =

= -  £Re Gn (x , ç)

où l’on a posé GN(x,ç) =p^(x,ç) • tpç(x,ç) *N]x -px(x,ç) • [pç(x,ç) • N]̂  ; on 

notera que cette fonction G^ vérifie l'identité suivante

%(*,£ -iT dcp(x) ) = {pT(p , {pTcp , <P> } (x,Ç) .

Près d’un point réel de f̂ar̂  , une formule de Taylor nous donne donc, avec 

ç = Ç - i r N et Çû=Ç-i0TN,

^mCpç(x,ç) • px(x,ç)) ={p»p>(x,ç)/2i- t  ^e GN(x,çQ) d6 ;

comme cp"(x) =0 puisque cp(x) =xn , on obtient en utilisant la normalité de P

Fv (x ,Ç ,t ,N) +
0
$e GN(x,ç0)d0 P(x,€)

Une nouvelle formule de Taylor permet d’écrire que p(x,Ç) =p(x,ç) + 
f 1

+ i T
J0

Pç(x ,Çq) • Nd0 ; on obtient donc sur féar̂

Fv (x ,Ç ,t ,N) +
1
&e GN(x,çQ)d0

1
Pç(x,Ce) • N d0

ce qui prouve que F^ reste bornée et qu’elle se prolonge continûment en un 

point réel de Îfar2 à condition d’y poser F ĈXjÇjOjN) =- (Re GN(x,£).

2 0
Enfin, près d’un point réel de ^arp* (S,xo) , on a une expression 

{p,p} = 2i 3te(qp) sur T*]Rn grâce à l’hypothèse de type principal ; en re

prenant le calcul précédent, nous obtenons donc la formule

F(p(x»Ç»T>N) =- | ^m(q(x,Ç) p̂  (x,çQ) * N) + $e GN(x,çQ)jde

valable sur *ëar̂  , ce qui achève la démonstration du lemme 2.1.
P
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Un deuxième lemme, qui s'appuie sur l e  précédent, nous permettra de démon

tr e r  l e  théorème 1.2.

Lemme 2 . 2. : Sous les hypothèses précisées au début du paragraphe3 on a 

au voisinage de xq :

(iv) Sur identifié à {(x3 E,3x3 N) G 'éar^/N = dn.p} ,  la fonction 

F reste localement bornée,  et si est une équation de ^  et x^Ç.lR}

4 r  (He P T ,n A dr ÿ m p  *  0 en tout point (x3E,) tel que (x3 E, -i x 1 dif)1 (x) )£
ç, 2. 1 1

'êar^0 (S3x q) ;

(v) Sur téar^i^) identifié à { (x3E,3 x3 N) £ <̂ar^)/N=dp} 3 on a3 près de

(SjX ) : dr (R̂ eip̂ ip} a d -  ‘imipjcp} îO tandis que 9 /3 Ç  et 
P o sâ 3 x nr  n ^n3

3 / 3 x  sont des champs tangents à ^ar^(^ ) j de plus on a - i t  dp(x)) =

i ’j p f o Ç j T 3 dç>) 3 et3 près de ^ar^ 0 (S3xQ) 3 x3Ç -ixâp(x)) = (dF^dE,n +

i SF^/dx) (x3E,3 x3 dp).

Démonstration : La propriété  (iv ) e t  la  première p a r tie  de la  prop riété  (v) 

découlent tr iv ia lem en t du lemme 2.1.  En un poin t non r é e l de f é a r ^ ^ ) ,  i l  

e s t  c la ir  que ^ ( x , ^  - i T d p ( x ) )  = F(p(x,Ç,T,dp) ; en un p o in t r é e l  de féar^C^), 

c e la  découle des c a lc u ls  e ffe c tu é s  dans la  démonstration du lenine 2.1 puisque,
- . H

par norm alité , d^{p,p} = i  (%.e(X d̂  p) en tou t po in t r é e l de ^ a r p ( ^ ) (pour 

une constante À € C dépendant du poin t considéré) ce qui entraîne su c c e s s i

vement que {{p,p},ip} = i  &e(À{p,<p}) p u is que ^m{p,{p,ip}} =0 en tou t poin t 

r é e l de fëarp ( ^ ) ; on o b tien t a in s i  en p a r t ic u lie r  que e s t  continue sur 

Îfarp (x5) , e t  y e s t  C° près de féarp ’ ^ (S ,xo) .

Comme tp (x) = xn , on a pour t  * 0 , ç = Ç -  i  t  N ,

%ar*(4)
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^ (x,Ç,x,N) = 'Îm̂ [{p,cp}(x,ç)]ç •px(x,ç) + pç(x,ç) • [{p,ip} (x,ç) ]x) / t = 

= 'jia(pç(x,ç) • [{p,<p}(x,ç)]x -px(x,ç) • [{p,<p}(x,ç)]^/x ,

et

8 Fgp ______

(x,Ç,t,N) = - 1 m(pç(x,ç) * Px (x,Ç)/x2  ̂ -  (R.e ^ ( x ^ j / i  ,

d'où

l*» • "Vl , , ^  CiVG^bc.Ç-iTdPCx)) „ , „ .
(-gp— + 1 - j r )  (X»Î.T.<1|<>) - — ----- "------------------ - 5- ( x , ç - 1  Tdcp(x))
'  n '  i  t

Soit maintenant un point réel (xpÇp € tëar2 (y?>) proche de Îfar2 ,®(S,x0) ; 

on peut alors tracer un chemin tangent au champ 9 /3 Çn en (x-pÇ-j) , contenu 

dans les points réels de ^arp(^ ) , et donc le long duquel Fip = - im(q{p,ip})- 

$e{p,{p,ip}} (d'après les calculs de la démonstration du lemne 2 .1 ) ; il en 

résulte que 

3F
jç- (XpCpO^tp) =

“ -jmJqCxpÇpiip^jVÎCxp^)] - {^{{p^p^H^Kx.,»^)] =

= -^m[q(x1 ,C1){{p,(p},(p}Cxl ,Ç1) j + OUj{{tp,p},{p,(p}}(x.) ,Ç1) + {{{p,cp},ip},p}(x1 ,£.,) ] 

= - jm[q(x1 ,C1) i{p,<p} ,tp> Cx1 ,C1) ] - ®.e|̂ ip,{{p,cp},ip}}(x1 .

De même, on peut tracer un chemin contenu dans ifar̂ Ĉ S) , passant par (x-j ,Ç̂ )
2

et sur lequel |x -x^ | + |Ç | =0(x ) ; de la formule de Taylor

2  3
p(x,ç) =p(x,Ç) - i i{p,(p}(x,Ç) - ^ 2  {{p,<p},ip}(x,Ç) + 0 (t )

2  3
on déduit que p(x,Ç) =^y {{p,tp},ip} (x,Ç) + 0 (x ) le long de ce chemin ; on cal

cule alors que

3F
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(Xp^.O.dip) = lini t " 1 iim (pç(x,c) •px (x,C)/T) + CR.e{p, {p,<(>}) (x , ] -

2 2 
= lim t 2[ ^  {p,p}(x,Ç) 1m{p,{{p,<p},cp}}(x,Ç) +^- {{p,cp},{p,<p}}(x,Ç) +0(x3)j =

= I  &e[q(Xi >̂ 1 ) iip,tp>,tP> (x1 Îm[{p,{{p,cp},(p}}(x1 J + ^ [{{ p , ip } ,{ p , tp } }  

(x-j ,€ - , ) ]  =

= ̂ e^q(x1,C1){{p,(p},cp}(x1 ,?i) j - ’ÎmJ{p,{{p,ip},(p>}(x1 ,^ ) j , 

ce qui achève la démonstration du lemme 2.2.

Remarque : Comme est C°° sur $arp près de $?arp’ (̂S,xo) d'après le

lemme 2.1, i l  résulte de ce qui précède que ^  est également C°° sur féar2(J?)
2 0  ̂près de ^arp’ (S,xQ) ; ce résultat aurait d'ailleurs pu être obtenu direc

tement par le calcul.

Pour énoncer le lerane suivant, qui nous permettra de démontrer le théorème

1.3, nous aurons besoin de la fonction

Hcp,x  (x >S>t >n ) =m ax { IX _ X 0 I » lN _ d <p| » i P p C ^ ^ N )  | }

2
qui est continue sur $arp d'après le lemme 2.1.

Lerrme 2. Z. : Sous les hypothèses précisées au début du paragraphe et pour

toute constante c^>0 3 il existe deux constantes <?<j > 0 e^ ^ > ̂  telles que
2j c „ 0

pour tout point (x} t, N) € | Î f a r  (S3x ) \ = { (x, Çj t 3 N) £ %ar /H (x3 £, x ,  NJ
p u  p  (Pj X q  Ci

et \E, - i iN\ = 1} 3 il existe un point (ysU  € tfar2(S) avec les propriétés 

suivantes

yn-l~æn-l 3 \y~æ0 \^ci 3 et

| ^ ( y aV  -F^Xj^iyN) | ^  C ( \<p(x) | + \N-dq>\) .

3Fcp
3 t

1_
2 « 2 et
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Démonstration : D'après le lenme 2.1, ifar̂  est, près de ^arp,0(S,xo) , 

une variété sur laquelle x et N peuvent être prises comme coordonnées in- 

dépendantes ; fëar̂ CS) en est donc une sous-variété d'équation <P(x) =N-dP = 0 

sur laquelle x̂ _̂  peut être prise comme coordonnée.

o n o n
Au voisinage de tout point (xo,Çq) € | ̂ ar^’ (S,xq) | c War^’ (S,xQ) , nous

o
pouvons alors écrire pour un point (x ,Ç,t,N) £ &arp une formule de Taylor en

o
xn et N (mais à xr_̂  fixé), à partir d'un point (y,Ç) £ Warp (S) vérifiant 

yn _ 1  =xn_1 , qui donne

F^x^,!,^ = ^(y,?) + 0(|<P(x) | + |N -dcp|)

00 m  ? 0
puisque la fonction F est C près de o a r ’ (S,x_). Si le voisinage a été 

choisi assez petit, on a aussi |y-x | <c.j et ^  |c| 4 2.

2 0
Par compacité, nous pouvons recouvrir | %ar^* (S,xq) | par de tels voisi

nages, et il en résulte que la propriété recherchée se trouve établie pour tout

(x,Ç,x,N) appartenant à un voisinage Œ de | $ arp’̂ (S,xQ)| . Enfin, comme la

2 2 0
fonction x est continue sur ^ar et que ëar ’ (S,xQ) = ( (x,Ç,x,N) €

2  9 o ”
^ V ^ . x  (x ,£,t,N) =0} , il existe une constante c2 >0 telle que 

^ * o 
2,c2

| £arp (S,xQ) | cü ce qui achève la démonstration de notre lemme.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2.

3.1. Espaces de symboles et normes utilisés. Choisissons des coordonnées

locales telles que x =0 et <p(x) =x de façon à pouvoir utiliser les résul-
-Axn

tats du paragraphe précédent, et posons ^(x) =1 -e où la constante

A>0 sera fixée ultérieurement, puis

-T1cp1(x) TîcpT(x)
P =e P(x,D) e ;

T1
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cet opérateur a pour symbole usuel un polynôme en de degré m dont

la partie homogène de degré m n’est autre que p (x,Ç) = p(x,Ç - i t1 dcp1 (x)),
T-j vP-j I I

et qui appartient clairement à la classe de symboles

Em =S((|ç|2+T2)m/2 , |dx|2 + (|Ç|2+T2)"1 | dÇ | 2)

de Hormander [3, dé£. 18.4.2] où joue le rôle d'un paramètre, les semi-normes 

des symboles étant indépendantes de ce paramètre. En réalité, nos symboles de

vraient être définis partout et non pas seulement pour x voisin de xQ , mais 

tant qu'ils restent polynomiaux en (Ç,x̂ ) , ils correspondent à des opérateurs 

différentiels donc locaux, et ce problème devient sans importance ; il n'en sera 

plus de mène au paragraphe 3.3 lorsque nous utiliserons l'inégalité de Fefferman- 

Phong pour laquelle ces symboles devront être définis sur ]Rn x ]Rn ̂ 0. A ces 

classes de symboles 2 sont attachées les normes suivantes, qui sont des fonc

tions de

u||2 (|ç|2 + T2)k |u(Ç) |2 dÇ ;

on notera que || ||q n'est autre que la norme usuelle dans l'espace L2(lRn ) 

dont le produit scalaire sera noté ( , ).

Les propriétés essentielles de ce calcul pseudo-différentiel sont résumées 

dans l'énoncé suivant (pour les démonstrations, nous renvoyons à Hôrmander 

[3, th. 18.5.4, 18.6.3 & 18.6.8] ou Lemer & Robbiano [6, th. 3.1, 3.4 & 3.5]

qui utilisent également un calcul à paramètre de ce type), où 1'on adopte la

2
notation :s r=E 3 s/3x. 8Ç. .

x • € j J J

k
Théorème 3.1 : Soit S un opérateur de symbole s £ £ ; alors

(a) Continuité : il existe une constante C > 0 telle que pour toute
o ° , yt

u ec (m ) 3
o
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2
(b) Adjoint L et composition : S* est un opérateur de symbole 

— . — — . — k k-2
s - i s r + r avec s - i s ^61 et r £ £ ; de même si T est un opé- x • t, x • E, ■* ^

i
rateur de symbole t £E , ST est un opérateur de symbole st - i s- • t +r

c, X

avec st - i s_ ♦ t E I et r £  ̂; t, x

(g) Inégalité de Fefferman-Phong : Si de plus il existe une constante 

Cj>0 telle que pour Tj >13 Ûte(s + (i/2)sæ # + Cj ( | Ç|2 + Tj) ̂  -̂q 3

alors il existe une autre constante C^>0 telle que pour toute u £ C™(lRn ) 

et tout î

(Re(Su3u) +C2 || u\\ 2(j<_2 ) / 2  ^ 0 •

Nous posons ensuite = {x £ ]Rn /|x| < 6} ; en utilisant les propriétés 

énoncées au théorème 3.1, nous avons immédiatement le lemme suivant.

Lemme 3.2 : 6 étant une constante strictement positive3 on a || u ||

ô ||«|| pour toute uÇ.C™(]Rn )3 tout x̂ -ï-̂ /ô et tout entier k̂ .1. De

le
plus3 si S est un opérateur de symbole s £ Z il existe une constante C>0

OO
telle que V ô £ ]031[ 3 Vu€ CQ , Vx^Vô.,

|| S(i XjU) ||^ 6 || u|| ^ et (JLed XjU3S u) I N I  t / 2  

pour q = 13 .. .3n.

Démonstration : Pour x̂  5-1/6 ,

r\r \2 ^ 2 , k-1 . I ^ | 2 + t 1 (XrXl ^ 2 ,k-1 „ ,2 n H 2 A 2 , k
(|Ç| +TP ^ ------2----  U£| +TP < 6 M?l T1-)

T1

d'où notre première affirmation. On peut ensuite écrire S(i XjU) = i x ̂ S u +

k“1
[S,iXj]u, et [S,iXj] a pour symbole 3s/3£j £Z ; on obtient donc

S u
0

C u k

et tout x1 1
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S(i Xj u) ||q ^ C.| 6 || u11 k + C2 || u|| ,

ce qui justifie la première inégalité proposée d'après ce qui précède ; la

seconde s'en déduit en écrivant (i x̂  u,S u) - (E* (i Xj u) ,E  ̂Su) où E est

k/2
un opérateur elliptique de symbole e£Z (dans le cas où S est diffé

rentiel et k pair, qui est le seul cas où nous utiliserons cette inégalité, 

on l'obtient de façon plus élémentaire en effectuant k/2 intégrations par 

parties).

Le théorème 1.2 se déduit classiquement (cf. Hormander [3, démonstration 

du th. 28.3.4]) de l'inégalité de Carleman suivante.

Proposition 3.3 : Sous les hypothèses du théorème 1.23 il existe deux

“VÎCp
constantes A>0 et 8>0 telles que3 avec <Çj=l-e et 

-T  ip t  <p
P = e P e 3 on ait : Vu € C (ÇlJ , V t, £-1/ô ,
t 2 o o 1

IHL-î « 0 ■

La démonstration de cette proposition comporte essentiellement deux étapes 

comme dans Lemer & Robbiano [6] : une estimation pour les opérateurs de type 

principal, et une majoration de || P* u ||q par || P  ̂u ||q utilisant l'hy

pothèse de pseudo-convexité.

3.2. Estimation pour les opérateurs de type principal. Comme tous les 

opérateurs que nous considérons ici sont différentiels (et donc locaux), les 

démonstrations que nous proposons seront élémentaires.

Lemme 3.4 : Supposons que P est un opérateur principalement normal de

{/) 2type biprincipal3et que d^p ne s'annule en aucun point réel de bar^(S3xQ). 

Alors pour tout A>0 3 il existe une constante <5̂ > 0 telle que V <5 € ]0j6 ] 3

oo
vueco (iï̂) 3 vt 1>i/s3

P u 
X1
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| | u | |  7  $  - 2-  ( \ \ P T  u I I  +  I l  P *  u | |  ;  .
11 11 m -1 §o 0 1 0

Démonstration : Montrons d'abord que d^p * 0 sur té>ar°( ) •

En effet, supposons qu'il existe un point (xQ,ÇQ) € féar°(̂  ) où d^p 

s'annule ; en écrivant p(xQ,çq) (resp. {p,cp}(X0>Ç0)) comme le produit 

scalaire de d^p avec ÇQ/m (resp. avec dip(xQ)) , nous en déduisons que 

(xQ,çQ) e *ar (S.xJ  , et qu'il ne peut s'agir d'un point réel à cause de la

deuxième hypothèse ; on peut donc écrire 3\p(x0>Ç0) =Jm(p?(xo>ço) • Px O o>Ço)/to)=0

2 0
d'où (xo,ço) € féar̂ ’ (S,xq) ce qui contredit que d^p(xQ,çq) =0 à cause de 

l'hypothèse de type biprincipal ; notre première affirmation se trouve donc jus

tifiée.

Par des arguments d'homogénéité et de compacité, nous en déduisons que

I |q-j(xo»Ç)|2 (|Ç|2 + T2)m_1 , c>0 ,
j J

 ̂ 2
où q. = 9p /9Ç- ; multiplions les deux côtés par |û(£)| et intégrons

3 T1 J
en £ ; nous obtenons

H ullm-1 ^ C1 | Il «ljCx0,DDu|| q «

< C1 l || q.(x,D)u|| g + c2 6 H U H m-1
3 J

car on peut écrire q. (x .D) = q. (x,D) + l x, q. v(x,D) où les opérateurs
J ° J k K J >

q. ,(x,D) sont différentiels (donc locaux) et à symboles dans r . Comme
3
nous le verrons plus loin, chaque q̂  vérifie l'estimation 

0) l|q1Cx,D)u||J<CJ 6||u|| , (l|PT u||0 + Il P* u|| Q * ||u||m_l3 ;
J I I

il en résulte que
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!l “ Il m-1 « “  ( H PT1ullo + Il Pt , u H 0 + H “Il m-l5

pour une nouvelle constante C>0 , d’où finalement le lemme si on a choisi 

«„-1/C.

Démonstration de l'inégalité (1) : Pour simplifier les notations, posons 

v(x) =ix-u(x) et Q = q-(x,D) ; d'après le théorème 3.1, on a Q = [P ,ix. 3+R

3 m-2 1
où R est un opérateur dont le symbole appartient à £m , donc

Q u  II Q = (P V ,Qu) - c i P  u  , Qu) + (Ru ,Qu)

i fltetv.P^QuJ+C^IlP^ull,, l|u|lm.,+C5 11 u|| m_2 IMI^, ;

2
d'après le lemme 3.2, nous pouvons majorer le dernier terme par <5 || u11 m—1 ” 

et le premier terme se majore lui aussi grâce au lemme 3.2 (utilisé deux fois) 

par C6ô||u|| m_1 (|| u|| m_1 + || p£u|| Q) puisque

fte(v,P* Qu) = (R.e(v,[P* ,Q]u) + #e(Q*v,P* u)
1 T1 T1

jb ?m- 2 sk
et que le symbole de [P ,Q] appartient à E et que celui de Q appar- 

-1 1tient à E111 . Cela achève la démonstration de l'inégalité (1) et celle du lem

me 3.4.

3.3. Majoration de |[ P* u11 q par || P  ̂u|| q . Nous commençons par uti

liser l'hypothèse de faible pseudo-convexité pour établir une estimation sur

le symbole de [P* ,P ].
1 T1

Lemme 3.5 : Sous 1es hypothèses du théorème 1.23 il existe trois constantes 

A > 0 3 C>0 et 81>0 telles que3 avec ipj = l - e A^ 3 on ait : j

VÇ ElRn 3 Vt2> i 3

2 (m~l)/2
{pT « ‘PT a> )<*>V/i+C fiel ■ W , | p  faj5;| . 
TI “’í i ‘•’l 1 2 '“l

VæÉ fi26
1
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- A x

Démonstration : Puisque ^  (x) =1 - e  n , on a , pour (x ,ç ) € féar°(,$ ) , 

ç = Ç -  i  t  i  ckp.j (x) = £ -  i  t  dtp(x) avec x = A(1 -  cp̂  (x)) x̂  ,  e t

= 2 ‘jinCpçCxjÇ) • px (x ,ç ) )  + 2 A2 (1 (x ) )Tl | {p,cp} (x ,ç )  | 2

= 2[‘Jm (Pç(x,ç) • p x ( x , ç ) ) + A x  | {p,<p}(x ,ç) |2] .

Nous verrons p lu s lo in  que pour tou t (xo , ç )  e Î?ar0 (/$ ) , i l  e x is t e  deux cons-
-A cp

ta n tes  AQ>0 e t  CQ >0 t e l l e s  que, avec cp̂  =1 -  e , on a i t  au vo isin age  

de (xQ,ç 0) e t  pour x^O

(2) { P >P } Cx >C)/i + C |p (x ,£) I 0 ;
*X .| (p.j 1 ]  (p.j v O ' X-j ip^ v ' ’

du c a lc u l précédent, i l  r esso rt que s i  l'e s t im a tio n  (2) e s t  v é r i f ié e  en cer 

ta in s  p o in ts  avec deux constantes A e t  C , e l l e  l e  sera a f o r t io r i  en ces  
r o o ’

p oin ts  pour to u tes constantes A e t  C >CQ ; ce même c a lcu l permet en 

outre d 'é c r ir e  pour tou t (x ,ç ) e ^ ar^ Ç^)

(3) { p —  ,p  } ( x , Ç ) / i  = 2x [F (x,Ç,x,d<p) + A|{p,<p}(x,ç) | 2] .
1 1 1 1

Nous u t i l i s o n s  maintenant la  compacité de K = { (x,ç)  € ^ a r°(^  ) / x = x Q , 

x 5-0 e t  | ç |  =1}  pour déduire de ce qui précède l 'e x is te n c e  de deux cons

tan tes  A > 0 e t  C | > 0  t e l l e s  qu'au vo is in a g e  de K e t  pour x^O

{ v /  Cx’ H / i  *  C1 IPt , V, (X,Ç)I *  °  :

en appliquant c e t te  in é g a lité  à ç = (Ç -  i  x.j dcp̂  (x) ) / 1Ç -  i  x̂  dcp̂  (x) | , on ob-

ni““ 1
t ie n t  donc l'e s t im a tio n  annoncée avec C = 2A , ce qui achève la  démons

tr a tio n  du lemme 3 . 5 .

Démonstration de l ' in é g a l i t é  (2) : E lle  sera obtenue par des arguments d i f f é 

ren ts su ivant la  p o s it io n  du poin t (xo, çq) .

pT1 <P'1
PT1 <P'1

pT1 V, pT1
1
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(a) Si ( x q > c q )  est un point réel de (S,xQ) , on peut écrire

grâce à la propriété (v) du lemme 2.2 une formule de Taylor pour la fonction
2

Fp à partir d'un point (x2 ,ç2) e £arp(^) , C2 = ̂ 2 conduit

à l'estimation

/3F 3F \

(x  9 Ç > t  y dtp) ^ ^ Cpfx 2 , ^ 2 ,T 2 ,c ĉi)̂  ” ^1 \dË, +  ̂ 3 t  /  x̂ 2 9 ̂  2 9 ̂ 29 I I ”

2
- C 2 | { p , t p } ( x , ç )  I ,

2 0

d'où

c

Fp(x,Ç,T,dcp) ^ ^ ^ 2 ^ 2 )  ~ c  I ÿ ( p ( x 2 ’ ç2) I 2 “ ( ¿  + C2 ) l { P»<p} (x ,ç )  

valable pour (x,ç) £ ^ar^(4 ) proche de (xQ,ço). En utilisant la propriété

(iii) de l'hypothèse de faible pseudo-convexité, on en déduit que

2 1 
Fp(x,£,T,dtp) +Aq |{p,cp}(x,ç) | >0 au voisinage de (xQ,ço) sur *<farp(>5)

2
si on a choisi AQ = (Ĉ /4c) +C 2  ; dans la suite de l'examen de ce premier cas,

on pose tp.j = 1 - e-Ao (p

—  *  —  x  r j

Par ailleurs, on peut écrire {p,p} = 2i (K,e(qp) sur T ]R près de (x0,çQ); 

il en résulte (en écrivant une formule de Taylor pour *im(pr(x,ç) *pY(x,ç))
ç, X

puis pour p(x,Ç)) que pour (x,ç) € tëar°(-$) voisin de (x0,çq) >

^Pt1 (p., ,Pt-| tp^

r1 ?
= 2 (5le[q(x,Ç) p(x,Ç)] - 2 t  ^eGd(p(x,C0)de+ 2Aq t | {p,tp} (x,ç) | =

= 2 &e[q(x,Ç) p (x,£)] + 2t I ( x , ç) ,
T1 ̂ 1

où I(x,ç)=-
(•1 _  ?

Gdcp(x’çe)d0 ' 1mtq(x,Ç) {p,cp} (x,ç ) ]d0 + Aq | {p,tp} (x, ç) | ; 
w j 0

o -i
il découle de l'expression (3) que I = F^ + Aq |{p,<p}| sur Var^i^), et notre 

choix de Aq ainsi que la propriété (iv) du lerane 2.2 nous permettent de tirer

p>lp [x,ç;

1 t2dcp-x2 qui conduit

i
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d’une formule de Taylor l'estimation I(x,ç) ̂ (R.e(q1 (x,ç)p_ (x,Ç)) ; on
1 1

obtient donc pour t  ^  0

i PXi ̂  >PXi Cx,Ç)/i » 2 GLe (q(x,Ç) +x q1 (x,ç)) p (x,Ç)]

d'où l'estimation (2) dans ce cas.

2 0
(b) Si (X0>ÇQ) £ ^arp* ÇS,Xp) avec tq >0 , le même choix de la constante 

Aq que dans le cas précédent suivi d'un raisonnement analogue (sans la diffi

culté liée à l'annulation de x) permet d'écrire une estimation

{pT ,n >Pt (n ^ Ole(q7pT ) qui conduit à l'inégalité (2) de la mène
1 1  1 1 1 1

maniere.

(c) Si (xo>Cp) est un point réel de ë>arp(S,xQ) fcarp*̂ (S,xo) , les 

calculs effectués dans la démonstration du lemme 2.1 permettent d'écrire près

de ( v V

■ im (p ^ (x ,c )  «px ( x , ç ) )  + t  d e  Gd(p( x , ç 0)de < j  | p ( x , 0  I ^

posons A =1 (i.e. =1 - e ^  ; nous déduisons du calcul précédent que 

pour t 0 ,

{ PT ,n >Pt  m } C x , 0 / i  + C |p_ m (x ,Ç ) |  »  2 t  J ( x , ç )  ,Ti^-TiCPi T1CP1

où j ( x , 0  = - 0 Gd(p(x ’ çe )de " 7
0

{p,cp}(x,çfl)d6 + | (p ,< p } (x ,ç )  | ;

dans le cas que nous étudions, J(xQ,çq) >0 d'après la propriété (i) de l'hy

pothèse de faible pseudo-convexité, donc J reste positive au voisinage ce qui 

justifie l'estimation (2) dans ce cas.

c
2 P

Ct
2

1

0
■V,W X,ç6 de
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1 2
(d) Si (xQ , çq) est un point rëel de % ar̂  (̂  ) ̂  ffar̂ i^ ) , les mêmes 

calculs que dans le cas précédent montrent que, au voisinage de (xq,çQ) et 

pour x ̂ 0 ,

iPT (D ,PT } (x,ç)/i + C |p (x,Ç)| >lx |{p,<p}(x,ç)|2 (K(x,ç)+AJ ,
1 1 1 1 1 1

1 1 
où K(x,ç) = |{p,tp}(x,ç) I“2 Gd(p(x,ç0)de-j Q{p,cp}(x,çQ)de

et comme la fonction K reste bornée au voisinage de (xQ,ç ) , il suffit de 

choisir la constante Aq suffisamment grande pour obtenir l'estimation (2) 

dans ce cas.

(e) Si__(xQ ,çq) £ gar2 (S,xQ) ̂  ffar2,0(S,xo) avec tq >0 , 1 ' express ion

(3) et la propriété (i) de l'hypothèse de faible pseudo-convexité prouvent que

pour A =1 , la quantité {p ,p } (x,Ç)/i est strictement positive en
1 1 1 1

(x0,ç0) et Ie reste donc au voisinage, ce qui entraîne l'estimation (2) dans

ce cas avec CQ = 0.

(f) Si (xQ,ço) € féarpÇ'ô ) ̂  fëar2(>S ) avec tq >0 , c'est encore l'expres

sion (3) qui prouve qu'avec AQ = 1 + |F(p(xQ, , to,dtp)/({p,tp}(xQ,çq))21 , la quan

tité {p_ ,n , pT } (x,Ç)/i est strictement positive en (xrt,r ) , ce qui
1 1 1 1  o o

permet de conclure comme dans le cas précédent.

(g) Enfin, si (xQ,ço) £ gar°(^ ) ̂  féar̂ C^) , prenons AQ = 1 , et comme la 

fonction {p ,p } Cx,Ç)/i |p_ (x,Ç)| reste bornée au voisinage de
^  l-| VP-j 1 ̂ 1

(xq,çq) , l'estimation (2) est encore vérifiée à condition de choisir la cons

tante Cq suffisaient grande. L'examen de ce dernier cas achève la démonstra

tion de l'inégalité (2) et celle du lemme 3.5.

Nous pouvons maintenant obtenir la majoration de || P* u|| q par || P̂  u|
0'
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Lemme S. 6 : Supposons que pour x  ̂ E,£JRn et on a

Alors -il existe une constante C >0 telle que 'iuÇ.Cc°(üe. ) , V t -,>,1*
o ‘ o Oj 1

llp*3“ ll»< Co f l l ^ l l  fl + Il “ Il l-l> ■

Démonstration : Soient x £ C^(Q0 p ) une fon ction  de troncature à valeurs
O Z O-j

dans [0,1]  e t  éga le  à 1 sur Œ- , P1 =X(X) P dont le  symbole peut s ’écr ire
Ô1 1 T1

XPT ^ + r i >  ̂ > e t  S = 3P*P^ -P^ P* dont l e  symbole, ca lcu lé  à l ’aide

des formules du théorème 3.1 (b ) , vaut

5 - 2x2 I V ,  I2 - 21 *2 Cpt, V s  • \  V x ' 1 x2 ÎPti “>1 V  +

+ r2(x PT,lp1) + r 3 (XPTll()l) + r4 ’

où ez"1 1 , r3 ez"1-1 e t  r^ e z 2m 2 . Ce symbole v é r i f i e  donc

5+l SX.r 2|XPTlVl|2+ 2x2(tPT , ^ ’PTl9l}/l)+r2(XPTlV1)+r3CXPT,<P1J +r4 >

e t  en u t i l i s a n t  l ’estim ation  fourn ie par l ’hypothèse, on o b tien t

* e(S4 SX.5) » 2 lXPTl <Pl |2 ' 4 C1(|5|2'f 'I1)C'n‘1) /2|XPTl 9, l ' C2i|5|2,T1)n‘"1 ’

d ’ où

« e ( s + | sx . ç ) + ( 2 C 2 + C2K | Ç | 2 + T2) n H  ^ I x p ^ l  - C l ( | ç | 2 + T2) (m' 1 ) / 2 ) 2 » 0 .

Nous pouvons donc appliquer l ’ in é g a lit é  de Fefferman-Phong rappelée au théo-
2

rème 3.1 (c) pour obten ir ¿ j l e ( S u , u )  +CQ | | u | |   ̂ $.0 , s o i t

3 II P, u || g - | |P»U ||2 ♦  c0 Hull2.,  » 0  ,

(æ3E,)/i + C ( \E,
2 2

Tï
(m-l)/2

PX} (p2
(x3 g) j 0pT1 1

FT1CP2
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ce qui acheve la  démonstration de ce lemme puisque P étant d ifféren tie l

3.4. Démonstration de la proposition 3.3. Commençons par choisir A et 

Ô1 tels qu'ils nous sont fournis par le lemme 3.5 ; nous pouvons donc utiliser 

les résultats des lemmes 3.4 et 3.6 pour les fonctions test u£C”(fig) pourvu 

que ô«min{ôo ,6̂ } où la constante ô est celle du lemme 3.4. Ainsi, ce der-

d'où la proposition 3.3 si on a choisi ô =min{6Q , ô-j , 1 /C^} .

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.3.

4.1. Utilisation du principe de la déformation de surface. Comme dans 

Saint Raymond [10, th. 2.1], nous prouvons le théorème 1.3 grâce au principe 

de la déformation de surface décrit dans le lemme suivant dont la démonstration, 

laissée au lecteur, n'est qu'une reproduction de celle du lemme 3.1 de [10] à 

condition d'utiliser le théorème de Hôrmander [3, th. 28.3.4] cité ci-dessus 

comme théorème 1.1.

^ ^ 00

et donc loca l, on a P^u =Pt u et  P^u=PT u pour toute u6C0 (ïïg ) .

oo
nier lemme nous donne : V u €Cq (fî) , V t^1/6 ,

* 2
en majorant || P u|| n à l'aide du lemme 3.6, nous obtenons avec une nouvelle

1 u
constante Ci >0

Lemme 4.1 : Supposons que P est un opérateur principalement normal3 qu 'il

. Yl oo
existe un ouvert fi de JR 3 xQ Ç.Çl , et une fonction cp̂ £C (9.) à valeurs 

réelles telle que dtyj *0 dans fi, et que

u 2
m-1

2 6
7.

<5o
2 F

T.
1
U

2
0 P

T1
U

2
0

u
2
m-1

C
2
1
2

Ô
?

P
T

1
U

2
0 u

2
m-1
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(vi) K - {x 6 fi /i{>(x) 'ZO et cp̂ (x) 4 cp̂ (xQ) } est compact ;

(vii) Fy >0 sur { (x3Ç3 t3N) € tëar̂  /x €K et N - dtyj (x) }.

Alors pour toute fonction u à valeurs complexes solution dans fi

de l'équation P(x3D) u(x) - 0 3 la condition "u(x)=0 si <p(x ) <0 (dans fi ) " 

entraîne que u s 'annule dans tout un voisinage de xq .

Le schéma de la démonstration du théorème 1.3 est alors le suivant : nous 

construisons des ouverts fi£ et des fonctions cp£ £C (fi£) à valeurs réelles 

tels que les fi£ constituent une base de voisinage de xQ quand e tend vers 

0 et que pour e  assez petit :

(vi)1 K£ = (x efi£ /cp(x) >0 et cp£(x) ̂ <p£(xQ)} est compact ;

(vii)1 F >0 sur {(x ,Ç,t,N)£ ëar^/x€K£ et N = dtp£(x)} .
h>£ p

Il suffit alors pour obtenir le théorème d'appliquer le lemrae 4.1 dans l’ou

vert fi£ où u vérifie l’équation et la condition de support.

2 04.2. Construction des fic et <p£ . On peut supposer que Î?ar^’ (S,xQ) 

n'est pas vide car sinon l'hypothèse (i) implique que S est fortement pseudo

convexe en x q , et le résultat découle alors du théorème de Hôrmander (th. 1 .1  

ci-dessus) ; il résulte donc de l'hypothèse (ii)' que (dtp adijj) (xQ) *0 , et 

on pose xn = cp(x) , xR_̂  =^(x) - ip (xQ) , puis on complète le système de coor

données avec x' = (xp...>*n_2 ) > ce Qui nous permettra d'utiliser le résultat 

du lemme 2.3.

Par un argument de compacité, nous pouvons tirer des hypothèses (i) et (iii)' 

l'information suivante :

(iii)" V (x,ç) € garp(S) , x ^  >0 , |x-xQ| et ^4 |ç| « 2 =>#^(x,ç) ^cQxk_1
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pour des constantes uniformes strictement positives cQ , ĉ  et k. La cons

tante c.| étant ainsi fixée, le lemme 2.3 nous fournit une autre constante 

c2 >0 que nous utiliserons dans notre démonstration ; quitte à diminuer cette 

constante c2 , l’hypothèse (ii)' et encore un argument de compacité nous per

mettent d'écrire

2 ,c-
(ü)" 6« |{p,i|»}(x,Ç - i tN)U Cq sur | £arp (S,xQ) |

pour deux nouvelles constantes uniformes <5 >0 et >0.

Indiquons maintenant nos choix de ip̂ et de : nous posons 

<P£(X) =xn - ek+2 f(xn_-|/e) + ek+1 jx' |2 , 

où f(t) = t + (t2/2) - (cQ/C2) tk+2/(k+1)(k+2) .

Nous avons montré dans [10] qu'il existe alors deux réels a et Y, a<0<y,

tels qu'avec = {x € !Rn/ |x' | < , a < (xn_-|/e) < Y et |xn | < e} la pro-

k+2
priété (vi) ' était vérifiée (et notons au passage que xn_̂  >0 et xn = 0(e )

dans K£ ) . Il ne nous reste donc plus qu'à vérifier la propriété (vii)', et

d'après les homogénéités de Îfar et de F , il suffit de le faire pour
P cp£

les (x ,Ç,t,N) vérifiant |Ç—ixN|=1.

o

Soit donc (x ,Ç,t,N) e $arp tel que x€K£ , N = ckp£(x) et |Ç-ixN| =1 ; 

par définition de cp£ on a

N=dtp(x) + 0(ek+ )̂ , et

F (x,Ç,x,N) =F(p(x,Ç,x,N) +ek | {p,*} (x,Ç - i XN) |2 f'Cx^/e) +0(ek+1) ;

on commence alors par imposer e < eQ en sorte que |x-xQ| <c2 , |N-dtp| <c2 

et F̂ fXjÇjT,N) > - c2 (ce qui est possible puisque F^ est continue sur 

Î>arp (cf. lemme 2.1) et que d'après l'hypothèse (i) , surVo
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{(x,Ç,x,N) £ &arp /x =xQ et N = dcp}) pour les points qui nous intéressent, 

puis on distingue les deux cas suivants :

(a) Si Ftp(x,g,T,N) >c2 , alors F^ (x,Ç,x,N) ̂ C2+0(ek) d'où le résultat 

si l'on impose e < assez petit.

2,c?
(b) Si_F^Çx^.t,^ < Cp > alors (x,Ç,x,N) € | i?arp (S,xQ)| ; la propriété

(ii)" permet d'écrire

F (x,Ç,x,N) >ô2 ek+F(p(x,Ç,T,N) -cQ xk_., + 0 (ek+1) ,

et le lemme 2.3 fournit un point (y,ç) auquel on peut appliquer la propriété

2 k
(iii)" puisque xn_̂  >0 dans K£ . On obtient ainsi F^ (x,£,x,N) Zô e -

C(|cp(x) | + |d<p£(x) -dcp(x)|) +0(ek+ )̂ , et comme tp(x) = 0(ek+2) dans K£ , cela

2 le lc+1
devient F (x,£,x,N) >ô e + 0 (e ) d'où le résultat si l'on impose e < e~ 

e
assez petit.
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