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POLYEDRE CARACTERISTIQUE
D"UNE SINGULARITE

RESUME

La thése se compose de trois parties : d"une part de deux
articles "Desingularization of embedded excellent surfaces™, Tohoku
Math. Journ. 33 (1981) p.25-33, '"Desingularization in dimension 2",
Lecture Notes in Math., 1101 (1984) p.79-98 et d"autre part d“une
partie inédite "Forme normale d"une fonction de trois variables en
caractéristique positive'”. C"est ce dernier travail que nous allons
résumer ici.

Soit F une fonction sur un schéma régulier X. Rappelons
que, en caractéristique positive, une relation du genre f = ux@1™.. , X" r”=uxa,
ol u est une unité, ne dit rien sur f lorsque le multi-indice a
est divisible par p car par exemple, en cherchant le lieu singulier
de =0, on est conduit par le critére Jacobien a étudier les dérivées
de u sur lesquelles on ne sait rien. On cherche donc a réaliser une
condition plus forte ou le coefficient du monbme vaut 1 ; on dit que
f est mise sous forme normale si pour tout Ce X, il existe un
revétement fini étale V d"un voisinage U de 4 dans X, tel que,
sur V, on ait

() Fagp+ gD xgﬂp)

ou ge OV(V),ou Xj,---., x ) est une p-base de Oy(V) et ou I"un
des a(i) nT"est pas divisible par p.

Notre énoncé dit que 1"on peut réaliser (Ddpar une suite
d"éclatements de X dont les centres sont réguliers, a croisements
normaux avec le diviseur exceptionnel créé par les éclatements précédents
et contenus dans I"ensemble des points ou I"on n"a pas (*).

L"énoncé obtenu a par exemple pour conséquence, la désingulari-
sation d"un revétement radiciel de hauteur 1. Les difficultés surmontées
sont considérablement plus grandes qu“en caractéristique nulle.

En fait, le probléme analogue en car. 0 est la désingularisation
d*un champ de vecteurs en dimension 3 ; obtenue récemment par F. Cano,
par des méthodes voisines des ndtres.



Nous ne travaillons pas avec la condition (0, mais avec
un idéal jacobien convenable

~N(X,f,E) = 3C(X,f,E)I(X,f,E) (cf. 1.A.3),
ou 3C(X,f,E) est un idéal inversible qui joue le rbéle du monéme dans
(O et ou J(X,f,bE) finit par devenir l'idéal unité : le lieu

singulier du probléeme est le support de I'idéal J(X,f,E) et en

tout point C , on pose v(C) Il'ordre au point £ de l'idéal J(X,f,E).
Les caprices de la loi de transformation de J(X,f,E) par éclatement
nous obligent a introduire divers idéaux jacobiens, par exemple
J(X,f,E,Y) qui fait intervenir l'espace ambiant X, la fonction

étudiée f, le diviseur exceptionnel crée par les éclatements précédents
E et le centre d'éclatement Y.

Le chapitre | est consacré & la définition et aux lois de
transformation des idéaux J(X,f,E,Y). Ony prouve que V(£)
n'augmente pas par éclatement permis mais que
«(*) = ord™(J(X,f,E,{£}))
peut sauter le v(£) a I+v(£) et inversement, ce qui provoguera
de grosses difficultés, voir par exemple IV. B.4.6.5. ou le cas
exposé dans l'introduction de VI et appelé par dérision le '"cas joyeux".

Le chapitre Il élimine d'abord les composantes de dimension
2 de
Singy(X,f) = {£e X]|v(£) = v}

La suite de la démonstration utilise un invariant k |,
<={0,1......... 7} qui indique dans quel ordre on doit alterner éclatements
de points et éclatements de courbes.

On dit que k = 0 si I'on peut faire baisser v par
éclatements de points fermés. Soit £ tel que Vv(£)>0 et <(£) f O.
On décrit un algorithme qui consiste a éclater certaines courbes, qui
se globalise automatiquement, qui s'arréte au bout d'un nombre fini de
pas par un succés ou un échec, le succés étant que v a baissé. En
cas de succeés, on dit que k(£) = 1. On prouve que, sauf en un nombre
fini de points fermés de Singv(X), ona k=1 (Il.C.2.3.).

Expliquons le principe de la définition par récurrence de <
qui n'est terminée qu'au chapitre IX. Supposons définie la condition
k<i, on dit quer k=i + 1 si on n'a pas k< i et si une certaine
condition explicitée dans chaque cas est satisfaite.

Soit C tel que Vv(E£)>0 et <(E£) = < + On donne a la fin
du chapitre Il un algorithme qui consiste a éclater certaines courbes,
qui se globalise automatiquement, qui s'arréte au bout d'un nombre



fini de pas par un succes ou un échec, le succés signifiant que (v ,k)
a baissé. En cas de succeés, on dit que £ est bon.

Vu ce que nous venons de dire de l'organisation générale de la
démonstration, il reste a prouver que, pour chaque valeur de k |,
en éclatant tous les points qui ne sont pas bons et en répétant cette
opération

lo) (v,k) n'‘augmente pas,

2°) au bout d'un nombre fini de pas, tous les points deviennent
bons.

Ce sera l'objet des chapitres IV a IX.

Le chapitre |Il donne quelques critéres assurant que k(C) =0
ou 1. On en trouvera d'autres beaucoup plus techniques dans le chapitre IV
(B.l, C.5, D.2.9., D.4.6.).

Dans le chapitre 1V, on définit et étudie le cas k = 2, cas qui
signifie en gros que Ton peut trouver une projection transverse qui le
restera en tout point proche. En IV.B.4, on montre qu'aprés un nombre fini
d'éclatements de points fermés, on se raméene & une condition plus fine,
stable notée {**).

Malheureusement, le cas k = 2 et (**) nécessite une étude
approfondie des transformations des polygones de Newton d'un idéal lors
d'un éclatement (voir IV.6 et surtout IV.C.4.2.2.). De plus, nous devons
raffiner cette étude aux cas de certains Idéaux Jacobiens contenus dans
J(S,f,E). Cette derniére étude (IV.D) est trés longue car, d'une part
il faut séparer les cas a(C) = v(C) et a(C) = 1+ v(C) et d'autre part,
on doit contrdler quelles sont les dérivations qui donnent les termes
sensibles des polygones considérés, ce qui fait une multitude de cas
différents que Ton étudie I'un apres l'autre.

Dans le chapitre V, on étudie

f = uj + ax Uj_1+...+aN

aux points proches situés sur le transformé strict de div(Uj). Si
N-i j O(p), on remarque que les a. deviennent des mondémes, par contre,
si N-i * 0(p), on réalise la condition (O pour les a”. Cette étude
est faite en prévision de VI.A, VI.E et IX.A.

Au début du chapitre VI est exposé le "cas joyeux" qui est le
cas le plus subtil de tout ce travail. En gros, si on a



f - 1) u*<2> u*<3> (p(ul.u2) + g),
(1) 1 getill+v t p homogéne de degré v = v(¢),

*div(iu® u2)c E , A(3) = 0(p),
et l'une des deux conditions

PiUj.Ug) = cp(ul+u2)v , V = 0(p),

(1-a) { . .
A(D+A(2) = 0(p), c inversible,

ou
p(u,,u?) =cp Z  (Y) [L/(A(D)+]) IuP u~J ,
J 1 ¢

(1-b) 1 ¢ o<j<v ¢
v A~ 0(p), ¢ inversible, A(l), A(2) ¢ 0, A(l) + A(2) +‘v*= p,

ou pour tout entier n, on note A le reste de la division de n par p.
(Observons qu'avec les conditions (1-b), A(l) +j = 0(p) implique

(%) = 0(p), on convient que

() [LA(D+])] =0 si (p =0(p).) ,

alors en C' proche de C, ¢' non sur le transformé strict de
viuj.Ug), on a

‘f tkp (yvj+v+tg')+ Rp , k=IN
(2) 1

NE =div(t), y inversible, 9’e °x",¢' » ReOX' ¢- =

Il ipparaitpparait qu'on a perdu toutes les informations qu'on
possédait sur la forme initiale du transformé strict de f. De plus,
on peut avoir a(C') = v(¢') ou I+v(C").

Le cas a(GC') = v(C') se résout facilement.au pire nous avons
k(¢') =3 (voir VI.LA et VI.E).

Le cas a(¢') =1 +v(¢') est beaucoup plus délicat : on a
<(€') = 4 ou 5 (chapitre VIIl), malheureusement, I'hypothése a = 1+ v
n‘est pas stable et, des éclatements de courbes inconsidérés peuvent
nous ramener a4 (1) et donc on risque de retomber sur le cas joyeux.

Le point clé est qu'en conservant des conditions techniques sur
les courbes de Ensing(X) (VII.B.l (6)(7)), conditions qui sont
automatiques si localement les composantes de E sont des d.e.
d'éclatements de points fermés, on tombe sur un des cas de k = 3
déja cités ou sur le cas trés exceptionnel de k = 3(G).

Bref, les chapitres VI et VIl sont consacrés a |'étude de
points proches d'un point "joyeux". On a rajouté quelques cas similaires
simples (VI B.C.D.F).



Dans les chapitres VIII et IX, nous étudions les divers cas

restants. Pour terminer, remarquons que le cas ou on a (1) est
traité en VIII.A ou G, suivant la structure de g dans (1). Au cas

ou on ne passe pas de (1) a (2), nous risquons de subir les différents

autres cas de k = 6.
Pour fini, nous conseillons au lecteur de commencer par lire

I.C ou la structure de la démonstration est donnée explicitement.



Schéma montrant les différentes étapes possibles
rencontrées aprés un passage de (1) a (2) 'cas joyeux",
et avant d"obtenir k<2.

@ K

1
ey
Z

———————— > K=40ub5 1 = 3(A) |
[(@ et a=1+V]J [ eta=v/0p)] J

@ k=60) 3(B) A—-

sfc)<n
\ 3(°)
3E) L) et a=V=0(]
3G
3(G)

X ____ N [(®, a=v et une condition
sur Sing(X)nE]



I PRELIMINAIRES «

A_.1l Soit X un schéma régulier noethérien de caractéristique p> 0 , de dimen-
sion £ et tel que le faisceau des différentielles absolues soit de type fini.
Tout point x de X admet alors un voisinage ouvert affine U d’anneau

C BoXQ) R admet une p-base, c’est a dire une suite Xro....,Xg

d’éléments de R satisfaisant aux conditions équivalentes suivantes

(D) Les monbmes Xa , 0™ a(i) <p , (ce qu’on écrit a << p) forment une "bese

de R sur RN e

@ Les d>(X forment une R-base de K *®

Dans ces conditions, si 1’0n note «AX) le faisceau des dérivations absolues

de X , on a QW) — Déer(R,R™M) = ™R3 , ou I est défini par
(3) df =273, (HpX. , fe R , (donc 3;(Xy = 6; ,J)
Un diviseur a croisements normaux de X (on écrira d-c.n.) est un sous-

e XD

est une p-base et Xa un monbme. Pour tout x e U , ceux des X qui appar-

schéma fermé E qui, localement, est de la forme E =V(Xa) ou X = (X

a

tiennent a I ’idéal maximal A Xforment une partie d’un systéme régulier de parametres

(en abrégé s.r.p.) A % - On en déduit que toute composante irréductible

Ue. E est réguliére» car en tout point de E” , 1’idéal de E’ est a la

fois premier et engendré par un monéme en les X~ . Soit Y un fermé régulier
de X , a croisements normaux avec E et d’idéal P . On note

L) JFIX.E.Y)
le faisceau des dérivations D de OX telles que D(I(E))CI(E) et D(P)cp

NN AXAN FNAN NYXAN *0on a 1 sceau d’idéaux défini par
G "X ELE YY) «*(X,E,NT
on peut avoir T - fi , on pose alors s
©) "X.F.ENZP) *A(X,F,E) ,BKE<D) =@XjE) et on &
M X, FLE,V)<y(X,T,E)
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Soient U et X comme plus haut, on pose
@ 11“{i €[1.0 Vdiv(X*)CE|] , I *|ie [1,8] / 7wCdiv(X*)CE| ,
® 12=]i1 « [l,s] /7 div(X.) JFE et YCaivU™J

On observe que, si X est une unité, div(x*) m () et donc i On pose

(10) 13 = |i e[i,8] 7 div(X. )E et div(Xi) | -

Désormais, nous supposerons E réduit. Alors, si X est régulier, si E

est un d.c.n. , si Y est a croisements normaux avec E ,si x? VY , il
existe un -voisinage affine U * Spec(R) de x et une p-base (Xi,bl<i<s)

de 0M(U) et des entiers 1<g<t<k<r$s tels que sim-est I"idéal de on ait

<" >E- bd» “™V ep* XiB e**-A57 XiB »

(12) div( )QJ est irréductible (i.e. connexe)Vi,Uict =

On a alors

(13) X1 m | i/l«i<t ou r+ii<s N , X «|1 /7 g+tl<ict | , Ig « |i / tH<i<Jc].
13 * |i / k+l«i«r |

Il nous sera commode dfutiliser aussi les notations que voici

QU) ur =\t 9 1M 9 et (UH) = (UN9eee O pese " (A wFeetg)

(ul#...,ur) est donc un systéme régulier de paraméetres (en abrégé : s.r.p.)

de °X,x *
On définit alors : oy = Par
@5 df-En~f l«i«r ") du r+ DOIT ax0

(16) On vérifie les résultats suivants

Etant donnée une p-base (u,X) vérifiant (11) , au voisinage de x , on a

les générateurs suivants de nos modules de dérivées
¢OCGE) « ID[AK » Ki<t) + “H , tHl<is) ,

0$(X,E,Y) « UID[I] » l«i«t) + YN » t+KUk) + (Dg-j , k+l«i«s)

JFOGE, IXD » (DT, Iikt) + (I»DUH’X , tHl«i«r) + ql , Ml«ics) .
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On pose

(17) DW"j-y = X.DUEj , Uiv<s ,

bien sur, si 17N ,,DMVﬁ Suirif *

DEFINITION A_1.1.
Soient X,f,E comme plus haut et soit x € X . Soit U un voisinage ouvert

de x et soit (X,J,,--.X ) une p-base de Ox@) <=
(D On dit que ( K X S) est adaptée au point Xx si

(1-a) on peut extraire des X un s.r.p. au point X,
@-b) il existe a(l),...a(s) tel que, au voisinage de x , on ait E = div(Xa) .

(@ Soit encore Y un sous-schéma fermé de X . On dit que la p-base &*,...,X )

est adaptée a (X,Y) si on a (1) et si de plus on peut extraire des X" un syste-

me de générateurs de 1’idéal de Y dans O™ X e

A. 1.2. L’existence d’une p—hase adaptée a (X,Y) impose que Y est a c.n. avec

E au voisinage de X

PROPOSITION A.2.

Soit X un schéma régulier vérifiant les hypothéses (A.1) , soit E
un d.c.n. et soit "¢ un faisceau d’idéaux sur X . Alors il existe un et
un seul couple d’idéaux J) tel que :

@7 -#J ,
(i) faest 1"idéal dun d.c.n. & support contenu dans celui de E ,

(if1) pour tout point maximal n de E 5on a OXgn “(\7]/'Q/

On dit que est le E-p.g.c.d. de .
Preuve «
Il estestattaduegde X est caractérisé par les conditions (i) et (iii) ;
en effet, pour tout x ™ X , on choisit un voisinage affine U = Spec(R)Cx
et une p—-base adaptée X . Si A(i) est l’ordre au point générigue
n de div(Xi) , I«i«t , de I’idéal 4 ,ona :

(1)5){,1 %
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Puisque est inversible, on obtient (i) en prenant J «”/ -1-?;

Observons que A.1.(12) nous dit que div(X»)CU est irréductible, X
est donc un élément premier de OY , car cet anneau régulier est factoriel

et OXJ_” est un localisé de OjétvX , I"entier A(i) qui figure dans Q)
est donc

@) A(M) *sup | n”MAN7/ X? divise”0X x |

PROPOSITION A.3.
Soient X et E vérifiant les hypothéses de (A.2.) , soit Y un fermé
régulier de X et a croisements normaux avec E en x , X" Y et soit

€ 0XQ) . Alors le E-p.g.c.d. de » (X,f,B) est aussi celui de ™ (X,f,E,Y)

et, dans un voisinage de x, ~¢est aussi le E-p.g.c.d. de ™ K, FLE, IX]) -

On le note "(X,T,E) ou plus simplement , On pose :

@ IKLFEY)  p'g Pey) .

i) JX,F,E) =#“1~(X,f,E) ,

Gib) I FLE,{J) => 1Kx,F,E,ATD ,

av) afy,x) = ordx(gCx,f,E,Y)) ,

MV a®x) = ordxgCKLFLESIXD)

i) v(xX) = ordx@@x,f.,B)) ,

et on a les inégalités

(vil) vi<ot(Y,x)<a(x))™Vv()+1 .

Preuve.

Au voisinage de son point générique x le fermé ~x | est régulier, a
croisements normaux avec E , il suffit donc de démontrer que est le
E-p.g.c.d. de ~(X,F,E,Y) . Comme ~(X,TF,E,.VDC(X,F.B) 7 Uivise(X,F,E,Y) s
d"autre part, est I1"idéal d"un d.c.n. a support contenu dans celui de E,
il ne reste plus qu"a montrer la condition (A.2(iii)) pour ~ =~(X,f,E,Y) :
il suffit de remarquer que, si 1 est un point maximal de E, on a I"égalité
nex,FL,E,r)ox>n ~N(x,F,E)oxjl) .

Les inégalités de (vii) découlent des inclusions suivantes :
WI (X, F ,E)CJCX, FLE, IXDOr(x, f,E,Y)QI(,F.E) ,

avecdrv=10() , (A.1.(16.)),,



.13

A.3.1. Si Y est irréductible et si n est le point générique de Y , on
v(n) , ay) = am) * a(y¥,n)

A.3.2. SI n est le point générique de la composante de Y passant par x ,

pose Vv(Y)

on a :
ord,, (G(X,F,E,Y)) = a(Y,r0$ord, Q(X,f,E,Y)) - o(Y,X)

A_.3.3. Si x” est une spécialisation de x (i.e. X" e »on a :
v(x))<v(x’) et a(Y,x)<a(Y,x") .
DEFINITION A.h.

Soit (X,f,BE) satisfaisant aux hypothéses de A.2. Pour tout entier \si1 ,

on pose Singv(X,F,E) = |x G X/v()»vX.

On pose |x e X/v(x)*1|] = Sing(X,f,E) = Sing.j (X,F,E)

Llinvariant v(.) étant Ifordre d"un idéal, il est semi—continu supérieurement,
SingM(X,f,E) et Sing(X,F,E) sont des fennés de X . En général, on notera ces
fermés Sing™ix) et Sing(X) tout simplement.

A.5 Etant donnés X,fF,E,x et (u,X) adaptée a x , on a un développement unique
gl). = a«p fapxa xrger .
En recopiant [5] (1.U) , on pose pour I<i«s

(2) r(i) = inf Jordu>(f&) , a<<p , a “0j , (on rappelle que 1"on pose

Uy = Xy - pour Kiss) ordxi_(fa) est I ’ordre de fa au point genéerique de div(u;)

® K@)

| aens ,axp ,a4 0 ,ordu. = r(i)

@ s@) = inf Ja(i) ,a€K(>@A) j ,A®) = pr(@) + s(i)

Nous allons voir que pour Oii-yr , on a :

GB) A(l) = ordu (F - fQP) ,
) A(i)-iord _(Dvr‘vvi’*f) avec égalité si s(i) 70 ,
ui
™ A(D)«ord (OWIM) = ord (Dp~F) , pour I«j«s et i/ j ,
ui LIJ ui L3I
@) si s(@i) =0 , il existe j ™M i , I<jcs , tel que A(1) = ord® (OWIN)

® A(i) =sup Jordu (F -9 ,ge R J = infrord® OWjt) , | -
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Ona g~ R * (R/UR) , d’ou une base de gru (R) sur (R/URON
i i

formée des X’ ,avec k€ N tO<a(J)<p pour Kj<s et a(i) * 0 . On en

tire Iimmédiatement (B) (6) (7) . Quant & (8) , on peut supposer que ¥/ Rp ,
sinon la formule est triviale , on adonc K(i) /7 &, dfou un a”K(i) avec
a(id) =0 ,mais a j 0 , donc il existe j tel que a(j) ~ 0 td’ou la conclusion.
Enfin, on déduit (9 de (6) en observant qu’en ajoutant une puissance p-eme

af ,onne change pas f pour ay O .

De (B)(™)(B) et (A.2) on déduit que, si on pose

(10Ohu.xv i~

alors h(u,X) est localement un générateur de I ’idéal JN(X,T.B)

Désormais nous poserons

D R(E,u,X) » fp , h(x) = hu,X).

Cette notation h(x) est abusive, car si on multiplie les équations des composan-
tes de E par un inversible , h(xX) est multiplié par un inversible. Cela n’aura

d’importance qu’en IV ou ce phénoméne sera étudié.

Alors (9 implique :
(12 f=hx f’+ R(F,u,X) , ordu_.(f’) =0 , Ui<t

A.6. Etant donnés X,F,E,x et @U,X) comme en (A.5<) » on pose

@ "OLF, U, 0) « QX , Ldics)

En vertu de (A.U.B)®G(™M(B)(10)) , le E-p.g.c.d. de £ (X, F,(u,X)) est
engendré par h(x) et c’est aussi celui de "(X,F,E, ™| ) - On pose

@ 1T, U, ) =#(X, F,E)"1IAK, T, (U, X))

Prouvons que

@) ctxX) = ordx (X, FLE, Ixp) = ordx (MK, F,(u, X)) = ordx (F?) .

La premiere égalité est la définition de a(x) , la deuxieme se lit sur
les définitions de I1QKF,(U,X)) et de J(X,F,E,|xp - Il reste a prouver

que si 3 = inf(ordX (fé\Xa) ,a<p ,a” 0 ) alors

M g = ordx (-X.F,(u,X))) = ordx( )
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On pose U—i * inm(ui) , l«i«r Xi = inW (Xl) , -MMi's e Alors (Ul,)l<.)
est une p-base de griﬁ§0X>x) et donc les monémes in (Xa) , axp , sont
p-indépendants dans gr (OX’ x) , d'ou il résulte que g = ordX (f—fj)
Comme * N«pNha a@faXé »on a 6G<ordx (X, F,(U,X)). Soit a«p ,
ado tel que g-= ord$(faXa) , alors il existe i1 tel que a(i) "0 et

par suite ord"DMMTF) = g , ce qui prouve (U) et donc ) -
Puisque Ifidéal I1(X,f,(u,X)) ne change pas si on ajoute a T une puissance
p-éme , on a aussi :g = sup(ordx(f-g®) ,ge R) , donc :

B a®x) + ordx(h(X)) = sup(ordx(f-gP) , g G R)

(®) Si Y est intersection de composantes de E(n)
\J(X,f,E,Y) - ‘J(X1f1E) ’ a(YsX) = V(X)

On dira que Y est combinatoire«

, 0n a

A_6.1, Si X est intersection de composantes de E (on dira que x est
un point de croisement et que |x] est combinatoire) , alors : a(X) « v(X) .
En effet, on remarque qu’alors I(X,F,(u,X)) = j(X,F,B) = J(X,T,E,J%x))
PROPOSITION A.7.1.

Avec les hypothéses et notations de A. 1.(11)-(AV) , soit & = div(UM)QE et
soit E” = div(ug.--ux) , considéré comme un diviseur de & . On pose
T - R(F,u,X) = un(g
Alors, dans un voisinage de x dans Z ,on a
J'(Z,9,E" ) + A(L)E>z = U2(2)...~uI(n) JI(X,F,BE)Oz .
Preuve. Pour tout h € OX(Q) , on note h” son image dans 0&(&) ;
pour ¥2 ,on adonc OW?Mh) ”=DWJ-?2Jh” ,ou (U’,X’) =
(u’&,---u’P , X*iL-ri""’X’B) . De plus, pour tout 1 , 2Nt ,on a
DWNINF = ]ﬁ(l)ﬁ)M"Tjg et» pour tout i , t+l<i$s , Du>xF = UMD T-jg ,

Pl
et = u”1MADg + u™D™Mjg) - Dou I17on déduit la formule
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QO WADW?IP)»
(bA(1 )" =DMuj-1jv. , si  2<i<s

A(Dg* ,si 1 -1

<>;A(I>*~r)”>=D~"™ " g, si 2<is .
PROPOSITION A.7.2.

Avec les hypothéses et notations de A.7.1. »si J(X,F,BE) « (uﬁ(z)-. .LB(r))
nod(u) , B(2) ,... ,.B(r) étant des entiers positifs ou nuls , on a :

g = ¢HYY2MNATA L UM MAENR LA LU rMmod(ul) ,  inversible en X ou

[ordcx @=L et 3i , t+l<i«r ,D£Q Y est inversible

et (O [H 1B = V2. LB )&a3

Preuve.
FSsons i =u'Eé(2)+A(2)--’U%(t)+A(t)u%qﬂ)--’u?(r) - Dfaprég A. 7/\-1_0)7: on a :

()™ (Zr,g,Ef)+A(l)goz « MOg
Si A(1)g0z = MOg , on a le résultat annoncé avec & inversible.
Supposons donc A(1)g0z ™~ MOZ , alors ~(Zjg’jEl) = MOZ ,
donc »D ~ol(Z,E1) , Dgf = eMF , e inversible. Si A() ¥ 0(p) , par (O ,
on a A(l)gf”™ MOZ et donc
@ g- =""m" e Og
Si A(1) = O(p) alors par définition de g, ona R(u™"™ g,u*. ) =0
et puisque AQ@.) =0() on a R(,u,x) =0 , donc
) - R(g»u,x)F=0 et d*apres A.5.(6) on a
gf= *MRER(gl,u* ,XF) , on a donc encore (2).
Si~f est inversible, A.7.2. est établi, supposons donc ordx @rH)VI.

Alors on a :
(3)-pgf—= M"Dy* + ~"DM* = cM1 , ou e est inversible.
Par suite ordx(Dgf)<ordx(gf) .

Or les Dnti , t+1M7r, sont les seuls éléments de la base de <"(Z,EP)
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g-ui ne respectent pas 1 ”idéal o x - EN développant D dans cette base, on en

tire que I°un des D‘n’r' 9 » engendre M?0,, et 1’on prend D = Dy

Ly

Je dis que DtF est inversible, ce qui entrainera ordx(™’) =1,

donc A.7.2. En effet, si Dy* n’est pas inversible alors H ,DM,OEr* M’OZ_

9

et conme ord”™>1 , on en tire que M’ ne divise pas DM~ , donc B(i) 4 o(p)

et &7 =06u ,ou 6 est inversible, d’ou Ifon tire Dy’ = 6+u-D6

donc DJ” inversible, ce qui établit A.7*2. dans ce dernier cas.
B) PROBLEME.

Etant donnés (X,f) comme ci-dessus, avec dim(X) = 3 , nous allons montrer
qu’il existe un morphisme propre e : X---> X , tel que

(1) e est composé d’un nombre fini d’éclatements de centres réguliers

(i) E? = e 1(VQAX,T9PH)) d est un d.c.n. de X~

(i) J(xF,F,E») = 0~

Alors, d’apres C5] (1.5) » en tout point x” de X~ , il existe un
voisinage affine U’ de x” , U’=Spec(R?) , des éléments g,u™,...,u, de R~
et des entiers naturels a(l),...,a(n) tels que , dans R* , on a

(@ T =gP +,Tua

®) div(ul----ur) C ET

(©) au moins une des deux conditions suivantes est satisfaite
(c-) a~0 (p) et y unité,
(c-2) ul#...,ur  font partie d’une p-base de R~ .
C) MODIFICATION.
On appelle modification une suite (M,ir(@) : X(i+1) == X(1) , Y(I) *0i™n-1
(@) G °x(M@) yori™n ; E(G) , 0Mitn)  telle que

(D les X(1) sont des schémas satisfaisant aux conditions de A. 1,

(@ E(1) est un d.c.n. de X(I)

@) Y(1) est un sous schéma fermé de X(i) a c.n. avec
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E(i) et () : X(+l) X(i) est I"éclatement de X(i) centré en Y(i) ,

&) Y(1) C Sing(X(1),f(1),E(1))

G) E() prG-1) 1 (EG@-D) U Y(-1))]Jred , 1*i«n , E(0) = €,

®) @) = f@-Doir(i-0 , Ui™n , F(O) e OX(Q)XO))

On pose

@ e(i) = Tr(oir(i-1)o. . ott(0) , 0%i™n-1

(@) pour tout xS x(i) , v(X) « ordx [J(x(1),F(1),E(1))] ,

© vX(@)) = sup [v(X) | x e X(1)] , O«i«n

On dira que 1*entier n est la longueur de la modification. Une modification
de longueur O est tout simplement une paire &(0),f(0)) = X, ou P
satisfait aux conditions de A.1. On appellera modification de (X,f) une modi-
fication telle que &, ) = (X(0),f(0)) . Enfin, pour prolonger une modification
de longueur n en une modification de longueur n+l , 1l suffit de choisir
un fermé Y(n) C X(n) satisfaisant aux conditions ) et (h) pour i =n ,
souvent pour alléger les notations, on notera (X’,E”) au lieu de X(n+l) , E(ntl)

Par abus de langage on dira souvent "'soit &(n) ,f,E(n))” au lieu de "soit
une modification (n,7r(d) : X(i+l1) @WX(D),Y(@) , ™itn=1 , F@() » °X(i) * NI,
E(I) , O™i'n) avec T = T(O)n, en particulier cela sous-entendra que n est la
longueur de la modification.

L ’expression "x N X(n)# sous-entendra qu’on a une modification (x(n),F,E(N))
et signifiera que x est un point de X(n)

De plus pour Osi™n on notera T au lieu de *(i)

D. LES ECLATEMENTS PERMIS.

DEFINITION D.1.

Soit (X(n) ,F,E(n) ) une modification , soit x(n) ™ Sing(X(n)) , soit

Y(n) un sous schéma fermé de X(n) . On dit que Y(n) est permis en x(n) si
@ x(mM™NY() et si Y(n) est régulier au point x(n) ,
(i) Y(n) est a croisements normaux avec E(n) en x() ,

(iii) si P est I’idéal de Y(n) dans ") x(n) ~  celul du

point x(n) , on a ordL.(J(X(n) ,F,E(M) ,Y() )):ordlw(J(X(n) JL.EQ) YD) ,
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cfest a dire que si T) est le point générique de la composante de Y(nh)
passant par x(n) ,on a :a(Yy(n),n) » aly(n),x(n)) #
(v) Y(nN)Q3ing(x(n) ) au voisinage de x(n)
DEFINITION D.2.
Soit (X(n) ,F,E(n) ) une modification. Un fermé Y(n) de
X(n) est dit permis s"il est permis en tous ses points.
Jusqu’a la fin de D. , on considére un fermé irréductible Y(n) de X()
dont le point générique est noté n .

D.3 Si Y(n) est permis en x(n) , dfaprées (A.3.(vii)), on a :

vx(m)<a(Y(n),x(n)) « o(Y(n),n)<a(x(n))*v(x(n))+1

D.U. Si Y(n) est permis en x(n) , on a donc trois cas possibles
@ vxM) = ax(n)) = aY(n),x(n) = a¥(n,n) ,
@) a(x(m)) = v(x(m)+1 = a(Y(n),x(n) « aY(n,n) ,
@G vx()) = aY(n),x(n) = a(y(n,n) = ax(m)-1

D.U.L. Si Y(n) = |x(n) j, on ne peut étre dans le cas D.U.(3)

D.5. On a équivalence entre

(Y(n) est permis en x(n) et on a-D.U.(I) ) et

(Y(n) vérifie D.1.(D)@ND)AV) et ax(n)) = vx)) = ay(n),nN™ D
Preuve : il suffit de montrer la réciproque, en fait il suffit de montrer
que Y(n) satisfait a D.I(iii) , c’est une conséquence de (A.3.(vii),A.3.2.).
D.6. On a équivalence entre

(Y(n) estpermis en x(n) etonabD.U.(?) ) et

(Y(n) satisfait aD.1.(i)(A1) et vx()+1L * ax(n)) = a(Y(n),n™1) .
Preuve : il suffit de montrer la réciproque, en fait il suffit de montrer
que Y(n) satisfait a D.1.(iii) et D.1.(iv). D "apres (A.3.(vii),A.3.2)) ,
on a les inégalités : a(Y(n),n)™a(Y(n),x(n))™a(x(n)) , ici les deux

termes extrémes sont égaux, donc on a deux égalités, D.1.(iii) est vérifié,
de plus a(Y(n),n) - v(x(n))+kv(n)+1 , coome v(xX(nN))™ pax hypothese,

on a v(n)Vl et donc au voisinage de x(n) , Y(n)Csing(x(n)) .

D.7. On a équivalence entre

(Y(n) est permis en x(n) et on aD.U.(3) ) et
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(Y(n) satisfait aD.1.GYGiI)Gv) , alY(n),n) * vix(n)) et si (U,A) est
une p-base de °X(n),x(n) adaptée a &x(n),Y(n))

et E(n) » € 9 ordx M jJ((D«j F)/h(x(n) )) * vx(m)H™D)
Montrons d’abord la réciprogue : la condition sur implique

a(Yy(n) ,x(M)H)»vXx(m) ) , alors, par (A.3.(vii) et A.3.2.) , on a les inégalités :
v(xn)) = ay(n),n)<ay(n),x(mHvx()) , qui prouvent D.1.(iii).
Montrons la directe : I’égalité v(xX(n))+1l = a(x(n)) implique :

ordx™M j((O I H)/bX(MHINVKX(M)) , IMNiNs , avec Inégalité stricte si
r+l”i<s , comme v(x(n)) = a(Y(n),x(n)) = ordxM*Qx(n),F,E(n),Y(n))) ,on a
égalité pour un 1 ° , .e. k+IMivr .

On a ordx™Mj(@™-jit)/hx() NDN.vx) )+l , r+1l”Ni"s , on a donc :

(€¢D) clt’f\\;Dir(j(X(n),f,E(n),Y(n)) = cW(fl.,i ¢ I3) :

REMARQUE D.8 .

La condition :

@O ay(n),n)n2

entraine la condition D.1.(iv) .

Preuve.

Par (A.3.(vii)) ,on a v(n)>a(Y(n) , dnc ne Sing(x(n)) , Q.E.D.
REMARQUE D.9-

La condition :

D Y() est combinatoire (i.e, n est un point de croisement pour E(n)
(A.6.1.)) et v(n) = v(x(n)) , implique que Y(n) est permis en x(n) .
Preuve.

On a clairement D.1.(i)(ii), par A.6.1. , on a :

I, FLE(M),Y(M)) = I(x(n),F,E())

donc a(Yy(n),n) * v(n) et ay(n),x(n)) = vx))

d’ou a(y(n),x(n)) ® a(y(n),n) , ce qui prouve D.1.(ii1),

comme x(n) € Sing(X(n)) , on a vxM))VI et donc v(N)™L ce qui prouve
D.1.(iv).
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E. LES LOIS DE TRANSFORMATION.

PROPOSITION E.1.

Soit X(n),f,E(n) une modification, soit Y(n) nn ferme régulier

de X(n) , irréductible d'idéal P , de point géénrique N, a c.n. avec E(n)
alors si on effectue | féclatement ir(n) centré en Y(n) , on a , avec

les notations de C. et (A.3.1).
A(X(n+1) ,fE(n+1)) ="(x(n),f*,E(n),Y(n))Ox(n+l)
$(x(n+1),f,E(n+1)) =5« (X(n) ,f,E(n))p“(Y(n))Ox(n+1j
j(X(n+1),fE(n+D) = P-a(i(n))J(X(n),f,E(n),Y (n))Ox(n+l)
REMARQUE E.1. 1.
J(x(n+1),f,E(n+1)) est le transformé faible d'un idéal qui dépend
du centre d'éclatement.
Preuve de 1.
Soit x(n) un point fermé de Y(n) , soit U un voisinage affine de
x(n) tel que OX(U) est muni d'une p-base (u,A) satisfaisant a (A.1(11)(12)
(13)(1U)) pour x(n),E(n) et Y(n) , x(n) point fermé de Y(n) . Effectuons

Tr(n) . Regardons d'abord l'ouvert affine V de X(n+tl) au dessus de U

ou Ug+t es*k l’idéal du diviseur exceptionnel de Ti(n)

E.1.2. On pose ; = 1u , 1%i™g ou k+17i7nr
v = V i = Vd+1 =« vj =V v oo» *
(1) (V,X) = (v ,...,vr Ar+l  ee. As) es-t p-base de °x(n+I)"V~ et on a :

duu/u® = dvMvr 17NN ou k+17Mr
dv/iv = dur+Mur+n ) dujluj = dvj/vj+dv/v , q+272j*k . On en déduit
(2) DMAMoTr(n) = (DMY2-jf)o(n) , 1<IEq ou Kk+l<i<r ,

DWfov(n) DMAJFWN)

= x f .
(dnE q+2-y
DM~ fQTfin) = @nn yoTr(n) , q+2ij$k

Ce qui donne
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VsX« _
e vb -

OpjPoir(n) * v,v 9 t+17i$k , et donc

p
C0 DYPF = v Yoir(h) m ED2-jHonr(n) , t+17iNk .
La premiere assertion de la proposition de la proposition découle facilement

de @ et () , la deuxiéme assertion est donnée par la définition du
E(n+1l)-p-g.c.d. (A.2. et A.2.1.) et E(n+l) * div(v_j-=V\) et
ordp(™"(X(n+1) ,F,E(nt1)) « a(Y(n)) + ordp(Ix(n) ,F,E(n)) , la derniére

assertion est conséquence des deux premiéres.

Quitte a permuter les u™ , il suffit d’étudier maintenant 1 ’ouvert ou
VvV = est I ’idéal du diviseur exceptionnel de Tr(n) =

E.1.3. On pose :vi =u" , 1M ou k+1MINr

Vv =uttl = v+l L, y. +Uj/v , gHl-Sjrk L § N+l

@O w,X) = (1 LV Xr+l , ... ,Xg) est une p-"base de °x(n+lI)” et on a :

dur/un = dvv/vh , 1NN ou k+HINEIYT

dv/v = dut+1l/ut+l , dUyj/Uj = av./v. + dv/v , gtl-S)-Sk , j T t+1
On en déduit

@ Dvj.ajfoir(n) = (DMAFYoir(n) , Uing. ou k+l<i<r ,
DM[til]folT(n) “ (C+i<j<k DM]j3fHon(n) ,

DWjfoir(n) = OWjjHoir(n) , g+lNj<k , j F t+1

Ce qui nous donne

@B vDAJFoTTIn) = u™ (DAXPo7r(n) = viv (ONJjF)oir(n) » t+22i°k , et donc
QO DMoir() = v MHoir(n) , t+2<i<k

Comme ci—dessus, (2) et (h) impliquent la premiére assertion de la
proposition, la deuxiéme assertion découlant de la définition du

E(n+1)-p.g-c.d. (A.2. et A.2.1.) et E(n+tl) = div(vl.. ) et
ordp(™ (X(n+1),f ,E(n+1)) = a(Y(n)) + ordp(IX(n) ,F,E(n)) , ce qui prouve

aussi la troisiéme assertion et qui termine la preuve de E. 1.
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E.-1.U. De E.1.2*(2) et E.1.3.(2) , on déduit que, avec les notations de
E.1.2. et E.1.3. , on a dans les deux cas : I(X(n+D),F,(v,X)) est le
transformé faible de I1XX(n) ,F,,X)) (A.6.(2)) et, par un développement

sur les p-bases , R(f,u,X) « R(F,v,X) =

E.1.5. Dans ce paragraphe, nous allons introduire la notion de directrice
d’un idéal homogene et I ’utiliser pour étudier le transformé faible d’un
idéal par éclatement.

NOTATIONS E.1.5.1.

On désigne par Kk un corps , est un idéal homogéene de K[S]= kFfU, ,... ,uj

1 "algébre des polynomes a 1 indéterminées sur k , soit C = spec(k[s]/™)
On supposera toujours 0 et (1) et on posera v =
ou ywu= (U1,...9\Jp

PROPOSITION, DEFINITION, NOTATION E.1.5.1.1.
Avec les hypothéses et notations de E_.1.5.1. » il existe un plus petit

sous-espace vectoriel S1 de S = W j+...+tkU~ tel que
<D N « (kfs”rv™kQs] -

On appelle directrice de Vy et on note Dir(™) le schéma
@ Dir(™) = spec(Kk[s])/(siK[s]))cc

On pose

@ VDir@dr =S1.

Preuve.

Voir [6],(1.5.6.) et le paragraphe qui suit.

PROPOSITION E.1.5.1.2.

Avec les hypothéses et notations de E.1.5.1. 9 soit F , Fhomogéne

et deg(F) =v , alors , F € kfs"]

Preuve.
En effet, on a F = F+G+ avec Fi G (K[si]n® »Gi e k[s] ,
et homogénes, par homogénéité de F et de ~ , on peut prendre

deg(FM)+deg(G™) = deg(F) = v , 1™ , comme deg(F) est minimal, on a
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deg(PY)deg(F) , 1Mi‘n , donc deg(m) = deg(F) , deg(G™) =0 ,CG e k ,
I~ , dfou le résultat.

On en déduit les quatre propositions qui suivent ou on reprend les hypothéses
et notations de E.1.5.1.2.

PROPOSITION E.1.5.1.3.

S’il existe L ™ KsS] tel que L divise F , alors L ™ kfs™]

PROPOSITION E.1.5.1.U.

Si ULl”~VDIird) etsi F€EJ etsiona F=~ 2?2 UlEG. ,deg G. = v-j ,
1 V Oij*v. 1 J J

a!ors \Y Dir(Gj) C Vv DirQd)

PROPOSITION E.1.5.1.5.

Soit T un sous—espace vectoriel de S , on a un morphisme surjectif
r : k[s] akjs/T]

Si N est engendré par des polyndmes homogénes de degré v de Kk[s] , et si
fl- "<*> + B , alors on a alors on a

rlv Dir 2] : v DirkD) .

PROPOSITION E.1.5.1.6.

Avec les notations de E.1.5-1.5. » si on a

T=<U2> et r™ = @I ,

alors

() 1l existe a G k tel que UW+au™ ~ V Dir(™ ,
(i si U.,xak2> VvV dir(™) alors <, ,U02>C V DirQjjo ,
@in) si J Kk[uisu2] , alors dimV Dir("™)»3 .

NOTATIONS E.1.5.2.
Soit R un anneau local régulier de dimension 3 et dfidéal

maximal W = x , on pose k = RAnv , (W ,uMu™) est un s.r.p. de R ,
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on pose Uj m in"Cw) , 1™Mi™3 , on a donc gr*(H) * i(I\JVUZ'U?’] .

Soit 1 wun idéal non nul de R et 1 4R »onpose v * orc\N (MD»1 .

Pour tout élément f€ R tordW(f)"v , on note clf\t/v(f) 1 fimage de r

dans , On note ci™()Cgr 1’idéal de gr engendré
« el(Cgr R®) gr ® eng

par les clff@f) , Fel .
Soit Y un fermé régulier d*idéal P de X = Spec(R) tel que ICPV.
Nous allons effectuer I"éclatement iInmX*— > X de X centré en Y

et étudier le transformé faible (P VI)OX, de 1 .

DEFINITION E.1.5.2.1.

Avec les notations et hypotheses de E.1.5.2. , on appelle directrice de
I et on note Dir(l) Ila directrice Dir(™) de y

PROPOSITION E.1.5.2.2.

Avec les hypothéses et notations de E.1.5.2. , si dim(Y) = , alors

1 =PV et (PVIOX, = 0X, .

Preuve.

Soit FGR tel que P=1fR , alors ICFRVR , or , il existe "G 1
tel que ord:l“gf')z v donc f" = ¢V avec TT inversible dans R ,
donc I = fFfR=PV . De plus & est un isomorphisme puisque Y est un

diviseur [6](II .1.1.1.) et donc P VI = °x#= °X

PROPOSITION E.1.5.2.3.

Avec les hypothéses et notations de E.1.5.2.1. , si dim(Y) = 1 , on peut
choisir (upUg,”™) tel que I(Y) - P = (uUMug) et alors

(@ V dir(l) CkukkU2CK[U1,U2,U3]= grR ,

(i) w 1) est la droite projective Proj (kW ,

(i) si v Dir(d) est de dimension 1 , dans « 1) = Proj &1 ,UgD) ,

tout point x" différent de Proj(Vv Dir(1)) , ordx,(P VI) =0 ,

(iv) si V Dir(l) est de dimension 2 , en tout point X" au-dessus de X

ordx ,(P-VD<v .

en
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Preuve.
Puisque IC(ul#u2)Y , on a cl™ljQcfur 1 ., ce qui prouve (I) . On a
X « Spec(R) , donc [6](11.1.U.) , X" = Proj(R[UL,2})/(u-PJ2-u2U1) , donc
r "X) « Projikfur,Ug]) , ce qui prouve (ii) . Pour prouver (iii) et (iv) ,

nous utiliserons le lemme qui suit
LEMME E.1.5.2_U.
Avec les hypothéses et notations de E,1.5-2.3. , soit v ™~ P tel que

04 clé‘f&v) G Vv bir(D) et soit Z « div(v)CX , alors , si Z°CX" est le

transformé strict de Z ,on a :

(M) Z0ux ~(Y) est une courbe que #w projette isomorphiquement sur Y ,,
(i st xf* £ "X et si ordxfﬂD VIOZ-f) = v 5alors x* ™~ ZF et

0 # cln,(P~V)CV Dir(P-VIOX, ,) mod(P,u3) .

Preuve de E.1.52.U. et de E.1.5.2.3. (iiD(iv)

Quitte a modifier W et u” , on peut supposer que v = u . D"apres
[6](n-1.U.) , X* est recouvert par deux ouverts affines 0 et O*. Dans
01 , ul engendre P , dans 02 , u2 engendre P , .Pulox,(O)= () , donc
Z" est le complémentaire de O dans X" , c"est la courbe de

02 = Spec(H(u™/u™) ) d"idéal (u™/u”™u”™) , on vérifie que I"inclusion

R ———-> R[ul/u2] induit ™ isomorphisme R/Tu”ug) ----» RDilAi2]/ (ul/ug 0g)
ce qui prouve E. 1.5.2.U.(i) . Comme ordp(1) =ord (i) = v " il existe

fel ,ordp(f) =ordjf) =v et T - oMN™>Xiuluz® » €* *

un des X. est inversible , OMiwv _ Alors f/u, €0X,(01) , donc

0$irvXitu2/u 1N eP  10X»(O0 -

Tout point ferme y de OMtT~x) = Spec(R[u2/u.B/(u.]-Ug)) = Spec(k[u2/u.,])
est défini par un polynéme irréductible $ de k[u2/ui3 et » on désigne
par T I"image de f/u" dans RJu2/ul]/(ul,u3) = k[u2/ui] »on a

= (MLgv*i7U2MNU LN 1 * F0 I"image de X~ dans Kk , O<i?Vv
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et on a ordy(f/u™M)”ord™M(f*) .Si »VDir(l) ,ona X] =0 si 14v ,

donc f” » X~ est inversible , ce qui prouve E. 1.5.2.3. (iii) . SiI y est

non rationnel sur x , alors deg($)”2 et donc ord (f/u™M)™ord (F*)v/2
Ainsi, si ordy(f/u®) * v ,y est rationnel sur x , # “Z+1Ug/ ,y € k ,
~ = 8%v = 6(i+(UQ/ul))v , je k , donc clVv(H = 6(iUl+tUp)V .

Comme U%€ vV Dir(l) , il existe gG I , ord**(g) =v ,V Dir(clv(@)) 4dTU%+U0
donc ordy(g/uY- <v . En résumé, si U € VDirll ,ona ordy(P’\IOX )<V
pour tout y £ O0™n-n"ix) . Si  dim(V Dir(l)) « 2 ,on a G VvV Dir(l) ,
donc ord™(P VIOX,)<v pour tout; y e OMOttrTx) o donc pour tout y & tr 1(X).
Ce qui prouve E.1.5.2.3.(iv)

Prouvons maintenant E.1.5.2.1+_(i1)

Si ona °rdx,(P VIOX,)=v , on adonc kU =V Dir(l) et x* est le

point de paramétres (@WMu™,u2,u0) , si T est un élément d’ordre v de 1 ,

ona clv@® = 6u\£ 6 ~ k et donc f*Ag = 6(u%/u/Q)Vmod(uO ,U) , ce qui

3
prouve E.1.5.2_U_(i1)

PROPOSITION E.1.5.2.5.
Avec les hypothéses et notations de E.1.5.2.1. 9 si dim(Y) = 0 , alors

(@) uwl®X est le plan projectif Proj (kju* ,U2, UV »

(i) dans w 1(x) , en tout point y a l’extérieur de Proj (V Dir(l))

on a ordy(P Vlo}if)<v .

(ifi) soit v~ P tel que O 4:CIQ\§V) N~V Dir(l) ,si x” est un point
fermé de @ 1(X) tel que ordxt(P V10, ,) = v , alors

0 #cl.Jt(p"v) e V Dir(P-VIOXx ,>X,) mod(inx ,(POx,)X,))

De plus, si dim(V Dir(l)) =1 ,on a :
i(l) P VIOA_t , = vﬂ/Oxt T mod POxt , ou v’=wv/t ,t étant un

Jelement de P tel que tOXf ,Xt: PO:Lf,xf .
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Preuve.

Dapres [6](11.1.U.) , X” = Proj(R[UL.~_UMAujUj-Uji.) I« ,j<3, ¥j)) ,
donc T 1) = Proj(k[U1,U2 ) >ce qui prouve (1) .,

La preuve de (if) nfest pas du tout triviale, I hypothese dim(x) = 3
est essentielle, on trouvera cette preuve et un contre-exemple de (ii)
en dimension U dans [lo](theorem 2. and theorem 3.) .

Quitte a modifier (u™Mu”™u”) »on peut supposer que u =v , d’aprés (ii) ,

P ™VMH(X?) =0 et dimV Dir(l)) 2. St dim(V Dir(l)) = 1, on peut supposer

quitte a permuter u™ et u™ ,que XF est dans Iouvert O de X’ ou

u2 engendre p°x, *?our tout fe | on pose

F=FUL,WR,B) = € kfu, ,02,U3] , on a alors

flu2 = F(u™/u2,1 »u™NUg) mOd(u2)ck[ul/u2,u2/u24y ,

donc P VIOXi#xt " s UW/u2,l.n~/u2) mod(u2) , = cl™(). Puisque dim(V Dir(l)) =1
alors J = U™NUL,L2 ] ,donc P VIOxt xt= (ul/u2)v mod(u2) , donc
V(Dir(P“VIOXt'X ) Dk(x™)in ~u”/iu) mod(uQ) , ce qui prouve (iif) en ce cas.

Si dim(Y Dir(l)) = 2 , quitte a changer (u™u”™u”) , on peut supposer

que v = u* et kiu~kUN =V Dir(l) , autrement dit , v* = uv~u® >

v2 = /U™ ,V3 =U3 est un s.r.p. de 0%, X, . Puisque ku™~ki™ =V Dird) ,
pour tout £~ 1 ona f=Fv@W.,W +F” ,F* " , donc

UAVE = FVIVI»V2A + v3F" » F" € °x» ,x* » donc 1,idéal y - clx.(p VIOx* .x'*

est engendré par les éléments Fv(g>~2) + 1y 72(FF1) , donc modulo .

1 ’idéal J"1 est obtenu a partir de jj= cl?il) par 1’isomorphisme

kDVU2] ———ktV V2] » ul —————- »I =1 ou 2 =

On en déduit que V Dir(™'™) mod(V> D KV + kvg , ce qui finit la preuve de (ili).

E.1.5.3« Dans le paragraphe suivant E.2. , nous allons étudier le comportement

de v(.) lors d’un éclatement permis. Pour chaque cas D.U.(D@)(R) , on
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appliquera E.1.5* & un idéal ICO)Mn’_" xén’)k tel gue Ordxv/n'*(l) * v et tel

que le transformé faible de 1 estcontenu dans JXx(n+l1),F,E(n+tl)).
PROPOSITION E .2.

iSoit (X(n),F,E(n)) une modification , soit Y(n) un fermé

de X() permis en x(n)€X(n) , soit iIr(n) |Iféclatement centré en Y(n) ,
alors, en tout point x(n+l) au dessus de x(n) , v(x(n+L))™vXx()) .
NOTATION E.2.1.

;Soit - (X(n) ,FL,E(n) ) une modification , soit x(n) € x(n)

U un voisinage affine de x(n) dans X et (U,X) une p-base de )
adaptée en x(n) . On note :

@ f. - /A, 1«iit, = (D TjFI/hCxCn)), t+1$iss.

On pose

@ Dir(x(n)) = Dir(c\J(X(n),F,E(), [x(N)j), si aXx()) = v(x(n))
@ Dir(x(n) ) = DirclFIXM) EM))) si ax(m) = v(x(n)+1.
E.2.2. Prouvons E.2. dans le cas D.U.(1). On a donc :

@O vx@) « ox(n)) = a(Y(n)) , cet entier est noté v

On note :

@ Dir(x(n),Y(n)) = DircI*(I(X(n),f,E(n),Y(n))) (E.1.5.1.1.) ,

@ Dirx(n)) = Dirx() , Ix(nN)p = DirCcI?NIX) LEM) , ~x()J) -

Si (u,X) est une p-base de °X()@U) adaptée en x(n) ,on a :

W Dirx),Y())PDIir (x(n)) = Dir(cI®UX(n),TF,u,X)))) .
Preuve.
Il suffit de remarquer que Ifon a les inclusions :

cIMiIX(n),FLE(N),Y(N)) = clV(F., 1Mt ou  k+17MiNs)
le\t/l(J(X(n) SFLEQ) L Jx(n) §) = cltK/(fl. LANMEE ou r+tEI£s) « clr%/(l(x(n),f,(u,X)) .

Comme IMg™MMt™k™M”s , le résultat est clair.

D’apres (E.1) le transformé faible de JX(n),f,E(n),Y(n)) est
JX(n+D),F,E(n+1)) .De E.1.5.2.2. et E.1.5.2.3. et E.1.5.2.U. , on déduit :
B st dimX(n)) =3 et dim(Y(n)) = 2 , en tout point x(n+tl) ™ () 1x(M))
vx@+1)) =0 ,
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®) si dim(x(n)) »3 et dim(y()) =1 ,Y(M) =VQl,u2) , alors a I"extérieur
de Proj (Vv Dir(x(n),Y(n)) QProj (Vv Dir(x(n))) Cproj (kx(n)) [UL\I])=Tr()~1(x()) ,
v(.) a strictement baissé, si dim(V Dir(x(n)))- 1,

a Ifextérieur de Proj(Vv Dir(x(n))), v(.) est nul,

@ si dim(X(n))* 3 et Y(n) « |x(n) j , alors , a Il fextérieur de

Proj(vV Dir(x(n))) Cproj (k(x(m HE*.2»"3) = ) 1x(m) , v(.) a

strictement baissé et méme, si dim(V Dir(x(n))) s 1 , en dehors de

Prog(V Dir(x(n))) *v(.) est nul =

En appliquant [6](11.3.8.) a J(x(n),F,E(m),Y(n)) , on voit que :

@) si  dim(x(n))™J alors en tout point x(n+tl) au dessus de x(n)
v(x(n+1))*v(x(n)) <

E.2.3. Traitons le cas D.U.(2) = 0On a:

@O ax@()) = vx(n))+1l « a(Yy(n),x(n)) « a(Y(n),n) » cet entier est. no*ce Vv+i
On pose :

@ Dir(x(n),Y(n)) = Dir (FN,t+1MNisk) , (A.1-(13)) ,

@) Dirx(n)) = Dirx(n) , [x(n)]) = Dir(fi ,t+1Ni™) .

On remarque que I hypothese ordx (M) @&M) ,F,EM) ,Y(h)) = v+1 implique

ordx (nJ( ,k+1™MiMr )»v+l et ordx(n) J<i*t )+l |, on en déduit :

& Dirx()) = Dirx() ,Y(n) ) = Dir @x(n) ,F,E(M) )= Dir (Fi ,t+1"17°k)

En appliquant E.1.5.2.2. ,E.1.5.2.3. et E.1.5.2.U. a (" t+1™"i1"k)

dont le transformé faible est clairement inclus dans J(X(n+1),f,E(n+l)) , on a :
GB) si dimX(n)) =3 et dim(Y(n)) = 2 , en tout point x(n+1) G Ir) ~x())
v(x(n+l)) = 0 ,

®) si dimx(n)) =3 et dim(Y(n)) =1 ,Y(MN) =VQl,2) , alors a
1Textérieur de Proj(V Dir(x(n))) CProj (k(x(n))HU.J, 02D = w()’1(xM) ) , v(.)

a strictement baissé ,

@ si dimx()) =3 et Y(n) = x(n)j , alors , a I"extérieur de

Proj (V Dir(x(n) ) CProj (k(x(n) )[u1,u2 = i) 1x@) ,v(.) a

strictement baissé et méme, si dim(V Dir(x(n))) = 1 , en dehors de
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ProJ (v Dir(x(n))) , v(#) est nul.
En appliquant [6](11.3.8) a (,t+1MiIk) , on a :

® si dimx@) alors en tout point x(n+l) au dessus de x(n) ,

v O+D)NVM)) -

E.2.U. Traitons le cas D.U.(3) < On a donc

@O vx() « aYy(n),x(n)) = a(y(n),n) & akx())-1 , cet entier est noté v .
D"aprés D.U.1. ,|x(n)j~Y(n) et ,d"aprées D.7.QD)

@ clvgm),t,E(),Y()) - clf_\)/f\sfl_,k+1<i<r) ,

on pose

@) Dir(x(n),Y(n)) = Dir(Ax),F,EM),Y()) = Dir(f*,k+1<i”r) .

En appliquant E.1.5*2.2. et E.1.5.2.U. & Jx(n),f,E(n),Y(n)) ,on a :

) si dimX(n)) =3 et dim(Y(n))
v(x(n+tl) =0 ,

G si dinx@M) =3 et dim(Y())

de Proj(V@irxm),Y(M))))Cproj(kKx(n))[U1,2D

2 , en tout point x(ntD) ™ ir() 1(x(n))

1,Y(M) =VQl,2) , alors en dehors

mE 1@ L, v() a
strictement baissé.

En appliquant £6(11.3.8.)] a Jx(n)9F,E(n),Y(n)) ,on a :

@ si dimX(n)™U alors en tout point x(n+l) au dessus de x(n) ,

v +D)MVX(N)) .
DEFINITION E.2.5.

Soit X(n) ,F,E(n) ) une modification que 1“on prolonge par
Tr(n+) - X(n+i+l) &= X(nh+i) , tMiIM0 . Soit x ™ X(n) . Un point v-proche
de x est un point X" € X(n+i+l) se projetant sur x et tel que
v(xX") = v(X)
E.2.5-1. Bien sOr, si les Y(n+ti) ne se projettent pas sur x , r(n+t)o..-ott (N)
est un isomorphisme. Par suite il y a au dessus de x un seul point
X" N X(n+i+l) et x° est v- proche de Xx .
DEFINITION E.3.
Avec les hypothéses de E.2. on pose v(x(n)) = dim.xXM™(V Dir(x(n)))
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DEFINITION E.k.
Soit x(n) un point de X(n) et J un idéal de Ow(n)* e On note

e(J) Ile plus petit entier k tel qufil existe une p-base (u,X) adaptée

en x(n) avec

V Dir(j) C <U15U2 vV

On pose
e * eX(n) ,F,E(M) ,Ix] ) si axX * v(¥)
e = eG&x(n),F,E(N)) si ax) m v(xX)+1
On dit que e(X) est llencombrement de &X(n),f) au point x .
Cette notion a été introduite par S.S. ABHYANKAR [i]
PROPOSITION E.U.1.
Soit x(n) un point de X(n) avec a(x()) = vx()) , soit (U,X) une
p-base adaptée en x(n) , on note k(x(n)) le corps
résiduel de x(n) , soit k un entier . k" er = dim(o)?(n)v,x(n)\) -
on pose F = clvV(ffF) , avec f = b(x(n) )fFAHR(F,u,X) , cF.A.5.(12) ,
alors on a 1 ’équivalence

VDir(x(n))c <Ul,... W)=~ F € k(x(n) )[ul,..=,K]

On observera que V Dir(x(n)) peut-étre différent de V Dir(F) , voir
1"exemple qui suit en E.5*I(iii)
Breuve . 8n est dans le cas (D.U.(1) , E*2*2.). On écrit

ff= + 6v+§ 9 désignant la sommation sur les multi-indices
a= (@@)e-..,a(d)) avec a(D)t.,.ta(r) =v , inversible ou nul ,
enfin ord(gM+1)"v+l

Observons que

Vi o 1l«i”s , (h(x(n) )y&ua)) = p(a,i) hx(n)) ua
et pour tout multi-indice a tel que est inversible , 31 » INis ,

tel que p(a,i) soit inversible. En appliquant E.1.5.1.2. aux

(o iﬁ h(x(n /F) h(x): on a la conclusion.
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EXEMPLE E, 5.

Nous allons étudier le cas ou v(x(n)) * 1 .,ax(n)) = v(x(n)) , ce cas
est parfaitement décrit par la proposition suivante que nous n"hésitons
pas a établir sans hypothése sur la dimension de X(n)

PROPOSITION E.5.1.

Soit x(n) un point de Sing(X(n)) tel que axx(m)) * vix(n)) =v ,

soit U un voisinage affine de x(n) et soit (U,X) une p-base

de °x(nYU~” adaptée en x(n) ,on a :

erx(n) (OX(n) ,x(n)) = w2t V),

f = hx(n) YF*R(F ,u,X) » h(x(n)) ' J A= |i,1<i™r |, diviii )CE(N) |
(A.5.(10)) , F = clv(f) G k(x(n))[ul9...9r]

On suppose de plus que V Dir(x(n)) est de dimension 1 , et que

Le k(x(n))AJ,... ,Ur] est une hase de V Dir(x(n)) =V Dir cl¥(AXM) ,F,u,x)))
[E-2.2.(U.)), alors

(1) O1 L est proportionnelle a un , 1M r alors F = ce kx))* ,
(ii) si v=0r) ,alors F=cLv , ce k(x(n)*

(w*) Ei ordx(n)(h&(n) ))+ta(x() fo() , on est dans le cas (ii) ou (@) ,
(@) si v~ 0O(p) et si on n"apas (i) , alors , quitte a réindexer

les v , I™MiIr , et a les multiplier par des inversibles , on a :

L =yqyp 2divQuUru2)cE(n) , et pour 3MNiEr div(U*)E() ou A1) = 0() ,
(A.5-(10)) . Vm e N , on note wi, 1® représentant de m mod(p) dans [O pap-
alors A/(NI)+\A/<p ) AA(2)+C<p , A€1)+A?2)+v =p , A?l)A?Z) N0 etona :

F= woijind)ZADHNUN-§ L ce kM)IP .

On montrera que A(1)+v<p =[(A(1)+] = O(p) @ = 0(P)1,

pour donner un sens a la formule précédente, on convient que

(J\/)(I/(A(I)+j)) « 0 si (}() = 0(p)-

Preuve.

On remarque que le systéeme @U,X) = (],- --,Ur ,X’(f,r+1ii<s), XN = inx(n) x.D) »

est une p-base de kXx(n))[ui,...,Ur] et, si on note
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a®(x(n)) = a(x(n)+ordxmjh(x((n))) et

HXX(N)) « clv (hx(n))) € kx(n) H£ul,... ,ur] ,on a :

@ m III,(H(x(n))F) = cl“"x(n} OWTjf) , I«i<s .

On remargue aussi que I7on est forcément dans un des trois cas (1) , (ii)
ou (iii) et donc le cas v(xX(n)) = 1 est bien décrit par la proposition.
Preuve de (@) =

Si L U V] » 1<J<s DM HMHF) - clv OWIjH) = cOHOHX(N)HU*
en appliquant A.5.(5) (M (10)) a HX(M))F et en remarquant que

R(HXX(N) )F,T3,X) = 0 , on en déduit que HX(M)HuV divise HX())F , donc
F=cuw ,come deg(F) =v ,ona c”™kXM))* .

Preuve de (i) .

Soit 1 , 1Nir , tel que degy L = 1 , soit ce k(x(n)) tel que
i
degy (F-cLV)<v , alors deg™ (OVI* [(F-cLV) HX(M) ))IHXM) )<V , IN"s ,

dautre part, on a d"apres (1) :
DMl[i]_(H(X(n) IDHXM) ) = ag)LV , a(d) e kx(n)) , I<j<s et, comme Vv = 0(p) ,
OV HGM)ICLV)YHX(M) * cILV , 17°s , cd) = cAG ) pour 1I7<r ,
c() « DWJ"E©) pour r+irj<s ,c(f) € k(x(n)) , donc

OMIN(F-cLVIHXMD)HX(M)) = @J)-cGNV , deg™((@d)-cGNLV)<v ,
donc a(@) = c(d) , Igjs , donc  (F-cLVHHX@M) ) ™ kx() ) , - - -L,UrDP .
Si HX(n)) n"est pas une puissance p-eme, alors 3™ » 1M , A(i) 4 0(p) ,
div(uM)E(n) , donc v * O0(p) implique que R(cHXX())HLV,U,X) = 0 , comme
R(FH(x(n) ),U,X) = 0 on en déduit FHX()) = cHX())LV . Si HX(n)) est
une puissance p-éme, alors en posant c¢" = cR(c,XJ,X) , on a

R(c"HX(M) )LV,U,X) = 0 ,on a (F-c’LVIHXM) ) € kXx®M)) ,--- ,Ur])P et
donc F * c"LV =

Preuve de (ii") .

Par Euler, on a : i ﬁl—j"H(x(n) JF = a*"x(n) JHx() )F = cHX())Lv ,

ce k(x(n)) ,or a"x@)) = ot )+orax”™ (xM))) 4 °(p) » donc
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F*c'Lv avec c* = c/a"(x(n)) e kx(n)) .Si v = 0(p) , on est dans

le cas (ii), si v~ O0() ,onnote L=a(DU.j+...+a(HUr ,on a :
»NHX(N))F) « c(DHXE(M))Lv « c HX(n))A(D)L+a(i)Ui)Lv 1 , I<igr .

Or il existe un 1 , I™Mi'r , tel que a(i) " 0 et L est proportionnel

a A(DL+a(i)u™ , donc L est proportionnel a ,on est dans le cas (i)
Preuve de (iii)

Quitte a réindexer les u" , INiIr , et a les multiplier par des inversibles

on peut supposer : L = 1IM+.__+IN | 28mcr = On pose

= (OMMHXM)))FP))/HX((N)) = c(i)Lv , I<is , notons a(j) le coefficient
de uy dans 1 expression de F . Le coefficient de u}/ dans Fi est
A@+6™v)a@ ) , Uitr , 1IN < Supposons 3$m et écrivons que F1,F2 et

F  sont proportionnels, les coefficients de »S 'G5 sont proportionnels,

les triplets suivants sont donc colinéaires :

(A(D+adl) . A(Da(2) ., A(Da3)) . (A@a() (A +a(2) ,A(Da3)) .,
APah),AMa@),AB3®)+tva@d)) , bien sar , a(ha@a@) ™ 0 , sinon

les F.I n auraient pas de terme en u}j ,J=1,20u 3 , I™Ni"s , en comparant
le premier et le troisiéme triplet, on en déduit A(1)+v = A(Dmod(p) ou

AR =0(p) et A@)+ =0()) ,donc v =0p) , ce qui contredit nos
hypothéses , donc m = 2 .

En comparant P et F* 9 on voit que ((A(D+v)a(l),A(Da(?)) et
AM@aD),(AD+v)a(?) sont proportionnels , en calculant leur déterminant |,

on obtient :

@ AQ+AR)+V = 0(p)
D*autre part, on a A(D+ ™ O(p) , sinon on aurait degy (F)<v ,donc F1=0

et donc A(1) =0 , ce qui donne v = 0(p) qui est absurde. De méme , on a
A@D+v  0(p) et @ prouve alors A(LAR) O0(p) , on a donc

A AMDWV FOE) ,AD 40P A *0(PE) AR J 0P .k, F0 ,FE jO.
Soit j &N , Ogj<zv , on pose les développements p-adiques
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V * VO+VIP+—— +vmPm » J m jO+01P+-=¢+tJmPm , vo * v , jQ = j , Oiv~p-1

OCj™-yp-1 , O%i™m , on a :

YV * YY) °"Gp+Yp VI . .(Xp +YI) “e et donc :
(U) Q - (JoXJT)+*+(£) ntd(P) -
Pour tout j , Q«j<v<p ,ona j =3 ,g)msg) » (wviZjt(v-p)H * 0(p) -
D"apres E.U.1. , on a F s 0$j<vu” Hufo2~ *p(g) € kx®m)) ,
on a * A(D+HU(V)U+U2)v  qui est non nul par (3) , donc \fj
* YA AM+1)-> vIICHAMH) 4 o) »
donc Vj , 0NV >A(1)+j=0y) , donc A(1)+v<P > en raisonnant de la méme facon
avec » on obtient A62)+ p ; @ et (3 nous donnent :

® O0<A(HV<p , <A +v<p TA(DHADH =p t

De plus, puisque v =VvQ , jJO =73 , (0 implique :

® v G) s O(p) <

Si A(D+j » O(p on a A(L)H =p ; dfapres (B) on a wj et donc
Cj)= 0(p) , par suite :

™ A+ = 0(E ==>0)= 0(P) -

Ce qui justifie la convention donnée dans (iii) <

on a HX(M)F = HXO) @ G OUND+IUN @)V _IUAE) .. -uE(D),

y() ~ k(x(n)) (E.U.1.) .On a :

@) HXM))FL* HXM))p(W) UIH2)VAD+) |,

e, - (VXAAHVXgMW; <) =l «<i»*'tw4drl.

De méme :

(9) R2=Vv{Vv)A(2)("VvG)viup) =" = y(j)A()+v-jlujul-J ,

(10) F. = v(V)A(i) (@"G)unru2:5) = «£ . "W(«)AMUWNIpT , 3$i«r , en
convenant A(I) * 0 si divluM)E() ,
do . =ddipu<v))("=6Morj) - ogisv- 2 uG 3T e pKsiss e

Si () =0 ,alors AM+DYAd) = AOD+v-PDyd) =0 , AMyd) =0 ,
3«i$r , DM~jylj) - 0 , r+lii<s ;si y(G) ~0 ,
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le monéme pGHU™ N JJJAR YA MNJA(D) N HX(NF est une puissance

p-eme , ce qui est impossible , car R(HXX(n))F,U,X") * 0 , donc

a2 a4 * o »-pg) = 0 .

Si Cj) ~ 0(p) , alors A(DD+j ~ 0(p) , d"aprés (7) ; d"aprés (8 ,on a :
vg) " viv Q)@ A@)+))); diapres (12) , on a avec la convention de (iil)
@3 F - w360 (V/A(DHI)vvp

Nous allons montrer, en convenant A(i) « O si div(u. )*E(n)

(U) A@) @0() , 3$i«r .

D "aprés (10) , on a y(WA(I)) - y(DA(M) *y(W)(DAG)/(A(D)+) , donc
VN(MA(IDA(D = 0(p) , donc A(i) = 0(p) .

De méme, d"aprés (11) >pour r+l<i™s et ONj<v , on a

DE2J(U) (D) = DYY() =(i) (D v (v))/(A(D+D) , donc DX(Y(V) JAC(L)G) =0 ,
r+17i”s , on en déduit

3 v(v) e k(x(M)p

Nous avons prouvé (iii). Maintenant, on peut remarquer que, si en un point

fermé x(n) ~ Sing(x(n)) , on a une p-*base (uU,X) satisfaisant a (A.1.(11)-(W))
et si on a les conditions de (iii), on a :

2 s CU-HR)Y , P — 0 , 3Mi<s . Donc ce cas peut se présenter effecti-
vement, on remarque cependant que (3) et (u) Impliquent p£3

On a donc prouvé

COROLLAIRE E.5.2

Avec les hypothéses de E.7.1. »si p = 2 , le cas (iii) ne peut pas se

produire.

COROLLAIRE E.5.3.

Sous les hypothéses de E.5«1*9 si on est dans le cas (iii), alors si on
pose Vv * vtkp avec O<v<p, on a :

F = (UI+U2)kp P~

A .
o Fv " c ~ATU (J)(L/(A(L)+] ))uJiu\2/J
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Preuve.
On a clairement

(DMATFCi IM+UANHUCN))) 5 1%i$s) = Hx() )(UIHU2)V .

De plus par E«5*1*(iii)» on a RHX(M) HF>,U,X) = 0O,
donc RABIixinmi™M+UMFEAUCX) = 0 = RH&X(N))F,U,X).

Donc F » FMIINMHUQ)T.

COROLLAIRE E.5.U.
Sous les hypothéses de E.5.3., si v = $<p, alors F * XU" mod(U1+U2),

X € k(x(n)) , F n"est pas divisible par U4rU2*

Preuve.

Posons F = LrG avec L = +1120.

On a HX(M))F = INUN2NLYG 1P avec H(x(n)) = u~r~ruU~2n~ | Alors on
@O DWpj HX(M) )P = HX(M) ) A(DLrGHNUNALr "GHALIN*G) = cH(x(n)) LV.
On en d/é\duit que rU.er_jG =0, donc r=0({p), donc r =0, donc INF,

donc F = XU mod(L) avec X 4 0.
COROLLAIRE E.5-5.
Soient x(n) un point fermé de Sing(X(n)) et (,X) une p-base
de °x(n) x(n) aa-P¥e en x(n) et satisfaisant a E.5.1.(iii). On
pose v = v(x()) .
Effectuons I"éclatement w : X° #X(n) centré en x(n) . Soit X" un

point fermé de Sing™(X") situé dans I"ouvert ou div(U2) est le diviseur

exceptionnel de ¥ . Alors

@ +Hwu,l est nul en x° ,
(ii) pour toute p-base (v,y) de OX, x, avec VvV = H-u™uM = u, on
f = hX" ) yv|+V+v29)+R(F,v,y) avec Nox,*t ,h(x?)=/7 ,ou M

est un monébme en Vv~, ,...w .

Preuve.

Comme V Dir(x(n)) = <U+U2> , (i) est clair. Dautre part, en xF ,
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div( I11"iig ) est transverse & E” et donc on peut trouver une p-base
(v»y) de OX, adaptée en x’ avec vl1= l+un* et vg « Ug

On a par E.5.3. ?

r= (v,-,)4"") T2*(D « (2)« ~*(3) A(2) 0<jsv 9 a\ (Vi—l)é+v2g H(,.,.X)

A

Posons = cvIkKT2(J))ADH) € k() [V1]
avec c¢ = c mod. (W)

Par E.5.3.(ii1), cG k()%* « De plus,
m/ Yy ’ 1)A(l)+0

-V
Dn N A
(vr DA(D) c v*p C(vi-1)+0"

(vr DA D) y

D11 ) = 0 , rins

Donc "] ) = A2fv+" avec Yy inversible.
D’ou

T = MP(>v"+1+V2g) + Bf ,

ce qui donne (ii).
E.5-6. La situation est analogue lorsque I’on effectue I “éclatement

r:X> X() centré en x(n) sous I’ hypothése v = 0(p) , V Dir(x(n)) = <U+U2>

et ordxMmMjch(x(n) ) ~DF)>v pour tout D tel que I’0n ait (1) ou (@

(1) D = DM£4X, 37i=£s

(2) D

DMA7-j + DMMX + DMU-HX .

Nous verrons dans la proposition I.F.U.U. que ces conditions sont "raisonnables”.
Par E.5*1-(ii) , on a

P = ¢ (UI+U2)V
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Par (1) pour r+l1Mis ,on a c&€ k(x(n))P , posons c = dP
Par (D pour 3™i'r ,on a A@) = ... ¢c A(t) = 0(P). Comme on av = 0P ,

la relation d"Euler et (2) nous donnent A(1)+A(2) = A(D)+A(2)+v = 0(P)
De plus, par (2), on a

@) ordxjhG)-1[DMUX t + DMAX FJI*1+v .

Comme a(xX) «v ,par (@ et (1), on a

ordx |hGO“1 DM 1 = v .

D"ou, puisque Vv = 0(p)

& A(1)*0(P).

Soit xXxTFG X un point proche au voisinage duquel divCu®) est le diviseur

exceptionnel de ¥ = Avec les notations de la preuve de E.5*5** on a

T = (vl—l)Aé\ v A( 1)+A(2)+vu3A(3) urA(r) [o? + vg gj + R(TF,u,X)

G t =M1ty + VggtJ + BP avec inversible, iF = A(1)dP mod. (\2).

PROPOSITION E.6.
Soit C(n) une courbe irréductible de X(n) , soit x(n) un point fermé
de C(n) , on définit pour 0 :
() - X(nti+l) ——— 2 X(n+i)
I"éclatement centré en x(n+i) peint au dessus de x(n) sur C(+I)CX(n+i) ,
C(n+i) étant le transformé strict de C(n)
Alors, pour 11 assez grand, a(x(n+i)) = a(c(n+i)) .
Preuve
Bien sOr, on peut supposer C(n) réguliére et a croisements normaux

avec E(n) < On choisit alors une p-base (U,X) vérifiant (A.1(11)(A2)@A3)V))

pour x(n),C(n)) , c"est a dire que (WUN,...,") est un s.r.p. de
°X(n) ,x() * IEM)) « (ul.,.ul® ,t™r et fj° , 13 " ,
Ic(n)))=W@ .3 £33 , 1Ig™r ) .

Avec ces notations, si on pose V. = uJ./uJ.’\ 3N J* L, 1II™r et vj f= ujt ,
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(v,X) est une p-base de x(n+i) adaptée en x(n+i)

D*aprées (E.1.U.) , IX(n+1),F,(v,X)) est le transformé faible de
I(x(n),F,(u,X)) , d*apres le lemme de SANCHEZ [15] » pour 1 assez grand,
°rdx M+ (+i),»(v,X))) * ordc(IX(n),F,(u,X))) , C étant le point

générique de C(n) = D"apres (A.6.(3)) , I"égalité précédente s"écrit
ax(n+i)) = a@) , a(¢c) et a(C)) et o(C(n+i)) désignant la méme chose,
la proposition est démontrée.

F. CAS DE LA DIMENSION 3 » CHOIX D"UNE p-BASE

F.0. Nous supposons désormais que X = X(0) est de dimension 3.

Soit (X(n) ,F,E(M)) une modification. Quand nous prolongeons X(n) ,F,E(n))
par un éclatement permis in(n) centré en Y(n) , en tout point fermé x(n+l)
au dessus de x(n) , nous disposons d"une p-base (" ,X) , déduite d"une
p-base (u,X) d"un voisinage de x(n) (voir la preuve de E.1.)), malheureu-
sement , (v",X) n"est pas forcément adaptée en x(n+l) ; comme nous devons
controler o(x(n+l)) , nous devons modifier (v°,X). Ce sera I objet des

calculs ci—dessous.
Bien sOr, nous voulons construire un algorithme qui fait baisser Vv

strictement, et donc nous ne nous Intéressons qu*au cas ou v(xX(n+l)) = v(x(n))
F.1. Si Y(n) est de dimension 2 , c"est a dire de codimension 1 dans

X(n) I éclatement Tr(n) est un isomorphisme et il n"y a pas de point v-proche
de x() (E.2.2.(5),E.2.3.(5),E.2.U.(10 ) .

F.2. Si Y(n) est de dimension 1 , alors , d"aprés (E.2.2.(6),E.2.3.(6),
E.2.U.(5) ) 9il y a au plus un point fermé x(n+l) v-proche de x(n) ,

et i1l est rationnel sur x(n)

LEMME F.3.

Avec les hypothéses et notations de F.0. , soit (u,X) une p-base de

AX(NMM adaptée pour (x(n),Y(n)) ou U est un voisinage affine

de x(n) . De plus, on suppose que dim(Y(n)) =1 et ax()) = vxx(n)) = W1 o
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Y(n) permis en x(n) < Alors , si on effectue I"éclatement ir(n) centré

en Y(n) ,on a :

() st v(x(n)) « 1 t il existe au plus un point singulier au dessus de

x(n) et il est rationnel, cfest le point qui est dans Proj(Dir x(n) dcx(n+l).
amn Si vxn)) s 2 , il n"y a pas de point proche et Y(n) 3-Singv(x(n)) .

De plus .,V Dir(x(n) ) m <UMN,Uj>ou i1 ™ j , Jlc ,2,31 , et il existe au plus
un nombre fini de points singuliers au dessus de x(n)
aii) Si y Dir(x(n)) = <U1,U2> avec I1(Y(n)) « (u™ug) ,

et v(x(M)™3 ou wx()) =2 et il existe une forme linéaire qui divise

1"idéal clVgX),F,EM),Ix(n)])) , tout point x(n+l) au dessus de x(n)

avec v(x(n+D)) = v(xX(n))-1 est rationnel sur x(n) , il y a au plus un
tel point avec a(x(nt*1)) = v(x(n)) ; si ce point x(ntl) avec

acx(n+1)) = v(x(n)) existe effectivement, alors localement Y(n) = Sing™(X(n)).-
F.3.1. Preuve de (i).

Avec les notations de E.2.2 , on a deux générateurs u* et u”™ de I"idéal
de Y() et Tr(n)~1(x(n)) est égal a Proj (k[ui,2]) . Puisque v(xx()) =1,
V Dir(x(n)) est engendré par une forme linéaire non nulle auU™+bu2
D"aprés E.2.2.(6) un point singulier au dessus de x(n) appartient a

Proj(V Dir(x(n))) , ce qui par définition signifie que aUNbUg s"annule

en ce point. Ce qui prouve (i). Par exemple, si b = 0 le seul point proche

possible admet pour p-base
QO U J/UgiUNEL™XN, o0 JXg) .

F.3.2. Preuve de (ii) <= On applique E.2.2(6) et coome v(x(n)) = 2 ,

Proj (WDir(x(n) )) est vide, donc il n"y a pas de point v-proche.

Soit (ui,uJ) = I(Yy(n)) , draprés D. 1. , J(X(n) ,f,E(n),Y(n))C(u.,uJ)V ,
donc I(xX(n) ,F,W,X))C(ui \u)v , donc clvd&) ,F,W,X) )HCinkM™ U ,uM))v ,
donc (E.2.2.2.) V Dir(x(n)) cinx() > uj) » comme v(x(n)) = 2 , cette

derniére inclusion est en fait une égalité. D"aprés E.1 , Sing(x(n+1l)) est
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le fermé défini par J” =P J&x(n) ,F,EM) ,Y(n)) . Je dis que la restriction
de Jf a la fibre « “(xX(n)) nfest pas Ifidéal nul parce que l"ordre en P
et en -ftvde JIxX(n),F,E(N),Y(n)) est le méme. Donc Sing(xX(n+l1)r 1(x(n))
est un fermé strict de la droite projective w 1(xX(n)) c"est donc un ensemble
fini.
F.3.3. Preuve de (iii) =

Soit x(n+l) un point fermé au-dessus de x(n) tel que v&x(n+l)) = v-1

*x(ntl) est défini dans Ir(n)-1 x(n) ) = Proj ((kx() H))[u1,2D

par un idéal homogene ((UNU™N)) , # polynome homogene irréductible ; 1%hypo-
thése v(x(n+l>) = v-1 implique : ordx(+3§) VIX() ,F,EM) ,[x(n)]mod(P,u™) )'WVv-1
comme clVQ@XM) ,F.EM),jx(n) DCkx(n) )[11,U2] ,on a $v ™ clv@() ,F.EM) , Ix(") ]

et donc, si v3 ou (=2 et une forme linéaire divise
clvVQAx@),F,EM), Ix(n)PD™n a deg$ =1 et donc x(n+l) est rationnel sur x(n)

Supposons désormais a(x(n+1)) = v(x(n)) = 1+vx(n+D)).
Quitte a permuter u™ et u” , on peut supposer que x(n+l) est dans 1"ouvert

de X(n+tl) ou @ = POx(n+tl) * ~onc x(n+l) est iKn point de paramétres
wl= e(l/u2,l) = ;T+iuNUg) , w2 = u2 , =u3 ,
w,X) = (wWlw2,v3,Xi,UNi"s) est une p-base de Ox(+1),x(n+l) adaptée

pour x(n+l) < On applique E.1.2.(1)(2) , en remarguant

que, quitte a multiplier u2 par un inversible, on peut supposer % = 1 ou O .

On a donc, en notant fTj (DMAMEHY/h(x(h) ) , *clI™ nj(®™) , INiNs

((urUgTD " AF)/hx(+1))

faied V(07

OWVIH/hx(n+)) - (F+Fr+Fp/u2

(OMpNMFI/h(x(n+1)) = Fi/ug , 3%iss

OnaVvVi , 3%is , = Pi(UIRBrl2)v , sinon ordxM+1 j((DMMF)Y/h(x(n+1)))<v ,
ce qui contredit ax(Mm-?-1)) = v , de méme , FAM+F RN = p(UgH"R)Y , sinon

ord, (m+1)(OME£2IF)/h(x(N+1 )<V .
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On a F1« (UlBne)v-1(aul+bu2) , Fg - (U1+Ju2)V 1(a,Ul+b"U2) avec aU”blg
ou a"U™b"Ug non colinéaire a U U2 puisque v(x(n)) = 2 et méme,

puisque f i+ 2+73 * p(ul TU2)V * nes deux BOirt non colinéaires a V uz2 -

donc fO0O et Fg ™ 0 , cela entraine div(u*Ug)CE(n) , sinon on aurait, pour

i« 1 ou 2 ,O9XPHI/MNXGD)) = txe Ix(),F,E(N)) et
ordxMj() * deg(F")-1 « v(x(n))-1 ce qui est absurde. Comme div(u-ju2)CE(n)

le point générique n de la composante de Y(n) passant par x(n) est un
point de croisement (A.6.1.) et donc a(Y(n) ,t) = v(n) , I"éclatement centré
en Y(n) étant permis, on a a(Y(n) ,n) = vix(n)) (@©-U.(1)) , donc
v(n) * v(x(n)) , InjcSingv(X(n) ) = On va déduire que dans un voisinage de
x(n) ,on a Singv(X(h)) = = Y(n) . Sinon on trouverait une autre compo-
sante de dimension 1 de Singv(X(n)) qui passerait par x(n) ; son trans-
formé strict rencontrerait « “(xX(n)) en un point qui serait nécessairement
v-proche ce qui est absurde.

Avec des méthodes de calcul différentes, nous pouvons compléter F.3.(iiN).
LEMME F.3.U.

Avec les hypothéses et notations de F.3, si v Dir(x(n)) = < ,u2> ,

Y(n)
@G v=p=2,
(if) si on effectue Tr(h) , il n"y a pas de point singulier au-dessus de

x(n)

Preuvee

Viutrun) , divulu2)4e(n) et v(x(n)) = 2 , alors

On a s
@O f=hx()) (@ul?+3ulu2+3i22+g)+R(F ,u,X)

avec ¢ 3 , gn QJJ,uQ)Z
Comme div(uru2)<i](h) , quitte a permuter u* et u2 , on peut supposer

que divij )E(M) , on peut alors écrire
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@ T * UgMurTaur+priig+yu+gJ+RTF.u.A) avec AR =0 si
divug)<"E(n) et A@) « 0 si diviuMEIn) -

On a Gi)uﬁxf)/h(x(n)) = Zau«|+gUgrod.q%, comme v(x(n)) =2 ,on a

ordx (n)(Raul+gu2)2 et donc g~ "W , donc gu~g Gf? 9 qu.jug G (u™Ug)2 ,
quitte a remplacer g par g+gu™u”™ , on peut supposer g = 0. De plus on a
ordxmj(2aul)?2 , donc 2a &IV, si a G v, on a V Dir(x(n)) * kXx(n))Ug

(E-1.5.1.3.) , cfest une contradiction, donc a iuV, donc 2 « O(p) , donc
2 =P . 0n aprouvé (i)

F.3.U.1. Si

(©) AD,AR)) 1 (0,0mod.2» quitte a se placer dans un revétement étale
XF() de X)) , opération qui commute a I ’éclatement, on peut extraire 'ue

racine 2+A(2)-éme ou une racine A(3)-éme de ¢F , soit C cette racine,

on remplace alors Ug par Yg=Cug ou u3 Par V3= Cu on se raméne a :

W = u2ARN M au rugd g (e, u, XD

On a utilisé le fait que ¢T N "thé Qui est vrai car sinon V Dir(x(n)) = <>
F.3.U.1.1. Si laclasse de a dans k&X(n)) n’est pas un carré, on peut

modifier la p-base (U,X) , de facon que X = X , on se raméne a :

G) = u2A’27U3A B (X 2+u22+g)+R(F,u,X) , g

F.3.U.1.2. Si a-= a2+t ,t€ , enremplacant u§ par aul et g par
gttt  , on a :
®) f « UgA27™u3A”3N(ul2+Ug2+g)+R(F,u,X) ,
f * U2A727URAN3A((UINIQ)2+G)+R(F ,u,X)
Comme p =2 , on trouve V Dir(x(n)) = <W™+Ug> , donc v(x(n)) =1 ,

ce cas est impossible. On a donc (5) et par suite

@ I, F,EM),YM) I OMj F,2$i%s )/hx(n) )



avec (DMAJXF ,2%i$s)/h(x(n) ) = (UA.U~Imod~"3.

On a d’apres 1.E.1.
® I+, f,E(n+D) = IX(),F,E(),T(n)).-(ul,u2)"2 .
J(X(n+1) LE(n+1)3(ul2,Ug2).(ul,Ug) 2 mod/u™ ,
JX(n+1),F,E(n+l» » °X(n+1l) *
Ce qui prouve (iil) dans le cas (3 =
F.3.U.2. Si (A ,A(3)) = (0,0)0(2), alors la classe de ¢F dans k(x(n))
nfest pas un carré, sinon V .Dir(x(n) = k@)HU.] (E-1.5.1.3.), de méme la
classe de a dans k(x(n)) n’est pas un carré, sinon V'Dir(x(n)) — k(x(n))UE =

Quitte a modifier notre p-base (u,X) , on peut supposer que XN = ,

ce qui nous donne

@ F= u"® A u 21 ju,2+9)+R(F,U,X)

ut2
Si a et X~ sont P-indépendants mod™nvon peut en outre supposer
a = X~ donc
(10) f = U2A(2)U3A(3) (X5u 12+ Xuu22+g)+R(1,,u,X) , g
Sinon, on a a = a2+b 2+ tfV et on voit que V Dir(x(n) ) = <\>'ur+U~r>

ou bFf est la classe de bhmod.”,ce QUT est exclu. On a donc (10).

On a donc

A1) I, FLEM) ,Y(N))3OMBKF)/h(x(n)) , i = U,5 , donc

J(X,FLE(M) ,T(n) )™M(u2 ,Ug) mHt3 °n conclut comme dans F.3.7.1.(8)
F.3.5. Plus généralement, si Y est une courbe permise en x ~ Sing(x(n))
et si on effectue lféclatement w« : X* X(n) centré en Y , et si ily a
un point x* N~ X* qui est v-proche de x , on peut choisir une p-base (u,X)
de ~X(n) x ~~née pour (X,Y) et telle que
@ iIY) = (u™ug) > (v,X) est une p-base de OX, adaptée en xTF

(ou v = (WJ+OWVIJUNM , u2,0) ,et 6=0 ou 1.

En effet, puisque Y est permise, on a facilement I(Y) = ((u™u™). Montrons
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qu“on peut alors obtenir les autres conditions de (Q)-
F.3.5.1. Si o(Y) = v(xX), on a
JX(n),F,E(M),Y) C (uU-,,™MN"” et ordx g&n),F,E(M),Y) = v ou v = v(n),

donc V DirGg(X(n),f,E(n),Y)) C <U1,ui2> .

Par E.1, JX*,F,E™) = 1Y) VIxX(n),F,E(n),Y), I"existence de x° implique
@ VvVDirgxXn),f,E(n),Y)) = ou U.,+8pP> , 6 € k(X)

Quitte a permuter u* et u”™ ou amultiplier u® par un inversible, on a (<

F.3.5-2. Si a(Y) = 1+v(X) = 1+v ,on a par A.3 v(Y) = v et donc
JXX(n),F,E(n)) C (u1,u2)V et ordx(AXM),F,E(M))) = v .

De plus, par L.LE.2/"°U, on a

J(X7,F,E7) 3 1(V)-V IXM),F.E(M))

L fexistence de x" implique donc

@) V Dir(dX@) ,F.EM))) = * <U2> °U <ui+BU2> » 6 G k(X) -

On conclut comme en F.3.5-1-
F.3.5-3. Supposons qu“on a F.3.5(1). Posons
(h)y u" = (ulu21,u2,ul).

Bien sir, (u" .,X) est une p-base de Oyf , , adaptée en xf si 6=0.

Ona uw =ufu2 = (vW-6)u2 , d*ou

dul = u2du® ™Mu® Ndu2 = unNdvM+HulNdu .

On a
idt = u"DM~jF duMuDMA-JF du2+u“*DDMNF du3+IXTDM AN F dX.
(¢ = u” IDMU j=gF du™~u™ 27 DMU2I T duf£+u™~ DMu FJ F du”+ZX71DMU T dX£

D ou
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(5 )/DMuj»Xf = DMAXf = (vr fiDVj-;jf

| DMU-j f DMU Xf + DMA-Jf -

1DMAJF *D M - (vr 6)DWXF ,

IDMAXE = DMUjAXE = DMWEXF » 3ii's

F.U. Nous allons étudier un éclatement 2(n) centré en un point fermé x(n)

on désignera par x(n+l) un point fermé v-proche de x(n) (E.2.5.) . Nous
allons construire une p-base (v,y) de °x(n+l) x(n+l) adaptée

en x(n+l) et étudier I"idéal I1(x(n+1),f,(v,y)) . Nous aurons trois cas
différents a étudier

@ x(n+l) est rationnel sur x(n)

@ x(ntl) est non rationel sur x(n) et I"extension résiduelle est

inséparable,

@) x(n+1) est non rationnel sur x(n) et I"extension résiduelle est

séparable.
Nous prenons les notations suivantes

0 (u,X) = (ui,u2,ud3.Xi) , Li's

est une p-base de OX(U) , U étant un voisinage de x(n) , (uUug™u”) est
un s.r.p. de Oy(nxx(n)\ + les XT sont inversibles, UMi's . C"est a dire

que (U.A) est adaptée en x(n) , Y(n) = [x(N)]

Effectuons I"éclatement Tr(n) centré en x(n) , nous posons

©) *uMpu2 >N =v2 =u2 »u3d = u3™u2 »

®) on note (u*,X) la p-base W ,ux,\, X)) , UWins , (E-1.1))

C"est a dire que nous étudions l"ouvert de X(n+l) ou u” est I"équation
du diviseur exceptionnel.

() Désormais, Vge ~x(n) x(n) *n°us noterons encore g I"élément
gir(h) de Ox(n+l}>x(n+1} .

Nous allons d"abord étudier le cas trés particulier ou
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F.U.1. uv™&(h+D) = u™"&X(h+D)) = 0 .

C’est le cas ou la p-base (uf,* de (®6) est adaptée pour

x(n+1) , nous dirons que x(n+l) est un point de croisement pour {r(n) ,U,xX)) »
ou plus simplement* s’il n’y a pas de confusion possible, que x(n+l) est un
point de croisement. Alors, on prend (v,y) = (u”’,x) » d’aprés (E-1.U.) ,
IX(+1),F,Qw’ ,x) * IxX(n+1),F,(v,y)) est le transformé faible de
I(x(n),f,(u,x)) .

Passons au cas ou

F.U.2. x(+1) est rationnel sur x(n) et n’est pas un point de croisement.

On peut supposer, quitte a permuter u® ,u2 et u™ que V Dir(x(n)) B in~u”™+oéu™teu™)

6 € °X(n),x(n) » E€ °X(n) ,x(n) et* *uitte a “iplier u2 et U3 par des

inversibles, on suppose 6=1 ou O, e 1 ou O

Avec les notations de F.U(5), on pose

(1) = u’+6+eu”

Alors V-l(X(n+1)) =0 (E.2.2(7) et E.2.3(7))- On choisit JT€ OXGI)’,XCH)S

facon que si v3 = u™+y , on ait v3(x(n+l>) = 0

Je dis qu’on peut supposer la condition

@ si U™&x(ntl)) =0 ,alors 6=e=0 .

En effet, comme x(n+l) n’est pas un point de croisement, u™(xX(n+l)) est
inversible et, comme v~xCh+1)) =0 = G+eMHX((+D)) , soit 6 =e =0 ,

soit 6 =e =1, dans ce dernier cas, on permute uw* et u™ dans U,X) ,
on a toujours (1) et de plus u*(x(n+l)) est devenu inversible. D’aprées (1) et
@, on a :

A WX = (., VXN ,U$iINs) est une p-base de °x(n+DHAVA

adaptée en x(n+l) , V étant un voisinage affine convenable de

x(n+1) , on pose alors

(M dr-~dvAdurr+2~rr.d*.
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De plus, quitte a renplacer g¢ par "33 »on a
QU bis) X(n+1 > x(n+l)"
Posons

(5) Ug « v2 = ug .
On a les relations :

(6) dijj =£Tidv§ 12dv2+/1 I3Ndv3-INTis*idXi »
dlJ = (1+eyi)dvltea“gdvg-e( 1-i3)dv3+I "X el dA™
dUg « dug = dvg (on pose ug = VE)

On rappelle (E.1.(1)) qui, dans le cas présent nous donne

@ D'™ -TA~AFf ,DI0-jr - TQUjDAF - DMAF

DMAJF = DMAT+DMAT+DMAT

““b]L ” V2O[3]F "  DMU[3]F © T2U3Dp] F  DM[I]F "

DU*E3f = DT 3 f * U*iis *
On déduit de (B) et @)
@ D-f > (HelTD)DU, j>f-yibu HKF = ((I+e™ )DMUINF)/u”) -~ OWIKPAR,

DMAF = DMUj -y F-V2DU[3]f+eV2V2n)U[i]T =
DMAjf = (DMAjf + DM [»jf+DM [yr)-v2 [(arg/ur)DMW jf-(£a'2/u’ )DMU-» jf]

° M F = (1-"3)DUj-yFre("3-1 = (1-r3)/w)DM 1 jXF+UCG r3-1)/u”)DW XF

(9) - eu’-1DMjj‘f = u~r(1-~3) 1D ~ f

BMi73F + DMI2]F + DM[3]F = DMIZIF + v2y2 (1-y3)~ ID3]L ~

DiN]fF =D f » -

DMGCHF = U™, DAXF + (1.-43) Lo :
Draf

On rappelle que "3 est inversible (cF.(U bis)).
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F.U.3. Nous étudions maintenant le cas ou x(n+l) est non rationnel sur
x(n) . On prend les notations de (F.U.) .0On a v(x(n)) « 1 d"apres E.2.2.(7)
et E.2.3.(T) = Quitte a permuter uj ,Ug et U3 , on peut supposer

@O VOOirx)) «Cin~unrfiugteuM)», 6,6 G Ox’gj x(h) »et 6 » e
inversibles ou nuls et si 6e =0 alors e=0 =

Quitte & multiplier Ug et u3 par des inversibles, on peut supposer

@) 6=1 ou O ,0=1 ou O -
Comme x(n+l) n"est pas rationnel sur x(n) , il n"est pas sur le transformé

strict de la courbe VIu-i-6ugtyu*»Ug) , or , d"aprés E.2.2.(6) , il est sur
le transformé strict de V (u™M+6ug+yu”) , donc il n"est pas sur le transformé
strict de v(ug) . Donc x(n+l) est dans I"ouvert de X(n+l) ou Ug est

1"équation du diviseur exceptionnel de ir(h) , on pose, avec les notations

de F.U. :

(3) vl«u™*6teu™ ,u’” = uj/uig , u™ = Ug/ug .

) Bien sir, UMX(n+1l)) est inversible puisque x(n+l) nT“est pas rationnel
sur x(n) et V. jxx(+l)) = 0 puisque x(n+1) G Proj(Dir(x(n))) . On note Kk
le corps résiduel de x(n). Alors, x(n+l1l) est dans I"ouvert affine d"anneau
R avec

) R = °X(n),x(n) ov1xu3l * R/v2R - k Or ya

et x(n+l) correspond a un idéal maximal homogéne P de kpJ~,Ug,UNd o

6) P = (UndUg+en , ™),

ou est un polyndme homogéne irréductible Vv =Sla., uiui
i+j=d 1J ? 3
soient b avec b. .= a;. ..moaf « ON pose
Oxeny, xny i.j Xe% xeny< = o R
@ $-= b. . Upu~» et v~ = u d$ . Alors
i+j=d 5
A

® @pwv2,v3 est systéme régulier de paramétres de °x(+i) X(n+l) *

et (W ,Vg,uM,Xn,..-,Xg) est une p-base de R. On définit donc des G R par;

(9) dv3 » d$ = *1dvI+*2dv2+*3du“t | avj s (X - °
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Quitte a remplacer 5 par V3-*2V2 * on Peut supposer que

@ bis) (9=.>2) C v2 °x(n+i)iX(n+1l) *

Si I fextension résiduelle KkXx(n+1))/k(x(n)) est iInséparable, alors
€ kaZk kﬂ et *3e (M) , alors, il existe ™U tel que est
inversible; quitte & permuter les X" , U$i$s , on peut supposer gue
est inversible ; alors, avec les notations de ) et (7)

(10)  (v,y) = (V1,v2,Vv3,u”,X5,...,X0)

est une p-base de Ox(n+D)>x(n+l)

Si I’extension résiduelle kXx(n+1))/k(x(n)) est séparable , alors

*3 est inversible, on pose alors

1y w.y) * (vi,v2,Vv3 ,XI],.-.,Xs) , c’est une p-base de °x(n+1),x(n+l)

F.U.3.1. Approfondissons le cas ou I ’extension k(Xx(n+1))/k(x(n))

est inséparable, alors, on a :

(1) dvl = (du.j+tadug+edu”)/ - (ur+06u~r+eunrJdu”/un
dv2 =
dv3 = *1dv1+*2du2+*3du™+ Hi *.dX. ,

dy”™ = du3 = (du3)/u2 - u3(du2)/u2

dyr & dxr . iss .

En Inversant ce systéme de relations, on obtient

(@ dul = v2dvil-6dv2-eyi@dv2+vidv2-ev2dylk ,

du2 dv2 .

du3 = Vudv2 + v2dyU »
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dXU *  *Q1C**1dvr*2dv2+dv3 *3dpU“5FTii*idii) »
dxXi * dyi , 5Mi<s j

et on rappelle que est inversible et appartiennent

*l ’*2 !*3

a Vv2°xX(n+l),x(n+l) *
On en déduit avec les notations de F.~.3.(7)(8)

(3) D\/p-Jf « Vj DN - I’jurﬁAf .

E[2If * < «AWJRJBIr * +v A f - <VVIME >
u3D ¢ BAT ¢ UTDAT - Loy

D Ar -

GRlF - - 20 +-2]r - <)

(-e/u”)DMU=JF + (1/u DMA-jF - («3/*U)DAXFE

=D~A]Ff ~ (V V D[UIF , 5"iis

f
W DMAXF=u"D~T +u” > DV T
OMuyX + + DM = f+ vg |2 DT ,

DMUj-lif = MUDWV f + Ey* DV f + VhU IsI3)~ ¥V ,

DM f =& D¢ f o

DM f = Dttff + Ti Dp]f « ~
F,4.3.2. Etudions maintenant le cas ou I ’extension k&(n+1))/k(x(n))

est séparable, alors, d’aprés (F.U.3.) on a :

2
1) dvl= (du+6dug+Edu™d/ug - (unfFiug+eu~Tdug/ug,
dv2 - du2-
dv3 = &P = *1dvi+*2dv2+$3du™ + J == *idAi,
dyn™ = dX~, UNiSs

et .q est inversible d"apres F.U.3.(11).
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En inversant ce systéme de relations, on obtient

(@ dul* v2(1+e*1/*3)dvl + (u}+rev2*2/*3)dv2 - (ev2/»3>dv3 +~ J N (ev2*iN$37Ndyi ’
dug - dv2,

du3 = (-v2*1/»3)dvl + (U3~(V2*2/*3)) dv2 + (V2/48)dv3 ~ X<ics/V2*iIN*37dyi »

dX™ = dvu, USi$s.

On en déduit

(©)) = v2(QL+«. 1/ .3)DqfBIT + *3)o|M .

DM f = (u'+(Ev2*2/*3))DUj»jf + DA%jF + <4-(v2V V )D[3]f’

DW f = v2((-e/$3)DU-F + (1/*3)DNjF) « {-e/FJUpDMAF + (1L/u~3>DWNXF,
DLYF - DE -V2<<-t/»3>DUpXF * (VATD~AF) -

D [T1f ~ (*i/*3)((_E/uD)DWF + d/upDMj~f), l«i«s.

(U) DMU-jf + DMAXF + DME|Xf = ﬁiﬁ vg 42/<>3 GV[3]f »

BEXF=D"rF + (K , Uhiys
DW r
BMAXr = u* + ui?i W F -
DM[3JF = «3+3 DM F + eU3@OV T+~ DN P)*

PROPOSITION F.U.U.

Soit x(n) un point fermé de X(n) = Spec(R) , soit (u,A) une p-base
de R adaptée en x(n) . Effectuons I ’éclatement Tr(n) : X(n+l) - X(n)
centré en x(n) . Soit x(n+l) N X(n+l) un point fermé au dessus de x(n)
et soient V un voisinage ouvert affine de x(n+l) et (v,y) une p-base
de x(n+DH”V~ tels qu’on les a construits en F.U.1 ou F.U.2 ou F.U.3.1

ou F.U.3.2 en particulier, on a v = (uA+OuA+eueﬂugA-'Alors
@) i vzaix(n)hx()) 1(OMFEX+DMA+DMugj)(F) =
h(x(n+1 ))-1DFf ou D ei(x(n+D),E(n+D), I x(n+D V)

J(ii) pour tout A ™;i(X(n) ,FL,LE(M) ,|x(n)j) de la forme

A = 2ZIDM]-J+ > Y- 5 qi] s¥7f-€R , ubi’'s ,
U<i<s
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ITgh et =0 si e=fo,

on a

v-a(x(n))hx(n))-1Af = hxM+1))“1A.F
o, --~ BO* MWW

A" er(x(n+1),E(+D) (V)

ialed e °X(n+D(Y) **i e °X(n+DH) < U» s *

Ce sont des corollaires de 1.E.1, 1. F.U.2(9)» I1.F.U.3.1(U) et I.F, U.3.2(It).
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I1 CONSTRUCTION DE LA MODIFICATION.
A _INTRODUCTION »
Par 1.C. il est clair que le probléme 1.B. se réduit au probleme
suivant.
PROBLEME A.
Etant donnés une modification &() ,F,E(n)) , avec vX(M)™.1 , peut-on
construire un prolongement (X(n+t) ,F,E(n+t)) avec vX(+B)))<v(X(h)) ?
B. LES COMPOSANTES DE DIMENSION 2.
Dans ce paragraphe nous allons construire un prolongement X(n+r) *f,E(n+r))

avec VX(tr))<v(X(n)) ou wXMtr)) = v(X(n)) et SingM"Xatr j~X(dr))

nfa pas de composanté de dimension 2). Dans ce paragraphe, () ,f.,E(n))

est donnée \

NOTATION B.1.

On note S(2,n) le fermé union des composantes de dimension 2 de

®INBV(X(N)) (X(n))*

PROPOSITION B.2.

(1) S(,n) est régulier en tous ses points.
G
(iil) Au voisinage dfun point de S(2,n) on a Sing(x(n) ,F,E(n)) * S(2,n).

) Si Vv est une équation locale de S(2,n), localement jx(n) ,f,E(N)) ®(vy-

Preuve

Soit v une équation locale de S(2,n), on pose v * v(x(n)), alors
localement vv divise JXx(n) ,f,E(M)) et ord(Ix() ,f.E(N)))YV , (i) est
clair et en tout point de S(2,n) on a JX(n) ,f,E(M)) =(vwX ce qui prouve (ii)
et (iii).

COROLLAIRE B .2.1.

Aucune composante de E(n) n"est contenue dans S(2,n).
Preuve *

C*est une conséquence de la définition de HXM) ,F.E(h)) ((1.A.3).
PROPOSITION B.3.

I Si S(2.,n) est a croisements normaux avec E(n) en tous ses points et si
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on effectue I"éclatement ir(n) centré en S(2,n), alors
@O vx(+D)«wvx()),

(i) si v(X(n+1)) m v(X(n)), alors S(2,n+l) est vide.

Preuve
Puisque I°on éclate un diviseur, n(n) : X(n+l) — ~X(n) est un isomor-

phisme. On peut donc prendre X(ntl) m X(n) et on aura E(n+1l) = EM)>)S2,n).
Soit (u,X) une p-base de °x(n)  xX.(") adaptée a un

point x(n) de S(2,n) et telle que ul soit une équation locale de
S(2,n). Dans un voisinage V de x(n), on a

O X))« JxX(n), F,E())QATX() ., F,E(N),S(2,n))5

@ £(x(n),F,E(N).S(2,n)) = £(x(n+1),F,E(n+1)),

@) h&(nh+1)) = h(x(n))ur avec r = ord Ix(n),f,E(n),S(2,n))) et

) v(x(n) H5r-$v(x(n) )+1*

G IxX(+D,f,E(n+D) - IX(n) ,F,E(M) ,SC2,n))-u"r.

On a donc deux cas.

S

r — vix(n) )x1 , alors J(x(n+l1l),f,E(n+1)) * 0x(n) ,donc S(2,n+l) — @
S

r=v(x@m)) par 1.E.1., au dgssus de 8(2”), on aord Q@&(+1),F,E(nt1))F
uil

et, en tout point x(n+1) de Ir()“1(S(2.,n)), ordxM+1jGx(n+1) ,F,E(n+D)<I5v(x(n)
En dehors de s(2,n), v(.) n"a pas varié, dans tous lescas donc v(X(n+1))<v(X(n)

Comme ordu @(X(n+1),F,E(n+1l)) =0 au point générique de S(2,n), dans

X(n+l), v(.) est nul sur un ouvert non vide de S(2,n) * V(ul), comme

a I"extérieur de S(2,n), Vv(.) n"a pas varié, si v(x()) = vx(n+l)),
on a clairement S2,n+1) = 9
REMARQUE B.3.1..

Dans la preuve ci-dessus, I ’éclatement #(n) n’est pas toujours permis,



-58-

Ictest la seule fois que nous effectuons un éclatement non permis. Dorénavant,
Itous les éclatements seront de centres permis en tous leurs points.
REMARQUE B.3.2.

Pour obtenir S(2,n+t) « p ou vX(+t))<v(X(n)) il suffit donc de se ra-
mener au cas ou S(2,n+t) est transverse a E(+t). Ce sera I"objet des propo-
sitions qui suivent, pour ne pas perdre le lecteur dans les méandres de la
démonstration, nous allons en faire un plan et décrire succintement 1"algorithme
que 1°on utilise.

Premier pas. B.3.2.1
Par éclatements de points fermés ou cela n"est pas vrai, on réalise

(DOI(E(n+t)).0g"2 n+t) est 1lidéal d"un d.c.n. de S(2.n+t) .

Cela sera prouvé en B.5* et explicité en B.6. .
Deuxieme pas. B.3.2.2.
Une composante C de S(2,n+t)HE(n+t) telle que S(2,n+tt) et E(ntt)
ne sont pas transverses au point générique de C est dite mauvaise. On
éclate les points fermés ou les composantes mauvaises de S ,n+t)E(n+t)
ne sont pas permises. On finit par réaliser :
(DOO0n a (Ddet si une composante C de S2,n+t)rE(n+t) est mauvaise, elle
est permise en tous ses points.
Cela sera prouvé en B.9.1.» B.9.2. et B.9.3. et B.10.1., B.10.2. .
Troisiéme pas. B.3.2.3.
Si "on a ([} on éclate la réunion des C mauvaises avec m(c) — 1 (Cest
a dire les C qui ne sont incluses que dans une seule composante de E(nh+t) ).
Alors on a ([MDXet toutes les composantes mauvaises de S(2,n+t)rE(n+t)
sont iIntersections de deux composantes de E(nh+t).
On les éclate alors dans un ordre idoine et certains iInvariants baissent.
Ce sera prouvé en B.10.6., les invariants seront définis en B.8., B.10.U., et
B.10.5. .
Quatriéme pas. B.3.2 k.

On décrit précisément l"algorithme complet en B.10.8. .
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PROPOSITION B .U.

Etant donnés X(n) ,F,E(n)) uvI® modificationet ir(n) un éclatement de X(n)
centré en un fermé Y(n) permis en tous ses points, (1.D.1.), alors si
v(xX(n)) v(x(n+1)), S(2,n+l) est le transformé strict de S(2,n) (NOTATION 1),
en particulier, si S(2,n) est vide, S(2,ntl) est vide.
Preuve.

Ceci résulte de B.2.1.
PROPOSITION B.5.

Etant donnée £x(n) ,f,E(n) ) avec S(2,n) non vide, on peut prolonger (X(n) *f,E(n) )par
une suite d’éclatements ir(n+i), O<i<t—1, centrés en des points fermés x(n+i)
S(2,n+i) telle que en tout point fermé C de S(2,n+t)E(n+t), on a les deux

conditions s

(1) KE(n+t))0s(@2>n+t))C =y ,Bz,r°s@,ntt),¢c » <*"_*’> étant ~ s*r*P-

de °S(2,n+t),¢c »
@) si &~ 0 dans (1), alors y” est I’image d’un élément y de
CX(t) ~  tel que div(y) est une composante de E(nh+t).

Preuve

A chaque étape on éclate les points fermés de S(2,n+i) ou [1(E(n))0g”2 n+i)

n’est pas I’idéal d"un d.c.n. de S(2,n+i). D’aprés B.U. , S(2,n+i+l) est le
transformé strict de S(2,n+i). Ce procédé s"arréte car nous appliquons a

I1"idéal non nul I1(E(nN))0g”™2 n+i) sc® ma SQ@.,n+i) de dimension 2 1*algo-
rithme classique de désingularisation. Comme [I(E(n+i)) divise |1 (E(M) )x(n+¢ ]

on obtient (1). Si on a (1) et pas (2), alors on éclate les points fermés C
ou (2) n"est pas vérifié, cet éclatement sépare div(yf) et div(z") dans
S(2 ,n+tt), on obtient () sans perdre (1).
NOTATION B.5.1.

Etant donnée (x(n) ¢fF,E(n)) avec S(2,n) P et S(2,n) non transverse a
E(n), on note (DIla condition

) on aB.5*(1) et(@) pour t = 0.
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PROPOSITION B.6.
Etant donnée (x(n) ,f,E(n) ) avec S(2,n)+$, on suppose que Ifon a (*), alors,
en tout point fermé x(n) de S(2,n) ou S(2,n) nfest pas transverse a E(n),

on a une équation de S(2,n) de la forme

v*u l+u2u3» (Ul#i2 ,u3) s.r.p. de °x()>xM)» divvu- | » EinJCdivi~Tigu)) ,
et si diviugjCEin).
Preuve

Nous avons deux s.r.p. de OX(M) x(n) * *un (v»y*z) avec S(2 ,nNiv(v) ,
y et z relevant y* et z° de B.5«0)> lI7autre (uNjun,”™) tel que ECnJCdiviu™u™uM).
(i) Si une seule composante de E(n) passe par x(n), soit div(u™) cette composante,
comme elle n"est pas transverse a S(2,n), S(2,n) et div(u®) sont tangentes.
D"apres B.5*# on a : U « y*z*+vg, donc g est inversible et 0+ 2, quitte a

a
remplacer v par —vg, u® par -u® on a vu™+y z , de plus par B.5-(2), on a

JF0, donc
O vVu.jvye,p 2, div(ul)=E(n).

(ii) Si exactement deux composantes de E(n) passent par x(n) , quitte a permuter

les U™ on a Einj~diviu™u”™) > au moins une de ces composantes n"est pas tangente
a S(2,n), soit diviug). Alors on a par B.5* u~u~y”z*modffp donc u2=y”~zct+vg, b+c=1,
disons c=0, b=1, alors y=u”™ mod(®, donc on peut prendre y=u2. Par B.5.(1), on a
uNuNy®z”mod” donc u.j=yrzstvg2=uzst+vg2 .
Si gg est une unité, quitte a multiplier v et ud par des inversibles, et a com-
pléter le systéme u" ,u2 en.u”™u”z pour obtenir un s.r.p. de °x(n) x(n)* on a 2
@ v™uNuNu®, div(ulu2)=E(n).

Si g2 n"est pas une unité; alors r*0, u =z+W”~, on remplace z par u* , on a

alors S(2,n) transverse a div(u® u2), c"est impossible.
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(i) Si E(n) « diviutugu?™) , alors au moins deux composantes de E(n) ne

sont pas tangentes a S(2,n), soit div(ug) et divCu®), on a

Ug « yr'rS +vg2, Uj = yrfle +vgh, avec r=0,s* 1,r* « 1,s=0.

On peut donc prendre y = Ug, z « u™» on a alors

uir" ~3 * VSi

et g est une unité, donc, quitte a multiplier v et U par des inversibles,

on a

@ v = v/, div(ig ,Ug,u) * E(n). Ce qui termine la preuve de B.6. .

B.8 . Avant de poursuivre notre algorithme supprimant S(2,n), nous devons iIntro-
duire quelques notions générales.
REMARQUE ET DEFINITION B.8.1.

On définit par récurrence une relation d"ordre partiel sur les composantes
irréductibles de E(n) *nE0 « On la note ~ .

1) Pour n=0 ,on a E()=<J> et donc on n"a rien a définir.

2) Pour n>0 , les composantes irréductibles de JEM)-ir(n-1) ~(Y(n-1))j
sont les transformées strictes des composantes de E(n-1). La relation d"ordre
sur ces composantes est celle qui est induite par la relation définie sur les
composantes de E(n-1).

3) Toute composante irréductible de n(n-1) ~(Y(h-1)) est strictement plus
petite que toute composante de “E(M)-Tr(n-1) ~(YIn-1))j et elle n"est pas com-
parable aux autres composantes de Ir(n-1) ~(Y(nh-1))

B.8.1.1. On voit que toute composante de E(n) est comparable aux composantes
qu-elle rencontre.

B.8.1.2. Pour tout point n G X(n) , la relation d"ordre induite sur les
composantes de E(n) contenant n est une relation d"ordre total. De plus,

elle peut étre définie par la seule donnée de la suite d"anneaux locaux.
S n\ - U ey

ou n(1) est la projection de n sur X(i) . Pour toute composante F de E(n)

contenant n , il existe dans la suite (5 un plus petit anneau 0,,, , que
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Ifon note A() et tel que F se projette isomorphiquement sur un diviseur

de Spec[A(F)3 < Alors, si P et Fg sont deux composantes de E(n) passant

par n »on a

FINFY  A(F1) C A(F2) *
et si Fn4 F2 alors A(Fl1) A(F2) .

B.8.1.3. Pour des raisons bien évidentes, si deux composantes F et Fv

de E(n) sont comparables, F<Ff sera la fF plus petit que FFM ou

” F plus jeune que F* ” ou ” F1plus ancienne que F tf.

B.8.1.U. On rappelle que I fexpression fF est maximale ™ signifie que F est

mplus grande que toutes les composantes qui lui sont comparables.

NOTATION B.8.2.

Soient(x(n) ,F,E(n) ) une modification et C un fermé de X(n) , on note
¢(C) le nombre de composantes de E(h) contenant C
DEFINITION ET NOTATION B.8.3.

Soit C une courbe irréductible de X(n) , on définit c(c) par
@ si m@ -2 ,a0© = (F,FF) ou F et F* sont les composantes de
E(n) contenant C et F>FF ,
(i) si m@C =1, a) ® (F,-® ou F est la composante de E(n) contenant
contenant C ,
(i) si m@ =0 , cr(c) = (-=,—® .
On ordonne les <c(c) par ordre lexicograpriique.
B.9* Nous allons maintenant prouver trois résultats généraux qui seront
constamment utilisés dans la suite de cet article.
PROPOSITION B.9.1.
Etant donnés (X(n) *F,E(n) ) une modification, C une courbe de X(), x(n)
un point fermé de C, il existe un prolongement de(X(n),F*E(n)) par une suite
dféclatements ir(n+i) , O<i”t-1, centrés en x(n+i) points fermés au dessus
de x(n) sur les transformés stricts C(n+i) de C * C(n) telle que
(1) C(ntt) est a croisements normaux avec E(n+t) en x(n+t) ,
(i) a(x(n+t)) = o(C(n+t))
__Alors, si  CCSing(x(n)) , C(n+t) est permise en x(n+t).



-63-
Preuve.

]| est bien connu (1.E.6.) que 1%on peut obtenir (i) et que cette condition
est stable par I"éclatement de x(n+t) . Nous pouvons donc supposer désormais
que C(n) est a croisements normaux avec E(n) en x(n) . On a alors
une p-base (W.X) de Ox()Yx () adaptée en x(n) et 1(c) = (Urug). Alors les
X(n+1) sont des points de croisement :(1.F.U. 1.) et donc, d"apres le lemme de

SANCHEZ 06J 9pour 1 assez grand,
ordx (n+iJ(AX(n+1),F, (u(i),.X))) = o C*T(c(n+i))(AX(n+i),F, (u(i).X))) ,

avec (u(@),A) = WY/ 1»u/unl ,u3 XN, .., ,Xg) , p-base adaptée

en x(n+i) (voir (1.F.U.1.)), d apres (1.A.6.(3)), cette égalité implique (ii).
De plus, d"aprées (1.D.5.)» si on a I"égalité (ii), C(n+i) est permis en x(n+i).
Ceci met fin & la preuve de B.9.1.

PROPOSITION B.9.2.

Etant donnée (X(n),F*E(n)) une modification,toute courbe irréductible
CCsing(x(n)) est permise en presque tous ses points*
Preuve.

C’est une conséquence de 1.D.1. car I"ordre de I"idéal JxX(n)*FE(),C) est
constant sur un ouvert dense de C.
De B.9.1. et B.9.2* nous déduisons immédiatement s
PROPOSITION B.9.3.

Etant donnés (X(n),f,E(n)) une modification et C une courbe de Sing(X(n)) ,
il existe une suite finie d"éclatements ir(n+i) centrés en des points fermés
de C(n+i) , transformé strict de C dans x(n+i) , 03i"t-1 , telle que C(n+t)
est permis en tous ses points.
B.10. Etant donnée (x(n),f,E(n)) avec S(2,n) » ™ , S(2,n) non transverse
a E() ,on suppose que I"on a la condition (*), nous allons construire une
suite d"éclatements permis ir(n+ti) » 0%i<t—-1 telle que S(2,n+t) est transverse
a E()
PROPOSITION B .10.1.

Soit Xx(n) un point fermé de S(2,n) , soient (UMNUNJUN) un s.r.p. de

X(n) x(n) v Wre équation de S(2,n) pour lesquels on a
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™) v = uru2u3”» div(ul)CE(n)Cdiv(ulu2u3) , si 4 0 on a diviugJCECn).
On pose Cg = V(ul,u2) tCj * Viurun) fF alors
@@ si p”l ,ona v(Cy « vxn)) «vXM)) ,
si y~1 on a v(C) * v(x(n)) « v(x(n)),
(ii) si g1 et diviUgJCEfn) , alors Cg est permise, si yVl et divtu~CEIn),
alors est permise,
(i) si P—- 1 » i™80 alors div(u2)CE(n) ou bien S(2,n) est transverse
a E() en x(n).
Preuve de (i). Si g1 alors *7C2~7VSc(n) x(n) < donc C2CS(2,n) ,
donc Vv(Cg) = v(x(n)) = v(xX(n)). On fait de méme pour le cas T%l.
Preuve de (ii). Si Pjl et diviugJCECn) , alors dfaprés B.6. , est
combinatoire (1.A.5«(6)) et puisque
@O v(C2) = v(x(n)) = a(C2) » a(C2 ,x(MH™1
alors C2 est permise en x(n) (1.D.9.)«
Preuve de (iii). 1l suffit de remarquer que si P« 1 , r=0 et diviwVEin) ,
alors S(2,n) = V(v) est transverse a diviu™u®) et donc a E(n).
DEFINITION B.10.2.
Etant donnée (X(n) ,F,E(n)) avec S(2,n) = 0 et S(2,n) non transverse
a E() , on note (**) la condition
) on a (*) et toute composante de dimension 1 de :E(n) n s(2,n) telle que
E(n) et S(2,n) ne sont pas transverses en son point générique est permise en
tous ses points.
PROPOSITION B.10.3»
Etant donnée () ,F,E(n)) avec S(2,n) non transverse & E() , on suppose
que 1fon a la condition C*). Alors il existe une suite ir(i) : X(nti+l) > X(n+i)

d"éclatements de points fermés x(n+i) € x(n+i) % O™ict—1 telle que on a (**)

pour ((X(n+t),f, . E(n+t))
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Preuve.
A chaque étape on éclate les points fermés de S(2,n+i) oU passe une composante

de dimension 1 du support de I(E(n+i))0g£2 n+i) telle que E(n+i) et S(2,n+i)

ne sont pas transverses en son point générique =
D"apreés B.U. , S(2,n+i+l) est le transformé strict de S(2,n+i).

Si en C 9E(n+ti) n*est pas transverse a S(2,n+i) , alors on a (*) et donc
V « uitu2u3 = ~ulu2n3” S*r -p* °x(n+i1),C* » alors tout

point fermé de S(2,n+i+l) au dessus de C est sur le transformé strict

de div(u.|])cE(n) = Etudions par exemple I"ouvert ou Ug est Iféquation du

diviseur exceptionnel de ir(n+i). On a alors

v/ug « (Ul/u2) + 1(u3/u2)r
en tout point de cet ouvert, on a clairement (Ddet S(2 ,n+i+1)Hir(HL) ~(¢)*V(u™/u2

est permise en tous ses points d"apres B.10.1.(ii)#

On n"fapas g+ * « 1 , sinon on prend alors d"apreées B. 10.1. (iii),
diviugjCECn+i) , et C2 = VAuNug) est permise et Viutug) « E(n+i)0S(2,n+i1) ,
donc le point C n"a pas a étre éclaté. En résumé, quand on effectue
un de nos éclatements, les composantes de dimension 1 de S(2,n+i+1)0E(n+i+l)
qui ne sont pas les transformées strictes de celles de S(2,n+i)HE(n+i) sont

permises,ou bien en tous leurs points, S(2,n+i+l) est transverse a E(n+i+l).

Alors B.9.1. termine la preuve de B.10.3.
PROPOSITION B. 10. U.

Etant donnés (X(n) ,F*E(n)) satisfaisant a (*) et x(n) un point fermé
de S(2,n) ou S(2,n) et E(M) ne sont pas transverses, on pose (B.6.)
(D v = uj+u™u » div@uj TEinjCdiviurUgu™) et S(2,n) = div(v) =

(i) 11 existe au moins une composante C de S(2,n)O0E(n) passant par x(n)
et telle que E(n) et S(2,n) ne sont pas transverses en son point générique.
(i1) Si C est comme dans (i) avec m(C) » 1 ,on a :

@ € -Viurug) ,3*2) ou (€ «V@n,ud) , r>2)

(iii) Si C est comme dans (i) avec a(C) s 2 , on a la condition

@) (€ =vVvCunrug) et 0*1) ou (C « Vfuriig) et 22vO
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|(iv) Une courbe C vérifiant la condition de B.10.U.(i) sera dite mauvaise.
Preuve de (i)-
Si g*# 0 alors Cg « V(uj ,Ug)cs(,nnE() , diviuv™u™XIEIn) , (cf.B.6.)

il est clair que Ifon peut prendre Cg * C =

Si M«O0O ,alors g4 0 et Cg - V(u.j,UgCS(2,nNEM) , si div(ulug)CE(n) ,
Cg « C convient, si div(ugQ)<*E(n) ,ona g™ , sinon S(2,n) et E(M) sont
transverses en x(n) , et donc Cg = C convient encore. De méme, si g=0 ,

« V(u™,u™N) convient.

Preuve de (ii).

Si CcCdiv(ur) , alors C = Vfu®,ug) ou VIuruM). Si C = V(u.j.ug) alors
et, coome m(C) = 1 on a div(ug)<|E(n) , I"hypothése de non transversalité

au point générique entraine g*2. De méme, si C = V(u|,w) alors JF2.

Si  fdiv(u.j) alors CQlivCugjQcfn) ou CQlivCu™kK™Cn) . Regardons le cas
ou CCdiv(ug)QB(n) , alors g =0 , sinon C = V(xj ,Ug)Cdiv(u®) 9 mais alors
S(2,n) et E(n) sont transverses au point générique de C , ce cas est
impossible, comme est impossible le cas CQUv(uUNM)QS(n) =
Preuve de (iii).

Par définition de m ,ona C =V(u.j,ug) ou VQul,ud ou V_Qug,u®)
Montrons que le cas C *» VCug,”) est impossible ; en effet, sinon on a :
CQiivCu™nstejn) = V(u.j+ugui™,u™)V(ug. Donc C * Vtu™ug) ou V(Qul,ud
Etudions le cas C «V(u™,ug) , alors en le point générique 4 de C ,u™ est
inversible et E(n) = diviutug) , alors g1 , sinon utin) est inversible.

PROPOSITION B.10.5.
Avec les hypotheses et notations de B.10.U., si il existe deux composantes
C et C* de S(2,n)HE(n) passant par x(n) et telles qu“en leurs points

génériques A et n° S(2,n) et E() ne sont pas transverses, alors s

(m>dHO + (m, HECY)
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Preuve.
Si m(C) + m(C") , c"est évident.

Si m(C) » m(CF) « 1 , alors 0£2 et T2 t diviurJ"ECn) ,div(u2)"E()

(B-10.U.(i1)) , cfest impossible (B.6.)
Si m(c) *m(C*) * 2 alors 651 et , E(n) *=divivrugu™) (B.10.U. (iib)) ,

d"apres B.8.3.1., tF(© ™ C(C")
PROPOSITION B.10.6.

Avec les hypotheses et notations de B.10.U.» si on effectue I éclatement
*(n) centré en une courbe C mauvaise (B.10.U.), alors il y a un et un seul
point x(n+l) au dessus de x(n) dans S(2,n+l) . Soit S(2,n+l) est transverse
a E(+1) en x(+D) , soit on a la relation (DJoii (g,*0 est devenu (g-1,20
ou FP*21-1). De plus on a (*) pour x(n+l),F,E(n+1)). De plus si m(c) - 1
ou (M) -2 et il nfy apas de courbe mauvaise D avec m(D) 1 inter-
sectant C) ,on a (*%) pour &(n+l),f,E(n+l)).
Preuve.

L"éclatement ir(n) est permis, donc S(2,n+l) est le transformé strict de
S(2,n), mais C" est un diviseur de S(2,n), donc ir(n) restreint a S(2,n)
est un isomorphisme de S(2,n+l1) sur S(2,n), d"ou I"existence et Il unicité

de x(n+1). Pour les calculs, nous n"étudions que les cas ou C = V(u™,ug).-
Alors v€(UI,u2), donc BYlI ,onpose u”=ujui2 »”™2 =u2 »u3 =u3 *
(1) v/u™ s upu"2® WT3N,

si P+372 , il est clair que u“«jx(n+t)) * 0 ,ona *) en x(n) et le
nouveau couple d"exposants est (6-1,y).

Si gtJ'= 1 talors , d"aprés B.10.5.» g= 1 , if= 0 et diviugJCEtn) ,
ona Vv/u2 « u"+1 , donc u}(x(n+l)) est inversible, E(n+t1)Cdiv(usup ,

S(2,ntl) est transverse a E(+l) en x(n+l)
On a (D1 pour X(n+1),F,E(n+1)) car on a fait I"éclatement d"une composante
du support de 1(E(n))0g"p et donc I(E(n+1))0g™2 satisfait a B.5.(1),

et coome div(u*2)CE(n+1) , on a B.5*(2).
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Si 0™ , alors la courbe C" * S(2,n+1)Pir(ml) 1(C) * V(" ,Ug) «st
_ . a. Y ~E*L . N
isomorphe a C et on a v/u2 * u™tu™ut , au point,,générique ™~ de C1

E(n+l) et S(2,ntl) ne sont pas transverses, mais comme cette courbe est

combinatoire, elle est pex*iise en tous ses points (B.10.1,). De plus une autre

composante D de S(2,n+1)0E(n+l) est la transformée stricte d’une composante
de S(2,n)E() , si E(M+l) et S(2,n+tl) ne sont pas transverses au point
générique de D , alors D est permise en tous ses points sauf peut-étre en

x(n+l) , mais si D passe par x(n+tl) ,ona D * V(u’,u) (B.10.U.)
avec 3'£2 ou(ar>l et div U CE(n+D)); si m(c) * 1 , alors m(D) « 2 d’apres

B.6. ; si m(C) =2 alors m(D) =2 par hypothése, donc D est une courbe
combinatoire, d’aprés 1.D.9. » elle est permise en x(n+l).

Si P=1 alors ona v/u®™ = u’+u™ , C” = S(2,ntl )ir(mD)1(C) = V(u™+u”, Uuf)

E(n+l) et S(2,n+tl) sont transverses en le point générique =~ de C” , de plus
les autres composantes de S(2,n+1)HE(n+1) sont les transformées strictes des
composantes de S(2,n)E(n) , en raisonnant comme pour le cas g¢g>2 , on montre
qu*on a (**). Ce qui termine la preuve de B.10.6.

PROPOSITION B.10.7.

Etant donnés (x(n) ,F,E(n) et x(n" un point fermé de S(2,n) ou l’on a C*) ,
si on effectue la suite d’éclatements ir(nti) , O™i , centrés en les courbes
Y(n+i)™(n+i) ou x(n+i) est le point fermé au-dessus de x(n) sur S(2,n+i) ,
Y(n+i) étant la composante mauvaise de dimension 1 de S,nHE(n) ou (m, «)
est minimal pour 1 ’ordre lexicographique, alors, pour un entier t™0 , S(2,n+t)
est transverse a E(n+t) .

Preuve.

C’est un corollaire de B.10.5* et B.10.6. . Il suffit de remarquer qu’a chaque
pas g+ 2T décroTt strictement en tous les points du centre de 1 ’éclatement.
ALGORITHME B.10.8.

Etant donnée une modification &mn) ,E(n)) , avec vxM)I™ et S@C*n) 9P,
on construit un prolongement (n+r),f,E(n+r)) de (n),F,E(n)) de longueur

n+r e« Pour OMNi‘Mr.
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() sionnapas ) , Y(n+ti) est le plus petit fermé de S(2,n+i)nE(n+i)
tel quon a ) sur S(2,n+i)-Y(n+i) ,

(if) si on a (D, Y(n+ti) est I"ensemble des points fermés de F(n+i) ou
on n"a pas (%) ,

(iii) si il y a des points fermés ou S(2,n+i) n"est pas transverse a E(n+i)
et si on a (*)> Y(n+ti) est la composante de dimension 1 de E(n+i)0s(2 ,n+i)
ou (m><0 est minimal pour 1"ordre lexicographique »

(v) si S(2,n+ti) est partout transverse & E(n+i) , Y(n+i) « S(2,n+i),

) si S2,n+i) = ou si v(xX(n+i)NVEX(M)) -on pose r = i

Par B.U, B.10.3. B.10.U, B.10.5. B.10.7; B.10.8* cet algorithme est bien

défini et ce prolongement est fini.
REMARQUE B. 11.

Désormais nous nous astreindrons a effectuer des éclatements dont les centres
sont permis en tous leurs points, (B.10.8.) nous permet de réduire le probléme
1.B. au probleme suivant
PROBLEME B.11.1.

Etant donnée une modification (X(n),f,E(n)) avec S2,n) =" , v(X(n))=1 ,
peut-on construire un prolongement de longueur totale n+t . tel que pour

Osi«t-1 , Y(n+ti) est permis en tous ses points et v(XxX(n+))<v(xX(n)) T

C ~ L"ALGORITHME.
Dans ce paragraphe, (x(n),f,E(n)) est une modification donnée.
C.0. Un point fermé x € Sing(X(n)) est dit maigre si au voisinage de x ,

on a dim[singvEjx(n)] ]&l >

C.0.1. Puisque désormais S(2,n) - Q * tous les points de s™®vx(M)) [X(N]

sont maigres.
C.0.2. Pour tout point maigre x © Sing(X(n)) , on va définir par récurrence
sur g des propriétés qui s"écrivent )CO) «q ,g" et qui
s "excluent mutuellement.
Une fois déff.nie K(X) = g * un algorithme permettra de tester si un point

maigre x avec K(X) = g est bon ; ce qui signifiera qu"on sait construire une
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suite d’éclatements de courbes telle que tout point x* qui est v-proche de x
véririe JC(X’) « q> avec (fq

C.0.3. D’aprés 1.E.2.2, 1.E.2.3. et 1.E.2.U, si on effectue un éclatement
r: XFf X() permis en x , tout point x* ™~ X* qui est v-proche de x est
maigre.
DEFINITION C.1.

On dit que K =0 en x(n) point fermé de Sing(x(n)) et on note K(x(n)) =0
si 1 ’algorithme suivant aboutit & un succés au bout d’un nombre Ffini de pas
on effectue la suite d’éclatements ir(n+ti) , O™i , ainsi définie
() Y(+i) - Jyex(n+ti) ,y est v-proche de x(n) j est le centre de ir(nti)

(if) si Y(n+i+l) est infini, on a un échec au rang i1 ,

i) si Y(n+i+l) = , 0N a un succes au rang i

REMARQUE C. 11.

D’aprées 1.E.2.2.(7) et 1. F.2.3.(7), si v(x(n)) =3 , alors fc(x(n)) = 0.
REMARQUE C.1.2.

L Si Jdcx()) = 0 alors x(n) est isolé dans sa v-strate.
ALGORITHME de K =1 . C.2.
Soit X un point maigre de Sing(X(n)) < On lui applique I algorithme
suivant.
(i) On cherche les courbes irréductibles C passant par x avec a(C)*v(X)

et telles que () ,m©) ,aC) ,<KC)) est maximal,

1- si C n’existe pas, on a un échec,

2 - si il y a plusieurs courbes C , on a un échec,

3 - si C est unique, on passe a (ii).

(il — Si C n’est pas permise en X , on a un échec,

2 - si C estpermise en x et v(O)<v(xX) , on passe a (iii),
3—- si C estpermise en x et v(c) = v(X) ,on passe a (iv).

(iii1) On effectue I ’éclatement i - X* @aX(n) centré en C

1- sidans X” il n% a pas de point v-proche de x , on a un succes,

2 — dans tous les autres cas, on a un échec.

(iv) On effectue z=éclatement « -X1 X(n) centré en C
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1- si dans X1 , il n"y a pas de point v-proche de X , on a un succes,
2 - sidans X” , il y a plusieurs points v-proches de x , on a un échec,
3— sidans X* , 1l y aun et un seul point x* qui est v-proche de x *
on prolonge &(n),f,E(n)) par x et on applique ().
Si cet algorithme aboutit & un succés au bout d"un nombre fini de pas et si K(X)£o
alors on dit que KX) & 1 .
REMARQUE C.2.1.
L - cas (iv)2 ne peut jamais se présenter.

Preuve e

En effet, d"aprés (1«E.2.2.(6),2.3*(7)»2.U.), quand on effectue un éclatement
permis centré en une courbe, il y a au plus un point v-proche de x(n).
REMARQUE C.2,2.

L*algorithme de C.2 ne peut pas boucler.

Preuve
Si cet algorithme boucle » on est constamment dans le cas (iv)3 »

on éclate donc toujours des courbes permises contenues dans Singv (x(n)) ,
d"apres (1.E.2.2.(6),2.3.(6),2.U.), on ne crée pas de composantes verticales
de SingvXX(n+1)) » donc il existe une courbe T de Singv (XXMl

qui sera centre d"éclatement dans cet algorithme et on effectuera une infinité
d"éclatements de courbes dont les points génériques sont v-proches du point
générique de T En appliquant le résultat de [5] s X(n) au point générique
de r , on a une contradiction car, en dimension 2, on ne peut avoir une infinité
de points v-proches.
PROPOSITION C.2.3.

Soit T une courbe irréductible de point générique +\, N€ Sing(X(n))
On suppose que n n"est contenu dans aucune composante de dimension 2 de

Sing™j (x(n) ) - Alors en presque tous les points fermés x ~ T , on a

vix) =v(n) et K « 1 .
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Preuve

Comme ci-dessus, il suffit dfappliquer le résultat de [5] a X(n) au point
générique de T .

ALGORITHME DU POINT BON C.3.

Soit X un point maigre de Sing(x(n)) avec K(X) « q . On suppose que
les relations >.) = q” ont été définies pour 0O”g™g . On applique I algo-
rithme suivant a x
(i) On cherche les courbes C irréductibles passant par x avec a(c)>v(x)

et telles que (V(C) #n(©) ,a©) ,<«x©)) est maximal,

1- si C n’existe pas, on a un échec,
2 — si il y a plusieurs courbes C , on a un échec*
3 - si C est unique on passe a (ii).
(i)l — Si C n’est pas permise en X , on a un échec,
2 - si C estpermise en x et si v(©)<v(X) , on passe a (iii),

w
|

n

-

C est permise en x et v(C) = v(X) , on passe a (iv).
(ifi) On effectue I ’éclatement ¥ - X” X(n) centré en C ,
1- sidans X” , il n’y a pas de point v—proche de x , on a un succes,
2 — sidans X~ , il y aun et un seul point x” qui est v-proche de Xx
et si K(x?’) =qgq’<q , on a un succes,
3 — dans tous les autres cas on a un échec.
(v) On effectue I *éclatement t 2X”* X(n) centré en C ,
1- sidans X” , il n’y a pas de point v-proche de x , on a un succes,
2 - sidans X” , il y a un et un seul point X’ qui est v-proche de X
et si \W(x!) = q’<g 9 on a un succes,
3— sidans X~ , il y aun et un seul point x> qui est v-proche de x
et si y"(X*) = ¢ , on lui applique (i),
h — dams tous les autres cas, on a un échec.
C.3.1. Si cet algorithme aboutit a un succés au bout d’un nombre fini de pas, on
dit que Xx est bon.
DEFINITION C.3.2.

| Un point fermé maigre x de Sing(X(n)) qui n’est pas bon est dit mauvais.
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REMARQUE C.3.3.
| Tous les points maigres de Sing(x(n)) ou vaut 1 sont bons.
REMARQUE C.3.U.

Pour vérifier qu’un point est bon, nous devons effectuer "un algorithme
décrit dans (C.3.), cet algorithme ne boucle pas.

La preuve est pratiquement identique a celle de (C.2.2.).

C.U. Dans les chapitres suivants, tous nos efforts vont tendre a définir
NX) « g pour g2 et aprouver C.U.1 et C.U.U qui suivent.
PROPOSITION C.U.1.

Soit X un point maigre et mauvais de Sing(X(n)) avec KX) = q , alors,
si on prolonge &(n) ,F,E(n)) par I éclatement ¥ : X”> X(n) centré en X «
en tous les points x> qui sont v-proches de x ,on a WX ) =q” avec
a7q .

C.U. 1.1. Puisque la propriété k (=) = 4 sera définie par récurrence sur q ,
1"énoncé C.U.1 garantit en particulier que Y\y) est défini pour tout point
v-proche de Xx

DEFINITION C.U.2.

Soit Xx un point maigre de Sing(x(n)) , alors, si on prolonge () ,f,E())
par des éclatements permis ir(nti) : X(n+i+l) X(n+i) , ONift-1 , tout point
fermé x>~ X(n+i) au-dessus de x avec v(X) = v(x") sera dit (v*yO-proche
de x si de plus K™ ) =X\

C.U.2.1. Cette définition est licite parce que tout point v-proche de x est
maigre (cf.B.U.).

C.U.3. On notera ),Tt(xX)) = (v,>0(x) =

THEOREME C.U.U.

Soit X un point maigre et mauvais de Sing(x(n)) alors on peut prolonger
X ,F.E(M)) en XXn+t),F,E(n+t)) ou pour ONiIMt-1 , Y(n+i) est I"ensemble
des points y G X(n+i) qui sont mauvais et (v,>0-proches de X
C.U.5. Le théoréme C.U.U nous assure donc qu“au bout d"un nombre fini d"écla-

tements de points fermés, en tout point y qui est v-proche de X , on a
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KY)<K(xX) ou C*(y) *K(x) et y est bon).

C.5* A la fin de ce travail nous aurons prouvé que pour tout point maigre

X € x(n) , on a l’une des propriétés WX « q pour g =0,1,...,7 « Nous allons
montrer que la résolution du probléme A résulte de ce fait et de C.U.1 et C.U.U.

PROPOSITION C.5.1.
Supposons que dim[Sing™XfnjjX(n) )] =0 et que pour tout Xx € Sing™"~j X))

on a yeOXM et que x est bon. Alors on a les assertions qui suivent.
(1) Pour tout x ™ Singv’™XMjjxX(n)) , il existe une et une seule courbe irréduc-
tible D de X() telle que x~ D ,a(D)VX) et (,ma,<r) O est maximal.

On la note C,

(i) On a v(Cx) = vix(nN)-1 , a(cx) = vix(n)) et m(Cx)0 .

(iii) Soit C la réunion des Cx telles que (v,m,a,0)(Cx) soit maximal parmi
les (v.ma, ) (Cx) . Alors pour tout x e cnsingv”xXMj™*X(n)) 1l existe un
voisinage U tel que CHU = cC YV .

Preuve.

La courbe Cx est la courbe C de C.3(i), C.3(i)3 nous assure I ’existence
et I ’unicité.

On a prouvé (i). Prouvons (ib).

Ona v({x) = vix(n))-1 car dim[singv™*xM M) )] =0 , alcx™*“ vx) 8 v(x(n))
car Cx est permise en x et m(Cx)YM , sinon Cx serait combinatoire et on
aurait °(cx) “ vA XN e

Prouvons (iii). Posons v = v(X) .Si D est une composante irréductible de C
passant par x , alors par (ii), on a v(D) = ~(cx) d(D) = a~cx~ *De Plus*
par maximalite, m(D) = m(CX) . Puisqug( D et C passent par x , <fOD) et <rC )
sont comparables (B.8.1.1) et donc sont égaux par maximalité. Donc, par définition

du point bon. on a D =Cx , dou (iii).
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PROPOSITION C.5.2.

Supposons \¢ défini pour toute modification X(n) ,f,E(n)) et pour tout
point fermé maigre de Sing(X(n)) et C.U.1 et C.U.U vrais. Etant donnée une
modification &) ,fF,E()) avec dim(X(n)) s 3 et Sing(X(n)) {PH 9 I algo-
rithme suivant construit un prolongement X(n+t),f,E(n+t)) de longueur totale
n+t<e avec vx(+t))<vx(n)) .

Ce qui résout le probléme A et donc notre probléme I.B.

ALGORITHME C.5.3.
D Si dimfsingvEXEnj~r(X(n) )]= 2 , on applique B.10.8.

2) Si dim[singv(xX(nN)) X)L ,
(1) si il existe des points fermés de Singv™XMj~rx(n)) ou K(.) =0 ou qui

sont mauvais, alors on prend pour Y(n) | ’ensemble de ces points et
irh) : X(n+l) =@mX(n) est Iéclatement centré en Y(n) ,

(i1) si tous les points fermés de Sing"x(Mjj(X(n)) sont bons et vérifient
K(D™M » si de plus dim[singvEXanjjx(n) )] = 1 , alors on effectue 1 *éclatement

Tr(n) : X(n+l) = X(n) dont le centre Y(n) est la réunion des composantes C de

dimension 1 de Sing™"j "X(M)) avec a@ONVMXM)) et ou (v,ma<r) est

maximal pour 1 ’ordre lexicographique,
(iii) si  dim[SingvEXn jAX(N) )] = 0 et si tous les points de s”nSv(x(n))(X(n

ont leur *(.) et sont bons.

On appelle alors C la courbe définie en C.5-1-

a) si il y a des points fermés de C ou elle n’est pas permise, on prend pour
Y(n) [1’ensemble de ces points et on effectue I ’éclatement ir(n) : X(n+l) X(n)
centré en Y(n) ,

b) si C est permise en tous ses points, on prend Y(n) — C et on effectue

1 ’éclatement ir(n) : X(n+l1) =mX(n) centré en C .

D Si vX(n+1))<v(x(n)) , on arréte le prolongement en &(n+l).T,E(n+l)),

si vXX(n+D)) = v(x(n)) , on applique 1D ou 2) a x(n+l),f,E(n+1))
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C.5.U. Prouvons C.5-3. Par B.10.8, nous pouvons supposer que S(2,n) - P -
Posons v - v(X) =
A- L"algorithme impose d"effectuer un éclatement de centre permis tant que
Singv(X(n+i)) 4 $ , i*0
B- Si X € Y(n+ti) , o0 Y(n+ti) est le centre de I"éclatement ir(nti) , i™0
et si v(X) «v et si K(xX)M et si x est bon alors t(i) est, en x ,
1"éclatement défini par 1Talgorithme du point bon
C— Si x™MY(nti) et si vX) =v et X =0 ou si x est mauvais, on a
Y(n+i) = |xj localement.
D- Pour tout x ™ Sing™(x(n)) , ITalgorithme est fini au-dessus de Xx
En effet, au-dessus de x , soit on effectue l"algorithme du point bon, ce qui
en un nombre fini de pas fait strictement baisser >“(.) , soit on effectue des
éclatements de points mauvais ou de points ou K(.) - 0, leur nombre est fini
par C.U. 1. ou par définition de Y(.)=0
E- L"algorithme est fini au-dessus d"un ouvert dense de
K= jx G Singv(X(n)) Jdimx [Singv(x(n))]] = 1] -

En effet, par C.2.3, il existe un ouvert dense U de K tel quona >C) =1
en tout point fermé x A~ U et K est irréductible en x . Par ITalgorithme
de Yi= 1 et par (1.E.2.2(6), 2.3(6),2.-U), les éclatements dont les projections
des centres passent par X sont centrés en des courbes se projetant sur U
Appliquons 5] & X(n) aux points génériques des composantes de K . L"algorithme
est fini au-dessus de U puisqu"en dimension 2 , on ne peut avoir une infinité
de points v-proches.
F- On déduit de E et D que I"algorithme est fini au-dessus de Sing™(x(n))
G— On déduit de F que le nombre d"éclatements centrés en des courbes qui ne
se projettent pas sur Sing™(x(n)) est fini.
H- De G et on déduit que le nombre d"éclatements de C.5-3 3)a) est fini,
c"est a dire que le nombre d"éclatements dont les projections des centres ne
rencontrent pas Sing™(x(n)) est fini.
I- De F et H on déduit que I"algorithme est fini et donc par A . que pour un

i>1 on a SingM&xX(n+i)) = $ .



C.5.7* Cet algorithme est stable par tout automorphisme de X(0) = X mais il
ne comute pas a la restriction a un ouvert.
Voyons I ’exemple suivant aimablement suggéré par F. CANOs

if* u2A” (u JIJ(\i2+u.)u3+u2))

1EQh) * divug) , A@+L ~ 0(p) , AQ+2 ~ 0() -
ona h > ~® |

Jx@M.FEM) *  (Wug-it)
V&) =ptl ,
x est isolé dans Singv(X(M), Singv_1x(M) * divar) .
Alors C=V(ul,2)*EHMm<>siv_1x(M)) est la courbe o a(©)»v(x) et (MO ,m©O),ot(c) ,a©)
est maximal. Son éclatement ne procure pas de point v-proche de x , donc \X)Y1 .
De plus si on effectue 1’&clatement @ : X” »X(h) centré en x , soit x” le

l E 1 [=] 2
point de paramétres uf= (ulu; N3 ¥3) eona F* h(HW WU+ 1Y)

et VU’ ,uHCsingvexMXD) , donc "(XD N0 et donc M(X) 40 .Donc X)) = 1 .
Donc 1 algorithme impose d’effectuer I ’éclatement centré en C e Mais restreint

alownert U=XM)-Ix] ,ona vU) *p et Ialgorithme impose d’effectuer

I “éclatement centré en div(i®) < Les deux algorithmes différent donc le long de

vewugj-ixj -
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111 - QUELQUES CAS OU K 1

Dans ce chapitre* une modification

PROPOSITION 1.

x(n)

Ny xS

Soient un point fermé de

de adaptée a x(n) tels

@D I(x(n)-F,(u,X))2

avec

=Uj g -ordxMmj@ * v-1 = v(x(n))

(a,b

2 - ul&u3b+u2*¥2 * el12 -

On pose

(@ Cl1l=Viurug) , Cr = V@u3*2) .

Alors a(x(n)) = et UV

et b<v

v(x(n))

si  a<v alors X(x(n)) =0

alors

~
-

o/
(%]
-

a=v , b<v et a(CM)<v

si atb<2v et o(C*) = v et ¢4 C

crée pas de point v-proche de

x(n)

si C1C Singv(x(n))

ou si divCug) C E(n)

I "algorithme de TS= 1 nous impose I ’éclatement de C et >s(x(n))™1 ,
(iv) si a=b=v =a(C?») = a(C™) et si de plus E(n) = diviutu™u?)
alors Singv(X(n)) = C~Cr et >;x(n)) =1 ;si a=Db=v=ai”) = a(C3) et
si E(n) = diviutug) on a Singv&x(M))*Clet >;(x(n)) = 1>
MV si v=1 et (a,b) = (2,00 alors div(u2)Q2(n) et IX(M) *f,Ww-X))IMNg.u2)
si ona I ,F,Ww,X))= W2*u2) alors C" = Sing(X(n)) et Y ™XM)) = 1 .
Preuve.
Clairement on a ordx()™-]) = v e 2 divise clv() On en déduit

que a(x(n)) = v(x(n)) et

que

que

-1,

Dir(x(n))
>>(x(1)) =0 A
Sing(x(n))

, de plus,

U2 G VvV Dir(x(n))

SingM"xen™Mm(X(n) ) et une p-base

1 ’éclatement de

et si c’est la plus ancienne composante de

x()%F,E(n)) est donnée.

. De plus,

C/\

E(n)

(Cig)))

ne

, alors
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Puisque ord(g)<v , on a
@) Singv(x(n))cv(u2) .
Grace a , on en tire
Q) atb™v .
G) Singv X(n) )<”CVC3

1.1. Voyons ce que I 7on obtient si on effectue I ’éclatement () : X(n+l) X(n
centré en x(n) . Soit x” /™ X(n+l) un point v-proche de x(n) . Bien sir,

x* est sur le transformé strict de div(u®)
Si x”’ n’est pas sur le transformé strict de u™» = 0 , on pose

vi® ul , v2 = u2/ul ,v3 = u3jul , d’ou des éléments de J(x(n+l).F,E(n+l)) :

* —v ,  —v+1\

[ |
= Ul =v2(gul ~=V2S? »
®) (¢ ]
al+-\ VIR itb-v b
*2  ULV2 =vi v3 = Vzlheu V. V3 4
_- On s¥it queatbgv ebt nul /en tuut Yoing+th=proche x* donc
*2 " Ul*2 = V1 v3 + V2 2U1 } = Vi1 V3 + v2*2 *
117\ J atb—v b
17; X' V1 vifv 7
@) T si  atb-v<v on a or<Xi et ~ et appartiennent a
I(X(n+1) , B\(v.A))

On a donc au plus deux points proches situés sur les transformés stricts
de ¢; et (3 dans le cas ou atb<:v et ils satisfont aux hypotheses

de la proposition
Si de plus Sup(a*b)”?v on a

© (@@tb—v)+b<2v et Sup(atb—v*b)™Vv e
Si de plus Sup(a,b)<v on a
(10) Sup(atb-v*b)<v et (atb-v)+b<atb

Ceci prouve (i) puisque u* et u™ jouent des rbéles symétriques.
Prouvons (ii), au point y situé sur le transformé strict de C3 , le couple
(v,b) devient (b,b) et donc ™) =0 par (i) .Au point z situe sur

le transformé strict C} de C1 le couple (v,b) reste (v.b) .mais a(Cl)<v

par 11.B.9.1 ,donc K(z) =0 et ycx(n)) =0
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1.2. Si aCg) =v ,ona aVv et si CCsingCxin) ) (par exemple, si VE2

ou si _, est combinatoire, c’est a dire si divlu.jUNCEIn)) alors C1 est

permise en x(n) . Effectuons alors I ’éclatement ir(h) : X(n+l) = X(n)

centre en c1 -

On a au plus un point x” € X(n+l) qui est v-proche de x(n) , c’st le
point de paramétres v = U ,w/u™,u) . D’0u on a deux éléments de

Ix(n+1),F,(v,A))
(,11)%{*1 =v2g UVl =v2 ¢g? > ordX f(g’)wv-1 ,
)-. a-vb F -v+lv a-v b _,
“V1 v3 2722U1 "=V1 v3 22 *
Autrement dit, I’ hypothése (1) est vérifiée en x” . De plus, si (@-Vv)+th<v

ordxf @ )xv donc x” n’est pas v-proche de x(n)

Si atb=2v ,ona (@@V)tb =v ,donc x” est dans le cas (i) et X(x’) =0
sauf si  (a-v,b) = (v,0) ou (@O,v)

Si  (a-v,b) Vv,00 et a(vV(vi,2))<v , par (ii), ona K(x’)=0 .

Si (a-v,b)

w,0) et si a(V(vi.vd)=v .,et si V(v1l,2)Csing(X(h+1))
(par exemple si v2 ou si div(v_JV2)CE(ntl) , c’est a dire si div(UM)CE(n) )

alors 1 ’éclatement centré en V(v",v2) n’engendre pas de point v-proche.

Si (av,b) = O,v) »on observe que V(WM vM) = est le transformé strict
de donc <E3) “ a(C3™ =

Si a(CM)<v on a X(x?)=0 , SI <(E3) = v et si CCSing(X(n)) ,
c’est a dire CACSing(X(n)) alors 1 ’éclatement de n ’engendre pas de point

proche de x~” .

Prouvons (iii). Puisque I ’éclatement centré en ne crée pas de poitit

v-proche, on a

(12) C1D Sing™"(X(n))=
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D"ou. si C~Csing”Cxin)) , on a Cl« Sing®(X(n)) , x(n) n’est pas isolé

dans sa v-strate ,, donc K(x(n)) ~ 0 et I algorithme de = 1 1impose son
éclatement et donc \(XxX(n)) « 1 .

Si CMSingv(X(n) ) alors x(n) est isolé dans sa v-strate. L “algorithme

de y? « 1 nous impose de chercher les courbes T avec ot(r) ~ v , TCSing(X(n))

et T dans la plus ancienne composante de E(n) qui est ici div(ug) . Par (2),

on a Sing(x(n) )na.iv(u2XCC. , et a(C3).fb<2v-afv et donc I "algorithme de
1 impose d’effectuer 1’éclatement en ., . D%uU >S(x(M)™1
Prouvons (iv) .Si E(n) = divCu™u™u™) alors o et c3 sont combinatoires

et donc (6) implique que
3 SingvX()) =

Donc x(n) n’est pas isolé dans sa v-strate et donc y*x(n)) ~ 0 . L ’ordre

sur les composantes de E(n) nous permet de distinguer cp €t c3 et on a
X(x(n)) = 1 .
Si  E(n) = diviu™ug) , alors c, est combinatoire et donc C/csing”ixin)) ,

donc x(n) n’est pas isolé dans sa v-strate. De plus C1l est la seule courbe
passant par x(n) avec m(C™) = 2 , Il algorithme de X = 1 impose son écla-

tement. Avec les notations du début de 1.2. 9si v(x*)<v alors >C&x()) = 1,

si v(xX?)*v et v(C) =v ,alors Sing®M(X(n)) = CPC3 et "(x(nN)) =1 « si
v(x’) = v et v(CMN<v et CACSing(X(n)) alors par (11K c3 est la seule
courbe de Sing(X(n)) contenue dans div(vg) qui est localement la plus ancienne

composante de E(n+1l) , l’algorithme de ~ = 1 1impose son éclatement, on a

Mx() =1 .Si v(x?)=v et v(CM)<v je dis que Vv™2 et que C/~CSingiXfn)).

En effet, si v =1 alors par (11), on a

av) <2 =v3mod(v2) et E(+1) = div(vlv?)
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Comme € IxX(n+1)*F,(v,X)) , on a
ordxt™h(xf) 1. DrXfll= 0 et donc v(x") =10

ce qui est une contradiction.
1.3. Prouvons (v). Nous avons v = 1 , donc g est inversible et, quitte a

modifier P et R %on a
(15) ®1=Ug ,<®=u"-

Ce qui prouve que
a6) (2.,u2)cix(),f,,xX))

On a div(u2)E(n) , sinon par (15)* on aurait ord(h(x(n)) 1DYy\gh) =0 .

Supposons maintenant que 1(X(n),f,u,X)) = (W.u™) . Alors on a clairement
an (u,,”) bi(r(m,f.E(m) 3 (u.Ug)

Donc C~/sing”ixin) ) et C™ est permise en x(n) . Effectuons 1 ’éclatement
irh) centré en C , comme e V Dir(x(n)) , dans X(n+tl) , il y a au plus
un point v-proche de x(n) , c"est le point y de paramétres uf = (U™»u™/u™,uM).
On a IX(n+1),F,(u*,X)) = ulllx(),F,u-X)) = (U,

De plus, E(n+1) D div(uld u®) et donc
<18) 1x(mtD,f,".,x)) = IxX(+D),F,E(n+D),V(u*,uf)) = @Ulj,uf)

Ainsi atv(uM,u2)3 = 1 et Viulj.uw) est combinatoire, donc (1.A.1.6)
vv(u},u£)] = 1 ; V(u™,u2) est permise en y et par (18), si on effectue
1 éclatement de X(n+l) centré en V(u’,u2) % il n"y a pas de point singulier
au-dessus de y . Donc V@UN,uM) = Sing(x(ntl)) et C* = Sing(x(n)) et

par U.C. , ™)) = 1.



-83-
PROPOSITION 2.
Soit x(n) wun point fermé de Sing(X(n)) Vvérifiant
@ ctx(M) = vx(n)) = v ,
(i) il existe une p-base (U,X) de °x@)>xM) adaptée a x(n) telle que
f = hx(n))Q\a2g+yu”™u3d) + R(F,u,X) , y inversible.

On pose C »V(Qul,u2) , alors ,

DSi v2 et a(C) =v ,ona Kx(n)$L si EM);>div(u.u2) ou
wvx(n)) =1 et w»3) ou CCSingv(X(n)) ou div(u2) est la plus vieille
composante de E()) ;
2) si v(x(n))>3 et a(c)<v ,on a K&MmM)) =0 ;
3) si v(x(n)) = 2 , a(c)<v , on a I"implication

Kxx()) 0 =">[clV_1(@©@) =iru3 , AR+l = 0(p) , A(D+2A(2)+2 = 0(p) , A(2) =F 0(p),

A+L 4 0(p) ,er™kx(n))J , cette derniére condition sera notée (*), les exposants
A(I) , 1Mi<3 , sont définis en (i-A.5.(10)) ;

Ky si vix(n)) =1 ,on a A(2)>0 et et u™ jouent le méme réle. De plus
@) si A(1)>0 ou AR)>0 et fa()+A(@2)+1 4 0(p) ou AR =0

ou A(D=0E) ou A@ = 0()] ,alors Kx())-M ; la

condition entre crochets sera notée ) ;

(i) si (AB)0 et AQL)=0) »on a FExXM))<L ;

(m) si A(i)sa@ =0 , alors x(n) est un point isolé de Sing(x(n)) et

si on I féclate, en tout point fermé v~proche x(n+l) de x(n),on a K(x(n+l)) = 1 .
Preuve

2.1. Puisque a(x()) * v(x(n)) , pour déterminer Dir(x(n)) , on doit considérer

I"idéal clv(X() ,f,Ww,X)) = (F,----Fg) (1.E.2.2. (U), notations de L.F.1t.2.1. U))

il est clair que divise tous les F» et donc que N VDir(xdn))

(i.E.1.5*%1.3.)= On prouvera 1). (@ et 3)) et h) séparément et™dans chaque cas,
le fait que x(n) est maigre.
Preuve de 1) .
Si v2 et a() = v , alors C est permise, en effet d’aprés (1.D.5.),
il suffit de vérifier que CCsing(x(n)) , or v(c)ta(c)-I£l A.A3.(VTD)).

Effectuons 1 ’éclatement ~(n) centré en C , comme € VDir(x(n)) ;
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il y a au plus un point v-proche x(n+l) de x(n) , c"est le point de paramétres

(ui,u2/ul,u3) ® (V" ,v2*3”™ et on a :

> v IMNMANRMNYY A 2NVv3N BN V2SNV 3)HR(F,v,X) , avec gf« g/u™ 1.

On constate que v(Xx(n+l))Ma(x(n+l))M , donc 1iIr(n) n"engendre pas de
point v-proche de x(n) et x(n) est maigre. Mais ceci ne prouve pas que
KXXM)) = 1 » il faut vérifier que C satisfait aux conditions de (11.C3.).

St CCSing™(X(n) ) , comme ir(n) n"engendre pas de point v-proche de x(n) ,
localement on a C « Sing™(X(n)) , on est dans le cas 2) de (11.C.3-K

Si C"Singv(x(n) ) , comme 1Ur(n) n“engendre pas de point v-proche de x(n) 5
x(n) est isolé dans Sing™(x(n)) . Remarquons qu®"on a ECn™xiiviu™u®) »
sinon C serait combinatoire. Montrons cjue C satisfait a XI1.C.3(i).

Supposons qu”il existe une autre courbe irréductible T passant par x(n)
avec a(r) = v . Alors au-dessus de x(n) il existe un point fermé y par
ou passe T , le transformé strict de r , et a(r") « a(r) = v , donc
O viMrv(nfa(r)?v-1 -

D apres (1.F.3.(iii)), si v(x(n)) =1 , alors y = x(n+l) = or on a vu que
a(x(n+l))*1<v , si v~3 , on a une contradiction, (11.C.3(i)) est bien vérifié

en x(n) par C.

D apreés I"expression de T (cf.(ii)), on a C = Sing™ ™ (x(n) IndivCu™)
et donc, si diviu®) est la plus ancienne composante de E(n), on a 11.C.3(1)

pour C

2,2. Preuve de 2) et de 3) =

Effectuons I"éclatement 1ir(n) centré en x(n)

2*2#1, Etudions d"abord I"ouvert de X(n) o0 u™ est I"équation du diviseur
exceptionnel de ir(n) < On pose (U ,u2/ul,u™/ul) « (utugju”) , soit x(n+l)
un point au-dessus de x(n) dans ProjCi) (on se rappelle que e VDir(x(n))

alors U2(x(n+l)) « 0 , avec les notations de (1.F.U.2.1.(U)) ,on a :

_ v . . ] _
fl = o 1wiaws »31 9 ins , y* inversible

et 3§ I~ ,ordx(h)(si.) = v-1 .
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On note G" = clv ~g™) , 1SS ,

et G=clv 1(@Q -
D*apres (1.E.1.),V/i , Iki<s , fi/n] € IX(n+D),F,E(n+1)) , or

fl/u™ = UgGNC 1,Ug»uri+y™u™u™ modCu™lg) , 1-Si's .
Donc 31 » , ordx (n+i)(Fi/u iV)«wordx (Mtl )WlduMHi2 ; si vE3 , dans ITouvert

considéré, il n"y a pas de point v-proche de x(n) , si v =2 , dans I"ouvert

considéré, il y a au plus un point v-proche, c"est le point ou u” n"est pas
inversible, c"est a dire le point x(n+l) de paramétres U™, u™,u™) , en ce
point on a (1.F.U.1.)

f = hxX(n+1))(Wg"+yu™u)HRGF LU, X)),

ce qui donne, en choisissant un corps de représentants de k(x(n)) dans

OX(n+1) ,x(n+1) uuP
r- -RCF U7 X))/h(x(n+1)) = u"G( 1 4, u™)+yu u™ mod(uu™)

= uMiatgu™Mttfup+yu’u™ modCul™Mu)

Si k(x(n) )™N2 ,on a v(x(ntl))*a(x(n+l)) 1 , x(ntl) n’est pas

v_proche de x(n) . Désormais, nous supposerons que x(n+l) est v-proche de

x(n) , ce qui implique donc a=0 et, en posant RH! = cl2(DM™MT)/h(x(n+l)) ,
on a :
Fl = V@MUY (DU +y (DU»UN+8(1DUUN , 1NI<S

Cherchons a déterminer VDir(x(n+l)) , d’aprés (i.E.1.5.1.2¢)9%90n a :
(U, pKFE, DU J-|F)) , K<iia) « (B@)UEFN(DU", iU +ir(i)UE, Ui<s)C VDir(x(n+D)
comme Yy est inversible ,”i , 1«i”s , y(i) 4 0 , on en déduit les implications
@ 4 6 VDIrx(n+l)) ="> v(x(n+1)) = 3 K(x(n+1)) = 0

Si V=0, alors DU CF) m y(i)U* , comme les y(i) ne sont pas tous

nuls U”~ VDir(x(n+l)) . De plus, P et y ne sont pas tous deux nuls car

G0 ,donc 3jx Yy 1"Niks, tel que P(i’) + 0O et coome F T~ VDir(x(n+l))
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(1.E.6.) et que F Mt * &I*)\I mod(U”) , on a {12 N VDir(x(n+)) , ce qui

implique K(Xx(n+1)) = 0 ((@))- On a donc I implication
(©) 0 Kx(n+l)) = 0 .

Désormais, nous étudions le cas v(x(n+*1))™2 , d’aprés (3), 4 0 , donc
3if ,Ui™s ,iRi’)4 0 ,or, @ETG)HU+y(a7)HU”,6(17)U y(17)WY) est contenu
dans VDir(x(n+l)) ,donc y(i’)4 0 (@) , donc
&) Wirx(n+l)) = ¥ - U ERGE7)/7yI7))HUE 67 HUEHY (I HU)

On a donc,:~ i1 , 1IMis

=4

A(MM+y(IVM+VIiIJ"F2 , en regardant les termes en U2 et uz2 °

ona : X(@@)=wvwi) =0 , les ™ sont proportionnels. On pose

G) h<*(«=1» - U3*" (DU .A@U.A3) . u ,AQ)*AR)*AR)«u ,AQu ,AGR) _

on a alors

F} = gA”(DUE2+yA" (DUEUNB6 (AT (D+DUEU’+p (AT (D+Duur

Fg = b(AQR)+2)UE2+*(A(2)+1)UEUE+B6(A(R) +1)UEU»+wA(R)U"UE

FA = eAR)UN2+IF(A(3)+DUAUN+BA(I)UNUHVFr(AR)+ DU

comme et y sont tous deux non nuls, en comparant les deuxiéme et quatriéeme

monSmes de F* et F , on obtient
® AL - 0(P
En comparant F” et F" , on remarque que si F* =0 ,on a :
A’(+1=0@) ,ITfFA’0) =0 ,comme ¢T40 ,ona A’ = 0(p) , c’est une
absurdité, donc F*» « 0 , comme A’(3)=-1(p) ,ona
M 3=6=0.

En comparant les deuxiéme et quatrieme monémes de F” et Fg »on a :
APODAD) = WOD)AOH) => AP(OHDHAD+L = 0(p) , ce qui donne
@ ADH+2A)+2 = 0(p)

Si A =0(p) ,F=2 T »donc Ug e VDir(x(n+l)) (1.E.6.), c"est

impossible donc

® A@ 0/
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De méme, si A2+l m O(p) , FE = -yUNUN , on en déduit (U},UMNC VWDir(x(n+l))

ce qui contredit (U) cest impossible donc :

0 A@+1 4 0(p)
2.2.2. 1l faut étudier maintenant le point y de parametres - u/un

Vg « - *v3 “ N »cest a dire le point au-dessus de x(n) sur le trans-
formé strict de C * V(ul#u2) , posons F m U2G (notations de (1.F.U.2.1.(U.) ),

on a :

f - h(y)(v2G(v1i,v2,D+H2v3g"+wrv3)HR(F,v,X) , g" € 0~n+lj .
Si ce point est v-proche de x(n) , conme v(y)$a(y)<oT&y(G(V" V2., 1))V ,
ona Ge k(x(n)) »R2] et donc on a (hon *) ). Donc, si v3 et si y

est v-proche de x(n) ,y satisfait aux conditions (i) et (ii) de la proposition
avec a(C) = a(V(“,2))<v ,si v=2 et si y est v-proche de x(n) ,y
satisfait aux conditions (i), (ii) et (hon(*)) de la proposition.
2.2.3. Prouvons (@) et (3. Si on éclate x(n) , il y a au plus deux points
v-proches, 17un, noté y , est sur le transformé strict de C , il satisfait
aux conditions (i) et (ii) de la proposition et, si v = 2 , il satisfait
a (non0*)), lTautre, noté x(n+l) veritie vx(t)) - 2 , v&x(ntl)) = 3 car
on vient de voir que vXx(n+D)2 ==> (D1, c"est a dire que, si on applique
1"algorithme de la définition de X = 0 (11.C.1.), les seuls points ou le résultat
n"est pas clair sont les points au-dessus de x(n) sur le transformé strict de
C , mais, comme a(C)<v , d"aprées (11.B.9.1.)» I"algorithme aboutira a un succes.
Donc 7i(X) = 0 et x est maigre.
2.3. Preuve de U).
On a :
T m h(x(n) )(U2g+yulu3)+R(F ,u,X).

Bien sir, g est inversible. De plus, A(2Q)>0 , en effet, si AQR) =0 ,
VIUg"Etn) et donc ordxMmA(@-j F)/h(x(n) )= 0 = v(x(n)) , ce qui est une

contradi etion.
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Maintenant. remarquons que (U)(ii) est une conséquence de (U)(i).
2.3.1. Prouvons donc U(i). On a v=1 et g inversible.
Avec les notations de (1.F.U.2.1.(U)), on a

N\ = u2[A(1)g+ulDy-jg3 + u3E(A(I)+1)y+ulD'EQyY3 |,

(1)Y 2 = u2[(A(2)+l)g+u2D *g] + ulu3[A(2)y+u2Dlj-jw]
3 = Ug [A(3)g+u3*rgj s] + uiu30 AR)+1 Tu+tUgd™-j V] .
* = A( 1TUgg+CAT 1)+ 1D)yulu3 mod. (U2 ,ulu3)Hi" »

(12 I T = [AQ@)+1]u2g+A(2)yulu3 mod. (ug.u.~IFfv

3 A )u2g+(AR) +vm. JU3 mod. (U2 .Vug)-H<"

n

u2DM[i]s + ulu3 med. (U2 ,ulu3>tty .

Les hypotheses de (U)(i) impliquent qu®un des mineurs d"ordre 2 de

la matrice

AC1) A(LD)+1
A(2)+1 AR
AG3) A(3)+1

est non nul mod.p ou que guzh(x(n)) ou uu”™hixtn)) est une puissance

p-éme et qu®on peut prendre g =X~ ou y =X~ _ Alors, on a

@3 U2e IXMM)-f,WU,X)),U1U3 e IXX(N) ,AW,X))
Comme divCu™jECn) , on a E(M) = diviuv™u™u™) ou diviu™u™) ou  divCu™un)

() et le fait que x(n) est maigre découlent de l"assertion (iv) de la pro-
position 1. qui précede.

2.3.2. Preuve de (U)(iTi)-

Ona A(1) «A@) « 0 . Par 2.3, on a donc E(n) = div(u™) =
Dfapres 1.A.1., on a :

I LFLEM )™ @ F 1 ¢t L i2,1098)/hex(m))

JOXN) L, FLEQ), IX()§) = OMAIF,WCU XF, i+2,1%i«s)/h(x(n)) ,
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JX(n) . T,E(n))=(uHUu2A,u3+tu2B.u2+Culu3) , A.B,C € Oy.~>(Mn) ,

JX(n) ,F,E(n)) = (ujUg,ul3) — it On en déduit que Sing(X(n)) = jx(n)j et

JX(),F,E(N), | x(N)M-m(ultu2A,u3+u2B) + (u2+Culu3) .

JX(M),F.E(), Ix(M]j) * (ug-u™.ug.u™)

Effectuons 1"éclatement ir(n) centré en x(n) , coome uw* et u3 jouent

des rbles symétriques et que Ug e VDir(x(n)) , nous ne considérons que

I"ouvert ou ul est 1"équation du diviseur exceptionnel de 1ir(n) . On pose donc

u™ = u3 . Soit x(n+1) un point au-dessus de x(n) ,

=ul, u = u2/ul,
d*aprées 1.E.l., on a :

Jx(n+1),F,E(n+1)) = JX(n),F,E(M), [x(n) Dul 1 ,

J(X(n+1),F,E(n+1)) = (ut.u™,u™u"2,upu™) « (U},uf)
On en déduit que Singl(X(n+1)) = V(u",uf) et que x(n) est maigre. Alors* comme
E(n+1) = divCuu™) *V(u’,u2) est llintersection des deux composantes de E(n+l)

V@ tJg) est comminatoire et d’apres 1.D.9»» elle est permise en tous ses points.

On a dTapres 1.A.1.

Jx+D),F,E(+1) ,V(u”,up) = OMUVGF .DMWJF ,DA2XF,3$i<s )h(x(n+1)). 1 ,

JXO+HD, FLE(+D), VU™ ,uE)) = IX(n+l),F,E(n+1)) = (u},uf)

Daprés 1.E.1., si on effectue I ’éclatement Tr(n+l) centré en V@UM»yYN) on a :

JX(n+2),F,E(n+2)) = j(x(n+1),F,E(n+2),V(utup) (U™u™) 1,

JX(+2),F,E(n+2)) = Cx(nt2)
D’apres U.C.2., Y"xX(n+DH) = 1 .

DEFINITION ET NOTATION 3.
Soit X wun point fermé de Sing(X(n)) et soit CCx(n) une courbe irré-
ductible et réguliere en x et a croisements normaux avec E(n) dans un

voisinage de x . Soit de plus J wun idéal de °x(n) x ” °n "ose

t(C,J.xX) = ordX [inECj)]
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3.1. Si  (U.X) est une p-base de O /n?*x adaptée a .C) awvec C:V(ui-ljl-) ,

on a

O tC.I») - infJordx[Va bmod. (W ,uM)] ;PPe J ,PSY— r» -bJai‘UIJD *a = ordcN\IN
arh™x

DEFINITION 3.2.
Avec les hypothéses et notations de 3» on suppose que v =v(X)>a = ct(©) . On note
t(C.x) * t(C,IX(M).F.E(M).C.Jxj).x) oA
JX),FLEM.C XD = h(x(n) ) 1 (Of ; De g(X.E.OQr=e(XE, jxp)-
PROPOSITION 3.2.1.
Toujours avec les hypothéses et notations de 3, on a
t(C,x) = t(C,1x(n) %9(WU,X)).X)
Preuve.
On a clairement
LX), T.(U-A)CIX(M), F,E(M).C.3x5 ) -
et les ordres de ces deux idéaux au point générique n de C sont égaux.
Donc t(C,x)<t(C,IX(N),T,u,X)),x)
Posons p - I(C) , avec les notations de I. A.1, on a un systéme de générateurs
de J(x),F,E(n),C,JxJ) qui est donné par
@O hQ)_1OMBF , i«i™t , p o XF , i+thi<k ,

WX(N),xDN F F 7 kHieitr e rHINiNS)

Soit Y un élément de ce systéme tel que ordn(<p) = a ou n est le point géné-
rique de C et tel que, avec les notations de 3.1* on a
t(C,x) = infjordJY~ mod.(u..uj)] . ,uim’.?':i

Si pe 1M U, X)), on a clairement tC, XM (C,IXM) ,T,WU,X) )™

1. NU.A

Sinon, on a Y= h(X) U, 03 avec a4b .

Alors je dis que
(2) b~k .
Sinon on a k+1”™b et puisque ici r =3 *ona b =k+tl =3 et donc ak=2 .

Alors on a ord’\[h(xj"lu& B ffl>a+l , ce qui est impossible. Cette contradictiion
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prouve ().
Alors on a
3 t+t$b
Sinon, par (1), on aurait a=b

Mais alors, par (), ua"I(C) et donc

ordn[h(xX)~1lua DgqO = ordn[hU)~\ DJgXxf] = o

et on vérifie que

°rdx[cx (h(x)-1ua D [b] B = ordxCci"nth )-1ub DI[b]B d’ou
t(C,X)>t(C, 1(X(N), T, (U, X)) %)

Ce qui finit de prouver 3.2.

DEFINITION 3.3.

Toujours et encore avec les hypothéses et notations de 3. on note 0(x,C)
le plus petit entier t tel que si on prolonge &(n),f,E(n)) par la suite
d’éclatements ir(@ : X(n+i+l) » X(n+i) , i<t , centrés en Y1) = |x(D)]
point de X(n+i) au-dessus de x = x(0) sur le transformé strict C(i)CX(n+i)
de C=C0O ,ona vxx(+t))v(x)

3.3.1. On remarque que
OCHXIM(C,X) (v-a) kt(C,x) ,ou v=v(xX) et a=a©)
3.%. Si i1l n"y a pas d’ambiguité, on écrira t(C) et ©O(c) au lieu de
t(C.x) et 0(C.x)
PROPOSITION 3.5.
Toujours avec les hypothéses et notations de 3* soit (u,X) une p-base

de ~x(n) x aXPtée a x et telle que
@ C=v@ui,uw) .
Prolongeons (X(n) ,F*E(n) ) en effectuant I"éclatement w : X(n+l) X(n)

centré en x (resp. centré en vCut.u™) et VIutut) est permis en X).

Soit X" G X(n+l) le point au dessus de x sur le transformé strict C° de C
On suppose que Vv{(x")>a(C)
Alors on a t(C") = t(C)-(v(X¥)-a(C)) (resp. t(CDHM(C)Y-D
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Preuve.
Bien sir. on a a(C") = a(c)-. Soit V e I(x(n).f.(u.X)) , on pose

vV -~ ir pufyy OU a = a(

Regardons le cas ou 1t est centré en x . Alors Xx* a pour parametres

ul= (uUNuMugun™l,u”d et

@ 1K, F,U0) = 1) - F. U X))U"akd

- -a -a(X)ta ab
3 atb=a TTab*u3 Ulu2 * °n a

@) 1ordxl (ra™ . U3a(x)+@®iordx (yavb)-a(x)+a

( ~ordx (Za b)-a()+v ~
ou v = v(x)

Ce qui prouve 3.5 en ce cas.

Si t est centré en VUN*1Y) et si V@ est permis en x alors
a’ = «[v(ur,uM)]Vv(x) et x* a pour paramétres u? = (UuNuMu”u”N) et on a

G I1XMH),F,Ww",X)) = IxM)-F*.(u-x)) R
Alors 3.5 se prouve comme ci-dessus.

LEMME U.
Soit X un point fermé de Singg(x(n)) et soit ((U\) une p-base de CX(n)*x
adaptée en x. Soit une courbe r avec
@ rCsing® ] Ondiv(u™) = div(ur)CE , ou Vv = v(X)
On pose
@ 1 =w ).
Alors ge j(X,f,B) ,
O) divise g mod.(u®) ,
(i inx@v’™ divise in(@) mod. ")

La preuve est claire.
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PROPOSITION U.L.

Soit x wun point fermé de Sing(xX(n)) tel que a(X) = v(xX) *v(xX) =2
et tel qu’il existe une courbe T2 X permise en X . Posons Vv = v(X)
Alors

() On peut choisir une p-base (U,X) de O0OY ’noﬁ’,x adaptée en x et telle
que T =VCu™un™) et V Dir(x) = Uj=Ug* *

(i) On a Singv&x())cr

(ifi) On a une des conditions suivantes

@ T = Singv(X(n)) ,

Singv_1(X(n)) ,

1 et T=Sing”™ xX(n))HE(M) ,

@ VvE2 et T

@ v3 , m(r)
&) V23 , m(M=1 , m(x)=2 , E(n)=EUEn , 17Sing” (x(n))0E” et Sing”~"*XTn))OE"
est une courbe C réguliere en x et a croisements normaux avec E(n) et
a(©) = v-1
(iv) x est maigre et ()™M
Preuve.

Par définition de la permissibilité, on peut choisir une p-base U,X)
de Oy(n)\x adaptée en x et telle que
r =vQul,u2) .

Par I.D.1, ona a(r) = a(x) = v(xX) « v . Alors, par I.F.3.5-1* on a
JX(N),NE(),NC(ul,u2)v ,
dou 1(x(n),F,U,x))CIx(M),F,E(n),r)c(ul,ug)v .
Comme a(x) = v(xX) ,ona V Dir(xX) =V Dir(d(X(n) ,f,u,X))
d’ou, puisque v(x) =2 ,

G) VDIir®x) =V dirgxX(n),f,E(m),r] = <Ul,Ug>

On a prouvé ().
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Par (5)* il est clair que si on effectue I"éclatement « : X" ==WX(n)
centré en T , il n"y a pas de point v-proche de x . On a clairement (ii).
De plus, (iii) entraine que « est imposé par l"algorithme de » = 1 .
Donc (iv) découle de (iii) et il n"y a plus qu®"a prouver (iii).
Si rCSingv(X(n)) , alors on a T = Sing®?(X(n)), on a (O et (iii) est clair.
Si r<Esingv(xX(n) ) * alors, on a div(uUru2)™E(n) , sinon T serait combina-
toire (1.A. 1(6)) et on aurait a(r) = v(r) = v . Quitte a permuter W et uw
nous supposons désormais
) div(u.j i)
On remarque que sSi on pose
f = h(xX)g+R(F,u,X) , alors
@ clv@ =6 e k()[u*\u2] ,
sinon ordx£h(x) ™ "M IgI”™v-1 * ce @N contredit v(X) = v. Par (6) =
G ™ k(M[@2] , donc v™p .
Si v=2 ,par I.F.3.U* dans X" , il n"y a pas de point singulier et donc
T est la seule courbe de Sing(x(n)) passant par x . On a donc (@
Désormais nous supposons
@) v=v(x)"3
Puisque v(r)<v et a(r) = v »on a
©® v =v-1.
Voyons le cas ou div(u2)<E() < Nous allons montrer que localement
T = Sing® "(X(n)) et on aura (2). Puisque E(M)Cdiv( ,» €tant donné un point
rationnel Xx° G X* au-dessus de x * on peut choisir u* et u™ tels que
x* est le point de paramétres u* = (uMu™u”™Vu”) , alors on a par 1.E.1 et (V)
(10) it = h(x*)gu“wH(F,u",x)

( ordx , (gulv)™Vv-p<v-2 .
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Dfautre part pour un point x1 irrationnel sur x , on a v(xH)wv-2 ,
sinon on aurait cIVQj(X(n) -FE() * @, 2V 1) ou @ est un polynéme
homogéne irréductible de degré d£2 de k(x)[ur u2] , par (8) c’est impossible.
Donc au-dessus de x , on a toujours v(x’)*-2 donc T * Sing™ -j(x(n)) ,
comme annoncé.

Voyons le cas ou div(u2)QS(n) . Nous allons prouver quon a (3 ou )
Supposons qu’on n’a pas (3 alors soit C une courbe de Sing™ ™ X)) kiivCuw) *

i=2 ou 3 avec C4 T .

Alors* on a I(c) - (W) , d’autre part par (7). il existe
g’ jxn) ,fF.EM) ,xPD avec G =clV@ )N k&) , U2 et G” 4 k(x)[u2]
alors par h.9inJjpv 1) divise G>mod. (U2) et = au™bu™cu”™  avec
ordx(@ =0 .Si 1=2 etpuisque C4 T , le transformé strict Cfde C
passe par le point x> de parametres u’ = @",u2u\u”) qui est le point
au-dessus de x sur le transformé strict de div(u2) .
Par (10), on a v(Xx’)"v-p<v-1 = v(C) , c’est impossible. Donc on a i =3

Puisque i1 =3 ,on a I(C) = (au+bu2,u0) , quitte a modifier

on peut prendre
an 1 = (urun)
Alors, on a 1(X(N),F,(u,X))PX(M),F,E(n),C) et par GB-* on a
v-1£ordcg QI(x(n) .F, (u,X))]>ordc Q§(x(n),F,E(n),C)]>a(C) donc a(c)<v-1l ,
ce qui avec (11) montre qu’on a Q).
PROPOSITION h.2
Soit Xx € Sing(X(n)) et soit (u,x) une p-base de ”~x(n) x adaptée en X
telle que
@O 1Ix ,f,Wu,x)) = W mod.(u2) ,ou v=v(Qx ,
@ v(x)*2
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Alors a(x) = v(x) = v et
(i) V Dir(x)=<U1l,u2>
(G si a[v@ul.]<v ona XX =0 ,
Giii) si ML,UZ)] « Vv ona X(X)il
Preuve.

En vertude (1), ona <«xx =v(X) = Vv .

Donc V Dir(x) =V Dir[IX(n) ,f,(u,A)] et d"aprés 1.E.1.5.1." puisque
dim V Dir(x)”"2,on a V Dir(x)3<U,j ,U2> .

Si on n"a pas égalité on a X)) =0 .
Dorénavant, nous supposons donc

U V DLr(x) = <Ur u2> .
u.2.1.1. Si afyCu™un™)] = v alors je dis que
B VQ@ul,u2)csing(x(n)) .

En effet, sinon on a Vv[V(u™*u2)] = a[Vv(uli,u2)]-1 = v-1 et donc v =1.
Alors div(Uulu2)CE(n) , en effet, sinon on a cIVEIX®M) ,F,u,X))] = UM, U2)
et donc Vv™ordx (h() *°CiF 0 pour divuWMNEM) et 1 =1 ou 2 .
Donc V(u™,u2) est combinatoire et a[v(Ul,w2)] = V[V(U1,U02)] = v , ce qui
est une contradiction qui prouve 6).

Alors par (6) et 1.D.U, si aj@uqu2”™ =v *Viur,Ug) est permis et par U.1,
on a >0J<l , ce qui prouve (iii).

U.2.1.2. Si a[v(ui,u2)]<v , on effectue I"éclatement w : X X(n) centré

en x . Par (U), il y a au plus un point v-proche de x dans X* . C"est le

point X" de parametres u" = (UNUMN\U2UV ,UN) e
Par 1.F.U.1., on a

Kx*.f.tu".x)) - u“vV IXX(n).T,u-X))

= W mod.(uUN)
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S

Si v(x®) =v alors & ,(u".A)) satisfont a (1)(2) et par 3.5*0on a
®) tv@ur,uM]it[vQur u2)]-i

Une récurrence décroissante sur t[v(@Ul1l*u2)3 donne (ii).
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Iv. K* 2.
Le but de ce chapitre est de définir X « 2, de prouver (Il. 4. F¥et 4.4))

en tout point fermé x(n)EX(n) avec X(x(n)) « 2. Dans tout ce chapitre,
une modification &) ,F,E(n)) est donnée.

A. GENERALITES - DIRECTRICE QUASI-TRANSVERSE.

DEFINITION A. 1l

Soit x(n) un point fermé de X(n), on dit que x(n) est a directrice quesi
trarsverse si il existe une R—base (u,™) de O,(Crd\l ,an)V adantée
en x(n) telle que

@ si CxM)) * tfx®)), alors E@<Mv(u 2U3) et
VDir(x(n))<£ <uU2 ,U3>.

Ce qui est équivalent a :
an si Ofx()) * P(x(n)), alors il existe Zé VDir x(n))zHNVE? tel
que div(Z) est transverse a E(n), ce qui veut dire que Z nfest pas
combinaison linéaire des formes initiales des équations des composantes de
E(n).-
) Si @) * rPx®M) + 1, alors E(M) =div(u3> et

a) si on pose & = cI™E(D™q F).hx()) ,ona :

g2@ ,,u2,0)e k(xx(n)) [ur,u],

b) Ul<evDit(G2(U1,U2,0)),

0 (@“3* £).m . W) h «»j °x<»>,x<.0 =

Si x(n) est a directrice quasi-transverse on écrira que x(n) est a D.Q.

Preuve et remarque.
On voit que (i) et (i*) sont équivalents, on remarque que dans (ii),

() et (©)) entraine (@).
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DEFINITION A.1.0.
Si x(n) est a D.Q. et est maigre et si *K(Xx(n)) {o ,1} , on dit
que TCxX(N)) m 2.

PROPOSITION A.1.1.

Si x(n) est aD.Q., il existe une p-base @U,fM) de &) x(n)
vérifiant les conditions de A. 1. et telle que Uj€ VDir(x(n))

Preuve.

@ Si () « Px(n)), on a U + LU2»U3)€E VDIir(x(n)) , avec L
convenable, si L « O, il n’y a rien a faire, si L ~ 0, on note Vv un
relévement dans OAAnf\le"n de U.I + L(UO,UJO), il est clair que (vf, y_,u 'i.)
est une Rp-base de O%nﬂ\l,x(’hi\l adaptée en x(n) ;comme Dir(x(n))

est indépendante de la p-base choisie (1.E.2.2.1.)), on a V € Dir(x(n)).

an Si o) * M) + 1, on a Uy + M3 € VDir(x(n)) (1.E.1.5.1.5.) ou
JEkCx(n)) ,si T* 0, il ny a rien a faire, si TIV O, on note V' un
relévement dans O*ﬂ’lE\l, ,%N de U1+TPUj, il est clair que (v,l,ug,ug J:)

est une p-base de O*Enjv,x (nﬂ\j adaptée en x(n) , de plus

Dir(x(n)) étant indépendante de la p-base choisie (1.E=2.3.1.), on a

VjS VWDir(x(n)) , de plus un calcul simple montre que

~NoAder B/hx@))) = bl ) /h(x(n))) et que D™ h&@)) 1=

* (U] H*hx@)) *“ 0 mod- @3>

PROPOSITION A.1.2.

Soit x(n) wun point fermé a D.Q. de X(n) avec afx®M)) « IPx()).-
Alors, avec les notations de A.l., F « o ((EF-R(F,w/T10)/h(x(n))) est dans
k(x(n)) [UP,U2,U31" F ™ k(x(n))[u2,U3]

Preuve.

Comme VDir(x(n)) E<U2,U3>, F£ kX)) [U2 LRL- d’autre part
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FEK(x(n))[un,062,U3], sinon on aurait ord”™”™ ( )/h(x(n)) )¢ o<x(n) )_1

ce qui est une contradiction.

PROPOSITION A.1.3.
Soit x(n) wun point fermé a D.Q. de X(n). Alors *>x()):vp. Si

vx@)) - 1, alors ~Ax(n)) « 0(p)-

Preuve.
Si ei(x(n)) « ~(x(n)), c"est une conséquence de A.1.1. et A.1.2_, si

oix(n)) * v*(x(n)) + 1, c’est une conséquence de A.l. (ii) et A_1.1.

B - LA CONDITION (*x).
LEMME B.1.

Soit x un point fermé de X(n) et soit (u,”) une p-base de
OW(ny,x adaptée a x et telle fue

f « u~3\u3g+g?) + R(F,u/A), avec

ord™ig?) « w»w(X) —»*1 = 1., « ordx[g" mod.(u™)] » E(n) « div(u®) ,
hG) = us B «(X) * v () « h() 1DAFE.(u3) et,
si I’on pose G/ * cI™fD™r~gjy , 1i*l ou 2,
on a GN(UITU2,0) ek(X)L[U~,U2], V Dir[g"NQj ,U2,0)0] «<u, fU2>

Alors on a ) * 0.

Preuve.
B.1.1. Effectuons I’éclatement 7f: X* ——->X(n) et montrons que tout point
fermé x°C X” qui est ~-proche de x est rationnel sur x et est sur
le transformé strict de div(u®) et n’est pas sur celui de div(u2>.

On remarque que U3 divise les cl”™hix) *DM~ fj, l1é i s et
que celles-ci ne sont pas toutes nulles puisque of(X¥X) «v X «- et donc
(D UBE.V Dir(x).

Donc x’ est sur le transformé strict de div(u®). Si x est sur le
transformé strict de div(u2), c’est le point de parametres

u* - (w2 Ujl, u3 ur)- On a par |1.E.I.
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ujgrvx)"1IbDn~rf - U Ge,ug,0mod. (Ui2,ui)E- ION\TF,E™).
Les hypotheses sur donnent

ordx , [ (X", f,E"3< I+ordx ,f&2d ,U¢,0 pé)> -1
ce qui contredit le fait que xFf est P-proche de x.
Donc xv n"est pas sur le transformé strict de div(uM)e

Montrons que x1 est rationnel sur x. Si v(x)”2, comme
x"€ Proj (Dir X)), c"est évident.

Voyons donc le cas ou v(X) « 1. Par (1), on a VDIir(x) * "M3N -
Par 1.E.4.1., on a alors f « u3”™ «u3+é") + R(f>U,”), avec les notations
de I"énoncé, on a H mutg et V est inversible puisque A * VW) « T?

LES
Les hypothéses sur g donnent

2 cl*+9(g" 2L 1+1 G. ,U) -G~ U ,U),

@ X @ 24 1« > +(U\ Z) S )

G" polyndme homogéne de degré i de c(X) CU, ou G™ *=0.
Posons

(©) u’” « Uju2l *u2 ” u3 u2!

on a vu que utix") = uMX") =0. On a

clv [h(x)-1 - H vt-X+1 G . ,U)D, j-1,2.
x[ 9 13J 2*IEI+tF S ).
Bien sir, on a G/ TUj.IM0) « G>H 2™U1,U2 ~ °* Par on a
u" G. - .,DEIX",F,EDImod.(u ,u" . On en déduit que
Z 2*i*1+D 3 1,3 1 J

ordx,[G])+1>2(uj ,1)3* »>-1.

Le point X" a pour paramétres (v~u”~u”) avec V' « y(uj ,1Dmod.W >
$ polynéme irréductible de k(x)[Uj,U23 (1.F.4). Donc " ,j(UI’uz)
Or Gpt] 2 n"est pas nul et est de degré D et si deg <>1, on a
forcément deg ¢« 2 * Donc p « 2. Par la formule d"Euler, on a
GN « Gp+i “ NG3 “ Ui G3 IHU2 G3 2 et est ¢Nisi-ble Par 4 * donc
6N * @ + bI™MHN £0. Au point x", on a

£ B> ARG juriaujr) F R(F.u,AMod . T (O

et auj+b est inversible en x" car ~Nalj + blInN. On en déduit que
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ordxfEh(x™) * DAMFAM-1 « 1, ou (v,p) est une p-base complétant
VjrunruN), On a donc DOA)EN-I, c’est une contradiction qui prouve

que X" est rationnel sur Xx.

B.1.2. Nous allons montrer que dC(x”) « 0, ce qui entrainera par définition

de &) -0 que UO(X) « 0. Par B.1.1., on peut trouver a£0x(( 9 tel

que ((Uj+au2)u2™ » U» U3U2"™  est un s#r*P* "e °x» X** Remarquons qu’en

remplacant par u™au® dans (U, nous ne modifions pas les

hypothéses, donc nous supposons que

@ u’* @iu21,U2,U3U21" eSt Un s#r,P* de °xFx1 *

Par 1.E.1., on a ord?,jyuG (u],1,0) ; i»1,2)~P . Ce qui implique que
*}GT » Esl*2 et donc

B FG*UL,U2,0) - O uj” +~J UJ U2 +FE2 A1 u2 + G

[-D?I2 - 0 et G"6k(x)[i”,Up -

Puisque h() AN U3)»on a GIWj,U2,0) m 0. D ol

°CI
® &+1)N0 = - &=DXx2 » 0.

Si 2%2 =0 alors GMOJj.UMO) =9 < ce qui contredit I hypothése
I>Dir(G*(Uj,U2,0)) -<Uj,U2> . Donc

D 2/7*0, P-1 - 0(p), p * 2.

Donc V~A+1) #0(p) et par (6), kKo , -~ O et dans (B), on a G" « 0.

Donc on a
® G671,U2,U3) -A2 u™1 U2 + U3 K(Uj,U2,U3).

1
Posons G(Uj,uU2,U3) * cl&_ @ (cf. les hypothéses). On a
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cIx. [(f-Kif.u'."AjIhix’)“q-
UNG(Uj , 1,U")+A2U¢ji,_1+UgUAK(Uj, 1,Up+Uc2L(Uj 14 3> ™
On a U¢G(UJ1,U¢) - £ jkp U~A"kp , h(x’) - UMA3)+V; UrA(3)
avec *>-1(p). CADP'ANO
Nous allons prouver que v(x?) « 3 d’ou il résultera que iIC(X”) « O.

Posons pour 1 i” s

“f. - cI™[h(x*>-1 DMUA[jfJ

A i BIER Ui tp * P ugu; 1mod (Ut Lue2)

avec pour i=2,3.

f2s clx,[h(x™-1 DM ™f]

- Z(A(3) +D £k Ujkp U*P-kp + (AR)+2)"2 U UjP_1 mod.(UcUn,U"2)

3 “ cix i) 1D§-FF)

“Z(A3)+Dpk Ujkp G~ “kp + A(3)"2 U~ 1mod. (U UA.UA2) .

Donc f2-F3 - 272 Uy -1 mod.< ,U2), par 1.LE.1.5.1.3., on a
unreVDir(x"). Par 1.E.1.5.1.5, VDir(Zpt¢ ukp 0™ ~ C TOir(x"), puisque
G / 0, ces polynbmes sont non tous nuls et divisibles par , donc

€VDIr (X)), de plus puisque T™‘*¢ O, par 1.E.4.1., on a Uj€e VDir (x*),
d’ou I1C(x") =0 et donc (X)) = O.

DEFINITION B.2.
Soit Xx un point fermé maigre a D.Q. de Sing(X(n)) et soit @,

une p-base de Oxﬁn}% adaptée en x, on dit qu’on a IV *) pour

<, (u,™)) si on aun des deux cas
@M o) - »), div(Uj)4af E(n) et degu A" >£(f-R(f .u/A) )h(x) =P= P,
D ¥ « 1+P(X¥), x et (U, 70 satisfont a A.l. (i) et

deg [G2(ulti2,0)d - 2

On dit quoona AV * pour B siona (V) pour X"u,™))
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avec Uj « t.

On dit qu'on a AV *) pour x siona ((V* pour ,(u,™) avec
(wX) convenable.

B.2.1. Bien sOr, si on a (IV *) pour X, on a BPX « 0(p) -

PROPOSITION B.2.2.

Soit X un point fermé maigre deSing(X), on suppose qu“on a les

conditions suivantes

(¢)) vj ,V3 eox x avec Vj ) - 0, div(vj) régulier en x et div(vj))
transverse a E, et div(VM)CE et on a :

JOK F.B) = (WHmod.(v) , avec N« MX)
@ 3Aéf£ (X,B), 3reAN tels que

Af m0 et AQj) = v mod.(v3) , AE (V)2 (KE) .

Alors

@ Kx* 2,

(i) pour toute p-base (w,u) de OA « adaptée
en X et avec Wj = v~ mod.(VW), = v3» XL Peut trouver = aw™bwN
aeox X *be°x x tel cufen a (IV pour (W ,z2,w3,p) -

Preuve.

Si  JX,FLE XD = (\ﬂ)mod_(v’\), comme div(vj) est transverse a E,
on a clairement OCQ) et x est aD.Q. donc 1t(x)"2. Prouvons
(i) ;on a I, FE,Exj) *(WMHmod.(wWY et donc 1(X,F,(w,p))* (w*mod.(WY) ,

on adonc (IV *) pour W,]i), ce qui prouve (ii) en prenant a * O.

Voyons le cas ou J(X,F,E,”xj) ™ (vjHmod. (W) . Prenons une p-base

(w,p) de O™ x adaptée en X avec = v mod.(V) et = v~ _ Alors
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A rIKFE{XP) + WHmod.(W3)
{IK,F,B) - W)mod. W)

Posons

® rD; - OFJL si div(w)CE , Irfiis,
- diviw)<C.E , U Iés.

Donc D. * DM'Iril pour iis.

1 w
Si E - diviw2 w3) , par 3, on a cl [hQ) "ujf] - W mod.(W3>. Pj
inversible, cI™MCx) MM “ 0 mod. W3) , 2.1¢€é &,
Alors O*cl Y A B* fgwjy mod(W3> ~0. On a une contradiction, donc

G  E « div(w).

Alors par (3), on a

©® S[hGO"Dif] -  wf mod.-fli3) ,
M5 xx St i”1 ou2 et (® ou PG inversibles).

Si ) =9() ceci prouve (i) «
Alors

0 * 1" (heo— AF mod. iw))
- pi wj clr(QAWD)) + p2 W2 clr (G(w2)) mod. (w3)
- P Wj+r + p2 wE clr(A(W2)) mod.(W3) .

Donc si ~ est inversible alors p est inversible. Par (6), si

Q?Utx x alors P2 est inversible. Ceci prouve (i) pour Q) « PQOO+1
Par (6) et (6), on a

f «w3(E>( w3y) + R(Fw»p)* avec ordx(@©) - 1. Par (6), on a
h(x)_1 Djf - Pew™ 1 + wi Dj(0)= Pj wJ mod.(W3) ,

h(x) 1 D2f - D2 O)w* mod.(W3) « B mod . (W3>.
On en déduit que 1*0é(wj,w3) et que D2e est inversible, donc

N o) et (W,02*wW3>p) est une p-base de Ox N adaptée en X, on a

O*alj + bwE mod.(W®) avec b inversible. On achéve la preuve de (ii)



-106-

en prenant m O,

COROLLAIRE B.2.3.
Soit xtSing(X(n)) avec @CX) « MX). Soit (u/X) une p-base de

adaptée en X point fermé maigre et telle que

OX(’nY, X

@O  IXM),FEM),[X) « Uj+Uunr + 111

@) d*[h()_1(DM~ + DMA] + DMJ[A)(D] * 0 ou

3i, 35 1és tel que cI™"QiI(X) *DWAIJf3 t O

Effectuons |1 ’éclatement 'L : X”— 0O X(n) centré en X, soit X’ un

point fermé de X’ P-proche de x et non sur le transformé de V(uj,u2)*
Alors

@ *,xHs 2,

i) si "ICxX) =2, ona (IV *) pour Xx7 .

Preuve
Notre point Xx’€X > a pour paramétres Vv « (1+Ujunsu2>vy ,
v~ choisi comme en I.F.4. Par (1), on a d*£jX(n) ,F,E(N)),ixj] = Uj+U2)N.

D"ou, par 1.E.11,

® JX,FED - (vPmod.(v2).

Complétons notre s.r.p. v en une p-base (v,p) de 0Ot (cfF. 1.F.%).
Par (3), on a

@ ff-hx)DPVvF +v29) + R(F,v,p) ,
/ avec ordx ,(p mod.(v2))"™ 1* div(v2)C E “C.diviv\w®) .

Si ordx,(p mod.(v™)) * 0, alors (i) et (ii) sont clairs. Regardons le

cas ou ordx,( mod.(v)) * 1. Alors, on a
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® I EELIXF) 5 (v )mod. (v2)
| WfepX™ ,B<*{x*y), ordx> [(h(x") *Df) mod. (v28

Par 1.F.4.4 (i), (B) implique

©® cNAhQCO™1(OMIJ3 + DMjITJ + DM ™H(H] - O.
Donc» par (2), on a, pour un i, 361* s,

(@) c7[h()-1DMAFFI * 0.

Posons

® F fj “hCO"1OMjTI f , I-“jés ,
A = i DM|jJ - fj DMEi>(X,E,{xj),

pour un 1 fixé satisfaisant a 3£1£s et cIr"(?™) ~ 0

On a

© af = 0.

Par (1), on a

10 TclP(f{\) -p @+ uX . léjeés ,

uz* fj = § VF mc,d_(v2) et p. inversible (cf. (8)).

Y>
Par 1.F.4.2.(9), 1.F.4.3.1.(4) et I1.F.4.3.2.(4) u2 a se prolonge en une

dérivation A"fi«0O(XF,BY),

@

NE w2V @ .5 - (WOmod. (2).

- N “I» £ * e ,& . VTIS

Par (9), on a
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12 Aff-o

Alors, par (12) et (11), et en permutant et >(x",(v,p)) satis-

font aux hypothéses de la proposition précédente et (i) et (ii) sont clairs.

DEFINITION B.2.4.

Soit x un point maigre de Sing(X(n)) avec 1ICX) - 2 et tel qu on
a les conditions de B.2.2. pour x et deux parametres (v~,v?), on dira

alors quon a (IV **) pour x et (Vj,vM).

B.2.4.1 On remarque que si on a (IV pour X et un s.r.p. (UNUMUN)
et si de plus JX(n),F,E(n)) = (WwHmod.(u™) alors on a (IV pour X
et (uj,u™. Il suffit de prendre r=*> et
A - (h0G)_1DP)D]JI-(h(x)-1D]|IF)D
~ - L) = X = = KA [ L]
ou D g DME,!J , 2E iés si dX) « X avec h(Xx) ~Df imod 'm:x N

D = ") * IN(X) avec p convenable dans O*

B.2.5. On remarque que si on a (IV **) pour &, @W,uN)) et si v(x)N2,
1*hypothese J(XX(n) ,F,E(N)) * @WpPmod. () et 1.E.1.5.1.5. impliquent

que

o VDi r (x)D<U1,U3>.

PROPOSITION B.3.

Soit X un point fermé et maigre de Sing(X(n)) avec
(€)) ) * PO €D,V « 1 et x est aD.Q.

Alors

MO *0(p) etona (IV* pour Xx.
Effectuons 1 éclatement TT: X" m X(n) centré en Xx. Soit X" un point
fermé de X" avec P»fO)(xD « (1>(),2).

(i) on a (IV «) pour (uj.t) avec tOx,, x, “/TX{O) x °X",x" ~’

QI



-109-

uj - ujt 1 ou ~nxj> » VDir(x).

i) Si m(xX) « 1 et si x" est rationnel sur x, on a oC(X") = » x*

Preuve.

Choisissons une p-base (U, de OX Wyx adaptée en x et telle
que .y, “VDIr(xx) et div(uM)"E(n) (cf. A.1.1.). Puisque
o) « vw>(X), on a

@ JX(),FLEM),{Xj) « U mod#*x(n) x OU ** #

Par A.1.2., ona P* 0(p), par B.2, on a (IV*) en x. On a prouvé (i)

Effectuons 1C . Quitte a permuter u”™ et X? est dans I ouvert
affine de x> ou div@u®) * TC *(xX). Posons u" « (Uju2”,u2,U3U2 ™ * Par
@ et 1.E.1, On a

(©) JON\F,E™) - W™ mod. (up.-

De plus, par (@ et puisque V « 0(p), il existe

> ,/\. A A
(@) f» -p, «-»tu KDm C2]+DMU[3]) f. DV'C

Pi > Pie °X(n),x ~

telle que
® h()-1 Df - uy mod. 0154}
Posons

® U - uzh()_1 [(DF)D” - ONjJI Dl

On a A(f) - 0. De plus uzh(x) * B, ~~AX(n) x ~ “onc

D UEN 4 50 sy CLEM XD
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De plus, par I.F.4., uv» & se prolonge en une dérivation &"& > (X”,EP)
au voisinage de xf , Af e h(x?) *£(D) m LN DT ou
D* - /ij ahtK &z fiowe~ eona aF-0 et par () ,
AU « ujFmod.(up et par (7)), A’E W ,up D(X",E?).

On a donc pour (uUp»u) les conditions () et (@ de (IV at) avec r
Ce qui prouve (il).

Prouvons (iii). Puisque m(xX) « 1 et que X" est rationnel sur X, on
peut choisir une p-base @, fY) de Oxfn;,x adaptée en x telle que x*

est un point de croisement pour @, f) (cf. 1.F.4.1.). Ainsi on a

17, F,@u?,20) - u2® 1X() , T, WA)
& () mod. (1) =
Ce qui prouve (iil).

B.4. Soit un point maigre xélX(n) avec TC(X) « 2, effectuons I éclatement
T :X"- wX(n) centré en x. Alors,
() en tout point fermé ~-proche x* de x, on a TC-X)E 2,
) si en x on a la condition
)  satisfait a (IV«)) ou @ « (X)) et vX) * D,
alors on a (*t) en tout point fermé x* qui est i)-proche de x avec 1t(X*) = 2.
(i) De plus, si Tt(+i): X(n+ti+1) m —>X(n+i) , I”"IN est une suite
infinie d"éclatements centrés en x(n+i) points fermés (.0 "proches
de x =x(n), pour un r6IN, on a () en x(n+i), r.
Ces résultats seront prouvés dans ce paragraphe B.4. ainsi que quelques
résultats complémentaires.

Rappelons d’abord un lemme connu.
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LEMME B.4.1.

Soit X un schéma régulier noethérien de dimension 3. Soit
une suite d"éclatements IL(n) s X(n+l) — >X(n) , n&0 , avec X(O) - X et
TU@) centré en x(n) point fermé de X(n). On

suppose de plus que x(n+DET () *(xX(n)) et est rationnel sur x(n) et que

pour tout n~l, x(n) n"est pas sur le transformé strict de
Tin-0-~x0i-1)).
cD
Alors il existe deux séries formelles u - u. + 21 c. t1 ,
l N

v-u2+ zZI ditl , 0 Xx(@© ,d£0x™ (0oy oo @i.u2.t) est un

s.r.p. de OX xgj et telles que Vn , n>0, x(n) est sur le transformé

strict C(n) de C - C(O) -V(u,v).

Preuve =
Nous construisons les suites Ch et d Jpar récurrence. Nous
n n N
supposons que \9' * U, + _ c*tN.tn , vt ot (- + -t ).t , €}
1 i<l 1 L il 1

forment un s.r.p. de x(n) et que localement, IT(h-1) xn-1) “ V(D).
Alors, comme x(n+l) n"est pas sur le transformé strict de V(t), on a

un s.r.p. de x(n+tl) de la forme UV ). Comme x(n+l) est rationnel
sur x(n), on peut prendre u" et Vv' tels que u" - u"t 1+ P j mod(t),
V' o« vIE"1l + S+l mod(t), oo (“n+j k(x(n+1))2 - kx(n))2 - k(x(0))2.

On peut prendre alors pour cn+j et "™+l <u* sont *es rel®vements e

n+1” M+l danS  °X,x(0)*
Ayant ainsi défini nos suites u et v, le résultat du lemme est clair.
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proposition B.4.2.
Soit x un point fermé maigre de Sing (X(n)), alors si v(X) « 2

et si VDiIir(x) est transverse a E(n) et si «X) < "X), on a fcGHe>1

Preuve =

Soit (u,”) une p-base de OX(’n" %

VDir(x) « <1 .V et E(n™Cdiv(u™) . Effectuons | ’éclatement TC: X*—> X(n)

adaptée en x avec

de centre x alors dans X* il y a au plus un point x~” qui est -proche
de x, c’est le point de paramétres u” = _ 1U'31 ,U2031,uM# Si A(X )< M)

alors on a ft(x) = 0.

Si vix™) - ~Mx) alors, par 1.F.4., on a
KX*".f.Cu",™)) - i’*00 I1XX(n),f,(u,fv)).

On en déduit que o((x*) » DX") et que VDIr(x?») = Uj mod .CUN) .

a2
Si v(x”) « 3 alors on a fC(xX’) « 0 et donc 1t(xX) m 0. Sinon, on a
v(x’) =2 et VDir(x”) transverse a E” = div(u®) . Si 10(x) ~ 0 alors,
par récurrence, on construit une suite infinie ic(n+i) : X(n+i+l) — ™ X(n+i),
i~"0 d"éclatements centrés en x(n+i) GX(n+i) point P-proche de
x = x(n) avec VDir(x(n+i)) transverse a E(+i) et vx(nh+i)) =2 et
x(n+i+l  X(n+i-1) *x(n+i-1), Vi~ 1.

Par B.4.1., on en déduit qu’il existe une courbe CCX(n) telle que
c -V(vrv2) ,V -u + f C.u3 »v2=u2+ £ d tl

1=1 1=1
Par 11.B.9.1., on a o((© =o<®) = I"(X)™p, et donc C est permise en X.

Par 111.4.1. on a 1C(X)< 1.

PROPOSITION B.4.3.

Soit X un point maigre de Sing(X(n)) tel que

(Dr x est aD.Q., v(X) « 2 et VDIr(xX) est transverse a E(n),
~oC(x) - IHI>X).

Alors

() onn’apas (IV «) en Xx.
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Effectuons l1"éclatement TT : X° - " X(n) centré en Xx.
(i) 11 y a au plus un point Xx"£.X" qui est ~-proche de Xx et on
a tt"(xM« 2,
in) si oi(X") «vw>(X?) « (X et JC(x") =2 alors pour une p-base

(u"A) de O0OX, x, adaptée en Xx" on a

I"cl>A(X”,F,E?mod. (U))C k(x?) CujP ,u ]
*) } <UJ, U >- WDirfj X ,F,EDmod. W) , E* - div(up ,
[ aX) - =) =0,

(v) si X)) « V(XD « ) alors x* satisfait a (OD)*

(v) s"il existe une suite infinie d"éclatements
1IC (n+i) « X(n+i+l) - > X(n+1) centrés en x(n+i) points 1™-proches de
x = x(n) avec ~CXX(h+i)) « 2 pour i”~0, alors pour un r>0, on a
O<EX(Mr)I « £x(ntr)] et on a (&) pour x(ntr) et une p-blase (v,

de i), xtnfr)} adaptee en x(n+r) .

Preuve <
Par (i), A.1 (ii) et A.1.1., on peut trouver une p-base (U/A) de
csx¢ny X avec UJEVDIr(x) et E(M) = div(u®), d"ou par (@), on a

() WDir(x) = <Uj ,U2+™N3> , "Ek(X).

Quitte a remplacer u2 par un relévement de ~2*"3 “Ce ne modifie pas

G. = clp()[h(X) 1D[2]f] mod- U3>» on a
(©) VDir(x) - <uUj ,uz2>

On remarque que (i) est une conséquence de B.2.5. (@)

Posons alors « MX) et

® f - hG)g + Rif.u."X) et GUj .U2,U3) - cli+I\g).



-114-

Puisque Ot « 1+P(X) et E(M) * diviu®), on a

G VDIir(x) - WDIirEh(x)_1(Dj", ] -<u1i,uz2> .
D’ou par (3

) G(U1,U2,U3) - F(UJ,U2) + u3K(uP,uP,u3).

Effectuons ‘IC , alors par (3), il y a au plus un point @-proche x’ de

X, c’est le point de paramétres u’” * (UjUN**U2U3",u3"N# a

@ ff=hX") gu~-I~-°+ R(F,u" 9D ,
£ gu3! ~» F(uj ,up + K@uj u2,Dmod. () .

Si kQCO[Uj ,U2], on a *(x?)é*>-1 et donc D(x*)<V>, d’ou 1C(X) = O.
Si K€ KOGO™N ] et K~0 alors aC(x”) =W ;si de plus 1JXY)
alors x” est aD.Q. Si VDir(x?) - <Uj ,IT> mod.(U™), par B.4.1.,
on a 1C(xMDé 1* Si 1IC(x")™ 1 alors par Al 2 ~ ona X)) « 0(p) et
par (5), on a VDir X", F.EDmod. @] = U up.

D"autre part, puisque x est a D.Q., dans (6), on a

0/i>u2)(F(ul,u2)) - G2(ur u2,0) e k(x)[uP,u21
et colmme P(X*) = £X) « 0(p), on a
F(Ur 02) = Uj FjidP.uP) + 02 F2 @P.uP)

On déduit alors de (7) que

®) cIx ,<J(X\F,E”) mod. (up)c. k(x*)tulP,iP].

Si VD) = ot(XY) et K=0 alors f,x* et "/AK) satisfont
aux hypothéses de B.I.l. et donc IC(X") « O et donc 4C(X) « O.

On a prouvé (iiil)e= Pour prouver (iv) et finir de prouver (ii),
regardons le cas ou p(x") «V et d(x") « > _ Alors K « 0 et par (V)
et (3, ona WIr(x") «<Uj o, mod. (I .

Si v(x") « 3 alors 0 =1C(x”) = 1CX) -
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D fautre part, on a

® h(xH) "DAJAT « uvhix) 1 Phif » i1 ou 2,

Dou v(x?) «2 alorsona () et (2 pour x’ et x” est aD.Q., ce qui
prouve (iv) et achéve de prouver (ii).

Prouvons (V) . Supposons qu’on a pour tout 130 , OC(x(n+i)) « I+P(X(n+i)).
Alors par (iv), on a toujours (1) et (@ en x(n+i), iI:~20 et donc
x(N+)E IC(n+i-1) *Ex(n+i-1)] pour i 1. Par B.4.1., il existe une courbe
c « V(Vj ,v2)c X(n) avec Vv - Uj + C_D cE u?i> »v2 “ U2 + C_O di ug telle
que 0JC) « 1+P . Donc CC Sing’\(x(n)lsI et C est permiselé:l X. Effectuons
I "éclatement TL” : X* > X(n) centré en C, par () et 1.E.1., dans X"
il n’y a pas de point P-proche de x, donc C = Sing®(X(n)) et 1CX) «1,
ce qui est une contradiction. Donc pour un r31 on a oCEx(n+tr)d = *(x(n+r))

et adx(n+r-1)) * 1+wFxX(n+r-1)) et par (@(ii) on a (**’) en x(n+r) pour une

p-base (v/A) de °x(h+r) x(n+r) adaptée en x(n+r). Q.E.D.

PROPOSITION B.4.4.

Soit Xx un point maigre de Sing(X(n)) vérifiant
(€)) X est aD.Q., v(xX) * 2 et VDIr(x) n’est pas transverse a E(n),

@  FO - ) -

Alors
@ ona (IV * pour x et i * 0(p),
(ii) pour toute p-base @U,’X) satisfaisant a A.l, (ii) avec Uj61VvDir(x)
on a VDir(x) « Ul'uz si on effectue I éclatement ~IC: X **—> X(n)
centré en x, il y a au plus un point I>proche de x, c’est le point x~’
de paramétres u’ « J]Ju2»,u2,U3U2™ *on a E’ « diviur.uM), si D) * ),

alors 0OiI(X*) « P(x”) et x” est aD.Q. et on a (IV %) pour X’ et uj

de plus si on a (Vv pour x, on a (IV *#) pour X°F (uj,uM)).
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Preuve.
Par A.1.1., on peut trouver une p-base (U, satisfaisant a A.1 (i)
avec UJ€VDiIr(x) alors puisque E(M) = div(l) et v(X) « 2 et

VDir(x) non transverse a E(n), on a
(©) Wir(x) « <Uj,Us> .

D"ou dans A.1(ii), on a G2(Uj,U2*Y) “ITuj’X\ 2FEk(X)* et donc on a
(V™ pour x et PX *0().- On a prouvé (i).
Finissons de prouver (ii). Par (2), x* est le seul point de X" qui

peut étre P-proche de x et E * diviu™uN). Par L1.F.4.1., on a

® u~1 I>GOh(x)“1 FEI(X,,F,(u",).

Donc G2 ,1,uHe IX ", F,u"/X)mod. (W) d"ou
urOQOE 10K LT, @ ,ip)mod. (WMUY) , ce qui prouve qu“on a OFX™) = >0 = W(x")
et que x* est aD.Q. et quona AV *) pour (X",u”).
Si ona (IV &) pour x, alors puisque E(X) « div(uy™) , on a
JX() ,FLEM)) = (WHmod. W) et puisque @C) « 1+P9
JX(M) ,FLEQM X)) «™x(n) x W mod-(u3) et Par
JX*,F,E™) = WHnod. W , on a donc (IV **) pour (X°,(] ,.uy)).

B.4.5. Terminons I"étude du cas ou A&E&X) = I+(X), i1l n"y a plus qu™a

regarder le cas oo v(X) « 1 puisque si v(X) =3, on a 1C(X) = O.

PROPOSITION B.4.6.
Soit X un point maigre a D.Q. de Sing(X(n)) avec

(@) o) = H>() et v(xX) = 1L

Alors
@ B =0(p) etona (V> en x.

Effectuons 1 éclatement TC: X" — > X(n) centré en X
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G Si IXX(),FLE(M),{x}) - “X(n) X uJ)Boi - tx{n|~. Uulf °X(n),x
alors en tout point x"6X" qui est P-proche de x, on a ({V **) pour
(uy-t) oo tOx,tX, -Htx(n>x Ox,fX, et Uj-Ujt-1.

i) Si "itX) O et si on n"a pas (ii) alors pour toute p-base

@, f) satisfaisant a A.l (ii) avec Uj€VDir(x), on a

@ G f=h()g + R(F,u,A)

g- Cci™g) =ru +u £ ™ gp u +eu )gp ,
X 21 30*qg**/p 1 q 2 3

(rq,7,£)6 kw3, (S,e) * (0,0)

et pour un q, L1.ég£l>/p, on a ~ 0.

Alors dans X il y a un et un seul point P-proche x* de x. Si S « 0,
alors x" est le point de paramétres (UANUMU™M»uru”l) on a  (IV *)  pour

x* et Yjyz1 . si ona vV **) pour  (x,(ul,u3)) , on a (IV**) pour

=, -unnt)) e

Si S 10, x est le point de paramétres v « (UW*9 (Suru”rJu”l,ud) ,x!

est a D.Q. et on a

*")/ cIMEIXT,FEDmod «(v$ C. K(X)Cv™,vjp ,
\ AVI»V2~ “ VDiIrCI x "*F mod.(v3>] , E" = div(v3),

0,(X™) « *>(X").

Preuve .

Puisque v(x) = 1, dans A. 1(ii), on a
(€)) G2 = aunr , aEk(x)*

et donc *"X) » O(p) et ona (AV *) en x. Ce qui prouve (i) .

Prouvons (ii). Bien sir, € VDIr(x) « VDir@X(n),f,E(n))). On peut
trouver t&ko,x tel que (ul ,£) fait partie d"une p-base (u/A)
adaptée de °x(n)fX et tel que th_1 (x?) - 0 et tOx%x , - *fc*(N)tX °x .,x

Soit alors A la dérivation ainsi définie
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u/A
) A - h(x)_1 (DpgF>D|EN * Mx) "1CIIIF F21 %

Alors A" wt "~0eSHx™*,E") en effet

A’ - t-4> h(x)- L(Dj~H)tDj|IN - t2hCxJI-~DjjIf)

Comme on a vu en 1.F.4. , tD ES(X () ,E() ,Ex(M)J) se prolonge en une
dérivation appartenant a 2)(X",E"), I£i£s. De plus, par hypothése, on a
t hxX) *D™M” * a(Ujt * mod.(t) (cf. Q) et

t h(xX) 1DMjjFeE((U]jt Donc €(unrt ** ) -0(X",EF) . Déplus,
on a

A’iUjt-1) - (t~hix)"1DAF)t DAOTJEAMEA&OO™* DAF) T DATUjE“1)

Bien sir, on a t DRIj(ujt l) S Cy 1. D pPvus

t Dj-~TUJjt S “ "t Uj DM ()t 2 « ~(Ujt » Bb’fl\i(t)' On en déduit ~ue
(©)) AQujt * = a(Ujt *)* mod.(t), a€,k(x)*

Clairement on a (IV i pour (xF,(u "t *,t)). Ce qui prouve (ii).

Prouvons (iii). Posons donc
(@) f=h® g + R(F,usX).

Puisque E(n) « div(u™) et que 0t(x) = IHIN) , on a
VDir(x) = VDir[h(x) i(DQT]»D’\Q*'p (] - De plus, par A.l (ii), on a

c*[h(x) 1DI[j*MJe@Us”™ d’ou
©) cl*"(g) - G = au2u® + K(UP,UP,U3) ,

£ N
aCk(x) , V* DX et Uj i/K puisqu®on n"est pas dans le cas (i)

Comme &= "(X) « 0(p), on a
® K(UP,UP ,U3) - U3Q(UP,UP,UP), u”-Tq

T B} -
or cIx+.£h(G) 1 g’y - au2ui ~ °* par O et "N existe
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DE«D(X(N) ,E(n) ,Ex(n)J ) telle que

@  cl*+L[h()-1 DF] - U_ A gP R (WP,IP) O.

I£q£il)p 1 q

Effectuons TC : X" — > X(n) [I1"éclatement centré en Xx ; puisque
1IC() 1 0, il existe au moins un point X"€*X* qui est ~-proche de x.
Par 1.E.l.,ona t " *h(xX) *DFfEIJ(X",F,E") et Ujt *(x") « 0. Donc
ordx ,[t pg 1 u3Rgq(u”,u3)I”™ pq, donc pour tout g, U g”p 1 , RgrU2,Un
est colinéaire a (S avec S et £ non tous deux nuls et x°
est le point sur le transformé strict de V(Uj,Efu2+£u3) ou S*“ et £
relevent S et £ , donc au-dessus de x il y a un et un seul point
P—proche de x.

Donc pour tout D €E)XM) ,EM) ,£x(n)j ), on a
® cl"Mx)-1D"f] - SU203 +U z ra UM'Pg (BU2+£U )gP.
On en déduit que

© G=clI”(g) -aUl +U , ™, Ur~qp(IU +eu )qgp.
q

£
ONqiPp“l
Quitte a modifier les Td et a multiplier UQ par un inversible, on peut

supposer

(@l0)} T=0o0ul, £=0o0u 1.

B.4.6.1. Regardons le cas ou S « 0, alors par (10), on a £ =1 et X"

est le point de parametres u’” « (NN ,u2*J3U2)» KL a

Q@D y f-hx") gu™ ™+ R(F,u",M

[ g-.uf « .o 0o S , MJu;~ ap u"gP mod.(u™
3 qivp -

On a donc OFf(x") « P(x") et (IV *) pour x* et uj.De plus, si on

a (v su) pour (x,(uj,u3)), ona (IV **) pour (x",(uj,u™)).
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B.4.6.2. Regardons le cas ou S - 1. Alors x" est le point de paraméetres

1 1

v - (uj,un+C,up ot u* - ~U3) .

Uiz =u2us
Par (9, il existe D" i(DM~"+DM~+DM~ ,DM”; 4iUs) tel que

12) jcl’\Oix)—l D'f] -t* U~ U + U Ut qP @2+£EU3)gP »

X,
O*géPp q
Net pour un g, 1£g$«pl ,ona Pi O.

Alors par 1.E.l. et 1.F.4.2.(9), on a

(13)  vz* h(x)~1D*Ffe J(X”,F,EN{x})-

Donc
aar y vN(v,-£) + £ T > v?-gp vqp£ JIX".F.E".Sx"nmod. v
1 2 Oig*yp-i g 1 2 u J 3
pour un g, on a ~ 0.

On en déduit que of(x") * *X") et que x est a D.Q.
De plus, par I1.E_.1., on a
J(X\F,E*) = u31_1IX(M),F,ECM).{ x()} ).
D"ou par (9

@5) cf ,[i(X",f,EMDinod. ("M)] <ak(x ) [vp,vp].
De plus, u@h@) > DEsffe J(XF,F,.E) , donc
6  Vi€j(x*.f,E")mod. (v3)

De (16) et (14), on déduit que

A?  <Vj,v2 C.WDir(I(X",F,EDmod. (\3)) .

Ce qui finit de prouver (ili).

Remarquons que si o - O, alors d*aprés (14), Vj ] cl’ V"' hG) = D3
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On en déduit que <Vj »VMMVDIr(J(X* ,f,E*x*Exf]) et par B.4.2., on a

3C(x’)E£ 1. On en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE B.4.6.4.

Sous les hypothéses de B.4.6.(ii), siona S0 et m alors
on a &DHE L.

EXEMPLE B.4.6.5.
f “ u"Jurunrutu3N D, A@ L FO(p) et P« 0(p) , E(N) - div(u3>.
Bien slr, x est aD.Q. et 0t * I+"(X) « 1+0 . On a
JXX(n) ,FL,E(n)) * @I, AR) + Du3 (u2+u3l>))
JXX(n) ,FLE(M) ,IX}P) « *x(n) X Ule@A<3)+1"u3 -
On est dans le cas B.4.6.(iii) avec £*0 et on a (IV ») en Xx.

F- u"’A(3)+I+9(u’\ﬁ+u"’2\ﬁuj ug\/-

On a ~(x1) * "(xF) et VDIir(x") = Up < Ainsi on remarque qu’on a

(v * pour (x,Uj) et AV *) pour X7JUd et pas pour (X”,u])-

PROPOSITION B.4.6.6.
Soit x wun point maigre a D.Q. de X(n) et tel que pour une p-base

(u/A) de OAf\n\f,x adaptée a x, on a

C*") rot® « > *V, E(n) - div(u3)
J cI™ gX(> ,FL,E(n))mod. (Uu3)]C kCxTCur.UM] ,
AUJ U™ = VDIr[JxX¢n),f,E(n))mod. (u3)] -

Alors, si It(X) « 2, ona v(X) » 1 et () en x.

Preuve.

Bien sOr, si K*(X) * 2, on a Vv(X)£ 2. Regardons le cas ou v(xX) =2.
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Par B.4.2., VDIr(xX) n"est pas transverse a E(n) < div(u™). Alors,

quitte a modifier Uj et u™ par A.l.l., en plus de (**"), on a
(€@)) WDir(x) - <Ur U3>.

Par (**"), 1l existe un polynéme P (UNUMK k) 1)), avec
P(UT U2)e cI[j X() ,f,E())mod = e Effectuons TC : X” — > X(n) I"éclatement
centré en x, dans XT il y a un seul point O-proche xf de x, c"est le

point de paramétres u" * (UNUM,U2»u™MM). Par 1T.E.1., on a
u2p@jP,1)6 J (X" ,F,EDmod. () -

Donc XM i)-p+tI”P-1, c"est une contradiction qui prouve que Vv(X) ™ 2
et donc v(x) * 1. Pour terminer on remarque qu“on a O0E(X) « "X) et

v(X) = 1 et donc quon a (**) en Xx.

B.4.7. Nous avons prouvé B.4_.(1)(ii) (stabilité de 4ACX) H2 et de ()

dans le cas oo oC(X) = 1+P(X). Pour finir de prouver B.4_(i)(ii), par

B.2.3. et B.4.2., il n"y a plus qu"a regarder le cas ou °*X) = "(X) et

v(xX) =2 et VDir(x) non transverse a E(n) . Ce qui implique e(X) = 2 ou 3.
On prouvera B.4_.(iii) en B.4.11.2.

PROPOSITION B>4.8.

Soit Xx wun point fermé maigre a D,Q. de Sing(X(n)) avec
@O vy *2, eX) « 3, T =P et 1) ™ O.

(@) Alors on n"a pas (**) en x. Effectuons I"éclatement TC : X" — — X(n)
centré en Xx.
(i) Il existe un et un seul point Xx*~X®" qui est U-proche de x
et si  It=(X")> 1 alors 1C(x") =2 et PX) = 0(p)-
() Si iICx™) =2 et o((X") « £(x") alors pour une p-base (WA)

de OXfth adaptée en x", on a
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(**") clrt[j(x' ,F EYmod. (v3)] C.K(X™)tvA,vA3 »*(*x') =* *>(x")- 0(p) ,
<Vr V2>« VDIr[j(Xx' ,f,E')mod. (v*)3 > E' - div(v3>.
(v) Si oi(X") « IHI*(x") alors v(x*) - 2 et VDir(xf) est

transverse a E",

Preuve .

Par A_L1.1., on peut trouver une p-base (u,™) de OX G'l)' X adaptée

en X avecC
® VA VDT (%) -

Puisque e(X) =3, quitte a multiplier u® par un inversible, on a

(©) <uJ*u2 + 043> * Wir(x).

D"ou par 1.E.1.5.1.6., on nTa pas JX(n),F.E(n))= (uHmod.(u™), i1=2 ou 3,

donc on n*a pas (IV **) en x, par (3 et B.4., on a (i). De plus on a

(@) E(n) - div(u2u3> ,

sinon on pourrait remplacer u” ou u3 par u2+u3 dans (U,X) et on
aurait e = 2.
Puisque 1t(X) ~ 0, dans X il y a au moins un point “~—proche de x, par
(@) cTest le point x" de paramétres v * (ujjl+u™u™) ou
u* « (UJu™ *u2u3**u3”e Puisque ot(x) « (X)), on a
Wir(x) « VDirEj(xX(n) ,F,E(M) ,{xjJ)J -

D"ou par (3 et 1.E.IL.

©) VDir[j(X®,f,E®)] «<V]V2>m°d—<v3>

De plus, x" est rationnel sur x et par 1.F.4.2.(8) appliqué avec

S*£« 0 et If¥ 1 ecen permutant les indices 2 et 3, on a
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/ h(x™) 1 ;'m‘]: “ uj 1B »v2~1,1) - 0 mod.(v3)

h(x") 1DFf2]f “ (v2-1n 1 G27v1,v2_1»1)mod"(v3N
6
© h(x?) 1 - <G1+G2+G3)(vl1,v2-1,Dmod. (v3)

h(x*) 1DMAAF - GhiVj ,v2~1,1)mod. (V3), Ai i1 s,

ou Gi(UL,U2,U3) - cIN[NGY 1pyepyg « 17i€S-

On rappelle que puisque x est aD.Q., ona GJ « O. Si

WDir(x) « VDir(Gj+G2+G3,6" ; i” s), alors par (6), on a oC(X”) « M(X) et

@) VDir(x”) =<Vj,v2>mod.(V3) , E” «=div(v3> ,

et par B.4.2., on a 1C(x")* 1 et (1) et (ii) en ce cas. Si
G J+G2+G3 G ; ié¢ s) » (LQj ,u2>U y>*) alors par (6), on a
d(x®) = “(x") et

@ VDir(x>) =<L(Vj ,v2-1,1» mod. (V3>

On a donc (IV *) pour x* et L(vj ,v2-l,1l), donc *>() = 0(p) et par
A.1.2. et (3, on a cI*[jXm ,fF.EQM .{xXD] k) ,U2+U3PJ et
par [1.E.1.

® WeJX*,f,EPHmod, W3)C. (W*,wHmod. W3), p= 0(p)-

ol w est un s.r.p. de O0X, avec Wj = L(vj,v2*LI) et w3 = -
On a donc (ii) et (iii) en ce cas. Maintenant il n?% a plus qu’a étudier
le cas ou

clV,(GHG2+G3,Gi ; 4éi1és) - O.

Alors je dis que

Qo) <F(X) - 19500 = 1(p).-

ce qui achévera de prouver (iii).

En effet, si on n’a pas (10), alors par (6), on a que V3 divise
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cPEJ X, FLE", EX )] ce qui avec (B), implique qu’on a les hypotheses
de B.1.1. pour (X7,(v,))) et donc It(X”) « 0, ce qui est une contradiction.
Alors on a par définition Wir(x") « WDIirEj(X1,F,EDI et par G),
v(xX)™N 2 mais 1E(X") T O sinon 1C(xX) “ 0, donc v(X") « 2 et
toujours par (5), VDir(xf) est transverse a E".
De plus, on a G « =0, 4 1£s et &M J0 et
G26_kQC)[uP, (U2+U3)P] or,

Q)  hx)-1 DVCQ f - @2-D-1 62(v],v2-1,Dmod. (v3).

De plus, par (6),

h(x)-1 VA fE(v3).

Les conditions de A.1(ii) sont vérifiées, le point xf est a D.Q.

Ce qui acheve de prouver (iv).

PROPOSITION B.4.9.
Soit X un point maigre et a D.Q. de Sing(X(n)) tel que

@O v =e®x =2, 1ICX =2 et *X) =PX -

(i) Effectuons I"éclatement TCe X" —~ X(n) centré en Xx, alors
il existe un et un seul point X"6X” qui est P-proche de x. On a
COX) « X)) et v(X") « 2. Siona (IV*) pour x, ona (IV*) en X" .
(i) Si on peut construire une suite infinie d"éclatements
TCn+H) - X(n+Hi+D) — > X(n+i) , 161N centré en x(n+i)€. X(n+i) point
P-proche de x * x(n) avec TCixin+ti)) = 2, k€0, alors il
existe r*70 tel que E£tFiX(Hr)) « PX(n+r)) et vxh+r)) « 2 et
e(x(ntr)) -

Preuve .
Par définition de v(X) et e(X), il existe une p-base W," de

() x atapt™e en x et telle que
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(@) Wir x) - <ui.u2>

De plus, puisque 1C(X) - 2, par B.4.2. et A.l_.1, quitte a échanger Uj

et W™ on a

©) div(u2)” E(n)C divi™un) .

Puisque 4t(xX) t 0, par (), il existe un et un seul point de XTf qui est

~-proche de x, cfest le point x1 de paramétres u* * (u™u”™ xU2U3* ,ua™-

Par 1.F.4_, on a

® FONTF, (U\>0) = u*d) 1TXM .F,U,")

Dol OC(X™) & *>(x*) = *>(X) et

©) VWDir(x") - <u“"fup mod.(uM).

De plus, si on a (IV*) en x, par (2), on a (V «) pour (X,(uj,uz2>)
et par (4, ona AV M) pour O ,Uj»u™)). On a prouvée () -

Prouvons (ii) . Soit r le plus grand entier tel que pour O7Ni™Mr-1,

on a tfx(nti)) = *x(M+i)) et vxX(>-1) « ex(n+1)) = 2, Alors, par (@),
on a oCcx(ntr)) * P(x(n+r)) et vx(ntr)) « 2, donc e(n+2)) = 3.

Si  r est infini, pour chaque ™1, le point x(n+i+l) n"est pas sur le
transformé strict de TC(n+i-1) *xX(n+i-1)), 171, il est rationnel sur
x(n+i), 1* 0 et il est sur le transformé strict de div(u2)”® X(n).

Par B.4.2. , il existe une courbe C div X(n) telle que

() = P(X)* 2, C est a croisements normaux avec E(n). Donc C est
permise en X et d@®) =" et v(X) = 2, par 111.4.1, on a *1t(X)£E 1,

c"est impossible.

B.4.10. Nous avons prouvé B.4. (i)(ii). On remarque que B.4.(i) entraine

que le théoreme 11.C.4.1. est vérifié pour 100X = 2.
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B.4.11. Nous allons prouver B.4. (a1)(iii)

PROPOSITION B.4.11.1.

Soit X un point maigre a D.Q. de Sing(X(n)) tel qu"on a
(cf.B.4) et soit (U, une p-base de ”x(n) x adaptée en x satisfaisant
aux conditions de A.1.1. Effectuons I"éclatement T: X" --—=> X(n) centré
en X et soit X"€.X" un point fermé de X avec TCix") = 2. Alors

@ ona ) en x ;

anmn soit 960x(N(X tel que 60N x, -*Lx(n) x OX, x, et soit
uj “ Uy 6 ™. Chacune des conditions (1)(@(3) ci—dessous entraine (4).

@D oI - DX,
@ e H>) et v(X) - 2,
@ a = I»(X) et v(X) « 1 et
JX(n > - Lj>« X(n)>x mOd’mXZ%),x .
@ il existe t€—0Afxf avec div(t)CE" et tel que on a
v **) pour x*,(Uuj,t)).-

Preuve de (ii).

Par B.3 () et vX) = D *=p ¥

Par B.4.8.(1) (D et v(X) «2)=" (e(X) « 2) et par B.4.9.(1)
on a (4.

Par B.4.3.(i), (@ entraine que Wir(xX) n"est pas transverse a E(n)
et B.4.4_(i1) donne (4).

Par B.4.6.(ii), (3)=" ®.
Prouvons (i). Puisque (@) mm > (*)> il reste a étudier le cas
00 « 1+HP(X), vV(X) « 1 et on n"a pas (3. Alors, par B.4.6.(iiI) on a soit
@ soit (*") en X", mais d"apres B.4.6.4. on a (%) ==%$> ().

Il est clair que B.4.11.1 prouve B.4.(i1).

B.4.11.2. Prouvons B.4.(iii).
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P).Si *) = MX) et v(X) « 1, on prend r « O.

Q@ Si o) - () et v(X) - 1, par B.4.6.(in)(iii), on peut

prendre r « 1.

® Si o » M) et si vX) « 2 et si Wir(x) est transverse

a E(), B.4.3.(v) donne le résultat.

G Si &)« et vX) « 2 et e(X) « 3. Soit o<x(+1)) - ~xint+l))
et par B.4.8, ona (*") en x(ntl) et par B.4.11.1, on a (*) en x(n+l),
alors on prend r « 1. Soit o*&x(n+1)) « I+D&@M+1)) et par B.4.8 (iv) , on est
dans le cas (R) -

M Si 0°¢C) *V(X) et vX) - e(X) * 2 alors par B.4.2. ,VDir(x) n’est
pas transverse a E(n) et par B.4.9, soit on a (IV «) en Xx et donc

r * 0, soit pour un 1i£IN, ona () en x(n+i).

W SiI ) « 1+P(x), si v(X) « 2 et si VDIr(xX) n’est pas transverse

a E(), par B.4.3.(v), on a ofx(n+tD)) * >X(n+D)), c’est-a-dire

qu’en x(n+tl), ona E ou G ou (M

Il est clair qu’il ny a pas d’autre cas.

PROPOSITION B.5.
Le théoréme U.C.4.4. est vérifié pour 1CX) =2 et UG ™ O(p) -

On remarque en effet que si ona 0 ™ 0(p), on ne peut pas avoir (**).
(cf. A1.3., B.2.2. et B.2.1.). Donc par B.4_.(iii), il n’existe pas de
suite infinie TC(+i) : X(n+i+)— N X(n+i) , i"~~0 ou TC(n+i) est
I1"éclatement centré en x(n+i) point de X(n+i) qui est ¢ ,1C)-proche

de x =x(n).

B.6. Nous n"avons plus qu’a prouver que le théoréme U.C.4.4. est vérifié

pour 1t(X) -2 et &) * 0(p)- Par B.4_(iii), nous nous limitons au

cas ou on a (*t) en Xx. Nous allons devoir utiliser des invariants tres

fins dont I ’étude nécessitera les paragraphes C et D qui suivent.
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C. PREPARATION D "UN IDEAL.

C.1. RAPPELS.

Soit R un anneau noethérien, P€Spec R tel que Rp « R* est régulier,
et R séparé pour la Filtration P-adique.
Soit (uj,,--,u) une suite réguliere de R engendrant PCR, donc I"image
de (@j*...,u) dans Rp est un s.r.p. de Rp=R" et ona PR”HR =P
Soit L une forme linéaire sur TR U coefficients tous strictement positifs.

On définit sur R* une valuation N nar

,U,R
0) vL,u,r» (U0) ...ua(d)) =L(a(H....a@).-

L image de Viay K> engendre un sous-groupe de R, Vi y R définit donc une
filtration de RT dont le gradué associé Ity Kf(Rf) est isomorphe en tant

que k"-algébre graduée a k*[u,... ,ouo k" =R?/PR” , k"

étant munie de degrés
() deg@i) =LCO, --.,1,...,00 , u iéed

L lisomorphisme est défini par

(©) inL,u,R”ui)M Ui » 1é ié d-

On a une preuve et des explications détaillées dans [} @ -

Plus généralement, on peut définir sur R une valuation Vi UK ®

une Filtration et le gradué associé par

(a VL u,E @) g(d) L@
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C.1.1. Alors je dis que les in—l-_)U)K('ﬁ) avec L(A) = n forment une base sur
k « RFAF>  de gr;J!AUy(R » NEK.

En effet, si on a

X *A uA = z Hb UE
LA =n LB >n
. ~ _ n .
comme les |r£yu,K,(u ) avec LCA) =n forment unquﬂse de gr,(R”),
les images de % dans R* sont dans PR". Or, PRHR =P , donc
les T% sont dans P = (u1 ..... uQ)-

C.1.2. De plus, Vg€R, si on désigne par g son image dans R", on a

Q) VL,u,R(@ = VL,u,R”(g,)*

Il est clair que Viiny K»(g*)’\ Vi H(g) Td’autre part si I1"inégalité est
stricte, 3s£ER\P

\uAE Et UB ,h =V g-

=s Z
LA=n ~ L®)> n *

c"est en contradiction avec C.1.1.
Désormais, on pourra noter Vljyu- au lieu de V:lijyl\ ou V£ﬂ>kf'
C.1.3. De C.1.1. et C.1.2., on déduit qu’on a un morphisme d’anneaux

eR,R”,u,L 5 grL,u,R*"R"? * grL,u,R*""R

et que gry , K(R) est isomorphe en tant que k-aleebre graduée a k[Ol,--a,J 1

ot k=R/P et KkTu|]> « = = est muni des degrés
(€9 degCLK) =L, .--,1,...,00 , 1-i-d.

L "isomorphisme est défini par
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(3M inL,u,RQui)Z--—-~U1i

Le morphisme OK,KyyU)L induisant le morphisme
k[ul,...,ud] -—#w t u, —7~u™ , }é ii d)
a tout élément g de Kk

on fait correspondre son imaee g° dans Kk* par

le morDhisme canoniaue.

C.1.4. Avec les notations précédente J étant un idéal de R, on pose

® [D°LIu = ifed ; VL,u(®> ai »

G.L|M = [FEJ ;L a] 9 af R+

C.1.4. Plus généralement, si A

est un convexe . ]RQ avec A = A +]Ra , on
note

N A
®) 1(A)~ 1’idéal de R engendré par les monbmes u , AE.&

LEMME C.1.4.1.

Si £€ I1(A)u , alors on a

) f = Y

. X UA + 21 ~ UB
Ac A ,JAl = ordp(F),

IBl> ordp (F) ,BEA

1 ’ensemble des exposants {A6A

, IAl = ordp(¥f), n est un™ue et ”es
images des dans R/P sont uniques et on a
(2) in p (f = Z1 ~ uA .
Preuve

On note n = ordp(f). Puisaue F£ I[(A)U> on peut écrire

= - . \ UuUA + \ uB *
AEA,TAlin B6A,|BI>n

Soit m = infF{IAI] .Si m~n, alors, dans grp(R") - kQUj,...
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2. '"WYAUA = 0 , donc les N sont nuls,
AEA LA |™m

les 724 sont dans B , on peut décomposer les ~ sur (Uj,.-
A =A +1IR* on obtient alors un nouveau développement de F ou

a augmenté strictement- On a donc un développement du type,

B
Z. \ » Z. ~B U o
A€A,IAl=n BEA,IA|?n

De plus, si un est dans P , on le décompose sur (@j,--

et on obtient la relation de I"énoncé. De plus, on a clairement
inp(H =51 i UAEgrnR)

d*ou l"unicité des A et des A-

LEMME C.1.4 2.

-.,u ). Comme

inf &A1

L))

Si A,l e1'2 A- sont deux convexes de 1R avec d., = A1 + IR,

+ 1~

1 = 1,2, on a

Ki,)UA i@ - Ki ,n02)u

Preuve .

Il est clair aue I(AiHéXCD <CICA,|)u 0] I(AQL . Nous allons montrer gue

pour tout méIN, on a

I(AQJ n I(Oz)uci(AlnAQ g tPm.

Le résultat sera donc obtenu par séparation. Soit T£ I(&” I u=*
n = ordp(f). On a donc
f = Z . o\ + Z N uB= X \ 2w+ N\ 20
I =n,AEA, ” Bpbn B** ICt=n.c£A2 ~ IB]>n ~
Si n”™m-1 on a clairement T6 I(Aj-lag)u > Sinon, d"apres C.1.4.2., on a

_VijuA:’\ 2 uC mod

Donc les indices A de la premiére somme sont dans Aj”™ A2e

r- <<

On pose alors g =f

N
Ju £1(AJO™MuU ™ on a ordp(g)> ordp(f) . Une
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récurrence croissante sur ord (g donne le résultat.

LEMME C.1.4 3.

Si O.i , 1£E I, est une famille de convexes de IR+’\ av?c A.1 = A. +3R:L‘

Vi £ 1, alors

Preuve.
Si 1 est fini, le résultat est clair par C.1.4.2.. Si | est infini.
il suffit de prouver

VmE3N , 1 (0 A.) = O (A"  mod(Pm).
iel 1u ifi 1u

Mais, UGour m Ffixé on se raméne au cas de la famille finie.

C.2. Avec les hypothéses et notations de C.l., soit J un idéal de R, soit

(H 0= ordg_(i @JS) avec S =R/ (ug..-.,ua,)

On désiene par AQ ;un, ... >uph olus petit des convexes A de
d_Jj N

R~ tel aue JEI(D) ou D est le convexe de 3R défini par
D= {XKj-reoxd)|Xx W  ou x2,— ,xd)(v>-xJ) Eij

On montre |I’existence de A = A(J ; ua,..-,uQ ; u.P par C.1. (7), et de
plus, on montre [l1j (1) que A est un polyédre dont les sommets sont dans
* D)) Toujours par C.1. (7), pour tout élément FféJ , on a un

développement fini mais non unique

fj a u3‘d uf (...ufa(d)) + fouTL + U g

ivwe f. ER , FfFE€R , gER et A=06(J ;u,,...,u9 ; ui™ et Pour un f€J 9
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f0 est inversible (cf. @Y.
Soit A une forme linéaire sur 3R N a coefficients tous strictement

positifs, on définit L forme linéaire sur R par
©) L(a(d),---,a(D)) = a(l) + A(a(d),---,a(?)-

Bien slr, L est une forme linéaire sur 3R a coefficients tous > 0. Par (2,

on a les équivalences

@ (WweA ,A(v>* 1) (VFED, v, ™=>,D) ,
WE™* ,AM)> D«=> (VFEJ, c*£jU<F>

ou cin est I"image de f dans gr™ u(R)c gr® ~ *eeexNi1 9
et ou A= AQ ;ud,...,u2 ; uj)
Soit v un sommet de A , alors on peut trouver une forme linéaire A

sur * & coefficients strictement positifs telle aue
® W64, AW I = {V]

On a alors, VF€J et avec les notations de (@

€ <,(>.e uq r ur@-urcr.<u

J=1
rj,v = ci’?l_,u\gfJ ’V>ek et r, = CEE ,u(f0)€k,
(), --.,v(2)) étant les coordonnées de v (C.2. ().
Par C.1.4.1, c£|_>u(1') ne dépend pas du choix de A satisfaisant

a (5), on pose donc
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(@) <<f> - 1 uWwl-Jdr ¢ 10
J=1
y ,
ctv(F)6 k [Uj....Ud] , et on note
® inn(J ; u™,...,u2 »uj) ou plus simulement 1iInv(@@) [1"idéal de

k[Uj,.-.,Uj] engendré par les c£~(F), F£J.

D "autre part, avec les hypothéses et notations de C.2.1., en désignant
par r I"image dans k" de rf£k. on apar C.2.1. (3 et (4 et avec

des notations évidentes :

9 y = Z u“-t u® j r. +r ufek'[u ,...,ud
v> Té 1 3,v ° 1 1 d
On note S@ ;uM,...,u2 ; ) ou plus simplement £() ou meme S
le nombre
©D S=inf [lvj, VEAj

ou on pose ] = v(@d)+..v(2) .
REMARQUE C.2.1.

D "aprés (2), pour tout sommet v de a , 3j, 0éjN¥-l, JvEN® © |

donc

(a0 Vv ,v sommet de & , va (I/01JIN * |

an  se(l/i> DN

PROPOSITION C.2.2.

Avec les hypothéses et notations précédentes, on rappelle que R’ = Rp

PESpec R, P=(jf-..,u),on a

ou
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€)) »=ord, ;ST ol ST ERT/(UD,..4.uj R .

Alors, pour toute forme linéaire A sur R 1 a coefficients tous > 0,
si L est la forme linéaire associée sur TR® (cf. C.2. 0)"), on a, en
notant Vi u.R et V[,u,R' les valuations associées a L et u dans

R et R*

() VFER , VLUE (P - vLUuE ,(P.

De olus on a un morphisme OA'RfW

B) V r’u,L - grL,u.R®R) ————- > grL,u,R-QR,) défini par

inL,u,R(ui) =———* inL,u,R“(ui) »

et le morphisme canonique k —— >k* = Rl/(ul ,---,ud,)RT , OK, & il
est le morphisme naturel k\J ,..., L1r] ---> k1 j,...»> .

Enfin, on a l’égalité :
(D)) AQ@ ;ud,—,u2 ;Up = AUJR" ;ud,—u2 ; u)

Preuve .

Les relations (@) et (3 sont claires. Si A est un polyédre convexe de
F1 tel que A= A+28' alors A=0 E&,AM =1 ,ol E est
I ’'ensemble des formes linéaires A sur 1R a coefficients > 0 telles

icJu ;AMWMW3> I . La relation (@) découle alors de C.2. (@ et C.2. ().

C.3. LA PREPARATION.

DEFINITION C.3.1.

Avec les hypothéses et notations de C.l et C.2, soit v un sommet de
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A ; ur@e*egu2 ; Uj), de coordonnées (v(d),...,v(2D)9 on dit que v est

soluble si v est a coordonnées entiéres et si on peut trouver Aok tel que
Q@) inv(@ ; ud*eeeQu2 ; Uj) = («j, +>Uj(d)...uY<2Y ).
on dit que v est préparé s’il n"est pas soluble.

REMARQUE C.3.2.

Un sommet a coordonnées non entiéres est toujours préparé.

DEFINITION C.3.3.
On dit que &(J ; u™,...,u2 ; W) est préparé si tous ses sommets

sont preéparés.

PROPOSITION C.3.4.
Avec les hypothéses et notations de C.1 et C.2, on suppose de plus que
@D R est local régulier, (Uj,...,u) est un s.r.p. de R , R est
d égale caractéristique. On choisit un corps de représentants dans B Ie

complété de R , alors on peut trouver viE R KILu tel que
@ Vi :u1l h(d) --- a(@ 0@@-*,&(2) 9
@@ a(2))60(d ;ud....u2 ;Up ,

et a(d ;uy U2 - VI~ eSt PrAParA*

De plus
(©) AQ ;u U2 5 Vi)CUO(J ;5 ud . uz ; Uj).

Preuve.

On ordonne les points de d-1 par
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@ VévH®DH==2> (v|* [v’] ou Av] « JvA et v~ v~ pour I’ordre

lexicographique)).

Si A(J ;ud,...,u2 ; uj) est préparé, bien sur, on prend U = Vje

Sinon, on désigne par v le plus petit sommet de ACD ; un,...,u2 ;U

tel que v n’est pas préparé. On a donc infn@@) = (Uj+BU2¢=> .. M),

on pose Wj = Vi ngcz) .ugl(d) , alors drapres Tfil (3.10)] ,

(©) AQ ;ud,—,u2 ; UuCAIJ ;;ud,-—,u2 ;Wj) et Vv~ MA(IJ ;ud,...,u2 ; Wj).
Si Wj ne convient pas, on itére ce procédé avec (@ ; ud,...,u2 ;wM),

on obtient le résultat par passage a la limite dans R.
On trouvera une démonstration compléte dans fl1 (3J , qui ne nécessite

pas |I’hypothése d’égale caractéristique.

C.4. Nous supposons désormais que R = OjL(X) ou X est un schéma affine

régulier noethérien de dimension 3 satisfaisant aux hypothéses de I1.A_.l et

soit Xx un point fermé de X, on note R~ **OA X - On suppose que

uj,--.,ud) = @j ,u2,u™MN™R est un s.r.p. de O~ ~ = R”. Soit le point

générique de Y = V(u1 ,uJQ)- Alors (u1 ,uJ) est un s.r.p. de OA-H = RIL
™

Soit J un idéal de OA(X) = R tel que

a ordU, @s) = ordUj @an = ordu, QT = ordu’ Js"H = ordu, s ordu, Adm) =0
ot T=R/u3R , S=R/(U2,u3)R , T" = R"/u3R", S” = R"/(U2.u”R",

™ = r7u3r", S" = r"/(W2,u3)r".

Ce qui veut dire que tout élément F de JR s"écrit f « suj + u3g et pour

un F on a s(x) ™ 0.
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Alors (C.2), AQ : ; UJ) est une demi-droite de 1R, on note
@ aE3,J ;u™, U™ ; ud ou plus simplement a(3) |I"abscisse de 1Tunique

sommet de A(J ; u™ ; uj*
D"aprés C.2.1 (4), on a

(©) U@ ;u3 ;U =AQR" ;u3 ;Uj) =AQR" ;u3 ; Up
D"aprés (1), on remarque que JC(Uj,u”) et donc

(()) a@3,J ; "3,u2 ; Uj)> 0.

PROPOSITION C.4.1.

Sous les hypothéses précédentes, a(3,J ; u2*u2 *ul est MmN imuit1

des abscisses des points de Ad ; Ussuz2 »

Preuve .
Notons (@"(3),p> ) les coordonnées du sommet v d"abscisse minimale

de AQ@ ; u™Muz ; uj)* Alors par C.2. (@ et C.2. (4), on a pour tout TF£J

1 f= Z P j u3@JWr(@j)g- + D+ f U
(€)) vieys U us () (U219, + u,gb o B

avec gy , di et f0 dans R et (gj £0 - —> gj inversible dans R’ = Oa ’X)
avec a(3,J)" ja"(d, a(2,3J)>jp si a@3.J) = ja'd et, par C.4. (3),

pour un £€ JR", il existe un j, 1» y»P , tel que a(3,j) = ja"(3) et

a(2,)) = p et gj inversible dans R".

D"aprés C.4 (1), on a
@) a*@®@)> 0.

Soit L la forme linéaire sur 3?2 définie par LGN ,xN) = Xj+Xs .a"(3)
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EUe définit yl>y>R . et VLuRM pour u = (, ,«3).0n a

VEE€Ejr* , v L <P*>»> _Or, VF'EJR" ,ona f =f.g * avec g~(u.,u ),

5.0,
donc viI>u>r»@) “ 0, donc vL Rtt(fFD*0 . Par C.2. (4), on en déduit

©) a(3,J ;un, u2 ; Up)> a’@).

Posons L(Xj,x™) = Xj + x™ a(3,J ; u™, u2 ; up Alors pour tout

f£J on a VL ,R"(f) = VL,u,RAfA N et donc Par définition de
AJ ; u™, u2 ;Uj), on a

a(J ;u3, u2 ;U _ (x2,x3)ix3< a3, J ; u3, ut ; Up}

dou a"@®. a@, J ; u3, u2 ; Uj).
Ce qui prouve C.4.1.

C.4.1.1. Avec les notations de C.4.1. et de sa preuve, on a le tableau

commutatif

0) Y 3 R* emmmmmmmmee = RM
:;rL,u,R(R) * SrL,ui,R,(R'S > grL,iu,R’,(R )

R/l LU3)) Ui LU3] —————- > R*/(UL3))[UT.U8] — > eIl U

De plus, VFER, par C.2.1 (@), on a les égalités

<) VL,u,R(H = VL,u,R*(F) = VL,u,R" (P



- 141

PROPOSITION C.4.1.2.
Sous les hypothéses de C.4., avec les notations de C.4.1 et C.4.1.1.,

si (fla...»foy est une base de JR, on pose :

v a(3:i¢j) i
@ f. g u u u Vg, v ug gl ) s
1,0 1 \Tji>> 1 3 i.j 3

1*i*s, a(3,1 ,J)” ja(3) , g. -6R , g! .6R pour un couple (i.j),
1»J 1»J
liijei\ Uifs , 9. J.’\ (uI ,uJ)R et a(3,i,J) - ja@d) .
9

Alors on a

<2> AU, K 1=0 4% &k a\-i uf»> iTd,

ou g.i o3 est I image de g.i g dans R/(Ul,é,lj.
Alors si (a(3),p) sont les coordonnées du sommet d’abscisse minimale
de A@R? ; unr, u2 ; uM), ona p=infF[Crdx® j~"-3 1 * léi*s , I*j*L>j
Preuve .
Les relations (1) et (2) découlent du fait que a(3) est le minimum
des abscisses des points de A(J ; un™, u™ ; un) ou de A(JR” ; un, u™ ; uMd)
(cf. C.4.1 et C.4. (3)).
Posons p’ = inf{(ordx (g.lvj.).j N, Hins, U JEI>, e Désignons par v
le point de 3R2 de coordonnées (a(3),{i’). Nous allons montrer que Vv est le

sommet d’abscisse minimale de A(JR” ; u”n, u™ ; Soit A une forme

linéaire sur 3R° a coefficients > 0 telle que
(©) A(a(3),p?’) = 1 et AX3,x2> 1 si xM*a@)+@!)H) 1 et 0.

Par exemple
A(x3,x2) = (@@ +C.i>H)_D)"Ix3+[1-a3).(a3) +2.i>H)_1H)"1]p, 1 *2 .

Alors on pose LIXAXMN.X"N) - xM+AIx”M.x™ (C.2. (3)). On a alors VM UR 15"
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UOs et pour tout i tel qu™il existe J, 1«JjsO, a(3,j,i) = ja@3),

- ipn.’ 2
ordX (9-}»5) jp-° , alors etf_)u,-B’(f'l) /*U1 Par C.2. (A), on a
()] OCR" ; u3, u2 ; Uj)dn AW} =1 FO0

D aprés C.2.1. (10) et par (3), comme a(3) est le minimum des abscisses des

points de A(JR" ; un, ;) (C.4.1. et C.4.13)), on a
o) A(JR®" ; u3, u2 ; u™n {w JAWj = 1] = {v}
Ce qui prouve que Vv est sommet de AQ@ ; u™, u™ ; up* Q-E.D.

C.4.2. Désormais, en plus des hypothéses de C.4., nous supposons que

(€)) Y = Spec(R/(uj,u”™)) est une droite affine.

Plus précisément, on se donne un sous-corps k de O0~(Y) et on

suppose que

G) oY) = k[U2j] ou est la classe de u”™ mod (@W*" 3)

Alors, par C.4., on a que

@) x est le point fermé de Y ou s"annule un.

Il est clair que x est rationnel sur k.

On suppose de plus que

@ A ; u™ ; Uj) est préparé.
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Soient (fj,. ==>fg) des générateurs de J”R, on pose

+
<5> c<.u,R(Ffi> " Fi,o |/9 hLI'p Fi,Jj <U2)Ur*® Uja<3> " Fi

ool L est la forme linéaire définie par LM, xN) = Xj+X~r.aB) ~ (C4. (@).-
Comme grL » RR) = R/(uj>u3> [Uj»u3] = kCyr [OJ, ugg » les ~ J sont des
polynémes de kfU~] , Ui~s , OijiP

On suppose enfin que

*
®) Ji , Ifi*s , Fr oEk -
Prouvons que
@) AQIR" ; u™ ; uM) est préparé.

D ’apres (6), il existe i, I1™i“s (que 1°on peut prendre égal a 1) tel que
FI ,,ek* . Supposons que a(JR" ; US ; u,_l? n"est pas préparé, alors on a pour
tout i, 1Eins

ceL,u,R"<fi> - Fi(02)"Ai<U2>""-<U I (U2)-H<U2)""-H <3>>

b
e U R,R" [: L,u,R(fii (€.2-15
avec P», N et \i dans -
*
Alors, on a Pj.Qj = g” k et donc
® U +>U2).pU2)1U~Y - FI|0,FpEkI1-VU27U3l *

Ainsi, Vi , 2”"ifs , on a

CAL,u,R(Fi),F1,0"QinU2~ = Pi(U2) FP

par le lemme de Gauss, on en déduit que Fj divise ies 9 (B
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implique alors que &(J ;u™ ; UM n"est pas préparé, ce qui est une

contradiction.

C.4.2.1. Soit y un point fermé de Y = Spec k~UMI> 1l est défini par un
polynome irréductible (U2) ona d$ =1L"Ny) :*0. Soit un

relévement de $["2] dans O , (UI’VZ’U.J) est alors un s.r.p. de O

Xsy X’y

et, on pose

@) Ui +u® g avec a(3)i a, g&0Ox y »

1v3 u3*

On choisit pg,. :pg dans 0% de facon que

(©)) V1v2°v3°H4 . ... Hs™ soit une P _base de O0X

On pose v(}',’y = VaI’L’JZQ:'l,g') et on définit Gi,j‘ et r Par

. - = N7 - iii *jér>
Q) Fng v > Gng , liiis , 0*jé

ACE ; u3, u2 ; Up) = sup £(deg(G™ 1D)/i ; 1 ,
ou F. . est défini en C.4.2. (5).

19

On rappelle que

p@ ;u3, u2 ;Uy) = infv(i,j)/), 1f s ,J4.ji:D _E~A~NO],

On pose

G 7Q ;u ,u ;;u) = supf(deg F.1 *J.)/j , IE-iés |, INjevi , F.. /7

« 3 z 1 1J

e(d ; u3, u2 S ¥ (.3 Tu3»u2 Pul " P ; u3» u2 ; Ujp

Bien sir, pour tout i, liiss tel qu’il existe j, Uji ~ Fi,j O» on a

®) > ; u3, u2 ; Upée@ ;u3d, u2 ; Ujp.
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PROPOSITION C.4.2.2.

Avec les hypothéses et notations de C.4.2 et C.4.2.1., on pose ‘JX » ‘JOX)X

et Jy « JO.X y- On suppose de plus que les F1.0 sont dans k. Alors on a :
@ @O a3, Ix ;u3d,u2 ;U -a@, Jy ;v v2 ; V)

@ fQy ;v3,Vv2 ; Vi W ;u3, u2 ; Ujp.

(i) Si x Ly et si on a une des conditions suivantes
@ a>a(3,Jd ;u3»u2 ; Up (C.4.6 @)
® a@@B, J ; u3> u2; UPDNIN ,
alors
@ E£Q@ ;v3,Vv2 ;VPDEiInf MG ; u3, u2 ; Uj)/Eh(y) :h] ; 1éi49.

(iii) Si x ™y et si, pouruni ,U 1 ?s, ona F. ~O0 et une des

o
conditions
@ 3j, 0é avec ™ N~0 et F. .=0,
® 3j,17jsr awec O =0 et F.'"%7~0,
J X0 ,J
alors
@ Q@ 7Tv3*v2 » sup T¥d, u3, u2 ; UpDV/IGH3 ; U 11¢9].

(v) Si xéy et si (Fj,---,) n’est pas monogene alors
G £Qy ;v3 v2 ; Vj)re(dXx ; u3d> u2 ; Uj)/Lk(y):K]

M S1 x~y etsi (F),---,) = (FJ) et si on a une des deux conditions
@ d+0(m , )
® P=prqgq, @q =1 et Fjpr=FjO0OQP pour un QEk[UZ],
alors on a (5).
(i) Si x+y etsi »=0@ ,*-pq, @ED-1 et (Fi...F) =

et F.* F. r non puissance pr-éme alors on a

® |1M"Qy ;v3> v2 ;Vj)é (e@x ; ud» u2 »ujp>/kG~ )+ 1/p ,
Il p Qy ; v3,Vv2 ; vj)< le<IX 7 u3» u2 7 Uj)/[k(y):k]d + 1.

Preuve.
C.4.2.2.1. Rappelons une notation bien connue.

Pour tout y~IR , on pose

Fi
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@ LA\ - partie entiére inférieure de
T * partie entiére supérieure de Kp,
[yl “ partie fractionnaire de
On a donc
- lif] +C»f]
- 1 -fi - r-vif]

C"est cette notation qui est employée dans (6).-

C.4.2.2.2. Posons

VIV, sHIV-IV gV 3\

Alors d"aprés C.4.2 (B) (6), on a

ord (@S) «ord (@@T) =ord @A) =ord @S =ord @S ) =ord T )
Ul Ul U1l U1l ui vy ui vy

Nous pouvons donc appliquer a y,< et X les résultats de C.4.1 et

C.4.1.2., on a
® a(3,Jy ; v3 v2 ;Vj) +3R+= 0@ ;Vv3 ;V)) = AQ@,j ; u3 ;Vj.
Soit L sa forme linéaire sur 3?2 définie par

L(XJ,x3> = Xj + x37a(3, J ; u3> u2 ; uj» on Pose v = (vj,v3), d apres
C.l. ® et (B), on a :

© VL,u(V =VL,u<UKU3g) = 1 > VL,u “ VL,v »

fj.u b= O,L§l et TILjIF = [Ioliv+ = VbEK+

On a donc grL,u(P\/) =or (Py), VL,u(Jy) = VL,u(Jy) =

On pose

<io> dL»<v 1 CeL,V [V,) - U, * <ei, ,<«?*> a1 vi
\Be ».,,«V
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C.4.2.2.3. Si on a

°° CeL,u(u3g) = -°

alors on a V. u. et

. acri: - Ev Ji a3 H.j> “iis

On a alors clairement a(3, J ; ; vh) = a(3) donc (11)— ~ (1). De plus,
on a PJ ; v-, v? ; v )E inf (ord (F. (U ))) j *, donc (11) " > (2) et si

x ty , (11) ==?» (3). Or (3)=> (4 = * (5) =*(6) -

De plus, (1) (b) —==» (iiXa) (I)f de méme (g hon inversible au

point rj)=~(11). oOn a prouvé (ii) et la proposition quand on a (11).
C.4.2.2.3. 1l reste a prouver la proposition lorsque |’on n'a pas (11)

On suppose désormais
(12) a = a(3, Jx ; u”n, u” u”) = a(3)"3N et g est inversible en 0o
On a alors dans grJ (R.)

(13)f ceL v(fi> = ~ (vr ub(3)6/ "juja(3) . (U2)= f: = ce (f.), liié

* j=o "

cly ,(fp) = EI Uas) r 1Ll

Ay Sk[V2 6= ° (pEN

D’autre part, comme A(J ; u™ ; u”) est préparé, (C.4.2. (7)),

1i, v s, f: +F (C.2. (4)).
Donc
(14) 3(1,J), liiis, 1&j<» , F! * 0.

19J
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Donc AQ ; VD *a@® +R+ , ce qui entraine (D) d’apres C.4.1.

On remarque alors que 1’n a :

ai,ulV “ cfi,v(v mVli=°1+U3@®@ G-

La relation (13) nous donne alors

a5 (FL

- - F.
»] i

g CDIQ Fy G+t (Dih ¢ Fpp Gih

»J
Fg gJ£k(U,\), isiis , Ujs>>
Comme A@» ; u™ ; W) est préparée, ona (Fj,---.F) £ D, et

donc les FIE ne sont pas tous nuls,

>J

C.4.2.2.4. Regardons le cas ou

e oG .J), Ui 15, lijo» ,F. _.7"~0 et

)) °© lo,J

| ordy ©= inf([ord (" ; IFI*N)-

n 09
Soit j0 tel que [ordy(F- . )J/jo est minimal, I£j0 , alors dans
@5), on a :

ord F! .)=ord . .),
y xo’Jo y \>7Jo

ce qui nous prouve (2) en ce cas, et si X My, on a

°rdy(FT0,iOJ = ordy(FiO iO Jo~ (io ; u3” u2 ; ui)/Kk(y) : k3»

ce qui nous donne () et (9 si x N~y et donc prouve la proposition en ce cas.

C.4.2.2. 5 Regardons le cas ou

an 3G_.§). lii s, ,F. . JO et

10°J
Lord @< inf(Jord F. ©]1/k ; Uki>" ).
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Soit jo minimal tel que F. . T O et I’\j0 » alors (15) devient :
o o
f: . - F. - ) F. . GJ°
lo°o lo’Jo Jo lo,C

Il est clair que I"on a (@ et, si x ty, on a (4 ce qui prouve la propositi

en ce cas.
C.4.2.2.6. Prouvons (iii). Voyons le cas ou F. /0 et F. ... =0 .
o] o]
Soit minimal tel que F. ~ 0, d’apres (15), on a
° lo*Jo
Fl. . - F.
Xo *Jo Xo ’Jo

Ce qui donne (@) et, si x /vy, on a (4), ce qui prouve la proposition

en ce cas.

Désormais, dans le cas (iii), nous supposons F. g ~ O. Posons
lo*

(a8 V = sup [ord ™ D)/j ; 14 ji
y o

Alors, d’aprés C.4.2.2.2, nous pouvons supposer que
9 ordy (G)*T .

Nous allons montrer que
(@) infEord(F» jJ~™" * 1£ j< AN

Ce qui entratnera (2). De plus, si x ™y, on a clairement
féy(i0 ; u3, u2 ; Uj)/[k(y):k], et donc (20) donne (@) et finit de prouver

la proposition sous la condition (iii)(@) ou (b).

Supposons que (20) ne soit pas vérifiée, donc, Vj , INjév

ord (F! JD)>jY , cette derniére inégalité étant équivalente a
y 1lo,J

rdv (Fj _ T>*Li>D+ i-

o] dy( 10 J ]

Cela nous implique que

Fio = Fi o wvi mof(vi~Jiu3a $L6]/*\ 1 5 1

FrY = o ~M1+73b" mod- ;1N i-" )
0 o*

ce qui donne pour tout j, Ilgour tout j, 1é jNP
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(21) F .= F (J) Gj mod. (HUVI+]L)

1oy lo” J
Donc, si (v) i1 O, on a

ord F.. . = 4 ord (G)
g 110.j y

et donc si (‘") ~ O, on a F. . N O, ce qui contredit (iii) (a). Si on a
J ) _1q/93 u .
(iii) (b), pour wun i, 1: I , on a F. . N0 et (.) = O, d'ou

1o, ~
ord F~ J>LJrJ+| i ~ ce Qui contredit (18) et finit d'établir (iii).

c.4.2.2.7. Prouvons (iv) et (2) dans le cas ol (F*, ... Fy> n'‘est pas
monogéne. Alors, on peut construire F' = F! = 21 F.dL)’\]'_~
InNins 1 1 Isjt
avec A. éLk. Pour tout i, InNjrv* avec F. ~ O, on a F. =L)j3 » G. s
r J J 2 j
v(ij)”™ jp(d ; ul3, u?2 ; Uj), deg je(Jdx ; u3, u2 ; ou~n.
En appliquant c.4.2.2.6 a (F'",Fj,...,F~), on obtient (2) et (5) et donc on
a prouvé la proposition dans le cas ou (Fj,....,F™) n‘est pas monogéne.
c.4.2.2.8. Désormais, nous supposons que (Fj,...,F~) * (F') ou
F' = 11* + £ ul?-j F.(U ) U~a
lijév>
\Y/ .
(22) si on a yv( (U2) = Qp

alors posons Wi Uit qu3 et on a

F = VL + £ UTa FV  ou
lijiw» J J
F* = F + (—l).] (~) F QJ + z (-1)J~h (?“£) F Qj_h
J J J J Uhej-1 J~h h
Donc F" = 0 De ?Ius, si F? ~ O, on a
pr
deg FVi j~(J ; u3, u2 ; Uj) ,
val F7> j p (3 ; us> u?2 ; uj) .

Par C.2(4), on a F ~ WQ et donc, en appliquant c.4.2.2.5, on a (2) et,

si X t y, on a (5). Ce qui prouve la proposition en ce cas. D'autre part,
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si  w»t0(), on a pl « 1 et on a (22). Donc on a prouvé (V) .

C.4.2.2.9. D"apres les calculs précédents, nous pouvons désormais
supposer que

@) fa=a@€eEN, >=0®) ., FJ...-.F) =F*, Fr <(kCU2‘_])Pr et

{E -0<—>() =0).

Nous allons prouver (2), et, si x vy, () et (/) sous cette condition
(23). Cela terminera la preuve de la proposition.

Posons

(24 s =sup[teU ; FrE&|[U DP }.
P

On a donc

S

@5 F~r=QP ,Qfk CU2L , Q* (K[LZDP ,Oisir

Posons F" V¥ + 51 F!(U”)UAa.Vj-A . Par (15), on a

1
r-s s
@) Fl = Q+or P

S
Soit v=val.. Fr) =val . (QP ) = pSwv , we-IN. On a
2 P 2

vp Xinf[j 1val () ;F. *t4].0n pose = ", Qék[u -

p Agintfy G 3 ol P Q Q" QTekLu_]

Soit (3,-«-,~t) une p-base de k, alors U,» * U >eee> ) est une
p-base de 9 conme Q n"est pas puissance p-eme, 3i, 21t , tel que
Dci? Q* °*

Bien sdr, on a

Or, Q = @ + qGP )-

Regardons le cas ou

(27) DY Qiio,

ona DB Q- vw i@ N 0+ poe
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Posons d « [k(y);kK] » on a
r-s u ) ; . i
ordy (Q + qGp )4 ordy (D] Q+11 (degi (Q-Dd1 + 1
et donc
(28) prord (F”)"p r[pS(deg(@Q-1)d "p8]™ p r deg FPr
y p

ce qui prouve (@ en ce cas
Pour finir d’établir (vi) quand on a (26), regardons le cas ou X ~y. On a

— N

r-s y
(29 ordy (Q + qGP )E ordyCDM~ QF+pQ») + 1 ,

ordy @ + 6P )* (deg Q7/LKG) : KI) + 1,

donc
(€Y) Ordy(F!l»ﬁr)épS (deg Q7)/[k(Y) : K] + pS ,
ordy (Fj pr)/pri deg(Gj pr)/pr.[k(y) - K +pSt,

@D ordy(F;>pr)/pr£ e@ ; Ug Uy uD/k@) = kQ +pSr

conme s-rél, C.2.5.1. entraine la premiére inégalité de (6).

Prouvons la deuxieme inégalité de (6). Posons

(€9)) N =L@ ;u3, u2 ; Up/Lk(y) :-KJJ + 1.

D’aprées (27), on a :

r-s
(€7)) ordyiDt23 (Q+ggP Dl #pr S e ; u3»u2 »u])/[My) : K] ~pr s N.

Soit EKk[Uu"3 tel que est un paramétre de OX ~ mod (uU™,uM). Soit
---J€ k[u2] tel que (V,u) =V2, u™,...,ug est une p-base de k 2
D’aprées (34), on a :
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\% r.s
G35) Bi , i=2 ou 4éi*s , ordvDj.-"™"1 (Q + gP = )J i pl 8 N.
Si dans (35), on a 4*iés, alors on a :
r-s

(36) (ordy(Q + qGP  )) @pr S N.

Si dans (35), on a i =2, alors on a

\ r-s
(€1 ordy[DEy (Q + qGP JEpr SN - 1.
Mais 1’ordre d’une dérivée ® » ne peut étre égal a p-1 mod p ;
donc on a :
(33 ordy [D]y @Q + qG¥* %] i pr SN - 2 ,

ce qui implique que (36) est vraie d’ou

39 (ordy (FJ pr))/pr<N ,

ce qui prouve (@)e-

Pour terminer la preuve de C.4.2.2., il reste a étudier le cas

@) PdEe=0 . 3, it , X @ Fo

On a :

@ M@ =1 oL s
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Si y est rationnel sur x ou si I"extension Kk|]Jk(y) est séparable, on a

ordy Q + qGpr S)™ ord™(D™1j] Q* d *deg QépT SCHJ ;u3,u2 ;U d 1.

Ce qui implique (@ et (7) en ce cas. De plus, si x vy,
ord™(Q + pGPr“S)é ord’\(DK'!gi Q") , donc

i - -1
42 ord™(Q + qGPr S)E d—I deg Q" *pr Se@ ;uM,u2 ;uw d

Ce qui donne (B) en ce cas. Bien sir, () implique (6)-

i ne reste plus qu"a traiter le cas ou l"extension k/k(y) est

inséparable. On adonc x Ny et

@3  ord™(Q + qoP )7 IHord DAIA QT)E 1+d - deg O

On a donc (31) qui donne la premiere inégalité de (6), pour obtenir la
seconde, il suffit de recopier mot pour mot la preuve du cas précédent a

partir de (34) .

C.5.0. Etant donnésune modification (X(n),F,E(n)) et x un point fermé

de Sing(X(n)), nous allons devoir étudier le complété ©°x(n) x de °X(n) x*
Soit alors
P : X(n) = Spec A X% 2 X(n)
la projection canonique.
Soit E(n) [I1"image réciproque de E(n). 1l y a bijection entre les
composantes de Efn) et celles de E(n) passant par x. On met sur les
composantes de E(n) 1%ordre induit par I7ordre sur les composantes de E(n)

(11.B.8.1.). On peut alors définir J(X(n),f,E(n)) et clairement

JAX(n),F.E(M) = IX(n),F.E(M) x() ,
J(X?n),F,E*Tn),ix}) = JXM) ,F.EM ,{X]) Ox(n)
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De plus, pour tout i>1, on a
Singi(X(n)) - p 1[Sing™Xin))] .
Si C est une courbe de X(n) telle que C = p_l(C) est a c.n. avec

E(n) alors C est a c.n. avec E(h) en x et on a :
() J(xfn),F,EIn),C) = JX@ ,F.EM) ,0) Ox(n) >x .

Si C est une courbe de X(n) telle que C = p_l © est permise
VAN
dans X(n) , alors par (1), (@ et 1.D.1., C est permise en X.

PROPOSITION C.5.
Soient x€ S.ing(X(n)) et (u,n) une p-base de Oa&ﬁ( % adaptée

a Xx et satisfaisant aux trois conditions qui suivent.

(€D} 1 (X(n),f,(u,70) = (Uj)mod.(u2,u3) ou V = V(x).
(2) A=AU((X?n),f,(u,a)) ; u”u,, ; Uj3

nfa qu un sommet (c, X.,d, 3)).

A si div(uT)c E@M), I1™"i*3 alors u.ie.Oa(m\/,X , de plus, div(uj)c E(n)
et si E(n) = div(Ujun™), on a div(u?®) <div ) et si E(M) = diviutu™u?) ,
on a (divuM)<div(uj) et div@u™M)<div(u”?)), on n"impose aucune condition
d*ordre si div@u”™ E(@) .
Alors
@ * =~
N c@,i)) + d@u, )",
(iii) si cu,f)<=:1 et d(u,S) <1 alors NKX) =0 ,
(iv) Sing”™ (X(n) )n divUj )dVvj ,u2) Uvj ,u3d).
De plus, si A est préparé, on a
&) Sing® X(M))cv(uj,u2)Uvj ,u3d>,
(vi) si "MXM 1 et si on applique a xeX(n) I"algorithme de % = 1 ou

celui du point bon, le premier éclatement est défini et permis et il est
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centré en la courbe notée C(J)> qui est la projection sur X(n) de
/C\:(j) « v(Uj ,u™M)c XA(\n) avec J~2 ou 3 et c*(?: a)y»n et

(v ., (X ,on (C (J)) maximal,

(vii) si [c(u,B)3 + [d(u,™M] 1, alors % ()N 1,

(viii) si K. *= 2, alors x est bon.

Preuvee

C.5.1. Par (1), on a clairement ) =7 , ce qui prouve (i). Par définition

de A , on a

(4) < (x) « ord”T[i (X(n),f,(u,?0)3-~ (c(u,R)+d(u,71))>

ce qui donne (ii).

C.5.2. Prouvons (iii). Effectuons I ’éclatement ¥ - X7 __~MX(n) centré
en X. Si dans X* il n’y a pas de point -V -proche de x, le résultat est
clair. Etudions le cas ou dans X* il existe un point x”> V -proche de x.

Alors en X, on a

® ci™ [IX(n> ,F,,2,))3 = (UI)-

En effet, (ii) et les inégalités cQ,?i)-z1 et diu,™N)-~ 1 impliquent

®) c(u,A)>0 et d(u,E)>0.
Si on n’a pas (5), par (2 et (6), on peut appliquer I.E.5.1.6 (iii). On a

donc VDir(x) =< U n , ce qui contredit I’existence de x’. 0On a

donc (5) qui nous donne

(@) Uj > = VDir(x) .

Etudions le cas ou x” est dans l7uvert de X* ou divu®) =T *X) .

Posons donc

® u" = (U3l ,U3) .
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Par (7), ona uj(x") =0. Si u" est un s.r.p. de O~fx,, on vérifie
facilement (voir par exemple 112] p. 127) que (X" ,X*,(u",N)) satisfont
a @O @ B avec

c(u®,r\)
du*,f®)

c(u,® + du,3)-1 <c,IP
du,”™ .

®

Montrons que u est forcément un s.r.p. de OA,)>< Sinon uz'(x’) serait

inversible et par (2), 3gelXM) ,f,u,fH) avec
g “aoli + ? ™ aj ur j U2 u3 mod”°X(n),x’L?2u ~
age Oxeny,x > af inversible ou nul, 0<§&v » 3jj» 1 j’\ 2 5, a3 "0,

d@) = jd,i\), cg) = jc(u,3), vV,

L(Xjx2.x3) = Xj + (2+x3) 6 1 (C.2. (9 ).

Alors, avec les notations de C.1.4.

o) gu3’ =aou + 1&%& a, ui»—j - 0) W@)-j
10 A 2 T
mod -J0¥ ! L%y, U
Comme ge I(X(n),f,,TH)c IX(n),F,E(n),[X]), par 1.E.1., on a gu3HAIX",F,E")

De plus, si utix®) ~ 0, par (9), on a pour un j, 1~ j"° ,

(A1) ordx»(@u3™M™ Mj+c(PD+HAd@)-1M-§+j (c(u, DH,ri)) < 2 ,

ce qui contredit I"hypothese V(") =D , d"ou uNix®") = 0, comme annonceé.

Regardonc le cas ou x" pour paramétres

12 Ut = U 2 w3uh
Alors on vérifie facilement (C121 p.127) que (x",X",(u",3)) satisfont
a @ @ B avec

c(u”, )
(13) J
dqu, 1)

cu.”n)
c(u,$) + d(u,kr) - 1<d,d.
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Par (9), (13) et une récurrence décroissante sur c(u,R) + d(u,3),

on a X (X)) «0 .On aprouve (ili).

C.5.3. Prouvons C.5 (iv). Par (2) et par définition de A , on peut trouver

R x\
g€ IX(n) ,F,@Ufi)) dont le développement dans 0, < KOO MMy, ,u ,u Tl
" J
s*écrit
S - r , gii] <P ,
1n iz 3 1 A 1

A-k(x) [[u2,u3d] , *«0x(n)fX

c) ™ je(u,d , d@g)> jd@u,™) et, pour un §p,1 j1l*D ,o0n a
dag® - jdiu,™, cg"™ =jJlc W2 et t inversible.
Posons D = [(V—j®» 13 1 NS NhuN .0n a
Dg ” Pu~™ ~u3”™ ~ mod.(Uj)), p inversible.

Bien sOr, Dg6 I[Sing” jJl+j(X(n))] , ce qui donne (iv).

C.5.4. Remarquons que dans C.5.3, si ona jJ""2 (ce qui est le cas si

@, ) ,du,2I)H)» 3V , alors on a

singp_j ¢X(n) ) ri div(Uj ) <= V(Uj ,u2) UV @ ,un) .

C.5.5. Avant de continuer la preuve de C.5, comparons les idéaux
J=JXM,F.LEM) et 1 = 1XMO ,F,wM)). Notons y(G) le point
générique de C({) = V(Quj,u™), jJ=2 ou 3. Alors
(@) si div(Uj)c E(n) , JOX*"n)t?(3) =10 ~ ~ ~ ,
(ii) si pour un AelIN , on a
lo(Uj)~ + (uUI,UPHA alors Jc:™")N + (Uj,UPDA 1, j=2 ou 3,

(i) si A = 0, alors = 0(p)-

La relation (iii) est claire car alors x est a D.Q.,
() est clair, (ii) est clair si VQuj,u™) est combinatoire, on a méme en
ce cas

Jo (ur ) + (U >UjA
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Si C(g) = V(j,Uj) n"est pas combinatoire, on a

f - R(CF,uA) “ h(r + 6>* r€ °x(n) ,x *8e (ul,Uj)A " h “ h(x”®

A
Pour tout D€ £(X(n) ,E(h)) , on a

h *DihgD = g’e (Uj*uj)A 1 ,

as
h_,D[hrud] - r* uf , M) x
La premiere égalité est triviale. La derniére égalité est claire
si A(C1) 10, si A() *0 alors div(uj) EA(n) et donc = 0(p) , ce qui

donne I égalité.

C.5.5. Avec les hypothéses et notations de C.5., on a les implications
@ cufm > 0 Sing(X(n) )a div(u3) - C(3),
(i) c@,N)>1 =~A~[C(3)3 =~ et C(3) est permise dans XG\),
ain [cu, M * 1 et A(D>0 ou c(u,MDH™M3

<@ = Sing*(X(M) n div(w®) ,
Gv) du,Jpn 1 @3 =~ et VLie@3I>"“1, de plus
[du,M>1 et A@>0 ou ~"N2J > C(2) est permise dans X() ,
™ du,r) > 1 =x [C @ = Sing*(X(n))o div(u2) et C(@ est permise3
i) (cu,?nHd,™) = (0,1) =~6(2) est permise.

Preuve.
(1) est clair.
Si c@,V>1 alorsona n[C®3 ==~ i V&2, C(3) est permise.
Si U= 1, par C.5.4. (ii), on a A(1)>0 et donc &(3) est combinatoire
d'ou VILC®)3 =1 et C@) est permise.

Si c(u,r0> 1, ona le (W) + (U rUN)I*2 et par C.5.5 (Ii1), on a
donc €@ « Sing (X(n) ) Adiv(?) .

Si c(u,k) * 1 alors le (U )+@W, UV . Si de plus A(1)>0,
alors C (UY) est combinatoire et donc par C.5.5 (1), Je W)+ U »uH"
et donc C(@3) » Sing™(X(n) )0 div(u®) . On a (iii).

Les implications de (iv) et (V) découlent de C.5.5 (ili) et leur
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preuve est quasiment identique a celle de (iii).
Prouvons (vi).Par (iv), I’implication est vraie si Or par
C.5.4 (i1, V« 1 entraine A(1)>0. De plus, (€,A),.du,/D) « (0,1)
implique

f = h(ruj+su2) + R(F,u,rb),

(r’s)e °X(n),x*
. A
11 en résulte que A(2);>0, sinon V =0 et donc C (@

combinatoire et permise.

C.5.6. Par (3), div(u™) est une composante de E(n) dans X(n) , c"est
donc I"image réciproque par p d“une composante E" de E(n) dans
X(n). Si c(u, )™, posons CR) = SingX(n))AE* alors

P 1[C(3)3 = Sing(X(n))n div(u™) = V(Quj,u3) = C(3)-

Alors, par C.5.0, C(3) est transverse a E(n) en x et, si 6(3)

est permise dans )A((n), C(3) est permise dans X(n) en Xx.
Par contre, si V(uj,u2) = C(2) est permise dans X(n) en X,
nous ne pouvons pas affirmer a priori qu"il existe une courbe C(2) de

X(n) avec C2) =p 1CD)]

C.5.7. Sous les hypothéses de C.5. et si de plus

@5 A =AM ,F,u,?20) ; "3,u2 ; Y\ est préparé,

6) (cu/*d,70) = (1,00 ou (0,1 ,
on a
@ singr(X(n))ecvuj Us~ si (c@W-XN ., dWwAr)) = (1,0,
Singl)(X(n))CV(u1,u2) si (€A ,du,®®) = (0,1

Gi) K éi

Preuve.

est

On pose j-2 si (@ ).dw,)) = (O,1, j=83 si (U AWU,)) = 1,0)).
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D*aprés C.5.5. (ii)(v) , la courbe C(g) est permise dans 5c(n). De plus,

comme O est préparé, on a

an Wir(x) =<Uj,Uj>

On a dans X(n) les hypothéses de I111.4.1 et donc

Ca) - Singy,(X(M),
ouC@) - SigpjX(n)) et ~ 2,
ouC(@) = Sing™_JXXM))HAE(M) et
/°CG) « Singp j (X(M)In E1 et E() - E’UE"

et Sing”™_j @(n))n En = CF est une courbe a croisements normaux
-avec E(x)_
ce qui prouve (i)

Dans les trois premiers cas, on définit une courbe C() de X(n) par

C@ = SingDEM ),
ou Cg) =S, JAX(n)) et 0vy,2,
ou Cg) =Sing® JXXM))n EM) et w33

Dans le dernier cas, on définit C(J) et c° par
C@) = Singp _j (X(M)HOE”" ou E” =p 1€ ,
E() = E'U E" et Singl) 1(X(N))PvE" = C~.
Il est clair que C(g) =p 1fc(§ et C" =p 1C>).
On a <T@ =*[CA)]1 et >»CM] -PIEQ)] .CA) est, permise en
X dans X(n). Par 111.4.1, appliqué cette fois dans X(n), on a 1tQO™. L

C.5.8. Nous allons prouver (V)(vi)(vii)(viii) par récurrence sur
% (u,*x) = c(u,™) + d(u,”). Nous rappelons que par hypothése, U est préparé.
D’autre part, si E(n) = diviu™u™), les parametres u* et u™ jouent le

méme réle et, quitte a les permuter, nous pouvons supposer
(@8 si E(M) = divivw) alors div@uM)> div(uM)e
On a vu en (iif) que si cu,MH™ 1 et dQu,an 1 alors "X = o,

alors x est isolé dans Singp(X(n)), donc (v) est vrai et (vi) (vii) et

(viil) sont vides.
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Si tUjiA»diu,™) = (1,00 ou (0,1, () (i) et (vii) sont des
conséquences de C.5.3.3. et (viii) est vide.

Par (i1) et (iii), nous commencons la récurrence au cas ou

9 SU,MH 1, d@M>1 ou cUWDHI.

Par définition de A , on a

0 et [IX(M.F.."A)1 - W), Wir¢) =<uj>
Posons

@) C@ = VUj>u2)» C® = V(uj,u3).

C.5.9. Regardons le cas ou c(u,™N?- 1. Alors, par C.5.5 (i), C(3) est
permise dans /;((n). Par C.5.6, il existe une courbe C(3)d.-X(n) avec
CB) =p 1ICB)] et CE@ est permise en x dans X(n). Effectuons
I1’éclatement X. : X —— > X(n) centré en C(3), par changement de base
plat, cet éclatement commute au passage au complété et on a un diagramme
commutatif.

% T s %)

P

N

X?— ——=>X()
ou 1C est I’éclatement centré en C(3).
Par (20), au dessus de x£XA(n) il y a au plus un point singulier x1€.§(’,
c"est le point de paramétres u’ = @UjuU** »W) = 0n a
1(X7,F,@U™,90) - u“U 1X LT, 7))
et donc par [1 (7.3 p.125)

(€2 A = TIAQCE£,u, 1)) ;u™,u™ ;u)) = CW N du,DYR:,

0~ est préparé.

C.5.9. 1. Voyons le cas ou V>(X’)<» . Ce qui est lecas si 5@,M)<i2 car



-163-

alors par (22), on a oC(x)<> . Alors, & @D Sing* (), on a ).

De plus, CQ@Y>SIy (M) .- Si C® « SIing* X)), alors C @B = Sing™(X(n)),
ona %(x) =1, (vi) et (vii) sont clairs et (viii) est vide. Si

C(3® Singp(X(n)) alors, par C.5.5. (1), on a divu™MNDE(M) . Par (23),
I*algorithme du point bon ou de 1C« 1 exige de chercher le centre
d"éclatements dans div(u®). Par C.5.6, TL est imposé, on a donc Q)" 1,

(vi) et (vii) sont clairs et (viil) est vide.

C.5.9.2. Pour terminer I"étude du cas ou c(/A):~ 1, regardons le cas ou

V(XD =7 . Alors, par récurrence on a

(€S) Sing™X(n+))<C. V(U’j , upU V(uj ,up -

On remarque que pour avoir les hypothéses de C.5. pour (X",(/X)) il est
nécessaire de permuter les indices 2 et 3 dans C.5. (3). Par (23), on a (V).

Si C(3)”™ Singp(X(n)), par C.5.6., ona CMB) =p *CE@JI avec
C(3) permise en x dans X(n) . Comme par (3 et (18), on a <ICB)JI > (r[c@J ,
I*algorithme de = 1 ou du point bon impose d"effectuer w , on a (Vi)
(i) et (viii) par récurrence en remarguant que

[c(u,D-1j = [cu-"A] =

Si CE® SingpX@®M) et CAGCSIng* X)), alors on a diu,MN)"™ 1. Par
C.5.5.,ona c(u,?20 =1 et par (v),on a C@ = Sing”(X(n)). Par C.5.0
il existe C(2) courbe de X(n) avec CR) =p MNCE@I et
C@) = Sing®(X(n)) et C(@2) est permise en x dans X(n) . L*algorithme
de 1IC = 1 ou du point bon impose d"effectuer I1%éclatement centré en C(2).
On a donc (Vvi). Les assertions (vii) et (viii) découlent de la récurrence
sur du,A)+c UN) -

Si C(3)4 Singr X)) et C<4r SingpX(n)). Par (v),
SingpX(M)) = [xjJ - Par C.5.5 (iii), A(I) =0, c"est-a-dire div(@) @)
Par (3) et (18), Il"algorithme de f&= 1 ou du point bon impose d"effectuer

1"éclatement en une courbe de div(u®), par C.5.5 (i) et C.5.6, cette
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courbe est C(3)* On en déduit (vi). On a (vii) et (viii) par récurrence.

C.5.10. On a terminé le cas ou c(u,”™) > 1, pour finir, regardons le cas

ou d(u,M»D™1 et c(u,™) <1. Remarquons que

24) C(@2) est permise dans X(n)

En effet, si P~2, (24) découle de C.5.5 (iv); si « 1,
par 5.2.1. on a (CW/X) ,du,™)).IN et donc c(u,”) =0, on a alors (4)
par C.5.5 (v)(vi).

Effectuons I“éclatement X ” : X" — > Xmén) centré en C(2) . pPar (20),
au-dessus de x, il y a au plus un point x"£ X" avec 0 (x")>0, c’est le

point de paramétres u" = (UjU»u”~ju™). On a
LX"F,@UyR) = u™P 1 (X(n),F, (u™))

et par [12] (T.3 p-125), on a

(@5 A" = d[IX,TLU7%) 5 uB,, . u"3 = (c(u,A)-1,d(u, FI))-eJ

C.5.10.1. Regardons le cas ou oD =0 , alors par (25), on a
c(u,MN+Hd,"X)> 2, donc dQu,"A)™ 1 et par C.5.5.(v), C(2)™ Sing™(X(n)). De plus,
par récurrence, on a
Singp (XIMG-V (uFsu™)U V(u™,u™) .

On en déduit (v) en ce cas.

De plus, puisque c(u,/\)< 1, on a "~£0(3™ a et donc
(26) SingM"(X(n)) = C(2).

On en déduit qu’il existe une courbe C(2) de X(n) telle que
C(2 =p *(CR2) et C@ = Sing”"(X(n)) et C(2) est permise en x dans
X(n). Par (26), 1’ algorithme du point bon ou de fTt= 1 impose d effectuer
1 ’éclatement centré en C(2). On a donc (vi). On a clairement (vii) et

(viii) par récurrence sur cu,™M)+d(u,”).
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C.5.10.2. Regardons le cas ou P(x")<n
Si 6(2)C* Sing"(ﬁ(n)), on a alors C(2) = Singp(ﬁ(n))- Donc
C(2 * singj(X(n)) est une courbe réguliére permise en x dans X(n). On
a donc (v) et (vi) en ce cas et de plus 0O m 1, ce qui donne (vii) et

(viii) est vide.

C.5.10.3. Si C@)" sing~(X(n)), par C.5.5. (v), on a d@u/A) « 1. De plus,
par (19), on a
O<c(u, 70" 1
On a donc Sing”™iXin)) = {xj , ce qui prouve (V) en ce dernier cas.
Nous allons prouver que I’algorithme de *I0 = 1 1impose d"effectuer 1 éclatement
centré en p[c(2)j qui est une courbe permise en x dans X(n). Cela prou-

vera (vi) et que TC(X) £ 1, on aura donc (vii) et (viii) sera vide.

A-Si PX)E ~-2, alors on a
C(2 = Singp_1x(M]
Donc C(@) = Sing”™_j [X(M] est une courbe permise en x dans X(n)

et C®@ = P_1[C(2)] ., le résultat est clair.

B - Si div(uj)a E(n), alors diviuM)™NE > sinon C(2) serait combinatoire
et on aurait P(C(2)) =P , Ce qui est une contradiction. Donc

E(n) « div(ujuM).
Puisque c(u,Mi™3N , par C.5.4., on a

Sing”™_1(X(n))O0 div(uj)”™ Cc(2)U CQ).

De plus, par C.5.5. (i), on a C(3) = SingX(n))Adiv (@) , donc C(2) est
la composante de Singp_’\(AX\l(n)) qui n’est pas dans div(u”™). On en déduit
qu’il existe une courbe C(2) de X(n) qui est la composante de
Singp_j(X(n)) qui n’est pas dans div(u”™). De plus, C(2) * p MNC(2)) et
C(2) est permise en x dans X(n) . Comme c(,"”X) ™1, on a e
donc l’algorithme de *fC= 1 impose 1I’éclatement centré en C(2), le

résultat est clair en ce cas.
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C - Il n"y a plus qu’a étudier le cas ou
>t *~“1 et div(ul 4 E(n) -
Alors, par (20), x est a D.Q. et ** 0(p) -

Nous allons montrer que
(26) sin®  ,(X")C V(uy,up

ce qui entratne que Sing™_j(XX())C, CBYUC (@ . De plus C@C sing®, »(X(n)).
Donc, il existe une et une seule composante de dimension 1 de Sing”™j(X(n))
qui n"est pas dans div(u?). Notons la C(@2), ona C®@ =p *(C2)) et
C(2) est permise en x dans X(n) . Comme CIC®IcP ,C@ est la
courbe C~ de U.C.5.1.(D et son éclatement est imposé par I"algorithme

de iC = 1, comme annoncé au début de C.5.10.3. 1l n"y a donc plus qu”a

prouver (26).

Par (25), on a
f=u”r~unrg + R(F,Uu",X ou

pu*>+ Z

c

"d@d) u"c()6 k() [K*,u”,u"]]

d(j)> j(d(u,™)-1) 0 , c(j)n- jciu.'X)
PAOT(n).x > VjFikCxJULu” .«"]]-

De plus, pour un j~’, 1£ Jj*cd , on a

@7) t\, inversible, c") = jc@," 1), d(d’) =0

On a ordx,(@) = ot(X"HYM"(X"™) =P-1 et pour tout J* tel qu“on a (27);

ordx,,(@)i -J*+ cg") +dg") = V-j "(I-ciu."A)H™"

d *ou

CX(x™) - 1> =i)-1 -*>-j (1-c(u,">)),

(28) AUSA) =1 o- L.
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On en déduit I"unicité de j* et donc, on a
(29 ordx,,(Vj u™ Jj u»d(j> u3t”)>,9 pour li jer> , j T j*.

De plus, puisque ordx,,#\, NOuEd”N NMunrnh Ny = H-1 et que div@utDde EY,

par IV.A.1., ona )" =0()- D"ou
€Y 17 =0()-

Pour tout i, S, Nous posons

g. - hUu-r1bmu"~ £- Pibuv”* Z T, , VF™™ vd(g) ufF<d® ,
1 1 1£ 6> 17

Py 7 D« 2435t
Remarquons que pour un if, 1Mi"é s ,on a p(i°) inversible et

pour un i , I£i""s, on a TJ, gif inversible. Posons D = O0"-j1)! *(D/éu'.l')’\ ~o,

on a

Dg.ii = P u/j" + _z  AAUWHFEET u"C(i) - Au'c(j,)
1 gF1£ -0 J 1 J

avec A inversible.

Posons D* = (g"-2)! * (/) 2 coome c@ghH =3"1 =“1(@E)»on a

@G3D) DDy.,, = P" U/ + £ B. u"j~j " u"C@)_j,+1 + Bu"
1 jo1iogrr> 31 3

avec B inversible.

Remarquons que

c™b *g"-De.fy = g>-DA-J, 1) = j7-2+j"-1> j"-2
Dot c(™1)~jJ"1 et dans (31), on a

D*Dgi,, = B/ + Q" u™ + J2 , B inversible.

On en déduit que

(32 ¢ E,;TCI(S1,,05.1(%)) , EELO0x(n)x
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Remarquons que, si  p(i') n"est pas inversible, alors dans (31), on a
non inversible et par (29), on a que dans (32), E nTest pas inversible.

De plus, ,e1(Sing™_j(XY), donc , en utilisant (32), on a

@) pGED) ut>+ H T.  ufF-1 ud@G)(Ee@) ut2c@G)ei(Sing.  (X9)
1 Kjiv 3 1 y 1

Si jJ"y3, ona c@/MN> 2/3>1/2 et donc, pour tout j,on a c()> j/2 et
ordx,,(rj>it u”> j undQ)(-BE)c@) ul2cg))>u-j+j =0

et donc par (33), ult I(Sing® » (X)), ce qui, avec (32) prouve (26).
Si J*- 2, par (28) et (30), on a
J"=p=2 et cWuP= 1/2.
AR i1 0@, onprend i =3 etona c(G") =1 et AR +c(Gd =00Q)

2

et 1O ~ non inversible. Alors, par (29), on a pour tout j , INJ-év*

Ng3

ovdx ,(Tj 3 uf-1 u"de> uf UM

ordx..(§ 3 u"r"3 U;d:i)(-E)c(3> u2<:(@>*i>* c@G)7i> ,

on en déduit (26) comme précédemment.

2

AB) =0(2), onprend 1" =3 et on a p(") non inversible, donc,
comme on I"a remarqué apres (32), on a ordx,(E)®» 1 et donc pour

1 JED ,on a

ordx" (rj, i’ UB-j U2dG)-E)CG> wi2c())> ~-J+3c(DN)+i727™

ce qui donne (26) dans ce dernier cas.

Ce qui met un point final a la preuve de C.5.
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PROPOSITION ET NOTATION C.6.

Soient X£Sing(X(n)) et (@, une p-base de O0OV(, adaptée

a x et tels qu"on a

@ 1IX() LF, U,IN) & U )mod. (u2,u3)

ol d= a).

On pose

@ AWX) = a [IxM ,f,W,™) ; u3d>u2 ; uj ,
c(u,%) inf[c |(c,d)E ,
du."x infed |(c,d)EA (u/X)j ,

S(u/A) = inf~edd |(c,d)é 0 U."A! ,
Gb@W,20 = inf{d |(c,”™) ,d)E 0 (u/X)J »
r(u,7) inf£c 1(c,du,™)D)EAWU,MDI ,
eiu.f) = £<ii,N-dU,""H-cUu,™ .

On effectue I"éclatement
(©) 7T X" ——>X(n) centré en Xx.

Soit x" EX" le point de paramétres v = (Uju”™ ,u2u3\u3> et

soit Xx"E£X" |le point de parametres w = (UjU™ ,u2,u3u2%

@ Siona I ,F,720) « Vv mod.(v2>v3) ,
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alors

cv."A - r(u,9%)-1, [»* f>(u,'A) .d(v/} - dUu."A)

e(v,Di etu."i), T'W.) = T, X)+d,A)-1

P(v, "X)-d(v,"X)S p> (u, " X)-d(u,4) ,

W, "N-clv,A)< iTW,9v)-c(u,”™) , cette derniere égalité est stricte
si  ITiu.TO-ciu/X)? o.
Si de plus on a

YU, = S",A)-du,K

alors e(v/A) =0,
(i) Si ona IX",F,(w,9) =w* mod.iw*jw”) alors
diw,”) = S*u,MN-1, rWw,"X) * ifiu,™ ,cw,”) = c(u/Ad),
e(w,)) £ e(u,”) , GWIP) = p WN)cU,H)-I,
yw,A-cw,"X)éy (u,”)-c(u,)) , e(w,”) " sup (1,£(u,”)-1)
P(w,N)-d(w,A) p (u,91)-d@j"A) , cette derniére égalité est stricte
si p (u,"X)-d(u,”™) > 0.

Si de plus on a

p(u/?0 = £ (u™-ciu,?) ,

alors eWj*™xX) = O.

Si de plus on a

eiw.0o = 1 = PCu .d-1 alors
J 'TWw,00 = S'"(w.NM-diw."X) et
1 = S(w,"X)-cw/\) .
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Preuve.

Ces résultats sont plus ou moins prouvés dans [\Z] .

Voyons (i). Par I1.F.4.1., on a

() I(OX\F,(v,90) - ii"™ I1(X(n),f, D)
Alors puisque 1(X",f,(v,")) = mod . (v*»v) , le polygone
) A3 = A(IX" ,F,(v/A)) ; w3>v2 ; Vj)

est défini.
La transformation affine faisant passer de A a est décrite

en [12] p- 127, 1les relations de (i) sont faciles (mais fastidieuses) a

prouver.

De méme pour (ii), on a
® X, T, W) = u22CIX() T, U."))
Alors, puisque 1(X",f,@."0) = , mod.(w2>w3), le polygone
) az2 - a(x’,f,w."A) ; w3,w2 ; Wj)

est défini.
La transformation affine faisant passer de A a est décrite

en CI23 p.125, les relations de (ii) sont aussi faciles et fastidieuses

que celles de (i).
On rappelle que pour désingulariser en dimension 2, seules les
variations de e(u,™) et piu,”) suffisent a établir les démonstrations

£12] p-90, 93, lemmas 6.2.3. and 6.2.4., (ou e est noté UJ).

PROPOSITION C.7.

Soit X un point maigre de Sing(X(n)) et soit (U,™0 une
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p-base de Oa - - adaptée a4 x tels que IXM) ,F,U,™)) - u1i modz(u,,,ue)
oo a«= X .

(@) Alors A = A(X(n) ,f,,?20) ; u3*u2 » up n’est pas vide.

(i) Supposons qu’il existe une suite infinie d’éclatements

7L(n+) - X(n+i+D) —> X(n+1) , 170,

centrés en x(n+i) point P-proche de x(n) * x avec <XX(n+1)) = ,
i“"0O et on a une p-base (U(i),90 de XD ,x(nﬂ‘?’ adaptée en x(n+i)
telle que (@WQO),f©Y) = U, et pour "1,

u(i = iG-Du2G-0D"1, v2a-Xu3@G-D u2-1)_1) ou

u(® = o @-Du3G-D_1, v2G-Du3G-D_1, ud@G@-n).

Alors, pour 170, on a

) X+ LT, @) ) = U (if mod.  (u2(i),u3(i))

et, il existe r >0 tel que pour tout i”~r, on a

&) D - ALNX(n+1),F, (u(@)/&)) ; ud(@),uz@ ; (@}

a qu’un sommet.

C.7.1. Prouvons (i). Si A est vide, alors
v divise TX@ LT, UN).
on en déduit que oE 1 divise JIX(N).F.EM).

Donc si <) = I+(X), on a
€) div(Uj )*=Singp™  (X(M))

et X n’est pas maigre, ce qui est une contradiction. Si (X = X
et div(uj)GE(n), alors au point générique de div(u™), XM ,F,U,D)
et JX(n),F,E(n)) sont égaux et donc u’OAX) divise J(X(n),F,E(n)) et
on a encore (3 et X n’est pas maigre, ce qui est une contradiction.

Si A = M) et div(Uj) E@, alors x est aD.Q. et
* = 0(p)- Donc, si Uj divise h(x)_1 DM T L{J"{'\\ divise également

hed 1 DY F et donc encore une fois, ur* divise JX(@) .F.EG)) au
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point générique de div(u®) et donc on a encore (3). Ce qui est une

contradiction dans ce dernier cas. On a donc (i).

C.7.2. Prouvons (ii) . Comme on a posé & = of(X), on a
(@)) IX() ,f,,?0) = U )mod. (u2>u3F

On a IX@M+D) . F,@uM) ,N> « u'"™* IXM) ,F,W,™N) , o0 j=2 ou 3.
Si clofi¢xXx@n) ,f,@u, Y = U**), alors on a
XD, F,@@),™)) = @I(@p)mod. W) .-

Si XWX ,F, U™ 7 W) alors, puisque EXX(+HD) = « ,
on a degy [ci*DODX®) ,F,@W,™»HH= 0.

Donc ciMfjLixXin) ,f,U." A = (@®)mod.@F,) ou j"™=2 ou 3 et jVj-
D “ou

IX(+D) . F, (@ ,R) = @™ )mod. U. ,u",) -
On prouve ainsi (1) par récurrence sur 1i. Prouvons (ii1). D’abord on
remarque qu’avec les notations de C.6., on a I ’équivalence
(A(I) n’a qu’un sommet) eiuii),™) = 0.

Par C.6. (@) (i), si eCuii),”) =0 alors eCuiitl),”) =0 et
donc A(i+l) n’a qu’un sommet. Donc pour finir de prouver (ii), il suffit
de montrer que pour r>0, A(r) n’a qu’un sommet. Mais, si e(u(i),™> 0,
alors ona £QU@.,D>du@,» et MNu@9IV>c@@ ,A .- Dbonc par C.6, on a
PUGEHD,9D-dW( +D,™X)) + (W@ +D,X)-cu+D,"A)<
(@), *)-du(),™ ) + X (@),M)-cu@®).A) ,

Or par C.2.1, ces rationnels sont dans (IJo<lJIN et donc une récurrence

décroissante donne le résultat.

PROPOSITION ET DEFINITION C.8.
Soient x un point fermé de Sing(X(n)) et (U, une p-base

w,» de 0a 5nj X adaptée en x tels que

@ IXQ) LT, @U,M0)= (UO)mod. (U2»u3>, <X Z-1.
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Alors on peut trouver une p-base (v,) de OX @y x adaptée en Xx

telle que I"on a v2 “ u2”v3 “u3 et 1XX(),F,V,YN) = v* mod.(v2,v3),
et, si on pose

&)

T - hG)Og™ + R(F,v,™),

tout sommet w du polygone  Aig"jvh, >V]J) a coordonnées entiéres

(,d

n*"est pas soluble. Cette derniere condition signifie que 1"on ne

peut pas trouver p et p° dans k(x), ni GE k() Lq tels que

©)

inx [h¢G)] inw (@”) = ink(h ) ))p (V™Mp © + GP .

De plus, on a

®

Vj = U + ,\aB ua * avec (@,b)EA[IXX(N),F,(u, )) ; u3d>u2 ; un

Siona @ et @ ondira que A (@5 v3»w2 *vp

est préparé. Si G= P et si x est aD.Q. et si ona AV * pour Xx

et UY,ona IV * pour x et Vv et on dira que (((W/N),X) satisfait

a ().

Preuve.

On procéde comme dans N\Q (@) et C.3.4. Or ordonne donc les points

2
de IR+ par wa4wfF —> AW W\ Qu @wl= W1 et w”™w pour I%ordre

lexicographique)).

Supposons que A(@" ; v3>v2 * n"est pas préparé. Soit alors w
plus petit sommet de A(g ; ud»u2 » ne vérifiant pas les conditions de
1"énoncé. On prend comme nouvelle p-base de Ox\f/’n’;" X la p-base ,*d)
ainsi définie : vj = Uj + jj unr3~ 7 v2 = u2- V3 =U3""™ =N’ ~S” 4a-

étant un relévement de p". On a alors

®

®

f = h(x(M)g + R(F,u,”) = hx(M)Hg™ + R(F,v,™) ,

vii(g ;Vv3.,v2 ; vAcAigT [ V3W2 T\/ » cErig) = cinigt )mod. 2»u3)»

le
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de plus, d'aprés QG (3-10), pour tout sommet W jFw de A(g ; ud>u2 ; u)

(7) inx(n)h(x(n))inw'(8)u3,u2 ; u, * inx(n)(h(x(n)> inwm(s)v3,v2 ; v, »
donc v’,f,(v,™) satisfont aux conditions de 1"énoncé pour tout w"”~w. Pour

finir la preuve on fait un passage a la limite comme dans C.3.4.

D"aprés le lemme C.8.1. qui suit, on trouve
B8 M =U+Z" budu2 avec (ab)fiA(l ; u3»2 ; u}) ,

avec | =1XQM) ,F,U*A) )= On remarque que par (6), on a
gm g « Fu* mod.(u2,u3) = iPV* mod. (V2,\3) ,
ce qui entraine clairement I1(XX(n),F,(vW/A)) = (v*) mod.Cv"W») et Finit

la preuve de C.8. modulo C.8.1.

LEMME C.8.1.
Soient X un point fermé de Sing(X(n)) et Ww”™) une p-base
de Oafn) X adaptée en X, on pose
f =h(x(n)) g + R(f,u,0l).
Alors, pour tout polyédre convexe A <C3ﬁ , Stable par addition de 3?2 ,
on a I"équivalence :gCl (Mu<s«= > 1IXMNO ,F, U™ 1A
En particulier, sous les hypothéses de D.lI., on a :

A(g ; u3>u2 ; = Al X, , (U'A) ; us»u2 1

Preuve.

Reprenons les notations de I1.A.5., c"est-a-dire

1) l]9mmeo9 jorz2 9 ~ e )

@ f= X P~ «F £0Y.

P a a X <n>’x

D"aprés 1.A.3., on a pour a«p, a”™o0

(©) tIV_hMT . Vi*oX(n)>x



f « h(xX) Y

ofa,a«p

Soit L wu

alors, avec les not

(&) VL,u(@ *
En effet,

e * v u [hC)1 . On
5> CCu (fan>

ou x = in U C'&.),
Comme M,

£ FP y? * 0, c
o™a<< p
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qa+fg - h(x)g + fg » h(x)g + R(F,u,?l).

ne forme linéaire sur SR?’ a coefficients tous positifs,

ations de C.2, on a

infF{VL,u@,a)”> 3 * °” a<<pP) *

posons d = infjv ), a0, a<< p\Jl, et

»u a
a alors
="~7T aek(X) [i,n2.u33

1IN W s
>eee»"AJ) est une p-base de k) [U” ,Uun

e qui prouve 4).

Terminons la preuve de C.8.1. Posons
®) H=in® uhx)) et F| = hX) lmlﬁA i-s.
On a
G) - EE’_ (g) [ | o{a «p r* *a

H Cef (f1) = X. a(i) FPV , liiés

Lu 1 o?ia«p a

Donc, si c’\Ij u(g)’\ k() [U i], pour un i, U i£fs, on a

ci’i’u (f):l(.)’\ k() [U‘1] et VL,u (f)\g) =V u (@ = d. Comme pour tout

C.8.2. Bien sir, si

on a un corps de représentants de k(x) dans

dans C.8. (4), on peut prendre des N dans k(X)) .

PROPOSITION C.9.

Soit Xx un point fermé de Sing(X(n)) et soit (U,

de O §IX adaptée en X telle que

*Cn

on a

-—
o8
-
(0]

OX rﬁ/ ,X

une p-base



-177-

@ 1@ LF,WA)) - Ut ) mod.(u2,u3>, &«>1, @« 0(p)

Alors on a I"équivalence
(A(g,u3>u2 ; Uj) est préparé <==4>
L (AX(),F,(u,D) ; u3,u2 ; U)) est préparé).

On notera ce polygone A(u,M).

Preuve.
Revenons a la preuve de C*8.1. ci-dessus et remarquons que

C.8.1. (7)) nous donne

@ L > H1 gy AnLu(d] -

Alors, comme o = 0(p), on a I"équivalence

fcr,u@ “PV F 7" Vp*

©) )
ivi, 16 i< s, cfj>ud" = A(i)p(Uj+p" U2 U®)*

ot hG) = 1]
1£ i~ S 1

Soit w un sommetde A = A(g ; UMSU2 » = A ;u™” ;u) ou

2
I = IXX(n),F,,™)), il existe une forme linéaire A sur R a coefficients

strictement positifs telle quer a 0 EvEIR®, A(V) = 0oj * [wj - Alors,

3

C.2. (B()(@), il existe une forme linéaire L sur IR~ a coefficients

strictement positifs telle que
(@) ind_,U @ = inW @ et Cf;,u = inW ).

Alors (3 et (4@ prouvent que w est soluble pour g si et seulement

si 1l est soluble pour 1. Ce qui prouve C.9.

PROPOSITION C.10.

Soit Xx un point maigre de Sing(X(n)) et soit U,/ une p-base

de X(nﬁ‘,x adap/tee a x tels gue
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@ 1XO.F,@,70)= @)Imod. (U2,u3>, ol * « <X

De plus, supposons que

® E() - div(u3)

et
(©) h(x)_1(DM~» f; 1iiE])" (uDmod.(u2,u3) .
Posons
r h(x)_i1(@ovmex ,DYW Ff ; Lliiis) = 1"(wWX),
Q)
( a2 =A@ ’u,% ; u3,u2 ; Uil
Notons
® € ,9),p,U,"N)

le sommet d-abscisse minimale de A" (W/X)

Alors, avec les notations de C.4.2.2.1., on a

@ ¢ U,0=W,™ ) ,LE"U."AIJ (@ U, pu, "X)érpu, N i I+ (u,”J,

(n) si MU, XfFIN, on a | p(wWA)J = LP’CuV] ,

@aii) si h( 1 »e,’) FE W] N UIXUKH1L ; IFJiQQ et si d= o),

alors on a Lp(u»)J = Li?"(u,™NJ , en particulier si  Ji(u,”M)6.IN , on a

?27(UA) = Pu/>).

Preuve.
Les deux idéaux [I1"WUFX) et 11X ,.F,U,X)) sont égaux au point
générique de VUNUN)9 de C.4.1., on déduit : ciu,™) = c U .
Développons T dans k() ~[u™u™ur]] = °ox(n) x* a
®) f=hOQWu* +Z u* ~ u™ " ,
1 Ujf« 1 3 2 J*b-a

ou J,b,a6k(x) et l£j£ , 0éc, O£d et

) + R(F,u/A),

" COxeny, x
On a
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’\(u,A) - inf[bj *a =j cu/A), Cj>ba "oj
pTu,™) - InfFE{(b-1)j *@ - J cu."X), bE b a™oj . e
D “ou

pWA) S u7)-

Si pour un (,b,a) tel que b? ~0 ona pl@u, TO * (b-Dj * alors on a

J»é&»a
p>(u,?0fi bj_1
JIKU.'A) < jp>" (u,"X) +i é j<ipF(uA)j +1) e
Ce qui Ffinit de prouver (i).
Prouvons (i) , nous regardons le cas ou p@U,A)"3N et p "WX)*
Alors pour un EJ. yb . a +O, on a p WA = (b-Dj ’\>&r(u,"\)—j *> (., "I
b-1> jJLAW,"™X)j-1 et b-1 JLGWAI , d’ou £°wID3-1FIU.X)] et
Lp-* (u'X)d = Ip(u/A)] .
Prouvons (iii) . La relation
h(x)-1DME;] FE(IJI, uTd—j U3Lj(c,u,™)JI+1 . 1£jéP)
est équivalente a

[fei K=7~0 et 3 = jc(u.'X))< = *>j - 0(p)Jd .

Or puisque nous supposons &= 0(p) , si  @W,KE. 3N, pour Ej»c’i . ~N 0o tel
que a = jciu,) et b = jfiu,”) alors b =0(p) et b£39d9a = 0(p) ,
donc si pF@,™ = (b-Dj ”~, pour un certain fng»a on a a = jc(u/h) et
b> jfiiu."X) et b-1» jp@U."D, d’ou p WA >/BW,™) et par (i)

P>"(u,”™ :JE§(u.'A) ; si B'Iu."X) = bj 1 pour un certain i O avec

'3,0.a
a « jcu,™», ona {1u,?D$ bj "ET"Iu."A) d'ou p.-"W,"»N - “(Uu,A). Le cas

PWX)<A"IN a été traité en (ii) .

C.1l. Pour les relations % () =2 et 1t(X) =4 ou 1t(X) = 5, nous

devrons utiliser I’idéal I1(X(n),f,W,™)) que 1%"on notera liu,) et
N

-1 N
si E(n) *div(u™) [I7idéal I1"'(u,™) = h(x) ™23 NCii3 N 7 1-i1 s).
Si 1"(U-"A) = ] mod.(u2,un), & > 1, on pose

@ A'(uX) *=A",A ;u3,u2 ;Up ,

on note

® (cTiu/".p’Cu/X))
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le sommet d"abscisse minimale de A" (u,™).

PROPOSITION C.12.

Soit x(n) un point maigre de Sing(X(n)) et soit (u/A) une

p-base de 0*(n)9x adaptée a x.
*
Soit (Qq£1R+ et L wune forme linéaire sur 1R2 définie par
L(XJ,XN) = x™+x™ ¢ Posons
CD iVJ = Ul+aU3 aveC a€f°X(n),x et C~C

1V = (Vj,u2,ul)

(1 Alors (v,™) est une p-base de OV{ny X et on a V[T = et

X Lobu = Va,v
pour tout idéal J de O%(”J]\j,x , avec les notations de C.1.4. (5), on a

.. = [B-L}; ,

>o(+
w 5 kvt <

(ii) On suppose désormais div(uj)”™ E(n). Alors
(@ la p-base (v,”) est adaptée a x,
M hx)-" DY;] F DTh(*)-<d“;J f , K*~0” () x

©) si 1(u,) = u™ mod. (u2»u3), u>/1 et si c*c(u/) = q> 0, on a

Iv."X) ¢ I\ (n)|X,L}T , Kv.TO - v« mod.(v3)
si de plus c¢c?ciu,”) = gq> 0, alors
I(u.*A) = Tliv."A) mod. X ,Liu+ 7

(d) si on a une des deux conditions

(@) I(u,”> = u* mod. (U2,u3), U %2, c>c(u,™) =g>0
ou
(©) f 1"(u/A) = mod. (U *u3>» °<>/2, cM.c’(U/X) - q>0 ,

[ E(n) = div(u3) ,

A
on h(x) 1 B%ﬂ o) AX (D) el
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si de plus on a h®) 1”“"%’3\ ACTAX(N) x,L.f+w * ~ans cas (2). on a
Ku.ft) = I(v,”) mod. {Mx(n)tXsju+ et dans le cas (3), on a
'<UA> - 1'(v.» »»<*of-«»(,) em—ir®

@® si E(n) « divlu) et 1'W,/D = W)mod. (u>un) et si
crc’@,™ *g>0,o0n a
1" (v.))C X ))X*LIu  ~ 1" @W»>= (W mod*(W3) »
si de plus c*c"TUj"X) * gq>0 alors

W 1O podteax(n) XA i *

C.12.1 Prouvons (i) - Il est clair que ('A) est une p-base de Ox\fi)v y

On a U u2 u™ = (vj-av™) v° , d*ou

C—l
”l.VK u2 u3 S - “”L,V(”I'““3> *r

-«teec*1l - vL u(U* u» u*).

D*ou Vv

-I:,u:V

ey et pour tout idéal J de O*an\‘,x ,

iJ«iu = fJ’°LIv »  °“€m+

- «+ =
4.X f.l-'—|ﬁ,+
C.12.2_ L assertion (ii)(a) est claire.
Prouvons (ii)(b). Posons
da = a,, du,, + & du, + ag du, + 5 a dM e
1517 T2 T2 T TR T g 0
Alors
] = (I+aju™) duj + a2u~du2 + (@™ + caun ) dun + ¢, a™undX
On en déduit

r.v."X

h(x)-1 D C1] 1:== h()", (1+alu3l) D [0 T,

h(x) 1DM~ F = h(x)_1(DM~A f + a2u2u® DNjj H

@ —i k
h(xX) DM[3] f = MDMN3] F + (@3u3+ca) ur DNjj O
hG) 1« F*h~x) 1 OMIN F+ ai”i u3 D[I? ~
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La premiére égalité de (@) prouve (i) (b).

C.12.3. Prouvons (inN)(c) et (ii)(d) quand (@ est vérifié. Par définition

de c(,™, ona IQ, C W1X(,),x-Lii " Par <4>" on a

©) 1w, = 1Iv,) md. U®» h) 1djJQ f *

Oor h()-1 TEL(u,>)c{ltIx(n)>x,L]* donc v~"~Mx)™"™1DM*™ 1] > «
1 Ta
et
VL,U~Q)_1 DCI] *
(6) - v -
vL Ju“ h®) fj>c.c(u,90 - 1R

Donc par ®) et (6), on a I(v."C Yr~x.(n) X I™ * Purclue c@U»™)> O» on a
1u,» = mod. (Uy) , d*ol par 6) I1(VW/A) = mod. (W) = mod.Cv™). Si

c>c(/A) alors c.ciu,™) ~p»1 et donc par (), on a
UM (X)L d | Tj i x Ij‘&a‘ , d’ou par (®)
1w>) = 1(W/X) mod. [W-x(n)>x_.Lj™+

ce qui finit de prouver (ii)(c).

Supposons (2) vérifié et prouvons (ii) () en ce cas. Par (6), on a
hG) peqF” £7x(n) xLJT * ®fautre Part»

h(x)-1 DM];] 6 [*-X(n),x’Lir ~ °n a VL,uEh(x)-1 DMCIL et d°nc
vL ueh(@ *u BLCI:(;\ f3>c.c(u,”™) * +et- 17/0Cc . Alors, par (6), on a

I(u A) = I(V'.X) l‘Od* W x(n),X»L/u+ *

C.12.4. La démonstration de (ii)(e) et (i) (©) quand (@) est vérifié est

en tout point pareille a C.12.3.
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D. FIN DE 1C« 2

D"aprés B.7 nous n"avons plus qu®a prouver que le théoréme
U.C.4.A. est vérifié pour J(X) m 0(p) et ®%(xX) « 2. D"aprés B.6,
on peut se limiter au cas ou on a (**) pour X. Nous allons devoir

définir des invariants trés fins pour résoudre ce probléme.

D.I. Voyons d"abord le cas ou () « VW) entier que I"on note O.
D"aprés C.8, nous pouvons construire une p-base (U, de Xén}' %

adaptée a x et telle que ((v,N),xX) satisfait a ).

PROPOSITION D.1.1.
Soit X un point fermé maigre et a D.Q. de Sing(X(n)),
soit (U,*X) une p-base de OX&\Y,X tels que
a) = ) =P =0@), ve) =1 et, ona () pour (U,A).X).
Alors = VWDir(x)

Preuve.
Supposons le contraire, alors comme on a (IV *) pour u”n, (E.1.),
il existe a et b dans k(X)) tels que Uj+al™buU™C WDir(x) , a ou b ™ 0.
Comme v(x) = I, alors (U™NaU2+ld3) = VDir(x) . Donc
cfirAd X)), T, (Ww/*))) = Uj+au™tbu™M” . Supposons par exemple a ™ 0O,

alors, si v est le point de coordonnées (0,1), on a

@) inv(IX(n), F,(u,A))) = (Ul+al2)» ,

ce point est un sommet soluble de AQu,”) (cf. C.9), c"est en
contradiction avec C.9 et (**). On en déduit que UJEVDIr(x) et

donc = VWDir(x).

D. 1.1.1 . On remarque que
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(€Y) LX), ,u/*)) - h) 1 PXM) ,T,F)

ou F « diviUjuU~u”)e Donc IXM ,f,W,fl)) et Mu, ™) ne varient pas
si on modifie les N -1- s ou si on multiplie les u~ par des

inversibles, 1< 1£3 (cf. 1.A.5.(11)).

PROPOSITION D.1.1.2.

Soit x un point fermé a D.Q. de Sing(X(n)) et soit u,™
une p-base de X tels que : on a (1V *) pour x,Uj),
oCx) =P =P =0, v(X) =2 on a (***) pour ((u,™”™) et de plus
Ujénrvbir(x). Alors

(i) E(n) = div(u2u3),

an ex =3,

(iii) avec les notations de E.l., A(u,?0 a pour somme
(1,0) et (0,1), on peut choisir a, b, c inversibles dans 0x o
tels que si on pose w,™) = (uj’\au’\,uz,u’\,7\" , on a (***) pour

((v.70,x), A(v,™) = A(uA) et VDir(x) = AVi>V2+V3r

Preuve.

Soit U j-»-auUM+bUnN,cI~+dUN) une base de VDir(x). Si d ~O0

1
N

alors div(u3)C E(n) sinon, en modifiant u2 et u”, on a e(x)
Comme ¢ ou d est non nul, par D.1.1 .1, on peut supposer g=l et,
quitte a modifier notre base de VDir(x) , b =0 , alors a par
hypothése. Donc (Uj+auz2 ,cl~+un) est une base de VDir(x). Toujours

par D.1.1.1, on peut supposer a= 1, c = 0 ou 1. En notant comme

d"habitude F2 = ci> tDMAr* (F).h(x)“Q , liif£s, on a

€)) ﬁ: D a. .(U1+U2)'D_J.(U3+(:U2)Je KOO g WLea .
1 j=o 1,3 -

avec a. N~ O pour au moins un i (av » .

Si c = 0, alors, si on note v le point (0 ,1), en posant
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gt « Dm*j (F).h(xX) * , on déduit de (@

(2) inv(gi) = ai,tf(Ui'KI2p *

Donc ce point v = (0,1) est sommet de ~(u,”) et est soluble,

c'est en contradiction avec (***), donc ¢ « 1 et donc div(u®)C E(n),
sinon on aurait e(x) = 2. D'apres (1), (1,0) et (0,1) sont sommets

de  A(u,”) et ce sont clairement les seuls. Bien sir, on prend pour

Vj un relevement de Uj+I* dans “x(n) x *alors VAGVDir(x), on a

. _ _ * H A - *

VDir(x) = vi V donc, si on pose ¢ DMCT] g) .h(x) et

G :CEQ(Q.), I"irs, on a

(3) G = _ b . j(VO9+V jj , avec un b. *j> O par (IV *).
1 j=o o

Alors  A(u,*X) a pour sommets v = (1,0), v' = (0,1) et

ces sommets ne sont pas solubles, sinon par exemple, on aurait

N9V

(4) |nv(g.1) :j£=0 b. v~ W =b. J(vl+eVJ)*‘, efk(x),

ce qui implique par (3) que G =b* (Vi+e(V2+V3)) . c'est-a-dire

que v(x) = 1, ce qui est une contradiction. D'ou la preuve de (iii).

REMARQUE D.1.1.3.
D'aprés D.l.l1. et D.1.1.2., quand on a <tf(x) * ~(x) et (***)

pour ((u,"A),x), nous supposons de plus que U~VDir(x).

REMARQUE D.1.1.4.
Soient 2% tro”s éléments de °x(n) x et soxt
v - (MU e u2,'23U3" * Alors» est une p—base de “x(n) x *

de plus on a par D.1.1.1. A(v/IX* = , I(v,”) = I(u,90*
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VL,u B VL,v

si a est un sommet de A(u/A), on a in*"p (WA)] » in [i(v-*X)] , donc, si

2 R -
Pour toute forme L sur 3R a coefficients >>0, et

on a (*«) pour (x,(u/X)) on a **) pour (x,(v/X>).

NOTATION D.1.1.5.

Soient Xx un point fermé maigre a D.Q. de Sing(X(n)) et (U/A)
une p-base de Og x;V,x tels qu’on a (IV *) pour (X,(u,”)). Choisissons un
corps de représentants de k(x) dans %X{n;v,x' Posons

@ f =h0Og + R(F,u,™)

@ f g= H N, ut? u® mod.(u™) ,
1é Jé»,06a,0<b 1 J’b’a 2 3 1

>>- >>(n), ".)b>abk(x), g€0x(n))X = k(xX)[[ul,u2,u33]
Alors, par C.6, C.8.1 et C.10, on a

@) ciu.-A) = infiaj"1l ; Lijin) , * o] ,

Mu,"A) = inffbj 1 ; . a=jC(u") U s gd 0}
5(u,” = inf [ ()i 1 ; NijiP , g +-°1 »
d@/A) = infbj 1 ; lejér, 1. . 4o},

CiU,™) = £Qu,™) - c@."A) - d@,9D ,

B . = inf {p(u.A) , inf [(b-1)j 1 ; I"jéP, a=jic(u,"A), b0(p),

£f,ls,a = °1} =
On a par C.10
(A Lp” (u, pu.A) m@, Y —i+1p (UAM

DEFINITION D.1.2.

Soient Xx un point ferme maigre a D.Q. de Sing(X(n)) et
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@U."A) une p-base de OA, . tels quon a XX - 0 Q) et ()
pour (X, (U,*».

Alors, avec les notations de C.6. et C.10 et D.1.1.5, on pose
) - infr(u,”) ;ona () pour (,@U,"A)},
e® = inf*eiu,™) ; on a (%) pour (&, (U,M)}

@O Si mXxX) « 2, et si e(X)™ 0,5 on pose £(X) =1+ Le®x)I ,
si mxX) =2 et e(xX)™-0,5, on pose £X) = 0,75 ,

@ Si mG) =1 et pOMN on pose £X) =P xX)*“ 0,5

@ Si mxX) =1 et p XNCIN* et si pour une p-base @,”A de
°X(n) x tel e qu’on a () pour (XTUi"A) et ~U,™ = j3X , on a
pour un j,b,a, iJ , ¥FO ,bj 1=~W,™, a 1=-c(,A), jJ + 0() alors on

pose S = POl - 0,25.

@ Si mxX) =1 et p QE,IN et si on n’a pas la condition précédente, on
pose txX) = X)L = pX).
G Si mxX) =0 ,on pose £X) =

REMARQUE D.1.2.1.
Par C.7, on a A, "0 et donc p(WX) et e, et £

sont bien définis.

EXEMPLE D .1.2.3.
Si ona (IV **”) (voir B.4.6.4.) en x avec 1t(X) = 2, alors
pour toute p-base (U, telle qu’on a (***) pour (Xjiu,™)), on a
<Uj,u2> = VDir(A(X(n) ,fF,E(n)) mod.(u)3 , et donc c(,™) = O.
De plus, on a cl*[JX(n) ,F,E@))mod . (U3)Ick(Xx) [U -U*1 et donc il
existe F£ X ,F,E(N))] tel que
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r I, kp U*P mod. (U )
0*k * ip_1 ¢ J

et Uj°tF et UjF ou U2Z2FE IX(N) ,f,W/*)) 1+I> « Donc
f @."X)i kp. (kp-1)_1 <2
ou BW,MNI kp+tDkp) *<2.

Donc p>(u,» ™2 et

@ ¢(xX)™ 1,5

D.2. Maintenant que nous avons défini nos invariants dans le cas ou

cx(X) = P(x) , passons au cas ou ox() = 1+P(X)-

DEFINITION D.2.1.
Soit X un point fermé maigre et D.Q. de Sing(X(n)). Soit

@."A) une p-base de O adaptée en x et telle qu"on a (IV *)

Xwvnj X
pour x et Uj . On suppose de plus que <) = 1+P(xX) = 1+P et que

E(n) = div(u™). Posons

@ f = u3@ g + Rif.u."A).

On pose

(@) Siu."A) = sup[d£IR* M. d (@) = pkd ,

ou v'[ o est la valuation de O%r(‘nj(,x définie Par
sa b c. X -1

VL,d 1U2 u3> = a + (b+c)d ,

(©)) c(u,’®) = sup™e6IR* IVM e(@) =W

ou vm’e est la valuation de O%(nj(,x définie par

,,a b ¢ x , -1
~M,e 1 U2 U3> = 3 + ce .
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ISi {e€IR* |[WWe (@ - »} 0 , on pose c(u,”) = O.

D.2.1.1. On remarque que si Xj + o X3Xr 1* * ,o0n a
XN+ (XNMXNd* Ap+dt 1

Xj + (x2%e8)d et donc si d>d’>0,
Si on pose

Ad “ {(KJ ,x2,x3)6-IR3 ; Xxj+(x2+x3)d 1™~>72+ d ~ , on a Adt™MAd et

AS{u.» = ¢¢ésiu,-*) Ad > d"°0 ~ C-1-473-"
(1) gEK™M)u -
De plus, si c(u,/\)> 0, on pose

A= [(XI,x2,x3)eA™ ; Xj+x3 c(u/X) 193}

par C.1(7), on a

(&) gl (A)u.

nous pouvons choisir un corps

D.2.1.2. Par le théoréme de Cohen,

dans ®x(n) x(n)* °n a a”ors

représentants de k(x(n))
. Alors, par C.l. (7), on a

6X (M) x() = kx()) [fuj -u~u”]
(€D) g = H . AT | u® U mod. Ur+1) ,
615i~, ot oib 1,2 ‘8 %% 1

avec £j,b,aé k(x(n)), £0,1‘,0 TO (A.1.Cii),(V %)),

c(u,90 = inf{a.j 1 ; t o ,
J >D=3
SW,A = inf|](a+tb-1).j 1 ; b an
On pose alors
@ (u,?0 = infjb.j 1 ; 1&i J , a=jc(u™), ba~n-®©°1 "~
AT(u/ZA) = anf(b-1D).j 1 ; , a=jc(u,>), £ N 0of
J >D=3

Par (1) et (2), on a

de
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A Siu.A) 4c(u,™) + ("W/>).
D.2.1.3. On remarque que
1 F@/X) = jy)dmod. (Uu2,u3) ou » « "X

et 1" @W,9) = h(x) *O» f, ™V f 51-i-5s). Alors avec les

notations de C.Il, on a

@ f c@,)) =cf,)) ,

pr(u/i\)rr pt(uA)r (Mu,n),
De plus on vérifie que
@ si CQUWMN)<$IN, on a [T W/X)] = LP "(u-"/0j

Enfin, par une démonstration en tout point semblable a celle de

C.10 (iii), on a

I ?
@ *si ho) 1om  Fiqul, uj ~uLdCW? 1 ijan )
<
alors Lp (u,»)j = 1™,\)_\

De plus, on a
QY] £(u,70 - c(u,A) ™ i<u,?7)

En effet si pour un j,b,a avec 3.0 .a A0 ,on a aj * = c(u,Ad) et
9 ’
Ml -1 . ~
bj = ~(u,A), on a (atb-1)j ~6(u,A), donc

? 7)) -aj 1% (b-D)j 1<S (u,?0 .

PROPOSITION ET DEFINITION D.2.2.

Soit X un point fermé maigre a D.Q. de Sing (X(n)) avec
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<X(X) « 1 +P(xX) « 1+P . Soit (u/X) une p-base de O , . satisfaisant
aux conditions de A.l. (ii) et telle qu'on a (IV *) pour (x,(u,X)).
Alors on peut trouver (z,lzé‘)cL 6)%(n'}'x tel fu on a les

conditions (1)(2)(3)(4) qui suivent

(D> fF " " Ut cu,ASta,06h =t U3

t Z2 * U2 + 0U3 ’ ea,bek(x)* 6tax(n),x »

(2)  Zj<SVDIir(G2) ol G2 = cCA[h(x)_I DZ[Z]’“‘ f] .

N Bv
Si on pose f = g + R(f,z,A), ou z * (z"»z"jU”), on a
(3) ci(9) 70 " zp Fjtzj.zj)
On effectue I'éclatement JC: X'-——> X(n) centré en x. On
pose x' = Proj (Zj)OE'. Alors le point x' a pour parametres

= %2'21»22,23,2_2K' et on a

f = 20A(3) +1+>27A(3) g, + R(f>z. 1]

h(x’) = Z.A(3)+1# 2°A(3) ~ ordxi(g')4P

Posons T = O ,)X,/(z‘,z'). Alors
(4) soit °rdx»(g*T) ~
soit ordx,(g'X) et L (g' ; z3>22 * zp est

préparé et si L est donnée par Lixj.x*x") = Xj+(x2+x3>S(z,"\) 1on a

célL,zi-~h(x)_1 °£2] 8 = rz1 °U

cEl zfh(x) D|2I fJ n'est pas colinéaire a une puissance j)-iéme.

Si (x,(z/<\)) satisfont a (2)(3)(4), on dit qu'on a
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***) pour X, (z/X)).-

REMARQUE D.2.2.1.

On remarque que D.2.2_.(3) implique qu“on a (1V¥) pour (x,(z,70).

Si on pose I=c£n+ [1 (X(n) ,F,(z )]| ou o=£(z,7V) et
L(x1,x2,x3) = XI + (x2+x3)S(u,00 alors I n"est pas divisible par

une puissance P-iéeéme d“un polyndbme non constant.

Si d= 1 et si I est divisible par P alors on a VDir(x) = <P>.
D.2.2.(2), on a P = ce qui contredit la définition de S
Si ? > 1, alors on a ord (@’ mod.(z2)) = b . De plus, on a

z, | ,[hCO-1DI ] € - et?7" PX*)"1" K £

et D.2.2.(4) entraine que si I est divisible par P~ alors P zn,

ce qui contredit la définition de c

D.2.2.2. Si on a (IV **) pour (x,(u,”)), alors on a (IV **) pour
, (z,?0) .

En effet, on a J(X(n).f,E(n)) = (u*) raod.(u3) d-ou
cu,"X) >0 et Zj = Uj mod. (u3> et JX() ,F,E()) = (z*)mod . (u3>.

On a le résultat par B.2.5.

Preuve deD .2 .2.

D.2.2.2. D"aprés A_1.(ii)(b), il existe 6. n¢£

iyl Oaxnj x tel que

Ufj + ©f QU3e VDir (G2), oU &j 0 est l"image de ©j Q dans k(x) et
G2 = cEn (nuléj g)e=Si © Q ~ 0, alors G2Ak(x)[Uj] et donc cT"(u,X)é
par D.2.1.3.(1), c(u,A)E 1. Si o”N ° ” posons vVvi = ui+0i o U3 ~

v = (Vj,u2,u3), si c(u,A)>0, par C.12(e), on a

I(v,2V)C{ttix™Mj xLJu  °0 I~ i»x3” = xI+x3 c(@>") 1 et donc

c"iVF'™X) = c(v.-"X)™ c(u/A) = c"(u,71), si c(u,?20 =0 on a bien sir

c(v,>.)

c(v,),)» c(u,”). D"autre part, on a

cM"[h(x)_1 D~ fJ - cKM"[h(x)-1 d[2] = G2 ’ donc nous supposons

Par
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@ U,E£VDir(G2).

*/\

De plus, quitte a modifier u®, si f = u® g + R(F,u,”), alors , on a

(4dbis) c23+P(@ -¢Tu'? U + E Unj PJ(U ,U ).

D.2.2.3. Effectuons |I’éclatement 7 centré en x et regardons le point

y de paramétres u’ = “ulu2”~,u2,U3 U2~* Ce P° nt y est un P°i-nt de

croisement pour (u,?0 (1.F.4.1.) et donc

o I O\F, (uU\™M)) = IXM),T,(u,7>)) u21 ~ .

On adonc h(xX) ~u2 ~A~"2}F ftI(XT|PD)@W",1)) , ce qui implique
(6) u2 DA gEI(X,.f,(u,,A)).

Ce qui donne

Q) G2 ,1,w) LIX",F,(u” W) mod.(U*) -

On en déduit que si k(x)[Uj,U3d, alors wv™W¥) pXx) =~ . De plus,

-1-9)
en posant G’ = u2 g mod.Cu®), on a

® degu, G = ,
ce qui implique
® «xWF

Remarquons que si c(u,™)> 0 (ce qui est le cas si on a ()

pour (x,(u/X))), alors gé”~u”~u”™) et g u” £.(3,u™™ et donc
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ordy @ O ,»y/(u/\'ui/\)) md) _De méme, si ¢(Q,"X)> 1, alors

gu2* 6.(uMN,ujP ) et ordyJu2l ~g °x,y/(u,uUMdHI -~

D.2.2.4. Ainsi, si ordylluz* AOXt>y/(u2’,u?:_)j tP ,alors c(,00 -0
et S"(W.A) =T, on prend w =u et on a clairement (1)(2)(3) pour
&, U.X)).

D.2.2.5. Regardons le cas ou a = ord NgO , /,uN] Par
y 2 a ',y Z" ]

D.2.1.2., on a

(10 uzl_/\ g = /l\L th’\j éj,b>a Uga u2’a+b_J_l mod. ('uj’I \§

Posons, comme il est usuel depuis C.II

A1) AQu2° ° g ; UE,uE ; up) = A W/X)

Alors, (0O) et D.2.1.2_(I1) nous donnent

@@ c(u”,™» = cu,N).

Remarquons que l7on a
u2 h® 10"t F=h(y) 1d¥]Vf= ?"uj® mod. (U .uM).
Donc uCt®) *DEN ™ ” u3’u2 *UP €St defini, notons Ie ~N(u’/h).
De plus, ona h) "™"21 f~» ~>@u -t < Donc

@A3)  ¢2@ A)- U@u\»).

Pour tout sommet vVv* de Aiu,”™) qui n’est pas sommet de 2XQuf »

on a
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inv,(h) 1 d|™ - 1fur et inv,[iX\ F,@U’A) )] t UD.

Donc Vv®" n"est pas soluble.
Si pour un sommet v* commun a AQ"/X) et A2U"/A), on

ne peut trouver |i6k*(x) tel que
inv,[h® J-DQQj 1 = if@{ + pUta ub)
alors ce sommet vf n"est pas soluble. De plus, v = (a,b+l-a) est

sommet de A(h(X) 1 D[ ¥ ; U3,U2 >Up (cf-DT T.I) et si
b=6-1, alors c”™ ™ () *ddli'za‘l N n"est pas colinéaire a une
puissance 1)-iéme.

Donc, si on n"a pas (***) pour (XCu,”™))» pour un sommet v*

commun a A(u“"/A) et & A2@u,»)> on peut trouver pEk*(x) tel que
as inv,[h(y) 1 d“”] f]- ¥QUJ + pura unrvVv .

Soit alors vVv" = (a,b) Qe somme d"ordonnée minimale commun
a A2 ,A et a L(u",A) et tel qu'on a (14). Par [12] (T.D),

1 N
v = (a,btl-a) est sommet de ., (U,)) = A(h(x) M21 A~ *Uu3,u2 *fun

et donc
a5 aib+l et inv[h(X)_1 Dq-_E\J T - T + pUB U2+1_alp

De plus, soit A" (xX*.xN) = a2x2+a3x3 une Ff°rme linéaire telle
que A(uT,™M0 f(a,b)] A"(@,b) =13 =v*, par 21 (.1, on a
inv(h() 1RY™ = dNuheo 1 D ou
(eo 1Y D (oo 1 Dby H
A(x2,x3) = (a2 x2 + (a2+a3~x3 /™ 1+a2n ' *

On en déduit que

A C))
(16) inA>u(Q)

a2(l1+a2) 1 et

ru2@j + FU2 a+1 Uj)0 + P(Uj,uP,U3)
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Par 02] (T.I), ona P - c uf~i "(b-a+l1>t1 0Ja ~ c elkX).
ugsr J * N [ J
Posons

W « ul =0 gB‘Cﬂ u@ faly] 05‘-9)((0)1»)( reléve p 9

an

W= GM.l2.8) ,W - A2L1PBuw2S -
Alors w* est un s.r.p. de Ox’ y et A" A(u*,00 et par (16),
s inAWE “  u2 Wi+ P(W1 "™ PU2~a+l U3~ U27U3) *

je dis que soit vT n’est sommet ni de Aiw’JA ni de ~(w’/X), soit on
napas (14 en pour ~’,W’,»). Si P =0, par (18), on a que Vv’ n’est

sommet ni de A(w’/X) ni de b

Si P~0, posons P = 21 cj Ul”"™U2™ atl)Hl
=£ Cj NW2AN atin+d ,soit jJOQ = infEj|] ~oj, ona JQ ™ O(p)
puisque j (b-atD+l = 0(p) et coome p=0{p), c. =ct ,
inv,(h(y)_ IDW A n’est pas une puissance p—i\gmz Aeg donc on n’a
pas (14 en v~.

Si onn’apas (B pour W?.) alors on applique a
(Ww,”),fF,A(w?,0)) Ila transformation précédente. On construit ainsi
une série z, =u, +<>—0‘|,d’f—c e uJ. u’z\ C+1 (cddH™MA(u”’ . Si
cette somme est finie, cela signifie que 1°on fait un nombre Ffini de
dissolutions et donc qu’on a (@B pour (,) et que X’ =y.
Si cette somme est infinie, comme les (c’,d”) sont tous distincts
(cF (18)) et que d>-c™*I1*0 , les exposants c’ tendent vers
1’infini et donc ZJ converge formellement, de plus, A(z’/
est préparé et on n’a pas (14) en tout sommet coomun a A(z’,7) et a
a2@’»™) °u z = (ZJZ22*9z2 *z~z™) car comme cCc’—> «*" | tous les
sommets ot ona (4 ont été dissouts. Donc si la somme

est infinie on a (D@@B) pour (z,7.) et x’ =y.
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D.2.2.6. On remarque que D.2.2.(2) implique que Z"E-VDir(x).

REMARQUE D. 23

Supposons qu®en plus des hypotheses de D.2I., on a

@D  (XLV@UI,U2)] = 1 +P(x) = 1 +P.

Alors dans D22 en plus des conditions (]), (a et (3, on a

(Z zl"(uJ,uZ) , V(@zj*Z2> = V(ulu2)

En effet, si on doit modifier u”, comme par D22_5 (35, v = (c",d")
est sommet de A2(u'/X), le point v = (c",d"-c"+1) est sommet de
A2, 5

Or, puisque c<LV(Uj,u2>] = ]1—’\ et que i) =) , on a

FLV(Uj ,u2)] =~ et donc

@G hE 1099 FftUjHu2n) *

Ainsi, tous les sommets de <;2(u,A) sont d"ordonnée ~ 1 et d-c"+In l
Par D_22-5_(]7), on a W ,u2), ce qui donne Zj wr ,"N2),

d"ou le résultat.

REMARQUE D.2.4.
Si on a (***) pour ,(u,-A», on a (Saud pour (x,(v,@) ou

v2=TW avec i inversible.

En effet, posons u" * (u"u2*,u2’U3U2’V‘ et v* = NViv2 V2w 2

T = 0( X«/(U27up = °X»,Xx"™™ v2,vp 2 0n a Ff = u’A(3)+1+ V*A<3> 92: R(f,v',?s),

-h
1l

VA (3)+]1— v’\A(3) = R(@G .v.X). on a ordMigjT) = ordx,(gZ') et
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par D.1.1 .4,

s i & (g yu”f,u N uij) est préparé alors A(g2 ;v~r,vAh Vi)
est préparé et & (gij «U3’yU2 - uij) « A(g2 V3*V2 * vp* De Plus» on
vérifie que

clL,u(h()-1 D[Z] H “ H ceL,v(h(x)_1 DL21 )
ou pEk(x)* et L(J ,X2*xN) = x» + (xX2+x) & 1 .
On a donc D.2.2. (2) (3) pour (X,(V/X)) et donc (***) pour
x,(v,70) -
REMARQUE D .2 .5.
Sous les hypothéses de D .2.4., on a
—_ . ) N [N
Clbu E0(c) DG ™ = (1) oCHy Ch(x)  2DnV{I £1
pli)<=-k(x)* u i~ s,
NOTATION, RAPPEL, PROPOSITION D.2.6.
Soit X un point fermé maigre a D.Q. de Sing (X (n)) tel que
Ax(x) = 1+J3'(x) et soit (ul\) une p-base de Oal’(’n.; X telle gu'on a
(***) pour (x,(u,A)). On pose
f = u"~"3>g + R(f,u,”iOx" x = k(x) ~(Uj ,u2,u3l]
1 -
” T L b u:"J 12) "?' d- ( |+
g u-;<?u 3 + ,b a u u m o u >
“ P.o*a,0”b J
ciu,”n) = inf?r aj 1 {?j',b,a I OJ\,
ir(u,A)y = infAbj 1 ; 1. Ao et a = jc(u,A)nr
* v J»0,a
i?2"(u,A) = infW b-1)j 1 (;:])>d’a'|' et a :jc(u,x)_;,
? (u,A) = inf[p(u, A) ,~inf (b-1)j 1 oL & + O, a = jc(u,"\) T 0(p)3j
On a
(i) Lp"(u,A)jtB"(u,A)i iV (u'"XHp(u.OCo & 1 +L""(u,'X)J ,
(ii) (c(u,"X), p'" (u,?0) est le sommet d'abscisse minimale de £\' (u/A)

(C.10).
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DEFINITION D.2.7.
Soit X un point fermé maigre a D.Q. de Sing(X(n)) avec
) = 1+0X et tel quon a ***) pour (x,(u,9Y)) ou (u,70 est

une p-base de O%r(,ni\l % - On Rose

C"O) = Inf[p>""W/X) ; on a (XXX) pour (X.iu.RA))! ,

@ te = 0,75 + Ip"(x)J si p"(XKLp"(x)J + 1/2 ou
Cp-"(u) = Lp>"(X)] + 1/2 et pour une p-base (.-"A) telle qu®on
a xx*) pour (x(u/A)) on a Pj"'@,71) = (b-1)j 1 = ?"(x) avec I*b a 4 0,

a = jc(u,A), b 40 ou j 4 0(p) et 4 2],

@) () 1,5 +LP™00J si V).» 1+ LA (x)I - 0~1

G £ 1 +i_p>,,(@J sinon.

EXEMPLE D.2.7.1 .

Voyons le cas ol on a

n | IXX(n),F,E(n)4xj) * 1" x(n)>x mod**T(n) ,x ,
AVDIr(x) =<Uj> et **) pour (xX™Mu™unN)).

C"est le cas étudié en B.4.6. (ii) et nous avons vu que si on
effectue I1"éclatement 1Z : X" —X(n) et si au-dessus de x il
existe un point x* avec K(x") = 2, on a pour toute p-base @W,"\)

telle qu“on a (***) pour (X,(u,A)), avec les notations de D.2.6.

0 - - rU2<  * 3 “TeLp (U2 TEUSOEP o

@) odg>p T 4
v iIpTO
Par (**), on a JX(n),fF,E(n)) = () mod.(uN). On a clairement

cu, »» =u * , MW, ™=1-~"~r "~ etdonc (X)) = 1,5.
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REMARQUE D.2 7 2 .
Dans le cas ou £E(X) = 0,75 + LpMQYI et p"X) = Lp"()J + 172,
on a mis I’hypothése ~~2 pour que les cas (1) et (2) soient

exclusifs.

REMARQUE D.2.7.3.
Si on a (***) pour (X,(z,"A)) et si, avec les notations de
D.2.2., on a ord™g"T) =N | alors le sommet d"abscisse minimale de

A(g' ; z3»zz2 » ZP  est (f"(z>") + c(z,7)-1, £(z.N)).

Il suffit de le lire sur le développement de g* (cf. D.2.2.5. (10)).

REMARQUE D.2.7.4.
Si on a (***) pour (X, (z,A)), on a (Mit) pour (x,(0,70) ou
0 = (Zj,Az2*23) avec A inversible. Si ~Nz,™MHN 1, on a

p>"(e/X) = fH"(z,70, c(e,)) = c(zA).

Preuve.

C"est un corollaire de D.2.4., D.2.5. et D.2.7.3.

PROPOSITION P.2.7.5.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)), x a D.Q. et

soit (u,70 une p-base de Q*(hy % telle qu"on a (IV **) et (***)
pour (X,(u,A)). Soit L* [la forme linéaire définie par
L(Xj,x2,x) = Xj+x~c(u,A) On suppose que m(x) =1 et

(@)) G-L7,uth()_1 DM*“p = o

(@) On a

(2) p(u,’A)* 1 + Lp' (U-TO]
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(t(x)i; 0,5 +Lft"(u'X)] si oc(x) = "™(x),
® Ti(x)i 1+LP si <) - 1+P(x)

(ii) Si - p)y(uA)™ Li,” (u'X)] +0,5 , on a
(4) E(x)Up’(u'X)J + 0,75.

Preuve.

Remarquons que nous pouvons avoir o) =P ou jt() = 1+0()-
La relation (@) implique que pour tout £J>b,a/\ 0 avec 1
et a= jc(u,?0, ona J =0({p) (f. D.2.1.2. et D.1.1.5).

Prouvons (1) . Soit (W™ = "W, et (@ est clair, soit pour un
(j.b.a), ona p’(u,» = (b-1)j-1, £j d.a +0, b40(p) et a=jc(uA)
(D.1.1.5 et D.2.6). Alors b-1 —-j(I+L[3"2)“1 et DbEJ(1 +LpB) et b ™ 0(p),
par (D, J = 0(p), d'ou b £j(@+1pT)-1 et
p(u,A)™ bj I+LP*™M“J * jHt e On a prouvé (@ qui entraine () et (¥
si >0 =" -

Désormais, nous n’avons plus qu’a regarder le cas ou
c*(x) = 1+ ~M(x). On a "(,)) (b-Ij_1i 1 +Lp*x - j”1 . Donc

(uAN1+LEJ - U 1, par D.2.7., on a £(x)é 1 +L{'J prouvé (3).

Prouvons (1) . On a "(U,Aé (VWN) . Si G'Ww2X)™L i1 + 0,5,
(4 est clair. Sinon, on a p"@WU,AN) = WA =L + 0,5 = (b-Dj *,
si 0”2, onabD.2.7. @ pour W, 7)) et £Xx) 0,75 +Lp3
Si V=2, ona pf@W,HYN1+LpJ- 2] 1 avec 1™ j~ 2. Donc

W,™MH" LCs™J et (4 est clair.
PROPOSITION D.2.8.
Soit x un point fermé maigre a D.Q. de Sing(X(n)) et soit

une p-base (@W/\) de OX, v tels quon a (%) pour (X,(u,™)) et

() cu» ?1
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Alors

@ V@j,u™) est permis en X,

(i) si EM) * divlu) et c,"\)> I» alors I algorithme du
point bon impose d"effectuer I7"éclatement Il - X" ——>X(n) centré en
V(uj,u3),

(i) si on effectue I, il y a au plus un point x"<SX" qui est
P-proche de x, c"est le point de paramétres u" = (UMNUN*,U™»UN) et si
p(x®™) * M) et G =PX) ou c@X)> 1), on a fCCYYY 2 et si
itx") =2, ona (%) pour ",(uU"/7A)) et £W/X) = p(u,?0 et
cu",™ « c@u,™ -1, EEDEX) ;si o @w® = I et c(u/h)>1 et
KNx) =2, 0n a ttx") = i) et ~'(@U,n) =p>"@Ut,A),

(v) si K(xX) =2 et Cu/A] +~ W, 1, alors x est bon,

M si LK =2 et mX) =1 et c@PEIN et PO = X
et pWX)E- D) ou X = I+ et 3,70 1*~ 1)] , alors x est

bon.

Preuve.

D.2.8.1. On remarque qu“on ne fait pas d"hypothése sur la valeur de ”x(X).

D.2.8.2. Puisque cU,"M)NM 1, on a VQj ,u3) = 2, et donc V(uj,u3>

est permis en x. Ce qui prouve (i). De plus, on a

(@) V(uJd,ud) = Sing(X(n))odiv(u3l).

Si c(u,?0> 1, alors, puisque P =0(p), on a JXMN) ,F.E(N))C WU »w
et donc on a alors V(uj,u3> = Sing"(X () )H div(u®) , si E(n) = diviu®) ,
I"éclatement jJe est imposé par I"algorithme du point bon. Ce qui

prouve (ii) .

D.2.8.3. Effectuons & . Bien sOr, puisque par (***), on a VWDir(x),

le point x* est le seul point de X° qui peut étre “-proche de x.
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Si ex(x) * P(x), on a I (X',f,(u’,20) = U3~AI(X(n),f,(u,"d)), par L12¥

(T.3), I(X*,f, (u*,'X)) est préparé, x' est clairement a D.Q.

clair.
Si cx(x) = I+i>(x), on a | (X', f,(u*,72)) - u'rl (X(n) ,f,(u,™)).

- .
alors on a I(X1,f,(u*,n)) « u2u1 mod.iu?) et donc

, (iii) est

Si c(u,M)>1,

(3) f « h(x*) (urg +f u”rujv) + R(f,u’,?%, 71d°J )X, , E’ = div(u®™) ,

par Il 2.1), si 7C(xf)~ 2, alors oc(x') « I+/~(x").

Si cx(x') = P(x’) + 1, et alors effectuons l|'éclatement IL 1 X*' e > X'
centré en x1 et soit y'6 X" le point de paramétres

v* = (uj*u2 *»U2,U3U2 ~ * Soit TI" @ X" ' > X centré en x et soit

y le point de parameéetres w = (Uju?™*»u ™ ,u N *)e

Par (3), on a I (X", f,(vf*X)) = (vj™) mod. (v?) et
(X", f, (w,™)) = (wj')ymod. (w”) . De plus, Nw, M) est égal a
ou T est la translation de vecteur (1*1). De méme,

Pour tout sommet s commun a A2(w,70 et A(w»X)» on pose

TIA(v ', A)J

= TLM2MVE, N

in L'hCy’)“1 DU";? f] = Z_ f- V,J"j VIS(2) VIs(3) , If fck(x),
S Igw J 1 J
on a
I",, x-I -1 5« y. TT?-) w'si2™+j w.s (3)+]
XnT (s) 2 [2j f3 = jf- f § w1 2 3
et de méme, si
ins[I(X",f,(u,A))] = (I T'i>j VAS(2) V'S(3)) ,
on a
ing s X fL,(ur A (21 r.i i WE(Z)+j W(%(3)+j}
On en déduit qu'on a D.2.2.(3) pour (x',(u*,”~)). Donc, on a
G2 = c£~,(h(x") 1 Qttz’] « = fuj® ou bien
cin(h(x")_1 Du®,) f) = ~UJ + U3 P(Uj,U2,U3) avec P convenable et G2

°[2J

*
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n’est pas colinéaire a une puissance p-éme. Par 1. E.1.5.1.6.,
Uj~vbDirCG”), donc on a D.2.2.(2) et (***) pour (x’,(u’,7))= La fin de

la preuve de (iii) est claire.

D.2.8.4. Si on a c(u,™) =1 et w,™M»H™ 1, on a et donc
Sing™ (X(n) )d-V (uj,u™) et par (2), TT est imposé par I ’algorithme du
point bon et donc ft(x) 1. Par récurrence sur |_c(u,A)J » on déduit

(iv) de (dii) .

D.2.8.5. Prouvons (v). Par (iv), nous n’avons qu’a regarder le cas ou
H(,”) = 1. Une récurrence nous ramene au cas ou ciu,”™) = 1* Appliquons
1 ’algorithme du point bon, par (ii), nous effectuons donc 1 ’éclatement
1Z - X7 —-—=>X(n) centré en V(u ,u ).

Si ox(X) = >9 on a cX(x’) =~ et ~(u’/h) =1, c(u’/X) =0. On a
donc S(u’,») = 1 et comme A(u’,Y) est préparé, on a v(x)™ 2 et
si v(x?) = 2 alors VDir(x’) est transverse a E~” et donc par B.4.2,
on a IC(x?’)”~1 et x est bon. Voyons le cas ou o¢(X) = ~+1 ,o0n a

p,"(U,X>”~ \-v * par hypothese (D.2.7), donc pour un 1,

1f s, on a
T h 1 DW-T?" = H uL~j C. , T
§ ocl ., (NGO D= i YT Cpegy 2 V%
i

1 M M H N VAN
&'J,b,c(j)\ inversible ou nul, c(@@)-I

ou L est donnée par LiIX™XMjX?N) = Xj+X~c(u,™) * = xM+x”™. 0On en

déduit qu’on a pour 1N i< s

N\
M*T* A f - u , j>k>c0) <0>

mod. (u”™ j u™G@g)+1 , u™) ,

et donc u(x?E NCX*F) et si (NMXT) =9 ,on a pour un jJ*P , cg) =13,

6. , ¥ 0, d’o00 <U”,U?) = VDir(x?) mod. (U~ et donc par B.4.2. ,
S B cci/ N ) (x7) (o) p
on a 1C(x’)”™ 1. Donc x est bon.
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PROPOSITION D .2.9.
Soit X un point fermé maigre de Sing(X(n)) tel que
&) = I+y(X). Soit (u,A) une p-base de Ox pour laquelle,

en posant 0 = P(x), on a :

(@) o[v(uli,u2)d = 1+ = 1+9 ,

f = u*(3)g + R(F,u,7\)E Ox(n))X <« k[cui ,u2>u3i] ,
@ J h =u3”3” » div(u3> - E(n),
i!g=uu‘J + g-,rL P' a U1l u9 ugl
,0%a,00 Jb-h
® (il existe (i,d)E-3R% tel que
5. =0 si b-1wid ou a 17 ,
J,8,a
@ pour un j, 1MjNV O, 2],jy.jd+l E° *
3 0 = * Ny ja+l gifa
©®) S”@g L T e 3 J
] n’est pas colinéaire a une puissance p—gme, module ?))E) - %
Alors
@ si f6N ,ona KX =1,
(i) si ICX) =2, x est bon »
Preuve.
On remarque qu’on ne suppose pas que X est a D.Q.
L *hypothése o"[v(u™,u2)] = 1+ implique que
(6) V(ui,u2)CSingr(X(n)) et V(@U™N,u2) est permise en X

Effectuons I’éclatement T: X’—> X(n) centré en V(uj,u2).



205-

Par (6), il y a au plus un point U-proche de x, c"est le point
X"EX" de paramétres u" « (UNUN ,u2*U) .
Si NXM)<-P alors on a K(X) « 1.

Si ~MX")>/  , on vérifie que

i) -i—>Hp 11X, F,Ww",70) = (u."od .(u",u")
C ALi(x',f,UN\7.)) ; u",uE;uj] = (C.d-D-aR2

De plus, par (), on a

®) L Xt ,f,(u’/A)) ; u3>u2 Tujd est préparé.

Par IV.C.5., si |7+ /d]¢l, alors "\Cix)™ 1, en particulier si ©O=0,
on a ti(xDN 1. Par IV.C.5, si ft(x") = 2 alors x° est bon. Donc,
si 1Z est imposé par I"algorithme du point bon, on a prouvé la

proposition. Si T n"est pas imposé, c"est que
VQ i ,u2)™ Sing™ (X(n)).
Par 1V.C.5. appliqué a ",(U"/V), on a
Sing™(X")., VCuj .upUVCuj .u”™)

Donc on a

® Sing”(X(n)) = V(Uj,u2)u V(Uj,u™)

Donc on a Ff2\ et I"algorithme du point bon impose d"effectuer
I"éclatement TL" : X"1——> X(n) centré en VQuj,u™). Par (B), et
puisque V(uj,u2) Sing (X(n)), il y a un seul point u-proche de X,
c"est le point X" de parametres u” = (@Uju3™u2,u3”™e ™n vérifie que
&', WA)) et (1*d) satisfont a nos hypothéses. On a (i) par
récurrence sur -.Si At X = 2 Alors TAN et donc 4-1>0

et donc 11X, F,@U ,A)D)* (Wu’)mod. (U”).O0n adonc WEDE 2 et
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on a (ii) par récurrence sur 2 .

THEOREME D.3.

Soit X un point fermé maigre a D.Q. de Sing(X(n)). On
suppose que f*E(X) =2 et qu"il existe une p-base (WA) de O*Cngl,x
telle quon a () et () pour (X,U/X))*

Effectuons [1"éclatement tc: X —wX(n) centré en x. On
suppose qu'il existe un point fermé x"6:X" qui est (P,K)-proche de x.
Effectuons I"éclatement TL: X" —>X" [I"éclatement centré en x", on
suppose qu”il existe un point fermé x"£X" qui est (@ ,li)-proche de x".

(1) On a au moins une des assertions sulvantes
@ x est bon,

@ ©®-1,
@ xX* est bon,
@ £ L,
®G) x° est bon,
® tx)-1
M fo()- Mx),
® E£)* t(X).

Gn si mx™D) =1L, ona @ ou @ ou @B ou®@ ou (.

Gim) Si d="%X"D) kX] 2,ona @ ou @ ou B ou &P ou
@ (XK (0D

vy Si mxX) =1 et mx") =2, ona (O ou @ ou &
® ou .

M Si mxX) =mx*) =2, on a (7).

o

u

D.3.1. Nous montrerons plus tard que si on a HX) « 2 et m(xX) = 1

et [EC)< 0,75 ou EX =0,75 et *X) = H=z"(X))J , alors x est bon.

D.3.2. La démonstration de D.3. étant fort longue, nous l"avons découpée

en plusieurs lemmes ou on supposera seulement que Xx est a D.Q.
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D.3.3. Remarquons que dans le cas ou m(xX) m O, D.3 est clair car on a

E(X) « +"~>E(xE). On suppose désormais que mQ)”™, 1.

NOTATION D.4. 1.
Soit Xx wun point fermé a D.Q. de X(n) et soit @U."X) une

p-base de oA{n‘Qb( telle qu’on a () et %) pour (ONUJ"X)). On pose

( f=h0Gdg + RCFUTD ,
O £, = 06" IDH/I(:F*JQ f,Hii s

Si X = P =P , on pose

F=ad" (@ =VUi + 1 Ui Jud@®uz@ uv*@ $.U .u) ,
10> - 1S = J

Fe =T LD = 15 djep UET ud(ll) g $. - (uzuy),

ou L est donnée par LCX™MXAJXN) = x™ + XN ¢ (U, 70 * , les™ et
les Cj sont des polynbmes homogenes de k(x) nuls ou divisiblesisibles
ni par

u2 > ni par et de degrés

us3
(Jo (U, N)-d(i, j)-c(i,j) =deg 0. ., Isj* , I=i"s ,
1

(©) i i ) X*J \
J-fu, >)-dg)-cg) = deg K , Wji

Bien sir, on a pour 1 K et 1-iNs

O] d@d"d(i.j). c@) £c(.j)

Si o = ™M) = +% , on pose

] ey IS UPUB* N »I3YtaSv Wy e

® h

- T WA x* ’)! A sy . Qs . )
|Ti cCu i* o iV W I£j4»UI]Uf|>]>u|(Ij> ti,j <U2-U3)
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ou L est donnée par L(Xj ,x2>x3) - xj+(x2+x3>¢;,™ 1 , ¢ - 5,70 »
les j et les Yj sont des polynbmes homogénes de k(x)£u2,U3],
nuls ou divisibles ni par U2 ni par et de degrés

JS (u,>)+1-d(i, j)-c(i, j) - deg <3; 5 [i j*»> lHidis
6 o .

JEQ,A) +1-d(d)-c(() = deg > 14§¢i>
Bien sir, on a pour Kj< A" et k ifj
@ d(jH d(@.3) ., c)Ec(i,j)
D.4.2. Remarquons que si <tf® = I+"(X), pour tout j , tel que
O 0, on a
@D deg @& + d)-1£j V'(u,?0 .

En effet, avec les notations de D.2.1.2., il existe jf,bf,af
avec ,~0 et a"j"-1 = c(u,> et b"j°" *j11=pP"(,A).

J’*D »a

On a c@g)™ jciu,™) . On a (MQu,7”H+cu,2) O (u,7)

8(u,MN-cGdi ~ 5W,MH-c,"™) -

D.4.3. Dans le cas ou C() =

AU, 1+ LM Xif-1d 1

et il existe (j,b,a) avec % ag VO ,a *= c(u,A), bj

(b-1)j_1 =p"(uA) et 2<i)]

D.4.4.

un point fermé maigre a D.Q. de

(u,™) est une p-base de Oa Env

cf. C.8 et D.2.2. Enfin,

Prenons les notations et hypothéses suivantes.

T X" —> X(n)

d"ou

>"(u,?.), ce qui avec D.4.1(6) donne ().

1+P(X), remarquonsque nous avons lI"équivalence
CpCu/A)* 1+ L P "(u/\)j ou ~ (uA) = 1+ L {h(uA)d
T * = U,

Le point x est
Sing(X(n)). On a (**) en
&, u,"%)),

est 1"éclatement de X(n)

X. De plus

% et on a (***) pour
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centré en x. Le point x" est un point fermé de X" qui est

P-proche de x avec m(x") « 1. On pose

@ d = Lk(x") : kool

Si mX) =1 et si ona (V*™) en x (cf. B.2.4.), on notera

(@) C = Sing(X(n))H E() ,

avec nos notations, ) implique que

[6)) C = V(Uj,u3d) .

Nous allons montrer quatre lemmes dont les preuves constitueront le

paragraphe D.5.

LEMME D.4.5.
Sous les hypothéses et notations de P.4.4, si N =1+,

il(x’) = 2 et si de plus CileW [Q&),FEM),{x)_* # (Uj.ur1~u-
ona d=1 et &) e(X).
LEMME P.4.6.

Sous les hypotheses et notations de P.4.4., on suppose de plus
que V(X) = I+tv (X et c LK@ ,F.EM ,.exj )y = Uj,u2,U3)Uj
Alors

@ Oona (V™) en x

N Si oC)as et t- 1, il n"existe pas de point Xx'<=X"
avec m(x") =1 et wv(X") =X -

(i) On a FEH)EFX ou K X )e 1.

(v) St d*2 et E£X).>1 alors ona £X)"t( ou K(Xx")e 1
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LEMME D.4.7.

Sous les hypothéses et notations de D.4.4, on suppose de plus
que *(X) « =+ (X)) et mx) = 1.

@) Si AR N~ 0(p) ou si d=1 ou si I’extension k(x)/k(x®)
est séparable, alors on a y(x?) = P (X*).

(i) si p>(u,A) 1 (resp. =1 et c@,™N)™ 1, alors
on a ~"(x?) =0 ou on a (***) pour (x’,(z,ji)) avec (z,p) p-base

de S satisfaisant a

@ c(z,y) c@,7.) (resp. c(z,p)4.cU/X))»

@ Mz.p) 1 (resp. fi(z,p i D si  ~(x7) = ~X),

E(X")<- 1 et |_Sin X® )OE"J - si oit(x") = 1 +i-,(x7).

(ii) Si lux) = 2, on a «exy-¢: E(X) ou EX")é. 0,75
(iv) SiI "K(X) =2 et d 2 et =)« 0,75, on a
t(XD-F ou EEXD=E=1L1 et <) =1+ ,sK")) ou x” est bon

ou Xx est bon.

D.4.7. 1. On remarque que si ona O =YX et mxX) =1 et

?WN\N) 1 et c@/,et c@,?\)" 1), alors puisque PUN) + c(u,a)r .7 (u,A)

on a c(u,*™\)v0O0 et donc on a ({(V **) en x. Puisque cQ,70*-- 1,0on a € ©O)<I>

(cf. D.4.4(2)) = Puisque j?u,”n)— 1, on a £ 1. Le cas D.4.7. (i)

est a rapprocher de D.4.6. (ii).

LEMME D.4,8.
Sous les hypothéses et notations de D.4.4., on suppose de plus

que m(x) = 2.

A
(@) Si K(x?) = 2, il existe une p-base (v,u) de O rox ? telle

X

qu’on a (C(**) pour (x*,(v,p)) et

1,
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@  fFrv.p” 1+ teiu."Xjd ,
.p)te(u,Ad 1+ p *

Si de plus (Fjf...,Fs) nT"est pas monogene ou sSi S on a

® @.pé:supd 1j 1deg | ~O , IF iiPj

Si de plus e(u,70 = 2» alors

® £(X")< 2 .

(i) siona e, 0,5 et wX") =2, alors on a

v.p" 1 et
(@) ¢—0) 1 ou x* est bon

Gii) Siona cWA1 et |BPUA1 et e, 0,5,
alors K(x") =0 ou il existe une p-base (v,p) de 0, Xf telle
qu“on a (**) pour (Xx°,(v,p)) et

&) c(v,p)* c(u, 0,

® AMp<- 1 ost x(XT) = 3K
txD)-1 et a¥VSigEXDM"E™™ ; si "TD =1+ MNX).

(v) si fix®) =2, ona (XX EX -
M ST 1t(x") =2 et siona d~2 alors on a £X")- IX)

ou & *1 ou x" est bon.

D.5. En utilisant le fait que dans D.3 on a 1c(x") =2, il est facile
de montrer que D.4.5., D.4.6., D.4.7. et D.4.8. entraitnent D.3.
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dans le cas ou m(x”) « 1.

La démonstration de ces quatres lemmes constituera tout le

paragraphe D.5.

D.5.1. Dans ce paragraphe D.5., nous regardons le cas ou m(x”) = 1
Donc x” n’st pas sur le transformé strict de div(u™). Puisqu’on

a («*) ,on a UMNDIr(x). Puisqu™on a (**), on a soit v(xX) = 1, soit
(Vv *¥*) en x qui assure par B.2.5. (@) que si v(xX)" 2 on a

VDir () , ce qui est exclu. On a donc toujours
(@) <Uj> = Wir ) .

D.5.2. Prouvons D.4.5.. C’est-a-dire que nous étudions le cas ou

OO = 1+ (0 et JXXM) L,FLEM .o M"%x(n),x Ul med " 11IX(n) ,x *

donc on a 1(u,A) = '» Par D.5.1. (1), on a les hypothéses de B.4.6. (iii)
pour (x,(u,™.)), on adonc d = 1. Pour calculer 19 , nous appliquons
D.2.7.1. au point X, ce qui donne £ () = 1,5. Pour calculer £:(x°),
nous appliquons D. 1.2.3. au point Xx” qui nous donne E£(x°)Y5 1,5 ££Q) -

Ce qui prouve D.4.5.

D.5.3. Prouvons D.4.7. (i). Posons u’” = U2U3"*U2U3",u3"*
ARB) +7~i1 0(p), alors on a par D.5.1. @

cCMNhOO)_1 OW ] + DMAE + DMAD) YD = (AG) +>)I" U X0
Par 1.F.3., on a

h(x) *DMAVA F = (A@™) Fuj” mod. iud)

or DM L,Q; ¢"X7,E7,\x’0 , on a donc ,x(x*)4P et par D.5.1.(0),

ona JX’,F,E”,~xU) = W™ mod.iuM). Si A@B) + 0 = 0(p), alors on a par
D.5.1. @ c £h(xX) *DWI™ fJ =0 si 1M1~ 3. Donc il existe j ,

4£ j< s tel Eue c-"Lhix) ~ DM’G!’\ j = @) ~ 0. On a donc

h(x*) *DMUp!s = 3@ uj*mod. W . Si d=1 ousi x” est
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séparable sur X, DM’\iiJ 6PDX",EL, M), d'ou oc(xFy=" et par
D.5.1.(1), on a J(X ", F,E1,™~F) = (u™dHmod.(uM).
C.Q.F.D.

D.5.4. Désormais, nNOuUsS Supposons

(@) £<i0,)> 1

En effet, si NX) = P, par D.5.1.(1), ona o (WA >1
et si <) =1+2() et cUAN) = 1, on a les hypothéses de D.4 .5.
qui vient d"étre traité en D.5.2.
D.5.5. Par I1.F.3., on a
©) 1(X™, T, (uM)) - uhoe) T (X(n)tF, (u/>))
et si m(x) =1,

@  h(XT®dMA F -, i“W h(*)-* d“Jj £ .

Voyons le cas ot ~(X) = J(X) et ou x* a pour paramétres u". Alors,

par C.6., on a

® “ew <e(, ), @W.A-f@WA.cWY = i@WN)-I

et AQ",?1) est préparé.
De plus, si m(xX) = 1, par (4, on a
® w /s

De (B) on déduit D.4.7. au cas ou X" est point de croisement pour (U,A) .
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D.5.6. Montrons D.4.6. (i) (ii) . Par définition de @) (cf. B.4.), (@)
est clair. Prouvons D.4.6.(ii). Soit (u,?0 une p-base de 0X 5nj9x
telle qu’on a (***) et D.2.7.(1) pour (xXiu,”™). Alors, posons pour

1NN s

h(x) 1 T = Y 2. ., j u? tnod. (U ,
9 LJ 14j-~0*a,0T1b 112 3 ¢ 1)

G 3pa KOO . Pour tout i, 14 its,ona

-1-V - - d
U3 h ) dmT f = ug"H % p_ moc

D,j E-=Did ». dd 2> -(ui

Pi,j,d(u2) ~ a+"Tj_1=d ~i.j.b.a U2
Pour un (i,j,b,a),on a

JH.270 et b3 "(UD+1» 3 “ jou,"A).

On a clairement
0 (xD~ ~Tj+at+2b-j-1.

Si ((@W,AN 1/2,0on a 2b™ j+1 et conme c(u,A)™ 1, on a a”j
dou PO*)"prta-j~ P-1<P . Si (W, X) = /2, par D.2.7(1), on a
b ~0() ou j ™~ 0(p), bien slr, ona a~j et i =1 ou 2, donc
on a ordx,N8 h() DV\;IIK!iJN f AI}P(xf)',) a%ou
~"(xD+1 P—j+tat2b—j-—1-£+l+a—j< d’ou  NXDH+IN>) et P(x")~)
Ce qui prouve D.4.6.(i1).-

D.5.7. Revenons a la preuve de D.4.6., D.4.7. et D.4.8.
Par 1.F.4_, il existe une p-base (v,u) de OA - Xf adaptée pour

X avec Vj =uf et Vv» = u™ mais bien sir, en général v» N u’. De

plus, comme = VDir(x), par 1.F.4.2.(8), 1.F.4.3.1.(4) et

ui>
1.F.4.3.2. (@ appliqués avec (&,c) = (0,0) et en permutant les
indices 2 et 3, on a

10t” ,£,(u","A)(ujjur - 1(X »F» (v, -
ke (vi¥v3:
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Alors C.4.1. nous donne

@ c(u” , )8R+ =A LKU>,N) ; u ; ujj = c(v,p) + R+

ol Ku*."A) - I(X\F,(u’,70).

En D.5.5., on a vu que, pour "X = ~(X), on a
c(u,.’ = MU.™)-1. Si ™) = 1+0(,D.2.1.2(1) et un calcul
simple montrent que

ciu’.™A = inf%(a+b—j—l)j 1 ; Oj',b,a 4 03 = fiu."X)-1.

Bien sOr, puisque £(@/A)>1 si ona tC(X") =2 ou si
Joe- ,FLE? )= W mod. Wy, on a (Vv **) pour 1,0V ,v3>),
mais nous n’avons pas forcément (***) pour (xF,(v,p)). Cependant,
par C.8 si () = "), et par D.2.2. si ci® =1+V(), on a

¢**) pour (x7,(z.p)) avec = v\ et

®  j Z1=V1+u3A 7 Aé °X7,x” * arciv.p)
( z2=v2+ eu3 , 0£0x,)X, ,

ot 0=0 si VE* = P(xX’).
Mais comme v2 est défini mod.iv™) (cf. 1.F.4.2. et I1.F.4.3.), un

choix judicieux de Vv~ nous donne

(8bis) Z2 = V2 -

Alors, par C.8., on a

® c(z,p)” c(v,p) = £(u,A)-1.

Désignons par L° la forme linéaire définie par

L,(x1.x2.x3) = xJ+x ifF @N)-1) *~
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Par 1.F.4.2.(8), 1.F.4.3.1.(4) et 1.F.4.3.2.(4) appliqués en
permutant les indices 2 et 3 et avec S mt « 0, et par C.12(c)(d), on a

SN . - 4 duA :
h(x)"1PW® f - u=Gh(x)-1 dl:i] f mod.I(X\f,(u\'A)) u3

-V
u3 h le_;f’l" T mod X" . xF Loy, 1T
p-i-1 jO L j Lk
2. Vi V3 v A mod X" X v
1-j-
>3 -D
2 A_ mod e
i<j -1 Z1 z3 J X« if*
les .. sont définis en D.4.1.).
(les 0, )
D.5.8. Si Fj ~ 0, on pose jQ = infFNJ{g j a
A. = . (u,Du»d(i»j). Alors, on a
Jo *Jo
, e
h(x*)"1 DM*jv £ = Z z2AE_D AL mod. {Ht , ,,L7C,

= h(x?)"1 dm*;? T mod. [r&x .>xX.»L""+
FJ

et donc c(z,p)™ »,?yY-1 . Ce qui avec (9 donne
10) c(z.,p) = c(v,p) = i(u,M)-1I.

De plus, on a

I f<z-u)ijo 1 ordx'tl’l,j (,-u2) u2d(1':> -
@ane ]
st o<(X")=1+"(X") ,p"(z,p)i jol£ordx ,[0] ~ (@ .U, uzd(l A

D.5.9. Montrons que D.5.8. entraitne D.4.6., D.4.7 et D.4.8. dans le

cas ou Fj ~ O.

D.5.9. 1. Voyons le cas ou W) = ot(x") = 1 +0 . D"aprés (11) et

D.4.2.(1), on a
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e»"(z,p)i p"(un)

Remarquons de plus que si  Np"(z,}1)E N + 0,5 avec NE3N, et si
Ot 2, onabD.2.7.(1) pour (x",(z,p)) et donc E(X)E N + 0,75.

En prenant (U,”X) telle qu“on a les conditions de D.2.7. pour
(x,(u,A)), on déduit de ces deux inégalités que E£(xPHe£() . Ce qui
prouve D.4.6.(iii). Prouvons D.4.6.(iv) en ce cas. Si d”™2, on a par
D.5.7. (11)

p>"(z,pH degC"j jo) j"1d1l -j"1ie(C 1 + >d1 - j"1l -

Coome j ~0(p),ona joO<P et donc

Nz, p)N A LATUN)ID)D 1-0 1 .
Si L&S"@W,"AJ~ 1, on a £(x")i 0,75.
Si Lp"(u,™MNJIN 1, on a p'(z,p) p*uN\)Y et donc
EDE Lp" WA + 0,573 (U,MNJ + 0,75"E(X). Ce qui prouve D.4.6.(1v)
en ce cas et avec D.5.6. finit la preuve de D.4.6. quand Fj ~ 0O et

a(x”) =1

D.5.P.2. Voyons le cas o o) = 1+V=1+o0<(xP). On a
iMz_pJid"1l jn1 deg@)i*jo)£ (1+Lr(0)J )d 1. Si ~z.y) ™~ (A+Lfi,,(u,5)),
et si on a les conditions de D.2.7. pour (Xjiu,™)), alors, par
définition de & , on a

ir(x*)s0,5 + Lp”"(u,})jc 0,75 + Lp"“(u,A)jci ).
Si p(@E,p) =1+L|V'(uA)J alorsona d=1 et par D.1.2.(3), on a

(XD 0,75 + LOWA)IEL .00

Ce qui prouve D.4.6.(iii)(iv) et donc D.4.6. dans le cas ou Fj ™ O.

D.5.9.3. Voyons le cas ou X)) = P(X) = t™X(xP. Alors D.5.7.(11D)
nous donne

i?>(z,p) < e(u,n) d-14 p(u,"X)d"1 .
Ce qui avec D.5.7.(10) entraine D.4.8. (1) (iii)(iv) et D.4.7_(ii).

En prenant U,”\N) telle qu’on a les conditions de D.1.2. et en
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remarquant que si ft(z,p)6 IN* , on a £(x")é ("@yi) - 0,25 (D-1.2.(3)),
on en déduit que t(x') £X et si d*.2, on a SO £ ou

E(x™)<i 0,75. Ce qui finit de prouver D.4.7. et D.4.8. en ce cas.

D.5.9.4. Si ) « MX) « "X - 1, on a
"N(zppie@w,MNd 1 - joN p,7idd 1 -k 1

Ce qui, avec l"aide de D.5.7.(10) entraine D .4.8.(i)(1i)(iv) et
D.4.7.(ii).

Si d> 2, on en déduit que Tt €Lt -
Si d =1, alors par D.4.7. (i), on a m(xX) =2 et donc, pour
un choix de @,AA),ona t(Xx « 1+ |_eu,™J et @"(z.,p) e,\) -~ =*
et donc L(x")i:0,75 + Le@>M)I" £ (X) = De plus, si e(u,X)™0,5, on
a /Nt~ 0,5. Tout ceci finit de prouver D.4.6., D.4.7. et D.4.8.

dans le cas ou Fj ™ O.

D.5.10. Désormais considérons le cas ou F = 0. Alors, par C.J2(d),
on a c™M» z(k(Xx") * =0 et

1(z.p) = I(v,p) mod. £1?&x, X, , L™+ si ~xX) = "),

1"(z.p) = 1"(v,p) mod. 1 cege XP» > L°f~+ si oik) = 1+ PX),

ol L"(x ,x ,x ) = XJ+X3Q -"A-1)

D*autre part, on a

17(v,p)

1"(u",A)

donc on a

(Ilbis) c(v,p) = c(u"\» = c(z,p) = SU-"X)-]-

D.5.11. Finissons d"établir D.4.6. Donc nous regardons le cas ou

Fj =0 et () = 1+ ~(X). 1l reste a montrer D 4 _6(iii) (iv) .

D.5.11.1. Regardons d"abord le cas ou E2 s U, > alors par
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D.2.2.(3), F2 n"est pas coliniaire a une puissance P>éme et on a

V (Z.pi- pU3" h() 1 Bttzi f 23, 22 5 Zi).

Appliquons C.4.2.2. a J = (W hX) *sz’j Al°rs* Par
C.4.2.2.(2, on a

p-[udlh(x) 1D~} F ; z3,z2 ; 1 u3»u2 ; uf

ot y(J ;u3,u2 ; uj) = supjj 1l(deg J+d@>p)-1)y-P"(w>» . 0n
déduit de D.4.2.(1) en notant au lieu de Ip@ ; u™u”™ ; up)

(z> >’(z,Hh ~ é p"(u,91).

D.5.11.1.1. Regardons le cas ou or(x") = 1+ (x1). Alors on a par (12)
P>n (z.p)*1 p*(z,p)4 pM(u,?0.
En se reportant a D.2.7.5. et en choisissant judicieusement (U,A), on a
(XN 6 () , ce qui donne D.4.6(iii) en ce cas.
Reste a prouver D.4.6.(iv) en ce cas ou =0 et
Ayl U2 et ox(X?) = 1+ Mx").Si dp2 , par C.4.2.2., on a les

deux inégalités

=V -1 -
@ (pus Dy T 73720
Clsrd 3+
De toute facon, on a
b @p LG nheo o F o 23,22 5 zjd .

Si el » Par (13>, (("(z,p)<<>, on a
I_f."@z.pJ3 (_"(z,p)I<N Lp” (@,
et on en déduit que
c(xDi L + 1.5"-Lp"(uA)J + 0,75teée ()
Si >1 et &M alors on a par (13)
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Lp"(z,p)d é LP* (Zip)] é L*/«1 'i & LVJI- I~LfI"(u,)J - 1,
ce qui donne encore une fois

i (x1D* L V@, HI + 1,5 * Lpn(u/A)J + 0,75 ~ t(x) *
Il reste a regarder le cas ou y”~ 1. Alors, si ¢ (U/ANIN, par

C.A.2.2., on a

pu3*h () 1d™] f » z3,z2 5z~ d 1z J/2
et donc |V(z,p)<- 172 et T(x) = 0,757 1. Si c (U, N, si y~N1
et si V 0, ona y<1-P * et *"zJdD<1l dlou par D.2.7.5. (@,
p(u, A)< 1 et donc p"(u,A ) 1 -~ ~9 de plus c(z,p) = c(@/A) - 1£ NN
par D.2.8(v), xf est bon. Si ¢(u,A)”3N, et si Lf~= 0, alors on a

pM(z,p)” 1/p, alors par D.2.7.5. (i), on a éXx") = 0,75 1. Ce qui

termine I1"étude du cas ou D =) =1+2 , nNoF et
F1= °-
D.5.11. 1.2. Voyons le cas ou —xX") = "(x") et N Vo Par C.4.2.2. ,on a

NV (z,pHY 4 P"(W/A) M1 + LF-M@/N\)J
Par C.12(d), on a c£L Z(h(x') * DM%_ll\j ) = 0, on peut donc appliquer

D.2.7.5. (i1) a *,(z,y))- On a pour un choix judicieux de (u,A)

t-(x’)é0,5 + LjV'(u,X)J -0,75 + L|V(u/X)J H(x)

&

Ce qui termine la preuve de D.4.6. dans le cas ou F2 !ITuJ u2

D.5.11.2. Pour terminer la preuve de D.4.6., nous regardons désormais
le cas ou F2 = fU2 , oi(X) = 1 + P(x) et

Fj = 0. Par D.2.4., D.2.5. et D.2.7.4., quitte a remplacer u” par
5u”, on peut supposer T= 1. De plus, il existe G < (FM*eee*Fg) tel
que

G = 1. 9°n udg) u~@ y-(u ,Uu ) mo
_ Ul
1“j-n n

ou d({@) et c() sont définis en D.4.1.(5).

Posons jj = infjjJdy\ ~ 0J . On a clairement
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) NEMEEG ) + degy, )i 1d 1

Par D 4.2(1), on a

(sbis) dG-) +degy. - 1é], (U0,
J 1

1

d’ ot d(j +d ] (P (U)o
ol (Jl) egthl Jl( [P, (ul>)j)

(p'(z»p)~ (N (u,”) + n"id"l,
(16)

P'(z,p)i (I +LP"(u,")l )d_l

Si on a une égalité dans (16) alors on a des égalités dans

(15) et (15bis) on a alors

d(j.) + degy. - 1=7j fV'(u/>)
Jij
Par définition de [ (u7.)) on a
c(jj) + d(jj) + deg - 1= jjOo(u,)>)

et par définition de c(u,7.) on a
c(j )>> jicC(u,'A)
En outre
c(u,”)”™ c¢c(u,7.) + V="(u,?0
d*ou

c(jj) = jjC(u,A) et P"(u,) + c(u,) = ¢(ulzO-

Dans le développement de g donné en D.2.1.2., soit (j,b,a) tel que

i5Ka*0 b-1=0f"Wh, a=juN ,

alors
b+a-1 = je (u,">)
donc
1 A-j b aN LN (-1
VL j,b,a V1 v2 v3) = N +c>

donc puisque P =0 et F =°F ona b=j=0mod.(p) -
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Revenant a la définition de £(x) donnée dans D.2.7., on voit que
I"on n"est pas dans le second cas de D.2.7.(1) car ce qui précéde
s"applique pour toute p-base (u,”) satisfaisant a ***). Par suite
si i * 0,75 +Lp"(und alors p"(u,™)*0,5 + p"(u,X) ce qui
contredit I"hypothése qu"on a des égalités dans (16).

En conclusion, si on a une égalité dans (16) ou des égalités

dans (15) et (15bis) et en plus F =0 et F» = P P alors

(16bis) £E(X) 1+ LpM@UQJ -

D.5.11.2.1. Voyons le cas ou d~2.
Si LpMwX)] = 0, par D.2.7.5.(i), on a
F.(xX")N 0,75- ¢(X) -
Si Lp"(u,M)JIM 1 et (@@W™3 ou p"+ J3j* £ 2, on a par (16)

z.,p) »Lpn,N)j - Par D.2.7.5.(ii), on a

f(x™)i + 0,57 I(?”(UA)j] + 0,75t FX) .
Si d=2 et @A) J:% $2 et > = ~(xP, ona p(z,p)< 1,

d’ou par D.2.7.5.(i1) , £E(x")N 1,5 et, on vérifie que £(x)-2 1,75.
Si d=2 et IV(u,A) + j~r=2 et cox(x") = ) =1+~ , soit
(z,p) <1 et par D.2.7.5. (i1) , on a £(x") -1,5 et on vérifie que
EC)ON 1,75, soit |V(z,p) = 1 alors dans (16), on a des égalités et
donc on a (16bis), c"est-a-dire hQ)”™ 1 +L"(u,7-)] = 2. Comme

(z,p) = 1, on a <x")*¢ 1,75, d-ou E(XX")E: 1,75* £(X)-

D.5.11.2.2. Regardons le cas ou d =1 et ou il
existe i, 4-i1Ss avec F~ ™~ 0. Rappelons que FA o> Uj) , d’ou
deg™ (FMHN P et donc on peut appliquer (15bis) a G & F~. Puisque X"

est rationnel sur x, on a

u3l N Fi(ul’u2’u3) = h<x”>_1 DMH] fi m°d" in x’,x"’L3Ar *

ce qui donne z,A)Nd((-) + deg H.jl) j.i* d * , d"oQ
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@A s + JM1 o,
p(z,MNE 1+ L™NMU."AXI
Si (X)) « 1+ I(X"), on a

Ww@m»t GizR - JrEITu.h
Si p"@A) NE'WU,"A) , on a clairement E£(X")i= £<X) . Supposons désormais
que jruA) - j~Cu/h).
Si p'(z,A) t(3'=,\V)I + 0,5 par définition de £ , on a clairement
txH)Ma-Si pr@'D =C-,,u,0 = +0,5 , on remarque
que 1’égalité pn@/N\) = p"(uA) implique qu’on a égalité dans
(15) et (15bis) et donc par (l6bis) £EX) 1+ [p™u,™ , donc en X,
on n’est pas dans le cas D.2.7(1) et 1%¢galité p"'(z/h) = ~ U,
entraine €(xPH s £ X).
Si tXX) = X)), on a
fi(zA) *~"W."A) + Jj1 o,
| 12.(z)< 1+ LP ”(U,"A)J .
Si p(E,V 1+ LplQ,?), par définition de £, on a
c(XMN< 0,5 +Lp"(u,NI - ") .
Si t(z,X) = 1+Lpl@,~)Y ,alorsona E£xX)Y~1+1p~”,\)) ,
d’autre part on remarque qu’on a des égalités dans (15) et (15bis) et

donc que £ >1 + VW, ) ,dou cDEER .

D.5.11.2.3. Pour terminer la preuve de D.4.6., il reste a regarder
le cas ou

FEZFH:"':FS_O’FZZU!;UZ et d- 1

Alors (FJj ,-..,FQ) = (R2»Fj+F2+"37~* ~ar ~.2.2.1., cet idéal n’est
pas divisible par une puissance j)-éme. Donc A~]+\2+\3 ~
Si AR + 1+~ =0(), alors dans (16), on peut prendre

G = Fj+F™+F~. De plus, on a

U3* ®G(ul.w2,u3) = ctELZ[h(x") 1DM-7] fj mod. [  .>x..L7jz+
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On en déduit que G(z, nu,™) + J11 . Pour les mémes raisons
qu"en D.5.11.2.2., on a E£X%) £E(X).-

Si AGB) + 1+V A0@ et (UU3*)(x") ~ °* alors on a
@7  c~Lh(x) 1(DMA* + DMA% + DMA) (F)] - (AGR)+~ +1)UA U, * O.
D*od  ordx,[Jh(x*) * DMA-TA F] =~ et donc

@8) M) =

On prend alors G = "j+"2+13 (AB) + P+ OF™ » et par (16), on a
C IV(@Z.A)- @@, X)+jil)d 1,

{ V@.X% é a+ -r'(u dd_1

Si J=>"@AN 1 +L¢*@U>A)J , alors, puisque Fj = 0, on
applique D.2.7.5.(ii) a x* et on a
c(x™)t 0,5 + LF"(u,Pi 0,75 + Lp"(u,>,)d 4 HX).
Si v(z,A) = I+ Lp"(u,MJ , alors on a une égalité dans (16) et donc on
a (16bis)
EQON 1 +Lp'W,™)I .

ab

- b4 -
On a z = uj+un 0O avec O 1inversible . On

vérifie que si a>£(u,A)~1 ou si  bp p"@,"X), alors en posant

) o, &™) 1DMZA ] = U3 S-j g(i)

ecj J) dad ») e(j,)+i
u2 Wl\i]]_(UA»O mod . (v )

D"ou ((z,Aé 1 +Lp"(u»)J et

£(x")t 1 +Lp"(u,3,)d iIrf ) -
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Si on a a et vrp (unn)y « 1 +Le~ (u~rxys , alors on a
chL®.zLhix")"1dz’3 f] « (@j - eu’a Vb)»

D"ou (V(z/\)™ 1 + Lp"(u,™X)J , cas déja traité apres (18).
Si ona a= ¢(¢wW,N) -1 et b= p"(u,A) = 1+ LP"(U,AJ
alors soit dans (20), il existe Jj avec N0 et
og)<- jA+ LM (u,\)J) auquel cas on a
>(zA)i1 1 +L™'(u,"\)J et <2t 1L +LG'WA)YIT ¢(x)-

Sinon, par (20) on a

TOT«-"* «IST 1 -,2 . H “i"3 \2" '
avec ©" ()5 J(1+LP""(uAYJ ).
D"ou, en posant C/AXN3V2N = A2 +AN3 7 °n a
FI+F2+F3 = U2(@O) + t"+Du” + Z pj U~ U3 () (U2+ dU3)6 "))

da-) cd ) ©*3d-)
D’ou U Yy: = pr._ U utz)<u? + £I\/J et

d(il) + deg y:]I =1+ ©'(j;)Jij](l+LP "(u,A)j ), ce qui contredit (16).

Pour terminer la preuve de D.4.6., il n"y a plus qu®a regarder le cas

ol o(x’) =1+% , 1t(x?) 2, A + 1+~ 40(), Fj «Fx=0,
Aéits et F2 =U2U83 et x" est le point de parametres

u* = (Uju3*.u~” ,u3). Alors on a

f = UAQR)+1+3 U/ '2+u3A) + R(F,u",7\).

Par 111.2 appliqué en permutant les indices 2 et 3, I1"hypothese
~N(x") = 2 implique que oc(x") = I+ . Alors on a (***) pour

" ,(z,")) avec Zj = uj+tu”™u”e avec O06k(x") [L™»1]] » O

inversible, = un , 22 = u2 mod.(unM).
<*,zCh(x,)_1 DM[T ~ = @A @>+P+1)7172 + U <-jJzr-J z2 Pj -
Bien sr, si a>S(u,70“1 = -1 ou si b;>p"(u,A), on a
i e(d.) ¢ds) degy: +dg )+
il. z = zg V7J. j(zZ ,1) mod.(z Ji d"ou V1i@z />N p(u,A) ,

z
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on en déduit que £ ") £1(x).
Si a = Siu,M)-!1 et 1+(P'W,V)J alors on a

crL! N DMC2AnN = z227Z21 + 023 N Z20 Bt °n en déduit "“ue
P"Z,N) < "(u,”) d’ou tx")t-fc(X) - On a prouvé D.4.6.

D.5.12. Finissons de prouver D.4.7. Par D.5.5., D.5.8, nous n avons
plus qu"a regarder le cas ou u?ix") "0 et Fj = 0. Puisqu’on a
f(u,/0> 1, on a avec les notations de D.5.6.

f = u’A(B)+~u ; Pv2+u’g) + R(F,v,p),r«iO*, )Xt
ou

f = uUPA3*+ I(Su{” +U~g) + R(F,v,p), Y cOx",x* *

Dans le 2éme cas, on a (IV **) pour (x",(v,p))-
Dans le 1ler cas, si on n’a pas (IV **) pour (x",(v,p)), alors on
a c*(x’) = Mx*) et par 111.2, on a %(x")6- 1 et méme, si
cvQuj ,uMH] M~ , cest-a-dire si S(u, V<€ 2 (c’est le cas dans
D.4.6. (ii)), on a TC(x") = O.

Donc nous supposons qu“on a (IV **) pour X",(v,p)) , on

peut appliquer D.5.10 et on a

@l’°(z.p
@ )

ud3 IX(n) ,f,W,A) mod. £11L.x, x,,L’j )

ud* IKX(n) ,f,(,A) mod. |~ X",x" ,L™z+

On va donc appliquer C.4.2.2. a 1(X(n),f,(u,) pour majorer p"(z,p)-

D.5.12.1. Voyons le cas ou FZ ~ 0. Soit alors j = inf)jl0« )i 0

i 12,3
On a 1™ jj-v et d(2,jJ) 70 et deflj <~ * Par c-4-2.2_., on

a

@3) I3>"@z.p)4 deg(F2 ~ ) jjld 1t [F@U> j d *

Comme Fj =0, par C.12(d), on a c™~’ N 0|, fj * 0.
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On peut alors appliquer D.2.7.5. a (x7,(z,p))- On en déduit

facilement D.4.7. en ce cas.

D.5.12.2. Voyons le cas ou “ 0. Rappelons que =0, on a

F F ...,F) (F1+F2+F3,F ..... F ).

D.5.12.3. Si x* est rationnel ou algébrique séparable sur x, alors

par D.4.7.(i), on a o™X*) = ~(x"). De plus, par (22), on a

ud* 1QX@) ,F,(UA) = u3” h® ™M;] DMU " , D2} ) (F)

1<, F,(7,p)) mod. {""'X, X oL -Z+ -

DU par C.4.2.2.
Bz e p.u)) .,
Pr(zop)™ Lotbp(u, X)d 7]

On en déduit facilement D.4.7.

D.5.12.4. Si I’extension k(XX)/k(x") est inséparable, par C.4.2.2.,
on a j>'(z,ji)é *(u.~d 1+ p 1 et p’(z,p)< 1 +L(3(u,rX)d 8 1 +|[_~(u,})p
On obtient facilement D.4.7. a 1’aide de ces inégalités et de D.2.7.5.
dans les cas ou

*(x7) = ~MxDH,

o<(xf) = 1+ X)) et (EWU,>>1 et »>UX) ™2 ,

MS>XD) = 1+ X)) et @3 et pQu,M) = 2).

Voyons les cas qui restent. On a donc ¢*(X”) = 1 + M(x*), par D.4.7. (i),

on a
@) A +J =0
D.5.12.4.1. Si (Fj+P.+F. ,F™,...,Fg) n"est pas monogéne ou si

tU-"X) alors par C.4.2.2_., on a
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@)  pr@E.péBUWAD  SUAp 1.

Cette inégalité prouve D.A_7_(iii)(iv). Elle donne D.A.7.(ii) (@) si
EW,A< 1. Si £U/V) « 1, alors on a p,’(z,jpe 0,5. Par D.2.7.5_, on
a t(x)D< 1 et |3(z.,p)< 1. Ce qui donne D.4.7. (iD) @ p(u,?0
Maintenant, on remarque que si piu,™MD”™ 1 et ciu,MN”™ 1 alors
£(u,M<2 et coome &UIX)>1 ,D.5.4.(2), ona <T(u3N. Donc
sous les hypothéses de D.4.7.(ii), on est en ce cas D.5.12.4.1, de plus
c(z,p) =bW,)0—IE cu,™) +pU.MN-1, 0n aD.4.7(iN).
D.5.12.4.2. Il n%y a plus qu’a prouver D.4.7_(iii)(iv) dans le cas
ot £(,MNE3N et ou (Fl""’Fs) = (F1+FZ+FJ ,FH,--_,FS) est
monogéne. Alors, puisque AR)+> « 0(p), on a Fi+F2+F3 = °* sinon
on aurait ”~eg® (Fj,.--,Fg)c P , ce qui est absurde.

Alors, pour un i, 4Fil-s, F est non colinéaire a une
puissance P-éme. On a par C.4.2.2.

P "(V,p)E (MutXd 1 ou P "(v,p)E (deg pHP d1+P 1» P% P »

et aussi

IT'(v.p)i P*(v,p) *J?2(u,Hd 1+ p 1.
Si p*(v,p)<- 1, alors on a p,p<~1 et c(v,p) = SU,)-INN,
par D.2.8_(iv), on a K(xX*)™ 1 ou x” est bon.

Si M°(v,p) =1 et JjTU,A =1, alors par C.4.2.2. , on a
p’(v,u) = deg O.i ’pr et p=d=2 et deg Q,p = Q(u,'>)pr = pr.
On en déduit que ¢, 7§ “ c(u,™ + Uu,A) et donc c(u,70EIN et
>UA) =1, par D.2.8.(v), X est bon.

Si p(u,”) =2=d=p. Alors, puisque P =0, ona tQ = 2.
ona p’@"MD*1,5 , par D.2.7.5. , on a E£X¥i: 1,75.

On a fini de prouver D.4.7.

D.5.13. Prouvons D.4.8. Il n%y a plus qu’a étudier le cas oo P = 0.
Alors, par D.5.1. (@), on a ¢(u,A)>1. Alors, si TL(X?) =2, par
B.4., ona AV *) pour ,(u”,uw)) et on peut donc trouver (z,p)
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telle qu"on a (***) pour (x"(z,p))- Par D.5.10, on a

1"(z,p) = u~° IX() ,F,u,D) mod. { oW, LA™
Alors D.4.8.(1) (M) résultent de C.4.2.2. On remarque gue puisgue
Fj « O, on peut appliquer D.2.7.5. a x",(v,p)) et qu alors si
e, =1,ona {,p5d *p 1£1,5 , donc D.4.8. (i) B est
conséquence de D.4.8.(1). Ce qui prouve D.4.8.(i) et en réappliquant
D.2.7.5., on obtient D.4.8.(i1)(iv)(V) . Prouvons D.4.8_(iii). En
fait, la seule difficulté est de prouver I"existence de (v,p). Cette
existence est évidente si J(X1,F,E",Ex ) * (U™ mod. (up . Sinon,

on a avec les notations de D.5.6.

f = v A@+AQR)H" GF U™ + u_g + R(F,v,p)

et donc Sing(X")n E* = V(uj,u3). De plus c(v,p)-* 1 car

c(v,p) =cUA) - 1£ ciu,™) + p@UAD -171 .Si (X)) = JNX),
par 111.2, on a ICX") =0. Si cox(X’) = 1 +P(x"), on a (IV **) pour
", v, ,p)) et donc par D.2.2., on a l"existence de (v,p)-
Maintenant on remarque que les hypothéses de D.4.8.(iii) impliquent
c@A) +FU, <2,dlod E£UN"2.

Comme ¢(uU,A)> I» on a ¢U,™MHD™MNN, donc par D,4.8. (1N @, on a
£'@z.p) ScwX) ™ 0,5, ce qui par D.2.7.5. entraitne que £x")<*-I.

De plus, comme c(v,p) = c(z,p)* 1, on a é&mEsing X "d Ce qui

termine la preuve de D.4.8.(iil).

D.6. Prouvons D.3. dans le cas ou m(x") =2. 1l y a trois cas
différents qui sont
O =" et mC)
@ MN) et mx) =1,
@ o =1+PX)-

Soit @ : X" ——> X(n) [I"éclatement centré en x. Soit X"£ X" un

point proche de x avec m(x") = 2.

Dans les cas (@ et (3), avec les notations habituelles,



-231-

x* est le point de paramétres u" « (Uju2™*u2*U3u2 ™

Dans le cas (1), u”™ et jouent des réles symétriques et

X" est soit le point de parametres u", soit celui de paramétres

, -1 -1 N
u “ (U1u3 ,u2U3 ” U3 *
Dans tous les cas, il est clair que X est a D.Q. et que

*X") = ).

LEMME D .6.1.

Soit X un point maigre de D.Q. de Sing(X(n)) et soit
U,*) une p-base de Oxfn) X telle qu™on a (ma) pour (X,(U,7)). On
suppose de plus que m(xX) = 2. Soit 7C: X* — > X(n) [ éclatement
centré en x et soit x"<SX" un point fermé ~-proche de x avec
m(x") = 2. Alors, avec les notations de D.6., on a (AAA) pour
X .iv."™X)) ou (v, = (u",A) ou (UT',A) est la p-base de OA’AX’
donnée en D.6. De plus, on a

@) ExxDMe(x), e(viX)é e(ulX)

Gi) Si cuw,MNc 1 et =>WUXNN1L et e(u,” X)X~ 0,5, on a

cv,l) <ciu,™) , p(v,>.c 1, e(v,X) ~0,5.

Preuve.
Par ¢12] Remark (B) p- 126, on a que O(v,*A) est préparé. On
a donc (AAA) pour (X",(v/A)). Les assertions (i) et (ii) résultent

alors de C.6.

D.6.2. Nous allons maintenant étudier les cas D.6.(2)(3), c"est-a-dire,
les cas ou m(X) = 1. Nous allons voir qu“on peut avoir £(X");>é(X).
Soit alors TC : X" —>X" [I"éclatement centré en Xx" et soit

X"E-X" un point fermé P-proche de Xx".

LEMVE D.6.3.
Soit Xx wun point maigre a D.Q. de Sing(X(nh)) et soit (U,A)
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une p-base de °x(n) x te™le qu*on a (***) pour (X,(U,™). On
suppose de plus que m(xX) * 1 et *X) « "X) = P. Alors, avec les
notations de D.6. et D.6.2., on a (**) pour &",U"/M). De plus
(D si £xX)>2 ,ona £XDEX ,
(i) e N sup(l, p>@,20"D),
Gid) si  p@WUY 2, on a eiu’jAO »
(v) si pu, M1 on a e(u",A) /2 et si, avec les
notations de D.6.2., il existe un point fermé x"<=X" avec
C.OXY * (P(X),2), on peut trouver une p-base (z,p) de Ox,,
telle qu on a () pour (X',(z,p)) et
O I"@.p<1 si ot(X) =X) et m(xX?) =1,
@ e(z,p)™ /2 si m(x;H « 2,
A fexXM™1 si X)) =1+ ,
M si £EU,ANL ona e ,"AN /2 ,
vi) si c(u,\)*1 et @U>»"1 alors on a
c(u”,A) * cu,hA, pQu ,AH N1 et e(u/\) 12
i) si E(XD” £0C)N 0,75 et
s"il existe dans X" un point fermé Xx" ~-proche de x avec
fCXD = 2, alors X" est bon ou "(xN)<t() ou CGEID =1+ u)
etona ax"nD =0,75 ou MY =2 et EX") = 0,75).

Preuve.
Par A1 Remark () p. 126, on a que A(u",”™) est préparé.
On a donc (***) pour X*,U"X).
Alors (ii) découle de C.6.(iii). On remarque que (i)
entraine (i).
Prouvons (iii) et (v). On a, par définition de e(u",A)
P(u=,>) - dW’,>)? e(u\>) ,
Y(u",?0 - c(u®,A)? e(u,n™
Or par C.6. (iii), on a
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p>(u”,00 ~ d(u”,90 - p>(u,") + cU."A) - ((u.'A)

@
S"@Ww."™X) ~ ciu’.”é o(u,70 - c(u,A) -

D *ou
® fiiu,))?, e .D +t W) - cu,D” 2e(u’/h) .

Ce qui entraine (iii) et (v). D’autre part, par C.6.(iii), on a
(Hu*,A = fMu,A) + c(U,A) - 1 et c@",7i) = c(u,D. Alors ces égalités
et (B) prouvent (vi).

Prouvons (iv). Par (6), on a e(u*>,20£0,5. Alors, @ et B
découlent de D.4.8.(ii). Si e ,N\)<. 0,5 , (? est donné par
D.6.1.(i)). Si e, =0,5 , par (6), ona €W,N - c(u,A) =0,5
et |\u,),) = 1. D'ou par (4),

p(u',X) - d(u',A =Hu."),) - c(u,A) = e(u',A) e Par C.6.(iii), on
en déduit que e(z,p) =0 ce qui donne (2). De plus A(z,p) n"a qu’un
sommet et donc par C.5.(viii), X' est bon.

Prouvons (vii). Soit (u,A) une p-base de OX&}’,X telle
qu’on a les conditions de D.1.2. pour (X,(u,A))* Par (i), I"hypothese
EXDH)N S  entraine QO™ 2.

Par (i), S.XY £ entraine ~U,}0 =2 ou ~(u,A)™ 1. De
plus, (iv) entraine (vii) dans le cas ou |™Uu,”V)™.L1. Il n"y a

qu*a étudier le cas ou
® Mu/hA) « 2.

Alors par (ii) ,on a e(u'/X)<= 1 et puisque (XD £0Q) , on
a e(u',») = 1. Alors, par (4 et (B), on a :

@ AU - dutA = Ftut® - c(u’A) = e@ ) = 1

Par C-6-(iii), Si m(X") = 2, pour une p_base (Z,X) de O\A/II Xn
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telle quon a (***) pour &",Z. D), on a e(z,”) =0 et donc
E(X') « 0,75 et méme, par C.5. (viil) , X" est bon.

Si m(X™) « 1 et O(X"D) m P(xM), par D .4.8.(i) (1), pour une
p-base (z,p) telle qu"on a (***) pour ",(z,p)), on a p>"(z,p)zi 2.
Par D.2.7.5.2., on a ¢((xn)£ 1,5 or p(u,) = 2 implique que
cOONLT5, dTou ¢AM) A EX) .

Si XGn) * 1+ P ) et [KkOG):k&™]™ 2, par D-4.8.(i)(D),
on a p>"(z,p)E: 1 pour une p-base (z,p) telle quon a (***)
pour (x,f,(z,p)). Par D.2.7.5.2., on a fc(xX')f 1,5 et donc
(XM= ().

Finalement, il reste a étudier le cas ou m(x") = 1 et
X)) = 1+ (x") et k(X)) = kD) et e  A) = 1. Par D.4.8.(i1),
on a |5"(z,p)-£ 1+p 1,5. Par D.2.7.5.2_., on a £X) £1,75. D ou
M-t () - Si forX) = X)) alors on a () =1,75 et p>U,A = 2,
on a donc D.1.2.(3) pour (x,(u,™0). Or, on a
hx™ 1 qulz u2» h@e 1 f *dou

®) inv,fh(x’)-1 DMU7j ] 4 o,

ot v est le sommet C@W","V,.pU"/X)) de \W",A)« Or on a
fw ,A) =e@W",M + cu,?) + d(u=,»,

par (7), on a

O cu™,A) + pQu" ,A) = cU"A) -

Par (9), le point v est sur le coté de pente -1 de U(u*®,a) et

par (8), on a
c2:<u",>)[h(x,)”Ldmd”™ 1 *0 =

Par D.5.7.(1l), on a p.@.pée@ N =1.Dou ~AM"XDHé&1l-~ 1 et

6(xi. 1,5" 1,75 = £(X). C.Q.F.D.
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LEMVE D. 6. 4.
Soit X un point maigre a D.Q. de Sing(X(n)) et soit (u,a)

une p-base de O telle quon a (**) et (&*t) pour (xX™Mu,™M)).

A VI »X
On suppose de plus que oC(X) = 1 + P(X). Soit x" [1"unique point
proche de x dans X* tel que m(x") « 2. Alors, avec les notations
de D.6. et D.6.2., on a (***) pour (x",(u",?0)- De plus
() si £(x)> 2, on a E(X")N £ ,
Gi) ~Qu",n) « @B"@/X) + cu,70 - 1,
d(u*/X) - F(uA) “ 1
T(u’ £ UA)I + 1 »
cu ", = c(u,™d
Gii) eCu"j=X)" 2 ou e » X)) ~A"(u,”) - 1,
(iv) si [, 7D” 0,5 et c(u/sxX)~ 1, alors on a
e(u” /M) p. (u® ,90c 0,5 et c(u"/A) = ciu,");)
V) si EXD?EQE™N 1 et si Tt(X) =1t(x") =2 et si dans
X il existe un point x*1 i- —-proche de x" avec I"CCx'Y) = 2 alors
E(xX™) 4£() ou c(x) €1 ou xf est bon ou x" est bon ou x

est bon.

Preuve.
D.6.4.1. Puisqu®"on a (*) pour (x,(u,™)), on a
JX@O . F.EM)= W )mod. W) . Dot IO .Ff EQ) . £xj>=11" A un mod.Cun)
dou J(X,F,E",ExJ) = u” mod. (up . Par D.2.2.(4), A@/\) est
préparé et donc on a (**) pour (x",(u",™).
Prouvons (ii). Posons

if » h(wpg + R{E,w,X),,

N/ Y o> i b a ,, - I+Pv
U “i U2 j.b.a “I u"mod.iuj
On a f = h(x")g" + Rif.u"."X) avec
(2) g’ = ru;® +  z E,b,a uy/~J U -3 1 T rd. @ )
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On rappelle que

rc(n,7) = inf [aj | 4 oj |,
(3)j p>"(uN\) = inf~b 1)j 11¢& ba~° et alJ 1 c(u,})J ,
lo(u/X) - inf~(a+b-1)j 1/ tj b a ~°j *

On lit alors sur g' les relations de (ii) . Puisque

eiu'.'X) = ftu’/X) - ciu’.A - du’~X, on a

e(u',)))ip(u*() - d(u\VA)é [5"(u/X) + ciu.» - ¢(u/X)
CA)>
e(u" 7Kt y'iu' /X) - c(u’ £(u0v) - c(u,X + 1*

Si e ,"X)» 2 alors Siu~X) - c(u,M?,-1 et donc e(u',75)- f>"(u/\) — 1.
Ce qui prouve (iii).
Prouvons (i) . Si e(ul,7v) £ [VL(u/A) - 1, on a
E(xX)EL + j.e(u'(7,)I< |.p,"(u™r)J ~ fc'(x).
Si e(u',)) "2, on a <£(x') &2. Donc, si f(x)? 2, on a
£(x1) t (x), ce qui prouve (i) .

On remarque que (ii) entraine (iv). Il n*y a plus qu*a prouver (v)

D.6.4.2. Prouvons (v) dans le cas ou m(x,f) = 1. Par (i), on a ~Nx) N2

et donc on suppose 1 £(x) ™ 2. Posons
s> 6 ces(u,x)(87) = W™ & A ujsrjurd(u-c(i)cjiu-.u-)
(6) G2 = cC (u,”)(h(x)_1U2~ 1DMI’nf) = i'Ujd +Zujld_Jurb(:1)Ura(j)Yj(U2°U3)

ou et sont nuls ou non divisibles par ni par U~

Je dis que pour , on a
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Si de plus on a
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deg @ 1]

deg Chj =aJ

£E(xX) 1,75, on a

/@ « 0O ou deg € J, pour tout j, H j4~»~ ,
pour un j 4 o), <K~oO0 ,
S
1ou
our un j f. L
P e
Si fb"'(uN\) < 1, on
fO.=0 ou deg .~ j/2
(9 37 J
= 0 ou deg i~ 3/2
En effet, on a en posant | =£{ (ufil)
. U_Kj> ,,.c<j) £ f, ., . urR*RIh Uiy
3 1 J 2atb-j-1=j¢ J°D’a Z J
y. u:b(j) u:a(j) Z bo. . u:a
J 3 2a+b-j-1=jJ J»b>a 2 3
Soient a, b, a", b" tels que a = c(g) et atb-j-1 =d(g)
a=a(@) et a"+b"-j—-1 = b@))- On a
2atb-j-1 = 2a*+b"-j-1 = ji"@w’.,”» ,
d-ou
o) 2(a’-a) = b-b” .
De plus, on a
2at+b-j-1 - JEQU™/A) T j (™>"(u,")+2c(u,™-1)
d’ou  b-1n jp"(u,X) + 2gc(u,N)-a), or a>, jc(u,n), dTou
(@) b-Uj|v=(u,”™) ,

(resp.
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et si on a égalité dans (11) alors on a

2a+b-1 - J(P7 W, + 2c(u,™))

et donc, puisque a” jcu,™), on a en cas d’égalité dans (11)

(llbis) b-1 - jpP'@W,™ et a = jc(u,M.

Donc si b’ 1 (ce qui est le cas quand on calcule deg car le

coefficient de Uz’a H N * Uz’a est b’6,

5 ’b,’a,), on a

(@) a’-a <j B"WN)/2.

Bien sr, on a deg (K =a’-a (resp. degy”™ = a’™a), (12) entraine
(N8 et (9 pour et pour <K si b’ 1. Calculons deg
dans le cas o0 b’ =0. Puisque £.&)W2, ona £"UA 2 et
donc par (11) b 2jJ, ce qui avec (10) donne ( 7). Si p"U, )" 1,
on apar (11) b<j, alors (10) donne ( 9). Voyons le cas ou
tX) s 1,75, supposons que pour un J on a NO et deg ¢+ =3.
Alors par (11), ona b =2j.Si j =1, ona (8), car jJ = 1# 0(p))-
Si j;>,2, définition de é , on a "(uJ/)-3/2, d’ou par (11)

b-1 = 2j-1<3j/2 , 2t3/2+j_1
Donc ona j =2 et p'"(U,?20 = 3/2. Par définition de L , dans le
cas ou ) = 1,75 et W, = 372, il existe (F,bf,af) avec
et J* 0@ ou b””™O0(E)- On a égalité dans (11), dlou

J >d ,a

par (1lbis) j* M@U»A) =b"-1=3/2 , jc@ ., A =a’.

Soit jJ* 40 etalors $,”~0 et ona (8, soit j* = 0(p)

et alors b* 40 etona y ,”0 et donc on a encore ( 8).

D.6.4.2.1. Si on a c~Eu» h&Ir 1 A a”ers Par D.5.8.(1l),
pour une p-base (v,y) de Ov,tx,, telle qu’on a (***) pour

", (v,p)), on a F(v,p)s.-1, d ou foX)11l si oxX) =X .
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Si ctf(x") = 1+ P(xM, ona £"(v,p)E: 1-j * pour un j ~ 0(p),
donc " (Vijp)N 1-~ * et f(x") 4 1. De plus par (19), si £(x) = 1,
on a f>(v,p)=1/2 d'ou par définition de S |, £(xM£Er0O,75.

On vérifie que ces inégalités impliquent £ (x) > £(x") et

donc (v).

D.6.4.2.2. Si on a ¢c .
ACu T LTX)/-h (x 7)) DMCIHi ] ° et G2 ~ ~UT

alors par D.2.2.(4), G2 n’'est pas colinéaire a une puissance 0-eme
2 z X ol —i —i
et par C.4.2.2. appliqué a un' h(x) bount DMU£2] N » pour une p-base

(v,p) de O/t telle qu'on a (***) pour (xf,,(v,p))* on a

p’(v,p)< 1 et donc par D.2.7.5. > fc(xM & 1 »
et si £-(x) 1, ona p"(v,p) 1 et par ( 9 on a
p'(v,p) £ 1/2 d’'ou par D.2.7.5., fc(x")t 0,75.
On vérifie que ces inégalités impliquent £(x) >£(x") et donc (v)

en ce cas.

D.6.4.2.3. Si on a

1
=Cu’,DI> DVRfXf! - O «
(13) \

[ Cc2 - .Vu;*" ,

alors | 'idéal Al (X, fL,(u,A))] n’est pas monogene. On
applique alors C.4.2.2. a u™ |1 (X' ,f,(u’,%)). Pour une p-base (v,p)
de OX,,yX,l telle qu'on a (***) pour (xn,(v,p)), on a

(v,p) ~ 1, d’ou par D.2.7.5., £(x") " 1,5.
Si on a £(x)» 1,75 alors par (13), la premiére relation de ( 8)
est vérifiée et par C.4.2.2., on a

~(v,p) 1, d’'ou par D.2.7.5., £E(xM= 1.

Si on a 8(x)*r 1, alors on a (Sn(u,))® 1 et par (9), on a

[V(v,p)ir 1/2, d’ou par D.2.7.5., £(x")E_ 0,75.
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Ce qui termine la preuve de (V) dans le cas ou m(X'"") « 1.

D.6.4.3. Prouvons (V) dans le cas ou m(x') *= 2. Bien sOr, par (i),

nous supposons 1FE£Q)E 2. De plus, nous ne regardons que le cas ou

ad JX)* E)-

Il existe donc un triplet ((,b,a) tel que

(@) £j 7. 40, (b-Dj 1=(VW,"A), a 1 - cu."A) = c(u”,™M).

De plus, il existe un triplet (”b”a*) tel que

@ i.,. .40, (@+b-0jlle SUTD = dQut,d+, atjt 1l = jiu, M.

Par (ii), on a

I >D-d(u,,” = (a+b-Dj*1 = (a*b’-Dj , 1

ai 1 a - Lapg Ly oLy Legot

cU™,"™)- T™,M+bj ~b7g” *=j *j7 1

an A CR) [ Cagy

On rappelle que
{eu A @>U/N)-dU",>) ,
~e(ur e TIT ,7)~c(u,))
dlou par (A7)

2 e(u™A)ébj ~bj" *-j ~j*
(18) 2 e(u1>))/\"(u1))_bsj 1'1+j B

Alors je dis que

19 b~ « O.
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En effet, si £ « 1, on a (MW,™< 1 et par (18), si
b*t 0, ona e(u*A <1/2 et donc £(x") =m 0,75, ce qui contredit
A4 ; st 1<E£EQE£2, ona PZPW/NX)Y<2 et par (18), si b" ™0,
on a e(u,,A)< 1 et £X7ir 1<£ X , ce qui contredit (14). De

(19) et (16), on a

-0 yiur.Tv) = F(UA) ¢ jJ" 1 =.;,Uu"."X) + i1+ 371

Alors je dis que

(21) Si S (u, 7)< c(u,”™ alors x est bon.

En effet, par (20) , si S, "A< cw//\), on a
e(u” ;A IV .XIcumA) = %W, H " ~c@wA) <jT 1.

Si j";>,2, on a e(u" 0,5 et donc £(x") = 0,75, ce qui
contredit (24).Si j*= 1 alors on a
Wu*"A) - c(u,,M<1 et iffu’”A) = a"£N ,

mais alors, x est bon. En effet, on a a.'y 1, sinon par (16)

on a x(x)™i; . Alors c@u,™M)D™ 1 et donc V(uj,u™) est permis.
Appliquons I1"algorithme du point bon a x alors par D.2.8, on doit
effectuer I"éclatement “U: XJ ——> X" centré en V(uj,u3).

Par D.2.8.(iii), [I1Tunique point a -proche y a dessus de x est

le point de paramétres z = (@Uju3 *,U2,U3™* Puisque c(u,70> 1, on a

f=hey) @Fzr +279) +REU

Si a* =2, ona ord™z3g) =% , de plus A(z,""A) est préparé,

donc VDir(y)O Z1V Par 111.4.2, on a ICiy)® 1, donc xf est bon.
Si  a"” 3, une récurrence décroissante sur a" donne (21).

Par (31), pour prouver (Vv), nous pouvons désormais supposer

22) c T eciu
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D.6.4.3.1. Voyons le cas ou X" a pour parametres

v = U u ™»2,u3 u2 Alors, par C.6.(iii), on a

) e(v, 701 p(u* /D) + cu",’X) - ¢ /X

Par définition de 6 , e, c et d, on a

o(u","™ ) = e ."X) + ciu"."A) + diu’."A.
De plus, par (1), on a pQ*,A) = @, 7D + c(u,?0 - 1, d’u par
@) , (@ et (16).

e(v.'’X)M M (u.'A) - e(u',7v) + c(u.'A) - E(u/X),

e(v)H ~"(u,)) - e(u','».
Si E(X).J £EQ) =1, alors eUu,"X)-> 0,5 et p'WV<™ 1, d'ou
e(v,’NV<; 0,5 et é&X"D = 0,75~ £(X)

Si E(XDPEQ)> 1 alors e(u',X)-? 1 et p"(u,A)*- 2, d'ou eiviX)4d 1

et t (XD <1<t .Ce qui donne (V) en ce cas.

D.6.4.3.2. Pour terminer, prouvons (V) dans le cas ou X" a pour

paramétres w = (Uu *.u™NuN N,uM)e Par C.6.(iii), on a

e(w,A) -t -f(w, 70 - c(w,A) .
Thyr - ¢(w,A)E V(u',y) + d(u",A) - ¢ %),
£ V(U /A) + diu’A) - e(u’,A) - c(u’',X) - d(u’,A),
S™Mu*.T0 - e(u=,A) - c(u,A ,
< 2<u,A) + 31 - e(*,A) - c(u,A). (cf. (30)).
Comme on a
e(u.'A) <p’(u,A) ~dw',7) = p"(u, A + c(u/A) - i(u,A)

on a

@5) e(w, i p”"(u,) - 2e(u*,?0 + j, 1.

Si IRPEQOME(XT), ona e@u” N1 et BMWUW,A 2 car £("™ 2, dlou

e j* *A 1> d "ol E(X") L 1A6(X)_ Si E(X) = H ’\(X’), on a
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e(u" /7X)> 0,5 et (Viu,™MNN 1, d'ou e W»X)E IFWAD) - c(w,™MN™ j* *
Si j°"~2,ona £QOM) mO0,75<1m£X) .Si j"* 1, alors je dis
que X" est bon ; cela résulte du lemme suivant qui met fin a

la preuve de (V) et a celle de D.6.4. Vérifions les hypotheéses de

ce lemme, par (16) et (19), si J" =1, on a

(uy)) =a’-l, d(ul» - a'-2 , yXu'/X) - a’.
Par C.6. (ifi) , on a TTiwA) *=~Ww",™» + d@w",A) - 1 et dWw,A) « du"/X)>
donc (FW."X), d(w,7.))t3N2 » de plus -cw,™MD™ j" 1= 1

LEMME D.6.4.3.3.

Soit Xx un point fermé maigre a D.Q. de Sing(X(n)) tel
que m(xX) =2 et pour une p-base (U,A) de Oa tn) x> ona («*)
et (r(u,70,d(UA))t IN2 et Y(U,A) - cU,\- 1.

Alors si  lu(X) = 2, x est bon.

Preuve.

A-SiI e(u/X) =0, par C.5., on a 1C(X)£ 1. C"est impossible.

B - Puisque e(u/WEV (WA) - cCu,™), on a 0<e(A” 1. De plus,
(€)) | cu,ONI ™ c(U/X)N Te (U, D\ = V(U,7\).

a- Si T(Qu,x)~ 2, par (O on a c(u,\) >1, donc

LX@O . F,u,0) ) + upudrl+ d'ou I1X(M ,F.EM)c Ul ,
@) V(Uj ,u3)™- Sing™"(X(n)) -

b- Si diu,”)” 1, on a ciu,”)* 0 et du,”X)> 0, d ol

(©) sing (X(n>0 E(n)c V(Uj ,u2)UV(Uj u) .

D*autre part, puisque d(u,00£ 1, on a cx[V(uj,u2)d =~ , d"ou
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©) VCu”™u”™) est permis en X.

C - Je dis que, [I"algorithme du point bon impose I1"éclatement centré
en la courbe = V(Quj,u2>, 1=2 ou 3 avec @Wmnx,ax) ) maximal et
que Sing~>X(N) CVUj ,u2)U VU] ,ud) et si tCX) - 2 et X est
bon. On obtient ce résultat par récurrence décroissante sur

r<u/A) + d(u,l).

Si MU, + diu.®X) =1, par (), ona j>XwxX) - 1 et dQ,7) =0,
alors par (**) et en permutant les indices 2 et 3, on a les
hypothéses de 111.4.2 et de plus c(wWX)<- 1 donc o[V@U™,u™N)]I”N
et donc K(Xx) =0 et Singp(X(n)) = £x{.

Si f(,}0 + d(u,70n 2, alors soit 2, soit d(u,))>, 1. Alors
par 2 et (4, la courbe Y/, 1=2 ou 3 avec &,mcc.a) () maximal
est permise en X.

Si dCu,™MM”™ 1 alors par (3), ic est imposé par I"algorithme du
point bon. Si F(uA)”2 alors par (@), Y£ASing (X(n) ).

Effectuons 1C alors
il est clair qu"il y a dans X* au plus un point fermé “-proche

de x et que s il existe, pour une p-base (v, de O on

x ? ,X ? ?
a nos hypotheses pour (x*,(v,"\)) avec

"W,X) + dWv,”NV) = V(u,7d + d@u,”\) ~ 1, par récurrence on a que
Sing™ X(n) )<V(u2,u2)U v(ul,ud) ,
on en déduit que si  TFiu,M)" 2, TU est imposé par 1 algorithme du

point bon et que si tC( = 2 alors x est bon.

LEMME D.6.5.

Soit X un point maigre a D.Q. de Sing(X(n)) tel quil
existe une p-base (u,&) de 6A(.ri’,x vérifient

@D on a («*) pour (X,(U,))),

@ c@,))<: 1,

et une des conditions suivantes
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GD M) -1, i) et >WU,X< 1,

G2 mx) - l,a(x) -1+ et EMX)é 0,75 ,

G3) M) « 2, ~>WX)<I et e(u,™Mé 0,5
Alors T ) “ 0.

Preuve.
Effectuons 1"éclatement
1Z = X" —=> X(n)
centré en x. Si dans X" il n"y a pas de point -proche de x, le

résultat est clair. Sinon, soit Xx"~X" un point fermé P -proche
de x. Par D.4.6.(ii) et D.4.7.1., D.4.7(ii), D.4.8_.(iii), D.6.1.(i1),
D.6.3.(iv) et D.6.4.(iv), X" est a D.Q., pour une p-base ,iJ)
de 0, x, ona (%) pour *,(v,p)), et (x",(v,p)) satisfaisant
ab.6.5.(HD®@ ((G1 ou (32 ou (B3 et on a pour lI"ordre
lexicographique

©,dD ,uiC) , >V.p) ~ (CW/X> .09 ,(Hu,00) =
Comme (c (v .ii) &™) ,p>(V,p))EQA“ I INANX 1/ I (C.2.1.), une

récurrence décroissante donne le résultat.

LEMME D .6.6.

Soit Xx un point maigre de Sing(X(n)) tel que IIEX) =2
et m(xX) =1 et tel quon a (**) et une des deux conditions

@D ¢®<0,5,

@ ) =1+ pkx) et () =0,75.

Alors x est bon.

Preuve.
- _ - FAK
Soit (uU,A) une p-base de 03.m¥9< et telle qu on a ()
pour (x,(u)) et les conditions de D.1.2. ou de D.2.6. Alors on
a cu,”>1, sinon (X,(u,?0) satisfait a D.6.5. et TC(X) = O.

Comme ciu,™)”™ 1 par D.2.8., V(uj,u™) est permise en x et
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1*algorithme du point bon impose d"effectuer I"éclatement
.TC - X" — X(n)

centré en V(uj,u3). Puisque W) « 2, dans X" il y a un
point p-proche x* de x. Si oiX) « PX) , x* est a D.Q., si

K =1+ px), ona ~MuX)* 1, et EX(x")?/p(x ), on a c(WA);> 1

comme £(X) = 0,75, on a p"™u,™) =p,U7, DN 1-P d'ou, si X(X") = P "),
LUNSCVDIr(x®™) , par 111.4.2., ona 1CKX)<: 1, si oMX") = 1 +P(XxX")#

clairement X" est a D.Q. Par D.2.8.(iii), si 10(x") = 2, on

a () pour &*,WU*K) et EW/X) = U et

ciu",™y = c@U,\N)-1, £E(X"H<E et si ) « 1+PX), p>"'u,?20 =r"(u",70-

Une récurrence décroissante sur c(u/X) donne le résultat.

D.6.7. On laisse au lecteur le soin de vérifier que D.4.6., D.4.7,
D.4.8. prouvent D.3. dans le cas ou m(x") = 1 et que D.6.1., D.6.3.,
D.6.4. et D.6.6. prouvent D.3. dans le cas ou m(x") = 2.

REMARQUE D.6.8.
Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)) avec
1IC) =m(xX) =2 et £X) = 0,75. Effectuons I"éclatement
TU: X ——=> X(n) centré en x. Alors tout point fermé x"<SXf qui

est (@@),K)-proche de x et vérifie m(x") = 1 est bon.

Preuve.

Par D.4.8.(ii), X" est bon ou il existe une p-base (v,p)
de ox, x, telle qu*on a (***) pour (X",(v,p)) et 1~ .ip< 1,
par D.6.6. , si  <X(X") = P(x"), X" est bon. De plus, toujours
par D.4.8. (ii), on a E£X")™ 1 et donc, par D.6.6. , si
XD = 1+ X)) , Xx* est bon.

D.7. Nous allons prouver que le théoréme U.C.4.4. est vérifié pour
1IC(X) « 2. Comme d"habitude, nous étudions une suite infinie

d*éclatements
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lu(n+i) : X(n+i+l) — > X(n+i), iCLIN
centrés en x(n+i) point fermé maigre de Sing(X(n+i)) avec

M) xX(t)) « AW M)) * 22 . Par B.4 _(iii), nous supposons
de plus que 1'on a (**) pour x(n). Nous allons prouver que pour un

i, x(n+ti) est bon.

LEMME D .7.1.

Avec les hypothéses et notations de D.7., on suppose de plus
que I*X()) = &) et quTil existe une p-base ((0),"A) de
0 D) ,an) et telle qu™on a C(**) pour () ,W@O) 7X) et que
pour tout i~ 1 on a une p-base W(),MN de x(n+i) x(n+i)
adaptée en x(n+i) et telle que

u@) = UGa-Du2G-n 1,v2G-D,uG-Du2d-1 S

ou

uCi) = ULG-Du3-D~1,u2G-Du3G-D"1,u3d-1)).

Alors il existe un rériN tel que pour tout i~ r, x(n+ti) est bon.

Preuve.
Rappelons que dans le cas présent, on a
vXX(tD)) = IMx(@+i))  pour i O.
Par C.7., il existe r tel que pour tout 170, on a
I X(n+1),F,(u(i),A)) = jii))" mod.<u2(i),u3d (i)).
Par 02] (T.2), pour tout 1i>0, A((i)/X) est préparé.
On a donc (=**) pour (x(n+i) ,(u(@),7l)), i~20. De plus,
par C.7., il existe r~0 tel que pour tout 1i”r, A COM®S)

n"a quun sommet. Par C.5.(vii), pour tout i? r, x(n+ti) est bon.
On déduit de D.7.1. la proposition suivante.

PROPOSITION D.7.2.
Avec les hypothéses et notations de D.7., si pour un =3\,
on a pour tout i*gq ,mx(n+ti)) = 2 alors il existe rGrIN tel

que pour tout i”r, x(n+i) est bon.
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proposition D.7.3.

Avec les hypotheses et notations de D.7., s"il existe une
courbe formelle C de X(n+q), 0 telle que pour tout i1~ q ,
X(Hi)<S C(+i) ou C(n+ti) est le transformé strict de C = C(Q) -

Alors 1l existe r q tel que pour tout 1i”r, x(nti) est bon.

Preuve.

D.7.3. 1. Voyons d"abord le cas ou €@ = » = *x(n)). D "apres
11.B.9.1., nous supposons que C est réguliére transverse a E(n+q)
et que x(x(n+ti)) =P pour 1IN g. Nous supposons méme que g = O.
Alors on peut trouver une p-base (U, de Oy(hﬂ\‘,x(nj\‘ adaptée

pour x(n) et telle que
Q@) V(u2,u2) = C.

De plus, on a

@ orde (1 X(M T, U,"))

et donc 1QX() ,F,WU,N))C Uj . Puisqu®on a (**) en x(n) , on

peut choisir @,'X) telle que de plus
(©) U.a2VDirx@), on a (Vv * pour &M ,U.,X))-

Par C.3.4., on peut trouver
Vi o Ul+p_ T V b U3 u2<lk(x(n))["Ul U2 W3]
tel que /Zu(v,™) est préparé. De plus, @,0D)GAW/X) , par (), on a
%,b =0 si b =0 et donc v.1£ :Eu.zuO). Donc nous pouvons
supposer quen plus de () on a %) pour &) ,U,'’D).
Alors, en ce cas ou ¢*(C) =P , on a la conclusion en

appliquant D.7.1. a &(),Uu,M).
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Pour le cas ou X(C) « 1 +P(x(n)), nous devons d “abord

prouver le lemme suivant

LEMME D.7.3.2.
Soit X un point maigre a D.Q. de Sing(X(n)) tel qu’on a

*) et XxX(X) * 1 + P(X)- On suppose de plus qu’il existe une

courbe C réguliere transverse a E(n) telle que x(@) = >+ 1.
Alors on peut trouver une p-base (w,70 de Ox(Jf,x telle
que, en choisissant un corps de représentants de k(x) dans Othy,x
on a
) E(n) = div(w3) ,
@ C=vWj,w2) ,
@R f=w~r"rg + RCF.wW.TiI)
avec WM = A
g=wlw =+ ot 8. wed w,t,’ wd mod.(w-l+./\5 ,

Uj<n,0tb,0fa J,b’a
*>(x), ay »b.a ik(x) ,

posons d  inf i(-1)j * IL]J. b a Ao

_ = H n _ = jd>
S inf z*aj 1% .a o et b-: jda>
alors posons

>

G=W'Ow +

! AL w8 wlwo
1 2 ch'U'\,a:jYa,b—i‘:j'd j.b,a 2 73

on a en plus que ,pour tout polynbme quasi-homogéne P

w <3G h PWj,»2 ) n’est pas colinéaire a une puissance iJ-T

A

multipliee par

Preuve.

On peut choisir une p-base (u,n) de Oa \1;)0 X telle qu’on
ait  (**) pour (X,(u,A)) et les conditions () et () et
Uj € VDiIriG”) mod.iU”) ou Gz = cs"[h(x) 1 D] =0 *

Posons alors
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f g" R(F my LA)

g" =TVT U2 +Z ~j,b,a UT 3 u2 u3d "od*ulI+)) »

d* > inf j(-Dj 11RF, . Of .

Quitte a remplacer u” Par “~u2 * on Prenc* 1. Comme
*© -*pv>WUj,u)] - I+ ,o0on a dU 1. Si on a (B pour (X, (u,"™X)),

on ne fait rien. Sinon, on pose

L(XJ,x2,x3) = x2 + x2 d" 1

<4) U*(3> cif (S) - UA<Bd) U2 Q" * Pp ,

q - u, . a, , r<-6i(n)ix

On modifie alors Uj en Vj = uj+u9ue\ A et on fait augmenter
d* strictement. Par passage a la limite, on se raméne au cas ou
on n"a pas (A). Alors soit

Yoy = inf Yaj * iz, "0 et bl = jdn

On pose G =uf U + o1 _ K ~ uo -
1 2 H j<6,a=j1",b-1=jd1 J«b’a 1 2 3

Si U3 (3G ur(@ U2 + PP ou

q*U +eu?2 pek(x)[ul,u2,u3] ,

on modifie alors Uj en Vj +Aub u.~U™» ol P est un relévement

- AN TRAN T RAS > - N3 "
de 1 . Posons v = (uMu”™u”. On a VL,u VL,V vL>u(g®) =v~ig")
od F = vA3A gt + R(F,V,)), iT(V.)) > ATU,A) .

Par passage a la limite, on se raméne au cas ou on n"a ni

(A, ni (5). CTest-a-dire au cas ol on a (3 pour (x,(w,A)).

D.7.3.3. Finissons la preuve de D.7.3. Voyons donc le cas ou
WO « 1 + >»(x(n)). Bien sdr, quitte a remplacer n par n+i avec

i assez grand, on peut supposer que C est réguliéere et
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transverse a E(n). Prenons donc une p-base (u/X) telle qu'on a

D.7.3.2. (L@@ pour (M), u ). Alors si on pose

u@) « UWU31-U20313~ »
()/A) est une p-base de x(n+i) x(n+i) adaptée pour x(n+i).
On vérifie facilement qu®on a D.7.3.2.(1)(2)(3) pour
x(n+1), (u(i),A))= De plus

f - UB(DAGB>+I(P+1Dg() + R(F,u(@),))
g@) = Ujddr u2@) + b aUul . L2 @b uz(®a+l(® ~ »

On vérifie que pour un rEN, on a pour tout I~ r et avec des

notations évidentes
~jBan0=> a+ i(-i-1) JTE - JCFE-1))

Alors, par D.2.5., x(n+i) est bon.

PROPOSITION D.7.4.
Avec les hypothéses et notations de D.7., si pour un q™IN,
on a pour tout i”q
m(x(n+i)) =1 et kXx(+i)) = k&x(+q)) ,

alors il existe rIIN tel que, pour tout i~ r, x(n+ti) est bon.

Preuve.

Par B.4.2., il existe une courbe formelle réguliére C
transverse a E(ntq) et telle que pour tout 1i7q, les x(n+i)
sont sur les transformés stricts c(i)C.X(n+i) de C.

Alors D.7.3. donne le résultat.

D.7.5. Prouvons que le théoréme U.C.4.4. est vérifié pour ~ = 2.
Prenons les notations de D.7. Par D.7.2. et D.7.4., nous n"avons plus

qua regarder le cas ou
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@ VgEIN , 3i>,q, m(x(n+i)) = 1,
@ VgeiN , 3j2<i+b Mx(+)) «2 et mx@+j-D) = D
ou [k&x(+))) = kx(+j-1))1"™ 2.

Alors, par le théoréeme D.7., soit il existe 1 tel que

x(nti) est bon, soit il existe q@N tel que E£X(+gd)N 1.

Voyons ce dernier cas.

A -
B -

Si xx(M)) = 1 +PXX(n+q)) alors par D.6.6., x(n+tq) est bon.
Si v*&x(nt)) P(x(n+q)) et m&x(n+qQ)) 1 et EXX(@))INO0,5
alors par D.6.6., x(n+q) est bon.

Si Mx(n+q)) = (M) et m(x(n+q)) = 2, alors par D.6.8.*,

pour le plus petit 1~ qg tel que m(x(n+i)) = 1, x(n+i) est bon.

Si IXX(ntq)) * "&X(n+g)) et mx(n+q)) =1 et <€ X)) = 0,75 ,

alors soit 1 le plus petit entier g+l tel que

G k@)  kK@M+i-DP~ 2 ou mx(n+i) = 2).

- S Ek(x(n+i) - kx(n+i-D7 = 2, par D.4.7.(iv), x(n+i) est bon

ou EX(n+i))E 0,5 (et donc x(n+i) est bon) ou
EC'x(@nti) = 0,75 et MxX(n+i)) = 1 + P(x(nt1))) (et donc x(n+i)

est bon).

. Si m(x(n+i)) = 2, alors par D.6.3.(vii) on a une des conditions

@O £xX(+)) = 0,75 et mx(nti)) =2 ,

@ -x(nti+th)) = 0,75 et mxX(nti+l)) =2 ,

@ x(+i+)) = 0,75 et >x(n+i+D)) = 1+ "xX(n+i+1)) ,
@ EX(M+i+1))" 0,5 et xx(+i+l)) = >*(n+i+l))

®) x(nti+l) est bon.

Dans les cas (3@ B), x(n+i+l) est bon.

Dans les cas () et (2), on est ramené au cas C.





