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RESUME

La thèse se compose de trois parties : d'une part de deux 

articles "Desingularization of embedded excellent surfaces", Tohoku 

Math. Journ. 33 (1981) p.25-33, "Desingularization in dimension 2",

Lecture Notes in Math., 1101 (1984) p.79-98 et d'autre part d'une 

partie inédite "Forme normale d'une fonction de trois variables en 

caractéristique positive". C'est ce dernier travail que nous allons 

résumer ici.

Soit f une fonction sur un schéma régulier X. Rappelons 

que, en caractéristique positive, une relation du genre f = ux®^1^.. ,x^r^=uxa, 

oü u est une unité, ne dit rien sur f lorsque le multi-indice a 

est divisible par p car par exemple, en cherchant le lieu singulier 

de f=0, on est conduit par le critère Jacobien à étudier les dérivées 

de u sur lesquelles on ne sait rien. On cherche donc à réaliser une 

condition plus forte où le coefficient du monôme vaut 1 ; on dit que 

f est mise sous forme normale si pour tout Çe X, il existe un 

revêtement fini étale V d'un voisinage U de 4 dans X, tel que, 

sur V, on ait

(.) f « gp +

où g e  0V(V), où (Xj,...,x ) est une p-base de 0y(V) et où l'un 

des a(i) n'est pas divisible par p.

Notre énoncé dit que l'on peut réaliser (★) par une suite 

d'éclatements de X dont les centres sont réguliers, à croisements 

normaux avec le diviseur exceptionnel créé par les éclatements précédents 

et contenus dans l'ensemble des points où l'on n'a pas (*).

L'énoncé obtenu a par exemple pour conséquence, la désingulari- 

sation d'un revêtement radiciel de hauteur 1. Les difficultés surmontées 

sont considérablement plus grandes qu'en caractéristique nulle.

En fait, le problème analogue en car. 0 est la désingularisation 

d'un champ de vecteurs en dimension 3 ; obtenue récemment par F. Cano, 

par des méthodes voisines des nôtres.

(p)xa 1 
p

( 1 )a
X1
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Nous ne t ra v a i l lo n s  pas avec la  condition ( ★ ) ,  mais avec 

un idéal jacobien convenable

^ ( X , f , E )  = 3C (X ,f ,E )J (X ,f ,E ) (c f .  I .A .3 ) ,  

où 3C(X,f,E) est un idéal invers ib le  qui joue le  rô le  du monôme dans 

( ★ )  e t  où J (X , f ,E )  f i n i t  par devenir l ' id é a l  unité : le  l ie u  

s in g u l ie r  du problème est le  support de l ' i d é a l  J (X , f ,E )  e t  en 

to u t point Ç , on pose v(Ç) l 'o rd re  au point £ de l ' i d é a l  J (X , f ,E ) .  

Les caprices de la  lo i  de transformation de J (X , f ,E )  par éclatement 

nous ob ligent à in tro d u ire  divers idéaux jacobiens, par exemple 

J (X , f ,E ,Y )  qui f a i t  in te rv e n ir  l'espace ambiant X, la  fonction  

étudiée f ,  le  d iv iseur exceptionnel crée par les éclatements précédents 

E e t  le  centre d'éclatement Y.

Le chapitre  I es t consacré â la  d é f in i t io n  e t  aux lo is  de 

transformation des idéaux J ( X , f ,E ,Y ) .  On y prouve que v (£ )  

n ' augmente pas par éclatement permis mais que 

« ( * )  = o rd ^ (J (X , f ,E , {£ } )  ) 

peut sauter le  v (£ ) à l+v (£ )  e t  inversement, ce qui provoquera 

de grosses d i f f i c u l t é s ,  vo ir  par exemple IV. B .4 .6 .5 .  ou le  cas 

exposé dans l ' in t ro d u c t io n  de VI e t  appelé par dérision le  "cas joyeux".

Le chapitre  I I  élim ine d'abord les composantes de dimension

2 de

Singy ( X , f )  = {£ e  X |v (£ ) = v }  .

La su ite  de la  démonstration u t i l i s e  un in va r ian t  k ,

<<= { 0 , 1 ......... 7} qui indique dans quel ordre on d o it  a l te rn e r  éclatements

de points e t  éclatements de courbes.

On d i t  que k = 0 si l 'o n  peut f a i r e  baisser v par 

éclatements de points fermés. So it  £ te l  que v ( £ ) > 0 e t  <(£) f  0.

On d é c r i t  un algorithme qui consiste à é c la te r  certaines courbes, qui 

se g lobalise  automatiquement, qui s 'a r rê te  au bout d'un nombre f in i  de 

pas par un succès ou un échec, le  succès étant que v a baissé. En 

cas de succès, on d i t  que k (£) = 1. On prouve que, sauf en un nombre 

f in i  de points fermés de Singv (X ) ,  on a k = 1  ( I I . C . 2 . 3 . ) .

Expliquons le  principe de la  d é f in i t io n  par récurrence de < 

qui n 'e s t  terminée qu'au chapitre  IX. Supposons d é f in ie  la  condition  

k<  i , on d i t  que k = i + 1 si on n 'a pas k <  i e t  si une certa ine  

condition e x p l ic i té e  dans chaque cas est s a t is fa i t e .

So it  Ç te l  que v ( £ ) > 0 e t  <(£) = < • On donne à la  f in  

du chapitre  I I  un algorithme qui consiste à é c la te r  certaines courbes, 

qui se g lobalise  automatiquement, qui s 'a r rê te  au bout d'un nombre



f in i  de pas par un succès ou un échec, le succès s ig n if ia n t  que (v ,k) 

a baissé. En cas de succès, on d i t  que £ est bon.

Vu ce que nous venons de d ire  de l 'o rg a n is a tio n  générale de la  

démonstration, i l  reste à prouver que, pour chaque valeur de k , 

en éc la tan t tous les points qui ne sont pas bons e t  en répétant cette  

opération

I o) ( v , k) n'augmente pas,

2°) au bout d'un nombre f in i  de pas, tous les points deviennent

bons.

Ce sera l 'o b je t  des chapitres IV à IX.

Le chapitre I I I  donne quelques c r itè re s  assurant que k (Ç) = 0 

ou 1. On en trouvera d'autres beaucoup plus techniques dans le  chapitre IV 

( B . l ,  C.5, D .2 .9 . ,  D .4 .6 . ) .

Dans le  chapitre IV , on d é f in i t  e t  étudie le  cas k = 2, cas qui 

s ig n if ie  en gros que T o n  peut trouver une pro jection  transverse qui le  

restera  en tout point proche. En IV .B .4 , on montre qu'après un nombre f in i  

d'éclatements de points fermés, on se ramène â une condition plus f in e ,  

stable notée { * * ) .

Malheureusement, le  cas k = 2 e t  ( * * )  nécessite une étude 

approfondie des transformations des polygones de Newton d'un idéal lors  

d'un éclatement (v o ir  IV .6 e t  surtout IV .C .4 .2 .2 . ) .  De plus, nous devons 

r a f f in e r  cette  étude aux cas de certa ins Idéaux Jacobiens contenus dans 

J (S , f ,E ) .  Cette dernière étude (IV .D ) est trè s  longue ca r ,  d'une part  

i l  fau t séparer les cas a(Ç) = v(Ç) e t  a(Ç) = 1 + v(Ç) e t  d 'au tre  p a r t ,  

on d o it  contrôler quelles sont les dérivations qui donnent les termes 

sensibles des polygones considérés, ce qui f a i t  une multitude de cas 

d iffé re n ts  que Ton étudie l 'u n  après l 'a u t r e .

Dans le  chapitre V, on étudie

f  = u j + a x U j_1+ . . .+ a N

aux points proches situés sur le  transformé s t r i c t  de div(Uj ) .  Si 

N-i jé 0 (p ) ,  on remarque que les a.. deviennent des monômes, par contre, 

si N-i *  0 (p ) ,  on ré a lis e  la  condition ( ★ )  pour les a^. Cette étude 

est f a i t e  en prévision de V I .A , V I.E  e t  IX .A .

Au début du chapitre VI est exposé le  "cas joyeux" qui est le  

cas le  plus subtil de tout ce t r a v a i l .  En gros, si on a
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f  -  u*<2> u*<3> (p (u1.u2) + g ) ,

(1) ■ ge t ï l 1+v t p homogène de degré v = v ( ç ) ,

* div(u^ u2 ) c E , A(3) = 0 (p ) ,

e t  l 'une des deux conditions

(1 -a )  {

ou

(1-b) {

PÎUj.Ug) = cp(u1+u2) v , V = 0 (p ) ,  

A(l)+A(2)  = 0 (p ) ,  c in v e r s ib le ,

p (u , ,u ?) = cp Z (Y) [ 1 / ( A ( l ) + j ) lu1? u~_J ,
1 ¿ o < j < v  J 1 ¿

v  ̂ 0 (p ) ,  c in v e rs ib le ,  A ( l ) ,  A(2) ¿ 0 ,  A ( l )  + A(2) + “v *= p,

où pour tout e n t ie r  n, on note ñ le  reste de la  d iv is ion  de n par p.

(Observons qu'avec les conditions ( 1 -b ) ,  A ( l )  + j  = 0(p) implique

(^) = 0 (p ) ,  on convient que 
J

( j  ) [1 /(A( l ) + j ) ] = 0 si ( p  = 0 ( p ) . ) ,

alors en Ç' proche de Ç, ç' non sur le  transformé s t r i c t  de 

v iU j .U g ) , on a

( f  = t kp (y v j+v+ t g ' ) +  Rp , k = lN
( 2) \ 1

 ̂ E = d i v ( t ) ,  y in ve rs ib le ,  9 ’ e ° x ' , ç '  » R e 0 X' ç- •

I l  apparaît  qu'on a perdu toutes les informations qu'on 

possédait sur la  forme i n i t i a l e  du transformé s t r i c t  de f .  De plus,  

on peut avo ir  a (Ç ' )  = v ( ç ' )  ou l+v (Ç ' ) .

Le cas a (Ç ' )  = v (Ç ' )  se résout facilement.au p ire  nous avons 

k ( ç ' )  = 3 (v o i r  VI.A e t  V I .E ) .

Le cas a ( ç ' )  = l  + v ( ç ' )  est beaucoup plus d é l ic a t  : on a 

< (€ ' )  = 4 ou 5 (chapitre  V I I ) ,  malheureusement, l'hypothèse a = 1 + v 

n 'es t  pas stable e t ,  des éclatements de courbes inconsidérés peuvent 

nous ramener â (1) e t  donc on risque de retomber sur le  cas joyeux.

Le point c lé  est  qu'en conservant des conditions techniques sur 

les courbes de Ens ing(X )  ( V I I . B . l  ( 6 ) ( 7 ) ) ,  conditions qui sont 

automatiques si localement les composantes de E sont des d .e .  

d'éclatements de points fermés, on tombe sur un des cas de k = 3 

déjà c i tés  ou sur le  cas très exceptionnel de k = 3(G).

B re f ,  les chapitres VI e t  V I I  sont consacrés à l 'é tude  de 

points proches d'un point "joyeux". On a ra jouté quelques cas s im ila ires  

simples (VI B .C.D.F).

: i )

ipparait
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Dans les chapitres V I I I  e t  IX , nous étudions les divers cas 

restants . Pour term iner, remarquons que le  cas où on a (1) est  

t r a i t é  en V I I I .A  ou G, suivant la  structure de g dans ( 1 ) .  Au cas 

où on ne passe pas de (1 )  à ( 2 ) ,  nous risquons de subir les d if fé re n ts  

autres cas de k = 6.

Pour f i n i ,  nous conseillons au lec teur de commencer par l i r e  

I I . C  où la  structure de la démonstration est donnée exp lic item en t.
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Schéma montrant les différentes étapes possibles 

rencontrées après un passage de (1) à (2) "cas joyeux", 

et avant d'obtenir k <2.

(1) K = 6(A) -------- =► K = 4 ou 5 I ____ = 3(A) |

[(2) et a = 1 + V] J [(2) et a = v / 0(p)] J

(1) k = 6(G) 3(B) A-- -

sfc)<n

\  3(°)

3(E) L(2) et a = V = 0(p) ] 

3(F)

3(G)

*----- ^  [(2), a=v et une condition

sur Sing(X)nE]



I PRELIMINAIRES «

A.1. Soit X un schéma régulier noethérien de caractéristique p > 0 , de dimen­

sion £ et tel que le faisceau des différentielles absolues soit de type fini.

Tout point x de X admet alors un voisinage ouvert affine U d’anneau 

Ç 38 0X(U) R admet une p-base, c’est à dire une suite X ^ 9....,Xg

d’éléments de R satisfaisant aux conditions équivalentes suivantes :

(1) Les monômes Xa , 0 ^ a(i) < p , (ce qu’on écrit a << p) forment une "base 

de R sur R^ •

(2) Les dX. forment une R-base de •
X K

Dans ces conditions, si l’on note «¿25(X) le faisceau des dérivations absolues 

de X , on a «2f(X)(ü) — Dér(R,R^) = ^R3^ , où 3̂  est défini par :

(3 ) df =2Z3.(f)dX. , f e R , (donc 3.(X.) = 6. .) .1 1  1 J 1 , J

Un diviseur à croisements normaux de X (on écrira d-c.n.) est un sous-

schéma fermé E qui, localement, est de la forme E = V(Xa) où X = (X„,...,X )
i s

est une p-base et Xa un monôme. Pour tout x e U , ceux des X^ qui appar­

tiennent à l’idéal maximal forment une partie d’un système régulier de paramètres
A,X

(en abrégé s.r.p.) __ . On en déduit que toute composante irréductible
A ,X

Ûè. E est régulière » car en tout point de E’ , l’idéal de E’ est à la 

fois premier et engendré par un monôme en les X^ . Soit Y un fermé régulier

de X , à croisements normaux avec E et d’idéal P . On note :

(U) jflX.E.Y)

le faisceau des dérivations D de 0X telles que D(l(E))Ci(E) et D(P)cp .

^ ̂  ^X^^ * ^ ̂  ^ X ^ ^  * on a 1111 sceau d’idéaux défini par :

(5) ^(X,f,E,Y) «¿*(X,E,Y)f ,

on peut avoir ï - fi , on pose alors s

(6) ̂ (X.f.E^Zf) *^(X,f,E) , ¿6(X,E,<|)) = ®^{XjE) et on &

(7) ̂ (X,f,E,Y)<y(X,f,E) .

- 9-
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Soient ü et X comme plus haut, on pose

(8) I1 “ {i € [1.0 ! div(X^)CE | , I* * | i e [1,8] / ïCdiv(X^)CE| ,

(9) I2 =|i « [l,s] / div(X.) jf E et YCaivU^J .

On observe que, si X  ̂ est une unité, div(X^) ■ (J) et donc i On pose

(10) I3 = |i e[i,8] / div(X._)̂ E et ï^div(Xi) | .

Désormais, nous supposerons E réduit. Alors, si X est régulier, si E 

est un d.c.n. , si Y est à croisements normaux avec E , si x? Y , il 

existe un -voisinage affine U * Spec(R) de x et une p-base (Xi,1<i<s) 

de 0^(U) et des entiers 1<g<t<k<r$s tels que sim-est l'idéal de on ait

<” > E -  b d »  “ ’'‘V  • p * xi B • * * - ^ 5 î  xi B •

(12) div( )QJ est irréductible ( i. e. connexe) V i , Uict •

On a alors :

(13) X1 ■ | i/1«i<t ou r+1<i<s  ̂ , X’ «|i / q+1<i«t | , Ig « |i / t+1<i<Jc j. 

I3 * |i / k+1«i«r | .

Il nous sera commode dfutiliser aussi les notations que voici :

(1U) u^ = \± 9 1^i^r 9 et (u#X) = (û  9 • • • 9 » • • • " (^ »* • • *^g)

(u1#...,ur) est donc un système régulier de paramètres (en abrégé : s.r.p.) 

de °X,x *
On définit alors : par

(15) d f - E n ^ f  D[j]T ax0

(16) On vérifie les résultats suivants .

Etant donnée une p—base (u,X) vérifiant (11) , au voisinage de x , on a 

les générateurs suivants de nos modules de dérivées :

¿Ô(X,E) « (uiD [i]X » Ki<t) + , t+1<i«s) ,

Ô$(X,E,Y) « (uiD [i] » 1«i«t) + (PE,1[Î] » t+KUk) + (Dç-j , k+1«i«s)

jf(X,E,|x|) » (u^D^Î^ , lÿi«t) + , t+1«i«r) + , r+1«i«s ) .D[i
u ,X

H
(l»D

“H

CW *
nu,) du^ r+1«i«r
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On pose :

(17) DM'j-ÿ = X.DUj£j , Uiv<s ,

bien sur, si 1-̂ î r , 85 ui^if *

DEFINITION A.1.1.

Soient X,f,E comme plus haut et soit x € X . Soit U un voisinage ouvert 

de x et soit (X,j,,..,X ) une p-base de 0x(ü ) •

(1) On dit que ( X X  ) est adaptée au point x siI s

(1-a) on peut extraire des X^ un s.r.p. au point x,

(1-b) il existe a(l),...a(s) tel que, au voisinage de x , on ait E = div(Xa) .

(2) Soit encore Y un sous-schéma fermé de X . On dit que la p-base (X^,...,X )

est adaptée à (x,Y) si on a (1) et si de plus on peut extraire des X^ un systè­

me de générateurs de 1’ idéal de Y dans 0^ x •

A. 1.2. L’existence d’une p—hase adaptée à (x,Y) impose que Y est à c.n. avec 

E au voisinage de x .

PROPOSITION A.2.

Soit X un schéma régulier vérifiant les hypothèses (A.1) , soit E 

un d.c.n. et soit 'p* un faisceau d’idéaux sur X . Alors il existe un et

un seul couple d’idéaux J) tel que :

(i) ï -#J ,

(ii ) fâest l'idéal d’ un d.c.n. à support contenu dans celui de E , 

(iii) pour tout point maximal n de E 5 on a 0Y “J/'Oy
A  9 T1 (7

On dit que est le E-p.g.c.d. de .

Preuve «

Il est clair que X  est caractérisé par les conditions (ii) et (iii) ; 

en effet, pour tout x ̂  X , on choisit un voisinage affine U = Spec(R)Cx 

et une p—base adaptée X . Si A(i) est l’ordre au point générique 

n de div(Xi) , 1«i«t , de l’idéal +L , on a :

Il est clair que H

? , on a :

(1)

, DMV
ñ  =

5̂/u %
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Puisque est inversible, on obtient (i) en prenant J « ̂

Observons que A. 1.(12) nous dit que div(X^)CU est irréductible, X̂

est donc un élément premier de 0Y , car cet anneau régulier est factoriel

et 0Y est un localisé de 0_. , l'entier A(i) qui figure dans (1)
A j l |  À ,X

est donc :

(2) A(i) * sup | n ^ 3N / X? divise^0X x |

PROPOSITION A.3.

Soient X et E vérifiant les hypothèses de (A.2.) , soit Y un fermé 

régulier de X et à croisements normaux avec E en x , x ̂  Y et soit 

f € 0X(X) . Alors le E-p.g.c.d. de ^  (X,f ,E) est aussi celui de ^ (X,f ,E,Y)

et, dans un voisinage de x, ̂ ¿est aussi le E-p.g.c.d. de ^ (X,f ,E, |x| ) .

On le note ^(X,f,E) ou plus simplement , on pose :

(i) J(X,f,E,Y) ,

(ii) J(X,f,E) = # “1^(X,f,E) ,

(iii) J(X,f,E,{xJ) = > _1̂ Kx,f,E,^T|) ,

(iv) a(Y,x) = ordx(j(X,f,E,Y)) ,

(v) a(x) = ordx(j(X,f,E,|x|)) ,

(vi) v(x) = ordx(J(x,f ,E) ) , 

et on a les inégalités :

(vii) v(x)<ot( Y,x)<a(x)^v(x)+1 .

Preuve.

Au voisinage de son point générique x le fermé ^x | est régulier, à 

croisements normaux avec E , il suffit donc de démontrer que est le

E-p.g.c.d. de ^(X,f,E,Y) . Comme ^(X,f ,E,Y)C^(X,f ,E) ,̂ ’divise^(X,f,E,Y) s 

d'autre part, est l'idéal d'un d.c.n. à support contenu dans celui de E,

il ne reste plus qu'à montrer la condition (A.2(iii)) pour ^  = ̂(X,f,E,Y) : 

il suffit de remarquer que, si ri est un point maximal de E, on a l'égalité 

^<x,f,E,r)0x>n .^(x,f,E)oXjI) .

Les inégalités de (vii) découlent des inclusions suivantes :

WJ(X,f ,E)Cj(X,f ,E,|x|)Qr(x,f ,E,Y)QJ(x,f ,E) , 

avec 4rv = l(x) , (A. 1.(16.))„

-1.*
3r

,e ,y )(x,f\■'a
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A.3.1. Si Y est irréductible et si n est le point générique de Y , on 

pose v(Y) = v(n) , a(Y) = a(n) * a(Y,n)

A.3.2. Si n est le point générique de la composante de Y passant par x , 

on a :

ord (j(X,f,E,Y)) = a(Y,rO$ord (J(X,f,E,Y) ) - o(Y,x) .H X

A.3.3. Si x’ est une spécialisation de x (i.e. x' e » on a :

v(x)<v(x’) et a(Y,x)<a(Y,x') .

DEFINITION A.h.

Soit (X,f,E) satisfaisant aux hypothèses de A.2. Pour tout entier vs-1 , 

on pose Singv(X,f,E) = |x G X/v(x)»v^.

On pose |x e X/v(x)*l| = Sing(X,f,E) = Sing.j (X,f ,E) .

L1 invariant v(.) étant lfordre d'un idéal, il est semi—continu supérieurement, 

Sing^(X,f,E) et Sing(X,f,E) sont des fennés de X . En général, on notera ces 

fermés Sing^ix) et Sing(X) tout simplement.

A.5« Etant donnés X,f,E,x et (u,X) adaptée à x , on a un développement unique :

(1) f* = f pxa , r e r .x ' a«p a * a

En recopiant [5] (1.U) , on pose pour 1<i«s :

(2) r(i) = inf |ordu>(f&) , a<<p , a  ̂ 0 j , (on rappelle que l'on pose

u. = X. . pour 1<i<s) , ord (f ) est l’ordre de f au point générique de div(u.) x x ^ » xi. a a i

(3) K(i) = | a e ns , a«p , a 4 0 , ordu. = r(i)

(k) s(i) = inf | a(i) , a € K(i) j , A(i) = pr(i) + s(i) .

Nous allons voir que pour Oii-ÿr , on a :

(5) A(i) = ordu (f - fQP) ,

(6) A(i)-iord (DM̂ -î f) avec égalité si s(i) / 0 ,
ui W

(7) A(i)«ord (DM^Ï^f) = ord (Dp^f) , pour 1«j«s et i / j ,
ui LJJ ui LJJ

(8) si s(i) = 0 , il existe j ^ i , 1<j«s , tel que A(i) = ord^ (DM^J^f) ,

(9) A(i) = sup | ordu (f - g1*) , g e R j = inf^ord^ (DM^jjf) , | .
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On a gr^ (R) * (R/u^R) , d’où une base de gru (R) sur (R/u^R)^
i i 

p
formée des X , avec k € N t 0<a(j)<p pour Kj<s et a(i) * 0 . On en

tire immédiatement (5) (6) (7) . Quant â (8) , on peut supposer que f / Rp , 

sinon la formule est triviale , on a donc K(i) / Jii , dfoù un a^K(i) avec 

a(i) = 0 , mais a j 0 , donc il existe j tel que a(j) ^ 0 t d’où la conclusion. 

Enfin, on déduit (9) de (5) en observant qu’en ajoutant une puissance p-ème 

à f , on ne change pas f pour a y 0 .

De (6)(7)(8) et (A.2) on déduit que, si on pose :

(10)h(u.xv .

alors h(u,X) est localement un générateur de l’idéal J^(X,f ,E) .

Désormais nous poserons

(11) R(f,u,X) » fQp , h(x) = h(u,X).

Cette notation h(x) est abusive, car si on multiplie les équations des composan­

tes de E par un inversible , h(x) est multiplié par un inversible. Cela n’aura 

d’importance qu’en IV où ce phénomène sera étudié.

Alors (9) implique :

(12) f = h(x) f’ + R(f,u,X) , ord (f ’ ) = 0 , Ui<t .u • 
i

A.6. Etant donnés X,f,E,x et (u,X) comme en (A. 5«) » on pose :

(1) ̂ (X,f,(u,X)) « (DMQ?-jXf , 1«i«s) .

En vertu de (A.U.(5)(6)(7)(8)(10)) , le E-p.g.c.d. de £  (X,f,(u,X)) est 

engendré par h(x) et c’est aussi celui de ^(X,f,E, ^x| ) . On pose :

(2) l(X,f, (u, A) ) =#(X,f,E)"1 ̂ (X,f,(u,X)) .

Prouvons que :

(3) ct(x) = ordx(J(X,f,E,|xp) = ordx(l(X,f, (u,X) ) ) = ordx(f’) .

La première égalité est la définition de a(x) , la deuxième se lit sur

les définitions de l(X,f,(u,X)) et de J(X,f,E,|xp . Il reste à prouver

que si 3 = inf(ord (f^Xa) , a<<p , a ^ 0 ) alors :x a

{h) g = ordx(̂ -(X,f ,(u,X) ) ) = ordx( )  .

A(i)
ui



On pose U- * in (u. ) , 1«i«r , X. = in (X.) , r-M^i^s • Alors , (U.,X.)
i m  i i w  1 1 1

est une p-base de gr (0V ) et donc les monômes in (Xa) , a«p , sont
ifV A >x

p-indépendants dans gr (0Y ) , d'où il résulte que g = ord (f-fj) .
A,X X O

Comme * ^ « p ^ a  a(i)faX& » on a 6<ordx(l(X,f,(u,X)). Soit a«p ,

a 4 0 tel que g = ord (f^Xa) , alors il existe i tel que a(i)  ̂0 et3C GL

par suite ord^DM^^f) = g , ce qui prouve (U) et donc (3) .

Puisque lfidéal l(X,f,(u,X)) ne change pas si on ajoute à f une puissance 

p-ème , on a aussi :g = sup(ordx(f-gî>) , g e R) , donc :

(5) a(x) + ordx(h(x)) = sup(ordx(f-gP) , g G R) .

(6) Si Y est intersection de composantes de E(n) , on a 

J(X,f,E,Y) - J(X,f,E) , a(Y,x) = v(x) .

On dira que Y est combinatoire «

A.6.1, Si x est intersection de composantes de E (on dira que x est 

un point de croisement et que |x| est combinatoire) , alors : a(x) « v(x) . 

En effet, on remarque qu’alors l(X,f,(u,X)) = j(X,f,E) = J(X,f,E,Jxj) . 

PROPOSITION A.7.1.

Avec les hypothèses et notations de A. 1.(11)-(1U) , soit & = div(u^)QE et 

soit E’ = div(u0...u, ) , considéré comme un diviseur de -2r . On pose
cL X

f - R(f,u,X) = u^(l)g .

Alors, dans un voisinage de x dans Z- , on a 

J'(Z,g,E' ) + A(1)£>z = U2(2)...-uJ(r) J(X,f,E)Oz .

Preuve. Pour tout h € 0X(X) , on note h’ son image dans 0&(&) ; 

pour i^2 , on a donc (DM̂ ?̂ h) ’ = DMUj-?jh’ , où (u’,X’) =

(u’ ,...u’ , X* ,...,X’ ) . De plus, pour tout i , 2^i^t , on a
& P 1 • i B

DM^Î^f = et » pour tout i , t+1<i$s , = ü^^D^Î-jg ,

et = u ^ 1^(A(l)g + u^D^jg) . D'où l'on déduit la formule

-15-

r-r I

D M ^îjgA(1)t 11- I Du »xf
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(1) (u“A(l)LM|?Jf)» - A(l)g* , si i - 1

(u~A( 1 ) ' = DMuj-îjV , si 2<i<s

<»;A(l> * ^ r ) ’ = D ^ ' g, si .

PROPOSITION A.7.2.
B( 2 ) B ( r )Avec les hypothèses et notations de A.7.1. » si J(X,f,E) « (û  .. .up ) 

nod(u^) , B(2) ,... ,B(r) étant des entiers positifs ou nuls , on a : 

g = ¿fHî 2̂ +̂A 2̂^...u®^t +̂A t̂^u®|*+1^...u®^r^mod(u1) , inversible en x ou 

[ordx(2f)=1 et 3i , t+1<i«r , D£Q Y est inversible

et ((D [i]f) 1 h)03 = U2(2)*-..u®(r)Oa3 

Preuve.
c«, m _ B(2)+A(2) B(t)+A(t) B(t+1) B(r)  ̂ ^ *
Posons M -u^ • • *ut ut+1 • • *ur • Dfaprès A. 7.1.0), on a :

( 1 ) ^ ( Z r , g , E f ) + A ( l ) g o z  «  MOg

Si A(l)gOz = MOg , on a le résultat annoncé avec ¿f inversible.

Supposons donc A( 1 )gOz ^ M0Z , alors ^(Zjg’jE1) = M0Z ,

donc » D ̂  oÎ(Z ,E1 ) , Dgf = eMf , e inversible. Si A(1) */ 0(p) , par (1) ,

on a A(l)gf ^ M0Z et donc

(2) g* = ̂ 'M' e 0g .

Si A( 1 ) = 0(p ) alors par définition de g, on a R(u^^ ̂ g,û . ) = 0 

et puisque A(1.) = 0(p ) on a R(g,u,x) = 0 , donc

) - R(g»u,x)f = 0  et d*après A.5.(5) on a 

gf = *Mf+R(g1 ,u* , Xf ) , on a donc encore (2).

S i^f est inversible, A.7.2. est établi, supposons donc ordx(3Tf)VI.

Alors on a :

(3)-pgf -= M'Dÿ* + ̂ 'DM* = cM1 , où e est inversible.

Par suite ordx(Dgf)<ordx(gf) .

Or les Dnîi , t+1^j^r, sont les seuls éléments de la base de <^(Z,Ef)

2<i^s •
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q.ui ne respectent pas l’idéal _ . En développant D dans cette base, on en
zr,X

’ 0„ et l’on prend D = D̂r-.’-̂ -Ly
Je dis que Dtf’ est inversible, ce qui entraînera ordx(^’ ) = 1 ,

donc A.7.2. En effet, si Dÿ* n’est pas inversible alors H ’DM’O- * M’O
±r Z- 9

et comme ord^ ’̂ 1 , on en tire que M’ ne divise pas DM’ , donc B(i) 4 o(p )

et ¿f ’ = ôu^ , où 6 est inversible, d’où lfon tire Dÿ’ = 6+u-D6

donc DJ’ inversible, ce qui établit A.7*2. dans ce dernier cas.

B) PROBLEME.

Etant donnés (X,f) comme ci-dessus, avec dim(X) = 3 , nous allons montrer 

qu’il existe un morphisme propre e : X’---> X , tel que

(i) e est composé d’un nombre fini d’éclatements de centres réguliers ,

(ii) E’ = e 1 (V(J(X,f 9(f>) ) ) d est un d.c.n. de X’ ,

(iii) J(xf ,f,E» ) = 0^ .

Alors, d’après C5] (1.5) » en tout point x’ de X’ , il existe un 

voisinage affine U’ de x’ , U’=Spec(R’) , des éléments g,u^,...,u^, de R’ 

et des entiers naturels a(1),...,a(n) tels que , dans R* , on a :

(a) f = gP +,Tua

(b) div(u1----ur) C Ef

(c) au moins une des deux conditions suivantes est satisfaite :

(c-1) a ^ 0 (p) et y unité,

(c-2) u1#...,ur ,̂ f font partie d’une p-base de R’ .

C) MODIFICATION.

On appelle modification une suite (n,ir(i) : X(i+1) -+• X(i) , Y(i) * 0^i^n-1 ; 

f(i) G °x(i)(x(i)) y O^i^n ; E(i) , O^i^n) telle que

(1) les X(i) sont des schémas satisfaisant aux conditions de A. 1,

(2) E(i) est un d.c.n. de X(i) ,

(3) Y(i) est un sous schéma fermé de X(i) à c.n. avec

tire que l’un des 9 » engendre MD"rír'
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E(i) et tt(i) : X(i+1) X(i) est l'éclatement de X(i) centré en Y(i) ,

(k) Y(i) C Sing(X(i),f(i),E(i))

(5) E(i) (E(i-1) U Y(i-1))]red , 1*i«n , E(0) = <(> ,

(6) f(i) = f(i-Doir(i-l) , Ui^n , f(0) e 0X(Q)(X(0)) .

On pose

(7) e(i) = Tr(i)oir(i-1 )o. . .ott(O) , 0$i^n-1 .

(8) pour tout x S  x(i) , v(x) « ordx[j(x(i),f(i),E(i))] ,

(9) v(X(i)) = sup |v(x) | x e X(i)| , 0«i«n .

On dira que 1*entier n est la longueur de la modification. Une modification 

de longueur 0 est tout simplement une paire (x(0),f(0)) = (X,f) où (X,f) 

satisfait aux conditions de A.1. On appellera modification de (X,f) une modi­

fication telle que (X,f) = (X(0),f(0)) . Enfin, pour prolonger une modification 

de longueur n en une modification de longueur n+1 , il suffit de choisir 

un fermé Y(n) C X(n) satisfaisant aux conditions (3) et (h) pour i = n , 

souvent pour alléger les notations, on notera (X’,E’) au lieu de X(n+1) , E(n+1) 

Par abus de langage on dira souvent "soit (x(n) ,f ,E(n) )” au lieu de "soit 

une modification (n,7r(i) : X(i+1) -*■ X(i),Y(i) , O^i^n—1 , f(i) ^ * Ô î n,

E(i) , O^i^n) avec f = f(0)n, en particulier cela sous-entendra que n est la 

longueur de la modification.

L’expression "x ̂  X(n)fl sous-entendra qu’on a une modification (x (n) ,f ,E(n) ) 

et signifiera que x est un point de X(n) .

De plus pour Osi^n on notera f au lieu de f(i) .

D. LES ECLATEMENTS PERMIS.

DEFINITION D.1.

Soit (X(n) ,f ,E(n) ) une modification , soit x(n) ^ Sing(X(n)) , soit

Y(n) un sous schéma fermé de X(n) . On dit que Y(n) est permis en x(n) si :

(i) x(n)^Y(n) et si Y(n) est régulier au point x(n) ,

(ii) Y(n) est à croisements normaux avec E(n) en x(n) ,

(iii) si P est l’idéal de Y(n) dans ^x(n) x(n) ^  celui du

point x(n) , on a ordL( J(X(n) ,f ,E(n) ,Y(n) ) )=ord ( J(X(n) ,f ,E(n) ,Y(n) ) ) ,
* 1tv

[ir ( i— 1 ) 1

°X(i)
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cfest à dire que si T) est le point générique de la composante de Y(n) 

passant par x(n) , on a : a(Y(n),n) » a(Y(n),x(n)) #

(iv) Y(n)Q3ing(x(n) ) au voisinage de x(n) .

DEFINITION D.2.

Soit (X(n) ,f ,E(n) ) une modification. Un fermé Y(n) de 

X(n) est dit permis s'il est permis en tous ses points.

Jusqu’à la fin de D. , on considère un fermé irréductible Y(n) de X(n) 

dont le point générique est noté n .

D.3 Si Y(n) est permis en x(n) , dfaprès (A.3.(vii)), on a : 

v(x(n))<a(Y(n),x(n)) « o(Y(n),n)<a(x(n))^v(x(n))+1 .

D.U. Si Y(n) est permis en x(n) , on a donc trois cas possibles :

(1) v(x(n)) = a(x(n)) = a(Y(n),x(n)) = a(Y(n),n) ,

(2) a(x(n)) = v(x(n))+1 = a(Y(n),x(n)) « a(Y(n),n) ,

(3) v(x(n)) = a(Y(n),x(n)) = a(Y(n),n) = a(x(n))-1 .

D.U.1. Si Y(n) = | x(n) j , on ne peut être dans le cas D.U.(3) .

D.5. On a équivalence entre :

( Y(n) est permis en x(n) et on a-D.U.(l) ) et

( Y(n) vérifie D.1.(i)(ii)(iv) et a(x(n)) = v(x(n)) = a(Y(n),n)^l) .

Preuve : il suffit de montrer la réciproque, en fait il suffit de montrer 

que Y(n) satisfait à D.l(iii) , c’est une conséquence de (A.3.(vii),A.3.2.).

D.6. On a équivalence entre :

( Y(n) est permis en x(n) et on a D.U.(2) ) et

( Y(n) satisfait à D.1.(i)(ii) et v(x(n))+1 * a(x(n)) = a(Y(n),n)^1 ) . 

Preuve : il suffit de montrer la réciproque, en fait il suffit de montrer 

que Y(n) satisfait à D.1.(iii) et D.1.(iv). D'après (A.3.(vii) ,A.3.2.) , 

on a les inégalités : a(Y(n),n)^a(Y(n),x(n))^a(x(n)) , ici les deux 

termes extrêmes sont égaux, donc on a deux égalités, D.1.(iii) est vérifié, 

de plus a(Y(n),n) - v(x(n))+1«v(n)+1 , comme v(x(n))̂ 1 pax hypothèse, 

on a v(n)VI et donc au voisinage de x(n) , Y(n)Csing(x(n)) .

D.7. On a équivalence entre :

( Y(n) est permis en x(n) et on a D.U.(3) ) et
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( Y(n) satisfait à D. 1. (i ) (ii ) (iv) , a(Y(n),n) * v(x(n)) et si (u,A) est 

une p-base de °X(n),x(n) adaptée à (x(n),Y(n))

et E(n) » € 9 ordx n̂j ( (D̂ «j f )/h(x(n) ) ) * v(x(n))^l) .

Montrons d’abord la réciproque : la condition sur implique

a(Y(n) ,x(n) )^v(x(n) ) , alors, par (A.3.(vii) et A.3.2.) , on a les inégalités : 

v(x(n)) = a(Y(n),n)<a(Y(n),x(n))^v(x(n)) , qui prouvent D.1.(iii).

Montrons la directe : l’égalité v(x(n))+1 = a(x(n)) implique : 

ordx n̂j((D^|jf)/b(x(n)))^v(x(n)) , l^i^s , avec inégalité stricte si

r+1^i<s , comme v(x(n)) = a(Y(n),x(n)) = ordx n̂^(J(x(n),f,E(n),Y(n))) , on a

égalité pour un i ^ , i.e. k+1̂ i^r .

On a ordx n̂j ( (D^-j f )/h(x(n) ) )̂ .v(x(n) )+1 , r+1^i^s , on a donc :

(1) cl^(Dir(j(X(n),f ,E(n),Y(n)) = clV(f. ,i €E I ) . 
tfV W  1 3

REMARQUE D.8.

La condition :

(1) a(Y(n),n)^2

entraine la condition D.l.(iv) .

Preuve.

Par (A.3.(vii)) , on a v( n)>a( Y(n) , donc n e Sing(x(n)) , Q.E.D.

REMARQUE D.9- 

La condition :

(1) Y(n) est combinatoire (i.e, n est un point de croisement pour E(n)

(A.6.1.)) et v(n) = v(x(n)) , implique que Y(n) est permis en x(n) .

Preuve.

On a clairement D.1.(i)(ii), par A.6.1. , on a :

J(x(n),f,E(n),Y(n)) = J(x(n),f,E(n))

donc a(Y(n),n) * v(n) et a(Y(n),x(n)) = v(x(n)) , 

d’où a(Y(n),x(n)) ® a(Y(n),n) , ce qui prouve D.1.(iii),

comme x(n) € Sing(X(n)) , on a v(x(n))VI et donc v(n)^1 ce qui prouve

D. 1. ( i v ) .
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E. LES LOIS DE TRANSFORMATION.

PROPOSITION E.1.

S o i t  X(n) , f  ,E (n) une m o d i f i c a t i o n ,  s o i t  Y(n) nn ferme r é g u l i e r  

de X(n) , i r r é d u c t i b l e  d ' i d é a l  P , de p o in t  g é é n r iq u e  r\ , a  c . n .  avec E(n) 

a l o r s  s i  on e f f e c t u e  l fé c la te m e n t  ir(n) c e n t r é  en Y(n) , on a  , avec 

l e s  n o t a t i o n s  de C. e t  ( A .3 .1 ) .

^ (X (n+ 1) , f , E ( n + l ) )  = ^ (x (n ) , f* ,E (n ) ,Y (n ) )O x (n + l)

$ ( x ( n + l ) , f , E ( n + l ) )  = 5«f(X(n) , f , E ( n ) ) p “ (Y (n ) )Ox(n+ 1 j 

j ( X ( n + 1 ) , f ,E ( n + D )  = P- a ( ï ( n ) ) J ( X ( n ) , f ,E ( n ) ,Y ( n ) ) O x (n + l )  .

REMARQUE E .1 .  1.

J ( x ( n + 1 ) , f ,E ( n + 1 ))  e s t  l e  t r a n s fo rm é  f a i b l e  d 'u n  i d é a l  q u i  dépend 

du c e n t r e  d 'é c l a t e m e n t .

P reuve de 1.

S o i t  x (n )  un p o i n t  fermé de Y(n) , s o i t  U un v o i s in a g e  a f f i n e  de 

x (n )  t e l  que 0X(U) e s t  muni d 'u n e  p -b a s e  (u,A) s a t i s f a i s a n t  à (A .1 (1 1 )(1 2 )

(13)(1U ))  pou r  x ( n ) ,E ( n )  e t  Y(n) , x (n )  p o in t  fermé de Y(n) . E f fe c tu o n s  

Tr(n) . Regardons d 'a b o rd  l ' o u v e r t  a f f i n e  V de X(n+1 ) au d essus  de U 

où Uq+*| e s*k l ’ i d é a l  du d i v i s e u r  e x c e p t io n n e l  de Tî(n) .

E . 1 .2 .  On pose ; = lu , 1^ i^q  ou k + 1 ^ i^ r  ,

v  =  V i  =  V d + 1  •  v j  =  V v  » *

(1) (v ,X) = (v«j , . .  . ,v r , ^ r+1 , • • .  , ^ s ) es-t p -b a s e  de ° x ( n + l ) ^ V  ̂ e t  on a : 

duu/u^ = dv^/v^ , 1^ i^q  ou k + 1 ^ i^ r  ,

d v /v  = du^+ ^ /u^+  ̂ , d u j / u j  = d v j /v j+ d v /v  , q+2^j^k . On en d é d u i t  :

(2) DM^!^foTr(n) = ( DM̂ ?-j f  ) ott ( n ) , 1<l£q ou k+1<i<r ,

DM,̂ f o v ( n )  = DM^jfWn)

D M ^fQTfin) = )oTr(n) , q+ 2 i j$k  .

Ce qu i donne :

(DMm
(dm£

x f
q+2-ÿ
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(3) (Dpjf)oir(n) * 9 t+1^i$k , et donc :

(*0 )oir(n) ■ (PD̂ ?-jf)o*nr(n) , t+1^i^k .

La premiere assertion de la proposition de la proposition découle facilement 

de (2) et (1+) , la deuxième assertion est donnée par la définition du

E(n+1 )-p.g.c.d. (A.2. et A.2.1.) et E(n+1) * div(v.j. • .v̂. ) et

ordp(^(X(n+1 ) ,f ,E(n+1 ) ) « a(Y(n)) + ordp( J(x(n) ,f ,E(n) ) , la dernière

assertion est conséquence des deux premières.

Quitte à permuter les u^ , il suffit d’étudier maintenant l’ouvert où 

v = est l’idéal du diviseur exceptionnel de îr(n) •

E.1.3. On pose : vi = u^ , 1^i^q ou k+1^i^r

v = ut+1 = vt+1 , y. •* Uj/v , q+1-Sĵ k , j ^ t+1 .

(1) (v,X) = (v1 . ,vr,Xr+1 , ... ,Xg) est une p-"base de °x(n+l)^ et on a : 

du^/u^ = dv^/v^ , 1^i^q ou k+1^i^r ,

dv/v = dut+1/ut+1 , dUj /Uj = àv./v. + dv/v , q+1-Sj-Sk , j f t+1 .

On en déduit :

(2) DMj.îjfoir(n) = ( D M ^ f  )oir(n) , Ui^q. ou k+1<i<r ,

DM[til]fo1T(n) “ (C+i<j<k DM|j3f)on(n) ,

DM^Îjfoir(n) = (DM^jjf)oir(n) , q.+ 1^j<k , j f t+1 .

Ce qui nous donne :

(3) v^D^jfoTTÎn) = u^ (D^Xf)o7r(n) = viv (D^Jjf )oir(n) » t+2^i^k , et donc :

(U) D̂ ?-̂ fo*ïr(n) = v(D^|^f)oir(n) , t+2<i<k .

Comme ci—dessus, (2) et (h) impliquent la première assertion de la 

proposition, la deuxième assertion découlant de la définition du 

E(n+1)-p.g.c.d. (A.2. et A.2.1.) et E(n+1) = div(v1. . ) et

ordp(^ (X(n+1 ) ,f ,E(n+1 ) ) = a(Y(n)) + ordp( J(X(n) ,f ,E(n) ) , ce qui prouve

aussi la troisième assertion et qui termine la preuve de E. 1. .

v . Di
VsX« _ 

p] "
! v . v  

1

DV »Xfm = V



E.1.U. De E.1.2*(2) et E.1.3.(2) , on déduit que, avec les notations de

E.1.2. et E.1.3. , on a dans les deux cas : l(X(n+l),f,(v,X)) est le 

transformé faible de l(X(n) ,F, (u,X ) ) (A.6.(2)) et, par un développement 

sur les p-bases , R(f,u,X) « R(f,v,X) •

E.1.5. Dans ce paragraphe, nous allons introduire la notion de directrice 

d’un idéal homogène et l’utiliser pour étudier le transformé faible d’un 

idéal par éclatement.

NOTATIONS E.1.5.1.
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On désigne par k un corps , est un idéal homogène de k[S]= kfU, ,... ,uj

l’algèbre des polynomes à 1 indéterminées sur k , soit C = spec(k[s]/^) . 

On supposera toujours 0 et (1) et on posera v =

où yru = (U1,... 9\Jj) .

PROPOSITION, DEFINITION, NOTATION E.1.5.1.1.

Avec les hypothèses et notations de E.1.5.1. » il existe un plus petit 

sous-espace vectoriel S1 de S = kU.j + .. .+kU^ tel que :

<1) ^  « (kfs^rv^kQs] •

On appelle directrice de ÿ  et on note Dir(^) le schéma

(2) Dir(^) = spec(k[s]/(sik[s]))cc .

On pose :

(3) V Dir(Jr) = S1 .

Preuve.

Voir [6] ,(1.5.6.) et le paragraphe qui suit.

PROPOSITION E.1.5.1.2.

Avec les hypothèses et notations de E.1.5.1. 9 soit F , F homogène 

et deg(F) = v , alors , F € kfs^] .

Preuve.

En effet, on a F = F±G± avec Fi G (k [si]n^  » Gi e k [s] ,

F^ et homogènes, par homogénéité de F et de ^  , on peut prendre

deg(F^)+deg(G^) = deg(F) = v , 1^i^n , comme deg(F) est minimal, on a
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deg(F^)^deg(F) , 1^î n , donc deg(F^) = deg(F) , deg(G^) = 0  , Ĝ  e k ,

1^i^n , dfoù le résultat.

On en déduit les quatre propositions qui suivent où on reprend les hypothèses 

et notations de E.1.5.1.2.

PROPOSITION E.1.5.1.3.

S’il existe L ̂  k[_s] tel que L divise F , alors L ̂  kfs^] .

PROPOSITION E.1.5.1.U.

Si U1 ^ V Dir(J) et si F € J et si on a F = ^ ? U1t̂G. , deg G. = v-j , 
1 V Oij*v 1 J J

alors V Dir(G.) C V Dir(J) .
. J

PROPOSITION E.1.5.1.5.

Soit T un sous—espace vectoriel de S , on a un morphisme surjectif 

r : k [s] -*■ kjs/T] .

Si ^  est engendré par des polynômes homogènes de degré v de k [s ] , et si

0 , alors on a 

r[v Dir ̂ ] : v  Dir(-JJ ) .

PROPOSITION E.1.5.1.6.

Avec les notations de E.1.5- 1.5. » si on a 

T = <U2> et r(̂ ) = (ü'J) ,

alors

(i) il existe a G k tel que U^+aU^ ^ V Dir(^) ,

(ii) si <U.,+aU2> ^ V Dir(^) alors <U., ,U2> C V DirOjjO ,

(iii) si J k[uisu2] , alors dim V Dir(^)»3 .

NOTATIONS E.1.5.2.

Soit R un anneau local régulier de dimension 3 et dfidéal 

maximal W  = x , on pose k = RAnv , (û  ,u^,u^) est un s.r.p. de R ,

fl- '<*> + O , alors on a
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on pose üj ■ in^Cu^) , 1^i^3 , on a donc gr^(H) * •

Soit I un idéal non nul de R et I 4 R » on pose v * ord (l)»1 .
W

Pour tout élément f € R t ord (f)^v , on note clV(f) lf image de r
w  f t v

dans , on note « cl^(l)Cgr (R) l’idéal de gr (R) engendré
"V ttV DV

par les cl^íf) , f e I .
4fV

Soit Y un fermé régulier d'idéal P de X = Spec(R) tel que ICPV.

Nous allons effectuer l'éclatement irrX*-- > X de X centré en Y

et étudier le transformé faible (P VI)0X, de I .

DEFINITION E.1.5.2.1.

Avec les notations et hypothèses de E.1.5.2. , on appelle directrice de

y  •
PROPOSITION E.1.5.2.2.

Avec les hypothèses et notations de E.1.5.2. , si dim(Y) = 2 , alors

I = PV et (P_VI)0X, = 0X, .

Preuve.

Soit f G R tel que P = f R , alors ICfvR , or , il existe f ' G I

tel que ord (f ' ) = v donc f ' = ¿ffV avec ÏT inversible dans R ,
1rv

donc I = f'R = PV . De plus tt est un isomorphisme puisque Y est un 

diviseur [ô](ll . 1.1. 1. ) et donc P VI = °x# = °X

PROPOSITION E.1.5.2.3.

Avec les hypothèses et notations de E.1.5.2.1. , si dim(Y) = 1 , on peut 

choisir (upUg,^) tel que l(Y) - P = (u^ug) et alors :

(i) V dir(l) Ckül®kU2Ck[U1 ,U2,U3] = gr^R ,

(ii) tt 1(x) est la droite projective Proj (k̂ Û  ,

(iii) si V Dir(l) est de dimension 1 , dans tt 1 (x) = Proj (kjTĴ  ,Ug]) , en

tout point x' différent de Proj(V Dir(l)) , ordx,(P Vl) = 0 ,

(iv) si V Dir(l) est de dimension 2 , en tout point x' au-dessus de x , 

ordx,(P~Vl)<v .

I et on note Dir(l) la directrice Dir(^) de

kCuv .U3] .ü2’



Preuve.

Puisque lC(u1#u2)V , on a cl^ljQcfu^ ] , ce qui prouve (i) . On a

X « Spec(R) , donc [ 6 ] (1 1 .1 .U . )  , X' = Proj(R[U1 ,U2]/(u.|U2-u2U1 ) , donc

ir ^(x) « ProjikfU^,Ug]) , ce qui prouve (ii) . Pour prouver (iii) et (iv) ,

nous ut ili serons le lemme qui suit .

LEMME E.1.5.2.U.

- 26-

Avec les hypothèses et notations de E,1.5-2.3. , soit v ̂  P tel que

0 4 cl^(v) G V Dir(l) et soit Z « div(v)CX , alors , si Z'CX' est le 
4fv

transformé strict de Z , on a :

(i) Z'Ott (̂Y) est une courbe que tr projette isomorphiquement sur Y „

(ii) si xf ^ tt  ̂(x) et si ord f (P VI0--f ) = v 5 alors x' ^ Z* et
X A

0 # cl^,(P~V)CV Dir(P-VIOx, , ) mod(P,u3) .

Preuve de E.1.5.2.U. et de E.1.5.2.3. (iii)(iv) .

Quitte à modifier u^ et u^ , on peut supposer que v = û  . D'après

[6](n.1.U.) , X' est recouvert par deux ouverts affines 0̂  et 0^. Dans

01 , u1 engendre P , dans 02 , u2 engendre P , . P*”u10x, (0̂  ) = (1) , donc 

Z' est le complémentaire de 0̂  dans X' , c'est la courbe de

02 = Spec(H(u^/u^) ) d'idéal (u^/u^u^) , on vérifie que l'inclusion

R ----> R[ul/u2] induit ™  isomorphisme R/Îu^ug) ----» R Di1/xi2]/(u1 /ug ,01g)

ce qui prouve E. 1.5.2.U.(i) . Comme ordp(l) = ord (i) = v ' il existe

f e 1 , ordp(f) = ordjf) = v et f - o^I^>Xiu1u2“ » € * * 

un des X. est inversible , 0^i«v . Alors f/u, €0X,(01) , donc

0$i^vXi^u2 û1  ̂ eP I0X»(0-|) •

Tout point ferme y de O^tT^x) = Spec(R[u2/u.|3/(u.| .Ug) ) = Spec(k[u2/u.,] ) 

est défini par un polynôme irréductible $ de k [u2/ui3 et » on désigne 

par f' l'image de f/u^ dans R[u2/u1]/(ul ,u3) = k[u2/ui] » on a 

= (^Lgv*i ̂U2^U1 ̂  1 * *i l'image de X^ dans k , 0<i^v



et on a ordy(f/u^)^ord^(f*1 ) .Si » V Dir(l) , on a X| = 0 si i 4 v ,

donc f’ » X^ est inversible , ce qui prouve E. 1.5.2.3. (iii) . Si y est 

non rationnel sur x , alors deg($)^2 et donc ord^(f/u^)^ord^(f’)^v/2 .

Ainsi, si ordy(f/u^) * v , y est rationnel sur x , # “ Z + ÎUg/n^) , y € k ,

f* = ô$v = 6(i+(uQ/u1))v , j e  k , donc clV(f) = 6(iU1+Up)V .

Comme U1 € V Dir(l) , il existe g G I , ord (g) = v , V Dir(clV(g)) 4dTU1+U0 
1 ** 1 

donc ord (g/uY)<v . En résumé, si U- € V Dir(l) , on a ord (P^IO ,)<v y i i y x

pour tout y £ O^n-n^ix) . Si dim(V Dir(l)) « 2 , on a G V Dir(l) , 

donc ord^(P VI0X,)<v pour tout; y e O^Ott^Îx) 9 donc pour tout y €= tr 1(x).

Ce qui prouve E.1.5.2.3.(iv) .

Prouvons maintenant E.1.5.2.l+.(ii) .

Si on a °rdx,(P VI0X,) = v , on a donc kU^ = V Dir(l) et x* est le 

point de paramètres (u^/u^ ,u2 ,û ) , si f est un élément d’ordre v de I , 

on a clV(f*) = ôuV 6 ^ k et donc f*Au = 6(u1/u0)Vmod(u0,u,) , ce qui
1 *  1  ̂ 3

prouve E.1.5.2.U.(ii) .

PROPOSITION E.1.5.2.5.

Avec les hypothèses et notations de E.1.5.2.1. 9 si dim(Y) = 0 , alors :

(i) tt 1(x) est le plan projectif Proj (kju  ̂,U2 ,Û )̂ »

(ii) dans tt 1(x) , en tout point y à l’extérieur de Proj (V Dir(l)) 

on a ord (P VI0vf)<v ,
y &

(iii) soit v ^ P tel que 0 4= cl^(v) ^ V Dir(l) , si x ’ est un point
t̂v

fermé de tî 1(x) tel que ord t (P VI0 , ) = v , alorsX A

0 =/> cl.Jt(p"1v) e V Dir(P-VIOx, >x, ) mod(inx,(POx, )X,)) .

De plus, si dim(V Dir(l)) = 1  , on a :

¡(1) P VI0._t , = v fV0vt f mod P0vt , où v’ = v/t , t étant un1 A A A
i

élément de P tel que t0Yf t = P0„f f .j Jv , X JL ,X
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Preuve.

D’après [6](11.1.U.) , X’ = Proj(R[U1 .^.U^AujUj-Ujü.) ,1«i ,j«3, i=* j ) ) ,

donc ir 1(x) = Proj(k[U1 ,U2 ) > ce qui prouve (i) „

La preuve de (ii) nfest pas du tout triviale, l’hypothèse dim(x) = 3 

est essentielle, on trouvera cette preuve et un contre-exemple de (ii) 

en dimension U dans [lo](theorem 2. and theorem 3.) .

Quitte a modifier (u^u^u^) » on peut supposer que û  = v , d’après (ii) ,

(P ^v)(x’) = 0 et dim(V Dir(l)) 2̂. Si dim(V Dir(l)) = 1, on peut supposer 

quitte à permuter u^ et u^ , que xf est dans l’ouvert 0^ de X’ où

u2 engendre * ?our tout f e I on pose

F = F(U1,U2,U3) = € kfü, ,U2,U3] , on a alors :

f / u 2  =  F ( u ^ /u2 ,1 »u^/Ug) m0d(u2 )c k [u 1/u 2 ,u 2 /u 2 ĵ ,

donc P Vl0xi #xt " $ (̂u1/u2,1 ,m ^/u 2 ) mod(u2) , = cl̂ (l). Puisque dim(V Dir(l)) =1 

alors J = U^k^U1 ,U2 ] , donc P VIOxt xt = (u1/u2)v mod(u2) , donc 

V(Dir(P“VI0Yt .)) Dk( x’)in ^u^/iu) mod(uQ) , ce qui prouve (iii) en ce cas.
A ,X X \ d. c

Si dim(Y Dir(l)) = 2 , quitte à changer (u^u^u^) , on peut supposer 

que v = û  et kü^kU^ = V Dir(l) , autrement dit , v̂  = u^/u^ > 

v2 = u^/u^ , V3 = U3 est un s.r.p. de 0̂ , x, . Puisque kU^+kü^ = V Dir(l) , 

pour tout f ̂  I on a f = Fv(ü̂  ,Ug) + F’ , F’ ^ , donc

U^vf  = FVÎ V 1»V2^ + v 3F "  » F "  €  °x» ,x * » donc 1 , id é a l  y  -  c lx . (p V l0x* . x ' *  

est engendré par les éléments Fv(v«j >^2) + ^(Ffl) , donc modulo ,

l’idéal J'1 est obtenu à partir de jj = cl^il) par 1 ’isomorphisme

k D V U 2] ---ktV!»V2] » ui ------» i = 1 ou 2 •

On en déduit que V Dir(̂ "') mod( V̂ ) D kV^ + kVg , ce qui finit la preuve de (iii).

E.1.5.3« Dans le paragraphe suivant E.2. , nous allons étudier le comportement 

de v(.) lors d’un éclatement permis. Pour chaque cas D.U.(l)(2)(3) , on

-28-
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appliquera E.1.5* à un idéal IC0V/ * / * tel que ord / *(l) * v et telXvn;,xvn) ^ xvn;

que le transformé faible de I est contenu dans J(x(n+1 ) ,f ,E(n+1 ) ) .

PROPOSITION E.2.

¡Soit (X(n),f,E(n)) une modification , soit Y(n) un fermé

de X(n) permis en x(n)€X(n) , soit ir(n) lféclatement centré en Y(n) , 

alors, en tout point x(n+l) au dessus de x(n) , v(x(n+1))^v(x(n)) .

NOTATION E.2.1.

;Soit (X(n) ,f ,E(n) ) une modification , soit x(n) € x(n)

U un voisinage affine de x(n) dans X et (u,X) une p-base de ^x(u) 

adaptée en x(n) . On note :

(1) f. - f)/h(x(n)), 1«iit, = (D^îjfJ/hCxCn)), t+1$i$s.

On pose

(2) Dir(x(n)) = Dir(cl\j(X(n),f,E(n),|x(n)j), si a(x(n)) = v(x(n))

(3) Dir(x(n) ) = Dir(cl^*J(X(n) ,E(n) ) ) si a(x(n)) = v(x(n))+1.7Tr

E.2.2. Prouvons E.2. dans le cas D.U.(1). On a donc :

(1) v(x(n)) « o(x(n)) = a(Y(n)) , cet entier est noté v 

On not e :

(2) Dir(x(n),Y(n)) = Dir(cl^( J(X(n),f,E(n),Y(n))) (E.1.5.1.1.) ,

(3) Dir(x(n) ) = Dir(x(n) , |x(n)p = Dir(cl^J(X(n) ,E(n) , ^x(n)j) .

Si (u,X) est une p-base de °X(n)(u) adaptée en x(n) , on a :

(U) Dir(x(n),Y(n))PDir (x(n)) = Dir(cl^(l(X(n),f,(u,X)))) .

Preuve.

Il suffit de remarquer que lfon a les inclusions : 

cl^i J(X(n),f,E(n),Y(n)) = clV(f.,1^i^t ou k+1^i^s)

clV( J(X(n) ,f ,E(n) , J x(n) j ) = clV(f. , 1^i£t ou r+t£i£s) « clV(l(x(n),f,(u,X) ) . 
ftl * tfV 1 m

Comme l^q^t^k^r^s , le résultat est clair.

D’après (E.1) le transformé faible de J(X(n),f,E(n),Y(n)) est

J(X(n+l),f,E(n+l)) . De E.1.5.2.2. et E.1.5.2.3. et E.1.5.2.U. , on déduit :

(5) si dim(X(n)) = 3 et dim(Y(n)) = 2 , en tout point x(n+l) ^ 7r(n) 1(x(n)) , 

v ( x ( n+1 ) ) = 0 ,

- 29-
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(6) si dim(x(n)) » 3  et dim(Y(n)) = 1 , Y(n) = V(u1 ,u2) , alors â l'extérieur 

de Proj (V Dir(x(n),Y(n)) QProj(V Dir(x(n))) Cproj (k(x(n) ) [ U1 ,\Ĵ ] )=Tr(n)~1 (x(n) ) ,

v(.) a strictement baissé, si dim(V Dir(x(n)))- 1, 

à lf extérieur de Proj(V Dir(x(n))), v(.) est nul,

(7) si dim(X(n) ) * 3 et Y(n) « |x(n) j , alors , à lf extérieur de 

Proj(V Dir(x(n))) Cproj (k(x(n) )[{Ĵ ,U2 »^3) = ^(n) 1(x(n)) , v(.) a

strictement baissé et même, si dim(V Dir(x(n))) s 1 , en dehors de 

Proj(V Dir(x(n))) * v(.) est nul •

En appliquant [6](ll.3.8.) à J(x(n),f,E(n),Y(n)) , on voit que :

(8) si dim(x(n))^U alors en tout point x(n+l) au dessus de x(n) , 

v(x(n+1))^v(x(n)) •

E.2.3. Traitons le cas D.U.(2) • On a :

(1) a(x(n) ) = v(x(n))+1 « a(Y(n),x(n)) « a(Y(n),n) » cet entier est. no*ce v+i . 

On pose :

(2) Dir(x(n),Y(n)) = Dir (f.̂ ,t+1^i$k) , (A. 1•(13)) ,

(3) Dir(x(n)) = Dir(x(n) , |x(n)|) = Dir(fi,t+1^i^r) .

On remarque que l'hypothèse ordx(n) (J(x(n) ,f ,E(n) ,Y(n) ) = v+1 implique 

ordx(n j (f^ ,k+1̂ i^r )»v+1 et ordx(n) , 1<i*t )^v+1 , on en déduit :

(k) Dir (x(n) ) = Dir (x(n) ,Y(n) ) = Dir ( J(x(n) ,f ,E(n) )) = Dir (f i ,t+1^i^k)

En appliquant E.1.5.2.2. , E.1.5.2.3. et E.1.5.2.U. à (f^t+l^i^k)

dont le transformé faible est clairement inclus dans J(X(n+1),f,E(n+1)) , on a :

(5) si dim(X(n)) = 3 et dim(Y(n)) = 2 , en tout point x(n+l) G ir(n) ^(x(n)) 

v(x(n+1)) = 0 ,

(6) si dim(x(n) ) = 3 et dim(Y(n)) = 1 , Y(n) = V(u1 ,u2) , alors à

1T extérieur de Proj(V Dir(x(n))) CProj (k(x(n) ) [U.J ,U2]) = tt (n)”1 (x(n) ) , v(.) 

a strictement baissé ,

(7) si dim(x(n)) = 3  et Y(n) = ^x(n)j , alors , à l'extérieur de 

Proj (V Dir(x(n) ) CPro j (k(x(n) )[U1 ,U2 = ir(n) 1(x(n)) , v(.) a

strictement baissé et même, si dim(V Dir(x(n))) = 1 , en dehors de
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Pro j (V Dir(x(n))) , v(#) est nul.

En appliquant [6](ll.3.8) à (f^,t+1^i^k) , on a :

(8) Si dim(x(n) alors en tout point x(n+l) au dessus de x(n) ,

v(x(n+1))^v(x(n)) .

E.2.U. Traitons le cas D.U.(3) • On a donc :

(1) v(x(n)) « a(Y(n),x(n)) = a(Y(n),n) 85 a(x(n))-1 , cet entier est noté v . 

D'après D.U.1. ,|x(n)j^Y(n) et , d'après D.7.(1) :

(2) clv(j(x(n),f,E(n),Y(n)) - clv(f.,k+1<i<r) ,
?fV 1

on pose :

(3) Dir(x(n),Y(n)) = Dir(J(x(n),f,E(n),Y(n)) = Dir(f^,k+1<i^r) .

En appliquant E.1.5*2.2. et E.1.5.2.U. à J(x(n),f,E(n),Y(n)) , on a :

(h) si dim(X(n)) = 3  et dim(Y(n)) = 2 , en tout point x(n+l) ^ ir(n) 1(x(n)) 

v(x(n+l) = 0 ,

(5) si dim(x(n)) = 3  et dim(Y(n)) = 1 , Y(n) = V(u1,u2) , alors en dehors 

de Proj(V(Dir(x(n),Y(n))))Cproj(k(x(n))[U1,U2]) = 7r(n) 1(x(n)) , v(.) a 

strictement baissé.

En appliquant £6(11.3.8.)] à J(x(n)9f,E(n),Y(n)) , on a :

(8) si dim(X(n))^U alors en tout point x(n+l) au dessus de x(n) ,

v(x(n+1)^v(x(n)) .

DEFINITION E.2.5.

Soit (X(n) ,f,E(n) ) une modification que l'on prolonge par 

Tr(n+i) : X(n+i+1 ) -*• X(n+i) , t^i^O . Soit x ^ X(n) . Un point v-proche 

de x est un point x' € X(n+i+l) se projetant sur x et tel que 

v(x') = v(x) .

E.2.5-1. Bien sûr, si les Y(n+i) ne se projettent pas sur x , ir (n+t )o. . -ott (n) 

est un isomorphisme. Par suite il y a au dessus de x un seul point 

x' ^ X(n+i+l) et x' est v- proche de x .

DEFINITION E.3.

Avec les hypothèses de E.2. on pose v(x(n)) = dim̂ .̂ x n̂^(V Dir(x(n)))
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DEFINITION E.k.

Soit x(n) un point de X(n) et J un idéal de 0W  * . On note
X(n) ,x

e(j) le plus petit entier k tel qufil existe une p-base (u,X) adaptée 

en x(n) avec

e(x) * e(j(X(n) ,f ,E(n) , Jx| ) si a(x) * v(x) 

e(x) = e(j(x(n),f,E(n)) si a(x) ■ v(x)+1 .

On dit que e(x) est 11 encombrement de (X(n),f) au point x .

Cette notion a été introduite par S.S. ABHYANKAR [î] .

PROPOSITION E.U.1.

Soit x(n) un point de X(n) avec a(x(n)) = v(x(n)) , soit (u,X) une 

p-base adaptée en x(n) , on note k(x(n)) le corps

résiduel de x(n) , soit k un entier . k^r • r = dim(0--/ v / \) ,
X(n),x(n) *

on pose F = clV(ff) , avec f = b(x(n) )ff +R(f ,u ,X ) , cf. A.5.(12) , 

alors on a l’équivalence :

V D i r ( x ( n ) ) C  <U1,...tU|L> ~ F € k(x(n) ) [ü1 , . . • ,Uk] .

On observera que V Dir(x(n)) peut-être différent de V Dir(F) , voir 

l'exemple qui suit en E.5*l(iii) .

Breuve . 8n est dans le cas (D.U.(1) , E*2*2.). On écrit :

ff = + 6v+-j 9 désignant la sommation sur les multi-indices

a = (a(1 ) • . ,a(S)) avec a(1)+.,.+a(r) = v , inversible ou nul ,

enfin ord(g^+1)^v+1 .

Observons que

et pour tout multi-indice a tel que est inversible , 3i » 1̂ i^s , 

tel que p(a,i) soit inversible. En appliquant E.1.5.1.2. aux

V Dir(j) C <U15U2 V

On pose

Vi 9 1«i^s , (h(x(n) )y&ua ) ) = p(a,i) h(x(n)) ua

(DM on a la conclusion.i,A
[i] h(x(n /f) h(x (n):



EXEMPLE E,5.

Nous allons étudier le cas où v(x(n)) * 1 ,a(x(n)) = v(x(n)) , ce cas 

est parfaitement décrit par la proposition suivante que nous n'hésitons 

pas à établir sans hypothèse sur la dimension de X(n) .

PROPOSITION E.5.1.

Soit x(n) un point de Sing(X(n)) tel que a(x(n)) * v(x(n)) = v , 

soit U un voisinage affine de x(n) et soit (u,x) une p-base 

de °x(n)̂ U  ̂ adaptée en x(n) , on a :

erx(n)(0X(n),x(n)) = ^  ,U2’‘" ’V) ,
i —

f = h(x(n) )f *+R(f ,u,X ) » h(x(n)) j A = |i,1<i^r , diviii .)CE(n) |

(A.5.(10)) , F = clv(f) G k(x(n))[ül9...9Ur] .

On suppose de plus que V Dir(x(n)) est de dimension 1 , et que

L e  k(x(n) )flJ1 , ... ,Ur] est une hase de V Dir(x(n)) =V Dir (cl’v(l(X(n) ,f, (u,x) ) )

[E.2.2.(U.)), alors :

(i) ©i L est proportionnelle à un , 1^i^r alors F = c e k(x(n))* ,

(ii) si v = 0(p) , alors F = cLv , c e k(x(n))* ,

(ü*) Ei ordx(n)(h(x( n) ) )+a(x(n) )=fo(p) , on est dans le cas (ii) ou (i) ,

(iii) si v ^ 0(p) et si on n'a pas (i) , alors , quitte à réindexer 

les u^ , 1̂ i^r , et à les multiplier par des inversibles , on a :

L = » div(u^u2)cE(n) , et pour 3^i£r div(u^ )̂ E(n) ou A(i) = 0(p) ,

(A.5-(10)) . Vm e N , on note yri, 1® représentant de m mod(p) dans
/N A A /\ A A A A

alors A(l)+v<p , A(2)+v<p , A(1)+A(2)+v = p , A(1)A(2) ^ 0 et on a :

F = 3 ) ( 1/(A( 1 )+j ) )U^-j , c e k(x(n))P .

On montrera que A( 1 )+v<p =^[(A(l)+j = 0(p) (J) = 0(p))],

pour donner un sens à la formule précédente, on convient que

(V)(l/(A(l)+j)) « 0 si (Y) = 0(p).
J J

Preuve.
«

On remarque que le système (u,X) = (U.| ,. .. ,Ur,X̂  ,r+1ii<s), X’̂  = »

est une p-base de k(x(n))[ui,...,Ur] et, si on note
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a'(x(n)) = a(x(n))+ordx n̂j(h(x((n))) et

H(x(n) ) « clV (h(x(n) ) ) € k(x(n) )£ü1,... ,Ur] , on a :

(1) (H(x(n))F) = cl“'(x(n)} (DM^îjf ) , 1«i<s .

On remarque aussi que l'on est forcément dans un des trois cas (i) , (ii) 

ou (iii) et donc le cas v(x(n)) = 1 est bien décrit par la proposition.

Preuve de (i) •

(H(x(n))F) - clV (DM^ïjf) = c(j)H(x(n))U* ,

en appliquant (A. 5.(5) (7) ( 10) ) à H(x(n))F et en remarquant que 

R(H(x(n) )F,TJ,X) = 0 , on en déduit que H(x(n))uV divise H(x(n))F , donc 

F = cuV , comme deg(F) = v , on a c ^ k(x(n))* .

Preuve de (ii) .

Soit i , 1^i^r , tel que cLegy (L) = 1 , soit c e k(x(n)) tel que
i

degy (F-cLV)<v , alors deg^ ( (DM1̂  [(F-cLV) H(x(n) )]/H(x(n) ) )<v , 1̂ j^s ,

d'autre part, on a, d'après (l) :

(H(x(n) )F)/H(x(n) ) = a( j )LV , a( j ) e k(x(n)) , 1<j<s et, comme v = 0(p) ,

(DMIĵ ĵ (H(x(n))cLV)/H(x(n)) * c(j)LV , 1̂ ĵ s , c(j) = cA(j ) pour 1^j<r ,

c(j) « DM̂ j-̂ (c) pour r+1^j<s ,c(j) € k(x(n)) , donc

(DM|j^((F-cLV)H(x(n)))/H(x(n)) = (a( j )-c(j))LV , deg^((a(j)-c(j))LV)<v ,

donc a(j) = c(j) , 1<ĵ s , donc (F-cLV)H(x(n) ) ^ (k(x(n) ) , . .  . ,Ur])P .

Si H(x(n)) n'est pas une puissance p-ème, alors 3^ » 1^i^r , A(i) 4 0(p) , 

div(u^)Œ(n) , donc v * 0(p) implique que R(cH(x(n) )LV,U,X) = 0 , comme

R(FH(x(n) ) ,U,X) = 0 on en déduit FH(x(n)) = cH(x(n))LV . Si H(x(n)) est

une puissance p-ème, alors en posant c' = c-R(c,XJ,X) , on a

R( c'H(x(n) )LV ,U,X ) = 0 , on a (F-c’ LV)H(x(n) ) € (k(x(n) ) , ... ,Ur] )P et

donc F * c'LV •

Preuve de (ii') .

Par Euler, on a : ■ DM̂ ?-̂ H(x(n) )F = a' (x(n) )H(x(n) )F = cH(x(n))Lv ,î^î r ijlj

c e k(x(n)) , or a'(x(n)) = ot(x(n) )+ordx^  (h(x(n) ) ) 4 °(p) » donc

Si L U. V J  » 1<J<s DM

m
[i]'

[i]'
DM1



F * c'Lv avec c* = c/a'(x(n)) e k(x(n)) .Si v = 0(p) , on est dans 

le cas (ii), si v ^ 0(p) , on note L = a( 1 )U.j+.. .+a(r)Ur , on a :

»^(H(x(n))F) « c(i)H(x(n))Lv « c’H(x(n))(A(i)L+a(i)Ui)Lv_1 , 1<içr .

Or il existe un i , 1^î r , tel que a(i) ^ 0 et L est proportionnel 

à A(i)L+a(i)U^ , donc L est proportionnel à , on est dans le cas (i) .

Preuve de (iii) .

Quitte à réindexer les u^ , l̂ i^r , et à les multiplier par des inversibles 

on peut supposer : L = 1^+...+!^ , 2$mçr • On pose :

F^ = (DM^^(H(x(n))F))/H(x(n)) = c(i)Lv , 1<î s , notons a(j) le coefficient

de uV dans l'expression de F . Le coefficient de uV dans F. est 
J j i

(A(i) + 6^v)a(j ) , Ui^r , 1^j^r • Supposons 3$m et écrivons que F1 ,F2 et 

F^ sont proportionnels, les coefficients de sont proportionnels,

les triplets suivants sont donc colinéaires :

((A(l)+v)a(l),A(l)a(2),A(1)a(3)),(A(2)a(1)t(A(2)+v)a(2),A(2)a(3)) ,

(A(3)a(l),A(3)a(2),(A(3)+v)a(3)) , bien sûr , a(l)a(2)a(3) ^ 0 , sinon

les F. n'auraient pas de terme en uV , j = 1 , 2 ou 3 , 1̂ î s , en comparant 
i J

le premier et le troisième triplet, on en déduit A( 1 )+v = A(l)mod(p) ou

(A(3) = 0(p) et A(3)+v = 0(p)) , donc v = 0(p) , ce qui contredit nos

hypothèses , donc m = 2 .

En comparant F̂  et F^ 9 on voit que ((A(1)+v)a(1),A(1)a(2)) et

(A(2)a(1),(A(2)+v)a(2)) sont proportionnels , en calculant leur déterminant , 

on obtient :

(2) A(1)+A(2)+V = 0(p)

D'autre part, on a A(1)+v ^ 0(p) , sinon on aurait degy (F^)<v , donc F1 = 0

et donc A( 1 ) = 0 , ce qui donne v = 0(p) qui est absurde. De même , on a 

A(2)+v 0(p) et (2) prouve alors A(1)A(2) 0(p) , on a donc :

(3) A(1)+v f 0(p) , A(1) 4 0(p) , A(2)+v  ̂0(p) , A(2) j 0(p) , F., =f 0 , F£ j 0.

Soit j €= N , 0<j<:v , on pose les développements p-adiques :
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V0+V1P+--- +vmPm » J ■ j0+Ô1P+ -• ♦+JmPm , vo * v , jQ = j , Oiv^p-1 ,

OÇj^-ÿp-1 , 0$i^m , on a :

(X+Y)v * (X+Y) °'(xp+Yp)Vl

(U) Q -  (joX Jî) • * • ( £ )  m°d (P) •

(X+Y)V * (X+Y) °'(Xp+Yp)Vl ...(Xp +YpDl) “• et donc :

Pour tout j , Q«j<v<p , on a j = j , (j) ■ (j) » (vî/j!(v-j)!) f 0(p) .

D'après E.U.1. , on a F s 0$j<vu^  )ufo2~̂  *p(j) € k(x(n)) ,

on a ** (A( 1 )+v)u(v)(U1+U2)v qui est non nul par (3) , donc \f j ,

* y(j)(A(1)+j)-» v(v)Cj)(A(1)+v) 4 o (p ) »

donc Vj , O^j^v > A(1)+j=0(p) , donc A(1)+v<P > en raisonnant de la même façon
A y\

avec » on obtient A(2)+v<p ; (2) et (3) nous donnent :

(5) 0<A(1)+V<p , 0<A(2)+v<p t A(1)+A(2)+v =* p t 

De plus, puisque v = vQ , jQ = j , (*0 implique :

(6) v<j G) s 0(p) ♦
Si A(l)+j » 0(p^ on a A.( 1 )+j = p ; dfaprès (5) on a v<j et donc 

Cj)= 0(p) , par suite :

(7) A(l)+j = 0(p) ==>(j)= 0(p) .

Ce qui justifie la convention donnée dans (iii) •

On a H(x(n))F = H (x ( n ) ( «5 ( j )U^( 1 )+JU^(2 )+V_JU^( 3) .. .u£(r),

y(j) ^ k(x(n)) (E.U.1.) . On a :

(8) H(x(n))F1 * H(x(n))p(v)(U1+U2)V(A(l)+v) ,

f , - „(vXAdHvxg^w;«^) = ü « < i» * 'iw 4 r 1 •

De même :

(9) F2 = v { v ) A ( 2 ) ( ^ vG ) v \ u p )  = ^ = y(j )(A(2)+v-j)ujuJ-J ,

(10) F. = v(v)A(i)(g^G)u^U2“'5) = •£5 3 ^vV(«j)A(i)U^UÎpî , 3$i«r , en 

convenant A(i) * 0 si div(u^)^E(n) ,

do f . = d>u|ijxu<v))(^=6Morj) - • r*,siss •
Si (j) = 0(p) , alors (A(l)+j)y(j) = (A(2)+v-j)y(j) = 0 , A(i)y(j) = 0 ,

3«i$r , D^-jyÎj) - 0 , r+1ii<s ; si y(j) ^ 0 ,

V *

OÿjSv'
[J .A 

È
u(j lÛ J V - j

2
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le monôme p(j)U^  ̂JjjA(2) jyA(3)^ ̂ jjA(r) ^  H(x(n)F est une puissance

p-ème , ce qui est impossible , car R(H(x(n))F,U,X') * 0 , donc :

(12) (j) * 0(p) ‘»^•p(j) ■ 0 .

Si Cj) ^ 0(p) , alors A(l)+j ^ 0(p) , d'après (7) ; d'après (8) , on a : 

y(j) " v(v)(j)(1/(A(1)+j) ); d'après (12) , on a avec la convention de (iii) :

(13) F - w(v)^3^;G)( 1/(A( 1)+J )v\vp .

Nous allons montrer, en convenant A(i) « 0 si div(u. )^E(n) :

(lU) A(i) «* 0(p) , 3$i«r .

D'après (10) , on a y(v)A(i)(l) - y(l)A(i) ** y(v)(l)A(i)/(A( 1 )+1 ) , donc 

vn(v)A(i)A(1) = 0(p) , donc A(i) = 0(p) ,

De même, d'après (11) > pour r+1<i^s et 0^j<v , on a

D £?j(u(v))(l) = D̂Î-jXy(j) =(i) ( D ^ v (v ))/(A(1)+1) , donc D̂?-jX(y(v) )A( 1 )G) = 0 ,

r+1^i^s , on en déduit :

(15) v(v) e k(x(n))p .

Nous avons prouvé (iii). Maintenant, on peut remarquer que, si en un point 

fermé x(n) ^ Sing(x(n)) , on a une p-*base (u,X) satisfaisant à (A. 1 . ( 11 )-( 1U) ) 

et si on a les conditions de (iii), on a :

F̂  "“̂ 2 s C(U-|+U2)V , F^ — 0 , 3^i<s . Donc ce cas peut se présenter effecti­

vement, on remarque cependant que (3) et ( U )  impliquent p£3 .

On a donc prouvé :

COROLLAIRE E.5.2

Avec les hypothèses de E.7.1. » si p = 2 , le cas (iii) ne peut pas se 

produire.

COROLLAIRE E.5.3.

Sous les hypothèses de E.5«1*9 si on est dans le cas (iii), alors si on 

pose v * v+kp avec 0<v<p, on a :

F = (U1+U2)kp F*.

où Fv "  c ^ Ï Ü ( J ) (1 / (A (1 )+ j ))uJi u:

A .v - j
2



Preuve.

On a clairement :

(DM^ÎFçil^+U^^HUCn))) ; 1*i$s) = H(x(n) )(U1+U2)V .

De plus par E«5*1*(iii)» on a R(H(x(n) )F>,U,X) = 0, 

donc Rdlixinmi^+U^^F^U.X) = 0 = R(H(x(n))F,U,X).

Donc F » F^il^+Ug)1̂ .

COROLLAIRE E.5.U.

Sous les hypothèses de E.5.3., si v = $<p, alors F * XU^ mod(U1+U2),

X € k(x(n)) , F n'est pas divisible par Ü<|+U2*

Preuve.

Posons F = LrG avec L = +112̂ 0.

On a H(x(n))F = 1 ̂ U^2 L̂rG ifP avec H(x(n)) = U ^ ^ U ^ 2^  . Alors on 

(1) DM^pj (H(x(n) )F) = H(x(n) ) (A( 1 )LrG+^U^Lr ^G+U^LrDM̂ -*-̂ G) = cH(x(n)) LV.

 ̂ r_-j
On en déduit que rU.jL G = 0, donc r = 0(p) , donc r = 0, donc lNLf,

donc F = XU^ mod(L) avec X 4 0.

COROLLAIRE E.5-5.

Soient x(n) un point fermé de Sing(X(n)) et (u,X) une p-base 

de °x(n) x(n) â a-P̂ ée en x(n) et satisfaisant à E.5.1.(iii). On

pose v = v(x(n)) .

Effectuons l'éclatement tt : X' -*• X(n) centré en x(n) . Soit x' un 

point fermé de Sing^(X') situé dans l'ouvert où div(U2) est le diviseur

exceptionnel de ir . Alors

(i) l+û û ,1 est nul en x' ,

(ii) pour toute p-base (v,y) de 0X, x, avec v̂  = H-u^u^1 = û , on 

f = h(x' ) (y v|+V+v2g)+R(f ,v,y) avec ^ ox, * t , h(x’ ) = /  , où M

est un monôme en v^, ,.. . ,vr .

Preuve.

Comme V Dir(x(n)) = <U1+U2> , (i) est clair. D'autre part, en xf ,

-38 -
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div( l+û iig ) est transverse à E’ et donc on peut trouver une p-base

(v»y) de 0X, adaptée en x ’ avec v 1 = 1+u^* et vg « Ug

On a par E.5.3. ?

r =  ( v , - , ) 4 ' ’ ) T2* ( D « ( 2 ) «  ^ * ( 3 )  H ( , .„ .X )

A

Posons = cv1k̂ >̂ 2( j ) (A( 1 )+j ) € k(x)[V1]

avec c = c mod. (v^) .

Par E.5.3.(iii), c G k(x)** • De plus,

/N

= (vr D A(l) c v*p C(v i-1)+0
/\
V

= (vr D Â l) ,
Dj-I-j1 {) = 0 , r^i^s .

Donc (̂v«| ) = A**+2fv̂ +  ̂ avec y inversible.

D’où

f = MP(>v^+1+V2g) + Bf , 

ce qui donne (ii).

E.5-6. La situation est analogue lorsque l’on effectue l’éclatement

ir : X’ X(n) centré en x(n) sous l ’hypothèse v = 0(p) , V Dir(x(n) ) = <U1+U2>

et ordx n̂j (h(x(n) ) ^Df)>v pour tout D tel que l’on ait (1) ou (2)

( 1 )  D = DM £?-jX, 3^i=£s ,

( 2 )  D = DM ^-j + DM |̂-jX + DMUj-|-jX .

Nous verrons dans la proposition I.F.U.U. que ces conditions sont "raisonnables”. 

Par E.5*1-(ii) , on a 

P = c (U1+U2)V .

-I)á+v2g(vi9 a \0<j$v
A ( 2 )

■nv »y
D n

. ^ 

<? 
A

V
+0

✓\
A ( 1 )

1)



P PPar (1) pour r+1^i^s , on a c € k(x(n)) , posons c = d

Par (l) pour 3^i^r , on a A(3) = ... c A(t) = 0(P). Comme on a v = 0(P) , 

la relation d'Euler et (2) nous donnent A(1)+A(2) = A(l)+A(2)+v = 0(P) .

De plus, par (2), on a

(3) ordxjh(x)-1[DMUj-̂X t + D M^X f]J*1+v .

Comme a(x) « v , par (3) et (1), on a 

ordx |h(x)“1 fJ = v .

D'où, puisque v = 0(p)

(k) A(1)*0(P).

Soit xf G X' un point proche au voisinage duquel divCu^) est le diviseur

exceptionnel de ir • Avec les notations de la preuve de E.5*5** on a

f = (v -1)A^ v A( 1 )+A(2)+vu A(3) u A(r) [d? + vg gj + R(f,u,X)
1 2  3 r

(5) t = M£̂JJ'v11+v + Vgg'J + BP avec inversible, if = A( 1 )dP mod. (v2 ).

PROPOSITION E.6.

Soit C(n) une courbe irréductible de X(n) , soit x(n) un point fermé 

de C(n) , on définit pour î ,0 : 

îr(n+i) : X(n+i+l) ---- ^  X(n+i)

l'éclatement centré en x(n+i) peint au dessus de x(n) sur C(n+i)CX(n+i) , 

C(n+i) étant le transformé strict de C(n) .

Alors, pour i assez grand, a(x(n+i)) = a(c(n+i)) .

Preuve .

Bien sûr, on peut supposer C(n) régulière et à croisements normaux 

avec E(n) • On choisit alors une p-base (u,X) vérifiant (A.1(11)(12)(13)(lU) ) 

pour (x(n),C(n)) , c'est à dire que (u^,...,^) est un s.r.p. de

°X(n) ,x(n) * l(E(n)) « (u1.,.ulfc) , t^r et f] j ' , 1$j ' r̂ , 

l(c(n) ) = (uj , j' £ j , 1«j^r ) .

Avec ces notations, si on pose v. = u./u.^ , j ^ j* , 1<j^r et v. f = u. t ,
J J J j J
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(v,X) est une p-base de x(n+i) adaptée en x(n+i) .

D'après (E.1.U.) , l(X(n+i) ,f,(v,X) ) est le transformé faible de 

l(x(n),f,(u,X)) , d'après le lemme de SANCHEZ [15] » pour i assez grand, 

°rdx(n+i)(l(x(n+i),f»(v,X))) * ordç(l(X(n),f,(u,X))) , Ç étant le point

générique de C(n) • D'après (A.6.(3)) , l'égalité précédente s'écrit : 

a(x(n+i)) = a(Ç) , a(ç) et a(C(n)) et o(C(n+i)) désignant la même chose, 

la proposition est démontrée.

F. CAS DE LA DIMENSION 3 » CHOIX D'UNE p-BASE :

F.O. Nous supposons désormais que x = X(0) est de dimension 3.

Soit (X(n) ,f ,E(n) ) une modification. Quand nous prolongeons (X(n) ,f ,E(n) ) 

par un éclatement permis ir(n) centré en Y(n) , en tout point fermé x(n+1 ) 

au dessus de x(n) , nous disposons d'une p—base (v' ,X) , déduite d'une 

p-base (u,X) d'un voisinage de x(n) (voir la preuve de E.1.)), malheureu­

sement , (v',X) n'est pas forcément adaptée en x(n+l) ; comme nous devons 

contrôler o(x(n+l)) , nous devons modifier (v',X). Ce sera l'objet des

calculs ci—dessous.

Bien sûr, nous voulons construire un algorithme qui fait baisser v

strictement, et donc nous ne nous intéressons qu'au cas où v(x(n+l)) = v(x(n)) .

F. 1. Si Y(n) est de dimension 2 , c'est à dire de codimension 1 dans

X(n) l'éclatement Tr(n) est un isomorphisme et il n'y a pas de point v-proche

de x(n) (E.2.2.(5),E.2.3.(5),E.2.U.(10 ) .

F.2. Si Y(n) est de dimension 1 , alors , d'après (E.2.2.(6),E.2.3.(6),

E.2.U.(5) ) 9 il y a au plus un point fermé x(n+l) v-proche de x(n) , 

et il est rationnel sur x(n) .

LEMME F.3.

Avec les hypothèses et notations de F.O. , soit (u,x) une p-base de

^X(n)^^ adaptée pour (x(n),Y(n)) où U est un voisinage affine

de x(n) . De plus, on suppose que dim(Y(n)) = 1  et a(x(n)) = v(x(n)) = v̂ ,1 9
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Y(n) permis en x(n) • Alors , si on effectue l'éclatement ir(n) centré 

en Y(n) , on a :

(i) si v(x(n)) « 1 t il existe au plus un point singulier au dessus de

x(n) et il est rationnel, cfest le point qui est dans Proj(Dir (x(n) )cx(n+1 ).

(ii) Si v(x(n)) s 2 , il n'y a pas de point proche et Y(n) 3-Singv(x(n) ) .

De plus , V Dir(x(n) ) ■ <U^,Uj>où i ^ j , , j |c ,2,31 , et il existe au plus

un nombre fini de points singuliers au dessus de x(n) .

(iii) Si y Dir(x(n) ) = <U1 ,U2> avec l(Y(n)) « (u^ug) ,

et v(x(n))^3 ou (v(x(n)) = 2  et il existe une forme linéaire qui divise 

l'idéal clV(j(X(n),f,E(n),|x(n)|)) , tout point x(n+l) au dessus de x(n)

avec v(x(n+l)) = v(x(n))-1 est rationnel sur x(n) , il y a au plus un

tel point avec a(x(n+*l)) = v(x(n)) ; si ce point x(n+l) avec

aCx(n+l)) = v(x(n)) existe effectivement, alors localement Y(n) = Sing^(X(n)). 

F.3.1. Preuve de (i).

Avec les notations de E.2.2 , on a deux générateurs u^ et u^ de l'idéal

de Y(n) et Tr(n)~1 (x(n) ) est égal à Proj (k[ui ,U2]) . Puisque v(x(n)) = 1 ,

V Dir(x(n)) est engendré par une forme linéaire non nulle aU^+bU2 .

D'après E.2.2.(6) un point singulier au dessus de x(n) appartient à 

Proj(V Dir(x(n))) , ce qui par définition signifie que aU^+bUg s'annule

en ce point. Ce qui prouve (i). Par exemple, si b = 0 le seul point proche

possible admet pour p-base

(1) (u.j/UgiU^tL^X^,... ,Xg) .

F.3.2. Preuve de (ii) • On applique E.2.2(6) et comme v(x(n)) = 2 ,

Proj (VDir(x(n) ) ) est vide, donc il n'y a pas de point v-proche.

Soit (u.,u.) = l(Y(n)) , d'après D. 1. , j(X(n) ,f,E(n),Y(n))C(u.,u.)V ,
1 J J

donc I(x(n) ,f ,(u,X) )C(ui ,û. )v , donc clv(l(x(n) ,f ,(u,X) )Cinx n̂  ̂(û  ,û  ) )v , 

donc (E.2.2.2.) V Dir(x(n)) cinx(n) > uj) » comme v(x(n)) = 2 , cette 

dernière inclusion est en fait une égalité. D'après E.1 , Sing(x(n+1)) est
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le fermé défini par J’ = P J(x(n) ,f ,E(n) ,Y(n) ) . Je dis que la restriction 

de Jf à la fibre tt ^(x(n)) nfest pas lfidéal nul parce que l'ordre en P 

et en -ftv de J(x(n),f,E(n),Y(n)) est le même. Donc Sing(x(n+1 ) )f~>ir 1(x(n)) 

est un fermé strict de la droite projective tt 1(x(n)) c'est donc un ensemble 

fini.

F.3.3. Preuve de (iii) •

Soit x(n+l) un point fermé au-dessus de x(n) tel que v(x(n+l)) = v-1 ,

' x(n+1 ) est défini dans ir(n)-1 (x(n) ) = Proj ( (k(x(n) ) ) [U1 ,U2]) 

par un idéal homogène (^(U^U^)) , # polynome homogène irréductible ; l'hypo­

thèse v(x(n+1>) = v-1 implique : ordx(n+-j ) Vl(X(n) ,f ,E(n) , |x(n)|mod(P,u^) )̂ v-1 

comme clV( J(X(n) ,f ,E(n),jx(n) | )Ck(x(n) ) [ü1 ,U2] ,on a $v ^ clv( J(x(n) ,f ,E(n) , |x(n) j 

et donc, si v^3 ou (v = 2 et une forme linéaire divise

clV(J(x(n),f,E(n),|x(n)|)^on a deg$ = 1  et donc x(n+l) est rationnel sur x(n) 

Supposons désormais a(x(n+l)) = v(x(n)) = 1+v(x(n+l)).

Quitte à permuter û  et u^ , on peut supposer que x(n+l) est dans l'ouvert 

de X(n+1) où (û ) = P0x(n+1) * ^onc x(n+l) est ion point de paramètres 

w1 = •(u 1/u2,1) = ¿T+iu^Ug) , w2 = u2 , = u3 ,

(v,X) = (w1 ,w2,v3,Xi,U^i^s) est une p-base de 0x(n+1),x(n+1) adaptée 

pour x(n+l) • On applique E.1.2.(1)(2) , en remarquant

que, quitte à multiplier u2 par un inversible, on peut supposer %  = 1 ou 0 . 

On a donc, en notant fj = (DM^^f )/h(x(n) ) , * cl^nj(f^) , 1^i^s :

( (u^UgÎD'^f )/h(x(n+l)) = **î/u2 

(DM^|jf)/h(x(n+l)) - (f’+f^+fp/u2 

(DMp^f )/h(x(n+1 ) ) = fî/ug , 3$i$s

On a V i , 3$i^s , = Pi(U1+3rU2)v , sinon ordx n̂+1 j ( (DM^^f )/h(x(n+1 ) ) )<v , 

ce qui contredit a(x(n-?-l)) = v , de même , F^+F^F^ = p(U<j+j'U2)v , sinon

(n+1 ) ((DM£2]f )/h(x(n+1 ) ))<v .ordx
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On a F1 « (U1+3ru2)v-1(aU1+bU2) , Fg - (U1+JU2)V 1(a,U1+b'U2) avec aU^büg 

ou a'U^+b'Ug non colinéaire à puisque v(x(n)) = 2 et même,

puisque f i+^2+^3 ** * ^es deux BOirt non colinéaires à ,

donc f 0 et Fg ^ 0 , cela entraine div(u^Ug)CE(n) , sinon on aurait, pour 

i « 1 ou 2 ,(D̂ Î-jXf)/h(x(ii)) = t± e J(x(n),f,E(n)) et

ordx n̂j(f^) * deg(F^)-1 « v(x(n))-1 ce qui est absurde. Comme div(u.jU2)CE(n)

le point générique n de la composante de Y(n) passant par x(n) est un 

point de croisement (A.6.1.) et donc a(Y(n) ,ti) = v(n) , l'éclatement centré 

en Y(n) étant permis, on a a(Y(n) ,n) = v(x(n)) (D.U.(1)) , donc 

v(n) * v(x(n)) , |n|cSingv(X(n) ) • On va déduire que dans un voisinage de 

x(n) , on a Singv(X(n)) = = Y(n) . Sinon on trouverait une autre compo­

sante de dimension 1 de Singv(X(n)) qui passerait par x(n) ; son trans­

formé strict rencontrerait tt ^(x(n)) en un point qui serait nécessairement 

v-proche ce qui est absurde.

Avec des méthodes de calcul différentes, nous pouvons compléter F.3.(iii). 

LEMME F.3.U.

Avec les hypothèses et notations de F.3, si v Dir(x(n)) = <Û  ,U2> ,

Y(n) = Viu^u^) , div(u1u2)4E(n) et v(x(n)) = 2 , alors :

(i) v = p = 2 ,

(ii) si on effectue îr(n) , il n'y a pas de point singulier au-dessus de 

x(n) .

Preuve•

On a s

(1) f = h(x(n) ) (aul?+3u1u2+3oi22+g)+R(f ,u,X)

3 2 avec g , g ̂  (u.j,u2)

Comme div(u^u2)<|ï](n) , quitte à permuter û  et u2 , on peut supposer

que diviû j )<̂ E(n) , on peut alors écrire :

>U2üï

U2Vru2)vp (u 1
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(2) f * Ug^^u^^Îau^+p^iig+yu^+gJ+RÎf.u.A) avec A(2) = 0 si

div(ug)<̂ E(n) et A(3) « 0 si diviu^^EÎn) •

u X 2On a (D ĵ-j f )/h(x(n) ) = 2au«|+gUgmod. tjj, comme v(x(n)) = 2  , on a

ordx(n) (2au1+gu2)̂ 2 et donc g ̂  'W , donc gu^g G fn? 9 gu.jUg G (u^Ug)2 ,

quitte à remplacer g par g+gu^u^ , on peut supposer g = 0. De plus on a

ordx n̂j (2au1 )̂ 2 , donc 2a €«T*V, si a G ftV , on a V Dir(x(n)) * k(x(n))Ug

(E.1.5.1.3.) , cfest une contradiction, donc a iüV, donc 2 « 0(p) , donc

2 = P . On a prouvé (i) .

F.3.U.1. Si

(3) (A(2),A(3)) i (0,0)mod.2» quitte à se placer dans un revêtement étale 

Xf (n) de X(n) , opération qui commute à l’éclatement, on peut extraire "une 

racine 2+A(2)-ème ou une racine A(3)-ème de ¿f , soit C cette racine,

on remplace alors Ug par ‘▼g = Cug ou u3 Par V3 = Cu^ on se ramène à :

(U) f = u2A 2̂ û3A 3̂^(au12+u22+g)+R(f,u,X) .

On a utilisé le fait que ¿T ^ 'ttV» Q.ui est vrai car sinon V Dir(x(n)) = <Û > .

F.3.U.1.1. Si la classe de a dans k(x(n)) n’est pas un carré, on peut 

modifier la p-base (u,X) , de façon que X = X̂  , on se ramène à :

(5) f“ = u2A 2̂ û3A 3̂^(xl+u12+u22+g)+R(f,u,x) , g .

2
F.3.U. 1.2. Si a = a +t , t € ,  en remplaçant u«j par au1 et g par 

g+tu^ , on a :

(6) f « UgA 2̂ û3A 3̂^(u12+Ug2+g)+R(f,u,X) , 

f * u2A 2̂ û3A 3̂^((u1+\ig)2+g)+R(f ,u,X) .

Comme p = 2 , on trouve V Dir(x(n)) = <U^+Ug> , donc v(x(n)) = 1 , 

ce cas est impossible. On a donc (5) et par suite :

(7) J(x(n),f,E(n),Y(n) )^(DM^j f ,2$î s ) /h(x(n) )

( 2 ) fV(3
U3 [au.

2 S 
I 2

u,X]■R(f«•g)n



avec (DM^jXf ,2$i$s)/h(x(n) ) = (U^.U^Jmod^3.

On a d’après I.E.1. :

(8) J(x(n+l),f,E(n+D) = J(X(n),f,E(n),ï(n)).(u1,u2)'2 .

J(X(n+1) ,E(n+1)3(u12,Ug2).(u1,Ug) 2 mod/u^ ,

J(x(n+1),f,E(n+1 »  » °X(n+1) ‘

Ce qui prouve (ii) dans le cas (3) •

F.3.U.2. Si (A(2) ,A( 3) ) = (0,0)(2), alors la classe de ¿f dans k(x(n)) 

n fest pas un carré, sinon V .Dir(x(n) = k(x(n))U.| (E.1.5.1.3.), de même la

classe de a dans k(x(n)) n’est pas un carré, sinon V'Dir(x(n)) — k(x(n))U£ •

Quitte à modifier notre p-base (u,X) , on peut supposer que X^ = ,

ce qui nous donne :

Si a et X^ sont P-indépendants mod^nvon peut en outre supposer 

a = X^ donc

(10) f = U2A(2)U3A(3)(X5u 12+ Xuu22+g)+R(l,,u,X) , g .

2 2Sinon, on a a = a +b X̂ +'tfV et on voit que V Dir(x(n) ) = <\>'U^+U^>

où b f est la classe de *b mod.^,ce Q.uî es*t exclu. On a donc (10).

On a donc

(11) J(X,f ,E(n) ,Y(n))3(DMlJ-î-jXf)/h(x(n)) , i = U,5 , donc

J(X,f ,E(n) ,T(n) )^(u2 ,Ug) mod-rtl»3 °n conclut comme dans F.3.^.1.(8) .

F. 3.5. Plus généralement, si Y est une courbe permise en x ^ Sing(x(n)) 

et si on effectue lf éclatement tt : X* X(n) centré en Y , et si il y a 

un point x* ^ X' qui est v-proche de x , on peut choisir une p-base (u,X) 

de ^x(n) x ^ ^ ^ é e  pour (x,Y) et telle que

(1) il(Y) = (u^ug) > (v,X) est une p-base de 0X, adaptée en x f

(où v = ((u.j + ôu^Ju.^1 , u2,u^) , et 6 = 0 ou 1 .

En effet, puisque Y est permise, on a facilement l(Y) = (u^u^). Montrons

(9) f = u2
A(2)

"3
A(3) (au

1
2+ЛUu2

2+g)+R(f,u,X) .
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qu'on peut alors obtenir les autres conditions de (1)-

F.3.5.1. Si o(Y) = v(x), on a

J(X(n),f,E(n),Y) C (u.,,^)'’ et ordx (j(X(n),f,E(n),Y) = v où v = v(n), 

donc V Dir(j(X(n),f,E(n),Y)) C <U1,ü2> .

Par E.1, J(X',f,E') = l(Y) VJ(x(n),f,E(n),Y), l'existence de x' implique

(2) VDir(j(X(n),f,E(n),Y)) = ou <U.,+<5U2> , 6 € k(x) .

Quitte à permuter û  et u^ ou à multiplier u^ par un inversible, on a (1)<

F.3.5-2. Si a(Y) = 1+v(x) = 1+v , on a par A.3 v(Y) = v et donc 

J(X(n),f,E(n)) C (u1,u2)V et ordx(J(X(n),f,E(n))) = v .

De plus, par I.E.2v''U, on a 

J(X’,f,E’) 3 I(Y)-V J(X(n),f,E(n)) .

Lfexistence de x' implique donc

(3) V Dir( J(X(n) ,f ,E(n) ) ) = * <U2> °U <ui + 5U2> » 6 G k(x) .

On conclut comme en F.3.5-1-

F.3.5-3. Supposons qu'on a F.3.5(1). Posons

( h )  u' = (u1u21 ,u2,u3) .

Bien sûr, (u' ,x) est une p-base de 0Yf , adaptée en xf si 6 = 0.
A  , X

On a û  = uf ̂ u2 = (v^-6)u2 , d'où

du1 = u2du' ̂ +u' ̂ du2 = u^dv^+u1 ̂ du^ .

On a

idt = u^DM^jf du^u^DM^-jf du2+u“1D M ^ f  du3+IxT1D M ^ f  dX.

( = u’ 1DMU j-*jf du^+u' 2^DMU 2̂J f du£+u’~1DMuj-’jf du^+ZX71DMU f dX£

D’où



( 5 ) / DMu ’j-»Xf  =  D M ^ Xf  =  ( v r fi)D Vj - ; j f  ,

I  DMU ’|-’ j f  =  DMÛ Xf  +  D M ^ -J f -  ,

1 DM^jf * D M - (vr 6)DVĵ Xf ,

I D M ^ Xf  = DMU j.^jXf  = DM £̂jXf » 3ii^s .

F.U. Nous allons étudier un éclatement ?r(n) centré en un point fermé x(n) , 

on désignera par x(n+l) un point fermé v-proche de x(n) (E.2.5.) . Nous 

allons construire une p-base (v,y) de °x(n+l) x(n+1) adaptée 

en x(n+1) et étudier l'idéal l(x(n+1),f,(v,y)) . Nous aurons trois cas 

différents à étudier :

(1) x(n+l) est rationnel sur x(n) ,

(2) x(n+l) est non rationel sur x(n) et l'extension résiduelle est 

inséparable,

(3) x(n+l) est non rationnel sur x(n) et l'extension résiduelle est 

séparable.

Nous prenons les notations suivantes :

(*0 (u,X ) = (u1 ,u2,u3,Xi) , U^i^s ,

est une p-base de 0X(U) , U étant un voisinage de x(n) , (u^ug^u^) est

un s.r.p. de 0V/ x / \ , les X. sont inversibles, U^i^s . C'est à dire* X(n;,x(n) * î

que (u.A) est adaptée en x(n) , Y(n) = |x(n)| .

Effectuons l'éclatement îr(n) centré en x(n) , nous posons :

(5) * u*|/u2 > ^  = v2 = u2 » u3 = u3^u2 »

(6) on note (u',X) la p-base (û  ,û  ,û  ,X̂  ) , U^i^s , (E.1.1.)

C'est à dire que nous étudions l'ouvert de X(n+1) où u^ est l'équation 

du diviseur exceptionnel.

(T) Désormais, \/ g e ^x(n) x(n) * n°us noterons encore g l'élément 

goir(n) de 0x(n+1 } >x(n+1 } .

Nous allons d'abord étudier le cas très particulier où :

- 48-
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F.U.1. u^(x(n+l)) = u^(x(n+l)) = 0 .

C’est le cas où la p-base (uf,*) de (6) est adaptée pour

x(n+l) , nous dirons que x(n+l) est un point de croisement pour (ir(n) ,(u,x) ) » 

ou plus simplement* s’il n’y a pas de confusion possible, que x(n+l) est un 

point de croisement. Alors, on prend (v,y) = (u’,x ) » d’après (E.1.U.) , 

l(X(n+1 ) ,f ,(u’ ,x) ) * l(x(n+1 ) ,f ,(v,y) ) est le transformé faible de

l(x(n),f,(u,x)) .

Passons au cas où :

F.U.2. x(n+1 ) est rationnel sur x(n) et n’est pas un point de croisement.

On peut supposer, quitte à permuter û  ,u2 et u^ que V Dir(x(n)) B in^u^ + ôu^+eu^)

6 € °X(n),x(n) » E € °X(n) ,x(n) et * *uitte à “^iplier u2 et U3 par des 

inversibles, on suppose 6 = 1  ou 0 , e= 1 ou 0 .

Avec les notations de F.U(5), on pose

(1) = u ’ +6+eu^ ,

Alors v.(x(n+1)) = 0 (E.2.2 (7) et E.2.3(7)). On choisit JT € Ov/ , , s de
1 X(n),x(n)

façon que si v3 = u^+y , on ait v3(x(n+1>) = 0 .

Je dis qu’on peut supposer la condition :

(2) Si U^(x(n+1)) = 0 , alors 6 = e = 0 .

En effet, comme x(n+l) n’est pas un point de croisement, u^(x(n+l)) est 

inversible et, comme v^xCn+1)) = 0 = (5+e^)(x(n+l)) , soit 6 = e = 0 ,

soit 6 = e = 1 , dans ce dernier cas, on permute u  ̂ et u^ dans (u,X) ,

on a toujours (1) et de plus u^(x(n+l)) est devenu inversible. D’après (1) et

(2), on a :

(3) (v,X) = (v̂  ,û  ,v̂  ,X̂  ,U$i^s) est une p-base de °x(n+l)^V  ̂

adaptée en x(n+l) , V étant un voisinage affine convenable de 

x(n+1) , on pose alors :

( M  d r - ^ d v ^ d u ^ ^ + ^ r . d * .  .
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De plus, quitte à renplacer g* par _̂ 3V3 » on a 

Posons

( 5 )  Ug «  v 2 = u£ .

On a les relations :

(6) dujj =-£Tidv-j-Î2dv2+^1_3r3^dv3-l^ïis*idXi » 

du!J = ( 1+eyi)dv1+ea'gdvg-e( 1-i3)dv3+l^X^eî dÂ  , 

dUg « dUg = dVg (on pose ug = v£) .

On rappelle (E.1.(l)) qui, dans le cas présent nous donne :

(7) D"’̂  - T ^ f  , DM"'0-jr - TgUjD^f - D M ^ f  .

D M ^ J f  = D M ^ f + D M ^ f + D M ^ f  ,

““’p]1, ’ V2D[3]f ' • DMU[3]f ‘ T2U3Dp] f ‘ DM[i]f '

D U ' É 3 f  =  D Î 3 f  * U * i i s  *

On déduit de (6) et (7) :

(8) Dj-’jf * (l+eiT1)DU,j-»jf-yiDuj-|jXf = ( ( 1+e^  )DMÛ ’jf ) /u’ )-^ (DMUj|jX f ) /û , ,

D M ^ f  = DMUj-ÿf-V2DU[3]f+eV2V2r)U[î]Î' =

D M ^ j f  =  ( D M ^ j f  + D M |» j f + D M |ÿ r ) - v 2 [(arg /u^)D M Ug j f - ( £ a '2 / u ’ )DMU| - » j f ]  ,

° M f “ ( l-^3)DUj-ÿf+e(^3-1 = ( 1-r3)/û )DM|!jXf+U(;r3-1 )/u’ )DMÛ Xf

( 9 )  -  e u ’ - 1 DM'j-’j ‘f  =  u ^ ( 1 -^ 3 ) _1D ^ f  ,

DMÎ?3f + DMl2]f + DM[3]f = DM"[2]f + v2y2(1-ÿ3)~lDV[3]1, ’

Dì^]f = D[i] f » •

DM«jç*f = u', D ^ Xf + .

On rappelle que "̂”̂ 3 es‘t inversible (cf*.(U bis)).

b i s  )(U
n+1)'> , x ('X(n+1

D r a f

-1
U-*3)( 1-

D M ^



F.U.3. Nous étudions maintenant le cas où x(n+l) est non rationnel sur 

x(n) . On prend les notations de (F.U.) . On a v(x(n)) « 1 d'après E.2.2.(7) 

et E.2.3.(T) • Quitte à permuter u.j , Ug et U3 , on peut supposer :

(1) V(Dir (x(n) ) «Cin^u^fiug+eu^)», 6,e G 0x q̂j x(n) » et 6 » e 

inversibles ou nuls et si 6e = 0 alors e = 0 •

Quitte â multiplier Ug et u3 par des inversibles, on peut supposer :

(2) 6 = 1  ou 0 , 0 = 1  ou 0 •

Comme x(n+l) n'est pas rationnel sur x(n) , il n'est pas sur le transformé 

strict de la courbe VÎu^-i-ôug+yu^ »Ug) , or , d'après E.2.2.(6) , il est sur

le transformé strict de V (u^+6ug+yu^) , donc il n'est pas sur le transformé

strict de v(ug) . Donc x(n+1) est dans l'ouvert de X(n+1) où Ug est

l'équation du diviseur exceptionnel de ir(n) , on pose, avec les notations 

de F.U. :

(3) v1 « u ’+6+eu^ , u ’ = u.j/ug , u^ = Ug/ug .

(U) Bien sûr, U^(x(n+1)) est inversible puisque x(n+l) n'est pas rationnel

sur x(n) et V.j(x(n+1)) = 0 puisque x(n+l) G Proj(Dir(x(n))) . On note k

le corps résiduel de x(n). Alors, x(n+1) est dans l'ouvert affine d'anneau 

R avec

(5) R = °X(n),x(n) Cv 1*u3l * R/v2 R - k

et x(n+l) correspond à un idéal maximal homogène P de kpJ^,Ug,U^J 9

(6) P = (U^ôUg+e^ , *),

où est un polynôme homogène irréductible v = S l a . ,  uiui
i+j=d 1J ? 3

soient b. .G 0 , . . . avec b. . = a. . m o d f f x  , x , on pose 
ijj X(n),x(n) i,j ' X(n),x(n) * *

(7) $ = b. . UpU^ et v~ = u d$ . Alors
i+j=d 5

(8) (v i>v2,v3̂  est ^  système régulier de paramètres de °x(n+i) X(n+1) *

et (v̂  ,Vg ,u^ ,X^ , . . - ,Xg ) est une p-base de R. On définit donc des G R par;
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(9) dv3 » d$ = *1dv1+*2dv2+*3du‘+ •

u3-Or

k^Xi
â*..

S I
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Quitte à remplacer par V3~*2V2 * on Peut supposer que

(9 bis) ( <j>.,, j >2 )  C v2 ° x ( n+ i ) ïX( n+1)  *

Si lfextension résiduelle k(x(n+1))/k(x(n)) est inséparable, alors 

r k kn<P € k[U2 J et *3 e (v2) , alors, il existe i^U tel que est

inversible; quitte â permuter les X^ , U$i$s , on peut supposer que

est inversible ; alors, avec les notations de (3) et (7)

( 1 0 ) (v,y) = (v1,v2,v3,u’,X5,...,Xg)

est une p-base de 0x(n+l)>x(n+l) .

Si l’extension résiduelle k(x(n+1))/k(x(n)) est séparable , alors 

est inversible, on pose alors :

(11) (v,y) * (v1,v2,v3,Xl|,...,Xs) , c’est une p-base de °x(n+1),x(n+1)

F.U.3.1. Approfondissons le cas où l’extension k(x(n+1))/k(x(n)) 

est inséparable, alors, on a :
2

( 1 )  d v 1 =  ( d u . j + à d u g + e d u ^ ) / ^  -  ( u ^ + ô u ^ + e u ^ J d u ^ / u ^  

dv2 = ,

dv3 = *1dv1+*2du2+*3du^+ *.dX. ,

dy^ = du3 = (du3)/u2 - u3(du2)/u2 , 

dy^ •“ dX^ , •

En inversant ce système de relations, on obtient :

(2) du1 = v2dv1-6dv2-eyl(dv2+v1dv2-ev2dylt ,

du2 = dv2 ,

du3 = Vudv2 + v2dyU »

v 3

*3

Hi

i<s .
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dXU “ *û1("*1dvr*2dv2+dv3_*3dpU“5fTii*id,ii) » 

dXi * dyi , 5^i<s j

et on rappelle que est inversible et a p p a rt ie n n e n t

a V2°X(n+1),x(n+1) *

On en déduit avec les notations de F.^.3.(7)(8)

(3) Dvp-Jf « VjD^f - , 

E[2]f * <vr «-WU)PU|5Îr * + v ^ f  - < V V DM f *

♦ B ^ f  ♦ u ' D ^ f  - .

D ^ r  - ,

B[i]f - -"2DU[i]r + -2D“(j]r - < V*l.)DMr *

(-e/u’ )DMUj-’-jf + (l/u^DM^-jf - («3/*u)D^Xf ,

= D^]f ~ ( V V D [Û]f , 5^iis .

(U) DM^Xf = u’ D ^ f  + u’ *, DV̂ f  .

(DMû jX + + DM^’-j )(f) = f + Vg |2 D̂ -j* f ,

DMUj-|jf = MU DV̂ f  + Ey^ DV̂ f  + Vh U l s l 3 ) ^ Ÿ  ,

DM f = & D¥ f •

DM f = D ttff + Îi D p ] f • ^  ‘

F,4.3.2. Etudions maintenant le cas où l ’extension k(x(n+l))/k(x(n)) 

est séparable, alors, d’après (F.U.3.) on a :
2

1) dv1 = (dû  + ôdUg+Edu^J/ug - (u^fiug+eu^îdug/ug, 

dv2 =  du2 *

dv3 = d<P = *1dv1+*2dv2+$3du^ + J = =  *idAi, 

dy^ = dX^, U^iSs

et est inversible d'après F.U.3.(11).

*1 ’*2’’*3

„u,A
D m f  •

: *2/ * u )D1u}D

M *

° ¥ f

*3



- 5 4 -

En inversant ce système de relations, on obtient :

(2) du1 * v2( 1+e*1/*3)dv1 + (u}+ev2*2/*3)dv2 - (ev2/»3>dv3 + ̂ J ^ ( ev2*i^$3^dyi ’ 

dug - dv2 ,

du3 = (-v2*1/»3)dv1 + (u3~(v2*2/*3)) dv2 + (v2/4>3)dv3 ~ X<ics v̂2*i^*3^dyi » 

dX^ = dvu, U$i$s.

On en déduit :

(3) = v2(1+«.1/.3)D«[5Jî +

DM f  = (u ' + (Ev2*2/*3))DUj-»jf + D^’jf + < 4 - ( v 2V V )D[ 3 ] f ’

DW f = v2((-e/$3)D1J-^f + (l/*3)D^jf) « {-e/fjUpDM^f + ( 1/u^3>DM̂ |jXf,

D [ÿf - D [i)f- - V 2<<-t/»3>DU[î)Xf * ( V ^ Î D ^ f )  - 

D [î]f ~ (*i/*3)((_E/uî)l)MU[l] f + d / upDMj^f), l«i«s.

(U ) DMû - j f  + D M ^ Xf  + DM£|jXf  = -  v g 4>2 /<î>3 üV[ 3 ] f  »

E>£?jXf = D ^ f  + (¡K , U^iÿs ,

B M ^ xr = u* + DW f •

DM[3jf = «3+3 DM f + eU3(DW f + ^  DW f)*

PROPOSITION F.U.U.

Soit x(n) un point fermé de X(n) = Spec(R) , soit (u,A) une p-base 

de R adaptée en x(n) . Effectuons l’éclatement Tr(n) : X(n+1) -► X(n) 

centré en x(n) . Soit x(n+l) ^ X(n+1) un point fermé au dessus de x(n) 

et soient V un voisinage ouvert affine de x(n+l) et (v,y) une p-base 

de ^x(n+l)^V  ̂ tels qu’on les a construits en F.U.1 ou F.U.2 ou F.U.3.1

3̂
ou F.U.3.2 en particulier, on a v^ = (u^+Ôu^+eu^Jug^ • Alors

(i) i v2a(x(n))h(x(n)) 1(DMUj-’X+DM^+DMugj)(f) =

h(x(n+1 ) )-1Df“ où D ei(x(n+l),E(n+l),|x(n+l)|)(V) ,

| ( ii ) pour tout A ^ ¿ ¿ ( X ( n ) ,f ,E(n) , |x(n) j) de la forme 

A = 2TDM|-’j+ >  y. .îf.eR , u$î s ,

M f ’
*3)d

mifât

DW r

u i?i 1

» “[ i]  •
U < i  < s



-55-

ÍTg h  et = O si e=fo,

on a

v-a(x(n))h(x(n))-1Af = h(x(n+1))“1A.f

o, -  - ^  ■%’ * »W
A' e^(x(n+l),E(n+l))(V)

** e °X(n+D(V) **i e °X(n+l)(V) • U^ s *

Ce sont des corollaires de I.E.1, I.F.U.2(9)» I.F.U.3.1(U) et I.F, U.3 .2 ( l t ) .
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II CONSTRUCTION DE LA MODIFICATION.

A.INTRODUCTION »

Par I.C. il est clair que le problème I.B. se réduit au problème 

suivant.

PROBLEME A.

Etant donnés une modification (X(n) ,f ,E(n) ) , avec v(X(n))̂ .1 , peut-on 

construire un prolongement (X(n+t) ,f ,E(n+t) ) avec v(X(n+t) )<v(X(n) ) ?

B. LES COMPOSANTES DE DIMENSION 2.

Dans ce paragraphe nous allons construire un prolongement (X(n+r) *f ,E(n+r) ) 

avec v(X(n+r) )<v(X(n) ) ou (v(X(n+r)) ■ v(X(n)) et Sing^X£n+r j ̂ (X(n4r ) )

nfa pas de composanté de dimension 2). Dans ce paragraphe, (x(n) ,f ,E(n) )

est donnée.
\

NOTATION B.1.

On note S(2,n) le fermé union des composantes de dimension 2 de

®in6v(X(n))(X(n))*

PROPOSITION B.2.

(i) S(2,n) est régulier en tous ses points.

(ii) Si v est une équation locale de S(2,n), localement j(x(n) ,f ,E(n)) ®(vy-

(iii) Au voisinage dfun point de S(2,n) on a Sing(x(n) ,f ,E(n) ) * S(2,n).

Preuve .

Soit v une équation locale de S(2,n), on pose v * v(x(n)), alors 

localement vv divise J(x(n) ,f ,E(n) ) et ord( J(x(n) ,f ,E(n) ))̂ v , (i) est 

clair et en tout point de S(2,n) on a J(x(n) ,f ,E(n) ) =(vvX ce qui prouve (ii) 

et (iii).

COROLLAIRE B.2.1.

Aucune composante de E(n) n'est contenue dans S(2,n).

Preuve *

C*est une conséquence de la définition de H(X(n) ,f ,E(n) ) (I.A.3.).

PROPOSITION B.3.

I Si S(2,n) est à croisements normaux avec E(n) en tous ses points et si
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on effectue l'éclatement ir(n) centré en S(2,n), alors :

(1) v(x(n+l))«v(x(n)),

(ii) si v(X(n+1)) ■ v(X(n)), alors S(2,n+1) est vide.

Preuve .

Puisque l'on éclate un diviseur, n(n) : X(n+1) -- ^X(n) est un isomor­

phisme. On peut donc prendre X(n+1) ■ X(n) et on aura E(n+1) = E(n)>-)S(2 ,n). 

Soit (u,X) une p-base de °x(n) ,x.(n) adaptée à un

point x(n) de S(2,n) et telle que u1 soit une équation locale de

S(2,n). Dans un voisinage V de x(n), on a

(1) « J(X(n),f,E(n))QT(X(n),f,E(n),S(2,n))5

(2) £(x(n),f,E(n),S(2,n)) = £(x(n+1),f,E(n+1)),

(3) h(x(n+1)) = h(x(n))u^ avec r = ord^(J(x(n),f,E(n),S(2,n))) et

(h) v(x(n) )5r-$v(x(n) )+1*

(5) J(x(n+l),f,E(n+D) - J(X(n) ,f ,E(n) ,S(2,n) ). u"r.

On a donc deux cas.

Si r — v(x(n) )+1 , alors J(x(n+1),f,E(n+1)) ** 0x(n) ,donc S(2,n+1) — (j).

Si r = v(x(n) ) par I.E.1., au dçssus de 8(2^), on a ord (j(X(n+l ) ,f ,E(n+1 ) )=
U 1

et, en tout point x(n+l) de ir(n)“1 (S(2 ,n) ) , ordx n̂+1j(j(x(n+1),f,E(n+D)<l5v(x(n) 

En dehors de s(2,n), v(.) n'a pas varié, dans tous lescas donc v(X(n+1))<v(X(n) 

Comme ordu (J(X(n+1),f,E(n+1)) = 0  au point générique de S(2,n), dans

X(n+1), v(.) est nul sur un ouvert non vide de S(2,n) * V(u1), comme

à l'extérieur de S(2,n), v(.) n'a pas varié, si v(x(n)) = v(x(n+l)), 

on a clairement S(2,n+l) = <j).

REMARQUE B.3.1..

Dans la preuve ci-dessus, l’éclatement 7r(n) n’est pas toujours permis,

&X(n)
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Ic'est la seule fois que nous effectuons un éclatement non permis. Dorénavant, 

Itous les éclatements seront de centres permis en tous leurs points.

REMARQUE B.3.2.

Pour obtenir S(2,n+t) « |> ou v(X(n+t ) ) <v(X(n) ) il suffit donc de se ra­

mener au cas où S(2,n+t) est transverse à E(n+t). Ce sera l'objet des propo­

sitions qui suivent, pour ne pas perdre le lecteur dans les méandres de la 

démonstration, nous allons en faire un plan et décrire succintement l'algorithme 

que l'on utilise.

Premier pas. B.3.2.1.

Par éclatements de points fermés où cela n'est pas vrai, on réalise :

(★) l(E(n+t)).0g 2̂ n+t) est 11 idéal d'un d.c.n. de S(2.n+t) .

Cela sera prouvé en B.5* et explicité en B.6. .

Deuxième pas. B.3.2.2.

Une composante C de S(2,n+t)HE(n+t) telle que S(2,n+t) et E(n+t) 

ne sont pas transverses au point générique de C est dite mauvaise. On 

éclate les points fermés où les composantes mauvaises de S(2 ,n+t )Œ(n+t ) 

ne sont pas permises. On finit par réaliser :

(★★) On a (★) et si une composante C de S(2,n+t)rE(n+t) est mauvaise, elle 

est permise en tous ses points.

Cela sera prouvé en B.9.1.» B.9.2. et B.9.3. et B.10.1., B.10.2. .

Troisième pas. B.3.2.3.

Si 'on a (★★), on éclate la réunion des C mauvaises avec m(c) — 1 (C'est 

à dire les C qui ne sont incluses que dans une seule composante de E(n+t) ).

Alors on a (★★) et toutes les composantes mauvaises de S(2 ,n+t)rE(n+t) 

sont intersections de deux composantes de E(n+t).

On les éclate alors dans un ordre idoine et certains invariants baissent.

Ce sera prouvé en B.10.6., les invariants seront définis en B.8., B.10.U., et

B.10.5. .

Quatrième pas. B. 3.2. k.

On décrit précisément l'algorithme complet en B.10.8. .
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PROPOSITION B.U.

Etant donnés (X(n) ,f ,E(n) ) u*1® modification et ir(n) un éclatement de X(n)

centré en un fermé Y(n) permis en tous ses points, (I.D.1.), alors si

v(X(n)) v(x(n+l)), S(2,n+l) est le transformé strict de S(2,n) (NOTATION 1),

en particulier, si S(2,n) est vide, S(2,n+1) est vide.

Preuve.

Ceci résulte de B.2.1.

PROPOSITION B.5.

Etant donnée £x(n) ,f,E(n) ) avec S(2,n) non vide, on peut prolonger (X(n) *f ,E(n) ) par 

une suite d’éclatements ir(n+i), 0<i<t—1 , centrés en des points fermés x(n+i) 

S(2,n+i) telle que en tout point fermé Ç de S(2,n+t )Œ(n+t ) , on a les deux 

conditions s

(1) KE(n+t))0s(2>n+t))Ç = y,Bz,r°S(2,n+t),ç » <*'.*’> étant ^  s*r*P-

de °S(2,n+t),ç »

(2) si &2T ̂  0 dans (1), alors y’ est l’image d’un élément y de 

C*X(n+t)  ̂ tel que div(y) est une composante de E(n+t).

Preuve .

A chaque étape on éclate les points fermés de S(2,n+i) où l(E(n))0g 2̂ n+i)

n’est pas l’idéal d'un d.c.n. de S(2,n+i). D’après B.U. , S(2,n+i+l) est le 

transformé strict de S(2,n+i). Ce procédé s'arrête car nous appliquons à 

l'idéal non nul l(E(n))0g 2̂ n+i) sc^ ma S(2,n+i) de dimension 2 l'algo­

rithme classique de dé singularisât ion. Comme l(E(n+i)) divise I (E(n) )°x(n+¿ j

on obtient (1). Si on a (1) et pas (2), alors on éclate les points fermés Ç 

où (2) n'est pas vérifié, cet éclatement sépare div(yf ) et div(z') dans 

S(2,n+t), on obtient (2) sans perdre (1).

NOTATION B.5.1.

Etant donnée (x(n) ♦ f ,E(n) ) avec S(2,n) |> et S(2,n) non transverse à 

E(n), on note (★) la condition :

(*) on a B.5*(1) et(2) pour t = 0.
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PROPOSITION B.6.

Etant donnée (x(n) ,f,E(n) ) avec S(2,n)+$, on suppose que lfon a (*), alors, 

en tout point fermé x(n) de S(2,n) où S(2,n) nfest pas transverse à E(n), 

on a une équation de S(2,n) de la forme :

v*u1+u2u3» (u1#u2,u3) s.r.p. de °x(n)>x(n)» div û- | » EinJCdivi^TigUj) , 

et si diviugjCEin).

Preuve .

Nous avons deux s.r.p. de 0X(n) x(n) * *̂ ,un (v»y*z) avec S(2 ,n)ssdiv(v) , 

y et z relevant y' et z' de B.5«0)> l'autre (u^ju^,^) tel que ECnJCdiviu^u^u^).

(i) Si une seule composante de E(n) passe par x(n), soit div(u^) cette composante, 

comme elle n'est pas transverse à S(2,n), S(2,n) et div(u^) sont tangentes.

D'après B.5*# on a : u^ « y^z*+vg, donc g est inversible et 0+1̂ 2, quitte à

a ^
remplacer v par —vg, u^ par -u^ on a v^u^+y z , de plus par B.5-(2), on a 

¿f=0, donc

(1) v̂ u.j+y6, p fc2, div(u1)=E(n).

(ii) Si exactement deux composantes de E(n) passent par x(n) , quitte à permuter 

les u^ on a Einj^diviu^u^) > au moins une de ces composantes n'est pas tangente

à S(2,n), soit diviug). Alors on a par B.5* u^u^y^z*modfyr)9 donc u2=y^zc+vg, b+c=1 ,

disons c=0, b=1, alors y=u^ mod(̂ , donc on peut prendre y=u2. Par B.5.(1), on a

u^u^y®z^mod^ donc u.j=yrzs+vg2=u^zs+vg2.

Si gg est une unité, quitte â multiplier v et u«| par des inversibles, et à com­

pléter le système u^ ,u2 en.u^u^z pour obtenir un s.r.p. de °x(n) x(n)* on a 2

(2) v^u^u^u®, div(u1u2)=E(n).

Si g2 n'est pas une unité; alors r*0, u =z+W^, on remplace z par û  , on a 

alors S(2,n) transverse à div(u^ u2), c'est impossible.
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(iii) Si E(n) « diviu^ugu^) , alors au moins deux composantes de E(n) ne

sont pas tangentes à S(2,n), soit div(ug) et divCu^), on a :

r s rf s1
Ug « y ï + vg2, Uj ■ y z + vg^, avec r = 0, s *  1, r* « 1, s = 0.

On peut donc prendre y = Ug, z « u^» on a alors :

U1 " ^ 3  * VS1

et g^ est une unité, donc, quitte à multiplier v et u^ par des inversibles, 

on a :

(3) v = û +uî/û , div(u«j ,Ug,u^) * E(n). Ce qui termine la preuve de B.6. .

B.8. Avant de poursuivre notre algorithme supprimant S(2,n), nous devons intro­

duire quelques notions générales.

REMARQUE ET DEFINITION B.8.1.

On définit par récurrence une relation d'ordre partiel sur les composantes 

irréductibles de E(n) * n£0 • On la note ^ .

1) Pour n = 0 , on a E(0)=<J> et donc on n'a rien à définir.

2) Pour n>0 , les composantes irréductibles de j E(n)-ir(n-1 ) ^(Y(n-l))j 

sont les transformées strictes des composantes de E(n—1). La relation d'ordre 

sur ces composantes est celle qui est induite par la relation définie sur les 

composantes de E(n-1).

3) Toute composante irréductible de n(n-l) ^(Y(n-1)) est strictement plus 

petite que toute composante de Ê(n)-Tr(n-1 ) ^(YÎn-l))j et elle n'est pas com­

parable aux autres composantes de ir(n-l) ^(Y(n-1)) .

B.8.1.1. On voit que toute composante de E(n) est comparable aux composantes 

qu'elle rencontre.

B.8.1.2. Pour tout point n G X(n) , la relation d'ordre induite sur les 

composantes de E(n) contenant n est une relation d'ordre total. De plus, 

elle peut être définie par la seule donnée de la suite d'anneaux locaux.

(s)0v / —. \^. . .C0V/ • \ / • \̂ . . *̂ 0V/ \ > . 
x,n(o) x(i),n(i) x(n),n(n)

où n(i) est la projection de n sur X(i) . Pour toute composante F de E(n) 

contenant n , il existe dans la suite (S) un plus petit anneau 0„, , que



l fon note A (F) et tel que F se projette isomorphiquement sur un diviseur 

de Spec[A(F)3 • Alors, si F̂  et Fg sont deux composantes de E(n) passant

par n » on a

F 1̂ F2̂ A(F1) C A(F2) * 

et si Fn 4 F2 alors A(F1 ) A(F2) .

B.8.I.3. Pour des raisons bien évidentes, si deux composantes F et Fv 

de E(n) sont comparables, F<Ff sera la ,f F plus petit que F f M ou 

” F plus jeune que F* ” ou ” F1 plus ancienne que F tf.

B.8.1.U. On rappelle que lfexpression ,f F est maximale " signifie que F est 

■plus grande que toutes les composantes qui lui sont comparables.

NOTATION B.8.2.

Soient(x(n) ,f ,E(n) ) une modification et C un fermé de X(n) , on note 

œi(C) le nombre de composantes de E(n) contenant C .

DEFINITION ET NOTATION B.8.3.

Soit C une courbe irréductible de X(n) , on définit c(c )  par

(i) si m(C) - 2 , cr(C) = (F,Ff) où F et F* sont les composantes de 

E(n) contenant C et F>Ff ,

(ii) si m(C) = 1 , a(C) ® (F,-®) où F est la composante de E(n) contenant 

contenant C ,

(iii) si m(C) = 0 , cr(c) = (-•,—«>) .

On ordonne les c(c)  par ordre lexicograpïiique.

B.9* Nous allons maintenant prouver trois résultats généraux qui seront 

constamment utilisés dans la suite de cet article.

PROPOSITION B.9.1.

Etant donnés (X(n) *f ,E(n) ) une modification, C une courbe de X(n), x(n) 

un point fermé de C, il existe un prolongement de(X(n) ,f *E(n) ) par une suite 

dféclatements ir(n+i) , 0<i^t-1 , centrés en x(n+i) points fermés au dessus 

de x(n) sur les transformés stricts C(n+i) de C * C(n) telle que :

(i) C(n+t) est à croisements normaux avec E(n+t) en x(n+t) ,

(ii) a(x(n+t)) = o(C(n+t)) .

_Alors, si CCSing(x(n) ) , C(n+t) est permise en x(n+t).
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Preuve.

Il est bien connu (l.E.6.) que l'on peut obtenir (i) et que cette condition 

est stable par l'éclatement de x(n+t) . Nous pouvons donc supposer désormais 

que C(n) est à croisements normaux avec E(n) en x(n) . On a alors 

une p-base (u.X) de 0x(n)̂ x(n) adaptée en x(n) et l(c) = (u^ug). Alors les 

x(n+i) sont des points de croisement : (I.F.U. 1. ) et donc, d'après le lemme de 

SANCHEZ 06J 9 pour i assez grand,

ordx(n+ij(l(X(n+i),f,(u(i),X))) = or(̂ T(c(n+i))(l(X(n+i),f,(u(i),X))) , 

avec (u(i),A) = (û j/û 1 »u^/u^1 ,u3,X̂ , .. „ ,Xg) , p-base adaptée

en x(n+i) (voir (l.F.U.1.)), d'après (l.A.6.(3)), cette égalité implique (ii). 

De plus, d'après (l.D.5.)» si on a l'égalité (ii), C(n+i) est permis en x(n+i). 

Ceci met fin â la preuve de B.9.1. .

PROPOSITION B.9.2.

Etant donnée (X(n),f*E(n)) une modification,toute courbe irréductible 

CCsing(x(n)) est permise en presque tous ses points*

Preuve.

C’est une conséquence de I.D.1. car l'ordre de l'idéal J(x(n)*f*E(n),C) est 

constant sur un ouvert dense de C.

De B.9.1. et B.9.2* nous déduisons immédiatement s 

PROPOSITION B.9.3.

Etant donnés (X(n),f,E(n)) une modification et C une courbe de Sing(X(n)) , 

il existe une suite finie d'éclatements ir(n+i) centrés en des points fermés 

de C(n+i) , transformé strict de C dans x(n+i) , 0$i^t-1 , telle que C(n+t) 

est permis en tous ses points.

B.10. Etant donnée (x(n),f,E(n)) avec S(2,n) ^ ^ , S(2,n) non transverse 

à E(n) , on suppose que l'on a la condition (*), nous allons construire une 

suite d'éclatements permis ir(n+i) » 0$i<t—1 telle que S(2,n+t) est transverse 

à E(n) .

PROPOSITION B.10.1.

Soit x(n) un point fermé de S(2,n) , soient (u^u^ju^) un s.r.p. de

^X(n) x(n) v VLne équation de S(2,n) pour lesquels on a :
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(*) v = ui+u2u3" » div(u1 )CE(n)Cdiv(u1u2u3) , si 4 0 on a diviugJCECn).

On pose Cg = V(u1,u2) t Cj * VÎu^u^) f alors

(i) si p ̂ 1 , on a v(Cg) « v(x(n)) « v(X(n)) , 

si y .̂1 on a v(C^) * v(x(n)) « v(x(n)),

(ii) si g>1 et diviUgJCEfn) , alors Cg est permise, si yVI et divtu^CEÎn), 

alors est permise,

(iii) si P — 1 » iT*8 0 alors div(u2)CE(n) ou bien S(2,n) est transverse 

à E(n) en x(n).

Preuve de (i). Si ĝ/l alors *^C2 ^ VSc(n) x(n) • donc C2CS(2,n) ,

donc v(Cg) = v(x(n)) = v(x(n)). On fait de même pour le cas ¡T %, 1.

Preuve de (ii). Si Pj1 et diviugJCECn) , alors dfaprès B.6. , est

combinatoire (l.A.5«(6)) et puisque

(1) v(C2) = v(x(n)) = a(C2) » a(C2,x(n))^1 .

alors C2 est permise en x(n) (l.D.9.)«

Preuve de (iii). Il suffit de remarquer que si P « 1 , jr *= 0 et diviu^^tEin) , 

alors S(2,n) = V(v) est transverse à diviu^u^) et donc à E(n).

DEFINITION B.10.2.

Etant donnée (X(n) ,f ,E(n) ) avec S(2,n) = 0 et S(2,n) non transverse 

à E(n) , on note (**) la condition

(**) on a (*) et toute composante de dimension 1 de : E(n) n s(2,n) telle que 

E(n) et S(2,n) ne sont pas transverses en son point générique est permise en 

tous ses points.

PROPOSITION B.10.3»

Etant donnée (x(n) ,f ,E(n) ) avec S(2,n) non transverse â E(n) , on suppose 

que lfon a la condition C*). Alors il existe une suite ir(n+i) : X(n+i+l) -► X(n+i) 

d'éclatements de points fermés x(n+i) € x(n+i) % O^ict—1 telle que on a (** ) 

pour (X(n+t),f„E(n+t)) .
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Preuve.

A chaque étape on éclate les points fermés de S(2,n+i) où passe une composante 

de dimension 1 du support de l(E(n+i))0g£2 n+i) telle que E(n+i) et S(2,n+i)

ne sont pas transverses en son point générique •

D'après B.U. , S(2,n+i+l) est le transformé strict de S(2,n+i).

Si en Ç 9 E(n+i) n*est pas transverse à S(2,n+i) , alors on a (*) et donc

v « ui+u2u3 • ûlu2n3  ̂ S*r-P* °x(n+i),Ç* » alors tout

point fermé de S(2,n+i+l) au dessus de Ç est sur le transformé strict 

de div(u.|)cE(n) • Etudions par exemple l'ouvert où Ug est lféquation du

diviseur exceptionnel de ir(n+i). On a alors : 

v/ug « (u1/u2) + 1(u3/u2)r ,

en tout point de cet ouvert, on a clairement (★) et S(2,n+i+1 )Hir(n-HL ) ^(ç)*V(u^/u2

est permise en tous ses points d'après B.10.1.(ii)#

On n'a pas g + ** « 1 , sinon on prend alors d'après B. 10.1. (iii),

diviugjCECn+i) , et C2 = V^u^ug) est permise et Viu^ug) « E(n+i)0S(2,n+i) ,

donc le point Ç n'a pas à être éclaté. En résumé, quand on effectue 

un de nos éclatements, les composantes de dimension 1 de S(2,n+i+1 )0E(n+i+1 ) 

qui ne sont pas les transformées strictes de celles de S(2,n+i)HE(n+i) sont 

permises,ou bien en tous leurs points, S(2,n+i+l) est transverse à E(n+i+l).

Alors B.9.1. termine la preuve de B.10.3. .

PROPOSITION B. 10. U.

Etant donnés (X(n) ,f *E(n) ) satisfaisant à (*) et x(n) un point fermé 

de S(2,n) où S(2,n) et E(n) ne sont pas transverses, on pose (B.6.)

( 1) v = uj+u^u^ » div(uj ÎŒinjCdiviu^UgU^) et S(2,n) = div(v) •

(i) Il existe au moins une composante C de S(2,n)OE(n) passant par x(n)

et telle que E(n) et S(2,n) ne sont pas transverses en son point générique.

(ii) Si C est comme dans (i) avec m(C) » 1 , on a :

(1) (C — Viu^ug) , 3*2) ou (C « V(un,u3) , r>2) .

(iii) Si C est comme dans (i) avec a(C) s 2 , on a la condition :

(2) (C = VCu^Ug) et 0*1) ou (C « Vfu^iig) et 2T v O  .
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| (iv) Une courbe C vérifiant la condition de B.10.U.(i) sera dite mauvaise. 

Preuve de (i)•

Si g* # 0 alors Cg « V(uj ,Ug)cs(2,n)nE(n) , diviu^u^XlEÎn) , (cf.B.6.) 

il est clair que lfon peut prendre Cg * C •

Si ÎT « 0 , alors g 4 0 et Cg - V(u.j ,Ug)CS(2,n)Œ(n) , si div(u1Ug)CE(n) , 

Cg « C convient, si div(ug)<^E(n) , on a g^2 , sinon S(2,n) et E(n) sont 

transverses en x(n) , et donc Cg = C convient encore. De même, si g = 0 ,

« V(u^,u^) convient.

Preuve de (ii) .

Si CCdiv(u^ ) , alors C = Vfu^ ,Ug) ou VÎu^u^). Si C = V(u.j ,Ug) alors

et, comme m(C) = 1 on a div(ug)<|E(n) , l'hypothèse de non transvers alité

au point générique entraine g^2. De même, si C = V(u«|,û ) alors Jf̂ 2.

Si C<fcdiv(u.j) alors CQlivCugjQcfn) ou CQlivCu^K^Cn) . Regardons le cas

où CCdiv(ug)QB(n) , alors g = 0 , sinon C = V(u«j ,Ug)Cdiv(u^ ) 9 mais alors

S(2,n) et E(n) sont transverses au point générique de C , ce cas est 

impossible, comme est impossible le cas CQüv(u^)QS(n) •

Preuve de (iii).

Par définition de m , on a C = V(u.j,ug) ou V(u1 ,û ) ou V(ug,u^) .

Montrons que le cas C *» VCug,^) est impossible ; en effet, sinon on a :

CQiivCu^nstejn) = V(u.j+uguî^,u^)^V(ug. Donc C * Vtu^ug) ou V(u1 ,û ) .

Etudions le cas C «= V(u^,ug) , alors en le point générique ti de C , u^ est

inversible et E(n) = diviu^ug) , alors g>1 , sinon u^in) est inversible.

PROPOSITION B.10.5.

Avec les hypothèses et notations de B.10.U., si il existe deux composantes 

C et C* de S(2,n)HE(n) passant par x(n) et telles qu'en leurs points 

génériques r\ et n' S(2,n) et E(n) ne sont pas transverses, alors s 

(m> tf*)(C) + (m, f)(C') .
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Preuve.

Si m(C) + m(C') , c'est évident.

Si m(C) » m(Cf) « 1 , alors 0£2 et ÎT̂ 2 t diviu^J^ECn) ,div(u2)^E(n)

(B.10.U.(ii)) , cfest impossible (B.6.) .

Si m(c) * m(C') * 2 alors 6>1 et , E(n) *= diviu^ugu^) (B. 10.U. (iii) ) ,

d'après B.8.3.1., tf'(C) ^ C(C') .

PROPOSITION B.10.6.

Avec les hypothèses et notations de B.10.U.» si on effectue l'éclatement 

7r(n) centré en une courbe C mauvaise (B.10.U.), alors il y a un et un seul 

point x(n+1) au dessus de x(n) dans S(2,n+1) . Soit S(2,n+1) est transverse 

à E(n+1) en x(n+l) , soit on a la relation (★) oü (g,*0 est devenu (g-1,2f) 

ou (P*2T-1). De plus on a (*) pour (x(n+1 ) ,f ,E(n+l) ). De plus si m(c) - 1 

ou (m(C) - 2 et il nfy a pas de courbe mauvaise D avec m(D) 55 1 inter- 

sectant C) , on a (**) pour (x(n+1),f,E(n+1)).

Preuve.

L'éclatement ir(n) est permis, donc S(2,n+1) est le transformé strict de 

S(2,n), mais C' est un diviseur de S(2,n), donc ir(n) restreint à S(2,n) 

est un isomorphisme de S(2,n+1) sur S(2,n), d'où l'existence et l'unicité 

de x(n+l). Pour les calculs, nous n'étudions que les cas où C = V(u^,ug).

Alors v€(Ul,u2), donc BVI , on pose u’ = u-|/u2 » ^2 = u2 » u3 = u3 *

(1) v/u^ s u}+u'2® 1u'3^,

si P+3^2 , il est clair que u'«j(x(n+l)) * 0 , on a (*) en x(n) et le

nouveau couple d'exposants est (6-1,y).

Si g+J" = i t alors , d'après B.10.5.» g = 1 , if = 0 et diviugJCEtn) ,

on a v/u2 « u' + 1 , donc u}(x(n+1)) est inversible, E(n+1 )Cdiv(u¿up ,

S(2,n+1) est transverse à E(n+1) en x(n+l) .

On a (★) pour (X(n+1 ) ,f ,E(n+1 ) ) car on a fait l'éclatement d'une composante 

du support de l(E(n))Og p̂ et donc l(E(n+1 ) )0g 2̂ satisfait à B.5.(1),

et comme div(u'2)CE(n+1 ) , on a B.5*(2).
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Si 0^2 , alors la courbe C' * S(2,n+1 )f>ir(n+1 ) 1(C) * V(u^ ,Ug) «st

y £“* 1 ^
isomorphe à C et on a v/u2 * u’+u^ u£ , au point,,générique n* de C1

E(n+1) et S(2,n+1) ne sont pas transverses, mais comme cette courbe est 

combinatoire, elle est pex̂ iise en tous ses points (B.10.1,). De plus une autre 

composante D de S(2,n+1 )0E(n+1 ) est la transformée stricte d’une composante 

de S(2,n)Œ(n) , si E(n+1) et S(2,n+1) ne sont pas transverses au point 

générique de D , alors D est permise en tous ses points sauf peut-être en 

x(n+l) , mais si D passe par x(n+l) , on a D * V(u’,û ) (B.10.U.)

avec 3" £2 ou(ar>1 et div u^CE(n+l)); si m(c) * 1 , alors m(D) « 2 d’après

B.6. ; si m(C) = 2 alors m(D) = 2 par hypothèse, donc D est une courbe 

combinatoire, d’après I.D.9. » elle est permise en x(n+l).

Si P = 1 alors on a v/u^ = u’+u^^ , C’ = S(2,n+1 )<̂ ir(n+1)~1 (C) = V(u’+u^, u£) ,

E(n+1) et S(2,n+1) sont transverses en le point générique ti’ de C’ , de plus 

les autres composantes de S(2,n+1 )HE(n+1 ) sont les transformées strictes des 

composantes de S(2,n)Œ(n) , en raisonnant comme pour le cas g>2 , on montre 

qu'on a (**). Ce qui termine la preuve de B.10.6.

PROPOSITION B.10.7.

Etant donnés (x(n) ,f ,E(n) )et x(n' un point fermé de S(2,n) où l’on a C**) , 

si on effectue la suite d’éclatements ir(n+i) , O^i , centrés en les courbes 

Y(n+i)^x(n+i) où x(n+i) est le point fermé au-dessus de x(n) sur S(2,n+i) , 

Y(n+i) étant la composante mauvaise de dimension 1 de S(2,n)HE(n) où (m , «r) 

est minimal pour l’ordre lexicographique, alors, pour un entier t^O , S(2,n+t) 

est transverse à E(n+t) .

Preuve.

C’est un corollaire de B.10.5* et B.10.6. . Il suffit de remarquer qu’à chaque 

pas g+ 2T décroît strictement en tous les points du centre de l’éclatement. 

ALGORITHME B.10.8.

Etant donnée une modification (x(n) ,E(n) ) , avec v(x(n))^1 et S(2*n)  ̂<j) , 

on construit un prolongement (x(n+r),f,E(n+r)) de (x(n),f,E(n)) de longueur 

n+r • Pour O^i^r.
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(i) si on n'a. pas (* ) , Y(n+i) est le plus petit fermé de S(2,n+i)nE(n+i) 

tel qu'on a ) sur S(2,n+i)-Y(n+i) ,

(ii) si on a (★) , Y(n+i) est l'ensemble des points fermés de F(n+i) où 

on n'a pas (*-*) ,

(iii) si il y a des points fermés où S(2,n+i) n'est pas transverse à E(n+i) 

et si on a (**)> Y(n+i) est la composante de dimension 1 de E(n+i)0s(2 ,n+i) 

où (m > <0 est minimal pour l'ordre lexicographique »

(iv) si S(2,n+i) est partout transverse â E(n+i) , Y(n+i) « S(2,n+i),

(v) si S(2,n+i) = ou si v(x(n+i))^v(X(n)) . on pose r = i .

Par B.U, B.10.3. B.10.U, B.10.5. B.10.7; B.10.8* cet algorithme est bien 

défini et ce prolongement est fini.

REMARQUE B. 11.

Désormais nous nous astreindrons à effectuer des éclatements dont les centres 

sont permis en tous leurs points, (B.10.8.) nous permet de réduire le problème 

I.B. au problème suivant :

PROBLEME B.11.1.

Etant donnée une modification (X(n),f,E(n)) avec S(2,n) = ^ , v(X(n)):>1 , 

peut-on construire un prolongement de longueur totale n+t . tel que pour 

Osi«t-1 , Y(n+i) est permis en tous ses points et v(x(n+t))<v(x(n)) î

C ~ L'ALGORITHME.

Dans ce paragraphe, (x(n),f,E(n)) est une modification donnée.

C.O. Un point fermé x € Sing(X(n)) est dit maigre si au voisinage de x , 

on a dim[singv£xj [x(n)] ] «S1 >

C.0.1. Puisque désormais S(2,n) - (J) * tous les points de s^n®v(x(n)) [x( n)]

sont maigres.

C.O.2. Pour tout point maigre x ^ Sing(X(n)) , on va définir par récurrence 

sur q des propriétés qui s'écrivent )Ç(x) « q , q ̂  et qui

s ' excluent mutuellement.

Une fois déff.nie K(x) = q * un algorithme permettra de tester si un point 

maigre x avec K(x) = q est bon ; ce qui signifiera qu'on sait construire une
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suite d’éclatements de courbes telle que tout point x* qui est v-proche de x 

véririe JÇ(x’) « q’ avec qf<q .

C.0.3. D’après I.E.2.2, I.E.2.3. et I.E.2.U, si on effectue un éclatement 

ir : Xf X(n) permis en x , tout point x* ^ X* qui est v-proche de x est 

maigre.

DEFINITION C.1.

On dit que K  = 0 en x(n) point fermé de Sing(x(n)) et on note K(x(n)) = O 

si l’algorithme suivant aboutit à un succès au bout d’un nombre fini de pas : 

on effectue la suite d’éclatements ir(n+i) , O^i , ainsi définie :

(i) Y(n+i) - |yex(n+i) , y est v-proche de x(n) j est le centre de ir(n+i) ,

(ii) si Y(n+i+l) est infini, on a un échec au rang i ,

(iii) si Y(n+i+l) = , on a un succès au rang i .

REMARQUE C. 1.1 .

D ’après I.E.2.2.(7) et I.F.2.3.(7), si v(x(n)) = 3 , alors fc(x(n)) = 0. 

REMARQUE C.1.2.

|_Si Jfc(x(n) ) = 0 alors x(n) est isolé dans sa v-strate.

ALGORITHME de K  = 1 . C.2.

Soit x un point maigre de Sing(X(n)) • On lui applique l’algorithme 

suivant.

(i) On cherche les courbes irréductibles C passant par x avec a(C)^v(x) 

et telles que (v(C) ,m(C) ,a(C) ,<f(C) ) est maximal,

1 - si C n’existe pas, on a un échec,

2 - si il y a plusieurs courbes C , on a un échec,

3 — si C est unique, on passe à (ii).

(ii)l — Si C n’est pas permise en x , on a un échec,

2 — si C est permise en x et v(C)<v(x) , on passe à (iii),

3 — si C est permise en x et v(c) = v(x) , on passe à (iv).

(iii) On effectue l’éclatement ir : X* -*■ X(n) centré en C ,

1 — si dans X’ il n’y a pas de point v-proche de x , on a un succès,

2 — dans tous les autres cas, on a un échec.

(iv) On effectue 1* éclat ement tt : X1 X(n) centré en C ,
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1 - si dans X1 , il n'y a pas de point v-proche de x , on a un succès,

2 - si dans X’ , il y a plusieurs points v-proches de x , on a un échec,

3 — si dans X* , il y a un et un seul point x' qui est v-proche de x * 

on prolonge (x(n),f,E(n)) par ir et on applique (i).

Si cet algorithme aboutit à un succès au bout d'un nombre fini de pas et si K(x)£o 

alors on dit que K(x) «* 1 .

REMARQUE C.2.1.

L -  cas (iv)2 ne peut jamais se présenter.

Preuve •

En effet, d'après (l«E.2.2.(6),2.3*(7)»2.U.), quand on effectue un éclatement 

permis centré en une courbe, il y a au plus un point v-proche de x(n).

REMARQUE C.2,2.

L'algorithme de C.2 ne peut pas boucler.

Preuve .

Si cet algorithme boucle » on est constamment dans le cas (iv)3 »

on éclate donc toujours des courbes permises contenues dans Singv (x(n)) ,

d'après (l.E.2.2.(6),2.3.(6),2.U.), on ne crée pas de composantes verticales 

de Singv(x(n+l)) » donc il existe une courbe T de Singv(X(n))l

qui sera centre d'éclatement dans cet algorithme et on effectuera une infinité 

d'éclatements de courbes dont les points génériques sont v-proches du point 

générique de T En appliquant le résultat de [5] s X(n) au point générique 

de r , on a une contradiction car, en dimension 2 , on ne peut avoir une infinité 

de points v-proches.

PROPOSITION C.2.3.

Soit T une courbe irréductible de point générique t\ , r\ € Sing(X(n)) .

On suppose que n n'est contenu dans aucune composante de dimension 2 de 

Sing^^j (x(n) ) . Alors en presque tous les points fermés x ̂  T , on a

v(x) = v(n) et *K(x) « 1 .
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Preuve .

Comme ci-dessus, il suffit df appliquer le résultat de [5] à X(n) au point 

générique de T .

ALGORITHME DU POINT BON C.3.

Soit x un point maigre de Sing(x(n)) avec K(x) « q . On suppose que 

les relations >%(. ) = q’ ont été définies pour O^q’̂ q . On applique l’algo­

rithme suivant à x .

(i) On cherche les courbes C irréductibles passant par x avec a(c)>v(x) 

et telles que (v(C) ♦m(C) ,a(C) ,<r(C) ) est maximal,

1 — si C n’existe pas, on a un échec,

2 — si il y a plusieurs courbes C , on a un échec *

3 — si C est unique on passe à (ii).

(ii)l — Si C n ’est pas permise en x , on a un échec,

2 - si C est permise en x et si v(c)<v(x) , on passe à (iii),

3 - si C est permise en x et v(C) = v(x) , on passe à (iv).

(iii) On effectue l’éclatement ir : X’ X(n) centré en C ,

1 — si dans X’ , il n’y a pas de point v—proche de x , on a un succès,

2 — si dans X’ , il y a un et un seul point x’ qui est v-proche de x 

et si K(x’ ) = q’<q , on a un succès,

3 — dans tous les autres cas on a un échec.

(iv) On effectue l’éclatement tt 2 X’ X(n) centré en C ,

1 — si dans X’ , il n’y a pas de point v-proche de x , on a un succès,

2 - si dans X’ , il y a un et un seul point x’ qui est v-proche de x 

et si V\(x!) = q’<q 9 on a un succès,

3 — si dans X’ , il y a un et un seul point x’ qui est v-proche de x 

et si y^(x’) = q. , on lui applique (i),

h — dams tous les autres cas, on a un échec.

C.3.1. Si cet algorithme aboutit à un succès au bout d’un nombre fini de pas, on 

dit que x est bon.

DEFINITION C.3.2.

| Un point fermé maigre x de Sing(X(n)) qui n’est pas bon est dit mauvais.
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REMARQUE C.3.3.

| Tous les points maigres de Sing(x(n)) où vaut 1 sont bons.

REMARQUE C.3.U.

Pour vérifier qu’un point est bon, nous devons effectuer "un algorithme 

décrit dans (C.3.), cet algorithme ne boucle pas.

La preuve est pratiquement identique à celle de (C.2.2.).

C.U. Dans les chapitres suivants, tous nos efforts vont tendre à définir 

Y\(x) « q pour q^2 et à prouver C.U.1 et C.U.U qui suivent.

PROPOSITION C.U.1.

Soit x un point maigre et mauvais de Sing(X(n)) avec K(x) = q , alors, 

si on prolonge (x(n) ,f ,E(n) ) par l ’éclatement ir : X’ X(n) centré en x « 

en tous les points x’ qui sont v-proches de x , on a Y\(x' ) = q’ avec 

q’̂ q .

C.U. 1.1. Puisque la propriété k ( • ) = <1 sera définie par récurrence sur q , 

l'énoncé C.U.1 garantit en particulier que )̂ (y) est défini pour tout point 

v-proche de x .

DEFINITION C.U.2.

Soit x un point maigre de Sing(x(n)) , alors, si on prolonge (X(n) ,f ,E(n) ) 

par des éclatements permis ir(n+i) : X(n+i+l) X(n+i) , 0^i^t-1 , tout point 

fermé x ’ ^ X(n+i) au-dessus de x avec v(x) = v(x') sera dit (v*yO-proche 

de x si de plus K(x' ) = >\(x) .

C.U.2.1. Cette définition est licite parce que tout point v-proche de x est 

maigre (cf.B.U.).

C.U.3. On notera (v(x),ft(x)) = (v,>0(x) •

THEOREME C.U.U.

Soit x un point maigre et mauvais de Sing(x(n)) alors on peut prolonger 

(X(n) ,f ,E(n) ) en (X(n+t ) ,f ,E(n+t ) ) où pour O^i^t-1 , Y(n+i) est l'ensemble 

des points y G X(n+i) qui sont mauvais et (v,>0-proches de x .

C.U.5. Le théorème C.U.U nous assure donc qu'au bout d'un nombre fini d'écla­

tements de points fermés, en tout point y qui est v-proche de x , on a
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K(y)<K(x) ou C*(y) *K(x) et y est bon).

C.5* A la fin de ce travail nous aurons prouvé que pour tout point maigre 

x € x(n)  , on a l’une des propriétés Y\(x) « q pour q = 0,1,...,7 • Nous allons 

montrer que la résolution du problème A résulte de ce fait et de C.U.1 et C.U.U. 

PROPOSITION C.5.1.

Supposons que dim [Sing^X£n j j (X(n) ) ] = 0  et que pour tout x € Sing^^^j ̂ (x(n) )

on a yç(x)̂ 1 et que x est bon. Alors on a les assertions qui suivent.

(i) Pour tout x ̂  Singv x̂ n̂j j (X(n) ) , il existe une et une seule courbe irréduc­

tible D de X(n) telle que x ̂  D , a(D)^v(x) et (v,m,a,<r) (D) est maximal.

On la note Cx

(ii) On .a v(Cx) = v(x(n))-1 , a(cx) = v(x(n)) et m(Cx)0 .

(iii) Soit C la réunion des Cx telles que (v,m,a,0“) (Cx) soit maximal parmi 

les (v ,m,a ,<r) (Cx) . Alors pour tout x e cnsingv x̂ n̂j ̂ (X(n) ) il existe un 

voisinage U tel que CHU = .

Preuve.

La courbe Cx est la courbe C de C.3(i), C.3(i)3 nous assure l’existence 

et l ’unicité.

On a prouvé (i). Prouvons (ii).

On a v(cx) = v(x(n))-1 car dim[singv x̂ n̂ ̂ j (x(n) )] = 0 , a(cx  ̂“ v(x) 88 v(x(n))

car Cx est permise en x et m(Cx)̂ 1 , sinon Cx serait combinatoire et on

aurait °(cx) “ v^ x  ̂ •

Prouvons (iii). Posons v = v(x) .Si D est une composante irréductible de C 

passant par x , alors par (ii), on a v(D) = ^(cx) ol(D) = a ĉx  ̂ • De Plus *

par maximalité, m(D) = m(C ) . Puisque D et C passent par x , <f(D) et <r(C )x x

sont comparables (B.8.1.1) et donc sont égaux par maximalité. Donc, par définition

du point bon. on a D = Cx , d’où (iii).

V  .c <
X
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PROPOSITION C.5.2.

Supposons yç défini pour toute modification (X(n) ,f ,E(n) ) et pour tout 

point fermé maigre de Sing(X(n)) et C.U.1 et C.U.U vrais. Etant donnée une 

modification (x(n) ,f ,E(n) ) avec dim(X(n)) s 3 et Sing(X(n)) *{ <f) 9 l’algo­

rithme suivant construit un prolongement (X(n+t ) ,f ,E(n+t ) ) de longueur totale 

n+t<œ avec v(x(n+t ) )<v(x(n) ) .

Ce qui résout le problème A et donc notre problème I.B.

ALGORITHME C.5.3.

1) Si dimfsingv£X£nj ̂ (X(n) )] = 2 , on applique B.10.8.

2) Si dim[singv(x(n))(X(n))3«1 ,

(i) si il existe des points fermés de Singv x̂ n̂j ̂ (x(n) ) où K(. ) = 0 ou qui

sont mauvais, alors on prend pour Y(n) l’ensemble de ces points et 

ir(n) : X(n+1) -*■ X(n) est l’éclatement centré en Y(n) ,

(ii) si tous les points fermés de Sing^x(nj j(X(n)) sont bons et vérifient

K(.)^1 » si de plus dim[singv£X£nj j(x(n) )] = 1 , alors on effectue l’éclatement

Tr(n) : X(n+1) -*• X(n) dont le centre Y(n) est la réunion des composantes C de 

dimension 1 de Sing^^^j ̂ (X(n) ) avec a(C)^v(x(n)) et où (v,m,a.<r) est

maximal pour l’ordre lexicographique,

(iii) si dim[Singv£x£n j ̂ (X(n) )] = 0 et si tous les points de s^nSv(x(n) ) 

ont leur *(.) et sont bons.

On appelle alors C la courbe définie en C.5-1-

a) si il y a des points fermés de C où elle n’est pas permise, on prend pour 

Y(n) l’ensemble de ces points et on effectue l’éclatement ir(n) : X(n+1) X(n) 

centré en Y(n) ,

b) si C est permise en tous ses points, on prend Y(n) — C et on effectue 

l’éclatement ir(n) : X(n+1) -*■ X(n) centré en C .

3) Si v(X(n+1))<v(x(n)) , on arrête le prolongement en (x(n+1 ) .f ,E(n+1 ) ), 

si v(X(n+l)) = v(x(n)) , on applique 1) ou 2) à (x(n+1),f,E(n+1)) .

(X(n
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C.5.U. Prouvons C.5-3. Par B.10.8, nous pouvons supposer que S(2,n) - <p .

Posons v - v(x) •

A- L'algorithme impose d'effectuer un éclatement de centre permis tant que 

Singv(X(n+i)) 4 $ , i*0 .

B- Si x € Y(n+i) , où Y(n+i) est le centre de l'éclatement ir(n+i) , i^O 

et si v(x) «= v et si K(x)̂ 1 et si x est bon alors tr(n+i) est, en x , 

l'éclatement défini par l'algorithme du point bon

C— Si x ^ Y(n+i) et si v(x) = v et T̂ (x) = 0 ou si x est mauvais, on a 

Y(n+i) = |xj localement.

D- Pour tout x ̂  Sing^(x(n)) , l'algorithme est fini au-dessus de x .

En effet, au-dessus de x , soit on effectue l'algorithme du point bon, ce qui 

en un nombre fini de pas fait strictement baisser >̂ (.) , soit on effectue des 

éclatements de points mauvais ou de points où K(.) - 0, leur nombre est fini 

par C.U. 1. ou par définition de Ŷ ( . ) = 0 .

E- L'algorithme est fini au-dessus d'un ouvert dense de 

K = jx G Singv(X(n)) J dimx [Singv (x(n) )]] = 1 j .

En effet, par C.2.3, il existe un ouvert dense U de K tel qu'on a >Ç(x) = 1 

en tout point fermé x ^ U et K est irréductible en x . Par l'algorithme 

de Yi = 1 et par (l.E.2.2(6), 2.3(6),2.U), les éclatements dont les projections 

des centres passent par x sont centrés en des courbes se projetant sur U . 

Appliquons [5] à X(n) aux points génériques des composantes de K . L'algorithme 

est fini au-dessus de U puisqu'en dimension 2 , on ne peut avoir une infinité 

de points v-proches.

F- On déduit de E et D que l'algorithme est fini au-dessus de Sing^(x(n)) .

G— On déduit de F que le nombre d'éclatements centrés en des courbes qui ne 

se projettent pas sur Sing^(x(n)) est fini.

H- De G et on déduit que le nombre d'éclatements de C.5-3 3)a) est fini,

c'est à dire que le nombre d'éclatements dont les projections des centres ne 

rencontrent pas Sing^(x(n)) est fini.

I- De F et H on déduit que l'algorithme est fini et donc par A . que pour un 

i>1 on a Sing^(x(n+i) ) = <j> .
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C.5.̂ * Cet algorithme est stable par tout automorphisme de X(0) = X mais il 

ne commute pas à la restriction à un ouvert.

Voyons l’exemple suivant aimablement suggéré par F. CANOs

i f *  u2A ^ ( u ]I|(\i2 +u.)u 3+u 2 ) )

I E(n) * div(ug) , A(2)+1  ̂0(p) , A(2)+2 ̂  0(p) . 

On a h(x) * , 

J(x(n).f,E(n)) * (u^ug.i^) 

v(x) = p+1 , 

x est isolé dans Singv(X(n)), Singv_1(x(n)) * divCû ) .

Alors C=V(u1,u2)=E(n)<">singv_1(x(n)) est la courbe où a(c)»v(x) et (v(C) ,m(C) ,ot(c) ,<r(C) ) 

est maximal. Son éclatement ne procure pas de point v-proche de x , donc >\(x)̂ 1 .

De plus si on effectue l’éclatement tt : X’ -► X(n) centré en x , soit x’ le
__ 1 _ -j p 2

point de paramètres uf = *̂ 2̂ 3 *̂ 3) ♦ on a f * h(xf)(u’ (û +u’u^+u’ û ))

et V(u’,û )Csingvçx  ̂(X1 ) , donc ^(x1)  ̂0 et donc ^(x) 4 0 . Donc tÿx) = 1 .

Donc l’algorithme impose d’effectuer l’éclatement centré en C • Mais restreint 

à l’ouvert U = X(n)-|x| , on a v(U) * p et l’algorithme impose d’effectuer 

l’éclatement centré en div(û ) • Les deux algorithmes différent donc le long de

Vtu^ugj-jxj .

A(2)

( u 1u3
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III - QUELQUES CAS OU K n<1 .

Dans ce chapitre* une modification (x(n)%f,E(n)) est donnée.

PROPOSITION 1.

Soient x(n) un point fermé de Sing^x£n  ̂̂ (X(n) ) et une p-base (u*X)

de 0v/ % /x adaptée à x(n) tels que
X(n),x(n) *  ^

(1) e i(x(n).f,(u,X))2 avec

= Uj g . ordx n̂ j(g) * v-1 = v(x(n))-1 ,

2  ~  u 1&u3b+u2 ,*'2 * e  11 2 •

On pose

(2) C1 = VÎu^Ug) , C^ = V(u3*u2) .

Alors a(x(n)) = v(x(n)) et U^ ^ V Dir(x(n)) . De plus,

(i) si a<v et b<v alors X(x(n)) = 0 ,

(ii) si a = v , b<v et a(C^)<v alors >>(x(n)) = 0  ^

(iii) si a+b<2v et ol( C ^ )  =  v  et c -j c Sing(x(n)) ,  l ’éclatement de C^ ne

crée pas de point v-proche de x(n) , de plus, 

si C1 C Singv(x(n))

ou si divCug) C E(n) et si c ’est la plus ancienne composante de E(n) , alors 

l ’algorithme de TS = 1 nous impose l ’éclatement de C^ et >s(x(n))^1 ,

(iv) si a = b = v = a(C^) = a(C^) et si de plus E(n) = diviu^u^u^) 

alors Singv (X(n)) = C^C^ et >;(x(n)) = 1  ;si a = b = v = ai^) = a(C3) et 

si E(n) = diviu^ug) on a Singv (x(n) )^ C1 et >;(x(n)) = 1 >

(v) si v = 1 et (a,b) = (2,0) alors div(u2 )Q2(n) et l(X(n) *f , (u.X) ) I^Ug.u2 ) , 

si on a l(x(n) ,f ,(u,X) ) = (u2 *u2 ) alors C^ = Sing(X(n)) et )^(x(n)) = 1 .

Preuve.

Clairement on a ordx (n )^-|) = v e"̂ ^2 dîvîse clV(^^) . On en déduit 

que a(x(n)) = v(x(n)) et que U2 G V Dir(x(n)) .

*2>

(a,b
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Puisque ord(g)<v , on a

(3) Singv(x(n))CV(u2) .

Grâce à , on en tire

(U) a+b^v ,

(5) Singv(X(n) )<^CVC3 .

1.1. Voyons ce que l’on obtient si on effectue l’éclatement tt(x ) : X(n+1) X(n 

centré en x(n) . Soit x’ ^ X(n+1) un point v-proche de x(n) . Bien sûr, 

x* est sur le transformé strict de div(u^) .

Si x’ n’est pas sur le transformé strict de û  = 0 , on pose

v1 ® u1 , v2 = u2/u1 , v3 = u3|u1 , d’où des éléments de J(x(n+1).f,E(n+1)) :

l(X(n+l),f\(v ,À)) .

On a donc au plus deux points proches situés sur les transformés stricts

de et dans le cas ou a+b<2 v et ils satisfont aux hypothèses

de la proposition

Si de plus Sup(a*b)^v on a

(9) (a+b—v)+b<2v et Sup(a+b—v*b)^v •

Si de plus Sup(a,b)<v on a

(10) Sup(a+b-v*b)<v et (a+b-v)+b<a+b .

Ceci prouve (i) puisque u^ et u^ jouent des rôles symétriques.

Prouvons (ii), au point y situé sur le transformé strict de C3 , le couple

(v,b) devient (b,b) et donc T (̂y) = 0 par (i) . Au point z situe sur

le transformé strict C} de C1 le couple (v,b) reste (v.b) . mais a(C1)<v .

par II.B.9.1 , donc K(z) = 0 et yc(x(n)) = 0 .

(6) i
* —v , —v + 1\
= U1 = v2(gu1  ̂= V2S? »

_ . _ —v a+b—v b / , —v+ 1 \ a+b-v b
* 2  "  U 1 * 2  =  V 1 v 3  +  V2  2 U 1 } =  V 1 v 3  +  v 2 * 2  *

On sait que Vg est nul en tout point v-proche x' donc

(8)

/17 \ j a+b—v b 
17; x ' V 1 v3 ^v ’

Î si a+b-v<v on a or<̂ xi et ^  et appartiennent à

l(X(n+l),f,(v,A)) .

b  ̂
V3 4

a+ b -vi
: V ,

- V + 1  V
►2UV 2 (liV3 '

a
= vi

=L+b-\
*2 U1 v2.

C3C1
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1.2. Si a(C«j) = v , on a a^v et si C^CsingCxin) ) (par exemple, si v£2

ou si est combinatoire, c’est à dire si divÎu.jÛ JCEÎn) ) alors C1 est

permise en x(n) . Effectuons alors l’éclatement ir(n) : X(n+1) ■+* X(n) 

centré en .

On a au plus un point x’ € X(n+1) qui est v-proche de x(n) , c’est le 

point de paramètres v = (û  ,û /û  ,û ) . D’où on a deux éléments de

l(x(n+l),f,(v,A))

, .{*1 = v2 g UTV+1 = v2 g? > ord f(g’)̂ v-1 ,
(11)% x

) -. a-v b f -v+1 v a-v b^ . ,
“ V1 v3 2^2U1 ' = V1 v3 2^2 *

Autrement dit, l’hypothèse (1) est vérifiée en x’ . De plus, si (a-v)+b<v ,

ordxf(<P2)<v donc x’ n’est pas v-proche de x(n) .

Si a+b = 2v , on a (a-v)+b = v , donc x’ est dans le cas (i) et X(x’) = 0 

sauf si (a-v,b) = (v,0) ou (0,v) .

Si (a-v,b) = (v,0) et a(V(v1,v2))<v , par (ii), on a K(x’) = 0 .

Si (a-v,b) = (v,0) et si a(V(v1 .v̂ ) )=v ,et si V(v1 ,v2)Csing(X(n+1 ) )

(par exemple si v^2 ou si div(v.jV2)CE(n+1 ) , c’est à dire si div(u^)CE(n) )

alors l’éclatement centré en V(v^,v2) n’engendre pas de point v-proche.

Si (a-v,b) = (0,v) » on observe que V(v^,v^) = est le transformé strict

de donc <*(£3) “ a(C3  ̂ •

Si a(C^)<v on a X(x’ ) =0 , si <*(£3) = v et si C^CSing(X(n) ) ,

c’est à dire C^CSing(X(n) ) alors l’éclatement de n’engendre pas de point

proche de x’ .

Prouvons (iii). Puisque l’éclatement centré en ne crée pas de poitit

v-proche, on a

(12) C1D Sing^(X(n)) •

C1

C 1 •
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D'où. si C^Csing^Cxin)) , on a C1 « Sing^(X(n)) , x(n) n’est pas isolé

dans sa v-strate „ donc K(x(n)) ^ 0 et l’algorithme de = 1 impose son 

éclatement et donc Y\(x(n)) « 1 .

Si C^^Singv(X(n) ) alors x(n) est isolé dans sa v—strate. L’algorithme

de y? « 1 nous impose de chercher les courbes T avec ot(r) ^ v , TCSing(X(n)) 

et T dans la plus ancienne composante de E(n) qui est ici div(ug) . Par (2),

on a Sing(x(n) )na.iv(u2)CC , et a(C3).£b<2v-a£v et donc l’algorithme de

1 impose d’effectuer 1 ’éclatement en . D’où >S(x(n))^1 .

Prouvons (iv) .Si E(n) = divCu^u^u^) alors et sont combinatoires

et donc (5) implique que

(13) Singv(X(n)) = .

Donc x(n) n’est pas isolé dans sa v-strate et donc y^(x(n)) ^ 0 . L’ordre 

sur les composantes de E(n) nous permet de distinguer et et on a

X(x(n)) = 1 .

Si E(n) = diviu^ug) , alors est combinatoire et donc C^csing^ixin) ) ,

donc x(n) n’est pas isolé dans sa v-strate. De plus C1 est la seule courbe 

passant par x(n) avec m(C^) = 2 , l’algorithme de X  = 1 impose son écla­

tement. Avec les notations du début de 1.2. 9 si v(x* )<v alors >Ç(x(n)) = 1 , 

si v(x’) * v et v(C^) = v , alors Sing^(X(n)) = C-|UC3 ^(x(n)) = 1 « si

v(x’) = v et v(C^)<v et C^CSing(X(n)) alors par (11K  est la seule

courbe de Sing(X(n)) contenue dans div(vg) qui est localement la plus ancienne

composante de E(n+1) , l’algorithme de ^ = 1 impose son éclatement, on a 

^(x(n)) = 1 . Si v(x’) = v et v(C^)<v je dis que v^2 et que C^CSingiXfn) ).

En effet, si v = 1 alors par (11), on a 

(1U) <?2 = v3 mod(v2) et E(n+1) = div(v1 v^)

ICC.

C3C1

C 1

C 1

C3C 1

C3

et



-82-

Comme € l(x(n+1 ) *f, (v,X) ) , on a

ordxt^h(xf) 1. D 

ce qui est une contradiction.

1.3. Prouvons (v ). Nous avons v = 1 , donc g est inversible et, quitte à 

modifier *p ̂ et *p2 % on a

(15) <P 1 = Ug , <P2 = u^ -

Ce qui prouve que

(16) (u2,u2)ci(x(n),f,(u,X)) .

On a div(u2)Œ(n) , sinon par (15)* on aurait ord(h(x(n)) 1 D̂ ĵ gf) = 0 . 

Supposons maintenant que I(X(n),f,(u,X)) = (u^.u^) . Alors on a clairement

(17) (u,,^) Dj(ï(n),f,E(n)) 3 (u^.Ug) .

Donc C^sing^ixin) ) et Ĉ  est permise en x(n) . Effectuons l’éclatement 

ir(n) centré en Ĉ  , comme e V Dir(x(n)) , dans .X(n+l) , il y a au plus

un point v-proche de x(n) , c'est le point y de paramètres uf = (u^»u^/u^,u^). 

On a l(X(n+1),f,(u*,X)) = u11I(x(n),f,(u.X)) = (u’,û ) .

De plus, E(n+1) D div(u!J u^) et donc

<18) l(x(n+l),f,(u'.,x)) = J(x(n+l),f,E(n+l),V(u’,u£)) = (u!j,u£) .

Ainsi a£v(u^,u2)3 = 1 et Viulj.û ) est combinato ire, donc (l.A.1.6) 

v[v(u},u£ )] = 1 ; V(u^,u2) est permise en y et par (18), si on effectue 

l’éclatement de X(n+1) centré en V(u’,u2) % il n'y a pas de point singulier 

au-dessus de y . Donc V(u^,u^) = Sing(x(n+1)) et Ĉ  = Sing(x(n)) et 

par U.C. , *̂(x(n)) = 1 .

r*Xfl =1 - 0 et donc v(x') = 0



PROPOSITION 2.

Soit x(n) un point fermé de Sing(X(n)) vérifiant :

(i) ct(x(n) ) = v(x(n) ) = v ,

(ii) il existe une p-base (u,X) de °x(n)>x(n) adaptée à x(n) telle que

f = h(x(n))(\a2g+yu^u3) + R(f,u,X) , y inversible.

On pose C =» V(u1 ,u2) , alors ,

1) Si v>2 et a(C) = v , on a ”K(x(n))$1 si (E(n);>div(u.1u2) ou

(v(x(n) ) = 1 et v»3) ou CCSingv(X(n) ) ou div(u2) est la plus vieille

composante de E(n)) ;

2) si v(x(n))>3 et a(c)<v , on a K(x(n)) = 0 ;

3) si v(x(n)) = 2 , a(c)<v , on a l'implication :

K(x(n)) =f 0 =^>[clV_1(g) =iru3 , A(3)+1 = 0(p) , A(l)+2A(2)+2 = 0(p) , A(2) =f 0(p),

A(2)+1 4 0(p) , ¿r'̂ k(x(n)) J , cette dernière condition sera notée (*), les exposants 

A(i) , 1^i<3 , sont définis en (i.A.5.(10)) ;

k) si v(x(n)) = 1  , on a A(2)>0 et et u^ jouent le même rôle. De plus

(i) si A( 1 )>0 ou A(3)>0 et £a(1)+A(2)+1 4 0(p) ou A(3) = 0(p) 

ou A( 1 ) = 0(p) ou A(2) = 0(p)] , alors K(x(n)).^1 ; la 

condition entre crochets sera notée ) ;

(ii) si (A(3 )>0 et A(1 ) = 0) » on a ft(x(n))<1 ;

(iii) si A ( i ) ss a (3) = 0 , alors x(n) est un point isolé de Sing(x(n)) et

si on lféclate, en tout point fermé v~proche x(n+l) de x(n),on a K(x(n+1)) = 1 . 

Preuve .

2.1. Puisque a(x(n)) * v(x(n)) , pour déterminer Dir(x(n)) , on doit considérer 

l'idéal clv(l(X(n) ,f ,(u,X)) = (F,....Fg) (l.E.2.2. (U) , notations de I.F.lt.2.1. (U))

il est clair que divise tous les F^ et donc que ^ VDir(x(n))

(i.E.1.5*1.3.)• On prouvera 1). (2) et 3)) et h) séparément et^dans chaque cas, 

le fait que x(n) est maigre.

Preuve de 1 ) .

Si v^2 et a(C) = v , alors C est permise, en effet d ’après (I.D.5.), 

il suffit de vérifier que CCsing(x(n)) , or v(c)£a(c)-l£l (I.A.3.(VTl)).

Effectuons l’éclatement ^(n) centré en C , comme €= VDir(x(n)) ;
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il y a au plus un point v-proche x(n+l) de x(n) , c'est le point de paramètres 

(u1 ,u2/u1 ,u3) ® ( v^ ,v2 *v3  ̂ et on a :

f * v ^ 1 +̂A^2 +̂vv ^ 2 v̂3 3̂^ v2S f̂ v 3)+R(f,v,X) , avec gf « g/u^ 1 .

On constate que v(x(n+1 ) )^a(x(n+1 ) )̂ 1 , donc ir(n) n'engendre pas de 

point v-proche de x(n) et x(n) est maigre. Mais ceci ne prouve pas que 

}K(x(n)) = 1 » il faut vérifier que C satisfait aux conditions de (II.C3.).

Si CCSing^(X(n) ) , comme ir(n) n'engendre pas de point v-proche de x(n) , 

localement on a C « Sing^(X(n)) , on est dans le cas 2) de (II.C.3-K

Si C^Singv(x(n) ) , comme ir(n) n'engendre pas de point v-proche de x(n) 5 

x(n) est isolé dans Sing^(x(n)) . Remarquons qu'on a ECn^xiiviu^u^) »

sinon C serait combinatoire. Montrons cjue C satisfait à XI.C.3(i).

Supposons qu'il existe une autre courbe irréductible T passant par x(n)

avec a(r) = v . Alors au-dessus de x(n) il existe un point fermé y par

où passe T' , le transformé strict de r , et a(r') « a(r) = v , donc

(1) v(y)^v(r)£a(r)^v-1 •

D'après (I.F.3.(iii)), si v(x(n)) = 1 , alors y = x(n+l) • or on a vu que 

a(x(n+1))*1<v , si v^3 , on a une contradiction, (lI.C.3(i)) est bien vérifié 

en x(n) par C.

D'après l'expression de f (cf.(ii)), on a C = Sing^_^ (x(n) JndivCu^) 

et donc, si diviu^) est la plus ancienne composante de E(n), on a II.C.3(i) 

pour C .

2,2. Preuve de 2) et de 3) •

Effectuons l'éclatement ir(n) centré en x(n) .

2*2#1, Etudions d'abord l'ouvert de X(n) où u^ est l'équation du diviseur 

exceptionnel de ir(n) • On pose (u^ ,u2/u1 ,u^/u1 ) « (u^ugju^) , soit x(n+l) 

un point au-dessus de x(n) dans ProjCü^) (on se rappelle que e VDir(x(n))

alors U2(x(n+1)) « 0 , avec les notations de (l.F.U.2.1. (U) ) , on a : 

f| = » 3 i 9 1̂ i^s , y^ inversible

et , ordx(n)(si.) = v-1 .3i' l ^ i

“2* 1“■yi
V

a1u3
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On note G^ = clv ^g^) , 1-Si-Ss , 

et G = clv 1(g) •

D'après (l.E.1.),V/i , 1«i<s , f!/û | € J(X(n+l),f,E(n+l)) , or : 

f|/u^ = UgG^C 1 ,Ug»u^i+y^u^u^ modCu^Ug) , 1-Sî s .

Donc 3i » , ordx(n+i )(f‘î/uiV)«ordx(n+1 )(u!Jû )i2 ; si v£3 , dans l'ouvert

considéré, il n'y a pas de point v-proche de x(n) , si v = 2 , dans l'ouvert 

considéré, il y a au plus un point v-proche, c'est le point où u^ n'est pas

inversible, c'est à dire le point x(n+l) de paramètres (u^,u^,u^) , en ce

point on a (l.F.U.1.) :

f = h(x(n+1 ) ) (u^g'+yu^u^)+R(:f ,u',X) ,

ce qui donne, en choisissant un corps de représentants de k(x(n)) dans

0X(n+l),x(n+l)^u1uP  :

,X ) )/h(x(n+1 ) ) = u^G( 1 ,uj!> ,û  )+yu’u^ mod(u’u^)

= u^ia+gu^+tfup+yu’u^ modCul^u^) .

Si k(x(n) )^U2 , on a v(x(n+1 ) )^a(x(n+1 ) ) = 1 , x(n+l) n’est pas

v_proche de x(n) . Désormais, nous supposerons que x(n+1 ) est v-proche de 

x(n) , ce qui implique donc a=0 et, en posant Fj! = cl2(DM^^f )/h(x(n+1 ) ) ,

on a :

F| = U^(3(i)U^+y(i)U^)+y(i)U»U^+ô(i)U’U^ , 1^i<s .

Cherchons à déterminer VDir(x(n+l)) , d’après (i.E.1.5.1.2♦)9 on a : 

((DU,j-»jXF£,DUj-|JFj) , K<iia) « (6(i)U£+n(i)U',|i(i)U'+ir(i)U£, Ui<s)C VDir(x(n+D)

comme y est inversible , ̂ i , 1«i^s , y(i) 4 0 , on en déduit les implications :

(2) G VDir (x(n+1 ) ) =^> v(x(n+l)) = 3 K(x(n+1)) = 0 .

Si V = 0 , alors DU C F ) ■ y(i)U* , comme les y(i) ne sont pas tous

nuls U’ ^ VDir(x(n+l)) . De plus, P et y  ne sont pas tous deux nuls car

G =f 0 , donc y 1^if«s, tel que P(i’) + 0 et comme F^ f ^ VDir(x(n+l))

-R(f( f - ,u’

ü2

3 i *



(l.E.6.) et que F^t * &(i* )\Ĵ  mod(U’) , on a ^ VDir(x(n+l)) , ce qui

implique K(x(n+1)) = 0 ((2)). On a donc l’implication :

(3) 0 K(x(n+1)) = 0 .

Désormais, nous étudions le cas v(x(n+*l))^2 , d’après (3), 7f 4 0 , donc 

3if , U i ’̂ s , ¡f{ i’) 4 0 , or, (¿T(i’)U^+y(i’)U’,6(i’)U^y(i’)Û ) est contenu

dans VDir(x(n+1)) , donc y(i’) 4 0 ((2)) , donc :

(k) VDir(x(n+1 ) ) = (*,¥) - (U’ + (tf(i’ )/y(i’ ) )U£ ,6(i’ )U£+y(i* )Û ) .

On a donc,:^ i , 1^i^s :

Ft̂ = A(i)^^+y(iV^+viiJ'F2 , en regardant les termes en U’2 et ,

on a : X(i) = v(i) = 0 , les F^ sont proportionnels. On pose :

(5) h<*(«-l» - U;*'(')U .A(2)U.A<3) . u ,A(1)*A(2)*A(3)«u ,A(2)u ,A(3) _

on a alors :

F} = gA’(i)u£2+ÿA'(i)u£u^+6(A’(i)+i)u£u’+p(A’(i)+i)u}u^ ,

Fg = b(A(2)+2)U£2+*(A(2)+1)U£U£+6(A(2)+1)U£U»+wÀ(2)U'U£ ,

F^ = eA(3)U^2+Jf(A(3)+DU^U^+6A(3)U^U’+vr(A(3)+l)U’U^ ,

comme et y sont tous deux non nuls, en comparant les deuxième et quatrième

monSmes de F^ et F^ , on obtient :

(6) A(3)+1 - 0(p) .

En comparant F’ et F^ , on remarque que si F^ = 0 , on a :

A ’(1) + 1 = 0(p) , ÎfA’O) = 0 , comme ¿T 4 0 , on a A’(1) = 0(p) , c’est une 

absurdité, donc F^ « 0 , comme A’(3)=-l(p) , o n a  :

(7) 3 = 6 = 0 .

En comparant les deuxième et quatrième monômes de F’ et Fg » on a :

A ’(1)A(2) = (A’(1)+1)(A(2)+1) = >  A’(1)+A(2)+1 = 0(p) , ce qui donne :

(8) A(l)+2A(2)+2 = 0(p) .

Si A(2) = 0(p) , Fg = 2 T » donc Ug e VDir(x(n+l)) (l.E.6.), c'est

impossible donc

(9) A(2) =f 0(p) .

- 8 6 -

ü2

U32



De même, si A(2)+1 ■ 0(p) , F£ = -yU^U^ , on en déduit (U},U^)C VDir(x(n+1))

ce qui contredit (U) c'est impossible donc :

(10) A(2)+1 4 0(p) .

2.2.2. Il faut étudier maintenant le point y de paramètres - u^/u^ ,

Vg « * v3 “ ^  » c'est à dire le point au-dessus de x(n) sur le trans­

formé strict de C * V(u1#u2) , posons F ■ U2G (notations de (I.F.U.2.1.(U.) ), 

on a :

f - h(y)(v2G(v1,v2,l)+v2v3g"+w^v3)+R(f,v,X) , g" € 0 ^ n+1j .

Si ce point est v-proche de x(n) , comme v(y)$a(y)<^oT&y(G(v^ ,v2,1 ) )̂ v ,

on a G e k(x(n) ) »U2] et donc on a (non (* ) ). Donc, si v>3 et si y

est v-proche de x(n) , y satisfait aux conditions (i) et (ii) de la proposition 

avec a(C) = a(V( v̂  ,v2) )<v , si v = 2 et si y est v-proche de x(n) , y 

satisfait aux conditions (i), (ii) et (non(*)) de la proposition.

2.2.3. Prouvons (2) et (3). Si on éclate x(n) , il y a au plus deux points 

v-proches, l'un, noté y , est sur le transformé strict de C , il satisfait 

aux conditions (i) et (ii) de la proposition et, si v = 2 , il satisfait

à (nonO*)), l'autre, noté x(n+l) vérifie v(x(n+l)) - 2 , v(x(n+l)) = 3 car 

on vient de voir que v(x(n+l))^2 ==> (★) , c'est à dire que, si on applique 

l'algorithme de la définition de X = 0 (II.C.1.), les seuls points où le résultat 

n'est pas clair sont les points au-dessus de x(n) sur le transformé strict de 

C , mais, comme a(C)<v , d'après (II.B.9.1.)» l'algorithme aboutira à un succès. 

Donc 7i(x) = 0 et x est maigre.

2.3. Preuve de U).

On a :

f ■ h(x(n) )(u2g+yu1u3)+R(f ,u,X).

Bien sûr, g est inversible. De plus, A(2)>0 , en effet, si A(2) = 0 , 

VÎUg^Etn) et donc ordx n̂  ̂( (D̂ -j f )/h(x(n) ) ) =  0 = v(x(n)) , ce qui est une

cont radi et ion.

-87-
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Maintenant. remarquons que (U)(ii) est une conséquence de (U)(i).

2.3.1. Prouvons donc U(i). On a v = 1 et g inversible.

Avec les notations de (l.F.U.2.1.(U)), on a

S
t\ = u 2 [ A ( l ) g + u 1DUj-’- jg3  + u 1u 3 £ (A (l)  + l ) y + u 1D'£Qy3 ,

*2 = u2 [(A (2)+ l)g+ u2D ^ g ]  + u 1u 3 [A(2)y+u2Dlj-’j w ]  . 

f3 = Ug [À( 3)g+u3̂ 1gj s] + uiu3 0 A(3)+1 îu+UgD^-j V ] . 

f* = A( 1 ÎUgg+CAÎ 1 ) + 1 )yu1u3 mod. (u2,u1u3)'1ti' »

(12) I t£ = [A(2 )+l]u2g+A(2)yu1u3 mod. (ug.u.^Jffv ,
= A (3)u2g+( A(3) + 1 )vm.|U3 mod. (u2 .û ug)-#«' ,

= u2DM[i] s + u1u3 m°d. (u2,u1u3>ttv .

Les hypothèses de (U)(i) impliquent qu'un des mineurs d'ordre 2 de 

la matrice

A( 1 ) A(1)+1

A(2)+1

A(3)

A(2)

A(3)+1

est non nul mod.p ou que gu2h(x(n)) ou uu^hixtn)) est une puissance 

p-ème et qu'on peut prendre g = X ̂ ou y = X ̂ . Alors, on a

(13) U2 e l(X(n).f,(u,X )),U1U3 e l(X(n) ,f\(u,X )) .

Comme divCu^jŒCn) , on a E(n) = diviu^u^u^) ou diviu^u^) ou divCu^u^) ,

(U)(i) et le fait que x(n) est maigre découlent de l'assertion (iv) de la pro­

position 1. qui précède.

2.3.2. Preuve de (U)(iii)-

On a A( 1 ) « A(3) « 0 . Par 2.3, on a donc E(n) = div(u^) •

Dfaprès I.A.1., on a :

J(X(n) ,f ,E(n) ) * (DMp-j f ,i^2 , 1^i^s )/h(x(n) ) ,

J(X(n),f,E(n),|x(n)j) = (DM^|Jf,WC û Xf,i+2, 1*i«s)/h(x(n)) ,

(11)

f3

n

n u >X f

•“ H 1



J(X(n).f,E(n))=(ul+u2A,u3+u2B.u2+Cu1u3) , A .B,C € Oy.^ >x(n) ,

J(X(n) ,f ,E(n) ) = (u^jUg,u3) — Vft . On en déduit que Sing(X(n)) = jx(n)j et

J(X(n),f,E(n),|x(n)^-m(u1+u2A,u3+u2B) + (u2+Cu1u3) ,

J(X(n),f,E(n),|x(n)j) * (ug.u^.ug.u^) .

Effectuons l'éclatement ir(n) centré en x(n) , comme û  et u3 jouent

des rôles symétriques et que Ug e VDir(x(n)) , nous ne considérons que

l'ouvert où u1 est l'équation du diviseur exceptionnel de ir(n) . On pose donc :

= u1, u^ = u2/u1, u^ = u3 . Soit x(n+l) un point au-dessus de x(n) ,

d'après I.E.I., on a :

J(x(n+1),f,E(n+1)) = j(X(n),f,E(n),|x(n) |)u1 1 ,

J(x(n+1),f,E(n+1)) = (u^.u',u'u^2,u}u^) « (u},u£) .

On en déduit que Sing1(X(n+1)) = V(u',ù£) et que x(n) est maigre. Alors* comme

E(n+1) = divCu’u^) * V(u’,u2) est 11 intersection des deux composantes de E(n+1) .

V(û  tUg) est comminatoire et d’apres I.D.9»» elle est permise en tous ses points. 

On a dTaprès I.A.1. :

j(x(n+l),f,E(n+1),V(u^,up) = (DMÛ ’jf .DM^’jf ,D^?Xf ,3$i<s )h(x(n+1 ) )_1 , 

j(X(n+l),f,E(n+l),V(u',u£)) = J(X(n+1 ) ,f ,E(n+1 ) ) = (u},u£) .

D’après I.E.1., si on effectue l’éclatement Tr(n+1) centré en V(u^ »û ) on a :

j(X(n+2),f,E(n+2)) = j(x(n+l),f,E(n+2),V(u^up)(u^u^) 1 ,

j(X(n+2),f,E(n+2)) = C>x(n+2) .

D’après U.C.2., )̂ (x(n+l)) = 1 .

DEFINITION ET NOTATION 3.

Soit x un point fermé de Sing(X(n)) et soit CCx(n) une courbe irré­

ductible et régulière en x et à croisements normaux avec E(n) dans un 

voisinage de x . Soit de plus J un idéal de °x(n) x ’ °n ^ose

t(C,J.x) = ord [in-Cj)] .
__ X L
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3.1. Si (u.X ) est une p-base de O / » adaptée à (x.C) avec C = V(u..u.) ,n/*x i j

on a

a b
___ r »
a+b^x

(1) t(C.J^x) - inf|ordx[Va b mod. (û  ,û  )] ; jj<p e J , <p s y—  -bUiUj * a = ordc^J^

DEFINITION 3.2.

Avec les hypothèses et notations de 3» on suppose que v = v(x)>a = ct(C) . On note 

t(C.x) * t(C,J(X(n).f,E(n),C,jxj).x) o>l

j(X(n),f“,E(n).C,|x|) = h(x(n) )_1 (Df ; D e sg (X,E.C)r>é(XtE, jx j) ) .

PROPOSITION 3.2.1.

Toujours avec les hypothèses et notations de 3, on a 

t(C,x) = t (C,l(x(n) 9t9 (u,X ) ) ,x) .

Preuve.

On a clairement 

l(X(n),f.(u.A))Cj(x(n),f,E(n),C,jxj ) .

et les ordres de ces deux idéaux au point générique n de C sont égaux.

Donc t(C,x)<t(C,l(X(n),f,(u,X)),x) .

Posons p - l(C) , avec les notations de I. A.1, on a un système de générateurs 

de J(x(n),f,E(n),C,jxj) qui est donné par

(1) h(x)_1(DMlJ-:-jXf , i«î t , p ôr-jXf , i+t^i<k ,

'WX(n),xD^ f f ’ • r+l^i^s) .

Soit \p un élément de ce système tel que ord (<p) = a où n est le point géné-
n

rique de C et tel que, avec les notations de 3.1* on a 

t(C,x) = infjordJY^ mod.(u..uj)] , j

Si tp e l(x(n) ,f*, (u,X) ) , on a clairement t (C,x)̂ t (C,l(X(n) ,f, (u,X) ) *x) .

Sinon, on a \p = h(x) avec a 4 b .

Alors je dis que

(2 ) b^k .

Sinon on a k+1^b et puisque ici r = 3 * on a b = k+1 = 3 et donc a^k=2 . 

v - 1 ^ u . X , ,Alors on a ord^[h(x) u& D^jf]>a+1 , ce qui est impossible. Cette contradictiion

nu.A_
03

1ua

* > u. > 
3 >

a
,u.1

1

D H xr  ’
k + 1 4ci^r



prouve (2).

Alors on a

(3) t+t$b .

Sinon, par (1), on aurait a=b .

Mais alors, par (1), u ^l(C) et donca

ordn[h(x)~1ua D q q O  = ordn[ h U ) ~ \  D|gXf] = o

et on vérifie que

°rdx[c2r“(h(x)-1ua D [b] f3  = ordxCci'n('h(x)-1uiD DT[b]f3  d’où

t(C,x)>t(C,l(X(n),f,(u,X)),x) .

Ce qui finit de prouver 3.2.

DEFINITION 3.3.

Toujours et encore avec les hypothèses et notations de 3. on note 0(x,C) 

le plus petit entier t tel que si on prolonge (x(n),f,E(n)) par la suite 

d’éclatements ir(i) : X(n+i+l) -► X(n+i) , Q^i<t , centrés en Y(i) = |x(i)| 

point de X(n+i) au-dessus de x = x(0) sur le transformé strict C(i)CX(n+i) 

de C = C(0) , on a v(x(n+t))<v(x) .

3.3.1. On remarque que

©(C.x)^t(C,x) (v-a) 1<t(C,x) , où v = v(x) et a = a(C) .

3.1*. Si il n'y a pas d ’ ambi guit é, on écrira t(C) et ©(c) au lieu de 

t(C,x) et 0(C,x) .

PROPOSITION 3.5.

Toujours avec les hypothèses et notations de 3* soit (u,X) une p-base 

de ^x(n) x a<3-aPtée à x et telle que

( 1 ) C = V (u 1 ,u2) .

Prolongeons (X(n) ,f *E(n) ) en effectuant l'éclatement tt : X(n+1) X(n) 

centré en x (resp. centré en vCu^.u^) et VÎu^u^) est permis en x).

Soit x' G X(n+1) le point au dessus de x sur le transformé strict C' de C . 

On suppose que v(x')>a(C) .

Alors on a t(C') = t(C)-(v(x)-a(C)) (resp. t(CT)^t(C)—1) .

-91-



-32-

Preuve. 

Bien sûr. on a a(C') = a(c). Soit V e l(x(n).f.(u.X)) , on pose

V - ^  ir , ufvu OÙ a = a(C) ., , D I £1a+b=ot

Regardons le cas où tt est centré en x . Alors x* a pour paramètres 

u1 = (u^u^^ugu^1 ,û ) et

(1) l(X(n+l),f,(u*,X)) = l(X(n).f.(u.X))u“a(x) .

- -a ____  -a(x)+a a b
3 îTab*u3 U 1U2 * °n aa+b=a

(2) iordxl(ra^.U3a(x)+0t)iordx(yaVb)-a(x)+a .

( ^ordx(2Ta b)-a(x)+v *

où v = v(x) .

Ce qui prouve 3.5 en ce cas.

Si tt est centré en V(u^ *11̂ ) et si V(u^ est permis en x alors

a ’ = «[V( u^,u^)]^v(x) et x* a pour paramètres u? = (u^u^^u^u^) et on

(3) l(x(n+1 ),f,(u',X)) = l(x(n).f*.(u.x)) ' .

Alors 3.5 se prouve comme ci-dessus.

LEMME U.

Soit x un point fermé de Singg(x(n)) et soit (u%\) une p-base de C 

adaptée en x. Soit une courbe r avec

(1) rCSinĝ _.| (X)ndiv(u^ ) • div(u^ )CE , où v = v(x) .

On pose

(2) I(r) = (û  ) .

Alors g e j(X,f,E) ,

(i) divise g mod.(u^) ,

(ii) inx(<pv ”̂ ) divise in(g) mod.(u^) .

La preuve est claire.

a

X(n)*x
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PROPOSITION U.l.

Soit x un point fermé de Sing(x(n)) tel que a(x) = v(x) * v(x) = 2 

et tel qu’il existe une courbe T ̂  x permise en x . Posons v = v(x) .

Alors

(i) On peut choisir une p-base (u,X) de 0Y, % adaptée en x et tellen) ,x

que T = VCu^u^) et V Dir(x) = <U.j •Ug* *

(ii) On a Singv(x(n))cr .

(iii) On a une des conditions suivantes

(1) T = Singv(X(n)) ,

(2) v£2 et T = Singv_1(X(n)) ,

(3) v^3 , m(r) = 1 et T = Sing^ (x(n) )HE(n) ,

(k) V23 , m(T)=1 , m(x)=2 , E(n)=E’UEn , I^Sing^ (x (n) )OE’ et Sing^^XÎn) )OE"

est une courbe C régulière en x et à croisements normaux avec E(n) et 

a(C) = v-1 .

(iv) x est maigre et )^(x)̂ 1 .

Preuve.

Par définition de la permissibilité, on peut choisir une p-base (u,X)

de 0V/ \ adaptée en x et telle que X(n),x ^

r = v(u1,u2) .

Par I.D. 1, on a a(r) = a(x) = v(x) « v . Alors, par I.F.3.5-1* on a 

J(X(n),f\E(n),r)C(u1,u2)v ,

d'où l(x(n),f,(u,x))CJ(x(n),f,E(n),r)c(u1,ug)v .

Comme a(x) = v(x) , on a V Dir(x) = V Dir(l(X(n) ,f, (u,X ) ) 

d’où, puisque v(x) = 2 ,

(5) V Dir(x) = V Dir[j(X(n),f,E(n),r)] = <U1,Ug> .

On a prouvé (i).
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Par (5)* il est clair que si on effectue l'éclatement tt : X' -*■ X(n) 

centré en T , il n'y a pas de point v-proche de x . On a clairement (ii).

De plus, (iii) entraîne que tt est imposé par l'algorithme de ^  = 1 .

Donc (iv) découle de (iii) et il n'y a plus qu'à prouver (iii).

Si rCSingv(X(n)) , alors on a T = Sing^(X(n)), on a (1) et (iii) est clair. 

Si r<£singv(x(n) ) * alors, on a div(u^u2)^E(n) , sinon T serait combina-

toire (I.A. 1 (6) ) et on aurait a(r) = v(r) = v . Quitte à permuter û  et u^

nous supposons désormais :

(6) div(u.j )<£e(ii) .

On remarque que si on pose 

f = h(x)g+R(f ,u,X) , alors

(7) clv(g) = G e k(x)[u*\u2] ,

sinon ordx£h(x)  ̂^^’-ĵ gJ^v-I * ce (lu  ̂contredit v(x) = v. Par (5) •

G ̂  k(n)[](J2] , donc v^p .

Si v = 2 , par I.F.3.U* dans X' , il n'y a pas de point singulier et donc 

T est la seule courbe de Sing(x(n)) passant par x . On a donc (2) .

Désormais nous supposons

(8) v = v(x) 3̂ .

Puisque v(r)<v et a(r) = v » on a

(9) v(r) = v —1 .

Voyons le cas où div(u2)<̂ E(n) • Nous allons montrer que localement 

T = Sing^ ^(X(n)) et on aura (2). Puisque E(n)Cdiv( „ étant donné un point 

rationnel x' G X' au-dessus de x * on peut choisir u^ et u^ tels que 

x* est le point de paramètres u* = (u^u^u^Vu^) , alors on a par I.E.1 et (7)

(10) if = h(x')gu“v+H(f,u',x)

( ordx,(gu1v)^v-p<v-2 .
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Dfautre part pour un point x1 irrationnel sur x , on a v(xf)^v-2 , 

sinon on aurait clVQj(X(n) .f *E(n) * (<|>(U1,U2)V 1) où (J) est un polynôme

homogène irréductible de degré d£2 de k(x )[ur u2] , par (8) c’est impossible. 

Donc au-dessus de x , on a toujours v(x’)^v-2 donc T * Sinĝ _.j (x(n) ) ,

comme annoncé.

Voyons le cas où div(u2)QS(n) . Nous allons prouver qu’on a (3) ou (H) .

Supposons qu’on n’a pas (3) alors soit C une courbe de Sing^_^ (X(n) Ĵ kiivCû ) *

i = 2 ou 3 avec C 4 T .

Alors* on a l(c) - (<£,û ) , d’autre part par (7). il existe

g’ ^ j(x(n) ,f ,E(n) , jx|) avec G’ = clV(g’) ^ k(x) , U2J et G’ 4 k(x)[u2]

alors par h. 9 inJ¡pV 1) divise G’ mod. (u2) et = au^+bu^+cu^ avec

ordx(a) = 0 . Si i = 2 et puisque C 4 T , le transformé strict Cf de C

passe par le point x’ de paramètres u’ = (u^,u2û  \u^) qui est le point

au-dessus de x sur le transformé strict de div(u2) .

Par (10), on a v(x’)^v-p<v-1 = v(C) , c’est impossible. Donc on a i = 3 . 

Puisque i = 3 , on a I(C) = (au^+bu2,û ) , quitte à modifier û  ,

on peut prendre

(11) I(C) = (u^u^) .

Alors, on a I(X(n),f,(u,X))Qj(x(n),f,E(n),C) et par (5)-* on a 

v-l£ordç Ql(x(n) .f, (u,X))]>ordc Qj(x(n),f,E(n),C)]>a(C) donc a(c)<v-1 ,

ce qui avec (11) montre qu’on a (U).

PROPOSITION h.2

Soit x € Sing(X(n)) et soit (u,x) une p-base de ^x(n) x adaptée en x 

telle que

(1) I(x(n) ,f ,(u,x) ) = (û ) mod.(u2) , où v = v(x) ,

(2) v(x)*2 .
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(i) V Dir(x)=<U1,U2>

(ii) si a [v(u1 .Ug)] <v on a )“\(x) = 0 ,

(iii) si « v on a X(x)i1 .

Preuve.

En vertu de (1), on a <x(x) = v(x) = v .

Donc V Dir(x) = V Dir [l(X(n) ,f, (u,A)] et d'après I.E.1.5.1.^ puisque 

dim V Dir(x)^2,on a V Dir(x)3<U,j ,U2> .

Si on n'a pas égalité on a ^(x) = 0 .

Dorénavant, nous supposons donc 

(U) V DLr(x) = <Ur U2> .

U.2.1.1. Si afyCu^u^)] = v alors je dis que

(5) V(u1,u2)csing(x(n)) .

En effet, sinon on a v[V(u^*u2)] = a [V(u1 ,u2)]-1 = v-1 et donc v = 1 .

Alors div(u1u2)CE(n) , en effet, sinon on a clV£l(X(n) ,f, (u,X) )] = (U^,U2)

et donc v^ordx(h(x) ** = 0 pour div(u^)^E(n) et i = 1 ou 2 .

Donc V(u^,u2) est combinatoire et a[v(Ul,u2)] = V[V(U1,U2)] = v̂ 1 , ce qui

est une contradiction qui prouve (5).

Alors par (5) et I.D.U, si a[v(u«|*u2^ = v * Viu^ ,Ug) est permis et par U.1,

on a >ç(x)<1 , ce qui prouve (iii).

U.2.1.2. Si a[v(ui,u2)]<v , on effectue l'éclatement tt : X' X(n) centré

en x . Par (U), il y a au plus un point v-proche de x dans X' . C'est le 

point x' de paramètres u' = (u^u^\u2û  ̂,u^) •

Par I.F.U.1., on a

Kx'.f.tu'.x)) - u“V l(X(n).f,(u.X))

= (u'̂ ) mod.(u^) .

Alors a(x) = v(x) = v et

,u2)][V(u,

° cíf}
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Si v(x') = v alors (x',(u'.A)) satisfont à (1)(2) et par 3. 

(6) t[v(u^,u^)]it[v(ur u2)]-i .

Une récurrence décroissante sur 't[v(u1*u2)3 donne (ii).

5 * on a
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Le but de ce chapitre est de définir X « 2, de prouver (II. 4. 1* et 4.4.) 

en tout point fermé x(n)£X(n) avec X(x(n)) « 2. Dans tout ce chapitre, 

une modification (X(n) , f ,E(n) ) est donnée.

A. GENERALITES - DIRECTRICE QUASI-TRANSVERSE.

IV. K *  2.

DEFINITION A.1.

Soit x(n) un point fermé de X(n), on dit que x(n) est à directrice quasi 

isverse si il exi 

en x(n) telle que

transverse si il existe une p-base (u,^) de 0,r, N , v adantéeK X(n) ,x(n)

(i) si OC(x(n)) * tf(x(n)), alors E (n)<̂I et

VDir(x(n))<£ <U2,U3>.

Ce qui est équivalent à :

(if) si Of(x(n)) * P(x(n)), alors il existe Zé VDir (x(n) ) cz Ht/Vt? tel 

que div(Z) est transverse à E(n), ce qui veut dire que Z nfest pas 

combinaison linéaire des formes initiales des équations des composantes de 

E(n).

(ii) Si OC(x(n)) * l?(x(n)) + 1, alors E(n) = div(u3> et

a) si on pose Ĝ  = cÎ^£(D^q f).h(x(n)) , on a :

g2(u , ,u2,0)e k(x(n)) [u^,u2],

b) U1<£VDit(G2(U1,U2,0)),

O  (d “ ;* £).m . W ) h « » j °x <»>,x <.0 •

Si x(n) est à directrice quasi-transverse on écrira que x(n) est à D.Q.

Preuve et remarque.

On voit que (i) et (i*) sont équivalents, on remarque que dans (ii), 

((b) et (c)) entraîne (a).

U3)V ( u 2 i
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Si x(n) est à D.Q. et est maigre et si *K(x(n)) , on dit

que TC (x(n)) ■ 2.

DEFINITION A.1.0.

PROPOSITION A.1.1.

Si x(n) est à D.Q., il existe une p-base (u,fl) de ®x(n) x(n) 

vérifiant les conditions de A. 1 . et telle que Uj €. VDir(x(n)) .

Preuve.

(i) Si tt(x(n)) « P(x(n)), on a Uj + L(U2»U3)€ VDir(x(n)) , avec L

convenable, si L « O, il n’y a rien à faire, si L ^ O, on note v̂  un

relèvement dans 0„, N , N de U. + L(U0,U0), il est clair que (vt, u _ , u . )A^n; jX̂ nj l j i z i.

est une p-base de Ov/ N , N adaptée en x(n) ; comme Dir(x(n))
 ̂ X(n),x(n)

est indépendante de la p-base choisie (I.E.2.2.1.)), on a V € Dir(x(n)).

(ii) Si OC(x(n)) * i>(x(n)) + 1, on a Uj + ̂ ^3 € VDir(x(n)) (I.E.1.5.1.5.) où

J'ÉkCx(n)) , si T*  O, il n ’y a rien à faire, si ÎTV O, on note v̂  un

relèvement dans 0__, N f N de U + ÎPU-, il est clair que (v, ,u0 ,u0 . )X(n;,x^n; 1 J 1 z J 1

est une p-base de 0__ * •v , N adaptée en x(n) , de plus
X (n) , x (n)

Dir(x(n)) étant indépendante de la p-base choisie (I.E•2.3.1.), on a 

VjS VDir(x(n)) , de plus un calcul simple montre que

^  ̂ dC2̂  f)/h(x(n))) ■ f)/h(x(n))) et que D̂[î̂  h(x(n)) 1 =

* (DU] f)*h(x(n)) * “ O mod- (v3  ̂*

PROPOSITION A.1.2.

Soit x(n) un point fermé à D.Q. de X(n) avec af(x(n)) « iP(x(n)).

Alors, avec les notations de A.I., F « ci** ((£f-R(f ,u/ÎO )/h(x(n) ) ) est dans 

k(x(n) ) [üP,U2,U3]^ F ^ k(x(n))[U2,U3] .

Preuve.

Comme VDir(x(n)) (£ <U2,U3>, F £ k(x(n) ) [U2 , d’autre part

{0 ,1}

-  c l *

U31-
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F€k(x(n))[ü^,ü2,U3] , sinon on aurait o r d ^ ^  ( )/h(x(n)) ) ¿ o<(x(n) )_1 ,

ce qui est une contradiction.

PROPOSITION A.1.3.

Soit x(n) un point fermé à D.Q. de X(n). Alors *>(x(n)):vp. Si 

v (x (n) ) - 1, alors ^(x(n)) « 0(p).

Preuve.

Si ei(x(n)) « ^(x(n)), c'est une conséquence de A. 1.1. et A.I.2., si 

Oi(x(n)) * v*(x(n)) + 1, c ’est une conséquence de A.l. (ii) et A.1.1.

B - LA CONDITION (*x).

LEMME B.1.

Soit x un point fermé de X(n) et soit (u,^) une p-base de

0W  N adaptée à x et telle que 
X (n),x *  M

f « u ^ 3\ u 3g+g’) + R(f,u/À), avec 

ord^ig’) « v> (x) -»*1 = 1 + i )  « ordx [g' mod.(u^)] » E(n) « div(u^) , 

h (x) = u3 3̂ »̂ «(x) * Ÿ  (x) « h (x) 1 D^^f€.(u3) et, 

si l’on pose G/ * cl^fD^r^g’j , i*l ou 2,

on a G^(UlfU2,0) ek(x)[U^,U2], V Dir [g^ (Uj ,U2,0)] « < U } fU2> .

Alors on a (x) * 0.

Preuve.

B. 1 . 1 . Effectuons l’éclatement 7f: X* ---> X(n) et montrons que tout point

fermé x ’C X ’ qui est ^-proche de x est rationnel sur x et est sur 

le transformé strict de div(u^) et n ’est pas sur celui de div(u2>.

On remarque que divise les cl^hix) * DM^ fj , lé i¿ s et

que celles-ci ne sont pas toutes nulles puisque o( (x) « V (x) « ^  et donc

(1) U3£.V Dir(x).

Donc x ’ est sur le transformé strict de div(u^). Si x ’ est sur le

transformé strict de div(u2), c ’est le point de paramètres 

u* - (uj tu2 Uj1, u3 u^)- On a par I.E.l.

U3



■1 0 1 -

u j ^ V x )"1 D ^ f  - Uj G¿(l,u¿,0)mod.(u¡2,u¿)£- J(X\f,E').

Les hypothèses sur donnent

ordx ,[j(X',f ,E'3< l+ordx,[Ĝ (l -1 ,

ce qui contredit le fait que xf est P-proche de x.

Donc xv n'est pas sur le transformé strict de div(u^)•

Montrons que x1 est rationnel sur x. Si v(x)^2, comme 

x'€. Proj (Dir (x) ) , c'est évident.

Voyons donc le cas où v(x) « 1. Par (1), on a VDir(x) * ^^3^ •

Par I.E.4.I., on a alors f « u3^^ <tu3+ë') + R(f >U,^), avec les notations

“3

Les hypothèses sur g' donnent

de l'énoncé, on a H  ■ u^g et V est inversible puisque cl (x) * V>(x) « ï?

(2) cl*+9(g') 2L 1+1 G. (U ,U ) - G’(U ,U ,U ),
X 2 4 1 «  l+»> -l \ Z

G^ polynôme homogène de degré i de ou G  ̂*= O.

Posons

(3) u’ « (uju21 * u2 ’ u3 u2!

on a vu que u^ix') = u^(x') =0. On a

clV [h(x)-1 - H  vt~X+1 G .(U ,U ), j-1,2.
x IJJ 2*i£l+tf

Bien sûr, on a G^ÎUj.l^O) « G>>+i 2^U1,U2̂   ̂°* Par on a

u' G. . (u! , 1 ) €, J(X' ,f ,E ')mod. (u ,u' .  On en déduit que
Z 2*i*l+D 3 1,3 1 J

o r d x , [ G j) + 1 > 2 ( u j  , 1 ) 3 *  » > -1 .

Le point x' a pour paramètres (v^u^u^) avec v̂  « ÿ(uj , 1 )mod. (û ) > 

$ polynôme irréductible de k(x)[Uj,Ü23 (I.F.4). Donc G^

Or Gp+| 2 n'est pas nul et est de degré 1) et si deg <^>1, on a 

forcément deg (> « 2 * Donc p « 2. Par la formule d'Euler, on a

G^ « Gp + i “ ^G3 “ Ui G3 l+U2 G3 2 et est ¿^isi-ble Par 4* * donc 

G^ * (aUj + bl^)^ £ O. Au point x', on a

. fA(3)+i> » A(3) ...  ̂ , ,A(3)+l tA(3)+*>+2xf “u^ u^ VjU^iauj+b) + R(f,u, A)mod . (û  ,u£ ) »

et auj+b est inversible en x' car ^ aUj + bl^. On en déduit que

Í0'2 O ,U¿,0 pé)> -1

Cu,c(x)

,u2)
,j(ül



ordxf£h(x’) * D^^f^^-l • 1 , où (v,p) est une p-base complétant 

(Vj^u^u^), On a donc l)(x*)£^-l, c’est une contradiction qui prouve 

que x' est rationnel sur x.

B.1.2. Nous allons montrer que dC(x’) « 0, ce qui entraînera par définition

de "&(.) - 0 que Û0(x) « 0. Par B.l.l., on peut trouver a£0 ( . tel
X (n; 9 x

que ((uj+au2)u2  ̂ » û » U3U2^ est un s#r*P* ^e °x» x** Remarquons qu’en 

remplaçant par u^+au^ dans (u,̂ ) nous ne modifions pas les

hypothèses, donc nous supposons que

(4) u’ * (uiu21,U2,U3U21̂  eSt Un s#r,P* de °xf x1 *

Par I.E.I., on a ord^, ĵ û G! (u|, 1 ,0) ; i»l,2j^P . Ce qui implique que 

*}Gî » i=sl*2 et donc

(5) f G*(U1,U2,0) - 7io uj^ +^J u'J U2 +ft2 ^l~l u2 + G"

[ 0>-l)?l2 - 0 et G"6k(x)[ü^,Up .

Puisque h(x)  ̂̂  (u3) » on a GJ(Uj,U2,0) ■ 0. D'oü

(6) <*, + 1)^0 = - (*>-l)X2 » 0.

Si 2%2 = 0 alors G^OJj.U^O) = 9^ , ce qui contredit l’hypothèse

l>Dir(G*(Uj,U2,0)) -<Uj,U2> . Donc

(7) 2 / ^ * 0 ,  P-l - 0(p), p * 2.

Donc V^+l) î4 0(p) et par (6), - 0 et dans (5), on a G" « 0.

Donc on a

(8) G’(U1,U2,U3) - A2 u^_1 U2 + U3 K(Uj,U2,U3).

y> -1
Posons G(Uj,U2,U3) * clx (g) (cf. les hypothèses). On a
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(5)

'k
o » ,

<

° Cl]



c l x . [ ( f - k í f . u ' . ' A j J h í x ’ ) “ 1] -

U^G(Uj , 1 ,U ' )+ A 2U¿üji ,_ 1 +U¿U^K(Uj , 1 , U p + U ¿ 2L(Uj *

On a U¿G(UJ,1 ,U¿) -  £  ü j kp U ^ " kp , h ( x ’ ) -  U^A(3)+V; u^A (3)  ,

a v e c  * > - l ( p ) .  C ^ D P ' ^ ^ O

Nous allons prouver que v(x’) • 3 d’où il résultera que iC(x’) « O. 

Posons pour 1 i ̂  s

' f .  -  c l^ , [h (x * > -1 DMu^ [ j f J

. u;kp u3“,' tp * Pi u¿u;’>‘ 1 .

avec pour i=2,3.

f 2 s  c l x , [ h ( x ^ -1  D M ^ f ]

- Z(A(3) + 1) f>k Ujkp U*P-kp + (A(3) + 2)^2 U'UjP_1 mod.(U¿U^,U'2) ,

f3 “ clx,[h(x̂) 1 DMj-3ĵ fJ

“ Z(A(3) + I)pk Ujkp ü ^ ‘kp + A(3)^2 U^ " 1 mod. (U'Ü^.U^2) .

Donc f 2~ f 3 - 2̂ 2 Uj -1 mod. < ,U^2) , par I.E. 1 .5.1.3., on a 

U^eVDir(x'). Par I.E.1.5.1.5, VDir(Zpfc ¿ u ’kp ü ’̂ ^ C  TOir(x'), puisque 

G / O, ces polynômes sont non tous nuls et divisibles par , donc

€, VDir (x ’ ) , de plus puisque TV̂  ¿ O, par I.E.4.I., on a U j €. VDir (x * ) , 

d’où 1C(x') =0  et donc 1̂ (x) = O.

DEFINITION B.2.

Soit x un point fermé maigre à D.Q. de Sing(X(n)) et soit (u,̂ )

une p-base de O ( v adaptée en x, on dit qu’on a (IV *) pour x inj9x

(x,(u,^)) si on a un des deux cas

(i) 0 Í (x) - »>(x), div(Uj)4f E(n) et degu fcl''> £ ( f - R ( f  .u/A) )h(x) = i> = P(x) ,

(ii) o< (x) « 1+P(x), x et (u,70 satisfont à A.l. (ii) et 

deg [G2 ( ü l t ü 2 ,0 )J  -  ?  .

On dit qu’on a (IV *) pour (x, t) si on a (IV ±) pour (x^u,^))

- 1 0 3 -

ü3>ü2

,u¿2) ,(U'ü*modA. i ujkp
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avec Uj « t.

On dit qu'on a (IV *) pour x si on a (IV *) pour (x,(u,^)) avec 

(u/X) convenable.

B.2.1. Bien sûr, si on a (IV *) pour x, on a l>(x) « 0(p) .

PROPOSITION B.2.2.

Soit x un point fermé maigre deSing(X), on suppose qu'on a les

conditions suivantes :

(1) 3vj ,V3 eox x avec Vj (x) - O, div(vj) régulier en x et div(vj)

transverse à E, et div(v^)C E et on a :

J (X, f ,E) = (v^)mod.(v^) , avec ^ « (̂x)

(2) 3 A ë £  (X,E) , 3ré>3N tels que

Af ■ O et A(Vj) = v^ mod.(v3) , A £ (v̂  ,v̂ ) 2) (X,E) .

Alors

(i) K(x)* 2 ,

(ii) pour toute p-base (w,u) de O adaptée
A y X

en x et avec Wj = v ̂ mod.(v^), = v3 » 0X1 Peut trouver = aw^+bw^ ,

aeox x * b e °x x tel c*uf°n a (IV pour (Wj ,z2,w3,p) .

Preuve.

r 0Si J(X,f,E,jx|) = (Vj)mod.(v^), comme div(vj) est transverse à E, 

on a clairement 0C(x) et x est à D.Q. donc 1t(x)^2. Prouvons

(ii) ;on a J(X,f,E,£xj) * (w^)mod. (ŵ ) et donc I (X,f, (w,p) ) * (w^mod. (ŵ ) , 

on a donc (IV *) pour (w,|i) , ce qui prouve (ii) en prenant a * O.

Voyons le cas où J(X,f,E,^xj)  ̂(vĵ )mod. (v̂ ) . Prenons une p—base 

(w,p) de 0^ x adaptée en x avec = v̂  mod.(v^) et = v^. Alors
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(3) r J(X,f,E,{xJ) + (w^)mod.(w3)r J(X,f,E,{xj) + 

{ J(X,f,E) - (w*)mod.(ŵ )

Posons : 

(A) r D. - DM'îîl1 si div(w.)CE , lrfiis, 
i £ij x

* div(ŵ )<Ç.E , U  lés.

Donc D. “ DM'Îri1 pour ii s.
1 w

Si E - div(w2 w3) , par (3), on a cl [h(x) 'üjf] - fjW^ mod.(w3>. Pj 

inversible, cl^fhCx) D̂̂ fJ “ O mod. (W3) , s.

Alors O * cl \h(x) A  fJ * fjw j mod(W3>  ̂O. On a une contradiction, donc

(5) E « div(w^).

Alors par (3), on a

(6) f cl‘>[h(x)"1Dif] - wf mod.fli3) ,rL si i  ̂1 ou 2 et (P, ou P0 inversibles).1 î X,x 1 1 1 2

Si oC(x) = 9 (x) ceci prouve (i) «

Alors

r+o __ i
O * cl (h(x) flf mod.iw^))

- pj wj clr(û(Wl)) + p2 W2 clr(û(w2)) mod.(w3)

- pj Wj+r + p2 w£ clr(A(w2)) mod.(w3) .

Donc si ^ est inversible alors est inversible. Par (6), si

x alors P2 est inversible. Ceci prouve (i) pour o£(x) « P(x)+1 

Par (5) et (6), on a

f « w3(3>(0 + R(f>w»p)* avec ordx(0) - 1. Par (6), on a

h(x)_1 Djf - P6w^_1 + w*l Dj(0)= Pj w*J mod.(w3) , 

h(x) 1 D2f - D2(0)ŵ  mod.(w3) « f>2 mod.(w3>.

On en déduit que i*0ë(wj,w3) et que est inversible, donc

 ̂“ 0(p) et (Wj,02*w3>p) est une p-base de Ox ^ adaptée en x, on a 

0 * aWj + bw£ mod.(w^) avec b inversible. On achève la preuve de (ii)

2¿ié í

peut
*1 X

w3y)

e D2e

P2
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en prenant m 0,

COROLLAIRE B.2.3.

Soit x fc Sing(X(n) ) avec 0C(x) « ^(x). Soit (u/X) une p-base de

O , v adaptée en x point fermé maigre et telle que
X(n),x *

(1) J(X(n),f,E(n),[xJ) « (Uj+U^ + 1ÎL**1

(2) cl'* [h(x)_1 ( D M ^  + DM^] + DM|[â)(f)] * 0 ou 

3i, 35 iés tel que cl̂  Qi(x) * DM^!jf3 t O .

Effectuons l’éclatement "TL : X’ — O X(n) centré en x, soit x’ un 

point fermé de X’ P-proche de x et non sur le transformé de V(uj,u2)* 

Alors

(i) *,(x’)S 2 ,

(ii) si 'lC(x’) = 2, on a (IV *) pour x’ .

Preuve .

Notre point x’€ X ’ a pour paramètres v « (1+UjU^ >u2>v̂ ) , 

v^ choisi comme en I.F.4. Par (1), on a cl** £j(X(n) ,f ,E(n) ) , ixj] = (Uj+U2)̂ . 

D'où, par I.E.11,

(3) J(X’,f,E') - (vf)mod.(v2).

Complétons notre s.r.p. v en une p-base (v,p) de 0^t (cf. I.F.4).

Par (3), on a

(4) f f - h(x’)(p vf + v2g) + R(f,v,p) ,

/ avec ordx ,(p mod.(v2))^ 1* div(v2)C E ' C. diviv^v^) .

Si ordx,(p mod.(v^)) * O, alors (i) et (ii) sont clairs. Regardons le 

cas où ordx,(p mod.(v^)) * 1. Alors, on a



(5) f J(X* ,f ,E’ ,[x'f ) j (v^ )mod. (v2) ,

| VDfej)(X' ,E* *{x*y ) , ordx* [(h(x') *Df) mod. (v2>3

Par I.F.4.4 (i), (5) implique

(6) clV>[h(x)"1(DM|jj + DMjJ’J + DM|’̂ )(f)] - O.

Donc» par (2), on a, pour un i, 3 6 i* s,

(7) cl*7 [h(x)-1DM^’jfJ * O.

Posons

(8) f f j “ h(x)"1 DMjîJ f , l-‘ jés ,

|  A = fi DM|jJ - fj DM^€i>(X,E,{xj),

pour un i fixé satisfaisant à 3 £ i£ s et cl^(f^)  ̂O .

On a
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(9) ûf = O.

Par (1), on a

(10) f clP (f.) = p. (U + U2fÎ c r  ( f ^  = Pj (u + u 

U2* fj = fj Vf m°d-
(v2)

, 1 é j é s ,

et p. inversible (cf. (8)).

-Y>
Par I.F.4.2.(9), I.F.4.3.1.(4) et I.F.4.3.2.(4) u2 à se prolonge en une 

dérivation A'fi«0(Xf, E*),

(11)
f * - ^ ‘i » £ * ♦ , & .  v ï i S

ï\ Ê u2V (fj.fĵ ) - (v^)mod. (v2) .

Par (9), on a
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(12) A ff - o

Alors, par (12) et (11), et en permutant et >(x',(v,p)) satis­

font aux hypothèses de la proposition précédente et (i) et (ii) sont clairs.

DEFINITION B.2.4.

Soit x un point maigre de Sing(X(n)) avec 1C(x) - 2 et tel qu'on 

a les conditions de B.2.2. pour x et deux paramètres (v^,v^), on dira 

alors qu'on a (IV **) pour x et (Vj,v^).

B.2.4. 1 On remarque que si on a (IV pour x et un s.r.p. (u^u^^u^) 

et si de plus J(X(n),f,E(n)) = (u^)mod.(u^) alors on a (IV pour x

et (uj,u^). Il suffit de prendre r=*> et

A - (h(x)_1Df)D|jJ-(h(x)-1D||Jf)D 

où D = p DM'ii? , 2£ iès si ci (x) « **(x) avec h(x) ^Df “ mod "fft oi
a L̂ J i x,x

D = ^(x) * l+^(x) avec p convenable dans 0*

B.2.5. On remarque que si on a (IV **) pour (x,(u^,u^)) et si v(x)^2, 

l'hypothèse J(X(n) ,f ,E(n) ) * (u*j)mod. (û ) et I.E.1.5.1.5. impliquent 

que

(1) VDir(x)D<U1,U3>.

PROPOSITION B.3.

Soit x un point fermé et maigre de Sing(X(n)) avec

(1) ©C(x) * P(x) ®[),v(x) « 1 et x est à D.Q.

Alors

(i) 0 (x) * 0(p) et on a (IV *) pour x.

Effectuons l'éclatement TT: X ' ■ X(n) centré en x. Soit x' un point 

fermé de X' avec (P»fc)(xf) « (i>(x),2).

(ii) On a (IV « )  pour (uj.t) avec tOx„ x , “/̂ Î'X(n) x °X',x' ’
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uj - Ujt 1 où ^ n x (Uj)> » VDir(x).

(iii) Si m(x) « 1 et si x' est rationnel sur x, on a oC(x') =

Preuve.

Choisissons une p-base (u,̂ ) de 0 f v adaptée en x et telle
X  ̂n/ y X

que “ VDir(x) et div(u^)^E(n) (cf. A.l.l.). Puisque

oC(x) « v>(x), on a

(2) J(X(n),f,E(n),{xj) « û^ mod#^x(n) x OÜ ** “ #

Par A.1.2., on a P* 0(p) , par B.2, on a (IV *) en x. On a prouvé (i) 

Effectuons 1C . Quitte à permuter u  ̂ et x? est dans l’ouvert

affine de x’ ou div(u^) * TC *(x). Posons u' « (uju2^,u2,U3U2 ^ * Par

(2) et I.E.1., on a

(3) J(X\f,E') - (uĵ ) mod.(up.

De plus, par (2) et puisque V « 0(p), il existe

(4) f » - p, ^  f. DM"Ĉ

Pi ’ Pie °X(n),x ’

telle que

(5) h(x)-1 Df - uV mod. 01*+1 .
1 X } X

Posons

(6) ù - u2h(x)_1 [(Df)D^ - (D^jJ f)ü] .

On a A(f) - O. De plus u2h(x) * ^^^X(n) x ’ ^onc

(7) Û Ê ^  + (X(n),E(n),{xj).

1>

«-»tu kDm ’
C2] +

U,/\.
[3])DM

DU
°Cil

1 + V>
Ci (n) *>•»

X*

<ü ,



De plus, par I.F.4., u^ & se prolonge en une dérivation (X’,Ef)

au voisinage de xf , Àf • h(x’) *£(D’f) f)D'] où

D* - /ij ♦ Z. fi DM£ ^  • On a û’f - 0 et par (5) ,

À(u|) « uj1* mod.(up et par (7), A’ £ (u*̂  ,up JO (X’ ,E ’) .

On a donc pour (uj»û ) les conditions (1) et (2) de (IV aot) avec r .

Ce qui prouve (ii).

Prouvons (iii). Puisque m(x) « 1 et que x' est rationnel sur x, on

peut choisir une p-base (u,ft) de O f . adaptée en x telle que x*x(n;,x

est un point de croisement pour (u,ft) (cf. I.F.4.I.). Ainsi on a 

I(X’,f, (u’,?0) - u2  ̂I(X(n) ,f, (u/A))

«= (uĵ ) mod. (û ) •

Ce qui prouve (iii).

B.4. Soit un point maigre xéLX(n) avec fC(x) « 2, effectuons l’éclatement 

TC : X' - ■» X(n) centré en x. Alors,

(i) en tout point fermé ^-proche x* de x, on a fC-(x’)£ 2,

(ii) si en x on a la condition 

(**) (x satisfait à (IV «)) ou (pi (x) « (̂x) et v(x) * 1),

alors on a (*±) en tout point fermé x* qui est i)-proche de :x avec 1t(x’) = 2.

(iii) De plus, si Tt(n+i): X(n+i+l ) ■ —> X(n+i) , i^IN est une suite 

infinie d'éclatements centrés en x(n+i) points fermés (P ,IC) "proches 

de x = x(n), pour un r61N, on a (**) en x(n+i), r.

Ces résultats seront prouvés dans ce paragraphe B.4. ainsi que quelques 

résultats complémentaires.

Rappelons d’abord un lemme connu.

- 1 1 0 -

n M U ' /kdm L2] 1

Î D U '
<DW

j j U ’Dcn
&'&â>
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Soit X un schéma régulier noethérien de dimension 3. Soit

une suite d'éclatements IL (n) s X(n+1) -- > X(n) , n&O , avec X(0) - X et

TU (n) centré en x(n) point fermé de X(n). On

suppose de plus que x(n+ 1 )£ T (n) *(x(n)) et est rationnel sur x(n) et que 

pour tout n^l, x(n) n'est pas sur le transformé strict de 

Tin-O-^xOi-l)).
CD

Alors il existe deux séries formelles u - u. + 2Î c. t1 ,
1 ^

v - u2 + ZI di tl , ^ 0 X x(0) , dL£.Ox^ (oy où (ui.u2.t) est un

s.r.p. de 0X x q̂j et telles que Vn , n>0, x(n) est sur le transformé 

strict C(n) de C - C(0) -V(u,v).

LEMME B.4.1.

Preuve •

Nous construisons les suites c et d par récurrence. Nousn n _n n ^
supposons que (u' * (u, + c* t^J.t”11 , v' * (u~ + • t ).t , t}

V 1 i«l 1 L i»l 1

forment un s.r.p. de x(n) et que localement, IT(n-l) “ V(t).

Alors, comme x(n+l) n'est pas sur le transformé strict de V(t), on a 

un s.r.p. de x(n+l) de la forme (u'^v'^t). Comme x(n+l) est rationnel 

sur x(n), on peut prendre u" et v" tels que u" - u't 1 + Ï* j mod(t), 

v" « v't"1 + Sn+1 mod(t), où (̂ n+j k(x(n+l))2 - k(x(n))2 - k(x(0))2.

On peut prendre alors pour cn+j et ^n+1 <*u* sont **es rel®vements ^e

^n+l’ ^n+l danS °X,x(0)*

Ayant ainsi défini nos suites u et v, le résultat du lemme est clair.

■xn-l)
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proposition B.4.2.

Soit x un point fermé maigre de Sing (X(n)), alors si v(x) « 2 

et si VDir(x) est transverse à E(n) et si «¿(x) • ^(x), on a fc(x)£> 1

Preuve •

Soit (u,^) une p-base de 0 , . adaptée en x avecX(n; , x

VDir(x) « et E( n^Cdiv(u^) . Effectuons l’éclatement TC : X*--> X(n)

de centre x alors dans X* il y a au plus un point x ’ qui est -proche 

de x, c’est le point de paramètres u ’ = ,U2U31 ,u3̂  # Si ^(x *)< ^(x)

alors on a ft(x) = 0.

Si vJ(x') - ^(x) alors, par I.F.4., on a

KX'.f.Cu',^)) - il”* 00 I(X(n),f,(u,ft)).

On en déduit que o((x’) *» l)(x') et que VDir(x’) = mod.CU^).

Si v(x’) « 3 alors on a fC(x’) « 0 et donc 1t(x) ■ 0. Sinon, on a 

v(x’) = 2  et VDir(x’) transverse à E’ = div(u^) . Si 10(x) ^ 0 alors, 

par récurrence, on construit une suite infinie ic(n+i) : X(n+i+l) — ^ X(n+i), 

i^O d'éclatements centrés en x(n+i) G. X(n+i) point P-proche de 

x = x(n) avec VDir(x(n+i)) transverse à E(n+i) et v(x(n+i)) = 2  et 

x(n+i+l X(n+i-l ) *(x(n+i-l)), Vi ̂  1 .

Par B.4.I., on en déduit qu’il existe une courbe C CX(n) telle que

c - V(vr v2) , V - u + f  C. u3 » v2 = u2 + £  d t1 .
1=1 1=1 

Par II.B.9.1., on a o((C) = o<(x) = l^(x)^p, et donc C est permise en x.

Par III.4.1. on a 1C(x) < 1.

PROPOSITION B.4.3.

Soit x un point maigre de Sing(X(n)) tel que

(Dr x est à D.Q., v(x) « 2 et VDir(x) est transverse à E(n), 

^oC(x) - l+l>(x).

Alors

(i) on n ’a pas (IV « )  en x.

■V< Ü 1

<U 1
-1

U3

ü2U ¡



Effectuons l'éclatement TT : X' - "*> X(n) centré en x.

(ii) Il y a au plus un point x'£.X' qui est ^-proche de x et on 

a tt'(x')« 2,

(iii) si oi(x') « v>(x’) « (x) et jC(x') ■= 2 alors pour une p-base 

(u'A) de 0X, x, adaptée en x' on a

|'cl*> (J(X’,f,E’)mod. (u^))C k(x’) CujP,U^P] 

(**’) } <UJ,U^>- VDirfj (X' ,f ,E ' )mod. (û J) , E' - div(up ,

[ a (x') - *>(x') = o (p),

(iv) si ô (x') « l+v?(x') « l + t?(x) alors x' satisfait à (1)*

(v) s'il existe une suite infinie d'éclatements

1C (n+i) « X(n+ i+1 ) - .-> X(n+ i) centrés en x(n+i) points 1^-proches de

x = x(n) avec ^C(x(n+i)) « 2 pour i^O, alors pour un r>0, on a

0<£x(n+r)J « £x(n+r)| et on a (±±') pour x(n+r) et une p-bLase (v,̂ )

de _ r m \ adaptée en x(n+r) .X(n+r),x(n+r) r
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Preuve •

Par (i), A.l (ii) et A. 1.1., on peut trouver une p-base (u/À) de 

C > X ( n )  x avec Uj€.VDir(x) et E(n) = div(u^) , d'où par (1), on a

(2) VDir(x) = <Uj ,U2+^U3> , ^£k(x).

Quitte à remplacer u2 par un relèvement de ^2*^3 Ĉe ne pas

G. = clp(x)[h(x) 1 D[2]f] mod- <U3>>» on a

(3) VDir(x) - <Uj ,U2>

On remarque que (i) est une conséquence de B.2.5. (1) 

Posons alors « ^(x) et

(4) f - h(x)g + Rif.u.'X) et G(Uj .U2,U3) - cl1+l\g).

modifie
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Puisque Ot(x) « 1+P(x) et E(n) * diviu^), on a

(5) VDir(x) - VDir£h(x)_1(Dj^, (f)] - < U 1,U2> .

D’où par (3)

(6) G( U 1,U2 ,U3) - F(UJ,U2) + u3K(uP,uP,u3 ) .

Effectuons “1C , alors par (3), il y a au plus un point û -proche x’ de 

x, c’est le point de paramètres u’ * (UjU^**U2U3^,u3^# a

(7) f f = h(x') g u~l~° + R(f,u' ,9l) ,

£ g u3! ^ » F(uj ,up + K(uj ,u'2, l)mod. (û ) .

Si k(x)[Uj ,U2J, on a *(x’)é*>-l et donc D(x*)<V>, d’où 1C(x) = 0.

Si K €.k(x)^U j et K  ̂0 alors aC(x’) = V? ; si de plus iJ(x')

alors x’ est à D.Q. Si VDir(x’) - <Uj ,IT> mod.(U^), par B.4.I., 

on a 1C(x’)é 1* Si 1C(x')^ 1 alors par A.l .2  ̂ on a Ĵ (x') « 0(p) et 

par (5), on a VDir [j(X',f ,E ' )mod. (û )] ■

D'autre part, puisque x est à D.Q., dans (6), on a 

0/i>u2)(F(u1,u2)) - G2 (ür u 2 ,0) e k(x)[uP,u21

et comme P(x’) = £(x) « 0(p), on a

F(Ur ü2) = Uj FjiüP.üP) + ü2 F2 (uP.üP) .

On déduit alors de (7) que :

(8) clx,<J(X\f,E’) mod. (up)c. k(x')tu]P,ü^P].

Si v)(x') = ot(x') et K = 0 alors f,x' et (u '/K) satisfont

aux hypothèses de B.l.l. et donc iC(x') « 0 et donc 4C(x) « 0.

On a prouvé (iii)• Pour prouver (iv) et finir de prouver (ii), 

regardons le cas où p(x') « V* et d(x') « l+v> . Alors K « 0 et par (7) 

et (3), on a VDir(x') « <Uj mod. (Û ) .

Si v(x') « 3 alors 0 =1C(x’) = 1C(x) .

u p .<u;

ü2>



(8) h(xf ) ^D^j^f « u^^hix) 1 » i“l ou 2,

D ’où v(x’) « 2 alors on a (1) et (2) pour x ’ et x ’ est à D.Q., ce qui 

prouve (iv) et achève de prouver (ii).

Prouvons (v) . Supposons qu’on a pour tout i 3* 0 , OC(x(n+i)) « l+P(x(n+i)). 

Alors par (iv), on a toujours (1) et (2) en x(n+i), i:̂  0 et donc 

x(n+i)^É lC(n+i-l ) *£x(n+i-l)] pour i 1. Par B.4.I., il existe une courbe

CD i CO 4
c « V(Vj ,v2)c X(n) avec v^ - Uj + c£ u3 » v2 “ U2 + di u3 telle

i=l i=l 
que oC( C) « 1+P . Donc CC Sing^(x (n) ) et C est permise en x. Effectuons

l’éclatement TL’ : X ’*— > X(n) centré en C, par (5) et I.E.I., dans X"

il n ’y a pas de point P-proche de x, donc C = Sing^(X(n)) et 1C(x) «1,

ce qui est une contradiction. Donc pour un r 3* 1 on a oC£x(n+r)J = *^(x(n+r))

et ad(x(n+r-l)) * 1+tf (x(n+r-l ) ) et par (iii) on a (**’) en x(n+r) pour une

p-base (v/A) de °x(n+r) x(n+r) adaptée en x(n+r). Q.E.D.

PROPOSITION B.4.4.

Soit x un point maigre de Sing(X(n)) vérifiant

(1) x est à D.Q., v(x) * 2 et VDir(x) n ’est pas transverse à E(n),

(2) *(x) - (x) .

Alors

(i) on a (IV *) pour x et î (x) * 0(p),

(ii) pour toute p-base (u,"X) satisfaisant à A.l, (ii) avec Uj61VDir(x)

on a VDir(x) « , si on effectue l’éclatement ~TC : X ’*-- > X(n)

centré en x, il y a au plus un point l>—proche de x, c’est le point x ’ 

de paramètres u’ « û]u2̂  ,u2,U3U2^ * on a E ’ « diviu^.u^), si i)(x’) * ^(x) , 

alors Oi(x’) « P(x’) et x ’ est à D.Q. et on a (IV *) pour x ’ et uj 

de plus si on a (IV pour x, on a (IV *±) pour (x’ f (uj,u^)).
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D fautre part, on a

DU,*fDcir

U1 ’ U3



Preuve.

Par A.1.1., on peut trouver une p-base (u,̂ ) satisfaisant à A.1 (ii) 

avec Uj€VDir(x) alors puisque E(n) • div(u^) et v(x) « 2 et 

VDir(x) non transverse à E(n), on a

(3) VDir(x) « <Uj,U3> .

D'où dans A.1(ii), on a G2(Uj,U2*̂ ) “ lTuĵ X\  2f £k(x)* et donc on a 

(IV *) pour x et P(x) * 0(p). On a prouvé (i).

Finissons de prouver (ii). Par (2), x' est le seul point de X' qui 

peut être P-proche de x et E' * diviu^u^). Par I.F.4.I., on a

(A) u~1_l>(x)h(x)“1 f ÊI(X,,f,(u’,'X)).

Donc G2(uJ , 1 ,û ) e I (X ' , f , (u ' /X))mod. (û ) d'où 

uj^(X) €. I(X' ,f, (u' ,îl) )mod. (û fÛ ) , ce qui prouve qu'on a Of(x') = *>(x) = W(x') 

et que x' est à D.Q. et qu'on a (IV *) pour (x',u').

Si on a (IV ±±) pour x, alors puisque E(x) « div(u^) , on a 

J(X(n) , f ,E(n) ) = (u^)mod.(û ) et puisque CL (x) « 1+P9

J(X(n) ,f ,E(n) ,{xj) « ̂ x(n) x UV mod-(u3) et Par

J(X',f,E') = (uĵ )nod. (û ) , on a donc (IV **) pour (x ' , (u| ,û ) ) .

B.4.5. Terminons l'étude du cas où o£(x) = l+̂ (x), il n'y a plus qu'à 

regarder le cas où v(x) « 1 puisque si v(x) =3, on a 1C(x) = 0.

PROPOSITION B.4.6.

Soit x un point maigre à D.Q. de Sing(X(n)) avec

(1) Ot(x) = l+i>(x) et v(x) = 1.

Alors

(i) l>(x) *= 0(p) et on a (IV *) en x.

Effectuons l'éclatement TC: X' — > X(n) centré en x.
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(ii) Si J(X(n),f ,E(n),{x}) - >x uJ (x)Boi.tx{n|^. ul£ °X(n),x

alors en tout point x'ôX' qui est P-proche de x, on a (IV **) pour 

(uj.t) où tOx ,tX, - H t x(n>x 0x ,fX, et U j - U j t -1.

(iii) Si 'it(x) f* O et si on n'a pas (ii) alors pour toute p-base 

(u,ft) satisfaisant à A.l (ii) avec Uj€VDir(x), on a

(2) Ç f = h(x)g + R(f,u,A)

\  g -  c i ^ g )  = ru  +u £  u^”qp u +eu ) qp ,) X 2 1 3 O* q**/p 1 q 2 3

(rq, î , £ ) 6 k w 3, (S,e) * (o,o)

et pour un q, l.éq£l>/p, on a ^ 0.

Alors dans X il y a un et un seul point P —proche x' de x. Si S « 0, 

alors x' est le point de paramètres (u^u^^9u^»u^u^1) on a (IV *) pour 

x' et Uju21 , si on a (IV **) pour (x,(u],u3)) , on a (IV **) pour 

(x', . u ^^)) •

Si S i O, x' est le point de paramètres v « (u^u^* 9 (Su^u^Ju^1 ,u^) ,x! 

est à D.Q. et on a
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(**')/ c 1̂  £ J (X ' , f , E ' ) mod • ( v^ $ C. k(x)Cv^,vjp ,

\ ^ V ]»V2^ “ VDirCJ (x ' *f mod.(v3>] , E ' = div(v3),

o¿(x') « *>(x').

Preuve .

Puisque v(x) = 1, dans A. 1(ii), on a

(1) G2 = aU^ , a€k(x)*

et donc *̂ (x) » 0(p) et on a (IV *) en x. Ce qui prouve (i) .

Prouvons (ii). Bien sûr, € VDir(x) « VDir(J(X(n),f,E(n))). On peut

trouver t & O  f v tel que (u ,t) fait partie d'une p-base (u/A) 
A ̂n/ , x 1

-1
adaptée de °x(n)fX et tel que Ujt (x’) - O et tOx%x , - *fc*(n)tX °x .,x’ 

Soit alors A  la dérivation ainsi définie

'X(n) ,x

U 1U2



on a

(2) A - h(x)_1 (Dpgf >D|£^ * M x ) " 1 Cl>J*Jf *

Alors A' ■* t "^Ôê S H x * ,E ' ) en effet

A’ -  t -4> h (x )- 1(Dj’̂ f ) tD j |^  -  t^ h C x J -^ D jjJ f)

Comme on a vu en I.F.4. , tD £$(X (n) ,E (n) , £x (n)J ) se prolonge en une 

dérivation appartenant à 2)(X',E'), l £ i £ s .  De plus, par hypothèse, on a 

t h(x) * D^2^  * a(Ujt *)** mod.(t) (cf. (1)) et

t h(x) 1 D^jjf€((Ujt Donc €((u^t * )** , t) -0 (X' ,E f ) . Déplus,

a

A ’iUjt-1) - (t^hix)"1 D ^ f ) t  D ^ O i j t ^ M t ^ & O O " *  D ^ f ) t  D ^ Î U j t “1)
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u 1 u
Bien sûr, on a t D^|j(Ujt ) = P*̂ us

t Dj-^ÎUjt S  “ "t Uj D^^(t)t 2 « ~(Ujt *) 0n en déduit ^ue

(3) A ’ (ujt *) = a(Ujt * )** mod.(t), a€,k(x)* .

Clairement on a (IV itifc) pour (xf,(u^t *,t)). Ce qui prouve (ii). 

Prouvons (iii). Posons donc

(4) f = h (x) g + R(f,u/X).

Puisque E(n) « div(u^) et que ût(x) = l+l̂ (x) , on a

i Ol
VDir(x) = VDir[h(x) (DQÎ]»D^*p (f)] . De plus, par A.l (ii), on a 

cl** [h(x) 1 D [j^fJe (U3 »̂ d ’où

(5) cl* "(g) - G = aU2U' + K(UP,UP ,U3) ,

£  ̂y
aCk(x) , V * l)(x) et Uj 1 K puisqu'on n'est pas dans le cas (ii) 

Comme & = ^(x) « 0(p), on a

(6) K(UP,UP,U3) - U3Q(UP,UP,UP), u^-Tq .

Or clx+|,£h(x) 1 - aU2U*i ^ °* par et ^  existe

_u/Â
dC21 •

¡ ( t ) .DU ’̂
DL2]

1. De
r v

,T
C2] J (5)
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D£«D(X(n) ,E(n) , £x(n)J ) telle que

(7) cl* + l,[h(x)-1 Df] - U_ £  ^ _qP R (UP,UP) O.
l£qil)p 1 q

Effectuons TC : X' -- > X(n) l'éclatement centré en x ; puisque

1C(x) i O, il existe au moins un point x'€*X* qui est ^-proche de x. 

Par I.E.l.,ona t ^ *h(x) * Df£J(X',f,E') et Ujt *(x') « O. Donc 

ordx ,[t pq 1 u3Rq(u^,u3)J ̂  pq, donc pour tout q, U  q ^ p  1 , Rq^U2,U3̂  

est colinéaire à (S avec S et £ non tous deux nuls et x' 

est le point sur le transformé strict de V(Uj,£u2+£u3) où S“ et £ 

relèvent S et £ , donc au-dessus de x il y a un et un seul point 

P—proche de x.

Donc pour tout D '€. «£)(X(n) ,E (n) ,£x(n)j ) , on a

(8) c l ^ M x ) -1 D'f] - S’U2UJ +U Z  rà U^"Pq (5U2+£U )qP.

On en déduit que

(9) G = cl^(g) - aU +U £  , **„ U^~qp(ÎU +eu )qp.
O^qiPp“1 q

Quitte à modifier les T et à multiplier U0 par un inversible, on peut
q 3

supposer

(10) î = O ou 1 , £ = O ou 1.

B.4.6.1. Regardons le cas où S « O, alors par (10), on a £ =1 et x' 

est le point de paramètres u ’ « (u^u^* ,u2*U3U2̂  ) » 0X1 a

(1 1) y f - h(x') g u ^  ^ + R(f,u',^)

[ g - . u f  ♦ „• o s , rq u;^ qp u'qP mod.(u’)
qivp -

On a donc Of(x') « P(x') et (IV *) pour x' et u j . De plus, si on 

a (IV sut) pour (x,(uj,u3)), on a (IV **) pour (x',(uj,u^)).

3
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B.4.6.2. Regardons le cas où S - 1. Alors x' est le point de paramètres 

v - (uj,u^+C,up oü u* - ,u3) .

Par (9), il existe D' fi ( D M ^ + D M ^ + D M ^  ,DM^; 4iUs) tel que

(12) f c l ^ O i x ) -1 D'f] - t '  U* U + U X  üt"qP(ü2+£U3)qP »
) 0*qéPp q
^ et pour un q, 1 £ q$ «>p~l , on a JP̂  ï  0.

Alors par I.E.l. et I.F.4.2.(9), on a

(13) v Z * h(x)~1 D'ffe J(X’,f,E\{x’j).

Donc

(1 A) y  v^(v,-£) + £  T ’ v?-qp vqp£ JÎX'.f.E'.Sx'nmod. v ,
1 2 0iq*yp-i q 1 2 *■ J 3

pour un q, on a ^ 0.

On en déduit que of(x') * *̂ (x') et que x est à D.Q.

De plus, par I.E.l., on a

J(X\f,E’) = u31_1J(X(n),f,E(n),{_x(n)} ).

D'où par (9)

(15) cf , [ j ( X ’ , f  ,E’)inod. ( ̂ )] <=■ k(x ’) [vp,vp].

-»>, . -1
3 h(x) £2]'

— 1 Tk
De plus, uQ h(x) Dr’-i f € J (X f , f ,E ' ) , donc

(16) Vj€j(X',f,E')mod.(v3)

De (16) et (14), on déduit que

(17) <Vj,V2> C.VDir(J(X',f,E')mod.(v3)).

Ce qui finit de prouver (iii).

1 1 ) r  — ^  —1 <i
Remarquons que si o1̂  - O, alors d'après (14), Vj | cl [v^ h(x) D'fJ

-1
U3 '*u2

-1
1U3(u



On en déduit que <Vj »V^^VDir(J(X' ,f ,E* *£xf J) et par B.4.2., on a 

3C(x’)£ 1. On en déduit le corollaire suivant.
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COROLLAIRE B.4.6.4.

Sous les hypothèses de B.4.6.(ii), si on a S j* 0 et m alors

on a (x ' ) £ l .

EXEMPLE B.4.6.5.

f “ (u'Ju^u^u^u3^ 1), A(3) + l i* 0(p) et P « O(p) , E(n) - div(u3>.

Bien sûr, x est à D.Q. et Ot(x) * l+^(x) « 1+0 . On a 

J(X(n) ,f ,E(n)) * (u’J , (A(3) + l)u3(u2+u3l>))

J(X(n) ,f ,E(n) ,Jx}) « ^x(n) x U1 • (A <3)+1 ̂ u3 •

On est dans le cas B.4.6.(iii) avec £ * 0  et on a (IV » )  en x.

- ,A(3)+l+9, f>> ,2v> fi> fv 
f - u^ (u^ +û  +uj up .

On a ^(x1) * ^(xf) et VDir(x') = • Ainsi on remarque qu’on a

(IV *) pour (x,Uj) et (IV *) pour (x’jU^) et pas pour (x’,u|).

PROPOSITION B.4.6.6.

Soit x un point maigre à D.Q. de X(n) et tel que pour une p-base

(u/A) de 0 f v adaptée à x, on a A ̂ n;,x

(**') r ot(x) « *>(x) * V, E(n) - div(u3) ,

j cl^ [j(X(n> ,f ,E(n))mod. (u3)] C  kCxîCu^.U^] ,

^ U j . U ^  - VDir[j(X(n),f,E(n))mod.(u3)] .

Alors, si it(x) « 2, on a v(x) » 1 et (**) en x.

Preuve.

Bien sûr, si K*(x) * 2, on a v(x)£ 2. Regardons le cas où v(x) =2.

up
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Par B.4.2., VDir(x) n'est pas transverse à E(n) • div(u^). Alors, 

quitte à modifier Uj et u^* par A.l.l., en plus de (**'), on a

(1) VDir(x) - <Ur U3>.

Par (**'), il existe un polynôme P (U^U^)K k(x) fUj") , avec

P(UT’U2)e cl1̂ [j (X (n) , f, E (n) )mod • • Effectuons TC : X ’ -- > X(n) l'éclatement

centré en x, dans X f il y a un seul point O -proche xf de x, c'est le 

point de paramètres u' * (u^u^^,U2»u^u^^). Par I.E.I., on a

u2 p(u jP , 1)6 J (X' , f,E')mod. (u^) •

Donc t̂ (x')̂  i)-p+l^P-l, c'est une contradiction qui prouve que v(x)  ̂2 

et donc v(x) * 1. Pour terminer on remarque qu'on a o£(x) « ^(x) et 

v(x) = 1 et donc qu'on a (**) en x.

B.4.7. Nous avons prouvé B.4.(i)(ii) (stabilité de 4C(x) ¿6 2 et de (**) ) 

dans le cas où oC(x) = 1 + P(x). Pour finir de prouver B.4.(i)(ii), par 

B.2.3. et B.4.2., il n'y a plus qu'à regarder le cas où °*(x) = ^(x) et 

v(x) = 2 et VDir(x) non transverse à E(n) . Ce qui implique e(x) = 2 ou 3.

On prouvera B.4.(iii) en B.4.11.2.

PROPOSITION B>4.8.

Soit x un point fermé maigre à D,Q. de Sing(X(n)) avec

(1) v (x) * 2, e(x) « 3, OC (x) = P(x) et 1C(x)  ̂0.

(i) Alors on n'a pas (**) en x. Effectuons l'éclatement TC : X' — —> X(n)

centré en x.

(ii) Il existe un et un seul point x'^X' qui est U—proche de x 

et si it-(x')> 1 alors 1C(x') -= 2 et P(x) = 0(p).

(iii) Si iC(x') = 2 et o((x') « £(x') alors pour une p-base (v/A) 

de 0Yf t adaptée en x', on a
A y X



( * * ' )  c l ^ t [ j ( X '  ,f , E ' ) m o d .  ( v 3 )] C. k(x' ) t v ^ , V ^ 3  » * ( * ' )  *  * > ( x ' ) -  0(p) , 

<Vr V2> *  VDir [ j ( X '  , f , E ' ) m o d .  ( v ^ ) 3  > E '  -  d i v ( v 3 > .

(iv) Si oi(x') « l+i*(x') alors v(x') - 2 et VDir(xf) est 

transverse à E',
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Preuve .

Par A.l.l., on peut trouver une p-base (u,̂ ) de 0 f . adaptée
X \T1) ,X

en x avec

(2) V̂  €, VDir (x) .

Puisque e(x) =3, quitte à multiplier u^ par un inversible, on a

(3) <u]*u2 + ü3> * VDir(x).

D' où par I.E.1.5.1.6., on nTa pas J(X(n),f,E(n)) = (u^)mod.(u^), i=2 ou 3, 

donc on n'a pas (IV **) en x, par (3) et B.4., on a (i). De plus on a

(4) E(n) - div(u2u3> ,

sinon on pourrait remplacer u^ ou u3 par u2+u3 dans (u,X) et on 

aurait e(x) = 2.

Puisque 1t(x)  ̂0, dans X il y a au moins un point ^—proche de x, par

(3) c'est le point x' de paramètres v * (ujjl+u^u^) où 

u' « (UjU^ *u2u3* *u3  ̂• Puisque ot(x) « ^(x), on a

VDir(x) « VDir£j(X(n) ,f ,E(n) ,{x j)J .

D'où par (3) et I.E.l.

(5) VDir[j(X',f,E')] « <V]’V2> m°d-<v3>

De plus, x' est rationnel sur x et par I.F.4.2.(8) appliqué avec 

S *£« o et If ■* 1 ecen permutant les indices 2 et 3 , on a



- 1 2 4 -

/ h(x') 1 “ uj 1<3i <Vj »v2~l, 1 ) - O mod.(v3)

où Gi(U1,U2,U3) - cl^[h(x) 1 , l^iés.

On rappelle que puisque x est à D.Q., on a Gj « O. Si 

VDir(x) « VDir(Gj+G2+G3,Ĝ  ; i^ s), alors par (6), on a oC(x’) « ^(x) et

(7) VDir(x’) = <Vj,V2> mod.(V3) , E ’ •= div(v3> ,

et par B.4.2., on a 1C(x')^ 1 et (i) et (ii) en ce cas. Si

(Gj+G2+G3’Gi ; ié s) » (L(Uj ,U2>U )** ) alors par (6), on a 

d(x') = ‘'(x') et

(8) VDir(x’) = <L(Vj ,V2-1 ,1» mod. (V3> .

On a donc (IV *) pour x' et L(vj ,v2~l , 1 ) , donc *>(x) = 0(p) et par 

A. 1.2. et (3), on a cl* [j (X(n) , f ,E (n) , {x j)] CL k(x) , (U2+U3^PJ et 

par I.E.1.

(9) Wj e J(X’,f ,Ef)mod, (w3)C. (w^,w^)mod. (w3), p= 0(p).

où w est un s.r.p. de 0X , avec Wj = L(vj,v2“l,l) et w3 = •

On a donc (ii) et (iii) en ce cas. Maintenant il n ’y a plus qu’à étudier 

le cas où

clV,(GJ+G2+G3,Gi ; 4éiés) - O.

Alors je dis que

(10) <*(x’) - l+*>(x’) = l(p).

ce qui achèvera de prouver (iii).

En effet, si on n’a pas (10), alors par (6), on a que V3 divise

(6)
h(x') 1 Df2]f “ (v2-1  ̂ 1 G2^v1,v2_1»1)mod'(v3^

h(x’) 1 - <G1+G2+G3)(v1,v2-l,l)mod.(v3)

h(x') 1 DM^r^f - Gĵ iVj ,v2~l, 1 )mod. (v3) , Ai ii s,

DMcl]£] •

-v >^f
>[llf



c 1*̂ £j (X ’, f, E ', £x )] ce qui avec (5), implique qu’on a les hypothèses

de B.1 . 1 . pour (x’,(v,))) et donc It(x’) « 0, ce qui est une contradiction.

Alors on a par définition VDir(x') « VDir£j(X1 ,f,E 1 )J et par (5),

v(x')^ 2 mais It(x') ï 0 sinon 1C(x) “ 0, donc v(x') « 2 et

toujours par (5), VDir(xf) est transverse à E'.

De plus, on a Gj « =0, 4 i £ s et G  ̂ j* 0 et

G26.k(x)[uP,(U2+U3)P] or,

(11) h(x’)-1 f - (v2-l)-1 G2(v],v2-l,l)mod.(v3).

De plus, par (6),

h(x’)-1 fÊ(v3).

Les conditions de A.l(ii) sont vérifiées, le point xf est à D.Q.

Ce qui achève de prouver (iv).

PROPOSITION B.4.9.

Soit x un point maigre et à D.Q. de Sing(X(n)) tel que

(1) v(x) = e(x) = 2, 1C(x) =2 et *(x) *= P(x) .

(i) Effectuons l'éclatement TC• X' — ^  X(n) centré en x, alors 

il existe un et un seul point x'6X’ qui est P -proche de x. On a 

OC(x’) « tf(x') et v(x') « 2. Si on a (IV **) pour x, on a (IV **) en x'.

(ii) Si on peut construire une suite infinie d'éclatements 

TC(n+i) : X(n+i+l) — '> X(n+i) , i61N centré en x(n+i)€. X(n+i) point 

P-proche de x * x(n) avec “fCixin+i)) = 2, i«£*0, alors il

existe r**/ 0 tel que £tf(x(n+r)) « P(x(n+r)) et v(x(n+r)) « 2 et 

e(x(n+r) ) -
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Preuve .

Par définition de v(x) et e(x), il existe une p-base (u,̂ ) de 

^X(n) x a^apt^e en x et telle que

Dv/A
C2]

nv A 
D tlJ



(2) VDir (x) - <U1.U2'>
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De plus, puisque 1C(x) - 2, par B.4.2. et A.l.l, quitte à échanger Uj 

et u^» on a

(3) div(u2)^ E(n)C divi^u^) .

Puisque 4t(x) t O, par (2), il existe un et un seul point de X f qui est 

^-proche de x, cfest le point x 1 de paramètres u* * (u^u^ »U2U3* ,u3̂  - 

Par I.F.4., on a

(4) I(X\f,(u\>0) = u“tf(x) I (X(n) , f, (u,̂ ) )

D'où OC(x') «= *>(x’) = *>(x) et

(5) VDir(x') - <u'fu p  mod.(u^).

De plus, si on a (IV **) en x, par (2), on a (IV «) pour (x,(uj,u2>) 

et par (4), on a (IV M) pour (x* , (uj »u^)) . On a prouvé (i) .

Prouvons (ii) . Soit r le plus grand entier tel que pour O^i^r-1, 

on a tf(x(n+i)) = i*(x(n+i)) et v(x(n-»-i)) « e(x(n+i)) = 2, Alors, par (i) , 

on a oC(x(n+r)) * P(x(n+r)) et v(x(n+r)) « 2, donc e(x(n+2)) = 3.

Si r est infini, pour chaque i^-1 , le point x(n+i+l) n'est pas sur le 

transformé strict de TC(n+i-l) *(x(n+i-l)), i ^ 1, il est rationnel sur 

x(n+i), i* O et il est sur le transformé strict de div(u2)^ X(n).

Par B.4.2. , il existe une courbe C div X(n) telle que

t*(C) = P(x)* 2, C est à croisements normaux avec E(n). Donc C est 

permise en x et ci (x) *=  ̂(x) et v(x) = 2, par III.4.1, on a *1t(x)£ 1, 

c'est impossible.

B.4.10. Nous avons prouvé B.4. (i)(ii). On remarque que B.4.(i) entraîne 

que le théorème II.C.4.1. est vérifié pour 10(x) = 2.
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B.4.11. Nous allons prouver B.4. (ii)(iii)

PROPOSITION B. 4. 11.1.

Soit x un point maigre à D.Q. de Sing(X(n)) tel qu'on a (**)

(cf.B.4) et soit (u,̂ ) une p-base de ^x(n) x adaptée en x satisfaisant

aux conditions de A.1.1. Effectuons l'éclatement T :  X' ---> X(n) centré

en x et soit x'€.X' un point fermé de X' avec “fCix') = 2. Alors

(i) on a (**) en x' ;

(ii) soit 960x(n)(X tel que 60^ x, - *Lx(n) x 0X , x, et soit 

uj “ Uj 6 ^. Chacune des conditions (1)(2)(3) ci—dessous entraîne (4).

(1) oi(x) - D(x),

(2) 0L (x) - l+i>(x) et v(x) - 2,

(3) et (x) = l+»(x) et v(x) « 1 et

- uj> « X(n)>x •
(4) il existe t€-0 f f avec div(t)C E' et tel que on a

A ,  X

(IV **) pour (x',(uj,t)).

Preuve de (ii).

Par B.3 ((1) et v(x) = 1) *=p (4)

Par B.4.8.(i) ((1) et v(x) « 2 ) = ^  (e(x) « 2) et par B.4.9.(i) 

on a (4).

Par B.4.3.(i), (2) entraîne que VDir(x) n'est pas transverse à E(n) 

et B.4.4.(ii) donne (4).

Par B.4.6.(ii), (3)=^ (4).

Prouvons (i). Puisque (4) ■ ■ > (**)> il reste à étudier le cas

0* (x) « 1+P(x), v(x) « 1 et on n'a pas (3). Alors, par B.4.6.(iii) on a soit

(4) soit (**') en x', mais d'après B.4.6.4. on a (**') ==$> (**) .

Il est clair que B.4.11.1 prouve B.4.(ii).

B.4.11.2. Prouvons B.4.(iii).

J (X(n :*j> mod,m +2X(n),x



(P). Si *(x) • ^(x) et v(x) « 1 , on prend r « O.

(Q) Si o*(x) - l+t>(x) et v(x) - 1, par B.4.6.(ii)(iii), on peut 

prendre r « 1.

(R) Si ol(x) » l+^(x) et si v(x) « 2 et si VDir(x) est transverse 

à E(n), B.4.3.(v) donne le résultat.

(S) Si o< (x) « ^ (x) et v(x) « 2 et e(x) « 3. Soit o<(x(n+l)) - ^(xin+l)) 

et par B.4.8, on a (**') en x(n+l) et par B.4.11.1, on a (**) en x(n+l), 

alors on prend r « 1. Soit o*(x(n+l)) « l+l)(x(n+l)) et par B.4.8 (iv) , on est 

dans le cas (R) .

(T) Si 0*(x) * V(x) et v(x) - e(x) * 2 alors par B.4.2. , VDir(x) n’est 

pas transverse à E(n) et par B.4.9, soit on a (IV « ) en x et donc 

r * 0, soit pour un i£!N, on a (S) en x(n+i).

(U) Si ©¿(x) « 1+P(x), si v(x) « 2 et si VDir(x) n’est pas transverse 

à E(n), par B.4.3.(v), on a of(x(n+l)) * *>(x(n+l)), c’est-à-dire 

qu’en x(n+l), on a (P) ou (S) ou (T)

Il est clair qu’il n’y a pas d’autre cas.

PROPOSITION B.5.

Le théorème U.C.4.4. est vérifié pour 1C(x) = 2  et Ù (x)  ̂0(p) .
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On remarque en effet que si on a 0 (x)  ̂0(p), on ne peut pas avoir (**). 

(cf. A.I.3., B.2.2. et B.2.I.). Donc par B.4.(iii), il n ’existe pas de 

suite infinie TC(n+i) : X(n+i+l)— ^ X(n+i) , i^-0 où TC(n+i) est 

l'éclatement centré en x(n+i) point de X(n+i) qui est (y> ,1C)-proche 

de x = x(n).

B.6. Nous n'avons plus qu’à prouver que le théorème U.C.4.4. est vérifié 

pour 1t(x) - 2 et & (x) * 0(p). Par B.4.(iii), nous nous limitons au 

cas où on a (*±) en x. Nous allons devoir utiliser des invariants très 

fins dont l’étude nécessitera les paragraphes C et D qui suivent.
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C.1. RAPPELS.

Soit R un anneau noethérien, P€Spec R tel que Rp « R' est régulier, 

et R séparé pour la filtration P-adique.

Soit (uj,,..,u^) une suite régulière de R engendrant PCR, donc l'image

de (uj*...,u^) dans Rp est un s.r.p. de Rp = R' et on a PR^HR = P

Soit L une forme linéaire sur TR̂  ü coefficients tous strictement positifs.

On définit sur R' une valuation v_ narL,u,R

O) vL,u ,r » (u^0 ) ...ua(d)) = L(a(H....a (d) ) .

L ’image de v , engendre un sous-groupe de 3R, v_ définit donc uneLà , U  , K L , U  , R

filtration de Rf dont le gradué associé gr f(Rf) est isomorphe en tantLt , u , K

que k'-algèbre graduée à k ' [û  , . . . , où k' = R’/PR’ , k ' , . . . , 

étant munie de degrés

(2) deg (Ui) = L (0, . . . , 1 , . . . ,0) , U  ié d .

L1 isomorphisme est défini par

(3) inL,u,R’(ui) M  Ui » 1 é ié d-

On a une preuve et des explications détaillées dans [} lj (2) .

Plus généralement, on peut définir sur R une valuation v_ ,L, u , K

une filtration et le gradué associé par

C. PREPARATION D'UN IDEAL.

VL(1 ’ u,E
«a(.) a(d)

d
L(a(l)
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A
C.l.l. Alors je dis que les in_ (u ) avec L(A) = n forment une base surL)U)K

k « R/f» de gr" _ (R) » n£K.
1j ̂ U y K

En effet, si on a

A B
X  *A u = z  Hb U1

L (A) = n L (B) > n

^ n
comme les ii\ , (u ) avec L(A) = n forment une base de gr ,(R’) ,

L> y u , K L,, u , K

les images de % dans R* sont dans PR'. Or, P R ’H  R = P  , donc 

les Tu sont dans P = (u , . . . ,u ) .A 1 Q

C.1.2. De plus, Vg€R, si on désigne par g' son image dans R', on a

(A) VL,u,R(g) = VL,u,R’(g,)*

Il est clair que v »(g*)^ v u(g) î d’autre part si l'inégalité est
Li^U,K L , U , K

stricte, 3s£R\P

A kt B
= 2

L (A) =n ~ L (B)
sg = s Z  \  u = Z  U , n = v g.

=n L (B) > n *

c'est en contradiction avec C.l.l.

Désormais, on pourra noter v au lieu de v ou v f.Lj y U- 1j y U y I\ J-J y 11 > i\

C.1.3. De C.l.l. et C.I.2., on déduit qu’on a un morphisme d’anneaux

eR,R’,u,L 5 grL,u,R^R  ̂ * grL,u,R'^R ^

et que gr _(R) est isomorphe en tant que k-aleèbre graduée à k[0 ,...,J ] JL , u, K l a

où k = R/P et k Tu |> • • • est muni des degrés 

(2’) degCLK) = L(0, . . . ,1 , . . . ,0) , 1 — i — d.

L 'isomorphisme est défini par
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(3M inL,u,R(ui)'-----^ Ui * ' - i f d -

Le morphisme 0_ _ y induisant le morphisme
K. , K. yU)L

k[U1,...,Ud] ---- i» t u, ,--- ^ u^ , }é ii d)

à tout élément g de k on fait correspondre son imaee g' dans k* par 

le morDhisme canoniaue.

C.1.4 . Avec les notations précédente J étant un idéal de R, on pose

(5) [J’Llu = if e J ; VL,u(f)>- ai »

(j,L|^+ = [f £ J ; vL a ] 9 a £ 3R+ ,

C.1.4. Plus généralement, si À est un convexe dp. 1R̂  avec A = A + 1R * ,
+ d

note

 ̂ A
(6) I(A)^ l ’idéal de R engendré par les monômes u , A€.&

LEMME C .1.4 .1.

Si £€ I(A)u , alors on a

(1) f = Y. 'X UA + 21 ^ UB .
A 6  A , | A| = ordp(f ) , |B|> ordp (f ) ,B£A

l’ensemble des exposants {A6 A , lAl = ordp(f), ^  est un^^ue et ^es

images des dans R/P sont uniques et on a

(2) in  p ( f)  = ZI ^  uA .

Preuve :

On note n = ordp(f). Puisaue f £ I ( A ) U> on peut écrire

f = Z. \  uA + \  uB *
A£A,|A|in B6 A,|Bl>n

Soit m = inf {lAl] .S i  m ̂  n , alors, dans grp(R') - kQU j , . . . , J , on a

on



les 7 â sont dans f3 , on peut décomposer les ^  sur (Uj,...,u ). Comme 

A *= A + 1R̂  on obtient alors un nouveau développement de f où inf £/ A|J 

a augmenté strictement- On a donc un développement du type,

Z. \  » Z. •
A € A , l A I = n  B £ A , I A | ? n

De plus, si un est dans P , on le décompose sur (u j , . . .

et on obtient la relation de l'énoncé. De plus, on a clairement

inp(f) = 51 i ÜA £grn(R) f

d'où l'unicité des A et des .A

LEMME C . 1 .4 . 2 .

Si A, et A- sont deux convexes de 1R̂  avec d. = A. + IR̂  ,1 2  + 1 1 +

i = 1,2, on a

Ki,)uA i(i2)u - Ki,nû2)u

Preuve .

Il est clair aue I(A,H A0) <C ICA,) 0 I(A0) . Nous allons montrer que1 2 u  lu 2 u  ^

pour tout mélN, on a

l(A ) n l(û.) ci(A,nAJ +Pm.lu 2 u 1 2 u

Le résultat sera donc obtenu par séparation. Soit f£ I(&^ I u * 

n = ordp(f). On a donc

f =
IA|

Z. \  , + Z  ̂ uB = x  \  2 u°  + ^  \  2U°
=n,AÊA, ’ |B |> n B*‘ lCt=n.c£A2 ’ |B|>n ^

Si n^m-1 on a clairement ’ Sinon, d'après C.I.4.2., on a

j uA = ^  2 uC mod 

Donc les indices A de la première somme sont dans Aj^ A2 •
r- « ^

On pose alors g = f j u £ I(AjO^)u  ̂ on a ordp(g)> ordp(f) . Une

-132-

2. "XA U A = O , donc les ^ sont nuls,
A€ A , | A | *=m

- V i

f 6 I(AjHa9)2 u

Bu
^B

Ud)
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récurrence croissante sur ord (g) donne le résultat.

LEMME C . 1 .4 . 3 .

k  n  a .) - o  (û .) •
i£I l u  i £ I 1 u

Preuve.

Si I est fini, le résultat est clair par C.1.4.2.. Si I est infini.

il suffit de prouver

Vm€3N , 1 ( 0  A . )  = O  (A."» m o d ( P m) .  
iei 1 u i £ i  1 u

Mais, üour m fixé on se ramène au cas de la famille finie.

C.2. Avec les hypothèses et notations de C.I., soit J un idéal de R, soit :

(H 0 = ord1( (JS) avec S = R/ (un . . . . , u , ) .Uj z a

On désiene par ; u^,....^ > u ĵ  olus petit des convexes A de
d _ j ^

1R tel aue J£l(D) où D est le convexe de 3R défini par :

-1.
D = {(Xj.... xd)|x W  ou (x2,-- ,xd)(v>-xJ) Êij .

On montre l’existence de A = A(J  ; u,,...,u0 ; u.) par C.l. (7), et de
a Z 1

plus, on montre [l lj ( 1 )  que A est un polyèdre dont les sommets sont dans

* . (\> ! ) Toujours par C.l. (7), pour tout élément f ë J  , on a un 

développement fini mais non unique :

(2Ï f = ( Z  f. u?‘j u f  (2)...u!a(d)) + f uÎ + u'
K j

j , a 1 2 d o 1 g

i.vec f. Ê.R , f €, R , g £ R  et A = ô (  J ; u,,...,u9 ; u i^» et Pour un f € J  9

Si Û. , i£ I, est une famille de convexes de IR^ avec A. = A. + 3R^ 
i + 1 1  +

Vi £. I, alors

A(J

< V ,aÊÛ
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f est inversible (cf. (1)').
o

Soit A une forme linéaire sur 3R̂   ̂ à coefficients tous strictement 

positifs, on définit L forme linéaire sur 3R̂  par :

(3) L(a(d),...,a(l)) = a(l) + À(a(d),...,a(2)).

Bien sûr, L est une forme linéaire sur 3R̂  à coefficients tous > O. Par (2), 

on a les équivalences

(4) (VveA , A(v>* (Vf£J, v (f)>,D) ,
L  ,  U

(Vv£ * , A (v) > 1 ) «=> (VfÊJ, c*£jU<f>

où ci^ est l'image de f dans gr^ u(R)c gr^ ~ * • • • »̂ ¿1 9

et où A= A(J ; ud,...,u2 ; uj)-

Soit v un sommet de A , alors on peut trouver une forme linéaire A 

sur * à coefficients strictement positifs telle aue

(5) (w6 4 , A(w) lj = {v] .

On a alors, Vf € J et avec les notations de (2)

<6> <„(,> . é u"-j r ur(2>--ur<d> ♦ r. < ■
J =  1 J ’

r. = ci? (f. >ek et r = c£° (f )€k,j,v L,uv J , v o L ,u o

(v(d),...,v(2)) étant les coordonnées de v (C.2. (2)).

>>Par C. 1.4.1, c£ (f) ne dépend pas du choix de A satisfaisant 
L , u

à (5), on pose donc :

1)
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(7) < < f >  - i  uJ-J r ♦ r0
J = 1

ÿ
ctv(f)6 k [Uj....Ud] , et on note

(8) in^(J ; u^,...,u2 » uj) ou plus simulement inv (J) l'idéal de

k[Uj,...,Uj] engendré par les c£^(f), f£ J.

D ’autre part, avec les hypothèses et notations de C.2.1., en désignant 

par r l'image dans k' de r £k. on a par C.2.1. (3) et (4) et avec 

des notations évidentes :

(9) , = Z u® j r .  + r  u fek ' [u  , . . . ,uJ .
v> î é 1 3 ,v ° 1 1 d

On note S(J ; u^,...,u2 ; u^) ou plus simplement £(J) ou meme S , 

le nombre

(9 1 ) S = inf [Ivj , v£Aj

où on pose |v| = v(d) +. . .v(2) .

REMARQUE C.2.1.

D ’après (2), pour tout sommet v de à , 3j, 0 é j ̂  î -1 , jv£3N^  ̂ ,

donc

(10) Vv , v sommet de & , v 6. ( 1 /0 ! JIN̂  * ,

(1 1) £e(l/i> ! ) 3N.

PROPOSITION C.2.2.

Avec les hypothèses et notations précédentes, on rappelle que R ’ = Rp où 

P£Spec R, P = (uj f - . . ,u^) , on a

u “-i



-136-

(1) »>= ord (JS') où S’ *= R'/(u0,. . . ,uj R’ .u j ¿ a

Alors, pour toute forme linéaire A sur 3R̂  1 à coefficients tous > 0,

si L est la forme linéaire associée sur TR̂  (cf. C.2. O)'), on a, en

notant v_ _ et vT _. les valuations associées à L et u dans L,u,R L,u,R

R et R*

(2) Vf£R , vL u E (f) - vL u E ,(f).

De olus on a un morphisme 0 f£\ | R y 11 y J—i
t3) V r ’,u ,L : grL,u.R(R) -----> grL,u,R-(R,) défini par :

inL,u,R(ui) ’----* inL,u,R‘(ui) »

et le morphisme canonique k --- >k* = R1/(u ,...,u,)RT , 0„ _,
1 d  K., R  , il, L

est le morphisme naturel k̂ LJ , . . . , L 1 ^ ]  - - - >  k 1 j , . . . > •

Enfin, on a l’égalité :

(A) A.(J ; ud,--,u2 ; Uj) = A(JR' ; ud,--- u2 ; u ) .

Preuve .

Les relations (2) et (3) sont claires. Si A est un polyèdre convexe de 

d— 1 a a . _d-lJR+ tel que A = A+ 1R+ , alors A = O  £v, À (v) = 1 j , où E est 

l’ensemble des formes linéaires A sur 1R à coefficients > O telles

ic|u ; A (v)3> lj . La relation (4) découle alors de C.2. (2) et C.2. (4).

C.3. LA PREPARATION.

DEFINITION C.3.1.

Avec les hypothèses et notations de C.l et C.2, soit v un sommet de



-137-

A(J ; u^,...,u2 ; Uj), de coordonnées (v(d),...,v( 2) )9 on dit que v est 

soluble si v est a coordonnées entières et si on peut trouver 'Aé-k tel que

9 • * • 9

(1) inv (J ; ud * • • • 9u2 ; Uj) = («j, +>Uj( d ) . . .uY<2Y ) .

on dit que v est préparé s’il n'est pas soluble.

REMARQUE C.3.2.

Un sommet à coordonnées non entières est toujours préparé.

DEFINITION C.3.3.

On dit que &(J ; u^,...,u2 ; û ) est préparé si tous ses sommets 

sont préparés.

PROPOSITION C.3.4.

Avec les hypothèses et notations de C.l et C.2, on suppose de plus que

(1) R est local régulier, (uj,...,u^) est un s.r.p. de R , R est

. . . .  ad égale caractéristique. On choisit un corps de représentants dans R le

complété de R , alors on peut trouver V1 tel que

(2)
la(d)

ua<d) ua(2) ... a(2) Ud •*,u2 9

(a(d) a(2))6û(J ; ud....u2 ; Uj) ,

et à (J ; u .a U2 * V l^ e S t  P r ^Pa r ^*

De plus

(3) A(J ; u u 2  ; V j ) C Û ( J  ; u d ............. u 2  ; U j ) .

Preuve.

On ordonne les points de d-1 par :

V1 : U1

£  R k[[u
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(4) (v é v *) ̂ ==?> ( 1 v|* |v '| ou (lv| « |vfl et v ^ v ’ pour l’ordre 

lexicographique)).

Si A(J ; ud,...,u2 ; uj) est préparé, bien sur, on prend u^ = v j•

Sinon, on désigne par v le plus petit sommet de A(*J ; u^,...,u2 ; u^) 

tel que v n ’est pas préparé. On a donc in^(J) = ( (Uj+5U 2 )v?) ,

on pose Wj = , alors d ’après fil (3.10)] ,

(5) A(J ; ud ,--,u2 ; u ^ C A i J  ; ud,---,u2 ; Wj) et v^A(J ; ud ,...,u2 ; Wj).

Si Wj ne convient pas, on itère ce procédé avec (J ; ud ,...,u2 ; w^),

on obtient le résultat par passage à la limite dans R.

On trouvera une démonstration complète dans £l 1 (3)J , qui ne nécessite 

pas l’hypothèse d ’égale caractéristique.

C.4. Nous supposons désormais que R = 0 (X) où X est un schéma affine
jL

régulier noethérien de dimension 3 satisfaisant aux hypothèses de I.A.l et 

soit x un point fermé de X, on note R ’ ** 0 . On suppose que
A ,X

(uj,...,ud) = (Uj ,u2,u^)^ R est un s.r.p. de 0^ ^ = R ’. Soit le point

générique de Y = V(u ,uQ) . Alors (u ,u ) est un s.r.p. de 0 = R11.
1 J  1 J  A j l | ^

Soit J un idéal de 0 (X) = R tel que
A

(I) ord (JS) = ord (JT) = ord (JT’) = ord (JS') ■= ord (JS") = ord (JTn) = 0 
U, Uj u, u, u, u,

où T = R/u3R , S = R/(u 2,u3)R , T' = R'/u 3R', S ’ = R'/(u2.u^R',

T" = r ’7 u3r ", S" = r "/(u2,u3)r ".

Ce qui veut dire que tout élément f de JR s'écrit f « su‘j + u3g et pour 

un f on a s(x) ^ 0.

( 2 ) ..

v i
r\ a(
91 u 2

.2 ) (d)ai
•ud



Alors (C.2), A (J : ; Uj) est une demi-droite de 1R, on note

(2) a(3,J ; u^, u^ ; u^) ou plus simplement a(3) l'abscisse de l'unique 

sommet de À(J ; u^ ; u j)*

D'après C.2.1 (4), on a
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(3) Û(J ; u3 ; Uj) = A(JR' ; u3 ; Uj) = A(JR" ; u3 ; Uj)

D'après (1), on remarque que JC(Uj,u^) et donc

(4) a(3,J ; ^3,u2 ; Uj)> 0.

PROPOSITION C.4.1.

Sous les hypothèses précédentes, a(3,J ; u2*u2 * u l̂  est minim ui11 

des abscisses des points de A(J ; u3 > u 2  »

Preuve .

Notons (a'(3),p> ) les coordonnées du sommet v d'abscisse minimale 

de A (J ; u^,u2 ; u j)* Alors par C.2. (2) et C.2. (4), on a pour tout f £ J

(1) f = Z  u1? j u3(3’j)(u^(2’j)g. + u g!) + f Uj»
Uj£V> J J ^ J O 1

avec g. , gî et f dans R et (g. £ O --- > g. inversible dans R ’ = O )
J J o j j a ,x

avec a(3,j)^ ja'(3), a(2,j)>jp si a(3,j) = ja’(3) et, par C.4. (3), 

pour un £€ JR', il existe un j, 1^ ĵ . P , tel que a(3,j) = ja'(3) et 

a(2,j) = jp> et gj inversible dans R'.

D'après C.4 (1), on a

(2) a * (3) > O .

2 — 1 
Soit L la forme linéaire sur 3R définie par L(x^ ,x^) = Xj+X3 .a'(3)
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E U e  définit vL>u>R , et vL u R M  pour u = (u, ,«3) . On a

Vf € j r * , v ,<f)*.»> . Or, Vf'ÊJR" , on a f* = f.g * avec g ̂ (u.,u_ ) ,
.Lj , U  , I\ 1 3

donc vl>u>r»»(ê) “ O, donc vL Rtt(f1 )* 0 . Par C.2. (4), on en déduit

(3) a(3,J ; u^, u2 ; Uj)> a’(3).

Posons L(xj,x^) = Xj + x^ a(3,J ; u^, u2 ; uj) Alors pour tout

f £ J  on a = VL,u,R^f^ ^  et donc Par définition de 

A(J ; u^, u2 ; Uj ) , on a

à ( J  ; u3, u2 ; Uj) _ :(x2,x3)ix3< a(3, J ; u3, u£ ; Uj)}

d ’où a ' (3)̂ . a (3, J ; u3, u2 ; Uj).

Ce qui prouve C.4.1.

C.4.1.1. Avec les notations de C.4.1. et de sa preuve, on a le tableau 

commutâtif

O) R <---------- J> R ’ -------------■> RM

i  i . i
grL,u,R(R) * SrL,u,R,(R 5 > grL,u,R’,(R )

l<  I  i<

(R/(Uj ,u3)) [Uj ,U3] ------ -> (R’/(u1 ,u3))[U] ,u3]--- > !«• C*| ) Lu 1 *U33

De plus, Vf £ R, par C.2.1 (2), on a les égalités

<2) VL,u,R(f) = VL,u,R*(f) = VL,u,R"(f)

VL u,R

VL,i ,R" (f)
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PROPOSITION C.4.1.2.

Sous les hypothèses de C.4., avec les notations de C.4.1 et C.4.1.1., 

si ) est une base de JR, on pose :

1 * i* s , a(3,i , j)^ ja(3) , g. . 6 R  , g! . 6 R  pour un couple (i, j ) ,
1 » J 1 » J

lijéi\ U i £ s  , g. . ̂  (u ,u )R et a(3,i, j) - ja(3) .
1 9 J  I J

Alors on a

< 2 > J 1, *  51 a \ - i  u f » >  i T T
A-»U,K 1>0 1 ] é  j * i )  9 J

où g. . est l ’image de g. . dans R/(u ,uj.i > J i » J 1 3
Alors si (a(3),p) sont les coordonnées du sommet d ’abscisse minimale 

de A (JR’ ; u ^ , u2 ; u^), on a p = inf [(°rdx (ß^ j ^ - 3  1 * lé i* s , l*j*L>j .

Preuve .

Les relations (1) et (2) découlent du fait que a(3) est le minimum

des abscisses des points de A(J ; u^, u^ ; u^) ou de A ( J R ’ ; u^, u^ ; u^)
(cf. C.4.1 et C.4. (3)).

Posons p ’ = inf{(ord (g. .).j  ̂ , Hi^s, • Désignons par v
x  1  ,  j  * -

2le point de 3R de coordonnées (a(3),{i’). Nous allons montrer que v est le
sommet d ’abscisse minimale de A(JR’ ; u ^ , u^ ; Soit A une forme

. . 2  linéaire sur 3R à coefficients > 0 telle que

(3) A(a(3),p’) = 1 et A(x3 ,x2>> 1 si x^;* a(3) + (i> ! ) 1 et 0.

Par exemple
A(x 3 ,x 2) = (a(3) + (2.i>!)_I)"1x3+[l-a(3).(a(3) + (2.i>!)_1)'1] p ,_1 *2 .

Alors on pose Lix^x^.x^) - x^+Aix^.x^ (C.2. (3)). On a alors v^ u *

fi gi , о u
V

1

+

\î
u

1
ua3

( 3 f i tj )
( gi.j + u3 g i

i »j ) 9(1)

si (f
1

э • • • » fО ) est une base de JR, on pose :

R . « ! » '

U  j£l>

l i  36

jí>>



U û s  et pour tout i tel qu'il existe j, 1 «-js O , a(3,j,i) ■= ja(3) , 

ord (g. .) - jp.’ , alors et? B ,(f.) / * U Par C.2. (A), on a
X J- » J L ) U j 1 1

(A) Û(JR' ; u3, u2 ; Uj)n | A(w)} = 1  j* 0 .

D'après C.2.1. (10) et par (3), comme a(3) est le minimum des abscisses des 

points de A(JR' ; u^, ; u^) (C.4.1. et C.4.13)), on a

(5) A(JR' ; u3, u2 ; u ^ n  {w | A(w)j = l] = {v} .

Ce qui prouve que v est sommet de A (J ; u^, u^ ; u j)* Q.E.D.

C.4.2. Désormais, en plus des hypothèses de C.4., nous supposons que

(1) Y = Spec(R/(uj,u^)) est une droite affine.

Plus précisément, on se donne un sous-corps k de 0^(Y) et on 

suppose que

(2 ) 0 Y (Y) = k[ü2j où est la classe de u  ̂ mod (û  ̂ 3 ) .

Alors, par C.4., on a que

(3) x est le point fermé de Y où s'annule U^.

Il est clair que x est rationnel sur k.

On suppose de plus que

(4) A(J ; u^ ; Uj) est préparé.
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- 1 4 3 -

Soient (fj,. ••>fg) des générateurs de J^R, on pose

<5> c< . u , R (fi> ' Fi,o F i,j <U2)Ur' U ja<3> ' F i

où L est la forme linéaire définie par L(x^,x^) = Xj+X^.a(3)  ̂ (C.4. (2)). 

Comme grL ^ R (R) = R/(u j >u3> [Uj»u3] = kC1-1̂  » les ^  j sont des

polynômes de kfU^] , Ui^s , .

On suppose enfin que

-, *
(6) Ji , l£i*s , F. £ k .

î ,o

Prouvons que

(7) Â(JR" ; u^ ; u^) est préparé.

D ’après (6), il existe i, l^i^s (que l’on peut prendre égal à 1) tel que 

F „ek*. Supposons que à(JR" ; u0 ; u.) n'est pas préparé, alors on a pourI J 1
tout i , 1 £ î  s

ceL,u,R"<fi> - fi(02)'C!i<U2>''-<U l̂ (U2) -H<U2)''-14 <3>>'‘

avec P^, ^ et \i dans •

-1 *
Alors, on a Pj.Qj = g ̂  k et donc

(8) (Uj + >(U2).p(Ü2)_1 U ^ Y -  Fï|0 ,Fp Ê k l-VU2’U3l *

Ainsi, Vi , 2^i£s , on a

C^L,u,R(fi),F1,0'Qi^Ü2̂  = Pi(U2) FP ’ 

par le lemme de Gauss, on en déduit que Fj divise ies 9 (8)

e
L,u,R,R" [с

l)
L , u ,R (fi>1 (C.2.1 .)

L
h  j íp

+ио1

[•J, .u33
OíjíP
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implique alors que &(J ; u^ ; u^) n'est pas préparé, ce qui est une 

contradiction.

C.4.2.1. Soit y un point fermé de Y = Spec k^U^l> il est défini par un

polynome irréductible on a d* $ = L^(y) : *0 . Soit un

relèvement de $[^9] dans O , (u ,v ,u ) est alors un s.r.p. de 0
Z X,y I Z J X,y

et, on pose :

Uj + u® g avec a(3)i a, g& 0 x y » 

u3 *

On choisit dans 0^ de façon que

(3) v̂ 1’v2’v3’H4.... Hs  ̂ soit une P_base de 0X .

On pose v(i,i) = val,, (F. .) et on définit G. . et par  ̂ v ,J/ U2V 1,3 i,j r

(A) F. . = U ^ ’j> G. . , liiis , 0*jé*>
1 9 J 1 9 J

^(i ; u3, u2 ; Uj) = sup £(deg(G^ j))/j ; ,

où F. . est défini en C.4.2. (5).
1  9 J

On rappelle que :

p>(J ; u3, u2 ; Uj ) = inf [v(i,j)/j, 1£ ii s , . F ^ ^ ^ o ] ,

On pose :

(5) ‘/’(J ; u , u ; u ) = sup f (deg F. .)/j , l£-iés , l̂ jèvi , F.. / Oj
« 3 Z 1  * 1 * J 1 J

e(J ; u3, u2 ; =  ¥(.3 î u3» u2 ; - P(J ; u3» u2 ; Uj) .

Bien sûr, pour tout i, liiss tel qu’il existe j, ^ O» on a :

(6) y>(i ; u3, u2 ; Uj)é e(J ; u3, u2 ; Uj).

(2)

lV3

(U2)

P4 » • ’Ps

I

; U1 ; U1

Uji Fi,j

J 4. ji:D



PROPOSITION C.4.2.2.

Avec les hypothèses et notations de C.4.2 et C.4.2.I., on pose J » JO
X X)X

et J « JO., . On suppose de plus que les F. sont dans k. Alors on a : y X,y 1,0

(i) (1) a(3, Jx ; u3, u2 ; Uj) - a(3, Jy ; v3> v2 ; Vj) ,

(2) f (Jy ; v3, v2 ; Vj)i V/ (Jx ; u3, u2 ; Uj).

(ii) Si x i1 y et si on a une des conditions suivantes

(a) a> a(3, J ; u3» u2 ; Uj) (C.4.6 (2))

(b) a(3, J ; u3> u2 ; Uj)^lN ,

alors

(3) £ (J ; v3, v2 ; Vj) £ inf [vf>(i ; u3, u2 ; Uj)/£h(y) :h] ; 1 é i 4 s] .

(iii) Si x  ̂y et si, pour un i , U  i ? s, on a F.  ̂O et une des
o

conditions

(a) 3j, Oé avec (̂ )  ̂O et F. . = O ,

J  lo°
(b) 3 j, 1^ j £v> avec (.) = O et F. .  ̂O ,

J xo,J
alors

(4) (i (J ï v3* v2 » sup f'+’d, u3, u2 ; Uj)/[k(y):kJ ; U  i i s] .

(iv) Si x é y et si (Fj,...,F^) n’est pas monogène alors

(5) £(Jy ; v3> v2 ; Vj)^e(Jx ; u3> u2 ; Uj)/[k(y):k] .

(v) Si x  ̂y et si (Fj,...,F^) = (Fj) et si on a une des deux conditions

(a) i) + 0(p) ,
r

(b) P = pr q , (p,q) = 1 et Fj pr = Fj 0 QP pour un Q £ k [ U 2], 

alors on a (5).
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(vi) Si x + y et si » = O (p) , *> - p q , (p,q) - 1 et (Fj,...,F^) = Fj 

et F.* F. r non puissance pr-ème alors on a

(6) | ̂  (Jy ; v3> v2 ; Vj)é (e(Jx ; u3» u2 » uj > / [k(y> ) + 1 /p , 

| p (Jy ; v3, v2 ; V j ) <  le<Jx î u3 » u 2 î U j ) / [ k ( y ) : k ] J  + 1 .

Preuve.

C.4.2.2.1. Rappelons une notation bien connue. 

Pour tout y^lR , on pose
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(?) L̂ P\ “ partie entière inférieure de

T * partie entière supérieure de Kp,

[ y] “ partie fractionnaire de .

On a donc

-  l i f ]  +C»f] 

-  l  - f i  -  r - v f ]

C'est cette notation qui est employée dans (6).

C.4.2.2.2. Posons

*y ■ V , • Ty ■ V '-l’V ’ Sy - V “3 \  '
Alors d'après C.4.2 (5) (6), on a :

ord (JS) « ord (JT) = ord (JT") = ord (JS") = ord (JS ) = ord (JT ) 
U 1 U 1 U 1 U 1 U 1 y U 1 y

Nous pouvons donc appliquer à y,<*) et X les résultats de C.4.1 et 

C.4.1.2., on a

(8) a(3,Jy ; v3> v2 ; Vj) +3R+ = Û(J^ ; v3 ; Vj) = A(J,j ; u3 ; Vj).

2
Soit L sa forme linéaire sur 3R définie par

L(xj,x3> = X j + x3/a(3, J ; u3> u2 ; uj)» on Pose v = (vj,v3), d'après 

C.l. (4) et (5), on a :

(9) VL,u(V  = VL,u<Ul+U3g) = 1 ’ VL,u “ VL,v »

fj.Lj l = {J,L ¡1 et ÎJ.LjJf = [J»Liv+ • VbÊK+

On a donc gr (R ) = gr (R ) , v (J ) = v (J ) = 
^ L,u y L,v y L,u y L,u y

On pose :

< i o > ctL, » < v  ■  - u , *  <=e i , „ < « ? * >  ■  v i  •

V3 • »‘¿.„«V

ce ’
L,v [V,)
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C . 4 . 2 . 2 .3 .  Si  on a

° ° CeL,u(u3g) = °

a l o r s  on a e t  :

- f ; ■  .£ v J i a<3> Fi . j<u2>- “ iîs •
J =0

On a a l o r s  c l a i r e m e n t  a ( 3 ,  J ; ; v ^ )  = a ( 3 )  donc ( 1 1 ) —— ^  ( 1 ) .  De p l u s ,

on a P ( J  ; v~ , v ? ; v  ) £  i n f  ( o r d  ( F .  . (U ) ) )  j  * ,  donc ( 1 1 )  " > ( 2 )  e t  s i  

X  + y , ( 1 1 )  = = ? »  ( 3 ) .  Or ( 3 )  = >  ( 4 )  = *  ( 5 )  = * ( 6 )  •

De plus, (ii) (b )  —= = ^  (iiXa) ( l l ) f  de même (g non inversible au

point r j ) = ^ ( l l ) .  On a prouvé (ii) et la proposition quand on a ( 1 1 ) .

C . 4 . 2 . 2 . 3 .  I l  r e s t e  à p r o u v e r  l a  p r o p o s i t i o n  l o r s q u e  l ’ on n ' a  pas ( 1 1 )  .

On suppose désormais

(1 2 )  a = a ( 3 ,  J x ; u ^ , u  ̂ ; u^)  = a ( 3 ) ^ 3 N  e t  g e s t  i n v e r s i b l e  en oj

On a a l o r s  dans g r T (R )
L , v  y

( 1 3 ) f  ceL v ( f i>  = ^  ( v r u 5 ( 3 ) G / ' j  u j a ( 3 )  F.  ( U 2 ) =  f :  = c e ( f . ) ,  l i i é
* j  =o ’ J

cl,  ( f . )  = El Û a 3)  F !  , = F !  , l i i i s  ,L , v  î  /— 1 3  i , j  i

D ’ a u t r e  p a r t ,  comme À ( J ; u^ ; u^ )  e s t  p r é p a r é ,  ( C . 4 . 2 .  ( 7 ) ) ,

1 i ,  U  s ,  f :  + F ( C . 2 .  ( 4 ) ) .

Donc

( 1 4 )  3(i,j), l i i i s ,  léj<» , F!  *  0 .
1  9 J

u.v.

< a(fi:

F!1
<=

j
k[U2 G = 0 ° 

C L !u(g>
£ k|
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Donc A ( J ; ; Vj) * a (3) + 3R+ , ce qui entraîne (1) d’après C.4.1. 

On remarque alors que l’on a :

a i,u(V  “ cfi,v(V  m V 1 = °1 + U 3(3) G- 

La relation (13) nous donne alors :

(15) ( F! . - F. . + (-l)j(*) F. Gj + t  (-l)j_h (*“£) F. . Gj_h
i»j i»j j i.o j-h i,h

F! . £k(U ), isiis , Ujs>>
1  9 J ^

Comme A(J^ ; u^ ; û ) est préparé, on a (Fj,...,F^) £ (Vj*) , et

donc les Fî . ne sont pas tous nuls,
i > J

C.4.2.2.4. Regardons le cas où :

(16) ( 9(i ,j), Ui îs, lij<v> , F. .  ̂0 et 
) ° lo,J

| ordy (G)-> inf ( [ord (F ̂ ; lfJ*^)-
 ̂ o9

Soit j tel que [ord (F. . )J /j est minimal, l£j , alors danso y o o

(15), on a :

ord (F! . ) = ord (F. . ) , 
y xo’Jo y \>’Jo

ce qui nous prouve (2) en ce cas, et si x  ̂y, on a

°rdy (Fî i J = ordy (Fi i j0 ^ (io ; u3 ’ u 2 ; u i) / i-k(y) : k3»
o’ O o o

ce qui nous donne (2) et (4) si x  ̂y et donc prouve la proposition en ce cas. 

C.4.2.2. 5. Regardons le cas où :

(17) 3(i ,j), lii «s, , F. . j4 O et
° ° 1o’J

„ ord (G) < inf ([ord (F. fc)] /k ; Uki>' ).
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Soit j minimal tel que F. . ï 0 et l^j » alors (15) devient :
o oo o

f : . - F. . - (.” ) F. . GJ°
lo°o lo’Jo Jo lo,C

Il est clair que l'on a (2) et, si x t y, on a (4) ce qui prouve la propositi 

en ce cas.

C.4.2.2.6. Prouvons (iii). Voyons le cas où F. /O et F. „ = 0 .
1  J- *
o o

Soit j minimal tel que F. ^ O, d ’après (15), on a :
° 1o*Jo

F! . - F.
Xo ’Jo xo ’Jo

Ce qui donne (2) et, si x / y, on a (4), ce qui prouve la proposition 

en ce cas.

Désormais, dans le cas (iii), nous supposons F. q ^ O. Posons
1o *

(18) V  = sup [ord (F.̂  .)/j ; 1 4 j i
y  O

Alors, d ’après C.4.2.2.2, nous pouvons supposer que

(19) or dy (G)*T .

Nous allons montrer que

(20) inf£ord^(F^ j^^ * 1 £ j < ^ ̂

Ce qui entraînera (2). De plus, si x ^ y, on a clairement

féy(i0 ; u3, u2 ; Uj)/[k (y):k], et donc (20) donne (4) et finit de prouver 

la proposition sous la condition (iii)(a) ou (b).

Supposons que (20) ne soit pas vérifiée, donc, Vj , l^jéV ,

ord (F ! .) > j Y , cette dernière inégalité étant équivalente à : 
y 1o,J

ordv (Fi î>*Li>lJ+ i-
y 1o ,J 

Cela nous implique que :

Fi = Fi o v>i mof(vi~J ü 3a $LJ^ +1 ; 1 * 3 *^).
O O *

F ̂ = o ^ l +^3b^ mod- ; 1 ̂  j - ^ )
o o *

ce qui donne pour tout j, 1 é j^Ppour tout j, 1é



( 21 )  F  . =  F  ( J )  G j  m o d .  ( 4)UV'J+1 )  .

1o ’ J l o ’ J

D o n c ,  s i  ( Ÿ )  i 1 O ,  o n  a

o r d  F .  . =  j  o r d  ( G )
g i0 .j y

e t  d o n c  s i  ( ' î  )  ^  O ,  o n  a  F .  . ^  O ,  c e  q u i  c o n t r e d i t  ( i i i )  ( a ) .  S i  o n  a

J 1q93 ü
( i i i )  ( b ) ,  p o u r  u n  j ,  1 é  j  ^  v) ,  o n  a  F .  . ^  O e t  ( . )  =  O ,  d ' o ù

1o , J  ^

o r d  F ^  j  * c e  Q u i  c o n t r e d i t  ( 18 )  e t  f i n i t  d ' é t a b l i r  ( i i i ) .
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C . 4 . 2 . 2 . 7 . P r o u v o n s  ( i v )  e t  ( 2 )  d a n s  l e  c a s  o ù  ( F ' , . . . , F  y> n ' e s t  p a s

m o n o g è n e .  A l o r s ,  o n  p e u t  c o n s t r u i r e  F  ' =  F !  =  21 F . d L ) ^  ^  O

l ^ i ^ s  1 1 1 S j£  ^
a v e c  /\ .  éL k .  P o u r  t o u t  j ,  l ^ j ^ v *  a v e c  F .  ^  O ,  o n  a  F .  =  L ) ^  ^ G .  , 

r  J J 2 j

v ( j ) ^  j p ( J  ; u 3 ,  u 2 ; U j ) ,  d e g  j e ( J x  ; u 3 ,  u 2 ; u ^ .

E n  a p p l i q u a n t  C . 4 . 2 . 2 .6  à  ( F ' , F j , . . . , F ^ ) ,  o n  o b t i e n t  ( 2 )  e t  ( 5 )  e t  d o n c  o n  

a  p r o u v é  l a  p r o p o s i t i o n  d a n s  l e  c a s  o ù  ( F j , . . . , F ^ )  n ' e s t  p a s  m o n o g è n e .

C . 4 . 2 . 2 . 8 . D é s o r m a i s ,  n o u s  s u p p o s o n s  q u e  ( F j , . . . , F ^ )  *  ( F ' )  o ù  

F '  =  I I *  +  £  u ! ? - j  F . ( U  )  U ^ a

l i j é v >

( 22 )  S i  o n  a  ( Ü 2 )  =  QP  ,

a l o r s  p o s o n s  +  q U 3 e t  o n  a

F  =  VL +  £  U Î a  F V  o ù
lijiw» J J

F "  =  F  +  ( - 1) J ( ^ )  F  Q J +  Z  ( - l ) J ~ h  ( ? “ £ )  F  Qj _ h  .

J J J J U h é j -1  J ~ h  h

D o n c  F " _  =  O .  D e  p l u s ,  s i  F ?  ^  O ,  o n  a  
p r  r  j

d e g  F V i  j ^ ( J  ; u 3 ,  u 2 ; U j )  ,  

v a l  F 7 > ,  j  p  ( J  ; u 3 >  u 2 ; U j  )  .

P a r  C . 2 ( 4 ) ,  o n  a  F  ^  e t  d o n c ,  e n  a p p l i q u a n t  C . 4 . 2 . 2 . 5 ,  o n  a  ( 2 )  e t ,

s i  x  t  y ,  o n  a  ( 5 ) .  C e  q u i  p r o u v e  l a  p r o p o s i t i o n  e n  c e  c a s .  D ' a u t r e  p a r t ,

j r j+ lJ>L

j 3(3) 
3'~V1 2

W0W1

W1 U1

yv(
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J*

si v> + 0(p), on a p « 1 et on a (22). Donc on a prouvé (v) .

C.4.2.2.9. D'après les calculs précédents, nous pouvons désormais

supposer que

r
(23) f a = a(3) € ]N , >> = 0(p) , (Fj ,... ,F*) = F ’, F r <(kCU2‘])P et 

{ (Fj - 0<---> (̂ ) = 0).

Nous allons prouver (2), et, si x ^ y, (6) et (7) sous cette condition

(23). Cela terminera la preuve de la proposition.

Posons

(24) s = sup[t£U ; F r £ (k [U ])P } .
P

On a donc

s
(25) F^r = QP , Q £ k  CU21 , Q* (k [tJ2])P , O i s i r  .

Posons F' = V*? + 51 F!(U„)U^a V.  ̂ . Par (15), on a 
1 1

r — s s
(26) F ’ = (Q + GP )P .

P

S

Soit v = val.. (F r) = val . (QP ) = pSw , w£-lN. On a
2 P 2

vp X >, inf [j 1 val (F.) ; F. + o] . On pose Q = Q' , Q'ék[u ] •
L *-*2 J J 2

Soit (^3,-«-,^t) une p-base de k, alors (U,^) * (Û  > • • • > ) est une

p-base de 9 comme Q n'est pas puissance p-ème, 3i, 2̂ -î t , tel que

Dcî? Q * °*
Bien sûr, on a

Or, Q = (Q + qGP ).

Regardons le cas où :

(27)

On a DÛ  Q - 1 (U Q' + pQ*)

DU’*
° 123

Q i í O ,

DÜ^  
°Í21

Ü w "

2
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Posons d « [k(y);k] » on a

r~s u ) i 
ordy(Q + qGp )4 ordy(D|^ Q) + li (degü (Q)-l)d_1 + 1

et donc

(28) p r ord (F ’ ) ̂ p r [pS (deg (Q)-1 ) d ^ p 8]^ p r deg F r 
y p P

ce qui prouve (2) en ce cas

Pour finir d’établir (vi) quand on a (26), regardons le cas où x  ̂y. On a

r-s y ̂
(29) ordy(Q + qGP )£ ordyCDM^ Qf + pQ’) + 1 ,

r-s
ordy(Q + qGP )* (deg Q’/Lk(y) : k] ) + 1 ,

donc

(30) ord (F! „r)éps (deg Q’)/[k(y) : k] + pS ,
y 1 »p

ordy(Fj pr)/pri deg(Gj pr)/pr.[k(y) : k] + pS t , 

(31) ord (F J r)/pr £ e(J ; u_, u- ; u )/[k(y) : kQ + pS r 
y * > p j / i

comme s-r é 1, C.2.5.1. entraîne la première inégalité de (6).

Prouvons la deuxième inégalité de (6). Posons

(33) N = Le(J ; u3, u2 ; Uj)/Lk(y) : k]J + 1 .

D’après (27), on a :

r-s
(34) ordyi.D t23 (Q+qgP )] # pr S e(J ; u3» u2 » u])/[My) : k]  ̂pr s N.

Soit £ k[ü^3 tel que est un paramètre de 0X ^ mod (u^,u^). Soit

. . . ,jig€ k[U2] tel que (V,u) = V2, u^,...,ug est une p-base de k 2 

D’après (34), on a :



v r_s __
(35) Bi , i=2 ou 4éi*s , ord^^Dj.!^1 (Q + qP )J i p1 8 N.

Si dans (35), on a 4*iés, alors on a :
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r-s _
(36) (ordy(Q + qGP )) <■ pr S N.

Si dans (35), on a i = 2, alors on a :

v r~s _
(37) ordy[D£ÿ (Q + qGP )] £ pr S N - 1 .

Mais l’ordre d’une dérivée ® » ne peut être égal à p-1

donc on a :

(38) ordy [D|ÿ (Q + qG1̂  %] i pr S N - 2 ,

ce qui implique que (36) est vraie d’où

(39) (ordy(Fj pr))/pr<. N ,

ce qui prouve (4)•

Pour terminer la preuve de C.4.2.2., il reste à étudier le cas

(40) Q = O , 3i, 34iit , (Q) j* O .

On a :

(4O  (Q) = 1Ç Q' , 3<i<t

mod p ;

D u /X
D [i]

j jU A

W

dU.'X
U3

Du*>
[23
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Si y est rationnel sur x ou si l'extension k|k(y) est séparable, on a 

ordy (Q + qGpr S)^ ord^(D^îj Q)* d *deg Q é pT S Cf>(J ; u3, u2 ; Uj) d 1 .

Ce qui implique (2) et (7) en ce cas. De plus, si x  ̂y,

r“s n Oi
ord^(Q + pGP )é ord^(D^!^ Q') , donc :

r“s _i - -1
(42) ord^(Q + qGP )£ d deg Q'^pr S e(J ; u^, u2 ; û ) d

Ce qui donne (5) en ce cas. Bien sûr, (5) implique (6).

Il ne reste plus qu'à traiter le cas où l'extension k/k(y) est 

inséparable. On a donc x  ̂y et

r S j. __,

(43) ord^(Q + qGP )^ l+ord^(D^!^ Q')£ 1+d deg Q' .

On a donc (31) qui donne la première inégalité de (6), pour obtenir la 

seconde, il suffit de recopier mot pour mot la preuve du cas précédent à 

partir de (34) .

C.5.0. Etant donnésune modification (X(n),f,E(n)) et x un point fermé 

de Sing(X(n)), nous allons devoir étudier le complété °x(n) x de °X(n) x* 

Soit alors

P : X(n) = Spec v  ̂X(n)A^n;,x 7

la projection canonique.

Soit E(n) l'image réciproque de E(n). Il y a bijection entre les
A

composantes de E(n) et celles de E(n) passant par x. On met sur les 

composantes de E(n) l'ordre induit par l'ordre sur les composantes de E(n) 

(II.B.8.1.). On peut alors définir J(X(n),f,E(n)) et clairement

(D
J(X(n), f, E(n)) = J(X(n),f, E (n)) <>x(n) , 

J(X?n),f,E'Tn),ix}) = J (X(n) , f ,E (n) , { x]) 0x(n)



De plus, pour tout i > 1 , on a

Singi(X(n)) - p 1 [Sing^Xin))] .

^ - 1
Si C est une courbe de X(n) telle que C = p (C) est à c.n. avec 

E(n) alors C est à c.n. avec E(n) en x et on a :

(2) J(xfn),f,EÎn),C) = J (X (n) , f , E (n) ,C) 0x(n) >x .

~ -1Si C est une courbe de X(n) telle que C = p (C) est permise
/\

dans X(n) , alors par (1), (2) et I.D.I., C est permise en x.
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PROPOSITION C.5.

Soient x € S.ing(X(n) ) et (u,n) une p-base de 0 ( v adaptée
a QnJ ,x

à x et satisfaisant aux trois conditions qui suivent.

(1) I (X(n), f ,(u, 70 ) = (Uj)mod.(u2 ,u3) où V = V ( x ) .

( 2 )  A  = A U ( X ? n ) , f , ( u , a ) )  ; u ^ u , ,  ; U j 3

n fa qu'un sommet (c (u, /\ ) , d (u, 3 ) ) .

(3) si div (u. ) c E (n) , l ^ i * 3  alors u. e. 0 ( v , de plus, div(u ) c E(n)
î i a  ̂ny , x j

et si E(n) = div(UjU^), on a div(u^) < div (uj ) et si E(n) = diviu^u^u^) , 

on a (div(u^)< div(uj) et div(u^)< div(u^)), on n'impose aucune condition 

d'ordre si div (u ̂ E (n) .

Alors

(i) *(x) = ^ ,

(ii) c(u,i\) + d(u,f\)^l,

(iii) si c(u,ft)<= 1 et d(u,S) < 1 alors ^Kx) = 0  ,

(iv) Sing ̂  (X(n) ) n div(Uj ) cl V(Uj ,u2) U V(Uj ,u3) .

De plus, si A  est préparé, on a

(v) Sing^ (X (n) )cv(uj,u2) U V(Uj ,u3> ,

(vi) si 'VCCx) ̂  1 et si on applique à xeX(n) l'algorithme de %  = 1 ou 

celui du point bon, le premier éclatement est défini et permis et il est
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centré en la courbe notée C(j)> qui est la projection sur X(n) de

/ \  ^ \  a .

C(j) « v(Uj ,u^)c X(n) avec j~2 ou 3 et c* (C ( j ) ) ^ ^  et

a

( v  ,m,(X , o r )  (C (j)) maximal,

(vii) si [c(u,B)3 + [d(u,^)] 1, alors %  (x) ̂  1 ,

(viii) si 'K.(x) *= 2, alors x est bon.

Preuve•

C.5.1. Par (1), on a clairement (x) = ̂  , ce qui prouve (i). Par définition

de A , on a

( 4 )  o< (x )  « ord^ [ i  (X (n )  , f , ( u , ? 0 ) 3 - ^  (c (u ,R )+ d (u ,71 ) )>  

ce qui donne (ii).

C.5.2. Prouvons (iii). Effectuons l’éclatement ¥ : X ’ __  ̂X(n) centré

en x. Si dans X* il n ’y a pas de point ~V -proche de x, le résultat est 

clair. Etudions le cas où dans X* il existe un point x ’ V -proche de x. 

Alors en x, on a

(5) ci^ [l(X(n> , f , (u,?, ))3 = (U j ) .

En effet, (ii) et les inégalités c(u,?i)-z 1 et diu,^)-^ 1 impliquent

(6) c(u,A)>0 et d(u,Æ)>0.

Si on n ’a pas (5), par (2) et (6), on peut appliquer I.E.5.1.6 (iii). On a 

donc VDir(x) =< U ^ , ce qui contredit l’existence de x ’. On a 

donc (5) qui nous donne

(7) Uj > = VDir(x) .

Etudions le cas où x ’ est dans l’ouvert de X* où div(u^) = TT * (x) .

Posons donc

(8) u' = (u1u31 ,u3) .
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Par (7), on a uj(x') = O. Si u' est un s.r.p. de 0^f x ,, on vérifie 

facilement (voir par exemple 112] p. 127) que (x' ,X* , (u' , r\) ) satisfont 

à (1) (2) (3) avec

(9)
c(u',r\) = c(u, /\ ) + d(u,3)-l < c(u,J})

d (u * ,ft) = d (u, ̂) .

Montrons que u' est forcément un s.r.p. de O , Sinon u'(x’) serait
A )X z.

inversible et par (2), 3 g e. I (X(n) , f , (u,ft) ) avec

g “ aoUi + ?  ^ aj ur j U2 U3 mod^°X(n),x’L?u ’

a . e 0„ . » » a . inversible ou nul, 0<j & V , 3 j , 1 j ^ 2J , a. ^ O, j X(n),x ’ j » j » -jj» j » j .

d ( j ) = jd(u,i\), c(j) = jc(u,3), V ,

L(Xj,x2,x3) = X j + (x2+x3) <5 1 (C.2. (9 )).

Alors, avec les notations de C.1.4. :

( 10)

— V
g u3 = ao uj +

1 & j &
ç ̂  _ 2̂ — X)

mod.)0V , N ,L? .u0 c X(n) ,x ->u 3

a .

J

Comme ge I(X(n),f,(u,îl))c J(X(n),f,E(n),[x]), par I.E.I., on a gu3 <£f J (X ' , f ,E ' ) 

De plus, si u^ix')  ̂O, par (9), on a pour un j, 1 ̂  j ̂  ,

(11) ordx » (gu3^)^ ̂ -j+c(j)+d(j)-j^^-j+j (c(u, 3)+d(u,ri)) < 2> ,

ce qui contredit l'hypothèse V(x') = i) , d'où u^ix') = O, comme annoncé. 

Regardonc le cas où x' pour paramètres

-1 -1.(12) u" = (UjU2 ,u2,u3u2 ) .

Alors on vérifie facilement (C121 p.127) que (x',X',(u",3)) satisfont 

à (1) (2) (3) avec

(13) J
c(u",fl) = c(u,/))

d(u",fl) = c(u,$) + d(u,Æ) - 1 < d (u, 3) .

u i
»-j

u3*
Ü) ■d ( j )“j
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Par (9), (13) et une récurrence décroissante sur c(u,R) + d(u,3), 

on a X  (x) « 0 . On a prouvé (iii).

C.5.3. Prouvons C.5 (iv). Par (2) et par définition de A , on peut trouver
«"•v x \

g € I(X(n) ,f, (u,fi )) dont le développement dans 0 f . « k(x) [[u ,u ,u ]]
2L\ Yï j  ) X  1 ^  j

s * écrit

s -  r  ,  ,
1 ̂  jfr2> J 1  ̂ 1

^ - k ( x )  [[u2 ,u3 D] , * « Ô x ( n ) f X  ,

c(j) ̂  jc(u,â) , d ( j ) > jd(u,^) et, pour un j* , 1 j 1 ̂  D , on a 

d(jf) - j’diu,^), c(j') = j1 c (u,?l) et t inversible.

Posons D = [ (V—j * ) ! 3 1  ̂ / ^ u ^  . On a

Dg ” P u^^  ̂ u3 ^   ̂ mod.(Uj), p inversible.

Bien sûr, Dg 6 l[Sing^_jl+j(X(n))] , ce qui donne (iv).

C.5.4. Remarquons que dans C.5.3, si on a j'^2 (ce qui est le cas si 

(c (u, 3) ,d(u,?l ) )^ 3N̂ ) , alors on a

Singp_j (X(n) ) r i div(Uj ) <=- V(Uj ,u2) U V (û  , u^) .

C.5.5. Avant de continuer la preuve de C.5, comparons les idéaux 

J = J (X (n) , f ,E (n) ) et I = I (X (n) , f , (u ,rl ) ) . Notons y(j) le point 

générique de C(j) = V(uj,u^), j=2 ou 3. Alors

(i) si div(Uj)c E(n) , J0x^n)t?(3) = I 0 ^ ^ ^  ,

(ii) si pour un AelN , on a

Io(Uj)^ + (uJ,Uj)A alors Jc:^)^ + (Uj,Uj)A 1 , j=2 ou 3,

(iii) si A ( 1 ) = 0, alors = 0(p).

La relation (iii) est claire car alors x est à D.Q.,

(i) est clair, (ii) est clair si V(uj,u^) est combinatoire, on a même en

ce cas

J o (u^ ) + (Uj >Uj)A .

:<j)dii]
2



Si C(j) • V(Uj,Uj) n'est pas combinatoire, on a 

f - R(f , u A )  “ h (r + 6> * r €  ° x ( n )  , x  * 8 e  ( u l ,Uj )A ' h “ h ( x  ̂
</\

Pour tout D€ £>(X(n) ,E(n)) , on a
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(14)

h 'DihgD = g’e (Uj*uj)A 1 , 

h_,D[hruJ] - r* uf ,

La premiere égalité est triviale. La dernière égalité est claire
A

si A( 1 ) i O, si A( 1 ) * O alors div (u j ) E (n) et donc = 0(p) , ce qui 

donne l'égalité.

C.5.5. Avec les hypothèses et notations de C.5., on a les implications

(i) c(u,fl) > O Sing(X(n) ) a div(u3) - C(3),
/\

(ii) c(u,/\)>l =^^[C(3)3 = ^ et C(3) est permise dans X(n) ,

(iii) [(c(u,fl) * 1 et A( 1 ) > O) ou c(u,^)^l3

<?(3) = Sing^(X(n)) n div(u^) ,

(iv) d(u,J}) ̂  1 o< [C (2)3 = ̂  et V Le (3)3̂ > ̂  “1 , de plus 

[d(u,^)>l et (A(2) > O ou  ̂̂  2)J >> C(2) est permise dans X(n) ,

(v) d(u,rl) > 1 =^x [C (2) = Sing^(X(n))o div(u2) et C (2) est permise3

(vi) (c(u,?i)d(u,̂ )) = (0,1) =^6(2) est permise.

Preuve.

(i) est clair.

Si c (u, ¡\) > 1 alors on a ri [C (3)3 = ^ = ^ • î V & 2, C(3) est permise.
/V

Si U = 1 , par C.5.4. (iii), on a A(1)>0 et donc C(3) est combinatoire 

d'où V LC (3)3 =1 et C (3) est permise.

Si c(u,rO> 1, on a le (u^ ) + (u^u^)1*2̂ et par C.5.5 (iii), on a
/S ^

donc C(3) « Sing^(X(n) ) r\ div(u^) .

Si c(u,Æ) * 1 alors le (u^ ) + (û  ,û )V . Si de plus A(1)>0, 

alors C (û ) est combinatoire et donc par C.5.5 (i) , Je (û ) + (uj »û )̂
A /\

et donc C(3) » Sing^(X(n) ) O div(u^) . On a (iii).

Les implications de (iv) et (v) découlent de C.5.5 (iii) et leur

(n) ,x



preuve est quasiment identique à celle de (iii).

Prouvons (vi).Par (iv), l’implication est vraie si Or par

C.5.4 (iii), V « 1 entraîne A(1)>0. De plus, (c (u,A ) ,d(u,/l) ) « (0,1) 

implique

f = h(ruj+su2) + R(f,u,rl),

(r’s)e °X(n),x*
A

Il en résulte que A(2);>0, sinon V = O et donc C (2) est 

combinatoire et permise.
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C.5.6. Par (3), div(u^) est une composante de E(n) dans X(n) , c'est 

donc l'image réciproque par p d'une composante E' de E(n) dans 

X(n). Si c(u,ft)^0, posons C(3) = Sing (X(n) ) r\ E * alors 

P 1[C(3)3 = Sing(X(n))n div(u^) = V(uj,u3) = C(3)•

A

Alors, par C.5.0, C(3) est transverse à E(n) en x et, si C(3)
A

est permise dans X(n), C(3) est permise dans X(n) en x.
A A a

Par contre, si V(uj,u2) = C(2) est permise dans X(n) en x, 

nous ne pouvons pas affirmer a priori qu'il existe une courbe C(2) de

X(n) avec C(2) = p 1[C(2)j

C.5.7. Sous les hypothèses de C.5. et si de plus

(15) A = A [I(X(n) ,f , (u,?0) ; ^3,u2 ; û \ est préparé,

(16) (c(u/*)d(u,70) = (1,0) ou (0,1) ,

on a

(i) Sing^(X(n) )cV(Uj ’U3  ̂ si (c (u .'X) ,d (u/A) ) = (1,0), 

SinglJ(X(n))CV(u1 ,u2) si (c (u, A) ,d (u ,ft) ) = (0,1) ,

(ii) K(x) éi .

Preuve.

On pose j —2 si (c (u ) , d (u ,̂ ) ) = (0,1), j=3 si (c(u,/\) ?d(u,^)) = (1,0)).



D'aprês C.5.5. (ii)(v) , la courbe C(j) est permise dans 5c(n). De plus, 

comme û est préparé, on a

(17) VDir(x) =<Uj,Uj> .

On a dans X(n) les hypothèses de III.4.1 et donc 

C(j) - Singv,(X(n)), 

ou C(j) - Singi)_j (X(n) ) et  ̂ 2 , 

ouC(j) = Sing^_ j (X(n) ) A E(n) et

/'C(j) « Singp_j (X(n))n Ê1 et Ê(n) - E’UE"
A /\ /S.

et Sing^_j(X(n))n En = Cf est une courbe à croisements normaux
a

.avec E(x). 

ce qui prouve (i)

Dans les trois premiers cas, on définit une courbe C(j) de X(n) par 

C (j) = Singj)(X(n) ) , 

ou C(j) = Sinĝ , _j (X(n) ) et 0 y, 2, 

ou C(j) = Sing^_j (X(n)) n E(n) et v> >, 3.

Dans le dernier cas, on définit C(j) et c' par

C(j) = Singp _j (X(n) ) O E ' où Ê' = p_1(E') ,

E (n) = E'U E" et Singi)_1 (X(n))Pv E" = C'.

Il est clair que C(j) = p 1 fc ( j et C' = p 1 (C ’ ) .

On a °t [C ( j )] = *[C(j)] et »>|Ç(j)] -P[£(j)] ,C(j) est, permise en 

x dans X(n). Par III.4.1, appliqué cette fois dans X(n), on a 1t(x)̂ . I.
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C.5.8. Nous allons prouver (v)(vi)(vii)(viii) par récurrence sur 

% (u,*X) = c(u,^) + d(u,^). Nous rappelons que par hypothèse, ù est préparé. 

D’autre part, si E(n) = diviu^u^), les paramètres u^ et u^ jouent le 

même rôle et, quitte à les permuter, nous pouvons supposer

(18) si E(n) = diviu^u^) alors div(u^)> div(u^)•

On a vu en (iii) que si c(u,^)^ 1 et d(u ,/A) l alors 'fr(x) = o, 

alors x est isolé dans Singp(X(n)), donc (v) est vrai et (vi) (vii) et 

(viii) sont vides.



Si (cîUj'À) »diu,^) ) = (1,0) ou (0,1), (v) (vi) et (vii) sont des 

conséquences de C.5.3.3. et (viii) est vide.

Par (ii) et (iii), nous commençons la récurrence au cas où

(19) S(u,^)^ 1 , (d (u,9i) > 1 ou c (u,̂ ) 7y 1 ) .

Par définition de A , on a

(20) et** [l(X(n),f .(u.'A))] - (Uj), VDir(x) =<Uj> .

Posons

(21) C(2) = V(Uj >u2)» C(3) = V(uj,u3).
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C.5.9. Regardons le cas où c(u,^)?- 1. Alors, par C.5.5 (ii) , C(3) est
A

permise dans X(n). Par C.5.6, il existe une courbe C(3)d.X(n) avec 

C(3) = p_1[C(3)] et C (3) est permise en x dans X(n). Effectuons

l’éclatement X. : X' --- > X(n) centré en C(3), par changement de base

plat, cet éclatement commute au passage au complété et on a un diagramme 

commutatif.

A . TL a
X’ -----> X(n)

P
^ _
X’ — ---- > X(n)

où 1C est l’éclatement centré en C(3).
A A

Par (20), au dessus de x£X(n) il y a au plus un point singulier x1 €. X ’, 

c'est le point de paramètres u’ = (u j u^ * »û ) • On a

I(X’,f,(u',90) - u“Ü I (X(n) ,f,(u,7\))

et donc par [l 2j (T.3 p. 125)

(22) f A* = fl(I(x*,£,(u',i)) ; u^,u^ ; uj) = (c (u, /\)-l ,d (u ,̂ ) )-6R* , 

û* est préparé.

C.5.9. 1. Voyons le cas où V>(x’)-<v> . Ce qui est le cas si 5 (u ,/̂)<i 2 car



» -A
alors par (22), on a oC(x')<>> . Alors, C (3) D Sing^(X(n) ) , on a (v ) .

De plus, C (3)̂ > Sinĝ j (X(n) ) . Si C (3) « Sing^ (X (x) ) , alors C (3) = Sing^(X(n)), 

on a %(x) = 1, (vi) et (vii) sont clairs et (viii) est vide. Si 

C(3) Singp(X(n) ) alors, par C.5.5. (ii) , on a div(u ̂ )<̂  E (n) . Par (23), 

l'algorithme du point bon ou de iC « 1 exige de chercher le centre 

d'éclatements dans div(u^). Par C.5.6, TL est imposé, on a donc 'tC (x) ̂  1,

(vi) et (vii) sont clairs et (viii) est vide.

C.5.9.2. Pour terminer l'étude du cas où c(u/A):^ 1, regardons le cas où 

v)(x') = ̂  . Alors, par récurrence on a

(23) Sinĝ (X(n+l))<C. V(u'j ,upU V(uj ,up .

On remarque que pour avoir les hypothèses de C.5. pour (x',(u/X)) il est 

nécessaire de permuter les indices 2 et 3 dans C.5. (3). Par (23), on a (v).

Si C(3)^ Singp(X(n)), par C.5.6., on a C(3) = p *(C (3)J avec 

C(3) permise en x dans X(n) . Comme par (3) et (18), on a <r[C(3)J > (r[c(2)J , 

l'algorithme de “tC = 1 ou du point bon impose d'effectuer tu , on a (vi)

(ii) et (viii) par récurrence en remarquant que

[c(u,^)-lj = [c(u.'A)] •

Si C (3) Singp (X (n) ) et C (2) C- Sing^ (X(n) ) , alors on a diu,^)"^ 1. Par

C.5.5., on a c(u,?0 = 1 et par (v), on a C(2) = Sing^(X(n)). Par C.5.0

il existe C(2) courbe de X(n) avec C(2) = p [̂C(2)J et 

C(2) = Sing^(X(n)) et C(2) est permise en x dans X(n) . L'algorithme 

de 1C = 1 ou du point bon impose d'effectuer l'éclatement centré en C(2).

On a donc (vi). Les assertions (vii) et (viii) découlent de la récurrence 

sur d (u,À )+c (u,/\) .

Si C(3)4 Sing^ (X (n) ) et C(2)<4r Singp(X(n)). Par (v) ,

Singp (X (n) ) = [xj . Par C.5.5 (iii), A(l) = O, c'est-à-dire div (û  ) (n)

Par (3) et (18), l'algorithme de ft- = 1 ou du point bon impose d'effectuer 

l'éclatement en une courbe de div(u^), par C.5.5 (i) et C.5.6, cette
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C.5.10. On a terminé le cas où c(u,^) > 1, pour finir, regardons le cas 

où d(u,^)^ 1 et c(u,^) <1. Remarquons que

(24) C(2) est permise dans X(n)

En effet, si P ̂  2 , (24) découle de C.5.5 (iv); si « 1 , 

par 5.2.1. on a (c (u/X) ,d(u,^) )€. IN et donc c(u,^) =0, on a alors (24) 

par C.5.5 (v)(vi).

A  ✓ V
Effectuons l’éclatement X ’ : X "-- > X(n) centré en C(2) . Par (20),

au-dessus de x, il y a au plus un point x"£ X" avec û (x")> 0, c ’est le 

point de paramètres u" = (ujU^^»u^jU^). On a

I (X", f , (u" y'K) ) = u"P I(X(n),f,(u^))

et par [12] (T.3 p. 125) , on a

(25) A" = d[l(X",f ,(u",*)) ; u"3 = (c(u,A)-l,d(u,fl))-œJ .

C.5.10.1. Regardons le cas où 0 (x") = 0 , alors par (25), on a

c(u,/̂)+d(u,'X)> 2, donc d(u,"A)^ 1 et par C.5.5.(v), C(2)^ Sing^(X(n)). De plus, 

par récurrence, on a

Singp (X11) C- V (u’j*, u”) U V(u’’,u") .

On en déduit (v) en ce cas.

De plus, puisque c(u,/\)< 1 , on a ^£0(3^^ à et donc

(26) S ing^(X(n)) = C(2).

On en déduit qu’il existe une courbe C(2) de X(n) telle que 

C(2) = p *(C(2)) et C(2) = Sing^(X(n)) et C(2) est permise en x dans 

X(n). Par (26), l’algorithme du point bon ou de ft = 1 impose d ’effectuer 

l’éclatement centré en C(2). On a donc (vi). On a clairement (vii) et 

(viii) par récurrence sur c(u,^)+d(u,^).

courbe est C (3 )• On en déduit ( v i ) . On a ( v i i )  e t ( v i i i )  par récurrence.

• 1 1 ", u3,’U 2 ;



C. 5. 10.2. Regardons le cas où P(x")<^ .

*  A A
Si C(2 )C* Sing^(X(n) ) , on a alors C(2) = Singp(X(n)). Donc 

C(2) * Singj(X(n)) est une courbe régulière permise en x dans X(n). On 

a donc (v) et (vi) en ce cas et de plus (x) ■ 1, ce qui donne (vii) et 

(viii) est vide.

C.5.10.3. Si C(2)^v Sing^(X(n)), par C.5.5. (v) , on a d(u/A) « 1. De plus, 

par (19), on a

0 «<: c (u,70 ̂  1

On a donc Sing^iXin)) = {xj , ce qui prouve (v) en ce dernier cas. 

Nous allons prouver que l’algorithme de *10 = 1 impose d'effectuer l’éclatement 

centré en p[c(2)j qui est une courbe permise en x dans X(n). Cela prou­

vera (vi) et que ÎC(x) £. 1, on aura donc (vii) et (viii) sera vide.

A - Si P (x”) £ ^-2, alors on a

C(2) = Singp_1[x(n)]

Donc C (2) = Sing^_j [X(n)] est une courbe permise en x dans X(n) 

et C(2) = P_1[C(2)] , le résultat est clair.

B - Si div(uj)a E(n), alors diviu^)^ E > sinon C(2) serait combinatoire 

et on aurait P(C(2)) = P , ce qui est une contradiction. Donc

E(n) « div(u ju^).

Puisque c(u,^)i^3N , par C.5.4., on a

Sing^_1(X(n))0 div(uj)^ C(2)U C(3).

De plus, par C.5.5. (i) , on a C(3) = Sing (X(n) ) Cl div (u^) , donc C(2) est

/N
la composante de Singp_^(X(n)) qui n ’est pas dans div(u^). On en déduit

qu’il existe une courbe C(2) de X(n) qui est la composante de

Singp_j(X(n)) qui n ’est pas dans div(u^). De plus, C(2) * p ^(C(2)) et

C(2) est permise en x dans X(n) . Comme c(u,"X) ̂  1 , on a et

donc l’algorithme de 'fC = l impose l’éclatement centré en C(2) , le

résultat est clair en ce cas.
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C - Il n'y a plus qu’à étudier le cas où

>>(xtf) * ^ “ 1 et div(uj 4 E(n) .

Alors, par (20), x est à D.Q. et *-* * 0(p) .

Nous allons montrer que

(26) V(uy,up

ce qui entraîne que Sing^ _ j (X(n) ) C, C(3) U C  (2) . De plus C (2) C Sing^,_^ (X(n) ) . 

Donc, il existe une et une seule composante de dimension 1 de Sing^j(X(n)) 

qui n'est pas dans div(u^). Notons la C (2), on a C (2) = p *(C(2)) et 

C(2) est permise en x dans X(n) . Comme (*[C (3)J c P , C (2) est la 

courbe C^ de U . C . 5.1.(1) et son éclatement est imposé par l'algorithme 

de iC = 1, comme annoncé au début de C.5.10.3. Il n'y a donc plus qu'à 

prouver (26).

Par (25), on a

-15Ô-

(27) t\ , inversible, c(j') = j'c(u,'î\), d(j’) = 0

On a ordx„(g) = ot(x")^/^(x") = P-l et pour tout j' tel qu'on a (27); 

ordx„(g)i -j ' + c(j') + d(j') = V’-j ' (l-ciu.'A))^^ ,

f = u ^ u ^ g  + R ( f , u" ,"X) où

p u  "*>+ Z u"d(j) u"c(j)6 k(x) [K',u^,u"]]

d ( j ) >  j ( d ( u , ^ ) - l )  = 0  , c ( j ) ^ -  j c i u . ' X )  ,

P Â 0 Î(n).x ’ VjfikCxJÜLu”.«"]].

De plus, pour un j ’ , 1 £ j 'cû , on a

d * où

CX(x") - l>(x") = i ) - l  - * > - j ’(l-c(u,'>)),

( 2 8 ) ^(u.'A) = î -  j ’ 1 .

Sin^ ,(X")C V

1



(29) ordx„(Vj j u»d(j> u3'C^)>,9 pour li j£Ï> , j t j*.

De plus, puisque ordx„(#\,  ̂ u£d^   ̂ u ^ ^  )̂ = *)-1 et que div(u'|)dç E",

par IV.A. 1., on a j)-j ' = O(p). D'où

(30) j’ = O(p).
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On en déduit l'unicité de j' et donc, on a

Pour tout i, s, nous posons

g. - h U - r 1 DMu" ^  £ - PiDuv” * Z f, , vf'* u',-d(j) u f <3) , 
1 1 1 £ j-é\> J ’

’ l.i“ «  [t“2-“35 '

Remarquons que pour un if, 1  ̂i'é s , on a p(i') inversible et

pour un i" , l£i"^s, on a T., . tf inversible. Posons D = O^-j1)! * (D/âu'.')̂   ̂ ,
J 9 i 1

D g .  ii = P '  u ’/ j ' + Z  A .  u ” j - j ’ u " C ( j )  -  A u " c ( j , )
1 1 i ' + 1 £ i-iO J 1 J J

a 4 u';-i_< '
j ' + 1 i

avec A inversible.

Posons D* = (j'-2)! * (c)/̂ u”)̂  comme c(jf) = j '-1 = “1 (p) » on a

(31) D ’Dg.,, = P" u'/̂ ' + £  B. u"j~j' u"C(j)_j, + 1 + Bu"
1 j ' + 1 i  j*l> J 1 3

avec B inversible.

Remarquons que

c(j’-l) *(j'-l)c(u,ft) = (j’-l)(l-j,_1) = j'-2+j'-1> j'-2 .

D'où c ( j ' -1 ) ̂  j '-1 et dans (31), on a

D'Dgi„ = Bû ' + Cu'j' û' + Du'j'2 , B inversible.

On en déduit que

(32) ♦ E„;î CI(Si„gi,.1(X-)) , E £Ôx(n)x

on a

u"° j

p ( i :
( n )  , x

'-2



Remarquons que, si p(i") n'est pas inversible, alors dans (31), on a 

non inversible et par (29), on a que dans (32), E n'est pas inversible. 

De plus, , 6. I (Sing^_ j (X") ) , donc , en utilisant (32), on a

(33) p(i') u"'> + H  T. u'f-1 u"d(j)(-E)c(j) u"2c(j)ei(Sing. (X")) 
1 l<jiv> 3 1 y_1

Si j ' >y 3, on a c (u /^)> 2/3 > 1/2 et donc, pour tout j , on a c(j)> j/2

ordx„(rj>it u^d(j)(-E)c(j) u’j,2c(j))> u-j+j =0

et donc par (33), u1̂1̂  I (Sing^_^ (X") ) , ce qui, avec (32) prouve (26).

Si j* - 2, par (28) et (30), on a

j ' = p = 2 et c (u ,*A) = 1/2.

Si A(3) i 0(2), on prend i' = 3 et on a c(j') = 1 et A(3) + c(jf) = 

et îT9 ~ non inversible. Alors, par (29), on a pour tout j , l̂ j-éV*
^ 9 3

ovdx „(Tj  3 u f - 1  u " d « >  u f  ,

ordx..(rj 3 u"1’'3 U;d<:i)(-E)c(3> u’1’2<:(J)>*i>* ,

on en déduit (26) comme précédemment.

Si A(3) = 0(2), on prend i" = 3  et on a p(i") non inversible, donc, 

comme on l'a remarqué après (32), on a ordx„(E)^ 1 et donc pour 

1 j £ i) , on a

0rdx"(rj,i’ Ul’>)~j U2d(j)(-E)C(j> u,i,2c(j))> ̂ -j+3c(j)^i)+j/27^ ,

ce qui donne (26) dans ce dernier cas.

Ce qui met un point final à la preuve de C.5.
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et

0(2)

u"’> j

(j))

7i>c(j)
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PROPOSITION ET NOTATION C.6.

Soient x£Sing(X(n)) et (u,̂ ) une p-base de 0V(, adaptée

à x et tels qu'on a

(1) I(X(n) ,f, (u,i\)) «= (u“)mod. (u2,u3)

oü ol = oi (x) .

On pose

(2) A(u/X) = à [l(x(n) ,f, (u,^)) ; u3>u2 ; uj ,

c(u,%) = inf [c | (c,d)£ ,

d(u.'X) = inf£d | (c,d)£ A  (u /X )j ,

S(u/A) = inf ̂c+d | (c,d)é û (u.'A)! ,

(b(u,90 = inf {d | (c(u,^) ,d)£ û (u/X)J » 

r(u,7) = inf £c I (c,d(u,^) )£ A (u,̂ )J , 

eiu.ft) = £<ii,̂ )-d(u,'̂ )-c(u,'̂ ) .

On effectue l'éclatement

(3) 7T : X' --- > X(n) centré en x.

Soit x' Ê.X' le point de paramètres v = (UjU^ ,u2u3\ u 3> et 

soit x"£X' le point de paramètres w = (UjU^* ,u2,u3u2*) .

(i) Si on a I(X',f,(v,?0) « v“ mod.(v2>v3) ,
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alors

c(v.'A) - r(u,9k)-l, - d(u.'A) ,

e(v,î)i etu.'i), ï'(v.'X) = ï'(u,'X)+d(u,/A)-l ,

P(v,'X)-d(v,'X)S p» (u,'X)-d(u,/>) ,

ï'(v,'^)-c(v,/A)< iT(u,9v)-c(u,^) , cette dernière égalité est stricte 

si ÎTiu.TO-ciu/X)? o.

Si de plus on a

Y(u,/X) = S'(u,/>)-d(u,/X)

alors e(v/À) = 0 ,

(ii) Si on a I (X ' , f , (w,90 ) *= w* mod.iw^jw^) alors 

diw,^) = S*(u,^)-1, r(w,"X) * ifiu,^) ,c(w,^) = c(u/À), 

e(w,)) £ e(u,^) , Ç> (w,)P) = p (u,/\)+c(u,')v)-l , 

y(w,/A)-c(w,'X)é y (u,^)-c(u,)) , e(w,^) ̂  sup ( 1 , £(u,^)-1 ) 

P(w,^)-d(w,/A) p (u,9i)-d (uj'A) , cette dernière égalité est stricte 

si p (u,"X)-d(u,^) > O.

Si de plus on a

p(u/?0 = £ (u^-ciu,^) ,

alors e(Wj'X) = O.

Si de plus on a

eiw.Oo = 1 = P'Cu .Od -I alors 

j !T(w,0O = S" (w.^-diw.'X) et

1 = S (w,'X)-c(w/\) .

/ » *  f>(u, ' A )  . d ( v / }
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Preuve.

Ces résultats sont plus ou moins prouvés dans [\ 2] .

Voyons (i). Par I.F.4.I., on a

(A) I(X\f,(v,90) - ii"* I(X(n),f,(u>7l)) .

Alors puisque 1(X',f , (v,“̂)) = mod. (v^ »v^) , le polygone

(5) A 3 = A(I(X' ,f, (v/A)) ; w3>v2 ; Vj) 

est défini.

La transformation affine faisant passer de A à est décrite

en [12] p. 127, 1 es relations de (i) sont faciles (mais fastidieuses) à 

prouver.

De même pour (ii) , on a

(6) I(X',f , (w,^)) = u2°( I(X(n) ,f , (u.'X)) .

Alors, puisque I (X ' , f , (w.'X) ) = mod.(w2>w3), le polygone

(7) à 2 - à (I(X’ ,f, (w.'A)) ; w3,w2 ; Wj) 

est défini.

La transformation affine faisant passer de A à est décrite

en Cl23 p.125, les relations de (ii) sont aussi faciles et fastidieuses 

que celles de (i).

On rappelle que pour désingulariser en dimension 2, seules les 

variations de e(u,^) et piu,^) suffisent à établir les démonstrations 

£l2] p.90, 93, lemmas 6.2.3. and 6.2.4., (où e est noté UJ).

PROPOSITION C.7.

Soit x un point maigre de Sing(X(n)) et soit (u,^0 une

1



p-base de O . . adaptée à x tels que I(X(n) ,f, (u,'T») ) - uf mod.(u„,u_) 
a  ,x 1 2  3

où oc = c*(x) .

(i) Alors A. = A(I(X(n) ,f , (u,?0) ; u3*u2 » up  n ’est pas vide.

(ii) Supposons qu’il existe une suite infinie d’éclatements

7L(n+i) : X(n+i+l) --- > X(n+i) , i^ O ,

centrés en x(n+i) point P -proche de x(n) * x avec <X(x(n+i)) = ,

i^O et on a une p-base (u(i),90 de , ... , « v adaptée en x(n+i)X(n+:L) ,x(n+i)

telle que (u(0),ft) = (u,̂ ) et pour i*̂  1,

u(i) = (u1(i-l)u2(i-l)"1, u2(i-lXu3(i-l) u2(i-l)_1) ou 

u(i) = ( U j (i-l)u3(i-l)_1, u2(i-l)u3(i-l)_1, u3(i-l)).

Alors, pour i^O, on a

(1) I(X(n+i) ,f, (u(i) ,̂ \)) = Uj (if mod. (u2(i),u3(i)) 

et, il existe r :> O tel que pour tout i^r, on a

(2) i) - A[l(X(n+i),f,(u(i)/&)) ; u3(i),u2(i) ; (i)} 

n’a qu’un sommet.
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C.7.1. Prouvons (i). Si A est vide, alors

u* divise I (X (n) , f , (u,̂ ) ) . 

ot -1
On en déduit que û  divise J(X(n),f,E(n)).

Donc si <*(x) = l+^(x), on a

(3) div(Uj )*= Singp^  (X(n) )

et x n’est pas maigre, ce qui est une contradiction. Si (X (x) = ^(x)

et div(uj)C- E(n), alors au point générique de div(u^), I (X (n) , f , (u ,̂ ) )

i) ̂x)
et J(X(n),f,E(n)) sont égaux et donc û  divise J(X(n),f,E(n)) et

on a encore (3) et x n’est pas maigre, ce qui est une contradiction.

Si OL (x) = ^(x) et div(Uj ) E (n) , alors x est à D.Q. et

— 1 u ̂
* = 0(p). Donc, si Uj divise h(x) DM f , u*̂  divise également

— 1 uh(x) D f et donc encore une fois, u^“ divise J (X (n) , f, E (n) ) au



point générique de div(u^) et donc on a encore (3). Ce qui est une 

contradiction dans ce dernier cas. On a donc (i).
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C.7.2. Prouvons (ii) . Comme on a posé & = o((x) , on a

(4) I(X(n) , f , (u,?0) = (u“)mod.(u2>u3f .

On a I(X(n+l) ,f ,(u(l) ,̂ )> « u."* I(X(n) ,f , (u,^)) , où j =2 ou 3.

Si cl0* [l (X(n) , f , (u, )J = (Û * ) , alors on a

I (X (n+ l),f,(u(l),^)) = (u J ( 1 )a ) mod. (u ̂ ) .

Si cXW [i (X(n) , f, (Uj'X) )J ï (Uj) alors, puisque £X(x(n+l)) = « , 

on a degy [ci“* [i (X(n) , f, (u,̂ ) )]] = 0.

Donc cî fjLiXin) ,f, (u.'A) )] = (ü*)mod. (üf̂ , ) où j '=2 ou 3 et jVj-

D’où

I (X (n+1 ) , f , (u ( 1 ) ,*X) ) = (û * )mod. (u. ,û  ,) .

On prouve ainsi (1) par récurrence sur i. Prouvons (ii). D’abord on 

remarque qu’avec les notations de C.6., on a l’équivalence 

(A(i) n ’a qu’un sommet) eiuii),^) = 0.

Par C.6. (i) (ii) , si eCuii),^) = 0 alors eCuii+l),^) = 0  et 

donc A(i+1) n’a qu’un sommet. Donc pour finir de prouver (ii), il suffit 

de montrer que pour r>0, Æ(r) n ’a qu’un sommet. Mais, si e(u(i),^)> 0, 

alors on a £ (u (i) ,̂ ) > d (u (i) ,̂ ) et ^(u (i) 9'\) > c (u (i) ,A) . Donc par C.6, on a 

(P(u(i+l),9l)-d(u(i+l),'X)) + (ï'(u(i+l),'X)-c(u(i+l),'A))<

(p(u(i),‘>)-d(u(i),^) ) + (X'(u(i),^)-c(u(i),/A) ) ,

Or par C.2.1, ces rationnels sont dans (l|o<!JIN et donc une récurrence 

décroissante donne le résultat.

PROPOSITION ET DEFINITION C.8.

Soient x un point fermé de Sing(X(n)) et (u,̂ ) une p-base

(u,̂ ) de 0 f . adaptée en x tels que
a Qnj,x

(1) I(X(n) ,f , (u,'X))= (u^)mod. (u2»u3> , <X Z-1.



Alors on peut trouver une p-base (v,̂ ) de 0 . . adaptée en xX (n) ,x

telle que l'on a v2 “ u2’ v3 “ u3 et I(X(n),f,(v,̂ ) ) = v“ mod.(v2,v3), 

et, si on pose

(2) f - h(x)g * + R(f,v,^),

tout sommet w du polygone Aig'jv^, > vj) a coordonnées entières 

(c,d) n'est pas soluble. Cette dernière condition signifie que l'on ne 

peut pas trouver p et p' dans k(x), ni G£ k(x) tels que

(3) inx[h(x)] inw(g’) = inx(h (x) )p (V  ̂+p ' + GP .

De plus, on a

(4) Vj = Uj + b ua u^ avec (a,b)£4[l(X(n),f,(u, )) ; u3>u2 ; u^

Si on a (2) et (3) on dira que A (g*; v3»v2 * v]̂

est préparé. Si Oi = )> (x) et si x est à D.Q. et si on a (IV *) pour x 

et Uj , on a IV (*) pour x et v̂  et on dira que ((v/^),x) satisfait 

à (***).
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Preuve.

On procède comme dans \\ Q (3) et C.3.4. Or ordonne donc les points
2

de 1R+ par w 4 wf — -> (l w\* |w*\ Qu (I w 1 = 1 w"l et w ̂  w' pour l'ordre 

lexicographique)).

Supposons que A(g' ; v3>v2 * n'est pas préparé. Soit alors w le

plus petit sommet de A(g ; u3»u2 » ne vérifiant pas les conditions de

l'énoncé. On prend comme nouvelle p-base de 0 f * la p-base (v,*A)x v,n; , x

ainsi définie : Vj = Uj + jj'u^3  ̂ ’ v 2 = u 2 ’ V3 = U3 ’ ^i = ^i ’ ~ S’ f1 '

étant un relèvement de p'. On a alors :

(5) f = h(x(n))g + R(f,u,^) = h(x(n))g' + R(f,v,^) ,

(6) v i i ( g  ; v3,v2 ; v^cAig' ; v3»v2 î » cÊ^ig) = ci^ig' )mod. (u2»u3) »

ü3]

â,b

V



de plus, d'après Q G (3-10), pour tout sommet w' j* w de A(g ; u3>u2 ; u^)

(7) inx(n)h(x(n))inw'(8)u3,u2 ; u, ‘ inx(n)(h(x(n)>> inw(s)v3,v2 ; v, »

donc v’,f,(v,^) satisfont aux conditions de l'énoncé pour tout w'^w. Pour 

finir la preuve on fait un passage à la limite comme dans C.3.4.

D'après le lemme C.8.1. qui suit, on trouve

(8) Vj = Uj + Z ^  b u3 u2 avec (a,b)fiA(I ; u3»u2 ; u}) ,

avec I *= I (X (n) , f, (u,*A) ) • On remarque que par (5), on a

g ■ g' « ï* u* mod.(u2,u3) = iPv̂  mod. (v2,v3) ,

ce qui entraîne clairement I(X(n),f,(v/A)) = (v* ) mod.Cv^^v^) et finit 

la preuve de C.8. modulo C.8.1.

LEMME C.8.1.

Soient x un point fermé de Sing(X(n)) et (u/̂ ) une p-base

de O f . adaptée en x, on pose :a{n),x

f = h(x(n) ) g + R(f,u,0l).
3 2Alors, pour tout polyèdre convexe A <C 3R+ , stable par addition de 3R+ ,

on a l'équivalence : g CI (û ) u <é= î> I (X (n) , f , (u »'X) ) ̂  I (A) ̂ .

En particulier, sous les hypothèses de D.I., on a :

A(g ; u3>u2 ; = A (I (X(n) , f , (u.'À)) ; u3»u2 î
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Preuve.

Reprenons les notations de I.A.5., c'est-à-dire

( 1 ) | 9 m m • 9 j 9 ̂ 2  9 ^  , • • . )

(2) f = X  fP ^  • f £ 0Y .
a ^ p  a a X <n > ’x

D'après I.A.3., on a pour a « p ,  a ^ O

(3) t l V . h M f . .  Vi*oX(n)>x .

D'où
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f « h(x) Y  <J> +fP - h(x)g + fP » h(x)g + R(f,u,?l).
, 'a o oofa,a « p

3
Soit L une forme linéaire sur 3R à coefficients tous positifs, 

alors, avec les notations de C.2, on a

(4) VL,u(g) “ inf{VL,u(V,a)’ 3 * ° ’ a<<P) *

En effet, posons d = infjv ) , a ^ O, a < < pV , et
L», u a j

e * v [h(x)1 . On a alors 
L , u

<5> CC u (fa ^ >  = ^ ï a ek(x) [ü i,ü2.ü33 

où = in C'A.), 1^ î . s.
X L , U X

Comme C/l j > • • • »'Ag) est une p-base de k (x) [ü ̂ ,U^ , on a

£  FP ÿ? * O, ce qui prouve (4). 
o^a<< p

Terminons la preuve de C.8.1. Posons

1
(6) H = in^ u (h(x)) et f| = h(x)  ̂ i-s.

On a

(7)
- ■ /  r* *aofa «p

H Cef (f!) = X. a(i) FP V  , l i i é s  .
L’u 1 o?ia«p a

Donc, si c ^  (g)^ k(x)[U ], pour un i, U  i£s, on a 
Ij , u i

ci? (f 1 ) ̂  k(x) [U. ] et v ( f J ) = v (g) = d. Comme pour tout i, léiéi 
JL, u x 1 L ,u x L , u

on a v_ ( f ! ) yy d , on a C . 8 . 1 .
L,u x

C.8.2. Bien sûr, si on a un corps de représentants de k(x) dans O ( v
X (.nj , x

dans C.8. (4), on peut prendre des ^ dans k(x) .

PROPOSITION C.9.

Soit x un point fermé de Sing(X(n)) et soit (u,^) une p-base

de 0__, N adaptée en x telle que
X(n),x

'Ed
L,- (g)

dmU[îÎ
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(1) I(X(n) ,f, (u,A) ) - (u* ) mod.(u2,u3>, «x >, 1 , oc « 0(p)

Alors on a l'équivalence

(A(g,u3>u2 ; Uj) est préparé <==4>

L (I(X(n),f,(u,Î)) ; u3,u2 ; Uj) est préparé).

On notera ce polygone A(u,^).

Preuve.

Revenons à la preuve de C*8.1. ci-dessus et remarquons que

C.8.1. (7) nous donne 

(2> •

Alors, comme oi = 0(p), on a l'équivalence

f c^ ,u(g) “ P(V F ’ "1 Vp*
(3) )

ivi, lé i< s, cfj>u(fî)' = A(i)p(Uj+p' U2 U®)* 

où h(x) = I | .
1 £ i^ S 1

Soit w un sommet de A = A(g ; U^>U2 » = A (I ; u^9u^ ; u ) où
2

I = I(X(n), f,(u,^)), il existe une forme linéaire A sur 3R à coefficients 

strictement positifs telle que à O £v£IR^, A(v) = oj * [wj . Alors, par

3C.2. (5)(7), il existe une forme linéaire L sur IR à coefficients 

strictement positifs telle que

(4) in (g) = in (g) et cf* (I) = in (I).
«L., U W  1^,U W

Alors (3) et (4) prouvent que w est soluble pour g si et seulement 

si il est soluble pour I. Ce qui prouve C.9.

PROPOSITION C.10.

Soit x un point maigre de Sing(X(n)) et soit (u,/\) une p-base

de N adaptée à x tels queX(n),x v H

ce?L ,u (f:> H'1 DMW înL,u(f)]



(1) I (X (n) , f, (u ,70 ) = (u“ )mod. (u2,u3> , où * « <X(x).

De plus, supposons que

(2) E(n) - div(u3) 

et

(3) h(x)_1( D M ^  f ; l i i É | )' (u°[)mod.(u2,u3) .

Posons

r h(x)_1(DMÛ  , DÛ  f ; liiis) = I'(u/X),

( à’ (u.'X) = A [i ’ (u,% ; u3,u2 ; Uj]

Notons

(5) (c'(u,9l),p,(u,'A))

le sommet d'abscisse minimale de A'(u/X) .

Alors, avec les notations de C.4.2.2.1., on a

(i) c' (u,'X)=c(u,'X) , L(i’ (u.'AiJ ¿(î’ (u,^)i p(u,'X)érp(u,/̂)li 1+lfc' (u,̂ )J,

(ii) si (̂u,̂ X)4flN, on a |_p(u/A)J = LP’Cu»̂ )] ,

(iii) si h(x) 1 f €. (u*,u°|  ̂ UJ.JC(U>/X>J+1 ; 1 f j i «() et si oi = 

alors on a Lp(u»̂ )J = Li?'(u,̂ )J , en particulier si Ji(u,̂ )6.1N , on 

?’ (uA) = P(u/>).

Preuve.

Les deux idéaux I'(Uf'X) et I (X(n) , f , (u,̂ X) ) sont égaux au 

générique de V(u^9u^)9 de C.4.I., on déduit : ciu,^) = c ' (u,C\) . 

Développons f dans k(x) ^[u^u^u^]] = °x(n) x* a

(6) f = h(x)(Vu* + Z u*  ̂ u^ u^ , ) + R(f,u/A),
1 ujf« 1 3 2 J ’b ’a

où 6k(x) et 1 £ j £ , Oéc, 0 £ d et ^ C 0„, .J,b,a J X(n),x

On a
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0(p) , 

a

point

(A)

»e;?



^(u,À) - inf[bj *| a ■= j c(u/A), Cj >b a ^oj ,

p'(u,^) - inf £ {(b-1)j *(a - j c(u.'X), b £. b a ^ •

D ’où

p.’ (u/À) S (u,7) •

Si pour un (j,b,a) tel que b? . , ^ O on a p1 (u,TO * (b-l)j * alors on a
J » & »a

p>(u,?Ofi bj_1

jfKu.'A) < jp>’ (u,"X) + i é j <i_p>* ( u A ) j  +1) •

Ce qui finit de prouver (i).

Prouvons (ii) , nous regardons le cas où p(u,/\)^3N et p'(u/X)* (uj'X) .

Alors pour un £. , + O, on a p>' (u/À) = (b-l)j ^>&(u,^\)-j * > (p(u ,*X)J "J * *
J y D , a r

b-1 > jL(J(u,'X)j-1 et b-1 j[ (S(u,A)J , d’où £ ’ (u,9l) 3-l f’iu.'X)] et

Lp- ’ (u.'X)J = lp (u /À ) ]  .

Prouvons (iii) . La relation

h(x)-1 DMUC;] fÉ(JJ, u’J-j U3Lj(c,u,^)J+l . 1£jéP)

est équivalente à

[ ^ • i  K = ^ 0  e t  3  = j c ( u . ' X ) )  < *>■ *>-j -  0 ( p ) J  .
J f D 9 a

Or puisque nous supposons oC = 0(p) , si (i (u,/X)€. 3N, pour £. , ^ O tel
J » d » a

que a = jciu,^) et b = jfiu,^) alors b = 0(p) et b£. = 0(p) ,
J 9 d 9 a

donc si p>* (u,^) = (b-l)j  ̂, pour un certain f. , on a a = jc(u/À) et
J 9 o » a

b> jfiiu.'X) et b-1 •» jp (u.'A) , d’où p ’ (u/À) >/[S (u,̂ ) et par (i)

P>'(u,̂ ) = B(u.'A) ; si B'iu.'X) = bj 1 pour un certain t . , ï  O avec 
1 J 9 o, a

a « jc(u,^), on a ¡î(u,?l)$ bj 'éjî'iu.'A) d'où p.'(u,̂ ) - ^(u,A). Le cas 

P (u/X)<̂  1N a été traité en (ii) .

C.ll. Pour les relations % (x) = 2  et 1t(x) = 4 ou 1t(x) = 5, nous

devrons utiliser l’idéal I(X(n),f,(u,^)) que l'on notera Iiu,^) et

— 1 ^ ^
si E(n) ** div(u^) l'idéal I'(u,^) = h(x) ^*[23 '̂c.i3  ̂ ’ 1-ii s).

Si I'(u.'A) = u°| mod.(u2,u^), & >s 1 , on pose

(1) A '(u .'X ) *=A(I'(u,/X) ; u3,u2 ; Uj) , 

on note

(2) (c'iu/^.p’Cu/X))
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le sommet d'abscisse minimale de A' (u,^).

PROPOSITION C.12.

Soit x(n) un point maigre de Sing(X(n)) et soit (u/A) une

p-base de 0__, . adaptée à x.
X(n)9x

* 2
Soit q £1R+ et L une forme linéaire sur 1R définie par

L(xj,x^) = x^+x^ q Posons

C D  i V J = U !+aU3 aVeC a £ °X(n),x et

l V = (Vj,u2 ,u3)

(1) Alors (v,^) est une p-base de 0V/ N et on a vT = v_ et
X(n),x L,u L,v

pour tout idéal J de 0V( N , avec les notations de C.1.4. (5), on a
X v.nj,x

{j,L}“ = [J.L}; ,

(ii) On suppose désormais div(uj)^ E(n). Alors

(a) la p-base (v,^) est adaptée à x,

(b) h(x)-' Du[;] f .)Th(*)-‘ d “ ;J f , K'^o’ (i>) x .

(c) si I(u,^) = u^ mod. (u2 »u3), u>/ 1 et si c^c(u/^) = qy> O, 

I(v.'X) c l \ (n)|X,L}Î , K v . T O  - v« mod.(v3)

si de plus c ? ciu,^) = q> 0, alors

I(u.'A) = Iiv.'A) mod. x ,Liu+ ’

(d) si on a une des deux conditions

(2) I(u,^> = u* mod. (u2,u3) , U  •>>, 2, c>c(u,^) = q > 0

(3) f I'(u/A) = mod. (u^ *u3> » °<>/'2, c^.c’(u /X) - q > 0 , 

[ E (n) = div(u3 ) ,

on a

on h(x) 1 nu A  
DCi] c(n) ^X(n)

L {a_1
x * J V

OU

>o(+ 
tu 5 r + •-> V

c >q
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si de plus on a h(x) ^CÎ^X(n) x ,L.fu+ * ^ans cas (2). on a

Ku.ft) = I(v,^) mod. { ^ x(n)tX»Lju+ et dans le cas (3), on a

i'<uA> - i ' ( v . »  »»<*•{-«»(„) •
(e) si E(n) « div(u^) et I'(u,/l) = (û  )mod. (u^>u^) et si 

c ^ c ’(u,^) * q> 0, on a

I' (v,))C [̂ rZ-X (n) )X*Llu ’ !'(v »7̂ > = (v̂ mod* (v3) » 

si de plus c^c'ÎUj'X) * q> 0  alors

____________ mod' t^X(n),X^ i r  *

C.12.1 Prouvons (i) . Il est clair que (v,"A) est une p-base de 0 f v
X \T i ) , X

On a Uj u'2 u^ = (vj-av^) v^ , d'ou

-1c' ' l . v K  “ 2 “ 3 > -  “ ' ' L , v ( ' ' l - “ ''3> * r  

- « ♦ « • c * 1 -  v L u (u“  u» u * ) .

D'où v_ = v_ et pour tout idéal J de 0__, N , L,u L,v r X(n) ,x

iJ «Liu = fJ ’LJv » °‘€ m +

r +f v

C.12.2. L'assertion (ii)(a) est claire. 

Prouvons (ii)(b). Posons

Alors

da = a, du. + a^ du_ + a« du_ + 5" a. d̂ . •
1 1 2 2 3 3 03 € i € s

fVj = ( 1 +aju^) dUj + a2u^du2 + (a^u^ + cau^ ) du^ + ¿_ a^u^dX

On en déduit

h(x)-1 f = h(x)",(l+a1u3) f ,

h(x)_1 D M ^  f = h(x)_1( D M ^  f + a2u2u^ D^jj f)

(4) — i Ok
h(x) DM[3] f = D̂M^3] f + (a3u3+ca) u^ D^jj f)

h(x) 1 f * h x̂) 1 (DM|^ f + ai ̂ i u3 D>[l^ ~

1 nMu»̂
co

•■-ir.

I'(u,^) I’ (v.'X)

{j,X
«.+
u fj.L

r.v.'X

D[0D C1] :

“ w
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La première égalité de (4) prouve (ii) (b).

C.12.3. Prouvons (ii)(c) et (ii)(d) quand (2) est vérifié. Par définition 

de c(u,^), on a I(u, C iW1X(„),x-Lii ' Par <4>' on a

(5) I(u,^) = I(v,^) mod. u^ h (x) 1 d1[Q f *

Or h(x)-1 f£I(u,>)c{ltlx(n)>x,L]^ donc v ^ ^ M x ) " 1 DM*^ f] > «

et

VL,U^(X)_1 D CÎ] *
(6 )  _ -v _

vL J u “ h (x) fj>c.c(u,90 .+ «(- 1**. .

Donc par (5) et (6), on a I (v.^C Ÿ ^ ~ x . (n ) x’̂ J^ * Pu*-sclue c(u»^)> 0» on a 

I(u,^) = mod. (Uj) , d'oü par (5) I(v/A) = mod. (û ) = mod.Cv^). Si 

c > c(u/A) alors c.ciu,^)  ̂;> 1 et donc par (6) , on a

U^h(x)"1 d|îj , d’où par (5)

I(u/>) = I(v/X) mod. ['W-x(n)>x.Lj^+ 

ce qui finit de prouver (ii)(c).

Supposons (2) vérifié et prouvons (ii) (d) en ce cas. Par (5), on a 

h(x) f ̂  £^x(n) x’L]Ï ** *)f autre Part»

h(x)-1 DM|;] f 6 [^-X(n),x’Li r  ’ °n a VL,u£h(x)-1 DMCÎ1 et d°nc

vL u£h(x) * u^ f3>c.c(u,^) * + e t - 1 7/oC . Alors, par (5), on a

I(u “od* iW x(n),x»L/u+ *

C.12.4. La démonstration de (ii)(e) et (ii) (c) quand (3) est vérifié est 

en tout point pareille à C.12.3.

1 “ î â

,L}*
x J u

D C 1 ] J

nu’̂
Dco

. A )  = I(v.'X) I

¡n)
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D. FIN DE 1C« 2

D'après B.7 nous n'avons plus qu'à prouver que le théorème 

U.C.4.A. est vérifié pour J(x) ■ 0(p) et %(x) « 2. D'après B.6, 

on peut se limiter au cas où on a (**) pour x. Nous allons devoir 

définir des invariants très fins pour résoudre ce problème.

D.l. Voyons d'abord le cas où o¿(x) « V*(x) entier que l'on note 0.

D'après C.8, nous pouvons construire une p-base (u,̂ ) de ( vX Qnj,x

adaptée à x et telle que ((v,^),x) satisfait à (***).

PROPOSITION D.I.I.

Soit x un point fermé maigre et à D.Q. de Sing(X(n)),

soit (u,*X) une p-base de O f v tels que :X QnJ ,x

ot(x) = (x) = P = 0(p), v(x) = l et, on a (***) pour ((u,/A),x).

Alors = VDir(x) .

Preuve.

Supposons le contraire, alors comme on a (IV *) pour u^, (E.I.), 

il existe a et b dans k(x) tels que Uj+al^+bU^C VDir(x) , a ou b  ̂0. 

Comme v(x) = l, alors (U ̂ +aU2+blJ3 ) = VDir(x) . Donc

cfi^(I(X(n),f, (u/*))) = (Uj+aU^+bU^)^ . Supposons par exemple a  ̂O, 

alors, si v est le point de coordonnées (0,1), on a :

(1) inv(I(X(n),f,(u,/A))) = (U1+aU2)V> ,

ce point est un sommet soluble de A(u,^) (cf. C.9), c'est en 

contradiction avec C.9 et (***). On en déduit que Uj£VDir(x) et 

donc = VDir(x).

D. 1 . 1.1 . On remarque que
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(1) I(X(n),f ,(u/*)) - h (x) 1 “¡J (X(n) , f ,F)

où F « diviUjU^u^)• Donc I (X (n) , f , (u,fl) ) et M u , ^ )  ne varient pas 

si on modifie les ^ - i- s ou si on multiplie les u^ par des

inversibles, 1 < i £ 3  (cf. I.A.5 .(1 1)).

PROPOSITION D . 1 .1 .2 .

Soit x un point fermé à D.Q. de Sing(X(n)) et soit (u,^) 

une p-base de x tels que : on a (IV *) pour (x,Uj),

OC(x) = P (x) = P = 0 (p), v(x) = 2  on a (***) pour ( ( u , ^ ) ^ )  et de plus 

Ujé^VDir(x). Alors :

(i) E(n) = div(u2u 3 ),

(ii) e (x) = 3 ,

(iii) avec les notations de E.I., À ( u , ?0 a pour sommets

(1,0 ) et (0 ,1), on peut choisir a, b, c inversibles dans 0 ( .
X Qn; , x

tels que si on pose (v,^) = (u j^au^ ,u2 ,u^, 7\ ̂ ) , on a (***) pour 

((v,70,x), A(v,^) = A ( u A )  et VDir(x) = ^V i>V 2+V3^

P r e u v e .

Soit (U j -»-aU^+bU^, cl^+dU^) une base de VDir(x). Si d ^ 0 

alors div(u3 ) C  E(n) sinon, en modifiant u 2 et u ^ , on a e(x) = 2 . 

Comme c ou d est non n u l , par D . 1. 1 .1 , on peut supposer d=l e t , 

quitte à modifier notre base de VDir(x) , b = 0 , alors a é 0 par 

hypothèse. Donc (Uj+aU2 ,cl^+U^) est une base de VDir(x). Toujours

par D . 1 .1 .1 , on peut supposer a =  1 , c = 0 ou 1 . En notant comme 

d'habitude F.̂  = ci> tDM^r* (f).h(x)“ 1] , l i i £ s ,  on a :

i) j) _ •
(1) Fl = a.. . (U1+U 2 ) J (U3+cU2)J e  k(x) ,

1 j=o 1,J

avec a. N ^ 0 pour au moins un i (IV Je) .

Si c = 0 , alors, si on note v le point (0 ,1), en posant

■ £üï u2,°3i .



(2) i n v(g i ) = a i , t f (Ui'KJ2)*) *

Donc ce p o i n t  v = (0 ,1 )  e s t  sommet de ^ ( u , ^ )  e t  e s t  s o l u b l e ,

c ' e s t  en c o n t r a d i c t i o n  avec (***) , donc c « 1 e t  donc d iv (u ^ )C  E (n ) ,

s in o n  on a u r a i t  e (x )  = 2. D 'a p rè s  ( 1 ) ,  (1 ,0 )  e t  (0 ,1 )  s o n t  sommets

de À ( u ,^ )  e t  ce s o n t  c l a i r e m e n t  l e s  s e u l s .  Bien s û r ,  on prend pour

Vj un re lèvem en t  de Uj+l^ dans ^x(n)  x * a l o r s  V ^G V D ir (x ) ,  on a

VDir(x) = * donc,  s i  on pose g^ = ( f )  . h (x )  * e t

G. = c£^ ( g . ) ,  l ^ i ^ s ,  on a :i  x i

(3) G. = b. . j ( V 9+V j j , avec un b. * j* O p a r  (IV *) .
1 j=o o

A lors  A(u,*X) a pour sommets v = ( 1 , 0 ) ,  v '  = (0 ,1 )  e t  

ces sommets ne s o n t  pas s o l u b l e s ,  s in o n  p a r  exemple,  on a u r a i t

(4) in  ( g . )  = £  b. . V^~J v\ = b. j ( v +eV )*̂  , e £ k ( x ) ,
V 1 j= 0 ^  9 V 1 J

ce qu i  im pl ique  p a r  (3) que G^ = b^ (V j +e (V2+V3) ) , c ' e s t - à - d i r e  

que v (x)  = 1, ce qu i  e s t  une c o n t r a d i c t i o n .  D'où l a  preuve  de ( i i i ) .

REMARQUE D. 1 . 1 . 3 .

D 'a p rè s  D . l . l .  e t  D . 1 . 1 . 2 . ,  quand on a <tf(x) * ^ ( x )  e t  (***) 

pour ( ( u , 'A ) ,x ) ,  nous supposons de p lu s  que U ^ V D i r ( x ) .

REMARQUE D . 1 . 1 . 4 .

S o ie n t  t r o ^s é léments  de °x (n )  x e t  s ox t

v -  u2 , '^3U3^ * A l o r s » e s t  une p—base  de ^x(n)  x *

de p lu s  on a par  D. 1 . 1 . 1 .  A(v/X* = , I ( v , ^ )  = I (u ,90*
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ĝ  « Dm '^j (f).h(x) * , on déduit de (1) :

DMCÌ] <:vi V

r2*

(ìTjU
'*2 '
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2
Pour toute forme L sur 3R à coefficients >>0, v, = v et

L,u L,v

si a est un sommet de A(u/A), on a in^ p  (u A)] » in [i(v.'X)] , donc, si 

on a (*«) pour (x,(u/X)) on a (***) pour (x,(v/X>).

NOTATION D.1.1.5.

Soient x un point fermé maigre à D.Q. de Sing(X(n)) et (u/A)

une p-base de 0V ( v tels qu’on a (IV *) pour (x,(u,^)). Choisissons un 
a(x; , x

a
corps de représentants de k(x) dans 0 f v . Posons

X(n; , x

(1) f = h(x)g + R(f,u,^) ,

(2) f  g= H   ̂ -fc. , u!? u® mod.(u^) ,
lé jé»,0éa,0<b 1 J’b ’a 2 3 1

> > - >>(n), ^ . )b>a6k(x), g € 0 x(n))X = k(x)[[u1,u2 ,u33]

Alors, par C.6, C.8.1 et C.10, on a

(3) ciu.-A) = infiaj"1 ; lijii) , * oj ,
J  » D  9 3

(Mu,"A) = inffbj 1 ; , a=jc(u,^), ü . , 4 o},
J 9 D  * *=*■

5(u,^) = inf [ (a+b)j 1 ; lijiP , + °} »

d (u,/\) = inf [b j 1 ; léjé^, 1. , 4 o} ,
J 9 D 9 a

CÎU,^) = £(u,^) - c(u.'A) - d(u,9l) , 

f>’ (u.'X) = inf { p(u,À) , inf [(b-1 ) j 1 ; l^jéP, a=jc(u,'A), b^O(p),

£- k = ° I}  •j,b,a

On a par C .1O

(A)

DEFINITION D.1.2.

Soient x un point ferme maigre à D.Q. de Sing(X(n)) et

Lp>’ (u, p(u,A) rp (u, \)1 - i+ lp (u.'AxI

,b,a
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(u.'A) une p-base de O , . tels qu’on a <X(x) - Û (x) et (***)
A 9 x

pour (x,(u, *».

Alors, avec les notations de C.6. et C.10 et D.l.1.5, on pose 

fb(x) - inf^(u,^) ; on a (***) pour (x,(u,"À))} , 

e (x) = inf^eiu,^) ; on a (***) pour (x,(u,^))} .

(1) Si m(x) « 2, et si e(x)^ 0,5 on pose £(x) *= 1 + Le(x)J , 

si m(x) = 2  et e(x)^-0,5, on pose £(x) = 0,75 ,

(2) Si m(x) = 1 et p(x)^ 3N on pose £(x) = P Cx )1 “ 0,5 .

(3) Si m(x) = 1 et p (x)C 1N* et si pour une p-base (u,"A) de 

°X(n) x teü e qu’on a (***) pour (XjÎUj'A)) et ^(u,^) = j3(x) , on a

pour un j ,b, a, i , j* O , b j 1 = ^(u,^), aj 1 = c(u,A), j + 0(p) alors on
J 9 D  9 3

pose S (x) = p̂(x)l - 0,25.

(4) Si m(x) = 1 et p (x)£,lN et si on n’a pas la condition précédente, on 

pose t (x) = I>(X)1 = p(x).

(5) Si m(x) = O , on pose £ (x) = .

REMARQUE D.1.2.1.

Par C.7, on a A(u,^)  ̂0 et donc p>(u/X) et e(u,̂ X) et £-(x) 

sont bien définis.

EXEMPLE D.1.2.3.

Si on a (IV **’) (voir B.4.6.4.) en x avec 1t(x) = 2, alors 

pour toute p-base (u,̂ ) telle qu’on a (***) pour (Xjiu,^)), on a 

<Uj,U2> = VDir(J(X(n),f,E(n)) mod.(u^)3 , et donc c(u,^) = O.

De plus, on a c L* [J (X(n) , f ,E (n) )mod . (u3)Jck(x) [Uj .Û  1 et donc il 

existe F £ (X (n) , f ,E(n) )] tel que



et üj’t F  et UjF ou U2F £ I(X(n) ,f, (u/*)) 1+l> • Donc 

f  (u.'X)i kp. (kp-l)_1 <= 2 

ou fs (u,^)i (kp+l)(kp) *<2.

Donc p>(u,^) ̂  2 et

(2) ¿(x)^ 1,5 .

D.2. Maintenant que nous avons défini nos invariants dans le cas où 

cx(x) = P(x) , passons au cas où cx(x) = 1 + P(x).

DEFINITION D.2.1.

Soit x un point fermé maigre et D.Q. de Sing(X(n)). Soit

(u.'À) une p-base de O ( . adaptée en x et telle qu'on a (IV *)
X v.nj , x

pour x et Uj . On suppose de plus que <̂ (x) = 1 + P(x) = 1+P et que 

E(n) = div(u^). Posons

(1) f = u3 (3) g + Rif.u.'A).

On pose

(2) Siu.'A) = sup[d£lR* jvL d (g) = 'pl+d ,

où vT , est la valuation de 0xr, x définie par 
L , d X(n),x r
s a b c. x -1

VL ,d 1 U2 u3> = a + (b+c)d ,

(3) c (u, "A ) = sup^e 6 JR* I vM e(g) = W

où vw est la valuation de 0__, x définie par 
M , e X (n) ,x ^
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F - r  IT, kp U*P mod. (U )
0*k * i' p_1 ¿ J

,  a b c x , - I
^M,e 1 U2 U3> = 3 + ce •



|Si {e€IR* |vM e (g) - »>}« 0 , on pose c(u,^) ■ O.

D.2.1.1. On remarque que si Xj + * , on a

Xj + (x2*«-x3)d et donc si d > d ’>0, x^ + (x^+x^d* ^ p + d '  1 

Si on pose

Ad “ {(Xj ,x2,x3)é-lR3 ; xj + (x2+x3)d 1^>?+ d ^ , on a Ad t^Ad et

AS{u . »  = ¿¿sïu,-*) Ad ’ d '°Ù ^  C -1-4 '3 -’

(1) g £ K ^ ) u •

De plus, si c(u,/\)> O, on pose

A = [ (XJ ,x2,x3)e A ̂  ; Xj+x3 c(u/X) 1 9 >?} , 

par C .1(7), on a
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(2) g£I(A)u.

D.2.1.2. Par le théorème de Cohen, nous pouvons choisir un corps de 

représentants de k(x(n)) dans ®x(n) x(n)* °n a a^ors 

6X (n) x (n) = k(x(n)) [fuj .u^u^] . Alors, par C.l. (7), on a

(1) g = H   ̂ I. u® Uj mod. (Ur+1) ,
/-v / y _ j * 1 • b , a 3 Z. 1Oiji^, Oia, Oib

avec £. é k(x(n)), £ . ï O (A.1.(ii),(IV *)),
j,b,a 0,1,0

c(u,90 = inf{a.j 1 ; t oj ,
J >D >3

¡S (u,"A) = inf | (a+b-1 ) . j 1 ; b a ^

On pose alors

(2) (u,?0 = infjb.j 1 ; léji J , a=jc(u^), b a ^ °1 ’

^"(u/A) = inf[(b-l).j 1 ; , a=jc(u,>), £  ̂oj
J > D > 3

Par (1) et  ( 2 ) ,  on a

(X2 x3)<r 1*
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(3) Siu.A) 4 c(u,^) + (î"(u/>).

D.2.1.3. On remarque que

I f(u/X) = (Uj )mod. (u2 ,u3) où )) « ^(x) 

et I' (u,9\) = h(x) * (D^ f, f 5 1 - i - s). Alors avec les

notations de C.ll, on a

(1) f c(u,)) = c f(u,)) ,

p " ( u / / \ ) ^ r  p ' ( u A ) ^  ( M u , ^ ) ,  

De plus on vérifie que

(2) si (2, (u/\)<$ IN, on a [ f. (u/X)j = L P ' (u.'/Oj

Enfin, par une démonstration en tout point semblable à celle de

C.10 (iii), on a

(3) ' si h (x) 1 f i ( u lj, u'j  ̂ U _L +1 ^ lij^^ )
<

alors Lp (u,̂ »)j = l^'(u,\)_\ .

De plus, on a

(A) £(u,7o - c(u,A) ̂  i<(u,?;) .

En effet si pour un j,b,a avec ^ O , on a aj * = c(u,À) et
J 9 o , a

. “ 1 -  1 r ^

bj = ^(u,A), on a (a+b-l)j ^ô(u,A), donc 

? (u,7.) -aj 1 fr (b-l)j 1 «c S (u ,?0 .

PROPOSITION ET DEFINITION D.2.2.

Soit x un point fermé maigre à D.Q. de Sing (X(n)) avec

Dm“
jc(u,?

T>V
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<X(x) « 1 + P (x) « 1+P . S o i t  (u/X) une p-base de O , . s a t i s f a i s a n t  

aux c o n d i t io n s  de A . l .  ( i i )  e t  t e l l e  qu 'on a ( IV * )  pour (x ,(u ,^X )) .
/s 2

A lo rs  on peut t ro u v e r  (z , ,z^)cL 0,r , N t e l  qu on a lesr  1 2  X ( n ) , x  n

c o n d i t io n s  ( 1 ) ( 2 ) ( 3 ) ( 4 )  qu i  su iven t

( 1 >  f  ^  "  U l  +  (  * S c  . b  * * ' *  ^  U 3  ’j c (u ,A )£a,oéb

t  Z2 *  U2 + 0U3 ’ ea , b e k ( x ) * 6 tax ( n ) , x  »

(2) Zj<SVDir(G2) où G2 = c C ^ [h (x )_I f ]  .

^  ✓  3  v
Si on pose f  = g + R ( f , z , A ) ,  où z *  (z^ »z^jU^) , on a

(3) c i ' “ ' ( g )  ^  Z p  F j t Z j . Z j )  .

On e f fe c tu e  l 'é c la te m e n t  JC : X ' ---- > X(n) cen tré  en x. On

pose x '  = Pro j ( Z j ) O E ' .  A lo rs  le  p o in t  x '  a pour paramètres 

✓ - 1 - K= ( z j z 2 »z2 , z 3 , z 2 '  e t  on a

f  = 2^A(3) + 1+>'2^A(3) g , + R ( f> z . f^ j

h ( x ’ ) = Z .A(3) + 1+*' 2^A(3)  ̂ o r d x i ( g ' ) 4 P .

Posons T = O , , / ( z ' , z ' ) .  A lo rs
A ) X 2 J

(4) s o i t  ° r d x » (g * T) ^

s o i t  o rdx , (g 'X )  e t  L ( g ' ; z3 >z2 * z p  es t

préparé e t  s i  L est donnée par L i x j . x ^ x ^ )  = Xj + (x2+x3>S(z,^\) 1 on a

cêL,zi-~h(x)_1 °£2] fJ = r Z ll ° U

c£l  z fh (x )  D fJ n 'e s t  pas c o l i n é a i r e  à une puissance j)-ième.

Si ( x , ( z /< \ ) )  s a t i s f o n t  à (2) (3) (4) , on d i t  qu 'on a

Dz*̂
[2]

Z2

r2l
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(***) pour (x,(z/X)).

REMARQUE D . 2 .2 .1.

On remarque que D . 2 .2 .(3 ) implique qu'on a (IV*) pour (x,(z,7 0 ). 

Si on pose I = c £ ^ + [ I (X(n) , f , (z )] où o = £ ( z,7v) et 

L ( x 1 ,x2 ,x3 ) = Xl + (x2+x3 )S ( u,00 alors I n'est pas divisible par 

une puissance P-ième d'un polynôme non constant.

Si d = 1 et si I est divisible par P alors on a VDir(x) = <P>. Par 

D . 2 .2 .(2), on a P = ce qui contredit la définition de S  .

Si ? > 1, alors on a ord (g ’ mod.(z2 )) = l> . De plus, on a

Z, [h(x) - 1 D Î ’i' t] - e t ? " '  P X * ) ' 1 “ K  £J
2 L , z  L2 J j  L , z

et D . 2 .2 .(4 ) entraîne que si I est divisible par P^ alors P = Z^, 

ce qui contredit la définition de c

D . 2 .2 .2 . Si on a (IV **) pour (x,(u,^)), alors on a (IV **) pour 

(x, (z,?() ) .

En effet, on a J ( X ( n ) ,f ,E(n)) = (u^) raod.(u3 ) d'où 

c(u,'X) > 0  et Zj = Uj mod. (u3 > et J (X (n) , f ,E (n) ) = ( z^ )mod . (u3 > . 

On a le résultat par B .2 .5 .

Preuve d e D . 2 .2 .

D . 2 .2 .2 . D'après A . 1 .(ii)(b), il existe 6 . n £ O f . tel que
i y u à  ̂ nj ,x

Uj + ©j QU 3 e. VDir (G2 ) , OÙ ëj 0 est l'image de ©j Q dans k(x) et 

G 2 = c£^ g) • Si ©j Q ^ 0 , alors G 2 Ak(x)[Uj] et donc c'(u,X)é 1,

par D. 2 .1 .3 .(1), c(u,A)£ 1 . Si o ^ ° ’ posons v i = u i+ 0 i o U 3 ’

v = (Vj,u2 ,u3 ), si c ( u , À ) > 0 , par C . 1 2 (e), on a

I(v,?v)C{ttix ^n j x ’LJu °Û l ^x i»x 3  ̂ = x l+x3 c (u >^) 1 et donc 

c'iVf'X) = c(v.'X)^ c(u/A) = c'(u,7i), si c ( u ,?0 = 0  on a bien sûr 

c'(v,>.) = c(v,),)^ c(u,^). D'autre part, on a
*

c ^ [ h ( x )_1 D ^ ’j fj - cK^[h(x)-1 d [2] = G2 ’ donc nous supposons

( n u ’A
12]
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(4) U,£VDir(G2).

* / <3 \
De plus, quitte à modifier u^, si f = u^ g + R(f,u,^), alors , on a 

(4bis) c23+P(g) -¿Tu!? U + E  U^j P (U ,U ).
J

D.2.2.3. Effectuons l’éclatement 7C centré en x et regardons le point 

y de paramètres u ’ = û lu2^,u2,U3 U2^* Ce P°^nt y est un P°i-nt: de 

croisement pour (u,?0 (I.F.4.1.) et donc

(5) I(X\f,(u\^)) = I(X(n),f,(u,7>)) u21_^ .

On a donc h(x)  ̂ u2  ̂ ^^2} f t I(X'|f)(u',l)) , ce qui implique 

— 0
( 6 ) u2 D^’ -j g É l ( X , , f , ( u , , ‘A ) ) .

Ce qui donne

(7) G2(uj , 1 ,û ) <L I(X’ ,f , (u’ ,̂ A)) mod.(u*) •

On en déduit que si k(x)[Uj,U3J, alors î (y) p(x) = ^ . De plus,

-1 - 1)
en posant G ’ = u2 g mod.Cu^), on a

(8) degu , (G') = , 

ce qui implique

(9) oc (y)i=

Remarquons que si c(u,^)> O (ce qui est le cas si on a (**) 

pour (x,(u/X))), alors gé^u^u^) et g u^  £.(u3 ,u’̂ ) et donc
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ord (g' O , /(u'ui)) ■ i) .De même, si ¿(u,'X)> 1, alors
y »y ^ ^

gu2* 6.(u^,ujP ) et ordy [u21 ^ g °x , y/(u’ ,u^)J - ̂

D.2.2.4. Ainsi, si ord I u *  ̂0Y t /(u’,u’)l t P , alors c(u,00 - O
y L z A >y 2 3-*

et S'(u.A) = î, on prend w = u et on a clairement (1)(2)(3) pour 

(x, (u.’X) ) .

D.2.2.5. Regardons le cas où à = ord ^ g O , /(u',u’)J . Par
y z a , y z j

D.2.1.2., on a

-1 - ̂ ^ t^~j /; *a ,a+b-j-l , . , l+^v
(10) u 2 g = IL Uj cj , b>a  u3 u 2 mod. ( Uj  ) .

Posons, comme il est usuel depuis C.ll

(11) A(u2‘ ° g ; u£,u£ ; uj) = A (u*/X)

Alors, (10) et D.2.1.2.(l) nous donnent

(12) c(u’,̂ ) = c(u,/\).

Remarquons que l’on a

u2 h (x) 1 D^’t f = h(y) 1 d*[2]V f = ?'uĵ  mod. (u^.u^).

Donc ù (h (y) * D'[2]̂  ̂ ’ u3’u2 ’ UP  eSt notons Ie ^ ( u ’/A).

De plus, on a h (y)  ̂ '̂[2̂1 f ̂  ̂   ̂> (u ' • Donc

(13) ¿2(u ’A)- Û(u \^).

Pour tout sommet v' de Aiu,^) qui n ’est pas sommet de ZX̂ Cu f » 

on a

défini,



inv ,(h(y)_1 d|’̂  f) - Ifu^ et inv , [i (X \  f, (u ’ A) )] t (Uj^).

Donc v' n'est pas soluble.

Si pour un sommet v* commun à A(u'/X) et A 2(u'/A), on 

ne peut trouver |i6k*(x) tel que

inv ,[h (y) 1 f] = ¡f(U{ + pU^a ,

alors ce sommet v f n'est pas soluble. De plus, v = (a,b+l-a) est

1
sommet de A(h(x) D [2̂  f ; U3,U2 ’ Up  (cf-DÎ T.l) et si 

b = 6 -1, alors c ^  ^ (h(x) * ^  n'est pas colinéaire à une

puissance i)-ième.

Donc, si on n'a pas (***) pour (xCu,^))» pour un sommet v* 

commun à A(u' /A) et à A2(u,»^)> on peut trouver p£k*(x) tel que

(14) inv ,[h(y)_1 d“’] f]- if (UJ + pU^a U ^ V  .

Soit alors v' = (a,b) le somme d'ordonnée minimale commun

à A2(u' ,À) et à L( u',A) et tel qu'on a (14). Par [12] (T.l),

1 ^
v = (a,b+l-a) est sommet de = A(h(x)  ^^2] ^ * U3,U2 * U l̂

et donc

(15) aib+l et inv [h(x)_1 fj - î (U^ + pU® U2+1_a)P .
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De plus, soit A' (x^.x^) = a2x2+a3x3 une f°rme linéaire telle 

que A(u',^)0 f(a,b)| A'(a,b) = l} = v' , par {j 2] (T.l), on a 

inv (h(x) 1 f) = d.̂  u (h(x) 1 f) où

A ( x 2 , x 3 ) = ( a 2 x 2 + ( a 2+ a 3^x 3 ^ 1 + a 2^ ' *

On en déduit que

v^(g) = a2(l+a2) 1 et

(16) inA>u(g) = r U 2(Uj + FU2_a+1 Uj)0 + P(Uj,üP,U3) .

DU’*
[2] u¿b)

duA
d L21

DU-’̂
I.2J

(u,))* 2

DU’-
[2JDU’̂

D [2j
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Par 02] (T.l), on a P - c uf~i ^ ( b-a+1>+1 0Ja  ̂ c eLk(x).
UjiP J *  ̂ ■* J

Posons

(17)

b-c+1 b
,J -J • „ J2 u3 —  ~“ ~x(n)w, « u, + 0 u0 u0 où 0£-Ov/_n relève p 9

»x

w = (Wj,u2,u3) , w' - (wJu21,u2,u3 u2S .

Alors w* est un s.r.p. de 0 , et A (w ' A(u ' ,00 et par (16),
x ,y

(18) inA)W(8> “ u2 W1 + P(W1 " PU2~a+1 U3’ U2’U3) *

je dis que soit v f n ’est sommet ni de Aiw’j'A) ni de ^ ( w ’/X), soit 

n’a pas (14) en pour (v ’ , (w ’ ,̂ ) ) . Si P = 0, par (18), on a que v ’ n 

sommet ni de A (w ’ /X) ni de •

Si P  ̂0, posons P = 21 cj U1  ̂U2 ^  a+1)+1 

= £  Cj  ̂W2 ^  a+1  ̂+ 1 , soit jQ = inf£j |  ̂oj, on a jQ  ̂0(p)

puisque j (b-a+l)+l = 0(p) et comme |) = 0(p), c. = c! ,
- l w ’A ^0 * ^ 0

inv ,(h(y) D n’est pas une puissance p-ième et donc on n ’a

pas (14) en v ’.

Si on n ’a pas (3) pour (w,?.) alors on applique à

( (w,/) ,f,A(w’,0)) la transformation précédente. On construit ainsi

une série z = u + <>_ 0. ,f . . ui: u^ C+1 (c’d’)^A(u’ . Si 
1 1 i,d — c +1 J Z

cette somme est finie, cela signifie que l’on fait un nombre fini de 

dissolutions et donc qu’on a (1)(2)(3) pour (z,̂ ) et que x’ = y.

Si cette somme est infinie, comme les (c’,d’) sont tous distincts 

(cf (18)) et que d’-c’ + l:* 0 , les exposants c’ tendent vers 

l’infini et donc Zj converge formellement, de plus, A(z’/̂ ) 

est préparé et on n’a pas (14) en tout sommet commun à A(z’,7) et à

û_2 (z ’ »̂  ) °ù z = (ZjZ2* 9z2 *z^z^) car comme c’ --> +<-*-' , tous les

sommets où on a (14) ont été dissouts. Donc si la somme

est infinie on a (1)(2)(3) pour (z,7.) et x’ = y.

on 

’ est
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REMARQUE D.2.3.
Supposons qu'en plus des hypothèses de D.2.I., on a

(1) (XLV(UJ,U2)] = 1 + P(x) = 1 +P.

Alors dans D.2.2., en plus des conditions (1), (2) et (3), on a

(2) z 1̂ ( u J,u2) , V (z j * Z2> = V(u1,u2) .

En effet, si on doit modifier u^, comme par D.2.2.5 (J5), v' = (c',d') 

est sommet de A2(u'/X), Ie point v = (c',d'-c' + l) est sommet de

A2(u,/X) •
Or, puisque c<LV(Uj,u2>] = 1 + ̂  et que i'(x) = )? , on a 

l-' LV(Uj ,u2)] = ^ et donc

(3) h (x) 1 0̂ 2]̂  f t (uj»u2 L̂) *

Ainsi, tous les sommets de ¿2(u,/A) sont d'ordonnée ^ 1 et d'-c'+l^ 1. 
Par D . 2 . 2 . 5 . ( 1 7) , on a (u^ ,u2) , ce qui donne Zj (u^ ,^2) ,

d'où le résultat.

D.2.2.6. On remarque que D.2.2.(2) implique que Z^€-VDir(x).

REMARQUE D.2.4.
Si on a (***) pour (x,(u, -A», on a (statut) pour (x,(v,0O) où 

v2 = Îu2 avec i inversible.

En effet, posons u' *= (u^ u2* ,u2 ’U3U2  ̂̂ et v * = v̂ i v 2̂ » v2 * V3V2̂ ̂ ’
T = 0X , x «/(u2’up  = °x » ,x ' ̂ v 2,vp  ’ 0n a f = u ’A(3) + 1+ v*A <3> g2 = R(f,v',7s),

f = V^A (3) + 1+ v^A(3) = on a ord^igjT) = ordx ,(g2T) etR(i ,v' .'X) .
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par D . 1 . 1 . 4 ,  s i  & ( g j  ; u ^ , u ^  ;  u j )  e s t  p r é p a r é  a l o r s  A ( g 2 ; v ^ , v ^  ;  v j )  

e s t  p r é p a r é  e t  & ( g j  ;  u j )  «  A ( g 2  ;  V 3 * V 2  * v p *  D e  P l u s » o n

v é r i f i e  q u e

cÎL,u(h(x)-1 D [2] f) “ H ceL,v(h(x)_1 D L2l f) 

où p£k(x)* et L(xj ,x2 *x^) = x^ + (x2+x^) <5 1 .

O n  a  d o n c  D . 2 . 2 .  ( 2 )  ( 3 )  p o u r  (x,(v/X)) e t  d o n c  ( * * * )  p o u r  

(x,(v,70) -

R E M A R Q U E  D . 2 . 5 .

S o u s  l e s  h y p o t h è s e s  d e  D . 2 . 4 . ,  o n  a

C ‘ l Î u  £ h ( x )  1 D M C i j  ^  =  F ( Ì )  c C l ! v  C h ( x )  1 D m V [ Ì Ì  f J  »
p ( i ) < = - k ( x ) *  ,  U  i ^  s .

N O T A T I O N ,  R A P P E L ,  P R O P O S I T I O N  D . 2 . 6 .

S o i t  x  u n  p o i n t  f e r m é  m a i g r e  à  D . Q .  d e  S i n g ( X ( n ) )  t e l  q u e

^ x ( x )  =  1 + J ' ( x )  e t  s o i t  ( u / \ )  u n e  p - b a s e  d e  O  r  . t e l l e  q u ' o n  a
a  (,n; ,x

( * * * )  p o u r  ( x , ( u , À ) ) .  O n  p o s e

'  f  =  u ^ 3 > g  +  R ( f  , u , ^ i O x ^  x  =  k ( x )  ^ ( U j  , u 2 , u 3 l ]  .

!
' "j ..b ,.a +

g  -  u - ; < ? u  - ¿ U  ) +  L  , b  , a  U 1 u 2 u 3 m o d - ( u l  > ’
P,o*a,o^b J

c i u , ^ )  =  i n f ^  a j  1 ;  {?.  ï  o \ ,
j  ,  b  ,  a  J

i ^ ( u , À )  =  i n f   ̂ b  j  1 ;  Î .  , ^  0  e t  a  =  j c ( u , À ) ^  ,
* v J » o , a

i ? " ( u , A )  =  i n f W b - l ) j  1 ;  ¿ .  ï  O  e t  a  =  j c ( u , X ) ; ,
J » d , a  - ^

j? ,’  ( u , A )  =  i n f  [ p ( u ,  A )  , ^ i n f  ( b - l ) j  1 ;  ¿ L  &  +  O ,  a  =  j c ( u , " \ )  ï  0 ( p ) 3 j

O n  a

( i )  L p " ( u , A ) j t ß " ( u , ’\ ) i  ¡V (u.'XH p (u.Oo é- 1 +L^"(u,'X)J ,

( i i )  ( c ( u , ^ X ) ,  p '  ( u , ? 0 )  e s t  l e  s o m m e t  d ' a b s c i s s e  m i n i m a l e  d e  £ \ '  ( u / À )

( C .10).

•U3’U2 ;



Soit x un point fermé maigre à D.Q. de Sing(X(n)) avec

c*(x) = 1 + 0 (x) et tel qu'on a (***) pour (x,(u,9\)) où (u,70 est

une p-base de 0xr, N . On pose 
X(n),x K

Ç>"(x) = inf [p>"(u/X) ; on a (XXX ) pour (x.iu.’A))! ,

(1) t (x) = 0,75 + lp"(x)J si p"(xKLp"(x)J + 1/2 ou

Cp-"(u) = Lp>"(x)] + 1/2 et pour une p-base (u.'A) telle qu'on

a (xx*) pour (x(u/A)) on a Pj"(u,7i) = (b-l)j 1 = B"(x) avec 4 O,
' 1 J *b ,a

a = jc(u,A), b 4 O (p) ou j 4 0(p) et *> 4 2J,

(2) ¿(x) = 1,5 +L P " 0 0 J  si (V’(x).» 1 + L^"(x)J - 0~l ,

(3) £ (x) = 1 +i_p>,,(30J sinon.
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DEFINITION D.2.7.

EXEMPLE D.2 .7.1 .

Voyons le cas où on a

^  | J(X(n),f,E(n)4xj) * 1" x(n)>x mod *̂ î ( n ) ,x ,

 ̂VDir(x) = <Uj> et (**) pour (x^u^u^)).

C'est le cas étudié en B.4 .6. (ii) et nous avons vu que si on

effectue l'éclatement 1Z : X'--X(n) et si au-dessus de x il

existe un point x* avec K(x') = 2, on a pour toute p—base (u,̂ \) 

telle qu'on a (***) pour (x,(u,A)), avec les notations de D.2 .6 .

( 0 • • !'U2 <  * ü3 ^  , -1 "Î",P •
(2) o4q*>> p 4

v ïp ï O .

Par (**), on a J(X(n),f,E(n)) = (u^) mod.(u^). On a clairement 

c(u,^) = ù * , ^"(u,7v) = 1 - ^  ̂ et donc ¿(x) = 1,5 .

( U 2
+ÊU3 »qP ,
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REMARQUE D.2 .7 .2 .

Dans le cas où £(x) = 0,75 + LpM(x)J et p>"(x) = Lp>"(x)J + 1/2, 

on a mis l’hypothèse ^ ^ 2  pour que les cas (1) et (2) soient 

exclusifs.

REMARQUE D.2.7.3.

Si on a (***) pour (x,(z,'A)) et si, avec les notations de 

D.2.2., on a ord^^g'T) =  ̂ , alors le sommet d'abscisse minimale de 

A( g'  ; z3 » z 2  » ZP  es t  ( f " ( z >^) + c ( z , ^ ) - l ,  £ ( z  ,/\ )  —1 ) .

Il suffit de le lire sur le développement de g' (cf. D.2.2.5. (10)).

REMARQUE D.2.7.4.

Si on a (***) pour (x, (z,A)), on a (Mit) pour (x,(0,7O) où

0 = (Zj,Az2*z3) avec A inversible. Si ^(z,^)^ 1, on a

p>"(e/X) = fH"(z,7o,  c ( e , ) )  = c ( z A ) .

Preuve.

C'est un corollaire de D.2.4., D.2.5. et D.2.7.3.

PROPOSITION P.2.7.5.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)), x à D.Q. et

soit (u,70 une p-base de 0__ * v telle qu'on a (IV **) et (***)
X(n;,x

pour (x,(u,A)). Soit L' la forme linéaire définie par 

L(xj,x2,x^) = Xj+x^c(u,A) On suppose que m(x) = 1  et

(1) c;-L’,uLh(x)_1 DM“p = °*

(i) On a

( 2 )  p ( u , ' A ) *  1 + L p ' (u.Toj
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( t (x ) i ;  0 , 5  + L ft’ (u.'X)] s i  oc (x) = ^ ( x ) ,
(3) <

( t ( x ) i  1 + L P>’ s i  <*(x) -  1 + P (x )  .

( i i )  Si p)’ (uA)^ Ljï,’ (u.'X)j + 0 , 5  , on a

(4) £ ( x ) U p ’ (u.'X)J + 0 , 7 5 .

Preuve.

Remarquons que nous pouvons avoir o'(x) = P (x) ou jt (x) = 1 + 0 (x).

La relation (1) implique que pour tout £. , ^ 0 avec 1^
J >b,a

et a = jc(u,?0, on a j = 0(p) (cf. D.2.1.2. et D.l.1.5).

Prouvons (i) . Soit (̂ (u,̂ ) = (̂ '(u,̂ ) et (2) est clair, soit pour un

( j . b . a ) ,  on a p ’ ( u , »  = ( b - l ) j - 1 , £ + 0 ,  b 4 0(p)  et  a = j c ( u A )
j , d , a

(D.l.1.5 et D.2.6). Alors b-1 -j(l+L[3'J)“l et b£j(l + LpfJ) et b  ̂0(p), 

par (1), j = 0(p), d'où b £ j ( 1 +1_ pT J )-1 et

p(u,A)^ bj l + LP'M “j * • On a prouvé (2) qui entraîne (3) et (4)

si :>(x) = ^ (x) .

Désormais, nous n ’avons plus qu’à regarder le cas où 

c*(x) = 1 + ^ ( x ) .  On a ( b - l ) j _ 1 i  1 + L p *J -  j ” 1 . Donc

(u, A)  ̂ 1 + L £ 'J -  u 1, par D. 2 . 7 .  , on a £ (x)  é 1 + L {? 'J prouvé (3) .

Prouvons (ii) . On a f>"(u,A)é (V (u/\) . Si (3 " (u /X)̂  L i + 0,5,

(4) est clair. Sinon, on a p>"(u,?\) = (*>'(u,À) = L + 0,5 = (b-l)j * , 

si 0  ̂2, on a D.2.7. (1) pour (x,(u ,7)) et £(x) 0,75 + L p ’J .

Si \) = 2, on a p ff (u,^) ̂  1 + L p ' J  - 2j 1 avec 1 ̂  j ̂  2. Donc 

(u,^)^ LÇs’J et (4) est clair.

PROPOSITION D.2.8.

Soit x un point fermé maigre à D.Q. de Sing(X(n)) et soit 

une p-base (u/\) de 0X , v tels qu'on a (***) pour (x,(u,^)) et

(d c (u

i H t

"(u,))

» ? 1



Alors

(i) V(uj,u^) est permis en x,

(ii) si E(n) * div(u^) et c(u,"\)> 1» alors l'algorithme du

point bon impose d'effectuer l'éclatement II : X' --> X(n) centré en

V(u j,u3),

(iii) si on effectue ]C , il y a au plus un point x'<SX' qui est 

P-proche de x, c'est le point de paramètres u' = (u^u^*,u^»u^) et si 

p(x') * ^(x) et G* (x) = P(x) ou c(u/X)> 1), on a fC(x')̂ r 2 et si 

it(x') =2, on a (***) pour (x',(u'/A)) et £>(u'/X) = p(u,?0 et 

c(u',^) « c(u,^) -I, £(x’)^£(x) ; si oc (x) = l+^(x) et c(u/À)>l et 

K^(x’) = 2 , on a tt(x') = l + i>(x') et ^"(u,^) = p>"(u',A),

(iv) si K(x) = 2  et Qc (u /A)] + ^ (u,?0 1 , alors x est bon ,

(v) si ÎC (x) = 2  et m(x) = 1 et c (u ,7>)€-1N et ĵ (̂ (x) = ±̂ (x) 

et p(u/X)£- 1) ou Ox (x) = l+^(x) et |3"(u,70^ 1“^ 1 )] , alo rs x est 

bon.
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Preuve.

D.2.8.1. On remarque qu'on ne fait pas d'hypothèse sur la valeur de x̂(x).

D.2.8.2. Puisque c(u,̂ ,)̂  1, on a [V (Uj ,u3)J = 2, et donc V(uj,u3> 

est permis en x. Ce qui prouve (i). De plus, on a

(2) V(uJ,u3) = Sing(X(n))Odiv(u3).

Si c(u,?0> 1, alors, puisque P = 0(p), on a J (X(n) ,f ,E(n) ) C (û  »û ) 

et donc on a alors V(uj,u3> = Sing^(X (n) )H div(u^) , si E(n) = diviu^) , 

l'éclatement je est imposé par l'algorithme du point bon. Ce qui 

prouve (ii) .

D.2.8.3. Effectuons iz. . Bien sûr, puisque par (***), on a VDir(x),

le point x' est le seul point de X' qui peut être ^-proche de x.



S i  cx(x) *  P ( x ) ,  on a I  (X ' , f  , (u ’ ,?0 ) = U3 ^ I  (X (n )  , f  , (u  ,"À) ) , p a r  L12*]

( T . 3 ) ,  I ( X *  , f , (u *  , 'X) )  e s t  p r é p a r é ,  x ’ e s t  c l a i r e m e n t  à D . Q . ,  ( i i i )  e s t  

c l a i r .

S i  cx(x)  ■= l + i > ( x ) ,  on a I  (X ’ , f  , (u • ,7>) ) -  u ' ^ I  ( X ( n )  , f  , ( u , ^ )  ) . S i  c ( u , ^ ) > l ,  

a l o r s  on a I ( X 1, f , ( u * , ^ ) ) « m o d . i u ^ )  e t  donc

( 3 )  f  « h (x  * ) (u^g + f  u ^ u j v)) + R ( f  ,u  ’ ,?%) , î d ° J , ) X , , E ’ = d i v ( u ^ )  , 

p a r  I I I  2 . 1 ) ,  s i  7 C ( x f ) ^  2 ,  a l o r s  oc(x’ ) « l + ^ ( x ' ) .

S i  c x ( x ’ ) = P ( x ’ ) + 1 , e t  a l o r s  e f f e c t u o n s  l ' é c l a t e m e n t  IL 1 : X*' ------> X '

c e n t r é  en x 1 e t  s o i t  y ' 6. X"  l e  p o i n t  de p a r a m è t r e s

v *  = ( uj*u2 * » U2 ,U 3U2 ^  * S o i t  Tl " : X"  ' ------> X c e n t r é  en x  e t  s o i t

y l e  p o i n t  de p a r a m è t r e s  w = ( u j u ^ * » u ^ , u ^ * ) •

Par  ( 3 ) ,  on a I  ( X " , f  , ( v  f ,*X) ) = ( v j ^ )  mod. (v ^ )  e t

I ( X " , f , ( w , ^ ) )  = (wj' )mod. (w^) . De p l u s ,  ^ ( w , ^ )  e s t  é g a l  à T [ A ( v ' ,A)J  

où T e s t  l a  t r a n s l a t i o n  de v e c t e u r  ( 1 * 1 ) .  De même, = T L^2^v t , ^ J  *

Pour t o u t  sommet s commun à A 2 ( w , 7 0  e t  A ( w »/X)» on pose

i n  L'hCy’ ) “ 1 DU ' ; ?  f ]  = Z  f -  V , J " j  V l S ( 2 )  V l s ( 3 )  , ]f f c k ( x ) ,  
s lijiw* J 1 J

on a

I ' , ,  x - l  -1 5“ y. TT^-j w ' s i 2 ^+ j  w.s ( 3 ) + j
XnT ( s ) -̂ [2j  fJ  = ¡ f -  f  Sj  W1 2 3

e t  de même, s i

i n s [ l ( X " , f  , ( u , A ) ) ]  = ( I  Î ' i > j  V^S ( 2 )  V ’ S ( 3 ) ) ,
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on a

T( s )

On en d é d u i t  q u 'o n  a D . 2 . 2 . ( 3 )  p our  ( x ' , ( u * , ^ ) ) .  Donc,  on a 

G'2 = c £ ^ , ( h ( x ' )  1 = f u j ^  ou b i e n

c i ^ ( h ( x ' ) _1 f )  = ^ U J ^ + U3 P ( U j , U 2 ,U3 ) avec P con v en a b le  e t  G2

• f ̂
U2U1

i n r 'I(X' f,(u* A) (21 r. 
i,i w i

ws(
2

2 ) + j W®3
(3)+j}

nu’
° [2] '

Du',)
°[2J •



n ’est pas colinéaire à une puissance p-ème. Par I. E . 1 .5 . 1 . 6. , 

Uj^VDirCG^), donc on a D.2.2.(2) et (***) pour (x’,(u’,7))• La fin de 

la preuve de (iii) est claire.
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D.2.8.4. Si on a c(u,^) = 1 et (^(u,^)^ 1 , on a et donc

Sing^ (X(n) )d-V (u j ,u^) et par (2), TT est imposé par l ’algorithme du 

point bon et donc fc (x) 1. Par récurrence sur |_c(u,A)J » on déduit

(iv) de (iii) .

D.2.8.5. Prouvons (v). Par (iv), nous n ’avons qu ’à regarder le cas où 

f)(u,^) = 1. Une récurrence nous ramène au cas où ciu,^) = 1* Appliquons 

l ’algorithme du point bon, par (ii), nous effectuons donc l ’éclatement 

1Z : X ’ ---> X(n) centré en V(u ,u ).

Si cx(x) = :> 9 on a cX(x’) = ̂  et ^ ( u ’/À) = 1, c(u’/X) = 0 .  On a 

donc S(u’,^) = 1 et comme A(u’,^) est préparé, on a v(x’)^ 2 et 

si v(x’) = 2 alors VDir(x’) est transverse à E ’ et donc par B.4.2, 

on a lC(x’) ^ 1 et x est bon. Voyons le cas où o* (x) = ^ +1 , on a 

p,"(u,X> ̂  \ — v * par hypothèse (D.2.7), donc pour un i,

1 f s , on a

( ccî (h(x)_1 DMV-Î?' f) = H  UL,~j C. , uî
) L *u l-fT-'-l 1 J»b,c(j) 2 3
i ' _i
l &!. \ inversible ou nul, c(j)-l^

J ,b,c(j)

où L est donnée par Lix^x^jX^) = Xj+X^c(u,^) * = x^+x^. On en 

déduit qu’on a pour 1^ i< s

M * T ‘ ^  f - ^  u , j >k>c0)  < 0 >

mod. ( u ^  j u^G(j) + 1 , u^) ,

et donc u ( x ’)£ ¿^(x*) et si ¿^(x’) = 9 , on a pour un j * P , c(j) = j,

6. , ¥ 0, d ’où < U ’, U ’ ) = VDir(x’) mod.(U’) et donc par B.4.2. ,
J , b , c C j / 1 ^

on a 1C (x’)^ 1. Donc x est bon.

t*(x'
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PROPOSITION D. 2. 9.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)) tel que

o< (x) = l+y(x). Soit (u,À) une p-base de O ( v pour laquelle,
X \TL) , X

en posant 0 = P ( x ) ,  on a :

(1) oi[v(u1,u2)J = 1 + V>(x) = 1 + t) ,

f = u*(3)g + R(f,u,7\)É Ox(n))X •= k[cui,u2>u3î] ,

(2) J h = u3 3̂  ̂ » div(u3> - E(n),

! J . T  P b a
i g = u  u + ¿L i b a U 1 u 2 u 3 ’

,0*a,0^b J’b’a

2(3) ( il existe (i,d)£-3R+ tel que

5. , = 0  si b-1 *<■ i d ou a i 2T ,
J , b , a

(4) pour un j , 1  ̂j ̂  V , 2 j,jy,jd+l ’É ° *

, A (3) 0 , v- ** ^“j jd+1 jifif u0 v u0u + t .  . u u i
(5) ) 3 L 2 1 u-y<w> j,jl\jd+l 1 2  3 J

'] . .  ̂ a Pn’est pas colinëaire à une puissance p—ème, module 0 f .x Qn; ,x

Alors

(i) si f 6 3N , on a K(x) = 1 ,

(ii) si lC(x) = 2, x est bon ^

Preuve.

On remarque qu’on ne suppose pas que x est à D.Q. 

L’hypothèse o^[v(u^,u2)] = 1+P implique que

(6) V(ui,u2)CSing^(X(n)) et V(u^,u2) est permise en x.

Effectuons l’éclatement TU : X ’--> X(n) centré en V(uj,u2).
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Par (5), il y a au plus un point U-proche de x, c'est le point 

x'£X' de paramètres u' « (u^u^ ,u2*û ) .

Si *̂ (x')<-P alors on a K(x) « 1.

Si ^(x')>/^ , on vérifie que

(Oi(x') -i->(x')p I(X’,f , (u',70) = (u.'̂ od . (u',u')
(7)

( A [ i ( x ’ , f ,(u\7.)) ; u',u£;uj] = (C.d-D-aR2 .

De plus, par (5), on a

(8) L !_I(X' ,f, (u’ /À)) ; u3>u2 î ujJ est préparé.

Par IV.C. 5., si |_ î j + /_ d ] ¿1 1 , alors 'VCix' ) ̂  1 , en particulier si iO = O, 

on a ti(x')^ 1. Par IV.C.5, si ft(x') = 2 alors x' est bon. Donc, 

si 1Z est imposé par l'algorithme du point bon, on a prouvé la 

proposition. Si TC n'est pas imposé, c'est que

V(u l,u2)^ Sing^(X(n)).

Par IV.C.5. appliqué à (x' , (u' ,̂\) ) , on a

Sing^(X')., VCuj.upUVCuj.u^) .

Donc on a

(9) Sing^(X(n)) = V(Uj,u2)U V(Uj,u^) .

Donc on a f 2 \ et l'algorithme du point bon impose d'effectuer

l'éclatement TL ' : X'1--> X(n) centré en V(uj,u^). Par (5), et

puisque V(uj,u2) Sing (X(n)), il y a un seul point ù -proche de x, 

c'est le point x" de paramètres u” = (uju3 *̂u2,u3^• ^n vérifie que 

(x", (u" A)) et (̂ “”1 *d) satisfont à nos hypothèses. On a (i) par 

récurrence sur . Si At (x) = 2 Alors T ̂  3N et donc 4T—1 > O 

et donc I (X", f , (u" ,À ) ) * (u'^u”) mod. (u”) . On a donc lu (x") £ 2 et
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on a (ii) par récurrence sur 2T .

THEOREME D.3.

Soit x un point fermé maigre à D.Q. de Sing(X(n)). On

suppose que ft* (x) = 2  et qu'il existe une p-base (u/A) de 0__, N
X(n),x

telle qu'on a (**) et (***) pour (x,(u/X))*

Effectuons l'éclatement tc : X' --■> X(n) centré en x. On

suppose qu'il existe un point fermé x'6:X' qui est (P,K)-proche de x.

Effectuons l'éclatement TL : X" --> X' l'éclatement centré en x', on

suppose qu'il existe un point fermé x"£X" qui est (u ,1i)-proche de x'.

(i) On a au moins une des assertions suivantes

(1) x est bon,

(2) fcf(x) - 1,

(3) x'* est bon,

(A) £(x')*. 1,

(5) x' est bon,

(6) t(x") - 1,

(7) fc(xf) - Mx),

(8) £(x")* t(x).

(ii) Si m(x') = 1, on a (1) ou (2) ou (3) ou (4) ou (7).

(iii) Si d = ^k(x') : k(x)] 2, on a (1) ou (2) ou (3) ou (4) ou

(9) ¿(x'K ¿(x).

(iv) Si m(x) = 1 et m(x') = 2, on a (1) ou (2) ou (4) ou

(8) ou (9).

(v) Si m(x) = m(x') = 2, on a (7).

D.3.1. Nous montrerons plus tard que si on a H(x) « 2 et m(x) = 1

et [ £ (x)< 0,75 ou (£ (x) = 0,75 et *(x) = l+z'(x))J , alors x est bon.

D.3.2. La démonstration de D.3. étant fort longue, nous l'avons découpée 

en plusieurs lemmes où on supposera seulement que x est à D.Q.
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D.3.3. Remarquons que dans le cas où m(x) m O, D.3 est clair car on a 

£(x) « +'^>E(xt). On suppose désormais que m(x)^, 1.

NOTATION D.4. 1 .

Soit x un point fermé à D.Q. de X(n) et soit (u.'X) une

p-base de O f . telle qu’on a (**) et (***) pour (x^Uj'X)). On pose A(n;9x

( f = h(x)g + R (f, u ,7l) ,

(1) ' - l u *f. = h (x) D M f ? f , H i i  s.JL . —  [Il A ;  1JFl r . -s
 ̂ 1 UJ

Si iX(x) = P (x) = P , on pose

(2)

F = ci0" (g) = V'U¡ + 1  U¡ J U2(j) U^(j) $ .(U ,U ) ,
• 1 S L- J

F. *= c£ÎT (f.) = r. u'; + T  u'j-j u ! ( l ’ j )  $. . (u~,u ),
i L,u i i l  iij<p 1 2 3 2 3

où L est donnée par LCx^x^jX^) = x̂  + (x^+x^) ¿ (u,70 * , les ̂ et

les Çj sont des polynômes homogènes de k(x) nuls ou divisibles 

ni par » ni par et de degrés

( jo (u,7)-d(i, j)-c(i, j) = deg 0. . , ls-j^ , lf-î s ,
(3) 1 X’J

j.f(u, >)-d(j)-c(j) = deg <¡K , Wji , \

Bien sûr, on a pour 1 j<̂ et 1 - î  s

(4) d(j)^d(i,j), c(j) £ c(i,j)

Si o> (x) = l + ̂(x) = l + *-; , on pose

(5)
j f ■ 1(s> • u';<îu2*tu3> * ^  »r3uj<i>«i<3> v w  •
l Ti - c C u  ' “ i *  ■  “ l ^ i V W *  ^ u í ' j u f l >j > u | ( i -j> t i , j <U2-U3) •

ud(j)

isibles

U 3 'U2

cï.L,i

* ?! 
I£j4»

h L'
V
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où L est donnée par L(Xj ,x2>x3) - xj+(x2+x3>¿(u,^) 1 , ¿ - 5(u,70 » 

les j et les sont des polynômes homogènes de k(x)£ü2 ,U3],

nuls ou divisibles ni par U2 ni par et de degrés

(6)
jS (u,>)+l-d(i, j)-c(i, j) - deg <J>. . , liiis ,

1 » J

j£(u,A) + l-d(j)-c(j) = deg , 14j¿i> .

Bien sûr, on a pour Kj<  ̂  et k  ií¡

(7) d ( j H  d(i,j) , c(j)£c(i,j) .

D.4.2. Remarquons que si <tf(x) = l+^(x), pour tout j , tel que

(1). jé O, on a

(1) deg (f)̂ + d(j)-l£j |V'(u,?0 .

En effet, avec les notations de D.2.I.2., il existe jf,bf,af 

avec , f , ^ O et a'j'-1 = c(u,>) et b'j' *-j 1 1 = P>"(u,À).
J *D »a

On a c(j ) ̂  jciu,^) . On a (Vf (u ,7)+c (u,?, ) o (u,7) d'où

8(u,^)-c(j)j ^ 5 (u,^)-c(u,"X) - f>"(u,?.), ce qui avec D.4.1(6) donne (1).

D.4.3. Dans le cas où C* (x) = 1 + P(x), remarquonsque nous avons l'équivalence

^"(u,^)^ 1+ L ¡^"(u/Xjf-lJ 1 CpCu/A)* 1+ L j? "(u/\) j ou ^ (uA) = 1+ L {?n (uA)J

et il existe (j,b,a) avec C, , ï O , aj * = c(u,À), bj * = ¡>(u,'A),j , d , a

( b - l ) j _1 = p " ( u A )  e t  2<i)]

D.4.4. Prenons les notations et hypothèses suivantes. Le point x est

un point fermé maigre à D.Q. de Sing(X(n)). On a (**) en x. De plus

(u,^) est une p-base de O f v et on a (***) pour (x,(u,"X)),
a (,n; , x

cf. C.8 et D.2.2. Enfin, 7C : X' -- > X(n) est l'éclatement de X(n)

l i  j*»>.

Yj
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centré en x. Le point x' est un point fermé de X' qui est 

P-proche de x avec m(x') « 1. On pose

(1) d = Lk(x') : k(x)] .

Si m(x) = 1 et si on a (IV **) en x (cf. B.2.4.), on notera

(2) C = Sing(X(n))H E(n) ,

avec nos notations, (***) implique que

(3) C = V(Uj,u3) .

Nous allons montrer quatre lemmes dont les preuves constitueront le 

paragraphe D.5.

LEMME D.4.5.

Sous les 

il(x’) = 2 et si 

on a d = 1 et

LEMME P.4.6.

Sous les hypothèses et notations de P.4.4., on suppose de plus 

que V(x) = 1+ v (x) et c L-J (X (n) , f ,E (n) , :cxj )j = (Uj,U2,U3)Uj .

Alors

(i) On a (IV **) en x .

(ii) Si cv (C ) <■ $ et t (x) - 1, il n'existe pas de point x'<=-X' 

avec m(x') = 1 et v(x') = t)(x) .

(iii) On a f (x' ) é- f (x) ou K (x' ) è 1 .

(iv) Si d^ 2 et £(x).> 1 alors on a £(x')^ t (x) ou K(x')e 1

hypothèses et notations de P.4.4, si (x) = 1 +  ̂(x) , 

de plus Ci1+>;W  [j(x(n),f,E(n),{x')_' # (Uj.U^l^U' , 

é'(x')̂  e(x).



-211-

LEMME D.4.7.

Sous les hypothèses et notations de D.4.4, on suppose de plus 

que *(x) « ï> (x) et m(x) = 1.

(i) Si A(3) ^ 0(p) ou si d=l ou si l ’extension k(x)/k(xf) 

est séparable, alors on a y(x’) = P (x* ).

(ii) Si p>(u,A) 1 (resp. = 1) et c(u,^\)^ 1, alors

on a ^ ( x ’) = 0  ou on a (***) pour (x’,(z,ji)) avec (z,p) p-base

de . . satisfaisant à 
X ,x

(1) c(z,y) c(u,7.) (resp. c (z ,p) 4. c (u/X) ) »

(2) (Mz.p) ̂  1 (resp. fi(z,p) i 1) si ^ ( x ’) = ^(x'),

£(x')<- 1 et |_Sin (X' )OE'J >' si oî(x') = 1 +i-,(x’).

(iii) Si 1u(x) = 2, on a £ ( x ' ) - é ;  i: (x) ou £(x')é. 0,75 .

(iv) Si 'K(x) = 2 et d 2 et £. (x) %  0,75, on a

t  (x1 ) - i- (x) ou (£ (x ' ) -*- 1 et <̂(x f ) = 1 + ¿J (x ' ) ) ou x ’ es t bon 

ou x est bon.

D.4.7. 1. On remarque que si on a (< (x) = )̂ (x) et m(x) = 1 et

1 et c(u,?\)^ 1 ) ,  alors puisque f>(u,̂ .) +  c ( u , a ) ^  . 7  ( u , A )  1 ,  

on a c(u,*\)v 0 et donc on a (IV **) en x. Puisque c(u,70*-- 1 , on a oC (C)<J> 

(cf. D.4.4(2)) • Puisque j?(u,7)-- 1, on a £_(x)-̂  1. Le cas D.4.7. (ii) 

est à rapprocher de D.4.6. (ii).

LEMME D.4,8.

Sous les hypothèses et notations de D.4.4., on suppose de plus 

que m(x) = 2.
/\

(i) Si K ( x ’) = 2, il existe une p-base (v,u) de 0 , , telle
' X  9 X

qu’on a (***) pour (x*,(v,p)) et

? (u,\) et c(u/,



Si de plus (Fjf...,Fs) n'est pas monogene ou si on a

(2) (i’(v,p)é: sup^d 1 j 1 deg |  ̂O , lf iiPj 

Si de plus e(u,70 = 1» alors

(3) £(x')< 2 .

(ii) Si on a e(u,X)^ 0,5 et tu(x') = 2, alors on a 

(v,p) ̂  1 et

(4) ¿-(x*) 1 ou x' est bon .

(iii) Si on a c(u,À)^ 1 et |l>(u,A)̂  1 et e(u,?\)4 0,5, 

alors K(x') = 0  ou il existe une p-base (v,p) de 0 , f telle
A , X

qu'on a (***) pour (x',(v,p)) et

(5) c(v,p)^ c(u, 0,

(6)  ̂f-(v,p)<. 1 si x(x') = J-'(x') ,

t (x ' ) - 1 et ùî l̂ Sing (X 1 ) ̂  E ’ ̂ ; si ^ (x ' ) = 1 + ^(x').

(iv) Si fL(x') =2, on a ¿(x')x £ (x) .

(v) Si 1t(x') = 2 et si on a d ̂  2 alors on a £(x')- l(x) 

ou (x') * 1 ou x' est bon.

D.5. En utilisant le fait que dans D.3 on a 1c(x') =2, il est facile 

de montrer que D.4.5., D.4.6., D.4.7. et D.4.8. entraînent D.3.

-2l2-

(1) f fj'(v.p)^ 1 + teiu.'Xjd , 

f)’ (v,p) t e(u, A)d 1 + p *.

S (u



dans le cas où m(x’) « 1.

La démonstration de ces quatres lemmes constituera tout le 

paragraphe D.5.

D.5.1. Dans ce paragraphe D.5., nous regardons le cas où m(x’) = 1.

Donc x’ n ’est pas sur le transformé strict de div(u^). Puisqu’on 

a («*) , on a U^VDir(x). Puisqu’on a (**) , on a soit v(x) = 1, soit 

(IV **) en x qui assure par B.2.5. (i) que si v(x)^ 2 on a 

VDir (x) , ce qui est exclu. On a donc toujours

(1) <Uj> = VDir (x) .

D.5.2. Prouvons D.4.5.. C’est-à-dire que nous étudions le cas où

,*(x) = 1 + L>(x) et J (X(n) , f ,E (n) , ̂ x • ) ̂ ^'"x(n),x U1 m°d ' 11lX(n) ,x * 

donc on a i(u,A) = !• Par D.5.1. (1), on a les hypothèses de B.4.6. (iii) 

pour (x,(u,̂ .)), on a donc d = 1. Pour calculer i (x) , nous appliquons 

D.2.7.1. au point x, ce qui donne £ (x) = 1,5. Pour calculer £:(x’), 

nous appliquons D. 1.2.3. au point x’ qui nous donne £(x’)̂; 1,5 £ £ (x) . 

Ce qui prouve D.4.5.

D.5.3. Prouvons D.4.7. (i). Posons u’ = (U2U3^*U2U3^,u3^*

A(3) + ^ i  0(p), alors on a par D.5.1. (1)

cC^[h(x)_1 (DM^j] + DM^’i + DM^’) )(f) = (A(3) +>’)!' Uj )« 0 .

Par I.F.3., on a

h(x’) * DM^V^ f = (A(3)+̂ ') f uj^ mod.iu^)

u » \
or DM ,-0 ~ ¿'(X ’ ,E ’ , \ x’ O  , on a donc ,x(x’)4P et par D. 5.1.(1),

L ^ J  ^

on a J(X’,f,E’,̂ xU ) = (uĵ ) mod.iu^). Si A(3) + 0 = 0(p), alors on a par 

D.5.1. (1) c- £h(x) * DM^!^ fj = 0  si 1 ̂  i ̂  3. Donc il existe j ,

4£ j< s tel que c-^Lhix)  ̂ DM^!^ fj = if (i)  ̂O. On a donc
A U

h(x’) * DMUp ! -, f = 3 (i) uj^ mod. (û ) . Si d = 1 ou si x’ est

-213-



séparable sur x, DM^ . | 6 j) (X ' , E 1 , •} x 'i ), d'où oc(xf)*= ^ et par
iJJ ;

D.5.1.(1), on a J(X',f,E1,^x*j) = (uj^)mod.(u^).

C.Q.F.D.

D.5.4. Désormais, nous supposons

(2) £<iO,)> 1.

En effet, si ^(x) = P (x) , par D.5.1.(1), on a o (u/A) > 

et si ¿<(x) = 1 + ? (x) et c>(u,/\) = 1, on a les hypothèses de D.4 

qui vient d'être traité en D.5.2.

D.5.5. Par I.F.3., on a

(3) I(X',f,(uM)) - u^0t(x) I(X(n)tf,(u/>))

et si m(x) = 1 ,

(4) h ( x T ‘ d“-^A f - „¡“W  h(*)-‘ d“Jj £ .

Voyons le cas où ^(x) = J(x) et où x* a pour paramètres u'. 

par C.6., on a

(5) ' e(u’ < e(u, ,) , (u ’ , A) ~ f  (u, À) , c (u ’ ,"\) = i(u/))-l

et A(u',?i) est préparé.

De plus, si m(x) = 1, par (4), on a

(6) (u' ,/ )s f! (u,?.) .

-214-

1

.5.

Alors,

De (5) on déduit D.4.7. au cas où x' est point de croisement pour (u,A) .



D.5.6. Montrons D. 4.6. (i) (ii) . Par définition de (3Wc) (cf. B.4.), (i)

est clair. Prouvons D.4.6.(ii). Soit (u,?0 une p-base de 0 ( .
X  Q n j 9x

telle qu’on a (***) et D.2.7.(1) pour (x^iu,^). Alors, posons pour

1  ̂i^ s
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h(x) 1 f = Y 2. . , j u? tnod. (u^ ) ,
LlJ I4j-^0*a,0îb 1 2  3 1

(?. . , k(x) . Pour tout i, 14. it s, on ai.J.b.a

Pi,j,d(u2) ~ a+^Tj_1=d ^i.j.b.a U2

Pour un (i,j,b,a),on a

i H =.  ̂0 et b “ J "(U>^)+1» 3 “ jc(u,"À).
9 J » D 9 a

On a clairement

0 (x1 ) ̂  ”j +a+2b-j-1 .

Si (V* (u, À) ̂  1 /2, on a 2b^_j + l et comme c(u,À)^ 1, on a a^j 

d’où P (x* ) ̂  p +a-j^ P -1 < P . Si (L"(u, X) = 1/2, par D. 2. 7(1), on a

b  ̂0(p) ou j  ̂0(p), bien sûr, on a a^ j et i = 1 ou 2, donc

— 1 — iN — 1 "). i 
on a ordx,|\i3 h(x) DM^!j f 1̂ + P(xf), d foù

^(x1 ) +1 P — j +a+2b—j — I -£.>' +1 +a—j < d’où /)(x') + l^>) et P(x')~)

Ce qui prouve D.4.6.(ii).

D.5.7. Revenons à la preuve de D.4.6., D.4.7. et D.4.8.

Par I.F.4., il existe une p-base (v,u) de 0 . f adaptée
A  ,  X

x' avec Vj = uj et v^ = u^ mais bien sûr, en général v^  ̂u^.

plus, comme = VDir(x), par I.F.4.2.(8), I.F.4.3.1.(4) et

I.F.4.3.2. (4) appliqués avec (&,c) = (0,0) et en permutant les 

indices 2 et 3, on a

I0t’,£,(u','A))(ujjU^  - .

pour

De

- 1 - V

U3
h (x) dm'î f =

L), j (£-•Did
uj'H ,d P.

i». ,d(l 2>
moc •(ui

ui> -

I(X »f »(v,*h>:
(vi*V3:
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Alors C.4.1. nous donne

(7) c(u’,X)-8R+ = A LKu’ ,?\) ; u^ ; ujj = c(v,p) + ]R+

où Ku'.'A) - I(X\f,(u’,70).

En D.5.5., on a vu que, pour X̂(x) = ^ (x), on a

c(u,,"X) = ‘̂(u.'X)-!. Si tx(x) = 1 + 0 (x) , D.2. 1.2(1) et un calcul

simple montrent que

ciu’.'A) = inf £(a+b-j-l ) j 1 ; û . 4 0̂  = fiu.'X)-!.c j ,b,a J

Bien sûr, puisque £(u/À) > 1 si on a tC(x') = 2  ou si

J(X* ,f ,E? ) = (uj1} mod. (û ) , on a (IV **) pour (x 1 ,(Vj ,v3> ) ,

mais nous n’avons pas forcément (***) pour (xf,(v,p)). Cependant,

par C.8 si **(x) =  ̂(x) , et par D.2.2. si c*i(x) = 1 + V (x) , on a

(***) pour (x’,(z,p)) avec = v^ et

(8) j Z1 = V1 + u3A ’ Aé °X’,x’ * a^civ.p)

(_ z2 = v2 + eu3 , 0£Ôx,)X, ,

où 0 = 0 si v>' (x * ) = P(x’).

Mais comme v2 est défini mod.iv^) (cf. I.F.4.2. et I.F.4.3.), un 

choix judicieux de v^ nous donne

(8bis) z2 = v2 •

Alors, par C.8., on a

(9) c(z,p)^ c(v,p) = £(u,A)-l.

Désignons par L' la forme linéaire définie par 

L ,(x 1,x2,x3) = xj+x^if (u,̂ \)-l ) *.



Par I.F.4.2.(8), I.F.4.3.1.(4) et I.F.4.3.2.(4) appliqués en 

permutant les indices 2 et 3 et avec S m t  « O, et par C.12(c)(d), on a 

h ( x ’ ) " 1 f  -  u ~ Ç h ( x ) -1 f  m o d . I ( X \ f , ( u \ ' A ) )  u3
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2 
i< j

l'1 + 
z

( le s  (J) . sont d é f in i s  en D.4.I.).
1 * J

D.5.8. Si Fj ^ O, on pose jQ = inf^J {<t>j j ^ a

A. = (^ . (u’,l)u»d(i»j). Alors, on a 
Jo * Jo

h(x’)"1 DM^jV f = Z  z^(-_1) A. mod. {Ht , ,,L’(

= h(x’)"1 f mod. [rÆx .>x.»L'^+ ,

et donc c(z,p)^ »> (u,?v)-l . Ce qui avec (9) donne

(10) c(z,p) = c(v,p) = i(u,^)-l.

De plus, on a

I f <z -u ) i j 0 1 ordx't1’l , j  ( , -u2) u2d(1' :l>! -
(11)!

si 0<(x') = l + ̂ (x') ,p"(z,p)i jo] £ordx , [Oj  ̂ (1 -1 |

D.5.9. Montrons que D.5.8. entraîne D.4.6., D.4.7 et D.4.8. dans le 

cas où Fj ^ 0.

D.5.9. 1. Voyons le cas où W (x) = ot(x') = 1 + 0 . D'après (11) et

D .4.2.(1), on a :

DV *P 
°  CI J

du A
d li]

—  V

u3
h (x) DU *̂

Li]
f mod

X' ,xf
L-r 1T

i V

L i ‘ ;,-l+
VX' ,xmod2. 

1 - j-

p-j-1
V 1

j 0 
V3

.dC
U2

.j)

i>-
Z1¿’ -1

3-1
z3

- D A.
J
mod

,X «••if*

d m *;?
i- * J

,U, U2
d(l , j )-



e » " ( z , p ) i  p " ( u ^ )  .

Remarquons de plus que si N^p"(z,}i)£ N + 0,5 avec N£3N, et si

0 t 2, on a D.2.7.(1) pour (x',(z,p)) et donc £(x’)£ N + 0,75.

En prenant (u,̂ X) telle qu'on a les conditions de D.2.7. pour 

(x,(u,A)), on déduit de ces deux inégalités que £(xf)-e £ (x) . Ce qui 

prouve D.4.6.(iii). Prouvons D.4.6.(iv) en ce cas. Si d^2, on a par

D.5.7. (11)

p > " ( z , p H  degC^j . ) j"1 d_1 - j"1 è ( 1 + >d_1 - j”1 •
,Jo

Comme j  ̂0(p) , on a jQ< P et donc

^ ,f(z,p)^ (1+ L /V'(u,̂ \)J )d 1 - 0 1 .

Si Lf>"(u,'À)J ̂  1, on a £(x')i 0,75.

Si Lp"(u,^)J^ 1 , on a p>" (z,p)^ p *f ( u ,̂\ )J et donc

£ (xf )£ L p " (u,A]̂  + 0,5 ̂ L3" (u,̂ ) J + 0,75^£(x). Ce qui prouve D.4.6.(iv) 

en ce cas et avec D.5.6. finit la preuve de D.4.6. quand Fj  ̂O et 

a(x’) = 1 .

D.5.P.2. Voyons le cas où cx(x) = 1 + V = 1 + o<(xf). On a

iMz.pJid'1 j^1 deg(<})j . )£ ( l + L r ( 0 ) J  )d_1. Si ^z.y) ̂  (1+ Lfi,,(u,‘>,)J ) ,
*J O

et si on a les conditions de D.2.7. pour (xjiu,^)), alors, par 

définition de à , on a

ir(x*)s0,5 + Lp"(u,})jc 0,75 + Lp"(u,A)jçi (x).

Si p>(z,p) = 1 + L|V'(u,A)J alors on a d = 1 et par D.1.2.(3), on a 

¿(x')i 0,75 + L(^"(u A)J4 ¿(x) .

Ce qui prouve D.4.6.(iii)(iv) et donc D.4.6. dans le cas où Fj  ̂O.

D.5.9.3. Voyons le cas où X (x) = P(x) = tX(xf). Alors D.5.7.(11) 

nous donne

j ? > (z ,p )  < e(u,/ \ )  d-14 p(u,'X)d"1 .

Ce qui avec D.5.7.(10) entraîne D.4.8.(i)(iii)(iv) et D.4.7.(ii).

En prenant (u,̂ \) telle qu’on a les conditions de D.1.2. et en
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remarquant que si ft(z,p)6 1N* , on a £(x')é (̂ (ẑ yi) - 0,25 (D.1.2.(3)), 

on en déduit que £ (x) et si d^.2, on a <5(x')^ £ (x) ou

£(x')<i 0,75. Ce qui finit de prouver D.4.7. et D.4.8. en ce cas.

D.5.9.4. Si (x) « ^(x) « ¿'(x') - 1, on a

^"(z.p) i e(u,^)d 1 - jo^  p (u,7i)d 1 - i> 1 .

Ce qui, avec l'aide de D.5.7.(10) entraîne D .4.8.(i)(iii)(iv) et

D.4.7.(ii).

Si d > 2, on en déduit que t (x') <£ t (x) .

Si d = 1, alors par D.4.7. (i), on a m(x) = 2  et donc, pour 

un choix de (u,/\) , on a t (x) « 1 + |_e(u,̂ )J et (3 " (z, p) e(u,\) -  ̂ * 

et donc L(x')i:0,75 + Le(u>^)J^ £ (x) • De plus, si e(u,/X)^0,5, on 

a /^"(Zjfi)^ 0,5. Tout ceci finit de prouver D.4.6., D.4.7. et D.4.8. 

dans le cas où Fj ^ 0.

D.5.10. Désormais considérons le cas où F^ = 0. Alors, par C.J2(d), 

on a c ^l » z(k(x') * = 0 et

I(z,p) = I(v,p) mod. £ 1?tx , x , , L ’̂ + si ^(x) = ^(x),

I'(z.p) = I'(v,p) mod. x » » L ’f^+ si oî(x ) = 1 + P(x),

où L'(x ,x ,x ) = Xj+X3(2 (u.'A)-! )

D'autre part, on a

I’(v,p) = I'(u',A)

donc on a

(llbis) c(v,p) = c(u'\» = c(z,p) = S(u.'X)-].

D.5.11. Finissons d'établir D.4.6. Donc nous regardons le cas où 

Fj = 0 et ex (x) = 1 + ^(x). Il reste à montrer D . 4 .6 ( iii) ( iv) .
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D.5. 11.1. Regardons d'abord le cas où ^ > alors par

t  ( x ’ )

1 ' ' X '

F2 U,s
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D.2.2.(3), F2 n'est pas coliniaire à une puissance i>— ème et on a : 

fV (z,p)i- p (u3^ h(x) 1 f ; z3, z2 ; Zj).

Appliquons C.4.2.2. à J = (u^ h(x) * Al°rs* Par

C.4.2.2.(2), on a

p.[u3lh(x) 1 D^’j f ; z3,z2 ; l u3»u2 ; u{>

où y(J ; u3,u2 ; uj) = supjj 1 (deg j + d(2> j)-1 )j - P "(u >̂ ) . On 

déduit de D.4.2.(1) en notant au lieu de Lp (J ; u^u^ ; uj) :

(i2> f>’(z,Hn ^ é  p"(u,9i).

D.5. 11. 1.1. Regardons le cas où or(x') = 1 + (x1 ) . Alors on a par (12)

P>n(z.p)*i p*(z,p)4 p M(u,?0.

En se reportant à D.2.7.5. et en choisissant judicieusement (u,7v) , on a 

ê(x*)^ 6 (x) , ce qui donne D.4.6(iii) en ce cas.

Reste a prouver D.4.6.(iv) en ce cas où = 0 et

 ̂yUj U2 et cx(x’) = 1 + ^(x ' ) . Si d ;> 2 , par C.4.2.2., on a les 

deux inégalités

(13)
( I"

.¿LS^d J +

De toute façon, on a

- -1-' u A,
(14) (z,p) Lu-j h (x) DL-’j f ; z3,z2 ; ZjJ .

Si if e 1N* » Par (13>, (i'(z,p)<<^>, on a 

|_f,"(z,p)Jé (_^(z,p)J<^ Lp”(u,̂ )J 

et on en déduit que

¿(x’)i L + 1.5'-Lp"(uA)J + 0,75 t è (x)

Si >1 et ¿Ç. TN alors on a par (13)

DU ’̂  f 
D [2] f

DU ’-
L2J

. —V
u3

-1 Du'̂
L2j

f
Z3’Z2



L p " ( z , p ) J  é L p* (Z ip ) ]  é L* /«1 ' i  é L V J -  l ^ L f J‘" ( u , ^ ) J  -  1, 

ce qui donne encore une fois

i (x1)* L |V’(z,H)l + 1,5 * L p n (u/À)J + 0,75 ^ t (x )  •

Il reste à regarder le cas où y ^  1. Alors, si ¿(u/À^lN, par

C . A .2.2., on a

p» [ u3 ̂ h (x) 1 d *̂2] f » z3 ,z2 5 ziJ' ^  d lz J/2 

et donc |V(z,p)<- 1/2 et ¿'(x1) = 0,75^: 1. Si c (u,^)6 3N, si y  ̂1 

et si V ^ 0, on a y < 1 - P * et ' (z ,jj) <c 1 d 1 où par D.2.7.5. (2) , 

p(u, A)< 1 et donc p"(u,A)^ 1 - ^  ̂9 de plus c(z,p) = c (u/A) - 1 £ 1N : 

par D.2.8(v), x f est bon. Si ¿(u,À)^3N, et si Lf' = 0, alors on a 

pM(z,p)^ 1/p, alors par D.2.7.5. (i), on a éXx') = 0,75^ 1. Ce qui 

termine l'étude du cas où (x ' ) = ^(x) = 1 + ? , ^ ¿f et

F1 = °-

D. 5. 11. 1.2. Voyons le cas où --x(x') =  ̂(x ' ) et ^ • Par C.4.2.2.

,V (z,pH y 4 j? "(u/A)  ̂1 + Lf-M(u/\)J

Par C.12(d), on a c£ (h(x') * DM2^  f) = 0, on peut donc appliquer
L , z L1 j

D . 2. 7 . 5. (ii) à (x*,(z,y)). On a pour un choix judicieux de (u,A) :

t - ( x ’ ) é 0 , 5  + L jV ' ( u , ‘X)J - 0 , 7 5  + L |V (u /X )J  H(x)  .

Ce qui termine la preuve de D.4.6. dans le cas où .
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D.5.11.2. Pour terminer la preuve de D.4.6., nous regardons désormais 

le cas où F2 = fU2 , oi(x) = 1 + P(x) et

Fj = 0. Par D.2.4., D.2.5. et D.2.7.4., quitte à remplacer u^ par

5 u^, on peut supposer T =  1. De plus, il existe G <= (F^*•••*Fg) tel 

que

G = 1.  ̂ Ud(j) U^(j) y.(U ,U ) ji 0
14 j - ̂  ^

où d(j) et c(j) sont définis en D.4.1.(5).

Posons jj = infjj J y \ ^ 0j . On a clairement

,on aV

u2 •! iTuJF2

0-
U1



(15) f\'(z,p)é(d(j ) + deg y. )j 1 d 1
J j i

Par D. 4. 2 ( 1 ) , on a

(15bis) d(j.) + deg y. - 1é j, "̂(u.'X), 
1 J 1 1

d ’ oü  d ( j  ) + d e g  y .  i  j  ( 1 + |P, "  ( u / > ) j  ) ,
1 J| 1
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( p ' ( z » p ) ^  (¡N” ( u , ^ )  + j j  ) d  ,

( 16) )

1

,-k ,-1 

-1
p ' ( z , p ) i  (1 + L P " ( u , ^ ) l  ) d

Si on a une égalité dans (16) alors on a des égalités dans

(15) et (15bis) on a alors

d ( j  . ) + d e g  y .  -  1 = j  f V ' ( u / > )
J j

Par d é f i n i t i o n  de  [ ( u , 7 . )  o n  a

c ( j j )  + d ( j  j ) + d e g  -  1 = j j O ( u , ' ) > )

e t  par d é f i n i t i o n  de  c ( u , 7 . )  o n  a 

c ( j  j )>> j  j C ( u , ' A )  .

En outre

c ( u , ^ ) ^  c ( u , 7 . )  + V = " ( u , ? 0

d * où

c ( j j )  = j j C ( u , A )  e t  P " ( u , ^ )  + c ( u , ^ )  = ¿ ( u / z O -

Dans le développement de g donné en D.2.I.2., soit (j,b,a) tel que

i. K + o, b— 1 = jP"(u,À), a = jc(u,̂ \) , j,b,a l

alors

b+a-l = je ( u , " > )  ,

donc

✓ ^-j b a N . . ^ ( -1
VL j  , b , a  V 1 v 2 v 3 ) = ^ + c > ,

donc puisque F̂  = O et F^ = f on a b = j = O mod.(p) .



Revenant à la définition de £(x) donnée dans D.2.7., on voit que 

l'on n'est pas dans le second cas de D.2.7.(1) car ce qui précède 

s'applique pour toute p-base (u,^) satisfaisant à (***). Par suite 

si i (x) * 0,75 + Lp " ( u ^ J  alors p "(u,^)* 0,5 + p"(u,/X) ce qui 

contredit l'hypothèse qu'on a des égalités dans (16).

En conclusion, si on a une égalité dans (16) ou des égalités

a P
dans (15) et (15bis) et en plus F^ = O et F^ = i alors

(16bis) £(x) 1 + L p M(u,*X)J[ .

D.5.11.2.1. Voyons le cas où d^2.

Si L p M(u/X)] = O, par D.2.7.5.(i), on a 

f.(x')^ 0,75- ¿(x) .

Si Lp"(u,^)J^ 1 et (d^ 3 ou p>" + jj* £ 2) , on a par (16)

(z,p) ̂  Lp n(u,^)j . Par D.2.7.5.(ii), on a

f(x')i + 0,5^ L(?’’(uA)j + 0,75 t F (x) .

Si d = 2 et = 2  et >x(x') = ^(xf), on a p'(z,p)< 1,

d ’où par D.2.7.5.(ii) , £(x')^ 1,5 et, on vérifie que £(x)-2 1,75.

Si d = 2 et |V(u,Â) + j ^ = 2  et cx(x') = (x) = 1 + ^ (x) , soit 

çt* (z,p) <- 1 et par D.2.7.5. (ii) , on a £(x') - 1 ,5 et on vérifie que 

£(x)^ 1,75, soit |V(z,p) = 1 alors dans (16), on a des égalités et 

donc on a (16bis), c'est-à-dire h (x) ̂  1 +L^"(u,7.)] = 2. Comme 

(z,p) = 1, on a <^(x')*é 1,75, d'où £(x')£: 1,75* £(x).

D.5.1 1.2.2. Regardons le cas où d =* 1 et où il

i)
existe i, 4 - i S s avec F^ ^ O. Rappelons que F^ * Uj , d ’où 

deg^ (F^) ̂  P et donc on peut appliquer (15bis) à G «* F^. Puisque x' 

est rationnel sur x, on a

u3 1_^ Fi(ul’u2 ’u3) = h <x ’>_1 DMH ]  fi m°d ' i'n x ’,x'’L ’i r  *

ce qui donne z,A)^(d(j.) + deg H'- ) j.* d * , d'oQ
J1 i
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(z.'A) s- ̂ "(u.'X) + j^1 ,

p(z,^)£ 1 + L ̂ "(u.'AXl .

Si c*(x’) « 1 + l̂ (x'), on a

jy'(z/A) t (Jîz.'X) - jj *î= |̂ "(u,/A) .

Si p>"(z/A) ̂  (? "(u,"A) , on a clairement £(x')i= £<x) . Supposons désormais 

que ¡r’U A )  - j^’Cu/A).

Si p"(z,A) t (_ |3"(z,\)J + 0,5 par définition de £ , on a clairement 

t(x’)^ à (x) . Si p ”(z,"Â) =Ç-,,(u,?0 = +0,5 , on remarque

que l’égalité p n(z/\) = p"(uA) implique qu’on a égalité dans

(15) et (15bis) et donc par (lôbis) £(x) 1 + [ p’̂ u,^^ , donc en x, 

on n’est pas dans le cas D.2.7(l) et l’égalité p>"(z/À) = ^ ’(u,̂ ) 

entraîne €(xf) s £ (x).

Si tX(x’) = ¿̂ (x’), on a

fi (zA) * ̂  "(u.'A) + jj1 ,

| |?,(zA)< 1 + LP ”(u,'A)J .

Si p- (z, \) ̂ 1 + L p 11 (u,? )J , par définition de f. , on a 

¿(x’)< 0,5 + L p " ( u , / ) J  - ^(x) .

Si t(z,X) = 1 + L p11 (u,̂  )J , alors on a £(x’)̂ - 1 + l p ”(u,\) , 

d’autre part on remarque qu’on a des égalités dans (15) et (15bis) et 

donc que £ (x) >1 + ¡_ |V'(u, ) )J , d ’ où cc (x ’ ) £ £ (x) .

D.5.11.2.3. Pour terminer la preuve de D.4.6., il reste à regarder 

le cas où

F, = F. =...= F - 0 , F = u!' U. et d - 1.
1 H S Z 1 Z

Alors ( F j ,...,Fg) = (F2»Fj+F2+^3^* ^ar ^.2.2.1., cet idéal n’est

pas divisible par une puissance j)-ème. Donc ^]+^2+^3 ^

Si A(3) + 1 + ^ = 0(p) , alors dans (16), on peut prendre

G = Fj+F^+F^. De plus, on a
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U3* *?G(u 1.u2,u3) = c t £ tZ[h(x') 1 DM?-’] fj mod. [ . >x. .L ’ j z" + .
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qu'en D. 5. 11. 2. 2., on a £(x') £(x).

On en déduit que (3> (z, 11 (u,^) + . Pour les mêmes raisons

Si A(3) + 1 + \J ^ 0 (p) et (u2u3*)(x')  ̂°* alors on a

(17) c^[h(x) !(DM^* + DM^’j + DM^)(f)] - (A(3)+ ̂  +1 )U^ U,, * 0.

D'où ordx,[]h(x') * DM^-Î^ f | = ^ et donc

(18) o^(x') =

On prend alors G = ^¡+^2+^3 + P + OF^ » et par (16), on a

( |V(z,À)- (p>”(u,X)+ji1)d 1 ,

{ |V(z,X) é (1+ )d_1 .

Si j*>'(z,A)̂  1 + L (̂ ** (u> A)J , alors, puisque Fj = 0, on 

applique D.2.7.5.(ii) à x* et on a

¿(x')t 0,5 + Lf"(u,})j 0,75 + L p"(u,>,)J 4 H(x).

Si t>’(z,A) = l+ Lp"(u,^)J , alors on a une égalité dans (16) et donc on

a (16bis)

£ (x)^ 1 + L p"(u,̂ .)J .

a b • •
On a z = uj+u^ 0 avec 0 inversible . On

vérifie que si a>£(u,A)~l ou si bp p"(u,"X), alors en posant

(20) ci*’ , [h (x ' ) 1 DMZ ’-̂ f| = 
9z LA

on a
d(j , ) e ( j , ) + i

W 'i (UA» 0 mod. (v, ).
J 1 ¿u2

D'où (î(z,A)é 1 +Lp"(u »̂ )J et

£(x')t 1 + L p"(u,3,)J ir £ (x) .

ecj j )

.-1
J1

(A(3)

-r"(u

U3
S-j e(j)

2



Si on a a et b ^ p " ( u / \ )  « 1 + L (2 " (u , ^ X ) J  , alors on a

c^L'.zLhix')"1 d zc ’3 f] « (Zj - eu’a Vb)̂  .

D'où (V(z/\)^ 1 + Lp"(u,^X)J , cas déjà traité après (18).

Si on a a = ¿(u,^) - 1 et b = p"(u,A) = 1 + LP"(U , 'A)J 

alors soit dans (20), il existe j avec ^ 0 et

0(j)<. j(l+ Lf*M (u,\)J) auquel cas on a

f>(zA)i 1 +L^"(u,'\)J et <?(x’)t 1 + L (5"(u A) J î ¿(x ).

Sinon, par (20) on a :

• Î O Î « - ' ’“  «ÏSÎ fJ - „2 „ Hj “i''-3 V2 ' '5 ̂

avec ©'(j)5 j (1+LP'"(uA)J ) .

D'où, en posant C^X ^U3V2^ = ^2 + ^ ^3 ’ °n a

F l+F2+F3 = U2 ((a O ) + t"'+l)u ^ + Z  pj U^_j U3 (j) (U2+ d U 3)6 ’(j)) .

d(j.) c(j ) © ’(j.)
D ’où U y. = p! U uo<u9 + £lV  et

Z Jj J j z Z J

d ( j . ) + deg y. = l + ©'(j])J’j]( l + L P  "(u,A)j ) , ce qui contredit (16).
1 J | 1 1

Pour terminer la preuve de D.4.6., il n'y a plus qu'à regarder le cas 

où o(x’) = 1 + \> , 1t(x’) = 2, A (3) + 1 + ^ 4 0(p), Fj « F ± = 0,

A é i t s et F2 = U2 UĴ et x' est le point de paramètres 

u' = (UjU3* . u ^ ^  ,u3) . Alors on a

f = U^A (3) + 1 + >J (u j/'u2+u3A) + R(f,u',7\).

Par III.2 appliqué en permutant les indices 2 et 3, l'hypothèse

^(x') = 2 implique que oc(x') = l + t̂ . Alors on a (***) pour

(x' , (z,^) ) avec Zj = u j + u ^ u ^ e  avec 06k(x') [ L ^ » 11̂ ]] » 0 

inversible, = u^ , z2 = u2 mod.(u^).

< ' , z C h(x,)_1 DM[ Î  ^  = (A (3> + P+1)Z,1Z2 + ü < - jz r - J z2 Pj •

Bien sûr, si a > S(u,70“ l = t> -1 ou si b;>p"(u,A), on a

e(j,) ¿(j,) degy: +d(j ) + l
il. z = z9 V7. (z ,1) mod.(z J 1 ) d'où (V1 (z />)^ p " (u,A) ,

Z. J j Z  z
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on en déduit que £-(x ')î: £1(x ).

Si a = Siu,^)-! et 1 + (_P"(u,^V)J alors on a

C^ L '   ̂ DM C2^ ^  = Z2 ^Z 1 + 0Z3  ̂ Z2 ^  Bt  ° n e n  déduit ^ ue

P>”(z,̂ \) < "(u,^) d ’où t(x')t-fc(x) . On a prouvé D.4.6.

D.5.12. Finissons de prouver D.4.7. Par D.5.5., D.5.8, nous n ’avons 

plus qu'à regarder le cas où u^ix') ^ 0 et Fj = 0. Puisqu’on a 

f(u,/0> 1, on a avec les notations de D.5.6. :

f = u ’A(3) + ̂ u ; Pv2+u ’g) + R(f,v,p),r«iO*,)Xt

O U

f = u^A 3̂* + lJ($u{^ +U^g) + R(f,v,p), Ÿ  c 0 x',x' *

Dans le 2ème cas, on a (IV **) pour (x',(v,p)).

Dans le 1er cas, si on n ’a pas (IV **) pour (x',(v,p)), alors on 

a c*(x’) = ^(x*) et par III.2, on a %(x')6- 1 et même, si 

c* [v(uj ,u^)] ̂  ^  , c'est-à-dire si S ( u,̂ )<£ 2 (c’est le cas dans 

D.4.6. (ii)), on a îC(x') = 0.

Donc nous supposons qu'on a (IV **) pour (x',(v,p)) , on 

peut appliquer D.5.10 et on a

(■ I’(z,p) = u3 I(X(n) ,f , (u,A)) mod. £ 11L x , x , ,L ' j ,

(22> )
(. = u3 * I(X(n) ,f, (u, A)) mod. | ̂ X ' ,x' ,L'̂ z+

On va donc appliquer C.4.2.2. à I(X(n),f,(u, )  pour majorer p'(z,p).

D .5.12.1. Voyons le cas où F ^ 0. Soit alors j = inf) j! 0« • ) ï  0
Z i   ̂ I Z ,  J

On a 1^ jj-v et d(2,jj)  ̂0 et deê|j (F2̂  < ̂  * Par c -4-2.2., on 

a

(23) |3>'(z,p)4 deg(f2  ̂ ) j j 1 d 1 t [f (u > j d *•

Comme Fj =0, par C.12(d), on a c ^l ’  ̂ fj * 0.“ oí



On peut alors appliquer D.2.7.5. à (x’,(z,p)). On en déduit 

facilement D.4.7. en ce cas.
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D.5.12.2. Voyons le cas où “ 0. Rappelons que =0, on a

(F F ...,F ) (F1+F2+F3, F .....F ).

D.5.12.3. Si x* est rationnel ou algébrique séparable sur x, alors 

par D.4.7.(i), on a o^(x’) = ^(x'). De plus, par (22), on a

On en déduit facilement D.4.7.

D.5.12.4. Si l’extension k(x)/k(x') est inséparable, par C.4.2.2.,

On obtient facilement D.4.7. à l’aide de ces inégalités et de D.2.7.5. 

dans les cas où

*(x’) = ^(xf) ,

o<(xf) = 1 + *̂ (x’) et (£(u,>) > 1 et >̂(u,X)  ̂2) ,

^>(x’) = 1 + î (x’) et (d ̂  3 et p(u,^) = 2).

Voyons les cas qui restent. On a donc ¿*(x’) = 1 + ^(x*), par D.4.7. (i),

u3* I (X (n) , f , (u, A) ) = u3 ^ h (x) + DMU ’̂  , Dm“?} ) (f )

= I(x',f,(ï,p)) mod. {'"x, X .»L ’-Z;+ •

D ’où par C.4.2.2.

f*> (z ,̂l) è p.(u,)>) ,

P ' ( z , p ) ^  1 + L p ( u , ' X ) d  * j  .

on a j’> ' ( z , j i ) é  ^ ( u . ^ d  1 + p 1 e t  p>’ ( z , p ) <  1 + L ( 3 ( u , rX)d *j £■ 1 + | _ ^ ( u , } ) p

on a

(24) A (3) + J = 0 (p)

D.5.12.4.1. Si (Fj+P2 +F2 ,F^,...,Fg) n'est pas monogène ou si 

t (u.'X) alors par C.4.2.2., on a

tDMí¡]
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(25) p> ' (z,p)é j3 (u/À)d 1 .

Cette inégalité prouve D.A.7.(iii)(iv). Elle donne D.A.7.(ii) (2) si 

£>(u,A)< 1. Si £ (u,̂ \) « 1, alors on a p,’ (z, ji) e. 0,5. Par D.2.7.5., on 

a t(x’)< 1 et |3(z,p)< 1. Ce qui donne D.4.7. (ii) (2) si pCu,^) = 1. 

Maintenant, on remarque que si piu,^)^ 1 et ciu,^)^ 1 alors 

£(u,^)<2 et comme &(u9'X)> 1 , D.5.4.(2), on a < T ( u 3 N . Donc 

sous les hypothèses de D.4.7.(ii), on est en ce cas D.5.12.4.1, de plus 

c(z,p) = b(u,)0--l£ c(u,^) + p (u ,//\) -1 , on a D.4.7(ii).

D.5.12.4.2. Il n ’y a plus qu’à prouver D.4.7.(iii)(iv) dans le cas

où £(u,^)é3N et où (F , . . . ,F ) = (F +F +F ,F. , . . . ,F ) est
1 S 1 Z J H S

monogène. Alors, puisque A(3)+̂ > « 0(p), on a Fi+F2+F3 = °* sinon 

on aurait ^eg^ (Fj,...,Fg)c P , ce qui est absurde.

Alors, pour un i, 4 i- ii- s, F^ est non colinéaire à une 

puissance P-ème. On a par C.4.2.2.

p'(v,p)£ (Mu t'X) d 1 ou j?> ' (v,p)£ (deg pr)P d 1 + P 1 » P %  P » 

et aussi

|î"(v,p)i P'(v,p) * j?(u,̂ )d 1 + p 1 .

Si p>*(v,p)<- 1, alors on a p(v,p)<̂ - 1 et c(v,p) = S(u,^À)-l^]N,

par D.2.8.(iv), on a K(x*)^ 1 ou x’ est bon.

Si ^ ’(v,p) = 1 et jî(u,A) = 1, alors par C.4.2.2. , on a

p’(v,u) = deg 0. r et p = d = 2 et deg (J). = p(u,'>)pr = pr. i, p i, p i

On en déduit que ¿(u,7j “ c(u,^) + |̂ (u,A) et donc c(u,70£lN et 

f>(uA) = 1 , par D.2.8.(v), x est bon.

Si p(u,^) = 2 = d = p. Alors, puisque F̂  = 0, on a t .(x) = 2. 

On a p’(u,'À)̂  1,5 , par D.2.7.5. , on a £(x*)i: 1,75.

On a fini de prouver D.4.7.

D.5.13. Prouvons D.4.8. Il n’y a plus qu’à étudier le cas où F̂  = 0. 

Alors, par D.5.1. (1), on a ¿(u,A)>l. Alors, si TL(x’) *= 2, par 

B.4., on a (IV **) pour (x,(u’,û )) et on peut donc trouver (z,p)

>̂(u,Ä)p 1

p(u,?0
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telle qu'on a (***) pour (x'(z,p)). Par D.5.10, on a 

I'(z,p) = u~° I(X(n) ,f,(u,l)) mod. { , >w, ,L *j ** .

Alors D.4.8.(i) (1)(2) résultent de C.4.2.2. On remarque que puisque 

Fj « O, on peut appliquer D.2.7.5. à (x',(v,p)) et qu'alors si 

e(u,^) = 1 , on a f*>' (v,p) 5 d *+p 1 £ 1 ,5 , donc D.4.8. (i) (3) est 

conséquence de D.4.8.(1). Ce qui prouve D.4.8.(i) et en réappliquant 

D.2.7.5., on obtient D.4.8.(ii)(iv)(v) . Prouvons D.4.8.(iii). En 

fait, la seule difficulté est de prouver l'existence de (v,p). Cette 

existence est évidente si J (X1 , f ,E ' , £x ) * (uĵ  mod. (up . Sinon, 

on a avec les notations de D.5.6.

f = u Â (2)+A(3)+t' (¡f u'*'* + u_*g) + R(f,v,p)

et donc Sing(X')n E' = V(uj,u3). De plus c(v,p)-^ 1 car 

c(v,p) = c>(u,A) - 1 £ ciu,^) + p> (u,"A) - 1 ^ 1  .Si cx(x') = ĵ (x'), 

par III. 2, on a IC(x') =0. Si cx(x’) = 1 + P(x'), on a (IV **) pour 

(x ' , (û  , v^ ,û  ,p) ) et donc par D.2.2., on a l'existence de (v,p). 

Maintenant on remarque que les hypothèses de D.4.8.(iii) impliquent 

c (u /À ) + f* (u , < 2 , d 1 où £ (u /X) ̂  2 .

Comme ¿(u,A)> 1» on a ¿(u,^)^!^, donc par D, 4.8 . (i) (2) , on a 

£>'(z ,p) S c (u/X) ̂ 0,5, ce qui par D.2.7.5. entraîne que £(x')<*-l.

De plus, comme c(v,p) = c(z,p)* 1, on a &■£sing (X ' ) d Ce qui

termine la preuve de D.4.8.(iii).

D.6. Prouvons D.3. dans le cas où m(x') =2. Il y a trois cas 

différents qui sont

(1) (x) = (̂x) et m(x) = 2 ,

(2) c* (x) = ^(x) et m(x) = 1 ,

(3) oi(x) = 1 + P(x).

Soit (n) : X' --> X(n) l'éclatement centré en x. Soit x'£ X' un

point proche de x avec m(x') = 2.

Dans les cas (2) et (3), avec les notations habituelles,
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x* est le point de paramètres u' « (uju2^*u2*U3U2 ^ ‘

Dans le cas (1), u  ̂et jouent des rôles symétriques et 

x' est soit le point de paramètres u', soit celui de paramètres

, -1 -1 N
U “ (U1 U3 ,U2 U3 ’ U3 *

Dans tous les cas, il est clair que x' est à D.Q. et que

*(x') = î (x’).

LEMME D.6.1.

Soit x un point maigre de D.Q. de Sing(X(n)) et soit

(u,*X) une p-base de 0 f . telle qu'on a (m a ) pour (x,(u,7)). Onx {n),x

suppose de plus que m(x) = 2. Soit 7C: X* -- > X(n) l'éclatement

centré en x et soit x'<SX' un point fermé ^-proche de x avec 

m(x') = 2. Alors, avec les notations de D.6., on a (AAA) pour 

(x'.iv.'X)) où (v,^) = (u',A) ou (u",A) est la p-base de 0 , ,
À  ̂X

donnée en D.6. De plus, on a

(i) É(x')^e(x), e ( v / X ) é  e ( u / X )  ,

(ii) Si c(u,^)c 1 et |*>(u,X)^ 1 et e(u,'X)̂  0,5, on a 

c(v,l) <- ciu,^) , p(v,>).c ], e(v, X) ̂  0,5.

Preuve.

Par ¿12] Remark (5) p. 126, on a que û(v,*A) est préparé. On 

a donc (AAA) pour (x',(v/A)). Les assertions (i) et (ii) résultent 

alors de C.6.

D.6.2. Nous allons maintenant étudier les cas D.6.(2)(3), c'est-à-dire, 

les cas où m(x) = 1. Nous allons voir qu'on peut avoir £(x');> é(x).

Soit alors TC' : X" -->X' l'éclatement centré en x' et soit

x"£-X" un point fermé P-proche de x'.

LEMME D.6.3.

Soit x un point maigre à D.Q. de Sing(X(n)) et soit (u,A)



une p-base de °x(n) x te^le qu'on a (***) pour (x,(u,^)). On 

suppose de plus que m(x) * 1 et *(x) « (̂x) = P. Alors, avec les 

notations de D.6. et D.6.2., on a (***) pour (x ' , (u ' ,̂A) ) . De plus

(i) si £(x)> 2 , on a £ (x')^ É(x) ,

(ii) e (u ' 9 X̂) <r sup(l, p>(u,90“l),

(iii) si p>(u,̂ )̂  2, on a eiu’j'À)̂  1»

(iv) si p(u,7v)^ 1 on a e(u',A)^ 1/2 et si, avec les 

notations de D.6.2., il existe un point fermé x'<=~X' avec 

(P ,K) (x") * (P(x),2), on peut trouver une p-base (z,p) de Ox„ 

telle qu'on a (***) pour (x",(z,p)) et

(1) |^(z,p)< 1 si ot(x") = ^(x") et m(x") = 1,

(2) e(z,p)^ 1/2 si m(x,f) « 2,

(3) fe(x")̂  1 si oc (x") = 1 + ^(x") ,

(v) si £(u,A) ̂  1, on a e(u',"A)^ 1/2 ,

(vi) si c(u,\)^ 1 et (2>(u,>) ̂  l alors on a 

c(u',A) * c(u, A) , p (u' , AH ^ 1 et e(u'/\) 1/2.

(vii) si £(x')^ £(x)^ 0,75 et

s'il existe dans X" un point fermé x" ^-proche de x avec 

fC(x") = 2, alors x" est bon ou ^(xn) <- t. (x) ou (* (x11) = 1 + ù (x") 

et on a â(x") = 0,75) ou (m(x") = 2  et £(x") = 0,75).
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Preuve.

Par Ql 2j Remark (5) p. 126, on a que A(u',^) est préparé. 

On a donc (***) pour (x ' , (u ' 9 X̂) ) .

Alors (ii) découle de C.6.(iii). On remarque que (ii) 

entraîne (i).

Prouvons (iii) et (v). On a, par définition de e(u',A) 

P(u',>) - d(u’,>)? e(u\>) ,

Y(u',?0 - c(u',A)? e(u',^) .

Or par C.6. (iii), on a



(4)
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p>(u’,00 ~ d(u’,90 - p>(u,^) + c(u.'A) - ¿(u. 'A) , 

S'(u'.'X) ~ ciu’.^é o(u,70 - c(u,A) •

D ’où

(5) fiiu,))?, e(u'.l) + t (u,Ç\) - c(u,l)^ 2e(u’/À) .

Ce qui entraîne (iii) et (v). D ’autre part, par C.6.(iii), on a

(Hu ' , A) = fMu,A) + c(u,A) - 1 et c(u',7i) = c(u,l). Alors ces égalités

et (5) prouvent (vi).

Prouvons (iv). Par (5), on a e(u*,?0 £ O,5. Alors, (1) et (3) 

découlent de D.4.8.(ii). Si e(u',/\)<. 0,5 , (2) est donné par 

D.6.1.(i). Si e(u',̂ \) = 0,5 , par (5), on a <f (u ,7\) — c(u,A) = 0,5 

et |̂ (u,),) = 1. D'où par (4),

p ( u ' , X )  -  d (u ' , A) = H u ' , ' ) , )  -  c ( u ’ ,A) = e (u ' , A) • Par C.6.(iii), on

en déduit que e(z,p) = 0  ce qui donne (2). De plus A(z,p) n'a qu’un

sommet et donc par C.5.(viii), x" est bon.

Prouvons (vii). Soit (u,A) une p—base de 0 ( v telleX(n;,x

qu’on a les conditions de D.1.2. pour (x,(u,A))* Par (i), l'hypothèse 

£(x')^ S (x) entraîne ¿(x)^ 2.

Par (iii), <5.(x')̂  £_(x) entraîne ^(u,}0 = 2 ou ^(u,A)^ 1. De 

plus, (iv) entraîne (vii) dans le cas où |̂ (u,̂ \)̂ .l. Il n'y a 

qu'à étudier le cas où

(6) fMu/A) « 2.

Alors par ( i i )  , on a e ( u ’ /X)<= 1 et puisque ¿(x1)^ £-(x) , on 

a e ( u ’ ,^ )  = 1. Alors, par (4) et (5), on a :

(7) ^(u’,9l) - d(u’,A) = ftu’.'A) - c ( u ’ , ”A) = e (u * ,~\) = 1.

Par C.6.(iii), si m(x") = 2, pour une p-base (z,X) de °V" "
A , X
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telle qu'on a (***) pour (x" , (z ,7[) ) , on a e(z,^) = 0  et donc 

£(x") « 0,75 et même, par C.5. (viii) , x:' est bon.

Si m(x") « 1 et 0((x") ■ P(xM) , par D . 4 .8 . (i) ( 1 ) , pour une 

p-base (z,p) telle qu'on a (***) pour (x",(z,p)), on a p>'(z,p)zi 2. 

Par D.2.7.5.2., on a ¿(xn) £ 1,5 or p(u,^) = 2 implique que 

¿(x)^l,75, d'où ¿^") ̂  £(x) .

Si iX(xn) * 1 + P (x") et [k (xft) :k (x ' )] ̂  2 , par D.4.8.(i)(l), 

on a p>'(z,p)£: 1 pour une p-base (z,p) telle qu'on a (***) 

pour (x,f,(z,p)). Par D.2.7.5.2., on a fc(x")f 1,5 et donc 

¿(x")- ¿(x).

Finalement, il reste à étudier le cas où m(x") = 1 et 

*(x") = 1 + ¿(x') et k(x') = k (x") et e(u' A) = 1. Par D.4.8.(i), 

on a |5'(z,p)-£ 1+p 1,5. Par D.2.7.5.2., on a £(x") £.* 1,75. D'où

6 (x")t.- t (x) . Si fĉ x") = <̂ (x) alors on a ¿-(x) =1,75 et p>(u, A) = 2, 

on a donc D.1.2.(3) pour (x,(u,^0). Or, on a 

h (x ' ) 1 = u2  ̂h (x) 1 f * d'où

(8) inv ,fh(x’)-1 DMU ĵj f] 4 0 ,

où v est le sommet (c (u ' , ̂\) , p>(u '/X) ) de ¿\(u',A)« Or on a 

f(u',A) = e (u ' ,7̂ ) + c(u',?) + d(u',», 

par (7), on a

(9) c(u',A) + p(u' , À) = c(u' A) •

Par (9), le point v est sur le coté de pente -1 de Û(u ',a) et 

par (8), on a

c2:<u',>)[h(x,)”1 d m d ^  fJ * 0 •

Par D.5.7.(ll), on a p.(z ,p) è e(u' ,̂X) = 1 . D'où ^"(x") é. 1 - ^ 1 et 

é(x”)i. 1,5^ 1,75 = £(x). C.Q.F.D.

“w ’1
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Soit x un point maigre à D.Q. de Sing(X(n)) et soit (u ,a )

LEMME D. 6. 4.

On suppose de plus que oC(x) = 1 + P(x). Soit x' l'unique point 

proche de x dans X' tel que m(x') « 2. Alors, avec les notations 

de D.6. et D.6.2., on a (***) pour (x',(u',?0)- De plus

(i) si £(x)> 2, on a £(x')^ £-(x) ,

(ii) ^(u',^) « (3"(u/X) + c(u,70 - 1, 

d(u'/X) - f ( u A )  “ 1 ,

Î(u’ ir |_ £ (uA)J + 1 »

c (u ' ,"A) = c (u,*A) ,

(iii) eCu'j'X)^ 2 ou e(u'»'X)^ ^"(u,^) - 1 ,

(iv) si [?>"(u,7l)^ 0,5 et c(u/X)^ 1, alors on a 

e(u' /A)^ p. (u' ,90 c 0,5 et c(u'/A) = ciu,');) ,

(v) si £(x')~? £ (x) ̂  1 et si Ît (x) = 1t(x') = 2  et si dans 

X" il existe un point x*1 i> -proche de x' avec l'CCx") = 2 alors 

£(x") <l £ (x) ou ¿(x") -c 1 ou x f est bon ou x" est bon ou x 

est bon.

une p-base de 0 f . telle qu'on a (**) et (±*±) pour (x^u,^)). 
A vïW » X

Preuve.

D.6.4.1. Puisqu'on a (**) pour (x,(u,^)), on a

J (X (n) , f ,E (n) ) = (u j ) mod . (û ) . D'où J (X (n) , f , E (n) , £xj >=11^ ^ u^ mod.Cu^) 

d'où J (X, f , E ' , £x 'j ) = u^  mod. (up . Par D.2.2.(4), A (u ' /\) est

préparé et donc on a (***) pour (x',(u',^)).

Prouvons (ii). Posons

í i » n w g  + Kit ,u,a; ,

^  / Y' >> i b a , . l+Pv
U  “ i U2 j . b . a  “ l u ^ m o d . í u j  ) .

f - h(x)g + R(f,u,”X),

On a f = h(x')g' + Rif.u'.'X) avec

( 2 )  g ’ = r u ; ^  + z
1

í. . u'/~j u ^ - j " 1 
j,b,a 1 2

t a J , » 1 +rr.od.(uj ) .
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On rappe lle  que

r c ( n , 7 )  = i n f  [ a j | 4 o j  ,

(3 )j  p>"(u/\) = i n f  ̂  (b 1 ) j  ] l êj b a  ̂ °  e t  aJ 1 “ c ( u , } ) J  , 

l o (u / X )  -  i n f  ^(a+b-1 ) j 1 / t! j b a  ̂ ° j  *

On l i t  a lo r s  sur g ' le s  r e l a t i o n s  de ( i i )  . Puisque  

eiu ' . 'X)  = f t u ’ /X) -  c i u ’ .'A) -  d (u ’ ,~X) , on a :

( A ) •>

e ( u ' , ) ) i p ( u ' (l )  -  d ( u \ A ) é  |5"(u/X) + c í u . »  -  ¿(u/X)  

e ( u '  ,7k) t  y'íu' /X) -  c ( u '  £ (u,0v) -  c ( u , /X) + 1*

Si e(u',"X)^ 2 a lo r s  Siu.^X) -  c (u,^)?,- 1 e t  donc e ( u ' ,7>) -  f > " ( u / \ )  — 1. 

Ce q u i prouve ( i i i ) .

Prouvons ( i )  . S i e ( u 1 ,7v) £ [V1 (u /A) -  1, on a 

£ ( x ’ ) £ l  + ¡ . e ( u ' (7,)J< |.p,"(u^.)J ^ fc' (x).

Si e ( u ' , ) )  ^ 2 ,  on a <£ (x  ' ) & 2 . Donc , s i  f  (x )  ? 2 , on a 

£ ( x 1 ) t  (x )  , ce q u i  prouve ( i )  .

On remarque que ( i i )  e n t r a în e  ( i v ) . I l  n*y a p lus  q u * à prouver (v )

D . 6 . 4 . 2 .  Prouvons (v )  dans le  cas où m (x,f) = 1. Par ( i )  , on a ^ (x )  ^ 2 

e t  donc on suppose 1 £ ( x )  ^ 2.  Posons

<5 > G “ c e S ( u ' , ' X ) ( 8 ’ ) = + , ^  , u j >;" j u * d ( j ) u - c ( j ) ç j i u - . u - )  ,

(6) G2 = c C ( u , ^ ) ( h ( x ) _1U2^_1DMlJ’n f )  = i'UjJ + Z u j lJ_JU^b (: l )U^a ( j ) Yj(U2’U3)

e t  sont nu ls  ou non d i v i s i b l e s  p ar  n i  p ar  U^.

Je d is  que pour , on a

où

ru;-
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( 7)

* O ou deg (j)̂ j

O ou deg Cfj <■ J

Si de plus on a £(x) 1,75, on a

/ (j)̂ « O ou deg <f j j , pour tout j , H  j4 ̂  ,

( S)
1 ou

pour un j 4  O(p) , <JK ^ O ,

pour un

Si fb"(u/\) < 1 , on

f (J). = 0  ou deg <|).  ̂j/2 
( 9) -j J J

= O ou deg j ̂  j/2

En effet, on a en posant i = £  (uf 9 ^\)

„ u .Kj> „.c<j) . £  f, „ . u;**»-;-1 Ui» ,
3  Z  J  2a+b-j-l=jc J’D’a Z J

y. u:b(j) u:a(j) Z  bô. . u:a
J 3 2a+b-j-l=jJ J»b >a 2 3

Soient a, b, a', b' tels que a = c(j) et a+b-j-1 = d (j) 

a ' = a (j) et a'+b'-j— 1 = b(j)). On a

2a+b-j-1 = 2a’+b'-j-l = ji"(u’,̂ ) ,

d'où

(10) 2(a’-a) = b-b’ .

De plus, on a

2a+b-j-l - j£(u'/À) i j (^>"(u,^)+2c(u,^)-]) 

d ’où b-1^ jp"(u,/X) + 2(jc(u,^)-a), or a->, jc(u,^), d'où

(11) b-Uj|V'(u,^) ,

(resp.

j > f. I1 o . 
TJ

.,a+b-j-l



et si on a égalité dans (11) alors on a 

2a+b-1 - j(p”(u,'X) + 2c(u,^)) 

et donc, puisque a^ jc(u,̂ X), on a en cas d’égalité dans (11)

( 1 Ibis) b-1 - jp>"(u,'X) et a = jc(u,^).
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Donc si b ’ ̂  1 (ce qui est le cas quand on calcule deg car le

coefficient de U’a +l>  ̂ * U’a est b’6., , , ,), on a
z z j ,b ,a

(12) a ’-a <- j f>"(u/\)/2.

Bien sûr, on a deg CK = a’-a (resp. deg y^ = a’-a), (12) entraîne 

( 7) ( 8) et ( 9) pour et pour <(K si b ’ ̂  1 . Calculons deg

dans le cas où b ’ =0. Puisque £.(x)îï 2, on a £>"(u,À)̂ - 2 et 

donc par (11) b 2 j , ce qui avec (10) donne ( 7). Si p>"(u,7\)̂  1, 

on a par (11) b <: j , alors (10) donne ( 9). Voyons le cas où 

t(x) s 1,75, supposons que pour un j on a  ̂0 et deg <p̂ = j .

Alors par (11), on a b = 2j. Si j = 1, on a ( 8), car j = 1 # 0(p)). 

Si j;>,2, définition de é , on a " (u,/.) - 3/2 , d’où par (11) 

b-l = 2j-l<3j/2 , 2 t 3/2+j_1 

Donc on a j = 2 et p>"(u,?0 = 3/2. Par définition de L , dans le 

cas où ¿-(x) = 1,75 et (̂ "(u,?*) = 3/2, il existe (jf,bf,af) avec

et j*  ̂0 (p) ou b ’  ̂0(p). On a égalité dans (11), d1 où
J > d , a

par ( 11 bis) j * M (u » A) = b' — 1 = 3/2 , j’c(u’ ,"À) = a ’ .

Soit j* 4 0 (p) et alors <|> ,  ̂0 et on a ( 8) , soit j* = 0(p)

et alors b* 4 0(p) et on a y ,  ̂0 et donc on a encore ( 8).

D.6.4.2.1. Si on a c^£(u»  ̂ a -̂ors Par D.5.8.(ll),

pour une p-base (v,u) de 0 v,t ,, telle qu’on a (***) pour
* A , X

(x",(v,p)), on a f*(v,p)s.-l, d'où fc(x") i 1 si cx(x") = ^(x") .

h (x 1r 1



Si ctf(x") = 1 + P (x M) ,  on a £ " ( v ,p )£ :  1 - j  * pour un j  ^ 0(p) , 

donc ^ " ( V j p ) ^  1 -^  * e t  f ( x " )  4 1 . De p lus  par (19 ) ,  s i  £(x) = 1, 

on a f>(v,p) î= 1/2 d 'où  par d é f i n i t i o n  de S , £ ( x M)£rO,75.

On v é r i f i e  que ces in é g a l i t é s  im p l iq u e n t  £ (x) > £ ( x " )  e t  

donc ( v ) .
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D .6 .4 .2 .2 .  Si on a c
^ ( u '  ,'X)/-h ( x ') D M Cli f ] °  e t  G 2 ^  ^ U l' ’ 

a lo rs  par D . 2 . 2 . ( 4 ) ,  G2 n ’ es t  pas c o l in é a i r e  à une puissance 0 -ème
, “ il — i — p — j u

e t  par C .4 .2 .2 .  app l iqué  à u^ h (x )  u^ DM£2]  ^ » pour une p-base 

(v ,p )  de 0^ ft t e l l e  qu ’ on a ( * * * )  pour ( x f,, ( v , p ) ) *  on a

p ’ ( v ,p )<  1 e t  donc par D .2 .7 .5 .  > fc(xM) ér 1 » 

e t  s i  £-(x) 1 , on a p " ( v , p )  1 e t  par ( 9) on a

p ’ ( v , p) £ 1/2 d ’ où par D . 2 . 7 . 5 . , f c ( x " ) t  0 ,75 .

On v é r i f i e  que ces in é g a l i t é s  im p l ique n t  £ (x) > £ (x ” ) e t  donc (v)

en ce cas .

D .6 .4 .2 .3 .  Si on a

DMafXf! - 0 •
(13) \ ,

[  C2 -  .Vu;*' ,

a lo rs  l ’ id é a l  ^  i I  (X ’ , f  , (u ’ , A) )] n ’ es t  pas monogene. On

app l ique a lo rs  C .4 .2 .2 .  à u^ I  (X ’ , f  , (u ’ , -<X) ) . Pour une p-base (v ,p )  

de 0 ,, , 1 t e l l e  q u ’ on a ( * * * )  pour ( x n , ( v , p ) ) ,  on a
X y X '

( v , p) ^ 1 , d ’ où par D. 2 . 7 . 5 . , £ (x " )  ^ 1 ,5.

Si on a £ ( x ) ^  1,75 a lo rs  par (13 ) ,  la  première r e l a t i o n  de ( 8) 

es t  v é r i f i é e  e t  par C . 4 . 2 . 2 . , on a

>̂’ (v ,p )  ^ 1, d ’ où par D . 2 . 7 . 5 . , £ ( x M)̂ =. 1.

Si on a 8(x)^r 1, a lo rs  on a (Sn ( u , ) ) ^  1 e t  par ( 9 ) ,

|V (v ,p ) i r  1/2, d ’ où par D . 2 . 7 . 5 . , £(x")£_ 0,75.

on a

I

■Cu’,l)l>
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Ce qui termine la preuve de (v) dans le cas où m(x") « 1.

D.6.4.3. Prouvons (v) dans le cas où m(x") *= 2. Bien sûr, par (i) , 

nous supposons 1 i- £ (x) £ 2. De plus, nous ne regardons que le cas où

(1 4) ¿'(x’)* E (x).

Il existe donc un triplet (j,b,a) tel que

(.15) £. , 4 0 , (b-l)j 1 =(V(u,'A), aj 1 - c(u.'A) = c(u’,̂ .). 
j , d , a

De plus, il existe un triplet (j^b^a*) tel que

(16) i. , , , , 4 0, (a’+b’- O j 1 1 «= ¿(u.'À) = d(u’,'A) + l, a'j’ 1 = j'(u,,/)l).
J 9 D 9 a

Par (ii), on a

|i>(u',>l)-d(u,,'X) = (a+b-Dj*1 = (a’+b’-Dj ,_1

--1 ,.,-1 , .-1 , ,.,-1 .-1 . ,-1= aj —a j +bj -b j -J +J

(17) ^(u’,A)“d(u’.A) = c(u',"X)- T(u',^)+bj  ̂-b ' j ’ *-j ^ j ’ 1

On rappelle que

{ e(u',/>) £■ f>(u'//\)-d(u',>) ,

 ̂e(u* ."X) è îT(u' ,7)~c(u',)) , 

d 1 où par (17)

2 e(u'A)ébj  ̂—b ' j ' *-j ^j*

(18) 2 e(u,>))^"(u,))-b,j,'1+j’'1 •

Alors je dis que

(19) b ’ « O.



En effet, si £ (x) « 1, on a (̂ M(u,^X)< 1 et par (1 8), si 

b * t  O , on a e(u *, A) <- 1/2 et donc £(x') ■ 0,75, ce qui contredit

(14) ; si 1 < £ (x) £ 2, on a j?>" (u /X) < 2  et par (1 8), si b ' ^ 0, 

on a e(u,,/\)< 1 et £(x')ir 1 < £ (x) , ce qui contredit (14). De

(19) et (16), on a

(-0) yiu'.Tv) = f(uA) ♦ j ' 1 = ¿(u'.'X) + i + j ’ 1 .

Alors je dis que

(2 1) si S (u,7v) < c (u,^ alors x' est bon.

En effet, par (2o) , si S‘(u,'A)< c(u//\), on a 

e(u' ,7v) i V(u' .'XJ-cîu' A) = % (u,"X)+j ' ^-c (u A) < j ' 1 .

Si j';>,2, on a e(u' 0,5 et donc £(x') = 0,75 , ce qui

contredit (24).Si j * = 1 alors on a 

W u ' A )  - c(u,,7v)< 1 et iffu’A) = a '£ 3N ,

mais alors, x ’ est bon. En effet, on a a . ' y  1, sinon par (16) 

on a x(x ’)^i; . Alors c(u,^)^ 1 et donc V(uj,u^) est permis. 

Appliquons l'algorithme du point bon à x alors par D.2.8, on doit

effectuer l'éclatement ~Tü : Xj --> X' centré en V(uj,u3).

Par D.2.8.(iii), l'unique point à -proche y a dessus de x' est 

le point de paramètres z = (u ju 3 *,U2,U3^* Puisque c(u,70> 1 , on a 

f = h (y) (if z^ + z^g) + R ( f , u ,

Si a* = 2 , on a ord^(z3 g) = \> , de plus A(z,"A) est préparé,

donc VDir(y)0 Par III.4.2, on a l'Ciy)̂  1, donc x f est bon.

Si a'^ 3, une récurrence décroissante sur a' donne (21).

Par (31), pour prouver (v), nous pouvons désormais supposer
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(2 2) c (U Ti e- C iu

VZ1
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D.6.4.3.1. Voyons le cas où x" a pour paramètres 

v *= (uj u^ »̂u2,u3 u2 Alors, par C.6.(iii), on a

(23) e(v,70 i p(u* /A) + c(u',”X) - é (u '/X) .

Par d é f i n i t i o n  de 6 , e, c e t  d, on a

o(u','X) = e(u'.'X) + ciu'.'A) + diu’.'A).

De plus, par (ii) , on a p(u',A) = |̂ "(u,7l) + c(u,?0 - 1, d’où par 

(23) , (22) et (16).

e(v . 'X )^  ^ " (u . 'A )  -  e(u',7v) + c(u.'A) -  £ (u /X ) ,

e ( v / ) H  ^ " ( u , ) )  -  e ( u ' , ' » .

Si £-(x').j £(x) = 1, a lo rs  e(u',^X.)-> 0,5 e t  p"(u,\)<:'' 1, d 'où  

e(v,̂ \)<; 0,5 e t  é-(x") = 0,75*- £(x) .

Si £(x,);> £ (x) > 1 a lo rs  e (u ' ,X)-?  1 e t  p " (u ,A )^ -  2, d 'où  e i v / X ) 41 1 

e t  t (x") <- 1 < t; (x) . Ce qu i  donne (v) en ce cas.

D.6.4.3.2. Pour terminer, prouvons (v) dans le cas où x" a pour 

paramètres w = (uju^ *.u^u^  ̂,u^)• Par C.6.(iii), on a

e (w, A) -t -f (w, 70 -  c (w , A) .

Tfyr -  c (w ,A)£  V (u ’ , y )  + d ( u ’ ,A) -  ¿ (u ’ ,7} )  ,

£ V(u ’ /A) + d i u ’ A )  -  e ( u ’ ,A) -  c ( u ’ ,'X) -  d ( u ’ ,A ) ,

S ^(u'.TO - e(u',A) - c(u,A) ,

< 2<u,A) + j’"1 - e(u*,A) - c(u,A). (cf. (30)).

Comme on a

e(u ' . 'A )  <- p ’ (u,A) ~ d ( u ' ,7,) = p  " ( u ,  A) + c (u /A )  -  i ( u ,A )  ,

on a

(25) e(w,))i p"(u,l) - 2e(u',?0 + j ,_1 .

Si l<^£(x)^£(x'), on a e (u ’ ^ 1 et f3> M (u, A) 2 car £ (x) ̂  2, d1 où 

e j * * ̂  1 > d ' où E(x") i: 1 ̂  6 (x) . Si £ (x) = H  ̂  (x ’ ) , on a



e(u' /X)> 0,5 et (Viu,^)^ 1, d'où e (w »'X ) £ if (w/A') - c(w,^)^ j* *.

Si j'^ 2, on a £ (xM) ■ 0,75 < 1 ■ £(x) .Si j ' * 1 , alors je dis 

que x" est bon ; cela résulte du lemme suivant qui met fin à 

la preuve de (v) et à celle de D.6.4. Vérifions les hypothèses de 

ce lemme, par (16) et (19), si j' = 1, on a

¿ (u , ) )  = a ’ - l ,  d ( u \ »  -  a ' - 2  , ÿX u ' /X )  -  a ’ .

Par C. 6. (iii) , on a îTiwA) *= ^(u',^) + d(u',A) - 1 et d(w,A) « d(u'/X)> 

donc (f(w.'X), d(w,7.))t3N2 » de plus - c(w,^)^ j' 1 = 1.
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LEMME D.6.4.3.3.

Soit x un point fermé maigre à D.Q. de Sing(X(n)) tel

que m(x) = 2  et pour une p-base (u,A) de 0 f . , on a («*)
a (.n,) , x

et (r(u,70,d(uA))t 1N2 et Y(u,A) - c(u,7\)̂ - 1.

Alors si lu(x) = 2, x est bon.

Preuve.

A - Si e(u/X) = 0, par C.5., on a 1C(x)£ 1. C'est impossible.

B - Puisque e(u ,̂X) £ V (u/À) - cCu,^), on a 0 < e(u/A) ̂  1. De plus,

(1) |_c(u,0\)J ̂  c (u/X)^ Te (u, X) "\ = V(u,7\).

a- Si T(u,X)^ 2, par (1) on a c(u,\) >1, donc

I (X (n) , f , (u, X) ) ̂  (u| ) + û]»u3^1+ d'où I (X (n) , f ,E (n) ) c. (Uj ,

(2) V(Uj ,u3)̂ - Sing^(X(n)) .

b- Si diu,^)^ 1, on a ciu,^)^ 0 et d(u,̂ X)> 0, d'où

(3) Sing (X(n>0 E(n)c V(Uj ,u2)UV(Uj ,û ) .

D'autre part, puisque d(u,00£ 1 , on a cx[V(uj,u2)J =  ̂ , d'où
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(4) VCu^u^) est permis en x.

C - Je dis que, l'algorithme du point bon impose l'éclatement centré 

en la courbe = V(uj,u2>, i=2 ou 3 avec (u>,m,<x,cr) (Ŷ ) maximal et

que Sinĝ >(X(n)) C V(Uj ,u2)U V(Uj ,û ) et si tC(x) - 2 et x est 

bon. On obtient ce résultat par récurrence décroissante sur

r<u/A) + d(u,l).

Si !f(u,̂ ) + diu.'X) = 1, par (1), on a ’j'Xu/X) - 1 et d(u,7) = 0, 

alors par (***) et en permutant les indices 2 et 3, on a les 

hypothèses de III.4.2 et de plus c(u/X)<- 1 donc cy [V (u ̂ ,u^)]^ 

et donc K(x) = 0  et Singp(X(n)) = £x { .

Si f(u,}0 + d(u,70^ 2, alors soit 2, soit d(u,))>, 1. Alors

par (2) et (4), la courbe Y^, i=2 ou 3 avec (>’,m,c* ,cr) (Ŷ ) maximal 

est permise en x.

Si dCu,^)^ 1 alors par (3), ic est imposé par l'algorithme du

point bon. Si f(uA)^2 alors par (2), Y ± -̂ Sing^(X(n) ) .

Effectuons 1C alors

il est clair qu'il y a dans X* au plus un point fermé ^-proche

de x et que s il existe, pour une p-base (v,̂ ) de 0 , , , onx. , x

a nos hypothèses pour (x',(v,'\)) avec

^(v,X) + d(v,̂ V) = V(u,7J + d(u,̂ \) ~ 1, par récurrence on a que

Sing^ (X(n) ) <C. V(u2 ,u2) U V(u1 ,u3) , 

on en déduit que si îfiu,^)^ 2, TU est imposé par l'algorithme du 

point bon et que si tC (x) = 2 alors x est bon.

LEMME D.6.5.

Soit x un point maigre à D.Q. de Sing(X(n)) tel qu'il

A ^existe une p-base (u,A) de 0 , v vérifientA (.nj ,x

(1) on a («*) pour (x,(u,))),

(2) c(u,))<: 1 ,

et une des conditions suivantes



(3-1) m(x) - 1, i*(x) et >̂(u,/X)< 1,

(3-2) m(x) - l,a(x) - 1 +*> et E(x)é 0,75 , 

(3-3) m(x) « 2, >̂(u/X)<l et e(u,^)é 0,5 

Alors 'li' (x) “ 0.
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Preuve.

Effectuons l'éclatement 

1Z = X' --> X(n)

centré en x. Si dans X' il n'y a pas de point -proche de x, le 

résultat est clair. Sinon, soit x'^X' un point fermé P -proche 

de x. Par D.4.6.(ii) et D.4.7.I., D.4.7(ii), D.4.8.(iii), D.6.1.(ii), 

D.6.3.(iv) et D.6.4.(iv), x' est à D.Q., pour une p-base (v,jj) 

de 0 ,̂ x , on a (***) pour (x',(v,p)), et (x',(v,p)) satisfaisant 

à D.6.5.(l)(2) (3-1) ou (3-2) ou (3-3) et on a pour l'ordre 

lexicographique

(c(v,Jl) ,üi(x') , f>(v,p)) ̂  (c(u/X> ,̂ (x) ,($(u,00) •

Comme (c (v ,jj) ,0< (x ' ) ,p>(v,p))£QA‘! !Nx3N X 1 /P ! 3N) (C.2.I.), une 

récurrence décroissante donne le résultat.

LEMME D.6.6.

Soit x un point maigre de Sing(X(n)) tel que l£(x) = 2 

et m(x) =1 et tel qu'on a (**) et une des deux conditions :

(1) ¿.(x)< 0,5 ,

(2) c*(x) = 1 + l>(x) et ¿(x) = 0,75.

Alors x est bon.

Preuve.

Soit (u,A) une p-base de 0 . v et telle qu'on a (***)
jL \Tl) 9 X

pour (x,(u, ̂)) et les conditions de D.1.2. ou de D.2.6. Alors on 

a c(u,"X) >1, sinon (x,(u,?0) satisfait à D.6.5. et TC(x) = 0. 

Comme ciu,^)^ 1 par D.2.8., V(uj,u^) est permise en x et



1'algorithme du point bon impose d'effectuer l'éclatement

.TC : X' --X(n)

centré en V(uj,u3). Puisque tt (x) « 2, dans X' il y a un 

point p-proche x' de x. Si oi(x) « P (x) , x' est à D.Q. , si

<X(x) = 1 + p(x), on a ^(u/X)* 1, et £X(x')?/p(x ), on a c(u/À);> 1

comme £(x) = 0,75, on a p'^u,^) = p,,(u’,'̂ )< 1-P d'où, si cX(x') = i> (x'),

,U^>C VDir(x') , par III. 4.2., on a 1C(x')<: 1, si ô (x') = 1 +P(x')#

clairement x' est à D.Q. Par D.2.8.(iii), si 10(x') = 2, on

a (***) pour (x * , (u * ,/X) ) et £(u'/X) = (?>(u,̂ ) et

ciu',^) = c (u,̂ \)-1 , £(x'H <£(x) et si oc (x) « 1 + P(x) , p>"(u,?0 = ̂ "(u',70- 

Une récurrence décroissante sur c(u/X) donne le résultat.

D.6.7. On laisse au lecteur le soin de vérifier que D.4.6., D.4.7,

D.4.8. prouvent D.3. dans le cas où m(x') = 1 et que D.6.I., D.6.3.,

D.6.4. et D.6.6. prouvent D.3. dans le cas où m(x') = 2.

REMARQUE D.6.8.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)) avec 

1C(x) = m(x) = 2  et £(x) = 0,75. Effectuons l'éclatement

TU: X' --> X(n) centré en x. Alors tout point fermé x'<SXf qui

est (i), K)-proche de x et vérifie m(x') = 1 est bon.
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Preuve.

Par D.4.8.(ii), x' est bon ou il existe une p-base (v,p) 

de 0 X , x, telle qu'on a (***) pour (x',(v,p)) et !^(v ,ji) <  1, 

par D.6.6. , si <X(x') = P(x'), x' est bon. De plus, toujours 

par D.4.8. (ii), on a £(x')^ 1 et donc, par D.6.6. , si 

iX(x') = 1 + î (x') , x' est bon.

D.7. Nous allons prouver que le théorème U.C.4.4. est vérifié pour 

1C(x) « 2. Comme d'habitude, nous étudions une suite infinie 

d * éclatements
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lu(n+i) : X(n+i+1 ) ---> X(n+i), iCLIN

centrés en x(n+i) point fermé maigre de Sing(X(n+i)) avec

(l̂ »K) (x(n+i) ) « (>̂,îk) (x(n) ) * (¿J9 2) . Par B.4 . (iii), nous supposons 

de plus que l'on a (**) pour x(n). Nous allons prouver que pour un

i , x(n+i) est bon.

,LEMME D.7.1.

Avec les hypothèses et notations de D.7., on suppose de plus

que i*(x(n)) = L>(x(n)) et qu'il existe une p-base (u(0),"A) de

0 r . f . et telle qu’on a (***) pour (x(n) , (u(0) /X) ) et que 
a  (.n) , x {n)

pour tout i^ 1 on a une p—base (u(i),^0 de ^x(n+i) x(n+i) 

adaptée en x(n+i) et telle que

u(i) = (Uj(i-l)u2(i-l) 1,u2(i-l),u3(i-l)u2(i-l) S  

ou

u(i) = (u1(i-l)u3(i-l)~1,u2(i-l)u3(i-l)"1,u3(i-l)).

Alors il existe un rérlN tel que pour tout i ̂  r, x(n+i) est bon.

Preuve.

Rappelons que dans le cas présent, on a 

vX(x(n+i)) = î (x(n+i)) pour i^ 0.

Par C.7., il existe r tel que pour tout i^O, on a 

I(X(n+i), f,(u(i), À) ) = (Ujii))^ mod.<u2(i),u3(i)).

Par 02] (T.2), pour tout i>0, A(u(i)/X) est préparé.

On a donc (***) pour (x (n+i) , (u(i) ,7l) ) , i^O. De plus, 

par C.7., il existe r^O tel que pour tout i^r, ¿̂ (u(i) ,X) 

n'a qu'un sommet. Par C.5.(vii), pour tout i? r, x(n+i) est bon.

On déduit de D.7.1. la proposition suivante.

PROPOSITION D.7.2.

Avec les hypothèses et notations de D.7., si pour un q<=-3N, 

on a pour tout i^ q , m(x(n+i)) = 2 alors il existe rGrlN tel 

que pour tout i^ r, x(n+i) est bon.
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p r o p o s i t i o n D.7.3.

Avec les hypotheses et notations de D.7., s'il existe une

courbe formelle C de X(n+q), 0 telle que pour tout i^ q , 

x(n+i)<5 C (n+i) où C (n+i) est le transformé strict de C = C(q) . 

Alors il existe r q tel que pour tout i^r, x(n+i) est bon.

Preuve.

D.7.3. 1. Voyons d'abord le cas où oC (C) = ^ = *̂ (x(n)). D'après

II.B.9.1., nous supposons que C est régulière transverse à E(n+q)

et que ¿x(x(n+i)) = P pour i^ q. Nous supposons même que q = 0.

Alors on peut trouver une p-base (u,̂ ) de 0V . N N adaptéeX(n),x(n) *

pour x(n) et telle que

(1) V(u2,u2) = C.

De plus, on a

(2) ordç (I (X(n) , f , (u,^)))

et donc I (X(n) , f , (u,̂ \) ) C. (Uj . Puisqu'on a (**) en x(n) , on

peut choisir (u,"X) telle que de plus

(3) U. <̂ VDir (x (n) ) , on a (IV *) pour (x (n) , (u ,X) ) •

Par C.3.4., on peut trouver

v1 °  Ul +n *7* * V b  U3 u 2 < l k ( x ( n ) ) [^Ul ’ U2 ’U3 1]  
0 - a , 0 < b

tel que /ü(v,̂ ) est préparé. De plus, (a ,b) G A (u /X) , par (2), on a

'X , = 0  si b = 0 et donc v. £ (u. ,u0) . Donc nous pouvons a,b 1 1 2

supposer qu'en plus de (1) on a (***) pour (x(n) , (u,"A) ) .

Alors, en ce cas où ¿*(C) = P , on a la conclusion en

appliquant D.7.1. à (x(n),(u ,^)).



Pour le cas où cX (C ) « 1 + P(x(n)), nous devons d ’abord 

prouver le lemme suivant .
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LEMME D.7.3.2.

Soit x un point maigre à D.Q. de Sing(X(n)) tel qu’on a

(**) et <x(x) * 1 + P(x). On suppose de plus qu’il existe une

courbe C régulière transverse à E(n) telle que ex (C) = 1> + 1 .

Alors on peut trouver une p-base (w,70 de 0 , « telle
x (,n; ,x

que, en choisissant un corps de représentants de k(x) dans 0 __, N
X(n; ,x

(1 ) E(n) = div(w3) ,

(2) C = V(Wj,w2) ,

(3) f = w ^ ^ g  + RCf.w.Ti)

w  \ A(3) avec h(x) =

v> , ■> n ¿-j b a , . l+'̂ v
g = w. w + e. w. w„ w- mod. (w. ) ,

Uj<^,0tb,0fa J,b’a 

*>(x), â. , ik(x) ,J »b, a

* I û  ̂ni

S - inf ) a j ^ 0  et b- 1 = jd> ,
v- J 9 o , a

alors posons

„ 0  ̂ i b a
G = w; w + ^ , W J w 0 W Q ,

1 2 , -, \ • »a « • j j,b,a 1 2 3 ’ lc.jU',a=j) ,b-l=jd

on a en plus que ,pour tout polynôme quasi-homogène P ,

w + P (w j , v?2 ,**3 )^ n ’est pas colinéaire à une puissance iJ-ï

A (3)
multipliee par

Preuve.

On peut choisir une p-base (u,7v) de 0 f . telle qu’on
a  V.XJ ,x

ait (**) pour (x,(u,A)) et les conditions (1 ) et (2 ) et 

Uj t VDiriG^) mod.iU^) où G2 = c 8^[h(x) 1 D [̂2] *0 *

Posons alors

on a

posons d inf i (b— 1)j
-j,b,a *

<3>G h
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f

g' = Î V Î U2 + Z  ^j,b,a UÎ 3 u2 u3 ">od*(u l+>)) »

d ' » inf j (b- l)j 1 l j2 î , O [ .(- j , b , a J

Quitte à remplacer u  ̂ Par ^ u2 * on Prenc* “ 1 . Comme

* (C) - *[v>(Uj ,u )] - l + *> , on a d U  1. Si on a (3) pour (x,(u,"X)), 

on ne fait rien. Sinon, on pose

L(xj,x2,x3) = x2 + x2 d' 1 .

Si on a

<4) U*(3> ci£ (s) - U^<3) U2 Q*' * P p ,

q  - u, . a , , r<-6i(n)iX .

. . d e
On modifie alors Uj en Vj = uj+u2u^ A et on fait augmenter

d* strictement. Par passage à la limite, on se ramène au cas où

on n'a pas (A). Alors soit

ŸCuy'X) = inf \ aj * | i. ^ O et b-1 = jd'^
L j,b , a

On pose G' = uf U + ¿1 K  ̂ uo •
1 2 H  j <ô, a=j Î ' ,b-1=j d 1 J«b ’a 1 2 3

Si U3 (3)G' = u^(3) U2 + PP où

q * Uj + e u 2 pek(x)[u1,u2,u3] ,

on modifie alors Uj en Vj + A ub u.^U ’̂  où }> est un relèvement 

de l . Posons v = ( u ^ u ^ u ^ .  On a , vL>u(g’) = v ^ i g " )

où f = v ^ 3  ̂ g" + R(f,v,)), ¡T (v,)) > ^ÎU, A) .

Par passage à la limite, on se ramène au cas où on n'a ni 

(A), ni (5). C'est-à-dire au cas où on a (3) pour (x,(w,À)).

D.7.3.3. Finissons la preuve de D.7.3. Voyons donc le cas où 

vX(C) « 1 + >^(x(n)). Bien sûr, quitte à remplacer n par n+i avec 

i assez grand, on peut supposer que C est régulière et

g' R(f ■ u,A)

V,
L,u VL,v



D.7.3.2. (1)(2)(3) pour (x(n),( u ). Alors si on pose

u(i) « (U1U31»U2U31*U3̂  »

(u(i)/A) est une p-base de ^x(n+i) x(n+i) adaptée pour x(n+i).

On vérifie facilement qu'on a D.7.3.2.(1)(2)(3) pour 

(x(n+i),(u(i),A))• De plus :

f - u3(i)A(3>+i(P + 1)g(i) + R(f,u(i),))

g(i) = Ujd)^ u2(i) + b a U1 u3(i)a+l(b  ̂ ^

On vérifie que pour un r£.3N, on a pour tout i ̂  r et avec des

notations évidentes

^ i h a  ̂0 = >  a + i(b-j-l) j T(i) - j(*f+i(d-l))
J > D 9 a

Alors, par D.2.5., x(n+i) est bon.

PROPOSITION D.7.4.

Avec les hypothèses et notations de D.7., si pour un q̂ -lN, 

on a pour tout i^ q

m(x(n+i)) =1 et k(x(n+i)) = k(x(n+q)) , 

alors il existe r<llN tel que, pour tout i ̂  r, x(n+i) est bon.
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transverse à E (n ) .  Prenons donc une p-base (u/X) t e l l e  qu'on a

Preuve.

Par B.4.2., il existe une courbe formelle régulière C 

transverse à E(n+q) et telle que pour tout i^q, les x(n+i) 

sont sur les transformés stricts c(i)C.X(n+i) de C.

Alors D.7.3. donne le résultat.

D.7.5. Prouvons que le théorème U.C.4.4. est vérifié pour ^ = 2. 

Prenons les notations de D.7. Par D.7.2. et D.7.4., nous n'avons plus 

qu'à regarder le cas où

" j u 2
,(i)b



-252-

(1) Vq£lN , 3i>,q, m(x(n+i)) ■= 1,

(2) VqeiN , 3j?<ï+l» (m(x(n+j)) «= 2 et m(x(n+j-l)) = 1)

ou [k(x(n+j)) : k(x(n+j-l ) )] ̂  2 .

Alors, par le théorème D.7., soit il existe i tel que 

x(n+i) est bon, soit il existe q (L3N tel que £(x(n+q))^ 1.

Voyons ce dernier cas.

A - Si o< (x (n+q) ) = 1 + P(x(n+q)) alors par D.6.6., x(n+q) est bon.

B - Si u*(x(n+q)) = P(x(n+q)) et m(x(n+q)) = 1 et £(x (n+q) ) ̂  0,5 

alors par D.6.6., x(n+q) est bon.

C - Si ^(x(n+q)) = >̂ (x(n+q)) et m(x(n+q)) = 2, alors par D.6.8.*,

pour le plus petit i^ q tel que m(x(n+i)) = 1, x(n+i) est bon.

D - Si iX(x(n+q)) * ^(x(n+q)) et m(x(n+q)) = 1 et <£.(x(n+q)) = 0,75 , 

alors soit i le plus petit entier q+1 tel que 

(;_k(x(n+i)) : k (x (n+i-1 ) )J ^ 2 ou m(x(n+i) = 2).

D-l . Si £k(x(n+i) : k(x(n+i-l)7 = 2, par D.4.7.(iv), x(n+i) est bon 

ou £(x(n+i))£ 0,5 (et donc x(n+i) est bon) ou 

(¿"(x(n+i) = 0,75 et ^(x(n+i)) = 1 + P(x(n+i))) (et donc x(n+i) 

est bon).

D-2. Si m(x(n+i)) = 2, alors par D.6.3.(vii) on a une des conditions

(1) £(x(n+i)) = 0,75 et m(x(n+i)) = 2 ,

(2) ¿.(x(n+i+l)) = 0,75 et m(x(n+i+l)) = 2 ,

(3) ¿(x(n+i+l)) = 0,75 et >(x(n+i+l)) = 1+^(x(n+i+1)) ,

(4) <£(x(n+i+1))^ 0,5 et ¿x(x(n+i+l)) = >*(x(n+i+l)) ,

(5) x(n+i+l) est bon.

Dans les cas (3)(4) (5), x(n+i+l) est bon.

Dans les cas (1) et (2), on est ramené au cas C.




