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V. 2 et le contact maximal.

Nous verrons dans les chapitres suivants qu'on peut parfois trouver 

une surface régulière Y(n)cX(n) "ayant le contact maximal pour 

C'est-à-dire, que si l'on a une suite d'éclatements

7T(n+i) : X(n+i+l)--- > X(n+i) , i£3N , ji;(n+i) centré en x(n+i) point

fermé de X(n+i) et /K) -proche de x = x(n)é.X(n), tout point x'(i) €. X(n+i)

(v),1Q-proche de x est sur Y(n+i) le transformé strict d'une surface 

régulière Y(n)cX(n).

PROPOSITION l.

Avec les notations habituelles (I.A, I.C.), on suppose que l'on a

une p-base (u/A) de 0 f . f . adaptée à x(n) et telle que, en
a (,n; ,x ̂nj

posant Y(n) = div(Uj), v? = \)(x(n))^ l, on a

^  °Y(n) °X(n) ,x(n) ’

(2) (u2,u3) est un s.r.p. de 0y(n)>x(n),

(3) f = h(x(n) ) ( Y. u>!  ̂ Si + a) + Rif.u,'». g. £0 . .
0£j¿\> J J i w . x w

0̂  , a¿0v/ v e v .J X(n),x(n)

Soit TL(n+i) : X(n+i+l)--> X(n+i), iélIN une suite d'éclatements,

TC(n+i) étant centré en x(n+i), x(n+i) €, Y(n+i)<̂  X(n+i) où Y(n+i) est 

le transformé strict de Y(n) et x(n+i) étant au dessus de x(n+i-l) 

pour i^ 1 .

Soit E(j,n+i), 0^ , i£3N le fermé de Y(n+i) ainsi défini :

si gj =0, on a E(j,n+i) = 0 ,

si ĝ  í 0 et A(l)+tf-j i 0 (p) , on a E(j,n+i) = (div(u^2  ̂ g j »red » 

si gj + 0 et A ( 1 ) +̂  — j = 0 (p) , on a : E(j,n+i) = E(u^2  ̂u ^ 3  ̂ g ̂ ) , 

où, pour V7 e O y j ( Y ( n + i ) ) on a posé

E(t/>) = {x£Y(n+i)| d^^-^ x A y(n+i)]

où est l'idéal de £xj , cf. [8̂  (1.2).

On pose

E'(n+i)=E(n+i)-Y(n+i)f\ Y(n+i) et F(n+i) = E’(n+i) Li E(j,n+i)
06

) ,x(n)(



Alors, il existe tel que pour i -?,Ji et tout xÉY(n+i) se

projettant sur x(n+i-l), on a

(4) Oy(n+i))XC ^X(n+i),x

(5) 3(v,p) p-base de °x(n+i) x adaptée à x et telle que

div(vj ) « Y(n+i)CX(n+i), div(v2) C E(n+i) ,

F(n+i) est un d.c.n. de Y(n+i) avec

div(v^)CF(n+i)C div(v^v^) et 

f = h (x) ( T. t! va^  v*(j) v!̂ j + v^+1 b) + R(f,v,u)

avec h(x) = vA(1) v*(2) v°<3) , (v2,v3,£!)^03(n+.} x  , £j = 0 si g. = 0 

et de plus

si A( 1 ) +v> -j  ̂0(p) et gj  ̂0 alors ê\ est inversible,

si A(l) + ü -j « 0(p) et gj  ̂0, alors la fonction

M. = £! v^ 2)+a(j) v^(3)+b(j)£0Y . satisfait à [8] (**) etJ J 2 3 Y(n+i),x

R(Mj,v,p) = O.

On explicitera [8j (**) à la fin de la preuve.
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Preuve.

1.1. Puisque x(n) €. Y (n)C. X(n) , la rétraction r(n) : X(n)--> Y (n) définie

par l'inclusion 0 /N / \0 / \ / \ se prolonge canoniquement en Y(n),x(n) X(n),x(n)  ̂ & h

r(n+l) : X(n+1)'--> Y(n+1) où X(n+1)' est le complémentaire dans X(n+1)

de l'intersection des transformés stricts de div(u^) et div(u^), ou encore, 

de façon intrinsèque, l'intersection des transformés stricts des div(u),

u£/W-ï(n),x(n)C'Ox(n) x(n)’ Par exemPle> dans l’ouvert où div(u2> - TCin) '(x(n)) 

la rétraction r(n+l) correspond à l'inclusion naturelle

°Y(n),x(n)^u3/u2^<C °X(n),x(n) ^U1/u2,u3/u2l *

Ce qui nous permet par récurrence d'écrire

°Y (n+i) ,x̂ ” °X(n+i) ,x * 

pour tout x6 Y(n+i) avec "TC (n+i— 1 ) (x) = x(n+i-l). Ceci prouve (4) et 

donne un sens aux formules qui figurent dans (5).
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1.2. Remarquons que

<x’(x(n)) « ord^^ [h(x(n))] + o((x(n) ) > 2.

En effet, on a ot(x(n) ) ̂  v) (x(n) ) 1 et, si a'(x(n)) * 1 alors

ord [h(x(n) )]] « O ce qui implique E(n) * 0 et oc(x(n)) - 1. Alors 3i,
/X n

1 - i^ 3 et ord^^j fj = O et donc i>(x(n)) « 0, ce qui est une

contradiction.

Si on effectue l'éclatement X(n) centré en x(n), alors en 

x(n+l) on a, par exemple, div(u2> = "»£(n) *(x(n)) et

ord [̂ h(x(n+l))] = OC' (x(n))^ 2. Donc, nous supposons désormais A(2)^ 2 
U2

ou A(3)^ 2, ce qui implique ordx(n)^U2^^ U3^^ £jl ̂  ̂  et donc

(6) si gj i 0 , on a E(j,n) / 0 .

1.3. D'après le théorème de désingularisation pour les courbes,appliqué 

à la courbe plongée dans Y(n) et d'équation :

"TT uA^  , J = (j ; Oéj<v> , g ji o, A(l)+^-j ï 0(p>] ,
j Ê J  J z J J

il existe un entier k tel que

(7) Vi> k , 3(.v2»v3) s.r.p. de °Y(n+i) x tel qUe

div(v2> = IL (n) *(x(n+i-l)) et si (ĝ  ^ 0  et A(l)+t>-j  ̂0(p)),

A(2) A(3) c a'(j) b' (j) t . n*alors u„ u- g. = £. v J v~ J avec t. O . ..2 3 6j j 2 3 j Y(n+i) ,x
^ ✓ 2 \ ^ ( 3 )

De plus, par [8] appliqué à Y (n) et à chacun des u2 û  ĝ  

où gj  ̂O et A(1)+»P -j = 0(p), quitte à prendre k plus grand, on 

peut supposer que

(8) si A(l)+^ -j = 0(p) et gj  ̂O, on a [8j (**) pour la fonction

A(2) A(3) - - v/ . . , eu u ~ g. sur la surface Y(n+i) au voisinage de x(n+i).Z J j

Explicitons (8). Tout d'abord, on a [8] (*), autrement dit, E(j,n+i)

est un d.c.n. non vide (cf. (6)) de Y(n+i) pour i^k. Quitte à augmenter



-255-

k, on peut même supposer que F(n+i) est un d.c.n. de Y(n+i) et

qu’il existe un s.r.p. v = (v0,v0) de 0V/ . N avec dans Y(n+i) :
z J Y(n+i;

(9) div(v2)CE'(n+i)CF(n+i)C d i v f v ^ )  C  Y(n+i) ,

et div(v2)C E(j,n+i) dès que g. ^ 0, O é j v̂) 9 et bien sûr, on a (**)

A(2) a (3)
pour g! *= u„v ' u ' g., c'est-à-dire l-(Y(n+i), g!, E(j,n+i)) est principal.

J ^ J J V J

Puisque x appartient à Y(n+i) qui est le transformé strict de

Y(n) = div(u ), il existe v . . tel que :
1 1 X(n+i),x M

(10) Uj = VjV®(2) VJ (3) , B(2) , B(3)fc]N ,

et v̂ j,v2,v3^ est un s -r#P- ^x(n+i) x ^ue ^,on comPlète en une

p-base (v,p). On avait

+ * a + R(f.u.'X) + £_ 0 _f = h(x(n))u^ + 1 a + RCf.u,^) +  ̂ g!

on a donc

(.,) £ “ h(x)Vj + * b + R(f,u,^) + Z  g'(v'<2> .
0 ĵ4  ̂ 1 J 2 3

Pour toute ^ 6 °x(n+i) x* °n pose S - R(tf,v,ji) et on pose

(12) S(h(x)v^+1 b) = h (x) + 1 c ,

(13) S C v ^ ' ^ - i  gj(v'(2> ^ ( 3 ) ^ ( 1 ) *  »-j, . vA(l)*>>-j ^

Alors, comme S(u+v) « S(u)+S(v), on a

(14) f = h(x) v"?*1 c + ZL v^(1)+1? J M . + R (f, v ,u) .
1 OijiW 1 J

On définit c(2) et c(3) par

(15) h(x) = v|(1) vij(2) V3(3)

A ( 1 ) + ̂  — i
Je dis que h(x) divise chacun des v^ M^. En effet il divise

leur somme, les A(l)+i) -j sont tous distincts et les appartiennent

^ °Y(n+i),x

Si A(l)+J -j # O (p) et gj / O , on a

Oéji

Ad ; 
ui

l) + v>:3 ) }a)+ p - jA d  ;
V ,



où 6j est une unité. En effet, par (7), on a gj ■ . Or

S(6vj v̂ ) « £' va avec £ « £' mod.ML dès que

(a,b,c) ï (0,0,0)(p). On déduit donc (16) de (13) et du fait que 

h(x) divise + J m. .

Si A ( 1 ) + v) — j = 0(p), on a (**) pour Mj . En effet, on a (**) pour 

gj avec div(v^) ̂  E(gj ) C. diviv^v^) . Montrons que l'on a (**) pour

g„ . , (VB(2) B(3))A(l)+ i>-j 
j J 2 3 }

Pour cela observons que si B(2)> O, alors div(v^) est le transformé

strict du diviseur exceptionnel d'un éclatement TL(n+j), Oé i-1 ;

en effet B(2);* O signifie que v^ divise û  . De ceci il résulte que

div(v^) C- E (gj ) . Même chose en remplaçant v^ par v̂ . On a donc

E(gj) « E(gV) et comme A(l)+^ -j est divisible par p, on a

^(Y(n+i), gï,E(g\')) - (v*<2> v®^3 )̂A ^^+  ̂ -̂(Y(n+i) ,gj ,E(gj)>

ce qui prouve (**) pour gV. Or on a M̂  * S(gV) « gV + , d'où (**) 

pour Mj, que l'on peut comme plus haut écrire

(17) M. = £! v;(j) + c(2) vMj) + c(3) .

Ceci prouve la Proposition 1• Explicitons maintenant la condition (**) 

pour Mj en n'oubliant pas que nous venons de prouver

(18) E M̂ĵ  = = E(j,n+i) 

et que l'on a

(19) div(v2)c E(MJC div(v2v3) .

(20) Si A ( 1 ) + ̂ — j = O (p) et gj î* O 

alors on a l'une des conditions que voici

(20-1) b(j)+c(3) - O, a(j) + c(2)*2, a(j) + c(2) * 0(p) et £j inversible
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(16) Mj - £! v®(j)+c(2) v^(j)+c<3)t (a(j),b(j))eiN2 ,

a
V2

(j) b
v3

(j)

b c 
2 3

A(l) + >> - 
v i

E(g!>
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(20—2) j b(j) + c(3) = o , a(j) + c(2)^ 2 et (£j ,v2) sont 

p-indépendants.

(20-3) b(j) + c(3)> 2 , a ( j ) + c(2)> 2 ,

£ J inversible et (b(j) + c (3) , a(j) + c(2)) ï (0,0) (p)

(20-4) r b(j) + c(3)* 2 , a ( j ) + c(2)* 2 ,

I £! inversible et V̂ 2 ,V3* ^j^ P”indépendants

NOTATION 1.3.

Avec les notations et hypothèses de 1, pour tout i JL* et tout point 

fermé x £ Y(n+i)C. X(n+i) au-dessus de x(n+i—1) et P-proche de x, 

on note a(v,p) = inf [a(j) . j 1 ( 1 £ j <■ , £\ +  o] .

PROPOSITION 2.

Reprenons les hypothèses et notations de 1. Soit x un point fermé maigre 

de Y(n+i)C X(n+i) , x point i>-proche de x(n) et vérifiant

(1) F (n+i) * div(v2)PiY(n+i) ,

(2) div(vj) = Y(n+i)c E(n+i) ,

(3) cX^iJ(X(n+i) , f, E(n+i)))^ 0 mod (v̂ ) où i) = i>(x) > 1 .

Alors

(i) E(n+i) = div(vJv2), F(n+i) = V(vj,v2) ,

(ii) J(X(n+i),f,E(n+i)) = J(X(n+i),f,E(n+i),F(n+i)),

( i i i ) 1 ̂ a (v, ji) < oo ,

(iv) <*(F(n+i)) = vJ(F(n+i)) = d ,

(v) F(n+i) est permise en x et c'est la seule courbe de 

Sing ̂  (X(n+i)) où m(.) = 2,

(vi) si tC(x) / 1, alors a(v,p)€.3N et pour un X inversible, on 

a J(X(n+i) ,f ,E(n+i) ) = (vi + ̂  v ^ 7^^)^ mod.  ̂ où

a(v,p) 

lexicographique

a b c  -1 ,H>(Vj v2 v3 ; (a+ba(v,p) ,c)> (̂ ,0)) l'ordre étant l'ordre



2.1. La relation (i) est un corollaire de 1(5) et de la définition 

de F(n+i). Alors, par (i) et I.A.l. (16), on a

h U j ' V D M ^  f, f, lé if s) = J (X(n+i) , f ,E(n+i) )

« J(X(n+i),f,E(n+i),F(n+i)) ,

ce qui prouve (ii).

En rappelant 1(5), on a

(4) f « h(x) ( X  €Ï v ® ^  v?  ̂ + R(f,v,ii) 

et par £8] (**) et 1.2 (20), si El  ̂0, on a

(5) h(x)-‘ . î ii S)(£j hCx) v ^ >  - (v5<j> vf-j).

Or, pour un j , 1 ̂  j <■ 0 , on a 81  ̂0 et a(j) = ja(v,ji), donc par (5), 

on a (̂x) < ja(v,p)+ 0-j . D'où a(v,p)^ 1.

De plus, a(v,ji) ̂  od , sinon on a J (X (n+i) , f, E (n+i) ) =(v^) , dfoù 

Y(n+i)C Sing^(X(n+i)), x ne serait pas maigre. On a (iii). Par (ii) et par 

semi—continuité de P ( • ) » on a tf(F(n+i)) « cX(F(n+i))£ ù (x)

Mais, puisque a(v,p)>l, par (5), on a c*(F (n+i) ) ̂  ̂  . D'où (iv) .

Par (ii) , on a ctf (F ( (n+i) , x) =o<(F(n+i)), d'où par (iv) : 

cl (F (n+i) ,x) = o( (F (n+i) ) - P(F(n+i)) = \> ̂  1, 

par I.D.I., F(n+i) est permise en x. Par (i), il est clair que 

F(n+i) est la seule composante de dimension 1 de Sing^(X(n+i)) passant 

par x et où m(.) vaut 2. Ce qui prouve (v).

2.2. Par (v), l'algorithme de ft, = 1 ou celui du point bon appliqué en

x nous impose d'effectuer l'éclatement Tl : X'--> X(n+i) centré en

en F(n+i). Avant d'effectuer TC , établissons le lemme suivant.
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LEMME 2.2.1.

Avec les hypothèses et notations de 2, si a(v,p)> 1 ou si a(v,p) = 1 

et si pour tout JP inversible, on a

dv , h
[3]

+ V 1



J(X(n+i) ,f ,E(n+i) )  ̂ (Vj+T v ^ ) ^  mod. I^(v alors

Vj VDir J (X (n+i) , f, E (n+i) ) .
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Preuve.

Voyons le cas où a(v,p)> 1. Dans (5), on a : a(j) > ja(v,p) > j , pour

1 é j 5 v? et par (3) (a(0) = 0  et £ j j* 0) . Donc par (ii) ,

J (X(n+i) ,f,E(n+i) ,F (n+i) ) »(v^mod. v̂l,v2^1 + V? 

et donc VDir(x) = <V^>.

Si a(v,p) « 1, alors pour un j , 1 £ j < v> , on a  ̂0, et £.

inversible ou *̂ £3j inversible. Alors, par (3), on a e(x) =2,

VDir (x) C <V j ,V̂  > , l’hypothèse de 2.2.1. entraîne alors VDir(x) =<Vj,V2>), 

ce qui finit la preuve de 2.2.1.

2.2.2. Nous allons nier les hypothèses de (vi) et montrer qu’alors tC(x) « 1. 

Par (v) , x n’est pas isolé dans sa v̂ -strate, donc *K(x)  ̂0. D ’autre 

part, par (v), l’algorithme de 1 nous impose d’effectuer l’éclatement

IL : X’ -- > X(n+i) centré en F(n+i). Alors, par 2.2.1., il y a au plus

un point \> -proche de x, c’est le point x’ de paramètres

-1 \
W = V̂ 1V2 , V 2 ,V 3^ 0 t  ° n a

(6) f = h(x') ( Y. £’■  ̂w*! 3 + w^+1 bw„U+1) + R(f,w,u) .
Oijil) 3  ̂ 1

Notons Y* = d i v ( W j ) ,  alors ^|y» :  ̂Y(n+i) est un isomorphisme

et donc f, x’, Y’, (w,p) satisfont à 1 . (4) (5) . De plus, par (6), on a :

a ( w , p )  = a ( v , p ) - l  et V> (x ’ ) = ° ,

d’où a(v,̂ i)̂  2. De plus, si a(w,p)61N , alors a(v,p)€3N et comme

-J(X’,f,E’) * J(X(n+i), f,E(n+i))v9 , et comme pour tout T ' € 0 , ,, onz. a , x

peut trouver ^ 0*, ,.N , avec V ’ = T mod. (v*) , on ar X(n+i),x(n+i) v 2

J (X ’ , f ,E ’ )  ̂ (w j +^’w2 mod. I*(w p) * Une r^currence décroissante 

sur a(v,p) prouve que ^(x) = 1. Cette contradiction prouver (vi).



PROPOSITION 3.

Avec les hypothèses et notations de 2., supposons de plus que “K(x)> 1

et effectuons l’éclatement Tt(n+i) : X(n+i+l) -- > X(n+i) centré en x.

Soit y €. Y(n+i+l ) C. X(n+i+1 ) un point i)-proche de x.

(i) Si ordy(F( (n+i+1)) * 2, alors y est le point de paramètres

W “ V̂1 v3] *V2V31 ,V3̂  * °n a E(n+i+1) * div(WjW w3) , oc (y) -P et 

A(J(X(n+i+l),f,E(n+i+l)) ; **3,w2 ; Wj) = (a(v,p)-l, a(v,p)) + .  Si de plus 

oi (x) = ^(x), alors pour un T inversible on a

J (X (n+i+1) ,f,E(n+i+l)) = (Wj+XwfJ^’̂  w3 V̂ ’̂  1 mod . Ig(w p) > 

où Ij(w>p) = w2 w3 * a+ba(v,/u) *>,)) , a+ca(w,p) ^ O ) *  a(w,p) = a(v,̂ i)-l.

(ii) Si ordy(F(n+i+1)) = 1, alors on a 1. (4) (5)̂  2.(3) pour

(x,f,(t,p')) où (t,pf) est une p-base de °x(n+i+l) y avec 
-1
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j "l’2 et t2 ” v2 ’ de P^us a(t»p’) = a(v»p) - 1- Si en plus on at, - V j V

oc (x) = 0(x), alors on a

I(X(n+i+l),f,(t,n')) = (t1+rtj(t,|1,)) mod. Ia(t t) • 

Vt.p-J - (tî 4  • **ba(t- e t  rs0*(n..,1) y

3.1. Prouvons (i). Comme ord (F(n+i)) = 1, si ord (F(n+i+l)) =2, ilx y

est clair que y est le point de paramètres w , que

E(n+i+l) = div(wjw2w3), c’est-à-dire que y est combinatoire et donc

(1) J (X (n+i+1 ) , f , E (n+i+1 ) ) = J (X(n+i+1 ) , f ,E (n+i+1 ) , £yj )

et que ot. (y) = V(y) = ̂

Remarquons que

V3 Ia(v,|a) = v3*^vî V2 v3 * <a+ba(v,p) 1.c)> (.,0))

C (w3 wb w3a+b+C 15 ;(a+ba(v,p) *,c) ;> (̂ ’,0))

Par 2von a a(v,p)£-3N donc si a+ba(v,p) , on a b > 1 + (̂ -a) a (v ,p) ,

d'où si (a+ba(v,p) *,c):> (v?,0) , on a :

a+(a+b+c-^-1)(a(v,p)-l) .

Cette inégalité et l'inclusion ci-dessous donnent
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(2) v0 I , N c w Ir/ .3 a(v,p) 3 S(w,p)
-i> +

Par 2.(vi), on a pour un ✓ *\ :r X(n+i),x(n+i)

J(X(n+i),f,E(n+i)) ■ ( v ^ m o d . I * ^  •

Si (x) = $ (x) , il existe un élément g de J (X(n+i) ,f ,E (n+i) , £x}) 

avec ord^(g) = $ . Comme

J (X(n+i) , f , E (n+i) »£*}) CJ(X(n+i),f ,E(n+i) )

et que a(v,p) >/ 1 , on a

g = P(v1+ÏV*(V’H>)P mod. » P inversible.

D'où

(3) J(X(n+i),f,E(n+i),{xj) = (Vj + ̂v® f  mod.I^v j .

Alors on a

J(X(n+i+1),f,E(n+i+1)) = v^ J(X(n+i),f,E(n+i),{xj) ,

( J(X(n+i+1),f,E(n+i+1))
(4)

i - „.(v.h)-./ nod. „ 3 Is(tt fi }

Si w (x) = l + v>(x) alors par 2 (vi) , on a pour un V et un p inversibles

(5) h(x)"1 D^’J f = p<x1+Î'vJ(v»»0 y> m°d • Ig (v>p) •

et

(6) J(X(n+i),f,E(n+i),[xJ)<Si^(v^ ) .

— 1 —0 ■>
On a J (X (n+i+1 ) , f , E (n+i+1 ) ) = v3 J (X (n+i) ,f ,E (n+i) , [x} )

et par (2) et (5), on a :

j J(X(n+i + l) ,f ,E(n+i+l))e

L. 1 \ ^ T? f «<%  ̂J. 1 \ \ m  /n \A f T

,P)

J(X(n+i+l),f,E(n+i+l))C I<

(7) ' et

k. (w1+rwa(v’H) wJ(v’H> 1 )̂  4 J(x(n+i+l ) ,f ,E(n+i+l ) )mod..v'l̂

ce qui finit de prouver (i).

V,p) »a i

(v,V

W 1 W2
V »J

,p)
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3.2. Prouvons (ii). D'après 1, on a F(n+i+l) ■= div(v2) et pour toute 

p-base (t,p') avec t, - v ^ 1 . t2 - v2 , t3* 0y(n+.+J > , 

Fje °Y(n+i+l) y , 4< ji s , on a 1 (A) (5) et 2 (3). On vérifie que

(8) V  Il(v,F)C ̂ (t.p') °Ù “ «(v.p)-l •

Si o( (x) « Ù (x) , par (3) , on a

_v>
(9) i J(X(n+i+1),f,E(n+i+1)) = J (X (n+i) , f, E (n+i) )

Si u (x) = 1+P(x), par (5) et (6), on a :

(10) | (t1+!Tt2(v’H)_1)'? £ J(X(n+i+l) ,f,E(n+i+l))raod. I*(|. t) 

(. J(X(n+i+l),f ,E(n+i+l))C Ia(t,p’) .

Par 1 (4) (5), on a :

f = h (y) ( T. £ j1 a(j) l+»> ,
0£ jéP J 1 2 1 ; K^r,t,p ;

et (9) et (10) prouvent que

(11) a(t,ji’) = a(v,p)-l = inf[a(j)j 1 , £ V j* o] 

et que

(12) J(X(n+i+l),f,E(n+i+l)) = (t^)mod.(t2) .

Ces relations (11) et (12) finissent de prouver (ii)

■ (tj- txT2a V,u) -1)/ mod.
,p>V t
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INTRODUCTION.

Etablissons la proposition suivante.

PROPOSITION.

Soit x un point fermé de Sing(X(n)) avec v(x) =1, e(x) = 2 

et ol (x) = \>(x) .

(i) Alors on peut choisir une p-base (u,^) de 0 f . adaptée
X \TÏ , Xj

en x et telle que

(1) VDir(x) = <u 1+u2>»

(2) E(n)3 div(UjU2).

(ii) Effectuons l'éclatement TC • X'--- > X(n) centré en x, soit

x'£.X' un point v) -proche de x qui n'est pas sur le transformé strict 

de V(uj,u2). Alors on a

(3) K ( x ' ) é  2

ou

(4) f f = h (x1 ) (ifv j +^+ v2g) + R(f,v,p) , 1 + P ^ 0(p) , h (x1 ) = (v^ V3 )P *

< (v,|_i) étant une p-base de 0^, adaptée en x' avec

[ div(v2) = TC 1 (x) , VjV2 = u ! + u 2 » (x* ) - I? (x) , ^C °x» x ' » ^

Preuve.

Il est clair qu'on peut trouver (u,^) qui vérifie (1). Alors on

a (2). En effet, si div(u^ E(n), quitte à remplacer û  par Uj+U2,

on obtiendrait e(x) = v(x) = 1, ce qui serait une contradiction. Donc 

div(Uj )d E(n) et de même, div(u2>C E(n) .

Prouvons (ii) . Si ô (x) ^ 0(p), par I.E.5., on a (3) en x'. Si oi(x) = 0(p)

alors ci^ChCx)“1 + DM^)f] = 0,

et si ci^hCx)  ̂ fJ = 0 , 3é i£ s , alors

VI .  Km  3

par I . E . 6, on a (4) en x ' .

u
“ ' i i :
DM j ,A fli] fJ

DM
C2]
r\



Sinon, par IV. B.2.3., on a 1C(x')£ 2.

LE CAS JOYEUX.

La fin de cet article est essentiellement consacrée à l'étude du cas

(4) que l'on appelle "cas joyeux". Si oc(x') = ^(x') * alors dans (4) 

on a ord^, (g) = -1 , ce cas sera étudié §.A, E, G de ce chapitre, selon 

la nature de ( J (X * , f , E ' , £ x 'j )).

Si o*(x') = l+v>(x') = 1 +i? , l'étude est plus difficile et nécessite le 

chapitre VII en entier.

PLAN DU CHAPITRE.

Le cas 'ft = 3 est partagé en plusieurs sous-cas 1C = 3 (A)...(G) indexés par 

des lettres. On montrera les théorèmes U . C . 4.2. et U . C . 4.4. par récurrence 

sur l'indice alphabétique. On peut remarquer que ces sous-cas ne sont 

pas disjoints. On peut avoir (ÎG(x) = 3 (A) et 3 (G)) ou (1C (x) = 3(E) et 3 (G) ) . 

Les cas tC = 3(B), (C), (D) sont des cas simples où v(x) = 2. Le cas 

K  = 3 (F) est proche de 'K = 2.

A. PREMIER CAS DE 1C = 3.

REMARQUE A.1.

Notons 36 = 3£(X(n),f,E(n)) (I.A.2.), il se peut qu'il existe 

Dé o£)(X(n) ) telle que D # > C %  et (I.A.l.) £)(X(n) ,E (n) ) . Nous allons

préciser ce phénomène dans la proposition suivante.

PROPOSITION A.2.

Soit (u/>) = C^i>u  ics (I.A.l.)» une p-base de °X (n) x (n) adaptée 

en x(n) soit D&fi)(X(n)), on note

D ‘ ■ a(i) Dw •
Avec les notations de A.1., on a l'équivalence

==v> C X ^ la ( i )  s i  A ( i )  ^  O ( p )  )

- 2 ö b -

ìéiés
X (n) , x (n)

a(i) £ C
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REMARQUE A.2.1.

On rappelle (I.A.l. (16)) que l'on a

D£ <£)(X(n) ,E(n))<=> (^|a(i) si div (û ))C. E (n)K=> (ft.Ja(i) si A(i) 4 O) , et

que = u± pour l£ 3.

A.2.2. Preuve de A.2.

A(l) A(2) A(3),On note = (Uj u2 u^ ) , on a

(1) D(h(x(n))) = Z. A(i)a(i)h(x(n))u.1
liiis

On a

Dféc3&S=>Vi E I ord (A(i)a(i)h(x(n))u. A(i)<=> (u. | a(i) ou A(i) = 0(p)).
i

Q.E.D.

DEFINITION et PROPOSITION A.3.

Avec les notations de A.1., on a équivalence entre les deux conditions :

(1) 3(U>A) p-base O f f . adaptée en x(n) et telle que
a (n; ,x(nj

ordx(n)Ch_1 (x(n)) d’J;̂  f] = v)(x(n))-l, 

div(Uj)c E(n) et A(l) = O(p) ,

(2) ordx n̂  ̂(̂ /(X(n) ,f ,divQ6))) = (̂x(n) )-l+ordx^  Qfô .

Si on a (1) ou (2) en x(n)£Sing(X(n)), on dit que x(n) est à 

composante tangente, on écrira x(n) est à C.T., si de plus P(x(n))? 1 et 

x(n) est maigre et 1C(x(n));> 2, on dira que 10(x(n)) = 3(A).

Preuve de l'équivalence.

On rappelle (I.A.l.(6)) que 

^(X(n),f,divOCJ) = (Df ;

Par A.2., si on a (1) alors ^  » et donc (O  ■""=> (2) .

Réciproquement, si on a (2), alors 3D, 'DK?C.rJÇ> et 

ordx^j(Df) = i>(x(n))-l + ordx(n)^^^ donc 3i, liiés , 

ord^^j [a(i)h(x(n)) 1 ü’jifj f ] é- >>(x(n))-l, 'X. ja(i) , ou A(i) = O(p)

D3éc X  )
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donc a(i)D^!^ ̂  S) (X(n) ,E(n)) et a(i) , donc ^^a(i)
A

donc i*l,2 ou 3, en permutant les i, on prend i«l, alors D*[i] ^

et ord^^j [h(x(n) ) * ^ avec ï) = l)(x(n))f donc

ordx(n)th(x(n))_1 D CÎ] ^

On a (1). Q.E.D.

COROLLAIRE A.3.1.

Avec les notations de A.3. (1), si on a 1C(x(n)) = 3 (A), alors 

-1
(1) h (x (n) ) DM,[î] f “ ulsl avec ordx(n)^gp  = ü(x(n)) ~ 1 = -̂1-,

(2) Sing^(X (n) ) C. div(Uj) = Y(n) .

La preuve de (1) est claire, de plus comme ord , N(g.) « ̂ -1,x(n) 1

localement û  est nul sur Singp(X(n)).

COROLLAIRE A.3.2.

Si on a 1t(x(n)) = 3 (A) alors si (v,u) est une p-base de 0 ( . ( .i X Cnj ,x (nj

adaptée en x(n) et div(v^) = div(u^) avec (u,̂ ) satisfaisant à 

A.3. (1), alors (v,p) satisfait aussi à A.3- (1).

Preuve.

Posons F(n) = E(n)-Y(n) « E(n) - div(u^) 

on vérifie que

A.3. (1)<*=*> A( 1 ) = 0(p), Y(n)^E(n) et 

ordx(n) (J(X(n) ,f ,F(n))) = j (̂x(n))-l+A(l) .

Par I.A.2. (2), cette dernière condition dépend uniquement de Y(n).

PROPOSITION A.4.

Soit x(n) un point fermé à C.T.. Alors avec les notations de 

A.3. (1) :

Du A
Ci]

D[l]
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(i) o< (x(n) ) -Vfxin)) « \) ,

(ii) UjC. VDir(x(n)) ,

(iii) si on effectue un éclatement permis en x(n), alors tout point 

x(n+l) i>-proche de x(n) est sur Y(n+1) le transformé strict de 

div(Uj) et on a cx(x(n+l)) « ü , x(n+l) est à C.T. et on a A.3. (1) 

pour Y(n+1).

(iv) le théorème U.C.4.4. est vérifié pour ^(xin)) - 3 (A) .

Preuve.

On a (i) par A.3.1. (1). De plus, par A.3.1. (1),

— 1 Ok
Fj = ci.̂ [h(x(n)) dm1[Q fl = UiGj * °» Par I-E.2.1., Uj €. VDir (x(n) ) , ce 

qui donne (ii).

Soit c une courbe permise en x(n) , c est donc à c.n. avec E(n), 

par A.3.2., on peut choisir (u,À) de façon à avoir A.3.1. (1) et 

I(c) = (u^,uj). Par I.D.4., on a o/(c) « v> , donc

ct^(I(X(n) ,f, (uj'A)))̂ : (U^jUj)1̂ , par (ii) on a Uj « ou IK donc, quitte

à parmuter u2 et u^, on a c = V(uj,u2). Effectuons l'éclatement 

X(n) centré en c, par I.E.2.2. (6) et (2), il y a au plus un point 

x(n+l), c'est le point de paramètres v = (u^/u2,u2,u^) et on a 

h(x(n+l ) )_ 1 DM^ f = U2P.h(x(n))_1 DM̂ ’| f = Vjgj 

-l) + 1
où gj = u2 gj (A.3.1. (1)). On a donc bien A.3.1. (1) pour le 

transformé faible de Y(n).

Effectuons l'éclatement TC(n) centré en x(n) et soit x(n+l) 

un point P-proche de x(n) qui appartient à Y(n+1) par (ii), quitte à 

échanger u2 et u^, on a div(u2) * TC(n) *(x(n)) en x(n+l). On pose

UI = ul/u2’ u2 = u2’ u3 = u3/u2 et Soit (V’H> une P-base de 0x(n+,} x(n+1} 

adaptée en x(n+l) avec vj = uj’ v2 = u2* ̂ ors d'après I.F.4.2. (8) et 

I.F.4.3.1. (3), I.F.4.3.2. (3), on a 

h(x (n+1 ) ) 1 f = uj gj .u2  ̂ mod.(u2) ,
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On a prouve (iii).

Prouvons (iv). Plaçons-nous dans le complété 

°X(n),x(n) " k(x(n))[[u1,u2,u3fl de 0x(n)^ (n). On a donc une inclusion

(1) °Y(n),x(n) " k<x<n»[[ui.u2l] «--- > î>x(n)>x(n)

où Y(n) = div(Uj).

Pour prouver II.C.4.4. en ce cas, nous effectuons une suite

d ’éclatement TL(n+i) : X(n+i+l)---> X(n+i) , iCIN, centrés en x(n+i) €. X(n+i)

points fermés (V ,1C)-proches de x(n). Par (3), Vi, i€.3N, x(n+i) B Y(n+i)C X(n+i) , 

Y(n+i) étant le transformé strict de Y(n) = div(u^)C X(n). On va montrer 

que la suite TC(n+i) est finie, cela prouvera U.C.4.4 pour iC = 3 (A) .

Par V il existe JL C3N tel que, pour tout i>/ L , x(n+i) est muni 

d ’une p-base (v(i),p(i)) que l’on note plus simplement (v,p) satisfaisant 

aux conditions de V.l. (5). Alors je dis que

(2) F (n+i) = div(v2v3), i;y£ .

Sinon, par V.l. (5), on a div(v2) = F(n+i) et par V.2, puisque 

1C(x(n+i))^ 3, on a

(3) J(X(n+i) ,f ,E(n+i) ) = (Vj+SV®^’̂  ) mod.I*^ j

or comme h(x(n+i)) * f = v , avec f̂> d ’ordre P-l , (3) est

impossible, cette contradiction prouve (2).

Maintenant, je dis que

(4) VDir(x(n+i)) =

Sinon par (ii) , on a v(x(n+i))^ 2 et comme tt^(x(n+i)) ^ 0 ,

on a v(x(n+i)) ^ 3  et donc v(x(n+i)) = 2. De plus, par V.l, pour tout 

g€ i(x(n+i) ,f , (v,p)) , on a

ce^íg) - Z  V?-j e. V2(j) , £.G k(x(n+i)).

Puisque Vj ̂  VDir(x(n+i)), on peut appliquer I.E.5.1.6 qui donne

donc on a A.3. (1) pour (v,p).

vb <i>
3

‘<V,>
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(5) VDir(x(n+i)) «<Vj,V.> , j=2 ou 3.

Alors, div(v. ) C. E(n+i) , sinon comme c<(x(n+i)) * ̂  , par IV.A.l. (1) 

x(n+i) serait à D.Q. et 1Cr(x(n+i))£ 2. Posons = V(vj,v^), est

combinatoire (I.A.6.1) et si of(Ĉ ) « P alors “& et par I.D.4,

Cj est permise. Par I.E.2.2. (6), si on effectue l'éclatement

11: X'-- > X(n+i) centré en C ̂ , dans X' il n’y a pas de point î -proche

de x(n+i) donc « Singp (X(n+i)) et par III.A.2, on a ^(x (n+i) ) = 1,

ce qui est une contradiction. Donc . Effectuons l’éclatement

lC(n+i) centré en x(n+i), par I.E.2.2. (7), il y a au plus un point 

y^-proche de x(n+i), c’est le point x(n+i+l) sur le transformé 

strict de C ̂ . Supposons par exemple que j=2, x(n+i+l) est alors le 

point de paramètres w = V̂1V3^9 V2V3^,V3̂  et 

I(X(n+r+l) ,f,(x,p)) « v3 I (X (n+i) ,f, (v,p)) et donc

VDir(x(n+i+1)) « <Wj,W2> mod.<W3>, et par (5), VDir(x(n+i+1) ) = <Wj,W2> . 

Donc pour i’̂  i+1, x(n+i) est sur le transformé strict de , une

récurrence décroissante sur t(C )̂ donne que 1C(x(n+i)) = 0, c’est 

une contradiction qui prouve (4).

Comme F(n+i) = div(v2 v̂ ) , x(n+i+l) est un point de croisement 

pour x(n+i), Vi?/t et donc par I.F.4.,

I(X(n+i+l), f,(v(i+l),p(i+l)))= ̂ "x(n+i) x(n+i) 1 x̂ n̂+i^>f» ^  »P^^ •

Alors puisque VDir(x(n+i)) =<Vj>, on a c t̂ (I (X(n+i) , f , (v, ji) )) = (V̂ ) , i 7/t , 

si la suite 7L(n+i) est infinie, on peut appliquer IV.C. 7 et pour un m€.JN, 

m ?/1 , A (I (X(n+i) , f , (v,p) ) ; V^>V2 » n’a qu*un sommet (a,b) avec

C a3 +[b]<i. D'autre part, puisque h(x(n+i)) * DM̂ Ĵ 1 f = v a v e c  

d'ordre ^“1,  ̂j (X(n+i) , f , (v ,p) ) )  ̂ (Uj+Xu^ Û )1̂ . Donc ce polygone

est préparé et par IV.C.5. (vi) on a 1t(x(n+i))^ 1, ce qui est une 

contradiction. Donc la suite X(n+i) est finie et U.C.4.4. est vérifié 

pour K- - 3 (A) .

C.
J

C.
J

in f 
(a,
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B. DEUXIEME CAS DE %  « 3.

DEFINITION B.l.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)) avec 1^(x)> 2. On 

dit que f£(x) = 3(B) si on a

(1) oC (x) = 0 (x) , entier que l'on note ,

et si, pour une p-base (u,À) de 0 f x adaptée en x on a une des

deux conditions

(2-1) E (n) = div(u1), VDir [c£^ (J (X(n) , f ,E(n) ) mod^u^)] = < U 2 ,U^>,

(2-2) E (n) = div(u1u2), div(u^)> div(u2> , 

f « h(x)(pu^+u2A) + E(f,u,à) ,

^°X(n),X ’ Ae” t(n),X ’ S* 2 "

et pour un D£ £>' (X (n) , E (n) ) , on a

-1 i 
h(x) Df = ^2U3 mod.u2 (u^,u2) .

B.l.l. Nous allons montrer que si on a ft(x) = 3(B) et (2-2) et si on 

éclate x, en tout point x f p-proche de x avec 'fr(x’)> 2, on a 

[K-(xf) = 3(B) et (2-2)J . et que si on a 

TC'(x) = 3 (B) et (2-1) , 

si on éclate x, en tout point x' qui est î) -proche de x avec ?C(x')> 2, 

on a 7C{x') = 3(B) et (2-2).

PROPOSITION B.2.

Soit x 6Sing(x(n)) avec ^(x) = 3(B) et tel qu'on a la condition

B.l. (2-1) pour une p-base adpatée de 0 ( . . Alors
X(n),x

(i) <U:> = VDir (x) ,

(ii) si P 2, alors à 4 0(p) et on peut choisir (u,^) telle
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qu* en plus de B.l. (2-1), on a

h(x) * f “ îfU 2 mod. (u^ + 172"+*).

Effectuons l ’éclatement IT : X*---^ X(n) centré en x.

(iii) Si P = 1, pour tout x'£X', x* P-proche de x, on a 

1&(x') = 1 ,

(iv) Si P> 2, il y a un seul point x ' 6. X f qui est P-proche de 

x , c'est, avec la p-base de (ii), le point de paramètre

u' = (U1U21 > u 2 ,U3U21  ̂ et si ^(x * ) > 2 , on a pour (x',(u',90)

K(x') - 3(B) et (2-2).

Preuve de (i) .

Puisque & (x) = P (x) et que x n ’est pas à D.Q. et que 

E(n) = div(u^), (i) est clair.

Preuve de (iii).

Par (i) et B.l. (2-1), on a

VDir[j(X(n) ,f ,E(n))] .

ce qui donne, puisque 0 = 1

J (X (n) , f , E (n) ) = .

De plus, par (i) , on a

J(X(n),f,E(n),{xj) = moc*- ttL? .

Effectuons 7c , par symétrie nous supposons que Ÿ710 , , = u 0 , ,
X  ,X Z A  ,X

Par I.E.1., on a

C J (X ' , f , E ' ) = u-1J(X(n),f,E(n),£x|) = (u u 1)mod.(u ) ,
(D V

l J(X’,f,E')3 J(X(n),f,E(n)) 0X> , = (u2> .

On en déduit que

Sing(X') = V(u1u21,u2) = TL 1(x) .

D'autre part, on a

J (X ' , f , E ' ) = J(X’ ,f ,E' , V (i^u"1 ,u2)) .

DU’̂
L 3Ï

P-l
U3

U1’U2’U3

< V
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On en déduit que * (x) « Viu^u^*,^) est permise en x' et

par (1), son éclatement n'engendre pas de point v^-proche de x*. D'où 

K (x') = 1.

Prouvons (ii) et (iv).

Effectuons 1Z . Puisque %  (x) ^ 0, il existe un point fermé x' 

avec ¿(x* ) = *> . Par (i) , x' est sur le transformé de div(u^). Par 

symétrie, nous supposons que x' a pour paramètres v = ûju2^,U2 *V3̂  

avec v^ « (J)(l,u3 U2 ^  mod. (u^) où p est un polynôme homogène 

irréductible de k(x)[ .

Posons

f  = » { ^ ( p ^ g )  + R ( f , u , A ) ,

P 60X(n),x ’ °rdx (g)>/ 1 ‘

Nous posons

c£1+,)g = L  G (U ,U ) .
Oijcp 1 j 2 3

Puisque VDir|_c^ (X (n) , f , E (n) ) mod.(u^)]] ^ 0 ,on a ^ 0. Puisque

P (xf) = 0 et que v^(x') = 0  et que pour tout i, 2 ± i-e s, on a

u / +1 h (x) 1 f£J(X',f,E’) ,

on en déduit que pour tout i, 2 £ i s, on a

vĥ -1 I nu>̂

D'où, par le critère Jacobien:

♦ * > u î  Go •

(2) Go = (aU2+bU3 )<J)̂  + P(U2 ,U3 )P , (a,b) 5* (0,0).

Comme & >, 2 et deg Gq = ^+1, on en déduit que deg (ÿ = 1 et que x' 

est rationnel sur x. D'autre part, puisque

(3) VDir Ü(X(n) ,f ,E(n))mod. (u^j] =<U2,U3>,

dans (2), aU^+bU^ et (f) ne sont pas colinéaires. D'où, par un choix 

judicieux de et , nous obtenons

É-X'
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(4) Gq = U2 + Q(U2,U3)P .

Ce qui donne (ii) et avec (3) donne p  ̂ 0 (p). Terminons de prouver

(iv). On a clairement

f = u ’A( 1 > u^A(1 ) + P ( f  u'0 + u 2A) + R(f,u',>) ,

* — 0 
Pt 0 X(n),x * U2A = U2 g •

D ’autre part, on a

, , ,.-1 - -i)+l -1 U /X .
h (x ) D j-3J f = u2 h (x) Dj-’j f 

= u^ ( \> u ^ ~ 1 +u^B+u ’C) (cf. (4))

ce qui finit de prouver (iv).

PROPOSITION B.3.

Soit x£Sing(X(n)) avec /K(x) = 3(B) et tel que pour une p-base

(u,A) de 0 ( v , on a B.l. (2-2). Effectuons l’éclatement ~z X ’ --->
X(n;,x

centré en x. Alors

(i) en tout point x ’^ X ’ avec i^(x’) =0 qui est sur le 

transformé strict de div(u2), on a Tu(x’) = 0 ,

(ii) si VDir(x) ^ * en tout P°int x * ^-proche de x, on

a TC(x’) £ 2 ,

(iii) Si VDir(x) = » quitte à modifier u^ dans (u,^) tout en

conservant B.l. (2-2) en x, x ’ est le point de paramètres

/ -1 -1N u ’ = (uxu2 ,^2 ,u3 u2 ).

Prouvons (i)«

Par B.l. (2-2), il est clair qu’on a

(1) Ux £ VDir(x) mod. <U2> .

Donc le point x ’ de (i) est le point sur le transformé strict 

de div(u^), c ’est le point de paramètres v = (u^u^,u2 u3 ^,u3 ^# 3

X (n)
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donc m(x') « 3. De plus, par I.E.l. et B.l. (2-2),

u ^ +1 h(x)"1 Df J(X',f ,E’) = J(X',f ,E* ,{x’| )

— **+1 “1or, h(x) Df = v2 mod. v2 (v̂  >v2) donc i> = 2 et

<V2,V3>c VDir(x’) , par (1), on a <Vx»V2,V3> = VDir(x')» d’où 1t(x’) = 0.

Preuve de (ii) et (iii).

Par (i) , nous avons u 0 , , = W- 0 , , . Par B.l. (2-1), nous
Z À  , X  X À  , X

avons que pour un £6k(x), < U^+£U2 > Ci VDir (x) .

Donc x ’ a pour paramètres

v = (u’ + t , u2 , (p(l ,u^))

où est un polynôme irréductible de k(x)[U2 ,U3"] . Par I.E.l. , on a

(2) u^P+1 h(x)_1 Df = «¿(u^_1 + B + (u* + £)C) Ê J(X’,f ,E’) .

Donc ^   ̂ divise et ^(u2^h(x) ^Df)mod(U^+£U2). On en déduit que

deg (J) * 1 et donc (j) = + bU2. Il est clair que dans B.l. (2-1), on a

D = S d'Îmod. £0(X(n) ,E(n) , [xj ) , \ et clue si on remplace U parL-<J X v, n ̂ , x J

(j) , on ne modifie pas B.l. (2-1). On a prouvé (iii) puisqu’en ce cas on a 

l’hypothèse £ = 0 et v^ = u ’.

Finissons de prouver (ii). Alors on peut prendre £ = 1. Supposons 

1C(x’)^ 2. Alors d ’après la proposition de l’introduction, on a

f = h(x’)(!fv*+ + v2g) + mf.v.'X),

^ O * ,  x, , 1 + w = 0(p) .

Par (2), et par définition de = (jKl.û ), on a

iAh(x) 1 u“1 DMf3̂  f = v2 v3 e KX* ,f, (v,'A))mod. (v2) , A6 0 * ^  x ,

vA h(x) 1 D^y^ f = v2 v3 1 mod.iv2).

Donc VDir (J (X ’ , f ,E ’ ) ) =<V1»V2*V3;> » donc t 1 + ^(x ’ ) »

sinon VDir(x’) = VDir (J (X ’ , f , E ’ ) ) et ft-(x’) =0.
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Puisque E' ■ div(v2), que «(x') - ‘'’(x') et que 1C(x')? 2, on a

(4) VDir (x ' ) •= < V2> .

D'autre part, on a

A ,
(5) h(x')-1 d"q -j f = f’ vx mod.(v2), îf’eo*, x>

Effectuons TC' : X” ---> X ’ centré en x', par (4) et (5), et

puisque K(x') ^ 0, il y a dans X" un seul point ^-proche de x, c'est 

le point de paramètres w = v̂lV3^»V2V3^*v3^* Par et (3), on a .

(6) W2W3 = v3*;+1 (v2v3-1) J(X",f ,E")mod. (w2) ,

d'où £>(xM)^ 2 et donc ^ =2.

Par (4) et (6), et puisque E" = divCw^w^w^), on a

(7) <W2 ,W3>^VDir(xn) .

On a

(8) f = h(x")(w2A +!TwJw3) + R(f,w,/A) ,

w3 w3 i. J(X",f ,E",{x"j )mod. (w2) , ¿> = 2 .

Si on effectue l'éclatement 7L" : X,,f -- > Xft , par (6) et (7), le seul

point p-proche de x" est le point x'* ' de paramètres 

z = (ŵ  >w2 wi * >W3 W 1 ̂ ) “ 0n a ni(x'") = 3, par (8), on a

ZlZ3e J(X" * ,f »E"’>mc>d- (z2)

Avec (7) et sachant que

J (X" ' , f , E" ' ) = J(X”\f ,E"f ,{xM,j) , 

on a 7t(x" ') = 0  et donc 1t(x') = 0, cette contradiction prouve (ii) .

PROPOSITION B.4.

Les théorèmes U.C.4.1. et U.C.4.4. sont vérifiés pour ^  = 3(B).
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Preuve.

Bien sur, II.C.4.1. est conséquence de B.2. et B.3. Supposons qu’on

a une suite infinie d'éclatements TC(n+j) : X(n+j + l) * X(n+j), j^O

centrés en x(n+j)£ X(n+j) point (P,K)-proche de x(n+j-l) pour j ̂ 1

et avec îC(x(n)) = 3(B). Par B.2. et B.3., on peut choisir (u,̂ )

p-base de telle qu’on a B.l. (2-2) et telle que les ̂ X (n+1 ) , x (n+1 )  ̂ n

x(n+i) , 1 sont sur le transformé strict de V(u^,u ). Donc 

a |V(û  ,U3>J = & Z 2. Par B. 1. (2-2) , il existe i, 1 ̂  i s tel que

<1) hb(».l))-' DM’Jj] f - P' ^  - u2 A' , P'£0’(iitl) x<ntl) 

et pour une dérivation D€$(X(n+l), E(n+1)), on a

(2) u3h(x(n+l) )”1 Df = ^2U3 mod * ̂ u2 ,U1U2^ C J ̂X n̂+1 ) » f *E(n+l ) »v (u2 ’U3 ^  *

Bien sûr, puisque c\ ^ 2 et cx[v(û ,û )J = ̂  , V(u^,u^) est permise

en x(n+l). Effectuons 7C : X’ --X(n+1) l’éclatement centré en V(u^,u^).

Par (1) et (2), il y a au plus un point singulier x ’é-X’ au-dessus de x’, 

c’est le point de paramètres

u’ = (u^u^1 ,u2 ,û ) et u ^  J(X’,f ,E')mod. (û ) .

On en déduit que Sing^(X (n+1 ) ) CZ V (û  ,û ) et

v(ul ,u3)UV(u^,u2)D Sing^^ (X (n+1 ) ) D div (û  ) .

Comme ex QvCu  ̂ =1^^ , et div(u^) >div(u2>, Tn est imposé par

l’algorithme de TO = 1 et donc 1C(x(n+i)) = 1, cette contradiction 

prouve B.4.
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C. TROISIEME CAS DE = 3 .

DEFINITION C.l,

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)), on dit que “K ( x )  = 3 ( C )  si

pour une p-base (u,̂ X) de 0 f . adaptée en x, on a
X vn j , x

(1) VDir (x) = <u2 »U3 > »

(2) E(n)C- div (û  ) ,

(3) 1C(x)> 2,

PROPOSITION C.2.

Soit x un point fermé de Sing(X(n)) avec lC(x) = 3(C). Alors

(i) oc (x) = ^(x) + 1, entier que l ’on note ^ + 1,

(ii) il n'existe pas de courbe C<^X(n) transverse à E(n) et 

telle que ^(C) = 1 + ̂  .

On a (i) , sinon par IV.A. 1 et C.l. (1), x serait de D.Q. et on 

aurait 1C (x)^ 2 .

Prouvons (ii). Si il existait une courbe C<i-X(n) transverse à 

E(n) avec oc (c ) = 1 + P 9 par I.A.3. (vii) , on aurait CC Sing^(X) 

et par I.D.4. (2), C serait permise en x. De plus, par I.E.3.(6) et C.l.(l), 

l'éclatement centré en C n'engendrerait pas de point P-proche de x, par 

U.C.2., on aurait tO(x) ̂  1, ce qui contredirait C.l. (3).

PROPOSITION C.3.

Si on effectue l'éclatement : X'-- :> X(n) centré en x avec

K (x) = 3(C), il y a au plus un point x ' <̂ X ' qui est ^-proche de x, 

x* est rationnel sur x et si 70(x')> 2, on a K'(x') = 3(B) ou (C) .

Preuve.

Prenons les notations de C.l. Dans X ‘ il y a au plus un point
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x' qui est P-proche de x, c'est le point de paramètres 

v = (Ui »U2 Ui ̂ »u3 ui * ̂ * Par et comme °<(x) = 1 + P , on a

(1) J(X(n),f,E(n))C J(X',f,E').

On en déduit que

(2) VDir[j(X,,f,E’)mod.(v1)] = <V2 »V3> •

Donc, si ¿x(x') = J « ^(x') et lC(xf)> 2, on a lO(x') = 3 (B) . Si 

îx(x') = 1 + $ et 1C(x')> 2, alors par (2), on a ^(x') = 3(C).

On a prouvé C.3. qui entraîne que U.C.4.1. est vérifié pour iC = 3(c).

PROPOSITION C.4.

Le théorème U.C.4.4. est vérifié pour 3(C).

Preuve.

Soit 7T (n+i) : X(n+i+l) ---> X(n+i) une suite d'éclatements

centrés en x(n+i)£- X(n+i) , points (l^,K)-proches de x = x(n) avec 

lu(x(n+i)) = 3(C). Nous allons montrer que cette suite est finie. Par

C.3. et B.4. cela prouvera C.4. D'aprèsC.3., les x(n+i) sont rationnels 

sur x et x(n+i)4 7£ (n+i) ^(x(n+i—1)) et les x(n+i) sont sur le 

transformé strict d'une courbe formelle CCX(n) ,

C = V (u^ + X  â  u^ , u^ + 21 bj u¡) (IV.B.4.1.), si la suite est

infinie, par II.B.9.1., (X(C) = 1 + i? , par C.2.(ii) c'est une contradiction.

On a prouvé C.4.

D. QUATRIEME CAS DE 1C = 3.

DEFINITION ET PROPOSITION D.l.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)), on dit que ^(x) = 3(D)

I . E . 1.

-v>
U1



si on a

(1) ex (x) = ^(x) que l’on note i? , fc(x) > 2 ,

et, pour une p-base (u/A) de 0 f . adaptée en x
X {n) | x

(2) VDir(x) = < U 1 + U3 , U2 + U3> .

Alors on a

(i) m(x) = e(x) = 3,

(ii) les théorèmes U.C.4.1. et U.C.4.4. sont vérifiés pour 

= 3 (D) .

Preuve de (i) .

On a clairement E(n) = divCu^u^u^) , sinon par IV.A.l. (1), x 

serait à D.Q. et on aurait fO(x)£ 2. Donc m(x) = 3 et par (2), e(x)

Preuve de (ii) .

Effectuons l’éclatement TC : x ’ ---> X centré en x. Par (2) et

puisque K(x) ^ 0, il y a un et un seul point x ’ qui est 0 -proche 

de x, c’est le point de paramètres v = (1+u^u^^,l+u^u^^,u^) et 

E ’ = div(u^). Par I.E.I., on a

(3) J(X',f ,E’) = J(X(n) ,f ,E(n) ,^x(n)j )u3‘> .

De (2) et de (3), on a

(A) VDir [J(X’,f ,E’)mod. (u3)J as<v1»v2> * E ’ = <*iv(u3> .

Si ex (x’) = P et K^(x’)> 2 alors en permutant les indices 2 et 3 

des v^, par B.I., on a ÎO(x’) = 3(B).

Si o< (x’) = 1 + p et %  (x’)> 2 alors on a v(x’) ^ 3  et donc

-L'ÖO-

= 3
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(5) VDir[j(X’,f ,E’)J - <V1+aV;},V2+bV3> , a £ k(x) , b£k(x) ,

on a JO (xf ) * 3 (C) .

Par B. et C., on a (ii).

E. CINQUIEME CAS DE = 3.

DEFINITION E.l.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)), on dit qu'on a 

fr (x) = 3(E) si on a

(1) tO(x)> 2

et une des deux conditions suivantes

(2-1) J (X(n) ,f ,F(n) ) = (u^ ) mod.(u2) avec 

^ = ¿(x) = ordx [j(X(n),f,F(n))] ,

div(u^) <̂ -E(n) , div(u2) régulier à c.n. avec E(n) , 

F(n) = E(n)U div(u^) et de plus

VD 6 Ü'(x(n),F(n)) avec D(°X(n) ^ Ul °X(n) ’ °n a 

X? (X(n) ,f ,F(n) ) 1 Df C(u|+ )̂ + (u2) et m(x)^2

(2-2) J(X(n),f,E(n),jxî) = (u^)mod. (ift ** ) et VDë*£)(X(n) ,E(n))
L -> 1 X Cn; ,x

aveC D(0X(n)K  ul °x(n) ’ °n 3 h(x)_1 Df ̂  M1X(n),x ’

Nous verrons en E.l.2., E.l.3. et E.l.4. que les conditions 

E.l. (2-1) ou E.l. (2-2) se lisent très simplement sur le développement 

de f dans une p—base (u,̂ ) convenable.
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DEFINITION E.l.l.

Si on a tt/(x) = 3(E) et (2-1) et div(u^u2)d E(n), on dira 

qu’on a 'K'(x) = 3(E*).

Si on a 1t(x) = 3(E) et (2-1) et div(u2)4 E(n) , on dira 

qu’on a tC (x) = 3(E**).

Si on a (x) = 3(E) et (2-2) on dira qu’on a fC(x) * 3(E***).

LEMME E.1.1.1.

Soit x un point fermé de X(n) et soit (u,^ une p-base de

0 r v adpatée en x, tels queA\nj,x

f = h(x)(pu^ + g) + R(f,u,'A)p£0 . . ,
"*■ À ̂n,/ y X

div(u1) C. E(n) et A(l)+P = 0(p), g6 P éSpec °X(n) x*

Alors, pour tout D<̂  (X (n) , E (n) ) avec D(0V/ N)C-u, 0,r , N et D P C. P ,Xvn) 1 X(n)

h(x) * Df é^(u^)^+V̂ + P 

Preuve.

On a h(x)  ̂Df = (A(l)+P)p u* * Dv^ + u1̂ Dp mod. P . Par 

hypothèse, on a Dp^(u^) et A(l) + & = 0(p), le résultat est clair.

PROPOSITION E.1.2.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)).

On a équivalence entre

(1) fc(x) = 3(E*) 

et

(2) P = 0 (x) ̂  1, 1̂ (x)> 2 et pour une p-base (u,̂ )

en x, on a une des conditions

de 0„, N adaptée X(n),x

on a
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(2-1) f  - h(x) ( p u j  + u2A) + R ( f , u , » ,  P£0*(n),x »

A£1U ^(n) x ’ div(u1u2^c' E(n) et A(l) + P = 0(p) ,

(2-2) f - h(x) (uf u3+u2B) + Rif.u.'X) ,

Bé:^x(n) x » div(u^u^) = E(n) et A(l) + « 0(p)

Preuve.

A l'aide de E.1.1.1., on montre facilement que (2) implique qu’on 

a E. 1. (2-1) pour (x , div(u^),div(u^)) .

Montrons que (1) implique (2). Comme div(u^)^ E(n), on a 

E(n) = F(n) et donc J(X(n),f,E(n)) - J(X(n),f,F(n)), d’où

(3) J (X (n) , f , E (n) ) = (û ) mod. (u2>

(4) f « h(x)(p u^+u2 g) + R(f,u,^), ordx(g) 2 ù -1.

u AEn prenant D = DMq*-j , on a 

h(x) 1 Df = (A(l) + ̂) p û  + u}+ Dp + u2 h(x) 1 D(h(x)g).

Comme 56 (X (n) , F (n) ) = ~k? (X (n) , E (n) ) , on a (A(l ) + P) f £ (û  ,u2) , mais 

p^-(u^,u2), sinon comme div (u^u2 ) c_ E (n) , par (4), on n’aurait pas (3). 

Donc

(5) A(l) +1) = 0(p) .

Si p est inversible, on a clairement (2-1).

Si p n’est pas inversible, comme E(n)D div(u^u2), par (3), on a

(6) E(n) = div(u^u2) et ^ 3") P inversible.

On peut alors prendre
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ord^(g) = P-l ce qui,

par III.2. 2) si P } 3,

par III.2. 1) si (*■* * 2 et ¿X [v (û  ,î )]} = ^ ) » 

par III.2. 3) si ex [v 9û  )] v> = 2 (ici A(3)+l = 1  ̂0(p)), 

par III.2. 4) (ii) si P = 1, 

entraîne tCix)^ 1 qui est une contradiction qui termine la preuve de 

E.1.2.

(7) P « u3 .

Prouvons qu'alors . Sinon, par (3 ) ,  on a

PROPOSITION E.1.3.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)). 

On a équivalence entre

(1) K(x) = 3(Ett) , 

et

(2) i) = v (x) ̂  1, tC (x) 7 2 et pour une p-base (u,̂ )

de 0 , v adaptée en x, on a une des conditionsX(,n; ,x

(2--1) f = h(x)(pu^ + u^C ) + R(f ,u , C£0X(n),x

pé-0*(n) x , E(n) = div(u1u3), A(l) = 0(p) ,

(2-2) f = h (x) (û uj + u2 D) + Rif.u.'X) , 

E(n) = div(uiu3) , D€ °x(n) ,x

Preuve.

A l'aide de E.1.1.1., on montre facilement que (2) implique (1)

en remarquant que si on a (2-1), alors J(X(n),f,F(n)) « I(X(n),f,(u,?0 ) 

et si on a (2-2) alors (X(n) , F(n) ) = \î *Îj> (X (n) , E (n) ) .

ord (g)^^ .
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Par définition on a E(n) « div(u^u^), d ’où :

f (X (n) , F (n) ) = u* &  (X (n) , E (n) ) , a<^lN ,

(3) \
L J(X(n),f,F(n)) = u2 I (X (n) , f , (u ,^ ) ) .

Comme ord^ £l (X (n) , f , (u,^) )] « ¿*(x) = P ou 1 + Ù et que 

ord^ [j (X(n) , f ,F (n) )] , on a

(4 ) a = 0 ou 1 .

Si a = 0 alors on a

I(X(n),f,(u^)) = (u{)mod.(u2 ) ,

(5) f = h(x) (pu^ + u2 C) + R(f,u,)), f e °X(n) x '

Si a = 1 alors on a

I(X(n) ,f, (u,?0) = (u^ u2)mod. (u^)

(6) f = h(x)(pUj u2 + u 2 D) + R ( f , u J ) ,  P Ê 0 X(n) x ’

quitte à multiplier u^ par un inversible, on peut faire p = 1 dans (6).

Par définition, on a E(n) = div(u^u^). Si a = 0, le calcul 

de la preuve de E.1.2. avec D = DM j - m o n t r e  que A(l) + ̂  = 0(p), si 

a = 1, en multipliant h(x) par u2 > le calcul donne le résultat.

E . 1.3.1. On remarque que si ^(x) = 3(E**) et ^(x) « ^(x), alors 

dans E.1.3. (2-1), on a ord^(C) >/ , sinon x est à D.Q. et on

aurait K  (x) ̂  2. Donc c (X (n) , f , E (n) , £ x] )J = (U^ ) et donc,

puisque A (1) +  ̂ « 0 ( p ) , par E . 1.1.1., on a 1t(x) = 3(E*X*).

J(X(n),f,F(n)) * I (X(n) , f , (u ,/A) ) . Montrons que (1) implique (2).U2 1
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PROPOSITION E.l.4.

On a équivalence entre

(1) 1C (x) « 3(E***) 

et

(2) P P (x) 7* 1 , i^(x)> 2 et pour une p-base (u,̂ ) de

0„, N adaptée en x, on a X(n),x

f = h(x) ( p ul̂ + g) + Ríf.u.'A), g£^í'x(n) x ’

! div(u )<^E(n) et A(l) +P = 0(p) , ptO*
| i A^n;,x

La preuve est claire.

E.2. Nous allons montrer que le théorème U.C.4.1 . est vérifié pour 

K = 3(E), c'est-à-dire que la condition (P,K) (x) ̂  (P,3(E)) est stable 

par éclatements de points fermés. Nous montrerons de plus que div(u^) 

a le contact maximal pour 3(E)).

PROPOSITION E.2.1.

Soit x Sing (X (n) ) avec fc(x) = 3(Exxx). Effectuons l'éclatement

TZ : X'---> X centré en x. Soit x'<3~ X' un point fermé L>-proche

de x avec K(x')> 2. Alors on a K(x’) = 3 (Ex) et on a les conditions 

de E.l. (2-1) pour (x'' t'1 , t) , où t O ^ , -  i T L ^  ̂  0X , ̂ , 

et û  est donné par E.l. (2-1). En particulier x' est sur le 

transformé strict de div(u^).

Preuve.

Par E.l. (2-2) et E.l.l., on a

(1) J(X(n),f,E(n),{xJ) = (u[ )mod. ^ ( n )  ,x
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(2) J (X ' , f , E ' ) ■= ( u t ' V  mod.(t).

De plus, on a orciu (h(x')) = ord^ (h(x)) = A(l). Par E.1.1.1. et

 ̂ —1 ^(2), on a E.l. (2-1) pour *£)» d f où le résultat.

PROPOSITION E.2.2.

Soit x^Sing(X(n)) avec tO (x) « 3(E). Alors, avec les notations 

de E.l. (2-1) et, quitte à multiplier û  par un inversible, on a 

VDir(x) « <UX> ou <U +U2> ou<V 9V2? .

Preuve.

Si fC (x) = 3(E**x), on a clairement VDir(x) = * Supposons

désormais (x) = 3(E*) ou (E**) . Si oc (x) = & , alors par définition,
t) . , 

on a VDir(x) = VDirĵ ĉ  j_J (X (n) , f , E (n) , $x j )J j , par E.l. (2-1),

E.1.2. et E.l.3., on a

(1) J(X(n),f,E(n),^xi) = (u^ )mod. (u2) .

Par (1) et I.E.1.5.1.6.(iii) si e(x) =3, on a v(x) = 3  et donc K>(x) = 0 

ce qui est une contradiction. On a donc VDir(x)C<U^,U2> , (1) donne le résultat 

Si vV (x) = 1 + , par définition, on a 

VDir(x) = VDir j_c£̂  {J (X(n) , f ,E(n) )]j . Par E.l. (2-1),

(2) J(X(n),f,E(n)) = (û  )mod.(u2) .

Pat I.E.1.5.1.6. (iii) appliqué à J(X(n),f,E(n)), si 

VDir(x)<V ^U^,U2> , alors v(x) =3  et donc ^(x) « 0, ce qui est une 

contradiction. Donc VDir (x) c. <Û  ,U2> , (2) donne le résultat.

D'où, par l.E.l.
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PROPOSITION E. 2 . 3 »

Soit x un point fermé maigre de X(n) avec 1̂ (x) « 3(E), 

a (x) * (x) et e(x) = 2. Alors, en prenant les notations de E.l. (2-1),

(i) 1t(x) = 3(E*),

(ii) si oc[v<u ,U , x est bon,

(iii) si cv [y (û  ,û  )] ̂  ̂  et si on effectue l’éclatement 1C : X’ ---

centré en x, il y a au plus un point (̂ ,1u)-proche de x, c’est le 

point x’ de paramètres v = (U Û3  ̂>U2U3̂  ,u3̂  et on a a -̂ors e(x') = Z 

tt(x') = 3(E*) et E.l. (2-1) pour v ,̂ v^ .

Preuve.

E.2.3.1. Par E.l.3.1., si ot (x) = ^(x) et ‘1C (x) = 3(E), on a 

(x) = 3(E*) ou 3 (Ex**). Par définition, si 10 (x) = 3 (Esc**), on a 

VDir[j(X(n) ,f ,E(n) ,[xj)j « < et donc VDir(x) = <11^ et e(x) = 1,

ce qui est une contradiction qui prouve (i).

E.2.3.2. Prouvons (ii). Remarquons que puisque ’10(x) = 3(E*), on a 

div(u^u^) E(n) et donc V(u^,u2) est combinatoire et

-*fv(û ,u2)] = '•* [V (û  ,u2 )J * ^^1. Par I.D.I., V(u^,u2) est permise en 

x. De plus, on a J (X (n) , f , E (n) ) (û  ,u2 )̂  et puisque e(x) =2 et
i' l)

que J(X(n) ,f ,E(n))^ J(X(n) ,f ,E(n) ,£xj) , ci? [j (X(n) ,f ,E(n) )] (U± ,U ) 

si (i,j)  ̂ (1,2) ou (2,1), donc ^iViu^u )J  ̂̂  si (i,j)  ̂ (1,2) ou (2 

Donc V(u^,u2) est la seule composante combinatoire de Sing^(X(n)) 

et l'algorithme de 1C = 1 ou du point bon impose d’effectuer

l'éclatement 7̂ ' : XM -- -> X(n) centré en V(u^,u2). Puisque e(x) = 2,

par E.2.2., on a VDir(x) = < ,U2> ou ^^1̂ 2  ̂ * ^  VDir(x) = <U^,U2>, 

alors dans X1', il n’y a pas de point 0 -proche de x et donc K (x) = 1 

ce qui est une contradiction. Donc

‘ X(n) 

et

(1) VDir(x) - CU1+U2> » 

ce qui est équivalent à
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(2) cÈP[l(X(n),f,(u,7))] - •

Comme A(l) + ̂ = 0(p) , par (2), on a

(3) c C^L'Mx )-1 d m“ *] fj - o.

Donc

 ̂ A Ol A '

(4) et [h(x)_1 (DM^’j + DM^2 ] » ^[i] ; 3 - i ~ s)<f)] “ (Ui+U2 )k

Alors le lemme suivant finit la preuve de (ii).

LEMME E.2.3.3.

Soit xCSing(X(n)) et soit (u/A) une p-base de O . . tels que
X(n; , x

(1) ^(x) = & (x) entier que l’on note ^ ,

(2) a. (vCUĵ  ,u2)j = ^ , >̂[v(u1,u2)] ^ 1,

(3) c^[h(x)-1 (DM̂ -’I + DM^’i , DMÛ  ; 3 4ii s)(f)] = i^+U.^ •

Alors, si on effectue l ’éclatement IL’ : X" --:> X(n) centré en

V(u^,u2), en tout point x"<i X11 ^ -proche de x, on a OC (x”) = & 

et 10 (x")< 2.

Preuve-

Bien sur, V(u^,u2) est permise en x. Dans X", le seul point 

qui peut être & -proche de x est le point x" de paramètres 

v = (l+u1u“1,u2 ,u3).

Par I.F.3.5.3. et (3), on a

(üf►V'
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{
u"Ph(x)~1(DM|^ + , DMÛ  ; 3 ¿ i¿ s) (f)

(A)

h(x") 1 (DM , DM^-j î 3 - i - s) (f ) = (v^)mod. (v^ »vß) .

Comme div(v^) est transverse à E", le point x" est à D.Q. et donc 

U<x")^ 2 et bien sur, oc(x") = P(x").

E.2.3.4. Prouvons E.2.3. (iii). Regardons d'abord le point x' 

de paramètres v. Par E.1.2. (2-1), et I.F.4., on a

r f = h(x*)(f + v 2  A u 3 ^-1) + Rif.v.'A), p^°*(n)>x »

(_ ord £h(x’)1 = ord (h(x)J =A(1) , A(l) + P = 0(p) .
V 1 " U1

Par E.I.3., si v^(x') = Ÿ et 1C(x')> 2, on a (¿̂ ,fc)(x') = (^,3) 

et 't i r (x ' ) = 3  (E) .

Si VDir(x) = <'Ui,U2̂ > * X * 0St seu  ̂ Point de x? peut être

P-proche de x et (iii) est clair.

Sinon, comme e(x) = 2, on a VDir(x) = <“̂ l+^2‘̂> et ^ar ^.2.3.2. (2) 

et (3), (4), on a

Par IV.B.2.3. dans X' , x' est 

le seul point qui peut être ^ -proche de x avec l'G(x') > 2.

Ce qui finit la preuve de (iii).

E.2.4. On remarque que si ft(x) = 3(E) et CX (x) = P et e(x) ^ 2, 

par E.2.2., on a VDir(x) = et donc

De plus A( 1 ) + = 0(p). Par E. 1.1.1., on a alors 1iXx) = 3 (Ex**) . 

Cette remarque et E.2.3. et E.2.1. nous donnent le corollaire.

(1) ct^Lh(x) 1 + D M ^  + DM^ßj DMu] ; 34-i- s)(fil= (ui+u2)̂

J (X(n) ,f ,E(n) , [x] ) « (u^ )mod. 1 T L
1+^
X(n),x

DML2]

(DM

( D M 1

V
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COROLLAIRE E.2.5.

Soit x un point fermé maigre de X(n) avec ^(x) « 3(E) et

oc(x) « P (x) . Effectuons l’éclatement 1C : X ’ -- >X(n) centré en x,

alors en tout point x ’ £ X’ qui est ^ -proche de x avec 'IC(x’) ? 2, 

on a 'ÎC(x’) = 3(Ex), on a E. 1 . (2-1) pour v̂i,v2̂  V1 = Ult  ̂ *

t0X\x' = ^X(n),x °X ' ,x' * V2 = U2t_1 OU En Particulier x’ est

sur le transformé strict de div(u^).

PROPOSITION E.2.6.

Soit x un point fermé maigre de X(n) avec 1t(x) = 3(E), 

oc(x) = 1 + P (x) et

(1) J(X(n),f,E(n),|xi) = ̂ X(n)>x ^  mod * ̂  x(n) ,x *

Effectuons l’éclatement X  : X’ --> X(n) centré en x, alors en tout

point x ’ CL X ’ qui est ^-proche de x avec K(x*)^ 2, on a tC(x’) =

on a E.l. (2-1) pour (v^t) où tOx ->x. = W-X(n) ,x °X\x' et

v̂  = u^t En particulier, x* est sur le transformé strict de div(u^)

Preuve.

Par I.E.1., on a

J (X ’ , f , E ’ ) = (v̂  )mod. (t) , E’ = div^t),

ord (h(x’)) = ord (h(x)) « A(l). 
vi ui

Par E.l. (2-1) et E.l.1.1., le résultat est clair.

PROPOSITION E.2.7.

Soit x un point fermé maigre de X(n) avec K/(x) = 3(E), 

c* (x) = 1 + P(x) et, avec les notations de E.l. (2-1),

3(EX),

(1 )  cy^V(u1 ,u2 )j -  1 + P (x )  et



-292-

(2) J(X(n) ,f ,E(n) , £x}) y u*l ̂ Si(x) x mod '
2 + J
X(n),x

Alors

(i) 1C (x) = 3 (E**) ,

(ii) x est bon.

Preuve.

Par définition, si lu(x) = 3 (E*), V(u^,u2 ) est combinatoire et 

donc c*[V(u^,u2 )J = ^ Cv(ii ,u2 )] = 1 , ce qui contredit la semi-

continuité de ^(.)* De plus, si ^O(x) = 3(E***), on a i*(x) = ^  (x) .

Donc on a ÎO(x) = 3(E**). Ce qui prouve (i).

Prouvons (ii). Bien sûr, V(u^,u2 ) est permise et V(u^,u2 ) Sing^(X(n)). 

Alors je dis que

En effet, sinon, par I.E.2.3. (6), lorsqu’on effectue l ’éclatement

TT ’ : X " ---;> X(n) centré en V(u^,u2 ), il n ’y a pas de point P-proche

de x et donc V(u^,u2 ) = Singp(X(n)) et 'K  (x) = 1, ce qui est une 

contradiction.

Par (3) et E.2.2., on a VDir(x) = <U^> ou ^ ^ + U 2 > • Regardons 

le cas où VDir(x) = <U^>. Effectuons lü’. Dans X*', en dehors du point 

x" de paramètres v = (u^u2 *,u2 ,u^), a strictement baissé.

(3) v(x) = 1.

On a

f = h(x)(u2u^+u2D) + R(f,u,^\) ,

(A)
f = h( x " )(Vj+Dv2P+1) + RCi.v.l).

Par (2), on a ord^(D) = P-l et par (1) 

d ’où par (4), o((x")£ i)-l, donc ^(x")~ J -1

et par (1) ord/ N (D) = ^-1,
(ul»u2)

>>(x")^ J -1 et V(u ,u2> = Sing^(X(n))

et 1C(x) = 1, ce qui est une contradiction. Donc on a
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(5) VDir(x) - <u1*fu2  ̂ *

Effectuons tl*. Dans X*', en dehors du point x" de paramètres 

t = (l+u^u^*,u2»u3>> ^ (•) a strictement baissé. D ’autre part, puisque 

A ( 1 ) + 0 = 0 (p) , par E.I.3., on a et1* (h(x) 1 DMq^ f) « 0.

Par I.F.3.5.3., on a

h(x")_1 dm[2] f = u2 °~l h(x>_1 (DmV[Î] + DMt2l )f

= u2^ 1 h(x) 1 dm£23 f mod.(t2,t3)

= mod.(t2,t )£ J(X",f,E",{x"j) .

On en déduit que si 0 (xM) = P , x'* est à D.Q. et 1C(xM)^2 (IV.A.l). 

D’où le résultat.

PROPOSITION E.2.8.

Soit x un point fermé maigre de X(n) avec 1u(x) = 3(E) , 

cX(x) = 1 + V) (x) et, avec les notations de E.l. (2-1),

(1) J(X(n),f,E(n),{x}) + W x(n) >x mod. ^ X(n) ,x ’

Effectuons l’éclatement ~JZ : X’-- > X(n) centré en x. Soit x ’̂ -X’

un point fermé l)-proche de x avec tt(x’)> 2. Alors

(i) si x’ est le point de paramètres v = (u û3 >̂U2U3^,u3^* on a 

K(x’) = 3(Ex) ou 3(E*x), de plus si t^(x’) = 3(E*x) alors

ctf(x’) = 1 + 0 et (x) = 3(E*x),

(ii) si x’ n’est pas le point de paramètres v, alors K(x’) = 3(B) 

ou 3(C).

Preuve.

E.2.8.1. Voyons d’abord le cas où x’ a pour paramètres v. Alors si 

IC(x’) = 3 (Ex), on a
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f - h(x) (u^uj + u 2B) + Rif.u.'X), div(ujU2 >C. E(n) , 

f = h ( x ’)(v^ +v2 B u"^) + R(f,v,^), diviv^ v 2 v 3 ) = E ’

et ord (h(x*)) = ord (h(x)) « A(l). On en déduit que ItCx') = 3(Ex). 

V 1 U 1 
Si iC (x) = 3(Exx), on a

f = h(x) (u 2 u j + RifjU,^) , div (u2 >^Ç-E(n) ,

f = h(x')(v2v^ +v2 D u 3*'>+1) + R(f ,v ,7i) , div(v2 ) ^ E ’ ,

et ord (h(x’)) = ord (h(x)) = A(l).

V 1 2 U l,)+1
On a ord ,(v„ Du. ) . 2  1+P , sinon x' est à D.Q. et donc 

x 2 3

U ( x f) = 3(E**) et ^A(x’) = 1 + P .

E.2.8.2. Si v(x) = 2, c ’est-à-dire si VDir(x) = ^ U i >^2^ * ( ü )  est vide 

et on a E.2.8. Pour terminer, il faut regarder le cas où il existe un 

point x ’ir X ’ ^-proche de x avec 1C( x ’) > 2 et x ’ en dehors du 

transformé strict de V C u ^ u ^ ) .  Par E.2.2., on a alors VDir(x) =<^U^> 

ou < U X+U2 >.

E.2.8.3. Cas où VDir(x) = Posons

u ’ “ •

Si K(x) = 3(Exx), on a

f = h(x) (U 2 U  ̂ +u2D)+R(f ,u »"A) 

et par ( 1 ) , on a

(2) ordx (D) = P - 1.

Puisque

VDir(x) = VDir [j(X(n) ,f ,E(n))l = <1^? ,

on a

-1  'M'x < „ ) ,x‘; J ( X ( ” ) - f -E(' ' »  m° d- •

Alors, par (2), il existe un polynome K homogène non nul de degré l3-1 

tel que

(ulu¡ ’U2, U 3

, °+2 
X(n:
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(3) U2 K ^ c i * >[j(X(n),f,E(n),{x})] .

Donc K(u^,l,11̂ )6 J ( X ',f ,E ')m o d .(u2 ), comme ord^ , (^K(u^ , 1 .u^)] îl P-l , 

x' n'est pas ^ —proche de x, c'est une contradiction. Donc

(A) 1C (x) = 3 (E*).

| f = h(x) (u^u^ +u2B)+R(f ,u,"A) ,E(n) = div(u^ u 2> ,

(5) l  c ^ ( h ( x )_1 d“ ’j f) = •

Par (1) et (5), on a

ci 1'' B = G(Ur U2,U3)<£ k(x)[ui ,U2,UP] ,

[ Uj  A G.

Alors je dis que

(7) A (2) + 1 = 0 (p) .

Sinon, on a

A(1 )+A(2)+i\(x) = A ( 1 ) + A (2) + 1+1^ = A(2) + l ï  0(p).

Par la relation d'Euler, on a

c i Ù [h(x)_1 (DMÛ ’3 + DM Û  + DMU- '̂ )(f)] =

(g) '

[ (A(2) + l) (U3U^ + U2G(U1 ,U2,U3» , Uj JG .

Alors, par I.E.l. et I.F.4., on a

A
, h(x ’ )_1 (DM^2-| f) = (A(2) + lXu]u’l)+ G ( u ’,l,up) mod.(u2 )

(9) j = (A(2) +1 ) G ( u ’, l , u p  * 0 m o d . (u ’̂ ,u p  

i. J ( X ’ ,f ,E' , jx'} )mod. ( u ^ , u 2 ) .

On en déduit que x* est à D.Q., ce qui est en contradiction avec l'énoncé
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(10) G €k(x)[.U1,uP,u5] .

Sinon, par (6), on a

 ̂ct1+l> [h(x)“1 fj = (A(2) + l ) +U^ K(U1,U2 ,U3) ,

| k o.

Alors, par (5), K6 c ^ + (j (X(n) ,f ,E(n) , ?)J et

K(u’,1,u^)^ J(X 1 ,f ,Ef ) mod.(u2) .

Comme deg K = 1 + P-  2 = 1, x ’ n'est pas ^-proche de x, c ’est une 

contradiction qui entraîne (10). Alors par (10), pour un i, A^ i4. s,

de E.2.8. et donc on a (7). Je dis que

c ^  + 1[h(x) 1 DMÛ j f] = U2 Fi(U1,U2 ,U3) ,

v>
F±Êk(x) [üj.uJ.uPj , U1 J'F± .

Posons

F. = i. Gi [ « ]  ,
1 ̂  2 -

= Z u^  r n » P> 
‘i 1

Alors A_. = ¿Lu’" JtJ G . ( 1 ,u ’ F) J (X ’ , f , E ’ )mod . (u ) . On en déduit que
1 y J -J

x ’ est rationnel sur x, mais alors A^^-J(X’,f,E ’,^x’()mod.(u^) et x ’ 

est à D.Q., c ’est une nouvelle contradiction.

Finalement l’existence de x ’ avec i^(x’) =  ̂ et IC(x’)> 2 est 

en contradiction avec VDir(x) = CU^>.

E.2.8.4. Cas où VDir(x) = <U^+U2/>* Posons

(11) u ’ = (U1U”1,u2 >u3u2l)» vi = 1+uiu21 •

Alors je dis que

on a

u,ui

jp
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(12) J(X(n),f,E(n),[xj) x Ûi+U2 ^  mod‘ ^
2+0
X(n),x

Sinon, on a

J(X',f,E') = (v^ )mod.(up.

De plus, si on pose à = h(x') f)DM^i^ ~ ̂ ^[l^ ^ D'iiî  avec

i = 3 si tC (x) = 3(E*) et i=2 si 1C(x) = 3(Exac), on a 

f. é- £)(X’ ,E’) , /' (f) = O et

/. (vx) = h(x’)“1(D“ ’1,A f)(vf l)

-0 -1 u 0,
= u h(x) (Dr!i f) (v -1)

p
= (v -1) v1 mod.(u2).

Par IV.B.2.2., on a fC (x’)i 2, c ’est une contradiction qui prouve (12). 

Puisque VDir(x) = VDir (j (X (n) , f , E (n) )1 * <U^+U2  ̂ , on a

(13) ^X(n),x(V V ‘ ^ J(X(n)’f’E(nM ^ } > m°d* ^x(n),x *

Par (12) et E.l.3. (2-2), E.1.4. (2-2), il existe G polynome homogène 

de degré  ̂ tel que

U ce cCt! + 1^J(X(n) ,f ,E(n) ,{x()‘|\ 2 

(19) (U +U ) i G/

Donc (G(v1 —1,1 ,u^) ,v^ J(X’ ,f ,E’)mod. (up . Donc VDir ¡J (X ’ , f , E ’ )mod. (u2 )] 

est de dimension 2. Si E ’ = diviu^), on a tC(x’) = 3(B) si X ( x ’) = P , 

ft^(x’) = 3(C) sinon.

Montrons qu’on a E* = div(u2) , ce qui terminera la preuve de (ii) .

Si E ’ ^ div(u2), on a div(u^)^-E(n) et 1^(x) = 3(E«) et u^ix’) * O.

D ’ où

f = h(x)(u2u^ +u2D) + R(f,u,À)

X(n),x
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Si A(3) + 1 4 0(p), par Euler, on a

 ̂ ct') + 1[h(x)-1(DM^^ + + DM^’j )(f)] =

A ¿ 2
_ (A(3) + 1)U2 U^+U2K(UltU2 ,U3) ^k(x)CU2 ,U3]

Donc h(x') 1 DM^2j^ f = (A(3 ) + 1 ) (v^l f +K (Vj-1,1 ,u3 )mod. {u^ ) k(x) [_ ] , 

donc x f est à D.Q. et >lt(x’)^2. C ’est une contradiction. Donc 

A(3) + l = 0(p), mais alors

et 1+1 [h(x)-1 DM“|? fj = -u2uj +U2 K(ui,u2 ,u3)^k(x)[u2,u3].

Comme u^(x’) = 0, on a

j h(x') 1 f = -(v1-l)'" + KÍVĵ -l , 1 ,u3)mod. (u2)

£ J(X\f,E\'x'}).

Donc x* est à D.Q. et 'ïl(x,)<- 2, c ’est une contradiction, qui montre 

que E ’ = div(u^) et on a fini la preuve de E.2.8.

E.3. Les propositions E.2.3., E.2.5. et E.2.8. montrent que le théorème 

U.C.4.2. est vérifié pour ^ (.) = 3(E). Montrons que U.C.4.4. est 

également vérifié pour fc(.) = 3(E). Soit donc une suite infinie

d ’éclatements TC(n+i) : X(n+i+l)--- X(n+i), i^ 0, où TL (n+i)

est l’éclatement centré en x(n+i), point fermé de X(n+i) p —proche 

de x(n) = x^X(n) avec tC(x) « 3 (E) et K  (x(n+i))> 2.

Par B, C et E.2.8., E.2.5., E.2.3., nous n ’avons qu’à regarder 

le cas où 1C(x(n+i)) = 3(E) pour tout i? 0 et alors les x(n+i) 

sont sur le transformé strict Y (n+i) <̂- X (n+i) de Y = div (û  ) <- X (n) .

Nous allons donc utiliser le chapitre V.

Montrons d ’abord le leirane suivant.

avec ord^íD) = P -1.
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LEMME E.3.1.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)) et soit (u,A) une

p-base adaptée de 0 , .. adaptée en x et telle que
X \ n/ , x

(1) div(UjU2 ) C  E(n), div (u^ ) > div(u2 >, A(l) + ̂ (x) = 0(p) ,

(2) I(X(n), f , (u,?0 ) = (u^ )mod.(u2 ,u3 ) , où J = & (x),

(3) û (l(X(n) ,f , (u/X)) ; u3 »u 2 î u j) = ^ n 'a qu'un sommet (c,d),

(4) (X)7 2.

Alors

(i) 1t (x) = 3 (E) ,

(ii) x est bon.

Preuve.

E.3.1.1. Montrons (i). On vérifie que, quitte à permuter u^ et 

u ^ , on peut appliquer IV.C.5.. Donc par IV.C.5. (i) (ii), on a 

<x(x) et c+d ̂  1, donc c >> 0 ou d >  0. Alors, par définition de ù  ,

si c > 0 ,  on a I (X (n) , f , (u ,7>) ) = (a^)mod. (u^) et si d > 0 ,

I(X(n) ,f, (u ,a )) = (u^)mod. (u2 ) . D é p l u s ,  A(l) + \> = 0 (p ) et donc par 

E.1.2. (2-1) ou E.1.3. (2-1), on a 1£(x) = 3(E).

E.3.1.2. Montrons (ii) par récurrence sur \_a+bj . Voyons le cas 

où Lc+dJ = 1» c'est-à-dire c+d < 2 . Alors, par IV.C.5. (iii), on a

(5) c ̂  1 ou d ̂ l .

Donc [c] + [d] = c+d-1 =  ̂-1 1. Alors, par IV.C. 5. (vii) , A n'est

2
pas préparé, donc (c,d)£3N et donc (c,d) = (1,0) ou (0,1). Si

(c, d) = (1,0), on a ex [v ( ^  ,u2)] = ^ et 1 es conditions de E.l. (2-1)

pour u^ et u2 et donc par E.2.3., x est bon. Si (c,d) = (0,1)
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alors div(u^)^ E(n) , sinon x est à D.Q., on a les conditions de 

E.1. (2-1) pour û  et , par E.2.3., x est bon.

Voyons le cas où Lc+dJ> 1, c'est-à-dire c+dz 2. Alors

(6) VDir(x) = < U > .

Alors, on a c^l ou d^l. Posons C(2) = V(u^,u^) et C(3) = V(u^,u^). 

Si dz 1 alors par IV.C.5.5. comme diviu^u^)^. E(n) ,

C(2) est permise et ^(C(2)) . De plus, par IV.C.5. (iv) , on a

(7) Sinĝ , (X(n) )H div(u1)C- C(2)ÜC(3).

Par (2), on a & (V (û  , û  ) ) ̂  î> . Alors, si (^(C(3))^-^ ou 

div(u3) 4- E (n) ou T(C (3) ) < CT(C (2 ) ) ) , C(2) est la composante de 

Sing^(X(n)) où m(.) = 2 et où U~(.) est maximal. L'algorithme du

point bon nous impose d'effectuer l'éclatement 7ZT : X' --> X(n)

centré en C(2). Par (6), dans X' il y a au plus un point x' qui 

est -proche de x, c'est le point de paramètres u' = (û û  ̂ ,û  »û ) .

Par I.F.3.5., on a

I(X',f , (u',“A)) = I (X(n) ,f , (u,̂ ) ) .

Alors par £12] p.127, x', (u',̂ ) satisfait à (1) (2) (3) avec

A.' = (c, d-1 ) . Si 1̂ (x'):> 2, on a fC (x * ) = 3(E) par (i) et x' est

bon par récurrence et donc x est bon.

Si ^(C(3)) = 0 et div (û ) c. E (n) et O" (C (3) ) > cr(C (2 ) ) alors 

l'algorithme du point bon nous impose d'effectuer l'éclatement

le' : X " --X(n) centré en C(3). De plus, ¿*(C(3)) = O et donc

c ̂  1 . Alors, par (6), dans X,f il y a au plus un point qui est 

i) -proche de x, c'est le point x" de paramètres u" « (û û  ̂,û  ,̂ 3) •

On a I (Xn , f , (u ' , *A) ) *= u^^ I (X (n) , f , (u,'À) ) , quitte à permuter u  ̂ et 

u^, on conclut comme précédemment.

Si d< 1, alors c> 1 et donc par IV.C.5.3.1. et IV.C,5.3.2., on a
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P(C(3)) = <*(C(3)) « ̂  , C(3) est permise en x. Puisque d 1 , on a 

cx(C(2))< 1 et donc par (7)

(8) Singj(X(n))H div(u1) = C(3).

Donc

(9) C(2) = V(u1,u2)4Singi;)(X(n)).

De plus par (2), on a <X Qv (û  & , d'où

(10) V(u2 ,u3 )<V Sing^(X(n)) .

Si div(u^) C. E(n) alors E(n) = divCu^u^u^) et par (8) (9) (10),

C(3) est la seule composante de dimension 1 de Sing^(X(n)) où m(.) 

vaut 2.

Si div (û ) <2̂ E (n) alors E(n) = div(u^u^) et div(u^)> div(u^) .

Par (9), C(3) est la composante de dimension 1 de Sing^(X(n)) où 

(m,cx,̂ ~) est maximal et o*|~C(3)] = P .

Donc l’algorithme du point bon nous impose d'effectuer l'éclatement

TT* : X" ---^X(n) centré en C(3). Par (6), il y a au plus un point de

X" qui est ^-proche de x, c'est le point de paramètres u" = (û û  ̂,û  ,û ) . 

Comme précédemment, on vérifie que (x", (u" ,̂X) ) satisfait aux hypothèses 

de notre proposition et que i(u,,,/A) = S(u,^)-1. On conclut donc par 

récurrence.

E.3.2. Revenons à notre suite d'éclatements Tü(n+i). Alors, par V.l, 

on a un diviseur F(n+i)c. Y(n+i) et un entier reiN tels que pour 

tout ±z r, F(n+i) est un d.c.n. de Y(n+i) et on a les conditions

(4) et (5) de V.l.

Prenons les notations de V.l., en x(n+i), pour i^l, on a une 

p-base (v(i),p(i)) que l'on note (v,u) en abrégé de °X(n+i) x(n+i)
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adaptée en x(n+i) telle qu'on a V.l. (A) (5) et div(v^) «= Y(n+i)

et donc A(l) « ord (h(x)) « ord (h (x (n+i) ) ) et A(l) + & « 0(p).
ui vi

Pour le moment, nous ne prétendons pas qu'on a les conditions de E.l. 

pour v , v2*

E.3.3. Regardons le cas où, pour un i ̂  r on a

(1) F (n+i) = V (v̂  , ) , div(v^v^) C- E(n+i) .

Alors, puisque ît(x(n+i)) = 3(E), par E.l. (2-1) (2-2), on a

(2) c^l(J(X(n+i) ,f ,E(n+i))) ^ 0 mod.iv^v^).

On peut appliquer V.l et V.2.

Par V.2 (i) en x(n+i+l), si ord . _.(F(n+i+l)) = 2, x(n+i+l)
X  \ 1 1 +  X  * X j

est le point de paramètres w = v̂iV3^»V2V3^*V3^* d 'où 

E(n+i) = div(w^w^w^) et I(X(n+i),f,(w,p)) = J(X(n+i),f,E(n+i)) et 

A ( I (X(n+i+1) ,f,E(n+i+1) )  ; w^*w2 » n ' a qu ' u n  sommet, par E.3.I.,

x(n+i+l) est bon.

Sinon, on a ordx (n+i+1)^ (n+i+l)) “ 1* Par V.l. et V.2. (ii), 

on a (1) pour F(n+i+l) et (v(i+1),p(i+1)) et il existe une fonction 

entière positive a(v(.),p(.)) définie en tout i tel qu'on a (1) 

et on a

a(v(i+l),p(i+l)) = a(v(i),p(i))-l.

Donc, pour un j^ i, on a ordx(n+j)(F(n+3)) = 1 et ordx (n+j+l) n̂+J+1^  = 2» 

et x(n+j+l) est bon.

E.3.4. Regardons le cas où pour tout i^ r, on a

(1) F (n+i) - V (vi , V 2 v3)> div(v1v2) E(n+i) .

Alors, par définition de F(n+i) (cf. V.l), F(n+i+l) est l'image inverse
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de F(n+i) et donc, pour tout i^-r, x(n+i+l) est un point de 

croisement pour (v(i),p(i)) (cf. I.F.4.) et on a pour tout i ?/ r 

I(X(n+i+l),f,(v(i+l),p(i+l))) =

(2)

£.3.4.1. Voyons le cas où en plus de (1), pour un i^r, on a

(3) CX(x(n+i))) = ^(x(n+i)) = P .

Alors, par (2), pour tout j Z i, on a

I(X(n+j) ,f , (v(j) ,p)) = (v^(j))mod. (v2(j) ,v2(j)) .

Par (2) et IV.C.7., pour un j assez grand, on a

û(I(X(n+j) ,f , (v(j) ,p(j)) ; v3(j),v2(j) ; v^j))

n ’a qu’un sommet.

Comme Y (n+ j ) = diviv^ij)), on a A(l) + tf = v>+ord^ (n+j ̂ (h (x (n+ j ) ) ) = 

par E.3.I., x(n+j) est bon.

£.3.4.2. Le dernier cas à étudier est le cas où pour tout i ?/ r, on a (1) 

(4 ) (X (x (n+i) ) = 1 + P (x (n+i) ) = 1 + P .

Alors, x(n+i) n ’est pas combinatoire, et donc, pour tout i :> r, on a 

E(n+i) £ diviv^v^v^), d ’où par (1)

(5) E(n+i) « div(v1v2).

0(p

et

De plus, x(n+i+l) étant un point de croisement pour (v(i),p(i)) 

x(n+i+l) est sur le transformé strict Y(n+i+l) de

(n+i) x (n+i)
(x(n+i)]

I(X(n+±: . f , (vi
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Y(n+i) = div(v^(i)). Par (5), pour tout j£lN, on a

(6) v(i+l) = (v1(i)v2 (i) v2 ( i ) ( i ) v 2 (i) *) .

C ’est-à-dire que, pour tout j 6. JN , x(n+j) est sur le transformé strict 

V(v1(i+1),v2 (i+j)) de V(v (i),v2 (i)), et donc par (4), pour tout 

i 3, r, on a

10(x(n+i)) = 3(E), par E.2.2., on a v(x(n+i))^ 2 et donc v(x(n+i)) = 2.

De plus, par (7), est permise en x(n+i) et puisque v(x(n+i)) = 2 ,

son éclatement n ’engendre pas de point p —proche de x(n+i), donc 

V(v^,v^) = Sing^(X(n+i)) et K(x(n+i)) = 1 , ce qui est une 

contradiction.

(7) o< [V(v1(i),v3 (i))j = 1 + P .

Quitte à augmenter r, on a pour tout i?>r

( f = h (x (n+i) ) ( 51 V1 r v? ^  + ui+^ g)+R(f,v,p)
0 * r 1 z 0 1

(8)
avec inversible ou nul, O^ 'O  — P(x(n+i)) pour un r ’

tel que f ,  ̂0, on a d(r’ 

 ̂ (c(r') + 1)r * 1 = inf ((c(r)+r)r 1 | i 0j .

(Voir IV.C.8.).

De plus par (7), on a

dir^r1 = inf (d (r) r 1 | V  + o \

(9) ^ 0 = ?>  c(r),> 1 + r .

Je dis que

(10) r (0) * 0 et (c (0) , d (0) ) = (1,0).

Sinon, par (8) et (9), on a V^jcÊ (j (X(n) , f ,E(n) , d ’où

V^ € ■ VDir (x(n+i) ) et comme div(v^) est transverse à E(n) , et que

Alors par (9) et puisque A(l) + ̂  = 0 (p) , on a les conditions

[c (r ) + l)3 rr

V1 V3:
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E.1.3. (2-2) pour (x(n+i) , (v̂  ,v̂ )) et donc 1C(x(n+i)) = 3 (Exx).

On remarque que si d(r’)> 0 alors on a les conditions de E.1.2. (2-2) 

pour (x(n+i),(v ,v2)) et donc on a à la fois -tt(x(n+i)) = 3(E*) et (Exx) . 

Nous allons prouver par récurrence sur d(r’)r’ * que

(11) x(n+i) est bon.

Si d(r’)^ r’ alors ^(ÿiv^v^)] = ^ et C(2) = V(v^,v^) est une courbe 

combinatoire passant par x(n+i). Donc

(12) C(2)<S Singp (X (n) )

et comme C(2) est la seule composante combinatoire de Sing^(X(n)), 

l’algorithme du point bon nous impose d’effecteur l’éclatement

TC : X’ -- > X(n+i) en C(2).

Par (7 ) , on a

(13) J(X(n),f,E(n))£- (v1»v̂ )̂  , 

par (12), on a

(14) J(X(n),f,E(n))<^ (v1,v2)') .

Par E.2.2., on a VDir(x) = ̂  Vi^ » dans X ’ il y a au plus un 

point j)-proche de x, c’est le point x ’ de paramètres 

v’ = (v1v“1,v2 ,v3) , on a (8), (9) et A(l) + i = 0(p) pour (x',(v',p)) 

et d(r’) est devenu d(r’)-r’,d’où (11) par récurrence.

Si d(r’)< r’,soit on a

J(X(n),f,E(n),|x(n+i)J) * ^X(n) ,x ^  mod‘ ^X(n) ,x *

par E.2.7. et (7), x(n+i) est bon.

Sinon, on a VDir(x(n+i)) = • Effectuons l’éclatement
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TL’ : X"---> X(n+i) centré en C (3) = V (v^»v3 -̂ Dans XM, il existe un

point ^-proche xn de x(n+i). Sinon C(3) = Sing^(X(n)) et 

K(x(n+i)) *= 1. Puisque VDir(x) = <V^'>, x” est le point de paramètres 

v" = v̂ iv3  ̂» v 2 9v3  ̂* 0n v^rifie que c*(xM) = & et que 

Ô(I(XM,f,(v",p)) ; ; v”) n ’a qu’un sommet à savoir

((c(r’)-l-r')r,_1, d(r')). Par IV.C.5., on a 

Sing^ (X")r\ div(v”)d V (v” ,v") U  V (v”, v”) , on en déduit que 

Sing^(X(n))D div(v^) = C(3).

Puisque d(r')^r’, on a & [V (v^ , v2 )J ¿1 P , donc V (v̂  , v2 ) Sing ̂(X (n) ) . 

Comme on a div(v^) = Y (n+i) > div(v2) , C(3) est la composante de 

dimension 1 de Sing^(X(n)) où (m,c*,g-) est maximal et donc l ’éclatement 

7t" centré en C(3) est imposé par l’algorithme du point bon. Par

E.3.1. , on a (10).

F. SIXIEME CAS DE ‘K  = 3.

DEFINITION F.1.

Soit x un point fermé de Sing(X(n)), on dit que 1t̂ (x) = 3 (F) 

si on a les conditions

(1) 0< (x) = ù (x) , entier noté 0 ,

(2) 1C (x)> 2 ,

(3) e(x):? 2, e[j(X(n ),f ,E(n))] = 3 ,

et pour une p-base (u,^) de 0 , . adaptée en x, on a une desX^nj,X

deux conditions

(A) ^  VDir (x) et A(l) « orc*u = 0(p) •

(5) < U!»U2> “ VD*r(x)-

Ul+U2
[h(x)J



-507-

F.l.l. Puisque (x) « 0 (x) et €-VDir (x) et 1C(x)>2, on a

(1) E(n)D div(u1u2)

F.1.2. On dira que 4t(x) = 3(Fx) si E(n) = div(u^u2> et 'fc(x) = 3(F**) 

si E(n) = div(U 2 U2 U3)•

PROPOSITION F.2.

Si 1C (x) = 3(F**), avec les notations de F.l., on a une des deux 

conditions

(1) ^(x) = 3 (D) ,

(2) VDir(x) = <U^+U2 ,U3> et, si on effectue l ’éclatement

IL : X ’ --  ̂X(n) centré en x, en tout point x ’£ X ’ P-proche de x,

on a 1t (x’)£ 2.

Preuve.

Puisque E(n) = divCu^^u^) , on a

(3) J (X (n) , f , E (n) ) = J (X (n) , f , E (n) , [x (n)j ) .

Donc, par F.l. (3), on a e(x) = 3. Par F.l. (4), quitte à multiplier 

u^ par un inversible, on a

(4) VDir(x)3 -U1+U2 ,U2+U3> ou .

Ces inclusions sont des égalités, sinon on a v(x) = 3  et iu(x) = O.

Donc A(l) = 0(p). Dans le premier cas, on a 1C(x) = 3(D). Nous n ’avons 

plus qu’à étudier le second cas. Désormais, nous supposons

(5) VDir(x) «< U  +U ,U3>.

,U„>hU2<U1
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0 /\
(6) c.t £h(x) DM,[Î] “ °*

En effet, puisque A(l) = 0(p), on a
•A

(X(n) , f , E (n) ) C (X (n) , f , E(n) ) et si on n fa pas (6), par A.l,

u Ç\
appliqué avec D = D j-’j , on a 1C ( x ) = 3 (A) et par A.4., on a 

<=-VDir (x) , ce qui contredit (5).

On déduit de (6) que

Alors je dis que

 ̂ c^[j(X(n),f,E(n),^xj)J =

l c £ U [h(x)_1 (DMU ’?" + DMU ^  + DM“ ’?1 , DMU- ^  ; 3 ^ i ^ s ) ( f ) ]  .

Effectuons TE . D faprès (5), si x ’^ X *  est ^-proche de x, x f est 

le point de paramètres v =. (l+u^u^* ,u2 »u^u^*). Alors, par I.F.4.2. (9) 

appliqué avec v^ = u ^ , on a

ju~V h(x)_ 1 ( D M ^  + D M ^  + D M ^ ’I , D M ^ ’j ; 3 é i^ s) (f)

(8) J J
C  J ( X \ f  ,E\{x*J )

Par (7), on a donc

(9) * ( x ’) = ^ ( x f) = .

Par (5), (7) et (8), on a

(10) Vjé-VDir(J(X',f ,E’, \x’j)) = VDir (x ' )mod .< V 3 ? .

De (9) et (10), on déduit que x* est à D.Q. et donc l'C(x')'^ 2. Ce 

qui termine la preuve de F. 2.

(7)
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proposition F \3.

(i) VDir(x) = <u 1 '4‘u2 > * A(1) “ 0 (P) »

(ii) si on effectue l'éclatement TC : X* -- > X(n) centré en x,

Si AC (x) « 3 (F*) a lo rs ,  avec les notations de F . I . ,  on a

dans X f il y a au plus un point x f qui est i^-proche de x avec 

tC (x * ) > 2 , c * est 

tC(x *) = 3 (F**).

tC(x')> 2 , c ’est le point de paramètres u* «= (u^u^*,u2 u^*,u^) et

F.3.1. Remarquons tout de suite que F.2., F.3. et D prouvent que les 

théorèmes U.C.4.2. et U.C.4.4. sont vérifiés pour = 3(F).

F.3.3.2. Prouvons F.3. Puisque E(n) = div(u^u^) et que tC(x)> 2, on a

VDir (x)<̂  ,U2> , par F.1.3., on a

f VDir(x) = <UX+U2> ou <U 1 ,U2> ,

| c(l‘ [h(x) 1 f] 4 " k(x) L’U 1 ,U2j

Effectuons Te et regardons le point x' de paramètres 

u' = (UjU^*»u2 U3 ^»u^)• Comme on a E' = div(uj u^ “3 )» on a

(2) J(X\f,E*) = J(X’ ,f ,E’ ,{x'j ) .

Bien sur, regardons le cas où 0 (x ’ ) = ^

Par (7 ) , on a

(3) < U ’+ U p  ou <U^ ,U p £  VDir [j(Xf ,f ,E*)J mod. < >

Par I.E.1., on a

u" P + 1 h(x) - 1  D^’j f é. J(X' ,f ,E') ,

or par (1 ), u“ + 1  h(x)~ f « u^g avec ord^ t (g)é: - 1  , donc

1) Du A  f
[3j f

u ,X
D[3j
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(4) <U^?É.VDir(J(X’ ,f ,E')J «= VDir(x') .

Si VDir(x) = » alors x' est le seul point ^-proche de x et

par (3) et (4), on a v(x') « 3 et donc IC(x*) = 0  et donc >VC (x) = 0, 

c'est une contradiction. Par F.l.(4), on a (i). Si >fc(x')> 2, on a 

par (3) et (4) que 1t(x') = 3 (F**). Pour finir de prouver (ii) , 

montrons qu'en dehors de x', (^,K) a strictement baisse. On a :

(5) ce^hCx) 1 DM?»? fJ = 0 ,
Cl]

sinon, puisque A(l) = 0(p), on a

D "̂I] ^  .£ (n)) £ Te- (X(n) ,f ,E(n))

u 'X
et par A.l. appliqué avec D *= D j-’-j , on a lu (x) = 3 (A) et par A. 4. ,

VDir(x), ce qui contredit (i) qui a été déjà établi. On en déduit que

(6) ciL̂  [h(x)_1( D M ^  + DM^j1 + DM“ ’j , DMÛ ( ; 3 4 i-S s) (f)] 4 O .

Comme VDir(x) = SvU^+U^^ , on peut appliquer IV.B.2.3. qui dit que 

(P ,'KO (x ' ) ^ (p ,2) , ce qui finit la preuve de (ii) .

Par F.3.1., le cas tC = 3(F) est terminé.

G. CAS -tu = 3 (G), FIN DE TC = 3 «

G.I. Le but de ce paragraphe est d'étudier un point x£-X(n), tel qu'il

existe un voisinage affine U de x et une p-base (u/A) de O f  v (U)
X ̂ n J

qui est adaptée au point x et telle que

r f = h(x) £u1g + p u2+1] + R (f»u .^0 >

(1) < »>+1 4 0(p) , ordx (g) =P-1^,0, P= P(x) ,

H t0Ï(n),x » E(n)^div(uiu3).

<u]■ v

X(n)
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(2) c* jviUj »u2)]>, >> ou t[v(uj,u2)] i 2 i) .

Comme nous le verrons au chapitre VII, on a ces relations (1) et

(2) si, au cours de notre algorithme, x est P-proche d'un point 

y6X(n-l) avec K (y ) = 4 ou 5. De ce point de vue, le cas où x est

à D.Q. est traité dans le chapitre IV. Aussi nous rajoutons la condition

(3) x n'est pas à D.Q.

G.2. Nous allons montrer qu'en fait, avec les conditions (1) (2) (3),

sauf dans un cas particulier qui sera 1C(x) = 3(G), on a iC(x)^ 1. (cf. G.4.1.)

PROPOSITION G.2.1.

Sous les conditions G.I. (1) (2) (3), on a 

(i) Oi (x) = p ,

(ii) U1«£-VDir(x),

(iii) div(u^ ) C. E(n) .

Preuve.

(i) est clair, on remarque que divise cÛ̂  [_I (X (n) , f , (u »'X) )] ,

ce qui prouve (ii) . On a (iii) car si div (û  ) ̂  E (n) on a D.Q. (cf. IV.A.l).

PROPOSITION G.2.2.

Sous les conditions G.I. (1) (2) (3), si 0 = 1, alors 1C(x) = 1

Preuve.

Comme >̂ +1  ̂0(p), on a

h(x) 1 DM^’] f = u2 ux g" + p "  u2z , g"£0x(n))X , P"^0*(n) x .
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Puisque P= 1, g est inversible et 3i , lé ii s, tel que 

h(x)-1 DMUC*] f - Uj g’ + p' uj , g*Ê-0*(n) x , p*ÉOx(n)iX

et on a i  ̂2 car divise h(x) 1 DÎ [2]  ̂ *

Donc

I(X(n) ,f, (u/X)) « (u^u^) .

Alors, en appliquant III.l.(v) en permutant les indices 1 et 2, on 

a le résultat.

G.2.3. Vue la proposition G.2.2., nous supposons désormais

(4) A> 3 2 .

PROPOSITION G.2.4.

Sous les conditions G.I. (1) (2) (3) et G.2.3. (4), si v(x)^2, 

alors 'K'(x) = 0.

Preuve.

Par G.I. (1)(3), on a 

VDir(x) = <U1,U3> , E(n) = divCu^) .

Effectuons l’éclatement TC centré en x, alors il y a au plus 

un point i?-proche x* de x, c’est le point de paramètres 

u' = (u1u21 ,u2 .u.^1 ) et f = h(x') (û  .g.u2’) + 1+pu2) + R(f,u','A).

On a i(x’)̂. 1<2£ D (x) , d’où le résultat.

G.2.5. Désormais nous supposons

(5) v (x) = 1.

Ce qui, par G.2.1. (ii) entraîne que < Û > = VDir(x), et par G.I. (1) 

entraîne que c^ = cU^  ̂0 .
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Sous les conditions G.I. (1) (2) (3), G.2.3. (A) et G.2.5. (5), si 

<*[V(u ,u )J = ̂  alors 1u(x) ̂  1.

Preuve.

La courbe C = V(u^,u2) est permise. Effectuons l'éclatement

11 : X'--->X(n) centré en C. Alors, par G.2.5., on a

VDir (J (X(n) , f , E(n) ,C)J et donc dans l'ouvert 0 de X' où 

div(u^) = 7C *(C), en tous les points y au-dessus de x, on a P(y) * 0.

Le point x'£- X'\0 au dessus de x a pour paramètres 

u' = (uju21,u2,U3̂  et

f = h(x')(u1 g u2  ̂+ p u2) + RCfiU','!).

Donc P(x')£ 1«̂ 2^ P(x) . Dans X', il n'y a pas de point ^-proche 

de x. Montrons que C est localement la seule courbe de 

Sing . (X(n))H E(n), et donc que l'algorithme de = 1 impose 

d'effectuer 1C . On a par G.1(1) :

(6) J(X(n),f,E(n)) = (u^ )mod.(u^).

On en déduit que C = Sing(X(n))0 div(u^) . Si div (û ) c. E (n)

et si f1 est une composante de dimension 1 de Sing^ ^(X(n))H div(u^)

alors f* = V (u^, . Par G. 2.5., in^CyV^ * divise mod.(U^) et par
D ~l p

(6) , in^O*9) divise mod.(U^,U^), ce qui est impossible. Donc

Singï . (X(n))^ div(u-) est de dimension 0 et Sing v _(X(n))OE(n) = C y — 1 3 P-l

et %  (x) 1.

REMARQUE G.2.7.

Nous supposons désormais c^[v(u^,u2)3 4^ , c'est-à-dire par

I. A. 3 . , cx[v(u1,u2)J< ̂ -1 et donc par G.I. (2 ) t [V (û  ,u2 )J ̂  2 0 .

G.3. Nous allons tester l'algorithme de tC = o en x. Rappelons les

PROPOSITION G.2.6.
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hypothèses et notations.

On

HYPOTHESES - NOTATIONS G.3.1.

Nous choisissons un corps de représentants dans 

°X(n) x = k(x)[ \y ,u2 ,u3]J . On a alors

f = h(x)[cuP1+pu^+1 + 2T* u* u ^ j + R(f,u/À)

(1) fj(a,b£ k W > C e °X(n),x » H fc0*(n) x .»>*2,1 + » + 0(p).

( 2 ’ = 21.
1 4 I/—1 ,a+b^j + l

(2) [V (û  ,u2)j P -1 et t (j/(u1 ,u2>] 2 ̂  . 

pose 0 = 0 [V(ui,u2)] ,(111.3.3.) , par III.3.5., on a

(3) 2 0 (*> - ac[y(u1,u2)j )-1^ 2 p .

TEST DE %  =  0. G.3.2.

Considérons la suite d ’éclatements

7 L ( n + ¿ )  : X(n+i+l) --- >X(n+£) , O^i¿0-1 ,

où Tû(n+i) est centré en x(¿ ) C CO O X(n+¿) , C ( J¿ ) étant le

transformé strict de C(0) = C = V(u^,u2>, x(-¿) étant le point ^-proche

de x = x(0) situé sur C(¿), on note P(^) le transformé strict dans

X(n+-£) de P (0) = div(u^)6 X(n) , on pose C  (0) = Viu^u^) ,

f(¿ + l) = P (¿+1 )0 Tl(jZ) *(x(ü)), et on note T(t!+l,i2*) le transformé

strict de P(fc + 1) dans X(n+C” ), (donc -£’:?£ + l et P (£ +1,£+1) = (^(¿+1)),

on note y(t) = ^  ( t -1, t ) C[ P ( f) , soit ^(¿) le point générique de C  ( ü) .

On définit par récurrence un ouvert affine U(£) de X(n+£) et 

une p-base (u(£),^) de R(£) * oX (n+L0^U ^ ^ # Pour (1 = 0, on prend

U(0) = U et (u(0),^) = (u, /\) 9 (c f. G. 1). Puis

p-j
U1,a,bf .

J
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R(£) •= R(0) [ux u3  ̂ , u2 

u ( £ )  «= ( ^  u " ê , u2 u ~ fi , u 3 ) 

U(é>) = Spec R(C).

On observe que pour 6-1

E(n+(?)n Ü(P) = div(Ul(e)u3(G)),

\ P(0 = div(Ul(0)C.E(n+(?) ,

' x(t!-l) 1(x(2-l)) = div (u3 ((? ) ) ,

\  r ü ) o u ( ü )  - V Î U j Ü Î . U j « ) )  - P ( C ) - | y ( 2 ^  ,

y |_x(l)f - ’V(u1 (C ) ,u2 (£) ,u3 (£') ) .

croisement pour (ufe-l),^) on a RCf.u.'X) = R(f ,u(C-l) ,'A) = R(f ,u(i) ,7v) , 

(cf. I.E. 1.4).

Puisque m(y ({.')) = 3 on a c*(y(ê.)) = ii (y(£)).

LEMME G.3.3.

Avec les hypothèses et notations de G.3.2., en tout point 

y t i1 (2)-[y(iO( » 0-1, on a un système de générateurs

*f(0 = 9 . . . de I (X (n+ ) , f , (u (2 ) /À) ) vérifiant

Par ailleurs, au point y(£) > on a une p-base adpatée (u’(2),"\)

avec

u’(2) = (ux(e-i)u2(ü-i) 1,u2(é-i),u3(e-i)u2(i-i) x).

Puisque Ê* 0-1 , on a ^(x(d)) = d . Puisque x((?) est un point de

j ^ ( É )  =  u ^ ß ) 1, +  U ^ i )  g ^ , 

 ̂ = u3^)t + «1(¿)u2(¿)g2 2_

' y±(0 ** u! (ß ) g¿ / » 3 < ±¿ s ,

gi,e£ °X(n+.i)
(U(i)), l<i i< s .

(1)

-a-
U3 -

l<r I

<?!<£>,

u2 (é)
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Preuve.

Ÿ2 <0) “ [h(x)(DM^j p + (l)+l)p)] DM[2] f '

Comme <.U > «  VDir (I  (X (n) , f  , (u ,7.) ) ) -  V D ir (x ) ,  pour un i ,  l é i é s ,  on a

= h(x)  DÎ [i]   ̂ = mod.1?I_x+ , c ( i )  i n v e r s i b l e .  Une combinaison

l i n é a i r e  de f  e t  de (0) donne (0) , par combinaison l i n é a i r e  des  

-1 u /\h(x)  DM j-!- f  e t  de ^ { 0 )  on o b t i e n t  l e s  a u tr es  Lf.(O').

1 - î
Pour l£ ¿ ^ 0 - 1 ,  i l  s u f f i t  de prendre = u 3 , i £  s .

G. 3.  A. On remarque que U. G?) d i v i s e  c.H [ l (X (n)  , f , (u(ii) , ) ) ) j  e t
1 X  V. X-* ) ^

donc que

u V D ir (x (2 ) )  , .

LEMME G.3 . 5 .

Pour tou t  X  , 1 î  c î  i -—1 , s i  y d X ( n + . Î ) - | x ( i ) j  e s t  y -proche  de 

x ,  a l o r s  y = y ( t )  e t  lC(y) = 0-

Pour = 0, on prend

Preuve.

Par G. 3 . A. ,  s i  y é- Sing^ (X(n+i) ) a l o r s  

y  ̂ P(ti )H TT (¿ -1 )  1 ( x ( c - l ) )  =  ̂ (jci) - De p l u s ,  s i  y é_ P (jZ ) - [x 02 )t - | y  )j 

a l o r s  °rdy (~'2  ̂ ^  ” 1 e t  donc P(y)  ̂ ^ - 1 -

S i  y = y ( 2 ) ,  a l o r s  on a

I(X(n+jZ),f,(u,(e),^)) = I(X(n+£0,f ,(u(c-l),/X))u2 (c-l)'V ,

Or V7'* ^  ( t J - l ) .u 2 ( e - l ) ^  •  u^((Î)V + u^(<2)g1 u2 ( c - l ) “ P , e t

V « (f2(^-l)u2(t-l)'P = u^q / “1+u^(Î)^'1 + “i<e)g2,ê-l «2(£'1)~ ^ 1-

Donc I (X(n+(i) , j , (u ’ (C ) , X̂) ) , Lf e t  y ’ s a t i s f o n t  à I I I . 1. ( i )  

(après  permutat ion des i n d i c e s  1 e t  2) e t  donc 1C(y02)) = 0.

0-11<̂ 2i
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G.3.6. On remarque que, si 9é i)-l, par G.3.5., dans X(n+0), tous les 

points y qui sont P-proches de x vérifient 1C(y) = 0  et donc 

1C(x ) « 0.

Désormais nous supposons Ps-0, ce qui, par G.3.1. (3) implique 

i) -l£ t [v (ux ,u2J<r 2 P et P - oC jviû  ,u2>] 2 .

LEMME G.3.7.

Soit (l , 1 ̂ 2 0-1 tel que v(x(£ -1 ) ) = 1, v(x(£))^ 2 alors

(i) si <x(P(C))^P , on a 1C(x (j2)) = 0 ,

(ii) si jtCrCï)) , on a 1C(x(£)) = 1.

Preuve.

Puisque v(x(£-l)) = 1, par G.3.A., on a <U^(£-1)> = VDir (x -1 ) ) .

Donc dans G.3.3., on a

° rdx ( i ? - l ) ( s i , é - l W  ’ ordx ( é - l ) <82 , 2 - l ) > / *>" 1

et, quitte à combiner et y^(£-1), 3 ~ i s, orc*x(6-1 ) ̂ gi £-1^ ^

Donc u~00 divise les g. r , U i ^ s  et puisque v(x(^))^2, on a -5 i , £

U^(f )e VDir (x(é’)). Alors, x(£) , f et (u(£) /A) satisfont aux hypothèses 

de III.4.1. (en permutant les indices 2 et 3). D'où (i). Si oi (ViÎ)) = ̂  , 

III.4.1, on a 1C (x(l)) 1 ,mais f1 (£) étant combinatoire (I.A.6.(6)), on 

a ûc(p(i)) = ly Cr(D) = ̂  , donc Singp (X (̂  ) ) I) P (¿) , x(£) n ’est pas isolé 

dans Singes (X(i )) , on a YC(xC2)) ^ 0 et donc fc(xCti)) = 1.

LEMME G.3.8.

Si ot £v (û  ,u2)j = P -2 ou t [v (û  ,u2)Ĵ  P alors 10(x) = 0.

Preuve.

Par G.3.1. (3), on a

(1) Qi t[v(Ul ,u2)] (►>-.<) _1 ̂  ̂

par
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où ¡x - û<[v(u1,u2)J . Si tlyiu^upj^P-i

ou <* (v(u ,u2)J 4= O -3 , on a © £ p-1 et G. 3. 6. prouve le résultat.

Voyons donc le cas où © - 0 . On a, en notant u au lieu de u(©-l) :

f = h(x(e-l))(cUj + p u2 + 1 u^-1 + 'Z- fJ a b uj u^+e ĵ-a )̂ + Rif̂ u/'X),

Par (1), on a un des deux cas

(a) t[v(u1,u2)J = 2y) et ù -c* = 2 ,

(b) t[v(u1,u2)J = i  et J -c* = 1 .

(a) 3j,a,b , f ^ 0 , b = 2 ^  a = j-2
J » d > D

(¿-j,a,b + ©(j-a)) = (P-j ,j-2,2)

c £ ^  [i (X (n+0-1 ) , f , (u ,7v) )] 4 ( ü f )

=̂> v (x (©-1 ) )>✓ 2 .

(b) 3 j , a , b , , b = v >  , a = j-1j,a,b

donc (P-j,a,b + ©(j-a)) = (^-j,j-l,l) et v ( x ( © - l ) ) ^  2.

Or v (x ) = 1, donc 3£ , 1 ^ £ ^ © - 1  avec v ( x ( t ) ) ^ 2  et v(x(£-l)) = 1, 

mais vX ( ord , 1. (y' (i ) )s Î ̂ ©-l£ P-l , donc par G. 3. 7., 1C(x(£)) = 0 .

Alors, par G. 3.5., dans X(n+i), en tous les points y qui sont 

l— proches de x, on a iC(y) = 0, d ’où 1u(x) = 0.

LEMME G . 3 . 9 .

Si '^[V(u1 ,u2 )J = P-l, on a :

(i) ü/(P(l)) = 1 ,

(ii) j c( P ( A  ))- £ , 1 ^ - ©  ,

(iii) * ( P ( 1 ) ) * P  , 1 :=-£*© ,

(iv) si v x ( p a ) ) ^ a ( r ( £ - l ) )  alors (P +1 ) ) ̂  J (T (2) ) , 2 4 0 * © - ! .

Preuve.

On a déjà vu que ¿((Pifc*))^ ord^ ̂  ̂  (ÿ2 (t? ) )4r ^ , ce qui prouve (ii).
\ \

De plus, puisque V D i r ( x )  = » on a c2i* [l (X(n) , f , (u/A) )j « (U^ ) et

J-3
U1

V
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donc

I(X(n+l)tf,(u(l),90) = (u^(l))mod.(u^) .

Comme P(l) * Viu^l^u )t on a tf(P(l)) 4 0 et par (ii) , CX (P(l))i- 1 

d’où «(P(l)) = 1, ce qui est (i). On a

W(x(0)) = ordx(£) [l(X(n+^),f,(u(2),'X))]

= ordx^^I(X(n) ,f , (u/X))

Comme P(x(£)) = P par définition de 0, on a «(x(£)) = ̂  et par

I.A.3. (vii) , on a <X (P(£) )*̂  ̂  (P(G) ,x(£) )i: * (x(£) ) .Ce qui prouve

(iü) •

Prouvons (iv). On a

f = M x ^ m c i ^ C e Z + p  u2(i)P+1 u| +z' fj>a>b u2(ê)a u^+fi(a-j)) 

+ R(f ,u(é) ,70 •

Or on a ex [v(u ,u )] = J - 1 ,  donc f. = 0  si Oé a i  j-2 et on a,1 z j , a, d

en posant u au lieu de u(i)

(1) f = h(x((? ) ) (cUj +p u°2 + i u* + gjZ Uj 4  + J_i Uf J(b2-o fj,j ,b U2 u3

+  fj,j-l,b U2_1 U3_Î)) + R(f»u ^ ’

Avec g¿£ 0x(n+2)(u^))-

Si cx(P(Æ))<r« (r*(t?-l)), soit ^[^(-Oj * et donc »X (v-1 (¿2 > ) = «■* ( TOC-l ) ) = 0 ,

(iv) est alors une conséquence de (iii).

Soit on a ex (P (£))<. ̂  et (P (O ) - °̂  (f (̂ -1 ) ) » alors par (ii) , 

on a (X (H (£) ) ̂  j£-l . Puisque P (Ô ) = ( u ^ 9u ^ )  9 on a

C*(P(£)) = inf f [ b+P-j ; * o j u $ b - W - j  ; 4 oj} .

Si c*(P(£)) = b' + ̂-j' avec f.f . , , , 4 0 alors en appliquant (1)
J  ̂J y &

pour l'indice j2.+ l , on a « (P(2 + l)>- b ' + V*—j '¿«(P(j2)).

Si CX(P(£)) “ b' + >>-3 r-SL avec f  ̂0 et par (1), on a
J » J 1 » D

U 3

u,

fj,j-1 ,b
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PROPOSITION G.3.10.

Si ex (P(£)) *= \? et o( (V (iij ,u^ ) ) = ^-1, alors

(i) K(x(6))^l pour 0*= H ~

(ii) au voisinage de P (t)) , on a r (t>) = Sing^(X(n+»))) ,

(iii) 1C(y) = 1 , VyéT(l))\ [x(i))j ,

(iv) l'éclatement IL ' 0  ) : X' -- > X(n+î ) centré en P (P) est permis

en tous les points de P (P) , dans X* il y a au plus un point ^'-proche 

de P (P) : c'est le point x* au-dessus de x(P) dans le transformé 

strict de div(u^) et on a (K(x') = 0  ou x' est à D.Q.).

Preuve.

La courbe P (v̂) est intersection de deux composantes de E(n+^) , 

cf. (G.3.2.(1)) donc *(P(P)) ^ ( P ^ ) )  «P . On a P^CSing^Xin+P)) , 

Donc l'algorithme de 1C = 0 aboutit à un échec en X(n+P). On en déduit 

que 1^(x(t))> 1 pour 0 < JL 0 .

Dans X(n+P), on a

J(X(n+t>) ,f ,E(n+*))) = j(X(n+i?) ,f ,E(n+>1) ,P(t>)) 

et par I.D.I., T (î) est permise en tous les points.

Effectuons lü'(P). Regardons d'abord les points y de 

T(i>) - {x(w),y(P)j . Posons f2 « h(y) 1 DM1̂ ^  f » Par G.3.9. (1) 

appliqué pour £ * P , on a

(1) f2 = u2(̂ )dU[2]^ c u i<2)P + O  + Dti + DU^ ’̂ p] u2(2)" + 1 u3(2)‘')

+ ux (2 ) u 3(£) g ̂  ,

avec g^ e (u^é) ,u 3G2)),'> 2 °X (n+l) ) (u •

Comme ceOx^j (U) , on a D ^ c è u3 °x(n+P)^U '̂

Désormais, quand il n'y a pas d'ambiguité, on abrège û (li) en u^.

a  (f (2- ))¿ b’ *-y -fi-i o< <P On a (iv)
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Comme t> + l ï 0(p) et (y) ^ 0, on a ord^Cf^) * ^ , par (1)

divise f 2 • De plus, par G. 3.3., u^ divise (f (̂ ) et comme <J>

est le transformé strict de ^ (0), on a °rd^ (̂ )J - ̂  et donc

ord^ ^ * Donc

< U lfU3> = VDir[l(X(n+P),f,(u/)0)Ox ( n + p K y ]

= VDir[j(X(n+V)),f,E(n+P),r(r>))Ox ( n + ^  ] .

Par I.E.I., il n ’y a pas de point P-proche de y dans X ’.

En le point y(P) , en notant u ’ au lieu de u ’(*>), on a par G. 3.9. (1).

f = h (y (P) ) (cu'^+u u 7  ( Z  f. • K “ o “ o
ltjiP-1 1 b J ’J» D ^ J

+ f j ,j-1 ,b + K  U 1U 2 > + *

On a f"*(P) = Viu^u^), on remarque que 6-VDir (y ( i)) ) , donc dans X ’ il 

y a au plus un point P-proche de y(^), c ’est le point z de paramètres 

v = (u’ u^  ̂ 9 un calcul simple montre que ord^iyi v^~^)é:i)-l.

Regardons ce qui se passe au-dessus de x(P). On a VDir(x(p) )

(cf. G.3.4.) et donc il y au plus un point ¿-proche x ’ de x(>), c ’est 

le point de paramètres w = (û  u^*,^,^). Donc Singp(X ’ ) {x ’ ? , ce 

qui prouve (ii) et (ii) entraîne (iii) puisque au-dessus de T ¿\ - ̂ x()} 

il n ’y a pas de point ^—proche de x et que l ’algorithme de 1C= 1 

impose d ’effectuer ÎL’(J ) .

Si (x ’ ) s v?-l , on a (iv). Si J (x ’ ) , alors = VDir(x(J>)) ;

par G.3.9. (1), on a

f = h(x')(Cw; + W l"J<f - fj,j,b ” 2 W 3_J

+ fJ,j-l,b W 2_1 W 3_l/’J)) + R <f ’w >^>-

Donc f, x ’ et (w,^) satisfont à G.I.

On a Oifyiuj.u )J = ^ ÎV (w1 ,w2)J = v*-l et par III.3.5., 

t [v (w! *w2)] ^ t(v(u^,u2 >) -1)-1 ir j? -1. Par G.2.4., si x ’ n ’est pas à

1>+1

. Donc

»1̂“
U3

b-
U2

> b-xP- 
u3

:*>)] -*, tVi

,U2

V

ÛH
+pw2 1+e, wi

lï ji y-1

<U1
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à D.Q. et v(x’) « 1 alors tC(x’) « 0. On a prouvé (iv).

PROPOSITION G.3.11.

Si û( (T(i)) P et c^(V(u^,u2)) = ^-1 alors 'tf-(x) « 0.

Preuve.

G.3.11.0. Nous allons montrer qu’en tous les points de X(n+9) qui sont 

^-proches de x (s’il en existe !), fC(.) est nul. Ce qui entraînera“ 

que fc(x) = 0.

G.3.11.1. On a f^(x(0-l)) = 0 . En effet, d ’après G.3.9. (1), en 

x (0-1), on a

f = h(x(0—1)) (eu*? +p + 1 u^ 1 + 21 u^  ̂ (2-f. . , u^ u^ +
1 ' Z 3 1 J ,J Z 3

 ̂ i-1 b-0+1. 0-1 N /\N 
r f j , j - l , b  U2 u3 > + u i  u3 ge - l ) +

Or 0<(C(0>) = i> -1 , donc 9 = tLC(0)Q , par définition de t(.), 3 j ’,b’

avec f., . , . , , 4 0 et b* = 0, sur G.3.9 (1), on lit 
J >J -l>b

VDir(x(0-l)) ^<U^> , donc (cf. 6.3.4.) v(x(0-l))^ 2, donc 3 i ,

1*£*0—1 avec v(x(£))?/ 2 et v(x(C-l)) = 1. Comme C* [V (̂ )J*̂  ̂  , par

G. 3.9., on a • Par G. 3.7, on a 1C(x(£)) = 0, d ’où

tC (x (0— 1 ) ) = 0.

G.3. 11.2. Ainsi ^  ( . ) est nul en tous les points de X(n+0) i^-proches 

de x(0-l). Etudions les autres points de X(n+0) qui sont jP— proches 

de x .

Pour un tel point z, soit J2 le plus petit entier tel que la 

projection y de z sur X(n+£) n ’est pas x(£) , alors l-=£.^0-l 

et X(n+0)---> X(n+Ô) est un isomorphisme au voisinage de z. Donc

D.Q. et 2 alors 'ïC(x’ ) « O ;  par G. 3 . 8 . ,  s i  x ’ n ’ est pasv(x')

<CP(ß)>v>
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en f a i t ,  on  é t u d i e  u n  p o i n t  y  £ P  (d)  -  j x  (2. )J , léd^.Q-1; p a r  G . 3 . 5 . ,  s i  

1 4  2 £ l> — 1 , o n  a 1&(y) *  0 ,  r e g a r d o n s  l e  c a s  où

G . 3 . 1 1 . 3 .  R e g a r d o n s  d ' a b o r d  l e  p o i n t  y  (C ) £  P ( ¿ ) 0  P ( £ - 1  , £)  . A l o r s ,  on  a ,  

en n o t a n t  u '  au  l i e u  de  u ' (£ ) ,

f  = h ( y t f ) ) ( c u ' P + p u ^ u ^ ' 1 -  V  u f - U  X  f  u * b u ’ b
léjét'-l 1 oèb J,:l’D z J

+ f  , b u ' b - ^ u ’ b _ ^+ 1 ) )  + R ( f , u ’ , ^ )

= h ( y  (t1 ) ) ( e u 1' +p  u i ê  u ’ ^ 1 + 2 _  u i,V)_^ u 9b ^ ' >
1 2 3  lrjil-’-l 1 J 2 3

+ R ( f  , u  ' , / \)

A v e c  2f\ i n v e r s i b l e  ou  n u l ,  ^  ( n + Î )  y ( £ )  * = * > ( j )  ou  b ( j )  + 1

De p l u s ,  î> [V  ( u |  »u^)J ^  0 , c a r  V ( u ^ , u ^ )  e s t  l e  t r a n s f o r m é  s t r i c t  de  

r < d - l )  e t  p a r  G. 3 .  9 . ,  s i  Jfc'-I^VK* , <x ( f  (C - 1  ) ) é? <x ( P ^ $ e t  s i  

t - \  -  ^ - 1 ,  t o u  j  o u r s  p a r  G . 3 . 9 . ,  o < ( r ( c - l ) ) £ : £ - l  = P - 1 .  Donc  , p o u r  u n  j  ' ,

1 ^  j  j ^ - 1 ,  on  a Jf. , i n v e r s i b l e  e t  c ( j ' ) ^ j ' - l  e t  d o n c  b ( j  ' ) £  j  ' - 1  .

De p l u s ,  p a r  G . 3 . 3 . ,  on  a u n  é l é m e n t  ^ ' =  V ^ O - ' - l ) ^  d a n s

I  (X (n +  ¿! ) , f  , ( u  ' , A) ) a v e c  /  = u ^  + u ’ g .  On a d o n c

f  « h ( y ( £ ) ) ( c u ’ >>+p u ' a u ’ b + Z  u ; b ( j ) u : c ( j ) ) + R ( f  , u ’ , ^ )  
A Z J l t j i - P - 1  -1 J 

CKa , 0 - b  , p i n v e r s i b l e ,  p o u r  u n  j ' ,  l i j ' - é t i - l  , 

( x )  .f , i n v e r s i b l e  e t  b ( j ' ) £ -  j ' - l  , c ( j ' ) £ j ’ - l  ,

ii mi ( y ( d ) ) =  3 e t  3 v ^ J Î X C n + f )  , f  , E ( n + é ! ) > = J ( X ( n + e )  , f  , E ( n + t )  , { y ( O j  ) 

^  i f  = u ^  + u '  g .

A l o r s  C V D i r  ( ^ )  V D i r  ( y  (2 ) ) .

E f f e c t u o n s  l ' é c l a t e m e n t  7C c e n t r é  en y ( G ) ,  d a n s  l ' o u v e r t  où 

d i v ( u ^ )  = ^ ( y ( 2 ) ) ,  l e  monôme u ^  ^ u ^ ^   ̂ u ^ C ^   ̂ d e v i e n t

ér©-l .

d Sb

c(j)
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c; u - 1/ ' 3 ' „•‘'<3,)«0'>-3' (U . U . - V « ' >  , ¿«ne („• U - 1) ..t

nul en tout point proche de y(il). De plus b(jf) + c ( j • )-j * «c b ( j * ) . Par 

symétrie entre u^ et u^ , on en déduit que tout point P-proche 

de y(£) satisfait à (*) avec décroissance stricte de b (j ’ )+c (j ’ ) .

D'où fc(y (£ ) ) = 0.

G.3.11.A. Voyons le cas où y 4 y(^)* Alors y ̂  U (£) - [x (£)j et u^CtOfy) 4 0 

et

J (X (n+G) , f , E (£ ) ) = I(X(n+j2),f,(u(^),^)) .

Posons f^ = h (y) 1 DMU f, 1 ̂  i ̂  s ,

ot = o( (r (£)) , F± = f± mod. (u1 (£) ,u3(^))^+1 .

Reprenons la notation abrégée u = u(£). On a

f - h(y>(«.' -P U ^ 1 „£«Z" U2 * ■

où £■• . £. ,My) . uAO) *<3)*C'(A<1>«-» _

l^jtP-l ,CV-P+j£b

( Fi “ u*i  ̂ ^  u 2 1 (s(i,j)u + t(i,j>), liiis ,
j KjïV-1

(_ s(i,j) et t(i, j ) <£ k(x) , 

posons :

( ''<J>-*<1>U2 * t(3) ' •

v(i,j) = s(i,j)u2 + t(i,j), lsiis , .

Alors on a pour l*j<i)-l

v (l,j) = (A(1)+a>—j) (s(j)u2+t(j)) ,

(1) ) v(2, j ) = js(j)u2 + (j-l)t(j) ,

v(3,j) = (A(3) + i(A(l)+^) + cX - ̂ +j)(s(j)u2 + t(j)) •

d]

R(f ,u,7, b+iw
b

U 3 3(fj
4 +  z" ui 4

• uo+f 3 2 . >+S+JL 9
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Comme Cx(P(2)) = oc , un des v(i,j) est non identiquement nul 

pour 1 € 1$ s, H  ji i^-l. On a *>=w?(y)£i*+ ord^(v(i, j ) )<£ o( + l<£ P+l , 

(rappelons que u^iy) ^ 0 ) . Donc

(2) iX = P-l et y est rationnel sur x.

Si v(i,j) est non identiquement nul, on a ord^(v(i,j)) = 1  et donc 

s(i,j) ¥ 0 et comme ^ 0, on a t(i,j) ^ 0, donc s(j)t(j) ^ 0,

donc v(2,j) n'est pas identiquement nul car j et j-1 ne sont pas 

simultanément nuls« donc s(2,j)t(2,j) ^ 0 et donc

(3) j ( j - D  ^ 0(p) dès que v(j) 4  0.

De plus les polynômes v(i,j) sont tous proportionnels, donc par (1), 

dès que v(j) 4 0, on a :

(A) A(l)+l)-j = 0(p), A(3) + 2(A(l)+*>)+A-^+j - 0 (p) .

On en déduit de (4) que

( 5 )  F 1 =  F 3  =  0 .

De plus, si v(j) est  ̂0  pour 1 j ^ ^ - l ,  par ( 3 ) ,  on a j^l , donc 

2-j^-l, d'où 3^>. On a H^0*(n)>x , donc ^ c<L U;J 0x(n+2) (U(l'))

et DT'2] } ^ U3 °X(n+ü)(U(i;))- D°nC

f_ = ((^+l)u+u u u')/ + 1 UT +  ̂ u? 1 UT 1 V (2 , j )
2<-ji ¿■’-l

(6)
m o d .(UjU^ÎUj.u^)^ 2 ), de plus p '6- °x (R + ^ (U(£)).

Posons

(7) $2 = ciû(f2) = uxu3v2 P(U1,U3)+U1U3Q(U1,U3)+ <fû  

avec P^ 0 et ( T  = 0 si £ 1+^ , (v* + l)p u^** si i2 = ,
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et où v * (u i»v2,u 3̂  est un s-r-P- de °x(n+£) y #

Effectuons l'éclatement lu : X' --> X(n+C) centré en y. Alors,

par I.E.I., on a (Uj.v̂  ,u ) 2̂*’1 f €, J (X ' , f , E ' ) •

Regardons le point z de paramètres v' = (U V̂2^»v2*V3V2 ^ ^ a

U 2 i + lf2 = v iv2v 3p (v r v 2 ) + v iv 2 v 3 <5 ( v ; , v p + ! i ' v ^ » ,«10 d . ( v ^ )  .

On a E(n+£) = div(u^u^) donc E' = diviv’v^v^). Donc 

J(X',f,E') = J(X\f,E\[zJ) .

■ »  1
On a clairement = VDiriu^ £ ,  donc v(z) = 3 et

1t(z) = 0.

Nous allons montrer que z est le seul point de Xf qui peut être 

1̂ -proche de y. Cela entraînera que tC (y) = 0  et donc ^(x) = 0.

Prouvons d'abord que U^6 VDir(y) mod.(U^). Par (4) et (3) on a 

A(l) +ĵ  4 0(p), de plus

cfcy(fi) = (ACD+I-1) cUj + U1I’1(U1,U3) + piDUj

avec p ( 1 ) = 0  si £ Z 1 + ̂ . Donc U ^ V D i r ^  œod.(u3))C (VDir(f x> mod.(U3)>. 

Or DM^-* /ïïlyC-/ï}/Ly , donc f ̂ é- J (X (n+<?) , f , E (n+& ) , [y }) , d'oü 

VDir (y)mod. (Û ) . De plus, si ^ 1+p ,Û  j c(2 ̂ (f ̂ ) et donc 

U eVDir(y) .

Ainsi, si y'6-X' —£zj est i)~proche de y, y' est dans l'ouvert 

de X' où E' = div(u^). Posons w = (û û  ̂,v^u^^ ,û ) . On a

u3 +̂1f2 = W2W2W3 PÎWjjIJ+Wj^w Q (ŵ  , 1 ) + ¿T mod . (ŵ  ) £ J (X ' , f , E ' ) mod.(w^).

r\ ^

On a d^2] Û3V + 1 f2̂  = W1W3 P Ŵ1*1 m̂od# ŵ3  ̂ # Alors

ord^, (ŵ w^ P(ŵ  , 1 ) ) > P -1, donc w^(y') = 0. Si H alors dans (7), on a

^ 4 0 et ord^f(u^+* f̂ ) = \*~ 3-̂ V* . C'est une contradiction. Regardons 

le cas où -£>1+)̂  , par (7), on a :

f2 * ((^+l)p + u2u 3 P'J u 2 + 1 u 3̂  m o d -(u 1) •

Rappelons que u^(y) est inversible. On a

v ’><ví V 1* 2 ’
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U ^ +1 f2 “ ((P+l)p + u2 w3 p')u2+1 w3_t>+1 mod.(w1) . 

On en déduit que ord^,£u3^+  ̂ J é H - \) +1 £■ 9- $ , et si Û*-2P—1,

P(y ' ) £ 2 - 0 +1 t v>-l. Regardons le cas où G- = 2*^-1. On a

f f3 = (A(3)+e(A(l)+^)p ujJ+1 u^ mod.(u^+1,Ul) 

) * a/,n P+l « , ¿ + 1 sL fj *= A ( 1 )p u2 u3 mod. (u3 .Uj) .

De plus, DMU -̂? *\ C7)L et DM^n5 ')>(. C 7»'l , donc
LU y y 13 J Ly y 

(f1,f3)C J(X(n+C),f ,E(n+C) ,[yj) , donc f ± e J (X ’ , f ,E ’ ) , i=l ou 3. Or 

(| u3 f3 = (A(3)+^ (A(l )+i>)+2 )p u2 + 1 w3  ̂mod. (wj,w^

i *  a  ̂i \  P + l  . , £ - i> + K|̂ u3 f1 = A(l)pu2 w3 mod.(w1>w3 ) .

Si A(l) ^ 0(p), alors

ordy,|u3U fJiC-P» 2i)-l-\> = v> —1 .

Si A ( 1 ) = 0 (p) , par (2) et (4), on a P = j (p ) •

A(3) + C(A(l) + P)+iî -£ -(* -V*+j) = l' -(j-1) (p)

= 2W> — 1 — (j — 1) = j (p ) .

Par (3), on a j(j-l) 4 O(p), donc A(3) + (L (A(l) + ̂’) + ¿ 4  O ( p)

_ i)
et ord^,(u^ f^) < ^ -1 .

Ainsi ^(y')- P -1, on a (8) qui entraîne que 1t(x) = 0.

G.4. Ainsi, sauf dans le cas exceptionnel de G.3.10, on a 1^(x)- 1.

Ceci nous amène à donner la définition suivante.

DEFINITION G.4.1.

Avec les hypothèses et notations de G.3., on dit que ^(x) = 3(G) 

si x est un des points x(n+C) , O^C^V^ et si C* (̂ )J = ̂  et K(x)>2.
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PROPOSITION G.4.2.

Les théorèmes U.C.4.1. et U.C.4.4. sont vérifiés pour %  = 3(G).

C’est un corollaire de G.3.

G.5. ACCELERATION DE L'ALGORITHME.

Si en plus de G.I. (1) (2) (3), on a oi (f1̂ ) )-<■ P et 

*[v(u ,u )J * - 1 > 0 (ce sont les hypothèses de G. 3.11), on peut,quitte 

à faire des éclatements non permis^raccourcir l’algorithme,

G.5.1. On peut effectuer en x = x(0) l’éclatement 7C : X ’ ---> X(n)

centré en V(u^,u2). Cet éclatement peut perturber très profondément 

l’algorithme global car, sans autre hypothèse,

au dessus des points de V(u^,u2) distincts de x , on ne 

sait pas a priori ce qui se passe. Mais au dessus de x, si P ̂  3, il 

n’y a pas de point ù-proche. En effet, posons

(1) f = h(x)(cu^ +p u2 , - P —i a —i + 1 b
+ Z  * f . , u J u 0 J u °  j , a , b  1 2  3u3 ) + R(f,u ,70 ,

E- = £.
1 ^ j £ 0 -1 , a+b ̂  j + 1 

On a t en posant u* = (U ^U2 *>u 2 ,u3^ :

<2) f - » / - ' h h » » ; ' « ; . ,  uj2 * z ' S""3 “i “'**1 S b) + Rif.u'.'ÎO.

Si f.  ̂0 et a = j alors b^O, sinon par (1), on aj ,a,b

1C-(x)*ir 2, ce qui contredit G.I. (3) de plus si f. ,  ̂0 et a = j-1

alors puisque cV(x) « P , on a b>0. D’où par (2)

I(X’ ,f, (u’ /») = (u^upmod. (u^2,û ) .

Donc en tout point x’ qui est ^-proche de x dans l’ouvert 

de X ’ où TC * (x) = div(u2), on a u^(x) = 0  et par (2), on a 

çy(x’)^ 2, d’où si i (̂x)> 3, ^(x’)< l).
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Si P(x) « 2 ,  on peut montrer que 1C(x ') « 0.

En le point y de paramètres v « (u^,u^u^^,u^), on a

f - h(y)(cVj+p v 2 +  ̂ v 2 + Z ’ fj a b v®“^+1 v® v^) + R(f,v,p) 

d'où P (y) ~ 1 ^ w>(x).

G . 5.2. Sous les hypothèses de G . 5., il existe un éclatement non permis 

plus intéressant. Par G.3.9., pour un entier Q , on a

( i )  ^(p(e>)  = c et « ( r ( e + i ) ) i £  .

Pour l'entier défini par (1), effectuons l'éclatement

“K  : X' -- > X(ii) centré en P(ê). Alors, nous allons prouver qu'en tout

point fermé y de X* se projetant sur un point x de P(£), on a 

<»\ft)(y) * <i>(x (8.)),2) = (*>,2).

De plus, comme f1 (£) = TC ^(x(£— 1)), cet éclatement qui accélère 

l'algorithme se globalise facilement.

Montrons ce résultat.

Avec les notations de G.3.2., nous avons une p-base (u(2),^X) de 

0X » ouvert affine de X(n+£) contenant V(É) -\y(i)} et 

(u((2) ,/[) est adaptée pour x(£) et P(2) = V (u^ (C ) ,u^ ( ¿) ) . Par G.3.3., 

en tout point y £ P (£)-^x(£) ,y ((¿)j , on a T(£) = V (u^ ((l) ,u^ ((¿) ) et

o^(P(Î),y) = ord^[l(X(n+i) ,f , (u(i) ,'A)))

* ordy I f 2 ^ ^  o r d y[u 2 (t')1+^ u 3 (C)LJ = ^ •

Donc è = (TCÎÎ) ,y) =^[[P(t)J

De plus, comme P* (6) est combinatoire, on a «*CP(£)1 *= ^  1«

Par I.D.1., P(t) est permise en y et donc dans X, au-dessus de y, 

î (.) est inférieur ou égal à ^(y) et donc strictement plus petit 

que 0(x).
Regardons les points de X' qui sont au-dessus de x(£). Alors

l<ß

X (n+¿ ,(0(0),



(1) f = h (x ( 2) ) (cu!| +p u* + l> u^ + Z.’ f j a b ul>-̂  u2 u3+^ a~̂ )̂ + R(f,u,^). 

Si f . 4 0 et a = O, puisque c* CX (£)J - ^ » on a
J »a > b

1+yV *>-j+b+£(0-j) ,

(2) l+P-£ Sr b+ E(0-j)+P-j-i, .

D'autre part, puisque <tf£r(2+l)ĵ £ , pour un (j',a',b'), on a 

f.. _. ,. î ° et
J 9 3 9 D

^-j*+b' + (2 + l)(a*-j')^e ,

(3) P-j ’+b, + G(a’-j ')-£* j ’-a'.

Posons

(4) u’ = (Uĵ Û 1 ,u2 ,u3) .

En tout point x ’é-X' au dessus de x(2) avec te  ̂j_P (¿)J = div(u^) , on a

,n  r , ,, «w  il + ̂ =r i , «a ,b+£ (a— 1 ) + > — 1 - t
(5) f ‘ h(x)(cul u3 +P U2 fj,a,bUi u2 u3 }

|_ + R(f ,u ’ ,7.) .

De (2) et (5), on déduit

(6) u f  u^ U ( X ’,f,E’)mod.(u’,u^ X) .

Donc, si , on a u ’(xf) = 0, u* est donc un s.r.p. de 0 , ,
X A. , X

et on a

c*(x’H^-j • + a* + b’ + ¿(a’-j’) +L>- j’ - t 

¿>>-j’ + a ’ + j’ -a'<i>

La deuxième ligne découlant de (?).
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en notant u au lieu de u(£), on a
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f, , 4 0 et P-i+a+b+2 (a-j )+^-j-£ = P  et a 4 0 , alors

p i
à D.Q. car diviu^^'E'« Sinon, par (2), on a |c2. (I(X'

De plus, par G.I. (1), si f , 4 0, alors 1̂ -j ̂  1 et donc
J »a » d

U*1' |cii)(I(X’>f,(u’,'X))). Donc

Donc on a P(x’) « P « ¿x(x’). Si dans (5) il existe (j,a,b)

(7) < U ’ ,U^ > = VDir(x’ ) .

Si on effectue l ’éclatement TT " : Xn --- > X ’ centré en

calcul simple découlant de (5) et (7) montre qu’il n ’y a pas 

P —proche de x ’ dans X" et donc 'ÎC(x’) = 0.

En le point x" de paramètres v = (u^,u^,u^u^^), on a

(8) / f = h(x") (cv| + p v 2 +t> v 3 " +

[ r  f. h b+ £(a-j)-^-j-ê a b+ê(a-j) + R(f>v,^.
L J , a , b l  Z 3

Par (2) et (8), on a

I (X ’ , f , (v,").) ) = (v^ w)mod. (v2 ,v^)

et donc l^(xn)^ ¿ — — 1<P.

Il n ’y a donc plus qu’à étudier les points au-dessus de 

(cf. G. 3.2.). On a vu en G. 3.11.3 qu’il existe une p-base (v, 

0x(p) adaptée en y(^) et telle que

j f = h(y(¿))(cVj + p v| 1 +

<9) [ ï - l .  . v?-i . R<£,„,1)
J , a , b 1 Z J

avec

(10)

| r(t!) = v(v^, v2>, r(t.ê-D = v(v1,v3> ,

V 1 = u1 (Ê-1)u2 (£-1)_1, v2 = u2 (£-1), v3 = u3 (C-l)u2 (t

avec 

x ’ est 

,f ,<u,,'A)>.

x ’ , un

de point

yCQ)  

'X) de

-1) 1 .

(a-j )(ß-1b+
V 3

(a-jb+C
r9
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f. , 4 0 , P-j+b+£(a-j) « et b+(C-l)(a-j) = 0, alors J»a,b

C* [y (¿)J =  ̂ ® * C P (£ )J ^ et donc TU, est permis en y((?) et en tout 

point y'6.X' au dessus de y(C) , on a L>(y ' ) ̂  î (y ( ê) )¿o( £y(£)J ^  . 

Ce cas est donc trivial et dorénavant nous supposons que l'implication 

suivante est vraie :

(11) (f. et ^-j+b+£(a-j) = £)=->b+(£-l) (a-j);* 1.
J >a >b

Effectuons TC . Regardons l'ouvert affine complémentaire du 

transformé strict de div(v2). Posons donc v' = ( v ^ *,v2 »v3)• En tout 

point fermé y' de cet ouvert se projetant sur y(Ê), on a

,w  ,i)-<L ,¿-1
f = h(y )(cvi v_ + u v +

Remarquons que s i pour un ( j , a , b ) ,  on a :

1 V2 + P V3

1 Z ’ f. h v'p-j v ,b+£(a-j)W-j-(î .b+(ê-l)(a-j)) + R(f)V./X)

Nous allons montrer que si JL >, 2, alors on a l ’implication

(13) f . , * 0 b + (i?-l ) (a-j ) > 0.j , a, d

En effet, rappelons que [V (û  y\x̂ )J = P -1 et donc

a ̂ j-1 si f . , 4 0.
J , b , a

Si a = j-1 et b+ (t-1 ) (a-j ) = 0, alors on a b+^(a-j)^0, ce 

qui contredit (9) .

Si a = j , on a b+(t:-1 ) (a-j ) = b, or si a = j et 

b+ (£-1 ) (a-j ) = b = 0 et f. , 4 0, par G.3.1. (1), x est à D.Q., ce
J ,a y t>

qui contredit G.I. (3).

Si a^l+j et f. , 4 0 alors on a b+ (£-1 ) (a- j ) > 2-1 > 0. j , a, b

Remarquons que si on a (13), alors v ^  v2 * 6-J (X ' ,f ,E ’ )mod. (v^) 

et donc P(y')<P ou vj(y') = 0. Mais par (12), si v^(y') = 0, 

on a o( (y ' ) £-l < p -1 et donc ^(y')-2-^ • Pour terminer l'étude de

(12)
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l'ouvert affine où div(v^) * TC *(y(&)), il reste à étudier y* dans le cas 

où on n'a pas (13). On a donc

1 -
° 4) (_ Î Ü ’.a'.b'), fj .§a.fb. * 0 et b'+a'-J' - 0

En se reportant à G.3.1. (1) on voit que cela implique 

c£^ £l (X(n) , f, (u /A) >3 f (U^ ) .

Par G.2.1. (ii), on a v(x)>2, par G.2.A., on a ÏC (x) = 0 , ce qui est 

une contradiction.

Il n'y a plus qu'à étudier le point z qui est au dessus de y(£) 

sur le transformé strict de diviv^), c'est-à-dire le point z de 

paramètres w = (v^, ^9V3)• a

, jr w  2 t-1f f = M z M c v ^  + p w2 w3 +

(15) 1 1 ' f. ^ wÎ+£(a-j)+1"-J-£ w^+"(a-j) w^+(£-1)(a-j)) + R(f,w,?,) .
L J >a » & 1 2 3

On a clairement

C.Q.F.D.

(̂z) u:

(15)
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A. PREMIER CAS.

DEFINITION ET NOTATION A . l .

Soit x un point fermé de Sing(X(n)), on dit qu'on a (x) pour 

x si x satisfait aux conditions suivantes.

(1) ot (x) = 1 + i) (x) ,

(2) 1 +1? 4 0 (p) où ¿(x) ,

pour une p-base (u,̂ ) de 0 f . adaptée en x, on a :X vu),x

(3) ordx(̂ I(X(n) ,f , (u,'X))mod. (u2,u3)J = P+l ,

(A) le polygone ^ u ~ À Cl (X (n) , f , (u ,̂ ) ) : û  , û  ; û \ nfa qu’un 

sommet (c(u,?>), d(u,?)) avec |c(u,A)J + [d(u,A)J^ 1 ,

— i ^
(5) le polygone A^  ̂= À^Mx) D l̂]  ̂ * U39 U2 9 U]1 eSt Pr^Par  ̂

(IV.C.3.3.) et div(u^ ) à̂. E (n) ,

(6) Sing ç (X(n) )C V(ux ,u2> U V , u ^ )  .

PROPOSITION A.2.

Avec les hypothèses et notations de A.l., on a

(i) Uxe VDir(x) ,

(ii) pour un i, i=2 ou 3, on a î*Cv(û ,û )J = 1+ v> ,

(iii) soit C = V[u^,u^] avec cx[v(û ,û )j = l + £ , l’éclatement

'1C : X ’ --> X(n) centré en C est permis en x et il y a au plus

un point x * €. X ’ qui est p-proche de x et si (Û 9 fc)(x’):£ (̂ ,3) 

alors x’ satisfait à (x) pour une p-basc (v,A) et on a

VII /1G » A ET 'fc - 5.
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(c (v ,"X) » d (v »̂X) ) « (c(u/A) ,d(u,fA)-l) ou
t

*= (c(u,70 - 1, d(u,^>) .

Preuve.

On remarque que A.1.(3) et A.1.(2) impliquent

(1) ord[h(x) 1 f mod. (u2 ,u.j)3 = ^

Bien sûr, on a diu.'À)^ O ou ciu.Qo^5- O, donc

(2) I (X(n) , f , (u , ?0 )= (u^+1) mod.(Ul), i=2 ou 3.

Donc

(3)  ̂ Fj = ct^hix)'1 = ^ U1 i=2 ou 3 »

^ V inversible.

Si alors on a clairement U^éLVDir(x), si

F^ = ¡f P(UX ,U2) avec P ^ O alors par A.l.(4), F^ n ’est

pas colinéaire à une puissance i)-ème. Par I.E.1.5.1.6. (ii) , on a 

< U 1 ,ui> ̂ VDirix) . On a (i) .

On a clairement d(u,/V) + c(u,?v)^ 1,

(4) Ld(u,7v)j + [d(u,/v)j + j_c(u,/v)J + Lc(u,?.)J ? 1 * 

alors par A.l.(4), on a

(5) d(u,^)^ 1 ou c(u,7)? 1.

Par définition de ô[l(X(n), f,(u ,Ç\)) ; u^, u2 ; u^3 que nous notons

A(u,^), si ciu,'))^ 1 alors ord, . (I (X (n) , f, (u JX) ) ) = 1 + \>
1 *3

et donc

(6) c(u/A)^ 1 0<[V(u1 ,u3j] = 1 + 0

Du^
d ia¡

DU ’ "  f  
D« f

nod. (U^)

Fi

J .i
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De même

(7) d(u/X):£ 1 iX [V(u1 ,u2 >] « 1 + v> .

D'autre part, V(u^,u2 ) et V(u^,u^) sont à croisements 

normaux avec E( n ) , par I.D.4. (2) et (5)(6)(7), on a prouvé (ii). 

Pour prouver (iii), par symétrie on peut supposer que

C = Viu^.u^). Effectuons donc l'éclatement JC : X ' ---->X(n) centré

en C = V(u^,u^). Alors, comme U ^ ^ V D i r ( x ) ,  il y a au plus un point 

x'(H X' qui est p-proche de x, c'est le point de paramètres 

v = (^1U 3 1 ,u2 ,u 3 > et on a

(8) I ( X ’,f,(v,))) = I(X(n),f,(u,})) u “ ^ .

Si |)(x')iV^ , il n'y a rien à prouver .

Si p ( x ’) =t> , alors par [12] (p. 125, T-3, T-A) ,

*_I (X ' , f , (v / A )  ) ; v 3  , v 2  ; v 1 est le translaté de de

vecteur (— 1,0) et est préparé. Il reste à prouver que si

v(x') = J alors 2. On a c(u,y.) + diu.^A) - 1 ^ 1 .

Alors, Vg £I(X',f,(v ,̂ \) ) , on a

(9) g = Tv^+1 + 21' A(a,b,i,g) v^+1_:L ¿-k(x') f ¡V 1 ,v2 .v^lj ,
où ¿1 ' = "> __________

1 «■ J + l , ïc (v ,^)£ b , id (v ,'A)r a

De plus 3(g,i,a,b) avec

(10) a = id (v ,"A) ,b = ic(v,'A) ,A(a,b,i,g) 4 0.
Si x' n'est pas à D.Q., alors dans (10), on a a+b et

i = 1+D . Si c(v/X)> 0 et d(v,"\)> 0 alors V 2V 3 divise c2^(g) 

et donc
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(11) <V2,V3> c. VDir(x’) et ï> z 2.

Par (9), on a

(12)  f f  « h ( x ’ ) ( p  + V2 V3 g  ̂ + R ( f , v / X )

et cy(x') = \) , p inversible.

Par (11) et VI.G.l. , on a lC(xf)éi 2.

Si c(v,^) = 0  et si x 1 n’est pas à D.Q. alors dans 

on a b = 0 et i = 1+P . Donc

(13) d i v ( v ^ ) C E ’ , c (v /A )  = P ( l  + C>) 1 , d(v,"X) = 0

Donc dans (9), si A(a,b,i,g) 4 0, on a

(14) b?i-l,

Donc

(15) ^Cv<v1»v3)] = ^ ,

(16)
1 + D

f = h(x’)(p vx + v3g) + R(f,v',^), 

, iX(x) =P et p inversible.

Par (15), (16) et VI.G.2., on a 1C(x,)'é:2. Si div.'A) = 0, 

permute v^ et v^. On a prouvé (iii).

(10) ,

on

DEFINITION ET PROPOSITION A.4.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)), on dit que 1̂ (x) = 4 (A)
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(1) K> (x)> 3 ,

(2) on a (*) pour x ,

(3) E(n) 4 0 

Alors x est bon.

Preuve.

Appliquons l'algorithme du point bon. Par A.l.(6), on doit 

effectuer l'éclatement centré en ® V(u^,u2) ou = V(u^,u^) avec

(II.B.8.3.) et ( P(Ci) »CXÎĈ ) , miC^) , CTÎĈ )) maximal.

Comme E(n) ^ 0, on a E(n)Z) div(u^) ou E(n)3 div(u^) et 

$(C2 ) i T(C^). Donc l'algorithme est bien défini, A.2. et une récurrence 

décroissante sur cCu,^) + d(u,^) donne le résultat.

B. 10 = A(B) et = 5.

DEFINITION ET NOTATION B.l.

Soit x un point fermé de Sing(X(n)) satisfaisant à

(1) ü'(x) = ex (x) — 1 , entier que l'on note 0 ,

(2) 1 + J + O(p) ,

(3) x n'est pas à D.Q. .

On dit qu'on a (**) pour (x,(u,"X)) si (u,^) est une p-base

de 0 f . adaptée en x et si de plus on a
X vnj ,x

(4) div(u3)d E(n)C divi^Uj) ,

(5) I (X(n) , f , (u /X) ) = (u^ + 1)mod.(u3) ,

(6) A(3) = 0 (p) ou A(3) +û>= O (p) ou i* (v (u^ .u^jJ >/ P 

ou t [V(u1 ,u3>] 2 J ,

(7) A (2 ) = O (p) ou [C> [V (u1 ,u2>]̂. D ou t (V (Uj ,u2 2 i) ) 

et £(I(X(n) ,f , (u,J\)) = (u^+1)mod. (u2> ou

c ¿1+^ [i(x(n),f , k(x) [Uj] mod.(U2))j .

c2 C3

(O)}



-339-

Avec les hypothèses et notations de B.I., on a les conditions 

suivantes

(i) f = h(x)(cuj+1 + u^g) Rif.u.A) avec c inversible et 

ordx(g).̂ P ,

(ii) si E(n) = div(u2* u^) et A(2) 4 0(p) et 

cC1 + ̂ L.I(X(n) ,f, (u, ^ ))] C k(x) [U1] alors f = h(x)(cu^ + 1 + U2U3 + 

avec c inversible et ord^ig)^ l>-1 ,

( iii) h (x) * f “ niod.(u^), îf inversible,

(iv) on peut modifier u^ en v^ = u^+u^ A (de plus, v^ = U^+U2 U 3 B 

si E(n) = diviu^u^) et A(2) 4 0(p)) de façon que, en posant 

v » (vi»U2 ,u3^’ on a pour (v,?0 et

A [h(x) D^’-, f ; v3,v2 ; est préparé.

On dira qu'on a (**x) pour (v,^).

PRQPOSITION B.2 .

Preuve.

Les relations (i), (ii) et (iii) sont des conséquences directes

de B.I.. D'après IV.C.3.4., on peut trouver

v = u + À. . e. k(x) j Lu ,u ,u tel que
1 1 0<i,0sj -j

(1) Û[h(x) D^’i f ; u3> u2 ; u^] est préparé ,

(2) ? i j 5* 0 \> (j , i)£l A (h(x) 1 D^’i' f ; u3> u2 ; u^l .

Or, par (iii), les points de A(h(x)  ̂ * u3 * u2 * U l̂  sont

d'abscisses strictement positives. Donc

(3) vi = ui + u3 A.

A

On a clairement D̂ ?-. f = îTdY*-, f , . Donc
Lij UJ X >x

t- R(f ,u

) f =

DU-’̂
LU
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a A

(4) A [h(x)_1 D^’-j f î v3» v2 i vxl “ &[h(x)_1 ü“j-j f î v3> v3 ; ,

polygone que l’on note v .

Bien sur, v est préparé.

On a par C.12.d

A. A

(5) j h(x) —1 (d'qj-* f , Dm“»j f ; 2'i‘s) -

— 1 V */\
 ̂ h(x) (d“’-| f , DMj:»'' f ; 2e. iis) =

(̂v* ) mod. (û ) = (uĵ  )mod. (û ) .

,̂i i
(6) I (X (n) , f , (v,̂\) ) = (v̂  ) mod. (v̂ ) .

Donc on a (xx) pour (x,(v,7)) si E(n) = div(u^) ou 

E(n) = div(u^u^) et A(2) = 0(p). Voyons le cas où E(n) = diviu^u^) et 

A(2) 4 0(p). Alors je dis que

(7) vx = u i+u2u3B *

En effet par B.l.(7), on a

1-/ \”1 TAU >̂  c n  ̂+ 1 J / \h (x) D ̂ f = h û  mod. (u^ ,

1 ^
alors, les sommets du polygone A £h(x)  ̂ * u39 U2 * ul-̂ sont

tous d'ordonnée positive strictement, par (iii) ils sont tous 

d'abscisse positive strictement, pour (j.l(3)] ou IV.C.3.4., on a (7). 

Alors, en appliquant IV.C.12 à ûi,u3  ̂ et v̂i,v3^9 on a

(8) I (X (n) , f , (v, / ) ) = I(X(n) ,f , (u,7'))mod. (u2û ) .

Ce qui prouve qu'on a (xx) pour (x,(v,A)). Pour finir la preuve de (iv) ,

il suffit de rappeler que VÎu^.u^) = Viv^v^) et (Viu^,^) = V(v1,v2>

si E(n) = div(u^u2) et A(2) 4 0(p)), et que par III.3.1. ,
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t|[v(v^#v̂ )J n'est pas modifié par le changement de p-base.

LEMME B.3.

on a

Soit J un idéal de 0w  * avec ord (J mod.(u.)) = P . Alors
x^n;,x x 3

A(j ; u3, u2 ; u1) = A(u1J ; u3, u2 ; î ) .

Preuve.

Bien sur, on a ord^(u^ J mod.(u^)) = 1 + ̂  . Par IV.C.2.(4), il

2*
suffit de montrer que pour toute forme linéaire A de 3R à 

coefficients strictement positifs, si l'on note L(x^,x2 ,x^) = x^+ A(x2 ,x^) 

alors

(î) vgt j , VL „-(g)^»5 vLjU(e ^  *:)+ K

Ce qui est parfaitement clair par définition de v (IV.C.1.(1))
, u

COROLLAIRE B.4.

Avec les hypothèses et notations de B.I., on note c(u/X) et d(u/À)

(resp. c^(u/X) et d̂ (u,7v)) les minimum des abscisses et des ordonnées des

points de Ql (X(n) , f, (u ,̂ ) ) ; u^ , u2 ; u^J (resp. de 

-1
û(h(x) f ; u3, u2 ; u^) , dans B.2. (iv) , on a

v^ = u^+ua vî̂ c avec a?. Tcj (u ,̂X)l rc(u,7)1 , 

b fdj (u ,7.)! t  rdiu^)! .

Preuve.

En effet, on a par B.3.(2), [ll(3)J ou IV.C.3.4.

(1) J V 1 = U 1 + Z  \ , j  u ï  u 3

avec j ^ O = - >  (j , i)£ û(h(x) 1 f ; U3 ’ U2 ’ U l̂nu ’̂' i
d m  j

duA
Dil]
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-1 'X -1 0
(2) û[h(x) DM,[î] f ; u3* u2 ; u l̂  “ A l M x> D fl] f ’ U3 ’ U2 ’ Ul-

Or, on a h(x) * Dm 1[i] f £ 1 (X (n) , f , (u ,7.) ) donc

(3) f A(h(x) DM,fi] f ; u3 * u2 ; ul̂  =  ̂ d1-V| f ; u3’ u2 ; Ul̂  

t^/j(I(X(n) ,f, (u,'>)) ; u3 , u2 ; Uj) .

D ’où c1 (u,^) ̂  c (u,70 et d^ (u ^ d(u,C\), (1) finit la preuve.

NOTATIONS B.5.

Soit (x,(v,^)) tels qu’on a (***); On note

(1) (c(u,>) ̂ (u,^)) et (^(u,^) ,d(u,^))

les sommets d ’abscisse et d ’ordonnée minimales respectivement de

(2) A(I(X(n),f,(u,l)) ; u^, ; u^) que l'on note ^ u * 

On note (IV.C.6.) 

(3) f ¿'(u,'X) = inf (1 + j ; (i,j)6'^u) , 

(efu/A) = ¿(u,7\) - d(u.'X) - c(u,7\) .

Or par B. 3. , on a

(A) ' ¿(u,>) = l> (u ,aa )1 si E(n) = div(u^) et p (u,0 )^ 2 ,

*< ¿(u,->) = 1,5 si E(n) = div(u^) et 2 ? p (u ,"X) > 1 ,

^¿(u/>) * i si E(n) = div(u^) et l^p(u/À) ,

( i (u,À) = 1 + (_d(uA)J si E(n) = div(U2U3> et d(u,A):> 1

 ̂t(u,},) = 1 si E(n) = div(U2U3> et d(u,^) 1 .

(5) ¿(x) = inf [£( u,!) ; x,(u,70 satisfaisant à .

(h (x)

(XXX)J .



-343-

PROPOSITION B. 6.

Soit (x,(u,!\)) tel qu’on a (**x) et K(x)>3. Alors

(i) VDir(x).

Effectuons l’éclatement TO : X ’-- > X(n) centré en x. Soit x ’ T̂-X’

un point i)-proche de x avec /tO(x’)> 3. Alors, il existe une p-base 

adpatée (w,p) de 0 ,̂ telle qu’on a (***) pour (x’,(w,̂ i)). De

plus

(ii) £(w,p)£ ^(u,^) avec inégalité stricte si [£(u A )  ^1.5 et 

( xf irrationnel sur x ou (m(x’) = 2  et m(x) « 1)) et 

((fMu.'X), m(x) ) + (2,1))] .

(iii) si en plus de (***) , on a 

(****) c(u/))^ 1 et 1 ou (£(u /â) = 1 et E(n) = div(û );

alors on a (x**x) pour (x’,(w,p)) et (c (w ,p) , £ (w,p) ) ̂  (c (u ,7\) ,£> (u ,7) ) 

pour l’ordre lexicographique et si on a égalité alors p(u,7) = ¡î:(w,p) = 1 

et x’ est rationnel sur x(n) et div(w^) = E’ ,

(iv) si ([̂ (u,̂ ) , m(x)) = (2,1) et (x’ irrationnel sur x ou 

(m(x’) = 2  et m(x) = 1)) et (£(w,p) = ̂ (u,^)) alors si on 

effectue l’éclatement HT: X"— —> X* centré en x’ en tout point 

x"£. X" ])-proche de x’ avec K^(xn)^ 3, on a £(x,,)<£: £(u/^).

Prouvons (i) . Rappelons que «X(x) = 1+P et donc (Ï.E.2.I.), on a

(1) VDir(x) = VDir[j(X(n) ,f ,E(n))] .

Posons

(2) Fj = c2V>Ch(x)~1 f] .

On pose c = c£°(c), par B.2.(i), on a

(3) ( Fj = Û,* + i)SuJ + U3G(U1,U2,U3)ek(x)[ü1,U2,U3] ,

(g polynome homogène, nul ou de degré P-l.

DU'?l
DCi]
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Si G - O, (i) est clair. Si G ^ k ( x ) » U ^  » par 1

a VDir(F^) = ^Ui,U2*U3> , par (1), v(x) « 3 et donc HXx) = 0  ce 

qui est impossible par hypothèse.

Si O  ̂GGk(x)[Uj,U^], comme u (cf. B.E.(4)) est préparé, F̂

n'est pas colinêaire à une puissance î -ème et donc ^^1 * 3̂  ̂“ ^Dir(x). 

On a (i) et même

(4) VDir (Fx ) = < U X> ou < ^ , 1 ^  .

Prouvons (ii) et (iii). Effectuons donc TU

B.6.1. Etudions d'abord l'ouvert affine OCX' où div(u^) -  ^  * (x) . 

Posons donc

(5) u’ = (u1u~1 , u2 i^1 , U;J).

Par I.F.4. appliqué avec i = £ = 0 et en permutant les indices

2 et 3, il existe une p-base (v,u) de O . f adaptée avec v = u'
X , x X 1

v = u' et si x' est rationnel sur x, on a 'X* p, si u ' (x) = O

a (v,p) = (u' , 7v) •

B.6.1.1. Voyons le cas où (̂u,̂ \) = 1. Comme x' n'est pas sur le

transformé strict de div(u^) , par (4), on a VDir(F^) = et ^onc

(6) F: = (i) + l) Z *  O .

L'hypothèse i(u,)) = 1 implique qu'il existe i, 1 é- i <r s tel

que c£^+*|ji(x)  ̂DM^^| f]  ̂dU*+  ̂ ,par (6 ) on a 2 ^ ié s et

3 (

(7) ( cE1/+1 [h(x) 1 DfJ = U3K(U1 ,U2 ,U3) t  O ,

U  - i d m“;* * .

1.5.1.6..E

DM1’"*
fij

<U1>

n) x tel que
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(8) K(uJ,u^,l)£~ J(X' ,f ,E')mod. (u^)

B. 6.1.1.1. Etudions le cas où D fit f £  WL .. On a o^(x') « i> et
X  X

K(u * »u^ » 1) J (X 1 ,f ,E ', ̂ x fj )mod. (u^) . Je dis que :

K ( u ’fu 2 ,l) = T u ^  , Vdk(x) *, E(n) = d i v i ^ u ^ )  , u^ = v^ .

En effet, x* n ’est pas à D.Q. puisque yK-{x,);> 3 et donc 

K (u ^ , u ^ ,1) ^ k ( x ') [y2 ] et div(v 2 ) E *.On en déduit qu'on peut prendre 

dans (7) D = , 2 < i^ s et que U ^ V D i r ( x ' )  et donc, par B.l.(7),

(8bis) A (2) = 0 (p) ou I(X(n) ,f, ( u , ^ )  = (u* + ̂ ) mod. ( ^ )  .

Je dis que

c ^ V?[j(X’ ,f ,E' , [x'j )] = ( U ^ ) .

Sinon, puisque x' n'est pas à D.Q., on a e(x') = 2. Comme 

h(x') 1 “ 0^+1) c uj^mod. (u^ >u ^) , on a e [\j (X ' , f, E ' )] = 3. Si

A(2) = 0(p) par VI.F., on a tC(x')ir 3(F), ce qui est une contradiction, 

si A  (2 ) 4 0 (p) , par (8 bis), on a I (X (n) , f , (u, A) ) = (u*+ ^)mod. (^) 

et donc I (X ' , f , (u '/X) ) = ( u ^  + i/)mod. (u^) , et oc(x') = è , on a

^  V D i r ( x '), mais on a e(x') = 2, d'où v(x') = 2  et donc par VI.F., 

on a 1t(x')^r 3(F).

Donc et |\j (X ' , f , E ' , [x 'j )J = ( U ^ )  . On a A(2) 4 0(p) , sinon par 

VI.A.E., on a 1t(x')tr 3. Par (8 bis), on a I (X (n) , f , (u /A) ) = (u^ + *) mod. 

et A (2) 4 0 ( p ) .
On en déduit que

f « h(x')(u 2  g + c u j 1+*) + R(f,u'/X) 

avec <x(x*) = P(x'), c inversible.

Par I . E . 1. , on a

Par B . l . ( 6 )  et I I I . 3 .5 ,  on a

on a

(u2)

D«\*
D co
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l CX QV (u ’ , u2 )J 7/à ou

|  t[v(uj,u’)] £ -14 2 P - 1  .

Par VI.G.I., on a ICix')^ 3(G), ce qui contredit l'hypothèse

(^,K)(x’)^ (P,4).

Ainsi l'hypothèse ^'^x * apporte toujours une contradiction.

B. 6.1.1.2. Donc » ce qui implique

u^(x') + 0 .

Si I (X ' , f , (u * , 70 ) ï (u^)mod.(u^), comme F 1 (u * ,u^ , 1 )C I (X ' , f , (u-f ,"A) ) , que 

F 1 (U1 ,U2 ,1) = (1+l^  c m o d . ( u p ,  on a VDir (j (X ' , f , E ' )mod. (u^)J = < U^,V2)

et donc par VI.B.C., on a (x ' ) ̂  3 (B) si **.(x’ ) = >̂ et (x ' ) i. 3 (C ) 

si oi (x ' ) = 1 + V> , ce qui contredit l'hypothèse (^,1t)(x')^ (P,4) .

Donc I (X ' , f , (u ' ,70 ) = ( u ^ m o d .  (u^) .

On en déduit, avec les notations de B.6.I., 

f = h(x')(Av^ +v 3B) + R(f,v,p).

De plus , pour un i, 2 « i ^ s ,  v ^  h(x') 1 D H ^ ^  Av^ 

est inversible.

Soit A est inversible et x' est à D.Q., soit A = Cv^+Dv^ ,

C inversible et comme E' = div(v^), en remplaçant v^ par A, on 

peut appliquer III.2 si <x(x') = i)(x') et IV.A.1. si Oc(x') = 1 + P(x') 

et donc 1C(x’)é 2. Ce qui est une contradiction.

B.6.1.2. En conclusion, si ^(u,^) = 1, en tout point x ' <=̂ 0 au-dessus 

de x, on a (0 ,K) (x' ) -é. (P,3) .
B.6.1.3. Regardons le cas où i(u,^)> 1. Alors cC*+ [l (X(n) , f , (u j^)] = 

et donc

F = (^ + 1) c uj+,> et VDir (x) = < U X> .

Alors par I.F.4.2.(8), I .F .4.3.1.(3), I.F.4.3.2. (3) et I.F.4.3. (9bis) 

appliqué pour £ « S * 0 et en permutant les indices 2 et 3, on a

V it[y<

M1Lk.D,v
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(9)
DÛ

pour un i, 2 £ i < s et ü 0 , fX jX

De plus, en appliquant I.E.I., on a

(ÎO) ( h(x) 1 (DM^n f, DV ^  f . lé 1 4 S ) =

3
[u 1 1>l(X(n) ,f , (u,?0) = I(x’,f , (u1 .l)) .

Soient é^3R , £ ;> 1 , k£lR et (L,M)^(R ) définies par 

L(x2 ,x3) = (x2+x3) S  1, M(x2 ,x3) = x^S-l)”1. On pose

(11) n\g = -(u® u2 ; a + (b+c)£ ** k>^°XtX *

'1ïlc+ “ l^>L}u+= (ul U2 U3 ’ a + (b+c^ _1 > k> c~°yL x

U3C î a + c(J-l) 1?^k)<^-0x , 

'11.'k+ = = (uj3 ; a + cC^-1) 1> k ) C O x ,

(voir IV.C.1.4.(5) et IV.C.12).

Désormais, nous notons

-1

(12) (u.'X) = û , ô [h(x) 1 0 ^ ^  f Ï u3» u2 ; u1] "

Alors, on a

(13) I (X (n) , f , (u , / ) ) C. OV
¿ + 1

Ce qui donne par (10)

(14) h(x’) f, f ; l*i*s]c: u3

De plus, par B.3. et B.4.(3), on a

(15) S' >,l

" B F

ìr.^+1KT.S .
i-a /

> vt £ f

wl.m ]

,L?k‘ * ju

dv ’H fD [l] fV1

, x '  *
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Alors (9), (16) et B.4.(3) donnent

(16) h(x’)-1 f = u~* h(x)-1 f mod. ( rtn,U> S ' ) £- rÎÏL .

Donc si c^(v,p) est l’abscisse minimale des points de 

A(h(x’)-1 f ; v3» v2 Ï *lue l’on note Aj v , on a

(17) cx(v,p) = S‘ - 1•

D’après B.4., on peut trouver (w,p) avec

(18)  ̂ w = (v̂  ,v2 ,v3), wx = Vj + v| g , £ ? | ¿’_11 2 1 »

{ S^k(x')[Lv2 ,v3j"]c.'ôx ,)X,

Posons

(19) dg = g1 dv: + g2 dv2 + g3 dv3 + £_ g± dpi .
3 £ i4 s

Alors on a

= (1 + gl>
D :i?

»

DMW-’̂ = DMV *? + V2 V3 g2
DV»PV î *

DMWI?
L3J

= +
*Î

(¿g + v3 g3} ”cîï •
dm” :?

i . l j
= dmv’H +

Li i V3 H • S •* 1 1 D cîï-
3 - i ̂  s

On remarque que

v| h(x’) 1 d>Q] f ^ + 1 et donc

(20)

dv>H
D [l]

Du»/X
D e n •s*

DV’»i
LU

DU
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(21) h ( x ’) " 1 DM^j J f - (l+v| g i X D M ^ j y  f - g f)6- nrO_^+1

h ( x ’)-1 D M Wc;H f = h ( x ’) - 1 D M V̂  f m o d . ( v j  h ( x ’)-1 f)

2 <r i £ S.

B.6.1.4. Je dis que

(22) '■x[v(uj ,u3 )}* v? ou t [v (uj .û )] £ 2 P

Nous allons prouv er (22) et en m ê m e  temps pro uve r une iné galité du même

type (29bis) qui sera ut i l e  pour le c or o l l a i r e  B.6.4. qui suivra B.6.

C h o i s i s s o n s  un corps de r e p r é s ent ant s dans 0 .  v et p osonsXCn) ,x

(23) h ( x ) _1 f = Uj + 1-:’ Ü u a + A u ^ +1
|:L' lWjT-!>+l 1 2 3 1

6 k ( x )  [CUj .Uj .u ^ ]  = 0 x( n ) > x

Soit d(i,j) = inf^a+b ; ¡1 . . ^ o{ et si d(i,j)^c>C , posons
a , b , i , j

(24) P. = ct d ( i >j>( £  L . u* u h  = U * ( i ’j) Q. .
i,J O sa. O * b  a *b *x »J 2 3 2 3 i,j

6  k(x) ! U 2 ,U3] , a(i, j ) ? jd ( u ,}.) ,b(i,j)?. jc(u,70 ? 0.

Alors, on a

(25) u " ^ " 1 h ( x ) -1 D M Ur!̂ ‘ f = y  u' 1>+1-j u : d(i,j)-:î B. . + A u ,kVl

UJ jtji^+1 1,J

- »î,m -j [qj .1<-î .o ..;*<1-j) * «i

g i,j£ ° X ’, x ’ *

P r ou von s (22). Pos ons  C = V ( u ^ , u ^ ) C - X f. A l o r s  on a

(26) J ( X \ f , E \ C )  = I ( X ’ , f , ( u 1 ,70) = T(X(n) ,f , (u,^\))u~1_^ .

.I>+1

a  
1̂  î+l

i A . 1+^+AUjJ)*(i,
U 3“i.j’
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Si #(C)£^-1, alors par (26), 3i, 1 ̂  i ̂  s tel que

(27) ord^ [ u ^ ”1 h(x)-1 f] * v»-l, où C = <T\ .

Alors, 3i,j , U  s, 2^.j^^+l tel que *̂ + l-j *4* d ( i, j )-j 0 - 1 , 

c * est-à-dire

(28) d(i,j)é 2j-2 .

Par (24), on a deg(Q ) + a(i,j)-l d(i,j) - b(i,j)~ d(i,j ) - 1^ 2j-3
J » J*

^2(^ + 1) - 3 = 2*^-1. Donc pour (i,j) satisfaisant à (28), on a

ord f(B. . mod. (v v ))£ 2P-1 et V> + l-j + d(i,j ) - j l)-1 . Par (10), 
x i ,  J 1 J

\
V2 U3 h x̂) DMlfi] f ̂  I x̂ ’ » (v»p)) » donc t (C)̂ = ordx? (v2 mod. (v̂  ,v )̂ )

2 , ce qui prouve (22).

B.6.1.4.1. Avant de continuer la preuve de B.6., regardons le cas où 

(̂u,C\) = 1, 5(u,̂ \)«̂ 1N , u2(xf) 4 0 et 3(i,j), l^i^s, 1 ̂  j ̂  ̂  + 1 avec 

d ( i, j ) - j L£(u/À)J + ^ + 1 - 1, c’est-à-dire

(29) d(i,j)^ j^oiu,!)] + j - 2.

Notons q(i,j) le degré de Q. . alors
1 » J

q(i,j)£L- j Lc(u,l)j + j - 2 - jc(u,A) - j d (u, A)

j (l + £‘(u,^\)-c(u/\)-d(u,A))-2 (car £(u,70<^]N) ,

^ j (l+eiu/X)) - 2^ 2j-2 .

D ’où q(i, j )-̂ 2j-3-é-2 ̂ -1.

D ’où

(29 bis) ord ,(B. . mod.(v ,v ) ) ~ 2 P -1.
X 1, J 1 z

Cette inégalité sera utile pour le corollaire B.6,4.

tel que

DM^L:



-351-

B .6 .1 .5 .  Reprenons la  preuve de B.6. par C.12(e)

(30 )  I ( X ' , f , ( v , j j ) )  = (Vj + 1) m o d . ( v 3 ) .

Par (22 )  e t  ( 3 0 ) ,  V I . G . 2 .  e t  V I . G . 4 . 1 . ,  on a

(31)  >X(x’ ) = V> = >  1 C ( x ' ) i  3.

Comme par  hypothèse 1C(x’ ) >  3 ,  on a

(32)  oc ( x 1 ) = 1 + P .

B . 6 . 1 . 6 .  Voyons l e  cas où u ^ i x ’ ) = 0 .  A lo rs  ( v , p )  = ( u ’ j 'X). Par  

I . F . 4 . 2 . ,  on a

(33)  j  I ( X *  , f  , (u* , } . ) )  = I ( X ( n )  , f  , ( u , / ) ) u 3 1

I  h ( x ' )  1 h (x )  1 f  .

— 1 u 1 À ■>
A lo r s ,  par I V . C . 6 . ,  l e  polygone i  h ( x ' )  D ^  9 u3 9 U2 * U1 est

p réparé .

S i  d iv (u ^ )  = E 1 a lo r s  par  (22)  e t  ( 3 0 ) ,  on a ( * * * )  pour ( x 1 , ( u 1 ,^*) ) .

S i  div(uJJ u^) = E* a l o r s  d iv (u ^  u^) = E(n) , on a

A (2 )  = ord ; h (x )  = ord , | h ( x ' ) i  , donc s i  A (2 )  = 0 ( p ) ,  on a ( x * * )
U2 U2

pour ( x f , ( u ’ / A ) )  , s i  A (2 )  4  0 (p )  a lo r s  comme ¿ ( u , / \ ) >  1 , on a

c£ 1 + ̂  [ i  (X (n )  , f  , (u ,  ^) )J = ( U* + ) d ’ où par B. 1 . (7 ) I  (X 1 , f  , (u ’ »'À) ) = ( u ’ ^+1) mod. (u2 )

e t  par  ( 3 3 ) ,  I  ( X f , f  , (u ' , 'À) ) = ( u ^ +1) mod. (u^) , on a ( * * * )  pour (x  ' , (u 1 ,?.) ) .

B. 6 . 1 . 6 . 1 .  On a donc ( * * * )  pour (x * , (u ’ ,?\) ) . 

Par IV .  C. 6.  app l iqué  à I  (X ' , f  , (u ' ,^\) ) , on a

DU D?u3_



-352-

(34)  ̂p>(u',7\)i: [î (u,^) , c(u'.'X) = i(u,?0-lé ciu.^+^iu,^)-! ,

[ e(u' ,A) i e(u,?,) .

Ce qui prouve (ii) et (iii) en ce cas.

De plus, si on a (****) pour (x,(u,7\)), on a (****) pour (x’,(u’,}0) 

et (c (u ’ ,"X) (u * , À ) ) ̂  (c (u ,̂X) ,Ĵ> (u ,70 ) , si on a égalité alors p. (u ,̂ 0 = 1 

et donc E(n) = div(u^) et E ’ - div(u^), ce qui prouve (iv) en ce 

cas.

B.6.1.7. Regardons le cas où u^(x’) 4 0 et b’ = 1. Dans (18), on 

a C* [¿'-1] = [£-l] , d ’où

(35) f TH^k = (w^ ; a + c(<C-l) 1 ̂  k) = (v* v^ ; a + c(i-l) 1 ̂  k)

i = û{a u3° ; a + C(S-1) ^ k)

= (Wj ; a + c(i-l)~1>k).

Posons

(36) c^[h(x) 1 f] = 2- Uj 3 U2(J) U3(j) P.(U ,U ) ,
J r» _ •k l) ^V>

où L(a,b,c) = a + (b+c)£ * , P̂. £ k(x) ,U^ [ , P nul ou C. Pj divisible 

ni par \] ni par U et deg(P.) = jo - a(j) - b(j)"] , de plus

(37) 3j, 1 £ , ?. 4 0.

En effet ê = 5’. De plus, par (9) et (21), on a

/■v
(38) h(x’)-1 f = h(x ' )-1 f = h(x’)'1 D ^ ’ f mod. OT^t

- T  vf-j U'b«> v ^ ' 1«  P . ( u ' l )  „od. mxijt • 
oü<v* 1 2 3 j 2 «5

D«.P
D[l]

DV,'i
DL1]

1 DU’̂
LU



r^
De plus, comme h(x) DM f £ I (X(n) ,f , (u/\) ) et que S = S * par 

B.3. et B.4. (3), si  ̂ O , on a

(39) a(j)^ jc(u,"Â) ,b(j)^ jd(u,90 , deg (P̂. ) £ j e (u ,"X) , deg(P_.) + b(j)£ j|3 . 

Soit

(40) (c.,?.) le point d’abscisse minimale de A où1*1 1 , w

Aj w = A(h(x') 1 f ; w3> w2 ; Wj).

Par IV.C.A.2.2. appliqué à h(x) * '̂[l̂   ̂ et et (20),

(41) c1 = 8 ~ 1  = ¿ ’-1 = i(u,))-l, é- £ ’ - c(u,'\) ,

< (eiu/A)/ [k(x’) : k(x)J] + 1.

Par (23) et B.4.(3), on a c(w,p)? S-l et

A x [I (X’ ,f , (w,p) ) ; w3, w2 ; ŵ ] ,

de plus f (u,"),)f o -c(u,),) = ù'-c(u/A), d'où

(42) J c(w,p) = o-l, £=(w,p)i ^  é- j3(u/X) ,

| f(w,p)-t p»1 <; Le(u,'>)/Lk(x’) ; k(x)J] + 1.

Par (42), (22) et (30) , on a (ii) en ce cas.

De plus , on a S = i (u / A )  t f> (u /A ) + c (u ,'}\) , d'où si j? (u ,,>)•£ 1 

et c (u ,*A) ̂ 1, on a c(w,p)< c(u,70 et f>(w,p)-i 1. Si x' est irrationnel 

sur x et (2>(u/X) = 1 alors e(u,^)i 1 et  ̂(w,p) s- p — 1 , d'où 

(c(w,p),f(w,p)) < (c(u,'a),p(u,'A)).

Ces inégalités et (42) prouvent (iv) en ce cas.

B.6.1.8. Pour terminer l’étude du cas x’6. O, nous n’avons plus qu’à 

étudier le cas où  ̂S >1 et u^ix’)  ̂O. Par B.4.(3), on a

¿’?S>1. Alors dans (18), on a C > £-1 et donc v̂ eTîl’1 on a

-353-

■ DW
L

(17
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(43) h(x’)-1 d̂ .’H ferrr^. orig 1+c nr{£ ■ nyî 1+ <c.nm.,̂ +1+ . 

Ce qui donne par (21)

(44) h(x') 1 DmV[ì] f = h (x’) 1 f mod- (0Tfl̂ ‘fl + ) , 1 éri^ 

Ce qui donne :

(45) h(x’) 1 D^2j f = h(x' ) 1 D 2̂J* mod-(ntl'r̂ +1 + ) •

Alors, (10) et (44) nous donnent

(46) ( h(x') f, D^’J f ; H i i  s) =

u"1-l> I(X(n),f,(u,9\)) = I(X',f,(u',))) mod. ( f\Y\_ » + ̂+1+ >.
o

_ a . 1 +
Comme , on a

(47) wi = vi = u^ mod. W/r1 +

Par définition de S= £(u,70 (B.5.), pour tout M = h(x) *( 7\(i) DMU-!̂ f ) ,
l^i<s Lli

(48) ( M -  2. UÎ^1 j U*(j) U^(j) Q. (U U ) mod. (1Tlj+1 + ) ,
Os j & L> +1 1 Z J J Z J è

b(j) » jc(u,^) , a(j ) jd(u/)) ,
Ij
{ Qj polynôme nul ou homogène de degré jS - a(j)-b(j).

Bien sûr, on peut trouver des '̂ (i), li-iss tels qu’un des est

non nuls pour 1 £ j < 1+^ .

Alors, par (47), on a

(49) u 1  ̂M = H  wi>+1  ̂ ^  Q.(uô»l) mod. (0Vl\^+1 + ) .
0̂ ĵ l+i>  ̂ *

“ ’riï

Dw,p
[2j

on a

-1)
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(50) I(X',f,(w,|i))cail^+1

Par (14) et (46), on a

Donc c(w,̂ i))̂  £-1, mais comme dans (A9) on peut avoir un des non

nul pour 1 ̂  j 1+P et que u^* ^ M <31 (X ' , f , (w,p) ) , on a

(51) c(w,p) = & -1.

Comme S\u,̂ )<̂  c(u,^) + (̂u,*A), on a donc

(52) c(w,p) - c(u,7i) + (£(u,90-l).

Si D (l^x i ) c « > alors, par (4 6), on a 

u^1  ̂M (-LI (X ' , f , (w,p) ) mod. (Wl^ + * + ) , d'où

(53) jp (w,p) ̂  ordx» |Q^(u2,1)J , l^j^P+l

Or, par (48), si  ̂0, pour un j, lirj£:P+l, on a

(54)  ̂deg Q_. ̂  j (<5-c(u,/\) - d (u ,̂\) ) ̂  j e (u /A) 

| p(u,?l),

(55) f (!.(w,p)*£ e (u ĵV) [̂ k(x') : k(x)J 1 

 ̂piu,^) Qk(x') : k(x)J 1

Les relations (51)(52) et (55) entraînent clairement (ii), (iii). 

Voyons donc le cas où dans (48) on ne peut avoir à la fois un  ̂O

et nHLx^ 1 Z x. .

Alors, par (46), on a

(56) w2 u^1  ̂M I (X * , f , (w,p) ) .
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(57) f jfi(w,y)é:l + ord^, jjq (û .l)]

+ LOS - a ( j )  -  b ( j ) ) / d j

' 1 + L j (<S-c(u,̂ )-d(u,9l))/dJ , 

pour tout j , + l tel que 4 0 .

Si E(n) = diviu^u^), on a

(58) jS - a (j ) - b(j) é, j£ (u/A)

uet si E(n) = div(u^) et si b(j)> 0 (par exemple si D = DM^^ 

(58 bis) j(T - a(j) - b(j ) ̂  jp(u A) .

Regardons le cas où on a

D'où, par (49) ,  en posant d « Qc(x ’ ) : k(x)] , on a

(58 *) r E(n) = div(u2 û ) ou

[  E (n) = div(u3) et j S -  a(j) - b(j)*< j£ (u /X )

Alors si on a E(n) = div(u^ u^), par (58), on a

(59) jf-(w,p)€. 1 + L(jfc(uA)-D]/di j b (u.TO -

Si E(n) = div(u^) et si on a (58 *), par (58 bis), on a

(59 bis) jf>(w,p)<£ 1 + /d'

Ces relations (59) et (59 bis) prouvent (ii) si £ ( u / X )  = ] 

ou 1,5 ou si d = 1. Si £(u,̂ \) = 2  et d^ 2, on a 

jf>(w,p)<=r 1 + [j - 1/2J^ j 

et donc p(w,p)^l et donc £(w,p) = 1, on a (ii). Si ¿îiu,̂ );

) , on a

3

fo-i:
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alors £(u,^)/2 ̂ ¿'(u,^)-3/2 et (£ (u /X) ̂ t (u ,'A) si E(n) = div(u^)), 

alors on a jfKw,p)£ 1 + ( j£ (u /A)-1 ) /2 £ j£ (u /X) -3 j /2 - 1 /2 ̂  j (£ (u ,"X)-1 ) , 

on a donc (ii) en ce cas et donc (ii) dans le cas où on a (58 x).

De plus, si on a (xxxx) pour (x,(u,70), par (52), (59 bis) et 

les relations qui suivent on a (xxxx) pour (xf,(w,p)) et 

c(w,p)< c(u,?0 ; si c(w,p) = ciu,^), par (52), on a p (u,00 = 1 et 

donc f>(w,p)i: {̂ (u,̂ ) ; si x' est irrationnel sur x et 

(1 - (3(u/X), E(n) = div(u^)), alors £(u,90 = £(u/A) = 1 et 

0<c(u,/X)<l, donc b(j) + deg(Q^)<2j et j^2, alors par (59 bis), 

ona jp(w,ji)^ 1 + (j-l)/2<r j-1 d'où (w ,yi) p  (u , 7 \ )  , ce qui prouve (iii).

Voyons donc le cas où on n'a ni ^ ^  * » n -̂ • Alors,

comme on l'a remarqué après (58), on a

(60) D 4 dm1[2J * E(n) = div(u^) .

En appliquant I.F.4.2.(7) et I.F.4.3.1.(3) et I.F.4.3.2.(3) 

pour i = £ = 0 et en permutant les indices 2 et 3, l'hypothèse

D^x' ̂  ^x' imP1:Lque

f 0
[D ^ DMU -̂' , 4 f i i s si x ’

 ̂ k(x*)/k(x) séparablej .

+ DMU-O
L3J

4 £ i s si x ’ est rationnel sur x ou si

D'après (60) et (61) on a donc k(x')/k(x) inséparable et par

I.F.4.3.1.(3) D = DM^-j1 et par (4 6) (4 5), on a

(62) h(x' ) 1 Df = h(x’) 1 d% 5 f mod. (Oll’1 + ‘>) .

Par (57), on a

( 6 1 ) D D d mu;?'
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(63) jp(w,p)£ 1 + |_j^(u,^)/dj .

Si p(u,'X)^>2, on a L-jp(u/X)/di - 2 et l /dJ * lpP(u,ft)-jJ

on a (ü) et (iv), (63) et (52) donnent (iii) .

Si ( (u /X) ̂ 2  et d ̂  3) ou ( p> (u /A) ̂ 2  et d = 2 ) alors 

LJ jMu/A) /dJ ̂  J“1 donc p> (w,yi) £ 1 , on a (ii) , (iii) et (iv) .

Si (u,7\) = 2  et d « 2, l’extension k(x’)/k(x) étant 

inséparable, on a d = p « 2 alors on a j(3(w,y)^ 1+j , si j > 1, on a (ii) , 

mais si j = l, on a p>(w,p) = 0, sinon par (62), on a

jp>(w,}i)£ 1 + 1 j/dj .

De plus, on a p/d , ¿+1 4- 0(p) et t>+l-j « 0(p). D ’où 

(d,j) ^ (2,2) et donc d^3 et j 3 d ’où 1 + j_j / dj <i j-1 d ’où 

p(w,p) <1 ce qui avec (52) donne (iii).

B.6.2. Par (3) et B.6.I., il n ’y a plus qu’à étudier le cas où x ’ est 

le point de paramètres w = (u^ U2 »̂ u2y U3 u2 ̂  * Alors, Par 

I.F.4.2., on a

h(x') 1 d^2T* f = ^ W l+^ + W 1 W2 mod-(I^1+ )

S’é0X’,x’ *

Ce qui est impossible puisque p=2, on ne peut avoir des termes

de degré impair en •

Donc on a (ii).

Prouvons (iii). Alors, comme on l’a vu après (58 *), il suffit 

d ’étudier le cas fHu/A) = 1 et on a pour 1* j £ P + l

b(j) + deg (Qj ) ̂  2 j (cf. (48)),

d ’où j^2. De plus fKu,^)^! implique deg(Q^)é: j et par (57), on a

( 63) ¡ W  « N - 1  r.W » ^  c x./- \ “ I rsu cÍ h(x ) Dj-Jj f = u3 h (x) Dj-’j f ,

[ I(X',f .(w,^)) = I(X(n),f,(u,^))u"L>_1.

5p(u,3



Alors, par B.l.(3), on a 

(6A) I(X*,f,(w,^)) « (w^1) mod. (ŵ ) .

Par III.3.2., on a

(65) (t \y (w1 ,ŵ )] ̂  t [y (U1 >u3)j “1) ou ex [v (w1 ,ŵ )3 ̂  P •

De plus

(66) A(3) = ord [h(x)] = ord |jh(x,ĵ
U3 W3

Par VI.G.I. et 2., (64) et (66), on a

(67) VO(x')> 3 = >  cv(x’) = 1 .

Par (63) et (67), on a

(68) c£1+l1[l(X(n) ,f, (0))1 <r. k(x)[uitü3] .

Si ct1+l)[l(X(n) ,f, (u.TO^ <1 k(x) [Uj , alors on a cC1+ £l (X(n) , f , (u .'X) )] = (U j+" ) 

et par (63),

(69) I(X',f,(w.TO) = (wj+*̂ )mod. (w2) .

Si c£1 + '̂ [l(X(n) ,f, (u,l))] < k(x)[ui] , par (63) et (67), 

ctL1+,J [l(X(n) ,f , (u,7.))j C k(x) [ux ,U33 et par (63)

(70) cC1+1' i.'l(X',f,(w,/»)]4- k(x’)[wi]mod.(W2) (cf .B. 1. (7) ) .

De plus par [̂12j (T.2. p. 12 5) et IV. C. 6., on a

-359-
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-1 Ov
(71) M[h(x') D̂ -j f ; w3, w2 ; ŵ J est préparé , 

iMwA) - c(u,^) + ̂  (u,A) - 1. 

c(w,^) - c(u,A), e(w,A)< e(u.'X) , 

d(w.'X) = S(u/A) - 1, T(w,?i) é S (u.'/V) - d(u.'A), 

(. e(w.},) i sup(l,f<u,)) - 1).

Pour montrer que si 1t(x’)> 3 on a (*«) pour (w,̂ ) > il n’y a 

qu’à voir que

(7 2) j' i* j V( W j  ,w2 )j :>/-> ou 

| t[v(Wl ,w2)] 2i-> .

Voyons le cas où |V (ŵ  , w2 ) J ^“1* alors on remarque que 

E’ = div(w^,w^) et que

(73)  ̂J(X’,f,E’,C) = I(X’,f,(w,A))
j

! où C = V(w^,w2) .

Choisissons un corps de représentants de k(x) dans OX (n)

et posons

(74) ( h(x) 1 Dm'I’t f - û  + 1 j M u® + B u^+1
) W  K j ^ i  1 a.b.x.j 2 3 i l

[ f k(x)[ [u1,u2,u3]j .

Alors, on a

(75)

L

u ^ 1 h(x) 1 DM^!^ f « 
z LXj

«c— p+1— j
1 a,b,i,3

a+b-i b 
W2 W3 b± w^+1 e I(X’ ,f, (wA))

Si »X (V (ŵ  ,w2) )̂  P-l alors pour tout (a,b,i,j) tel que

plus
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(76) P + l — j +a+b—j ̂  0 — 1 et M
a,b,i,j

D'oÙ

b<L 2j-a-2 < 2(i>+l)-2 £ 2\)

ce qui prouve (72).

On remarque que (71) entraîne (ii) et (iii). Pour terminer la 

preuve de B.6., il n'y a plus qu'à montrer (iv). L'hypothèse m(x) = 1 

et m(x') = 2 impose que x'è^O. Alors, par (71), où p(u,70 = 2, 

on a e(w,p)< 1. Si e(w,p)^ 1 alors £(w,p) = 1 et £(u,00 =2, 

il n'y a rien à prouve. Si e(w,p) = 1 alors £(w,ji) = 2  et nous 

effectuons l'éclatement TU " : X"— 5> X ' centré en x' et nous 

étudions un point fermé x" -proche de x' avec 1t-Cxff)>3. Alors 

par (ii) , on a (xxx) en xM, ce qu'il faut prouver est que £(xM) = 1.

Par (ii), ce résultat est clair si x" est irrationnel sur x'. Supposons 

donc que k(x') = k(x).

Par IV.C.6., on a

(77) ¿fiu/A) = 1 + ciUj'A) = S (u 9/\') , 

d (u ,7s) = O ,

\ p)(w,?4) = 1 + d(w/Â) = e (w,/\ ) + d(w,7\) 

/ f( w,7.) = 1 + c(u,70 = e(w,}.) + c(w,7) 

 ̂£ (w,7) = 1 + c(w,7.) + d(w,7).

Alors, si x" est le point de paramètres (ŵ  W3 >̂ w3 >̂ w3) ® w ’> Par (34)

et TV.C.6., on a

(78) e (w ' /X )  = O.

De même, si x" est le point de paramètres (ŵ  w2 »̂ w2* w3 W2^ ~ Z 

on a
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(79) e U ’/X) - O.

Voyons le cas général où on a en O ,, ,, une p-base (y»p)
X ) X '

avec “ wj * y3 “ w3 et w2 ̂ x*' ̂ ^ °* Alors, par (72), si on

pose f * h(x) g + R(f,u,7^), on a par (72) et IV.C.12. g6flff̂ +*
o

et en développant g dans k(x) [û  ,u^ »û jj

(80)( g -cu?+1 + T. U;+1-i uj(j) r. ,
1 1^ j i 1+1> 3

é. k(x)[[.u2 ,u33j ,

l c(j) + d(j) + ord (r . ) ̂  j ̂ (u.'/O , 1 é j é l) + l avec égalité pour un j ,
x J

Comme on a ÏT(u,a) = l + c(u,7) = £(u,70 (cf. (72)) alors pour 

un j ’ , 1 ̂ j 1 ̂ ]) +1, on a

,r1n c(jf) d(j’) j ' (1 + c (u,7) ) , , j f£ + l
(81) i u3 u2 J r̂ , = oû  mod.(u2,û ) ,

V inversible.

En x f, on a

f » h(x’) g u2* U + R(f,w,?v)

(82) f ëu-1̂  = cwj+1 + Wf+1_j W3Ü) w^(j)+d(d)-j (r, u ^ )

avec d (j) = ord (r.) .
x J

Par (81), on a pour un j 1 , 1 < j ’ < 1+^

(83) u ç<j’) Uc<r)*d(j')-J' r y , „rc(»A> , „2 r .,,

Posons J’ = S (w,7) alors, par (77), on a S ’ « 1 + c (u ,7) +£-1 et donc

c ( j
U . VJ

li ji 1+»

S-j' (JPwJ'
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(84)  / g u " 1" 0 = c w j+1 + I  W ^ - J  w®(J )+d<J>-J  R . (W ,W )
1 + J * 3

avec ° ^ Rj  • = ^ W3 mod.(W2 >, c ( j ’ ) ■= j ' c ( u , ? 0  = j ' c i w / A ) ,

c ( j ' )  + d ( j ’ ) -  j '  = j ’ ( S - l ) ,  pour un j ' ,  l é  j ' é  1+^ ,

V L'(x1,x2,x3) = x1 + (x2+x3) ¿ ,_1

Si pour un j  , U  j  i  i) + l ,  on a i> + l - j  ^ O(p) e t  R . j* O ,
\ A

a l o r s  c f i ^ , [ h ( x f ) * ^ [ l j  ^ ^ e t  Pa r  (42 )  a p p l iq ué  pour 7C" : X* ---- X ’

e t  (w,"X) e t  ( y , p ) ,  on a

(85)  ¡ M y , p ) <  Le (w,A ) j  + 1 = 2 ,  

d f où

(86) ^(y,p)^ 1,5^£ (w,90 = £(u/X) = 2.

S i  c { ^ f [ h ( x ’ ) 1 D îJ  ̂ f J = 0 » a lo r s

(87) P + l - j 1 = O ( p ) .

_ ^
Admettons pour l e  moment qu ’ on peut t r o u v e r  D = 7 \ ( i )  DMr î-|

1 i ii' 6 LlJ

telle que c ~l+/ * DfJ ^ i + ) et ^ x" ^Sc" " ^^ors> Par (53),

on a p(z,yi)ée(w,/A) = 1, d'oü

(88)  è ( z , p )  = 1 < £ (w, / . )  = ¿ ( u / À )  = 2 .

A (3)Montrons l ’ e x is te n c e  de D. Posons h (x )  = u^ , a l o r s  on a 

h(x') - 4 < 3> uA(3)«.»,) _

r d«8[ ^ <3> w|«'> u-«')*iU)-3' Rji] .

(89) < J
2 (A (3 )  + c ( j  ’ ) ) + d ( j ’ ) + 1) + 1 que 1 * on note  D ( j  * ) .

Or P + l - j ’ = O(p) e t  par (84)  e t  ( 8 7 ) ,  on a

c ê 1 + ù  L ' wc(j:
3

3 W + 1

h(x’)



-364-

c(j’) + d(j') - j'S - J ’(l+c(u/X)) = j ’+c(j ’ ) , 

d ’où d(j’) « j ’ et dans (89)

D(j’) « 2 (A(3)+c(j ’)+j’)mod.(p).

Si 2 (A(3)+c(j’)+j’) 4 O(p), on prend

D “ DM”i] + D<2] + DmWL3] *

Si A(3) +c ( j ’ ) -y ’ = O(p), alors

«î») Wf 3>W + 1  wJ+1-J’ W ^ J ’> R., =

W ^ - J ’ ^0)*c{3"> ^3)+cU">+i)+l (rwj’+w2 Rj t) et 

ïwJ+1-J ’ w^(3) + c(j,)+j' wAC3> + c(j » = ^ (wA WB WC)P

on a èT^k(x’)^ et donc on peut prendre D = pour un i ,

4 ± i ̂  s.

Si p = 2 et A(3)+c(j’) + l 4 0(2) alors A(3)+c(j’) = 0(2), 

j ’ « 1(2) et l) = 0(2). De plus, comme jSiw/A) = d(w,7\) +1, on a 

pour un j'1 , l<j"^P+l

R „ 0 et R ,,(W2 ,W3) = ©W^’ + W3 R̂ \, ,

0 inversible. Alors en raisonnant sur le monome

e W^+1 j W^(3)+C(j * wA(3) + c(j )+j +*)+l on a A (3)+c (j ") = 0(2),

P
Li]
w ?

j" = 1(2) et donc ©^-k(x*)P , donc on prend D - DMrî-i‘ , pour un i ,

4  ̂i ̂  s.

Les relations (86) et (88) prouvent (iv). Ce qui termine la 

preuve de B.6. En B.6.2., nous avons montré l’assertion 

suivante.

B.6.3. En le point x ’ <= X ’ de paramètres w » ûiu2 ̂ ,u2 ,U3U2 ̂ ̂ * °n a

(*«) pour (w/X) ou bien 1C(x’)^3.

COROLLAIRE B.6.4.

Avec les hypothèses et notations de B.6., nous supposons de 

plus que

(D S(u,/X)^2 ,

wcC2
')+d(j ')
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(2) m(x') = 1.

On pose © “ L^(uA)j -1 • Soit l'algorithme

(3) Vi, Oi 14 9 on effectue l ’éclatement "n_'(i) : X'(i+1) ---"> X'(i)

centré en V(i)6X'(i) où Y(i) ■= Sing (X ' (i) ) f\ E ’ (i) , avec X ’(0) = X'

et E '(0) « E ’.

Alors, on a

(i) Vi, 0^ ié 0-1, il existe dans X'(i) un et un seul point x ’(i)

P-proche de x* = x ’(0), Y(i) est permis en x ’(i) et °<[Y(i)3 = 1+^ ,

(ii) dans X*(9+l), il existe au plus un point y P-proche de x* ,

(iii) si L (u, 1\) = 1 et si y existe alors (y) ̂  3 ou bien on a

—9(*xxx) en y pour (w’,p) = (w^w^ ,w2>w3).

Preuve.

L*hypothèse m(x') = 1 implique que x * t-0, où 0 est l'ouvert 

affine de X ’ où div(u^) = 7c * (x) . On a i(u,l) ? 2<>1, reprenons les 

calculs de B.6.1.3. Par B.6.1.3.(41) (51), on a

(1) c(w,p) = £(u/A)-l^l.

On en déduit que

(2) I(X’ ,f , (w,p)) = (w^ + V)mod. (w3) ,

< h (x * ) * ~ ^ W1 mod*(w3 )» f inversible,

 ̂E f(0) = div(w^).

On en déduit que

(3) Y(0) = V(w1,w3), c<[Y(0)] = 1 + P .

Par (2) et (***), on a

(A) VD .r ( x 1

»ci
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(5) (w(i),p) est une p-base de x ’(i) adaPtêe en x f(i) ,

(6) ( I (X' (i), f ,(w(i) ,p) ) = I (X f ,(w,p) ) w~1(,/+1)

= (w1 (i) 1+l> )mod. (w3> ,

(7) jh(x*(i))_1 f = w3il) h(x’)”1 f 

^ = fv U ?  mod. (w^) ,

(8) A|l(X'(i),f,(w(i),p)) ; w3(i),w2 (i) ; w^i)] est le translaté de

A [l (Xf , f, (w,p) ) » w3 * w2 » wx3 de dans le sens des abscisses,

(9) c(w(i),p) = c(w,p) i = f (u^-l-i^ 1 ,

(10) Y ( i) = V(wx (i) ,w3(i)) , tx[Y(i)] « 1 + P , W1(i)6.VDir(x,(i)).

(11) CX- (x 1 ( i) ) = l + î .

Ces relations prouvent (i). Par (11), dans X '(G) , il y a au

plus un point y P-proche de x', c'est le point de paramètres 

—9
w ’ « (wiw 3 *w2,w ). On a (ii).

Prouvons (iii) . Par hypothèse, î (y) = ̂  - On a

(12) | I(X* (9) ,f , (w',p)) = I(X\f , (w,p))w”e(1+l'')= (w’1+1>) mod.(w^,w3) ,

\ h(y) 1 f=v?3e h(x') 1 =iw^ mod. (w^.w^)

^ =3w’̂ +w2P (w’,w2>mod . (w^) ,P±k(y) ,W2 ] , deg Pc^l

On montre facilement par récurrence que pour 0^  i £  ©-1 ,

De plus,

V ( i ) , >

w(i)
D Û3

DW>F
D tl]

w 1
'

Lw;
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(13) /\jjl(x,(e),f,(w,,p)) ; w^, ; w^J est le translaté de 

à [l(X' ,f, (w,p)) * W3 * W2 * Wl̂ dans le sens des

abscisses, son point d'abscisse minimale a pour coordonnées 

(c(w.p)-Ô, f>(w,p)) = (c’,f’).

Par hypothèse, £(w,p) *= 1, d’où j?>(w,p)£ 1, donc

(14) f>’£ l .

B.6.4.1. Voyons le cas où f(w,p)6 3N. On a alors c(w,p) = (_ c - ( u., A ) \ -1 = ©. 

D ’où

(15) (c\pf) - (0,pf).

Si p’ ̂  1, alors par (15), on a

(16) ordy ÛCX’ ,f , (w* ,p) ) mod. (wp] ̂  1+ .

D ’où <x(y)̂  1+0 et donc cx(y) =  ̂= 

c£ [l(X* ,f , (w’,p)] k(y)LW^] , comme E’(9) 

et 1C (y)<; 2 .

Si f> ’ = 1 , on peut avoir

(17) VDir[j(X'(e),f,E'(©))mod.(W^)] = <W^ ,

alors par VI.C. si c*(y) = l+i) et par VI.B. si **(y) = ^ , on a 

1C(y)i 3.

Si ^ ’ = 1 et si on n ’a pas (17), alors par (12), on a 

/ cê‘>[j(X,(©),f,E,(0))] = (W^)mod.(W3) ,

(18) )
h(y)-1 D” ;]1 f = o'w’̂  mod. (ŵ )

(̂g). De plus, par (16), 

= div(W^), y est à D.Q.



-368-

/ f = h i y M ÿ w J 1* + w3 g + g') + R(f,w’,p),

(19) <
l °rdy(g')* ^ +2 » ordy(Ÿ ) - 1, gé.Ox ,(0^ y .

Comme (c ' ’ ) = (0,1), pour un i, li ii: s, on a

h(y)”1 DMW -’̂  f = Z  ¡P. mod.(w ) ,
W  0*j*»>+l J 1 2 3

avec un T. inversible, 1< j i ¿+1. Par (19), on a alors j = l et

2
donc = aw* + bw’ avec (a,b) & 0 , . . , b inversible.

1 z X ) , y

Par (18), a est aussi inversible et \) = 0(p) , on a

h(y) * DW f “ ¡P mod.(w^). Si o*(y) ■* 1+^ , par IV.A.l. (ii) , y 

est à D.Q. et ÎC(y) ̂  2. Si ^(y) =  ̂ , par III.2, on a ^(y)^= 1.

B.6.4.2. Voyons le cas où <i(w,p)<̂ lN. Alors, c' = c(w,p) - © 0 et 

(12) devient

( I(X' (9) ,f , (w’ ,p)) = (w,1 + 1")mod. (w,) ,
(20) )

[_ h (y) 1 DW j-’j1 f = iw^mod.(w3)

On a

(21) Y (©) = V(w^,w3), 0 c(w’,p) - 1, ^(wf,^i)rl.

Si K(y) ̂ 2, il n'y a rien à prouver. Dans le cas où 1t(y)^ 3, nous 

allons montrer qu’on a

(22) =*(Y (©))?/P ou t(Y(©))£2 0.

Si ¿*(y) , par VI.G., (20) (22) montrent que it(y)^3,

si c* (y) = 1 +v> 9 par (13) (20) (21 ) (22) , comme E ’(©) = div(w^), on

Alors on a

w*p-j
1 j m
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aura (****) pour y, 0 et (w’,u). Donc (22) entraîne (iii).
X \G) , y

Si (Y(0))^^ , (22) est clair. Voyons donc le cas où ¿x (Y(9))^lU 

et majorons t(Y(©)). Montrons que cette majoration a été faite en 

B.6.1.6.1. (31 bis). On a vu en B.6.I.6., B.6.1.7. et B.6.1.8. que 

(w ,jj) est construit à partir d ’une p-base adaptée (v,p) de 0^, 

avec

(23) w 2  = v2 , W 3  = v 3  = u3 , w x = v 1 +v3<î(u^ ^  Xg = u {^u 3 ^  ^

Or ici £(u/A)(^1N donc (u ,^ ) ]  -1 = [_S(u/\)J = ©+1. D ’où

(24) 9 9
W1 = Vl+V3 g = U1 + U3 g ’

Donc v ’
_ Q

(v^v^ ,v2>v3,p) est une base adaptée à y de ’(9) y* De

plus

(25) I(X' (e) ,f , (v' ,p)) = I(X' ,f , (v,p)) v30(1+i,)

On a w ’ = v +̂w-j 8 * s<£0x ’ , x ’ c- ° x ’ (e ) ,y  • D où

(26) Y (9) = V(v^,vp = V(w^,w3).

Par III.3.2.1., on a

(27) t(Y(9)) = t[Y(9),I(X'(9),f,(v’,p)),y] .

Or, on a vu (B.6.1.3.(10)) que

(28) ( I(X,f ,(u,/))v31 ' = h(x’) f,u£ f, l^ i^s)

i  = I ( X \ f , ( u \ 9 0 ) .

On en déduit que

1 V

<DMI¡ D} í
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(29) t (Y (9) ) é l + t[Y(©),I(X,.f,(u,,'A))v'e(1 + L>),y]

En reprenant les notations de B.6.I.4., on a

v - 1- "  h t , ) - 1 D»” ;^  f  -  T. „'*«.»-1  B . * a  u ; 1’ ’* 1

oo) j v - ^ D d ^ )  h(x)-i DM":} f =

1 T v,P+1-j B. . + a . u ' p+l

i u -
3 i, j i 1

Par B.6.1.4.1. (31) (31 bis), ^(¿,j), U  it-s, 1 — j i. 0+1 avec

0 + l-j+d(i,j)-j|_£(u,?.)J 4 -1 , (c.à.d. y+1—j +d ( i, j ) — j —©j i î -1) , on a 

ord (B. . mod.(v'.v')) = ord ,(B. . mod.(v ,v ))è 2 V -1 ,
y x

d'où tfY(©,I(X' ,f , (u' .'A)) v3S^1+^̂ J i 2i)-l d’où par (29)

(31) t (Y (0) ) ir 2^-1 .

Ce qui prouve (22) qui termine la preuve de (iii).

DEFINITION B,7.

Soit x un point fermé de Sing(X(n)), on dit que 1C(x) = 4(B) si

(1) % (x)> 3 ,

(2) pour une p-base (w,90 de 0 f . , en x on a les conditions-
X Cn. J , x

(x**) et (****) de B.2. et B.6.

DEFINITION B.8.

Soit x un point fermé de Sing(X(n)), on dit que tĈ (x) = 5  si

(1) 1t (x)> 4,

(2) pour une p-base de (u,^) de 0 f . adaptée en x on a la
X \Tï) , X

condition (x*) de B.l.

i-j

* >^+1
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Les théorèmes II.C.4.1. et U.C.4.4. sont vérifiés pour = 4 

et 1C*= 5.

PROPOSITION B.9.

B.9.1. Le théorème U.C.4.1. pour 'fc * 4 ou 5 dit qu’on a stabilité 

de £ 4 et de ÎC < 5 par éclatement de points fermés, c’est un 

corollaire de B.6. Nous n’avons qu’à prouver U.C.4.4. , pour cela 

nous avons besoin d’un lemme.

LEMME B.9.2.

Soit k (n+i) : X(n+i+l) ---> X(n+i), lz> 0 une suite infinie

d’éclatements centrés en x(n+i) point fermé de X(n+i) tel que

(1) (x(n+i)) = 4(B)

(2) P [x(n+i)J = ^¡x(n)J^ 1, on pose ^ = î (x(n)).

De plus, pour î ? 1,

(3) x(n+i+l) n’est pas sur le transformé strict de ^(n+i-l) *(x(n+i-l)),

(4) x(n+i+l) est rationnel sur x(n+i).

Alors 32^0 tel que (x(n+ £) ) = 4 (A) .

Preuve.

Par IV.B.4.1., pour tout i^l, il existe une courbe formelle 

régulière C6X(n+i) telle que x (n+i) <L C (n+i) , C(n+i) étant le 

transformé strict dans X(n+i) de C = C(n+i). Par II.B. 9.1., pour un 

entier j , on a ot(x(n+i)) = CX(C) , Vi^ j. Par (1) (2), on a 

c*(x(n+i) ) = 1 + û Vi^O, donc c*(C) ̂  l + î 2 , donc ^ (C) ̂  1 , donc 

C Singp(X (n+1 ) ) , c’est localement un fermé de X(n+1). Bien sur, quitte 

à grandir j, C(n+i) est à croisements normaux avec E(n+i) et est 

transverse à 7H(n+i-l) *(x(n+i-l)), Vi^j.

Soit (u,7) une p-base de 0„, ,  ̂. N telle qu’on a (xx)f * X (n+j ) ,x (n+j ) M

pour (x(n+j),(u,^)). Alors
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(5) h(x(n+j))-1 û,"X _ r p
Dw  f = iui +U3

Donc pour un A £ 0,
X(n+j) ,x(n+j) u^+u^A£ I (C (n+j ) ) . Si I (c(n+j ) ) ̂  u^

alors I(C(n+j)) * Û1,U3̂  et <iuitte a modifier u^ en • Ui+U3 g *

on a I(C(n+j)) = (w  ̂>**3 ) et on a (x*x) pour (w,^) (cf.B.2. (iv)).

avec E(n+j)3 div(u^), C(n+j) est transverse à div(u^) et donc

d iv (u2 ) C- E (n+j ) .

Si div(u2)̂ i E(n+j), alors quitte à remplacer u2 par U2 +U3 B 9

ce qui ne modifie pas (**), on peut supposer B=0, c-à-d.

I(C(n+j)) = (u1 +u3 A,u2).

Bien sur, par B.2.(iv), on peut supposer qu’on a (***0 pour

(u,7v)- Si Aé.I(C(n+j)) alors on a I(C(n+j)) = (u^,u2>. Je dis que

A 6  I(C(n+j)). Dans X(n+j+l), x(n+j+l) est le point de paramètres

(u 1 u3 1 +A,u2 u3 1 ,u^) . Or puisqu’on a (***) pour (u,?0 , <=- VDir (x (n+j ) ) ,

donc ord A^ 1- Donc x(n+j+l) a pour paramètres u ’ = (u û^  >U2 U^  »u^) >

on vérifie qu’on a (x**) pour (u’,̂ ) et une récurrence décroissante

sur ord , . N (A mod.(u.,u.)) donne le résultat. xCn+j; 1 Z

Si I ( C(n+j ) ) u^ , alors comme C (n+j ) est à croisements normaux

I (C (n+j ) ) = (u^+u^A, u2 +u3 B) , B^O.
X(n+j),x(n+j)

B nul si

En résumé, on peut trouver une p-base (w,?0 de 0.X(n+j),x(n+j)

vérifiant (***) en x(n+j) et

(6) C(n+j) = V(wx,w3) ou V(w1 ,w2).

Donc, Vi^ j, x(n+i+l) est un point de croisement pour (w(i),A) où

(7) w(i) « (wxw 3 i * w 2 i»w3  ̂ ou ŵx ^  ±9 w2 ,W3 ^  "

De plus, Vi^j , par B.6 . (i) , on a

(8 ) Sing^(X (n+i) ) c. V (ŵ  ( i) , t) U  T ±

8 l'
I (C n+j )
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où T est le transformé strict de Sing ,(X(n+j)) et
J » 1 V

div(t) *= Il (n+i-1 ) ^(xin+i-l)). Bien sur, C(n+i)£-T. .
J * *

Quitte à grandir j, on peut supposer que

(9) Sing^(X(n+i) Viw^i) ,t)ÜC(n+i) .

De plus, on a

(10) r I(X(n+iXf,(w(i) ,7V)) = tJ_i I (X (n+i) , f, (w/A) )

OÙ t = ou .

Donc, par IV.C. 7, 3 0 ?, j tel que

(11) j à [l(X(n+£) ,f (w(ii) ,̂ \)) ; w3(l),w2(C) ; w^t)}

 ̂n ’a qu’un sommet (c,d) avec f_cl + Ld3‘- 1.

Par (9), on a

(12) Sing^(X(n+£)) C V (v̂  (¿) ,w2 (i))UV (v̂  ((?) ,w3 (?)) .

De plus h(x(n+t ) ) 1 dŶ "̂̂  * ‘ f = td L h(x(n+j)) 1 f » par

•i(h(x(n+C) ) 1 DW^| f ; w3(Ô), v^iê) ; (é )) est préparé. Par A.I., 

a K- (x(n+ £) ) - A (A). Ce qui prouve B.9.1.

B.9.2. Montrons que le théorème U.C. A.4. est vérifié pour iC = 4. Par 

il n'y a qu'à considérer le cas = 4 (B) . Soit donc une suite infinie

d'éclatements 1c(n+i) : X(n+i+l) --> X(n+i) , i^O où TT (n+i) est

centré en x(n+i)^ X(n+i) où (̂ ,1C) (x (n+i) ) = (^(x(0) ) ,4) = (Û 9 4). 

Nous allons montrer que pour un ê ^ O, x(n+(i) est bon. D'après B.6. 

pour tout i> O, il existe une p-base (w(i),p(i)) de °x(n+i) x(n+i)

(iü) ,

on

w 

Dí :
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telle qu’on a ( x x )  et ( x x x x )  pour (x (n + i) ,w( i) ( i) ) ) et on a , pour 

l’ordre lexicographique

(1) ( (c(w(i+l) ,p(i+l))) , f>(w(i+l) ,p(i+l))) ̂

1 (c (w(i) ,p(i) ) , (w(i) ,ji(i) ) .

Alors, puisque la suite 7c(n+i) est infinie, pour un A£3N , on 

a pour tout i^ A :

(2)  ̂c(w(A),y(A)) = c(w(i),p(i)),

1 |i> (w (A) , ja (A) ) = (w(i) ,̂ i(i)) .

Par B.6.(iii), pour tout i^A, x(n+i) est rationnel sur x(n+A) et 

E(n+i) = div(w^(i)). Donc E(n+i) = 7L(n+i-l) ĵjx(n+i-l)J et pour 

i^A+1, x(n+i) n’est pas sur le transformé strict de 

^(n+i-2) * [x(n+i-2)] . Alors B.9.1. implique que pour un 2 , 

tC(x(n+'l)) = 4 (A) . Par A. 4. x(n+£) est bon.

B.9.3. Prouvons que U.C.4.4. est vérifié pour 1C = 5. Considérons donc 

une suite inf inie d ’ éclatements TC(n+i) : X(n+i+l)  ̂X(n+i) centrés

en x (n+i) X (n+i) , avec (ü ,10 (x (n+i) ) = (̂ ,5), î -0. Nous allons 

montrer que pour un t o, x(n+(?) est bon.

Par B.6. (ii), on a £(x(n+i+l))^ £(x(n+i)). Donc, pour un 

A & N, on a

(1) Vi^A, t. (x (n+i) ) = ¿(x(n+A)).

Alors, je dis que

(2) VB^IN , Ji^B , m(x(n+i)) = 1.
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Suppoçons le contraire, alors pour un B£-]N et pour tout i^B 

on a m(x(n+i) ) = 2. Soit (w,p) une p-base de °X(n+B) X(n+B) telle 

qu'on a (***) en x(n+B). Comme m(x(n+B)) =2, on a

(3) E(n+B) = div (w  ̂w )̂ .

Alors, par B. 6.1.6.1. et B.6.3., pour i^ O, les x(n+i+l) ont 

pour paramètres w(i+l) où

(A) w(i+l) » (w1(i)w2(i) 1,w2(i),w3(i)w2(i)“1) ou

(i)w^(i) 1, w2(i)w3(i) 1, w3(i)) ,

et on a (***) pour (x(n+i) , (w(i) ,p) ) .

Alors, par IV. C. 7. quitte à augmenter B, pour tout i^B,

(5) L [I(X(n+i),f ,(w(i) ,p)) ;ŵ (i) ,w2 (i) jw^i)] n ’a qu ' un sommet (c(i),p(i)).

De plus, par B.6.(i), (i) VDir (x(n+i) ) et donc, quitte à 

augmenter B, pour tout i^ B,

(6) Sing^(X(n+i) )CV (w1 (i) , ( i) ) ü V(w^ (i) ,w2 (i )) .

Alors, par IV. C. 7., pour un Ü ^B, Qc (£ )J + ' p )] ̂  1, d'où 

f"C(x(n+i)) = A (A) , ce qui est une contradiction qui prouve (2). 

Je dis que

(7) £(x(n+A)) = 1.

Supposons le contraire, alors £(x(n+A))^ 1,5. Soit B^A tel 

que m(x(n+B)) = 1. Alors, Vi^ B,
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£(x(n+i)) * £(x(n+B)) « £-(x(n+A))3 2. Par B. 6. (ii) (iv) .

(8) Vi^ B, m(x(n+i)) =1 et x(n+i) est rationnel sur x(n+B).

Alors comme m(x(n+i)) = 1, Vi^B, x(n+i+l) n'est pas sur le 

transformé strict de K(n+i-l) ^Qx(n+i-l)J , alors par B.9.I., pour 

un Q ̂  B, K(x(n+£)) = 4(A), ce qui est une contradiction. On a (7). 

Par (2) et (7), pour un B^A+1, on a

(9) m(x(n+B)) = 1, £(x(n+B)) = 1 = £(x(n+B-l)).

Par définition de ¿(.), il existe une p-base (u,"X) de

°X (n+B-1 ) x (n+B-1 ) t e l l e  qu 'on a (***) pour (x(n+B-1),(u,A)) et par 

B.6.(ii), il existe une p-base (w,p) de °X(n+B) x(n+B) telle qu'on 

a (xxx) pour (x (fr+B),(w,p)) et

(10) f(u/\) = f,(w,p) = 1 et c(w,p) = o(u,?v) - 1.

Comme m(x(n+B)) = 1, par définition de £(.), on a

(11) Ë>(w,p) ^1.

Alors c(w,p)^ 1, sinon on aurait fc(x(n+B)) = 4 (B) , ce qui 

serait une contradiction. Alors, par (10), on a

(12) £( u,))>/2.

Alors (11), (12) et (9) nous permettent d’appliquer B.6.4. qui dit 

que l'algorithme du point bon appliqué à x(n+B-l) aboutit à un succès en 

x(n+B) et donc que x(n+B) est bon. Ce qui termine la preuve de B.9. et ce 

chapitre.



-3/7-

A - PLAN DU CHAPITRE - 1C- - 6(A) 

DEFINITION A.1.

VIII K  « 6 .

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)) on dit que fcix) = 6

si

(1) 1C(x) $ 10,1,2,3,4,5} ,

(2) oî (x) =D(x) ou v(x) = 2.

A. 1.1. PLAN DU CHAPITRE

Comme nous le faisons depuis le chapitre VI, nous allons partager 

ce cas 1C = 6 en plusieurs cas indexés par des lettres et on passera de 

chaque cas à un cas précédent par éclatements centrés en des points. Nous 

allons montrer que l’on va recouvrir tout le cas **(x) = (̂x) ou 

v(x) = 2.

^  = 6(A) contiendra le cas o<(x) = i>(x) et e(x) = 1,

K = 6(B) sera le cas c*(x) = i>(x) , v(x) = 1 et e(x) = 3,

1C = 6(C) sera le cas e(x) = 2  et e(J,f,E)) = 3 et < X ( x )  = (̂x) , 

= 6(D) sera le cas e(x) = 3, v(x) = 2, un élément de VDir(x) 

est transverse à E et <*(x) = l + i>(x) ,

= 6(E) sera le cas e(x) = v(x) =2 et un élément de VDir(x) 

est transverse à E et Oi (x) = l+^(x),

K' = 6(F) sera le cas v(x) = 2, e(x) = 3  et #(x) = ^(x),

K' = 6 (G) sera le cas e(x) =2 et <x(x) = (̂x) ,

1t= 6(H) sera le cas v(x) = 2, ot(x) = l+£(x) et il n’y a pas 

d’élément de VDir(x) qui est transverse à E.

Bien sûr on a v(x) 4 3, sinon ^(x) = 0. Donc le cas c*(x) =  ̂(x) se 

partage en v(x) = 1 et v(x) = 2. Le cas û£(x) = i> (x) et v(x) = 1 

est recouvert par 7C(x) = 6(A) (pour e(x) = 1), At(x) = 6(C) ou (G) 

pour e(x) « 2) et fO(x) = 6(B) (pour e(x) = 3).



-378-

Le cas 0((x) = P(x) et v(x) = 2 est recouvert par 1C(x) = 6(C) (G)

(pour e(x) «= 2), (x) * 6(F) (pour e(x) = 3).

Le cas ci (x) « 1+\) (x) (et donc v(x) « 2) est recouvert par 

K(x) - 6 (E) ou (H) (pour e(x)) « 2) , K(x) = 6(P) (pour e(x) = 3). 

On remarque en effet que si (X(x) « 1 + i? (x) , on a m(x) ^ 3  et donc 

e(x) * 3 implique l'existence d'un élément de VDir(x) transverse à E.

PROPOSITION A.2 »

Soit x un point fermé de X(n) tel que

(1) K(x) = 6 ,

(2) OL (x) « P (x) que l'on note P ,

(3) e(x) = 2.

Alors

(i) pour toute p-base (u,ft) de 0 f . adaptée à x, quitte à faire
X CnJ ,x

une permutation sur les indices, on a

VDir (x)£. <U1 ,U2> et E(n)D divfu^^,

(ii) si on effectue l'éclatement 1Z : X' --- > X(n) centré en x, il y

a au plus un point x'£X* 0 -proche de x avec ^K-(x')^6, c'est le 

point de paramètres u' = (U^U3  ̂*U2U3^ ,U3̂  0t °n a 'ft'(x')̂  6, e(x')^ e(x).

Preuve.

A.2.1. Soit (u,^) une p-base de 0 .  v adaptée en x, alors, par (3),
X v.ny , x

quitte à permuter les indices des u^, on a VDir (x) d < ,U2> • Comme 

(x) ^ 2  et a (x) = P (x) , x n'est pas à D.Q. et puisque e(x) = 2, 

on a E(n)D div(u^u^), d'où (i).

A.2.2. Si v(x) = 2, alors VDir(x) = 0t est c -̂air*

A.2.3. Voyons le cas où v(x) = 1, alors quitte à multiplier u^ et u2



-379-

par des invers ib les , on a

(4) VDir(x) = < U J+U2> .

Alors, si

(5) Cel>[h(x) + DM[3] ^(f) * 0

OU

 ̂ A
et [h(x)_1 DM^J f] O , 3iiés ,

par IV.B.2.2., en tout point p-proche y de x avec y^x' , on a 1C (y)£ 2, 

ce qui prouve (ii).

Si on n'a pas (5) alors en tout point y^xf avec y €. Sing^(X' ) , 

pour une p-base (v,p) de 0 , adaptée en y, on a
I x ,y

f = h(y) (X* v^+1 + v2y) + R(f,v,p) ,
(6)

h(y) = M , f £■ 0 , , d iv (v_ ) d E '.
a  ,y z

En effet, si P = 0(p) , c'est une conséquence de I.E.5.6., si 4 0(p), 

par I.E.5.3. (iii), on peut appliquer I.E.5.5. qui donne également (6).

Si <y(y) = 1+^ , alors (y,(v,p)) satisfont aux conditions 

de VII.B.l. et (y) £■ 5. Si ctf(y) alors ord^Cv^g) et par

VI.A et VI.E, on a ÎC(y)£ 3.

DEFINITION A.3.

Soit x un point fermé de X(n) avec 'fe(x) = 6, on dit qu'on 

a 'K'(x) = 6(A) s'il existe une composante Y (n) de E(n) telle que 

l'on a une des conditions

(1) J (X(n) ,f ,E(n) , (xj ) = I(Y(n))', mod. ^  X(„) x* »

OU

d m'(DM
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(2) J(X(n),f,E(n),Jxj) « I(Y(n)f mod.I(Z(n)) , 

où Z(n) est une composante de E(n) avec Z (n) 4 Y (n) .

REMARQUE A.3.1.

Soit x un point fermé de X(n) avec ^(x) = 6(A), alors pour

toute p-base (u,?0 de 0 f v adaptée à x ,
x inj,x

à permutation près de ( u ^ u ^ u ^ ) ,  on a une des conditions

(1) f - h(x)(cuj + gl) + R(f,u,^)

avec div(Ul) = Y (n) c. E(n) , ^ x ( n )  ,x(n) ’ cfe0X(n),x ’

(2) f = h (x) (cu^ + U2S2) + R(f,u,'X)

avec div(u. ) = Y(n)c:E(n), div(u ) = Z(n)CE(n), g , c é O*,
I z z Xinj ,x X(,n

En effet, on vérifie que A.3.(1) et A.3.1.(1) sont équivalentes, 

il en est de même de A.3.(2) et A.3.1.(2).

PROPOSITION A.3.2.

Soit x£X(n) avec ft-(x) = 6(A). Alors, avec les notations de 

A.3.1., on a

(i) VDir(x)C<U1 ,U2) ,

(ii) A (1) = ord [h(x>] / 0(p) ,
1

(iii) A (1) + P 4 0 (p).

(iv) Effectuons l’éclatement 7L : X ’----P X(n) centré en x alors tout

point x ’£X(n+l) qui est (i) ,K) -proche de x est sur le transformé 

strict Y ’ de Y (n) = div(u^) et 1C(x’) = 6(A) et on a A.3. (2) pour 

x' et (X(n+1),Y(n+l),E(n+l)) = (X',Y ’, 7E_1(x)).
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Preuve.

A . 3.3. Si x satisfait à A . 3.1.(1), alors on a

c l *  [J(X(n),f,E(n),ixJ)] = (U^ ) et donc par I.E.2.1. VDir(x) « •

Si x satisfait à A.3.1.(2), alors avec les notations de 

A . 3.1.(2), si ordx (g2 )*>/V> , on est dans le cas A . 3.1.(1). Si 

ordx (n)^g2^ « »>-1 et si VDir (x) C ,U2> , alors par I.E.1.5.1.6. 

appliqué à J (X(n) ,f ,E(n) , £xj ) , on a v(x) = 3  et donc % ( x )  = 0, ce 

qui contredit l'hypothèse "VC(x) = 6. On a donc (i) .

A . 3.4. Si A(l)+l> = 0(p) et si x satisfait à A . 3.1.(1) ou (2) alors 

par VI.E., on a fc(x)£ 3. Si A(l)+*) ^ 0(p) et A(l) ® 0(p) , alors 

par V I . A . , on a +t(x)£ 3. On a donc (ii) et (iii).

A . 3.5. Prouvons (iv).

A . 3.5.1. Voyons d'abord le cas où x satisfait à A. 3.1.(1). Alors

(1) < U X> = VDir (x)

Donc x ' é. Y ' . De plus par (iii), on a

(2

Quitte à permuter u 2 et u ^ , on a

(2

et alors par I.E.l.

J(X(n) ,f ,E(n) ,{x(n)J ) = J(X',f,E')

(A) 1 , s , ^= (u1-u2 ) mod. (u ).

ci* [h x) 1 DM a
u f] (a (i * O.

U2 ° X \ x ’
ttv

X n) ,x °X' x'

-\>
U2
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Posons

(5) u ’ - (u1 .u” 1 ,u2 ,u3 -u S  .

On a par (2)

(6) f DMULl]A ^ x ,>x, C ^ x .)X. et

h ( x ' )  D M  f  =  ( A  ( ! )  +  *>) c  m o d . ( u 2 )

Alors (4) et (6) impliquent

(7) J ( X f ,f ,Ef ,{x’j ) = ( u ^ ) m o d . ( u  ).

Ce qui implique q u ’on a A . 3- (2) pour (x ’ , Y ’ 9 X “ * (x ) ) , donc si 

ft^(x’)> 5, on a fC(x’) = 6 (A).

A . 3.5.2. Pour terminer, étudions le cas où x satisfait à A . 3.1.(2)

et pas à A.3.1.(l), ce qui signifie que ord (g0) = ^-1. On a
x z

VDir(x) 4  ^ U^> , donc par (i), on a e(x) = 2  et par A. 2., x ’ est le 

point de paramètres u ’ * û i *U 3 ^ ,u2 *U 3 ^ ,u3 ^ * a

(8) f = h(x')(cu’‘>+ u 2 g2 u3 J?+1) + R ( f , u ’,/» .

Alors, si ( i> ."K-Mx')» (P,6) , on a c^(x’)^P et donc 

— î +l
ord^, (g^u^ ) = *>-1 donc e ( x ’) ^ 2  et x ’ satisfait à A . 3. (2) pour 

Y ’ = div(uj) ,(*MC)(x’) = (P,6) et ft(x’) = 6(A).

A. 3.6. Nous venons de prouver A. 3.2. qui prouve que le théorème U . C .  4. 1. 

est vérifié pour * 6(A). Les calculs étant posés, nous allons prouver 

que le théorème U . C . 4.4. est vérifié pour 'K (x) = 6(A) et e(x) = 2.

En effet, par A . 3.5.2., si on a une suite infinie d ’éclatements 

ni(i) : X(n+i+l)-- >X(n+i), i ^ O ,  centrés en x(i)é X(n+i) points

co
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(0 -proches de x(0) « x avec e(x) = 2  et 1̂ (x) « 6(A), alors, avec 

les notations de A.3.I., x(i) a pour paramètres

(9) u(i) « ûiu3±* u2U3i,U3^#

C'est-à-dire que les x(i) sont sur le transformé strict C(i)C-X(n+i) 

de C (0) = V(u ,u2)C. X(n) . Par II.B.9.1., on a a(C(i)) = V> , i^O et 

comme C(i) est combinatoire (I.A.5.(6)), on a

(10) oi(C(i)) = »>(C(i)) , 1*0.

De plus par A.3.5.2.,

(11) e(x(i)) = 2.

Par I.D.4., C(i) est permise en x(i), i> 0. Alors, je dis que

(12) v(x(n+i) ) = 1, i^ 0.

En effet, si v(x(n+i))^ 2 alors, par A.3.2.(i), on a

(13) VDir (x (n+i) ) = < U (i) ,U2 (i)> .

Par I.E.2.3.(6), l'éclatement centré en C(i) n'engendre pas de 

point P-proche de x(i) et donc C(i) = Singp(X(n+i)) et 1t(x(i)) = 1, 

ce qui est une contradiction. Par (11), (12) et A.3.2 (i), quitte à 

multiplier û  par un inversible, on a

(14) VDir (x ( i) ) = <U1(i)+U2(i)> .

D ' où

(15) J(X(n+i) ,f ,E(n+i) ,£x(i)j ) = (v̂  (i)+u2 ( i ) / .
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Alors, par I.E.I., on a

(16) J (X (n+i+1 ) f f , E(n+i+l ) ) « (u^ (i+1 ) + u2 (i+1 ) )** niod . (u^ (i+1 ) ) .

Or m(x(i+l)) = 3, i ^  0. D'où

(17) J(X(n+ i+1 ), f , E(n+ i+1 ) ) « J(X(n+i+l),f,E(n+i+l),£x(i+l)})

, - J(X(n+i+l) ,f ,E(n+i+l) ,C(i+l)) = (u (i+l)+u2 (i+l))*’ mod. (u3 (i+1)) 

 ̂= (Uĵ  (i+l)+u2 (i+l))‘> mod. u3 (i+l) (Ujd+l) .^(i+l))** .

La dernière égalité étant donnée par (10). Alors, par le lemme suivant, 

x(i+l) est bon pour i> 0. Ce qui prouve A. 3.6. Remarquons que tous les 

x(i+l) sont bons, c'est-à-dire que dans ce cas très particulier, la 

propriété d'être bon est stable.

LEMME A . 3.7.

Alors

(i) C est permise en x,

(ii) si tC(x) = 6 alors x est bon.

Preuve.

Puisque C est combinatoire, on a J(X,f,E) = J(X,f,E,C), donc, 

par (2), on a & (C) = ^(C) = £*^1. Par I.D.I., C est permise en x, 

ce qui prouve (i).

Soit x €. Sing(X) et soit (u,/() une p—base de 0 et telle que
A , X

(1) E D div (u^u^ ),

p
(2) J (X , f , E) = (u +u ) mod fu . (u ,u )

Pi
= ( u 1+ u 2 ) mod (u^ *U2^ J

où C = V(u^,u2 ), ^(x) et div(u^.)C. E (n) , j = 1,2 ou 3.

On déduit de (2) que J (X,f ,E) ̂  (u^ ,u^)^ et J(X,f,E)<£ (u^u^) 2̂ .
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Donc C est la seule composante de dimension 1 de Sing^(X) passant 

par x avec m(C) = 2  et l'algorithme du point bon ou celui de 4C = 1

nous impose d'effectuer l'éclatement TU : X'--->X centré en C.

Par I.E.I., dans X' il y a au plus un point P-proche de x, 

c'est le point x' de paramètres u' = (l+u^u2*,u2 ,u^).

Prouvons (ii). On a P(x') = P , sinon, comme l'éclatement de C 

est imposé par l'algorithme de = 1, on aurait fC-(x) 1 et même 

tC(x) = 1 puisque x n'est pas isolé dans Sing^(X) .

Par I.E.I., on a J(X',f,E') = J(X,f,E,C)u“° d'où

(3) f J(X',f,E') = (u^)mod. (u^) si j=3

- (uj^)mod.(u^) si j=l ou 2.

D'où

(A) f = h (x ' ) ( p u^+u^g) + mfju'j'A), i=2 ou 3, 

div(u|)C E', ord^t(p mod.(u^))^ 1 .

Si o r d ^ Q 3) = 0 alors x' est à D.Q. et donc ^(x')£ 2, (ii) 

est clair. Voyons le cas où ord^,(p) = 1. On a

f h (x ' ) 1 (u^-1 )D1Î1-|̂ f = u2  ̂h (x) 1 f >[1] 1 " 2 n W  '̂[1]

(5) J h(x')"1 DM'f^ f = u~° h(x)"1 (DMÛ  + ) (f) ,

I -1 u ' * A - ù _ 1 u 7v
|^h(x') D M ^  f = u2 h (x) DM [t] f * 3 - té s.

Par (5), on a

(6) ordx[h(x)_1 [(DMÛ  + D M ^  ) (f ) , DMÛ  fj] >, l+l> ,

sinon on aurait h(x') *  ̂* ^t U l̂  mod.(u^) , inversible,

pour 2 ̂  t £ s et x' serait à D.Q.

D'autre part, par I.E.4.I., on a

DM̂j

DM^
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Alors, par (6), en posant h(x) = , on a

(7) A(l)+A(2) + l) = 0 (P) , A(3) - 0(p) .

De plus, par on a

(S) h(x') - „¿ACl>-A(2)-tf U.A(3) . Mp

Par (5) et (6), on a

(9) f h(x') 1 DU f = ï\i^mod.(u^) , 

h(x’) 1 f£(u^) , 2 £ t £ s

On en déduit que dans (6) , on peut prendre p = IT u^ avec Î inversible. 

Si û^(x’) = 1 + £ , par VI.B.l., B.7 et B.8, on a ‘K(x’)^5 ; si 

cX(x’) =  ̂ , par VI.A ou E, on a yït(x’)£ 3. Ce qui prouve (ii) et termine 

la preuve de A.3.7.

c t  (h (x )  1 ( f - R ( f  , u , ^ )  )] €  k (x )  [Uj ,U23 .

A. 3.8. La relation (3) de la preuve de A.3.7. donne une interprétation 

géométrique de la relation (2) des hypothèses.

Si j=3 dans (2), alors la courbe V(u^,u^)C.xf qui se 

projette sur V (u^+u2 »u^) X est dans Sing(X’) et l ’éclatement “TC- 

l’a mise à croisements normaux avec E ’.

Si j = l ou 2 dans (2), alors V(u’,u2) = Sing(X’)nTC * (C) , cette 

courbe se projette isomorphiquement sur V(u^,u2)C-X. Observons que C 

était contenue dans deux composantes de E(n) et que V(u^,u2) n ’est 

contenue que dans une seule composante de E ’.

A.4. La proposition A.3.2. montre que Y(n) = div(u^) a la contact maximal 

pour (>̂ ,6(A)) au sens du chapitre V. Nous allons appliquer les 

propositions V.l, V.2 et V.3.

A
U2

A < 
u3

\A
[1]

w
DM
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Soit TC(n+i) : X(n+i+l)---=>X(n+i), i€lN une suite infinie

d'éclatements 7t(n+i) centrés en x(n+i) €- Y (n+i) C X(n+i) où Y(n+i) 

est le transformé strict de Y (n) = div(u^) et x(n+i) est 

(P ,lC)-proche de x(n) avec 1t(x(n)) « 6(A).

Alors, il existe £3N tel que pour tout i "?/ Ê et pour tout 

x £ Y (n+i) C- X(n+i) , il existe une p-base (v,p) de ^x(n+i) x et Un 

d.c.n. F(n+i) de Y(n+i) tel que

Y (n+i)0 div(v^) C. F (n+i)C diviv^v^) O Y (n+i) , 

div(v2)C E(n+i),

et on a les conditions de V.l(4)(5) pour F(n+i),x,f et (v,p).

De plus, quitte à augmenter JL de 1 et à permuter et v^,

on a :

(1) div(v^) = Y (n+i) > TC(n+i-l ) *(x(n+i-l)) = div (v2 ) CL E (n+i) .

Par A.3.2., on a tC(x(n+i)) = 6(A) et donc ot(x(n+i)) = ^(x(n+i)), 

i£lN. Alors, par V.3, pour tout i^2 + l, on a pour un if inversible,

(2) r J (X (n+i) , f , E (n+i) ) = (v +fv^V,P̂ )̂  mod.v I f .
\ l z z a(v,p;

si F(n+i) = div(v2) O Y (n+i) ,

a b —1où Ia v̂  ̂ = (v2 v 2 , a+ba (v ,p) ^ ù ) , a(v,p)É3N.

Or, puisque ^(x(n+i)) = 6(A), on a ^(x) et donc

(3) PI(X(n+i),f,(v,p)) = (v+ifv^’P ^  mod.v I f
J r 1 2 2 a(v,p)

si F(n+i) = div(v^)^ Y (n+i) .

(4) f J (X (n+ i) , f , E (n+i) ) = (v +fv^V*^ v ^ ^ ’̂ )^ mod.v 1C/ x 
\ 1 2  3 3 £(v,p)

[ si F (n+i) = div(v^ v^)0 Y(n+i), 

où I^(v p) = v2 v3» a+ba (v ,p) 1>/)> et a+c(a(v,p)-1) 1  ̂, (a (v ,p) ,b (v ,p) )EJN2.
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(5) f I(X(n+i),f ,(u/A)) “ (v^+ïv^ mod.v^ I

Alors, puisque 1 t (x (n + i))  « 6(A), on a <*(x) = & et donc

3 £(v,p)

si F(n+ i) « div(v2 v^OYin+i).

LEMME A.4.1.

Soit x6x(n) avec iC(x) = 6(A) et tel qu'il existe une p-base

(v,u) de 0„, N adaptée en x et vérifiant 
* X(n),x *

(1) I (X(n),f,(v,p)) = (v1+Tv2 v ®)^ mod.v. I^(v p) »

div (v^) C. E (n) , (d,e)€.3N^ , \> = ^(x) ,

, a b c , -1 x -1 % v
Ir/ v “ (v V vQ , a+bd -%Ù et a+ce ^
¿(v,p) 1 2 3 '

(2) div(v^ v2)C E(n)C div(v1 v2 v^) ,

(3) div(v1)> div(v2)

Alors x est bon.

A.4.2. Nous allons prouver ce lemme par récurrence sur d+e.

Si d+e = 1 alors (d,e) = (1,0) ou (0,1).

Si E(n) * div(v^ v2 v^) alors I (X (n) , f , (v ,p) ) = J(X(n),f,E(n)) 

et, quitte à permuter les indices 2 et 3 , A.3.7. 

nous donne le résultat.

Si E(n) = div(v^ v2) alors (d,e) = (0,1), sinon x serait à D.Q. et on 

aurait ^(x)^ 2 ; dans (1), on a i=l ou 2. Alors par (1), on a

h(x)-1 DM^J1 fÉ(v1+rv2)0 + v± IS(V^1) , V. = Vl ou v2

donc h(x) 1 f Ê (v +Tv )̂  + v. Ic . N et donc
L3J 1 2 i d(v,u)

. 0
J(X(n),f,E(n)) = (v^+ov2) mod.v^ p)* A^ors A.3.7. donne le résultat.

Voyons le cas où d+e^2. Si d>l alors C2 = V(v^,v2) est

V,p) b(\¡
*3

Kv,



permise en x et combinatoire. Si e^l alors = V(v^,v^) est

permise en x et par IV.C.5.3.2., si e> 1 ou E(n) * div(v^ v̂ ) 

on a Ĉ C. Singp(X(n) ) . Par (1), il est clair que & [v , v^)J ̂  P 

et donc que ^^V2,V3̂  n’est pas permise en x.

Si dTy 1 et E(n) = div(v^ v̂ ) alors l’algorithme du point bon 

nous impose d’effectuer l’éclatement centré en •

Si d** 1 et E(n) = div(v^ v^) alors l’algorithme du point 

bon nous impose d’effectuer l’éclatement centré en Ĉ , i=2 ou 3 

avec (*> (Ĉ ) ,111(0 )̂ ,iX (Ĉ ) ̂ (C^) ) maximal.

Si d = 0, alors on a e^2 puisque e+d^ 2 et ^3^ Sing ̂ (X(n)) 

si E(n) = div(v^ v^ v^) c’est la seule courbe combinatoire permise 

et son éclatement est imposé. Si E(n) = div(v^ v2)> on a

= Sing^(X(n) )Hdiv(v^) (cf. (1)) et comme div(v^)> div(v2) et 

0i(C2)<^ l’éclatement de est imposé.

Maintenant remarquons que, puisque d+e& 2, alors

(4) = VDir(x).

Effectuons l’éclatement IL : X ’ ■=-- >X(n) imposé par l’algorithme de 'K

Si 7C est centré en C  ̂ , par (4), il y a au plus un point P-proche 

x ’ê. x* de x, c ’est le point de paramètres v ’ = (v̂  V2 >̂ V2 ,V3^* 

vérifie qu’on a cx(x’)^ ^(x’) et par (1) et I.F.4.I., on a

(5) I(X',f ,(v’,p)) = (v'+ÏV^ 1 v^6)*7 mod.v^ 1̂  ̂ ^  .

Si x’ est P-proche de x, on a o* (x ' ) = P(x’), on a 1^(x’)£: 6 et 

par (5), si 4t(x’) = 6 on a iC(x’) = 6(A), par récurrence, x’ est 

bon et donc x est bon.

Si 1C : X’--->X(n) est centré en , alors on vérifie qu’il y

a au plus un point x'* É X ’ qui est P-proche de x, c’est le point 

de paramètres v" - (v̂  V3 >̂ V2,V3̂  et °n a

- 385-

V
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(6) I(X’,f ,(v’’,p)) = (v'j'+lTv̂  v^’e 1 f  mod.v'' Ii ‘W . p )  *

On conclut par récurrence sur d+e.

A.4.3. Nous allons montrer que le théorème U.C.4.4. est vérifié pour 

= 6(A). Alors nous devons étudier la suite d'éclatements TC(n+i) de

A.4. et montrer que pour un i^O, x(n+i) est bon. Par A.4.I., nous 

n'avons plus qu'à regarder le cas où F(n+i) est d'ordre 2 pour tout 

±"?/2+l. Par IV.C.7., quitte à augmenter 2 , on a que

ÎA± * A(I(X(n+i) ,f, (v,p)) ; v3»v2 * n'a qu'un sommet

(c(v,p,i), d (v ,p, i) ).

Par IV.C.5., n'est pas préparé, sinon ^(xin+i) ) £ 1. Alors,

par IV.C.3.2., les coordonnées (c(v,ji,i), d(v,p,i)) du sommet de 

sont entières.

En niant la préparation, on a :

I(X(n+i) ,f, (v,p)) « (vi+^v3^  mod. (v p) * aVeC

(c(i).d(i)) = (c(v,p,i) ,d(v,p,i)>, ^ 0 * (n+i)jX(n+1) et

^(v.u) = % X(n+i,x(n+i)(vî V2 V3 ; a+bd(irl>^  et a+ccd)"1 0) .i(v,p) " '<'X(n+x,x(n+i)''vl v2 v3 » et aTCCU; " v > '
Comme F(n+i+l) est d ’ordre 2 et est l’image inverse réduite

de F(n+i), x(n+i+l) est un point de croisement pour (u,̂ ) (cf. I.F.4.1.) 

et donc I(X(n+i+1),f,(v,p)) = t I(X(n+i),f,(v,p)) où t est une

équation du diviseur exceptionnel de *IC(n+i) , (donc t = v^ ou v̂ ) . On 

en déduit que

(A) r I(X(n+i+l),f,(v,p)) = (v1 + rv^(i+1) V2(i+1)) mod.Vj ( j > 

[ j =2 ou 3, Iw  vo v >̂ a+bd ( i+1 ) et a+cc(i+l)o \V , pj 1 Z J

Par A.4.1., x(n+i) est bon.

dii)
2^3(Ì)

A1
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B - DEUXIEME CAS DE 1^«6.

DEFINITION B.1.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)) avec 1C(x) = 6, on dit que 

1Ux) = 6(B) si on a

(1) v(x) =1 et e(x) = 3 (I.E.4.).

B.2. Puisque v(x) = 1, par A.I., on a

( 2 )  £X(x) =v> .

PROPOSITION B.3.

Soit x un point fermé de X(n) avec 'K (x) = 6(B), effectuons

l’éclatement TC : X*---> X(n) centré en x, alors dans X ’, il n’y a

pas de point (P/K̂ )-proche de x.

B.4. On remarque que B.3. implique que les théorèmes U.C. 4.1. et 

U.C.4.4. sont vérifiés pour 'K = 6(B).

B.5. Preuve de B.3.

Par définition de e (cf.I.E.4.), on peut trouver une p-base

adaptée (u,^X) de 0 . v t e l l e  queX (ri/ , x

(3) VDir(x) = <UX+U2+U3> .

Comme °<(x) = P et que tC(x)> 2, par IV.A. 1., on a

(4) E(n) = div(û  û  u )̂ .

Par I.E.5.1., on a
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(5) ( f - u^(1) u2 (2) u^ (3) (c (u 1+u2+u + g) + Rif.u.'X)

°X(n) ,x * l + »> , P- 0(p).

Soit x ’Ê-X' un point P-proche de x, comme u^ , u^ * u^ 

rôles symétriques nous supposons que diviu^) “ TC * (x) et 

u^ u^^ix’) est inversible. Posons

(6) vx = ux u^1 + 1 + u3 u^1 , v2 = u2 .

On a en x f une p-base (v,p) avec v^ et p^, A é i^ 0, 

en I.F.4. avec S = £ = 1.

Puisque v(x) = 1, on a c6^ [j (X# f , E, {xj )J = (U^-i-U^

I.E.1. , on a

(7) J (X 1 , f , E T ) =(v^)mod.(v2).

B.5.1. Voyons le cas où

(8) ct^hix)-1 (Dw'Jjj f + f + f)] 4 0 .

Alors, par I.F.4.4., pour un D £ <£)(X ' , E ' , {x ’ j ) , on 

h(x')  ̂ Df = v^ mod.(v^) et donc par (7),

(9) J(X\f .E'.^x’j) = (v^)mod. (v2) .

Ce qui implique que ^(x’)* 2 (IV.A.l). Comme & = 

est équivalent à

(10) A ( 1 ) + A (2 ) + A (3) * 0 (p) .

B.5.2. Voyons le cas où

jouent des 

que

choisis comme 

et par

0 (p), (8)

(11) ci [h(x)  ̂ DM^j fj 4 0 pour un i, 4^ i^s

ord
x ( g ) > /

»A i 
13J

‘ »'X f 
.2]

dm'

l + » >
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Conune d'habitude, nous posons

(12) ( fj “ h(x)-1 f , 1 i?i£ s ,

[ a - £± D»U[:J - f, .

i  -  ^ AOn a Af = 0 et par I.F.4.5., à se prolonge en une dérivation A 1

de ¿)(X’,E’) avec

i' - r, * u- r  r; «•, - f± »;■> ,

(F* ,)Pjj,) c u2°(f i »f ±) c (v^ ) + (u3>*

Par IV.B.2.2., on a ft'ix')^ 2.

Remarquons que (11) est équivalent à

(13) cC°(c)^ k(x)p.

B.5.3. Voyons le cas où on n ’a ni (8) ni (11) et où

(14) u^ u2*(x’) = 0.

Ce qui implique que x ’ est rationnel et, par I.F.4.2., on prend

V3 = U3 U2l et ^ = H*

Si A(3) 4 0(p) , ce qui est équivalent à c£ [h(x) DM^j 4 0 ,

alors, avec u ’ = (û  U2^,U2 ,U3 U2 ̂  * on a

(15) h(x’) 1 D M f  = A(3) cv^ mod.(v2).

y ^
Comme ^ °̂ (X ’ , E ’ , {x ’j ) , on a alors J (X ’ , f , E ’ , {_x ' j ) = ( v^) mod. (v2 ) .

Donc, si A(3) 4 0(p), on a 1t(x’)^2.

Si A(3) = 0(p) et si on n ’a ni (8) ni (11), alors par I.F.4.2.(8),

2) pour 2 é. s ,

x = • vj* mod. (v2) , Î' inversible.

on a

U.'X
UJ

DM

D ciT Dlij
$(x ',E’) :

(16) h(x’)

h(x’)‘-1
Dti

f £ (V2

u *
D M [3.
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, u/  A(l)+A(2)+A(3)+i> A(3) „p .

De plus on a h(x ) « V2 v3 = * on a ^onc

(17) f = MP(r’ vj+l> + v2 g) + R(f,v,ja).

Si tf(x') = 1+P , par VII.B, on a 1C(x')^ 5, si ot(x') = P

par VI.A. ou VI. E. , on a ^ ( x ' ^  3.

B.5.4. Voyons le cas final où on n fa ni (8), ni (11), ni (14). On a

( 1 8 )   ̂ C^ x +1 [ h < x ) -1  [ u 3 DM[ l3  f  “  U 1 DMC3] f Î  = 

ce°(c)(U1+U2+U3)l> (A(1)U3 - A(3)U1).

Alors on pose

0 Ov
(19) D = u3 DM qj " u1

On a, avec les notations de (12)

(20) h(x) 1 Df = u^ f^ - u^ f^

Posons

A
(21) û = (u3 fx - ux f3) Dm| ’-j - fj D .

Alors u2  ̂A se prolonge en A' é^iX'.E*) avec

(22) j A' = u ^  (u3 u^1 - ux u^1 f3) D^ÿ + ^  ̂ T. DVc’H ,

^ 6  u2Û (f ̂ , f 3) C. (Vl )̂  + (v2).

C'est un corollaire de I.F.4.2. (9), I.F.4.3.1. (4) et I.F.4.3.2. (4). 

Bien sur, Ai = A'f = 0. Par (18), on a

u2*?(u3 u“1 - u, u”1 f3) = cv^ (A(l)u3 - A(3) Uj u21)(x’) mod. (v2)

X-
3 é i;

-1
U2



Donc si (A(1)u3 u“1 - A(3)u u'Sfx') t O, par IV.B.2.2., on a

lC(x’)é 2.

Voyons le cas où

(23) (A(1)u 3 - A(3)u1 u ^ M x ’) « O.

Alors, comme on n'a pas (14), u^u^^ix1) 4 O. Par (23), on a 

A(l) ^ 0(p) et x' a pour paramètres

(vl»v2 ,u3 u21-A(3)A(1) c'est-à-dire que x' est rationnel

sur x et que (cf. I.F.4.2.)

(24) = u3 u’1 - A(3)A(1)“1 u^ u“1

Alors, puisqu'on n'a ni (8), ni (11), par I.F.4.2.(8), on a
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h(x')_1
Dtfl£6(V 3 6 j é s ,

h(x') 1
DM[2? f ̂  ̂ V2̂ »

h(x') 1 mod. (v^) , "C inversible

U u ' )  - v* 0 > « « > * A W >  . „P .

On a donc

(26) f = MP( T' + v2 y) + R(f*v,p) .

On a déjà vu (cf. (17)) qu'alors %(x')è 5.

C - TROISIEME CAS DE H  = 6.

DEFINITION C.l.

Soit x^X(n) avec K(x) = 6, on dit que 1t(x) = 6(C) si on 

a les conditions suivantes

(1) e(x) = 2 ,

(25)

-1
U2

U2_1>
•1
u]

V

D ] f

1+̂
vi
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(2) e[j(X,f,E)] - 3 (cf. I.E.4.).

PROPOSITION C.2.

Soit x 6 X(n) avec 'ÏC(x) = 6(C), alors

(i) ûf(x) = V>(x) ; entier que l'on note P ,

(ii) si on effectue l'éclatement “ID centré en x, 1Z: X'-- * X, il

n'y a pas de point (v? ,tt)-proche de x.

C.2.1. On remarque que C.2. implique que les théorèmes U.C.4.1. et 

U.C.4.4. sont vérifiés pour ^  = 6(C).

C.2.2. Prouvons C.2.(i). Par C.I., on a e(x) 4 e(J(X,f,E)), donc, par 

définition de e(x) , on a ¿*(x) «P (cf. I.E.4.), ce qui prouve C.2.(i).

C.2.3. Prouvons C.2.(ii). Par C.2.(i) et C.l.(l), nous pouvons appliquer 

A.2. Prenons donc les notations de A.2.

Par C.I., J(X,f,E) 4 J(X,f,E,{x}), on a E(n) 4 div(u^ û  û ) 

et donc, par A.2.(i),

(1) E(n) = div(u1 u2) , VDir (x)£L <1^ ,U2>

1 u 0̂
Ainsi, on a J(X,f,E) = J(X,f,E,{x}) + h(x)~ f .

Par (1) et C.l.(ii), on a

(2) cCP(h(x)_1 d|’j f) = G(UX,U2,U3)^ k(x) [U1,U2] .

Effectuons Te , par A.2.(ii), il y a au plus un point (l>,1t)-proche de x, 

c'est le point x'£ X' de paramètres u' = (û  * u2 U3 »̂ u3  ̂* Par

(1), on a e(x') = 3 et donc

(3) J (X 1 , f , E ' ) = J (X ' , f , E ' , £x ' j ) .
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D'autre part *>(x') m ̂  » sinon 1C-(x) — 0. 

Par l.F.4.1., on a

(4) fu3l)+1 h(x)"1 f = h(x')“1 [DMU “ DmU[Î] “ DM^23^î(f)

= u^ G(u^,u^,1) mod.(u^2) .

(5) [ u3 h (x) 1 DM^j f = h(x') 1 DMU^  f, liii-s, i  ̂3 ,

= Fi^uî»u2̂  niod. (û ) .

Si v(x) = 2 alors par (1), VDir(x) = et par (4) et (5),

on a VDir(x') = et donc tC(x') = 0  et donc 'K-(x) = O car

x' est alors le seul point ^-proche de x. C'est une contradiction. 

Donc v(x) = 1, on a VDir(x) = et donc

(6) Fî uî’u2̂  = î̂ Ul+U2^ ’ lé i~ S’ ±  ̂3* y^Skix).

Si on pose h(x) = uA^^ u^^^ > on a

(7) h(x') = u^A(1) u^A(2) u â (1>+A(2)+î> _

Par (4)

(8) f ct*>[h(x,)~1 [f-R(f ,u’,A)]] = |>(û  ,up + u^y(u*,up + U^2 9(U’,Up 

avec V 3* O , $ 5* O , f Û1’U2̂  = l-h(x) 1 (f-R(f »u /A ) )] •

On en déduit que si A(l)+A(2)+^ = 0(p) , alors on a Tt(x’)̂. 3*

(cf. VI.A en permutant les indices 1 et 3). Supposons désormais que

(9) A(l) + A (2 ) + v> + 0(p).

Par (A), (5), (6), on a VDir(x’)D <U^+U^ , > . Si v(x’) = 3, on a 

'K'(x') = O , C.2.(ii) est clair. Il n’y a plus qu’à étudier le cas où

< UI 'U3>U2

,U2'< U1

V<Ui-

u’>
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(10) VDir(x’) - <U*+U^ , U^> .

Alors en appliquant I.E.5.1. à x , par (9), on a

(11) P= o(p), $(ultu2> = c d ^ + u ^  .

Alors par (10) ,

ct*>[h(x,)-1(DM"^ (h(x')u^(uJ,up,Hiis)] = (u^iu’+up^*1).

D'où, en appliquant I.E.5.1. à

y.AO) u^A(2) u^A(1)+A(2)+»>+1 ̂ (u^up ^

on a

( A(l)+A(2)+ P-l - 0(p) ,
(1 2) \

[ A(l)+A(2) + V> +1 = 0(p) ,

Or, par I.E.5.2., p  ̂2. Donc (10) est impossible, on a v(x') = 3  et 

‘fc(x’) = 0. Ce qui termine la preuve de C.2.(ii).

D - QUATRIEME CAS DE 1C= 6.

DEFINITION D.l.

Soit x €. X(n) avec 1t(x) = 6. On dit que /Vt (x) = 6(D) si on 

a les conditions

(1) e(x) = 3, v(x) = 2,

(2) un élément de VDir(x) est transverse à E(n).

PROPOSITION D.2.

Soit x^X(n) avec 1t(x) = 6(D) alors, on a

(1) c*(x ) « 1 + ^(x) .

Pour une p-base adaptée (u,̂ ) de °x(n) x î on a
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(2) E(n) - div(u2 u3) ,

(3) VDir(x) = < U ltU2+U3> .

(4) De plus, si on effectue l'éclatement 1C : X'--- >X centré en x,

et si un point x'£ X' est ( -proche de x, alors *̂ C(x') = 6(A).

D.3. Il est clair que D.2. et A prouvent les théorèmes U.C.4.1. et 

U.C.4.4. pour 1t = 6 (D) .

D.4. Prouvons D.2 (1) (2) (3) • Comme 1C (x) > 2, x n'est pas à D.Q. et

donc par IV.A. 1., o¿(x) = 1 + ï) (x) . Ce qui prouve D.2. (1). Par D.l. (2),

on peut choisir une p-base adaptée (u/X) de O f . avecX v nj , x

U^6 VDir(x) et div (û  ) Gç E (n) . Alors, puisque e(x) = 3 , on a 

VDir(x) = <U1 , oc U2+ P*U3> , a , (3 £k(x)*.

En multipliant u2 et u^ par des inversibles, on a (o( = = 1), de 

plus, puisque e(x) = 3, on a div(u2 u^)CE(n) et donc 

div(u2 u^) = E(n).

D.5. Prouvons D.2. (4). Effectuons TE. . Il y a au plus un point P-proche 

de x, c ’est le point x' de paramètres v = (û  .u^ , l+u2.u^*,u^). 

Puisque 'VC(x) 4 O, on a *)(x') = P(x) que l'on note O . On a 

v(x')<^ 2, sinon ^(x') = 0  et donc 'lt(x) = O. Par I.E.l. et 

puisque 01 (x) = 1 + £ , on a

(1) J(X',f,E’)CJ(X(n),f,E(n))

D'où

(2) VDir J(X* ,f ,E’)ii <V1 ,V2> mod.(V3>.

Si &i(x9) = 1 + P, alors, par définition,

VDir(x') = VDir J(X*,f,E'), donc VDir(x') est transverse à E' et

-v>
u 3
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Si o((x’) = P , soit VDir(xf) « auquel cas on a

1L(x ) ̂  5 ou ^(x) = 6(A), sinon comme E’ = div(v^) , x* est à D.Q.

(IV.A.1) et ^(x’)^ 2. On a fini la preuve de D.2.

E - CINQUIEME CAS DE K  « 6.

DEFINITION E.l.

Soit x£.X(n) avec "VC(x) = 6, on dit que 1t(x) = 6(E) si on a 

les conditions suivantes

(1) v (x) = 2 ,

(2) e(x) = 29

(3) un élément de VDir(x) est transverse à E.

v(x') = 2, par VI.C.l., on a 1C(x*)^ 3.

PROPOSITION E.2.

Soit x^X(n) avec 'Vt(x) = 6(E), alors

(i) oc(x) = 1 + P(x) ,

(ii) on peut trouver une p-base (u/X) de O f . , adaptée en x etX Qn; ,x

telle que

VDir(x) = ^U1»U2 >̂ » div(u^)^E(n) , div(u2)C. E(n) ,

(iii) effectuons l’éclatement Tu: X’---> X(n) centré en x, alors il y

a un et un seul point ^-proche de x, c’est le point x’ de paramètres

« / -1 -1 , u = (ux u3 , u2 u3 , u3) ,

(iv) si c*(x’) = ^(xf) et 1C(x’)> 5, alors 'H.(x’) = 6 (A) ou (C) ,

(v) si cx(x’) = 1 + ^(xf) et 1C(x’)> 5, alors 'K(x’) = 6(D) ou (E) .

(vi) si tC(x’) = 6(E), pour un c £ Ox f , en posant

v = (uj + cu^u^u^), on a les conditions de (ii) pour x’ et (v ’ , 'X ) .
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E.3. On remarque que E.2. prouve que le théorème U.C.4,1. est vérifié 

pour 1t(x) *= 6(E).

E.4. Prouvons E.2. (i)(ii). Puisque e(x) = v(x) =2, on peut trouver

une p-base (u,̂ ) de O f . adaptée en x avec VDir(x) = <U ,U0>.X vnj ,x 1 2.

On peut prendre div(u^) ̂  E(n) par E.l.(3). Alors °£(x) = 1 + £(x) , sinon 

x est à D.Q. et 1C(x)^ 2 (IV.A.l). On a diviu^) C-E(n) , sinon on a 

3 (VI.C.l).

E.5. Prouvons E.2. (iii)(iv)(v)(vi). Effectuons TC . Puisque 

VDir(x) = <U^,U2> , il y a au plus un point O -proche de x, c’est le 

point x* de paramètres u ’. On a â (x’) = 9, sinon 'K-(x) = O. D’où

(iii)•

Puisque 0<(x) = 1 + ̂  (x) , par I. E. 1. , on a

(1) J(X\f,E’)C J(X(n) ,f ,E(n)) u~P(x) .

On en déduit que

(2) VDir [J(X',f ,E’)] = <UX ,U2> mod. (Up .

De plus (ii) nous donne que

(3) E’ = div(u^ û ) .

On remarque que l’on a

(4) v(x’)£ 2.

Sinon on a v(x’) = 3 et donc Ĉ-(x’) = 0  et donc 'T’C(x) = 0.

E.5.1. Prouvons (iv). Si cx(x’) = ^ (x ’ ) et ^U(x’)> 5, alors, par 

définition, 'ÎC(x’) = 6. Comme /VC-(x’)>5, x ’ n’est pas à D.Q., par

IV.A.l. et (3), on a



-402-

(5) VDir (x ' ) C. ,Û  y .

Si e(x') « 2, par (2) et (5), on a e( J (X ' , f ,Ef ) ) = 3  et donc 

tC(x') = 6(D) •

Si e(x') = 1 alors on a 1C(x') * 6(A).

E.5.2. Prouvons (v) . Si °̂ (x') = 1 + P(x'), par définition, on a 

v(x') = v ( J (X ', f , E ' ) ) et donc par (2), on a

(6) VDir(x') = <U’,Û  > mod. (Up.

Si e(x') = 3, alors par D.I., on a 1C(x') = 6(D).

Si e(x') = 2, il est clair qu'on a îÊ(x') = 6(E). Maintenant, (vi) est clair.

PROPOSITION E.6.

Le théorème U.C.4.4. est vérifié pour 'fc-Cx) = 6(E).

Preuve.

Soit une suite infinie d'éclatements

7C(n+i) : X(n+i+l) -- => X(n+i) , i€-!N , centrés en x(n+i) point

(U ,1C)-proche de x(n) = x. Nous allons montrer que pour un i£3N , x(n+i) 

est bon. Par A, B, C, D il suffit de regarder le cas où

1t(x(n+i)) = 6(E), Vi€-3N. Ce cas est impossible. En effet, par E.2. (vi) , 

on aurait ¿*(x(n+i)) = 1 + ^ (x) , x(n+i) rationnel sur x et x(n+i) 

n'est pas sur le transformé strict de TC(n+i-2) *(x(n+i-2)), pour 

i^2. Alors les x(n+i) seraient sur le transformé strict C (i) d'une 

courbe CCX(n) (IV.B.4.1.) et ¿>¿(C) « 1 + i> (x) , d'où P(C) = (̂x) , et, 

pour i assez grand, C(i) est permise en x(n+i) (II.B. 9.1.).

Alors comme o£(C(i)) = 1 + P(x(n+i)), que v(x(n+i)) « 2, par

I.E.2.(4), on a que l'éclatement 1C ' : X*'---> X(n+i) centré en C(i)

n'engendre pas de point P-proche de x(n+i^. D'où C(i) = Singp(X(n+i)) 

et ^(x(n+i)) = 1, ce qui est une contradiction.
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F- SIXIEME CAS DE « 6.

DEFINITION F.l.

Soit x 6X(n) avec ^(x) « 6, on dit que 1c(x) « 6(F) si on 

a les conditions suivantes

(1) ot(x) = V>(x) ,

(2) v(x) = 2,

(3) e (x) = 3.

PROPOSITION F.2.

Soit x£ X(n) avec 'K'(x) = 6(F) alors, on peut trouver une

p-base (u,̂ ) de 0 ( . , adaptée en x et telle que
X vn;,x

(i) VDir(x) = <u1“l'u2»u3> •

(ii) Si on effectue l’éclatement TC : X ’--->X(n), il y a un et un seul

point p-proche x’ de x et si 1t(x’)> 5, on a 'ïC'(x’) = 6(A) ou

(B) ou (C) ou (D) ou (E) .

F.3. On remarque que F.2. et les § précédents prouvent que les théorèmes 

U . C . 4.1. et U . C . 4.4. sont vérifiés pour 1C(x) = 6(F).

F.4. Prouvons F.2. L ’hypothèse v(x) = 2  et e(x) = 3 implique q u ’on 

peut trouver une p-base adaptée (u,^) avec

VDir(x) = < U X+U2 , U 2+U3> ou <1^+1^ , U 3> .

Mais, par VI.D. , le premier cas implique "^C(x) ^ 3. Donc on a

(1) VDir(x) = < u x+u2 » U3> •

Effectuons TU . Il y a au moins un point x f £  X' qui est ^-proche de x, 

sinon fe(x) = 0. Par (1), x* est le point de paramètres

— 1 —1 — 0 
v = (l+ux u2 , u 2 , u^ u2 ). On a J ( X ’,f,E’) = J(X(n),f,E(n),{xj)u2
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D ' où

(2) VDir( J (X ', f , E ' ) ) = <vx»v3> mod.(V2>.

On a v(x')^ 2, sinon "K̂ (x’) = 0  et donc *K(x) = O. D'autre part, 

puisque IL (x) ■> 2, x n'est pas à D.Q. et par (1), on a

(3) E(n) = div(û  u2 u^), E' = div(v2 v^).

F.4.1. Voyons le cas où fX(x') = 1 + v̂ (x'). Alors, par définition, on

VDir(x') = VDir(J(X',f,E')), et par (2) et (3), on a

(4) v(x') =2  et un élément de VDir(x') est transverse à E'. 

Donc, si tC(x')^ 5, on a ÎC(x') = 6(D) ou (E) .

F.4.2. Voyons le cas où «(x') = ^(x'), ytC(x')> 5.

Si e(x) = 1 alors IC(x') = 6(A).

Si e(x') = 2, comme x' n'est pas à D.Q., on a VDir (x ' ) a. , V^> 

et par (2), on a e ( J (X ' , f , E ' ) ) = 3, d'où 'K (x ' ) = 6(C). On ne peut 

avoir e(x') = 3, sinon par (3), x' serait à D.Q.

G - SEPTIEME CAS DE « 6.

DEFINITION G.I.

Soit x€-X(n) avec K(x) = 6. On dit que 'Vc(x) = 6(G) si on 

les conditions suivantes

(1) c* (x) = v) (x) ,

(2) e(x) = 2.

PROPOSITION G.2.

Les théorèmes U.C.4.1. et U.C.4.4. sont vérifiés pour ^(x) *

a

a

6(G) .
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G.3. Nous allons d'abord prouver la proposition suivante.

PROPOSITION G.4 .

Soit x€.X(n) avec ^(x) • 6(G). Alors, on peut trouver une 

p-base (u,*) de 0 f v , adaptée en x et telle que
X \ T ï ) , X

(i) VDir(x) - °U <U1+U2^ *

(ii) E(n)D div(ux u2) .

(iii) Si on effectue l'éclatement TC centré en x, il y a au plus un 

point x'£ X' qui est P-proche de x avec 1C(x) > 5, c'est le point 

de paramètres u' = (u^ U3 »̂ u 2 U3 ^* u3  ̂ et (x ' ) = 6,

(iv) si c* (V(ux ,u2)] = O alors VDir(x) = P^us 

(P,H)(x') = (P(x),6), x' est bon.

Preuve de G.4 .

Puisque e(x) = 2, on a (i). On a (ii), sinon x est à D.Q. et

K (x)* 2. Par A.2., on a (iii).

Prouvons (iv). La courbe C = V(u^,u2) est combinatoire. Donc

<* (C) = P(C) . Si £X( C) = à (x) , C est permise. Si v(x) =2, l'éclatement

centré en C n'engendre pas de point p-proche de x, donc

C = Sing , .(X(n)) et t^(x) = 1, c'est une contradiction. Donc 
)/ )

VDir(x) = * Donc

(1) J(X,f,E,îxJ) = (Uj+U^ mod. ('WLx (U1 ) .

Par I.E.1., on a

(2) J(X',f,E') = (uj+u^)15 mod. ( u ^ u ^  .

Or par (ii), on a E' = div(u^ u2 u^) . Donc

(3) J(X',f,E',V(uj,u’)) = J(X',f,E').

Alors, par (2) (3) et A.3.7., x' est bon. Ce qui termine la preuve de G.4.

<U1 V

■U1

CU1 V

U2(U1

U3
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G.5. Prouvons G.2. Bien sûr, nous supposons 1C(x') « 6. On a

ûi(x') « P(x*) (cf. A.2). Si e(x') « 3 on a 'tC(x') « 6(B) ou (F)

et G.2. est clair. Si e(x') « 2 alors on a ^(x*) « 6(G) et on a les

conditions G.4.(i)(ii) pour x1 et (u'.'X). Une récurrence sur t(V(u^,u2>) 

donne le résultat.

H - DERNIER CAS DE 1C = 6.

H.l. Comme on a vu en A.1.1, il ne reste plus qu'à étudier le cas où 

1C(x) = 6 et

(1) tf(x) = 1 + P(x)

(2) v(x) = 2

(3) il n'y a pas d'élément de VDir(x) transverse à E(n) .

Alors on a

(4) e(x) = 2.

En effet, puisque £*(x) = 1 + P(x) , on a E(n)  ̂div(u^ û  û )

et e(x) = 3 contredirait (3).

Alors pour une p-base (u,̂ X) de 0 , . adaptée à x, on aX Qn} ,x

(5) VDir(x) « ^Ui’U2  ̂* = div(u1 u2^

Si on effectue l'éclatement TC : X*---5» X(n) centré en x, il

y a un et un seul point î -proche, c'est le point x' de paramètres

u' = (û  u3*> u2 u31» u3^# 0n a E* = div(u{ u2 u3^  donc °<(x') = P(x') 

et si lv(x')> 5, ft-(x') = 6(A)(B)(F) ou (G). On a donc U.C.4.1. et 

U.C.4.4. pour /K (x) = 6(H) et donc pour iC (x) = 6.
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A - 10 (x) = 7 (A) ou (B)

DEFINITION A.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)), on dit que 'K(x) = 7 

si (x) > 6.

A.l. D'après le chapitre précédent, si 'ÎC(x) = 7, on a

(1) CX(x) = 1 + v>(x)̂  2 , v(x) = 1.

Deux cas distincts apparaissent

(2-1) VDir(x) est transverse à E ,

(2-2) VDir(x) n'est pas transverse à E.

On rappelle que, par définition, quand <X(x) = 1 + w>(x) , on a

(3) VDir(x) = VDir[_J (X,f ,E)] .

A.2. Regardons le cas (2—1). Alors, on peut choisir une p-base (u/\)

de 0,r, v adaptée en x et telle queX(n),x * H

(1) <U^> = VDir(x) et E(n)c.div(u2 û ) .

IX F IN , K  = 7 .

DEFINITION A.2.1.

Soit x€.X(n) avec K»(x) = 7, on dit que 1C(x) = 7(A) si 

VDir(x) est transverse à E et si pour une dérivée D£j£)(X,E),on a

Alors, par A.l.(3), on a

(2)
r VD£«¿)(X,E) , ce [h(x) 1 Df] = cU^ #

\ ÎD£Î)(X,E), cß^thix)“1 Df] ¿ O , où P= P(x) •

(1)
0 _i

cß fh(x) Df] ^ O .



-408-

PROPOSITION A.2.3.

Soit x£X(n) avec "ïC(x) = 7(A). Si on effectue l’éclatement

IT: X'---> X(n) centré en x, alors en tout point l)-proche de x, on

a K  (x) é 3 .

A.2.3.1. On remarque que A.2.3. prouve que les théorèmes U.C.4.1 . et 

U.C.4.4. sont vérifiés pour iC(x) * 7 (A) .

A. 2. 3.2. Prouvons A.2.3.

Soit x'£ X' un point i)-proche de x. Si x' est le point 

de paramètres u' = (û  u^ ̂ , u^ > u^ ̂ ) , on constate que oC(xf) = ^(xf) 

et que I(X1,f,(u’,̂ ) ) = (u’̂ )mod.(u^,u^), donc x* est à D.Q.

(IV.A.1) et donc "VC(x’)£. 2.

Voyons le cas où en x ’, on a lt  ̂(x) =* div(u^) . Posons 

v = (û  U3  ̂» u 2 u3^* u )̂ • Voyons d ’abord le cas où pour un i, lé ,

1(2) Vv£tfLw  v avec cl1 (v) t VDir(x) , on a Dv é. 1fL f .
| ^vny»x X {n),x

A.2.2. Si 1t(x) = 7 (A) , soit une p-base (u,^) de 0 f v satisfaisantx v.n; , x

à A.2.1., alors quitte à permuter u^ et u^ on peut prendre

D = et a-̂ors E(n)C div(u^). On a

f

o r d ^ )  " 1,1 ou si ‘ 0 • DÏ2]£60x(n),x • D M  *i ' °'

On prend = E et alors

(3) c£.1 + l) fh(x) 1 (f-R(f ,u,^))l = U, U? + 'Z U? 1 G.(U U )
Z 1 1 1  ̂ ^

Puisque E (n) C. div (u^) , A. 2.(1) nous donne

( *> = o(p) , G. = 0 si i + 0 (p) ,
C4)j 1 „ „

[ G = U K (U »U ) , K t k(x)[uJ,uP] .

uA(3)
“ï ï: 

lf ii>3 U1
i

gi
m 0+2

X(n) x> R(f ,u ,y.)
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on a t  0. A lors, pour un j  , 3 í  j ¿  s, on a

(1) f c6*>+1[h(x)

y. Q. k(x) et un K 4 O. 
J i » J

f. v + v2? * K. ,(v ,1)£ JtX’. f ^ ’Jmod.tv ) ,
J 1< 1 1,J

-i>
h (x) 1 f = vl mod-(v3)é: j Cx '»f »Ef)mod. (v )̂ .

On en déduit que dans VDir (J (X* ,f ,Ef) mod. (v^ ) ) , il y a au moins deux 

éléments indépendants transverses à E* = div(v^) et donc par VI.B.C.D., 

on a 1C(xf)£ 3. Voyons le cas où les sont tous nuls. Alors,

par I.E.1., on a

(3) J(X’,f,E’) = (vpmod.(v3).

Notons

(A) Ç f ± = h(x)  1 d“ ’̂  f i=l ou 2

* • f2 °ï;i - f. °ïà •

_û
Alors on a Af = O. De plus, A se prolonge en une dérivée

4’ €>&(X* , E ’) avec

(5) A’ = uj°f2 D ^  - D' , D * 6 ((v J) + (v3))«g>(X,,E’)

-1
(cf. I.F.4.5. en permutant les indices 2 et 3 car ici div(u^) - TO (x) ) 

Alors , par IV . B. 2 . 2 . , on a 'îCix ’ ) ̂  2 . Ce qui prouve A . 2 . 3 .

DEFINITION A.2.4.

Soit x£X(n) avec "K. (x) = 7, on dit que 'k-(x) = 7(B) si 

VDir(x) est transverse à E et si on n ’a pas 11.(x) = 7(A).

1 DI* r? f' [J] '
u u 
1 2 X

líi*
»f-‘ U3 Ki.J

(U2,u3)

on aPar I

Gi

(2)

° [2]
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A.2.5. Si 1C(x) « 7(B), pour toute p-base (u,̂ ) de O . . adaptéex vn;,X

en x et satisfaisant à A.2.(l), on a

, A (2 ) A(3) 1+̂  l+i>-i t>+2 s A /\.
f = u2 u3 (JTuj + ux g± + ̂ x(n)>x) - R(f.uA) .

avec Y inversible, ord^(g^) = i ou g^ « O , g^ “ O si 1+  ̂-i 4 O,

»> - j> (x) , 1 +ù t O(p) .

Posons alors

(1) c?1+J''[h(x)"1(f-R(f ,u,̂ ))] = pu} + l> + X  uJ + P_i F.(U U ) ,
liiévM

F = O si 1 + ̂-i 4 O(p), pÊk(x)* .

A.2.5.1. Soit x£X(n) avec 1C(x) = 7 (B). Si on effectue l'éclatement

JC : X'---> X(n) centré en x, en tout point x' (P,fc)-proche de x,

on a 'K(x) = 7 (A) ou B. En effet, on a J(X',f,E') C- fti . . J(X,f,E),X , x

donc VDir(J(X,f,E')) a un élément transverse à E', ce qui implique 

que te(x') = 7 (A) ou (B) si on a 'IC(x’) = 7.

PROPOSITION A.2.6.

Soit x£X(n) avec *K (x) = 7(B) et soit (u ,̂X) une p-base de

O ( v avec <U > = VDir(x). Alors x v. ny , x i

(i) f VDir CKX(n) ,f ,(u,X>)] ,

|̂ 1 + P 4 0(p), où i? “ P(x) .

Effectuons l'éclatement TO : X '•-- > X(n) centré en x.

Alors

(ii) si VDir[l(X(n) ,f, (u,̂ ))] = < U ^  , en tout point yé.X' avec

(\J,“K)(y) = (P,7), on a H(y) = 7(B) et il existe une p-base adpatée

(v,u) de O , avec 
1 X , y

1 +i^
fI(X',f,(v,p))= (vx )mod.(v3) ,

< div(v^) = TD1(x)C.E’ * div(v2 v̂ ) ,

I V vi = Ui u^1 mod.(v3), = VDir (y) » v3 “ u3 »

líií P+l
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(iii) si VDir [l (X(n) ,f , (u,"X) )] = <U^ >U3̂  alors il y a au plus un 

point y £ X ' avec (\> 9%) (y) = (v>,7) et 1C(y) = 7(B) c'est le point 

de paramètres u* « (û  u2 * » u2 » U3 U2^ ‘

(iv) si VDir [l(X(n) ,f, (u/A))] « Î U ^ U ^ U  > , dans X ’ en tout point 

x' (p ,K)-proche de x, on a tk(x') = 7(A).

REMARQUE A.2.6.1.

Le cas où VDir |l (X( n) , f , (u /X) j] = <U^ »U2+U3^ sera étudié en 

A.2.9.2. lors de la preuve de A.2.9,

A.2.6.2. Prouvons A.2.6.(i). On a vu en A.2.5. que 1+d  ̂0(p). De plus, 

puisque <U^> = VDir(x),

(1) c£*+P[h(x)_1 DmH»J f ]  = (!  + ,» c e ° ( ï )  u j +l> ,

ce qui prouve (i).

A.2.6.3. Effectuons Tu . Soit x'€-X' un point P-proche de x dans 

l'ouvert où TL ^(x) « div(u^). Posons donc

(2) u ’ = (u: u”1, u2 u“1, u3)

On a par I.E.1.

(3) (u^h(x) 1 f 5 u3* ^h(x) 1 f » 2éié s)^ J(X',f ,E') , 

avec égalité si E(n) = div(u^ U3) . De plus par (1), on a

(4) u ^  h (x) 1 f = (̂  + 1)T u ’̂ mod. ( u ^

(4 bis) U ’eVDir(J(X',f,E’))mod.(U3).

A.2.6.4. Voyons le cas où

(5) U3€ VDir [l(X(n) ,f , (u/À))]

U]
DMDU

D Ci]

nu
° W
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(6) U36. VDir (h(x) DM^ ]  f > 2 i. ii s)mod. <UJ>

On en déduit que

(7) ci [h(x) * u^* ^^i^  ̂ * 2 é i ^ s 3 4 0 mod.ÎU^) .

Soit on a ûi(x’) =1̂  ou 0*(x’) = l+v* et v(J (X ’, f ,E ’ ) ) = 2) et donc

m ( x ’)< 6, soit v(J(X’,f ,E’)) = 1 et par (5), 3 D£ «£) (X 1, E 1 ) et 

«J -1
ci (h(x’) Df) 4 0 et D(u’) = 0  et donc par (4 bis) 1t(x’) = 7(A).

On remarque que (7) prouve que sous la condition (4), dans l ’ouvert 

affine considéré, il n ’y a pas de point (i) ,fc) -proche de x, cela 

prouve (iii). On a (iv) par permutation des indices 2 et 3.

A.2.6,4. Prouvons (ii). On vérifie que la condition 

<UX> = VDir[l(X(n) ,f , (u.'X ) )]

implique

(8) - m x(n> x <4 mod. ■

Par I.E.1 . , on a

(9) J(X\f ,E’) = (u’̂ mod. (up.

Regardons le cas où VDir (\j (X ’ , f , E ’ )J est de dimension 1 et <*(x’) = l +  b). 

Sinon, par VIII.A.1., on est assuré que 1C(x’)^ 6. On peut trouver une 

p-base ( v , jj) satisfaisant à A.2.(1) avec

(10) v3 = u3 »v! “ mod.(u^).

Alors, on a 1C (x ’ ) = 7(B), sinon, par (9) et A.2.2.(3), on a 

f = h(x’)(v^ v2 + u3 g) + R(f,v,p) , P = 0 (p) , 

ce qui implique qus x ’ est à D.Q. et K ( x ’)£ 2. Donc 1C(x’) — 7 (B)

Alors, par (1 ) ,  on a

J ( x , f ,E, x})
»)+2
X(n; »x
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(11) I(X’,f,(v,p)) « v ̂ mod.(v3).

Si E ’ = div(u^) alors

(12) h(x’) «= u^A(2)+A(3) + »> +1 ^

Alors, si A(2) + A(3) + P + 1 = 0(p) ou si crf [V (u * »û )] ,

par VII.B, on a 1C(x’)é 5.

Si on a <*[V (u’ ,u^)] < O comme I (X (n) , f , (u ,"X) ) = (uj + l>) mod . (u^) , 

on recopie servilement VII.B. 6. 1.4. et on obtient que t (V(u^ ,û )J 2P 

et donc, par VII.B et que 'K'(x’)^ 5. Ce qui finit de prouver (ii). On 

en déduit la proposition-définition qui suit.

PROPOSITION-DEFINITION A.2.7.

Soit x£-X(n) avec 1C(x) = 7 (B) , on dit qu’on a \C (x) = 7 (B) (x)

si pour une p-base (u,'̂ ) de O ( * adaptée en x, on a
X vn; , x

(1) I(X(n) ,f , (u,^)) =(u^+1) mod. (u^) ,

(2) div(u^) E(n)^ div(u2 u^) .

Si on effectue l ’éclatement TC : X ’--- > X(n) centré en x, il y

a au plus deux points (v> ,1t) -proches de x, avec ît(.) 4 7 (A) , ce sont les

• - A f _1  ̂ «-  ̂ -1 -lx
points de paramétrés (u1 u^ » u 2 U 3 » u3  ̂ = v e ûi U2 » u2 ’ U3 U2  ̂ = W 

et en ces points, on a (1) et (2) pour (X’,f,(v,^)) ou

(X’,f ,(w/X)).

Preuve.

Quitte à remplacer u^ par ^^°X(n)x * on a en plus

de (1) et (2) :

(3) ^^1^ = ^Dir(x) ce qui ne modifie pas (1).

et on a par (9) et A .2 .5 .

1 +0

U3U1
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Si VDir[l(X(n) ,f, (u,̂ ))] = < U> , le résultat découle de 

A.2.6.(ii). Sinon, par (1), on a

VDir[l(X(n),f , (u A) )] - <U1#U3> o u ^ . l ^ . U ^  , 

dans le premier cas, par A.2.6.(iii), le seul point y (v?,K)-proche 

avec 'K'(y) 4 7 (A) est le point de paramètres w , dans le deuxième 

cas, par A.2.6. (iv), il n’y a pas de point y (v> ,K)-proche de x avec 

H*(y) 4 1(A). Par I.F.4., on a

(3) IfX'.f.iw,))) = u"1'^ I (X(n) , f , (u,0l) ) - (wJ+l,)mod. (w3) .

Ce qui prouve le résultat.

PROPOSITION A.2.8.

Les théorèmes U.C.4.1.et U.C.4.4 sont vérifiés pour 

1t(x) = 7(B)(*).

Preuve.

La proposition A.2.7. prouve que U.C.4.1. est vérifié pour 

K(x) = 7(B)(*).

Maintenant, on remarque que quitte à remplacer û  par û  + u^g
/s

avec g convenable, g ë. 0 f . , on peut obtenir qu en plus de
X  Cn;, x

A. 2.7.(1) (2) , on a 

_ i

(1) A(h(x) d^ ja f ; U3,U2 ; ul̂  est PréParê-

Soit TC(n+i) : X(n+i+l)--->X(n+i) une suite d’éclatements centrés en

x(n+i) €. X(n+i) point (v̂ ,tC) proche de x = x(n) . Par A.2.7., les x(n+i)

sont des points de croisement pour (u,A) (cf.I.F.4) et donc, si la suite

7ü(n+i) est infinie, pour un i, et pour une p-base (u(i)/A) de

 ̂• \ / adaptée en x(n+i), on aX(n+i),x,(n+i) v *

(2) û (1 (X(n+i) ,f, (u(i) ,̂ ) ) ; u3(i), u^vi) ; u^i)) n’a qu’un sommet 

(a,b) avec [a] + £b] ̂  1 et est préparé.
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(3) Sing^ (X (n+i) ) CL Viu^i) ̂ ( D J U V ^  (i) ,u3(i)).

L ’assertion (2) découle de IV.C.7 et I.F.4. Quant à l ’assertion (3), 

elle découle du fait que Sing^(X(n)) est au plus de dimension 1.

Alors, par VII.A.l, on a lC(x(n+i))^ 4. Ce qui termine la 

preuve de A.2.8.

PROPOSITION A.2.9.

Les théorèmes U.C.4.1 . et U.C.4.4 sont vérifiés pour 1C(x) = 7(B).

Preuve.

Par A.2.5.1., le théorème U.C.4.1. est vérifié pour ^C(x) = 7(B).

A.2.9.1. Nous allons étudier une suite infinie.

TC (n+i) : X (n+ i+1 )--- >X(n+i)

où % (n+i) est l ’éclatement centré en x(n+i) point P-proche de

x = x(n) avec 1^(x(n+i)) = 7(B) et 4C(x(n+i)) 4 7 (B) (x) . Nous allons

montrer que pour un i^ O , x(n+i) est bon. Alors U.C.4.4. sera

conséquence de A.2.8. et A.2.3.

On remarque que si (u,?0 est une p-base de 0„ , v x adaptée
X (n) , x (n)

en x(n) et satisfaisant à A.2.(l), alors

(1) VDir(I(X(n) ,f , (u,^))) ^ <UX> .

Sinon, par A.2.6.(ii), on a lt(x(n+l)) = 7 (B) (x) , ce qui est une 

contrad iction.

A.2.9.2. Voyons le cas où x = x(n) ne satisfait à aucun des cas 

étudiés en A.2.6. Alors, quitte à multiplier u^ par un inversible, on a

(2) VDir[l(X(n),f,(u,'>))] .•u3>*U2'<U1
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(3) v = (u1 u31» 1 + u 2 u3  ̂» u3  ̂ •

En effet, sinon on a

h(x)_1 DM[j^ f » 2 'j - S1 = P * 

u ^  h(x) 1 f “ (l>+l)V mod.(v3>.

Puisque 4C(x(n+l)) = 7, on a VDir(J(X(n+1),f,E(n+1))) = < V^> mod.< V^> ,

d ’où :

cl1* (u^ 1 h (x) 1 f » 2é jé s) = (V^)mod. (V^) ,

donc il existe Dfc£)(X(n+i) ,E(n+l)) avec ct^ [h(x(n+l) ) * DfQ = V^ mod. (V^) 

et Dv^ * O, et donc 4C(x(n+l)) = 7 (A) , ce qui est une contradiction. On a (3) 

Comme E(n) C div(u^ u^) , par (3), on a

(4) E(n+1) = div(u^) .

Alors, on a

(5) ( J (X (n+1 ) , f , E (n+1 ) ) - 

(u3  ̂h (x) 1 f , u^ ° 1 h (x) 1 DM^j^ f ; 2 éjé s).

Alors, je  dis que x(n+l) est le  point de paramètres

Bien sur, on a

(6) u ^  h (x) 1 f = (P+l)*1 v^ mod.iv^).

D ’autre part, par (2), on a pour 2 é j é s :

/-7\ -ù-1 -1 ^ u A  . y* P+l \a V>+l-i i A t \(7) u h (x) D M ’, f « a. v + 2- #. . v v9 mod.(v ) ,
iJJ J 1 lii£l+^ J

T. . inversible ou nul, Y, inversible ou nul.
J »1 J

Modifions v^ en = v^+v^g et posons w = ŵ x,V2’V3̂  Pour avoir

-1 'X
(8) /\(b(x(n+l))“ D̂ *-j f ; >'3»w2 * préparé .

ord
n+1 )

-P-l
U3

"f

,Mrî

DU
Dui

Du A  
Li]

wi}

D eo



A l o r s  < W^> « V D i r ( x ( n + l ) )  p u i s q u e  “f C ( x ( n + l ) )  “ 7 e t  on  a

( 9 )  c t ‘>+1 [ l ( X ( n + l )  , f , ( w / X ) ) ]  -  ( W ^ 1) m o d . ( W 3 ) .

En e f f e t ,  s i n o n ,  p a r  ( 2 ) ( 6 ) ( 7 ) ,  on  a u r a i t

( f - R ( f  ,w ,7 i )  ) h ( x ( n + l )  ) 1 = S w î ^ 1 + X  %. 1 w *  m od .  (w )
1 l £ i i l + V >  1 1  2 3

a v e c  u n  i n v e r s i b l e  e t  comme P + l  ^  0 ( p )  e t  E ( n + 1 )  = d i v ( w ^ ) ,

( 8 ) ,  on  a u r a i t

<W W > CL V D i r  ( x  (n+ 1  ) ) m o d . ( v ^ )  .

On d é d u i t  de  ( 4 )  ( 7 )  ( 9 )  que

( Î O )  h ( x ( n + l  ) ) 1 f  = 0 w ^ +1 + X .  ©. w 1* 1 - 1  w f - mod. (w )
L2J 1 l i i i l + > >  1 1  2 3

a v e c  u n  9 .  i n v e r s i b l e ,  i

P a r  ( 9 ) ,  o n  a

V D i r [ l ( X ( n + l ) , f , ( w , ' X ) ) ]  = <WX>

M a i s  en  f a i t  o n  a

( 1 1 )  V D i r  [ l ( X ( n + l )  , f  , ( w / A ) ) }  - < W 1 ,W;J>

s i n o n  p a r  A . 2 . 6 .  ( i i )  ( i v )  , on  a u r a i t  yH ( x ( n + 2 ) )  = 7 (B )  ( * )  ou  7 (A )  , 

c e  q u i  e s t  u n e  c o n t r a d i c t i o n .

P a r  ( 1 1 )  e t  A . 2 . 6 . ( i i i ) ,  x ( n + 2 )  e s t  l e  p o i n t  de  p a r a m è t r e s  

t  = ( w 2w2  ̂»w2 »w3 P a r  o n  a

( 1 2 )  h  ( x  (n +1  ) ) _1 D M ^  f  €. I  ( X ( n + 2 )  , f  , ( t / X )  ) .

A l o r s  j e  d i s  que

( 1 3 )  ° r d x ( n + i  ) [ h ( x ( n + l ) )  1 DM^ 2]  = *>+2 » 

s i n o n ,  p a r  ( 1 0 ) ,  o n  a
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p a r

■w2<W1w3><W1

-1-9
W
3

W21} I.F.4.
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ctx(Ì+l)th(x(n+1))~1 DM[2? f1 " U2 U3 G * 0

et par (12), ordx ̂n+2 ̂ Ql (X (n+2) , f , (t .'X))] S v> et donc (S,1c)(x( n+2))i (i),6), 

ce qui est une contradiction. Alors, par (10) et (13), on a

(14) w"1-i>h(x(n+l))_1 DmY’? £ « © tf*1 t + J, 9 tp+1_i t mod. (t. t_) .
1 UJ 1 2 liisl+1) i 1 2 2 3

Donc 9. fil pour 2 < i^ l + v> et 9, est inversible et par
i x(n+2) 1

( 14 ) , on a

(15) T2é. VDir[l(X(n+2) ,f ,(t,/0)] .

De plus, par I.F.4., on a

I(X(n+2),f,(t,'X)) = w21_t> I (X (n+1 ) , f , (u /X) ) , 

d ’où par (11)

(16) <T1,T2,T3> = VDir (l(X(n+2) ,f , (t,^))) .

On remarque que (8) implique que A(w2  ̂h(x(n+l)) *  ̂ * t3 * t2 * tl̂

est préparé et comme v(x(n+2)) = 1 puisque /K'(x(n+2)) = 7, on a 

<TX> - VDir(x(n+2)).

Donc on peut appliquer A.2.6. à (x(n+2),(1900 ), par A.2.6.(iv) et (16), 

on a /tt'(x(n+2)) = 7(A) ce qui est une contradiction. On n ’a pas (2).

A.2.9.3. Choisissons u^ de façon à ce que

i A
(17) A(h(x(n)) D^’j f ; u3, u2 ; u ^  est préparé.

Par (1) et A.2.9.2., on a

VDir[l(X(n) ,f , (u,^))} = < ,U2> ou C •

En permutant les indices 2 et 3 si nécessaire, nous avons

(18) VDir [l(X(n) ,f , (u.'À))] .

Par A.2.6.(iii), x(n+3) est le point de paramètres

w 'A 
D [il j

,u3>■ <ui
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(19) h(x) (n+l))_1 f - h(x(n))-1 f ,

I(X(n+l) , f , (u(l) ,̂X) ) - u“1-1? I (X(n) , f , (u.'A) ) .

On en déduit que

(20) A(Mx(n+l)) 1 f î U 3 ( 1 ) > u^(l) ; u^l)) est préparé 

et puisque v(x(n+l)) = 1

(21) < U X(1)> « VDir(x(n+1)) 

et par (18)

VDir[l(X(n+l),f,(u(l)/>))] = <1^ ( 1 ) ,U3 (1 )> .

Par récurrence, on voit que x(n+i) est le point de paramètres 

u (i) = (ux u“1, u2 , u3 u'1), que

f I (X(n+i) , f, (u(i) ,0ù) = u"i<1+'>) I(X(n),f,(u,X>) , 

h(x(n+i))_1 f = u~i0 h(x(n))_1 D ^  f , 

û (h(x(n+i) ) 1 f î u3(i), u2 (i) ; Uj(i)) est préparé,

<U (i)> = VDir(x(n+i)).
V. 1

On remarque que la relation

VDir(I(X(n+i),f,(u(i) /\)) = <1^ (i),U3(i)>

implique

>l + l) r , r  ,.s

u(l) -= (û  u21» u2» u3 u2^ • Par I-F.4., on a

2) <

C^x(n+i) >u ( i ) h ( x ( n + i ) ) J =

!+*> sr v» „ /.v^+l-jTu (i) + ^  X\ U (i) 3 U_(i)^ , un Ì*. inversible.
lijiP+1 J J

Cela nous donne

nu(l)/À
D r n

-î)
U2

nu»̂  f 
D[l] f

Du(u;
D[i]

(2

3[1]

DU (1 '
D [l]
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(22) div(u3(i))Cl E(n+i) .

Sinon on a c^x(n+i) f) 9* 0 , ce qu* contredit

1Ux(n+i)) « 7 (B) .

Ainsi, les x(n+i) sont sur les transformés stricts (ii) de 

C ■= V (û  ,u3) CL X (n) . Comme o£(x(n+i)) « 1+î) , par II.B.9.1., on a 

o<(C) = 1+tf . Par I.D.4.(2), C(i) est permise en x(n+i). Effectuons

l'éclatement TC'(i) : X'(i) ---> X(n+i) centré en C(i). Comme

(U^(i)} = VDir(x(n+i)), par I.E.2.3.(4), il y a au plus un point P-proche

de x'(i) de x(n+i), c'est le point de paramètres

v ( i) = (u1(i)u^(i) 1 ,u2 (i) ,u3 (i) ) . Si ^(x’)<p alors

Singp(X(n+i) ) = C et 1C(x(n+i)) = 1, ce qui est une contradiction.

Donc v>(x*(i)) = V> . Mais

I(X' (i) ,f , (v(i) ,'A)) = I (X (n+i) ,f,(u(i) ,̂ ) ) (i)

et par (22) , on a

o£(x ' ( i) ) = ordx ,^i  ̂ I(X' (i) ,f , (v(i) V>

Donc cy(x'(i)) = ^(x’U)) =i> et K(x") é 6. Si C(i) = Sing^Xin+i) ) , 

alors x(n+i) est bon. Sinon, par (22), pour i^ 1 , on a

(23) E(n+i) = div(u2 (i)u3 (i) ) , div(u2 (i)) = TC(n+i) 1 (x(n+i-l) )<: div(u3 (i) ) .

De plus, x' n'est pas sur le transformé strict de div(u3(i)), donc 

C(i) = Sing^(X(n+i) )f\ div(u3 (i) ) et donc

V (u2 (i) ,u3 (i) )4̂  Sing^(X(n+i) ) O div(u3 (i) ) . On a o£(C(i)) = 1 + P ,

par (23), C(i) est la composante de Sing^(X(n+i) ) où

0>(.) ,m( . ) ,<X( . ) ,(T( • ) ) est maximal. On en déduit que pour i^ 1, x(n+i)

est bon.

B. K U )  = 7(C) .

DEFINITION B.1.

Soit x£X(n) avec 'K(x) = 7, on dit que 'K'(x) = 7 (C) si e(x) = 2.

Du A
D [3]

O"1(n+i:[h (x i

U3
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Soit x£-X(n) avec “K(x) = 7(C), alors

(i) il existe une p-base (u.'X) de 0 , . adaptée en x et telle queXQnJ ,x

E(n) = div (iij u2>> VDir(x) - ^Ui+U2^ *

(ii) si on effectue l’éclatement TC : X’-- ^ X(n) centré en x, en tout

point x’ (V̂ fc)-proche de x, on a

Kr(x’) = 7(A) ou (B).

PROPOSITION B.2.

Preuve.

Par A. 1.(1), on a v(x) = 1, alors l’hypothèse e(x) = 2 

implique qu’on peut trouver (u ,90 avec

VDir(x) = <U +U > et div(ux u2)<CE(n).

D ’autre part, puisque oí (x) = l+k>(x) , on a

J(X(n),f,E(n)) 4 J(X(n),f,E(n),{x]) et donc E(n) 4 div(u^ û  u^). Ce 

qui établit (i).

Prouvons (ii). Remarquons que le point y de paramètres 

(û  u3 >̂ u2 u3 »̂ u3̂  n’est pas (i> ,tC)-proche de x. En effet, on a 

m(y) = 3 et donc <?¿ (y) = P(y) et donc (î ,H) (y) £ (i), 6).

Donc tout point (i> ,H) -proche de x’ est dans l’ouvert de X ’ 

où TZ 1 (x) = div(u2). Posons u’ = (1+^ u21 * u2 * u*a U21 ̂ *

Par définition de VDir(x) (I.E.2.3.), on a

J (X (n) , f ,E(n) ) = (u1+u2^ mod'^'X(n) x '

Par I.E.1., on a

J(X\f ,E*)D J(X(n) ,f ,E(n)) u “ *7 = (u mod. (up .

On en déduit que VDir(x’) est transverse à E’ et donc que 

tC(x’) = 7 (A) ou (B).

C. 1C (x) = 7(D).

DEFINITION C.l.

Soit x€ X(n) avec ii'ix) = 7, on dit que ^(x) = 7 (D) si
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e(x) « 1 et VDir(x) n 'est  pas transverse à E(n).

C.l.l. Il est clair (cf.A.1.(2-1)(2-2) que les cas (A)(B)(C)(D) 

recouvrent le cas tO(x) = 7.

PROPOSITION C.2.

Soit x €. X(n) avec 1C(x) = 7(D).

(i) Alors on peut trouver une p-base (u,*A) de 0 f . adaptée en x
Xin),x

et telle que

au plus un point x' qui est (v> -proche de x, x' est rationnel

ord^íg) = l+i>

f = uf(1) u3(3) g + RCf.u.-X), h(x) = u*(1> (3) ,

¿ , div(Ul)CE(n)Cdiv(u u ) , c£*+V>(g) - Uj U2 +2 U^-1 F (U

(ii) Si on effectue l'éclatement TL : X'--- >X(n) centré en x, il y a

sur x et n'est pas sur le transformé strict de div(u^). 

De plus, si 'K(x') = 7(D), on a

VDir(x’) = < c e * t (Ul u^)) .

Preuve de (i).

Par définition, on peut choisir (u,"X) de façon que

(1) = VDir(x) et div (u ) C. E (n) .

De plus, puisque oC (x) ^ V*(x), on a m(x)^ 2. Quitte à permuter u^ 

et u^ , on peut avoir que

(2) ( c^[h(x) 1 f] = pU^ , p£h(x)*

i div(u2)(̂  E(n) .

Quitte à modifier u^, on peut obtenir les autres conditions de (i). 

Remarquons que (2) donne

(3) F±£k(x) [uj , U3] .

C io

nu ’̂  £ 
° L 2 ]  f

ü3:
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Prouvons (ii). Remarquons tout de suite qu'en le point y de paramètres 

(ux u2*» u 2 * u 3 u2^* on a oC(y)<i> et donc (p,H) (y) é (i>,6).

Soit x ' €, x ' un point (\) ,1C) —proche de x. Comme x' 4 y et 

que VDir(x) = * x * n'est pas sur le transformé strict de

div(u^). Etudions donc l'ouvert affine O de X' où div(u^) = Te * (x) . 

Posons u' = (u^ u31» u 2 U3 *» u3 ^*

On a

r f = u;A(1) U .A<3)+A(1)+\M (u^Pu^+ Fi( u ^ 1)) + R(f,u,/J\)

(4) \
^ mod. h (x ' ) u^ .

C.2.1. Si A(l) + i> 4 0(p) ou A(3)+l 4 0(p) alors u^Cx') = O, sinon 

on aurait oc(x')^ 0 , donc ‘K'(x') £ 6. En ce cas, on a

S VDir (x ' )mod . et donc, si 1C(x ' ) = 7 (D) , on a <U^> = VDir(x'),

C.2.2. Montrons que si A(l)+i> = 0(p) et si les sont tous nuls

alors en tout point ^-proche, on a . En effet,

J(X',f,E') = (u^modjCu X̂ et il y a donc une dérivée D €. $(X',E') telle 

que h (y) * Df = u^mod. (u^) et Du| = 0. Donc, si A(l) + ï> = 0(p) 

et si les F^ sont tous nuls, en tout point y^O, on a

(5) f = u;A(1) U^A(3)+A(1)+»M (u^ u^+u^g) + R(f>u.^)

où (u’.'X) est une p-base de 0V , .Par VI.E et VIII.A, .1t(x,)i: 6.
x » y

C.2.3. Regardons le cas où, pour un i, i , F^ 4 O et A(l)+P = 0(p)

C.2.3.1. Si A(l) + P - i 4 0(p), alors on a 

o i(x ’ ) i  i ? - i  + ord^ , (u^ , 1 )J ,

puisque (*\K-)(x’) = (¿>,7), on a oi(x’) = 1 +0 et donc

,0-i
U1

U3>DJ«

tFi
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ordx> ■ i+l “ deg F± ,

f ± ( u 2 » 1 ) =îfv2 +1, îfeo*, x ,, ( u j . v ^ u ^ )  p-base adpatée en x ’ 

de °X’,x''

Donc x* est rationnel sur x. De plus, puisque VDir(x) *= , on a

c^ihix)-1 f] = U1 »

h(x) 1 Df2^ f = u^ mod* (u3)£- J(X' ,f ,E’)

Puisque 1t(x*) =7, on a v(x') = 1 et donc 

VDir(x’) = <U’> mod.(U^)

Et donc, si K ( x ’) = 7 (D) , on a

(6) VDir(x') = <U^> .

Ce qui prouve (ii) en ce cas

C.2.3.2. Si A(l) + \> - i « 0(p), alors i = 0(p) et i+1 = 1 (p) 

Par (3), on a

(7) F. = U3 Gi(U2 .U3) .

Par (i) , pour tout j , lé j^s, on a

<8> c t ^ ' t h W 1 DN“'] f] - f3 «f U2 H. ^  Fr ;i<U2,U3) .

Pour un j , on a F. . = U G. . (U ,U ) 4 0 (cf. (7)). Par I.E.I., on a
i  * J *3 z 3

P u'^uJ + H  u'** r F (u' l)fiJ(X',f,E') 
3 lir#v> ,J

(9) -<

 ̂u3^ h(x) 1 f = u ^  mod. (uj) .

Or F. .(u',1) = G. .(u',1) 4 0 et deg G. . = 1%, p, on déduit de (9)
1 » J  ̂ 1 * J ^

que VDir(J(X',f,E')ï CUj> mod.(U^) donc dira(VDir(J(X',f,E ')))^ 2 ,

ce qui contredit l'hypothèse IC-ix') = 7.

.1)](U2 '

-\>
u3

V

uÎ‘r

DU 3 [2]
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Les théorèmes U.C.4.1.. et U.C.4.4. sont vérifiés pour io(x) = 7 (D) .

PROPOSITION C.3.

C.4. Comme 'fc(x) « 7 (D) est le dernier cas de cet algorithme, il est 

clair que U.C.4.1 . est vérifié pour 1C(x) = 7 (D) .

C.5. Il est également clair que C.3. met un point final à la preuve 

de U.C.4.2. et U.C.4.4.

C.7. Prouvons C.3. Etudions une suite d'éclatements

TC (n+i) X(n+i+l) --  ̂X(n+i) centrés en x(n+i) X(n+i) , point (v> ,1c)-proche

de x(n) = x et on a 1C(x(n+i)) = 7 (D) . Alors, par C.2.(ii), x(n+i+l) 

est sur le transformé strict de div(u^) et n'est pas sur le 

transformé strict de X(n+i-1)(x(n+i-1)), pour i^l. Alors, par

IV.B.4.1., les x(n+i) sont sur le transformé strict d'une courbe 

formelle lisse CCX(n). Par II.B.9.1., on a <*(C) = 1 + P . Donc 

ÿ (C) = P et C est une composante de dimension 1 de Sing^(X(n)).

Comme les x(n+i) sont sur le transformé strict Y(i) de div(u^), 

on a CcdivCu^). Pour i assez grand, Sing^(X (n+i) )fl Y (i) = C(i).

Bien sur, pour i^ 1, Y(i) est la plus ancienne

composante de E(n+i) . Donc, pour i>„l, l'éclatement TC : X'(i) --> X(n+i)

centré en C(i) est imposé par l'algorithme du point bon. En 

x(n+i), on a une p-base (v/A) avec

(1)

E (n+ i) = d i v ( v ̂ v3) , Y ( i) = div(vp ,

C ( i) = V(v1,v2), VDir (x (n+i) ) = <V .

Dans X'(i) il y a au plus un point ^-proche x'(i) de x(n+i) 

c'est le point de paramètres w = (v̂  v2^,v2,v3^#

Or, puisque VDir(x(n+i)) = et E(n+i) = div(v^ v̂ ) > on a
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f h(x)-1 D^*j f * Pv^ + g, g £ (Vj •v2)V;+1+v3(v 1 ,v2)V> ,

(2) -f
J p inversible.

On a

(3) h(x) 1 DMj ^  f mod.(w2,w3)É

On en déduit que £*(x’( i))£^ , donc (V̂ Ĉ) (x ' ( i) ) é (̂ ,6) et x(n+i) 

est bon. C.Q.F.D.

uOn n’est jamais, jamais assez fort pour ce calcul”.

(Comtesse Maxime de La Falaise)

v - ‘ f"!'' /*>>•€. I(X'
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INTRODUCTION. The aim of this paper is to link four different 

methods of desingularization of excellent surfaces: The methods of 

Jung, Zariski, Abhyankar and Hironaka. The basic reference Is Giraud's 

lecture in this volume ( [8] ). In this paper, Giraud shows how close 

the methods of 2ariski and Jung are. So we are going to show that the 

proofs by Zariski, Abhyankar and Hironaka are almost the same from the 

point of view of the characteristic polyhedron of singularity. Indeed 

these three authors want to reach this case: At every closed point of 

the worst Samuel stratum of X (= a reduced hypersurface of an ex­

cellent, regular scheme Z of dimension 3 ) there exists a regular 

system of parameters (y^^Uj) such that the polyhedron 

(see [9] , 1.12)) has only one vertex, J being the ideal of X in 

O^ x • In that case, Hironaka calls the singularity "quasi-ordinary" 

and Abhyankar calls it "curve-like".

The first section defines properly the notion " M j , u ru 2> ha3 

only one vertex" and shows how nice it is.

In the second section we translate Zariski's method into terms 

of the characteristic polyhedron.

In the third section we give a new proof of Abhyankar* s theorem 

with the help of the characteristic polyhedron.

The fourth section is just a reminder of Hironaka's proof.
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