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Lorsqu'on avoue exercer la profession de chercheur en mathématiques,
on est en général confronté d une réaction d'étonnement, assortie d'un
commentaire qui se limite généralement d un "Ah ?" peu enthousiaste.

Rares sont ceux qui poussent plus loin leur enquéte : les mathémati-
ques, que tout le monde connait, ou croit connatitre, suscitent plus fré-
quemment 1'indifférence que la curiosité. Leur évocation raméne d la sur-—
face des souvenirs enfouis d'additions interminables et d'obscures pro-
priétés du triangle, ou plus récemment de fléches entre formes patatoidales
affublées de noms bizarres. Car si les thémes abordés et les méthodes
d'enseignement ont souvent changé ces derniéres années, le résultat est
hélas souvent resté le méme.

Ceci fait qu'il est bien difficile de communiquer la fascination que
peuvent exercer les mathématiques. On se retrouve ainsi victime de la
vietlle image du savant un peu lunatique perdu dans son monde de symboles
mystérieux et le plus souvent incapable de répondre d la simple question :
" A quoi ¢a sert ? ",

S'il est vrai que les mathématiciens sont parfois plus d l'aise dans
leurs équations que dans la vie, cette vision des choses ne refléte qu'une
partie de la réalité : les mathématiques sont un monde en perpétuelle
évolution ou L'on est en contact avec des gens souvent préts a vous
consacrer leur temps sans compter et d s'enthousiasmer pour les progrés
de leur discipline, des gens passionnés par leur travatil.

C'est ainsi que j'ail eu la chance de rencontrer, par ordre chronolo-
gique, Daniel Bennequin, dont l'enthousiasme pour les "Principles of
Algebraic Geometry" de Phillip Griffiths et Joseph Harris n'a sans doute
pas été étranger d mon choix de cette spécialité. Joseph Le Potier m'a
ensuite initié a4 un domaine qui lui est cher : les fibrés vectoriels sur
les espaces projectifs. Arnaud Beauville, qui a dirigé cette thése, a,
depuis bientdt huit ans, toujours été disponible pour répondre avec
compétence et précision d mes questions. Il a aussi su me proposer des
thémes de recherche passionnants — et abordables... Je le remercie sincé-
rement de son aide. J'ail ensuite pu, grdce d une bourse de Harvard

University, profiter au cours de longues discussions des vastes connaissances



de Phillip Griffiths, dont tous ceux qui le connaissent apprécient la
gentillesse et la disponibilité. L'école italienne est personnifiée pour
moi par Fabrizio Catanese. A l'époque des legons de cuisine italienne
dans sa maison de Princeton - foreigners never put enough water for
pasta - puis au cours de mes séjours d Pise, nous avons décortiqué
ensemble les passionnantes propriétés des surfaces de type général avec
K = 2, p. =1 et q = 0. Je lut exprime ici toute mon amitié. A mon
retour des Etats-Unis, j'ai fait comnaissance avec le rude climat du
plateau du Moulon au Centre de Mathématiques de 1'Ecole Polytechnique,
dirigé par Michel Demazure. L'atmosphére y était heureusement réchauffée
par l'entrain de Marie-Jo Lécuyer, qui m'a rendu service d de multiples
occastions. J'ail ensuite déménagé au Centre d'Orsay de 1'Université
Paris-Sud; si l'architecture est austére, le cadre est agréable et son
personnel accueillant. Je remercie tout particuliérement Luc Illusie de
m'avoir accepté dans son équipe.

Enrico Arbarello a accepté de venir de Rome pour faire partie du
Jjury de cette thése, et Gerald Welters, qui m'aide depuis longtemps sans
le savoir par la clarté de ses articles, de Barcelone. Je les en remercie
tous les deux. Je suis aussi reconnaissant d Michel Herman d'avoir
accepté de diriger ma seconde thése. Il a su, avec Jean-Christophe Yoccoz,
m'expliquer les subtiles propriétés des difféomorphismes du cercle. Merci
ausst d Michel Raynaud, qui a accepté de présider le jury.

Mes remerciements vont enfin d Mesdames Bonnardel et Le Bronnec qui
ont, comme on peut le constater en feuilletant cette thése, réusst

brillamment le passage de l'antique machine d écrire au traitement de

texte informatique.



INTRODUCTTION

Une variété abélienne principalement polarisée est un couple (A,0),
ot A est un tore complexe et © un diviseur ample sur A , défini a
translation prés,vte1 que HO(A,OA(O)) soit de dimension 1. La variété
de Kummer associée est 1'image du morphisme défini par les sections
globales du faisceau inversible OA(ZO). Elle est donc'p1ongée dans
1'espace projectif PHO(A,OA(ZO))* , de dimension 2d1m A 1.

Un exemple de variétés abéliennes principalement polarisées
est celui des jacobiennes de courbes lisses projectives. On a remarqué
que dans ce cas, beaucoup de droites de 1'espace projectif coupaient la
variété de Kummer associée en au moins trois points - on les appellera
des trisécantes. Ce phénoméne a conduit Mumford a conjecturer que
1'existence de suffisamment de trisécantes a la variété de Kummer
pourrait caractériser les jacobiennes de courbes parmi toutes les variétés

abéliennes principalement polarisées.

Cette question a suscité de nombreux travaux, dus entre autres a
E. Arbarello, C. De Concini, B.A. Dubrovin, R. C. Gunning, Z. Ran,
T. Shiota et G. Welters, d'ou il ressort en particulier qu'on ne connait
aucune variété abélienne principalement polarisée dont la variété de
Kummer admette une trisécante et qui ne soit pas une jacobienne de courbe.

Ceci a conduit G. Welters a préciser la formulation de Mumford en
conjecturant qu'une variété abélienne principalement polarisée est une

jacobienne de courbe si et seulement si la variété de Kummer associée

admet une trisécante. La version infinitésimale de ce probléme est la
conjecture de Novikov, démontrée récemment par T. Shiota. I1 est utile de
remarquer que 1'existence d'une trisécante équivaut a celle d'une inclusion

du type 0On Oé c OX U Gy , ol Ga désigne le translaté de 0O par

1'élément. a de la variété abélienne A et ol x, y et a sont




distincts non nuls. Ceci entraine en particulier que 1'intersection
©no, est réductible.

Aprés un premier chapitre consacré a la terminologie et aux notations,
on démontre dans le second la conjecture de la trisécante pour une classe
de variétés abéliennes principalement polarisées plus large que celle des
jacobiennes : celle des variétés de Prym, attachées a des revétements
doubles de courbes lisses (ou éventuellement stables). En dimension

inférieure ou égale a 5, toute variété abélienne principalement polarisée

est une variété de Prym : on a donc démontré la conjecture dans ce cas.

Notre démarche est la suivante. Aprés une bréve introduction (II.A),
on reprend en II.B en la simplifiant la démonstration de A. Weil du
théoreme de Torelli pour les courbes, basée sur la détermination des cas
ou 1'intersection o n ea est réductible dans une jacobienne.

Dans la partie II.C, écrite en collaboration avec A. Beauville, nous
montrons que 1'existence d'une trisécante entraine la condition d'Andreotti
et Mayer dim Sing © > dim A - 4 . Ces deux auteurs ont montré en 1963 que
la famille des jacobiennes était une composante irréductible de Ta famille
Ng_4 des variétés abéliennes principalement polarisées vérifiant cette
condition. On en déduit donc une forme faible de la conjecture de la
trisécante, a savoir que les jacobiennes forment une composante irréductible

de 1'ensemble des variétés abéliennes principalement polarisées dont la

variété de Kummer admet une trisécante.

On se tourne alors, en II.D et II.E, vers 1'étude de la variété Ng-4'
Les travaux de Beauville permettent de décrire les variétés de Prym qui
sont dans Ng_4 . Certaines d'entre elles sont des cas particuliers d'une

construction tres simple (détaillée dans 1'Appendice 1), qui fournit de
nouvelles composantes irréductibles de Ng_4 , formées de variétés abéliennes

principalement polarisées. isogénes a des produits ; 1'étude fine de Sing 0
pour les autres permet de montrer qu'elles forment aussi des composantes de

Ng_4 , composées donc de variétés de Prym.

On a alors réuni tous les ingrédients pour montrer, en IL.F, la
conjecture de la trisécante pour les variétés de Prym. On procede par



récurrence sur la dimension, en s'appuyant pour démarrer sur des travaux
de Z. Ran en dimension 4.

Dans le chapitre III, on exploite Tes résultats de II.D et II.E en
dimension 4. Plus précisément, on obtient pour cette dimension des
descriptions des sous-variétés de 1'espace des modules des variétés
abéliennes principalement polarisées ol un certain nombre de thétaconstantes
s'annulent. Le fait le plus remarquable est qu'en dehors des jacobiennes
hyperelliptiques, il existe une seule variété abélienne principalement
polarisée de dimension 4 avec 10 thétaconstantes nulles. Elle avait été
découverte par R. Varley. On décrit aussi les variétés abéliennes
principalement polarisées qui ont respectivement 2,3 ou 9 thétaconstantes

nulles.

On passe dans le quatrieme et dernier chapitre aux relations entre
variétés de Prym, ensembles Ng-6 des variétés abéliennes principalement

polarisées (A,0) de dimension g avec dim Sing © > g - 6 , et existence

d'un plan quadrisécant a la variété de Kummer. On adapte tout d'abord la

méthode d'Andreotti et Mayer pour montrer en IV.A que la famille des variétés de
Prym est une composante de Ng-6 pour g > 7 . La partie IV.B est le

pendant de II.C pour les variétés de Prym. La variété de Kummer d'une

variété de Prym n'a pas en général de droite trisécante, mais des plans
quadrisécants. Puisqu'on dispose d'un théoréme du type Andreotti-Mayer (IV.A),
on peut prouver que les variétés de Prym forment une composante irréductible

de 1'ensemble des variétés abéliennes principalement polarisées dont la

variété de Kummer admet un plan quadrisécant. On peut noter pour finir que

si on ne connait aucun contre-exemple a la conjecture de la trisécante, on
sait construire des variétés abéliennes qui ne sont pas des variétés de
Prym, mais dont la variété de Kummer admet néanmoins un plan
quadrisécant (elle contient en fait une conique).






ABSTRACT :

The trisecant conjecture states that a complex
indecomposable principally polarized abelian variety is the
Jacobian of an algebraic curve if and only if the associated
Kummer variety (i.e. the image of the morphim associated to the
linear system of divisors linearly equivalent to twice the theta
divisor), embedded in the projective space, has a 1line which
meets it in at least three points. We prove this conjecture in
case where the principally polarized abelian variety under
consideration is a (generalized) Prym variety. This proves in
particular the conjecture in dimension less or equal to 5. Our
techniques also yield a description of the family of principally
polarized abelian varieties of dimension 4 for which the theta
divisor has a given number of singular points of order 2
(so-called "vanishing thetanulls"). In particular, we show that
only one indecomposable principally polarized abelian variety of
dimension 4 has 10 vanishing thetanulls, except of course for
hyperelliptic Jacobians. Finally, we show that in dimension at
least 7, Prym varieties form an irreducible component of the
family of principally polarized abelian varieties for which the
singular locus of the theta divisor is of codimension at most 6.
It follows that, still in dimension at least 7, Prym varieties
form an irreducible component of the family of principally
polarized abelian varieties whose Kummer variety has a
quadrisecant plane (result obtained in collaboration with A.
Beauville).






CHAPITRE I

TERMINOLOGIE ET NOTATIONS

Dans ce chapitre, on se propose de fixer les notations qui seront
employées dans la suite de ce travail. On passe aussi en revue les
quelques résultats de base relatifs aux courbes algébriques et aux
variétés abéliennes dont nous aurons besoin.

1. Géréralités.

1.1. Nous travaillerons uniquement sur le corps C des
complexes, sauf dans la partie II.C, ol il est précisé que le corps de
base est seulement algébriquement clos. On adoptera la convention
qu’un ensemble de dimension < 0 est vide.

1.2. Le lieu singulier d’un sch®ma X est not& Sing X , le lieu
des points de multiplicité n , Sinan .

(d)

On notera aussi X le produit symétrique de d copies de

X , c’est-&d-dire le quotient de Xd par le groupe symétrique Sd .

1.3. Si ¥ est un faisceau coh@rent sur une variété projective
X , on notera hl(X,?) = dim HI(X,v) pour 1i)0- .

1.4. Si ¥ est de plus inversible et si X est réduite, on note
|¥| 1’ensemble des diviseurs de Cartier effectifs D tels que
UX(D) ~ ¥ ; c’est un ouvert de PHO(X,v), qui peut en é&tre distinct si

X est réductible.

On peut associer & ¥ wune application rationnelle

‘X ---» PHO(X,7)Y définie par ¢, ,(x) = {seH%(X,¥)|s(x)=0}.
Pls| 7]

1.5. Si X est un schéma projectif Cohen-Macaulay de type fini

sur € , on notera wy son faisceau dualisant.

2. Courbes.

2.1. Une courbe sera pour nous une variété projective réduite C
de dimension 1. Son genre est défini par g(C) = l—x(GC). On ne

considérera que des courbes connexes avec au plus des points doubles
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comme singularités. La jacobienne JC de C est alors un groupe
algébrique lisse commutatif de dimension g(C), extension d’une
variété abélienne par un tore, dont les points sont naturellement
identifiés aux classes d’isomorphisme de faisceaux inversibles sur C

dont la restriction & chaque composante est de degré 0. On supposera
toujours choisi un ordre sur l’ensemble des composantes de C . On

notera alors Pic{C) son groupe de Picard et Picg(C), ol
d = (dl"°"dr)’ 1’ensemble des classes d’isomorphisme de faisceaux

inversibles sur C dont la restriction & la j-iéme composante est dj

(i.e. de multidegré d). Le degré total d’un faisceau est d = zdj

Le faisceau dualisant de C est un faisceau inversible de degré
total 2g(C)-2 .

2.2. Une courbe stable {[De-M], Definition 1.1) est une courbe
(au sens (2.1)) telle que toute composante rationnelle lisse rencontre
les autres composantes en au moins 3 points.

I1 existe un espace de modules ﬁg pour les courbes stables de

genre g , qul est une variété projective irréductible de dimension
3g-3 pour g2 , g pour g<l . Elle contient comme ouvert de Zariski
dense 1’espace des modules mg des courbes lisses de genre g .

2.3. Une courbe hyperelliptique est une courbe admettant un
morphisme de degré 2 sur Pl

Une courbe trigonale est une courbe admettant un morphisme de

degré 3 sur Pl

Une courbe superelliptique est une courbe lisse admettant un
morphisme de degré 2 sur une courbe elliptique.

2.4. Lorsqﬁe C est lisse, C(d) (cf. 1.2) est 1’ensemble des
diviseurs effectifs de degré d sur C. On note aussi :

cg = {DeC(d)lho(C,U(D))2r+l}
w = (resc|n®(c,1)>0)
W = (1e3%c[h®(c,1)yr+1)

I1 existe un morphisme naturel Cg —_— Wg qui induit un

isomorphisme C;—C;+1 = wS—wS*l

Il existe sur les Wg et C; des structures naturelles de

schéma (cf. par exemple [A-C-G-H 1], Chapitre IV), pour lesquelles on
a .
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r d

1 o
c TLJ Cx~H (C,wc) est

o I‘_ r+ 9 . ea
e S1 Lewd Wd , 1’espace tangent TLwd

1’orthogonal de 1’image de 1’application naturelle :

1(c, L)@HO(C,wCQL_l) - HO(C,(.)C)

e Si C est une courbe générale de genre ¢g , Wg est de dimension

p = g-(r+l)(g-d+r), irréductible si p>0 , lisse en dehors de W;+l,
Cohen-Macaulay (cf. [A-C-G-H 1], Chapitre VII).
2.5. Si p est un point d’une courbe lisse C et Z une
d+1 ,
C comme 1l’ensemble

=(2Z) .Si zZ
(Zp)q - S

sous—-variété de JdC , on définit Zp cJ

{L@UC(p)ILeZ} . De m@me, si p,qeC , on pose Zp q

est une sous-variétée de C(d), on définit aussi
z, = e PV [0prez)

Si D est un diviseur effectif sur C , on notera Sp la
section canonique de UC(D) de diviseur D . Si p,qeC , on écrira

s au lieu de s .
Pq ptq

2.6. Un revétement double u:C — C de courbes projectives
lisses connexes est un morphisme fini de degré 2. Sa donnée est
équivalente & celle de la classe d’un diviseur 8 sur C non
équivalent & 0 et d’un diviseur lisse 4e€|26]| .

On a :
K‘é = Tr*(KC+5)
‘n‘*UE ~ Ucwc(—é)
vLePic(C) H' (C,mXL) =~ Hl(C,L)eHl(C,IaaC(—G))

On a un morphisme norme Nmn : Pic C — Pic C , qui satisfait &

NanE(x) = Uc(nx) pour x€C .

3. Variétés abéliennes.

3.1. Une variété abélienne est un groupe algébrique complet. On
désigne le groupe des points d’ordre n»2 d’une variété abélienne X

par X[n] . On notera X = Pic%X 1le groupe des classes d’isomorphisme
des faisceaux inversibles sur X algébriquement é&quivalents &

0 . C’est une variété abélienne appelée variété abélienne duale de X
([Mu 6] page 74). A tout morphisme f:X — Y , on associe de fagon

A A

fonctorielle un morphisme dual f:Y — X .
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3.2. Pour tout @lément x d’une vari&té abélienne X , on note
Ty 1’automorphisme z — z+x de X . Pour toute sous-vari&té Z de

X , on notera Zx la sous-variéteée rX(Z). Pour tout faisceau ¥ sur

X , on écrira aussi ¥, =T x(9’).

3.3. Tout faisceau inversible M sur une variété abélienne X
définit un morphisme de groupes ([Mu 6] page 59) :

~

¢ X — X
-1
M— MgM
X
dont le noyau est noté H(M) = {xeX|M = Mx} .

L’ensemble <$(M) = {(x,a)[xex , a:M ", Mx} admet une structure

de groupe naturelle ([Mu 5] page 289) pour laquelle on a une suite
exacte :

(3.4) 1 — cF — sM) 2 HM) — 0 .
On définit une application bilinéaire alternée par :

Mo x 5y — F
SR |

(xl,xz) — X Xge X)Xy ol p(xj) = xj .
Par exemple, si MePic®X alors HM) = X ([Mu 6] page 74), $(M)

est un groupe commutatif et eMEI .

A 1’opposé, si M est ample, H(M) est fini, le centre de <¥$(M)

est c* et eM est non-dégénérée ([Mu 5] Theorem 1 page 293). Il
existe une suite d’entiers 6 = (dl""’dk)’ k<g ,

1 ¢ dlldzl"'ldk , appelée type de M , telle que la suite (3.4) soit
isomorphe & ([Mu 5] Corollary page 294)

1 — ¥ ) 9(6) — H(6) — 0

X k o~ x
ol K(6) = & Z/diz , K(&) = Hom(K(&8),C )
i=1
H(s) = K(6)8K(8) , $(5) = ¥ x K(5) x K(&)

avec (a,k,e).(a’,x’,e’) = (aa’€’(x),x+x’,€e’).

L’entier d = dl"°dk "est le degré de M et vérifie, avec

g = dim X :
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(3.5) vn,i>0 RO, M®™ = dn® , hix,M®" =0 .
(3.6) Si M=0,(D) , p€ - d.g!

2 ) )
(3.7) d® = Card H(M) = Degré ‘M .

On notera ~ 1l’équivalence algébrique entre faisceaux
inversibles sur X . Toutes les constructions précédentes, & savoir
1 . _ .
éM , H(M), €(M), J¥, ne dépendent que de la classe d’équivalence
algébrique de M .

3.8. Si M est ample, les faisceaux inversibles algébriquement
équivalents & M sont les translatés Mx , pour x é&lément de X.

Une polarisation de type & sur X est une classe d’équivalence
algébrique de faisceaux inversibles amples de type & . Par abus de
langage, on notera encore M la polarisation définie par la classe de
M . Une polarisation principale est une polarisation L de degré 1.
On notera alors généralement © le seul élement de iLl (cf. 3.5),
défini donc & translation pres.

3.9. Soit ¢ 1l’automorphisme x — -x de X . Un faisceau

inversible M sur X est dit symdtrique si L*M = M . Tout faisceau
inversible ample sur X a un translaté symétrique. Toute polarisation
sur X est donc la classe d’un faisceau inversible symétrique (non
uniquement déterminé).

‘ 3.10. Si (Xl,Ml) et (X2,M2) sont deux variétés abéliennes

polarisées, on notera MIEMZ la polarisation prtM1 ® pr;Mz sur
XlxX2 , ou prJ.:XlxX2 —_— X‘j , J =1,2, sont les deux

projections. C’est la polarisation produit de M1 et de M2 .

Une variété abélienne polarisée est dite irréductible si elle
n’est pas isomorphe au produit de deux variété&s abéliennes polarisées
non nulles muni de la polarisation produit.

Une variété abélienne principalement polarisée (A,8) est
irréductible si et seulement si le diviseur © est irréductible
([C1-G]).

3.11. Si (A,8) est une variété abélienne principalement
polarisée, le systéme linéaire |[20| est sans point base. Il induit

dim A_

donc un morphisme ¢ 20| ° A — PN avec N = 2 1 , dont 1’image

est la variété de Kummer K(A) de (A,e). Lorsque (A,8) est
irréductible, elle est isomorphe au quotient A/t (cf. (3.9)).

3.12. Les variétés abéliennes polarisées de type &6 admettent un

espace de modules grossier Ag 5’ qui est une variétée
’



irr
g,6
1’ouvert constitué des variétés irréductibles. Dans le cas d’une
polarisation principale, ces espaces seront notés respectivement A4

quasi-projective normale de dimension g(g+l1)/2 . On notera 4

] g
et LT
g

L’ensemble }g des jacobiennes de courbes lisses de genre g

est un fermé de A;rr qui lui est égal pour g¢<3 .

On utilisera aussi beaucoup les fermés suivants de Ag ,
introduits par Andreotti et Mayer dans [An-M]

Nﬁ = {(A,8) € Ag | dim Sing @ > k} pour 0 ¢ k ¢ g-2 .

3.13. On pose #_ = {rem (€) | r=tr , Im 7>0} et on note, pour

g gxg
tout "type" 6 = (dl”"’dk) (cf. (3.3)), 45 la matrice diagonale de

diagonale 6 .

Toute variété abélienne complexe polarisée de type 6 est
isomorphe & un tore complexe cg/Aéz%ang , pour un &€lément 7 de

ﬂg. Le groupe- :

r ) = {MeGLg(z)[tM[_js :;5]M = [_25 ;5]}

agit sur xg et le quotient est 1’espace de modules Ag 5 °
’

3.14. Les fonctions e[g](z,r) sont définies pour a,bG!Rg ,

g

zeC® , Te€x_ par .

g

a[a](z,r) =z exp ni[t(n+a)r(n+a)+2t(n+a)(z+b)]
b nezg

Elles satisfont aux "équations de la chaleur" :

2% (2] _ 26 [
—(2z,7) = 2n1(1+6jk) 3

(z,7) ,
azJ.azk 3k

pour 1 ¢ j,k ¢ g . La fonction 9[8](z,r) sera simplement notée

6(z,7) ; c’est la fonction théta.
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Si (X,M) est la variété abélienne polarisée de type &

correspondant a re:itg , une base de HO(X,M) est donnée par :

{9[5](-,r) | reA;]Zg/zg} .

4. Variétés de Prym.

4.1. Soit @ : C — C un revétement étale de degré deux de
courbes projectives lisses connexes. Le noyau du morphisme

Nm1T : JC — JC (cf. (2.6)) a deux composantes connexes. La
composante neutre P , est la variété de Prym associée a =m ; la

seconde sera notée P . La polarisation principale de JC induit le
double d’une polarisation principale sur P , qu’on notera
généralement E .

L’espace des modules ﬁg+1 des courbes C 1lisses de genre g+l

munies d’un tel revétement =w est irréductible de dimension 3g

(pour g>1) et on a une appplication Prym Pr : mg+1 — Ag . On note

# 1’adhérence de son image.

Beauville a introduit dans [Be 1] la notion de revétement
admissible d’une courbe stable (cf. IV.A.4). Ceci lui permet de

prolonger 1’application Prym en un morphisme propre §g+l — A

est 1’espace de modules de ces revétements) d’image ¢

g
(= g

contenant }g . On notera ?;rr 1’ouvert de ?g constitué des

g+l

variétés irréductibles (cf. (3.10)).
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CHAPITRE II
CONJECTURE DE LA TRISECANTE,

ENSEMBLES M§_4 ET VARIETES DE PRYM

II.A. Introduction.

81. La conjecture de la trisécante.

Soit (A,e) une variété abélienne principalement polarisée de
dimension g>2 . On supposera le diviseur © sym@trique
(cf. I.3.9). Le systéme linéaire |26| est sans point base et induit

un morphisme ¥ : A —— |29|v ~ PN , avec N = 281 (cf. I.3.5). Par
[Mu 2] page 335, il existe une forme bilinéaire non dégénérée sur

H°(A,29), qui induit un isomorphisme B : |29|V — |2e| qui fait
commuter le diagramme :

|20
¥ lB
(1.1) AL . |oe|

X —— o+ e
X -X

Lorsque. (A,8) est irréductible (cf. I.3.10), le morphisme ¥
est de degré 2 et son image K(A), la variété de Kummer de A , est
isomorphe & A/tl . Cette variété est lisse en dehors des images des
points d’ordre 2 de A .

Nous nous intéressons & 1’existence de trisécantes & cette

variété K(A) c’est-ad-dire, au sens le plus naif, de droites de E’N
coupant K(A) en trois points.

L’origine de ce probléme est la suivante. Pour une jacobienne JC
de courbe lisse, il existe une famille de dimension 4 de trisécantes &
la variété de Kummer K(JC). Il est donc tentant de conjecturer, -en
suivant Mumford dans [Mu 8], que 1l’existence de suffisamment de
"trisécantes & la variété de Kummer caractérise les jacobiennes parmi
les variétés abéliennes principalement polarisées irréductibles.

II.A
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Avant d’indiquer les progrés récents dans cette direction, il est
utile d’indiquer une interprétation classique de 1l’existence d’une
trisécante en termes d’intersections du diviseur théta avec ses
translatés.

On se donne donc une variété abélienne principalement polarisée
(A,8), supposée irréductible, c’est-&-dire que le diviseur o est

irréductible. On note & un générateur de HO(A,O) et, pour tout
élément x de A , ex le translaté de e par x (cf. I.3.2) et ex

un générateur de HO(A,ex).

Soient a,b,c et d des éléments non nuls de A tels que a+b
= c+td = x et {a,b}n{c,d} = & . Alors les 3 propriétés suivantes sont
équivalentes : :

(1.2). Pour tout yeA tel que 2y=x , les 3 points ¢(y), ¢(y-a)
et o(y-c) de K(A) sont collinéaires.

(1.3). Les trois éléments eex , eaab et ecgd de HP(A,e+ex)

sont linéairement dépendants, de sorte qu’il existe des complexes non
nuls A, u et v tels que :

A88 + u8 6, + ve 6 = .
X H ab c 0

d
(1.4). On a une inclusion schématique :

6.6 ce Ue, .
a c d

Indiquons rapidement les démonstrations. :
(1.2) & (1.3). Par (1.1), les points ¥(y), ¢(y-a) et ¥¢(y-c) de
PN , distincts par hypothése, sont alignés si et seulement si les
éléments 6 ¢ , 8 ] et o ] de HO(A,ZO) sont

Yy v y-a a-y y-c ¢y

lindairement dépendants. On obtient le résultat en translatant par vy.
Les complexes A, u et v sont non nuls & cause de 1’irréductibilité
de e .
(1.3) — (1.4). Evident.

(1.4) = (1.3). La restriction de 0 8,6 a e =-eo.0 est donc
cd a a

nulle. On a une suite exacte :

.8
a o, -
0 — Ho(e,a(eb)) 2, H°(e,o(ec+ed)) — H(e_,0(e_t0,))

De plus, comme b est non nul, on a :
HO(A,0(0,)) —= H'(e,0(e)))

IT.A
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On en déduit qu’il existe peC tel que la restriction de

>

+ eced 4 © soit nulle. On utilise alors la suite exacte :

(o] : .0 o o
0 — H (A,U(ex)) — % H (A,U(ex+e)) — H (e,o(ex+e)) ,

peaeb

pour conclure.

En particulier, 1’existence d’une trisécante entraine qu’il
existe une intersection e.ea , avec a#0 , non intégre. C’est une

condition trés contraignante sur la variété abélienne (A,e)
(cf. II.C).

I]1 est facile de décrire maintenant les trisécantes & la variété
de Kummer de la jacobienne (JC,e) d’une courbe lisse C . Si x et
y sont deux points de C on notera x-y le point de JC
correspondant au faisceau inversible UC(x—y). I1 est facile de voir

(cf. II.B) que les intersections e.ex_y ne sont pas intégres et

qu’'on a :

vX,y,z,t € C .6 c e Uue

On en déduit par (1.2) que pour tous points x,y,z et t de C
et tout geJ—IC tel que 2¢ = t-x-y-z , les points ¥(¢+x), P(¢+y)
et ¥v(k+z) de IPN sont alignés.

On montrera en II.B.4 qu’on obtient ainsi toutes les trisécantes

a K(Jc) < PN .

On peut remarquer que les 3 points ¥({+x), Y(¢+y) et ¥(¢+z)
sont distincts si et seulement si les 4 points x,y,z et t de C
sont distincts deux & deux.

Il est intéressant de regarder ce que devient la trisécante quand
certains des points x,y,z et 't sont confondus : on obtient des

droites de IPN tangentes en un point & la variété de Kummer et la
recoupant en un autre, des droites ayant un contact d’ordre 3 avec
K(JC) (droites d’inflexion), ou d’autres cas dégénérés dont la liste
est faite en II.C.2.8.

En particulier, il est facile de voir qu’il existe une famille de
dimension 2 de droites d’inflexion (cas x=y=z).

Enfin, lorsque les 4 points «x,y,z et t colncident, on obtient
une "trisécante" en le point singulier ¥(0), dont la description
géométrique n’est pas claire. Cependant, cette propriété est
équivalente au fait que la fonction 6(z,r) associée & JC
(cf. I.3.14) vérifie une certaine équation aux dérivées partielles non
linéaire, dite équation K-P (cf. II.C.2.10). Welters donne une
interprétation géométrique de cette &quation dans [We 8] . En
II.C.2.11, on en donne une conséquence du type (1.4) (cette remarque
m’a été communiquée par E. Arbarello,, que je remercie).

II.A
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Toutes ces propriétés satisfaites par les jacobiennes de courbes
donnent lieu & autant de conjectures cherchant & les caractériser
parmi les variétés abéliennes principalement polarisées. Ces questions
ont donn@ lieu & de nombreux travaux, dus entre autres & E. Arbarello,
C. De Concini, B.A. Dubrovin, R.C. Gunning, Z. Ran, T. Shiota et
G. Welters.

La place d’honneur revient bien sir au théoréme de Shiota
(ex—-conjecture de Novikov), qui énonce qu’une variété abélienne
principalement polarisée irréductible dont la fonction th&ta satisfait

d 1’équation K-P est une jacobienne de courbe. La démonstration
originale de [Sh] a été simplifiée dans [Ar-D 2] (voir aussi [Ar]).

Viennent ensuite les résultats de Welters, dont on retiendra en
particulier : toute variété abélienne principalement polarisée (A,®e)
sur laquelle il existe une famille de dimension 1 d’éléments a
vérifiant la propriété (1.4), et satisfaisant & la condition
supplémentaire dim Sing © < dim X-4 , est une jacobienne de courbe
(malgré les apparences, cette derniére condition n’est pas anodine,
comme le montre le Théoréme II1.C.2.9). Ce résultat est montré dans
[We 6]. On pourra aussi consulter [We 7], qui permet d’aboutir & la
méme conclusion sans cette condition, mais en supposant qu’on a une
famille de dimension 1 de relations du type (1.3) avec a et c
fixés. Les cas dégénérés sont aussi traités.

I1 est alors tentant de conjecturer, comme 1’a fait Welters dans
[We 7], que 1’existence d’une trisécante caractérise les jacobiennes.

Nous laisserons de c©té les cas dégénérés pour énoncer :

Con,jecture de la trisécante :

Toute variété abélienne principalement polarisée irréductible
dont la variété de Kummer admet une trisécante "propre" (c’est-d-dire
satisfaisant & 1’une des conditions équivalentes (1.2), (1.3) ou
(1.4), pour des éléments a,b,c,d non nuls, vérifiant
{a,b} N {c,d} = ¢ ) est une jacobienne de courbe.

II.A
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§2. Méthodes et résultats.

Aprés avoir examiné en détail la réductibilité des intersections
e.ea sur les jacobiennes dans la partie II.B, on attaque en II.C la

conjecture elle-méme en montrant (en collaboration avec A. Beauville)
que 1’existence d’une trisécante, c’est-d-dire 1’existence d’une
inclusion non triviale e.ea c ec u ed (cf. (1.4)) entraine
1’inégalité

dim ea N Sing > dim X-4 . On en déduit, par [An-M], une version
faible de la conjecture, & savoir que la famille des jacobiennes est

une composante irréductible de 1’ensemble des variétés abéliennes
irréductibles dont la variété de Kummer admet une trisécante.

On s’intéresse dans la suite de cette section aux variétés de
Prym (cf. I.4) dont la variété de Kummer admet une trisécante. En II.D
et II.E, on décrit les variétés de Prym (P,= satisfaisant & la
condition - nécessaire par II.C - dim Sing 2 > dim P-4 . On obtient
par la méme occasion des composantes irréductibles des ensembles

d’Andreotti et Mayer N§_4

(cf. 1.3.12), autres que ;g (voir aussi
1’appendice 1).

En II.F, soit en étudiant les &léments a de P satisfaisant &
dim Ea N Sing £ > dim P-4 , soit en partant de 1’identité (1.4) dans

certains cas, on montre la conjecture des trisécantes pour les
variétés de Prym (généralisées), c’est-d-dire en particulier pour
toutes les variétés abéliennes de dimension ¢ 5 .

I1.A
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(1)

I1.B. Réductibilité des intersections 0.0a pour les jacobiennes''’.

A. Weil a été le premier a étudier systématiquement, dans 1'article [W], la
réductibilité des intersections 0.0a pour une jacobienne.

I1 y démontrait que dans Ta jacobienne d'une courbe lisse C de genre > 5 ,
0.0, est intégre sauf si a€C-C , c'est-a-dire a = Oc(p-q) pour p,q€C , et dans
un cas particulier (cas 2) de notre théoreéme). Cette caractérisation de la surface
C-C dans la jacobienne lui permettait alors de démontrer le théoréme de Torelli.

Cette partie est consacrée a une démonstration géométrique é1émentaire des résul-
tats de A. Weil, valable en tout genre > 3 , qui permet aussi de décrire les compo-
santes de 0.0a dans tous les cas.

On rappelle (cf. Chapitre I pour les autres notations) qu'on note par "+" Tles

intersections schématiques. Si C est une courbe lisse de genre g , on note "-"

1 d (d) d

1'involution L > w8 L ge 997N , W 1'image de C'°' —J°C et, pour pe€cC ,

wg 1'image de ud par L Le OC(p)'

Notre résultat est :

Théoreme 1. Soient C une courbe projective lisse de genre g supérieur ou €gal a 3,

0 le diviseur théta canonique de 91 , a un diviseur de degré 0 sur C , non équi-

valent a zéro. On note Oa = 0+a . Alors @.Oa est intégre sauf dans les cas suivants :

1) I1 existe deux points p et q de C tels que a=p-q .

2) 11 existe une courbe elliptique Tisse E , un morphisme fini de degré deux

m:C —E et undiviseur e sur E tels que a=t*e .

Remarque 2. Dans le premier cas, G.Oa est réunion des espaces irréductibles wg'z

et -(wg'z). En particulier, @.@a est réduit sauf si C est hyperelliptique et

(p,q) est une paire involutive.

Dans le second cas, e.ea est réduit et a en général deux composantes que 1'on
peut décrire explicitement (Remarques 8 et 9), sauf dans un cas particulier au genre
trois (Remarque 9), ol i1 y a trois composantes.

(1)

Cette partie a été publiée, avec quelques modifications, sous le titre "Sur la
démonstration de A. Weil du théoréme de Torelli pour les courbes" dans Compositio
Mathematica (référence [D1]).

I1.B
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On peut déduire de ce théoréme le théoréme de Torelli, de facon analogue a celle
employée dans [Ci].

Corollaire 3. Soient C et C' deux courbes projectives Tisses de méme genre g

supérieur ou égal a 3. On suppose qu'il existe un isomorphisme de variétés abéliennes

principalement polarisées v:JC —> JC'. Alors i1 existe un isomorphisme wu:(C' —C

tel que v=+u*,

m L'ensemble ZC = {aEJClO.Oa n'est pas intégre} ne dépend pas du diviseur O choisi
dans JC pour le définir, En particulier :

v(Z,) = {v(a)EJC'l@.Oa non intégre}
s {v(a)EJC'|v(e).v(@)v(a) non integre} = 7., .

Or i1 découle du théoreme que ZC est la réunion de C-C et de, éventuellement, la
ou les courbes elliptiques 7*JEcJC . Comme C-C est de dimension 2 dans JC , on

en déduit que dans tous les cas, v(C-C) = C'-C'. Pour L€J9'1C , on définit le divi-
seur théta © <JC par o = {MEJC|H°(M®L) 0} . On obtient ainsi, pour H(L)=0,
tous les diviseurs théta passant par 0 . Si h°(L)>1 , ona ho(LaOC(p-q)) >

pour tous p, g sur C , donc @L:C-C . Si par contre ho(L)=1, alors
sy

ho(wC@L-1) =1, et sionnote |L| = {x1+...+xg_1},]wC@L' },ona:

g-1
oLn(C-C) z 1'['-)1 [(C-Xi)U(Yi'C)] .

g-1

on choisit Ledd'c avec hO(L)=1 . Alors v(g n (C-C)) = 6. n(C'CY) est

réductible donc, par ce qui précede, réunion de (g-1) translatés de C' et de
(g-1) translatés de (-C'). On en déduit :
x€eC , x'eC' , v(C-x) = #(C'-x") ,

ce qui prouve Te corollaire. m

Une autre conséquence est la caractérisation des trisécantes a la variété de
Kummer d'une jacobienne de courbe (annoncée en II.A.1).

Corollaire 4. Soit C une courbe lisse de genre g>3 . On suppose qu'il existe trois
éléments non nuls a, c et d de JC tels que :

{0,a}n{c,d} = ¢ , 0.0,0, U0y -

I1.B
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Alors il existe quatre points x,y,z et t de C tels que :

a = O(X-.Y) ) {C,d} = {O(X't),O(Z'Y)} .

® Les intersections 0.0a R O.OC , 0.0d sont toutes réductibles. On va comparer, a
1'aide des remarques 2, 8 et 9, les composantes possibles, et montrer que le cas 2)
du théoréme ne peut se produire pour aucun des éléments a, c, d de JC .

On suppose d'abord g>4 . Si on est dans le cas 2) du théoréme, on note o
1'involution de C associée a 7 et Zg , Zo les deux composantes de @n@a ,
pour a€m*Pic £ (cf. Remarque 8).

Par le lemme 5 un élément générique L de Z0 ou Zz vérifie ho(L)=1 , donc

a s g-2 7 - oy 78 _ 778
Z(j et Z0 sont distincts de tous les wp , PEC . On a Z0 ZO , d'ou Z(j Z0 ,

donc Z0 et Zi sont aussi distincts de tous les -(wg‘z), qeC .

. . d . . .
D'autre part, si on avait ZT=Z0 pour une autre involution T , on aurait pour

(. g-2 . . .
(x1,...,xg_2) générique dans C° ° , OC(x1+...xg_2+cnx )EZT , Ce qui est impossible.

g-2
De méme, ZO est distinct de ZT si o l'est de T . On a montré que les wg'z,

-(wg'z), Ios 1, 23 . Zg sont distincts pour ozt1 , a#b, g>3 . Ceci permet de

conclure pour g>4 .

Le cas g=3 se traite de facon similaire : les composantes sont du type Zo
(cas 1 et 2 de 1a Remarque 9) ou Zg (cas 3). Si a releve du cas 1 de la remarque,

de sorte que 0.0, =Z_ UZ_UZ_ , deux de ces composantes sont par exemple dans

0.0 . Donc ¢ reléeve aussi ducas 1et 0.0 =Z_ UZ_ UZ_. Les groupes de Galois
c cC 00T

de ¢]K+a| et ¢|K+c| , tous deux engendrés par o et 0, sont alors égaux et

Kta=K+c . Le cas 2 se traite de fagon identique : si a releve du cas 3 de la

remarque, Z; est composante de O.OC , donc ¢ releéve aussi de ce cas, pour la méme

involution o , et a=c . =

m Démonstration du théoréme : L'idée de base, due a Weil, est de considérer le systeme

Tinéaire |KC+a\ . Si agC-C, il est sans point base donc définit un morphisme
0:C — |Kea|' ~PI7

I1.8
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Soit p :On@a --> |K+a| 1'application rationnelle définie de la facon suivante :
pour tout L de 0N0, tel que hO(L)=h%(L-a)=1, ona h°(K-L+a) = 1 et on pose,
si |L|={D} et |K-L+a| = {D'} , p(L) = D+D".

Lemme 5. L'application p est définie sur un ouvert dense de erwoa et sa restriction

a chaque composante est dominante. L'intersection 0.0a est réduite.

n Comme Or1@a est défini localement par deux équations dans Jg'1C , Chacune de ses
composantes est de dimension g-2 . Or on a dim(Sing OU Sing Oa) < g-3 , donc, pour
toute composante Z de Or)Oa et L générique dans Z , L est Tisse sur 0 et
sur 0, i.e. hO(L)=h%(L-a)=1. L'application p est génériquement finie, donc
Pi7 est dominante. I1 existe donc L€Z tel que p(L) se compose de 2g-2 points
distincts. L'espace tangent T,0 correspond au point D+D* de |K| = PT{(JC), ol
D*¥e |K-L| , et 1'espace TL@a a D'+D'*, ou D'*€|L-a| . Comme a est non nul, D
n'est pas égal a D'* et, par construction, D et D' sont sans point commun. Les
espaces TLO et TLOa sont distincts et 7 est réduit. m

On se restreint donc a 1'étude de 1'ensemble Or\Oa , que 1'on va décrire de facon
géométrique. Son image réciproque par 1'application naturelle C(g'1) -> Oc:Jg'1C est,
par Riemann-Roch, le diviseur W = {D€ C(g'1)\ HO(KC+a-D)¢ 0} .

(g-1)

(g-1) points ¢x1,...,¢xg_1 soient "sur" un méme hyperplan. Plus précisément, soit U

L'espace W est donc 1'ensemble des Xpbe ooy dans C tels que les
1'ouvert de |K+a| des hyperplans de |K+a\V coupant la courbe ¢(C)=C' transver-
salement, en des points au-dessus desquels ¢ est égale. Grace au lemme précédent,
1'étude des composantes de erwoa se ramene a celle de :

W = {x1+...+xg_1€ 6(9'1) | Les X sont deux a deux distincts, ¢ est lisse au-dessus
des ¢x1, et il existe un élément H de U tel que ¢x1€ H pour tout i} .

On note encore ¢:C —> C' Tle morphisme induit par ¢ de C sur son image. A cause
des formules 2g-2 = deg ¢.deg C', deg C'> g-2 , on est dans 1'un des cas suivants :

- ¢ est birationnelle

- ¢ est de degré 2

- ¢ est de degré 3 et g=4
-g=3

que 1'on analyse dans cet ordre.

I1.B
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(a) ¢ birationnelle.

L'espace W , donc aussi 1'espace OrlOa , est irréductible grdce au théoreme
suivant, tiré de [A-C-G-H 1], dont on reproduit ici la démonstration.
Théoréme 6. Soient C une courbe irréductible dans P et U 1'ouvert de (]Pr)V
formé des hyperplans coupant C transversalement. Alors, pour tout entier positif m ,

I(m) = {(xyseensx H) € ¢"xu | x; deux & deux distincts et x.€H}

est irréductible.

m La projection prm: I(m) = U est un revétement étale. On choisit un point base

4 de U, etonnote Fosafibre (pr™)7(H ). L'irréductibilité de I(m) est
alors équivalente au fait que n1(U,HO) opére transitivement sur Fm par monodromie,
c'est-a-dire que ﬂ1(U,H0) opére m fois transitivement sur F1 par la monodromie

de pr1: I(1) = U . Le théoreme sera démontré si on montre que le groupe de Galois G
de pr1 est le groupe symétrique 5d , o0 d est le degré de C . Or cela résulte

des deux remarques suivantes :

« G est 2 fois transitif : c'est équivalent par ce qui précede a 1'irréductibilité de
I1(2). Or Ta projection pry : I(2) — CxC est dominante et les fibres sont des
ouverts denses d'espaces projectifs de dimension r-2 , donc I(2) est irréductible.

« G contient une transposition : si H1 est un hyperplan simplement tangent a C
en un point et si {H}tE¢,|t-1|<e est une famille a un paramétre d'hyperplans avec
HtE U si tz1, onvoit que th C contient deux points qui se confondent en le
point de tangence de H1 avec C quand t tend vers 1. Ces deux points sont inter-

changés quant t tourne autour de 1. m
11 suffit alors de remarquer que W = pr(I(g-1)), ol

pr: Iy =3 - C(g'1) .

(b) ¢ est de degré 2.

Lemme 7. Si ¢ est de degré 2, ou plus généralement s'il existe une involution o

sur C telle que ¢ se factorise par m:C — C/o , alors C/c est une courbe

elliptique lisse E et il existe un diviseur e sur E tel que a=m¥e .

I1.B
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® Au revétement ramifié m:C —> C/o = E est associé un élément & de Pic E
défini par ﬂ*OC = OEe OE(-6). Le morphisme ¢ se factorise par w si et seulement
si il existe un diviseur e sur E , de degré 0 , et tel que :

a=Tre et (HO(E,KE+e) =0 ou HO(E,KE+6+e) =0) .

Comme & est de degré positif ou nul, le théoréme de Riemann-Roch donne g(E)

égal a 0 ou 1. Comme a n'est pas équivalent @ 0 , il en est de méme pour e et
E n'est pas rationnelle. =

Remarque 8. Dans le cas ol ¢ est de degré 2, les composantes de On Oa sont :
{Or(x1+...+xg_1)|¢x1,...,¢xg_1 distincts, sur un hyperplan é1ément de U}

et {OC(x1+...+xg_2+oxg_2)[ x;€C quelconques} .

s [1 suffit de montrer que le premier ensemble est irréductible. Comme en A3.1.2, on

introduit le groupe de Galois G de Ta projection étale
+

pr:1 = {(x,H)€CxU| ¢x€H} — U , qui opére sur une fibre {a;,...,ag_1,a;,...,ag_1},
ou a¥= oa; . 11 ressort de A3.1.2 qu'il y a au plus deux orbites pour 1'action de G
€ 3
! 1 g-1 - . + +
sur 1'ensemble des (aT(1)”..,aT(g_1)), ;€ {-1,+1} ) TES gy celle de (a1,...,ag_1)

et celle de (a;,...,ag_z,aé_1). Comme dans la démonstration du théoréme 6, on consi-

dére alors une famille d'hyperplans (Ht)t€¢,1t-1|<s vérifiant Hte U

si t#1,H, passe par un point de C' au-dessus duquel ¢ est ramifié. Lorsque

1
t21, ¢'1(Htr1C') contient deux points qui se confondent en le point de ramification

lTorsque t tend vers 1. Ceci montre que G contient une transposition (a§,a;), et
termine la démonstration de la remarque.

(c) Cas g=4 et ¢ de degré 3.

2

L'image de ¢ est une conique Q dans P“. On rappelle que :

W= {x1+x2+x3€ 0(3)| Les x. sont deux & deux distincts, ¢ est étale sur

¢'1¢x1 » et 9x,, ¢x, , ¢x5 sont alignés} .
(3)

tion d'un sous-ensemble dense irréductible de CxC sur W, ce qui prouve 1'irréduc-
tibilité de W donc celle de Of]@a .

Le morphisme f:CxC —> C qui @ (x,y) associe (¢'1¢x-x)-+y induit une surjec-
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(d) Cas g=3.

Le morphisme ¢ est de degré 4 sur P1, avec ramification A sur P1. On choisit
un point base p0€B91—A , de fibre F = ¢'1p0 .

Le groupe de Galois G de ¢ , qui est un sous-groupe de Aut F==54 , opere
transitivement sur F puisque C- ¢'1(A) est connexe. On rappelle que :

W= {x1+x2€C(2) \ Xy %Xy ¢x1=¢x2¢A} .

Les composantes irréductibles de W sont en bijection avec les orbites dans
(F(z)-diag) sous 1'action de G . En particulier, W est irréductible si G est
2 fois transitif.

Passons en revue rapidement les sous-groupes G de 34 opérant transitivement.
On remarque que Card G est alors divisible par 4 :

(1) 6= (2/2)°
(sans quoi i1 ne serait pas transitif) ; donc G est nécessairement le

groupe de Klein {id; (1,2)(3,4); (1,3)(2,4); (1,4)(2,3)} .

. On voit facilement que G ne peut contenir de transposition

(2) G=Z/4 . Alors G est conjugué au sous-groupe engendré par (1,2,3,4).

(3) G est d'ordre 8. Ces sous-groupes sont les 2-groupes de Sylow de i, donc
sont conjugués par exemple au Sous-groupe D4 engendré par (1,2,3,4) et
(1,3).

(4) G est d'ordre 12. Alors G est d'indice 2, donc distingué et égal a A4 .

On rappelle enfin que si xCcF et si GX est le stabilisateur de x dans G,
on a :

1
Aut C/ﬂ’ o~ NormGGX/GX .

Les résultats dont on a besoin sont résumés dans le tableau page suivante. I1 en
ressort que soit W est irréductible, soit le groupe Aut C/IP1 contient un élément
d'ordre 2. Ceci, joint au lemme 7, achéve la démonstration du théoreme.

Remarque 9. L'étude ci-dessus permet de préciser les composantes irréductibles de
0.0a Torsqu'on est dans le cas 2 du théoréme et que g=3 . Le revétement double
1:C —> C/o=E est associé a la donnée de 8€Pic’E et de A€ |26] , sans point
multiple. On note o' 1'involution de E associée au morphisme de degré deux
¢|5+e|:E -—>-P1, ou a=m*e , et R 1la ramification de- ¢|6+e| sur E . On rappelle
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que ¢ = ¢|6+e|°“ (Lemme 7). On est alors dans un seul des cas suivants :

6 Stabilisateur | Aut C/P' | Nombre d'orbites
de 1 dans ) diag.
(z/2)¢ | id (2/2)° 3
/4 id /8 2
D, (2,4) Z/2 2
A4,s4 2-transitifs 1

(1) A = x+y+o'x+a'y , ol x,y¢ Supp R . Alors a est d'ordre 2, le groupe de
Galois G de ¢ est isomorphe a (22/2)2
composantes de 0.0a sont :

. Sionnote G = {1d,o1,02,03} , les trois

{0 x+oix)|x€ C} i=1,2,3.

¢l

(2) A=R . Alors a est d'ordre 2, Te groupe de Galois G de ¢ est isomorphe
Z/4 . Les deux composantes de 0.0, sont {Oc(x+ox)|x€ C} et {Oc(x+02x)|xe C} , ol
o engendre G .

(3) Si A n'est pas de 1'un des types ci-dessus, le groupe de Galois de ¢ est
isomorphe a D4 . Le groupe des automorphismes de C sur P1 est engendré par une
involution o et :

0.0, = {Oc(x+ox)lx€ Clu {OC(X1+X2)|ﬂX2= c'nx1} .
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I1.C. Une relation entre deux approches du probléme de Schottky : une condition

nécessaire de réductibilité de @.@a dans une variété abélienne

(en collaboration avec A. BeauviHe).1

Le probleme de Schottky est la question de caractériser les jacobiennes parmi
toutes les variétés abéliennes. Plus précisément, soit Ag 1'espace des modules
des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g . Les jacobiennes
forment une sous-variété J de Ag , et il s'agit de trouver des équations de Jg
(ou de son adhérence 39) dans Ag

Parmi les approches géométriques de ce probléme, deux méthodes se sont révélées

particulierement fructueuses :

1) L'approche d'Andreotti-Mayer, qui utilise les singularités du diviseur 0 . Ces

auteurs prouvent que 39 est une composante irréeductible de la sous-variété Ng_4
de A formée des variétés abéliennes principalement polarisées (A,0) telles que
dim Sing(e) > g-4 [An-M] .

2) L'approche basée sur la réductibilité de Or\Oa . Elle repose sur 1'observation,

déja utilisée par Weil, que pour la jacobienne (JC,0) d'une courbe C 1'inter-
.section @rlea est réductible lorsque a est de la forme p-q , avec p,q€C .
Plus précisément, pour p,q,r,s distincts dans C , on a orw@p_q c @p-ru Os-q .
Ceci conduit a considérer, pour une varieté abélienne principalement polarisée
(A,0), un certain nombre de conditions, qui sont satisfaites lorsque (A,0) est

une jacobienne :
(i) 11 existe un élément non nul a de A tel que one, soit réductible.
(1) 11 existe trois éléments distincts non nuls a,x,y de A tels qu'on ait
@ﬂ@a COXUOy .
(i11) La variété de Kummer de (A,0) admet une trisécante.

(iv) La fonction théta associée a (A,0) verifie une certaine équation aux
dérivées partielles non linéaire, dite équation K-P (voir (2.10) pour une formu-
lation précise).

1 Cette partie a été publiée sous le titre "Une relation entre deux approches du
probléme de Schottky" dans Inventiones Mathematicae (référence [Be-D 1]).
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Ces conditions et Teurs relations mutuelles ont été beaucoup étudiées
récemment, notamment dans [We 6], [We 7], [Ar-D] (plus exactement, ces auteurs renforcent
les conditions (ii) et (iii) en imposant 1'existence de familles de dimension un de
trisécantes ou de triplets (a,x,y) satisfaisant a (ii)).

Le but de cet article est de mettre en évidence un lien entre les deux appro-
ches que nous venons d'évoquer. Nous démontrons en effet que chacune des conditions

(11), (iii) et (iv) ci-dessus entraine la condition d'Andreotti-Mayer

dim Sing(0) > g-4 . De plus, une variété abélienne principalement polarisée (A,0)

qui vérifie (i) satisfait a la condition d'Andreotti-Mayer ou contient une courbe

elliptique E avec (0.E)=2 . On déduit immédiatement de ces résultats et du

théoreme d'Andreotti-Mayer que 39 est une composante de 1'ensemble des variétés

abéliennes principalement polarisées satisfaisant a 1'une des conditions (i) a (iv).

Le point de départ de la démonstration consiste a remarquer que la condition
dim Sing(©) < g-4 implique que la variété © est localement factorielle ; la

en somme

réductibilité de on @a se traduit alors par une décomposition de Oal@

de diviseurs de Cartier effectifs dans © . A cause de 1'isomorphisme

Pic(A) = Pic(0), 1'existence d'une telle décomposition est trés contraignante :
on montre au §1 qu'elle équivaut a dire que A contient une courbe elliptique E
avec (0.E)=2 et a€kE . Onen déduit au §2 les résultats énoncés ci-dessus.

Nous remercions E. Arbarello de nous avoir signalé que la condition (iv) ci-
dessus entrainait une forme de (i) et était donc justiciable de notre méthode.
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Notations et conventions.

Les variétés que nous considérons sont définies sur un corps algébriquement

clos k de caractéristique quelconque.

(0) Soient V une variété algébrique, Z une sous-variété de V , L un
faisceau inversible sur V ; supposons donnés un champ de vecteurs X sur V et
une section s de HO(V,L) s'annulant sur Z . I1 existe alors une unique section
Xs de HO(Z,L|Z) possédant la propriété suivante : pour tout ouvert U de V et
tout isomorphisme X : OU — LIU ,ona Xs = A(XA'1(S))\Z dans ZnU .

Soit maintenant (A,0) une variété abélienne principalement polarisée, et
soit 6 une section de H°(A,0) de diviseur © ; on déduit de ce qui précéde un
homomorphisme Tt : HO(A,TA) — HO(O,OQ(G)) défini par 1(X)=X0 . Via 1'identifi-
cation TO(A) = HO(A,TA), on associe ainsi a tout vecteur non nul a de TO(A)
une section de HO(G,OO(O)) ; par abus de Tangage on notera 0N0, le schéma des

2éros de cette section dans 0O .

Si a est un élément non nul de A ou de TO(A), Ta sous-variété OrIOa
définit un diviseur (de Cartier) de O , que 1'on notera O.@a .
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§1. Réductibilité de Or1@a dans Pic o .

(1.0) Soit (A,0) wune variété abélienne principalement polarisée, et soit E
une sous-variété abélienne de A . Notons K Te noyau de 1'homomorphisme composé

Oy . .
A R A — E ; c'est une sous-variété abélienne de A , qui s'identifie a (A/E)".

Soit  m:ExK — A 1'isogénie définie par m(e,k) = e+k . Notons O et 0Oy
les restrictions de 0 a E et K respectivement. On déduit du théoréme du carré

la relation
™0 = priog + pridy s

1'image réciproque sur ExK de la polarisation de A est donc la polarisation
produit. On a

H(o.) = H(o,) = EnK ,

E) K)
tandis que Ker m est 1'ensemble des éléments (e,-e) pour e€ENK . Les
polarisations induites OE et OK ont donc méme degré d . Le lemme suivant,

démontré en A1.1.1, résulte facilement de Ta théorie des groupes théta de Mumford :

Lemme 1.1. Soit 8 une section non nulle de HO(A,O). I1 existe des bases
(s1w°-95d) ?E (t'l""’td) d_e_ HO(EQO

E) et HO(K,OK) respectivement telles

d
i 3 *n = 5 !
qu'on ait 71*p %2 S;8 ti .

(1.2) Le cas dim(E)=1 jouera un rdle particulier dans la suite. Posons
(0.E)=d ; alors Tla polarisation induite sur E est la polarisation de degré d .
Le groupe ENK est le groupe Eq des points d'ordre d de E ; le noyau de =
est donc isomorphe a (Z/d)z'

Si par exemple (A,0) est la jacobienne d'une courbe C , on déduit du plonge-
ment CcJC et de Thomomorphisme A — E=E un morphisme r:C —E ; on a
(C.K) = deg r = d . Inversement, si E est une courbe elliptique et r:C — E
un morphisme de degré d , on déduit de r un homomorphisme (non nécessairement

injectif) r:E —JC et ona deg(r*0)=d .

PROPOSITION 1.3. Soit (A,0) une variété abélienne principalement polarisée, et E

une sous-variété abélienne de A telle que la polarisation induite ©O. soit de

E
degré 2. Soit e un élément non nul de E ou de TO(E). IT existe alors des divi-
seurs de Weil effectifs C et C' dans 0 tels qu'on ait @.Oe = C+C' . Si de

plus dim(E)=1, C et C' sont des diviseurs de Cartier dans O .
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(La notation 0.0, est expliquée au début de cette section en (0)).

s Traitons d'abord le cas e€E . Nous utilisons les notations de (1.0). D'apres
le lemme 1.1 i1 existe des bases (51,52) de HO(E,OE) et (t1,t2) de HO(K,OK)
telles que m*0 soit le diviseur de la section (x,y) +—> s1(x)t1(y)-+sz(x)t2(y).

La sous-variété n'1(@n Oe) est définie dans ExK par les équations

" { S0t (y) + 5, (x)ty(y) = 0
51(x-e)t1(y)-+sz(x-e)t2(y) =0 .

Elle est donc réunion des sous-variétés de codimension 2

{E= ExB, ou B est le lieu fixe du systeme linéaire \OK| (défini par ty=t,: 0),

C' définie par les équations (*) et s1(x)52(x-e)- sz(x)s1(x-e) =0.

Ces sous-variétés sont stables par Ker m ; il existe donc des diviseurs de

Weil effectifs C et C' dans O tels qu'on ait C=m*C , Cr=m' et
0.0e= C+C'.

Supposons maintenant dim(E)=1 . L'équation 51(x)52(x-e)- sz(x)s1(x-e) =0

définit un diviseur ) €, sur E Tlinéairement équivalent a ©.+ (0.) , donc

E E)e

X A1 , ol Ai est le diviseur de la section

v__1,{61

de degré 4, On a T -
1=1
51(Ei)t1+'52(€1)t2 de HO(K,OK). Ainsi C' est 1'image réciproque par la projection

n'1(e) — [ du diviseur Z::'ej ; c'est donc un diviseur de Cartier dans ﬂ-1(9).

Par suite C' est un diviseur de Cartier dans © , et il en est de méme de
C-= o.oe-c .

Le cas ou e est un vecteur tangent a E se traite de fagon identique : la
seconde equation de (*) est remplacée par

sa(X)t1(y) + Sé(X)tZ(y) =0,

ou le signe indique la dérivation par rapport a un parametre local. Alors
ﬂ-1(@f]®e) est réunion de C = ExB et de (' définie par les équations (*) et
51(x)sé(x) - sz(x)si(x) =0 . On en déduit comme ci-dessus 1a deécomposition

0.0, = C+C'. Si dim(E)=1, C est un diviseur de Cartier dans © d'aprés le cas

précedent, et il en est donc de méme de C'.
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(1.4) Précisons la structure de 0.0, lorsque dim(E)=1 . Désignons par

s:E ——>IP1

le morphisme X ~—> (51(x),32(x)). L'équation 51(x)52(x-e) -
sz(x)s1(x-e) =0 (resp. 51(x)sé(x) - sz(x)sa(x) = 0) s'écrit s(x) = s(x-e)
(resp. s'(x)=0), soit [x]+ [x-e] = O (resp. 2[x] = OE). Si OE = [0]+[f] ,
avec feE , cette équation équivaut a 2x = e+f (resp. 2x=f). Ainsi les points

Epseensty sont permutés par 1'action de E2 . Par suite les sous-variétes {81} X b
de C' sont permutées par Ker m . Posant €= € et A= A1 , on a donc

C' = n({e}xn) = A s et 0.0, = ﬂ(EXB)+A€

(1.5) Avant d'énoncer la réciprogue de la prop. 1.3 il nous faut rappeler Tles
résultats de Mumford et Kempf [Mu9sur 1a cohomologie des faisceaux inversibles sur
une variété abélienne A . On dit qu'un faisceau inversible L sur A est non
dégénére si le groupe H(L) (1.3.3) est fini. I1 existe dans ce cas un unique entier
i tel que H'(A,L) =0 : c'est 1'indice de L , que 1'on note i(L).

Soit maintenant L wun faisceau inversible quelconque sur A ; notons K 1la
composante neutre de H(L), et p:A — A/K 1la projection canonique. I1 existe
alors un faisceau inversible non dégénéré M sur A/K , bien défini a translation
pres, tel que L soit algébriquement équivalent a p*M . On pose

i (L) =M 5 i (L) = i(M) + dim(K) .

Si Ta cohomologie de L n'est pas nulle, on peut choisir M de facon que L = p*M .
On a alors pour tout entier i wun isomorphisme canonique

AL = Hi(M)(A/K,M)@Hi'i(M)(K,OK) .
En particulier, on a
HU(AL) = 0 == 1 (L) <1 < (L)

IT résulte de Ta définition que i_(L) et 1+(L) ne dependent que de la
classe d'équivalence algébrique de L . Par ailleurs, si L et L' sont deux
faisceaux inversibles sur A, ona i (Lel') <i_(L)+i (L'). En effet le
raisonnement de [Mu6l,p. 159, step C, qui établit cette inégalité dans le cas ou L
et L' sont non dégenérés, s'étend immédiatement au cas général.

(1.6) La proposition 1.3 admet la réciproque suivante. Nous écarterons le cas
des variétés produits, pour lesquelles le diviseur 0 lui-méme est réductible.
Nous dirons qu'une variété abélienne polarisée est irréductible si elle n'est pas
isomorphe au produit de deux variétés abéliennes polarisées non triviales.
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PROPOSITION 1.7. Soit (A,0) une variété abélienne principalement polarisée irré-
ductible, de dimension > 4 . On suppose qu'il existe un élément non nul a de A
(resp. de TO(A)) et des diviseurs de Cartier effectifs C , C' dans © tels qu'on
ait 0.0, = C+C'. Alors A contient une courbe elliptique E telle que (0.E) =2,

etona aef (resp. a€ TO(E)).

Traitons d'abord le cas acA . D'aprés le théoreme de Lefschetz version
Grothendieck [Gro 3, Exp. XII, cor. 3.6]1, il existe des diviseurs D et D' sur A
tels que D\O =C, D'\O =(C', et D+D' = @a . Considérons la suite exacte de coho-

mologie associée a la suite exacte
0 — OA(D-G) — OA(D) — OO(C) — 0 ;

puisque C est effectif, on en déduit que 1'un des espaces HO(A,D) ou H1(A,D-®)

n'est pas nul. On a la méme alternative pour D'.

Si HO(A,D) et H°(A,D') sont non nuls, 0, est réductible, ce qui contredit
1'hypothese. Si ces deux espaces sont nuls, ona i_(D-0) <1 et i_(D'-0) <1
(1.5) ; mais OA(D+D'-2®) = OA(G_a)'1 est un faisceau non dégéneré d'indice g¢>4 ,
ce qui contredit 1'inégalité i (D+D'-20) < i_(D-0) + i_(D'-0) (1.5).

Nous supposerons donc desormais que H1(A,D'—®) est non nul, tandis que
H1(A,D-®) est nul ; on peut alors supposer que D est effectif et que sa restriction
a 0 estégalea C . Par dualité, ona Hg'1(A,O-D‘) #z (0 , ou encore, en notant 4
le diviseur algébriquement équivalent a zéro 0,70 H9'1(A,D-a) z 0 . On déduit
alors de (1.5) qu'on a

i (D) =1 (D-4) =0 et i (D) = i+(D-é) =g-1;

- - +

de plus, posons K = H(D)? = H(D-2)% , E = A/K , et notons p:A —>E 1'homomor-
phisme canonique. On a dim K = i+(D)- i (D) = g-1 et dim(E)=1; il existe des
diviseurs o et ¢ sur E telsque D=p*n et & =p*e . Identifions E a une
sous-variété abélienne de A a 1'aide de 1'homomorphisme p et des polarisations
principales sur A et E ; le diviseur de degré zéro e sur E correspond a un
point e de E , et 1'égalité & = p*e s'écrit simplement a=e (d'ou a€k).

1 L'annulation de H](O,-ne) pour i=1,2 et n>1 , nécessaire pour appliquer
loc. cit., résulte immédiatement du fait qu'on a H'(A,-n0) =0 pour 1<i<3
(puisque la dimension de A est > 4).

IT1.C



36

On est maintenant dans la situation de (1.0), dont nous reprenons les notations.
IT reste a déterminer le degré d des polarisations induites @E et @K . Soit @
une section non nulle de HO(A,O). Considérons sur ExK la suite exacte

0 — 70,(D'-0) 8 w0,(D') —> 10,(C') = 0.

Comme aucun diviseur algébriquement équivalent a D' n'est effectif (sans

quoi © serait réductible), on a HO(Ex K,m%0, (D')) = 0 . Puisque C' est effectif,

A
on en déduit que 1'homomorphisme

W)« W (Ex Km0 (0'-0)) — H'(Ex K,m40,(0')

A

n'est pas injectif.

Notons ¢ Tla restrictiona E de p:A —E (¢ n'est autre que la multi-
plication par d dans E) ; posons A = @*(d-g).

On a alors
m(D'-0) = m*(&-D) = mp*(e-1) = -prT(A) ,
d'ol des isomorphismes

(0'-0)) = KY(Ex K,-pre(s)) = H'(E,-2)

W (Ex Km0 :

A

0,)) ~ H(E,0.-0) o K(K,0

\ - 1 * *
(D')) = H'(ExK,prx(0 2(K

W (Ex Km0 :

-A) + pr

A E E K) )

. 0 : 0
Soient (51""’Sd) et (t1,...,td3 des bases de H (E,@E) et H (K,@K)
respectivement telles qu'on ait 7*@ = Z:; s.et, (Temme 1.1). L'homomorphisme
= |
H1(ﬂ*e) s'identifie via les isomorphismes précédents a 1'application

i H(E,-) — H'(E0

d
définie par u(x) =) '(s..x)et: .
7=

0
E-A)@ H (K,@K)

Pour que u(x) soit nul, il faut et i1 suffit qu'on ait s.x=0 pour toute
section s de HO(E,OE). Par dualité, cela signifie que 1'image de 1'application
naturelle

v HO(E,A-OE)a HO(E,0.) — HO(E,n)

E

est contenue dans le noyau de x (considérée comme forme linéaire sur HO(E,A)).
Ainsi 1'injectivité de u équivaut a la surjectivité de v . Or ona
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deg(OE) =4

2 2

deg(A) = d” deg 2 > d 2

, d'ol deg(a-0.) > d"-d .

£)
Ona d>2 puisque (A,0) est supposée irréductible. Mais il est bien connu que
si L et M sont deux faisceaux inversibles de degré > 3 sur E , la fleche
HO(E,L) & HO(E,M) — HO(E,Ls M) est surjective [Mu9, thm 6]. On conclut qu'on a
d=2 , d'ou la proposition dans ce cas.

Traitons enfin le cas ae€ TO(A). La démonstration précédente s'applique iden-
tiquement en remplacant a par 0 ; on obtient encore que A contient une courbe
elliptique E avec deg(oE)= 2 , d'ol une isogénie m:ExK —> A . Reste a prouver
que a est tangent a E . Notons encore a le champ de vecteurs sur A qui pro-
longe a , et considérons les applications

LT S 100,0,0)) S H(8,0,)

o T est 1'homomorphisme défini en (0), et ou 3 est le cobord de la suite
exacte de cohomologie déduite de la suite exacte

0 — OA '-"OA(Q) — OO(O) — 0.

D'aprés [Gr1, 2.10],1e composé 91 est le cup-produit avec Ta classe c1(®)6 H1(A,QA).
Comme 7*0 = prTOE+ pr%@K , on a un diagramme commutatif

0 C1(O) 1
- W(n)
’ ¢, (0.)ec,(0,)
(T e H(KT) ——— K k(0. 0 8 (K,0,)

il s'agit donc de prouver que 1'image de 9t(a) par 1'isomorphisme canonique
H1(n) appartient a H1(E,OE). Soit t une section de H°(A,D) de diviseur D,
et soit T sa restrictiona 0 ; soit d'autre part T' une section de H°(0,C')
de diviseur C'. Quitte a'multiplier t par un scalaire, on a t.t'=t(a). Le
diagramme commutatif de suites exactes

0 — OA(-D) — OA(O-D) — OO(C') — 0
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donne lieu a un carré commutatif
#(0,05(¢')) = H'(A,0,(-D))

¢ &

0 2 1
H (@’Oo(@)) — H(A,0,)

d'ou 1'on déduit que 3t(a) appartient a 1'image de H1(A,0A(-D)) -4 H1(A,O
Ona D =p*a, et les homomorphismes p* de HO(E,a) dans HO(A,D) et de
H1(E,-ﬁ) dans H1(A,-D) sont bijectifs (1.5). I1 existe donc une section

ue HO(E,2) telle que p*u=t . L'application .t ci-dessus s'identifie a 1'appli-
cation (.2u,0) de H1(E,OE(-ﬂ)) dans H1(E,0E)@ H1(K,OK), d'oll notre assertion.

)-
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§2. Application au probleme de Schottky.

THEOREME 2.1. Soit (A,0) une variété abélienne principalement polarisée de dimen-

sion g . On suppose qu'il existe un élément non nul a de A (resp. de TO(A))

tel que la variété on @a ne soit pas intégre. On est alors dans 1'un des cas

suivants :

(1) dim Sing(0) > g-4 ;

(11) A contient une courbe elliptique E telle que (0.E)=2 , et a appar-
tient @ E (resp. a TO(E)).

Par hypothése on a une décomposition 0.0a = (C+C', ou C et C' sont des
diviseurs de Weil effectifs dans © . Supposons dim Sing(0) < g-4 . Les anneaux
locaux de la variéte © sont alors réguliers en codimension < 3 ; un théoreme de
Grothendieck ("conjecture de Samuel',[Gro3, Exp. XI, Cor. 3.14]1) entraine qu'ils
sont factoriels. Par suite C et C' sont des diviseurs de Cartier, et le théoreme
résulte de la prop. 1.6.

(2.2) Remarques. 1) On peut remplacer la conclusion (i) par 1'assertion plus
forte suivante : si O.@a = C+C', o C et C' sont des cycles effectifs non nuls,
alors dim(CnC'nSing 0) > g-4 . En effet, posons Z = CnC'NSing 0 . Dans ©-Z ,

C et C' sont des diviseurs de Cartier ; pour prouver qu'il en est de méme dans O,
il suffit de montrer que les anneaux locaux du schéma © aux points de Z sont
parafactoriels [Gro 3, Exp. XI, n°® 3]. Or si dim(Z) < g-5 , cela résulte du th. 3.13
(i1) de loc. cit.

En particulier si dim Sing(0) = g-4 , on.conclut que CNC' contient une

composante de Sing(0).

2) On a vu (prop. 1.3) qu'inversement dans la situation (ii) du théoreme, la
variete eno, est réductible. On décrit en II.D Tles composantes de N9_4
connues & ce jour (cf. Introduction) : outre jg , toutes ces compusantes sauf une
sont formées de variétés (A,0) contenant une sous-variété abélienne dont la pola-
risation induite est de deyré 2. D'aprés la prop. (1.3), ces variétés adnettent

effectivement des intersections @r1@a reductibles.

3) On prouve dans Al que pour une variété (A,0) assez générale satisfaisant
a (ii), le diviseur © est lisse. On ne peut donc pas éliminer le cas (ii). Par
contre, si (A,0) contient une sous-variété abélienne E dont la polarisation
induite est de degré 2, avec 1 < dim(E)<g-1, on a dim Sing(0) > g-4 (A1.1.5),
II.C
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THEOREME 2.3. Soit (A,0) une variété abélienne principalement polarisée de dimen-

sion g . On suppose qu'il existe trois éléments distincts non nuls a , x , y de
A tels que 0n0, c0,U @y . On a alors dim @an Sing(0) > g-4 .

L'hypothese entraine que ene, n'est pas integre ; il suffit donc d'éliminer,

par la remarque 2.2.1, le cas (ii) du th., 2.1. Nous supposons désormais que nous
sommes dans ce cas, et de plus que dim 0N Sing(@) < g-5 . Notant comme d'habitude
m:ExK — A 1'isogénie de degré 4, on a (1.4)

6@a= MEXB)+A€,

ou B est Te Tieu de base du systeme |0,| , & est un diviseur de [o,[ et

1
c€E . Plus précisément, si 7*0 admet pour équation 51(x)t1(y)-+52(x)t2(y) =0,

B est défini par t,-= t,=0 et A par 51(a)t1-+52(e)t2 =0 ; de plus ¢ satis-

1
fait a s1(g)sz(s-a)- 52(5)51(e-a) =0.

Lemme 2.4. Les sous-variétés B et A de K sont irréductibles.

Nous allons montrer, plus précisément, que ces variétés sont lisses en codimen-
sion un. Notons A' le diviseur de la section s%(e)t1+-sé(e)t2 de HO(K,OK).
Pour ye€A'nSing(a), le critere jacobien montre que e+y est un point singulier

de 0. Onvérifie que e+y est aussi dans Oa . On a donc :

dim Sing(A) - 1 < dim A" nSing(a) < dim o nSing(6) < g-5 ,
d'ol notre assertion. On procede de méme pour B .

(2.5) Revenons a la démonstration du th. 2.3. Puisque b, est irréductible,
on peut supposer Aec:@x . Si x = m(e,k), ceci s'écrit

s1(s-e)t16y-k) + sz(e-e)tz(y-k) = 0 pour tout yea .

Observons que cette équation n'est pas triviale car Y et s, ne s'annulent

2
pas simultanément. Elle entraine que Ak est linéairement équivalent a A , donc
que k appartient a H(OK) = EnK ; ainsi ona x€E . L'équation ci-dessus montre
alors qu'on a

(s1(ex)  splemx)) = (54(e): s (e)ep! .

Mais le morphisme s:E —-e>IP1

défini par (51,52) est de degré 2, et on a déja
s(e-a) = s(e) (1.4). On conclut qu'ona x=0 ou x=a, ce qui contredit

1'hypothese.
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Le th. 2.3 s'étend au cas ol certains des points a , x , y sont infi-
niment proches de 0 . Pour 1'énoncer commodément, introduisons la variéte A
obtenue en éclatant 0 dans A : les points de A sont les points # 0 de A

et les directions tangentes a 1'origine.

PROPOSITION 2.6. Soient a , x , y trois points distincts de s ; 1a relation
one, c (on OX)LJ(®r1Oy) entraine dim @an Sing(6) > g-4 .

" On arrive comme précédemment a Ae con OX . S1 x estunpointde A et a
une direction tangente a 1'origine, on obtient comme ci-dessus s(e-x) = s(e), alors
que ¢ est un point de ramification de s , d'ol une contradiction.

Supposons donc que x soit une direction tangente a 1'origine, correspondant
a un vecteur e+k , avec ee€ TO(E) et ke TO(K). Notons g% et gL les champs
de vecteurs associés. La condition AE c Of\@x se traduit par
at1 3t2
o (elty(y) + 52 (e)ty(y) + 54(e) 5(y) + s,(e) scy) = 0 pour tout yeh .

Posons t = s1(e)t1 + sz(a)tze HO(K,OK). Soit t' une section de HO(K,GK) non
proportionnelle a t , et soit (81,...,89_1) une base de HO(K,TK). L'argument de
[Gr, p. 92-93] montre que les images dans HO(A,OA(A)) de t',a1t,...,3g_1t forment
une base de cet espace. On déduit alors de 1'équation précédente qu'on a k=0 et

9S 0S

(EE}(E)Z Eig(E)) = (51(5): sz(s)). Ainsi ¢ doit étre un point de ramification de s ,
ce qui n'est possible que si a est la direction tangente @ E en 0 ; on conclut
qu'ona a=x, ce qui contredit 1'hypothese. .

(2.7) On peut prouver de méme certaines variantes du th. 2.3. Soient par
exemple a et v des éléments non nuls de A et TO(A) respectivement. Alors
la relation 0N0, < (on OV)U (ermev)a entraine dim Sing(0) > g-4 . En effet, en
supposant la conclusion non satisfaite, on obtient d'abord que A contient une
courbe elliptique E , avec (0.E)=2 et a€E , puis qu'on a A cono, ou
b,y cON0, - Le raisonnement de (2.6) conduit alors a une contradiction.

(2.8) Soit (A,0) une variété abélienne principalement polarisée irréductible.
Soit y: A ->IPN le morphisme associé au systéme linéaire |20| ; i1 induit un

isomorphisme de A/{*1} sur une sous-variété W de IPN , 1a variété de Kummer
N

associée a (A,0). Nous appellerons trisécante de W toute droite & de IP° véri-

fiant 1'une des conditions suivantes :
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(1) % contient (au moins) trois points distincts de W ;
(1i) & est tangente @ W en un point lisse, et contient un autre point de W ;

(iii) 2 est tangente a W en un point singulier (c'est-a-dire contenue dans le
cone tangent de W en ce point), et contient un autre point de W ;

(iv) & a un contact d'ordre 3 avec W en un point lisse,
THEOREME 2.9. Soit (A,0) une variété abélienne principalement polarisée irréduc-

tible de dimension g , dont la variété de Kummer admet une trisécante. On a alors
dim Sing(0) > g-4 .

(] L'existence d'une trisécante entraine des conditions du type (2.3) (cf. par
exemple [We 7] ou [Mu 10]). Plus précisément :

(i) Si & contient les points distincts wy(a), y(b), w(c), on a

cO. .U0

on Ob-a c-a  “-c-a '

(i1) Si % est tangente a W en y(a) (avec 2a=0) et passe par y(b), on a
N0, €0, U6, | .

(111) Si & est tangente @ W en ¢(0) suivant le vecteur ve TO(A), et passe
par y(b), ona one <o U .

(iv) Si & a un contact d'ordre 3 en y(a), suivant le vecteur ve Ta(A), on a

one,, < (on OV)U (@n@v)2a (via 1'identification Ta(A)= T (A)).

2 0

La conclusion résulte alors du th. 2.3, de la prop. 2.6 et de (2.7). .

(2.10) Bien que ce ne soit pas strictement nécessaire, nous supposons dans cette
section k=C . Soit (A,0) une variété abélienne principalement polarisée ; nous
supposons O symétrique. Soit r:V —- A le revétement universel de A, et 9
la fonction théta sur V de diviseur r*o . Nous dirons que (A,0) satisfait a la
propriété de Novikov s'il existe des champs de vecteurs constants2 Xy sz sur V,
avec xz0 , et une constante ceCl , tels que la fonction u = EL? Tog 6 + ¢
oX

vérifie 1'équation de Kadomtsev-Petviashvili

9 (

(k-P) 23 Uy ¥ 1200, = 4ut) + 3uyy =0
on a posé comme d'habitude u, = %% , etc...
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Un calcul sans difficultés [Du] montre que lorsque (A,0) est irréductible,
cette équation équivaut a la suivante, ol d désigne une autre constante :

2 2

2 2 ~
ye - 3ey + 12c(exxe-ex) +do" =0 .

(K-P') 6,46 - 46 <

ex + 30 « 48Xet - 4exte + 30

XXX y

Novikov a conjecturé que les jacobiennes sont les seules variétés abéliennes
principalement polarisées irréductibles satisfaisant a la propriété de Novikov.
Cette conjecture vient d'étre démontrée par T. Shiota [Sh]. Nous obtenons & 1'aide
du th. 2.1 un résultat plus faible :

THEOREME 2.11. Soit (A,0) une variété abélienne principalement polarisée irréduc-

tible satisfaisant a la propriété de Novikov. On a alors dim Sing(6) > g-4 .

m  Sur la sous-varieté ono, de A, 1'équation (K-P') se réduit a

+0 )(6,.-6.) .

0= 658y~ (8 y Uxx Ty

Posons X = @rw@x . Les fonctions exxi ey sur V définissent deux sections de
HO(X,OX(O)) dont le produit est nul. Nous montrons ci-dessous (lemme 2.12) que ces
sections ne sont pas identiquement nulles ; on en déduit que X est réunion de deux
sous-variétés échangées par 1'involution a ~—> -a . En particulier X n'est pas
integre ; si dim Sing(0) < g-4 , on est donc dans le cas (ii) du th. 2.1. Or dans
ce cas il résulte de (1.4) et du lemme 2.4 qUe X a deux composantes irréductibles,
qui sont stables par 1'involution a +—> -a , ce qui contredit la description
précédente.

Le théoreme résultera donc du Temme suivant :

Lemme 2.12. La section Bkl de HO(X,OX(O)) n'est pas identiquement nulle.

m La suite exacte
4 :
0 _>,O® - OO(G)) — OX(O) — 0
fournit en cohomologie une suite exacte

H(0,0,(0)) — K(x,0,(e)) > H'(0,0,) .

Puisque ey définit une section de HO(O,OO(O)), on a a(ey) = 0 . Nous allons
prouver que a(exx) n'est pas nul. Nous noterons D Tla dérivation par rapport a x .

Soit (Ua)ael
est trivial, et soient (gaB) les fonctions de transition associées. La section 8

un recouvrement de A par des ouverts au-dessus desquels OA(O)
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0 . . L . )
de H (A,OA(G)) correspond a des fon;t1ons ea sur Ua satisfaisant a ea = gus 68
sur Uun Ug . Sur cet ouvert on a donc

DGa DguB'eB + gaB.DGB

2

2 D%

D76
o

2
D EGB'GB +ZD£QB'DGB + gaB. g

et la section 0,y de HO(X,OX(O)) correspond aux fonctions Dzea . Par construc-

tion 1'image de cette section dans H1(®,0@) est la classe du cocycle

2 ,
(0,B) > Cog (D 8, guBD 68)/Deu ;

mais les formules ci-dessus entrainent dans 0n Uan U, 1'égalité

dgaB
CaB = ZDgae/gaB =7 <D,E;——> .

oB
Ainsi on a a(exx) = 4ri r(D.c1(®)), ol r désigne 1'homomorphisme de restriction

B

H1(A,0A) — H1(®,O@). Celui-ci est injectif pour g>2 , et le cup-produit
.c,(0)
HO(A,TA) 1 H1(A,OA) est bijectif, d'ou Te Temme. .

Nous terminerons en appliquant les résultats qui précédent au probléeme de
Schottky (cf. Introduction). Nous revenons au cas d'un corps algébriquement clos
quelconque k , mais nous supposons car(k)z2 . Si A est une variété abélienne,
nous noterons comme en (2.6) A 1'ensemble des points # 0 de A et des directions
tangentes a A en 0.

THEOREME 2.13. Dans 1'espace des modules Ag des variétés abéliennes principalement

polarisées de dimension g , la variété J des jacobiennes est une composante

irréductible de 1'ensemble des variétés (A,0) irréductibles possédant 1'une des

propriétés suivantes :

(1) 11 existe a€A tel que la variéts 0no, ne soit pas integre.

(1) 11 existe trois éléments distincts a , x , y de R tels qu'on ait
ono, < (en @X)u (en@y).

(111) La variété de Kummer de (A,0) admet une trisécante.

(iv) (A,0) satisfait a la propriété de Novikov (lorsque k=C).

s 11 suffit de traiter le cas (i), puisque chacune des autres conditions entraine
(i). Soit Ng_4 (resp. Eg) la sous-variété de Ag formée des (A,0) irréductibles
telles que dim Sing(0) > g-4 (resp. contenant une courbe elliptique E avec
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(0.E)=2). Le th. 2.1 implique que les (A,0) vérifiant (i) sont dans Ng_4 ou Eg .
On sait par [An-M] (et [We5len caractéristique positive) que J_ est une composante
irréductible de Ng_4 . Comme Jg n'est pas contenue dans Eg (1.2), le théoreme

en résulte. .

La condition (i) ne semble pas beaucoup plus forte que la condition d'Andreotti-
Mayer (cf. remarque (2.2.2)). Par contre nous ne connaissons aucun exemple de variété
abélienne principalement polarisée irréductible satisfaisant a (ii) ou (iii) qui ne
soit pas une jacobienne ; il est tentant de conjecturer que chacune de ces conditions

caractérise les jacobiennes.

I1.C



46

I1.D. Variétés de Prym elénents de A, pour )5 ),

Comme 1'indique son titre, cette section est consacrée a la description des

variétés de Prym (P,Z) de dimension g¢>5 satisfaisant & dim Sing £ > g-4 .

Elle est basée sur des résultats de Beauville, qui, complétant des résultats
de Mumford ([Mu 21), donne dans [Be 1] 1la liste des revétements admissibles dont
la variété de Prym est dans Ng_4 et qui satisfont de plus & deux conditions : la
condition (*) de la page 157 de loc. cit. et la stabilité de la courbe C (cf.
[De-M] page 76). I1 ressort de 4.11.3 et 5.4 de [Be 1] que les varjétés de Prym
ire ol pirr

associées aux revétements de cette liste recouvrent (Ng-4'jg) n Pq g

désigne 1'ensemble des variétés de Prym irréductibles.

Cette liste se compose d'un certain nombre de familles, dont nous allons
maintenant décrire les €léments génériques.

1. La courbe C est Tisse superelliptique, c'est-a-dire qu'il existe un morphisme
de degré 2, p: C —E de C sur une courbe elliptique. Le groupe de Galois de
prm : C — [ estle groupe diédral D4 . La famille Sg+1 obtenue est de dimension 2g.

2. La courbe C est superelliptique, mais le groupe de Galois de pm: T —E est

(Z/Z)2 . On a un diagramme commutatif :

¢
T N\
AN
N/

La famille Sg+1 t est la famille des revétements pour lesquels
g-t+1 = g(C") > g(C') = t+1 . Elle est de dimension 2g et I'entier t prend les

valeurs 0,1,..., g/2 . La famille Pr(5g+1,t

(on notera aussi Eg = Pr(S

) de variétés de Prym correspondante

).

sera notée E2

t,g-t g+1,0

(1) Cette partie sera publiée, avec quelques modifications et avec 1'Appendice 1,
sous le titre "Sur les variétés abéliennes dont le diviseur théta est singulier
en codimension 3" dans Duke Mathematical Journal (référence [D2]).
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3. La courbe C est obtenue a partir d'une courbe hyperelliptique lisse de genre g-1
en identifiant deux paires de points. La famille Hg+1 0 obtenue est de dimension 2g+1
4. La courbe C est réunion d'une courbe rationnelle lisse et d'une courbe hyperellip-
tique lisse de genre g-2 se coupant en 4 points. La famille Hg+1 ’ obtenue est de

dimension 2g.

5. La courbe C est réunion d'une courbe Tisse de genre t-1> 1 et d'une courbe
lisse de genre g-t-1 > t-1 se coupant en 4 points. Les familles obtenues, pour

2<t<g/2, sont notées H .

g+l t ° Elles sont de dimension 3g-4 .

6. Dans le cas o g=5 , C est réunion d'une courbe rationnelle Tisse coupant une
courbe lisse de genre 3 en les 4 points d'un diviseur canonique. La famille T6
obtenue est de dimension 9.

7. Dans tous les autres cas cités par Beauville, la variété de Prym obtenue est une
jacobienne, (Le seul cas restant, a savoir le cas e) des revétements "pairs" des
quintiques planes est traité dans [Be 2], [Mas], [Tj 11, [Tj 2]).

Remarque. En utilisant des arguments du type de ceux de [H-M] page 29, il est facile
de voir que les adhérences des familles ci-dessus dans 1'espace des modules des revé-
tements admissibles contiennent les familles de la liste de Beauville.

D'autre part, toutes ces familles sont irréductibles. Faisons d'abord la remarque
suivante. Soit C —> S une famille irréductible de courbes Tisses. Pour tout entier
d>1, on note Cd = CX..uX.C (d fois) et Jd d(C/S) le schéma de Picard

S S S
relatif en degré d . On a un morphisme canonique Eg_-> Jd . Soit m: Jd - 12d

= Pic

le morphisme induit par 1'é1évation au carré. Alors le S-schéma JdXZdC§d est irré-
J
ductible puisque la fibre de tout point de S est irréductible de dimension 2d

(Ex. G.8 page 202 de [A-C-G-H 1]). On en déduit aussitdt 1'irréductibilité de

S
g+1,0
niveau 2 et remarque précédente avec les courbes elliptiques et d=g), celle de

(irréductibilité de la famille des courbes elliptiques avec structure de

Sg+1 - 0 <t<g/2 (remarque précédente avec les courbes elliptiques et d=t,g-t),
celle de Hg+1,t ,
et celle de Hg+1,t ,

t=0,1 (courbes hyperelliptiques de genre g-1, g-2 et d=2)
2<t<g/2 (courbes de genre t et g-t avec d=2).
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L'irréductiblité de T6 se montre de facon analogue, celle de Sg+1 découle de
1'existence d'une application dominante Hg+1 0> S fournie par la construction

; g+1
tétragonale (3.2.4).

Le théoreme ci-dessous rassemble les résultats de cette section et mentionne
aussi les paragraphes ol 1'on peut trouver les démonstration.

Théoreme. Pour g>5 , ona:

>

. Eg = Pr(sg+1’0) = Pr(Hg+1,0) = Pr(Sg+1) (cf. 3.2.3, 3.2.4) est de dimension 2g

dans Ag (cf. 1.4.2). C'est une composante irréductible de Ng_4 (cf. 1.4.5) qui

contient les jacobiennes hyperelliptiques (cf. 3.1.2).

2 o ———y o —— . . i
c B gt T Pr(Sg+1,1) = Pr(Hg+1,1) (cf. 3.2.3) est de dimension 2g-1 dans Ag (cf.
1.4.2). C'est une composante irréductible de N3_4 (cf. 1.6.1, 4.2) qui contient les

jacobiennes superelliptiques (cf. 1.5.3, 3.1.2). On a aussi Pr(TG) c E1 ' (cf. 2.2).
2 — 2
cPour 2t g, na B o ey ) Pi,g-t < At gt

i e 2 2
et A1.1.3, A2.3.5 pour les définitions de A . etde P ).

(cf. 3.2.3, 2.1

En tenant compte des résultats de 1'appendice 1 (en particulier A1.4.5), on a
ainsi mis en évidence 2+[g/2] composantes irréductibles distinctes de Ng_4 pour

X o= 2 2 2
g>5 , a savoir Jg , Eg , E1,g_1 et les At,g-t pour 2 <t <g/2 . Chacune de
ces composantes, sauf 3; , est contenue dans le diviseur 9nu11 de Ag , constitué

des variétés abéliennes principalement polarisées (A,0) avec O symétrique et

A[2]nSing © =@ . On en déduit immédiatement (cf. 4.2) que N? a 5 composantes

T U T R 2 o .
irréductibles, a savoir 15 ; A1’4 ; E5 ; E1,4 et A2,3 , de dimensions respectives

12, 11, 10, 9 et 9 (A1 4 désigne 1’ensemb1e des variétés abéliennes produit d'une
courbe elliptique par une variété abélienne de dimension 4).

Signalons que Donagi a annoncé dans [Do] des résultats sur le méme sujet, qui
different des notres : i1 fait erreur sur la dimension de Eg (9 au Tieu de 10) et
oublie A1 g I1 semble qu'il n'ait pas vu 1'inclusion Pr(T6) c E% 4 -
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1. Etude des familles S

g+l,t °

1.1. Notations., On est dans la situation suivante : Ta courbe C est lisse
de genre g+1 > 6 . Il existe une courbe elliptique Tisse E et un morphisme de degré

2 ,p:C—E auquel on associe sa ramification A = P1+...+P2 sur B, S€ PicgE

g
tel que A=28 , et une involution 1t de C (1.2.6.I1 existe un diagramme commutatif :

~

C

/N

Cfl C'

. C
\\\‘ o' /.
P E %/1j

g(C") = g-t+1 > g(C') = t+1 .

On note :

Au morphisme p' sont associés sa ramification A' = P1+...+P2t , 8'€ PictE tel

que A'=28', et une involution 1' de C'.
A p" sont associés A" = A-A', §" = §-8' et une involution 1" de C".

Soient Q1,...,Q les points de ramification de p sur C . Le morphisme

29
étale 7 est associé a 1'élément suivant d'ordre 2 dans Picoc :

= Quree oty = PR6T = Oy gty m PYE7

On note o 1'involution sans point fixe de C induite par m . Le morphisme '
(resp. ") est ramifié sur p'*(A") (resp. p"*(A')) et induit une involution o'
(resp. o"=a0') sur C .

1.2. Etude du lieu singulier du diviseur théta.

La variété de Prym (P,=) associée a w peut étre définie par ([Mu 2] Proposi-
tion p. 242) :

= (LePic’ | MmL=u, , hO(L) pair}

o
|

C’
fLep | h%(L) > 2} .

(1]
"

I1.D



50

Proposition 1.2.1. On a :

£= {n*L e 1L | L'epice' , Lepicd Tl , hO(L) > 1, RO(LY) > 1,

NmWL @waL = 0(8)} .

» Soit L€Z . On considere m: [L| —> |w.| . Comme dim|L| > 1 , son image rencon-

¢l
tre 1'hyperplan p*[8| de [u,| , et :

e |L| mD = p*M avec Me [§] .

On peut alors écrire D= n'* D' +7"* D" avec D' et D" effectifs. L'espace =
est donc recouvert par les fermés :

Z, = {r'*0(D") e "*0(D") | D' (resp. D") diviseur effectif de degré t+a
(resp. g-t-a) vérifiant p, D' +py D" =6} ,

pour -t <a<g-t.

Or, pour L€ Z_ _

gt,ona:

hO(L) = h%(r"*0(D')) = hO(D') + h°(D'-p'*s")

ho(D') + (K

N'an kRN .
C D'+p'*6") +t-g

hO(D') + h%(p'*6-D') +t - g

hO(D') +h%(r'*D') +t-g = 2h°(D") +t-g .

On déduit de [Mu 3] page 187 que :
Za cP <= a est pair.

On remarque alors que pour |a| >2 , on a par Riemann Roch ho(D')ZZ ou ho(D")ZZ .

Orona:
dim Z_ < dim|§|-min(dim[D"[+dim|D"[) ,
LeZ

a
donc dim Z, < g-1 = dimE pour [a] > 2.

Le diviseur = est donc égal a Z0 . .
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Le Tieu singulier du diviseur = est réunion des deux ensembles suivants
([Mu 21, §6) :

Lez | hOL) > 4
L = mMeN avec MEPic C, NePic C, ho(M) > 2, ho(N) > 1} .

et {Le=

Les points du premier ensemble seront dits singularités stables (elles existent sur
toute variété de Prym de dimension au moins 6 par 1.2.5), ceux du second, singularités
exceptionnelles (elles n'existent pas sur une variété de Prym générale).

Une singularité peut bien sir étre a la fois stable et exceptionnelle.

Proposition 1.2.2. Soit (P,Z) Ta variété de Prym associée a un revétement élément

de Sg+1,t . Lorsque g>5 , on a :

. Le lieu singulier de = est réunion de V , W-Z , wO , w2 , avec :

V= (n et | L= 06) L= 0(6")  hO(LY) 22 ho(L") > 2)

t240 pepicdtaen wepicke

1) 2 1, 0L 2 1 N Lot Lo < 006

et éventuellement d'un nombre fini de points d'ordre 2 de P .

Na = {n'"*L' e 7"*L" o f*M | L' € Pic

. L'ensemble V est toujours de dimension au plus g-5 . Pour un élément générique

de S
— Tg+l,t
dans wa pour t>3 ; ses composantes irréductibles sont au nombre de 4 pour t=3 ,

il est vide pour t<2 , non vide de dimension pure g-6 et non inclus

g=6 ; de 2 pour t=3,9¢>6; delpour t>3.

. L'ensemble w2 est vide pour (t,g) = (2,5) ou (3,6), irréductible de dimension

g-4 sinon.

. L'ensemble W = est vide pour t<1, irréductible de dimension g-4 pour t>2 .

. L'ensemble w_2 est vide pour t<3 , irréductible de dimension g-4 pour t>4 .

Remarque 1.2.3. Avec les notations 1.1, si on fait 1'hypothése supplémentaire, satis-

faite génériquement sur S ., . , que A n'est pas somme de deux éléments de l§|

g+1
le lieu singulier de = est égal @ VUW_,UW UW, (cf. 1.2.9).

On déduit de 1a'proposition les deux résultats suivants :
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Corollaire 1.2.4. Pour g>5 , le lieu singulier du diviseur théta d'un élément

générique de Pr(S est irréductible dans les seuls cas suivants :

i)t=0 ou 1.0na Sing % = Wy .

i) t=2 et g=5.0na Sing: =W

Corollaire 1.2.5. Pour g>6 et toute variété de Prym (P,Z) de dimension g , on a

dim Sing £ > g-6 .

® [ ressort de 1a proposition que pour g>6 et (P,Z) élément de Pr(Sg+1 3),
Sing £ a une composante irréductible de dimension g-6 correspondant & des singula-
rités stables, a savoir V.

Or il est connu (IV.A.4.5) que pour toute famille de revétements doubles
C—>C—T , a laquelle correspond une famille de variétés de Prym P — T,
1'ensemble :

U {singularités stables de Et}
teT

est soit vide, soit de codimension au plus 6 dans P . Or, si on prend une telle
famille contenant notre exemple, cet ensemble est de codimension 6 en un point d'une
fibre, donc se projette surjectivement sur T . "

Remarque 1.2.6. I1 ressort de [We 1] et de 1.2.5 que pourune variété de Prym générique
(P,Z) de dimension g>6 , Sing £ est de dimension pure g-6 et que ses composantes
connexes sont ses composantes irréductibles. Or une jacobienne générique est simple,
donc aussi une variété de Prym générique. On déduit de [Ba] que, pour 9212 , Sing =
est génériquement irréductible de dimension g-6 .

» Démonstration de Ta proposition 1.2.2.

On commence par la définition suivante. Soit p:C —> B un revétement double
de courbes Tisses, D un diviseur effectif sur C . On dira que D est p-simple
s'i] n'existe pas de diviseur effectif E sur B tel que D-p*E soit effectif.
On a alors ([Mu 2] page 338) :

Proposition 1.2.7. Soient p: C — B un revétement double de courbes lisses et
0(-8) = 1p,0,
p-simple sur C . On pose M= p*Le((D). On a alors une suite exacte de Og-modules :

3 L un faisceau inversible sur B , D wun diviseur effectif

0 =L —=>pM—1Les OB(p*D-G) — 0.
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Corollaire 1.2.8. Dans notre situation, on considere L = n'*0(D')e n"*0(D") ou D'
et D" sont effectifs, D' est p'-simple et MNmlL = ue - Alors :

hO(C,L) < 2h°(c",D") + g~ t-deg D" .

m Le diviseur 7'*D' est n"-simple donc la proposition 1.2.7 donne :
hO(L) < hO(D") + hO(D"+mym'*D'-p"*8')
Orona p,D'+pD" =6, donc :
D"+ em'*D' - pU¥G' = D"+ 1"*D" + PU¥P,D' - T"¥D" - p¥g"
= p"*(8-6') - 1"*D" = r"*(KC”-D") .

On en déduit par Riemann-Roch 1'inégalité cherchée. =

Soit. L wun élément de = correspondant a une singularité de = . Par 1.2.1,

1

on peut écrire :
L= n'*{0(D') e p'*0(F')] & n"*[0(D") & p"*0(F")]

avec D', D", F', F" effectifs, D' p'-simple, D" p"-simple et
deg D'+2 deg F' =t =g(C')-1, deg D"+2 deg F" = g-t = g(C")-1.

Supposons d'abord cette singularité exceptionnelle non stable. Tout élément de
|L| s'écrit alors m*D+G , avec hO(D)g_Z et G m-simple. On applique 1.2.7 & D
et p . On est dans 1'un des cas suivants :

i) I1 existe F de degré 2 sur E tel que p*F<D . Ona alors F < F'+F"
et on est dans w_z , NO , Ou w2 .

i1) D est p-simple, G=0 et p,D=6 . On a alors w*D = m'*D' +n"*D", ce qui
n‘est possible que si D' < Ram p' et D" < Ram p". On en déduit :

[6]3p,D = D"+ pD" < A'+A" = A .
(1.2.9) En particulier, le diviseur A est somme de deux éléments de |6] , ce qui

n'est pas le cas pour un élément générique de Sg+1 £ On a aussi L = 7*0(D),
soit L ~o*l et L2 =Wy . C'est donc un point d'ordre 2 de P .
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On suppose maintenant hO(L)Z_ 4 .51 degF'> 1, le corollaire 1.2.8
donne :

4 < hO(L) S ZhO(Du+pu*Fu+pu*Fl)_2deg F! ,

s01t h°(D"+p"*F"4p"sF") > 3

On applique 1.2.7 :
3 < hO(F +F") + RO (puD"+F '+ -5")
< deg(F'+F") + max(deg(F'-F"),0)
< 2max(deg F',deg F") ,

de sorte que soit F', soit F" est de degré au moins deux, et qu'on est soit
dans Wy , soit dans Wy
Le cas deg F">1 se traite de facon identique.
Si deg F' = deg " = 0, le corollaire 1.2.8 donne h°(D')>2 et h%(D")>2,
Par ([We 2], 3.4), on est dans V .

Ceci termine la démonstration de la premiére partie de la proposition.

L'ensemble V est évidemment vide pour t=deg L'<1. Pour t=2, il est
vide si C' n'est pas hyperelliptique, ce qui est le cas génériquement. Les
assertions sur le nombre de composantes irréductibles découlent de [We 2],
Proposition 3.6 pour t>5 , de [Te] pour t=4 et, pour t=3 , du fait que
les deux g; de C' (supposée non-hyperelliptique), image 1'un de 1'autre par
T'*, satisfont a Nmp.g; = 0(8') (utiliser 1.2.7). Enfin, 1'ensemble V n'est

contenu dans aucun wa ; en effet, un élément générique s'écrit :
L=n'*L"sn"*" , NmL'=0(8') , NmL"=0(s"), avec ho(L')=ho(L")=2 .

De plus, tous Tes diviseurs de |L'| (resp. |L"|) sont p'-simples (resp.
p"-simples). Un tel fibré ne peut étre dans un W, , a€eZ.

Enfin, les assertions d'irréductibilité et de dimension sur les wa sont
conséquences de : ‘

Lemme 1.2.10. Soient p: C «> E une courbe superelliptique et Ge€ Pich fixé,

Alors pour 5 < d < g(C)+1 , 1'ensemble :

2 (d-4)

{(p*H e 0,(D) | MePic’E , DeC 2

, 0(p,D) e M"~G}

est irréductible de dimension d-4 .
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s On pose :

2(6) = 1xyyeennx, M) €8 dx piclE | O(d-4 x.) s M = 6}
- 1202 d-4" Ep1 ® = .

On remarque tout d'abord que Z(G) est irréductible de dimension d-4 pour d>5 :
c'est évident pour d=5 et la premiére projection pry : Z(G) — C a pour fibre
Z(Ge 0(-px1)). Pour un élément générique (x1,...,xd_4,M) de Z(G), le diviseur
D=] ix; est p-simple (cf. 1.2.7) et on a une suite exacte :

0 — H(E,M) — H2(C,0(D) & p*M) —> HO(E,0(p,D-8) 8 M) —= 0 .
Ce dernier espace est nul Torsque :
0 > degl0(p,D-8) 8 M] = d-1-g(C)

sauf si : 0(p,D-6) 8 M = 0E

<> M= Gs 0(-6) .
Sous 1'hypothése d < g(C)+1 , on en déduit que pour un élément générique

(x1,...,xd_4,M) de 2(G) , D=} x; est fixe dans [6(D)e p*M| , donc que
1'application :

7(6) — pictc

d-4
(x1,...,xd_4,M)t—-> OC(E X;i8 p*M

est génériquement finie. Son image est donc irréductible de dimension d-4. m
]

1.3. Les quadriques associées aux points doubles du diviseur théta,

On est toujours dans la situation 1.1, mais on s'intéresse ici aux seuls cas
t=0 et t=1.

Commencons par quelques rappels sur les singularités stables de multiplicité 2°
de = ([Mu 2], (Tj 3]). Une telle singularité correspond & un faisceau inversible L
sur C tel que hO(L)=4 et NmL=wC.
On a une application :
61 1PH(L) — H(C,K4n)

sAat > sot-tos .

I1.D



56

Si {51,...,54} est une base de H°(L), on pose :

Q = o(sqasy).0(s385,) -¢(s1As3)-¢(szAs4)+¢(s1As4).¢(s2As3)esZH°(c,KC+n) :

Lorsque QL est non nul, c'est une équation du cdne tangent @ = en L dans P

(on rappe]le que TOP o HO(C,KC+n)V). De plus, la quadrique d'equation QL dans
]PHO(C,KCm)V contient 1'image X de C . par le morphisme associé au systeme linéaire
|Kc+n| (appelée courbe semi-canonique).

On déduit facilement de 1.4.1 par exemple que :
. Pour t=0, X est la courbe elliptique ¢\6"|(E)'
. Pour t=1, X est tracée sur le cone I de somiet un point S et de base

¢|5"|(E)' Elle a un point double en S et toute quadrique contenant X contient I .

2
t,g-

Si t=0, 1'intersection des quadriques correspondant aux singularités quadratiques

Proposition 1.3.1. Soit (P,Z) un élénent génerique de E ¢ o Avec g>5 . Alors:

1)
de
yIRY,

S TOP est de codimension 29 .

2) Si t=1, 1'intersection des quadriques est le cone I . L'espace vectoriel

est la courbe semi-canonique X . L'espace vectoriel qu'elles engendrent dans

engendré est de codimension 3g-2 .

m Par 1.2.4 i), i1 nous suffit de calculer les quadriques QL pour les éléments L
de w2 , qui s'écrivent :

L - ,n_l*Ll @'IT"*L“
avec L'=0(D")ep'*M , D'>0 , deg L'=t+4 , deg M=2

"= 0(D") , 0">0 .
Si D; est p'-simple, 1.2.7 donne la suite exacte :

| 0= HEM S (e L) B HEMs 0(p0-6')) =0 .
Les morphismes o et B peuvent étre définis comme suit :

weH(EM)  alv) = p*(v)u' ot div(u') = D’

YUE HO(C',L') ut'(u)-t'(u)u' = t'p'*(B(u)) o div(t') est la ramification

de p' sur C'.
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On prend une base {v1,v2} de HO(E,M) et une base {v3,v4} de

HO(E Mo 0(pyD'-8")). I1 existe alors une base {ui,...,u&} de HO(C',L') telle que :

U1 = Q(V1) ) U2 = a(vz) ’ B(ué) = V3 ’ B(UA) = V4 .
J

0 - ! | " n N sving")y = n° \ .
Une base de H(L) est alors {sj = ' (ul)n"*(u )}1954 , ol diviu") =D". Or a:

n*(¢(s.Ask)) = ﬂ'*(uj)n"*(u”)ﬂ'*(T'*ué)n"*(r"*u“)

J
'ﬂl*(TI*Uj)ﬂ"*(T"*U")ﬂl*(U&)ﬂ"*(U")
= f*(V")ﬂ'*(¢(UjAU&)) ot div(v") = pyD" .
Donc ¢(51A52) =0.

m*((s AS3)) = fr(v") ' *[u'.p'*(v

Tkt _tky ! plk(y ]
1 )T *u3 T *u'.p (\1).u3]

1

= f*(v"v1v Jom'*(t') .

3
Dans 1'identification 1.4.1, cela s'écrit :
¢(S1AS3) = p*(v"v1v3).s' .
On a donc :
Q = -(v1v3v")s .(v2v4v")s'+ (v1v4v )s'.(v2v3v")s )

On veut montrer que les quadriques ainsi obtenues engendrent 1'espace des quadriques
de P91 contenant ¢|6"I(E)' C'est un exercice facile, dont on laisse la
démonstration au lecteur (qui pourra la trouver dans [D2]).

1.4. Rang de 1'application Prym sur Sg+1 . Le théoréme d'Andreotti et Mayer.

On rappelle ([Be 2] Proposition 7.5) que la codifférentielle de 1'application

Pr: R,y —> Ag en un point (C,n)€R°

g+ g+1 est

T‘(’ JPr SZHO(C,KCm) — H0(C,2K.) .

C,n C

On s'intéresse a la différentielle de la restriction Prt de Pr a

R°+1 . Soient s' et s" deux sections telles que :

Sget,t © g
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div(s') = Q1+"'+02t (notations 1.1)

div(s") = QZt+1+"'+029

s=s's" , div(s) = Q1+...+Q29 .

On a alors les décompositions suivantes :

v T N 0 a0
Tio,n) Rget = H(C2K) = pHHI(E,26) 0 PHHT(E,0)s

(1=1d) (1=-id)

La partie t-invariante correspond au lieu dans 1'espace des déformations de C ou

1'involution 1 se prolonge, c'est-a-dire a T{C S . On a aussi :

) TgHLt

Lemme 1.4.1, H(C,K.+n) = p*HO(E,8")s" o p*HO(E,6')s" .

C
mOna (cf. 1.1) :
= Qb 4y P8t = Oy gt ity - XS

div(s') + p*¢" = div(s") + p*§' .

Kc+n
On a donc un morphisme :
HO(E,8") o HO(E,6') — HO(C,Kpon)
(u",u') > p*ru".s'+pu'.s"
dont le noyau est isomorphe a :

HO(p*s"-div(s")) = K(p*s'-div(s"')) = H(C,n) = 0 . .

On peut donc écrire :

SPHO(C,Kpn) = [prsPHO(E,6")s 2 o prsPhO(E,6')s2)
o [p*HO(E,5") e P*HO(E,6")]s's" .
Si Sy (resp. SA") est une section de diviseur A' (resp. A") telle que
p*sA,= 512 (resp. p*sA"= 5"2), on peut écrire T'Pr comme 1a somme de :
T'pr, : SPH(E,8') 0 SPHO(E,8") — HO(E,26)

"y, n

] ] n n ] L]
(u'ov'"u" V") = u'v Spn tU"V"s ),
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et de : HO(E,5") & HO(E,8") — HO(E,5)

uI0 uH F—> quH

Proposition 1.4.2. Pour g>4, (g,t)#(4,2) et (C,n) générique dans Sg+1 ¢
ona :

0 pour t=0
dim Ker T(C )Prt = {
d I pour 0<t<g/2 .

En particulier :

) 29 pour t=0
dim E = {
t,g-t 2g-1 sinon.

® On rappelle que t=deg &'. Si t=0, dim Ker TPr0 est le corang de
SZHO(E,é") — H2(E,26") = HO(E,26), qui est surjective pour g=deg §" >3 ([Mu 4]

page 55). On suppose t>0 . On peut écrire TVPr,  comme 1a composée de :

t
8 e o" : SPHO(E,8') o SPHO(E,8") —> HO(E,26') o HO(E,26")
et o : HO(E,28') e HO(E,28") —> HO(E,26)
(u*,u") = u'sA"+-u'sA. .

Comme A' et A" sont a supports disjoints, le noyau de ¢ est engendré par
(SAI-SAII)'

Si t=1,o0na:

2

o0 HO(26")1n (s

Im(¢' e ¢")NKer ¢ = [Ls =0,

AI-SAII)
puisque A' est somme de deux points distincts (¢" est surjective puisque
deg §"=g-1> 3). On a donc :

Rang TVPr1 = Rang(¢' e ¢") = 1+2(g-1) = 2g-1 .

Si t=2, le méme raisonnement s'applique sauf si A' est somme de deux éléments de
|8"'] , ce qui n'est pas le cas génériquement, ou si deg 6" = g-2 < 3, cas qu'on a
exclu.

Si t>3,¢' et ¢" sont surjectives et :
Rang TVPrt = Rang ¢ = 2g-1 . .
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On peut maintenant montrer que Eg = Pr(

S
g+1,0
de Ng_4 . On rappelle le théoréme d'Andreotti-Mayer dont on peut trouver la démons-

) est une composante irréductible

tration, sinon 1'énoncé, dans [An-M] .

Théoreme 1.4.3 (Andreotti-Mayer). Soit (A,0) une variété abélienne principalement

polarisée de dimension g . On suppose que :

- Sing 0 est de dimension pure k.

- L'ensemble SingZO des points de multiplicité deux sur O est dense dans

Sing 0 et 1'image de chaque composante de Singze par 1'application :

2

Sing,0 —>Ps T(V)A

(1.4.4) X > (cone tangent @ 0 en x)

engendre un espace linéaire de dimension > N . Alors 1a codimension de NE en
(A,0) est > N.

Corollaire 1.4.5. L'ensemble Eg est, pour g>5 , une composante irréductible de

g . .
Ng_4 de dimension 29 .

m En effet, pour un elément générique (P,Z) de Eé , Sing & est irréductible pour
g>5 par 1.2.4. L'image de 1.4.4 engendre un espace linéaire de dimension (951)- 24

(1.3.1) et dim Eé =29 (1.4.2). Le théoreme 1.4.3 permet de conclure. .
Remarque 1.4.6. Bien que, pour un élément générique (P,Z) de Ef g_1,Sing 5 soit
irréductible (1.2.4), 1'image de 1.4.4 engendre un espace linéaire de dimension
(921)- (3923) (1.3.1) et dim g2 =2g9-1 (1.4.2). On ne peut appliquer 1.4.3.

1,¢1
Pourtant, E est bien une composante de Ng_4 (1.6.1 et 4.2).

1,0-1

1.5. Quelques remarques. La famille E?g : contient les jacobiennes superelliptiques.

On garde toujours les mémes notations, auxquelles on ajoute :

P = Ker(de' M gp)
P' = Ker(JC" W gp) |

La polarisation de JC' (resp. JC") induit sur P' (resp. P") une polarisation
LP' (resp. LP“) telle que ([Mu 2] Corollary 1, page 332 ; et 1.) H(LP.) =~ p'*JE[2]
(resp. H(LP“) ~ p"*JE[2]). Cette polarisation est de type (2) et (P',LP.)E At (2)

(resp. (P“,LP")E Ag-t,(Z))‘
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Proposition 1.5.1.

o Pour t=0, on a une isogénie :

TT"* ~
g:P" ——P = Prym(C/C)
de noyau {0,p"*0(8')} telle que g*LP"’LP“ .

o Pour 0<t<g/2 , on a une isogénie :

g:P'xp" —=P
(XI ,X") — ,n_l*xl - 'IT"*X"

p'*,p"*)(JE
cA

de noyau 2]1) telle que g*Lp~Lpi®Lp (Notations I.3.10). En parti-

(cf. définition A1.1.3).

&t N/

(
. 2
culier, Et

9g't :g't

m 1 est facile de vérifier que g est bien a valeurs dans P et que
Ker gcP'[2]x P"[2] , donc que g est une isogénie. Pour les polarisations, il faut
montrer que :
T'r e, m* o= ¢ et % ¢, m'*=10.
Lp Lp: Lp

On montre par exemple la premiéere égalité. On pose :

itP e—=>J0  i':p e JC

N

0: 88 ¢i0 =30

V' P! g m(2p) = i a2 1 (')
p P

- ﬁl*i(b'l Tl_l*(pl) - 1: ﬁl*(bﬂ'*'il(p')

i 9" i'(2p") o (2p') . .

P ]
On peut remarquer que ce résultat ne dépend pas du genre de E . Si E est de
genre b>2 , on obtient des variétés de Prym qui sont dans AE g-t ° ol & estla

polarisation (2,...,2) de degre 2° et b-1 <t < g- (b-1).

Regardons de plus prés les cas t=0 et t=1. Soit Eé(z)l'ensemble des
variétés de Prym (au sens de [Mu 2]) associées aux courbes superelliptiques Tisses de
genre g+1 . C'est un sous-ensemble irréductible de Ag (2)
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Proposition 1.5.2.

1) Pour tout (P,M)e€ E; (2) et a€H(M), az0 , la variété abélienne principalement

polarisée P/{0,a} est dans E

[fa T )
-

2) Pour g>4 et tout (P,M)€ F;_1 (2) toute courbe elliptique F et tout isomor-

phisme ¢ :H(M) = F[2] , la variété abélienne principalement polarisée

2

PxF/{(a,ya)| a€H(M)} , élément de v 1,g-1 °

1,1 (cf. A1.1.3) est dans E

m Le premier point découle immédiatement de 1.5.1. Pour le second, on remarque d'abord
que la famille Ff g-1 ainsi construite est irréductible puisque la famille :

{p:C —E structure superelliptique, C de genre g , avec un isomorphisme
E[2] = H(2)}

est irréductible. De plus, dim F? g-1 < 2g-2+1 . Par 1.5.1 et A1.1.1, E

2 2
1,9-1 < F1,g-1
et par 1.4.2, dim Ef g-1° 29-1 pour g>4 . On en déduit E?

2

= F1,g-1 .

g-1

contient les jacobiennes superelliptiques.

Corollaire 1.5.3. Pour g> 4, E? g-1

s En effet ([Mu 2] Corollary 1 b)), pour p: C —E structure superelliptique, on a
une isogénie PxJE —> JC de noyau. (p*,id)(JE[2]). [

. 2 ' g
1.6. L'espace E1,g_1 est une composante de Ng_4 .

On ne considéere dans cette section que le cas g>6 . Le résultat est encore vrai
pour g=5 et sera montré en 4.2,

Théoréme 1.6.1. Pour g6 , E

g
de W3,

est une composante irréductible de dimension 2g-1

g-1

® On rappelle que Ta méthode d'Andreotti et Mayer ne s'applique pas a E?’g_1 (1.4.6).
On va utiliser les variétés quasi-abéliennes de rang 1 (appelées "rank 1 degenerations
of abelian varieties" dans [Mu 1], page 350). Expliquons rapidement de quoi i1 s'agit.
Les variétés quasi-abéliennes de rang 1 et de dimension g sont en correspondance
biunivoque avec les extensions de groupes commutatifs des variétés abéliennes princi-
palement polarisées de dimension g-1 par un tore de dimension 1. Par [Mu 6], page

227, ces extensions sont toutes du type :
=0t gl ol™) - a0
ol (A,L) € Ag_1 , €A ([Mu 5] page 290). Si on change a en -a , j est changé en

-j et les groupes obtenus sont isomorphes.
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11 existe ([Ig 1], [Mu 1] page 351, [Mu 7], [Na]) un espace de modules grossier
Aé1) pour les variétés abéliennes principalement polarisées ou quasi-abéliennes de
rang 1, et de dimension g, qui est réunion disjointe de Ag et d'un diviseur dA
Ce dernier est fibré sur Ag_1 par o : aAg -—>-Ag_1 . La fibre de (A,L)€ Ag_1 est
isomorphe a A/Aut(A,L) par la correspondance ci-dessus. Si Z est un fermé de Ag ,

(1)

on notera 93Z 1'intersection de 1'adhérence de Z dans Aq

avec 9A_ .
g

On aura besoin d'un calcul d'extension, fait dans [Fr-S2] Theorem 5.2, relatif
a la situation suivante. Soit Ty N — N un revétement étale connexe de degré 2,
ol N est Tisse de genre g . On note o 1'involution induite sur N et
obtenue a partir de N (resp. N) en identifiant deux points p et q (resp. p et

la variété de Prym associée. Soit C (resp. ) 1a courbe singuliere

q,et op et of ol no(3)= P, no(a)= ). On a un revétement étale induit
1:C = C qui n'est pas admissible. La variété de Prym P = Ker(JC .NE> JC)O est

extension de P0 par un tore de dimension 1. Plus précisément :

Lemme 1.6.2 (Friedman-Smith). L'extension canonique 1 —> [* — P —> P0 —> 0

correspond a 1'é1ément Oﬁ(r(aiﬁ-da+dﬁ)) de P0 .

On considere maintenant un revétement 7:C — C dans Sg , qui est donc
associé & n=p*s', o 0(6') est d'ordre 2 dans Pic’E . Si f
on notera f*(JE[2]) = {0,e} (puisque f*§'=0).

In o

pTm (. ,

Lemme 1.6.3. Soient (P,L)€ Pr(Sg 0) = E§_1
f*(JE[2]). Alors 1'extension de P par ¢ est dans oF

et ¢ Tle seul élément non nul de

1,9-1 °

® On considére un é1ément de Sg+1 | » avec les notations 1.1. Si on fait "tendre"
P1 vers P2 sur E, la courbe C' dégénere en N'/Q'*ﬂTéQ’ ou N' est Tisse,
revétement étale de E de degré 2 par pé: N' —E et pé(Q')= P1= P2 .

On a un diagramme :

| N
TTO I l
VTTO
N N c

et le revétement m est dans Sg 0" Ona :

3
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C-= N/Q"'TOQ , 0l PO(Q)= P1= P2
E=N/a~oga et 005~0'5,OU ﬂ0(6)=0 .

Sionnote P (resp. P) la variété de Prym associée a m: C—0C (resp.
M N — N), on est dans la situation de 1.6.2. On a donc une extension :

correspondant & a = Ox(#(0-0"Q-0 Q+o

or a-= ﬂé*ON.(i<Q"T5Q')), ou Q'= “6(5)’ et ON.(X"T6X') est, pour tout

x'€N', Te seul é1ément non nul de Ker(JN' M, JE), c'est-a-dire ps*a , Oll

a€ JE[2]~{0,0(8")} .

Comme Poe Pr(Sg O) et Pe BE% 9_1,1a démonstration est terminée. .
On a ainsi mis en évidence une composante irréductible a'E% g-1 de aE? g-1° de
dimension 2g-2 , telle que pg induise un morphisme ¢g: a'Ef g-1 — Eg_1 avec
1 ) ) ’
¢g ((Po’Lo)) = {e} , pour (PO,LO)e Pr(sg,o)C:Eg-1 .

D'autre part, Mumford a étudié dans [Mu 1] les espaces aNE . I1 en ressort
([Mu 1] page 364) que BNE est contenu dans la réunion de :

o (((A,0),2) €3, , avec (A0)€A ; et a€Aldin Sing(e.0,) > k}

5 = L((A,0),3) € 34| din(Sing 0.5ing 0,) > k-1 .

contenant E2

Soient Cg une composante irréductible de Ng_ ,g-1

g-4

2 :
1,g-1 ° Ona:

et a'cg une
composante irréductible de an contenant 3'E
. dim 3'C = dim C_-1
g g

12 -1 9-1 q g
. 0'E o N N: N .
1,g-1= 760 (Ng-g) UNGg U3y 5
On admet provisoirement le résultat suivant :

Lemme 1.6.4.Soient p: C — E une courbe superelliptique de genre g26 et

m:C — C un revétement étale élément de S o On note (PO,E) la variété de
Prym associée et ¢ le seul élément non nul de (mp)*(JE[2]) c Py - Ona alors :

I1.D



65

En particulier, comme dim Sing = = g-5 (1.2.4 1)), 1'extension PE€ a'Ef -1
1 3

3 ' : -1 9- ; 9 .
P, correspondant & ¢ n'est ni dans g (Ng_4), ni dans aNg-4,1 . On a donc :

1 2 \ g
) E1,g_1 cd Cg c 8N9_4’2 .

En prenant les images par pg , on obtient :

2 . g g-1
Eq-p © pg(a cg) c 09(8N9_4,2) < Nysg -

Or, pour g-1>5, E§_1
déduit :

est une composante irréductible de Ng:; (1.4.5). On en

2

E ., =0 (3'C) .

g-1 Qg(a Cg)
Pour montrer que Cg= Ef g 1,11 suffit de montrer que dim Cg = 29-1 , ou que

dim 3 Cb- 29-2 = dim tg_1 .

C'est une conséquence du lemme suivant, qui termine donc la démonstration du
théoreme.

Lemme 1.6.5. Avec les hypotheses et notations de 1.6.4, on a :
{a€ P0| dim(Sing =.Sing Ea) > g-5} = {0,e} .

I

s Démonstration de 1.6.4 et 1.6.5.

On écrira P au lieu de P0 et on remplace g par g+1>6 pour rester dans
le cadre habituel.

On rappelle qu'on a (1.2.1, 1.2.2, 1.2.4) :
2= (e | L e picder, hO(L) > 1, Nn oL = 0(6))
Sing = = {m*(L"e p*M) | L€ Picd ", hO(L") > 1, Me PicZE,Nmp..L"@M°2=0(6)} .

On note e=f*q , o o€ JE[2]~{0,0(8")} . Si L=7"*L" est dans =, ona:

h(Lee) = hO(L"s p*a) + hO(L" 8 p'*as p"*0(s')) .
Si L"=0(D") ol D" est effectif p"-simple, on a par 1.2.7 :

hO(L" s p"*a) < h%(E,0) + hO(Nm L" e s O(=6")) = h°(0(s") o) = O .
11.D
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Donc L¢ EE . On en déduit :

[n

= (L ep" ) | L' Pic e hO(L) > 1, MePicTE, Nmp..L"@M®2 - 0(8)) .

Pour un élément L de (E.Ee)- Sing = (c'est-a-dire avec L"=0(D"), D" effec-
tif p"-simple), on a par 1.2.7 :

0 — H(EM) — HO(L"sp"*M) — HO(Ma Nm L" 8 0(-5")) = 0 .

Si on note Spu une section de diviseur D" et Sy une base de HO(E,N) pour
tout Ne¢ Pic1E ,ona:

0 ~ - " 1 1 H!
H'(C,L) = < *(sD“.p *sM),n *(sD".p *SMQG,)> .
De méme :

HO(C Lee) = (S0 p"s) ) T H (S0P )> .

Msa. Mad ' 80,

Si G
déduit :

.3 V ~ 0 ~ 0 I 1 : s
P Eicee -—>-PTOP =~ [PH (KC+”) ~PH"(8") est 1'application de Gauss, on en

G(L) = P',',(D")+d1'v(sM)+div(sM®6,)E|6]"

G(L ) = pi(D") +div(s

€ M@a)+ div{

SM@S'@a)€|6’

En particulier, G(L)= G(LE) et E.E€ est lisse en L, ce qui démontre 1.6.4.

IT reste a montrer 1.6.5.

Soit a€P tel que dim(Sing =.Sing Ea) > 9-4 . Comme Sing = est irréductible de
dimension g-4 (1.2.4), on a Sing E,=5ing 2. On écrit a=7"*a", ol a"€P"

(1.5.1) et on note T, 1'ensemble {p"*Ms 0.,(D")|M€ PiczE,D"EIC"(g'4)} . Comme :
2 ¢

(LeTy | wm L= 6} = () N (sing 2)

on en déduit T5+a“= T%. On conclut par A4.2 que a"€P"np"*JE = p"*JE[2] , soit

36{0,8} . . I1.D [ |
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2, Etude des familles Hg+1,t et de 1a famille T6 .

On s'intéresse dans cette partie aux revétements admissibles du type :

C1 Cl
c - —~ =c
c, c
ol g(C1)=t-1 , g(CZ)=g-t-1 , C, et C, Tlisses, 1<t<g/2 .

1 2

Les revétements T\’J- :'Ej —_ CJ. sont ramifiés en 4 points. On note
PJ. = Ker(dfj —NrL JCJ.). La polarisaticn de JEJ. induit une polarisation Lj sur

Pj et on a ([Mu 2] Corollary 1 page 332 et I.3.3) :

H(LJ.) o~ n3f(JCj[2]) .

Ces polarisations sont donc de type (2,...,2) (dim Pj'1 fois). On a des
factorisations :

p Ly p

J J
o\, /
ik

qui induisent des polarisations ij sur ﬁj , de type (2).

On note (P,L) 1la variété de Prym (principalement polarisée) associée au revé-
tement admissible . '

Proposition 2.1, I1 existe une isogénie de degré 4, g: P1>< P2 — P telle que

ol wml
g*L L1m L2 .

Je Pk pour 1<t<g/2 (cf. définitions

En particulier Pr(H t,g-t  t,g-t

A1.1.3 et A2.3.5).

g+1,t

m D'aprés [Be 1] page 159, on a un diagramme commutatif :
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0—->(£*‘§uT—> JC —>JC1><JCZ—>0

I1 existe donc une isogénie de degré 4, f:P — P1x P2 qui vérifie

* 82
f(L1mL2)—L .
On pose g = ¢[1? : ﬁ1x ﬁz — P =P . Il est facile de vérifier que
4o, g = o0 xop , ce qui prouve la proposition. .
L L1 L2

(2.2) On s'intéresse maintenant a la famille T6 , pour Tlaquelle

C= C1U CZ , C1 rationnelle lisse, C1n C2 = {u1,...,u4} , wcz & OCZ(U1+"‘+U4)'
On supposera C2 Tisse non hyperelliptique (de genre 3).

Par 2.1, il existe une isogénie :

(2.3) fiFxp, =P = prym(C/C) ,
ou Fe=J€1 est une courbe elliptique. Elle vérifie :
. .
fxL LFmL2 ,

ou LF est une polarisation de degré 2 sur F .,

On rappelle qu'on veut montrer que Pr(T6) c g . On utilise pour cela A1.1.1 et
1.5.2 avec ses notations : il suffit de montrer que (ﬁZ,E )€ E4 (2) © A4 (2) . La courbe

C, ne joue plus aucun rdle : la courbe C, est plongée dans IP¢ par |wC | 5 le
2

1
revétement M Eé — C2 est ramifié le long d'une section par une droite D et
on veut montrer que la variété de Prym duale (ﬁz,[z) est dans §4 (2) *

Considérons le cas particulier C=Du C2 d'élément de T6 . La courbe C est
une quintique plane. Le revétement 7:C —> C est pair au sens de [Ma] puisque sa
variété de Prym (P,L) est dans N? . Cette derniére est donc isomorphe a la jaco-

bienne (JN,0) d'une courbe N Tlisse de genre 5 ([Be 2], [Mal, [Tj 11, [Tj 2]). Le lieu
11.D ‘
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singulier du diviseur 6 est isomorphe a la courbe € donc est réductible. 1T ressort de
1'analyse de [Te] qu'il existe un morphisme de degré 2, p: N —E , o E est la

courbe elliptique revétement double de D ramifié sur Dn C2 . Si on note

(Q,LQ)6354£31a variété de Prym associée @ p , on a deux isogénies :

f:ExPy —P (par 2.3)
g:ExQ — INxP (cf. 1.5.3)

et 1°*L~LEn:|L2 , g*L~LEmLQ .

On va maintenant montrer que (P2 L2) est isomorphe a (Q,LQ), ce qui terminera
la démonstration. Pour cela, on utilise A1.1.1 et ses notations. Les injections

jE(f) : E— JIN (déduite de f) et jE(g) : E <~ JN (déduite de g) induisent
toutes deux des morphismes de degré 2 de N sur E . Comme 62 est irréductible,

il découle de [Te] que la structure superelliptique de N est unique. Quitte a modi-
fier f par un automorphisme de E et de N , on peut supposer que jE(f)= jE(g).

La conclusion est alors une conséquence directe de 1'unicité de X" dans Al.1.1.

3. La construction de Recillas. La construction tétragonale de Donagi.

3.1. La construction de Recillas.

Rappelons la construction suivante, exposée dans [Re] et précisée dans [Do-S]
pages 47-49,

So1t X une courbe lisse de genre g munie d'un gl , FiX -—:>IP1 La courbe
C- §P1X a au plus des points doubles comme singularités et admet un morphisme de
degré 6, f(z) [§ -—:»IP1

a?soc1e f 1f( ) - (a+b). On note m: t — C/i=C le morphisme induit, par lequel
2)
f

I yasur C une involution naturelle 1 qui a (a+b)

se factorise. La courbe C est trigonale.

Théoreme 3.1.1. Le revétement m:C —> C est admissible et sa variété de Prym est

isomorphe a la jacobienne de X .

Corollaire 3.1.2.

1) Les variétés de Prym associées aux revétements admissibles des courbes obtenues

en identifiant deux points d'une courbe hyperelliptique sont des jacobiennes hyper-

elliptiques (comparer [Be 1] Theorem 4.10 cas b)).
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2) Le Tieu des jacobiennes hyperelliptiques de genre g est contenu dans Pr(f'{;+1 0).

3) Le lieu des jacobiennes superelliptiques de genre g est contenu dans Pr(Hg+1 1).

s Soit X une courbe hyperelliptique ou superelliptique de genre g . On a donc un
morphisme de degré 2,p: X —> B , d'involution associée o sur X , de ramification

Ap sur B, avec g(B)=0 ou 1. 0On choisit un g; , q:B —e-P1 de ramification

1

Aq sur P, d'involution 1 . Si r(Ap):tAp , le groupe de Galois de f=gp: X —e-ﬂ;

~

est Te groupe D4 . La courbe C associée par la construction de Recillas est :

C = {x+ox | xeX}u {x+y| px=1py} = BUH

1

C=C/iz P UH

et H est hyperelliptique.

Au-dessus de Q€ chﬂP1, la fibre de f(z) est

-sur B x+ox deux fois (f(x)=Q)

~

- sur H X+X , Xt0X , OX+X , OX+0X .

La figure Tocale est donc :

==k

Donc H rencontre IP1 en un point au-dessus de Q .

Au-dessus de q(P), ou Peg Apc:B , la fibre est :

-sur B 2x, y+oy (p(x)=P, ply)=1P)

~

- sur H x+y deux fois, x+oy deux fois.

La figure locale est :
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IPl

Donc H ne coupe pas P1 mais le morphisme H —93:>IP1 est ramifié. On a donc :

1 1

- HnP* s'envoie par ¢ sur Aq et est Aq sur P

- ¢ est ramifié sur q(Ap).

Si g(B)=0, H coupe P! en? points quelconques. 11 est facile de voir qu'on
peut obtenir ainsi toutes les courbes hyperelliptiques H de genre g . En inversant
la construction de Recillas ([Be 2] page 389), on a la réciproque, ce qui prouve 1)
(utiliser [Be 1] 4.11.3). Si 4A_ = P1+...+P29+2 , on peut choisir g de fagon que

P

TP1= Pj<;=> i=1, j=2 . La courbe H acquiert un point singulier au-dessus de

q(P1). Ceci prouve 2).

Si g(B)=1, H coupe P! en 4 points, donc C est dans Hg+1 -

3.2. La construction tétragonale de Donagi.

On part d'un revétement double étale connexe : € — C d'une courbe Tisse C
admettant un gl , h:C -€>IP1. On a donc un morphisme IP1 - C(4) qui a PEIP1

associe sa fibre h'1(P).

On pose :
¥_opl  (4) _ x(4)
p] — ¢4

L'involution o induit une involution y sur S .
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Théoreme 3.2.1 (Donagi) ([Do] et [Be 3] §3, c)). La courbe S est réunion disjointe

de deux courbes C

1 et Eé , stab1es par y . Les revétements E& — E&/y , J= 1,2

sont admissibles et leurs variétés de Prym sont isomorphes a la variété de Prym de

mC—=C.

On va maintenant appliquer cette construction aux revétements de S et de

’ g+l,t
Sg+1 , pour lesquels la courbe C admet des 9y -

3.2.2. Le cas des familles Sg+1,t .

1

On prend les notations 1.1, et on choisit un g; , 6: E =1, d'involution

associée 1 . On pose h=¢p:C -—e-P1 . La fibre de PEIP1 sous hm = ¢f : T —--:>IP1

est  {x,0x,0'x,0"X,y,0y,0'y,a"y} ou f(x)=1f(y) et o¢f(x)=

Avec les notations ci-dessus, on a :

~

C1 = {x+0"x+y+0'y , ox+0"ox+y+c'y , x+o"x+oy+o'oy , x+o'x+y+c"y et images par o}

~

o

) = CZU C2 ou :

C, = {x+0'x4y+0'y , ox+c'ox+y+c'y et images par o}

R

{al+bl ECI(Z) l p|a|= Iplbl}

2)

Cll {al|+bll € CII( i pIlall = 1pllb|l} .

2

R

1) On suppose que WPy # Py pour 1<i<2t<j<2g . On voit facﬂemegt (en utilisant
[Be 3] Proposition 3, qui est un résultat de Welters ([We 3])) que C, est lisse et
que Yy Yy opere sans point fixe. Le groupe {1,0,0',0"} opére sur C1 . On vérifie
qu'il induit un diagramme commutatif :

N/NC/O\
N

Le revétement étale 51 — 31/y est donc dans S

—_ﬁz

'e=C1/o

g+t On peut remarquer que pour

t=0 (i.e. 26'=0), on a toujours 18'=¢"' et le revétement obtenu est isomorphe

kSont de dimension 0
g+l,t

a 7. C'est d'ailleurs le seul cas ou les fibres de Pr S

(1.4.2).
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2) Les courbes T et C' se coupent en 4 points situés au-dessus de la ramification

2 2 ~ ~
de ¢ sur IP1. Si 1P1-¢Pj pour 1<1i,j<2t (resp. 2t<1i,j<29) alors Cé (resp. C%)

est Tisse. On a des morphismes de degré 2 :
~, 1 e
C2/y —> [P ramifié en <pP1,...,<1>P2t
~, 1 o
CZ/Y —IP" ramifié en ¢>P2t+1,...,q>P29 .

Plus précisément, on distingue les cas :

i) t=0.L"involution 1 se remonte a C' et EZI est réunion disjointe de deux
courbes rationnelles lisses stables par vy . La courbe C2= CZ/Y est réunion de la
courbe hyperelliptique CE/Y de genre g-1 et de deux courbes rationnelles la
coupant chacune en deux points. Sa réduction stable est dans Hng1 0 I1 est facile

de voir qu'on obtient ainsi toutes les courbes de Hg+1 0

ii) t=1.Lla courbe C, est réunion de la courbe hyperelliptique E;/y de genre

2
g-2 et d'une courbe rationnelle la coupant en 4 points. On est donc dans fg” =

Toute courbe hyperelliptique lisse de genre g-2 peut &tre ainsi obtenue. Les quatre
points d'intersection sont aussi quelconques sur cette courbe. Enfin, ils sont aussi

quelconques sur IP1 puisque, pour tous R1,...,R4,S1,...,S4€IP1 tels que

P oo . . . ] . 1
[R1.R2.R3.R4]¢ [S1.52.S3.S4], il existe un morphisme de degré 2, y:IP° —1IP
que w(SJ.)=RJ. , 1<3<4 .

tel

ii1) t> 2. On obtient deux courbes hyperelliptiques se coupant en 4 points. On est

dans H_+ . On a montré :

g+1,t

Théoreme 3.2.3. Pour tout g et 0<t<g/2 ,ona E
égalité pour t=0 et 1.

ge,t) VS

3.2.4. La famille Sg+1

est lisse et admet une structure superelliptique p:C —> E de ramification

Ap = P1+"‘+P29

f= pw:E —> £ est de groupe de Galois D

. On rappelle que c'est le cas ol la courbe C

sur E, et d'involution associée 1 , mais ol le morphisme

4 On choisit un g; , 0 E —>IP1 sur

E , de ramification A¢> = R1+...+R4 sur IP1, et d'involution associée 1 . On a donc
1 1

un- g, h=¢p:C—IP sur C, qu'on suppose de groupe de Galois D4 (par

exemple 1(Ap)¢Ap) et auquel on applique la construction tétragonale.

Soit PEIP1. On écrit sa fibre sous m: C —->IP1 de Ta facon suivante :

I1.D
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5% ¢ Bp &p
X,0X —> a } — o
Y,0y —> 1a }
- - —> P
f,o% —> b } — e
Y,0y = b

Avec les notations précédentes, les fibres de 61 et de Eé au-dessus de P
sont respectivement :

(31)P = {X4X+Y+Y , OXHOX+Y+Y , OX+X+0y+y , OX+X+y+oy , + images par o}

(€

2)P = {OX+XHY4Y , XHOX+Y+Y , X+X+OY+Y , X+X+y+qy , + images par o} .

~

On peut montrer par un calcul d'action de groupes que C1 et Eé sont irréduc-
tibles. On remarque aussi que t induit une involution sur C1 (et sur CZ)’ qui
envoie [t+u+v+w] € C1 ou f(t)="f(v), sur [ot+u+ov+w] (encore une fois, ceci peut
étre prouvé rigoureusement par un calcul d'action de groupes que nous ne ferons pas).

Par exemple, [x+x+y+y] est envoyé sur [ox+x+oy+y] = [X+oX+y+oy] . On note Dj= Cj/r
et ona :

(D1)P = {[x+x+y+y] = [ox+x+oy+y] = images par o , [ox+ox+y+y] = [ox+X+y+oy] = images
par o}

(DZ)P = {[ox+x+y+y] = [x+x+oy+y] = images par o , [X+oX+y+y] = [X+X+y+qy] = images

par o} .

On a donc des morphismes :

ms P 0.
v ] J L
Cj Cj Dj P pour j=1,2 .

On remarque qu'au-dessus de Ri y 1=1,...,4 , il n'y a qu'un seul point sur D1
et sur D2 . Donc soit ¢j est ramifié en ce point, soit Dj y est singuliére.
Que se passe-t-il sur Cj au-dessus d'un Ri 2 0n a alors x+y=x+y et :

e S0it X=X , y=y et (C1)R‘ = {[2x+2y], [20x+2y], [x+ox+y+oyl} .
i

Par le critére de Welters ([We 31, [Be 3] Proposition 3), C1 est lisse en les
deux premiers de ces points mais pas en le troisiéme. La courbe D1 est singuliére
au-dessus de Ri et la figure Tocale est la suivante :
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On a :

(CZ)R- = {[x+ox+2y] , [2x+y+oy]} et C2 est 1isse en ces points par le critére de
i
Welters. La courbe D2 est 1isse au-dessus de Ri et 0 est ramifié en R. .
i

La figure Tocale est la suivante :

. S0it Xx=y , y=x et la situation est inversée.

On en déduit que A¢ = R1+...+R4 est réunion disjointe de la ramification de
9 et de celle de ¢ - Comme les Dj ?ont irréductibles, on en déduit qu'elles
sont toutes deux obtenues a partir de P en identifiant deux paires de points. Les
courbes Cj sont donc obtenues en identifiant deux paires de points sur des courbes

hyperelliptiques NCJ . On est donc dans Hg+1,o

p .
NCJ - NDJ.e:IP1 satisfait a ¢j(A')= ¢(Ap) donc on voit qu'on obtient ainsi tous

J
. On a donc Pr(Sg+1) = Pr(H ).

. Enfin, 1a ramification Aj de

les revétements de Hg+1

»0 g+1,0
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4. Le mot de la fin.

- 2 2
En dimension g¢>6 , on sait maintenant que Jg , Eg , E1,g-1 et les Ai,g-t
pour 2<t<g/2 sont des composantes irréductibles de Ng_4 [An-M], 1.4.5, 1.6.1,

A1.4.5).

Proposition 4.1. Pour g>6 , ces composantes sont distinctes deux a deux.

mle fermé T est distinct de Ef 1 etde A2

. g ) 9= t’H'E ] ) i .
simple, et de Eg car 3g9-3#2g . La seule coincidence de dimension qui
reste est  dim Eg = dim Ag 3
section des cones tangents aux points doubles du diviseur théta est une courbe ellip-

tique de degré 6 dans IP5 (cf. 1.3.11)). Pour un élément générique de Ag 30 c'est
une union disjointe de deux 2-plans projectifs (A1.4.4).I1s sont donc non isomorphes.m

car une jacobienne générique est

= 12 . Pour un élément générique de E% , 1'inter-

Proposition 4.2. L'espace N? a_cing composantes irréductibles de dimensions respec-
tives 12, 10, 9, 9 et 11, & savoir J; ; Eé JEL LA, et A, (cf. définition

ci-dessous).

» Comme 1'application Pr:R. — A_ est surjective ([Be 1]), i1 ressort de la liste

6 5
de Beauville, _ du commentaire qui la précéde, et de 2.1, 2.2, 3.2.3 et 3.2.4, que
5 2 2 2

Ny = T UE UE qUAy sUA JUA 3500 A A
abéliennes produit de deux variétés abéliennes de dimensions respectives t et g-t .
Les dimensions respectives sont 12, 10, 9, 9, 11 et 9 (1.4.2, A1.1.3). On_remarque tout
de suite que A2’3c:j5 . Tous ces ensembles sont irréductibles et 35 , Eé et

A§’3 sont des composantes de N? ([An-M], 1.4.5,A1.4.5). Comme A1’4 n'est pas
inclus dans jS , c'est aussi une composante de N? . IT reste a vérifier que E?’4

2 2
U E5 U A2,3

désigne 1'ensemble des variétés

n'est pas inclus dans J

UA . C'est évident pour A , puisque
1,4 1,4
B2 ¢N3oA
1,475

5
1,4 °

Si un élément générique (P,Z) de E%’4 est Ta jacobienne d'une courbe C de
genre 5, C est Tisse non hyperelliptique puisque dim Sing = =1 (1.2.4). On sait
que 1'espace vectoriel engendré par les équations des cénes tangents aux points doubles
de 2 est (5+1)- (3.5-3) d'une part car P~JC ([Gr 11), (5+1)- (3.5-2) d'autre

2 2
part par 1.3.12). Contradiction.

1}

Si c'est un élément de Ag 3 3 il est aussi générique dans Ag 3 qui a méme
2 b b

L'intersection des cdones tangents aux points doubles de =
3

dimension que E1 I
devrait étre a la fois un cdne sur une courbe elliptique de P

TPl (A1.4.2),

(1.3.1) et une union
disjointe P UPP
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Si c'est un élément de E%

m:C —C de 36 0" Comme Sing'E est irréductible, on n'est pas dans le cas
exceptionnel 1.2.9, Si la courbe C était lisse, on pourrait donc appliquer 1.3.1

, c'est la variété de Prym d'un revétement admissible

et aboutir a une contradiction. Vue la dimension de E% 45 la courbe C , munie de
b
son involution 1 est 1'une des courbes suivantes :

1) C=H/x~y , x~1y ol H est hyperelliptique de genre 4, d'involution hyper-
elliptique 7 . La variété P est isogene & R=Ker(JH -NEL-JH) ([Be 1] Remark 3.6),
ot H est la normalisée de C . Pour la méme raison, la variété de Prym P du
revétement admissible de C=H/x~1x , y~1y induit est isogene 3 R . Mais ( est
hyperelliptique donc ([Be 1] Theorem 4.10) P est une jacobienne hyperelliptique.

Mais c'est impossible puisque P€ n'est pas simple et qu'une jacobienne

hyperelliptique générique est simpll:4
2) C=N/x~1x ou N est superelliptique Tisse de genre 5, d'involution 7 . Le

revétement 7:C —> C ne peut &tre Te revétement de Wirtinger puisqu'on aurait alors

P~JN et que les jacobiennes superelliptiques de genre 5 forment une famille de dimen-

Sm8ﬁtﬁm%f9.McEe%ﬂMWMMJNWMB&NetN%W

est ramifié en x et tx . La courbe C a un point double 0 qui est fixe par o .

Comme pa(EVO')= 1 (on est dans $6 o

sur une courbe elliptique 1isse, C' est lisse et p':C' — E est étale. Ceci con-

) et qu'il existe un morphisme de C/¢'=C'

tredit le fait que n'(0) est fixe par t'. Donc ce revétement n'est pas dans $ .

6,0 °
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II.E. Compléments sur les variétés de Prym &léments de ”g—4'

Le théoréme principal de II.D donne la décomposition suivante de
la famille des variétés de Prym irréductibles (P,E de dimension g»5
vérifiant dim Sing =>g-4 :

ﬂ§_4n?;":;guzgu;¥g_lu u ?%’152

’ 2¢tegs2 '8

ol les adhérences sont prises dans A;rr (cf. I.3.12) ; ?f';fz est
1’ensemble des éléments irréductibles de ?i gt défini dans A2.3 ;
2 _ 2 _

Cg = Pr(?g+l’0) et Cl,g—l- Pr(9g+1,1) (la définition de yg+l,t

est rappelée plus bas).

Les résultats de II.D fournissent de plus une description

géométrique précise des éléments de CZ et de 8? g1

Cette section sera consacrée d’une part & la description des

éléments des familles ?é+1 ¢ et des variétés de Prym associées,
’

c’est-d-dire de ;2 d’autre part & 1’étude des singularités du

t,g-t°’

diviseur théta de certains é&léments de ;i.

On étudie aussi briévement la situation en dimension 4.

. 2
tl. Les familles et,g—t'

Pour 0<t<g/2, la famille yg+1,t est le sous—-ensemble de ag+1
forms des revétements doubles &tales = : C —s C des courbes lisses
connexes C de genre g+l admettant une structure superelliptique
p: C— E, tels que le groupe de Galois de pn soit {l,0,0’,0"},

isomorphe & (272)2, avec C/o=C, C’=C/o’ de genre t+l, C"=C/o"
de genre g-t+l. On emploiera les notations de II.D.l.1, en

. . 2 _
particulier Ct,g—t- Pr($g+1,t).

II.E



On étudie les dégénérescences de tels revétements pour lesquelles
n reste admissible.

Si E reste lisse, on déduit de II.D.1.5.1 et du fait que P’
et P" restent des variétés abéliennes que JC’ et JC" restent des
variétés abéliennes. Il s’ensuit que 1’on est dans un des cas
suivants :

- C’ et C" lisses, 4’'Nd"=¢. On est alors toujours dans

Yg+1’t.

- C’ et C" lisses, A4’Nd"#é. En vertu de II.D.3.2.2, il
suffit de faire une construction tétragonale bien choisie pour se
ramener -sans changer la variété de Prym !— au premier cas.

- C’ est une réunion de deux copies de E se coupant en un
point, de sorte que t=1. La variété de Prym P est alors la
jacobienne de C".

Si E est irréductible non lisse, on est dans la situation
suivante, si t>0 :

. /T\c N

>\~T y l"‘W:’Z wl wf)
p\‘ l

ol Hr désigne une courbe hyperelliptique lisse de genre r et ou

w1 et w, sont des points de Weierstrass.
Avec les notations de A2.4, la variété de Prym associée est dans
2
”t,g—t (0<tgg/2).

Si t=0, il faut ajouter au cas précédent le cas ou C’ L,

est le revétement de Wirtinger. La variété de Prym associée & 7n est
alors la jacobienne de C".

Si E est réductible, on est dans la situation suivante :
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-
i R

La courbe E est réunion de r copies de ]Pl. Sur la j-iéme copie,
il y a 2g3 points de 4’ et 2g").' points de 4", soit

2g.= 2g'+2g" oints de 4, avec 0. O donc Z g’=t,
g\J g‘J gJ p s de v gJ n a donc gJ
z g;:g—t.

2
La variété de Prym associée est alors dans #, s m "
gl)""gr’gl)“"gs

en omettant les indices nuls (notations de A2.4).
On a donc montré :

Théoréme 1.1.

Pour tout g, on a les égalités :

;§ = C‘Z Uieg 8] U 3(2 g
lgglg...ggr 1 r
lgi=g
2 2
€7 37 €¢€0 U SPup U u ¥
l,g-1 "1,g-1 g lsgls---sg l,gl, x-
r
Zgizg-l
7 2 2

€ =€ U U % _, ) " " o

1<g’<...<g’, g’ =t SRR NEY:S WY -
r 1

lsgls-.-sgs,zgfg—t

ol les adhérences sont prises dans 1’ensemble des variétés abéliennes
irréductibles.

I1.E
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. . 2 ~ \ PR
Les familles Ct,g—t_ Pr(Yg+l’t, sont définies plus haut, les
familles 32 en A2.4, et la famille =% (resp. fup ) est la
O ERRERY - g g

famille des jacobiennes des courbes hyperelliptiques

(resp. superelliptiques) lisses.

5_4 n ?;rr donnée en
téte de cette section, de A2.4.4, A2.3.8 et A2.3.2 le corollaire
suivant.

On déduit alors de la décomposition de ¥

Corollaire 1.2 :

Pour g5, on a:

g irr 2

N ne = Uuée UHr U €
g-4 g ‘g 1,g-1
2 2,irr

U # U U P

§2. Singularités du diviseur théta des &léments de nz pour g>5.

Les éléments de nz sont, on le rappelle, les variétés de Prym

(P,E associées aux revétements w:C — C, dégénérescences

d’éléments de ¥ de la forme suivante :
g+1,0

~

C = ﬁ/Q ~Q et 0 Q ~o’Q

~

1 0 1 0
w a"
’ l
9% ¢ |
- | - H ? b " _ 17" ” ”
¢ Blot rq~rq ¢'= B/ c"= H'/Q1~
p p’ l p"
E= PI/P ~P
- 1°0
ot H’ =« IPl
H, H" et H sont hyperelliptiques de genres respectifs g-1, g,
2g-1.
Q8 et Oi sont des points de Weierstrass de H".

On note n : H—y C la normalisation de C.
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On a les suites exactes suivantes (cf. [Be 1] 3.5 et II.D.1.5.1)

JH”
H*
Iy
~% - N
(2.1) 0 —72/2 — P 2 |, K= Ker(JH —2_, JH) —— O,
0

Proposition 2.2.

Pour g5, le lieu singulier du diviseur théta d’un élément de

ﬂé a une seule composante irréductible de dimension »>g-4, & savoir :

W= GO e fhrp(2) | Lrepic i, KO (L)1)

W J] découle de [Be 1] & 4 qu'un faisceau inversible L sur C
correspondant & un point générique d’une composante de dimension >g-4
de Sing Z tombe dans 1’une des catégories suivantes :

1) Cas c) de la liste de Theorem 4.10. de loc. cit.:

On peut alors écrire L= (f*M)(D) avec M de degré 2 sur E et D
. . ~ ~% X
non singulier sur C. On a alors n L= fo¢(2) ® 0(D), avec
X
(=9
n*Dele ® p cp( _)I.

Mais |wH ® p*6H§—2)|= p*laﬂxg—4)|. Comme D est non singulier,

on peut 1’écrire (comme en II.D.1.2.1) D= u’*D’+n"*D" avec D’ et
D" effectifs, deg D’+deg D"=g-4. Pour que la famille de faisceaux
inversibles associée soit de dimension g-4, il faut de plus que 1’on

ait h°(H’,D’)= h°(H",D")=1 pour un &lément générique L. Comme H’
est rationnelle lisse, on a D’=0. On est donc dans la famille de
1’énoncé.

2) Cas f) de la liste de loc. cit.

Un élément générique L satisfait alors & (cf. 4.10.2 de
loc. cit) :

~% X ~ o~ ) )
n L= f olp(l)(D+Qo+Q1+o QO«: Ql)

X
avec n*Dep |0P(g—4)|.
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Mais, pour tout point x de la courbe hyperelliptique H, ona

~ ~ X
0~(x+o’x)= ' UH,(I), de sorte qu’on a :

H
2¥1= £%0(2) & o (D)
On en déduit comme ci-dessus qu’on est dans la famille Wz.
I1 reste & montrer 1'irréductibilité de W,.
Le diagramme (2.1) se compléte en :
X -——ll—-+ JH"
(2.3) a [ l a¥
P K

o X=K est polarisée de degré 2, h= (n"*)“, q= (E*)“.
L’isogénie h est associée & 1’élément €= UH"(QS-Qf) de

s -1 . . . .
JH"[2]. La variété q (W est isomorphe & 1’image inverse par h

)
2}
de la sous-variété Wg—4 de Jg-4H". Elle est irréductible puisque
la restriction PicJH" —, lr"icowg—4 est un isomorphisme pour g-4>0.

|

On donnera en II.F.3.4 une autre description de “2.

83. Singularités du diviseur theéta des é&léments de n% g1 pour g£5.

La situation est la méme que dans le paragraphe précédent,
excepté qu’on a maintenant g(H’)=1, g(H")=g-1 et que H n’est plus
hyperelliptique.

Le diagramme 2.3 devient :

h=(h’ ,h")

X x X" s JH'xJH"

(3.1) q (@ ,—="")

I1.E
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Le noyau de 1’isogénie (n’*,—n"*) est d’ordre deux, engendré
par (OH, (Ql,—QC,))’ O‘Hu(Qi'—Q(';)):(e—,se")-

Les isogénies q et h sont de degré 4. L’isogénie q fait de

P un &lément de 32 (définition donnée en A2.4).

1,g-1

Proposition 3.2.

Pour g>5, le lieu singulier du diviseur théta d’un &lément de

ﬂ? g-1 a deux composantes irréductibles de dimension > g-4, a

savoir
I N e AR L £lo(2)| 1 epicth,
1"ePic® 3H", ho(L')hO(L")>0)
et W=t r@H T @t e ffﬁp(2)|L"epicg “SEm, h°(L")>0}.

® Comme dans la démonstration de 2.2, les seuls cas de la liste de
Beauville qui nous concernent sont les cas c) et f).

Un élément générique relevant du cas c) vérifie comme en 2.2 :
~X
2= £o(2) @ o D ¥
o 3 ’ O ”"n 7"
avec h™(H’,D’)= h (H",D")=1.

Si deg D’=0, il est facile de vérifier qu’on a ho(E,L)=3. On
n’est donc pas dans P.

On a donc deg D’=1 et on est dans la famille W,.

Un &lément générique relevant du cas f) vérifie :

~% X ~ o~ ,= e
nlkl=f oxp(l) ® U(D+Qo+Ql+o Qo+o Ql)

X \ A _RA 1A '
f UIP(Z) ® a(D+Qo—Ql+o Qo—o Ql)

I

"

f*angz) e n'fe’ @ o D24 D)

Comme ci-dessus, on a soit deg D’=0, auquel cas on est dans
Wl, soit deg D’=1, auquel cas on est dans W2 (qui est stable par

. X
translation par =wn’'e’).

On vérifiera en II.F.5.1 que Wl correspond effectivement & des

-

singularités de =.
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Les sous—-variétés Wl et W2 de P sont isomorphes aux images

par q des images inverses par h des sous-variétés {O}xh!’g =3 et
"_
JH xw& 4 de JH’xJH". Elles sont donc irréductibles puisque les

applications naturelles Pic°J N Picowd sont injectives pour d>0
(pour g"=4, il suffit de remarquer que W2= q(X'xKer h")= q(X’x{0}).
[

On donnera en II.F.5 une autre description de Wl et de Wz.

§84. Le cas de la dimension 4.

En ce qui concerne les familles ?5 £ 0<t<2, toute 1’analyse

de II.D.1 reste valable. En particulier, sous 1’'hypoth&se que la
ramification 4 de p: C —4 E n’est pas somme de deux &léments de
|6, on a :

¢ pour t=1
{f*M|M2=o(5)} pour t=0,2.

Sing =

Dans le cas t=0, on a f*s’EO (6’€JE[2]), donc le lieu

singulier du diviseur = a deux points d’ordre 2. Par I1.D.1.4.2,

€i= Pr(?s’o) est de dimension 8. Sur €§,2= Pr(?s,z), on a 4 points
singuliers d’ordre 2. La méthode de II.D.1.4.2 donne dim Cg 2=6. On

Z 2

a d’ailleurs €2 2=A2 2 et on retrouve ainsi le fait que le diviseur
b ’

thdta d’un élément générique de A% » @ 4 points singuliers, qui sont

<y &

d’ordre 2 (Al.3.6). Enfin, il résulte de 1.1 que

2 2 T3 3
€2,207 42,27 #3 2 € &y-

Résumons ces résultats dans une proposition.

Proposition 4.1.
1) Le sous—ensemble Ci de A4 est de dimension 8. Tout &lément

a deux points d’ordre deux comme seules singularités de son diviseur
théta.

2) Le diviseur théta d’un &lément générique de Ci 3 est lisse.
’

3) Le sous—ensemble cg o de 4, de dimension 6. Le diviseur

Sy &

théta d’un élément générique a 4 points d’ordre deux comme seules
singularités.
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On démontre des résultats analogues pour xz

t 4-t° 0<te2

Proposition 4.2.

2
4
dimensions respectives 7, 6 et 6. Le diviseur th8ta d’un élément
générique a respectivement 2, 2 et 4 points d’ordre deux comme seules
singularités.

2 2
Les sous—ensembles ¥ ”1,3 et ﬂ2,2 de Ay sont de
6

= On examine, comme dans les démonstrations de 2.2 et 3.2, les
différents cas de la liste du Theorem 4.10 de [Be 1] qui peuvent nous
concerner.

1) Cas c) de la liste.

On obtient les deux points de W= (E*)_l{f*a 1(2)}.
P

On a cependant la condition supplémentaire que pour le faisceau

inversible 1 correspondant sur C, ho(E,i) doit @tre pair. On a :

B @,1) = (el ('0(2))[s@ )= (@) et s(0’T )= s’}

Pour t=0, H est hyperelliptique de genre 7 et :

HO(

¢,1) ~ {seHo(ﬁ.4gé)|s(5°)= 5(51)}, de dimension 4.
Pour t=1, H' est elliptique et :

@) = (sel®(0,p%0(2))[s(@))= 8(Q))}, de dimension 3.

Pour t=2, HO(E,I) est de dimension 2.

L’ensemble W ne contribue donc & des singularités de = que
pour t=0 ou t=2.

2) Cas d) de la liste.

I1 faut chercher si la courbe C admet des faisceaux inversibles
N avec ho(C,N)=2, szwc. Soit n:H — C sa normalisation. La
courbe H est hyperelliptique de genre 3 et d’involution 7. On
obtient C en identifiant Qo a Q1 et rQo a rQl. On a

n*N= 2g%+1 avec +veJH[2], et :
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ho(C,N): dim{seHo(n*N)ls(Qo): S(Ql) et s(rQo): s(rQl)}.

3]
1

Si v est nul, on est dans WZ. Si v est non nul, il découle

du fait qu’il existe une section non nulle de n*N nulle en Qo et

en Q1 qu’on a :
3x, yeH 2 1+1 = Q +Q, +x+y
! g2 T Yo 1 ’
I1 existe alors 4 points de Weierstrass WpseeeaWy de H tels
que : v = w1+w2—w3—w4. Le diviseur QO+Q1 est alors contenu dans un
diviseur du pinceau sans point base |w1+w2+w3+w4|, ce qui ne se

produit pas pour QO et O1 génériques sur H.
3) Cas f) de la liste.

On obtient : (n*)_l{fﬁﬁp(l)(50+51+0’5o+0’51)}, qui est égal &
W pour t=0, distinct sinon. Pour t=1 ou 2, on obtient donc deux
points singuliers d’ordre deux supplémentaires.

4) Cas g) de la liste.

Ce cas n’intervient en fait pas : la courbe H/Q1~Qo n’a pas de

thetanull puisque le systéme linéaire ]wH(Ql+QO)| ne contient pas de
diviseur de la forme 2D avec ho(D)QZ.

On a donc bien trouvé le nombre requis de points singuliers

d’ordre deux pour les é@léments génériques de ﬂz, ﬂf 3 ﬂg 2° Pour
b ]

prouver que ces points correspondent bien & des singularités du
diviseur théta, il suffit de remarquer que par 1.1, on a :

2 2 7z 2 7
gY ¥ 3y #3080

concernant ﬂg 2 peuvent d’ailleurs se déduire de 1’é&galité

k) et d’appliquer 4.1. Les résultats

- 2
Ho 2749 o -

Remarque 4.3.

I1 découle des deux propositions précédentes, et du fait que le
diviseur théta d’une jacobienne non hyperelliptique de dimension 4 ne
peut avoir deux points singuliers d’ordre deux, qu’aucun des é&léments

de CZ’ Ri ou n? 3 n’est une jacobienne. On a d’ailleurs aussi
’

Ag o 0 f4=¢, par exemple par II.C.1.3 et II.B.1.
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II.F. La conjecture de la trisécante pour les variétés de Prym.

Nous sommes maintenant en mesure d’aborder la recherche de
trisécantes éventuelles aux variétés de Kummer des variétés de Prym
irréductibles, en procédant de la facon suivante. Les résultats de la
partie II.C nous permettent d’affirmer que 1’existence d’une inclusion

S.Ea c EC u Sd avec a#0 et {0,a} n {c,d} = ¢ sur une variété de

Prym irréductible (P,Z) de dimension g>4 entraine
dim aa N Sing £ > g-4 .

La variété (P,= appartient en particulier, lorsque g)5 , &
1’une des familles &tudiées en II.D et II.E, c’est-&-dire (II.E.1.2)

2 2 2 2 2 2
(P,E) eg v Uue] UR_UR U u ;..
g g 1,g-1 g 1,g-1 2cteg/2 t,g-t
Lorsque (P,Z) appartient & 1’une des familles 62 , 62 s ”2
g lsg-l g

2 R . s L. .
ou ¥y g1 on a & notre disposition une description assez précise de
b

Sing £ pour déterminer, en dimension > 5 , les éléments a de P
vérifiant dim Sa N Sing £ > g-4 . Pour chacune des trois premiéres

familles c¢i-dessus, on arrive alors & prouver que pour aucun de ces
éléments a , il n’existe d’inclusion non triviale E.Ea = Ec U Ed .

C’est 1’objet des paragraphes 1 & 3.

Dans le paragraphe 4, on €tudie le cas des familles ?i P

2 ¢t ¢ g/2 , en faisant une hypothése de récurrence. Il me semble
important de préciser que les techniques employées s’appliquent de la

¢ Ppour

<

meéme fagon aux &léments de A , pourvu que la conjecture de la

t,g-t
trisécante soit vraie en dimension < g . Le seul - mais il est de
taille! - obstacle & cette approche de cette conjecture est 1’absence
de description compléte de N§~4 . S’il se révélait vrai que les
g P L = -2
composantes de ”g—4 décrites en II.D et Al, & savoir ’g , Cg ,
;2 et Az pour 2 ¢ t ¢ g/2 (pour g5), recouvrent
l,g"l t,g-t - - - ’
N§_4 N A;rr , la cohjecture de la trisécante serait démontrée. Il

suffirait aussi de montrer qu’une variété abélienne irréductible dont

la variété de Kummer admet une trisécante, et qui n’est pas une

2 .

t,g-t avec’ 2 ¢ t < g/2 .

C’est exactement de cette fagon qu’on démontre la conjecture en

dimension 4 : des résultats de Ziv Ran ([Ra]) nous permettent de
2

')
prouver que (P,Z) € 4 = ?5 9
“~y )

jacobienne, appartient a priori & un A
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2
L’étude de la famille w7 est reportée & la fin de cette

1,g-1
section car elle fait appel aux techniques des paragraphes 1 & 4. On a
aussi besoin de la conjecture en dimension 4 pour traiter le cas de

<

111,4 .
On a ainsi montré la conjecture de la trisécante pour les

variétés de Prym (généralisées) de dimension quelconque, donc en

particulier pour toutes les variétés abéliennes de dimension ¢ 5 :

Théoréme. Toute variété de Prym irréductible dont la variété de Kummer
admet une trisécante est une jacobienne de courbe.

® Soit (P,= la variété en question. On procdde par récurrence sur

sa dimension g . Le premier cas non trivial est le cas g=4 , traité

en 4.1. On suppose donc g>5 et la conjecture vraie pour les variétés
de Prym de dimension < g . Comme on 1’a expliqué plus haut, soit

5 , . 2 2 2 2
(P,2) est dans 1’une des familles Cg , Cl,g~1 , ug , “l,g—l ou
?f gt avec 2 ¢ t < g/2 , auquel cas sa variété de Kummer n’a pas de

trisécante par 1.1, 2,1, 3.1, 5.1 et 4.1, soit (P,E) est une

Jjacobienne. -

f)
8l. La conjecture de la trisécante pour les éléments de 6; , €25 .

On rappelle les définitions et notations employées en II.D.1.
La famille yg+l 0 est la famille des revétements doubles é&tales

connexes 7 : C —» C des courbes lisses C de genre §+1 admettant
une structure superelliptique, c’est-d-dire un morphisme p de degré
2 sur une courbe elliptique lisse E , pour laquelle le groupe de

Galois de pm : C —+ E est isomorphe & (]Z/Z)2 . Si on note ce
groupe {l,0,0’,0"} , avec C = C/o , on demande de plus que
g(C/o’) =1 et g(C/o") = g+l

On prend les notations II.D.1.1 :

T
‘y o’
c=C/o c’=C/o’ c"=C/o"
\l p’ -
P E p

’ 2 ) 1" 2 " 2 ”
0(=6") = A"pjo, , 0(=6") = ATpYuL. , 0(=6) = AP0, = 0(-6"-6")
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L’ensemble ¢7 < ?g est 1’ensemble des variétés de Prym

[, o)

correspondant aux é&léments de Yg+1’0 .

9
Théoréme 1.1. Soit (P,E) un élément de c; de dimension g»5 .

Alors la variété de Kummer associée n’a pas de trisécante.

B Sj la variété de Kummer de (P,Z) admet une trisécante, il existe
(cf. II.A.1) des éléments non nuls a, ¢ et d de P avec

S.Ea c Ec U Ed et ae {c,d} . Il résulte alors de II.C.2.3 qu’on a

dim g, N Sing 2 > g-4 . On rappelle (II.D.1.2.2) que Sing E est de

=

dimension g-4 , et a une seule composante de dimension g-4 , &
savoir :

w2 - {T‘.H*U(Du_'_p"*M)IDneC"(g_4) , MGE(Z) , p;D" + 2M = 6}

On a donc W, c =
2 a

~

. . o X
On rappelle aussi qu’on a une isogénie =#«" : P" — P , ol

P" = Ker(JC" _ﬁfa JE) ; son noyau est {O,p"*s’} (cf.II.D.1.5.1).

L’ensemble :
Z = {0(D"+p"*M)|D"eC"(g~4) ) MeE(z) » PRD" + 2M = 6}

est irréductible par A4.1. Si on désigne par " le diviseur théta

canonique de J8cn = g8 _IC" , et si on écrit a = n"*a" avec a'eP",
. ~ " X

on a alors Z c e;" . Par A4.1, ceci entraine a" = 0(-p" e+x+y) avec

eeE , x,y € C" . On a alors :

s.sa = n"*{L" € e".e'e'l,,|Nm L" = o6(8)} ,

qul est irréductible par A4.3.ii) sauf peut-&tre dans 1’un des deux
cas suivants (on rappelle que g(C") = g+l > 6) :

", "

e a" = ¢g(x"-y"). Comme Nm a"=0 , on a y"=r"x". On a alors (cf.
II.B.2) :

S’Ea - {TT"*U(X"+D")ID"GC"(g —2) ,p;D" = G—P"X"} U

* "_
{ﬂ" O,(K - "X"-D") 'D"GC"(g 2) ,p;[KC,.-T"X"-D"] = 6}

C"

Pour un élément du second ensemble, on a :

II.F
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X X
o(KC"—r"x"—D")er" a(KC"—r"x"—D") ~ p" 0(6)
KC"_T"x"_D" E p"*6’ + ,\'" + T"D"
et p;(T"D") = 6_pnxn ,
. - "* ll* ’
de sorte que ces deux ensembles différent de =" p" 6’ = 0 . Ils sont
donc égaux et irréductibles, et E.Sa est irréductible (bien que
n* _1 —_ .
(w" ") (:.:a) ne le soit pas).
e a" = U(—p"*e+x+y) avec 6 = p"x-et+6", soit 6’ = p"x-e . Comme

Nm a"=0 , on a p"x = p"y = 6’+e donc p"x=p"y . Si x=y ,

a" = U(Zx—p"*(p"x—é’)) = U(p"*6’+x—r"x) et a = ﬂ"*(X'T"X), cas déja
. . . X 4

traité ci-dessus. Si x=r"y , on a a" = o(-p" e+p" p"x) = 0(6’) et

a=0 , ce qui est impossible. L

Remarques.
1.2. Pour g>5 , aucun élément de CZ n’est donc une

Jjacobienne. C’est encore vrai pour g=4 par II.E.4.3 (ces résultats
peuvent aussi se déduire de [Sho 1]).

1.3. On peut déduire de la démonstration ci-dessus et de II.C.2.1
que si (P,=Z) € CZ avec g>5 et si E.Ea est réductible, alors il

existe une courbe elliptique F — P avec F.E = 2 et aeF . Comme
la structure superelliptique de C" est unique, on a :

P @) HE) e P ey Jer

2:1 l 2:1 l
F ——y P
et F".e" =4 |

I1 existe alors un morphisme de degré 4 de C" sur F". Pour un
élément générique de 82 les intersections E.Ea sont toutes

irréductibles.

82. La conjecture de la tris&cante pour les éléments de Ci g1’ 5.
. ’

La famille ‘yg+1'1 a 6té définie en II.D.1.1. On a

CI g1~ Pr(ff’g+l 1). Les notations sont les mémes que celles du

] ’

paragraphe précédent, excepté qu’on a maintenant g(C’) = g’ = 2 et
g(C") =g" =¢g .
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(7
Théoréme 2.1. Soit (P,Z) un élément dc CE g1 de dimension g5.
I
Alors la variété de Kummer associée n’a pas de trisécante.
® 0On suppose qu’on a une inclusion non triviale E.Ea c EC U Sd . I1

résulte de II.D.1.2.2 et II.D.1.2.9 que Sing Z a une seule
composante irréductible de dimension g-4 , & savoir :

n_s) 2)

W. = {a(n’*x’+n"*D"+f*M)]x’eC’, D"eC”(g , MeE(

o » P’x’+p{D"+2M=6}
Comme dans 1.1, on a chsa . On rappelle qu’on a une isogénie

¥, 7). P’xP" — P, od P’ = Ker(JC' — JE),

%
P" = Ker(JC" —— JE) (cf. II.D.1.5.1). On écrit donc a = u’ a’+n"*a"
avec Nm a’ = Nm a" =0 .

X
Lemme 2.2. chsa — a" = 0(x+ty-p" e) avec x,yeC" et e€E .

B Commengons par la remarque suivante :

. X
(2.3) Si 'L’ ® n"*L" = 0% , avec deg L’ = deg L" = 0 , alors
il existe un faisceau inversible sur E tel que L’x p’ N,
L"z P" *N-l
En effet, on a alors, n’*L’ o~ n"*L"-l =~ o"*n’*L’ =~ n’*r’*L’.

Cpe X .. . X
Comme n’' est ramifiée, u’ est injective. On a donc L’~ 7' L’.

Comme p est ramifiée en deux points, il existe un faisceau
inversible N sur E tel que L’ p’*N’ ([Mu 2] Corollary 2 page

333). On en déduit LI P S soit, puisque a*  est
injective (a" ramifiée), L" =~ p"*N_

R

P

"__
Soient maintenant D"eC"(g 5) et MeE(z) quelconques. On
choisit x’eC’ tel que p’x’ + p;D" +2M =6 . On a alors, par

hypothése :
a;:ecr 35"€C"(g _1)

{ n’*(;:’+a’)+1t"* (f)n+an = ﬂ”*X"HT"*D""’f*M
[} wpn -
P’ X +p*D =6 .

Par la remarque 2.3, il existe un diviseur N de degré 0 sur
E tel que :
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¥
x’-p’ N = x’+a’

D"+8"

(2.4) {
b 4
Dn+pu : M+p"*N

Si on prend les m2mes x et D" mais qu’on change M en

M. =M+e , eePicoE[Z] , on obtient un autre diviseur Nl tel que :

1
X -
{ x’-p’ N1 = xi+a’
D"+p"*M+p"*6+p"*Nl = l—)i'+a" .

On a alors ;i = §’+p’*(N—N1).

Par I11.D.1.2.7, cela entraine que 1’une des &quivalences
suivantes est satisfaite :

(A) N:—:N1
ou
(B”) N—N1+p’§’ =5’
De méme, on a D' = b”+p"*(e+N1—N) et, si D" est p"-simple

(cf. II.D.1.2.7)

(A™) N§N1+e

ou

.(B") N _N+€+P;I—)" =8" .

1

Remarquons que :

Si (A’) est vrai, (A") est faux, (B") est vrai et

e = 8mpyb" .
Si (B’) est vrai, on a p;ﬁ" = 6—p;ﬁ’ = N—N1+5" donc (B") est faux,
(A") est vrai et :

N-N

m
n

L= 6pD

Comme on peut toujours prendre e dans
PicoE[Z]—{O,é’—p;ﬁ’,6"-p;ﬁ"} , on a montré que D" n’est pas simple,

de sorte qu’on a par 2.4 :

(2)

VD"GC"(g ~5) vMeE Je€E 3G">0 3INeDiv°E
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X
D"+p" M-a" = p"*(e—N)+G" .
Dans les notations de A4.2, cela s’écrit :

(T ce .

2)_3"

Comme g">5 , on peut conclure. La réciproque est évidente.

Lemme 2.5. Si on a une inclusion non triviale S.Ea c EC U Ed , alors

aen’*P’ U n"*P" .

® On raisonne par 1’absurde, de sorte qu’on suppose a’ép’*PicoE ,

a"ep" Pic’E .
On introduit

U= {(x*,0(D"),a)|x’eC’ , D"EC"(g -1 , aeDiv’E , p;x’+p;D" =65,

HO(x'-a’-p* *a) # 0 , HO(D"-a"+p"*a) # 0} .

I1 découle de la remarque 2.3 que 1’application naturelle
. " . X X,
U— SﬂSa qui & (x’,0(D"),a) associe O(w’ x’+n" D") est
surjective. On considére maintenant la projection

= ? ’ ’ ’
pry 4 ¢ U— B2 {(x"a)fo(x’) e e’.0l, ¥} .

La courbe B’ est irréductible : en effet, la projection
Pry ! B’ — Pic’E est de degré 2 puisque a’+p’*a n’est jamais nul

et la projection pry : B’ —» o’ est aussi de degré 2 (la fibre de

x’ee’ est (p’*PicoE).e;,_x,). Si B’ était réductible, elle devrait
&tre réunion de deux copies de E et de deux copies de ©’~C’, ce qui
est absurde.

La projection Pry 3 est surjective : la fibre de (x’,a)eB’
est (L" € e".e;"_p"*ale L" =~ 0(6-p’x’)} , de dimension g"-3 par
A4.3 puisque a"ep"*PicoE . Toujours par A4.3, cette fibre est
irréductible sauf si on est dans 1’un des cas suivants (on rappelle

que par 2.2, on a a" = 0(x+y—p"*e)) :

e a = 0(e-p"x) ou 0o(e-p"y)

e a = 0(8'-p’x’+e-p"x) ou 0(6’-p’x’+e-p"y)

e g"=5 et 0(56-p'x’) appartient & un sous—ensemble fini de
Pic4E .
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Les fibres de pr sont donc de dimension pure g"-3 ,

1,3
génériquement irréductibles, de sorte que 1l a une seule composante
irréductible de dimension ) g"-3+1 = g-2 . On en déduit que S.Sa est

irréductible. Contradiction. =

On peut appliquer 2.5 & a,b,c et d . Montrons qu’on a soit
a,b,c,deP’, soit a,b,c,deP". Si ce n’est pas le cas, on a par exemple

aeP’-P" et ceP"-P’. Mais on a aussi E.E _ S E__UE,, desorte

que a-ce€P’UP", ce qui est impossible.
1) Si aeP"-P’ et b,c,deP", on écrit :

a = n"*a" s b = n"*bll s c = n"*cﬂ , d - n"*d"

Les &léments de snsa sont les U(n’*x’+ﬂ"*D") avec
b ’ "N
{ p’ X +p*D =8
JaeDivCE HO(D"—a"—p"*a) 20, Ho(x’+p’*ﬁ) 20 .

On déduit alors de II.D.1.2.7 que :

e soit a=0 et o¢(D") € e".eg"

e s0it atp’x’-6’ = 0 et

Dn__an_pu *a D"—a"—p" *5’+pn *pax’

"_ n* "_ n* "ot
D"-a"+p" 6"-p p*D

KC"__an_T"Dn = K -r"(D"-a")

m

C"

de sorte qu’on a encore 0(D") € 9".92" .

De 1’inclusion E2.2_<c 2 U E,, on déduit e".e", c e", U ", et,
a c d a c

par II.B.4, a" = o(m"-r"m") avec m"eC". Il est alors facile de
vérifier que :

"_
E.Ea = {a (ﬂ!*x’m"*m"m"*nﬂ) Ix’eC’ ’Dllecﬂ(g 2) ,p’x’+p'*'D" E 6_p"m"} .

qui est trivialement irréductible. Contradiction.

. . X
2) Si a,b,c,deP’, on écrit a = un’ a’,... . On montre comme
ci—dessus que E.Sa est réunion de :

X X "
I' = {o(w’ x’+u" D"+f)‘{e)|x’ec’,D”eC"(g 3),eeE,p’x’+p;D"+2e 5} ,
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irréductible indépendant de a’, et de :

"D" = 5}

X X "
I,(a)) - {0(“’ X,'HT" D")lO(X’) € 9,.9;,,D"6C"(g 1),p’x’+p*

Comme C’ est de genre 2, on peut toujours écrire
a’ = UC,(m’—r’m’) avec m’eC’. On a alors :

"_
I, (a,) = {U(ﬂ’*m’m"*nﬂ) |D"eC"(g l) ’p;D" = 5_m’} ,

qui est irréductible.

On a alors I'(a’) < SC U Ed , soit par exemple I’(a’) c SC. I1
ressort de ce qui précéde que ECDI puisque ce€P’, de sorte que

SCDSa . Contradiction. L

§3. La conjecture des trisécantes pour les éléments de ﬂz , 25 .

On rappelle la construction des &léments de xg (II.E.2 et
A2.9).

Soit H" wune courbe hyperelliptique lisse de genre g5 , Q; et

Qg deux points de Weierstrass de H" et e = O(Qg‘Qg) e JH"[2]

Soit X —Ea JH" le revétement étale de degré 2 associ€ & € . Si e"
.. X e . .
est un diviseur théta de JH", ¢(h e") = M définit une polarisation

de degré 2 sur X . Le groupe H(M), isomorphe & (2/2)2, contient
Ker h = {0,a} . Pour chacun des deux &léments de H(M)-Ker h , le
quotient de (X,M) par cet &lément est une variété abélienne

2

principalement polarisée (P,Z), &€lément de ”g .

Théoréme 3.1. Soit (P,E un _élément de ﬂﬁ de dimension

€5 . Alors la variété de Kummer associée n’a pas de trisécante.

® Comme dans le paragraphe 1, on suppose qu’on a une inclusion

5.58 c Ec u Sd avec a#0 , {0,a} N {c,d} = ¢ . On déduit de II.C.2.3

que :

(3.2) dim E_N Sing 2 ) g-4 .

On a montré en II.E.2.2 que Sing ¥ a une seule composante de
dimension > g-4 , dont on va maintenant donner une description
différente.
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On rappelle qu’on a le diagramme (II.E.Z2.3)

_h e
Iﬂ"*
K

On prendra les notations suivantes (outre celles de II.E.2)

(3.3) q

U —— X

—f)

e" diviseur théta sur JH"
diviseur théta sur P , g = q*E tel que :

M=0E) = U(h*e"), polarisation de degré 2 sur X

m

Ker n"* = {0,e} ot e est 1’élément de JH" associé &
UH"(QO‘QI)

Ker h = {0,a} Ker q = {0,B8}, de sorte que a et p
engendrent H(M)

seHO(X,M) une équation de h*e” ,

teHo(X,M) une équation de h*eg , telles que :

Z = div(s+t) , (cf. A2.1.2).

sur JEH", on a :

Sing e.Sing ee = Z+Ze , avec :

7 = g§+og+wg"4 X

I1 est clair sur 1’équation de £ que les points de

h_l(Sing e N Sing ee) sont singuliers sur E .

~

Comme on 1’a remarqué juste aprés II.E.2.3, 1’image inverse Z
de Z par h est irréductible de dimension g-4 (pour @5).

(3.4) La _composante de dimension g-4 de Sing 2 est donc a(Z).

Enfin, on remarque que l’on a :

partie fixe de |[M| = h—l(e".ez)

R
R
"

™T
[e §

h—l(Qg+Wg_2), sous—variété irréductible de

avec T
dimension g-2 de X . En partipulier E'Eq(p) = q(?) est
irréductible.
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Revenons & notre trisécante. Soit a un antécédent de a par
q . On déduit de (3.2) et (3.4) qu’on a 53 >7ZuU 2« . Comme §=2p ,
on a alors :
S0 A B =T u T™
Z c 2 n Zap Ta U Ta+p .
Quitte & changer a en E+p , on peut supposer que 7 est
contenu dans T; . On a alors Z c Th(;) , o T = h(T),

c’est-d-dire :

Qg+ < h@yraranE Tl < S8 e
— 3x,yeH" h(g) = UH,,(x—y)
soit, en utilisant (3.3)

na-= ﬂ"*OH"(x—y) = 0ﬁ(§+o";—§—o"§) ,

Comme ﬁ/o’ = H’> est rationnelle lisse, on a :
~ P 1 - "o PP TN
yto'y = gz = 0 xto'0 X

~% ~ o~ o~ o~
= na = Uﬁ(xn‘-oy—cx--y)

. ~ ~ . . ~ ~X .
Si x et y sont singuliers sur C , on a alors n a=0 , soit
~ o~ ~

a=q(a). Dans ce cas, on a vu que E'Ea = T+T , donc que

B

2.5
[= Y~

ala) = q(T) est irréductible.

Si au plus un des points X et ; est singulier sur C , 11
ressort de A3.2.2 que E.Ea est une sous-variété spéciale

généralisée, irréductible si 1’application rationnelle

O RN Pg-Z composée de 1’application canonique avec la

X,y

projection depuis la corde joignant x a ; , est birationnelle.
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g

L’image canonique de C dans P est

A
!

/spl envoys par {seH’(0(g))|s(P)=s(P )} .

I1 est facile de voir que ¢§ ; n’est pas birationnelle si et

seulement si @y = rax . Sous nos hypothéses, x et y sont alors

~
’

. ~ ~X. ~
lisses sur C et, comme na# 0, ona y =0o’x et :
~% ~ g~~~
na = Uﬁ(xw x—o’x-ox)
—_ "* "
=1 UH"(x-r x)

sont toutes

n
o
ct+
a
(

Comme les intersections E£.E_ , E.EZ

réductibles (utiliser II.A.1.3), on a :

~X

ix,y,zeH" na-=ma" UH"(x—r"x) #0
~% X
nc=mna" aH"(y—r"y) #0

b
o

~X b 3
n (a-c) = " UH"(z—r"z)

x—r“x+y—r"y = Z‘T"Z
ou x-1t"x+y-t"y = z—r"z+Qf—Qg

Chacune de ces deux équivalences n’est possible que si 1’un des
points x, y ou z est un point de Weierstrass de H", ce qui est

impossible puisque E*a , H*c et E*(a—c) sont non nuls.

Remarque 3.5. Pour g5 , aucun &lément de ﬂg n’est donc une

jacobienne. C’est encore vrai pour g=4 par I1.E.4.3 (ces résultats
peuvent aussi se déduire de [Sho 1]).
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84. La conjecture de la trisécante pour les variétés abéliennes de

dimension 4 et pour les éléments de ?f gt lorsque g>5 , 2<¢t<g/2 .

Dans ce paragraphe, on montre la conjecture de la trisécante dans
les cas suivants :

- La variété abélienne concernée est de dimension 4. On utilise
alors de fagon essentielle des résultats de Ziv Ran ([Ra]).

- La variété abélienne est une variété de Prym de dimension
g>5 , élément de ?i gt avec 2 (t ¢ g/2 (ensembles définis en
A2.3.5). On fait alors 1’hypothése que la conjecture de la trisécante
est vraie pour les variétés de Prym de dimension < g .

Théoréme 4.1. Soit (A,8) une variété de Prym irréductible de
dimension g>4 dont la variété de Kummer admet une trisécante. On_

suppose que :

- si g5, (A,e) est élément d’un ?% gt avec 2 <t ¢ g/2

— la conjecture de la trisécante est vraie pour les variétés de
Prym de dimension < g .

Alors (A,8) est une jacobienne de courbe.

B Préliminaires particuliers au cas de la dimension 4.

On part d’une variété abélienne principalement polarisée
irréductible de dimension 4, (A,e), dont la variété de Kummer admet
une trisécante. Par II.A.1.3, il existe a,b,c,d é&léments non nuls de
A, avec at+b = c+td = x et {a,b}n{c,d} = ¢ , et des complexes non
nuls A,u,v , satisfaisant &

veeHo(e) A66 +ue 6, +tve 8, = 0 .
X a C

b d

On suppose que (A,8) n’est pas une jacobienne. On a alors :

Proposition 4.2. 1]l existe des variétés abéliennes polarisées X1 et
X, de degré 2 , dimension 2 et une isogénie n:XlxX2 ——+ A faisant

2

de (A,6) un &lément de Az

9,2 " avec {a,b,c,d}ﬁn(xl) 2 ¢

® On utilise ici les méthodes et résultats de [Ra] : les composantes
des intersections de € avec ses translatés sont des surfaces dans
une variété de dimension 4. On a donc & notre disposition le produit
d’intersection.

Lemme 4.3. Une des composantes de en(eauecued) est de self-

intersection nulle.
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.7
W Soient Vl""’vr les composantes de 6.0 . On suppose V;>0

pour tout i .

Les valeurs V?ZZ , V§:4 sont interdites respectivement par (3)

page 474 et Lemma V.2 de [Ra].

Si Vivj = 0, on déduit de Lemma II.16 de loc. cit. que pour

V=V. ou V. , on a:
1 J

3E < TOA vvev T

lisse (TVV) c E avec dim E = 3

X
v
X
v

{ou 3¢ < TOA vveV T (TVV) > ¢ avec dim¢ =1

lisse
Ceci entraine :

X , X
Vv,wevlisse rv(Tvx) n rw(TwV) 20

soit, par Lemma II.14 de loc. cit., V2=0 .

La valeur Vi.Vj = 1 est aussi interdite par Lemma II.15 de loc.

cit. .
On a donc :
o 2 r 2
Yi#j Vi > 6 V.v. > 2 (z V.)" =24
1 1) 1:1

. . _ . v 1, .2
En particulier r=2 . Si a V1 = V2 , on a [V1] = 2[e] . En

particulier, par Corollary II.2 de loc. cit., V1 est non dégénérée et

V§=6 , ce qui contredit Theorem 5 de loc. cit.

On a donc a—V1 = V1 , a—V2 = V2 et :

2,02 _ on
V1+V2 = 24-2V.V, ¢ 20

9
soit par exemple V; < 10 .

Cette composante V1 est contenue par exemple dans ec . Si on
fait aussi 1’hypothése qu’aucune composante de e.ec n’est de self-

intersection nulle, on a de méme c—V1 = V1 , de sorte que V1 est

invariant par translation par a-c .
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Comme V§>O , a—¢ est d’ordre fini n>2 . Soit p:A — X le

quotient de A par le sous—groupe engendré par a-c et Wl 1’ image
9]

de V, - On a alors 0 < sznwf ¢ 10 . Rappelons que la valeur Wf=2

est interdite par loc. cit. . La scule possibilité qui reste est

n=2 , W§=4 . D’aprés Lemma V.2 de loc. cit., il existe deux courbes

lisses connexes C et D de genre 2 avec :

X ~ JCxJD , Wl ~ CxD .
(Dans le contexte de ce lemme, la variété abélienne X est
principalement polarisée, mais ce n’est pas utilisé dans la
démonstration).

Le morphisme dual de p est une isogénie o : JCxJD — A de
degré 2, induisant des polarisations M et N sur JC et JD
respectivement. On a alors 2 = deg m = deg M.deg N . Une des

polarisations M ou N est donc principale et A est un produit
(cf. par exemple Al.1l.1).

On suppose donc que e'ea , par exemple, posséde une composante
irréductible V vérifiant V2=0 .

Par Lemma II.16 de [Ra], on est dans 1’une des situations
suivantes :

e JveT A ve0 vxev. . ver*{T V)
o lisse X X
Par Lemma II.13 de loc. cit., on est dans 1’un des cas suivants :

1) I1 existe une sous—variété abélienne X' de A et
V'cA’ = A/X’ tels que, si p:A — A’

v=pl(v) , dimXx’ =1 , dim V' =1.
2) Méme chose avec dim X’ =2 , V' = {x’} , de sorte que
vV = p—l(x’) est translaté d’une sous-variété abélienne X’ de A .
X X
e 3heT A h#0 vxevV. . r (TV)ch.
o lisse XX

La variété abélienne X’ engendrée par V est alors de
dimension ¢ 3 . On est alors dans le cas 2) ou le cas :

3) dim X’ = 3 .
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Dans tous les cas, on a une isogénie (cf. par exemple Al.1.1)
m o X'xX" — A avec :

cas 1) dim X’ =1 , V =a(X’xC") C" courbe dans X"
cas 2) dim X' =2 , V= n(X’x{xg}) xSeX”

cas 3) dim X’ =3 , V= n(S’x{x;}) S’ surface dans X’
Cas 1).

Soient M’ et M" les polarisations respectives sur X’ et X"
induites par celle de A . Elles sont de méme type et il existe des

bases {si,...,sé} et {sf,...,s&} de HO(X’,M’) et HO(X",M")
% d
respectivement, telles que @ & ait pour équation <2 si@s;
i=1

(cf. Al.1l.1.iv). On a alors :

vx"eC" sg(x")s; = 0 dans HO(X’,M’)

1

ntMoA

i
soit C" < partie fixe de [M"|

Lemme 4.4. Soit (X,M) une variété abélienne polarisée de dimension
3, qui ne soit pas produit de deux variétés abé&liennes polarisées dont

1’une est principalement polarisée. On suppose que la partie fixe de
M| contient une courbe irréductible C . Alors, soit deg M ¢ 2,

soit C est une courbe elliptigue.

® Soit p:(X,M) — (A,8) une isogénie sur une variété abélienne
principalement polarisée. Si A est irréductible, c’est la jacobienne
d’une courbe D lisse de genre 3. On a :

p(C) e n e_,
geG g

ot G = p(H(M)) (notation I.3.3) est de cardinal d = deg M .

Si d>2 , on en déduit que e.eg est réductible pour tout
geG-{0} .

On utilise alors II.B.1l.

Soient g et g’ deux &léments distincts non nuls de G . On
suppose g = UD(x—y) , & = aD(x’-y’). On a alors :

3

Dx U,(*D)_y
DX’ U (—D)_yr

2
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Comme p(C) est de dimension 1, on a :
- soit p(C) = Dx = Dx’ et x=x'. On a alors g-g’ = UD(y’—y) et

’

Dw c Dy, u (—D)_y . Comme x#y (puisque g’#0), on en déduit que D

est hyperelliptique d'involution 7 et que y=rx . Mais alors
e > p(C)-2g = D-x+2rx , ce qui est impossible puisque g#0
- soit p(C) (—D)_y = (—D)_y, et y=y’. On procdde comme ci-dessus

- soit p(C)
que y’=rx . On a g-g’' = OD(x’—Ty) , 6.0

Dx = (—D)_y, , de sorte que D est hyperelliptique et
' g-g’ = DX’ U DY > p(C), soit
x=x’. On est ramené au premier cas.

La courbe D est donc superelliptique. Il existe EeAl (2) °
PeA2 (2) une isogénie wW:ExP — A , et un &lément non nul g de

NG .
On a alors (cf. II.C.1.4)

e.eg = n(Ex{p}) U n({e}xda) avec eeE , peP .

La courbe p(C) est alors :
- soit w(Ex{p}), c’est-83-dire une courbe elliptique
- soit n({e}xd4). On a alors (cf. II.C.2.5)

vg’eA n({e}xd) c eg, = g’=0 ou g

de sorte que deg M = Card G ¢ 2
- soit une composante de w({e}xd4). Le diviseur 4 est donc
réductible. Par A2.1.1, il existe une isogénie Ele2 — P, o E1

et E2

isomorphes & E1 ou a E2 .

sont des courbes elliptiques, et les composantes de 4 sont

Si (A,e) est maintenant isomorphe a (Al’el)x(A2’92) avec

dim A1=1 , dim A2=2 , 1’hypothése faite sur (X,M) entraine qu’on n’a

ni Gc Alx{O} , ni Gc {o}xA2 .0Or, si g = (gl,gz) avec gI#O s
gZ#O , on a :

eneg = (e»lxez,g ) U (el’glxez) U (Alxeznez’gz)

Si 92 est réductible, toutes les composantes sont des courbes
elliptiques. Si C n’est pas une courbe elliptique, on a donc
p(C) = el,glxe2 ou p(C) = elxez,g2 . Si h-= (hl,hz)eG , on a
alors :
e xe, c (e xA,) U (A xe )

l,g1 2 l,hl 2 1 2,h2
ou O . X0, c (e xA,) U (A, xe ),

1 2,g2 l,h1 2 1 2,h2
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de sorte que :

- soit VheG gl:hl ou h2=0

- soit VvheG h,=0 ou gzrh

1 2

Dans le premier cas, si gl=h1 alors g1¢g1+hl , donc g2+hq=0 ,

soit h = (gl,—gz). Si h2=0 alors g2+h2 # 0 donc gl = g1+h1 et

h=0 . On a donc G = {O;(gl,~g2)} et d=2 .

Le second cas se traite de la méme facon. L

Revenons & 1’&tude du cas 1). Comme (A,8) est supposée
irréductible, (X",M") vérifie les hypothéses du Lemme. On supposera
que la courbe C" n’est pas elliptique : dans le cas contraire, on
est ramené au cas 2). La polarisation M" est alors de degré 2 et

1’isogénie w:X’xX" — A fait de A wun é&lément de A? 3 Notons
F' le lieu fixe de |M"| . On a :

7, L1 N ”" ”" b " " ’ =

Vco — VYx"eC sl(x )sl+sz(x )52 0

- C"<F" .

De méme, si on écrit a = mw(a’,a"), 1’inclusion Vcea entraline

c" <F".
—a

Montrons d’abord que ae€X’.

Supposons que l’on ait F" = F;" . I1 suffit alors de remarquer

que, X" étant de dimension au moins 3, on a :
7" 7" O ” " ~ O ”" 7"
vx"eH(M") H (X ’Mx") — H (F ,Mx) ,

de sorte que a"€H(M") et aeX’

On suppose donc F"#F;" ; F" est alors réductible. En vertu de

A2.2.4., on peut choisir une isogénie de degré 2 de (X",M") sur une
Jjacobienne (irréductible) (J,e). L’image de F" est alors e.ee , ol

e est 1’unique élément non nul de 1’image de H(M") dans J . En
vertu de II.B.1, on est dans 1’un des cas suivants :

o e.ee est irréductible et F" a deux composantes qui différent
par une translation par un élément de H(M"). Comme F"DCWJCQ" , 11
est facile de voir qu’on ne peut avoir F"#F;".

e J est la jacobienne d’une courbe hyperelliptique. De nouveau,
F" a deux composantes qui différent par une translation par un
élément de H(M"), ce qui méne & une contradiction.
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e J est la jacobienne d'une courbe superelliptique. Il existe
alors une isogénie u":ExP — X" avec EeAl (2) Per.(z) , de
) “y /

sorte que (A,e)e4d

2
; . Ona F" =a"(Ex{p})un"({elxd) avec e€E ,

1,2
peP , AE'MPI . S1i 4 est réductible, ses composantes sont des courbes

elliptiques. Comme C" n’est pas elliptique, 4 est irréductible et
c" = C!a" = n"({e}xd), de sorte que a"en"(H(MP)) < H(M") et aeX’.

On a donc montré dans tous les cas que ae€X’, de sorte que (cf.
II1.C.1.4)

e.6 = a(X’xF") U n({x’}xa")

avec x’eX’, a"e|M"|

I1 ressort de II.C.2.5 que le diviseur 4" doit &tre
réductible. Par A2.1.1, il existe alors une isogénie de degré 2,

XX —» X" , qui fait de A un &lément de AZ . Comme en
1772 1,1,2

2
A2.2.1, on peut considérer A comme un &lément de AZ o 1 Ce qui
b

termine la démonstration de la proposition dans le cas 1).
Cas 2).

Comme dans le cas 1), on a xgeF".

Lemme 4.5. Soit (X,M) une variété abélienne polarisée de dimension
2, qui ne soit pas produit de deux variétés abé&éliennes polarisées dont

1’une est principalement polarisée. Alors, si la partie fixe de |M|
est non vide, on a deg M ¢ 2 .

B Soit p : (X,M) — (A,8) une isogénie sur une variété abé&lienne
principalement polarisée, et G = p(H(M)), de cardinal d = deg M .

N e _ . Soit a un &lément de
geG

On a p(partie fixe de |M|)
cette intersection. On a alors :

vgeG-{0} at+G c e.eg

Si d>2 , puisque 92=2 , e.eg est de dimension 1. Il s’ensuit
que © est réductible, A x~ E1
1’hypothése faite sur (X,M). L

xE, , avec G c Elx{O} . Ceci contredit
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L’isogénie @n : X'xX" — A fait donc de (A,6) un élément de
2

A2,2 .
facon :

Comme pour le cas 1), on écrit a = n(a’,a"). On a de la méme

n(X’x{xg}) ce, = xg—a" e F" .

Comme M"2=4 et dim F" =0, ona F" = x3+H(M") donc
a"eH(M") et aeX’. Ceci termine le cas 2).
Cas 3).

On prend les m2mes notations que pour les deux cas précédents. On
a donc :

™M Aa

s"(x")s’ =0 sur S’
. itTo’ 71
i=1

Soit D’ le diviseur &léument de |M’| , défini par cette
équation. Si S’=D’, on a D’cea . On écrit a = n(a’,a"), de sorte

que :

d :

s?(x"-a")s’ , =0 sur D’
. o i,-a
i=1
Comme en II.C.2.5, on montre que cela implique a’€H(M’). On

suppose donc a’=0 . On a alors s;(x;) = s;(xg—a" pour tout i .
Comme a"#0 , le systéme linéaire |M"| n’est pas trés ample, et

d=degM" < 2.

La variété abélienne (A,8) est donc é€lément de Ai 3 On
’

termine en suivant un raisonnement déja& employé : on a a€X" et, par
II.C.2.5 il ne peut y avoir de trisécante que si D’ est réductible.
Il existe alors une isogénie de degré 2, n’ : XixXé — X’ avec

dim X] = 1 . Ceci termine la démonstration de la proposition dans ce

1
cas.

Si S’gD’, D’ est réductible, et il existe une isogénie
n’ . XixXé —— X’ comme ci-dessus, avec :

y _ ’ ’ 93 ’ 9 ’ ’ ’
D = T ({xl}xxz) Umn (Xlez) Aze|M2| .
On est ainsi ramené au cas 2) ou au cas 1l).

(4.6). Démonstration du théoréme 4.1.

On part maintenant d’une variété abélienne principalement
polarisée irréductible (A,e) de dimension ¢g)4 satisfaisant aux
hypothéses du théoréme 4.1. Il ressort du préliminaire - et de nos
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hypothéses - que la variété (A,8) est en particulier élément de

U AE _t + Par AZ.2.2, il existe des variétés abéliennes
2ctegrz 8
polarisées de degré 2, (xl’Ml)""’<Xr’Mr)’ de dimensions respectives
gl,...,gr avec 12 , et g = g1+...+gr ; des générateurs o et pi
de H(Mi) et une isogénie w : X = X x...xXr —— A dont le noyau est

1
engendré par les (al,O,...,O,ai,O,...), 2¢i¢<r, et (pl,...,pr).

On peut choisir des &léments Zi et ﬁi de %(Mi), d’ images

respectives o et pi dans H(Mi), satisfaisant &

=5 =1 a.B.a.B. = -1 .
i pl ’ 1p1 i1

. i . . . ~
Soit s une section non nulle de Mi , lnvariante par % et

t! = Ei.sl , de sorte que {sl,tl} est une base de Ho(Mi).
On peut faire les hypothéses suivantes :
(4.7) Les variétés abéliennes (xi’Mi) sont dans ?gi,(z)
(cf. A2.3.6).
(4.8) Pour tout 1ie{l,...,r} , on a soit gi=1 , soit div(sl) et

div(tl) irréductibles (cf. A2.3.6).
(4.9) Pour tout ie{l,...,r} , on a gi < g-2 .

(4.10) Si r=2 , tout élément de |M.|U|M est irréductible.
1 2

(4.11) Lorsque g=4 , on est dans 1’un des cas suivants :
e Il existe i avec gi=2 et aeu(xi)

e Il existe 1i,j avec gi=gj=1 et aen(Xiij).
En effet, c’est une conséquence de la Proposition 4.2.
Remarque 4.12. Comme on 1’explique en A2.2.1, et en vertu de A2.3.8,
on peut toujours '"regrouper" certains des Xi . si Xi est par
exemple le quotient de Xlx...xxr, par le sous-groupe engendré par
(a,0,...,0,&.,0,...,0) pour 2 < i ¢ r’ alors A s’écrit comme un
1 i

N ’ ] —
quotient de Xl X Xr’+1 X...X Xr du type ci-dessus.

On pourra donc supposer par exemple r=2 pour simplifier
certains calculs. On perd bien str dans ce cas les hypothéses (4.8) et
(4.10).
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On suppose qu’il existe :

X = (xl,...,xr)
a = (al,...,ar) = <b1"'°’br)
c = (Cl"”’cr) = (dl"“’dr) ,

éléments de X vérifiant x=at+b=c+d et satisfaisant & :

acsh. . sTetl .ty (st LSt wtd L)
x X X x
1 r 1 r
1 r 1 r 1 r 1 r
(4.13) + y(sa IR +ta .ta )(sb fe oSy +tb .. tb )
1 r 1 r 1 r 1 r
r r 1 r 1 r ., _
+ u(sC S, +t ...tc )(sd eS8y +td . td ) =0
1 r 1 r 1 r 1 r

avec Mw # 0 .

Les intersections deux & deux des ensembles {0,x}+Ker m ,
{a,b}+Ker m et {c,d}+Ker m sont supposées vides.

La notations st désigne comme d’habitude 1’image de st par

X
T

1’ isomorphisme Ho(Xi,Mi) 1, Elo(Xi,M.l « ) . Il est entendu qu’on a
, X,
i
choisi une fois pour toutes des isomorphismes
N N o .
Mi,a.e Mi,b. ~ Mi,c.s Mi,d. ~ Mf@ Mi,x. qui n’apparaissent pas dans
i i i i i
1’égalité (4.13) ci-dessus.

r
Le groupe %(Mls...qu) est un quotient de [| %(Mi) ([Mu 5]
i=1

Lemma 1 page 323). On fait agir (31,1,...,1) sur (4.13). On obtient

ainsi :
A(s1 srs1 ...sh o+t trtl L th )
X1 Xr X1 Xr
1 r- 1 r 1 r ,1 r
(4.14) + p(sa eeS_ Sy .. +ta ...ta tb ...tb )
' 1 r 1 r 1 r 1 r
1 r 1 r 1 r ,1 r
+ v(s s s .s, +t tt, ...t,) =20
‘1 Cr dl dr 1 Sr d1 dr
a(st...sTel . .tF +s sF el .t
X1 Xr 1 Xr
1 r 1 r 1 r 1 r
(4.15) + /J(sa LN tb ...tb +sb S Sy ta ...ta )
1 r 1 r 1_ r 1 r
1 r ,1 r , 1 r r _
+ v(s 5. td ...t +sd S-Sy tC . .tC ) =0
1 r 1 r 1 r 1 r
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On applique alors (El,l,...,l) 3 (4.14). On obtient ainsi

07
A(sls1 +et1t1 )(52...srs2 ...sb +et2...trt“ ctr )
x X X X X X
1 1 2 r 2 r
+ ,u(s1 s1 +et1 t1 )(s2 st 52 s, 4-et2 t" t2 tr )
3 b1 a1 b1 % ar b2 br 2 ar b2 br
1 1 1,1 2 2 2 r 2 r
+u(s_ s, +tet” t; )(s” ...s s ...s,+et” ...t t .t )
epdp ey dyT ey e dy T d ey e Tdy T

pour e=tl

En continuant ainsi, et en procédant de méme avec (4.15), on
obtient :

rooe; roe, rooey
,\@Ui+yavi+uewi=0
i=1 i=1 i=1
ro eg ro_e; ro e
(4.16) A ® U " +uy e V. +v @ W.” =0
. i . i . i
i=1 i=1 i=1
avec eie{—l,+l} y €q.-ee  F 1
ol on a noté, pour ee{-1,+1} et i=1,...,r :
U% = slst +etlt?
i X. X.
i i
e 1 1 i i
Vi T sa 5y ety by
i i i i
1 i i i
(4.17) wi = s_ sy et to
i i i i
U =st +es1 t1
i X .
i i
e _ 1,1 i,i
Vi - Sa.tb.+esb.ta
i i1
- _ i /i i
i~ sc.td.+€sd.tc. !
ii i i
éléments de HO(X.,M.eM. ).
1, %
Remarque 4.18. On a :
+
r = = = -b. =T a.+8. ..
Ul 0 = Xy ai+p1 ; Vi 0 = a, b1 a. /31
JUi=0¢=»xl=pi ;
—+
U.=0¢=::;X.'—'d ’
i i i
U. =0 = x.=0 ;
1 i
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Montrons par exemple la premiére équivalence. On laisse tomber
1’indice i . On a alors ss = —ttx . Comme s et t n’ont pas de

composante commune, on en déduit div(s) = div(tx), de sorte que
xe€H(M) et, plus précisément, xe{g8,a+g} . Supposons x=8 . L’&lément
z de <¥(M) correspond au choix d’un isomorphisme u:M -, Mp , qui
induit u*: Ho(Mp) AN HO(M). Comme t = ﬁ.s , on a, par définition de

1’action de <$(M) sur HO(M), t = u*(sp). L’ isomorphisme u induit

aussi v : M3M M&&p et on a :
v (ss +tt = s.u (s )+t.u (t 2st 2 0 .
(pp) ()()
On vérifie alors de la m2me facon que la valeur x = a+g , elle,

annule bien U+

(4.19). Premier cas : al,cleH(Ml).

On peut toujours modifier a et c¢ (ainsi que b et d pour
que les égalités x=at+b=ctd subsistent) en ajoutant des é&léments de
Ker m pour se ramener au cas a1=c1=0 .

On suppose d’abord qu’on a xleH(Ml). Les sections slsi ,
1
1,1 1.1 1.1 .. ..
tt , st et st sont alors linéairement indépendantes.
Xy Xy Xy

Conformément & (4.12), on peut supposer r=2 , en regroupant

XZ" .,Xr . On déduit alors de (4.14) et (4.15) que :
il il sl
= Atztiz + ytiz ig + utiztiz
= Asztiz + ysiztgz + uszztgz
= As)z(zt2 + psgztgz + usgztgz =0,
soit :
Vo,c’eHo(Lz) Aoo; + o o’ +vo o’
Xp T %ph e dy

On déduit alors du lemme ci-dessous qu’on a a2=cz=0 , soit

a=c=0 , ce qui contredit 1’hypothése.

II.F
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Lemme 4.20. Soit (X,M) une variété abélienne polarisée irréductible
de degré 2. On _suppose qu’il existe des &léments x,a,b,c,d de X et
des complexes non nuls A,u,v vérifiant :

Vo,o’eHo(M) Acoc! + o oé +vo o’ =0 .

Alors on a a=c=0 .

B Je cas de la dimension 1 découle du lemme 4.22 ci-dessous.

On suppose donc dim X > 2 . Par A2.1.2, pour o générique dans
H°(M), div o est irréductible. On choisit une base (s,t} de HC (M)
de la facon habituelle.

Premier cas : c¢H(M). Alors un point générique y de divo
n’est pas dans div o, - I1 existe (p,q)eP1 tel que
psb(y)+qtb(y) =0 . On a alors psd(y)+qtd(y) = 0 en prenant
o’ = ps+qt dans 1’hypothése. On en déduit (sbtd—sdtb)(y) =0, ceci
pour y générique sur div(o). Comme o est elle aussi générique
dans HO(M), on a montré que Sbtd = Sdtb , soit b=d , par Remarque

4.18. On a alors :

c,0’ Aco’ + +vo o’ = 0 .
vo,0 X (Poa c) b

Comme le lieu fixe de |M| est de codimension 2, on en déduit

div oé < div o; soit b=x , ce qui contredit notre hypothése ceH(M).

Deuxiéme cas : a,ce€H(M). Parmi les 3 sections s , S, 0 S deux

au moins ont méme diviseur, par exemple s et S, - On a alors (avec

¥#0)

’ o 9 ’ ’ -
vo’eH (M) s(;\oxﬁpcb) + vs 0] = 0,
d’ot on déduit div(s) = div(sa) = div(sc).

En raisonnant de la mdme fagcon avec t , on en déduit a=c=0 . L

On peut donc supposer x1=0 . On en déduit comme ci-dessus qu’on

a en particulier (on ne suppose plus r=2)

2 r 2 r 2 r 2 r 2 r
AS ... S ...s +psa ...S “e .-

IT.r



Il est alors clair que le rang des &léments
i1 i i i i o
(s Sx.’sa.sb.’sc.sd.) de H (MieMi,x.) est < 1 pour tous les
i ii i i
indices sauf peut-étre pour un.
Lorsque ce rang est < 1 , on voit facilement que (ai ou bi) et

(ci ou di) sont é@léments de {O,Gi} .

11 découle alors de 1’étude ci-dessus qu’on peut supposer
ai=bi=ci=di:O pour i#r (par exemple). On a alors :

o
( =
(4.21) voeH ‘Mr) Aoox + Ko, oy + uoc % 0.
r r r r r

Comme on a dim Xr < g-2 par (4.9), le lemme suivant permet de

conclure.

Lemme 4.22. Soit (X,M) wune variété abélienne polarisée irréductible

de degré 2, élément de ?g 2) On _suppose qu’il existe des éléments
d

X,a,b,c et de X et des complexes non nuls A, u et v tels
que :

x = atb = c+d
o -
voeH (M) Ao+ po oy +uo o, = 0 .

Alors, si la conjecture des trisécantes est vraie pour les
variétés de Prym de dimension g+l , on a {a,b} = {c,d} = {0,x} .

B Soit E une courbe elliptique quelconque munie de sa polarisation
de degré 2. On peut construire une isogénie n de degré 4 de ExX
sur une variété abélienne principalement polarisée (A,8) de

. . 2
dimension g+1 , &lément de ?l,g (A2.3.8) donc de ?g+1 . On

considérera X comme sous—-variété de A . Il est alors clair que si
8 est une équation de e , on a :

AG6 + ue 6, +uv8 6, =0 .
X a C

b d

On suppose tout d’abord dim X > 2 . Par A2.2.3, la variété
(A,e) est irréductible et sa variété de Kummer admet une trisécante
si la conclusion du lemme n’est pas vérifiée.

C’est donc la jacobienne d’une courbe C de genre g+l > 3 qui
admet un morphisme de degré 2 sur E (cf. par exemple II.C.1.2).

Par II.B.4, il existe x,y,z et t sur C tels que (quitte &
intervertir c¢ et d)

as=xy,bs=zzt, c=zx-t,d=zvy.
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Mais les images de a,b,c et d dans Pic’E sont nulles
puisqu’ils sont éléments de X . Si 7 est 1l’invelution associée &
C — E, on a donc :

y=rx, t=r7rz,t=r~x, 2z=r1y,
soit a=b=c=d . On en déduit facilement a=b=c=d=0 .

=

I1 reste & traiter le cas ot X est de dimension 1.

Soit e,yeX avec 2ee|M| et 2y = 2e+a . Si oeHo(M) est tel
que o(y) = 0, on a aussi oa(y) =0, soit oc(y) ou od(y) nul.

Si par exemple oc(y) =0, ona (y-clediv o = y+(2e-y).
Si y-csy , ona c=0 et :

VoeHo(M) (;\+u)oox + po o = 0

= VzeX z + (2e-z) + (z+x) + (2e-z+x)
= (z+a) + (2e-z+a) + (z+b) + (2e-z+b)

Si a et b sont non nuls, on a :

2e-z+a
2e-z+b ,

vzeX z
ou 2z

m om

ce qui est absurde. Donc a ou b est nul, ce qui montre le lemme
dans ce cas.

Si v-c = 2e-y , ona c=a et :
o
+ = .
voeH (M) /\oox (ptv )oaob 0

On termine comme ci-dessus. n

(4.23) Deuxiéme cas : on suppose que pour tout i , on a :

{ai,bi} n {Ci’di} n H(Mi) =¢ .

On garde ici les notations précédentes, en particulier celles de
(4.17). On rappelle aussi qu’on a fait les hypothéses (4.7) a (4.11).

Lemme 4.24. Soit 1ie{l,...,r} tel que dim Xi>1 . Alors au plus un

. + o+ 4+ - - - —+ —+ —+ B
des triplets (Ui’vi’wi)’ (Ui’vi’wi)’ (Ui’vi’wi)’ (Ui'vi’wi)

d’éléments de HO(MieMi « ) est de rang ¢ 1.
'
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B On prendra i=1 mais on n’écrira pas les 1 en indices sauf pour
X1 ou lorsque ce sera absolument nécessaire.

Premier cas : Rang(U+,V+,W+) <1 et Rang(U ,V ,W ) ¢ 1 .

1) Cas od U'#0 et U 20 .
On peut alors écrire :

(4.25) Sasb = 1SS + v ttx

=6ss + 6'tt .
cd X X

a) On suppose a€H(M).

On peut alors supposer a=0 . Si on regroupe X .,Xr (cf. 4.12),

A
les égalités (4.16) s’écrivent alors :

=3 = 3 —€ =€ _ _
U1 ® (AU2+pV2) + uW1 ® W2 = 0 pour e=%l .

2 2 — —_ — J—
Comme s~ t5 = W, +W_ , W: et W, ne peuvent &tre tous deux nuls. On
c, d, 2 2 2 -
—4 .
a donc par exemple W_#0 et on peut écrire :

2
SCtd + sdtC = p(stx+sxt)
On déduit alors de (4.25) que pour p,qeC , on a :
/ B - <
{ps *tat ) (ps jtat )
2 2 2 2
= s[(p76+q76")s +pqot ] + t(pges +(p'6°+q76)t ]

Pour (p25+q26’)(p26’+q26) - pzqu2 = 0, on a donc 09y °= o’

o"
X

avec o = ps+qt € HO(M) et o’,0" € HO(M).

A cause de 1’hypothése (4.23), ni ¢ ni d ne peuvent &tre dans
H(M), puisqu’on a déjd a=0 . Le diviseur de o est donc réductible.
Par A2.2.2, il existe une isogénie u’: Xix...xX; N Xl , o les X{

sont des variétés abéliennes polarisées de degré 2. Le noyau de =’

est engendré par les (ai,O,...,O,a&,O,...) pour j=2,...,n et on a,
si par exemple div(s+t) est réductible :
n’*(s+t) = s'l...s’n

avec divs’? irréductible lorsque dim X3 > 1

I1.F
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g =u'(a;,0,...,0)
a = (B1aBys--sB))

I1 est facile de voir que si c = n’(c),...,c’) et
1 n
d = n’(d’,...,dé) alors, pour tout j , c3 ou d3 est un élément de
H(M)).
(J)

Conformément & la remarque 4.12, on peut regrouper XZ""’Xr et
supposer r=2 , puis ensuite considérer X comme quotient de
X’x...xXI’]xX2 , ce qui en fait un élément de 42 a

, , . On
1 €1r-1€18
alors ai=ci=0 par exemple, ce qui nous raméne au cas (4.19).
b) On suppose a,b,c,d ¢ H(M) et a-c € H(M).

On peut supposer a=c et b=d . On a encore :
Aﬂi ® U; + Vi ® (yV§+uW§) = 0 pour e=tl ,

ce qui nous raméne comme ci-dessus au cas (4.19).
¢) On suppose a,b,c,d,a-c,a-d ¢ H(M).

La variété abélienne principalement polarisée irréductible (par
4.8) (XT,G) = (Xl,Ml)/{O,al} admet donc une quadrisécante : si on

désigne par les mémes lettres les images des &€léments de Xl dans

X? , on a par (4.25)

e.ep ce_ Ue. {a,b} n {0,8} = ¢
e.ep ce_ Uey {c,d} n {0,8} =

Comme on suppose la conjecture des trisécantes vraie pour les
variétés de Prym de dimension dim Xl s XT est une jacobienne JC et

on peut écrire (II.B.4)

n
[ o]
|
o]

3P,QR,50,0,€C 5

m
o]
v
o
n

Q-Q
S-Q

a

L]
[ »]
=
[=9
11}

C
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Comme g est d’ordre 2, XT est une jacobienne hyperelliptique
et Qo et Ql sont des points de Weierstrass. Comme a+b = c+d , on

a Q+R = S+P . On est donc dans 1’un des cas suivants :

i) P=Q , R=S soit x=g . On a alors s,Sp proportionnel a ss

donc a ou beH(M) ce qui contredit notre hypothése b).
ii) P=R, Q=S et a=c , b=d .

iii) R+Q = S+P = g,% et c-b=d-a=pg .

Ces deux derniers cas sont aussi exclus, puisqu’on a supposé
a-c,a-d € H(M). Ceci termine la démonstration du lemme dans le cas 1).

2) Cas ou U =0 et U #0 .

On a alors x=g €H(M) (Remarque 4.18).

a) On suppose a€H(M).

+ 4+
On peut alors supposer a=0 , de sorte que V =U =2st . On peut donc
écrire :

Comme dans le cas l)a), on a aussi :
s t+s.t = p(st +s t) = p(sz+t2)
cd"dec X X ’
de sorte que :

gc

? 7" o
(sc+tc)(sd+td) avec o’,0" € H (M)
On termine comme dans le cas l)a), en se ramenant au cas (4.19).
b) On suppose a,b,c,d ¢ H(M) t a-c € H(M).

On procdde comme en 1)b).
c) On suggbse a,b,c,d,a-c,a-d G'H(M).

L’hypothése Rang(U+,V+,W+) = 1 entraine :

{ sasb+tatb = 'vssx
scsd+tctd = &8ss

X
et { 1s~asb = ssb_a+ttb_a
Gs_csd = ssd_c+ttd_C .
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On distingue alors les possibilités suivantes :

i) v6#20 . On aboutit comme en 1)c) & une contradiction en

utilisant la conjecture des trisécantes pour K; .

ii) +=0 . L’hypothése Rang(V—,W_) < 1 entraine :

ScSq7tetd T PSSy
et PSg-cSb-c = SSd-c ttg-c
qui fournit la méme contradiction si p&#0 .

iii) ¥=6=0 . On a alors S.Sq = -tctd et 2$Csd = PSSy - Par la

Remarque 4.18, cela contredit 1’hypothése c).
iv) v=p=0 . On a alors S.Sq = tctd et ZSCsd = Sssx , qui
contredit de nouveau c).
.. — —+ —+ — e —e
Deuxiéme cas : Rang(U ;V ,W ) ¢ 1 et Rang(U ,V ,W) < 1.

On procéde comme dans le premier cas. On peut aussi s’y ramener
en prenant b+ et d+s au lieude b et d .

Troisiéme cas : Rang(U+,V+,W+) <1 et Rang(ﬁ+,v+,ﬁ+) < 1.

1) Cas o ut20 et U'#0 .

On peut alors écrire :

1"

avec

(4.26) I u u

yuu +v’vv u = s+t
x |

1 u u, = suu +5’vv 1 v = s-t
cd X X

a) On_suppose a€H(M).

Comme dans le premier cas, on suppose a=0 . Regroupant

X,,...,X , on obtient :
2 r

{ U ® (AU,tuVy) + UW, @ W, = 0

U1 ® (AU2+pV2) + le oW, =0.
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Comme W; et W; ne peuvent étre nuls tous les deux, on a

Rang(Ul,Wl) <1 ou Rang(Ul,Wl) < 1 . Comme U1=V1 et U1=V1 on est

ramené & 1’un des deux premiers cas.

b) On suppose a,b,c,d € H(M) et a-c € H(M).

On a encore Rang(Ul,Wl) <1 ou Rang(Ul,wl) <1, et lewl ,

V1=W1 , ce qui nous raméne & 1’un des deux premiers cas.

c) On suppose a,b,c,d,a-c,a-d ¢ H(M) t Xf = Xl/{O,pl}

irréductible.

On procéde comme dans le premier cas, 1l)c).
d) On suppose a,b,c,d,a-c,a-d ¢ H(M) et Xq réductible.

Le diviseur de s+t est alors réductible. Comme dans le premier
cas, l)a), il existe une isogénie =’: Xix...xX; — X1 avec :

. X R . ). . .
1) @’ (s4t) = s’l...s’n et div s’Y irréductible lorsque
dim X > 1
J
23 — b ’ 3 -
ii) a, =m (al,...,an) b1 =... etc.

s’%...s’?s’z...s’? - vs’l...s’ns’%...s’? - v’t’l...t’nt’%...t’? =0.
a a'"b b X X X X
1 n 1 n 1 n 1 n
Il s’ensuit que pour tout indice j € {1,...,n} sauf au plus un,

les sections sé?séf . s’Js;? , t’Jt;f de MY o M;? sont
J J J J J
proportionnelles. Cela implique alors que a3 et b3 sont dans_

H(Ms), ce qui nous raméne au cas (4.19) déja traite.

2) Cas od U =0 et U #0 .

On a alors x = a+8 (Remarque 4.18). Les démonstrations de l)a),
1)b), 1)d), n’utilisant pas 1’hypothése 1), nous permettent de
supposer a,b,c,d,a-c,a-d ¢ H(M) et Xp irréductible. On procéde

1
alors comme dans le premier cas, 2)c). L
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(4.27) Remarquons aussi que si  dim Xi = 1, les rangs de ces quatre

-triplcts sont ¢ 1

En effet, o ct pi engendrent un sous—groupe de niveau maximal

(cf. [Mu 5] définition page 291) de ‘Q(Mi@Mi < ). Les sections
wi
ii i i i1 i 1 i . .
s sx.+t tx. , Sa.sb,+ta. b. et c sd +t td. , invariantes par
i i i i i i S 94
1’action de ce sous—groupe, sont donc toutes proportionnelles. On

proceéde de m2me avec les autres tiplets, en considérant les sous-
groupes engendrés par {ai,—ﬁi} , {451,51} , {—u —p }

respectivement.

Lemme 4.28. Au plus une des variétés Xi est de dimension > 1 . En_

particulier, on a r»3 .

® Supposons dim X1 > 1, dim X2 > 1 . Par le lemme précédent, deux

des quatre propriétés suivantes sont vérifiées :

Rang(Uf,Vf,WT) > 2 pour 1i=1,2
1’7171
Rang(Ui,Vi,Wi) > 2 pour i=1,2
Rang(ﬁf,Vf,Wt) > 2 pour i=1,2
i’ i
Rang(Ui,Vi,Wi) > 2 pour 1i=1,2 .

Lorsque r=2 , on aboutit directement & une contradiction avec
les égalités (4.16). Vu 1’hypothése (4.9), le cas r=2 est donc
définitivement exclu.

Lorsque r»3 , on regroupe X3,...,Xr (cf. 4.12). Les égalités
(4.16) entrainent que deux des quatre triplets (Ug,V;,Wg),(ﬂg,vg,Wg)
sont identiquement nuls, ce qui est impossible. -

On supposera & partir de maintenant que les variétés Xl""’xr—l

sont de dimension 1.

Lemme 4.29. On suppose r)»4 . Alors, pour chaque ie€{l,...,r-1} et
chaque ee{-1,+1} , au plus une des sections U? , ve , Wﬁ (resp.

i
Ty , ve , W%) est nulle.
i i e
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® On prend i=1 . Si U; = VI = 0, on a, par Remarque 4.18,

Xp = aptpy = a1+b1 et bl—al = a1+pl , soit al,b1 € Xl[Z] = H(Ml)'
. + + . + +
De méme, si U1 = W1 =0, ona Cl’dl € H(Ml). Si V1 = Wl =0
on a bl—al = dl—c1 = a1+p1 . Comme a1+b1 = c1+d1 , on a
cy-a; = dl—b1 € H(MI) et bl—cl,al—c1 € H(Ml). Or la translatée de
1’identité II.A.1.3 par -c s’écrit :
As_Csd + HS,_ Sp_c + vss, = 0.

=

Pour arriver & une contradiction dans chacun de ces cas, il nous
suffira donc de montrer qu’on ne peut avoir al,b1 € H(Ml).

On suppose donc que a bl et %) sont nuls.

En utilisant 1’égalité (4.15) et la relation

11 1 ti = 1slt1 (cf. (4.27)), on obtient :

o d Ty
1.1 2 2 2 2 2 2 2 2
sTtlA(sT. . tT LoiesT LLatTol) +u(sT oLoutD LaaHs) LautT L))
Rg ¥y ST a by by 3y
+ uv(sd .tz )]+ usi té [si . .ti °'°—Si ...ti ...] =0.
2 C2 1% ©2 2 2 2

Comme on ne peut pas avoir c, ou d, € H(Ml) (& cause de

1 1
(4.23)), slt1 et si té sont linéairement indépendantes. Les
171

expressions entre crochets sont donc nulles. De 1’égalité

2 2 _ 2 2 s a4 .
s .;.td cee =8y ...t7 ... , on dé&duit di c; € {O,ai} pour iY2 .

€2 2 2 ©2
On supposera donc ci=di pour 1i)2 .

On peut aussi &crire, comme en (4.25) :

2
s sl - a2 + 57t .
¢y dy

L’équation (4.14) donne alors :

(4.30) ( As®...s5 . .ps? st (st )P et (2 )P = 0
2 3 2 2
' l Atz...t2 ...+pt2 ...tg ...+v6’(si )2...+u5(ti )2... =0 .
X2 2 2 2 2
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On prend y36X3 . y4ex4 tels que 523(y3) = t24(y4) =0.

En reportant ces valeurs particuliéres dans (4.30), on obtient :

e Soit une relation de dépendance linéaire entre

2 n )
szss...sz si ... et s; si ...sg sg ... (ou entre t2t5...t; ti een
275 255 25 275
2 .5 2,5

et ta ta ...tb tb ...). On a alors, pour tout i e {2,5,...,r} , a,
2°5 2°5

ou b, € {0,a.} .
i i

. 3 3 4 4 _ 3 3
Soit s (ys)sxs(yg)s (y4)sx4(y4) = sas(y3)sb3

3 3 4 4 3 3 4 4
to(y ) tD (v )t (vt (v,) = t7 (vt (y )t (y)t (v,) =0.
3/%%5' 73 4’ x, 4 ag '3 tb3 3%, 74 tb4 4

(y3)Si4(y4)sg4(y4)

Mais on a alors, par exeuwple :

3 _ _ - = - -
s (y3)—0 = cs-dseH(Ms) et ~3-0 = a, c3,b3 c3£H(M3) par (4.23)
3
ag

(vy) = t§4<y4)t§4<y4) -

o

= 5, Og)sy, gt

s4 (v.) 4
—1 84 y4,sb

(y3>t§3(y3) .

|
o

|
= 8,7¢, et b4—c4 € H(M4)

4
t3(y3)t:3(y3) 20 — t (yd)t:4(y4) =0 = cyeH(M,),

ce qui contredit notre hypothése (4.23).
C’est donc la premiére alternative qui est vérifiée.
On en déduit :

vi)2 a, ou bi € {0,ai} .

En reportant dans (4.30), on obtient :

(Atu) sz...sz coo + u6(si )2... + ua’(ti )2...

¥2 2 2

"
o

Soit yzexz tel que s2(y2) = 0 . Coome les sections

(s3 )2....(5r )2 et (t3 )2...(tr )2 sont linéairement indépendantes
Cq c,. Cq c.

2
on a 6s2 (y,) =86't° (y,) = 0, soit 6=0 ou &6’=0 , ce qui entrafne
Cy 2 Sy 2

1 et - dIEH(Ml) et contredit (4.23). On.a donc abouti dans tous les
cas & une contradiction. -
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Lemme 4.31. Pour i<r , aucun des quatre triplets (U?,Vi,Wi),

(ﬁi,Vi,ﬁi) , €=t1 , ne peut étre identiquement nul.

L On laissc tomber 1’indice i . Si par exemple ut o= vt o= W+ =0,
on a :
U+ = ssx+ttx =0 = x = atp € H(M) (Remarque 4.18)

vi= 0 = b-a = a+p

W=0 = d-c = atg

On en déduit 2a = 2b = 2¢ = 2d = , soit
a,b,c,d € X [2] = H(M) puisque dim X = 1 . Ceci contredit
1’hypothése (4.23). L

0

Lemme 4.32. On a dim Xi = 1 pour tout ie{l,...r}

® 0On suppose dim Xr >1 et, par Lemme 4.24 :
(4.33) Rang(Ui,V:,wi) > 2 pour e=tl .

On commence d’abord par montrer qu’aucun des U? , Vt , W: pour

i<r ne peut étre nul.

+
Raisonnant par 1’absurde, on suppose donc que U1=0 et, dans un

premier temps, que r=3 .

Par (4.16), on a les relations :

€ -€.€ -
AU + V) Vo5V + oW
+,€ € €€ _ -

yV1V2V3 + quW2W3 = 0 pour e=%1 .

ee
W wg =0

Par (4.33), ces relations doivent &tre proportionnelles 1’une &
1’autre pour chaque e . Ceci n’est possible que si, pour chaque e ,
1’une d’elles est identiquement nulle. Comme on ne peut avoir

+ + . -
V1 = Wl = 0 (Lemme 4.31), ni U; = U3 =0, etc... , ce n’est pas la
méme relation qui est triviale pour chaque ee{-1,+1} . On a donc, par
exemple :
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-+ -+ - +
{ Ule = V1V2 = wlwz =0
+ + + +
V1V2 = wlwz =0
+ + +
- U2-V2—W2-0

On ne peut donc pas avoir r=3 par Lemme 4.31. Lorsque r>3 , la
méme méthode montre que :

€ € 3
2 r-1 _ 2 r-1 _ 2 r-1 _
U5 U DT s vty b g W T=0
r-1
pour N €, = 1 . On en déduit facilement :
2
€ ei e;
vie {2,...,r-1} Je.,e),e" U."=V." =W." =0,
i'7id i i i
ce qui contredit le Lemme 4.29.
On peut donc maintenant supposer UT,...,U:_I tous non nuls. on
écrit (cf. (4.27)), pour ilr :
Ve - aSt® , W o= B%U% avec A?,B%ec*
i il i i1 i’
Les relations (4.16) donnent alors
3 € € €
+ 1 r-1_+ 1 r-1 + _ _
AUr tpAY ceAl Vr + uB1 "'Br—l Wr = 0 pour e, = 1
3 € € €
- 1 r-1 - 1 r-1.- _ _
AUr + pAl .._.Ar_1 Vr + uBl "'Br—l Wr = 0 pour Hei = -1 .

Par (4.33), ces relations sont proportionnelles. On en déduit :

vi<j<r ATAY = aTA] ATAT = ala”?
itg i iy i
Bt = BB’ 8’37 = pB"
i) 1) 1) 19
= 3e,e’ € {-1,+1)} vi<dr A, = eAf , B, ='e’Bf
1 1 1 1

Mais ceci est impossible, puisqu’on aurait alors sur chaque X.1

(i<r)

+
sasb+tatb = A (ssx+ttx)

+
s = eA (ssx—ttx)

asb—tatb
— s s, proportionnel & ss oud tt
ab X X

—> a4 ou b € H(M)

II.F
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En procédant de méme avec ¢ et d , on contredirait ainsi notre
hypothése (4.23). -

Lemme 4.34. Au plus une des sections Ui,Vi,Wﬁ , 1 <¢ig¢r,

e € {-1,+1} , est nulle.

M On remarque que puisque dim Xi =1 pour tout i, ona r»4 et

on peut appliquer le lemme 4.29. Il y a alors deux situations qui
pourraient mettre en défaut notre conclusion :

+ + 63 e1:‘
i) U1 = V2 = 0 . Les égalités (4.16) donnent alors W3 ...Wr =0
r
pour Me. = 1 . Pour chaque 1i)3 , il existe alors eg € {-1,+1} tel
3.
que Wi = 0 . On refait le méme raisonnement en partant de
e"
U; = w3 = 0 : pour chaque 1i>4 , il existe ei e {-1,+1} tel que
€ v _ 53
Vi = 0 . De méme avec V2 = W3 = 0 : pour chaque 1i4 , il existe

€.
- 1 ’ "
€5 e {-1,+1} avec Ui 0 . Deux des valeurs €40€4€y sont alors

égales, ce qui contredit Lemme 4.29.

€

ii) UI = VI = 0 . Les égalités (4.16) donnent encore sz...wrr= 0
r
pour 1 € = 1 . On termine comme ci-dessus.
2

iii) UI =V, =0 . 0On a alors :

1
_ € €. _ €9 €. r
AUle ...U} + uwlwz ...Wz = 0 pour 2 € = -1
e e € e r
+, 2 r +, 2 r _ a
,uVIV2 "'Vr + uwlwz ...Wr = 0 pour g €; = 1
On écrit :
vi>2 W o= BSUS = 5 avec B€,0§ € c* .
i i1 i'i 1’71

I1I.F
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On en déduit alors, puisque r>4 :

viy2 BB  =BBT et clct:=clco
1) 1) 1 ) 1)
, ) - + - ,
= 3Je,e’ € {-1,+1} viy2 B, =eB. , C. =¢’C.
1 1 1 1

On montre alors comme & la fin de la démonstration de 4.32 que
cela implique [ci € H(Mi) ou di € H(Mi)] et

- = d - -d = ¢ - ) i
[(ai ci di bi € H(Mi)) ou (ai di <5 bi € H(Mi),] , ce qui
contredit notre hypothése (4.23). n

On peut maintenant enfin terminer notre démonstration. On écrit,
pour i€ {l,...,r} , e € {-1,+1} :

ve o= aSUt , Wt o= B
1 11 1 1

i
On a alors :

€ €

1) Les Ai , Bi sont des complexes, non nuls sauf au plus 1’un

d’entre eux (Lemme 4.34) et r>4 .

2) Lorsque r=4 , 1’hypothe@se (4.11) entraine que a, est nul

pour deux valeurs de i . On a donc AI = A; = 1 pour ces deux
valeurs de 1 .
Les équations (4.16) s’écrivent :
€ €. € €. r
(4.35) A+ KA, "'Ar + uBl ...Br = 0 pour 121 e, = 1.

On va montrer que toute solution de ces équations qui satisfait
en outre aux conditions 1) et 2), vérifie :

(4.36) 3i € {1,...,r} A. = AT et BT = 1B}
1 1 1 1

Cela entraine, comme plus haut, une contradiction & notre
hypothése (4.23) et termine donc la démonstration du théoréme.

On se ram@ne facilement au cas ol les produits :

sont non nuls. On pose :

II.F
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A’ = A/JAB , u’ =pu/B , v’ =v/A
S+ - + -
Pi = A.l/Ai yovL Bi/Bi .
Le cas r>5 se raméne immédiatement au cas r=5 en prenant
€g T T € T 1 dans les équations (4.34).

Notre systéme s’écrit alors :

Pour r=4 (A +u’ + 0’ =0
AT+ p’pipj + u’uiuj =0 pour 1 ¢i< j¢<a
| M * gy T Vg = O
gy =y = 1.
Pour r=5 [ A’ + p’yi + u’ui =0 1¢<i¢<5
A+ piyjpk + v Uiujuk =0 1¢ic<j<kg¢5s
N o o I L A S

avec dans les deux cas la condition gu’au plus un des Hy Vs est nul.

On traite d’abord le cas r=4 . On a :
AHp’H’ = A'ﬁu’+u’v1u2 =0 = VY, = 1
’ I 3 - 9 b ’ - —
A+W”fvvf3‘A+H”§qu3'0 = Vg TV, -
On a de méme u1u4 = v2u4 . Comme Vs et V4 ne peuvent étre tous
les deux nuls, on en déduit v, =V, = 1 , ce qui montre (4.36).

On suppose maintenant r=5 .

1) Premier cas : 1l’un des Hy oYy est nul. Les autres sont alors
non nuls. Si par exemple p1=0 ,ona 1= Ujuk = Vovg  pour

k>j>2 , soit Vg S Vg SV, TVUg =€ € {-1,+1} . On a alors :
vk>3>122 HiTHiH M HotaHy == Ho HaHy g™’

ce qui montre (4.36).

2) Deuxiéme cas : aucun des HjVy n’est nul.

Si yluz T ViHg # 0, le systéme d’équations :

!
o

{ A’+p’y1x+u’u1y =

A ’+[J’/J2X+U’U2y -

II.F
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a une scule solution, qui est x=y=1 . On en déduit :

vj>i>3 ‘ piyj = Uiuj =1,

ce qui entraine (4.36).

My  Hy Mg
On peut donc supposer o= T o ST o= k .
1 Y2 s

On a alors :
A’wl(ky’w’) =0
A’+u?(k3y’+u’) =

!
o

!
o

A’+U§(k5y)+ul) =

—_ (ky’+u’)(k5y’+u’) = (kgp’+u’)2

2 ..2
== k(k™-1)" =10
- k =1 , vy = 1,

ce qui montre (4.36) et termine donc la démonstration du théoréme.
=

85. La conjecture de la trisécante pour les éléments de n? g-1 5.

9
Les éléments de ﬂz g-1 sont définis en A2.4. L’é&tude

géomdtrique des singularités de leur diviseur théta est 1’objet de la
section II.E.3.

Les notations seront les suivantes - ce sont celles de A2 et
elles différent légdrement de celles de II.E.3.

Soient H wune courbe hyperelliptique lisse de genre g-1 , Qo
et Ql
associé a U(QO—QI) et h: (XZ’MZ) —— (JH,e) 1’isogénie de degré

deux points de Weierstrass, ¢ 1’élément d’ordre deux de JH

2 associée & e . On prend aussi un élément (Xl,Ml) de
Al,(2) . On choisit enfin des générateurs oy et pl de H(Ml)’ ay
et pz de H(MZ) avec h(az) = 0 . La variété abélienne (P,E),

quotient de XlxX2 par le sous—groupe engendré par (al,az) et

-

(pl,pq), est principalement polarisée. C'est un &lément de % g1 °
~ ’
On rappelle que les variétés abéliennes principalement polarisées
ainsi obtenues sont-irréductibles (A2.4.5) et que ce sont des variétés
de Prym (II.E.l1.1 ou A2.4.2).
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Théoréme 5.1. Soit (P,Z) un élément de ni g1 de dimension g5 .

Si g=5 , on fait 1'hypothe®se supplémentaire que la conjecture de la
trisécante est vraie en dimension 4. Alors la variété de Kummer de
(P,2) n’a pas de trisécante.

® 0On part comme d’habitude d’une inclusion non triviale

.E € E UE, . On en déduit :
a c d

dim sa N Sing = g-4 .

"

On a montré en II.E.3.2 que Sing £ a deux composantes de
dimension > g-4 , dont on va maintenant donner une description

différente.

Outre les notations de II.E.3, on utilisera celles de A2.2.1 .
En particulier, si @ est 1’isogénie XlxX2 —— P, il existe des
bases respectives {sl,tl} et {sz,tz} de HO(XI,MI) et HO(XZ,MZ)

telles que slsz+tlt2 soit une équation de E = H*E , et 52 une

équation de h*e .

Il est clair que les deux composantes en question de Sing £
sont :

g-5 )

1,1 . g4 1
h (g2-+wg ) et ti(y) =0.

_ -1, 1
W2 = n(XleZ) avec 22 h (g2+Qo+W

Wl = n({yl}xsz) avec S,

<

2 o 2
Sur Z, , on a s2 =95 - t® = at . 0 et sur

2 2

X . IX .

J J

S, : s2 = a52 = t2 =0 I1 est facile de vérifier que W, et W
9 ° = ;;2 = = . c rifier q 1 2

J

correspondent bien & des singularités de £ .
Revenons & notre trisécante. On a :

Lemme 5.2. Sous les hypoth@ses et avec les notations précédentes,

on a :
dim Ea N Sing E » g—4} — aalexl s aazex2 , 3x,yeH avec

a = n(al.az) et h(az) = OH(x-y) .
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~

B 0Op écrit a = n(al,az). Si Xle: < S(al,aq) , on a
1 2 1 5
Vxexl VZGZ2 s (x~a1)s (z~a2)+t (x~u1}t (z-az) =0
2 )
— veZ s“(z—az) = t“(z-az) =0
= g§+Qo+wg—5—h(aq) c (Qo+wg'3) U (Q1+Wg~3) ,

de sorte que soit h(az), soit h(a2)+e est é€lément de H-H . Ceci
prouve le lemme, quitte & ajouter & (al,az) 1’élément (pl,pz) de
Kerq.

Si {yl} X 52 c =

Zla.,a) on déduit de la stabilité de S, par
1’72 -

translation par %, qu’on a :

{y.} x S, < E \.§
1 2 (al,az, (al,a2+a2)
= VYweS sl(y -a )sz(w—a ) = tl(y -a )tz(w-a ) =0
2 171 2 171 2 ’
En projetant sur JH , on obtient :
1,.8-4 g-2 g-2

g2+W h(a2) c W U We ,
ce qui, comme ci-dessus, prouve le lemme dans ce cas. L

On a aussi :

Lemme 5.3. Aucun des 4 éléments a,b,c,d de P n’est dans n(Xl).

B On suppose par exemple a = n(al,O). On a alors par II.C.1.4 :

E.Ea = n(XleZ) U n({e}xDz)

-1 -3
avec T2 = h (Q0+Wg )
e € div(slt; —s; tl)
1 1
D, = div(sl(e)sZtle)t?) e M, .
Si D2 est réductible, il ressort de Al qu’une des variétés

abéliennes X; = Xz/{O,az} = JH , Xg = X2/{0,p2} , X§+p = Xz/{O,a2+p2}

est réductible, ce qui contredit A2.4.2.

II.F



131

age

On a donc par exemple {e}xD, < . Ceci entraine, comme

2 (CI’CZ)
en II1.C.2.5, qu’on peut supposer ¢, nul. Mais on a alors

ZE.E <c E.E . Contradiction.
a c

I1 découle de II.A.1.3 que chacun des é&léments
a,b,c,d,a-c,a-d,b-c,b-d de P satisfait aux hypothéses du lemme 5.2.
On en déduit :

Lemme 5.4. On peut écrire : a = n(al,az), b = n(bl,bz), c = n(cl,cz),
d = n(dl,dq) avec h(az) = 0(x-y), h(b2) = o(z-t), h(cz) o(x-t),

h(d2) = 0(z-y), pour des points x,y,z et t de H , distincts deux

a deux.

® On peut écrire, par 5.2 :

a = n(a],aq) , C = ﬂ(cl,cz) , a-c = n(ml,mz) avec
h(az) = o(x-y) , h(cz) =0(z-t) , h(mz) = 0(u-v), ol
les points x et y (resp. z et t) (resp. u et v) de H sont

distincts par 5.3.

Il suffit pour prouver le lemme de montrer qu’on ne peut avoir a
la fois :

x ¢ {z,7t,u,7v}
y € {rz,t,Tu,v}
z € {ru,v} t € {u,7v} .

On raisonne par l’absurde. On est dans 1’un des cas suivants :

u-v
u-v+Q —Q
o 1

1) x-y-(z-t)
2) x-y—-(z-t)

(Les points QO et Q1 sont des points de Weierstrass de H). Dans

le cas 1), comme x ¢ {y,z,u} , |x+t+v| est un g% . Mais on a

xe{rt,rv} , t#rv . Contradiction.

Dans le cas 2), coome x ¢ {y,z,u} , |x+t+Ql+v| est un gi . On

en déduit que Qle{x,t,v} et que #({x,t,v} N {u,y,z}) = 2.

Contradiction.

Pour aller plus loin, il va nous falloir utiliser des résultats
de la démonstration (4.6) du théoréme 4.1. Remarquons tout de suite
que 1’hypothése (4.23) est satisfaite dans notre cas. En effet, vu le
lemme 5.3, il suffit de vérifier qu’on ne peut avoir a,cen(xz). Si
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c’était le cas, on aurait alors, comme en (4.19), a1=b1=c1=d1=0 , et
1’égalité (4.21) serait valide (avec r=2). Les deux variétés

abéliennes principalement polarisées XQ = Xz/{O,pz} et

I)
X;ﬁﬁ = X2/{0,a2+p2} , €léments de n;—l par construction, donc

irréductibles par A2.4.2, admettraient alors chacune une trisécante.
Cela contredirait 3.1 si g-1 > 5 , et, par II1.E.4.3, 1’ex—conjecture
de la trisécante en dimension 4 si g-1 = 4 .

(5.5) On est donc dans le deuxiéme cas (4.23) de la démonstration de
4.1.

Avec les notations de cette démonstration, en particulier (4.17),
il découle de 5.3 qu’aucun des é&léments U;,V;,W;,ﬂ;,vg,ﬁz de

o
H (X,,M oM ) ne peut étre nul.
22 2,x2

I1 découle aussi de 5.4 qu’on a une inclusion
e'eh(az) < eh(Cz) v eh(dz) dans la jacobienne JH , c’est-d-dire

(II.A.1) une relation :
86 +96, . \8,, +56,, .6 y =0
h(ay+b,) * "*ha,) hib,) T *hic,)®h(d,)

avec 1,56C*, valable pour tout é&lément non nul 6 de HO(JH,e).

Comme h*e est proportionnel a s2 dans HO(XZ,Mz), on a :

) 2
szsi + ¥s” sg + 55; s2 =
2 ay by 2 4

0.

Si on fait agir 1’élément 22 de $(M2), on obtient comme en
(4.14) les relations :

+

+ +
(5.6) { U2 + 1V2 + 5w2 =0
U2 + 1V2 + 6W2 =0

On distingue alors deux cas :

. + o+ 4+ - = =y
i) On suppose Rang(Uz,Vz,wz) Rang(Uz,Vz,wz) =2 .

Les relations (4.16) jointes aux égalités (5.6) ci-dessus donnent
alors :

=3 _
Vo=, W= el]
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d’oa on déduit :

Ceci ne peut se produire que si {al’bl} n {cl,dl} N H(Ml) 2o,
ce qui contredit (5.5).

ii) Vu le lemme 4.24, il suffit d’étudier maintenant le cas :
Rang(Uy,V,,W,) = 1 , Rang(Ty,V,,W) = 2 .

]
2’72

Notons 6 un é&lément non nul de HO(JH,e). Par hypothése, les

éléments 66 et o 0 de

x+z-y-t ’ eeex+z—y—t+e ’ 9x—yez—t x-y+e z—-t+e

o . .
&
H (e + ex+z—y-t) sont linéairement dé&pendants (avec
e = 0(Q -Q,)eJH[2]). Comme 0,8 et 6 sont nulles sur
o 1 € X-y

Sing e = g§+wg—4 , on a par exemple g§+wg_4—x+y+oo-q1 c wg—l , de

sorte que {Qo,Ql} Nn {x,y} #¢ .

On suppose par exemple x=Qo . On a alors :

h(az+p2) U(x—y+Qo-Ql) = U(QI‘Y)
h(c2+p2) = o(Ql-—t)
h(dz) = 0(z-y) ,

de sorte qu’il existe (par II.A.1l) une relation :

2

2.2 , 2,
dy <y

s t +49's

itz +6’ =0,
2 2 %

ce qui donne :

Cetle relation est analogue & celles de (5.6). On en déduit comme
dans le cas i) une contradiction avec (5.5). L

II.F



CHAPITRE 1III

ANNULATION DE THETACONSTANTES ‘SUR LES
VARIETES ABELIENNES DE DIMENSION 4

On rappelle ([Be 1]) qu’en dimension 4, le diviseur Ni de A4

forme des variétés ab2liennes principalement polarisées dont le
diviseur théta est singulier, a deux composantes irréductibles, &

savoir }4 , adhérence du lieu des jacobiennes, et anull , lieu des

variétés abéliennes (A,®), avec © symeétrique, telles que Sing €
contienne un point d’ordre 2. On remarquera que cette propriété est
indpendante du choix du diviseur & symétrique. Elle équivaut &
1’annulation, au point 7 de ”4 correspondant & la variété

abélienne A , d’une des fonctions 9[2](0,27), ol a,b € %z?/zg et

2 ta.b e/l . C’est pourquoi 1’on dit aussi qu’une thétaconstante est
nulle sur A .

Nous allons étudier ici la structure des sous—ensembles Géﬁil

de A fornés des variétés abéliennes pour lesquelles au moins p

4
thétaconstantes s’annulent.

Notre résultat principal est qu’il n’y a qu’une seule variété
abélienne irréductible de dimension 4 pour laquelle 10 thétaconstantes
s’annulent et qui ne soit pas une jacobienne hyperelliptique. Celle-ci
a déja été étudiée en détail par Varley ([Va]).

Plus précisément, on a, avec les notations suivantes
irr

A, = {éléments irréductibles de A4}
: (p),irr _ _(p) irr
null Chuil T4
M4 = {jacobiennes hyperelliptiques de dimension 4}
Ar,s = {produits Ale2 , avec AleAr , AzeAs} ,

Théoréme 1.

i) 9(2) est irréductible de dimension 8.
null
.. (3) . L . =
ii) gnull a _trois composantes 1rneduct1bles dont n4 t 41,3 .

chacune de dimension 7.
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iii) eégiilrr—ﬂ4 est irréductible de dimension 1. Ses éléments
sont dans Ai 1.1.1° quotients d’un produit E4 , o E est une
courbe elliptique.

. (10),irr Lol . <
iv) gnull —ﬂ4 a un seul élément, qui correspond au cas ol la

courbe E a multiplication complexe par i

M| Soit A4(4,8) 1’espace des modules des variétés abéliennes

principalement polarisées avec une structure de niveau convenable (cf.
(Ig 2] ou [V] pour plus de précisions). On utilisera uniquement le

fait que les fonctions 9[2](0,21) (cf. I.3.14), pour a,be%lg/zg et

2ta.bel , dfinissent des diviseurs de Cartier amples sur 44(4,8). On

note p la projection 44(4,8) —_ 44 et pour deux de ces diviseurs

(2)

D et D’, q la restriction de p & DND’. On remarque que enull

est de dimension pure 8 (puisque enull est irréductible de

dimension 9) et qu’il contient :Z (cf. II.E.4.1, 1’adhérence est
ici dans 44; qui, étant de dimension 8, en est donc une
composantec. Nous allons montrer que c’est la seule. Raisonnant par
1’absurde, on écrit donc :

DND’ = M+M’
ot M et M’ sont des diviseurs de Weil sur D , réduits, sans

composante commune, avec M = q-l(;z)

On notera aussi A421,85 la compactification de Satake, et
toutes les adhérences seront prises dans cette compactification.

On veut tout d’abord montrer que MIM’, qui est contenu dans le
lieu singulier de DND’, est de dimension 7. Pour cela, on regarde la
trace sur ;A(4,8) = p—l(ja), ol j& dénote 1’adhérence de }4 dans

A4 . On a:

s s -1, ,_ (2) I S -1
DnD n}’4(1,8) < q (}'4n9nu11) = q \”4) Ugq (41,3) ’

ol n& est 1’adbérence dans A4 de la famille wq des jacobiennes

hyperelliptiques de dimension 4.
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On a aussi :

—
ﬂ4 c 64 , par IT.E.1.1.

Al 5 € ;g , 11 suffit en effet de considérer les

revétements étales =m : C = Eo u Fl U F2 —s C = Co UuF, ot

~

T :C — C est dans ¢ , F, , F et F sont des courbes
o o o 4,0 1 2

elliptiques isomorphes, coupant transversalement en 1 point Eo s Eo
et Co respectivement, et Co est une courbe superelliptique de

I)
genre 4, pour en déduire que ;Z contient CEXAI . Il ressort alors
de la démonstration de I1I.D.1.4.2 que 62 est de dimension 6, donc

3
qu’il est dense dans Ag

On en déduit :
-1, ., -1
M>q (#)Uaq (Al,S)

La variété M contient donc toutes les composantes de
1’intersection DﬁD’ﬂ;&(4,8).

Maintenant, ;424,85 est un diviseur de Cartier irréductible
ample sur A4(4,85 (cf. par exemple [Ig 3]). Il rencontre donc la
variété M~ et dim M n f4(4,85 > 7 . Comme le complémentaire de

A4(4,8) dans A4(4,85 est de dimension 6, on en déduit que

M’ N ;&(4,8) est non vide et de dimension » 7. Or on a :

M’ N ;&(4,8) <cDnD' N 14(4,8) =MnNn ;&(4,8)

— -1 ’ _]-/
= q (?l4) U q \-’11’3)

Il existe donc une composante Z de qﬁl(ﬂ’) U q—l(Al 3) qui

est contcnue & la fois dans M et dans M’, donc qui est dans le lieu
singulier de DND’. Or le critére jacobien montre que si une variété
abélienne (A,e) correspond & un point singulier de DnD’, alors

Sing @ contient (au moins) deux points d’ordre 2 et, soit les odnes
tangents en deux de ces points sont égaux, soit la multiplicité de
1’un deux est ) 4 .

Comme q(Z) est soit u& , soit 4 il suffit de vérifier

1,3°
qu’aucune de ces deux conditions n’est satisfaite en un
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point générique de chacune de ces familles pour aboutir & une
contradiction.

Sur une jacobienne hyperelliptique, les 10 points d’ordre 2 de

Sing @ correspondent aux systémes linéaires géer‘j , 1L ¢ j<¢ 10, oa
les wj sont les points de Weierstrass. Ils sont de multiplicité 2 et
les odnes tangents & € en ces points sont d’équation

2 1

2 2 N .
(Souj)(sluj) - (bosluj) y OU s, s, uj sont des sections de g5

telles que {so,sl} engendre Ho(gé) et div(uj) = 2wj (cf. 1.2.4).
Ces 10 quadriques sont distinctes deux & deux.

Sur un produit ExJC , o C est une courbe lisse non
hyperelliptique de genre 3, les 28 thétaconstantes nulles

correspondent aux points d’ordre 2 du diviseur & de JC . Les cddnes
tangents sont réductibles, réunion de TXJC et de E x TYe . Les 28

hyperplans Tve correspondent aux 28 bitangentes & la courbe

canonique de C , et sont donc distincts deux & deux.

On a donc montré par 1’absurde que DnD’ = q-l(;Z) , donc que :
2y _ 72
®hull T ¢q ¢

ce qui prouve (i).
Pour montrer les deux autres points, on utilise la description

IT.E.1.1 de ;2 (adhérence dans 44). Avec les notations de cette

1
partie, on a :

Z 2 2 2 2 2 2
Cqhy 37 Ap, 0 T EgUHU R U R U, o U 1,2 *1,1,1,1
En vertu de i), O;jil est de dimension pure 7. Un élément

2 2 .
'l ari s (> S
générique est donc dans A1,3 , 64 , ﬂ4 ou ﬂ4 . Cette derniére

famille est exclue par II.E.4.2. Par II.E.4.1, un élément de

2
tq 5,0
correspondant, 4 est somme de deux &léments de |5| . La famille
correspondante est déterminée par le choix d’une courbe elliptique

. 4 , . O .
E , de 6€Pic’E , 6’e(Pic E)[2] et P1+P2+P3+P4 , P5+P6+P7+P8 € |58] ;
elle est donc irréductible, ce qui prouve ii).

= Pr(y a 3 Lhedtaconstantes nulles si, pour 1’élément de TS 0
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Pour prouver iii) et iv), on va examiner les nombres possibles de
thétaconstantes nulles pour les é€léments des familles ci-dessus. On
commence par en réduire la liste. On rappelle que 62 (2) est la

’

famille des variétés de Prym (au sens de [Mu 2]) associées aux
structures superelliptiques sur des courbes lisses de genre 3. C’est
un sous—ensemble irréductible de AZ (2)

lrr B
Lemme 2. On a 2 (2) ° 62’(2)

® Soit P un élément de A%rgz) , E une courbe elliptique
quelconque. L’é€lément de A? » construit & l’aide de E et P est

irréductible par A2.2.3. C’est donc la jacobienne d’une courbe lisse
C de genre 3, qui admet une structure superelliptique C 4 E (cf.
par exemple II.C.1.2) dont la variété de Prym associée est P . -

La courbe E de la démonstration ci—-dessus est quelconque. Pour
irr
2,(2)
C" 4 E , avec la mdme courbe E , de variétés de Prym respectives P’
et P". On en déduit (II.D.1.5)

P’,P"e4 quelconques, on peut trouver deux morphismes C’' o E ,

2,irr _ 2
‘2,2 T 2,2
3 0 9 2 2
et (Ef-u4) na = urguE] U,

On examine tour & tour ces familles dans une série de lemmes.

Lemme 3. Les &léments de 62 ne peuvent avoir plus de 8

thétaconstantes nulles.

® On a vu (II.E.4.1) que le nombre de thétaconstantes nulles est 2
plus le nombre de décompositions de 4 en somme de deux &léments de
o]

On suppose que & = P1+P +P3+P4 = P +P6+P7+P8 . Pour chaque autre

décomposition 4 = Al+42 , on peul supposer que #Al n {1,2,3,4} = 2 .

Lorsque 4. n {1,2,3,4} cst fixé, 4 ne peut alors prendre que deux

1 1
valeurs distinctes. Enfin, changer Al en A—Al donne la méme

décomposition. On obtient donc au maximum (3)x2x1/2 =
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autres décompositions. Il est clair qu’on est alors dans la situation
suivante (quitte & réordonner les P.)

vi<j e {1,...,4) P{*P, = P +Py+P P, P, P,
= P4+1FP4+j = P5+P6 7+P8 P P4+j
= 2P.+2P 2 +2P =6
i 4+
——3 PJ = P1+t‘] , 4+J = P5+€,J

avec E[2] = {e1:0,€2,€3,64} = {e1=0,eé,e3,64}

Si on revient & la premiére équivalence, on obtient :

izl — 2P +e. = 2P_+¢’
17 57
1<i<j == 2P +e.+e ., = 2P_+e]+e’
1 71 7 571 7
On a donc ei:e? soit 2Pl = 2P5 . Le point P5 est alors égal a
1’un des points Pl’PZ P3 ou P4 . Contradiction. On a donc au plus

2+1+5 = 8 thétaconstantes nulles.

Il est & noter qu’en prenant :

pour 1 =1,...4 et E{2] = {61:0,€2,€3,64} , on obtient une variété

abélienne avec 8 th&taconstantes nulles et que c’est essentiellement
la seule facon de les obtenir. =

Lemme 4. Les é&léments de Rz U ﬂz ne peuvent avoir plus de 8

4 1,3

thétaconstantes nulles.

B Les variétés abéliennes concernées sont les variétés de Prym de
certains revétements d’une courbe C obtenue & partir d’une courbe
hyperelliptique H de genre 3 et d’involution hyperelliptique 7 en
identifiant Qo a Q1 , et rO a 701 (II.E.1).

Le nombre de thétaconstantes nulles-est 2 plus le nombre de
décompositions (II.E.4.2) ’

+Q,+x+y = w.+w tw, +w
Qo O1 X+y wl wJ wk h%.

ou Wi wJ, Wi W, sont des points de Weierstrass dislincts sur H .
On suppose qu’on a une telle décomposition pour {i,j,k,e¢} = {1,2,3,4}
et on cherche les autres ensembles d’indices possibles.
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1) si {1,2,3,5} convient, alors X=Wg et {1,2,4,5}, {1,3,4,5} et

{2,3,4,5} conviennent. Si encore un autre ensemble d’indices
convient, on peut supposer (quitte & prendre son complémentaire) qu’il
rencontre {1,2,3,4,5} en trois points. On en déduit que y est un
autre W, , Wg par exemple. Mais on a alors :

QptQq = Wty thigtW, Ty WG = ptwg
ce qui est impossible.

On donc au plus 5 décompositions dans ce cas, soit 7
thdtaconstantes nulles.

2) On suppose maintenant que deux ensembles d’indices qui conviennent
se rencontrent en deux points. Comme pour les &léments de Ys g+ o0
)

obtient ainsi 7 décompousitions possibles. Si toutes les 7
conviennent, on a alors

a(oo+ol)eT = e.ee.ee,.eeu.ee+e,.9€+6".ee,+€".ee+e,+6" , avec
e = w1+w2—w3—w4 , e’ = w1+w2—w5—w6 , e = w1+w3—w5-~w7 . L’ensemble T
contient alors les 8 points distincts

OO+Q1+ {0,e,e’,e",e+e’ ,ete",e’+e" ,e+e’+e"} . Comme 93:6 , on en

déduit que 1’intersection de 3 quelconques de ces translatés de o
est de dimension 1, donc que 1’intersection de 2 est

réductible. Ceci n’est possible que s’il existe un morphisme de degré
2, p:H » E sur unc courbe elliptique (utiliser II.B.1l). On a alors
e,e’,e",ete’,ete e’ +e"jete’+e" € pXE[2] , ce qui est absurde.

On a donc au plus 2+6 = 8 thétaconstantes nulles. -

Avant d’énoncer le lemme suivant, on va introduire un
t')
sous—ensemble %~ de 4 construit de fagon analogue
gyy:-4,8 g, t...tg
1 4 1 4
2
A
gl"")g/]
i=1,...,4 et o et pi des gérérateurs de H(Mi)' Le quotient de
Xl X X2
(O,O,ag,a4), (al,O,pB,p4) et (pl,pz,ag,O) , est une variéteé

a Soient, comme en AZ2.2.1, (Xi,Mi) € Agi’(z) pour

X X3 x X4 par le sous—-groupe engendré par (al,ao,0,0),
abélienne principalement polarisée ; le sous-ensemble de A
. gt Ty

ainsi construit est noté 32 . I1 est contenu dans
1,...,g4
2 2

A et 4 .
g1+g2,g3,g4 gl’gZ’g3+g4
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A? 1.1.1 est 1’ensemble des variétés de Prym

associées aux revétements admissibles des courbes du type (A2.3.7)

Par exemple,

toutes les courbes étant des Pl, tandis que mz correspond aux

1,1,1,1

N~

revétements de :

toutes les courbes é&tant des Pl
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Lemme 5. Les éléments de €§ o he peuvent avoir plus de 10

thétaconstantes nulles. Ceux qui en ont 9 ou 10 sont dans A% 1.1.1

2
1,11

M Le nombre de thétaconstantes nulles est maintenant 4 plus le nombre
de décompositions de 4 en somme de deux &léments |6| telles que,
si Pi+Pj+Pk+Pe est 1’une d’elle, on ait :

o
h (Qi+Qj+Qk+Qe+n)

_,0 _ , .
= h (Qi+QJ.+Qk+Qe+Q +QZ+Q3+Q4 p¥s') pair.

1
On vérifie que c’est équivalent &
# {1,2,3,4} n {i,j,k,¢} pair.

On obtient ainsi, comme dans lemme 3, un maximum de 4+6 = 10
thétaconstantes nulles.

Rappelons 1’effet de la construction tétragonale sur les é&léments

de ¥ (I1.D.3.2.2). Soit ¢:E —i Pl un morphisme de degré 2. Une

5,2
des courbes C’ obtenues par la construction tétragonale est
construite de la facon suivante. Soient C1 et C2 deux courbes

elliptiques revétements de H’l ramifiés en ¢P1+...+¢P4 et
éP_+...+¢P

5 8
02 , qui se coupent en 4 points.

respectivement. La courbe C’ est réunion de C1 et

I1 est facile de vérifier que si on a au moins 9 thétaconstantes
nulles (c’est-d-dire au moins 5 décompositions de 4), alors on a une
relation du type P1+Pq = P3+P4 = P5+P6 = P7+P8 . Si on prend pour ¢

le morphisme associé a UF(P1+P2), on voit que les courbes C1 et C2

deviennent réductibles, chacune isomorphe & deux copies de Pl se
coupant en deux points. La courbe C’ est alors :

~ &

N\

ou

G,

.. _ 1
chacune des courbes dessinées @tant un P
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. 2 2
& |
La variété de Prym est donc dans Al,l,l,l ou dans wl,l,l,l .
Rappelons briévement la construction des &léments de A? 1.1.1 "
On part de quatre courbes elliptiques El’ EZ’ E3 et E4 . On choisit
des générateurs «o. et pj de EJ[ZJ . Le quotient de

E, x E, x E; x E par le sous—groupe engendré par (al,az,0,0),

1 3 !
(al,O,aB,O), (al,O,O,a4), (pl,pz,pB,p4) est une variété abélienne
principalement polarisée, &lément de A% 111
2 (6),irr sz
Lemme 6. On _a Al,l,l,l c enull . Les sous—variétés
2 (p) . : . .
Al,l,l,l ] gnull pour 6 < p ¢ 10 sont irréductibles de dimension

(10-p). En particulier, un seul &lément de A? 111 2 10

thétaconstantes nulles.

- . o . . .
On a une isogénie 1w : El X E2 X E3 X E4 —— A . Soit oj

1’élément neutre de Ej et Mj le faisceau inversible symétrique

U(Zoj). On choisit &j et ﬁj dans %(Mj) d’ images respectives 0(‘j

~ ~ o~ o~ o~

~ )
et pj dans H(Mj) = EJ[Z) , tels que a? = p; =1, djpjajpj = -1

Soit Sj une section de Mj invariante par &J , et tj = ;3J..s‘j . On
a div(s.) = x.+(x.+a.), avec 2x. = a. . Une équation de 1’image
J J J J J J

inverse dans E1 X E2 X E3 X E4 du diviseur théta de A est

S = 515,545, + t1t2t3t4 . Soit (yl,...,y4)

div(s). On distingue deux cas :

un point singulier de

i) Si Zyl 2 0 , alors sl(yl)fl(y1)~él(yl)tl(yl) 2 0 (on désigne par

un point la dérivation par rapport & un paramétre local sur les
courbes Ej)' On a donc sz(yz)sz(yg)sq(y4) = tz(yz)tB(yB)t4(y4) =0 .

Si Sz(yz)tz<yz) 2 0 , alors 53(y3)s4(y4) = t3(y3)t4(y4) =0 .0On a
par exemple s3(y3) = t4(y4) = 0 . En particulier, Ya et y, ne sont

pas d’ordre 2.
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2. On a donc par le m2me méthode sl(yl)s3(y3) =
impossible. On a donc montré que pour chaque j € {2,3,4} , on a
sj(yj) = 0 ou tj(yj) =0 .

En particulier Yo n’est pas d’ordre 2 et on a aussi sl(yl) ou
t(yl) nul. Plus précisément, il est facile de voir qu’il faut et il
suffit que :

305 Sa(1)Y5 (1)) 7 So(2)Vo(2)) T
ta(3)Ya(3)) = ta(a)Vo(a)) *

On obtient ainsi les 6 points distincts suivants sur A ,
singuliers sur o :

n(x1+x2+x3+x4+pl+pj+eal), Jje{2,3,4} , e€{0,1} .
Ils sont d’ordre 2 puisque szj = Zaj est dans le noyau de w .

ii) Si un yj est d’ordre 2, il résulte du premier cas que tous les

. sont d’ordre 2. Les images de o. a. . a.+8. ar
yJ g J’ ’p‘)’ JpJ p

J

1 -1
j’T."T\_T([MuS]
J J

page 350) avec AjeU =C-{0,1,-1,i,-1} . Le complexe AJ détermine la

. 1
1’application s.,t.) : E. — sont A. , -A
PP ( i J) j P j

courbe E. , les éléments aj et pj , ainsi qu’une théta structure
pour la polarisation de degré 2 sur Ej (cf. [Ig 2] ou [V]), de sorte
que U est 1’espace de modules 41(2,4).

On peut donc définir un morphisme surjectif U4 —_ A? 1.1.1 °
’ 3 3

Le birapport des quatre &léments A , -A , % , %l de E’l est

2 ..2 .
AT-1 . . .
LﬁT—J . Il est invariant par le groupe G de transformations
AT+
) P _ -1
engendré par A p—s -A et A p—s —

Le morphisme U4 — A% 11.1 est donc invariant par 1’action du
b ’ ’

groupe G4 sur U4 ainsi que par 1l’action du groupe symétrique 54 .
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. 4 (7) .
1 )
L’image d’un élément (Al,Az,AB,A4) de U est dans enull si
et seulement si il existe gl,...,g4eG tels que

- y s . (7) 2
1+ gl(Al)gz(Az)g3(A3)g4(A4) = 0 . L’intersection gnull n Al,l, 1

1
est donc 1’image de 1’hypersurface irréductible 1 + A1A2A3A4 0

de U4 .
L’ intersection 9(8) N AZ 3 est 1’image des sous—variétés
null 1,1,1,1
suivantes de U4 :
1+ A1A2A3A4 =0

11+ 80008080, = 0,
pour g (A )8, (1) E5(r5)g,(Ay) € (A pAMah s (A Ahor )T)

En utilisant 1’action des groupes G4 et ﬁh , On Se raméne aux

quatre sous-variétés :

puis & :

(.Al )Azt)‘l ’Az)
et (Al,Az,lAl,lAz)
Or la transformation A - iA change la donnée (E,a,8) en
(E,a,atB). Le morphisme U4 —_— A? 1.1.1 est donc invariant par la

. , . . )
transformation \Al,Az,Ag,A4) — (1A1,1A2,A3,A4), de sorte que
ggil n A?,l,l,l est 1’image de la sous-variété irréductible

4

(Al,Az,Al,Az) de U

e

(9) ) s
enull 1, est alors 1’image de la
10) n £ e d C

1,1,1,1 correspond au cas

L’intersection N A

diagonale de U4 , tandis que 6
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4= A, A =-1. Les courbes El""’E4 sont

isomorphes & la courbe elliptique avec multiplication complexe par i

(j(E)=1728). C’est la variété abélienne &tudiée par Varley dans [Va].
n

Ay = A, = A, = A

Le lemme suivant, qui traite le cas des é&léments de %f 1.1.1°
’ ] ’

termine la démonstration des deux derniers points du théoréme 1.

2 (4) 2 (7 2
Lemme 7. On 8 ) 3 3.7 < 11 &% %1,1,1,1 7 Cnull € 41,1,1,1

B Avec les notations du lemme précédent, 1l’é@quation du diviseur théta
est maintenant :

s = slsz(sgs4+t3t4) + tltz(sss4—t3t4) .

Soit (yl,...,y4) un point singulier.
i) Si 2y1 # 0, ona:

52(Y2)[53(y3)54<Y4>+t3(Y3)t4(y4)] - O
tz(Yz)[sg(yB)s4(y4)_t3(Y3)t4(Y4)] =0

1 ’ = ( = N
1) Si 53(y3)54(y4) t3(y3)t4\y4) 0 alors y3 et y4 ne sont pas

d’ordre 2, de sorte qu’on a :

S4<y4)[Sl(yl)sz(y2)+t1(yl>t2<y2)] -
tg(yg) s, (v so(yo)-t (ydty(yy)] =
sg(Yg)[sl(yl)sz(yZ)+tl(yl)tz(yZ)] -
ta(ya) s (v s (yy) -t (yDt,(y,)] =

|
o O O O

d’olu on déduit sl(yl)sz(yz) = tl(yl)tz(yZ) =0 .
P tout je{l,...,4 (y.) =0 t.(y.) =0.
our tout je{ } on a sJ(yJ) ou J(yJ)

On obtient ainsi les 4 points distincts n(xl,xo+p2,x3,x4+p4),
(X X tPo i Xa¥0a, Xg 4 ) s (Xy s Xo ¥ XgtPguXg ) s (X ) Xo ¥, Xa¥fig, Xy tay)

d’ordre 2 sur A .
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2) Si par exemple 53(y3)s4(y4) + t3(y3)t4(y4) # 0, on a sz(yz) =0
donc 2y2 # 0 . De la mdme fagon, sl(yl) est nul. On a alors :

53(y3)s4(y4) - t3(y3)t4(y4) =0

S0y )5, (v,) = taly)t,(y,) = O

|
(o]

d’ott on déduit que Y3 et Yy sont d’ordre 2. On peut alors supposer

(y3,y4) € {(03,04);(03,p4)} , soit 1—A3A4 =0 ou A3 = A4 . I1
existe alors un isomorphisme X3 - X4 envoyant oy sur a, . On a

le diagramme suivant {A2.2.3)

X2 x X!

X3 x X5 3 % X3

(Y,m) ,

ol Xé = X3/{0,a3} , aé = image de p3
P(Bg:B3) = P’(a3,0) et p(ag,0) = p’(B3,83) engendrent H(M),

de sorte que (A,e) est un élément de A? 1.1.1° quotient de

’ 9
X1 X X2 X X3 X X3_.

ii) Si (A,e) n’est pas dans Ai 1.1.1° les autres points singuliers
éventuels de e s’écrivent donc n(yl,...,y4) avec 2y‘j = 0 pour
tout j . On suppose que 1’un d’eux est n(01,02,03,04). On a alors :

1 + A0, +A

g P AAp(IAgA,) = 0

Par ce qui précéde, on peut supposer A3A4 # +1 . On en déduit
que tout autre point singulier est parmi {n(Ol,pz,a3,04),
n(olvp2)p3)04))ﬂ(olip2103+p3’04) !"(Ol)pzya:}:pq) :ﬂ(ol :pgapg)pq) )

y . . -
n(Ol,pz,a3+p3,p4)} et qu’il ne peut y en avoir deux.
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CHAPITRE 1V

PROBLEME DE SCHOTTKY POUR LES
VARIETES DE PRYM ET ENSEMBLES N%-6

IV.A. Variétés de Prym et ensembles Ng_s :

Nous avons montré en II.D.1.2.5 que la famille Pg des variétés de Prym de
dimension g était contenue, pour ¢>6 , dans 1'ensemble d'Andreotti et Mayer :

A9

g-6 = {(A,O)EAg | Dim Sing0> g-6} .

Nous allons maintenant préciser ce résultat, en montrant 1'analogue suivant

du théoréme principal de [An-M] :

Théoreme. Pour g¢>7 , Pg est une composante irréductible de Ng-6 .

L'assertion correspondante pour g=6 est fausse, puisque P6 est de dimension
18, A6 de dimension 21 et que, pour tout g , Ng est un diviseur de Ag ([Be 1], [Mu 11).

La méthode utilisée ici est essentiellement celle de [An-M].Andreotti et Mayer
exhibent une jacobienne de courbe (J,O) avec dim Sing 0 = g-4 , telle que les cdnes
tangents @ O en les points de multiplicité 2 engendrent un espace vectoriel de codi-
mension (3g-3) dans SZTBJ . I1s montrent ensuite que ceci entraine leur résultat.

On pourrait employer Ta méme méthode pour les variétés de Prym. Malheureusement,
si on sait que pour une variété de Prym générique, on a dim Sing = = g-6 , on ne sait
pas a ma connaissance décrire un exemple explicite qui vérifie cette propriété. De plus,
le probléeme des cones tangents aux points doubles du diviseur théta semble difficile a

aborder directement.

Pour contourner cette difficulté, on a recours a des dégénérescences de variétés
de Prym, a savoir certaines extensions de variétés de Prym par C* . Via 1'isomorphisme
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Ext1(P,¢*) ~ P, ce sont les extensions qui correspondent a a = O(r+s-or-os)€P , ol
P = Prym(E — C/a), r,sEE .

On montre au paragraphe 2 que la méthode d'Andreotti et Mayer s'applique sur le
bord de A . On est ramené a étudier Sing(E.Ea), pour (P,Z)€ Pg_1 et a comme ci-
dessus. Pour ce faire, on a recours a une seconde dégénérescence, a savoir le cas ou
(P,%) est une jacobienne de courbe (JN,@)ng_1 et a = ON(p+q-r-s) avec p,q,r,seN.

On peut remarquer qu'on a dans ce cas dim Sing(@.@a) =g-6 .

A 1'aide des résultats des paragraphes 4 et 5, qui décrivent le comportement en
famille de Sing & et Sing(E.Ea), on met en évidence au paragraphe 6 celles des com-
posantes de Sing(@.@a) qui sont spécialisations de la situation générique. I1 est
alors facile de faire les calculs sur ce cas particulier. On conclut au paragraphe 7.

Tout comme Ng_4 qui a toujours des composantes autres que 39 pour g¢>4,

Ng-6 a toujours des composantes autres que Pg pour g>7 (cf.A1.4.5.).

Signalons enfin une autre analogie avec la situation pour les jacobiennes. On
sait que si C n'est pas hyperelliptique alors son plongement canonique est projec-
tivement normal (Théoréme de Noether). Si de plus C n'est ni trigonale, ni une
quintique plane Tisse, alors 1'idéal de la courbe canonique est engendré par des
quadriques (Théoreme de Enriques-Babbage-Petri). On en déduit grécea [Gr 1] que pour
9> 5, 1'intersection des cdnes tangents aux points doubles du diviseur théta dans
PTJC = PH(C,u
ces courbes.

C)* est la courbe canonique. Ceci prouve le fhéoréme de Torelli pour

Considérons maintenant une variété de Prym (P,Z) de dimension g>6 , associée
a une courbe générique C et n élément d'ordre 2 de JC .

La courbe semi-canonique:
- 0 * o
X = ¢Iwcen!(c) c IPH (C,wcan) ~IPT P

est projectivement normale ([Gr-L]). On peut déduire de nos résultats que les cdnes
tangents aux points doubles de = engendrent 1'espace des quadriques contenant X .

Dans un article actuellement en préparation, nous montrons aue pour ¢>7 ,
1'idéal de X dans Pg'1 est engendré par ses éléments de degré 2. En parzgcu11er,
la courbe X est intersection des quadriques qui la contiennent, ce qui fournit
une démonstration "constructive" du théoréme de Torelli générique pour les variétés
de Prym (prouvé par d'autres méthodes dans [Fr-S 1] pour 9>6).
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§1. Notations, conventions et rappels.

Si C est une courbe 1isse connexe, on notera (cf. 1.2) :
o(d)

c'est-a-dire le produit symétrique de d copies de C .

1'ensemble des diviseurs effectifs de degré d sur C ,

¢t = oect 0,003

r

= Led® nhe,) e

W

Un é1ément de wg est appelé un gg . On notera souvent W au lieu de Ng_3 . Si
p, q sont des points de C , on notera :

W= (Lpr) €3N0 | Lew

P.q
= Led% e | RO(L(-p-g)) > 1}

(d) (d+2)

la = et [0y pigy

Spq Une section de 0(p+q) de diviseur p+q .
De méme, si D€ C(d), on notera sp une section de 0(D) de diviseur D .

1

On notera aussi "-" 1'involution L k—a-wC@L- de 39710 et (-Z) 1'image

d'un sous-ensemble Z de J9'1C par cette involution.

I1 existe sur les wg et Cg des structures naturelles de schéma (cf. par
exemple [A-C-G-H 1] chapitre IV). On a alors :

d

. ror+ | r
Si Lewd\wd y 1 espace tangent TLwd cTJd

1'image de 1'application naturelle :

I HO(C,wC)* est 1'orthogonal de

HO(C,L) & HO(C,u8l™) —> HO(C,u

c o) -

« Si C est une courbe générale de genre g, wg est de dimension p = g- (r+1)(g-d+r),

irréductible si p> 0 , lisse en dehors de w2*1 , Cohen-Macaulay (cf. [A-C-G-H 1],

chapitre VII).

On a utilisé, et on utilisera dans toute la suite, la convention qu'un ensemble
de dimension < 0 est vide.
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§2. Le théoréme d'Andreotti et Mayer et son application aux variétés quasi-abéliennes

de rang 1.

On commence tout d'abord par rappeler les résultats du §3 de [An-M] relatifs aux
Tieux de ramification supérieurs d'une application analytique. Le théoréme que nous
énoncons ci-dessous n'apparait pas tel quel dans [An-MImais est une conséquence directe
des résultats de cet article.

(2.1) Soient X et B deux variétés analytiques lisses et connexes, p: X —> B un
morphisme propre et lisse.

Soit D un diviseur de X , S< D Te lieu critique de pID :D —B,
m:S —B la restrictionde p a S.

On notera toujours f wune équation locale de D dans X . Pour tout x dans X,
on a une suite exacte :

p* "i*
0 — TEB—+T;X—>T;Xb—>O ,

ob b=p(x) , %= (b).

Si x€S, ona par définition i*df(x)=0 . L'écriture (p*)'1(df(x)) a donc
un sens. On notera :

weS T = Kerl(p) 7 (df(x))1eTB .

Cet espace vectoriel ne dépend pas de 1'équation Tocale f choisie.
On note aussi :

(2.2) 8, = {xes| dim, ﬂ-1(ﬂ(X))Zk} fermé analytique dans S

m o=
k Sk

N = n(S

K fermé analytique dans B .

0

Soit beB . On suppose que dim n'1(b)=k , de sorte que b€ Nk .

Soit N une composante irréductible locale de Nk en b, 31,...,Sr les compo-

santes irréductibles de w?(N) qui dominent N . On écrira :

S T
S(IN) = u S'nm '(b),
=1
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de sorte que S(N) est une réunion de composantes irréductibles de dimension k de

S =1 '(b) = Sing D

b b’

Le résultat est le suivant :

Théoréme 2.3. Le cOne tangent réduit @ N en b est contenu dans n TcTB.
. = xes() * P

En particulier, on a :

dim N < codim {sous-espace vectoriel de p*TiB engendré par les df(x), x€S(N)}.

m La démonstration se trouve dans [An-M]pages 214-217. On en reprend ici les grandes

Tignes.
I1 existe des points XpeooXy dans S(N) tels que :
N
noT =T =T
X€S(N) o=l “a

Soit a€{1,...,N} . I1 existe j(a)€{1,...,r} tel que :
X € Sj(a) .
a

Soit Ua un voisinage connexe de Xy dans SJ(G). Par semi-continuité inférieure,

.

J

on peut supposer que les fibres de tous les 7 : 89 — N sont de dimension partout

égale @ k et on en déduit comme dans [An-M], parun théoréme de Remmert, que les

morphismes ™ sont ouverts.
) s
L'ensemble N (Ua) est ouvert et tout point lisse y de N dans cet
' o=1

ouvert a un antécédent dans chaque U, -

Les ouverts Ua peuvent étre choisis arbitrairement petits. Pour toute suite
y(") de points Tisses sur N convergeant vers b , on peut choisir des suites x(n)

(), _ ,(n) :

de points de w;1(N) tonvergeant vers x_, avec nk(xa =y

Par Lemma 8 de [An-M] , on a :

N
T, WNen T .
y(n) o=1 xén)

Si on suppose que la limite des espaces tangents existe on a donc :
]1mT (n)NCT .

noy
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Le cone tangent réduit @ N en b étant contenu dans la réunion de toutes ces

limites, on a le résultat. =

(2.4) Dans tout cet article, on appellera variété quasi-abélienne de rang 1 et de
dimension g+! toute extension d'une variété abélienne principalement polarisée de
dimension g par le tore (*,

(1)

g+1
palement polarisées ou quasi-abéliennes de rang 1 de dimension g+1 ([Ig 11, [Mu 1],

I1 existe un espace de modules grossier A pour les variétés abéliennes prin-

[Na]).I1 est réunion disjointe d'un ouvert isomorphe a Ag+1 , espace de modules des
variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g+1 , et d'un diviseur
3A9+1 9+1f 3A9f1 -T> Ag et la fibre de (A,O? est 15021)
morphe & A/Aut(A,0). C'est le morphisme induit sur aAg+1 par le morphisme de A

g+1
dans la compactification de Satake A§+1 = Ag+1U AgU...U A0 de Ag+1 .

. I1 existe un morphisme o

I1 existe une "famille universelle" de variétés quasi-abéliennes de rang 1 au-

dessus de C9x Hg= B , dont nous allons construire une compactification p:X — B,
Soit : '
c ¥ = (22-0(0,0)) x €9 x B

~

« T Te groupe ([*x 7% 18 qui agit sur X par
(0,0,0)+ (Ao1,2,8,0) = (o, 0m exp(-2imtqa) , 24p+1q, @ , 1)
« X le quotient iYF .

« p l'application X —> B , projection sur les deux derniers facteurs.

La fibre de (a,t) €B est isomorphe au fibré projectif IP(OA(O)e OA(Oa)) sur la
variété abélienne principalement polarisée (A,0) associée a T€ Hg . Le fibré privé
de ses deux sections canoniques est une extension de A par C*,

On définit un morphisme f: X — 1 par :
£(A,1,2,3,7) = AB(z,7) + u6(z-a,1) .
Ona :

0A8(z+p+1q,T) +op exp(-Zintqa)e(z-a+p+rq,T)

f((,p5q) . (A,152,2,1))

oA exp iﬂ(-tQTq-thz)e(Z,T)

+ oy exp(-Zintqa) exp in(-tqrq-th(z-a))6(z-a,T)

o exp iﬂ(-thq-thz) f(A,1,2,a,T).
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Le diviseur D de f est donc 1'image inverse d'un diviseur D sur X . On
prendra f comme équation Tocale de D .

On prend les notations de la section 2.1, dont on va appliquer les résultats a
notre situation.

On peut remarquer tout de suite que la fibre de (a,T)€B sous T: S —B est

{(Au2) | 8(z,1)=6(z-3,1)=0 et vje{l,...,q} A g??(z,r)+-u g;;(z-a,r)= 0} .

J J

L'ensemble Nk introduit en (2.2) correspond donc a :
{(a,T)€B | dim Sing(@.@a)z_k ou dim(Sing 0.Sing Ga)Z.k'1} .

Pour éviter toute confusion avec les ensembles d'Andreotti et Mayer, on le notera

R
ici Tk .

(2.5) On peut remarquer qu'il résulte de [Mu 1] (2.4), pages 363-364, que la frontiere

de 1'ensemble d'Andreotti et Mayer NE+1 = {(A,0) € AQ+1 | dim Sing ©> k} dans la com-

(1)

pactification partielle Ag+1

A -1 .4 L N
est contenue dans la réunion pg+1(Nk)U 3'Ny T, ol

3'NE+1 est 1'image de TE par le morphisme B = t9x Hg —> 3A

g+l

On appliquera le théoreme 2.3 sous la forme suivante :

Proposition 2.6. Soit f:(A,0) — T une famille de variétés abéliennes principale-

ment polarisées de dimension g , avec T lisse connexe, munie d'une section a .

On Tui associe une famille de variétés quasi-abéliennes de rang 1, donc un morphisme
0: T — aAg+1 . On pose :

T= U Sing(0,.0, . )cA.
©tel Uty

On fait les hypothéses suivantes :

(1)  Pour tout teT, Tt
générique. Une seule composante 70 de T domine donc T .

est de dimension k et est irréductible pour t

(ii) Pour t générique dans T , on a :

t’at) k2,

(i11) Pour tout te€T , les seuls automorphismes de '(At,Ot) sont +id,et a
n'est pas d'ordre 2.

dim(Sing Ot).(Sing 0

t
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En particulier, o(T) c a'NE‘L1 . Soit N une composante irréductible de 8'NE+1

contenant o(T). Alors, pour tout te€T , la dimension de N en o(t) est inférieure

ou égale a la codimension de 1'espace projectif engendré par 1'image de Tg par

1'application rationnelle :

g+

. g+( 2 )'1
T, = Smg(Ot.@t,at) -—->P
Ll 00 326 828
7> [)\aT(ZsT),H',}‘aT(ZsT) ’ ABZ_.'(TZ_.(Z’TMUW(Z_at’T) ’ 1S1SJ_<_9]
1 g 1] 1]
Y 30 ] .
ol Aﬁ-z-;(z,T)waTi(z-at,r) =0 vi.

m La question étant locale, on peut supposer T simplement connexe. Grace a 1'hypo-
these (iii), le morphisme ¢:T —> 8Ag+1 se releveen y: T —B . Onaun
diagramme cartésien :

P =P(0,(0)80,(0,)) => ¥

fl !

T __11)___,3
Considérons 1'image inverse T" de T dans P . La projection h:T' —T est
birationnelle sauf au-dessus des points de (Sing et).(Sing @t,a ). Gréace aux hypo-
theses (i) et (i), on en déduit que pour tout t€T , T, est de dimension k et

t

que pour t générique T{ est irréductible. Une seule composante 7% de T' domine

donc T . Son image par h est I

Soit N' wune composante irréductible (Tocale) de TE qui contienne P(T) et
telle que son image dans aAg+1 contienne N . On note comme en 2.2 31,...,Sr les
composantes irréductibles de n?(N') qui dominent N'. Par construction, pour tout

1 r \ . . -
| teT , Sw(t)’“"sw(t) sont des composantes de Tt de dimension > k . On déduit de

ce qui précede que pour t€T générique, on a Si(t)ﬂ,'co pour tout j , de sorte

que SJ:W(T'O). On peut alors appliquer le théoréme 2.3. On se place en un point
X=(Ap,z,a,7) de X au-dessus de xest . Si uzo“, on peut supposer u=1 . Avec :

f(x,1,z,a,1) = A6(z,1) +6(z-a,1)

ona:
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of 99 RIS . ~_
7" 0= A5Ef(z,r)-+§if(z-a,r), puisque x€.St
J J J

of 96 a6

— = - —(z-a,1) = \s=—(z,1)

aaj azj azj

of 90 00 . -1
— = A—(z,1) + =(z-a,1) = [2in(1+6.,)] ' (\=—rer
arjk arjk arjk jk

par 1'équation de la chaleur (1.3.14).

On en déduit la proposition par application de 2.3. m

IV.A
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§3. Quelques résultats sur les systémes linéaires sur les courbes.

Nous avons rassemblé dans cette partie des résultats relatifs aux sous-schémas
wg d'une jacobienne de courbe Tisse dont nous aurons besoin par la suite.

Si C est une courbe lisse de genre g , on adoptera dans ce paragraphe ainsi

que par la suite la notation :

O g-3
W wg_3 cd? °C.

Conformément a nos conventions (I.2), on notera, pour p,q€C :

P,
céd) - oec!® | pyp)
(d) (d+2)
Cp,q-tDEC | D> p+q}

Proposition 3.1. Soit C wune courbe Tisse générique de genre g . Alors, pour p et
q génériques sur C, ona : VL€ Pic(C) hO(L)Z_Z ==>-h1(L2(-p-q))= 0.

» On sait ([Gi]) que sur une courbe générique, on a :

O(L)> 2 =h'(L?) = 0

— 10(12) = 24+1-g
ol d=deglL .

De plus, si p était point base de |L2] , 11 serait aussi point base de |L|
et on aurait :

h°(L(-p)) > 2
— 1O(L2(-2p)) = 2d-2+1-g = WO(12)-2 .
C'est une contradiction. On en déduit :
Vpe C nO(L2(-p)) = hO(L2)-1 = 2d+g
<~ ho(wCGL-Z(P)) =0,

Considérons maintenant le fermé :

F={(Lpa)eddexc? | nL)>2, h(L2(-p-q)) =0} .
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Si sa projection sur le facteur C 2 est surjective, il existe une surface I ,
un revétement fini m = (p,q) : £ — C2 et un morphisme f:r — JdC tels que :

VXE T ho(L) > 2

ol Lx= f(x).

I1 résulte de ce qui précede que ho(wC@L;z(p(x))) = 0 , donc que

(el (p(x)+a(x))) = 1 .

A tout x dans X , on peut donc associer 1'unique élément DX de
IwC@L;Z(p(x)+q(x))| . On a alors un morphisme :

g:zL— C(Zg-Zd)

X —>D
X

et q(x) ¢ Supp D . Sion fixe q(x)=q , on a un morphisme

I = 1T-1(CX {q}) — c(29-2d)

2g-2d-1) 2g-2d) (|

dont 1'image ne rencontre pas le diviseur ample

q
Cé de C( Fu-L] Lemma 2.7). I1 est donc constant égal a Dq , avec

q¢ Supp Dq .0Ona:

VXEE | L-%(p(x)+q(x)) = w61(D

donc aussi L;Z(p(x)+q(x)) = w61(D ) . On en déduit que Dp(x) est constant égal

p(x)
a D . Mais on doit alors avoir p¢gSupp D pour tout p , ce qui est absurde. La

projection de F sur C 2 n'est donc pas surjective, ce qui prouve la proposition. =

Proposition 3.2. Soit C une courbe Tisse générique de genre g>6 . Alors,pour p
et q génériques sur C, Np

Sa classe de cohomologie est

.Sing 0 est irréductible réduit de dimension g-5 .

RABE°

m Considérons les images inverses de Sing O et de W dans 0(9'1)

(g-3)

est C;_1 , irréductible de dimension g¢-3 , la seconde,est Cp

. La premiére
, lieu des zéros
d'une section d'un faisceau localement 1libre ample de rang 2 ([}u-L] Lemma 2.7). Leur
intersection T, de dimension pure g-5 pour (p,q) générique, est donc connexe en
codimension 1 pour g-3>2 ([Fu-L] ou [A-C-G-H 1] p. 314). Si T est réductible, il

est donc singulier en codimension 1. Comme le morphisme Cég;3) —> 0 est un isomor-
phisme hors de (C1 ) , qui est de dimension g-7 par 1.2, sa restrictiona T
9-3°p,q

est un isomorphisme en codimension 1 et 1'image de T , & savoir Hp q.Sing 0, est
3
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aussi singuliére en codimension 1.

Soit L un point générique d'une composante Z de Sing (wp’q.Sing 0) de
dimension > g-6 . Comme dim w§_1 = ¢-9 et dim w;_3 =g8,o0na h°(L)=2 et
RO(L(-p-q)) = 1. Si De|L(-p-q)| on a les égalités (cf. notations 1 ) :

0 -
H(L) = mstpq

0 -1y
H (wCsL ) = tBt1 ) Etz

® Esz

. ) L
T Sing 6 = {stpqt1 s SpSoaty s Spty s sztz]

H(L(-p-a)) = Es

Pq

Ho(wC@L'1(p+q)) = Otys o ltys e it

Pg " " 2°pq
_ 1
TL wp,q = {sDt1qu , sthqu , sDt} .
Mais L est singulier sur W_ .Sing @ et lisse sur Sing 0 et sur W On

P,q° p,q °

a donc TL Sing 0 c TL wp’q et, quitte a modifier t et t1 :
(3.3) spt = Soty -
Soit F la partie fixe de L . On suppose d'abord que p,q¢ Supp F . On peut
écrire :
D = F+E
div Y = p+q+F+E
div 5, = F4iavec Supp Mn Supp{p+q+E} = ¢ .

L'égalité (3.3) s'écrit alors :

sEt = th1 .

Donc t est nulle sur M et s'écrit t-= Syu » avec

u€ Ho(wc@L'1(p+q-M)) = Y KC-2M+p+q-F) c HO(KC-2M+p+q). '

Mais, par proposition 3.1, pour un choix générique de p et q , ce dernier espace
est nul pour tout M tel que hO(M)Z_Z . On obtient donc la contradiction t=0 .

On ne peut pas avoir p+q<F car h°(L(-p-q))= 1 . On a donc par exemple
peSupp F , q¢ Supp F et :
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1ol

F = p+6G
D = G+E
div Sy = p+q+G+E
div S, = p+G+M avec Supp Mn Supp{q+E} = §

On a alors :

sEt = sMspt1 .

Comme dans le premier cas, t s'écrit t-= Syu - avec

ue HO(wCoL-1(p+q-M)) c HO(KC-2M+p+q) = 0 . Contradiction.

On a ainsi montré que wp q.Sing 9 est non singulier en codimension 1 donc
9
irréductible.

Sa classe de cohomologie est calculée en 3.7. =

Proposition 3.4. Soit C wune courbe lisse connexe de genre g>5 , non hyperelliptique,
non trigonale et non superelliptique, p et q des points distincts de C .

On considere 1'application rationnelle :

6 : Sing 0 - PSTHC f_vIPSZHO(C,wC)

X€3ing, © > 1% (cne tangent en x a 0).

Alors 1'espace projectif engendré par 1'image de wp qr1$ing 0 est de codimension

3g-2 . C'est 1'espace projectif des quadriques de ]wc|* contenant Ta courbe canonique
et 1a corde pq .

® Soit Xc:PHo(C,wC)* P9 1a courbe canonique de C , I, 1'idéal de X dans pI!,
On sait par [Gr 1]que 1'application rationnelle :

2

b @ Sing 8 ->PH(1,(2)) PSH(C0

¢)

induite par ¢ est non dégénérée et est associée 3 un sous-espace vectoriel V de
HO(Sing 0 ,0(0)). Soit <pg> 1la droite pq dans Pg'1, pour p,q€X , et

Hp,q = PHO(IXU<pq>(2)) cIPHO(IX(Z)). Sous nos hypothéses, 1'intersection des quadriques
contenant X est la courbe X elle-méme, sauf si C est une quintique plane (g=6)
auquel cas c'est la surface de Veronese dans IPS, qui ne contient pas de droite (cf.
[SD1). On en déduit que Hp,q est un hyperplan de PHO(IX(Z)).
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On va montrer que :

(3.5) P*(H_ ) =W .Sing 0 + (-W

.Si =D
p,q’ ~ "pg ).Sing 0

P,q Psq °

On en déduit alors la suite exacte :

0 — H(0 — H(0

Sing O)

qui montre que 1'espace vectoriel engendré par w(wp qn Sing 0) = w(Dp q) est

r(v)= Hp g e qui termine la démonstration.

L'égalité (3.5) résulte des deux lemmes suivants, joints au fait que la classe
de cohomologie de Sing 0 est %264 ([Gri-H] p. 358) donc que celle de xp*(Hp q)
est %295 .

Lemme 3.6. On a 1'égalité ensembliste :

-1 ] ) .
) (Hp,q) = [wp,qu'( wp’q)]n Sing 0 .

s Soit tout d'abord Le:wp qr151n92® . On a les bases suivantes :

0
= t
H (L) Equs o C

H°(wCaL") = 0s' o Ot' .

Alors o(L) = (quss').(tt')- (qust').(s't) correspond a une quadrique conte-
nant la courbe canonique X et la corde <pg> .

Réciproquement, soit L€ Sing,0 , {s,t} une base de HO(L), (s',t'} une base
2

de H(w oL'1), que 1'on peut choisir telles que s(p)=s'(p)=0.Si LgW_ ,ona
C Psq

aussi t(p)s(q) =0 . Si la quadrique o(L) = [(st').(ts')-(ss').(tt')] contient la
droite <pg> , on a :

(st')(p)(ts')(q) + (st')(q)(ts')(p) - (ss')(p)(tt')(q) - (ss')(q)(tt")(p) = 0

=> s'(q)t'(p) = 0
=> s' nulleen p et g, ou p point base de u)ceaL‘1

= L€ (-Wp,q). "

Lemme 3.7. Sous les hypothéses de la Proposition 3.4, wp q.Sing 0 est de dimension

]

pure g-5 et sa classe de cohomologie est gzes
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s I1 découle de [Telque sous nos hypotheses, Sing O est irréductible de dimension
g-4 . Si on avait Sing 0 c wp q° on aurait :

vr,s€eC Sing 0 c

Op+q-r-S

ce qui ne serait possible, d'aprés [We 2], que si :

Ix,y€C p+q-r-s

— dinu> |

X=y

=> ( hyperelliptique par [Ma].

On a donc dim(wp’q.51ng Q) < g-5 . Gréce a la construction de [Ke-L], il est
facile de voir que W_ .Sing © est toujours de codimension < 5 en tout point donc
qu'il est de dimension’pure g-5 dans riotre situation. On peut aussi calculer sa
classe de cohomologie w . Avec les notations de [Gri-H] page 352, on a :

W= a*(o3,2)

a*(-01.o4 + 03.02)

14 1312 1,5
-6.2[-!6 +'3-!'9.§-!e ='27‘9 . B

1]

Proposition 3.8. Soient C une courbe lisse de genre g non hyperelliptique, non tri-
gonale et non superelliptique, p,q,r,s quatre points distincts de C , a le point
de JC correspondant a La = Oc(p+q-r-s). Alors on a 1'égalité entre cycles :

0,-5ing 0 = (wp,q.Sing 0) + ((-Nr’s).Sing 0) .

m Soit u (resp. v) une section de Oc(r+s) (resp. Oc(p+q)) de diviseur (r+s)
(resp. (p+q)). Le noyau du morphisme :

(L) o 1(LoL; ") Lasthy 101 (r45))
est isomorphe a HO(L(-p-q)). On a donc :
O(L{rss)) + RO(L(-p-)) > h°(L) + (Lol )
et par Riemann-Roch, si deg L=g-1:

ol (-r-5)) + (L (-p-)) 3 (L) + HO(LeL]) -2 .
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On en déduit 1'égalité de 1'énoncé, au point de vue ensembliste. LA
cycles découle alors de 3.7 et du fait que la classe de Sing 0 est ?—2 A

égalité entre

Lemme 3.9. Soit C une courbe lisse générique de genre g>6 , p et g deux points
génériques sur C . Alors wp qn (-w0 q)n Sing © est de dimension < g-6 .

[

® Au vu de Ta Proposition 3.2, i1 suffit de montrer qu'on ne peut pas avoir :
W nSingo < (-W_ ) pour p,q génériques. Si c'était le cas, on aurait, pour

Pyg 7 Psg
P,q génériques :

1 .
wWen M
g-2 (p)Ewp,anmg 0

= (et (-2p-)) > 1
= ho(mC®M-1) >4

= hO(M) > g-2+1-g+4 = 3,

1

ce qui est impossible puisque w;_z n'est pas contenu dans wg_z (par 1 wg_2

n'est pas vide puisque g>6). On a donc une contradiction. m

Proposition 3.10. Soit C une courbe Tisse non hyperelliptique de genre g>6 . Alors,
pour p,q,r et s génériques sur C , wp q.(-wr S) est irréductible de dimension

5
g-5 . Sa classe de cohomologie est 6% . Son image par 1'application de Gauss

-5
0 -->PTHC = Ju| est |ug(-p-g-r-s)| =P .

(g-1)

u Soit ¢:C —> 0 1'application naturelle. On pose :

7= {DEC(9'3) | 11 existe E€ IKC-p-q-r-s| avec E>D} .

On a alors wp’qn(-wr,s) = @(zp’q). Pour p,q,r,s génériques, |H|= IKC-p-q-r-51

est un gg;‘i’ﬁ et il est classique que Z est de dimension g-5 ([A-C-G-H 1 Lemma

3.2 p.342),connexe pour g>6 par[Fu-L]. Si |[H| avait un point base x pour tout
(p,q,r,s)EC4 , les O(p+q+r+s+x) décriraient une sous-variété de dimension > 3 de

N; et C serait hyperelliptique par [Ma]. On peut donc supposer |H| sans point base.
IT est alors classique ( [A-C-G-H 1] page 112 ou II.B.6) que 7 est irré-
ductible si ¢|H| ¢ =PI est birationnelle.

Pour g>7 , cela découle du fait que 1'application canonique est birationnelle
et qu'une courbe non dégénérée dans P’ (r>3) aauplus o] trisécantes ( Ex. L.1
IV.A
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p. 152 de [A-C-G-H 1]) : la projection depuis un point générique de la courbe est
donc birationnelle.

Pour g=6 , ce n'est jamais le cas et on adopte une approche un peu différente :

Z étant connexe, il en est de méme pour wp qn (-wr s)‘ IT suffit donc de montrer
que cette intersection est-lisse.

Soit Lewp’qn(-wr’s). Ona :

HO(L(-p-q)) = Cu
H°(wCaL'1(-r-s)) =0

Houe 0L (psq)) = 0

C ® ttu1' ® Iué

u SpqrS

H°(L(r+s)) = fus se¢u1oﬂlu2 .

pgr
On a donc, dans TLJC o~ H°(C,wc)* :

Tpr’q = <uu'qurS , uu1' , uu2'>l
TL('Wr,s) = <uu'qurs Ju'uy ,u'u2>l :
Si wp,q.(-wr,s) n'est pas lisse en L , on a une relation du type uui =u'u1 .
On écrit :
div(u) = E+A  div(u') = E+B avec AnB= ¢
div(u1) = F+C div(u1') = F+D avec CnD=g.

On a alors A=C et B=D, de sorte que :
F= p+q+r+s+E
2E+A+B = Kc-p-q-r-s .
On remarque aussi qu'on ne peut pas avoir F > p+q+r+s , donc que h°(F)22 .

Si degE=1,F estun gg . On a alors dim wé > 3 donc C hyperelliptique
([Ma]).

Si deg E > 2 , 2E+A+B+s correspond a une bitangente a la courbe
¢|K -p-q-rl(c) cIPZ, ou a une droite passant par un point de multiplicité > 4 . Comme
C
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une courbe de PZ n‘a qu'un nombre fini de bitangentes, c'est la deuxiéme possibilité
qui est génériquement vérifiée i.e. hO(KC-p-q-r-ZE) > 2 . Ceci contredit le fait que
dim Wy < 0.

(-W_ ) est lisse connexe donc irréductible.

On a montré que wp’q. rs

L'application de Gauss induit sur Z 1'application birationnelle :
7--> Iwcl

D > (D+p+q) + (D'+r+s)
ol D'E€ IwC(-p-q-r-s-D)I
dont 1'image est IH‘C|“hl .
Enfin, pour calculer la classe de cohomologie, on applique les résultats de [M]

(ou de [A-C-G-H 1] Chap. VIII). Avec les notations de loc. cit., ona :

- *
[Zp q] = n2.coeffic1ent de t2 dans (1+nt) 1et(D 8

= nz(nz-nw*6+1§ o)
et :
5
4 3 12 ,.,2 1.5 1.4 1 3.2 _ .6
[Np,q-(-wr,s)] = @g,(n"-n ‘~D*9+2T] ©*6") = 579 -4-!6 .e+‘2-.-§T6 0 = 65-! . u
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§4. Etude des singularités du diviseur théta d'une variété de Prym généralisée.

Dans [Be 1]§3, Beauville a étendu au cas des courbes singuligres les résultats de
Mumford sur les singularités du diviseur théta d'une variété de Prym associée a un
revétement double étale de courbes lisses. Néanmoins, i1 ne considére que les revéte-
ments satisfaisant a la propriété («) de loc. cit. (page 157), c'est-a-dire le cas ol
il n'y a pas de composantes échangées par 1'involution.

Nous montrons ici qu'on peut facilement étendre ces résultats au cas général des
revétements satisfaisant a la condition (**) ci-dessous, qui donnent toutes les
variétés de Prym généralisées.

Soit C une courbe connexe de genre 2g+! , avec au plus des points doubles
comme singularités, munie d'une involution ¢, et C 1a courbe quotient. On suppose
la propriété suivante vérifiée :

~

(-0 n'est 1'identité sur aucune composante de C .

- Les points fixes de o sont des points doubles de T et Tes deux branches
(#x) ne sont pas échangées.

- Le nombre de composantes de [§ échangées par o est égal au nombre de

points doubles de [§ échangés par o .

Par Lemma 5.1 de [Be 1] C est de genre g+1 et PO - (Ker Nm)® < JC est une
variété abélienne de dimension g .

Proposition 4.1. Soit M un faisceau inversible sur C tel que Nm M= W - Alors 1a

fonction :

L h°(LeM) mod 2

est constante sur P° . I1 existe un tel faisceau M avec h°(M) nul.

m La démonstration de la premiére assertion est identique & celle de la Proposition
3.4 de [Be 1].0n montre maintenant 1'existence de M . I1 est clair que pour tout
multidegré d sur C , il existe un multidegré E sur € tel que

Nm(Picg(E)) c Picg(C). Comme de plus Nm:JC — JC est surjective, i1 existe un

faisceau inversible M sur C tel que Nm M= ue -

i HO(C,M) est non nul, on montre comme dans Step II, Lemma 3.2 de [Mu 3] qu'il
existe x Tisse sur C tel que :
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h°(C M Ox(x-0x)) = h°(C,M) -1 .

On peut donc trouver M tel que Nm M= W HO(E,M)= 0.m

I1 peut arriver qu'aucun M vérifiant Nm M= W s HO(C,M) =0 ne soit de 1a
forme n*LO (cf. exemple du §6 et comparer avec Proposition 3.10 de [Be 1]).

On fixe a partir de maintenant un tel M et on définit PicM(E) comme le trans-
laté de JC par M : c'est la composante connexe de Pic(C) formée des faisceaux
inversibles sur C de méme multidegré que M . On définit aussi :

P

composante connexe de {L€ PicM(E)[ Nm L=<uC} contenant M

0

Lerid® | now) > 1 .
Alors O est un diviseur de PicM(E) (Proposition 2.2 de [Be 1]). On a :

Proposition 4.2,

¢ P = {LePic(C) | m L=u , (L) pair)

~

+Bp =28, avec == {LeP|n’(L)>2} .

» Pour démontrer le premier point, on remarque d'abord que 1'inclusion < résulte de
4.1. Ensuite, il résulte de la démonstration de 5.4 de [Be 1]qu'on est dans 1'une des
situations suivantes :

-C=AUGA avec #ANoA=2 , auquel cas Nm: JC = JC aun noyau connexe égal

2 % En particulier P = {LePic'(T) | Nm L=} .

- 11 existe une composante de C invariante par ¢ et Ker Nm a deux compo-

1

santes comexes P° et P' . Si LeP® etsi x est sur une composante de C inva-

riante par o et est lisse sur C, ona :

h°(L@05(x-ox))=h°(L) 1,

1 1

soit Le OE(x-ox)e P' et hO(L) est impair pour L€EP
La démonstration du second est identique a celle de 3.10 de [Be1l.m

. Ceci montre le premier point.

Les singdlarités de Z sont de deux types :

- soit h%(L)>4 .
. soit ho(L)=2 et pour toute base {s,t} de H°(L), ona :
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o*set = seo*t dans HO(C,Lec*L) = HO(E,we) .

Les premiéres seront dites stables, les secondes exceptionnelles. On étudie
maintenant le comportement de ces premiéres dans une famille de revétements doubles.

(4.3) Soit C — T une courbe stable de genre 2g+! , munie d'une involution o
satisfaisant sur les fibres a la condition (**). On supposera que T est lisse et
que T est un polydisque. On s'autorisera au besoin a réduire T sans toujours le
mentionner.

On note C==E/c . C'est un espace analytique Tisse. I1 résulte du Théoreme 3.1 de
[Gro 2] que 1'espace de Picard Pic(C/T) (resp. Pic(C/T)) existe. C'est un espace
analytique sur T, en général non séparé, tel que sa fibre en t€T soit isomorphe a
Pic(ﬁt) (resp. Pic(Ct)). On a un morphisme norme Nm: Pic(C/T) — Pic(C/T).

On utilisera aussi le sous-espace analytique Pic®(C/T) de Pic(C/T), de fibre

en teT isomorphe a Pico(Ct), qui est quasi-projectif sur T ([De] Proposition 4.3).

Lemme 4.4. 11 existe un faisceau inversible M sur C tel que :

(1) Nm M = Vo7

iy 0% )
(i1) vteT H (Ct,Mt) =0 .

m Soit D un diviseur de Cartier effectif sur C tel que OC(D) = U et tel que
la restrictionde D a C0 soit somme de 2g points distincts lisses sur C0 .
Quitte a réduire T , on peut considérer 0 comme somme de 29 sectionsde C —>T
qu'on peut remonter en des sections de € — T . Ceci donne un diviseur de Cartier
effectif D sur C et M=0(D) satisfaita (i).

Comme dans la démonstration de 4.1, il existe des points x?,...,xﬁ Tisses de

Es tels que HO(E;,MO(X?+...+Xﬁ-0X?-...-OX§)) = 0 . On choisit des sections (locales)
~ . 0 0 .

XpseeesXy de C — T qui prennent les va]eursN XjseeesXy €N 0.5Si X1”"’XN

sont leur images, le faisceau inversible Me O (Xi-oxi)) satisfait a 1) et i)

i=1

(quitte a réduire T). m

On fixe un tel M et on définit Pic M(EYT) comme le "translaté" de Pico(EYT)
par M . On lui associe une variété de Prym :

_ . Moy _ M
P = {LEPIc(C/T) | Nm L"“C/T}

M
- R _ 0% :
= {LtE Pic (Ct)| Nm Ly=w, et h (Ct’Lt) pair} .

Ct
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En suivant la construction déterminantielle usuelle ([K1-L]), on peut définir un

sous-espace analytique w& de PicM(E/T) dont 1'ensemble sous-jacent est

M
. tN o ~
(L ePic (E) | HOT,L) e} .

On pose alors = = P.w& et S = P.wa , de sorte que, pour te€T :

~

(p est la variété de Prym associée au revétement Ct — Ct .

| po5y)
St est 1'ensemble des singularités stables de B -

On a alors :

Proposition 4.5. Le sous-espace S de P est vide ou de codimension partout < 6 .

m On fait la construction de [Mu 3] généralisée dans Theorem 1.1 de [Be 1]et on applique
la remarque (1.6) de [H] (cf. démonstration de 5.4). m

I1 est montré en I1.D.1.2.5 que lorsque g¢>6 , St n'est jamais vide si
Ct est Tisse. I1 est facile d'en déduire que dans la situation ci-dessus, S n'est
jamais vide dés que g>6 .
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. i ' E.E n iété de Prym,
§5. Les intersections pis-gr-gs POUr une varieté de Prym

A beaucoup de titres, les intersections Z.2 . . o pour les variétés de Prym

Jjouent un rdle analogue aux intersections O'Op-q pour les jacobiennes (cf. IV.B).

On étudie ici ces premiéres et plus particuliérement leur lieu singulier, ainsi
que son comportement "en famille".

Théoréme 5.1. Soit 7 E —> C un revétement double étale de courbes Tisses connexes,

o 1'involution de C associée. On suppose que C est non hyperelliptique et non

trigonale de genre g+! et on note (P,Z) 1la variété de Prym associée a m dans
UV
C

Piczgf . On prend deux points r et s sur T et onnote a 1'élément de Pic

correspondant au faisceau inversible La = 05(r+s-or-os). Alors 1'intersection Z.Z

a
est réduite et on a :

[$3]

2, = Lep | (Tl 0(-r-s)) > 1}

Sing(z.2.)o{LeP | h°(T,La 0(-r-s)) > 2},

“a

avec éqalité pour C générique et r et s génériques sur C .

s On commence par le :

Lemme 5.2. Si LeP , on a

1

h%(Le 0(-r-s)) > ?[ho(L)+h°(LoLa'1)] 1.

m Soit t une section de O(r+s) de diviseur (r+s). Le noyau du morphisme :
HO(L) eHO(LaL:) A9tmt) 10(1 4 0(or+0s)
est isomorphe 3 H°(Le O(-r-s)). On a donc :
(L) + (Lo L7) - h(L e O(-r-s))
< hO(Le 0(or+as)) = h(a*Le O(r+s))

= ho(u$@o*L'1® 0(-r-s)) +2 par Riemann-Roch
C

= h%(Le 0(-r-s)) +2 puisque Lec*L ~uwy . m
C

On en déduit 1'égalité ensembliste :

(5.3) =02 = {LeP|h(La0(-r-s)) > 1)
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Comme C est non hyperelliptique et non ‘trigonale, le systéme linéaire
[H] = |uge 0(-nr-ms)| est un ggééz sans point base. On Tui associe, en suivant

(29- 2 2g- 2)

[Be3], Ta sous-variété réduite S = (m |H| de C(

L'image de S+r+s CE(Zg) dans Piczgf a alors deux composantes connexes, dont
une seule V est contenue dans P , et qui n'est autre que EnEa par 5.3. Le
théoreme 1 de loc. cit. montre que la classe de V dans H4(P,(D) est [E]2 , donc

que 1'intersection E.Ea est réduite.

Soit L€P tel que hO(Le 0(-r-s)) > 2 . Onva montrer que L est singulier sur

B2, . Si h(L)=4 ou ho(LeLa'1)=4 alors L est singulier sur = ou sur Ey

donc sur EE . Si ho(L) = ho(L@L;1) =2 , on prend une base {u,v} de

H°(L®O(-r-s)). On a alors :
0 _
H(L) = € usrsem Vs .o

0 -1y _ * *
H (L@La ) =C uo srseﬂivc Sp *

Par [Mu 2] §6, 1'hyperplan TL_ de TLPu HO(E,wE)*- correspond a
* * - % * - 3 * % -k *
[u. +Spg OFV.O¥S - 0FULO¥S (V.S rs] et TL g 8 [u.o Spg 0*VeS = OFULS V.0 Srs] .

On a donc TL: = TLEa et L est singulier sur

[$3]

™

2
On suppose maintenant C générique et r et s génériques sur C . On rappelle
([Be 3] §1) qu'on a un morphisme surjectif :

f . 6(29'2) > S0 —> EE c P1'c2g6
D +——->05(D+r+s) .

La fibre de L est isomorphe @ |Le O(-r-s)| . I1 nous suffit donc de montrer que S
est lisse c'est-a-dire, par Proposition 3 de [Be 31, que : ‘

{ Pour tout diviseuk effectif A sur C,
hO(H-2A) = 0 = h®(H-A) = hO(H) - deg A
ou, par Riemann-Roch, avec r'=m(r), s'=mn(s) :
0 1 ] 0 1 1
h™(A+r'+s') > 2 =>h (KC-ZA-r -s') =0.

Cette propriété est conséquence de la Proposition 3.1. =
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Les points L de P tels que h%(C,Ls 0(-r-s)) > 2 seront dits singularités
stables de  (E.Z ).

Cette définition est justifiée par 1'analogie de leurs propriétés avec celles

des singularités "stables" du diviseur = , définies dans le paragraphe 4.

En particulier, on montrera qu'elles existent toujours pour g¢>5 (cf. 6.10) et
que 1'ensemble de ces singularités est partout de dimension > g-5 (cf. 5.5).

(5.4) On étudie maintenant le comportement de ces singularités en famille. On reprend
les hypothéses et notations de 4.3, de sorte qu'on a une famille de revétements doubles
'E—>C=E/o—->T.

On a aussi choisi un faisceau inversible M sur C satisfaisant 3 Nm M= wC/T

et HO(EE,Mt)= 0 pour tout t.

On prend deux sections disjointes r et s et on définit le sous-espace analy-

tique S5 de la variété de Prym P en suivant la procédure utilisée dans [KI-L] :
a 1'aide du faisceau de Poincaré sur EXTPicM(EVD,on construit deux faisceaux locale-
‘ment libres E et F sur Pick%EVT)de rangs respectifs M et M+2 , ainsi qu'un

morphisme f:E —> F tels qu'on ait ensemblistement :

(LePic"(@m)]| Rang £, < W-2)

= (e pic' @M veeT h(T,L 0 0(-r(t)-s(t)) > 23 .

L'espace s"3 est alors défini comme 1a variété déterminantielle :

s™5 = (zéros de I\M'1

flp} 9
de sorte que, lorsque Ct est lisse, SZ’S est 1'ensemble des singularités stables de

Et'Et,a(t) avec a(t) = r(t) +s(t)-or(t)-os(t).

On a alors :

Proposition 5.5. Le sous-espace ghs de P est vide ou de codimension partout <5 .

m On prend N+1 sections Xgse e Xy de T —T de facon que :

(5.6) FaSiXoseeesXy soient disjointes deux a deux.

N
(5.7) Le multidegré de Mt(r(t)+s(t)- T Xi(t)) ait toutes ses composantes < 0 pour
i=1

tout t . VA



On prend les notations suivantes :

PXfE 3
\\\£\$
i P—L>T
v
f
PXTC

On désignera encore par FaSsXgseeesXy les sections de T induites par
P3SsX seeesXy et par R,S,Xo,...,XN Teurs images dans PxTC .

~

Soit F un faisceau de Poincaré sur PxC . Il satisfait a : Fl{Lt}XE o Lt pour

X
T

X

L,eP,et F‘X ~ ()
0 0

t

Le faisceau m,F=E est localement Tibre de rang 2 sur PXTC . 11 est muni d'une
forme quadratique non dégénérée a valeurs dans Upy_c/p (cela se montre comme dans la
Proposition 3.4 de [Be 1]). T

En suivant [Mu 3], on introduit :

N
A=z Xi) diviseur de Cartier sur Px.(
i=1

V= f,(E(A)/E(-A))

sous-faisceaux de V.

Par (5.7), on a :

0 .
thE 14 H (Ct,ELt(-At))
0% N
~ H (Ct,Lt(- I omx.(t)))=0.
i=1
On en conclut comme dans loc. cit. que w1, wz et U sont localement 1libres de
rangs respectifs 2N , 2N et 4N . I1 existe une forme quadratique non dégénérée sur

V pour Taquelle w1 et w2 sont totalement isotropes. On a aussi :

~H(C,,L.) .

VLtEP W . tolt

nw
t

Iv.A
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On aura aussi pesoin de :
Uy = Fulm (F(-R-S)) 8 O(A)) < W,
qui satisfait a :

T HO(Ct,ﬂ*(L

0 0(z x,(t)))
t

0, glry-sy)

- - *
~ H (Ct’Lt( ryoSy* At))

* Wy est localement libre de rang 2N-2 (appliquer 5.7).

On a le diagramme commutatif suivant, analogue & celui de loc. cit. page 183 :

0
!

s,.)) — KT L) = (W nW

tt 1 2)L

t
0% _
(- -ry-S +ﬂ*A )) ——> H (it,Lt(ﬂ*At)) = w1’LT

vy -5 +TA )80 ) = Ho('Et,Lt(Tr*At)eoﬂ*A ),
t S

qui prouve que :

ON
(W nuw,), =~H (Ct,Lt(-r

-s,)) .
t t 7t

Z)L
Ensemblistement, on a donc :

= {LeP | dim(w ) > 2.

o,anZJ

Pour montrer la proposition, il suffit donc d'appliquer le lemme suivant :

Lemme 5.8, Soit P une variété irréductible, E — P un fibré vectoriel de rang 2n

muni d'une forme quadratique non dégénérée Q , W et Nk des sous-fibrés de E de

rangs respectifs n et k<n , isotropes pour Q . Alors le lieu :

Nk
xeP | dimW nW > r}

est vide ou de codimension au plus r(2;1)+-r(n-k) en tout point.
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m Comme dans 1.6 de [H], i1 suffit de montrer que si V est un espace vectoriel de
dimension 2n muni d'une forme quadratique non dégénérée Q , Ao un sous-espace
vectoriel isotrope de dimension n, Zk Ta sous-variété irréductible ([Gri-H] page
739) de G(k,V) formée des espaces isotropes, alors :

() = kes® | dim tknn > v}
e . . r(r-1) )
est fermé irréductible de codimension -T—+r(n k) .

Comme dans 1.5 de [H] on introduit :

I = {(Ak,A)ezkar(r,Ao) ! ety .

Par [Gri-H] p. 739, Ta fibre de pr,:T —> Gr(r,Ao) est irréductible de dimen-
sion  (k-r)(2n-2r-k+r) - (_‘E:‘”_)_(Zﬁ"”_*ﬂ . La projection pry: T — Zk est birationnelle

sur son image, qui est }:k(AO). On a donc :

Codim Zk(Ao) = Codim | {fibre de prz}- dim Gr(r,Ao)

z T

= k(2n-k) - k(k2+1) - (k=-r)(2n-2r-k+r) + w - r(n-r)
= 2nr-r2-kr+ M - nr+r2

= r(n-k) + r(r-1)

2 . a
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§6. L'exemple fondamental.

On va maintenant appliquer les résultats des sections 4 et 5 a la situation
suivante. Soit A le disque unité dans € . On considere une famille f: (E,o) - A
satisfaisant a :

~

« C est une surface lisse.

. Co est obtenue a partir d'une courbe générique N de genre g>6 en iden-

tifiant deux points génériques p et q de N.
« Pour t=0, Ct est une courbe Tisse irréductible générale de genre g+1 .

"ty Eo - C0 est Te revétement de Wirtinger de C0 , de sorte que E; est
obtenue a partir de 1'union disjointe N1U N, (N1= N, = N) en identifiant p (resp. q)
sur N1 a q (resp. p) sur N, .

Si L0 est un faisceau inversible de degré g sur CO tel que ngezwc , 11
0
ressort de [H] Theorem 2.14, que :

mL, est de multidegré (g,q)

{ ho(n;Lo) = 2h°(L0) + 1 est impair.

En utilisant ensuite Lemma 2.1 iii) de[Be 11,0n peut conclure que tout faisceau M
sur C qui satisfait aux conclusions de 4.4, a savoir :

- Ud -
Nm M = ) h (Ct’Mt) = 0 ’

Ye/n

est de multidegré (g-1,9+1) ou (g+1,g-1) sur E; . On passe d'un cas & 1'autre en
prenant 1'image de M par o* .

Le choix de M définit donc une famille de variétés de Prym P . Si par exemple
deg M, = (g-1,9+1), on a Poc:Pic(g'1’g+1)E; . On sait d'autre part ([Be 1] Theorem 5.4)
que PoezJN . Ceci peut se voir de la facon suivante. Soit n la normalisation de Co’
pry la projection J(N1 UNZ) — JN1 = JN . Alors le morphisme :

* . 9'1
pry n* - PO.->-J N
est un isomorphisme et envoie :

= 0
3, = {Lep, [ h°(1)32)
sur
6= (Led® | noL) >y .
IV.A
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s Soit L€ P0 .0na Lleo*L = Wy donc n*L =(L,wN(p+q)sL'1), avec LEJg'1N .
0
On a la suite exacte :

0 — HO(L) JlLH°(L)eH°(wN(p+q)oL'1) — (ol .
Si L¢go,ona HOL) = H°(wN@L'1) -0 et :

HO(L)

R

ek (u(p) o L) u(p)=u(q) =0}
~ H(u el )=0 soit Lgs
- N Yo’
Donc pr1n*(50)c 0 . Comme 0O est irréductible, on a égalité. m
On va maintenant déterminer quels points de Sing © correspondent & des singu-
larités stables au sens des variétés de Prym.
On adopte les notations du §3, a savoir :
_ 0 g-3
W= Wg_3 cJ? "N

Wp’q = W4p+q © Jg-1N .

Lemme 6.1. Les singularités stables de EO sont les points de Np aninq 0.

’

s On garde les notations ci-dessus.

Si h°(L)Z4 alors L correspond a un point singulier de g, donc L a un
point singulier de © et h°(L)22 . Si ngp g alors : hO(L(-p-q))=0 ,
ho(wN(p+q)oL'1)=2 et h%(L)=2 . Donc toutes les sections de wN(p+q)o;L'1 sont
nullesen p et q et HO(L) zHO(L(-p-q))eHO(wN@L'1) est de dimension 2 . C'est

une contradiction, donc Lewp g Réciproquement, si Lewp aning 0 alors pour

seHO(L(-p-q)) et s,%¢ Ho(wN@L-1) linéairement indépendantes, on a
n*Ho(L) o {(squ,O);(0,§qu);(0,fqu)} et h°(L)Z3 . Comme h°(L) est pair, on a
bien hO(L)>4 . m ‘

Remarque 6.2. On a introduit en 4.3 le fermé suivant de P :

S = v {singularités stables de Et} .
teA
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Les singularités de = étant toutes stables pour un revétement générique, on a
8 = Sing B, pour tz 0. 1I1 résulte de[Wedlque 1imS, W n(-W_ )nSingo ,

£ ¢ PO Psq
qui est de dimension < g-6 par 3.9. On en déduit que S est réductible de codimen-
sion partout 6 dans P . Une de ses composantes est wp qrwSing 0 (au-dessus de 0),
les autres dominent A .
On considere maintenant deux sections disjointes r et s de C—n. Quitte
a prendre des images par o , on peut supposer que ry soe NZ'N1 .
Le faisceau inversible OE(r+s-or-os+N2) est de multidegré nul sur chaque fibre.

IT correspond & une section a de P = , qui satisfait a :

vtz 0 a

¢ correspond 0y (r +s, -or,-os

)
ottt

a, correspond & pr1n*OEB(ro+so-oro-oso+N2) = ON(-ro-so+p+q) dans JN .

On introduit comme en 5.4 le sous-espace fermé "5 de P , dont 1'ensemble
sous-jacent est :

0
{LeP | h’(c,Ly00(-ri=s,)) > 2 .

Par le Théoréme 5.1, on a :

™S _ Singls .=
vtz 0 877 = S1ng(_t._t,at) .
Au-dessus de 0 , on a (on laisse tomber les indices 0 dans o So et ao) :

Proposition 6.3. Pour g>6 , 1'espa¢e analytique S;,s est de dimension pure g-5
et a 3 composantes irréductibles, a savoir (Np qINSing 0), (-wr S)n Sing Oa et

- . . ,l Q3 -
wp,qn ( wr’s). I1 est lisse en tout point de (Np,q11,1ng e)\( wr’s).

® On sait déja (Lemme 6.1) que les points de W_ N Sing © correspondent & des fais-

~ p’q
ceaux inversibles L sur C = avec h%(L)>4 , donc a fortiori & des éléments de S;’S.

Ceux de -(Np ; nSing 0)+a = (-W_ _)nSing 6, correspondent & des faisceaux

r,s
inversibles L sur Eg avec h°(L(or+os-r-s)) > 4 donc aussi & des éléments de Sg’s.
Si L est un point de wp’qn -wr,s

, on peut prendre u€ HO(L(-p-q)),
uE Ho(wN@ L'1(-r-s)) non nulles.
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Avec les notations de la démonstration précédant 6.2, on a

n*HO(L(-r-s)) o {(uqu,O);(O,Gqurs)} et L est bien un point de S;’S .

L . . N . r . .
Réciproquement, si L correspond & un point de SO’S , on distingue deux cas :

i) Si hO(L)Z_Z ou hO(L(-p-g+rss)) > 2 onest dans ©,NSing O ou
0N Sing Oa . Si par exemple L.E@ar181ng 0 , on a par proposition 3.8 :

Le H-Nr S)n Sing OJU [W_ nSing 0] .

Psq

Si L appartient a la premiére mais pas a la seconde de ces deux composantes, on a :
L) =2 1 ae L (-rs)) = 1
h°(L(-p-q)) = 0 ho(wNe L'1(p+q-r-s)) =1.
On en déduit :
nHO(L(-r-s)) = HO(L(-p-0)) o HOlupal ™ (-r-s)) .

Mais c'est impossible puisque 1'espace vectoriel de droite est de dimension 1.
On a donc Lewp qr151ng 0.

De méme, si L€9NSing O, , on en déduit Le(-H_ ) nSing 0, -

r,s
o\ es L0 0
i1) Si h (L) = h"(L(-p-q+r+s)) = 1, alors
n*HO(L(-r-s)) =~ HO(L) o H(w @L'1(p+q-r-s)), ce qui n'est possible que si
N

HO(L) =~ HO(L(-p-q)) et H(w @L'1(p+q-r-s))zHO(wN@L-1(-r-s)) i.e. Lewpqn( ).

N W

On va maintenant calculer 1'espace tangent en [ a Sg’s . Remarquons tout
d'abord que la construction de S5 commute aux changements de base. En particulier,
la fibre Sg,s est1'espace S'°° associé a Ta "famille" Eg — {0} et aux sections

1

r et s, c'est-a-dire Po'(w(g-1,g-1)

s'obtient de la facon suivante pour hO(Eg,L(-r-s)) =2 :si {u1,u2} est une base de

)r ¢ - L'espace tangent a Sg’s en L

HO(L(-r-5)) et {61 = g*u o*srs,ﬁ2 = O*UZSrso*srs’a3’a4} une base de

15rs
0 -1 r,s \ - -
H (waoeL (r+s)) alors TLS0 est 1'orthogonal de {uiuj O*(uiuj)}1§i§2,15j54 ,

é1éments de 1'espace des sections de w antiinvariantes par o*, qui est TIP0 .
0

De par la forme particuliere de 61 et EZ , ces 8 éléments se réduisent aux 5

suivants :

IV.A



16U

{(u1o*u2- uzo*u1)sr O*Sr

S ,uu.-oﬂuwj),1§i§2<jg4}.

S 1]

On va calculer cet espace tangent dans le cas oi L correspond a un point L

de W nSingo avec L¢ (-wr

b.q ), pour montrer qu'il est de dimension g-5 .

)

On a alors :

hO(L(-p-q)) = hO(L(r+s-p-q)) = 1 .
On a les suites exactes suivantes :
0 n* .0 0 -1
0 = H (L(-r-s)) —>H(L)eH (mN@L (p+q-r-s)) — ([1e¢2
n*

0 — Holuy oL (r45)) > Holuyal ™ (prg)) 2 (L(r45)) —> Cy 0

2 .
0

On prend les bases suivantes :

{u } pour HO(L)

1 = USPQ’UZ

{u} pour HO(wN@L'1(p+q-r-s))
{U,,0,} pour HO(w eL-1)
1272 “N
- - - o -1
{u1qu,u25pq,usrs} pour- H (wN@L (p+q))

0
{uqurs’uzsrs} pour H (L(r+s)) .

Comme u n'est pas nulleen p eten q, (0,0) n'est pas dans n*H(L(-r-s)),
qui est donc de dimension au plus 2, en fait exactement 2 par ce qui précadde. On peut
choisir u, de facon qu'une base en soit {(uqu,O);(uz,G)} . Une base de

n*HO(wE @L'1(r+s)) est alors {(O,us___ );(us

pgrs’ (USpg2UpSg )3 (Uy850,0)3 (s, 0,0}

0 _
L'espace tangent T S *° est 1'orthogonal dans T,P = T, JN = HO(N,w )* de
LYo Lo 'L N
{uusrs,uu1qu,uu25pq,u2u1,u2u2} .
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En comparant avec les calculs de la démonstration de 3.2, on voit (avec

= Us = ,:-_ .= U. :
t=us, s sp=u, ti=u, s, u1) que

rss :
TL So o~ TL(Wp,q.S1ng 0) .

La fin de la démonstration de 3.2 montre alors que cet espace tangent est de
dimension g-5 , ce qui termine la démonstration. =

Remarque 6.4. On peut montrer que S;’S est lisse en un point générique de

wp qn (-wr S), par la méme méthode que celle employée ci-dessus. En particulier, par

3.2 et 3.10, sa classe de cohomologie donc aussi celle de S;’S
6 6 6 2 5

mr&7ﬁ3J0:j+7+m=1§6.

pour tout t , est,

On peut maintenant montrer le résultat principal de cette section.

Théoreme 6.5. Pour g>6 , le sous-espace analytique s de P est irréductible,

de codimension 5 et domine A .

s [1 suffit de montrer que toute composante irréductible T de s™5 vérifie :
(quitte a réduire 4) :
i) T est de codimension 5 et domine A .
ii) T oW_ nSing 0 .
) o2y g Sing
En effet, i1 résulte de 6.3 que s"™5 est lisse en un point générique de

wp qn Sing 0 , donc qu'une seule composante irréductible de s contient
b

wp qr}Sing O . Le théoreme découle alors immédiatement de i) et ii).

Par Proposition 5.5, on sait que s est vide ou partout de codimension <5
dans P . Comme sa fibre en 0 est de codimension partout 5 dans PO (Proposition
6.3), on en déduit 1).

On peut supposer que pour tout t dans un sous-ensemble dense Q@ de A, ona :
{ Pt est simple

a, = r_+s,-aor_-aos

g =T ¥Sy0rg oS, n est pas d'ordre fini dans Pt .

On peut alors déduire de IV.B.2.1 que :

VtEQ dim(Ttn Sing Et) >g-6 .
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(6.6) On peut remarquer que ceci redémontre le Théoreme II1.D.1.2.5 , a savoir que
dim Sing £ > g-6 pour toute variété de Prym (P,Z).

Or on sait par[We 1] que Sing 2= S est de dimension pure g-6 . I1 s'ensuit que
Tt contient une composante de Sing Et , pour t€Q . On sait aussi ([We 4] 3.4) que

Ta limite de St quand t tend vers 0 est contenue dans wp qn (W )nSing ©

qui est de dimension < g-6 par 3.9. On en déduit que T0 contient une c’omposante de
(-4 )nSing © de dimension (g-6). Or i1 résulte de Proposition 6.3 que Tles

W N
[UAY P,q ) ) .
composantes de T~ sont parmi {(W. nSing 0) ’(('wr,s)n Sing 6,) , (wp’qn ('wr,s))} .

P,q
L'assertion 11) résulte alors du lemme suivant.

Lemme 6.7. Soient p,q fixés. Alors pour r et s génériques, aucune composante

de dimension g-6 de W_ n{(-W )nSing © n'est contenue dans (-W_ ).

P,q P,q rss
m I1 revient au méme de montrer qu'aucune composante Z n'est contenue dans wr g *
Si 7 était contenue dans tous les wr g s ON aurait ch§_1 , ce qui est impossible

puisque dim Z=g-6 et dim WS_1=9-9 (cf. 1 ). m

On en déduit aussi le résultat annexe suivant :

Corollaire 6.8. Soit m:C —> C un revétement étale entre courbes 1isses connexes,

ou C est générique de genre g+1>7 . Soient r et s deux points génériques de

C,a 1'élément de la variété de Prym (P,Z) de m associé a O'C‘(HS-OY‘-OS). Alors
5

Sing(E.Ea) est irréductible de dimension g-5 . Sa classe de cohomologie est 1—25[5]

Remarque 6.9. Lorsque g=5 , on montre comme ci-dessus que Sing(E.Ea) n'est jamais

vide et est génériquement un ensemble de 12—5 51=16 points.
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§7. Le théoreme principal.

I1 est maintenant facile de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 7.1, Pour tout g>7 , 1'ensemble des variétés de Prym Pg est une composante

S . g
irréductible de Ng-6 .

» Démonstration du théoréme. On va montrer que pour g¢>6 , P o est une composante

de Ngf; . Rappelons tout d'abord que Pg+1 est contenu dans Ngf; pour g>5

(6.6 ou I1.D.1.2.5).

Considérons la frontiere 3Pg+1c:aAg+1 de P dans Tla compactification par-

g+l
tietle A" de 4

(cf. 2.4). Elle est de dimension pure 3g+2 et on a

g+ q+1
(3P_.,) = P ([Fr-S2] Theorem 3.6). I1 résulte aussi de (2.5) que :
Pg+1*%gr1” ~ T
g+1
Pg+1 c Ng-S

g+1 -1 /9 @+
=>8Pg+1 c 3Ng_5 c pg+1(Ng_5) Uo Ng_5 .

Considérons la famille f:P —> A étudiée au paragraphe 6. Elle est munie d'une
section a : t > 0(r(t)+s(t)-or(t)-os(t)). I1 ressort de [Fr-S2].Theorem 5.2, que la
famille de variétés quasi-abéliennes associée est la famille de variétés de Prym asso-
ciée a la famille de revétements doubles suivante :

~

C/ C/ — A,

—_
r~os et s~or T ~ TS

On peut donc Tui associer un morphisme ¢@:A —> 3P

g+l
. . . g+
Soit Cg+1 une composante irréductible de Ng_5 contenant Pg+1 , an+1 sa
frontiére. Soit 3P§+1 une composante irréductible de 8Pg+1 contenant o(4), 8C5+1

une composante irréductible de 3Cg+1 contenant 3P§+1 .
On a alors :

-1 /.4 3+
{ o(a) 8P§+1 c 3C3+1 c pg+1(Ng-5) u3d Ng-5
-1

o(d) ¢ pg+1(Ng ) par 6.2 par exemple

g-5

g+
=30y, < 3'Ny s -

On veut maintenant appquuer 2.6 a la famille P —> A munie de la section a .
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L'hypothese (i) est vérifiée par 6.8 avec T°=8"*° et 1'hypothése (iii) grice
au fait qu'une jacobienne générique a pour seuls automorphismes +id .

Si (i) n'était pas vérifiée, on aurait :

vt=z0 , i1 existe une composante Zt de Et telle que Zt,at c Sing Et .

Comme en 6.5, on peut supposer que Pt est simple pour t dans un sous-ensemble
dense de A . L'ensemble des X tels que dim(Sing Et)n (Sing By o ) = g-6 est

alors fini. Pour un choix générique de r et s, (ii) est donc vérifiée.

IT s'ensuit que la codimension de acg+1 en o(0) est inférieure ou égale a la
codimension de 1'espace projectif engendré par 1'image de
(W nSing 0) U((-wr S)n Sing 6, ) u(W.n(-W_ _)) par 1'application rationnelle :

pP,q P,q r,s
L) L) 826 329
> [)\ ﬁ(zﬂ)s---a)\ g{'(ZQT).s)\ W(Z,T)W m(z'aa‘r)]
g 1 1
00 06 _
avec A 52;(2,T)-+u 53;(z-a,r) =0

a correspondant a 0(p+q-r-s)€Jn .

Par 3.4, 1'image de la premiére composante (pour laquelle, génériquement, u=10)
engendre P({0}xV) avec dimV = (951)- (3g-2).

L'image de la seconde composante est la méme. Par 3.10, 1'image de la troisieme
engendre P(V'), ou la projection de V' sur les g premiers facteurs est de
dimension g-4 .

On a donc :
3 * 27 =
dim an+1 < 4+3g-2 = 3g+2 .
Comme an+1 est de dimension pure dim Cg+1- 1, on en déduit :
3g+3 = dim Pg+1 < dim Cg+1 < 3g+2+l

soit P = (

g+1 g+l °
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IV.B. Sur le probléeme de Schottky pour les variétés de Prym (en collaboration avec
A. Beauville).

Soient A 1'espace des modules des variétés abéliennes principalement polarisées
de dimension g , et Jg la sous-variété de A_ formée par les jacobiennes. Le pro-
bléme de Schottky (usuel) est la recherche d'équations, ou de caractérisations géomé-
triques, de Jg dans A . Une des approches de ce probléme qui s'est révélée
récemment trés fructueuse s'appuie sur la réductibilité de certaines intersections
6no, pour une jacobienne (JC,0). Cette réductibilité entraine 1'existence de trisé-
cantes a la variété de Kummer de JC . En II.C, nous avons prouvé que Jg est une
composante de 1'ensemble des (A,0)€ Ag pour Tlesquelles une intersection orwea est
réductible, ou de celles dont la variété de Kummer admet une trisécante. La démonstra-
tion consiste a prouver que ces propriétés entrainent (essentiellement)

dim Sing © > g-4 ; i1 suffit ensuite d'utiliser le théoréme d'Andreotti-Mayer [An-M]
selon lequel jg est une composante de 1'ensemble Né{4 des (A,0) satisfaisant a
cette derniére condition.

Les variétés de Prym forment une sous-variété fermée Pg de Ag , qui contient
strictement Jg . Nous abordons dans cette sectionla recherche d'une caractérisation
géométrique de Pg - ce qu'on peut appeler le probleme de Schottky pour les variétés
de Prym. I1 se trouve qu'il existe un parallélisme trés frappant entre les deux pro-
blémes de Schottky, au moins dans 1'approche évoquée ci-dessus. Nous démontrons en
effet que Pg est une composante irréductible de 1'ensemble des (A,0)€ Ag satis-

faisant a 1'une des conditions suivantes :

(i) 11 existe des éléments distincts non nuls a,b de A tels que 1'intersection

ermearueb ne soit pas integre.

(i1) 11 existe a,b,x,y distincts non nuls dans A tels qu'on ait ©On oan Obc:OXLJ@y .

(i11) La variété de Kummer K(A) admet un plan quadrisécant.

La démonstration est tout a fait analogue a celle de II.C, et repose de fagon
essentielle sur le théoréeme de IV.A, qui énonce que Pg est une composante de 1'ensemble
d'Andreotti-Mayer Ng_6 . Nous donnons le principe de cette démonstration, ainsi que
les relations entre les conditions (i) a (ii1), au §1 ; deux résultats techniques, sur

lesquels s'appuie 1a démonstration, sont prouvés aux §2 et 3.
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§1. Réductibilité de ono,no, et plans quadrisécants.

Toutes les variétés considérées dans cet article sont définies sur le corps des

nombres complexes.

Soient f,C des courbes projectives Tisses, m: €T — C un revétement étale
double, o 1'involution correspondante de (i Rappelons que la variété de Prym P
de (E,C) est la sous-variété abélienne de JC image de 1'endomorphisme 1-o* . Elle
est munie d'une polarisation principale, que 1'on peut définir comme suit. I1 est
commode, & 1'aide d'une translation, de considérer P comme la variété des classes de
diviseurs (modulo équivalence linéaire) D sur C satisfaisant a mD = Ko et
hO(E,D) pair ; la sous-variété des classes de diviseurs effectifs est alors un divi-

seur O de P.

Nous allons étudier la réductibilité des intersections 0N Oan Ob (considérées,
dans tout cet article, au sens des schémas). Nous écarterons les cas ol des intersec-
tions ®r1@a sont déja réductibles. Pour p,q dans C, hous noterons [p,q] 1'é€l1é-
ment p+q-op-oq de P .

PROPOSITION 1.1.0n suppose que C n'est ni hyperelliptique, ni trigonale, ni revéte-
ment double d'une courbe elliptique. Soient p,q,r,s quatre points de €, tels que
les éléments [p,q] et [p,r] de P soient distincts non nuls. Alors 1'intersection

00,41 Otp,r1
dans Bpp,s1YCrq,r) -

est de codimension 3, réductible, et contenue (schématiquement)

8 Par définition ONnO est 1'ensemble des classes de diviseurs effectifs D

~ [p,q]
sur C satisfaisant a

mD = K

o h°(D) pair >2 h®(D-p-q+op+0q) >2.

Jointe aux deux premiéres, cette derniére condition équivaut a ho(D-p-q) > 1 :en
effet, si hO(D-p-Q) est nul, le théoréme de Riemann-Roch, joint a la relation

K'C'-D
|D+op+aq| , de sorte que

oD , entraine h°(D+op+oq) =2 ;alors op et og sont des points base de

|D-p-q+op+aq| = |D-p-q|+op+oq = §
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Inversement si hO(D-p-q) > 1, alors hO(D-p-q+op+oq) est pair et non nul, donc > 2 .

Considérons alors la sous-variété spéciale S__ formée des classes de diviseurs
effectifs E sur C tels qu'on ait mkEE€ |Kc—np-ﬂq| et h°(E+p+q) pair [Be 3];
identifions S__ & une sous-variété de P a 1'aide de la translation par (p+q). I
= Or]e[p,q] ; cette égalité est

résulte de ce qui précede qu'on a ensemblistement Spq

en fait schématique puisque Spq et @rle[p’q] ont méme classe de cohomologie dans P
( [Be 3]th.1). Vu 1'hypothése sur C , le systeme IKC-ﬂp-nql définit un morphisme de C
dans 1'espace projectif, birationnel sur son image. On déduit alors du cor. a la prop. 3
de [Be 3] que la variété orwo[p’q] est irréductible et normale.

L'intersection Or]e[p,q]r]e[p,r] est donc un diviseur de Cartier dans NPrIO[Paq] ;
ensemblistement, elle est formée des classes de diviseurs effectifs D sur C satis-

faisant a

D= K. ho(D) pair hO(D'p'Q) _>_1 s hO(D-p-Y') 21 .

C

Elle est donc réunion de Ta sous-variété Spqr formée des classes DeP telles
que hO(D-p-q-r) > 1, etde la sous-variété wp des classes DEP telles que
hO(D-p) > 2 . La premiére s'identifie comme ci-dessus a la sous-variété spéciale de P
associée au systeme linéaire |KC—np-wq-nr1 ; elle est réduite, irréductible pour r

~ 3

assez général, et sa classe de cohomologie dans P est 4 %; . On en conclut que wp
est un diviseur de Weil (réduit) dans on ®[p ql et qu'on a 1'égalité entre

cycles 0.0 wW , ol Wp est un diviseur de Weil dans 0On O[

.0 =S ,
(p,al*"lp,r] — “pgr 7p p,ql
- ayant méme support que wp . Faisant varier- r on obtient wpc:e[p ] pour tout

~

seC, tandis qu'ona S_ <0 d'ou la proposition. =

par~"[g,r] °
Remarque. On peut montrer, par un calcul d'espaces tangents, que erlo[p q]n O[p .
est lisse en un point assez général de wp . On a donc sz wp dans 1a démonstration

3
précédente, et la classe de wp dans P est 2 %; .

Nous allons voir que 1.1 équivaut essentiellement a 1'existence de plans
quadrisécants a la variété de Kummer d'une variété de Prym. Soit (A,0) une variété
abélienne principalement polarisée ; sauf mention du contraire nous supposerons
toujours que le diviseur O est symétrique. Nous noterons i :A -—>-PN le morphisme
défini par le systeme linéaire [20| , et K(A) son image : c'est la variété de Kummer

de A . Rappelons que lorsque (A,0) est irréductible (c'est-a-dire que (A,0) n'est
pas isomorphe au produit de deux variétés abéliennes polarisées non nulles), ¥  iden-
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tifie K(A) au quotient de A par 1'involution x = -x .

PROPOSITION 1.2.S0it (A,0) une variété abélienne principalement polarisée de dimension
>3, et soient a,b,x,y des éléments distincts non nuls de A . On suppose que

s=x+y est différent de a,b et a+b , et que onN Oaneb est de codimension 3. On

considere les conditions suivantes :

(i) L'intersection eneanob n'est pas intégre.

(ii) On a (schématiquement) enean@bcexuey .

(1i1) I1 existe des nombres complexes A,u,v,p, non tous nuls, tels qu'on ait 1'iden-

tité en z

20(z)0(z-s) + po(z-a)o(z+a-s) + vo(z-b)o(z+b-s) + po(z-x)6(z-y) = 0 .

(iv) Pour tout z€A tel que 2z=s , les quatre points distincts w(z), v(z-a),
Wz-b), v(c-x) de P\

sont coplanaires.

Alors Tes conditions (ii) a (iv) sont équivalentes, et entrainent (i).

m Pour u€A, nous noterons 6, une section non nulle de HO(A,OA(OU)).

(111) <= (iv) : i1 existe une base (y ) de HO(A,OA(ZO)) satisfaisant a

6.6 =2 ¥ (u)y pour tout u€A (formule d'addition de Riemann) ;
u-u o e

on en déduit aussitdt que la formule (iii)' obtenue en remplacant z par z+ dans
(i) est équivalente a (iv).

(ii1) = (ii) : observons que le scalaire p qui apparait dans (iii) ne peut étre
nul, sans quoi @n@an@b aurait une composante de codimension 2. La formule (iii)

entraine donc que Ta section 0.6 de OA(®X+Oy) s'annule sur 0On 0,0 d'ou (ii).

y

(i) = (ii1) : notons 1 1'idéal de onoanob dans A . Le complexe de Koszul de
1'intersection complete ono. ne fournit, aprés produit tensoriel par OA(®X+®y),

une suite exacte
0 — OA(-O ) — OA(OS-Qa) QOA(OS-Ob) QOA(GS-Oa+b) —>
(e’ea’eb)

0,(05) 8 05(0,_ )8 0y(0 ) ——— I(OX+Oy) —0.

a+b-s

Vu 1'hypothese sur s , on en déduit que 1'espace HO(A,I(OX+Oy)) est engendré
par Tes sections 66  , 6.6, . et 6,0 , . Or la condition (ii) si

appartient a cet espace, ce qui entraine la relation (iii).
IV.B
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(ii) => (i) : soit u€A ; la suite exacte de Koszul, aprés produit tensoriel par
o
OA(OU), s'écrit

0 — 0,(-0-0 ) = 0(-0,_ )@ 0,(-0,_ )e 0, (-0 ) —

a+b-u a+b-u

0 OU-O)e 0 (Ou-Oa)e OA(OU-Ob) — I(Ou) — 0.

A( A
Pour u¢{0,a,b} , on en déduit que HO(A,I(OU)) est nul, autrement dit que Of\@ar1®b

n'est pas contenu dans 0, * La condition (ii) (sans hypothése sur s) entraine donc (i).mw

Remarques. 1) L'hypothese codim(er1ear1®b) = 3 n'est pas superflue. Supposons en effet
que A contienne une courbe elliptique E avec (0.E)=2 . On déduit alors facilement
de II.C.1.4 que 1'intersection ®r1®ar1@b , pour a,b distincts non nuls dans E ,
est integre de codimension 2, et contenue dans 6, pour tout x€E . Pour y général
dans A, on a donc On Oan Obc:OXLJey , mai; (i11) n'est pas satisfaite. Notons
cependant que W(E) est une conique dans P, de sorte que 4 points quelconques de

Y(E) sont coplanaires.

2) Par contre 1'hypothese s¢ {a,b,a+b} n'est 1a que pour simplifier
1'énoncé de (ii1) et (iv). Si par exemple s=a , il faut énoncer (iv) de la facon
suivante : il existe une droite tangente a K(A) en y(z), coplanaire avec y(z-b)
et yY(z-x).

Plus généralement, on peut envisager comme dans II.C Tes diverses spécialisations
des conditions (ii) a (iv) lorsque certains des points a,b,x,y deviennent infiniment
voisins de 0 ; nous laissons cet exercice assez fastidieux au lecteur. Dans le cas
des jacobiennes, on peut ainsi faire tendre a,x,y vers 0 dans la relation
OrleaE:OXLJOy de maniére a obtenir l'équatfon K-P . Pour une variété de Prym de
courbes 1isses on ne peut faire tendre simultanément les points [p,ql, [p,rl, [p,s]
et [q,r] vers 0 ; cela devient possible lorsque la courbe C est singuliére, et on

(1)

obtient alors une équation aux dérivées partielles non linéaire, dite équation BKP' ',

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal. On note Pg la sous-
variété de Ag formée des variétés de Prym de courbes stables : c'est 1'adhérence
dans Ag de 1'ensemble des variétés de Prym de courbes lisses. Elle est de dimension

>5

3g pour g , et contient 1'ensemble Jg des jacobiennes.

(1)

Cette remarque est due a A. Beauville et G. Welters.
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THEOREME 1.3. Considérons les conditions suivantes, pour une variété abélienne

princinalement polarisée (A,0) :

(i) 11 existe des éléments distincts non nuls a,b de A tels que 1'intersection

ormearleb ne soit pas integre.

(i1) 11 existe des éléments distincts non nuls a,b,x,y de A tels qu'on ait
(schématiquement) on 0,10,c0, U Oy .

(1i1) La variété de Kummer K(A) admet un plan quadrisécant.

Alors pour g>7, Pg est une composante irréductible de 1'ensemble des
(A,0) € Ag satisfaisant & 1'une des conditions (i) a (iii).

Remarques. 1) Précisons que nous appelons plan quadrisécant a K(A) un plan dans p

contenant 4 points distincts de K(A).

2) Contrairement a ce qu'on peut espérer pour les jacobiennes, 1'existence
d'un plan quadrisécant ne suffit pas a caractériser les variétés de Prym, comme le
montre 1'exemple des variétés (A,0) contenant une courbe elliptique de degré 2.

# Pour démontrer le théoréme, on suppose qu'il existe une sous-variété irréductible
Z de A, contenant strictement P_, telle qu'un élément générique (A,0) de Z
satisfasse a 1'une des propriétés (i) a (iii). Puisque Z contient strictement Pg ,
le théoréme principal de IV.A entraine dim Sing 0 < g-6 . En outre le groupe de Néron-
Severi NS(A) est engendré par la classe de © (puisqu'une jacobienne générique
posséde déja cette propriété [Z]). Alors pour tout élément non nul a de A, 1'inter-
section orwea est intégre : en effet, dans le cas contraire, on aurait en vertu de
I1.C.2.1, ou bien dim Sing © > g-4 , ou bien rg NS(A) > 2 . Par suite

or1@a n @b est de codimension 3 pour tout b=0,a . D'aprés Ta prop.1.2, il existe
donc a,b distincts non nuls dans A tels que or\@arwob ne soit pas integre. Le
théoreme résulte alors des deux énoncés suivants, qui seront démontrés aux §2 et 3 :

PROPOSITION 2.3. Soit (A,0) une variété abélienne principalement polarisée de dimension

g>6 ; on suppose que le groupe NS(A) est engendré par la classe de O , et qu'on a

dim Sing © < g-6 . Soient a,b deux é1éments distincts non nuls de A, dont 1'un au

moins est d'ordre infini. Alors 1'intersection Of\@arleb est integre.

PROPOSITION 3.3. Soient (P,0) une variété de Prym générique de dimension > 5, et a,b

des éléments de torsion distincts non nuls de P . Alors 1'intersection eruearweb est

integre.
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§2. Singularités de ono, .

PROPOSITION 2.1.Soient (A,0) une variété abélienne principalement polarisée, et a
un é1ément de A . On suppose que A est simple et que a est d'ordre infini. On a

alors

ﬁm@aﬂﬁngO)ZdM1ﬁnﬁonOJ-1.

Rappelons qu'une variété abélienne est dite simple si elle ne contient pas de
sous-variété abélienne non triviale. D'autre part, nous avons adopté la convention
dim(g) = -1 .

m  Soit Z une composante irréductible de Sing(erlea), de dimension maximum. Notons
7 1a normalisée de Z et n Tle morphisme composé 7] —>7<A.

Soit 6 (resp. ea) une section non nulle de HO(A,OA(Q)) (resp. HO(A,OA(Oa)).
A tout champ de vecteurs D sur A sont associées des sections DeeH°(0,0(0)) et
DeaE HO(Oa,O(Oa)) (cf. II.C.0). Comme Z est contenu dans le lieu singulier de
one, , le critére jacobien entraine que les Dea/De , pour D parcourant HO(A,TA),
définissent une méme section méromgrphe de n*OA(ea-G). Cf}te section est holomorphe
et non nulle sur 1'ouvert U de Z complémentaire de n (Sing QU Sing @a) ; le
faisceau inversible n*OA(ea-Q) est donc trivial sur U .

Supposons que Ta conclusion de la prdposition ne soit pas satisfaite (ce qui
entraine, en particulier, dim Z>1). Alors 04N Sing 0 , et par symétrie 0N Sing Oa ,
sont de codimension > 2 dans Z ; par suite Z-U est de codimension > 2 dans Z.
Comme 7 est normal, on en déduit que n*OA(Oa-O) est trivial, autrement dit que a
appartient au noyau de 1'homomorphisme composé

A% pico(n) 15 pic%(3)

ol ¢ est 1'isomorphisme associé a la polarisation principale (défini par

o(x) = OA(O*-O)). Or n* n'est pas nul : son transposé est le morphisme d'Albanese
Ab(Z) — A , dont 1'image contient un translaté de Z . Puisque A est simple, le
noyau de n* est fini, ce qui contredit 1'hypothese sur a . =

~ Remarques. 1) La démonstration s'étend, avec quelques modifications, au cas ol a est
infiniment proche de 0 : si D est un champ de vecteurs non nul sur A et si 1'on
désigne par OD le diviseur de © défini par D8=0 , on obtient 1'inégalité
dim(eDn Sing 0) > dim Sing OD-1 Torsque A est simple.
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2) On ne peut supprimer completement 1'hypothése A simple. Si par exemple A
contient une courbe elliptique E avec (0.E)=2 , le diviseur 0O est Tisse en
général alors que @rwea est réductible, donc singulier en codimension un pour
a€E (I1.0.Par contre nous ignorons si 1'hypothése a d'ordre infini est nécessaire.
Ce sont ces hypothéses restrictives dans la prop. 3 qui nous empéchent d'obtenir un
résultat aussi précis que celui de II.C.

3) On peut déduire de 2.1 un énoncé 1égerement plus fort que le théoréme
I1.C.2.1M: J_ est une composante irréductible de 1'ensemble des (A,O)EﬁAg telles
qu'il existe a=0 dans A avec dim Sing(ono,) > g-3 .

PROPOSITION 2.3.50it (A,0) une variété abélienne principalement polarisée de dimension
g ; on suppose que le groupe NS(A) est engendré par la classe de © , et qu'on a

dim Sing © < g-6 . Soient a,b deux éléments distincts non nuls de A, dont 1'un au

moins est d'ordre infini. Alors 1'intersection erwear1ob est intégre.

n  On peut supposer a d'ordre infini. Puisque A est simple par hypothése, on
déduit de 2.1 qu'on a dim Sing(@rﬁ@a) <g-6 . La variété X=0no, est donc
normale, irréductible, et ses anneaux locaux sont localement factoriels ("conjecture
de Samuel", [Gro 3] exp. XI, 3.14 ). Si le diviseur By n'est pas integre, il est
donc somme de deux diviseurs de Cartier effectifs (non nuls). Or puisque g>5 , le
théoréme de Lefschetz {[Gro 3] exp. XII, 3.6) implique que 1'homomorphisme de restric-
tion Pic(A) — Pic(X) est bijectif. I1 existe donc deux diviseurs sur A , de somme
0, » dont la restriction & X est effective. Mais wu 1'hypothese sur NS(A) 1'un de
ces diviseurs doit étre algébriquement équivalent a mo , avec m<0 , ce qui conduit
a une contradiction. m

§3. Le cas o a et b sont de torsion.

Lemme 3.1.Soient 9419, deux entiers > 1 ; posons g= 9,49, - Soit P une variété de
Prym générique de dimension g , et soient a,b deux éléments de torsion distincts non

nuls dans P . On peut alors spécialiser P en un produit P1x P2 , ol Pi est une

variété de Prym générique de dimension g, (i=1,2), de fagon que a,b se spécialisent

en (a1,a2), (b1,b2), ou les points a1,b1 d'une part, az,b2 d'autre part, sont
distincts et non nuls.

8 On sait par[Be1]qu'on peut spécialiser P en un produit P1x P2 satisfaisant
aux conditions de 1'énoncé ; les points a et b se spécialisent alors en (a1,a2)
et (b1,b2), et i1 s'agit de prouver qu'on peut effectuer cette spécialisation de facon
que les points O’ai’bi soient distincts (i=1,2).
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Soit m un entier > 2 tel que ma=mb=0 . Le groupe Pm des points de P
annulés par m est muni d'une forme symplectique unimodulaire a valeurs dans Z/m.
Considérons le revétement étale de Pg dont la fibre en P est Pm . L"homomorphisme
n1(Pg,P) — Sp(Pm) associé a ce revétement est surjectif : cela résulte de 1'énoncé
analogue pour les jacobiennes, qui est lui-méme conséquence de la connexité de 1'espace
de Teichmiiller. Par suite, pour tout automorphisme symplectique ¢ de (P1x P2)m , 1e
couple (g(a1,a2),g(b1,b2)) s'obtient encore par spécialisation a partir de (a,b).

Le lemme 3.1 résulte donc du lemme algébrique suivant :

Lemme 3.2.Soient p,q deux entiers > 1 , et m Tleur p.p.c.m. Soient F1,P2 deux
(Z/m)-modules Tlibres de type fini, munis de formes symplectiques unimodulaires
0, AZI‘]. —> Z/m . On pose 1“=1"1 el‘z , et on le munit de la forme 0=0,00, . Soient

a,b deux éléments distincts de I' ,d'ordre p et q respectivement. I1 existe alors
gesSp(r) tel qu'on ait ga-= (a1,a2), gb= (b1,b2), avec 0za, b, et 0za,#b, .

g 1) Supposons b=2%a , avec 1<A<p . Le groupe Sp(I) opére transitivement sur
1'ensemble des éléments d'ordre p de T ; il existe donc g€ Sp(r) tel qu'on ait
ga= (a1,a2), ol a est un élément d'ordre - p de Fi (i=1,2). On a alors
0¢a1.¢sla]. , d'oll Te résultat dans ce cas.

2) Supposons p et q premiers entre eux. I1 existe alors des éléments o et
B de I tels qu'onait a=qa, b=pB . Comme o est d'ordre m , 1'application
x —> o(a,x) de Pm dans Z/m est surjective ; on a le méme énoncé pour B . On
déduit alors du théoreme de Bezout qu'on peut choisir o et B de facon que
o(a,8) =1 . Le groupe Sp(T) opere transitivement sur 1'ensemble des couples (a,B)
d'éléments de I' tels que o(a,B)=1 . Par conséquent, si a1,81 sont deux éléments
de T, tels que m1(a1,61)= 1, et a),B, deux éléments d'ordre m orthogonaux dans
Iy , il existe ge Sp(r) tels qu'on ait ga= (a1,a2) et gB= (81,82). On a alors
ga= (qa1,qa2) et gb= (p81,p82) ; pour i=1 ou 2, qu; est d'ordre p et P8
d'ordre q , d'ou 1'énoncé dans ce cas.

3) Supposons p=q , et p premier. Si b est proportionnel @ a on applique 1);
sinon le groupe Sp(T) opere transitivement sur 1'ensemble des couples (a,b) non
colinéaires avec o(a,b) fixé, et on conclut comme en 2).

4) Supposons que p soit premier et divise q ; posons Q= np . Compte tenu de
3), on peut supposer n>1 . Si a=nb , on applique 1) ; sinon on applique 3) & a
et nb . On obtient un élément g de Sp(I') tel que ga =(a1,a2), gb= (b1,b2) et
O:faiz bi puisque a est d'ordre p et bi d'ordre np .
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5) Supposons p=q . Soit n T1'ordre de a-b , et soit & un nombre premier
divisant n . Posons n=d% . D'aprés 4) appliqué a d(a-b) et da , il existe
ge Sp(r) tel qu'on ait ga=(a1,a2), gb=(b1,b2) et Ozda;#db, , d'ol Oxaizbi .

6) Traitons enfin le cas général. Ecrivons p=p'd , q=q'd avec (p',q')=1.
Si p'=q'=1 on est dans le cas précédent. Sinon on a dazdb (sans quoi da ,
annulé par p' et q', serait nul), et on applique 3) a3 da et db . m

PROPOSITION 3.3.S0ient (P,0) wune variété de Prym générique de dimension g¢>5, et a,b
des éléments de torsion distincts non nuls dans P . Alors 1'intersection 0On @an@b

est intégre.

u Pour g=5, P est une variété abélienne principalement polarisée générique.
D'aprés A1.2.10 , 0N0, est iisse ; comme NS(P) est engendré par 0 , la
démonstration de 2.3 entraine que 0N oanob est intégre.

Démontrons la proposition par récurrence sur g . Pour une jacobienne générique
(JC,0), les classes de cohomologie algébriques sont toujours des multiples entiers des

P
classes minimales % (cela résulte d'un arqument facile de monodromie, [A-C-G-H 2]

chap. X ). I1 en est donc de méme pour P ., D'autre part ono, est integre (11.C), donc
on G)aneb est de codimension 3. Soit Z une composante irréductible de cette inter-

sion, munie de sa structure réduite ; la classe de cohomologie de Z dans P est

O3
N, avec 1<n<b .

Considérons alors la spécialisation de P en P1 X P2 fournie par le lemme 3.1,
avec dim(P1)=1 , dim(P2)=g-1 . Dans P1><P2 , le diviseur 0 se spécialise en

(P1><®2)+ (O1 ><P2), ol @12 est un diviseur théta de la variété de Prym P. . Ona

alors 1'égalité entre cycles :

] ] | -
0 ne( )no(b h P1x(ozn02’a2n62,b )+o1x(e

no
{by,b, 2 2

)

2,a2 by
) .

353,

+@1’a "(Oznez,b )+O1,b x(ozno

2,a2

1 2 1

La premiére sous-variété qui apparait au second membre est intégre par 1'hypothése
de récurrence, de classe eg ; les trois autres sont intégres en vertu de II.C, de
classe 6163 (on a noté 6,6, lTes classes de 0, %P, et P1 x0, dans HZ(P1XP2,Z)).
La composante Z de oneaneb se spécialise en une réunion de certaines de ces
composantes ; en comparant les classes de cohomologie, on obtient

(os6))° 2
n—g——=p 62 +q 6162 , avec p,q€EN .
Ceci impose n=6 , de sorte que 0On oanob est égale @ Z , et par suite est inteégre.m

IV.B
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Remarque. Soient P une variété de Prym générique de dimension g , et a,b des
é1éments distincts non nuls de P . I parait vraisemblable qu'au moins pour g assez
grand, 1'intersection Oﬂ@an@b n'est réductible que dans la situation de 1.1
(a=p+q-op-0q , b= p+r-op-or). Pour g>12 , on peut prouver que cela résulterait de

la conjecture suivante, dont une version plus faible est prouvée dans [We 4] : les seuls
éléments a de P tels que 0, contienne Sing © sont ceux qui s'écrivent

p+g-op-0q , pour p,qE'E .

V.8
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APPENDICE 1
CONSTRUCTION DE COMPOSANTES IRREDUCTIBLES DE NE

e e $
1. Définit d -ensemble A°, , de A, ..
éfinition du sous-ensemble g9 de g'+g

Cet appendice est consacré a 1'étude systématique d'une situation qu'on a
rencontrée plusieurs fois : en 11.D.1.5.1 et ILD.21,0n a étudié des variétés abéliennes
principalement polarisées isogenes & un produit de deux variétés abéliennes polarisées

de degré 2.

On s'intéresse ici aux variétés abéliennes principalement polarisées isogenes a
un produit de deux variétés abéliennes polarisées de méme type. Comme le montre 1a
proposition suivante, toutes les variétés abéliennes principalement polarisées non

simples rentrent dans ce cadre.

On adopte les notations et les résultats de [Mu 5], rappelés en 1.3.
La démonstration de la propos1t1on ci-dessous est reportée a la fin de cette sect1on

Proposition 1.1. Soient (A,L) une variété abélienne principalement polarisée et
j': X' <> A une sous-variété abélienne.

I1 existe alors une unique sous-variété abélienne j": X" <> A vérifiant :

i) Le morphisme m: X' x X" -Li—il-L> A est une isogénie.

ii) La polarisation m*L est la polarisation produit M'aM', ou M'=j™*L ,
Mll - J'll*L .

Les propriétes suivantes sont alors satisfaites :

ii1) I existe un isomorphisme y: H(M') — H(M") vérifiant :

o Ker m = {(x,ux) | x€H(M')}

. J est antisymplectique :

vx,y € HOM') ~ e (x,y)e™ (wx,uy) =

iv) I1 existe une base {s,,...,s,} de H(M') et une base {si,...,s4} de

d
H(M") telles que 1'é1ément Z:; sie sy de HO(X' x X",m*L) engendre THO(A,L).
1=
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(1.2) Réciproquement, si (X',M') et (X",M") sont deux variétés abéliennes polari-
sées de méme type, et y: H(M') — H(M") un isomorphisme antisymplectique, on pose
K= {(x,yx) | x€ H(M")} . La variété abélienne A = X'xX"/K est alors principalement
polarisée et le morphisme canonique m: X'xX" — A vérifie i) et ii). Comme 1'espace
des modules des variétés abéliennes polarisées (X,M) de dimension fixée et de type §
fixé, munies d'un isomorphisme symplectique H(M) = H(§8), est irréductible, les
variétés (A,L) ainsi construites a partir de variétés X' et X" de dimensions
fixées et de méme type & fixé, forment une sous-variété irréductible de A .
Définition 1.3. On notera A%,

g',9-¢'
de Ag , formé des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g ,

le fermé irréductible de codimension g'(g-g')

contenant une sous-variété abélienne de dimension g', de polarisation induite de
type 6§ .

) § $
] Tte de 1. . : v T
Il résulte de 1.1 et 1.2 qu'on a Ag . Ag

1<9'<9/2 .

gl On supposera donc toujours

1

(1.4) Si F' (resp. F") est la partie fixe de M' (resp. M), i1 résulte de 1.1 iv)
qu'on a :

(1.5) m(F'xF") < Sing 0
ol 0O est le diviseur théta de A .

En particulier, si g-¢'>g'>d=deg ¢ , ona:

§ g
A, N .
g',9-9' < "g-2d

)
_ 9',9-g'
certains types & , on montrera que 1'inclusion (1.5) est une égalité pour X' et

X" génériques, et que AS‘,g-g' est une composante irréductible de Ng-Zdegé pour
9-9' > g' > deg ¢ .

Le reste de cet appendice sera consacré a 1'étude des A . Pour

A1
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m Démonstration de la proposition 1.1 et de 1.2.

Puisque j' est injective, le noyau de 1'application duale j':A — X' est
connexe. On note X" son image inverse par o A=A et j" 1'injection
X" <> A . La matrice de la polarisation w*L induite sur X'xX" est :

it Tai e 0

"9 3" 39,37 0 Dy

puisque, par construction, j'¢Lj" et son dual 3"¢Lj‘ sont nuls. Ceci prouve i) et
i1). L'unicité est évidente. De plus, i1 existe un sous-groupe K de H(M') et une
injection y:K <> H(M") tels que Ker m = {(x,yx)| x€ K} . Comme L est une pola-
risation principale, on a ([Mu 5] page 295) :

(Card K) = (Card Ker m)% = Card H(r*L) = Card H(M').Card H(M").

I1 s'ensuit que ¢ est un isomorphisme de H(M') sur H(M"). De plus, ([Mu5]

*
page 291), Kerm est isotrope pour 1a forme symplectique e" L, ce qui prouve iii).

Vu Ta définition de e”*L, il revient au méme de dire que ¢ se reléve en un
isomorphisme T: G(M') —> G(M") qui est 1'inverse de 1'identité sur (C*. Soient
G et K' deux sous-groupes de niveau maximaux de G(M') tels que Gk ={1} .
Soit s' (resp. s") un générateur du sous-espace de HO(x' M) (resp. HO(x",M"))
invariant par K' (resp. 9(K')). Comme G(M') opére transitivement sur HO(x' M),
{3.s' | 5eG) est une base de (X' ,M'). De méme, (3g.s"| G€G) est une base de
HO(X",M“). Tout élément de HO(X'x X",m*L) invariant sous 1'action du sous-groupe de
niveau maximal {(X,X)|Xe G(M')} de G(m*L) = G x 6" /LA | X€ 0¥}
engendre n*HO(A,L). I1 est facile de vérifier que

s =1 (§s)e (7.s")
Jea
convient.

Réciproquement, pour montrer 1.2, i1 suffit de remarquer que les hypotheses
entrainent que KcH(M'aM") est totalement isotrope maximal. .

et U

2. Les ensembles Tg,é et Uy s

On introduit les sous-variétés fermées suivantes de Ag 5 :
3

A1
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Tg 5" {(X,M) € Ag 5 | un des éléments de [M| a un point de multiplicité > 2}.

U . ={(X,MeA qui ne vérifie pas la propriété (P) ci-dessous}

9’6 956

(P) Le lieu fixe F de |[M| est lisse de dimension g-deg § si cet entier est > 0,
vide sinon. De facon équivalente, si {51,...,sd} , d=deg & est une base de
HO(X,M), on a :

asi
vzeF Rang(si-(z)> =d .
j

—_—
N\
—_
PAS
o

Par exemple, pour la polarisation principale &=(1), ona :
9
To,(1) & Yg,(1) " Mo £ -

Proposition 2.1, (ug,6= Ag,é) ===>(Tg,6= Ag’é) .

w On pose 6 (z,7) = 807 1(z,1) (1.3.18) pour ze 9 , e , reazd/29-1. .
r 0 g § )

Les {er(z,r)} forment une base de H(X,M), ot (X,M) €A correspond a T.

re’ gaé

§ .
Ta méthode employée dans [An-M] (principalement Lemma 8 page

Si ug,d = Ag,6 ,
203) montre qu'il existe :

- un ouvert U de Hg

- deux morphismes X: U — Ed-{U} et s:U — 9, tels que :

(2.2) Vrel, -

Vi) T A0 5(s(n),1) = 0, pour teU .
r 1

Si on dérive 1'égalité ) Ar(r)er(s(T),r) =0 pour T€U par rapport a Tij o
r

on trouve, en utilisant (2.2) et les équations de la chaleur pour les 6, (1.3.14) :

viel  vi,je{1,...,9}

829

Lot azia;j(sm,ﬂ =0,

ce qui, avec (2.2) implique Tg 52U .

A1
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Remarque 2.3. On s'est uniquement servi du fait que les 6, vérifient les équations
de la chaleur. En particulier, si on se fixe.des constantes a; pour re€ Fd et

1<i<n avec Rang(a;)=n et si T .#A alors, pour X générique dans A

96 96’ 9,6 °

ona :

n .
nodiv() | oc:,er(.,r))
i=1 r

est Tisse de dimension g-n si n<g , vide sinon.

Théoreme 2.4. Ona T  .#A dans les cas suivants :

. 996 9’6
06=(2) ,9>1
-6=(3) ,g>2

e 6=(2,2) ,g=2 ou g>4.

» On fait une démonstration par récurrence, en utilisant une construction analogue a
Ta construction 1.2 de Ag e On prend les notations de la demonstration de 1.1 et
on pose M=M'sM", polarisation sur X=X'xX". Le sous-groupe {(X,IX) |x€K } de
G(M) est de niveau, de cardinal deg § . On note H son image dans H(M). I1 existe
une variété abélienne polarisée (Y,N) de type & et une isogénie p: (X,M) — (Y,N)
de noyau H . Une base de p*HO(Y,N)CHO(X,M) est {sh- SH Ilwll he G} , Ol on a posé
spsp = (h.s') e (Th.s").

et si div 5'1' est lisse, alors (Y,N)gT

Lemme 2.5. Si (X",M“)QTg.. 5
dans chacun des cas suivants :

gl+g",6

o 0=(d) et g'=1

L 6=(2,2) et (X'.M') ‘générique dans A, (5 5y -

1) g'=1. On suppose que le diviseur de s = E AhshGHo(Y,N) a un point (x',x")
€

de multiplicité > 2 . On a en particulier :

EAh sr'](x')s"(x") =0

aSH

LMy splx ax" K1) =0

az "

°h -
Lty syl ax"ax"( =0
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Comme (X",M") n'est pas dans T ,ona:

gII’<S

Yhe G Ahsﬁ(x ) =0.

Puisque g'=1, les diviseurs des sH sont disjoints deux a deux. Par conséquent,

au plus un des A, est non nul et div s = (X'xdiv SH)U (div sﬁx X") n'a pas de

h

points de multiplicité > 2 puisque div s, , translaté de div s}

P est Tisse.

2)g'=2, 6=(2,2). On a encore Ahsﬁ(x') =0 pour tout h . En utilisant
1'équation de la surface de Kummer (c'est-a-dire 1'image de X' par le morphisme

associé a |M'|) donnée dans [Mu 5] page 354, on remarque que si 3 des sections s;

sont nulles en un point, cette équation est du type Bxyzw-+C(x2y2+zzw2)+ D(x2w2+y222)

+ E(X222+y2w2)

=0, qui n'est pas une surface de Kummer générique (cf. fin de Ta
démonstration du théoreme 2.4). D'autre part, si 3 des Xh sont nuls, on peut con-
clure comme ci-dessus (cas g'=1). On supposera donc :

A z0 .

G ={1,2,3,8) s1) =55 (x') =0, Agmag=0, A,

3 74

Pour X' générique, le lieu (div sin div sé) est Tisse (i1 suffit de vérifier que
pour (A,0) générique dans A2 et tout ae€A[2] , 0.0, est 1isse). Or on a, pour
1¢j<2 et 1<k<g" :

351 0S

t\atifyl _2 PYalifyn) _
[M 575()( )si(x") + ), axJ'.(x )sylx") = 0
85‘ 35" as' 35“
! ! 1 " 2 | _2 ny
1 )\1 B—XT(X )a_xﬁ(x ) + )\2 F(X )axu(x ) =0 .
J k k
05
Comme Rang(z=7(x'))=2 , on en déduit x"€Sing(div s}), ce qui contredit 1'hypothese. m
J

Pour terminer la démonstration du théoréme, il suffit de traiter les cas :
1) 6=(2), g=1 . Evident

2) 6=(3), g=2 . On reprend les notations du lemme ci-dessus avec g¢'=g"=1 .
D'aprés [Mu 5] page 350, 1'image de X" par le morphisme x" > (sg(x"),s?(x"),sg(x”))
a pour équation :

3,y3,53

XT4+Y“+27-3u"XYZ ,u" ¢ {1=w3,w,m2,m} .

Si (x',x") est de multiplicité > 2 sur divs , x" est de multiplicité > 2 sur

div(Z:j Ais%(x')s?). C'est donc un point d'inflexion de la cubique. Or on a :

A1
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{Points d'inflexions} = {(0,1,-1);(0,1,-w);(0,1,-w2) et permutations}

{Tangentes} = {u"X+Y+Z,u"wX+Y+wZZ,u"w X+Y+wZ, et permutations} .
On en déduit :

(2.6) (s (x),hysh (61, hysa(x)) € €0,0,005 (1" 1,105 (1,075 (' 1,0)

permutations}
(2.7) (sS(x"),s?(x"),sE(x")) et par symétrie, (sé(x'),s1(x'),sé(x')) sont dans
£0,1,-1)3(0,1,-0)3(0,1,-u%) et permutations} .

Par (2.7) , exactement un des sj(x') est nul. On suppose p"=z0 . Par (2.6),
deux des Aj sont nuis, ce qui termine la démonstration.

3) 6=1(2,2), g=2 . 11 suffit de montrer qu'il existe une surface de Kummer dans

P3

La quartique S€ d'équation :

dont toute section hyperplane n'a que des points de multiplicité au plus deux.

4 4 b 2.2 2.2
Fa = Xgt Xyt Xyt Xg 2(2+e)x0x1x2x3+ s(x0x1+x2x3)

est une surface de Kummer pour e¢ {0,2,-2} . Si une section hyperplane a un point de

multiplicité > 2 , il existe un point de S€ en lequel la forme quadratique

32F

L X Bi Xixj est de rang < 2 . On vérifie que c'est impossible pour e=0 donc
$3X.

aussi pour e voisin,

4) 6=1(2,2), g=5 . On reprend les notations du lemme ci-dessus avec g¢'=2 et
g"=3 . On supposera que :

i) X' ,M')¢ TZ,(Z,Z)U uZ,(2,2) (c'est possible d'aprés le cas 3) qu'on vient de
traiter et 2.1).

i) div s? et div s?.div 55 lisses (c'est possible puisqu'on a

13,2) * M3,(2) = 3,0) * 43, (2)-

1i1) div sq.div s%.div sg et F"=ndiv SH lisses de dimension 0, de longueurs

respectives 24 et 16.

Pour montrer ce dernier point, il suffit de montrer, comme dans la démonstration
de 2.11, que pour un élément générique (A,0) de A3 et a,beA[2] quelconques

vérifiant e (a,b)=1, ona :

Al
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- 0.0a.@b est 1isse de dimension 0. I1 suffit pour cela de considérer un produit

de 3 courbes elliptiques.

- O'Oa‘eb'oa+b est lisse, égal a {e,e+a,e+b,e+a+b} pour un ¢ d'ordre 2. On

laisse la démonstration de ce fait au lecteur.

Remarquons que ce dernier fait entraine que u3 (2,2) A3 (2,2) * On a donc
aussi, par 2.1 : T3 (2,2) ~ A3 (2,2) *

On fait maintenant la construction du lemme 2.5. Si (Y,N)¢€ T5 (2,2) ° on déduit
de i) Ahsﬁ(x")= 0 pour tout h .

Si A2= A3= A4= 0, divs = (X'xdiv s?)u (div six X") n'a pas de points de

multiplicité > 2 par ii).

Si A3=A4=0, MA, =0, on a s%U")=s%x")=0.

L'hypothese i1) implique, comme & la fin de la démonstration de 2.5, que
3s ) 35,
||_||_1|_2|__ : cp 2
s;(x')= SZ(X )= §;¥(X = 52:(x )=0 ; ce qui contredit i).

Si A= 0, MMAs20 , 0na s?(x“)= s;(x")= sg(x")= 0.

On arrive de la méme facon a une contradiction en utilisant 1'hypothése iii).

Si A A\, 20 , ona sH(x")= 0 pour tout he{1,...,4} .

1727374
asH
Par iii), on sait que Rg[gin(x")]= 3. On en déduit que :
J
asﬁ asﬁ
Rg[Sh(X ) 3—)(-(X ) W(X )] <1,

1 2 1<h<d —

Comme ¢ Tk X' ->-P3 est non-ramifié hors de X'[2] , ona x'€X'[2] .

. ) . \ . Vo Vo 3 s

Si on fait varier X' dans AZ,(Z,Z) , On voit que (51(x ),...,54(x ))EP” décrit

une sous-variété qui engendre IP3 (considérer un produit de 2 courbes elliptiques)
as,

donc ne peut rester dans Ker[ﬁig(x")] qui est de dimension 1.

Donc tous les Ah sont nuls et (Y,N)¢ TS,(2,2) . .

A1



On peut traduire les résultats de 2.4 (joints a celui de 2.1) en termes d'inter-
sections de translatés du diviseur théta d'une variété abélienne principalement polarisée
générique. Par exemple, si (X,M) est une variété abélienne polarisée de type 6= (d),
il existe une variété abélienne principalement polarisée (A,0), une isogénie
m: (X,M) — (A,0) avec 7*0=M , une base {31,...,sd} de HO(X,M) et un élément a
de A d'ordre d , engendrant m(H(M)), tels que :

div(sj) = w*(eja) pour 1<j<d .

Le Tieu fixe de |M| est alors revétement étale de 1'intersection

(@.ea,.....@(d_”a).

Dans le cas §6=(2,2), 1'image m(H(M)) est isomorphe a (1/2)2, engendrée par
a=n(b) et a'=m(b"), avec b,b'€X[2] . On a ([Mu 6] page 228) :
82 YA
ez(a,a') = eL (a,a') = eM (b,b") = eM(b,Zb') =1.

Le Tieu fixe de |M| est alors revétement étale de 0.0,.0,,.0, .. .

Avant d'énoncer Te corollaire correspondant aux résultats du théoreme 2.4, on va
en indiquer rapidement une généralisation. Pour aed-78 , on définit les fermés ana-
Tytiques suivants de Hg :

1

Toa= (1€ Hg | axet® 3w eP' tels que z > A8(z,1) +u6(z-a,1)

g,
s'annule a 1'ordre 2 en x}

Ug . {t€ Hg | La propriété suivante n'est pas vérifiée : le lieu d'équations

8(z,1) = B(z-a,t) = 0 dans €% est lisse de dimension g-2 pour 92, vide pour g=1}.

I1 est clair par exemple que si 2a€Z°, 1'image de Tg R (resp. U_ ) dans

’ g,a
Ag,(z) est Tg,(Z) (resp. Ug,(z)). On montre comme en 2.1 que (ug,a=Hg) _—
(Tg a” Hg). La méme démonstration que celle utilisée pour le cas 1) (g'=1) du lemme
2.5 permet de prouver que $i a'€(l-Z, T'eH1 , a"e 9 -79 : T"€Tg.. s div 8(.,7")
' 0 ,

Tisse, alors 1 = (0 T..)g‘{T ) - On en déduit :

gn+1’(a|’an

Proposition 2.8.Soient g>1 et a un élément de t? dont aucune composante n'est

entiere, Alorsona T zH .
g,a g

m [1 reste a traiter le cas g=1 . Si la proposition était fausse, il existerait
un ouvert U de H1 et deux morphismes A:U — C*, s: U — [ vérifiant, pour t€U:

A1



(2.9) MDRAs(1),1) + 3els(0)-a,1) = 0
2 2
M0 (s(0),1) + Slsle)-a,) = 0
9z 9z

En dérivant la premigre équation par rapport a T , on obtient, avec les deux
autres et 1'équation de la chaleur :
BN -
ﬁ(T)G(S(T),T) =0 .
Si 6(s(t),t) =0, ona aussi 6(s(t)-a,t) = 0 par 2.9, ce qui est impossible
en genre 1 si a¢Ze tZ, donc pour t générique. On a donc A(t)=21 , constante.
On déduit alors du Lemma 9 de [An-M] que A8(z,T) +6(z-a,T) est identiquement nulle, ce
qui est impossible. =

I1 suffit de considérer les a = (1,1,...,1)60}9, n>2 , pour en déduire :

10—

Théoréeme 2.10. Soit (A,0) une variété abélienne principalement polarisée générique

de dimension > 2 . Alors, pour tout a non nul de torsion dans A, 0.0, est lisse

de codimension 2. En particulier, si © est symétrique, les seuls points de torsion sur
© sont d'ordre 2.

La derniére assertion provient du fait que si 0 est symétrique, O'OZX est sin-
gulier en x , lorsque X€0 .

I1 reste maintenant a énoncer le corollaire de 2.4,

Corollaire 2.11. Soit (A,0) une variété abélienne principalement polarisée générique

de dimension g¢>2 . On a :

. S a estnon nul d'ordre 3, 0.6,.0,, st vide pour g=2 , lisse de dimension g¢-3
pour 923 .

lisse de dimension g-3 pour g>3 , et 0.0,.0,-0,,, est lisse de dimension g-4
pour g>4 .

De plus, ces schémas sont irréductibles Torsqu'ils sont de dimension strictement

positive.




207

s Comme on 1'a expliqué plus haut, ces résultats sont une conséquence immédiate du
théoreme 2.4, de la proposition 2.1 et de la remarque 2.3. L'assertion d'irréducti-
bilité, valable aussi pour le théoréme 2.10, est conséquence du résultat suivant
([Fu-L]) : si L est un faisceau inversible ample sur une vgriété projective irréduc-
tible X , SqseeesSy des sections de L , alors le lieu n div(si) est connexe pour

. i=1
r<dimX . =

A1



3. Le Tieu singulier du diviseur théta d'un élément générique de Ag. g"

Proposition 3.1. On suppose Tg',6¢ Ag',6 et ug",é

g">g'. Alors le Tlieu singulier du diviseur théta d'un élément générique de Ag. g"

# Ag",6 (ou 1'inverse) et

. vide si g'<deg 6=d

. lisse de codimension 2d sinon, avec égalité dans (1.5). Les singularités de 0

sont toutes quadratiques de rang 2d .

m Si on n'a pas égalité dans (1.5) pour tout élément de Ag. g" > il existe, comme

1

dans la démonstration de (2.1) :
- un ouvert U' de Hg.
- un ouvert U" de Hg"

- deux applications holomorphes,

U x U =8, st Ukt =0
tels que :

vi'elU' , wr'el" , vie{l,...,9'} , vie{l,...,q"},

(3.2) Les 9;(5'(T',T"),T') , e;(s"(r',T"),r") rET, , ne sont pas tous nuls

(3.3) {;;] (s (1" r”),r')eir(s",(f',r"),r”) =0
S| ael 1 1 " 1 n 1] 1 [0} n
- (3.4) IF—' 52?(5 (1',1"),1 )GWr(S (1',1"),1") = 0
20"
(3.5 L2 gls'(ee)e) Eﬁ?‘(s'-(T',T"),T") =0 .

Si on dérive (3.3) par rapport a T%j , on trouve, en utilisant (3.4), (3.5)

et les équations de la chaleur (I.3.14) :
2

Vi, L 52—1,—3%@'(1',r"),x')%r(s"(f,T"),T") = 0.

Vue 1'hypothése T z Ag. 5 > onen déduit :

g',6

vrtel'  vr'el" or(s"(t',1"),1") = 0 .

Vre T .

¢Au

a5 Agrs et de (3.5), on déduit :

De 1'hypothese U

A1
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vr,t',T" 6. (s'(t',1"),1') = 0,
ce qui contredit (3.2).

Pour un élément générique (A,0) de Aé. g" > on a donc égalité dans (1.5) :

m(F'xF") = Sing © . Puisque ug.,é # Ag',é (par 2.1) et ug"’é # Ag",5 , Sing 0
est Tisse de codimension 2d (ou vide si g'<d).
S1 ¢'>d, la matrice des dérivées secondes en un point singulier est :
30, 00"
/00 T= (T =lz).(z")
K 1£JS n
\ t.l. 0
Si X'¢ ug.,é , X"¢ ug”,d ,}alors :
86'1 86;
Rang(@(z Niy = Rang(gz—.j(z ))j = d<9<g
Les singularités de O sont quadratiques de rang 2d . ' (]

Corollaire 3.6. Pour 6=(2), (3) ou (2,2), le lieu singulier du diviseur théta d'un

élément générique de Ag. g" (g">g') est :

. vide si g'<deg 8=d , sauf si 6=(2,2) et 3€{g',g"}
. composé de _(d!)2 points si g'=g"=d

. lisse avec (d-1)! composantes connexes de codimension 2d si g">g'=d

o lisse irréductible de codimension 2d si g¢'>d .

m I ne reste qu'a calculer Te nombre de composantes connexes en gardant en mémoire
la fin de 1'énoncé de 2.11. On suppose g'=d . On a (M')gl= d.(g")! (I.3.6). Le
lieu fixe F' de M' est de cardinal d.d! et est stable par H(M'), qui est de
cardinal d (1.3.7).Le nombre de composantes est :

2,2

(d.d!)%/d" si g"=d

d.dl /s og'>d. .

A1
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Remarque 3.7. Les singularités de 0O sont alors quadratiques de rang 2d et Sing 0
est invariant par un groupe de translations de cardinal d2, isomorphe a H(§), a
savoir m(H(M')x {0}) = m({0} x H(M")).

4. Application du théoréme d'Andreotti et Mayer.

A et U, .=%zA

9's6 " "g's == g
section 2) ou 1'inverse. Alors, pour g'>deg ¢ , g">deg§ |, Ag

Théoreme 4.1. On suppose g"=g-g'>g¢'>1 , T 5% g5 (cf.

« €st une compo-

Y

.y . g
sante irréductible de Ng-Zdegd )

de codimension g'g" dans Ag .

m On va appliquer le théoreme d'Andreotti et Mayer (I1I.D.1.4.3) & un élément générique (A,Q)

de Aa. « « Par 3.1, Sing 0 est équidimensionnel de codimension 2d , égal a

m(F' x FJ), ol F' (resp. F") est le lieu fixe de M' (resp. M"). De plus F" est
irréductible. On notera -Fé une composante irréductible de F' : c'est un point si
g'=d, égal a F' si g'>d . Ona déja remarqué, a la fin de la démonstration de
3.1, que 1'application II.D.1.4.4 est donnée par :

(4.2) FixF' —>P(TI8' s TUB") cIPSZT;A
as; as;
(z',2") —> (; =(z') a—z-.[(z"))1<1-<g. .
| 1"
3s! s

On rappelle que les §E$ (resp. 52%) sont des éléments de HO(F',M') (resp.
1 .
HO(FM")) ((6r 1] page 92 et Lemme 4.3 ci-dessous).

Pour prouver le théoreme, il suffit de montrer que (4.2) est non dégénérée, puis
d'appliquer I1.D.1.4.3.

Lemme 4.3. Soient (X,M) une variété abélienne polarisée de dimension g g;_{s1,...,sd}

une base de H°(X,M). On suppose que Te schéma F partie fixe de |M| est de dimen-
0s
sion g-d>0 . Alors une base de K(FM) est {=|1<r<d, 1<j<g}.
‘ J

m Pour 1<r<d, on note 'Dr le schéma défini par 1'annulation de SyseesSp s et

<
on pose D = X. On montre facilement que H](Dr,oD (dM)) =0 pour 0<i<g-r donc
r
que la restriction H1(X,OX) -—>-H1(Dr,0D ) est bijective pour g-r>1 .
r

A1



Si on note Er le diviseur de Sr sur X, on a les suites exactes :

0= #060,00)/s, —>H°(Er,OEr(M))—> H(00,) =0
R

|

\’/ A v

0 0 1
0 —H (Dr_1,ODr_1(M))/¢sr — H (Dr’ODr(M)) — H (Dr_1,0Dr_1) — 0,

pour r>1, g-(r-1)>1 . I1 est facile de voir ([Gr 1] page 95) que la premiére

ligne est :
asr 1
0 — SppevasSnnenss P —> <s1,...,sr,...,sd,533> — H (X,OX) — 0
as
r -
E'———%dZ )
J
pour un choix convenable des coordonnées 21,...,2g .

On en déduit facilement par récurrence sur r que pour 1<r<min(d,g-1), une

base de HO(Dr,OD (M)) est :
r
851 SSY, ‘
{sr+1s'--ssd9gj"—'-3a—z_j pour 15\]59} . L

Dans notre cas, puisque g">d , on peut appliquer le Temme a (X",M"). Si
(4.2) est dégénérée, on a :

g'g"-1 %, o,
NAU)GP VTEFé vz"eF" Z:-AU Eﬂzﬁ 5ﬁh”=0
1, 1 J
On déduit du lemme que :
as;
vz'E Fé Yi,r Z%:j Aij 52:(2‘) =0 .

Si g'>d on peut appliquer le lemme a (X',M') et conclure que les Aij sont
3s!
tous nuls. Si g'=d, alors la matrice (52;(2')) est dxd de rang d donc on
i

peut conclure aussi que les Aij sont tous nuls.

L'application ( 4.2) est donc non dégénérée et on peut conclure en appliquant le
théoréme d'Andreotti et Mayer 11.D.1.4.3. , "

Remarque 4.4. Sous les hypotheses de 4.1, 1'intersection dans IPT,A  des cones tan-
gents aux points singuliers de © , pour (A,0) générique dans Ag. g" est la
réunion disjointe de IPT x'~IP9 et ge PT X'~ P9 -

Al



Corollaire 4.5,

Aé?zg-g' est une composante de Ng_4 pour 2<g'<g/2 et g>5.
Aé?zg-g' est une composante de Ng-6 pour 3<g'<g/2 et g>7.
. A(%’z) . est une composante de N9 pour 4 < g'<g/2 et ¢g>9.
19,979 g8 =— =7 =7 = 7=
Remarque 4.6. Si 6 désigne 1'ensemble des variétés abéliennes princi-

null,g
palement polarisées pour Tesquelles une thétaconstante s'annule (cf. III), on a

f. [D2]) :
(cf. [D2]) R
q',9-9' null,g

(3)
Ag',g-g

(2,2)
A I, |
9'59-9

pour 2 <g'<g/2

' ¢ enuH,g

ch pour 4 <g'<g/2.

null,g

A
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APPENDICE 2

VARIETES ABELIENNES POLARISEES DE
DEGRE DEUX ET VARIETES DE PRYM

8]1. Résultats pénéraux.

On rappelle qu’une variété abélienne polarisée de degré 2 est une
variété abélienne X munie d’une classe d’équivalence algébrique de

faisceaux inversibles amples M vérifiant ho(X,M)=2. Le groupe

9
H{(M) est isomorphe & (2/2)° et, pour tout &lément non nul e de
H(M), 1il existe une isogénie de (X,M) sur une variété ab&lienne

principalement polarisée (XE,ME), de noyau {0,e}. L’espace des
modules des variétés abéliennes polarisées de degré 2 et dimension g
est noté Ag (2)°

On rappelle qu’une variété abélienne polarisée est dite
irréductible si elle n’est pas isomorphe au produit de deux variétés
abéliennes polarisées non nulles.

Proposition 1.1.

Soit (X,M) wune variété abélienne polarisée de degré 2,
irréductible. On suppose qu’un &lément D de |M| est réductible et
que dim X>2.

Alors il existe deux variétés abéliennes principalement
polarisées (Al’el) et (A,,e,) et une isogénie =w : X —y Ale2

de degré 2 telles que D= n*(ele9+A x@,). En particulier, il

1
existe des variétés abéliennes polarisées non nulles de degré 2,
(Xl,Ml) et (Xz,MZ), et _une isogénie ¥ de degré 2 de XlxX2 sur

X telles que P*M ~ M1 ] M2.

B On écrit D= Dl+Dq et on note (cf. I.3.3)

—_— . o:
Ki— H(Di), p. ¢ X — X/Ki Bi'

Il existe un diviseur ei sur Bi tel que piei:Di et

HO(Bi’ei) =~ HO(X,Di). Comme (X,M) est irréductible, les
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polarisations ei sont donc principales. Le noyau du morphisme

f:X —— B= le82 est KY N Kg c {X|DX:D}'5 H(M); il est donc de
cardinal au plus 2.
Si f est injective, la restriction & son image A de la

polarisation produit sur B est de degré 2. Comme en Al.l1.1, on a une
isogénie :

T XY —— leB2

A A

avec Y = Ker(leB2 —_ leB2 —> X), variété abélienne polarisée

de degré 2.

~ ~ A

Puisque Kz est connexe, P, : Bi —— X est injective et

Yn {O}xB,= YN le{0}= {0}. Les fléches ji Y — leB2 N Bi’

. .. . X .
pour 1i=1,2, sont donc injectives et Jiei est ample sur Y. Si Y
est de dimension n, on a (I.3.6)
21 X X ;N
2”‘ 'n—r [(prlel+pr292) IYJ
1 , % % .n X X
1’inégalité étant stricte si n>l. On en déduit
R 3 K . . X
n= deg Jlelz deg quztl. Les polarisations Jiei sont donc
principales, et on peut écrire Bi ~ YxAi, ol Ai est principalement

polarisée. Si g : Y —— YxY est 1’application diagonale, on a :

A A A A g°pr1,3

~ )
X ~ Ker (YxAlexA2 Y).

Comme X est supposée irréductible, on en déduit A1:A2:0 et

X=Y est de dimension 1, ce qui contredit 1’hypothése.

Le morphisme f est donc de degré 2 sur son image A . La
restriction © de la polarisation produit sur B & A est

principale et D = f*e . Le diviseur e est alors réductible, donc
aussi la variété abélienne principalement polarisée (A,®), ce qui
montre la premiére partie de la proposition.

A A A A

Enfin, le noyau de 1’isogénie duale = : Ale,'7 —— X est

engendré par (el,eq), ol €, est un élément non nul d’ordre 2 de
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est le quotient de Ai par e., on a alors une isogénie de degré 2

de X sur leYq, dont la transposée est 1’isogénie de degré 2 de

leY,) sur X cherchée. ]

(1.2) Introduisons des générateurs o et B de H(M), ainsi que des

éléments o et ﬁ de 4(M) d’images respectives a et g dans
H(M), satisfaisant a :

L’espace des sections de M invariantes par 1’action de a est
de dimension 1; on note s un générateur, et t= B.s, de sorte que
{s,t} est une base de HO(X,M).

I1 résulte de la proposition ci-dessus que si (X,M) est

irréductible de dimension >2, les seuls éléments de [M]  qui
peuvent étre réductibles sont div(s) et div(t)= div(s)p —auquel

cas XK= X/{0,a} est réductible-, div(s+t) et div(s-t)= div(s+t)a

-auquel cas Xﬁ est réductible-, div(s+it) et

div(s—-it)= div(s+it)a —auquel cas xa+p est réductible.

{1.3) On se place dans la situation de la proposition, c’est-a-dire
qu’on se donne des variétés abéliennes polarisées de degré 2,
(Xl,Ml), (X,,M,) et (X,M) et une isogénie w : XlxX2 — X de

noyau (al,aq), & élément on nul de H(Mi)' Alors (X,M) est

irréductible si et seulement si (Xl,Ml) et (XO,MO) le sont.

I1 suffit de montrer que si (X,M) est réductible, c’est-a-dire
s’il existe une décomposition :

(X,M) = (A,L)x(X’,M")

<

od (A,L) est principalement polarisée irréductible et (X’,M’) est
polarisée de degré 2, alors (XI’MI) ou (X2,M0) est réductible.

Soit (Ai,Li) la variété abélienne principalement polarisée

quotient de (xi’Mi) par ai. Le morphisme composé

P A— X — AjxA, satisfaita p (LBLy~L. Comme (A,L) est

supposé irréductible, c¢’est un facteur direct dans (Al,Ll) -par
exemple. Il est alors clair que c’est aussi un facteur direct dans

(Xl, 17, qui est donc réductible.

A2
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2. Les ensembles 4

€128

r
On va maintenant étudier plus en détail les ensembles Ai g
1’°2
introduits en Al.l.
9
Rappelons briévement la construction des &léments de A; g On
1°%2

prend, pour 1i=1,2, des éléments (Xi,Mi) de Agi’(z). On choisit

aussi des générateurs a. et pi de H(Mi)' Le quotient de XlxX2

par le sous—-groupe engendré par (al,az) et (pl,pz) est une variété

9
abélienne principalement polarisée (A,e), é&lément de A; g
1'=2
Supposons maintenant qu’un &lément D de |M2| (ou de |M1|)
soit réductible.
La proposition précédente permet d’écrire (A,e) comme le
quotient de XlxXéxX§ par le sous—-groupe engendré -si par exemple
- _ ’ ’ ’ ’ ’ .
D—DG,.) par (Oiaziag)) (al’a2’0)’ (plipzapB)a avec .
9 I ) 9 3  _
KpMDSAg 20 UaoM)®hg: (o) &%
aé, pé engendrent H(Mé).
9 9 9
a5 p3 engendrent H(Mg).

On peut bien sGr continuer le processus, si un des &léments de
|M1| U |Mé| u |M§| est réductible de dimension >0.

Les quotients obtenus ne sont plus tous du méme type. On a en
effet deux cas :

o . _

i} (A,e) est un quotient de XlxXZxXBxX4 par le sous-groupe
engendré par (a,,4,,0,0), (0;,0,04,0), (a;,0,0,0,), (By Py B3 sBy) -
’

C’est le cas si un élément de |M§| invariant par translation par ag

est réductible.
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ii) (A,8) est le quotient de Xlxxzxxgxx4 par le sous-groupe
z \ ( \ /
engendré par (a;,a,,0,0), (a;,0,05,0,), (0,0,B5,8, (B1:By:P3,0).
C’est le cas si un élément de IMéI invariant par translation par pé

est réductible.

(2.1) On ne s’intéressera qu’au premier type. On introduit les

2
- b1 A de 4 défini it.
sous—ensembles P e gt tE inis comme suit
1 r 1 r
Soit (xi’Mi)eAgi,(2) pour i=1,...,r; o et pi des

générateurs de H(Mi} ; {sl,tl} une base de Ho(Xi,Mi) choisie comme

en (1.2). Le quotient de Xlx...xXr par le sous-groupe engendré par

les (al,O,...,O,ai,O,...,O), 2¢i¢r, et (pl,pq,...,pr) est une
variété abélienne principalement polarisée (A,8); le sous—ensemble
de a4 ainsi construit est noté Az .

g]+...+gr gl,...,gr

L’ espace HO(A,G)CHO(XIX...XXr, M E...EMr) est engendré par

1
2
slszu.sr-ktltﬂ..tﬁ

On peut opérer des regroupements : si Xi est le quotient de
XlxX2 par le sous—groupe engendré par (al,az), (A,8) est encore un
. ’ s ’
quotient de XlxX3x...xXr du type ci-—-dessus avec 3] (al,O),

2
c A t
- e

: . 2
Bi1= (B1:B,). On a en particulier 4
1 1°72 17€00 830+ -H 8

gl"“’gr

ainsi de suite.

(2.2) Inversement, il ressort de la discussion du début du paragraphe

I)
que tout &lément de A; g peut s’écrire comme é&lément de
1’2
2 1 r_ 1 S_
Agl gr gé g2 avec r)l, s)l, g1+...+gl-g1, g2+...+g2-g2,
'ERRREE -SR-S RRRNT -4

c’est-a-dire comme quotient de Xix...xxixxéx...xxz avec la propriété

supplémentaire :
div s} irréductible lorsque g322.

La proposition suivante détermine dans quel cas un &lément de

A est irréductible. On pourra remarquer que 1’hypothése

gl)"‘)gr

(Xi’Mi) irréductible est trivialement nécessaire.
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Proposition 2.3.

9
Soit (A,e) un é&lément de A; g’ qui_s’exprime donc comme
ERRREL-®

quotient d’un produit de r variétés abéliennes polarisées (Xi’Mi)

de degré 2, supposées irréductibles. Alors (A,8) est irréductible,
de degre

sauf si :
r=2, glzgzzly (xlle) > (xzyMz)-

Dans ce dernier cas (A,8) est isomorphe & XlxXl munie de la

polarisation produit.

mi) est clair qu’il suffit de traiter le cas r=2. Avec les
12

notations de 2.1, une équation de D= n*e est s’s +t1t2. Supposons
D réductible. Si une composante Z de D ne se projetait pas

surjectivement sur Xl, on aurait Z= Dlxxz, avec D1 diviseur de
Xl' Mais s] et t1 seraient alors nulles sur Dl' On aurait alors
dim X122 et, par 1.2, (Xl,Ml) réductible.

Toute composante de D se projette donc surjectivement sur X1

et sur X,. Si on écarte provisoirement le cas g1=g2=1, on a alors

<

par exemple g,>1. Pour x générique dans Xl, Dn{x}xXz est alors

réductible, de sorte que div(psz+qt2) est réductible pour tout

(p,q)ePl. De nouveau, cela contredit 1.2.
Examinons le cas g1=g2:1. Si (A,®) est réductible, on peut

écrire m : X,xX, — E;xE,. Si un morphisme induit u. : X, — E,
1772 1772 J i J

était nul, u;_j serait un isomorphisme puisque Xi _— Ele2 est

injectif. Mais la polarisation induite sur Xi serait alors

>

principale, ce qui est contraire & 1’hypothése.

Les morphismes u} sont donc surjectifs et deg(ui*e +u;*92)=2.

Les polarisations ug*eJ sont donc principales et les uj sont des
isomorphismes, via lesquels on peut identifier en particulier X, &
Xl' Le noyau de nn est alors engendré par (al,al) et (az,az). Le

quotient 7w s’identifie au morphisme :

Xlxxl——-—. Xlxxl

(X,Y) — (x+y,x—y). |



On peut déduire de 2.3 le résultat suivant, qui compléte les
conclusions de 1.1 et de 1.2.

Proposition 2.4.

Soit (X,M) une variété abélienne polarisée de degré 2 et de
dimension g, irréductible.

Alors au plus un des 3 quotients (Xe,Me), eeH(M)-{0}, est
réductible, sauf si X est le quotient d’un produit ExE, od E est
une courbe elliptique, par le sous—groupe {0,(a,a)}, avec «€E[2],

de sorte que dim X=2.

Dans ce dernier cas, les 3 quotients sont réductibles si et
seulement si E a multiplication complexe par i (j(E)=1728) et si
a est 1’unique élément non nul de E[2] invariant par cette
multiplication.

® Supposons (XQ,M1)= (X,M)/{0,a} = (Alez,L BLZ). Comme & la fin de

la démonstration de 1.1, on en déduit une isogénie de degré 2,

XlxX2 —s X, ol (Xi,Mi) sont irréductibles de degré 2, H(Mi) est

engendré par a, et pi, Ker m par (al,az), avec

a= n(a1,0)= n(O,az) et p= n(pl,pz). La variété abélienne

principalement polarisée Xp (resp. xa+p) est donc le quotient de
XlxX2 par le sous—groupe engendré par (al,az) et

(pl,pz) (resp. (al,az) et (a1+p1,p2)); elle est par conséquent

irréductible d’aprés 2.3, sauf si il existe un isomorphisme

¥ X1 —— X, satisfaisant & ?(a1)=a2, ?(p1)=?(p2) (resp.

?(al)=a2, ?(a1+p1)=p2) et si dim Xi=1. Ces deux é&ventualités ne

peuvent se produire simultanément que si il existe un automorphisme 7

de X1 satisfaisant a r(a1)=a1, r(p1)=a1+p1. C’est le cas si et

seulement si Xl est la courbe elliptique avec multiplication

complexe par i (j=1728).
]

83. Les familles ?2

gl""’gr
Le but de ce paragraphe est 1’&tude de ?i g’ sous—ensemble
108
de Az g constitué des variétés construites — comme en 2.1 - &
10008,

y ) 2z 12 ’ -
1’aide d’éléments (Xi’Mi) d’un sous-ensemble ?gi’<2) de Agi’(z)

que 1’on va maintenant définir.
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On appellera revétement admissible ramifi@ en quatre points tout

revétement qui s’identifie au quotient d’une courbe stable C de
genre 2g-1 par une involution o satisfaisant & :

1) o a exactement 4 points fixes qui soient lisses sur C. On
les notera Py» Py Pg et Py

2) En les autres points fixes éventuels, qui sont donc des points
doubles, les deux branches ne sont pas &changées.
3) Le nombre de points doubles échangés par o est é&gal au

nombre de composantes de C échangées par o.

La variété de Prym - au sens de [Mu2] - d’un revétement
admissible @ ! C — C= 6/0 est la variété abélienne
Ker(JE _EE_* JC) munie de la polarisation induite par la polarisation
principale de JC. Sa variéte duale, isomorphe a JE/H*JC, est alors
munie d’une polarisation de degré deux.

On notera % le sous—-ensemble de 4 formé des
g,(2) g,(2)

variétés duales des variétés de Prym des revétements admissibles
ramifiés en quatre points.

Ce sont des variétés abéliennes polarisées de degré 2.

(3.1) La courbe C’= E/ obtenue & partir de C en
PPy et PgPy
identifiant Py a P, et Py a Py» munie de 1’involution induite

¢’, définit un revétement admissible au sens de [Bel].

On a un diagramme ([Bel] page 159)

0 0 0
| l l

0 @/2)% . PP . X —, 0
l l |

0— ¥ ., B . — 0
| l

0—u ¥ . & —uJ — 0
l l l
0 0 0
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ou P’ est la variété de Prym principalement polarisée associée &

{(C’,0'), X la variété de Prym associée & (C,0). On a donc une

isogénie de degré 2 de X sur P’. La variété abélienne (X,M) est

dans 7 (o Les trols isogénies obtenues, en considérant les trois
>y e

courbes C’, "= C/ , CM= ¢/ et Py~Pg>

Py~P3 et Pyvpy PRy
correspondent aux quotients de X par les trois éléments non nuls de
H(M).

Proposition 3.2.

La sous-variété »_ . de 4A_ ,,, est fermée irréductible.
gl(“) gs(‘-)

B On considére tout d’abord une courbe C connexe de genre 2g-1,
avec au plus des points doubles ordinaires comme singularités, munie

d’une involution o. On note C la courbe quotient et P= (Ker Nm)o
la variété de Prym associée. On a alors 1’analogue suivant de
Lemma 5.1 de [Bel].

Lemme 3. 3.

Le revetement C — C est admissible au sens précédent si et
seulement si les trois propriétés suivantes sont satisfaites :

- o n’est 1’identitéd sur aucune composante de C
- pa(C)= g-1

-~ P est une variété abélienne.

8 On suppose ces trois conditions vérifiées. la méme démonstration que
celle de Lemma 5.1 de loc. cit. donne alors, avec les notations de
Beauville :

s r '
ne+nf—ce et 5 + nf 2.

Pour montrer que le revétement est admissible, il suffit donc de
montrer que le nombre n% de points doubles de 5, fixes sous

1’action de o avec les 2 branches &changées, est nul.

Soit x un tel point, N la normalisatién de C en x. On a
encore N/o =~ C et ker(JE —_ JN)OCP. Comme P est par hypothése

une variété abélienne, c’est que JC —— JN est un isomorphisme,



ro
~n
N

~

donc que N est non connexe. On écrit N= N1UN2 avec Ni connexe.

L’ensemble {yeﬁlloyeﬁz} est alors ouvert, fermé et contient x. On

en déduit N= N,UoN de sorte que g(C)= 2g(ﬁl). Contradiction.

1 1’
Ceci prouve n%=0, donc le lemme. L
On procéde alors comme dans le paragraphe 6 de loc. cit. . Pour

les m@mes raisons, il existe une variété irréductible compléte S,

une famille de courbes stables € —- S munie d’une S-involution o
telle que :

- pour tout s dans S, 1’involution induite sur %S n’est
1’identité sur aucune composante de %s'
- %s est de genre 2g-1, %S/cS est de genre g-1.

- Pour toute courbe lisse connexe C de genre 2g-1 munie d’une
involution avec 4 points fixes, la paire (E,o) est isomorphe &

€ ,0 ) pour un s dans S.
s’ s
On définit de la méme facon :
F= Ker (Nm:Pic®(%/S) — Pic®(¢/8))°.

C’est un espace algébrique lisse sur S. L’ensemble S des

points s de S pour lesquels F; est une variété abélienne est un

ouvert de S et 1’application induite p : S — Ag 5 ol Gg est
g
la polarisation (2,2,...,2) de degré Zg_l, est propre

(Proposition 6.3 de loc. cit.).

On en déduit facilement que < est fermé dans 4_

g)(z) g:(‘-)'

Pour prouver 1’irréductibilité on peut, par une &tude des
déformations locales d’une paire admissible (cf. [H-M] pages 29 et
33), prouver qu’elle est déformation d’une paire admissible (C,0)

avec C lisse connexe. L’irréductibilité de la famille de ces
derniéres paires découle alors du fait suivant, déja démontré dans

1’introduction de II.D. : si ¢ —— S est une famille irréductible
de courbes lisses et si on note %g: EXEexXexe, }d= Elgd(%/S) le
SSS

A2
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)
schéma de Picard relatif en degré d, m : ¢~ — ;4 1’élévation au
9
carré, alors le S-schéma #“ x €, est irréductible.
4
#
|

lj .
3.1% On définit maintenant ?;cAg comme 1’ensemble des quotients

d’éléments de (P,M) de ¢ par un élément de H(M). En vertu

g,(2)
de (3.1, c’est aussi 1’ensemble des variétés de Prym associées aux
revétements admissibles des courbes stables de genre g+1 avec au
moins deux points doubles. C’est un fermé irréductible de ?g'

2

On définit aussi ?; comme 1’ensemble des éléments de
1008
9
A; g construits - comme en 2.1 - & 1’aide d’éléments (Xi’Mi)
RERRRE
de I1 résulte de la proposition suivante — et de sa

P .
(2
gi LAY )

démonstration - qu’on a :

(3.5) P <P .
ST - gyte.tg
o
(3.6) Tout élément de ?; p peut s’écrire comme un quotient de
1'°2

1 r .1 s . . i .
Xlx...xxlxxzx...xx2 avec (notations de 2.1) div Sj irréductible

lorsque dim XEZZ, et X. e .

i .
gj,(Z)
(3.7) ?2 g est 1’ensemble des variétés de Prym associées aux
ERRRRE
revétements admissibles des courbes stables réunion de r courbes
Cyye..,C de genres respectifs g,-1,...,g -1, se coupant de la
1 r 1 r

facon suivante :

A2



Proposition 3.8.

Soient {X., €A . X,,M.)ed
Solent (Xp.Mpety L2y KoMy
(X,MeA_,,, le quotient de XlxX9 par le sous—groupe engendré par
3y Vs <

(al,az), oa o est un élément non nul de H(Mi)' Alors

(2\: g= glkgz .e_t

Xew» (o) = X1 € ?gl’(z) et X2 € ?gz’(z).

B gj (Xi’Mi) € P X.1 est la variété de Prym d’un revétement

double admissible mo Ei —_— Ci ramifié en quatre points
p;,...,p; lisses sur Ci' Comme on 1’a expliqué en (3.1), 1’élément

o de H(Mi) correspond & un choix de deux de ces points, soit pi

et p;.

~ o~ 2 )
Soit C= CIUCO/p%~p; et pé~p;, munie de 1’involution induite

o. Le revétement associé a (E,o) est admissible, ramifié en les

quatre points pé, pi, pg, pZ. Sa variété de Prym P s’insére dans

une sulite exacte :

A A

0 —— 2/2 + P + X xX, —— 0

et X est isomorphe & P.

A

(2) alors X est une variété de

-

Réciproquement, si X € #
Prym, associée & (E,o). Si Ps--+sPy sont les points fixes de o

lisses sur E, un des trois revétements admissibles C’ — E’/o’,
¢ — C'o", T — E"'/o"‘ (cf. 3.1) a comme variété de Prym

le produit PIXPQ’ avec PizPizxi/{O,ai}.

Faisons une démonstration par récurrence, en supposant la
proposition vraie en dimension <g.
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Premier cas : o é&change certaines composantes de C. Il résulte
alors de {Bel] Theorem 5.4 qu’on peut écrire :

C=AuUBuUOoA p1,...,p4 € B

X~ JAxY ou Y= Prym(B,0) € ?h,(Z)’ h7g.

On peut toujours, quitte & faire passer des facteurs dans Y,
supposer JA irréductible. Il résulte alors de la démonstration de
1.3 qu’on peut écrire par exemple XlzJAxYl. I1 suffit alors
d’appliquer 1’hypothése de récurrence & 1’isogénie leX2 ——> Y pour

prouver le résultat.

Deuxiéme cas : On suppose maintenant que o n’échange pas de
composantes de C. Il ressort alors de [Bel] Theorem 4.10 qu’on est
dans 1’un des cas suivants :

e La courbe C’ est hyperelliptique. La courbe C est alors

hyperelliptique et si ¢ : C ——4 Pl est le revétement
hyperelliptique, Pplz Pp2 et Pp3= Pp4. Il est alors facile de

déduire de II.D.1 ou d’une analyse du type de celle de [Mu2] page 346
qu’on a, avec les notations de %4 : Xi € ﬂg (2) ce qui, avec (4.1),
i’

entraine la conclusion.
e La courbe C’ est réunion de deux courbes Ci et Cé se

coupant en deux points.

1) Si P> Pos P et Py sont sur 52 alors X est réductible :

X =P x X’,
o P’= Prym(Ei —_— Ci) est principalement polarisée
X’= Prym(e2 —_ C2) est polarisée de degré 2.

Tout facteur irréductible (A,L) de P’ est encore une variété
de Prym et il résulte de la démonstration de 1.3 que c’est aussi un
facteur de (Xl,Ml) par exemple : X1 ~ A x Yl. Par hypothése de

récurrence, X, et Yl sont duales de variétés de Prym. Il en est de

méme de X1 et la démonstration dans ce cas est terminée.

~

2) Si au contraire on a par exemple P> pzeel et P3s p4ecz, les

variétés abéliennes X;= Prym(Ei —_ Ci) sont polarisées de degré 2



et admettent une isogénie de degré 2 sur P;= Prym(E; N Ci). On a

’ 9 ) - .
Ple2 > Plez, de sorte qu’on peut écrire Pi"Pi,lxpi,Z’
P32P1 ijo I oua les Pi j sont des variétés de Prym. L’isogénie

’ <y ’
X> —— P’ correspond & e’= (e, .,e, .)eP’[2]= P, .[2]xP., .[2].
J J b J 1,5’ 2, J[] l,J[] Z,J[]
Soit )(.l ; —_— Pi j 1’isogénie correspondant a € 5t On a une
b b b
isogénie de degré 2 : Xi J.><X,) j—— X}, de sorte que par hypothése
’ b ]
de récurrence, Xi j € ?* (2 I1 suffit alors d’appliquer le sens
b K

2
1

- s

]
direct de la proposition & isogénie X. .xX. —— X. pour
i,1771,2 i

terminer la démonstration. L

§4. Les familles “2

]i ‘)gr.
2 2
De nouveau, # est le sous—ensemble de 4
Eysees g [ SR -
1 r 1 r
constitué des variétés construites - comme en 2.1 - & 1’aide
d’éléments (Xi,Mi) de % sous—ensemble de 4 défini

gi,(2)’ gi,(2)

comme suit.

Pour tous points de Weierstrass Qo et Ql sur une courbe

hyperelliptique lisse H de genre g, le point UH(QO—Ql) est

d’ordre 2 dans JH. On peut donc lui associer une isogénie

X —— JH de degré 2. L’ensemble ng (2) est 1’ensemble des
LN

variétés abéliennes polarisées de degré 2 ainsi construites. C’est une
famille irréductible, non fermée dans Ag (2) sauf pour g=1.
b 4 .

Soit ¢ : H — Pl le morphisme hyperelliptique, ramifié en
- _ ) 1
Po— P(QO), Pl— P(Ql), P2""’P2g+1’ et : C—— P le
revétement double ramifié en P2,...,P2g+1. I1 ressort de II.E.1 que

la variété X e % construite ci-dessus est la variété duale de

g,(2)

la variété de Prym du revétement de C ramifié sur ?*(PO+P1) et

associé a ?*U 1(1). On a donc :
P

(4.1) *e,(2) < Tg,(2)

Si (X,M) est un élément de ”g (2 1’isogénie X —— JH

distingue un élément non nul « de H(M). La famille des quotients

X

AZ
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des éléments (X,M) de ﬂg (2) par un élément non nul de H/M) a

donc deux composantes irréductibles : la famille ”g des jacobiennes

Lp]
hyperelliptiques et une famille notée ﬂ;.

Dans 1’interprétation 3.1 de ces quotients, le premier cas

correspond & C’= C/x ~rx et x,~TX, - on a posé ?*P,= X.+TX.
o "o 1 1 i i i
pour i=0,1 - le second & ("= C/xo~x1 et TX ~TX) et
m o _ - -
C C/xO TXy et XMTX

(4.2) Comme les courbes C’ et C" sont irréductibles non
hyperelliptiques, il ressort de la liste de Theorem 4.10 de [Bel] que

('7
les éléments de %; sont des variétés abéliennes principalement

polarisées irréductibles.

(4.3) On définit la sous—variété wz de Az comme
giy++,8 €15:+58
1 r 1 r
Y
1’ensemble des quotients de ir;ll(Xi,M.l), ol (Xi’Mi) € “gi,(Z)’ par
le sous—groupe engendré par (al,O,...,O,ai,O,...,O), 2<i¢<r, et
(ax sy 5oy ), ol a € H(Mi)—{O,aX'}.
1 2 r i
Par (3.5) et (4.1), on a :
2 2
4.4 ¥ c P .
( ) gl’ "’gr gl’ ’gr
(4.5) On pourra remarquer pour finir que les &léments de ﬂz g
LRRREL-

(r>2) sont des variétés abéliennes principalement polarisées
irréductibles. C’est une conséquence de (1.3) et de (4.3).




APPENDICE 3

SOUS—-VARIETES SPECTALES ET INTERSECTIONS
Z.E DANS LES VARIETES DE PRYM

= .

“r+s-or-os

§]. Sous—-variétés spéciales des variétés. de Prym.

Beauville a introduit dans [Be3] la sous-variété spéciale de la
variété de Prym P d’un revétement double é&tale de courbes lisses

7w : C—>» C associée & la donnée d’un gg complet sur C. Si L

est le faisceau inversible sur C de degré d correspondant, 1 un

faisceau inversible sur C tel que NmizL, cette sous-variété est
définie par :

VO: Fn {0~(E)®I—1|E diviseur effectif sur C avec n*Ee|L|}.
On peut étendre cette définition au cas d’un revétement

admissible de courbes stables, en remplagant "E diviseur effectif"”
par "E diviseur de Cartier effectif" (Remarque 4 de [Be3]). On peut

. s r . .
aussi considérer des gd non nécessairement complets.

Le théoréme suivant est un critére d’irréductibilité pour les
sous-variétés spéciales, qui généralise le corollaire page 365 de
[Be3].

L J

Théoréme 1.1.

Soient C une courbe stable irréductible, @ : C—x C un

R .. r . . .
revétement admissible, ¢ : C---» P une application rationnelle
birationnelle sur son image. Alors la sous—variété spéciale associée

au systéme linéaire défini par ¢ est irréductible.

B 1] suffit de montrer qu’il existe un ouvert 2 de points lisses de
C tel que
~ ~ _ ~d, ~ d
[ . N . .
\(xl,...,xd/ec lnxieﬂ, iil nxielLI}

ait au plus deux composantes. Par [Be3] page 359, et avec ses
notations, ces deux composantes sont denses dans So et S1

A3
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respect ivement, de sorte que SO, ainsi que V(z $[S ¥}, sont
) O

irréductibles.
Cela résulie du théoréme suivant. L

Théoréme 1.2,

Soient C une courbe irréductible de degré d dans Px,

w# : C —— C un morphisme de degré 2, avec C  irréductible, et U

1’ ouvert de fPr)v formé des hyperplans coupant C transversalement
en d points lisses au-dessus desquels w n’est pas ramifié. Alors
les ensembles

I(m)= {(§1,...,§m,H)emeU| Les m points n§i sont distincts deux

4 deux et nxieH}

sont_irréductibles pour m<d; I(d) a_au plus deux composantes
irréductibles.

B Comme en 11.B.6, on introduit le groupe de Galois G du morphisme
étale p : I(l) —— U, qui opére sur la fibre

+ + - - . +
{al,...,ad, al,...,ad} d’un point base de U (avec a,= oa., ot o

est 1’involution de C associée a n). Les fibres de la projection
[s)

I(2) —— G° sont des ouverts non vides d’un espace projectif de
dimension r—-2. L’espace I(2) est donc irréductible, de sorte que
G opére transitivement sur les quadruplets (ordonnés)

{d?,ag,a;a,agﬂ} pour i#j; «,Be{-,+}. De plus, on montre comme en
IT.B.6 que G contient une double transposition qu’on peut supposer

+ o+, = -
étre (al,az)(al,az).

[l faut maintenant montrer que G agit sur 1’ensemble des
a a

fa® ,...,a.m }
—J() J(m)
{1,...,d} , de facon transitive pour m<d et avec au plus 2 orbites

. . + +
pour m=d. Comme G contient toutes les permutations a; —— a .\

avec a,=#, J 1injection de {1,...,m} dans

a; — ar(i) pour 7€ i, toute orbite contient un &lément du type

+ + - - .
{al,...,an, ey .,am}. On applique alors
(a_ ¥ )(a - ) 0<2j<d-n-1. Toute orbit
‘an+2j+1’an+2J+2~ an+2j+1'an+23+2 pour U<cj<d-n—l. oute orbite
. P +. ) .+ +
contient donc 1u1,...,am} si m<d, {al,...,ad} ou
LoF + - . B
Lal,...,ad_l, a gy si m=d .
]

A3
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§2. Les intersections =. dans les variétés de Prym.

E
r+s—-or—as

On a déjad remarqué (IV.A.5.1 et IV.B.1.1) que si
T C — E/O:C est un revétement de courbes lisses irréductibles de
variété de Prym (P,Z) et si r et s sont deux points de ¢ avec

r#os, 1l’intersection =.E est isomorphe & la sous-variété
r+s-or-os

spéciale associée & L= wc(—nr~ns).

C’est encore vrai si m est un rev@tement admissible, si C et

-~

C sont stables et si r et s 'sont lisses sur C.

Lorsque x lisse sur C tend vers un point singulier r de C,

1’élément ¢ ‘<-ox) de P  tend vers e(r), élément d’ordre deux de
[

ol

[6)]

P . On est donc amené & &tudier les intersections 2 ,
e(r)+s—os

r est singulier et s lisse sur C.

Lemme 2.1.

. n . .
Soit N —— C la normalisation de C en r. Alors
est la sous-variété spéciale associée & 1’application

-1

-

E.E
e{r)+s-os

rationnelle ¢|wN(*ns)|°n

B 1] suffit de montrer qu’on a :

—

- _ 0, ) )
"Ee(r)+s—os {LeP|3ueH (L) uz0 u(s)= u(r)=0}.

Soient r= WMoy e W les points singuliers de C et Lr le

faisceau inversible sur C associ@ & e(r). On pose a= e(r)+s—-rse€P.
On a les suites exactes :

0 — HO(DQL-I(os—s)) —_ HO(E*L(os—s)) —C 8 C ®...8C
r Wy Wo W

u — (u(pl)+u(ql).U(p2)—U(q2),-.-)

0 —  H%Llos-s)) — HO(0¥L(0s-s)) — c ec e.ocC
1 2 n
u (U(Pl)‘u(ql),U(Pz)"u(qz),---):



231

od p. et qj sont les points de la normalisée de C au-dessus de

Soit d’abord LeP avec ueHo(L) non nulle, nulle en r=w1 et

s. Ce u définit une section de L ® L;l(—s) donc

h°(L ® Lrl(os—s))gl. Comme L ® L;I(OS*S) est dans P, il est par
conséquent dans E , et LeEa.

De méme, ho(L)gl implique LeE. Réciproquement, si LeE.Ea,
ona h°(L1y2 et h%leL '(os-s))»2. Si h%L(os-s))33, il suffit
de prendre pour u une section nulle en os et r. Si
h¢ {os-s))=1 alors os est fixe dans |L(cs—s)|. Soit u une

section de L @ L;l(os—s) nulle en r. On a :

X ~ ~X ~
n ueHo(n*L(os—s)) avec n u(pl): n*u(q1)=0
E*u(pj)= ?x*u(qj)-

On définit ainsi une section de L(os-s) nulle en r, et nulle
en os comme toutes les sections de L(os-s). L

On déduit alors du théoréme 1.1 le critére suivant

d’irréductibilité des intersections =.= , ol on a noté, comme en
[r,s]

IV.B, [r,s] 1’élément de P associé & 0_(r+s-or-os) lorsque r
C

est lisse sur C et a 0~(s-os)®Lr sinon (s est supposé lisse sur
C

C).

Proposition 2.2.

Soit @ : ¢ —— C un_revétement admissible de courbes stables
irréductibles, ot C est non hyperelliptique de genre g+1>5; soient

r et s deux points de C avec s lisse sur C et ‘r#cs.

Si ¢: C — P& est 1’application canonique et I son image,
_9
on _suppose que la projection I ----o Pg ~ depuis la droite joignant

¢(nr) a ¢(ns) est birationnelle sur son image.

est intéegre.

Alors 1’intersection E.E,
Lrys]

A3
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APPENDICE 4

QUELQUES RESULTATS SUR LES COURBES SUPERELLIPTIQUES

On rappelle qu’une structure superelliptique sur une courbe lisse
C est une involution 7 sur C telle que le quotient C/7 soit une
courbe elliptique E. On notera p le morphisme C — E,

¢c(-6)= Azp*a et 4e|26| 1la ramification de p sur E (cf. I.2.6).

C

Une courbe superelliptique est une courbe admettant une structure
superelliptique. Celle-ci est alors unique en genre »6 ([Sho2]),
mais il peut y en avoir jusqu’d 5 en genre 5 ([Te]). En tout genre
22, il n’y en a qu’un nombre fini puisque le groupe d’automorphismes
de la courbe est fini.

On a rassemblé dans ce paragraphe les résultats relatifs a ces
courbes dont nous aurons besoin.

Proposition 1.

Soient 7 une structure superelliptique sur une courbe C de

genre g6, p: C—- E le quotient de C par 7 et AePicg—lE
fixé. On pose :

2

z= {s"M @ 0, (D) |MePic’E, Dec'®™), M @ 0 (p,D)xA) .

Alors Z est irréductible de dimension g-5 et

{aePic°C|Z+a c e}= {a(p*e—x—y)|x,yeC,eeE}.

B [’irréductibilité de Z est conséquence de II.D.1.2.10 et
1’inclusion > est &vidente.

~

Tout &lément a de Pic°C peut s’écrire a= p]‘(M_1 ® 0(D), o
D est effectif de degré 2r. Si 2r>g+2, on a ho(C,D)ZB, de sorte

~

que D est linéairement équivalent a p*N+D’, o D’ est effectif
de degré <2r.

Si 2r=g+l, 'le diviseur ample e de Jg-IC rencontre la courbe

X _r— . .. X —
a+p J- 1E, ce qui donne une écriture a= p M 1

effectif de degré g-1.

® 0(D) avec D

Ad
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On suppousera donc 2r<g , D p-simple (définition juste avant
I1.D.1.2.7) et Z+ac e . Il suffit d’arriver & une contradiction si
r»2 .

1) Cas 2r¢g-2.

Pour N générique dans PicrE, il existe GX0 sur C tel
que
i} D+G soit p-simple

Lp)
ii) A=N" @® o(p*G).
%
Le faisceau inversible L= p N® 0(G) est alors dans Z puisque
r>2. On a donc

H%(1ea)= HO(p*(NeM 1) ® 0(G+D))%0.

Grace & i), on a une suite exacte (II.D.1.2.7) :

0 — H°NeM)) L HLea) —HENeM!e 0 (p,G+p,D-5))

1

~ H°Me N " ® Nma ® A ® 0(-5)),

de sorte que soit N:M, soit MM ® Nma® A® 0(-6); c’est
impossible puisque M est fixé et que N est variable.

2) Cas 2r=g-l.

On prend N tel que szA. Comme ci-dessus, L= p*NeZ entraine
Leae€eoe et M ou NeM® Nma® A® 0(-6) ~ M® a«. Or on peut

remplacer N par N @® ¢ pour tout eePicoE[z]. Comme

n {M® e, M® ¢ ® a}=¢, on a une contradiction.
eePicoE[Z]
3) Cas Zr=g.

Soit xeSupp D, G=rx. On choisit N de fagon que
N2 ® 0(px)~A. On a alors deg N= r-1 > 2 et L= p*N ® 0(rx) €e Z. Or
L® a= p*(N ® M—1 ® 0(px)) ® ¢(E) avec E = D-x. La méBme suite

exacte que ci-dessus montre que, comme HO(L ® a)20, on a N = M(-px)
ou N=x M(-px) @ Nma® A® 0(-6). On termine comme précédemment, en

changeant N en N® ¢, avec e2 = Up.
|

On montre de la méme fagon le résultat suivant :

Proposition 2.

‘ Soit 7 une structure superelliptique sur une courbe C de
genre @3 (resp. g5) et soit p: C — E le quotient de C par
7. On pose, pour j=1,2 :

Ad



234

. o
T, (p'Me 0.(D)|M e Pic’E, D e C'® 1-20)4

Alors T1 (resp; Tz) est irréductible de dimension g-2
e

(resp. g-4) et :
{a € PicOC[Tl+a < e} = p*PiCOE
(resp. {a € Pic°C|T2+a c e} = {o(p*e—x—y)lx,yec,eeE}).

Proposition 3.

Soient 7 une structure superelliptique sur une courbe C de
enre g>5, p: C— E le quotient de C par 7 et aePiCOC,

AePicg—lE fixés. On pose :

Y= {L e e.ea | NmL =~ A}.
Alors

i) Y est de dimension pure g-3 sauf s’il existe aePic’E

avec a=p*a, A= a ® 0(6). Dans ce cas, Y est irréductible de
dimension g-2.

ii) Si a= U(—p*e+x+y) avec x,yeC, e€E, Y est irréductible

sauf si on est dans 1’un des cas suivants :

e e-px ou py, de sorte que aeC-C
e A= 0(px-e+5) ou 0 (py-e+5)

e g=5, x et y sont des points de ramification de p et

A= 0(2px+2py) ou 0O (px+3py) (avec dans ce dernier cas 2px=2py).

B Par amplitude des diviseurs o et ea’ et puisque g>3,
1’ intersection enea rencontre tout translaté de K= {L]NmL ~ A}.

particulier, elle ne peut étre contenue dans K, de sorte que si
Y= aﬂegﬁK est de dimension g-2, enea est réductible. On déduit

alors de II1.B.1 qu’on est dans 1’un des cas suivants :

e aeC-C. On vérifie que Y a en fait deux composantes
irréductibles de dimension g-3.

X
e a-p a, auquel cas :
e.ea= {L € eleL ~a® (6)}
U (o (p*x+D) |xeE, Dec(&3)y

Si A>~a® ¢(8), Y est irréductible de dimension g-2; sinon il
est irréductible de dimension g--3.

A4
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e g5, q: C — F est une autre structure
C X . . .
superelliptique sur C et a=q g, pePlcoF. L’intersection e.ea
s’écrit alors comme ci-dessus et il est clair que Y est (réductible)

de dimension g--3.

. . X
On supposera & partir de maintenant que a= 0(-p etxty) avec :

e a¢C-C, ce qui entraine e#px et e#py

X_ . o . -
e ae¢p Pic E, ce qui entraine y#rx.

On suppose d’abord que A= ¢(px—e+6). On a alors

a = p*(A(-é)) ® 0(y-rx). Si Lee, NmL = A, on a

CaL'lzr*L ® p (A 1(5)) = H(Le p(aAl5))) # 0.
Si LeY, on a donc :

L@T*Lz p*A:.-_)w

jﬂ°<p*<A"1<s>>oL> 0
1H°(a‘1oL) - X (5))eL(rx-y)) # 0.

L’ensemble Y est donc réunion de :

L% (a7 H(5))eL(-v))#0) = (L|H%(w oL (~7y))#0)

et (L1h°p (a1 (8))8L(rx))>1) = (L|HO(L(-%))=0}.
On fera donc 1’hypothése supplémentaire :
e A # 0(px—etd) et A # 0(py-et+5).
On regarde maintenant 1’intersection de Y avec
W= {0(x+D)|DeC(g—2)}. Soit o©o(xt+D)eY; si ry+D est p-simple, on a:

- X
0 (x+D)®a 1 0 (D+ry+p (e-py))

0 — Ho(e—py)=0 —_— Ho(a(x+D)@a—l) —_— Ho(e—py+p*D+py—5)
= Ho(e+A—px—6)=0,

de sorte que :

{ o—

YW = (o (x+y+D) |Dec'ES)

(g-4)

10 (pyD) = A(-px-py)}

n{U(x+p*m+D)|DeC ,meE,a(p*D+2m) ~ A(-px)}.

Ad
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Ces deux ensembles sont irréductibles de dimension g-4. Soit
o 0(x+y+ry+D) un élément de leur intersection avec D+x et Diry

p-simples. Si g)6, ce choix est toujours possible puisque
p*De|A(~px—2py)], systéme linéaire de degré g-4, est donc sans point

base.

Pour g>5, c’est encore possible sauf si on est dans 1’un des
cas suivants :

0(2px+2py), x point de ramification de p.
o (px+3py), y point de ramification de p.

R R

A
A
Comme on peut toujours échanger les rBles de x et y, on voit

facilement que si le choix de LO n’est pas possible, alors x et vy

sont des points de ramification de p et Ae{0(2pxt+2py), 0 (px+3py)}.

C’est le cas exceptionnel mentionné dans 1’énoncé de la
Proposition. On suppose & partir de maintenant que le choix de Lo

est possible et on le fait. On a alors :

=~ p (A (6))8r "L = p* (A (6+py) )60 (D7)

€

®
=
!

O(p*e+ry+D)

ol—‘
®
[+
R

p* (A ! (5-e+py+px) )eo (y+7D).

R

-1
uC@LO ®a

L’hypdthése D+x et D+ry simples permet d’assurer (utiliser

I1.D.1.2.7) que h%(L )= hO(Loea‘1)=1.

Les diviseurs © et ea sont donc lisses en Lo'

r A - X
Les hyperplans TLO‘LINmL A}, TLoe, TLoea de TLJC ~ H (C,wC)
correspondent respectivement aux &léments suivants de
HO(C,wC) ~ Cr & p*HO(E,é) (o r est une section de U(p*é) > W, de

diviseur la ramification de p)

hd r

X
e p [px+p D+py+u]

. p*[py+p*D+e+v}

avec |Aw1(5+py)|:{u}, |A_1(5—e+py+px)|={V}.

-1
Comme nos hypoth&ses entrainent que ee{px,py,|A ~(6+py)|}, ces
3 hyperplans sont linéairement indépendants et Y est donc lisse en
L.

(6]

A4
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Pour montrer que Y est irréductible, il suffit maintenant de
montrer que toute composante Z de Y contient Lo. Comme Lo est

dans 1’intersection des deux composantes de YW et qu’elles sont de
dimension g-4, il suffit de montrer que :

dim(ZNW)3>g-4.

Soit ¢ : C(g_l) —— © 1’application canonique,
—2\ { oF— —
CSg <= {Dec\g 1)|sz} et ¥ : Cég 2) —— W la restriction de ¢.

Une application facile de (II.D.1.2.7) montre que :

U= {zec§g72)|dim 2 1(9z)>1)

~ (Dec &2 |h0(p)y2)
- X X (g-6)
= {p e tp e2+G|e1,ezeE, GeC }

est de dimension g-4 si g»6, vide si g=5. L’application :

U—, picflg
D }b—s U(p*D)

Ly

est surjective. En particulier, si Z est une composante de ¢
qui domine Z, on aura :

dimUn Z ¢ g-5

(g-2) (g-1)

Or Cx
([Fu-L]). On a donc :

est un diviseur de Cartier ample sur C

dim cig“Z)n 7 > dim 7-1 » g-4.

=~

Cette inégalité, jointe & la majoration précédente de la

dimension de Uﬁi, entraine :
dim WnZ= dim w(cig‘Z)ni) > g-4,

ce qui termine la démonstration de 1’irréductibilité de Y.
]

Ad
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