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English tit le  : Matings of complex polynomials.

A b strac t .

Let f and g be tw o  monic quadratic complex polynomials. Take 

two copies of the complex plane Cand compactify them by adding a cercle  

at the infinity, then sew  up these  two cercles  to make a topological sphere 

S2 . Get f and g mapping on each hemisphere of S2 . We obtain a mapping 

F from S2 to i ts  se l f .  It's a branched covering and we call it a topological 

mating of f and g .

The union of the orbits by F of the critical points of F is defined 

to be the postcritical  s e t  of F. Thurston defined an equivalence between  

postcritically finite branched coverings of S2 . Suppose that f and g are 

postcritically finite. We say that f and g can be mated if F (modified in 

some c a ses )  is equivalent to a rational function. If f and g can be mated,  

then we can obtain the sphere S2 by sewing up the boundaries of the filled 

in Julia s e t s  of f and g .

Quadratic polynom ials  w ith  bounded p o s t c r i t i c a l  s e t  are 

paramelized by the Mandelbrot se t  M. Let W be the closure of the principal 

component of the interior of M. If the parameters of f and g are in 

conjugate components of M- W,  then f and g cannot be mated. Douady 

and Hubbard conjectured that they can be mated in all other c a s e s .  We 

prove this conjerture in this thesis  by using a criterion of Thurston, and by 

supporting on the works of Silvio Levy and of Mary Rees.

This result can be generelized to polynomials of greater degree but 

having only one critical point.

K ey -w ord s:  complex polynomial, rational function, iteration , Julia s e t ,  

Mandelbrot s e t ,  lamination, mating, analytic dynamical system
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Chapitre 1. Introduction

1.1. Introduction

Soit f : C —* C  un polynôme monique de degré d > 1 .  Au voisinage 

de oo , ce polynôme e s t  analytiquement conjugué à z - * z d . On compactifie

C à C en ajoutant un cercle à l'infini:

C = C U {  oo • e 2iirô I 9 e T  = R / Z >

et on prolonge f en 7  : C —> C en posant

f ( o o - e 2 i i r e ) = oo*e2ilfd8 ,

on obtient ainsi une application continue f , qui e s t  aussi un revêtement

ramifié de degré d de C sur C avec les m êm es points de ramification 

que f . On prend maintenant deux polynômes moniques f , g de degré d , 

et on les "accouple" de façon topologique: on identifie S2 à

€ x { + , - } / ( o o - e 2 i 'irfll + ) ~ ( o o * e _ 2 l ir 0 f - )  

et l'équateur E à T  par

(oo• e 2lir®, + ) ----- >6

et on définit fiL g : S2 —» S2 par

cx<+>= f et s icx<->= g
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Comme 7 ( 6 ) = - g ( - 6 )  pour tout 0 € E ,  les  actions  de f e t  g sur E sont  

com patib les .  Donc f u g  e s t  bien défini. Comme f jjlg I e : 6 —<>d6 e s t  un 

r e v ê te m e n t  non ramifié de E , l'application fii.g e s t  un r e v ê te m e n t  

ramifié de degré d de S2 sur S2 avec les  points de ramifications dans 

S2 -E  .

Soit f un revê tem ent  ramifié de S 2 sur S2 ( resp .  un polynôme 

de C sur C ) .  On note fn la n - i è m e  i térée  f • f • — • f de f .  On note Pf  

l ' e n s e m b l e  p o s t c r i t i a u e  de f , réunion des orbites  d ir ec te s  par f des  

valeurs critiques de f dans S2 (resp. des valeurs critiques de f dans C).  

Alors = Pf u Pg (réunion disjointe).

Thurston a défini une relation d'équivalence dans l 'ensemble des  

r e v ê te m e n ts  ramifiés de S2 sur S 2 à ensemble postcr it ique  fini. Les 

fract ions rationnelles sont en particulier des r ev ê tem e n ts  ramifiés de S2 

sur S 2 , de plus,  e l le s  sont  analytiques pour la s tr u c tu r e  complexe  

standard sur S2 . Thurston a donné un cr itère  (une condition nécessa ire  

e t  su f f isante)  pour qu'un revê tem ent  ramifié so i t  équivalent (au se n s  de 

Thurston) à une fraction rationnelle ( [ DH3] et [Th]).

Nous dirons que deux polynômes f e t  g so n t  s t r i c t e m e n t  

accouplab les  si fü. g e s t  équivalent (au se n s  de Thurston) è une fraction  

rationne l le .  On donnera au chapitre 6 une définition d 'accouplem ents  

dégénérés .

On étudie ici particulièrement les  conditions d'accouplements des  

polynômes ayant un seul point critique (ce qui e s t  le cas  en degré deux). Le 

critère de Thurston e s t  souvent difficile à vérifier.  Le but de ce travail e s t  

de démontrer une conjecture de Douady et  Hubbard d'un cr itère  simple et
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direct pour que deux polynômes de même degré ayant chacun un seul point 

critque soient accouplables (str ic tem ent  ou de façon dégénérée).

Tout polynôme monique de degré d ayant un seul point critique e s t  

conjugué par une translation à un polynôme de la forme:

fc : € — * C : z — * Zd+ C .

L'unique point critique de fc e s t  0 et  la valeur critique e s t  c . Le degré 

de ramification de fc en 0 e s t  d . On pose Pc = Pf ■

On note Md l'ensemble des c € C pour lesquels l'orbite de 0 par 

fc e s t  bornée (l'ensemble M2 e s t  connu comme l'ensemble de Mandelbrot),

e t  J9 l'ensemble des c e C  pour lesquels  Pe e s t  fini. Alors «© C Md , 

l 'ensemble Md e s t  compact,  plein, connexe, e t  symétrique par rapport à 

l'axe réel (Figure 1) .  On note Wo la composante de Md contenant 0 .  

Les ferm etures  des com posantes  connexes de Md- Wo sont deux à deux 

conjuguées sauf  éventuellem ent une (quand d e s t  pair) qui in tersec te  

l'axe réel,  qui e s t  conjuguée à e l l e -m ê m e .

Soient fc e t  fc' deux polynômes à ensembles postcritiques finis.  

Pour c e - f î n W o  (cec i  entraine c = 0  d'après le chapitre 4 ) ,  les  deux 

polynômes sont toujours accouplables. En e ffe t  fc-U-fc' e s t  équivalent au 

s e n s  de Thurston à fc ' . D'autre part,  si c e t  c' sont  dans des  

com posantes  conjuguées de Md~Wo » on montre facilement que fc et  fc' 

sont non accouplables ([Le] et  chapitre 7 ) .  En degré 2 , Douady et Hubbard 

ont conjecturé la réciproque ([D1D.
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Figure 1.1 M2 ( l 'ensemble de Mandelbrot) et M3

En uti l i sant  le cr i tère  de Thurston,  S.  Levy a fait une première  

réduction de c e t t e  conjecture  ( [ L e ] ) .  Nous avons obtenu ensui te  des  

résu l ta t s  partiels ( [Ta] ) .  Une démonstration complète  ( présentée  dans le 

cas  de degré deux ) a é té  récemment  donnée par M. Rees ( [RI]) ,  mais  

c e l l e - c i  e s t  un peu longue. En combinant ce que nous avons obtenu avec  

des  idées  e x t r a i t e s  de M. Rees ,  nous p r é se n t o n s  au chapitre 7 une 

démonstrat ion re lat ivement courte et  valable pour un degré d quelconque.  

Notre résul tat  principal e s t  le suivant:

T h éo r èm e  1. Soient fc : z —* z d + c , fc' : z —> z d + c' ( d > 2  ) à ensembles  

D o s t c r î t i a u e s  f in i s . Alors fc £ i  fc' s o n t  accouplables ( s t r i c t e m e n t  ou de

i

I ill il ill
In  I pi
1 1  j j f j

lí I I
I  | |  I
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façon d é g é n é r é e )  si e t s e u le m e n t  s i  c c' ne son t  pas dans des  

com posantes  conjuguées de Md-W0 .

1 .2 .  Préliminaires

On ut i l i sera  le théo rèm e  d'uniformisation de Riemann: toute  

surface  de Riemann U ( i . e .  variété  © -an a ly t iqu e  de dimension 1 sur € )

s implement connexe e s t  isomorphe à D , C ou <C = <Du{oo} , où D e s t  le 

disque unité ouver t .  Un tel  isomorphisme e s t  appelé une représentat ion  

conforme de la surface U .

On extrait  ici quelques notations e t  r ésu l ta ts  é lém enta ires .

Soit f : C —» €  un polynôme de degré d > 1. On appelle ensemble  

de Julia rempli de f , qu'on note  Kf , l 'ensem ble  des  Z€C tel  que 

fn ( z ) / * ° o ,  e t  on appelle ensem ble  de Julia de f ,  qu'on note J f , la 

frontière de Kf .

P ro p o s i t ion  1.1 a D H 2 i . i n ) . s.Qit f un polynôme. moniQue d? degré d . ün  

s u p p o s e  Kf c o n n e x e . Alors il e x i s t e  une re p r ése n ta t io n  conforme de 

Riemann

<ï> : <C -  Kf C -  D ,

ta n g en te  à l ' ident ité  en oo ( i . e .  3>(z)/z —»1 quand I z l —> o o ) f ümI 

conjugue f à  z -*■ z d . Si de plus Kf e s t  localement connexe , glgrs

y f =  : C -  D ------►  €  -  Kf
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admet un prolongement continu de C -  D à  <C -  Kf ; l'application

Y f :  6 —*■ '»’ f ( e ) = ^ f ( e 2 i 'ir0)  

de T  = R / Z  sur  3Kf vérif ie

*f<de) = i(*f(e))
(formule de se m i-c o n iu g a is o n ).

Si Kf e s t  connexe e t  localement connexe,  on peut définir d'après  

c e t t e  proposition les  notations su ivantes  (en négligeant l'indice f lorsque  

ce n 'es t  pas ambigu):

a )  le potentiel  Gf ( z )  = Log l ^ " 1( z )  I pour z e C -  Kf ;

b)  les  éauipotentie l les

Nf ( s ) = { ^ ( e s + 2 i i r e )l 6 € T }  = { z l G f ( z )  = s }  ;

c )  les  rayons e x te r n e s  Rf ( 6 )  = { y  ( e s  + 2i ire  ) I 0 <  s<  oo }  avec  

l e s  points d'aboutissement 'B’f(Ô) ;

d ) Arg(z)  l'ensemble des arguments ex tern es  de Z€ C -  Kf , i . e .  

des 9 t e l s  que z c R f (8 ) .

Si z €  C -  Kf , l 'ensemble A r g (z )  admet un unique é lém ent;  si 

z € J f  , c e t  ensemble peut avoir plusieurs é lé m e n ts .

Soient £ = C  = C u { o o }  la sphère riemannienne et  f : Z  —► Z  une 

fonction holomorphe. L'orbite d'un point Z€Z par f , notée  Or(z) , e s t  

l 'ensemble des points fn(z) , n > 0  . Un point périodique pour f e s t  un point 

x de C tel  qu'il e x i s t e  un ent ier  n > 0  pour lequel fn ( x )  = x .  Le plus 

petit  n ayant c e t t e  propriété e s t  la période k de x . Le cy c le  de x e s t

alors { x 0 .........xk- i }  , où x i s f H x ) ,  e t  le multipl icateur de ce cycle  e s t

p  = TT.f'(Xi) . On dit que x e s t  un point périodique a t t r a c t i f  ( r e s p .
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répuls i f , resp .  indifférent ) si IpI < 1 ( r e s p .  I p l > 1 ,  resp .  I p l = 1 ). Un 

point périodique e s t  dit superattract i f  si p  = 0 ; cela équivaut à l 'ex istence  

d'un point critique dans le c y c le .  On dit que x e s t  un point prépériodiaue  

s'il e x is t e  un ent ier  non négatif  j te l  que f j (x) so i t  périodique. Un tel j 

minimal e s t  appelé prépériode  de x . Si x e s t  prépériodique mais non 

périodique, on dit que x e s t  s t r i c t e m e n t  prépériodioue. Dans ce  ca s  là, 

la prépériode de x e s t  s tr ic tem en t  pos it ive .

Par exemple ,  pour f = f i  : z —* z 2 + i  , on a

donc 0 e s t  prépériodique de prépériode 2 e t  { i - 1  , - i }  e s t  un cycle  

périodique répulsif,  e t  P f=  { i  , i -1  , - i }  . Pour g = f - i  : z —* z 2 -1 , on a

donc Pg = { 0  , - 1 }  e t  le cycle  { o  , - 1 }  e s t  superattract i f .

Soit T  = R / Z  . On note d : T  —» T  , t —► dt la multiplication par 

d. Supposons que t e s t  prépériodique pour d , i . e .  il e x is t e  j e t  k te l s  

que dj + kt = dkt . Alors pour j , k minimaux t e s t  de la forme p/dj(dk-1)  . 

Le dénominateur de t e s t  premier è d si e t  seu lem ent  si j = 0 , i . e .  si et  

seu lem ent  si t  e s t  périodique.

Lem me 1 . 2 . Dans T  = R / Z  , s o i t  A un fermé te l  que d induise une 

injection continue q d £  A dans A . Alors A e s t  f ini , et  les  é lém ents  de 

A sont  des  rationnels à dénominateur premier à d . En Particulier q

f ) ■ 1 ,O —!U i

0-5U- 1- 2 - 0  ,
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une bijection de A SML  A .

D é m o n s t r a t i o n . Ce lemme e s t  démontré dans [D1] pour d = 2 e t  q 

b i je c t ive .  La dém onstrat ion  s 'é ten d  au c a s  de d quelconque et  q 

in jec t ive .  Comme A e t  q(A) son t  c o m p a c t s ,  q ” 1 : q(A) —» A e s t  

uniformément continue. Il ex is te  donc ce (<^) tel  que l t - t ' l < < x  entraine

lq -1( t ) - q _1(t')l  <1/(2d) ,

ceci  entraine en fait lq " 1( t ) - q " 1(t')l  <oi/d : soient

q ~ 1( t ) = t / d + i / d  , q -1( t ' ) = t ' / d + j / d  ,

alors

d-1 q ~ 1(t) —q“ 1(t') I = I t - t ' + i - j l  < J ,

mais

It-t'l < <x < i  ,

on a donc i= j  e t  lq " 1( t ) - q _1(t ' ) |  = l t - t ' l / d  < a / û  .

On peut recouvrir q(A) par des ensembles  ouverts  Vi , . . .  , V|< de 

diamètre <<x . Alors q “ n(Vi) e s t  de diamètre <<x/dn , e t  par suite  q(A) 

a au plus k é lém en ts .  Donc A e s t  fini, q e s t  bijective et  chaque élément  

de A e s t  périodique pour q ,  c ' e s t - à - d i r e  è dénominateur premier à d .

QSiîA.

P ro p os i t ion  1 .?  • Soit f polynôme de degré d tel oue Kf so i t  connexe  

et  localement connexe.

Pour z € J f  Périodique, l ' e n sem b le  Arg(z) e s t  co n s t i tu é  d'un 

nombre fini de rationnels à dénominateur premier à d .



Pour Z€Jf s t r i c t e m e n t  prépériodiaue. l 'ensem b le  Arg(z) £¿1  

const i tué  d'un nombre fini de rationnels à dénominateur non premier à d .

Et c o m m e  c o m p l é m e n t , pour z p r é p é r i o d i Q u e . c h a q u e  a r g u m e n t  

diL z e s t  de  la  m ê m e  p r é p é r i o d e  p o u r  la  m u l t i p l i c a t i o n  p a r  d q u e  la 

p r é p é r i o d e  de  z pgyr f •

P r e u v e . Supposons d'abord y e J f  e t  le degré de ramification de f en y 

e s t  d' (qui e s t  1 si  y n'est  pas un point critique). Alors f e s t  conjugué 

à z —* z d  au voisinage de y .  Comme l'image par f d'un rayon externe e s t  

encors un rayon externe ,  l'application f induit un revêtem ent  de degré d' 

sur les  rayons externes  de y . Par la formule de sem i-conjuga ison  dans la 

proposition 1.1 , l'application d induit un revê tem en t  de degré d' sur  

Arg(y) .

D'après Fatou e t  Julia ([D1]), l 'en sem b le  de Julia J f  e s t  

l'adhérence de l 'ensemble des points périodiques répulsifs .  En particulier,

pour z € J f  périodique, le cycle { z o = z  , z i .......... Z k - i }  de z n 'est  pas

superattract i f  donc ne contient pas de point critique. Ainsi d induit une

application injective de A = U . A r g ( Z i )  à A lu i -m êm e .  Par le lemme 1 . 2 ,

l 'ensemble A e s t  fini, les  é lém ents  de A sont è dénominateur premier à 

d et *A rg(Z i)  =  *Arg(Zj) pour touts  i , j : 0 < i , j s k - 1  .

Pour z € J f  s tr ic tem en t  prépériodique, z tombe en un temps fini 

dans un cycle  périodique { z o  * zi , . . .  , Z k - i }  avec *Arg(Zi)  = n fini. 

Alors * A r g ( z )  e s t  un multiple de n e t  tout é lém ent de Arg(z) e s t  

s tr ic tem en t  prépériodique pour d donc e s t  à dénominateur non premier à d.

11
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P ro p o s i t ion  1 . 4  ( r P H 2 l . I H ) . Pour f= fc : z —► z d + c , de Ju lia

rempli Kf e s t  compact e t  Plein ( i . e .  C -K f e s t  connexe ).  Ofi-Ulyg. 

â l s i  O € Kf , l 'ensemble Kf e s t  connexe:

ïù  s i  o fé K f , l'ensemble Kf es t . homéo.morphe à l'epsam big-dg,-Canton ■

L'ensemble postcr it ique  Pf de f e s t  l'orbite de c = f ( 0 )  . Il e s t  

fini si e t  seulem ent  si O e s t  prépériodique.

Proposition 1.5 ( rD H 2 l . I I I ) . Supposons Pf Uni.

a) Si o e s t  P é r i o d i q u e , alors Oe Kf . £Q.yr..t,QM,t acPf , il e x i s t e  

un d i s o u e  o u v e r t  A a C Kf c o n t e n a n t  a v é r i f i a n t  f ( Â a )C A f (a) ; on p o s e

A f =  U a e P fA a •

ü) Si o est strictement prépériodique, alors o € 9Kf = Kf ; q r  

pose Af = P f .

En tPMt cas POUr R a s s e z  grand tel  que r 1( P R) c P R ( ÛÙ Dr s s l  

le disque .a.W £eri-& satré—en o de rayon R ), il e x i s t e  une m étr ique  

infinitésimale Mf (métrique Riemannienne) s u r . P r - A î  pour laquelle f 

es t  fortement dilatant ( Il Tf II > 1 ) ; elle induit une métrique qu'on note aussi  

jJLf s u r . P r “ Âf oui définit la même topologie oue la topologie ordinaire et  

oui vérifie

3 t f > 1  , V x €  Pr -  Âf , 3 V voisinage de x , V y e V  ,

>JlfCi(x)»f(y))s'tfMf(x*y) •

P r o p o s i t io n  1»6 (IDH21. S I  P f  e s t  fini, a lo r s  Kf e s t  connexe et  

localement connexe , et toute composante connexe de Kf e s t  prépériodioue 

pour f .



Chapitre 2. R é s u l t a t s  de Thurston e t  de Levy

2 .1 .  Critère de Thurston

S o i t  F un r e v ê t e m e n t  ramifié  de S 2 sur  S 2 à ensem ble  

postcrit ique fini. Soit X un espace  topologique compact;  on dit que deux 

applications

£ : X ----- > S2 , £ ' : X ----- > S2

sont homotopes (rel Pf ) si  il e x is te  ( £ s )  une homotopie vérifiant £o = £ , 

£ i = £ '  , e t  £ s 1( P f )  indépendant de s .  On dit que deux ferm és Y , Y' de 

S 2 son t  h o m o t o p e s  (re l  P f ) s'i l  e x i s t e  un com p act  X e t  deux 

équivalences d'homotopie £ : X —► Y et  £' : X —* Y' te l l e s  que £ e t  £' 

soient  homotopes (rel Pf ) .

Dans le t e x t e  su ivant,  sans  qu'on le préc ise  chaque fo is ,  to u te s  

les  homotopies concernées  seront des homotopies (rel Pf ) .

Il e x i s t e  une fonction minimale

v  : S2 ----- »NUÎcxj}

te l le  que v  = 1 sur  S 2 - P f , e t  v (x )  pour x € P f so i t  un multiple de 

v ( y ) - d e g yF pour tout  y € F " 1(x) . Par conséquent ,  pour un ensemble de 

points Xi , . . .  , xn qui forme un cycle  périodique de F ( i . e .  F(Xi)=Xi+i et  

F(xn) = x i  ),  l 'entier  v(Xi) e s t  constant  pour tout  i ,  d é p l u s ,  s'il e x is te  

un point critique dans ce c yc le ,  v(X i)=oo  pour tout i . On dit que l'orbifold 

Of = ( S 2 ,v )  de F e s t  hyperbolique si sa caractér is t ique  d'Euler
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X(Of ) = 2 - S  x € p F( l - 1 / v ( x ) )

vérifie  X ( 0 f ) < 0  . P a rex em p le ,  pour g : z —* z 2 -1 e t  F=gji.g l'ensemble  

p o s tc r i t iq u e  P f a quatre points e t  v (x )  = oo pour to u t  x € P f » e t  

X(0F) = - 2 < 0 .

D éfin it ion  2.1 (équivalence au s e n s  de Thurston).  Soien t  F i l  G de.MX 

r e v ê te m e n ts  ramifiés de degré d dfi S2 SUE S2 g ensemble POStcritique 

Uni- On dit que F f i l  G sont équivalents (au se n s  de Thurston) s'il e x is te  

deux homéomorphismes © f i l  6' S2 S U L  S 2 t e l s  que: 0 (P F) = 6'(PF) = 

pg , nue. @ £ i  e ' soient i so topes  (rei pG ), eLflU6.1g.jjiagramrne.

commute.

En particulier si  F e t  G sont topologiquement conjugués, ( i . e .  3 

6 hom éom orphism e de S 2 avec  6 « F * e -1 = G ), alors F e t  G sont

équivalents au se n s  de Thurston.

Comme p r é cé d e m m en t ,  on s ' i n t é r e s s e  ici s i  un accou p lem ent  

topologique, é tan t  un r ev ê tem en t  ramifié,  e s t  équivalent à une fraction  

rationnelle .  Avec la théorie de l 'espace de Teichmüller, Thurston a ramené  

ce problème d'équivalence à une fraction rationnelle à un objet combinatoire  

e t  algébrique: la valeur propre dominante d'une m atr ice  pos i t ive  qu'on 

a ss o c ie  à une multicourbe F-invariante  définie c i - d e s s o u s .

( s 2 , PF)  - E -  (S 2, PF)

( S 2 , P0)  - S -  ( S 2 , P6)

el Ie'



On dit qu'une matrice A = (aij) e s t  pos it ive  si  a i j > 0  pour tout i 

et  j .  En vertu d'une théorie c lassique ([6]), pour toute  matrice  positive  A 

il e x i s t e  une valeur propre M A ) de A dans R +  qu'on appelle va leu r  

propre dominante de A te l le  que tou te  valeur propre jjl de A vérifie  

I jjl I < \ .

Une courbe ferm ée simple y C S 2 - P f e s t  dite non périphérique si 

chacune des  deux com p osan tes  de S 2 - y  cont ien t  au moins deux points  

postcr it iques .  Un s y s tè m e  des courbes r  = { y i  » . . ■ . »  V n }  e s t  appelé une 

m ulticourbe si  les  t f i  sont  non périphériques, deux à deux disjointes et  

deux à deux non hom otopes  (rel Pf ) .  A chaque multicourbe r  , on 

a sso c ie  une matrice positive

Fr = C fij)l<i<n,1<j<n

de la façon suivante:  si  aucune composante  de F“ 10ïfj) n 'est  homotope à

tf i  (rel Pf ),  on pose fij = 0 ; s'il e x is te  k com posantes  S y .........Skj de

F-1( y j )  homotopes à t f i  (rel Pf ),  on pose f i j=  2  p = i(1 /dp ) , où dp e s t  

le degré de F l$  . : S Pj —► . Une multicourbe r  e s t  dite F-invariante  si
P3

pour y j e r  , chaque composante  de F-1 ^ )  e s t  so i t  périphérique, so it  

homotope à une courbe dans r  (re l  P f ).  On peut alors énoncer le critère  

suivant:

C r itère  de T h u r s t o n . Un r ev ê tem en t  ramifié F à  Pf fini e t.à..QrbifPld

hyperbolique e s t  équivalent à une fraction rationnelle si  e t  seu lem ent  s'il 

n'ex is te  pas de multicourbe F-invariante  r  te l le  que \ ( F r ) s 1  .

1 5

Pour une démonstration, voir [DH3] ou [Thl. Ce critère  e ff icace ,
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e s t  pourtant so u v en t  diff ici le  è vér i f ier  ([DH3]). Un étud iant  de W. 

Thurston, Silvio Levy, a fait une première simplification de ce  cr itère  dans 

sa th è se  de Ph. D. ([Le]). Le théorème de Levy uti l ise  comme critère  des  

multicourbes com p osées  de courbes sur lesquel les  le degré de F e s t  1 (ce  

qu'on appel lera  d e s  c y c l e s  de Levy) .  Son r é s u l t a t  s 'applique  to u t  

p art icu l ièrem en t  aux r e v ê t e m e n t s  ram if iés  de degré deux, mais  nous  

montrons avec  une démonstration de Mary Rees e t  John H. Hubbard qu'il se  

prolonge aux r e v ê te m e n t s  ramifiés  de degré quelconque ayant seu lem en t  

deux valeurs cr it iques .

R em arq u e  2 . 2 . Si une multicourbe F - in v a r ia n te  r = { t f i ........... .....  }

contient une so u s -m u lt ico u rb e  F-invariante  r '  = { y s  + i » , tfn } ,  s > 1 ,  

autrem ent dit pour chaque y i € F ' , aucune composante  de F " 1̂ )  n 'est  

homotope à une courbe de r - r '  , alors la matrice  Fr e s t  sou s  la forme

où Fr7 e s t  la matrice  a s s o c ié e  à r '  , A e s t  la matrice  F r - r '  * e t  0 e s t  

la m atrice  nulle de s x ( n - s )  . Les valeurs propres de Fr sont  la réunion 

des valeurs propres de F r - r '  e t  de Fr' , e t

(̂PrO = inax{\(Fr-rO » ^(FrO} •

2 . 2 .  Critère de Levy

Soit F un revêtem ent  ramifié de degré d ayant seu lem en t  deux 

valeurs crit iques (ce qui e s t  le c a s  en degré deux). Alors F a e xactem en t  

deux points critiques d is t in c ts ,  e t  le degré de ramification de F en chacun 

de c e s  points e s t  d .

Fr = F,.)



On dit qu'une multicourbe f  = {Yi,-. . . , y s }  e s t  un cycle  de Levy si 

aucune des  tfj ne sépare  les  deux valeurs cr it iques ,  e t  si  les  Cïfj)i<j<n 

form ent un c yc le  périodique à homotopie  p r è s ,  c ' e s t - à - d i r e  que pour 

chaque j , il e x i s t e  une composante  Sj de F_1( y j )  qui e s t  homotope à 

Tfj-i  ( ou à tfn si  j=1 ) (rel P f  ).  On voit bien que sous  c e s  conditions,  

l'application FI £  : S j — * y  j e s t  un homéomorphisme de degré 1 pour tout

j. Dans Ffi = ( fij ) , on a alors f i , i+ i^ 1  , 0 < i < s  e t  f s i â l  .

P r o p r i é t é  2 . 3 . Si une m ult icourbe  F - in v a r ia n t e  r =  { y  1, . . .  , t f n }  

contient un cycle  de Levy f  = { n .........Y , }  , alors ^ ( F r ) s 1  .

Ceci résu lte  du théorèm e suivant ([G]): si  deux m atr ices  carrées  

A = ( a i j )  e t  B= (bij) vérif ient  b i j > a i j > 0  pour tous  i e t  j , alors  

\ ( B ) > \ ( A )  . Dans notre c a s ,  on prend A = (aij)i<i<n,i<j<n avec ai , i  + t = 1 , 

0 < i < s  , a s i = 1 e t  aij = 0 pour tous autres  i e t  j , alors \ ( A )  = 1 et  

f « *  aij pour tous i e t  j , donc \ ( F r ) s ^ . ( A )  = 1 .

L'énoncé du théorèm e  suivant e s t  une version plus générale  du 

théorèm e 4.1 de la th è s e  de Levy ([Le]) , mais la démonstration e s t  due 

Mary Rees e t  John H. Hubbard.

T h éo r èm e  2 . Soit  F un revêtem ent  ramifié de degré d ayanL-SayismSDi  

deux valeurs crit iques e t  à ensemble p os tcr it iaue  PF Uni- A lo r s lL e x iS le  

une multicourbe F-invariante  T  avec \ ( F r )2:1 Si sL-SeuLement s'il ex is te  

un cycle  de Levy f  noue F .

D é m o n s t r a t i o n . Quitte à modifier F dans sa  c la s s e  de Thurston, on 

peut su p p oser  le cyc le  de Levy invariant.  Alors l e s  c o m p o sa n tes  des
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F - n ( y )  , y e f  son t  d i s jo in te s .  Elles forment donc un nombre fini de 

c l a s s e s  d'homotopie dans S 2 - P f . Les c l a s s e s  qui sont  non périphériques  

form ent  une mult icourbe  F - in v a r ia n t e  r  c o n ten a n t  f  . On a donc 

"X(Fr)s1 par la propriété 2 . 3 .

=».  Quitte à s e  restre indre  à une so u s -m u l t i c o u r b e  F - in v ar ian te  on peut

su p p o se r  que la m ult icourbe r = { t f i ........  y n}  avec  \ ( F r ) s l  dans

l 'hypothèse  du théorèm e e s t  m in im a le , c ' e s t - è - d i r e  qu'el le  vérif ie  que 

chaque t f e T  figure dans F ~1Ctf') pour une certaine  y ' c r  .

Pour T' une sou s  multicourbe de T , on note  F“ 1r '  l 'ensemble  

des  cou rb es  de T  r e p r é s e n t a n t  l e s  c l a s s e s  d ' i so to p ie  (rel  P f )  de s

c om p osan tes  connexes  de U , ^ F -1^ ' )  . Ainsi,  dire que r  e s t  minimaley € r

e s t  équivalent à dire F_1r = r  .

Posons A = Fr , e t  notons % l 'espace  linéaire è base  Vi »•■•» Yn • 

Pour y  = a i y i + a 2y 2+-** + any n  e  % , on définit

Il Vil = lail + Ia21 + ■ ■ • +  Ia» I •

Décomposons T en T'ur" avec

r '  =  { y  € r  I II A " #  Il —» 0 q u a n d  n —* oo }  .

On a les  propriétés su ivantes:

D F~1r ' c r '  donc r " c F _1r" .

Preuve. Soit y e T ' . On a Atf = 3^ *^  + + . . . +  avec aj.>0 ,
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1< i < m  . Alors F_1{ y }  = , ^ j 2 .......... tfjm}  , e t  II An + V i l  s a ^ l l  Any j . | |

pour tout i . D'où le résu l ta t .

2 ) r" 1 0  (car  \ (F r ' )< 1  ).

3) V y e r " ,  on a F“ 1 { y }  rïr" ^ 0  (sinon F ^ { y j c r '  e t  puis y e T '  ).

D é f in i t io n . Une courbe ^ € S 2 - P f non périphérique e s t  dite séparante  si  

les  deux valeurs crit iques s e  trouvent dans le s  d if férentes  com posan tes  de 

S 2 - y  .

Si r "  ne contient  pas de courbe sép aran te ,  on peut exta ire  un 

cycle  de Levy dans r "  de la façon suivante:  on com m ence  par une courbe 

3 o = V i « r "  , on prend £ i  une courbe dans r "  te l le  que £ o € F -1($ i )  f et  

£2  une courbe de r "  te l le  que £ i€ F - 1(£2) , e t  ainsi de s u i te .  Les £ i  

e x is te n t  car par la propriété 1) l'on a r " c F “1r" . Comme r" ne contient  

qu'un nombre fini de courbes ,  on aura £ i + p= £ i  pour certa ins  i e t  p , e t  

l 'ensemble f  = { 3 i  » » 3 i + p }  forme un cycle  de Levy.

Supposons maintenant qu'il e x i s t e  des  courbes  sé p a r a n te s  dans 

T". Notons J9 l 'ensemble des c o m p o sa n te s -d isq u e s  de

s 2 — Vi  ■

4 )  , e t  un disque D e s t  dans J9 si  e t  seu lem ent  si  9 D c U y i € p"V i  

e t  D n U y j ^  7Ti=0  •

5) Si D€J9 , to u te s  les  com posan tes  de F-1D sont  des disques.  Sinon D 

contient les  deux valeurs critiques de F donc D contient aussi  une courbe

1 9
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séparante  de F" , ce  qui contredit  la définition de D .

6)  Soit  D' une com posante  de F ^ D  , D€<© , avec  9D' i so tope  à V i e T ,  

alors la com posante  B de S 2 - y i  i sotope  è D# ne cont ien t  pas de courbe  

de r" .

P re u v e . Supposons qu'il e x i s t e  t f € r "  , y c B  . Par la propriété 1) il e x i s t e  

S € T "  te l le  que ‘S’€ F ‘’ 1{ S }  . Comme B e s t  i so to p e  à D' , la courbe y  

e s t  i so tope  à une courbe non périphérique dans D' . D'autre part ,  comm e  

S n D  = #  , on a F- 1 { S } n D ' = ^  , c ' e s t - à - d i r e  que e s t  aussi  i so tope  à 

une courbe non périphérique dans S2 -D '  . Impossib le .

7)  Par 5) e t  6 ) ,  pour D€i9  e t  y  = F-1 (D) , chaque é lém en t  de F - 1 { t f }  

e s t  une courbe qui entoure un disque isotope  à une com posante  de F ^ D  et  

ne contenant pas de courbe de r "  .

8) Par 3)  e t  7 ) ,  si D€i9  , il e x i s t e  au moins une com p osan te  D' de F-1D 

homotope à un disque B avec  3 B € F "  , e t  B n U ^ i € p "  ^ x - 0  , e t  par 4 ) ,  

B€<G .

9) Si Di , D2 € J0 , Di D2 , alors F “ 1D i ) n F _1D2 = #  • Et pour toute  

com posante  Di de F-1Di e t  tou te  com posante  D2 de F_1D2 , si 9D'i e t  

3 D2 son t  i so to p e s  à , V i 2 e T  r e s p e c t iv e m e n t ,  alors  la com posante

B1 de S 2 -'g"i1 qui e s t  i sotope  à D'1 e t  la com posante  B2 de S 2 - y i 2 qui

e s t  i so tope  à D'2 son t  d is jo in tes ,  car  sinon P F H B in B2 ¿ 0  e t  en su ite  

PFnDtnD2 , absurde.

10) Par 8) e t  9 ) ,  il e x i s t e  une application injective multivaluée X : < & — > £ >  

donné par le s  im ages de D€JS> sont  le s  é lé m en ts  de «© qui son t  i so to p e s  à
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une com p osan te  de F _1D . Comme JD e s t  fini, l 'application X  e s t  en 

e ffe t  biject ive.

11) P osons  A = {3D  I D€ JS>}  . Si on définit T(3D) = 9 ( t D )  , alors X  ’• 

A —* A e s t  aussi  une bijection, e t  par 7 ) ,  l 'ensemble F- 1 { S }  ( S € A )  a 

e x a c t e m e n t  un é lém en t  dans r "  . On peut donc extra ire  un cyc le  de 

courbes So , Si , ■ ■ ■ ,  S p - i  dans r "  périodiques pour X  donc périodiques 

pour F-1 ( i . e .  T ( S i )  = S i + i  , e t  T ( S p - i )  = So  ).  Notons ki le degré de 

F:S'i —» S i  , où S'i e s t  la composante  de F_1(S i )  isotiope à S i+ i  . On a

A S i = ( 1 / k i ) S i + i +  S ÿ 6 r / X i ( r ) y  , VI .

En particulier,

A2 S o = ( 1 / k o ) A S i  +  Z y 6 r / x 0( y ) A y  =  ( 1 / k 0 k t ) S 2 +  2 y e r ,y2Ctf)Y 

ApSo=(1 /k )So  + k=kok i- . .kp - i  •

Donc

AnpS 0 = ( 1 / k n) S 0 + 2  _*y(y) ( y / k n_1 + Apy / k n " 2 + . . . +  A <n_1>py  ) .y € r

Comme \ (F r ' )< 1  , il e x i s t e  jjl<1 et  C>0 t e l s  que II Apiy  II < C>JL1 pour 

tout y e r '  . On a alors

Il AnpS 0 II < (1/kn)IISoll + c ( E  v __ ,y (Y )}  (1/kn_1 + jJL/kn- 2 + . . . + M ” " 1 )
o ® *

= (1/ k n)IlS0 II + c C 2 yer#y(V ))C (1-M nkn) / k n" 1(1-Ml<» •

Si k> 1 , alors llAnpSoll —*0 quand n —*oo . Mais cela contredit  l'hypothèse  

S o € T "  , on efr déduit donc k=1 , i . e .  k o = k i=  . . .  = k p - i  = 1 . Autrement  

dit, { S o  , Si  , S p - i }  e s t  un cycle  de Levy.

2yer/y(y)v » oc





Chapitre 3 .  A rgum ents  e x t e r n e s  d e s  p o in ts  f ix e s  e t  des  

po in ts  pér iodiques dans l 'e n sem b le  de Julia

3 .1 .  Ensembles de Julia

Soit f = f e : z — > z d + c à ensemble postcritique fini.

Rappelons que Kc e s t  connexe e t  localement connexe.  Comme fc 

e s t  monique, il e x is t e  une unique représentation conforme

#  : C - K c - 2 -> C -  D

tangente  à l 'identité en oo conjuguant fc à z —* z d  ( Proposition 1.1 ), e t  

pour tout  © € T  un point d 'aboutissem ent  y ( 8 )  du rayon externe  Rc (©)

avec f c C y ( e ) ) = r ( d 6 )  (chapitre 1). Pour z € 9 K e = J c  » l 'ensemble Arg(z)

e s t  l 'ensemble des arguments ex ternes  de z .

Il e x i s t e  un algorithme simple pour ca lculer  de à partir de 6 : 

développons © en base d :

0 —0 |S |S 2 S 3 , , , Sp«*»

alors

d© = 0 ,S 2 S 3 . . .S n + 1” * >

qui e s t  un sh if t  à droite du développem ent de © . Pour © , 1\ deux 

arguments vérifiant 1\<© , il e x is t e  un ent ier  k e t  un S de la forme i /d  

t e l s  que dk_1'T\<S<dk" 1© : so ient

© “  0  f  S 1 S 2 S 3  • ■ ■ S n * * *

Tl = 0 , t i t 2 t 3 - . . t n . . .  ,
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alors 3 k minimal tel  que Sk+ i> tk+i  , donc pour S = 0 , S k + i 0 0 . . .  qui e s t  

en fait Sk + i /d  , on a dkf l < S < d k6 . Notons

B = { z € J c I 3 6 , 0' € Arg(z) , 3 i , t e l s  que O <0 < i / d < 0'<1 } .

Remarque 3 . 1 . Pour tout point Z €J C avec * A r g ( z ) > 2  , il e x i s t e  k tel  

que fk(z )€ B  .

Soient x , y € ü c , 0 i ,02€Arg(x) , e t  H i , H 2€Arg(y) . Les ensem bles  

R ( 0 i ) u { x } u R ( 0 2) e t  R(i \ i )u  { y } u R ( t l 2)

ne s e  rencontrent pas sauf  si x = y  . En terme des arguments e x te r n e s ,  si  

x £ y  , alors Arg(x) e s t  contenu dans un intervalle de T  l imité par deux 

arguments co n sécu t i fs  de y .

Notons £ = y ( 0 )  , c ' e s t  un pont f ixe ,  e t  , i = 0 , 1 ,

. . . ,  d -1  . Evidemment f e ( £ i )  = £  • En e f f e t  l e s  £ i  son t  deux è deux 

d is t in c t s  du fait  que (sinon f ^ ( c )=0 e s t  auss i  un point f ixe ,  i . e .

c =0  , mais dans ce cas  là KC= D et  3  = 1^ 0 ),  donc f c 1( £ ) = { £ i }  •

Rappelons que pour Z€KC , on appelle orbite de z l'ensemble

Or(z) = { f n(z) I n>0  }  ;

e t  pour 0 € T  on appelle orbite de 0 l 'ensemble

Or(0) = {d"0 I n>0  }  .

£ i = r ( i / d )  ,
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Si z (resp .  0 ) e s t  prépériodique pour fe (resp .  pour d la multiplication  

par d ), l 'ensemble  Or(z) (resp .  Or(0) ) e s t  fini. On pose  Arg(X) la 

réunion de Arg(x) pour x€X .

Dans [DH2], Douady et  Hubbard ont construit  un objet combinatoire  

pour chaque polynôme f c : l'arbre de Hubbard He . On rappelle ici les  

définitions e t  quelques résu l ta ts  e s s e n t i e l s .

Si 0 e s t  s tr ic te m en t  prépériodique, Kc = t f  ; si  0 e s t  périodique,

, chaque composante  connexe U de Kc contient un unique point xu 

tom bant en un te m p s  fini par fc dans le cyc le  de 0 . Le point xu 

détermine à multiplication par un nombre complexe de module 1 près un 

homéomorphisme

"̂ Pu • U — * D

induisant un isom orphism e  C -a n a ly t iq u e  de U sur D e t  vérifiant  

■ 9 u ( x u )  = 0 . Nous appelons arc rég lem enta ire  tout arc £ c CKc ayant la 

propriété que pour toute  composante U de Kc , ^uC^crt  Ü )  e s t  contenu  

dans la réunion de deux rayons de D . Pour x , y deux points quelconques  

de Kc , il e x is te  un unique arc réglementaire y  de x à y .  Nous appelons 

arbre de Hubbard de f c l 'enveloppe rég lem enta irem ent  convexe Hc de 

l 'ensemble postcritique Pc , e t  arbre de Hubbard augmenté Hc l'enveloppe

r é g le m e n ta ir e  de P CU U . { ^ i } . Ces e n v e lo p p e s  s o n t  d es  arbres

topologiques finis.

On a les  propriétés suivantes:

1) ([DH2],IV). Notons (H<y) (re sp .  (H<r) ) l e s  f e r m e tu r e s  des  

com posan tes  connexes de Hc - { o }  ( r e s p . d e  Hc - { o } ) ,  alors fc induit
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une application continue de Hc (resp . de Hc ) dans l u i - m ê m e ,  dont la 

restr inct ion à chacun des Hcr (resp. H<r ) e s t  inject ive.

2) La valeur critique c e s t  une extrém ité  de Hc ([DH2],IV).

3) Supposons 0 périodique de période p pour f = f c . Alors 0 €  Kc . Pour 

i = 0  , 1,  2 , . . .  , p-1 , on note Ui la composante  de Kc contenant f i (0) . 

En particulier,  OeUo , ceU i  .

(3 .1 ) .  Il ex is te  dans (9U0 d-1 points To , • ••, T d-2 de période  

divisant p , parmi lesquels  un seul e s t  dans 9 U in H c qu'on note t o  . 

P r e u v e  : Par [DH2],IV, f p : Ui —>Ui  e s t  conjuqué è z - » z d , d'où 

l 'ex is tance  de X o  . Par 2) , t o  e s t  unique.

( 3 . 2 ) .  Le point To a au moins deux argum ents  e x te r n e s  (par 

(3 .1 )) ,  e t  les  Ti t d -2 ont un seul argument externe ([DH2],VII).

( 3 . 3 ) .  Soient  6o  , ©d - i  le s  deux argum ents  e x te r n e s  de To  

adjacents  à Ui , e t  6 i  l 'argument externe de T i  ; on peut numéroter les  

Ti T d - i  de façon que (Figure 3 .2 )  :

Figure 3 .1 .  Exemples d'arbres de Hubbard

ç . y *  '

, ,^v°

<>«xs

W .

..ni,'o

t -'(N

* I ï'*«'

U / 0

x \
£  H *



0 < @o < 6 i 2  62 ^ ••• S @d — 2 — ©d — 1 — 1 •

Preuve . Par 2 ) ,  l'argument 0 n'est  pas dans l'intervalle [0o , ©d-il
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Figure 3 . 2 .  Ui

( 3 . 4 ) .  On appelle 6 o , ©i , • •• ,  Od-2  » ©d-1 les  

a s s o c i é s  à fc ■ Us sont  périodiques de période p (la période de c ) pour la 

multiplication par d ([DH2], VII)

( 3 . 5 ) .  0 € [ £ fc] . P r e u v e . Prenons y € 3 U i - { T o }  e t  un 

argument externe de y , les  points d'aboutissement y' , y" de R(tl /d) et  

R(1\ / d  + ( d - 1 ) /d )  sont  des images réciproques de y , i ls appartiennent à 

9 U o -  Hc . Comme

1\ /d <  < 1\ / d + ( d - 1) /d  ,

les  courbes R (H )ü [y ,£ ]U R (0 )  e t  R ( ï l /d )u [y ' ,y " ]U R (1 \ /d  + ( d - 1 ) /d )  se  

croisent  n écessa irem en t  à cause  de la disposit ion de leurs a sy m p to te s ,  et  

ne peuvent s e  rencontrer qu'en 0 , d'où 0 € [ £ , y ]  , e t  0 € [ £ , c ]  .

. R í e s )  :  :  :  .  .

/ / // / /
J J v -*?— ~r~f~~~7 R( 61 )

r (  e  d - i  y / f
I R ( e 0 )

' Part de H c
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(3 .6 ) .  Prenons £c = f -1([3»c]) • Alors £ C= U 0<i<d-1 [0 ,3 i l  (où

{ £ i }  = f " 1(3)  )» [O .^ i ln  [0 ,3 j]=  { 0 } (si i é j  ), et £ c e s t  l 'enveloppe

réglementaire de LL#! et £ c r ï J e =B . P reuve . L'ensemble £ c e s t  un

revêtement de degré d de I3,c] ramifié au dessus de 0 , ayant comme 

e x t r é m i t é s  { £ i } ,  0 < i< d - 1  , e t  f c : [ 0 ,£ i l  —*► [ c ,$ ]  e s t  un 

homéomorphisme, d'où £ c = U [ 0 , 3 i l  . Comme Arg(£i)  = { i /d }  , p a r l a  

définition de B ,  un point z appartient à B si e t  seulement si

(3 .7 ) .  On note { v o  , Vt , ... , V d - i} le s  images inverses de To

par fc .

(3 .8) .  {V i}c3U orïH e et quitte è renuméroter,  on peut supposer 

V i€ [0 ,£ i]  , i = 0 ,1 , . . . ,d -1 .  Preuve. To€3UinHc , donc { V i}cd U o n H e .

z€(U[o,3i)nJc-£cnJc ■

Figure 3 .3 .  Uo

K 2 v ^2  í R( ©d -1  /c fH-l/d) /  . R ( 6 0 / d + 1 / d )

R(0o / d  +  2 / d ) \ ^ ^  /  x V y  J , ( c )  K

^ 1 /d)

R(6d -  T/d + (d -  2 ) / d T ^ S / ^ d  -1 RiBo/d)

partie de H^e

R(e0 / d + ( d - i ) / d ) V * / / A  ^
' /  /  /  \  R ( e d - 1 / d + (d - 1  ) / d )
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D é p lu s  T o € [ c >;3] , par 3 . 6  , { V i }  c  ü c C Hc , e t  chaque [Of;3 i ]  contient  

e x a c te m e n t  un point des  Vo , Vi V d-1 •

( 3 . 9 ) .  y ( 6 d- i / d  + ( i-1) /d)  = t f (e0/d + i/d) = Vi .

P r e u v e . Pour to u t  i , l e s  deux arg um en ts  e x t e r n e s  £ i , t U  de V i  

adjacents  à [ V i ,0 ]  vérif ient  ( i - 1 ) / d < £ i < i / d < 1 U < ( i + 1 ) / d  » e t  leurs images  

par f c sont  6o  , ©d-1 ( l e s  deux arguments  e x te r n e s  de To adjacents  à 

[To ,c ]  ) .  En comptant  le tour sur QUo (Figure 3 . 3 )  on obtient  le r ésu l ta t .

4 )  Supposons  que 0 e s t  s t r i c t e m e n t  prépériodique pour f c , alors  

Kc = # »  c€0K c e t  Arg(c) e s t  fini non vide (proposition 1 .3 ) .

( 4 .1 ) .  On appelle le s  arguments  e x te r n e s  de c arguments  a s s o c i é s

à fc .

( 4 . 2 ) .  Soit  A r g ( c ) = { 6 j }  ; on a Arg(O) = U j U ()SiSd_ 1{(6j + i ) / d } .

( 4 . 3 ) .  0 € [ £ , c ]  . P r e u v e . Comme R(0j/d)  e t  R(6j/d + ( d - 1 ) / d )  

a bo u t is sen t  en 0 , e t

6j/d < 0j < 6 j /d + (d -1 ) /d  ,

l e s  courbes R ( 0 ) u [ £ , c ] u R ( 6 j )  e t  R(6j/d)U R(Gj/d + ( d - 1 ) / d )  sont  obligées  

de s e  couper à c a u se  de la disposit ion des  a s y m p t o t e s ,  e t  e l l e s  ne peuvent  

se  couper qu'en 0 , d'où le r é su l ta t .

( 4 . 4 ) .  Comme dans ( 3 . 6 ) ,  pour £ e l'enveloppe rég lem enta ire  de 

{ £ i } ,  on a

¿ C = r 1a 3 , c i ) = u o i i i d . 1i o , 3 i i

avec  [0 ,3 i ln  [o ,3 j l= { o }  (si  i £ j  ) e t  £ c n 9 K c =B .
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Figure 3 . 4 .  Une partie de Hc pour c te l  que Kc = #  .

N o t a t i o n .  Pour s im pl i f ier ,  quoique 0 s o i t  périodique ou prépériodique  

pour f c , on note  e , ê  le plus p e t i t  e t  le plus grand argument a s s o c i é  à

f c  ■

5) Pour tout  i , le point £ i  n'a pas d'autre argument ex terne  que i /d ,  e t  

par conséquent  £ i  e s t  une ex tr é m ité  de He • P re u v e . Comme fc £ i —* 3  

e s t  un h o m éo m o rp h ism e  lo ca l ,  il su f f i t  de m o n tr e r  que £  n'a que 

l 'argument e x te r n e  0 . Soit  t £ 0  un autre argument de 3  . Alors pour 

tout  n , l 'argument dnt e s t  aussi  un argument ex terne  de 3  , e t

0 < dnt < 6 / d  ou e / d + ( d - l ) / d  < dnt  < 1

( 3 )  e t  4 )  ) .  Supposons 0 < t < 6 / d  . Il e x i s t e  k te l  que pour n < k

0 < dnt  < e /d  ,

e p / d  + 1 /d^  \  \  \  \V(c)

6  2 / d +1 / d" """ /  /  / / '  /  e 1 / d

Bd-i"  I e 2 / d + ( d - 1 ) / d  3= 3o  
1 e 0 /d + ( d - 1)/d ° 2 / a  + va
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mais 6 / d  + ( d - 1 ) / d  < dk + 1t < 1 . P osons  s  = dkt , on a donc 0 < s < 6 / d  , 

mais ds> ê / d + ( d - 1 ) / d  entraine

s  > ©/d2 + ( d - 1 ) / d 2 > 6 / d  ,

absurde.

6 )  On note  V(c) la région de C l imité  par R(©) , R( ê  ) e t  9Ui (si  cec i  

e x i s t e )  ne contenant  pas 0 , e t  on pose  (Figures 3 . 2  e t  3 . 4 )

I i ( c ) = [ ê / d + ( i - 1 ) / d  , 6 / d + i / d ]  , J i ( c ) = { z € J c l A r g ( z ) c i i ( c ) }  

î i ( c )  = ] 0 / d + i / d  , © / d + i / d [ ,  J i ( c ) = { z € ü c l A r g (z )c  î i ( c ) }

i = 0 f 1 f , d -1  .

(6 .1 ) .  Par 3 )  e t  4 )  , e t  l e s  f igures 3 . 3  f 3 . 4  f si  un argument  

externe  d'un point z e K c , z £ 0  e s t  dans I i(c)  ( re sp .  î i ( c )  ) ,  alors tout  

argument ex terne  de z e s t  dans le même intervalle  .

( 6 . 2 ) .  Par 2 ) ,

V(c) n (Hc ndK c ) = 0 , donc 

J i(c )nH c = f -1Cv(c) n 9K c)nH c = 0 ,

en term e  des  arguments  ex te r n e s :  Arg(He n 9 K c ) n î i ( c )  = 0  .

( 6 . 3 ) .  Soit  z € J e  ; si  z € V ( c )  , l 'ensemble  f ~ 1( z )  a d points et  

chaque J i(c ) en cont ien t  un; s i  z e C - V ( c )  , l 'ensem ble  f ” 1(z) a d 

points e t  chaque Ji(c) en contient  un.

( 6 . 4 ) .  Par ( 6 . 3 ) ,  pour d : T  — * T  : 0 —► d© e t  Z€JC avec © , ©' 

deux argum ents  e x te r n e s  d i s t in c t s  de z , l 'ensemble  d _1({© , ©'})  a 2d 

é lé m e n t s  regroupés en d c l a s s e s ,  chaque c l a s s e  e s t  c o n s t i tu é e  de deux 

argum ents  e x te r n e s  c o n sé c u t i f s  de z , e t  c e s  deux arguments  sont  tous  

les  deux dans Arg(x) pour un certain  x e f _1(z) .
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7 )  Notons 6 (c )  , ê (c )  le plus pet i t  e t  le plus grand argument a s s o c i é  à fc 

e t  m(c) = [©(c), 6 (c) l  . Si c £ c ' ,  alors so i t  m ( c ) n m ( c ' ) = 0  so i t  l'un des  

m(c) , m (c #) e s t  contenu dans l 'intérieur de l 'autre .  Si m ( c ' ) c  m ( c ) , alors  

m (c')  e s t  conten u  dans l ' in terva l le  ouvert  l im ité  par deux a r g u m en ts  

c o n sé c u t i f s  a s s o c i é s  à fc , par su ite  I i ( c ) c i i ( c ' )  e t  î i ( c ' )C  î i ( c )  .

8)  Soit  { 0 j }  l 'ensem ble  des  argum ents  a s s o c i é s  à fc . Il e x i s t e  i(c) € {1 ,  

2 ,  . . .  f d - 1 }  te l  que pour tout j

( i ( c ) - 0 / ( d - 1 )  < 0j < i ( c ) / ( d - 1 )  .

On m ontrera ce  ré su l ta t  dans le chapitre 4 .

9 )  Pour c é O ,  e t  P c fini , le polynôme f c a d points  f ix es  d i s t i n c t s .  

Parmi c e s  po in ts  f ix es  il e x i s t e  d -1  qui ont un argum ent  e x te r n e  de la 

forme i / (d  — 1 ) , ils son t  n o té s  par

Ci=<y ( i / ( d —1 )) ,  i = 0  , 1 , , d —2 ,

e t  l 'autre  point f ix e ,  noté  <xc » adm et  plus d'un argum ent  e x te r n e  e t  

< * c € [ c ,£ ] n B  . P r e u v e . Le fait  que chaque Ci a un seul  argument ex terne  

e s t  parce que le point Co = £  n'en a qu'un (5 ) ) .  Quant à <xc » on montre  

d'abord ccc € J c = dKc : pour 0 s t r i c t e m e n t  prépériodique, <XC € K C = 9KC ; 

pour 0 pérodique e t  c?^0 , le point <xc s e  s i tu e  éga lem en t  au bord de Ke 

car sinon il doit ê tr e  a t t iré  par le cycle  a t t r a c t i f  de 0 dont la période e s t  

supérieure  à 1 . Ainsi Arg(<xc ) e s t  non vide e t  *Arg(<xc ) > 2  (sinon <xc 

se ra i t  l'un des  £ i  ) .  Pour tout  0€Arg(<xc ) » on a d0€Arg(<xc ) e t  ©¿d© . 

Par la remarque 3 .1 ,  on a { o (c }  = O r ( o ( c ) n B ^ ^  , d'où <xc € B c £ e • Mais 

f ( £ e ) = [ c , 3 ]  , e t  fc(<*c) = <Xc t on a <xc € [ c , £ ]  .
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10) Soient  {©j}  e t  i(c)  comme dans 8)  . Pour 0 périodique, notons K' 

l 'a d h é re n c e  de la c o m p o s a n t e  de Kc - { t o }  con ten an t  0 , e t  Ki 

l 'adhérence de la com posante  de Kc - { V i }  contenant  J i ( c )  , i = 0  , 1 

d-1  ; pour 0 s t r i c t e m e n t  prépériodique, notons  K' l 'adhérence de la 

c o m p o s a n t e  de Kc -  { c }  conten ant  0 , e t  Ki l 'ad hérence  de la

com posante  de Kc - { o }  contenant  J i ( c )  , i = 0  , i ........d -1  .

Alors dans tous  les  c a s  chaoue Ki sauf  i = i(c) cont ient  un des  Cj, 

S i  Ki<e> CQDÜSILt <*c , dfiJ2lUS, C€Ki<c> .

P reuve . On remarque d'abord par 8) e t  pour k = i(c)

© > ( k - 1 ) / ( d - 1 )  donc © > ©/d + ( k - 1 ) / d  

© < k / ( d - 1 )  donc © < 0 / d  + k /d  ,

mais par 3)  e t  4 )  l e s  points

y ( © ) = y ( © )  e t  y ( © / d  + ( k - 1 ) / d  ) = r ( 0 / d  + k /d )

sont  d i s t i n c t s ,  donc pour tout  j

( k - 1 ) / ( d - 1 )  < © / d + ( k - 1 ) / d  < ©j < ©/d + k /d  < k / ( d - 1 )  ,

e t  par su i te  c e  Ki<c > e t  pour tout  j , on a £ j = y ( j / d - 1 ) ë  Ki<c > . Par  

c o n sé q u en t  K-K' C Ki<c > , e t  KiCK' pour i £  i(c)  . Chaque Ki e s t  

connexe  e t  c on trac t i le ,  e t

fc : K i----- ► K'

e s t  un hom éom orphism e ,  donc par le théo rèm e  de L e f sch e tz  il e x i s t e  au
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moins un point f ixe de f c dans Ki , i £  i(c) . Quant à Ki<c > , posons  

Hi<c > = Hc nK i<c>nK# qui e s t  connexe e t  c o n tra c t i le ,  alors f c induit une 

applicat ion inject ive  de Hi<c > à Hc . So it  tr : HC- » H C l'application

vérifiant t t I u . ,  = identité  e t  Tr(HC“ Hi<c>)= { 0 }  , a lors  l 'application
*■ 1 ( c )

• f f o f c l u . ,  . admet un point f ixe ,  e t  ce  point n 'e s t  pas 0 ,  il e s t  donc un
**1 ( c )

point f ixe de fc . Dans le cas  où 0 e s t  périodique, le s  Ki sont  dis jo ints ,  

e t  dans le c a s  où 0 e s t  s t r i c t e m e n t  prépériodique, l'unique point dans

H. Ki  e s t  0 qui e s t  non périodique donc non f ixe .  Donc les  points f ixes

dans Ki e t  ceux dans K^ sont  d i s t in c ts  lorsque i £ i '  . Comme fc n'a que 

d points  f ix e s ,  chaque Ki en cont ient  e x a c te m e n t  un. Comme aucun des  

£j n 'e s t  dans Ki<c > , on a o(c €Ki<c > . Par conséquent ,  chaque Ki pour 

i ^ i ( c )  contient  un des Cj .

Comme 1 < i ( c ) < d - 1  , c é K o -

11) ([DH2],VII). Pour £ c l 'enveloppe réglem entaire  de { £ i }  défini dans 

3) e t  4 ) ,  l 'ensemble  £ e u U 0£i<d_ 1Rc(i/d) divise le plan en d part ies ,  on

note  Ci l 'adhérence de la com posante  de C - U  0 i i < d _ 1Re ( i /d )  qui

contient  Rc (6) pour i / d < 6 < ( i + 1 ) / d  . Il e x i s t e  un algorithme pour calculer  

le développement en base  d d'un argument externe  0 d'un point z € 9 K e : 

0 = o , s o s i s 2 - - - sn . . .  , avec s n = i si  Rc (dne ) c  Ci , i e { 0  , 1 , . . .  , d - 1 }  ; 

n = 0 ,  1 ,  2 ,  . . .  ( Précaut ion:  le d év e lo p p em en t  de i /d  e s t  s o i t  

0 ,(i — 1)(d — 1)(d — 1 )-.- so i t  0 , i 0 0 . . .  ).

12) ([Ta]). P osons  PJc = { z € J c l z prériodique e t  * A r g ( z ) > 2 } .  Par  

exem ple ,  <xc € P J c ; s i  0 e s t  périodique, le point To défini dans 3)  e s t  

dans PJC .

Dans Kc (resp .  dans T  ) , il e x i s t e  des  s o u s - e n s e m b l e s  qui ne
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contiennent aucun point de PJC (resp .  de Arg(PJc ) ) , ce  sont  les  régions  

in terd i te s  (resp .  zones  in te r d i t e s ) : il e x i s t e  auss i  des s o u s - e n s e m b l e s  X 

(r e s p .  I ) te l  que pour tou t  Z € P J C , O r(z )nX £  0  ( r e sp .  pour tout  

6 € A r g ( P J c ) , 0 r ( 6 ) n l ^ ^ ) ,  ce  sont  les  régions obligatoires  (resp .  zones  

QPligatp ir e s ).

En particulier,  PJc CHc : e t  les  ensem bles  £ c , [<xe ,c l  , f -1 ([<xc ,c])  

sont  ob l iga to ires ,  V (c )n K e e t  J i ( c )  ( V(c) e t  J i ( c )  sont  définies  dans  

6 )  ) sont  in terd ites  e t  m(c) , î i ( c )  (e l le s  son t  déf inies  dans 6)  e t  7 )  ) 

sont  des zones  in terd ites .

P r e u v e . Pour tout  z e P J c » on a O r ( z ) n B £ 0 ,  e t  B c £ e C H c , 

donc B , £ c , Hc sont  obl igato ires .  De plus, comm e f (H c ) C H c et  z 

périodique, on a Z €H C e t  par su ite  PJc CHc . Comme

f ( £ c ) = [ c , 3 ] = [ c ,< x c ]u[<xcf3]

( <xc € [ c , 3 ]  p a r  9 ) ) ,  e t  il e x i s t e  x „€ [< xc »£]  , x „ —* 3  t e l s  q u e  fn ( x n )=<xc 

e t  x n + i € [ x n , 3 ]  , p o u r  t o u t  X € [ c < c , £ ]  , x € [ x n , x n +i l  , on  a

f n ( x ) € [ X o , X i l  =  [o(c»Xil e t  f n  + 1( x ) € [ o ( e , c ]  ,

cec i  entraine que [<xc ,c] et  donc f _1[o(c ,c] son t  obl igato ires .  De plus,  

co m m e [<xc » c ] C H c e t  f(Hc ) C H c , l 'arbre de Hubbard Hc e s t  non 

seu lem ent  obligatoire mais PJe CHe . Comme Hc n ( v ( c ) u  J i ( c ) )  = #  (6 ) ) ,  

V (c )n K e e t  J i ( c )  sont  des  régions in terd ites  e t  par su i te  m(c) e t  î i ( c )  

sont  des  zones  in terd ites .

On définit une relation d'équivalence entre les  arguments  ex ternes  

par t l  —e ^l# * *  y c ( T \ ) = Y c ( ^ #) • Il e x is te  un algorithme pour déterminer si 

H e t  1\' sont  équivalents:



35

Lemme 3 . 2 . a) t l - e H '  si e t  seu lem ent  si Vn ,

3 i€  { o ,  1 , . . .  , d - 1 }  te l  que dnt\  , dn1\' € Ii(c)

ÛU

3 j e  { o ,  1 , . . .  , d - l }  tel  que dn1\ , dnl \ '  e  î j (c)  .

Ü ) Si de Plus H s i  t l # sont  périodiques par la multiplication par d ( i . e .  

à dénominateur premier à d ) s i  , alflCS H ^ t l '  si  e t  seu lem ent  Si

V n  , 3 i € { O ,  1 , . . .  , d - l }  te l  que dn1\ , dnH' € Ii(c)  .

La partie  a) e s t  dém ontrée  dans le chapitre  8 de [W] en degré  

d = 2 ,  m ais  la dém onstra t ion  s 'é ten d  en degré d quelconque pour le s  

polynôm es f c : z —> z d + c . La partie  b) e s t  une partie  de 12) car  so u s  

notre hypothèse  n  , . n '  € Arg(PJe ) .

Lemme 3 . 3 . Soient c , c' e C  à  Pc , Pc' finis avec

m ( c ' ) c m ( c )

(où m(c) e s t  défini dans 7))  . Alors V z e P J Cf  il e x i s t e  un unique z ' e P J c' 

t e l ,que Arg(z)CArg(z')  . En particulier .

Arg(o<c)CArg(<Xc') .

D é m o n s t r a t i o n . Par définition de I i(c)  e t  de Ii(c')  dans 6 ) ,  on voit  

que I i ( c ) C l i ( c ' )  pour tout  i . Prenons , 1\' € Arg(z) , i ls  son t  

périodiques par hypothèse z e P J c . D'après le lemme 3 . 2  ,
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Vn , 3 i , te l  que dn(T)) , dn(1\') € Ii(c ) C I i(c ') .

Donc par le même lem m e. Posons z ' = y c'(t l)  . on a

Arg(z)CArg(z') .

En particulier ,  pour t \  , d l \  € Arg(o<c ) , qui vérif ient  autom atiquem ent  

t l ^ d l l  , on a i . e .  ‘8 V ( 1 \ ) = V c /( d l \ ) = f c, Cifc/(' ï\)) (proposition

1.1 ) .  Le point y e'(1\) e s t  donc un point fixe de f c' ayant plus d'un 

argument ex tern e .  Il e s t  donc <xc * ■

C o fd .

Le c o r o l la ir e  du lem m e  s u iv a n t  nous  p r é c i s e  qu'en fa i t  

Arg(z) = Arg(z') sous  la même condition.

Lemme 3 . 4 . ( [Lai], [La2], FThl e t  fTal en degré 2 ). So ient  c e C  à  Pc 

finiet Z€P JC de période q . Alors

a.) tout  é lém en t  de Arg(z) e s t  périodique d'une m êm e période p par la 

multiplication par d , s i  P = kq pour un certain k € f t  ;

Ü.) la ligne y  = R(£)U { z }  UR(Ç') q q ü L  £ , £' € Arg(z) s é p a r e  Pc , i . e .  

chaque com p osan te  de C - y  rencontre  Pc ; En Particulier,  PPMr A  , ï l '  

€ Arg(oie) , R (T l)u{o ic }uR(T\')  sépare Pc ;

jt) Si  * A r g (z ) > 3  , tout é lément de Arg(z) e s t  dans la même orbite par la 

multiplication par d , s i  f» opère transit ivem ent  sur les  rayons externes  

z , donc k (défini dans a)) e s t  le nombre des  argum ents  e x te r n e s  de 

z ,  £ l  m /k  e s t  irréductible e t  e s t  le nombre de rotation combinatoire de f 

ÊH z  (c f .  la preuve de a));  s i  * A r g (z )  = 2 ,  l e s  deux argu m en ts  de z 

peuvent ê tr e  dans une m êm e orbite  (a lo r s  p = 2q) QiLda n.S-.de?. Offrit?? 

différentes  (alors p= q  ).
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Corolla ire  3 . 5 . So ient  c , c' € C à  Pc , Pc' fini? avec  m(c')C m(c) , 

alors V z € P J e , 3! z '€ P J c' tel  que Arg(z)=Arg(z')  . En particulier .

A r g t e c ^ A r g t e c O  •

D é m o n s t r a t i o n . D'après le lemme 3 . 3 ,  il suff it  de démontrer  * A rg(z)  = 

*Arg(z')  . Soient q , q' les  périodes de z , z' et  k , k' les  nombres des  

argum ents  e x te r n e s  de z , z' r e sp e c t iv e m e n t .  Comme f c' (z')  = z' , 

l 'entier  q e s t  un multiple de la période q' de z' , il e s t  donc premier à 

k', autrement dit fc'q opère transit ivem ent sur les  rayons ex ternes  de z',  

d'où *Arg(z)  = *Arg(z')  .

D é m o n s t r a t i o n  du l e m m e  3 . 4 . a)  On a f q lo c a le m e n t  conjugué à 

w —* \ w  (où *X = (fe,)'(z) ). On oriente chaque rayon externe  Ri de z en 

m ettan t  une flèche de z à l'infini. On dit que Ri2 suit  R^ s'il e x is t e  une

composante  connexe U de C - U . R i  te l le  que 3U = R~i uRi , où R~i2 e s t  

Ri2 avec l'orientation inverse .  Comme fq préserve l 'orientation de 3U , 

on déduit que fq(Ri2) suit fq(Ri ) si Ri2 suit  . On peut donc numéroter

les  rayons ex tern es  de z en Ri , R2 , ••• » Rn de façon que Ri + i<mod n> 

suit  R i ,  e t  on a fq(Ri)=Ri+m<mod n> avec m ne dépendant pas de i .  On 

dit que m /n  e s t  le nombre de rotation combinatoire de f en z . Pour k 

le dénominateur de m /n  sous forme irréductible, on a f kq(Ri) = Ri , i . e .  

p=kq e s t  la période de tous les  arguments externes  de z .

b) On a z e H c ( PJc CHc par 12) ) .  Si z e s t  une ex trém ité  de 

Hc , alors z € P c = Or(c) e t  tout point dans l'orbite de z e s t  une extrém ité  

de Hc , donc z n'a qu'un seul argument externe ([DH2], exposé  VII, 4 ,

QaîA
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page 6 2 ~ 6 4  ) ,  cec i  contredit  l 'hypothèse que Z€P JC . Le point z n'est  

donc pas une e x trém ité  de Hc , alors dans chacune des  com p o san tes  de 

C - y  il e x is te  au moins une extrém ité  de Hc e t  le s  e x tr é m ité s  de Hc sont  

tous pos tcr i t iques .

c) L'argument c i - d e s s o u s  e s t  analogue à l'argument de Thurston 

pour le cas  de degré deux ([ThD. On définit d'abord une dis tance  dans [0,1] 

par

j j i ( e f e ' )  =  m i n { i e - e ' i  , i - i e - e ' i }  . 

s i  > j L ( e , e ' ) < r / ( d + i )  t > j i (d e ,d e ' )â j jL (e f e ' )  ; s i

j jL(de,de')  =  i - d j j u e , © ' )  <  i / ( d + i )  <  jjl( ô , © ' ) .

Pour 6 , 0' d i s t in c t s ,  il e x is te  k tel  que ¿Jl(dk6 , d k©') > 1/(d+1) .

Soit  x e J c nH c . Parmi les  couples d'arguments ex ternes  de x il 

e x i s t e  un couple { © ( x ) , © ' ( x ) }  tel  que jji( © ( x) ,© ' ( x) )  so i t  maximal.  

Comme le s  e x tr é m it é s  de Hc sont  dans l'orbite de c , dans l'ensemble  

{ jjl ( 0 ( x ) , 0 ' ( x )  ) | x €  J c n H c }  » s i  c e s t  s t r i c t e m e n t  prépériodique,  

jJL(©(c) ,© '(c))  (qui peut ê tr e  nul) e s t  minimal e t  ¿ J l (0 (O ) ,0 ' (O ))  e s t  

maximal; si  0 e s t  périodique, alors jJl(e ( 'E o ) ,0 /( T o ) )  e s t  minimal et

e s t  maximal (il e s t  constant  pour tout i ) ( 3)  )([Th]).

Soit  z € ü c n H c , c . Notons zo = z , z \  , . . .  , Z d - i  les  d 

points d is t in cts  t e l s  que f (z i )= f ( z )  ( 6) ).  Alors

f - ' (  [c , f (z) l  ) = U Qii£d_ 1 [0,ZiJ

a v e c  [ 0 , Z i l n [ 0 , Z j l =  { o }  (si  i ^ j )  e t  ©(Zi) , ©'(Zi) s o n t  l e s  deux

jjL(e,e ')si/(d+i),

m O < V ì ), î ' (V j ) )
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arguments de Zi adjacents à [0,Zil , avec

j j . ( e ( Z i ) , e ' ( Z i ) ) =  •

On note C (z )  la ferm eture  de la com posante  de Hc - { z o  Z d - i }  

contenant 0 .

Supposons maintenant que jJ l (6 (z ) f0 ' ( z ) ) > 1 / ( d  + 1) . Il e x is t e  au 

plus un autre couple { n ( z ) , n ' ( z ) }  d'arguments ex ternes  co n sécu t i fs  de z

vérifiant jJ l ( l \ ( z ) f1 \ ' (z ) )> 1 /(d + 1 )  . Pour £ , £' € Arg(tS(z))  avec  

on a so it

jji( £ , £ ' ) >  >JL(H(z),t \'(z))> 1/(d+1)

so i t

pour £ , £ ' € A r g ( j c - C ( z ) )  avec £ ~ c £ # , on a jji( £ , £ ' ) <  >Jl(tUz),Tl'(z)) .

R e m a rq u e  3 . 6 . Soient z te l  que j J l ( l U z ) , ï l ' ( z ) ) > 1 / ( d  + 1) , k > 0  

minimal te l  que fk(z )€ tS (z )  e t  £ , £'  deux arguments c o n sé cu t i f s  de z 

t e l s  que j J l (£ ,£ ' )> 1 / (d  + 1) , alors

>Jl(dk£ , d k£ ' ) >  jJL(n(z)f1 \ '(z))  > l / (d  + 1) .

Parce que

JJL ( d £ , d £ ' ) = 1 -  djJi ( £ ,  d£ ')  > 1 -  djJi ( n ( z ) , ï l ' ( z ) )  

et  pour 0<n<k , fn(z) € J e - t5 (z )  ,

jJ l ( l \ (z) ,T \ ' (z))  > jJi(dn£ , d n£ ' )  > 1 -d jJ i ( ïU z) f ï \ ' ( z ) )

donc

jJL(dk£ ,d k£ ' )  > 1 - d j J l ( l \ ( z ) , l \ ' ( z ) )

d'où le résu l ta t .

u(e(z),e'(z))

n ' ( z ) ) ) / d(l-M(ïUz)M(í.í')
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Supposons z € PJc de période q . On peut même supposer  que z 

vérifie C(z) n Or(z) = { z }  , i . e .  z e s t  le point dans Or(z) le plus proche 

de 0 (donc f(z)  le point le plus proche de c ) f év idem m ent  

j J l ( e ( z ) , e ' ( z ) ) > 1 / ( d  + 1) . Soit xeOr(z)  , x £ z  , £ , £' deux arguments  

externes  consécu t i fs  de x t e l s  que jjl , alors en appliquant

si n é cessa ire  plusieurs fois le résu ltat  de la remarque c i - d e s s u s ,  pour k 

minimal tel  que fk(x )= z  f on a jJl(dk£ , d k£ ' )> 1 / (d + 1 )  , donc { d k£ , d k£ '}  = 

{ e ( z ) , e ' ( z ) }  ou { l \ ( z ) , i l ' ( z ) }  .

Soit * A r g (z )> 3  , il e x is te  £ , £' arguments ex ternes  consécutifs  

de z tel  que ¿J l(€ ,€ ')< 1 /(d + 1)  , il ex is te  m tel que

M (d m€ ,d m€ ' ) > l / ( d + 1 )  .

Posons x = f m(z) e t  £ = d m£ f £ ' = d m£' , il ex is te  k tel  que fk(x )= z  , donc 

{ d k + m£ , d k+m£ '}  e s t  un autre couple d'arguments ex ternes  consécut ifs  de 

z , cec i  veut dire que fq n 'e s t  pas une rotation triviale  sur les  rayons  

externes  de z f si  de plus iKz) , H'(z) e x is ten t ,  alors

{ d q1\(z) » dqH '(z ) }  à  { l \ ( z )  , 1\'(z) }

donc

{ d q'r\(z) , dqT \ ' ( z ) } =  { e ( z )  , e '(z )  } ,  

par conséquent,  fq opère transit ivement sur les  rayons externes  de z .

Le résu ltat  pour le cas  où * A r g (z )= 2  e s t  évident.

CüiiL.

M(î,Ç')2l/W+1)





Chapitre 4 .  Arguments e x te r n e s  e t  in tern es  dans  

l 'e sp ace  de p aram ètres

4 .1 .  Composantes hyperboliques

Soit f = f c : z —* z d + c  . On note Ke l'ensemble de Julia de Fe et  

Pc l'ensemble postcritique de fc .

N otation .  On note Md l'ensemble des c te ls  que Ke so it  connexe, et  J9 

l 'ensemble des c t e l s  que Pc soit  fini.

L'ensemble Md e s t  invariant par la rotation de 1 /(d-1 )  tour du 

fait que le polynôme f : z —* z d+ c  e s t  conjugué à g : z —» V “ dz d+ \ c  ( i .e .

3 #  : €  te l  que <ï>of*<$-1=g  ) donc ceMd entraine \ c  € Md pour

\  racine d-1 de 1 .

On rappelle ici quelques notations e t  r ésu lta ts  e s se n c ie l s  montrés  

dans [DH2] et [DGH] .

1). Il ex is te  une représentation conforme de C - D  à € -M d  , tangente  

à l'identité en oo . On ne sa it  pas si Md e s t  localement connexe, donc on 

ne sa it  pas si y «  se  prolonge au bord, mais on sa it  que tous les  rayons  

externes d'arguments rationnels aboutissent .  On peut donc définir pour 6 

rationnel RM(6)={‘yM(es+ 2 i ir0 ) lO < s< o o }  le rayon externe d'argument © ,  

et  7fM(©)=yM(e2iira) le point d'aboutissement.

2 ) .  Notons M' l'ensemble des c te ls  que fc admette  un cycle a ttract i f  è 

dis tance  f in ie .  Alors M'c Md et chaque composante  de M' e s t  une
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co m p o sa n te  de Md • Les c o m p o sa n te s  con n ex es  de M' so n t  appel lées  

c o m p o sa n tes  hyperboliques de Md .

3 ) .  So it  W une com p osan te  hyperbolique de Md . La période du cyc le  

a t t r a c t i f  de fc pour tout  ccW  e s t  la m êm e ,  c ' e s t  la période de W .

4 ) .  On note  p w (c )  le mult ipl icateur du cyc le  périodique a t t r a c t i f  de fc . 

L'application p w = c —>pw(c)  induit un rev ê tem e n t  de degré d-1  de W è 

D ramifié au d e s s u s  de 0 , e t  e lle s e  prolonge continûment au bord de W . 

Le point c ( W ) = p _1(0) e s t  l'unique point de W tel  que 0 so i t  périodique 

pour fc , on l'appelle c e n t r e  de W . Sur 3W , il e x i s t e  d -1  points  

co(W ),  ci(W) C d - 2 ( W )  ayant com m e image par p w  le m êm e point  

1€3D , ce  so n t  l e s  r a c i n e s  de W . Ces rac in es  ont chacune un unique 

argument ex tern e  , sau f  une qu'on note  co(W) qui en a deux, c ' e s t  la

racine principale de W. Les d arguments e x te r n e s  { e 0 ........0 d - i }  des

racines  de W avec  l'ordre

0 S  @0 — ©1 £ 0 2  — — ©d — 2 — ©d — 1 — 1

sont  appelés  arguments -  racines de W , ce  sont  e x a c te m en t  le s  arguments  

a s s o c i é s  à f e <w> ([DH1] , [DGH] et  3 )  de 3 .1  ).  Ainsi la période des  0 i  e s t  

la m ême que cel le  de W ( 3 )  de 3.1 ) .  On peut num éroter  le s  Ci(W) , i>1 

de façon que

V ii (0o )=V M (0d -i )= co(W ) , e t  y m(0 i ) = Ci(W) , 1 < i < d - 2  .

5 ) .  On donne à co(W) l'argument interne 0 dans W . Pour un point 

quelconque X€3W avec  p (x )  = e 2 l ir t  , on définit l'argument interne de x 

dans W par
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t / ( d - 1 )  + p / ( d -1 )  = (t  + p ) / (d -1 )

où p e s t  un en t ier  déterminé de façon qu#en comptant le tour sur  3W les  

argum ents  in tern es  son t  com patib les  avec  l'argument interne de co(W) . 

En particulier, l'argument interne de Ci(W) e s t  i/Cd—1) .

6 ) .  Un point c e 9 W  a un argument interne rationnel non de la forme  

i / ( d —1) si  e t  s e u le m e n t  si  c e s t  la rac ine  principale d'une autre  

com posante  W'. Une composante  hyperbolique W' e s t  dite non primitive si  

sa  racine principale c=co(W ')  e s t  au bord d'une autre com posante  W. Si 

ce point c a un argument interne rationnel t = p / q  irréductible dans W , 

alors pour k la période de W e t  q' minimal te l  que q ' ( d - l )  so i t  un 

multiple de q , la période de W' e s t  kq' . On donnera dans 4 . 3  un 

algorithme pour ca lcu ler  les  a r g u m e n ts -r a c in e s  de W' en uti l isant t et  

les  a r g u m e n ts -r a c in e s  de W . On verra que les  arguments de co(W') sont  

toujours dans une même orbite.

7 ) .  Rappelons que JS> e s t  l 'ensem ble  des  c€Md t e l s  que l 'ensem ble  

postcr it ique  Pe so i t  fini, il e s t  auss i  l 'ensemble  des c t e l s  que 0 so it  

prépériodique pour fe . On décompose JD en J 9 o U ^ 2  en déf in issant  £>o 

l 'ensem ble  des  ceMd t e l s  que 0 so i t  périodique pour fc , qui e s t  aussi  

l 'ensem ble  des  c e n tr e s  des  c o m p o sa n te s  hyperboliques de Md > e t  JS>2 

l 'ensemble des  c€Md t e l s  que 0 so i t  s t r ic t e m e n t  prépériodique pour fc , 

(dans la terminologie de Douady e t  Hubbard JE>1 e s t  r éservé  pour les  racines  

principales des  c o m p o sa n tes  hyperboliques de Md , mais on ne s'en se r t  

pas ici) .

8 ) .  Pour C€i9 on appelle l e s  argum en ts  a s s o c i é s  à f c a r g u m e n t s  

a s s o c i é s  à c dans Md : pour c€«©o » ce sont le s  a r g u m e n ts -r a c in e s  de la
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c om p osan te  hyperbolique de Md ayant c comme cen tre  ; pour C€JS>2 ce  

so n t  l e s  a rgu m en ts  e x t e r n e s  de c dans Kc , c e  so n t  é g a le m e n t  l e s  

argum ents  e x te r n e s  de c dans Md (IDH21 e t  [DGHD.

9 ) .  Notons Wo la com posante  hyperbolique de Md contenant  0 . C'est  la 

c o m p o sa n te  principale de Md . Les argum ents  0 e t  1 so n t  co n s id ér és  

com m e deux argum ents  d i f férents  pour que la racine principale de Wo ait 

a u ss i  deux argum ents  e x t e r n e s .  Par s y m é t r i e ,  le rayon e x tern e  Rm(O) 

e s t  une part ie  de l 'axe rée l  e t  Y h( 0 ) € 3 W o . Comme Wo e s t  a u ss i  

invariant par la rotat ion de 1 / (d -1 )  t o u r ,  on a y M ( i / ( d - 1 ) ) € 0 W o  pour  

tout  i e t  ce  son t  le s  racines  de Wo . Ceci prouve la propriété 8)  de 3.1 .

1 0 ) .  So it  K(t) le point sur  0Wo d'argument interne t . Pour t = p /q  

rationnel irréductib le  te l  que K(t) non racine de Wo , on note  W(t) la 

co m p osa n te  hyperbolique de Md ayant K(t) com m e racine principale,  e t  

c (t )  le cen tre  de W ( t ) . On note  égalem ent  q '= q ' ( t )  la période de W(t), il 

e s t  donc l 'entier  minimal te l  que q'(d-1)  so i t  un multiple de q .

11). Les d a r g u m e n t s - r a c in e s  de W(t) sont  de la forme

6 i ( t )  = (p' + i ) / ( d q' - 1 )  , 0 < i < d - 1  , p € H

avec  yM C ôo(t ) )=V M C © d-i( t ) )= K (t)  e t  dans l 'e space  dynamique de fc <t>»

pour <xc <t> l'unique point fixe de f c <t> ayant plus d'un argument ex terne  

(9 )  de 3.1  ),  on a

A r g (<xc <t> ) = 0 r ( 6 o( t ) ) = 0 r ( e d - i ( t ) )  ,

e t  de plus 6 o (t )  e t  6 d - i ( t )  sont  les  deux argum ents  de <xc <t> adjacents  à 

l'arc réglem entaire  [<xc <t>, c ^ ) l  •
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12). Analysons maintenant les composantes hyperboliques de période 2 . 

Notons successivement

t 2j  = 1 / 2 ( d - 1 ) + j / ( d - 1 ) = ( £ + j ) / ( d - 1 )  , 

c 2,j =  c ( t 2,j) , K2j  = K(t2j )  e t  W2,j = W(t2,j) , j = 0 , 1 , . . . d - 2  .

Comme fe 2(0) = c d+ c  , l'équation fc 2( 0 ) = 0  a d-1  so lu tions  non nulles ,  il 

e x is t e  donc ex a c te m en t  d-1  c o m p osa n tes  hyperboliques de Md de période 

2 , c e s  com p o san tes  sont  donc W2,o . W2>1 W2, d -2 » e t  tout argument  

de période deux pour la multiplication par d e s t  un a r g u m en t -ra c in e  d'une 

de c e s  c o m p o sa n te s .  Par un simple calcul on peut en déduire qu'en base  d 

le s  a r g u m e n t s - r a c in e s  de W2fj sont

{©o(t2,j) , ©i(t2j )  , ••• , ©d—i( t2fj) } =

{ O,[j(j + 0 ] ,  0 ,[j(j + 2 )] , ...  , 0 ,[(j + 1)j] }

(OU 0 ,  £ s j s 2 . . •  S n ]  “ 0 ,  SiS2 *.*Sn S)S2 *..Sn ••• S iS2 ..*Sn )> 3VeC

Arg(K2 j ) = {  0,[j( j  + D] , 0 , [ ( j  + 1)j] }

et

6 d - i ( t 2j ) - 0 o ( t 2j )  = 1/(d+1) •

Par exemple, dans M3 , il y a deux composantes hyperboliques de période 

deux, leur centre e s t  i e t  - i  respectivement, leurs a rgum ents-racines  

sont { 0 , [ 0 1 ] , 0 , [ 1 0 ] } et { 0 , [ 2 1 ] , 0 , [ 1 2 ] } respectivement.

4 .2  Membres de l 'espace de paramètres

D é f i n i t i o n . On appelle M(t) m em bre  d 'argum ent  in te rn e  t de Md ,
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l 'adhérence de la co m p osa n te  de M - { x ( t ) }  qui ne cont ien t  pas 0 . On 

note J9 t= M (t)n i9  ( qui e s t  vide si  t  e s t  irrationnel ([YD ).

So ient  c € JE) t e t  © , © le plus p e t i t  e t  le plus grand argument  

a s s o c i é  è c dans Md donc a s s o c ié  à fc ; alors 6o( t )  < © < © < © d - i ( t )  , 

e t  donc m ( c ) c m ( c ( t ) )  . D'après le corollaire  3 . 5 ,  on déduit  Arg(<xc ) = 

Arg(<xc <t>) pour tout  c € J 9 t  • D é p lu s ,  on a

Lemme 4 . 1 . Soient  t e S 1 , ©0( t ) = p / ( d q -1 )  , © d - i ( t ) =  ( p + d - 1 ) / ( d q -1 )  , 

C€JS>t , f = f c  , Z €P JC f i l  Ç ,1 \€A rg(z)  de période q' . Alors  q ' s q  , f i l  

q' = q si  e t  seu lem ent  si  z = <Xc .

D é m o n s t r a t i o n . Comme [oic »c] e s t  une région obl igatoire  (12 de 3 . 1 ) ,  

l ' intervalle  [©o(t) ,©d-i( t ) l  e s t  une zone obligatoire . On peut  donc supposer  

€ [6o(t) , ©d-i( t ) ]  . Comme l©o(t) , ©d - i ( t ) [  , [d©o(t) , d©d-i ( t ) [  

[ d q_1© o ( t ) , d q_1© d - i ( t ) [  so n t  deux à deux d i s jo in t s ,  on a q '> q  . 

L'ensemble ® des  argum ents  de période q dans [ © o ( t ) , © d - i ( t ) [  e s t  

{© i  = (p + i ) / ( d q -1 )  , 1 = 0 , 1 , . . . , d - 2  } .  Soit  £ un argument a s s o c i é  à fc . 

Les en se m b le s  S i = { z € J c I Arg(z) C l(£ + i ) / d , ( £  + i + 1)/d[ } ,  i =  0 , 1 , . . . , d - 1  

form ent  une partit ion de J C“ { o }  . Pour j^ O ,  k > 0 ,  j + k < q - 2  , on a 

dq_1k / ( d q -1 )  = dq_1©j + k- d q " 1©j e t  ( d - 1 ) / d  > dq ~ 1k / ( d q -1 )  > 1/d . Donc 

'ïfc(dq “ 1©j + k) e t  y c (dq -1 ©j) ne sont  pas dans un même Si  . On en déduit 

que les  y c (©o) , Vc(©i)  y c (0 c i - 2 )  sont  deux à deux d i s t in c t s .  Donc 

£  fL®  e t  q ' # q .  D'où q'>q .

Si t  t' , alors  les  deux orb ites  O r(© o( t ) )  e t  O r(© o( t ' ) )  sont  

dis jo in tes .  Comme M e s t  symétrique par rapport à l 'axe rée l ,  Mt e t  Mi_t  

sont  conjugués , e t  A r g ( « c <i-t> ) = { l - ©  I ©€Arg(<xc <t> ) }  = 1-Arg(<xc <t> ) .

Qsl d.



47

Il en résu lte  que:

Lem me 4 . 2 .  Deux PQintS c e t  c' son t  dans le m êm e membre de Md s i  

et  seu lem ent  si  Arg(<xc ) = Arg(<xc') • Ils sont  dans des  m em bres conjugués  

Md si e t  seu lem en t  Arg(<xc ) = 1 -  Arg(<xc') , si e t  seu lem en t  s'il e x i s t e  

H tel  que 1t€Arg(oic ) f i l  1 - tU A r g (< x c/) .

En p art icu l ier ,  l e s  M(t2j )  so n t  deux à deux conjugués sauf  

év en tu e l lem ent  un (quand d e s t  pair) qui in t e r s e c t e  l'axe réel e t  qui e s t  

donc conjugué à lu i - m ê m e .

Pour chaque membre M(t) de Md on note e ( t )  , 0 ( t )  le s  deux 

argum ents  e x te r n e s  de K(t)=M(t)n Wo , qui son t  aussi  le plus pet i t  e t  le 

plus grand a rg u m en t-ra c in e  de W(t) . Soit ceMd . Connaissant un couple 

d'arguments équivalents pour fc : , on a

Un a lg o r i t h m e  pour  d é t e c t e r  d an s  quel  m e m b r e  de Md s e  s i t u e  la 

va leu r  c ( sau f  si  d>2 et  c e s t  dans l'un des M(t2,j) ):

Développons e t  H' en base d :

H = 0,UiU2--*

1\'  =  0 ,U iU 2 - . .  .

Pour tout  p e H  , on a dp(1 \ )~ -c dp(1\') . Posons S i = | u i - u ' i l .  Si la série  

S i  s e  term ine  par jOOO... , j^ O  , i . e .  3 k  te l  que S | < = j £ 0  e t  S n = 0  

pour tout n > k  , alors le point d 'aboutissem ent  de Rc (dkT\) e t  Rc (dktl ' )  

e s t  le point critique 0 , e t  dk + 1( 1 \ ) = d k + 1(‘T\')=e e s t  un argument externe  

de c , il e x i s t e  to  te l  que 0 € Î 0 ( to ) ,  0 ( to ) l ,  donc C€M(to) . Dans tous  

le s  autres  c a s  t f c d l )  n 'e s t  pas une préimage de . 0 , on a S i = 0 ,  1 ou d-1
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d'après la propriété  11 de 3 . 1 :  deux co m p o sa n tes  Ci-{o} et  Cj-{o} 

sont  d is jo in tes  sau f  s i  Ci e t  Cj son t  c o n s é c u t i f s ,  i . e .  si  Ij — iI = 1 ou 

Ij — iI = d—1 . Si la sér ie  S i  s e  termine par 1111... , a lors c € l i ( t )  pour t 

l'un des  t 2,j , mais  on ne sa i t  pas lequel à priori.  La sé r ie  ne s e  termine  

jam ais  par ( d - 1 ) ( d - 1 ) ( d - 1 ) ( d - 1 ) . . .  : sinon c e c i  implique que la future  

orb ite  périodique de y c ( l l )  e s t  c o m p l è t e m e n t  c o n te n u e  dans l 'arc  

réglem enta ire  [0 ,31- { £ }  , ce  qui contredit  que [cxe »cl qui e s t  disjoint de 

[0 ,3 1  e s t  obligatoire  ( 12 de 3 .1  ) .  Dans le c a s  où il e x i s t e  un en t ier  k 

te l  que Sk^O e t  S k + i= 0  , on prétend qu'il e x i s t e  to te l  que

6 ( t 0) ^  dk + 1l\ , dk + 1'T\' < ê ( t 0) e t  ceM (to)

pour la raison suivante: Pour z=yc( 'r \)  et Hc = U [ 0 , 3 i l  défini comme 

dans 3) e t  4 )  de 3.1 , les rayons R(dkTl) e t  R(dklV) sont dans des 

différentes zones de ( C - £ e)uU .R (i /d )  , tandis que R(dk + 1'T\) e t  R(dk + 1tl ')

so n t  dans une m êm e zone de ( C -  £ c ) u  U R(1/d) , donc f c ( z ) € Ü c e t

f c  + 1(z) fi £ c • Mais

f c U c )  = Io<c ,3 lu [o(c ,c l  c  * c u[<xc ,c] ,

on a f c  + 1(z )€ [o (c ,c]  . Donc dk + 1H e t  dk + 1‘T\' s e  trouvent dans l 'intervalle  

l imité  par le s  deux arguments ex te r n e s  £ , Ç de <xc adjacents  à [<xc ,c] , 

e t  £ , £ sont  ex a c te m en t  les  deux arguments e x te r n e s  de K(to) où to e s t  

tel  que ceM (to)  .

4 . 3 .  Modulation e t  chemin combinatoire

On pose  M = Md . Soit  W une com posante  hyperbolique de M avec  

c = c(W) le cen tre  de W . Il e x i s t e  une copie Mw de M , s i tu é e  dans M,
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e t  dans laquel le  W corresp on d  à la c o m p o s a n t e  pr incipale  Wo.  

P r é c i s é m e n t ,  il e x i s t e  une injection continue  'i'w : M—»M te l le  que 

' irw(0) = c , Strw(Wo) = W , e t  pour Mw = ¥ « ( 1 1 )  , 9MwC9M . Pour x e M,  le 

point 'i'w(x) e s t  appellé un modulé de c par x ,  e t  e s t  noté  par

c ± x  .

So ient  x € 9M e t  £ un argument ex tern e  de x dans M . Alors à £ 

correspond un argument ex te r n e  £' de cJ_x dans M , qui peut ê tre  

obtenu par l'algorithme suivant: rappelons que la multiplication par d d'un 

argument 0 e s t  un shift  à droite du développement de 0 en base  d, donc 

si  0 e s t  de période k le développement de 0 s e  répète  au bout du k - i è m e  

ch iffre ,  notons © o ^ © i < . . .  < © d - i  les  a r g u m e n t s - r a c in e s  de W ( d o n c  

7fM(©o)=yM(©d-i) )» développons les  ©i e t  £ en base d :

© i = 0 , [ u 11u12 . . .u1k ]

= 0 . u 1 u1 . . .u 1 u1 u1 . . .u 1 ' 1 2 k 1 2 k

e t

Ç — 0 , S1S2■ • • Sfi . . .  ,

où k e s t  la période de ©i , alors

£' = 0 ,  u*1 usi ,.si . . . u Slk
uS2

1
US2,
2

■ U?2 
k

uSn uSn . . . uS„ 
1 2 k

Donc si  £ e s t  de période q , l'argument Ç' e s t  de période kq . On note

C'={ei}xç .

u1 u1 1 2 u1 ••• k i — Ofl f
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On s ' in t é r e s s e  surtout  aux a r g u m e n ts -r a c in e s  d'une composante  

hyperbolique W' non primitive . Si la racine principale co(W') de W' e s t  

au bord d'une autre com posante  hyperbolique W de période k dont le 

centre  e s t  c(W) , e t  co(W') admet un argument interne t dans W , alors

c 0(W')=c(W)_LK(t) .

Donc W' peut ê tr e  considérée  comme un modulé de c(W) par W(t) . 

Soient { © i }  le s  a r g u m e n ts -r a c in e s  de W e t  { © i ( t ) }  ceux de W(t) ; 

alors le s  a r g u m en ts -r a c in e s  de W' sont

11^= {© i}  J_6j(t) , j = 0 ,  1, . . . ,  d—1 ,

avec toujours VM('flo)=VM('nd-i)=co(W') . Comme ©o(t) e t  ©¿-^(t) sont  

dans une m êm e orbite pour la multiplication par d (4 .1 ) ,  il e x i s t e  p tel  

que dp (© o ( t ) )= © d - i ( t )  , autrement dit si

© o(0  = 0 ,  [Ci"*«£p£p + t"*£q]

alors

©d — l ( t )= 0 ,  [£p + i . . .£ q £ i . . .£ p  ] ,

e t  par l'algorithme décrit plus haut

dpkH o = H d - i  ,

c ' e s t - à - d i r e  que l e s  deux argu m en ts  de la racine  principale  d'une  

composante  hyperbolique non primitive sont toujours dans une même orbite  

pour la multiplication par d .

Rappelons que m(c) pour ce«© e s t  l 'intervalle l imité par le plus
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petit  et  le plus grand argument a sso c ié  à c . On définit un s e m i -  ordre dans 

J9 par

c<c'  m(c)D m(c') , 

e t  on définit le chemin combinatoire de c'€<0 par

c h ( c ' ) = { c € J 9 l  c < c ' }  .

Alors ch(c')  e s t  to ta lem en t  ordonnée e t  le point 0€W o e s t  l 'é lément  

minimal de ch(c') pour tout c'eJB . Rappelons que c(t)  e s t  le centre de la 

com posante  hyperbolique W(t) de racine principale K (t)€dW o qui e s t  

d'argument interne t dans Wo . On appelle c € c h (c ' )  un point de 

bifurcation dans ch(c') si  cJ_c(t)€ch (c ' )  pour un t différent des t2j  .

Pour c€J9o * 1.8. pour c te l  que 0 so it  périodique pour fc , on 

note  p(c) la période de 0 pour f c , qui e s t  auss i  la période des  

a r g u m en ts -  racines de la composante hyperbolique ayant c comme centre .  

On a

P r o p o s i t i o n  4 . 3 . Soient  c un point de bifurcation dans ch(c') s i  

c€<0o nch(c ')  vérifiant c < c  , alo.cs p(c)<p(c) .

D é m o n s t r a t i o n . Posons k = p(c) . La période k e s t  aussi  la période des  

arguments a s s o c ié s  6o ,••• ,  0 d - i  à c . Soient

0 < 0o < 01 < 02  ^  . . .  S  0d  — 2 —  ©d-1 — 1 

0J — O, [ U \  U j ' . ’Û  ] » .1 = 0 ,  1, . . .  , d — 1 •

Les argum ents  a s s o c i é s  à c son t  dans un intervalle  l im ité  par deux
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argum ents  c o n sé c u t i f s  a s s o c i é s  à c , supposons que c ' e s t  l 'intervalle  

] 6 j , 6 j +1[ . Notons a j = c ± c 2,j , e t  , tjj le plus pet i t  e t  le plus grand 

argument a s s o c ié  à aj dans Md • Alors les  arguments a s s o c i é s  à c sont  

dans une composante  de

]0j » 0j+il “ t "Hj , “Tlj ] .

Comme

©o(tj)= 0 , [ j ( j + 1 ) ] ,  donc 

H j = { 6 i }  J_0o(tj) = Of [uj uJ2 ...uik uj + 1 uj2 + 1. . .J k + 1 ]  ;

comme

© d -i( t j )=  Of [(j+1)j]  , donc 

î \ j = { 0 i } - L 0 d - i ( t j ) =  Of [ uj  + 1 uJ2 + l ...uJk + 1 ujuJ2 ...uJk ] .

D'où

0j < tlj < Î j  < e j + i

Tlj — ©j = 0 , 0 . . . 0 0 * * . . .  < 0 ,0 . . . 0 1  = l / d k < 1/(dk-1 )  e t

e j - H - û j  = 0 , 0 . . . 0 0 * * . . .  < 0 ,0 . . . 0 1  = 1/dk < 1/(dk-1 )  .

Donc dans l e s  in terva l les  ]0j , Tlj[ e t  [ t \j  , 0j + i 1 il e x i s t e  au plus un 

argument périodique pour la multipl ication par d de période inférieure ou 

égale  à k . Or le point c a plus d'un argument a s s o c i é ,  e t  s e s  argments  

a s s o c i é s  sont  dans

]0j » t\j[ u [ l \ j  , 0j+i ] , 

ils sont  donc de période supérieure à k , autrement dit

k=p(c)  < p(c) .

C o f d .

Dans [Lai] e t  [La2], P. Lavaurs a montré qu'il y a une bijection
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entre l'ensemble ch(c')n<0o et  l 'ensemble des c y c le s  périodiques de Kc 

dont chaque point adm et  au moins deux argum en ts  e x t e r n e s ,  e t  en 

particulier  une bijection entre l 'ensemble  des  points de bifurcation dans 

ch(c') e t  l 'ensemble des c y c le s  périodiques dans Kc c om p osés  par des  

points de branchement dans l'arbre de Hubbard Hc , autrem ent dit des  

points ayant chacun plus de deux arguments e x te r n e s .  Comme il n'y a qu'un 

nombre fini de points de branchement dans Hc , il n'y a qu'un nombre fini 

de points de bifurcation dans ch(c') . On a enfin

C oro l la ire  4 . 4 . S u p p o so n s  c 0 , Ci , . . .  , c n l e s  PQintS.dfl-faliur.CflJLlan 

dans ch(c') , à l'ordre c 0 < ci < . . .  < c„ , alaca

p(co) < P(ci) < ... < p(cn) .





Chapitre 5 .  A cco u p le m e n ts

5 .1 .  Accouplement

Soient f e t  g deux polynômes monlques de degré d à Kf , Kg 

connexes .  Pour pouvoir ut i l iser  la métrique introduite dans la proposition  

1 .5 ,  on va modifier la définition de l'accouplement topologique de f e t  g . 

On fixe un niveau de potentie l s  posit i f ,  on pose

Lf = { z € C  I Gf (z) < s }  ,

Lg = { z e C l  Gg(z) s  s }

e t  on identifie S 2 à

L f J L L g / ^ f ( e s  + 2 i ir0) ~ y g(e s - 2 i ', fe) ,

e t  T  avec  l'équateur E par

e ----- > y f (e s+ 2 i i r 0 ) .

On c h o i s i t  e n s u i t e  un niveau s ' < s / d  p o s i t i f  e t  on dé f in i t  un 

difféomorphisme s tr ic tem en t  croissant  h de [ 0 , 2 s ]  vers lu i -m êm e  avec

h(t) = dt , h ( 2 s - t )  = 2 s - d t  pour t e [ 0 , s ' ]  , e t  h(s) = s

(Figure 5 .1) .  On définit l'accouplement topologioue F = fu.g de f e t  g par

F l Kf = f , FI Kg = 9 

F ( ^ f (e t + 2 i ir0) ) =  y f ( e h<t) + 2 i l fd 0 ) , e t  

FC‘y g (e t + 2 i ir0) ) =  y g ( e h<2s_t>+ 2 i 'ird0 ) .
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Figure 5 .1 .  L'application h

F co incide par définition de h a vec  f ( r e sp .  avec  g ) pour z e L f  e t  

G f(z )< s '  ( r e s p .  pour z eL g  e t  Gg( z ) < s ' ) .  On a

F(G) = de

pour 6 € E . L'application F e s t  topologiquement conjuguée à f i i g  définie 

en 1.1 . En part icu l ier ,  l 'équivalence au s e n s  de Thurston de F à une 

fract ion rationnel le  ne dépend pas de choix de s  , s '  e t  h . On peut donc 

donner la définition su ivante:  f e t  g sont  s t r i c t e m e n t  accouplables  si  F 

e s t  équivalent  (au s e n s  de Thurston)  à une fract ion  r a t io n n e l le .  Dans 

S 2 = Lf n.Lg /  , on pose

J=JfUJg ; K = KfUKg ;

N ( t ) = N f ( t )  e t  ¥ ( 1 , 6 )  = ■ y f ( e t + 2iir0 ) pour 0 < t < s  ;

N (t )=  N g ( 2 s - t )  e t  ' P ( t , e )  = ' ^ g ( e 2 s _ t " 2 i 'ir0 ) pour 2 s > t > s  .

L'ensemble  (  Lfü.Lg /  — K e s t  réunion des rayons e x te r n e s  de f e t  de 

g , (en e f f e t  R f ( e ) n L f  e t  Rg ( - 0 ) n L g s e  co inc ident  au point 0 de

2s - d s -  J

ds' /

o H-----1-----H
s'  s  2 s - s ' 2 s

2s I-------- -------------------------1
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l 'équateur).  On appelle rayon externe  d'argument 6 de F l 'ensemble

Rp(6) = r (6) = ( R f ( e ) n L f ) u ( R f ( - e ) n L g) / ~  .

Une réunion finie de rayons e x te r n e s  d'arguments rationnels  de F forme un 

graphe. On note  Q l 'ensemble des  graphes ainsi obtenus adm ettant  chacun 

un nombre fini de c o m p o sa n te s  c o n n e x e s ,  e t  PQ le s o u s - e n s e m b l e  des  

é lém en ts  de Q périodiques par F .

Soient f : z — > z d + c  e t  g : z —* z d + c' à Pf , Pg finis e t  F=fju.g . 

Alors F e s t  un r e v ê te m e n t  ramifié de degré d à P f  fini, e t  F admet  

seu lem en t  deux valeurs cr i t iques .  Avec le s  notat ions  de la proposition 1.5  

on pose

A = A fU A g , jJL=jJLfUjJlg e t  X  = min ( T f f X g )  .

Pour la métrique jJL , le r ev ê tem en t  F e s t  for tem ent  dilatant au voisinage  

de K - Â . Dans le théorèm e 2 un cyc le  de Levy e s t  toujours com posé  de 

courbes à homotopie près .  Mais en uti l isant  c e t t e  métrique jjl , on verra 

com m e com p lém en t  de la proposition c i - d e s s o u s  qu'on peut déduire un 

cyc le  de Levy à un cyc le  de graphes de PQ . On dit qu'un ensem ble  XCS2 

e s t  m o n o - in v a r ia n t  par F si  F l x : X—*X e s t  un homéomorphisme,  cec i

entraine que XCF-1(X) . On pose

Eo = = * (  EX[ s ' , 2 s - s '  ] )

e t  on note

?l. = { y  courbe ferm ée dans S 2 - A  | y n E o = M r( Y x [ s ' , 2 s - s ' ] )

avec  un YCE fini }  .

On munit dans l 'ensemble des ferm és  de S2 -  Â la d is tance  de Hausdorff D.

^ s /<t<2s-s/|S
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On a

P r o p o s i t io n  5 . 1 . So i t  X = X0 une réunion de s o u s - e n s e m b l e s  co n n e x e s  

f e r m é s  d is jo in ts  de S 2 fiù 9X e s t  une réunion finie de courbes  de K  . 

Supposons qu'une partie  Xi ds. F_1(Xo) e s t  i so tope  à X0 (ESl P f )  avec,

F : X , - 2 ^ X 0 un hom éom orphism e. On peut donc re lever  l ' isotopie  par c e t t e  

branche de F "1 e t  obtenir  une su i te  X0 , Xt , X2 , . . .  Xn , . . .  t e l l e ..que

F: X„ + i - ^ - *  X„ so i t  un homéomorphisme ( n = 0 , 1 , 2 , . . . )  Xn + i

i so to p e  à Xn . Alors l 'ensem ble  X 00“  00 Xn e x i s t e . il e s t  c o m p a ct .  

m ono- invar iant  par F , s i

Xoo = Of U Gg U ÿ ( Y x [ 0 , 2 s ] )

avec  GfCKf , GgCKg , YCE , f i l  6 f  , Gg s i  Y fini?..

Com pl é m e n t  1- L'ensemble Y=XoonE e s t  c o m p o sé  par des  argum en ts  

rat tanne I s . à..dé n.omjnat&ur ..D.i:snii.ar.-à d , s i  x«» e s t  un graphe de pq .

C'est  immédiat par le lemme 1.2  e t  par la forme de Xoo •

Complément 2 .  Tout ensemble x fermé dans s 2 m o n o - in v a r ia n t  par f 

e..t.9, bord dans , e s t  d'intérieur v ide .

On peut appliquer la proposition 5.1 à X e t  on obtient Xoo = X .

C o m p lé m en t  ? .  S flisn i {  V f  , — , Yn }  un cyc le  de Levy, f i l  X = U . r i  . 

Alors , l 'ensemble  Xoo obtenu par la proposition 5.1 e s t  un graphe de PQ .



58

D é m o n s t r a t i o n  de la p r o p o s i t io n  5 . 1 . Par h y p o th è se ,  on voit  d'abord 

Xn k - f H , car  si  z e X n  Â d P f  , alors z e s t  dans l 'orbite d'une des deux 

valeurs  cr it iques  de F e t  c e t t e  orbite e s t  périodique. Comme Z€Xi , on a 

F(z>€ Xn Â n P F , ainsi toute  l 'orbite de z e s t  dans X , donc il e x i s t e  une 

valeur crit ique dans X , ce  qui e s t  imposs ible  par hypothèse  que Xi e s t  

i so tope  à X .

On pose  Y„ = X„nE ,

E „ = F - n(E0) = ¥ ( E x [ ( 1 / d n) s ' , 2 s - ( 1 / d " ) s ' ]  )  ,

e t

B„ = x „ n ( s 2 -  Ê„) .

Par hypothèse ,

X0 = ( X o n E o ) u B o  = ¥ (  Y0 x [ s ' ,  2 s - s ' l  ) u B 0 ,

donc

X„= C x „ n E „ ) u B „  = ¥..( Y „ x [ ( 1 / d n) s ' ,  2 s - ( 1 / d n)s'  l ) u B n .

Comme 3XoHN(t) e s t  fini pour tout  t , l e s  nombres des  c o m p o sa n tes  

connexes  de Yn e t  de Bn sont  finis e t  c o n s ta n t s .  On a

D(Yn + 1, Ÿ n ) i  D C Y n . Y n - O / d

et

DCBn + 1»Bn) ^  D^BnfBn — \ )  /  X

e t  par conséquent  Y0o = n i-» S  Yn e t  B0<»=nUlS B „  e x is t e n t  (car  l 'ensemble  

des f e r m é s  de S 2 -  Â e s t  com plet  par rapport à la métrique D ) ,  e t  

Beo C KfJiKg . Il en résu l te  que Xoo = kU©o Xn e x i s t e ,  et

Xeo = ¥ ( Y o o X [ 0 , 2 s ] ) u B e o  .
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51 on note \ n ( resp .  p n ) le diamètre maximal des composantes connexes 

de Y„ ( re sp .  de Bn ), alors

^n — ^n — 1 / d et Pn — Pn — ,

donc \ n —>0 et  p n —> 0 .  Par conséquent, Y=Yoo et GfUGg = Boo sont 

finis.

C q fd .

5 . 2 .  C la sse s  d'équivalences des points f ixes  dans_l!accouplement

Soient  fc : z —> z d + c e t  fc' : z —* z d + c' avec  c€<fît e t  c ' e J S t ' ;

5 2 = Lc Jl Lc' /  ~  f Fs^-H-fc'  ■ Notons c i ^ F ^ i c )  e t  cü' = F “ 1(c')  (points  

cr i t iq ues) .

D é f in i t io n . On définit "as" la relation d'équivalence algébrique engendrée  

par xsssy s'il e x i s t e  6 te l  que x , y € Rf (6) . On note  [x] la c la s s e  de x .

Si x € Q , alors [xl e s t  le graphe maximal de Q contenant  x , e t  

tou te  e x tr é m ité  de [x] e s t  un point de J = J c u J c' ayant un seu l  argument  

e x te r n e ,  e t  IxlnE e s t  fini. Rappelons que la prépériode d'un point x e s t  

l 'en t ier  j minimal te l  que F^(x) s o i t  périodique. Comme P f  e s t  la 

réunion de l'orbite de ci) e t  de l'orbite de aJ' par F ,  pour tout  en t ier  j> 0  

donné, il e x i s t e  au plus un point dans chacune de c e s  deux o r b i te s ,  donc au 

plus deux points dans P f ayant j comme prépériode. Par conséqu en t ,  si  

x € J e s t  s t r i c t e m e n t  prépériodique, la c la s s e  [x] e s t  au ss i  s t r i c t e m e n t  

prépériodique e t  * [ x ] H P f ^ 2  . Comme cü e t  c (re sp .  u)' e t  c' ) ont des  

d if féren tes  prépériodes ,  on a l c ü ]n [c ]= #  (re sp .  [cü ' ]n [c ' ]= 0  ) .  Si [c]?£ 

[c'1 , alors [cü] e t  [cü'l sont  des r e v ê te m e n t s  de degré d de [cl e t  de
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[c'1 ram if iés  au d e s s u s  de cü e t  de cü' r e s p e c t iv e m e n t .  Si [c] = [c'1 , 

alors [cü] = [ü)'] e s t  un revê tem en t  de [c] de degré d ramifié au d e s s u s  de 

cü e t  u)# . L'application F préserve  la relation d 'équivalence ,  i . e .  si  

F(x) = y , F ( [ x ] )  = [y] , de p lus ,  [xl e s t  une c o m p o sa n te  connexe de 

F- 1 ([yO  » e t  si  cü , u)' é  [x] , alors

FI [x3 • lx ] ----- ► [y]

e s t  un homéomorphisme e t  [x] e s t  l'une des  d c om p osan tes  connexes  de

F-'OuO.

On dit qu'une c la s s e  [x] e s t  non c o n tr a c t i le  s i  [x] contient  une 

courbe fer m é e .  A utrem ent ,  [x] e s t  c o n tr a c t i l e . Par exem ple ,  si  [x] e s t  

un arc contenant deux points de Pf , elle e s t  con trac t i le .  Si F(x)=y et  si 

[x] ne cont ien t  pas en même tem p s  o) e t  ci)' , (ou éga lem en t  si  [y] ne 

cont ien t  pas en m êm e tem p s  c e t  c' ) ,  a lors  [x] e s t  con trac t i le  si e t  

se u le m e n t  s i  [y] e s t  c o n tr a c t i l e .  Si [cl = [c'1 , a lors  [cü] = [cO'l e s t  

toujours non con tract i le .

On s ' in t é r e s s e  ici surtout  l e s  c la s s e  d'équivalences contenant des  

points f ixes  de F . Pour i = 0 , 1 , . . . ,  d - 2  , on note  £ i (c )  e t  £ i (c ' )  les  

points f ixes  de fc e t  de fc' ayant l'unique argument externe  i / ( d - 1 )  , e t  

<xc e t  <xc' le s  points  f ixes  de f c e t  de f c' ayant plus d'un argument  

e x terne  ( 9 )  de 3.1 ) .  Dans S 2 = Lc ü.Lc/ / ~  , l 'ensem ble  £ i  = fe i(c )]  = 

[ e d  — 1 — i(c')3 e s t  formé par un unique rayon e x te r n e  de F , il e s t  donc 

c on trac t i le ,  ( 1= 0 ,1 ,  — , d - 2  ) .  Quant a [<xc l e t  [<xc'l, on a

P r o p o s i t io n  5 . 2 . S o ie n t  c c i& t  S i  c'€JS>t ' • A lors  [cxc ] = [<xc'] » i - e .  

oie «  « c '  s i  e t  seu lem ent  si t + t '  = 1 , (oui e s t  équivalent è
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Arg(o<c ) = 1 -  Arg(<Xc')

par le lemme 4 . 2 ) .

D é m o n s t r a t i o n . ^ . Soit  £ le chemin le plus court dans [<xc ] joignant  

<xc e t  « c 7 • S'il e x is t e  x € J c n £  différent de <xc » alors X €P JC e t  les  

arguments e x te r n e s  de x ont une même période que le s  argum ents de <xA  . 

Ceci c o n t r e d i t  le lem m e 4 . 1 ,  on déduit donc £ n J c =  { o ( e }  f e t  

p are i l lem en t  f c n J c ' ^ t f c ' }  • Ainsi £ e s t  formé par un unique rayon 

externe  R(1\) de F ,  e t  on a T\€Arg(oie ) e t  1-H €A rg(< xc') . D'après le 

lemme 4 . 2  , on a Arg(<Xc)=1-Arg(<Xc') , d'où le r é s u l ta t .

C'est évident par Arg(o(c)=1- ArgCoic7) .

C o f d .

5 . 3 .  Araignées

Soient fc : z —>zd + c e t  fc' : z —* z d+ c '  avec  ceJDt e t  c'€<J0t' ; 

F = feü - fc / • On étudie ici les  c l a s s e s  d'équivalence de F qui contiennent au 

moins un point périodique ayant plus de deux arguments e x te r n e s .

Rappelons que Or(z) e s t  l'orbite de z € J = J c UJc' par F e t  0r(6)  

e s t  l'orbite de 6 e E  ( E l'équateur) par la multiplication par d , que dans  

S 2 = Lc il. Le'/  le rayon externe  de F d'argument 9 e s t  Rf ( 8)  = R(6) , 

que Q e s t  l 'ensemble des graphes connexes obtenus par une réunion finie de 

r ay o n s 'e x ter n e s  de F d'arguments rationnels ,  e t  que PQ e s t  l 'ensemble  

des é lém en ts  de Q périodiques par F . On pose su c c e s s iv e m e n t

PJ = P J cü. P J c/ = { z € J  I z périodique e t  * A r g ( z ) > 2 } ;

S = { z € P J  I les  arguments de z sont  dans une même orbite } ;  

S i = { z € S  I * A r g (z )= 2  } ;
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S2= { z  € S I * A r g ( z ) ^ 3 }  = { z e P J  I * A r g ( z ) > 3  }  (Lemme 3 . 4  );

T =  P J - S  = { z e P J  I *Arg(z)  = 2 , l e s  deux argum ents  de z ne 

sont  pas dans une même orbite } .

Soit £ un graphe périodique de Q . Comme deux rayons ex ternes  

de F ne s e  rencontrent  pas sauf  éventue l lem ent  à leurs e x t r é m it é s ,  les  

points de branchement de Z sont  dans J e t  par su i te  sont  des points de 

S 2 • Soient  zi , Z2 € T  d'un m êm e c ô té  de E avec  Arg(Zi)= { 0 i , t u }  , 

1 = 1 , 2 .  Si Or(0i)=Or(02) , alors 0 r (z i )= 0 r (z 2 )  e t  donc 0r(1\i) = 0r(H2) ■

Soit  Z€S de période p , e t  (Rz ,i , Rz ,2  .•••» Rz,n) le s  rayons  

e x te r n e s  de F about issant  en z , ordonnés dans le s e n s  que Rz , i  + i suit  

R z , i  à partir  de Rz , i  cho is i  arb i tra irem en t  (Lemme 3 . 4 ) .  Si l'on a 

Fp(Rz , i )  = Rz,i+m <mod n> f alors d'après le lemme 3 . 4  c ) ,  l 'entier  m ne 

dépend pas de i e t  la fraction m /n  e s t  irréductible ( i . e .  m e s t  premier è 

n ), qui e s t  nommée le nombre de rotat ion combinatoire  de z . Il e x is te  

donc k qui e s t  un multiple de p tel  que Fk(Rz , i )  = Rz , i  + i <m0d n> • On 

oriente  Rz ,i en m etta n t  une f lèche de z vers  l 'équateur, e t  on prolonge 

RZ,1 dans PQ su ivant  c e t t e  direct ion jusqu'au prem ier  m oment qu'on 

rencontre un point de J qui n 'est  pas dans T , on note ce  point az j  e t  on 

n o te  le chem in  o btenu  Z z , i  • On p o se  a Zfi +1 =  F Ik(a  z> 1) e t  

£ z , i  + i = F ik( £ z>i) , 1 = 1, 2 ,  . . . ,  n -1  . Alors le s  ZZfi son t  deux à deux 

disjoints sauf  éventuel lem ent à leurs e x tr é m it é s ,  e t  on définit l'araignée de 

z par

Par co n str u c t io n ,  l e s  a z , i  son t  dans une même orbite ,  ils ne sont  pas 

dans T (car  az ,i ne l 'e s t  pas) e t  le s  autres  points de £ z , i f i J  sont  dans 

T . Il en résu l te  que A(z) ne dépend pas du choix de Rz?i . En e f fe t  A(z)

A ( z ) - U , . . .  j .1 <j < n ’
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vérifie encore les  propriétés su ivantes:

a )  Si 3 0 < u , v < n  t e l s  Que a z , u ~  a z ,u  + v <mod n) » alors  

az, i = a zj = x  pour tous  i ,j , e t  [z]=A(x)=A(z) .

P r e u v e  . Comme F vk(a  Zf u) = a z , u » on a F vk( a z , i )  = a Zfi i . e .  

az , i = a z , i + v <mod n> pour tout  i .  Vu l 'orientation des  £ i  correspondante  

à ce l le  des  Ri , on déduit que az>i = a z j  pour tous  i , j .  Réappliquons le 

résu l ta t  à x = az?i = az , i  , on a lz ]=A(x)  = A(z) .

Par conséquent ,  x e t  z ont le même nombre de rayons e x te r n e s ,  

m êm e période,  e t  des  nombres de rotat ion opp osés  ( i . e .  la so m m e des  

nombres de rotat ion combinatoire de x e t  de y e s t  1 ) .

b) Si x = a z j € S  , alors Iz]=A(x) = A(z) .

P r e u v e . P o so n s  y = a z,2 » il su f f i t  de m ontrer  y = x  , le r e s t e  e s t  

démontré  par a ) .

Regardons les  araignées  A(x) e t  A(y) en cho is i sant  pour RXji et  

R y f i l e s  rayons e x te r n e s  de x e t  de y oc cu p é s  par £ z j  e t  £ z,2 

r e sp e c t iv e m e n t ,  on a donc aXFi = ay?i = z  e t  les  ax , i  , ay , i  sont  dans une 

m êm e orb i te .  L'application Fk: A ( x ) —*A(y) p réserve  l 'or ientat ion des  

rayons e x te r n e s  de x e t  de y ,  par su i te  Fk( a x, i )  = a y>i pour tout  i. Or 

Fk(ax>i) = a y) i = ax>i , c ' e s t - à - d i r e  que la période de l 'orbite de aXfi divise  

k , on a a x , i =  Fk( a Xfi) = a y , i  pour tout  i . Vu l 'orientat ion des  rayons  

ex te r n e s  de x e t  de y , l 'ensemble { a x>i}  ne cont ient  qu'en e f fe t  au plus 

deux points .

Supposons  d'abord que x € S 2 t i . e .  x admet  au moins tro is  

arg u m en ts  e x t e r n e s .  Alors  il e x i s t e  u , u' t e l s  que a x , u = a x , u/ • 

Appliquons le r é s u l t a t  a )  à x avec  a XfU » a X7u' » on déduit que 

[x]nS = { z , x }  , en particulier,  y = a Zf2= x  .

Ainsi x € S 2 entraine z e S 2 . Si Z€Si alors x ,y  € Si . D'après le
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l em m e 3 . 4  , pour p la période de z , l 'ent ier  2p e s t  la période des  

argum ents  e x te r n e s  de z donc des  argum ents  de x . Et par le même  

lemme p e s t  la période de x . Mais Fp( x )= y  puisque Fp(R2>i )= R z?2» d'où 

x = y .

On peut énoncer alors

Le.m m s,, .5 ».5.- a.Q,il r  un graphe connexe  de PQ non c o n t r a c t i l e  e t  

contenant  un point Z € S 2 , ,3.1QLS. cont ient  un autre  point unique X€S,  

S i x f i l z  ont m êm e pér iode , m êm e nombre d'arguments e x t e r n e s . 

nombres de rotat ions combinatoires o p p o s é s . De p lus , x f i l z  ne sont  pas 

d'un même cô té  de l'éouateur E .

D é m o n s t r a t i o n . Les e x t r é m i t é s  de A(z) sont  dans S sinon y  e s t  

c o n tr a c t i l e ,  donc par a)  e t  b) le point x e x i s t e  e t  vérif ie  t o u t e s  l e s  

condit ions du lemme sauf  la dernière: il r e s t e  donc à prouver que x e t  z 

ne sont  pas d'un même c ô té  de E . Supposons que x e t  z sont  d'un même  

cô té  de E , par exemple ,  x , z € Je' . Si Or(x) e t  Or(z) sont  dis jo intes ,  

alors  le cy c le  de x e t  le c y c le  de z r e p r é s e n t e n t  deux points  de 

bifurcation dans le chemin combinatoire  ch(c ')  de c' ( 4 . 2 ) ,  avec  la 

période de x égale  à la période de z , cec i  contredit  le corollaire 4 . 4  . Si 

Or(x)=Or(z) , a lors  pour n ( > 3 )  le nombre tota l  des  arguments  ex ternes  

de x (donc de z ) , e t  m (x ) /n  , m ( z ) /n  l e s  nombres de rotat ion  

com binato ire  de x e t  de z r e s p e c t i v e m e n t ,  on a m(x) = m(z)  e t  

m (x) /n  + m (z ) /n  = 1 . Ceci e s t  impossible  car m(x) e s t  premier à n p a r le  

lemme 3 . 4  c) .

C o r o l la i r e  5 . 4 . S o i e n t  { ¿ i  , . . .  , £ u }  un c y c l e  périodique CL&.



F U i ) = £ i  + i (mod u> ) de courbes  f e r m é e s  dans PQ , s i  Gt , . . . ,  Gs Iss.  

co m p o sa n tes  connexes  de s 2 - U . £ i . AlQrs-chaq.ug G i  e s t  une c l a s s e  de la

re la t ion  d'équivalence  "as" e t  pour to u te  c o m p o sa n te  B d s  S 2 - U . £ i  , 

chaque com posante  r  ÛS  9B e s t  auss i  une génératr ice  du cyc le  , L s ,.

U F"(y) = U . * i  ,
n i

e t  pour t o u t e  c o m p o sa n te  B' ils . S2 - U i ^i e t  tQUte c o m p o sa n te  d S  

dB' f il e x i s t e  n te l  que

tf'  = F"(tf) .

D é m o n s t r a t i o n . Si l i n S 2 =  &  , a lors  tout  point dans JfcinPJ adm et  

e x a c te m e n t  deux arguments  e x te r n e s ,  donc £ i= [x ]  pour x € P J n £ i  e t  les  

£ i  sont  deux à deux disjo ints .  Par conséquent ,  s = u  e t  Gi= £ i = [ F i_1(x)l.

S'il e x i s t e  Z € £ i H S2 , alors £ i f ïS  = { x , z }  par le lemme 5 . 3  , e t  

pour Gi, G2 , •••, Gs les  c om p osan tes  connexes  de U . £ i  , avec  £iCGi , 

et  F(Gi) = Gi + 1  (mod s )  » on a

Gi = A ( F i ~ 1( z ) ) =  ACF1- ^ ) )  = [Fi - 1 (z)l  .

Le r e s t e  e s t  évident  par le même lem m e.
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Chapitre  6 .  A c c o u p le m e n ts  d é g é n é r é s  e t  

orblfold non hyperbolique

6 .1 .  Accouplem ents  dégénérés

Soient fc* z z d + c \ fc' : z  —► z d + c' ; Pf , Pg finis e t  F =fJ ig  . 

Notons o) = F " 1(c) e t  u)' = F _1(c')  ( le s  points  c r i t iq u e s ) .  Rappelons que 

dans S 2 = Lc ULc/ / ' w , on note J = J CU JC' e t  E l 'équateur,  e t  qu'un cycle  

de Levy e s t  un ensem ble  de courbes  f e r m é e s  s im p les  l $ \  dans

S 2 - P f ,  c e s  courbes sont  non périphériques, deux à deux dis jo intes  e t  deux 

à deux non hom otopes rel P f  , aucune des  V j  ne sépare  le s  deux valeurs  

cr i t iq ues ,  e t  une com posante  de F-10yj) e s t  i sotope  à t f j - i  (ou à y n si 

j=1 ).

D é f i n i t i o n . On dit qu'un cyc le  de Levy { t f i  , . . .  , y „ }  e s t  un c y c le  de

Levy dégén éré  pour F s i  en appliquant la proposition 5.1  à X = U . V i  on

obtient  pour XM une réunion disjointe  de graphes conn exes  périodiques  

co n tra c t i le s  ( i . e .  ne contenant pas de courbe ferm ée) .

S u p p o so n s  qu'il e x i s t e  x € P f t e l  que # [ x ] D P f 2:2 e t  [x] 

c o n tr a c t i le ,  on peut su pp oser  que x = F k(c) , k > 0  . Alors pour le futur  

cycle  périodique Fj(x) , . . .  , Fj + p-1(x) de x , chaque c la s s e  [Fj + i (x)l e s t  

c o n tr a c t i l e  e t  c o n t ien t  au moins deux points  de P f , 0 < i < p - 1  . La 

fro n t ièr e  d'un p e t i t  vo is inage  de [Fj + i (x)l  e s t  une courbe non

périphérique ( { c  , c ' }  e t  [Fj + i (x)l sont  dans des com p o sa n tes  d ifférentes  

de S2 - y i  ), e t  { y o  » » ^ p -1 }  forme un cyc le  de Levy dégénéré .  Par 

le th éorèm e  2 le r e v ê te m e n t  ramifié  F n 'e s t  pas équivalent au s e n s  de 

Thurston à une fraction rationnelle .  Mais on peut encore "accoupler" fc et  

f c' d'une façon dégén érée .  Supposons [ c ] n [ c ' ] = # ,  alors par 5 . 2  pour
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to u t  x , la c l a s s e  [x] e s t  c o n t r a c t i l e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  [F(x)l e s t  

c o n tr a c t i l e .  On c on stru i t  un r e v ê te m e n t  ramifié  F' de la façon su ivante:

P o son s  P = Pf si  [c'1 (donc [y'l pour tout  y' dans l 'orbite  d irecte  

de c' ) e s t  c o n tr a c t i l e ,  ou P égale  à l'orbite de c (av ec  c inclus)  s inon.  

Alors pour tout  y e F “ 1(P) , l 'ensem ble  [y] e s t  c o n t r a c t i l e .  So ient  Vi un 

p e t i t  vo is inage  de IxJ pour Xi€P te l  que

( V i - M )  n PF = # ; v=u.vi e t

V' = F” 1(V) =  UjVj avec  X j € V j n F - ^ P )  .

Prenons une application continue (re sp .  y '  ) de S 2 dans S 2 vérif iant  

que y  ( r e s p .  "9') e s t  l ' ident ité  sur  S 2 - V  ( r e s p .  su r  S 2 - V ' ) ,  que 

CtXiO = {  * i }  ( r e sp .  = {  Xj} ) e s t  un point unique, e t  que y

( r e s p .  -9 ' )  e s t  un hom éom orphism e de V i - [ x i l  è V i - { x i }  ( r e sp .  de 

Vj-[Xj] è V j - { x j } )  pour tout  i ( re sp .  pour tout  j ) .  On définit  F' de 

>p'(S2) à >p(S2) par

Figure 6 . 1.

v3(?)— Ci)vj 
Fl 1F'

Vi — ~ — *  Vi

V > ' O x j ] ) = {  X j }  )



68

F'l-\p'(S2) - V '  — F * et

F# I = ^poF^^p'-1 e t  particulier si F([xj])=[xil , F ' ( X j ) = X i

pour tout  j (Figure 6 .1 ) .  On a Pf' = (P f ” P)U {  X i lX i€ P }  . On appelle F' 

l'accouplement dégénéré de fc e t  fc' •

Dans les  autres c a s ,  i . e .  si chaque c la s s e  [x] contient au plus un 

point p ostcr it iq ue ,  ou si chaque c la s s e  qui contient  au moins deux points 

postcr it iq ues  e s t  non con tra c t i le ,  ou si [c]=[c 'l  , on peut aussi  définir 

l'accouplement dégénéré F' en prenant simplement F '=F . Par exemple, si  

c e t  c' sont tous les  deux périodiques pour F , ils sont  dans l'intérieur de 

leur ensemble de Julia rempli, e t  on prend donc* F' = F .

En tout cas  l'accouplement dégénéré F' admet un cycle  de Levy si 

et  seu lem ent si F admet un cycle  de Levy non dégénéré ,  ou bien [c]=[c']  

et  [c] e s t  contracti le  pour F (donc F'=F ).

D é f in i t io n . Deux polynôm es fe s i  t e  à ensem ble  postcr it ique  fini, sont  

accouolables  si l 'accouplement dégénéré F' i l s  fc s i  gc/ gs.LiqiüYalenLà  

une fraction rationnelle au sen s  de Thurston.

Combinant le critère  de Thurston e t  le critère  de Levy, on a

T h éo rèm e  3 . Soient F = fc iLfci S i  F' l 'accouplement dégénéré de fc s i  

f c/.  S i  F' e s t  à orbifold h yp erbo l iqu e . alûES. fc  S i  fc' s e n t  non 

accouolab les  si  e t  seu lem en t  s i . ou bien il e x is t e  un cyc le  de Levu non 

dégénéré pour F , ou bien [c]=[c'] e s t  contracti le  pour F (donc aus&iPQ.ur 

F' = F ).
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6 . 2 .  Accouplements dégénérés à orbifold non hyperbolique

So ien t  f c : z —* z d + c , f c' : z —> z d + c' , F s f c i i - f c '  et  F' 

l 'accouplem ent dégénéré de f c e t  f c' . Par définition d'orbifold dans le 

chapitre 2 , v ( x ) > d  pour tout x € P f' .

Le.mms.fi ...l- ° f' e s t  non hyperbolique, alncu m .bien c ou. c '= o  , ou

bien c s i  c' son t  to u s  le s  deux s t r i c t e m e n t s  prépériodiques pour F . 

Dans ce dernier cas, on a soit * P f ' = 3  ; s a i l  * P f ' = 4  avec o F' ayant les  

poids ( 2 , 2 , 2 , 2 )  .

D é m o n s t r a t i o n . Supposons que c , c' sont  non nuls e t  au moins un des  

c , c' par exemple c e s t  périodique pour F donc pour F' , alors comme  

v f '(c) e s t  un multiple de d*VF'(0) e t  v f '(O) e s t  un multiple de i>f'(c) , on

a v f /(x) = oo pour tout x dans l'orbite de c ,  mais c e t t e  orbite contient au 

moins deux points ,  donc

X (0F0  s  - 2 x « 0r<(:,>0 - l / V F '< x ) ) <  0

i . e .  Of' e s t  toujours hyperbolique.

Les deux valeurs crit iques c , c' sont  toujours d i s t in c te s  pour F' 

e t  e l l e s  ne son t  pas f i x e s ,  donc * P f' £ 3 • Si # P f' 2:5 , a lors  la 

caractér is t ique  d'Euler de Of' vérifie

X ( 0 F ' ) < 2 - 5 x ( l - l / d ) < 0  ,

donc Of' e s t  toujours hyperbolique. Si * P F' = 4  , on a

X (0 F' ) s 2 - 4 x ( i - i / d )



70

qui e s t  négatif  sauf si d = 2  e t  Of' a les  poids (2 , 2 , 2 , 2 ) .

£üi4.

Il e x is te  une méthode de construire quelques fractions rationnelles  

à orbifold non hyperbolique (exemples de Lattès  généra l isés ):  so ient  r c c  

un so u s  groupe avec  T a s Z 2 , e t  A C S 1 un sou s  groupe avec  A . r = r  . 

P oson s  E = C / r  e t  £ = E /A  . Supposons E«sC = C u { o o }  (on peut

démontrer que c ' e s t  automatique si A £  { l }  ).  Pour \€<C avec \ r c r  , 

le quotient f dans £  de l'application t — es t  une fraction rationnelle à 

orbifold non hyperbolique (car  le r e v ê te m e n t  universe l  de Of e s t  C 

ÜDH3D).

P r o p o s i t io n  6 . 2 . S o ie n t  c , c' t e l?  que Of' ?pit non hyperPQliqMe. 

Alors F' n 'est  pas équivalent è une fraction rationnelle si  et  seulem ent si 

c s l c '  sont dans des  membres conjugués de Md .

D é m o n s t r a t i o n . Si l'un des c , c' e s t  égale è 0 , par exemple c' = 0 ,  

alors F e s t  équivalent au se n s  de Thurston à l'application f : <D —> €  : 

f | ^  = f c e t  f(oo) = oo . L'application f e s t  une fraction rationnelle ,  on 

voit donc que fc e t  fo sont accouplables e t  F' = F .

Dans le ca s  où c , c' ¿ 0  , p a r le  lemme 6 .1 ,  on a *Pf' = 3 o u  4  . 

Si * Pp' = 3 , a lors  par la proposition 9 . 2  de [DH3] l'application F' e s t  

toujours équivalent è une fraction rationnelle. Deux cas  sont possib les:

1.1. u) - E - *  c — t  -JE-» e et cü' —IE-* c' —̂  e' — c'

avec e  , e '  points f ixes  de F et  [£]=[£'! mais [ c ] £ [ c ' l .  Ceci n 'est  pas 

possible  pour d = 2 car  le point [e] pour F' a trois  préimages: [e], c et
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c' . La caractér is t ique  d'Euler X ( 0 f ' )  = 2 - 3 ( 1 - 1 / d )  e s t  négat ive  sauf  si  

d = 3 .  Pour d = 3  , il e x is te  4  valeurs de c dans M3 vérifiant

qui sont  ^m(1/3)  , y n ( 2 / 3 )  , t f n O /6) , y n ( 5 / 6 )  , e t  dans notre cas  c = c' 

e s t  l'un de c e s  quatre valeurs pour que F vérifie les  hy p o th è se s .  En fait la 

fraction rationnelle équivalente è F' e s t  sous  la forme

z ----- ► ( z3± j ) / (1± jz3) où j = e 2iir/3 = ( -1  + i</3)/2 ,

e t  elle peut ê tre  réal isée  comme un exemple de Lattès  généralisé  avec

r  = Z © j Z ,  A =  {1 , j , j2}  e t  \  = iv 'J .

II. cü' -E—> c '=  a) — c —E -*  £  3  » alors

X ( 0 f ' ) = 2 - ( 1  — 1/d) —2(1 — 1/d2) qui e s t  négatif  sauf  si d = 2  . Dans M2 , on 

peut déterm iner  que c = - 2  € MO/2) e t  c'='g’M(1/4) € M(1/3) ou bien 

c ' = y w ( 3 / 4 )  € M(2/3)  , c e t  c' sont dans le s  m em bres non conjugués de 

M2 , e t  F' e s t  équivalent à une fraction rationnelle de la forme 1 / ( 2 z 2 -1)  , 

e t  c e l l e - c i  peut être  réal isée  comme un exemple de Lattès  généralisé  avec

r  = Z © i Z ,  À = { l , - 1 , i , - i }  e t  \  = 1 + i .

Supposons que * P F' = 4  , p a r l a  proposition 6 .1 ,  d = 2 e t  c , c' 

sont  tous  les  deux s t r ic t e m e n t  prépériodiques pour F . Trois  c a s  sont  

poss ib les:

£u) c
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III. [c]=[c'l , alors F' = F et pour que * p F/= 4  il faut

a) — c — 3  —E-* 3  e t 

a)' - £ - ► c ' -E-> 3 ' -E-> £ '

avec 3  * £ # points fixes de F et [£]=[£'] * on détermine que

c = c /= - 2  = y M(^) € M(1/ 2 ) , F = f - 2 ü f - 2 .

Le revêtement ramifié F n 'est pas équivalent à une fraction rationnelle par 

la raison suivante: F e s t  équivalent au quotient de h : (x,y) —* (2x,y) :

C — dans l 'espace S2 «s E = E/± où E = C / ( Z © iZ )  , comme h n 'est 

pas C -l inéa ire ,  son quotient n 'es t  pas C-linéa ire  non plus, donc n 'est 

pas une fraction rationnelle.

IV. [c l i l c ' l  e t  u> —E-» c -£ - ► a -E-» £  -E-* 3  e t

u j' -E-» C' _E_, a< -E -, fi' _E_, fi'

avec £  , £ '  points fixes de F et [a]=[a'l et [£]=[£'] , donc

on détermine que soit c = c'=yM(1/4) € M (1/3)  soit c  = c ' = Y m ( 3 / 4 )  € 

M ( 2 / 3 )  (donc c e t  c' sont dans un même membre de M2 qui n 'es t  pas

cü' -El» c ' —El» a —E-» ß  —E-» ß  ,

ci) - f l*  c



conjugué à lu i - m ê m e )  e t  F' e s t  équivalent à une fraction rationnelle  de la 

forme

z - c * * ± o / o ± i z )

qui e s t  conjuguée à z —► ± ( i / 2 ) ( z + l / z )  . C ette  fract ion rationnelle  e s t  en 

fait  un exemple  de L attès  typique avec

r = Z ® i Z ,  A = { l , - 1 }  e t  \  = 1 + i .

V. [c ]£ [c ' ]  e t  u) — c —E-> a —E-* b —E-* a e t

a)' _ F _  c ' b' a ' - E -  b'

avec  [a]= [a;] e t  lbj=[b'l , alors pour F' :

On déterm ine  comm e dans IV que so i t  c = c '  = i € M(1/3) s o i t  c = c' = - i  € 

M (2/3)  e t  F' e s t  équivalent a une fraction rationnelle  de la forme

(z 2 + a ) / ( 1  + a z 2) avec  a = ( 1 ± i < / 7 ) / 4  .

Mais on ne sa i t  pas si  c e t t e  fraction rationnelle peut ê tr e  r éa l i sée  comme un 

exemple  de L a t tè s .

CQfd.

u ) - Ì U c

-£Ub-EUa.

-E -»  a

u)'_El* c;
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Mary Rees e t  Ben Wittner ont montré indépendamment dans leurs  

papiers ( [R2] 4 . 3  e t  [W] 3.1 ) le théorème suivant:

Supposons d = 2  e t  c , c' €M te l s  que 0 so i t  périodique pour fc 

et  fc' • Supposons de plus que f c e t  fc' sont accouplables e t  que G e s t  

une fraction rationnelle te l le  que F ' s F s fc iL fc '  so i t  équivalent à G au sen s  

de Thurston. On note J(G) la fermeture des points périodiques répulsifs de 

G. Alors la relation d'équivalence " a s "  e s t  automatiquement ferm ées ,  et  

il e x is te  une application continue

$  : S 2 ----- » C =  C u { o o }

qui vérifie  que

1. #  e s t  surjective

2. <£«F = G»#

3 .  5>~1( C - J ( G ) ) =  Kc U K c '

4 .  §  e s t  injective e t  analytique sur Kc u Kc'

5 .  §  e s t  une limite uniforme de homéomorphismes

6 .  # “ 1(z) e s t  une c la s s e  de la relation d'équivalence " a s "  pour tout Z€ €  .

Par la propriété  6 ,  l 'application $  induit une conjugaison de

( S 2 /a s  , [F]) è ( C  , G) , où [F] e s t  l'application quotiente  de F sur  

S 2 /as  . Par s u i te  S 2 /a s  e s t  une sp h è r e .  On peut donc r é a l i s e r  

l 'accouplement de fc e t  fc' en collant Kc et  Ko' le long leurs bords en 

identifiant y c O )  à •

Mary Rees affirme qu'il e x is t e  des r é su l ta ts  analogues pour le cas  

où 0 e s t  s tr ic te m e n t  prépériodique pour au moins un des fc , fc; .





Chapitre 7 .  Démonstration du ré su l ta t  principal

7.1 Réduction

Soient fc : z —► z d + c  e t  fc/ ! Z - ^ z d + c' avec ceJDt e t  c'€«©t' : 

F = f c J i i e / e t  F' l 'accouplem ent dégénéré  de f e e t  f c/ . On démontre  

d'abord un théorème intermédiaire:

T h é o r è m e  4 . Supposons oue F e s t  à orbifold hyperbolique. Les quatre  

conditions su ivantes  sont équivalentes:  

a) fc Si fc' sont  non accouplables:

Í2.) ou bien [c]=[c'l  e s t  contrac t i le  (donc [cül=[u)'I non c o n tr a c t i le ), a n  

bien il e x i s t e  un cyc le  de Levy { t f i ,  . . .  , y m}  no.D dégénéré  POUT F s i  

chaque n  traverse  l 'équateur E au moins .une (donc deux) ÍS22S.I 

£ )  il e x is t e  une courbe fermée y '  dans Q ;

d) ou bien [c]=[c'l  e s t  contract i le  (dsnc  Ecü]= [ cü'] non contract i le ) ,  AU

bien il e x i s t e  un c y c le  de courbes f e r m é e s  { t f i .............}  dans  PQ

vérif iant  F ( y i ) = y i + i , i<m , F ( y m) = y i  , aucune des n  ne sépare  les

deux va leurs  c r i t i q u e s , e t  pour to u te  co m p o sa n te  B d s .  S 2 - Ü i n  ,

chaque composante  y  da  3B e s t  l'une des .

D é m o n s t r a t i o n . a ) « * b )  e s t  fait par le théorèm e 3 .  Une courbe dans un 

cycle  de Levy traverse  toujours l 'équateur car  sinon toute  courbe du cycle  

se r a i t  hom otope à une courbe c o m p lè te m en t  contenue  dans une m êm e  

d e m i- s p h è r e  de S ^ L c - U - L c ' / p a r  example Lc , e t  le cycle  réduit à un

cycle  de Levy non dégénéré pour le rev ê tem en t  fc : C u { o o }  — * <Du{oo}  

avec fc (oo)=oo, par su ite  fc ne devrait pas ê tre  équivalent à une fraction 

rationnelle au se n s  de Thurston, ce  qui e s t  absurde car f c e s t  déjà une 

fraction rationnelle.
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b )= * c ) .  Prenons { t f i ,  , y m }  un cycle  de Levy non dégénéré

pour F . Appliquons la proposition 5 .1  à X = U / ï f i  , on obtient  Xoo un

graphe de PQ , e t  par hypothèse  que le cycle  de Levy so i t  non dégénéré au 

moins une composante  de Xoo e s t  non contract i le ,  il e x s t e  donc une courbe 

ferm ée dans PQ .

c ) ^ d )  . S'il e x s i t e  k tel  que Fk" 1( y )  so i t  non co n tract i le  mais  

Fk( y )  so i t  contrac t i le ,  alors c , c ;€ F k( y )  e t  donc [c]=[c'l  e s t  contract i le .

Si Fn( y ' )  e s t  non contract i le  pour tout n , alors la future orbite  

périodique de y '  forme un cycle  de courbes fer m é es  dans

PQ. Par le corolla ire  5 . 4 ,  ce  cy c le  induit un autre  cy c le  de courbes  

f e r m é e s  { t f i  , . . . ,  y m}  vérif iant  que pour t o u t e  c o m p o sa n te  B de

S 2 - U 1<i<mtf i  , chaque composante  y  de 3B e s t  l'une des t f i  .

Une courbe fermée périodique y  de PQ ne sépare  jamais l e s  deux 

v a leu rs  c r i t iq u e s ,  c a r  p r e m iè re m en t  c , c' jé y  ( c  , c' jé PQ ); 

deux ièm em ent ,  si  y  sépara it  le s  deux valeurs  c r i t iq u e s ,  sa  préimage  

F-1( y )  sera i t  une seu le  courbe, elle devrait ê tre  dans Q e t  contenir  tous  

l e s  argum ents  de la forme 6 / d + i / d  pour un ô e y n E  (i = 0 ,  1, . . .  , d - 1 ) ,  

mais comme 6 e s t  pérodique , l'un des  { 0 / d + i / d }  e s t  encore périodique  

e t  les  a u tres  so n t  s t r i c t e m e n t  prépériodiques,  ainsi la courbe F -1( y )  

contient  à la fois  un argument à dénominateur premier è d e t  un argument  

à dénominateur non premier à d , cec i  contredit  le proposition 1 .3  .

d )=»b).  L'ensemble de la frontière d'un pet i t  vois inage de chaque  

com posante  de U / t f i  forme une multicourbe r  dont on peut extraire  un 

c y c le  de Levy, car  aucune courbe de r  ne sép a re  l e s  deux valeurs

{ti,. ■  »
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critiques, e t  une courbe au voisinage Yi figure dans la préimage par F 

d'une courbe au voisinage de Yi+i<mod m> .

Lemme 7.1 (Mary Rees). §'ilJ?XiSl>g_un CUClS <3? COUrÜSS

ÎVl »Y2 * ••• » Ym}

dans PQ dont aucune des n  ne sépare les deux valeurs critiques, alors 

les composantes-disoues de S2- U .Y i  forment unS-Ctialna

Ri » R2 » ••• » Rv »

avec v>2 ; de plus c , c' €Ri sL  F(Ri) = Ri + i , 1si<v .

D é m o n s t r a t i o n . Comme aucune des Yi ne sépare les deux valeurs 

cri t iques,  les points c et c' sont dans une même composante de

S2 - U . V i .  Un ensemble ouvert B e s t  une composante de S2 - U . Y i  si et

seulement si d B cU .Y i  et B n U .Y i = #  . Soit B une composante-disque

de S2 -  U .Y i  qui ne contient pas c et c' (ceci existe car S2 - U . Y i

admet au moins deux com posantes-d isques) .  Comme Q B cU .V i » une

unique composante S de F " 1(3B) e s t  encore dans U ¿6 i , et la 

composante B' de F~1(B) bornée par S es t  encore une composante de 

S2 - U . Y i  (car B,n U . V i  = ̂  ). Posons B' = Bi . Si c , c ' ¿ B 1 , on peut 

continuer à prendre B2 l'unique composante de F-1(Bi) qui es t  encore une 

com posante-d isque de S2 - U . y i ,  et ainsi de suite .  On prétend qu'il

S2 -  U Y i  si e
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e x i s t e  un N te l  que c , c ' €  Bn • Car sinon il e x i s t e  q e t  p t e l s  que 

Ba = Ba + o e t  X = U  Bi e s t  un ensem ble  m o n o - in v a r ia n t  par F è^ “11“ q + 1<i<q + p

l ' intérieur non vide,  cec i  contredit  le com plém ent  2 de la proposition 5 . 1 .  

Prenons la chaine la plus longue parmis l e s  ch a in es  a s s o c i é e s  à chaque

c o m p o s a n t e - d is q u e  de S 2 - U . Y i  , e t  r e n u m é r o t o n s - l e s ,  nous aurons R i , 

R2 » ■ ■ ■  f Rv ? v > 2  .

M l.

R e m a r q u e  7 . 2 . S'il e x i s t e  un c y c le  de c o u r b e s  f e r m é e s  pér iod iques  

{ Y i ........ y m}  , a lors  par le corollaire 5 . 4  on a U i' ‘̂i =  U J F ^ z ) ]  pour un

certain z ,  e t  pour tout x € S 2 - U / î f i  , la c la sse  [x] e s t  contenue dans la

même composante de S 2 - U . V i  Que x.

7 . 2 .  Démonstration finale

Soient  fc : z —> z d + c , fc' : z —> z d + c' ( d > 2  ) à Pc , P e/ finis  

F = f c ü f c ; e t  F' l 'accouplem ent  dégénéré  de fc e t  f c' . On rappelle que 

M(t) e s t  le membre d'argument interne t de Ma e t  J9t = N(t )nJ9  .

T h é o r è m e  1. Le? deux P.Q..lyaÔme? fc s i  fc'  so n t  non accouplab les  si  e t  

seu lem en t  s'il  e x i s t e  t tel  oue ceJDt fi i  c '€<®i_t .

D é m o n s t r a t i o n . Le c a s  où F' e s t  à orbifold non hyperbolique e s t  fait  par 

la p ropos i t ion  6 . 2 .  On su p p o se  ici Of' hyperbol ique.  On peut donc 

appliquer le théorèm e 4 .

«=. D'après la proposition 5 . 2  , [<Xc ] = [o<c'] e s t  non c o n tr a c t i l e ,  on peut  

tra c e r  une courbe ferm ée  là dedans,  la condition c) du th éorèm e  4  e s t  donc
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vér i f iée .  Le r e s t e  e s t  fait  par le m ême th éo rèm e .

=» . Su pp o son s  que f c e t  f c ' s o n t  non a c c o u p la b le s .  D'après l e s  

d i s c u s s io n s  de la s e c t io n  6 . 2 ,  on a c , c' à  0 . Donc c e J D t  e t  c'€«©t'  

pour cer ta in s  t e t  t' .

D'après le théorèm e 4 ,  ou bien [c]=[c'l  e s t  c o n tra c t i le ,  ou bien 

il e x i s t e  un cyc le  de courbes f e r m é e s  périodiques { t f i  , Ym } dans

PQ dont aucune courbe ne sépare  le s  deux valeurs cr it iques  c e t  c' .

a) Si m = 1 , a lors la courbe 1S\ e s t  m o n o- in v ar ian te  par F . Par  

le lemme 7.1 , on a S2 - y i = R i U R 2 , c , c ' e R i  e t  F(Ri) = R2 . Ceci implique 

que F : ren verse  l 'orientation de y i  , il e x i s t e  donc au moins deux 

points  f ixes  de F dans yS \  . Comme ce  so n t  des  points  f ix e s  adm ettant  

plus d'un rayons  e x t e r n e s ,  c e  s o n t  f o r c é m e n t  <xc e t  oic ' • Par la 

proposition 5 . 2 ,  on a t  + t ' = l  .

b) Pour le c a s  où m>1 , on a deux dém on stra t io n s  pratiquement  

d i f f é r e n te s .  Nous le s  notons bt (avec  b1#, b l " ,  b l '" )  e t  b 2 .

bl)  On définit d'abord une chaine d 'ensem bles  co nnex es  Ri , R2 $ 

. . .  , Rv de la façon su ivante:

Cas 1. S'il e x i s t e  un cyc le  périodique { v i , K 2 » » ï m }  dans 

PQ avec  m > 2  , on prend ( R i , R2 »•••» Rv )  la chaine des  c o m p o s a n t e s -

disques de S 2 - U i‘ïfi décr i te  dans le lemme 7.1 ;

C a s  2 .  Si [u)] = [cO'l e s t  non c o n t r a c t i l e  a v e c  [c] = [c'] 

c o n t r a c t i l e ,  prenons [c] , [F(c)l , . . . ,  [Fv_1(c)l  l e s  c l a s s e s  d is jo in tes  de 

Or(c) , e t  prenons Ri=[c] e t  Ri = Fi - 1 (Ri) = [Fv - 1 (c)] , 2 < i < v  .
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Pour c e t t e  chaine ( R i )  dans l e s  deux c a s ,  notons  s u c c e s s i v e m e n t  

I = F “ 1(Ri) qui e s t  connexe  e t  dis joint de Ri , e t  Bi , B2 ,•••> Bd l e s  

adh érences  des  d c o m p o sa n te s  de S 2 - I  avec  Bi contenant  Ri . Les Bi 

son t  f e r m é e s .

Pour un en se m b le  connexe  U C S 2 - R i  , l ' ensem b le  F ~ 1(U) a d 

c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s ,  e l l e s  s o n t  F _1( U ) n B i  , F _1( U ) n B 2 » » 

F “ 1( U ) n B d  , e t  pour tout  1 , l 'application F : F -1 ( U ) n B i  —> U e s t  un 

hom éom orphism e.  De plus,  si  x€  Bi , alors  [x]€ Bi .

b1#) .  Rappelons que l e s  e n se m b le s  £ i  = [£ i (c ) l  = [ £ d - i - i ( c ' ) l  , 0 < i < d - 2  

s o n t  deux à deux d is jo in ts  e t  so n t  d i s jo in ts  de [<xc ] e t  de [<xc'] » e t  

[oécJs Icéc'I si  e t  seu lem en t  si  t + t '  = 1 (la s e c t io n  5 . 2 ) .  P o so n s

Y=[oic ] u [ « c ' ) u U o s l s d _ 2e i .

L'ensemble  Y a donc d c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s  si  t + t'  = l , e t  d + 1 

c o m p o sa n te s  connexes  si  t + t '^1  . Chaque com p osan te  de Y e s t  un graphe  

de PQ connexe m ono- invar iant  par F .

So i t  j e { 2 , 3 , . . . d }  . P renons  s u c c e s s i v e m e n t  U o = B j  , e t  

Un = F _1(Un _ i ) n B j  . On a U„CUn - i  pour tout  n car  UiCUo = Bj . Comme  

BjHPF e s t  f ini, il e x i s t e  k>1 tel  que U|< + i= F“ 1(U|<)rïBj so i t  i so tope  à Uk 

rel P f  . Appliquons la propos i t ion  5 .1  à Uk ( F : Uk + 1—>Uk e s t  un 

hom éom orphism e) ,  on obt ient  Uoo,j un graphe de PQ connexe co n trac t i le  

m ono- invar ia nt  par F , e t  qui cout ient  tous  les  points  f ixes  de F dans B j . 

Ainsi,  l 'ensemble

B2 U B3 U . . . U  Bd
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contient  au plus d-1  com p o sa n tes  connexes  de Y ^ o i d u t a c ' l u U . e i  .

Pour le c a s  1, le s  en se m b le s  I e t  Ri son t  d isjoints  (car  m > 2  ); 

pour le c a s  2 ,  c ec i  e s t  év ident .  Comme F(I) = Ri , F(Ri) = R2 , e t  I , Ri , 

R2 son t  deux à deux d is jo in ts ,  l 'ensem ble  lu R i  ne cont ien t  pas de point 

fixe de F , ni leur c l a s s e  d'équivalence (dans le c a s  2 c ' e s t  év ident ,  dans 

le c a s  1 il faut u t i l i s e r  la remarque 7 . 2 ) .  Donc l e s  a u t r e s  c o m p o s a n t e s  

connexes  de Y sont  contenues  dans B1- R 1 .

b l " ) .  P osons  s u c c e s s i v e m e n t  B = Bi , V o = B -  Ri e t

V „=  { z I z , F(z) , F2(z) F"(z) € V 0} =  V ' „ - i -  Ri

où V'n_ i = F -1(Vn- i ) n B  , autrem ent  dit

V'„-i  = { z l  z e B  ; F ( z ) € V „ - i }

= { z l  z € B ; F(z) , F2(z) Fn(z) € B -  Ri }  .

On a V'nCV'n-i e t  Vn CVn- i  pour tout  n .

On montre  d'abord qu'il e x i s t e  au moins une co m p o san te  parmi les  

Ri qui e s t  contenue dans S2 - B :  dans le c a s  1, comm e une com posante  de

dI = F_1(3Ri) e s t  dans le cyc le  { ^ i  , . . . ,  t f m}  , on a (s 2-  B ) n U / t f i  ,

donc S 2 - B  cont ien t  des  c o m p o s a n t e s - d i s q u e s  de S2 - U i'S'i; dans le cas

2 ,  pour le prem ier  point périodique Fu(c) dans Or(c) , on a Fu(c) ¿Ri , 

e t  dans F "1(Fu(c))  il e x i s t e  deux points p o s tcr i t iq u e s ,  e t  B n'en contient

qu'un, cec i  implique ( S 2 - B ) n P F ^ ^  e t  donc ( S 2 - B ) n  UjRi .
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Ainsi il e x i s t e  s>1  te l  que

Ri , R2 »■*•» Rs C B e t  Rs  + i C S 2 —B .

Comme le s  R2 ,•••» Rs son t  disjoints de Ri , pour z€R i  , on a

F (z )€R2 C B -R i  , F2(z )c R 3  C B -R i  ,• ■•» F* ^(zJcRs C B —Ri

e t

Fs ( z ) c R s  + i C S 2 - B  .

Donc

RiCVj pour j < s - 2  e t  R i f i V j = 0  pour j > s - 1  .

Par c on sé q u en t ,  si  Vn - i  e s t  connexe alors  Vn e s t  con n ex e .  Comme Vo 

e s t  connexe ,  on en déduit par récurrence  que Vn e s t  connexe pour tout  n.

De plus,  pour n > s ,  Vn = V'n - i  e t  F : Vn - ^ - * V n - i  e s t  un homéom orphism e.

Comme Vs nPF e s t  fini,  il e x i s t e  un k > s  te l  que Vk+i s o i t  i so to p e  è Vk 

rel P f  • Mais Vk+1 e s t  une com posante  connexe de F“ 1(Vk) , on peut  donc 

appliquer  la p ro p os i t io n  5 .1  à Vk e t  obten ir  Voo un é l é m e n t  de PQ 

c o n n e x e ,  m o n o - in v a r ia n t  par F (Figure 7 . 2 ) ,  e t  qui c o u t ie n t  to u s  l e s  

points  f ix es  de F dans B .

Donc il e x i s t e  au plus une c o m p o sa n te  connexe  de l 'ensem b le  V =

[oic lu[o(c/ ] u U 0 5 i i d _ 2e i  contenue dans b - R i .

b1'##) .  Combinant l e s  r é s u l t a t s  de b l ' )  e t  b l" )  on déduit que Y a au plus 

d c o m p o sa n te s  co n n e x e s .  Ceci n 'e s t  possib le  que quand [cxc ] = [<xc/] . D'où 

t + t '  = 1 .
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Figure 7 . 2

b 2 ) .  On définit d'abord la même chaîne {Ri , . . . ,  Rv}  comm e dans 

b l ) .  P oson s  I = F " 1(Ri) e t  B l 'adhérence  de la c o m p o sa n te  de S 2 - I  

contenant  Rt .

Pour tout  UCS2 , notons U '= F _1(U)nB . Si UC S2 -R i  , a lors F :  

U'—»U e s t  un homéomorphism e.  Remarquons R'i = #  f e t  Ri + i = Ri , i = 2 ,  

3 f • ■ ■ p s  ■

On définit  com m e dans b l /#) la su i te  Vo , Vi , . . . ,  V„ , . . .  . Alors 

on a pareil lement l e s  r é s u l ta t s  qu'il e x i s t e  s  te l  que Ri , R2 RsC B e t  

Rs  + i C S 2 - B  , e t  que l 'ensemble  V0o = ni->ooVn e x i s t e ,  qui e s t  un graphe de 

PQ , e t  e s t  connexe ,  e t  m ono- invara int  par F .

On m ontre  ici que Voo e s t  de plus non c o n t r a c t i l e . On pose  

Ro,i= R1 e t  Ro, s + i= S2 - B . Alors on a S 2 ” Vo = Ro,s + iURo,i  avec  RiCRoj

e t  Rs + iCRo, s+i  • Pour k = 1 , 2 ........s - 1  , posons  Rk,i= Ri » R k , s + i = S 2 -B  ,

e t  Rk,j=R'k-i ,j+i  » j = s , s - 1 , . . . , s - k  + 1 , alors
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S 2 — V|<— (Rk,s  + lURk,s^  • ■ ■^ R k , s  — k + 0 u R k ,1

avec  RjCRkj , j = s  + 1 , s , s - 1 , . . . , s - k  + 1 , e t  RiCRkj . En particul ier

S 2 -  Vg — 1= (R s  — 1,s + lURs — 1,s^  . . . URs  —1, 2) ^ Rs — 1,1 •

P o so n s  Rs , s + i = S 2 - B  , e t  Rs ,j= R 's - i , j+ i  » j = s , s - 1 , . . . , 1  , a lors  RiCRSfi 

e t

S 2 - V s =  Rs , s + i URs , s U . . . U R s , 2 U R s , i .

Ainsi S 2 - V s  admet  s  + 1 c o m p o sa n te s  dont chacune cont ien t  un des  Ri .

So i t  U un e n se m b le  connexe  te l  que RiCU , a lors  F " 1(U) e s t  

con n e xe s  e t  IC F -1(U) . Donc (S 2 - B ) u l l '  e s t  con n e xe .  P o u r n > s ,  on pose  

R n ,s + i = (S 2 _ B ) u R n—1,1 e t  Rn,j—Rn—i,j+i  » j*—1 » 2 , . . . , s  • Alors on a

S 2 —Vn =  R n , lU R n ,2 U . . .U R n ,s  + 1 

les  Rn,j sont connexes ,  deux à deux disjoints,  e t  RjCRnj  pour tout j .

En c e  qui c o n c e r n e  V©o , c o m m e  pour n a s s e z  grand,  l e s  

e n s e m b l e s  Rn,i» Rn,2 » Rn,s + i son t  dans d e s  c o m p o s a n t e s  d i s t i n c t e s  

de S 2 -Voo , l 'ensemble  V«*» e s t  bien non c o n tr a c t i l e .

Si Veo e s t  une courbe ,  c ' e s t - à - d i r e  que VM n'a pas de point de 

b r a n c h e m e n t ,  a lo rs  par la par t ie  a) de ce  t h é o r è m e  on déduit  que 

o ^ o ^ c ' S  V »  e t  e n s u i t e  t + t' = l . Si V«*, a d m e t  d e s  p o i n t s  de 

b r a n c h e m e n ts ,  alors  par le lemme 5 . 3 ,  il en a e x a c t e m e n t  deux e t  qui ne 

sont  pas d'un m êm e c ô té  de l 'équateur ,  ce  sont  donc <xc e t  <xc > . D'après
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la proposition 5 . 2 ,  on a enfin t + t '  = 1 .

C..OÍd-

R e m a r q u e . On déduit  par le fa it  Vn C V n - i  qu'il e x i s t e  k > s  te l  que Vk 

so i t  i so to p e  à V k - i  . On voit  donc que 0Vk e s t  i so to p e  à 9 V k - i  . P a r la  

c o n s t r u c t io n  des  Rk,i , on voit  que 3Vk » en t e m p s  qu'une part ie  des  

p ré im ages  du cyc le  de courbes orig inales  » forme un cyc le  de

Levy,  e t  l 'unique c om p osa n te  non disque du com plém enta ire  de ce  nouveau 

cyc le  (el le  e s t  bien sûr  Vk ) adm et  une préimage i so tope  à e l l e - m ê m e .

Si on v é r i f i e  bien la d é m o n s t r a t i o n  du l e m m e  7 .1  e t  de b)  

c i - d e s s u s ,  on voit  que l e s  argum ents  u t i l i s é s  so n t  au ss i  valables  pour les  

c y c l e s  de Levy non dégénéré  (avec  bien sûr  l e s  Ri , Vi à i so topie  p rès ) ,  on 

obtient  donc un com plém ent  qui e s t  p e u t - ê t r e  uti le  pour l e s  au tres :

C o m p l é m e n t . S o i t  F un r e v ê t e m e n t  ra m if ié  de S 2 SSÀL S 2 a y a n t

s e u le m e n t  deux po in ts  c r i t iq u e s . SUPPOSONS qu!il. e x i s t e  un.CUCle de Levy

{*1 , Y 2 t fm} non dégénéré  pour F .  Alors dans l 'ensem ble

U n € N U m i m F - W

on peut ex tra ire  un autre  cyc le  de Levu { ¿ t  , ¿ 2 ........ &k} qui vérif ie  que

dans S 2 - U . £ i  il e x i s t e  une unique co m p osan te  C qui n'e s t. Pas u n d isque

t o p o l o q i o u e . e t  qu'on a F _1(C) =  C'uC" , C'nC" = #  , e t  que C' e s t  

i s o t o p e  à C . Ainsi on peut  to u t io u r s  su p p o se r  qu'un c a c le  de Levu non 

dégénéré  vérif ie  c e t t e  propriété .

{Y 1» ••• »Vm.
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