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English title : Matings of complex polynomials.

Abstract.

Let f and g be two monic quadratic complex polynomials. Take
two copies of the complex plane Cand compactify them by adding a cercle
at the infinity, then sew up these two cercles to make a topological sphere
S2, Get f and g mapping on each hemisphere of S2. We obtain a mapping
F from S2 to its self. It's a branched covering and we call it a topological
matingof f and g.

The union of the orbits by F of the critical points of F is defined
to be the postcritical set of F. Thurston defined an equivalence between
postcritically finite branched coverings of S2 . Suppose that f and g are
postcritically finite. We say that f and g can be mated if F (modified in
some cases) is equivalent to a rational function. If f and g can be mated,
then we can obtain the sphere S2 by sewing up the boundaries of the filled
inJulia setsof f and g.

Quadratic polynomials with bounded postcritical set are
paramelized by the Mandelbrot set M. Let W be the closure of the principal
component of the interior of M. If the parameters of f and g are in
conjugate components o‘r M-W, then f and g cannot be mated. Douady
and Hubbard conjectured that they can be mated in all other cases. We
prove this conjerture in this thesis by using a criterion of Thurston, and by
supporting on the works of Silvio Levy and of Mary Rees.

This result can be generelized to polynomials of greater degree but

having only one critical point.

Key-words: complex polynomial, rational function, iteration, Julia set,

Mandelbrot set, lamination, mating, analytic dynamical system
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Chapitre 1. Introduction
1.1, Introduction

Soit f: €C— C un polyndme monique de degré d> 1. Au voisinage

de oo , ce polynome est analytiquement conjugué a z— z4. On compactifie

C & C en ajoutant un cercle a V'infini:

€C=CU{x-e2i"® | geT =R/Z)}

~

et on prolonge f en f : € — C en posant

r(oo_ezme )= oo_e211rd8 ,

on obtient ainsi une application continue f , Qqui est aussi un revétement

ramifié de degré d de € sur € avec les mémes points de ramification
que f . On prend maintenant deux polynémes moniques f, g de degré d,

et on les “accouple’’ de fagon topologique: on identifie S2 &
6x{+,-}/(m'821«e’+)~(m.e-211fe’__)

et I'équateur E & T par

2iwe

(c0-e ,+) — 86

et on définit fug:S%2 — S2 par

~ ~

fugl@x+)=1 et Juglgx(-)=4



Comme f(@)=- g(-6) pour tout 6€E, les actionsde f et g sur E sont
compatibles. Donc fug est bien défini. Comme fugleg : ©—>dé est un
revétement non ramifié de E , 1'application fug est un revétement
ramifié de degré d de S? sur S2? avec les points de ramifications dans
S2-E.

Soit f un revétement ramifié de S2 sur S2 (resp. un polyndme
de € sur C). Onnote f™ la n-iéme itérée fofo...of de f. On note P¢
'ensemble postcritique de f , réunion des orbites directes par f des

valeurs critiques de f dans s2 (resp. des valeurs critiques de f dans C).

Alors Pg) g = PfUPg (réunion disjointe).

Thurston a défini une relation d’équivalence dans l'ensemble des
revétements ramifiés de S2 sur S2 a ensemble postcritique fini. Les
fractions rationnelles sont en particulier des revétements ramifiés de S2
sur S2, de plus, elles sont analytiques pour la structure complexe
standard sur S2. Thurston a donné un critére (une condition nécessaire
et suffisante) pour qu’un revétement ramifié soit équivalent (au sens de

Thurston) a une fraction rationnelle ((DH3] et [Th]).

Nous dirons que deux polynémes f et g sont strictement
accouplables si fuag est équivalent (au sens de Thurston) a une fraction
rationnelle. 0On donnera au chapitre 6 une définition d’accouplements

dégénéreés.

On étudie ici particulierement les conditions d‘accouplements des
polyndmes ayant un seul point critique (ce qui est le cas en degré deux). Le
critere de Thurston est souvent difficile a vérifier. Le but de ce travail est

de démontrer une conjecture de Douady et Hubbard d’un critére simple et



direct pour que deux polyndmes de méme degré ayant chacun un seul point

critque soient accouplables (strictement ou de fagon dégénérée).

Tout polyndme monique de degré d ayant un seul point critique est

conjugué par une translation a un polynéme de la forme:
fe:C—C : z— 2% c.

L’unique point critique de fo est O et la valeur critique est c . Le degré

de ramification de fo en O est d. Onpose P.= Pfc .

On note Mgq 1'ensemble des c € C pour lesquels l'orbite de 0 par

fo est bornée ('ensemble M2 est connu comme ‘ensemble de Mandelbrot),

et & 1ensemble des c € C pour lesquels P. est fini. Alors HC My,
Yensemble Mg est compact, plein, connexe, et symétrique par rapport a
l'axe réel (Figure 1). On note Wo la composante de M4 contenant O .
Les fermetures des composantes connexes de Mg-Wo sont deux a deux
conjuguées sauf éventuellement une (quand d est pair) qui intersecte

'axe réel, qui est conjuguée a elle-méme.

Soient fo et fo deux polyndmes a ensembles postcritiques finis.
Pour cedNnWgo (ceci entraine c=0 d’aprés le chapitre 4), les deux
polynémes sont toujours accouplables. En effet feufor est équivalent au
sens de Thurston & for . D’autre part, si ¢ et c’ sont dans des
composantes conjuguées de Ma—-Wo , on montre facilement que fe et fe
sont non accouplables ([Le] et chapitre 7). En degré 2 , Douady et Hubbard

ont conjecturé la réciproque ([D1]).
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Figure 1.1 M2 (I'ensemble de Mandelbrot) et Mg

réduction de cette conjecture ([Lel). Nous avons obtenu ensuite des

résultats partiels ([Tal). Une démonstration complete ( présentée dans le

celle-ci est un peu longue. En combinant ce que nous avons obtenu avec
des idées extraites de M. Rees, nous présentons au chapitre 7 une
démonstration relativement courte et valable pour un degré d quelconque.

Notre résultat principal est le suivant:
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composantes conjuguées de Ma-Wo .

1.2, Préliminai

On utilisera le théoréme d’uniformisation de Riemann: toute

surface de Riemann U ( i.e. variété € -analytique de dimension 1 sur C)

simplement connexe est isomorphe @8 D, € ou C=CU{o)}, olu D estle
disque unité ouvert. Un tel isomorphisme est appelé une représentation

conforme de la surface U.
On extrait ici quelques notations et résultats élémentaires.

Soit f: €C— C un polynéme de degré d>1. On appelle gnsemble

de Julia rempli de f, qu‘on note K¢ , l'ensemble des zeC tel que
f(z) #» oo , et on appelle ensemble de Julia de f, qu’on note J¢, Ila

frontiére de K¢ .

Proposition 1.1 (IDH2].IID). Soit f un polyndme monique de degré d . On
suppose K¢ connexe. Alors il existe une représentation conforme de
Riemann

&:C-K¢ =>C-D,

tangente & l'identité en oo (i.e. ®(z)/z—1 guand lzl—), gui
conjugue f & z— 2. Sideplus Ke st localement connexe, alors

Y¢=@ ':C-D—> C-K¢
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¥e: © = we(0)=ye(e2i78)
de T=R/2Z sur 9Ke yérifie
¥¢(d6) =1 (¥¢(6))
(formule de semi-conjugaison).

Si K¢ est connexe et localement connexe, on peut définir d’aprés
cette proposition les notations suivantes (en négligeant l'indice f lorsque

ce n‘est pas ambigu):

a) le potentiel Ge(z)=Logly~"z)| pour zeC - Re¢:

b) les éguipotentjelles
Ne(s)={y(es+2im8) g e T}={zI1Ge(2)=5]};

c) les rayons externes Re(0) = {y(es+2im®)| 0<s< 00} avec
les points d'aboutissement ¥¢(©) ;

d) Arg(z) l'ensemble des arguments externes de ze C- K¢, i.e.
des © tels que ze€R¢(8) .

Si ze € -K¢ , 'ensemble Arg(z) admet un unique élément; si.

z€Jgs, cet ensemble peut avoir plusieurs éléments.

Soient £=C=CU {0} 1la sphére riemannienne et f: £— £ une
fonction holomorphe. L’grbite d’un point z€Z par f, notée 0Or(z), est
I’ensemble des points f™(z) , n=20 . Un point périodigue pour f est un point

x de C tel qu’il existe un entier n> 0 pour lequel f"(x)=x . Le plus
petit n ayant cette propriété est la période k de x. Le cycle de x est
alors {Xo,...,Xk—=1} , 0U Xi=fr¥(x), et le multiplicateur de ce cycle est
p = T f'(xi) . On dit que x est un point périodique attractif (resp.



répulsif, resp. indifférent)si Ipl<1 (resp. Ipl>1, resp. lpl=1). Un
point périodique est dit superattractif si p=0 ; cela équivaut a I'existence
d’un point critique dans le cycle. On dit que x est un point prépériodigue

s’il existe un entier non négatif j tel que fJ(x) soit périodique. Un tel j

minimal est appelé prépériode de x . Si X est prépériodique mais non
périodique, on dit que x est strictement prépériodigque. Dans ce cas la,

la prépériode de x est strictement positive.

Par exemple, pour f=f; :z—2z2+i, ona

o—tfHiftoi-t fo5-i L5 i-1,

donc O est prépériodique de prépériode 2 et {i-1, -i} est un cycle

périodique répulsif, et Pe= {i, i-1, -i} . Pour g=f-1:z2—2%-1, ona

donc Pg={0, -1} etlecycle {0, -1} est superattractif.

Soit T=R/Z . Onnote d: T— T , t—dt la multiplication par
d. Supposons que t est prépériodique pour d, i.e. il existe j et k tels
que di*kt=d*t . Alors pour j, k minimaux t est de la forme p/di(dk-1) .
Le dénominateur de t est premier a d si et seulement si j=0, i.e. siet

seulement si t est périodique.

Lemme 1.2. Dans T=R/Z, soit A un fermé tel que d induise une
injection continue q de A dans A . Alors A est fini, et les éléments de
A sont onnels & dénominai era d. E culier q est
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une bijectionde A sur A .

Démonstration. Ce lemme est démontré dans [D1] pour d=2 et q
bijective. La démonstration s’étend au cas de d quelconque et (q
injective. Comme A et q(A) sont compacts, q~': q(A)— A est

uniformément continue. Il existe donc « (<3%) telque [t-t’'|<« entraine
lq= () -q~ "t <1/(20) ,
ceci entraine en fait 1q~'(t)-q~'(t")I<x/d : soient

q”'(W)=t/d+i/d , q~\t)=t'/d+j/d,
alors
d-1q~ "W -q~ W) = It-t'+i-jl < %,
mais
It-t'l < < %,
onadonc i=j et Iq~'(t)-q~ 't = It-t'I1/d < «/d.

On peut recouvrir q(A) par des ensembles ouverts Vi, ... , Vx de
diametre <o . Alors g~ "(Vji) est de diamétre <a/d", et par suite q(A)
a au plus k éléments. Donc A est fini, g est bijective et chaque élément

de A est périodique pour q, c’est-a-dire & dénominateur premier a d.
Cafd.

Proposition 1.3 . Soit f polyndme de degré d tel gue K¢ soit connexe
et localement connexe.
Pour zeJs périodigue, l'ensemble Arg(z) est constitué d'un
bre fini de rati Is & dénomina; ora d.
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Pour zeJs strictement prépériodigue, l’ensemble Arg(z) est

{Litug g bre fini d ¥ Is & dé na or & d .
de 2z est de ] . $périod ] ltiplicati d ]
prépériode de z pour f.

Preuve. Supposons d’abord yeJ¢ et le degré de ramification de f en y
est d’ (quiest 1 si y n’est pas un point critique). Alors f est conjugué
a4 z— z9 au voisinage de y . Comme l'image par f d’un rayon externe est
encors un rayon externe, 1'application f induit un revétement de degré d’
sur les rayons externes de y . Par la formule de semi-conjugaison dans la
proposition 1.1 , Vapplication d induit un revétement de degré d' sur

Arg(y) .

D'aprés Fatou et Julia ([D1]), 1'‘ensemble de Julia J¢ est
'adhérence de 1‘ensemble des points périodiques répulsifs. En particulier,
pour zeJ¢ périodique, le cycle {Zo=2z, 21, ==+ , Zxk-1y de z n'est pas
superattractif donc ne contient pas de point critique. Ainsi d induit une

application injective de A=U _Arg(z;) 8 A lui-méme. Par le lemme 1.2,
1

I'ensemble A est fini, les éléments de A sont & dénominateur premier a

d et #Arg(z;)=#Arg(z;) pour touts i, j: O=i,jsk-1.

Pour zeJ¢ strictement prépériodique, z tombe en un temps fini
dans un cycle périodique {zo, 21, -+ , 2k-1} avec #Arg(zi)=n fini.
Alors #Arg(z) est un multiple de n et tout élément de Arg(z) est

strictement prépériodique pourEi donc est a dénominateur non premier a d.

Cafd.
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Proposition 1,4 (IDH2IIID. Pour f=fc : z— z%+c, l'ensemble de Julia
rempli K¢ est compact et plein (i.e, C-K¢ est connexe). De plus

a) si 0€ K¢, l'ensemble K¢ est connexe; |

b) si O ¢ K¢, l'ensemble K¢ est homéomorphe & 1'ensemble de Cantor.

L’ensemble postcritique P¢ de f est l'orbite de c=f(0) . Il est

fini si et seulement si 0 est prépériodique.

Proposition 1.5 (IDH21,IID). Supposons P fini.

@) Si O estpériodigue, alors Oe K¢ . Pour tout aeP¢, ilexiste
un disque ouvert A,C K¢ contenant a vérifiant f(A,)C A ; onpose
Ag= UaePan.

D) Si 0 est strictement prépériodique, alors O€ dKe= K¢ on
pose Af=P¢.

En tout cas pour R assez grand telque f~'(Dr)CDr (ou Dm est
le disque ouvert centré en O de rayon R), il existe une métrigue
nfinitésimale jle (métriaus RI enne) sur Dm-Ae laquelle
est fortement dilatant (ITfl>1); elle induit une métrigue gu’on note aussi

}lf sur DR"' Zf . I.[ ' ] a | ] . ] l ] . I . |
. p [

3te¢d1, VXxe Dr- A¢, 3V yoisinagede x, V yev,
He(F(x), f(Y) = Tepe(x,Y) .

Proposition 1,6 (IDH2]. Si Pr est fini, alors K¢ est connexe et
localement connexe, et toute composante connexe de K¢ est prépériodique
pour f.



Chapitre 2. Résultats de Thurston et de Levy
2 1. Crits e Tt !

Soit F un revétement ramifié de S2 sur S2 & ensemble
postcritique fini. Soit X un espace topologique compact; on dit que deux

applications

g:X—sS2 , g'ix—>s2

sont homotopes (rel Pr ) si il existe (Zs) une homotopie vérifiant ¢o=¢,
g1=¢', et ¢='(Pr) indépendant de s . On dit que deux fermés Y, Y’ de
S2 sont homotopes (rel Pg ) s'il existe un compact X et deux
équivalences d’'homotopie £ : X — Y et &': X — V¥’ telles que ¢ et &'

soient homotopes (rel Pg ).

Dans le texte suivant, sans qu’‘on le précise chaque fois, toutes

les homotopies concernées seront des homotopies (rel Pg ).

Il existe une fonction minimale

V:52 — NU{w}

telle que v=1 sur S2-Pg, et v(x) pour x€Pg soit un multiple de
v(y)-degyF pour tout yeF~'(x) . Par conséquent, pour un ensemble de
points X1, ... , Xn Qui forme un cycle périodique de F (i.e. F(Xj)=Xj+1 et
F(xn)=X1), l'entier v(xj) est constant pour tout i, de plus, s'il existe
un point critique dans ce cycle, v(xj)=o0 pour tout i. On dit que 'orbifold

0r=(S2,v) de F est hyperbolique si sa caractéristique d’Euler
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X(OF) =2-Z 4 p (1-1/0(x))

vérifie X(Op)<0 . Par exemple, pour g :z—z2-1 et F=gug V'ensemble
postcritique Pg a quatre points et v(x)=o0 pour tout xePg, et
X(0p)=-2 <0 .

Définition 2.1 (équivalence au sens de Thurston). Sojent F et G deux
fini. On dit F et G { équivalents. ( e Thurston) s'il exist
deux homéomorphismes © et 6’ de S? sur S? tels gque: 6(Pr)=0'(PF)=
Py, que 6 et 6’ sojent isotopes (rel Ps ), et que le diagramme

(s2, Pe) £ (52, PE)

o| e’

(s?, Pe) L (52' Pc)

commute.

En particulier si F et G sont topologiquement conjugués, (i.e. 3

® homéomorphisme de S2 avec 6¢Fe8~'=G ), alors F et G sont

équivalents au sens de Thurston.

Comme précédemment, on s’intéresse ici si un accouplement
topologique, étant un revétement ramifié, est équivalent a une fraction
rationnelle. Avec la théorie de 'espace de Teichmiller, Thurston a ramené
ce probléme d’équivalence & une fraction rationnelle a un objet combinatoire
et algébrique: 1a valeuf propre dominante d’une matrice positive qu’on

associe a une multicourbe F-invariante définie ci—dessous.
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On dit qu’une matrice ~A=(ajj) est positive si ajj=0 pour tout i
et j. En vertu d’une théorie classique ([G]), pour toute matrice positive A
il existe une valeur propre A(A) de A dans R. qu’on appelle yaleur
propre dominante de A telle que toute valeur propre j de A vérifie
Il =2,

Une courbe fermée simple ¥ CS2-Pr est dite non périphérigue si
chacune des deux composantes de S2-% contient au moins deux points
postcritiques. Un systéme des courbes I'={%¥1, ..., ¥n) est appelé une
multicourbe siles ¥i sont non périphériques, deux & deux disjointes et
deux a deux non homotopes (rel Pgr ). A chaque multicourbe I' , on

associe une matrice positive

Fr=(fij)1ci¢n, 155¢n

de 1a fagon suivante: si aucune composante de F~'(¥j) n’est homotope &
¥i (rel Pg), onpose fi;=0 ; s'il existe k composantes &y;,..., 8x;j de
F~1(%¥;) homotopes & ¥; (rel Pg), on pose fij=ZK.1(1/dp) , ol dp est
le degré de F'SPJ- : 8pj — ¥j. Une multicourbe I' est dite E-invarjante si
pour ¥jel’ , chague composante de F~'(%;) est soit périphérique, soit
homotope a une courbe dans I' (rel Pg). On peut alors énoncer le critére

suivant:

critdre de Thurston. U a4 ! 16 F 3 P finiet & orbifold
p'existe pas de multicourbe F-invariante I' telle gue A(Fr)=1.

Pour une démonstration, voir [DH3] ou [Thl. Ce critere efficace,
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est pourtant souvent difficile a vérifier ([DH3]). Un étudiant de W.
Thurston, Silvio Levy, a fait une premiére simplification de ce critére dans
sa thése de Ph. D. ([Le]). Le théoréme de Levy utilise comme critére des
multicourbes composées de courbes sur lesquelles le degré de F est 1 (ce
qu’on appellera des cycles de Levy). Son résultat s’applique tout
particulierement aux revétements ramifiés de degré deux, mais nous
montrons avec une démonstration de Mary Rees et John H. Hubbard qu’il se
prolonge aux revétements ramifiés de degré quelconque ayant seulement

deux valeurs critiques.

Remarque 2.2. Si une multicourbe F-invariante T'={¥1, «:, ¥n J
contient une sous-multicourbe F-invariante I'={¥s+1, === » ¥n }, S=1,
autrement dit pour chaque “%;€I’*, aucune composante de F"(?fi) n'est
homotope a une courbe de I'-T"*, alors la matrice Fr est sous la forme

A O
ol Fr+ est la matrice associée a I'", A est la matrice Fr-r/, et 0 est
la matrice nulle de sX(n-s) . Les valeurs propres de Fr sont la réunion

des valeurs propres de Fr-rs et de Frs, et
)\(Fr)=max{}\(Fr-r') , ')\(Fr')} .
2.2, Crits e |

Soit F un revétement ramifié de degré d ayant seulement deux
valeurs critiques (ce qui est le cas en degré deux). Alors F a exactement
deux points critiques distincts, et le degré de ramification de F en chacun

de ces points est d.
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On dit qu’une multicourbe f'={%¥1,...,¥s} est uncycle de Levy si
aucune des 7¥; ne sépare les deux valeurs critiques, et siles (xj)15j5n

forment un cycle périodique a homotopie prés, c’est-a-dire que pour
chaque j , il existe une composante 8; de F~'(¥j) qui est homotope a
¥j-1 (oud ¥n si j=1) (rel Pg). On voit bien que sous ces conditions,

’application FISJ,: 8;— ¥;j est un homéomorphisme de degré 1 pour tout

j» Dans Fa=( fij), onaalors fii+121, 0si<s et Fsi21.

Propriété 2.3. Si une multicourbe F-invariante T'={¥1,...,%n}
contient un cycle de Levy f={¥1,...,¥s} , alors A(Fr)=1.

Ceci résulte du théoreme suivant ([G]): si deux matrices carrées
A=(ajj) et B= (b;jj) vérifient bjj=a;;=0 pour tous i et j, alors
A(B)=A(A) . Dans notre cas, on prend A=(ajj)ici¢n,1¢j<n AVEC @j i+1=1,
O=<i<s , asi=1et a;j=0 pour tous autres i et j, alors A(A)=1 et

fij=aij pour tous i et j, donc A(Fr)=A(A)=1.

L’énoncé du théoréme suivant est une version plus générale du
théoréme 4.1 de la thése de Levy ([Le]) , mais la démonstration est due
Mary Rees et John H. Hubbard.

Théorime 2. Soit F : { ramifls de deard d  seu
| 4] ¥ ble postcritique Pr fini. Alors il exi
ticourbe F-invarfante T avec A(Fr)=1 siet seulement s'il exist

un cycle de Levy * pour F.

Démonstration. <. Quitte a modifier F dans sa classe de Thurston, on

peut supposer le cycle de Levy invariant. Alors les composantes des
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F~n(¥) , ¥el sont disjointes. Elles forment donc un nombre fini de
classes d’homotopie dans S2-Pg . Les classes qui sont non périphériques
forment une multicourbe F-invariante I' contenant f . on adonc

A(Fr)=1 par la propriété 2.3.

=>. Quitte a se restreindre a une sous—-multicourbe F-invariante on peut

supposer que la multicourbe I'={¥1,-, ¥n) avec A(Fr)=1 dans
’'hypothése du théoréme est minimale, c’est-a-dire qu’elle vérifie que

chaque ¥ eI figure dans F~'(%¥’) pour une certaine ¥'el .

Pour I"' une sous multicourbe de I' , on note F~'I'" 1'ensemble

des courbes de TI' représentant les classes d’isotopie (rel Pg) des

composantes connexes de U F"('zf') . Ainsi, dire que I' est minimale

xlerl
est équivalent a dire F~'I'=T".

Posons A=Fr , et notons % 1'espace linéaire a base ¥{ ,«e, ¥n -

Pour ¥ = at¥1+a2¥2+«-+an¥n € ¥ , on définit
Ixl=lal+lazl +...+ lanl .
Décomposons I' en T'UI'” avec
I''={¥el' | 1A™sIl—0 quand n— o0 } .
On a les propriétés suivantes:

1) F~'r'cr’ donc r'’cr-'” .

; ' —a: % s . e .
Preuve. Soit weI''. Ona A?{—a,1‘b’,1+ a,z“o’Jz + et ame’,m avec a,i>0 ’
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1<i<m . Alors F“{‘b’}:{‘b’j1 ’ sz y =00 'b’jm} ,y et “An'”?f llzaji “Aani I

pour tout i. Dol le résultat.
2) " # & (car A(Fr)<1).
3) v¥el, ona F-{¥}nI"# & (sinon F-'{¥}CI’ et puis ¥eI).

Définition. Une courbe ¥ €S2-Pg non périphérique est dite séparante si
les deux valeurs critiques se trouvent dans les différentes composantes de

S2-%.

Si T"" ne contient pas de courbe séparante, on peut extaire un
cycle de Levy dans T'’’ de la fagon suivante: on commence par une courbe
Bo=%¥iel'", onprend B une courbe dans I'’’ telle que BoeF~'(By), et
B2 une courbe de T’ telle que B1eF~'(82), et ainsi de suite. Les B;
existent car par la propriété 1) ‘ona I'cF~'I""’ . Comme T'*’ ne contient
qu’un nombre fini de courbes, on aura Bi+p=Ri pour certains i et p, et

'ensemble F'={8i, -.., Bi+p} forme un cycle de Levy.

Supposons maintenant qu’il existe des courbes séparantes dans

I''. Notons £ Vensemble des composantes—disques de
4) D#ZF , et undisque D est dans H siet seulement si IDC U“o’iel""b'i

et Dn U‘b’i€1—'" Ti=~& .

5)Si Ded , toutes les composantes de F-'D sont des disques. Sinon D

contient les deux valeurs critiques de F donc D contient aussi une courbe
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séparante de I'"', ce qui contredit 1a définitionde D .

6) Soit D’ une composantede F~'D, Ded , avec 9D’ isotope & ¥iel,
alors la composante B de S2-%; isotope @ D’ ne contient pas de courbe
de I'".

Preuve. Supposons qu’il existe ¥eI'" , ¥ CB . Par la propriété 1) il existe
Ser’ telle que ¥eF~'{8} . Comme B est isotope & D', la courbe ¥
est isotope & une courbe non périphérique dans D’ . D’autre part, comme
8NnD=#Z , ona F~Y{8}nD'=2 , c'est-a-dire que ¥ est aussi isotope a

" une courbe non périphérique dans S2-D’. Impossible.

7) Par 5) et 6), pour Ded et ¥=F~'(D), chaque élément de F~'{¥}
est une courbe qui entoure un disque isotope & une composante de F-D et

ne contenant pas de courbe de I'*' .

8) Par 3) et 7), si Ded , il existe au moins une composante D’ de F~'D
homotope & un disque B avec 3BeI'’, et Bn Ub’iel"” ¥i=& , et par4),

Bed.

9) Si Di,D2€ d», Dy#D2, alors F-'D)NF~ D=2 . Et pour toute
composante D} de F~'D; et toute composante D% de F~'Do, si dD} et
dD% sont isotopes a xi1 ’ Xiz €I” respectivement, alors la composante

By de 52-3’11 qui est isotope & D)} et la composante B, de 82-2{12 qui

est isotope & D% sont disjointes, car sinon PENBiNB2 #Z et ensuite
PFNDiND2 #2 , absurde.

10) Par 8) et 9), il existe une application injective multivaluée T: 08— O

donné par les images de Ded sont les éléments de H qui sont isotopes a
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une composante de F"'ID. Comme &® est fini, 1Vapplication T est en

effet bijective.

11) Posons A={9D | Ded} . Si on définit T(dD)=3(tD), alors T :
A — A est aussi une bijection, et par 7), l'ensemble F~'{8} (8€A) a
exactement un élément dans I’ . On peut donc extraire un cycle de
courbes 8¢, 81, «+:y 8p-1 dans I’’’ périodiques pour T donc périodigues
pour F~! (i.e. T(8i)=8i+1, et T(8p-1)=80). Notons k; le degré de

F:8{— 8;, ou 8} estlacomposante de F~'(8;) isotioped 8i+1. Ona

AS;=(1/ki)8i+1+ & Xi(¥)¥ , Vi.

yer
En particulier,

A280=(1/ko)A8: + Z“r,Xo(X)AX = (1/kok)82 + z“r,gz(x)x
AP8o=(1/k)&0 + err,g('b’)f , 0U k=Kkoky:e-kp-1.

Donc

APPSo=(1/kM80 + I, L) (¥/K"TT + APY/KNT2 4.4 ANTPRY)

Comme A(Fp/)<1, il existe JM<1 et C>0 tels que NAPI¥ll<Cu? pour

tout weI¥ . Onaalors

HAPPSoll < (1/k™ 1 8ol + c(z“r,gm) A/ 1+ WK 24 e un )

= (1/k™ 8ol + C(Zxer,g(‘z{))((l-J.L"k")/k""(l—}.lk)) .

Sik>1, alors IA™P8gll — 0 gquand n— oo . Mais cela contredit I’'hypothése
8ol , on el déduit donc k=1, i.e. ko=ki=...=kp-1=1. Autrement
dit, {80, 81,-+ , Sp-1} est un cycle de Levy.

| catd.






Chapitre 3. Arguments externes des points fixes et des

points périodiques dans 1Yensemble de Julia

2.1, Ensembles de Julia

Soit f=feiz— z9+c a ensemble postcritique fini.

Rappelons que K. est connexe et localement connexe. Comme f¢

est monique, il existe une unique représentation conforme

d:C-Ke = C-D

tangente a l'identité en oo conjuguant fo a z— 29 ( Proposition1.1), et

pour tout €T un point d’aboutissement ¥(6) du rayon externe R(8)
avec fe(¥(6))=%(d8) (chapitre1). Pour z€dK.=Jo, l'ensemble Arg(z)

est I'ensemble des arguments externes de z.

I1 existe un algorithme simple pour calculer dé a partir de 6 :
développons © en base d:
0=0,51S253:«:Spe=-
alors

de=0,$253---3n+1--- ’

qui est un shift & droite du développement de © . Pour © , M deux
arguments vérifiant M<6 , il existe un entier k et un & de la forme i/d
tels que d*~'m<8<dk~'e : soient

0=0,5S152S3+:Sp -

N=0,titatg.cctpne..,
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alors 3 k minimal tel que sk+1>tk+1, donc pour 8=0,sk+100... qui est
en fait sk+1/d, ona d¥n<8<dke . Notons

B={zeJc 136,06 € Arg(z), 3i, telsque 0=6=i/d=o6'<1}.

Remargue 3,1. Pour tout point zeJ. avec #Arg(z)=2 , il existe k tel
que f*(z)eB .

Soient X,yeJdc , 61,82€Arg(x) , et Ny, N2€Arg(y) . Les ensembles
R(6pPU{xIUR(62) et R(MpPU{y}UR(M2)

ne se rencontrent pas sauf si x=y . En terme des arguments externes, si
X#y , alors Arg(x) est contenu dans un intervalle de T limité par deux
arguments consécutifs de y .

Notons B=%(0), c’est un pont fixe, et Bi=%¥(i/d), i=0,1,
..., d-1 . Evidemment f.(8ij)=8 . En effet les Bi sont deux a deux
distincts du fait que B#c (sinon fg'(c)=0 est aussi un point fixe, i.e.
c=0, mais dans ce cas 1a Ke=D et g=1£0), donc fa(B)={B;i} .

Rappelons que pour z€K. , on appelle orbite de z l'ensemble

or(z) = {2 | n20 } ;

et pour ©€T on appelle orbite de & 1'ensemble

or(e) = {d"e | n=0 } .
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Si z (resp. © ) est prépériodique pour f. (resp. pour d la multiplication
par d), l'ensemble 0r(z) (resp. 0r(6) ) est fini. On pose Arg(X) 1la

réunion de Arg(x) pour xeX.

Dans [DH2], Douady et Hubbard ont construit un objet combinatoire

pour chaque polynéme fo : l'arbre de Hubbard He . On rappelle ici les
définitions et quelques résultats essentiels.

Si 0 est strictement prépériodique, Ke=# ; si 0 est périodique,
K<# & , chaque composante connexe U de K. contient un unique point xy
tombant en un temps fini par fo dans le cycle de O . Le point Xy
détermine & multiplication par un nombre complexe de module 1 prés un
homéomorphisme

\PU:U—" D

induisant un isomorphisme € -analytique de U sur D et vérifiant

Yu(xu)=0 . Nous appelons arc réglementaijre tout arc R.CK. ayant la

propriété que pour toute composante U de Ko, Yu(RenU) est contenu
dans 1a réunion de deux rayons de D . Pour x, Yy deux points quelconques
de K., il existe un unique arc réglementaire ¥ de x a y. Nous appelons
arbre de Hubbard de fo 1‘enveloppe réglementairement convexe H. de

'ensemble postcritique P, et arbre de Hubbard augmenté He 1'enveloppe

réglementaire de PeUUi{Bi}. Ces enveloppes sont des arbres

topologiques finis.
On a les propriétés suivantes:

1) (IDH21,IV). Notons (Hg) (resp. (Hg) ) les fermetures des

composantes connexes de He-{0} (resp. de A.-{0}), alors f. induit
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une application continue de H. (resp. de Fic ) dans lui-méme, dont la

restrinction @ chacun des Heo (resp. ﬂd ) est injective.

@.\f{/*' @i\riy&/zm 8 >x

=0
/Xc=lx -
) + .»’X:"—O

x Ag
¢ g 'XV >/

l@;%a \g:@o 3. G:Go

Figure 3.1. Exemples d'arbres de Hubbard
2) La valeur critique c est une extrémité de He ([DH21,IV).

3) Supposons O périodique de période p pour f=fo. Alors O€ Ke . Pour
i=0,1,2,...,p-1, onnote U; lacomposante de K. contenant fi(0).
En particulier, 0€eUg, cely.

(3.1). Il existe dans (dUy) d-1 points Tg ,.--, Td-2 de période
divisant p , parmi lesquels un seul est dans dU;NH. qu‘on note To .
Preuve: Par [DH2],IV, fP: Uj— U; est conjuqué a z—z9 , d'ol
'existance de To . Par2), To est unique.

(3.2). Le point To a au moins deux arguments externes (par
(3.1)), etles Ti1,.--, Tda-2 ont un seul argument externe ([DH2],VII).

(3.3). Soient 6g, 64-1 les deux arguments externes de Tg
adjacents & Uy, et ©; l'argument externe de Tj; ; on peut numéroter les

T ,-++y, Td—1 de fagon que (Figure 3.2) :
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0=60=<61=<62=< ... £0g-2=<64-1=1.

Preuve. Par 2), l'argument O n’est pas dans l'intervalle [6g , €4-1] .

Partde H .

Figure 3.2. U

(3.4). 0On appelle g, 61 yee.y, O4-2 , 64—-1 les arguments
associés a fo . Ils sont périodiques de période p (la période de c ) pour la
multiplication par d ([DH2],VII).

(3.5). OelB,cl . Preuve. Prenons ye dUi-{To} et M un
argument externe de y , les points d’aboutissement y’, y’ de R(M/d) et
R(M/d+(d-1)/d) sont des images réciproques de y , ils appartiennent a
dUg- He . Comme

n/d< N < N/d+(d-1)/d,

les courbes R(M)UIyY,BIUR(0) et R(M/d)Uly’,y”lUR(MN/d+(d-1)/d) se
croisent nécessairement a cause de la disposition de leurs asymptotes, et

ne peuvent se rencontrer qu’en 0, d’ou Oe€[g,ul, et O€l8,cl.



27

(3.6). Prenons Ro=r"'([8,c]) . Alors R.=U [0, 8i] (ol

0¢isd-
{Biy=r"UR)), [0,8iln [0,851={0} (si i#j), et R. est I'enveloppe
réglementaire de UiBi et RcNJ.=B . Preuve. L’'ensemble R. est un
revétement de degré d de [8,c] ramifié au dessus de O, ayant comme
extrémités {Bi}, O=isd-1, et fe : [0,8i]1—I[c,B8] est un
homéomorphisme, d‘ou R.=UI[0,B8i]l . Comme Arg(8i)={i/d} , parla

définition de B, un point z appartient a B si et seulement si
Ze(UIO,Bx)nch'anJc .

(3.7). Onnote {Vo, Vi, ==, Vd—1}les images inverses de To

par fe .

8 |R(e4=1/d+1/d) - R(80/d+1/d)

- = A - - /
- - - P -

- -
- - -

R(64q-1/d+(d=1)/d)

Figure 3.3. - Ug

(3.8). {Vvi})CdUgnH. et quitte a renuméroter, on peut supposer
vielo,B8il, i=0,1,...,d=-1. Preuve. To€dUjNHe, donc {V;i}CAUgNHe .
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De plus Toelc,8], par 3.6, {Vvi}CReCHe, et chaque [0,8i] contient

exXactement un point des Vg, Vi ,seey Vd=1.
(3.9). ¥(©g-1/d +(i=1)/d) = ¥(6o/d +i/d) = V; .

Preuve. Pour tout i, 1les deux arguments externes €&i,MNi de V;j
adjacents a [Vv;i,0] vérifient (i—-1)/d<€;i<i/d<M;i<(i+1)/d, et leurs images
par fe sont 6g, 64-1 (les deux arguments externes de To adjacents a

[To,cl). En comptant le tour sur dUe (Figure 3.3) on obtient le résultat.

4) Supposons que O est strictement prépériodique pour fo , alors
Ke=#, cedKe et Arg(c) est fini non vide (proposition 1.3).
(4.1). On appelle les arguments externes de ¢ arguments associés

8 fe.

(4.2). Soit Arg(c)={e;} ; ona Arg(0)= UJ.U {(ej+i)/d}.

0¢i<d—
(4.3). oelB,c] . Preuve. Comme R(®;/d) et R(&;/d+(d-1)/d)
aboutissenten 0, et
6;/d < 85 < 85/d+(d-1)/d,

les courbes R(O)U[B,clUR(6;) et R(8;/d)U R(8;/d+(d-1)/d) sont obligées
de se couper a cause de la disposition des asymptotes, et elles ne peuvent
se couper qu’en 0, d’ou le résultat.

(4.4). Comme dans (3.6), pour R. l'enveloppe réglementaire de

{B8i}, ona
Re=1"YI8,cD=U . ,_,[0,8i]

avec [0,8;1n [0,8;1={0} (si i#j) et ReNIK.=B .
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Figure 3.4. Une partie de He pour c telque Ke=#.

Notation. Pour simplifier, quoigque O soit périodique ou prépériodique
pour fe , onnote €, & le plus petit et le plus grand argument associé a
fe -

5) Pour tout i, le point Bi n’a pas d’autre argument externe que i/d, et

par conséquent B; est une extrémité de H. . Preuve. Comme fc 8i— 8

est un homéomorphisme local, il suffit de montrer que £ n’a que

1'argument externe O . Soit t#0 un autre argument de B . Alors pour

tout n, l'argument d™t est aussi un argument externe de 8, et
0<d"'t<6e/d ou 8/d+(d-1)/d < d"t <1

(3)et 4)). Supposons 0 < t < ©/d. Ilexiste k tel que pour n=<k

o<dt<e/d,
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mais 6/d+(d-1)/d < d**'t < 1. Posons s=d*t, on a donc 0<s<e/d,
mais ds> 6/d+(d-1)/d entraine
s > 8/d2+(d-1)/d? > e/d ,

absurde.

6) On note V(c) larégion de € limité par R(8) , R(8 ) et dU; (si ceci

existe) ne contenant pas 0, et on pose (Figures 3.2 et 3.4)

Ii(c)=[8/d+(i-1)/d , 8/d+i/d], Ji(c)={zede| Arg(z)cli(c)}
fi(c)=le/d+i/d, &/d+i/dl, Ji(c)={zede!| Arg(z)c 1i(c)}

(6.1). Par 3) et 4), et les figures 3.3, 3.4, siun argument
externe d'un point zeKs, zZ0 est dans Ii(c) (resp. Iij(c)), alors tout
argument externe de z est dans le méme intervalle .

(6.2). Par 2),

V(c) N (HeNdKe) = &, donc
Ji(e)NHe = 17Y(V(C) N K)NHe = &,

en terme des arguments externes: A‘rg(chakc) n fic) = .

(6.3). Soit zede ; si zeV(c), Vensemble f~'(z) a d points et
chaque Ji(c) en contient un; si zeC-V(c), l'ensemble f~'(z) a d
points et chaque Jj(c) en contient un.

(6.4). Par(6.3), pour d: T— T : 86— deé et zeJ. avec 6, &'
deux arguments externes distincts de z , l'ensemble d~'({e, 6'}) a 2d
éléments regroupés en d classes, chaque classe est constituée de deux
arguments externes consécutifs de z , et ces deux arguments sont tous

les deux dans Arg(x) pour un certain xef~(2) .
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7) Notons ©(c), 6(c) le plus petit et le plus grand argument associé a fe
et m(c)=[6(c), 8(c)l . Si cAc’, alors soit m(c)nm(c’)=2 soit 'un des
m(c) , m(c’) est contenu dans Vintérieur de 1'autre. Si m(c’)c m(c), alors
m(c’) est contenu dans Vintervalle ouvert limité par deux arguments

consécutifs associés a fo , par suite Ij(c)cli(c”) et Ti(c)c Ti(co).

8) Soit {8;} I'ensemble des arguments associés & fc . Il existe i(c)e {1,

2, ... , d=1} tel que pour tout j
(i(c)=1)/(d-1) < 85 < i(c)/(d-1) .
On montrera ce résultat dans le chapitre 4.

9) Pour c#0, et P. fini, le polyndme f. a d points fixes distincts.
Parmi ces points fixes il existe d-1 qui ont un argument externe de la
forme i/(d-1), ils sont notés par

€i=¥(i/(d-1), i=0,1, ...,d-2 ,

et 1'autre point fixe, noté o , admet plus d’un argument externe et
dc€lc,BINB . Preuve. Le fait que chaque €; a un seul argument externe
est parce que le point £9=8 n’ena qu’un (5)). Quanta o, on montre
d’abord c€Jo.=90Ke : pour O strictement prépériodique, e € Ke=9Ke :
pour O pérodique et c#0, le point oo se situe également au bord de K.
car sinon il doit étre attiré par le cycle attractif de O dont 1a période est
supérieure @ 1. Ainsi Arg(c.) est non vide et #Arg(ac)=2 (sinon o¢
serait 'un des €; ). Pour tout 6€Arg(ctc), ona docArg(.) et 6#£d6 .
Par la remarque 3.1, ona {(c}=0r()NB#Z , d'ol Ac€BCRe . Mais
f(Re)=lc,B], et fe(de)=cc, Ona oace€lc,Bl.
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10) Soient {6;} et i(c) comme dans 8) . Pour O périodique, notons K’
Yadhérence de la composante de K.-{To} contenant 0, et K;
'adhérence de 1a composante de Ko-{Vi} contenant Jij(c), i=0,1,...,
d-1; pour O strictement prépériodique, notons K’ 1’‘adhérence de la
composante de Kc-{c} contenant 0, et K; 1adhérence de la
composante de K<—{0} contenant Ji(c), i=0, i ,..., d=1.

Alors dans tous les cas chague K; sauf i=i(c) contient un des €;j,
et Kice> contient oo, deplus, ceKj¢e -

Preuve. On remarque d’abord par 8) et pour k=i(c)

© > (k=1)/(d=1) donc © > &/d + (k-1)/d
e < k/(d-1) donc © < o/d + k/d,

mais par 3) et 4) les points
¥(0)=%(8) et ¥(6/d + (k-1)/d) = ¥(6/d + k/d)
sont distincts, donc pour tout j
(k=1)/(d-1) < 8/d+(k-1)/d < 85 < 6/d+k/d < k/(d-1),
et par suite ce Kjc¢e> et ‘pour tout j, ona €;=¥(j/d=-1)€ Kice> . Par

conséquent K-K’ C Kjijce> , et KiCK’ pour iZi(c) . Chaque K; est

connexe et contractile, et

fe i Ki— K’

est un homéomorphisme, donc par le théoréme de Lefschetz il existe au
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moins un point fixe de f. dans Kj, i#i(c) . Quant @8 Kj¢e) , Pposons
Hice>=HeNKice> NK’ qui est connexe et contractile, alors f. induit une

application injective de Hjce> @ He . Soit 1 : He— H. [1'application
vérifiant iy  _ =identité et m(Hc-Hice»)={0} , alors I'application
Tl'°fc|Hi<c) admet un point fixe, et ce point n‘est pas 0, il est donc un

point fixe de f. . Dans le cas ou O est périodique, les K;j sont disjoints,

et dans le cas ouU O est strictement prépériodique, 1'unique point dans
ﬂiKi est O qui est non périodique donc non fixe. Donc les points fixes

dans K; et ceux dans Ky sont distincts lorsque i#i’. Comme fo n’a que
d points fixes, chaque Kj en contient exactement un. Comme aucun des
€; n'est dans Kji¢e) , Ona c€Kij¢ey - Par conséquent, chaque Kj pour

iZi(c) contient un des ¢€;.
Comme 1=<i(c)=d-1, c£€Ko.

11) (IDH2],VII). Pour R. lenveloppe réglementaire de {B;} défini dans

3) et 4), 'ensemble RcUU .

4—qRe(i/d) divise le plan en d parties, on

note C; 1’‘adhérence de la composante de C-2.ulU 1Re(i/d) qui

o<isd—
contient R<(8) pour i/d=6=(i+1)/d . Il existe un algorithme pour calculer
le développement en base d d’un argument externe © d’‘un point ze€dK. :
©=0,50S1S2:+:Sn-s= , aVeC sSp=i si Re(d"6)CC;i, i€{0,1, .. ,d=-1};
n=0, 1, 2, .. ( Précaution: 1le développement de i/d est soit
0,(i-1)(d-1)(d-1)... soit 0,i00...).

12) (ITal). Posons PJ.={zeJ.| z prériodique et #Arg(z)=2}. Par
exemple, dc€PJe ; si O est périodique, le point To défini dans 3) est
dans PJ. .

Dans K. (resp. dans T ), il existe des sous—ensembles qui ne
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contiennent aucun point de PJ. (resp. de Arg(PJ.)), ce sont les régions
interdites (resp. zones interdites); il existe aussi des sous—ensembles X
(resp. I ) tel que pour tout zePJ. , Or(z)nX# & (resp. pour tout
8eArg(PJes) , 0Or(é)nl# & ), ce sont les régions obligatoires (resp. zones
obligatoires). |
~ En particulier, PJcCHc. ; et les ensembles R, [de,cl, ™' ([de,c])
sont obligatoires, V(c)NnKe et Ji(c) (V(c) et Ji(c) sont définies dans
6) ) sont interdites et m(c) , T1i(c) (elles sont définies dans 6) et 7))
sont des zones interdites.
Preuve. Pour tout zePJ., ona Or(z) NnB# & , et BCR.C fe,
donc B, ¢, Ae sont obligatoires. De plus, comme f(Ac)CHc et z

périodique, ona ze ﬁc et par suite PJcC ﬁc . Comme
f(Re)=lc, Bl=lc,xc]V[Ke, 8]

(acelc,B] par9) ), et ilexiste xpelae,B8l, xn— B8 tels que M(xp)=c

et Xn+1€lXn, 81, pour tout xela.,B], Xelxn,Xn+1l, ona
fM(x)elxo,x1l=[e,x1] et M*(x)elae,cl,

ceci entraine que [dc,c] et donc f~«e,cl sont obligatoires. De plus,
comme [de,clCH. et f(Ho)CHe , Varbre de Hubbard H. est non
seulement obligatoire mais PJcCHe . Comme Hen (V(Q)U Ji(c))=2 (6)),
V(c)NKe et Ji(c) sont des régions interdites et par suite m(c) et Tj(c)

sont des zones interdites.

On définit une relation d’équivalence entre les arguments externes
par N~cN' © ¥(M)=¥(M') . Il existe un algorithme pour déterminer si

TN et M’ sont équivalents:
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Lemme 3,2. a) N~.N' siet seulement si vn,
1ie{0,1, ... ,d-1} telgue d"M, d"N’ € I;(c)
3je{0,1, ... ,d-1} telgue d"n, d"N’ € Ij(c) .

b) Side plus M et M’ sont périodigues par la multiplication par d (i.e.
a dénominateur premier a d) et M#N’, alors M~mN’ siet seulement si

vYn, 3ie{0,1, ...,d-1} telgue d"n, d"n’ € Ii(c) .
La partie a) est démontrée dans le chapitre 8 de [W] en degré
d=2, mais la démonstration s'étend en degré d quelconque pour les

polyndmes fo : z—z%+c . La partie b) est une partie de 12) car sous
notre hypothése M , N’ € Arg(PJe) .

Lemme 3,3. Soient c,c’' €eC & P., Pe finis avec
m(c’)C m(c)

(ou m(c) est définidans 7)) . Alors VzePJ. , il existe un unique z’'ePJ.’
tel que Arg(z)CArg(z’) . En particulier,

Arg(dc)CArg(ae)
Démonstration. Par définition de Ij(c) et de Ij(c’) dans 6), on voit

que Ij(c)cIi(c’) pour tout i. Prenons M, N' € Arg(z) , ils sont

périodiques par hypothése zePJ. . D’aprés le lemme 3.2,
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vn, 3i, telque d™(MN), d"(MN’) € Ii(c) C Ii(c") .
Donc N~«M’' par le méme lemme. Posons 2'=%«(M), ona
Arg(z)CArg(z’) .

En particulier, pour M , dMN € Arg(e) , qui vérifient automatiquement
N#dN, ona N ~«dN, i.e. F(M) =¥ (dN)=fo(¥(M)) (proposition
1.1). Le point ¥ (M) est donc un point fixe de for ayant plus d’un
argument externe. Il est donc ¢’ .

Cafd.

Le corollaire du lemme suivant nous précise qu’en fait

Arg(z)=Arg(z’) sous la méme condition.

Lemme 3.4. (I[Lall, [La2], [Thl et [Tal en degré 2 ). Soijent ceC & P.
finiet zePJ. de période q . Alors

a) tout élément de Arg(z) est périodigue d’une méme période p par la
multiplication par d , et p=kq pour un certain keN ;

b) la ligne ¥=R(€)U{z}UR(E) pour €, €' € Arg(z) sépare P., i.e.
chague composante de €-%¥ rencontre P.; En particulier, pour M, N’
€ Arg(ate) , R(MU{c}UR(M') sépare P. ; |
© si #Arg(z)=3, tout élément de Arg(z) est dans la méme orbite par la
multiplication par d, et f9 opeére transitivement sur les rayons externes
de z, donc k (défini dans a)) est le nombre des arguments externes de
z, et m/k est irréductible et est le nombre de rotation combinatoire de f
en z (cf. la preuve de a)); si #Arg(z)=2, les deux arguments de z
peuvent étre dans une méme orbite (alors p=2q) gu dans des orbites
différentes (alors p=q).
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Corollaire 3,5. Soient c,c' € € & P., P finis avec m(c’)c m(c) ,
alors VzePJe, 31 2’ePJo tel gue Arg(z)=Arg(z’) . En particulier,

Arg(ae)=Arg(aer) .

Démonstration. D’‘aprés le lemme 3.3, il suffit de démontrer #Arg(z)=
#Arg(z’) . Soient q, q' les périodes de z, 2’ et k, k' les nombres des
arguments externes de z , z' respectivement. Comme fclq(z‘)=z’ ,
'entier q est un multiple de la période q' de z', il est donc premier &
k!, autrement dit rcvq opére transitivement sur les rayons externes de 2/,
d’ot #Arg(z)=#Arg(z’) .

Cafd.

Démonstration du lemme 3.4. a) Ona f9 localement conjugué a

w— Aw (ot A=(9'(z) ). On oriente chaque rayon externe R; de z en

mettant une fléeche de z a l'infini. On dit que Riz suit Ri1 s’il existe une

composante connexe U de C-UiRi telle que 6U=R'12UR11 , ou R'iz est

Riz avec l'orientation inverse. Comme f9 préserve lorientation de dU,

on déduit que r“'(Riz) suit rq(Ri1) si Riz suit Ri1 . On peut donc numéroter
les rayons externes de z en Ry, R2, ... , R, de fagon que Rj+1¢mod n)
suit Rj, etona f¥Ri)=Rij+mcmodn> avec m ne dépendant pas de i. On
dit que m/n est le nombre de rotation combinatoire de f en z . Pour k
le dénominateur de m/n sous forme irréductible, ona f*9(R;)=R;, i.e.

p=kq est 1a période de tous les arguments externes de z.

b) Ona zeHe (PJcCHe pari12) ). Si z est une extrémité de
He, alors zeP.=0r(c) et tout point dans Yorbite de z est une extrémité

de He , donc z n’a qu'un seul argument externe ([DH2], exposé VII, 4,
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page 62~64 ), ceci contredit I’'nypothése que ze€PJ. . Le point z n’est
donc pas une extrémité de H. , alors dans chacune des composantes de
C-7%¥ il existe au moins une extrémité de H. et les extrémités de H. sont

tous postcritiques.

c) L’argument ci-dessous est analogue a 1'argument de Thurston
pour le cas de degré deux ([Th]). On définit d’abord une distance dans [0,1]
par
J(0,0") = min{le-6'l ,1-16-6'1} .

Si (8,8 =1/(d+1), p(de,de")=u(e,0") ; si u(6,0)=1/(d+1),
J1(de,de’) = 1-dpi(e,6") = 1/(d+1) < (8,0 .
Pour 6, &' distincts, ilexiste k tel que j(dke,d*e’) > 1/(d+1).

Soit x€JcNHe . Parmi les couples d’arguments externes de x il
existe un couple {6(x),8'(x)} tel que m(6(x),6'(x)) soit maximal.
Comme les extrémités de H. sont dans Vorbite de c , dans l'ensemble
{m(e(x),8'(x))|xeJenHc} , si c est strictement prépériodique,
i (6(c),8'(c)) (qui peut &tre nul) est minimal et ;. (6(0),8(0)) est
maximal: si O est périodique, alors M (6(Tg),6'(To)) est minimal et
J(6(vi),8'(v;)) est maximal (il est constant pour tout i) ( 3) X([Thl).

Soit zedcNHe, z#c . Notons zo=z, 21, ««- , 2a-1 les d

points distincts tels que f(z;)=f(z) (6) ). Alors

e, @) = U . ,_,[0,2i]

¢ic<d

avec [0,z;1n[0,z;1={0} (si i#j) et o(z;) , 6'(zi) sont les deux



39

arguments de z; adjacents a [0,z;], avec
(e(z;),0'(zi))= m(e(z2),0'(2)) .

On note ©(z) la fermeture de la composante de He-{2g ,-+ey 2d-1)

contenant O .

Supposons maintenant que M (6(z2),6'(2))=1/(d+1) . 11 existe au
plus un autre couple {N(z),MN'(z)} d’arguments externes consécutifs de z
vérifiant L (M(2),N'(2))=1/(d+1) . Pour €, €' € Arg(T(2)) avec £~.&',
on a soit
(€, u(N@),M"(@)= 1/(d+1)
soit

M(E, D= (-pu(n@),M"@))/d ;

pour €,6'eArg(Je-8(2)) avec €~c€', ona M(€,6) = u(n@),N'@) .

Remarque 3.6. Soient z telque M(M(2),M'(2))=21/(d+1), k=20
minimal tel que fX(z2)e®(z) et ¢ , ¢’ deux arguments consécutifs de z
‘tels que M(Z,2')=1/(d+1), alors

M(d%¢,d*e )= w(n@),M"(2)) = 1/(d+1) .
Parce que
W(dg,de)=1-du (3,48 )=1-du(n(2),M'(2))
et pour 0<n<k, f™(2) € Jo-C(2),
A(M@),N'(2) = m(d"e,d"e’) = 1-du(N2), M)
donc

M (d*e,d%¢) =2 1-du(n(2),1'(2)
d’ou le résultat.
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Supposons ze€PJ. de période g . On peut méme supposer que z
vérifie ©(z) n 0r(z) = {z} , i.e. z est le point dans Or(z) le plus proche
de O (donc f(z) 1le point le plus proche de c¢ ), évidemment
L (e(2),8(2))>1/(d+1) . Soit xe0r(z) , x#z, ¢, &' deux arguments
externes consécutifs de x tels que JM(g,2')=1/(d+1), alors en appliquant
si nécessaire plusieurs fois le résultat de la remarque ci-dessus, pour Kk
minimal tel que f*(x)=z, ona M(d*¢,d*¢")=1/(d+1), donc {d*¢,d ¢’} =
{6(2),6'(2)} ou {M=),M' ()} .

Soit #Arg(z)=3, ilexiste £, &’ arguments externes consécutifs

de z telque JM(€,6)=<1/(d+1), ilexiste m tel que
w(d™E,d™ED=21/(d+1) .

Posons x=f™(z) et ¢=d™¢ , ¢'=d™¢&’, ilexiste k telque f*(x)=z, donc

{dk+m¢g, d*+m¢E’} est un autre couple d’arguments externes consécutifs de

z , ceciveut dire que f9 n’est pas une rotation triviale sur les rayons

externes de z, side plus N(2), N'(z2) existent, alors

{dan(2) , dIN'(2)} # {N@), N )
donc
{d9In(2) , dIN'(2)} = {e(2) , '(2) },

par conséquent, f9 opeére transitivement sur les rayons externes de z.

Le résultat pour le cas ou #Arg(z)=2 est évident.






Chapitre 4. Arguments externes et internes dans

’espace de parameétres

4.1. Composantes hyperboligues

Soit f=fe : z— z%9+c . Onnote Ko V'ensemble de Julia de F. et

P. l'ensemble postcritique de fe .

Notation. On note Mgq l'ensemble des c tels que K. soit connexe, et O

I'ensemble des c tels que P. soit fini.

L’ensemble Mg est invariant par la rotation de 1/(d-1) tour du

fait que le polyndme f: z— z9+c est conjuguéa g: z— A'"9z%9%Ac (i.e.

1®:C-—=5 C telque Pofed~'=g) donc ceMyq entraine Ac € Mg pour

A racine d-1 de 1.

On rappelle ici quelques notations et résultats essenciels montrés
dans [DH2] et [DGH] .

1). Il existe une représentation conforme ¥y de C-D a C-Mg4, tangente
a l'identité en oo . 0On ne sait pas si Mq est localement connexe, donc on
ne sait pas si Yy se prolonge au bord, mais on sait que tous les rayons
externes d’arguments rationnels aboutissent. 0On peut donc définir pour 6
rationnel Ru(8)={yn(eS*2i"8)|0=<s<00} le rayon externe d’argument o ,

et ¥m(8)=vyn(e?i™®) le point d’aboutissement.

2). Notons M’ l‘ensemble des c tels que f. admette un cycle attractif a

distance finie. Alors M'C F1d et chaque composante de M’ est une
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composante de ﬁd . Les composantes connexes de M’ sont appellées

composantes hyperboliques de Mg .

3). Soit W une composante hyperbolique de Mg . La période du cycle
attractif de fo pour tout ceW est la méme, c’est la période de W .

4). On note pw(c) le multiplicateur du cycle périodique attractif de fc .
L'application py : c— pw(c) induit un revétement de degré d-1 de W a
D ramifié au dessus de 0, et elle se prolonge continument au bord de W .
Le point c(W)=p~'(0) est l'unique point de W tel que O soit périodique
pour fe , on l'appelle centre de W . Sur 3w , il existe d-1 points
co(W), ci(W) ,..., ca-2(W) ayant comme image par pw le méme point
1€edD , ce sont les racines de W . Ces racines ont chacune un unique
argument externe , sauf une qu’on note co(W) qui en a deux, c’est la

racine principale de W. Les d arguments externes {eo yrany ed-1} des

racines de W avec Vordre
0<00=61<02= ... $60g-2=<6g-1=1

sont appelés arguments—racines de W , ce sont exactement les arguments
associés & fec¢w> ([DH1], [DGH] et 3) de 3.1 ). Ainsi la période des ©; est
la méme que celle de W ( 3) de 3.1). On peut numéroter les c;ij(W) , i=1

de fagon que
“n(6g)=¥m(0d-1)=co(W), et ¥m(6i)=ci(W), I1=sisd-2.
5). On donne & co(W) Il'argument interne 0 dans W . Pour un point

quelconque x€dW avec p(x)=e2i"t = on définit 'argument interne de x
dans W par



43

t/(d=-1)+p/(d=-1)=(t+p)/(d-1)

ou p est un entier déterminé de fagon qu’en comptant le tour sur 3w les
arguments internes sont compatibles avec 1'argument interne de co(W) .

En particulier, 1'argument interne de cij(W) est i/(d-1).

6). Un point cedW a un argument interne rationnel non de la forme
i/(d=1) si et seulement si c est la racine principale d’une autre
composante W’. Une composante hyperbolique W’ est dite non primitive si
sa racine principale c=co(W’) est au bord d’une autre composante W. Si
ce point c a un argument interne rationnel t=p/q irréductible dans W,
alors pour k 1a période de W et q' minimal tel que q'(d-1) soit un
multiple de q , la période de W’ est kq’' . On donnera dans 4.3 un
algorithme pour calculer les arguments—-racines de W’ en utilisant t et
les arguments-racines de W . On verra que les arguments de co(W') sont

toujours dans une méme orbite.

7). Rappelons que O est I'ensemble des ceMy tels que l'ensemble
postcritique P. soit fini, il est aussi I'ensemble des c tels que O soit
prépériodique pour feo. On décompose O en DgU D2 en définissant Hg
Yensemble des ceMyq tels que O soit périodique pour f. , qui est aussi
'ensemble des centres des composantes hyperboliques de Mg, et D2
’ensemble des ceMyq tels que O soit strictement prépériodique pour f.,
(dans 1a terminologie de Douady et Hubbard ¢ est réservé pour les racines
principales des composantes hyperboliques de Mg , mais on ne s’en sert

pas ici).

8). Pour ced on appelle les arguments associés & fc arguments

associés a ¢ dans Mg : pour cedg, ce sont les arguments-racines de la
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composante hyperbolique de Mg ayant c comme centre ; pour cefd2 ce
sont les arguments externes de c¢ dans K. , ce sont également les

arguments externes de c dans Mq ([DH2] et [DGH)).

9). Notons Wo la composante hyperbolique de Mg contenant 0. C’est Ia
composante principale de Mg . Les arguments O et 1 sont considérés
comme deux arguments différents pour que la racine principale de Wg ait
aussi deux arguments externes. Par symétrie, le rayon externe Ry(O)
est une partie de 1'axe réel et ¥m(0)edWo . Comme Wgo est aussi
invariant par 1a rotation de 1/(d-1) tour , ona ¥n(i/(d-1))edWo pour

tout i et ce sont les racines de Wg . Ceci prouve la propriété 8) de 3.1.

10). Soit X(t) le point sur dwWg d’argument interne t . Pour t=p/q
rationnel irréductible tel que X(t) non racine de Wo , on note W(t) 1la
composante hyperbolique de Mg ayant X(t) comme racine principale, et
c(t) le centre de W(t). On note également q'=q’(t) la période de W(t), il

est donc 'entier minimal tel que q’(d-1) soit un multiple de q .
11). Les d arguments-racines de W(t) sont de la forme

0;(t)=(p’'+i)/(d¥-1) , O=<i=d-1, peN

avec ¥m(8o(t))=un(64-1(t))=X(t) et dans V'espace dynamique de fect>,

pour ¢ty l'unique point fixe de fec¢t> ayant plus d’un argument externe
(9) de 3.1), ona

Arg( e cey )=0r(eo(t))=0r(6q-1(t)) ,

et de plus ©g(t) et 64-1(t) sont les deux arguments de o¢t> adjacents a

'arc réglementaire [cecey, c(t)].
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12). Analysons maintenant les composantes hyperboliques de période 2 .

Notons successivement

t2,j=1/2(d=-1)+j/(d-1)=(F+j)/(d-1) ,
cz,j=c(t2,;) , X2,j=X(t2,;) et Wz j=W(t2 ;) , j=0,1,...d-2.

Comme fo2(0)=c9+c, l'équation fc2(0)=0 a d-1 solutions non nulles, il
existe donc exactement d-1 composantes hyperboliques de M4 de période
2 , ces composantes sont donc W2 0, W2,1,:-:, W2, 4-2, et tout argument
de période deux pour la multiplication par d est un argument-raciné d’une
de ces composantes. Par un simple calcul on peut en déduire qu’en base d

les arguments-racines de W2 j sont

{GO(tZ,j) ’ ei(tz,j) y "=y ed—i(tz,j) } =
{o,[iG+n1], o,[iG+2)] , --- , 0,[GG+1j] }

(o 0,[s1S2-+-Sn] =0, $1S2:4:Sn $152::Sn +e+ S1S2+::Sp e+ ), AVEC

Arg(x2,)={ 0,[jG+n], o,[(G+1j] }
et
€a-1(t2,5)—-60(t2,;)=1/(d+1) .

Par exemple, dans M3, ily a deux composantes hyperboliques de période
deux, leur centre est i et -i respectivement, leurs arguments-racines
sont { 0,[01], 0,[10] } et {o,[21], 0,[12] } respectivement.

{2 Memt e ' I ot

Définition. On appelle M(t) membre d'argument interne t de Mg,
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Yadhérence de la composante de M- {X(t)} qui ne contient pas 0 . On

note He¢=MAIND ( qui est vide si t est irrationnel (YD ).

Soient ced¢ et 6, & le plus petit et le plus grand argument
associé & ¢ dans Mg donc associé & fe ; alors 6o(t) s € = 6 = 64—4¢(1),
et donc m(c)Cm(c(t)) . D’aprés le corollaire 3.5, on déduit Arg(ae)=

Arg(decty) pour tout ced¢ . De plus, ona

Lemme 4.1. Soient teS', 6o(t)=p/(d9-1), 84—1(V)= (p+d-1)/(d9-1) ,
ced¢, f=fe, zePJe et €,MeArg(z) de période q’'. Alors q'zq, et
qa’=q siet seulement si z=e.

Démonstration. Comme [xc,c] est une région obligatoire (12 de 3.1),
intervalle [60(t),04-1(t)] est une zone obligatoire. On peut donc supposer
€,MN € [60(t) , 8g-1(V)] . Comme [6g(1) , 84—1(V) , [dOo(Y) , dOg-1(VI(,-..,
[d9-'0o(t),d9 '@ g—1(t)[ sont deux & deux disjoints, on a q'zq .
L’ensemble ® des arguments de période q dans [6q(t),84-1(t)[ est
{6i=(p+i)/(d9-1) , i=0,1,...,d=-2 }. Soit ¢ un argument associé & fe .
Les ensembles Sij={zeJc | Arg(z) c [(C+i)/d,(E+i+1)/dl }, i=0,1,...,d-1
forment une partition de J.-{0} . Pour j=0, k>0, j+k=q-2 , on a
d97'k/(d9-1) = d97 64 -d9"'e; et (d-1)/d > d9~'k/(d9-1) > 1/d . Donc
¥(d9710544) et Xc(dq;'ej) ne sont pas dans un méme S;j . On en déduit
que les ¥c(60) , Ee(®1) ,--+, ¥e(Oa-2) sont deux & deux distincts. Donc
€ €0 et q'#q. D'ou q'>q.
cafd.

Si t#t', alors les deux orbites 0r(eo(t)) et 0Or(eo(t")) sont

disjointes. Comme M est symétrique par rapport a l'axe réel, M¢ et Mj—¢

sont conjugués, et Arg(cdeci-+)={1-0610€Arg(dect>)}=1-Arg{Lece>) -
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I1 en résulte que:

Lemme 4,2. Deux points c et c’ sont dans le méme membre de Mg si
et seulement si Arg(ctc)=Arg(cer) . Ils sont dans des membres conjugués
de Mg siet seulement Arg(e)=1-Arg(ctes) , siet seulement s'il existe
N telgue MeArg(ce) et 1-NeArg(aes) .

En particulier, les M(t2 ;) sont deux & deux conjugués sauf
eventuellement un (quand d est pair) qui intersecte 1’axe réel et qui est

donc conjugué a lui-méme.

Pour chaque membre M(t) de Mg on note 6(t), 6(t) les deux
arguments externes de X(t)=M(t)nWo , qui sont aussi le plus petit et le
plus grand argument-racine de W(t) . Soit ceMg . Connaissant un couple

d'arguments M , N’ équivalents pour fe: N~N', N&#MN’', ona

Un algorithme pour détecter dans guel membre de Mg se situe la
valeur c ( saufsi d>2 et c est dans I'un des M(t2 ;) ):

Developpons M et M’ enbase d:
n — 0,u1u2-la

n'= 0,uju?... .

Pour tout peN, ona dP(M)~.dP(M’') . Posons 8i=luj—-ujl. Sila série
8i se termine par j00O... ,j;&‘o , i.e. Jk telque 8x=jZ#0 et &§,=0
pour tout n=k , alors le point d’aboutissement de R(d¥M) et Re(dkm’)
est le point critique 0, et d**(M)=d**'(M’)=6 est un argument externe
de c, ilexiste to telque 6e[6(to), 6(to)l, donc ceM(to) . Dans tous

les autres cas ¥(M) n’est pas une préimage de 0, ona 8§;=0,1 ou d-1
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d’'aprés la propriété 11 de 3.1 : deux composantes Ci-{0} et C;- {0}
sont disjointes sauf si C; et C; sont consécutifs, i.e. si |j—il=1 ou
|j=il=d-1. Sila série &; se termine par 1111... , alors ceM(t) pour t
un des t2,j, mais on ne sait pas lequel & priori. La série ne se termine
jamais par (d-1)(d-1)(d-1)(d-1)... : sinon ceci implique que la future
orbite périodique de ¥ (M) est complétement contenue dans 1arc
réglementaire [0,8]1-{8} , ce qui contredit que [cc,c] qui est disjoint de
[0,8] est obligatoire ( 12 de 3.1 ). Dans le cas ou il existe un entier k

tel que 8x#0 et Sk+1=0, on prétend qu’il existe tg tel que
o(to) = d**'m , d**'n’ < 6(to) et ceM(tp)

pour la raison suivante: Pour z=¥(M) et R.=UI[0,8;i] défini comme

dans 3) et 4) de 3.1, les rayons R(d*M) et R(d¥m’') sont dans des

différentes zones de (€-Rc)UU R(i/d) , tandis que R(d**'n) et R(dk*'M")

sont dans une méme zone de (C-QC)UUiR(i/d) , donc r'é(z)e R et

K+1(z) ¢ . Mais
fe(Re) = [e, BlUlae,c]l C ReVUIxe,c],

ona fX*(2)elcte,cl . Donc d**'n et d¥*'M’ se trouvent dans Vintervalle
limité par les deux arguments externes ¢ , ¢ de . adjacents a [ae,cl,
et ¢, E sont exactement les deux arguments externes de X(tg) ou tg est

tel que ceM(tp) .
4.3, Modulati Lol . binatoi

On pose M=Mgq . Soit W une composante hyperbolique de M avec

c=c(W) le centre de W . Il existe une copie My de M, située dans M,
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et dans laquelle W correspond & la composante principale Wo.
Précisément, il existe une injection continue ¥y : M—M telle que
Yw(0)=c, Yw(Wo)=W , etpour My =¥u(M), IMyCIM . Pour xeM, le
point Wu(x) est appellé un modulé de c par x, et est noté par

clx.

Soient x€dM et € un argument externe de x dans M . Alors a ¢
correspond un argument externe £’ de cLx dans M, qui peut étre
obtenu par 1'algorithme suivant: rappelons que la multiplication par d d'un
argument © est un shift a droite du développement de 6 en base d, donc
si © est de période k le développement de 6 se répete au bout du k—-iéme
chiffre, notons ©g=61=...=64-1 les arguments-racines de W ( donc

¥M(60)=¥m(0a-1) ), développonsles 6; et £ enbase d:

= i,i i
e,-o,[u1u2...uk]

---u]k l]‘l u] lllu] s l]]1 l].l -llu] ses i=o,],---,d"1

- i,,i
=0,u,u 12 k 2 k

1 2
et
€=0,51S2:4:Sp ses ,

ol k est la période de ©; , alors

‘= s‘ S‘III s1 Sz Szl'l 52 LA N ] s" Snl.l Sn LE N ]
€ 0, uFtudt...ul? uP2 us2...up uTn uSn...uy

Donc si £ est de période q, l‘argument £’ est de période kq . On note

¢'={ei}LE.
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On s'intéresse surtout aux arguments-racines d’une composante
hyperbolique W’ non primitive . Si la racine principale co(W’) de W’ est
au bord d’une autre composante hyperbolique W de période k dont le

centre est c(W), et co(W’) admet un argument interne t dans W, alors
co(W)=c(W)Lx(t) .

Donc W' peut étre considérée comme un modulé de c(W) par Ww(t) .

Soient {6;} les arguments-racines de W et {6;(t)} ceux de W(t) ;

alors les arguments—-racines de W’ sont

nj={ei} Loj(t), j=0,1, ..., d-1,

avec toujours ¥m(MNo)=¥m(Nda-1)=co(W’) . Comme 6o(t) et 64-1(t) sont
dans une méme orbite pour la multiplication par d (4.1), il existe p tel

que dP(6o(t))=64-1(t), autrement dit si

00(t)=0,[€ee-EpEp+1ee:Eq]
alors

0a—1()= 0,[Ep+1:--EqE1-rEp ],

et par l'algorithme décrit plus haut
dP*No="d-1,

c’est-a-dire que les deux arguments de la racine principale d’une
composante hyperbolique non primitive sont toujours dans une méme orbite

pour la multiplication par d.

Rappelons que m(c) pour ced est l'intervalle limité par le plus
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petit et le plus grand argument associé @ ¢ . 0On définit un semi-ordre dans
D par

c<c’ @ m(c)d m(c),
et on définit le chemin combinatoire de c’ed par
ch(c)={cedl c=c’'} .

Alors ch(c’) est totalement ordonnée et le point OeWg est 1'é1ément
minimal de ch(c’) pour tout c’ed . Rappelons que c(t) est le centre de 1a
composante hyperbolique W(t) de racine principale X(t)edWg qui est
d'argument interne t dans Wo . On appelle cech(c’) un point de
bifurcation dans ch(c’) si cLc(t)ech(c’) pourun t différent des tz ;.

Pour ce®dq , i.e. pour c tel que O soit périodique pour fo, on
note p(c) la période de O pour fo , Qqui est aussi la période des
arguments- racines de la composante hyperbolique ayant c comme centre.

On a

Proposition 4.3. Soient c un point de bifurcation dans ch(c’) et
eedonch(c’) vérifiant c<&, alors p(c)<p(d) .

Démonstration. Posons k=p(c) . La période k est aussi la période des

arguments associés 6g ,..., 64-1 8 Cc . Soient

0=<60=61<62= ... <0g-2=<6g-1=1

= i, - -
61-0,[u1u2...uk] , i=0, 1, «e, d-1.

Les arguments associés & ¢ sont dans un intervalle limité par deux
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arguments consécutifs associés & c , supposons gque c’est 1'intervalle
10,0j+4[ . Notons aj=clcz;, et Mj, ‘ﬁj le plus petit et le plus grand
argument associé @ aj; dans Mg . Alors les arguments associés a & sont

dans une composante de

]ejvej'l'l["['njv ﬁj]-

Comme
0o(ty)= 0,[j(j+1)], donc
le={61}_LGo(tj)=0,[uj1 ujz...ujk uJ"” ujz'H...!.JJk'*'1 1:
comme
04-1(t))= 0,[(j+1)j] , donc
Nj={61} LOg-1(t=0,[ uj‘"'I ujz"'l...ujk'H uj1 ujz...u{] .
D'ou

8; < My < Mj < 641
Nj-©; = 0,0...00%*... < 0,0...01 = 1/d¥ < 1/(d*-1) et
541~ Nj = 0,0...00%%... < 0,0...01 = 1/dk < 1/(d*-1) .

Donc dans les intervalles 165, Ml et [M;, €541 ] il existe au plus un
argument périodique pour la multiplication par d de période inférieure ou
égale & k . Or le point & a plus d’un argument associé, et ses argments

associés sont dans

]eJ ’ le[ U [:ﬁj ’ ej+1] ’
ils sont donc de période supérieure a k , autrement dit

k=p(c) < p(&) .
Cafd.

Dans [Lal] et [La2], P. Lavaurs a montré qu'’il y a une bijection
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entre I'ensemble ch(c’)Nndg et I'ensemble des cycles périodiques de K¢
dont chaque point admet au moins deux arguments externes, et en
particulier une bijection entre 1'ensemble des points de bifurcation dans
ch(c’) et Yensemble des cycles périodiques dans K. composés par des
points de branchement dans 1'arbre de Hubbard H., autrement dit des
points ayant chacun plus de deux arguments externes. Comme il n'y a qu’un
nombre fini de points de branchement dans H. , il n'y a qu’un nombre fini

de points de bifurcation dans ch(c’) . On a enfin

Corollaire 4.4. Supposons Co, Ci, --- , Ch les Doints de bifurcation
dans ch(c’), alordre co<cy< ... <cn, alors

p(co) < p(cy) € ... < plcn) .






Chapitre S. Accouplements

2.1. Accouplement

Soient f et g deux polyndmes moniques de degré d a K¢, Kg
connexes. Pour pouvoir utiliser 1a métrique introduite dans 1a proposition
1.5, on va modifier 1a définition de 1'accouplement topologique de f et g .

On fiXe un niveau de potentiel s positif, on pose

Le={zeClGe(2)ss)} ,
Lg= {zeClGg(2)ss}

et on identifie S2 a
Lf.l.l.Lg / ,‘yf(e$+211l'9)~ wg(es-Ziﬂe) ,

et T avec l'équateur E par

2) _)wf(es-l-Zi‘er) .

On choisit ensuite un niveau s'<s/d positif et on définit un

difféomorphisme strictement croissant h de [0,2s] vers lui-méme avec
h(t)=dt , h(2s-t)=2s-dt pour tel[0,s’], et h(s)=s
(Figure 5.1). On définit Yaccouplement topologique F=fug de f et g par

Flge=1» Flky=9
F(ye(et+2im0)) = g, (gh(® +2imde) o

F(wg(et+2i119))= wg(eh(Zs-t)-l»Zi'lrdB ) .
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2s

2s—ds’'—
s —

ds’

s 2s-s'2s

Figure S.1. L’application h

F coincide par définition de h avec f (resp. avec g) pour zele et

Ge(z)<s’' (resp. pour zelLy et Gyg(z)=s’). Ona
F(e)=de

pour ©<E . L'application F est topologiquement conjuguée & fug définie
en 1.1 . En particulier, léquivalence au sens de Thurston de F & une
fraction rationnelle ne dépend pas de choix de s, s’ et h . On peut donc

donner la définition suivante: f et g sont strictement accouplables si F
est équivalent (au sens de Thurston) & une fraction rationnelle. Dans

S2=Le¢ulyg /~ , onpose

N(t)=Ne(t) et W(t,0)=y¢(e**+2178) pour O<tss;
N(t)=Ng(2s-t) et W(t,0)=Y4(e25~t~2178) poyr 2s>tzs.

L'ensemble (Leulg/ ~)- K est réunion des rayons externes de f et de

g, (eneffet Re(6)NLe et Rg(-8)NLgy se coincident au point © de
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1’équateur). On appelle rayon externe d’argument © de F ensemble
Re(8) = R(8) = (Re(e)nLe)U(Re(-0)NLg) / ~ .

Une réunion finie de rayons externes d’arguments rationnels de F forme un
graphe. On note Q 1’ensemble des graphes ainsi obtenus admettant chacun
un nombre fini de composantes connexes, et PQ le sous—ensemble des

éléments de Q périodiques par F .

Soient f:z— z9+4c et giz—z9+c’ & P¢, Py finiset F=fug.
Alors F est un revétement ramifié de degré d a Pg fini, et F admet
seulement deux valeurs critiques. Avec les notations de la proposition 1.5
on pose

A=AfUAg, N=MeUMg et T=min(T¢,Ty) .

Pour 1la métrique M , le revétement F est fortement dilatant au voisinage
de K- A . Dans le théoréme 2 un cycle de Levy est toujours composé de
courbes & homotopie prés. Mais en utilisant cette métrique J , on verra
comme complément de la proposition ci—dessous qu’on peut déduire un

cycle de Levy & un cycle de graphes de PQ . On dit qu‘un ensemble Xcs?

est mono-invariant par F si le : X— X est un homéomorphisme, ceci

entraine que XCF~'(X) . On pose

Eo=U N(t) = w(Ex[s’, 2s-s'])

s'¢ts2s~-¢’
et on note
R ={¥ courbe fermée dans S2-A | ¥ nEo=¥(Yx[s’,25-5'])

avec un YCE fini } .

On munit dans l'ensemble des fermés de S2- A la distance de Hausdorff D.
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Ona

Proposition 5.1. Soit X=Xo une réunion de sous—ensembles connexes
[ ’ l. . . ! I 52 gg. ax ! ”’ o [. o I I I ﬂ .
Supposons gu’une partie X; de F~'(Xo) est isotope & Xo (rel Pr) avec

F:X;— Xo un homéomorphisme. On peut donc relever I'isotopie par cette
branche de F~' et obtenir une suite Xo, X1, X2, --- Xn, ... telle gque

F:Xn+1—— Xn soit un homéomorphisme ( n=0,1, 2, ... ) avec Xn+1
: s ? ~Lim . .
isotope & Xn . Alors l'ensemble Xeoo=rn-0 Xn existe, il est compact,
mono-invariant par F, et

Xeo = G¢UGgU W (Yx[0,2s])

avec G¢CKe, GgCKg, YCE, et G¢, Gg et Y finis.

Complément 1. L’ensemble Y=XoNE est composé par des arguments
tionnels & dénominat lerd d, et Xe est he de PQ .

C’est immédiat par le lemme 1.2 et par 1a forme de Xoo -

Complément 2. Tout ensemble X fermé dans S? mono-invariant par F
!\l |l n’ !ll.!;. .l.

On peut appliquer la proposition S.1a X et on obtient Xee=X .

Complément 3. Soient { ¥, .-, ¥n)} uncycle delevy, et X=U ¥; .
Alors l'ensemble Xo obtenu par la proposition 5.1 est un graphe de PQ.
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Démonstration de la proposition 5.1. Par hypothése, on voit d’abord
XN A=#, car si zeXn AnPg, alors z est dans ‘orbite d’une des deux
valeurs critiques de F \et cette orbite est périodi_que. Comme z€X;, ona
F(z)e Xn ANPF , ainsi toute Vorbite de z est dans X, donc il existe une
valeur critique dans X , ce qui est impossible par hypothese que X; est

isotope a X .

On pose Yn=XnNE,
En=F " "(Eo) =W (EX[(1/d™s’, 2s-(1/d™s’'] ),
et
Bn=XnN(S2- En) .
Par hypothese,
Xo= (XoNEg)UBg = ¥(YoxlIs', 2s-s'1 JUuBo,
donc

Xn=(XnNEn)UBn =¥ (Yax[(1/d")s’, 2s-(1/d™)s’'] )UB, .

Comme 3JXoNN(t) est fini pour tout t , les nombres des composantes

connexes de Y, et de B, sont finis et constants. On a

D(Yn-l-‘l,Vn) =< D(Yn,vn—j)/d
et

D(Bn+1,Bn) = D(Bn,Bn-1)/T

et par conséquent Yco=';,i.>’l‘° Yn et Boo=';,i.>2'15n existent (car 'ensemble

des fermés de S2- A est complet par rapport a la métrique D ), et

Beo C KelLKg . I1 en résulte que Xeo=hL M Xn existe, et

Xoo = W (Y00 %[0,25]) UBeo -
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Sion note A, (resp. pn) le diamétre maximal des composantes connexes

de Y, (resp. de Bp), alors

An=An-1/d et ppnspn-1/T,

donc Ap,— 0 et ph— 0 . Par conséquent, Y=Y, et GfUGyg=Bos sont
finis.

cafd.

Sojent fe:z—2%+c et fo:z— 2%+’ avec ced¢ et c'eDy
S2=Lcule/~ , F=feltfer. Notons wW=F~'(c) et w'=F~Yc') (points

critiques).

Définition. On définit ““=’’ la relation d’équivalence algébrique engendrée

par x=y s’il existe 6 telque X, y €Rr(8) . On note [x] laclasse de Xx.

Si xeQ, alors [x] est le graphe maximal de Q contenant x, et
toute extrémité de [x] est un point de J=JcUJer ayant un seul argument
externe, et [XINE est fini. Rappelons que la prépériode d’un point x est
Yentier j minimal tel que FJ(x) soit périodique. Comme Pg est la
réunion de 'orbite de w et de VYorbite de w’ par F, pour tout entier j>0
donné, il existe au plus un point dans chacune de ces deux orbites, donc au
plus deux points dans Pg ayant j comme prépériode. Par conséquent, si
XeJ est strictement prépériodique, 1la classe [x] est aussi strictement
prépériodique et #[x]NPF=<2 . Comme W et c (resp. W’ et c’) ont des
différentes prépériodes, on a [wlnlcl=Z (resp. [WIn[c’'l=2 ). Si [cl#

[c’'l, alors [w] et [wW’] sont des revétements de degré d de [c] et de
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[c'] ramifiés au dessus de w et de W’ respectivement. Si [cl=[c'],
alors [w]=[w’] est un revétement de [c] de degré d ramifié au dessus de
w et W' . L'application F préserve la relation d’équivalence, i.e. si
F(x)=y, F(Ix1)=I[yl, de plus, I[x] est une composante connexe de
F-1(lyl), etsi w, W £€[x], alors

Flex:: [x1— [yl

est un homéomorphisme et [x] est 1Y‘une des d composantes connexes de
F=1(tyD).

On dit qu’une classe [x] est non contractile si [x] contient une
courbe rérmée. Autrement, [x] est contractile. Par exemple, si [x] est
un arc contenant deux points de Pg, elle est contractile. Si F(x)=y et si
[x] ne contient pas en méme temps W et w’, (ou également si [yl ne
contient pas en méme temps c et c’), alors [x] est contractile si et
seulement si [yl est contractile. Si I[cl=[c’'l , alors [wWl=[w'] est

toujours non contractile.

On s’intéresse ici surtout les classe d’équivalences conten_ant des
points fixes de F. Pour i=0,1,..., d-2, onnote £ij(c) et €£;(c’) les
points fixes de f. et de fo ayant l'unique argument externe i/(d-1), et
K et o les points fixes de fo et de for ayant plus d’un argument
externe ( 9) de 3.1). Dans S2?=L.ule/~ , Vensemble € = [g4(c)] =
[Eq-1-i(c’)] est formé par un unique rayon externe de F , il est donc

contractile, (i=0,1,...,d=2 ). Quant a8 [a] et [X], Ona

Proposition 5,2. Sojent ced¢ et c’edDy . Alors [acl=la], i.e.
oe = Ao siet seulement si t+t’=1, (quiest éguivalent a
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Arg(ae)=1-Arg(cder)
par le lemme 4.2).

Démonstration. =». Soit R le chemin le plus court dans [x.] joignant
de et Aer . S'il existe xedoNR différent de oo, alors xePJ. et les
arguments externes de X ont une méme période que les arguments de d. .
Ceci contredit le lemme 4.1, on déduit donc RnNJe={Ac} , et
pareillement RnJo={K} . Ainsi R est formé par un unique rayon
externe R(M) de F, etona MeArg(a.) et 1-MNeArg(cter) . D'aprés le

lemme 4.2, ona Arg(Xc)=1-Arg(cte) , d’ol le résultat.
&. Clest évident par Arg(ae)=1- Arg(ae) .
5.3. Araigné

Soient fc :z—294c et for: z— 29+’ avec cedi et c'eDy
F=fclfer . On étudie ici les classes d’'équivalence de F qui contiennent au

moins un point périodique ayant plus de deux arguments externes.

Rappelons que Or(z) est Vorbite de zedJ=JcUJe par F et 0r(e)
est V'orbite de ©€E ( E 1’équateur) par la multiplication par d , que dans
S2=Lciler/ ~ le rayon externe de F d'argument € est Rg(8)=R(9) ,
que Q est l‘ensemble des graphes connexes obtenus par une réunion finie de
rayons ‘externes de F d’arguments rationnels, et que PQ est I'ensemble

des éléments de Q périodiques par F . On pose successivement

PJ=PJeuPJo={zeJ | z périodique et #Arg(z)=2 };
S = {zePJ | les arguments de z sont dans une méme orbite };

s1={zeS | #Arg(z2)=2 };
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So= {zeS | #Arg(2)=3} = {zePJ | #Arg(z2)=3 } (Lemme 3.4 ):
T= PJ-S = {zePJ | #Arg(z)=2 , les deux arguments de z ne

sont pas dans une méme orbite }.

Soit R un graphe périodique de Q . Comme deux rayons externes
de F ne se rencontrent pas sauf éventuellement a leurs extrémités, les
points de branchement de & sont dans J et par suite sont des points de
S2 . Soient 2y, z2 €T d’un méme cdété de E avec Arg(zi)={ei,MNi},

i=1, 2. Si 0r(64)=0r(62) , alors 0r(zy)=0r(z2) et donc Or(My)=0r(M2) .

Soit ze€S de période p, et (Rz,1, Rz,2 ,---, Rz,n) les rayons
externes de F aboutissant en z , ordonnés dans le sens que Rz, j+1 suit
Rz,i & partir de Rz,1 choisi arbitrairement (Lemme 3.4). Si l'on a
FP(Rz,i)=Rz,i+m ¢mod n> » alors d‘aprés le lemme 3.4 c), l'entier m ne
dépend pas de i et la fraction m/n est irréductible (i.e. m est premier a
n), qui est nommée le nombre de rotation combinatoire de z . Il existe
donc k qui est un multiple de p tel que FX(Rz,i)=Rz,i+1 <mod n> - 0N
oriente Rz,1 en mettant une fléeche de z vers I'équateur, et on prolonge
Rz,1 dans PQ suivant cette direction jusqu’au premier moment qu’on
rencontre un point de J qui n’est pas dans T, on note ce point az,; et on
note le chemin obtenu Rz . On pose az,i+1=F K(az) et
Rz i+1=Fi%(Rz 1) , i=1, 2, -.., n=1. Alors les Rz ; sont deux & deux
disjoints sauf éventuellement a leurs extrémités, et on définit 1'araignée de

Z2 par

A(Z)=U1$J<n Rz,i .

Par construction, les az,; sont dans une méme orbite, ils ne sont pas
dans T (car az,i ne l'est pas) et les autres points de 2z,;NJ sont dans

T . Il enrésulte que A(z) ne dépend pas du choix de Rz 1. Eneffet A(z2)
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vérifie encore les propriétés suivantes:

a) Si 3 o<u,v<n tels que Qaz,u=adz,u+vimod n> , alors
az,i=az,j=X pour tous i,j, et [z]=A(x)=A(2).
Preuve. Comme FVY*%(az u=az,u, ona F¥K(az,i)=az,; i.e.
dz,i=Qdz,i+v(mod n> Pour tout i. Vu orientation des R; correspondante
a celle des R; , on déduit que az,j=az,; pour tous i, j. Réappliquons le
résultat 8 x=az 1=az,i , ona [Z]=A(X)=A(2) .

Par conséquent, x et z ont le méme nombre de rayons externes,
méme période, et des nombres de rotation opposés (i.e. la somme des

nombres de rotation combinatoire de x et de y est 1).

b) Si x=az,1€S, alors [z]=A(X)=A(2).

Preuve. Posons y=az,2 , Il surﬁt'de montrer y=x , le reste est
démontré par a).

Regardons les araignées A(x) et A(y) en choisisant pour Ry 1 et
Ry,1 les rayons externes de x et de y occupés par Rz, et Rz 2
respectivement, on adonc ayx,1=ay,1=2z et les ay,i, ay,i sont dans une
méme orbite. L’application FK: A(x)— A(y) préserve l'orientation des
rayons externes de x et de y, par suite F"(ax,i)=ag'i pour tout i. Or
Fk(ax,1)=ay,1=ax,1, c'est-a-dire que la période de l'orbite de ax,i divise
K, ona ax,i= F(ax,i) = ay,i pour tout i. Vu lorientation des rayons
externes de x etde y, ’ensemble {ax,i} ne contient qu’en effet au plus
deux points.

Supposons d‘abord que x€S2 , i.e. X admet au moins trois
arguments externes. Alors il existe u , u’ tels que ax,u=ax,u’ -
Appliquons le résultat a) a x avec ax,u , ax,u’ , ON déduit que
[xInS={z,x} , en particulier, y=az, 2=x .

Ainsi x€S2 entraine ze€eSz2 . Si z€S; alors X,y € Sy. D'aprés le
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lemme 3.4 , pour p la période de z , lentier 2p est la période des
arguments externes de z donc des arguments de x . Et par le méme
lemme p est la période de x . Mais FP(x)=y puisque FP(Rz 1)=Rz 2, d'ol

X=y .

On peut énoncer alors

Lemme S5.3. Soit ¥ un _graphe connexe de PQ pon contractile et
contenant un point z€S2, alors ¥ contient un autre point unique xeS,
et x et z ont méme période, méme nombre d’arguments externes, des
nombres de rotations combinatoires opposés. De plus, x el z pe sont pas
d’un méme c6té de 1'équateur E .

Démonstration. Les extrémités de A(z) sont dans S sinon ¥ est
contractile, donc par a) et b) le point x existe et vérifie toutes les
conditions du lemme sauf la derniere: il reste donc a prouver que x et z
ne sont pas d’'un méme c6té de E . Supposons que X et z sont d’'un méme
c6té de E, par exemple, X,z € Jor . Si Or(x) et 0Or(z) sont disjointes,
alors le cycle de x et le cycle de z représentent deux points de
bifurcation dans le chemin combinatoire ch(c’) de ¢’ (4.2), avec la
période de x égale a la période de z , ceci contredit le corollaire 4.4 . Si
or(x)=0r(z) , alors pour n (=3} le nombre total des arguments externes
de x (donc de z ), et m(x)/n, m(z)/n les nombres de rotation
combinatoire de x et de 2z respectivement, on a m(x)=m(z) et
m(x)/n+m(z)/n=1. Ceci est impossible car m(x) est premier a n par le

lemme 3.4 c) .

Cafd.

Corollaire 5,4. Soient {R1, ..., Ry} un _cycle périodigue (i.e.
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F(R)=Ri+1 ¢mod uw ) de courbes fermées dans PQ, et Gi,..., Gs les
composantes connexes de Sz‘UiQi . Alors chague G; est une classe dela

. - . 2_ .
relation d’équivalence “*~‘’ et pour toute composante B de s*-U &;,
chague composante ¥ de OB est aussi une génératrice du cycle , i.e.

UnFn(‘b') = UiQi ,

et pour toute composante B’ de S?-U 2; et toute composante ¥’ de
9B’ , ilexiste n telque
¥'=F"(¥) .

Démonstration. Si RiNS2=2 , alors tout point dans RiNPJ admet

exactement deux arguments externes, donc R¢=[x] pour xePJnR; et les

R; sont deux a deux disjoints. Par conséquent, s=u et Gj=R;=[F "' (x)].

S’il existe ze®iNS2, alors NS={x,z} parle lemme 5.3, et
pour Gy, G2, -.., Gg les composantes connexes de UiQi , avec R{CGy,

et F(Gi)=Gi+1<¢mods) » ON A
Gi = A(FI~Y(2)= A(Fi-(x)) = [Fi-(2)].

Le reste est évident par l1e méme lemme.



Chapitre 6. Accoupiements dégénérés et

orbifold non hyperbolique

Soient feiz—2%+c; foriz—29+c’; P¢, Py finiset F=fug.
Notons w=F~'c) et w'=F~'c") (les points critiques). Rappelons que
dans S2=LcULe/ ~, onnote J=JcUJer et E T'équateur, et qu’un cycle
de Levy est un ensemble de courbes fermées simples ¥1,---, ¥n dans
S2-Pg, ces courbes sont non périphériques, deux & deux disjointes et deux
a deux non homotopes rel Pg, aucune des ¥j ne sépare les deux valeurs
critiques, et une composante de F~'(%;) est isotope & ¥j-1 (oud ¥n si

j=1).

Définition. On dit qu’un cycle de Levy {¥1, «-- , ¥n} est un cycle de
Levy dégénéré pour F si en appliquant la proposition S.1 a X=Ui‘zri on

obtient pour X. une réunion disjointe de graphes connexes périodiques

contractiles (i.e. ne contenant pas de courbe fermée).

Supposons qu’il existe xePg tel que #[xINPp=2 et [x]
contractile, on peut supposer que x=F*(c), k=0 . Alors pour le futur
cycle périodique F¥(x), ... , FI*P~1(x) de x, chaque classe [FI*i(x)] est
contractile et contient au moins deux points de Pfr , O=<i<p-1. La
frontiere <3 d’un petit voisinage de [FJ*i(x)] est une courbe non
“ périphérique ( {c, ¢’} et [FI*i(x)] sont dans des composantes différentes
de S2-%;), et {¥o0, «=-, ¥p-1) forme un cycle de Levy dégénéré. Par
le théoréme 2 le revétement ramifié F n’est pas équivalent au sens de
Thurston & une fraction rationnelle. Mais on peut encore “‘accoupler’’ f. et

for d’une fagon dégénérée. Supposons [cln[c’'l=2, alors par 5.2 pour
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tout x , la classe [x] est contractile si et seulement si [F(x)] est

contractile. On construit un revétement ramifié F’' de la fagon suivante:

Posons P=Pg si [c’] (donc [y’] pour tout y’ dans Vorbite directe
de c’) est contractile, ou P égale a l'orbite de ¢ (avec c inclus) sinon.
Alors pour tout yeF~'(P), l'ensemble [y] est contractile. Soient V; un

petit voisinage de [X;j] pour x;eP tel que

(Vi-[xi))NPp=# ; v=U Vi et

V'=F"(V)=UJ.V§ avec xjeVinF~(P).

Prenons une application continue Y (resp. Y’') de S2? dans S2? vérifiant
que Y (resp. Y') est lidentité sur S2-Vv (resp. sur S2-v'), que
Y(IxiD={ %1} (resp. ¥/(Ix;)={ X;} ) est un point unique, et que ¥
(resp. ¥') est un homéomorphisme de V;i-Ixj]l a Vi-{ Xi } (resp. de
Vi-Ix;1 a V{-{x;} ) pour tout i (resp. pour tout j). On définit F’' de
VY'(s2) a Y(S2) par

Figure 6.1.
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F'IW'(SZ)—V' =F, et

F“vg = PoFoy'~! et particulier si F(lx;D=[xi]l, F'( §j )= X

pour tout j (Figure 6.1). Ona Pr=(Pr-P)U{ XjIxjcP} . On appelle F’
'accouplement dégénéré de fo et fo .

Dans les autres cas, i.e. si chaque classe [x] contient au plus un
point postcritique, ou si chaque classe qui contient au moins deux points
postcritiques est non contractile, ou si [cl=I[c’l , on peut aussi définir
Yaccouplement dégénéré F' en prenant simplement F'=F. Par exemple, si
c et ¢’ sont tous les deux périodiques pour F , ils sont dans l'intérieur de

leur ensemble de Julia rempli, et on prend donc’ F’'=F .

En tout cas 1'accouplement dégénéré F’ admet un cycle de Levy si
et seulement si F admet un cycle de Levy non dégénéré, ou bien [cl=[c’]

et [c] est contractile pour F (donc F'=F).

Définition. L lund fo ot fo b] teriti fini !
1abl LY ] {_ dégénéré F' de fo et g est équivalent 2
racti { 11 e Thurston.

Combinant le critére de Thurston et le critére de Levy, ona

Ihéoréme 3. Soient F=fcufo et F' l'accouplement dégénéré de f. et
fer. Si F' est & orbifold hyperboligue, alors fe et fer sont non
ab] | ot | s, bien il exist e de |
dégénéré pour F, gubijen [cl=[c’] est contractile pour F (donc aussibpour

F'=F).
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52 : ] ! Id 2 2 2 by I.[]I I I ]-

Soient fe : z—z9+c, for: z—2z9+c’, F=fellfer et F'
Yaccouplement dégénéré de f. et fo . Par définition d’orbifold dans le

chapitre 2 , v(x)=d pour tout xePg.

Lemme 6.1. Si Of est non hyperboligue, alors ou bjen ¢ ou c'=0, ou
bien ¢ et ¢ Ly les d rict ! <oériodi -
Dans ce dernjer cas, on a soit #Ppr=3 ; soit #Ppr=4 avec Ofr ayant les
poids (2,2,2,2) .

Démonstration. Supposons que c, ¢’ sont non nuls et au moins un des

c, ¢’ par exemple c est périodique pour F donc pour F’, alors comme

Vei(c) est un multiple de d-vg/(0) et vg/(0) est un multiple de vg/(c), on

a Vgr(x)=o00 pour tout x dans l'orbite de c, mais cette orbite contient au

moins deux points, donc

X(0g) = -eroﬂc,)(l-l/vw(x)k 0

i.e. Ofr est toujours hyperbolique.
Les deux valeurs critiques ¢, ¢’ sont toujours distinctes pour F’

et elles ne sont pas fixes, donc #Pg=3 . Si #Pgp=5, alors la

caractéristique d’Euler de Op¢ vérifie
X(0p)=2-5%x(1-1/d)<0 ,
donc Of’ est toujours hyperbolique. Si #Pgr=4, ona

X(Op)=2-4%x(1-1/d)
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qui est négatif sauf si d=2 et O a les poids (2,2,2,2).
Cafd.

I1 existe une méthode de construire quelques fractions rationnelles
a orbifold non hyperbolique (exemples de Lattés généralisés): soient I'CC

un sous groupe avec =22, et AcS' un sous groupe avec A.I'=T .
Posons E=C/I' et £=E/A . Supposons Sx=C=CU {0} (on peut

démontrer que c’est automatique si A#{1} ). Pour AeC avec AI'Ccr,
le quotient f dans £ de I'application t— At est une fraction rationnelle a
orbifold non hyperbolique (car le revétement universel de 0¢ est C
([IDH3D).

Proposition 6.2. Scoient c, c’ tels gue O soit non hyperboligue.
;] F' /] ! 2 . ] !\ [ !. !. ]] . ! ] ! .
c et ¢’ sont dans des membres conjugués de Mgq .

Démonstration. Silundes c, c’ est égaled O, par exemple c'=0,

alors F est équivalent au sens de Thurston a 1'application f:C—C:
flg=fc et f(eo)=co . L'application { est une fraction rationnelle, on

voit donc que fo et fo sont accouplables et F'=F .

Danslecasou c,c’ #0, parlelemme 6.1, ona #Pgp=3 ou 4.
Si #Pg=3 , alors par la proposition 9.2 de [DH3] V'application F’ est

toujours équivalent a une fraction rationnelle. Deux cas sont possibles:

I.1. w-tsecFeFre et Wb e e

avec €, &' points fixes de F et [e]l=[e’] mais [cl#[c’] . Cecin’est pas

possible pour d=2 car le point [€] pour F' a trois préimages: [€], c et
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¢’ . La caractéristique d’Euler X(0Og/)=2-3(1-1/d) est négative sauf si

d=3. Pour d=3, ilexiste 4 valeurs de c dans Mgz vérifiant

qui sont ¥m(1/3) , ¥m(2/3) , ¥m(1/6) , ¥u(S5/6) , et dans notre cas c=c’
est 1'un de ces quatre valeurs pour que F vérifie les hypothéses. En fait la

fraction rationnelle équivalente a F' est sous la forme

z— (23))/(1%j2%) ou j=e2i7/3=(-1+i¥3)/2,
et elle peut étre réalisée comme un exemple de Lattés généralisé avec

r=2®jz, A={1,j,j?} et A=iV¥3.

. o -E5 ¢'=w £ ¢ E5 g -E5 g, alors

X(0g)=2-(1-1/d)-2(1-1/d?) qui est négatif sauf si d=2 . Dans M2, on
peut déterminer que c=-2 € M(1/2) et c'=¥n(1/4) € M(1/3) ou bien
c'=¥n(3/4) € M(2/3), cet ¢’ sont dans les membres non conjugués de
M2, et F’' est équivalent a une fraction rationnelle de la forme 1/(2z2-1),

et celle-ci peut étre réalisée comme un exemple de Lattés généralisé avec
r=2@iz, A={1,-1,i,-i} et A=1+i.
Supposons que #Pgr=4 , par la proposition 6.1, d=2 et c, ¢’

sont tous les deux strictement prépériodiques pour F . Trois cas sont

possibles:



72

III. [cl=lc’']l, alors F'=F et pour que #Pg=4 il faut

wl F:C' F

®
[
A

avec B, 8’ points fixes de F et [B]=[8'], on détermine que
c=c'=-2 = ¥wm($) € M(1/2) , F=f_zuf-2.

Le revétement ramifié F n’est pas équivalent & une fraction rationnelle par
la raison suivante: F est équivalent au quotient de h : (x,y) —(2x,y) :
C — C, dans l'espace S? =~ £=E/* ou E=C/(Z@iZ), comme h n'est
pas C-linéaire, son quotient n’est pas C-linéaire non plus, donc n’est

pas une fraction rationnelle.

V. [cl#lcl et w 5 ¢ E5a £ g E5 8 et

] F:a: F:B' F’:B'

w!' -5 ¢

avec 8, B’ points fixes de F et [al=[a’] et [8]=[8'], donc

[ [}
QJ’ F:C' F:a F:3 F:B’

on détermine que soit c=c'=y¥n(174) € M(1/3) soit c=c'=yn(3/4) €

M(2/3) (donc c et c’ sont dans un méme membre de M2 qui n'est pas
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conjugué a lui-méme) et F’ est équivalent a une fraction rationnelle de la
forme

z— (22%i) / (1%iz)

qui est conjuguée & z— +(i/2)(z+1/2) . Cette fraction rationnelle est en
fait un exemple de Lattes typique avec

r=2@®iz, A={1,-1} et A=1+i.

V. [cl#lcl et w —f» ¢ £

w'—F—>C' F:b' F:al F:bl

“avec [al=[a’l et [b]l=[b’l, alors pour F’:

On détermine comme dans IV que soit c=c’=i € M(1/3) soit c=c'=-i €

M(2/3) et F' est équivalent a une fraction rationnelle de la forme
(z2+3) /(1+az?) avec a = (1xiY7) /4 .

Mais on ne sait pas si cette fraction rationnelle peut étre réalisée comme un
exemple de Lattes.

Cafd.
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Mary Rees et Ben Wittner ont montré indépendamment dans leurs

papiers ([R2] 4.3 et [W] 3.1) le théoréme suivant:

Supposons d=2 et c, c’ €M tels que O soit périodique pour fe
et for . Supposons de plus que f. et for sont accouplables et que G est
une fraction rationnelle telle que F'=F=fc1fo soit équivalent & G au sens
de Thurston. On note J(G) la fermeture des points périodiques répulsifs de

\\zll

G. Alors la relation d’équivalence est automatiquement fermées, et

il existe une application continue

®:52— C=CuU{o}
qui vérifie que
1. & est surjective
2. PoF =Go®
3. @ 1(C-J(B))= KeU Ke
4. @ est injective et analytique sur Ke U Ko
S. @ est une limite uniforme de homéomorphismes

6. ®~1(z2) est une classe de la relation d’équivalence '’/ pour tout zeC .

Par la propriété 6, 1'application & induit une conjugaison de
(s2/= , [F]) a (€C,6G), ou [F] est I'application quotiente de F sur
$2/~ . Par suite S2/x est une sphére. On peut donc réaliser
Yaccouplement de fo et for encollant K. et Ko le long leurs bords en
identifiant ¥<(8) & ¥(-0).

Mary Rees affirme qu'il existe des résultats analogues pour le cas

ou O est strictement prépériodique pour au moins un des fe, feo’ -






Chapitre 7. Démonstration du résultat principal
7.1 Réducti

Soient fe : z—z94c et for: z—2z9+c’ avec ced¢ et c'edy
F=fcufer et F’' 1accouplement dégénéré de f. et for . On démontre

d’abord un théoréme intermédiaire:

2) fe et fo sont non accouplables;

b) ou bien [cl=[c’] est contractile (donc [wl=[w’] non contractile), ou
bien il existe un cycle de Levy {%¥1, ... , ¥m)} Don dégénéré pour F et
chague ¥ traverse l'éguateur E au moins une (donc deux) fois;

©) il existe une courbe fermée ¥’ dans Q;

d) oubien [cl=[c’] est contractile (donc [wl=[w’] non contractile), ou
bien il existe un cycle de courbes fermées {¥1, ... , ¥m} dans PQ
vérifiant F(¥i)=¥i+1, i<m, F(¥m)=%1, aucune des ¥; ne sépare les
deux valeurs critigues, et pour toute composante B de S*-U ¥,
chague composante ¥ de OB est l'une des ¥ -

Démonstration. a)e b) est fait par le théoreme 3. Une courbe dans un
cycle de Levy traverse toujours 1’équateur car sinon toute courbe du cycle
serait homotope a une courbe complétement contenue dans une méme
demi-sphére de S2=L.uler/ ~ par example Lo, et le cycle réduit & un
cycle de Levy non dégénéré pour le revétement fe: CU{o0} — CU {0}
avec fe(o0)=o00, par suite fo ne devrait pas étre équivalent a une fraction
rationnelle au sens de Thurston, ce qui est absurde car f. est déja une

fraction rationnelle.
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b)=c). Prenons {¥i, ..., ¥mJ un cycle de Levy non dégénéré
pour F . Appliquons la proposition 5.1 a X=Ui?fi , on obtient Xo un

graphe de PQ, et par hypothése que le cycle de Levy soit non dégénéré au
moins une composante de Xe est non contractile, il exste donc une courbe

fermée dans PQ .

c)=>d) . S’il exsite k tel que F""(X) soit non contractile mais

Fk(+%) soit contractile, alors c,c’eFk(¥) et donc [cl=l[c’] est contractile.

Si F"(¥’) est non contractile pour tout n, alors la future orbite
périodique de ¥’ forme un cycle de courbes fermées {Ri,...,Ry} dans
PQ. Par le corollaire 5.4, ce cycle induit un autre cycle de courbes

fermées {¥1 ,---, ¥m} vérifiant que pour toute composante B de

52-U1<i<m'gi , chaque composante ¥ de 9B est l'une des 7% .

Une courbe fermée périodique ¥ de PQ ne sépare jamais les deux
valeurs critiques, car premiérement c , c' g ¥ (c,c’' £ PQ);
deuxiémement, si ¥ séparait les deux valeurs critiques, sa préimage
F-1(¥) serait une seule courbe, elle devrait &tre dans Q et contenir tous
les arguments de la forme 6/d+i/d pour un ey nE (i=0, 1, ..., d-1),
mais comme © est pérodique , 1'undes {6/d+i/d} est encore périodique
et les autres sont strictement prépériodiques, ainsi la courbe F~'(%¥)
contient a la fois un argument a dénominateur premier @ d et un argument

a dénominateur non premier & d , ceci contredit le proposition1.3.

d)=b). L’ensemble de la frontiére d‘un petit voisinage de chaque
composante de Uixi forme une multicourbe I' dont on peut extraire un

cycle de Levy, car aucune courbe de I' ne sépare les deux valeurs
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critiques, et une courbe au voisinage ?%¥; figure dans la préimage par F

d’une courbe au voisinage de ¥i+1¢mod m) .

Cafd.
{’61 182y sy Km}

dans PQ dont aucune des ¥i ne sépare les deux valeurs critigues, alors
les composantes-—disques de Sz-Uim forment une chaine

RIvR21 vee IRV'
avec v=2: deplus c, c’ €eRy et F(Ri)=Rj+1, 1=ikv.

Démonstration. Comme aucune des 7¥i ne sépare les deux valeurs

[

critiques, les points c et ¢’ sont dans une méme composante de

Sz-Ui‘z{i . Un ensemble ouvert B est une composante de S2- Ui‘b’i si et
seulement si 9BCU ¥i et BNU ¥i=2 . Soit B une composante-disque
de Sz-Ui*o’i qui ne contient pas c et c’ (ceci existe car Sz-Ui‘b’i
admet au moins deux composantes—disques). Comme aBCUiXi , une

unique composante & de F~'(9B) est encore dans Ui*o’i , etla
composante B’ de F~B) bornée par & est encore une composante de
$2-U,¥: (car B'nU ¥:i=2 ). Posons B'=By. Si c,c’ By, on peut
continuer & prendre B2 1l'unique composante de F~'(By) qui est encore une

composante—disque de Sz-Ui'z{i, et ainsi de suite. On prétend qu‘il
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existe un N tel que c,c’e By . Car sinon il existe g et p tels que

Bq=Bqgq+p et X=U Bi est un ensemble mono-invariant par F a

q+1&isq+p
IYintérieur non vide, ceci contredit le complément 2 de la proposition 5.1.

Prenons la chaine la plus longue parmis les chaines associées a chaque
composante-disque de Sz—Uixi , et renumérotons-les, nous aurons Rj,

R2, ««. , Ry, v=22.

Cafd.

Remargue 7.2. S‘il existe un cycle de courbes fermées périodiques

{%¥1,++»¥m} , alors par le corollaire 5.4 on a Ui’b’1=Uj[F5(z)] pour un
certain z, et pour tout xeSz-UiXi , la classe [x] est contenue dans la

méme composante de Sz—Uixi que X .

7.2. Dé tration final

Soient fe :z2—2%+c, for:z—29+c’ (d=2) & P., P finis
F=fcufer et F’' 1accouplement dégénéré de fo et for . On rappelle que

M(t) est le membre d’argument interne t de Mg et De¢=MIA)ND .

Théoréme 1. Les deux polyndmes fo et for sont non accouplables si et
seulement s’il existe t telque ced¢ et c'e D¢ .

Démonstration. Le cas ot F’' est a orbifold non hyperbolique est fait par
la proposition 6.2. 0On suppose ici O hgperboh‘que. On peut donc

appliquer le théoreme 4.

<. D’aprés la proposition 5.2 , [del=[cer] est non contractile, on peut

tracer une courbe fermée 1a dedans, la condition c) du théoréme 4 est donc
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vérifiée. Le reste est fait par 1e méme théoréme.

= . Supposons que fo et for sont non accouplables. D’aprés les
discussions de la section 6.2, ona c,c’ #0 . Donc ced: et c'edy

pour certains t et t’.

D’aprés le théoréme 4, ou bien [c]l=[c’] est contractile, ou bien
il existe un cycle de courbes fermées périodiques {¥1,%2, == ¥m) dans

PQ dont aucune courbe ne sépare les deux valeurs critiques c et c’.

a) Si m=1, alors la courbe ¥1 est mono-invariante par F . Par
le lemme 7.1, ona S?-¥1=RiUR2, c,c’eRy et F(Ry)=R2 . Ceci implique
que F : %¥1— ¥ renverse l'orientation de ¥, il existe donc au moins deux
points fixes de F dans %¥1 . Comme ce sont des points fixes admettant
plus d’un rayons externes, ce sont forcément o, et oes . Par_la

proposition 5.2, ona t+t'=1.

b) Pour le cas ou m>1, on a deux démonstrations pratiquement

différentes. Nous les notons b1 (avec b1/, b1’!, b1’’*) et b2.

b1) On définit d’abord une chaine d’ensembles connexes Ri, Rz,
... , Ry de la fagon suivante:
Cas 1. S’il existe un cycle périodique {¥1,¥2, =+ » ¥m} dans

PQ avec m=2, onprend (Ry, R2,..-, Ry ) la chaine des composantes-
disques de S2- Ui‘o'i décrite dans le lemme 7.1 ;

Cas 2. Si [wl=[w’'l] est non contractile avec [cl=I[c’]
contractile, prenons [cl, [F(c)] ,-.., [F¥~Y(c)] les classes disjointes de

Or(c) , et prenons Rj=[c] et Ri=Fi~'(Rp=I[F¥" )], 2=isv.



80

Pour cette chaine (R;) dans les deux cas, notons successivement
I=F " '(Ry) qui est connexe et disjoint de Ry, et By, B2 ,..., Baq les
adhérences des d composantes de S2-1 avec B; contenant R;. Les B;

sont fermées.

Pour un ensemble connexe UCS2-Ry, l'ensemble F~'(U) a d
composantes connexes, elles sont F~-YUu)nB;, F~(U)NBz2, ...,
F-(U)NBg4 , et pour tout i, 1'application F : F~(U)NnB; — U est un

homéomorphisme. De plus, si xe B;, alors [xle B; .

b1’). Rappelons que les ensembles €; = [€i(c)] = [Egq-1-i(c)], O0=i=d-2
sont deux a deux disjoints et sont disjoints de [ac] et de [oer]l, et

[xe]l=[ater] si et seulement si t+t’=1 (la section 5.2). Posons

Y=[aJUlasluU €.

0¢isd—2
L'’ensemble Y a donc d composantes connexes si t+t'=1, et d+1

composantes connexes si t+t’#1 . Chaque composante de Y est un graphe

de PQ connexe mono-invariant par F .

Soit je{2,3,...d} . Prenons successivement Uo=Bj , et
Un=F~'(Un-1)NBj . Ona UnCUn-y pour tout n car UiCUo=B; . Comme
BjnPg est fini, il existe k=1 tel que Ugs 1= F~'(Uk)NB; soit isotope & Uy
rel Pg . Appliquons 1a proposition S.1a Ux (F : Ug+1— Uk est un
homéomorphisme), on obtient Ue,; un graphe de PQ connexe contractile
mono-invariant par F, et qui coutient tous les points fixes de F dans B;.
Ainsi, l'ensemble

B2 U B3 VU...U By
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contient au plus d-1 composantes connexes de Y=[dc]U[dc’]UUi€i .

Pour le cas 1, les ensembles I et Ry sont disjoints (car m=2);
pour le cas 2, ceci est évident. Comme F(I)=R;, F(R{)=R2, et I, Ry,
R2 sont deux & deux disjoints, 1’ensemble IUR; ne contient pas de point

fixe de F , nileur classe d’équivalence (dans le cas 2 c’est évident, dans

le cas 1 il faut utiliser 1la remarque 7.2). Donc les autres composantes
connexes de Y sont contenues dans Bi—-Rp.

b1'’). Posons successivement B=B;, Vo=B- R; et
Va={zlz, F(2), FA(2) ,.., F2) €Vo}= Vh-1- R
oU Vh-1=F~(Va-1)NB , autrement dit

Vih-1={zl zeB ; F(2)eVn-1}
={zl zeB: F(2), F2(2) ,..., F"(2) € B-Ry } .

Ona VhcVh-1 et VACVnh-1 pour tout n.

On montre d‘abord qu’il existe au moins une composante parmi les

Ri qui est contenue dans S2-B: dans le cas 1, comme une composante de
3I1=F~'(3Ry) est dans le cycle {¥1,--, ¥m} , ona (s2- BInU wi#7,
donc S2-B contient des composantes-disques de Sz—Uixi - dans le cas

2, pour le premier point périodique F“(c) dans Or(c), ona FY(c) Ry,

et dans F~'(FY(c)) il existe deux points postcritiques, et B n’en contient

quun, ceci implique (S2-B)NPr## et donc (S2-B)NURi#% .
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Ainsi il existe s=1 tel que
Ri,R2 ,.., Rs C B et Rss1C S2-B .
Comme les Rz ,..., Rg sont disjoints de Ry, pour zeRy, ona

F(z)eR2 C B-Ry, F2(2)eR3 C B-Ry ,..., F*~'(2)eRs C B-R4
et
FS(z)€Rs4+1 C S%-B .
Donc

RiCV) pour jss-2 et RiNVj=#& pour j=s-1.

Par conséquent, si Vh—1 est connexe alors V, est connexe. Comme Vg

est connexe, on en déduit par récurrence que V, est connexe pour tout n.

De plus, pour n>s, Va=Vh-1 et F: V,,-i)an est un homéomorphisme.

Comme Vc<NPg est fini, il existeun k>s tel que Vik+1 soit isotope a Vi
rel Pr . Mais Vi+1 est une composante connexe de F~'(Vy), on peut donc
appliquer la proposition 5.1 a8 Vi et obtenir Ve un élément de PQ
connexe, mono-invariant par F (Figure 7.2), et qui coutient tous les

points fixes de F dans B .

Donc il existe au plus une composante connexe de l'ensemble Y=

[atelUlaerlUU .., _,Ei contenue dans B-R;.

<d

b1’’!). Combinant les résultats de b1’) et b1’’) on déduit que Y a au plus
d composantes connexes. Ceci n’est possible que quand [<]=[x] . D'oU
t+t'=1.
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Figure 7.2

b2). On définit d’abord la méme chaine {Ry,..., Ry} comme dans
b1). Posons I=F~'(Ry) et B 1'adhérence de la composante de S2-1

contenant Rp.

Pour tout UCS?, notons U'=F~'(U)nB . Si UCS2-Ry, alors F:
U’'— U est un homéomorphisme. Remarquons Ri=% , et Ri+1=R;, i=2,

3yeeeyS .

On définit comme dans b1*’) 1a suite Vo, Vi yeeey Vn ,eee . Alors
on a pareillement les résultats qu'’il existe s telque Ry, R2 ,..., RgC B et
Re+1CS2-B, et que I'ensemble Veo=kL MV, existe, quiest un graphe de

PQ, et est connexe, et mono-invaraint par F .

On montre ici que Vo gst de Dlus non contractile. On pose
Ro,1= Ry et Rg,s+1=52-B . Alorsona S2-Vo=Ro,s+1URo,1 avec RyCRo,;
et Rc+1CRo,s+1 . Pour k=1,2,...,s-1, posons Rg,1= Rq, Rk,s+1=52-B,

et Ry,j=Rk-1,j+1, j=s,5-1,...,s-Kk+1, alors



84

S2-Vi=(Rk,s+1URk,sU - URK, s —k+1)URK,1
avec RjCRy j, j=s+1,5,5-1,...,s—k+1, et RyCRy,1. En particulier
Sz'vs—1=(Rs-l,s-HURs-l,sU'--URs-I,z)URs—Li .

Posons Rs,s+1=S%-B, et Rs,j=R%s-1,j+1, j=s,s—1,-..,1, alors RjCRs ;
et
Sz—Vs=Rs,s+‘|URs,sU ---URs,2URs,1 .

Ainsi ‘32—Vs admet s+1 composantes dont chacune contient un des R; .

Soit U un ensemble connexe tel que R{CU , alors F~'(U) est
connexes et ICF~'(U) . Donc (S2-B)UU’ est connexe. Pour n>s, on pose

Rn,s+1=(S2-B)URNh-1,1 et Rn,j=Rh-1,j+1, j=1,2,...,s . Alorsona
Sz’vn=Rn,1URn,2U'"URn,s-H
les Rn,j sont connexes, deux a deux disjoints, et RjCRn,; pour tout j.

En ce qui concerne V., , comme pour n assez grand, les
ensembles Rn,1, Rn,2 , -, Rn,s+1 sont dans des composantes distinctes

de sz—v,,o , 'ensemble V. est bien non contractile.

Si Ve est une courbe, c’est-a-dire que Vo n’apas de point de
branchement, alors par la partie a) de ce théoréme on déduit que
e, X ’€EV o et ensuite t+t'=1 . Si Ve admet des points de
branchements, alors par le lemme 5.3, il en a exactement deux et qui ne

sont pas d’un méme cdté de 1'équateur, ce sont donc e et s . D'aprés
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la proposition 5.2, on aenfin t+t'=1.

Cafd.

Remarque. On déduit par le fait VoaCVn.-1 qu’il existe k>s tel que Vi
soit isotope 8 Vk-1. On voit donc que 3V, est isotope a8 OVk-1. Parla
construction des Rg,i , on voit que 9V, , en temps qu’une partie des
préimages du cycle de courbes originales {‘5’1,...,‘5,,,} » forme un cycle de
Levy, et l'unique composante non disque du complémentaire de ce nouveau

cycle (elle est bien sir Vi ) admet une préimage isotope a elle-méme.

Si on vérifie bien la démonstration du lemme 7.1 et de b)
ci—dessus, on voit que les arguments utilisés sont aussi valables pour les
cycles de Levy non dégénéré (avec bien sir les R;j , Vi a isotopie pres), on

obtient donc un complément qui est peut-étre utile pour les autres:

Complément. Soit F un revétement ramifié de S2 sur S2? ayant
] ! I . ! .!. . s '.] . ! ] I I
{¥1,%2,-+» ¥m) nondégénéré pour F . Alors dans I‘ensemble

UnenU gimf "9

on peut extraire un autre cycle de Levy {&1, 2 ,..., Rk} Qui vérifie que
dans S?-U_ ®; il existe une unique composante C gui nest pas un disque
topologigue, et gu’on a F~'(C)=c’uc’” , c'nC’=2 , et gue C’' est
isof 2 C. Alnsi { touti ) e de |
6Qdnéré vérifie ceti 6t6.
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