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ABSTRACT

The Ffirst part of the thesis consists of a paper published
in 1EEE Trans. Aut. Control (vol. AC-28, n° 9, 1983), with
J.C. Fort and G. Malgouyres. It gives two methods of calculating
the exit time of a Markov chain from an attraction domain : this
time 1is extremely long, so we use an exponential change of proba-
bility (that of large deviations theory), for a fast simulation

and a non-standard approximation by diffusion.

The second part includes two papers published with J.C. Fort
in the Annales de I°"IHP, Probabilités et Statistiques (vol. 23,#
n® 1, 1987), and in Biological Cybernetics (n° 53, 1986). In the
first one, we prove the convergence of Kohonen"s self-organizing
algorithm, 1in dimension 1. 1In the second one, we define another
self-organizing algorithm, which is a simplified variant of

Kohonen®"s, and we prove its convergence in dimensions 1 and 2.

In the third part, published in Biological Cybernetics
(n® 58, 1988), we solve the problem of the connection matrix
calculus for a Mac-Culloch or Hopfield neural network, so as
to get the largest attractivity for the deterministic algorithm
and non-orthogonal patterns. Then we calculate the attractivity

of each memorized pattern, for a given connection matrix.

The last part is devoted to the study of the role of inhi-
bition in a nearest—-neighbours-connected neural network. The model
Closely ressembles the biological reality of the young animal®s
cerebellar cortex. We prove that, when inhibition is smaller than
a certain threshold, the network is ergodic and works 1in a sta-
tionary way. Conversely, when inhibition increases, striped or
moiré responses appear, whose form and width depend on the consi-
dered neighbourhood size.

KEYWORDS : Large deviations, Approximation by diffusion, Markov chains, self-organization,
Associative memory, Neural networks, Inhibitory coupling, Attractivity.
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INTRODUCTION

Cette thése comporte 5 articles. Les quatre premiers sont publiés.
Le dernier est une prépublication d"ORSAY-PARIS-SUD.

PREMIERE PARTIE.

GRANDES DEVIATIONS ET EVENEMENTS RARES DANS L’ETUDE D’ALGORITHMES STOCHASTIQUES.

(A fait l1"objet d"une publication dans IEEE Trans. on Aut. Control,
en collaboration avec J.C. FORT et G. MALGOUYRES) [6J .

Pour estimer des probabilités extrémement petites, une méthode a
été fréquemment utilisée la méthode de I"échantillonnage préférentiel
([83)~ Cette méthode est fondée sur la remarque suivante : Si P et
P sont deux lois de probabilité telles que P soit absolument conti-

dP
nue par rapport a P, de densité — , et si X est une v.a.,
dpP
dpP
Ep(X) = X(>) dP(<0) - J X(co) -— () dP (0>)

dpP
Si X est la v.a. indicatrice d"un événement A rare sous la
loi P , événement presque 1impossible a observer au cours d"une simu-

lation de loi P , on simule un n-échantillon sous une loi P favo-

risant 1 apparition de I1"événement A, et on estime Ep(X) = P(A), par
I n dP } ) o )
- £ — (= 3Aa (0>)) = Cet estimateur est sans biais et convergent mais
n 1=1 dp
} 1 dP _2 o) L
sa variance - [E X —) - (Ep (XD)N3) n"est pas contrdlée, et peut
" P ol>

étre grande et Oter tout intérét a cet estimateur.

Pour des événements A du type "franchissement”™ d"une barrieéere
positive a pour un processus de Markov ayant O pour attracteur et
équilibre asymptotiquement stable, nous avons montré que le changement
de probabilité exponentiel utilisé pour démontrer les théorémes dits
de grandes déviations ([23, [43, [113) fournit un estimateur optimal.
Il est en effet de variance minimum parmi tous les changements de
probabilité exponentiels, c"est-a-dire obtenus en remplacant la loi
partant de x, dix (y) par dfEx (y) = C exp (v(x) y) dnx () -



Le changement de probabilité optimal est défini par v (x) *= Xx

avec X (™x) —» 0, pour £X log-Laplace de mx e

Son interprétation est simple : si, par exemple, le processus de

Markov est défini par
1
dMx (X+1) - p(Xx) * 1 - dMx (x-1), avec p(x) < -

le changement de probabilité correspond a I"échange de p(x) et de
1 “ P (x).

Ce changement de probabilité recentre le processus autour du 'che-

min de sortie" optimum (celui qui minimise l1"intégrale d"action

\} — e dx, avec h_ transformée de Cramer de la loi J&,).

Nous avons utilisé aussi ce changement de probabilité optimal pour
obtenir une formule approchée du temps d-"atteinte de la barriere

a > 0, en utilisant une approximation diffusion non standard.
Soit 0 <y < xQ « nb < a .

On évalue d"abord la probabilité, partant de xQ, d"arriver en
n™ avant d"arriver en y . Cette probabilité est trés faible, elle
est calculée au moyen d"une approximation-diffusion du processus &
transformé par le changement de probabilité défini ci-dessus. On
écrit ensuite des conditions frontieéres en xQ pour évaluer la pro-
babilité, partant de 0, d"arriver en n” , au moyen d"une approxima-
tion-diffusion du processus X lui-méme, considéré au voisinage de O
comme un processus de Orstein-Ulhenbeck. On répéte enfin cette opéra-
tion entre n™ et a.

On associe toujours au processus de Markov étudié X (t), le pro-
*
t
cessus a petits gains X () * eX(-) comme par exemple dans £3], et
e

les résultats obtenus sont des résultats asymptotiques quand e 0.

Nous avons appliqué les deux méthodes (simulation et calcul appro-
ché) pour calculer le temps de fonctionnement prévisible d"un canal
de communication ALOHA, ([1]1, £9], Cl10]) : il s"agit d"un canal parta-
gé entre un trés grand nombre d"utilisateurs, géré par une procédure
aléatoire.

Lorsque deux utilisateurs cherchent a émettre simultanément, ils
sont bloqués. Si 1"on note N(t) le nombre d"utilisateurs bloqués
A I"instant t, le temps de fonctionnement du canal est le temps
d"atteinte d"une valeur critique nQ aprés laquelle N(t) tend

rapidement vers + <». *

Depuis la publication de notre article, plusieurs auteurs ont
appliqué ou généralisé ces techniques qui se sont révélées utiles :
par exemple DUPUIS et KUSHNER [7] ou de CAMBRY [5]-



DEUXIEME PARTIE.

ETUDE D’'UN PROCESSUS D’AUTO-ORGANISATION.

(A fait l'objet d'une publication dans les Annales de Il'institut

Poincaré, en collaboration avec J.C. FORT) CIlJ.

et UN MODELE STOCHASTIQUE DE LARETINOTOPIE.

(A fait l'objet d'une publication dans Biol. Cybern., en collabo-

ration avec J.C. FORT) £2j.

Dans de multiples réseaux de neurones réels, on constate certaines

propriétés d'ordre porteuses de sens : correspondances ordonnées entre
zones réceptrices dans le cortex visuel et orientations spatiales des
stimuli, rétinotopie , c'est-a-dire que des zones voisines de la rétine
sont en correspondance avec des zones voisines du cortex visuel, mémes
constatdations en ce qui concerne le cortex sensoriel ou awuditif.

Cet ordre n'est pas entierement programmé génétiguement. Il se
met en place au cours d'une période d'apprentissage, pendant laquelle
les synapses se modifient suivant la regle de Hebb o ltefficacité d'une
synapse se modifie de facon a augmenter le produit de l'activité pré —

et post-synaptique ([41).

Une disposition spatiale, une auto—organisation. se met en place
sous le controle de I'information recue. Iy a "reproduction” con-
forme des relations d'ordre, de voisinage, de ressemblance entre les
stimuli.

T. KOHONEN (Z&3, £73, [81, £93) a défini un algorithme d'auto-
organisation simple, basé sur la regle de Hebb et spectaculairement

efficace

On dispose de N unités i = 1, ... ,N, qui réagissent a un s ti-
mulus 00 a n coordonnées (co, .. .,o>n), en fournissant une réponse
n

j o« .. L'unité i est donc caractérisée par son "imacre", le

i*»l 3
vecteur mA  *= IX£n ) e °n place ml, mg, ..., mN dans le
méme espace que les stimuli et on les normalise. Un systéme de voi-
sinage {\T (i) [/ i * 1, ... ,N> est défini. Au temps t=0, les m~0)
sont aléatoires et indépendants. Si (ninCt)) est l'"état au temps
t , on présente au temps (t+1) un stimulus coH:L tiré suivant une
loi p. On détermine alors *0> numéro de l'unité appelée par co

(unité de meilleure réponse) par



llEe+1 - m%} oIl - mgn Jot+1 - nw O]l

et on renforce I"ajustement en iQ et en ses voisins, en posant

AL mTj + e(t) (@51 - nTj) si i 6V <io) U {io}

J1 > , Ssinon
\%

avec e petit et positif.

(On applique une homothétie de rapport 1-e et de centre 1
au point iQ et a ses voisins : on les rapproche entre eux et aussi
de <ot+1).

Cet algorithme (en version discrete ou continue) définit un
processus de Markov, convergent vers un maillage (m (@), qui re-
produit la densité p des stimuli o© et leurs ressemblances mu-
tuelles.

T. KOHONEN a présenté de nombreuses applications de cet algo-
rithme. Mais il n"a pas donné de démonstration explicite de la con-
vergence de I"algorithme, méme s"il en a esquissé quelques arguments.

Dans le premier article de cette partie (Etude d"un processus
d"auto-organisation), nous avons démontré la convergence en loi du
processus m(t), pour des unités alignées, en dimension 1, avec p
uniforme et e Fixe, (contrairement & ce qu“annoncait T. KOHONEN,
il n"est pas nécessaire que 6(t) tende vers 0).

On montre que la convergence se fait en deux phases : une phase
de mise en ordre correspondant a l"entrée dans une des deux classes
absorbantes (dispositions monotones) et une phase de convergence pro-
prement dite. Pour cela, nous montrons que la mise en ordre s"effec-
tue en un temps fini et que la chaTne est Doéblin, en prouvant 1"exis-
tence d"un entier m et d"une constante C > 0O, tels que, pour tout
X ordonné, et tout ensemble E de mesure de Lebesgue X(E) > O,

Pm (x, E) > C X (E)-

Il est facile de mettre en évidence une Tfonctionnelle décroissante
au sens large du temps : c"est un indice de désordre, mesuré par le
nombre de triplets (Mi_i» m*» mi+i) non ordonnés, c"est-a-dire véri-
fiant (mi+i - mi) (@Mi ~ < °* Mais il faut démontrer que cet
indice décroTt strictement en temps fini et avec une probabilité
strictement positive.

11 est donc nécessaire de construire '"a la main" cette minoration,
la chaTne étant non classique et a états dans C°»1]N*

Nous avons enfin étudié le cas ou e(t) w0 :si £ e. () » a-o0
e* Z ﬁo(t) < 4-o00, (conditions classiques des algorithmes de Robbins



et Monro ), la chaTne converge presque slrement vers une situation
constante m* , solution d"un systéme linéaire explicite, qui avait
été écrit par T. KOHONEN a partir de raisonnements en moyenne. Oon
constate que chaque point m* est le centre de gravité de la densité
p sur la région d"influence de i, c"est-a-dire lI"ensemble des o

dont le tirage "appelle” i

Malheureusement, la démonstration des mémes résultats en dimension
2 s"avére a peu pres 1inextricable bien que la démarche soit semblable.
Ce qui cause la complexité des démonstrations (mais aussi l"efficacité
de I1"algorithme), c"est le fait que le stimulus @ soit tiré au hasard
et qu*il appelle un indice iQ (I"unité la plus proche) sans qu”il

soit facile d"expliciter cette v.a. 1i0.

On peut alors penser a tirer des stimuli qui soient eux-mémes
des points du réseau, mais alors I1°ensemble des mn) se concentre
en un seul point, puisqu"a chaque présentation, on contracte les

distances mutuelles.

Ceci nous a amené a proposer, dans le 2° article de cette partie,
une variante de lI"algorithme de KOHONEN : on tire un stimulus o qui

correspond directement a une unité i - si m*) est la situation a

I"instant t et o« iIQ , on définit mi+l1 ™ mi s* * n"est pas
voisin de i et

my+l = mf @ - WVI/e) +e &, M,

si i e v (iQ).

Pour i € V(i0), »T+1 est le centre de gravité de m* et de
{mT,, i" 6 V(iQ)} pondérés respectivement par 1 - JU] e et

Cet algorithme obéit lui aussi a la regle de Hebb.

.Pour éviter la dégénérescence du réseau vers un seul point, on
fix® les bords, c"est-a-dire que par exemple en dimension 1, mj et
’ﬁ sont constamment égaux a O et a 1.

Alors nous démontrons, en dimension 1 ou 2, avec e Tixe et

suffisamment petit, la convergence en loi de m(t) vers un maillage

aléatoire indépendant de m(0), "ordonné". Nous calculons 1" espé- =
rance de m(oo) et bien sir montrons que lorsque e = e(t) tend
vers O (avec £ e )= + 2 2 an(t) < + ) » m(t) tend vers

E (m(0)) p-.s.



Les démonstrations sont plus simples dans ce cas, car on dispose
d"une écriture de m(t+l) en fonction de m(t), de la forme
m(t-i-1) * m(t) + +1, ou Zt+1, +1 sont des matrices

aléatoires explicites. On utilise des résultats de KESTEN C53 -

L*algorithme de KOHONEN a de nombreuses applications dans tous
les domaines ou s"effectue une auto-organisation : rétinotopie, recon-
naissance et classification de phonémes, construction de maillages
(de dim 1 ou 2 principalement) pour "remplir"” des figures de dimen-

sion supérieure, etc...

On trouve dans FORT [33 une intéressante application a la solution
du probléme du voyageur de commerce. Une autre jolie illustration a
été donnée par RITTER et SCHULTEN Cil] : si aprés stabilisation d"un
maillage de KOHONEN, on change la loi de présentation d“un stimulus
® , il y a déformation et convergence vers un autre maillage adapté
a la nouvelle loi. Cela modélise de maniére particulierement simple
la réorganisation du cortex sensoriel aprés un traumatisme affectant

une zone externe, comme le décrit par exemple MERZENICH £10}.

On peut poursuivre 1"étude de cet algorithme dans deux directions
la démonstration de la convergence en dimension > 1, son application
dans des domaines variés (tous ceux ou lI"on utilise des maillages
adaptatifs).



TROISIEME PARTIE.

STABILITE ET ATTRACnvITE DANS DES RESEAUX DE MEMOIRE ASSOCIATIVE.

(A fait 1"objet d“une publication dans Biological Cybernetics) [1J.

Ce travail porte sur les réseaux de neurones, domaine de recher-

che trés vivant et en pleine expansion en ce moment.

Les automates cellulaires ont été introduits il y a 40 ans (MAC
CULLOCH et PITTS, 1943 [53). Mais depuis les années 1970, les recher-
ches sur les réseaux se sont considérablement développées en informa-
tique d"une part, (calculateurs paralléeles) et biologie et physique
d*autre part (réseaux de neurones, problémes d"apprentissage, de mé-
moire et de reconnaissance, utilisation des outils de la mécanique
statistique). La bibliographie en est trés importante.

Dans un réseau de neurones, il n"y a pas correspondance bijec-
tive entre objet a mémoriser et neurone. Les neurones sont connectés
les uns aux autres. Rappelons que dans le cerveau humain, on compte
1012 cellules nerveuses et que chacune est reliée a environ mille a
dix mille autres cellules. Au cours de la présentation d"un objet
a mémoriser (un patron), un certain nombre de cellules sont excitées
et chaque cellule du réseau est alors codée par les réponses de toutes
les autres. On suppose, en général, dans ces modeles que les connexions
sont totales. Elles sont définies pendant la période d"apprentissage
suivant la régle de HEBB [23 T une connexion est consolidée chaque
fois que les deux cellules qu*elle relie sont dans le méme état.
L"apprentissage consiste en la présentation séquentielle d"une suite
de patrons et aboutit a la formation d"une matrice de connexion qui

caractérise alors le réseau.

La mémoire est donc distribuée : c"est tout le réseau qui parti-
cipe a la reconnaissance d"un patron, et on veut qu“elle soit asso-
ciative . c"est-a-dire qu"on puisse retrouver un patron a partir d"une

présentation d"un objet déformé.

Beaucoup d"auteurs ont contribué a progresser dans la définition
de tels réseaux : VON NEUMANN [103 » ROSENBLATT et son Perceptron [93,
etc. .. On trouve dans le livre de KOHONEN [43, outre une présentation

de ses propres travaux, un bon panorama de ces recherches.

A partir de 1982, I1"apport des physiciens (HOPFIELD [33) a permis

des progrés trés intéressants. On considére N automates a deux états
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+ 1 (actif), - 1 (inactif), des connexions compléetes et symétriques,
calculées a partir des patrons a mémoriser (G {-1, +1}n) selon la
regle de HEBB C2] . L"utilisation des outils de la mécanique statisti-
que, des notions d"énergie et de température ont permis de grandes
avancées et de multiples travaux ont été publiés. Voir la bibliogra-

phie de I1"article.

En général, 1les patrons a mémoriser sont aléatoires, les connexions
également et I"évolution du réseau est commandée par des regles déter-
ministes ou aléatoires suivant les auteurs, consistant h favoriser

I"alignement de I"état du neurone i sur ce qu"il recgoit en prove-

nance de tous les autres soit £ Cij Cj ~Cij représente Il "effi-
cacité de la connexion de J vers i , et ar= 4+ 1 est lI"état du
neurone jJj). Les résultats obtenus sont asymptotiques , quand N .

Cependant comme I"ont remarqué PERSONNAZ et al. [8], les patrons
ne sont pas nécessairement des points stables de I"algorithme, ce qui
explique, entre autres,4la capacité assez faible de ces réseaux : on

peut stocker de maniere fiable environ 0.14 x N patrons.

Ils ont proposé dans £8] un calcul des connexions qui correspond
A la reégle de Hebb dans le cas orthogonal, et assure la stabilité des
patrons quels qu®ils soient (on les suppose seulement linéairement

indépendants).

Leur article a été le point de départ de mon travail. J"étudie
I"algorithme déterministe et pour améliorer la capacité de mémoire
du réseau, je propose une méthode de calcul de la matrice des connexions
qui rend les patrons non seulement stables, mais attrac.teurs et d"une
attractivité maximale. Je calcule alors cette attractivité. Jutilise
pour cela une interprétation géométrique simple des inégalités qui

définissent 1 "attractivité a distance k .

Bien sdr l1"utilisation d"une température décroissante, de patrons
tirés au hasard de facon a étre pratiquement orthogonaux, de connexions
avec effacement progressif des patrons les plus anciens [6], de multi-
connexions £73, et d"autres raffinements, permettent d"améliorer les

performances de ces réseaux.
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QUATRIEME PARTIE.

ANALYSE MATHEMATIQUE D’UN MODELE DU CORTEX CEREBELLEUX.

La derniére partie est consacrée a l"étude d"un réseau de neurones
proche de la biologie : nous sommes partis de la modélisation du
cortex cérébelleux qui a été particuliérement étudié depuis CAJAL £23,
jusqu®a CHAUVET [33 par exemple, en raison de sa structure plus simple
que celle d"autres réseaux de neurones.

Le but est d"étudier le rdle des collatérales inhibitrices récur-
rentes qui relient les cellules de Purkinjie, cellules de base du
cervelet. La modélisation proposée est fondée sur des travaux de
physiologie (par exemple £43) provient du modele établi par
H. AXELRAD £1], modéle qui est trop complexe pour étre analysé mathé-

matiquement .

Le modele étudié consiste a attribuer a chaque neurone a IT"instant
t un état X~ , de sorte que ¢D) est un processus de Markov. Au
cours du temps X* décroTt linéairement, et la décharge du neurone [
a lieu qguand X~ == 0 ? cela alors provoque la surcharge de ses voisins
d"une certaine quantité 0 qui représente un effet inhibiteur, et la
réinitialisation en i suivant une v.a. de loi donnée On peut
interpréter l1"état du neurone comme le complément au seuil de décharge
de son potentiel.

On étudie les propriétés mathématiques du processus de Markov
(€5 IS Il est récurrent tant que O est plus petit qu“un certain
seuil 0Q (inversement proportionnel a la taille des voisinages consi-

dérés), il est transient quand 0 > 0Q.

Les difficultés viennent du fait que I1"ensemble des états possibles
est dense dans E+)IN et que toutes les composantes de (X*1) sont in-
terdépendantes. La démonstration de la récurrence utilise des arguments
techniques adaptés a la définition méme de la chaTne.* On démontre
d"abord I1"irréductibilité et 1"apériodicité du processus. Puis on
établit une majoration de I1"état en i par l1"état qui serait observeé
si le neurone i était inhibé par des voisins eux-mémes non 1inhibés.

On associe alors en chaque point voisin de i une marche aléatoire

de loi correspondant a l"activité "propre" en ce site. On peut
utiliser la loi des grands nombres, des inégalités type grandes
déviations et des arguments de renouvellement pour ces marches aléa-
toires. On calcule ensuite gquand la chaTne est ergodique, la
fréquence moyenne de décharge de chaque neurone. Dans ce cas, I1"inhi-

bition provoque simplement un ralentissement général de Il activité.
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Dans le cas transient, on observe toujours une récurrence sur un
sous-réseau, tandis que sur le complémentaire les états tendent vers
+ 0. Il apparatt alors une réponse périodique du réseau, une sorte

d"échantillonnage spatial dont la période est liée a la taille du

voisinage et a la force de I"inhibition.

C"est donc en augmentant I1"inhibition, qu®on provoque des réponses
en bandes ou en moirures, réponses qui sont caractéristiques des réseaux

neuronaux biologiques [7]-

Si de plus on superpose au réseau des stimuli (en excitant certains
neurones, c"est-a-dire en les réinitialisant aprés chaque décharge par
une v.a. de loi " avec E(™"") < E($")), on observe les mémes phénoménes.
Bien slOr, 1"échantillonnage spatial s"adapte alors a la forme des zones

excitées.

Ces démonstrations sont illustrées par les nombreuses simulations
faites et sont en accord avec les résultats expérimentaux obtenus par
simulation par J. HERAULT [63 en traitement du signal et avec les ré-
sultats de neuro-physiologie : cartes d"orientation préférentielle,

de dominance occulaire du cortex visuel par exemple... [T3-

Cette étude "de Il"intérieur du réseau' apporte une meilleure compré-
hension du rdéle de I"inhibition, et en particulier du fait que 1"inhi-
bition latérale (zone inhibée au voisinage immédiat d"un neurone excité)

éclate quand I1"inhibition augmente.

Les techniques de chaTnes de Markov de grandes dimensions utilisées
permettent de décrire le comportement du réseau dans sa globalité.
Jusqu®a ces derniéres années, on ne mesurait l"activité électrique que
d"un ou deux neurones. Mais la possibilité d"enregistrer simultanément
I"activité de populations nombreuses de neurones donne toute sa place
a une modélisation globale [53* Ces modeles n"en sont probablement

qu*a leurs débuts.

De plus il me semble que ce modéle est riche d"interprétations et
d"applications dans d"autres contextes que celui du cervelet, en
cristallographie par exemple. La forme des réponses divergentes
obtenues dans le cas transient peut sans doute étre mise en rapport

avec la théorie des graphes.
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Study of Stochastic Algorithms

MARIE COTTRELL, JEAN-CLAUDE FORT, and GERARD MALGOUYRES

Afrstmct—New asyrmptotics formrules for tF* meen exit tie framan
almost stable iomain of a discrete-time Markov process are obtained

Anorigingl fast simulation nethod is also proposed. The metherretical
bedkground invobes the Uu™ deviation theorents and appraxinretions by a
diffusion process. e are chiefty concermed with the classical Rolbbins-
Monroe algorithm The validity of the results are tested on exanples from
the ALOHA system (a satellite type commrunication algorithm).

htroduction

| N this paper we study the exit time from an almost stable

domain of a discrete-time Markov process. This belongs to
the reliability theory and we will develop such applications. But
one can encounter the same problems in population dynamics
and in the physical theory of metastability (in the work of
Penrose and Lebowitz in a much more complex context [19]; for
population dynamics, see [18]).

We have chosen to restrict our domain of investigation but to
explore it with some accuracy. We will only consider Markov
chains with discrete time, making “small” jumps over Rm Typi-
cally, this is the case of the well-known Robbins-Monroe algo-
rithm with constant gain c: Xnx- X, + *V(X,,, u), where c is
small and K(jc, 1) is a random increment at X. Our purpose is to
describe the behavior of such an algorithm which is claimed
convergent after looking at the mean-differential equation (ODE);
for example, let b(x) be the mean value of V(X, ¢) and assume
that b(x) has the opposite sign of x. Then 0 is a stable equi-
librium point of the ODE dx/dt - b(x). However, in almost all
cases (V(x, *) is Gaussian or Poisson distributed, etc.), fixing a
barrier a> 0, there is a probability 1 that Xnpasses through after
a sufficiently large time. So it is of interest to know how long it
takes to reach a well-chosen barrier, and to know how it happens.
This is what we solve in simple cases and give the tools to solve in
more general cases. (Note that the same methods could be used
when there is dependence between the successive V(Xni*) (see
[20]) or when jf is a continuous time process.)

Working on some problems about transmission algorithms we
give applications in an ALOHA system. We will describe ALOHA
later on. But let us show another possible application: the phase-
locked loop [3].

Messages aré emitted from a source; each message is a se-
quence (a,,),,6 Z witha,,- e?', +,e ((2v/IN)+(2kir/N), ke Z>.
This means that the phase  contains all the information. Hie
received messages are sequences {yn)nf=z withy,, "L kéi zskan- *
+ V,, where the channel characteristics S » (sk)ke L and the noise
sequence (v,,)nel take complex values; that is to say thatynis a

Manuscript received June 15,1981; revised March 29, 1982 and June 7,
1982. Paper recommended by S. I. Marcus, Past Chairman of the Stochas-
tic Control Committee. ] o )

M. Cottrell and G. Malgouyres are with the Université Paris-Sud,
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J.-C. Fort is with the Université de Nancy, Nancy Cedex, France.

mixing of the signal aMan_t,alt_2»"*“ « The problem is to

estimate (£,,),.e |, the phases of A classical estimator

(Boude de Costas [3]) is (Im z is the imaginaiy part of z)
I\n+19dc

" <K (i)

where

K ,l*v
the corresponding ODE is (assuming stationarity) d$/dt -
- b($) where b($) is the mean value of %n(y Ne~

The right-hand side of the ODE is derived from a periodic
potential with a minimum value in each interval [(2k -1 )w/N,
(2k +1)n/N]. So when the phase €3,is in one of the darkened
domains of Fig. 1 there is a large probability of erroneous
interpretation and we observe a packet of errors.

We are interested in the mean exit time from to the next
attraction domain. An immediate application of this work gives
an explicit formula (when sk- 0 except s0) closer to reality than
those given by a standard diffusion approximation.

A possible extension would give such a formula in more
genera] cases, assuming good properties of ergodidty.

The content of each section is as follows. Section | contains
some asymptotic well-known statements describing at different
degree of precision the behavior of the Robbins-Monroe algo-
rithm as ¢ 0. The two main results are exposed in Sections Il
and IIl. In Section Il we give the prindple of a probability
change used for quick simulation (importance sampling) and
prove its best optimality among a large class. This solves an
important problem which is encountered in simulation practice.
Section 1l provides an analytic formula for the mean exit time
from a quasi-stable domain using an approximation by a diffu-
sion process, following the previously mentioned probability
change. Finally, in Section IV we apply the two preceding results
to sharing time algorithms issued from the study of the ALOHA
system. We submit that the numerical results are quite conclusive.
Two appendexes complete this paper. In Appendix | we present
the definitions and the basic mathematical theory useful to
understand the text. In Appendix |1 we give indications about the
proofs of the theorem of Section II.

L Large Deviations

We examine algorithms with discrete-time small constant gain
defined by

R ™
K +I-K+<v,,(xi,u).

X*g Rm that is to say X* is a time homogeneous Markov chain,
with small increments (see [4]).

0018-9286/83/0900-0907$01.00 ©1983 IEEE
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The mathematical results will be asymptotic when c¢-> 0.

Let fix be the distribution of V., if and b(x)**
EVn(x, u>) E(nx)* fyditx(y) be the expectation of fix (Note
that b(x) does not depend upon n because of the homogeneity of
the process.)

A. General Hypotheses

In all this work, we need some general hypotheses about the
process (A™); the distribution px must vary slowly between
the instant n and the instant n+1. More precisely, we need the
following.

1) E(txp(t,y) dkx(y) < + oo for each x, i.e., nx has a finite
Laplace transform (see Appendix I-A-l).

2) d(ftyinxX) <C||.y - x\\ where d is the Prohorov distance [5],
i.e., nxisa Lipschitz function of x.

These hypotheses are currently true in many usual recursive
algorithms (see [3]).

The space 0 is the space of the right-continuous functions with
left-hand limits (cad-lag) R+->Rm endowed with the Borel
o-algebra for the Skorohod topology [5] and the probability P.
We denote by Pe the probability associated with the process
(X*). See [4] for a more precise definition.

The first result is a law of large numbers.

1) LawofLarge Numbers: Let jc°(t) be the deterministic trajec-
tory solution of the ordinary (or mean) differential equation
(ODE)

0 by

x°(0)-x0
inXI- , then
Vi[>0, VT<+o00, P( max x0(tn)\>
VO<»C<r

when ¢ 0 (see [7] for technical assumptions).

Since the space scale is small (the increments are multiplied by
c), we get a result where two scales of time appear: n for JQ, and
nt for x°(t). So let us contract the time, considering that the
process jumps at instants t* nc, and denote Xt(t) * Xf/(. Then
this first result means that the process X*(t) converges uniformly
in each interval [0,T] to the deterministic process x°(t). The
equivalence t *+m defines the change of time, “n corresponds to
t” means that XJ is the point near x°(t).

This result allows the application of the ODE method [4].

A first evaluation of the deviation between the (contracted in
time) process Xf(t) and its deterministic limit is given by the next
theorem.

2)  Centred Limit Theorem: Let us define Y((t) “ (X*(t)-
x°(t))/yfi. Then, with some technical assumptions (see [7]), the
process !" (/) converges weakly when c->0, on [0, T] to Y°{t\
the solution of the stochastic differential equation

Ffr(,) “ A (A" (0)A (0 dt+r(*°(0) dw(t)

IEEE TRANSACTIONS ON AUTOMATIC CONTROL, VOL. AC-28, NO. 9, SEPTEMBER 1983

where W{t) is the Brownian motion and r(jc°(f)) is the
variance-covariance matrix at instant t of the distribution fix’U)
(see [15)).

Even if these theorems indicate the convergence of X \t) to
x°(t), it is possible to observe rare trajectories where XI(t) is far
from x°(t). These are very small probability events, explained by
the distribution tails, which are systematically replaced by normal
tails in the central limit theorem.

3) Large Deviation Results: We recall in Appendix | the main
definitions and results we need.

We denote by jix the Laplace transform of the law px, IX its
logarithm, and hx its Cramer transform, Ax(ti)-sup,((j,if)-"
« 4

Let Bt (resp. 6) be the set of the continuously piecewise
differentiable applications < [0,7*] (resp. R +)-» Rw, such that
9(0) * x Qfixed. The elements of ST (and 6) are called paths.

If 9 e 6, the action integral along 9 is

TV ) - 1R (%)<

where 9 (/) is the derivative of 9 at the point t.

First we give an equivalent (when c -* 0) of the probability to
stay inside a tube along a path 9.

Theorem 1 [21], [22]: Let8> 0,9 be apathof 6r. Let 7?2(9)
be a tube around 9, with diameter 8; that is, the set of the
trajectories of X*(t), issued from xoi such that

Vrefo.r], ir(f)-v(f)l<*-

Then, there exists 80such that for 0 < 8 < 8ot we have
lim (- «logP*(72(9))) - /(*)+ «(*)
c—
with

lima(8)~o.
I-0

This result does not permit us to calculate />{7J(9)), even for
a small c, but it permits us to discriminate the tubes: as soon as
1(9) is different for two tubes, their probabilities are veiy Affer-
ent for small c. The value exp(-/(9)/c) is a measure of the
resistance of the process tofollow the path 9 ; if 9 is the solution of
the mean differential equation (ODE), then 9 (t) - E(px)~ b(x)
and ho{t)($(t)) —o foreach f, so /(9)- 0.

For establishing Theorem 1, some assumptions are necessary.
One can find them in [7], but the following are of interest

The Cramer transform must slowly vaiy between two dose
points jc, and x2 (it is nearly the same as the second one of the
general hypotheses).

The Cramer transform hx(u) increases at infinity faster than
|lull. This expresses that the tail of the distribution px is not too
big.

A complete proof can be found in [21], [2].

Corollary | [21], [2]: With the same assumptions, let £ be a
measurable set of trajectories such that inf{/(9)/9 € & @) *
inf{/(9)/9 € Bn(3r), then

lim (- clogP&(B inf_ 7(9).
lmy (- clogPE(B)) « . inf 7(2)

Let us comment on this corollary. Generally, we apply it to
events B such as exists from an attraction pool, reaching an
exterior region S. (See Fig. 2.)

The exit probability is the sum of the probability of different
exit tubes, approximately

IT_(« p (-HVK)A)

but only the smallest coefficient /(9 *) is important (because of
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Fig. 2

the exponential). So the exit will follow approximately some
optimal path whose action integral is minimum.

Optimal Pam and Probability Change: To determine the opti-
mal exit path 9opt (starting from xQ is therefore to minimize the
action integral )($(/)) among the paths 9 such that
9(0)- xoy9(f) e $ (T is free). It is a dynamical programming
problem to solve.

The main tool of these demonstrations is a probability change:
if we want to reach $ with the greatest probability, we need to
follow 9opt, and for that, transform the probability measure fix
into jix in such a way that the transformed mean field will be
tangent to 9" .

More precisely, jix is defined by djix(y)**(eXxydfix(y))
¢ (fixftx))” ~x being chosen in such a way that if x = 90pt(0 »
b(x) - E(jix)- 9opt(0; thatis to say

JyerdiiAy) B*(K)

Bx(*x) KK

9opt(0

The path 9 is a solution of thenew ODE dx/dt * b(x).
Further, we will denote by jixi X*(t), P\ and P the transformed
form of fixt X*(t), P\ and P, respectively.

909

solution of

dip

x(<p). 9(0)- 0.
Then /(v,,pt) - 1SKdx and X, satisfies the equation Hx(x(x)) «
\ X, thus

IAK -K X(* )x(*) (x X))

(because of the reciprocity of the Cramer transformation (Appen-
dix 1-A-3-a), Ix is hx transformed), hence Ix(\x)-Q> by defini-
tion of x(x) because the tangent passes through 0.

So we get

€Ilrp0 clogP @B )« Jfo\xdx

where \ X is a solution of Ix(Xx)=0 and \ x> 0.
We actually have Ix(\x)** W ~AxixW AXix) (property of
the convex duality: Appendix I-A-3-d), and Ix(Ax)- 97 (/).

The probability change px «*jix, defined by the coefficient
\ x is therefore that one which centers the measure “around”
the optimal path.

Il. Quick Simulation M ethod

If A is a rare event in relation with some Markov chain, it is
quite impossible to estimate P(A) by a direct simulation, for the

4)  The One-Dimensional Case: In the one-dimensional case it is length of the trajectories would require a frightfully large time of

very easy to find the optimal path 9opt.

Let be m* 1, ~“(0) =0, and E(fix)=*b(x) with the sign of
(- x) for each x. Thus, in Fig. 3 the point 0 is an attractor. Let
a>0, and B be the set of trajectories w starting from O, reaching
a before coming back to 0.

In this case, the exit point is necessarily a. And by Corollary 1,
we have

Jisg (-clogi><(*))

1inf { »). (0) 0, T aq>GB

TP

To find this minimum, we can restrict ourselves to injective 9
(h>0). Then the variable change x * <p(t) leads to

V) = [ AV (DA =

where * =9 (9 ~“(jc)).
The minimum of I(<p) is obtained by a point-by-point minimi-
zation of hx(x)/x. Hence, the optimal path qopt is defined by

“Voptioi*optiO) ; ho{t)(u)
in

90p>(") m>0 «

which is the slope of the tangent A issued from 0 to the graph of
u-* hwft)(u). (See Appendix I-A-3-a.)

If x(f(0) is the point where W X (9(0))/X (9(0) is
minimum, and equal to Xy(0, the optimal path is hence the

computation. Moreover, the time of simulation would be larger
than the period of the pseudorandom numbers generator (gener-
ally «2 1-5.109). For example, if P(A) is estimated from an
n-sample (A", --,Xn) of Bemouilli distributed variables (Xt are
computed from Markov chain trajectories) by

A<= 50
I-1

its standard deviation is y/P(,4)(1- P(A))/n. To have a 20
percent error on P(A) with 95 percent of confidence, we must
take |/l - P{A) /InP(A) <0,1 and then for P(A) * 10 4, we
need a 106 sample.

So our idea is to use the probability change exhibited in the
proof of Theorem 1 to realize a fast simulation. First,
we recall the principle of the importance sampling meth-
od of simulation [13]: if P is absolutely continuous with
respect to a probability P*t we observe that P(A) -
fAdP/dP*{ 1) dP*(c0). Thus, we can carry out an «-sample
ci),* *-w, of distribution P* such that P*(A)» P(A) and take
the estimator (unbiased and convergent)

dP

P(A) . . «/)j
nili, % )

whose standard deviation is (fA(dP/dP*)2(u)) dP*(u) -
P (A)2)1/2 which is smaller than the preceding if dP/dP*(u) is
<1 on A. In fact, the problem is how to choose the new
probability P*. If it is badly chosen it can give a very bad
estimator, that means with a great variance.
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We solved this problem in a particular situation (we keep the
notations of the previous section): Xt(tz)is a Markov chain over
R and cfixis thejump distribution at x, b(x) is the mean velue of
H We suppose that b(X) hes the signof (- x), othatX « Oisa
stable equilibrium point of the ODE. We define A by (ais areal
positive barrier)

»{«€Q]«(0)-0, (VFER* Hw(/)>0,
(LER )>a).

Aiis the eventt (X pessss through a before coming back to 0).

Qur restit (Thearem2) is thett theyprabability drenge usedin the
large deviation theary is esynptatically ¢ O) thebest To proweit
we apply the resuits of Section|. Solet us summarize the natural
conditions required for a good approximetion of c-* 0 by € fixed
as fallons.

“\ix is a Lipschitz function of x: the jump distribution hes
slow variations in the tire. For example, the variation is simell
from X to X + «¢>(X)xVcg(x). (cr(ic) is the standard deviation of

"9%2is “sail”: the ODE is a gaod first approximetion of X¥(t):
the ratio Jio(x)/a is sufficiently small (0(X) hes Slow varia-
tions).

Note that the"“choice of the probability crenge of the large
deviations P-+P is quite natural, for we know that PgA) is
exponentially (as <->0) concentrated near A which gives the
minimum of /(f), <pEA, and that P-+P tums 9, into the
solution of the new (for P) ODE (starting from any X > 0).

Thus, we are sure that P(A) » P(A\

This remark is still valid in any case, and the dlenge P-» Pis
aweays asymptotically optimal (even if we do not write it doanin
a more genera situation) (see another Lee in [7]). We give a
definition and Theorem 2.

Definition: An exponential of probability of a Markov
chain over R (we can easily extend to Rn) X(t) is defined by a
bounded continuous function X-+vX from R to R. The trans-
formed chain X*(t) is given by its jump distribution at x, N*

()" r; L)dAAy)_

P* is the cormesponding probability on Q.

In that saree the transformation P -» Pis obtained for vx- \ X,
where /*(X*)» 0, and X** Oforxe)0,d.

Theorem 22 Among all the exponential dhanges of probability
the transformeation P> P is asymptoatically optimal in the sase
of the variance:

. \dP€, Ik
lim
<-o- dP*

is ntinifimim- (A is the event we defined above)

This result solves the difficult problem of the right choice for
the dhange of probahility in the fast simulation practice.

Gonceming the optimality of this transformation, we want to
enphasize the following points.

1) Ore only neads to the Xx's the solutions of
IX(\X)-0. In general, this is not a big problem, evenif (iXis not
known. In the of a process whichjumps of + 1or -1
with probability p(x\ \- p(x), Xx-logl -p(x)/p(x), thus
wejust have to evaluate the parameter of a Bemouilli distribution
which is a very sinple task and not too exparsive.

2) Benif the ion of XXis not vely predise, we hope
the simullation will be greatly acoelerated (but be careful: a large
Xx gves an illusory feeling of acceleration).

3) Finally, one last remark in the actual simulation we must
not forget that the tails of the jump distributions are very

important
We put the proof of Theorem 2 in Appendix 11.

< - >
D
Fig. 4.
D
Fig. 5.
Il.  Approximation by Diffusion
A Inroduction

The simulation methods are of much interest because of their

aoourecy.

However, if an approximete value is sufficient (for example,
with an error < 20 percent), we are tempted to use simple and
quickly computable fomulas.

First we expose the general concept of our approximation by
diffusion in a general contact too. Then we derive analytical
formulas in the one-dimensional case (as in Section 1Q.

Thus, supgpose that the ODE dx/dt *b(X) derives from a
potential K, with M0) minimum (see Fig. 4). Let D be the
attraction domein of 0. Its boundary dD is supposed sufficientty
regular. The large deviation theorerrs tell us that to exit from D
starting from O is almost the sare as to follow the path minimiz-
ing (<P with9(0 - 0and<(T) e dD, Tisfree. At this step, we
only get an evaluation of the logarithm of the probability to exit
from D without retuming near O (see Section 1). We want to
owercore this difficulty using a good diffusion approximeation, in
contrast to what we will call a standard one. Recall that our goal
is to give an analytical formula for the mean exit time from D.
We propose to proceed asin the simulation, except that we must
take into account that we use continuous imetions. Solet
Uand U be sall rei of 0, ami dUand dU their
boundaries, respectively, with V ¢ U (See Fig. 5)

First we estimete the probabilityp (X\ starting fromx e dUto
pess through dD before dU (as we do by simulation for the
probability of pessing through awithout retuming to 0). Here in
fact we obtain equivalence when dU -+ dJ

Second, in Uwe approximate our process by a simple diffusion
process, such as (OU) the Omstein-Ulhenbeck process (see [L1]p»
which is very doee to the real

Then, noting that the time spentin Ulis very large compared to
the time spent in D\U, we neglect the sojoum time in D\U.

We can now give a condition on the behavior of the OU
process at the d\ at x e dU the process is reflected
with a probability \- p(X) and absorbed with a probability
p(x). The mean exit time from D is thus approximeted by the
mean time before extinction (or absorption). )

Let us now give actual calculations in the ane-dimrersiondl case
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The notations are still the same except for small modifications.
We write fi(xrs) for jix(s) and the subscripts indicate partial

derivatives. We recall that

d I!(X,O)

b(x HA*#

020*  var(>= ) g, (%;0)=[1fs (ex, D)2

Let us put nOfor O (stable equilibrium point of the ODE) and
let us suppose that ncis an unstable equilibrium point, and that
b(x) has die same sign as (x - n0O)(x - nc). (These notations will
be used in Section 1V.)

The problem we examine is very close to the one of Section I,
so we introduce the probability change of large deviations and
the corresponding process X* with jump distributions fix

b(x) = E(iix)-iis(x,0) =iis(x,\(x))
02(x)-\ar(jix)-/isj(x,\(x))-[iis(x,\(x))]2

where \(x), for x e [n0, nc]is the nonnull solution of fi(xtX(x))
=1landis 0 for x i [noinc]. (See Fig. 6.) We use the Landau
notations 0 and 0. First we introduce the principle of a diffusion
approximation of the process X€t) in a direct way.

B. Approximation of a Process by a Diffusion

If the process Xf(t) verifies the assumptions of the law of large
numbers, it converges, when c->0, to the deterministic process
x° which is the solution of the ODE. Also if x «*b(x) is C2and
X oRis Lipchitz

* (*)_*Q(éj/weakly
e>p M (0

on each interval [0, T], where Ya(t) is the solution of the stochas-
tic differential equation

dYO(t) = n*"(0)r.U) <+ (*+(<)) dw{t).

{W is the Brownian motion on R.) (For a proof see [15], which
proves a more general result.)

Thus,,for c sufficiently small, we can consider the process Xt(t)
as an approximate solution of the differential equation

M t
+b(x°(t)) dt+{lo(x°(t))dW (t).

dXx' t) =b (*( *'(0 dt

M

Note that many people approximate the process X( by diffu-
sion with the same drift and variance (2)

dX'(t)-b (X t(t))dt +i/io(XEt))dW (t). @)

This is not exactly (1), but the law of large numbers allows us
to replace b'(x°(t))(X((t)-x°(t)) by b(X((t)), and the dif-
ference between the solutions of (1) and (2) converges weakly to 0
as ¢-* 0. Further, the calculations are much easier with (2) and
we use (as many people do) that kind of approximation when we
want computable formulas: for the accuracy we need, this is quite
sufficient.

To approximate X*(t) by the solution of (1) or (2) is what we
call a standard diffusion approximation, in this context: if we
compute the mean exit time from nato na T((noi nc/>with these
approximations we find a wrong value (as we show with the
numerical results).

So our idea is to replace our process by a diffusion process
only when we evaluate “sufficiently” large probabilities, that is to
say, when the event we consider occurs in a time interval of order
[0,1/{t] Actually, the diffusion approximation is valid only for
these tunes [22].

C. Calculations

First we put 0 for simplicity and assert an elementary
lemma, useful in all the following computations.
Lemma: In the neighborhood of 0, if b'(0) * 0, we have

2b(

a2(x)
b(x)~-b(x)+0(x2)

d2(x)-a2(0)+0(jc).

\(x) (*3)

(For a proof, see [7].)

We will follow the way mentioned in the introduction of this
section. In this one-dimensional case we distinguish four steps to
calculate T((0, nc), the mean exit time from 0 to nc.

1) An evaluation of the direct exit probability, starting from x0
close to 0: xQplays the role of dU.

2) Boundary conditions at x0for the OU approximation near
0. For this purpose we introduce y which plays the role of dU'.

3) Classical calculation of the mean exit time with the OU
approximation, including the boundary condition. But, at first,
we do not find T((0, nf), but re(0, nh) for some nb< ncbecause
the speed b(nc) is null.

4) Repeating, these operations near ncwe find rt(0, nc).

a) The First Step: We choose x0 and y close to na= 0,

depending upon c, such that

jto=fl(c)Vc and fif(c)->+o0 when e-»0

i
“p -+0 when c-*0
n

X, -y~ 0(<)-

(It is sufficient Jo taktf a(c)*“ t_<l/4)+* with 0<i <¢, and
thus xn i

In Fig. 7 let nhbe fixed such that n0<nb<nc. Although x0
and v depend upon c, we do not indicate it. These conditions
mean that x Qis far from 0, with respect to the jump law at 0, but
not too much.

Let A be the set of the trajectories which, starting from no,
reach nhbefore y; R* and R* are, respectively, the probabilities
that Xe(t) and X*(t) belong to A.

To estimate the probability R\ we begin by calculating R\
using the diffusion approximation for A* Then we evaluate
dP/dP(X(); here we show that dP/dP{X*) is almost constant on
the event A. More precisely, it is constituted of one term which
does not depend upon the form of the trajectories of X*: this is
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the large deviation term. The other term onlly depends upon the
form of the trgjectories of A ,but iscovergernitwhen c—=0 by tre
law of large nubers.

We have gpproximately the folloving (this is the same as [2D):

dX*“{t)~b{XgB))dt + Frd(X"{))dW(L) . ©)
Idntafying X™(®) as the solution of Q) we have, putting
tu)-f~ 7 du
the evaluation

I/I rap—7*«Kz)<k

f exp-~(z)dz

(&=, forexaple, [4D.
We fird

— 2BJXjix,,-y)
<-0 ei2(x0)

From the letma, we deduce, puttig lQ* - b'@) - £@), and
«1” ®0Q),

2 AXx i
«-0 to’)

@
From this equivalatt of R€ (orasbility thet the diffusion
which approximates **(») reades nhbeforey, startirg from x,,)
we try to mkdkd» an equivalent of R\
Let /(@ — /:X(U) du, goplying the Taylor formula to /(2), we

FCX (-1 (x0)-IN (X" (u))dX" ()
+yr(x'(u))Fh2Z' (u))du+o(t2)

©)

where m 2(jc- fy2d$(x,y) -
We define THhas the reaching time of nbby the deterministic
motion x°tthe solution of the ODE :

f-i(n

By cefinition of the praebility chenge, given at each point by
AX), we have along a trajectory u which reedies nhbeforey

dgt { oy N gyw o €

where, isthe reaching time of nbby «.

When*« -*0, t, ,A"iil)), and m 2(P(u)) converge, respec-
tiely, o T, A"G°Gi)), and m 2 (W)) in virte of tre law of
Is.

larte nurbel
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Hence, using G) and (6) we have

/(5. H'R\
F\ C )

exp /S E» (- 1))m20Gex(«))</«.

dPK co
Q]

_ Using the variable change x* x°(U), replecing m 2(x) and
b(x) by treir eqressias as functions of /X, and doserving tret

XX*)==(m*/ &) C>M*))
we et tret
_(hS roapme i, dipe A5 (XXX
@)
but
Kxo b '
SEyEo T bGo ©
and
IXC ¢~ $] h. ¥
bCGO s ADD
hi. £ 10
A >Ale) G

Firelly,
- ADE
R*-P<(A)-j (»)dP" (0).

The restriction A otdP " /dP“ does not depend (asynptotical ly)
upon X5(®), but only on X°, thus using (@), we dotain

IkXo(x0-y)  Hx0)-1(nh)
w2 P t
1 fb
WPl - o
and by @ and (0),
*-C:Sxo—yh. («0
were
26(nthexp 1(Xa)
. . K(n,,
qtZ0" 1 i(p) “eeK)
iorexp— -
with
(%)

*<(())>—E) -hi +ia. hi_ X, AG))dX-
2

fi

The cerivatives are calaulated at the point ¢+, AJO)-

b) The Second Step: Let T<(afb) be the expectation of the
time necessary to reach bfstartirg froma.

Putting F((x0,nb)- mean time o reach nb, startirg from xQ,
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given that it docs not pass through y, H((xcty) * mean time to
reachy, starting from x QJ given that it does not pass through nb,
we have

Te(x0,nh)-(1-R<)(H,(x0,y)+T((y,nb))

+ [F77M(x0,)>). (13)

Observing that, when c-*0, Ht(x0,y) is negligible relative to
T((y,x0) and that H(x0,nb) is negligible relative to Tt(y,nh),
weget

TI(xO,nb) ~ -g.TAxa.il,)- (M)
t~ll0
n,,) is the derivative of Tt(x, nb) with respect to x.)
OfThis is the reflection-extinction condition on the “boundary”
u
) The Third Step: The approximation of X((t) by a diffu-
sion is simpler in a neighborhood of NnQ 0 (we take [->x®x0D;
if we start from 0, x°(t) * 0 for each /, and the equation (1)
allows us to write
dX*(t) ¥ - 60-Y*(/) dt +HI<0dW (t). (15)

Then the time T((x, nh) (x g [- x0, x0]) verifies the difieren-
tial equation

i, X"-bOuUe= 1
with the boundary condition

ut(xo) QGut(xo0)

and u((~ xQ* 0 (reflection in - xa). (The choice of (- xQ is

not very important because - x0/V¢ -* - 00 asc-*0.)
Integrating one time we have

#Hov o -2 bax2  fx -bv2,
)i eP— T oP
u"Gd

(16)

We easily see that, when ¢->0, wi(x0) and «,(0) are equivalents.
So we have

™0, (o) ——t )
«-0 <
2
e
c*o W ca@
&&exp 1(nb) exp - K(nb)
I(x,,) A
1
by @ and (15).
0Ong a

I(x0) = bx\ | / 2y
C =4 C W&o/

and choosing xnsuch that x\/i 0 when t - 0, =

and 122< o < 4), it holds that

913

(N2 /(x0)
exp -2y exp-——- -----m-m--mm- —1
€a0

* .
Finally, we get an 'equivalent of %’(O, nb) (the expression does
not depend upon x0) f

I (nb)
Jwlio exp— —
°© exp-*(»»)

Tt(0,nb) - (18)

L. i
«-0 jbOb(n,)
where K(nb) is defined by (12).

t d>Crossingne: As in the neighborhood of *?>we can repeat

~  g&** calculation, without probabihty change in the neighbor-
hood of nc. Using (18), and supposing bc- b'(nc) > 0 and o@**

°2(nc), \Coet 0 (wc)>we 8et

\
T(nhn) - .- —exp— exp- K(n)
JhE <« «
where
. 1
-K (no)**f -y ¥’ (* A<k (19)
Jn a,
md

I(n )*fn\(x) dx
0
tIk time T((notnc) is the um of Tt(n0,nb) and of T((nb,nc),
since the process X't) is Markovian, but

f i
TA no*nb) * °I

1 (nb)\
Yexp \ e

So, the final result is

VD<o TT N{’\ rep A:Ww @
where /(«r) and K(ng are as in (12).

This formula gives an accuracy of 10 percent when we apply it
with ¢ = 1to some examples.

D. Some Numerical Results

Here we test the validity of formulas (18) for « (0, nb) and (20)
for r(0, nc) on some examples,

This is a very simple example where we can compare the result
to the analytical one. It is a Markov chain N(t), with transition
probabilities.
if-10 <i<nc

Pu-i- (0. I-r(i)

P-10, -9 Pnc,nc

We toolc KO™* 0.5+ pi(«t-i) for different values of p and
nc. Table I shows the results for nc* 50. The first number is the
exact result, the second is provided by the standard diffusion
approximation, and the third is derived from formula (20), by our
diffusion approximation.

ID Ludwig in (18] has obtainedi for diffusions »
sion for this time, using quite a different method.

, similar expres.
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TABLE |

b 04 2104 3.10% 4107 5.10%
28 18 2 4 23 I6 38 10 09 1B

) 28 13 23. 14 37,106 B 1B T OI®
28 18 2 14 24 15 43 00 11 1®

91 18 23 W 1 07 8 1 11 1m

s 94 B 29 16 24 107 85 10 I o1

93 13 24 106 11 107 91 1* 14 1om

31 10 29 1B 5 I 18 101 16 10M

o 32 14 40 16 18 I® @ lon 7 Iow
33 ¥ 30 K6 57 10¢ 21 100 2 oM

14 16 37 10® 19 103 22 lo 8.9 Il

nc » 50 15 166 60 B 2 108 W Iy U IS
13 16 35 KB 18 108 21 07 83 I2L

IV. Examples

The ALOHA systemis a radio channel shared by many usars
who want to transmit messages called The chanrdl time
is divided into Slots equal to the packet duration (the padkets are
Sypposed to be of a constart size about 10~4 s). The beginning
of the packet transmission ad of the dats are coincident
Whenever two peckets are simuitaneously emitted, there is a
conflict, they are lost, and the g usars are blocked.
They must emit again at random to avoid another corflict

Let us the methemetical nodel.

1) Not Contrdled Sygem When a conflict coours, each in-
volved user flips a coin (with a fixed comon biasp) to seeif it
is going to retransmit or not.

We define the process N(t) as the number of blodked users, at
time t. Assuming the global source is a Paisson with
parameter a, N(t) is a transient Markov chain over
N for every value of a andp (see [1] and [17]).

The transition probahilities are (for i >0,]> 0),

pij- PIN(r+ D -j/nG0-0

(© fory</- 2
<p0-p] forj - 1-1
(1-p)‘«ce-’
£1 -">(h \VARE forj - f
-p)\ fory—i +1
Si_%g' for/>i+2.

Let fij be thejump distribution at i, b(i) - £(/*,) ad oX/)-
var(fi,). If a< 1/e, we can dosanve that # (/) remeains for avery
long time period near a value ftO, and as soon as it reades (or
overtakes) a value Nc(critical point comesponding to the dhannel
saturation), it increeses quickly to infinity.

The paints N0and Ncare mean equilibrium points, are stable

0, the other unstable (nf), defined by the fact that the sign of
E(N(t+1) N(t)/N(t) - i) denges betweeni andi +1.

Soin FAg. 8 we have b(i)>0 for 0< i< nQor nc<i, ad
b(i)<OtotnO<i<nc

A good messure of the systenrs “stability”” is in the meentine
of reaching n@startingfrom nQ

For a goad chaoice of the parameters a and, this time canbe
very long, and it is during this time that the channdl works. \We
call it exit timeydenated by .
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2 Conrdled Sigtem For stabilizing the system we docse a
retransirission probability p(i), common to every user, but de-
pending upon the nunber | ofblodedlﬂarsfore@nﬁep(l)«
(L- «)/(/- a). Then N(t) is a positive recurrent chain iff 0< a
<\e (see[lOP

Theprobahility thet a given user reains Hodked during a tine
gredter then afixed boudis a good evaluation test of different
retransission poalitics (for the sare source rate).

As theevert “agiven user is still in the systeni” hes measure 0,
to keep up with a given user it is necessary to consider a
conditional distribution, and to define a newprocess M(t), which
is the number of blocked usars, abserved by amerked org, that is
conditionally on the fact that he is still waiting. It is also a
Markov chain, with a death probability different from 0: the

When the number of blocked usarsis i, the death probability is

‘p(i)0-p(0)’

if M is thejump distribution at i for the new process M(t).

~We are interested in studying the distribution of the sunvival
time of the marked user, ie., the tune before the death of the
process M(t).

‘-1 -jdv,

B Estimeting Exit Timefor the Not Contrdled Aloha
Sdeam

The jump distribution p, daes not vary too much as a function
of i, and the jumps are sall, Vit is mteresUngtoocrﬂderlm
process N(t) as an element of a family o

We wite N(t+\)- N(t)+V(N(t)¥ where V(N(t)) has the
distribution We define the family X((t) by

r(r+1)-*«(/)+cK(if(0)

andwe have N(t) * X*(t) forc-1.

Sowe can apply the resuits of Sedions | and 111.

1) Application of Thearem2 of Sedtion |1 Let /8 ke the proba:
bility P(A), where A is the evertt ““starting from nC>the process
coes directly to nai without retuming to n0”

Bvery trgjectory of N(t), starting from na, can be cut into
sedtions. A great number of sedtions coe back to nai we call
them sedtions of thefirst kind. The last section reeches ncand
gossout. It is a sedtion of seoordkind.

So the number of sedtions in a trajectory before the exit is a
geometric random variable, with parameter ft and mean value
1/0.

As the durations of the sedtions of the first kind are random
variables iid (by strong Markov property), calling rQtheir com
mon expectation, and neglecting the duration of the last part of
the trajectory, we have an evaluation of the meanext tiner as

T» TP

For estimating rat we merely simulate the chain N(t), with
transition probabilities pijt and take the average as the estimator

ing Theorem 2, of Section 11 we uee the quick Simulation
to estimate the very small probability /2, considering in
the sedions soace the evert A« “the sedtion > belongs to the

seoond kind.”
Sowe simulate N sedios W2-e using the trarsfamred
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tastonpdzhilites

Ay_«** - 110
with/A,@)= 1adA, > 0 farn0< i< ncandpij* Fij fr i< na
ori>nc

And we tde tre folloving unbiasad and aonvergant estinator
off

e
i1

The Radon-Nikodym dervative B Glaidated alag a ssotion
by

dp ¢r

drP
P

On tte otter hard, we can u=e the diffftsion goproxination
formulla presented in Section 1o calalate tre mean edt tire
Sartirg frannQ. ) )

So we presat below nurerical resulits dotained by the two

a,¢+ Dm

Hereve ke sseamlesa=0.27 and 0.3 for diffaetales

ofp.

The sinulation realts are calaulated with an acoaracy of 10
pareattand are o both results given by the formula
(@) of Sctin 1, and those dotained by a starchrd diffision
gorodmation. The eqectad edt tire B tre olubian of tre
boundary valLe prabllem

Jo=2(Qu+s Qtt™—1,  u(no)—0, U'@) -o-

In Teble 1l it dealy gyears tet tre stadard difftsin
goporaxination geatly oerestinates tre edt tng, and thet tte
fomula Go) Bmuch dasartotre realvalles.

Note About treAaelaration of tte Sinulatian: InTeble 1l are
some eaples of tre aoelaation of tre sinulatian, achieed by
ourmethod.

C. GrtrolkoAlca Systen

Herewe pressnta ssoond exarple of esteg nptotically drarge
offprdbility for fest siulation

Inmanym,mecmqplyﬁebrgeobnaﬂmraﬂsto
dotain tre fuctical whose minimization gives tre best darge
ofrdznility, and the prablem isthen to cetermire the oluian
minimizing this fuctiasal.

D _ Thelarge Deviatios Rt Let XKD ke aMarkovdain gC2, \agifiste

with jump distriution atx, cvx, where /dux(y) < 1. Thet Bt
saﬂtﬂ:ardalnmsp[ﬂu\epdﬁxlnytodleateechmmtx
Let 5 be tre death tine of tis For T and xctwe
caote by Ar)o tte et “sartirg from xD te process 54l
dieattine T”
Atx={UbQ M 0)-x,,5(U)>T} @

We hae tte lage daviation rests (iith always the same
hypotheses on ttemessure ). St * 0

(I:r;wo—tloqy,* “ isr)1f{/()g,,7’,g ) ©= eCj—> @)
where 10@,T, ) Btte action ineyal alage defired by
K xo0.T, P-j Thw,, G )d

(h stteCrarer trasfomed of W) and daging of rotatias in
tre antinetian

915

TABLE Il
PVY V $ T Ofita  Sachddif
a0® 0P 4 D 85 18SMF 48311 46TF < 1O
Q® 5 3F 90 60D5 1515 166 191
QO® 6 & D5 1905 5515 586 7513
Q0B 7 2 no 60D6 1816 18R 26T
Q% 8 ® N3 19D* 2916 6216 N2 IF
Q2 9@ 18 6/7D7 181y 2 I¥ 3 I¥
Qo 5 B 207 01y 641y 1) b
MY OBl 2 B 5 3315 170 166 216
QP 35 71 4376 161 1L/IB 2616
O® 4 4 82 5517 161y 161¥ 281¥
QR 4 2 8 68D8 2D 11T 51
Q0B 54 94 9509 10® 10D 25w
Q% 60D 17 1309 821 9w A w»
TABLE Il
T Tlgig{w N Acehactin
amQ®
p-0GD 48 m (¢34 BU\S
p-00® 15 = I 8
p-0Qa8 18 16 4B
a»Q
POt 17 1= R m
p*0eo 16 52} “

Jo

Airstwe determire tre patho minimizing 100,T, s )and then
we gply o a st sinulation nethod.
Let us intraolce

A (x,1)-inf[jFTA(«p(i),<p(i))*/9e(3r,9 (i) - Jt|

©)

and Etqpthbe trepathwhich gives ttemininum. Assuming tet
dyremical programing eqation (&2 B,
ig, oo e6 , X0 (6),X/ds - 0 5)* 7,
_« [hOOV)

ds{xs_i) ,S)Vj

= sup|-A(x,0)-|"(x, )cj - ®
We racgie tte trarsform ofFh(xy®) by tte convex duality at
trepoint - d\o/dx(X,s) (E=Apendix FA).
We put

-1
- i X,s

v(X,9) Bﬂemlntpm/ldlrgltesp in@), ie, ttegedat tire
S, pointx, alag te ot

Then INBAR(K, S)* /(x,A(ic,s)) by recyraoaty of the covex
dAlity, ad t2(x,s)=dl/ds(xt\(x,s)) (ecaaty of te hB
ad /sdahatihes).
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Thus, we want to determine 92 and A, along sopt. We have

d\(
dS*

and

X,S) > A je, X(J *) %)

d\-e(x,j) 37 (- J7(x (X, )
—2(C.DI*(jt,*)) ife

=5 (X (R *e
Along fg1>i* hows th*2 (* “ Vopt(J))

d\--jA(x,X(x,s))d

dx~j;(xM x’*))*1 ®
Furthermore, 90t is determined by the boundary conditions
op,(0) * X0, cty/ox(x, s)» 0 if s> r, in such a way that
T(X'0) -/ (*,,, T,~))
is minimum.
Hence the pair (jc - 9" (5), X-\(x,s)) is the solution of the
system

I(x, X)* C- Cste (level curves of /)
x(0)-xo0

\(x(T), T)~o0. (6)

Along the trajectory 9/ , it holds that
dl i W\ dx
as éx,{(lx,s))

ds il
So the coefficient X(x, 5) is the rate ofprobability change which
centers the process around the path 9~ . We use this remark in
the next section.
2)
Markov chain M(t) defined in Section IV-A-2, we denote 5 the
survival time, and we want to estimate for each value of Tf

Pt-P($>T)- £ PT.xfx

where Px is the probability to find x0 blocked users, at equi-
librium.

As in the uncontrolled ALOHA case we apply the previous
results of large deviations when c« 1. We hope the conditions for
application are still good. However, since we only simulate, the
approximation ¢* | ~ c- 0 is not dangerous: if this approxima-
tion is not valid, the simulation is not greatly accelerated, and
there is no other trouble.

For each x0, we simulate n trajectories «,,* «-  of a trans-

formed process with distribution P to determine and we take

n

L h
c-1

*
Pr, n

P
(%) gp(+*)n

Choice of the Transformed Process:
a) Asymptotically Optimal Probability Change: For .each time
t and initial point xyan optimal trajectory 9" , denoted by 9, X,

COTTRELL et al.* LARGE DEVIATIONS AND RARE EVENTS

is associated. Putting A(X,t)~\(<ptx(0),0), when a time t is
spent, we choose the exponential probability change defined by
A(X,r-0

b) A Simpler Choice: Instead of taking care of the
evolution of the trajectory to choose the probability change, we
can take, as an approximation, the optimal path starting from x0
for the time T. TTiis trajectory is determined by an equation

/(X X)C. 0)

For each x, the new probability distribution v(X, ) is defined
by the exponential change with parameter \(x) solution of (1).
So the total weight of p(x, ¢) is v(X, X)» ec; therefore we simu-
late trajectories with constant death probability.

For r* 40, 60, 80, 100, we estimate pro and compare the
relative standard error aR obtained after 5000 simulations by
both a) and b) methods. (See Table 1V.) The two last columns
represent the Bernoulli parameter for which we obtain the same
accuracy after 5000 simulations and the acceleration due to the
probability change.

The results a) and b) are actually almost the same: here the
simplified method is as efficient as the optimal method. Below we
present some results.

0
corresponding asymptotical formula using approximations by
diffusions. We proceed as follows. We note that

p(/ pCTR

and we evaluate dP(dP *on ATomby Ito’s formula. We obtain
two terms. The first is the large deviation term

11T,
exp-7/ *><()>)<*e

The second depends upon the most likely trajectory, but not on c

exp\ j\ (Top.(t), t) rh2(\epl(f),/) dt

where \ x is the derivative of X with respect to the first variable

and m2 (9opt(i)) is the 2d moment of the probability measure
*ACE

Fig. 9 shows the form of the curve /(x, X)- C. The equation

Simulation of the Controlled ALOHA SyStem: For the /(X,X)"‘C has two solutions in generaly we put X,(X) [resp‘

X2(*)J the largest one (resp. the smallest).
Thus we get

P‘(AT,J - np£f

eexp-- f\(x)dx +f K2(x)dX

“exp 2 (KAL) <&
1

C
C

(The two last integrals are divergent, but the sum is convergent.)
For instance, we studied numerically the distribution of the
survival time of the controlled ALOHA system, and we get

exp (x,X2(x))dx

Pso“ P (S’>40) - 40.10 “3+5 percent
Reo- P (5 > 60) * 20.10 ~3+ 5 percent
P80-P (5>80)*10.10-3+5 percent.

real

Approximation by Diffusion: As in Section 111 we have a
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TABLE IV
T 0 R4 RBL P P
D 40h54% | 46% HDV 2
| ® 5104651 i 70%4HD3 B
i ® 61479t ! 79%!DIG3 D
M ! 304113% ll« BIB B
- ]
i — —E >
0 F X R
Fig. &

Appendix |

A Leplae Trarsform-Crarer Transfam

Let ftle a fiiepsithereesre on R ' (itBrot re=srilya
pdzbility) and b» ddft(x) ismean \ale.
D Leplace Trarsfam: pof trenessure fi Btte gplicatin

s fiQ—-Jesscdfi®)

franRm OR.
Let U ke tte miaar of tre st {$eR/I(S<+o0} We
assune et U Isan goen stantainirgQ

One esllydeds ttet
/iOM(«) m-Db
ad tet fisaanex i ceriveble firotio

Trarsfom: Iofﬂ'erree&retsﬂeaﬂmm
s 1= kgi@®). kisaanex relale ifinitelydriveble
furdtion, and FQ= b/AROD), ie, ttebaryaanter of trenessure

Iftsapdzility, tO* lad10=0Q
3 Craner Trarsfamt The furction Zkeirgaonvex reslhalLad,
we candefirea fuctianh, franRm ©Q,+ 00 Jby

AQ=p(G-9/D)-

The fuctionh salled Craner trassfamof ttenessurep. Let
Ve te narof ttest{/h@@< + ook
Let isghesore dessidlpgertiesofh.
9 The futian h Banex The trasfamatian B B
aledanexddityad Einouie

/(i)—SLS((i » W-h@W).-

b) Foreachue V, treintof U where apX@, u) - i)
Breeded ischoted sU) ad

(i
FECD - agiqu)

Sie /Banex, tepints) Buigead; () = 1+ w).

n
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0 ThedodstV sttedsuecftteanexenelqeofte
spgortoftensearett nfd, ifsEU
»/ uffil. rxeldi)
K} KO ' fe<’>MXx)
strelsiyeterof te pdzbilitymessure rdsfiredby
dv @S *)
M oot
whichtes ttesare s ttemeesurep.
d) The darhetivel’” ad / aeredpaal, ie,
A'"()4 faseU
ad
rh’w)=u fruev.

©) The furctinh Bminimum fark/faRn)- /Q. Hp Ba
pdzbility, tismininum B0
HWe e
V.M-M"-®)
nhf (u)
for, BR.

0 The ratio hUYNIN+ 00 V\hen [l iffz(s)<o00

freays€Rm;mtckraem *
h) Minimizigh@U)/u: Let

b-E(n)-fxdn(x)-0.

Thenve hae
X=nin- (“) I(A)»0,  X>0. (Al)
Aelly, h(U)/u streslqeof te Irej [0} o]

tre pint of dsds|au, ad X= m|n><>(h(u)/u h'(r@ Bte
siqeofte ot o ttegrghofh, issedfranQ Haee, (D
holds becase of tepgaties  ad i)

Norenwer,

iw g PM

# Kulllech Infometion and Adazbility Grenge
D Bpoential Gace: Let be apdahility nessure, on R
ad Hsdefire£, ZhasinStion L
Ifsg #, Etus defire anew prdebility meesre fisby
u . esdf)

We sy tetpsstrasfonedofftby teeqrential dageof
s
We settet
Mil,
s)
S freayuel, tspxiiemﬁds*s@\b@mr(s(u))
= U) nachawvay tet tremean oftreppdhility

u
2 Kullech Infonatio: let f2be two prdebillities such

tet i saoluiely antinoswith gt o 1R, ie,ptihesa

E(i Jxa (¥
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density d”/d” with respet to /g2 la this case, we denote
CIA2
M(me Kuilbech informnation (see [16]) of p, with respect to N2is

W )y

Note that Kp],p?~0 iff =2 We hae the fol
loning result which links the Cramer transfom and the
Kuilbach information (see [6], for instance).

Theaem If usU is a probability messure, h its Cramer
transformeation, then

inf{ K(y,,i)/y «r,fxdr(x)‘ u]- 9)]

-h(u).

It mears that the meassure which minimizes the Kuilbach
informetion with respect to p of all the probabilities with fixed
mean U, is the probability Obtained from fi by the
tial change of parameter S(U) [defined by u* I'(S(«))].

C Chenooffs Theaarrs

We gve sare propositions in R, but it is not difficult to
generalize them in Rm The more dassical Chemoffs theoremiis
&s follons.

Let (X)) be a ssguence of realvalued iid random variable with
distribution p, such that its Laplace transformis finite in an open
interval containing 0. Let h ke its Cramer transform

Let a>EXx and S, « A + *es + X, the assodated random
walk, with S* 0

Then

i - - ?[— -
n’l\lmm r!og ) (n >65\ 1h(@).

The reader can find a lete proof, for instance, in [8].

Empirical Lans, Cherroffs Let (X)) be aseqece of
realvalued iid random variables with distribution p.

Let L, be the enyirical messLre assodated with Xu-+-, X,
defined by

L, |'<*

+**))
where 8Xiis the Dirac nmessure at point X if A isa Borelienin R,
L,,(A) is the number of dosenved values in the n. Sanple Xu-+
Xnwhich belongto A

Let 6 be an open st of the st of probability neesures on R
(endoned with week topology), then

lim infr-]log/MLIIe<2)>-inf{AT(i>#»)/re 6} (1)

limsup- logMLne 3) <-inf{K(rtp)/re5} (2)

where K(r,/i) is the Kuilbach information of Wwith respect to p
(see [6).

Appendix |l .
Proof of Theorem 2

First we prove an extension of Corollary 1in Section .

Theaem 1 BIS: The assunptions are those of Theorem 1 In
addition let $ be a linear functionnal of the increments of X€
there exist two bounded and continuous functions Uand I such
that

12
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* % + .
Bp’lr],ml[(«(r(/)ﬂ (F+€)-.1(0]
+r(r(0)]
- JTr( A=) EA-()+ifrig = ( =~

‘<**)_

Remark Here $oreplaces

1 *>X

+to =" (o I7,.(™,,)D

®

(

or sae other functional of this kind.
Let Bbe a measurable st in 0, satisfying

S(B) « $(9)P€6nST)
-inf{/(?)-$(i>)to>eBner}.

liin - dogXep{$(«)/«}dP*(a) - S(B).

The proof can be found in [12]. We can now canry out the
proof of Theorem 2
Proof of Theaem2: (See Section |1 for the notations.) Let
P* be the new probability defined by the mapping X v X
bounded and continuous. We denote Jf*(f)>**(0 the processes
with distributions P* and
As c-*0, we evaluate

IdP L
i \gp ¥

We apply Theorem 1 bis to the functional

dP.

*(U)« «108/7(41)1
with
£

[

o(>)- (w bLo + 01

If 9 is a differentiable path, we set
ct IAVARREE i
*o(»)m ﬁ »Qi>0)d- ;% /xY(Orx))<te

Since A is a messurabdle set of trajectories, satisfying the
oonditions of Theorem 1bis; we have

’Mﬁ(d/; )J <tf<<—>o eT,7BAne D2 D)

with
u %) (’(*))dt.
Hence, we get
\2
IongA\dP*i) G InlfneThh9($)dt
AN athjvAdt].
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hx
1
N. V4
y K
e j/ 1/
v |/ °2
Aj*L(vx'\
n J \
v/ 7/

Fig. 10.

We put

JJA)= inf \jh(i>)dt-gl(v)dt+(\3i>dt

T,<p<=AneTI

and we seek the function x -> vx, which minimizes Jv(y>).
We have

Y. (<p)- _ inf f.a/h ) M I
ipeAneMS\ P

Let X *g>(t) be fixed, then

+0. f.

uG) - M \FAILLMTA +\k
ul «
is achieved for u such that uh’x(u)-Ix(vx)+ hx(u), i.e., Ix(vx) =
uh'’x(u)-hx(u).
Because of the reciprocity of the Cramer transformation, we
have

() - sup(vxw- hx(H)) - vxw- hx(w)

where w is unique, and satisfies x(w) * vx, hence

Lv, WA ~h (w. 0)

Comparing to the relation ()t we deduce that u is the point

satisfying hx(u) - % where v} is such that Ix(vk)= - Ix(vx).

Generally we obtain two solutions described in Fig. 10.

In each case, < corresponds to Ui > 0, and a2to U < 0. Thus the

path % £ S, which gives the minimum A (9), satisfies
vx being a( or a2. In all the cases above, we
have
Sj<PV)~f(<’I(n +vr.(»)d<Pu)
and thus

A (8*) P'<z0-t/R &0 ) dvM-

But the function Ixis convex, and for each X, Ix(vk)+ Ix(vx) = 0
implies that ()J + vx)/2 < Xx with /x(\x)**0. So for each x,
*4 + vX is maximum where vk * vx* \ x. This achieves the proof.
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Résumé. — T. Kohonen a défini en [2] un algorithme pour modéliser
le phénomene biologique appelé rétinotopie : il s’agit de I'établissement
de relations structurées entre la rétine et le cortex, qui préservent la topologie
de la rétine. 1l a observé la convergence dé I'algorithme par simulation et
proposé en [4] un schéma de démonstration avec quelques éléments
de preuves. Dans cet article, nous démontrons la convergence vers une
distribution stationnaire, dans le cas uni-dimensionnel.

Mots-clés : Chaines de Markov, distribution invariante, rétinotopie.

Abstract. — T. Kohonen defined in [2] a mathematical algorithm in
order to modelize the biological phenomena called retinotopy: that is
the self-organized formation of maps between retina and cortex preserving
the topological structure of the retina. He observed the convergence of
the algorithm by simulation and presented in [4] a sketch of proof. In
this paper we prove the convergence toward an invariant distribution in
the one dimensional case.

Key-words: Markov chains, invariant distribution, retinotopy.
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2 M. COTTRELL ET J.-C. FORT

INTRODUCTION

T. Kohonen (1982) a proposé un modele qui décrit I’établissement de
relations structurées entre les cellules du cortex et de la rétine.

Initialement, la liaison rétine-cortex est anarchique. Au cours de la vie
embryonnaire, et par I’activité visuelle, s’®tablit une relation qui conserve
la topologie de la rétine.

Le principe de Hebb affirme que la variation de I'efficacité de la liaison
synaptique entre un neurone de la rétine et un neurone du cortex est pro-
portionnelle au produit de I’activité pré-synaptique (stimulus) et post-
synaptique (excitation d’une cellule du cortex et de ses voisines).

En conséquence, si une cellule de la renne est excitée, elle transmet
cette excitation & une zone du cortex et les cellules excitées dans le cortex
renforcent alors leur liaison avec la cellule « émettrice ».

kohonen (dans [J] [¢J) a proposé I'algorithme suivant :

La rétine est représentée par le carré [0,1]2 Le cortex est un réseau
discret bidimensionnel : {1, . . n}2 Ses cellules sont notées (1,/). Il est
clair qu’une cellule du cortex est contactée par plusieurs cellules de la
rétine, et réciproguement.

Par souci de simplification, on suppose qu’une cellule du cortex (i,/)
est reliée a une cellule de la rétine notée xij9 centre dé gravité des cellules
de la rétine reliées a.(. /) pondérées par les efficacités synaptiques.

A Tinstant on note X1= (X-;,(/,/)€ [1, n]2) I'état des liaisons. Initiale-
ment X° correspond au tirage de n2 variables aléatoires uniformes indépen-
dantes.

A chaque instant t = 1,.. .,n, on excite la rétine en un point coi+1
(tiré suivant une loi uniforme). On détermine ainsi, presque s(rement,
I'indice « appelé » (i0,./o) tel que X(,, soit le point le plus proche de a/*1

L'excitation est alors transmise a la cellule [i™Jo) du cortex, et a une
zone voisine.

Le renforcement des liaisons se traduit par une homothétie de centre cet+l
et de rapport (1 —e¢), e étant petit, compris entre 0 et 1, qui rapproche de
e)I* 1 et entre elles les liaisons concernées.

Cet algorithme se généralise immédiatement en dimension quelconque
finie.

Ce type d’algorithme d auto-organisation est utilisé pour des applica-
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tions variées : reconnaissance de la parole, choix de la dimension d’une
représentation réduite d’un ensemble de points de R, construction de
représentations hiérarchisées (Kohonen (1984) [4]).

Kohonen dans [2] a exposé les résultats des simulations faites a partir
de cet algorithme, pour (i,j)e [Ls 12 ets voisins. On constate effectivement
la convergence de I'algorithme lorsque t -* + 00, non pas vers une dispo-
sition constante, mais vers une configuration aléatoire reproduisant la
disposition du carré des (ij).

* 3i R *
. 22 13 Ji12 L
* 1a* <13

*22
32
~23 « *21
* 23k et 21
*32
*33
*12 *33
Etat initial t = 1000

Fig. L — (i,v)6 {12 3}2 £= 0,05

En dimension 1, on obtient une configuration (aléatoire) monotone,
application de {:,2,..., h} dans [p,:],

Dans cet article, nous démontrons la convergence de la chaine X' dans
le cas unidimensionnel.

1. ALGORITHME DE KOHONEN EN DIMENSION 1

En dimension 1, I’algorithme est défini par :

a) Un scalaire e compris entre 0 et 1
b) Une suite a»l, <wA ..., tu',... de v.a. iid, de loi uniforme sur [0,1].

Vol. 23, n° 1-1987.



4 M. COTTRELL ET J.-C. FORT

€) La chaine de Markov (X*) a valeurs dans [0,1 J', de loi initiale la loi
uniforme, vérifiant

X+ = Xi + s(@)+1 - X4 pour ie{i0O-1,i9i0+i}n[l,n]
X[+1= X6 pour ii {i0- 1i0,jo+ 1}n [Ln],

ou 10 = i(X",(0,+t) est défini presque slrement par
|c ‘41 -X50| = infl0>+L - Xi|-

On note X'+1 = H(X', 0)'+1), on remarque que H est définie sur I’en-
semble E ou

E = {(x, (0)/xe [0,1],a)e [0,1], X/ x} Vi#]j, i(x, ) unique }

Il est commode de représenter une réalisation de X1par un graphe

1-

0 L L - J----- S
1 2 3 4 n-3 n-2 n-1 n

Fig. 2. — Graphe de (X} a l'instant t.

Pour bien faire comprendre le fonctionnement de l'algorithme, nous
commengons par faire les observations suivantes :

D éfinition 1.1. — Le nombre d’inversions de X' est
N, = Card {ie {2,...,n- 1}/(X[+1 - XKX(- Xj-,) <0}

Proposition 1.1. — Le nombre d’inversions du graphe X' est une fonction
décroissante (au sens large) du temps.

Démonstration. — Supposons X* —(*x ..., xn) et X'+l —(xi,.. .,xi)

Annales de VInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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et pour envisager le cas général i0 = i(co‘+\ X“)avec iOe [4, n —3]. Posons
pour plus de commodité a/+1 = z. Si

S'¢o - 1,i0,¢0+ 1) = Signe(xio- xio_iX" 0+1 - *i0)

U est bien clair que S,+1(*0 —1,«,f0o + 1) = S{i0 — 1, (»«0 + l)e

Le nombre des inversions n’est jamais modifié en i0. Donc seules nous
intéressent les inversions possibles en i0 —2, i0 —1 (ou 0+ 2, i0+ 1,
ce qui se traite de la méme maniére).

En tenant compte des symétries, seuls 4 cas se présentent :

(D * (D ©
i0-3 0-2i011i0 i0 *0 >
Fig. 3. — Pas d’inversion en i0 - 1. Fig. 4. — Une inversion en i0 - 1

Dans tous les cas x'0- 3= xio_3 et X'io_ 2= xio- 2

O let2:

Xi02~ <041 = “ *jo-1) - ez - *jo-1) reste > °> car dans ce
cas xio_, > 2.

Donc N'+1 = N

O 3et4:

a) Si Xin~1 - Xio-2 < e(X,,,-i - 2z) alors xio-2 ~ *i0-i > 0, alors dans
le cas 3, S,+1(i0- 3,/0- 2,i0- 1)< 0 mais S'+‘(Go—2,i0- 1,»0)> 0
donc N'+1= N' : la pointe se déplace de i0 —1 a i0 —2.

Dans le cas 4, S'+1(fo —3,i0 —2,i0 —1)> 0 et également
S'+1(io —2,i0 —1,i0) > 0 donc N'+l = N*- 2 : 2 pointes seffacent
simultanément.

b) Si jc0_, —xio- 2> e(xio_! —z) comme précédemment N'+1 = N'.

Les cas particuliers i0= 1,2,3,« —2,n —1,n se traitent de la méme
maniére avec cependant la possibilité d’avoir N'+1=. N1—1 : une pointe
« tombe » au bord du graphe. 0

La fonction N' n’est pas strictement décroissante et de ce fait ne peut
pas étre utilisée directement comme fonction de Lyapounov associée au
probléme.

Toutefois on en déduit que I'ensemble des graphes strictement mono-
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6 M. COTTRELL ET J.-C. FORT

tones est absorbant pour X* Il est constitué de deux classes absorbantes
qui ne communiquent pas . A, les graphes strictement croissants, A', les
graphes strictement décroissants.

Dans la suite, nous démontrons deux résultats essentiels.

Théoréme 1.1. — Soit tAUA' le temps d'entrée dans A u A'. Soit Px la
loi de la chaine de Markov X* partant de Vétat x a coordonnées toutes dis-

tinctes, alors
P*(*Aua’' < + 00) = 1.

La démonstration de ce théoréme fait I'objet du §2.

Théoréeme 1.2. — Conditionnellement & Ventrée dans A (resp. A"), la
chaine (X)) converge en loi vers une distribution stationnaire unique fh qui
posséde une partie absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Ce résultat est démontré au 8§3.
Le 84 est consacré a quelques propriétés complémentaires.

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1.
(MISE EN ORDRE)

Tout d’abord, on peut mettre en évidence une conséquence de la pro-
position 1.1 :

Lemme 2.1. — Si les deux inégalités suivantes sont réalisées
X{, < Xin_2 < X|n_j

X, 1-XIU2<N, 1-Xy

alors un tirage de a)t+l trés proche de X-o réordonne le triplet dans tordre
décroissant.

On a A={x = (xu. .xn/0< xx< ... <xH< 1}
A= {x=Xu. .x,)0< < .. <XV<1}

On note x0= 0, xHt = 1
Le théoréme 1.1 est un corollaire immédiat du résultat suivant.

Théoréme 2.1. — Soit tAUA le temps (Ventrée dans Au A'. Il existe
T < + 00 et dn,e) > 0 tels que

Vx°e [0,1 " a coordonnées toutes distinctes Pxo(tAUANT)>oc(n, e).

Annales de /’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Nous décomposons la preuve du Théoreme 2.1 en deux lemmes dans

les démonstrations desquels nous laisserons quelques détails techniques
au lecteur.

D e¢finition 2.1. — On dit que xe [0,1]"" contient une (krj) chaine de
débutp et defin gsip <q9g —p + 1=k etrj> 0 avec

i) X< Xpti< ... <X @
ou Xp> Xpti > ...> Xq )]

ii) inf{ [xi+, - xivi=p,p+1..,g- 1}>q

iii) Vi=1...,p- IL,g+ 1

Xj < Xp—1j ou Xj>xg+ 1 danslecas (1)
Xj>xp-hnj ou Xj< xq—t] dans le cas (2)
tj est le module de la (krj) chaine.
En notant BM I'ensemble des x contenant une (k, rj) chaine, il est clair que

AuA'=1J bm.

»>0

Soit TB¢, le temps d’entrée dans BM.

Lemme 2.1. — Construction d’une 3-chaine. — 1l existe T3 < + 00,
> 0 et a(e n) tels que quel que soit x de [0,1]"a coordonnées toutes dis-
tinctes, PX{tB( < T3) ~ o”¢n) > 0.

Démonstration. — a) Soit x° = (x?,..., X°) un point quelconque de
[0,1 1" a coordonnées toutes distinctes. Il existe nécessairement un couple
de points écartés de plus de I/n.

—H 1 114 1 1 e
0 x° y X x° 1
| |
> I/n

On peut trouver i0,p £i0—21eti0+ 1, g”i0- 1 fO+ 1 tels que

X® est le point le plus proche sur la gauche de xio avecp # i0+ 1
Xj est le point le plus proche sur la droite de xio avec g # i0 + 1

On note y = Mx® + x20).

Vol. 23, n" 1-1987.



8 M. COTTRELL ET J.-C. FORT

Soit T un entier > 0. Pour a et /? positifs tels que

i8(l - (@ - Aon
s - ( e < a<pc< %

etsi(l ..., aTappartiennenta Jy+ix,y+p [[on a pour toutt=1,...T,
0 > (1- eTx?20+ (1L - (1 - e))?
et comme
X? xe
Xi>@- 91 2 + N>t +y

etde méme que
[(XTO+ X})< (1 - efy + (1 - (1 - s)TXy + P)
(car le déplacement du point Xj, est maximum pour co'= y + a), on a
(XTo+ X»)<y+ (- (- <y+a

et par conséquent
i) i(X'~\a/) = i0 pour t=1,. . T.
Aprés T tirages dans ]Jy Ha,y + P[on a :
iii) sup(|JX70- K -4 \K - x"il) < U - T
iv) Xjoe Jy + p,y + P+ (1 - e)T/[.

Dou | X IXI-uXTO+1£]y + P - U - s)\y + 2+ 201 - eT][
let y/# i0,to- 1.0+ 1, Xj= Xj.

La probabilité de cet événement est > (j8 — a)T.
Autemps T, on setrouve donc dans l'une des 6 configurations suivantes :

68 — [E R S (4)
B X, XTI+ Abs1 xn, K

@ — ¢t h H— (5) ' — Lo
Ko+ ZA(IO XS -i x Xi-, Xj+i

(3) _! - ‘]l | — (6) L J JU
Xb1 Alon XD X0 Wot1 A1

b) Avec une probabilit¢é minorée, on peut ramener les situations (3)
et (5) a la situation (1) (resp. (4) et (6)a (2)),au temps T + 1(enchoisissantT.
convenablement).
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Prenons par exemple le cas de la situation (3).

Si l'on choisit coT+le Ju + a,u + fi[ avec u= - (x$ + y), lindice
« appelé » est io —1 et Xio est déplacé.

On peut alors appliquer le lemme 2.1 en imposant 4n(l —e)T< e, et
on est ramené a la situation (1).

Pour les calculs qui suivent, on prend en réalité T défini par

15n(l —e)T< e < 16n(I —e)T-1.

Au temps T + 1, on se retrouve donc dans I'un des cas (1) ou (2). On
suppose dans la suite qu’il s’agit du cas (1).

¢) Module d’espacement de la 3-chaine.

Onaautemps T +1

- +y)<K*_'<Kl'<Xr.V,<\[y+O S e

avec » - u>1i etX'™1- X'*S /j.

Alors on vérifie qu’il existe a > 0 indépendant de x°, tel que si
(0T+2e J«,u+ a[et <or+3 e Jr —a, v [, on obtient au temps T + 3, une
3-chaine (io -1, ‘o, io+ 1) de module d’espacement indépendant de x°. 1

Lemme 2.2. — Pourk> 3, il existe unefonction h continue deU +dans R+,
vérifiant h(0) = 0, un entier Ti+ 1 > 0, et ak+:(n, e 1f) > 0 tels que

VjreeBlkip Px°(TBkHM) A Tk+l) A ak+t(n>estf)

Ce lemme donne une minoration uniforme de la probabilité de passer
d’une fe-chaine ordonnée a une k + i1-chaine, en conservant un module
d’espacement pouvant étre différent, mais que I'on sait calculer.

Démonstration. — Il n’y a rien a démontrer si n ™ 3. On se borne au
cas d’une chaine croissante, lorsque n > 3.
ler cas : X° < xX°+!
X0- 1 Xg X° + fj Xa+j
£ [~ ] i e
0 , . * : 1
>1 . > 1

On cherche a déterminer un /} non nul, tel que si a»'e]x°, Xq + ff[
pour tout t moindre que T, on ait \ toi) = g, de maniéere a « attirer
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au plus vite xg+j » et constituer une (k -f 1) chatoie de module /~calculable,
cela en majorant le temps T nécessaire.

Soit T tel que (1- e)T< 2 <(1 -£)T~1letjS=infjM1-gf,- - —(1—e)}.
q()z()ng(gzz(%

Alors on voit, par récurrence, que si pour t < T, Xj < w' < X%+ fi,
on apour toutt=1,.. ., T,

)] Xi<Xg<xl+p
ii) I'X_" o) =q
et que X' contient une (k + 1, h{ij)) chaine de début p et de fin ¢ + 1, avec

HUy (1 - £ D’ou le résultat avec T*+1 = T et ak+i(n, e, N) = /7T.
On traite le cas symétrique xp- 1 de la méme facon. Reste donc le

2* cas : agj+l<x”® et X°-t>x°.

a) Soit a= X 18: , T défini par (I-e)T<a<(l-e)T-1, et /'I'<;(1—é)t.
Alors si pour t(= ]_) .. ..T. €e].vj —fi, v°[, on a

i) /(X1 <)=qpouri=1. ,T,et

i) XJ- XJ+l < a

h) En choisissant col+1eJx*“ 2- |,x°-2JYon a

i) iIXTwT+l) —q —2 et

i) XAl < Xj+#1- ™ <** g
e + 1
¢) Enfin pour <iT+2e Ixj+i- '~ %" X*+i £ on ai(XT+ @T+2)=q —1

et on obtient alors une (k + 1) chaine de début p et de fin q + 1
On peut vérifier que son module d’espacement est minoré par
L- e2eVv

2(1+8)

De ces deux lemmes, découlent par récurrence immédiate le théoreme 2.1
et son corollaire le théoreme 1.1.
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3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2.
(EXISTENCE D’UNE DISTRIBUTION STATIONNAIRE)

Nous étudions I'existence d’une distribution stationnaire sur A (resp.
sur A"). Pour cela, nous montrons que la chaine est Doeblin [i].

Nous pouvons déja remarquer que la transition P(.,.) de R" dans R"
possede un support de dimension 1 et est donc singuliére par rapport a
la mesure de Lebesgue. La plus petite itérée de P susceptible de posséder
une partie absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue est
donc P, nous allons voir que c’est effectivement le cas.

La démonstration est faite pour I'ensemble absorbant A.

Nous démontrons tout d’abord le

Théoreme 3.1. — Pour tout x de A, il existe un borélien C,, deux réels
strictement positifs a et 6 tels que
i) Cx soit de mesure de Lebesgue strictement positive ;

a a .
iijy Uniformément sur le voisinage X;— -,xt+ - on ait

F%t,dC)[éI C]OdZ.

Bien entendu C, a, 6 dépendent aussi de n et du rapport d'homothétie
1 — &
Démonstration. — Soit xeA. Si X° = x, nous construisons une suite
d’intervalles 1j, 12, 1« telle que
Moy € 1j) i{Xj~ o) =j si ns 0ou 1moduio 3.
(Voy'el)) i(XF\ «y) =./+! et i(X"-»a)= 1sins 2 modulo 3,
i\ Supposons une telle suite d’intervalles construite. On a
X" = H(... HH(x,co),co?) ..., 00" (notations du §1).
a) Sin= 0 ou 1modulo 3, en notation matricielle :

(1 -e)2~ Xi co
1 - £)3 X2 oo
X' = diag " + D, = CnX+ D,®
1 - 3 xn-1 001
L-e2  yx_ "
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ou
a-eE e O0— -—— ——
1—)2e (1—e) e
0 (1—e)2e (1—e)e e
D”= X
0
(1-e)28 (1—)e
0. ...0 (1—e)e e
et on Vérifie det D,, # 0.
b) Si ii = 2 modulo 3 :
(@ -fi)es LA . o3 -
@ - £)3 Xi cul
X' = diag + D, QX 0.0
a-£)3 Xft—1
(1 B2 . co"- 1
ou
e e(l —e) 0-- 0
£ s(l —e)2 gl —e)
0 «l-e” el- s \
X \
D,= \ \ \
\ v \ \
X\ \ A
X e 0
VE(l —e)2 S(1 —e) e
0- 0 £1 - fi)
et 1a encore Det D, # O.
Soit % l'opérateur associé a D,, et g, l'opérateur associé a C".
Ma»l, .. ., 0/)el, x ... xi.) (VX°eVI)\XG-X A\~ (1-b)2\X"-xj\

ou X" est la position a Iinstant n partant précisément de x et V, un voisi-
nage de x.
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Si donc \'xc JxXx ... x J, ou les Jt sont des intervalles centrés
sur xk inclus strictement dans It I’ensemble

C,=n *la— *U+«-X°]
X<Wix

est de mesure de Lebesgue non nulle et on a :
(VX° e VX) P-(X°, dO S*GEZEBII cJMC-

2) 1l reste donc a prouver lexistence des lj. Il est facile de mon-
trer que la restriction de la fonction H & I'ensemble (A x [0: )n E
(resp. (A" x [0,.]n E) est continue.

On en déduit le lemme suivant (la norme choisie est || x || = suip | xt]).

Lemme 3.1. — Soit zi,..., zb appartenant & [0.: ]. Soit xeA. On pose
X° = X, xJ= HXxJ1,Z)pour. = 1,...,/. Pour touty > 0, il existe 0,
tel que || X° - x°|| < jfPet a/e Jzk- fi,zk+ p[pour k=1 , . impli-
quent | X* —x*|| < ypour k= 1,../ et on a donc

| Xo —x° N\ < fi = PxtWXKT xk\\<y, k~1,...,Q>{2P)".

Preuve. — Soit y>0. La continuité de H sur (A x [0,1])n E entraine que
I’'on peut choisir /?>0 tel que || X°—x°\\<pct |col—z\<P = (X —a||<y,
c’est-a-dire que

[ X°- *||<p = Pxo(| X: - x:1<y)> 2p.

Par récurrence, en appliquant | fois la propriété de Markov, on obtient
le résultat. 0

Ce lemme étant démontré, on construit les intervalles lu __ I* en se
bornant au cas n~ 2 modulo 3, la démonstration étant similaire pour
ns 2 modulo 3.

On sait que X = (XU .. .,X,,)e A

On définit par récurrence

o

X° = X, Xj = HXj~\ x]~% et Z = xj~1,

pourj —i,..., n, de maniére a ce que i(xj~* zj) = j.
Alors d’aprés le lemme 3.1, on sait que pour touty > 0, il existe p > 0
tel que

| X® —x°|| <y = PxdIXJ—xMl < vy,j=1...,n)> (20)".
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Il est alors clair que si y est suffisamment petit, les intervalles
h = ]zj —P,Zj + P[ conviennent. D’ou le théoréeme 3.1, avec a = 2y

ne dépendant que de e n, x9et S = ------------ _
IDetDJ

Pour compléter ce premier résultat, nous allons prouver le

Théoréme 3.2. — (Vee ]0,1), il existe xEe A, a0 réel > 0, tels que pour
tout voisinage V*e de x£de largeur a < a0, il existe T(n, e, a) et y(n, g, a) tels

que :
(Vx 6 A) Px(tyxe= T(n,e, @)~ y(n,ea) > 0.

Nous commencgons par démontrer deux lemmes.

Lemme 3.2. — Pour touta > 0, il existe un temps T0(n, e, a) et une proba-

n

bilité a(n, s, a) tels que si E;:n
('l:

(Wxe A) Px{rB8 ~ TQn,e%)} » <x(nea) > 0.

. a 2a (n—2)a
Preuve. — Soit Zi=.l, z2= | —, z3= 1 -——-- - —
Soit xe A, soit T tel que : (1 —)T< 2 < 1 —eT i.
On prend : !
), .. .. 0T dans [zj,zi + V]
ofTlix\ .. Ti6*T29 dans [z2z2 Hy]
ATjixl+ .- +2-aW .. 5ajT,(jc)+ T2(x)+ ...+ T,-i(jc) "~ans [ZH_U Z -1+ y]

a\ (L —eT 1
y 2nll —(1 —¢)Td
a

et Tj(x) est le premier instant t ol partant de x, XJ, et X * > 1 —--

ou

4n
Ti(x) + ... + Tf(x) est le premier instant t ou partant de X,
n 4n
Avec un tel choix des wf on a :
ie [0, Tj(X)], T1Xf Soof) = n (on a attiré net n —1)
tg UjC*) + eee + Tk-iW, Tt(x) + ... + TIC¥)], @=n-k
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et TX)™NT pour k=1, . ,w—1.
Par conséquent : PXtEi<(m—)T)”y(n )Td’ou To(n,e,a)=(n —1T. 1

Lemme 3.3 (Lemme d’attente). — Soit xe A. Supposons X?e [xuxt + a|,
a> 0 et tOe N*. Il existe alors p et 'y, P>y > 0 tels que (M < i0Op
afelxx-P'Xt-y].

On a

i) i(X,0/+41) = 1,

i Xi e - a,Xi + a], Vie<r<e

Preuve.— OnaX 1= (1 —e)Xi + ecd+1 N (1 —g)Xk + —0), par

conséquent Xj« 1 —(*i —y) N o« —€)(Xi —(*! —y)) —s{p —y), en posant
ut= X| - (*! - y) on obtient

W™ a - BP9+ P-y]l- 0o -Yy) et w 3Fy.

Il suffit donc que Pa 1+ (1 —s)yio pour que ut0”™ 0 et pour assurer

Xi > —a. On ch{)isit donc P™aety”™ (1+ (1 —e))~tp. 0

Ce lemme permet de remplacer I'inégalité du Lemme 3.2 par une égalité
puisque I’on peut prendre patience jusqu’au temps T(rc, e, a) en tirant le
point n° 1, mais tout en restant dans un voisinage qu’on s’est fixé a I’'avance.

Une fois ces deux lemmes acquis, la démonstration i mprend deux
étapes.

Démonstration (Théoréme 3.2). — 1) La premiére etape consiste a
placer X\ et X2, Xs et Xa, XB, ..., Xnrespectivement dans des voisinages
de points yu y4, y5, ..., yn(yx< yA< ... <y fixés, de demi-largeur a,
en un temps fixé fini, avec une probabilité minorée. On procéde de la
maniére suivante :

On applique le lemme 3.2 pour attirer tous les points « en 1 ».

On applique ce méme lemme (ou son frére jumeau) pour attirer tous
les points en ym puis on recommence en prenant pour point d’attraction
yHi en évitant cependant d’attirer XJ, hors du voisinage de Il suffit
de s’arréter lorsqu’on a fait rentrer X.j dans le voisinage de yHi et ainsi
de suite, en laissant a chaque fois X- au voisinage de yhjusqu’a ce que seuls
se trouvent au voisinage de y4 les points Xi, X2, Xs, X4. On recommence
encore, mais cette fois en laissant sur place Xs, X«, ceci en s’arrétant des
que Xe (entrainé par Xi) est entré dans le voisinage de yx

Le temps nécessaire pour effectuer ces opérations peut étre rendu indé-

Vol. 23, n° 1-1987.



16 M. COTTRELL ET J.-C. FORT

pendant du point initial x, en appliquant & chaque fois le lemme 3.3.
Notonr-le T*n, g, a).

Nous avons donc la situation suivante, avec une probabilité minorée
indépendamnient du point initial x :

A.Xa 4 x5
¢ T TG O
yi y4 y5 yn 1

2) La deuxiéme étape beaucoup plus courte, consiste a séparer Xi de X
et Xz de X4. Nous commencgons par décrire une procédure déterministe :
Choisissons zy et z. tels que :

.. _a - ey rezl +y4
yi<izi< - < 722 < y4.

Si X?=X§8=yi et X§ = X2=yA alors si (col,ee2) = (z\z2), on a
a l'instant - (seuls les quatre premiers points bougent) :

X —Xi > e(zz —ezi), idem pour X|, Xa ,
X —XI 51 - £)2Ay4 - yi)

et pour a assez petit, on applique le lemme 3.1, pour trouver un intervalle
ou tirer col et P2 tout en préservant les positions obtenues a a pres.
Ces deux étapes conduisent donc au théoréme 3.2 avec :

T(n,e,a) = T™n,e,a) + 2,
M= (A - ep! + ezi
X2-(1 - e)yi +e(l - &)Zi + ez
= - Qys +e(l - e)zi + ez
A.= @-e)r+ S22
Xj=yj pour j> 5.

Le point Xe appartient a A et la probabilité 4e rentrer dans un voisinage
de x\ de demi-largeur a est minorée indépendamment du point initial x.
On a alors le

Théoréme 3.3. — La chaine (X') restreinte a A (resp. A") est Deeblin
pour la mesure de Lebesgue.

Annales de Vinstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Preuve. — On a

P Tin's'aXC,du)Pn(u9dQ
JVxe
1

ea ..
)detl iCAim

D’ou le théoreme 1.2.

4. QUELQUES PROPRIETES COMPLEMENTAIRES

Notons fin = (Enu ...9sm,) l'espérance de la loi stationnaire £7t(.).

a) Equations sur les moments de In(.).

Soit X g A, X = (XU see *»)e

En prenant les espérances pour la loi % on a

E(Xi+2+ Xi+l —Xf-i —Xj—XM1+2 W XI+14- Xj-i + Xj_ 2 —4X,) =0
pour i 1,2, n—1n.

E(XJ+2 + Xj+1)(Xj+2 + XJI+1 - 4Xj) =0 pour j = 1,2

E2 - Xj.,- Xj-2X2 + X;_ 2+ Xj—t - 4Xj) =0 pour j=n-I,n.

Ces équations portent sur les moments d’ordre 2 de la loi f(.) et ne
permettent pas de déterminer I’espérance em.

Remarque. — Si X° suit la loi stationnaire % on a

*m= EX1= E(EX7X°) = dm(x) ydPx{y) = dB{X)h(X).

|
Si h(x) était linéaire en x, h(x) = Hx, on obtiendrait I'espérance an par
la résolution d’un systeme linéaire. Ce n’est pas le cas ici.

b) Convergence de I’algorithme lorsque e dépend du temps.

On impose X° g A et e dépendant du temps avec les conditions classiques
des algorithmes de Robbins-Monro :

0 ®
gra0;re, = +00;reSE<€ + 00,
0 0
(Voir par exemple Métivier [5]).

On écrit
Xf+l = Xf -h etV (Xr, coi+1)

Vol. 23, n° 1-1987.



18 M. COTTRELL ET J.-C. FORT

avec
E(V(X'£0'+1)/X' = x) = |h(x)

ou (84.a) H(x) s*crit
H(jt) = QAXMx - a)

avec
X2+ *3
X3+ X+
IC(x) = 42+ X,+1- Xi-i + Xi-2
2-X,-3-Xn-2
2. X9-2 -
4 1 1 °l r o
4 1 1
1 1 4 1 1
VWL
M=
-4 1 1 0
0 1 1 -4 0
1 1 4

Sur A= {.y/Ocxj <x2< ... c.x"c 1} n [0,1 w I"équation H(.\)=0 est
équivalente au systéme linéaire régulier M x=a, qui a une solution unigue x*
(voir dans Kohonen [3] (1982), la démonstration de la régularité de la
matrice M et remarquer que C(x) > 0 sur I’ensemble A).

On obtient par exemple

n= X :JO Th

n=a |5 T7UB
X_\/»’» » T» |/

n=5 % _ A

=7 x*=(0.15 022 037 0.5 0.63 0.78 0.85) etc.

Amales ce f Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ETUDE D’UN PROCESSUS D’AUTO-ORGANISATION 19
La fonction H(x) s%crit donc
H(v) = Qjc)M (X —x *) = B(XXjc —x*).

D’aprés le théoreme de Gerschgorin (cf. [<5]), toutes les valeurs propres
de la matrice B(x) ont leur partie réelle strictement négatives puisque

bij(x) | + bu(x) < o quel que soit i et que ces valeurs propres sont

j=1
différentes de 0 (Kohonen fait cette remarque pour la matrice M dans [5]).

00 00

Théoréme 4.1. — Supposons st ™ 0, = + 00, < + o0o. Alors
0] (0]

si X°e A, le processus X* converge p. s. et dans h2 vers x* unigue solution
de Mx = o. (Un résultat analogue s'obtient si X°eA'.)

Démonstration. — Le systeme différentiel déterministe

admet la solution x = x* comme solution uniformément exponentielle-
ment stable au sens large, car toutes les valeurs propres de B(.v) ont leur
partie réelle strictement négative.

On remarque ensuite que les dérivées premieres et secondes de H(x)
sont bornées sur A et on conclut a la convergence p. s. et dans L. du pro-
cessus X(i) vers x*, lorsque t -» + 0o (cf. Nevelson et Khaminski [7],
§1V.4.3). 0

CONCLUSION

Bien que I’algorithme étudié soit simple a définir (et & simuler) quelle
que soit la dimension, en démontrer la convergence en dimension i, a
nécessité beaucoup de calculs trés spécifiques, et longs a expliciter (§: et 3).

Il nous semble qu’il resterait trois points a vérifier :

— que lorsque e tend vers o comme Toai’ le processus réordonne les
ogi

points (jcI?. . Jn). Les minorations de probabilités et les majorations de
temps d’attente du §. permettent d’avancer ce résultat ;

Vol. 23, n° 1-1987.



20 M. COTTRBLL ET J.-C. FORT

— que les mesures stationnaires (sur A et A") sont absolument continues
par rapport a la mesure de Lebesgue;

— que le point x* (cf. 84.£>) est I'espérance de la mesure stationnaire
quel que soit £
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Abstract. Following Kohonen and using the Hebb
principle, we define a selforganizing stochastic process,
which is a simple modelization of the retinotopy, i.e.
the establishment of well-ordered connexions between
the retina and the cortex.

We give some mathematical results about conver-
gence of this process. These results are illustrated by
computer simulations.

Introduction

Many papers have been published about the modeliza-
tion of the retinotopy; ie. the self-building of a
bijective and bicontinuous mapping from the retina to
some part of the brain cortex. Some are oriented
towards the analysis of theoretical models proposed on
biological grounds (Willshaw and Malsburg 1979;
Overton and Arbib 1982). Others are further from
biological reality but try to highlight some simple
mechanises of self-organization (Kohonen 1982, Erdi
and Bama 1984). This paper belongs to the latter
category.

Here we construct a stochastic algorithm by com-
bining two points of view: we use the Hebb principle
(or one of its possible expressions) together with an
algorithm similar to that proposed by Kohonen (1982).

In Sect. |, we present the mathematical formaliza-
tion of the model.

In Sect. 11, we study this model in a simplified case:
the one-dimensional case.

In Sect. 111, we indicate which results are preserved
from the one-dimensional to the two-dimensional case.

The last section is devoted to the description of the
behavior of the model when the adaptation parameter
decreases with time.

I The Model

Notations. The retina R is modelized by a two-
dimensional network: {0,1, ...,n+1}2(resp. in Sect.1l
an integer interval {0,1,...,N+1}). Its cells are de-
noted by (ij) (resp. 0-

The relevant part of the cortex Cis represented by
the square [0, 1]2 (resp. the interval [0,1]). Its cells are
denoted by x.

Each ceil (ij) is mainly related to a cortex cell xi}.
However, a density of synaptic weights is present
around the cell xiy We denote this density by /¢ /x).
That means that there are many connexions from (ij)
to the cells in C, but we essentially consider the center
of gravity of these connexions with respect to the
synaptic weights. We suppose that ffx) =/(||x —xv||)
with / decreasing, positive and /(0) = 1

If we stimulate the retina, by illuminating the cells
ofapartaofR thecells (xy, (i j ) e a) areexcited and the
total postsynaptic activity in a point of C is:

®O= i m

We enounce the Hebb principle in the form: “The
variation of fa is proportional to the product of the
post- and pre-synaptic activities”, which is resumed in:
for every (ij)£a fa does not change
for every (ij)ea fi}ischanged to  with

VB[R (x)f

m 1< *)-DP% 1. (KO}XT - * > u»

for which the center of gravity is
—_ Xi;+ej x(pf(x)dx
1+ef (pa(x)dx
1
I+e|*| 1+e|<7|(*; ne<r W

where \a is the cardinal of a.



Thus xj“is aweighted average of xuand the average
of {xkh{kti)eo}. V& naturally choose  as the new
cell in C mainly connected with the retina cell (/,/),
after the effect of the stimulation a

Wk note that the global post-synaptic activity of

the image in Cof the stimulation a has been increased:
U])Kf@l)(ig [iMu) = tf,j),ﬁgl)eo fij(xu)
However, if the same stimulation a is iterated succes-
sively many times, the points {(xfi), (ij)ec} become
closer and closer. To avoid thiseffect, we must force the
points xu to occupy all the free place in [0, 112 A
suitable assumption having this effect is to suppose
that the cells of the boundary of R are connected to the
corresponding cells of the boundary of C: that means
that the boundary relations between R and Care well
defined before the process starts, and will not change
with time.

We now set this hypothesis in a mathermatical
algorithm:

Let *'=(*«)<\ada..... . [resp.(r(ig0... .+ jin
the simplified case] denote the positions of the main
connexions of the cells (ij). It is amappingfromR to
C.

The initial mapping X°, at time i=0, may be
random, or deterministic.

The stimulations a are randomly chosen: astimula-
tion = is defined by its center (ij) and the closest
neighbours of (ij). Ve study the simplest case: o(iJ)
= E(«'_l />0J-1), (U), (+1J3). (U+ D} Qesk <0
={i-1,U+1}].

One can take larger stimulations without modify-
ing the main mathematical results.

Thus stimulations are defined by their centers and
we assume that for all 1 they are independent
random variables with probability distribution fi
given by ... pu>0 (resp. p,,p,>0). Inthe

nunerical applications we have chosen pi}= " “resp.

Fi Note that (ij) can't be chosen on the bound-

ary of R
Ifat time t the application fromR to Cis X\ at tine

t-21 one picks at random a stimulation with center
(WoX denoted by a(iQ@ 0) giving
X\;1=X\j if (iJHcdoJo)

X\;1=d W' x4 x( «f

resp. If

*ri=*:-

if it<r«0)

N +1=(i-Kio)i ;.)X'+/({ieelﬁo) X')\_

it i6o(i )

Here KOaJo)l =5 [resp. |a(i0)|=3] and we must have
a<s (resp. |); k plays the role of ~ B
The boundary conditions are given by: forevery i,

|
*1g 10,

X5

ii+\ o) 50 o
&Je{o..... n

jrA=HTY) st = (1 ir)
(resp.n=0,X|;H=1).

Disregarding the fixed boundary values the above
mechanism is a Markov chain taking its values in
(10,212 (resp. [0.1]"). _

Our goal in Sects. Il and 11l is to prove the
convergence of this Markov chain to a stationary
distribution which establishes the retinotopy. We
begin with the one-dimensional case, the simplest.
There the retinotopy is equivalent to the convergence
of X* toward an increasing mapping from {0,1,...,
n+1} to [0,1].

Il The One-Dimensional Case

The algorithm previously defined in Sect. I, is a Mar-
kov chain on [0,1]*.

1 Matrix Notation

Wk denote by Ip the identity matrix. To choose an
integer i0e { 1 , according to the distribution./* is
equivalent to choosing a pair (Aig Big, where Aiois a
nx «matrixin M, ,[0,1], i.e. withelements in[0,1] and
Bioa vector in [0,1]", with

X X \ 10

Ri= L 120 o, :

| 0 1.-11 \o
1,-* 0 I\

°\
12X X X

A= 0 X 1-2A X 0 .Br
X X 1-2X
\ 0 0 \Y

for 1<i<n and

1°\
<1.-2 0
A.= 1-2/ X B.=
\ 0 X 1-2/
W



Then we can define a sequence of independent
random variables (Z\ W), with range
{(A™BJ, and distribution /x=(pT?
and the process Xxcan be described by

JX t+H1= Zt+ix t+ w t+i
\x°.

In the following, the matrices and the correspond-
ing linear mappings, in canonical base (et,..., eN iNR",
are identified.

2 Order Stability

Proposition 1. Let si be the set of non-decreasing
functions from R to C. Then si is an absorbing set for
the process X*

Proof j~={xe[0, I"O"x" .. gX,,qgl}.
Fori=1,..nand xesiyit is easily verified that

Afesi. Furthermore, esi forevery I 1

3 Weak Convergence of the Process X1

For X°=x, we may write

r=zizi"l..zx+ zr...zi*lw>+wt,

which has the same distribution as
r=z1z2.zix+ 'e z\..ziwj+I+

since the variables (Zr, W) are iid.

We study the behavior of products Z172... Z<when
i—-+ 00.

We first show:

Proposition 2. Let R™ be endowed with the norm ||x||
n
= £ Wb and M,,(R) with the associated norm for
A

. . \ .
linear functions { WA = SI)JJJ ||x||_|' Then there exists
ce[0,1] such that |i41.>4ll|| c.

Proof We have |At|= 1fori=2,...,n-1, sowe need
some calculations to prove that |y4l..>4n|< 1
For i4=l,n andj>i+ lorj<i—, =" and

Afit=Xe{_j+ (1 —2A)+ Xet+j

Vai_! 2+ 1 +(1- 2X)e{
~2k)ei+Xei+1+Xei+2.

Forlcicw-I,

A2.. . Ai+iei=dliei + fl with a~O

andf apositive linear combination of (€2, ..., ef+2). It
is easily shown that s« XI~1(1- 28)and \\f |~ 1- at.
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Thus

[ML ..~ ]| = |[ML.. A Hei| | M~ A(LN2A). (F)
Moreover, (*) is true also for i= 1,2, n—land n.Thus
for xe[0,1]", we have

iNeHRXTINIXIE  (e=1" M(1—=2A)<1). 1
We deduce the

Theorem 1. The process X1 converges weakly to a
randomvariable Y, independent of X°; Y is supported by
si. Consequently the reaching time i(n, X) of si isfinite.

That means that the algorithm reorders the points
X X ,, inafinite time.

Proof. We have:

P((z\...,Zn=(AL...,An)=pl pn=a>0.

By the law of large numbers we get, with Mkdefined
in the second term,

as
~ 1 "Na

which implies that for almost all o, and all £>0
sufficiently small, there exists kO(@)) such that:

k™ kO(e)=> " NKe) ¢ ia—e.

Applying proposition 2, it follows that

[Z1...Z"(co) I ™ c2* £1

(where [ ] is the integer part).
Thus putting kt=

3T0(co), TO(co)=nk0((0) such that:

* we have for almost all co:

i" Tco)=>HzL. Zf|~  “fl

from which we deduce (following Kesten 1973):
Vxe[0,I]n

i) ZN.-Z"0O as.

ii) Since W1is bounded, the serie

iT+ZW "1+ .. .+Zi..Zi+1™ converges as.

Consequently Y converges as. toward a random
variable Y independent of X° and X xconverges weakly
toward Y.

Since si is an absorbing class for X %nd by taking
X° in si, we conclude that Y is supported by si. @
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4 X* Does not Converge in Probability

As the distribution of Y is not concentrated on the
diagonal of R™* (which is quite obvious) then:

Proposition 3. The process Xt does not converge in
probability.

Proof. There exist a point x and a neighborhood V/(x)
of x such that:

sup|xi+1-xil=a>0 and P(7eF(x))gE£>0

we can choose V(x) included in j|ly—x]| <

Then: for all X°> there exists a time T such that

(VigT)  P(X eV(x).

because X 1converges weakly to Y. We also have

(0]
€ V(X)\{Z‘= Ai = -
nr )r\{ ior U

ifwe choose i0such that xio+1—xio=a. Itis then easily
verified that

i»(|[r+1-r ||~ fio)N£ where e0=vy ,

and we have proved that Xt cannot converge in
probability. 1

5 Mean and Variance of the Limit Distribution

We denote by n the distribution of Y and mits mean
value. If X° has distribution it then X 1 has too. Thus
m=(EZ)m+EW, Z and W having the same distri-
bution as (21 WI).

We remark that this equation does not depend
on A

For example: ifpx=... =p,,= = m s solution of (S):
4 2 1 0
2-6 2 1
1 2-6 2
0 1 2-6
© - o
0
-6 2 1
2-6 2

\ o o 0 1 2 -4/

which gives:
for n=3 m=(f,i,|)
n=4 Ih> 217» In)
n=5 m=0.3190.37, 0.5, 0.63, 0.69

n—6 m=0.28, 0.34, 0.45, 0.55, 0.66, 0.72
n=1  m=0.25,0.30,0.41,0.5,0.59,0.70,0.75

w==8 m=0.23, 0.28, 0.37, 0.46, 0.54, 0.63,
0.72, 0.77

n=9 m=0.21,0.26,0.34,0.42,0.5,0.58,0.66,
0.74,0.79

,»=10 m=0.20,0.24, 0.32, 0.40, 0.46,
0.54, 0.60, 0.68, 0.76, 0.80

,»=20 m=0.12, 0.14, 0.19, 0.23,

0.27, 0.31, 0.35, 0.39,
0.44,0.48,0.52,0.56,
0.61,0.65,0.69,0.73,
0.77, 0.81, 0.86, 0.88.

In the same way we obtain an equation for the
variance of the distribution n. Putting Atj-E{Y {Y), the
Au are solutions of the following linear system:

¢ ij— X ~kI~izZikz)
+ 1 mikE(zikN)
+ E miinftj)
+E(WinD,

where
of W

is the (ij)-element of Z, wfis the i-element

6 Simulations

We have made some computer simulations in order to
study the reaching time of the set si, i.e. the time before
X* becomes a non-decreasing function.

As could be guessed, xHk is almost exponentially
distributed and we have for example:

o\

W .y



Table 1. A=0.1
10 20 30 40 50
Mean 63,7 336 866 1939 3284
reaching
time
Standard 66,6 358 934 2067 3470
deviation
Table 2. A=0.3
n 10 20 30 40 50
Mean 253 101 294 616 1195
reaching
time
Standard 277 109 316 $50 1273
deviation

HI Tfee Two-Dimensional Ctse

It is not easy to generalize the results of Sect. Il. The
process still converges in distribution, but the support
of the limit distribution is not easy to describe any
more, since there is no natural order in R2. Up to now,
we have not been able to show that this distribution is
supported by a “well-ordered” set, but we know that its
mean value is represented by a well-ordered network
and every simulation we have done leads to a “well-
ordered” network, in which the neighborhood rel-
ations in R are preserved in C. In Sect. IV we prove
that if the adaptation parameter X goes to zero as
i-* 00, X* converges toward the mean value and
retinotopy is achieved.

1 Asymptotic Behavior

Again we can write:

Xt+1=Zt+1Xt+Wt+19

where the pair (Zi+1, W*+1)has distributionp.in {(An,
Bu), BJ) (M aflU 1)2, By€(f0, I]")2.
We omit the details of this description, these being
straight forward generalizations of the representation
in Part 11. The same argument as in Sect. Il leads to:

Theorem 2. The process X fconverges weakly as t->00
toward Y, whose distribution is independent of X°. It
does not converge in probability.
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60 70 80
5646 8210 13508
6004 8662 14468
60 70 80
1791 2730 2911
1890 4223 4432

Here we can’t describe the support of Y. However,
we can calculate its mean value.

2 Mean Value |For simplicity we put Pij= *)
1

Let mbe the mean value of Y. Thus mis the solution of

the linear system:

m=(EZ)m+EW.
The coefficients of the system can be computed

explicitly.
For i#=1,nand j4=1,n, we have

"H/=% 0 -4A)+ (1% 7)) + 12

where | is obtained by summing the mi (belonging to
the neighbor set represented below), weighted with the
coefficients 1 or 2 according to the following scheme:

L .i
a
2 2 2
- %2 (i) 2 1
2 2 2
el

For other points we proceed in a similar way.

Thus we have a method to construct this linear
system and to compute the value of(my). Again mdoes
«ot depend on X For instance we obtain:
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| * i * *
| | | | *
1 1 i s t
| | t » >
. | i | »
Fig. 1. For n=5
19 [ I A S | 11

Fig. 2. For «=10

IV Adaptation Effect Decreasing with Time

We first prove a technical Lemma ~in the case where

i-v-V ("1IP’» -;))

Lemma. Let 7= j(E Z—). The matrix V has all its

eigenvalues real and negative.

Proof. In the one-dimensional case V verifies:
i) all the diagonal terms are negative.
ii) the other terms are non negative.
iii) all row sums are non positive and, in particular
fori=1, 2, n— and n,negative.
In the two-dimensional case, V is a n2x n2 matrix and
we have

a) fori4=1, nandj 41, «, theline (ij) ofthe system
S is
— 2(ii)+"
and Et contains 8mwterms and Z2 4mtl-terms.

b) fori= lorn,orj=\ orn,someofthetermsin
and | 2 are missing;
thus V verifies i), i), and iii).

Moreover, in the two cases V is symmetric. Conse-
quently (see Gantmacher 1959) V admits only negative

eigenvalues (thisjustifies “a posteriori” that the system
S is an inversible system). [

Now we can prove that when the parameter X
decreases with time, the process X* converges to the
mean value of the limit distributions of Sects. 11 and I11.
As this mean value is a “regular’” network, the limit of
Xlachieves the retinotopy: it preserves the topological
order of the net (ij).

Theorem. Suppose that A=A(i) is a function of time,
such that £ A(t)=+o00, £ Kk(t)2< +00. Then X1
feN t€K

converges inL2and a.s. to m, the mean value of the limit
distribution of the process.

Proof We have

Xt+1=Z t+IXt+ W t+i

and

E[r+lir]=r +xtyvx™ew

(keeping the previous notations). Thus
E(r+l-m|r)=(r-m)+A(OF(r-m).

Applying a classical result for the Robbins-Monro
algorithm, we get the convergence of Xtto min L2and
as. since 0 is the only solution of Vy=0 and is
asymptotically stable as a consequence of the
Lemma. O

V Conclusion

The model we have presented here is a self-organizing
system based upon two principles one is the Hebb
principle which ensures the reinforcement ofa connex-
ion whenit is used. The other is the assumption that the
boundary is predetermined.

In Sect. IV we saw that if the process has a
decreasing power of adaptation (A(i)->0), it resultsin a
topologically correct map from {0,1,... ,n+1}2 on
[0,1]2

Even when the power of adaptation does not vary
with time, in the one-dimensional case, such a map is
attained in a finite time (more precisely, a distribution
over such maps). In the two-dimensional case we could



Fig. 3. Convergence to the mean value when A(i) = 1/(1 + i/1000),
with n= 10. The graph is obtained by joining each point to its
neighbours. Initial state

Fig. 4. After 3000 steps

not prove the same result essentially because we have
not defined appropriately the notion of a topologically
correct map. However, we have observed from simu-
lations that, after a finite time, a “well-ordered” situ-
ation is attained which also seems stable. For future
work, there remains to introduce a suitable notion of
“well-ordering” and prove that the limit distribution is
supported by topologically correct maps.

Acknowledgements. We warmly thank Prof. R. Azencott for his
helpful comments and stimulating discussions.
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Abstract We focus on stable and attractive statesina
network having two-state neuron-like elements. We
calculate the connection matrix which guarantees the
stability and the strongest attractivity of p memorized
patterns. e present an analytical evaluation of the
patterns’ attractivity. These results are illustrated by
some computer simulations.

1 Introduction

The ability to recall memorized patterns is a very
important human feature. Many models of neural
networks include it, and the capacity of memory is
usually spatially distributed throughout the network.
It is exactly contained in the “&fficiencies” of synaptic
junctions.

The study of Distributed Associative Memory
Networks was initiated in the fifties. Ve refer e.g. to
Rasenblatt (1958); Caianiello (1961); Kohonen (1970,
1972, 1976); Nakano (1972); Kohonen et al. (1974,

In these modkels, the state of each neuron is
represented by output spike frequencies. The memoriz-
ation of patterns relies upon changes in the synaptic
efficiencies according to the presentation of patterns.
The further presentation of a perturbed pattem (or a
pyt of it) leads to its recollection. This is the property
of selective recall.

#This theory is largely developed in Kohonen (1984).

This kind of models can also be used for construct-
ing some associative memory which need not be a
realistic model of neural network. They can be con-
ceived for memorization and retrieval of patterns in
another context, e.g. error corrections in trans
missions. In this case, the like-neuron automata may
have contifiuous ~ or discrete-valued states. They must
just work as required. The simplest networks with two-
state threshold “neurons” were studied by many

authors: Little (1974), Hopfield (1982), Peretto (1984),
Amit et al. (19853, b), Weichbuch and Fogelman-
Soulié (1985), Personnaz et al. (1985), etc.....

The use of conceptual tools of statistical mechanics,
especially spin glasses models, has allowed a good
advance in understanding their behavior, and led to
asymptotic results, when the number of units grows to
infinity (Amit et al. 19853, b).

In all these papers, the networks are used for
recognizing, i.e. retrieving a given set of configurations
referred to as patterms. However these patterns,
whether deterministically or stochastically chosen, are
not always attractors, and not even stable states, in the
network defined by the classical connections suggested
by Hebb (1949) and advocated by Cooper et al. (1978).

On the other hand, these connections are sym
metric, and this is an unpleasant restriction, even if it
allows to define one Hamiltonian whose local minima
contain the patterns (Hopfield 1982; Peretto and Niez

All contributions have studied either a determin-
istic algorithm, with temperature T=0(Hopfield 1982;
Personnaz et al. 1985; Wkichbuch and Fogelman-
Soulié 1985) or a stochastic one with temperature T> 0
(Amit et al. 19858, b; Peretto 1984).

In this paper we shall study the deterministic
algorithm. Ve consider a network consisting of N two-
state units. Ve define a configuration or network state
as an element S=(Sus2 s N of the hypercube
{-1,+t}*, with S;=+ 1 (or —9) if the i-th unit is
active (or inactive). The configuration at tine t is
denoted by St

The collective behavior of such a network is
entirely specified by the strengths of the connections
Cip between the sourcej and the receiver i, and by the
threshold values. The NxN matrix C=(C,;) actsas a
decoding machine and will be called connection matrix.

Each unit receives inputs from all the others
weighted by the strengths of connections. Like in
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neural networks, the sum of the weighted inputs
represents the “membrane potential of the neuron”: it
becomes (or remains) active if this potential is higher
than the threshold, and it becomes (or remains)
inactive if this potential is smaller than the threshold.

There are p learned, previously known configur-
ations referred to as the patterns, denoted by S1, ..., Sp.
We wish, starting from a configuration S, which
contains some errors, to retrieve one of the Sm
m =1, ...,p, which is to be the nearest one.

Thus it is necessary to determine how to choose the
(Qj) matrix in order to get the patterns as attractive as
possible. Moreover we have to use an iteration mode,
either the serial one, or the parallel one.

Dynamic Description

At time 0, the initial configuration in S°, issued from

one of the patterns, but containing some errors

(transmission errors, miscellaneous disturbances).
We call ~=(55) the configuration at time t.

At time t, the unit i receives the signal
_/Cl 1) S41 )
£ Cij ( J, the variable—*—is equal to +1 if the

unitj is active, 0 ifnot. Ifunit i receives a signal greater
(resp. smaller) than the threshold, then it becomes
active (resp. inactive). We shall choose, as usual, the
threshold 0i=I£C fi, for this choice implies that:

Sl

IC, W0ii  A>0

Then the two types of algorithm are:
a) Sequential Iteration Algorithm. At time t, pick at
randomaunitie {1,..., N}, with uniform distribution,

or in any case, in such a way that all the units can be
selected. Then

if£Q$>0, sitl=+i
if EC|$<0, S+1— 1
ifi~=0, sri1n .

At each step, only one unit is checked.

b) Parallel Iteration Algorithm. Attimet, calculate all
the sums and set S|+l=+1,-1, or S\ as

<0, or =0.

The system evolves by lining up the state  with the
local field defined as  Cu.

For the two kinds of dynamics, two notions are
interesting:

Thestability. A configuration S° is stable iffS1= S° for
every t.

The attractivity. A configuration S° is a /c-attractor
(for ik~ N ) iffstarting from a configuration S which
presents k errors with respect to S°, the dynamic leads
to S°.

Obviously the stability and the attractivity of a
configuration S are defined for each kind of iteration
mode and for each given matrix.

In this paper we attempt to solve the following
problem: Given patterns S%.., Sp, builda matrix C (i.e.
analgorithm) insuch away that theSl,...,S pare stable
and k-attractors with k as great as possible.

The paper is organized as follows:

In Sect. 2, we give exact definitions of stability,
attractivity, domain of attraction of a configuration.

Section 3 is devoted to the study of orthogonal
patterns.

In Sect. 4, following Personnaz et al. (1985), we give
the general formulation of the connection matrix C
which provides stability to patterns S1, ...,SP. Thenin
Sect. 5, we get the mathematical expression of patterns
attractivity for a given matrix C.

Section 6 describes a construction of the matrix C,
that maximizes all the patterns attractivity.

In Sect. 7, we come back to the case where all
patterns are pairwise orthogonal, and stress the inter-
est of that situation.

In Sect. 8, we solve the settled problem, by con-
sidering the situation where all the patterns have the
same degree of attractivity.

In Sect 9, we introduce the usual notion of con-
figuration energy, which is only defined when the
matrix C is symmetric, and we give the relations
between energy minima and attractors.

Section 10 is devoted to a discussion.

In Appendix 1, some properties of the Hamming
distance are recalled, and in Appendices2 and 3,
numerical examples illustrate our results, and show
that it is impossible to get a better estimate of the
attractivity than the given one.

2 Stability-Attractivity

Let C be a connection matrix, and S=(Sf) a configur-
ation. We consider each of the two kinds of algorithms
(sequential or parallel ones).

We denote by ¢(5, S') the Hamming distance of two
configurations Sand S', i.e. the number of components
where S and S' differ, and by d(S,S") the Euclidian
distance of S and S', viewed as elements of RN

One has d(S,S")=2j/"(S,S") (see Appendix 1 for
properties of the Hamming distance).



DefMtioa 2.1. Aconfiguration S is stable (with respect
to Q iffstarting from S, the network state remains S, i.e.
iff

Vie{l SACyS™O. 21

The set of stable configurations is denoted by EQ.

Definition ¢ 2. Let kbe an integer. A configuration Sis
ak-attractor (with respect to C) iffstarting from S’ with
¢(5,S")=k, the network state evolves in one step
towards S with S(S,S™)£k-1 or leaves S' invariant
(only in the sequential algorithm). This is equivalent to
the condition:

Vi, Vj,......A (with),......j kall different)

S(V a_zy: >0. (2.2)

The set of k-attractors is denoted by Ek

Proof of the Above Equivalence. Let 5=(Sf be a
configuration which is a fc-attractor and S’ such that
<5(S,S")=k Thus S'=(5J) with

Si=-S(forie {;,,....jKk
Si  otherwise.

We start from S'. For i integer picked at random
(sequential algorithm) or for every i (parallel al-
gorithm) we compute

a*= £ CijSj= XC ifijC*A.

Ifa,>0, (resp. a,<0) we set the component i to be +1
(resp.—).

The condition atSi>0 means that we line up the
spin i with the corresponding value of S, and therefore
at the next time for the sequential algorithm, the new
configuration will be S with S(S,S")=/c—1 if
*e {/i,...Jl§ or S"ifnot. For the parallel algorithm the
new configuration will be S. [

Remarks23. 1) S and

inequalities.

—S satisfy the same

2) S is stable (resp. k-attractor) for the sequential

algorithm iffit is for the parallel algorithm. Indeed, for
both algorithms, the inequalities to check for every
integer i picked at random are the same. This will
appear as a consequence of the following proposition
which ensures that the Definitions 21 and 2.2 are
coherent.

N
Proposition 2.4. For k< —; one has

EKCEK™I C... CEICEO.

Proof. Adding up the inequalities defining Ek over all
integersj 19...91@we obtain that EkcE 0. Then adding
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Fig. 1. Hamming radii»

up over any subset of (k—1) integers taken among
i/i......A}, we get EKCEk- ™ under the condition that
N>2k This last condition is obvious if we note that
6(S,-S)=N, and that SeEk iff -SeE k: indeed if
2 there would exist a state S' with d(S\S)=k
=K(S', -S), which is impossible since the spheres
B/S, k), BA—S,K) are disjoined when SeEKk [sphere
BESXK) is the set of configurations whose distance of S
is less than K].

Moreover, note that the inequalities defining Ekare

N
incompatible for k*y . 1

Let us now to define the domain of attraction of a
configuration.

Definition 23. The domain of attraction (DA) of a
configuration S is the (maybe empty) set of configur-
ations S' such that, starting from S', the algorithm leads
to S.

However, it is convenient to consider only circular
domains, i.e. spheres for the Hamming distance.

Definition 2.6. The Hamming radius of the DA of a
configuration 5 is the Hamming radius of the greatest
sphere included in it.

Consequently, if SeEh the radius of its domain of
attraction is k.

Note that a Hamming sphere with center S and
radius k, BAS,k\ is the intersection of the Euclidian
sphere with center S and radius 2j/k, BESy?2j/fe), and
the hypercube {—1, +1

Remark 2.7. The maximal size of the DA of the patterns
is necessarily bounded by the mutual Hamming dis-
tances of the patterns (and their opposite), since SeEk
and S'eEk require k+k'<S(SfS) and fc+k'
<S(S9-S")=N-<$(S,S").

3 Case of Orthogonal Patterns

Two configurations S and S' are orthogonal iff their
Euclidian product <S,S">= £S1Si=0. (Thus ortho-
1

gonality is defined as usual in the Euclidian space R*.)
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The case of pairwise orthogonal patterns is well
known, and easy to study (see Hopfield 1982; Peretto
1984; Personnaz et al. 1985) especially because of the
following properties:

First, all the mutual Hamming distances between

the patterns (and their opposite) are equal to ﬁ so the
patterns are well separated.

Furthermore, this case corresponds to the spin
glasses one, in which case values Sf are picked at
random, independently, with "~=P(S"=+1)
=P(Sf= —) for all i=I>...,iV and m=1,...,p. The
mean value of the Euclidian product = £I SI ST is

then 0, (for m#=m') and the patterns are on average
orthogonal, because the mean values of the number of
components equal to +1 or to -1 are equal.

The usual connections (Hebbian connections) are
then

C.=i E STsJ (3.0)
IV m=1

They are suggested by the principle of Hebb. In
neural networks, following Hebb (1949), the synaptic
efficacies are modified according to the neural activity,
the strength of a synapse being proportional to the
correlated activities of the neurons it connects. Here
each coincidence ofvalues for the patterns Smin units i
andj increases Ciy and conversely.

With the above definition of matrix (Cy), in the
orthogonal case, numerical simulations show strong
attractivity of patterns, thus good efficiency of inform-
ation retrieval. In fact, we prove that:

Proposition32. If the patterns S\...,S Pare pairwise

orthogonal, these configurations are k-attractors at least
TN (. N .

up to k= I— Iilnteger part of —\I, for the Hebbian

connection matrix.

Proof. According to (2.2) and (3.1), form=1,...,p, S™
is a fc-attractor for C iff

k
. (I ws sj- 11
M, RE. 031 i=i

i)* )>0

foreveryi=1, and distinctj 19...,jkin {1, ...,N}.
Or iff
~[19s? sjs7j-2"1 i s{s}s7,srj>0.

The patterns S1,...,SP being pairwise orthogonal,
£ SJSf-0if I+m, and =N if/=m. So the condition

becomes

N[N-29 (E sjs}.sEsr]>0.

Now
¢ wsh
6=1 1=1

=21 £ [S}]IS}lIS74|Sr|S2kp,
6-1 1=1

since |Sj| = \§e\= jSI* |Sf|= 1 The condition is satis-
fied if N-2kp>0.
. rjvi n , . .
Since 21— I< — - Hamming distance of two
orthogonal patterns - as soon asp > 2, we see that each

pattern is fc-attractor at least for k= ]I'& ]I. i

4 Searching the Matrix C

We denote by A the transposed of the matrix A, and
we identify a vector of R Nwith the column matrix of its
components in the canonical basis. We denote by <, >
the usual Euclidian product, and | «| the associated
norm. For a linear subspace E, we denote by E1 the
subspace of all vectors which are orthogonal to every
vector in E.

We may express the stability of the patterns
Sl, ..., Sp (see Definition 2.1) by

ZCijSTSf-~DT»0 @1
J
foreveryi=1,...,N and every m=1, ...,p, where C, is
the i-th row of C, viewed as a vector of RN and
2)"'=S?Sm The vector Df is +SWso that its i-th
component is equal to +1.

Thus, we want to determine N vectors CjV..., CNof
R wsuch that, for all i, the p vectors Df are on the same
side of hyperplane Hhdefined as the orthogonal space
of Cf

Such an hyperplane is not unique: more important
is the volume left around each D* more performing
will be the choice of C, (and of #,).

i, Ci

of or

.of

/' H
Pig.1 Choice of hyperplane Hj



1
We see immediately that for CE b mgl Df

[natural ~ choice  which  corresponds  to

.1 F . . .

ANi~~ 1 i.e. to Hebbian connections (3.1),
Pm-i

apart from constant —), the S*may not be stable, as

can be observed by nquericaI simulations. (See also
Personnaz et al. 1985.)

However this choice is often convenient, especially
when the Smare chosen at random, for then they are
almost orthogonal (see Sect. 3).

In Personnaz et al. (1985), one can find the general
expression for the matrix C ensuring stability of
patterns S1, ...,SP under the condition that they are
linearly independent.

Their formula is

¢ Si,..., Vr 2 ie+c 2

where | is the (N x p) matrix with columns SI,
Alf...,Ap are arbitrary positive diagonal N-matrices
and € isa (N x N)-matrix such that C 1=0. Indeed, the

system to be solved is (CiiS?Sny>0 (i=lI,...,N;
m=1, ...,p) or equivalently:
<Cf Sn} —afSf for arbitraries a*>0. 4.3

A more condensed form is: CSmrAntm for
m=1,..., p, where Amis an arbitrary positive diagonal
N-matrix.

The general expression of C*is

Ci -ﬁ, s M)e 'd 44)

where a/, ...,af are arbitrary positive scalarsand is
orthogonal to Sl, ..., Sp. We notice that C, is the sum of
alinear combination of Sl, ..., Spand ofan orthogonal
vector, and that it is defined up to a positive multiplica-
tive constant.

We must determine how to choose the Nxp
constants &' and the vectors Ct to optimize the
attractivity of S, ...,SP. So, we shall study the size of
the domain of attraction of the Sm as a function of
arbitrary coefficients of matrix C.

5 Size of the Domains of Attractivity (DA)
of

If we denote by km the radius of the DA of S"
(Definition 2.6), we have kmt+km<inf(d(Sm$m
JV-ASNAS™™M) for any pair m m, with m=m (see
Remark 2.7).

Furthermore km is limited by the “free room”
around Srrri.e. the subset of R* which contains Smand
none of the other patterns.

13

Let us denote by Th....jk the sign modifier in
positionA of aconfiguration, i.e. the mapping
defined by

Tj,....(S)=S*

with

Sf=S(  for it{ji,...,jk

Sf=-Si for ... A}l

Thus f?*eEk (Smis a /c-attractor) iff
<CbTh....IKDT)>>0 (51

foreveryie{l, ...,ivV} andforevery subset {j If of
distinct integers of {1... N}. [Notations of (4.1) and
Definition 2.2.]

We may interpret these inequalities in a geometric
way: we denote by of, (resp. b) the endpoints of the
vectors Df [resp. Tjt_ 5KDT)I

The condition (5.1) means that Smis a fe-attractor iff
for all j, the Hamming sphere with center g'*and radius
k is entirely on the same side of = CI (orthogonal
space of vector C)) see Fig. 3. It means that

d(a7,b)=2\/W,Th....iKDD) (by Appendix 1)
=2j/k

<d(oT,Hi) <C.Dr>
0 | =-
’ (@]

More precisely,
XCi,Th...ADr)>-<ci(Dr>i
= |<Ci,Ob>-<C()Oar>|

= |<Ci,Ob-Oar>|
=21 . |Clillg2fcmax|Cu,
i= j

(because only k components differ). So (S.I) holds true
as soon as

k < n - forevery «
2max£[CN’ &4
1g
2r
dio" H
Fig. 3. Hamming sphere k)



134

Hence

Proposition5JL. For a connection matrix C=(C(j),
whoserowsareClIf...,CNeach pattern S™is k-attractor
at least up to any k such that

kT iyt W 62

wkere Df=SfSw

So iffcand Kl are two integers satisfying (5.2), wirt.
S™'(for ) and S* (for £p>STeE" SPeE” and fc+k'
NNFS',r), N=-~r*)) .

Nowwe proceed to simplify the expression ofy*[in
(5.2)] when C is given by (4.2), (ensuring patterns
stability).

The choice of the C/s, in (4.4) has to ensure that
dal’ H{) or ymare as big as possible.

First, we see that in (4.4) Cf=0 is the best choice.
Indeed if with £, in the subspace Y
spanned by {S},...,SP and C, in 1flA\we have

<c,Dr>=<cii)r>

and
iic@2=iicli2+iicig, so ¢(«r,H) =~ p -

will be greater for £¢=0.
Using (4.3),

<ciDr>=sr<cir>=sr(arsr)-ar. (5-3)
As to the vector COwe write, from (4.4),

fa/ S\
ci=z(z1)- (54

and
Si\
I|Gi||2= CIC=(allS/..... afSfxrx)-1!
Si/
-fai .. andiagiS/.-Snd ) -1

w
xdiag(S/...Sf)

w i

[where diag(5/1...Sf) is the matrix whose diagonal
elements are Sf, ...,ST and others are 0]

=alWo (obvious notations).

We remerk that if we denote by £5*=(1)/, ...,Df)
«(S/S}, ...,SSH, i.e. the matrix of the patterns nor-

malized to +1 in the i-th component, we have

N=(D;z>rl.
So
anff)= o @
and
«r
= 1 max|oy 6

The inequality (5.2) does not give exact values of the
sizes KIf ...,kp of the domains of attraction (DA) of
SI9...,Sp>because it is only a sufficient condition.

However, the pattern S s attractive at least up to
y«form=l,...,p.

Using geometric notations let us consider patterns
S1,S2 Let usassume that j(SI, S2) is small with respect
to iV, Since for every i such that Sf= Sf, the distance
¢(of, H( is “great”, whereas the sizes of the DA of S1
and S2are small, [since less than ¢(S1, S2)] this seems
contradiction. But we must notice that on the contrary,
for i such that S/=—S2 we have Df=—S1 or
Dfss —S2 and d(af;, if,) small, which leads to a small
value of ymfor m=1,2.

Now, Propasition 5.2 can be completed by:

Proposition5.7. For a connection matrix C=(Cy),
whoserows Cu ...,CNaregitwi ~ (44)with C,=0,eack
pattern S* is attractor at least up to Hamming distance

vm! (S

i max|Cy]|

6 Optimal Matrix

Let us start from an initial configuration S°, obtained
by distorting one of the patterns, e.g. STQ There will
not be any identification error if S® belongs to the
domain of attraction (DA) of S'D

Hence the next definition:

Definition 6.1. A matrix C for which the patterns
S}, ...,SPare attractors, is optimal if it maximizes the
minimum radius (Definition 2.6) of the DAs of the
patterns.

Since we have not the exact value of these radii, we
try to determine a matrix C, called semi-optimal, and
which maximizes the minimum distance ¢(of,if})

(Pigi_ﬁ)- o
us we look for positive constantsaf,m=1,...,p,
i=l,...,iV, which maximize for each i, iInWXaf,iff)



a2 g
A\yi /o
Case 1 Case 2
P21s solution P, is solution

wi* .
wgf I [by (5.5)]. Let us sketch a construction of
the of for fixed u

a) We look for a vector ~«(a*], ...,af) in (R+J
with Ojfffosl.

b) We cut out flIR*)* into quadrants Qj defined by

a/=min(af), for/=1,...,p.

In each quadrant QXwe want to maximize ()2 i.e.
al. For instance, ifp=2, we consider the ellipse whose
equation is

c) We compute the p points P”™a,-, ...af),

d
7=1,..p, A

solutions of and —
_ (FKa)

«i™¢=0
. =0 for md=;, and keep the points Pj

belonging to the corresponding quadrant ~ We have

max~nun™MAN =max{(a/)2Py=(a/......af)eQy}

under the condition that the above set is not empty.

d) Iffora 11Pj$ Qj (case 3), we restrict ourselves
in the quadrants of (R J**1, (R+)p~2 etc.... defined
by inequalities such as:

a/=af ==min(af)
ag=a{=af=min(af)... and so on.

If none of the P;s successively found belongs to the
convenient domain, we get the solution
a/=a2=...=af (see Sect. 8).

We can sum up the results as follows:

Proposition 6.2. By iterating this approach for every
i=1,..., N, we construct a matrix semi-optimal C, which
leaves as much volume as possible, around each point a*
for every /, with

Ct=E(FE)"1(a/S/... afSf)" (62
lor ..,b*) and Saé,...,af) positive yielding the

maximum of min—c——, with Wr jm) 1 ami
m

uts SIS\ v
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a2' Q

=
[

Case 3

The point (ala?2)

is solution Flg.4 cascp-2

7 Case of Orthogonal Patterns

In this section we assume that the patterns S1, ...,SP
are pairwise orthogonal.

In this case, FL=NIdp and for every i, Dfii
=NIdr since the vectors Df are also pairwise
orthogonal.

So the ellipses of equations aJlffo= 1 are spheres
and the research of the semi-optimal of, leads to the
solution a/=..=af, (see the two-dimensioned
example, case 3, in Sect. 6).

Since the of are defined (for each i) up to a positive
multiplicative constant, we may choose af=1 forevery
i and every m

So from (5.4),

p
Cl=z(j-1d,ySI...Sfy and CO=i L
N *=i

)

In other words, in the orthogonal case, the semi-
optimal solution corresponds to the equality of the of,
and to the classical Hebbian connections. [In that case
C is the projection matrix introduced by Kohonen
(1970).]

Thus, we may compute ymand inta2(af, Ht), using
(5.5) and (5.6) '

K)L - N (7.2)
and
«T N. 1
3 max|( = mt
max | §%?

But maxj~SfS*fj-p is obtained for j=i, since all

terms of the sum are then equal to +1.
Hence we get

ym= pr (independent of m). (7.3)
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So we find again the result of Sect. 3, which we now
enounce as follows;

Proposition 7.4. In the case of pairwise orthogonal
patterns, the Hebbian connection matrix (3.1) is at least
semi-optimal and ensures the attractivity of the patterns

L N
at least up to the Hamming distance —.

In the not orthogonal case, we remark that if
6(SmSm) >y for some then O(Sm-Sn)<y;

therefore the volume “winned” by the component i will
be “lost” by component i* such that D"'=D” and
Df=-Df.

The sizes of the domains of attraction depend on
the minima over i; we see that the favourable case is the
orthogonal one.

Hence the practical interest of
-picking at random [with F[SF-+1D
=P@SJ'=-1)=£], as in spin glasses, ensuring, on
average, orthogonality.

- a deterministic encoding of the objects to be re-
cognized, by means of pairwise orthogonal patterns.

8 Domains of Attraction with Equal Sizes

The research of the optimal matrix C sketched in
Sect. 6 is tedious. We shall simplify it by taking all
constantsof = +1 (Personnaz et al.’s method), which is
equivalent to equal attractivity of each pattern.

We need now a geometric interpretation and a
lower bound of the common size of the domains of
attraction (DA).

Since of =*<C( Df), by (5.3), in the case of = 1 for
every m=1, ...,p, we have to determine a hyperplane
Hit orthogonal to C{at equal distance of all the points
g''for m=I, ...,p (see Figs. 2 and 3). The vector Cxis
orthogonal to the affine space containing all points

We write, from (5.4),

S\
ie. c=z(rzylz\ 81

chrz(rzy
\S1J

which is the orthogonal projection matrix ofR* on the
vector space Y, spanned by Slt...,Sp(introduced by
Kohonen 1970). The matrix C is symmetric, and its
columns (equal to its rows) are images of the vectors
elt...feN(canonical basis of R N by this projection.

So we have C.”proj~e,), Dfef", and (CidD?)
=<ei,Df>= + | by the definition of the vectors DJ*
whose i-th component is equal to +1.

Hence, noting that 11131 = maxfQ)
= max |G, ||2since C isa projection ndkrix (C&: C), we
get
Proposition 8.2, For the matrix C—Z(Z2’Z)~1Zf with
Z=(S4,..., Sp, each pattern Smis attractor at least up to
Hamming distance

1 1 1 1 82
" 2max|c  2maxc, ®.2)

See numerical examples of evaluation of y in
Appendix!

Remark 8.3. The matrix C obtained when «;''=1, for
every i, m is symmetric. However for what concerns the
algorithm, it is equivalent to the matrix obtained by
multiplying each row by a positive arbitrary constant:
this matrix is no more symmetric.

Neither it is in the optimal case of Sect. 6.

9 Energy

The patterns S\ ...,SPspan the subspace Y, and the

matrix
CAZiZ'Z)-1?  [see (8.1)]

is the symmetric projection matrix on iT, whose
elements are in interval [—1, +1], with C=C2=C'C,
hence

c,a= <C(C;>= <proj™e(,projn)).

In that case, we define an energy function

E(S)=-$H(S) 91
with
HW-ZC~"Sj. 9.2

We have the following theorem (with C symmetric).

Theorem 93. i) H(S) increases when the system evolves
(in sequential or parallel algorithm).

ii) The k-attractor states are local maxima of H.
More precisely, if S is k-attractor, and S* = Tjl....jK©S)
(notations of Sect. 5), then

H(S)>H(S*).

iii) The learned patterns are absolute maxima of H
and any absolute maximum is a stable state.

Demonstration, i) is clear. We prove ii) noting that
H(S)-H(S*)=4|;SI" C for /=

Since S is /c-attractor, it is stable and for all i,



$(ECA>0 (21) and [ >0

(22), hence H(S) > H{S*). For H), we write H(S)=S'CS
=(CS)'CS=||CS]|2= |Iproj”S)||2for all configuration
Se{-1,+1}".

Since ||S]|2=iV, H(S)™N for all Swith equality iff
Se'f'=Vect(S1...,5p. So patterns S\...,SPare ab»
solute maxima, and also the opposite —S1,..., —Sp

Any linear combination of the learned patterns,
element of {—4, -h1} (if exists) will be absolute
maxima and spurious stable state: H(S)=N iff Sef'V
i.e. iff CS=S which is the stability. 1

Note that if the patterns S1, ...,SPare orthogonal,

o ERURGE £5°2

See in Appendix 3 examples of spurious stable and
attractor states, which are local maxima of H. At
temperature T=0 (studied here) the algorithm may
reach some of these states, but when T> 0 using the
annealing method, only the absolute maxima of Hwill
be reached, i.e. the spurious stable states belonging to
r.

10 Provisional Conclusions

1) Tochoose the sizes of the domains of attraction
(DA) in such a way they are equal for all patterns
Sl,...,Spenables us to give no preference to any

m.
Assume that we start from an initial configuration
5° distorted from 5. WWe modelize this disturbance:
an error occurs in each component i= 1,..., N, inde-
pendently with a small probability g The number of
errors ¢(5°, SW is a Binomial distribution &(N,q).
Starting from S°, the algorithm acts and the
probability that it gives a good answer (S'0), is
bounded frombelow by the probability that S° belongs
to the DA of S, with radius kng i.e. by <50, SWJ

Of course, we can approximate this probability, by
substituting the Normal Distribution Jf(Ng,Ng) to
the Binomial distribution. (N is great and q sirall.)

So selecting an algorithm, i.e. a matrix Csuch that
all the kmare equal, does yield the same lower bounds
for all the probabilities of correct identification, what-
ever is the configuration S to identify.

2) Now let us assume that the choice of the
configuration Snto identify, is made with a probability
(A1) (1 Pm~~" Then the probability of wrong identifi-

cation is less than e= ~pnMP0S,"")>k N80 arises
m
from Smyand if an identification error for Smcosts g,.,
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the mean error cost is less than G= £ gnpniP(S(S0, Sm)
>kJS® arises from S*).

in that case, the choice of the semi-optimal matrix
C, described in Sect. 6, yields a reasonable lower
bound £and G

It remains that these calculations are approxi-
mations (gpart from the fact we cannot calculate the
exact size kmof the DA of the patterns Smwir.t agiven
matrix Q.

3) IfHS,S")> kmthereisanerrorif S° falls in the
DA ofanother configuration, but we do not knowwhat
happens if S° does not belong to a DA of the SmSo S°
may be attracted by one of the spurious configurations
made attractive by the matrix C, for instance a
configuration - S]or other linear combination of the
Sm (See Appendix for numerical examples.)

4) The complete study of the deterministic al-
gorithm (Temperature T=0) enables us to see that
only the spurious stable state belonging to the sub-
space Y spanned by the patterns, remain when the
termperature T> 0 using the annealing method. This
result confirms the results of Amit et al. (1985a, b),
and shows it is true for all N, and not only when
N-+ + oo

5) The algorithm ensures a perfect retrieval of
patterns if the initial state S° satisfies S[SO,Sm<y
[defined in (8.2)] for some Sm But, of course, the
algorithm ensures a very good retrieval if S° is more
distant from the patterns. Let be Si the set of initial
states which lead to some pattern. The simulations
show that & occupies a great portion of the hypercube
[see nurrerical evaluations in Peretto and Niez (1985),
which agree with examples of Appendix 3]. Of course,
the size of & decreases when p increases, for a fixed iV,
like the attractivity y.

Appendix 1: Hamming Distance

For S,S'€{-1, +1}*, we denote by <5SS) the number of
distinct components of Sand S': it is the Hamming distance of S
and S.

The following properties are easy to check

t) 6is adistance in {—t, +1 N

2) (6, -S)=N; if £ 5SJ=0, i.e. ifSand S are orthogonal
i= 1

N
(only with N pair), <5(S,S)=

3) d(S,-S") =N-5(S,S").
if d is the Euclidian distance in Rw <e> the Euclidian

product, | | the Euclidian norm, cos and sin the usual trig-
onometric functions, we have
4) |8l =/iv, ¢tS,8")=|(N-<S,S'» =Nsin2—  and

dSS)=2AS Lo,
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Appendix 2: Evaluation of Gamma

For different values of N and p, we compare Y in various cases
a) orthogonal case y= N/2p
b) random choice of patterns

¢) random choice of (S2 ...,$% and S1=(1,..., 1)
d) a non orthogonal case.

=ca b c d
33 19 24 15

3
4 25 14 19 11
5 2 12 15 07

Appendix 3

+ =D a b Cc d
p=3 5 3.7 38 2
P-4 37 26 27 1
P=5 3 18 19 07

We indicate numerical results of various simulations.
We determine all the stable states, their order of attractivity, their Hamming distance from patterns, and their energy.
In each case, 1000 trials are performed with initial state at random. The system evolves very quickly (at most 4 parallel iteration
steps) to one of the stable states. We indicate the number oftrials ending into each stable states. See that the value ofyabove calculated is
not subestimated, and gives a good estimation of the BA' size.

Example i

N -20, p=3, y=2A (case c of Appendix 2)

s*= 1 11 1 11

S2= 1 1 1-1 1
S3=-1 1 I 1-1

Example 2
AT«0, p=3, y=1.9
S\S2 53 are random (case b)

Example 3
AT=20, p=4, y=14

Si,S2S3SA are random (case b)

Example 4
N=20, p=4, y=1.1

S\S\S\S* an not orthogonal {S(S\S3=6(S\S*)=3)

-1

-1

1

1 1

1

-1—1 1 1-1

1 1 1-1 -1 -1

1-1

Example 1 Nb of trials ending into one of the patterns

(or opposite) = 67%

State Sl
Att. order 2

f 0

il

| n

m 20

% n.b. trials ending 117

-S1 82
2 2
20 1
9 0
9 12
20 20
107 102

-S2 S3
2 2
9 n
20 1
8 0
20 20
116 111

-S3
2
9

8
20

20

122

s7
1

14
14

isr=40 a b ¢ d N=50 a b ¢ d
p=3 67 53 49 31 p=4 63 58 51 14
p=4 5 4 39 12 p=5 5 38 39 09
p=5 4 31 31 08 p=6 42 30 31 08
p=6 33 23 24 07

Note that ifwe want to retrieve exactly a pattern transmitted
with 10% errors at most, we must choose p<N, approximately
p~ 0.1ON (forrandom case). This agrees with numerical results of
Hopfield (1982) or Amit et al. (19853, b) for instance. (Take
account they use a connection matrix which does not ensure the
stability of all patterns.)

1 1111 1 1

1-1 -1 -1 1-1

1-1-1-1-1 1 1

ng S9  Sio S22 g3 >14
1 0 0 0 0 0 0
5 17 3 14 6 6 14

6 6 14 15 5 I7 3
6 6 14 3 17 5 15

154 154 154 154 154 154 154 154

6.7

58 54 40 19 31 33 23
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Example 2 Nb of trials ending into one of the patterns
(or opposite) **54%

State S —SI S2 -S2 83 -S3 47 Y SS9 sp Su S22 *3 Su
Att. order 1 1 1 1 1 1 2 2 0 0 0 0 0 0

r 0 20 1 8 12 8 14 6 18 6 6 2 14 1
sanl 12 8 0 20 12 8 14 6 6 18 6 14 2 1

1 12 8 12 8 0 20 14 6 6 6 18 14 14 2
H(©S) 20 20 20 20 20 20 16 1 16 16 16 16 16 16
%nb.trialsending 96 88 99 81 83 96 99 82 47 60 43 50 28 48

Example 3. In that case S\ S2 S3 S4and their opposite are 1-attractors (compare with y=214). And there are 40 stable states whose
energy are 14.1,15.1,15.2,15.6 or 16. The Hamming distance between a pattern and a spurious stable state can be 2, and that shows that

the evaluation of y is exact.

Among 1000 trials, the system ends into one of the pattern in 52% of the cases

Example 4. There are 8 1-attractors, S\ S2 S\ $4, their opposites and 4 configurations more which have the same energy (H(S)*20).

There are 4 stable states, and 4 l-attractors,

State S —SI s2 -S2 s3 —s3 <4
Att order 1 1 1 1 1 1 1
#S") 0 20 1 9 3 17 3
n 9 0 20 14 6 10
3 17 14 6 0 20 6
3 17 10 10 6 14 0
HS) 20 20 20 20 20 20 20

The system ends into one of the pattern is 52% of the cases
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Nous analysons le comportement d’un réseau de neurones reliés uniquement par des liaisons inhibitrices,
en I’absence de stimuli extérieurs.

L’état du réseau est un processus de Markov dont nous étudions I’ergodidté ou caractérisons la divergence,
suivant les parametres du systéme.

Ce réseau modélise I’état du cortex cérebelleux chez ie rat de quelques jours.

MOTS CLES :

Processus de Markov
Réseaux de neurones
Cortex cérebelleux
Liaisons inhibitrices






|. MODELISATION DU CORTEX CEREBELLEUX.
INTRODUCTION.

Cet: article a eu pour point: de départ une collaboration avec
le Docteur H. Axelrad et C. Bernard (Laboratoire de Neurophysiologie
de la Faculté de Médecine Pitié-Salpétriere) et B. Giraud (Laboratoire

de Physique théorique au CEA).

Il s"agit d“une contribution a la compréhension du mode de
fonctionnement du cortex du cervelet et en particulier du rdle de

I"inhibition par les collatérales récurrentes, en menant ensemble

- un travaiJd de modélisation et de simulation.
- 1"analyse mathématique du modele

- un travaiJ expérimental in vivo.

Voir AXELRAD et al. (1985), GIRAUD et al. (1985), AXELRAD et al. (1987).

1 PLACE DE NOTRE TRAVAIL

De nombreux modeles de réseaux de neurones formels, d"automates
cellulaires, ont été proposés ces derniéres années.
La bibliographie en est trés importante c"est un sujet qui connaTt
actuellement un immense développement. Voir par exemple dans
KOHONEN (1984) ou RUMELHART et Me CLELLAND (1986) une présentation
de beaucoup des aspects des recherches en cours et une abondante bi-
bliographie. On peut consulter aussi la liste des intervenants au
congres qui s"est tenu a San Diego (USA) en juin 1987, sous les aus-
pices de IEEE.

Ces neurones sont organisés en réseaux fonctionnant de fagon dyna-
mique, avec des regles (déterministes ou stochastiques) d"excitation,
d"inhibition, de coopération ou compétition, bref d"interaction.

Ces réseaux ont des fonctions d"apprentissage, de mémoire, de recon-
naissance de formes, font du traitement d"information en parallele,
et ont d"ailleurs permis un extraordinaire développement et la cons-

truction de calculateurs paralleles.

Mais ils ont peu de chose a voir avec les systemes neurobiologiques
réels, méme si lI"ensemble de ces travaux font progresser I"étude des

mécanismes du cerveau et du systéme nerveux central.



Ces réseaux ont des comportements collectifs intéressants, mais
il est difficile de les comparer a des réseaux de neurones réels.
Beaucoup de biologistes font de sérieuses réserves sur Inadéquation

de ces modéles a la réalité neurobiologique.

Par ailleurs, on connaTt assez précisément les mécanismes physico-
chimiques de lI"activité neuronale et on sait enregistrer a l"aide de
micro-électrodes les décharges électriques (spikes) successives d"un
ou plusieurs neurones. Jusqu®"a ces derniéres années, on ne pouvait
enregistrer qu“un ou deux neurones a la fois, mais maintenant les
méthodes optiques permettent l"enregistrement simultané de toute une
une population de neurones (par exemple BLASDEL et SALAMA (1986)).

Cependant si de nombreux modeles ont été proposés pour mimer
I"activité d"un seul neurone (voir par exemple SAMPATH et SRINIVASAN
(1977)), la modélisation "réaliste”™ de l1"activité simultanée d"un

réseau de neurones reste une tache délicate.

D"ou I1"idée de notre travail =: étudier un systéme neurobiologique
réel : Je cortex cérebelleux, dont la structure morphologique et le
fonctionnement physiologique soit assez bien décrit et compris pour
qu®on puisse en fTaire un modele simplifié mais réaliste, pour lequel

on pourra comparer les résultats théoriques et expérimentaux.
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Le cortex cér«icll«ixx, dont le réle est de coordonner les mou-
vements, est une partle du systéme nerveux« dont les caractéristiques
sont bien particuliéres.

Il a fait 1"objet d"un trés grand nombre d"études neurophysiolo-
giques et théoriques, (ECCLES et ai. (1007), MARK (1&69), ALBUS (1971),
PALAY et CHAN-PALAY (1074), ITO (1964), CHAUVET (1906)) pour ne citer
que quelques auteurs.

Sa structure est cristalline, invariante par déplacement le long
de sa surface.

Il est composé d"un nombre limité -5- de types cellulaires :

* les plus grandes cellules sont les cellules de Purkinjie
(notées CP) . Ce sont les seules qui sont en communication avec I"ex-
térieur du cervelet, avec deux entrées (Ffibres grimpantes et moussues)
et une sortie.

* entre les cellules du Purkinjie, se trouvent les interneurones
(trois types : cellules en panier, cellules en étoiles, cellules de
Golgi) qui jouent un ré&le inhibiteur.

* les CP sont reliées par des axones collatéraux récurrents, qui

jouent également un réle inhibiteur.

* par 1"intermédiaire des cellules grains, les afférences mous-
sues (entrées) amenant 1" information extérieure se ramifient en
fibres parai leles qui en contactant plusieurs cellules de Purkinjie
jouent un réle activateur.



Les cellules de Purkinjie sont disposées réguliéerement suivant
un réseau bidiménsionnel le long de la surface du cortex cérebelleux.

Figure 1.a

Figure 1.b

(D"aprés ECCLES)



Pour étudier 1le role propre du cortex cérebelleux, on schématise
les différents constituants de la couche pnoléculaire, et on décompose
I"analyse du systéme global en analysant des sous-systeémes de comple-

Xxité croissante comme suit

Systeme A
I« v« 1 1 |
Cellules de Purkinjie isolées.
Figure 2.a
Systéme B
1 1 1 ! 1 ! 1
Cellules de Purkinjie reliées par les collatérales récurrentes
inhibitrices
Figure 2.h
Systeme C
T e

Cellules de Purkinjie avec collat?(?les récur
e

3 currentes inhibitrices et
fibres paral es excitatrices

e
Figure 2.c

Le systeme complet contient de plus des interneurones (inhibiteurs),
et les fibres grimpantes (excitatrices), dont on peut reconnaTtre fa-

cilement les décharges en salves.

Dans cette étude, on se borne aux systémes A et B, pour déga-
ger le rdle organisateur, structurant au niveau du réseau tout entier,

de I1"inhibition.

11 se trouve en outre que chez le jeune rat entre 6 et 9 jours,
les fibres paralléeles et les interneurones sont absents.
Les collatérales récurrentes sont présentes en grand nombre. Elles
régressent d"ailleurs au fur et a mesure du développement des fibres
et des interneurones (CREPEL et al. (1980)). Les Tfibres grimpantes
sont présentes des le 3e jour, et chacune contacte alors plusieurs

cellules de Purkinjie, dans le méme plan sagittal (axe transversal).

Comme la fréquence de décharge des fibres grimpantes est plus
faible que la fréquence des décharges spontanées des cellules de
Purkinjie, et que la forme de leurs salves est caractéristique, on peut
étudier le modele B in vivo, en enregistrant les activités des cellu-
les de Purkinjie chez de jeunes rats. De plus un enregistrement du

tissu in vitro permet d"éliminer les décharges des TfTibres grimpantes.

Par ailleurs, comme on connaTt les antagonistes (bicuculline et
bicrotoxine) du neurotransmetteur des cellules de Purkinjie (GABA),
on peut découpler chimiquement les cellules et donc comparer le mo-

dele B au modele A in vivo.



3. VARIABLE D’ETUDE, MODELE PROPOSE PAR H, AXELRAD.

Les décharges (spikes) émises par les cellules de Purkinjie
étant d"amplitude constante et de durée fixe (1 ms), ce qui carac-
térise l"activité d"une cellule, c"est la fréquence des spikes et
donc les intervalles inter-spikes.

En I "absence de liaisons intra“cérebelleuses et avec Il"extérieur,
les intervalles inter-spikes forment un processus de renouvellement de
loi notée S, c"est-a-dire une suite de variables aléatoires indépendan-
tes et de méme Iloi (COX et LEWIS (1966), LANDOLT et CORREIA (1978)).

On prend comme convention que I1"état du neurone i, a I"instant
t est le temps a attendre jusqu"a la prochaine décharge.
Ce temps décroTt linéairement en fonction du temps et la décharge se

produit quand il atteint la valeur 0 (convention commode).

A chaque instant de décharge, une variable aléatoire U de loi
N est tirée, 1indépendamment du passé. La loi & <correspond a une

v.a. positive, bornée ou non.

Une trajectoire de I"état du neurone i est donc de la forme :

. N

\ N\ etc...

— U----- mir — —Al— - e

Evolution de I1"état d"un neurone isolé.

Figure 3

Mais dans 1le modéle B, les neurones, numérotés (i,j), rangés dans
un réseau bidimensionnel, sont reliés par les collatérales inhibitrices.

Chaque neurone (i,j) est lié aux neurones d"un voisinage Imci ,j) -

L*effet de 1 inhibition collatérale est de retarder ou méme sup-

primer les décharges prévues des neurones voisins.

Le modele proposé par H. Axelrad et al. a des régles assez fines

pour mimer précisément la réalité.
On en trouvera la description précise dans AXELRAD et al. (1987).

La suite de cet article est I"analyse mathématique d"un modele
de fonctionnement du systéme B, (Fig. 2.b : cellules de Purkinjie
avec collatérales inhibitrices) simplifié pour rendre possibles les

démonstrations, tout en gardant les mémes principes essentiels.



[l.  MODELE MATHEMATIQUE DU RESEAU. MODELE (M).
CELLULES AVEC COLLATERALES MHftINTRICES.

1. D«iTiffno*iDBsciarnoH -

Résumons les notations utilisées.

Les neurones sont disposés dans un carré plan, et numérotés
(i,3>, 1 «&ird < n.

L"état du systéme & Il"instant t est décrit par le vecteur
X* . xjgs 00U i est une valeur positive état du neurone (i,j)-

A chaque instant de décharge, le neurone concerné est réini-
tialisé par le tirage d"un état suivant une loi de distribution vy.
On envisage différentes lois, qu“on suppose & valeurs positives.

Dans le systéme de neurones non couplés (systeme A, Fig. 2.a),
chaque neurone fonctionne indépendamment des autresr et en chaque
site on observe un processus de renouvellement de loi & (Fig. 3).

Dans le systeme B, Fig. 2.br les neurones interagissent et

I"inhibition est modélisée de la maniére suivante : chaque fois
qu®"un neurone émet un spike, il inhibe ses voisins : leurs états sont
alors incrémentés d"une quantité positive, ce qui retarde d"autant

leur prochaine décharge. On considére différents systéemes de voisins
d"un neurone : par exemple

* *
V(l m © * J) m * @ * *
m
* * ¢
vacCi,J) m oo - x12 i»))  C D Yo
*
m * * £ «
* m * * m * * *
- - - * 'y * *
VT4(i,i> m @ m 2 V24rt+>S1 .omo ;oM
* * m m *
(les voisinages y et correspondent au fait que les cellules

contactées par les collatérales récurrentes issues d"une cellule de
Purkinjie forment approximativement une ellipse allongée dans le plan
sagittal).

Le processus Xt®(X}ﬁ) est donc défini de la maniere suivante :

i) Algorithme a temps et espace discret. (11 .1.1)

Au temps O, chaque état est initialisé "au hasard" suivant la loi
T, et indépendamment des autres. La loi S est une loi discréte sur DM



Soit X* x3j) I"état du réseau a I"instant t,
- si xjj "mot le neurone (i,j) décharge et ~ijl est une réa-
lisation d"une variable aléatoire U de loi vy, indépendante de X*.
- si (i,J) est voisin d"un neurone (i0>J0) qui émet un spike
au temps t, X*jl =X"j + 0 - 1 ou OEIN est le "délai” modélisant
I1"inhibition causée par la décharge du neurone (*0»"™0)"
- sinon XMj1 *X?j - 1.

Le processus X* défini ainsi est une chatne de Markov, a temps

discret, a valeurs dans IM?, a probabilités de transition station-

naires. L"unité de temps correspond a la durée d"un spike.

En fonctionnement réel, un certain nombre de neurones sont si-
multanément excités, d"autant que la durée d"un spike est typiquement
de 1ms. C"est ce que I"on observe dans les simulations de la chaTne
X*_. Notons que si un neurone est voisijn de plusieurs neurones qui
déchargent, il n"est inhibé qu“une fois, on ne cumule pas les inhibi-
tions. Mais I1"étude mathématique est un peu compliquée par la possi-
bilité de décharges simultanées de plusieurs neurones.

On utilise donc une version continue du processus X**, ou le
temps est continu, l"instant de décharge identifié avec l"instant de
début du spike, et la probabilité que plusieurs neurones initient

leurs décharges simultanément est nulle.
D"ou la définition du modele (M) .
ii) Algorithme a temps et espace continus. (11.1.2)

Au temps O, les (x9™) sont initialisées de maniere quelcon-
que (mais positives et sans ex aequo). La loi & est alors une loi
qui admet une densité f strictement positive par rapport a la mesure
de Lebesgue sur IR (ou éventuellement sur un intervalle de la forme
CO,L] si I%on choisit une loi 3T a support borné) .

Si X* » (XIj) est I"état du réseau a I"instant t
- si aucune des composantes de X* n"est nulle, (aucun neurone ne

décharge), X~jdt = X°j-dt, pour tout (i,j)-

- si t est instant de décharge d"un des neurones, soit X* =0,
oo
alors
- Xiﬂﬁf' est un? réalisation d"une v.a. U de loi indépen-
dante de X , -dt.

- %}jdt *Xjj + 0 - dt, pour (i>J)€V(iQ,jO0), avec 0 TFTixe, réel
positif.
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- XiJddt 7 Xij " dt> pour (1°J) «V(iO.JO).

Le processus X* défini ci-dessus, dans sa version continue a

droite est un processus de Markov, a temps continu, a valeurs dans

2 o - . . .
E&+)n , a noyau de transition stationnaire donné par

pXxU **1277"e _xnn” dyll ’dyl12 >eee’dynn” dt)

- a(ytd - xij-dv),

i dyA ;
t (Vi y A ¥o

e[ .., e» (., 0.« ((.

Pour éviter les ex
maniére unique p.s., on

«i *k ©

o £ (Y] “Xij =
(i ] J
,1.11 s<ii3 ' Xij ' H -
aequo, et donc définir I"indice
prend comme systeme d"états

= (R+)H2 n <X/X1;) - s ez, pour (i.j) *

ce qui autorise au plus

Une trajectoire de

paralléles a la "diagonale™ (droite d"équation y~/i ™ eee

une coordonnée nulle.

(11.1.3)
- H
« (0530 ©
(iQ.JjQ) de
y )

(X*) est typiquement constituée de segments

ynn dans

. 2 , , .
(R ) ), séparés par des sauts chaque fois qu*elle rencontre une Tface

(d"équation y~j = 0). Par exemple si
tué de deux neurones) on obtient une trajectoire de

figure 4

X4

T T

Figure 4

le réseau est simplement consti-
la forme indiquée
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Une trajectoire d“une coordonnée

i

t

Uo

Figure 5

e Remarquons que les coordonnées X~ j

markoviennes.

ne sont pas

est du type

etc .

individuellement

Dans la suite, on considere toujours (sauf mention expresse) le
modéle continu (M), ou O est donc un réel positif représentant le
délai dd A I"inhibition, et " est une loi continue de support IR*
admettant une densité f>0 par rapport a la mesure de Lebesgue.

On suppose que & est d"espérance

et de variance finies.

2. SIMULATIONS.

Les simulations (voir appendices) du modéle discret (i) défini
au I1.1 montrent expérimentalement

e lI"établissement d"un régime stationnaire correspondant a l"ergo-
dicité du processus (X™), 1lorsque O est plus petit qu“un certain
seuil 0Q » dépendant du systéme de voisinage.

e au contraire, si 0>0Q, I*"installation d"un régime non station-
naire, approximativement en 'quinconce'" ,ou en "bandes" suivant la

forme des voisinages V. On obtient des

de neurones actifs, déchargeant suivant
moyenne a peu pres constante
inhibés, la

complétement largeur de ces

des voisinages.

les paragraphes suivants,
111,

Dans on

ces résultats au paragraphe

est irréductible et apériodique et que

retour a O

(inverse de

on montre que

en chaque site sont des v.a.

moirures, alternances de bandes

loi avec une Tfréquence
EN),

bandes dépendant de

la
et de bandes de neurones

la taille

les démonstrations de
)

les temps de

donne

le processus
0 < 0Q,
d"espérance TfTinie.

lorsque
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Dans 1le paragraphe 1V, an démontre que lorsque O0 < 0Q, le proces-
sus (Xt) est récurrent positif et ergodique, on étudie son régime
statdonnaire et on calcule alors I "intervalle inter-spike moyen de cha-

que neurone.

On étudie le cas 0 > 0Q au paragraphe V pour un systeme de deux
neurones et on montre alors que p.s. 1"une des deux composantes tend
vers + », et que l1"autre converge en loi vers sa loi propre (sans

inhibition, c"est-a-dire le processus de renouvellement de loi $).

Enfin dans le 8§ VI, on donne des conditions de stabilité de cer-

taines configurations divergentes lorsque 60 > 0Q.

Dans les Appendices 1, 2, 3, 4 etc., sont présentés de nombreux

exemples a 2 ou n? neurones dans les cas convergent et divergent.

Dans ce qui suit on oublie la structure géométrique du modele.

Les sites sont nommés i, et sont en nombre fini N.

Rappelons que les variables Ug sont supposées indépendantes
de méme loi , a densité strictement positive sur B+, et que
ECU) notée E(T) et E(UN) notée E($M) sont finis.
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. CHAINE EXTRAITE. IRREDUCTIBILITE.
APERIODICITE. TEMPS DE RETOUR.

1 CHAINE EXTRAITE.

Au processus de Markov défini par le modéle (M) au (11.1.2), on
associe la suite croissante des temps d"arrét ,79,Tg,--- instants
des décharges successives, instants des sauts du processus (X1).
Plus précisément, avec TO m O, on pose

T4+1 - inf{t > THi( 3 i0, XT = O>. (rr.rn
o

Remarque. Les sont tous finis p.s. et méme 1lim —j < E(T).

(Voir ci-dessous juste avant le lemme 111.3.1.).
Pour x € , on note O * min(Xj-) et iQ () I"indice (unique) qui
réalise ce minimum.

Alors apres le temps Tg, le numéro du neurone qui sera le premier

R Tn 0 Tn Tg
a décharger est iQ(X *), noté i*, et TE+1 — TE + O(X *) — TE + X1
o
En posant Z(x) = x - 0(xX) 3., et en définissant comme équivalents
deux vecteurs qui ont le méme Z(x), on voit que pour < t < T™h+1,
T | _ . T
XIrr— X ~ - (£€-T*) 3 et que X* reste équivalent a X ~ : on a
Z(Xt) — Z(XTfi) — Z(XTFfi+l) — XT£+1, noté Z£ dans la suite.
On associe au temps +i> I"état du systéme juste apres la décharge

et on a donc
xherl -z + upe} Lim=i2 * 0 1 jey(iny
ou IT(i) est I"ensemble des voisins de i, sans y inclure i, inhibés par 1i.
Tn n .
Les processus X ) et (Z ) sont tous deux des chaTnes de

Markov, a temps discret. La chaTne (@40} a pour ensemble d"états

0 * {x € / 3 i, x» =% 0>. Sa transition est notée Q.

Quant a (X ), I"ensemble de ses états est
* {x € / 3 i,V j £\T(1), Xj > 0>, puisque les voisins d"un cer-
tain i, (celui qui vient de sauter) sont simultanément incrémentés

de 0 a chaque décharge.
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T
Bien sdr, la chatne (X *) contient toute I"information du pro-
cessas (XM), puisque la partie de trajectoire issue de (X ) jusquTa

I"instant prochain saut est déterministe.

r«+l

TO
La transition de cette chatne de Markov (X ), homogene dans le

temps est P donnée par

P(x2,x2,...,xN, dyl,dy2 .... dyN)
- r(ylo)dyi< <[ s s<Vi - - 10 » ®>] (r.1.2)
e i0
e[ W(i?2u«ioOi) a<il - x° - x‘0%*]

lorsque iQ — 10 (X).

Ses itérées sont P2, P®,..., Pm,..., la loi de X ™) corres-
pondant A la loi initiale J est notée P (ou 1P lorsque cela ne
préte pas a confusion. On note aussi figj la loi de X k sous *fi

(notations usuelles jjP¥) « On note aussi IPM la loi de (X¥).

2. IRREPUCTffinim APERIODICITE.

La loi T admettant une densité f > 0 sur R+, on peut claire-
ment construire un ensemble de probabilité strictement positive de
trajectoires de X* menant un x quelconque de a toute boule

ouverte Be(y) de centre y et de rayon e > 0. Cette construction

se fait par exemple comme illustrée ci-dessous figure 6, pour 2 neurones

7T A /A
"A » o i
/ / w [
/
/ I !
/ f Iy « i i
# lp *
____________ ¢ j R | |
<*T T |

Figure 6
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Précisons le cas général. Posons Z° — X° - 0(X°). Le premier
saut aura lieu au temps T1 « 0(X°) et au site " » 10 (X°) tel que
T

z? = 0. On a X * = Z° + U- 1j + 0 % (notati
*0 1 ™1

On peut choisir le tirage de Uj de sorte que l"indice du 2e
saut soit i2 ~ ij : en posant JIHX = max(x. ) - tF(X), on voit que
T
pour tout jJ & 11> Xjl < JTe(Z°)+0 et qu"il suffit que ui > Jil(o )+0.

Alors au temps Tg» on aura

% Tq

T R ... 0
xA* > Uy - jtiz ) - e, XJ* — u2 ,
T - .
Xj2 < Jmi@?) + 20 et ainsi de suite.
Si donc a chaque tirage, [I1"innovation Uj vérifie
_ « «
Uj > NJIe@2® + 1 + 2 +...+ N) 0 - N H@Z°) + ————--
on est assuré de définir une permutation a de lI"ensemble des entiers
{1,...,N>, ne dépendant que de Z° et définissant l"ordre des sites qui
sautent. Alors au temps TN, chaque coordonnée th o geécrit
ua (i) + i (Z°), ou <pi(Z°) est déterministe, ne dépend pas des tirages
des et est entiérement déterminée par Z°.
On note Ua le vecteur ua (G)> *P(Z°) le vecteur C @°)), K1
la norme sup|x”| et U > a pour wr > a) pour tout i.

On peut résumer ce qui précede par le

LBMME 111.2.1. Evolution déterministe.

Soit M(Z )= N HM(Z ) + N—(—N—tzj—-z 0O . Il existe une permutation déter-
ministe a(z°) de [1,N], et un vecteur déterministe <p(Z°) Véri-
fiant B(z°) < M(Z°) tels que, conditionnellement aux tirages

U= (Uj-ug-..-.. UN) > M(Z°), on ait XTn = U + <I>©°) avec TN< M(Z°) ,

(on a alors TN+1 - TN < M(Z°) + HJ|)-

Comme M = © Ff H <Xj = 0>, on prend sur H <Xj = 0> la mesure
de Lebesgue sur les coordonnées différentes de j et 0Q sur la

j-ieme coordonnée, et on définit ainsi (par somme directe) la mesure

A sur .



LEMME 111.2.2. Minoration.

Si K est ait coMpact de i existe une constante Tr > 0 tells

que Q*®{zfkat*™) > Tj¢c He (z) aK(*') A(dz").

Démonstration. 1l suffit de démontrer ceci pour Zj *0.

Soit z° ”f(o,zé,_--,zﬁ). D*aprés le lemme précédent, en N coups,
on est en (Uj + (z),---,UN + ON(2)) et on a le choix des UA des
que UA > M(@Z°)-. On peut donc minorer QN(z,dz") par

x A(dz") x JA f(u) jnI f(u+z\:| d(z)u@l(z))du,

H_.,
z3-0

en choisissant A et B pour réaliser les conditions du lemme 111.2.1.

Comme z € K compact, on peut majorer M(z) par une constante finie

/
M(K) . Remarquons qu®il faut Ua(@) * zo(J) + U1l ~ PDrzN + Mi(z2)

pour e"descendrel en z" , et que de plus, comme
e G)@)I» 1 @)l <H(z) < M(K), il suffit de prendre B > A > 3M(K)
pour avoir Uo(g) > pour tout j (conditions du lemme) et pour

que tous les arguments de l"expression intégrale soient positifs.

Quitte & remplacer f par f w 1, on peut supposer (dans la mi-
noration de I"expression intégrale), que T est intégrable, strictement
positive et bornée. L"expression minorante, étant continue alors des
(Zf - <pj(@) + ql(z)) est donc minorée par cK > O. O

De plus, en faisant un "coup pour rien”, on peut aussi arriver en
n"importe quel z" a partir de 2z, en N+l transitions au lieu de N.
Illustrons ceci, dans le cas de deux neurones :

A

1 / /
{/_ -y- —~=y(*©

Figure 7
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Le lemme 111.2.2. entraine Il irréductibilité de la chatne zZ» (avec A
comme mesure de référence), et la derniére remarque entratne l"apériodi-
cité.

En fait, pour tout c¢ G 30,1Q, tout x initial

Gc (x,dy) « £ cnQn(x,dy) est équivalent a A, et on obtient donc

COROLLAIRE 111.2.3. La chaTne (Z™) est irréductible et apériodique.
Pour que la chaTne soit récurrente (pour tout x, tout E tel que
A(E) > 0, partant de x on repasse indéfiniment dans E) il suffit
de montrer qu®il existe un x et un compact K (A(K) >0) tel que
i) Soit, partant de X, on repasse infiniment dans K
ii) Soit G(X,K) ==m® .
(voir par exemple CREVUZ] ).
On peut en déduire les mémes propriétés pour la chaine (X*?).

Soit Xx et X appartenant a un compact K de “*pp. Comme la loi

conditionnelle aprés le premier saut ne dépend que de Z(x), en N

coups, la chaTne (ZO) peut passer de z » Z(n) z pour z

a

- _ . / /
susceptible de conduire a x- de st Xt (xXM,..., xN) € ,
- - - I _ _ v
il existe i1 tel que Xj > 0 pour Jj € V(@) et 2z « (Zry..-,zﬁ)

1
" des lors que 2z > 0, Z{ - X{ - 0 pour

peut conduire a x
J €EV@) et Zj/ » Xj, pour JT t6i et jJjTU C \NW(@), en tirant U = x”™.

Alors en (N+l) étapes, on peut aller de x a x", avec probabi-
lité minorée sur K.

Bien sOr, comme pour (ZA), on peut aussi Ffaire "un coup pour rien"
et aller de x a x" en N+2 étapes. D"ou
COROLLAIRE 111.2.4. La chaTne (XT ) est irréductible, apériodique
sur (muni de la mesure de Lebesgue \). S"il existe un compact
de potentiel infini, elle est récurrente dans tous les ensembles
\-positifs de . De méme (X*) est irréductible, apériodique sur <P
et la récurrence de (X ) entratne celle de & ).
En effet, comme la chatne (X ) contient toute I"information

T
du processus ™., (Xt) a les mémes propriétés que (X A) sur son
support .



3. TgMERratggroflIB A73gn.

Intuitiveaent, la récurrence du processus correspond au fait que
les neurones déchargent tous alternativeaent, c"est-a-dire Que la loi
_ T . N w s . T _
de la v .a. 2= jQ(X *) du site ou est réalisé min(X"£) charge 1in-
définiment tous les entiers de 1 a N. La récurrence positive est le
fait que la "bascule™ a lieu en un temps intégrable. Au contraire, lors
qu"tan neurone 1 ne décharge plus, il ne "descend"™ jJamais assez pour

étre a son tour ninimua, il est surchargé et X* —» + ®

Soit i un site donné, d"état x = X~ en t *=0, et notons «x

la v.a. temps de retour de ce site é Q.

Pour t<r,t<t+xT1:x+O est

|
&a
33

T
JeV(@) m
le m-iéme temps de retour du site j ¢é& I"état O.
Notons Nj<t) le nombre de retours a 0 du site Jj avant t
Nj<t) - Z 1T <t =
<) z m
Dans le modéle initial, on s"est donné une unique suite iid @).
On aurait pu tout aussi bien affecter a chaque site J une suite
Upg*”™  1id (@F), ces suites étant indépendantes, réinitialisant I"état
J a chacun de ses passages en 0O, de sorte que, pour m > 1,
Ti C+1) > Va - <*>
Soit m Ll T EANEEE S S I vil compteur associé

J(t) > a+l} * <SmJ* < <*> donne Nj(t) < u*?(b).

On note que Wj ne dépend pas de la loi initiale, et que

v .(t .S .
- ’\(——)———E——— » 1/E<3T) .
Remarque » Soit N{t) 1le "compteur général"” (N<t) > £4D « < t}.
Comme en , O(XTi) < , il est clair que N(t) > v(t), compteur
. S N(E)
associé a la marche des U, soit lim inf — > 1/E (@) ou encore
T
lira sup — < E(™) .
a
_ _ ( X yJtJdVv
Comme <t < x) implique <1 < - + 0 T _—
\ t JEIT(D) t /
{r ** o0} est iImpossible si g8|v(i)| /7 E(™) <1, soit
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LEMHE 111.3.1. Si le site i1 vérifie O0O|V(@i)] < E(™) alors, pour

toute loi initiale, le temps de retour a O du site i1 est fini p.s.

Démonstration. Notons v [le nombre [V(i)] de sites voisins de 1I.
La méme hypothése Ov < E(T) va entratner 1Tintégrabilité de x
(avec majoration exponentielle). Notons (abusivement) IX la proba-
bilité sous une loi initiale donnant au site i la valeur initiale x,
et v la loi commune des Uj-
Comme > t+x] < IPlv. Y. w4 (ttx) > t] , on obtient comme
X jevd) J

majorant v IP[v(t+x) > t/v0]. Si [zZ] désigne ‘'partie entiére de z",

il vient IPV[x > t+x] < v D t+x]. Mais la variable (centrée)
X

PES
[t/v0]-1
U-E(F) est bornée a gauche et satisfait donc une inégalité de Cramer
du type : pour tout a > O, il existe y > 0 tel que
EP[Sm < m[[E(T) - a]] < exp - my .
On en déduit que :
Soit E() ® vO(l+p) avec p>0. On pose a =» pv0/2, et on note

T le nombre associé. Alors, pour m > 2 (2+x/v0)/p, si

(Mm+lHV0 < €t < (m+2)v0 , &+ N t+x] < v exp(-m*r) . On peut donc énoncer

LEMME 111.3.2. Lorsque 0 < 0Q = E()/|V(i)] 1l existe des constantes
A et B ne dépendant que de la loi et de 0 telles que pour
toute loi initiale JF donnant x comme état initial, (r) < A+Bx

et EM(r2) < A+Bx2.
La majoration N~ACt) < 1 + wAr(t) montre que

LEMME 111.3.3. 1l existe tQ et x > 0 ne dépendant que de la loi

tels que pour t > tQ,

p<“‘<t) » [tS €] 1 *> ¢ "'T-
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REGIME STATIONNAIRE

1 RECURRENCE POSITIVE POUR

0 < eG *

E(T)/i\ri

SN

Nous prenons comme loi Initiale v - . 0On a
LEMME 1V_.1.1. Si 0 < 0Q, la suite des probabilités
n K
w = — £ BPF; est tendue.

n n k«l w

On en déduit

suite est une probabilité

immédiatement que toute probabilité adhérente a cette

invariante de la chaTne, donc unique, équiva-

lente a la mesure X, et que la suite des itérées [P tend vers elle.
La chaTne est bien récurrente positive.
Preuve de 1V.1.1. Fixons un site i, et soit k la suite des temps
de retour a O du site i, (pour le processus Xt ) avec la conven-
tion Ti,0 ” °- Si Ti,k < s < Ti,k+1* xi < Ti,k+1 - 3 donc
. i,k+l xs jjg k+ti “ Ti kiz. Mais, y compris pour Kk —*0,
ITi,k 2
XAk est de loi de sorte qu"en utilisant le lemme 111.3.2, ou
on pose C = A + B E($M) il vient
Ew I i,k X® ds < C k/2. (1vV.1.2)
Notons *&s la variable C X® Si désigne la suite des
instants de retour a O (tous sites confondus) comme n ,
E, nr «s ds < C N i/2. (1v.1.3)
Notons Xk la quantité 55C » et g minimum
des XE L*évolution de la chaTne entre passages en zéro donne
Tk+1l. = Tk + 3k m Xik+S - Xi - s t™ 1. 0 < s < 0k ,
donc 4'Tk+1 tsds > (€k - N 0k/2)0k > *k3k/2 -

k



Notons que Tfcti * ~ “ N + 1M 0 + uk+l * ou ~UJ) désigne
la suite des innovations, indépendantes et de loi %, de sorte que,

pour a = 0/(N+2), on a

si Ok < a, €k+1 > - (1v.1.4)
Supposons (ler cas) que Max(k*"k+1._..... AKk+N+2~ N~ a * Les for~
mules précédentes montrent que f k+N+3 ds > a *&Voa.
J xk

Mais parmi les instants Tfcid eee Tk+N+29 *"un des s*tes a sauté

au moins deux TfTois, de sorte que si on pose Wk+i = MiniUMi ,.. _»Ujc+gt+:

Tk+N+2 - Tk > Wk+1°*

Dans le second cas, (Max(™k,... SN2 < on sa” cue
) A+n+3
"k+j > «k (1 < J < N+2) donc ” «s ds > 3k Wk+1/2-
Posons 2ak+1 *= a h. . En combinant les deux minorations, il vient
wk+N+3 N da j, ~k+i "k/2 (1v. 1.5)
Nn K

Notons que par construction, ac+i est indépendant de I"évolution
du processus jusqu©a. , et d"espérance 20 >0 . Il vient donc :
Il existe O > 0 telle que, pour toute loi initiale
pT .
E F k+N+3 «s ds > M i, (k > 0). (1v. 1.6)

JTk
Aussi bien, pour toute Iloi initiale

(N+3)E rTI+(@3+1)(N+3) ~ ds > p 1tI(N+3) E
JTj a k—1 K

Combinant ceci avec 1V.1.3, reprenant la définition de jpn et

notant * la variable E , il vient
P c FG+I)(N+3)+IN\
J * d*¥I+IN-*-3) « <> ( 1+J,m=>3, ) N<N*3>~ <lVv1-7>

qui prouve, C et N étant finis et 0 > 0O que

€ dMn = o (1)
I

Prenant pour KT le compact CE< T), il vient MM ((KT) = 0(1/T) qui

prouve la tension des mesures. a
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La chaine étant récurrente dans tous les X positifs de son
espace d'états, on a déja noté que le processus X* l'est aussi dans
tous les X positifs de son systéme d'états. Bien entendu, il possede
lui aussi une probabilité invariante, équivalente a X : comme dans le
début de ce paragraphe, il suffit de montrer que, pour la méme mesure
initiale, les

nt

n*. = — | v P 'ds sont tendues quand t 00 . (Iv. 1.8)

1 * t Jo S

Soit AN I "événement : {pour tout site i, 1 + N.-(t) < on
ct est l'entier C2t/E($")]. Soit Jo LS
Sur At , k >t et d'apres (lIV.1.2),

Ew(zt) < C N kt/2 < C N t/EWT . (1V.1.9)

Soit C kt complémentaire du compact (*€ < T)

L'inégalité de Markov montre que
C kt3 < P*<At> + C N/<T E~3).
Mais (111.3.3) montre que, quand t tend vers Il'infini, P, At >
tend vers o et (1v.1.8) est prouvé.
Nous pouvons donc résumer
PROPOSITION XV.1.10. Si 8 < E($") [ V] et E($"2) < 00, Jes processus
t T ft

(X)) et (X ) sont ergodiques, irréductibles, apériodiques, récur-

rents positifs.

On remarquera qu'on n'a pas utilisé dans la minoration le fait
qu'un i influence ou soit influencé par ses voisins.
En fait, la seule hypothese est que si v * sup|\JI(i) |,
v 0 < EUS! car cette hypothése assure que tous les Ti "

sont finis p.s. !
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2. LOI INVARIANTE.
La loi invariante m de la chaTne XTn_ vérifie
mey) - f mdx) P ,dy),
JxePp

et par (111.1.1) (en posant Aj = {xeP~/x” = min(Xj)})
m(dy) " To JxeAlo m*dx>F<yiO>dyi0 ® tle” lo)a™i - xi - xiQ + e>]

Ciwr(#4Bmi;;06 a(VvIl” Xi X “on

f(yio) dyiO JX- m(dx., dx2,..., dxN)
o
avec X1 *"xi + ® si i € M(xq)
X+ * xiIQ + yi si i M VIxQ) U <iQ>.

Cette équation, discrétisée, permet de déterminer la mesure station-

naire dans des cas particuliers.

On peut en déduire les équations vérifiées par les lois marginales
n(dy-) = ij/ poup(d¥_7(-r-- dyN> -
On a bien sar
vy, >0 si i" € V(@)
et y N >0 si it C V(@) u {i}
m(dyi) — F(yi) dy+x m(Ai) + m(A+x, 0 3Bx) x O (y™>e "
ou 3B~ est défini par les inégalités
+ YA - 0 < Xi,, < Xj>, + YA - 0 4 dy"
pour i € V(@)
La symétrie du comportement de tous les neurones implique que
m@ACi)) - -

On a donc ;

E(Xi> = Jy. m(dyi) Vi = ii E(I") + Jy >e ?'

m(Al' 0 38i V2D
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Quant: au processus xX**), sa loi invariante, notée aussi m, a
une densité g p*r rapport a la mesure de Lebesgue sur * et 06n peut

écrire une équation de bilan, vérifiée par la fonction g :
ds

C + C B(Xi, X' x N) C I 0 (1v.2.2)
avec x»° 0, XN » x~ - 0 pour i € (iQ)
o
et Xxi & Xx pour i \T(iQ) U <iD>-
Remarque.

On observe des auto-corrélations peu significatives de ces inter-
valles, ce qui s"explique par le fait qu®"a chaque décharge, la varia-
ble U est indépendante de I1"état du réseau. Quant aux inter-corré-
lations des activités de deux neurones, mesurées par exemple entre
les nombres de décharges des de»ux neurones pendant dé% fenétres suc-
cessives de temps, elles sont faibles quand 0 est petit, et aug-
mentent avec 9 . Voir les Appendices 1 (2 neurones, derniére colonne)

et 3 (n neurones).
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3- EmPE PE L’INTERVAIXE INTER-SPIKE D’UN NEURONE DANS UN RESEAU DE PEUX NEURONES QUAND

e < eG.

On considére le processus xX*) dans le cas de deux neurones,
notés 1 et 2, et on s"intéresse aux intervalles inter-spikes du
neurone 2. Dans ce cas 0Q » E(M) puisque Jul »1.

Supposons qu“a Il instant t~ , I"état du systéme est (xo0 ,0).
- t-
On conditionne par X > (x ,0).
Etat : (x0 .0)

(x0+0 "uo>

i) Si u < xQ+0, la prochaine décharge de 2 a lieu a ®Q4uc

t—1: ta‘u_o

(xo+e-uo0,0) (xo-uo+29-ul>

Sinon, la prochaine décharge est du neurone 1 et a lieu a
W 0 en (0,uo0-x0-0) et (ul ,uQ-x0) apres le saut.
ii) Si ul>uQ-xo, la prochaine décharge de 2a lieu a

to+xo0+0+uo-xo0“to+0+uo“t2 avec

(«l-uo+x0>°) <ul~uo+xo0+0 >u2>

Sinon, la décharge suivante est celle du neurone 1, et a lieu
au temps tQ+x0+0+ul en (O, uO0-xQ-ul) et (ug ,un"Xjj-uj+Mfl) apres
le saut.

iii) Si u2>uo-xo0-ul+0, la prochaine décharge de 2 a lieu a

to+xo+e+ul+uo-xo-ul+0 “ to +V 20"
avec

I *3

(ug-u0+x0+ul-f1,0) | (x0-uO+ul+u2 ,u3) apres le saut.

Sinon, la prochaine décharge est celle du neurone 1, a lieu au
temps tO+x0+e+ul+u2 en (0,uo0-x0~ul-u2+0) et (u3 ,u0-x0-ul-u2+29)
apres le saut.



On voit: que le -temps r séparant deux décharges consécutives

du neurone 2 s"écrit

r — UQ + KO (1v.3.1)

ou o €st une v.a. de loi * et K wune v.a. entiére,
On voit que

IP(K>0) =1P (Uo>x0+0)

IP(K>1) — IP(UO>x0+e , Uj-O"-x«,)

P(K>k)-Ff>(Uo>x0+0 .Uj-CUc” ,U2<t0-U1+8-x0 ..... Uk"o“01“eee"Uk-1+ (k-1>0_xo0>
-P(«o>*o0t# *« iMoo -"0o>Ul+u2<ul-*p+« e ul+u2+...+Uk<Uo-x0+(k-1)0)
Si 1"on pose u* - U-0 (EU" = EU-0)

IP(K>k)=ff>(Uo>x0+0 (Uui<u;-x0,u'+U2<U0-X0 .cceuenu. u'+u'+. +uk- uG--0)
hp(u;>x0>u;<u;-x0 ... uitu'+... « - x 0). dv .3.2)
Oor U!\+.. ./ est une marche aléatoire telle que EU’( = EU-0=0Q-0

(2 neurones).

On retrouve le fait que K e +00 lorsque EU"CO, c"est-a-
dire quand 0>00Q.

Au contraire si O<EU=0Q , EU®">0, et
/
IP(K=k)=CP( (UO>xQ) et Kk est le premier entier strictement positif tel
'
que U~+.._.+U~A>Uq“XQq) (1v.3.3)

La loi de K est donc completement déterminée, conditionnellement
a la valeur xQ du potentiel du neurone 1 a I"instant immédiatement

antérieur a la décharge du neurone 2 ~considéré).

On a

ExQ(K) - g P(K>k)

u0-x0-(k-2)e uQ-xo-(k-1)0
—+00 »U -Xx -ul-u2-"~°"-uk-2 -ul-u2- "m"-uk
-g Jxo+0 f(Uo>duo JO° °c f(ul)'dur - -]0 f(uk-I>duk-I JO f <uk>duk

Lorsque. K=k, I"intervalle r prend la valeur uQ+ko avec k>0
lorsque uo>xo0+0.



En tk+l — to+uo+kO ,on obtient I"état (Ui+*e _ +uk-u0+x0~(k-1)0,0)
et comme on est en régime stationnaire, on peut écrire

Ul+...+UK-UO - xO (K-1) 0 0 X ou encore

VX *..or Ut - U, X ~_ X,
En particulier
E (Ua +...+ UK) » EUB * 0Q - O
et comme K est un temps d"arrét,
(EK) (Et/) * (EU™) d"o0 EK = 1
d"ou
PROPOSITION 1V.3.4. (Cas de 2 neurones)
En régime stationnaire, I"intervalle inter-spike moyen est
EU+0 (quand 0<0Q «EU).

Ce résultat peut aussi se retrouver comme au paragraphe suivant.



4. iwmVAIJJE INTER SPIKE OTINNEURONE QUAND

0< O . CAS GENERAL. EQUATION LIMITE.

Soit X le temps de retour a 0 du site i

u+o0 _Z _ Nj(t) , et donc en initialisant par w - (M)GN,
Jeu(i) ]
ik «S ¢ e jeg (i) Nj(Ti(k).
Mais 1"ergodicité du processus entraTne que K converge p .s. vers
o * o+ + UA p-s
une limite szi (0 < s. < 00). Comme — SREEPRIEEEEEE - - E(Y) ——— » O
- X

et que Nj. (™ ~) * k., il vient

Eq NISTLKk> o ¢ NI<TI k>
Li .k J€8 (i) Tit, p-S
. N, (B - ) .
Mais converge p.s. ; en notant — sa limite, les équations

limites sont

1 E(Y) — z . , Vo (1v.4.1)
“ JEVE(T) T.

Ces convergences ont lieu en fait quelle que soit la mesure ini-
tiale. Ti est donc l1"espérance du temps de retour a 0 du site i,
en régime stationnaire.

En particulier dans le cas homogéne GIVa)l * v, ne dépendant pas

de i),

i E\&) + Ov (1vV.4.2)

PROPOSITION 1V.4.3. (Cas de N neurones, avec voisinages homogénes).

En régime stationnaire (O < 0Q — EC")Y/I\T] ), I"intervalle inter-

spike moyen est E(T) + |V]O.



29

V.  DIVERGENCE : CAS DE DEUX NEURONES.

Dans ce paragraphe? 0 > 0Q » E() (N*™2, [V]= 1).

1 ETUDEDE (Xj -Xj)"!.
Rappelons qu“en toute situation les T£ sont finis p.s.

Tn
Dans le cas de deux neurones, c"est le signe de (Xg-X1)
qui indique la nature de la décharge suivante : le neurone 1 (resp. 2)

T a
décharge si (Xg-Xj) * >0 (resp. < 0).

Considérons tout d"abord le processus a temps discret

Zfi * (Xg-X.~) ~ (et non X N - min(X comme au § I11).
£ 1 n R o N -

On a Z m» Z + signe (Z )(0O-UE+1) ou uRri est une v.a.
de 1loi Y, indépendante de ZA T en effet, la différence (Xg-X1)t
est constante, égale a ZA, pour < t < +1 et a I"instant de
la décharge t£+i» on ajoute 0 & la plus grande des deux compo-
santes et une v.a. & a lTautre (qui est nulle a cet

instant).

La situation est donc particulierement simple

l"espérance du saut de Z~ est du signe contraire a si et seule-
ment si E(T) - 0>0
- 2 * « * E(T) - 0>0
z4 0 z4
———————— Cr———* ek E(T) - O<o
z* 0 Z®
Figure 8.

T
On sait d"aprés le § 1V que si 0 < 0QF (X £) et xX*) sont
des processus ergodigues.
Reste a étudier le comportement de (XTU) et (Xi) lorsque

0> EC) .



TMRnRRME V. I .1I. Cas de deux neurones, 0 > E(") .

Lorsque 9 > E(*T) 1

. . T L

i) iXg-Xjl 4 et |[X2-X1|tt tendent vers HOps, et pJus préciténent
i ; Pour presque toute trajectoire < , quand t * +00, (Xg-Xxj)*

converge vers 0 ou vers -Q0.

Démonstration
i) Notons fi® E(), 02 *Var (Y. Rour U~ on pose V-?%-U,
EV » O-f.* a > 0, Var V =ma2. On note encore *= (Xg-X1) On
sait que Z*#1 — Zi + sgn(Z£) (O~u£+i) avec Uf+1l indépendante de
ZE, et de loi S\
De ZA+1 » ZE -+ sgn (ZA) . yp+1 - OnN obtient
JZEATL | - Isgn (ZA) (JZ£]| + VE+1)]
- 11ZA| h Vit+1|
|ZA] est Zf-mesurable. On note E£ |I1"espérance conditionnelle rela-
tivement a z°.

Alors E (\Zi+1\/Z1 .... Z4) — E4 (|Z4+1]) = E4 ||zZ4]| + VE+1]

> |E4 (|z4] + ve+izl “ Iz*1 + “ > 11

Donc |Z®] est une sous-martingale positive.

Comme E (]z4+1]) — E (E4 |z4+1)D

on a E (\zi+1]) > E (]z4]) + a .
Donc la suite E (|ZO|) > fia, est croissante et tend vers D .

D*autre part, la sous-martingale (]Z*]) se décompose (Décompo-
sition de Doob) en la somme d"une martingale intégrable (Mg) et
d"un processus croissant (Ag), soit

1IZ<1 “ Mj + Aj

Cette décomposition est unique si 1"on prend A0 * 0 et

Mg - Jz°]-

Ces variables sont définies par



Ae+i " Al “ AAI “ E* (lze+li - iz4])
- ed (|z4+1]) - 1z4]

> a,

et ME+1 - M4 - AMfi - |Z4+1] - E4 (|z4+1]).

On a donc A» > fot et A« *———— » + ® quand £ - h o

Reste a étudier le comportement de la martingale Mg .
La sous-martingale Mg, intégrable puisque la loi & est de carré
intégrable, se décompose aussi en Ma = mg + Bg, ou (mg) est une

martingale intégrable et Bg un processus croissant.
On a E4 (AM]D = E4 ((1z4+1])2) - (E4 (1z24+1]))2
E4 (]z4 + sgn (Z4) V4+1|2) - (E4 |Z4 + sgn (Z4) Ve+l])2

< E4 (]z24 + sgn (Z4) VE+1]|2) - (E4 (Z4 + sgn (Z4) V4+1))2

puisque [EX] < E [IX]D-
- (Z4)2 + 2 (sgn Z4).z4 _.EVfitdl + E C(Ve+1)2]
- (Z4)2 - 2 (sgn Zt).zZ4 _.EVt+l - E C(Vi+1)32

— Var V = 2.
Comme Bfitl - Bfi - E4 (m]+1) - M§ - E4 (AMF)
on obtient < Z a2 .

Alors (voir NEVEU, § VII1.2),

sur (B < #0, Mg converge presque sOrement vers une limite finie

sur (B =+ o, Mg /7 VjBg £n (Bg) ——P——_ > 0 quand == + oo, et donc
Mg == o @Qir £En(£)) p-s.
Dans les deux cas , la sous-martingale |IZ|» tend presque silre-
ment vers + o, puisque Ag @ + ®p.s. avec Ag > f£a et que

MfWWAg — —» O

Comme  (Xg-07")** est égale a Z4 pour

Tg < t < Tg+j, [X2-x1 -———- —» + ©® quand n + 00"
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ii) Reste a montrer qui la probabilité que ZzZ* - (Xg-Xj.) A change
de ligne infiniment souvent est nulle>

- M
Or 1z4 4 1 Hn avei Ag > £a et —%*»O0. Donc
Aa All

il existe @ (0<0«x) et L), tels que VE > L), |ZE] > £0 .
La probabilité d"un Changement de signhe, quand |ZzA] > £0,
est majorée par
P (JV4+1] > iR) < ~{v™ )
i2 a2
qui est le terme général d"une série convergente. Donc d"npreés le lemme
de Borel~Cantelli, ZA ne peut changer de signe infiniment souvent

il n"y a pas d"oscillations.

]| en est de méme pour (Xg-X"N)*. Mais alors pour chaque
trajectoire, il existe un temps T(o») apres lequel (Xg-Xj)~ garde
un signe constant, et tend donc soit vers + m, soit vers - o d"apres

le i). O
2. COMPORTEMENT DE XI.

Reste h montrer que lorsqu"une des composantes de (X*1) tend

vers + o, l"autre converge en loi.

PROPOSITION V.2.1. Cas de deux neurones.
Quand 0 > 00 = E(®) , sur presque toute trajectoire, une des deux

composantes tend vers + @ , lI"autre converge en loi vers la loi

propjre définie par la loi -

Démonstration. Pour chaque trajectoire, d"aprés V.1.1, une des deux
composantes tend vers + @ , puisque lTautre est positive.
Soit o une trajectoire sur laquelle Xxj— » + o . Soit A (o)

le temps d"entrée dans (XX1(@ > A) et 1"événement



* U2 *'44** ***< A & 0* Tant que Ej ,E2..... Ek «ont réaliié«,
c'iit le neurone (2) qui décharge
" +0 _ _ _
On a DPC H Eu) > <P(A) ou <9 eit une certaine fonction

k-rA (&) . K
de A avec gA) «— B 1 quand A =—)» ¥

En effet C Ek>< j| DPCC Ek). Maie 3 kQ, 3 ¢ tel
que k > kQ entraTne

U-+. +Uk - kE A- O
-.fk -------- EEFZ > e - ECV) + — K )

< Y '_'+“|Ij__2_'_‘_E§Q > e Em®) < C exp (-kh (0-E$))
ou h est la transformée de Cramer de la loi &+ qui existe du coété
gauche puisque U est bornée a gauche.

Pour Kk < kQ>

OPQUL ¢...+ Gk - kO > A - %) < k@)

pour une certaine fonction ok.

+00  -kh (0-ET)
Alor. P<k>~ (@) C Ek) < ke MX <k(A) V.C kZ e

Donc pour tout &, il existe K tel que KkQ > K le deuxieme terme

&
< —* et il existe AQ tel que A > AQ —» le premier terme avec KkQ « K

s e - . -€ N s .
est inférieur a i D"ou la propriété annoncée. Donc sur
Ea “* .0 Ek, la loi limite de (Xg) conditionnellement a FE£ tend
k A
vers la loi propre de Xg, puisque est asymptotiquement de pro-

babilité 1. D

On trouvera dans 1"Appendice 1, les résultats de simulations

menées pour différentes lois %, et différentes valeurs de 6.



V».  DIVERGENCE. CAS GENERAL

0> 00 - E (N)/IV] -

1 STABILITE.

On constate dans les simulations que 0Q est sous-estimé : ceci
s"explique si l1"on considéere la démonstration des propositions 111.3.1.
et I111.3.2 1 on a majoré le nombre (e décharges des voisins d"un
neurone i par la situation ou ils dé°EE[E?[Ei?RE_EELQPﬂl?Eﬂ_fﬂl_Pﬁﬂi _____________ 1
pre (c"est-a-dire avec la fréquence ----- au lieu de ————).

E(T) E(<r)+0|\r]

Lorsque 8 > 0Qt lorsqu"il y a divergence, apparaissent des
"cartes" de neurones inhibés et de neurones actifs : certaines diffé
rences tendent vers + oo. On trouvera dans 1"Appendice 2 les résul-

tats de simulations menées a partir d"états initiaux tirés suivant la

2
loi Jn et différentes configurations divergentes, obtenues

suivant la forme de U et la valeur de 0.

Une "carte"™ stable de neurones actifs et inhibés (c"est-a-dire
de sites ou Xj =» + oo et de sites ou X* reste borné) définit une
partition du réseau en deux sous-ensembles E et F (actifs, inhibés)
tels que a partir d“un certain temps T , les neurones qui déchargent
appartiennent tous a E.

On cherche un critéere de "stabilité asymptotique™ d“une carte
donnée.

On suppose que, pour tout i de E, \Tg(i) = {i"€E/i€V(iI")> a
le méme cardinal v et que pour tout J de F, UE Q) = <«(I€EZJEV(i)}
est non vide et a un cardinal wj.

Remarquons tout de suite que si IWE ()] *™ O pour un certain
site, nécessairement Jj devient actif au bout d"un temps fini, puis-
qu"il décroTt de maniére déterministe sans jamais étre inhibé.

D"aprées les résultats démontrés au 8§ 1V, si
Oov < E (@)

il y a récurrence du processus restreint a E et en notant )

le processus de comptage au site i (qui compte les décharges du
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neurone i, avant I"instant t), pour toute mesure initiale j sur

E, et pour tout site i,

NA (t) p-s. 1
t t™+oo E(N)+0V

Alors pour j € F, on définit

YWt * 0 E N.(t
3 ) ietirE (j) f )
ya(t) p.s. e Wj

t t—>+00 E(T)+0v

Alors si
Vj € F, owj - v) > E (D

il existe tQ (dépendant de Jn tel que
M (Vj € F, Yj(t) > t) > 1-e

En tirant les valeurs initiales Xj sur les sites J € F suivant
une loi v telle que Xj > 2 t £ Vj, (définissant ainsi une mesure
n+ v sur E U F), on assure qu“aucune décharge n"aura lieu dans F

avant le temps tQ (pour t < tQ, Xj > 2 tQ-t0, Vj € F).

Alors pour tout e > 0, il existe une mesure initiale n+v sur
E U F, telle qu“avec probabilité (1-e), est: un processus

récurrent et &J)J€E * 0 gquand t + 00 .

Comme tout état est atteignable en N+l transitions, (lemme
111.2.1 et corollaire 111.2.4.) on obtient la

PROPOSITION VI .1.1.

Soit Une partition E,F du réseau, avec

WE() - {'" € E/i E V(i*)> pour i € E,

WE@) » {i € E/J € V(i)} pour j € F,
et IVECi) ]| *v ., WEQ) I Wj > 0, Vj € F.
Alors A condition que Ov < E (™) <0 MWj-v) , Vvj € F, il y a
une probabilité positive que le processus (xi)igcE soit récurrent et
t p.S- .
que *j) ——- * + 0 quand t + 00, pour tout Jj € F.

REMARQUES.

1) Si E est un ensemble sur lequel (X*)E est récurrent
(lng IVE ()] 0 < E (&), alors E ™absorbe™ tout point j de F tel

que Wj 0 < E (P . Une situation (E,F) stable est nécessairement

saturée pour
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E IVE i1 O E =*7 (VI1.1.2)

et vérifie donc

(inf IWE (i)] - sup JUE (idI) 0 > E () (V1.1.3)

(cela implique en particulier 2 sup .NE(CI)] < inf NEQ))DD*

]| y aura bascule et instabilité si 1"une de ces deux conditions

n"est pas réalisée.

Le cas IMF] 0O < E & correspond a wj = v = |\T|], et a la récur-

rence sur E tout entier.

2) La largeur d“une bande de neurones de F est limitée par la
taille du voisinage VW : tout site de F doit étre inhibé par au moins

un site de E * Wj > 0 Vj G F et Wj > v.

2. EXEMPLES DE SITUATIONS LIMITES.

Le réseau sous-jacent est un tore, dont on figure une image locale
- qu"il faut imaginer périodique sur le tore. Bien entendu tout translatée

d"une situation limite en est une.

On note les points de E,
les points de F.
ES EST
On note O. sup et (E,F) est stable pour
Wj-vVv
01l <0< 02.
(0]
a) V| - 4 \r o X o
o]
i) X o X o
v=o0 E(")
o] X o X 4 4 02 - -HOO
X o X o Wi
,0 X o X,
2) X o 0 XN
V — O E(T
o X o 0 01 « M +00
2 2
0o o X 0 WJ

Tluwhi SNTAIRE 7 Si le tore étudié est T **Z/2m x Z/2m" , la forme particu-

liére des voisinages fait que le réseau se partitionne en damier :
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T *E+F avec V(i) cc E pour 1 € F et vice-versa, Et cependant, on
trouve une situation limite (la 2)) qui n"est pas un damier. Noter que

*> . -
pour 0 > BE(>_ les deux types sont des états finaux.
b) m \r o X o o
o
i) ro o X X 0
vl E W
X o o X X oq an E(™
w =5 ! 4 c @
O o X X o o J
X o o X X;
2) rx o o X ) g X'
v = 0O E()
o X o o X o o Oj s e 4-00
o) o X o o X o
o P X o o X,
3) X o o o X o o oy
o 0 vV =o0 EOF)
o X o o X o sas . a0
w, = 2 0% 2 “
o o X o o o X J
o o X o o o a
4) X o o P o X o p>
vV w O
P X o P o o X P ! ! 5 E()
wl — ou « ~+00
o g X P 0o o o x J el 1 oa
o o X o o P 0)
c) (V] 8
1) ro o o
v=2g ECY) ECY)
X X X X i
W= 6 ei. 4 o2
o o o o J
X X X X,
2 ro o o
) v @O o *
o X o X E(™
o o o o Tsm 20U e ®2
X o X,

On a vérifié (Appendice 3) que ces exemples correspondent effecti-

vement & des situations "stables"™ pour les valeurs convenables de O.

De plus, on constate (Appendice 2) qu-elles sont effectivement
situations limites quand on initialise le processus **) au hasard.
Resterait a calculer comment se fait le choix entre les différentes
cartes stables lorsqu®il en existe plusieurs pour une méme valeur de O.



VIl.  CONCLUSION

Nous avons proposé un modele du cortex cérebelleux, pour étudier
les cellules de Purkinjie reliées seulement par les collatérales
inhibitrices. Pour les valeurs du délai 0, (qui modélise I1"inhibi-
tion d"un neurone due a la déchargé d"un voisin), correspondant a la
réalité (0 de I1"ordre de 3 ou 4 ms, pour EU de 100 ms)
on observe I"établissement d"un régime stationnaire en
accord avec la théorie. Une évaluation du seuil 0Q en dessous
duquel 1le régime stationnaire s"installe est faite, bien qu'il

s"agisse d"une minoration.

Lorsque 1 inhibition est forte (O > 0Q) le réseau diverge.

L*intérét est que s"établit alors une carte formée de bandes alternées
de neurones actifs et inhibés. La forme et l1"orientation de ces bandes
dépend de la forme du voisinage considéré, de sa largeur et de la valeur
de O. Lorsqu®on franchit certaines valeurs de 0, on assiste a un
phénoméene de bifurcation : de nouvelles situations stables apparais-

sent sans que pour autant disparaissent les précédentes (voir
spécialement le cas a 6 voisins). On aurait pu penser qu“autour de chaque
neurone actif se serait établie une zone d"inhibition latérale, ces zo-
nes isolant les uns des autres les neurones actifs. Au contraire on voit
qu®"en augmentant I"inhibition, on fait "éclater” ces zones 1isolées, en
provoquant la formation de moirures tout-a-fait semblables a celles qu®on
observe dans les différents tissus du cortex lorsqu“on les soumet a des
stimuli : cartes d"orientation préférentielle, ou de dominance occulaire
dans le cortex visuel par exemple. Notre modele met donc de fagon parti-
culierement claire en évidence le fait que c"est 1"inhibition qui cause

ces différenciations.

]| reste a tenir compte du développement des fibres paralleles
et modéliser le systéme C (cf. 8§ 1.2), pour déterminer les réponses
du réseau a des stimuli extérieurs. C"est I1"objet de Il"article suivant.

Je tiens a remercier R. AZENCOTT et J. BRETAGNOLLE pour m"avoir

encouragée et guidée au cours de fréquentes discussions.
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APPENDICE 1 - GAS DE DEUX NEURONES

Loi uniforme
Intervalle inter-spike  Intervalle inter-spike i Frég. moyenne Corr. dei
Og—-£( ) g nnsgyg»ir;goer(lqsge moyen obser\ﬁé Var. empirique X lﬂ)ur%tés dye temps fréquence

3 0 3 2.9 1.98 34.8 -0.1
3 1 4 3.5 4.81 27.8 -0. 2
3 2 5 4.1 15.35 23.2 -0.9
3 3 diverge > 0

5 0 5 4.9 7.07 20 4 0.2
5 1 6 56 1.8 17.6 0.7
5 2 7 6.6 23.8 15.5 0.7
5 3 8 7.2 47.9 13.8 -0.8
5 4 9 7.9 142 4 11.5 -0.9
5 5 diverge X* > m

10 0 10 9.7 32.06 10.5 -0.2
10 5 15 14.1 132.3 6.9 0.7
io 7 17 15.5 360.1 6.1 -0.9
10 9 19 28.1 1301 55 0.9
10 10 diverge Xg <

20 0 20 19.45 127 4 51 -0.2
20 5 25 247 228 .2 4.2 -0.5
20 10 30 3.1 494 .5 3.4 0.6
20 15 35 36.1 1304 2.9 -0.9
20 20 diverge Xj % o
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exponentielle

Intenalle inter-spike
moyen observé

10 .

15

16.
19.

20.
26.

32

34 .

© N~ o ua A~
© W W O |

aow oy N

B~ O N

diverge

diverge

diverge

diverge

diverge

Var. empirique

5.1
13.3
63.2

Xn o0

10.6
9 ,7
55.8
154.5
1430

XN [e0]

19. 2
33.8
255.4

XN ™

107.5
348 .5
644 .2
2600

X1 » ©

374 .3
810 .4
1751
3852

Frég. moyenne
X 100 unités ae temps

32 .4

26.

21 .0

24 .
20.

17

14.
12 .

P O b O R

19.3
16.7
10.7

o o O ©
Lo o P

N W W b

o N NN

Corr. de
frégquence

-0.
-0.

-0

0 o © o N

© © 4y r

o W oW N



0= (F) ¢
0
2
3 3
0
4
5 5
10
10
10 10
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Loi W normale

Inenalle inter-spike  Intenalle inter-spike -
moyen théorique moyen obsenvé ar- emparique
3 2.8 1.1
2.7
18 .5
diverge <
4.8 1.1
2.4
7.8 86.3
diverge X~ &
10 9.8 12 .2
15 13.6 57 .3

diverge X~ o]

Frég. moyenne
X 100 unités ae temps

39 .1
32.4
25.

21 .9
19 .2
13 .9

10.5



APPENDICE 2 - CAS DE n2 NEURONES

EXEMPLES DE DIVERGENCES 0 > 0Q .

Les exemples suivants correspondent a des réseaux de 40 x 40

neurones, pour des types différents de voisinages V, dans le cas

Pour chaque exemple, on écrit 1"état du processus X*) au bout
de 2000 itérations, la fréquence observée des neurones - on remarque
que prédominent pour les neurones non inhibés des valeurs des fréquen-
ces proches de la fréquence propre, inverse de l"espérance de la loi

y -, I"intervalle inter-spike moyen observé des neurones.

Enfin on a choisi un seuil (intervalle inter-spike supérieur a
4 fois Il "intervalle moyen propre) pour Tfaire une carte des neurones
actifs et inhibés.

Les résultats obtenus sont les mémes si on change de loi W.

On remarquera les bandes alternées de neurones actifs et de neu-
rones inhibés, I1"orientation et la largeur des bandes dépendant de la

forme de V.

Les configurations représentées ne sont pas forcément I"état
limite (t infini), mais correspondent a une '"réponse"™ quasiment stable
du réseau neuronal, établie en un temps long par rapport a la durée

de I"intervalle inter-spike moyen.

Dans tous les cas apparaissent des "formes typiques"™. Voir dans

1"Appendice 3 une étude plus détaillée des cas IIm] =4, 6 et 8.
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EXENPLE 1-4 VOISINS

Le réseau est de taille 40 * 40

La forme du voisinage i 4 voisins est: X
X . X
X

La loi propre des intervalles inter-spikes est uniforme
Le paramétre d'inhibition téta vaut 6
L'intervalle inter-spikes moyen propre est 10

La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de temps est: 10

Etat du systtme au bout de 2000 itérations

61155 41313 91192 121259 51165 31316 91210 171042 141270 71250 91333 121216 151258 141469 41238 61435
820 61812 22117 12093 162025 182116 12238 71972 152005 62160 112140 32133 62066 22164 12128 132076 823
8 555 191101 11923 131879 112050 102025 22104 141977 12040 111847 42017 22082 112063 71891 11732 62046
4477 7 76 128 13 669 21048 12013 52005 132095 82068 31078 10 926 52129 22103 111249 6 711 13 823 410
689 31720 6 766 11 638 7 80424 12017 111992 42204 4 788 13 108 7 365 141918 11 584 34 18253 1434 95
61172 32013 21807 152000 9 300 297 32048 132079 31031 8 571460 13 337 16 8 15232 111455 161709 141508
23 7466 132030 72295 72110 6 196 564 122063 11586 8 591360 42148 4 922 5856 192004 102168 52229 619
427 3188 309 142126 122189 81865 13 171236 141953 1 711020 72140 112275 51789 51895 52067 82046 12195
41902 11 503 342 172055 132132 21480 15 141881 1620 218 142170 102296 112128 91904 11765 91947 92238 1118
1124 22235 10 389 301 162102 82050 12 725 60 111433 15 41866 12153 102061 21943 101726 31829 112147 51844
11919 32124 18 200 442 32147 42040 2328 1 61 9808 122207 82104 52192 91994 141784 61906 21913 52
692 61475 42033 12 31130 72085 122011 16 697 4 773 61908 32116 112220 72270 81927 42021 61998 6 250 4
4461 4562 4992 311 21930 32127 52072 71593 61838 12084 82008 52257 122189 92049 42243 12 249 424
10 957 10218 7278 91318 22126 12165 82077 22010 131977 72005 112042 42248 32161 12178 1 357 335 1222
949 11770 131134 31226 152149 82101 32004 42037 12012 82020 131958 72058 112147 92142 13 417 295 32266
11708 162016 31666 162071 52161 32083 21983 132134 12069 22098 31989 92202 22057 7982 11 112156 120
415 41543 52116 42002 32117 192150 92085 22163 12241 32078 72030 172075 42133 11772 9 171787 11937
9363 21195 82192 102094 82052 12255 12185 82144 22223 22092 92048 82154 112146 3 945 88 32082 319
8808 30 13 762 121939 121985 132183 142141 122075 112215 32228 92050 32099 32316 162026 3 312 510 81773
1198 141421 11 63 28 6 768 21871 32114 162025 142012 32232 92235 142166 122159 22252 52004 3 356 279 816
92114 101810 1948 1 100 189 41689 121994 21907 42101 102268 22251 12193 112206 52168 132012 2 610 351
1277 82053 122067 11807 3 524 158 141979 31946 11955 62162 51857 31808 91940 42087 12127 92078 2 756 3
12133 142069 22147 61957 3605291 32014 132010 32116 11674 8 643 16 663 111255 102059 92087 102152 21
1323 52057 22155 62189 32133 19 253 665 42077 172132 31535 12 207 229 9 318 46 16 574 41966 92078 91772
52127 71985 102231 42213 101996 6 71534 22295 91702 9 242 757 41937 91348 18 74220 12092 62032 16
1238 11927 21729 81855 22075 14 916 492 22098 71982 8 146 743 32256 32172 91793 8 273 380 62151 21843
21922 41274 41156 151680 121811 13 131563 62170 3 400 362 172217 22162 42039 11881 3 260 601 62187 211
1165 31261 14426 6939 81992 2 512 479 112208 161267 27 92077 22083 52045 12009 31935 15 246 500 142193
101729 10 479 80 316 71582 111680 3 92021 81993 13 61459 132046 52062 62041 22185 142009 17 207 319 42
1226 161119 13 293 10 925 22073 6 747 347 41998 11 133 560 12136 62025 162129 42220 112257 82104 1 307 309
92017 141024 5953 21881 81858 11 277 223 3 51 234 62065 32094 72121 62125 102197 172171 42122 1318 3
1275 121992 21633 71872 41993 81792 5874 5 797 102005 102080 91999 82026 22167 82245 82062 142114 104
82048 12180 62136 11965 82104 52017 121672 102081 81906 51730 111840 21956 42312 52275 11982 62286
1032 42152 102185 92066 122083 22129 12086 32010 11979 61490 61506 62016 92059 142195 21997 12028 721
81970 72135 42109 51915 21968 42103 42055 32043 101679 91342 61804 32167 32119 42108 132115 12246
1089 22176 92256 61853 91882 152036 21969 92034 121923 41427 61473 82070 132146 62121 72255 112095 121
152218 52133 111831 171706 82089 82003 72112 142155 31999 101635 11901 152052 172228 142130 32126 52142
1239 12200 101642 161360 31828 22134 132135 82148 142204 141990 81813 32061 12193 92158 52180 142137 421
32215 21895 11250 11137 52109 82098 22190 152163 112108 72076 101965 82201 22133 42123 62065 42183
318 11270 2824 1532 16830 131301 11306 181180 61311 21374 91211 71265 41228 21151 81256 61290 111
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Fréquence de chaque neurone en nb pour 100 unites de temps -le O indique les neurones inhibés
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Intervalle inter-spike moyen de chaque neurone-I'¢toile indique les neurones inhibés
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ETAT FINAL (2000 ITERATIONS)

9DS FORMES CARACTERISTIQUES - SPSBFFER

DesCoiarD

Les zones grises représentent les neurones inhibés

Les zones blanches représentent les neurones actifs.
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EXENPLE 2-6 VOISINS

Le réseau est de taille 40 * 40

La forme du voisinage £ 6 voisins est: X
X X . XX
X

La loi propre des Intervalles Inter-splkes est uniforme
Le paramétre d'Inhibition téta vaut 6
L'Intervalle Inter-splkes moyen propre est 10

La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de tenps est: 10

Etat du systtme au bout de 2000 itérations

131329 313 7 5891036 16 21475 41 11384 259 41018 764 2 1421234 8 17817864 5 3766807 9 101060 622 6
1162 1 482264 4 71985 382 1714761090 8 8041847 2 12281 17 1412211552 7 414771460 6 312961372 11 32015
31971 200 131676 819 7 9981467 7 3212265 17 181747 825 3 4662001 12 91628 795 5 48931685 1 515041352 3
866 34341909 51592169 16 62222 34 315131525 8 452272 6 61786 716 13 425 58 41 401 9 6911957 1 102195
51429 185 82116 304 62036 645 2 9701939 6 32036 464 114421060 713541259 61450 427 121889 784 15 9131758 3
157 111348 789 811771279 8 7222033 1 1016461207 2 2802105 2 3322114 1 5951396 15 9661415 5 271477 743 3111511
783 184 1114191082 7 6691963 2 914441213 5 21994 656 1212051144 2 432 24 184 500 18 455 207 7 170 31515 540
813081586 12 3552230 3 41667 611 7 10 7731689 10 112379 199 910781074 1 11405 954 21221 237 131500 3 1716
1301 12 92393 45 71923 593 5401 100 27 310 78501766 8 672410 19 31707 838 212861471 1010481323 1612421021
41982 753 1711571561 8 4582024 7 2461306 412341155 1812911458 11 6471865 13 2282135 15 2962285 6 1792123 14 22421
1455 1 542328 16 62296 8 101894 822 81136 859 11979 365 111997 773 314171184 1510301291 9 9631462 5 8851478
62242 353 171847 780 8 7642024 7 21615259 2 605 2 6041724 10 112313 40 172240 158 42094 279 82178 297 320
339 512191234 17 4402087 13 514071515 4 1602 93 877 2 1118021028 15 5451897 4 3261935 14 3702105 6 3812178
329 273 9 4102024 7 114141480 4 511271016 13 8 1411861329 4 21938 716 71025 643 151698 277 111809 692 34

1
4
4
2

1 5302196 9 514751034 4 313301321 8 3 567 603 165 14 1312401437 5 121404 244 1378 19101107 15 10 928 8

1586 9 1716021161 5 141423 461 9 114051282 8 15148 209 743 9 313091249 6 2 5421031 82 11 501 256 27 364
611191741 6 52185 255 5263 991 164 14 101672 177 12 396 10 2841810 2 610911287 15 413341050 11295 447 319
1420 13 82149 542 15 9811962 3 12 3251241 35 21137 775 181563 802 4 6762072 12 121855 640 512361210 312961378
217681110 34802225 5 713731602 6 712531043 9 3691963 8 92010 454 110251886 3 4242102 2 4022238 1 24220
1412 6 502415 14 1612401506 5 916351220 1 12208 18 214341280 9 141968 790 1613331307 912841238 91115 941
71916 746 11 7861936 11 913791553 5 32228 210 1011211798 3 61561 853 3 72305 63 51503 990 7 9231072 34
12056 1 32327 30 712151552 4 21905 900 7 4472132 5 52036 418 1 211424 156 8 5331325 8 415191169 11 186 9
21857 328 1 9471463 3 813691313 10 62267 12 91924 691 6 5271933 18 131359 797 2 358 27 451 H41 412221459
135 1211031305 2 471289 466 6 61963 490 1210091748 2 452261 13 172245 601 112391101 111486 230 41946 802 11 6
265 267 32021811 2 7 83571 580 12 202164 5 22293 121 51829 913 712111250 9 8261797 1 922272 13 11762 6
7 5671909 18 61570 433 2521 2 718 962 12 8021827 3 4122069 3 3882118 2 182350 4 101538 680 12 3031621 17
1292 6 111935 607 513181032 121631 207 82217 221 31998 205 52182 222 82216 346 11 9041075 18 611051367 4 3817
1 8681591 9 2722148 7 2992080 2 3522177 5 3302205 12 3632043 15 3931514 5887 969 3426 34 715 831 1610111725
171 326 210981058 112691156 114661293 1814931369 1513291250 5 542 220 72 409 21129 826 21584 259 132169 307 1019
302 131199 788 121692 245 32265 325 121991 861 714061354 9 9361314 13 410851097 6 4321894 1 1872104 15 2652235
111705 8 201407 12 651857 1 402309 3 72058 357 714331105 4 5521690 16 72293 41 12175 299 142224 476 321
249 11284 750 91969 360 22083 564 110271689 2 162233 11 161756 943 2 9441390 810031070 1111891348 211551265
361 194 1013161375 810431287 9 3581989 11 21966 511 9 9381414 11 11270 640 9 439 13 842 822 10 8481656 12 52819
16 3201900 2 8711269 2 5821645 18 81777 808 710681202 7 337 1319 348 4 1201400 25 8 3292170 10 82006 546
40 14 10533 62671551 2 61870 448 512321185 511971118 181393 293 102217 298 15 5821525 11 3 7821755 6 317
327 1 16675576 2 32151 407 1913221240 813581220 114151363 1614681152 311761163 15 347 13 528 593 12 5651901
615401117 3 71988 460 313051171 513611326 111831291 312791310 9 7462008 8 1911437 141104 198 32168 259 410
1467 1 22027 574 511031192 412771246 712771204 311441160 7 5801473 7 1852 397 42 413 91014 944 7 7211857
1317411161 610871229 212651242 812381390 511741242 7 9671166 4 372 4 135600 7 41233 413 4 7792147 11 614
414 12 2241192 10 1831152 6 2431233 3 2671342 14 2141141 9 176 954 6 533 316 4 953 472 2 271445 4 31002 604
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Fréquence de chaque neurone en nb pour 100 unités de temps -le O indique les neurones inhibés
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ETAT FINAL (2000 ITERATIONS)

- 3 FORMES CARACTERISTIQUES =

Dans ce cas, (voisinage elliptique) on notera que les bandes

inhibées sont a 45 % aux bords du carré, mais s"inclinent a

30 % vers le centre.



EXEMPLE 3-8 VOISINS

n 18
231053
14 372
26 992
4 450
8 811
7 567
n 827
19 667
18 704
12 693
10 578
4 957
10 437
31237
12 428
111232
1352
101151
4 409
311201
3409
261148
3 126
42 986
4 15
73 824
7 6

10 2
23 916
7 142
22 925
1 546
12 760
20 651
1 698
13 747
4 656
3673
6 613
11 688
6 716
44 758
2 644
40 637
4 475
13 602
3 567
6 835
6 613
1 964
8 137

Le réseau est de taille 40 * 40

La forme du voisinage a 8 voisins est:

50

X X X
X . X
XXX

La loi propre des intervalles inter-spikes est uniforme

Le paramétre d'inhibition téta vaut 5

L'intervalle inter-spikes moyen propre est

10

La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de temps est:

Etat du systtme au bout de 2000 itérations

1 4 3 816 113 13 7 3 16 11 16 10 20

145 816 513 761 745 647 849 643 898 729 827 736 736 739 674 667 863

4 8 9 1 1 12 3 10 13 12 18

23 913.125 947 543 901 524 825 519 940 59% 909 644 858 59t7'> 83% 501

6182 519 8 4 13 11 7

7 842 621181 3271164 415 945 472 811 607 828 709 769 660 827 438

5 2

6 1

2 10 12 24
5381090 254 971

10

6 46

6 1 9 13 12219

5 27

742 560 3 70 3 12 6 33 11 38 12 46 1 13 10 14

9 779 601149 649 999 713 624 847 570 921 454 922 512 915 336 916
36 12 5 3 55

428 13 24 14 4 23 16 3B 1

31

66

3 774 262 836 876 5201156 1861359 2271279 631299 1721273

20135 6 11 18 12 17 5 4 U 12

3 2

2 207

3 919 2581085 511 919 735 750 975 568 898 3051173 2041067

28116 7 38 124 10 37 9 61

4 4

7 178

61173 3251088 4171012 669 938 741 744 838 4041188 122 852

2 2 6 2 7 9 5 9 6181

19 9

9 612

821073 571 778 714 719 868 739 807 707 829 497 927 40 599

425 2 11 1424 14 13 2 410

8 8 4497 102i153

1341026 701 759 779 629 866 794 619 925 342 641 241 22 4

9 24 1 2 14 13 23 8 10 6 10
131020 294 979 512 915 595 871 469 07 59

7 989 651073 318 924 561 548 717 370 148

111 2 488 280 677 856 317 774

404 7 72 10 19 8 26

6113 2 16 3 16 9 13 5 9 11 343 66 949 3141118 2991062 254 230 14
3 8 14 35 150 910 745

1 8

7 8

5 24

924 168 388

927 574 191 135

8 197
9 898
1748
7 220

8 220
16 918
5 897
10 335

3 480 444 489 689

7

2 3

3 7

3 2112 412 622 699 721

254695 418 1 37 10 2
2 383 11 936331097 371102
81197 191011 3 7357 489 8 215
3433 13581 8 81725 903 161136
31061 22 939 14 734 10 673 6 642
2633 7707 374 1797 11884
4729 1084 1375 183 4654
91054 4894 3718 8638 5712
7365 7613 6732 588 6827
8964 20 748 8400 5532
521 1186 6714 21037 16 963
271319 4178 1120
5 8421 216 915 94 891
9 15 12 14

948 11 1 20 5 18 6 12 12333 133688 711 5151009 3211311 128 667
9 7 13 6
1371108 481 804 820 4771113 129 530

9 137 29 410 661 365 909 101026 14 616

161 754 269 14 35 3 71 13143 8287 5712

2 1

19 2455 461113 181117 121057 52 491

728 5011145 73 753 9332 5373 4472 2687

2 3

110 13 765 311142 21002 341184 50 520

2281137 460 548 611 15 207 8242 4202 9 189 8 503

479
371364
8 12
421375
9 13

12 14

781236 4241124 404 859

14 3R
18 988
10 224
271046
14 36

n 9

5 16 142 291 570 204 839 671075 74 511
836 4 5 4 9 19 10 16 16 3%
2825 111009 59 859 301 765 340 97 15

19466 4 112 16 128 1208 12 138 19 588 509 848 690 739 808 4211048 169114221133

5 8 10

2 16

315 4

5

9 17

3208 5
6849 2
493% 15
138 6
219 804 114
3 2 7
581 601 283
8 5 7
o 812 45
1154 1
311093 5.
256 5
2861 7
8 661 14
6813 1
870 7
15 606 1
24 939 6
g 185 11

._\
58B3IBLRBIn ~ SARNERN

108
21

241021 38113

10 2 1

4

617 844 3951036 229119

13 11

6 3 2

5

8 661 1011124 453 863 710 663 835436 98
126 11

951088 475 855 792 619 960 311 377
23 4 14 8 15 14 8 261 355 857

n 5

248
5 14 4438 175 994 554 711 701 763 679 744 61

5

861067 4401041 638 786 530 724 110 277

10 #4

2 2

1 28 13 13

48 938 366 994 549 957 3571093 185 851
10 919 1 8 829 1 723

5 5

1

6377 3574 11890 101003 13633 5 76 15 45 4
971247 302 742 141 425 12 186 15 293 16 573 14 915 211096 3301074 630 850 798 731 880 499 913 289 845 105 908

2 30 4 5 16 9% 5148 12226 8443 3205 1
1291103 595 740 567 537 312 464 13 532 8 854 10 998 142 910 459 814 726 823 667 988 4821103 3791046 388 953 514 468 349 176
9 8 2 2 11109 10 37 11 9 2 10 183 15 3

118 4 5 11 58 333 3 11 318 4 131

6 5 10 15 12 16

24 3 30 4 37 5 17

14 8

7 1 13

116
9 13

3
215

3 8
1162

5 513 261027

2 671

7 267
9 5
8

7 35

7 12 9
6 4

8
55 845 215 927 447 87

10 235
26 988
4 625
13 667

11062

13 330
4 53
8 12

281074 12

9316 724

33881 15
9641 4
3746 9
18 664 33
2338 4

9 13 13

382 858 280 786 208 864 413 892 509 768 634 665 747 794 821 862 5381053 4941142 28511542081040 195 545
9 2 3 8 218 329 16 12 12 7 10 3
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Fréquence de chaque neurone en nb pour 100 unités de temps -le 0 indique les neurones inhibés

80936647391 91918 464646390809090709090)1 09
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3050500000000000000000008092835718040)303
704040 10 011 010 2 7 37 46 46555410000000000070)7¢08
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60 11 000000 0000000000 1007060504060 203060)420°¢©6
4000835637 45546436 00020 30507040707040)503
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727548020102020 8383662900000000000000)00€®6
000000080807080 000000000 6 6373654736531904
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000002090808090000000 0000 10 07 09091728218¢05
0 1917000000001 07 2746463902040 30001000)10€6
00102082654638010000000006050609070090)8T04
0 0806000000 000072 746 46390606040 204030)206
0000409080 10080300000000003 04050705050)80°65
929070 10202040809374562 809090604 06060)3O06
0000 022251604010000000000000020604030)604
9283542 3305 070826647 3655555729 0407080)506
0000000110301 000000000000 000000402010)404
927454627180918373738290 11 010 010 15327090)707
000000DO0OO0OOOOOO0OOOOOOOOOOOOOOOOOO0OILIO00O00O0O0 00)2202
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Intervalle inter-spike moyen de chague neurone
11250 11 33 16 1525 13 31 10 7 10 71 10 57 12 21 14 21 16,21 14 27 11166 11999 10 *10 *13 10 - 10 10150 10
3 *7 * 20 *29 *15 *32 *42 62 ~68
2«12 *1112510421142]_141122613A122716201814291199925*19*17 *29 *16 ~ 12 11 * |l
29 *927 *30 *oxoxox *12*12*12*10*16*24 37 * 42
13*15*14*112217181816181623132614182312461050032******107* *14 12 12
29 * 18 * 18 *999 * * * x * x * 136*1215019411;2§1§1§7;1;*25 29 *33
14 «20 =20 * 9 * 8166 94512 301323 14 22 15 17 17 18 20 55 *13 14 *1
22*15*16*750****************2 *12*1048122§1§2§1;8829 20 * 40
13 *23 *19 * 112023 10 88 10166 9107 10 71 10100 12125 10 * 25 *|50 * * 6 15 *1
28 *15 * 1 * *214 *34 *115 *25 * 14 - 10 - 10 * 12375 11750 17 27 * 38
14*20*16*]1261615291160104014468*14*9*16*20 *3L *P w20 27 *24 12~ 12
21 * 14 *23 * *20 *55 *17 *16 *14 *12 *17 17*13 31421*;%&7_)
* * 1237 75108 98§ 3 19 15 26,1199 «20 *19 *18 *23 *15 Y16 *27
%?*43*5052’“* B A BB 18 6 *17 *15 *20 *15 *29 *23 *14 R «20
18 *166 * 1155 12 24 16 18 20 17 20 13 41 93759*33*18*19*20 *15 *20 *11 13 ~22 13 *18
U - g * * T xEEEE Qr *io *I2 w14 97 *23 *14 *3H B *15 2 *I5
23 *750 * 1130 16 1427 1322 17 17 21 14 22 26 14300 * *48 *31 * 18 * 14 *20 ~12 T 12 =22 18 *2
15 x g T oxoEoEowox * 4813646 1011510 * 11 *25 *31 *18 *42 | 34 *15 16 * 1l
20 *214 *1140131920 1517 191430 Ii *16 * * * * * *53999 11950 11999 12 ~ 10 12 =21 2D *4&2
16 * g *25 * * * * % % x x  xggg * 1383 10 32 14 21 19 19 * % %375 %136 Y44 * 14 15 * 1
22 *83 *11 *1062 11321327 1327 13 * * * * * * %50 %2312 33 12 51 10 55 10250 10 *20 19 * 50
13«10 *3p *U5 *F * x &K D 123BI1BBIGT g9 * o ow *2 18 *1
25 *42 *15 * 10100 12 19 27 12750 10 * * * * * * x *]g7 * Q55121922 1331 11 78 8750 12 15 *38
12*1175014 * 53 * * % xgg *37 *1031 14 2] 18 15 4210 *250 36 * 12
x x k % % x 11950 10 * 12 N 100 * 10 40 13 25 14 19 20 15 23 16 18 16 45 11 * 25
12 11 *38 *55 *35 *36 * 5 375 * 15
99944*];3;833 12 *11 %12 R *15162612271417 213281516219 20
1&@%8,10**%8*39 *37 *30 *42 *122515201617 251224 * * * 17
*10 *11 *11 *10 *166 * * * x x *x *x *750 9 . 12 10 * 10511242 114511 *19
9100 10 83 13750 *187 *150 *500 * 68 * 12361223 15201527 10 * 35 * 20 * 30 *150 * 68 57 * 15
* % 75 * 34214 11 38 16 18 21 14 31 11 *100 * * * * * x 15 =16 *15 * 10300 13 1n -2
9125 11 * 14 *136 *300 * * *250 123813241521 143310 *15 *16 *21 *41 *2 *29 34 *16
****2275010*11*9*12*33**********33*23*17*13*19*]_8 ]_2*20
1142 10250 13 * 57 *44 *41 *21 *11 *10301321 17 1534 11166 10 *10 * 14 *22 *16 *15 28 *15
***375250424440206215*20*51************** 48*14*23 *26 15*22
1W3912251724343030 *17 *13 *1146151523 122615181817 18191348 11 *22 *13 = 12 18 * 14
*125*1007515030*51*375********** *375***30022*45*62 24 * 23
10 39 12 22 17 23 15 35 12 83 11750 10 60 12 28 13 26 14 27 11 41 10300 8750 9750 9 71 1732 48 13250 10 13 * 13
* * * * * K X * * * * * * * * * **************65***** 44*35
9250 9214 9 75 10 36 13 23 16 17 21 16 18 18 19 18 18 15 28 13 26 14 23 14 18 22 13 68 11 57 12 27 15 15 35 12150 11
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EXEMPLE 4-12 VOISINS

Le réseau est de taille 40 * 40

La forme du voisinage & 12 voisins est: X
X X X
XX . XX
X X X
X

La loi propre des intervalles inter-spikes est uniforme
Le paramétre d'inhibition téta vaut 5
L'intervalle inter-spikes moyen propre est 10

La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de temps est: 10

Etat du systtme au bout de 2000 itérations

4 538 8 3189 9 6629 16 852 71 6 2539 5 15590 37 6 2264279 1 5376393 5 8623130 1
4553508 27 6556433 2 12728616180 72 6617 118 93421 11 24618418 5 8731433 7 30369438 1 186l
677 387 3662 470 9 262 249 10 753 686 4 1921037 10 2631 510 5154573 20 195 39335794 77 6627 01 1 184
4 14664 428 144 6 172 713 408 3 761 545 493 195 11 174 381 27 281 632 4 114994507 1 7870 310 9 7 765 887
14245392 3376677 6 18751 642 602 744 6 7909936 1 12 728254626869 1 56873 63 4824 63 141434920
271288 3275458 50 14 100 741 789 6809 279 16 317 158 29852 9 11 633 679 35 43 339 118 9 18307 967 299 10 20
6 52 7941256 7 35932 770 1438 683 21464 477 7 9659 329 68 615 318 10 781 656 4 651007 10 15492 333 248 28
10 2335503700621 3 69444 374943 10 9565 89 714 187 4 15881312 70346 9 10198 95492 691 4 31574 8
355 567 286 1887 953 48 8609 9 93 902 433 15 189 596 128 280 877 13 51301 58 8896 407 5 387 692 244 3714 7
10 220 532 748 88 8 800 172 266 72 6 627 229 287 844 10 41060 293 294 573 5 19 412 125 27 869 407 8 6441096 7 4
46 11 6228593 48686 46 6993 704 8 7454 404 459 993 13 14 934 543 13246826 6 11 848 446 10 77 52 499 88
70 64114 18 26 700 6 620 626 428 271 6415 755 3568493 99432 25 3689259 6444835 5 111547 2 17983
5 431174 31 4 566 564 746 796 2 188 452 281 52 632 104 1598 619 5248 589 24 28 209 104 122 34 16 75 406 424
544 3 20941 551 651 690 6 751 786 454 658 6 7913 80 43 12 3555694 6 1461192 35 4963 352 2 251 386 16 83
214 135 133 631 601 16 702 685 6021003 12 111044 572 60 44 756 5 12 610 257 266 44 4793358 13 97247270 9 160
8633 757 12 651 691 521 863 1 56 988 259 467 587 7 85537 409 766 10 7 653 348 18 472 532 9635 382 7572 456 2
9 7637430 706 595 4 347 548 95 A 403 11 3021177 162 1 586 480 147 108 13 319586 2322810 14 82437 3129 6
329 18421 764 4 506 431 198 924 10 12 589 739 127 114 2586 98 8 4941128 29 15 914 274 223 679 12 223 777 14 411 I
513491 9 22444 622 750 4 11 788 324 301 879 7 10 546 345 11 190 427 14 202 379 410 379 4 73 913 525 18 151 195 10
15227 180 452 200 6367 399 7241 785 4 160 612598 2 6236 760 4 9898582 832 756 1344 255 4611004 15 1
13 16490 167 3 14 134 515 148 3 24 503 13 178 546 8 191 557 8 105509 4 118 74 187 233 369 509 16 607 631 509 83
584394 14 7491326 6 8918 9 41733 2 20 149697 707 3 13 785788 10 61594 26 4 478 617 829 620 1629 90
12 265 173 3 151 279 256 155 7 349 63 31 437 679 11 348 332 193 467 6 11 534 352 32 1471023 224 9 607 809 718 121
3 10584 930 11 81178 500 3349 708 7 286 699 641 420 2397 979 46 10 944 428 10 137 622 173 478 242 2 510 508 4
36 9 5 62144224 24 23235 24 34826517 5632819478 120 6 713 647 12 29579 792 4 101269 123 9 10 325 92
512287 9 2933686 1 271483 13 11 681 512 649 238 4 708 519 26 412 778 6 7658 130 364 464 6 381072 12 23 24
5152435 111 15 52413 248 12218846 26 2553495 5153285527 8 484583 8 11059 666 11 55687 372 18 1
1 14 553 474 6 31420 123 15 311 497 30 218 23 221198 14 5843 267 10215210 127 369 1 2880517 7 36982 36
568 2 9416491 156 8 1531194 31 12091122 28 15230527 81 9433376 15 1955650 34 35783267 6 12 70 8
59228 86 6271 644 8 197 575 10 213 62 17 560 401 21 2131163 13 4 667 114 349 116 10 762 745 1 91195401 5
13 541042 5 20 1*7 883 387 1 261109 19 17 307 551 22 50 4 644 309 11 187 546 5 111 629 121 29 200 99 26 226 24
4 11 10919 615 1 364 609 453 469 4 1381225 3 1702 705 153761064 8 77 293 631 707 3 13988 701 38 9 837 &7
675 151 13 466 590 654 474 10 583 789 7 164 319 219 255 14 210 208 6 13 883 552 18 288 477 279 293 13 4 680 476 49
0 100 896 450 4 592 701 294 27 7 963 523 3 3331353 64 13 785 424 12 497 741 582 426 13 582 657 44 14 208 500 2 2
14 4321 327 554 205 5806 353 10 361 411 606 610 2 241 376 31 116 395 483 15 565 492 438 128 6 181 906 8 20 871 38
9 155 263 1424 946 14 7 161061 22 14 885505 30 318 670 9 7 943 393 426 420 16 280 238 27 15 179 323 12 42 67
18 15250 247 132 3642 102 21 104 139 79380 15510235 26 12289390 1583482 195 178 5814 28 3460 55 3 1
580 184 8 717 675 15 2111103 49 9283 542 33457 869 4 7 715391 15478 793 15 3831201 103 9421 529 6235556 1
10238 160 39 11 261 107 1 76390482 15 15 49 349 13 41288 60 3 1252478 157 1152204 359 26 4 21330 14
4 12697 8 2404 49 219276 11 14728 18 3410377 16 6485 14 11 344329 9110327 18 22666 14 935
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Fréquence de chaque neurone en nb pour 100 unités de temps -le 0 indique les neurones Inhibés
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EXENPLE 5-14 VOISINS

Le réseau est de taille 40 * 40

X X X
X X .
X X X

La forme du voisinage a 14 voisins est:

X X X
X X X

La loi propre des Intervalles inter-splkes est uniforme
Le parameétre d'Inhibition téta vaut 5
L'intervalle Inter-splkes moyen propre est 10

La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de temps est: 10

Etat du systtme au bout de 2000 itérations

8 748 9 6 527 3 6 165 12 18 71 13 9 2 27 12 2 35 1 1197 21 5 & S 1B 23 168 9
158 8801556 796 58412031099 532 7361230 946 63312531389 737 8911569 930 38913621373 408 8401494 511 I4BIADBIMT 28 8211615 867
16 132056 2 11906 33 7 47168 1 8155 8 4 20 41 2 16 61 7 6 17344 9 0ZBZJ 2 1439 11
3 8821459 274 5411466 602 30111881006 172 8701625 775 49313391401 618 6731422 909 92 304 817 6 19 405 €% 18 1011135 407
6205387 5 7472 B 7372 30 9 7167 21 14 51 56 2 17339 2 12 92788 38 40 7RH8OQ W 2 779 102
14 926 982 27 8071080 83 3671224 510 40611401480 631 55213231269 402 4171310 406 5183408 5 1 47 @ 8 6 604 123
5627636 8410462 10 20458 10 15 2 40 20 1 12179 3 4575378 7 5711486 692 44RUZZZIT0E 2B 2021480 728
13639641 4835626 9 6091149 234 7981220 834 965 821 6461227 572 5511357 8 4340 4 1 16 3 1 10287 6
16664 657 14402 388 14119241 8 18 11 18 2 4 1350330 15591251 236 57317851061 AMPTIHB 38 9791899 695
5861 867 6 9991045 35 9711306 23810201262 47412071130 221 786537 1 12297 3 17237 4 3 ® & 6 6211 15
1331833% 8110185 3 5103 4 13 4 15 4 9O 6363544 9 7931738 684 45117181167 UZTUEBIGDL 2411581908 569
6 5651104 414 609 860 656 825 736 8651225 856 71515101010 292 758 462 6 11301 9 17115 30 M 16 I 2 3172 25
B 5112 4 8 5 43 12 13 13 14 1 5192 6 6628643 5111331823 594 GOAIGED 874 33114921342 255111351656 498
299 7971751 956 45112881530 628 60215461264 408 9761680 830 276 923327 9 19 24 15 2M2 ® 1148 11 3 17 24 M
8 10283 13 10 13 6 5 7126 9 9 4 8 4 9 714 593 6911301649 396 73VUGOI 798 40013381267 ' 9711613 656
166 8031847 679 47216231406 38810981714 883 59412521522 719 350 967 414 11 8135 I 5 43 12 8 14 54 8 1155 5
B 16243 16 12 80 13 9 6 25 6 3 9 43 7 13 121 547 295 79714231172 629 8811190 522 4101323 747 1811391 989
B 7771241 B5 5201171 484 6281227 944 9461219 88910901250 634 279552 79 & 3314 15 2304 147 6280283 7234 231
19481 481 6324357 10 64248 6 912 6 9159 17 6 118 785 182 4311352 689 4 914 713 16 958 Pb 17 9951000
4 484 A2 3 260 318 7 679 937 25812201496 510 84715781060 414 517 775 14 13 658 482 19 882 909 8 869 PB 20 612 603
54866879487 384 263 139135 9 12 13 41 7 3 17 45 5 10569 167 G 72600 10 3/ 378 15 H1FW 1611 612
7 2 19 59 3 9 407 558 182 7941482 838 762105410861307 817 4011106 586 & 9R0NIG2 157 BG4S 300 W7 Wy 62 976 744
957 55613531410 B33 A79M1f6 475 4 ¥4 83 7 4 4 3 42 13 H102 WO 2 WUP ¥ @ 15 Q I5 M 6303 51
6 4 8 62 14 14 734 611 12710681547 511 8761429 742 8351076 742 724 779 750 789 818 9861207 802 9031478 840 2651245 931
458 61114651484 654 5241055 352 4 6100 6 3211 6 9 88110 12 2341 16 3 21 8 5 8129 1 5122 50
6 7 27 11 1 1650 782 243 9951822 761 5821483 826 41 848 768 12 3271223 332 12913031045 52 8111611 551 47214841014
449 56713931466 650 468 923 513 12 10 220 24 4 315123 4 613 544 14 287 766 9 6540 103 12 12253 8 13167 10
16 4 26 53 9 14 600 863 262 8361907 923 3441214 700 13 388 354 12 42 532 7 13 832 413 12 8971480 305 8731827 862
378 64214501311 616 511 856 358 12 O 247 10 7 434 408 14 8671182 356 6481116 190 83 895 352 6 247 280 2 3195 10
3 12 21 8 4 9 702 732 230 9561953 832 370 945 504 15 33 111 14 13 69 11 12 74 13 5 795 954 34310151774 811
388 72415971192 556 581 993 282 6 1264 14 3 332 621 197 76314041119 8391072 9321033 945 396 144 411 1 3 8 96 6
9 9 18 24 14 10 384 304 238441546 810379632279 9 9 9 3 5 8 7 6 4 2 62 783 348 57214491436 639
265 9301622 871 6851034 593 12 6 37 6 4 69 177 85 659 780 84313001359 658 9561668 884 292 839 643 8§ 10 138 14 8
4 11126 6 8 22 10 12 250 510 553 623 966 363 16 174 42 3 18240 2 17 235 9 16 169 637 8423812481120 482
13611021627 426 7141607 664 28 703 398 15 33 641 206 34 9461236 25511051950 733 71618101174 308 814 968 39 3 140 160 10
11 4 73 12 11135 10 12394401 6188945 9 13113 79 10 1108 18 13 19 63 4 1387 38 1548 714 13
11710781765 538 7701821 969 3401377 793 13 394 897 137 2151185 888 314 9491495 769 53315271378 385 8061519 441 7 740 675 12
8 25148 11 9170 3 9288 38 2183353 9 15241 13 2 14 56 6 12 7 9 2 7243 4 2113200 17

Bp

1
48
1
71
64
1
47

5

2
4
20
1
22
48
72
73

4
1
1

9710191785 519 64418341102 30013531291 140 8061448 483 49314211209 595 89715791031 49211581558 666 64216001174 343 9351352 446 42

6 6252 1 4109 4 8 10 9 6 1168 8 3 43 74 12 14 45 11 16 1127 19 2 35 43 10 17 104
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Fréquence de chaque neurone en nb pour 100 unités de temps -le 0 indique les neurones inhibés
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Intervalle inter-spike moyen de chaque neurone-I'étoile indique les neurones inhibés
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EXENPLE 6-24 VOISINS

Le réseau est de taille 40 * 40

La forme du voisinage a 24 voisins est:

La loi propre des intervalles inter-spikes est uniforme
Le paramétre dlinhibition téta vaut 5
L'intervalle inter-spikes moyen propre est 10

La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de temps est: 10

Etat du systtme au bout de 2000 itérations

12 67146 3 6 54 22 1512 29 8 72 83 2 12 47 12 5 9311 23 17129 63 7 1 7 18 16 8 13 74 1
9 388 958 161 409 873 397 292 716 379 11 903 665 12 4971131 281 57 379 742 35 17 595 834 95 5
66314531904 813 58317151774 610 “
11 88804 9 5496222 5718 700 13 615503 6 61 664 16288 637 25 18544562 17 7115 70 4 4370242 1
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Fréquence de chaque neurone en nb pour 100 unités de temps -le O Indique les neurones Inhibés
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EXEMPLE 7-48 VOISINS

Le réseau est de taille 40 * 40

La forme du voisinage & 48 voisins est: X X X X X X X
XXXXXXX
XXXXXXX
X XX . X XX
X Xx X XXX
XXX XXXX
X XXX XXX

La loi propre des intervalles Inter-sptkes est uniforme
Le paramétre d'Inhibition téta vaut 5
L'intervalle 1nter-splkes moyen propre est 10

La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de temps est: 10

Etat du systtme au bout de 2000 Itérations

9 16 6119197 30 6 8 973%4 46 6 1652493 8 5137812761 7 5814803228 8671678676 4203619617 14 9 9555 5 9 8
617 668 928163117241290 623 597129718431176 228 12911491112 361 9 144 834 782 5 15805809 241 9 688 674 688 2 399 9921001 33 90 9321637 823 196 197
622 672 925163217151296 622 509150222381598 726 62317721733 886 15 51811631119 29 24 985 994 250 13 878 869 877 8 98618341832 648 767184026711674 758 764
609 672 924161817091291 627 598150322351611 730 627210020581274 118134119381902 319 602U841867 «20 213189018901620 265147022672273 656 764184226651681 756 759

1 8 20 66 51 5 10 15 94 512 142 3 1212281224 866 101157419581959 271 91920532068 $18 380200419991484 247 98915371524 4 3 4631041 330 9 3
665 716 921170017981345 620 56110011494 719 7 13 956 967 503 14 97011651165 U 44913631358 209 2013081316 767 17 414 993 978 3 3 279 879 297 14 8
672 717 919173118251367 657 605136820431333 419 25713521348 601 2 644 673 660 14 163 741 751 14 12 777 779 180 7 42512581243 166 171118419341219 288 291
664 702 925173318351367 648 624169924841803 936 76918151811 869 5 638 667 666 8 167 656 655 6 6 772 772 191 2 82218841858 794 821206429092142 899 J95

12 16 9 157317 6 19 8 5081192 698 231 229167719461446 5801610173220991186153616531665 9661259216218381197 684155421501830 424 452139421341407 269 267
426 424 79215981448 648 195 221 9911156 242 10 610121334 960 3991310142318391047140615101522 9551248200916521000 48910361349 979 6 7327 852 351 2 14
737 7331310221319041135 655 66714131413 251 16 U 638 969 609 8 499 6071064 643 719 711 708 472 8191128 726 239 19 503 886 530 12 15318 839 354 4 3
727 7261319220919121135 6531025219623061290 759 76512051194 258 13 7 4 96 111 14 3 5 10100 72 10 11 9 106 868 885 429 443107920171556 567 125

6 7185736 205 14 8 1812311411 736 6721121195719821215 643118312851289 808 849 768 700 369 6961047 917 519 220 756167818431147 8761455270023101208 591

14 22337 941311 2 2 20 962 971 204 138 61115101503 965 648148215721585107914501663161710101315183319291353 836107616951855 931 349 67519181670 769 104
678 752172825481689 738 617 9611399 703 11 8 47 837 850 629 614145315521560107414461669161110181297177318671292 726 69810481175 208 10 2 689 681 78 4
685 763172725441687 713 608140122281609 533 469 9371407 645 12 10 349 355 11 13 33 639 583 10 7 239 807 267 6 2 410 937 340 6 ®

3 13 7091396 686 25 8 80817381265 500 468143623071640 522 50115721575 747 17 292 869 811 14 17 241 813 287 9 10 8891464 908 290 56817621765 656 28

9 6126564 39 5 12 3041280 984 481 484144923101638 526 497109721121394 343139022862344 864 673165425291828 778 679202625361712 6311148251125091302 580
210 296129618081049 107 95 5061078 53 1 10 45414521029 436 505200821401412 361141723242370 859 658165125281815 783 670170019791038 65 44415211518 379 64
789 874211225921749 558 957179922821090 422 421 9541112 128 5 4 558 710 256 7 49312971387 307 94 90516641066 221 104 9701070 311 5 25660 660 8 8
628 711197924271674 488 894174022331028 434 74815951759 876 123 116 953 869 28 3 10270367 9 11 5419 36 6 10564 669 199 1193798786 1 4

14 10 550 697 231 8 10 8181428 614 447 963198721491326 592 89719711731 725 94 96016821504 371 429139520071404 545 65919391837 982 186124821091947 572 472

16 15683 829 363 9 31475597 9 5 5110371192 708 5981119241822221299 662179124622U7 671 698162422851402 544 788217620781248 448153023962147 643 551
237 626207421701344 496119318501646 176 13 5301171 564 12 9 24914321229 539 465160922831941 677 687160322681380 530 77018161622 724 50 80315701319 130 107
7991186247225841444 509149322872085 721 56911361717 919 3 4 271 947 454 2 7423749255 4 2167394 15 2 31576367 3 3172624319 8 5
154 56816031638 464 3 96018421628 600 567153620721346 231 116 7231337 413 1 O 546 874 378 9 37912501491 766 472 8091634 903 11 4 4811141 876 86 86

3 5598601 3 9143658301 3 193215171081 452 773163821751090 392 814188519111145 402113419451778 775 467110221621484 464 218138322661841 743 722

2 14312131226 195 33 7601248 839 6 4 9781179 689 150 633171822461143 8721360242322691292 564127720821830 765 463141224221818 873 625174726271937 732 721
5981047239523961111 496161124682104 684 69717861757 774 18 20911071437 371 353 Q0116751158 190 9 364 798 284 10 6 2251083 588 100 100 7471381 700 3 4
584105322972300 990 374149723722005 686 69817821755 780 10 210 823 813 2 4 202 774 189 3 1 4271155 654 73 80 7241206 402 4 13240886 291 3 5

19 44902 891 6 12781054 998 109 11213241291 487 15 257 858 854 10 8 2371162 508 3 1211242031537 625 64612611674 747 11 2 5951444 870 196 193

6 6553550 34 14 69 580 522 7 19 9051065 602 132 74715881808 561 315 84820231548 611 349149123431878 632 649168124971709 671 671181927791917 795 793
485 675201221711270 349117720171878 523 336171020271316 2951014208424731325 839137825062048 939 402103615081068 4 7 76617081277 664 672161124381493 323 312
472 675201121591270 352119120141875 510 338141317551022 43 44413631785 774 245 37714111130 228 28 202 902 766 2 6 5401329 829 164 162 8181374 518 15 11
407 54215321687 764 16 62715331408 476 29210381426 680 9 13 436 924 230 7 6 781 705 49 9 60311751151 36 27 5461086 123 13 16 92 677 179 12 12

2 8216359 21 16 1245144 19 1 33515 135 7 17 344 829 230 1 4 963 924 327 19120417171694 379 76314941994 839 153 42712841593 878 349 342
324 758176020301110 396106719351612 639 351156021621573 580 855187724141445 666 819243822471368 413183120892003 168 850186022881028 6741183202922981449 939 933
320 750176320321111 390106119381613 644 353150321381532 539 816185523871441 661 78521661923 994 9612181223126 3 22313451806 659 671117217511873 996 433 426
319 74916201934 979 224 90717981468 636 340125117431114 54 32611791535 712 94 21613121078 288 12 832 824 744 9230 847 857 8 6243607359 4 6 4

15 16175337 8 1 18297 15 9 7 19258 7 5 13 93278 6 14 12487308 4 4616615539 6231838844 4 11230588347 3 4 8
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Fréquence de chaque neurone en nb pour 100 unités de tenps-(le 0 Indique les neurones Inhibés)
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ETAT FINAL (2000 ITERATIONS)

Ir « FORMES CARACTERISTIQUES
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APPENDICE3 « CASPE n2 NEURONES

60 DIVERGENCE

ETUDE DETAILLEE DE DIFFERENTES CARTES STABLES POUR IVl =4, 6 et

ETAT INITIAL ALEATOIRE
0= 25 > E(TY)/ 4

ETAT INITIAL ETAT FINAL
8 31 25 42 52 109 105 61 117 22 A4 4 569 55 305 40 521 22 492 28
34 70 76 44 108 56 87 71 41 99 47 1120 17 1119 6 623 86 940 6 249
10 13 8 18 16 3% 3B 77 68 44 394 61 1410 10 681 3 754 19 844 37
108 5 38 8 38 93 57 58 67 55 64 1531 85 1085 53 768 71103 16 3%
70 4 45 99 115 26 8 70 3 46 445 49 1495 74 1165 60 1206 79 1207 5
33 109 47 114 74 66 52 20 88 104 36 1409 11239 251316 20 1327 12 544
109 18 27 53 97 17 108 25 107 77 559 13 1302 38 972 15 1408 11432 28
85 41 100 1 97 8 38 8 37 40 66 1384 46 948 3 876 46 1405 19 519
103 105 29 103 58 68 76 5 102 111 728 40 1142 4 833 78 1132 45 1027 81
13 63 3 75 15 6 67 50 19 53 41 513 1 268 27 330 41 362 13 67
CARTE

Presque tous les neurones sont isolés.

Deux remarques:

DNe peuvent subsister des amas de m neurones que si téta < E(F)/m.

2)La largeur d"une bande de neurones inhibés est limitétpar la portée
du voisinage considéré:tout neurone inactif doit étre voisin d"un
neurone actif,sous peine de bascule dans le sous-ensemble des actifs
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5104 54 4866 34 7068

ETAT INITIAL ALEATOIRE

ETAT FINAL

845171 44692 24 2869 415 505187 7
6 2847 2551 10 3139

2 2633 6052358 314896 50 2837 448 885
348 2816 18 2705 208 403 2817 155767 6

2760 25 7215 16 4975 30 26a 3180 23 4976

57 7769 794904 584996 22 2467 2428 8

5380 33207 433 502 1007 2448 31 4267 802

28 5461 410 543487 80 978 5710 85 4410

5243 62719 483 533 1078 2906 67832 14

D 5133 112555 80 2614 34980 16 2253

Pas de paires(sauf sur le bord,
moins inhibé),

V] = 4
0 = 70
ETAT INITIAL

8% 3 25 42 5 109 1056 61 17 2
3%} 70 76 44 108 56 87 71 4 9@
10 13 8 18 16 36 3B 77 68 4
108 56 38 8 33 9B 5 58 67 5
70 45 99 115 26 8 70 46
3B 19 47 14 74 66 52 20 8 104
109 18 27 53 97 17 108 25 107 77
8 41 100 1 97 8 38 8 37 40
103 105 29 103 58 68 76 54 102 Ul
3 68 3 75 15 &4 6/ 5 19 53

m =

e =28
ETAT INITIAL

600 31 600 42 600 109 600 61 600 2
600 70 600 44 600 56 600 71 600 99
600 13 600 18 600 36 600 77/ 600 44
600 56 600 8 600 93 600 58 600 55
600 4 600 99 600 26 600 70 600 46
600 109 600 114 600 66 600 20 600 104
600 18 600 53 600 17 600 25 600 77
600 41 600 1 600 8 600 80 600 40
600 105 600 103 600 68 600 54 600 111
600 63 600 75 600 64 600 50 600 53

CARTE

ETAT INITIAL EN BANDE

ETAT FINAL

8l 381036 77 560 1Z 8 106 32 81

41170 431208 3 43 672 31 78 171
48 701652 20 308 414 7 753 8 R
87 787 89 B3 115 19172 7O 76 97
DV 76 420 9 391123 371264 43 285
106 13 98 20 812 661848 16 1260 46
9 427 96 Tor 51254 30 U6l 45 433
70 61260 62 1792 76 1484’ 40 1456 8

6 91 171323 14 1428 1091215 9 715
84 8 924 871456 131176 53 134 12

Les bandes se désagregent et le
réseau tend vers la quinconce

limite
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4) V| ETAT INITIAL EN BANDE

1
~

[¢°]
|

\J¢

ETAT INITIAL ETAT FINAL

600 109
56
36
93
26
66
7

8
68

2870 21 4760 61 4620 6 4690 45 5250 109
107 5980 110 6584 27 5056 35 3597 10 4399

4340 206790 40 6790 23 1960 737 2170 i
92 5546 47 6765 17 1943 2590 33 1120 2535

4410 21 6860 14 3010 2175 254370 840 68
43 6579 13 2504 2520 32 6370 101 3150 344

, [ 3290 2253 31 5927 14 5935 113 2557

189 911 2040 30 7210 16370 146300 15

101 3565 94 7063 67 6608 95404 67 4481

2450 61 5320 435670 374900 64970 66

NGl
BRBED

8888888888

109
18

105

&

8888888888
8

8888838888
SLBRZBIPINR
8888888888
SEsyRsneEN

600
600
600
600
114 600
600
600
600
600

Plus aucune pairedles isolés actifs
suivent la loi F.

Quinconce presque parfaite.

. ETAT INITIAL A L'EQUILIBRE NUMERO 1

ETAT INITIAL ETAT FINAL

42
600
18
600
9
600
53
600
103
600

550 251390 731480 31540 90 1330 46
692560 82200 182560 13 2140 13 1540
1870 77 2680 19 2470 24 2350 38 2410 16
222800 12470 80 2710 37 2350 100 1720
1720 132680 102680 29 2620 3 2560 62
29 2410 352530 102920 14 2410 90 1660
1270 302410 582650 132800 21 2650 1
42 2320 49 2530 51 2590 22 2950 61 1930
1450 60 2740 67 2380 27 2710 132950 70
68 1780 14 1690 53 1540 S 1750 10 670

£8x8u8R8«8
85858.858x
r8eSx8w8E8
8282858188
28838089828
S«8x838x8=
e8u83828a8
8E8485828m

Stabilité compléte de la carte
de départ._L"inhibition est su-
périeure au seuil calculé.
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6) |\r| - 4 ETAT INITIAL A L"EQUILIBRE NUMERO 1

e = 70
ETAT INITIAL ETAT FINAL

85 600 25 600 52 600 105 600 117 600 365600 575670 145600 805390 66 2800

600 70 600 44 600 56 600 71 600 99 5300 101 7840 297350 3860 247140 0

10 600 8 600 16 600 33 600 68 600 BHT7I0 277420 247560 19 7560 35180

600 56 600 8 600 93 600 58 600 55 5670 49 7840 9L 7490 12 7490 21 7630 33

70 600 45 600 115 600 81 600 3 600 218260 47350 97490 46 7560 4 5460

600 109 600 114 600 66 600 20 600 104 6300 40 7700 48 7700 25 7840 101 7630 14

100 600 27 600 97 600 108 600 107 600 608470 3 7630 228260 248050 62 5180

600 41 600 1 600 8 600 80 600 40 5810 728120 718120 608610 53 7980 3

103 600 29 600 58 600 76 600 102 600 41 8190 787840 338470 8l 8470 24 5810

600 63 600 75 600 64 600 50 600 53 B0 8550 25530 835%K0 64650 2
Stabilité compléete de la Carte
de départ.L"inhibition est su-
périeure au seuil calculé.

7 Nri= 4 ETAT INITIAL A L"EQUILIBRE NUMERO 2
0 » 25
ETAT INITIAL ETAT FINAL

8 600 600 42 600 600 105 600 600 22 46 425 53 41300 13136 74 674 10

600 70 600 600 108 600 600 7L 600 600 90 37 131623 65275 802003 19 5%

600 600 8 600 600 36 600 600 68 600 49 791030 Q4232 104800 41 1428 28

108 600 600 8 600 600 5/ 600 600 55 104 1465 28 4350 10 4450 41 4100 57 7%

600 4 600 600 115 600 600 70 600 600 o5 17 4275 87 4456 27 425 20 4575 60

600 600 47 600 600 66 600 600 83 600 624700 3834325 133842 14550 10 1528

100 600 600 53 600 600 108 600 600 77 1181 693500 364500 583998 412310 13

600 41 600 600 97 600 600 80 600 600 752483 143850 46455 26 U 27 14

600 600 29 600 600 68 600 600 102 600 1169 142647 84700 141881 14 39 70

13 600 600 75 600 600 67 600 600 53 20134 73150 63105 43 71 70 2

CARTE

La carte se désagrégée lentement,
1"inhibition est trop faible.
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IV 4
o = 35 ETAT INITIAL A L"EQUILIBRE NUMERO 2
ETAT INITIAL ETAT EINAL
85 600 600 42 600 600 105 600 600 22 31715 21
600 70 600 600 108 600 600 71 600 600 1470 11 1540 3?@ - gL
15 1365 455 64 1890 63
600 600 85 600 600 36 600 600 68 600 281330 30 770 910 46 1295 1085 95 1365
108 600 600 85 600 600 57 600 600 55 24805 710 3
805 1295 82 1050 980 32
600 4 600 600 115 600 600 70 600 600 1085 87 1120 805 1
700 1050 81 1225 16
600 600 47 600 600 66 600 600 88 600 50 1400 62 840 700 20 665 1015 105 630
109 600 600 53 600 600 108 600 600 77 3B 505 840 21 80
5 665 6 700 420 6
600 41 600 600 97 600 600 80 600 600 665 56 1050 805 50 770
700 201505 10
600 600 29 600 600 68 600 600 102 600 531225 41330 770 64 420 1225 5 1750
13 600 600 75 600 600 67 600 600 53 79 501470 6 35 420 57 961435 2
CARTE
Stabilité/Seulement troublée par
1"inhibition plus faible des bords.
m = 4 ETAT INITIAL A L"EQUILIBRE NUMERO 2
0 = 70
ETAT INITIAL ETAT FINAL
600 105 600 600 22 94060 770 152940 1050 40 3500 840 74
638 698 288 eg% ggg 600 600 71 600 600 4060 27 3220 2940 49 3780 3500 6 3500 840
600 600 85 600 600 36 600 600 68 600 980 3220 14 2870 3780 24 4340 3500 12 3640
108 600 600 85 600 600 57 600 600 55 23500 2870 2 2800 4340 9 3430 3640 12
600 4 600 600 115 600 600 70 600 600 3500 9 3570 2800 38 2940 3430 13 3080 1260
600 600 47 600 600 66 600 600 88 600 1120 3570 11 3150 2940 54 2800 3080 52 2590
109 600 600 53 600 600 108 600 600 77 62 3570 3150 36 2870 2800 30 2940 2590 93
600 41 600 600 97 600 600 80 600 600 3570 60 3500 2870 14 2520 2940 35 3290 420
600 600 29 600 600 68 600 600 102 600 1750 3500 6 3360 2520 13 2660 3290 79 3500
13 600 600 75 600 600 67 600 600 53 71 1750 3360 53 1050 2660 53 1050 3500 71
CARTE

Stabilité compléte de la carte
de départ.L "inhibition est su-
périeure au seuil calculé.




.1y Vv

ETAT
52 109

25 42
76 4
8 18
38 85
45 99
47 114
27 53

8 41 100 1

8 31

10 13
108 56

109 18
8% 41
103 105

29 103

108
16
38

115
74
97
97
58
15

56
36
3
26
66
17

8
68
64

INITIAL

105
87
33
57
81
52

108
38
76
67

ETAT

25 42
76 44
8 18
38 85
45 9
47 114
21 53

52
108
16
38
115
74
97
97
58
15

INITIAL

109
56
36
93
26
66
17

8
68
64

CARTE

105
87
33
57
81
52

108
38
76
67

gEsyRsar8N

ETAT INITIAL ALEATOIRE

ETAT FINAL

67 32 68 262 3 50 259
350 79 6 351 80
69 1317

19 36 101 1298 67

28 1056 57 24 427 433
11 2201

150 33 156 1659 80
43 1469 29 37 732
412 57 93 1433 47

97

13
36
46

51 1888

41100 65 60 917 114
6 1216

393 5 4 843 24
25 105 69 100 35

27

36
37

64 38
123 568
46 52
202 1447
8 67
279 1148
2 5
360 434
29 28
176 36

ETAT INITIAL ALEATOIRE

ETAT FINAL
985 70 1332 3142 9 421 412 26 1417 15
87 4120 1376 13208 456 37 490 40 2899

1086 83035 3418 77

70 1183 927 1568

17
21
197
5
606
65
377
20
31
48

Une majorité de paires de neurones
actifs et voisins.

83206 26 152788 2593 108 105 1967 455

1720 10 1545 3349 765

16 3809 2197 38 39 5366 402
10 2958 3275
8 2697 2858 10 2980 2701

3209 104 54 4253 1447
41 3891 1950

2053 33 2229 2853 13 2968 2926

45 1513 59 825 2215

8 3431 4220

65 246

33438 101

36 1397

53

64 1602 1811

15 1267 3450

8 203

Moins de paires,les actifs sont

plus souvent isolés.
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3) 1T = 6 ETAT INITIAL ALEATOIRE
e = 70 > ECPH)
ETAT INITIAL ETAT FINAL
1585 31 5123082 292 279 17 2821 5257 84
832 % %‘2 ﬁ 18% l% 12? % ]ﬂ 92% 14 5350 1856 103 3148 786 2637 451 18 5519
0 13 8 18 16 3% B 77 68 M4 1305 89 5085 4388 28 535 553 3187 2968 49
108 56 38 8 38 9B 5 58 67 5% 1468 3586 39 465 2868 3623 743 2 3177 3095
0 4 45 99 115 26 8 70 3 46 2270 15 2315 2789 3155 36 3331 7800 46 566
B 109 47 114 74 66 52 20 8 14 73 2519 4837 354 33 7376 2462 77 2778 2724
100 18 27 53 97 17 108 25 107 77 5249 512 555403 4677 88 278 4745 3147 16
& 4 100 1 97 8 38 8 37 40 19 6021 5520 90 2927 2978 812 3190 4 3080
108 1056 29 103 58 68 76 54 12 11 3143 354880 5383 14 4648 2486 73 5802 491
3 8 3 7 15 6 6/ 50 19 53 603 3243 4 3045 4665 23 3247 5470 53 853
Plus aucune paire,les isolés actifs
suivent la loi F.
ETAT INITIAL A LTEQUILIBRE NUMERO 1
4) V| = 6

0 « 20 > E@®)w* et < EQ@DN

ETAT INITIAL ETAT FINAL
8 3 600 600 52 109 600 600 117 22 80 8 720 480 8 69 600 520 19 62
600 600 76 44 600 600 8 71 600 600 360 740 70 41 1100 10600 7 61 500 40
10 13 600 600 16 36 600 600 68 44 6 1181320 1180 37 90 1200 120 19 41
600 600 38 8 600 600 5/ 58 600 600 240 660 113 891080 1280 30 34 540 200
70 4 600 600 115 26 600 600 3 46 45 5712201220 R 4713201080 31 4
600 600 47 114 600 600 52 20 600 600 300 560 38 181140 1400 3 34 620 63
109 18 600 600 97 17 600 600 107 77 26 7310401020 7/ 351220 880 3 3
600 600 100 1 600 600 38 80 600 600 240 620 99 511000 1120 23 17 560 B
103 105 600 600 58 68 600 600 102 111 62 21020 920 60 51100 80 71 3B
600 600 3 75 600 600 67 50 600 600 45 140 35 13 360 40 2 54 220 74

CARTE

Stabilité compléte de la carte
de départ.L "inhibition est su-
périeure au seuil calculé.
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ETAT INITIAL A LT"EQUILIBRE NUMERO 1

70 > E(gr)

ETAT INITIAL
600 600 52 109 600 600 117
76 44 600 600 8 71 600
600 600 16 36 600 600 68
38 8 600 600 5/ 58 600
600 600 115 26 600 600 3
47 114 600 600 52 20 600
600 600 97 17 600 600 107
100 1 600 600 38 80 600
600 600 58 68 600 600 102
3 75 600 600 6/ 50 600

s ETAT
16 < E(M)/3

ETAT INITIAL
600 42 600 600 105 600 600
600 600 108 600 600 71 600
8 600 600 36 600 600 68
600 8 600 600 57 600 600
600 600 115 600 600 70 600
47 600 600 66 600 600 88
600 53 600 600 108 600 600
600 600 97 600 600 80 600
29 600 600 68 600 600 102
600 75 600 600 67 600 600

CARTE

S8E83858:8n

72

ETAT FINAL

15 560 5040 1890
2310 3780 15 284 5670 1120 287

910 3150

4 349 91fB0 217 43

6 770 5040

1515 195810 6440 66 766 3780 2940 378 28
12 7140 2031 73 6440 5740 1M38 4130 910
1570 17 3500 5670 425 27 8190 4480

10 1266

910 6930 25 424 2870 5670 64 384 4060 1330
3849 654690 7280 617 29 5250 3710 487 19
93 8610 2230 49 3290 7700 1320 1190 2660
2323 5030805390 269 283360 5040 225 21
2 544 1120 3220 377 76 1260 2590

Plus aucune paire,les isolés actifs

suivent la loi F.

INITIAL A L"EQUILIBRE NUMERO 2

ETAT FINAL
2 19 ¥ 42 I U 1N 10
600 3% 5 3#A 49 4 24 5l
600 3 8 1 288 41 80 4%
% 46 256 1 57 160 144 60
600 40 25 208 16 43 20 224
600 8 5 68 144 6 20 4
7 715 48 1 37 24 10
600 9 50 4 12 NV 6 B
600 2 17 %6 8 % H 49
53 ¥ 3PV 160 ¥ L2 A A

HRRLIIE KB
N R
BRonBNNsn®

La carte se désagrégé lentement,
1"inhibition est trop faible.
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ETAT INITIAL A L"EQUILIBRE NUMERO 2

85888-4888%

- 6
= 25 > E(if)/3
ETAT INITIAL ETATFINAL
600 600 22 91250 425 151000 250 40 1100 250 37
%6&%%%% 71 600 600 550 62 1075 975 49 1350 1125 6 350 300
85 600 600 36 600 600 68 600 300 250 73 1150 1275 93 1475 1400 12 400
600 85 600 600 57 600 600 55 81075 975 21000 1300 91250 1350 12
600 600 115 600 600 70 600 600 375 791150 1025 5 925 1050 13 200 375
47 600 600 66 600 600 88 600 300 375 11 10001000 54 95 955 5 1
600 53 600 600 108 600 600 77 24 1100 1050 36 85 85 30 75 70 17
600 600 97 600 600 80 600 600 30 601125 1025 14 85 900 3H 300 25
29 600 600 68 600 600 102 600 55 350 6 90 80 13 900 950 71 375
600 75 600 600 67 600 600 353 53 550 1350 23 275 850 53 4001225 71
CARTE
Stabilité,seulement troublée par
I1*inhibition plus faible des bords.
6 INITIAL A L*EQUILIBRE NUMERO 3
=50 = E()/2
ETAT INITIAL ETAT FINAL
600 600 600 117 600 13 1950 2250 500 43 2050 2050 250 63 1800
60.76%%6% 56 600 600 600 9 1950 12000 1750 2050 28 1700 1800 1800 74
600 85 600 600 600 33 600 600 600 400 2000 74 2000 1900 1700 15 1700 150 250
600 600 8 600 600 600 53 600 600 100 250 2000 86 1650 1800 1700 22 2050 150
600 600 600 115 600 600 600 3 600 21 1900 1500 1650 20 1800 1900 2050 48 2000
100 600 600 600 66 600 600 600 104 1900 971900 2250 1800 7 2450 1950 2000 22
600 27 600 600 600 108 600 600 600 100 1900 57 2100 2100 2450 14 2200 600 100
600 600 1 600 600 600 80 600 600 300 600 2100 16 2300 2200 2200 67 1800 200
600 600 600 58 600 600 600 102 600 71 2050 2050 2300 74 2050 2000 1800 20 2150
63 600 600 600 64 600 600 600 53 2050 15 350 2050 2050 71 300 2200 2150 €2
CARTE

Stabilité compléte de la carte
de départ.L"inhibition est su-
périeure au seuil calculé.
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ETAT INITIAL A L*EQUILIBRE NUMERO 4

9) IVl = 6
0 = 70 > E(S)
ETATINITIAL ETAT FINAL
85 600 600 600 600 109 600 600600 600 24 3290 1050 1050 1050 33 3640 1050 910 2520 54
600 70 600 600 600 600 87 600600 600 3200 43430 840 1260 3640 19 5250 2800 52 4130
600 600 85 600 600 600 600 77600 600 2800 3430 37 3990 1260 1260 3780 10 5110 4340 67
600 600 600 85 600 600 600 600 67 600 28 4620 5530 31 3570 1330 980 3500 13 3430 2660
600 600 600 600 115 600 600 600600 46 4340 78 2660 5250 47 3290 980 1050 3430 13 3500
33 600 600 600 600 66 600 600600 600 22 5740 1120 980 3290 50 3430 980 1050 5110 95
600 18 600 600 600 600 108 600600 600 3990 83 3780 1540 1050 3430 54760 2730 74 4340
600 600 100 600 600 600 600 80600 600 2450 3780 104 3080 980 630 3080 40 4480 3850 20
600 600 600 103 600 600 600 600 102 600 44 3780 4480 36 3080 770 910 2940 36 3010 2520
600 600 600 600 15 600 600 600 600 53 3710 76 2590 4690 68 2940 910 770 3010 30 3360

40 2380 910 700 2940 37 700 700 1190 3360 46
CARTE

Stabilité,seulement troublée par
1"inhibition plus faible des bords.
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i, 1 v - 8 ETAT INITIAL A L"EQUILIBRE NUMERO 1

0 « 20 < E@n)/2

ETAT INITIAL ETAT FINAL

600 600 600 600 600 600 600 600 60D 600 2210 51 5 3 B ¥ B 20 W

IV > 4 83 54 5
g e, G I R 20 1080 90 7R 708 70 749 698 180 4%
108 5% 38 8 38 93 5 58 67 5 84 3¥» 8 105 1 39 14 8 3 5
B0 600 600 600 600 600 600 600 60 60 480 1200 1180 1100 1060 940 920 820 1200 340
B 10 47 114 74 66 5 20 88 104 0 66 49 45 B M 62 3 63 8
600 600 600 600 600 600 600 600 600 600 30 1140 1040 820 1060 920 1280 920 1240 340
& 41 100 1 9 8 38 8 3 40 6 % 58 43 5 4 18 70 90 40
600 600 600 600 600 600 600 600 600 600 260 1020 1020 800 1140 960 130 940 1260 380
B &8 3 B 15 64 6/ 5 19 5 7R B 67 4 8 B 8 M B
2 - s 160 280 80 160 1440 12 1160 28 1200 4

67 79 389 66 948 5 647 8 721 48
1720 2680 2280 2360 2600 1800 2440 1280 3240 1440
0 = 40 > E(<F)/2 9 650 1920 28 115 36 & 507 13
1520 3680 1480 3120 1520 2120 2240 1680 3640 1440

A 709 MM 62 4 132 14 768 15
1600 2840 2440 2320 2760 1480 2920 1520 3640 1200

10 2 70 9 617 819 12 502 49
1480 2920 2640 3000 2640 2840 2280 2600 2520 1520

%6 783 W15 65104 60 610 58 4

3 ivi * 8 840 980 1120 1120 3360 1050 2520 770 2030 630
44 450 611 402868 42007 4 1520 107
0 = 70 > E(D) 3010 5460 3500 5530 5320 3080 4760 3010 6580 3220

252536 852495 46 263 333 63 2757 17
3080 7420 3080 7490 3220 3290 3290 3220 7630 3290
14 2449 63 2664 47 697 502 12 2568 3l
3290 5320 5530 5530 5670 3290 3080 3850 5950 3570
535 252930 92577 44 138 90 7 910
3360 5810 5810 6160 5880 6230 3430 6790 4130 4130
72893 33465 43734 28340 69 783

Stabilité compléte de la carte
de départ.L'inhibftion est su-
périeure au seuil calculé.

La carte se désagrégé lentement,

Plus aucune paire,ies isolés actifs
suivent la loir.
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8888888888

V1

= 20 < E(3-)/2

ETAT INITIAL
600 600 600 600 600 600
600 44 600 56 600 71
600 600 600 600 600 600
600 8 600 93 600 58
600 600 600 600 600 600
600 114 600 66 600 20
600 600 600 600 600 600
600 1 600 8 600 80
600 600 600 600 600 600
600 75 600 64 600 %0
= 8

= 40 > E@)/2

8

70 > E(Sn/2

ETAT

8338838888
2858284888

INITIAL A L"EQUILIBRE NUMERO 2

ETAT FINAL

29 105 180 39 100 48 320 20 500
60 45 300 39 3B 25 520 1 620
80 280 1040 74 1100 63 1180 27 1180
47 4 40 60 200 5 160 16 &0
340 520 1040 20 1140 100 1160 29 1020
6 67 27 8 41 29 43 13 86
200 480 1000 160 1200 180 1180 89 930

5 % B H# 2 3% 12 B B
240 420 1100 120 1380 160 1320 109 1160
5 2 17 2 40 2 B 48 R

BERERE8RAWVBE

58 21920 272760 106 3080 153360 74
35 411920 82760 713080 323360 53
2320 2320 6800 1560 7000 1040 6920 1520 6880 1080
7O 822520 222520 392160 762120 R
3560 3560 8360 2240 8560 2120 8360 2040 8640 2560
71 51720 761840 32080 632480 1
3200 3200 7680 2120 8600 2240 8360 2040 8800 2760
A 45 1720 32600 94 2240 80 2360 73
3120 3120 7480 2600 9200 2480 8720 2120 9000 2560
41 591600 602400 862160 602320 15

1330 1330 3430 770 2800 630 2800 910 3360 1050
1330 423430 182800 592800 21 3360 1
4130 4130 8610 3220 7910 3430 7700 3080 7840 3500
1400 73380 893710 53710 813360 B
3710 3710 8260 3220 8260 3780 8540 3430 7770 3290
910 273080 163150 333710 163500 20
3010 3010 7700 3290 7980 3360 7840 3290 7700 3290
700 13220 83500 282940 123010 40
2940 2940 7840 3570 8190 3500 7700 3010 7420 3220
840 423290 63500 793570 49320 2

La carte se désagrégé lentement,
I'inhibition esttrop faible.

Stabilité,seulement troublée par
I'inhibition plus faible des bords.

Stabilité compléte de la carte
de départ.L’inhibition est su-
périeure au seuil calculé.
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ETAT FINAL (2000 ITERATIONS) v

0=3 0=5 0=7
Une majorité de paires de neurones Moins de paires,les actifs sont
actifs et voisins. plus souvent isolés.

FORMES CARACTERISTIQUES

Plus aucune Eaire,les isolés actifs
suivent la loi F.
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APPENDICE 4 - CAS DE n2 NEURONES

REGIME STATIONNAIRE O < 0Q .

On donne ici quelques exemples de processus convergents pour
0 < 0Q : état, fréquences, intervalles inter-spikes moyens

des neurones d"un réseau.

Pour quelques couples de neurones on a calculé les 10 pre-
miéres auto-corrélations, et 1"inter-corrélation entre les nom™-

bres de décharges observées dans des fenétres de temps simultanées.

Les corrélations des neurones en interactions inhibitrices
sont négatives, et d"autant plus grandes en valeur absolue que

0 est grand.

Les corrélations des neurones qui n"intéragissent pas sont

en général faibles, comme le sont les auto-corrélations.
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BEAWLE 1— 4 VOISINS—REGIVE STATIONNAIRE

Le réseau est de taille 20 * 20

4 voisins est:

La forme du voisinage &

La loi propre des intervalles inter-spikes est uniforme

Le parameétre d'inhibition téta vaut 2

10

L'intervalle inter-spikes moyen propre est

10

La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de temps est:

Etat du systeme au bout de 2000 itérations
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Fréquence de chaque neurone en nb pour 100 unités de temps-(le O indique les neurones inhibés)
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Intervalle inter-spike moyen de chaque neurone-(l1‘étoile indique les neurones inhibés)

17 14

u388q g
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7 14
715
6 17
8 13

14 13
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588

19 14
16 14
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g

14 13
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Tous les neurones sont actifs,leur intervalle moyen inter-spike est de Tordre de E(F)+40

Les neurones observés sont marqués

ccececcecciloeccccccccce

Gz



Intervalles moyens Inter-splkes

Coordonnées

(10,10)

(10,

9)

Interv

alle

19.9
15.4
16.6
16.0
16.0
17.6
17.9
17.5
17.3
17.7

81

Variance

139.09
107.74
117.03
149.35
134.65
128.22
147.58
121.71
170.11
181.39

10 premiéres autocorrélations des neurones

Coordonnées

(10,10)

(10,

9

Autocorrélations

-.13

.01
.04

-.19
-12
-.03

.00
.02

-.06

.18

-.03 -12 .01 .04 .10 -.09 .04 -.23 -.06
-.03 -12  -.15 .05 -.09 00 -.20 .07 19

04 -05 -02 01 -01 -02 -12 -04

-.01

.02 -.07 .00 .16 -.12 -.15 .06 -.05 -.14
-.09 .16 .08 .06 A1 -.10 A1 A3 -.03
-.22 .04 19 -.03 -.21 .04 -.16 -11 -.01

13 15 13 04 -03 -14 -05 -07 -14

0 -03 -04 15 -0l -10 .08 -07 04

10 04 06 -.14 10 -.02 08 .07

.05 -.21 -.04 .04 .08 -.08 -.08 -.05 -.06

Nombre moyen de spikes par fenétre delOO

Coordonnées

(10,10)

(10,

(

(9
(8
(7.

9)
8)
7
6)
5)
9)
8)
8)
7)

Nonfcre

ooonno oo oo
~N~NNOINFP WO UIOo

1.47
2.35
3.68
3.35
1.46
1.48
3.93
1.80
2.09
5.48

Variance

Matrice d'intercorrélations des neurones observés

(10,10)

(10,
(10,
(10,
(10.

17 :
(9

15:

REVPRQLES

9)
8)
7
6)

N

8)

1.00
-42
A1
14
.00
-11
.15
-.32
.03
.06

1.00
-21
-.18
-.08

31
-13

.20
-11
-.38

1

.00

43 1.00

.20 -.20 1.00

18 .25 -.23 1.00

40 .32 -.48 .00 1.00

47 -.18 =21 -13 12 1.00

.25 .28 .20 .07 -.34 -.61 1.00

.30 .08 .35 -11 -.05 -.45 .29 1.00

(10,10) (10, 9) (10. 8) (10, 7) (10. 6) (10. 5) (9, 9) (9. 8) (8. 8) (7, 7)

a)Les autocorrélations sont faibles dans I'ensemble ,(rOle Important de 1'Innovation due au tirage
Indépendant de la v.a. Ude loi F aprés chaque décharge).

b)les coefficients de corrélations d'activité les plus Importants correspondent presaue tous aux
corrélations négatives entre voisins directs.qui s'inhibent:par exemple (8,8)-(9,8),(10,10)-(10,9),
(10,8)-(10,7),(10,8)-(9,8)...

c)Sauf sur les bords,ou les neurones sont moins 1lnhibés(molns de voisins),l'intervalle moyen inter-
splke est de l'ordre de E(F)+49
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BAWLE 1 BIS— 4 VOISINS— REGIVE  PRESQUE STATIONNAIRE

Le réseau est de taille 20 * 20

X

La forme du voisinage a 4 voisins est:

La loi propre des intervalles inter-spikes est uniforme

Le paramétre d'inhibition téta vaut 3 (>téta zéro)

10

L'intervalle inter-spikes moyen propre est

10

La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de temps est:

Etat du systéme au bout de 2000 itérations
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NgQ~HIRT OO~ gTow g
PPN QNYZRIITEINIT I
JONORORERLgERRQNRTOW
ok i e R R AR
qRPregYCRg eI
AIRITZORAFVRRRNGT QO

MO Mo <o

NOOITMOO~NNN——ANONND O
a S et B

Fréquence de chaque neurone en nb pour 100 unités de temps-(le O indique les neurones inhibés)
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Intervalle inter-spfke moyen de chaque neurone-(1"étoile Indigue les neurones Inhibés)

1320 16 16 20 1520 15 18 1519 16 21 14 22 13 H 13 24 12
20 1825 22 18 27 17 25 18 26 16 25 16 35 14 36 14 37 15 23
1529 14 26 21 17 22 17 25 15 25 17 27 15 31 15 37 15 27 15
1817 30 1521 24 17 27 16 29 18 25 16 26 15 26 14 25 19 19
16 22 18 25 19 18 27 14 32 1525 18 25 18 19 20 24 20 19 16
16 30 16 22 16 29 15 35 15 33 15 26 18 19 23 16 23 17 26 15
191529 16 32 13 37 12 41 13 37 15 20 22 15 29 17 30 16 18
14 33 14 35 14 38 13 54 12 48 12 36 17 21 26 13 40 14 26 16
21 14 351338 14 50 11 76 12 67 13 31 17 18 33 14 29 20 18
1441 1340 1341 12 *10 * 1067 14 22 26 14 34 16 22 15
21 1347 1246 1282 10 *10 * 123319 17 29 1527 19 19
1435135 12 *10 *10 *1163 142521 1926 1529 15
181738 122 *10 *10 * 11 73 12 42 16 22 20 18 24 17 19
1427149 10 *10 *10 * 1165 13 26 16 24 19 21 22 15
201645 11 * 9 *10 *10 *1241 1527 18 2 17 22 17
172812 * 9 *10 *10 * 1057 14 26 17 22 17 24 15 20
161941 10 *10 * 1186 1051 13 27 18 23 16 30 15 31 16
1626 13 * 9 * 11 63 1340 1527 1821 19 25 15 32 17 18
191541 12 * 12 59 15 31 17 23 18 25 18 23 18 27-15 25 16
1322 1333 11 25 13 21 15 19 17 16 16 22 15 20 16 19 17 14

Certains neurones sont inactifs,leur voisins ont leur fréquence propre,
les autres sont ralentis.

La carte au bout de 2000 itérations est

XXXXXXXXXXXXXXX XX XXX
X XXXXXXXXXXXXXXXXXXX
XXX XXXXXXXXXXXXXX XXX
X XXXXXXXXXXXXXXXX XXX
XXX XXXXXXXX XXX XXX XXX
XXXXX XXX XX XXXX XXX XXX
XXXXXXXX - XXXXXXXXXXX
XXXXXXX 2 X o X XXX XXX XXX
XXXXXX BX X o XXX XXXXXX
X XXX oX 2 X o X o XX XXXXXX
XX X X o X o X o XXX XXXXXX
XXX X o X o X o X o XX XXXXXX
XXXX X X X X XXX XXXX
XXX X 53X ®X 5 X - XXXXXXXX
XX XX XXX XXXXXXX
XXX X X o X X XXX XXXXX
XX X o X o X X o XXX XXXXXX
XXX o X o X XXXXXXXXXXXX
XX 2X o X o XXX XXX XXX XXX X
XXXXXXXXXXXXXXXXX XXX

Les neurones observés sont les mémes que dans I'exemple 1

Intervalles moyens inter-spikes

Coordonnées Intervalle Variance
(10,10) 58.9 4902.61
(10, 9) 10.1 45.63
(10, 8) 46.9 1916.73
10, 12.0 76.76
(10, 6) 20.3 354.91
(10, 5) 13.0 309.89
(9 9 29.1 2336.91

9, 8 11.2 65.01

2 8, 8; 51.4 14623.58

(h 7 29.1 1789.11
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10 premieres autocorrélations des neurones

Coordonnées
(10,10) -.27 -.19 .45 -.36 .10 -.69 -.64 =71 =71 =71
(10, 9) -.14 02 -02 -02 -04 04 -07 -08 -10 -.07
(10, 8 .10 43 -.20 -.46 -.55 -.08 43 -22 .07 .76
(20, 7) .35 22 .10 17 .26 .04 -.05 .07 .06 .15
10, 6 10 -.01 .23 -.12 -.22 -12 =11 -.40 -.38 -.35
ElO, 5; 18  -.03 10 17  -01 -01 -01 02  -.05 .01
(9 9; -.19 .03 -.12 -.17 .00 -11 -.23 -22 -.23 -.24
, 8 13 .06 .01 -.06 .05 15 .05 .06 -.05 -.01
(8, 8) .27 14 -.13 =11 -.03 -.12 -.13 -.09 -.05 -.05
(7.7 25  -.04 .01 02 .09 .01 12 08 -11  -.07

Nombre moyen de spikes par fenétre de 100

Coordonnées  Nontre Variance

(10,10) 5 1.20
(10, 9) 9.9 3.88
(10, 8) 8 1.50
(10, 7) 8.3 8.85
(10, 6) 2.4 8c66
(10, 5 76 14.23

9,9) 13 6.74
(9 8 8.6 6.66
(8, 8) 18 476
(7.7 2.7 8.74

Matrice d‘intercorrélations des neurones observés

(10, 10) 1.00

(10, 9 -.56 1.00

10, 8 76 -46  1.00

(10, -.53 .20 -74 1.00

10, 6 .62 -.08 12 -.75 1.00

210, 5; -42 -.02 -.59 .65 -87  1.00

(9 9 .89  -.58 .83 -.63 55  -.45 1.00

(9 8 -.66 37 -.84 .68 -.63 48  -.65 1.00

(8, 8) .56 -.38 .80 -.63 .68 -.55 .60 -.81

(7, 58 -.45 63  -57 68  -52 55  -.67
(10,10) (10, 9) (10, 8) (10, 7) (10, 6) (10, 5) (9, 9) (9, 8) (8,8 (7, 7

REVARQLES

a)Ce cas n'est pas stationnaire,puisque e *3 >%»10/4.Mais la divergence est lente.On observe des
autocorrélations plus grandes(rOle plus important de I'inhibition).

b)Certains neurones ne déchargent plus,ceux qui sont "protégés" des autres par un entourage de neurones
inhibés ont leur fréquence propre(10 décharges pour 100 unités de temps ).Une quinconce(carte n 1)
commence a se dessiner.

c)Les coefficients d'intercorrélations tendent
vers +1 pour les couples de neurones tous deux inhibés (par ex.(10f10)t(10,8),(1016),(9,9L (8r8)r(7#7))
vers -1 pour les couples de neurones inhibé-actif,(par ex.(10,10)-(10t9) ou (10,8)-(10,7))r
alors qu'ils sont plus faibles entre neurones actifs a l'intérieur de la zone ou a commencé la divergence
:(10,9)-(10,7) ou (10,9)-(10,5) par exemple).

d)La variance des estimateurs des intervalles moyens inter-spikes augmente avec 0.
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BEWLE 1 TER— 4 VOISINS— REGIVE* STATIONNAIRE*

Le réseau est de taille 20 * 20

La forme du voisinage a 4 voisins est: X

X . X
X

La loi propre des Intervalles inter-spikes est uniforme

Le paramétre d'inhibition téta vaut 4

L'intervalle inter-spikes moyen propre est 15

La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de temps est: 6

Etat du systéme au bout de

BrbERiovRB oo bNERrreBR~
cwhBRuRaBREL~FrRvrbbRo

1
n

10
26
10

owmaBeuGEREBEGaN

Fréquence de chaque

PLoWbWARADWAWAWAWWWADND

WNPWWWWNPRRPRANWNWNWNWW

WANWWNWWNUINARWWWWNWWW

ANWWWWPARWWNEANW—SITR WWANW

PLWWWWWNEANPEPNWWWWNWNWW

WwWwwhANWPArRPANDLOWLONENANBENDW

GONEAENWWNBERNWAEANDBNNBRNAEANDWD

25
23
6
16
4
2
17
2
14
10
16

= =
N ORY

=
OO U= UTO NN

N

BRuoNrBro

2000 itérations

3 6 14 14 424 914 4 1222110
4 4 9 4 16 11 114 2 6 10 10 14
5 6 11 18 14 7 10 2 23 3 17 4 5
n 13 51 52 2 16 6 10 7 11 7
n 7 10 17 2 9 1 8 10 7 2 12 6
14 16 23 8 7 4 617 1 4 5 1 8
5 17 2 41 614 17 8 16 7 19 18
7 7 16 528 1 17 6 17 15 11 10 15
2 13 5 9 18 8 12 26 5 9 15 7 13
5 21 10 9 8 10 11 13 15 6 3 14 13
0 16 1 24 10 3 5 11 11 2 13 10 19
n 5 71 713 8 1312 1 8 8 8
2 8 92 18 18 6 11 13 17 7 3 1
10 21 15 12 20 15 13 18 6 13 14 9 23
7 1 1 1un 7 6 2 410 217 716
1n 5 5 6 18 17 1 13 2 18 3 9 14
23 131523 811 6 716 25 2 7 9
526 8 5 7 16 22 8 24 15 6 6 23
2 6 12 13 17 18 6 13 11 8 14 1 8
3 423 8 4 51 2 61216 715

neurone en nb pour 100 unités de temps-(le O indique les neurones inhibés)

WEANWWNWWWNWWNRARNBENBENW

BANWONWWWWWWWNRNDBNRAENWW

34334343334
333332333333
33332423233
33324333334
4 2333332333
2 43333333214
4 23323332433
2 4233333334
323333333233
33333333334
333333233233
332423323333
33333233233
33242523334
33324142334
323424333333
33324232334
332424342314
324242333233
342534344314



Intervalle inter-spike moyen de chaque neurone-(I"étoile indique les neurones inhibés)

Tous les neurones sont actifs

Les neurones observés sont les mémes que dans l'exemple 1

Intervalles moyens inter-sp
Coordonnées Intervalle
(10,10) 29.3
(10, 9) 25.4
(10, 8) 29.0
10, 24.6
(10, 8 27.1
(10, 5) 35.9
(9 9 34.8
(9 8) 26.8
(8 8 454
(7,7 48.2

10 premiéres autocorrélations des neurones

Coordonnées
(10,10) -.05
(10, 9) -.07
(10, 8) .35
(10, 7) .03
(10, 6 -.09
(10, 5) 21
‘9, 9 -.01
9, 8) .07
8, 8) A1
7, 7) -.02

2252 26252 24262530 24
2527 303429 3427 3327 2829
24 35 26 24 38 20 39 22 37 27 27
252540 26 26 37 24 50 24 31 30
26 34 27 32 332547 21 3824 33
26 27 R 2628 3321 41 24 40 24
234263631 224721482138
BBRBRNB VL2462
2346 21 3525 28 35 26 36 26 38
28 22 47 233827 24 29 25 31 27
2541947 2332737273131
282241 2541 20 40 26 32 28 27
2333273206121 3272 33
28322712435 233821 3B
2527 352827302935 29 27 0
26 30 26 30 26 36 29 30 26 31 35
25292 30312325 32825
2624352 3R3R2538253RNR26
26 352340 28 30 37 21 38 25 46
202627 242332183023 302

RRUBBERELINVHNNNSEEY
BERHERERYRNBEBBYRRBREIBY

ikes

.02
21
21
-.04
-11
-12
.08
.07
-.18

WRARERENSRRENEBRRYR
NERERABERRVRBBNBYN LN
NBENRRESNRBRYRERRYRN
RERLRENBBRRBRENGEEBN

Variance
1086.45
1047.02
1107.91
810.55
2766.75
2499.56
1244.06
403.67
1811.26
5219.69

Autocorrélations

-.09
.02
.06
22

-.05

-.16

-.25
.05
A1
13

BREBBSERRABBRRLRRENN
N
oo

NBRRBRNBRENRBRNEENBIB®R
BBRNRBR

8 6

N
i

A1

.04
-.06
-.01
-.06
-.14
-17
-.03
-11
-.04

-.06
-.07

-.15
.01
-.15
.00
-.03
-.02
.06

.04
-.01
-.13
-.18

-13
-.01
.02
A1
-.16

=17
.02
.02
-.14
-.06
-.04

_22
.07
02

.16
-.07
-.02
-21
-.05
-.04
-.05

.07

.08
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Nombre moyen de spikes par fenétre de 100

Coordonnées Nombre Variance

(10,10) 32 5.32
(10, 9) 3.9 5.94
(10, 8) 3.4 4.35
(10, 7) 41 8.89
(10, 6) 37 6.11
(10, 5) 2.6 6.44

99 2.7 2.40
E 9, 83 37 2.30
(8.8 2.2 2.38
(7,7 2.1 2.52

Matrice d'intercorrélations des neurones observés

(10, 10) 1.00
(10, 93 -72 100
10, 8 44 -64  1.00
10, 7) -15 25 -85 1.00
10, 6) -17  -.09 55 -80 100
ElO, 5 12 01 -.38 62 -75 100
(9.9 35  -.45 34 -22 18  -23 100
(9 8 -21 30 -50 68 -56 44 -54  1.00
(8 8) -.34 47 -06  -.35 17 -22  -13  -38 100
(7.7 02 02 40 -.47 25  -29 -01 -.36 59
(10,10) (10, 9) (10. 8) (10. 7) (10, 6) (10, 5) (9, 9) ( 9. 8) ( 8. 8) (
RAVERQUES

a)Ce cas (0 -4,~-15/4) apparait encore comme “stationnaire” & la simulation,car la divergence est trés lente.

b)Les intervalles inter-spikes moyens sont de I'ordre de Eif*O-SP.méme si comnence a se dessiner une Inhi<*
bition en alternance.La variance est trés grande,cornue cela se produit quand 0 augmente.

c)Les autocorrélations sont faibles.comme en régime stationnaire.

d)La matrice d'intercorrélation a les mémes caractéristiques que celle de l'exemple 1-bis.méme si la différen-
tiation entre neurones actifs et inhibés ne s'est pas encore faite clairement.
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EXEMPLE 2- 6 VOISINS- REGIME STATIONNAIRE

Le réseau est de taille 20 * 20

X

6 voisins est:

La forme du voisinage &

. XX

X X

La loi propre des intervalles inter-spikes est uniforme

Le paramétre d*inhibition téta vaut 2

15

L'intervalle inter-spikes moyen propre est

6

La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de temps est:

Etat du systtme au bout de 2000 itérations

5
6
9 1
2

2
1
15 4 19 10 13

2 24 20 26

10 15 20 11

7 21
2 10 10
6 21
7 17 28
51 4 14
3

8
5 16 16
9 12
7 2
6 14
3 15

1 20 13 24

6 10 16 17
5
1
24 23
4
2 9
6
1 7
2 14 2

2 12
9 10 17

9
n 15 15 12 26 17
1 14

15 23 4 4 15

7
14

e T R EEEN

6 10 15

71724
3 4 16
7 2 13

4
8
wn

5 15

5
3

~
~ — Yo

9
1
5

4
4
9 10 19 18 10

3 18

4

6 3 6 15
4 13 10 1
9 17 10 10 4
4 18 12 14 15
2 101
3 16 28
5 2 14 12

2 13
7
1 10

5
2
7
6

5 2
520 25 11
5 16
9
1
5

1
4 20

8

24

13

10
6 12 11 18 17
5 24

3

6 19

7
13
8 8 16
4 8 9 9 24

4 4 15 16
3
5 16

r 17 17
8 15
9

16 13 2

O~ M~ o [«)] Yol

9 23 19

~ o [=)] © — o

2
16

MmN EHO O MNN~ A ~ To) ~
Q & 5eyd~IGRICIG

Fréquence de chaque neurone en nb pour 100 unités de temps-(le 0 indique les neurones inhibés)
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Intervalle Inter-spike moyen de chaque neurone-(1"étoile indique les neurones inhibés)
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Tous les neurones sont actifs,leur intervalle moyen inter-spike est de l'ordre de E(F)+68

Les neurones observés sont marqués



Intervalles moyens inter-spikes

Coordonnées Intervalle
(10,10) 27.1
(10, 9) 23.3
(10. 8) 25.2
(0. 7) 29.4
(10, 6) 28.5
10, 5 23.7
E 9,10; 27.3
( 8.10) 23.8
(9.9 21.9

4, 4 27.1

515,153 26.7

511.113 26.1

9,11 29.0
11. 9 26.7

E 5, 5§ 23.7

Variance

297.22
268.44
272.06
239.67
299.19
217.70
321.80
286.56
243.55
297.76
269.49
291.78
313.39
319.27
324.04

10 premiéres autocorrélations des neurones

Coordonnées
(10,10 -.10
(10. 9. -.12
(10. 8) -.05
(10. 7) -.21
(10. 6) -.14
Elo. 5? -.07
9.10 21
( 8,10 -.07
9.9 .06
4, 4 .08
(15,15) 11
(11,11) A3
9,11 -.14
0y 0
(5 5 -.05

.00
-.01
-.06
-.13

.03

11
-.04
.12
-.08
-.08
-.05
-.14

.07
-.20
-.20

Autocorrélations

-.03
-.03
10
.16
-.09
-.18
-.02
.00
-.14
.03
-.05
-.12
.00
-.10
.03

kes par fenétre delOO

Coordonnées Nonbre

(10,10)
(10. 9)
(10. 8)
(10. 7)
(10. 6)
(10. 5)
( 9,10)
( 8.10)
(9.9

4, 4
§15.153
(11.11)

(8

5

Matrice d'intercorrélations des neurones observés

(10.10)
(10. 9)
(10. 8)
(10. 7)
(10, 6)
(10, 5
( 9,10)
( 8,10)
(9 9
(4.4
(15.15)
(11,11)

9,11)

s 3

B OILIWW WS WA 000w
Nobho~N~NONMNONOOIRAROWOD

1.00
-.26  1.00
-.48 .06
21 .24
.38 .08
-.23  -.07
.10 .00
-.48 .02
=37 .00
.20 .01
00 -.02
37 .06
.20 32
18  -.18
.19 .03

(10.10) (10.9) (10.8) (10.7) (10.6) (10.5) (9.10) ( 8.10)

Variance

151
2.19
1.37

a7
1.09
2.03
171
1.85
2.45
1.90
1.04
1.43
151
1.01
2.03

1.00
-.10
.00
-.03
-.21
.23
.20
-.26
A3
-.08
A1
-.49
-.28

1.00
10 1.00
-56 -.45
-.14 .26
15 -.23
13 -.28
.50 .15
.24 .03
13 13
-.07 a1
16 -.25
24  -16

.04
-.18

-.27
.02
-.15
.00
-.07
-,12
21
-.29
.01
.01
-.12
-.18

1.00
.26
-.23
-.04
-.30
-.44
-.20
-M
-.09
.01

90

-.19
.08
.09
.05
.28

-.10
.02
.04
14
14

-.10

-.12
-.11
.01

1.00
-.58
-.08
.08
-.35
19
-.30
-.22
.26

-.22
-.16
.02
-.06
-.25
-14
24
.00
.02
04
.03
-.10
-.10
-.06
.00

1.00
A7
.04
.08

-13
.26
19

-.04

-.27 -.10 -.32 -.23
-.08 -.06 .07 .20

12 .16 .26 .10
-.35 11 -.36 -.38
-.19 -M- -.06 13
-.22 14 ,02 22

20 .05 -.11 -.18
-.01 -,08 -06 -+06

21 .01 -.U -.03
-.08 .02 .02 .01

.07 27 .06 -.18
28 .15 15 -.10

-.05 .10 -.28 .07
-.16 -.10 -.23 -.05
-.01 -.13 .05 .00
1.00

-.16 1.00

Rt} 32 1.00

-.22 25 -.26 1.00

-07 -17 -25 -05 1.00

-29 10 -16 .01 .07 o0 )
34 11 -.23 N 4B . 1w

(9.9) (4.4) (15.15) (11,11) (9.11) (11.9) (55

1 s'agit d'un cas stationnairele*2 <ft,-15/6): interval le moyen inter-spikes de l'ordre de 15+60, auto-
corrélations faibles,coefficients d'intercorrélations peu significatifs,les plus i«portants correspondants
aux couples de neurones voisins qui s'inhibent:(10,10)-(10,8) ou (8,10)-(9,10) par exemple.
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EXEMPLE 3- 8 VOISINS- REGIME STATIONNAIRE

Le réseau est de taille 40 * 40
La forme du voisinage & 8 voisins est: X X X
X . X
X X X
La loi propre des Intervalles tnter-splkes est uniforme
Le paramétre d'Inhibition téta vaut 2
L*intervalle 1nter-splkes moyen propre est 20

La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de temps est: 5

Etat du systtme au bout de 3000 Itérations

2820 27 16 29 2 5 17 8 2121 9 18 18 2 18 16 6 21 14 13 27 8 11 21 27 11 9 20 36 M 4 2
15 12 10 20 26 29 11 8 5 6 24 30 8 33 12 5 5 17 21 19 9 4 3 18 7 20 22 14 3 12 24 21 3
15 28 12 16 22 8 2 14 13 6 23 20 5 214 27 9 8 12 11 6 11 2 13 11 7 10 28 2 9 31 16 24
5 14 24 10 15 21 8 18 16 23 25 22 26 17 8 13 28 17 7 22 28 3 24 27 12 23 31 12 17 4 11 36 9
30 30 15 27 6 12 27 9 22 25 26 3% 19 31 13 1 13 18 12 18 8 15 7 9 9 6 12 33 21 20 8 18 17
2 28 3 9 915 13 11 16 5 13 9 32 30 1 12 26 8 530 39 23 8 3 1517 4 4 6 12 9 7 17
1 2 14 12 8 20 15 20 4 4 17 4 12 114 3 4 27 19 4 15 7 17 13 37 21 12 6 21 3 19 6 38
4 328 6 10 20 17 22 15 16 15 32 20 10 2 30 31 17 30 10 10 4 27 26 12 22 36 10 25 30 19 12 26
29 37 3 12 20 28 31 27 15 8 7 18 9 1 9 10 3 18 6 2 8 12 18 4 11 5 24 10 5 3 4 20 17
37 1812 8 2 7 3 6 7 714 719 6 122 3 51321 3 13 21 19 3 6 27 35 24 16 8 7 1 19
27 8 9 6 1325 11 13 6 17 30 36 24 10 18 14 4 18 6 13 8 6 3 5 19 8 21 12 9 15 9 15 6
4 6 20 32 8 5 15 18 21 27 36 8 27 9 3 7 5 210 3 3 5 7 217 6 28 7 4 13 2 5 9
24 6 6 4 521 14 21 10 23 8 12 4 39 23 16 3 13 3 8 20 2 6 3 22 6 19 12 5 7 30 U 31
8 10 9 13 14 19 1 14 2 5 3 2130 9 18 17 13 17 3% 7 25 7 12 14 22 8 19 8 17 1 13 7 ¥
Uu 4 512 1 7 538 10 29 16 6 30 21 21 20 2 16 4 12 12 2 15 20 26 7 6 7 8 29 26 2 8
4 11 3 5 726 827 9 18 19 5 19 3 6 21 13 17 22 20 8 8 2 16 25 20 14 10 24 19 6 24 31
3 7 9 22 10 9 3 12U 24 3 6 14 3 17 6 16 18 23 23 19 127 3 7 19 28 20 6 1 17 10
24 17 10 30 3% 10 10 20 1 19 20 9 63 7 7 6 7 3 10 6 8 15 10 13 10 6 1 20 2 1 4 21
2 6 13 9 13 17 16 14 23 3 20 29 4 10 16 19 2 16 13 18 6 11 17 20 10 17 18 6 26 23 7 10 36
12 427 18 8 8 112021 23 9 1022 3 6 2 16 36 4 9 26 2 32 19 7 17 14 21 1 3 24 14 5
6 10 529 7 16 23 25 13 16 14 1 14 8 22 9 9 15 23 23 12 2 32 7 22 16 16 24 23 22 6 12 19
4 20 3% 10 5 7 10 16 1 7 18 215 4 2 17 3 28 19 9 13 11 12 27 3 16 1 133 29 19 5 3
7 110 1120 4 9 2 11 6 13 11 2 11 32 28 6 9 16 7 13 6 13 5 23 15 35 11 3 15 6 16 19
10 19 14 6 6 5 16 15 15 8 4 10 4 15 9 4 6 16 5 14 28 13 11 4 2 25 23 34 13 20 7 30 21
24 19 30 3 6 5 27 12 2 15 4 11 5 12 2 14 4 17 13 25 25 11 14 27 26 21 17 13 17 15 35 21 11
7 6 32 824 1223 7 6 93 18 3 2 6 13 2 27 4 26 8 15 4 12 17 6 5 26 13 18 2 5
26 20 7 3 9 18 312 113 13 5 22 15 7 3 3 12 3 12 19 15 9 11 18 15 21 9 9 19 21 26 28
6 24 34 23 6 7 20 14 8 12 9 17 9 9 19 29 22 7 26 25 530 11 27 3 23 20 7 15 21 8 20 32
227 1621 415 34 9 7 2134 12 18 11 17 20 4 16 21 14 24 28 22 8 7 24 2 1 1 7 18 16 7
2 7 6 716 2 8 7 10 18 7 16 16 18 7 6 29 7 13 16 35 3 18 10 14 16 19 10 20 17 10 7
8 25 16 5 1 2 24 9 12 14 9 2 5 14 27 2 16 11 18 23 2 21 12 3 17 24 13 11 5 37 12 3 31
7 3 15 3 1 9 1517 25 319 10 35 29 2 9 11 11 23 4 8 23 223 10 13 23 15 13 14 8 7 2
8 9 8 2 6 5 820 10 20 26 26 7 13 17 8 10 10 17 28 36 28 19 11 10 1 34 15 7 12 10 8 10
28 8 620 22 27 1123 10 1824 2 2115 2 3 628 12330 17 23 20 10 3 26 15 24 26 12 18 13
15 10 17 10 16 10 7 28 1 3 8 5 19 18 2 29 10 15 6 18 36 17 18 19 21 22 4 26 20 6 9 15 10
21 5 4 13 10 13 13 2 9 22 13 27 2 17 11 8 16 1 5 13 4 17 19 6 32 2 2 7 12 24 22 26
24 122 2 4 2r 11524 615 7 7 21 15 33 4183 %5 24 6 7 71 6 8 1 3 10
6 2 1821 7 13 7 7 24166 123 16 23 3 38 9 217 13 5 9 102 10 5 8 0 B 17 6
9 R 8166 R 6 M 29 4111 728 24 B 6 7 4444 8B % 7 12162 7 7133 17 W W18 7
9 & 231 7 13 12 16 6133 1222 6 5 3 20 83 28 3 831 18 34 10 4 29 2 8 8 % 2A 21 23
Fréquence de chaque neurone en nb pour 100 unités de temps-(le 0 indique les neurones Inhibés)
4333333333333333333333333333333 333333334
322322222 22322223232222223 22232222323223
32222233233232222232333 323223 22333333233
33232233333 32323332322322223232232 322323
323 3322222222222232322222322322332323323
332322223332322333233232332333323222223 3
32332232223333322233222322322323333 23223
3222 3223333 23223333223332323333332223223
4233323232223333222232222233223332332334
3222223232332232222332323222323223323323
3222323222332322222323222223223223322233
3223223232233 33 3232323333322233323233223
3222232233332223332333222223322222 3233 24
323332333232 3322233232223222233223222 223
322222233333222232233232 22222332 22333323
323232332-23222332233222223323323322 22233
3323332333323232322333223232 3323 23223 333
3222233323 332322333323233233 222233323323
3222332223322333 322232232323232333 332223
322322332 233232223332223322322 3332333333
323232223323232323332233233333 3232223323
322323222 33322323222222 3332 3132222332223
3232 23322222222322233322 2223322222333223
3223332332333332323223233223232232333323
323 322223222322233323233233 3322322332323
3232322233222332222232233322233323322223
3232232333332323223333322223323232232323
322223322232 3223323232232322232233333323
323232222 3333232222232323222323232232223
3222333223222332332 33322 3232333233233323
332223233233232322 22223232232323322222 23
323233 2222222 223223333323232232233 332 323
323 232223 222233323323233322222232223 2 223
3332323232232223323232223333322332332223
3232 222223222232322 232333232232322323 333
3232333222223333323222223232222332332223
323222 33232322322332232233222232 23222223
33 223 233332223332 333222232 33333232223323
3222 32 22232232 32222 22 23322222222 233 2323
4333333333 33333 33334333333333 33333333334

5 1616 5 436

5

29 18 13
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Intervalle 1nter-splke moyen de chaque neurone-(l’6toile Indique les neurones Inhibés)
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Tous les neurones sont actifs, leur Intervalle moyen 1nter-splke est de 1' ordre de E(F)+8 0

Les neurones observés sont marqués
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Intervalles moyens Inter-splkes

Coordonnées Intervalle Variance
(20,20] 335 329.94
(19,20 | 37.0 446.08
(20,19 i 322 479.92
%i 355 462.43

i 28.9 403.24

(19,19 i 34.7 436.29
10,101 34.9 421.76
,10! 38.4 484.52

5, 5I 334 438.26
g 15, 5 I 345 395.34
24.4 216.55

E 35, 35 | 32.0 415.21
(30,101 32,5 482.98
(5351 314 467.37
(35,20 1 33.6 470.84

10 premieres autocorrélations des neurones

Coordonnées Autocorrélations

g -05 -13 -2 .3 16 -09 -03 =12 .06

(19,20) -l -18 -03 -04 -25 a -18 -1 -0 -32

20,19 -.09 .09 08 -07 -05 -04 -08 =0 D -17

-.06 08 -06 -15 -.09 07 -.03 03 06 -.07

4 =12 -14 -2 -2 18 0 -.09 M -17

(19,19 -13  -05 -7 -16  -.09 03 -06 -19 -07 -34

qg,:ld 06 .05 05 21 -.06 2 @ D -1 a

=12 09 -20 -07 a a3 06 -08 -03 -0

5, 5) -19  -.04 2 03 -04 15 r -2 -09 .08

15,15) -.06 04 -.05 r .07 14 19 42 2 -@

(1 03 =10 -03 -13 .08 03 -13 =10 09 03
35,35 o2 @ 09 - @® -1 -o06 -15 -26 -

30,10) 07 -.03 a -i7 -06 -06 -03 -14 -05 -28

5,35) -0 24 0 a  -o7 31 a or 32 =12

(35,20) -.16 03 -1 04 @ a w14 -2 03 -09

Nombre moyen de spikes par fenétre de 100

Coordonnées Nombre Variance
@2 3.0 50
(19,20 1 2.7 .92
(20,19 _ 3.1 .99

] 28 1.17
35 1.96

(19,19 i 2.9
10,01 28 117
@, 101 26 1@
(5 5i 3.0 &
(15,15) 2.9 127
v 1) 4.1 110
235,35 3.1 1.77
(30,10) 3.1 1.64
(535 3.1 1.41
(35,20, 3.0 1.89

Matrice d'intercorrélations des neurones observés

@) 100
19200 -21 1.00
20,19) .20 20 1.00

2, M -13 28 100
04 -41 -15 -19 100

1919) -.43 20 -® 10 .04 100

10, 3 25 3 .05 .07 -18 100
10 07 -2 15 03 .05 -0L 1.00

5,5 33 20 19 11 =11 -29 M 1 100

1515 .04 -27 =12 .03 @ -32 @ -05 -03 1.00

y -24 07 06 - -16 14 05 -13 -15 QO 100

35,353 19 -19 26 .25 -36 -04 -30 -14 -09 -.08 -.09 1.00

30,10) .24 20D 39 37 M A 19 -12 45 -29 -25 -07 1.00

535) -.04 -2 -07 14 D -24 14 -13 -03 28 -13 .15 -03 1.00

35200 M -06 03 - 16 39 -D -16 @M .04 30 -15 -10 .03 1.00

(20,20)(19,20)(20,19)(20,21)(21,20)(19,19)(10,10)(20,10)( 5, 5)(15,15)( 1, 1)(35,35)(30,10)( 5,35)(35,20)

REVARQUES:

Dans cet exerple & 8 woisins e€2 <€#2¥/8, 1linhibition est faible.ll y a peu de corrélations entre les
sites,du méme ordre de grandeur entre neurones proches ou neurones éloignés.

L autocorrélation est peu significative et 1"intenal le moyen inter-spike est deTordre de E(F)+8e-36.
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EXEMPLE 4- 12 VOISINS- REGIME STATIONNAIRE

Le réseau est de taille 40 * 40
La forme du voisinage € 12 voisins est: X

XX X

XX XX
XXX
X
La loi propre des Intervalles lnter-splkes est uniforme
Le paramétre d'inhibition téta vaut 2
L'intervalle Inter-splkes moyen propre est 25
La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de temps est: 4
Etat du systtme au bout de 3000 itérations

2 19 12 6 22 16 20 20 6 8 16 23 14 4 20 8 39 9 20 2 6 6 31 30 14 25 12 31 7 12 37 33 18 5 9 7 20 13 18
1

17 20 18 16 38 10 7 16 7 6 33 11 46 13 11 10 5 1 13 3 10 37 16 14 14 6 7 42 16 30 12 13 12 6 6 36 10 33

6 17 35 28 15 12 26 10 17 8 30 25 10 5 4 44 4 9 34 13 6 3 3 7 14 134 6 12 6 7 33 17 26 11 18 21 7 31
6 7 10 7 32 518 1524 31 3 7 69 8 22 18 13 23174 10 8 1811 10 10 28 725 229 12 15 921 23 38
10 4 3 6 519 5 2 2918 29 16 11 9 7 21 5 18 13 9 529 21 22 2310 10 12 32 9242 6 18 3 112 39 8
40 23 19 16 3624 25 2 127 44 7 24 34 7 17 7 336 2730 6 1 6 345 11 19 13 2629 2324 35 9 3824 20 8
3 5 9 42611 20 7 818 8 31 7 279 18 11 32 32 1110 23 8 4 413 11 41 7 1739 9 3120 8 3642 20 2
34 18 25 15 910 2 15 831 2 11 10 35 6 5 11 15 7 7 74 11 5 933 23 5 2 3826 1020 11 28 717 2 10
8 18 5 21 13 21 17 15 11 11 5 4 22 7 15 8 10 16 13 6 16 37 16 20 22 26 8 19 1 12 30 32 16 3 27 5 1 18 14
2 7 24 22 51 241 26 9 49 183921 2 2 12 8 7 3 17 7 10 2 10 43 20 5 13 10 4 7 20 23 8 32 30 17
24 3 30 15 8 1 9 2 30 24 27 14 21 21 34 19 4 12 8 14 10 7 31 28 38 8 29 3 3 3 8 18 2 15 8 49 27 23 17
7 6 2 1 61 52 3 13 9 25 11 3921 1016 14 4 20 7 7 16 6 9 5 630 4 2719 19 14 4 8 27 214

7 13 14 43 17 1910 2 244 1 % 3 25 1216 3347 8 13 7 438 8 6 8 43 1118 10 2211 18 20 15 7 34 1729
4213 10 24 23 1744 34 14 10 27 4 29 833 4015 14 37 15 2 35 5 11 40 42 318 23 615 12 1 19 37 6 4440

4 1 12 15 19 3228 22 17 8 40 4 5 1 1740 416 40 23 1 17 16 35 15 11 1 527 14 1618 29 9 14 47 13 2324
3% 42 24 1829 10 1 12 1518 25 20 2933 13 3925 16 22 1 223 12 18 26 9 6 11 1319 3 24 94 3% 2 23 417 40
34 24 6 315 19 34 23 29 14 27 4 4825 25 312 32 12 7 37 22 3215 29 12 28 23 1917 17 29 7 3438 28 19 13 2
37 18 26 1435 4 5 2 2516 23 3 2818 19 2326 30 23 13 629 47 10 3 9 17 42 1926 11 12 27 41 1 26 9 7
1510 31 728 18 24 30 115 3 31 310 9 1529 22 42 4 1710 14 28 5 42 2 5 424 43 12 7 1521 31 1 220 2
4 2 542 4 514 2 29 119 7 1218 820 18 39 16 3% 2 8 7 5 7 27 47 7 3620 32 13 20 25 11 2710 18 2
40 8 7 4 28 8 16 15 17 21 31 623 2441 72 14 26 7 7 103 2 7 7 21 3012 24 1 8 6 27 828 28 5
3y 19 22 2 2 U1 41 4 25 5 1739 1023 15 7 6 3 21 7 29 30 534 3 4 713 33 11 7 12 23 931 27 38
720 12 9 37 30 7 116 10 34 12 4724 3025 29 18 1424 25 19 7 27 41 35 14 37 310 6 23 46 5 2936 13 2
2 15 1 10 17 20 3 1 43 27 18 12 3 10 31 24 36 3 8 4 7 6 19 6 29 10 14 7 15 7 38 32 24 20 8 4 10 21 14
23 26 26 28 40 5 21 22 10 16 16 16 34 5 14 29 25 4 26 14 8 16 5 36 12 30 7 4 11 25 18 19 22 19 14 10 19 3 3B
114 15 3 5 17 33 15 15 19 12 23 6 46 7 33 18 4 9 12 3 12 9 2 3 20 12 10 12 20 12 9 2 16 16 12 30 22 5
26 13 34 18 14 1015 5 12 10 7 18 41 19 264 28 32 2 8 21 14 4 20 10 16 27 31 32 25 22 17 20 41 34 25 3 25
100 28 726 1 4 615 9 3 26 237 39 3 8 20 10 21 4 25 16 | 25 814 326 20 25 17 23 24 4 40 18 5 9 6
13 25 634 39 7 224 73 6 53 12 1815 119 6 9 6 25 26 37 12 1 619 9 7 4 37 33 11 14 9 273 5
13 4 15 7 16 23 527 5 7 16 13 16 28 14 1514 5 4 14 42 15 18 19 1910 11 7 322 8 4 42 13 6 6 28 6

15 11 140 3 21 1811 1 9 12 8 13 2 2522 15 224 9 6 8 28 7 16 3 11 121 8 20 3 4 7 28 35

154 418 10 41 48 16 7 73 19 18 1 6 28 29 2 2 6 28 35 5 10 5 3115 10 23 13 6 12 9 9 22 42 3

14 38 19 15 27 24 6 10 39 10 7 21 35 20 14 5 17 36 8 9 29 38 9 16 17 15 18 7 3 21 17 31 21 17 27 9 4 16 31
4 7 12 32 11 42 19 38 24 5 7 2 2 13 15 34 7 30 24 16 21 8 27 40 18 4 17 26 20 30 8 5 43 7 27 15 7 21
8 21 12 15 17 38 44 32 18 19 21 13 7 26 9 3 5 10 12 10 5 18 8 18 15 6 31 15 3 6 26 8 35 16 17 4 22 27

10 14 10 29 25 7 25 934

1

1

7

7

17 41 2131 6 2012 14 15 9 1118 38 27 16 17 38 16 15 2 7 36 13 15 35

n 2 16 9 7 2 25 1414 31 35 5 18 16

3

13

14

20 3825 23 4741 24 32 37 518 32 25 6 27 36 4 9 1 12 5

153 19 817 21 14 14 1820 12 30 27 7 32 18 31 3 21 6 10 134 36
5 2810 26 538 3 11 33911 15 5323 12 3 3 18 8 6
21 227 3 1115 11 8 13 2323 6 10 10 24 24 29 29 39 28 43 5 9 4

17 4 3 17 34 7 12 2913
29 12 13 30 16 14 3 1037
34 45 11 4 7 26 31 1137

B

R&R

R&5EKQ

ISJ=EN

288 rvoes
8

Fréquence de chaque neurone en nb pour 100 unités de terops-(le O Indique les neurones inhibés)
332222222222222222223232232222222222:2 3 3
32222 2222222222222212222222222222222 2222
2222222212222222212222222222211222122222
2222222222122222222222222222 222112222222
22222222221 22222222222222212222222222222
2222222222222222212 22222 2222222222222222
2 22222222 2222222222212 222222272222 2221222
2222222222212 222122222222222221 122 22 2222
2 222 12222222122 2222%22122222 222222122222?2
222222222222 2222 222222222222122222222222
22222222221222222122222222 2222 2222222 122
2222212222221221222222122122212212222 222
22 22212222212222222222222222222222221222
2222222222222122212122212 222122222222222
222 22212222 11222222222222 122222122122222
2 2222222222222222222222222222 2222 2222222
21222222 22222222222122222222 222222222222
322222122122212212222222212222:2 222222222
22222122 2222112222222122122222222222222:2
22222212222222222222222222222 22 221222 222
2222222222212222222222222 2222212 22222222
22222122222222222222 212212222 22222221222
2222 221222112222222222222222222222222222
2222222212222222222222222212222222122 223
22122212221221222222222122221 122 2222 2122
222222221222 222221222222222222222222222:2:2
222222212122222122 2222212222 22222222222 2
222222222132222122222222222222 2122222223
22222222 2222222222212222122222222212222:2
22222222 1122222222222222222122122221222:2
2222222222222122222222222222212222222222
22122222222222222221 222 21222122222222222
2222221222222222222222222222212122222 122
22222 12222222222212222222222:2 22222221222
2222222222222222222122222222122 222222222
22122222 22222222122222222 222222222222222
222 2122222 222222 22222222122222222222222:2
21 2222222 1221 2122222222221212 22222122222
2222222222 222222222222222222222222222 2 23
322222222222222222222222:2 222222322222 2 23

SR

NERLRERoES
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Intervalle Inter-splke moyen de chague neurone-(I'étoile Indique les neurones inhibés)

N~ O S0 ® s} oD b © NOHON~N DN A
SREBTIIIRSELINYNBILBIILHBEIBILBIBEITIBEIRES
mMoOwooQd dROORVONRONOQ LM~ QM VAN HRQ
BRI TRBIQILBLIVBITILIBLIYLRIHIHIIRIIBSG
N~ OWw QAT OVOQRAHNONLAONRNWDMVVOND VNN~ QN o

® < w
EYBRRILBITBILLBIRBBLILITLIIVLIVIRBIIYSTEIREY

VOVONTAONDRLNONOILOONOONONNOOND O SN~ oM
BLBLLICIIILIBIILLILILTLYILYLLIVYBLIIILYGD

oo Rl oY s aRu iR gLl KoK B R JSEo R Jte Ko F NN R R R R e e =
ST OSTS TTTIITIISITIITITIITIOSIITITIOSISITITIITI OO O

FEHYRIINTLIBET AT RLLBITRYILLINILLILIILAER

PR TLH I VR ILERIBITNR LRI YISERIISRST

BIBBILLIITINIILITRIVITLELVREIIILIIQEHL3LS
BEIBBYBOEIIRIQIBITIRITIEILLIBITLLBLYIBILAY

BEEIFIHIVVIRLIQITRLLBLYTIIBITIARTLIITEINHS

GEEEITRIVIYEBLIIIBIBITIIIIBITILIZINIBIRGSR
BFIYIBLLTIFYIVNELRILILLLTLRILTLIRZIIINLIIER
ERIFIVICIOINIILLIILRITIIVLINLLIBIBIREINIS
FOTORLLFReEIRRTIRILLILIITILLIVLRLTIRLIY

HOMNQOOOUVWURANONQNQOANITIN DL OHOYQ® ©Q QX
BMIILIIIVIRIIBLIBIINHEITL2LBB3IVLIILIBLILRARS

BYILITFOTILIIBRIRLIBBIBLRLLIIBHINIIILBTSLS
BIYLILIIIVIYUCLYIBIIILIICYRILINBHALIFLEN
BRRITRIRRLVYBITRILYITIIRIIILIVIIIITIRRYS

DD NWO © DR NN [fo)Te} NN AN MOS0 OW S LNOODWL O
BRILLIVBBTRILLLITONATRTIITLRLISTITILNLERRR

BYLLIBIBIHITLRLBIQVITIITIILLEII29I8ILIIH
BRLIFTIILLILICBITIRIRTILARLIIVILRIBILBIFTIIYN

OINQOAMWLAONEVLOOIN AV OVWOW AL VO DO D [=X%]
BITRLRIRITRLRITRIVLYLRILLRYITLIRRLILILILY

BLBIYRLLITIAICATIVIILTIRRLELHITRLLIVBILISLSLY
HLLBIRIBIRTILIIELBIITIBBILIFTLIIQIRIBSSY

FITILILREIVSVRIYIIIIIFININCEBRTIIBRTRLRR
BLIYTIBIILLIVITBIITLRIILBIYRIILILIVILLREY
BLRRIQTITBLIIIBIIINCELLRLIIBRLLLINILLIIBRISES
BYRITILIBIIBEBBILIBILIVBBRLILITLIINILELS
BIRTLLABLYTIBYHIYLLBIICRHETIILILRLLILILESY
BYBIBLRRILALLHELIRIBITIBERLLALILIQLTIINHS
FERRTTIIIRRVVILINIBILLLLIIT BRI FLIRIY
BRELIIIVLLLRITIINIRLRTLILBLIBBIITLITRLILFLS

LELIIFVRILILIATITLERYAIITICICIIILLIBITLES
QEYILLIIRITLIVIVTIITRIBICIBETIRLLITIBLILIVRSH
BLIBLILLIIBICIITIBRICLILIBILEITILIBRIBTLEBIY
FRRFITHIBLITILICITLTIILRIQIIILILLBRLIINRISH
BRI LIITYIIRLRRIBILSBBLIIIIYLIYIIILERLIY
FBIETFILIVIILICIRELIBRIIISIBLRLIBILLINEIGS
SLYITRITRLIILIICLIVBTLILLYBRILLIILBIINGH
BEIBHER8IBIABELRISBEBEBIBIEIHBBIVLIBIBRERY

Tous les neurones sont actifs,leur Intervalle 1nter-splke est de l'ordre de E(F)+12'0
Les neurones observés sont marqués
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Intervalles noyens 1nter-splkes

Coordonnées Intervalle Variance
, 46.6 785.59
20,19! 46.0 844.45
'20,21 ¢ 42.8 816.63
21,19 1 445 863.46
1921 i 426 871.62
19,19,i 44.2 849.65
18,18 48.5 782.68
17,17 45.0 588.11
10,10 48.2 664.58
5 5 39.0 790.09
21,21 39.9 829.26
22,22 513 1047.47
23,23 43.9 886.43
30,30 441 674.91
35,35! 50.5 932.65

10 premieres autocorrélations des neurones

Coordonnées Autocorrélations
(20,20) 20 14 06 -16 -11 -20 -30 -.04 25 22
120.19 -08  -21 46 -06  -22 -01  -01 11 -.05
20,215 -18  -.05 0l  -04 -15 -06 11 -14 07 -20
121.19) -19  -.16 .19 12 -38 -03 -10 -29 -08 -.14
1.19,21) 13  -05 -10 -.01 08 -24 -08 -10 -17  -07
119,191 -14 <05  -.05 18 13 -.09 08  -01 04 -22
118,18 > .03 14 05 .09 17 37 03 23 -01 -1
117,17 1 -15  -15  -.04 12 -24 -03 -07 -58 -25 -39
(10,101 -.14 13 .06 00 -01 -11  -20 -13 -15  -07
I's, 5 -.15 08 -19 -23 -20 -.08 17 04 20  -.03
21,211 -04 -05 -04 -06 16 -18 06 -.04  -11 17
12221 18 -06 -26 -20 -.07 10 30 16 -08 -.15
(23,231 00 -.02 23 08  -.06 06 18 22  -07 -07
(30,30) -29  -09  -.09 12 07 00 -14  -02 -20 -02
(35,351 19 i1 -07 -15  -16 -20 -40 -47  -21  -20

spikes par fenétre <

Coordonnées Nombre Variance
(20,20) 21 131
(20.19) 2.2 .58
(20,21) 2.3 .58
(21.19) 22 1.03
(19.21) 23 1.50
(19.19) 2.3 92
(18,18) 2.0 .68

17,17 2.2 74
10,10 21 .64
5, 5) 25 1.54
121 25 161
202 1.9 114
(23,23) 23 135
(30,30) 23 49
(35,35) 2.0 157

Matrice d'intercorrélations des neurones observés

20,20) 100

(20,19) -31 100

20,21) -.08 02 1.00

2119) 07 -05 .10 100

1921) -25 21 04 29 100

19.19) -.06 -32 22 -17 -38 1.00

18,18) -08 -12 -02 .16 -44 .49 100

1717) -46 16 06 .15 4l -07 -16 1.00

10,100 -05 -14 14 -02 34 -31 -28 -18 1.00

5,5 -21 -06 .06 -.11 15 12 -19 34 -14 100

2120 -11 02 -20 -28 -06 21 29 03 -18 .41 100

2222) -26 06 07 08 -12 12 17 33 05 .11 -13 1.00

2323) 17 -30 -31 -26 -01 09 -27 -28 06 -05 .10 -.16

30,30) .05 -.10 -.17 27 -02 -12 11 -22 -04 -29 -24 -16 100
3535 -15 .19 -04 00 46 -18 00 -07 54 -09 31 -29 16 100

(20,20) (20,19) (20,21) (21,19) (19,21) (19,19) (18,18) (17,17) (10,10) ( 5, 5) (21,21) (22,22) (23,23) (30,30) (35,35)

FEVERQUES

Les remarques a faire sont les mémes que celles de l'exemple 3.0n voit que Ilintercorrélation (faible) est
répartie dans tout le réseau,elle ne diminue pas en fonction de la distance des sites.
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BEXAVPLE 5— 14 VOISINS— REGIVE STATIONNAIRE
Le réseau est de taille 40 * 40

La forme du voisinage | 14 voisins est:

La loi propre des Intervalles 1nter-splkes est uniforme
Le parametre d'Inhibition téta vaut 2

L’Intervalle 1nter-splkes moyen propre est 30

La fréquence moyenne de décharge propre pour 100 unités de temps est:
Etat du systeme au bout de 3000 Itérations

43 22 4 5 34 39 7 10 7 2z
16 27 8 38 23 1 5% B
19 1 18 23 19 4
1n 28 23 9 23 9
2 8 42 9
6 2 9 26 7
13 10 3 10
37 3 1n 55
20 6 21 37
24 1 30 4
4 5 2 3 22
33 21
18 5 18
13 8 13
44 6 9
15 2
16
16

4S5 « « lu
1824 39 17 3
30 234 12
18
42 8
37 2
15
23 9
20 4
14
3% 4

15 3
15 65
36
20 3
13 6 9
13 1
29 7
15 9
18 3
19
28
13
5 7 2
29 7 8
38
2826 6
17
41
34

18

37
6
26 6

Fréquence de chaque neurone en nb pour 100 unités (te temps-(le 0 Indique les neurones Inhibés)
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Intervalle Inter-spike »oyen de chaque neurone-(I'étoile Indique les neurones inhibés)

2 38

BRI RYRYR eI IR YRYRIRIRRIRIT T
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SRR R o L F e P Rl et R R R R R e e A L R e =R =R
BB e s BRI B IBRTYBBBE23538380Y
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Mo NOAONO NS QA O © N0
SULLbLbLerBREYENRI BR8N FE8h338BNIIICINRTY

O St AN Ll
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Les neurones observés sont marqués
<

Tous les neurones sont actifs,leur Intervalle moyen Inter-splke est de Tordre de E(F)+140

._'_'_A-".
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Intervalles noyens Inter*spikes

Coordonnées Intervalle Variance
[20,20] 59.3 1062,96
20,19 > 56.5 1471.79
20,18 1 56.4 1282.69
20,21 55.1 868.34
20,22 42.8 907.04
20, 5 48.1 1062.47
20,35 57.0 1085.50

5 5 55.9 896.70
>3535 1 50.0 967.29

5,35' 51.7 835.44
35, 5 55.5 1166.81
17,20 59.7 824.44
23,20 504 932.27
10,10 1 49.9 985.41
30,30 1 47.1 975.07

10 premieres autocorrélations des neurones

Coordonnées Autocorrélations
, 04 18 -05 -01 -22 -09 -02 -15 -02 11
20,19 01 02 -17 01  -05 -25 -21 -18 -0l ;24
% ) -05  -32  -08 06 20 -02 -01 .03 32 25
2, 14  -03 -23 -20 -28 -05 -15 -19 -32  -42
021 -16 -11  -05 -.14 .03 .09 00 -25 17 -.09
20. 5) 18  -16  -14  -24 01 -20  -20 01 02 -.02
(20,351 21 03  -03 -04 25 03 A1 14 13 .09
(5 5) 16 39 32 02 40 .05 14 17 09  -.06
(35,351 -09  -11  -09 -07 02 15 -01 02 -26 -17
(535t 14 15 10 17 13 12 40 11 35 12
(35, 51 07 -.02 06 21 03 14 24 -.09 04 19
(17,20; 01 -36 -15 22 15 .09 24 04 -13  -33
23,20 13 14  -09 -51  -05 -22 07 .03 .00 .09
<10,10 | 09 -08 -05 -24 -26 -47 -36 -19 -29 -14
(30,30| 02 11 10 -1 04 -05 14 32 .00 15

Nombre moyen de spikes par fenétre de 100

Coordonnées Nombre Variance
[20,20, 1.7 .50
20,191 1.8 1.12
20,18,1 1.8 1.12
120,21'1 18 .88
120,22 1 2.4 1.09
20, 5i 2.1 1.60
(20,35 1 1.8 54

, 1.8 .88
(35351 2.0 75
( 535 19 121
(35, 5 1.8 86
(17,20 1.6 66
(23,20 2.0 1.43
(10,10 2.0 1.00
(30,30! 21 92

Matrice d'intercorrélations des neurones observés

20,20) 100

20.19 -15 100

20,18 -01 14 1.00

20,21 -05 .09 -41 100

20,22 62 34 -08 .04 100

20, 5 04 -09 31 -10 00 1.0

20.35 12 01 15 -03 -16 .30 1.00

5 5 16 20 09 -05 04 .08 .03 1.00

35.35 08 -01 34 -36 -10 30 21 .03 1.00

5,35 20 -32 -14 -08 -26 -41 24 -22 -12 100

35, 5, 13 03 21 -25 -01 29 40 -25 -23 -08 1.00

(17,20 17 -06 -31 04 -10 -14 09 -10 08 49 -23 100

23.20 25 08 -28 -10 32 07 -20 00 -14 -22 -.06 100
10,10, 25 -10 -14 -34 24 -08 -34 -15 17 -26 -.27 27 1.00
30,30; 100

09 23 40 -06 -06 52 A8 21 A7 -43 09
(20,20)(20,19)(20,18)(20,21)(20,22)(20, 5)(20,35)( 5, 5)(35,35)( 5,35)(35, 5)(17,20)(23,20)(10,10) (30,30)









ANALYSE MATHEMATIQUE D’UN MODELE DU CORTEX CEREBELLEUX

Il. EFFET DE L’ACTION INHIBITRICE DES COLLATERALES
RECURRENTES EN PRESENCE DE STIMULI.

Marie COTTRELL

UA. CNRS. 743 'Statistioque MpUguée*
Laboratoire de Mathématique, Bat. 425
Université de Paris 11

F-91405 ORSAY Cedex

Nous analysons les réactions d’un réseau de neurones reliés par des liaisons inhibitrices, en

présence de stimuli extérieurs.

L’état du systeme est dans ce cas un processus de Mark