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Maximum entropy method on the mean and applications

Fabrice Gamboa

Abstract

An explicit solution for the problem of probability reconstruction when only the averages of
random variables are known is given by the maximum entropy method. We use this method to
reconstruct a function constrained to a convex set G(no linear constraint) using a finite number of
its generalized moments (linear constraint). A sequence of entropy maximization problems is
considered. The nth problem consists in the reconstruction of a probability distribution on . the
projection of Gon IP, whose mean satisfies a constraint approximating the initial linear constraint

generalized moments). Vhen n approaches infinity this gives a solution for the initial problem as
the limit of the sequence of means of maximum entropy distributions on G . We call this technique
the maximum entropy method on the mean (M£.M) because linear constraints are only on the mean
of the distribution to be reconstructed. WWe mainly study the case where G is a band of continuous
functions. We find a reconstruction family, each element of this family only depends of referenced
measures used for the sequence of entropy problems. We show that the ME.M method is equivalent to
a concav criteria maximization. e then use the MIEMmethod to construct a numerically computable
criteria to solve generalized moments problem on a bounded band of continuous functions. In the
last chapter we discuss statistical applications of the method.
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Maximum of entropy Functionna.l estimation
Generalized moments Moment problems

Large deviations
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CHAPITRE |
INTRODUCTION ET PLAN DETAILLE DE LA THESE

11 INTRODUCTION

La méthode du maximum d'entropie est une méthode pour reconstruire
des mesures de probabilité, lorsque Ton ne dispose comme information que
des wvaleurs moyennes d'un nombre fini de variables aléatoires
[Wragg-Dow, 70] (i.e Ep(ty)=Gj, j=I...,k). Elle consiste a choisir parmi toutes les
probabilités candidates, (i.e parmi toutes les probabilites P vérifiant, Ep(<tixq,
J=1,..,K) celle qui maximise la ji - entropie:

UE) -- (Log Fap,

n

ou vy est une mesure de référence donnée. L'origine de la méthode est le
choix de modeles en mécanique statistique lJayn, 57)- On trouvera dans [Jayn,
62] et (Shore-John, 00] des justifications sur le choix de la fonctionnelle
d'entropie comme fonctionnelle a maximiser.

La méthode du maximum d'entropie a été largement utilisée dans des
problémes de théorie du signal, d'imagerie1ou de théorie de l'information. On
trouvera par exemple dans la these de A Mohammad Djafari [Moham, 07] le
développement de la méthode pour des problemes de tomographie, ainsi
qu'une bibliographie trés compléte sur le sujet En ce qui concerne les
problemes de déconvolution en image on pourra consulter les travaux de SF.
Gull et J. Skilling [Gull-Skil, AL (Gull-Skil, GBL A. Lippman [Up, 661 quant a lui

ILa fonctionnelle d'entropie est en général utilisée ici comme opérateur de
régularisation pour des problémes inverses mal posés. Le plus souvent le signal (ou
I image) a reconstruire est positif , il est consideré aprés normalisation comme une
probabilité. La méthode du maximum dentropie consiste alors a choisir parmi toutes les
reconstructions se trouvant dans un voisinage de I'observation (la forme de ce voisinage
est déterminée par la nature du bruit de mesure, I'exemple le plus classique est celui ou le
bruit est gaussien, le voisinage est alors un ellipsoide), celle qui maximise I'entropie.
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donne une application particulierement intéressante de la méthode, il l'utilise
pour construire un systeme expert de reconnaissance de caracteres.

G Bricogne [Bric,c O4l a, comme d'autres cristallographes, utilisé la
méthode du maximum d'entropie pour résoudre le probleme de reconstruction
d'une densité électronique en cristallographie. Le probléeme cristallographique
[Dac, 64] consiste a reconstruire une densité de probabilité sur une maille
élémentaire (cube unité de R3) lorsque I'on ne dispose que d'un certain

nombre de modules des coefficients de Fourier de la densité a reconstruire. S
maintenant on s'intéresse au probléme cristallographique de la reconstruction
de la densité scatteringtenght pour la diffraction neutronique, la méthode du
maximum d'entropie n'est plus applicable car la fonction a reconstruire n'est
plus une probabilité (elle peut prendre des valeurs négatives). J. Navaza
iNav, 651 iNav, 66] propose pour résoudre ce probléme d'utiliser la méthode
du maximum dentropie d'une autre maniere. L'idée est de considérer
I'ensemble Gdes densités comprises entre a et b (les seuils a et b sont donnes
par la physique du probléeme), de munir l'ensemble fonctionnel G d'une
mesure de référence ji et de chercher la probabilité sur G du maximum de
ji-entropie dont la moyenne (a valeur fonction) possede les modules des
coefficients de Fourier observés. Lareconstruction est alors la valeur moyenne
de cette probabilité. Elle possede la propriété d'etre comprise entre a et b
(moyenne de fonctions comprises entre a et b), et par construction les modules
de ses coefficients de Fourier sont ceux qui ont été observeés. Bien évidemment
le probleme précédent ne peut pas étre résolu de facon directe car il est
difficile de définir une mesure de référence  sur l'ensemble de fonctions G
ayant une interpretation physique acceptable. Pour le résoudre on l'approche
par une suite de probléemes de maximisation de l'entropie sur une suite
d'espaces ( GH)n>i approchant G et de dimension finie.

Plus généralement donnons-nous un convexe &d'un espace de fonctions
E, une famille finie 0» je de fonctions du dual de E, et considérons pour

c vecteur de donne le probleme de reconstruction d'une fonction g

appartenant a Gdont les 0 - moments valent c, c'est-a-dire trouver une
fonction g de Equi Vérifie la contrainte linéaire,

L J <R g(x) dx * c,

et la contrainte non linéaire.

Replacons nous dans le cadre de la note 1 (voir page 3)- L'utilisation directe de la
méthode du maximum d'entropie revient a utiliser un convexe Gconstitué de fonctions
positives. Il est des cas (cristallographie, image, etc .) ou I'on connait plus précisement les
enveloppes des signaux a reconstruire, un procédé de reconstruction prenant en compte
cette information a priori peut donc étre intéressant.



(N) g6 C.

On peut alors essayer de reconstruire g en utilisant la technique dont nous
avons parlé précédemment. Pour cela on se donne un quadruplé,

((Mn)n>h (R)n>L (Mn)n>L (fa)mi) ou Tn (resp. Rn) est un opérateur linéaire
défini sur E et a valeurs dans Rn (resp. défini sur Rn et a valeurs dans F
contenant E), IVh «st une mesure de référence sur G image du convexe C par
ropérateur linéaire Tn et (n est un opérateur linéaire sur Rn a valeurs dans

Rk approchant 4(dans un sens a préciser). On considere alors le probleme
suivant de reconstruction dans RU : Trouver un vecteur yn du convexe (h dont

Timage par 4p est c, c'est-a-dire trouver un vecteur yn de R0 qui vérifie la
contrainte linéaire,

(Ln) <foyn - c,

et la contrainte non linéaire,

(NLn) yn6 (.

On cherche alors, probabilité de - entropie maximale dont I'espérance
(a valeur dans R0) vérifie la contrainte linéaire (Ln), en supposant que cefte

probabilité existe, son espérance yJ?Eest une solution du neme probléme de
reconstruction:

y,.E définie par y,,E= { w dP1~fan),
(0]
ou (g désigne Télément génerique de Ra , vérifie
) y.E=c,

et,
(NI*) yfe cn.

Posons maintenant gP{'E =Rn y'ﬁ/'E, sous des hypotheses raisonnables sur la
suite @m)n> des approximations de <>ainsi que sur les suites d'opérateurs

(Tn)n>i et (Rn)n>i, oh peut espérer que la suite ( g,,B converge (dans un sens
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a préciser) vers @*E solution du probléeme initial. Cette méthode de
reconstruction consistant & utiliser une suite de problemes de maximisation de
I'entropie sur des espaces de dimension finie est appelée méthode du
maximum d'entropie sur la moyenne (MEM) car la contrainte ne porte que
sur les moyennes des lois a reconstruire. Elle est resumée dans le schéma 1
Cette thése est essentiellement consacrée a I'étude de la suite des

probléemes MiJvi, dans le cas ou le convexe fonctionnel Gest la bande de
fonctions continues:

G»{e € CU),Vx € U, a(x) <e(x) <b(x)},

ou CU) désigne l'ensemble des fonctions continues définies sur U
sous-ensemble de R1iet, a et b sont des fonctions données. Pour construire la
suite de probléemes de dimension finie on utilise ici une suite (xi)in de points

de U dense dans U. Le n"me probleme de maximisation de I'entropie sur la
moyenne consiste alors a trouver une reconstruction définie seulement aux
points (xi)i=i.n . Le convexe (hest donc le pave,

n
Gr=n 1a(xi), b(xi) I,
i-1
que I'on munit d'une mesure produit jin « ou (FX)xeu est une famille de

mesures positives donnée. Le résultat principal est alors l'existence d'une
reconstruction de la forme,

g™EX) -y'( <v*(c), T =x),

ou v*(c) est un vecteur de R qui dépend de ¢, <, >designe le produit
scalaire usuel sur Rket v'( ., x ) est la log-transformée de Laplace de la
mesure Fx . Cette reconstruction est obtenue comme limite de la suite ( gP{'E).

Nous montrons ensuite que la fonction g}\/IE possede la propriété d'étre
le maximum d'une fonctionnelle concave (dépendant de la famille (FX)xeu )
sur I'ensemble des reconstructions possibles. La plupart des méthodes de
reconstruction classiquement utilisées (moindres carrés, entropie, entropie de

la prédiction, etc..) sont alors interprétables comme des problemes MEM avec
des familles de mesures (FX)xeu particulieres. Ces résultats sont présentés au

chapitre I1I.
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Le probleme des moments trigonométrlques est un probleme classique en
analyse. Il consiste a trouver des conditions sous lesquelles une suite de réels
(c))j.odc  lasuite des moments trigonométrlques d'une mesure positive et a
caractériser les extensions extrémales. Dans [Land,67] on trouvera une
résolution du probleme sous I'angle du principe du maximum d'entropie. Plus
généralement, étant donnés une suite de fonctions continues 49 - (<JX)j, \ &
une suite de réels (cjJj-i.jt et un convexe de fonctions C, le probleme des
moments géneralisés consiste a donner des conditions sous lesquelles (Cj)j, j.*

est la suite des $- moments d'une distribution du convexe cl(C), (cl(C)
désigne la fermeture de G dans un sens a préciser) et a caracteriser les
extensions extrémales. On trouvera dans le livre de MG Krein et AA.
Nuderman [Krein-Nud, 77] une résolution du probléme lorsque C est la bande
de fonctions continues,

&«{e € QU), VX G U a(x) <e(x) <b(x)}

Au chapitre IV nous étudions ce probléme sous l'angle du M-EM Enfin le
chapitre V est constitué d'applications statistiques de la méthode du maximum
d'entropie sur la moyenne.

1.2 PLAN DETAILLE DE LA THESE
Il La méthode du maximum d’entropie

Ce chapitre est une présentation de la méthode du maximum d'entropie
pour reconstruire une probabilité. Nous présentons aussi d'autres
constructions ou la distribution du maximum d'entropie intervient. Dans
(Gzoyl, M1 HK Gzyl donne un panorama trés complet et une bibliographie
importante sur le sujet.

11.2 Le principe du Maximum d'entropie

Aprés avoir donné la définition de la fonctionnelle d'entropie nous
rappelons les résultats de JE Shore et RJ. Johnson [Shore-John, 60] qui
montrent que le procéde de reconstruction d'une probabilité suivant le critére
d'entropie maximale posséde certaines propriétés d'invariance. Nous

rappelons ensuite une construction ensembliste de I'entropie due a J. Chover
[Chov, 61).



9

11.3 Minimisation de lI'information de Kullback et maximisation de I'entropie

Nous étudions ici le probléeme variationnel de maximisation de la
jil- entropie (ou de la minimisation de l'information de Kullback par rapport a
H, si jjiest une probabilité) sous des contraintes sur les valeurs moyennes d'un
nombre fini de variables aléatoires données.

11.3.1 Cas de contraintes linéaires

Nous rappelons les résultats de 1. Csiszar [Csis, 751 iCsis, Q41 dans le cas
de contraintes d'égalité pour les valeurs moyennes. Le résultat principal est
que sous certaines hypotheses la loi du maximum d'entropie est un élément
du modele exponentiel dont la statistique exhaustive est la variable (a valeurs
vectorielles) définissant la contrainte. Nous donnons ensuite quelques
exemples de reconstruction de probabilité par la méthode du maximum
d'entropie.

11.3.2 Généralisation a des contraintes linéaires relaxées

Nous montrons dans le cas de contraintes linéaires relaxées, c'est-a-dire
lorsque les valeurs moyennes sont contraintes a étre dans un convexe compact
K et sous des hypotheses du méme type que celles faites dans le cas de
contraintes d'égalité, que la probabilité de \i - entropie maximale est encore
un élément du modeéle exponentiel précédemment défini. Ceci est illustré par
d'autres exemples.

11.4 Autres constructions ou la loi du maximum d'entropie intervient

11.4.1 Grandes déviations

Aprés avoir donné la définition de grandes déviations de R Ellis [H, GbL
nous rappelons deux exemples: grandes déviations d'une somme de variables
indépendantes équidistribuées, grandes déviations d'une mesure empirique.
Enfin nous donnons un troisieme exemple (qui est une variante du premier)
qui est directement en rapport avec la méthode MISM

1142 N uiau d'entropie et probabilité conditionnelles

Nous rappelons brievement que la loi du maximum d'entropie est la
limite d'une certaine suite de lois conditionnelles [Van-Cov, 61] . Ceci est
illustré par un exemple pour des lois discretes.

111 La méthode du maximum d'entropie sur la moyenne

Ce chapitre est consacré a la méthode du maximum d'entropie sur la
moyenne qui a été décrite dans l'introduction. Nous étudions tout d'abord dans
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le premier paragraphe des exemples pour lesquels une utilisation directe de la
méthode est possible, c'est-a-dire que I'on peut appliquer directement la
méthode du maximum d'entropie sur G Dans le paragraphe suivant on
s'intéresse a une formulation abstraite de la suite des problemes MEM, ainsi

qu'a la résolution du nme probléme d'entropie. Le paragraphe 1114 étudie la

convergence de la suite des reconstructions ( g,,B dans trois exemples,
I'exemple principal étant la bande de fonctions continues,

G- {e GQU),Vx G U a(x) <e(x) <b(x)}.

Enfin le dernier paragraphe traite du lien entre la méthode MEM et la
maximisation d'un critére concave.

111.2 Exemples de reconstruction

111.2.1 Moaeats généralisés

S l'on considere le cas ou le convexe G est lI'ensemble des fonctions
continues sur 10, 1), ou continues et strictement positives sur [0,1) et que la
contrainte linéaire est la contrainte de $- moments,

1

I g(x) dx - ¢, Ofonction sur [0, ILa valeurs dans R ,
0

on peut donner une formulation globale du probléme. Le probleme d'entropie
consiste ici a trouver parmi une famille de processus celui dont l'information
de Kullback. par rapport a un processus a accroissements indépendants
(processus de reférence) est minimale et dont la dérivée de I'espérance vérifie
la contrainte linéaire. La reconstruction est alors la dérivée de I'espérance du
processus solution. En particulier lorsque le processus de référence est un
processus croissant on obtient une reconstruction positive. Ce type de
reconstruction est étudié lorsque le processus de référence est le processus de
Poisson ou de Wiener, on retrouve alors respectivement la reconstruction
d'entropie maximale et de norme L2 minimale.

111.2.2 Applicatiaa Interpolation par foactioos spliaes

Lorsque le convexe fonctionnel est I'ensemble des fonctions continues sur
I'intervalle [0,1) et que les contraintes lineaires sont des contraintes
d'interpolation, on peut encore utiliser directement la méthode MEM Le
probléeme consiste alors a trouver parmi une famille de processus celui
dont l'information de Kullback par rapport a un processus de référence est
minimale, et dont I'espérance (a valeur fonction) de l'image par une certaine
transformation vérifie les contraintes d'interpolation. La reconstruction est
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alors l'espérance du processus transformé sous la loi du maximum d'entropie.
Onétudie le cas ou le processus de reférence est le processus de Wiener et la
transformation est une série d'intégrations. Dans ce cas la méthode MEM est
la méthode d'interpolation par fonctions Splines qui est décrite dans
(Schoen, 64].

111.3 Lasuite des problémes MIEM pour un convexe d'un espace de fonctions

111.3.1 Définition de probleae

La suite des problemes MEM est définie de fagon abstraite pour un
convexe Gd'un espace de Banach. On détaille en particulier la construction
pour les deux exemples qui seront traités par la suite: G la boule unité d'un
espace de Hilbert séparable et G la bande d'un espace de fonctions continues.

111.3.2 Résoluttas do t”** probléme d'entropie

On utilise ici les résultats du paragraphe 11.3 pour résoudre le n”me
probléme d'entropie. On montre que, sous des hypotheses sur le supportet sur
la transformée de Laplace de la mesure de référence [in, il existe une solution
au neme probleme d'entropie.

111.4 Convergence de la suite des probléemes U.EM

1114.1 Boole ooiti d'u espace de Hilbert séparable

On utilise une base Hilbertienne pour discrétiser l'espace. Le n“me
probléme d'entropie est alors un probléme d'entropie sur la boule unité de Rn.

On montre que pour toute suite de mesures de réeférence (Un)n>i, telle que |in
soit invariante par le groupe des isométries sur R0, la suite des

reconstructions ( gj®) converge vers la reconstruction de norme minimale.
111.4.2 Bande ouverte d'un espace de fonctions continues

Nous résolvons le probleme décrit dans l'introduction dans divers cas de
figure.

/1. 4.2» Cascompact

Le résultat principal est le théoreme 3.1 ou il est montré la convergence
de la suite des reconstructions dans le cas ou les fonctions a(.) et b(.) sont des

constantes de K et que la famille de mesures de référence est constante (pour
tout x, Fx » F). L'étude est ensuite complétée quand a(.) et b(.) sont des
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fonctions continues a valeurs dans R et (ou) que la famille de mesures de
référence n'est pas constante. Nous donnons aussi dans cette partie des
exemples de reconstructions en utilisant des familles de mesures de référence

particuliéres. A la fin du paragraphe nous revenons sur le troisieme exemple
de grandes déviations du chapitre 1I.

IU.4.2.b Casnon compact

Lorsque le domaine de définition des fonctions n'est plus compact nous
montrons qu'il existe une reconstruction ayant une forme Identique a celle
obtenue par la méthode MEM dans le cas d'un ensemble de définition
compact

111.4.3 T>be 4e variables aléatoires 4e L

Cette application de la méthode MEM est une extension de l'exemple
précédent. 1l s'agit de reconstruire une variable aléatoire vectorielle définie
sur un espace de probabilité (n, < P), contrainte a étre P-p.s a valeurs dans
un convexe donné et a vérifier une contrainte linéaire. Une suite de problemes
MEM est construite a l'aide d'une suite de tribu *convergeant” vers ¢4. On
obtient alors le méme type de reconstruction que celles obtenues dans le cas
de la bande de fonctions continues. Nous donnons ensuite un exemple
d'application a un probléme de commande.

I11.5 Probleme U 1.U et maximisation d'un critére concave
111.5.2 Maxlaisatien 4e la fonctionnelle 4e Legen4re
Dans le cadre de l'exemple du paragraphe 1114.2, nous montrons

I'équivalence entre méthode du maximum d'entropie sur la moyenne et la
maximisation du critere concave,

rg) - j Hgx\ xpdx,

ou y(, xX) est l'opposée de la duale de Legendre de la Log-transformée de

Laplace de Fx . Les méthodes classiques de reconstruction sont ensuite
regardées sous l'angle du MEM
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111.5.3 y - Divergence et théorise de Pythagore

Le critére concave défini précédemment posséde la propriété d'étre
associé a une divergence, ce qui lui confére des propriétés particulieres. Ces
propriétés sont étudiées ici.

IV Le probléme des moments généralisés

Nous étudions sous langle du MEM le probleme des moments
géneralisés.

IV.2 Cas d'une bande de C(U)
IV.2.1 Cas général

On énonce ici un corollaire découlant de la construction du UEM: le
probleme des moments généralisés possede une solution si et seulement si il

en existe une de la forme, \|/'( <v*,(c), $0 > x ), ou (\|/(., X ))xeu est la famille
des Log-transformées de Laplace d'une famille de mesures (FX)xeu
convenablement bien choisie.

IV.2.2 Cas U coaput bande bornée

Lorsque les bornes a(.) et b(.) sont des fonctions continues et que
I'ensemble de définition des fonctions est compact, la famille de mesures a

priori  F* =Sa(X) + &(X) , permet de construire un critere numériquement
calculable pour décider si un pointdonne de  est une suite de ¥ moments.
Ce critere est une version "convexifJé#" d'un critére donné par MG. Krein et

AA Nudel'man [Krein-Nud, 77]. Dans le cas ou le convexe des extensions est
non vide, le MEM permet aussi de caractériser ses points extrémaux.

IV.3 Probliae des aoaents sur an polytape

Ce paragraphe constitue une extension de I'é¢tude faite au paragraphe
précédent pour un tube de variables aléatoires, quand le vecteur aléatoire a
reconstruire est contraint a appartenir P-p.s a un polytope borné, c'est-a-dire
a I'enveloppe convexe d'un nombre fini de points.

V Modele exponentiel généralisé et problemes statistiques

V.2 Modéle exponentiel généralisé

La méthode MEM donne une famille de modeles du type

V{<v, 9@, + vo0 }), ou \ est la Log-transformeée de Laplace d'une mesure
positive F de support convenable. Par exemple lorsque F est la loi de Poisson
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on retrouve le modele exponentiel. Nous étudions brievement des problemes
d'estimation pour cette famille de modéles.

V.3 MEM et statistique non paramétrique

V.3.1 Le probliae soaaatoire

Dans 1Gas, 60] E Gassiat étudie les qualités sommatoires (pour les séries
de Fourier) de la méthode du maximum d'entropie, nous prolongeons son
étude pour la méthode MEM

V.3.2 Estiaatiea de densité par MEM

On étudie l'estimation d'une densité de probabilité sur [(,2n] par la
méthode des moments trigonomeétriques empiriques. Il est montré que sous
des hypotheses de régularité sur la densité a estimer, l'estimation obtenue par
la méthode MIJvi converge ps en variation.

V.3.3 Laaéthede de Bure

Pour estimer la densité spectrale d'un processus stationnaire, la méthode
de Burg consiste a prendre comme estimateur la densité spectrale du
processus AR qui posséde les covariances estimées. Dans le cas d'un processus
strictement stationnaire et fortement mélangeant, en utilisant les propriétés
asymptotiques du périodogramme et la construction du MEM nous montrons
que cette méthode d'estimation peut aussi étre interprétée comme une
méthode Bayésienne pour un paramétre infini-dimensionnel.
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CHAPITRE Il
LA METHODE DU MAXIMUM DENTROPIE

[1. 1 INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré a la presentation de la méthode du maximum
d'entropie. Nous rappelons tout d'abord les résultats de Ju. Shore et RJ.
Johnson [Shore-John, 60l montrant que pour reconstruire une probabilité a
partir des valeurs des espérances d'un nombre fini de variables aléatoires, la
méthode du maximum d'entropie est un procede de reconstruction vérifiant
certains axiomes d'invariance. On étudie ensuite dans le paragraphe 11.3 le
probléme variationnel de maximisation de la m~entropie sous des contraintes
linéaires, puis linéaires relaxées. Enfin le paragraphe 11.4 donne deux autres
constructions ou la loi du maximum d'entropie joue un rdle : Dans les grandes
déviations d'une somme de variables aléatoires indépendantes renormalisee
ou d'une mesure empirique, et comme limite d'une suite de lois
conditionnelles.

11.2 LE PRINCIPE DU MAXIMUM D'ENTROPIE

Soit (n,”,ii) un espace mesuré (pi est une mesure positive), on se propose
d'établir un procédé de reconstruction permettant de reconstruire une
probabilité P absolument continue par rapport a u, lorsque l'on connait
uniquement les valeurs moyennes (sous la probabilité P) d'un nombre fini de
variables aléatoiresl

(M) E:Pr J <) dPrc,
n

'Ep désigne I'espérance sous la probabilité P.
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X . p . \ I Y n
$est une variable aléatoire sur n & valeurs dans R et, ¢ est un élément de R

@et c sont donnés). (M) sera appelée l'information. On exige de plus que le
procedé de reconstruction verifie les axiomes d'invariance suivants :

Al : Unicité
La reconstruction, est (si elle existe) unique.

A2 : Indépendance par rapport aux systemes de coordonnées
S n estun espace norme alors la reconstruction est indépendante du choix de
systemes de coordonnées.

A3 : Conservation de l'indépendance

Sin est I'espace produitn - fij, si se factorise en m- §*
ou estune mesure sur Oietsi lavariable aléatoire 0se décompose en,

M-@EOM . *mam)

ou pour toutide { 1 , m}, chappartienta Oiet i) est une variable aléatoire
sur ni a valeurs dans R”i. Alors la reconstruction P* pour l'information (M)

. = M+ o R . .
se factoriseen P - ®Pj ou Pj (probabilité sur ni) est la reconstruction pour
I'information

(Mi) EpI (0<>) «c<i>,
ou I'on a décompose le vecteur cen, ¢ » (c(1),.,c(m)), c(i) € RAi.

A4 :Conservation d'une partition
Si a se décompose en a « 81 a_, etsi (M) estde la forme :

JdP- Cj°, i« Lo,
«l

] $(WdP.c(). i- L..m.
ai

C'est-a-dire que $etc se décomposent en
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omlUqg, .. "N D... I {
c<c(0,cD....cmX

ou A est pour tout i de{ 1...m} une variable aléatoire sur O a valeurs dans
Rki, c(i) appartient a Fki et c( appartient a Rm. Notons P* la
reconstruction sur n pour l'information (M) et P[' la reconstruction sur n
pour l'information:

(MO j O)dPr cf) cO, i-1 m.
O

Alors la probabilité conditionnelle  P*(\ ni ) est égale @ P E n d'autres

termes la reconstruction est invariante lorsque le probleme se décompose en
sous-parties si I'on traite le probléme globalement ou conditionnellement par
parties.

Avant de donner un procéde de reconstruction vérifiant les axiomes
précédents, donnons la définition de I'entropie. On notera i) (resp.tM(n))
I'ensemble des probabilités (resp. des mesures positives) sur (CIA).

Information de Kullback et entropie

a- mesures bornées
Pour v, pde IMn), telles que

v(in)1 Jdv<+e et p(n) * J dp <+ao (vet psont des mesures bornees),
n n

on pose

N uv . uv
K(V._F) | Log— dv+p(n) -v(n) siv<petlLog— 6 L1(v)
o
sinon.

K(v,p) est I'information de Kullback de v par rapporta p. K(v,p) est une mesure
de la dissemblance entre vet p puisque I'on a

K(vp) 20 et K(vp) =0 equivauta vi p.
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b- propabilités
Soient P et Qde IP(n) on a:

kPO =Eolog 36)=] Log® dp  sircQeldog?” & (1B

=+ sinon.
Dans [Bret, 791J. Bretagnolle donne les principales propriétés de K(P,Q). Soient
P de IP(n) et vde (M(n) on pose:

S/(P)«-Ep(Log d—P) «- fLog d—P dP si P«v etLogd—P G L‘(P)
y
n
»- @ sinon.

Sv(P) estlav - entropie de P, et Ton a pour v mesure bornée de (Mn),
SV(P) « - K (Pv)+ v(n) - 1

On a alors le theoreme suivant di a JE Shore et RIJi. Johnson
[Shore-John, Q0.

Théoreme 2.1 le procédé de reconstruction qui consiste a choisir parmi
toutes les probabilites qui vérifientla contrainte (M| celle quimainmise la
Jj - entropie satisfaitles axiomesAl A2,AS A4.

Dans la suite, on appellera méthode du maximum d'entropie ce procéde
de reconstruction. La méthode du maximum d'entropie est un procéde de
reconstruction Bayesien. ji joue le r6le d'une mesure a priori, l'information (M)
celui de l'observation et la loi du maximum d'entropie celui de la distribution
a postériori. 1l existe d'autres constructions de l'entropie, par exemple J.
Chover (Chov, 61] obtient I'entropie a l'aide d'une construction ensembliste
trés générale. Décrivons brievement cette construction.

On se donne une relation d'équivalence - sur la tribu &. Soit a une
partition finie de 0 en ensembles deux a deux disjoints, on pose:

o-{Eij}i-1.M etj- 1..,ni, ou EjnEiy=0sii%iouj™ ]
et, Bj- E)j) V],J.

Pour P, probabilité sur (0AX et fixé, on construit I'entropie conditionnelle de
la i-eme classe d'équivalence
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SP, 0,i) =-2 Log si P(Ei) >0
j Pdi) Pdi)
=0 si P(Ei) * 0,
ou Ton a pose: Ei - U Bj.
m
Posons ensuit, SP, o) - _2IP(Ei) (S(P, o, 1) - Log mi),
1=

ou mi désigne le cardinal de I'ensemble {j, P(Eij) > 0}.

Posons enfin, S(P) - irc1>f S(P, 0). On a alors le théoreme suivant (cf (Chov, 611):

Théoreme 2.2 Soity. uneprobabilittsur(n,&). Onsupposa que n'estpas

atomique etque la relation d 'equivalence ~ estdéfiniepar:
PourEetFdeA, E~F équivautay. () »y (F).

Soit P uneprobabilittabsolumentcontinueparrapportajj, alors

S(P)=- Log ap (Cjilil S(P).

n

11.3 MINIMISATION DE L'INFORMATION DE KULLBACK
ET MAXIMISATION DE L'ENTROPIE.

Dans ce paragraphe, on s'intéresse a la résolution du probléme de
maximisation de I'entropie, ou de minimisation de I'information de Kullback
sous une contrainte du type:

Ep@- J0dP GK
n

On étudiera tout d'abord le cas ou Kest un singleton {c}, puis on s'intéressera
au cas ou Kest un ensemble convexe compact de RK.
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11.3.1 Cas de contraintes linéaires

On se propose ici d'étudier le probléeme variationnel de maximisation de
Sy sur lI'ensemble:

8 0)1 {P € IP(N),Ep@- J pdPu1c}
n

Deéfinition 2.1  On notera P~ 6 (probabilitt du maximum dentropie
généralisé) si elie existe, Japrobabilité vérifiantpour toute suite (Pn)n> de
0 0) telle que
M, sMP)* Sup Qi (P) ,
PelP(c, 0)
ona P~ 61 rimioPfl, pourJadistance en variation. Lorsque P» 6 appartient,
a (PM) onJanotera PME

' 7 \ -y = - I\E -
Ons'intéressera a donner des conditions suffisantes pour que P""~existe.
Introduisons quelques notations:

Fonction de partition
On notera, lorsque cette intégrale existe

2V)(t) T exp<t, fa) > <ty(«),t G Rm,
n
Y,

ou pour a € Kk, b € Kk/<a/b >-"Naibi estleproduitscalaire sur Kk.
i-1

Domaine de definition
D(ji, 0) est le domaine de la fonction , C'est-a-dire:

Dm 0) - {t G Rki Zltd(t)< +co}.

Lagranerien
On pose
Hiji, $(t, c) - Log (4.0(t)) - <t,c >pourt 6 D(ji, 0), c 6 Rk,

« +pour 1g D(i,0),ce R
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Arc d'Hellinger
Par g»acdUellinger de y, on entendra la famille de probabilités
dity. t (W) * @V(t)) 1exp(<t, 0 3 dji(w), t G Dim

La famille de lois {*i>t («Xt G D(ji, S} est aussi appelée modele exponentiel,
(voir chapitre V). On trouvera dans le livre de 0. Barndorff-Nielsen (Barn, 76l

une étude complete des modeles exponentiels.

Ona alors,

Lemme 2.1 Onsupposaque, Sup SM(P) >-o0o0.Alors
Pe(P(c, $

a-Si\i estuneprobabilité PME o sxfe
b- Si D(y, ¥ estnon vide PMEC existe.

Démonstration

a- La démonstration est faite par I. Csiszar ICsis, 751 (théoréeme 2.1), elle
utilise essentiellement I'inégalité entre l'information de Kullback et la

distance en variation que nous rappelons ici2
IP-QHli V2 KPQ), P,QG IP(n),

ou || P - QJ|, (la distance en variation entre P et Q) est définie par

dP d
||P-Q||: dv d(\?

avec v appartenant a (Mn) et, P et Q absolument continues par
rapporta v.

b- 1l suffitde remarquer que pour P de (Pc, Hett de D(ji, $fixé
K(P,M<fr.t)-Htt,<|>(t,c)-SM(P)
maximiser SM.) sur IP(c, 0) revient donc a minimiser K(., ji*t) sur IPc,9).

Le théoreme suivant di a 1. Csiszar (Csis, 04], résout completement le
probleme quand Mest une probabilité (danscecas (P) - - K(P, iO.

2Voir par exemple [Csis, 671
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Théoreme 23 D= Sup St (P) =- Inf KP, i) >
PelP(c, © PelP(c, 0)

sietseulement,siil existe P de IPc, 0) absolumentcontinuepar rapportap.
Dansce cas. on a

dp MEG
A =exp (- D+<t*(c) , K >- <t*(c),c> siad G {MWGC M}

-0 si«xg {¥PGM},

oit M est un sous-espace vectorielde & . ¢aformule précédente est vraie
avec M = Fk, cest-a-dire que PMESestun élément, du ty-arc dTfellinger de m
sietseulementsiil existe P de OXc q) équivalent a y, dansce cason a:

Sup M(P) -- Inf H#(j)({t>c)» SUUP"6)
PgIP(c, 0) teRk

- 7 7 7 - \ NEG JOULY -
Le cas intéressant en geéneral est celui ou P verifie la contrainte

linéaire (PMES G IP(c, 99 Nous donnons dans le corollaire suivant des
conditions suffisantes pour que cette propriété soit vérifiée.

Corollaire 2.1
a-tesou il estuneprobabilité.
U O(c 9 contient, au moins une probabilitt P équivalente a et si
D(ji, & est ouvert PME as* réiément. du $-arc dTfeilinger de m qui
verifie:
Epme < - c.
b- Casou jjl estunemesurepositive

Méme énoncéqu'en a- en remplacantsimplement D(ji, 4 est ouvertpar
D(u, ) estouvertnon vide.

Démonstration

Eaiata
Puisqu'il existe dans (P(c, $yun P équivalenta \i, le théoreme 2.3 donne:
jp MEG Ju

du du
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ou t*(c) minimise sur Rk la fonction /0 ¢), le domaine de HMO (,, ¢) étant
par hypothése ouvert, on a ((Ciar, 62], théoreme 7.4-4, p. 156)
grad  0(t*(c), c) - 0. Mais (proposition 3-3-22 p. 73 de (Dac-Duf, 621),

grad HVD (t*(c),c)« Jtfu) d ™ t#(c) - c.
n

Et donc PNEGvérifie la contrainte linéaire :Epmeg (0) =Cc.

Ptntfr

Puisque D(m 0) est non vide, maximiser Su( ) sur IP(c0) revient a
minimiser K (. ,H0.t) (pour t de D(u, 0) fixe) sur IP(c, 0), nous avons déja utilisé
cetargumentdans la démonstration du lemme 2.1. Onconclut alors a l'aide du
pointa.

Remargue 2.1 Information de Kullback. et image

Soient (0,&) , (CT'A") deux espaces mesurables, T une application
mesurable de (n<&) dans VA') et, PetQ de IP(n), telles que l'information de
Kullback de P par rapport a Qsoit finie. Notons P7 (resp. Qj) I'image par T de la
probabilite P (resp. Q), on a alors (voir par exemple [Bret, 791)
K(P,Q) 2 K(PxQj), (I'entropie d'un systeme croit par transformation).

Soient maintenant P' et Q des probabilités sur to'*': notons Pj-i
(resp. Q™) I'image réciprogque par3 T de P/ (resp. 00. On a alors comme l'a
souligné 1. Csiszar ([Csis, 64], lemme 3-3), par un simple changement de
variable K(P,Q/) = K(P"j,Q"i), (I'entropie d'un systéeme reste constante par
transformation réversible).

Consequence

On peut toujours transformer un probleme de minimisation de
I'information de Kullback (ou de maximisation de l'entropie), sous une
contrainte linéaire de dimension finie (Ep(0) - c), sur un espace mesurable

(n,<4) en un probleme du méme type sur (RKE&RK)). Il suffit pour cela de
travailler avec les lois images par O.

Exemples

Nous illustrons ici les énoncés précédents par des exemples. Dans
l'exemple 2.1, P*®6 existe mais P*®n'existe pas. Les exemples 2.2 et 2.4 sont

Spour Ade A PT |(A) =P'(T(A)) .Op-iiA) *Q(T(A)).
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des exemples dans lesquels P*®existe et est un élément du 0 - arc d'Hellinger

de \i. Enfin dans I'exemple 2.3, P " existe mais ne fait pas forcément partie du
¢ arc d'Hellinger de ji.

Exemple 2.1 Lois stables et contrainte de moyenne

On se propose ici de calculer la distribution de minimum d'information de
Kullback par rapporta une loi stable sous une contrainte de moyenne (au sens
de la définition 2.1).

Soient n - R muni de la tribu de ses Boréliens $(R) et pour x e R
4 1 x. Soit y la densité d'une variable aléatoire de loi stable symétrique

d'exposanta (0 <a <2), il est bien connu que,
D(u,0)- {te R AK>t- J™ n(x) te <00 }= {0}.
R
D'autre part pour m réel donné, il existe une probabilité équivalente a n

d'espérance m. En utilisant le théoreme 2.3, on voit que la loi du minimum
d'information de Kullback par rapporta [xsur

D>m#={Pe O>(R), Jx dP(X) =m },
R

(au sens de la définition 2.1) est ji.

Exemple 2.2 Loi Normale
Soientn » Retpour x Er 9 - (x, x2). On munit (R, S(R) de la
mesure de Lebesgue L Pour ¢ - (m, 02 +m2) fixé, on a

Hc, - {P€ KR), | x dPX)-m, { x2 dP(x)-m2+ 02}
R R

Onvoit facilement que les hypothéses du corollaire 2.1 sont vérifiées. On a en
effet que :

DL, B {(ti, t2)ER2 Zn\(t) - é{ ggp (ti x + t2x2)dx <oo}

-{(ti,12)e®2 t2 <0 )
est un ouvert non vide.

La loi du maximum d'entropie par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, de
moyenne et de variance fixées (m, 02) est donc la gaussienne X ( m, 02).
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Exemple 2.3 Loi discréte
Soient xi..xmH des points de Rm ne se trouvant pas dans un méme

hyperplan. On pose n ={xi,..xmH } fR0) désignant la tribu complete, I'espace
de probabilité ( n, SP(n) ) est muni de la mesure

m+1

W- 2 -

i-1
On se donne sur n l'application =u («e n), et I'on définit A comme étant
I'enveloppe convexe fermée dans Rmde n. Pour ¢ de A on s'intéresse au
probléme d'entropie pour la contrainte

| < dP((U)=c.
n
L'ensemble,

O>(g<dM P E 0>(n), J«dP(w) =c},

n
est réduit au singleton,
m+1 m-+1
{2 aissi’uc = 2 *X et 0<ai<i}
i-1 i=l
m+1
Laloi ~ aieXestdonc la solution du probleme d'entropie.
i-1

En particulier, sic € A/ A (au moins un des ai est nul), cette loi n'a pas de

densité de type exponentiel par rapport a p. C'est un exemple de situation du
premier point du théoreme 2.3.

Exemple 2.4 Processus de Wiener
Soient n =CdQ, 11) I'ensemble des fonctions continues sur [0,1] et & la
tribu de ses Boréliens (pour C([0,1]) muni de la norme infinie). On munit (n,s&)

de la mesure de Wiener m*W. Soit0 G {L2 ([0,1D }k (on suppose que $est

de rang k). On pose:
1

("Wr  # dug

0 = («t)telo,i| désigne ici I'element générique de C([0,1]). C'est-a-dire que
lorsque (C([0,U), &(C(J0,1])) est considéré comme un espace de probabilité
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muni de la probabilité u, (Wt)teio.n est le mouvement Brownien standard, et
donc, <4* est lintégrale stochastique classique de 0 ([Dac-Duf, 631,
paragraphe 1.2.3, p 20). La contrainte linéaire est alors Ep{ <JW }h ¢, (c fixé

dans RK), c'est-a-dire

Ep{ <X do*}=c.

Le théoréme de Girsanov ([Dac-Duf, O3l théoréme O5-3-1, p 262) donne
directement

1
v <) =B exp(< £, T((0) D)} =exp o A< t . (@) N dx
0

Remarquons que I'on aurait pu faire le calcul directement puisque sous W, §*
1

suitlaloi cMd0,r) avec r- (| <9 dx )iFl k=1 k

Les hypotheses du corollaire 2.1 sont facilement veérifiables et I'on obtient

P® « - (A <t*(c)))1«xp [<t»(c), f(a) =IW(),

ou t*(c) est détermine par I'équation
1
EVE{ J itf) da*}=J <) dP~fo) =c.
0 a

Sous PNE, ((X)tEiq, 1] est solution de I'eéquation différentielle stochastique

do* - <t*(c), $x) >dx + dBx, ou Best le Brownien standard.

En particulier, on a:
X d
EpMEIN. J <t*(c),0(u)>du et ~ EpME[0*] « <t*(c), 4 >

D'autre part (corollaire 2.1)
1

Epmel J ) }- grad Log 2w<>H(t(c)

1
- J <t*(c), 59 >0(x) dx.
0
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Posantg~x) *~ Bomel @4 = <t*(c), 0(X) >

on voit que gMEest la solution de norme L2 minimum du probleme: trouver g
de L2([0,1]) qui vérifie la contrainte linéaire
1

%Q(X) P dx-c.

Nous reviendrons au chapitre 111 sur cet exemple.
11.3.2 Généralisation a des contraintes linéaires relaxées

On desire ici généraliser les résultats du corollaire 2.1 lorsque les
contraintes sur la probabilité a reconstruire sont du type:

J i) dP(0j) G K
fi

ou Kestun convexe compactde R donné. C'est-a-dire que I'on désire trouver
des conditions suffisantes pour garantir l'existence de la probabilité du
maximum de m- entropie sur I'ensemble,

il M M pe 0>@)ep«>)*J dpe k}
fi
Pour chaque ¢ de K on va utiliser le théoreme 2.3 pour résoudre le probleme
de maximisation de Sfsur IP(, $).

D'un point de vue pratique face a un probleme de reconstruction de
densité la mesure physique conduita une région de confiance pour les valeurs
des espérances. Géneralement, quand on fait I'hypothese que le bruit de
mesure est blanc et gaussien, la région de confiance Kest un ellipsoide du type

K={a6 Rk 2 ¢l«j-cjR - Xpk »
1=
ou ><2pk est te quartile d'ordre p d'une loi x 9 2et a] est une variance.
Enoncons maintenant le corollaire généralisant les résultats précédents. On
pose,

2tt(K) ={cG K.3PG P~ [i}.
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Corollaire 2.2 Onsuppose que:
a -2mK) estnon vide.

i,-Sice K<Ec g 2ZWK), alorspour toute P de [P 0),
P estétrangerea ji.
c- D(ji, 0) =Rk
Alors St possede un unique maximum PMEsur (RK 0). Ona PME 4y (),
ou t*(K) estl'unique minimum de Jafonction

H#, 0 (t, K) * Log M0 (f) - Inf <t ,c >
C6K

Démonstration

Remarquons tout d'abord que, compte-tenu de la remarque 2.1, on peut
toujours supposer que (Clsi) = (Rk,S(RK)). Pour ¢ de K d'apres le théoreme
2.3, le corollaire 2.1 et les hypothéses il n'y a que deux possibilités:

1-c E 2y(K)etP estjio.t*(C), avec de plus Su (P ) » Ht/ o(t*(c),c)

2- ¢ g 2UK) et PNEG n'existe pas, on a alors (compte-tenu de la
remarque préliminaire et en utilisant le théoreme 11.5.1, p 42 de (H, 651)
Sup S (P) «- Inf Hh a(tc)--m
Pe(P(c, 0) telRk
Ona
Sup SM(P) < Sup Sup S (P).
PeffK, 0) ceK PelP(c, 0)
En effet> soit (Pn)n>l une suite de IRK 0) qui verifie,

lim SMPn)1 Sup St (P) , posons alors, c(n) - Ep (0).
PelKK, *) “

Onalinégalitt, SMPn) < Sup SM(P) < Sup Sup Sw(P).
PeO>(cM, 0) ceK PelP(c, 0)

t
Par passage a la limite on obtient I'inégalité annoncée. La fonction h de K
dans ®U {- oo}définie par

h(c)- Inf Hf 0(t C),
teRk
est concave, semi-continue supérieurement. Elle admet au moins un maximum
c*sur le domaine compact K
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on a,

Sup {Inf H,A(tc)} = Sup H, ot*(),c) = H« *(t*(c*),c*)
ceK teRKk celMK

J%t* (c+) estdonc une solution du probléme de maximisation de Svsur [RK 0),

comme de plus SVest une fonctionnelle strictement concave et que (RO 0) est
un ensemble convexe, c'est l'unique solution du probléeme d'optimisation.
Puisque Kest compact et compte-tenu de I'hypothése c, le corollaire 3?-3-2 de
[Rock, 70] (p. 393), permutation de minimax donne,

HMIo(t*(c*),c*) - Inf { Sup HMoO(t,c) }
teRk ceK

On obtient d'autre part facilementque Sup HMO(t,c) « Hfio(t,K).

ceK
Hu, o ., K) est strictement convexe, elle admet donc t*(c*) comme unique
minimum.

Remarque 2.2 Transformee de Cramer

Lorsque y est une probabilite, la démonstration précédente n'utilise que
le lien entre information de Kullback et transformée de Cramer (de la loi de 0
sous la probabilité ji) et les propriétés de cette transformée.

Remarque 2.3 Un théoreme de 1. Csiszar

Dans le cadre trés général ou 0 est un espace vectoriel topologique
localement convexe, I. Csiszar (Csis, 04] caractérise PT 0 lorsque \i est une
probabilité et que la contrainte linéaire relaxee est du type E(P) e K ou Kest

un convexe donné de n et E(P) désigne la moyenne (ou resultante) de la
probabilité P, c'est-a-dire que E(P) est définie par

E(P) -olg si pour touttde iTEp( <t,«=aa)«<,
(tf désigne le dual topologique de n et <.,. XCQ est le produit de dualite).

Le résultat (théoréme 3) est que, si l'intérieur de Ka une intersection non vide
avec lI'enveloppe convexe du support de ji, alors P~ 6 est de la forme

"PVEG e ( <tHK) , 0 XQ )
dy =HB{exp (<t"K), @a=®Q) }#

ou t*(K) est I'unique minimum de
« (t, K) - LogEu{exp ( <t, Q‘P'Q“Q)} - Inf <, w>, (tGn).
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En considérant la loi de $sous la probabilité ji, son théoreme est donc
beaucoup plus général que le corollaire 2.2, mais il ne donne pas des
conditions suffisantes pour que P*® existe. Remarquons enfin que dans le
cadre précédent I'hypothése du théoréme de I. Csiszar est équivalente a
I'nypothése a du corollaire 2.2.

Exemples

Exemple 2.5 Loi normale
Onreprend l'exemple 2.2 et I'on definit Kpar

K-{cGR2ci2+c2 <R }
En utilisant le corollaire précédent on trouve que la loi du maximum
d'entropie est la loi normale centrée de variance R Si maintenant on impose la

contrainte:- Rimi R,etOio2 I R,I'ensemble
>(K<>)dP 6 fIXR), IxdP(x)-m, i x2 dP(x)-m2+ a2,(m,02) GK}
R R

avec, K»{(m,02)6R,-RsmiR,etOio iRﬁ

n'est plus convexe, et toute loi normale de moyenne m (- Ri m i R) et de
variance R est une solution du probleme de maximisation de I'entropie. En
effet» I'entropie d'une loi normale ne dépend que de sa variance (invariance
par translation).

Exemple 2.6 Mesure discrete

Les simulations de E Gassiat [Gas, 66] montrent I'intérét de la méthode du
maximum d'entropie lorsque I'on mesure une partie finie du spectre et que
I'on désire reconstruire une loi absolument continue proche de pJcs: Une
mesure de probabilité discretes a n Diracs est complétement déterminée par la
connaissance de ces n premiers coefficients de Fourier. L'estimation d'une telle
mesure par une probabilité absolument continue ayant les mémes coefficients
de Fourier est impossible. On va donc relaxer les contraintes et appliquer le
principe du maximum d'entropie:

A, n
Soitv » ai$ avec 2 ai - 1 0 <ai<l1
11 11

n
OnmesureCj = 2 ai exp(ijxi), j» 1...k, k >n.
1-1
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on veut alors résoudre le probléme suivant : trouver une densité de
probabilité p sur (0, 2nlqui vérifie :

K

2 |15 px) expliix) dx-gF < £

j«10
et qui maximise I'entropie (par rapport a la mesure de Lebesgue)

2n
Sl (p) *- OJ p(x) Log p(x) dx

Le convexe Kest donc la boule de centre c et de rayon z En appliquant le
corollaire précédent la solution est :

k
PI®) . £ (KNI «wxp( 1 (EI(K) 9LX + t55(K) e"D)x )}

1-1
ou t5(K) minimise

k
H(t# =LogZ() + elitll - 2 (tjG+1,q),
i=|
ra e
avec Z(t) = expi 2 itie™x +te' )}dx.
H 7

En conclusion l'utilisation du principe du maximum d'entropie avec une
contrainte linéaire relaxée, permet en pratique d'estimer des mesures de
probabilité pour lesquelles la reconstruction avec une contrainte d'égalité n'est
pas possible. Par exemple, lorsque l'on estime une mesure discrete par densite,
ou en présence de données bruitées.

11.4 AUTRES CONSTRUCTIONS OU LA DISTRIBUTION DU
MAXIMUM DENTROPIE INTERVIENT

11.4.1 Grandes déviations

Rappelons la définition de propriété de grandes déviations pour une suite
de probabilités «El, @BLp. 36 définition H.3.1)
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Définition 2.2 Soient. n un espace métrique complet- et. séparable et. & la
sigma algebre de ses Boréliens. Soit (Qn)n» une suite de mesures de
probabilittsur (aA). (Qn)n>i possede la propriété de grandes déviations si il
existe une suite deréelspositifs (an)n>i quitend versTinfinien méme temps
quen etunefonction | de Adans R+tellesque:

-a | estsemi-continueinférieurement
-b L'ensemble{x G n, I(X) <b }estcompactpourtoutb de r\

-c Iiin Log (G) <-Xlen(1§ I(X), pour toutensemble ouvert Gde G.

»->.« »N

-d Iim -5 Log (K)i xlé]li I(X), pour toutensembleferm é K de n.

Nn->+00 an

| est appelée fonction d'entropie de la suite (Qn)n>i-
Exemples

Nous présentons ici trois exemples de suites de probabilités possédant
une propriété de grandes déviations. Les deux premiers sont des exemples
classiques: grandes déviations de la loi d'une moyenne de vecteurs aléatoires
indépendants equidistribués, grandes déviations de la mesure empirique d'un
n-échantillon. Le troisieme exemple traite des grandes déviations d'une
somme pondérée de variables aléatoires réelles indépendantes équidistribuées
(c'est donc une variante du premier exemple), cet exemple est traité en detail
car il sera utilise dans les chapitres suivants (voir le corollaire 3.5 et le
théoreme 4.2)

Exemple 2.7 Niveau 1 (El, G5l théoréme 11.4.1 (p. 37)
Soit Xi,X2... une suite de vecteurs aléatoires indépendants identiguement

distribueés a valeurs dans R”, soit Q la distribution de Xi. On suppose que la
transformée de Laplace de la loi de Xi est définie sur R , c'est-a-dire que:

X - Eglexp <t, Xi>]- J exp<t, x > Q)
Rk
est finie pour toutt de R .On pose alors

|« te Inf Ho xdM .
teRk
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Soient S la n-ieme somme partielle £ xp et (59 la loi du vecteur §j1 :
11

Alors la suite ( )i possede une propriété de grandes déviations avec

an =n et 1~ comme fonction d'entropie. Et donc sous les hypothéses du
corollaire 22 ona :

IBL * Log <]£l’£““l 6 K >KFP®OQ,

n->+co
ou P*®realise I'infinimum de K(., Q sur IRKO).

Exemple 2.0 Niveau 2 théoréme 11.4.3 de TEL, G51 (p- 40)*
Reprenant les notations de l'exemple précédent, soit Ln la mesure
empirique

I n
Lnan 2 "»*
H
K 12) 2) .
Pour P € (PR ) posons I~ (P) 1 KPQ). Alors én la distribution de Ln sur
iRK) a une propriété de grandes déviations avec an » n et 1) comme
fonction d'entropie.
Exemple 2.9 Niveau 1pondéré
Soit F une loi sur R, on suppose que la transformée de Laplace de F
exptyCO} =J exp (ty) dF(y), est définie pour tout « réel. Soit $une application
continue sur 10,1] a valeurs dans RK. Soit (cu-)ien,j= 1. L un tableau triangulaire
de variables aléatoires réelles tel que pour tout (i,j) gJa la loi F et of est
indépendantde  dés que letj sont différents. On pose alors, pour n de M

XN 2 C’I%ZOn«n, Atn N nN=1440 et PR “o*
1-1 r
Calculons la transformée de Laplace de la loi du vecteur Xn.Pourt de R ,on a

4Voir aussi |IBret, 791.
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Log E( exp{ <t, Xn >}) - Log "2 M» <t, K >p

Posonsv et

C(C>)urslgzn (W -1 v <v,M)>).

Calculons la limite de cette suite de fonctions quand n tend vers l'infini
F@n) I @)
T ) £&ET V)1 ({ v, 49 ) te

. e o : ,
La fonction On") 0 est, pour tout n, définie sur R* (puisque I'on a supposé
que la transformeée de Laplace de F est définie sur R), il en est de méme pour

. JF®7) : - o
la fonction 4 @)(.). Appliquant le théoreme de Lebesgue, on déduit que cette

derniere fonction est dérivable sur Rk. Nous sommes donc sous les hypotheses

du théoréme 11.6.1 de (H, 651 (p- 47) et la suite (Qn)n»i des lois des vecteurs
Xn possede une propriété de grandes deviations avec an » n et posant

pour z de RK,
1

I(z) * SUpR;<{<V’Z>' OJf y( <v, 4K >) dx}

I(.) est la fonction d'entropie. En particulier on a une loi des grands nombres,
la suite (Xn)n>i converge en probabilité (ci (B, 651, théoreme 11.6.3, p 49) vers

i e /
& <CW°>-d'<|«) (0) gx-

C'est-a-dire que, quand n grandit» la loi F®n a “telidaac# a s$ coocsotnir’ sur
I'événement
1

{ca G Rn, [@n* g 36 170) dx}.

Soit v* de Rk fixé, on pose
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I
¢ | P If( <v* #¢ >) dx.
0

Considérons le tableau triangulaire précédent lorsque Ton fait le changement
de probabilité: Fest a remplacer par

exp{ <v*, Ki ) >w -y (<v*, gl ) 2)}F.

C'est-a-dire que le tableau triangulaire est tel que pour tout (i,j), W a la loi

précedemment définie et que <j est indépendant de wj des que j et 1 sont

différents. On peut alors faire exactement le méme raisonnement que
précédemment, la nouvelle fonction d'entropie est
1

I2)» Sup {<v,z> W <v+Vv*, $§ >) dx};

* « S

donc la suite (Xa)n> converge en probabilité vers
1

c*- | Q) <vF 4K >) dx.
0

Et donc la nouvelle probabilité a ' tendance a se concentrer*sur I'événement
1

{<n E Rn, f(h- | 9N <V P >) dx « ¢t}
0

Soit Jabl (-co<a <b <+ oo), lI'intérieur de I'enveloppe convexe du support de F,
posons

G={e E (10,11, VX E 10,1}, a <e(x) <b}et % ={ J yx) e(xX) dx,e E G}.
U

Nous verrons au chapitre 111 (théoreme 3.1) que pour tout ¢ de %, il existe un
élément vE(c) de Rkqui vérifie

1

| B UIT <v*(c) , oY) >) dx =c.
0
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Soit toujours ¢ de X, intéressons-nous a la suite des problemes MEEM sur G
avec comme mesure de référence F® (voir sa définition dans l'introduction

du chapitre 1, ou au paragraphe 111.4.2). Nous verrons au chapitre 111 que PJ®
est de la forme

Pij%n>1 FI exp I <v;(c), (i) > - y( <vj(c), ¥i) >)} FOU,
i«l
avec Jim, Vii(c) « vg{c). Doncd PrE a “tendant# a se concentrer ' sur
I'événement
1
{wn6 Rn, (fawn = J AR y'l <v*(C) , K >) dx=c}
0

11.4.2 Probabilités conditionnelles

La distribution du maximum d'entropie peut aussi étre obtenue comme
limite d'une suite de probabilités conditionnelles. Soit Q une loi absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R. Soit Xi,..Xn un

échantillon de loi Q et $ une fonction mesurable de R dans R, non Q-ps

constante. On a alors le théoreme suivant di a Ji. Van Campenhout et
T.M. Cover [Van-Cov, 611:

Théoréme 2.4 Soit ¢ appartenant a lintérieur du support, de ia loi de

). Onsuppose queia transformée defapiace delaloide <KX) estdéfinie
sur unouvert Alors

lini Q(Xi< x/ri J $08)«c)i1P" (]-00,x]) (x GR),
i-1

ou P"* estlaloi de Q-entropie maximale sousla contrainte Ep(0) - c.

Remarque 2.4 Extensions
Par souci de simplicité, nous avons énoncé le theoreme précedent dans

un cadre unidimensionnel et avec des hypothéses sous lesquelles PMEexiste.
Dans (Csis, 64], I. Csiszar le généralise pour un systtme de contraintes

multiples, et affaiblissant les hypotheses il remplace dans I'énoncé PME par

5Voir le début du paragraphe Ill.4et le corollaire 35
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pVB ¢ Robert tRob, (ol donne un théoréme analogue pour la suite des lois

conditionnelles d'une suite de mesures empiriques (le conditionnement étant
du type la moyenne d'un vecteur aléatoire $vaut c sous la loi empirique6).

Exemple 2.10 Loi discrete iGzyl, 60l
Soit Xi,..JOn un échantillon de loi QX4 - X) - qi, i«l,.in.

Alors, T, QXA =X - £.x] *¢) “p (x)

0. pME’Xi) _ rsxp ) q|
Eexp(t*(c)xj) qJ
-

ett*(c) minimise Ho* ¢ :JLog 20x(1) - te.

et ¢ sont donnés.






CHAPITRE 1

LA METHODE DU MAXIMUM D'ENTROPIE SUR LA MOYENNE

I1l. 1 INTRODUCTION

Pour reconstruire une densité g, a partir d'un nombre fini de moments
généralisés du type

J 0j(x) g(x) dx =Qq j-I,Jc,

il a été souvent proposé la méthode du maximum d'entropie. Une des
limitations de la méthode du maximum d'entropie est que si elle conduit
toujours a une estimation positive de g, elle ne peut pas prendre en compte de
maniére utile des contraintes non linéaires aussi simples que:

a <gxX) <bou f (@X]2dx <1

Ces contraintes non linéaires simples sont souvent définies par un ensemble
convexe Gd'un certain espace fonctionnel E Il existe des cas ou l'on peut
encore utiliser la méthode du maximum d'entropie pour reconstruire la
fonction g, en utilisant I'information a priori qu'elle appartient a G Pour cela,
on se donne un espace fonctionnel mesurable (0<s4) que l'on munit d'une
mesure de référence ji et un opérateur linéaire R défini sur n et a valeurs
dans G On cherche alors la probabilité PME de y - entropie maximale (portee
par n) sous la contrainte

J K R{Epi «x ]} dx »c.

La reconstruction est alors gME(x) *R{ EpMH W* ]}.
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Nous avons déja rencontré ce type de situation dans I'exemple 2.4. Nous
donnons d'autres exemples au paragraphe 1112 D'autres exemples ont été
traités dans [Dac-Gam, 69l.

En général, il n'existe pas de mesure de référence y "raisonnable”, le plus
souvent ce terme est attribué en référence a linvariance de "R*T pour
certaines transformations sur G(I'expression "Rjjf est entre guillemets car elle
peut ne pas avoir de sens mathématique, par exemple dans lI'exemple 2.4 "Ru”
est 'la loid'un bruit, blanc sur 10,1]". Le choix d'une autre mesure a priori
met en cause les fondements de la méthode du maximum d'entropie en
introduisant une information a priori peu crédible. 1l est donc plus intéressant
de remplacer le probléme de dimension infinie par une suite de problemes de
dimension finie pour lesquels les mesures de référence “raisonnables ’
existent. Décrivons alors la méthode qui sera développée au paragraphe 11 13.
On se donne deux suites d'opérateurs linéaires (Tn)n>L (Rn)n>i avec,

Tn:E----- >Rn et Rn :Rn ----- >F,  avec Einclus dans F

(rappelons que Eest un espace fonctionnel contenant Gdonné au départ, F est
donné dans la construction via la suite (Rn)n>i)- On pose alors

G =Tn (G).

La contrainte linéaire est discrétisée en faTn g(x) =c,
ou <¢nest une application linéaire de Rn dans Rk approchant (dans un sens a
préciser) 4> On munit G d'une mesure de référence jin, on calcule la

probabilité PH® (portée par () solution du probleme de Un - entropie
maximale sous la contrainte linéaire

Etj (<nton 1= f ton dPn(ton) = C,
° M

ou ton désigne I'élément générique de Gn. La n-ieme reconstruction est alors:
grME - Rn EVE <n 7

Bien évidemment le systeme ( P%E) n'est éventuellement cohérent que sur un
ensemble du type R1(l étant I'ensemble ou varie x), et il ne définit pas une
probabilité PMEsur G Mais la suite des interpolations ( gj®) converge dans

bon nombre de situations intéressantes vers une reconstruction guiE C'est par
exemple, le cas si Gest une boule et E un espace de Hilbert, ou si Gest une
bande et Eun espace de fonctions continues ou de variables aléatoires bornées



40

(voir le paragraphe m.4>. cette procedure est en filiigrane dans certaines
techniques d'imagerie physique [Gull-Skil, O5i elle a été développée par J.
Navaza (Nav, O5| INav, 66], dans le cadre du probléme des phases en
cristallographie.

Il est tout a fait remarquable que Ton puisse aussi obtenir directement

g-E comme la solution d'un probleme de maximisation d'une certaine

fonctionnelle concave r sur l'intersection de Gavec l'ensemble des fonctions
vérifiant les contraintes linéaires. Cette méthode donne donc une vue plus
unifiée des différents principes de reconstruction (moindres carrés, entropie
usuelle, entropie de la prédiction,...).

La fonctionnelle r posséde des propriétés remarquables, en particulier

elle est comme I'entropie liee a une divergence (pour I'entropie la divergence
en question est l'information de Kullback). Ceci sera développé dans le
paragraphe 1115.

[11.2 BEXEMPLES DE RECONSTRUCTION
lil.2.1 Moments généralisés

Reprenons I'exemple 2.4. Soit mla loi d'un processus a accroissements
indépendants homogene défini sur R1I011 muni de sa filtration canonique. On
s'intéresse ici au probleme de reconstruction d'une fonction g définie sur [0,1]
dont on connait les $>moments,

1

P 9(x) dx-Cj,  J-1..3t,

ou les Jpsont des fonctions continues données. Nous écrirons les contraintes
précedentes de fagon plus condensée
1

J K g(x) dx » c,
0

Formellement» si pour une loi P on a,
1

b P [EptwxHdx * ¢
0

alors posant gp(x) 1 (Ep(ox)f, gp est une reconstruction possédant dans un sens
a préciser les propriétés "des dérivéesdes trajectoires™ sous la loi P.



41

comme d'habitude, nous choisirons P maximisant la y - entropie. En
particulier, lorsque est la loi d'un P.AIl croissant, la reconstruction

gMEX) « [EAVHCUX)f est positive.
Exemples

Exemple 3.1 Processus de Wiener

Reprenons lI'exemple 2.4, c'est un probleme d'entropie du type précédent
avec \i la mesure de Wiener. On avait trouveé que,

gMEe ) - E pME(<™*).<t*(C),(<x) >

ME . 2 .. . e i
g est la fonction de norme L~ minimum qui vérifie les contraintes de
4 moments.

Exemple 3.2 Processus de Poisson

Intéressons-nous au probléme précédent lorsque la mesure mest N, la loi
du processus de Poisson homogene d'intensité 1 Lacontrainte linéaire s'écrit :
1

Epll KX du*] -c.

Utilisant le corollaire 2.1, la probabilité maximisant la m - entropie sous la
contrainte linéaire précédente est :

ME

1 1
qo- -exp Il - J exp <t*(c), kY >dx + J <t*(c), Ik >d% 1

1
ou t*(c) minimise la fonction : FKto)* Jexp <t,<IH>dx-<t,c>

Onen deduit que : gME(x) »exp <t*(c), Kk > gME est donc une reconstruction
positive, ce qui n'a rien d'étonnant puisque c'est la dérivée de l'espérance
d'un processus croissant C'est la reconstruction d'information de Kullback par
rapport a la mesure de Lebesgue minimale, c'est-a-dire que :

1 1

gVEmMinimiseK(g,L)* J g(xX) Log g(x) dx- J g(x) dx+ 1,
0
ou Ldésigne la mesure de Lebesgue sur [0,1] .
On voit sur cet exemple que lorsque l'on veut une reconstruction

appartenant au convexe, C- {e 6 C([0,1]), V x 610,1], e(x) >0 } on peut
utiliser la formulation précédente avec un PA.I croissant
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Remarque y 1 p.a.i non nomogeéne
Dans les deux exemples précédents, si I'on ne suppose plus les processus
homogenes, gMEest: . "
- la reconstruction de norme 1 (lol, minimum dans

I'exemple 3.1 f est la fonction de covariance (Ews <) =f(min(s,t)),

on suppose qu'elle est strictement croissante, dérivable sur [0,1] et
nulle en 0.

- La reconstruction de minimum d'information de Kullback par
rapport a f dans I'exemple 3-2. f est l'intensité du processus de
Poisson, f est une fonction intégrable et strictement positive sur
10, 1].

Remarque 3.2 "laloid'un bruitblanc*

Heuristiquement, la construction précédente revient a prendre comme
mesure de référence pour l'utilisation du principe du maximum d'entropie, "la
loid'un bruit blanc “ c'est-a-dire que la dépendance entre les valeurs de la
reconstruction gMEen des points différents ne provient que des contraintes de
<>moments. En I'absence d'informations a priori supplémentaires, l'utilisation

d'une autre mesure de référence peut mettre en cause le principe du
maximum d'entropie (introduction d'informations arbitraires).

111.2.2 Application: Interpolation par fonctions splines

Supposons maintenant que nous nous intéressions a un probléeme
d'interpolation du type: trouver g du convexe

C - {e 6 C°ao, 11),»(0) «e'(0). ... - «fa)(0) - O}

qui vérifie g(xj) *G,j-1,.., k, ou les X et les J sont donneés (¢j €R, X 610,1]).
Soit Xxle processus de Wiener intégreé a fois, c'est-a-dire le processus:
X

X - 1a
XX - ( a !)- awt.
O
Pour résoudre le probléeme d'interpolation précédent, on cherche la
probabilité PME de minimum d'information de Kullback par rapport a la
mesure de Wiener W, sous les contraintes
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Xi
Epi oqa' P> don 1-Cj . J-I, .Je.

0
Remarquons que compte-tenu de la remarque 2.1, cela revient a chercher la
loi d'information de Kullback par rapport & la loi du processus (XK€l
minimale sous les contraintes Epi Xx-]1=G , j=I, ..k

On pose ensuite
gm (x) =EpMH Xx],  si PMEexiste.

gMEest une solution du probléme d'interpolation. Par application directe des
exemples 3.1 et 2.4, on trouve:

« m in (™ Xj)

r d a
M) - 2 v XD -
i-1 (al)

ou le vecteur t* est calculé de maniére a satisfaire les contraintes. gMEest la
reconstruction par fonctions Splines d'ordre a dScheenb, 641), c'est-a-dire que
gMEest la fonction de G vérifiant les contraintes d'interpolation et minimisant
la norme L2de la dérivée d'ordre (a + 1).

Remarques

Remarque 3.3 Construction statistique des fonctions splines
On trouve dans iWahba, (BL une construction Bayésienne de la
reconstruction par fonctions Splines dans le modele de régression

y* =g(x) +ex,
g étant considérée comme un parametre infini-dimensionnel, et £x un ‘bruit
blanc* Gaussien. La loi a priori sur le parameétre g est la loi du processus de
Wiener intégré a fois. On observe le processus (yx)xe[o.i| en k points
y*i - cl,.., y XK1 et,
on estime alors g par gxX)= E(yx'yxi - ci, .., yXt « CK) et on trouve que ¢

minimise le critére
k

Hfe' > = 11,272 11(X)) - GjlI2
=
ou X est un rapport de variance. Il est tout a fait remarquable que l'on
retrouve la méme solution en utilisant le principe du maximum d'entropie
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pour un systeme de contraintes d’interpoiauon relaxées (corollaire z.z). ceci
est en fait une consequence des égalités:

E(expGi) 2) =E( () ) E(XZ), E(XI2) ="\ ) i

valables si ( X, Z) est un vecteur Gaussien centré.

Remarque 3-4 Conditions au bord _
C'est pour simplifier les calculs que nous avons imposé les valeurs des
dérivées en 0. Pour supprimer ces contraintes on peut utiliser un processus

du type:

X
. ix tf .
- + i
X 5 < dat F—o Yiig
Les Yj étant des variables aléatoires a préciser.

Remarque 3.5 $- moments

La fonction gMEque nous venons de construire peut aussi étre construite
directement par intégrations successives de la solution du probleme de

0 - moments de I'exemple 3.1, pour la famille de fonctions
ok 109 1A K

|U.Xjd

Nous allons maintenant étendre les constructions précédentes a des
ensembles fonctionnels pour lesquels il n'existe pas de mesure de référence
"Yaisonnablé.

I11.3 LA SUITE DES PROBLEMES POUR UN CONVEXE
D'UN ESPACE FONCTIONNEL

111.3-1 Définition du probléeme.

Soient E un espace de Banach, $un élément fixé de (EO (E désigne |

dual topologique de E), G un convexe ouvert de E et ¢ un élément de R
donnés. On s'intéresse a la reconstruction d'un élément g de Eveérifiant

gGG et «,g><E1cC
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ou <=£E£ désigne la dualité F, E et <0.. ¥E est le vecteur de j-ieme
composante <Qj, e>fsfe

Exemples

Ces exemples se poursuivent un peu plus bas et seront étudiés en détail
au paragraphe 11 14.

Exemple 3-3 Espace de Hilbert
E est un espace de Hilbert séparable, G sa boule unité et 0 un

élément de Ek.

Exemple 3.4 Bande d'un espace de fonctions continues

E est ici CU) ensemble des fonctions continues sur U compact de R1
donneé, G est la bande:

G={e E CU), Vx E U, a(x) <e(x) <b(x).}
et Oest une fonction continue sur Ua valeurs dans R .

On voit sur ces exemples que le procéde de reconstruction utilisant
directement le principe du maximum d'entropie (en reprenant les notations de
I'introduction de ce chapitre Rest ici I'identité), c'est-a-dire celui qui consiste
a reconstruire g par

ME i ,-ME, .
g -3 (dr (w)

N ME .. . Y , ege
ou P maximise la y - entropie (u une mesure de référence), et verifie la

contrainte. Cm<*<3 » <PMB oy

est difficile a mettre en oeuvre (il faut en premier lieu donner un sens aux
expressions entre guillemets). D'autre part» il n'existe pas en géneral de
mesure de référence p sur G 'ratscuwabte  C'est-a-dire invariante par
certaines transformations. Par exemple, on peut exiger pour l'exemple 3.3 que
y soit invariante par toute isométrie de Edans E Pour ces raisons, on construit
une suite de problemes de maximum d'entropie, sur des espaces de dimension
finie approchant I'espace E On utilise pour cela le schéma suivant: on se donne
un quadruple: ((Ta)a>i, (RnW (UnW (OnWX avec pour tout n, Tn
(resp. Rn) est un opérateur linéaire de E dans Rtt (resp. de Rn dans F), et F

contient E, (On)n>i est une suite d'eléments de Rn x Rkapprochant l'application
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0 dans un sens que ron précisera plus bas. Enfin, Maest une mesure positive
sur Ga=Ta ( G) qui posséde les propriétés d'invariance. Le n-ieme probléme
d'entropie consiste alors a trouver la probabilité Pj6 du maximum de
IVh - entropie vérifiant les contraintes linéaires:

| dPn(<n) «c
M
La n-ieme reconstruction (en supposant que i existe) estalors ;

B a- | Wy dPh (<)

On appelle le probléeme précédent le n-ieme probléme de maximisation de
I'entropie sur la moyenne (MEJ), car la contrainte linéaire ne porte que sur
la moyenne de la loi.

Définition 3.1
a- On appelle suite de probleme de maximisation de l'entropie sur la
moyenne associée au quadruplé ((Tn)n>, (Rf)n>L (PnW (<Mn>i) la suite
desproblemesprécédents.
b- Ondit que la suite desproblemes de maximisation de l'entropie sur la
moyenne converge s'il existe un élement de G vérifiant.

fimio gr'\{IE = g<'\</'E, le sensde la lim ite é‘tantapre"é'ser'et, < g}\/E EN =c.

Remarque 3.6 Lasuite (P*E)
La définition b n'implique pas la convergence de la suite (PJE) vers une
probabilité P«Esur G

Avant de nous intéresser a la résolution de n-ieme probléeme d'entropie
détaillons la construction du MEM sur les exemples précédents.

Exemples

Exemple 3.3 Cla boule unité d'un espace de Hilbert séparable (suite)
Soit (en)n> une base Hilbertienne, la discretisation naturelle de E est
donnée par:

Tfle - (<ei,e <N e>EN), eS E
n
et, Rh«n - 2 il (o> <0B) GRN.

-1
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En particulier, Rn est a valeurs dans E, (F =E). 4n est définie par:
n

V<h GR , gl 2 wi KN AN Es
i-1
Rappelons que <,<{>%-Eest le vecteur de j-ieme composante <., §¢=E
Le théoréeme de Parseval donne:
Ve GE Tne *<&$>£'E.
Le convexe,

ct* On «t , RC n 1},
i«l
image de G par l'application Tn, est muni de la probabilité uniforme.
Exemple 3.4 Bande d'on espace de fonctions continues (suite)
On se donne une suite (xi)i>i d'éléments de U qui vérifie la condition:

N
Ve G C(U), - X e(Xi) = > e(x) wWijj

ou I'on a pose, |U|- J dx.

L'existence d'une telle suite sera discutée en 1113, Remarquons que la
condition précédente entraine que la suite (xi)i>i est dense dans U. On définit
ensuite sur C(U) I'opérateur Tn par:

Tne =(e(xi),e(xn)),e 6 CU)

et Rt par:
(R «n)(x)-— — 2 « «n ;O ((“ R a , X G U,
. n
i) _ /v
)G jn(x)

ou Ja(x) est I'ensemble d'indices:

InG) » GG, Min [1x - X =] x-X 11}
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et *Jn(x) désigne le cardinal de Jn(x).

En particulier on a, (RN toQ(Xj) -  j=i,.n et Rnest a valeurs dans F«L°°(U, dx).
Lasuite @Qa>i des approximations de $se définit naturellement par
1 .n
fnton * — 2 te) t0Q.
i=l
On voit en particulier que I'nypothése faite sur la suite (x))j>i entraine que

Ve GG r!moﬁthe = 0K e(x) dx.

Enfin, on se donne une famille (FX)xeu de mesures positives sur R, et l'on
munit
n
G- A laxi), b(xj) (
i-1
\
de la mesure de reférence yn= @F)Q

Nous verrons que, sous des hypotheses sur la famille (FX)xeu, la suite des
problemes MEM converge presque partout

111.3.2 Résolution du n-ieme probléme d'entropie sur la moyenne

Dans ce paragraphe, on donne des conditions suffisantes pour garantir
I'existence et l'unicité de la solution du n-ieme probleme d'entropie sur la
moyenne. Ons'intéresse aussi a la description de la loi du maximum d'entropie
ainsi qu'a la n-ieme reconstruction gj®. Nous avons vu au chapitre Il que
pour garantir l'existence et l'unicit¢ de la solution d'un probleme de
maximisation de I'entropie il suffit de veérifier deux conditions. Premiérement
I'existence d'une mesure équivalente a la mesure de référence et vérifiant la
contrainte linéaire, deuxiemement une hypothese sur I'ensemble de définition
de la transformeée de Laplace de la loi de la variable aléatoire définissant la
contrainte. Nous allons vérifier ces hypothéses pour le n-iéme probleme
d'entropie sur la moyenne.

On fera toujours Ehypothése que $est de rang plein dans le sens suivant:

aGR ,VeGE,<at>,e>"=0 =£ a=*0.
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Remarquons que l'on peut toujours faire cette hypothese, en effet, si 0 n'est
pas de rang plein, on en extrait un systeme de rang plein de dimension
maximum et on exprime les autres composantes de §sur ce systeme.

Définition 3.2 Soitc unélément,de Rk. Ondit. que cest 0- réalisable (resp.
strictementréalisable) dans Gs'il existe un élement e de G {resp. de cl(C))
qui vérifie <0,e £/ *c, ou cl(C) désigne dans un sens que | ‘onprécisera la
fermeture de G

Enongons maintenant un lemme relatif a la réalisation de la contrainte
discrétisée.
Lemme 3.1 Onsuppose que leshypotheses suivantes sont, vérifiées:
(Hl) Ve 6 E lim"fa Tne =<<eHE.
(H2) c est o strictementréalisable dans G
AlorsU existe unentier noetunesuite (pnW 0 quisatisfont,a:

Vn,n>nj,pnE G et nPn-c

Le lemme précédent dit que si c est 0strictement réalisable dans G et si
On est une approximation "raisonnable“ de 0, alors, pour n assez grand, c
est on - réalisable dans Q.

Démonstration

Soite de Gqui vérifie <0,e ££ - ¢, et soit z reel strictement positif tel
que la boule B(e, €) de centre e, de rayon z soit incluse dans G Notons Bn,

I'image de B(e, O par Tn. Bn est un ouvert convexe non vide inclus dans Gn.

Raisonnons par I'absurde: Supposons qu'il existe une suite d'entiers (npj>i
de limite + @vérifiant

Vi, VPNj€ G, OnjPn*C
L'ensemble {ta: Pn* Pn;£ }est un convexe de Rk qui ne contient pas le
point c. Il existe donc un hyperplan aj - (a]" og) de norme 1qui le sépare
de c. Ona donc par exemple,
V56 B £), <«nj,c>1 <alj,o0j Tnj 5>

La suite (anj)j>i est relativement compacte sur la sphere unité de Rk. Soit a<»

l'un de ses points d'adhérence, l'inégalité précedente et I'nypothése (HI)
entrainent donc que,
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VSE B0, £), <a«>, @.5>EE >1i(,
donc, V5GE,<otoo, <¢.&EE > =0.
Ce qui contredit I'nypothése sur le rang de Oet acheve la démonstration.
Exemple 3.5 Mesures discretes sur le tore

Soit E=C(T) ou T est le tore [0,2ji[ et soit O(X)=(1,cos x,sin X,.,cos kx,sin kx),

posons G={e E (T ), VX E T, e(x) >0} Pour ¢ Ostrictement réalisable dans

G (c de type strictement positif) il est bien connu que si n >no(k), il existe une
mesure positive ponctuelle

n 2n
dv=V g 6¥, avecaj0, j=l,..net f <Y dv(x) =c.
J-1 0

Le lemme précédentassure que pour C={eEC(T), VXE TI 0 <e(x) <1}

si ¢ est Ostrictement réalisable dans G et si n est assez grand n >no(k,c), il
existe une mesure positive ponctuelle :

2
dv=—ﬂzn a 5§, avec0<g <] et J < dv(x) * c
1-1 0

Enongons maintenant le résultat principal de ce paragraphe:

Corollaire 3-1 Sousleshypothéses (H11 (H2I

(H3)L enveloppe convexeferm ée du supportde jin est
{fermeturepourla topologie usuelle sur RnJ

(H4) DQvn, O<ln* {t E R, (1) * J exp <t, On Gn>d"n((0n) <00}
est. un ouvert,non vide de Rk.

La solution du probleme d'entropie sur la moyenne d ‘'ordre n est, pour n
assezgrand:

PIE= 1Zn-*1«n " *(c))]"lexp <t *(c),On*  un,

ou t*(c) estTuniqgueminimum de la fonction :

HtnOn«n  ¢) “ Log zZMONWA(Y) “ «M», définie sur D(jin, Onwn).
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Démonstration

On utilise le corollaire 2.1. 1l reste simplement a vérifier qu'il existe pour
n assez grand une loi équivalente a jin vérifiant la contrainte linéaire. Pour

cela utilisons le lemme 3.1, ¢ étant g strictement réalisable dans G si n est

assez grand il existe pn de G avec fa pn =c. Il faut donc voir que pour tout pn
de Gn il existe une loi Pn équivalente a jjin qui veérifie:

Pn* f ton dPn(ton).

Gn
Cette propriété est verifiee grace aux hypotheses (H3) et (Ha), il existe en effet
Q1 de Rn, tel que la probabilité (voir la remarque 3.0

MwEn - 1 2MPNM(*N) f1exp (\a, ton) M,
verifie la contrainte de moyenne précédente (voir le début de la
démonstration du lemme 14 de [Az-Rug, 771).

Remarques

Remarque 3.7 Les hypothéses du corollaire 3.1

Les hypotheses (HI), (H2), (H3), (H4) ne sont pas restrictives. (HI), (H2),
(H3) sont des hypotheses naturelles sur la construction, en particulier
I'hypothese (H3) sur le support de la mesure jin exprime la connaissance a
priori. (H4) est toujours vérifiée si G est compact.

Remarque 3-O Une famille exponentielle sur On
Considérons la famille exponentielle:

Mwnp=12Zinan (P)fiexp (p,on) Mn,
ou p est un élément du convexe :
IPM® »™n-"n a J”™P(P<ton)djin(ton) <oo}
&

et (, ) désigne ici le produit scalaire sur Rn. La solution du n-ieme probleme
d'entropie sur la moyenne est :

T Mn ©

ou i>1 designe la matrice transposée de ” En particulier, utilisant les
propriétés des familles exponentielles on a:
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gME*RO T u» dP“EW 1 Ro”™ Log2M,un (< t*(c»

En fait, on peut montrer que WQp est la probabilitt de un - entropie
maximale veérifiant la contrainte de moyenne :

J < dpn wg (D).

Cette loi joue un role particulier dans la construction précédente, nous
utiliserons ses proprietés dans les applications suivantes.

111.4 CONVERGENCE DE LA SUITE DES PROBLEVES MUM

La convergence de la suite gj® vers un élément giJEest tres liée a des
propriétés de grandes déviations d'une certaine suite de probabilités (nous en
avons déja parlé dans I'exemple 29, voir aussi le corollaire 35). Pour
simplifier, supposons que la suite (jin)n> est une suite de mesures de
probabilité. Posons alors Xn » ta (n le convexe O étant muni de la loi jin. Siil
existe une suite de réels positifs (an)n>i de limite +@telle que la fonction:

ALlow oMM Llog Jo«xp (an<v, X, S} dliniMa),
CA
soit définie et différentiable sur R et que pour chaque n la fonction :

1<0)
aT ™ | «xp{an<V,Xn >}djJin(\\h)>

e K : :
soit déefinie sur R, alors la suite des lois des vecteurs Xn possede une

propriété de grandes déviations (théoréme 11.6.1 de (B, C5LP 47) avec comme
fonction d'entropie :

@)= S f<v.z> LV (V)},zGRk

vE€r*

En particulier, la suite des variables Xn converge en probabilité vers, (voir
[H, CBlthéoreme 11.6.3, P 49)

d v
dv  »(n 0).
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Considérons maintenant la suite de variables (Xn) si Gh est muni de la loi
du maximum d'entropie PME* jiGn.<>dt%(c) . S I'on fait I'nypothése que la
suite (vj(c)) definie par vj(c) *t*(c)an converge vers VE(C), on obtient la
convergence en probabilité de la suite (Xn) vers c. End'autres termes, quand n
grandit PUE a “tendance " a se concentrer sur les wn pour lesquels la

contrainte linéaire est vérifiée, c'est-a-dire sur I'ensemble {an GEn,Onon=c}.
Reprenant les notations du paragraphe précédent, on a vu que:
ME —n
gn » Log Ahwh <P Cr»#
etl'on a,
él I» n)

d r
§>(' irs. j L0 A nmT mc.

On peut donc espérer que sous des hypotheses raisonnables sur le quadruplé
CInrst (RnW- (Mn)n>l, <to)n>i), nous aurons:
a Jvn) ME

A tV*(< —o
g~ g

Nous étudierons la convergence de la suite des problemes de
maximisation de l'entropie sur la moyenne dans le cas des exemples du
paragraphe précédent. Le cas de la bande de fonctions continues est ensuite
étudié lorsque I'ensemble de définition de la variable est non compact (U non
compact). Enfin, une extension est donnée lorsque Gest un tube d'un espace de

variable aléatoire du type { L°°(n, P) f ou (n, A, P) est un espace
probabilisé. La convergence de la suite des problemes MEM a été étudiee
dans un cadre plus général dans [Gam-Gas, O9l. Dans la suite de ce chapitre,
nous supposerons toujours que c est Ostrictement réalisable dans G

111.4.1 Boule unité d'un espace de Hilbert séparable

Nous reprendrons ici les mémes notations que dans le paragraphe
précédent. Calculons la fonctiogz«. Wi,

pour p € RO,Zti{n (p)« }exp (p , «n) dM«n)
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1

=/ exp (lpll u) 1 - u2)<D2yn du,
-1

Vn 1 < . s
avecy =— ", ouvn est le volume de la boule unité de Rn
Vn
et | || désigne la norme Euclidienne dans Rn.

Il est facile de voir ici que les hypothéses (H1), (H3), (H4) sont Vérifiées,
la n-ieme reconstruction par maximum d'entropie est donc:

- Rnac:g_Loth»(C)X

ou t *(c) minimise:

o c):Log; exp (1 0t W) (L - u2) (2 yn du-<t,c>
Ona 9 Logz~th () =0 p. (p*0), ol Ton a posé
5F) - (NP I)_1( Zingd () )" * ilu exp (Ipll U) (1 - u2) a2 yn du
donc ol - A tx@) X <t*(c), ej. pE> 6
-1

Renormalisons la suite t *(c) en posant vJ(c) - 1*(c) £t *(c)) et utilisons
la contrainte linéaire pour calculer vj(c). Ona par construction:
n

X *VJI(C), <ej.1>£'E> <ej, or* . cC
j-1
C'est-a-dire que vj(c) » Ma @©c, ou Mn (0) est la matrice
Mn (0) = ( 151 <el >0 <el *N *EE) Kij K

On en déduit alors que la suite des problemes de maximisation de
I'entropie sur la moyenne converge dans E, et I'on a
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«ME

Qoo fE '

ou l'on a posé : Moo(0) - (<Oi, )I< *j Jjc. gi”Eest donc I'élément de E
qui minimise la norme || |le et qui satisfait la contrainte linéaire. En particulier,

puisque l'on a supposé que c était $strictement realisable dans G g}\"E
appartienta G

Remarques

Remarque 3.9 Renormalisation
Soit p une suite de 12 notons pM la projection de p sur Rn, c'est-a-dire
p =(pj)jen avec Plp* <  «t pxe=(Pj)j-i...n
1-1

vexp (lpM)f v) @ - ") (hi)2 dv

.. R i
ChaA»_ E VS Bl lim .

exp () v) (@ - T-M2 dv
Vi

1P I2-

Ce qui prouve que la renormalisation utilisée pour calculer la suite vj(c) est

équivalentea h< Mi(H"c— A suite des lois <tes variables aléatoires:

n
Xo =<pAfl» 2 <drej >EE

posséde donc lorsque la variable aléatoire ©€a a loi jin, une propriété de
grandes deviations avec an « A& .

Remarque 3-10 Mesure Gaussienne

S l'on munit l'espace de Hilbert E d'une mesure Gaussienne Yy
((Gih-Skor, 74], p. 340), le probleme d'entropie directement résolu dans E
conduit a la méme reconstruction. Remarquons que cela ne remet pas en cause
la méthode MKEIM (sous sa forme suite de probleme d'entropie), car le suport
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ae u etant e tout entier, on ne pouvait pas savoir a priori que ia reconstruction
obtenue a l'aide de u appartiendraita G

Remarque 3.11 Les mesures ’raisonnables*
En I'absence d'iniormations supplémentaires les seules suites de mesures
de références "raisonnables “ (invariantes par le groupe des isométries sur

Rn), absolument continues ont une densité du type fn( l0Q| ) avec fn une
fonction strictement positive définie sur 101]. Elles conduisent toutes a la

méme reconstruction, giJE=<MI} (0)c,0>
111.4.2 Bande ouverte d'un espace de fonctions continues

Nous étudions dans ce paragraphe la convergence de la suite des
problemes MEM lorsque E =C(U), ensemble des fonctions continues sur U, et
que le convexe Gest défini par:

G={e G CU), Vx G U, a(x) <e(x) <b(x)}

Lorsque a(x) - O et b(x) « + @, la reconstruction “classique “ par maximum
d'entropie (celle qui consiste a choisir parmi toutes les reconstructions
possibles celle d'entropie maximale) est tres utilisée en pratique pour des
problémes de traitement du signal [Max, 051 La limitation de la méthode est
de ne proposer que des reconstructions positives, il est des cas ou la physique
du probléme donne des informations supplémentaires sur la fonction a
reconstruire. D'autre part les axiomes (chapitre 1l. paragraphe 11.2) vérifies
par la méthode du maximum d'entropie, s'ils sont tous justifiés pour la
reconstruction d'une probabilité, il n'en est pas de méme pour la
reconstruction d'une fonction. L'exemple que nous étudions ici est inspiré du
travail de J. Navaza [Nav, O5l (Nav, 66] qui porte sur la reconstruction de
densités électroniques dont on connait l'intervalle de variation, et dont on
mesure les modules des coefficients de Fourier. Nous étudierons tout d'abord
le cas ou I'ensemble de définition U de la fonction a reconstruire est compact.
Ayant obtenu une reconstruction ¢j?E (limite d'une suite de problemes
ME.M), nous nous intéresserons a son extension sur un ensemble de définition
U non compact en considérant une suite de compact Un tendant vers U.
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I11.4.2.1i Cas compact

Nous traiterons tout d'abord le cas le plus simple d'une bande fixe:
VXx G U a(x) «a, b(X)-b, <sia<bi+@

avec une suite de mesures de réference du type jia =F&n, ou F est une mesure

positive de support inclus dans ]a,bl, puis du type ®&FXi, le cas d'une bande
variable sera étudié ensuite.

I11.42a.1 Bandefixe

a- Existence de la suite (xpj”
Ons'intéresse ici a la construction d'une suite d'éléments de U vérifiant:

J ¢
1 - - .. 2 \ d)(.
v<'e :(u), Men T 2K ol Y.
. -1 U
Ona alors le lemme suivant :

Lemme 3.2 Soient U un compactde Rlet v unemesure sigma finie de
supports. Aiorsilexiste unesuite (X)j> d¢lémentsde U vérifiant.

vee CU), We- 2 «Xi)-J ** -iij
S| u
Démonstration
Soit I'espace de probabilité (n, si, P) *E U(M, &(U)®H€, é Y ) )
pour wG n, a =(cuj)j”, on pose X(<0) «wj. La mesure empirique

j-1
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pour presque tout u (théoréeme de Glivenko Cantelli, tu 4.4.25 (iDac-Duf, 02],

p. 104). Un élément (xj)j> quelconque de I'ensemble de convergence étroite
de FO répond au probléme.

b- Etude du probléme d'entropie de taille n
Introduisons de nouvelles notations. On pose

b

DO ={: 6 R Jexp « y) dF(y) <<}
a

b
etpour,t GDF), Vy(X)-LogJexp (ty) dr(y).
a

Lemme 3.3 &rfa/t.les¢ypotAésessoivantes:

(K1) L'enveloppe convexeferm ée du supportde? est Jab[.
(K2) D(F) estunouvertnon videde R etil existe v de Rk, telque
pourtoutx de U, <v, $)>e D(F).

Alorspourn assezgrand Je probleme de maximisation de l'entropie sur la
moyenneposséde lunique solution :

dPME U _ _
-“—I\ShWn) = inl «sp {<vj(c), R > - y( <vj(c), (KX) >)}
et gaBY) =prr 2 e S) >),
JGJn/E)

ou vr(c) estle minimum de la fonction -

ren hjl ~
HWMOn“G  ¢) " 1T 2 V(<v,dtei)>) - <v,c>.
»

Démonstration

Utilisons le corollaire 3.1. Par construction de la suite ta, elle vérifie
I'hypothése (HI). L'hypothése (KI) (resp. (K2))entraine (H3) (resp. (H4)). Donc,
l'unique solution du n-ieme probléeme MEMest pour n assez grand:

ME -J
PRl s I w (t*(c exr (> A A > Q
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ou t*(c) est I'unique minimum de
Hin0GQ (> c) =Log AMig(A(D) - <t, c >
maisici,ona, Loy Zhonn(®) * I b o>

Renormalisons le parametre t et la fonction HV§Q<n en posant v = ut
. ren | foj| frif & .
Dou, HMh(IULV, c) = — tc)*— 2 y(<v,oXxi)>) - <v,c>

-1

c- Convergence de la suite des problemes MEM
Ona le résultat principal suivant

Théoréeme 3.1 S&uslesAypotdeses (IH

{TIDF,0-{vGRk | W( <v, <X >) dx <wm}estnon videH
U

coincideavec D (F &} {vGRNVXGU, <v, (> G DR}

Lasuite desproblemesm m converge simplement Ona :
gIPEx) = \p'( <v*(c) , Kk >)

*tvE(Cc) minimise, HE<j>(v,c)- J\i( <v , K >) dx - <v,c>.
U

Démonstration

Remarquons tout d'abord que la fonction Hp<ff, c) est semi-continue
inférieurement (lemme de Fatou), et que D(F,(>) est un ouvert non vide. Posons

% ={ J ¥ e(x) d"eG G}
U

% est convexe ouvert car 0est de rang plein (théoreme de I'image ouverte).
Poury G labl, on pose :
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y(y) =-y v*" I(y)+ ()} ‘€ rV()-y}

Lorsque F est une probabilité, - y est sa transformée de Cramer. Soient ¢ un
element de % etgde C tels que:

f 0(X) g(x) dx =c.
U

Posons : cn) =~f 2 <K g(X).
-1
Ona alors régalité, (voir le théoréme 2.3).
N
HII\/h.<T>a‘a Q//q ic *-Cc '"'m n gtfnf@r{\nl
ot PKE est la loi du maximum de - entropie lorsque la contrainte linéaire
[\

est : JIn f WidPn(oOfl) «c
M
Soit [ia)nm la loi sur On définie par (remarque 3-O):

Man.pn 1 1 Zunwn (Pn)l" 1€XP (pn, wit) Ma,
-1 -
R oeple =0 Y apivn
QJPn - (V '"t0)}, .., nr_1{gon)> ) Minn vérifi*

ANl i Kdimnm(@d - Qn)
=l Cn
et ® Mpenm)- G | Ugeg)
J((
Puisque par définition PY=est la loi du maximum d'entropie on a l'inégalité

ren ren Il 1

Han‘n(wc 1 V@ > )7 1| il =H.
H

La fonction y( g(.)} estcontinue sur U(car, VX G U a <g(x) <b) Par passage
a la limite, on obtient donc
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HEff, o) > L|J y((X)} dx.

Soitv' un pointde D(F, $9posons

C- VIKy(<v, & >)dx

\j/'( <v, K) >) est uniformément majorée par une constante si v appartient a
un voisinage de v' d'adhérence compacte et incluse dans D(F, < En effet, soit
Bun tel voisinage, on a pourv G B

Wi'(<v, 0(x) >) | <XSgp V'(<v,4Y>) |
U
=[\ji'( Sup <v, 49 >) I<|y'(Sup {Sup<v, 4} <0

Sinon, par compacite, il existe v de Bet x de Uavec |y'( <v, <R >) | =+ et

donc <v , $X) > g D(F) ce qui contredit I'nypothése (K3). On peut donc
permuter intégration et dérivation en appliquant le théoreme de Lebesgue, et

donc v' minimise la fonction HgX( ., ¢’). Compte-tenu de I'inégalité démontrée
plus haut (inégalité encadrée), en appliquant le lemme 3.4 (voir plus bas) et en

utilisant le méme argument, on en déduit que Hf${ ., c) est minimum en
v*(c) avec

49 \If( <v*C) , 8 >)dx -c

Pour terminer la démonstration, montrons que gn" converge pour tout X
de Uvers g”E Soitxde U,on a

| 97x) - g"HX)I< Sup 1/'(<vj(c), <Kx})>)-\[/'(<v*(c), 0(x)>)]
< Sup IF(<vj(c), 0X) >)-<(< v*(c), ) >) |

+ Sup [y(<v*(c), Kgp) - IIf(<v*(c), ox) 3 |
JGIni»)



62

Puisque la suite (Xj)j>i est dense dans U et que les fonctions y* et 0 sont
continues, le second terme tend vers 0. Le premier terme, quant a lui, est
majoreé par:

Sup |y'( <v*(c),0(x) >) - y'( <v*(c), 0(x) >) | .

X6 U

D'autre part, la suite de fonctions convexes,
ren

{ (-<i) Jai
converge uniformément sur tout compact inclus dans D(F, 0) vers Hp.o( ., ¢)

(théoreme VI1.3-3 de [H, 651, p 214), ce qui entraine que la suite de points
{ vj(c) o converge vers v~(c). Et donc la suite de fonctions

{<vj(c), o() > converge uniformément vers <v£(c), 0() > Finalement

puisque la fonction \j/" est uniformément continue sur tout compact inclus dans
D(F) on obtient

limfSup |v'( <v*(c), 0(x) >) - I[i( <v*(c), 0(x) >) | }- O.
n> xe U

Pour la démonstration précédente, nous avons eu besoin du lemme
suivant:

Lemme 3.4 Soit K(v,c) unefonction strictement, convexe*, concave définie sur
VXW,V (resp. W) estun convexe ouvertde Rk(resp.de RmJ Onsuppose que-

a-Pour c de Wfixé, K(., ¢) est.semi-continue inférieiu'ement. (kcM sitf IR,
sil'on convient,que,Vv g V, K(v,C) I +

b- Ilexiste ¢c' de Wtelque K(,c') soitminimum en unpointv' de V.
c-existe unefonction L a valeursfiniessur Wtelle que:

Vv GV, K(v,c) >L(c).
Alors,pour toutc de W, il existe v*(c) de V qui vérifie,

K(v*(C), ¢) = Inf K(v, ).
vgV

Démonstration

) ) ) t
Montrons tout d'abord qu'une fonction f strictement convexe, s.ci sur R,
définie sur un ouvert non vide V , admet un minimum si et seulement si:
lim f(v) «+m

IMI->+00
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avec la convention que i vaut + @quand elle n'est pas définie. 1l est facile de

Voir que si IIIilm f(v) 1 + ag alors f posséde un minimum (corollaire 111.20,
V|[->+00

[Brez, OBL P- 46).

Réciproquement, supposons que f admette un minimum en v*, par
translation on peut toujours supposer que v* =0. Raisonnons par l'absurde et
supposons qu'il existe une suite (vn)n>i de Rk vérifiant:

»1$al
A U -3 """ -a.aveclla ll-t
* A  «Va)it
Soitt un réel positif tel que <lona

f(ta*,-1(ra v')1ra i(vn) * 0 'jrai)i(0)-

En prenant la limite de cette inégalité on obtient, Ito” f(tan) i f(0) et la semi
continuité de f implique, f(tan) >f(ta). Utilisant ces deux inéquations
on en déduit que f(ta) <f(0), ce qui contredit que 0 est I'unigue minimum de f.

Démontrons maintenant le lemme. Soit ¢ de W, il existe ¢** de W et un
réel Xde 10,1l tels que : c» Xc' + (1-X) ¢**, (c' a été défini dans I'énoncé du
lemme 3-4). La concavité de la fonction K(v,.) donne,

K(v, c) 2XK(v,c") +(1- X) K(v,c*) I XK(v, ') +(1-X) L(c*),
on conclut a l'aide la démonstration préliminaire.
Exemples

Exemple 3-6 Loi normale
Soient F la loi normale centrée réduite et C - C(U), on a,

2
i) «<y (te R) etdonc, g"HX)*y'( <vj(c), <K >)*<vE(cC), 0(X) >

On retrouve donc encore la reconstruction de norme L2 minimum.
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Exemple 3.7 Loi <le Poisson
Soient F la loi de poisson d'intensité Xet G- {eGC(U), VXG U, e(x)>0}.

Ona, \Kp) - X(eT- 1) xG R), d'ou
g7 EX)*f(<v* (C), 4 >)« Xexp <VE(C), PR >

En particulier, lorsque X= 1ou que 0i = 1, on retrouve la reconstruction de
dx - entropie maximale.

Remarque 3.12 Recollement du probléeme MEM

Dans les deux exemples précédents, la suite des problemes MEM n'est en
fait, rien d'autre que la discrétisation des probléemes de maximisation de
I'entropie du paragraphe 1112.1.

Exemple 3.0 Mesure de Bernouilli
SoientF « D+ et G»{e e CU),Vxg U, 0 <e(x) <1} remarquons que F

est (a une constante multiplicative pres) la mesure positive de plus petit
support verifiant I'nypothése (K1). Ona,

f(©) =Log (€T+ 1) G R), et

gMNaO 1 V(<v*(0 , X D- 1+exp - <v»(C), & ,°

Exemple 3.9 Loi uniforme
En l'absence d'informations supplémentaires, il est raisonnable d'utiliser
sur le convexe,

G={e GCU,VxGU 0<ex) <L}
la loi uniforme comme mesure de référence (iNav, C6D- On a alors,

eT- 1
f(t) =Log—-— (tGR),

LMe, * exp <v*(c), ox) > _ 1
g~ exp <VE(C) , a9 >- 1 <VE(C) , € >
Remarque 3-13 Les hypothéses du théoreme 3-1
Les hypotheses (KI) et (K2) sont assez naturelles et ne sont pas

restrictives. L'hypothese (K3) est toujours vérifiée si les bornes a et b sont
finies (car dans ce cas D(F)-R). Donnons un exemple ou I'hypothese (K3) n'est

pas verifiée. Fest la mesure de Lebesgue sur R+ G est defini par:
G1 {eGCU), Vx G ,e(x) >0}
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et KX est de la forme,
K = (1, cos(mj. x), sin(m,. X),..., cos(mk. x), sin(mk. x)),
ou . designe ici le produit scalaire sur R1et m} (j»I~k), est un multi-indice

de (M Pour simplifier les notations dans la suite lorsque nous utiliserons ce
systeme de fonctions nous parlerons de systéeme d'exponentielles complexes et

nous le noterons de fagon plus condense <) = (exp(i M- X))j-o,...k, (M0=0.,..0)).
Le multiplicateur de Lagrange v sera donc un élément de R x <K c'est-a-dire
que

<>« b (vreMEX + Tie™ IMX Xay0,
-1 1] ]
La transformée de Laplace F est ici exp{ y(t) }—t -1. Elle est définie pour t
strictement négatif. On a donc:

D(F<i>)«{veRx<ckv x e u,<v,<t>(x)> 1 o}
X{VGR x<& VX G U, <v, $§Q><0}=D (F, 0).

Le théoreme 3-1 n'est donc pas applicable, pourtant il est bien connu pour
U = (02n] (iLand, 07)), qu'il existe pour le probleme des moments

trigonométriques une reconstruction du type, - &VE(c), ) > } c'est celle

qui maximise l'entropie de Burg. Nous reviendrons sur cet exemple un peu
plus loin (exemple 3.10).

Le corollaire suivant donne la convergence des problemes MEM, sans
supposer (K3) mais en supposant une certaine regularité de l'application:

D(F, §:-—-> Rk
Voo >{ XY y'( <v, K >) dx
U

Corollaire 3.2 Onfaitleshypothéses (K1l (K21
K3)D (F0)- {vGRK,VxGU,<v, 4> G DP} estnon vide.

(K4)PourtoutY deD (F, 5D (F, $on4

| 349 y'( <v, $H >)dx | -+00.
vD(+) U

Alors, onalesmémesconclusionsqu‘au théoreme J. 1
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Démonstration

Soitc de X, d'apres la démonstration du théoreme 3-1, pour tout ¢’ dans
un voisinage de c inclus dans % on a,

Inf  Hféiv, ¢) >-00.
veD'(F. +)

Le théoreme VI1.5.7 de [H, 651, p 224 (propriétés de la dualité de Legendre)
permet d'affirmer, compte-tenu de I'hypothese (K4), que [lintérieur de
I'ensemble:

{c GRK, Inf HfHv,c)>-00}
VED'(F. +)
est inclus dans I'ensemble:

{| 0 <V, >) dx,v G D (F, 0)}, d'oui le résultat.

Exemple 3-10 Entropie de Burg

Reprenons la remarque 3.13, dans cet exemple on g,
C={e€C(U), Vx G U e(x) >0 } Uest un compact de R ou R2 0(.) est un
systeme d'exponentielles complexes et F est la mesure de Lebesgue sur R\ S

v est tel que le polyndme trigonométrique <v , $) >soit négatif et possede
des racines, on a,

f dx_w

i<V, ox) >
U
Et donc le lemme de Fatou donne I'hypothése (K4). Ceci généralise donc a U

compact de R2 quelconque la reconstruction par maximum d'entropie de

Burg [Burg, 751, [Far, 04]. Remarquons que pour U inclus dans Riavec 1 >3, il

existe des polyndmes trigonométriques negatifs, s'annulant et d'inverse
intégrable. Le corollaire précédent n'est donc pas applicable. L'existence d'une
extension factorisable du type, {<Vv£(c), 0(x) >} 1 est étudiée pour le cas R1

(LG m dans [Seg, 07].

Geénéralisons maintenant le théoreme 31 dans le cas ou la mesure de

référence jin vaut .>Fx;. Pour cela, étendons tout d'abord les notations du
paragraphe précédent. On pose,
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b

DFY={XGR,Jexp (xy) dFx(y) <<%},
a

et pour x G U xG D(FX

t d
\i(t,x) =Log J exp (x y) dFx(y), \['(x,x) =" y(X,X).

3.

Enfin pour y appartenant a l'intérieur de I'enveloppe convexe du support de
Fxon pose: Yy *(y,X) *x,siy'(X,X) «y.

Corollaire 3.3 SbusJéshypothéses

{%") Pourtout x de U, TenyeJoppe convexe fermée du supportdo Fx
est. Jaty.
(T2) Vx G UDFA»R.

(K"3) V/,y" sontcontinuéssur RxU et y' 1 estcontinue sur Ja,b[ x U

On a Jes mémes conclusions qu'au théoreme J.J en remplagant, partout.
\[i'(.) par y't, Xx).

Démonstration

La démonstration est identique a celle du théoréeme 3.1 en remplagant
Yy) par tfy,x) - -y yM (y.x) +y {\i/- 1y, x) x}.

Exemples _ _
Donnons-nous une fonction f continue sur U (on suppose que f est

strictement positive sur U) et reprenons alors les exemples du début du
paragraphe.

Exemple 3-11 Loi Normale (suite de I'exemple 3.6)
G- C(U) et Fx la normale centrée de variance f(x). Ona, pour xréel,

: f(x) X _ MP _
\i(x, ) 1 —2-— etdOilC goo (X)1 v'( <v*(c), kY >x) - <v*(c), ) >f(X).
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. . 2
gUEest la reconstruction de norme minimale dans l'espace L (U{f(X)} 1dx).
Changer la mesure de référence en changeant la variance de la loi normale,
revient donc a changer directement la mesure sur U.

Exemple 3.12 Loi de Poisson (suite de I'exemple 3-7)
G «{eGC(V), Vx G U, e(x) >0} et Fxla loi de Poisson d'intensité f(x).

Pour tde R, y(t. X) «f(x) (ex- 1), d'ou g"HX) « f(X) exp <vE(c), K >

Donc gJIE minimise l'information de Kullback par rapport a f(x) et I'on peut
faire la méme remarque que dans I'exemple 3.11.

I11.42.a.2 Bande variable

Intéressons-nous maintenant au probléme de reconstruction précédent
lorsque les bornes a(x) et b(x) sont des fonctions continues sur U. Ona donc,

G={eGC(U), Vx G U, a(x) <e(x) <b(x)}

La mesure de référence sur le convexe de dimension finie
n

G = n 1lata), b(Xi)[,

1=
est toujours une mesure produit du type jin = 81 Reprenant alors les
notations du paragraphe précédenton a

Corollaire 3-4 Sousleshypotheses

(T'U Pourtoutx de U, Senveloppe convexe ferm ée du support <feFx
est la(x),b(x)I.

UT2J Pourtout x de U, dFx <+,
la(x),b(x)]

On a les manes concfustoos qu ‘au théoreme J.1 en remplacant partout
y'(-) par y'(., x).
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Démonstration

L'hypothese (K"2) assure que pour tout x de U la transformée de Laplace
de la mesure F*est définie sur E. On procede ensuite de la méme maniere que

pour la démonstration du corollaire 3.3.

Exemple 3 13 Mesure de Bernouilli (suite de I'exemple 3.8)
Choisissons comme famille de mesures de référence,
Fi*Sax) +5b(x) > <«xe u>

Fxest (a une constante multiplicative pres) la mesure de support minimal
verifiant I'nypothese (K 1). Ona, pour tde Retx de U,

\i(t X) * Log (ea™ T +eb” T), donc

me, . _a(x) expfa(x)< v*(c) , K 3} + bx) exp{b(x) <v*(c) , ¥ 3}
an x “ exp {a(x) <v*(c) , 4K F+exp {b(x) <v*(c) , $¥ 3

Dans le cadre du probleme MIEM précédent (bande variable), intéressons
nous brievement aux propriétés de grandes déviations de la suite des lois des
variables aléatoires Xn * 41 @n, (voir I'exemple 2.9 et le début du paragraphe
111.4), ou on est I'élément générique de

O = lT 1a(xi), b(xi)[,

i»l
. : .o oME
lorsque celui-ci est muni de la probabilité Pn.
Nous allons voir que dans le cas unidimensionnel, la convergence en

probabilité de (Xn) est un cas particulier de la convergence en loi d'une suite
de processus construite a partir de la suite (ton), on a:
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corollaire 3.5 \ _ _ _ _
li- Sous les hypotheses du corollaire J.4 la suite des lois des variables

aléatoires Xn possede, quand la probabilité sur  est P . une
proprietédegrandesdeéviationsavec an «n et.

)= Sup f&V,z> f {y( <vHvi(c) , <0 3 x ) - y(0x)} dx,

yer n

comme fonction d'entropie. En particulier, (Xn)n> converge en
probabilité vers c.

b- Lorsque U =ML on pose Xn(x(j)) * 2 <) L j«l,.,n,
i*1
pius; pour X de 1x ¢iy.x ()t X(-i) X <X@), X = XX(j-n H1- X) X({), XG10,]
Xn(x) - XX (x(-1)) + (L - X) Xn(x(>),
enfin, Xn(xX) =Xn(x(n)) sf x >x(n) et Xn(xX) =Xn(x(i)) si X <xq).

Oa (x(j))j=i,..Q designe la suite (xj)j=i,..n réordonnée. Alors la suite de
processus (Xn(.)) converge étroitement quand la probabilité sur G est
P/E versla fonction

X

I <K \'( <Vv*E) , tX) > t ) dt.

a
Démonstration

Pointa
D'apres le corollaire 3-4, la suite (vj(c)) converge vers vE(c), avec de plus

J 0K ijfi <v*(c) , th) 3 x ) dx - G

le reste de la démonstration a déja été donné dans l'exemple 2.9, en
1 hjl
remplacant partout - par — , ™ par X{et par \[/'(.,X).

Pointb
C'est une application directe du théoreme 7.3.22 (p. 217) et bilan (p.216)

de (Dac-Duf, 631-
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Exemple 3.14 Mesure de Bernouilli (suite des exemples 3.0 et 3.13)
Dans le cas le plus simple ou la famille de mesures de référence est

donnée par Fx - S(X) +8b(x), (x G U), on trouve que
1(z)- Su v,z >+|U Logz2-
(2) ik, & Ul Log

JLog[eXp{a(X)< Vi), P 3} + explb()< vvi(c) , K > dx}.
I(z) possede la propriéteé suivante (voir chapitre 1V)
0<I(2) < |U Log2 zG
I(z) =+®@4=" £ % .

Qu % est rappelons le défini par % * { J KX e(x) dx, e G G} La propriété
u
précédente permet donc de caractériser le convexe %. Remarquons enfin que
la propriété précédente est tout simplement I'analogue de la propriété de la
fonctionnelle de grandes déviations d'une loi binomiale renormalisée: soit
Xi,..., Xn un n-échantillon de loi de Bernouilli de paramétre p, posons
n
s, - 1 X.
ul

La fonctionnelle de grandes déviations de la loi de ?a est (voir I'exemple 2.7)

I@2) « Sup (vz-Log(l -p+pv) ) «zlogh+ (1-2) Log 7 7 5, (2 G [0.1])

=+00. @ £ [01]).

111.4.2.b Extension au cas non compact

Nous allons étendre la construction précédente lorsque:
G ={eGCAJ),Vx G U, a(x) <e(x) <b(x)};

(aetb sont des fonctions continues sur U) et que U n'est pas compact Pour

cela, on va considérer la suite de compacts Un - UO {XGR1 || x || i n }. Sur Un,

on résout la suite des problemes MEM, puis on fera ensuite tendre n vers
I'infini. Enongons tout d'abord un lemme qui nous servira par la suite.
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Lemme 3.3 jousjesnypoméses ar/j, cr~ji*

(k2)Pourtout, x de U, Fx estuneprobabilite.

QT4) D(F, 001 {v G Rk,J VI( <v, 0(X) >) dx <00} est. unouvertnon vide.
$5) a(x) | ?upk |g(X)| et b(x) ; ISupk | 0j(X)| sontintégrablessur U.

Pour tout crft’> % , il existe unefonc.:t-i.on g appartenanta G qui vérifie

JoX) gx) dx=c et J 'y ig(x), x }| dx <00
U U

Démonstration

Montrons tout d'abord que % est un ouvert de Rk. Soit C(Un, U)

I'ensemble des fonctions continues et bornées sur U qui sont nulles en dehors
de Un. On munit C(Un, U) de la norme

I+ loUOF L * SR 1e&) L (e £ C(Un, L)

C(Un, U) ainsi normeé est un espace de Banach. S n est assez grand I'application
An,U):-----> Rk

e --—-—-- > J 0oX) e(x)dx,
U
est de rang plein. Soitg de G posons
Cg ={e E QAU U), V x G Un, a(x) <g(x) +e(x) <b(x)}
et Mg={ J oX) (e(x) +g(x) dx,e G Og}
U

ydgest, pour n assez grand, un ouvert (théoreme de lI'image ouverte appliqué
a C(Un, U), oétant de rang plein), on conclut en remarquant que % e gLeJc 3.

Posons maintenant pour xdeU,

h(x)- f y dFx(y) - vy'(0,x).
[2(x).b(x)!
h(x) est I'espérance de la loi Fxportée par l'intervalle (a(x),b(X)]. h est continue
par hypothése et h appartient a G Un simple calcul donne d'autre part que,
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pour tout xde U y! MXx), x} est nul. Soit (gn)n> une suite de fonctions définie
par:

gn(x) =g(x) S X6 Un
gn(x) *h(x) si XG U/Un+4

gn(x) - kn(x) si XG UiH/Un.
ou la fonction kn est telle que gn soit un élément de G Ona alors

A 0 49 gn(¥) dx - I <) g(¥) dx.

Posons -{J9Q gn(x) dx,g G G}
U

%a est convexe, soit ¢ appartenant a %, supposons que pour tout n, ¢

n'appartienne pas a %Q Il existe donc un hyperplan an =(ai,.., ak) de norme
1qui sépare Xn de c on a alors par exemple

<an,c>><an,c' > Vc' G
Soit a«, un point d'adhérence de la suite (an)n>i,on a donc

<Qm, ¢ >><Qmw, c' >, V' G %.

ce qui contredit le fait que % est ouvert. En conclusion, il existe g de Get un
entier m tels que

J ) gmx) dx-c et Yigmx X} soit dx-intégrable sur U
U

Enongons maintenant un corollaire genéralisant la reconstruction par
MEM lorsque Un'est plus compact.

Corollaire 3-& Soustes hypotheses dutemme il existe vJ'(c) de R tel
que :

gHX) - W (<v*(c), PR =x)
véerifie  J 0(X) g«HX)dx =c et g"E G G

v*(c) estluniqgue minimum de la fonction HgX ,c) définie sur D(F,

Hf,q‘v,c):\] y( <V,<|'§()>,X)dX - <V,C>
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Démonstration

Soit g de Gqui Vvérifie j 0(x) g(x) dx =c. Posons
U

cin) = JOKX) og(x) dx.

Un
D'apres le corollaire 3.4, il existe une fonction
g"HX) = V(< , Y 3x),
qui vérifie | oX) g”EHX) dx «c ™.

Un
vao¥(o(n)) est le minimum de la fonction:

Hf/V M - |Jy(<v,0x) > x)dx - <v,c”™ >

S ANVAN
La suite de fonctions {Hf.0 (., ¢ ) Jn> converge en tout point de D(F, 0)
quand n tend vers avers la fonction

Hfo(v,¢)- | W(<v, 0X) >, X ) dx - <v,Cc>

Comme par hypothese, a(x) | KX || et b(x) || o(x) Il sont integrables sur U le
théoreme de Lebesgue donne l'existence du gradient de Hf.0(.,c) sur D(F, 0) et

Hf,ov,c)- | ox) \T( <v, 0Xx) >, x ) dx -c.

Reste a voir que Hp,0(v, ¢) possede un minimum sur D(F, 0), pour cela on
procede de la méme facon que dans la démonstration du théoreme 31,

compte-tenu du lemme 35-
Exemple 3.15 Mesure de Bernouilli (suite de I'exemple 3.13)

Soient U la demi droite U =R+ b(X) =e'x, a(x) *0, et o(X) - L X E R+
Donnons-nous comme famille de mesures de référence

F**2 0 +5e"X).
On trouve alors
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-X
ME, V e

e 0= 1+ exp {VE(C) e&} .

Remarque 3-14 La mesure sur U
Dans tout le paragraphe 111.4.2, on a muni I'ensemble U de la mesure de
Lebesgue. On peut en fait la remplacer partout par v mesure positive sigma

finie de support U. On peut en effet faire la méme construction, compte-tenu
du lemme 3-2

111.4.3 Tube de variables aléatoires de L°°

Ontraite ici une extension des exemples précédents (bandes de fonctions
continues) lorsque la fonction a reconstruire est a valeurs vectorielles. Plus
exactement» on se propose d'utiliser la méthode du MEM pour reconstruire

une variable aléatoire vectorielle a valeurs dans Rr et définie sur un espace de
probabilité (a, <§ P). La contrainte linéaire est ici du type

Ep{0g}-c
et la contrainte non linéaire est

g E AP-ps.
Ep désigne l'espérance sous la probabilité P, A estun convexe ouvert non vide
de Rr donné et $ * (K))=.k j=i..r est une matrice aléatoire kxr de

{L°°(n, & P) donnée. Lorsque r - 1L n « U compact de R1 P la

probabilité uniforme sur U et que ¢est supposée continue, on retrouve
I'exemple traité en 111.4.2a.

111.4.3.* Construction d'une suite de problemes MEM

Puisque la contrainte non linéaire est du type g E A P-p.s., il est naturel

de chercher une reconstruction dans E={L°°(n, P )}r. Le convexe G est
alors donne par:

G*{e E{L°°(n, P)}r,e E CP-ps, Censemble fermé inclus dans A}.
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précisons le procédé dé discretisation utilisé, on suppose que respace ae
probabilité (n"£P) est tel qu'il existe une famille dévénements
(A?)n»i,m=i...on qui vérifie les propriétés :

(PDH AP H ﬁVO,ni Im*m’', m=l.bn,m=l,.bn.

(P2) Notant <®la sigma-algébre engendrée par les événements £ m=l,..bQ
et Ep(. / sia) l'espérance conditionnelle sur la tribu <éh, on a:

Ve E L*(oisi, P), (IinoEp(e / <) =e,P-ps.

(P3)P(AN) =an,m=l,...btt.

Remarque 3-15 Ladéfinition de G

La condition: e appartienta G P-p.s, avec Censemble fermé inclus dans A
garantit qu'il existe P-p.s une séparation entre la frontiere de A et I'ensemble
des valeurs de la variable e (i.e I'ensemble {&(c0), ®e n}). Remarquons qu'au
paragraphe 1114.2 cette propriété était vérifiee grace a la continuité des
fonctions.
Exemple 3.16 (0 , &, P) - (R, SKr), m(x) dx)

X
Posons alors M(x) - J m(u) du etM" (y) - Inf {x, M(X) >y},

-00
la famille d'événements (AR) définie parA”-fo M"1(*p)< x <m* (=} m=1,n
verifie les propriétés (PI), (P2), (P3).

On definit alors sur { L°°(n, si, P) }r l'opérateur de discrétisation Tn
(a valeurs dans Rrxbn) par:

Tuer (Ep(e/1A®) )Fi,..00/ e E {L (n, si,P)} .

Puis, lI'opérateur Rn défini sur R¥¥0 a valeurs dans {L°°(n, si, P)}r EetF
coincident ici) par:

bn
RO <*>as 2—| 11 q

ou am- (cdn ...,4%) est I'élément générique de RWK° et « tr,? E Rr, m=1,..bn.
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Enfin I'opérateur linéaire On est defini par:

bn
o7 Epfo >« ¢ E Rr

m=l
Ona donc en particulier pour e de {Log(n, < P)}A I'égaliteé
faTne =Ep {Ep(OM n)Ep(eMn) }
Donc, compte-tenu de la propriété (P2) sur la famille (A), on a bien
voe {Lo@APr lim  Tne - B .
Nous supposerons comme d'habitude que 0est de rang plein, c'est-a-dire

a GJR,Ve G {L"nA P)}r,aTEp(Oe)

0O# ai»...*ak=0.

Remarquons que cela équivaut a

aG Rk,aT 0 =0 P-ps.™ ai=..»afc=0.

On trouve encore ici que le convexe O (égal par définition a Tn G est
Gn =An On le munit comme précédemment d'une mesure produit un =Fen
avec F une mesure positive sur A Etendons de fagon naturelle les notations
utilisées en I11.4.b en posant

DF ={t GRr, f exp (Ty) dF(y) <«},
A

ou (. ) désigne ici le produit scalaire usuel sur Rr

Pour t de D(F), on pose, \|/(t) =Log J exp (xy) dF(y) et ij/W :a—\I/(x).
A 01

Ona alors l'analogue du lemme 3.3
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Lemme 3.6 Onfaitleshypothésessuivantes.
(21) L'enveloppe convexeferm ée du support, de F est A
(L2) D(F) est un ouvert,non vide de Rretil existe v de Rk tel que,

vTde D(F), P-ps.

Alorspour n assezgrand, le probleme de maximisation de rentropie sur la
moyennepossede l'unique solution :

NpVE L2y
-rf{<>n)= n | <p {<(0)EP(0/A?) wn  VE(C) EP(0A?)]}
m=

et gj15* 2 ~IVAC)EP(WA?)HAU O vj(c) estle minimum dela fonction:
m=l D
reo | M1 t iq
HvOn“n (v'c)“ada | ~  Ep(0/An)}- <7,0.

On démontre ce lemme de la méme facon que I'on a démontré le lemme 3.3

ill.4.3 b Convergence de Imsuite des problemes MEM

Ona le résultat suivant:

Corollaire 3-7 Sousleshypotheses (L1, (L2)

(L$) L'ensemble D(F, 0)={v GR , Ep{| \|/(v 0)]} <« }estnon vide et
coindde avec

D (Fo={ve Rle,3 ¢ fermé inclus dans D(F) avec VIOGC, P-p.s}.
La suite des problémes MJLM converge dans {L*(Q<&P) ¥ .
Osa g™"E=\ji'(vE(c) 0) et v*(c) minimise la fonction
HfAV, o) * Ep{ti(V 0 - <v,c>

Démonstration

Soitv un élémentde D (F, 0), par définition il existe un ensemble fermé

Cinclus dans D(F) tel que VTO G G P-ps. Remarquons que puisque 0est bornée

P-ps, Cpeut étre choisi compact. Soit C l'enveloppe convexe fermée de G D(F)
étant convexe ouvert il contient C.
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INAVT Ep (@)} [| ., <Suf [y(y)l
et donc Ji, Ep(Wv' Ep(O<s} ] = Ep 14V’ @11
On pose ensuite pour y de Aett de D(F) :
fly) =sesiNTg=y et tfy) =-(y." _1(y))+f (T-UY)).
On conclut alors comme dans la démonstration du théoreme 3.1 en utilisant

que pour toute variable g de {L°°(n, <& P) }r qui vérifie Ep( 0g ) =cetg
élémentde A P-ps,ona, Hf.0(v, c) >Ep(y(g) ), v G D(F, o).

Exemple Commande d'un systeme
Soit le systeme dynamique

X'(0) - MX(a) +Nu(o), 0 >0
X(0) -Xo*0

ou X(.)estunvecteurde  u(.)un vecteur de Rr et Nune matrice de rang
plein. Pour T réel positif donné et A ouvert de Rr fixé, on s'intéresse a la

construction d'une commande (en supposant qu'il en existe une) u(o), pour o

appartenanta (0,T], a valeurs dans A et ramenant le systeme en 0 a la date T
Réécrivons ce probléeme comme un probléme de reconstruction. Ona
t

X(t) =exp (tM) Xo+exp (tM) J exp (- 0 M) N u(o) do
0

etl'on veut :
T

67 g (- o My Nuey™® = .

La commande devant aussi satisfaire la contrainte: V a G10,T],u(o) G A.
Utilisons les résultats précédents pour construire une telle commande.

Exemple 3.17 A =10,llr

Choisissons comme mesure de référence F - ( 8 + $i)®r. Notant, [v]j la

J-ieme composante du vecteur v, la commande donnée par la construction
MI.JM définie précédemment est
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exp {[Nre_%(P (-'Vleﬁ)V* I}

lulj (o) *
1+exp { N exp - M a v* |}
ou v* est défini par réquation exp (- o M) Nu(o) do = Xo
0

Exemple 3.10 Boule unité de nr.
On prend comme mesure de référence F, la probabilité uniforme. Alors,
on a (voir le paragraphe 111.4.1) pour x GRy,
1
y(i)-Log / éxp Ity (-0 y dt
-1
Pour ode l'intervalle [0,1], la commande, u(o) :"{NT exp (- MT 0) VE}, ou v*

est défini par
.

exp (- o M) Nu(o) do = X
est donc une solution du probléme de commande.

Etant donnés Xo, A et T, on peut aussi s'intéresser a l'existence d'une
commande a valeurs dans A ramenant le systeme en 0 a la date T. Nous
verrons (chapitre IV) que l'on peut répondre completement a la question
lorsque Aest un pavé borné de Rr.

111.5 PROBLEVE MEM ET MAXIMISATION D'UN CRITERE
CONCAVE

IH.5.1 Préambule

S un est une mesure positive dont I'enveloppe convexe du support est
cl(Ch) (Cn ouvert de Rn), intéressons-nous a la valeur de la pin - entropie pour
un élément du <n - arc d'Hellinger de jin,

Min.p- | 2HUQ (p)fiexp (P, Gn) Mi. (Pe D(HN, W)



La IVvh - entropie de unp est

Svh(Monp) - Log ZHMa (p) - (p,Gf] UndMi™p )»

Considérons maintenant un pointy de (, si Ton suppose que le domaine
de définition de la transformée de Laplace de pn, D(jiQ@ wn) est un ouvert non

vide de RQ, il existe (corollaire 2.1) p*(y) avec

J tondUKn,pXy) *v.
€y
i(Onp*(y) est la probabilité du maximum de - entropie vérifiant la

contrainte linéaire précédente et Ton a :
Svh (u«np*(y) ) - Log AnWI (p*(y)) - (p*(y), qu an dVAAP*(Y) ).

-rn(y) - p'EfFﬂ {LogM« () - (P, Y)}

r n(y) est donc une fonction concave de y (c'est I'opposée de la transformée de

Legendre de Log Zini((n ( . )). Soit maintenant le probleme de - entropie
maximale lorsque la contrainte linéaire est du type:

on f WhdPn(\Wh)
Gn

ou 4 est une matrice k x n et ¢ un vecteur de R (tous les deux sont des
données). En supposant que c soit tel que ce probleme d'entropie possede
I'unique solution PME(corollaire 2.1), 0n a

MPM . Ini ) ( Log ZBnMI (#Jt) - <t, c»

Soity de Gnréalisant ¢ par l'application 41 (c= y), onaalors

SH(PMB « loi {lLogBnOn t)-<t,c3}

vEIr

b It kg 4n(n ) - (p, )}

Posant yME* { «n dPMHton) |, on en déduit que :
Gn
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rn(yMp 2 rn(y), Vy G, Ony =c.
En d'autres termes, la moyenne de la probabilit¢é du maximum d'entropie

maximise la fonctionnelle r n( . ). Etdonc, si I'on ne s'intéresse qu'a la moyenne
yME c'est la solution du probléeme de maximisation de I'a sur I'ensemble:

u-nic) - {yG,my - c}

Nous allons voir que cette propriété est conservée lorsque I'on s'intéresse

ME
a g« .

I11.5.2 Maximisation de la fonctionnelle de Legendre

111.5.2.a Bande de C(U)

Comme cadre général a la minimisation de normes, a la maximisation de
I'entropie usuelle ou celle de Burg, on peut proposer la situation suivante : soit
(exp {y(t, X} )xe U la famille des transformees de Laplace de la famille de

mesures (FX)x e u On suppose que la famille (F)x e Uvérifie les hypothéses

du théoreme 3-1 ou de I'un des corollaires du paragraphe 1114. Le probléeme
MEMa alors pour solution:

g«HX) =y'( <v*(c), 0(X) >, x ) avec J <v*(c), ¥ >, x ) ¥ dx =c.
U

Les fonctions de type négatif jouent donc un réle trés particulier. Considérons
la fonctionnelle de Legendre

rie)« J yteCx), x}dx, ou
VX GU, Vy GJlax),o(x)I, Wy, x} =-y \|I' 1y, x) + \1{y"““ky, X), X}

T(.)estdéfiniepourede G*{e G CQU),Vx GU, a(x) <e(x) <b(X)}

On a alors le théoreme suivant:
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Théoreme 3-2 g« estl unique solution de g - arg max He), ou
eEiL(c)

00 ={e EG, Je(X) $Qdx =ck

Démonstration

Ona vu au paragraphe 1114 (dans la démonstration du théoreme 3-1) que

Ve E HeE), T(e) < HfFFv*(c), ©).
D'autre part,

H B *J YIV(<v*(c), $RQ> x), x Jdx
U

1 i V(<vE(c), *fc) >, x)dx - <v*(c), c>
=Hf<{v*(c), o).

Donc, gJ‘VE est une solution du probleme d'optimisation. On conclut en

remarquant que y ( -, X) est une fonction strictement concave, ce qui assure
I'unicité de la solution. Remarquons que I'on aurait pu conclure directement
par un calcul standard de variations (par les équations d'Euler).

Exemples

Exemple 3-19 Loi normale et moindres carrésl

Soit Fx la loi normale de variance f(x) (i est positive et continue sur U).
Ona

y(i,x) :&%le (XE R,xE 1)

Dol rte) =j | eiig)) dx , ee c(u).

On retrouve donc la méthode des moindres carrés.

ASuite des exemples 3.6et 3-11
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Exempte 3.20 loi ae poisson et entropie2
Soit Fx la loi de Poisson de parametre f(x) (f est positive et continue
surU). Ona

y X X) - f(x) (e1- 1), xG R,xG U).
Donc pour e de C(U) qui veérifie, Vx G U, e(x) >0,0n a

Ke)*- f e(X) Logf® dx + f {e(x)-i(x)}dx *- K, f),
U u; U
En particulier, lorsque <$t* let ci « 1, on retrouve la f - entropie.

Exemple 3.21 Mesure de Lebesgue et entropie de Burg3
Soit Fx la mesure de Lebesgue sur R+ Ona

f XX) - -Log(-x), XGR*xGU).
-e critere associé est I'entropie de Burg :

T(e) | Log e(x) dx + Jdx.
U U

Il est défini pour e de CU) tel que, Vx G U, e(x) >0. Dans le cas ou <h = 1, on

peut aussi interpréter I'entropie de Burg comme un probléme usuel avec la
mesure a priori Gassociée a la mesure aléatoire définie par le semi groupe

Mt, 1) de lois indéfiniment divisibles (voir le paragraphe 111.21). La

construction par MEM de I'entropie de la prédiction permet d'autre part de
donner une nouvelle interprétation de la méthode de Burg (estimation d'une
densité spectrale), ce point de vue sera développé au paragraphe V.3.

Exemple 3-22 Mesure de Bernouilli et entropie de Fermi-Dirac®

Soit Fx=2 {8a(x) + 8b(x) Lon a

V(X Xx)» Log N {ea™ T+eb™ T},(XG R,x G U).

Le critere est donc I'entropie de Fermi-Dirac IGull-Sk.il, 651

2Suite des exemples 3.7 et 3.12.
ASuite de I'exemple 3.10.
ASuite des exemples 3-8 et 313
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o oe¥-ax) T ,e(X) -aX)t.
r(e)al "b(x) - a(x) Log {b(x) - a(x) "

rbx) -ex , ,bx) -e(xh, r.
+J -bS)" a(x) Log {b(x) - a(x) J Log 2dX-

Il est défini sur la bande, G={e G CU, Vx € U a(x) <e(X) <b(xX) }
L'entropie de Fermi-Dirac posséde la propriété d'étre une fonctionnelle bornée

sur le convexe G Cette propriété nous permettra au chapitre 1V de résoudre
une famille de problémes de moments généralisés.

111.52.b Tubede {L"0 , P) r

Reprenons les notations du paragraphe 111.4.3 et posons

QO - {e GG, Epfe} =c}
et pour e du convexe Gt r(e) =Ep {y(e)},

ou pour y de A, ydF= - (y N ) +y ty™y)}.
Ona alors l'analogue du théoreme 3.2:

Corollaire 3-6 Sousleshypothéses (Li), (12), (LJ),

g)“("E estTunique solution de g «arg max r(e).
eGL(c)

Exemple 3-23 Mesure de Lebesgue
Prenons n =R, <$ = Sar) , P la loi de Cauchy. Soit F la mesure de

Lebesgue sur R*. On trouve alors pour e variable aléatoire sur (ii, &), P-p.s.
positive

+00

rfe) Log o(x) dx.
n @ +x2)

-00
Dans [Chov, 61] on trouve une autre construction de la fonctionnelle r (voir le
paragraphe 11.2)
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il 1.5.3 ¥ - divergence et théoreme de pytnagore

111.5.3 » Information de luilbtck et théoréme de Pythagore

Soient (Q,  P) un espace probabilisé et  un sous-ensemble convexe de
O(ft) ensemble des probabilités sur (fi, &). On suppose qu'il existe une

probabilité PMEe t, réalisant I'infinimum de K(., P) sur t,. PMEpossede alors
la caractérisation suivante ((Csis, 75) théoreme 2.2):

QE”, Q=PME4=»VRE  K(RP)*K(R,Q) +K(QP).

Dans le cas particulier ou ™ est une intersection finie d’hyperplan :
" ={QE 0Q, Eal} =c}=01(0),

et sous les hypothéses du corollaire 2.1, 0n a :

dPME exp t*(), 0>
> " ZAot(c)

Donnons-nous une probabilité Rde ~ d'information de Kullback par rapport a
P finie. Ona alors :

KRP)= J Log|ldR = flog § MEOR + f log ~dR
n n n

=K(R,PMp +K(PMEP).

Clest l'analogue du théoreme de Pythagore, p'E pouvant 8tre interprétée

comme une ‘projection " de P sur le sous-espace  Nous allons voir que la

construction du MEM induit une propriété analogue pour une dissemblance
entre élément du convexe fonctionnel C Cette dissemblance est fonction de la
suite des mesures de référence (MnW- Nous limiterons notre étude au cas ou
G est la bande de fonctions continues:

G*{eEC(U),VXE Ua<e(X)<b },(-00 s a <b i+

et U est un ensemble compact Mais des énoncés analogues peuvent étre
donnés pour les autres exemples.
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1.5 3b Casde la )i- divergence

Le concept de divergence vise a englober différentes Hdistances*
statistiques classiques comme l'information de Kullback, la distance en

variation, du X2, etc... Les fonctions de type négatif liées aux entropies en
moyenne donnent une classe de divergence:

Définition 3.3 Soientf etg deuxélémentsdu convexe
G«{e ECU,VXEUa<e(x)<b} 00 <a <b <o)
et |/ & Log transformée de Lapiace d'une mesure positive F vérifiant les

hypotheses (KI), (K2)duparagraphe I11.4.2.a.l. Onappelle y - divergence de
f sur g la quantité (notée dansla suite D\(f, g)):

I [M{fix)} - Iopl - NiE (WHKIOY -y (IF7_Hg)PI dx

Ce type de divergence est étudié d'un point de vue statistique dans

[Ag- Bouc,60]. Cela définit bien une divergence au sens classique du terme
puisque l'on a:

Propriété 3-1
cHtyf,g) >0, Vf,g E G
>Dif(f, g) =0 f=g.
c- St F est une probabilit¢ et que, V x E U, g(x) - f(0),
alors, D¥(f, g) * - T(D).
Démonstration

Pointsaethb
Pour t, t'de ]a,H on pose,

r(t, tr) =t 1F=- -y {f M) -y {f (O}
if] . "y .
Ona alors, (t,t) n y'Mit) -y'V ), cette dérivée change une seule fois
designeent =t".
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S g(xX) »y'(0O), x € U, un simple calcul donne : Dy(i, g) * - T(1).

Exemples 3.24 Quelques divergences classiques

- Jab( - ]- <5+ oo, la normale centrée réduite donne bien sar || f - g ||L2.

- Jab[ =10+ o0, la loi de Poisson redonne l'information de Kullback.

- Soit F I'exponentielle de convolution de la loi exponentielle de parametre 1
Ona pour xstrictement inférieura 1, y (X) «-— - - 1 D'ou

/2 1/2
D{(f, g U It g('k),%gﬁf T

cette divergence est définie pour f et g des fonctions strictement positives sur
U. Cest la distance d'Hellinger pondéreée.

- Pour Fla loi exponentielle de parametre 1, on trouve la O - divergence

Bytfg) = fLog Tk + T ax
U

définie pour f et g des fonctions strictement positives sur 0.
- Jab[ =10 H et F=60+ on trouve pour f et gdes fonctions du convexe
G.(e e C(U),Vx6 U.O<e(x)< 1},

Df (f.9) .K(f,9)*K(I-f, 1-g)

Enongons maintenant l'analogue du théoreme de Pythagore pour la
\i - divergence:
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Théoreme 3.3 On supposa que les Hypotheses (KI), (K2) du paragraphe
I11. 4.2a. 1sont vérifiees, etqu'ilexiste vE(c) de Rk, telque:

glIEX) =ijll (<v* Q<KX ),

appartienne a 0 «{E G, | e(xX) Kdx - c}k
U

Alors g”E vérifie:
a-VgE Q(), T(@ - r( 9g”B - D¥(@, 9g”E. Enparticulier, siF est. une
probabilité, onaV ge 1(c) ™ ¥(g, <|/'(0)). Dé( gV (0') + D¥@, g
b- Posons £(y, $- {v' kv, $(X) >),v 6 D(F, 0)}. Alors pour g fixé
de fl(©, g”Eréalise Tinfinimum de D”(g,.)sur £0jj, ()

Démonstration

Pointa
Pourgde D(©ona

Dv(@ 9”B =] g0 [ imUgx)l - <v*(c), 0(x) >1dx
u
d [ v{ v 1g00] }- W¥{<V*(c), $() >} 1dx
*-r(g)+n g”B.
MnLb

Pour e - J(<v, KX >, v de D(F, Petgde fl () fixée, ona

D¥(g,€) - - Kg) + Hp. ¢{v, ¢),
donc Dv(g, <V, KX >} est minimum pour v =VE(C).
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CHAPITRE IV

LE PROBLEVE DES MOVENTS GENERALISES

V. 1 INTRODUCTION

Etant donnés un convexe Gd'un espace de fonctions E, une famille
finie de fonctions du dual de E et (¢j)-G une famille de réels, le probleme des

moments généralisés consiste a etudier l'existence et a caractériser les
distributions Gvérifiant:

Vj G, JO® dGx) »G, et  GGd©)

ou cl(G) désigne la fermeture de Gpour une topologie a préciser. Un exemple
classique est le probleme des moments trigonométriques sur le tore ¥
((Gren-Szeg, 50, chap 4, p 56). Dans cet exemple Eest I'ensemble des fonctions
continues sur le tore, Gest I'ensemble des fonctions de E strictement positives
sur T, sa fermeture est le cone des mesures positives IMT) (c'est la fermeture
faible de G, enfin typjci, est le systeme d'exponentielles complexes
(exp(ijx))j e j #4. L'existence d'une solution est alors liée a la positivite de
la matrice de Teeplitz construite a partir des coefficients (cj) j.0... k. Une étude
de ce probleme est faite en utilisant I'entropie de Burg (ci exemples 3-10,3.21)
par HJ. Landau [Land, O7J. Plus généralement, le livre de MG Krein et AA.
Nudel'man [Krein-Nud, 77) traite de tous les problemes de moments
classiques. Nous étudions sous I'angle du MEM (paragraphe 1V.2), le cas ou E
est QU), I'espace des fonctions continues sur U, Gest la bande

G={e G CU),Vx G U a(x) <e(x) <b(x)}
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et 0= @Ik est une fonction continue sur U. Nous appellerons ce probléme,
probléeme des 0 - moments sur G Pour chaque famille de mesures positives
(FX)xeu vérifiant les hypotheses permettant d'assurer l'existence d'une
solution au probleme MEM si pour ¢ * (¢j)j=i,...K il existe une solution au
probléme des $ - moments sur G appartenant a G alors d'aprés le chapitre 111,
il en existe une de la forme ifi"( <v£(c) , 0X) > x ), ou \[/'( ., x ) est la
Log-transformée de Laplace de la mesure Fx. Lorsque U est compact et que
a(x) et b(x) sont finies, nous résolvons complétement le probléeme des
0- moments sur Gen utilisant le MEM (paragraphe 1V.2.2). Plus précisément,
nous utilisons la famille de mesures de référence (Fx)xeu, avec
Fx1 5a(x) +$(x) (ci- exemples 3.6, 3-13/ 3-14 et 3.22) pour construire un critére
numériquement calculable permettant de décider si une suite de réels
(@)jA.,..k donnée est une suite de 0 - moments pour un élément de cl(G) (le
sens de cl(G) est précisé plus bas).

Pour ¢ O strictement réalisable dans G nous caractérisons ensuite les

points extrémaux du convexe des réalisations de ¢ dans G c'est-a-dire de
I'ensemble

1(0 - {fe Gd(G), J e(X) 0¥ dx - c},

(cl(G) est la fermeture de Gdans L>°(U,dx) (voir IV.2.2), toutes les distributions
de cl(G) sont donc ici des fonctions).

Nous étendons au paragraphe 1V.3 ces résultats au cas multidimensionnel
ou Eest I'espace de variables aléatoires {L>°(Q, <&P) ¥ et G le convexe

G- {e G{L*°(n, P)}r,e GG P-ps., Censemble fermé inclus dans A}],
ou A est un polytope ouvert» borné, c'est-a-dire l'intérieur de l'enveloppe

convexe d'un nombre fini de points ne se trouvant pas tous dans le méme
hyperplan.

*\oir laremarque 3.15 pour la définition de C
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V.2 Cas d'une bande de C(U)

Nous étudierons dans ce paragraphe I'existence d'une fonction g de

Gt {e6 CU,Vx6 Ua(x) <eX) <b(x)} telleque J g(xX) 4 dx 1c

ou c est un élément de R fixé. Par commodité d'écriture, les résultats seront

énoncés pour U compact et a(.) et b(.) des fonctions constantes. Pour chacun
d'eux, nous dirons s'il est possible de rétendre a U, a et b quelconques.

IV.2.1 Cas général

Un des problémes de moments bien connu est celui ou U est le tore ¥,
I’intervalle Jab[ est R+ et 0 est le systtme d'exponentielles complexes

(ejo>(ijx))j 6 (C>].... K} Dans ce cas c est 0 strictement réalisable dans Gsi et
seulement si ¢ est de type strictement positif, c'est-a-dire si la matrice de
Toeplitz  Tk(c) = (Ci-iii,jik , (cj= @) est definie positive. Dans ce cas, la
solution classiquement obtenue est de la forme | Pk(exp(ix)) |2, ou Pk est le
polyndme de degré k

Kk
Pk(@@* Z & zj, avec, (1,0,..¢jr™ic) =a0(@0aj  ak), [Far, 04].
J-0

Cette fonction est la densité spectrale du processus gaussien d'entropie
maximale dont la covariance est une extension de c, elle peut aussi étre
obtenue par MEM i I'on prend comme mesure de référence F la mesure de
Lebesgue sur R+ (voir les exemples 3.10, 3.21 et le paragraphe V.3.3). Dans le
cas général, la construction du MEM donne une famille de solutions du type,
y'( <vE(c), 0(X) >) ou \/ varie dans un certain sous-ensemble de fonctions de

type négatif, plus précisément, utilisant les résultats (ainsi que les notations et
les hypothéses) du chapitre 111, on a:
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Théoreme 4.1 soient 0 une application continue définie sur U a valeurs

dans Rk et ¢ de Rk donnés. Soit (P)leprobleme : trouver g fonction continue
sur U, vérifiant

VXE U a<g(X) <b et Jg(xX) OX) dx *c, ¢a etb élémentsde R donnés).
U

Horsles conditions suivantessontéquivalentes.

1- (P)a une solution.

2- llexistée V, telle que exp y soitla transformée de Laplace d'une mesure
positive vérifiantleshypotheses (K1), (K2) (K3){ou (KI), (K2) (K'3)
(E4)) et telle que (P)aitpoursolution y'( <v£(c), 0(X) >), ou v*(c) est
définipar

V'( <v*(c) , 0xX) >) OX) dx »c.

3-Pourtoute y telle que exp y soitla transformée de Laplace d'une
mesurepositive vérifiantleshypothéses (KI). (K2). (K3) (ou (KI). (K2),
(K'3), (£4)) (P)apoursolution \[/'( <vE(c), 0(X) >), ou VE(c) estdéfini
par

Jy'( <v*(), 0x) >) (K dx * c
i

Extensions

Dans la cas précédent, (bande fixe), on peut donner un énoncé analogue
lorsqu'on utilise une famille de mesure (F)xe uen remplacant les hypotheses
(KI), (K2), (K3) par celles du corollaire 3.3. Cet énonce est encore vrai dans le
cas genéral (U non compact et/ou a(x) et b(x) des fonctions continues) en

remplacant les hypotheses (KI), (K2), (K3) par les hypothéses correspondantes
(corollaires 3.4 et 3.6). Dans le cas non compact, le deuxiéme point est encore

vrai car on peut toujours construire une solution au probléme des 0 - moments

sur C a partir de la famille de lois (F)xe u avec Fx» 2'1 ( 6a(X) + $o(X) )
En effet, on a dans ce cas

Ve R,Vjce U.il/(Tx)-LogB& N W8N -Log2 -

Utilisant alors régalité

VOER,VpeR,VXe 10,],LogUe" t(I-X)«P)=a*Log(X + (1-X)/"),
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on en déduit que pour xde E et xde U, | X) 11 Max( | a(X) x| ,| b(x) x| ).
Cette inégalité et I'nypotheése d'intégrabilité de
a(x) . ISup kUJ'(X)I etde b(x) ISUD kUJ'(X)I,
i-l..., jl. .

entrainent que y‘( <v, $ >, X) est pour tout v de EX intégrable sur U. On est

donc sous les hypotheses du corollaire 3.6 et I'on peut construire une solution
au probleme des ¥ moments sur Ga partir de la famille (F)xe U

IV.2.2 Cas U compact, a, b finis

Nous nous intéressons ici a la construction d'un critéere calculable
(I'analogue de la condition Tk(c) est positive dans le cas des moments

trigonomeétriques) pour décider si une suite donnée de réels ¢ = (¢j)j=i,...t est
9- réalisable dans

G={e G QU), Vx G U, a(x) <e(x) <b(x)}

c'est-a-dire décider s'il existe une fonction e de cl(G) avec
| e(x) K dx *c.
U

cl(G) est ici la fermeture de G pour la norme L°°( U dx ). Il est naturel de
fermer Gde cette fagon. En effet, on a2

%={ fex) PR dx ,e G G}* {feX) Kdx,e Gcl(G)}
U U

MG. Krein et AA. Nudel'man [Krein-Nudel, 77] (théoreme 1.2, p.240)
montrent par des arguments de convexité le critere suivant:
1- c est ¥ réalisable dans G si et seulement si

2 L'inclusion de K dans ( l:J]e(X)f(X) dx,e( CKC.) } est évidente, l'inclusion dans l'autre

sens se démontre par exemple par des arguments de séparation identiques a ceux utilisés

dans la démonstration du lemme 3-1.
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VVGREK <v,c><bf<v, X >dx -a f <v , $ >' dx,
U U

ou <v , TR > (resp. <v , 0X) > désigne la partie positive
(resp. négative) de <v , ) >

2- cest 0- réalisable non 0 strictement réalisable dans Gsi et seulementsi il
existe vo € Rktel que,

vg,c>=b | <vg, O(X) > dx -a \] <vq, 0(x) > dx.
U U
Dans ce cas et uniqguement dans ce cas il existe un unique g de G qui
réalise c. De plus, g est de la forme g(x)*b | (<a, ¥ > +a 1{<att(x)>* O}

La construction du maximum d'entropie sur la moyenne donne un autre
critere:

Théoréeme 4.2 Pourc etv éléementsde Rk, anpose

h(7). j Log U &< V" e™ V' «x) ) dx
U

H(v,c)-h(v) - <v,c>et,
h*(c)- - Ini H(v,c).
V € R*

Ona alors;
1- ¢ est 0 -réalisable dans Gsietseulementsi h*(c) <0.
2- Si ¢ est 0 strictem entréalisable dans Galors h*(c) <0 .

J- ¢ n'estpas O-réalisable dans Gsietseulements/ h*(c) =m.

Onsuppose que Oestderangplein presque partout C'est-a-dire que pour
tout a de Rk, la fonction <a, O(xX) > ne slannule que sur un ensemble
négligeable. Alors ¢ est 0-realisable non 0O strictementréalisable dans G
sietseulement, si h*(c) =0 . Dansce cas le probleme des 0 - moments
sur Gpossede une unique solution g. g estdelaforme

g(x) - b I(<«.t(x)>> 0} +a 1(<«,f(x)>i 0
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Démonstration
Rappelons que nous notons % l'ensemble % ={ J 4t e(x) dx,e G G}
U

P-3M.2.
Considérons le probleme MEM pour la mesure de référence F =da + 6D,

(voir les exemples 30, 3.13). Sic est $strictement réalisable dans G, il existe
vE(c) de Rk, tel que la fonction, g?E (X) - \[/'( <VE(c) , 9K >), avec

\/(t) - Log (eal +ebT), (¢tG R), vérifie

{ g"HX) ¥K) dx-c, etdeplus
U

H g«E)- J ¥ 3 * H(v*(c),c) - - h*(c),
a

ou pour y de Ja,bl, y (¢) est la fonction

- a b -
Y@y) =-} -5 Log(y-a)- . Log(t-y) + Log(b -a)
En particulier, y (y) est strictement positif pour tout y de Jab[. On en déduit
que h*(c) <o.

Points let 4

Soit ¢ 0 - réalisable non $strictement réalisable dans G, comme h* est
convexe, s.ci (comme dual de Legendre d'une fonction continue (H, 65L
th V1.5.3, p.22Don a,

‘Log 2 |U] <fim hV) = h*(0) <0,

Soit (ci)i>i, une suite d'éléments de Kconvergeant vers c et soit (vi)™i la suite
de R définie par vi - VE(q), c'est-a-dire que I'on a pour tout i

Jy'(<Vi, 6 >) K dx »ci.

Onaalors, .lim | vi||=+@ car sinon c serait Ostrictement realisable. Quitte
a extraire une sous-suite, on peut toujours supposer que

Ry §3i0=
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Ona

-H(VJ.«>. <v;c>-J) Log (ea<vi' 4« 7 ¢ eb<vi'*x * dx

et. JLog Ceaxx « «**> > 4 X Vilt» > dX
u

=b { <M, 0 >dx -a | <M, K =" dx
i U

+J Log ( 1+exp{ (b -a) <V, th) 3 ) HYH)>10}<x

+J Log ((1+exp{ (a-b) <M, $§ 3} )HMH*)>>q}

En supposant que O est de rang plein presque partout et en utilisant le

théoreme de Lebesgue, les deux derniéres intégrales tendent vers 0 quand n
tend vers 00.On a,

h*(c)* itT30,vi‘ci-t>i W 1(<*,. *(x)>>0} dx - a J <KX 1<\f.*0e>10) <X >

et puisque | h*(c) | <+ on a donc forcément

<ot, c-b J <) Hca R >0} dx -2 J K ¥<a,"X)> Ghdx >* 0.
U U

Prenant maintenant la suite vf =i a et en utilisant la décomposition
précédente, on obtient finalement lim H(Vi',c) =0 etdonc h*(c) =0.

Montrons maintenant la derniére assertion. On a,

f xa+bexp{(b-23a<V, K3} .
a= 1+exp {(b-a) <M, 93 («X)>t0) X

fxXxt)+aexp {(@-b <V, 0 3}
+U l+exite * N <vi*n A (<« H(*)>>0 X -
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prenant ia limite de cette égalité, et utilisant le théoréme de Lepesgue, on
trouveque c-bj ofe) If<,,.#&)>0 <x+aj PR {<ait(x)>10}dx .
U U

La fonction, g*HX) - b 1(<a.”x)>>0) +a (<« «x) > G realise donc c.

Point 3 A
Le théoreme V1.5.7 de {H, (&bl (p* 224) permet de dire que l'intérieur du

domaine de la fonction h* est inclus dans I'ensemble,

{J\(<v, K >)4dx,v GRk}
U

qui estégal a % d'apres la construction MEM En combinant ce résultat aux

résultats précédents, on en déduit que le domaine de la fonction h* coincide

avec l'adhérence du convexe %. Cela entraine que h*(c) - *msi ¢ n'est pas
réalisable dans G

‘Remarques

Remarque 4.1 Grandes déviations

Nous reprenons ici les notations du paragraphe 1114 et I11.4.1 La fonction
h* du théoreme précédent est la fonction d'entropie (a une constante additive
pres), pour les grandes déviations de la suite des lois des vecteurs aléatoires
(de RK) XQ=fa (in, quand les composantes du vecteur aléatoire ton (de RQ)
suivent des lois de Bernouilli indépendantes, (voir le corollaire 3.5 et
l'exemple 3-14). Le fait que h*(c) vaille l'infini pour ¢ non $ strictement
réalisable dans G exprime simplement que la probabilité de I'événement

{Xn »c }est nulle pour n assez grand. Ceci peut étre considéré comme une
réciproque du lemme 3.1.

Remarque 4.2 Extensions

Le théoreme précédent est encore vrai si I'on remplace a et b par des
fonctions continues a(x) et b(x), mais il ne peut pas étre étendu au cas ou U
n'est pas compact, car il faut renormaliser la mesure de référence pour qu'une
reconstruction par MEM existe, et donc l'inégalité

Vy G Jab[, 0<y(y) <Log 2,
est a remplacer par l'inégalité
Vy G JaX),b(X)(,VXx GU, - Log2iy(yXx) <0,

on peut donc seulement dire que la fonction h*(c) vaut l'infini si ¢ n'est pas
- réalisable dans G
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Remarque 4.3 Le critere <le MG. Krein et A/A. Nuderman3

Puisqu'on a toujours pour x de K, Log(1+ex) > 0, l'inégalité du critére
donné par MG Krein et AA Nudel'man [Krein-Nudel, 77] (théoreme 12,
p. 240) est plus fine que celle du théeoreme précédent Mais le théoreme donne

un critere numériquement calculable car la fonction H( ., ¢ ) est strictement
convexe. Ce n'est pas le cas de la fonction

Gv,c)r b \] <v,0X) >dx -a f<v,O0x =dx -<v,c>
U U
qui est convexe mais n'est pas strictement convexe.

Remarque 4.4 0- moments relaxés
Si I'on s'intéresse au probleme des 0 - moments relaxés :trouver g tel que

g C et JgKx) O0X) dx E K,
U

ou Kest un convexe compact de Rk donne, le théoréme précédent reste vrai en
remplacant H(v ,c ) par

fi((V,Y@(*j Log { e Vo A) >+eb<v ' 9()() >ﬁdx- Inf <v,c>
U ceK

Pour démontrer cela on procede comme pour la démonstration du
corollaire 2.2.

Remarque 4.5 Décidabilité numérique du probléme des Omoments
D'un point de vue numeérique, l'assertion 3 du théoreme précédent (c
n'est pas O-réalisable dans Gsi et seulement si h*(c) - @)est intéressante car il

suffit d'exhiber un vecteur v de Rk qui vérifie H(v,c) <0, pour conclure que ¢

n'est pas 0-réalisable dans G On peut par exemple envisager un algorithme de
Monte-Carlo pour tester cette condition.

Remarque 4.6 Le r6le de 8a+6@b
Soit F2une mesure positive et bornée sur lab] (G<a <b <+ @), notons

F, - p5a+50 (p>0donne). Soientxde R et Xde ]0,1},on a

3Voir aussi la remarque 4.8.
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Log | exp(x y) ( XdF,(y) +( 1-X) dFy) )

| exp(x y) dF2y)
=Log (X J exp(x y) dF,(y) ) +Log ( 1+i.--'1-'- ----------------------- ).

| exp(x y) dF.(y)

Et donc

Log (x | exp(x y) dF,(y) ) <Log Jexp(x y) (XdF,(y)+(1-X)dF2y)).

Soient Fune mesure positive et bornée sur (abl et y appartenant a I'intérieur
de I'enveloppe convexe du support de F, on pose

Yp(y) - - S% (xy - LogJ exp(x t) dF(t) ).
r xe

D'apres les inégalités précédentes on a

Vy GlaH Y (y) i Y(y) L(XG 10,11).
XF, LP +(1-ti$

Donc, puisque y (.) est finie sur [ab], il en est de méme de y (y

Il Fj XFj + (1- x)
Reéciproquement, soit F une mesure bornée d'enveloppe convexe du support
(a,bl, supposons que | ¥(a) | et | yp(b) | soient finis. Ona pour y de Jab{

Yy) =\M0- avec \i(X) =Log J exp(x t) dF(t) et ~(x) =y.

Donc, on a par exemple Y(@) - Hfl™ (WX - X\}(P) ), et
exp{ Y(y)}* } ep{x t - x \Ifx)} dF().

Puisque Nin exp{ yf(y) lest non nulle F charge le point a. En conclusion une

mesure F, positive bornée sur labl, vérifie | yf(a) | <+ et | ¥(b) | <+», si et
seulement si elle s'écrit

F-XFj+(1-X)F2 (XG 1011F2G M(la,bl), FA[ab]) <t o).
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On peut donc énoncer le théoréeme précédent en utilisant n'importe quelle
mesure du type F- XF, +( 1- X)F2, X G 101}, avec F, - Sa+%h, (p-1, pour
que ¥f(a) = yHb)) et FAa) =F2b) =0.

Quelle est la signification de cette propriété pour le MEM ?
Soit F une mesure bornée d'enveloppe convexe fermée du support la,b]

et soit cde Ek «réalisable, non Jstrictement réalisable dans G Alors il existe

pour tout n >nQ une loi Pn absolument continue par rapport & F&n, qui vérifie
$EPN(l)n) =c, si et seulement si Fs'écrit

F-XF,+(1-X)F2 (XG]0,1,F2G IM[ah]), FX[ab]) <+00).

Lorsque le convexe

L(c) *{e Gcl(G), Je(X)Kdx » c}
U

n'est pas réduita un unique point (c'est-a-dire d'apres le théoreme précédent
lorsque c est <strictement réalisable dans G on peut s'intéresser a la
caractérisation de ses points extrémaux. Rappelons qu'un élément e d'un

convexe %est extrémal s'il vérifie la propriété
(e =(1 -X)e0+XejavecX G J01], e”e, G (e0=e, =¢)

Lorsque le convexe % est compact il coincide avec I'enveloppe convexe

fermeée de ses points extrémaux (théoreme de Krein-Milman (Brez, 63i th 1.12
p. 13). Les points extrémaux suffisent alors pour caractériser tous les éléments

du convexe t Dans I'exemple du probleme des moments trigonometriques, les
eléments extrémaux du convexe des solutions sont des combinaisons de masse.

Considérons maintenant la fonction h* sur I'ensemble Kk x $(U) (ou

&U) est I'ensemble des boréliens de U) a valeurs dans E définie pour ¢ de Rk
et Ade &(U)par,

ﬁ*/(c,A)=§upF kv, c>- Aj;rL VLAY >, VLR Ky
ve

-a f<v, K >dx}
U/A
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Cette fonction permet de caractériser les points extrémaux de o (0 lorsqu'il
existe %ge Rktel que <C, ¥X) >soit une fonction strictement positive presque
partout sur U, et que $ est de rang plein presque partout:

Théoreme 4.3

1- Lespoints extremaux du convexe I(c) sontdu type b 1A +a 1UA

avec, c=b| &)X dx+a J <K dx .
A U/A
2- Sib 1A +a 1UAestunpointextremalde ll(c), alors h*(c,A) =0 etil
existe un élément a de Rk avec <a, <My >>0 pp sur A

J-Si h*(c,A) *0 alorsif existe un é/éeenta de Rk telque la fonction
M(<a ,#(x) >0 +a IWAK{<<xt(x)>i 0 >
soitunpointextrémalde I(c).
Démonstration

Point 1

Puisque pour tout A mesurable inclus dans U, la fonction b 1A +a 1UA
est uniguement décomposable (décomposition en combinaison convexe) en
X(b 1A+a IUA +( 1- X (b 1A +a 1UA Xavec Xappartenant a [0,1], si elle
vérifie

C-bJOX) dx+a J <KX dx elle estextrémale.
A U/A

Reéciproquement, soit g un point extrémal de I(c), puisqu'il ne peut pas
appartenir a lintérieur (dans L°°(Udx)) de cl(C), g sécrit
g"gi lWaldo*bIB+alA,ouAetB sont des ensembles mesurables inclus
dans U avec A ou B de mesure (de Lebesgue) non nulle. On peut en plus
supposer que A et Bsont de mesure (de Lebesgue) maximale. Posons alors

c =i gX $Rdx et U=U/(AUB).
U

On conclut en remarquant que, compte-tenu de I'nypothése de maximalité de
mesure sur Aet B, gj ne peut pas etre un point extrémal du convexe
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H'(c) ={e Gcl(C), | e(xX) HRdx = c }et doncg, =0, c'est-a dire que
U

les ensembles U/A et U/B sont tous les deux de mesure de Lebesgue nulle.

Point 2
S b 1A +a 1UAappartienta lie)™>,ona

C*b J <4 dx+a J tx) dx
A U/A

Posons pour vde Rk, H(v,c, A) « }og( ea<v ' *+eb<v '™ > dx
A

+ta J<v, N >dx-<v,c>
U/A

- Lgi *«@b<v't« 7)dx.
A

Supposons que H(., c. A) atteigne son minimum en un point v* alors,

grad Hv*,c A)=0# f(a-b) K - (b-av* é(r) >dx =0 -
i e :

A

Ce qui est impossible puisque <% <X) > est une fonction strictement positive
sur U. Le minimum n'est donc pas atteint et il existe une suite (vj*i de R
avec,

Vi 11-*»,

W0 | VA -
et |I_i>rpOO 6(viC A »- &(CA.

.
Posons ai =jp *jj,onaalors

40n supose que A*0, le cas A=0 est trivial.
5Voir la ligne qui précede I'énoncé du theoréme 4.3.
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fi(vi,c,A) = A||og( 1+e(@b)< V' 0ix) % 1< 1(x)>>0}dx

puisqu'on a l'inéquation, - h*CcA< J Log 2 dx =H({O, c, A),
A
l'ensemble: AH &a , 0(X) ><0} est négligeable, et donc |I_i>rp00 Hv1 ¢, A) =0,
c'est-a-dire h*(c,A) - 0.
Point A

On utilise le point 4- du théoréme 4.2 avec A comme ensemble de
définition des fonctions et

c - | 4 dx comme <> moments.
U/A

Remarque 4.7 Extension
Le théoréme préceédent reste vrai si I'on remplace a et b par des fonctions
a(.) et b(.) continues sur U.

V.3 Probléme des $- moments sur un polytope

Soit A un polytope borné convexe, ouvert non vide de Rr, ce qui signifie
que Aest l'intérieur de I'enveloppe convexe d'un nombre fini de points qui ne

se trouvent pas tous dans un méme hyperplan. Pour cde R et (O, <& P) un

espace probabilisé satisfaisant les hypothéses du paragraphe 11143, on se
propose d'étudier le probléeme des ¥ moments sur Gsuivant:

trouver g de cl(G) ={e 6 {L°°(n, «d,P)}r,e 6 A P-ps},

avec Ep {dg} *c, ou 2= (Oipi=i..k j=i..r .

On a alors I'analogue du théoréme 4.2:
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Corollaire 4.1 Notonsyi, ym lessommetsde A

H(v,c)=Ep{Log rg exp(vJ Oyj)} -<v,c> et
j-1

h*(c) =- VI€nfR, H(v,c).
Alors:
1-c est ¢ réalisable dans Gsietseulementsi h*(c) i O.
2-Si ¢ est Ostrictement, réalisable dans Galors h*(c) <0 .
J- cn'estpas $>réalisable dans Gsiet seulementsi h*(c) =«.

4-Onsuppose que $Vvérifie,

Va GRkax0, PomXyjyj) €0)- LVij,i*]
Alors c est 8§ - réalisable non <$strictementréalisable dans G si et

seulementsi h*(c) =0.Deplus, il existe un uniqgue g de Gréalisant c.
g estdelaforme
m

=2 7 K<Toy{><Thy= | i*[}e
j-1

Démonstration
Nous reprenons ici les notations de 111.4.3.

Point 2
On considere le probleme MEM pour la mesure de référence
m

Fy) =Y. K_<)°n aalors
i

pour xde R y(x)=Log s exp{(x.yi)}
1-1

et pouryde A tfy) - - (y .  *(y))+\i Of" *(y)).
Faisons le changement de variable x » if” 1(y), on obtient

tfy) - - (£ 0x))+3K0) - - (x Eng Y} + Sup (x.3i)

m . .
 Log,2, el (eyl)- S, (x-yDT
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ou pt désigne la probabilité sur a définie par,

m
2exp X.yp5 (Y

m .

2. exp X.V)

1=

et Y=(Y,.,Y] ) désigne le vecteur coordonnées (voir I'exemple 2.3).

Remarquantque  (x.Ep{Y}) - i_SluE)1 (x.yj)< 0, car Ep*{Y}appartienta

I'intérieur de I'enveloppe convexe des points {yi, ., ym} on en déduit que
pour touty de A y(y) >0. On procede ensuite de la méme facon que dans la

démonstration du point 2 du théoreme 4.2.

Point |."et4
Identique a la démonstration du théoreme 4.2,

Remarque 4.6 Le critere de MG. Krein et A.A. Nudel'man

Sans supposer que A est un polytope MG Krein et AA Nudel'man
[Krein-Nud, 77] (théoréeme 7.1, p. 279) donnent le critére suivant: ¢ est 0
réalisable dans C si et seulement si

Vv GRk <v,c>i Ep{SuR vToy}.
ye

Onvoit donc que, compte-tenu de la remarque 4.3, le corollaire précédent est
comme le théoreme 4.2 une version wonv$xifie& " de ce critére. Dans le cadre
plus général ou A est un compact (mais pas nécessairement un polytope), on
peut obtenir le critere de MG. Krein et AA. Nudel'man a partir du MEM On
considere une approximation polygonale de iFr(A) (la frontiere de A), c'est-a-
dire que I'on se donne une suite (yi)i>i de points de iFr(A), dense dans iFr(A).
A I'étape m on considére le polytope Amengendré par les points yi,.., ym, on
construit le critere donné par le corollaire 4.1: c est 0 réalisable dans Omsi et
seulement si

Vv GRk, <v , ¢ ><Ep {Log rg exp(vt Oyj)}
J-1
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ou l'on a posé, cl(Cm) = {e E{L°°(n, <§, P) }r, e E Am, P-p.s}. Multipliant

I'inégalité précédente par m 'let faisant le changement de variable u =m*“1lv,
le critére se réécrit: c est $réalisable dans Cm si et seulementsi

1 m T
Vu ERK<u,c><Ep{—Log 2 exp(mu <M}
m j-1

Quand m tend vers l'infini on obtient (a I'aide du théoreme de Lebesgue) le
critere de MG. Krein et AA. Nudel'man. Cela revient a considérer la méthode
MEM avec comme mesure de référence 7?j2 i £&&drguaw sur iFr(A)
tfemass#infime Sauf dans le cas particulier ou A est un polytope, il n‘existe
pas de mesure F positive bornée sur A telle que la fonction

YrQy) - - Sllép ((x.y) - Log f exp(xt) dF(t) )
* XelRr

soit finie sur toute la frontiere de A Démontrons cette propriété, soit y de
3t(A) posons IP(y,t) ={P E (P(A), J t dP(t) =y } Puisque A est convexe il n'y
a que deux possibilités:

a- Il existe yi ety2de SH(A), y *vyi, y x yz tels que y appartienne au
segment lyi,y2l dans ce cas IP(y,t) contient une infinité d'éléments.
IP(y,t) contient toutes les lois sur le segment lyi,y2l qui sont
d'espérance y.

b- Pour tout yi et y2de iFr(A), y X yi, y X yz y n'appartient pas au
segment lyi,y2l- Dans ce cas (P(y,t) ={8"}.

D'autre part d'aprés le théoréme 11.5.1de (H, G5l (p.42), on a

YHy)r Sup  FP)
PetP(y,t)

On conclut en remarquant que lorsque A n'est pas un polytope, il existe une
infinité non dénombrable de points y pour lesquels (P(y,t) « {Sy} (cas b). C'est
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pour cette raison qu'il faut considérer une mesure de "m.iss# infini#* pour
construire un critere analogue a celui du corollaire 4.1.

Exemple 4.1 Contr6labilité d'un systeme par une commande bornée
Reprenons lI'exemple 3-17 du systeme dynamique,

X'(0) =M X(0) +Nu(0) ,020
X(@0) -Xo0*0

On désire ramener le systtme a 0 a la date T par une commande a valeurs
dans [0,1]r. Il existe une telle commande si et seulement si *(Xo) < 0, ou

h*(c) =- Vl€nf H(v,c),

T ' T
H(v,c) - r5 Log{1+expll\f exp (- M o)v]j?do-<v,c>
0j*l

etia Jj désigne la j-ieme composante du vecteur a.
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CHAPITRE V

IMODHE_E EXPONENTIEL GENERALISE ET PROBLEVES
STATISTIQUES

V.l INTRODUCTION

La méthode du maximum d'entropie est souvent utilisée en mécanique
statistique pour choisir des modéles. En situation classique on construit un
modele a partir d'une mesure de référence md'une observable ¢ variable
aléatoire dans Rk donnant les états "macroscopiques”par Ep( ¢) =c (ceRK) si
P est la loi du modele défini sur l'espace de probabilité des états
“microscopique” (tout comme 0). Le choix de P se fait en maximisant la

-entropie SMP) sous la contrainte Ep( 0) =c. S le probléme a une solution
lorsque ¢ décrit I'ensemble des valeurs possibles, on obtient le modele défini
par les densités (voir le paragraphe 11.3)

dp me _
={Zi @)} exp(<t*(c),0 > du
t*(c) est le parametre canonique en dualité avec c.

Supposons maintenant nous donner a priori la contrainte supplémentaire
P . "
du type d G G, Censemble donné de densité. Lorsque Gest une bande

nous avons vu que la méthode du maximum d'entropie sur la moyenne donne
une famille de modeéles du type \|[/'( <v*(c), 0>) (0i » ci 1 1), ou V est la
Log-transformée de Laplace d'une mesure positive de support convenable.
Cette famille de modeles que nous appellerons modéles exponentiels
généralisés sera étudiée au paragraphe V.2,

La méthode du maximum d'entropie sur la moyenne permet de
reconstruire une densité lorsque l'on ne connait que les valeurs de ses
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0- moments, dans le paragraphe V.3.1nous nous intéressons aux qualités de la
reconstruction quand les valeurs des 0 - moments sont connues de fagon
exacte. Nous donnons dans le cas d'une bande du type,

G={e G QU),Vx GU a <e(x) <b }aetb finis, Ucompact,

des inégalités sommatoires, c'est-a-dire des inégalités quantifiant comment se
rapproche la reconstruction de la "vrai# " densité quand la dimension de 0
augmente. Une étude similaire est ensuite faite dans le cas de la reconstruction
maximisant I'entropie de Burg. Le paragraphe V.3.2 est consacré a la meme
étude dans un cadre statistique ou les 0 - moments sont estimés, I'exemple
étudié est celui de I'estimation d'une densité de probabilité sur 102n] dont on
estime les coefficients de Fourier a l'aide d'un n-échantillon. Enfin dans le
paragraphe V.3.3 nous donnons, en utilisant la construction MEM une
interprétation Bayésienne de la méthode de Burg pour estimer la densité
spectrale d'un processus.

V.2 MODHELE EXPONENTIEL GENERALISE

V.2.1 Définition

Soit (n"U>) un espace probabilisé possédant les propriétés de
discrétisation décrites au paragraphe 111.4.3, soit 0 une variable aléatoire de

{L°°(n,A\P)  de rang k, on supposera qu'aucune des composantes de 0 n'est
P-ps égalea 1 Soientaetbavec 0T a <b i +00.Enfin, soit F une mesure
positive sur la,bl qui vérifie les hypotheses du paragraphe 111.4.3;

(L) L énveloppe convenufermé? du supportde F est lah(.

RIVD(F) ={xG R, y(xX) =Log fexp (xy) dF(y) <00} ost un ouvertnon

Ja.b[
videde R.

US) L'ensemble D(F, 0) ={v G Rk, Ep{|\i(<v,0>) |} <00} estnon vide
etcoloddeavec

D (F, 0)-{v G Rk, 3 Cfermé inclus dans D(F) avec <v , 0 >GC, P-p:s}.
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Ona alors, la définition suivante:
Définition 5-1  On appelle Y-modeéle exponentiel généralise pour
l'observable §lafamille de loisde densitéparrapport,a P
{T(vO(v) +<v, &>),v G© }, avec

0 ={vGRk3vQ) GK v@v) +<v,0>)dP =1}
n

S F est la loi de Poisson (a=0, b=+Cp) on retrouve bien sur le modéle
exponentiel classique dont une étude compléte est faite dans [Barn, 761 Le
terme exponentiel généralisé est sans doute abusif. Du modele exponentiel on
a gardé le principe de construction par observable et maximum d'une
fonctionnelle liée a I'entropie (paragraphe 1115), et la dualité de paramétrage
que nous allons détailler ci-dessous. Le reste des structures (liees a
I'indépendance) est perdu.

Lemme 5.1 Onsuppose que a <1<b. Alors
a-% contient D(F, P

- 0
b-Posons %= {Epi<(vQv) +<v, +>)], v GO}.

% estouvertetlapplication: 0 ----- >%

estbiunivoque etanalytique
Démonstration

Pointa
Posons D(F) * 1-o00, p[ , -00 <p <+o00,0n aalors,

ANin™ (1) =a et linj ifCt) =b.
Puisque I'application
1R------>R
v0----- >SEpi ir(vOo+<v,*>)l
est continue, le théoreme des valeurs intermédiaires donne le résultat.
Pointlg
% peut étre considéré comme l'intersection de,
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XA Ep[ (J) e] e G G} avec I'hyperplan de Rk* cQ= 1 Ona vu au

A
chapitre 11l que % est ouvert dans Rk+l, donc % est ouvert dans Rk La

biunivodté résulte directement de la construction du MEM (chapitre 111),
quant a l'analycité du théoreme des fonctions implicites.

V.2.2 Probléemes d'estimation

Soit X une variable aléatoire réelle sur (n<&). Dans ce paragraphe
désignera une fonction mesurable de (R,&(R)) sur (Rk, &(RK)). On dira que Xa

laloi » vOV) +<v, $>, (resp*. A"I(v) \"'{ vOv) +<v, >}, si (cisi) est
muni de la probabilité \[T(VOMH<V,(»O>P, (resp. A'l(V) */"'{v@u)<v, <KJ>}P).
Soit Xi,.-Xn un échantillon de loi \FT{ vO(v*) + <v* , $>) ou v* est un

0
elément fixé de ©, la structure statistique la plus intéressante est l'existence

: . 1p. .
de l'estimateur sans biais cn- - E<j>(>6) pour estimer
M

c =BP[<|>f(vO(v*) +<v*,0>) ].
Dans le cas ou b est finion a

Théoreme 5-1
a- L'estimateurdesmoments vndéfinipar cn=Ep [O§T(MX V,V< V0. &),
estconsistantasymptotiquement.normal (ala vitesse /& /. de variance
V(v*) * A2(v*) M_I(v*) N(v*) M_I(v*) , avec
A(v) - BpINT(vOv) +<v, $>) ],
M(Vv) désigne la matrice de variance covariance de $0X) quandXalaloi

vO(v) +<v, 0>)et N(v) cette matrice quandXa la loidu modéle.

b- (v vn), vn) estaussilestimateur du minimum du contraste
un(vo'v>sEPl vO+<v,0>)]-v0- <v, cn>.

*voir le théoreme 51
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Démonstration

pointb
Cela découle directement de la construction MEM
pointa
Puisqu'on a supposé que b est fini y, y, sont uniformément bornées

par des constantes, le résultat s'obtient donc par application directe du
théoreme 3.3.11 de (Dac-Duf, 631 (P- 97).

Remarques

Remarque 5.1 Estimateur du maximum de vraisemblance2

Sauf pour les modeles exponentiels l'estimateur du maximum de
vraisemblance (em.v) ne coincide pas avec l'estimateur des moments, l'e.m.v
est solution de I'équation implicite

_ _ Vgv? <V  ¥xu >
. KIv)B  «KXi Vo) v oo

avec B(v) =Epl 0\["(voW) +<v , $>) 1.

«0,

Remarque 5.2 Extension

Sans supposer que b est fini on peut encore montrer que le théoreme
précédent est vrai en utilisant le méme type d'arguments que ceux utilisés
dans la démonstration du theoréme 3.1

V.3 MEM ET STATISTIQUE NON PARAMETRIQUE
V.3.1 Le probléeme sommatoire

Nous nous plagons ici dans le cadre de la reconstruction d'une fonction
par MEMdans le cas d'une bande

C«{e e C(U),Vx£ U a <e(x) <b}, aetb finis, Ucompact.

Nous nous intéressons a quantifier la qualité de la reconstruction. Lorsqu'on se
place dans le cas ou U est l'intervalle 10,2n] et que 9 - (exp(ijx)) jJ€EO (K
les qualités de la méthode sommatoire par maximum d'entropie, c'est-a-dire

2Dans (Ag-Bouc, 80], on trouvera d'autres considérations sur L'e.m.v dans un MEG
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les qualités de la reconstruction d'une probabilité par maximum d'entropie
quand on connait ses coefficients de Fourier ont été signalées dans [Ges, 66]
(voir aussi les simulations en annexe). Dans ce cas, la méthode du maximum
d'entropie est tres supérieure aux méthodes usuelles pour k "moyen "et si la
fonction a reconstruire est de forte concentration. Le théoreme suivant localise
pour une fonction g de G la reconstruction par MEM qui possede les mémes
0- moments que g.

Théoreme 5-2 Soit.F une mesure positive sur [ab] ¢a et b desréelsfinis).
Silhypothése (K1) est vérifiée et si F est de masse totale finie alors on a
l'inégalité sommatoire:

WER “Ig- MLi)i m{U[miv >-y '@ HA

_N
41g IILq(U) lI<v.t> ](g)IILp(U) \)V2,
avec ’r‘ +-J|;|-| 1, m «max( |a|, [b]) et g unefonction continue sur U qui vérifie

VxGU a<g(x) <b | gX)0(X)dx =c.
U

Démonstration

>
Soit ¢ un point de %, intéressons nous au neme probleme d'entropie sur
la moyenne avec les coefficients approchés

c(n). 1 *N>g()
ou g est un élément fixe de Gqui vérifie
O{ gx) KYdx =c

«

Soit ~¢,pn la ieme marginale de Jiknm (Mnm a été définie dans la
démonstration du théoreme 3.1), on a,

Ai-Pn < A tVTHRA) o -\ {og(xi)}} F,

ou oy désigne ici I'élément générique de la,bl.
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.. ME L Vi . ME .- s Meas .
Soit.. . la ieme marginale de Pn.On a alors, en utilisant I'inégalité classique
entre information de Kullback et distance en variation3

| | dPf djL.
U >\i2 K( ui"po , AMVB i[U|m dF dE lor
Ja.b(
U Y <vnX(c(n)) , K4) >) - g(xi) |, i=i,..n.
Par addition on obtient alors,
lu
.- 2 K v anvF
=1
Mi * .
I <vn*(c(n)) , T >) - g(xi)l
i=1
rinformation de Kullback est additive donc (utilisant I'inégalité de Schwartz),
n
.2~"
A2 a2 K (4P . P Ay <mM ! nUTK iunrp )
i=1

D'autre part,

a N2 1v'( <%*(cto)-<KA{) >)-gxi)l-ig- g-BILI(u)
A n «l|On*I'P»ME, *d¥(& i - 6)- O'ou l'inégauté

Ig- gMiLI(u) . mVillj D\g 9”B,
et d'apres le théoreme 3.3,
Vv G Rk, m\U Dv(g 9"B <m VU Dv{g y'( <v, <K >)}

Reste donc a majorer Dy{g, f'( <v , $5X >)} pour obtenir le résultat. Ona

Dv{g y'( <v, K) >)} - UIQ(X) 17 1(g(] - <v, K >] dx

3Voir la démonstration du lemme 2.1.
ALaFonctionnelle Dy a été définie au paragraphe 111532
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iUty ligOX)D - VW<V , <T8 SY dx.
U

La premiere intégrale est majorée par

lIglL %) I1<v*$>" rl(g)IILP(u)-avéCp*q""-

quant a la seconde, en utilisant le théoreme des accroissements finis, elle est
majorée par m || <v,0>-\[T kg) IlILi(u) 1

Remarque 5.3 Taille du convexe des extensions

Reprenons  l'exemple  de la  sommation  trigonométrique
U « [02n], 20 - (exp(ijx)) j. 0 tK). Le théoreme précédent garantit que
lorsque le nombre de coefficients de Fourier utilisés augmente, la
reconstruction gjJEconverge dans L1((0,2ji], dx) vers la fonction a reconstruire
pourvu que celle-ci appartienne au convexe G Cependant, elle ne montre pas
la qualité de la sommation lorsque la fonction g est concentrée, bien au
contraire dans ce cas les constantes de l'inégalité précédente (qui dépendent
de g) sont d'autant plus grandes que la fonction est concentrée. U semble en
fait, dans ce cas, que le point de vue précédent ne soit pas le bon, et qu'il soit
plus intéressant de considerer la taille (dans un sens a préciser) du convexe de
toutes les extensions (le nombre de coefficients k étant fixé)

I(c) ={e Gcl(C), } e(x)o(x)dx =c}
U

A Seghier [Seg, 60l propose une mesure de ce convexe basée sur l'entropie
lorsque a=0 etb =+00.

Intéressons-nous maintenant au cas de la reconstruction maximisant
I'entropie de Burg (voir les exemples 3.10 et 3.21, et le chapitre 1V)

c'est-a-dire que la mesure de référence Festla mesure de Lebesgue sur R+et
que le convexe G est lI'ensemble des fonctions continues et strictement
positives sur U. A Seghier [Seg, O/ étudie le comportement de D'\g, "B

dans le cas du probleme des moments trigonométriques. Il montre I'inégalité
suivante

Bilg o™i
k

18 "I~ VOVERXEK "81 V'S (VIEMY * " ieEi[X) ™

ou g est une fonction continue et strictement positive sur [0,2n] qui veérifie
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2ji
Jexp(ijx) g(x) dx - gl’j -0 k et
u
“Eest la solution du probleme MEM pour les coefficients ()j=q k.

Nous complétons ici cette inegalité sommatoire.

Corollaire 5.1
a- Si §est unefonction continue de U dans Rk vérifiant; lorsque la mesure

de réference F estla mesure de Lebesgue sur R+ | hypothése $3) du
théoreme J. 1ou les hypothéses (K'3), (K4)du corollaire J.2. alorson a

ME
g - goo & ME,
ME goo )
g + g« Ll\/\b

ol g estunelementde Gqui vérifie J g(x) 0(x)dx =c et
U

ME, . 1

g~ <Vp 0 . K >e

b-Lorsque U estlintervalle (0,2jiJ etque O estle systeme d'exponentielles
0(X) = (exp(ijx)) j. ok on arinégahtésommatoire

V(vnv)eR.x<r,
ME A
g - goo

ME LL(U)L  Ag AL *gt VU2 (viexp(ix)j TP ) i

g + goo

Démonstration

Remarquons tout d'abord que I'on a l'inégalité,

213 -4 4
| e exp(-e x) - 0" exp(-0" x) | dx >
i e Max( - , )

pour 9et 9' éléments de R et 9 * 9. En effet, supposons par exemple que
0>0,0na
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+00

J19 exp(-0 x) - ¢' exp(-0' x) | dx
0
i e
0—8'i 8
-2 J 10 exp(-0 x) - O/ ex>(-0" x) | dx
0

= 2 exp( t Logt) (1-1), ouTonaposét =—.

Ona d'autre part lI'inégalité, Vit 0<t<] t Logt >-1, donc
+00 2 g
18 exp(:8 %) - 9 exp(-8 ¥) | dx>2(1-1) ¥
0 o e V O

En permutant les r6les de 0 et 0', on obtient I'inégalité annoncee.

Reprenons les notations de la démonstration du théoreme 5-2, ®st
ici la loi exponentielle de parametre * . quant a ByE c'est la loi

exponentielle de paramétre - <vn*( ¢ ), $xi) >. En utilisant l'inégalité
préliminaire, on en déduit que

IR kunfnpY ) 12§ 1909 * <ver( eW), 499 >
Ul gXi) ' <V *( c0 , (Kxj) >

Par passage a la limite (de maniere identique a la démonstration du théoreme
5.2) on obtient l'inégalité annoncee.

V.3.2 Estimation de densité par MEM

Supposons vouloir estimer une densité de probabilité sur [0,2ji] a partir
de la méthode (dite parfois de projection) utilisant les moments
trigonometriques empiriques. Soit donc

g(x) «r- 2 Jexp(-ijx) une densité de probabilité sur (0,2ni.
jGZ
Soit Xi .., Xnun N-échantillon de loi g et
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C. :jj7 % expiijXi) les coefficients de Fourier empiriques.
1*1
L'estimateur non paramétrique de g est

gNX) 1 | C expi-ijx) ,
2n I-J(N) 1
ou J(N) est une fonction croissante de N tendant vers l'infini en méme temps
que N et a déterminer. Cette estimation correspond a une sommation de type
lineaire pour les séries de Fourier. S maintenant on sait a priori que la densité
a estimer appartient au convexe

C-{e GCU),VxG[02n],a<ex)<b}

pour chaque mesure F sur labl vérifiant les hypothéses garantissant
I'existence d'une solution au probleme MEM, il existe un estimateur non
paramétrique de g du type

g”ix) =y{ 2 vf(c)exp(ix)}, ouv H ¢c)=V(c)

DPj»)
et v*(c )estl'unique vecteur de R xc qui Vérifie,
2n
exptijx) \ii{ Y c ) exptijx)} dx» c.,j «0,..., JN).
(5J n) 1

En annexe nous donnons quelques simulations illustrant ce type d'estimation
quand Fest la loi de Poisson (b= +«, dx-entropie) et F =8 + 6b (entropie de

Fermi-Dirac, voir I'exemple 3.22).

Le coroII’g(iTrEe suivant montre pour g suffisament réguliére la convergence
de la suite ( gN ) lorsque b est fini.

Corollaire 5-2 Onsuppose queg G C fl C4(0,2n]), g(0) =g(2n) et que la
mesure de réference F vérifie les hypotheses (Kil tT2) du théoreme J. 1

Alorsonpeutchoisirla suite (J(N)) de telle facon que la suite ( ;E]‘NF) converge
presque slrement,en variation vers g.
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Démonstration

Prenons5 J(N) « NL1/s, alors les suites ( gN), ( gNX ( gN") convergent
uniformément presque sGrement vers g, ¢', g" . D'autre part on a,

aMEii I a A VE,

llg- o» "1I*'([021)11 oN- &n L (@2n) ~1g- gNIL1(10,2,,)
>donc a voir que || gw— gNI IIL| (1024 tend vers 0 quand Ngrandit.
Puisqu'on a convergence uniforme presque sdre de la suite ( gN ),

presque strement, pour Nassez grand (N >NQw)), gNappartienta G on a donc
d'apres le théoreme 5.2

LoV g8 il 1%b) H X f480 oo | |
ol (W( gN)]. désigne le j*me coefficient de Fourier de y'( gN).
Dautre part, on a I'inégalité (obtenue a I'aide d'intégrations par parties),
12 ive(miwgaptis 1| NIFé ™.
Soit f appartenant & Gfl C[0,2jil) on a,

r vl f Ik« 1-v™"l v"lk) I "i—

(yul«)}" ---------------------------------- , 2 vtvot oty
(y'l'y(f) 1}
Posant,
a(f) =Min {y"! ¥ Ini f(x)) ], /"I Sup f(x)) ]},
xe|0,2»i| X£€(0,2x]
on a alors,

SCe résultat nous a ét¢ communiqué par A Mokkadem. sa démonstration utilise des
inégalités de moments.



F

| ey (b-a Y|,
Onen déduit I'inégalité,

~ igNiL  P-ax gy
IU Un)) V-2"1«(8,) * 20O ,

et dhg@ | H\ZSj(Fl)If' \/ gN)]).)exp(—i|x) IILi *0.

V.3 3 La méthode de Bnrg

Nous donnons ici une nouvelle construction de la méthode de Burg pour
estimer la densité spectrale d'un processus. Soit (Xi)iez 1l processus réel,
centre, strictement stationnaire et fortement mélangeant de densité spectrale
continue et paire g, on a alors par définition

2n

J g(X) erXdx=E{Xj Xi+j}sr..
0

Supposons que le processus précédent soit observé depuis l'instant 1 jusqu'a
I'instant n et que I'on désire estimer sa densité spectrale g supposée inconue.
Pour cela on construit le periodogramme
nt N ix2
MO im

1=1
In n'est pas un bon estimateur ponctuel de g puisque sous des hypotheses sur

la sommabilité des cumulants d'ordre 2 et 4 du processus (Xi)iez
([Ros, B théoréme 3, p. 131X In(x) tend pour x de 10,il, en loi quand n tend

vers l'infini vers un bruit blanc de loi * p x 2(2X Par contre le coefficient de
Fourier d'ordre j de In
2n
"o fIQX) ei)x dx=¢ 2 XiX|.i,
0 ni*i
converge vers r}a la vitesse A& . Enfin remargquons que l'on a aussi



A En(x) ) *g(x).
Pour estimer g nous avons donc deux types d'information:

a- Information a priori
Into ’ gtzo) X 22) (bruit blanc)

et HME{ In(x)}g(x).

b-Observation
rk pour k=0,..,n-1, a les mémes propriétés d'exhaustivité que
XI-A».,

Compte-tenu de I'information a priori, il est naturel d'utiliser la méthode
du maximum d'entropie sur la moyenne sur

C={eeC(TT),Vx€ T,e(x)>0},

avec comme mesure de référence la loi y (ot, X) (loi gamma de paramétres a |,
Xfixés). En effet, la probabilitt minimisant l'information de Kullback par

rapport a une loi gamma a espérance fixee est encore une loi gamma (par
application directe du corollaire 2.1). Les contraintes linéaires du probleme
MIJv! sont alors construites a partir du point b- (observation). Finalement
I'estimateur obtenu est
-1
X)w _oag
V1l ijx - X

( v.* e (AVAINC ) A0

¢a

avec (i € <w r", pour 1«0..n-1..

2 (V.* -Y™1»0

C'est justement l'estimateur de Burg (Burg, 751 (Far, 64] qui a l'avantage de se
calculer rapidement puisque comme nous l'avons vu au paragraphe V.2 les
coefficients v * peuvent étre obtenus par la résolution d'un systéme linéaire.
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ANNEXE

SIMULATIONS: RECONSTRUCTION ET ESTIMATION D'UNE
DENSITE

Les simulations portent sur la reconstruction et l'estimation par la
méthode du maximum d'entropie sur la moyenne de la densité sur 10 1

03 exp{ -A (x-02)2) 07 exp{ -A (x- 06 )2}
Sa« Ci(A) + QA

avec

CA)  ep{ A (x-02 )2} dx

C.(A) . exp{ -A (x - 0,6 )2} dx,

pour A-50 et A-70, ce qui correspond a deux concentrations différentes. On
utilise pour cela les coefficients de Fourier
1

G- | exp(i2njx) gAX) dx, j=0,,.k,
0
dans le cas de la reconstruction, ou leur estimation

I e
9‘ exp(i2njXi), j =0,.., IN),
1=
ou X .., Xnest un N-échantillon de loi gAdans le cas de I'estimation.

La reconstruction (resp. I'estimation) est de la forme

g~BX) *i/'(v*(c) + _2I (vtl(c) exp(i2njx) +V*(C) exp(-i2njx)) J
)= 1
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K
(resp. ¢ f(x) - \[/"(v*(c) + v (v*(c) exp(i2njx) +vf(c) exp(-i2njx))J).

i-i ] 1
Il s'agit de calculer le parameéetre v*(c) Uesp. v*(c)) ce qui est fait en
minimisant la fonction , €) (resp. Hf,0( , ¢ )). Nous avons utilisé le
programme de J. Navaza qui realise la minimisation a l'aide de la méthode de
Newton (Ciar, 62] (paragraphe 7.5, p 150), c'est-a-dire que I'on construit une
suite de points (vn) , par I'équation de récurrence
VI ™M *\he“nMX > 8ra<l HF,(V,,, O,

ou M(v) est le Hessien de la fonction Hf,3¢ c) au point v et (an)iul est une
suite de réels positifs.

a- Reconstruction N _
Les résultats sont rassemblés dans le tableau 1 Nous avons utilisé trois
mesures de référence différentes:

- Fest la loi normale centrée réduite (absence de contrainte non linéaire)
dans ce cas on retrouve la sommation de Dirichlet et v(c)=c.

- F est la loi de Poisson d'intensité 1, lI'information a priori est donc la
positivité, c'est la méthode du maximum d'entropie “c/ass/qu#".

-F=+davec b =11 ||gA «, la contrainte non linéaire est une
contrainte de bande.

La suite (afl)ail est prise constante. Pour chacune des méthodes on calcule pour
diverses valeurs de k les distances L1 L2 L™ de gAa sa reconstruction.

b- Estimation

Les résultats sont regroupés dans les tableaux 2 (N=100) et 3 (N=1000).
Pour le calcul du point v*(c) on a utilisé l'initialisation vQ* v£(c), ou VE(C) a
été préalablement calculé dans la partie reconstruction. La suite (an)lU est
prise constante. Pour chacune des méthodes d'estimation on estime
I'espérance des distances L1 L2 L* de gAa son estimation, a l'aide de 100
reconstructions.
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TABLEAU |

Dirichlet Entropie
018 020 033 010 | 013 |
031 o035 062 Q11 o016 |
0034 004 015 0071 0,082
0072 0,086 017 0,08 0,10
0011 o0.018 010 0.046 0,055
0,036 0041 0074 0.042 0,057
0,008 0,016 011 o0.026 0,033
0007 001 0069 0024 0,031
0007 0.014 QI1 0027 0,032
0,004 10,008 | 0,06 0.024 0,029
0,007 0,014 | 0.10 0.019 0,024
0,003 0.007 0.058 0012 0,016
0.006 0.013 010 0018 0.023
0.003 1,007 0.057 0,012 | 0,016 |
NN Uh 1+ mu /i

0,35

0.43

0.15

0,21

0,12

0,15
0,086
0.075
0,084
0,068
0,087
0,047
0,089
0,047

1
0,089
0,11
0,067
0,071
0,055
0,058
0.033
0.027
0.032
0,026
0.02
0,014
0,015
0,014

1ure 1 mui/ii

TABLEAU 2. N=100

|  Dirichlet |
022 1027 | 054 018
033 039 | 077 018
018 023 | 045 | 0.19
018 023 050 0,19
02 026 056 | 021
02 026 057 0420
023 030 07 024
022 029 067 023
026 034 083 0,26
024 lo033 08 025
1 Uo mu 1/

Entropie

lo24 |
0,26
0.26 |

| 0,27
0,3
0,3
0,33
0,35
0,37
0,37
U fo

0.57
0.67
0,61
0,68
0,75
0,80
0,90
0,96
10
11

0,17
I0.17
0.19
0,18
| 0,22
021
0,24

MEM
010 0,29
014 039
0,084 | 021
| 0,004 0,27
0,066 0.16
| 0,079 0.23
0,04 0,084
0041 0,09
| 0.039 0,086
| 0.039 | 0,07
0.026 | 0,092
| 0.019 | 0.052
j 0,020 0.086
0.019 | 0,052
1 ufo1mu
MEM
022 050
lo2s o061
0,25 0.8
lo2s 064
03 071
03 0,77
033 0,83

indéterainées1
indéterminées
indéterainées

mu /i 1 Uo mu

IC'est-a-dire qu'il existe des réalisations telles que ¢ ne soit pas +-réalisable dans C
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TABLEAU 3. N=IOOO

A Dirichlet Entropie M.EM
2 50 018 lo2r |03 lou lois | 036 [0098 1013 | 032
3 50 0063 008 019 0091 011 025 0087 011  0.29
4 50 o064 D.oss 018 0077 01 025 0082 | oll 027
5 50 0072 03 022 0078 01 027 008 010 0,26
6 50 Joo79 lor o025 |o0s3 1011 1030 loos 1ol o029

esperance  1/[lll  Hte 1/ll«, [l te 1 fffoo ///// 1 Ute Moc

Ces simulations bien, qu'incomplétes indiquent I'intérét pour k (resp.J(N))
petitde la méthode de reconstruction (resp. d'estimation) par MEM utilisant
un a priori. Lorsque la concentration de la densité a reconstruire (resp.a
estimer) est grande ou que le nombre de coefficients de Fourier est grand la
minimisation de la fonction Hf<). , ¢) (resp. Hfq) , ¢ )) est difficile, la suite
(a”™i doit alors étre choisie avec beaucoup dattention; dans ce cas il est

difficile de faire un grand nombre de simulations pour estimer les espérances
des différents risques. Nous renvoyons en ce qui concerne les reconstructions a
[Gas,06], (Nav, CBLet (Nav, 66] ou des simulations plus completes sont données.

Evaluer la qualité d'une reconstruction se fait généralement en utilisant
une distance choisie arbitrairement Toutefois, rien ne dit que ce critere soit
cohérent avec un critere "de type visuel'. Il n'est pas évident ici que les

normes Lp soient des distances "pertinentes”. Ce probleme a déja été soulevé
(dans un cadre maximum d'entropie ‘classique *) par A Mohammad-Djafari

[Moham, 07], qui donne un exemple en tomographie ou la norme L2s'oppose a
un critere visuel. Il pourrait étre intéressant de considérer la y-divergence
(voir le paragraphe I111.53), associée a la mesure de référence F = 80 + 5,

puisque dans un sens h*(c) (voir le théoreme 4.2) "mesure la taille " du
convexe2

1
Hic) ={e Gcl(C), eX)<I>(X)dx =c}

ou cl(C) *{e G L°°((0,I],dx), Oie(x)ib,p.p }

2Voir aussi la remarque 5-3.
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On pourrait pour cela utiliser un algorithme inspiré de l'article de M Cottrell et
al (Cot-Fort-Mal, 63), qui consisterait a commencer par faire une estimation

grossiére VE(c) de VE(c) (par exemple a l'aide d'une itération d'un algorithme
de gradient), puis destimer a laide du changement de probabilité
N n.oJv”(c)3 (la probabilité initiale est fin * 2‘n ( & + 5i)®n), la probabilité
d'un événement du type An - {$h<dn e B(c,e)} (i.e nn(An)), ou B(cc) est une
petite boule centrée en ¢ @ réel positif petit). On utiliserait alors
I'approximation nn(An) - exp{ n( h*(c) + Log 2)}. Un algorithme de ce type s'il
est efficace (suffisament rapide et préecis) pourrait étre intéressant, car il
permettrait de résoudre le probléme des (j»moments sur C et pourrait par
exemple étre utilisé dans une boucle dichotomique pour la résolution de
problémes de programmation linéaire de grande dimension.

D'un point de vue algorithmique pour le méme type de reconstruction, on
trouvera dans [Moham, 67] I'étude d'un algorithme de gradient conjuguée dans
I'espace primai, une solution algorithmique originale pour des problémes de

déconvolution d'image par la méthode du maximum d'entropie est d'autre
part donnée dans (zZh-Os-Har, 07], enfin dans (Lip, 66] on trouvera pour le cas

d'un lattice un algorithme stochastique pour calculer le minimum de Hfg§€, c).

Les notations employées sont celles du chapitre I11. n est un entier assez grand fixé.
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