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ABSTRACT

The objective of this work is to contribute to the development of a library of models 
for building thermal transfers calculations ( ALMETH Project ) .
This work is more specially devoted to the modélisation of heat and mass transfers in the soil 
oriented towards heat transfer calculations between building foundations and the surrounding 
soil. This thesis includes an analytical study of the infiltration equation in a porous medium, and 
a numerical study of the system of two coupled parabolic equations for heat and mass transfer in 
the soil.
In the frame of this numerical study we have made use of an original technique for subdomains 
junction, that we have extended to the case of subdomains with different dynamics : we adapt 
specific time steps to each subdomain.
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Le but de cette étude est de contribuer à la mise en place d’une bibliothèque de logiciels pour la 

modélisation des transferts thermiques dans l’habitat, et de développer plus spécifiquement une 

méthode de simulation des échanges thermique et de masse sol/bâtiment.

Pour la modélisation thermique du bâtiment, les phénomènes physiques à modéliser sont de 

nature diverse. Nous nous sommes intéressés à l’étude du raccordement de modules numériques 

traitant de lois physiques différentes et nous présentons une validation d’un modèle de raccorde

ment faisant appel aux transferts entre composants. Les cellules -  ou composants -  du système 

thermique de l’habitat ne sont généralement pas de même inertie. Les temps caractéristiques des 

zones sont dans des ordres de grandeurs très différents. Nous proposons ici une approche permet

tant de traiter des composants d’un même système avec des pas de temps différents, adaptés à 

chacun d’eux. Létude est axée sur les transferts de chaleur et de masse dans le sol pour la maîtrise 

des transferts de chaleur et de masse entre le bâtiment et le sol avoisinant.

Dans un premier chapitre, nous passons en revue des études récentes en thermique des sols, 

telles que la géothermie ou le stockage de chaleur dans le sol. Nous faisons le point sur l’état de l’art 

pour les méthodes d’évaluation des transferts thermiques entre le bâtiment et le sol. Dans toutes 

ces méthodes, les échanges de chaleur sont considérés purement conductifs et linéaires. Mais la 

forte variation de la conductivité thermique du sol en fonction de son degré de saturation en eau 

nous conduit à la prise en compte de l’état hydrique du sol pour la détermination de ses propriétés 

thermophysiques.

Au chapitre B, nous présentons le modèle physique de transfert de chaleur et de masse dans le 

sol que nous étudions. Il est basé sur la définition d’une échelle macroscopique et d’un volume 

élémentaire représentatif du milieu. Il ne tient pas compte des effets d’hystérésis et suppose la pres

sion dans la phase gazeuse uniforme et égale à la pression atmosphérique. Le flux d’eau liquide est 

lié à la pression d’eau par la loi de Darcy. Le flux d’eau-vapeur est donné par la loi de Fick.

La substitution de ces deux lois dans l’équation de conservation de la masse nous donne l'é

quation suivante :

En substituant la loi de Fourier dans l’équation de conservation de l’enthalpie, nous obtenons 1 e- 

quation de la chaleur généralisée dans laquelle nous avons négligé un terme convectif ; il en résulte

div ( gradh + DmT gradT -  Kg, gradZCk
dt
dh

div (D,mh
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l’équation suivante :

d T  {  ~* -*
CT —  = div I DA gradh + DcT gradT

Le système de ces deux équations est complété par la loi des gaz parfaits, la loi de Kelvin et l’équa

tion de Clapeyron d’une part et, d’autre part, par des modèles pour la détermination de la conducti

vité thermique équivalente du sol, de sa conductivité hydraulique et de la relation teneur en eau- 

pression d’eau dans le milieu.

Les bilans de masse et d’énergie à l’interface sol-atmosphère permettent d’exprimer les condi

tions à cette limite. Nous avons, pour la première équation, une condition de flux de masse et pour 

la deuxième équation, une fonction à la fois du flux de chaleur dans le sol et de T* où T, est la 

température de surface. Ces bilans tiennent compte des rayonnements (solaire, atmosphérique et 

terrestre), de l’état des couches basses de l’atmosphère (vitesse du vent, température de rosée, hu

midité spécifique, pluie), des caractéristiques de la surface (rugosité, albédo, émissivité) et des flux 

dans le sol.

Au troisième chapitre nous nous intéressons à la première équation, pour une température 

constante, en dimension un d’espace. Cette équation est parabolique dans la zone du sol non satu

rée en eau ; dans la zone saturée, elle change de type et devient elliptique. Linterface entre ces deux 

zones est une frontière libre. Nous avons adapté une démonstration de X.Shutie pour montrer que 

le problème relatif à cette équation munie de conditions aux limites mixtes admet une solution uni

que. Pour cela nous l’avons approché par une famille de problèmes admettant des solutions réguliè

res ( € e2+a ). Nous avons utilisé le principe du maximum pour mettre en place les estimations 

permettant le passage à la limite. Nous montrons que la limite des solutions des problèmes appro

chés est solution du problème de départ. Nous montrons, par application du lemme de Gronwall 

que cette solution est unique.

Pour le même problème, avec des conditions aux limites fixées (ne dépendant pas du temps), 

nous avons montré un théorème de comparaison, ce qui nous a permis de montrer que la solution 

du problème converge quand t tend vers l’infini vers la solution du problème stationnaire.

Dans la première partie du quatrième chapitre, nous étudions numériquement le problème du 

chapitre précédent. Nous le discrétisons par une méthode aux différnees finies implicite. Nous re

trouvons le front d’humidité caractérisant la dynamique d’infiltration. Nous retrouvons aussi la

)
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convergence pour les grands temps de la solution, sous condition de flux constant, vers un état sta- 

tionnaire. Ce résultat est montré analytiquement au chapitre précédent. Pour des temps suffisam

ment grands et pour une condition de flux périodique, la solution converge vers une fonction pério

dique en temps.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous reprenons le système couplé que nous discréti- 

sons encore par une méthode aux différences finies implicite. Nous utilisons la méthode de Newton 

pour la détermination de la température de surface à partir du bilan d’énergie. Nous résolvons le 

système linéaire par une méthode de relaxation par bloc. La comparaison de deux simulations, avec 

et sans apport d’eau à la surface, nous a permis de montrer l’impact d’un flux de masse sur les 

températures dans le sol.

Au chapitre E, nous reprenons le problème de raccordement de modèles pour une validation 

de la méthode proposée dans le cadre du G.E.R.-ALMETH. Pour cette méthode, raccorder deux 

cellules ayant une interface revient à joindre aux équations d’évolution de chacune des cellules une 

équation qui régit les états de l’interface, ce qui mène à une formulation implicite du problème : 

l’évolution des cellules dépend de celle de l’interface et, inversement, l’interface évolue avec les cel

lules. L’élimination des variables d’état des cellules dans l’équation des transferts permet de déter

miner les variables d’interface et par suite les variables d’état des cellules. Cette démarche est plus 

coûteuse que d’autres méthodes de raccordement, mais elle permet de focaliser sur les échanges 

entre cellules et d’analyser la dynamique des transferts aux interfaces.

Nous traitons l’exemple d’infiltration d’eau dans le sol, du chapitre précédent, sous cette opti

que. Nous présentons l’algorithme utilisé pour résoudre ce problème avec division du domaine en 

cellules, raccordées par la méthode présentée ci-dessus. Nous retrouvons, avec précision, la solu

tion du même problème calculée sans décomposition du domaine. La précision maintenue pour le 

front d’infiltration est preuve de la robustesse de la méthode de raccordement utilisée.

Au chapitre F, nous nous basons sur la même formulation pour raccorder des sous-domaines à 

dynamiques différentes. Ce problème est très fréquent dans l’habitat. Particulièrement dans le sol 

avoisinant le bâtiment, les excitations thermiques à la surface sont largement amorties en profon

deur. Nous présentons une approche intermédiaire entre “négliger complètement” l’influence des 

zones à dynamique lente et les “prendre en compte” avec un pas de temps imposé par les zones à 

dynamique rapide.
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Nous divisons le domaine en deux cellules à dynamiques différentes. Nous leur affectons des 

pas de temps de discrétisation adaptés à chacune d’entre elles. Linterface entre les deux zones évo

lue au cours du grand pas de temps ; nous proposons une approximation de son évolution qui don

ne des résultats plus précis que si nous la maintenions constante. Cette approche est récurrente. 

Nous pensons pouvoir l’étendre à un découpage en nombre plus grand de zones, ce qui permet un 

gain de temps calcul appréciable sans perte significative de précision sur la solution.

Enfin le couplage de transfert de chaleur au transfert de masse dans le sol est un choix très 

coûteux en temps calcul, surtout pour un passage en dimension d’espace supérieure. La décompo

sition en sous-domaines, avec le parallélisme qui peut en découler, et la technique d’emboîtement 

en temps, bien qu’elles ne soient pas très faciles à paralléliser, peuvent rendre le problème numéri

quement abordable et rentabiliser son intégration dans les logiciels de thermique de l’habitat.
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CHAPITRE A

LA THERMIQUE DU SOL POUR LA THERMIQUE DU BATIMENT

A.I - THERMIQUE DU BATIMENT ET ECONOMIES D’ENERGIE

A.II - ETUDES RECENTES EN THERMIQUE DES SOLS

A.Ü.1 - Le stockage de chaleur dans le sol

A.II.2 - Les stockages géothermiques

A.II.3 - Autres études d’hygrothermique des sols

A.III - LA THERMIQUE DES SOLS POUR LA CONCEPTION THERMIQUE DES BATI

MENTS

A.m.1 - Règles de calcul des déperditions thermiques (CSTB)

A.III.2 - Méthode utilisée dans le logiciel CALECO-DOE.2

A.m.3 - Méthode utilisée dans BILBO et BILGA

A.m.4 - Méthode utilisée dans CUMALI-DOE.2

A.III.4.a - Les facteurs de réponse

A.III.4.b - Le calcul des transferts dans le sol

A.III.5 - Eanalyse modale

A.III.6 - Remarques générales
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A.I - THERMIQUE DU BATIMENT ET ECONOMIES D’ENERGIE

L’effort d’économie d’énergie a pris beaucoup d’importance en Europe depuis la crise pétroliè

re de 1974. Les secteurs de l’industrie, du transport, et des bâtiments sont devenus plus économes 

en énergie ; l’utilisation de cette dernière pour le chauffage devient rationnelle et fait ainsi appel de 

plus en plus aux connaissances de base en thermique du bâtiment.

Dans les bâtiments, les économies sont potentiellement importantes. Les pertes thermiques 

d’un pavillon de 100 m2 par degré d’écart avec l’extérieur et par m3 de son volume sont passées de

1,6 W en 1974 à 0,94 W en 1982 [NAU-84]. Lobjectif était de ramener la consommation individuelle 

des bâtiments à sa moitié entre 1974 et 1985. La nouvelle règlementation de 1989 abaisse ce seuil à 

0,71 W. Eamélioration a jusqu’à présent porté sur trois axes :

-  L’enveloppe du bâtiment

Les parois des bâtiments sont de plus en plus isolées. Des efforts bénéfiques ont porté sur 

l’amélioration des isolants et sur la manière de les utiliser. Lintroduction de serres, l’utilisation du 

double vitrage et l’industrialisation des vitres à faible émissivité ont amélioré l’apport en énergie 

solaire et ont diminué les pertes de chaleur. Des innovations, comme le mur TROMBE, sont éner- 

gétiquement très rentables en climat méditerranéen [BOU-89].

-  Les systèmes de production et de récupération d’énergie

Lutilisation de procédés, comme la récupération de chaleur sur l’air vicié et sur les produits de 

combustion, est une opération rentable dans le bâtiment et surtout pour le tertiaire [DEB-80]. Les 

pompes à chaleur ont connu une nette amélioration. Plusieurs générations ont vu le jour ; leur coeff

icient de performance (COP) a nettement progressé.

Les capteurs solaires et les modes de stockage d’énergie ont fait l’objet de nombreuses études. 

Des progrès importants ont été réalisés au niveau de leur rendement.
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-  L’optimisation du chauffage et l’aide à la conception des bâtiments : l’entrée de l’outil informa

tique

Eutilisation systématique de nouvelles techniques de chauffage et de préservation d’énergie a 

parfois conduit à des périodes de surchauffe des bâtiments. Il s’est donc posé le problème de 

l’optimisation du chauffage et de l’enveloppe du bâtiment. Une telle tâche doit se baser sur une 

modélisation des transferts mis en jeu et des systèmes énergétiques mis en œuvre. Pour cela l’outil 

informatique est indispensable vu la complexité des systèmes mis en jeu. Ainsi différentes généra

tions de logiciels de thermique du bâtiment ont vu le jour depuis 75. On trouve parmi eux de bons 

outils d’aide à la décision et à la conception des bâtiments et même de bons outils de recherche. Ils 

intègrent l’essentiel des connaissances sur les transferts thermiques au sein du bâtiment. Cepen

dant, outre la validation de beaucoup de modèles utilisés, beaucoup de phénomènes restent à étu

dier et à intégrer dans ces logiciels de conception thermique des bâtiments.

Lanalyse du comportement des usagers en fonction du climat interne du bâtiment et des no

tions comme le confort sont loin d’être intégrés dans ces logiciels. D’autre part les progrès en éco

nomie d’énergie au niveau du bâtiment restent peu homogènes. Par exemple les pertes thermiques 

vers le sol n’ont pas beaucoup diminué depuis 75. Leur pourcentage par rapport aux pertes totales 

du bâtiment est passé en moyenne, pour un pavillon, de 17 % à 22 % entre 1974 et 1982. Ceci est 

d’autant plus étonnant que l’on s’est par ailleurs beaucoup intéressé à la thermique des sols de 75 à 

85.

A.II - ETUDES RECENTES EN THERMIQUE DES SOLS

La crise de l’énergie a suscité en effet diverses études techniques conduisant à améliorer la 

modélisation thermique des sols. Il s’agissait en général de projets pilotes visant à stocker de la 

chaleur dans le sol. Ces études ont stimulé des recherches sur la modélisation des transferts de 

chaleur et de masse dans le sol, qui ont été un point de départ pour notre étude. Nous les passons en 

revue.
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1 - Le stockage de chaleur dans le sol

Kénergie solaire pour le chauffage des bâtiments n’est généralement pas utilisée directement 

au moment où elle est collectée. Il peut être envisagé de la stocker pendant la journée pour la con

sommer la nuit, ou même l’utiliser au cours de la saison de chauffage alors qu’elle est captée au 

cours des autres saisons.

Plusieurs études ont été faites pour développer des procédés de stockage de chaleur dans le 

sol. Que ce stockage se fasse en lit de roches, dans un réseau de tuyaux enterrés, dans un bassin 

d’eau enterré ou dans la nappe phréatique, il reste très dépendant des transferts dans le sol avoisi- 

nant. En effet, une bonne partie de l’énergie est dissipée dans le sol au cours du stockage. Pendant 

l’extraction de chaleur, le pompage pourrait dépasser le stock lui-même et s’étendre au sol qui l’en

toure : d’où l’importance de la modélisation de la diffusion de chaleur dans la zone de sol entourant 

le stockage même [DAN-87],

2 - Les stockages en nappe où géothermiques

Ce type de stockage consiste à utiliser les nappes phréatiques, ou le sous-sol profond pour le 

stockage thermique en général de longue durée; on distingue au moins trois secteurs où les enjeux 

énergétiques sont importants :

2-a Nappes peu profondes

Cette technique consiste à utiliser les nappes phréatiques peu profondes comme source froide 

de pompe à chaleur. Eintérêt de cette source est que sa température permet d’avoir un bon coeffic

ient de performance de la pompe d’une part et que cette température est peu variable d’autre part.

2-b La géothermie classique

Inapplication la plus importante réside dans l’exploitation directe pour le chauffage de la cha

leur de nappes chaudes du sous-sol profond ( > 1000 m). Elle est notamment utilisée en Région 

Parisienne (nappe de DOGGER à 70 C ) où elle a donné lieu à de nombreuses installations 

[ADN-89].
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Suivant la profondeur et en fonction de la température atteinte, l’énergie récupérée peut être 

utilisée pour le chauffage des bâtiments ou -  si la température dépasse 200eC -  pour la production 

d’électricité.

2-c La géothermie sèche

Il existe aussi des installations expérimentales visant à récupérer la chaleur des roches chau

des à très grandes profondeur ( 2000 à 4000 m ), en injectant de l’eau dans cette matrice rocheuse, 

puis en la récupérant.

3 - Autres études d’hygrothermiques des sols

Les gradients de température induisent des gradients d’humidité non négligeables surtout 

dans la zone superficielle du sol. En effet, la température dans cette zone est très variable. Il est 

donc nécessaire de tenir compte du couplage entre le transfert d’humidité et de chaleur pour étu

dier l’évaporation dans le sol, ou le transfert de chaleur latente avec les basses couches de l’atmos

phère.

Qu’il s’agisse de climatologie, ou d’agriculture, il apparaît nécessaire de tenir compte des 

transferts de chaleur dans le sol pour étudier les échanges de chaleur et de masse entre le sol et 

l’atmosphère.

D’autres problèmes, tels que la propagation des polluants et des substances chimiques dans le 

sol, ou le stockage des déchets nucléaires, dépendront de la nature et de la prépondérance des au

tres échanges dans le milieu.

Tous ces problèmes ont suscité une abondante littérature scientifique centrée sur la modélisa

tion hygrothermique des sols.

A.III - LA THERMIQUE DES SOLS POUR LA CONCEPTION THERMIQUE DES BATI

MENTS

Revenant au problème posé à la fin du § A.I, nous avons essayé de dresser un inventaire des 

modèles adoptés pour prendre en compte les transferts sol/bâtiment dans la modélisation des

Il existe
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transferts thermiques d’un bâtiment. Nous avons récapitulé cet inventaire de méthodes de concep

tion thermique du bâtiment dans le Tableau A.1 dû en partie à notre collègue du CSTB, Jacques 

MARTIN [MAR-84]. Cet inventaire recouvre à la fois des méthodes simplifiées (méthodes régle

mentaires) et des logiciels de simulation détaillée (à pas de temps horaire) comme CALECO- 

DOE.2.

Tàbleau A.1 -  Inventaire de méthodes de calcul des transferts thermiques dans le sol, adaptées à des calculs de 
déperdition thermique du bâtiment

Auteur

ACHARD

MITALAS

BOILEAU

SWINTON

METZ

KUSUDA

CLAESON

MARTIN

BILBO

CALECO

CUMALI

Utilisation

méthode
simplifiée

’

r

méthode
simplifiée

logiciel

Méthode 
de calcul

facteurs de 
réponse

basée sur des 
éléments finis

analytique

corrélation

différences
finies

facteurs de 
réponse

différences
finies

éléments
finis

différences
finies

résistance
équivalente

facteurs de 
réponse

dimensior

2

2

2

3

3

3

2 et 3 

1 

1 

2

t limite limite . 
inf. sup.

T = CsteT = Cste 
à 10 m

T sinus. T = temp, 
du bât.

moyenne
mensuelle

T : Cste T = temp 
à 7 m variable

innée

83

83

68

81

83

83 

80

84 

86 

80 

81

Source

MAR-84

FAU-86

DOE-82

CUM-81

Régime

variable

permanent 
+■ cœf. de R.V

permanent

variable

permanent

variable
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1 - Règles de calcul des déperditions thermiques (CSTB : [MAR-84], [MAR-85] et [LEB-86])

Le but de ces règles -  mises au point par le CSTB dans un but normatif -  est d’exprimer les 

pertes thermiques du plancher, des murs enterrés et des fondations du bâtiment vers le sol en terme 

de coefficients de déperdition. La méthode utilisée consiste à résoudre un problème bidimension- 

nel de conduction pure en régime stationnaire dans la configuration géométrique présentée à la 

Figure A.l. Cette configuration sera le point de départ de notre étude.

La résolution est faite par une méthode aux éléments finis. Des études paramétriques ont per

mis d’exprimer les coefficients Kpn, Kpe de déperdition du plancher et les coefficients Kmn, Kme de 

déperdition du mur enterré, respectivement vers la nappe et vers l’extérieur, en fonction des para

mètres traduisant la géométrie du problème (P, Z, D), les rapports caractéristiques des températu

res (TINE = Tj -  Tn / Ti -  Tp) et les natures des composants ( X. : la conductivité thermique du sol, 

Ri et R2 : les résistivités du plancher et du mûr). Un modèle tridimensionnel a servi pour estimer 

l’erreur commise en prenant un modèle bidimensionnel.

Atmosphère

Figure A.1 : configuration de bâtiment enterré, étudiée en bidimensionnel par J. M ARTIN (CSTB), 

pour l ’établissement des règles de calcul de déperdition thermique [MAR .84]

2 - Méthode utilisée dans le logiciel CALECO-DOE.2

Le logiciel DOE.2 [diffusé en France sous le label CALECO après adaptation par l’équipe 

RAMSES] est un outil de référence aux USA. Il réalise une simulation à pas de temps horaire des

p

X. Sol

R2
Bâtiment Z

Ri

dationsFor

D
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transferts thermiques dans un bâtiment. Le bilan d’énergie d’un local est établi par facteurs de 

réponse et facteurs de pondération [DOE-82] à pas de temps horaire.

A chaque pas de temps (1 h.) la contribution instantanée du sol aux pertes du local est donnée 

par la formule simple suivante :

Q = -  ( T,-T, ) 
e

-  U est la conductivité thermique de la paroi multicouche, d’épaisseur e, en contact avec le sol ;

-  Tj , la température du local en contact avec le sol ;

-  Ts , la température du sol prise égale -  mois par mois -  à une valeur de référence caractéristique 
du site.

Ce bilan énergitique ” réel ” est alors calculé a partir des pertes ” instantannées ” par convolu

tion avec une série de facteurs de pondérations tenant compte de la composition du plancher et des 

couches superficielles du sol sous le bâtiment.

3 - Méthode utilisée dans BILBO et BILGA [FAU-86]

Roland FAUCONNIER et ses collaborateurs, de la Fédération Nationale du Bâtiment, ont 

développé dans les années (80-85) deux logiciels, BILBO et BILGA, de conception thermique du 

Bâtiment. Ils ont écrit un manuel [FAU-86] explicitant les principaux algorithmes de ces logiciels. 

En ce qui concerne les échanges avec le sol, les transferts sont évalués par différences finies dans un 

modèle monodimensionnel, homogène et purement conductif. La condition à la limite inférieure 

est une température sinusoïdale donnée dans les Figures A.2 extraites de [FAU-86] :

T* = TMkI + ATmI cos ( - |^ -  [ 183 -  i/o] )

avec : TUjol : température moyenne sur l’année à la profondeur En

ATul : amplitude des variations annuelles à la profondeur E^

dQ : nombre de jours séparant le 1er Janvier à la date de la température minimale 

annuelle à la profondeur En

Epç : épaisseur du sol prise en compte dans les calcul
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4 - Méthode utilisée dans le module spécialisé de DOE.2 [CUM-81]

Nous avons présenté au § 2 la méthode standard de DOE.2. Dans les années 80-81, CUMALI 

et ses associés ont adapté une méthode de calcul plus évoluée [CUM-81], basée sur le pré-calcul 

d’une série de facteurs de réponse à pas de temps hebdomadaire, caractérisant le transfert thermi

que entre les fondations du bâtiment et le sol profond supposé être à température uniforme (dédui

te des données météorologiques du site). Ceci permet d’intégrer le calcul des pertes par le sol dans 

le schéma d’ensemble des calculs de pertes par les murs qui se fait aussi par facteurs de réponse.

16

4.a Facteurs de réponse d’une surface

La définition sera donnée dans un cas simple : on a un mur de surfaces Si et S2, de températu

res respectives T 1 et T2 . Il est question de trouver des fonctions du temps X, Y et Z telles que l’on 

peut écrire :

<7, ( t ) = X * Tt ( t  ) + Y * T2 ( t )

q2 ( t ) = y  * r , ( t ) + z  * t2 ( t  )

<7i et q2 sont les flux respectifs aux surfaces Si et S2 

X traduit la réponse de la surface Si pour une excitation à la surface Si 

Z traduit la réponse de la surface S2 pour une excitation à la surface S2 

Y “ “ “ Si (ou S2) “ S2 (ou Si)

En pratique, on a plutôt des fonctions discrètes avec des incréments correspondant aux pas de 

temps et on a :

n - m  n —m

C l ?  =  ^  Tî Xm.n +  2  71 Ym.n
/IS-OD rt =  -<»

n = m n = m

= £  T{ Ym.n + X  Z—

Les Xj, Yj et Zj sont appelés facteurs de réponse des surfaces Si et S2 .

/! = -<* n = -oo

Qm
2 TJt



4.b Le calcul des transferts dans le sol

Dans le calcul de CUMALI, les transferts entre le bâtiment et le sol sont calculés sous les hypo

thèses suivantes:

-  les échanges dans le sol sont purement conductifs

-  les caractéristiques thermophysiques du sol, des murs et du plancher sont constantes

-  la température du sol profond est supposée constante

-  l’action de l’extérieur est gouvernée par la température de surface qui est fonction :

de la température de l’air, 

des radiations solaires, 

de l’absorptivité du sol,

du coefficient de surface des transferts de chaleur

17

Figures A.3 : Maillage en éléments finis de la zone de sol sous le bâtiment ,pour le calcul des 

facteurs de réponse du sol /CVM 81 j
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Ce préprocesseur résout l’équation de la chaleur (purement conductive) sur un domaine bidimen- 

sionnel (Fig. A.3) par une méthode aux éléments finis puis calcule les facteurs de réponse des qua

tre surfaces mises en jeu.

5 - L’analyse modale [MOK-88]

Un modèle réduit basé sur l’analyse modale a été mis en place. L’étude est faite sous les hypo

thèses suivantes :

-  le sol est supposé homogène

-  les transferts sont purement conductifs

-  l’équation de conduction est linéaire

-  les caractéristiques thermophysiques du système sont invariantes dans le temps

L’équation de conduction est discrétisée en espace par des éléments finis irréguliers sur un 

domaine bidimensionnel dont la forme géométrique est donnée à la Figure A.l. Le système linéaire 

résultant sera réécrit dans la base de ses vecteurs propres (ou modes propres). Il est montré que ces 

vecteurs propres sont orthogonaux et que les valeurs propres sont négatives. Si Wj est la valeur pro

pre associée au vecteur propre Vj, alors r, = —5— est le temps caractéristique de ce mode. Il
K l

caractérise la vitesse d’évolution de sa réponse thermique. Suivant la précision voulue, une gamme 

de temps caractéristiques sera retenue pour approcher la solution du problème. Les modes (ou 

vecteurs propres) correspondant aux temps caractéristiques retenus seront les nouveaux degrés de 

liberté du problème, d’où le nom de modèle réduit.

6 -  Remarques générales

Du passage en revue qui précède on tire les remarques suivantes : les transferts dans le sol sont 

considérés comme purement conductifs. Certains auteurs avancent l’argument que les transferts 

convectifs ne dépassent pas 10 % des transferts conductifs [REC-82] ; ceci n’est pas évident au 

niveau des couches superficielles, vu le fort gradient de température qui pourrait avoir lieu au 

cours de la journée. De plus les propriétés thermophysiques du sol et surtout sa conductivité dé

pendent fortement du degré de saturation en eau du sol. La Fig. A.4 due à VAN DUIN [VAN-63] 

illustre bien ce phénomène.
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Or dans les méthodes utilisées pour l’évaluation des transferts dans le sol, la conductivité du sol est 

prise constante, ce qui ne permet pas de prendre en compte la présence d’une nappe phréatique 

peu profonde, ni l’impact d’une période pluvieuse. Notre travail a donc pour but d’intégrer à terme 

la prise en compte des transferts de masse dans le sol pour la simulation numérique des transferts 

sol-bâtiment. Le chapitre suivant va nous permettre de donner les bases de notre modèle des trans

ferts hygrothermiques dans le sol.
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Figure A.4 Conductivité thermique du sol en ordonnées, versus la fraction volumique d ’eau en 

abscisses pour différents types de sol [ VAN -  63 ]
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B-I - L’ECHELLE PROPRE DU MILIEU POREUX

Le sol est un milieu poreux constitué de trois phases : solide, liquide et gaz. Les phénomènes 

qui se déroulent au sein de chacune des phases sont bien décrits par les équations classiques de la 

mécanique des fluides, de la thermique et de la thermodynamique. Mais la détermination des diffé

rentes variables en tout point de chacune des phases se heurte à des difficultés relevant de la com

plexité géométrique de la phase solide et de la méconnaissance des aires interfaciales, d’où l’idée de 

définir une échelle dite macroscopique par opposition à l’échelle microscopique qui est celle des 

pores. Cette nouvelle échelle est basée sur la définition d’un volume élémentaire représentatif 

(VER) dont les dimensions sont intermédiaires entre les dimensions des pores et celles des hétéro

généités macroscopiques (les fissures, par exemple).

Au niveau de l’échelle macroscopique, le sol est considéré comme un milieu continu fictif. Les 

équations régissant les phénomènes dans ce milieu continu -  bien qu’elles soient généralement d’o

rigine empirique -  sont choisies pour obéir aux principes généraux de la dynamique des fluides et 

de la thermodynamique.

Les grandeurs phénoménologiques utilisées au niveau du VER n’ont pas nécessairement la 

même signification qu’au niveau microscopique ; la pression dans la loi de Darcy par exemple est 

une grandeur macroscopique qui n’a pas de sens au niveau de la phase solide.

Le passage de l’échelle microscopique à l’échelle macroscopique peut être basé sur des consi

dérations statistiques en supposant le milieu poreux aléatoire. Il peut aussi être basé sur une inté

gration des équations microscopiques sur le volume élémentaire représentatif. Dans ce cas, des 

hypothèses simplificatrices sur la géométrie de la matrice solide (périodicité) sont prises pour pou

voir effectuer l’intégration.

Les grandeurs phénoménologiques issues de cette intégration sont des valeurs moyennées des 

variables locales.
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B.II - L’APPROCHE PUREMENT CONDUCTIVE

Elle est basée sur le concept de volume élémentaire représentatif (VER) évoqué ci-dessus. On 

ajoute les hypothèses suivantes :

1 -  Les hypothèses

1) Le sol est composé de trois phases : solide, liquide, gaz

2) La phase solide est rigide, homogène et isotrope

3) Les deux phases fluides sont immobiles

4) Les chaleurs massiques des trois phases sont constantes

2 -  L’équation de conservation de l’énergie

Elle est exprimée en terme d’enthalpie et s’écrit, compte-tenu des hypothèses précédentes :

( B . I I .  1)

avec : 7 , densité de flux de chaleur
Jc

q , masse volumique du VER 

H, enthalpie 

moyennant

dH 
Q TT

on a :

CT —  = -  div ( Jc ) ( B . I I . 2)

3 -  L’équation de transport

La loi de Fourier à l’échelle macroscopique permet d’écrire :

Jc = -A gradT ( B . I I . 3)

où x. est la conductivité thermique équivalente du milieu. On trouve une discussion des méthodes 

proposées pour son évaluation au § B.III.7.

( B . I I . 3)

d (<? m
a t

dix ( jJe )

c T
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4 -  L’équation résultante

En substituant l’équation (B.II.3) dans l’équation (B.II.2), on a :

div ( (B.II.4)

De plus si le degré de saturation en eau des pores est homogène, X sera indépendante de sa 

position dans le milieu et (B.II.4) s’écrira :

C’est le modèle dénommé purement conductif ; il est utilisé dans CUMALI [CUM-81] cité 

dans le chapitre précédent et dans beaucoup d’autres applications [CAN-88], [PET-85].

B.III -TRANSFERTS DE CHALEUR ET DE MASSE

1 -  Les hypothèses

La modélisation est faite sous les hypothèses suivantes :

1 -  Le sol est constitué de trois phases : solide, liquide, gaz.

2 -  La phase solide est rigide, homogène et isotrope à l’échelle du VER. Ces propriétés thermo
physiques sont indépendantes de la température. Il n’y a pas de réaction chimique entre le 
solide et les fluides en présence.

3 -  La phase liquide est formée de l’eau pure incompressible et indilatable

4 -  La phase liquide est supposée continue dans l’espace des pores

5 -  La phase gazeuse est formée d’air et de vapeur d’eau, supposés être deux gaz parfaits, en équi

libre thermodynamique.

6 -  La phase gazeuse est à pression uniforme, égale à la pression atmosphérique.

7 -  les chaleurs massiques des différentes phases sont constantes dans la gamme des températu

res de cette étude.

A div gradT (B.II.5)

0e < T < 100QC

c■T
dT
dt

c■T i l
dt

A gradi)
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8 -  on néglige :

a) les forces d’origines osmotique et électrique appliquées sur l’eau liquide ;

b) les effets d’hystérésis ;

c) les effets dynamiques ;

d) le transfert par rayonnement ;

e) la teneur en masse d’eau-vapeur devant celle de l’eau-liquide :

Qv rjv <  Q i m

2 -  Les grandeurs utilisées

-  Masses volumiques [kg/m3]

Po = masse du solide/volume du solide 

Pi = masse volumique de l’eau liquide 

pv = masse volumique de la vapeur d’eau

-  Teneur volumique [m3/m3]

- des pores = porosité = e0 = volume des pores/volume total

- du solide = Tio = 1 -  e0; Tlo = volume du solide/volume total

- du liquide : ni = volume du liquide/volume total

- du gaz : T)g = volume du gaz/volume total

- en vapeur d’eau consensable : rj, = — tjt
Qi

3 -  Les variables d’état

Pour le transfert de chaleur, l’état du sol est exprimé en terme de température T en eC ;

0 < T < 100 . Les transferts de masse sont exprimés en teneur en eau tu qui traduit le degré de 

saturation en eau des pores. Ils peuvent aussi être exprimés en terme de pression d’eau ; en effet si Pj 

est la pression de la phase liquide, Pat la pression de la phase gazeuse supposée égale à la pression 

atmosphérique et Pc la pression capillaire, on a :

Pc + Pi — Pat 

Alors 

-Pc _ Pi-Pa,
Qi g Qi g

et 

*  -
Qi g

exprimée en mètres est dite pression d’eau du sol. h n’est pas indépendante de la température ; elle 

est donc rapportée à une température de référence T0 par la relation

Pr
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h ( Vi , T0 )

où o, ( T ) est la tension superficielle de l’eau.

ni ) = h { T)t , T0 ) est indépendante de T et définit d’une manière unique le degré 

de saturation du sol.

h est prise comme variable d’état. Elle sera négative dans les zones non saturées et positive ou nulle 

dans les zones saturées.

4 -  Les lois de conservation

a -  Conservation de la masse :

Au niveau de chacune des deux phases fluides (liquide, gaz), on a pour i = / ou v :

d(g< Vd 
d t

(B .m .i)

avec /,• : taux de production de la phase i

h = Qt Vi Vi '• densité du flux de l’espèce i

La conservation de la masse se traduit par :

/, + Iy = 0

En posant J, + Jv = fm et en sommant les deux équations (/ = / et i = v), on a :

d ( Qt Vi +  Qv Vv ) 

d t
+ div ( Jn ) = 0

Par l’hypothèse (l-8.e), on a :

Qi Vi + Qy V< Qi Vi

et on peut écrire :

h ( Vi » T )
Ol ( 7o )
Ol ( 7 )

div t O í Vi Ui ) h

h
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b -  Conservation de l’énergie :

Elle est exprimée en terme d’enthalpie et s’écrit :

d^ t ^  +  d iv { Q V H  Ü  ) =  -  d iv  Jc +  Ic

le est un terme de source de chaleu 

Jc est le flux de chaleur

Q 7J H  = Q0 TJo H0 + Q, t], H, + Qv 7], Hv

Q 7} H Ü = H, J, + Hy Jv

d H'
avec — — = ^  est la capacité calorifique de la phase i 

d T

et Hv -  H, = Ly est la chaleur latente de vaporisation 

Moyennant

C t  =  Qo Vo Co +  Qi Vi Cl +  Qv Vf c» 

et l’équation (B.III.1) pour i = / ,v on a

C t —— — -  div ( Jc ) -  ( c, Jy + c, J, ) gradT + I, Ly + Ic 
ot

Il découle de l’équation (B.III.2) et de l’hypothèse (l-8.e) que 

It =  -  d iv Jy 

et par suite

Il Ly = -  Ly d iv  ( Jy )

= -  d iv  ( Ly J y )  +  ^  Jy gT^dT

(B.III.2)

(B.III.3)

(B.III.4)

d_ nt
a i

-1

Ci
liv Tm

a(o n_ H)

dLy
ÒT I gradT
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— - div ( Ly Jv ) + ( c„ -  Ci ) Jy gradT 

ainsi l’équation (B.III.4 ) s’écrit :

CT —  = -  div ( Jc + Ly Jv ) -  c, Jm gradT + Ic (B.IH.5) 
dt

5 -  Les équations de transport

a -  Transport de masse :

Le flux d’eau liquide est donné par la loi de Darcy généralisée :

J, = -q , K* grM  h -Z  ) (B.III.6)

qui s’écrit

Jt = - q , 1Q, ^  grad( h ) + gradT -  gradZ J  (B.m.7)

avec Kb, = Kp, ( h, T ) est la conductivité hydraulique du sol

Z est la distance à la surface du sol, comptée positivement vers le bas

Pour la vapeur d’eau, la loi de Stefan généralise la loi de Fick aux milieux poreux et on a :

Jy = - D v grad qv

qui s’écrit

J y -  - D y  ( pad{ h ) + -%  gradT ) (B.IH.8)
\ d h  ò T  J

avec Dv : diffusivité moléculaire de la vapeur d’eau dans le milieu poreux et donc 

£  = ~Qi  ̂ A* gradii + DmT gradT - K* gradZ j  (B.III.9)

avec :

n  __  r r  dh ,

d h  Q t d h

div

dh
dT

dh
dh

I Dv
(

àQv

dk

D’irr t
dQrDv
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DmT = Kg, —  + ^
a r  ç, ôt

b -  Transport de chaleur

Le flux de chaleur est donné par la loi de Fourier

Jc = - k  gradT (B.IH.10)

où X est la conductivité calorifique du milieu poreux.

Il est possible de faire appel à la thermodynamique des processus irréversibles pour retrouver 

les expressions de Jm et Tc au lieu de partir des lois ci-dessus [BEN-82].

6 -  Le système résultant

En substituant les équations de transport dans les lois de conservation, on trouve le système 

suivant :

„ dh ( — — \
C* —  = div f gradh + DmT gradT -  Kg, gradZ I (B .m .ll)

CT —  = div  ̂ De, gradh + DcT gradT j  + h 

+ Qt ci gradT  ̂ gradh + DmT gradT -  K* gradZ j  (B.m.l2)oÙ

C* = —= est la capacité hydraulique du sol

D- ,  ^  “  + a  iè
dh Qt dh

-  ü  *  + &
dT q, dT

A* = U Dv %  
dh

DcT = A + L, Dv -%
dT

Kg, : conductivité hydraulique du sol

ÇK dQ,

E est

gradh + DmT gradT -  K& gradZ j (B.m.ll)E

gradh + DmT gradT -  Kg, gradZ j  (B.III.12)oùE

DmT
dov
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Lv : chaleur latente de vaporisation 

Ic : terme de source

Pour le calcul de ces coefficients, on a besoin en plus des relations donnant r¡í ( h ) et 

Ko, ( h ) , de calculer ^  et .

La loi des gaz parfaits, appliquée à la vapeur d’eau et à l’air, nous donne Qy par :

P,
e’ K  T '

La loi de Kelvin exprime P, par :

Py = Pvs ( T ) exp ( J - y  ) (B .m .13)

où Pys est la pression de vapeur saturante. Elle ne dépend que de la température.

Par l’équation de Clapeyron on écrit :

- PZ tT ) -  P~ ( T ) ~~~~r. (B.m.14)
d T Ry T1 v }

Dans le système ci-dessus, l’humidité peut s’exprimer en fonction de la teneur en eau t], ou de la

teneur en eau pondérale a> = —- au lieu de la pression d’eau h mais dans tous les cas la
(?0

connaissance de rj, ( h ) reste nécessaire.

7 -  Détermination des coefficients thermo-hydrauliques du sol

a -  Les coefficients thermiques 

La conductivité

Le calcul de la conductivité thermique à l’échelle de VER nécessite, en plus de la connaissance 

des teneurs volumiques de chacune des phases, la détermination de la conductivité de la phase 

solide et les aires interfaciales. La conductivité de la phase solide est généralement calculée par une 

moyenne géométrique des conductivités de ses constituants :

dQv

dh
et dQv

dT
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K = H ç

avec Aj : conductivité du constituant i 

^  : sa fraction volumique

Les aires interfaciales sont prises en compte par des facteurs de forme basés sur des hypothèses 

simplificatrices de la forme des composants de la phase solide et de la façon dont ils sont rangés. 

Parmi les modèles très répandus, celui de DE VRIES suppose que la phase solide est formée par 

des ellipsoïdes plongés dans la phase continue (liquide ou air). Dans d’autres modèles, la conducti

vité est calculée par la moyenne géométrique :

A = n a &

où Xa et xa sont respectivement la conductivité et la fraction volumique de la phase a. D’autres 

expressions de la conductivité sont d’origine empirique obtenue par régression sur des données 

expérimentales. Dans le cas d’un sol sec, la résistance de contact entre particules solides est prise en 

compte par une lame d’air en série avec la phase solide. On trouve dans [FAR-81] une comparaison 

de treize modèles avec une analyse de leurs domaines de validité pour aboutir à une procédure plus 

générale sélectionnant le modèle adapté à chaque situation.

Capacité calorifique volumique

Elle est généralement exprimée par :

CT = Qo Vo c<> + Qt ni et

avec ct est la chaleur spécifique de l’eau liquide,

c0 est la chaleur spécifique de la phase solide calculée elle aussi par la formule :

* - Z 1 «
** &>

Qi et Ci étant respectivement la masse volumique et la chaleur spécifique du constituant i de la 

phase solide.

Diffusivité de la vapeur d ’eau dans les pores
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Le calcul de Dv, diffusivité moléculaire de la vapeur d’eau dans le milieu poreux, dépend des 

caractéristiques de ce dernier.

La géométrie des pores est exprimée par un facteur de tortuosité Ç généralement pris égal à 

0,67.

Si ( Vr )p est le gradient de température à l’échelle des pores et si Vr est le gradient de T à

( VT )
l’échelle des YE.R., alors le rapport X -  — doit être estimé pour pouvoir passer du

gradient de température au sein des pores qui apparaît dans l’équation (B.III.8) au gradient à l’é

chelle du V.E.R. qui apparaît dans le système final. Enfin une fonction de tj, traduit la dépendance

de la diffusivité Dv par rapport à la teneur volumique de la phase gazeuse.

On a ainsi :

'  ;  v- A  / < * >  t  f  

A '  ■  s  ’■  / ( , ' >  1 I

où v„ est la diffusivité moléculaire de la vapeur d’eau dans l’air libre.

b -  Les coefficients hydrauliques

Deux relations sont nécessaires pour calculer les coefficients de l’équation (B.HI.11), l’une pour 

exprimer la pression d’eau en fonction de la teneur en eau à fin de calculer la capacité hydraulique

ÔtJ
Ch = , et l’autre pour calculer la conductivité hydraulique K* ( h  ) . Outre ceux d’ori

gine expérimentale, beaucoup de modèles empiriques et semi-empiriques sont proposés pour ces 

relations. Pour leur dépendance en température, on retient les deux relations suivantes :

h ( V, , T ) _  h ( y, , Tq )
o, ( T ) a, ( T0 )

et

( VI , T ) . v, ( T ) -  Kn ( t,, , T0 ) . v, ( T0 )

dQ„
dh

do„

dT

Pa
Pa Pv /  ( V, ) C

/  ( nt ) *
Pa

Pa

P,

DKh

h ( Vi » Tn )

i T,o )Ol

Kt*

dh

v r
doit être estimé pour pouvoir passer du
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où v, ( T ) est la viscosité cinématique de l’eau ; a, ( T ) est sa tension superficielle .

En plus de la forte dépendance en S" -  dépendance exponentielle -  et la forte non linéarité que cela 

entraîne sur l’équation étudiée, le phénomène d’hystérésis est présent au niveau de ces deux rela

tions. Pour les relations proposées, on a les deux limites suivantes :

llm üJLi. _ +„
;rT. Ku, ( h )

lira JLL'X .
r-o+ Kÿ, ( h )

où t]', ( h ) est la dérivée par rapport à K de la fonction t], ;

Cela implique que l’équation de transfert de masse dégénère à l’interface entre zone sèche 

( rji < Tjk )et zone humide d’une part, et entre zone saturée et zone non saturée d’autre part. Cette

équation présente une frontière libre au niveau de la limite de la zone saturée. Elle change de type et 

devient elliptique dans la zone saturée alors qu’elle est parabolique en milieu non saturé.

( rjk est la teneur en eau critique, c’est la teneur à laquelle la phase liquide n’est plus continue)

B.IV -  LES TRANSFERTS ENTRE LE SOL ET L’ATMOSPHÈRE

Pour étudier les transferts entre le sol et l’atmosphère, on est amené à distinguer les bilans 

radiatifs à la surface d’une part et les transferts convectifs dans les couches basses de l’atmosphère 

d’autre part.

! - Les transferts convectifs

On s’intéresse à l’étude des transferts convectifs entre le sol et la partie de l’atmosphère qui 

correspond à quelques dizaines de mètres d’altitude. La modélisation de ces transferts est envisa

gée sous les hypothèses suivantes :

1 - ^écoulement d’air est turbulent, stationnaire, horizontalement homogène et à flux vertical cons

tant.

2 - On néglige les effets des forces de pression, de Coriolis et de flottabilité, ainsi que les effets des

flux radiatifs et de l’humidité sur les mécanismes de turbulence.

On néglige les flux d’origine moléculaire devant les flux d’origine turbulente.

O'
1 +
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3 - La vitesse moyenne de l’air est parallèle à une direction fixe ( horizontale ) prise comme axe des 

x ; l’axe des z est vertical.

On s’intéresse à l’écoulement moyen. Les équations de conservation de l’énergie, de la quantité 

de mouvement et de l’humidité sont écrites en fonction des quantités moyennes. On utilise les diffu

sivités turbulentes Km, Kh, Kv introduites par analogie aux diffusivités moléculaires et la vitesse de 

frottement u * :

u * =

où t  est la contrainte de cisaillement appliquée par la surface du sol sur l’écoulement d’air.

q est la masse volumique de l’air 

Les équations de conservation s’écrivent alors

= - ( « * )  2 (B.IV.l)oz

-  - J L .  (B.IV2)

- - f  (ÎUV3> 

où ïï est la vitesse moyenne de l’air

T est la température moyenne de l’air

9 est l’humidité spécifique de l’air 

H est le flux de chaleur sensible

Cp est la chaleur spécifique de l’air (air + vapeur d’eau)

E est le flux d’évaporation de l’eau

Pour déterminer les coefficients de diffusivité turbulente, on suppose en plus que le gradient 

vertical de température est nul. C’est l’hypothèse d’atmosphère neutre. On introduit, via le modèle 

de Prandlt, les longueurs de mélanges suivantes :

Lm — Km z 

Lh = Kh z

Ly = Ky Z

X

Qy

K n

Kh

du
dz

dT
dz

dq
dz

H

Q CP



qui vérifient :

Km = -  L l
dïï

dz

L h -  Lm Lh
du

dz

Ky Lm

Ce qui permet d’écrire, moyennant :

les équations de conservation sous les formes suivantes :

dïï  =  u * 

dz Km z

d T  =  T *  

dz Kh z

i ï  =  q * 
dz Ky z  ’

On intègre ces équations entre les altitudes Zq et za où za est le niveau auquel sont prises les mesures 

atmosphériques (entre 2 et 15 m) et Zq est la hauteur de rugosité. C’est la hauteur à laquelle on se 

permet d’écrire u(Zq) = 0 ; T(Zq) = Ts etq(Zo) = qs. Ts et qs sont respectivement la température et 

l’humidité spécifique de la surface du sol. On a ainsi :

T * H

Q cp u*
et 9* as

E

Q u* y

u ( Za

U *

1
K„

Log h .

Zo
)(

T ( z» T,
T ‘

1
Kh

Log
Z„
Zo

)(
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U
dû
dz
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En remplaçant u*, T* et q* par leurs expressions en fonction de u, on arrive à :

H  = Q Cp hh ( T, - T  ( Za ) ) (B.IV.l)

E = q  h„ ( $  -  ?  ( za ) ) (B.IV2)

avec
Kh I ^ ü

et hv
Kr Knü

( Log £  ) 2 ( Log £  ) 2 '

Ainsi la détermination des constantes Km, fQ,, Ky et la longueur de rugosité Zq suffisent pour expri-

On remarque enfin que des modèles plus fins pour les transferts convectifs dans l’atmosphère peu

vent tenir compte de la stratification thermique de ce dernier [DUN-82]. Dans de tels modèles, les 

coefficients d’échanges hh et hv dépendent fortement du flux de chaleur sensible H à travers la lon

gueur d’Obukhov qui caractérise l’état de stratification de la couche de surface [REC-82]. La prise 

en compte de cette non linéarité est très coûteuse pour ce que l’on veut faire.

2 -  Le rayonnement net à la surface

C’est le flux résultant du rayonnement solaire global, du rayonnement atmosphérique et du 

rayonnement terrestre, respectivement notés Rq, Rat et Rt> et on a :

Rn = ( 1 -  o ) Rç + es Ra, -  Ri

où Rn est le rayonnement net

a et es sont respectivement l’albédo de la surface et son émissivité.

mer la chaleur sensible H et la quantité évaporée E en fonction des données météorologiques au

mveau za.

a -  Rayonnement solaire global : Rq

£ ( Za ) El

q Äv
Log Za

Zo
)(

hh
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C’est la résultante verticale des rayonnements solaires direct et diffus. Sa valeur instantanée 

peut varier entre 0 et 1200 W.m'2. C’est une grandeur disponible dans les fichiers météorologiques 

standards. En l’absence de ces données, on peut utiliser des formules empiriques et semi- 

empiriques pour l’estimer ([KON-69] cité par [REC-82]).

b -  Le rayonnement terrestre

Le sol émet un rayonnement propre d’origine thermique. Il est donné par la loi de Stefan : 

R, = e, a 7? 

où a est la constante de Stefan

Ts et es sont respectivement la température en °K de la surface et son émissivité

c -  Le rayonnement atmosphérique

Latmosphère émet un rayonnement de grande longueur d’onde dont la valeur dépend de la 

teneur de l’air en vapeur d’eau et en gaz carbonique. Des relations plus ou moins empiriques ont été 

proposées pour exprimer ce rayonnement en fonction de la pression partielle de la vapeur d’eau et 

la température de l’air au voisinage du sol. On prend comme exemple celle de BRUTSAERT 

[BRU-75] ; elle s’écrit :

* .  -  1-24 ( £

OÙ Pva est la pression partielle de la vapeur d’eau (mb) à une altitude za = 2m (altitude de la mesure 

météo)

Ta est la température en °K de l’air à za = 2m 

a est la constante de Stefan

La nébulosité et la nature des nuages peuvent être prises en compte par des corrections sur les 

constantes utilisées dans la formule précédente.

3 -  Les bilans à la surface

a -  Bilan d’énergie

La surface du sol est assimilée à un plan de capacité calorifique nulle. On prend en compte la 

chaleur de changement de phase, la chaleur sensible échangée avec l’air, la chaleur échangée avec le 

sol et le rayonnement net à la surface qui résulte du rayonnement solaire global, du rayonnement

y  . n
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atmosphérique et du rayonnement terrestre. Le bilan s’écrit :

Rn = Je + H + Lv E (B.IV.3)

où : Rn est le rayonnement net arrivant à la surface

JCh est le flux de chaleur qui va de la surface vers le sol 

H est le flux de chaleur sensible qui va de la surface vers l’atmosphère 

Ly est la chaleur latente de changement de phase perdue par la surface 

E est la masse d’eau évaporée à la surface

La température de surface Ts est le résultat d’un équilibre entre ces quatre types de trans

ferts.

b -  Bilan de masse

La conservation de l’eau se traduit par l’équation suivante à la surface :

/, = £  + /, + /, (B.IV.4)

La quantité d’eau tombée à la surface est partagée au plus en trois parties : E est la quantité évapo

rée , Jr est la partie qui ruisselle et Js est le flux d’eau pénétrant le sol. Le flux d’eau liquide peut 

provenir de la pluie ou de la condensation nocturne.

Si Jp = 0, alors Jr = 0 et E + Js = 0.

4 -  Les données

Pour la détermination de la température de surface et de la quantité d’eau évaporée, on a be

soin en plus de la connaissance des flux dans le sol, des données météorologiques et des caractéris

tiques de la surface.

a -  Les données météorologiques

Pour évaluer la quantité de chaleur sensible, on doit connaître la vitesse du vent et la tempéra

ture de l’air.
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La quantité d’eau évaporée est fonction de l’humidité spécifique de l’air qui est calculée à par

tir de la pression partielle de la vapeur d’eau. Celle-ci est prise égale à la pression de vapeur satu

rante à la température de rosée.

Pour évaluer le rayonnement net, on a également besoin de la température de l’air et de la pres

sion partielle de vapeur d’eau, en plus du rayonnement solaire global qui résulte des rayonnements 

solaires direct et diffus.

La variation de ces grandeurs est de l’ordre de la minute, alors que les données disponibles ne 

sont généralement qu’horaires pour les rayonnements et trihoraires pour les autres, ce qui nous 

amène, en l’absence de données plus précises, à faire des interpolations sur les données existantes.

b -  Les caractéristiques de la surface

La surface participe dans le bilan par sa longueur de rugosité, son albédo et son émissivité, qui 

dépendent de l’humidité de la surface et sont sensibles à la présence d’une couverture neigeuse ou 

végétale par exemple.

B.V -  DES MODÈLES PLUS FINS

1 -  Prise en compte de la pression dans la phase gazeuse

Dans ce qui précède, par l’hypothèse(B.III.l- 6), la pression de la phase gazeuse est considérée 

uniforme, égale à la pression atmosphérique.

A.DEGIOVANNI et C.MOYNE [DEG-87] développent un modèle de transport simultané de 

chaleur et de masse prenant en compte la pression en phase gazeuse comme variable. Ils aboutis

sent à un système de la forme suivante :

div

div

mn
dl
dt

Kn gradT + * 1 2 gradX +
( * 1 3 gradi

)

dX
dt

div * 2 1 gradT *22 gradX + *23 gradP +
vt

Oi

Qo
g

)(

m31
dT

dt
4- mn

dX

dt
+ mn

dP
dt

k31 gradT + * 3 2 gradX + *33 gradP
)(
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où T est la température, P est la pression et X est la fraction massique de l’eau rapportée à la masse 

anhydre du solide. Cette formulation passe par l’écriture des équations de mouvement de la vapeur 

d’eau et de l’air séparément. Elle met en évidence l’importance des mouvements induits par le gra

dient de pression totale en phase gazeuse.

2 -  Variabilité spatiale

En toute rigueur, un sol n’est jamais homogène. H apparaît une grande variabilité spatiale de 

sa texture, de sa structure et, par suite, de ses propriétés hydrodynamiques. Une description 

stochastique des paramètres caractéristiques du sol doit s’ajouter à la modélisation déterministe 

des transferts. Une telle description pourrait être basée sur une analyse géostatistique, mais le coût 

d’acquisition des informations nécessaires -  les distances caractéristiques -  devient vite prohibitif. 

En faisant appel à la théorie de simulation des milieux poreux [BRU-84] qui s’appuie sur les carac

téristiques dimensionnelles de l’équation reliant la pression à la tension superficielle de l’eau et de 

l’équation de Navier-Stokes, la variabilité spatiale des propriétés hydrodynamiques sera exprimée 

à l’aide d’un unique paramètre appelé facteur d’échelle. La géométrie interne du sol sera en tout 

point semblable. Des simulations basées sur cette approche ([BRU-84], [VAU-84]) ont mis en évi

dence l’intérêt que peut apporter cette modélisation surtout pour des études sur des grands domai

nes. Mais le caractère stochastique de ce facteur d’échelle fait que sa détermination est encore coû

teuse.
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I -  Introduction

On s’intéresse au problème d’infiltration d’eau dans un milieu poreux non saturé -  le sol -  sous 

condition de flux à la surface.

On ne tient pas compte du gradient de température. 1! écoulement est supposé isotherme. Par 

substitution de la loi de Darcy dans l’équation de continuité, on obtient l’équation suivante :

j t e(h ( x  , t ) )  = ^  ẑ>( h ( x , t )) .-  D{ h ( x , t ) j (C.I.1)

où 6 est la teneur en eau volumique

h est la pression d’eau dans le milieu poreux

x  est la coordonnée verticale comptée positivement vers le bas

D ( h ) = & o 0 ( /t ) où & ( 0 ) est la conductivité hydraulique du milieu.

Dans la zone non saturée (h < 0) l’équation (C.I.1) est parabolique. Du fait que

lim = 0, cette équation dégénère à l’interface entre zone saturée (h s  0 ) et zone
*-»o D ( h )

non saturée. Elle présente une frontière libre entre ces deux zones et change de type pour devenir 

elliptique dans la région saturée[HUL-86]. De même, cette équation dégénère encore à l’interface

Q' ( h )
entre zone sèche ( 0 < 0 ) et zone humide du fait que lim — -,— z = + » .

A—  D ( h )

L équation (C.I.1) munie de conditions aux limites mixtes et d’un état initial donne lieu au pro

blème ( PQ ) suivant sur l’ouvert QT = Q J f ] 0 , r [ o ù Q = ] 0 , l [

-  D (h  ( x  , t ) j  (C.I.1)

pour ( £ ] 0 , T [ (C.I.2)

/ € ] 0 , T [ (C.I.3)

(C.I.4)

D(

( Po )
k  h )  ^  -  D( h )] ( 0 , t ) = -  D(o> ( t  ))

h ( 1 , t ) = a e ] -  »  , 0 ] pour

h ( x , 0 ) = A0 ( j c )  pour x € ] 0 , 1 [

_a_
dx

D ( h  ( X  , t ))
dh X , t )

dx
DI h X , t )I(O LI)

e L A I

d

dt
d(h ( X , t ) )

d

dx

fD( h ) dh

dx

h ( X , t ))
a / i i X , t )

dx
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où D( (o( t ) ) traduit le flux admissible à la surface et vérifie 

0 s  D( œ( t ) ) s  £)( 0 ) . La condition (C.I.3) correspond à une pression d’eau 

constante à x = 1.

Dans la deuxième partie, on donne au problème (Po) une nouvelle formulation (P) et on adapte 

une démonstration due à S.XIAO et al. [XIAO-84] pour l’existence d’une solution de ce problème 

(P). On démontre dans la troisième partie l’unicité de cette solution et dans la quatrième on démon

tre que si D( <o( t ) ) = D( a) ) = D alors la solution de (P) converge quand t tend 

vers l’infini vers la solution du problème stationnaire associé à (P).

II -  Résultat d’existence

II.l -  Reformulation du problème ( Po )

On pose

Alors D étant strictement positive, on peut écrire : h( x , t ) = G'x ( u( x , t ) )

Les équations (C.I.1) et (C.I.2) deviennent alors :

h

G( h )

u( x , t ) = G( h( x , t ) )

et

0

G( 0 )

(C.II.l)

D o G-1 ( u ) ( 0 , 0  = -  D( 0) ( t )) (C.II.2)

On définit : K( s ) = D o G'1 ( s ) )

-0 0

Di s ds

U,
- 0 0

D d i

I du

òx

(i9oG -i,
(«O )'

du
dt

Vu

dx1

a
0X

( D o G--1 u ) )
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S

C( s ) = j  K? ( r ) (  0 o G'1 )' ( r ) dr pour p  S 1

et

(C

(C.II.4)

( P )

d( A( u )) _ (Pu_ d( K( u )) 
dt Ôx1 dx

[ -  K( u )J ( 0 , t ) = -  K ( A (

pour ( x , t ) e Ôt 

t )) /xw/r ( e ] 0 , 7 [

f e ] 0 , r [

(C.II.5)

(C.II.6)

(C.1I.7)

(C.II.8)

u ( 1 , t ) = u e ] 0 , u, ] pour 

u ( x , 0 ) = «o ( x ) pour x e ] 0 , 1 [

OÙ

A ( t ) = G ( a> ( f ))

ïï = G ( a )

«o ( x ) -  G ( A« ( x ))

II.2 -  Définition d’une solution faible du problème 

Définition 1

Une fonction u ( x , t ) définie sur QT est dite solution faible du problème (P) si elle 

satisfait :

i) Moyennant une redéfinition éventuelle de u sur un ensemble de mesure nulle,

.II •3)Al(  5 )
C ( r )

d r
( r )R?

0
I
S

[
du
ax

Il en découle alors que :

Le problème (Pq) se met alors sous la forme (P) suivante :

C ( s ) = KF ( Í  ) ( d o G-1 )' ( Í  )

et

A>( t )  = ( Q
( } KF ( i )



c ( U ) C e ( q t )

ii)w  e L* ( 0 , 7" , H1 ( £2 )) et u ( 1 , t ) = « pour t e ] 0 , T [

iU>iÎ<£ -*<">> £ * *  - Il
0 0 0 0 

1 T

= J j 4 ( « , ( x ) ) ÿ ( x , 0 ) < f e + J  ( A ( r ) ) 0 ( 0 , f ) <* (C.U.9)
0 0

pour tout <p e H 1 ( Q T ) P | e ( Qr ) vérifiant :

0 ( 1 , . )  = 0 e/ 0 ( . , T ) = 0

II.3 -  Hypothèses sur les fonctions C, K et uo

On étudie le problème (P) pour des fonctions K et C vérifiant les propriétés suivantes : 

(Kl) K  est lipschitzienne sur ] - » , + » [

(K2) K  ( s ) 3  0 pour s e ] -  »  , 0 ]

K  ( s ) = K  ( u, ) pour s e [ k, , + 00 [

(K3) K  ( s ) S c0 > 0 pour s e ] 0 , «, [

46

(K4) Il existe <r0 « ] 0 , u, [ tel que Æft) a une dérivée seconde continue
dans ] -  »  , a0 [

(Cl) C e e 1 ( ] -  «  , + oo [ ) f )  e2 ( ] -  «  , a0 [ )

(C2) C ( s ) = 0 pour s e ] -  »  , 0 ]

C ( s ) s  i pour s e [ u, , + oo [

(C3) C  ( s ) > 0 pour s e ] 0 , u, [

A ( « )
dtp
dt

dx dt
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(KC1) ( K( s ) f  = O ( ) p°ur s 6 [ 0 , Mo ]

avec M0 donné par (U2)

(KC2) - § 7 7 y  f i 1 ( O , M. )

La condition initiale u0 vérifie :

(Ul) «o est lipschitzienne sur [ 0 ,1  ]

(U2) m0 est positive bornée et M0 est un nombre tel que

0 S «o ( x ) < M0 et u, < M0

(U3) u0 est dérivable en zéro et u'0 ( 0 )  -  J f ( « 0 ( 0 ) )  = — Ü C ( A ( 0 ) )  

u0 ( 1 ) = tt

II.4 -  Existence d’une solution faible 

Théorème 1

Si les fonctions K, C et «0 vérifient les hypothèses énumérées dans (II.3), le problème (P) admet au 

moins une solution faible.

Principe de la démonstration

Puisque lim —- j — - = + » le problème étudié est à coefficients non bornés.
i-*Mj A  \  S )

Pour contourner cette difficulté, nous approchons uniformément sur les compacts les fonctions 

«o > C , K  et par suite A, par des fonctions régulières u0„ , C„ , Kn et A„ de sorte que

1 r  ®

A ’ ( s )  c

Nous utilisons le principe du maximum pour montrer que des solutions régulières des problèmes 

(Pn) -  correspondant à ces fonctions approchées -  sont bornées indépendamment de n.

De plus les fonctions m0„ , C„ et K„ peuvent être choisies telles que les problèmes (Pn) vérifient les 

hypothèses du théorème de Fokina [FOK- 75] (théorème 2, page 91) et admettent donc des solu

tions un c e2+° ( Qt ) .

c ( * )
K? ( * )
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Nous montrons -  encore par le principe du maximum -  que —  est borné indépendamment de n.
dx

Enfin, nous obtenons par extractions successives une sous-suite de { un } qui converge vers une 

fonction u, et nous montrons que celle-ci est une solution faible du problème (P).

Les problèmes ( P„ ) auront la forme suivante :

( Pn )

d( An( Un )) = d2u„ 
dt dx2

àun
dx -  U Un )] ( 0  ,

d( K„( Un )) / _ N - ^
------- --------- pour ( x , / ) e Qt

OX

t ) = -  Kn ( A ( t )) pour t e ] 0 , T [

Un ( 1 , t ) = M e ] 0 , u, ] 

Un ( X , 0 ) = Uon ( X )

pour t e ] 0 , T [ 

pour x e ] 0 , 1 [

(C.II.1Ü)

(C.II.11)

(C.II. 12) 

(C.II. 13)

II.4.1-Estimation a priori sur une solution régulière . 

Lemme 1

Si un est une solution e2 du problème (Pn) avec 0  < u0n < M0 + — ,
n

et 0  < X ( t ) <, Mo , (C.II. 14) 

et si l’opérateur -  — + — — 7 ------ - ^ 7  -  ifln 5  ? — est uniformément
K dt A „ ( U n  )  d x 2 A'n ( Un )  ÔX

parabolique à coefficients bornés alors

0 < un < M0 + — dans QT. (C.II. 15)
n

Démonstration

Vu les hypothèses du lemme 1 et puisque u„ ( 1 , f ) = ïï > 0  alors s’il existe ( x , t ) tel 

que uH ( x , t ) < 0, par le principe du maximum [PRO-67] il existe t0 e ] 0 , T ] tel

ÔUm
que Un ( 0  , t0 ) < 0  et —  ( 0  , t0 ) > 0  .

dx

Or —  ( 0 , io ) = - K n  ( A ( fo ) ) + K n ( Un ( 0 , /« ) ) > 0 est en contra- 
dx



diction avec A ( r0 ) £ 0 > u„ ( 0 , t0 ) et le fait que K„ est croissante. 

Ainsi 0 <. u. .
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De même puisque u0n ^  M0 + — et ïï s  u, < M0 , s’il existe ( x, t ) tel que
n

u„ ( x , t ) > M0 + — alors il existe tt e ] 0 , T ] vérifiant
n

Un ( 0 , ti ) > M0 + — et —  ( 0 , /i ) < 0 c’est-à-dire
n dx

- K n ( X ( t x ) )  + Kn ( un ( 0 , fi ) ) < 0 ce qui est en contradiction avec le fait que 

Kn est croissante et A ( î, ) ^  M0 < un ( 0 , tx ) .

II.4.2 -  Existence de la solution du problème approché

On commence par mettre ( Pn ) sous la forme ( iV  ) à laquelle on pourra appliquer le théo

rème de Fokina .

( PnF ) s’écrit :

( PnF )

dv ( . 3V . dV , . dv .
H ’  ° ( ' • * ’ v ’■£  > 1 ?  + M  - , * , v , -  )

V ( o , t ) =  / i ( i , v )  pour

v ( 1 , t ) =  0 pour

v ( x , 0 ) =  0 pour

l e ] 0 ,  T [ 

t € ] 0 , T [ 

x 6 ] 0 , 1 [

dans Qt (C.II.16)

(C.II.17)

(C.II.18)

CC.II.19)

ou

( . dv 1 O ( t , x , V ■ ) = —— ----- -------- -
dx A'n ( V + «on )

b  (  t  , X  , V , ~  )
dx

fl ( t , V ) = -  £  ( A ( r ) ) + M  ” ( 0 , f ) + ««, (  0 ) ) - « ' „ (  0 )

1
A \ V + w0« (

u”€* on K n V + W0„
,àv
dx

+ U'on

> )
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v ( x , t ) = w„ ( x , t ) -  u„ ( x )

II suffît alors de doter les fonctions K„, C„ et u0„ de “bonnes” propriétés pour garantir les hypothèses 

du théorème de Fokina et conclure que ( Pn ) admet une solution un ( x , t ) e e2+“ ( QT ) 

avec a e ] 0 , 1 [ ( a dépend de n ).

Construction des fonctions approchées IÇ,, Cn , et An

Pour se placer dans les conditions du théorème de Fokina, il suffît que Kn, C„ et u0„ possèdent 

les propriétés ci-dessous :

Les propriétés de A),

(K ln )- K, € e2 ( R )

(K2n)- Kn( s ) converge uniformément sur tout borné de R vers K  ( s ) quand n tend vers 
l’infini

(K3n) -  — S K„ ( s ) pour tout s e  R
Tï

(K4n) -  XL* est strictement croissante et il existe une constante Af2 telle que :

0 < K n ( s ) <. M2 pour tout n S 1 et s e R

Les propriétés de C„

(Cln) -  Cn e G2 ( R )

(C2n)- C„( s ) converge uniformément sur tout borné de R vers C ( s ) quand n tend vers 
l’infini

(C3n) -  C'n ( s ) converge uniformément sur R vers C' ( s ) quand n tend vers l’infini

(C4n) Il existe une constante A/i telle que :

— S C’„ ( s ) £  Aii pour tout n 2: 1 et s e R
n

et Anu,fOn
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Les propriétés de Uo„

(Uln) -  «o» e e* ( R )

(U2n)-  0 S «on ( x ) ^ M0 + — pour tout x e [ 0 , 1 ]
IX

(U3n)- Uon ( x ) converge uniformément sur [0 ,1]  vers u0 ( x ) quand n tend vers l’infini 

(U4n) -  Il existe une constante M} telle que :

u'on ( x ) < M3 pour tout x e [ 0 , 1 ]  et pour tout n > 1

(U5n) -  u"0n ( 1 ) -  ICH( u0n ( 1 ) ) -  0 

et

k'o„ ( 0 ) -  Kn ( i/0„ ( 0 ) ) = -  K. ( A ( 0 ) )

Enfin on définit

*  1 > " ï + Î liTTT *

Construction de Kn

Soit a, e ] 0 , a0 [ ; ( ob a été introduit en (K4)) et n tel que a, + 

Nous posons :

Kn ( s ) «  ( Xn + KS, ( S ) y  

où K„ ( s ) est donné par :

K ( s )

Oo

Kn ( S ) =  ̂ K  ( S ) +  fn ( S )

si s < Oi

si a,  < s < ot +

. ( K  ( s ) + -  ( s -  u, )+ ) *çn ( s ) si s > a, + -  
n n

1 2
et Xn ( s ) une fonction de caisse eJ croissante de — en -  <® à — en 0 et constante au

n n
delà ; par exemple :

1 + e*3

Xn ( S )
2
n

si s ¿ 0

si s S 0

2
n

<

1
n

n
s s

(C. II.20)
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avec

/„  (  S )  =  a n (  S -  Ol Y  +  fin ( S -  Oi Y  +  y„ ( S -  Oi y

a» » & et Yn étant choisis de façon que K, ( s ) soit e2 au point a, + —
n

et (  Î  )  =  n q ( ns )  OÙ q  e 2)( ] - 1  , 0  [ )  

vérifie q  >  0  et |  ç (  î  )  =  1

On vérifie que puisque JC ( s ) s  c0 > 0  pour s e ] 0  , u, [ (hyp (K3) ) il 
existe une constante cn telle que ICn ( s ) ^ cn > 0 pour tout s e [ 0 , + <» [.

Construction de Cn

Nous définissons C„ ( s ) par : Cn ( s ) = — 5 + C„ ( s )
n

avec pour C„ ( s ) une définition voisine de celle de Kn ( s )

r C ( s ) si s ^  o,

Cn ( s ) = • { C ( î ) + & ( j )  si a, < s < a, +

C * Qn ( S ) Si S > Ox +  ~j=

OÙ

gn ( S ) =  a„ (  s  -  a i y  +  bn ( S -  Oi y  +  dn (  s  -  o x )5 

et q„ sera la même fonction utilisée pour la construction de Kn 

Construction de uon

2 2 1
Nous construisons une fonction v0n égale à u0 sur ] — , 1 ---- [ ; sur ] -  » , — [, v0„ est

n n n

une fonction affine de pente égale à i f B ( Mo » ( 0 )  + — ) -  ( A ( 0 ) ) passant par
n

«0 ( 0 ) en zéro. Sur]  1 -  — , + » [, v0„ est constante et égale à «.Sur  chacun des inter-
n

1 2  2 1
valles ] — , — [ et ] 1 ---- , 1 -------[ v0, est prolongée par continuité par une fonction affi-

n n n n
ne.

La fonction u0n est la régularisée de v0„

Mo» ( X ) = -  + QHn) * v0„ ( x ) ; k( n ) S 2n 
n

et

1
Jñ

( X  ( O ) ) passant parK,
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Von ( * )

ai x  + bi

a2 x + ¿ 2

u0 ( x )

a3 x  4- b3

pour

pour

pour

pour

u0 ( 1 ) = ïï pour

x £ -  
n

2 , 2
— £ x £  1 -----
/z n

ou

û i

û2

Û3

= *n ( I/On ( 0 ) + -  ) -  Kn ( A ( 0 ) )
n

=  MO (  0  )

2
= -  (<*! + n ) + n uQ ( — )

n

= -  (ai + n h  ) -  u0 ( -  ) 
n n

= n ( m -  m0 ( 1 -  -  ) )
n

et

¿3 = ( 2 -  /» ) « + ( n - l ) u o ( l ----- )
n

La fonction v0„ est lipschitzienne sur [ 0 , 1 ]  parce que m0 l’est. En choisissant q„ telle que 

ç „ ( î )  = n q ( ns ) , q e 9)( ] - 1  , 1 [ ) ,

q S 0 Q ( x ) (  -  *  )  e t  J  q ( î  ) ds = 1

-  + e *(» ) *  V0n ( x ) ; k( n ) 2 : 2n , 
n

et en posant Mo, ( x ) 

nous avons m0„ qui vérifie les propriétés (Uln) à (U5n) souhaitées.

De plus si Ui ^  «2 sur [ 0 ,1  ] et en choisissant k( n ) = Max ( 2 h , £ ( M 2 + 1 ) )  

alors m̂  ^  Mi, sur [ 0 ,1  ]

1

Q

1
n

X £
z
n

1
2
n

< X < 1
1
n

X £ 1
1
n

b i

b2
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11.43 -  Propriétés de la solution approchée

Lenirne 2

Si 0 < «0„ ^ M0 + — et si 0 < A ( t ) < M0 alors il existe une constante M5
n

telle que pour tout n, «„ ( x , t ) solution de (Pn) vérifie | | < Ms (C.II.21)
dx

Démonstration

Posons v = —  - Kn ( un ) ; il vient alors d( An( uH )) = dv . ^
dx dt dx M v

dérivation, par rapport à x

dv dh>
"( } dt dx2

A " n  (  M , )  * 1 -  ~  ,  V \  a v  
At /  \  ~ n\ Un ) I -

-'4 n ( «» ) àx I dx

D’après la définition de An, les hypothèses sur An, C„ et le Lemme 1, nous avons

1
A'n( uH ) > 0

n KS, ( M0 + -k ) 

et puisque un est de classe e2 , il existe Mn tel que

^ r r “n l  **.( Un )
A 'n  ( Un )  dX

1
A 'n  (  Un )

< Mn V ( x , t ) e Qt

Le principe du maximum s’applique et montre que v prend son maximum sur le bord parabolique 

du domaine T T de QT.

rT = { 0 , i } x [ 0 , r ] u [ 0 , i ] j r { 0 }

et

Max | v ( x , t ) | = Max | v ( x , t ) |
Q t r>

Or nous avons d’une part

\ V (  X , 0 ) \ = | U'on ( X ) - Kn ( u0n ( * ) ) | £ M3 + M2 ( M0 + ^ ) 

et d’autre part

v ( 0 , r ) = - K„ ( X ( t ) )

qui donne par

àun
dx II

Un )A'n

A"n Un dUn
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d’où

sup
te [0,1]

ce qui fait que

Max | v ( x , t ) 
Qt

I V ( 0 , / ) I £  K n ( Mo ) <; M2 ( M„ + -  )

| < Max M, + M2( Mo + -  ) 
n

sup V (  1 , t )  

te [0,7]

Il reste donc à majorer v(i,t) pour finir la démonstration du lemme 2. Pour cela nous étudions 

w* ( x , t ) = -jj- exp ( 2 M2 * ) + L ( x - \  ) ± ( u„ ( x , t ) -  ïï )
M;

OU

L = Max ( M3 , M0 + 1 ) 

Nous avons alors

dw*
A ’n( uH )

dt

----- 4 L M2 exp ( 2 M2 x ) + L IC„( un ) (  2 exp( 2 M2 x ) + 1 ) =

— L M2 exp ( 2 M 2 j c ) ^ - 4  + ■ ^ ( 2 + exp( - 2  M2 * ) ) j  <

£  - L  M2 exp ( 2 M2 x ) £  0 

car ICn ( s ) £ M2

Le maximum de w* est donc atteint sur le bord parabolique de Q t 

Vu que

w± ( 1 . t ) = —  exp( 2 M2 ) 
M2

( 0 , t )
M,

L ± ( u n ( 0 , t ) - u  )

£

w* ( Jt , 0 ) = —  eç>( 2 M2 x ) + L ( x - 1  ) ± [ un ( x , 0 ) -  u )

1
n

=

d2**
dx2

+ K n Un
dw*
dx

■ ( 2 + exp( - 2  A/2 * ) ) j  <
Un .

m2

L

m2
£

L

M2
exp 2 M2 )(

L

M*
expi 2 m2 X + : jc-i )

(
L ± U„ ( X , 0 -  Ü

( * - 1  ) ■)
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^ TT 2 Mz * > 2 M2

* TT ^  2 Ml )' Mi

w* est maximale en ( ; ,  f ) pour tout i e [ 0 , r  ] avec -----  ( 1 , t ) > 0.
dx

Il en découle que 

£  < 1 ’ , > 

et

I V ( 1 , t ) I =

<; L ( 1 + 2 exp( 2 M2 ) )

^  ( 1 , 0  + Kn ( JT)

S L ( 1 + 2 exp( 2 M2 ) ) + Aij ( M0 + -  )
n

d’où la majoration de v

Max |v( x ,O I  ^ Max [ L ( 1 + 2 exp( 2 M2 )) + M2 ( M0 + 1 ) , M3 + M2 ( M0 + 1 )] 
Qr

et finalement

\ ^ (  x ,t ) | Z 2 M2 ( M0 + 1 ) + Max [ L ( 1 + 2 exp( 2 M2 )) , M3 }

pour tout ( x , t ) e Qt

Lemme 3

Il existe une sous-suite de un et une fonction u(x , t )  telles que la sous-suite converge faiblement 

vers u dans L2 ( 0 , T , H1 ( Q ) )

De plus u vérifie

0 < « < M0 (C.II.22)

et

du
dx

< M5 (C.II.23)

presque partout dans Qt .

expi

exp(

dUn

dx
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Démonstration

Il découle directement des deux lemmes précédents que un reste dans un borné de 

L* ( 0 , r  , H1 ( Q ) ) et a fortiori de L2 ( 0 , T , H1 ( Q ) )

Dans ce qui suit on appelle encore un la sous-suite extraite de un qui converge faiblement vers u 

dans L2 ( 0 , T , H1 ( Q ) )

Lemme 4

Cn (un ( x , i )) est uniformément lipschitzienne enxet uniformément holdérienne continue (d’expo

sant 1/2) en t dans QT.

Démonstration

L estimation immédiate

dCn ( un ( x , t ) ) 
dx

C'n ( un )
àun
dx

Ms Mi (C.II.24)

prouve que Cn(un) est uniformément lipschitzienne en* dans QT. Le second point découle directe

ment du résultat de Van Duyn [VAN-82] une fois établie l’estimation (C.II.25) un peu technique. 

Par définition de A„, nous avons :

a' ( ,, \ dun _ C n ( un ) dun
n( * } dt të  ( un ) dt

d’où

1 à C„ ( Un )
AS ( un ) dt

1 d Cn ( u„ ) = d2un _ d ( Kn ( un ))
AS ( un ) dt ¿Uc2 dx

En multipliant cette équation par Kü ( u„ ) et en l’intégrant sur 

[ a , b ] X  [ tx , t2 ] C Qt nous obtenons :

î  ' 2 *  2 

\  [Cn ( un ( X , h )) -  Cn ( un ( X , ti ) ) ]  dx = |  J &  ( un ) ^  dx

t \  a

dt

'2 *

- i l
'1 «

&  ( Un ) d Kn ,( Un ) dx dt
dx

Compte tenu de

< <

d 2u n

dx?
d x
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nous avons :

* '2 »
J [C, ( « « ( • *  » '2 )) -  c» ( «« ( * » /, )) ] d* = | |  -^[ AS ( «„ ) ] rfx
<* /j «

-? |}«r' r. <«.)(£ 7 * *  - ^  J} - *  *
<1 « Î | «

*2

= | [  AS ( «. ) ^  ]( * , f ) -  [ AS ( «„ ) ^  ] ( a , t )  dt

'l

t2 b

-  p  11 AT1 K n { un ) ( ^  y  dx dt -

h «

'2

-  |[  AS+1 ( «„ (¿,0) -  A£+1 ( w„ (a,0)] dt 

'l

d’où:

b

\ \  {Cn { Un ( x , t2 )) -  Cn { un ( x , tx )) ] dx\ <, 2 Ms M2 ( Mo + 1 ) |i2-r,| +
a

p Ml M? ( M0 + 1 r*  |f2- / , |  + i - ^ 2 -  ( M0 + 1 r 1 |i2-/il
/> + 1

que nous écrivons 

b

\ \  [Cn ( Un ( X , tî )) -  Cn ( UH ( X , t! ) ) ]  dx\ <, M6 |i2- f i  | (C.II.25)
a

En posant /  ( x ) = C„ ( «„ ( x , *2 )) -  C„ ( u„ ( x , i, )) nous avons

b

\f ' ( x )| ^  2 M, M5 d’après (C.II.24) et 11 /  ( x ) dx | £ M6 |r2- / , | d’après
a

(C.II.25)

Par application directe de la proposition ci-dessous [VAN -  82], il existe une constante My indé

pendante de n et telle que pour tout t2  ,ti dans ] 0 , T [ :

1/ ( x )| = | Cn ( un ( x , h )) -  C„ ( un ( x , r, )) | < M,|r2-r,|2

& ( »n )
fUn
dJC

a
dx

& Un
du»
dx ) -  p KT1 Kn ( »n )

dun
dx )\2

du„
dx ] d x d t

d KZ? ( k, ) dx d t
Sx

(
du.

dx y dx dt

1

p  +1

rP+1
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Proposition :

soit /  e e'([ 0 , 1 ]) ayant les propriétés suivantes :

i) 1/ ' | < A sur [ 0 , 1 ]

b

ii) I 1 f  ( x ) d* \ ^ e P°ur tous a , b e [ 0 , 1 ]
a

alors | /  ( x ) | s  Max  ̂ 2 e , -¡2 A e j pour tout x e [ 0 , 1 ]

Lemme 5

On peut extraire une sous-suite de C„(un) qui converge vers une fonction v dans ( U t  ) 

avec fi e ] 0 , j  [ et v e e0+i  ( QT )

Démonstration

Le lemme 5 est une conséquence directe du lemme 4 et du fait que Cn(un) est bornée uniformé

ment : |C„ ( uH ) | £ Ai, ( M0 + 1 ).

Lemme 6

Il existe une fonction K ( x , t ) dans L2 ( QT ) et une sous-suite de K„ ( u„ ) qui converge 

faiblement vers K ( x , t ) dans L2 ( QT ) .

Démonstration

Le lemme 6  découle directement du fait que K„ ( «„ ) < M2 ( M0 + 1 )

Lemme 7

Il existe une fonction À ( x , t ) dans L2 ( QT ) et une sous-suite de An ( u„ ) qui converge 

faiblement vers À ( x , t ) dans L2 ( QT ) .



60

Démonstration

M u . )  -  i  + f  - £ ^ - L l L  ir
n ) il, ( r )

un ( x  . / )

f \An{ un ) \*dx dt = Î I - +  f ~ ~  V dx dt 
J J n J KSi ( s )

Qt  Qt

^  r  ^  1 -f | | ^  Il L1 ( 0 , Af0+1)

^ 0 + 1  * 1  A#0 + l

f Cj  < '  ) *  .  „  +  f . C . ( Q  *
J « ( ' )  J «  ( r  ) J K  ( r )

*1 f A^O+1

< f i  + C' ( '  ) f C , ( r )
J 7  + ^  ( r ) J KP ( a, )

*1

-  *  + i f

S M, 

et alors

j  \An( un ) \2dx dt <: T ( 1 + M» )2 = M9

Qt

11.43 Convergence vers une solution faible du problème 

Lemme 8

La fonction v ( x , t ) du lemme 5 est égale à C ( u ) presque partout dans QT. u étant la 

fonction définie au lemme 3.

Lemme 9

Les fonctions u du lemme 3 et À du lemme 7 vérifient À ( x , t ) = A ( u ( x , t )) 

presque partout dans QT.

2

AS

( r )

drdr

c

KP
iL + M,

Mp + 1 -  Oj
KP ( )
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Les fonctions u du lemme 3 et K du lemme 6 vérifient K ( x , t ) = K ( u ( x , t )) 

presque partout dans (Jr ■

Démonstration du lemme 8

Nous vérifions que 0 <; v ( x , t ) ^  1 ce qui permet d’écrire

Sr - 9>1 u  U
où

3>1 "  { ( * . O  i  i r  «  0 < v ( x , t ) < 1 }

“  { ( * » t ) e Qt et v ( x , t ) = 1 }

“ { ( * . * )  € Qt et v ( x , t ) = 0 }.

Nous montrons l’égalité de v et de C( u ) pp sur chacun de ces trois ensembles.

1 -  L ’égalité sur

Soit ( xo , t0 ) e a), et soit ô > 0 tel que 20 s  v ( x , t ) < 1 -  2ô .

Notons 95, — { ( jc , f ) e Qt et \x-x„\ + |/ — r01 < r }; il existe q > 0 et N0 

tels que pour tous ( x , t ) e SBe et rt > N0 nous ayons 

<5 ^  C„ ( uH ( x , t ) ) £ 1 -  ô.

Comme Cn est stictement monotone dérivable elle admet un inverse ( C;1 ) également monotone 

dérivableet M( ô ) = Sup { ( C  )' /  « 2 : 1  , ô £ s £ l -  ô } est fini du 

fait que Cn'( s ) converge uniformément vers C’( s ) et que CH’( s ) > 0 sur ] 0 , u, [ . 

Montrons que { un } est une suite de cauchy dans e( ).

Nous avons

|u„, ( x,t ) -  u„i ( x,t )| = \CA ( Cfll ( unl ( x,t ))) -  Q \ ( Cn2 ( un2 ( x,t )))|

£ \CÂ ( ( unl ( x,t ))) -  C;i ( Cn2 ( un2 ( x,t )))| +

+ |Q{ ( C„2 ( un2 ( x,t ))) -  C;J ( Cn2 ( un2 ( x,t )))| .

Or, d’une part

Lemme 10

a>2 U a),

®2

%

a. ) .

s I Q1, ( C„i
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ICi ( CHl ( Uni ( X,t ))) -  Cn\ ( Cnl ( «„2 ( X,t )))|

£ M( Ô ) |( CM ( U„i ( X, t )) -  C„2 ( U„2 ( X,f))|

î
d’autre part il existe N2 tel que pour n, , n2 > Nz nous ayons || Cnl -  C„ 2 ||z” (0,Uj) s  — et

5 ô
dans ce cas Cnl ( u„2 ) e [ — , 1 —— ] d’où

¿é ù

\C„\ (Cnl (Un2 (M ))) -  C'A (Cn2 (u„2 & t  )))| =

= ICI (C„2 (U„2 (x,t ))) -  Un2 ( X,t )| =

= ICi ( Cn2 ( UH2 ( X,t ))) -  Q{ ( Cnl ( Un 2 ( X,t ))) |

*  M( |  ) |Cb2 ( U„2 ( X,t )) -  Cnl ( Un2 ( X,t ))|

5  M( 4  ) Max \Cn2 ( /• ) -  CnI ( r )|
2  «[O,«,]

pour tous rti , n2 > N2.

Puisque { C„ } et{ Cn( un ) } sont de Cauchy dans C([0 , u,]) et e(Qr) respectivement, il apparaît 

que { uK } est de Cauchy dans e(Sf#) et donc converge vers une limite u * dans e($ff) .

Or { un } converge faiblement vers u dans L.\ QT ) donc u * (x, t) = u(x,t) pp dans % . 

Parailleurs de la majoration

|v -c(u*)| S |v -c B(«„)| + |c„(ün)-c(ü„)| + |c(u,,)-c(u*)|

nous déduisons facilement que v = C(u *) et donc que v(jc,/) = C(u(x,t)) pp dans %  et par 

suite sur®! tout entier puisque le point (*o,/0) a été choisi arbitrairement.

2 -  L'égalité sur «D2

Si a)2 est de mesure nulle il n’y a rien à démontrer. Sinon pour e e ]0 , l / 2 [ nous définissons l’ouvert 

p« = { ( x , t ) e Qt et v ( x , t ) > 1 -é  } .

Soit 0 < e < j  ; puisque C„( u„ ) converge vers v dans G°(QT) ; il existe N = N( e ) tel

que pour tout n > N , Cn(un(x,t)) > 1 - 2 e pour tout (x,t) e Pe et 

un(x,t) = C-„l(C„(Un(x,t))) â  C;'(l -  2f).
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Nous savons que le cône des fonctions positives ou nulles de L2 est faiblement fermé. La suite des 

fonctions positives ou nulles { un(x,t) -  C (1 -  2e) } converge faiblement dans L \  Pt )vers

u(xyt) -  C"‘(l -  2f) ;donc u(x,t) S: C~\\-2e) et C(u(x,t)) l-2 e  p.p dans Pt et a fortiori p.p 

dans a)2 • En prenant une suite {e„ } qui tend vers zéro nous déduisons à la limite que 

C(u(x,t)) = 1 = v(x,t) p.p dans .

3 -  L ’égalité sur a)3

Nous procédons de la même manière qu’en 2. Pour e e ]0,-^[ nous introduisons l’ouvert 

a , = { ( JC , / ) e Ut et V ( X , t ) < e }.

Pour 0 < e < — donné il existe N  = N( e ) tel que pour tout n > N , Cn(un(x, /)) < 2e 

et donc un(x,t) s  Q'(2e) pour tout(x,t) e % .

A  nouveau le passage à la limite dans L \  % ) donne u < C'\2e) p.p dans % . 

u s  C*‘(2e) p.p dans % donne« ^ C"‘( 2e) p.p dans 9)3 quelque soit e e ]0,-j[

d’où « s  0 p.p dans 9)3( et même « = 0 p.p dans a)3) et C(u(x,t)) = 0 = v(x,t) p.p 

dans $ 3.

Nous avons bien C(«) = v p.p dans QT.

Les démonstrations des lemmes 9 et 10 sont peu différentes de celle du lemme 8.

En conclusion, nous avons par le lemme 3 0 £ u £ M0 et
du
dx

Par les lemme 5 et 8 nous avons v ( x , t ) = C ( u( x,t )) p.p dans QT ; v et C étant 

continues nous pouvons rédéfinir u sur un ensemble de mesure nulle pour que C ( «( x, t )) soit 

continue sur QT et v ( * , t ) = C ( «( x,t )) p.p dans QT.

Ms
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Puisque un est une solution classique de ( Pn ) nous avons

- \\M  - !Û Jl ) * -
0 e H1 ( Qt ) P) G ( Qt ) vérifiant

0 ( 1 , . )  -  0 et 0 ( . , T ) = 0 

alors

jj -*,(„.)) _ || *<„.,*** .
0 0 0 0

1 T

= \  An ( Uon ( x ))</>( x , 0 ) dx + I  Kn ( X ( t ) )</>( 0 , t ) dt

Par les lemmes 3, 6 et 10 nous avons la convergence quand n tend vers l’infini de

11 ( 17 ' K- < “■ > > ^  *  * vers 11 < T* - K < “ > > f  *  *
0 0 0 0

T 1

Les lemmes 7 et 9 permettent d’avoir la limite J  J  ¿4 ( 1/ ) - ^  d* cfr pour le terme
0 0

An ( un ) —  dx dt et la limite \ a { u q ( x ) ) < P { x , 0 ) î/jc pour le terme
dt J

0 0

1

infini.j  An ( w0(l ( x )) 0 ( x , 0 ) dx quand n tend vers l’i

1

Enfin le terme J  Kn ( X ( t ) ) < p ( 0 , t ) dt converge quand n tend vers l’infini vers
0

T

|  K ( X ( t ) ) < p ( 0 , t ) dt puisque K„ converge uniformément vers K.
0

La limite u est donc une solution faible du problème ( P ) .

o

o

SiQt

K A ( un ))
<Pdt

vérifianti l  e ( Qt )

0 et <P ( • , T ) 0

T 1

ÍS
O o

(
dun
dx

Kn U„ ) ) dx

du.
Kn

dip
T 1

du d(p
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Remarque 1

Par redéfinition de C(u) sur un ensemble de mesure nulle, nous obtenons C(u) e G(QT) . 

Nous pouvons prendre 0  < ug < u, et M0 = us 

d’ où 0  < u < us.

C étant bijective bicontinue de [O.u,] sur [0,1], nous pouvons écrire,pour ce même u, 

u(x,t) = C~l(C(u(x, t))) et il vient u e G(QT) .
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III -  Unicité de la solution 

Théorème

Le problème (P) a au plus une solution faible.

Démonstration du théorème

Si m; et U2 sont deux solutions distinctes du problème (P) associées aux mêmes conditions initiales 

et aux limites, alors il existe t„ < T  vérifiant

t0 = sup { s !  ut ( x , t ) - u 2 ( x , t )  pp dans Q, }

Par définition de la solution faible, pour i = 1, 2 et pour tout

0 e H1 ( Q r)  f |  e ( &  ) , * ( 1 , . ) = 0 et <p ( . , T ) = 0

nous avons

T 1

0 0 0 0 

T

^ A ( u 0 ( x ) ) < p ( x ,  0 ) dx + |  / C ( A ( f ) ) 0 ( O , f ) dt

En faisant la différence entre les deux équations correspondant à et U2 , nous obtenons :

-  Î j < * < “' > - * < * > > £ * *  -
/g 0

lQ 0

Pour ti e ] t0 , T [ nous définissons tj par

1 ( x , t ) =

'1
|  (u , (  X , s ) -  u2 ( x  , s )  ) ds

1

o o

o

. du i

dx
K u, ) )

ö<p

dx
dr dt

T 1

A u¡
<Uj)_
dt

dx dt

T 1

ÍQ O

dU i

dx

du2

dx
)

d<p
dx

dx dt

T 1

A "t A ( «2 ) )
ñrh

dt
dx dt

si O £ U

T£tist

t <

t £
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Puisque «i et u2 e L° ( 0 , T ; H1 ( Q ) ) nous avons t] e H1 ( 0 , T ; H1 ( £2 )) et 

en particulier »/ e H* ( Qt ) 0  C ( Sr )

De plus j/ ( 1 , O  = 0 Pour f e ] 0 , r  [ et y ( x , t ) -  0 pour tout 

x c Q = ] 0 , 1 [ et tout t > îi ce qui permet de prendre <j> = r\ d’où

T 1

= J J M  ( “ l ) " ^  ( «2 ) ) ^  •
/Q 0

Or nous avons

|  J( ^  ( «i ) -  -4 ( u2 )) dx dt = - |  J( 4̂ ( «, ) -  4̂ ( u2 )) ( Ui -  «2 ) dx dt

'o ® 'o 0

et en effectuant l’intégration par parties

f f ( Î ü  .  ) i ï  i x  d l  -  _ f i  ±  f ( ÜL )= *  *
J J d* dx dx J 2 dt J dx
10 0

- } j ( ff ( *, ».)>’ * - j  } ( £  ( », 0 »■

nous obtenons :

r î

( K ( ) -  K ( «2 ) ) ^  dx dt = T f ( ?  ( * ’ 0 »2 ^  +
d* Z J dx

T 1

+  |  | (  >4 (  « !  )  -  y4 (  «2  ) )  (  «1 -  « J  )  ■

/q 0

Einégalité d’YOUNG conduit à

r i  n

( K ( Ut ) -  K ( u2 ) )  ^  dx dt «ï e J |  ( A- ( «, ) -  K  ( u2 ))2 dx dt +

'0 0 tQ 0

r i

/q o

dux

dx
ÌU2

dx
È1
dx

dx dt

T 1

*0 0

K «i .
K «2 ) )

dr¡

dx
dx dt

drj

dt
dx dt

Ê1
dt

T 1T 1
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T I

+
1

4 E
Ìq 0

avec £ reel positif quelconque. 

Nous utilisons le fait que

( IC(  s ) y pour s e [ 0 , M0 1

et nous appliquons le lemme de GILDING [GIL -  77] pour établir 

Lemme

Pour tout M > 0 il existe une constante C = C(M) > 0 telle que 

\K ( 5i ) -  K ( s2 ) \ 2 <; C ( *  -  j2 ) ( A ( î, ) -  A ( ) )

quelque soient Jj , s2 e [ 0 , M ]

Nous déduisons alors qu’il existe C tel que

t i r i

<

et en choisissant e = — il vient
2 C

T 1

T t

T I T I

r i

et par suite nous avons

T 1

òri

dx(
,2 dx dt

o (
c s
K* s

)
)

)(

(

If
Íq O

( K «i ) K ( u2 ))
2 dx dt w

tn O

C A Ul ) A ( «2 )) ( «1 «2 ) .Ix dl

ÍQ o
il ( K ( « 1 ) K ( «2 ) )

37}

dx
dx dt

1
2

i

í
O

ÈÜ
ÖX

X , O ))i2 dx +

*0 0

A «i A «2 )) ( «i «2 dx dt

<
1

2 C il
«o o

K «î K «2 ))a dx dt +
C
2

<o o

dt]
dx

I2 di dt

£
1
L J] A «î A «2 )) «1 «2 dx dt +

C
L i f

>0 0

dx
2 dx dt

1

o

òri
dx

X , O )) dx + i f
<0 o

A «i A «2 )) «1 «2 dx dt
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T 1

iS C
ÎQ 0

• *

1 1 (  t e  ) !  *  “*  ( C U L 1 )

Compte tenu de la monotonie de >1 il s’ensuit que

/ ( * ( * .  0 *  c [ ) ( A j ' * r *  -  C | j ( ^ ) ^ W ,
o <0 o /0 0

puisque )/ s  0 au delà de t , .

Or, pour 0 ^ i ^  r,

7 ( * . t ) = i  ( x  , * , ) - £ ( * ,  t ) 

avec

<

£ (  * > t ) = J  («1 ( * , O  ” “2 ( * , O  )

et en particulier

S  (  *  • 0  >  ■  î  < * ■  ' ■  >

II est immédiat que 

'ii ii i

ds

a < sy “* <* s 2 il [ < f < * • '• »■+ < s < * • ' »■ 1 * <*
MO A L J*o o (q O

'i i
2 ( il -  h ) J  ( ^  ( * , r, ))2 ¿ t  + 2  11  ( £  ( JC , t )fdxdt (C.11I.2)

t0 0

et nous pouvons écrire

i i

I ( &  ( * ’ ))2 *  dt s i ( S  ( x ’ 0 ))2
dx

1 t  *l 1
^  2 C ( /j -  i0 ) |  ))J ¿ r i / /  + 2 < ' / { ^ ' ^ ’ ^ J : ’ ,

0 /o 0

Il suffit de prendre u e ] f0 , r , [ avec Tt = min ( r„ + , T )
4 C

pour avoir C ( r, - t0 ) s  i  et
4

o

)) d x d t

ài
dx

( X , t, ))i2 i x dt

t

0

Ì3
dx

( * , 0 )))J

dx ( X  , t , )):i*



70

î «i î

/  ( ~  ( X , h ))2 dx <. 4 C J |  ( ( X , t ))2 dx dt (C.I11.3)
« <0 0

Posons

t 1

Y ( t  ) = ( x  , x ) f  dxdx
o

nous avons

_ i

r  (  ' }  =  1 (  ^  (  *  ’  0 ) 2  *
0

et d’après (C.III.3)

^  ( y( O  fxp ( -4  C / )) £ 0 pour tout t e ] t0 , T, [ 

d’où

0 < Y ( t  ) s  Y ( f, ) exp ( 4 C ( r -  r, ) ) = 0 

c’est à dire

I 1

dx dx = 0 pour tout t e ] t0 , Tx [
ÎQ 0

En reportant dans (C.III.2) nous obtenons 

t t

|  j  ( ( x , x ))2 dx dx =* 0 pour tout t e ] t0 , Tx [

<o ®

ce qui implique au vu de (C.III.l) que

T 1

j  j (  A ( u, ) -  A ( u2 )) ( ut -  u2 ) dx dt = 0 .

*o o

/I  étant strictement croissante et continue, nous en déduisons que «, = u2 

sur Q X  ] t0 , T, [ ce qui est en contradiction avec la définition de to et par conséquent 

«! = u2 sur Qt .

Remarque 2

Il existe un unique u € l “(0, + » ; Hl(Q)) et C(w) e CflO, + «[ ; e(fi)) telque t/|1(U1 est l’uni

que solution faible du problème posé dans QT .

££
dx

Èi
dx

t I

Y ( t ) = \ \  (
o

dx

t ì

î0 o

òri
dx

( X , r ))

íí
d i

dx( ( X , X »
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IV -  Convergence vers la solution du problème stationnaire

Dans tout ce qui suivra, la fonction X(t) sera constante et X.(t) = k.

IV.l Solution stationnaire

Nous associons au problème (P) le problème (Ps) suivant

(P s)

u" -  K(u) = 0  sur ]0 , 1[

( u' -  K(u) )(0) -  -K(X )

«(1) = ÏÏ € ]0, Us\

(C.IV.1)

(C.IV2)

(C.IV.3)

Définition 1

Une fonction u est dite solution stationnaire de (P) si elle est solution de (Ps). 

Théorème 1

Le problème (Ps) admet une solution unique sur ]0 , 1[.

Démonstration

Kest lipschitzienne alors u' -  K(u) = -K(X ) admet une solution unique vérifiant u(l) = u

Théorème 2

Si K( u ) -  K( X ) = 0  alors u = ¡7 est la solution de (Ps), sinon u est strictement mono

tone.

Si K( u ) -  K( X ) > 0 alors u est strictement convexe.

Si K( u ) -  iC( X ) < 0 alors u est strictement concave.

Démonstration

Si K( ¡7 ) -  K( X ) > 0 alors u'(l) > 0 •
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S’il existe xo e ]0,1[ tel que u'(*b) = 0 alors v (jc) s  u(x) et v(x) s  sont solutions du 

problème (P )

' v' -  K(v) = -K(X ) sur ]0,1[

(P) j
v(ïo) = u(Xo)

Lunicité de la solution implique que u(x) s  u (x q ) sur [ 0 , 1 ]  alors u ’(l) = 0 : contradiction. 

Donc u'(x) > 0 sur [ 0 ,1  ]. (C.IV.5)

K  est lipschitzienne, elle est donc absolument continue et

K(s + h) -  K(s) = |  K(x)dx > 0 si h > 0 puisque f?( x ) > 0

K  est donc strictement croissante ; vu (C.IV5), K(u ) est alors strictement croissante et u est 

strictement convexe. De même si K( ü  ) -  K( X ) < 0 alors u est strictement décroissante et 

strictement concave.

IV.2 Sous-solution, sur-solution 

Définition 2

Uj est dite sous solution du problème (P) si pour tout <p e Hx ( QT ) P | e ( Qt ), 

vérifiant <j> ^  0 , ^ ( 1 , . )  = 0 et <f> ( . , T ) = 0 nous avons

0 11 -K(“‘)> ■fr** - ÎÎ Aiu' )ièdxdt
0 0 0 0

1 T

Z j  A ( Ul ( x , 0 )) <p ( x , 0 ) dx -  j  -  K ( Ul ) )  <p ( 0 , t ) dt

0

Ü) (  ^  -  K( u, ) j  ( 0 , t )£  -  K  ( X ( t )) pour t e ] 0 , T  [

«(Aio)

du i
dx

dUj
dx

- * ( « , ) )  4> ( 0 , t ) dt

ü) (
du x

dx
K( Ui
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iii) m, ( 1 , t ) < U pour t e ] 0 , T [

iv) ux ( x , 0 ) S w0 ( x ) pour x e ] 0 , 1 [

Définition 3

« 2  est dite sur solution du problème (P) si pour tout <j> e H1 ( Qr ) P | G ( Qt . 

vérifiant <j> s  0 , 0 ( 1 , . )  = 0 et <}>(. ,  T ) = 0 

nous avons

A\ - * < “■>> f  * *  - i l  ¿<«>>*  * *
0 0 0 0

1 T

£
0
I  A ( u2 ( x  , 0 ))</>( x , 0 ) £Ùc -  J ( - ^ - / C ( « 2 ) ) 0 ( O ,  t ) dt

ii)  ̂ -  tf( «, ) j ( 0 , t ) < -  K ( X  ( t  )) pour t e ] 0 , T [

iii) «2 ( 1 > t ) > u pour t e ] 0 , T [

iv) u2 ( x , 0 ) > «o ( x ) pour x e ] 0 , 1 [

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 1

Si 0 £ «o ^ u, et si 0 < A < us alors les fonctions w, s  0 et u2 

Qt sont respectivement une sous-solution et une sur-solution du problème (P).

Démonstration

La vérification du lemme est évidente

IVJ -  Théorème de comparaison

Soient les problèmes (Pi) et (P2) ci-dessous :

us sur

T 1

»if
O O

du2
dx

ii)
(

du2
dx
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( )

a( A( u )) 
dt

d2u
ajc2

d( K( u )) 
dx

pour ( x , t ) e Qt

£ " K( « )J ( 0 , t ) = -  K ( A ( t )) pour t e ] ü , T [

u ( 1 , f ) =* F, e ] 0 , u, ] pour t e ] 0 , T [

u ( X , 0 ) = ( * ) pour x € ] 0 , 1 [

(C.

( F2 )

a( A  u )) 
dt

d2u
dx1

d( « )) 
dx

[te- " K( U )] ( ° ’ ' ) = " K  ( A (

pour ( x , t ) e Qt (C.II.5)

t )) pour t e ] 0 , T [

u ( 1 , i ) = F2 e ] 0 , u, ] pour t e ] 0 , T [

u ( x , 0 ) = v2 ( x )  pour x e ] 0 , 1 [

Théorème 3

Si uj et U2 sont respectivement les solutions de (PI) et (P2) avec F, < v2 et v, < v2 pp sur 

]0,1[ alors U\ S u2 pp dans QT.

Démonstration du théorème 3

Nous revenons aux approximations des problèmes (PI) et (P2) par les problèmes (Pln) et (P2n) 

qui ont été introduites à la partie II. Ces approximations sont relatives aux mêmes fonctions A„, K,„

Cn et vln ou v2n ( pour u0n )

Si u/„ et U2n sont les deux solutions de (P ln) et (P2n) , alors pour tout 

<p e H1 ( Qt ) f |  e ( Qt ) vérifiant 

<P s  0 , 0 ( 1 , . )  = 0 et 0 ( . , T ) = 0 

nous avons

r 1 r i

11 Vdx̂ U X H ~ U u ( Uu ̂ ~K" ̂ Uln dx dt ~  1 i ̂ A* ̂ Uln ̂ ~ A n  ( U7n ̂  dx dt

II..5)

[

du

dx
PI )

ÒU

ox[

dx dì
dò

dt
U ta ))- A n( “ ln !A,

T 1

O O
dx dt -

d(¡>
dx( Uu ))-K„( «u )Kn~(«U-«2fl

d

ox
O o
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= \  ( A  ( Um ( x , 0 )) -  An ( U2n ( x , 0 )) ) 0 ( X , 0 ) dx 
0

et par intégration par parties nous avons 

r i 2

/  !  ( a ^  ) “ *« ( w2n ))] <t> dx dt -
0 0 '

T  1

- J.J~( -4. ( «ta ) -A  ( «2» )) 0 dx dt = 0  
0 0

ce qui permet d’écrire

02  ̂ .

¡¡¿t (  « t a - «2« )  ~ Kn ( «ln ) - *  ( U2/1 ))  -  — ( ( Utn ) -^4„ ( U2it )) =  0

pp dans Qt

Nous posons 

v = uu -  ,

i

E(x,t) = j  JC„ ( 0 uln (x,t) + (1-0 ) Uln (x,t) ) dd 

0

1

F(x,t) = J  A ’n ( 0 Uy, (x,t) + (1 -0 ) U2n (x,t) ) d0 
0

d’où

£(*,0 v = K, ( uln (x,t)) -  K„ (UjH (x,t))

F(x,t) v = A„ ( uIn (x,/)) -  4 ,  (W2fl (x, /)) 

et nous pouvons écrire

d2V 3  ,  „  * â  ,

dx2 " £v } Fv > = 0 PP sur Qt 

ce qui nous conduit au problème suivant

aJv dv (  dE dF \  dv

i? - e t, - [ h + t  ) v - f H  - 0

(  i  -  £ v )  (  0  ,  ,  )  -  0

v ( 1 , t ) s  0 

v ( x , 0 ) s  0

il
0 0

a2
dx2

Uin-U2n
d_

ÔX
Kn Um

dxa*2'

Win >
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dE dF
£  et F  sont bornées et F  > 0,  il suffit alors de montrer que —  + —  est borné pour déduire que 

le maximum de la solution v de ce problème est atteint sur le bord parabolique r> de QT.

l

^  = |  K"n ( 6 uin fc/) + (1-0) (x,t) ) ( 6 + ( 1 - 0 ) - ^  )de

K„ e G1 ( R ) , un est borné et | I < Ms alors —  est borné.
dx dx

1

^  = |  A "n ( duln (x,t) + ( î - e ^  (x,o ) ( e ^  + a - 0 ) ^ 1 )

C' f 5 )
nous avons d’une part An e e2 ( R ) puisque A ’n( s ) = — — — et

AS ( s )

C„ € e2 ( R ), d’autre part - U-  -  ------ 1------  — ^  Km ( w,n ) ôu,n
ar 4̂'* ( «b. ) a*2 ( u,„ ) ô*

avec C \ > — et Kn borné , • ^ L , et par suite —  sont bornés.
n d t d t  dt

Le principe du maximum s’applique à v en sorte que 

Max v = Max v .
Qt rr

Or, nous avons déjà v ( jc , 0 ) ^ 0 et v ( 1 , / ) ^ 0 ,  il s’ensuit que si 

Max v = M > 0  il existe i0 e [0,7] tel que v(0,f0) = M ;
rr

ÔV
alors — (0, r0) s  0; mais 

dx

(- E v ) (0, /0) = -  M.E(0,t0) < 0 car E > 0 

et donc

^  ( 0 , t0 ) < 0 

ce qui est en contradiction avec

(ï - *)<•■'> -
Ainsi

dE

dx

c'6
dF

dt

(

dv
dx

Ev

0.
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Max v = Max v <t 0 
Qt  r  r

donc v ^ 0 sur Qt c’est à dire — ¡̂n sur Qt .

Comme il existe des sous suites de { } et de { «2»} qui convergent faiblement dansL2(Qr) res

pectivement vers ut et u2 nous pouvons conclure que ux <. u2 pp dans QT.

Corollaire 1

Sous les hypothèses du théorème 3 et si 0 ^  v, ^ u, pour i = 1 ,2  pp sur ] 0 , 1 [ 

alors u, < u2 partout dans ] 0 ,1  [ .

Démonstration

Au vu de la remarque 1 ( section II ) il vient que ui et U2  sont continues.

IV.4-Convergence vers la solution du problème stationnaire

Nous associons au problème ( P ) les deux problèmes ( PI ) et ( P2 ) correspondant respectivement 

à «o = 0 et «o = u , .

Nous notons u la solution de ( P ), « la solution de ( PI ) et ïï celle de ( P2 ). D’après le lemme 3 

section II ( nous avons choisis M0 = u, ) nous savons que 0 < C < u, et 

0 < u < u, dans QT et plus précisément nous avons le lemme suivant

Lemme 2

Soit u la solution du problème ( P ) associé à une condition initiale «0 telle que 

0 < ua < u, 

pp sur ] 0 , 1 [ alors

Q < u < u < ï ï < u ,  dans QT

u ( x ,. ) est croissante (en t) dans ] 0 ,1  [ 

ïï ( x ,. ) est décroissante (en t) dans ] 0 , 1 [

Démonstration

D’abord u < u < ïï est une conséquence directe du théorème 3 et de son corollaire.

d ire uìn



78

Nous associons au problème (PI) le problème ( Pt ) de condition initiale u0t (*) = w ( jc ,r ). 

Nous avons 0 ^ u ( x ,r  ) = u0f ( * ) •

Si ux est la solution de( Pt ) ,  alors u ( x ,t  ) £ u% ( x , t ).

Or u, ( x , t ) = « ( j c , f  + r )

Nous avons donc u ( x ,t  ) s  u ( x , t + r ) alors u ( x ,. ) est croissante (en t).

Nous démontrons de la même manière que ïï est décroissante, ce qui. est utile pour prouver le 

théorème suivant.

Théorème 4

Si u(x, t) est la solution du problème (P) e t« * ^  est la solution du problème stationnaire (Ps) associé

à (P) alors pour tout x e ] 0  , 1 [ nous avons limu ( x , t ) = u* ( x ).
t-* 00

Démonstration

De ce qui précède, nous déduisons que pour tout x e [ 0  , 1 ] , il existe ( v ( x ) e t w ( x )  

deux fonctions telles que ïï ( x , t ) converge vers 5v ( x ) et u ( x , t ) converge vers 

w ( x ) lorsque t tend vers + ® .

Il suffit donc de montrer que et w sont toutes deux solution stationnaire de (P) pour déduire

que limu ( x , t ) = u * ( x ) = w ( x ) = w ( x )  V x e [ 0 , 1 ] f ce qui achève 
f-*«

la démonstration du théorème 4.

Nous avons déjà

limu ( x ,  t ) = vv ( x ) V x t [ 0 , 1 ]
t-* 00

limu ( x ,  t ) = vv ( x ) V x e [ 0 , l ]  
f-*00

\u (  X , /  ) |  ^  u,

et

\ïï ( X , /  )| <ï u,

alors par le théorème de convergence dominée, nous pouvons conclure que

\ü ( • yt ) -  (01 iP (O) ----- > 0
*

t ------> + 00



79

et

|ff ( . ,t  ) -  Hr (.)| LP (O) > 0

t ----- > + 00

pour 1 s  p < + » .

A  est continue donc A  ( ïï ( . , t )) converge vers A ( w ( .  ))

A ( ïï ( . , t )) s  y 4 ( « , )  (/4 croissante positive ) alors A  ( ïï ( . , r )) converge 

vers A  ( fv- ( . )) dans L2 ( Q ) fort, quand t tend vers + «  .

De la même manière, A  ( u ( . , t )) converge vers A  ( w ( . )) dans L2 ( Q ) fort.

La fonction K  étant elle aussi croissante et continue, nous avons 

K  ( ïï ( . , t )) converge vers K ( w ( . )) dans L2 ( Q ) fort

et K  ( u ( . , t )) converge vers K ( w ( . )) dans L2 ( S2 ) fort.

D elà majoration | du  ̂ X ’ t  ̂ \ < Ms nous déduisons que est borné dans H\Q) ;
dx

par suite w € H\Q) et — (.,/) converge vers —  dans L2 ( Q ) faible. Nous avons le résultat
dx dx

analogue pour u et w .

Puisque u est une solution faible du problème (P) pour tout T et pour tout 

<t> € H1 ( Qt ) f |  C ( Qr )

vérifiant 0 ( 1 , . )  = 0 et 0 ( . , T )  = 0

r i  t  i

nous avons [ [ (  —  -  K ( u ) ) —  dx dt -  f f  A { u ) —  dx dt =
J J dx dx J J dt
oo oo

1 T

j A ( u 0 ( x ) ) 4 > ( x , 0 ) d x + j  K ( X ) < f > ( 0 , t ) d t

En particulier pour <p = £ v avec | e 3 ) ( 0 , r ) e t  v e e ( 0 , 1 ) telque 

v ( 1 ) = 0  et v' c L2 ( 0 , 1 ) nous avons

r i  r i

( ~  -  K  ( u ) )v'i dx dt -  | |  A  ( u ) v|' dx dt 
0 0 0 0

as

ïïut)
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i

-  I ( A ) v( 0 ) £ ( O
0

et par suite

T 1 T 1

\ ( \ ( —  -  K ( « ) y  < m  dt + ( |  ( « ) v  dx# dt =

dt

0 0

A= j  K ( A ) v( 0 ) £ ( t )

0

Il en découle que

i i

f  ( ~ K ( u ) y  dx + J A ( u ) v dx = A" ( A ) v( 0 )
0 0

au sens des distributions sur ] 0 , + » [.

1
Nous prenons y  e a) ( 0 , 1 ) avec J  \p(o) do *  0 .

0

Nous multiplions l’équation ci-dessus par VKr - 0 et nous l’intégrons entre t et t 4- 1; il vient alors 

m  i /+t  i

j  J  ( " K  ( “  ) Y V (? -t)  dx dx + { ' ¿ ( j  A ( u ) v )rp(x-t) dx dx =
I 0

/+1

= |  i T ( A ) v ( 0 ) V ’ ( x ~t ) dx . 
t

En intégrant par parties le deuxième terme du membre de gauche, la même équation s’écrit

1 + 1 1  / + 1  1

( -  K ( u ) )v’ip(x-t) dx dx -  j  j  A  ( u ) v tp'(x-t) dx dx =
t o

If I

=  j  K  ( A ) v( 0 ) y, ( x - t  ) dx

Le changement de variable de r en a = r - i  donne

i i

( ( ^ • - K ( u ) X x ,  o + t )) v\x)xp{o) dx do 
ox 

0 0

t o

d
dt

o o

1

1
o

du
dx

-  K ( u ) y  dx +
d
dt

/+1 1

í í
du
dx

dû
dx
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11 f
-  | J ( v 4 ( m ) ( x , < t  + 0 )  v(*) V'X0') dx do = J K ( X ) v ( 0 ) y > ( o )  do.

0 0

Or

i i

lim 
/-* + ®

0 0

l I

= | |  ( ( -  AT ( îv ) )) v'(x)rfio) dx do

0 0

et

i i

lim 
<-*+ ®

o o
| |  ( / l  ( X x , a  + i )) v(x) Xp'ip) dx do =

1 1 
= |  ( A  ( ïv )) v(x) dx |  V'V) da = 0

et nous avons donc

i i
( ( —  -  K  ( w ) )) v'(xM o) dx do -  f A: ( A ) v( 0 ) tp ( o ) do = 0 

ftX J
0 0

1
Puisque |  rp(o) do *  0 il découle que 

0

1

|  ( ( -  K  ( iv ) )) v'(*) dx -  K  ( A ) v( 0 ) =
0

pour tout v t  e1 ( Q ) et v ( 1 ) = 0 .

Si en particulier v e a) ( £2 ) alors

0

ce qui implique que —j ------K ( w ) = O a u  sens de sD' ( Q )et donc que
àxr dx

dw rjr . _  . ^
—  -  K ( w ) = C\ une constante. 
dx

En prenant de nouveau v f e1 ( Q ) et v ( 1 ) = 0 nous obtenons

- C, v(0) -  K(\) v(0) = 0 ce qui implique que

o

( (
du
ox

-  K  ( ïï ) X x , a + t )) v'(x) W ) dx da

-  K  ( w ) )) v'(x)rp{a) dx do
dw
ÔX

òw
dx

( (
dw

dx
-  K ( W ) )) v'(x) dx
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c, = - m

et finalement nous avons

div£ _  _ K ( w ) = -  m

Comme l’application trace

y  : -------- >  r

v -------->  v(l)

est linéaire continue et que converge vers w pour la topologie faible de , le passage à la 

limite dans

y(tr ( . , t ) )  = ïï ( 1 , t ) = « entraineque y( w ) = ïv(l) = « et donc îv est solution 

de(P,).

Nous montrons de la même manière que w est aussi solution de (Ps).

r : HVQ)

, le passage à laf f (Q)

KXX)
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D.I - INFILTRATION D’EAU DANS UN SOL SOUS CONDITION DE FLUX

1 -  Le problème étudié

Nous considérons l’équation (B.III.ll) avec un gradient de température nul ; elle s’écrit alors :

2 -  Discrétisation par différences finies 

2-1 Discrétisation de Véquation

Pour I et N entiers naturels, nous définissons A* «= L/I et Ar = T/N.

Nous utilisons la notation h" = h ( i Ax , n Ai ) pour 1 s i  s / e t O  <, n s  N .

En choisissant 6 e ] 0 ,1  ] , nous discrétisons l’équation (D .I.l) par le schéma aux différences 

finies centrées ci dessous

pour (x,t) e ]0 ,L [x ]0 ,T [  (D.I.l)

Nous lui associons les conditions aux limites suivantes :

pour 0 < t < T , (D.I.2)

h ( L,t ) pour 0 S t S T , (D.I.3)

où hi est constante,

et l’état initial

h ( x ,0  ) h0 ( x ) pour x e ] 0 , L [ . (D.I.4)

)

+ ( i -  e )

(D.I.5)

c ( h )
dh
dt

d
dx

K ( h )
dh
ox

-1

•)

K ( h )
dh
ox

-1

»
( 0.Í ) -  K ( A ) )

hi

Q
h?+l hi

Ar
6 ^?+i ¡i

fcn+lni+\ A?+1
Ax2

A"+i *?-î‘
Ax2

hn "i+1 A?
Ajc2 «t-m

h? hnni- 1

A*2 )(
Vn _ 
A i + 1/2

( K¡+tn K m
Ax
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ce qui s’écrira sous la forme suivante :

"~F * A*2

+ CT A? + ( 1 - 0 ) •—  ( *?.1/2 A", - ( /Ç+1/2 + *?_1/2 ) A? +
Ajc2

équivalente à l’écriture ci-dessous :

a, hiv + b, hri +  ̂ma =  y , 

avec

h = Q  - ( û/ + ^  ) 

et

A/
yt = C? A? + ( 1 - 0 ) —  ( X?1/2 A".i -  ( *y+1/a + Â?_1/2 ) m + Â?H1+1/2

( ^+ 1/2 “  A ” 1/2 )

2 .2  Discrétisation des conditions aux limites

/\y
A la limite supérieure, nous avons un flux appliqué à —  qui s’écrit

*ï/3

1+ 1 /2  ^ ¿ + 7

^?+l/2 ?̂+l ) 

(D.I.6)

(D.I.7)

)

- e
Ai
Ar * ? - l /2

Ln+1
ni-\ 4*

(
c? + e

Al
Ax2 ( *¿+1/2 + * ? - ./2 ) Â?+1

)
0

At_
Ax ( *?+l/2 *?-l/2 )

a¡ -  6
Al
Ax2 *r.,/2

*?+l/2
A/
Ax2

Ci

A/
A c

(

Aî+l h*0+l
Ax

-  1
)

K Xn+l
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Nous avons alors

= J L  (  g* K * 1 -  h"+l. + K  ( A"+‘ ) )  -  ^
Ax \  Ax )  à*

ce qui se met sous la forme (D.I.7) avec 

at = 0

^7-1/2 ^1

Cl e
Al
A*2 * 3 /2

bi Q Cl

et

yi Cl hHi + ( 1 e )
Ai
Ax2

K : h\ hi )

+
At
Ax

(
- * 3 / 2 + 9 K A"+1 ) + ( 1-« )

* î / 2

£71-1
Al/2

* A"

)

A la limite inférieure nous avons i = I et

h]+l ht hi

alors

a,. !
At
Aï2 *7-3/2

Q-i 0

b i- i Q-i + 9
A t

Aï2 *7-3/2 + * 7 -./2 )

et

>7-i a.A7-, + ( 1 - 9 )
At
Ar *7-3/2 *7-2 *7-3/2 + *7-1/2 A?-i ) -

A/
Ar

A/
Ac *7-,/2 *7-3/2 )

Q
hî+l Al

M

+ ( 1 e )
Ax

(
*3/2

hi h*
Ax

+ *3/2
£71-1
Al/2

K ( )
)

3/2
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et nous avons le système linéaire suivant à résoudre 

A . H -  Y

avec

A =

(D.I.8)

Les valeurs des seront calculées par moyennes géométriques entre K- et A?+, ce qui est

cohérent avec la variation exponentielle de K en fonction de h .

Bilan de masse

Moyennant la définition de C(h) ,  l’équation (D.I.l) peut s’écrire

dh
&  -  - I K ( h )  ai a* ( dx

- 1

En l’intégrant sur ] 0 , L [ x ] 0 , t [, il vient

f%, ( t )dx -  f \ ,  ( 0 )dx = \ [ K ( h ) ( ^ - - \ ) ] ( L ) d x  
Jo  J o J o dx

- fol K ( h ) (  ^  - 1 ) 1 ( 0 ) dt.

De même, l’intégration de l’équation (D.I.2) sur ] 0 , t [ donne 

l \ K ( H ) ( f x - l ) ] i 0 ) d r  = -  J '  K (  A (  r  )  )  dx 

Nous regardons à l’issue de chaque itération la quantité

BIL ( I ) -  1 -  j j \ ,  ( l )dx -  j \ ,  ( 0 )dx

- }'[ K ( h ) ( £  -  l ) 1 ( L ) d,  • / ( } >  ( * ( t  ) Mr

Ci
Oía2

a , b¡ c¡ , Y

y i
yi

V
h

et H

Ct-7

Ö/-1-0/-1 »-L Ä / . J

KIt 
"i+ 1 /2

dh

dx

»
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Ces quantités sont calculées par intégration numérique.

3 -  Quelques résultats numériques

Dans un premier temps la simulation a été faite avec les mêmes données expérimentales que 

VAUCLIN [VAU-79], à savoir :

-  un flux constant à la surface K (x(t)) = 0,536 (correspondant à 22,92 10"3 Kg/m2s)

-  une pression d’eau constante hi = -  0,342 m à la profondeur L = 0,94 m

-  une pression d’eau initiale ho(x) linéairement croissante avec la profondeur et allant de 

ho(0) = -1.116 m à la surface à ho(L) = -  0,342 m à la profondeur L = 0,94 m

Le sol considéré est un sable dont les caractéristiques hydrodynamiques données dans 

[VAU-79], sont :

+ A2 j??2

Ai = 0,50341 x ÎO"3 Bi = 0,28781 x 102

A2 = 0,82918 x 104 B2 = 5,6593

+ Vr

t]s est la teneur en eau à la saturation 

rir ” ” ” résiduelle 

a = 1608.92 et p = 2.1773

Dans ce qui suit, conformément à (D.I.2), les flux perdus par le sol vers l’atmosphère sont 

comptés positivement, les apports d’eau sont donc comptés négativement. Les Figure D .l et D.2 

donnent la pression d’eau en fonction de la profondeur à des temps différents, et l’évolution de la 

pression d’eau à un point donné pour trois profondeurs (22 cm, 42 cm et 67 cm) permettant de 

visualiser l’évolution du front d’infiltration. La Figure D.3 présente le résidu de bilan de masse 

établi au paragraphe précédent. Ce résidu ne servira pas dans le calcul de la solution, il n’est qu’un 

test ’’global” de la consistance du schéma. L’importance relative de sa valeur pour les premières

et

«  (  h  \  -  a  (  Vs ~  Vr )  

V' ( ) a + | lOQ/i p

où

A* 7/ A \ exp )

avec

m)(
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itérations est causée par la non compatibilité des conditions aux limites avec la condition initiale. 

Pour un sol de mêmes caractéristiques et pour une même condition à la limite inférieure, nous 

prenons une nouvelle condition initiale hi(x) croissante linéairement de -  0,4 m à la surface jusqu’à

-  0,342 m à L = 0,94 m et on fait deux simulations pour des flux constants à la surface : le flux 

K(x(t)) = 0,536 et K( x(t)) = 0,01. La Figure D.4 montre le comportement des deux solutions à des 

grands temps, la deuxième solution montre un profil d’assèchement du sol.

La quatrième simulation est conduite en appliquant un flux périodique-semi sinusoïdal, com

me le montre la Figure D.5. La Figure D.6 donne la pression d’eau en fonction de la profondeur à 

des temps différents. La Figure D.7 permet de comparer la pression d’eau en fonction de la profon

deur pour un flux périodique à un temps ti (ti = 104s) à la solution obtenue au même temps ti mais 

sous condition de flux constant (cf : la première simulation), le flux intégré étant le même à cet 

instant pour les deux simulations. Le temps t = 104 s. correspond à un temps où le flux périodique 

est nul à la surface, le temps t = 9250 s. correspond à un flux périodique maximal à la surface. On 

constate qu ’ au delà d’ une certaine profondeur (30 cm), les variations du flux à la surface sont 

fortement amorties.

Pour des grands temps, la solution de cette simulation est périodique, comme le montrent les 

Figures D.8 à D .ll. La Figure D.8 donne les courbes de niveau de la pression en fonction du temps 

sur une durée de 5 périodes. La Figure D.9 donne l’évolution de la pression en quelques points du 

domaine. Ces deux courbes montrent bien le caractère périodique de la solution. Pour mieux le 

mettre en évidence, nous faisons la différence h(x,t) -  h(x,t + n Ti), où Tj est la période égale à 103s. 

La Figure D.10 représente le maximum de la différence en fonction de la profondeur 

|| h ( x , . ) -  h ( x , . + n r , ) 11 - ( o, r, > » la Figure D .ll donne le maximum de la diffé

rence en fonction du temps sur une durée de Ti : || h ( . ,t ) -  h ( . ,/ + n 7\ ) ||L- {0tL) 

Les valeurs du flux ont été normalisées par la conductivité hydraulique de saturation.
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Figure D.l : Evolution de la pression d'eau dans le sol en fonction de la profondeur.. 

( K ( k ( t ) ) = 0.536 correspondant à 22.92 10 “J kg/m2s )

Figure D.2 : Evolution de la pression d’eau dam le sol à un point donné 

au cours de ¡’infiltration.
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Figure D.4 : Comportement asymptotique de la solution pour des flux 

constants à la surface.
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Profondeur (en cm)

Figure D. 7 : Comparaison des pressions deau obtenues sous conditions 

de flux constant et flux périodique
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Figure D.8 : Courbes de niveau de la pression pour des grands temps et 

sous une condition de flux périodique
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Figure D.9 : Evolution de la pression à différentes profondeurs, après un grand 

temps, sous une condition de flux périodique.
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Max de la différence (Je pression ( en II--Î3 m)
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Figure D.10 : La variation de || h{ x , . ) -  h{ x , . + n T, ) || L- ( 0f 7l)

en fonction de la profondeur
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FigureD.ll : La variation de \\ h( t ) -  h( . f t + n Tt ) || fi- ( 0 , L )

en fonction du temps au cours dune période
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D.II -  LE SYSTEME D’EQUATIONS DE TRANSFERTS COUPLES DE CHALEUR ET DE 

MASSE

1 -  Le système à approcher

Nous reprenons le système des équations (B.HI.ll) et (B.III.12) où nous ne tenons pas compte 

du troisième terme du membre de droite ; négligeable devant le premier [REC-82], [DUN-82].

Les deux équations s’écrivent donc de la façon suivante :

pour (x,t) e ] 0 , L [ x ] 0 , T [  (D.II.l)

E { k ) ^  = t e ( F( h’T ) te + G( h,T } "te) P°Ur (x,t) c ] ° , L [x ]0 ,T[ (D.II.2)

Nous gardons les mêmes conditions initiales et aux limites pour la première équation que dans 

(D.I) à savoir :

(¿?( h ) ^  + C( h,T  ) -  D( h ) j  ( 0 , t ) = -D  ( A ( t ) )

pour 0 < t < T (D.II.3)

h ( L , t ) pour 0 < t < T (D.II.4)

h ( x , 0 ) ho ( x ) pour x e ] 0 , L [

Pour la seconde équation nous prenons les conditions aux limites : 

r  ( 0 , t ) = Ts ( t ) pour 0 Spour 0 < t < T

T ( L  , t ) pour 0 <, t < T

et pour condition initiale :

T ( x , 0 ) = T0 ( x ) pour x e ] 0 , L [ .

A h )
dh
dt

d
dx

JBi h )
dh
dx

4 C( A,r
dT
dx

D( h
> )

hx

Ti

dT

dh
dx

dT
dx
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2 -  Evaluation de la température de surface

Nous utilisons la méthode de Newton pour trouver la température de surface Ts qui satisfait 

l’équation de bilan (B.IV.3) : RN = J* + H + L, E 

Pour cela nous posons : / ( T, ) = JA + H + Ly E -  RN 

et nous itérons suivant la formule suivante :

-pi+1 _ T» _ / ( *̂ )

Le calcul de /  ' ( T, ) sera effectué à partir des formules ci-dessous :

dRs
àT,

dH 

dT,

àJch
àT,

d R, 

dTs

Q C„ h

G1/2
Ax

= -  4 a e,

et puis comme E est relié à qs par la relation (B.IV2),

q, = 0.622 ------- —-------
1 P* -  0.378 Pv

et vu les relations ( B.II.13 ) et ( B.II.14 ) nous avons alors :

àq,
àTs

0.622 Pa Pr ( T, , h, )
( PM - 0.378 Py )2 Ry T,

Ly -  g h, , dh,
--------  + 2 --

T, 6 ÔT,

3 -  Le schéma de discrétisation du problème et la méthode de résolution du système linéaire

3.1 -Le schéma de discrétisation

Avec les mêmes définitions de At, Ax et avec les mêmes notations h" = h ( / Ax , n Ai ) et

7? = T ( i Ax , n Ai ) avec 1 £ i s  /  et 0 <, n s  N , nous posons :

/  ' T¡ )(

7
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A, h r 1 -  hü = M&k - Â -ÎA 1 _ A W  - M^1/2 _ P?+1/2 -  DT-./2
1 Ar Ax Ax Ax

ç  T t"  -  V  = 0  W h  -  ^ A  + ( ! g ) ^1 /2  -  K in
Ai Ax Ax

OÙ

Un+l T»*+l Tw+l
A J n + l  _  d«  " ¿ f l  . /*'7i i <+l

m i + l / l  ¿>¿+1/2 A v  +  *+1/2 ^

7?+. -  77

W+i/2 ~  i ? + ,/2 A +  <3+1/2

Ax

jy+1 _

¡̂Vl/2 ~ 7̂+1/2 l+1. L + G?+l/2

Ax

7?+, - 7?
Ac ,T,/i Ac

ce qui s’écrit encore sous la forme suivante

a ; . ,-i Am1 +  a . - . j  A?+I +  a jiJ+1 Af+j1

ßî.¡-I nv + ßi., 7?+1 + ßi.i*i 77+v = «r

¿ I . w  Ait1 + <5,., A?+I + ô i . i+iA?./»+1 *+l

y.-.M 77-î1 + y*.« 7?+I + Yi . i + i  77+11 = v?

avec

<*i,i -  Ai + 0  ( 5?_1/2 + fi?+1/2 )

At
fli , i t i  -  -  0  -®r+1/2

ßi . i -1 “ 0 ^ 2  0-1/2

(D.H.5) 

(D.II.6)

(D.II.7)

(D.II.8)

h,ii+i

M *i+l/2
h\»?*¿+1 A?

+
Ar Í+1/2

hn+1i + 1 hh\r 1 + G?+i/;Ax

h\1n*¿+1 A?

a i . i-1 -  -  0
At
Ax2 B,Un

a ¡ ,, = A¡ + 6
At
Ax1

ß i , i = e
At
Ax2

C-7-1/2 + c7+1/2



Au niveau du nœud i = 1-1, nous avons :

h?+1 = hj = h{ et 77+1 = 77 = T,

dès lors nous pouvons écrire :

a 1-1, 1 — fi 1-1, 1 ~ à 1-1, 1 — y t-i, 1 — 0

avec pour second membre :
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ß  i , 1+1 = -  e
Ai
Ax2 Q+1/2

ô i . i-1 =  -  0
Ai

A r Í7 -1 /2

ó < » i = 9
At
A*2 ^7- 1/2 + ¿7+ 1/2 )

ô i , i+1 = -  0
Ai
A*2 *7+ 1/2

y ¡ . ¡-i —  0
M

At2 GZ.l/2

y .. i £7
Ai
A t2

Q - l / 2 + 6?+1/2 )

y . \ « + i
A/
Ax2

/T"u i+l/2

H" A? + ( 1 -  0 )
Ai
Ar * * 7+ 1/2 ^T-l/2

Ai
Ax ô ? + i/: 0?-l/27 )

V? £ ? 77 + i -  e
Ai
Ax ■̂ i+l/2 ñt- , /2  :)

«"-i -47-1 A?-. + ( 1 -  0 )
A/
Ax ( ^7-1/2 7̂-3/2 ) -

Ai
Ax 07-1/2 0 7 - 3/2ï )

+ 0
Ai
Ax2 £7-1/2 Al + 0

Ai
Ax2 0 - 1/2 r,
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t f - i  — £7-i T }-1 +  ( l  -  0  ) ( N7-1/2 ~ ^7-3/2 )

Considérons maintenant le nœud i = 1 ; la condition à la limite ( D.II.3 ) discrétisée peut s’écrire-

sous la forme suivante

M l# ~ Vin =  "  D (  A'1+1 )

au temps ( n -I-1 ) At et sous la forme

M\n -  m n =  -  D (  A" )

et au temps n At .

Pour i = 1, l’équation (D.II.5) devient alors :

An k l"  -  kl m ^ /V  + D ( ¿"+1 ) + ( j  _ e ) W n  +  D  ( A" ) _ D yi

1 A/ Ax Ax Ax

ou encore sous la forme suivante :

+ a..2 ¿r* fit.i n +i + Pi.**?' - «î

avec

a i , i ~~ Al + 6 ^ 2  Bj/j

At

A/

J3/2

-3/2

et

« î =  Al hl +  (  0 D( A "+ l )  +  (  1 -  $ )  (  MÎ/2 +  D (  A" )  )  - m n ) 
Ax

Ar
ax (  *7 -1 /2  ~  ÑUn )

+ d ■
A/_
Aï2 G 7-./2 ht + 6

Ai
¿7-1/2 Tt

a i . i h\*+1 i

a 1 . 2 = - e

ß 1 . 1 = e

ß 1 . 2 = - e
Ai
A*2 C3/2
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Pour l’équation (D.II.6), nous pouvons écrire en i = 1 :

N&1 -  N’i t1
El

7T 1 -  77 = e *3/2 **1/2

Ai Ax

La condition à la limite ( D.II.3 ) s’écrit :

+ ( 1 -  0  )
^3/2 ~ ffi/2

Ajc

+ C7
77+1 -  7o+1 

1/2 Ax

77 -  r0
1/2 A*

-  D?/2 = -  Z>( A"+1 )

- i)ï/2 = -  D( A" ) -

nous avons alors :

= ( Ol,2 - C î / 2 ^ r )
^/2 , 77+1 -  7q+1
f i ï / 2 Ax

^/2
+ -ST1 ( -  An+‘ ) + 0Ï/2 )

fiî/2

^ /2  = (G in  -  Cl/2 i z r  )
Pin v 7 7 - 7 3  , *T,
£71/2 Ax

1/2

fiî/2
( -  D( a- ) + £>7/2 )

En reportant ces relations dans l’équation (D.II.6) nous arrivons à la forme suvante :

<5 i , i  h1+1 + <5i ,2 ¿2+I + y i . i  77+1 + y i , i 77+l = vj

ou

At Fir.? ! . !  = El + 6  - ^  ( G1/2 + G3/2 -  Cï/2 ^  )

y i , 2 = -  6  —  Gn3/2
Ai
Ax2

vî = El 77 + ( 1 -  6 ) ( W5/2 -  7V?/2 ) +

T. ( o ;„  -  ^  ( -  C( A"*' ) + D k )
1/2 ^ 1/2

Le système des équations (D.II.7) et des équations (D.II.8) se met donc sous la forme matricielle

Bín
AS+1

Ax

Bln
fA_ K

Ax
+

N*+1

ô 1. 1 = e
Ai
Ax2

F

Fin
At

=  -  0ô 1 . 2

Bln

( m,2 -  K ß ) +
A/
Ax

0
At
Ax + ( - o( A"+1 ) + d i/2 ) 

°i/i

Fin

Bin
- 1/2
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suivante :

A B U

V
(D.

où les blocs A, B, C et D sont les matrices tridiagonales correpondant respectivement aux élé

ments {aÿ} , {fiÿ} , {<5ÿ} et {yÿ} avec i -  1 s  j  s  i + 1 et h, T, U et V sont les vec

teurs d’éléments respectivement {A"+1} , {Î7+I} , {u"} , {v?} avec 1 < i < I

Pour la résolution du système (D.II.9) nous utilisons un schéma itératif suivant l’algorithme de re

laxation par blocs ci-dessous :

(0
1 )

A 0 

0 D

ce qui s’écrit :

D . 7*+1 = ( i - ( o ) D . I * - û ) C . h k + a ) V  (D.II.10)

A . h*+l = -  o) B . 1*+l + ( l - œ ) A . t f  + œ U  (D.1I.11)

La résolution du système (D.II.9) pour un pas de temps reviendra donc à itérer jusqu’à convergence 

sur la résolution des deux systèmes tridigonaux (D.II.10) et (D.II.ll).

4 -  Résultats numériques

On donne ci-dessous les résultats de deux simulations sur une période de 24 heures, pour un sol 

de mêmes caractéristiques hydrodynamiques que la partie (D.I).

Pour la première simulation, on prend comme condition initiale pour l’équation de la chaleur 

généralisée une température constante Tq(x) = 1 et pour la condition limite inférieure une tempé

rature fixe Tq(L) = 1. A la limite supérieure on fait un bilan d’énergie qui permet de déterminer la

C D

h

T

1 A O

0 D
+

O B

O O

A*+1

j * + i

1

O o

c o
A*

7*
+

u

V

>

» * (

.11.•9)



103

température de surface comme cela est précisé au paragraphe (D.II.2). Les données nécessaires 

pour ce bilan proviennent d’un fichier de données météorologiques réelles interpolées.

Pour l’équation de transfert de masse, on prend comme condition initiale une pression linéai

rement croissante en fonction de la profondeur et allant de -1,116 m à la surface à -  0,342 m à la 

limite inférieure, pression qui sera fixée au cours du temps en ce point ho(L) = -  0,342 m. A la limite 

supérieure, le flux de masse correspond à la quantité évaporée, ou condensée, calculée à partir du 

bilan d’énergie à la surface. La Figure D.12 donne l’évolution de ce flux au cours d’une période de 

simulation de 24 heures. Les Figures D.13 et D.14 donnent respectivement l’évolution de la pression 

de la couche superficielle et les courbes de niveau de pression d’eau dans le sol pendant une journée 

de simulation. Les Figures D.15 et D.16 représentent l’évolution de la température de la couche 

superficielle et les courbes de niveau de température d’eau dans le sol au cours de la même période 

de simulation.

Nous ajoutons ensuite au flux de masse utilisé à la première simulation, un flux constant égal à

0,07 pendant 2 heures, entre 10 h et midi. La Figure D.17 donne l’allure de ce flux. Les Figures D.18 

et D.19 permettent de comparer, respectivement, l’évolution des pressions des couches superficiel

les et de leurs températures dans les deux simulations. Enfin, la Figure D.20 donne les courbes de 

niveau des pressions correspondant à la deuxième simulation et la Figure D.21 donne une compa

raison entre les deux simulations pour les courbes de niveau de la température.

Les courbes D.19 et D.21 montrent bien l’impact non négligeable des apports en eau à la surfa

ce sur l’évolution de la température dans les premières couches de sol. La prise en compte du cou

plage est donc à préconiser chaque fois que les premières couches de sol interviennent dans le pro

blème physique.
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Flux de m asse

Temps (pas de 30 s.)

Figure D.12 : Evolution du flux de masse à la surface au cours d'une journée de simulation.
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Pression ( en m )

lernps ( pas de 6 rnn ) 

Figure D.13 : Evolution de la pression d'eau à la couche superficielle.

Temps (en pas de 6 mn )

P ro fondeur ( en cm ) 

Figure D.14 : Courbes de niveau de pression d'eau dans le sol,

pendant une journée de simulation.

- i

- n

- 1.2

-1 .3

-1 .4
Surfoce

Profondeur = 2 cm

Profondeur = 4 cm

-1 .5

0 40 80 120 160 200 240

240

200

160

120

80

40

0
0 20 40 60 90



• Terr iperolure

106

I emps ( pas de G m n)

Figure D.15 : Evolution de la température des couches superficielles 

au cours de 24 h de simulation.
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Figure D.16 : Courbes de niveau des températures dans le sol, au cours 

de 24 h de simulation
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Flux de mosse  
o
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Figure D.17. Flux de mosse utilise lors de la seconde simulation.
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Pression ( en m )

l e m p s  ( p a s  d e  6  r n n  ) 

Figure D.18 : Evolution des pressions d eau à la couche superficielle.

Comparaison entre les deux simulations.

Temperature

Temps  ( p a s  de 6 mn ) 

Figure D.19 : Evolution des températures à la couche superficielle.

Comparaison entre les deux simulations.
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Temps ( en pas de 6 mn )

Profondeur ( en cm ) 

Figure D.20 : Courbes de niveau de pression d'eau dans le sol,

pour la seconde de simulation.
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Figure D.21 : Comparaison entre les deux simulations des courbes 

de niveau des températures.
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E .I -  INTRODUCTION

La méthode numérique mise en oeuvre sera orientée par un a priori d’analyse physique que 

nous allons exposer et qui conduit à l’émergence d’une problématique dite de “raccordement”.

Le formalisme général répondant à cette perspective sera brièvement exposé et servira de ca

dre pour étendre la résolution de notre problème.

Ainsi la résolution du système d’équations modélisant les transferts de chaleur et de masse 

dans le sol aura un double intérêt :

-  fournir des méthodes numériques robustes permettant d’enrichir une bibliothèque de thermi

que de bâtiment ;

-  servir de test au cadre général d’analyse physique souhaité par les acteurs du projet ALMETH.

E.II -  LE PROBLEME PHYSIQUE DE RACCORDEMENT

Le développement d’outils logiciels de modélisation thermique du système bâtiment en inter

action avec son environnement met en évidence de nombreuses difficultés liées à son hétérogénéité.

A l’échelle macroscopique de nombreux phénomènes de natures physiques diverses sont pré

sents : échanges radiatifs, convection, diffusion, transferts couplés de chaleur et de masse. Les ma

tériaux qui en sont le siège sont de natures et de géométries très diverses.

Il n’existe pas, à l’heure actuelle, de méthode numérique homogène permettant de traiter prati

quement l’ensemble des lois physiques impliquées. Cette analyse a conduit les concepteurs de logi

ciels à utiliser systématiquement le concept de modularité. Lidée est de fournir un ensemble de 

paquets logiciels adaptés chacun à un type de phénomène bien particulier. La modélisation concrè

te d’un projet consiste alors à instancier ces paquetages avec les paramètres physiques et géométri

ques du projet, soit par programmation directe, soit par l’utilisation d’interfaces plus ou moins 

évoluées (DOE.2, TRNSYS, BLAST, TAS).

Le procédé permet à des thermiciens d’éviter l’apprentissage approfondi des nombreuses mé

thodes numériques souvent complexes à mettre en œuvre. Pour citer l’un des meilleurs exemples, 

[MODULEF], développé à l’INRIA, utilise cette modularité systématiquement alors même que

Il í’existe pas, i
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l’homogénéité numérique est assurée par l’utilisation des éléments finis.

Cependant, la mise en œuvre de cette technique de modularité conduit à des difficultés liées en 

particulier aux systèmes hétérogènes fortement couplés, ceux où la dynamique du comportement 

global dépend autant du couplage entre les éléments et les phénomènes que de l’évolution propre de 

chacun d’eux. Il est alors nécessaire de faire apparaître clairement la dynamique des équations de 

couplage en plus des modèles phénoménologiques classiques.

Ainsi, pour ces systèmes, la notion de modularité conduit à un problème d’interface et à des 

lois de couplages aux interfaces.

E.III -  LE FORMALISME D’EVOLUTION PAR TRANSFERT

Eanalyse précédente a conduit le GER ALMETH à choisir un formalisme fondé sur l’analyse 

des couplages permettant de raccorder les modèles élémentaires qui constituent un système global. 

Ce formalisme permet en plus de spécifier les inter-influences des modèles élémentaires.

Il est basé sur une expression canonique de modèles d’évolution -  dits équations de cellules -  et 

de modèles spécifiques de couplages -  dits équations de transferts.

Lexpression physique est fortement orientée par la thermodynamique des processus irréversi

bles.

Les processeurs de cellules sont des modèles d’état linéarisés sur chaque intervalle de temps. 

Leur expression découplée -  c’est-à-dire à conditions aux limites constantes -  correspond à des 

problèmes aux limites classiques. Le raccordement est effectué par l’adjonction des variables phy

siques d’interface contraintes par l’équation des transferts, et modifiant les processeurs de cellules 

pour assurer le couplage dynamique.

Dans le paragraphe suivant, nous donnerons brièvement le schéma général conduisant aux 

équations canoniques ainsi que leur résolution implicite. Nous en donnons plus loin l’application 

aux problèmes traités dans cette thèse .

Il est basé
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E.IV -  FORMALISME DU RACCORDEMENT [ GRA-89 ]

1. Forme générale des équations

On considère le problème de deux cellules Qi et Q2 ayant une interface le t des conditions aux 

limites indépendantes 2, et 22 •

Léquation d’évolution découplée de chaque cellule i = 1,2 est supposée de la forme :

*  %  -  G  ( * ( / ) . £ <  O  . * )■ (E.IV.l)

où rji représente l’état du domaine Q; ; % représente les conditions aux limites sur a£2,

Le raccordement s’effectue en faisant dépendre les conditions aux limites de l’interface des 

états des cellules connectées : soit 4>, une fonction d’état de l’interface I ; elle sera contrainte par 

les lois physiques aux cellules fi, et Q2 via une équation que l’on supposera de la forme :

e, = f, { Vl , m , 4», , Zi , z2 , t )  (E.iv.2)

Lévolution des états des cellules sera régie par des équations de la forme :

e, %  = Ti U  , s  , , r ) (E.IV.l)
Ot

où la variable dépendante 4>7 apparaît en plus des conditions aux limites indépendantes 2;. 

Cette forme de raccordement assure bien la modularité ; chaque cellule ne “voit” que des condi

tions aux limites ou des variables d’interface.

Le couplage dynamique est assuré puisque, à chaque instant, <t>, évolue en fonction de l’évolu

tion des états ^  qui sont eux-mêmes dépendants de <ï>,. On aboutit à une formulation implicite du 

système. On étend sans difficulté cette formulation à un système de n cellules raccordées par des 

variables d’interface. On peut aussi définir des interfaces couplant un nombre quelconque de cellu

22

Íl2
I

fìl

Si

e,
d®,
dt

(E.IV.l)O
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les.

2. Forme discrète du problème

Dans le cas où les équations ont été discrétisées, les vecteurs des équations (E.IV.l), (E.IV.2) et 

(E.IV3) sont de dimensions finies et les opérateurs sont représentés par des matrices. La forme 

canonique des équations est alors, pour une cellule i :

A. ôrji + B, <5<î> = r, (E.IV.4)

et pour les transferts

£ C , ôm + D ô<t> = Q (E.IV.5)

3. Les étapes de la résolution

La résolution est conduite, par élimination des variables d’état des cellules 0^, ce qui donne :

[D -  2 Ci A-' B, ] ô<t> = Q - Aj1 Ti (E.IV6)
i i

ce qui permet de déterminer ¿<ï>, d’où l’on tire pour une cellule i :

ôrji = A]1 Ti -  A? Bi «54» (E.IV.7)

La spécificité du raccordement apparaît ainsi dans le calcul des matrices Q et Aj1 B, . 

Lévolution découplée de la cellule i : àr\i4ec correspond à ¿4» = 0 .

La matrice A;f1 Bi = —  donne l’influence de sur . On lui a donné le nom de matrice
dO

d’influence des variations des grandeurs d’interface -  c’est-à-dire le reste du système -  sur la cellule

i. Pour chaque cellule i du système, la matrice Q A;1 Bi de (E.IY6) permet d’évaluer le rôle de i 

pour coupler des composantes du vecteur d’interfaces. Ainsi la mise en œuvre du raccordement 

par le FET exige des opérations souvent coûteuses et difficiles, à savoir le calcul de A;1 B, et Q 

mais en retour la structure et les trajectoires de ces matrices recèlent une information déterminante 

pour l’analyse des couplages .

E.V -  APPLICATION AU PROBLEME DE TRANSFERT DE MASSE DANS LE SOL

Nous reprenons dans ce paragraphe l’équation d’infiltration. Le but n’étant pas de la résoudre, 

tâche déjà accomplie au Chapitre D -  mais de servir de test pour le formalisme d’analyse de coupla

(E.rv.6)A-1 r¡Ci
i

On lui a donné le nom de matriceó« sur ÛTJi
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ge présenté ci-dessus. Pour cela nous divisons le domaine en plusieurs zones et nous étudions les 

transferts entre elles.

Nous reprenons le problème du paragraphe (D.I) et nous découpons ] 0 , L [ en I sous- 

domaines qui seront couplés par l’intermédiaire du choix d’une grandeur physique de couplage.

Un choix physique naturel nous conduirait à utiliser le flux d’humidité à chaque interface rac-

h’ —h
cordé aux états des nœuds voisins par <J>,+1/2 = Ki+l/2 (ce qui correspond à l’équation

E.IV2 dans laquelle e, = 0 ) et à écrire l’équation d’une cellule comme (E.IV.3).

Cependant, pour rester numériquement homogène à la résolution directe, nous avons préféré 

définir pour chaque interface un nœud du domaine.

Pour décomposer ] 0, L [ nous provoquons I -1  coupures correspondantes aux nœuds k , j 

= 1, ..,1-1 Le système (D.I.8) se décompose alors en I sous-systèmes linéaires. Le sous-système 

correspondant au sous-domaine situé entre les nœuds k~l et //sera alors de la forme :

aht1 + lxkhi

AjJCj + =  Y, (E.V.1)

Clj- \XÙ .

où Xj et Yj sont les sous-vecteurs correspondant aux nœuds +1,....... kf-1

Le système (E.V.l) peut aussi s’écrire de la manière suivante :

A, X, =  Ÿj 

avec

/  Yj “  +  j ^ - 1  £ |  ^

ci = (1,0,0,............. 0) et e„j = (0,0,0,..., 1,.......0,0)

nj = kf -  khx - 1  est la longueur du système (E.V.l)

(E.V.2)

(E.V3)

Le sous-système (E. V2) est couplé aux sous-systèmes correspondant aux sous-domaines (j -1 ) 

et (j + 1) par les équations

a, x,_i + b, xi + c, jr,+ 1 = yt (E.V4)

+1... kf-1W-lk

e-jc ,fc'-l
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respectivement pour / = ^  et / = K

Cette formulation correspond bien aux équations canoniques du FET (E.V.l) en tant qu’équa

tions des I cellules, (E.V3) en tant que I -  1 équations de transfert. La résolution des systèmes

(E.V.2) ne peut pas être directe puisque Ÿ, dépend explicitement de Xy-i et xy qui ne sont pas

encore déterminées ; pour cela la résolution passe par les étapes suivantes :

i) pour chaque système j nous résolvons les trois systèmes linéaires suivants :

Ai X} = Y, (E.V5)

Aj X} = e, (E.V.6)

Aj X) = e„ (E.V.7)

des équations (E.V1) et (E.V.2) nous déduisons

Xj = Xj -  ü y -1+1 Xy-l %  ~ C*., Xy X) (E.V.8)

ii) Nous avons alors en particulier :

*V-1 = ( A3 )nj -  û*M+, **M ( Xj )„j -  <v_, Xÿ ( X) )nj (E.V.9)

xkî+1 = ( X}+1 )i -  Oy+i Xy ( Xj+1 )i -  Cy+1_j Xy+l ( X/+1 )i (E.V.10)

iii ) Nous substituons xy_t et xy+1 dans (E.V.4), ce qui donne :

a ÿ ~ l + 1 ( ) nj  X y - l  -  \  b y  -  d y  ( X j  \ j  -  C y  Q y + i ( X / + i  )l ] X y  +

( -̂ /+1 )l Xy+l — — yy + Qy ( Xj. ),y + Cy ( Xj+\ )j (E.V11)

Nous avons ainsi un système tridiagonal ne reliant que les xy , qui correspond au système E.IV.6. 

La résolution de ce système (système des couplages) permet d’expliciter les Ÿ, et les X,

[ - a*>cV -i

+ <v <v► ‘- I
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E.V I- CONCLUSION

Traitement du système de transferts couplés

La décomposition du système (D.II.9) en sous-systèmes et leur raccordement par des variables 

de transfert (FET) ne peuvent pas être directs comme c’est le cas pour le système (D.I.8 ), En effet la 

résolution par relaxation du système (D.II.9) fait que le couplage entre sous-systèmes n’est plus 

explicite. Pour avoir accès à la matrice des couplages entre sous-domaines, nous sommes contraints 

d’utiliser une méthode directe pour la résolution des systèmes linéaires. Cela nous amène, dans 

notre cas, à une renumérotation des nœuds en fonction des positions des coupures. Néanmoins, et 

tout en résolvant par relaxation le système (D.II.9), nous avons utilisé la décomposition décrite dans 

IV par la résolution de chacun des deux systèmes tridiagonaux (D.II.10) et (D.II.ll). Cela permet à 

l’algorithme d’être facilement parallélisable.

Nous reprenons la seconde simulation de D.II et nous comparons les résultats du Chapitre

D.II (relatifs au système) à ceux obtenus par la méthode de décomposition. La différence entre les 

deux résultats inclut les erreurs d’arrondis sur tout le calcul, et reste au même ordre de grandeur, la 

différence ne dépassant pas 1.410-6 comme le montrent les Figures E .l et E.2. Ces dernières don

nent respectivement le maximum, sur toutes les itérations et en tout point du maillage, de la diffé

rence entre les deux résultats pour la température et pour la pression.

Nombre d’opérations et temps de calcul.

Une résolution par notre méthode comprend :

-  la résolution directe de 3 systèmes linéaires correspondant à la même matrice tridiagonale, 

donc en effectuant une seule fois la factorisation, et cela pour chaque sous-domaine ;

-  la résolution du système de couplage reliant les variables d’interface : dans notre cas, il est très 

petit (3x3) ;

-  une combinaison de trois vecteurs pour chaque sous-domaine.

Si N est la dimension du système global, nous avons un nombre total d’opérations de l’ordre de 

21 N alors que la résolution globale est de 8  N.
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En pratique, pour 1.000 itérations correspondant à la simulation nQ 1 du Chapitre D, le pro

gramme met 880 s C.P.U. pour une résolution sans décomposition en sous-domaines ; il met 903 s

C.P.U. pour le même nombre d’itérations avec la méthode que nous venons de présenter ; si aucune 

résolution n’est effectuée, le programme met 8 6 6  s C.P.U.

La résolution avec la méthode de décomposition met donc 37 s quand la résolution globale ne 

met que 14 s : ce rapport ( 37/14 ) est bien en concordance avec les rapports des nombres d’opéra

tions ( 2 1 / 8  ).

Lien avec les méthodes de sous-domaines

^algorithme que nous avons présenté peut être classé parmi les méthodes de sous-domaines 

sans recouvrement. Ces méthodes sont largement utilisées pour le calcul de sous-structures 

[PET-8 6 ] et pour les problèmes de mécanique de fluide [DIH-84] ; [DIN-8 8 ]. La résolution est géné

ralement effectuée par une méthode de gradient conjugué préconditionné [GOL-76] ; [GLO-8 8 ]. 

Nous trouvons dans [PET-8 6 ] et [DIN-8 8 ] plusieurs choix de préconditionnement de la matrice 

de cet algorithme, appelée matrice de complément de Schur [COT-74].

Dans notre cas, c’est la matrice du couplage qui correspond au complément de Schur. Nous 

avons utilisé une méthode directe pour la résolution du système de couplage, non seulement parce 

qu’il est de petite taille (problème monodimensionnel), mais aussi parce que nous voulons accéder 

à la variation directe des variables internes en fonction des variables d’interface et, inversement, la 

variation des variables d’interface en fonction des variables internes.

Ces informations sur le couplage global entre sous-domaines prennent une signification diffé

rente suivant la nature des variables d’interface choisies ( flux ou température ).
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Figure E.1 : La variation de || x , -  Tt( x , . ) llt-(o.j-)

en fonction de la profondeur. Tj et Tg sont respectivement les résultats des 

méthodes avec et sans division du domaine.
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CHAPITRE F

SOUS-DOMAINES A PAS DE TEMPS DIFFERENTS : 

EMBOÎTEMENT TEMPOREL

F.I -  INTRODUCTION

F.II -  APERÇU BIBLIOGRAPHIQUE

F.II.l -  Un modèle à deux dynamiques

F.n.2 -  Une méthode mixte pour l’intégration en temps

F.II.3 -  Un solveur explicite

F.III -  LA METHODE UTILISEE

F.m.1 -  Approximation des y y

F.III.2 -  Approximation des fy

F.IV -  RESULTATS NUMERIQUES
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F.I -  INTRODUCTION

Comme cela a été précisé au chapitre précédent, le système thermique du bâtiment en interac

tion avec son environnement, est décomposé en zones. Les géométries de ces zones et les caractéris

tiques thermophysiques de leurs constituants sont généralement différentes. Les transferts thermi

ques en leur sein sont de natures physiques diverses : diffusion, convection, rayonnement, 

transferts couplés de chaleur et de masse.

Il est donc fréquent de trouver des zones à inerties très différentes. Les temps caractéristiques 

de certaines zones ne sont pas dans les mêmes ordres de grandeur. En prenant l’exemple du sol au 

voisinage du bâtiment, une analyse spectrale faite au Centre Thermique de l’INSA de Lyon 

[MOK-88] a montré que les constantes de temps de certaines zones (couches superficielles du plan

cher) sont de l’ordre de 40 s alors que pour d’autres (plancher bas et sol immédiatement voisin), 

elles sont de l’ordre de 30 mn. Nous trouvons même de DO heures à 7 ans pour les zones plus pro

fondes.

Du fait que les données de l’ensoleillement sont déterminées à des pas de temps de l’ordre de la 

minute [DUF-87], les variations des températures dans les zones exposées au flux solaire sont beau

coup plus rapides que celles observées dans les autres zones. Nous retrouvons l’exemple des cou

ches de surface du sol par rapport aux couches profondes [MOK-88] et l’exemple de la paroi exté

rieure d’un mur par rapport à son cœur [ESC-89] où les hautes fréquences des excitations sont 

complètement amorties en aval des zones soumises à la dynamique rapide des excitations.

F.II -  APERÇU BIBLIOGRAPHIQUE

Lidée qui vient est d’utiliser un pas de temps de discrétisation adapté à la physique de chaque 

zone. Nous présentons un aperçu rapide de l’utilisation de cette idée.

II.l -  Un modèle à deux dynamiques

Après une étude des variations temporelles des excitations thermiques, et une étude basée sur 

l’analyse nodale de la réponse du bâtiment, ESCUDERO [ESC-89] propose un découpage du sys

l i e s t donc
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tème bâtiment en deux sous-structures, correspondant à deux dynamiques, rapide et lente. Il défi

nit un modèle correspondant aux zones à dynamique lente et un autre pour les zones à dynamique 

rapide. Le premier sert à bien évaluer la température d’interface entre les deux zones qui constitue 

la condition aux limites pour le modèle à dynamique rapide. La température d’interface, ou tempé

rature de couplage, est maintenue constante au cours du grand pas de temps : pas de discrétisation 

des zones à dynamique lente.

11.2 -  Une méthode mixte pour l’intégration en temps

T BELYTSCHKO et al. [BEL-79] ont développé une méthode de décomposition en sous- 

domaines où l’intégration en temps se fait avec des pas différents suivant les régions. La résolution 

est explicite dans tous les sous-domaines. Pour les petits pas de temps, les valeurs aux interfaces 

sont obtenues par interpolation. Ces auteurs ont montré que cette méthode est stable. Ils l’ont utili

sé pour des problèmes de propagation d’ondes et ont montré que les résultats sont en accord avec 

une solution analytique.

11.3 -  Un solveur explicite

LÔHNER, MORGAN et ZIENKOWICH [LOH-84] ont développé un solveur explicite, pour 

des écoulements compressibles, basé sur la décomposition en sous-domaines à pas de temps adap

tés. Ils estiment le pas de temps admissible pour chaque élément et mettent en place une stratégie 

qui permet d’affecter un sous-domaine à chaque pas de temps At = Atmjn, 2 Atmjn , 4 Atmjn ... où 

Atmin est le minimum des pas admissibles sur tous les éléments. Le raccordement entre régions est 

fait par recouvrement sur les deux éléments voisins de l’interface entre régions. Cette méthode leur 

a permis de diminuer le temps calcul d’un facteur plus grand que deux.

F.III -  LA METHODE UTÏLISEE

Nous prenons l’équation de la chaleur comme problème modèle pour cette présentation. Nous 

considérons le problème suivant :
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( P )

i l
dt -*-<* ^  >dxx dx ’

pour ( x , t ) e ] 0 , L [ J T ] 0 , r [

T ( 0 , t ) =  Tt ( t ) pour t > 0 

T  ( L  , t ) =  T, pour t > 0 

l r  ( JC , 0 ) =  r 0 ( x ) pour x e ] 0 , L  [

Nous discrétisons ce problème par la méthode aux différences finies centrées que nous avons utili

sée au chapitre D et nous utilisons la méthode de décomposition présentée au chapitre E. Nous 

nous reportons à l’étape iii) de (E.V) ; nous avons alors un système linéaire qui relie les variables 

d’interface et qui s’écrit :

a n a n 0 

«21  <*22 0.21 

0 ° 3 2 a ii .

(F.

Pi = - / „  + % (  X) % + cy ( X)+1 yi (EIII.2)

pour ;  = 1 , 2, 3 et 7^+1 correspond aux états des interfaces té

Eidée est de pouvoir discrétiser le problème dans les zones (1) et (2) avec un pas de temps Ati et 

dans les zones (3) et (4) avec un pas de temps At2 où At2 = m Ati. Vu l’équation (EIII.2), la détermi

nation de et pl nécessite la détermination de ( Xi y  et ( Xl f  qui passe par une résolution

des problèmes correspondant aux zones (3) et (4). C’est ce dernier calcul que nous voulons éviter 

pour les petits pas de temps. Nous approchons alors et f% pour les itérations correspondant

aux petits pas de temps et nous les calculons complètement pour les grands pas de temps, le systè

me (F.III.l) est donc résolu tous les petits pas de temps avec des valeurs approchées de 3̂ et p i .

Les approximations se font en deux étapes : III. 1 et III.2

CT

7~n+1 ‘ 
Jk'

7 7 1 4 *: 
l k2

TW+ 1

ß

ß.

ß

où

dT

m .•i)
w

n

nation de n

pour les petits pas de temps. Nous approchons alors fiS
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III.l -  Approximation de ÿj

Les choix de discrétisation nous permettent d’écrire : 

a, 11V + b, 77+1 + c, 77+/ = yi 

où

(F .III.3)

r — 0 ln
A ?  /2

bt = C?- ( üi + d  ) 

et

fi = Q  77 + ( 1 -6  ) 2? (F.III.4)

avec

^7 =  ^ 2  (  ^7-1/2 ^7-1 -  (^7-1/2 +  ^7+ 1/2  )  Î 7  +  A"+ ^,'2 77+1 )

Nous posons <577 = 77+1 -  77 alors l’équation (F.III.3) s’écrit :

4  <577., + bi <577 + Ci <577+1 = 2?

à partir de l’expression de 27 , et en supposant que les coefficients restent constants au cours de 

mAti, nous pouvons écrire que :

-  d ( z?+1 -  27 ) = a, <577., + ( bi - Q  ) <577 + ^ <577+1 

= 2? - C7 <577

alors :

1 1
z? =  ( 1 - -  ) 2? +  -  C7 <577 (F.III.5)

6 e

Or (F.III.4) s’écrit aussi

>7+1 = C7+1 77+1 + ( 1-0  ) 2?+1 (F.III.6)

Du fait de l’hypothèse que C7+1 = C7 en substituant (F.III.5) dans (F.III.6) nous obtenons

>f+I = y ( i7+1 + ( 0-1  ) 77 ) -
(F.III.7)

Cela permet donc de calculer avec la seule connaissance de 77+1 et de 2? qui ne dépend que 

des 77.,, 77 et 77+, .

a¡ d
A/,
A*2 £ -1/2

Ah

(1 - e y
2?

e
Q
rrf+I

yr l
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III.2 -  Approximation des Pj

Les Xj sont définis par l’équation (E.V.5) qui s’écrit A, ( X} y  = Y?

Nous utilisons l’indice/pour les vecteurs relatifs aux sous-domaines/. La matrice A, est supposée 

constante pendant m Ati = At2 pour les zones 7 = 3,4 supposées lentes. Moyennant les équations 

(F.m.4) et (F.m.6) nous pouvons écrire :

Y»+1 _ y» = q +i T}+1 -  Q  T} +  ( 1 -6  ) ( ZJ+l -  Z} ) 

alors vu (F.III.5) et la définition de ôf] nous avons

(F.m.8)

Nous avons d’autre part :

( x} y+t -  ( X} y = a j1 ( yj+î - Y} )

Par substitution de (F.III.8), il vient :

( X} y+1 - ( X} y

et donc :

( x} y+1 - ( x} y j  AŸ Q+l 77+1 - ^  ( x} y (F.III.9)

Hypothèse de grande constante de temps :

Nous appelons ” hypothèse de grande constante de temps ” le fait d’être dans une situation qui 

permet de considérer que

Q 1 A, «  I, (F.III.10)

yn+1 n
1
tí

Ç}+i 77+1
1
e

n

i
V

A? Q +l 77+1
1
e

A}1 yi
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Dans ce cas par substitution de (F.III.10) dans (F.III.9), il vient :

( x} r 1 - ( x) r = \ ü +i - \ ( x} r

et par suite :

(  X} r +1 (F.III.ll)

Nous reprenons l’équation (F.III.2) et nous utilisons les estimations précédentes pour calculer 

les p}+l.

dans la zone à petit pas de temps Ati. Nous pouvons alors écrire, moyennant (F.III.7) et (F.III.ll) :

Eéquation (F.III.3) permet d’exprimer 7^* en fonction de 7^+1 et de 7™*1 qui sont déjà calculés 

à l’itération précédente et est donc complètement déterminé. Une fois /ÿ+l calculé, nous 

pouvons résoudre le système (F.II.l) et déterminer les T * 1 ce qui permet d’avancer la résolution 

d’un petit pas de temps Ati dans les zones rapides et de calculer les f f * 2 . Nous itérons ce proces

sus (m -1 ) fois, où m = At2 /Ati et à la m ieme itération nous effectuons un calcul complet dans 

toutes les zones.

Si H est l’interface entre zone lente et zone rapide, alors ( X} y +1 est déjà connu puisqu’il est

(F.III.12)

Si k! est une interface entre deux zones lentes, alors ( X) y +l n’est pas déterminé et nous 

utilisons (F.III.ll) comme pour ( X} +1 )"+1 ; nous pouvons écrire alors :

1
fì

jn+ 1 + 0-1
0

X1; T

fi* 1 [ ( « y*+1
w

1
C" j j t + i

Ltí + [ e - i) 7™1w ) 4
1 6 I2

+

+
1
a <V

771+1

V+i + (0 - 1) [( xì+.r ]i

à l’itération précédente et |»+1
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\  <V ( TV+\ + 0 -1 )  [( L ) + \  ( T£l + (0-1) [( V T  ]nj ) (F.III.12)

ce qui s’écrit, moyennant (F.III.2) et (F.III.3) :

(F.III.13)

ce qui permet de passer à l’itération suivante.

Les phénomènes amortis

Nous pouvons également appliquer la résolution à plusieurs pas de temps sans pour autant que 

l’hypothèse de grande constante de temps soit acceptable. Dans ces conditions, nous ne pouvons 

pas écrire que :

Le choix que nous avons adopté est de les calculer explicitement une fois et de les supposer constan

tes au cours des (m -  1) autres itérations.

A}1 [ Cj+l 7 T 1 ] =  77+1

Or nous avons besoin pour les zones lentes des quantités

[Ajl [ CT‘ 7T 1 ]]i et [Ajl [ CT1 77+1 ]k

F.IV- RESULTATS NUMERIQUES

Nous avons appliqué la méthode à notre problème de transfert de chaleur dans le sol. Nous 

supposons que l’état hydrique dans le sol est stationnaire.

Pi
m+1 1

Q
t «+ 1 + iß •i) 7"1k> ) +

1-0 \2

e % +

-t ;a+iy
1
d

aki

ßj
1 + 1 1

e
(9-1) ßj + y* b» + q r n - t - 1m
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La Figure F.1 représente la variation de la température à la surface et à d’autres profondeurs 

(25, 50 cm), en fonction du temps pour une durée de simulation d’une journée. Elle montre bien 

l’amortissement de la température du sol en fonction de la profondeur.

En une première simulation, nous utilisons un pas de temps constant dans les 4 sous- 

domaines, Ati = 30 s. A la seconde simulation, nous utilisons un pas de temps Ati = 30 s pour les 

deux sous-domaines supérieurs, et At2  = 5 Ati pour les deux autres sous-domaines. Nous repré

sentons à la Figure F.2 l’évolution de la température de l’interface, entre zones à dynamique lente et 

zones à dynamique rapide, en fonction du temps.

Nous faisons la différence entre les résultats de la première et de la seconde simulation et nous 

représentons à la Figure F.3 cette différence au niveau de l’interface en fonction du temps.

Pour illustrer l’intérêt qu’apportent les approximations utilisées, nous effectuons une simula

tion dans les mêmes conditions que la précédente, et nous maintenons constantes les Pj au cours 

des grands pas de temps.

La Figure F.4 donne les différences entre les résultats de la première et la troisième simula

tions, à l’interface, en fonction du temps. La comparaison des Figures F.3 et F.4 montre l’apport de 

précision des approximations proposées. La méthode utilisée permet donc de préserver une bonne 

précision tout en permettant un gain considérable de temps de calcul. A titre d’exemple, la premiè

re simulation prend 1545 s du temps C.P.U. alors que la seconde ne met que 880 s. Ce gain devient 

plus important si nous utilisons un découpage emboîté et plusieurs multiples de pas de temps 

[LAH-89]
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Temperature

Temps ( en pas  de 10 mn )

Figure El : Evolution en fonction du temps de la température à différentes profondeurs.
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Figure F.2 : Evolution de la température à Vinterface ( profondeur = 0.45 m ) en fonction du temps.
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Différence de tem pera ture
x 10

Temps ( en pas  de 10 mn )

Figitn F.3 : Différence des températures à l'interface (profondeur = 0.45 m ) en fonction du temps. 

Comparaison des résultats avec et sans emboîtement temporel

Figure E4 : Différence des températures à Vinterface ( profondeur «  0.45 m ) en fonction du temps. 

Comparaison des résultats avec et sans emboîtement temporel à Py constantes.
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CONCLUSION

Eétude bibliographique que nous avons faite nous a conduit à mettre en évidence l’importance 

de la prise en compte de l’état hydrique du sol pour l’étude des transferts de chaleur entre le bâti

ment et le sol avoisinant.

Nous avons donné les bases du modèle que nous avons utilisé en le situant par rapport à une 

large gamme de modèles existants. Une étude numérique du problème en dimension 1 d’espace 

nous a permis de conclure que ce modèle est un bon outil pour une étude fine de transfert énergéti

que entre un bâtiment et le sol.

Il permet aussi l’étude des cas pathologiques du bâtiment en relation avec les transferts de 

masse. Une étude analytique de l’équation de transfert de masse nous a permis de montrer que le 

problème est bien posé tout en mettant le point sur des cas de dégénérescence d’une part et sur 

certaines propriétés de la solution d’autre part.

Dans l’objectif de tester des méthodes plus générales sur ce problème-modèle, nous avons utili

sé une méthode de décomposition de domaine basée sur le Formalisme d’Evolution par Transfert 

(F.E.T).

Nous avons également mis au point une méthode à multi-pas de temps. La systématisation de 

cette méthode conjuguée avec la parallélisation massive offerte par le F.E.T. [ MOR -  88 ] rend 

possible la résolution des grands systèmes thermiques qui demandaient auparavant des moyens de 

calcul prohibitifs.
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