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A. m es p aren ts





ABSTRACT

Assuming that V is periodic, we study the spectrum of 

Pt — —h2A + V + t 6 V  acting on L2(Rn) when h tends to 0. We first show 

that Pt restricted to a convenient spectral interval is unitary equivalent 

to an operator that one may study with a Birman-Schwinger kernel. We 

then show that Pt admits at least one simple eigenvalue when t is not 

too small (depending on n ) and we study the behaviour of this eigenvalue 

with respect to t .
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Etude Semi-classique d'une Perturbation d'un Opérateur 

de Schrödinger Périodique.

par  F.Klopp

Universi té  de P a r i s - S u d  

D épar tem ent  de Mathémat iques  Bat .  4 2 5  

91405 Orsay 

e t  U .R .A 7 6 0  CNRS.

§0 Introduction:

Nous allons ici é tud ie r  le s p e c t r e  d 'o p é r a t e u rs  du type su ivan t:

(0.1) Pt = - h 2 A + V + tSV

où V € C °° (R n ;R )  e s t  L -pér iod ique ,  L é t a n t  un r é s ea u  de R n , 

0 < S V € C § ° ( R n ;R )  e t  t  e s t  un p a ra m è t r e  m e s u r a n t  la tai l le  de la 

p e r tu rb a t io n .  On défini t P = - h ^ A  + V.

L'étude d 'o p é r a t e u r s  du type (0.1) a d 'abord é té  am orcée  pa r  les  

phys ic iens voir par  exemple le livre de J .  Callaway [C] ou celui de Landau et  

Lifschitz  [LL], c e u x - c i  t r a i t a n t  la plupar t  du t em p s  des cas  pa r t icu l ie r s  à la 

dimension 1. Puis ,  plus r é c e m m e n t ,  c es  o p é ra t e u r s  ont  donné lieu a des 

papie rs  m a th é m a t iq u e s  ( voir F. Bentosela  [B], M. Klaus [K]) dont  beaucoup 

se p lacen t  dans l 'approximation de la l imite s e m i - c l a s s i q u e  ou dans le cas 

des g randes  c o n s t a n t e s  de couplage.

Dans le cas  des g randes  c o n s t a n t e s  de couplage ( c ' e s t - à - d i r e  h = 1 e t  

t —>oo), P.A Deift e t  R. Hempel [DH] ont  m o n t r é ,  sous  des hypo thèses  

d i f fé ren tes  des n ô t r e s  que pour presque  to u te  énergie E dans un gap de P, il 

ex is te  des va leurs  du p a r a m è t r e  de pe r tu rba t ion  t  te l  que E so i t  va leur 

propre  de P^. Ce r é s u l t a t  fut  re t ro uvé  par  F. G esz te sy  e t  B. Simon [GS]. 

Alama,  Deift e t  Hempel [ADH] ont  auss i  é tudié  la ques t ion  du nombre de 

va leurs p rop res  de P t dans un gap de P.  Dans le cas  unidimensionnel  e t  dans
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l ' approximat ion des g randes  c o n s t a n t e s  de couplage,  dans IGHKSV], F. 

G e sz te sy ,  D. Gurarie ,  H. Holden, M. Klaus, L. Sadun,  B. Simon e t  P. Vogl 

ont  mis en évidence des phénomènes  de c a s c a d e s  de va leurs  p rop res  pour 

des o p é ra t e u r s  du type de P^.

Dans le cas  de la l imite s e m i - c l a s s i q u e ,  dans [S4], B.Simon a é tudié  la 

la rgeur  de la p rem ière  bande sp e c t r a le  de P.  Ses  r é s u l t a t s  ont  é t é  ob tenus  

indépendament  par  O u ta ssour t  qui, dans [01, a auss i  dém on t ré  des r é s u l t a t s  

s u r  l ' ex i s te n ce  de va leurs  p ropres  pour P^ dans un gap de P ceci  pour  des

p e r tu rb a t io n s  pas t rop  p e t i t e s .

Notre t rava i l  va en quelque s o r t e  pro longer  le s ien mais les techn iques  

u t i l i s é e s  s e r o n t  d i f fé ren te s .  Nous allons nous s e r v i r  des m é th o d e s  m ises  en 

place pa r  Helffer e t  S jôs trand  [HSjl], [HSj2], [Hsj3] puis é t e n d u es  pa r  

Car lsson [Ca] au cas  d'une infinité de pu i ts .  Nous é tud ie rons  le s p e c t r e  de 

P^ dans un in terva l le  I en u t i l i san t  des o p é ra t e u r s  de ré f é ren c e  P ^ j  qui

so n t  a s s o c i é s  aux pui ts  de po ten t ie l .  Ceci nous p e r m e t t r a  de r a m e n e r  no t re  

problème,  pa r  équivalence un i ta i re ,  à l 'é tude  du s p e c t r e  d'un o p é ra t e u r  du 

type noyau de B i rm a n -S c h w in g e r  dépendant  de t  a g i s s a n t  s u r  L^(T)  où 

T  = ( R n)* /L * .

On ob t ien t  a lo rs  l ' ex is tence  d'un seuil pos i t i f  ou nul T ^ y  ( T ^ y  e s t  nul

en dimension 1 ou 2) tel  que pour t  pos i t i f  plus p e t i t  que T g y ,  il n'y a pas de

s p e c t r e  pour P^ au d e s su s  de la bande s p e c t r a l e  de P dans I. P a r  c o n t r e ,

pour  t  plus grand que T ^ y ,  il appara i t  au moins une va leur  propre  de P^,

no tée  M t ) ,  hors  de la bande de s p e c t r e  e s s e n t i e l  de P^ dans I; c e t t e  va leur

propre  e s t  s imple e t  on peut  c a r a c t é r i s e r  le c o m p o r t e m e n t  en t .  On étudie 

la manière  dont  M t )  décolle du so m m e t  de la bande s p e c t r a l e  de P quand t 

c ro i t  à p a r t i r  de T $ y .  On obt ient  qu'en dimension 1 e t  3 ,  elle c ro i t  comme

le c a r r é  de t - T ^ y ,  en dimension 2 ,  comme une exponent iel le  en
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- ( t - T ^ y )  1, en dimension 4 ,  comme - ( t - T £ y ) / L o g ( t - T £ y ) ,  e t

l inéa i rement  pour les dimensions plus g randes .

Pour ce qui concerne  les dimensions su p é r ieu re s  à 3 ,  on m ontre  que pour 

t  a s s e z  p e t i t ,  c e t t e  va leur  propre  e s t  la seule dans l ' in terval le  I considéré ,  

m ises  à p a r t  cel les  éven tue l lem ent  plongées dans le s p e c t r e  e s s e n t i e l .

Des r é s u l t a t s  analogues aux n ô t r e s  ont  déjà é t é  ob tenus  dans l 'é tude  de 

p e r tu rb a t io n s  du laplacien libre par  B. Simon puis pa r  M. Klaus e t  B. Simon. 

En e f fe t ,  dans le cas  où V e s t  un po ten t ie l  néga t i f  à cou r t e  po r t ée ,  B. Simon 

en dimension 1 e t  2 dans [S5] puis M. Klaus e t  B. Simon en dimension 

quelconque dans [KS] ont  étudié  le c o m p o r tem e n t  asym pto t ique  de la plus 

grande valeur  propre  négat ive de - A  + tV quand t > 0  e t  t —»0;  ils obt iennent  

des développements  identiques  à ceux d é c r i t s  c i - d e s s u s .

R e m e r c i e m e n t s :  J e  voudrais  r e m e r c i e r  J .  S jôs t rand ,  sous  la di rec t ion 

duquel ce t rava i l  a é té  e f fec tué ,  pour l 'aide c o n s t a n t e ,  t a n t  m até r ie l le  que 

mora le ,  qu'il m'a ap p o r té e .
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§1: Définitions et r é su l ta ts :

Soit  L un r é s e a u  c ' e s t - à - d i r e  L = © j < j < nZUj où (Uj)j€ [ i >n] e s t  une

base  de R n . On considère  l 'o p é r a t e u r  de Schrödinger  su ivan t  a g i s s a n t  su r  

L2 ( R n ) :

(1.1) P = - h 2 A + V 

avec V s a t i s f a i s a n t :

(H.1):  V € C °° (R n ;R )  e t  V périodique s u r  le r é s e a u  L c ' e s t - à - d i r e  

te l  que pour tou t  x dans R n e t  t o u t  a. dans L: V(x + oO = V(x).

On défin i t :  L* = {cx'€(Rn)*; V (XeL } e t  T  = ( R " ) * / L * .  On note

a lors  pour a  dans L: r 0(:L2 ( R n) —> L2 ( R n) définie pa r  ( T o ^ M ^ V ^ x - o O .  

P a r  l 'hypo thèse  (H.1), on a, pour tou t  <x dans L:

(1.2) r _ 0<* P * T 0( = P.

Nous allons m ain tenan t  suppose r  qu'il n ' e x i s t e  qu'un pui ts  p a r  point  du 

r é s e a u ,  c ' e s t - à - d i r e :

(H .2 ) :  il e x is te  £ q >0 a s s e z  pe t i t  te l  que pour S€[0 ,Cot»  on a:

(xeR f l ;  V ( x ) - S 2 <0} = U 0(€i_U0(fs  où £ = U0>£ + {oO e t  t e l s  

que si =

On suppose ,  de plus, que Uof£  e s t  com pac t  e t  de d iam è t r e  0 pour 

la m ét r ique  d 'Agmon, ( V ( x ) - S 2 ) + dx2 ,où f + = m a x ( f , 0 ) .

On n o t e r a ,  pour<*€l_, U g s l l g  q ; on appellera  les ( U ^ g ç L ,  les pu i ts  de 

po ten t ie l  e t  les  (U^ £)<*€ l , (pour S > 0 ) ,  les pui ts  de po ten t ie l  é t e n d u s .  On 

no te ra  dg(*,*)  la d i s tance  a s soc iée  à la m ét r ique  d'Agmon ( V ( x ) - S 2 ) + dx2

(pour S € [ 0 , e 0 I) e t  d (* ,* )=do(* , - ) .  On défini t:  S0 = info< ^ o ( d^u o(»u O^

Pour chaque a. dans L, on c o n s t r u i t  un o p é r a t e u r  de r é f é r e n c e .  Soit 

0 < £ < £ 0 e t  0q  une fonction vérif iant

(1.3) 0 < e 0 €C§°(U0>e) e t  pour tou t  X€U0>£ ,  V(x) + e 0 ( x ) > £ 2 / 4 .

«•<* , €2T Í

<*'= U0 ^nu = 0
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Notons,  pour d e L:

(1.4)  ô<x = To((®o) e t  p <x = p + s £

R e m a rq u e :  Les fonctions ©<* véri f ient :

(1.5) O < 0 o<€Coo(Uo<f e ) e t  pour to u t  x e l l ^ e »  V(x) + ô 0(( x ) > e 2 / 4 .

Pour tou t  <x dans L, on s a i t  que P ^  e s t  sym é t r iqu e ,  borné

in fé r ieu rem en t ,  e s se n t ie l l e m e n t  a u to - a d jo i n t  s u r  C§°(Rn). Notons auss i  

P ^  son ex tens ion  a u to - a d jo i n t e  qui a pour domaine H2 ( R n). P a r  un 

th éo rè m e  de Pe rs son  [P], on s a i t  que le s p e c t r e  de P# e s t  d i s c re t  en

dessous  de £ 2 / 4 .

P a r  c o n s t ru c t io n ,  pour to u t  t f c L ,  on a:

(1.6) Pq( = X & * Pq ° X — q( ,

donc tous  les P ^  ont  le même s p e c t r e .  On note o ^ P ^ )  le s p e c t r e  de P ^  

Supposons  m a in tenan t :

(H .3 ) :  Il e x is te  >JL=jJL(h), une valeur  propre  simple de P q te l le  que

jJL(h) —► 0 quand h —»0 e t  une fonction a(h)>0 tel le  que a(h) —»0 e t  

hLog(a(h))—*0 quand h —»0 t e l s  que: 

o' (Pq) n  [jJl-  2a(h)  ,>JL + 2a(h)] = {jJl}.

On no te ra  a lors  un v e c t e u r  propre normal isé  a ssoc ié  à p. .

Appelons F (FCL2 ( R n)) l 'e space  s p e c t r a l  a ssoc ié  à P e t  à 

[jJL-a(h),jJL + a(h)l e t  TTp la project ion orthogonale s u r  F. On obt ien t  alors  

P r o p o s i t i o n  1.1: Sous les hypo thèses  (H.1) — (H.3) :

(I) Il e x i s te  y  >0 e t  hQ>0 t e l s  que, pour h€]0,hQ[ ,

cr(P)n[>JL-2a(h),jJL + 2a(h)]C{jJL-2a(h),jJl,>JL + 2a(h)} + D ( 0 , e “ y / h ) 

où D(x,r)  désigne le disque de c e n t r e  x de rayon r  dans C.

(II) Il e x is te  ho>0  tel  que pour tou t  h € ]0 ,h o [ ,  P | p  e s t  un i ta i rem en t  

équivalent  à un o p é ra t e u r  de L2 (T )  dans L2 (T )  défini pour
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U€L2 ( T ) ,  par i2(u) = o)-u où:

(i) cü e s t  un fonction analyt ique réel le  s u r  T  e t  analyt ique  dans un 

voisinage complexe W de T  de la forme T  + iB(0,1/Ch) où C e s t  une 

c o n s t a n t e  posi t ive  ne dépendant  pas de h e t  B(x,r)  désigne la boule de 

c e n t r e  x de rayon r  dans R n .

(ii) lim s u p h _ *  o [h log (sup8€ ,][, l ü^9)*’M D1-  ~S()

(iii) Si y  eL* a lors  y / 2  e s t  un point  c r i t ique  de cü e t  (cü)o<h<ho e s t

bornée dans l 'ensemble  des fonctions holomorphes s u r  W.

(iv) cü(0) e s t  la va leur  propre  de Floquet  du problème périodique.

C e t t e  proposi t ion  a déjà é t é  obtenue  pa r  O u ta s so u r t  [0] sous  des  

hypo thèses  équiva len tes  aux n ô t r e s  bien que formulées  d i f f é re m e n t .  Dans la 

pa r t i e  §2 ,  on donnera une preuve de la Proposi t ion 1.1 d i f fé ren te  de celle 

d 'O u ta s s o u r t .  La majora t ion  de la la rgeur  de la bande a a uss i  é té  é tabl ie  par  

Simon [S4 ] . On no te ra  i = inf(cü(T)) e t  s = sup(cü(T)) .

Nous allons m ain tenan t  nous i n t é r e s s e r  à l ' o p é r a t e u r  su ivan t :

(1.7) P t = - h 2 À + V + tSV = P + tSV

où l'on suppose  que SV vérif ie:

( H .4 ) :  0 < S V € C § ^ ü 0 j £ o ) f SV >0 s u r  U0 e t  il SV II oo = 1 -

On peut  r e m a rq u e r  a lors  que pour  to u t  £ € [ 0 , e o l  e t  t o u t  <x non nul, on a:

(1.8) de ( su p p (S V ) ,U ^ )> 0 .

On n o te :  S £ y >e = infoi jéoide^s u PP(s v ^ u « ^  e t  P  = (>P o l ^ v>Po^* A lo r s » P°ur 

£ € [ 0 , e 0 ], S £ y >e>0 e t  il ex is te  a > 0  indépendant  de h te l  que a < p < 1  (pour 

cela voir  ( 3 .2 5 )  e t  sa dém ons t ra t ion ) .

On va é tud ie r  P^ de la même manière  que P. Pour  cela on c o n s t r u i t  des
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o p é ra t e u r s  de ré fé rence  à p a r t i r  des  P ^  de la façon su ivan te :

(1.9) si et ¿0  a lors  p t,c< = p o< e t  p t , 0  = p 0 + t S v  

c ' e s t - à - d i r e  que:

(1.10) p t,<x = p t  + E L 3 3  où = si 3 ^ 0  e t  ê 0 = e 0 - t S V  

R e m a rq ue  1 .2 :  Pour h su f f i sam ent  p e t i t  e t  | t |  < a ( h ) / 2 ,  le s p e c t r e  de

P t j 0 e s t  tou jours  d i s c re t  en dessous  de e 2 / 4  e t  on m on t re  fac i lement  que

cr(p t >o ) n lM ~ a (h)>M + a (h)] e s t  rédu i t  à une valeur  propre  simple que l'on 

no te ra  jJL(t).

Définissons a lo rs :  F^CL2 ( R n) l ' e space  sp e c t r a l  a ssoc ié  à P^ e t  

[>JL-a(h),jJL + a(h)], e t  ï ï p t  la projec t ion s p e c t r a l e  s u r  F^. En exhibant ,  grâce 

aux v e c t e u r s  p rop res  des o p é ra t e u r s  de r é f é r e n c e s  P t f<*> une base  de F^,

nous dém on t rons :

T h é o r è m e  1 .3 :  Supposons (H .1 ) - (H .4 ) .  Pour  to u t  Tl€ ]0 ,1 /2 [  e t  

£ € ] 0 , £ q[, il ex is te  ¿ > 0  tel  que pour tou t  h € ] 0 , h ^ >e[ e t  pour  t ou t  

t € ] - t l a ( h ) , l \ a ( h ) l :

P ^ | p t  e s t  un i ta i r em en t  équivalent  à L2 ( T ) —» L2 (T )  défini par

i2t f = ^ - Î + ( M t - M ) T T 0 f+K (t ) f

avec :

(i) u) = a)(e) la valeur  propre de Floquet  définie par  P dans [jJL-a(h),jJl + a(h)].

(ii) TTq : L2 (T )  —► L2 (T)  défini par:  TTof=(Vol(T))_1 J-j-fdÔ où d© e s t  la

m esu re  de Lebesgue.

(iii) K(t) e s t  un o p é ra t e u r  de L2 (T )  dans L2 (T )  à noyau analyt ique su r  

D (0 ,T \a (h ) )xw (h)x  w(h), où W(h)={x + iy; x e T  e t  i y I < 1/Ch} défini dans 

la Proposi t ion 1.1. Soit k ( t , h , 6 , 8 ' )  son noyau.  Alors:

k(t,h,e,e')=s:(a i£)£LxL(ko<,£(t>h>e"i<0<‘e"^’e,>>

avec k0(j^ ( t , h )  vérif iant  qu'il e x is te  h ^ fy >e€ ] 0 , h ^ >e[ t e l s  que pour

p t . «

a 0 Öß

T\,Z



1.5

t o u t  h€]0,h-rçfy >£[, on a uni formément  pour to u t  I t l  <1\a(h): 

i a t koi ^ ( t , h ) | < e _ ( , " y )ide(s u PP(S v )»u «) + cle(supp(SV),Up)]/h  si 

(<*,$) * ( 0 , 0 )  e t  i a t k0 j 0 ( t fh ) | < e - 2 (1- y ) s 6V>c / h .

De plus K(0) = 0.

(iv) M t “ M=(SV>PQ|'vPo)t ^  + tcl(t ^  <1 e s t  analyt ique s u r  D (0 ,a (h ) /2 )  

e t  vérif ie:  l q ( t ) |  < l / ( a ( h ) - 2 | t | )  pour  t e D ( 0 , a ( h ) / 2 ) .

De plus,  l 'applicat ion b : t •—► —jJL réa l i se  une bi ject ion de

D (0 ,a (h ) /8 )  dans un domaine D^ te l  que:

D ( 0 ,p a ( h ) /1 8 ) c D h C D ( 0 ,p 7 a ( h ) /3 6 ) .

Remarque 1.4: Pour t  r ée l ,  K(t ,h)  e s t  a u t o - a d j o i n t  e t  analyt ique en 

t .  De plus K(t ,h)  e s t  compact  e t  si on no te :

llKlloo = sup ( t>e>e/ ) €D(0 j -a a (h) ) X T x T | k ( t , h , e , e ' ) |  a lo r s ,  pour  to u t  

t l € ] 0 , 1 / 2 [ :

(1.11) hlogdlKIIoo)< - S £ y  + o(1) quand h —»0.

P a r  le th é o rè m e  de Weyl e t  le Théorème 1.3 ,  on a:

(1. 12) <re s s (Pt)n[jJi-a(h),jJL + a(h)] = u)(T) = [ i , s ] .

On va s ' i n t é r e s s e r  à o'(P^)n([jJL-a(h),jJL + a (h ) ] \ [ i , s ] )  , ceci pour  

t € ] 0 , a ( h ) / 8 [ , une é tude  tou t  à fai t sym é tr iq ue  pouvant  ê t r e  menée pour  

t € ] - a ( h ) / 8 , 0 [ .  Comme nous avons déjà isolé cre s s (Pt )n[jJ l-a(h) , j J i  + a(h)],

le s p e c t r e  de P^ dans [jJL — a(h),i[Uls,>JL + a<h)] e s t  d i s c r e t .  On dém on t re  la 

Proposition 1.5: Pour  h su f f i sam en t  p e t i t  e t  t € ] 0 , a ( h ) / 8 [ ,  on a 

o ' (Pt )n[>JL-a(h), i[= 0 .

Pour étudier  o X P ^ n l s . ^  + aih)],  on se  s e r t  de la réduction donnée par le



1.6

Théorème  1.3,  puis on étudie l ' o p é ra te u r  g râce  à une s o r t e  de principe

de B i r m a n -S c h w in g e r .  On a a lors  besoin d 'h ypo thèses  supp lém en ta i re s  su r  

u):

(H .5 ) :  (i) cü n 'adm e t  que les é lém en ts  de ((1/2)L*) /L* comme points  

c r i t iques  e t  de plus,  c e u x - c i  son t  non d é g én é ré s .

(ii) Si f(h) = s - i  = sup0€ T ( a ) ( e ) ) - i n f0€ -]r(üXe)) a lors

h lo g ( f (h ) ) = -S q  + o(1) quand h —»0 .

(iii) Soit ô3(e) = (cü(©) — jJL)/f(h). Il ex is te  h0 >0 e t  C>0 t e l s  que, 

pour 0<h<ho» on a i t :

(*) ô) n ' a t t e i n t  son maximum s ( r e sp .  son minimum i ) qu'en un 

seul  point noté  9 S ( re sp .  9 p .

(**) r n a x i ^ i  < 3 S u p 0 € T | 3 $ ü ) ( e ) |  <C e t  pour 9 € { 9 s , 0 j},

I det[Hess(  cü(9))]| >1/C.

(***) pour  to u t  e > 0 ,  il ex is te  0 < S ( e )  indépendant  de h tel  que:

I ô ) (9 ) -  s i  >S(£)  si | d i s t ( 9 , 9 s ) |  >£ ,  e t  I cü(9)-  T| >S(£) si 

| d i s t ( 9 , 9 i) | > £ .

R e m a r q u e :  Dans un appendice ,  on m on tre  que de te l les  hypo thèses  s u r  u) 

découlen t  na tu re l l em en t  d 'hypo thèses  de sy m é t r i e  s u r  le r é s e a u  L lorsque 

les minima de V sont  supposés  non dégénérés  e t  que jjl e s t  la va leur  propre

de fond de pui ts  de Pq .

Notons Ds (cü)= |d é t (H e s s ( u ) (9 s ))) |  “ 1/,2 e t  Dj(ü))= |d é t (H e ss (c ü (9 p ) ) |  -1 / /2 .

On ob t ien t  a lo rs  les deux th é o rè m e s  su ivan ts :



1.7

T h é o r è m e  1 .6 :  Supposons (H.1) - (H.5)  e t  n = 1 ou 2 .  Il e x is te  hQ>0 tel  

que pour h€]0 ,h()[ ,  il ex is te  M t )  une fonction c r o i s s a n t e  analyt ique réel le  

su r  ]0 ,a (h ) /8 [  dans ]s,jJi + a(h)] qui e s t  va leur propre simple de e t  qui 

vérif ie:

(1) si t / f ( h )  —» 0 + :

(i) 'si n = 1 : C X ( t ) - s ) / f (h )  = (1 + o(1))-C1( h , t ) ' ( p t / f ( h ) ) 2 f

(ii) si n = 2:  CX ( t ) - s ) / f (h )  = exp(-(1 + o (1 ) ) -C2 (h , t ) - ( f (h ) / (p t ) ) ) ,

(2) pour to u t  C> 1, il ex is te  C'>0 tel  que pour  t € ] f ( h ) / C , a ( h ) /8 [ ,  on a:

1 / C '< 9 t \ ( t ) < 1 ,

(3) si t / f ( h ) —» +oo e t  t / a ( h ) —>0: M t )  = s + (1 + o(1) ) - (p t) ,

avec  Cn(h , t )  vérif ian t  que, pour  to u t  £ > 0 ,  il ex is te  h£ >0 tel  que pour

h€]O fhe [ e t  pour tou t  t € ] 0 , a ( h ) / 8 [ ,

(i) C1(h ,t )  = ( 2 1 / 2 -TiDs (ü) ) /VolT)2 -(1 + 0 ( e " ( s 6 V - £ ) / h ) ) f

(ii) C2 (h,t )  = (VolT/(2 ' rrDs (u))))-(1 + 0 ( e " ( s 6 V - £ ) / h ) ) >

De plus,  pour tou t  e > 0 ,  il ex is te  he >0 tel  que pour  h e ] 0 , h £ [ e t  pour 

t € ] 0 , a ( h ) / 8 [ ,  \ ( t )  e s t  la seule va leur  propre  de P^ dans

]s + 0 ( e _ ^s 6V“ £ ) / h ) ( ^ ( t ) _ s ) f^  + a (h)]>

R e m a rq u e :  Dans [S5], B. Simon a déjà obtenu des  a sy m p to t iq u es  

s imi la i res  à ( i—ii) dans l 'é tude  des va leurs p rop res  de - À  + tSV pour SV 

négat i f  e t  à cour te  p o r t é e ,  en dimension 1 ou 2.

L'étude de la va leur  propre  M t )  quand t / f (h )  tend  ve rs  +oo a déjà é té  

fa i te  pa r  O u ta s so u r t  dans [0].

On défini t  I ( \ )  = (VolT) ^ - j U - c O i e ) )  ^ 9  p o u r \ € ] s , +  oo( si n = 1 ou 2



e t  pour \  € [ s , + oo[ si n > 3 .

T h é o r è m e  1 .7 :  Supposons (H.1)-(H.5)  e t  n > 3 .  Il ex is te  hQ>0 tel  que,

pour  h € ]0 ,h o I ,  il ex is te  une c o n s t a n t e  T £ y > 0  e t  \ ( t ) ,  une fonction

c ro i s s a n t e  analyt ique réel le  s u r  ] T £ y , a ( h ) / 8 [  dans ]s,jJL + a(h)] qui e s t

va leur propre simple de elle vérif ie:

(1) si u = ( t - T S v )/ f(h)  — 0 + :

si n = 3:  ( X ( t ) - s ) / f ( h )  = (1 + o(1) )*C3(h , t) -(pu)2 ,

si n = 4 :  ( ^ ( t ) - s ) / f ( h ) = - ( 1  + o(l))-C4 (h , t ) - ( p u / l o g ( p u ) ) ,

si n > 5 :  ( \ ( t ) - s ) / f ( h )  = (1 + o(1))-Cn( h , t ) - p u ,

(2) pour tou t  C> 1, il ex is te  C'>0 tel  que pour t € ] T £ y  + f (h ) /C ,a (h ) /8 [ ,  on 

a: 1 / C ' < 3 ^ \ ( t ) < 1 ,

(3) si ( t - T S v ) / f ( h ) —* +oo e t  t / a ( h )  —* 0:  \ ( t )  = s + (1 + o(1)) -(pt) ,

avec T $ y  e t  Cn(h , t )  vérif iant  que, pour to u t  £ > 0 ,  il ex is te  he >0 tel  que 

pour h € ] 0 , h e [ pour tou t  t € ] 0 , a ( h ) / 8 [ ,

(i) TS v = p ( I ( s ) ) " 1-(1 + 0 ( e " ( s 6 V - £ ) / h ) ) >

(ii) n > 5 :  Cn(h , t )  = ( - 3 ^ ( I ) | ^ _ s ) “ 1-I(s)2 -(l + 0 ( e " ( s * v - e ) / h ) ) j

(iii) C4 (h , t )  = (VolT(I(s)f(h))2 /(4Tr2 Ds (o))))*a + 0 ( e " ( s 6 v - e ) / h ) ) >

(iv) C3 (h , t )  = (VolT(I(s)f(h))2 / ( 2 5 / 2 -Tr2 Ds (cü)))2 -(l + 0 ( e " ( s s v - t ) / h ) ) .

Pour t € ] 0 , T £ y [ ,  on a, cr(Pt )n]s,jJL + a(h)] = 0 .  Si n > 5 ,  \ ( T £ y )  = s e s t  

une va leur  propre  de P j &v*

De plus,  pour tou t  £ > 0 ,  il ex is te  he >0 tel  que, pour t o u t  h e ] 0 , h e [, il 

ex is te  une c o n s t a n t e  posi t ive véri f ian t :  T £ v - i ( h) ' e ^S6V_£' ^ h > tel1e 

que, pour  t € ] T £ y , T s v l >  M t )  e s t  la seule va leur propre de P^ dans 

]s,jJl + a(h)], e t  pour t € ] T s v » a ^h^ 8 ^  e s t  la seule va leur  propre de Pt

1.8
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dans ]s + 0(e ^ ¿ v  £ ) / h) ( \ ( t ) - s ) , ) JL  + a(h)].

R e m a r q u e :  Dans [KS]f M. Klaus e t  B. Simon ont  ob tenus  des 

a s y m p to t iq u e s  simi la i res à ( i i - iv )  dans l 'é tude  des  va leurs  p rop res  de 

-  A + tSV pour SV négat i f  e t  à cour te  p o r t é e ,  en dimension 3 ou plus.

Il convient  éga lem ent  de faire r e m a r q u e r  que ,  \ ( t )  é t a n t  s imple ,  si on 

note  un v e c t e u r  propre unita ire  a ssoc ié  è M t )  a lo r s ,  p a r  (1.7)

(1.12) a t M t )  = (SV>pt |>Pt).

Alors les T héo rèm es  1.6 e t  1.7, nous d isent  que e s t  loca l isée  au 

voisinage de supp(SV) quand ( t - T £ y ) / f ( h )  e s t  grand.  P a r  c o n t r e ,  quand 

( t - T £ y ) / f ( h ) —► 0,  n ' e s t  local isée au voisinage de supp(SV) qu'en 

dimension plus grande que 5 a lors  que dans les d imens ions  1 à 4 ,  se

"d é lo c a l i s e "  (la jus t i f ica t ion  de ceci  e s t  fondée s u r  les  d é m o n s t r a t io n s  des 

T héo rèm es  1.6 e t  1.7).



2.1

§2. Etude du cas non perturbé:  preuve de la Proposition 1.1:

Pour  m o n t r e r  la p remière  a s s e r t i o n  de la Propos i t ion  1.1, on reprend la 

d é m on s t ra t ion  du Théorème 4 . 2  de Carlsson [Cal. Remarquons que dans 

no t re  c a s ,  pa r  (1.6) , on a pour tou t  t f eL ,

(2.1) o ' (Pr t ) = o'(P0 ) donc U t f g L É o X P t f ^ o X P o ) .

On c o n s t ru i t  Rq (z ) un o p é ra t e u r  borné pour  z ¿ oXPq) e t  ? l e ( z ) < £ 2 / 8  où 

î l e ( z )  désigne la pa r t i e  réel le  de z (la norme de Rq (z ) dépend de 

dgtz.oXPo))  e t  de de ( z , [£ 2 / 4 ,  + oo[) où de désigne la d i s tance  euclidienne 

dans € )  qui vérifie

(2 .2 )  ( P - z ) R 0 (z) = 1 + T(z)

où T e s t  tel  qu'il e x is te  c>0  e t  h0 >0 t e l s  que pour h€ ]0 ,h o [  e t  pour 

U€C§°(Rn),

(2.3) IT (z )u l£ (d e(zIcr(P0) ) ) - ,e - c / h llull.

Donc, il e x is te  c>0  tel  que pour h su f f i sam en t  p e t i t ,  1 + T(z) donc ( P - z )  

e s t  inversible pour de (z ,o ' (PQ))>e“ c/ ,h, ce qui achève la dém ons t ra t ion  du 

point  (I) de la Proposi t ion 1.1.

Pour £ € [ 0 , e 0 ] ( e 0 é t a n t  donné pa r  l 'hypothèse  (H.2)),  on note  d£ la 

d i s tance  a s so c iée  à la métr ique  d'Agmon ( V ( x ) - £ 2 ) + dx2 . Notons a lo rs ,  

pour <X€l_ e t  x e R n : dc>oi( x )= d e (x,Uoi) e t  défin issons  les fonct ions d£, d£ 

s u r  LxL par:  d1e ( « , 3 )  = d£(U^,U0() si e t

d1e ( « , o ( ) = 2 i n f 0( ^ 3de (U0(,U ^ ) =  2infoi jÉ<)de(Uo<»U0 ) (grâce  à la 

périodic i té  de V), e t

d^(<X,3)=inf0{ , t l  i - 3^c(U < x ,U y)  + de ( U y ,U ^ )  + de ( U ^ ,U ^ ) ) .



Soit 3>e une fonction posi t ive loca lement  l ipschitzienne s u r  R n vérif ian t

( 2 . 4 )  | V^»e I < ( V - e 2 ) ! / 2 où (*)+ = max(* ,0 ) .

On défini t ,  si II ■ Il désigne la norme habituel le  s u r  L2 ( R n), l ' e space  L^,e i h 

pa r  L | , e>h = {u€L?0C; e*î , e / h U€L2} muni ¿e la norme 

| . | # e | h = | e * e / h ( . ) | .

Sous les hypo thèses  (H .1 )- (H .3) ,  défin issons  yP0( = X <x('Po) pour <X€L. 

D 'après (1.6) ,  c ' e s t  un v e c t e u r  propre normal isé  pour a s so c ié  à jJL.

On sa i t  d 'ap rès  la formule (5.1) du t rava i l  de Car lsson [Ca] qu'il ex is te  

£-!<£() te l  que pour tou t  e € ]0 , e ^ [ ,  il e x is te  he >0 tel  que pour tou t

h € ] 0 , h&] e t  pour to u t  o( dans L, on a >Po<€L^ e t  il e x i s te  C>0£ y OC

indépendant  de <x te l  que:

(2.5) »'P«Ude, ct,h+ll v ^ > « lde Œ, h^C /e .

Si on no te  ' y 0< = TTF^o( '  a ,ors  P°u r  to u t  (XeL, y<*€LfL  e t  vérif ieC j OC

( 2 .6 )  l l^o i l ld f  « h + H v ^ « U d p  « h - c / e  é t a n t  indépendant  de <x).V* y W f W y f

De plus (''¿/ c<)<X€L e s t  une base  de F au sens  que to u t  é lém en t  f de F s ' é c r i t  

de manière  unique e t  avec convergence  en norme comme f s E a ^ y ^ ,  avec

Il f II 2 / C < £  I a rt 12 <C II f II2 e t  avec C>0 indépendant  de f e t  de h. A l ' i n s t a r  

de Car lsson  [Ca], on défini t :

Déf in i t ion 2 .1 :  Pour e. € [O, [ e t  pour une famille de rée l s  pos i t i fs

<s«,£,e>(c(,3)€LxL> on dn 0u'une matrice ^ ( ( « ^ ¿ » ( « ^ j g L î a  est 

Ô ( e x p ( - s rt>^ >e/h ) )  si pour tou t  1\>0 il e x is te  h ^ € j O , h £ ] tel  que pour 

h€]0,h-rç] e t  pour ( cx ,3 )€ L xL :

( 2 .7 )  l a ^ ^ l  < e x p ( - ( 1 - ^ ) s 0(f^ >e/ h ) .

On défini t ainsi  Ô(exp(-d£(o< ,£) /h ))  e t  Ô ( e x p ( - d ^ ( « , 3 ) / h ) ) .

2.2



2.3

Notons V  la m a t r i ce  de Gram c o r re sp o n d a n te ,  ayan t  pour coef f ic ients  

(<X,$)€I_XL. D'après  [Ca], on a: V  = I + ÎT + où

‘J" = (^c*,$^(c*,£)€LxL et î l  = ((rc(^))(o(,3)€LxL avec:

( 2 .8 )  t 0(>^  = (>p0(l>p^) pour < * * £ ,  = 0 ,  pour  <x = £ ,

( 2 .9 )  31 = 0 ( e x p ( - d | ( « , 3 ) / h ) .

Remarquons que d 'ap rès  (2 .5 ) :

(2.10) 9", $r + f t =  © ( e x p i - d ^ t f ^ V h ) .

Comme (1 + z ) - 1 ^ 2 e s t  définie par  une sé r ie  e n t i è r e ,  la proposi t ion  B.6 de 

[Ca] en t ra ine  que V I  ex is te  e t :

(2.11) V ~ è = I - ^ T +  Ô (e x p ( -d £ (o < ,3 ) /h ) ) .

La base  ( ^ ^ v è  e s t  o r thonorm ée .  De plus,  dans c e t t e  b a se ,  la m at r ice  

de P e s t :

( 2 . 1 2 ) m = « m 0ii3 ) ) (0(i3 ) e L x L = v - è i ^ a l P ^ J v - s î

Pa r  l 'hypothèse  (H.1) on a ' t 0<*P = P * ' t 0< pour  to u t  t f e L ,  donc pour 

z fieri P), ( z - P ) -1 e t  TTp com m u ten t  avec T # .  On en déduit  que pour tous 

c x .^ e L :

(2.13) ( ^ < * 1̂ 3) = ( t t f > P o I t : 3 - 0(t t f >Po),

(2 .14)  P0i , 3  = d e f . ( ^ o ( l p ^ ^ )  = (TTF >P o l ^ 3 - o < PTTF >Po)*

donc la m a t r i ce  de P dans ( f ^ V ' î  e s t  une m a t r i c e  de convolut ion.

D'après le théo rèm e  principal  de Carlsson (e t  sa d é m o n s t r a t io n ,  voir 

pa r t i e  5 de [Ca]), on sa i t  que

(2.15) m 0(^  = S c<| ĵJL + w 0(^ + Ô ( e x p ( - d | ( o ( , 3 ) / h ) ) ,  

où

(2.16) W a ^ - ^ O P a l r ^ + i r « ! ^ ) ) ,  

avec



2.4

(2.17) =

Rappelons auss i  que Woc.,$>-® (e x p ( -d ^ (o ( ,3 ) /h ) .

Notons pa r  y  la t r a n s fo rm é e  de Fourier  de l2 (l_) dans L2 (T )  définie 

par ,

(2.18) (3r ( ( a ^ ) 0(€L))(e) = E 0(€La 0{e t à *e ,

si ( a ^ J ^ ç L e l 2 ^ ) .  Alors S ' “ 1 s ' é c r i t ,  pour<X€L2 (T )  e t  ctfeL,

(2.19) ( y - H u ) ) oi = ( V o l T ) " 1JT u ( e ) e " i r t , e d0.

Alors ,  si on munit  L2 (T)  du produi t sca la ir e  défini,  pour  u e t  v dans L2 ( T ) ,  

par :  (u |v )  = (V o lT )_1- J f ^ u ' v)dô,  Vf e s t  une t r a n s fo rm a t io n  uni ta i re  de 

12 (L) dans L2 ( T ) .

Comme TU (qui décr i t  P |p )  e s t  une m a t r i ce  de convolut ion,  on ob t ien t ,  

en conjugant pa r  S' ,  que P |  p e s t  un i ta i r em en t  équivalent  à la 

multipl icat ion par  la fonct ion u) s u r  T ,  définie p a r

(2.20) tü(e) = EaeLmoi>0ei^ e .

D'après  (2 .5 )  e t  la rem arque  suivant  (2 .17) ,  il ex i s te  C indépendante  de h 

te l le que la sé r ie  ( 2 .2 0 )  converge norm alem ent  s u r

(2.21) W = {9 + iy; G e T ,  Iy I <1/Ch} = T  + iB(0,(Ch)_1).

En e f fe t ,  l 'hypothèse  (H.2) nous dit que s i ,  p o u r x e R n , on désigne pa r  | x |  

la norme eucl idienne de x, a lors  il ex i s te  0 0  ( indépendant  de t )  tel  que, 

pour tou t  <*€l_, on a,

(2.22) C d^ U ^ U o ^ lo i lâd ^ U tf .U o V C .

Ceci nous donne im m éd ia tem en t  pour  une a u t r e  c o n s t a n t e  C:

Im o,exI ^ Ce_ l°( l //Ch.

Comme P e s t  a u to - a d jo i n t  à coef f ic ients  r é e l s ,  on ob t ien t  pour  t o u t  <X€l:

( 2 . 2 3 )  m 0(io = m 0jC( = m _ 0; j 0 = m 0 t _ 0( € R ,

e t  cü e s t  une fonct ion réel le  e t  pa ire .  De plus ,  comme cü e s t

' P c x -:e ß¿ aß=i



2.5

L*- — périodique,  on a, pour t o u t  y e L *  e t  to u t  0 e T

( 2 . 2 4 )  c ü ( y - e )  = cü(0).

En dé r ivan t ,  on voit que les poin ts  de (1 /2 )r*  son t  des  points  c r i t iques  de 

a).

Notre d iscuss ion  peut  auss i  se combiner  avec la théor ie  de Floquet  (voir 

O u ta sso u r t  [0], B.Simon [S4], Skriganov [Sk]) e t  on peut  déduire que u)(T) 

e s t  une bande simple du s p e c t r e  de P engendré pa r  la va leur  propre de 

Floquet ,  a)(0) .  En pa r t icu l ie r  cü(0) ne dépend pas  du choix de £ e t  de la 

fonction de bouchage ©0 .



3.1

§ 3 . Etude du s p e c t r e  de l ' o p é r a t e u r  P t , o :

On n o te ra  d is t  la d i s tance  euclidienne dans C e t  on fai t  les hyp o thèses  

(H. 1 ) — (H-4)-  Alors,  on a

Lemme 3 .1 :  Pour t € D (0 ,a (h ) ) ,  le s p e c t r e  de P ^ q dans

{z€C ;  d i s t ( z , j J i )< 2 a (h ) -  111} e s t  rédui t  à une seule va leur  propre  simple 

vér i f ian t :  < | t | . De plus, e s t  une fonction holomorphe s u r  le

disque D(0,a(h))  vé r i f ian t ,  pour | t | < a ( h ) / 2 :

(3.1) ljJLt-(M + USV>p0 l>p0 ) ) |< (SV >p0 |>p0 ) | t | 2 / ( a ( h ) - 2 | t | )

où jjl e s t  la va leur  propre de P0 in trodui te  dans l 'hypo thèse  (H.3) e t  e s t

un v e c t e u r  propre normal isé  a s so c ié .

P r e u v e :  Soit  t € D (0 ,a (h ) ) .  On a défini

(3.2) P t , o  =  pO +  t S v

Soit  D  ̂= { z € € ;  | t |  <dist(z , jJL)<2a(h)-  | t | ) .  Pour  Z€D^, (z - P q ) - 1 e x is te  e t :

( 3 .3 )  IKz - P q ) " 1 ll£(|_2) ^  1 /d i s t ( z ,9 D 0 ) < 1 / l t | .

Donc:

( 3 . 4 ) ( z - P t i 0 r , = ( z - P 0 ) - |( 1 - t S V ( z - P 0 ) - , ) _ , I

e x is te  pour Z€D^ e t  on a:

( 3 .5 )  Il (z - P ^ q) " 1 II < 1 / d i s t ( z , 9 D t ).

En p a r t i cu l i e r  le s p e c t r e  de P t j 0  dans D(jJ . ,2a(h)-  111 ) e s t  con tenu  dans

D(jjl, I t l ) .

Soit  C = {z€C ;  I z —jjl I =a(h)}.  Pour  z e t5 ,  on a

( 3 .6 )  l l ( z - P 0 ) " 1| | as(L2) <1 /a (h ) .

Soit TT^o le p ro je c te u r  sp e c t r a l  a s soc ié  au s p e c t r e  de P t>0 dans 

D(jJL,2a(h)- I t l ) :

¡Mt -M l Mt

Mt



3.2

(3.7) ï ï t i 0 = l / (2 l i r ) Jc ( z - P t i 0 ) ' 1 dz

C et te  famille de p ro jec te u r s  e s t  continue en t  e t ,  T ^ o  e s * de r a n 9 1 d,°ù 

TT^o e s t  de r a n 9 1 P°ur  111 <a (h ) . On en dédui t  que le s p e c t r e  de dans 

{ z e € ; d i s t ( z , j J l ) < 2 a ( h ) -  111> e s t  rédu i t  à une seule  va leur  propre s imple.  

Notons jjl  ̂ c e t t e  valeur  p ropre .  En t en a n t  compte  de la rem arque  suivant

( 3 .5 ) ,  on ob t ien t :

( 3 .8 )  I j J L f M l s I t l .

Comme jjl̂  e s t  s imple e t  que P ^ q e s t  analyt ique de type A au sens  de 

Kato,  le t héo rèm e  de pe r tu rba t ion  de Kato nous dit  que e s t  analyt ique 

pour t  dans D(0,a(h)) .  ( 3 .5 )  donne pour  z e t5 :

(3.10)  I K z - P ^ o ) " 1 H ¿ 1 / ( a ( h ) -  I t l ) .

Util isant  que ( z - P 0>t ) - 1 - ( z - P 0 , 0 ) ” 1 = (z - p 0 , t ) " 1 t S v (z ~ p 0 , 0 ) _ 1 » on 

obt ien t

( 3 . 1 1 ) ï ï t j 0 > P 0 - ^ 0  =  t ' ' ( 2 W ) J G ( z - P t , 0 ) ' ' ( z - M ) ' , S V ' p 0 d z .

Notons:

(3.12) y t  = Trt , 0 ^ )0 ~ >P0*

Alors,  pa r  (3.10)

(3.13)  l l y t l l<l |SV>p0 I M t | / ( a ( h ) - | t | ) .

De plus,  pour  t  rée l ,  on a:

(3.14) JTTt>0'Poll2 = 0 Tt,0>Po +

(3.15) (P t ,o TTt,o>PolTTt ,o 'P o )= (pt , o TTt IoV>ol'iPo) 

donc, pour  t  rée l ,

(3.16)Mt = (Pt,0"t,0>P0lTrt,0'P0>/ITTt,0'P0»2 

= (1+('tftl'Po^_'(pt,orït,0'Pol'îPo)-

En u t i l i san t  (3 .7 )  e t  (3 .12) ,  on voit que (p t , 0 TTt , 0 >Pol^Po) e * ( t f t l 'P o )  se

pt,<

>0• il) = 1,0^0



3.3

prolongent  analy t iquement  de ] - a (h ) ,a (h ) [  au disque D(0,a(h))  pa r  les  

m êm es  e xp re ss ions .  Donc, comme jJL̂  e s t  analyt ique en t  dans D(0,a(h) ) ,

jJLt vérifie (3.16) pour t  dans D (0 ,a (h ) /2 ) .

Explicitons ( P t j o TTt , 0 ' P o l >Po>:

(3.17) (P t ^o^t ,O'PO1V>0^ = ̂ F*t , oV>0 1 1 ¥ ( > )

=>JL + t(SV>p0 | \ p 0 )+>J l (y t l>Po^ + t ^ t l S v ^ )o) 

= M ( i+ ( V t lŸ o > > + l <s v Ÿ o l ^ + t ( y t l SV'Po> 

= ( i + ( y t l ' 9 o ) ^ M + t ( S v v > 0 IV>o)) + 

t « y  11 sv>p0)-(sv>p0 i>p0)(y  t l 'Po»-

Donc:

(3.18) M t " M - t ( S v > p 0 l>p0 ) = t ( i + ( y t l>p0 ) ) - 1[ ( y t lSv>p0 - ( S v v ) o l " P o ) >Po)i» 

c ' e s t - à - d i r e ,

( 3 . 1 9 ) M t - M " t ( S V > p 0 lV5o) = t(1 + ( y t l > P o ) ) " 1l ^ t l I l " TT0 , o l S v ^ o ) l -

En u t i l i san t  (3.13):

( 3 .2 0 )

iM t -M  -  u s  VV> 0  l ’Po) I s « SV>P0 i 2 1112/(a(h)-(1 + y S Vxpo «) 111 )

donc, pa r  l 'hypothèse  (H.4 ) :

(3.21) l M t - M - U S V > p 0 l>p0 ) |< (S V > p0 l>p0 ) | t | 2 / ( a ( h ) - 2 | t | )  

ce qui achève la d é m o ns t ra t ion  du lemme 3.1.

Nous allons m ain tenan t  é tud ie r  l ' ac t ion  de P t>0 s u r  des  e s p a c e s  L2 à

poids définis dans la pa r t i e  §2.  On a

P r o p o s i t i o n  3 . 2 :  Soit >p£ une fonction pos i t ive ,  l ipsch i tzienne

véri f i an t  I V>pe | < ( V - e 2 ) î / 2 presque  p a r t o u t .  Alors pour |R e (z ) |  < e 2 / 3 2  et

d i s t ( z ,o ' ( P t>0))>a(h)-S avec S e ]0 ,1 [ ,  il ex is te  C>0 e t  he >0 t e l s  que, pour

h € ] 0 , h e [, pour u c Cq^RH) e t  pour t€ D (0 ,a ( h ) ) ,



( 3 .2 2 )  llu| |>p efh + h | |V u | |>p e f h < C / ( £ 3 a (h ) -S ) | | (P t>o - z ) u | | ^ p e>hf 

e t ,

( 3 .2 3 )  Ilu ll>pe>h+hll Vu||-vpe>h< C / ( £ 3 a (h )*S ) | | (P ^ -z )u l l \pCfh- 

P r e u v e :  Pour d é m o n t r e r  ( 3 . 2 2 ) ,  on c o n s t a t e  que si vérifie les

hypo th èses  de la Proposi t ion 3 . 2 ,  alors  il ex is te  he tel le  que pour h e ] 0 , h £ [, 

pour t € D (0 ,a (h ) ) ,  on a

( 3 . 2 4 )  I V>pe l <(V + R e ( t ) S V - ( £ / 2 ) 2 ) ! / 2 .

Notons Q = P + £<x€Le <X = p t  + s o<€L Donc p t , 0  = Q“ Comme le 

po ten t ie l  V + tSV e s t  un po ten t ie l  régul ier  au sens  de Car lsson ,  on peut  

a lors  appliquer le Théorème 3.1 de Car lsson à P ^ q e t  "9e ce donne

( 3 . 2 2 ) .  En fa i t ,  on n'applique pas e x a c te m e n t  le Théorème 3.1 c a r  t  e s t  un 

p a r a m è t r e  complexe c ' e s t - è - d i r e  que P ^ q n ' e s t  plus a u t o - a d j o i n t ,  mais  

une version modifiée obtenue sans  diff icul tés  su pp lém en ta i re s  è p a r t i r  de 

l ' iden t i té  d'Agmon é c r i t e  pour PRe( t ) ,0 -  En cons idéran t  (1.9) ,  on voit que

les ( P t f<*)c* * 0  vérif ient  les hypo thèses  du Théorème 3.1 de Car ls son .  On 

obt ien t  a lors  ( 3 . 2 3 )  en c o n s t a t a n t  que,  pour  h a s s e z  p e t i t ,  le Théorème 

4 . 2  de [Ca] e t  sa dém ons t ra t ion  s 'appl iquent  à P^ uni formément  pour 

t€ D ( 0 ,a ( h ) ) .

Prouvons m a in tenan t  qu'il ex is te  a>0  indépendant  de h pour h a s s e z  

p e t i t  te l  que

( 3 .2 5 )  a<(SV>p0 |>p0 )<1.

Pa r  l 'hypothèse  (H.4 ) ,  il ex is te  1\>0 e t  a>0  t e l s  que: SV>2a  s u r  Uq ^  

donc:

( 3 .2 6 )  2 a / Uoi 1)I ^ 0 I2 s (SV>P0 I 'P0 )<I 

e t :

3.4



( 3 .2 7 )  JUo 1l(>P o ) 2 = 1" j R n\U o  ^ ( e " 2d^ / 2 ( x »u o ) /h ) ( e dT1/2(x ,Uo) /h>p 0 ) 2 dx 

or ,  pa r  la formule (5.1) de Carlsson [Ca], on s a i t  qu'il e x is te  C>0 e t  h ^ > 0  

t e l s  que,  pour h € ] 0 , h ^ [ ,  e d'T) /2(x »Uo)/h>p o € [_2(]Rn) 

| | e d'n /2(x»Uo)/h^)0 | |L2< c / /T\ donc, comme d ^ / 2( R n \ U o >'^ , U o ) >0,

( 3 . 2 8 )  J ] R n \ u 0 ^ ( e “ 2dTi/2(x »Uo)/h)(e d'n/2(x»Uo)/h>p 0 ) 2 CjX o quand 

h —* 0

On en conclut  que pour h su f f i sam en t  p e t i t ,

(3.29) a<p = (SV>p0 |>p0)<1.

3.5



4.1

§ 4 .  C o n s t r u c t i o n  d 'une  b a se  o r t h o n o r m é e  de F^:

Dans c e t t e  sec t ion  nous allons exhiber  une base  or thonormale  de F^, 

( • W a e L  (F^ é t a n t  défini dans la sec t ion  1) puis dans la prochaine sec t ion  

nous décr i rons  la m a t r i ce  de P* dans c e t t e  base  (F^ é t a n t  s t ab le  pa r  P^). On 

a:

P r o p o s i t i o n  4.1 : Sous les hypo thèses  (H .1 ) - (H .4 ) .  Pour  l \ e ] 0 , 1 / 2 [  et  

£ € ] 0 , e o l ,  il ex is te  h ^  £ >0 tel  que pour h€]0 ,h<^t £ [ e t  pour

t € 1—Tla(h),Tla(h)[f ( l l ï ï p t 7Tp>p0(|| “ 1TTpt TTp>p0<)0( € |_ e s t  une base  de Ft .

P r e u v e :  Soit  e e lO .C oI .  On s a i t ,  d ' a p rè s  Car lsson [Ca], qu'il ex is te  

hE >0 tel  que pour h € ] 0 , h £ [, (TTp>p0<)0<€ L e s t  une base  de F (= F q) e t  de plus, 

si V  e s t  la m a t r i c e  de Gram de c e t t e  famille de v e c t e u r s  a lo rs :

(4.1)  V = I+ © ( e x p t - d ^ t f ^ / h ) ) .

Notons V t  la m a t r i ce  de Gram de (llTTpt TTp>p0<|| “ 1TTpt TTp'90i)0 i€ |_. Nous 

allons m o n t r e r  qu'elle e s t  inversible ce qui nous dira que les 

( l l ï ï p t Up>pu ll ■ 1TTF tTTF\pu)U€L sont  l inéa irement  indépendants .

A l ' i n s t a r  de la pa r t ie  §2,  on défini t pour «  e t  3  dans L, si 

(<*,£) ¿ ( 0 , 0 ) ,  d p ( « , 3 )  = de (supp(SV),U0<) + de (supp(SV) ,U^) ,  e t

d £ v ( 0 ,0 )  = 2 S £ y >& où S g y f£ = de (supp(SV),supp(i2))  où, pa r  défini t ion,

ft = s c<€L\{O}0 <x* on définit a lors  © ( e x p ( - d £ v (cx ,3) /h ) )  en u t i l i san t  la 

Définition 2.1.  Alors on a:

Lemme 4 . 2 :  Pour t l € ] 0 , 1 / 2 [ ,  il e x is te  h ^ >e>0 tel  que pour

h € ] 0 , h ^ j £ [ e t  un i formément  pour t€D(0 ,T \a (h) ) ,

( 4 . 2 )  d t ( V t ) =  0 ( e x p ( - d £ v (<x,3)/h) ) .

P r e u v e :  Pour  la dém ons t ra t ion  de ce Lemme, on va f ixer  1 \€ ]0 ,1 /2 [ .

Les coef f ic ien ts  de son t :



4.2

<4 -3> V t ,o i ,3  = <"1TF,TTF>Po(ll lTTF tTTF>P3ll)‘ , (TTF tTrF'Po<nTFt TrF'iP3)

= [(TTFï ï F tTTF^ c(l 'P 0()(TrFTTF tTrFV > 3 l ' p 3 ) r , / 2 (TrFTrF t TTF' p 0( l 'P 3 )  

D 'aprés la Proposi t ion 1.1, il ex is te  un c > 0  tel  que,  pour h a s s e z  p e t i t ,  

si m(h) = e -C/^ ,

( 4 . 4 )  üXT) = a(P)n[jJL-2a(h)+m(h), jJL + 2a (h ) -m (h ) ]c [ j J l -m (h ) , j J l  + rn(h)]. 

Soit tS le cerc le  défini p réc é d em m en t .  Alors,  pour Z€t5,

( 4 . 5 )  ( z - P ) -1 ex is te  e t  Il ( z - P ) “ 1 II £ ( | _ 2 ) < l / ( a ( h ) - m ( h ) ) .

Pour  Z € C ,  on a,

( 4 . 6 ) ( z - P t ) = ( 1 - t S V ( z - P ) - ' ) ( z - P ) .

Donc, 11 e x is te  h-n>0 tel  que pour he]0,h-f>[, ( z - P j ) ~ *  e x i s te  pour  

| t |  <Tla(h) e t :

( 4 . 7 )  I l ( z - P t ) - 1 1 £ ( a ( h ) - m ( h ) - 11 1)“ 1.

Alors,

( 4 . 8 )  TTFt = 1/(2iTT)JG( z - P t ) - 1dz,

Nous allons m ain tenan t  e s t i m e r  les 9^((TTpTTpt TTp̂ p<̂  l 'P ^ ) )  pour 

t e D iO . t l a ih ) )  e t  h su f f i sam m ent  p e t i t .  On a:

( 4 . 9 )  a 1((TTFTTF t TTF>p0(|>p^)) = (TTFa t (TÎF t )TTF>p0(l>p3).

En u t i l i san t  a lors  la Proposi t ion 3 . 2 ,  on ob t ien t  un lemme de p répa ra t ion  qui 

nous donne l ' act ion de 9t(TTF t ) s u r  ês  e s Pa ces  ® poids définis dans la pa r t ie  

2 .
Lemme 4 . 3 :  Soient  ^  e t  deux fonctions pos i t ives  e t  

l ipsch i tz iennes  de R n dans R  vérif iant :

(4 .10)  lV>pe l < ( V - £ 2 ) ! / 2 e t  l v y c | < ( v - e 2 ) ! / 2 ,

Alors,  il ex is te  h-^>0 tel  que pour h€]0,h«^[,  pour Z€tS, on a un iformément  

pour t dans D(0 , t \a (h) ) :

(i) z ¿ o ' t P ^ u o X P ^ o ) *



(ii) e t  a ^ K z - P ^ o ) ” 1) appar t iennen t  à £(L^>e>h,L ^ ,e | h ) e t  de

normes  m ajo rées  par:

C[e3 a ( h ) ] " 2 e s u PsuPP< 6 V > ( te ( - ) -> p e ( ' ) ) /h >

où la c o n s t a n t e  C ne dépend ni de t ,  ni de h.

P r e u v e :  On a ,

(4.11) a 1( ( z - P t ) - 1) = ( z - P t ) - 1S V ( z - P t ) - 1,

(4 .12)  9 t ( ( z - P t f 0 ) - 1) = ( z - P t>0) - 1S V ( z - P t | 0 ) " 1.

Pour  h su f f i s am m en t  p e t i t ,  pa r  le Proposi t ion 3 . 2 ,  il ex i s te  C>0 tel  que, 

pour  t o u t  t € D ( 0 , t l a ( h ) ) ,  pour  u € C § ° (R n) e t  pour  Z€tS, on a,

(4 .13)  l l ( z - P l ) " 1u | |>p e>h< C / ( e 3 a (h ) ) | | u | |>p e>h, 

e t ,

( 4 .14 )  l l ( z - P t f 0 ) _1u| |^pe | h < C / ( e 3 a(h))l |ul |^pe>h.

De plus,

(4.15) ||SVu||ye>h= | |e ( ->Pe + y e ) /h Sve>Pc/hu||

< e s u Psupp<sv>(^)/ e “ ' 9 c ) / h  B u H>pe>h.

Donc, a ^ z - P ^ ) - 1 ) e t  a ^ z - P ^ o ) “ !) se  prolongent  de C§°(Rn) à des 

o p é ra t e u r s  de L^)e>h dans L^ e »h de normes  r e s p e c t iv e s  majorées  par  

Ce supsupp<6v>('ye“ >P e) /h / (£3a (|1))2 (c e ci pour  h su f f i sam m ent  pe t i t  

dépendant  de e e t  de t l  e t  C ne dépendant  ni de t ,  ni de h).

□

On s a i t  que,

(4.16) a t(TTF t ) = 1/(2iTT)JG(at ( z - P t ) " 1)dz,

(4.17) a t(TTt > 0 ) = 1/(2iTr)JGO t (z -P t f0 )_1)dz.

Du Lemme 4 . 3 ,  pour*9c e t  vér i f iant  les hypo thèses  de ce lemme,  on 

dédui t  im m éd ia tem en t  qu'il ex is te  C>0 (C ne dépend ni de h, ni de t) tel  que

4.3
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pour  h a s s e z  p e t i t  (dépendant  de t  e t  de ï l )  e t  t€D(0, 'T\a(h)) :

(4 .18)  a t(TTF t ) et  a t (TTt >0) a ppar t iennen t  à 2 ( L ^ e>h, L ^ e>h) de 

norm es  m ajo rées  par:

C[C6 a(h)]“ 1e s u Psupp<6V>(ye(*)- ’9 e ( ’) ) /h .

On a a lo rs :

Lemme 4 . 4 :  il ex is te  h£ f ^ > 0  e t  C)0 (ne dépendant  ni de t ,  ni de h) 

t e l s  que pour hc ]O yh£ ^[p P°ur  t€D(0 , ' i \a (h) )  e t  pour  (<*,£) * ( 0 , 0 ) :

(4 .19)  |(TTF a t(TTF t )TTF>poi lAp^)| <

C £ -1 4 a(h) -1e -(de(supp(SV),Ua) + de(supp(SV),U(3 ) ) / h i

Preuve: En appliquant le Lemme 4 . 3  e t  (4 .18)  à >Pe  = de ( . . U ^ )  e t  

y e = d&( . , supp (S V )) ,  on ob t ien t :

( 4 . 2 0 )  at(TTF t ) e t  ^ t ^ t , 0 ^  appar t iennen t  à

£ ( L§ e ( . , U a ),h>LÎ3e(. ,supp(SV)),h> de norm es  m a jo rées  par:  

Ct£6 a ( h ) r 1e ~ de(s u PP(&v)>u « ) / h  .

Si (<*,£) * ( 0 , 0 ) :  d 'ap rès  la formule (5.1) de [Ca], TTp-'vpoi€ *-S e ( - , ü a ) ,h et

I I ^ oîH de(x,Uot),h — P° ur  tou t  <*€L. En u t i l i san t  ( 4 . 2 0 ) ,  on ob t ien t  

l ' e s t im é e  annoncée:

(4.21) I ( ï ï Fa t (TTFt)TTF>p0<|>p£)|<

C e " , 4 a ( h ) " 1e " ( de (s u PP(S v )*u a) + de(supp(SV),Ui3) ) / h >

□

Il nous r e s t e  à é tud ie r  (TTFa^(TTF t )TTF>po I^Po^- 0n a:

Lemme 4 .5 :  Il ex is te  he ^ > 0  e t  C)0 (ne dépendant  ni de h, ni de t) 

t e l s  que pour h € ] 0 , h c ^ [ ,  pour t € D ( 0 , t \ a ( h ) ) :

( 4 . 2 2 )

l ( ï ï F3t ( ï ïFt) ï ïFŸ 0 l'P0) - « t ( ï ï t i 0 hp0 |xp0) |< C (e ,7 /2 a ( h ) r 2e - 2ssv,e/h.

4.4



4.5

P r e u v e :  On a:

( 4 . 2 3 )  (TTFa t (TTF t )TTFV>0 lV>0)-Wt(Trt f0>V>0lV>0>

= ( ï ï F9 t ( ï ï F t ) ( ï ï F- Ï Ï Q jo ) ' 9 o l ' ^ o )  + (TTF ^ t ( TTF t “ TTt , o ) >P o l >f)o) + 

((iTF-TTo>o)9t( 'n’t ,o ^ >Po I^Po>-

On a

( 4 . 2 4 )  TTF t -TTt>0 = (2 iT r ) -1; c ( z - P l ) " , i 2 ( z - P l>0) " 1dz, 

e t  en dér ivan t  pa r  r appor t  à t

( 4 .2 5 )  3 t (TrFt- ï ï t i 0 ) = (2 iTr)-, / c a t ( ( z - P t ) - ,) n ( z - P t f0 ) ' , <iz +

U H T r ' j ^ z - P t r ' f l a t a z - p ^ o r b d z  

En u t i l i san t  la Proposi t ion 3 . 2  e t  le fai t  que ü  opère con t inûment  de 

LI e ( - , s u p p ( S V »  dans Ll e ( - ,supp(f l ) )  de norme majorée  pa r  

C e_ ' r' f supp<o>de( ' , supp(SV )) /h i p0 u r h a s s e z  p e t i t ,  on a,  uniformément 

pour t € D ( 0 , ï \ a ( h ) ) f

( 4 . 2 6 )  U F t - ï ï t fo opère con t inuement  de L§c( . >supp (£y) )  dans

L? e (-»supp(ft))  de norme majorée  pa r  

C e " 6 a (h )“ 1e " dc (suP P ^ ^ s u PP^s v ^ / h .

De plus,  par  le Lemme 4 . 3  e t  ( 4 . 2 5 ) ,  pour h a s s e z  p e t i t ,  on ob t ien t ,  

uni formément  pour t€D(0 , 'Ha(h) ) ,

( 4 . 2 7 )  9 t ^ F t -TTt ,0^  opère con t inuement  de

L§c(-,supp(SV)) dans Lâc(-,$upp«2)) de norme majorée par 

C£ - 9 a (h) - 2 e - d e( supp ( f t ) , sup p (S V )) /he

D 'après la formule (5.1) de [Ca] e t  comme Uq C su pp (SV) pa r  l 'hypothèse

(H.4 ) ,

( 4 . 2 8 )  ll'PoN de ( ‘ , s u p p ( S V ) ) ,h -  de ( - , U0) , h ^ c / e ■

En u t i l i san t  le Lemme 4 . 3  e t  s e s  conséquences  appliqués à 

' 9 & = y e = de (- ,supp(SV))  e t  ( 4 . 2 6 ) - ( 4 . 2 8 ) ,  on ob t ien t :



(4.29)  l ( T T F a t (TTF t ) ( TTF - T T 0 ) > p 0 l > p 0 ) l  ¿ C ( e 1 7 / 2 a ( h ) ) " 2 e “ 2 S s v >c / h >

(4.30) l(TTFat (TTFt-TTt>0)V>0 lV)0 ^ £C(e7a(h))" 2e” 2S6V’c/h»

(4 .31)  K(TTF-TT0 ) a t (TTt f 0 )>p0 l>p0) l^  C(e7 a (h ) ) ~ 2 e ~ 2 S 6 V ,e /h f 

d 'où,  pa r  ( 4 . 2 3 ) :

( 4 . 3 2 )  l(TTFa t ( ï ï F t )TTF>p0 l ^ 0 ) - ( a t ( ï ï t f 0 ) V > o l^ o ) l*

c ( c 17/ 2 a ( h ) ) " 2 e “ 2 s 6v , c / h .

□

Pour a ch e v e r  la dém ons t ra t ion  du Lemme 4 . 2 ,  il su f f i t  de m inore r  les 

dénom ina teu rs  in te rv enan t  dans l 'express ion  ( 4 . 3 ) .  Grâce au Lemme 4 . 4 ,  

en i n té g ran t  en t ,  on a, pour (<*,£) j é (0 ,0 ) :

( 4 . 3 3 )  (TTFTTF tTTF^p0<|>p^) = (TTF>p0<|TTF> p ^ ) + Ô ( e x p ( - d | v ( o ( , 3 ) / h ) > 

donc d 'a p ré s  (4 .1 ) ,  il ex is te  h ^ > 0  tel  que pour h € ] 0 , h ^ [ ,  on a, pour tou t  

t € D ( 0 , t \ a ( h ) )  e t  t o u t  a. ^ 0 ,

( 4 . 3 4 )  |(TTFTTF tTrFApoi |>p^) |  >1/2 

Et pa r  le Lemme 4 . 5 ,

( 4 . 3 5 )  (TTFTTF t ï ï FV>0 l"p0) = (Trt , 0 ^ 0 l V )0 ) + 0 ( e x p ( - d p ( 0 , 0 ) / h ) ) ,  

ainsi  en u t i l i san t  les calculs de la pa r t i e  §3

( 4 . 3 6 )  (TTFTTF t ï ï F>pol>Po) = , + ̂ t l >P o ) + Ô ( e x p ( - d £ v ( 0 ,0 ) / h ) ) ,

avec II y  t  II -  l t | / ( a ( h ) -  111 )< 11/(1-11). Mais s o u v e n o n s - n o u s  que 1 \<1 /2 ,  

donc d 'a p rè s  ( 4 . 3 6 ) ,  il ex is te  h ^ > 0  tel  que pour  h € ] 0 , h ^ [ ,  on a,  pour  tou t  

t € D (0 ,H a (h ) )

(4.37) KTTFTTFtï ïF>p0 l>p0)|>(1-2tO/(2(1-lO)>0

De plus,  les formules (4 .1) ,  ( 4 . 3 3 )  e t  le Lemme 4 . 4  nous d isen t  que pour 

T\<1/2 e t  pour  to u t  y > 0 ,  il ex is te  h y ^ > 0  e t  C>0 (ne dépendant  ni de t ,  ni

de h) t e l s  que pour h e l O . h y ^ I ,  on a,  pour  to u t  t€D(0 ,T \a (h) )  e t  pour tou t

4.6
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(<*,£) * ( 0 , 0 ) ,

(4 .3 8 )  I (TTp3^(TTpt )TTp'90i |>p0^)(TTp7Tpt 7Tp'90( I^P^)I s

Ce-(1-V)(de(supp(SV )>Ua) + dc(supp(SV),Ua )+dc(Ua ,Up) ) / h >

d'où, par  l ' inégali té  t r iangula i re ,

( 4 . 3 9 )  I CrTpat (TTFt )TTF>p0( | V><x)<7TpTTpt TTp>poi I>p^) I <

C e " ( i ~ y ) ( de(supp(SV),Ua ) + de (supp(SV) ,U 3)) /h>

Donc, en u t i l i san t  la formule de Leibniz appliquée à ( 4 . 3 ) ,  on obt ient  que 

pour  T l< l /2  e t  pour tou t  y >0,  il e x is te  h y ^ > 0  e t  C>0 (ne dépendant  que

de H) t e l s  que pour h e ] 0 , h y  ^ [ ,  on a, pour  to u t  teDCOillaOi)):

( 4 . 4 0 )  | 3 t (vt>0(>^ ) |  < e x p ( - ( 1 - y ) d ^ v (c< ,3 ) /h ) .

Ceci achève la dém ons t ra t ion  du Lemme 4 . 2 .

□

D'après ( 4 . 8 ) ,  TTpt  e s t  analyt ique en t  pour t  dans D(0,'T\a(h)) (au sens  

des o p é ra t e u r s  bornés s u r  L2 ( R n)). P a r  ( 4 . 3 4 )  e t  ( 4 . 3 7 ) ,  pour h 

su f f i sam en t  p e t i t ,  (TrpTTpt ï ï p ' 9 0i l^p^) ne s 'annule pas pour t  dans

Dio. ' ï la ih)) ;  on en déduit  im m éd ia tem en t  que les coef f ic ien ts  de V t  sont  

analy t iques pour  | t |  <t \a(h)  ( tou t  ceci pour h su f f i sam m ent  p e t i t ) .

Fin de la p reuve  de la P r o p o s i t i o n  4 .1 :

D'après le Lemme 4 . 2 ,  pour 'T\€]0,1/2[ , il ex is te  h ^ £ > 0  tel  que pour 

h € ] 0 , h - ^ >&[ e t  un i formément  pour t € D ( 0 , t \ a ( h ) ) ,

(4 .41 )

V t = I +  © ( e x p ( - d 1£(<x ,$ ) /h ) )+  © ( e x p ( - d £ v (<x,3) /h) ,  

donc, pour h su f f i sam en t  p e t i t ,  e s t  inversible c ' e s t - à - d i r e  que

( » irFtï ïF'P0( « -'TTp.TTFVaïdcL est libre.

Pour ach e ve r  la dém ons t ra t ion  de la Proposi t ion 4 .1 ,  on va m o n t r e r



4.8

maintenant le:

Lemme 4 .6 : Pour tout Tl€ ]0,1 /Z [ , il existe h-^>0 tel que pour tout 

h€]0 ,h^[ et tout t € ] - Tia(h),Tla(h)[, (llTTpt TTp>p0(ll " 1TTpt TTp>p0()0<€ |_ 

engendre F^.

Preuve: En effet, soit >p€L2(Rn) tel que TTpt>p soit orthogonal à 

l'espace vectoriel fermé engendré par ( Il TTpt T T l i  " ^ F t^ F ^ P o i^ e L  not® 

Vect((TTpt TTp>p0<)0(€L); or on sait, d'après Carlsson [Ca], que (TTp'vp0i)0̂ € |_ 

est une base de F, donc il existe (a^crteL61^ 1-) tels que:

(4.42) TTFTTFt>p = E0(€La0iTTF>p0<,

donc TTpt TTpïïFt>p€Vect((TTFtTTF>p0()0(€|_) et

(4.43) ||TTFt>p-TTpt TTFTTpt>p||<||TTFt(TTFt-TTF)|| |TTFt>p|

Alors, comme II TTFt 11 =1, si II TTFt — TTF II <1, on obtient par (4.43) et 

l'hypothèse que TTFt>p est orthogonal à Vect((TTFtTTF>p0<)0(€ |_), Que 

il TTFt P̂ II =0. Par conséquent, si II TTFt—TTF II <1, l'orthogonal de 

Vect((TTFtTTF'90()c<€L) dans F* est réduit à {0} c 'es t-à -d ire  

Ft = Vect((TTFtT T ^ W ) .

Voyons pour quel t on a II TTFt — TTF II <1. Par (4.10),

(4 .44) TTFt- ï ï F = t(2 iT r)-1JG (z -P t)"1S V (z -P )"1 dz, 

donc la définition de G, (4.5) et (4.7) nous donnent

(4.45) Il TTFt — TTFI < 111 a(h)/[(a(h)-m(h)- |t|)*(a(h)-m(h)]

Donc on cherche t tel que

(4.46) |t|a (h)/[(a(h)-m (h)- |t|)-(a(h)-m(h))]<1, 

c 'es t-à -d ire ,

(4.47) I t l  <[(1-m(h)/a(h))2/(1-m(h)/2a(h))]-a(h)/2.

Comme m(h)/a(h) —*• 0 quand h —► 0, on déduit de (4.47) que pour tout



t l € ] 0 , 1 / 2 [ ,  il e x i s t e  h - r ç>0 t e l  q u e  p o u r  h € ] 0 , h - ^ [  e t  p o u r  t € D ( 0 , t l a ( h ) ) ,  on  

a

( 4 . 4 8 )  IlTTF t - T T F ! < 1,

c e  qu i  a c h è v e  l a  d é m o n s t r a t i o n  d e  la  P r o p o s i t i o n  4 . 1 .

La b a s e  ( Il TTpt 7Tp-vpoi II ~  î TTpt TTp>p0f) 0< € |_ n ' e s t  p a s  o r t h o n o r m é e  m a i s  

( IlTTpt TTp>p<xII —1TTpt TTp>poi) <Lrt — e s t  o r t h o n o r m é e .  D a n s  l a  s u i t e ,  c e t t e  

b a s e  d e  s e r a  n o t é e  f t .  R e m a r q u o n s  t o u t  d e  s u i t e  q u e  p o u r  h a s s e z  p e t i t ,  

le  s p e c t r e  d e  V t  e s t  c o n t e n u  d a n s  D ( 1 , a ( h ) )  e t  on  a :

( 4 . 4 9 )  ( V t ) " 1 / 2  =  ( 2 T r i ) " 1J ( a D ( 1j / 2 ) ) Z " 1 / 2 ( z - V t ) " 1d z ,  

c e  q u i  d o n n e  e n  d é r i v a n t  p a r  r a p p o r t  à  t ,

( 4 . 5 0 )  a t ( V t ) " 1 / 2  =  ( 2 T r i ) _ 1 J ( 0 D(i j / 2 ) ) Z " 1 / 2 ( z - V t ) " 13 t V t ( z - V t ) “ 1d z .

D ' a p r è s  l e s  d é f i n i t i o n s  d e  © ( e x p ( - d £ ( c * , $ ) / h ) )  e t  d e

© ( e x p ( - d £ v ( t f , $ ) / h ) )  d o n n é e s  d a n s  l a  p a r t i e  2 ,  e t  p a r  l ' a p p e n d i c e  B du  

t r a v a i l  d e  C a r l s s o n  [C a] ,  on  a :

( 4 . 5 1 )  0 ( e x p ( - d £ v ( < x , £ ) / h ) ) *  © ( e x p i - d ^ t f , # ) / ! ! ) )

=  0 ( e x p ( - d ^ v ( c x , 3 ) / h ) ) ,  

où  l e  p r e m i e r  m e m b r e  d é s i g n e  la  c o m p o s i t i o n  d e  d e u x  m a t r i c e s  qu i  s o n t  

r e s p e c t i v e m e n t  Ô ( e x p ( - d £ v ( < x , 3 ) / h ) )  e t  © ( e x p i - d ^ c x , # ) / ^ ) ) .

On e n  d é d u i t  l ' e s t i m é e  s u i v a n t e  p o u r  l a  m a t r i c e  a ^ V t ) ” ^ 2 ,

( 4 . 5 2 )  d t ( V t ) " 1 / 2 =  0 ( e x p ( - d £ v ( < X , 3 ) / h ) ) .

4.9



§5: Réduction de à un opérateur sur L2(T ) :

Dans ce paragraphe, nous allons étudier matrice de P  ̂ dans B .

Cette matrice est donnée par:

(5 .0  < u = ( v t ) - , / 2 m t ( v t ) " 1/2,

où Tilt est la matrice de coefficients avec:

(5.2)

mt , « ,  ̂  = I I ”  2(TTpPtTTpt ï ï F\p^  I ̂ p^).

Nous allons montrer la

Proposition 5.1: Sous les hypothèses (H.1)-(H.4). Pour tout 

Tle]0,1/2[ et tout £€ ]0 ,e 0[, il existe h*rç c >0 tel Que P°ur tout h€]0,h-Q>£[ 

et tout t  € D(0, Tla(h)), on a:

(5.3) at (m t )  = at [M t]^0+  ©(exp(-ds ^(<X,£)/h))

où V q désigne la matrice ayant pour coefficients S ^ O ^ p O '

Preuve: Fixons T[ e ] 0 , ] / 2 [  et £€]0,£()[. Grâce aux Lemmes 4 .4  et 4 .5 , 

on connaît déjà des estimées pour a^((TTpTTpt ïïp '9 0̂  l>p^)) pour cxeL. Donc 

pour obtenir (5.3), il ne nous reste qu'à étudier a^((TTpP^TTpt TTp>p0<|>p^)). 

On obtient:

Lemme 5 .2 :  i l  existe C)0 (ne dépendant ni de h, ni de t) et h ^ >e>0 

tels que pour tout h € ]0 ,h ^ >£[, pour tout (<*,£) * (0 ,0 )  et tout 

t€D(0,tla(h)), on a:

(5 .4) ia t ((TrFPt TTpt TTp>p0̂ |>p^))| <

C[e14a(h)]-1e " ( d e(supp(SV),Ua) + de(supp(SV),Up))/hi

Preuve: On sait

(5.5) Pl (z -P t ) " 1 = -1 + z (z -P t ) - 1, 

donc,

5.1

Pt

"H ,

- < u .

:ttf rFt7r F >p [ÏÏF rFt PpV>o I(TT*



(5.6) 3 t (Pt TrFt) = (2iTr)_1JGz (z -P t ) - 1SV(z-Pt ) " 1dz.

Soit (<*,£) ^ (0 ,0 ) .  En utilisant la Proposition 3.2 appliquée à '9e, = d£-(..U^) 

et ^ e = d£( . >supp(SV)) et la formule (5.1) de Carlsson [Ca], on obtient:

(5.7) l(TTF3t (PtTTFt)TTFŸ 0(|>P£)|<

C[e14a(h)]"1e " ( de(suPP(s v )*ua)+cJc(supp(SV)>U(3))/he

Ceci démontre le Lemme 5.2.

On va maintenant estimer 9t((TTFPtTTFtTTF>pol>P o ^ :

Lemme 5 .3 :  il existe C>0 (ne dépendant ni de t ,  ni de h) et h-^>£>0 

tels que pour tout h € ]0 ,h ^ f£[ et tout t€D(0,t\a(h)), on a:

(5.8) i a t ((TTFPt TTFtTTF>polV>o))-9 t(Mt(TTt ,0 >P o l>Po)) l :S

Ce“ ^ a ( h ) “ 2e “ 2^6vfe /h <

Preuve: On va appliquer les mêmes idées que dans la démonstration du 

Lemme 4 .6 .  On a:

(5.9) 0 t ((TTFPt TTFtTTFV>Ol^>O) ) - a t (>JLt (TTt f o^Pol^>O» =

9t((TrFP tT rF tT rF ^ o l^ o ) ) -3 t ( (P t ,o ^ t ,o ^ o l^o ) )=  

(TTF3^(P^TTF t )(TTF-TTofo)>P o l >Po) + (TTF9t ( p t^TrF t “ TTt , 0^ TTOfO>Po IV>0  ̂+ 

(TTF3 t ( ( P t “ P t , 0 ^ TTt , 0 ^ TT0 , 0 >P 0 l >P0) +

((TTF -  TT0 f o)9t(pt , O^t, 0 ^ 0 ,  0 ^ 0 1 "̂ Pô

(TTFa t (Pl TTF t )(TTF- ï ï 0>0)^o l>Po)  + (1TF9t ( p t ( TTF t - TTt , o ) ) >P o l >Po) + 

(TTFÎ2d^(TT^o)>P o l 'vPo^ + ^ TTF” ^ 0, 0^ t ^ p t , 0^ ' t , 0^0 ^ 0 *̂

Par (4 .24) et (5.5),  on obtient,

(5 .1 0 )  a t (Pt ( ï ï F t -TTt> 0 )) =

- f l d t (TT1>0) + (2iTr)"1Jt3z a t ( ( z - P t ) - 1)Î2(z-Pt>0) - 1dz +

5.2



5.3

( z i T r r ^ z C z - P t r ^ a ^ t z - p ^ o r 1) ^ ,

( 5 .1 1 ) a l (Pt TiF t ) = ( 2 iT r ) -1J t3z ( z - P l ) - , S V ( z - P l ) - 1dz, 

e t

(5.12) 3 t ( P t j0ï ï t , 0 >  = (2W > ~ 'JeZ < z - p t , 0 r l s v <z - p t 10 > ' l d z -

P a r  (5.10) — (5.12) ,  (4 .18 ) ,  ( 4 . 2 6 ) - ( 4 . 2 8 )  e t  pa r  le Lemme 4 . 3 ,  en fa i san t  

e x a c t e m e n t  les m êm es  e s t im é e s  que dans la d é m o n s t r a t io n  du Lemme 4 . 5 ,  

on ob t ien t :

(5 .14)  i a t ((TTFPt TrF t TTFxP o |xP o ) ) -3 t <MtCTTt i o’#>ol'Po)l

C e _ , 7a ( h ) ' 2e ‘ 2Si v , t / h .

□

Fin de la p reu v e  de la P ro p o s i t io n  5 .1 :  Pour  ob ten i r  la P ropos i t ion  

5.1,  pour (<x,£) ^ ( 0 , 0 ) ,  il suff i t  m ain tenan t  d 'u t i l i s e r  la formule de Leibniz, 

les r é s u l t a t s  ( 4 . 3 4 ) ,  ( 4 . 3 7 )  e t  les a rg u m e n ts  développés en ( 4 . 3 8 ) ,  ( 4 . 3 9 )  

pour  ob ten i r  pour a ^ m ^ g ^ )  les e s t im é e s  annoncées .  Considérons la

dif férence (TTpTTpt TTF>p0l>p0))-(TTt>0' 9 0 | ' 9 0 ). P o u r t  = 0 ,  d ' a p rè s  [Ca], elle 

vaut  © ( e x p ( - d ^ ( 0 , 0 ) / h ) ) .  Le Lemme 4 . 5  nous donne la même e s t im é e  

pour  a t ((TTFTTF t TTF' 9 0 |'vp0) ) - ( lT t>0' 9 0|>p0 )) en t  ¿0  donc pour  t  ^ 0 ,

(TTpïïpt TTp-vpolN) 0 ^ “ (TTt,O^Pol>Po^ e s t  ® ( e x p ( - d s ^ ( 0 , 0 ) / h ) ) .  En u t i l i san t  

le Lemme 5 . 3 ,  on peut  faire le même ra i sonnem en t  pour 

(TTpPt TTpt TTp>pol>Po))-Mt(Trt , 0>Pol^)0^  11 e s t  a lo rs  c la i r  que

(5.15) a ^ m t > 0 ,o  = 9t M t + ® ( e x p ( - d ^ ( 0 , 0 ) / h ) ) .

Ceci t e rm ine  la d é m o ns t ra t ion  de la Propos i t ion  5.1.

□

Fin de la p re u v e  du T h é o r è m e  1 .3 :

D'aprés les défini t ions des o rd re s  de g randeur  m a t r i c i e l s



5.4

0( e x p ( -d £ (< x ,$ ) /h))* Ô(exp(-d£(o<f3) /h) )  e t  0( e x p ( - d £ v (<x,3) /h))

données dans les  p a r t i e s  2 e t  4 ,  e t  pa r  l 'appendice B du t rava i l  de Carlsson 

[Ca], on a:

(5.16) © ( e x p ( - d £ v (<x,3)/h))* Q ( e x p ( - d ^ ( o t , £ ) / h ) )  = 6> (exp( -d£v (<x,3)/h))  

e t

(5.17) © ( e x p ( - d £ v ( t f ,3 ) /h ) )*  ©(exp(-d£(<X,3) /h) )  =

O ( e x p ( - d £ v (o<,3) /h ) ) .

Sachan t  ce la ,  en combinant  la Proposi t ion 5.1 e t  les formules (5.1) e t

( 4 . 5 2 ) ,  on ob t ien t :

(5.18) a t (<u)=  a t ( ( v t ) _ 1/ 2) m t ( v t ) _ 1 / 2 + ( v t r 1/ 2d t ( m t ) ( v t r , / 2 + 

( v t r 1/ 2m t a t ( ( v t r 1 /2 ).

= (I+ Ô (e x p ( -d ^ (o ( v3 ) /h ) ) ) -

OtJJLtî*o+ © ( e x p ( - d £ v (<X,3) /h)))-

(1+ 0( e x p ( - d1e (<x,3) / h ) ) )+

Q ( e x p ( - d f  v (o : ,3) /h))

= a t jJLt 1Po+  0( e x p ( - d £ v (c*,3) /h ) ) .

Puis ,  en in tég ran t  en t ,  on déduit  que:

(5.19) <U = m  + (Mt'"M)îpO+ ®(exp(-d£v (<x,3)/h)).

En conjugant  pa r  la t r a n s fo rm é e  de Four ier  ÎF de 12(L) dans L2(T )  

définie dans la pa r t ie  2, on voit ,  que pour t o u t  t l € ] 0, 1/ 2[ e t  e.€]0,£ol> il 

e x is te  h<rç>e>>0 te l  que,  pour tou t  h € ]0, h ^ >£[ e t  pour tou t  

t € ] - t \ a ( h ) , t \ a ( h ) [ ,  P t | F t  e s t  un i ta i rem en t  équivalent  à l ' o p é r a t e u r  de 

L2(T)  dans L2(T )  défini pa r  i2^f=cü-f+(jJL^->JL)TTof+K(t)f avec :

(i) cü = oJ(6) la va leur  propre de Floquet  définie par  P.



5.5

(ii) TT0: L2( T ) - > L 2(T )  défini pa r:  TT0f= (V o 1 (T ))_1 JT fde où de e s t  la

m esu re  de Lebesgue.

(iii) K(t) e s t  un o p é ra t e u r  de L2(T )  dans L2(T )  défini,  pour u e L 2( T ) ,  par:

( K t t K i X o M v o r r r ^ x k t t . e . o ' M o O d o ' ,

où

k ( t , h , e , e ' ) = 5 : ( O( , ;6) € L x L (ko(>iP( t >h ) e « <J<-0- 3 - e ')) 

avec  k ^ ^ C t . h )  vérif ian t  que pour tou t  y > 0, il e x i s t e  h ^ ^ ^ O  tel  

que pour to u t  h€]Ofh ^ y f£[, on a un i formément  pour to u t  | t |  <T\a(h): 

18t kô  ^ ( t >h ) | < e " ( 1" y ) I de(s u PP(S v »u «) + de(supp(SV,U(3)]/h si

(<*,£) tKO.O) e t  l a t k o ^ U . W I s e - ^ - V ^ v . e / h ,

Des e s t i m é e s  c i - d e s s u s ,  on déduit que k ( t , h , 0 , e ' )  e s t  analyt ique  s u r  

D ( 0 , t l a ( h ) ) x w x W ,  où W = {x + iy; X€T  e t  | y |< l / C h }  a é t é  défini dans la 

Proposi t ion  1.1 ( c a r  dc ( supp(S V ) ,ü0 )̂ = (1 + o(1)) 'de (Uo,U0 )̂ quand

I «  I —> + 00).

Démontrons  m ain tenan t  que b(t)=jJL^-jJi réa l ise  la bi ject ion annoncée 

dans le point  (iv) du Théorème 1.3. D'après le Lemme 3.1 ,

( 5 .2 0 )  b(t)  = (>p0|SV>p0) t (1 + tq ( t) )

avec ,  pour t € D ( 0 , a ( h ) / 2 ) ,

(5.21) Iq(t)I  < 1 / ( a (h ) -2 1 1 1 ).

Or (1 + t q ( t ))_1 e x i s te  si | t q ( t ) |  <1 c ' e s t - à - d i r e  qu'il su f f i t :

( 5 . 2 2 )  111 <a(h) -2111 c ' e s t - à - d i r e  111 <a (h ) /3  

De plus,  si on note  b(t)  = b ( t ) /09o lSV >Po)  a lo rs :

( 5 .2 3 )  a t ( b(t))  = 1 + 2 tq ( t )  + t 23 t (q(t)) .

Donc

( 5 . 2 4 )  | 3 t ( b(t )) l  > 1-  I 2 tq ( t )  + t 23 t ( q ( t ) ) l ,

e t  d ' a p rè s  (5.21) e t  les e s t im é e s  de Cauchy pour 111 <x <a ( h ) / 2 :



5.6

( 5 .2 5 )  | 9 t ( q ( t ) ) | < 1 / [ ( a ( h ) - 2 x ) ( x - | t | ) ] .

En min imisant  le membre  de d ro i te ,  on ob t ien t :

( 5 . 2 6 )  I3 t ( q ( t ) ) l s 0 / ( a ( h ) - 2 l t l )2 

Donc, p a r  (5.21) e t  ( 5 . 2 3 ) ,

( 5 . 2 7 )  | 8{( b ( t ) ) - l  I <21 t l ( a ( h ) + 2 l  t  l ) / ( a ( h ) - 2 1 1 1 ) 2 .

Pour  t € D ( 0 , a ( h ) / 8 ) ,  on ob t ient

( 5 .2 8 )  19t ( b ( t ) ) - 1 | < 5 / 9 .

Donc, b e s t  bi ject ive de D (0 ,a (h ) /8 )  dans b(D(0, a ( h ) /8) = Dh . En e f fe t ,  si 

t o , t i € D ( 0 , a ( h ) / 8 ) ,  on a,

( 5 . 2 9 )  b ( t0 ) -  b ( t 1) = j j 3 t ( ^ s - t ^ a - s j - t o ^ d s - i t o - t p  

donc

(5 .3 0 )  | b ( t0 ) -  b ( t1) | > 4 / 9 | t 0- t 1l .

L 'encadrem ent  de D^ nous e s t  donné par  les e s t i m é e s  de 9^( b(t))  e t  de 

9^( b _ 1( t ' ) )  pour t c D ( 0 , a ( h ) / 8 )  e t  t 'eD^, ,

( 5 . 3 3 )  4 / 9 <  19t ( b ( t ) ) |  < 1 4 / 9  e t  9 / 1 4 <  | 9 t ( b _ 1( t ' ) ) |  < 9 / 4  

ce qui achève  la preuve du Théorème 1.3.  En e f fe t ,  pour h f ixé,  comme D^ 

e s t  un voisinage ouver t  de 0, il ex is te  S >0 (dépendant  de h) tel  que 

D (0 ,S a (h ) ) c D h . Or, par  ( 5 . 3 3 ) ,  b _ 1(D (0 , r a (h ) ) )C D (0 ,9 r - a (h ) /4 )  donc en 

fa i san t  c ro î t r e  r  de S à 1/18, on ob t ien t  b _1(D (0 ,a (h ) /18 ) )CD (0 ,a (h ) /8 )  

c ' e s t - à - d i r e  D(0,a(h)/18)CDh- On ob t ien t  l ' a u t r e  membre  de l ' encad rem en t

de D^ de la même maniè re .
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§6.Démonstration_deJa_Proposition_1.5:

Rappelons_que_d'aprèsJa_PropositionJ. 1 ,J1_existe_ho>0_teLque_pour-tout 

h€]0,ho[,Je_spectre_de_P_dans_[jJL-<9a(h)/0,iLest_vide..CommeJiSViieo< 1, 

on_déduit_de_ce1a_et_du_Théorème_l .S.-que.-pour-telO.aihVòt, 

o'(Pt)n[>JL-a(h)>i[co'(Pt)n[jJL-(9a(h)/8-|t|),i[_est_discret.

On_va_montrer_quet_en_faittJe_spectre_de_Pt_dans_[jJL-a(h),i[_est_vide.

L'idée_deJa_démonstratiorLest_la_suivante:_on_va_montrer_quet_sL\(t)_e5t

une_va1eur_propre_de_P{-_alors_'X(t)_ne_peut_que_croitre_en_t_(ceci_parce_que

SV>0)_et_que_sa_dérivée_estJnférieure_à_1_(carJiSVnoo< 1 )._Donc,_si_on

suppose_que_o'(Pt)n[>Ji-a(h)ti[_est_non_vide_pour_t€]0,a(h)/0[_et_sLon

appelle_X(t)_une_valeur.propre_de_Pt-dans_[>JL-a(h)»>i»-erT-Suivant_>k(t)_quand

t_décroi t_j usqu'à_0 ,_on_ob ti endrai t_une_val eur_propre_de_P_dans 

[M-9a(h)/8,i[_ce_quLcontredit_ce_qui_a_été_dit_ci-dessus_pour_P.

Remarquons_d'abord_que, .comme 

(6.1 )_cr(Pt )ccr(Pt /)+ B (0 , | t - t#|),

sLX(t)_désignejjne_valeur_propre_de_Pt_alors_celle-cLestJipschitzienne_en

t._Donc_X(t)_est_dérivable4>resque4)artout._0rLnotera_v>t-urLvecteur45ropre

normalisé_associé_à_'X(t)_et_ïït-1a4>rojectiorLspectrale_surJ'espace_propre

associé_à_\(t).

Soit_to-un_point_où_>w(t)_est_dérivable_et_t>to-Alors

(6 .2 )A ( t ) ->v ( to )= (P t>P t l '9 t ) - (p to1P t o l̂ t o ^

On_peut_choisir

(6.3)_>Pt=iiTTt V)t0i i "1TTt>Pto-

CommeJes_opérateurs_considèrés_sont_auto-adjointsI_par_un_calcul
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similaire-à-celuLfait-erLpartie-S-pour-Pt^»-00-0*3̂ 611̂

(6.4)jiTTt-TTt0ii=0 (t-to ), 

donc,

(6.5)_llTTt >pto ll= 1 - O ( ( t - t 0 )2 ).

Ainsi,.par_(6.3),

( 6 . 6 U ( t ) - \ ( t 0 )=(Pt TTt >pto lTTt >pto ) - ( P to>pto l>pt o ) + 0 ( ( t - t 0 )2 ).

Or,

(6.7)_(PtTTt>pto|TTtV>t0) = (PtV>tol̂ >to)- (Pt̂  1 1 _7Tt ^ t 0^

------- = (P t 'P to N > to ) + O « t - t 0 ) 2 ’ -

0n_en_déduit,_par_(6.6),

( 6 . 8 U ( t ) - \ ( t 0)= ( t- to )(S V ^ t0l>Pto)+Cl^ t - t O)2)-

Donc,-commejhpt0ii= Let.OsSVs 1,

(6.9)_Oá3^(\)n- = ̂ 0á 1.

CecLachèveJa_démonstratiorLdeJa_Proposition_1.5.

¥ t o



§7: Un opérateur auxiliaire:

Dans c e t t e  s e c t io n ,  nous allons m o n t r e r  que l 'é tude  de 

o ' (Pt )n[>J i-a (h) ,(|JL+a(h)]\a)(T) se rédui t  à l 'é tude  du s p e c t r e  d'un

o p é ra t e u r  com pac t  a g i s sa n t  s u r  L2( T ) .

On fixe e € ] 0 , e 0I- Notons J ( h ) = [ j J l - a ( h ) , j l  + a(h)l e t  rappelons que par

défini tion [ i , s ] = i ü ( T ) .  P a r  le théo rè m e  de Weyl: o 'e s s (P ^ )n J (h )  = cü(T). Il ne 

nous r e s t e  qu'à é tu d ie r  cr(Pt )n]s, jJL+a(h)] puisque <X(P^)ri[jjl — a (h ) , i[ e s t  

donné p a r  la Proposi t ion 1.5 .

Remarque: Dans ce papie r ,  on n 'é tud ie ra  pas les  va leurs  p ro p res  de P^

plongées dans c ü (T )= o 'e s s (P^).

P a r  le T héorème 1.3,  on sa i t  que pour tou t  Tl€ ] 0 ,1 / 2 [ , il e x i s te  h«^>0 

tel  que pour h € ]0,h*^[ e t  t € ] —Tla(h),Tla(h)[,  on a

o'(Pt)n]s,jJL + a(h)] = o' (f t t )n]s, jJ l  + a(h)] où f t t :L2( T ) —► L2(T )  e s t  défini par:  

Q^u = cü-u + b(t)TTou + K(t)u avec ÏÏQ, K(t),  b( t)  e t  cü définis dans l 'énoncé du 

T héorème 1.3 .  On sa i t  auss i  que le s p e c t r e  de dans ]s,jJi + a(h)] e s t  

d i s c r e t .  Dans la su i t e ,  nous prendrons  fixé.

Alors dire que \ € 0'(P^)n]s,>Jl + a(h)] e s t  équivalent  à dire qu'il ex is te  

u e L 2(T )  tel le  que:

(7.1) f t tu  = \ u ,  

c ' e s t - à - d i r e

( 7 .2 )  cü-u + b(t)TT0 u + K(t)u = \ u ,  

d'où

( 7 .3 )  û = ( \ - a ) ) _ 2 (b(t)TT0 + K ( t ) ) ( \ - c ü )“2 u

1
OÙ U =  ( \  — CÜ)2 U.

Dire que \ € c r ( P t )n]s , jJ i  + a(h)] e s t  donc équivalent  à dire que 1 e s t  va leur

7.1



7.2

propre  de

( 7 . 4 )

a - c ü ) " I ( b ( t ) T T 0 + K ( t ) ) ( \ - ü ) ) _ I  = b ( t ) - a - c ü ) _ 2( ï ï0 + H ( t ) ) ( \ - c ü ) _ I l 

où H(t)d é f = K ( t ) / b ( t ) .

Soit  K un o p é ra t e u r  a u to - a d jo i n t  de L2(T )  à noyau k ( 9 , e ' )  analyt ique su r  

DxD où D e s t  un voisinage complexe de T .  Pour>p une fonction d'un 

ensemble  E dans C,  on défini I I I I o o , E = supX€F( |>p(x) | )  e t  on no te ra

Il K II oo = I l k U ^ - j r 2 * Nous allons é tud ie r  l ' o p é r a t e u r  de L2(T )  dans 

l u i - m ê m e  e t  défini,  pour U€L2( T ) ,  pa r ,

(7 .5 )  ( ^ - t ü ) " I ( T T 0 + K ) ( \ - t ü ) “ I u .

On défini t  pour \ € < D \ ü) (T) :

(7 .6 )  i a )  = (VolT)“ , JT a - c ü ( 0 ) ) " 1de.

Alors le s p e c t r e  de (pour )v€]s,  + oo[) e s t  décr i t  p a r  la:

Proposition 7.1:

I) Pour  \ e ] s ,  + oo[, e s t  de rang 1 e t  c r i r ^ o ^ i O . K X ) }  où une 

fonction propre normal isée  a ssoc iée  à I(X) e s t  donnée par:

>p \,0  = K \ ) " 2( \ - a ))“2

II) Soit K un o p é ra t e u r  a u to - a d jo i n t  à noyau analyt ique s u r  DxD tel  que 

Il K II oo< 1 /4 .  Alors,  pour \ € ] s ,  + oo[, e s t  un o p é ra t e u r  

a u t o - a d j o i n t  com pac t  tel  que:

(0 o ' ( rx>K)c[-i(X)iiKii00, ia ) i iK i i00]u [ ia ) ( i - i iK i i00) , ia ) ( i+ i iK i i00)]

(ii) o X r ^ K J n l K X X l -  BKI00) , I ( \ ) (1  + Il K II 00)] = <vp(X,K)> où v p ( \ , K )  e s t  une

valeur propre simple véri f ian t :

(1) vpCX,K) e s t  analyt ique réelle en \

(2) | v p (X ,K ) - I (X ) l  < II(X)l llKiloo

(3) 19 x ( v p ( \ , K ) - l O O )  I < I 9 ^ ( 1 0 0 )  | Il K II oo



7.3

(4)  Il ex is te  un v e c t e u r  propre  normal isé  a s so c ié  à v p ( \ , K )  de la 

forme >P \ >k = ^P‘X ,0 ^  + ^ / ‘X,K^ °& e s * analyt ique  s u r  D e t

• t V K «  00< C II K II QQ ou C e s t  indépendante  de h«

P r e u v e :  La pa r t i e  i )  de la Proposi t ion 7.1 e s t  imm édia te  c a r  TT0 e s t  la 

projec t ion or thogonale  s u r  1 (la fonction c o n s t a n t e  de L2(T ))  dans L2(T ) .  

Notons:  •vp^j Q(0) = I ( \ ) “ I ( \ - c ü ( e ) ) “  2.

On va c o n s id é re r  comme une p e r tu rba t io n  de r ^ >o :

<7 -7 ) r \ , K ~r \,0  = (^-üJ)~2 K ( \ - c ü )"2

donc:

( 7 .8 )  l l r ^ >K- r ^ f0llS (L2( T ) ) ^  Il ( \  —u)) —2 K ( \  —(ü) —2 II h .  S 

où II. Il|_j_5 désigne la norme H i lb e r t - S c h m id t .

d'où:

(7 .9 )  l l r ^ >K-  r ^ >0llX (L2(T )) < l O O I I k | l o o , T x T

Comme \  e s t  supposé  rée l ,  tous  les o p é ra t e u r s  cons id é ré s  son t  

a u t o - a d j o i n t s  e t  on a:

(7.10)

° ' ( r \ , K ) c o '(IX o ) + [~ l l r X ,K _ r \ , 0 lla:(L2( T ) ) » l l r \ >K " r \ , 0 l l a 3 ( L 2( T ) ) J 

Donc le s p e c t r e  de e s t  contenu dans:

[ - K ^ I K I oo. K X J I K I ooJu I K ^ O - I K I ooJ . K ^ K I + I K I oo)]

P a r  hypo thèse  IIK||00< 1 / 4 I donc:

(7. 11) [ - 1 0 0 I I K I I o o , I ( \ ) | K |00] n [ I ( \ ) ( 1 - | K | 00) fI ( \ ) ( 1 +  lK loo)]  = 0 

Comme e s t  com pac t ,  son s p e c t r e  e s t  d i s c r e t  en dehors  de 0.

I n t é r e s s o n s  nous m ain tenan t  au s p e c t r e  de r \ f |< dans

[ICX)(1 -  Il K II o o M O J O  + Il K II oq)]. Pour  <*€[0,1], cons idérons  r \ |0<K opéran t



sur L2 (T); c 'e s t  une famille analytique en tf au sens de la norme des 

opérateurs.  Soient TT^>0<k leurs projecteurs spectraux associés à

[I(\)(1 -  Il K II 00),I(\)(1 + Il K II oq)]. Cette famille de projecteurs es t  analytique 

en <x au sens de la norme, donc de rang constant .  En particulier:

(7.12) rg(7Tx>K) = rg(TT^0 ) = rg(TT0 ) = 1.

Ainsi, r x >K n'a qu'une valeur propre dans H (\) (1-  | |K||00),I(>w)(1+ llKiloo)] et 

ce t te  valeur propre es t  simple. Nous la noterons vp( \ ,K).  Notons que:

(7.13) ivPa , i o - i a ) i <  i a H i K i o o .

Comme k e s* analytique en \  (au sens de la norme des opérateurs)

sur ]s, + oo[ et  comme vp(\,K) es t  simple, vp(\,K) es t  analytique réelle 

pour “X€ ]s , + oo[.

Nous allons maintenant préciser  un vecteur propre normalisé associé à 

vp(\,K) que l'on notera Soit C le cercle de centre I ( \ )  et de rayon

I ( \ ) / 2 ,  comme on a supposé llK||00<1/4, on sait que ( z -  r ^ ^ ) -1 existe 

pour zetS et  :

(7.14) 1(2-  r ^ K ) - 1 II < 4 / 1 0 0 .

De plus:

(7.15) ( z -  r XiK)>pX i0 = (z - i (X ) )v > x ,o + ( rX to - r x iK)'Px,o 

donc:

(7.16) TT^>K>p^>0=>p^|0 + v ^ |K, 

avec

(7.17) vXiK = (2 1 t r ) - ' ; î5( 2 - r ’X , K ) ' , ( 2 - I ^ » ' lœ x , K - r ’X,o)>P-X,0'IZ-

Ainsi

(7.18) l lv^fKllL2( T ) <4 | |K | | (>0.

En pos ant  >Px, K= » on a

(7.19) ' 9 \ >k =>P \ , 0 + u\ , K  où Uu\ , k IIl2(t ) ^ c |Ik IIoo-

7.4

X -O1ir1'X, lOP ,o>

\,K•
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Or:

(7.20)  ^ >K = (vpOv,K))->(rXiK^ , | <)=

= (v p a ,K ) ) -1(I(X)'!Px,0 + (r X ,K_ r X,0)'PX,0 + r X,KuX,K > 

=>px ,o(vp(X,K)-'ia)+vpa,K)-'l(X)(K(>p^io) + (TTo + K)(xpXioUX>K)))-

D'où

(7.21) ' P \ , K = 'P \ , 0 < 1 + 1*''X,K) 

où:

(7.22)  t X>K =

v p a , K ) - , ( ia ) -v p (X ,K ) )  + v p a , K ) ' , ia)(K(>p^>0) + ( Ï Ï0  + K )( 'P \>0U \,K»

c ' e s t - à - d i r e  d'après les estimées précédentes su rK ,  vp( \ ,K)  et on

sait que es t  analytique réelle en \ € ] s ,  + oo[, et uniformément pour

\ e ] s ,  + oo[:

(7.23) l ln .KlIoo.T^CUXlloo-

De plus, (7.22) nous dit que es t  analytique dans D. Pour \ > s ,

comme es t  auto-adjoin t ,  que "9^^« es t  de norme 1 et que 

vp(X,K) = (xpX iK l r XiK'PX i |<), on a:

(7 .24)  a x (vp(X,K)) = O x ( r X(K)V>\,Kl'P\ ,K)

= - l /2 ( ( [X -ü ) (e ) ] -3 /2 [ ï ïo + K][X-(O(0)]-| /2 'Px,Kl,PX,K) + 

( [X -u ) (e ) ] - | / 2 [îr0 +K ][x -ü )(e ) i-3 /2 >̂X jK iv>x ,K))

= -Re([TT0 + K H X -u )(e ) r l /2 ^ x >K l ^ - " J<e» -:5/2^X ,K )-

On calcule

(7.25) 9 ^ ( v p a ,K ) )  =

-Rei iV olT i-Z . jT jTpd  + k O .e O J K X J - k X -c ü O ) ) - 2 .

d'où:

J\,k

\,K

\ , K

a - uo(e (H ,K<' )dÔ de'
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( 7 .2 6 )  a ^ ( v p a , K ) ) = - I ( \ ) ’ 1( V o l ( T ) " 2 -

Re(JT JT ( \ - ü J ( e ) ) - 2a - c ü ( e ,) ) _ , - ( i + M ( e , e / , \ , K ) ) d e d e ' ) ,

avec :

( 7 .2 7 )  > U 0 , 0 ' , \ , K )  analyt ique en (©,©') s u r  DxD, e t  analyt ique en "X dans 

]s,  + oo[ e t

( 7 .2 8 )  IIM(k)Hoo, T x T X ] s , + oo] ^CIIKIIoo 

De ( 7 . 2 6 ) ,  on déduit :

( 7 . 2 9 )  a ^ ( v p ( \ , K ) - i a ) )  =

- i a ) - 1-(VolT)_ 2 -JT JT ( \ - ü ) ( 0 ) ) " 2 ( \ - ü ; ( 0 ' ) ) " 1Re(>Jl(0,0'A,K))d0d0',

e t :

( 7 .3 0 )  i a ^ ( v p ( X ,K ) - I ( X ) ) |  ^ C i a ^ i K X ) ) !  IKIIoo- 

Ceci achève la d é m o ns t ra t ion  de la Propos i t ion 7.1.

R e m a rq u e :  E xac tem ent  la même é tude  peut  ê t r e  fa i te  pour \ € ] - o o , i [ .  

Les r é s u l t a t s  son t  les m êm es  à une modification de signe p r è s .

Le c om p or tem e n t  de I ( \ )  en fonction de \  e t  de h va jouer  un rôle 

primordial  à cause  des e s t im é e s  (7.13) e t  ( 7 . 3 0 )  qui vont  nous p e r m e t t r e  

d 'o b ten i r  des a sym p to t iq u es  pour les va leurs p ropres  de P^. Nous allons

donc l ' é tu d ie r  de manière  p réc i se .  En rep re n a n t  les  no ta t ions  de l 'hypothèse  

(H.5),  on pose :

(7.31) \  = (f(h))“ , \  e t  s = sup0€ T (tü(0))  

e t

( 7 .3 2 )  J ( \ )  = (Vo1T ) f ( h ) I ( \ )  c ' e s t - à - d i r e  J (  \ )  = JT ( \ - t ü ( 0 ))_1 d0.

Alors on a le

Lemme 7 . 2 :  Pour \ >  s ,  J (  \ )  e s t  analyt ique réel le  d é c r o i s s a n t e .  

Supposons que l 'hypothèse  (H.5) e s t  vérif iée e t  rappelons  que, pa r



définit ion, Ds (cü)= |d é t ( H e s s ( ü ) ( e s )))l " , / 2 . Alors ,  pour h su f f i s a m en t  pe t i t

/ V  M

e t  un i formément  en h, on a,  quand s ,  \ >  s :

(i) si n = 1: J (  ÔO = 21/,2*tTDs ( u ) ) ( \ -  s ) _1/,2(1 + o(1)),

(ii) si n = 2:  J (  \ ) =  - 2TTDs (cü)log( \  -  s)(l  + o(D),

(iii) si  n = 3:

J (  \ ) =  J (  s ) - 2 5/ 2-tT2Ds (üJ)( s )1/2 + o ( ( s ) 1 / 2 ),

(iv) si n = 4 :

J( \ ) =  J (  s) + 4 r ï 2Ds (cü)( s)log( s) + o(( s)log( s) ) ,

(v) si n > 5 :

J (  \ ) =  J (  s) + 3 \ ( J ) |  \ = s *( s) + o ( ( s ) ) .

Et quand s —» + 00: j (  \ )  = V o l ( T ) - ( s ) _ 1 -(l + o(1)).

P r e u v e :

Le fai t  que J (  \ )  e s t  analyt ique réel le  se  voit im m é d ia tem e n t  s u r

l 'express ion  de J (  de plus 3 ^ (  J (  \ ) ) =  -  J f  cO(0))“ 2d0<O donc

J (  \ )  d é c ro i t .

Quand s —» + 00, on a:

( 7 .3 3 )

J( \ )  = ( s r ^ J - jd  + t s -  u ) ( e ) ) / ( s ) ) " ,d0) = Vo1( T ) - ( s ) _1(1 + o(D).

Le c o m p o r tem e n t  de J (  \ )  au voisinage de s s ' o b t i e n t  en calcu lant  

l ' in tégra le  au moyen d'un changement  de coordonnées  de Morse au voisinage

du point 0S où cü a t t e i n t  son maximum.

P a r  l 'hypothèse  (H .5 ) ( i i i ,** ) f on peut  appliquer le lemme de Morse 

un i formément  pour h€]0,h()[ ,  c ' e s t - à - d i r e  qu'il e x i s te  U voisinage de 0 S

dans T ,  V un voisinage de 0 dans R n e t  un d i fféomorphisme analyt ique 

rée l  de U dans V, vér i f ian t ,  pour to u t  0 dans U:

7.7
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( 7 . 3 4 )  5 ( 0 )  = s -  IDh(9)12 ,

e t  t e l s  qu'il ex is te  r j , r 2>0 ( indépendant  de h) t e l s  que,  pour  h € ]0, h0l, 

Dh(B(0s , r i ) )CB(O,r 2)CV où B(a ,r)  désigne le boule de c e n t r e  a e t  de rayon r  

dans R n . De plus D^ e t  (D )̂-1 son t  uni formément  bornées  dans C00. Notons 

Vh = Dh 1( B (0 , r2 )). Alors B(9s , r 1)CVh CU.

Soit J (x ) ,  le dé te rm ina n t  jacobien de D ^ ^ x ) .  Alors,  pa r  ( 7 . 3 4 ) :

( 7 .3 5 )  J ( 0 )  = 2 n / 2 | d e t (H e s s ( ü J ( es)))|"1/2 = 2 n / 2Ds (cü)

L 'hypothèse  (H.5)(i i i ,*)  nous p e rm e t  de m a jo re r  J(O) uniformément  en h 

a s s e z  p e t i t .  On a:

( 7 .3 6 )  J( \ ) = / T \ Vh( û ) ( e ) ) " 1d0+ J Vh( û ( e ) ) - ]de)

D'aprés l 'hypothèse  (H .5) ( i i i ,***) ,  il e x is te  S = S ( r j)>0 te l  que l'on a i t :

( 7 .3 7 )  J r \ V h( 5 ( 0 ) ) ” ^ © ^  V o l ( T ) ( s  + S 2)"1 

De plus,  on a:

( 7 .3 8 )  JVh( X - Û ) ( 0) ) - 1d0 = JVh( \ -  s +  |Dh(0) 12 ) _ , d0 

= j B ( o , r 2) ^  s ) +  | x | 2) _ 1J(x)dx

= J52( ( \ -  s) + r 2) - 1r n_1 J s n-1 J ( r o ’)do’dr, 

où Sn_1 e s t  la sphère  de dimension n -1 .

Or, comme cü e s t  analyt ique ,  J  l ' e s t  a u ss i .  On peut  donc développer 

J s n - i J i r o O d c r  en une sér ie  en t iè re  de la variable r ,

( 7 . 3 9 )  Js n - i j ( r o ,) d o '= E p € N a prP, 

avec a o = J ( 0 ) - V o l ( S n - 1 ).

D'où

( 7 . 4 0 )  JVh( âj(0) ) - 1d0= E p € N a pJ i 2( ( ?) + r 2) " 1r n + P“ 1dr.

Il nous r e s t e  donc à é tud ie r  le c o m p o r t e m e n t ,  quand X —» s ,  des  in tégra les



J ÿ 2( ( \ -  s) + r 2 ) - V n + P_1dr .  Un pe t i t  calcul donne,

(7 .41)  ¡ $ 2 « s) + r 2 ) " 1d r = T t / 2 - ( 5 [ -  s ) " 1 / 2 -(1 + o(1)),

( 7 . 4 2 )  J ÿ 2( ( s )  + r 2 ) " V P d r = ( \ -  s r 1 /2 o(l),  

si p> 0 ,  e t

( 7 . 4 3 )  J J 2(( s) + r 2 ) _1r d r =  —1 / 2 - log( s)-(1 + o(D),

( 7 . 4 4 )  J J 2( ( \ -  s) + r 2 ) - 1 r P d r = l o g ( s ) o ( 1 ), 

si p>1.

Ce qui, pa r  ( 7 .3 5 )  e t  ( 7 . 3 6 )  nous donne (i) e t  (ii).

Pour  n > 3 ,  on rem arque

(7. 45) J(^)-JT( s - 5 ( e ) ) _ l d e =

J r \ v h« û ) ( e ) ) - i - (  s -  / Vh( ( 5;- ô3(© ))- '- (  s -  û x eM -'jd e .

Alors comme p ré c é d em m en t ,

( 7 . 4 6 )

\ST \ V h« \ - à m ~ ] - ( s -  â)(0) )_1) d e | < |  X -  s | S ” 2 Vol(T)(  s + S 2 ) " 1.

Et,  en fa i san t  le même changement  de var iable que c i - d e s s u s ,

( 7 . 4 7 )

JVh( U - Ô } ( 6 ) ) - 1- (  s -  ô)(6) )-1)de =

sp€NapJi2«^-s) + r2)-1rn + P-1-rn + P-3)dr=

- (  s j E p ç p j a p J ^ i i s )  + r 2 ) - 1 r n + P“ 3 dr).

Ce qui, pa r  ( 7 . 3 5 )  e t  ( 7 . 4 1 ) - ( 7 . 4 4 ) ,  nous donne (iii) e t  (iv).

Pour  n > 5 ,  il suff i t  de r e m a rq u e r  que ô ^ (  J ) | \ = 5 = -  J - j ( s -  cü(0))“ 2 d0 

converge pour  ob ten i r  (v).

7.9

S ( e : _1)de

X -



§ 8 :D é m o n s t r a t1 o n  des  T h é o r è m e s  1 .6 ,  1 .7 :

Si, pour t € D ( 0 , a ( h ) / 8 ) ,  on note  r = b ( t ) ,  a lo rs  on a,

(8.1) i2t  = cü + b(t)TT0 + K(t) = uJ + r(TT0 + H(r)) = ©r ,

avec H(r)=K(b_ 1( r ) ) / r .

Le Théorème 1.3 nous dit que

(8. 2) K(t) = J J O t (K(t))dt ,

avec 9^(K(t)) analyt ique dans D (0 ,a (h ) /8 )  e t  vé r i f ian t ,  pour tou t  y > 0 ,  il 

ex is te  h y > 0  te l  que p o u r h € ] 0 , h y [  e t  t ou t  t c D ( 0 , a ( h ) / 8 ) ,

( 8 .3 )  l iat ( K ( t ) ) | l o o < e - ( s s v - y ) / h  e t  K(0) = 0 .

D 'après l 'é tude  fa i te  dans la pa r t ie  §5,  on sa i t  que,  p o u r r e D ^ ,

( 8 . 4 )  9 / ( 1 4 p ) <  13r b ~1 (r)I < 9 / ( 4 p ) .

Alors,  en u t i l i san t  les e s t im é e s  de Cauchy e t  un développement  en sé r ie  

en t iè re  pour K(b“ Ur)) ,  on ob t ien t  que,  pour  tou t  y > 0 ,  il ex is te  h y  >0 tel

que pour  h € ]0,h y [  e t  r e D ^ ,

( 8 .5 )  l a r M r H I o o S p - V ^ v - W h  e t  || H(0) Il < p - 1 e - < s 6 v - Y ) / h .

Le fai t  que l'on obtienne ce r é s u l t a t  pour to u t  r  dans e t  non pas dans un

domaine plus p e t i t ,  vient  du fai t  que ( 8 .3 )  e s t  valable pour t  dans 

D (0 , a (h ) /4 ) .

R e m a rq u e :  On sa i t  que D ( 0 ,p a (h ) /1 8 )c D h C D ( 0 ,7 p a ( h ) /3 6 )  e t  que 

[ 0 ,5 p a ( h ) / 4 8 [ C D h n R + C [ 0 , 7 p a ( h ) / 4 8 [ .

De plus,  d 'ap rès  (iii) e t  (iv) du Théorème 1.3, on sa i t  que, pour r c D ^ ,  

H(r) e s t  un o p é ra t e u r  de L2(T )  dans L2(T )  à noyau analyt ique su r  

Dh*W (h)xW(h) .  Comme b ( R n D ( 0 , a ( h ) /8 ) )  = R nD h ,  H(r) e s t  a u to - a d jo i n t  

quand r  e s t  rée l .  Donc, quand r  e s t  rée l ,  on peut  appliquer la Proposi t ion 

7.1 à ( \ - c ü ) “ I[TTo + H ( r ) ] ( \ - u ))- 2 noté r ^ fH(r)*

8.1



8.2

On dém ont re  a lors  les  th é o rè m e s  su iv a n ts :

T h é o r è m e  8 .1 :  Supposons n = l  ou 2 .  Il e x is te  h o> 0  tel  que pour

h € ]0, h 0 [, il e x is te  M r )  une fonction c ro i s s a n t e  analyt ique  réel le  s u r

0 ^ 0 ®.+ dans ]s,jJi + a(h)] qui e s t  valeur propre simple de © r e t  qui vérif ie:

(1) si r / f ( h )->0 + :

si n = 1: ( M r ) - s ) / f ( h ) = ( 1  + o(1))-Ci(hfr M r / f ( h ) ) 2 , 

si n = 2 :  ( \ ( r ) - s ) / f ( h )  = exp(-(1 + o(1))-C2( h , r M f ( h ) / r ) ) ,

(2) pour to u t  O O ,  il e x is te  C'>0 te l  que pour r€ ] f (h) /C ,Cf(h) [ ,  on a:

1 / C '< 9 r M r ) < 2 ,

(3) si r / f ( h ) —* +oo: M r )  = s + (1 + o(1))*r,

avec  Cn(h , r )  vé ri f iant  que, pour to u t  y > 0 ,  il e x i s te  h y > 0  tel  que pour  

h € ]0, h y [  e t  pour tou t  r e D ^ n R * ,

(i) C1(h , r )  = (21/ 2-TiDs (o) ) /VolT)2 -(l + 0( e " ( s i v - y ) / h ) ) >

(ii) C2(h , r )  = ( V o l T / (2TrDs (tü)))-(1 + 0( e “ ( s s v - y ) / h ) ) >

De plus,  pour tou t  y > 0 ,  il e x is te  h y > 0  tel  que pour h€]Ofhy[  e t  pour 

r € D ^ n R + , \ ( r )  e s t  la seule va leur  propre  de ©r  dans

]s + 0( e _ (s 6V ~ y ) / h ) ( ^ ( r ) _ s ) ^  + a (|1)]>

T h é o r è m e  8 . 2 :  Supposons n > 3 .  Il ex is te  hQ>0 te l  que pour h€]0 ,hQ[,  

il e x is te  une c o n s t a n t e  T ^ y >0 e t  \ ( r ) ,  une fonction c r o i s s a n t e  analyt ique 

rée l le  s u r  D ^ n l T ^ y ,  + oo[ dans ]s,jJL + a(h)] qui e s t  va leur  propre  simple de 

©r ; elle vérif ie:

(1) si u = ( r - T $ v ) / f ( h ) —► 0+ :

si n = 3:  ( M r ) - s ) / f ( h )  = (1 + o(1))-C3( h , r ) - u 2 ,



8.3

si n = 4 :  ( \ ( r ) - s ) / f ( h ) = - ( 1  + o(1) ) -C4(h , r ) - (u / log(u) ) t 

si n > 5 :  ( M r ) - s ) / f ( h )  = (1 + o(1))-Cn(h , r ) -u ,

(2) pour tou t  O O ,  il ex is te  C'>0 te l  que pour r€ ]f (h) /C ,Cf(h)[ ,  on a:

1/C'<arM r )< 2 ,

(3) si ( r - Ï £ V) / f ( h ) —» +oo: \ ( r ) = s + ( 1 + o ( 1 ) ) - r ,

avec  e t  Cn(h , r )  véri f ian t  que, pour  to u t  y > 0 ,  il e x is te  h y > 0  te l  que 

pour h € ] 0 , h y [  e t  pour to u t  r e D ^ n R * ,

(i) T S v  = ( I ( s ) ) - 1-(1 + 0 ( e - ( s « v - y ) / h ) ) >

(ii) pour n > 5 :

Cn(h , r )  = ( - 9  J ) |  s ) ” 1-VolT(I(s)f(h))2 -(1 + 0 ( e - ( s i v - y ) / h ) ) >

(où les no ta t ions  J , \  e t  s son t  définies dans la pa r t ie  7),

(**) C4 (h , r )  = (VolT(I(s)f (h))2 / ( 8 r r 2 Ds (ü))))-(1 + 0 ( e " ( s * v - y ) / h ) >

(***)  C3 (h , r )  = (VolT(I(s)f(h))2 )2 / ( 2 5 Ti4 Ds (uJ)2 )-(1 + 0 ( e - ( s 6 V - y ) / h ) .

Pour  r € ] 0 , T £ V[, on a ,  o'(©r )n]s,>JL + a ( h ) ] = 0 .  Si n > 5 ,  \ ( T £ y )  = s e s t  

une va leur  propre  de ®t 6V*

De plus,  pour  to u t  y > 0 ,  il ex is te  h y > 0  te l  que pour to u t  h € ] 0 , h y [ ,  il 

ex is te  une c o n s t a n t e  posi t ive  T £ v  = d é fP e^S6V -^ ^ h *W s ^ - 1 » tel le que 

pour  r € ] T £ v ,T £ \ / ]>  e s t  la seule  valeur  propre  de ©r  dans  ]s,jJL + a(h)], 

e t  pour  r € D ^ n ] T £ v »  + 00N ^(*") e s t  seule va leur  propre  de 0 r  dans

]s + 0(e-<ssv-y)/h)(Mr)-s)>M + a(h)].

P re u v e  d e s  T h é o r è m e s  8.1 e t  8 . 2 :  Dans la pa r t ie  §7 ,  nous avons vu 

que \  dans ]s,jJL + a(h)] e s t  valeur  propre  de mult ip lic i té  p de 0 r  si e t

seu lem en t  si 1 e s t  va leur  propre  de multipl ic i té  p de r * r ^ H ( r )  

c ' e s t - à - d i r e  si e t  seu lem en t  si il e x i s te  v,  une va leur  propre  de

TSV

M r )



8.4

multipl ic i té  p de r ^ ^ ( r )  (défini p a r  ( 7 .5 ) )  te l le  que v*r=1.

D'après l ' e s t im é e  ( 8 .5 ) ,  on sa i t  que, pour h su f f i s a m en t  p e t i t ,  pour tou t  

r € D h ,

(8. 6) ||H(r)ll < 1 / 4 .

Alors ,  H(r) vérifie les hypo thèses  de la Proposi t ion 7.1 un i fo rmém ent  pour 

r € D ^ n R + . Donc on sa i t  que le s p e c t r e  de r ^ H ( r ) e s * con tenu dans la 

réunion de deux in te rval les  d isjoints

[-KX)HH(r)  lloo,I(X)HH(r)Il oo]u[I(0v)(1 -  IlH(r)Il ooJ.KXJÎH- Il H(r) Iloo)], e t  que

( 8 .7 )  < r ( rx>H(r)) n [ i a ) ( 1 - M H ( r ) B 00) , i a ) ( 1 + l l H ( r ) | |00) ] = { v p a , H ( r ) ) } ,

où v p ( \ ,H ( r ) )  e s t  une va leur propre simple.

Nous allons m ain tenan t  r ésoudre  l 'équation

(8. 8) r - v p ( \ ,H ( r ) )  = 1,

e t  nous nous occuperons plus loin des  va leurs p rop res  de ©r  c r é é e s  pa r  les 

va leurs  p rop res  de I \ |H(r ) dans i - I (^ )l lH(r)I loo ,I (X)DH(r)I loq]. On a 

Lemme 8 . 3 :  Pour X€]s,>JL + a(h)] e t  r e D ^ n R * ,  on a

1) Pour  r e D ^ n R *  fixé, v p ( \ ,H ( r ) )  décroi t  en \  pour \  dans ]s,jjl + a(h)].

2) Pour tout  y > 0 ,  il e x i s t e  h y > 0  tel  que, pour h c ] 0 , h y [ ,  \€ ]s , jJL + a(h)] 

et  r e D h n R + ,  on a l d r( v p ( \ ,H ( r ) ) ) |  < 11(7 )̂ | p  -1 e ” v -  S ) / h .

P r e u v e :  Pour r  dans D^, r ^ >n ( r ) e s t  analyt ique en r  au sens  de la 

norme H i lb e r t -S c h m id t  e t :

(8 . 9) 3r( r 5l j H (r ) (h ) )= (X -ü )(h )) 'f I3r (H(r ))K \-u )(h ))_ è 

d'où:

(8.10) H9r ( r ^ fH(r)(h))IIH. s ^  11(>")IH9r (H(r))Il ^ .

Donc, par  ( 8 . 5 ) ,  pour to u t  y  >0 ,  il e x is te  h ^ > 0  te l  que,  pour  h e ] 0 , h y [ ,  

on a



(8. 1D iiar ( r ^ >H(r)(h))iiH>s< i i ( \ ) i p - 1e " ( s i v - y ) / h .

De plus,  comme v p ( \ ,H ( r ) )  e s t  va leur propre simple e t  que H(r) e s t  

analyt ique en r  dans D^ e t  a u to - a d jo i n t  quand r  e s t  rée l ,  v p ( \ ,H ( r ) )  e s t

analyt ique réel le  en r  dans D ^ n R ;  si on note  >P \ l H(r) un v e c t e u r  propre 

no rm al i sé ,  a lo rs  ' P ^ h K r )  peut  ®t r e  ch° i s i analyt ique en r  dans D ^ n R  (pour 

ce la ,  voir  pa r  exemple la dém o ns t ra t io n  de la Propos i t ion  7.1) .  Comme

(8 . 12) vp(X,H(r)) = ('P:)ltH(r)| r x>H(r)(h)'px>H(r)) I 

on a:

(0 . 13) a r(vp a ,K (r ) ) )= O r( r x>H(r)(h))V>X,H(r)IV>X,H(r))- 

D'où,

(8.14) I d ^ v p a . W r t W K I H W I I Ô r i W r M I o o a l i m i p - ' e - t S i v - S V h .

En appliquant la Propos i t ion  7.1 à r ^ H ( r ) *  on ob t ien t ,

(8.15) I a ^ ( v p ( \ , H ( r ) ) - I ( \ ) ) |  < I a x ( I ( \ ) ) I  • IlH(r)Iloo.

Comme 3 ^ 0 0 0 )  e s t  néga t i f  pour \  dans ]s,jJl + a(h)], d 'ap rès  ( 8 .5 ) ,  pour h 

a s s e z  p e t i t  e t  r e D ^ n R -1-, 3 \ ( v p ( \ , H ( r ) ) )  e s t  néga t i f  c ' e s t - à - d i r e  que 

v p ( \ ,H ( r ) )  décro i t  en \  pour \  dans ]s,jJl + a(h)].

P re u v e  du T h é o r è m e  8 .1 :  Nous supposons donc n = 1 ou 2 .  La 

Proposi t ion  7.1 e t  le Lemme 7 . 2  nous d isent  que

(8.16) s u p ^ > s vpCX,H(r)))=+ oo.

Donc pa r  le Lemme 8 . 3 ,  pour to u t  r  fixé, v p ( \ ,H ( r ) )  réa l i se  une bijection 

d é c ro i s s a n t e  en \  de ]s, + ro[ dans ]0, + oo[. Alors,  pour tou t  r e D ^ n R * ,  il

e x is te  un unique \ ( r )  dans ]s, + oo[ te l  que

(8.17) r -v p (M r) ,H ( r ) )  = 1,

c ' e s t - à - d i r e  te l  que \ ( r )  e s t  va leur propre  simple de ©r . \ ( r )  e s t  

analyt ique en r  c a r ,  au voisinage de chaque r ,  elle nous e s t  donnée par  le

8.5



8.6

th éo rè m e  d ' inversion local appliqué à l ' équation (8.17) e t  que v p ( \ ,H ( r ) )  e s t  

analyt ique en r  e t  De plus,  en dér ivan t  (8.17) p a r  r a p p o r t  à r ,  on ob t ien t

(8.18)

a r( \ ( r ) ) = - { v p ( \ ( r ) , H ( r ) ) + r a r[ v p ( - ,H (r ) ) ] ( \ ( r ) ) ) / { r d x [v p ( - ,H (r ) ) ] ( \ ( r ) ) } .  

Or d'après la Proposit ion 7.1 appliquée à r ^ ^ ( r ) »

(8.19) vp(‘X(r) ,H(r)) = I ( \ ( r ) ) ( 1+g(r) )

où, g râce  à ( 8 . 5 ) ,  g vérifie un i formément  pour  r  dans D ^ n R + e t  pour h

su f f i s a m m e n t  p e t i t  (dépendant  de y ) ,

(8. 20) | g ( r ) |  < p - l e - ( s 6v - y ) / h .

Donc, pa r  (8 .18),  pour h a s s e z  p e t i t

(8. 21) 9 r ( M r ) ) > 0 ,

c ' e s t - à - d i r e  \ ( r )  c ro i t  s t r i c t e m e n t  en r .

Nous allons m a in tenan t  d é m o n t r e r  les e s t im é e s  annoncées  pour  M r ) .  

P a r  (8 .19) ,  en r ep renan t  les no ta t ions  de la pa r t i e  §7,

( 8 .2 2 )  r - I ( \ ( r ) ) (1  + g(r)) = r - ( V o l T ) " 1- f(h)“ 1- J (  \ ( r ) ) - (1  + g(r)) = 1, 

c ' e s t - à - d i r e ,

( 8 . 2 3 )  \ ( r ) =  J _ 1(VolT-f(h)/(r(1 + g(r))).

Donc, pa r  ( 8 .2 2 )  e t  pa r  les e s t im é e s  de J (  \ )  données  au Lemme 7 . 2 ,  on a

( 8 . 2 4 )  si v = r / f ( h ) —» 0 + :

(i) si n = 1: ( M r ) - s ) / f ( h )  = (1 + o(1))*Ci(h,r)-(v)2 ,

(ii) si  n = 2:  ( M r ) - s ) / f ( h )  = exp(-(1 + o(1))-C2(h , r ) -v ) ,

avec  Cn(h , r )  vérif iant  que,  pour t o u t  y > 0 ,  il e x i s te  h y > 0  te l  que pour  

h e ]0, h y [  e t  pour to u t  r € D h O R + ,

(8.25)  (i) C1(h , r )  = (21 /2 -TTDs(u))/VolT)2 *(1 + 0( e ” ( s 6V - y ) / h ) ) >

(ii) C2(h , r )  = (VolT/(2TrDs (u)))Ml + 0 ( e ' ( s 6 V -V ) /h ) ) .

Plaçons nous m ain tenan t  dans le c a s  où v = r / f (h )  —► +oo. P a r  les



8.7

e n c a d re m e n t s  donnés s u r  D^, on a IrI < 7 p a ( h ) / 3 6 .  On déduit  que h —* 0 + . 

On sa i t  que

( 8 .2 6 )  \ ( r )  = ( j M ) ( ( 1  + o(1) ) -VolT/v) f 

c ' e s t - è - d i r e ,  en u t i l i san t  le Lemme 7 . 2 ,

( 8 .2 7 )  quand v —► +oo, \ ( r )  = s + (1 + o(1))*r.

P a r  (8 .18) ,  (8.19) ,  (8 .14 ) ,  ( 8 . 5 ) ,  (8.17) e t  les poin ts  ( I I . i i . 2 - 3 )  de la 

Proposi t ion 7.1,  on a

(8 . 28) 3r(X(r)) = - ( 1+m (r)) - ( I ( \ ( r ) )2 / a )lI ( \ ( r ) ) ) ,

où m vérifie uni fo rmément  pour r  dans D ^ n R +  e t  pour h su f f i sam m ent  pe t i t

(dépendant  de y ) ,

( 8 . 2 9 )  I m (r ) |  < p - 1e “ (s s v “ V ) / h .

Comme - 3 ^ I ( X )  = (V o lT )“ ^  J-j(^~CL)(6))“ 2d0,  il e x is te  C'>1 tel  que pour 

r € D h n[f (h ) /C ,  + oo[,

( 8 . 3 0 )  0 < 1 /C '<  | d r a ( r ) ) |  < 2 .

Ceci achève l 'é tude  de M r )  si n=1 ou 2 .

Nous allons m a in tenan t  e s s a y e r  de p r é c i s e r  les \  pour  lesquels  il peut  

e x i s t e r  v dans [ - I ( \ ) l H ( r ) i 00vI ( \ ) | H ( r ) | 00] tel  que v - r = 1. Nous savons  que

I ( \ )  réa l ise  une bijection d é c ro i s sa n te  en \  de ]s,  + oo[ dans ]0, + oo[. Notons 

I “1 sa  bi ject ion réc iproque.

Lemme 8 . 4 :  Pour to u t  y  >0 ,  il e x is te  h y > 0  te l  que pour tou t

h € ] 0 , h y [ ,  on a I("X)II H(r)II(><> IrI <1 si \ € ] s  + gh(r),jJL + a(h)] où gh(r) e s t

définie s u r  D ^ n R +  p a r  gh ( r ) = I _ 1( e ^ i v _ y ) / h p / r ) _ s>

P re u v e  du Lemme 8 . 3 :  D'après  (8.1) ,  pour  to u t  y  >0 ,  il ex is te  h y > 0

tel  que pour h € ]0, h y [ ,  on a

(8.31) IlH(r)Il oo I r |  < | r | p _ 1e " ( s s v - Y ) / h .

Donc une condit ion su f f i san te  pour que I ( \ ) I l  H(r) I l |  r |  <1 e s t  que:



(8 . 3 2 )  I 0 0 < p e ( s 6 v - y ) / h / | r | .

Comme I ( \ )  e s t  bi ject ive d é c ro i s s a n t e ,  le r é s u l t a t  e s t  im m édia t .

□

Du Lemme 8 . 4 ,  on déduit im m éd ia tem en t  que,  pour h su f f i sa m m e n t  

p e t i t  (dépendant  de y )  e t  pour r c D ^ n R * ,  \ ( r )  e s t  la seule va leur  propre  de

®r  dans ]s + gh(r),jJL + a(h)]. Remarquons que, pour C>1 e t  pour x > 0 ,

( 8 .3 3 )  I(s + Cx)>I(s  + x)/C,

donc, si  on pose y = I (x + s ) /C  a lors  x = I _ 1( C y ) - s  e t  pa r  ( 8 . 3 3 ) ,  on conclu t  

que pour  C>1 e t  y>0 ,

( 8 . 3 4 )  C(I- 1( C y ) - s ) s I - 1( y ) - s .

Donc, pa r  le Lemme 8 . 4  e t  p a r  ( 8 . 2 2 ) ,  pour to u t  y > 0 ,  il e x i s te  h y  >0 te l  

que pour  to u t  h € ]0, h y [ ,  on a,

( 8 . 3 5 )  g h ( r ) / ( \ ( r ) - s ) < p e “ (s *v” V ) / h e

Ceci achève la dém ons t ra t ion  de Théorème 8.1.

P re u v e  du T h é o r è m e  8 . 2 :  On suppose  m ain tenan t  n > 3 .  Donc pour r  

fixé dans D ^ n R * ,  r*vp(^ ,H(r))  réa l ise  une bi ject ion de [s,  + oo[ dans

]0 , r -vp(s ,H(r ) ) ]  c a r  r-vp(X,H(r))  a t t e i n t  son maximum s u r  [s,  + oo[ en s .

Nous allons é tu d ie r  ce maximum. On défini t :

vp(s,H(r))  = lim^>S(S(vpCX,H(r)). On a

( 8 .3 6 )  9 r ( rvp (s ,H(r ) ) )=vp(s ,H(r ) )  + r d r (vp(s,H(r)))  

d 'où, pa r  (8 .14) :

( 8 .3 7 )  I 9 r ( r -v p ( s ,H ( r ) ) ) -vp ( s ,H ( r ) ) I  < ! I ( s ) 1 1 9 r (H(r))Iloo.

Donc ,par  l ' a s se r t i o n  ( i i - 2) de la Proposi t ion 7.1,  pour h su f f i s a m m e n t  

p e t i t ,  rvp(s,H(r) )  c ro i t  en r  pour r  dans Dh n R + e t  tend ve rs  0 quand r  tend

vers  0. Ainsi il e x is te  T ^ y >0 tel  que r*vp(s ,K(r))<1 pour  to u t  r< T £ y *  e t
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r -v p ( \ ,H ( r ) )> 1  si r > T £ V. C ' e s t - à - d i r e ,  pour r < Ï £ V, il n'y a pas de \ > s ( h )  

t e l s  que r - v p ( \ ,H ( r ) )  = 1 e t ,  pour r > Ï £ y ,  il ex is te  un unique "X(r) dans

[s ,  +  oo[ te l  que

(8 .3 8 )  r* v p ( \ ( r ) ,H ( r ) )  = 1.

M r )  e s t  a lo rs  va leur propre simple de ©r . Le fai t  que M r )  so i t  analyt ique

en r  prov ient  à nouveau du fai t  que l 'on inverse  loca lement  r v p ( \ ,H ( r ) )  qui 

e s t  une fonction analy t ique .  De plus (8.18) e t  (8.21) r e s t e n t  toujours  

valables;  on en déduit que M r )  c ro i t  s t r i c t e m e n t  en r .

Définissons Tq = 1/I(s ). Nous allons e s t i m e r  l T £ y - T 0l .  On sa i t :

( 8 . 3 9 )  T S v vp(s ,H(TS v )) = T0I(s)  = 1 

donc

( 8 . 4 0 )  | T S v - T 0l / l T 0 l = lvp(s ,H(Ts v ) ) - I ( s ) | / | v p ( s , H ( T S v ) ) | .

En u t i l i san t  ( 8 .5 )  e t  en in tég ran t  (8.14) en r ,  on ob t ien t ,  pour  h a s s e z  pe t i t  

(dépendant  de y ) ,

(8 .41)  U s v - T o l i H T o l p - V ^ v - V V h .

Nous allons m a in tenan t  d é m o n t r e r  les e s t im é e s  annoncées  pour  M r ) .

P a r  la Proposi t ion 7.1,  on sa i t

( 8 . 4 2 )  a * ( v p ( \ , H ( r ) ) )  = a * ( I t t ) M l  + g ( \ , r ) ) ,

où, g râce  à ( 8 . 5 ) ,  g vérifie uni formément  pour r € D ^ n R + ,  \ € [ s ,  + oo( et

pour  h su f f i sam en t  p e t i t  (dépendant  de y ) ,

( 8 . 4 3 )  | g a , r ) | < p - 1e " < s 6V - y ) / h e

Ceci a s so c ié  au Lemme 8 . 3 ,  à (8.17) e t  à (8.18) nous dit  a lors  que,

( 8 . 4 4 )  0  +  g , ( r ) ) - 3 1 ( i a ( r ) ) ) - 3 ra ( r ) ) = - r - 2 ,

où gj vérifie ( 8 . 2 0 ) .  Or on sa i t  que M r )  e s t  bi ject ive e t  analyt ique réelle 

pour  r  dans Df1n R + . Donc pour ( r , r ' ) € ( D ^ n R + )2 , en in tég ran t  ( 8 . 4 4 )  

e n t r e  r  e t  r ' ,  on ob t ien t
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( 8 . 4 5 )  i a ( r ) ) - I ( \ ( r ' ) ) = ( 1  + g2( r , r ,) ) - ( ( r , - r ) / r r ' ) ,

où vérif ie un i formément  pour  ( r , r ' ) € ( D ^ n R + )2 e t  pour  h su f f i sam en t  

pe t i t  (dépendant  de y ) ,

( 8 . 4 6 )  I g 2 ( r , r ' ) l  < p _1e “ (s 6V_ y ) / h .

Alors,  en posan t  u = ( r - T £ y ) / f ( h ) ,  on o b t ien t ,

( 8 . 4 7 )  J( \ ( r ) ) - J (  M r /)) = (1 + g2 ( r , r ,) ) - V o l ( T ) ( u ' - u ) / ( ( u  + T S v )(u' + T S v )).

Maintenant  pour  ob ten i r  les e s t im é e s  annoncées ,  il su ff i t  de p rendre  u '= 0  

e t  on en déduit ,  pa r  le Lemme 7 . 2 ,

( 8 . 4 8 )  si u = ( r - T £ V) / f ( h ) —* 0 + :

si n = 3:  ( \ ( r ) - s ) / f ( h )  = (l + o(l) )-C3(h , r ) - u 2 , 

si n = 4 :  ( \ ( r ) - s ) / f ( h ) = - ( l  + o(1))-C4 (h ,r )*(u / log(u)) ,  

si n > 5 :  ( M r ) - s ) / f ( h )  = (1 + o(1))*Cn(h , r ) -u ,  

avec  Cn(h , r )  vér i f ian t  que, pour to u t  y >0 ,  il e x i s te  h y > 0  te l  que pour  

h c ] 0 , h y [  e t  pour to u t  reD^nR-*- ,

( 8 . 4 9 )  (*) pour n > 5 :

Cn(h , r )  = ( - 9  x (  J ) j  s ) - 1-(VolT(I(s ) f(h))2)-(1 + 0( e " ( s 6v - y ) / h ) ) f

(**)  C4 (h , r )  = (VolT(I(s)f(h))2 / (4 T r 2 Ds (o))))-(1 + 0 ( e " ( s 6 V - y ) / h ) ) f 

(***)  C3 (h , r )= (V o lT ( I ( s ) f (h ) )2 )2 / ( 2 5 Tr4 Ds (u))2 )-(1 + 0 ( e " ( s « v - y ) / h ) ) .

Plaçons nous m ain tenan t  dans le cas  où u —» +oo a lors  v = r / f ( h ) —» +oo, 

donc en u t i l i san t  e x a c te m e n t  le même ra i sonnem en t  que dans  le cas  de la 

dimension 1 e t  2 ,  on ob t ien t ,

( 8 .5 0 )  quand u —» +oo, \ ( r )  = s + (l + o(1))-r.

L 'e s t im ée  (8 .3 0 )  dans le cas  r e D h n ] C _1f(h), + oo[ s 'o b t i e n t  de la même 

m anière  que pour n = l ou 2 .  Nous allons à nouveau p r é c i s e r  les "X pour 

lesquels  il peut  e x i s t e r  v dans [- I(^) I lH(r )Il  oo.K'X) Il H(r)Il te l  que v - r= 1 .
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Nous savons  que I(X) réa l ise  une bi ject ion d é c ro i s sa n te  en \  de [s ,  +  oo[ 

dans ]0 , I( s) ] .  Notons I “1 sa  bijection réc iproque.

Lemme 8 . 5 :  Pour tou t  y > 0 ,  il ex is te  h y >0 te l  que pour tou t

h € ]0, h y [ ,  si I ( \ ) | H ( r ) | M | r | 2l a lors  r > T £ V = dé f p e ( s s v - y ) / h . ( i (s))-1 e t

X < I ” k e ^ * v ” V ) / h p / r ) B

P r e u v e :  La dém ons t ra t ion  de ce lemme e s t  e x a c te m e n t  cel le du Lemme 

8 . 4  mis à pa r t  le fai t  que l ' image de I ( \ )  e s t  bornée donc si r  e s t  a s se z  

p e t i t ,  l 'équat ion  ( 8 .3 2 )  e s t  toujours s a t i s f a i t e .

□

Comme ( 8 . 3 4 )  r e s t e  valable dans ce c a s ,  pa r  le Lemme 8 . 5 ,  on obtient

( 8 .3 5 )  e x a c te m e n t  comme dans le cas  n=1 ou 2 .

Pour  ache ve r  de d é m o n t r e r  le Théorème 8 . 2 ,  il suff i t  de r em a rq u e r  

que, si n > 5 ,  a lo rs  (s — cü(©))—  ̂ e s t  dans L2(T )  ce qui a s soc ié  à la 

Proposi t ion 7.1,  nous dit 1 e s t  va leur propre de r Sfn (T6v ) ’ donc s e s *

va leur propre  de ©t $v‘

□

Pour ob ten i r  les T héorèm es  1.6 e t  1 .7 ,  il suff i t  de faire le changement  

de variable r = b ( t ) .  Alors comme M t )  = défX(b(t))  e s t  une va leur  propre

simple de P^, si  e s t  un v e c t e u r  propre unita ire  a ssoc ié  à \ ( t ) ,  en

dérivant  la rela t ion

(8.51) (Pt>pt | -*t ) = \ ( t ) ,

on o b t ie n t ,  pour to u t  t e D ( 0 , a ( h ) / 8 ) ,

( 8 . 5 2 )  9 t \ ( t ) < 1 .

Puis ,  en se s e r v a n t  de l ' encad rem en t  ( 5 . 3 3 ) ,  on déduit  a i s ém en t  les 

Théorèm es  1.6 e t  1.7 des T héorèm es  8.1 e t  8 . 2 .
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A.1

A ppend ice :

Dans c e t  appendice ,  nous allons d 'abord donner un exemple de po ten t ie l  

périodique pour lequel les hypo thèses  (H .1)- (H .3)  son t  vé r i f i ée s .  Puis en 

imposant  des condit ions de sy m é t r i e  su p p lém en ta i re s  s u r  le r é s e a u ,  nous 

ve r rons  que (H.5) e s t  également  Vérifiée.

Soit  ( u p | < i < n une base  de R n e t  L = © i < j < n Z u i* Si x = £i  < i < n aiui» on 

note  ixI = ^ i < î < n l a il • 0n note c o la cellule de base  du r é s e a u .  Soit  a lors  

V € C °° (R n), une fonction posi t ive ,  L -pér iod ique  tel le  que:  V ( x ) = O o x e L .  

Les pui ts  de V no tés  Uj s e r o n t  a lo rs  les poin ts  de L.

On suppose  de plus que Hess(V)(0) e s t  définie e t  pos i t ive ,  où Hess(V) 

désigne la m a t r i c e  hess ienne  de V. P a r  périod ic i té ,  pour  to u t  <xeL,

I VV(oO| = 0  e t  Hess(V)(cO e s t  définie e t  pos i t ive .

Pour t  su f f i sam en t  p e t i t ,  on défini t  les comme dans  la pa r t i e  1. On

prend 0q  une fonction posi t ive  dans C^dlQ jO tel le  que, pour  x € U o f£ / 2>

(a.1) 0 o (x) = £ 2 / 4 .

Alors,  si on note  0 ^  les t r a n s l a t é s  de 0 q pa r  les po in ts  de L,

( a .2) V + E0(€Le 0(>e2/ 4 .

En le dé fin issan t  commme dans la pa rt ie  1, P q n 'a  qu'un seul  pu i ts  {0} e t

c e l u i - c i  e s t  un minimum non dégénéré  du po ten t ie l .  On peut  a lo rs  appliquer 

des r é s u l t a t s  c la ss iques  (cf [HSjl], [S2]), à savo i r  que la p rem iè re  va leur  

propre  de P q e s t  s imple e t  de plus, si on la note  jjl, on s a i t  qu'il ex i s te

r0 >M 0>0 *els clue:

( a . 3) o '(P 0 ) n [ 0 , r 0 h] = {jJL} 

où M = M0 h + 0(h2 ).

On c o n s t a t e  que (H.1) - (H.3)  sont  vé r i f iées .

U<*



Supposons de plus,  que pour (<* ,3 )€LxL,  d(U0̂ ,U^) = So implique

Icrf-3 1 =1 e t  qu'il ex is te  G, un groupe fini d ' i so m é t r i e s  l inea ires de R n , tel  

que:

(i) G agit transitivement sur Lj = {o(€L;  l<x| =1} c ' e s t - à - d i r e  que pour tout 

( o t ^ e L j X L j ,  il ex is te  geG tel que g(oO=3»

(ii) pour tou t  gcG e t  tou t  X € R n , V(g(x)) = V(x).

R e m a rq u e :  Le (ii) a s soc ié  à la condit ion [V(x) = 0«=»x€L] nous ga ran t i t  

que le r é sea u  e s t  invariant  pa r  G. De plus,  chaque é lém ent  de G réa l ise  une 

bi jection de L dans L.

Pour ge G,  on note g* l 'o p é ra t e u r  unita ire  de L2( R n) dans l u i - m ê m e

défini pour  u e L2( R n), p a r  g*(u) = u * g - 1 . On a ,  pour e  su f f i sam en t  p e t i t ,

que pour  to u t  geG ,  g(Uofe^ = u Ofe*

On c o n s t ru i t  a lors  e 0 = I GI - 1£g€G9*(®o) (°ù e s t  le cardinal  de G);

c ' e s t  une fonction pos i t ive dans CÇflJo £ ) telle  que, pour  x€U0>£ / 2»

( a . 4)  ê 0(x) = e 2/ 4 .

On no te  0 ^  les t r a n s l a t é s  de 0 O pour c i e l  e t  on défini t  l ' o p é ra teu r  

Pq = P + E £  ^0 0£ .  P0 n 'a  qu'un seul  puits  {0} e t  c e l u i - c i  e s t  un minimum 

non dégénéré  du po ten t ie l .  Les o p é ra t e u r s  P ^  vérif ient  a lors  les m êm es  

p ro p r i é t é s  que les o p é ra t e u r s  P ^  c o n s t r u i t s  c i - d e s s u s .  De plus,  on a, pour 

to u t  geG:

( a . 5) g*® P o ^ Q » )  p o 9*®P o (9*)  ̂= P.

On note a lors  >Pq , le v e c t e u r  propre réel  posi t i f  normal isé  assoc ié  à 

l 'unique va leur  propre de P q dans [0,rQh]. Comme >Po> 0 » pour tout 9 €G» on

a ,

( a . 6) g*(>p0 ) =>Po-
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A.3

De plus pour <X€l et g€G, si ‘C0'ii(x) = u(x-cO pour u cL 2(R n), on a 

(a .7) g » * ' t 0(#(g*)  ̂= ,tg(oO'

(On trouvera d'autres constructons de ce type dans [HSj2].)

Or comme G agit transitivement sur {<X€L; \<x | =1} pour Ioi I = l £ l  =1, il 

existe geG tel que g(oO = $  donc 

(a .8)

I = I'i g(o<)TTF'vPo^= 19* 0 ° (9*) ” 1

= ( Ï Ï F 'P o l t 0(‘n'F'9o)»

et,

(a .9) (TTF>p0 l ' r ;3TTFPxp0) = (TTFV>olg*<,'Co<#( 9 * ) " l7TFp>Po)

= ( tTf'Po I'C<*ttfp>Po>- 

Les mêmes relations sont valables pour la matrice de Gram. Donc si

désignent les coefficients de Fourier de u) calculés dans la partie 2, on a, 

pour tout | <x | = | $  | =1,

(a .10) moi = m ^ .

Dans la partie §2, nous avons vu que, pour t fe L ,

(a .11) m0( = S0<>o + w <x,0+ 5(exp(-d£(o<,0)/h)), 

avec,

(a .12) w 0̂ j o = “ 1/2 ( (>P c < l^ y  ^ o ey ) >Po) + ̂ y  I^Po^*

Ceci nous d it,  qu'il existe 0 0  telle que, pour l<x| >1,

(a .13) |m 0(| s C e " i s o + ( l « l + 0 / C ) / h ) >

Nous allons maintenant estimer pour |<x| =1 en suivant la méthode 

de Helffer et Sjôstrand [HSjl]. Remarquons que, d'après la section 2 et 

(a .11), pour estimer m ^ ,  il su ff it  d 'estimer w ^ q . Soit r  l'hyperplan

{x € R n; Ix l  = | x - « | } ;  notons r + = {x € R n; |x | > |x -cX |} et r ~  = {x € R n;

I x I < | x-o< I }. De plus, on notera n la normale à r  orientée vers 0.

F̂ Pc o > = c g(<* rF>P [ttf oig X ol* (

ctQXW<* \ y 0
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Alors,

( a . 14) ^ o e y > ^ o ) = - J k " N > o r ( Ey  ?io0y)>Podx

= -Jr+>Por<Ey ?ioey>V>odx“Xr-V>« ,(2y 5io0y ^ o dx-

D'après ce qui a é té  dit su r  la localisation des C9y)y£ |_  dans §2 » ^ existe  

O O  telle que,

(a .15) IJr - y a - ( £ y ?! o V y o dx l sC e_(S o+ l/C ) /h - 

(a .16) l j r +'pc((£ y  ¿ « e y J - iP o d x Is C e -tS o + l / t t /h ,

De plus, comme >po e s t  vec teur  propre associé  è >Jl pour Pq ,

( a . 17) - Jr+>Por<Ey  ^ o e y)"Pod x = J r +>Poc<p "M)>Podx

= - h 2Jr +>po r A>p0dx + Jr +>p0<-(V-jJO''Podx-

Donc, par la formule de Green,

( a . 18) - I r +W ( % 7‘o ôy)>Pod x = ~ h2J r ^ o r v ^ o ~ >P o ' v>Pc<),n )do'+

-h2Jr +^0-A>p0(dx + Jr +^or(V-<jJl)->Podx

= - ^ J r ^ c T  V^p0 ->p0 -V>poi)-n)do'+h2Jr +>po-(Ey ?{o(ey ) >Po(dx»

car>p<x e s t vec teur  propre associé à >JL pour P ^  (ici, do* désigne la mesure

de surface su r  r . )

De même, par symétr ie  su r  0 e t  a ,

( a . 19) -  ^<x0y ) ’^Podx=

- h 2 Jr ((->po(-V>po +>po -V>po() - ( -n ) )d o '+ h 2 Jr - > P o ( % ^ O 0y ) - ^ )o(dx-

Donc, par ( a . 11-12), ( a . 15-16), ( a . 18-19),  il existe  C>0 telle que 

( a . 20) |m c< + h2 Jr ((>p0(-VV)o->Po-v>P « ) - n)da 'l < C e_ <s o + 1/ c )/ h .

Puis le te rm e  h2 Jp ( ( '90<-V'9o->Po-V>prt)-n)do' s 'e s t im e  comme dans 

[H.Sjl] grâce aux est im ations  B.K.W obtenues pour les fonctions propres 

et  y au voisinage des géodésiques minimales de la métr ique d'Agmon. On 

obtient qu'il existe  m e N  tel que, pour h assez  peti t
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( a . 21) h1/ 2/ C < | m 0< | - e s o/ h <Ch1~ m / 2 .

D'après  la pa r t ie  2 ,  on s a i t ,

( a . 22)  cü(e) = E o i€ L m ^ e ^ 0 ,

avec ,  d ' a p rè s  (2. 20), m 0( = m _ 0< pour c t z l .

Donc, on a,

( a . 23)  cü(0) = mo + s <̂ € |_mo(cos(o<e).

Sous c e t t e  fo rme,  en u t i l i san t  ( a . 13), ( a . 21), on a

( a . 20)  cü(e) = m 0 + 2 - m Ul(E1< i < ncos(Uie) + E | 0(| >1b0(cos(o(e))

où son t  t e l s  qu'il ex is te  C>0 te l  que,  pour h su f f i s a m en t  p e t i t ,

I b ^ l  <e - 1/ <c h > e - l « l / ( C h ) .

Sous c e t t e  fo rme,  on vérifie a i s ém en t  que, pour h su f f i sa m en t  p e t i t ,  cü 

s a t i s f a i t  l 'hypothèse  (H.5).
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