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ABSTRACT

Assuming that V is periodic, we study the spectrum of
Pt —h2A + V+t6V acting on L2(Rn) when h tends to 0. We first show
that Pt restricted to a convenient spectral interval is unitary equivalent
to an operator that one may study with a Birman-Schwinger kernel. We
then show that Pt admits at least one simple eigenvalue when t is not
too small (depending on n) and we study the behaviour of this eigenvalue

with respect to t.
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0.1

Etude Semi-classique d'une Perturbation d'un Opérateur
de Schrodinger Périodique.
par F.Klopp
Universite de Paris-Sud
Département de Mathématiques Bat. 425
91405 Orsay
et UUR.A 760 CNRS.
80 Introduction:

Nous allons ici étudier le spectre d'opérateurs du type suivant:
(0.1) Pt=-h2A+V+tSV

ou VEC°°(Rn;R) est L-périodique, L étant un réseau de Rn,

0<SV€CS8°(Rn;R) et t est un parametre mesurant la taille de la

perturbation. On définit P=-h"A +V.

L'étude d'opérateurs du type (0.1) a d'abord été amorcée par les
physiciens voir par exemple le livre de J. Callaway [C] ou celui de Landau et
Lifschitz [LL], ceux-ci traitant la plupart du temps des cas particuliers a la
dimension 1. Puis, plus récemment, ces opérateurs ont donné lieu a des
papiers mathématiques ( voir F. Bentosela [B], M. Klaus [K]) dont beaucoup
se placent dans l'approximation de la limite semi-classique ou dans le cas
des grandes constantes de couplage.

Dans le cas des grandes constantes de couplage (c'est-a-dire h=1et
t —>00), P.A Deift et R. Hempel [DH] ont montré, sous des hypothéses
difféerentes des ndtres que pour presque toute energie E dans un gap de P, il

existe des valeurs du parametre de perturbation t tel que Esoit valeur
propre de P". Ce résultat fut retrouvé par F. Gesztesy et B. Simon [GS].
Alama, Deift et Hempel [ADH] ont aussi étudié la question du nombre de

valeurs propres de Pt dans un gap de P. Dans le cas unidimensionnel et dans
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I'approximation des grandes constantes de couplage, dans IGHKSV], F.
Gesztesy, D. Gurarie, H. Holden, M. Klaus, L. Sadun, B. Simon et P. Vogl

ont mis en évidence des phénomenes de cascades de valeurs propres pour
des opérateurs du type de P~
Dans le cas de la limite semi-classique, dans [S4], B.Simon a étudié la

largeur de la premiére bande spectrale de P. Ses résultats ont été obtenus

indépendament par Outassourt qui, dans [01, a aussi démontré des résultats
sur l'existence de valeurs propres pour P* dans un gap de P ceci pour des
perturbations pas trop petites.

Notre travail va en quelque sorte prolonger le sien mais les techniques
utilisées seront différentes. Nous allons nous servir des méthodes mises en
place par Helffer et Sjostrand [HSjl], [HSj2], [Hsj3] puis étendues par

Carlsson [Ca] au cas d'une infinité de puits. Nous etudierons le spectre de

P~ dans un intervalle I en utilisant des opérateurs de référence P”j qui

sont associés aux puits de potentiel. Ceci nous permettra de ramener notre
probléme, par équivalence unitaire, a I'étude du spectre d'un opérateur du
type noyau de Birman-Schwinger dépendant de t agissant sur L”(T) ou
T=(Rn)*/L*.

On obtient alors I'existence d'un seuil positif ou nul T*y (T”y est nul
en dimension 1ou 2) tel que pour t positif plus petit que Tgy, il n'y a pas de
spectre pour P™ au dessus de la bande spectrale de P dans I. Par contre,

pour t plus grand que T”y, il apparait au moins une valeur propre de P*,

notée Mt), hors de la bande de spectre essentiel de P dans I; cette valeur

propre est simple et on peut caractériser le comportement en t. On étudie

la maniére dont Mt) décolle du sommet de la bande spectrale de P quand t

croit a partir de T$y. On obtient qu'en dimension let 3, elle croit comme

le carré de t-T”y, en dimension 2, comme une exponentielle en
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-(t-T~y) 1, en dimension 4, comme -(t-T£y)/Log(t-T£y), et

linéairement pour les dimensions plus grandes.
Pour ce qui concerne les dimensions supérieures a 3, on montre que pour
t assez petit, cette valeur propre est la seule dans I'intervalle | considéré,

mises a part celles éventuellement plongées dans le spectre essentiel.

Des résultats analogues aux nbtres ont déja été obtenus dans I'étude de
perturbations du laplacien libre par B. Simon puis par M. Klaus et B. Simon.
En effet, dans le cas ou V est un potentiel négatif a courte portée, B. Simon
en dimension let 2 dans [S5] puis M. Klaus et B. Simon en dimension
quelconque dans [KS] ont étudié le comportement asymptotique de la plus
grande valeur propre négative de -A +tV quand t>0 et t —0; ils obtiennent

des développements identiques a ceux décrits ci-dessus.

Remerciements: Je voudrais remercier J. Sjéstrand, sous la direction
duquel ce travail a été effectué, pour l'aide constante, tant matérielle que

morale, qu'il m'a apportée.
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81: Définitions et résultats:

Soit Lun réseau c'est-a-dire L=© j<j<nZUj ou (Uj)j€[i>n] est une
base de Rn. On considére l'opérateur de Schrédinger suivant agissant sur
L2(Rn):

(1.1) P=-h2A+V
avec V satisfaisant:
(H.1):  V€C°°(Rn;R) et V peéeriodique sur le réseau Lc'est-a-dire
tel que pour tout x dans Rn et tout a. dans L: V(x+ 00=V(x).
On définit: L*={cx'€(Rn)*; V (XeL «e<*,€2Ti }et T=(R")*/L*. On note
alors pour a dans L: r O(:L2(Rn)—>L2(Rn) définie par (To"M~*V~ *x-00.
Par I'hypothése (H.1), on a, pour tout <xdans L:
(1.2) r _ O<*P*TO(=P.
Nous allons maintenant supposer qu'il n'existe qu'un puits par point du
réseau, c'est-a-dire:
(H.2): il existe £g>0 assez petit tel que pour S€[0,Cot» on a:
(xeRfl; V(x)-S2<0}=UO0(£i U0(fs ou £ = UO>£ + {00 et tels
que si <= o Mu =0
On suppose, de plus, que Uoff est compact et de diamétre O pour
la métrique d'Agmon, (V(x)-S2)+dx2 ,ou f+=max(f,0).
On notera, pour<*€l_, Ugsllg q; on appellera les (U”g¢L, les puits de
potentiel et les (UM £)<*€1, (pour S>0), les puits de potentiel étendus. On
notera dg(*,*) la distance associée a la métrique d'Agmon (V(x)-S2)+ dx2
(pour S€[0,e01) et d(*,*)=do(*,-). On définit: SO =info<”o (d*uo(»uO”
Pour chaque a. dans L, on construit un opérateur de référence. Soit

0<£<£0 et 0q une fonction vérifiant

(1.3) 0<e0€C8°(U0>e) et pour tout XEUO>E, V(x)+e0(x)>£2/4.
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Notons, pour deL:
(1.4) 6<x=To((®0) et px=p+sE
Remarque: Les fonctions G<* vérifient:
(1.5) O<0o0<€Coo(Uo<fe) et pour tout xell™e» V(x)+060((x)>e2/4.

Pour tout < dans L, on sait que P~ est symétrique, borné
inférieurement, essentiellement auto-adjoint sur C8°(Rn). Notons aussi
P N son extension auto-adjointe qui a pour domaine H2(Rn). Par un

théoréeme de Persson [P], on sait que le spectre de P# est discret en

dessous de £2/4.

Par construction, pour tout tfcL, on a:
(1.6) Pg(=X&*Pqg°X—,
donc tous les P™ ont le méme spectre. On note 0o”P”) le spectre de P"
Supposons maintenant:
(H.3): 1l existe >JL=jJL(h), une valeur propre simple de Pq telle que

jdL(h) — 0 quand h—0 et une fonction a(h)>0 telle que a(h) —0 et

hLog(a(h))—*0 quand h—»0 tels que:
o'(Pq)n [jJI- 2a(h) XL+ 2a(h)] = {jJI}.
On notera alors un vecteur propre normalisé associé ap..
Appelons F (FCL2(Rn)) I'espace spectral associé a P et a
[jIL-a(h),jJL +a(h)l et TTp la projection orthogonale sur F. On obtient alors
Proposition 1.1: Sous les hypotheses (H.1) —«H.3):
() M1l existey >0 et hQ>0 tels que, pour h€]0,hQJ,
cr(P)n[>JL-2a(h),jJL + 2a(h)]C{jJL-2a(h),jJl,>JL + 2a(h)} + D(0,e“y /h)
ou D(x,r) désigne le disque de centre x de rayon r dans C.
(1) 1l existe ho>0 tel que pour tout h€]0,ho[, P|p est unitairement

équivalent a un opérateur de L2(T) dans L2(T) defini pour
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U€L2(T), par i2(u)=0)-u ou:

(i) clest un fonction analytique réelle sur T et analytique dans un
voisinage complexe Wde T de la forme T +iB(0,1/Ch) ou C est une
constante positive ne dépendant pas de h et B(x,r) désigne la boule de
centre x de rayon r dans Rn.

(i) lim suph_* o[hlog(sup8€][1i"9)*’M D1- ~S()

(iti) Siy eL* alors y/2 est un point critique de cli et (ci)o<h<ho est

bornée dans I'ensemble des fonctions holomorphes sur W.

(iv) ci(0) est la valeur propre de Floquet du probleme périodique.

Cette proposition a déja été obtenue par Outassourt [0] sous des
hypotheses équivalentes aux ndtres bien que formulées différement. Dans la
partie 82, on donnera une preuve de la Proposition 1.1 différente de celle
d'Outassourt. La majoration de la largeur de la bande a aussi été établie par

Simon [S4]. On notera i=inf(ci(T)) et s=sup(ci(T)).

Nous allons maintenant nous intéresser a l'opérateur suivant:

(1.7) Pt=-h2A+V+tSV =P+tSV
ou l'on suppose que SV vérifie:

(H.4): 0<SVECS§"U0j£0)f SV>0 sur U0 et ISV lloo= 1-

On peut remarquer alors que pour tout £€[0,eo0l et tout xnon nul, on a:

(1.8) de(supp(SV),un)>0.

On note: S£y>e=infoi jéoide”suPP(sv”™ u«”™ et P=(CPol”rv>Po™ Alors»P°ur
£€[0,e0], SEy>e>0 et il existe a>0 indépendant de h tel que a<p<1 (pour
cela voir (3.25) et sa démonstration).

On va étudier P de la méme maniére que P. Pour cela on construit des
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opérateurs de référence pt.« a partir des P~ de la fagon suivante:
(1.9) si et ¢0 alors pt,c<=po<et pt,0 =p0+tSv
c'est-a-dire que:
(1.10) pt,<x=pt+EL33 g ou =0Rsi 370 et 60=e0-tSV
Remarque 1.2: Pour h suffisament petit et |t| <a(h)/2, le spectre de
PtjO est toujours discret en dessous de e2/4 et on montre facilement que
cr(pt>)n IM~a(h)>M+ a(h)] est réduit a une valeur propre simple que I'on
notera jJL(t).
Définissons alors: FACL2(Rn) l'espace spectral associé a PN et
[>JL-a(h),jJL+a(h)], et Tipt la projection spectrale sur FA. En exhibant, grace

aux vecteurs propres des opérateurs de références Ptf<> une base de F*,

nous démontrons:

Théoréme 1.3: Supposons (H.1)-(H.4). Pour tout TI€]0,1/2[ et
£€]0,E£q[, il existe T\,Z>O tel que pour tout h€]0,h”">e[ et pour tout
t€]-tla(h),Na(h)l:

P~|pt est unitairement équivalent a L2(T)—»L2(T) défini par

i2tf=~-T+(Mt-M)TTOf+K(t)f

avec:

(i) uy=a)(e) la valeur propre de Floquet définie par P dans [jJL-a(h),jJl +a(h)].

(ii) TTg: L2(T) — L2(T) défini par: TTof=(Vol(T))_1J-j-fdO ol d© est la
mesure de Lebesgue.

(iii) K(t) est un opérateur de L2(T) dans L2(T) a noyau analytique sur
D(0,T\a(h))xw(h)x w(h), ou W(h)={x +iy; xeT et iyl<1/Ch} défini dans
la Proposition 1.1. Soit k(t,h,6,8') son noyau. Alors:
k(t,h,e,e")=s:(ai£)ELXL(ko<£(tFre" iKKe" N 'e>

avec kO(j~(t,h) vérifiant qu'il existe h~fy >e€]0,h”~>e[ tels que pour
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tout h€]0,h-r¢cfy >£[, on a uniformément pour tout Itl <1\a(h):
iatkoi M(t,h)|<e_(,"y)ide(suPP(Sv)»u«)+cle(supp(SV),Up)]/h si
(<*,%) *(0,0) et iatk0jo(tfh)|<e-2(1-y)s6V>x/h.
De plus K(0)=0.

(iv) Mt* M=(SV>PQ|'vPo)t" + tcl(t" dest analytique sur D(0,a(h)/2)
et vérifie: lq(t)| <l/(a(h)-2]|t|) pour teD(0,a(h)/2).
De plus, l'application b:t«+  —fLréalise une bijection de
D(0,a(h)/8) dans un domaine D" tel que:

D(0,pa(h)/18)cDhCD(0,p7a(h)/36).

Remarque 1.4: Pour t réel, K(t,h) est auto-adjoint et analytique en

t. De plus K(t,h) est compact et si on note:
IIKIloo=sup(t>e>e/)€D(0jaa(h))X TxT |k(t,h,e,e")| alors, pour tout
t1€]0,1/2[:

(1.11) hlogdIKlloo)< -S£y +0(1) quand h—»0.

Par le théoréme de Weyl et le Théoreme 1.3, on a:
(1.12) <ress(Pt)n[jJi-a(h),jJL + a(h)] = u)(T) =1i,s].

On va s'intéresser a o'(P*)n([jJL-a(h),jJL +a(h)]\[i,s]) , ceci pour
t€]0,a(h)/8[, une étude tout a fait symetrique pouvant étre menée pour
t€]-a(h)/8,0[. Comme nous avons déja isolé cress(Pt)n[jJl-a(h),jJi +a(h)],
le spectre de P™ dans [jlL—a(h),i[Uls,>JL + a<h)] est discret. On démontre la

Proposition 1.5: Pour h suffisament petit et t€]0,a(h)/8[, on a

o'(Pt)n[>JL-a(h),i[= O.

Pour étudier oXP~nls.”™ +aih)], on se sert de la réduction donnée par le
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Théoreme 1.3, puis on étudie l'opérateur grace a une sorte de principe

de Birman-Schwinger. On a alors besoin d'hypothéses supplémentaires sur

u):

(H.5):

(i) ci n‘admet que les éléments de ((1/2)L*)/L* comme points

critiques et de plus, ceux-ci sont non dégénérés.

(ii) Si f(h)=s-i =supO€ T (a)(e))-infO€-Jr(iXe)) alors
hlog(f(h))=-Sq + o(1) quand h—0 .

(iii) Soit 03(e) = (ci(©) —5IL)/f(h). Il existe h0>0 et C>0 tels que,
pour O<h<ho» on ait:

(*) 6) n'atteint son maximum s (resp. son minimum i) qu'en un
seul point notée 9S (resp. 9p.

(**) rnaxi™i <3Sup0€ T |3%u)(e)| <C et pour 9€{9s,0j},

Idet[Hess( cl(9))]| >1/C.

(***) pour tout e>0, il existe 0<S(e) indépendant de h tel que:
16)(9)- si >S(£) si |dist(9,9s)| >£, et Ici(9)- T| >S(£) si

|dist(9,9i)|>£.

Remarque: Dans un appendice, on montre que de telles hypotheses sur u)

découlent naturellement d'hypotheses de symétrie sur le réseau L lorsque

les minima de V sont supposés non dégénérés et que jjl est la valeur propre

de fond de puits de Pq.

Notons Ds(cu)= |dét(Hess(u)(9s)))| “ 1,2 et Dj(u))= |dét(Hess(cu(9p))| -1//2.

On obtient alors les deux théorémes suivants:
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Théoreme 1.6: Supposons (H.1)-(H.5) et n=10ou 2. Il existe hQ>0 tel
que pour h€]0,h()[, il existe Mt) une fonction croissante analytique réelle
sur ]0,a(h)/8[ dans ]s,jJdi + a(h)] qui est valeur propre simple de et qui
vérifie:

(1) si t/f(h) —>»0+:

(i) 'si n=1: CX(t)-s)/f(h) =@+ 0(1))-Ci(h,t)'(pt/f(h))2f

(ii) si n=2: CX(t)-s)/f(h) =exp(-(1 +0(1))-C2(h,t)-(f(h)/(pt))),

(2) pour tout C>1, il existe C'>0 tel que pour t€]f(h)/C,a(h)/8[, on a:
1/C'<9t\(t)<1,

(3) si t/f(h)—»+00 et t/a(h)—>0: Mt) =s+(1+0(1))-(pt),

avec Cn(h,t) vérifiant que, pour tout £>0, il existe hf£ >0 tel que pour

h€]Ofhe[ et pour tout t€]0,a(h)/8][,

(i) Cih,t) =(21/2-TiDs(l))/VolT)2-(1+0(e"(s6V-£)/h))f

(i) C2(h,t) = (VolT/(2'rrDs (u))))-(L +0(e" (s6V-£)/h))>

De plus, pour tout >0, il existe he>0 tel que pour he]O,hE£[ et pour

t€]0,a(h)/8[, \(t) est la seule valeur propre de P" dans
Js+0(e_"s6V“E)/h)(~(t)_s)* +a(h)]>

Remarque: Dans [S5], B. Simon a déja obtenu des asymptotiques
similaires a (i—ii) dans I'étude des valeurs propres de -A +tSV pour SV
négatif et a courte portée, en dimension 1lou 2.

L'étude de la valeur propre Mt) quand t/f(h) tend vers +o0 a déja été

faite par Outassourt dans [0].

On définit 1(\) =(VolT) ~-jUu-cOie)) "9 pour\€]s,+ oo( si n=10u 2
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et pour \ €[s,+o00[ si n>3.

Théoréme 1.7: Supposons (H.1)-(H.5) et n>3. Il existe hQ>0 tel que,
pour h€]0,hol, il existe une constante TEy>0 et \(t), une fonction
croissante analytique réelle sur ]JT£y,a(h)/8[ dans ]s,jJL+a(h)] qui est
valeur propre simple de elle vérifie:

(1) si u=(t-TSv)/f(h) — 0+:

si n=3: (X(t)-s)/f(h)=(@2+0(1))*C3(h,t)-(pu)2,

sin=4: (~(t)-s)/f(h)=-(1 +0o(l))-C4 (h,t)-(pu/log(pu)),

si n>5: (\(t)-s)/f(h) =@+ o0(1))-Cn(h,t)-pu,

(2) pour tout C>1, il existe C'>0 tel que pour t€]TE£y +f(h)/C,a(h)/8[, on

a: 1/C'<37\(1)<1,

(3) si (t-TSv)/f(h)—*+00 et t/a(h) —*0: \(t) =s+(1L+0(1))-(pt),

avec T$y et Cn(h,t) vérifiant que, pour tout £>0, il existe he >0 tel que
pour h€]0,he[ pour tout t€]0,a(h)/8],

(i) TSv=p(l(s))"1-(1+0(e"(s6V-£)/h))>

(ii) n>5: Cn(h,t) = (-3 (1)|"_s)*“1-1(s)2-(1+0(e"(s*v-e)/h))]j

(iii) C4 (h,t) =(VolT(lI(s)f(h))2/(4Tr2Ds(0))))*a+0(e"(s6v-e)/h))>

(iv) C3(h,t) = (VolT(I(s)f(h))2/(25/2-Tr2Ds(ct)))2-(1 +0(e"(ssv-t)/h)).

Pour t€]0, TE£y[, on a, cr(Pt)n]s,jJL+a(h)]=0. Si n>5, \(T£y) =s est
une valeur propre de P j&v*

De plus, pour tout £>0, il existe he >0 tel que, pour tout he]O,hel, il
existe une constante positive vérifiant: TEv-i(h)'e"S6V_£'N h>telle
que, pour t€E]JTEy,TsvIl> Mt) est la seule valeur propre de P™ dans

]s,jJl +a(h)], et pour t€]Tsv»a~h” 87 est la seule valeur propre de Pt
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dans ]s+0(e "~¢v  £)/h)(\(t)-s),)JL +a(h)].

Remarque: Dans [KS]f M. Klaus et B. Simon ont obtenus des
asymptotiques similaires a (ii-iv) dans I'étude des valeurs propres de

- A+tSV pour SV négatif et a courte portée, en dimension 3 ou plus.

Il convient également de faire remarquer que, \(t) étant simple, si on

note un vecteur propre unitaire associe € Mt) alors, par (1.7)

(1.12) atMt) = (SV>pt |>Pt).

Alors les Théorémes 1.6 et 1.7, nous disent que est localisée au
voisinage de supp(SV) quand (t-T£y)/f(h) est grand. Par contre, quand
(t-TEy)/f(h)— 0, n‘est localisée au voisinage de supp(SV) qu'en
dimension plus grande que 5 alors que dans les dimensions 1a 4, se

"delocalise” (la justification de ceci est fondée sur les démonstrations des

Théorémes 1.6 et 1.7).
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82. Etude du cas non perturbé: preuve de la Proposition 1.1:
Pour montrer la premiére assertion de la Proposition 1.1, on reprend la
démonstration du Théoréme 4.2 de Carlsson [Cal. Remarquons que dans

notre cas, par (1.6), on a pour tout tfelL,

(2.1) o'(Prt)=0'(P0) donc UtfgLEoXPtf*oXPo).
On construit Rqg(z) un opérateur borné pour z ; oXPq) et ?le(z)<£2/8 ou
Tle(z) désigne la partie réelle de z (la norme de Rq(z) dépend de

dgtz.oXPo)) et de de(z,[E2/4, +00[) ou de désigne la distance euclidienne
dans €) qui vérifie

(2.2) (P-z)RO(2) =1+ T(2)

ou T est tel qu'il existe ¢>0 et h0>0 tels que pour h€]0,ho[ et pour
U€C8°(Rn),

(2.3) IT(z)ulE(de(zlcr(PO)))-,e-c/hllull.

Donc, il existe ¢>0 tel que pour h suffisament petit, 1+ T(z) donc (P-2)

est inversible pour de(z,0'(PQ))>e“c/,h, ce qui achéve la démonstration du

point (I) de la Proposition 1.1.

Pour £€[0,e0] (e0 étant donne par I'hypothése (H.2)), on note df la
distance associée a la métrique d'Agmon (V(x)-£2)+dx2. Notons alors,
pour <X€l_et xeRn: dc>oi(x)=de (x,Uoi) et définissons les fonctions d£, d£
sur LxL par: d&(«,3)=d£(U"UO0O() si et
de («,0()=2inf0( » 3de (UO(,UN)= 2infoi jE<)de(Uo<»U0) (grace a la
périodicite de V), et

d™(<X,3)=inf0{ tli-372c(U<x,Uy) +de(Uy,UN) +de (UN,UN)).
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Soit 3> une fonction positive localement lipschitzienne sur Rn vérifiant
(2.4) |V™»el<(V-e2)!/2 ou (*)+ =max(*,0).
On définit, si NIl désigne la norme habituelle sur L2(Rn), I'espace L"eih
par L|,e>h = {u€L?0C; e4,e/hU€L2} muni (e la norme
| . |#elh=]e*el/h(.)].

Sous les hypothéses (H.1)-(H.3), définissons YO(= Xx('P0o) pour <X£L.

D'aprés (1.6), c'est un vecteur propre normalisé pour associe a jlL

On sait d'apres la formule (5.1) du travail de Carlsson [Ca] qu'il existe

£-1<£() tel que pour tout e€]0,e”[, il existe he >0 tel que pour tout

h€]0,h&] et pour tout o( dans L, on a >Po<€L’\£y@et il existe C>0

indépendant de <xtel que:
(2.5) »'P«Ude,ct,h+ll vA>«lde Gh"C/e.

Si on note 'yO<= TTF~o(' a,ors P°ur tout (XeL, y<*€Lfle@et verifie

(2.6) H~oilldfyweh+ H "«Udpy«sh-cle étant indépendant de <x).
De plus ("¢/c<)<X€L est une base de F au sens que tout élement f de F s'écrit
de maniére unique et avec convergence en norme comme fseEa”y”, avec
I fH2/C<£ lart 12<C IflI2 et avec C>0 indépendant de f et de h. A l'instar
de Carlsson [Ca], on définit:

Définition 2.1: Pour e€[O, [et pour une famille de réels positifs
S«,£,e>(c(,3)€ELxL> on dn Ou'une matrice * ((« "¢ » («™jgL Ta est
O (exp(-srt>~ >e/h)) si pour tout 1\>0 il existe h"€jO,h£] tel que pour
h€]0,h-r¢] et pour (cx,3)€LxL:

(2.7) lar™l <exp(-(1-7~)s0(fr >e/h).

On définit ainsi O(exp(-d£(0<,£)/h)) et O(exp(-d~(«,3)/h)).
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Notons V la matrice de Gram correspondante, ayant pour coefficients
(<X,$)€l_XL. D'aprés [Ca], on a: V =1+1T+ ou
‘J=("c*,$N(c*,£)ELXL et Tl =((rc(™))(o(,3)€ELXL avec:

(2.8) tO(>" = (>p0(I>p”) pour <**£, =0, pour X=£,

(2.9) 31=0(exp(-d|(«,3)/h).
Remarquons que d'apres (2.5):
(2.10) 9", $r+ft= ©(expi-d*rtfrVh).

Comme (1+2z)-172 est définie par une série entiere, la proposition B.6 de

[Ca] entraine que V | existe et:

(2.11) V~e=1-~T+ O(exp(-d£(0<,3)/h)).

La base (™~ ~ v & est orthonormée. De plus, dans cette base, la matrice
de P est:

(2.12)m=«m0ii3))(0(i3)eLxL=v -eiralP~rJv-si

Par I'hypothése (H.1) on a 'tO<*P=P*'tO<pour tout tfeL, donc pour

z fieriP), (z-P)-1 et TTp commutent avec T#. On en déduit que pour tous
cx.MelL:

(2.13) ("<* 3) =(ttf>Polt:3-0(ttf >Po),

(2.14) P0Oi,3 =def.("o(Ip*™) =(TIFPo0l"*3-0<PTTF >Po)*

donc la matrice de P dans (f~ V 'T est une matrice de convolution.

D'aprés le théoréeme principal de Carlsson (et sa démonstration, voir

partie 5 de [Ca]), on sait que

(2.15) mo(® =Sc<NIL+wo(*+O (exp(-d|(o(,3)/h)),
ou

(2.16) W ar-"OPalrr+ir«!n)),

avec
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(2.17) = pgaen Pox-
Rappelons aussi que Woc.,$>-® (exp(-d”~(o(,3)/h).

Notons par y la transformée de Fourier de 12(1) dans L2(T) définie
par,

(2.18) (3r((a™)0(€L))(e) =EO(€LaOfeta *e,

si (anJ™¢Lel2”). Alors S'™1s'écrit, pour<X€L2(T) et ctfelL,

(2.19) (y-Hu))oi=(VolT)"WUTu(e)e"irt,edO.

Alors, si on munit L2(T) du produit scalaire defini, pour u et v dans L2(T),
par: (u|v) =(VolT)_1-Jf~u' v)dd, VU est une transformation unitaire de

2 (L) dans L2(T).

Comme TU (qui décrit P|p) est une matrice de convolution, on obtient,
en conjugant par S', que P| p est unitairement équivalent a la
multiplication par la fonction u) sur T, définie par
(2.20) tu(e) =EaeLmoi>0ei™e .

D'apres (2.5) et la remarque suivant (2.17), il existe C indépendante de h
telle que la série (2.20) converge normalement sur

(2.21) W={9+iy; GeT, lyI<1/Ch}=T +iB(0,(Ch)_1).

En effet, I'hypothese (H.2) nous dit que si, pourxeRn, on désigne par |X|
la norme euclidienne de x, alors il existe 0 0 (indépendant de t) tel que,

pour tout <*€l_, on a,

(2.22) cd~U~Uo™loilad~Utf.UoVC.

Ceci nous donne immédiatement pour une autre constante C:

Imo,exl ~ Ce_ I°(1//Ch.

Comme P est auto-adjoint a coefficients réels, on obtient pour tout <X€I:
(2.23) mO(io=mO0jC(=m _0;j0=mO0t_0O €R,

et cll est une fonction réelle et paire. De plus, comme cii est
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L*—périodique, on a, pour tout yeL* et tout OeT
(2.24) ci(y-e) =cu(0).
En dérivant, on voit que les points de (1/2)r* sont des points critiques de
a).

Notre discussion peut aussi se combiner avec la théorie de Floquet (voir
Outassourt [0], B.Simon [S4], Skriganov [SK]) et on peut déduire que u)(T)
est une bande simple du spectre de P engendré par la valeur propre de

Floquet, a)(0). En particulier ci(0) ne dépend pas du choix de £ et de la

fonction de bouchage ©0.
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83.Etude du spectre de l'opérateur Pt,o:
On notera dist la distance euclidienne dans C et on fait les hypothéses
(H.1)—H-4)- Alors, on a

Lemme 3.1: Pour t€D(0,a(h)), le spectre de P " q dans
{z€C; dist(z,jJi)<2a(h)- 111} est réduit a une seule valeur propre simple pt
vérifiant: .\ -m| < [t]. De plus, Mt est une fonction holomorphe sur le
disque D(0,a(h)) vérifiant, pour |t|<a(h)/2:
(3.1) 1jILt-(M + USV>p0 I>p0))|<(SV>p0 |>p0) |t]2/(a(h)-2]|t])
ou jj1 est la valeur propre de PO introduite dans I'hypothese (H.3) et est

un vecteur propre normalisé associé.

Preuve: Soit t€D(0,a(h)). On a défini
@2 Pt 0= pottdy
Soit D= {z€€; |t| <dist(z,jJL)<2a(h)- |t|). Pour ZED", (z-P q)- lexiste et:
(3.3) IKz-Pq)"1HE(]_2) » 1/dist(z,9D0)<1/1t].
Donc:
(3.4)(z-PtiOr ,=(z-P0)-|(1-tSV(z-P0)-,) ,I
existe pour ZED" et on a:
(3.5) I(z-P"qg)"1l<1l/dist(z,9Dt).
En particulier le spectre de PtjO dans D(jJ.,2a(h)- 111) est contenu dans

D(ju, 1tl).
Soit C={z€C; lz—jtl=a(h)}. Pour zet5, on a

(3.6) 11(z-P0)" 1[|as(L2)<1/a(h).

Soit TT”o le projecteur spectral associé au spectre de Pt>0 dans

D(jL,2a(h)- 1tl):
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(3.7) vitio=I1/(2lir)Jc (z-Pti0) '1dz

Cette famille de projecteurs est continue ent et, T~ 0o es*de ran9 1d,°u
TT”0 est de ran9 1P°ur 111 <a(h). On en déduit que le spectre de pt,< dans
{ze€;dist(z,jJl)<2a(h)- 111>est réduit a une seule valeur propre simple.
Notons jjI* cette valeur propre. En tenant compte de la remarque suivant
(3.5), on obtient:

(3.8) IjJLfMIsItI.

Comme jjI" est simple et que P~ g est analytique de type A au sens de
Kato, le théoréme de perturbation de Kato nous dit que est analytique
pour t dans D(0,a(h)). (3.5) donne pour zet5:

(3.10) IKz-P™0o)"1H;1/(a(h)- Itl).

Utilisant que (z-PO0>t)-1-(z-P0,0)”1=(z-p0,t)"1tSv(z~p0,0)_1»on

obtient

(3.11)7itjo>P0-20=t"(2W )JG (z-Pt,0)'"(z-M)',SV'p0dz.

Notons:

(3.12) yt=Trt,0")0~>P0*

Alors, par (3.10)

(3.13) Iyt lI<l|SV>p0IMt|/(a(h)-]|t]).

De plus, pourt réel, on a:

(3.14) JTTt>0'Poll2=0Tt,0gRO0 |1 + il >0

(3.15) (Pt,0Tmt,0>PolTTt,0'P0)=(pt,0 TTt loV>0l'iPo)

donc, pour t réel,

(3.16)Mt=(Pt,0"t,0>POI Trt,0'PO>/ITTt,0'PO»2
=(2+('tftlI'Po™ '(pt,orit,0'Pol'TPo)-

En utilisant (3.7) et (3.12), on voit que (pt,0TTt,0>Pol*Po) e* (tftl'Po) se
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prolongent analytiquement de ]-a(h),a(h)[ au disque D(0,a(h)) par les

mémes expressions. Donc, comme jJL* est analytique en t dans D(0,a(h)),
jJLt vérifie (3.16) pour t dans D(0,a(h)/2).
Explicitons (PtjoTTt,0'Pol>Po>:
(3.17) (Pt"0™,0'POLIV0 ="t o0 1 1 ¥ ( > )
=JL+ t(SV>p0 |\p0)+>JI(ytIPor+t"~ t |1 Sv~)o)
=M (i+(VtlYo>>+I<svY ol”r+t(ytISV'Po>
=(i+(ytl'90) "M +t(Svv>0 I\V>0)) +
t«y 11sv>p0)-(sv>p0i>p0)(ytI'Pox»-
Donc:
(3.18) Mt"M-t(Sv>p0I>p0)=t(i+(ytI>p0))-1(ytISv>p0-(Svv)ol"Po)>Po)i»
c'est-a-dire,

(3.19)Mt-M"t(SV>p0IV50)=t(1+(ytI>Po))"U~tll1" TIO,0lSv”o0)I-
En utilisant (3.13):
(3.20)

iMt-M - us Wso I'P0) I's «SV>P0i 2 1112/(a(h)-(1 + ySVxpo «) 111)
donc, par I'hypothese (H.4):

(3.21) IMt-M-USV>p0 I>p0)|<(SV>p0I>p0)|t|2/(a(h)-2]t])

ce qui acheve la démonstration du lemme 3.1.

Nous allons maintenant étudier lI'action de Pt>0 sur des espaces L2 a

poids définis dans la partie 82. On a

Proposition 3.2: Soit >p£ une fonction positive, lipschitzienne
verifiant 1V>pe |<(V-e2)1/2 presque partout. Alors pour |Re(z)| <e2/32 et
dist(z,0'(Pt>0))>a(h)-S avec Se]0,1][, il existe C>0 et he >0 tels que, pour

h€]0,he[, pour ucCg®RH) et pour t€D(0,a(h)),
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(3.22) Illul|>pefh +h||Vu||efh<C/(£3a(h)-S)||(Pt>0-z)ul||*pe>hf
et,
(3.23) lHu ll>pe>h+hll Vul||-vpe>h<C/(£3a(h)*S)||(P"-z)ull\pCfh-

Preuve: Pour démontrer (3.22), on constate que si vérifie les
hypothéses de la Proposition 3.2, alors il existe he telle que pour he]O,h£],
pour t€D(0,a(h)), on a

(3.24) 1V>pe I<(V+Re(t)SV-(£/2)2)1/2.

Notons Q=P+ £<x€Le<X=pt+s o<€L Donc pt,0 = Q" Comme le
potentiel V+tSV est un potentiel régulier au sens de Carlsson, on peut
alors appliquer le Théoreme 3.1 de Carlsson a P g et "9e ce donne
(3.22). En fait, on n'applique pas exactement le Théoréme 3.1 car t est un
parameétre complexe c'est-é-dire que P g n'est plus auto-adjoint, mais
une version modifiée obtenue sans difficultés supplémentaires € partir de
I'identité d'Agmon écrite pour PRe(t),0- En considérant (1.9), on voit que
les (Ptf<®)c* *0 vérifient les hypotheses du Théoreme 3.1 de Carlsson. On
obtient alors (3.23) en constatant que, pour h assez petit, le Théoréme
4.2 de [Ca] et sa démonstration s'appliquent a PA uniformément pour

t€D(0,a(h)).

Prouvons maintenant qu'il existe a>0 indépendant de h pour h assez
petit tel que
(3.25) a<(SV>p0 |>p0)<1.
Par I'hypothése (H.4), il existe 1\>0 et a>0 tels que: SV>2a sur Ug”
donc:
(3.26) 2a/Uo0il)I~012s (SV>PO I'P0)<I

et:
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(3.27) JUo U(P0)2=1"jRn\Uo ~(e"2d™/2(x»u0)/h)(edTl/2(x,U0)/h>»0)2dx
or, par la formule (5.1) de Carlsson [Ca], on sait qu'il existe C>0 et h”>0
tels que, pour h€]0,h~[, edT/2x»Uo)/h>p o€ [ 2(]Rn)

lled'n/2(x»U0)/h™)0 ||L2< ¢ / /M donc, comme d~/2(Rn\Uo>" Uo)>0,

(3.28) J]RNn\u0 ~(e“ 2dTi/2(x»Uo0)/h)(ed'n/2(x»U0)/h>»0)2GX 0 quand

h—0
On en conclut que pour h suffisament petit,

(3.29) a<p =(SV>p0 [>p0)<1.
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84. Construction d'une base orthonormée de F/:

Dans cette section nous allons exhiber une base orthonormale de F*,
(*WaelL (F* étant défini dans la section 1) puis dans la prochaine section
nous décrirons la matrice de P* dans cette base (F" étant stable par P"). On
a:

Proposition 4.1 : Sous les hypotheses (H.1)-(H.4). Pour I\e]0,1/2[ et
£€]0,eol, il existe h™ £>0 tel que pour h€]0,h<~tE[ et pour
t€ 1—Tla(h), Tla(h)[f (ITipt7Tp>pO(| “ ITTpt TTp>p0<)0(€|_est une base de Ft.

Preuve: Soit eelO.Col. On sait, d'aprés Carlsson [Ca], qu'il existe
hE>0 tel que pour h€]0,hE[, (TTp>p0<)0<€ L est une base de F(=Fq) et de plus,
si V est la matrice de Gram de cette famille de vecteurs alors:

(4.1) V=1I1+ © (expt-d~tfr/h)).
Notons V't la matrice de Gram de (IITTpt TTp>pO0g| “ ITTpt TTp'90i)0i€|_. Nous

allons montrer qu'elle est inversible ce qui nous dira que les

(INiTptUp>pu e ITTFtTIF\pu) UEL sont linéairement indépendants.

A l'instar de la partie 82, on définit pour « et 3 dans L, si
(<*£) ¢(0,0), dp(«,3) =de(supp(SV), U+ de(supp(SV),Un), et
dEv(0,0)=2SEy>&ou Sgyff=de(supp(SV),supp(i2)) ou, par définition,
ft=s c<€L\{O}0<¢*  on définit alors © (exp(-dEv(cx,3)/h)) en utilisant la

Définition 2.1. Alors on a:

Lemme 4.2: Pour tl€]0,1/2[, il existe h”~>e>0 tel que pour
h€]0,h"NjE[ et uniformément pour tED(0,T\a(h)),
(4.2) dt(Vt)= 0(exp(-dEv(<x,3)/h)).

Preuve: Pour la démonstration de ce Lemme, on va fixer 1\€]0,1/2[.

Les coefficients de sont:
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<4 -3> V't,0i,3 = <"1TF, TTF>Po(Il ITTFtTTF>P3I1)* , (TTFtTrF'Po<nTFt TrF'iP3)
= [(TTFITFtTTFN c(I'POO(TrFTTFtTrFV >31'p3)r, /2 (TrFTrFtTIF p O(1'P 3)

D'aprés la Proposition 1.1, il existe un ¢>0 tel que, pour h assez petit,
si m(h)=e-C/",
(4.4) UXT)=a(P)n[jiL-2a(h)+m(h),jdL + 2a(h)-m(h)]c[jIlI-m(h),jII + rn(h)].
Soit tS le cercle défini précédemment. Alors, pour Z€t5,
(4.5) (z-P)-1 existe et 01(z-P)“1HE(|_2)<I/(a(h)-m(h)).
Pour z€C, on a,
(4.6)(z-Pt)=(1-tSV (z-P)-")(z-P).
Donc, W existe h-n>0 tel que pour he]0,h-f>[, (z-Pj)~* existe pour
|t| <Tla(h) et:
(4.7) 1I(z-Pt)-11£(a(h)-m(h)-111)* 1.
Alors,
(4.8) TIFt=1/(2iTT)IG(z-Pt) - 1dz,

Nous allons maintenant estimer les 9N(TTpTTpt TTpp<*I'P~)) pour
teDiO.tlaih)) et h suffisamment petit. On a:
(4.9) al((TTFTIFtTIF>pO(|>p”)) = (TTFat (TTFt)TTF>p0(I1>p3).
En utilisant alors la Proposition 3.2, on obtient un lemme de préparation qui
nous donne l'action de 9t(TTFt) sur “es esPaces ®poids définis dans la partie
2.

Lemme 4.3: Soient M et deux fonctions positives et
lipschitziennes de Rn dans R vérifiant:
(4.10) IV>pel<(V-£2)1/2et lvyc|<(v-e2)!/2,
Alors, il existe h-~>0 tel que pour h€]0,h«”[, pour Z€tS, on a uniformément
pour t dans D(0,t\a(h)):

(1) z¢o0'tPruoXP”0)*
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(ii) at(( _pt- M) et a*Kz-P”0)” 1) appartiennent a £(L">e>h,L",e|h) et de

normes majorées par:
Cle3a(h)]"2esuPsuPP<6V>(te(-)->pe('))/h>

ou la constante C ne dépend ni de t, ni de h.

Preuve: On a,
(4.11) al((z-Pt)-1)=(z-Pt)-1SV (z-Pt)-1,
(4.12) 9t((z-Ptf0)-1)=(z-Pt>0)-1SV (z-Pt|0)" 1
Pour h suffisamment petit, par le Proposition 3.2, il existe C>0 tel que,

pour tout t€ED(0,tla(h)), pour u€C8°(Rn) et pour Z£€tS, on a,

(4.13) 11(z-P1)" 1u|[>pe>h<C/(e3a(h))||u]|>pe>h,
et,
(4.14) 11(z-Ptf0)_1u||*pe|h<C/(e3a(h))l|ul|*pe>h.

De plus,
(4.15) ||SVu||ye>h=]||e(-Pe+ye)/hSvePc/hu||

<esuPsupp<sv>(")/e“'9c)/h Bu H>pe>h.
Donc, a*z-P~")-1)eta”z-P~o0)“!) se prolongent de C§8°(Rn) a des

opérateurs de L")e>h dans L™ e»h de normes respectives majorées par

Cesupsupp<6v>(‘ye“>Pe)/h/(£3a(|1))2 (ceci pour h suffisamment petit

dépendant de e et de tl et C ne dépendant ni de t, ni de h).

O
On sait que,
(4.16) at(TTFt)= 1/(2iTT)IG(at(z-Pt) " 1)dz,
(4.17) at(TTt>0)=1/(2iTr)dGO t (z-Ptf0)_1)dz.
Du Lemme 4.3, pour*9c et vérifiant les hypotheses de ce lemme, on

déduit immédiatement qu'il existe C>0 (C ne dépend ni de h, ni de t) tel que
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pour h assez petit (dépendant de t et de il) et t€ED(0,'T\a(h)):
(4.18) at(TTFt) et at(TTt>0) appartiennent & 2 (L ~e>h,L ~e>h) de
normes majorées par:

C[C6a(h)]* lesuPsupp<6V>(ye(*)-9e(’))/h.

On a alors:

Lemme 4.4: il existe hEfA>0 et C)0 (ne dépendant ni de t, ni de h)
tels que pour hc]OyhE ~[p P°ur t€ED(0,'i\a(h)) et pour (<*,£) *(0,0):

(4.19) [(TTFat(TTFL)TTF>poi 1Ap~)] <
CE-14a(h)-le-(de(supp(SV),Ua) + de(supp(SV),U(3))/hi

Preuve: En appliquant le Lemme 4.3 et (4.18) a Pe=de(..U") et
y e=d&.,supp(SV)), on obtient:
(4.20) at(TTFt) et ~t~t,0" appartiennent a
£(L8e(.,Ua),h>Li3e(. ,supp(SV)),h> de normes majorées par:
CtE6a(h)rle~de(suPP(&v)>u«)/h
Si (<*,£) *(0,0): d'apres la formule (5.1) de [Ca], TTp-'vpoi€ *=Se(-,ua),h et

I1"oiHde(x,Uot),h — P°ur tout <*€L. En utilisant (4.20), on obtient

I'estimée annoncée:

(4.21) 1 (TTRat(TTFt)TTPp0<|>pE)|<
Ce",4a(h)"1le"(de(suPP(Sv)*ua) +de(supp(SV),Ui3)/h>

[
Il nous reste a étudier (TTFaNTTFt)TTF>po I"Po”- On a:
Lemme 4.5: Il existe he~>0 et C)0 (ne dépendant ni de h, ni de t)
tels que pour h€]0,hc ~[, pour t€ED(0,t\a(h)):

(4.22)

|(iTF3t (iTF)iTFY 0 I'P0O) - « t (i7ti0 hpO [xp0)[<C(e,7/2a(h)r2e -2ssv,e/h.
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Preuve: On a:

(4.23) (TTFat(TTFt)TTFV>0 IV>0)-Wt(TrtfO>Vv>01\VV>0>
= (TTFOt(iTFt) (iTF-TTQjo)'90l'r0) + (TTFAt(TTFt“ TTt,0)P o lf)o) +
((ITF-TTo>0)9t('n’t,0">Po I"Po>-
On a
(4.24) TIFt-TTt>0=(2iTr)-L,c (z-PIl)",i2(z-PI1>0) " 1dz,
et en dérivant par rapport at
(4.25) 3t(TrFt-7iti0)=(2iTr)-,/cat((z-Pt)-,)n(z-Ptf0) ' ,<z+
UHTr'jrz-Ptr'flataz-p~orbdz

En utilisant la Proposition 3.2 et le fait que U opére continlment de

LI e(-,supp(SV» dans LI e(-,supp(fl)) de norme majorée par

Ce_'rfsupp<o>de(',supp(SV))/hi pOurh assez petit, on a, uniformément
pour tED(0,M\a(h))f

(4.26) UFt-iitfo opere continuement de L8&c(.>supp(£y)) dans

L?e(-»supp(ft)) de norme majorée par
Ce"6a(h)“le"dc(suPPr~suPPrsv™/h.
De plus, par le Lemme 4.3 et (4.25), pour h assez petit, on obtient,

uniformément pour t€D(0,'Ha(h)),

(4.27) 9t"Ft-TTt,0” opére continuement de

L8c(-,supp(SV)) dans Lac(-,$upp«2)) de norme majorée par
CE-9a(h)-2e-de(supp(ft),supp(SV))/he

D'aprés la formule (5.1) de [Ca] et comme UqCsupp(SV) par I'hypothése
(H.4),

(4.28) II'PoNde(“,supp(SV)),h- de(-,U0),h~rc/en
En utilisant le Lemme 4.3 et ses conséquences appliqués a

'9&=y e=de(-,supp(SV)) et (4.26)-(4.28), on obtient:
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(4.29) I(TTFat(TTFt)(TTF-TT0)>p0 I>p0)l ¢ C(e17/2a(h))"2e“ 2Ssv>c/h>

(4.30) I(TTFat(TTFt-TTt>0)\V>0IV)0 M £C(e7a(h))" 2e” 2S6V’c/h»
(4.31) K(TTF-TTO0)at(TTtf0)>p0 I>p0)I* C(e7a(h))~2e~2S6V, e/hf
d'ou, par (4.23):

(4.32) I(TTFat(TiF)TTF>p0 12 0)-(at(iitfO)V>ol”ro)l*

c(cl7/2a(h))"2e*“2s6v,c/h.

O
Pour achever la démonstration du Lemme 4.2, il suffit de minorer les
dénominateurs intervenant dans l'expression (4.3). Grace au Lemme 4.4,

en intégrant en t, on a, pour (<*,£) jé(0,0):
(4.33) (TTFTIFtTIF p0<|>p”) = (TTF>pO<|TTF>p~)+O (exp(-d|v (0(,3)/h)>
donc d'aprés (4.1), il existe h~>0 tel que pour h€]0,h”~[, on a, pour tout

t€ED(0,t\a(h)) et tout a "0,

(4.34) |(TTFTTFtTrFApoi [>p”)| >1/2

Et par le Lemme 4.5,

(4.35) (TTFTTFtiTAA0 I"p0) = (Trt,0701V)0)+ 0(exp(-dp(0,0)/h)),

ainsi en utilisant les calculs de la partie 83

(4.36) (TTFTIFtiTF>polPo)=,+" tIPo)+ O(exp(-dEv(0,0)/h)),

avec lly t - It|/(a(h)- 111)<11/(1-11). Mais souvenons-nous que 1\<1/2,
donc d'apres (4.36), il existe h">0 tel que pour h€]0,h”~[, on a, pour tout
t€D(0,Ha(h))

(4.37) KTTFTIFtiTPp0 I>p0)|>(1-2t0/(2(1-10)>0

De plus, les formules (4.1), (4.33) et le Lemme 4.4 nous disent que pour

T\<1/2 et pour tout y>0, il existe hy”~>0 et C>0 (ne dépendant ni de t, ni

de h) tels que pour helO.hy”I, on a, pour tout t€ED(0,T\a(h)) et pour tout
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(<*,£) *(0,0),
(4.38) I(TTp3N(TTpt)TTp'90i |>p0)(TTp7Tpt 7Tp'90( I'PA)I s
Ce-(1-V)(de(supp(SV)>Ua)+dc(supp(SV),Ua)+dc(Ua,Up))/h>
d'ou, par l'inégalité triangulaire,
(4.39) ICrTpat (TTFt)TTF>pO( | Vo<X)<7TpTTpt TTp>poi I>p”) I <
Ce"(i~y)(de(supp(SV),Ua)+de(supp(SV),U3))/h>

Donc, en utilisant la formule de Leibniz appliquée a (4.3), on obtient que
pour TI<I/2 et pour tout y >0, il existe hy”~>0 et C>0 (ne dépendant que
de H) tels que pour he]O,hy ~[, on a, pour tout teDCOillaOi)):

(4.40) |3t(vt>0(>")| <exp(-(1-y)d~v(c<,3)/h).

Ceci acheve la démonstration du Lemme 4.2.

]

D'apres (4.8), TIpt est analytique en t pour t dans D(0,'T\a(h)) (au sens
des opérateurs bornés sur L2(Rn)). Par (4.34) et (4.37), pour h
suffisament petit, (TrpTTptiip'90i I"p”) ne s'annule pas pour t dans
Dio.'Tlaih)); on en déduit immédiatement que les coefficients de Vt sont

analytiques pour |[t| <t\a(h) (tout ceci pour h suffisamment petit).

Fin de la preuve de la Proposition 4.1:

D'apres le Lemme 4.2, pour 'T\€]0,1/2[, il existe h~£>0 tel que pour
h€]0,h-~">& et uniformément pour t€ED(0,t\a(h)),
(4.41)

Vi=1+ O(exp(-dE(<x,$)/h))+ ©(exp(-dEv (<x,3)/h),
donc, pour h suffisament petit, est inversible c'est-a-dire que
(»irFtiTFPO( «-'TTp.TTFVaidcL est libre.

Pour achever la démonstration de la Proposition 4.1, on va montrer
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maintenant le:

Lemme 4.6: Pour tout TI€]0,1/Z[, il existe h-~>0 tel que pour tout
h€]0,h”[ et tout t€]-Tia(h),Tla(h)[, (ITTpt TTp>pO(Il " 1TTpt TTp>p0()0<€ |_
engendre FM

Preuve: En effet, soit >p€L2(Rn) tel que TTpt>p soit orthogonal a
I'espace vectoriel fermé engendré par (ITTptT T |i ""Ft*"F~ Poi“eL not®
Vect((TTpt TTp>pOYO(€L); or on sait, d'apres Carlsson [Ca], que (TTpvpOi)OM€|_
est une base de F, donc il existe (a”crteL61" 1) tels que:
(4.42) TIFTTFt>p= EO(€La0ITIF>POS,
donc TTpt TTpitFt>p€Vect((TTFtTIFPO()0(€]) et
(4.43) |[TTFt>p-TTpt TIFTTpt>p||<||TTFt(TTFt-TTF)|| |TTFt>p|
Alors, comme IITIFt 1=1, si ITIFt—TFI <1, on obtient par (4.43) et
I'hypothése que TTFt>p est orthogonal a Vect((TTFtTTpOO(€]), Que
I TTFt'YP Il =0. Par conséquent, si ITIFt—TFI <1, I'orthogonal de
Vect((TTFtTIF9Q()c<€L) dans F* est réduit a {0} c'est-a-dire
Ft=Vect(TTFtT T ~W ).

Voyons pour quel t on a ITIFt—TFI <1. Par (4.10),
(4.44) TIFt-TiF=t(2iTr)-1IG (z-Pt)"1SV(z-P)"1dz,
donc la définition de G, (4.5) et (4.7) nous donnent
(4.45) ITIFt—TFI < M a(h)/[(a(h)-m(h)- |t])*(a(h)-m(h)]

Donc on cherche t tel que

(4.46) [tla(h)/[(a(h)-m(h)- [t])-(a(h)-m(h))]<1,

c'est-a-dire,

(4.47) 1tl <[(2-m(h)/a(h))2/(1-m(h)/2a(h))]-a(h)/2.

Comme m(h)/a(h) —%0 quand h— 0, on déduit de (4.47) que pour tout
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t1€]0,1/2[, il existe h-r¢>0 tel que pour h€]0,h-~[ et pour t€D(0,tla(h)), on

(4.48) NTTFt-TTF! <1,

ce qui achéve la démonstration de la Proposition 4.1.

La base (N TTpt7Tp-vpoi Il ~TTTpt TTp>p0f)0<€ | _n'est pas orthonormée mais
(HTTpt TTp>p<xll —1TTpt TTp>poi)Lrt — est orthonormée. Dans la suite, cette
base de sera notée ft. Remarquons tout de suite que pour h assez petit,
le spectre de Vt est contenu dans D(1,a(h)) et on a:

(4.49) (Vt)"1/2=(2Tri)"W(aD(1j/2))Zz"1/2(z-V t)"ldz,
ce qui donne en dérivant par rapport at,
(4.50) at(Vt)"1/2=(2Tri)_13(0D(ij/2))Z"1/2(z-V t)" 13tV t(z-Vt)“ ldz.

D'aprés les définitions de ©(exp(-d£(c*,$)/h)) et de
© (exp(-dEv (tf,$)/h)) données dans la partie 2, et par l'appendice B du
travail de Carlsson [Ca], on a:

(4.51) O(exp(-dEv (<x,£)/h))* © (expi-d~rtf,#)/1!))

= 0(exp(-d~v(cx,3)/h)),
ou le premier membre désigne la composition de deux matrices qui sont
respectivement O (exp(-dfv (<x,3)/h)) et © (expi-drcx,#)/")).

On en déduit l'estimée suivante pour la matrice a~Vit)”"» 2,

(4.52) dt(Vt)"1/2= 0(exp(-dEv(<X,3)/h)).
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§5: Réduction de pt a un opérateur sur L2(T):
Dans ce paragraphe, nous allons étudier matrice de P dans B.
Cette matrice est donnée par:

(5.0 <u=(vt)-,/2mt(vt)"1l/2,

ou Tilt est la matrice de coefficients "y avec:
(5.2)
mt,«, " = of /AP *I\go [1TF Ry ! Fp " RUTPPLTTRtiTAp™ 17p”).

Nous allons montrer la

Proposition 5.1: Sous les hypothéses (H.1)-(H.4). Pour tout
Tle]0,1/2[ et tout £€]0,e0[, il existe ¢ ¢ >0 tel Que P°ur tout h€]0,h-Q>£]
et tout t€D(0,Tla(h)), on a:

(5.3) at(mt) =at[Mt]*"0+ ©(exp(-ds”(<X,£)/h))
ou V g désigne la matrice ayant pour coefficients S*"O"p O

Preuve: Fixons T[e]0,]/2[ et £€]0,E()[. Grace aux Lemmes 4.4 et 4.5,
on connait déja des estimées pour &\((TTpTTptiip'90"M>p”)) pour cxelL. Donc
pour obtenir (5.3), il ne nous reste qu'a étudier a™(TTpP TTpt TTp>p0<|>p™)).
On obtient:

Lemme 5.2: il existe C)0 (ne dépendant ni de h, ni de t) et h*>e>0
tels que pour tout h€]0,h”~>£[, pour tout (<*,£) *(0,0) et tout
t€ED(0,tla(h)), on a:

(5.4) iat((TrFPt TTpt TTp>pO|>p™))| <
Cl[elda(h)]-1e"(de(supp(SV),Ua) +de(supp(SV),Up))/hi

Preuve: On sait
(5.5) PI(z-Pt)"1=-1+2z(z-Pt)-1,

donc,
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(5.6) 3t(PtTrFt)=(2iTr) _1JGz(z-Pt)-1SV(z-Pt)" 1dz.
Soit (<*,£) ~(0,0). En utilisant la Proposition 3.2 appliquée a '9e,=d£&(..U")
et » e=dE(.>supp(SV)) et la formule (5.1) de Carlsson [Ca], on obtient:

(5.7) I(TTR3t(PtTIFt)TTFY O(|>P£)|<
Clelda(h)]"1e" (de(suPP(s v )*ua)+cJc(supp(SV)>R))/he

Ceci démontre le Lemme 5.2.

On va maintenant estimer St((TTFPtTTFtTIF>polP o :

Lemme 5.3: il existe C>0 (ne dépendant ni de t, ni de h) et h-">£>0

tels que pour tout h€]0,h"fE] et tout t€ED(0,t\a(h)), on a:

(5.8) iat((TTFPt TIFtTIF>polV>0))-9t(Mt(TTt,0P ol 0))I:S
Ce“™a(h)“2e*276vfe/h<

Preuve: On va appliquer les mémes idées que dans la démonstration du

Lemme 4.6. On a:

(5.9)  Ot((TTFPt TIFt TIRAOI*>0) ) -at (3Lt (TTtf 0*Pol*>0» =
Ot((TrFPtTrFtTrF~ol”0))-3t((Pt,0"t,0"0l"0))=

(TTE3APATTEL)(TTE-TTofo)PolPo) + (TTFSt (ptATrFt« TIt, Or TTOfOPo IV-ON+

(TTF3t((Pt“ Pt,0~TTt,0~TI0,05P 01P0) +

((TTF- TI0fo)9t(pt,0~t,0°0, 070 I'RN

(TTFat (P TIFt)(TTF- 17 050)20l>Po) + (IIFSt(pt(TTF t- TTt,0))PolPo) +

(TTFTAA(TT20)Pol'Por + A TIF” A 0,00t~ pt, 00, 0NO A O
Par (4.24) et (5.5), on obtient,

(5.10) at(Pt(iiFt-TTt>0))=

-fldt(TT1>0)+ (2iTr)"1Jt3zat((z-Pt) - DT2(z-Pt>0) - 1dz +
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(ziTrrrzCz-Ptrratz-p~or)”n,
(5.11)al (PtTiFt)=(2iTr)-1tI (z-P1)-,SV(z-PI) - Mz,
et
(5.12) 3t(PtjOiit,0> = (2W>~'JeZ<z-pt,0rlsv <-ptI>'ldz-
Par (5.10) —«5.12), (4.18), (4.26)-(4.28) et par le Lemme 4.3, en faisant

exactement les mémes estimées que dans la démonstration du Lemme 4.5,

on obtient:

(5.14) iat((TTFPt TrFtTIFXPo|xP0))-3t<MICTTti 0#>01'P0)l
Ce_,fa(h)'2e* 2Siv,t/h.

]
Fin de la preuve de la Proposition 5.1: Pour obtenir la Proposition
5.1, pour (<x,E) ~(0,0), il suffit maintenant d'utiliser la formule de Leibniz,

les résultats (4.34), (4.37) et les arguments développés en (4.38), (4.39)

pour obtenir poura”“m ~g”) les estimées annoncées. Considérons la
différence (TTpTTpt TIF>pOI>p0))-(TTt>090|'90). Pourt=0, d'aprés [Ca], elle
vaut © (exp(-d~(0,0)/h)). Le Lemme 4.5 nous donne la méme estimée
pour at(TTFTTEtTIF90'vp0))-(1Tt>090|>p0)) en t (0 donc pour t 20,
(TTpiipt TTp-vpoIN)O ™ “ (TTt,O”Pol>Po” est ®(exp(-ds”(0,0)/h)). En utilisant
le Lemme 5.3, on peut faire le méme raisonnement pour

(TTpPt TTpt TTp>pol>Po))-Mt(Trt, B>Pol?r)Or Tlest alors clair que

(5.15) a"mt>0,0=9%tMt+ ® (exp(-d~(0,0)/h)).

Ceci termine la démonstration de la Proposition 5.1.

Fin de la preuve du Théoreme 1.3:

D'aprés les définitions des ordres de grandeur matriciels
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O(exp(-d£(<x,$)/h))* O(exp(-dE(o<f3)/h)) et O(exp(-dEv (<x,3)/h))
données dans les parties 2 et 4, et par l'appendice B du travail de Carlsson

[Ca], on a:
(5.16) ©(exp(-d£v(<x,3)/h))* Q(exp(-d~(ot,£)/h)) = 6>(exp(-dEv (<x,3)/h))
et
(5.17) ©(exp(-d£v(tf,3)/h))* ©(exp(-dE(<X,3)/h)) =
O (exp(-d£v (0<,3)/h)).

Sachant cela, en combinant la Proposition 5.1 et les formules (5.1) et

(4.52), on obtient:

(5.18) at(<u)= at((vt) _X2)mt(vt) 1/2+ (v trX2dt(mt)(vtr ,/2+
(virX2mtat((vtri/2).
= (1+ O(exp(-d”*(0(v3)/h)))-
OtJILtT*o+ © (exp(-dEv (<X, 3)/h)))-
(I O(exp(-dd(<x,3)/h)))+
Q(exp(-dfv(o:,3)/h))
=atjit Bo+ O(exp(-dEv(c*,3)/h)).
Puis, en intégrant en t, on deduit que:
(5.19) <U=m + (Mt'""M)ipO+ ®(exp(-d£v (<x,3)/h)).

En conjugant  par la transformée de Fourier IF de 12(L) dans L2(T)
définie dans la partie 2, on voit, que pour tout t1€]10,1 2[ et e.€]0,£01> il
existe h<rc@>0 tel que, pour tout h€]0,h~>£[ et pour tout
t€]-t\a(h),t\a(h)[, Pt|Ft est unitairement équivalent a I'opérateur de
L2(T) dans L2(T) défini par i2”f=ci-f+(jILA->JL)TTof+K(t)f avec:

(i) cU:oJ(6) la valeur propre de Floquet définie par P.



9.5

(i) TIO: LZ(T)->L (T) défini par: TTOf=(Vo1(T))_1JT fde ou de est la

mesure de Lebesgue.

(iii) K(t) est un opérateur de LZ2(T) dans L2(T) défini, pour ueL2(T), par:
(KttKiXoMvorrr*xktt.e.o0'MoOdo",
ou
k(t,h,e,e)=5:(q,0)€LxL (ko(>iP(t>h)e«<k0-3-¢")
avec kA""Ct.h) vérifiant que pour tout y>0, il existe h » 7~ 0O tel

que pour tout h€]Ofh Ny f£[, on a uniformément pour tout |t| <T\a(h):

18t ko® "(t>h)|<e"(l‘y)Ide(suPP(Sv»u«)+de(supp(SV,U(3)]/h Si
(<*,£) tKO.0) et latko”U .W Ise-*"-V " rv.e/h,

Des estimées ci-dessus, on déduit que k(t,h,0,e') est analytique sur
D(0,tla(h))xwxW, ou W={x+iy; X€T et |y|<I/Ch} a été défini dans la
Proposition 1.1 ( car dc(supp(SV),ui0=(1+0(1))'de(Uo, U0y quand
l« | —+ (D

Démontrons maintenant que b(t)=jJL"-jJi réalise la bijection annoncée
dans le point (iv) du Théoreme 1.3. D'aprés le Lemme 3.1,
(5.20) b(t) = (>p0Isv>p0yt L+ tq(t))

avec, pour tED(0,a(h)/2),

(5.21) Iq(t)l <1/(a(h)-2111).

or 1+tq(t)) Lexiste si |tq(t)| <l c'est-a-dire qu'il suffit:
(5.22) 111 <a(h)-2111 c'est-a-dire 111 <a(h)/3

De plus, si on note b(t)=b(t)/090I1SV>Po) alors:
(5.23) at( b(t)) =1+ 2tq(t) +t 23t (q(t)).

Donc

(5.24) [3t( b)) >1 12tq(t) +t 23t (q(t))I,

et d'apres (5.21) et les estimées de Cauchy pour 111 <x<a(h)/2:
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(5.25) [9t(q(1))[<1/[(a(h)-2x)(x-|t])].

En minimisant le membre de droite, on obtient:

(5.26) 13t(q(t))Is0/(a(h)-21t1)2

Donc, par (5.21) et (5.23),

(5.27) |8{(b(t))-1 1<21tl(a(h)+21tl)/(a(h)-2111)2.

Pour t€D(0,a(h)/8), on obtient

(5.28) 19t(b(t))-1|<5/9.

Donc, b est bijective de D(0,a(h)/8) dans b(D(0,a(h)/8)=Dh. En effet, si
to,ti€D(0,a(h)/8), on a,

(5.29) b(t0)- b(t)=jj3t("s-t"a-sj-tords-ito-tp

donc

(5.30) | b(t0)- b(tD|>4/9|tO-t .

L'encadrement de D" nous est donné par les estimées de 9°( b(t)) et de
97(b_Xt')) pour tcD(0,a(h)/8) et t'eD?,,

(5.33) 4/9< 19t( b(t))| <14/9 et 9/14< |9t(b_Xt))| <9/4

ce qui achéve la preuve du Théoréme 1.3. En effet, pour h fixé, comme D"
est un voisinage ouvert de O, il existe S>0 (dépendant de h) tel que
D(0,Sa(h))cDh. Or, par (5.33), b_XD(0,ra(h)))CD(0,9r-a(h)/4) donc en
faisant croitre r de S a 1/18, on obtient b_1(D(0,a(h)/18))CD(0,a(h)/8)
c'est-a-dire D(0,a(h)/18)CDh- On obtient l'autre membre de I'encadrement

de D™ de la méme maniére.
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§6.Démonstration_delJa_Proposition_1.5:

Rappelons_que_d'aprésJa_PropositionJ.1,J1_existe_ho>0_teLque_pour-tout
h€]0,ho[,Je_spectre_de_P_dans_[jJL-®a(h)/0,iLest_vide..CommelJiSViieo< 1,
on_déduit_de _cela_et du_Théoreme_| .S.-que.-pour-telO.aihVot,
o'(Pt)n[>JL-a(h)3[co'(Pt)n[jJL-(9a(h)/8-|t]),i[_est_discret.

On_va_montrer_quet_en_faittJe _spectre_de Pt _dans_[jJL-a(h),i[_est_vide.
L'idée_dela_démonstratiorLest la_suivante: on_va_montrer_quet sL\(t) e5t
une_valeur_propre_de_P{-_alors_'X(t)_ne_peut_que_croitre_en_t_(ceci_parce_que
SV>0) et que_sa_dérivée _estinférieure_a 1 (carJiSVnoo< 1). Donc, si_on
suppose_que_o'(Pt)n[>Ji-a(h)ti[_est_non_vide_pour_t€]0,a(h)/0[ et _sLon
appelle_X(t)_une_valeur.propre_de Pt-dans_[>JL-a(h)»>i»-erT-Suivant >Kkt) quand
t décroit jusqu'a 0, on obtiendrait_une_valeur_propre_de P_dans
[M-9a(h)/8,i[_ce_quLcontredit_ce_qui_a_été_dit_ci-dessus_pour_P.

Remarquons_d'abord_que,.comme
(6.1 ) _cr(Pt)ccr(Pt/)+B(0,|t-t#),
sLX(t) _désignejjne_valeur_propre_de Pt alors_celle-cLestJipschitzienne _en
t._ Donc_X(t)_est _dérivable4>resqued)artout. OrLnotera_v>t-urLvecteur45ropre
normalisé_associé_a_ 'X(t) et _Tit-la4>rojectiorLspectrale_surJ'espace_propre
associé_a_\(t).

Soit_to-un_point_ou_>w(t) est_dérivable et t>to-Alors
(6.2)A(t)->v(to)=(Pt>Ptl'9t)-(ptobtorto~
On_peut_choisir

(6.3)_>Pt=ii TTt V)tGii" ITTt>Pto-

CommelJes_opérateurs_considéerés_sont_auto-adjointsl par_un_calcul
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similaire-a-celuLfait-erLpartie-S-pour-Pt"»-00-03" 611"

(6.4)jiTTt-TTt0ii=0(t-t0),

donc,

(6.5)_IITTt>ptoll= 1-O ((t-t0)2).

Ainsi,.par_(6.3),

(6.6U (t)-\(t0)=(PtTi>ptolTt>pto)-(Pto>ptol>to)+0 ((t-t0)2).

Or,

(6.7)_(PtTiR>to[TRVA0)=(Pt\Vstorsto) - (Pth1 ¥to 1 /MNtON
------- =(Pt'PtoN>t0)+ O «t-t0)2’-

On_en_déduit,_par_(6.6),

(6.8U (t)-\(t0)=(t-to)(SV tOI>Pto)+CI"* t - t 0)2)-

Donc,-commejhptOii=Let.OsSVs 1,

(6.9)_0&3™M(\)n- =04 1

CecLachéveJda_démonstratiorLdeJa_Proposition_1.5.



7.1

87: Un opérateur auxiliaire:

Dans cette section, nous allons montrer que I'étude de
o'(Pt)n[>Ji-a(h),(JL+a(h)]\a)(T) se réduit a I'étude du spectre d'un
opérateur compact agissant sur L2(T).

On fixe e€]0,e0l- Notons J(h)=[jJI-a(h),jl +a(h)l et rappelons que par
définition [i,s]=iu(T). Par le théoréme de Weyl: o'ess(P*)nJ(h) =cu(T). Il ne
nous reste qu'a étudier cr(Pt)n]s,jJL+a(h)] puisque <X(PM)rifjji—a(h),i[ est
donné par la Proposition 1.5.

Remarque: Dans ce papier, on n'étudiera pas les valeurs propres de P»
plongées dans cu(T)=0'ess(P").

Par le Théoreme 1.3, on sait que pour tout TI€]0,1/2[, il existe h«*>0
tel que pour h€]0,h*"[ et t€]—la(h), Tla(h)[, on a
0'(Pt)n]s,jJL +a(h)] = o'(ftt)n]s,jIl +a(h)] ot ftt:L2(T)— LZ(T) est défini par:
Q™u = cl-u+b(t)TTou + K(t)u avec 11Q, K(t), b(t) et ci définis dans I'énoncé du
Théoréme 1.3. On sait aussi que le spectre de dans ]s,jJi + a(h)] est

discret. Dans la suite, nous prendrons  fixe.
Alors dire que \ € O(P’\)n]s,>JI +a(h)] est équivalent a dire qu'il existe
ueL2(T) telle que:
(7.1) fttu=\u,
c'est-a-dire
(7.2) cu-u+b(®)TTOUu+ K(t)u=\u,
d'ou
(7.3) G=(\-a))_2(b®TTO+ K (t))(\-ci)*“2u
1

oU U= (\ —cU)2 U.

Dire que \€cr(Pt)n]s,jJi +a(h)] est donc équivalent a dire que lest valeur
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propre de
(7.4)

a-ci)"I(b()TTO+K(t))(\-i))_1 =b(t)-a-ci)_2@ii0+H(t))(\-ct)_11
ou H(t)déf=K(t)/b(t).

Soit Kun opérateur auto-adjoint de L2(T) a noyau k(9,e") analytique sur

DxD ou Dest un voisinage complexe de T. Pour>p une fonction d'un
ensemble E dans C, on défini Ill11o0,E = supX€F(|>p(x)|) et on notera
IKNloo= I1kU”-jr2* Nous allons étudier I'opérateur de LZ(T) dans
lui-méme et défini, pour UELZ(T), par,

(7.5) (A-tU)"I(TTO+K)(\-ti)“ lu.

On définit pour \€<D\u)(T):

(7.6) ia) =(VolT)“ ,JTa-ci(0))"1de.

Alors le spectre de (pour )v€]s, +00[) est décrit par la:

Proposition 7.1:

) Pour\e]s, +o0], est de rang let crir*0o”iO.KX)} ou une
fonction propre normalisée associée a I(X) est donnée par:
»\,0=K\)"2\-a))“2

1) Soit Kun opérateur auto-adjoint a noyau analytique sur DxD tel que
IKlloo<1/4. Alors, pour \€]s, +o0], est un opérateur
auto-adjoint compact tel que:

(0 o'(rx>K)c[-1(X)iiKii00,ia)1iKii00Ju[ia)(i-i1iKii00),ia)(i+i1iKii00)]

(i) oXr A KJInIK X X1- BKIAD,1(\)(1 + 1KN00)] = <vp(X,K)> ol vp(\,K) est une

valeur propre simple vérifiant:

(D vpCX,K) est analytique réelle en \

(2) Ivp(X,K)-1(X)1 < 11(X)I lIKiloo

(3) 19x (vp(\,K)-100) 1< 197(100) | IKllco
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(4) Il existe un vecteur propre normalisé associé a vp(\,K) de la
forme P \ >k="PX,0" + X K" °& es* analytique sur D et

«tV K« O<CIKIQ@ou Cest indépendante de h«

Preuve: La partie i) de la Proposition 7.1 est immédiate car TTO est la
projection orthogonale sur 1(la fonction constante de L2(T)) dans L2(T).
Notons: «vpNjQO)=1(\)“1(\-cii(e))“ 2.

On va considérer comme une perturbation de r ™~ >0:
<7-7)r\,K~r\,0="-0))~2 K(\-cu)"2
donc:

(7.8) Hra>K-r~ fOUS (LZATHA 1(\ —u) —2K(\ —U)—21h. S
ou II. II|_j_5désigne la norme Hilbert-Schmidt.

d'ou:

(7.9) lrA>K- r 2 S0NX(LAT)) <l0OIIk|loo, TXT

Comme \ est supposé réel, tous les opérateurs considérés sont
auto-adjoints et on a:

(7.10)

°'(r\,K)co'(IX o )+[~1rX,K_r\,0 IIa:(L2(T))»IIr\ >K"r\,0||a3(L2(T))J

Donc le spectre de est contenu dans:

[-K*" K Too. KXJIKIooJul KAO -1K 1odd. KMK 1+ 1K | 00)]

Par hypothése I1K||00<1/41 donc:

(7. 1y [-10011K 1100, 1(V)KIAn[1(\)(1-1K |G FfI(\)(1+ IKloo)]=0
Comme est compact, son spectre est discret en dehors de 0.

Intéressons nous maintenant au spectre de r \ fl<dans

[ICX)(1- IKIooMOJO + IKllog)]. Pour <*€[0,1], considérons r \ |0<K opérant
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sur L2(T); c'est une famille analytique en tf au sens de la norme des
opérateurs. Soient TT”>0k leurs projecteurs spectraux associés a

[1(\)(1 - TKI00),I(\)(1 + IKllog)]. Cette famille de projecteurs est analytique
en <« au sens de la norme, donc de rang constant. En particulier:

(7.12) rg(7Tx>K)=rg(TT"0)=rg(TTO)=1.

Ainsi, rx >Kn'a qu'une valeur propre dans H(\)(1- ||K||00),I(>w)(1+ lIKiloo)] et
cette valeur propre est simple. Nous la noterons vp(\,K). Notons que:
(7.13) ivPa,io-ia)i< iaHiKioo.

Comme k es* analytique en \ (au sens de la norme des opérateurs)
sur ]s, +oo[ et comme vp(\,K) est simple, vp(\,K) est analytique réelle
pour X€]s, + 00l.

Nous allons maintenant préciser un vecteur propre normalisé associé a
vp(\,K) que I'on notera \,K Soit C le cercle de centre 1(\) et de rayon
I(\)/2, comme on a suppose I[IK||00<1/4, on sait que (z- r™ ") -1 existe
pour zetS et :

(7.14) 1(2- r*"K)-11<4/100.

De plus:

(7.15) (z- r XiK)>pXi0=(z-i(X))v>x,0+(rXto - rx iK)'Px,0

donc:

(7.16) TT">K>p~r>0=>p"|0 +Vv"|K,

avec

(7.17) vXiK=(21tr)-":15(2-r’X ,K)", (2 - 1 » 'lee x, K -r"X,0)>P-X,0'1Z-
Ainsi

(7.18) 1IvATKIL2(T)<4||K]||(0

En posant >Px, K= » x -Olirl'x, ICP 0> ona

(7.19) "9\ >«=>P \,0+u\,K o Ui\, kIl2(t )" cliklloo-
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Or:
(7.20) » K= (vpOv,K))->(rXikK" , | 9=
=(vpa,K))-LAI(X)''"Px,0+(r X,K_rX,0)'PX,0+r X,KuX,K >
=>px,0(vp(X,K)-"1a)+vpa,K)-'1(X)(K(>p"io) + (TTo+ K)(xpXioUXXK)))-
D'ou
(7.21) 'P\,K ='P\,0< 1+ P*"X,K)
ou:
(7.22) t X>K=
vpa,K)-,(ia)-vp(X,K))+vpa,K)"ia)(K(>p~>0)+ (110 + K)("P\>0U\,K»
c'est-a-dire d'apres les estimées précedentes surK, vp(\,K) et J k on
sait que \,Kest analytique réelle en \€]s, +o00[, et uniformément pour
\e]s, +oo[:
(7.23) lIn.Klloo. TACUXIloo-
De plus, (7.22) nous dit que est analytique dans D. Pour \>s,
comme \ g est auto-adjoint, que "9« est de norme let que
vp(X,K) = (xpXiKIr XiK'PXik), on a:
(7.24) ax (vp(X,K)) =0 x (r X(K)V>\,KI'P\,K)
= -1/2(([X-U)(e)]-3/2[iTo+ K][X-(O(0)]-|/2'Px,KI,PX,K) +
([X-u)(e)]-|/2[ir0+K][x-0)(e)i-3/27>XjKiv>X ,K))
= -Re([TTO+KHX-u)(e)rl/2” x K 1~ -" Ke» -:5/2X,K)-
On calcule
(7.25) 9~ (vpa,K)) =
-ReiiVolTi-Z.jTjTpd +kO.e0OJKXJ-kX-cli0))-2.
a- uoe (H ke dOde

d'ou:
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(7.26) a~(vpa,K))=-1(\)" IVol(T)"2-
Re(JTJT(\-UJ(e))-Za-cU(e,))_,-(i+M(e,e/,\,K))dede'),

avec:

(7.27) >U0,0',\,K) analytique en (©,©') sur DxD, et analytique en "Xdans

Is, + oo et

(7.28) 1IM(k)Hoo, T x T X]s, + oo] ~ClIKll00

De (7.26), on déduit:

(7.29) a~(vp(\,K)-ia)) =
-ia)-1(VolT)_2-JTJT(\-0)(0))"2(\-u;(0"))"1Re(>JI(0,0'A,K))d0d0O",

et:

(7.30) ia™(vp(X,K)-1(X))| ~Cia”iKX))! IKlloo-

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 7.1.

Remarque: Exactement la méme étude peut étre faite pour \€]-00,i][.

Les résultats sont les mémes a une modification de signe preés.

Le comportement de I(\) en fonction de \ et de h va jouer un rdle

primordial a cause des estimées (7.13) et (7.30) qui vont nous permettre
d'obtenir des asymptotiques pour les valeurs propres de P™. Nous allons

donc I'étudier de maniére précise. En reprenant les notations de I'hypothese

(H.5), on pose:
(7.31) \ =(f(h))“,\ et s=supOeT (ti(0))

et

(7.32) J(\) =(VoIr)f(h)I(\) c'est-a-dire J(\) =JT(\-ti(0)) 1dO.
Alors on a le

Lemme 7.2: Pour \> s, J(\) est analytique réelle décroissante.

Supposons que I'hypothese (H.5) est vérifiée et rappelons que, par
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définition, Ds(cl)= |dét(Hess(u)(es)))l " ,/2. Alors, pour h suffisament petit

v M

et uniformément en h, on a, quand s, \> s
(i) si n=1 J( 600=21,2*TDs(u))(\- s)_1/,2(1+ o(1)),
(i) si n=2: J(\)= - 2TTDs(ct)log(\ - s)(I +o(D),
(iii) si n=3:
I(\)=3(s)-252-tT20s (0d)( s)U2+0 ( (s) 1/2),
(iv) si n=4:
J(\)= () +4ri2Ds(cii)( s)log( s) +o(( s)log( s)),
(v) si n>5:
J(V)=3(s)+3\V(I)| V=s* s) +0((s)).

Et quand s—»+00 j(\)=Vol(T)-(s)_1-(I+o(1)).

Preuve:

Le fait que J( \) est analytique réelle se voit immédiatement sur
I'expression de J( de plus 3~( J(\))=-Jf cO(0))* 2d0<0O donc
J(\) décroit.

Quand s—»+ (00 on a:

(7.33)
J(\) =( sr™*J-jd +ts-u)(e))/(s))",d0)=Vo T) - (s)_1(1+o(D).
Le comportement de J( \) au voisinage de s s'obtient en calculant
I'intégrale au moyen d'un changement de coordonnées de Morse au voisinage
du point OS oU cii atteint son maximum.
Par I'hypothése (H.5)(iii,**)f on peut appliquer le lemme de Morse
uniformément pour h€]0,h()[, c'est-a-dire qu'il existe Uvoisinage de 0S
dans T, V un voisinage de 0 dans Rn et un difféomorphisme analytique

réel de Udans V, vérifiant, pour tout Odans u:
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(7.34) 5(0)=s- IDh(9)12,
et tels qu'il existe rj,r2>0 (indépendant de h) tels que, pour h€]10,h 0,
Dh(B(Os,ri))CB(O,r2)CV ol B(a,r) désigne le boule de centre a et de rayon r
dans Rn. De plus D* et (D”Y)-1 sont uniformément bornées dans C00. Notons
Vh=Dh XB(0,r2)). Alors B(9s,rCcVvhcu.

Soit J(x), le déterminant jacobien de D~"x). Alors, par (7.34):
(7.35) J(0) =2n/2|det(Hess(uJ(eS)))|"1/2=2n/2Ds (ct)

L'hypothese (H.5)(iii,*) nous permet de majorer J(O) uniformément en h

assez petit. On a:
(7.36) J(\)=/T\Vh(a)(e))" HO+Ivh( G(e))-]de)
D'aprés I'hypothése (H.5)(iii,***), il existe S:S(rj)>0 tel que l'on ait:
(7.37) Jr\Vh(  5(0))""0"Vvol(T)(s +s2)"1
De plus, on a:
(7.38) JVh(X-0)(0))-H0=3vh(\- s+ |Dh(0)12) ,dO
=jB(0,r2)" s)+ |x]2)_ Di(x)dx
=352((\- s)+r2)-knlisnli(ro)dodr,

ot SN 1est la sphére de dimension n-1.

Or, comme cii est analytique, J I'est aussi. On peut donc développer

Jsn-iJiroOdcr en une séerie entiere de la variable r,

(7.39) Jsn-ij(ro,)do'=Ep€EN aprP,

avec ao=J(0)-Vol(Sn-1).

D'ou

(7.40) Ivh(  aj(0))-1d0=EpeNaplid ( 2)+r2d"Xn+P« Hr.

Il nous reste donc a étudier le comportement, quand X —» s, des intégrales
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JY2((\- s)+r2)- Vn+P_1dr. Un petit calcul donne,
(7.41) i$2«  s)+r2)"1dr=Tt/2-(5[- s)"1/2-(1+0(1)),
(7.42) 3y (s ) +r2)"VPdr=(\- s r 1/20(l),

si p>0, et

(7.43) J32((  s)+r2)_1rdr= —4/2-log(  $)-(1 +o(D),
(7.44) J32((\- s)+r2)-1rPdr=log(s)o(1),

si p>1.

Ce qui, par (7.35) et (7.36) nous donne (i) et (ii).

Pour n>3, on remarque

(7.45) J("N)-JT(s-5(e))_lde=

Jrivhed)(e))-i-( s- sce: _Dde /Vh((5;- 83(©))-"-(s- GxeM-"jde.

Alors comme précedemment,

(7.46)

\ST\Vh« \-am ~ ]-(s- 8)(0))_1)de|<| X- s|S”2Vol(T)( x-

Et, en faisant le méme changement de variable que ci-dessus,

(7.47)

IVh(U-03(6))-1-( s- 0)(6))-1)de =

sp€NapJi2«™-s) +1r2)-1m+P-1-m+P-3)dr=

-( SsjEpcpjapJ™iis) +r2)-1rn+P* 3dr).

Ce qui, par (7.35) et (7.41)-(7.44), nous donne (iii) et (iv).

s+S2)"1.

Pour n>5, il suffit de remarquer que 6°( J)|\= 5=-1J-j(s- ct(0))“2d0

converge pour obtenir (v).
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88:Démonstratlon des Théoremes 1.6, 1.7:
Si, pour t€ED(0,a(h)/8), on note r=b(t), alors on a,
(8.1) i2t =cii+ b(t)TTO+ K(t) = w+ r(TTO+ H(r)) = ©r,
avec H(r)=K(b_Xr))/r.
Le Théoréme 1.3 nous dit que
(8.2) K(t) =JJO t(K(t))dt,
avec 97(K(t)) analytique dans D(0,a(h)/8) et vérifiant, pour tout y>0, il
existe hy>0 tel que pourh€]0,hy[ et tout tcD(0,a(h)/8),
(8.3) liat(K(t))|loo<e-(ssv-y)/h et K(0)=0.
D'aprés I'étude faite dans la partie 85, on sait que, pourreD",
(8.4) 9/(14p)< 13rb~Xr)I <9/(4p).
Alors, en utilisant les estimées de Cauchy et un développement en série

entiere pour K(b* Ur)), on obtient que, pour tout y>0, il existe hy >0 tel
que pour h€]O,hy[ et reD”,
(8.5) larMrHlIooSp-V~Av-Wh et |[HO)I<p-le-<s6v-Y)/h.
Le fait que I'on obtienne ce résultat pour tout r dans et non pas dans un
domaine plus petit, vient du fait que (8.3) est valable pour t dans
D(0,a(h)/4).

Remarque: On sait que D(0,pa(h)/18)cDhCD(0,7pa(h)/36) et que
[0,5pa(h)/48[CDhnR+C[0,7pa(h)/48].

De plus, d'aprés (iii) et (iv) du Théoréeme 1.3, on sait que, pour rcD”",
H(r) est un opérateur de LZ(T) dans LZ(T) & noyau analytique sur
Dh*W (h)xW(h). Comme b(RnD(0,a(h)/8)) =RnDh, H(r) est auto-adjoint
quand r est réel. Donc, quand r est réel, on peut appliquer la Proposition

7.1 4 (\-ct)“1[TTo+H(r)](\-u))- 2noté r ~ fH(r)*
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On démontre alors les théorémes suivants:

Théoreme 8.1: Supposons n=I| ou 2. Il existe ho>0 tel que pour
h€]0,h0[, il existe Mr) une fonction croissante analytique réelle sur
0”0 ®.+ dans ]s,jJi + a(h)] qui est valeur propre simple de ©r et qui vérifie:
(3 si r/f(h)->0+:

sin=1 (Mr)-s)/f(h)=(1 +0o(1))-Ci(hfrMr/f(h))2,

si n=2: (\(r)-s)/f(h) =exp(-(1 +o(1))-C2(h,er(h)/r)),
(2) pour tout OO, il existe C'>0 tel que pour r€]f(h)/C,Cf(h)[, on a:

1/C'<9rMr)<2,
(3) si r/f(h)—* +00: Mr) =s+ (1+o0(1))*r,

avec Cn(h,r) vérifiant que, pour tout y>0, il existe hy>0 tel que pour
h€]0,hy[ et pour tout reDAnR*,

(i) cXh,r) =21 2-TiDs (0))/VolT)2-(1 + O(e" (siv-y)/h))>

(i) C2(h,r) = (VolIT/(2TrDs (ti)))-(1+ O(e“ (ssv-y)/h))>

De plus, pour tout y>0, il existe hy>0 tel que pour h€]Ofhy[ et pour

rEDAnR+, \(r) est la seule valeur propre de ©r dans

Is+0e_(sBv~y)/h)(~(r)_s) » +a(D]>

Théoréme 8.2: Supposons n>3. Il existe hQ>0 tel que pour h€]0,hQ[,
il existe une constante TAy>0et \(r), une fonction croissante analytique
réelle sur DAnIT”y, +o00[ dans ]s,jJL+a(h)] qui est valeur propre simple de
©r; elle vérifie:
(1) si u=(r-T$v)/f(h)— O+:

si n=3: (Mr)-s)/f(h) =@+0(1))-C3(h,r)-u2,
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sin=4: (\(r)-s)/f(h)=-(1 +0(1))-C4(h,r)-(u/log(u))t
si n>5: (Mr)-s)/f(h)=(1+0(1))-Cn(h,r)-u,
(2) pour tout OO, il existe C'>0 tel que pour r€]f(h)/C,Cf(h)[, on a:

1/C'<arMr)<2,
(3) si (r-TEV)/f(h)—»+00: \(r)=s+(1+0(1))-r,
avec et Cn(h,r) veérifiant que, pour tout y>0, il existe hy>0 tel que
pour h€]0,hy[ et pour tout reD "nR*,
() TSy = (1(5)-1-1+0(e-(s«v-y)/h))>
(if) pour n>5:
Cn(h,r)=(-9 | s)” 1-VolT(I(s)f(h))2-(1+0(e-(siv-y)/h))>

(ou les notations J, \ et s sont définies dans la partie 7),

(**) C4(h,r) =(VolT(I(s)f(h))2/(8rr2Ds(u))))-(1 +0(e"(s*v-y)/h)>

(***) C3(h,r) =(VolT(I(s)f(h))2)2/(25Ti4 Ds(uJ)2)-(1+0(e-(s6V-y)/h).

Pour r€]0,TEV[, on a, 0o'(©r)n]s,>JL+a(h)]=0. Sin>5, \(T£y) =s est
une valeur propre de ®t 6V*

De plus, pour tout y>0, il existe hy>0 tel que pour tout h€]0,hy][, il
existe une constante positive TEv =défPe”S6V-" » h*Ws”" -1»telle que
pour r€E]JTEV, TE\/]> Mr) est la seule valeur propre de ©r dans ]s,jJL+a(h)],

et pour rEDAn]TEv» + 00N ~(*") est  seule valeur propre de 0 r dans

Js+0(e-<ssv-y)/h)(Mr)-s)>Mra(h)].

Preuve des Théoréemes 8.1 et 8.2: Dans la partie 87, nous avons vu

que \ dans ]s,jJL+a(h)] est valeur propre de multiplicité p de Or si et

seulement si 1est valeur propre de multiplicité p de r*r~H(r)

c'est-a-dire si et seulement si il existe v, une valeur propre de
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multiplicité p de r*”(r) (défini par (7.5)) telle que v*r=1.
D'apres l'estimée (8.5), on sait que, pour h suffisament petit, pour tout
r€Dh,

(8.6) |[H(NIl <1/4.

Alors, H(r) vérifie les hypotheses de la Proposition 7.1 uniformément pour
rED”AnR+ . Donc on sait que le spectre de r*H (r) es* contenu dans la
réunion de deux intervalles disjoints
[-KX)HH(r) Hoo, I(X)HH(r) Il ooJu[I(0V)(1 - HH(r)Il 00J.KXJTH- 1H(r) lloo)], et que
(8.7) <r(rx>H(r))n[ia)(1-MH (r)BA,ia)(1+11H(r)[|)]={vpa,H(r))},
ou vp(\,H(r)) est une valeur propre simple.
Nous allons maintenant résoudre I'équation
(8.8) r-vp(\,H(r)) =1,
et nous nous occuperons plus loin des valeurs propres de ©r créées par les
valeurs propres de I \ |[H(r) dans i-1(")IIH(r)I1oo,I(X)DH(r)llog]. On a
Lemme 8.3: Pour X€]s,>JL+a(h)] et reD~nR™*, on a
1) PourreD”nR* fixé, vp(\,H(r)) décroit en \ pour \ dans ]s,jjl +a(h)].
2) Pour tout y>0, il existe hy>0 tel que, pour hc]0,hy[, \€]s,jJL + a(h)]

et reDhnR+, on a Idr(vp(\,H(r)))| < 11(™)|p-1e” v- S)/h.

Preuve: Pour r dans D®, r ™ >n(r) est analytique en r au sens de la
norme Hilbert-Schmidt et:
(8.9) 3r(r9jH(r)(h))=(X-0)(h))'fI3r(H(r))K\-u)(h))_é
d'ou:
(8.10) HIr(r~ fH(r)(h))ITH.s ™ 11(>")IH9r (H(r))II ~ .
Donc, par (8.5), pour touty >0, il existe h~>0 tel que, pour he]0,hy][,

on a
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(8.1 iiar(r” >H(r)(h))iiH>s<ii(\)ip-E"(siv-y)/h.
De plus, comme vp(\,H(r)) est valeur propre simple et que H(r) est
analytique en r dans D" et auto-adjoint quand r est réel, vp(\,H(r)) est

analytique réelle en r dans D*nR; si on note >P \ IH(r) un vecteur propre

normalisé, alors 'P"hKr) peut ®re ch®isi analytique en r dans D*nR (pour
cela, voir par exemple la démonstration de la Proposition 7.1). Comme
(8.12) vp(X,H(r)) = ('P:)ItH(r)| r x>H(r)(h)'px>H(r)) I
on a:
(0.13) ar(vpa,K(r)))=0r(rx>H(r)(h))V>X,H(r)IV>X,H(r))-
D'ou,
(8.14) Id*vpa.WrtWKIHWIIOriwWrMlooalimip-'e-tSiv-SVh.
En appliquant la Proposition 7.1 a r*H(r)* on obtient,
(8.15) lar(vp(\,H(r))-1(\))| < Tax (I(\))I «IlIH(r)Hoo.
Comme 37000) est négatif pour \ dans ]s,jJl +a(h)], d'aprés (8.5), pour h
assez petit et reD”nR -1, 3\(vp(\,H(r))) est négatif c'est-a-dire que

vp(\,H(r)) décroit en \ pour \ dans ]s,jJl +a(h)].

Preuve du Theoréme 8.1: Nous supposons donc n=1ou 2. La
Proposition 7.1 et le Lemme 7.2 nous disent que
(8.16) sup”>svpCX,H(r)))=+ oo.
Donc par le Lemme 8.3, pour tout r fixé, vp(\,H(r)) réalise une bijection
décroissante en \ de Js, +ro[ dans ]O, +oo[. Alors, pour tout reDAnR*, il
existe un unique \(r) dans ]s, + oo[ tel que
(8.17) r-vp(Mr),H(r)) =1,
c'est-a-dire tel que \(r) est valeur propre simple de ©r. \(r) est

analytique en r car, au voisinage de chaque r, elle nous est donnée par le
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théoreme d'inversion local appliqué a I'équation (8.17) et que vp(\,H(r)) est
analytique en r et De plus, en dérivant (8.17) par rapport a r, on obtient

(8.18)
ar(\(r))=-{vp(\(r),H(r))+rar[vp(-,H(r))](\(r)))/{rdx[vp(-,H(r))I(\(r))}.

Or d'aprés la Proposition 7.1 appliquée a r*"~(r)»

(8.19) vp(X(r),H(r)) =1(\(r)) (L+g(r))

ou, grace a (8.5), g veérifie uniformément pour r dans D*nR+ et pour h

suffisamment petit (dépendant de y),
(8.20) |g(r)| <p-le-(s6v-y)/h.

Donc, par (8.18), pour h assez petit
(8.2 9r(Mr))>0,

c'est-a-dire \(r) croit strictement en r.

Nous allons maintenant démontrer les estimées annoncées pour Mr).

Par (8.19), en reprenant les notations de la partie 87,

(8.22) r-1(\(N)(L +g(n) =r-(VoIT)"Lf(h)* LI(\(n)-(1 +g() =1

c'est-a-dire,
(8.23) \(r)= J_JvolT-f(h)/(r(1 +g(r))).
Donc, par (8.22) et par les estimées de J(\) données au Lemme 7.2, on a

(8.24) si v=r/f(h)—»0+:
(i) si n=1: (Mr)-s)/f(h) = (L+0(1))*Ci(h,r)-(v)2,
(i) si n=2: (Mr)-s)/f(h) =exp(-(1 +0(})-C2(h.r)-v),
avec Cn(h,r) vérifiant que, pour tout y>0, il existe hy>0 tel que pour
he]O,hy[ et pour tout rEDhOR+,
(8.25) (i) cXh,r)=(21/2-TTDs(u))/VolT)2*1+ O(e” (sBV-y)/h))>
(i) C2(h,r) = (VoIT/(2TrDs(u)))MI +0 (e'(s6V-V)/h)).

Plagcons nous maintenant dans le cas ou v=r/f(h) — +00. Par les
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encadrements donnés sur D, on a Irl <7pa(h)/36. On déduit que h—0+.

On sait que
(8.26) \(r) =(jM)((1 +0(1))-VolT/v)f
c'est-e-dire, en utilisant le Lemme 7.2,
(8.27) quand v— +o00, \(r) =s+ (1+0(1))*r.
Par (8.18), (8.19), (8.14), (8.5), (8.17) et les points (I1.i1.2-3) de la

Proposition 7.1, on a
(8.28) 3r(X(r))=-(2+m(r))-(1(\(r))2/a)lI(\(r))),
ou m vérifie uniformément pour r dans D*"nR+ et pour h suffisamment petit

(dépendant de y),
(8.29) Im(r)| <p- B“(ssv“V)/h.

Comme -371(X) = (VolT)“ J-j(*~CL)(6))*“ 2d0, il existe C'>1 tel que pour
r€EDhn[f(h)/C, + o0,
(8.30) O<1/C'< |dra(r))]| <2.

Ceci acheve I'étude de Mr) si n=1 ou 2.

Nous allons maintenant essayer de préciser les \ pour lesquels il peut
exister vdans [-1(\)IH (r)i(D/I(\)|H (r)|00] tel que v-r=1 Nous savons que
I(\) réalise une bijection décroissante en \ de ]s, + oo[ dans ]O, + oo[. Notons
1 ““1sa bijection réciproque.

Lemme 8.4: Pour touty >0, il existe hy>0 tel que pour tout
h€]0,hy[, on a I("X) H(r)HEIrl <L si \€]s +gh(r),jJL+a(h)] ou gh(r) est
définie sur DAnR+ par gh(r)=1_Xe~iv_y)/hp/r)_s>

Preuve du Lemme 8.3: D'apres (8.1), pour tout y >0, il existe hy>0
tel que pour h€]0,hy[, on a
(8.31) HH(NMoolr| < |r|p_E"(ssv-Y)/h.

Donc une condition suffisante pour que I(\)II H(r) 1 I | r| <1 est que:
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(8.32) 100<pe(s6v-y)/h/|r].
Comme 1(\) est bijective décroissante, le réesultat est immédiat.
(]
Du Lemme 8.4, on déduit immédiatement que, pour h suffisamment
petit (dépendant de y) et pour rcD”nR*, \(r) est la seule valeur propre de

®r dans 1s + gh(r),jJL+a(h)]. Remarquons que, pour C>1 et pour x>0,

(8.33) I(s+Cx)>I(s +x)/C,
donc, si on pose y=1(x+s)/C alors x:I_](Cy)-s et par (8.33), on conclut

que pour C>1 et y>0,
(8.34) c(1- kCcy)-s)sI- Xy)-s.

Donc, par le Lemme 8.4 et par (8.22), pour tout y>0, il existe hy >0 tel
que pour tout h€]0,hy[, on a,
(8.35) gh(r)/(\(r)-s)<pe“(s*v”V)/he

Ceci acheve la démonstration de Théoreme 8.1.

Preuve du Theoréme 8.2: On suppose maintenant n>3. Donc pour r

fixé dans D*nR*, r*vp(",H(r)) réalise une bijection de [s, +00[ dans

10,r-vp(s,H(r))] car r-vp(X,H(r)) atteint son maximum sur [s, + oo[ en s.

Nous allons étudier ce maximum. On définit:

vp(s,H(r)) = lim*>S(S(vpCX,H(r)). On a

(8.36) 9r(rvp(s,H(r)))=vp(s,H(r)) +rdr(vp(s,H(r)))

d'ou, par (8.14):

(8.37) 19r(r-vp(s,H(r)))-vp(s,H(r))I <!'I(s)119r(H(r))lloo.

Donc,par l'assertion (ii-2) de la Proposition 7.1, pour h suffisamment

petit, rvp(s,H(r)) croit en r pour r dans Dhn R + et tend vers 0 quand r tend

vers 0. Ainsi il existe TAy>0tel que r*vp(s,K(r))<L pour tout r<TE£y* et
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r-vp(\,H(r))>1 si r>TEV. C'est-a-dire, pour r<T£V, il n'y a pas de \>s(h)
tels que r-vp(\,H(r)) = let, pour r>T£y, il existe un unique "X(r) dans

[s, + oo[ tel que

(8.38) r*vp(\(r),H(r)) =1

Mr) est alors valeur propre simple de ©r. Le fait que Mr) soit analytique

en r provient & nouveau du fait que I'on inverse localement rvp(\,H(r)) qui
est une fonction analytique. De plus (8.18) et (8.21) restent toujours

valables; on en déduit que Mr) croit strictement en r.
Définissons Tq=1/1(s). Nous allons estimer ITEy-T O1. On sait:
(8.39) TSvvp(s,H(TSv)=TOI(s) =1
donc
(8.40) |TSv-TOI/ITOI=1vp(s,H(TsVv))-1(s)|/|vp(s,H(TSV))].

En utilisant (8.5) et en intégrant (8.14) en r, on obtient, pour h assez petit
(dépendant de y),
(8.41) Usv-ToliHTolp-VAv-VVh.

Nous allons maintenant démontrer les estimées annoncées pour Mr).

Par la Proposition 7.1, on sait
(8.42) a*(vp(\,H(r))) =a*(1tt)MI +g(\,r)),
ou, grace a (8.5), g vérifie uniformément pour rED”nR+, \€[s, + oo( et

pour h suffisament petit (dépendant dey),
(8.43) |ga,r)|<p- k"<sBv-y)/he

Ceci associé au Lemme 8.3, a (8.17) et a (8.18) nous dit alors que,
(8.44) 0+g,(r))-31(ia(r)))-3ra(r))=-r-2,

ou gj verifie (8.20). Or on sait que Mr) est bijective et analytique réelle
pour r dans Dfln R +. Donc pour (r,r')€(D~nR+)2, en intégrant (8.44)

entre r et r', on obtient
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(8.45) ia(r))-1(\(r"))=(1 +92(r,r,))-((r,-r)/rr'),

oll g, vérifie uniformément pour (r,r')€(D~nR+)2 et pour h suffisament
petit (dépendant de y),

(8.46) 1g2(r,r')l <p_le“(s6V_y)/h.

Alors, en posant u=(r-T£y)/f(h), on obtient,

(8.47) J(\(r))-J( Mr/))=@Q+g2(r,r,))-Vol(T)(u-u)/((u+TSv)(u'+TSv)).

Maintenant pour obtenir les estimées annoncées, il suffit de prendre u'=0

et on en déduit, par le Lemme 7.2,
(8.48) si u=(r-TEV)/f(h)—*0+:
si n=3: (\(r)-s)/f(h) =(+0(l))-C3(h,r)-u2,
si n=4: (\(r)-s)/f(h)=-(1 +0(1))-C4 (h,r)*(u/log(u)),
si n>5: (Mr)-s)/f(h) =@+ 0(1))*Cn(h,r)-u,
avec Cn(h,r) vérifiant que, pour tout y >0, il existe hy>0 tel que pour
hc]O,hy[ et pour tout reDAnR-*-,
(8.49) (*) pour n>5;
ca(hr)=(-9 x()j  s)-1-(VoIT(I(s)f(h))2HL+ Oce (s 6v-y)/h))f
(**) C4(h,r) = (VoIT(I(s)f(h))2/(4Tr2Ds(0))))-(1 + 0 (e" (s6V-y)/h))f
(***) C3(h,r)=(VolT(I(s)f(h))2)2/(25Tr4 Ds (u))2)-(1 +0(e" (s «v-y)/h)).
Placons nous maintenant dans le cas oll u—»+00 alors v=r/f(h)—» +00,
donc en utilisant exactement le méme raisonnement que dans le cas de la

dimension let 2, on obtient,

(8.50) quand u—»+o00, \(r) =s+ (I +0(1))-r.
L'estimée (8.30) dans le cas reDhn]C _1f(h), + oo[ s'obtient de la méme

maniére que pour n=1 ou 2. Nous allons a nouveau préciser les "X pour

lesquels il peut exister v dans [-1(™)HH(r)Il 00.K'X) IH(r)ll tel que v-r=1.
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Nous savons que I(X) réalise une bijection décroissante en \ de [s, + oo[
dans ]0,1(s)]. Notons 1““1lsa bijection réciproque.

Lemme 8.5: Pour tout y>0, il existe hy>0tel que pour tout
h€]0,hy[, si I(\)|H (r)|M|r|21 alors r>T£V=défpe(ssv-y)/h.(i(9)-1 et
X<1”ke~r*v”V)/hp/r)B

Preuve: La démonstration de ce lemme est exactement celle du Lemme
8.4 mis a part le fait que I'image de I(\) est bornée donc si r est assez
petit, I'équation (8.32) est toujours satisfaite.

[

Comme (8.34) reste valable dans ce cas, par le Lemme 8.5, on obtient
(8.35) exactement comme dans le cas n=1 ou 2.

Pour achever de démontrer le Théoreme 8.2, il suffit de remarquer

que, si n>5, alors (s—U(©))—"est dans LT) ce qui associé a la
Proposition 7.1, nous dit 1est valeur propre de ran(TG/)’ donc s es*

valeur propre de ©t $v*

(|

Pour obtenir les Théoremes 1.6 et 1.7, il suffit de faire le changement
de variable r=b(t). Alors comme Mt) =défX(b(t)) est une valeur propre
simple de P?, si est un vecteur propre unitaire associé a \(t), en
dérivant la relation
(8.51) (Pt>pt|-*t)=\(t),
on obtient, pour tout teD(0,a(h)/8),

(8.52) 9t\(t)<1.

Puis, en se servant de I'encadrement (5.33), on déduit aisément les

Théorémes 1.6 et 1.7 des Théoréemes 8.1 et 8.2.
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Appendice:

Dans cet appendice, nous allons d'abord donner un exemple de potentiel
périodique pour lequel les hypotheses (H.1)-(H.3) sont vérifiées. Puis en
imposant des conditions de symétrie supplémentaires sur le réseau, nous

verrons que (H.5) est également Veérifiée.

Soit (up|<i<nune base de Rnet L=©i<j<nZui* Si x=£i <i<naiui» on
note ixl =~i<i<nlail » On note co la cellule de base du réseau. Soit alors
VEC°°(Rn), une fonction positive, L-périodique telle que: V(x)=0OoxelL.
Les puits de V notés Uj seront alors les points de L.

On suppose de plus que Hess(V)(0) est définie et positive, ou Hess(V)
désigne la matrice hessienne de V. Par périodicité, pour tout <xel,

IVV (00| =0 et Hess(V)(cO est définie et positive.

Pour t suffisament petit, on definit les e+ comme dans la partie 1. On
prend 0g une fonction positive dans C~dIQ jO telle que, pour x€EUoOfE /2>
(a.1) Oo(x)=£2/4.

Alors, si on note 0~ les translatés de Og par les points de L,
(a.2) V+EO(ELeO(>e2/4.

En le définissant commme dans la partie 1, Pg n'a qu'un seul puits {0} et

celui-ci est un minimum non dégéneré du potentiel. On peut alors appliquer

des résultats classiques (cf [HSjl], [S2]), a savoir que la premiére valeur

propre de Pq est simple et de plus, si on la note jjI, on sait qu'il existe
ro>M0>0 *els due:

(a.3) o'(PO)n[0,r0h] =g}

ot M=MOh+0(h2).

On constate que (H.1)-(H.3) sont vérifiées.
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Supposons de plus, que pour (<*,3)€LxL, d(UO,U”) =So implique
lcrf-31=1 et qu'il existe G, un groupe fini d'isométries lineaires de Rn, tel
que:

(i) Gagit transitivement sur Lj={o(€L; I<x| =1} c'est-a-dire que pour tout
(ot™eLjXLj, il existe geG tel que g(0O=3»
(ii) pour tout gcG et tout X€Rn, V(g(x)) = V(x).

Remarque: Le (ii) associé a la condition [V(x) = 0«=»x€L] nous garantit

que le réseau est invariant par G. De plus, chaque élément de Gréalise une

bijection de L dans L.

Pour geG, on note g* l'opérateur unitaire de L2(Rn) dans lui-méme
défini pour ueLZ(Rn), par g*(u)=u*g-1. On a, pour e suffisament petit,
que pour tout geG, g(Uofer=uOfe*

On construit alors e 0= 1GI- Eg€G9*(®0) (°u est le cardinal de G);
c'est une fonction positive dans CCfllo £) telle que, pour xEUO>E/2»
(a.4) e0x)=e2/4.

On note 07 les translatés de 0O pour ciel et on définit I'opérateur
Pg=P+EE N Ot. POn'a qu'un seul puits {O}et celui-ci est un minimum

non dégénéré du potentiel. Les opérateurs P~ vérifient alors les mémes
propriétés que les opérateurs P” construits ci-dessus. De plus, on a, pour
tout geG:
(a.5) g*® Po™Q») po 9*®P0(9*) ~"=P.

On note alors >Pq, le vecteur propre réel positif normalisé associé a
I'unique valeur propre de Pqg dans [0,rQh]. Comme >Po>0» pour tout 9€G» on
a,

(a.6) g*(>p0)=>Po-
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De plus pour <X€l et g€G, si ‘COi(x) =u(x-cO pour ucL2(Rn), on a

(a.7) g»*'t0(#(g*) "= tg(oO’

(On trouvera d'autres constructons de ce type dans [HS]2].)

Or comme G agit transitivement sur {<X€L; x| =1} pour loiI=1£1 =1, il
existe geG tel que g(oO=$ donc

(a.8)

FRe 1 0>= I o TP ~= [tef Oig~ 0X o1t(9*) 1
= (1TF'P o 1tO(n'F'90)»
et,
(a.9) (TTF>pO I'r 3TTFPxp0) = (TTFV>0lg*<'Co<t#(9 *) " I7TFp>Po)
= (£Tf'Po I'C<*ttfpPo>
Les mémes relations sont valables pour la matrice de Gram. Donc si
désignent les coefficients de Fourier de u) calculés dans la partie 2, on a,
pour tout |x|=[$ |=1,
(a.10) moi=m™*.
Dans la partie 82, nous avons vu que, pour tfel,
(a.1) mO(= SO0<0+w<x,0+ 5(exp(-d£(0<,0)/h)),
avec,
(a.12) wOjo=" V2((3Pc<I*y "oey)Po)+" y  ctQXW<* \AP@"*
Ceci nous dit, qu'il existe 0 0 telle que, pour I<x| >1,
(a.13) [mO(|sCe"iso+ (l«I+0/C)/h)>
Nous allons maintenant estimer rrv pour |<x| =1 en suivant la méthode
de Helffer et Sjostrand [HSjl]. Remarquons que, d'aprées la section 2 et
(a.1l1), pour estimer m”, il suffit d'estimer w” q. Soit r I'hyperplan

{Xx€ERnN; Ixl = |x-«]|}; notons r + ={x€RN; |x]| > |x-cX]|} et r~ ={X€RN;

IXI < |x-0<1}. De plus, on notera nla normale ar orientée vers 0.



A4

Alors,
(a.14) No®y>"0)=-Jk"N>or(Ey ?io0y)>Podx
=-Jr+Por<By Toey>\Modx Xr-\ax (2 5io0y o dx-
D'apres ce qui a été dit sur la localisation des C9y)y£| dans 82»”" existe

OO telle que,
(a.15) Jr-ya-(Ey2o0VyodxlsCe_ (So+l/C)/h-

(a.16) ljr +'pc((Ey ¢ «eyJ-iPodxlsCe-tSo+l/tt/h,
De plus, comme >po est vecteur propre associé é >l pour Pq,

(a.17) - Jr+>Por<Ey "oey)"Podx=Jr+Poc<p"M)>Podx

=-h 2Jr +>porA>p0dx + Jr +>p0<-(V-jJO"Podx-

Donc, par la formule de Green,
(a.18) -1 r+W (% T7'00y)>Podx=~h2Jr”~orv”~o~3>o'v>Pc<),n)do'+
-h2X +70-AxpQdx+J +or(V-)-=Podk
=-N"Jr~cT VM0->p0-V>poi)-n)do'+h2Jr +>po-(Ey Zo(ey ) Po(dx»
car>p<x est vecteur propre associé a XL pour P~ (ici, do* désigne la mesure

de surface surr.)

De méme, par symétrie sur 0 et a,
(a.19) -IJr *0j 9% ~<x0y)’*Podx=

-h2Jr ((->po(-V>po +>po -V>po()-(-n))do'+h2Jr ->Po (% ~O0y)-")o(dx-
Donc, par (a.11-12), (a.15-16), (a.18-19), il existe C>0 telle que
(a.20) |mc<+h2Jr (>p0(-VV)0->Po-v>P«)-n)da'l <Ce_<so+1c)/h.

Puis le terme h2Jp(('90<-V'90->Po-V>prt)-n)do' s'estime comme dans
[H.Sjl] grace aux estimations B.K.W obtenues pour les fonctions propres 'jq
ety au voisinage des géodésiques minimales de la métrique d'Agmon. On

obtient qu'il existe meN tel que, pour h assez petit
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(a.21) h12/c<|mQ|-eso/h<Chl~m/2.

D'aprés la partie 2, on sait,

(a.22) ci(e)=Eoi€Lm ~e”"O0,

avec, d'aprés (2.20), mO(=m _0<pour ctzl.

Donc, on a,

(a.23) cli(0)=mo +s € €| _mo(cos(o<e).

Sous cette forme, en utilisant (a.13), (a.21), on a

(a.20) cii(e) =mO+2-mUI(El<i<ncos(Uie) + E [0(] > Qcos(o(e))

ou sont tels qu'il existe C>0 tel que, pour h suffisament petit,
b~ <e- X <ch>e-l«I/(Ch).

Sous cette forme, on vérifie aisément que, pour h suffisament petit, ci

satisfait I'hypothese (H.5).
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