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Abstract

This thesis in on three parts.

1. Uniqueness in Cauchy’s problem

For this problem, the pseudo-convexity is a crucial hypothesis. We
study the construct to counterexample when this hypothesis is not verified,
or uniqueness with assumption of weak pseudo-convexity.

2. Nodal set

We study the Hausdorff dimension and the capacity of nodal set
to solutions of elliptic equations. We generalize results known for the
laplacian.

3. Regularity to elliptic problem

We give results of regularity, in a almost general frame, to solutions
of nonlinear elliptic problems with Sobolev critical exponents.

AMS Subjets classification (1985). 35 A 07, 35 L 80, 35 R 25,
35 J 20, 35 J 60, 35 B 65.
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Unicité du probleme de Cauchy.
Ensembles nodaux.
Régularité des problémes elliptiques.

Résumé

Cette thése se compose de trois parties. La premiere traite de I’unicité
du probleme de Cauchy. La deuxiéme concerne l’étude des ensembles
nodaux des solutions d’équations elliptiques. La troisiéme est une étude
de la régularité des solutions d’équations (et de systemes) elliptiques avec
exposants critiques de Sobolev.

1. Unicité de Cauchy

Décrivons tout d’abord le cadre ou se situe I'unicité du probleme de
Cauchy.

Soit Q un ouvert de R", soit P(z,D;) un opérateur différentiel
d’ordre m & coefficients C°°, on note p(z,{) le symbole principal de
P. Soit zog € Q et une surface C>®, S passant par zo et définie par
¢(z) = p(zo) (dp(zo # 0). Le probléeme s’énonce alors :

soit u € C*° vérifiant Pu = 0 sur
u(z) =0 pour z € S_ = {x € Q/¢(x) < <p(:c.,)}

existe-t-il un voisinage w de zo tel que u =0 sur w?

Une propriété plus faible appelée unicité compacte est aussi étudiée
et s’énonce :

soit u € C*° vérifiant Pu =0 sur (2
S_Clsuppu et SN suppu = {zo}

existe-t-il un voisinage w de zo tel que u =0 sur w?

Les résultats les plus importants pour !’unicité sont ceux de
CALDERON [8] et ceux de HORMANDER [12]. (Voir ZUILY [27] pour trou-
ver la plupart des résultats sur ’'unicité.)

Décrivons succinctement le résultat de Hormander qui généralise
celui de Calderén. Notons ( = £ + ivdp(z), € € R*, v € R, et
P~(2,€) = (2, + tydp(x)). On dit que S est strictement pseudo-convexe
pour P si pour tout (z,({) vérifiant

p(z,¢) = {p,p}(z,{) =0
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alors

siy=0 Re{p{p,p}}(z,£) <0
si y#0 %{57,p7}(x,C) <0.

En fait cette hypothése n’est pertinente que si ’on suppose que P est
principalement normal, c’est-a-dire

il existe C > 0, pour tout z € Q0 et tout £ € R",
{p,P}(=,6)| < C Ip| [¢]™
o p(z,£) = p(z,€).
Dans ce cas quand v tend vers 0, -—1—{1'5,,, P~} converge vers

224
Re{p, {p,#}}-

Sous ces deux conditions HORMANDER [12] (voir également
HORMANDER [14], LERNER [15]) a démontré que P vérifie la propriété
du probleme de Cauchy par rapport a S.

Un certain nombre de contre-exemples a 1’unicité sont connus, voir par
exemple P LIS [17], [18], [19], DE GIORGI [10], COHEN [9], HORMANDER
[12], [13], ALINHAC-BAOUENDI [2], ALINHAC-ZUILY [3]. ALINHAC [1] a
donné les premiers contre-exemples montrant que les hypotheéses géométri-
ques de Hormander sont pratiquement nécéssaires. Sans entrer dans les
détails, ALINHAC [1] a démontré que ’hypothese de principale normalité
est essentiellement nécessaire. (Voir également [20] et SAINT RAYMOND
(23],

Pour les caractéristiques doubles, il faut distinguer plusieurs cas selon
que p est a ccefficients réels ou a coefficients complexes (par exemple
dp A dp # 0) et les cas des caractéristiques réelles et complexes (au
sens v # 0). Dans le cas p réel et avec une caractéristique double
réelle ALINHAC [1] a prouvé que la pseudo-convexité est essentiellement
nécessaire (voir également SAINT RAYMOND [21] et BAHOURI [4]). Pour
p complexe et une caractéristique double réelle SAINT RAYMOND [22],
sous une hypothése beaucoup plus forte que la négation de la pseudo-
convexité, a construit des contre-exemples a l’unicité. Dans I-2 on a
prouvé que I’hypothese de pseudo-convexité est pratiquement nécessaire
pour que des problemes perturbés possedent 'unicité (on perturbe P et
la surface S). En fait ce cas n’est pas encore bien compris. Pour les
caractéristiques complexes doubles ALINHAC [1] a construit des contre-
exemples a l'unicité. Dans I-2, on a prouvé que si p est a ccefficients
analytiques alors on peut se ramener au cas du théoreme de Alinhac. Ce
qui rend pratiquement nécessaire ’hypothese de pseudo-convexité dans ce
cas.

Il existe néanmoins un certain nombre de cas qui ne sont pas traités
par les théorémes ci-dessus. Dans I-1, on a démontré que pour un opérateur
d’ordre 2 a coefficients réels alors

p(z,§) = {p,p}(z,£) = 0= {p{p,¢}}(,£) <0
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entraine I'unicité compacte. Sous une hypothése aussi faible 'unicité n’est
pas toujours vraie comme I’a démontré BAHOURI [4].

Dans I-3, on a étudié des opérateurs hyperboliques faibles non effecti-
vement hyperboliques. Dans ce cas les caractéristiques sont doubles mais
la situation géométrique est supposée simple (les caractéristiques forment
une variété sur laquelle la forme symplectique est de rang constant).

On trouve dans le cas involutif des opérateurs possédant ’unicité mais
pour lesquels le probleme de Cauchy est mal posé. Dans le cas non involutif
la situation est moins claire et on ne démontre que de I’unicité compacte.

L’article I-4 a un réle a part dans ce contexte. Typiquement on
regarde ’'unicité pour O+ V(z),ou V est C°°, par rapport a une surface
p(z) =0(0 = 82 —A;). V ne dépend pas du temps et cela permet de
se passer d’hypothese de pseudo-convexité sur ¢. Ce résultat s’applique a
la théorie du contréle par 'intermédiaire de la méthode que LIONS [16] a
appelé “Hilbert Uniqueness Method”.

2. Ensembles nodaux

Soit M une variété riemannienne compacte et A le laplacien sur M,
si u est une fonction propre de A l’ensemble {u = 0} est un ensemble
nodal de M. En fait I’étude réalisée se place dans un cadre un peu plus
général. Soit 2 un ouvert de R™ et A un opérateur elliptique (a ccefficients
Lipschitziens) et soit » une fonction non nulle (supposée C'*¢ dans II-1
et H! dans II-2 et II-3) vérifiant |Au| < C(|u| + |Vul).

Dans II-1 et II-2, on démontre que la dimension de Hausdorff de
{u =0} est n — 1 et celle de {u = 0, Vu = 0} est n — 2. L’article II-3
précise que dans ce cas {u = 0} est réunion dénombrable d’ensembles
de mesure de Hausdorff (n — 1)—dimensionnelle finie, avec un résultat
analogue pour {u = 0, Vu = 0}. L’article II-3 est principalement consacré
a I’étude de I’ensemble {Vu = 0} ou u vérifie

|[Au| < C |Vuy| .

On démontre que {Vu = 0} est une réunion dénombrable d’ensembles
de mesure de Hausdorff (n — 2)—dimensionnelle finie. On en déduit que
{Vu = 0} est de capacité nulle. Cette propriété a permis a3 SALAZAR
[24] d’étendre ses résultats obtenus pour le laplacien. La technique de
démonstration repose sur les idées de CAFFARELLI et FRIEDMAN [6] et[7].
(Voir HARDT et SIMON [11] pour des améliorations.)

3. Régularité des problemes elliptiques

Le probleme de régularité de solutions de problemes elliptiques
avec exposants critiques de Sobolev intervient naturellement dans des
problémes provenant de la géométrie (voir BREZIS et CORON [5],
TRUDINGER [25], WENTE [26]). L’étude de ce type de problemes nous
a amené a considérer la régularité des solutions d’opérateur linéaire d’or-
dre 2 & coefficients dans des LP avec p = n pour les termes d’ordre 1

3



n . 2’ \
et p= 5 Pour les termes d’ordre 0. Les espaces LP sont bien adaptés a

I’étude des termes non linéaires.
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UNICITE DE CAUCHY POUR DES
OPERATEURS DE TYPE PRINCIPAL

Par
NICOLAS LERNER ET LUC ROBBIANO

Introduction

Nous donnons ici des conditions suffisantes d’unicité de Cauchy et une condition
nécessaire et suffisante d’unicité de Cauchy ‘“compacte” (cf. (0.2)) pour des
opérateurs différentiels de type principal & coefficients C~ réels.

Etant donnés un opérateur P et une hypersurface orientée S, P posséde I'unicité
de Cauchy par rapport a S si les conditions

Pu=0, suppucCS.

(©.1) impliquent u =0.

Nous dirons que P posséde 'unicité de Cauchy compacte par rapport a S si les
conditions

Pu=0, suppuCS., suppu NS compact
0.2) impliquent u =0
(cf. le paragraphe 1 pour des définitions précises).

Rappelons brievement, dans le cadre présent, le résultat de Hormander ([9] th.
8.9.1) sous I'hypothése de pseudo-convexité ([9] déf. 8.6.1) (on pourra consulter
également Zuily [15]); si les bicaractéristiques (nulles de p) tangentes a S en xo sont
‘“strictement convexes tournées vers S_"°, alors P posséde l'unicité de Cauchy par
rapport a S. Par ailleurs, Alinhac [1] a prouvé que, si en un point x, de S, il existe
une bicaractéristique tangente ‘‘strictement convexe tournée vers S.’’, alors on
peut trouver a € C~ telle que P + a ne possede pas I'unicité de Cauchy.

La condition nécessaire et suffisante utilisée ici pour le probléme (0.2) examine la
position des bicaractéristiques tangentes a une famille d’hypersurfaces sur tout un
ouvert et demande qu’elles soient ‘‘tournées vers S_ au sens large”. On dégage
ensuite des conditions suffisantes pour le probleme (0.1) dans des cas ot il n’y a pas
“trop”’ de bicaractéristiques tangentes 2 un ordre strictement supérieur a deux (cf.
également Bahouri [4]).

La méthode employée repose sur un calcul symbolique avec grand parametre qui
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permet d’établir une inégalité de Carleman [6]. Ce point de vue est proche de celui
de Treves [13] puis de Menikoff [10] qui utilisent des opérateurs pseudo-
différentiels du type p(x, D, — i | D, |¢'(x)) (p(x, D.) est 'opérateur P, ¢(x) = ¢ (x0)
une équation de I’hypersurface); néanmoins, nous avons préféré a la manipulation
délicate de tels opérateurs (dont le symbole n’est pas C* a cause de |D,|) la
construction d’un calcul symbolique paramétré.

Nous tenons enfin a remercier Serge Alinhac qui nous a suggéré le corollaire du
théoreme.

Le plan de l’article est le suivant:

1. Les Resultats Principaux
1.1. Le cadre du probléme
1.2. Enoncé des résultats
2. Commentaires
2.1. Invariance des hypothéses
2.2. Position des bicaractéristiques tangentes
2.3. Comparaison avec la pseudo-convexité de Hormander
2.4. Lien avec le théoréme de non unicité d’Alinhac
2.5. Exemples
3. Calcul Symbolique Avec Grand Parametre
3.1. Définition des symboles
3.2. Calcul symbolique
3.3. Continuité L*
3.4. Inégalité de Garding
4. Preuve
4.1. Estimation sur les symboles
4.2. Estimation pour || Pu ||+ [|[(P,)* u||.:
4.3. Estimation de Carleman
4.4. Preuve du corollaire.

1. Les resultats principaux
1.1. Le cadre du probléeme

1.1.1. Soit P un opérateur différentiel d’ordre 2, a coefficients C~ pour la partie
principale, L. pour les termes d’ordre inférieur, défini sur un ouvert ( de R", de
symbole principal p(x, £), supposé réel, dont le champ hamiltonien sera noté H,.

Soit ¥ une famille d’ hypersurfaces orientées de (), i.e., la donnéee d’une classe de
fonctions ¢ € C7, réelles sur (2, de gradient ne s’annulant pas, équivalentes pour la
relation

(1.1) o~ qui signifie
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pour tout x de {}, il existe A(x)>0 tel que ¢'(x) = A(x)¢'(x) (remarquons que A
est alors nécessairement C~ car ¢’ ne s’annule pas).
On suppose que p est de type principal sur Q, i.e.,

le vecteur gg (x, £) ne s’annule pas sur )} X R"\0.

(1.2) Egalement, on fait ’hypothése que ¥ est non caractéristique
pour p, i.e., ‘
(1.3) {{p, ¥}, ¢} ne s’annule pas sur (2, ce qui est indépendant

du choix du représentant ¢ de .

1.1.2. On dira que P poséde I’ unicité de Cauchy compacte relativement a ¥ si la
propriété suivante est vérifiée.

[ Pour tout x, € Q, il existe un ouvert VCQ, x,E€ V, tel que,
pour tout voisinage W de x, inclus dans V, si

ueC*(W), Pu=0 sur W,
(1.4) <
supp u C {x, ¢(x) = ¢(x0)} et en outre

supp u MN{x, ¢(x) = ¢(x0)} CC W (compact inclus dans W),

L on obtienne u =0 sur un voisinage de x,.

On vérifie facilement que cette propriété ne dépend pas du choix du représentant
¢ de .

On dira que P posséde I’ unicité de Cauchy compacte 0-stable relativement a ¥ si,
pour toute fonction a € C*(f)), P + a possede Vunicité de Cauchy compacte
relativement a .

1.1.3. Soit P un opérateur différentiel d’ordre 2, a coefficients C~ pour la partie
principale, L™ pour les termes d’ordre inférieur, défini sur un voisinage () de
xo €ER", de symbole principal p(x, £) supposé réel, de type principal en x,. Soit S
une hypersurface C” orientée passant par x,, non caractéristique pour P, i.e.,
p(x0, No) #0 ou N, est un covecteur non nul du conormal a S en xo,. On définit
également S. ={x €, @(x)= @(xa)}, si S={x €EQ, @(x)= @(x0)} (¢C~ réelle,
@'(x0) # 0 fournissant une équation de ’hypersurface orientée S).

1.1.4. On dira que P posséde I'unicité de Cauchy par rapport a S pres de x, s’il
existe un voisinage V de x, tel que si

ueC(V), Pu=0surV, suppucCsS.
on obtienne u =0 sur un voisinage de x,.

1.2. Enoncé des résultats
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Théoreme 1.2.1 (Condition suffisante d’unicité de Cauchy compacte).

Soient P et ¥ comme dans le paragraphe 1.1.1. On suppose que, pour tout
(x, ) EQXR",

(1.5) p(x.£)=H,(¢)(x,£)=0 implique Hy(¢)(x,£)=0.
Alors, P posséde |’unicité de Cauchy compacte relativement a .

L’hypothése (1.5) ne dépend pas du choix du représentant ¢ de I (cf.
paragraphe 2).

Théoréeme 1.2.2 (C.N.S. d’unicité de Cauchy compacte).

Soient P et 3 comme dans le paragraphe 1.1.1, P étant a coefficients C".

Pour que P posséde I’ unicité de Cauchy compacte 0-stable relativement a ¥, il faut
et il suffit que (1.5) soit vérifiée.

Corollaire 1.2.1 (Condition suffisante d’unicité de Cauchy).

Soient P et S comme dans le paragraphe 1.1.3. Posons, S*(V') désignant le fibré en
sphére du cotangent T*(V),

(1.6) Zv ={(x, ) ES*(V), p(x, §) = H, (¢)(x, £) = o(x) — ¢ (x0) = 0},

ou V est un voisinage de x,. Alors, il existe un voisinage V, de x, tel que X, soit une
sous-variété de codimension 3 de S*(V). On suppose alors qu’il existe un voisinage
V de x4, V C V,, tel que pour tout p €E3.,

(i) Hie)(p)=0,
(ii) Hess Hi(¢)(p)z, <O si H(¢)(p)=0.

Alors P posséde I’ unicité de Cauchy par rapport a S prés de x, (cf. paragraphe 1.1.4).

(1.7)

2. Commentaires
2.1. Invariance des hypothéses

2.1.1. Invariance de (1.5).
Supposons que (1.5) soit vérifiée pour un représentant ¢ de la famille ¥ alors
elle I’est pour une fonction ¢ équivalente car, A étant nécessairement C~,

H,(¢)=AH,(¢) et Hi(¢) = AH(¢)+ H,(A)H, (¢) avec A >0.

2.1.2. Hypotheses du corollaire.
Remarquons que, pour ce corollaire, les données sont un opérateur et une

hypersurface et non pas comme précédemment un opérateur et une famille
d’hypersurfaces.

Lemme 2.1.1.

(a) Il existe un voisinage V de xo, tel que ., définie par (1.6) soit une sous-variété
de codimension 3 de S*(V).
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(b) =v ne dépend que de I’opérateur P et de |’ hypersurface S.

Preuve. Il suffit, pour montrer (a), d’établir que
dp A dH, (@) Ade A E#0

sur Ly ={(x,£)E VXR", p(x,£)=H,(¢)(x, &)= <P(x)_“ ¢(x0)=[£[’—1=0}. En
effet les vecteurs p;, {p, ¢}, & sont indépendants sur X car si

ape+ B{p, oYt v£=0

alors

ape- o+ B{p, el @t yE- =0
et

ape- €+ B{p, el E+y|EF =0.

Orp:-e:={p,p}=0=p =1p;- & etenoutre {p,p}:- £ ={p, ¢} =0,d’ou y =0car
£#0et B =0car p est d’ordre 2 non caractéristique, et par suite « =0 car p est de
type principal en x, donc sur un voisinage V assez petit de x,. Par suite, comme
e =¢(x), ¢'(x0)#0 donc ¢'(x)#0 dans un voisinage de x, on obtient
'indépendance des gradients.

Pour le (b), si ¢(x)= @(x0) est une autre équation de S, comme @(x)= @(x0)
équivaut dans un voisinage de xo a ¢(x) = @(xo) et que, sur S, ¢'(x) = A(x)¢’'(x),
A # 0, on obtient le résultat.

Montrons maintenant que ’hypothese (1.7) ne dépend pas du choix de I’équation
de S. Comme 2 ne dépend que de l'opérateur et de S, il suffit de prouver que,
supposant ¢(xo) =0, Hy(A¢)=0 en tout point de = si A(x0)>0. Or Hy(Ap)=
AH;(¢) sur = et on obtient (i). En outre si Hy(¢)(p)=0, p €X alors

Hess Hy(A@)(p) r,xm, v = A Hess H(¢)(p)r,cxT,
car (Hy(¢))(p) 1, =0 car Hy(¢)(p) =0 et Hy(¢)=0 sur Z.
2.2. Position des bicaractéristiques tangentes

Pour les théorémes, nous avons le lemme suivant.

Lemme 2.2.1. Soient P et ¥ vér.fiant les hypothéses du théoréeme 1.2.1. Alors
pour tout x,€Q, & ER"\0, si p(xo, &)= H,(¢)(xu, &) =0, la bicaractéristique
tangente issue de (x,, &) définie par (2.2) reste localement du **bon c6té”, i.e., vérifie

e(w(s)) = p(w(0)) pour s dans un voisinage de Og.

En particulier, si une bicaractéristique tangente a un contact d’ordre fini avec une

hypersurface de la famille ¥, nécessairement ce contact est d’ordre pair et du “bon
coté”, i.e.,
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p(xo, £0) = Hy(¢)(x0, &) =0, 1=1<2k
et H; (%0, &) <0.

Il est trivial de remarquer que, réciproquement si on suppose les
bicaractéristiques tangentes en ‘‘bonne position localement sur tout I’ouvert Q”
(i.e., pour tout x, € (), si p(xa, &) = H, (¢ )(x0, o) =0, on peut trouver £ > 0 tel que
|s|< e, e(w(s))= @(w(0)), ou w est définie pour (2.2)), alors I’hypothése (1.5) est
vérifiée.

Preuve du lemme. Remarquons tout d’abord que

(2.1) dp nd{p.e}#0  sur p={p,¢}=0.

En effet, supposant ¢ =t au voisinage de xo, (5, z)ERXR"™' un systtme de
coordonnées centré en x, de variables duales (7,{), on asur p=p;=0

d..;p = p;-di,
d..;p.=pw - d{ + prdr.
Or, comme p est de type principal on a p;, # 0, et comme par ailleurs p-- # 0 d’aprés
(1.3), on obtient (2.1).
Soit (X0, &) E QA XR"\0 avec p(xo, &)= H,(¢)(x0, &) =0. Considérons la

bicaractéristique de p issue de (xo, &), i.e., 1a courbe intégrale w(s) du champ
hamiltonien de p,

(2.2) w(s)= Hy(w(s5)), @(0)= (xo, o).

Posons t(x, £) = ¢(x) — ¢(x0). Comme p est de type principal, on a en particulier
dp # 0, et on peut écrire dans une carte locale symplectique centrée en (xo, &) (non
nécessairement homogene)

0
p=¢&, H"=a_x.’ (x,y,.&,7m)

étant un systeme de coordonnées symplectiques.
Or I’hypothese (1.5) assure que, dans tout un ouvert, voisinage de 0, en continuant
a noter t la fonction sur la carte,
a’t

-9 _ 0 impli 9t
g’—ax‘ 0 -implique ax’=0'

-t

Comme, d’apres (2.1), les gradients de &,, dt/dx, sont indépendants on a, soit
3°t/dxi #0, soit .9°t/dx,dy; # 0 pour un j, soit 3°t/dx,dn, pour un j.

Dans le premier cas, on a °t/dx; <0, cas classique de la pseudo-convexité qui
donne bien entendu une bicaractéristique tangente ‘‘tournée vers le bas des deux

2?0

cOotés”’.
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6x|¢9y|

2.3) On peut donc supposer #0.

Considérons I’équation
at
Fx_l‘ (xl’ AT OR"'Z ’ Olha Oll','.—‘) = O,
que I'on notera simplement
at _
ax' (x., y|) =0.

De (2.3), il vient I’existence d’une fonction 6, C~ réelle définie sur un voisinage de
Ow, telle que

S (xLy) = (01— 8 )rx,y),  0(0,0)%0, 6(0)=0.

Dans ces coordonnées, la bicaractéristique est (x,,0), et on a, comme ¢(0,0) =0,

x x

t(xy,0p2n-1) = fa—it—l(s,O)ds = - f 0(s)v(s,0)ds,

[\

et donc, comme 6(0)=0,
2.4) t(x,,0)= -ff Loxy(s) 1. (u)0'(u)v(s,0)duds.

Or (1.5) assure — 0'(x))v(x,, 8(x:))=0, et supposant »(0,0)>0 (resp. <0) on a
0'(x:) = 0 (resp. =0) sur un voisinage de 0. Comme |u|=|s|=]|x,| sur I'intégrant
de (2.4), on a, pour | x| assez petit, 8'(u) =0 (resp. =0) v(s,0)> 0 (resp. <0)eton
obtient

(2.5) t(x,,0)=0, pour x, dans un voisinage de 0,

ce qui signifie que les bicaractéristiques tangentes sont “‘tournées vers le bas des
deux coOtés”.

2.3. Comparaison avec la pseudo-convexité de Hormander [9]

(a) Rappelons la conséquence du résultat de Hormander [9] pour vn opérateur P
d’ordre 2 a coefficients C~ réels défini au voisinage de x,, de symbole principal p.
On se donne une hypersurface C™ orientée S, passant par x,.

Théoréeme (Hormander [9]).

On suppose que, ¢ étant une fonction réelle C~, ¢'(x0) #0, ¢(x) = ¢(x0) étant une
équation de S, pour tout &, ER"\0 tel que

2.7) p(xo0, §0) = H,(¢)(x0,6) =0  alors H(¢)(x0, &)< 0.
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On obtient que P posséde I’ unicité de Cauchy par rapport a S prés de x,, i.e., qu’il
existe un voisinage V de x, tel que

siu € C™(V), Pu=0 surV,
supp u C {¢(x) = ¢(x0)},
alorsu =0 prés de xo.

Remarquons que I’on obtient I'unicité de Cauchy et non pas uniquement I’unicité
compacte.

L’hypothése (2.7) de Hormander exprime que les bicaractéristiques tangentes a S
au point x, sont ‘““tournées vers le bas” avec un contact d’ordre 2.

(b) Il semble impossible en général de faire une hypothése en un seul point x,,
dans le cas ou il existe des bicaractéristiques tangents ayant un contact d’ordre
strictement supérieur a deux. Ceci est illustré par I’exemple suivant.

Dans R?, x = (¢, x,, x;) de variables duales £ = (1, £, £&;) on se place au voisinage
de 0=(0,0,0) avec ¢ =t. Posons

(2.8) p=1'+&L&+1(xi—x3) (& — &) + £l

Cet opérateur est a coefficients C~ réels, d’ordre 2, de type principal, non
caractéristique (1.3), et vérifie, pour ¢ ER'\0,

p(O, £)= H, (), §) =0 lmpllque
2.9) (Hi(¢)(0,£)<0)  ou
(H(@)(0,£)= Hy(¢)(0,£)=0 et Hy(¢)(0,£)<0).

En effet, le point - désignant la dérivation le long de la bicaractéristique ((2.2)) on
a,

t =27,
t=—2[(xi-x3)(&— &) + £,
£ =2[(4x3%;, = 2x, %) (& — &) +2(x1— x) (& — &) (& — £) - 2£.£1].

Pour x0=(0,0,0), & =(7,&,&)ERNO, p(xo, &)= H,(¢)(x0, £)=0 signifie 7=
§1§2=O.

Sit=&=0, £#0, on a H(p)= —2£<0.

Si T=§|=O, 52#0, on a

Hye)=Hy@)=0 et t=—4x3i—4£1= —4£5<0,

d’otr (2.9) est vérifié.

Néanmoins, dans tout voisinage de (0,0,0) sur S, on peut trouver x, £ ER*\0
avec
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p(x, &)= H,(¢)(x,£)=0 et Hy(e)(x,£)>0.
Il suffit pour cela de prendre 7 =¢,=0, & =1, x =(0,0, ), alors Hi(¢)=2a".
2.4. Lien avec le théoréme d’ Alinhac [1] |

Le théoréme 2 est en fait une conséquence du théoréme 1 (la condition est
suffisante) et du théoréme d’Alinhac [1] dont nous rappelons I’expression seule-
ment dans la cadre envisagé ici.

Théoréme (Alinhac [1]).

Soit P un opérateur différentiel a coefficients C* sur un ouvert ) de R", de symbole
principal réel p, de type principal sur Q). Soit S = {)(x) = ¥(x0)} une hypersurface C~
non caractéristique pour p passant par x, € ). Supposons qu’il existe £, ER"™\0 tel
que

p(xo, &) = H, (¥)(x0,£0) =0 et Hy(¢)(xo,&)>0.

Alors, il existe un voisinage V de x,, des fonctions a,u € C(V) avec supp u C
{¥(x)=¢(x0)} et (P+a)u =0 sur V.

Soit alors P et # comme dans le théoréme 2, tels qu’il existe (xo, &) € (2 X R™"\0
avec

p (X0, £0) = H, (¢)(x0, &) =0 et Hy(¢)(xo, £)>0

(i.e., (1.5) n’est pas vérifiée).
Posons ¢(x)=¢@(x)—|x — x0|*. On a

{p’ lﬁ}(Xo, fo) = {ps ¢}(x0a fo) =0

et
HY)(x0, £0) = HX¢)(xo, £0) > 0.

Comme J est non caractéristique, I’hypersurface S = ¢(x)= ¢(xo) est non
caractéristique car

{p, v}, ¥} (x0, &) = {{p, ¥}, @} (x0, £) # 0.

Les hypothéses du théoréme d’Alinhac sont donc réalisées pour p et . Par suite, il
existe un voisinage V, de x,, des fonctions ao, 4o € C"(Vs), supp uo C {¢(x)=
Y(x0)}, (P + ao)uo=0 sur V,. Donc P+ ao, ne posséde pas I'unicité de Cauchy
compacte par rapport a2 . En effet pour tout voisinage ouvert V de x,, il existe un
voisinage W =V NV, une fonction uo€ C (W), (P+aouo=0 sur W,
supp o C {§(x) = ¢(x0)} C {¢ (x) Z ¢ (x0)}, €t supp uo N {p(x) = o(x0)} ={x0} CC W,
avec uo, # 0 au voisinage de x,.
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2.5. Exemples

2.5.1. Pour I'unicité de Cauchy (Corollaire 1.2.1).

(a) Rappelons que si P est un opérateur différentiel d’ordre 2 de type principal a
coeflicients réels constants dans la partie principale, L™ pour les termes d’ordre
inférieur et S une hypersurface géométriquement convexe non caractéristique pour
P alors P posséde I'unicité de Cauchy par rapport a S (Treves [12] théoréme 5.3,
chapitre IV).

(b) Par contre I'opérateur (des ondes) D7+ D, D,, ne posséde pas I'unicité de
Cauchy (pour des termes d’ordre inférieur quelconques C*) par rapport a la surface
d’équation ¢t =0 (cf. [3], [4], [9] th. 8.9.4).

(c) Soit P un opérateur défini sur un voisinage de 0 dans R* a coefficients L=, de
symbole principal

p=1’+&&E+1(xi+x3) (& — &) — P&,

et soit S ’hypersurface d’équation ¢t = 0, (¢, x,, x.) étant des coordonnées locales et
(7, &1, &:) des variables duales.

Le corollaire 1.2.1 implique I'unicité de Cauchy pour P par rapport a S pres de
(0,0,0). Remarquons qu’au point (0, 0, 0) il existe des bicaractéristiques tangentes a
S a I'ordre 4 exactement et qu’un résultat de pseudo-convexité ne peut s’appliquer
a priori ici.

(d) Soit P un opérateur défini sur un voisinage de 0 dans R*, a coefficients L~, de
symbole principal

p=r+E+E-E+1t(x+H i+ x)EF )+ E] OGN+ 6+ E),

¢t soit S I’hypersurface d’équation t =0.

Le corollaire 1.2.1 implique P'unicité de Cauchy pour P par rapport a S pres de
(0,0,0,0) dans R*. La remarque du (c) est valable ici également.

(e) De maniere plus générale, soit P un opérateur défini sur un voisinage de 0
dans R", a coefficients L™, de symbole principal

n—1 n—i

p=r+Se- S (3 0) 36+ S 6] creng o,

i=1 j=1

ou R(t x) est une matrice C™ (n —1)X(n —1).
P vérifie les hypotheses du corollaire 1.2.1 pour I’hypersurface d’équation ¢ = 0.

2.5.2. Pour l'uncité de Cauchy compacte (Th. 1.2.1, 1.2.2).

(a) Un opérateur a coefficients L™ de partie principale D;+ D, D,, dans R’
possede I'unicité de Cauchy compacte par rapport a la famille d’hypersurface ¥
données par la fonction ¢t. Néanmoins cet opérateur (perturbé par une fonction
a € C7) ne posseéde pas I’'unicité de Cauchy par rapport a I'hypersurface d’équation
t =0 (cf. le paragraphe précédent 2.5.1 (b)).
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(b) Considérons un opérateur P a coefficients L™, défini sur un voisinage {1 de 0
dans R®, de symbole principal

(2.10) p=r’t&L&E+ EHH((+H )6+ EFE),

les variables de R* étant x = (, x,, X2, X3), et leurs variables duales ¢ = (1, &, &, &).
Comme p est de type principal en Or+, on peut choisir ) de sorte que p soit de type
principal sur ). Soit # la famille d’hypersurfaces orientées de () donnée par ¢ =1,
clairement non caractéristique (1.3) pour p.

(1) Le symbole p vérifie les hypothéses du théoréeme 1.2.1 car si p(x, &)=
H,(¢)(x,£)=0,0n a

Hi(e)= -2L*=0 avec L =(1+x,)&i + &+ &

(ii) Le symbole p vérifie, pour (x,£)EQXRNO, p(x,&)=H,(¢)(x,£)=0
implique ‘

(Hi@)(x, §)<0) ou (Hie)=H)¢)=0 et Hye)<0)

(i.e., les bicaractéristiques tangentes sont tournées du bon c6té a un ordre = 4).
En effet, le point - désignant la dérivation le long de la bicaractéristique de p

t =21,
t=—2L%
f=—4LL,

= -3L"-4LL,

et par suite si p=H,(¢)=0, i.e., r=&&+ £3+tL* =0, soit L#0 et £ <0, soit
L=0ett=F=0 avec t<Ocar alors L = £,£,#0 (sinon 7 = £, = & = & = 0).

(iii) En tout point voisin de 0, on peut trouver des bicaractéristiques tangentes a
’ordre 4 exactement, de sorte qu’aucun résultat de stricte-pseudo-convexité n’est
applicable ici. En effect pour

x = (t, x1, X2, X3) € (2,
E=(16,£,6)=0,1, - £, 8)
avec
&E-&6—-(1+x)=0

(qui posseéde des racines réelles en &; pour x, assez petit), on a

p=H,(¢)=He)=Hy¢)=0 et Hy¢)<O.
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3. Calcul symbolique avec grand parametre
3.1. Deéfinition des symboles

Définition 3.1. Soit [1=Zp>86=0, m €ER.

(i) On dit que a(x, & y)E XS, si:

@) a(x, &y)ECT(R"XR"XI), ou I =1, + ],

(b) pour tout «a EN", BEN", A EN, il existe C=0 tel que: pour tout
(x,§v)ER" XR" X,

3.1 |820%0%a(x, & v)| = C(y +| &y~ eeislel

(i) On dit que a(x, & y)E ™, si:

(@) a(x,§v)E C'(R" XR" X1I),

(b) pour tout a EN", B EN", A EN, pour tout N €N, il existe C =0, tel que:
pour tout (x, £ vy)ER" XR" X I, '

(3.2) |9598d%a(x, & v)I=C(y+|€|) ™

Pour a(x, & y)E X, on peut définir des semi-normes:

d:98d%a(x, & v)
33 wea(@)=  su 2_s oy A = L
(3.3) Pasa(a) | (x'h)e(g")le (y + [E])" PRl

pour a EN", BEN", A EN.

Remarque. Il est important, pour le calcul que nous allons développer, de
remarquer que les semi-normes sont indépendantes de v, et que y est supérieur a 1.

On dira qu’une famille de symboles (a;);es est bornée, si: pour tout a € N",
B EN", A EN, il existe C =0, pour tout j € ¢ tel que:
Pasa (@)= C.

Définition 3.2 (Symboles multiples).

Soit 1=Zp>86=0, (m,m’,m”")ER". On dit que a(x,y, &7, ¥)EZT, ™ si:
(@) a(x,y,&n,v)EC((R") x ),

(b) pourtouta, EN", a, EN", B, EN", B, EN", A EN, il existe C =0, tel que:
pour tout (x,y, &1, v)ER") X I,

|85193:0819%:0%a(x, y. &, v)|
S C(y &))"y + [ )™y + [ €]+ [ |ymoimdesi,

Remarque. Soit a(x, & y)E X, posons: a,(x, &)= a(x, £ v), pour chaque
y=Z1lonaa,(x,£&)ES];.

On rappelle que: pour 1Zp>8=0, m €R, a(x,£)E S si:
(@) a(x,£)€ C"(R" XR"),



44 N. LERNER ET L. ROBBIANO

(b) pour tout «a EN", B EN", il existe C =0 tel que:
pour tout (x, £) ER" X R",
|379%a(x, &)|= C(1 +|&|)mretalal

Pour tout y =1, on peut donc définir un opérateur A, par la formule:

G4 Avu(x) = s [ a6 )i ()de
Pour chaque y =1, A, opére continiment de:

Z(R")— Z(R"),

F'R")— L'(R").
(3.5) On dira que A, € Op(Z,5).

On notera oa, (x,§,v)=a(x, & y).
On démontre facilement les propriétés suivantes:

Propriétés 3.1. Soit a(x, & vy)EZ]s, b(x, £ ¥y)EZ]s. On a les propriétés
suivantes:

(i) (a+b)EZ];, m”"=Sup(m,m’).

(i) abEIT™.

(i) S’il existe C >0 tel que, pour tout

(x, £ Y)ER" XR" XL, |a(x,&v)|=C(y +|£])"

alors 1/a €X,5%.
(iv) S’il existe C >0, tel que, pour tout

(x.&Y)ER"XR* XL, a(x,&y)ZC(y+i&)"

alors Vaeg 3y,
(v) Pour tout s ER, (v’ +|£))? € 3io.

3.2. Calcul symbolique

Définition 3.3. Soit (a;),e~n, une suite de symboles de X75.
On dit que a; converge vers a dans X si:

(i) a; converge vers a simplement,

(i) a; est borné dans X;.

Remarques.

(i) Une telle suite (a,) converge vers a dans C*(R" X R" X I).
(i) a(x,&7v)EXD.

(iii) Si



OPERATEURS DE TYPE PRINCIPAL 45

4 1 A
i - ix§ 4 .
Alu (x) (211_)11 f € "a (x, ¢ ‘y)u(f)df,
A'u converge vers A,u dans ¥(R").

Proposition 3.1.

(i) X77 est dense dans 3.

(i) C5(R" XR" X I) est dense dans X5.

(iii) Soit m’'> m, alors X" est dense dans X.7s pour la topologie des semi-normes
de 37;.

(iv) Soit a; €37, j =0, m; suite décroissante tendant vers — . Alors il existe
a €373 tel que:

a— > a €3I

osj<k

a est unique modulo 3. On dit que a est la somme asymptotique des a;.
On notera a ~ X}, a;.

Démonstration. Pour (i) et (iii) on prend, x(& v) € Co(R" XR"); x =1 au
voisinage de (0,0). On vérifie facilement que la suite a;(x, & y)=
x(&l), vli)a(x, & v) converge vers a dans les sens (i) ou (iii).

Pour (ii) on prend, x(x, & v) € C5(R” X R" X R"). x =1 au voisinage de (0,0, 0).
On vérifie que la suite

a;(x, §v)=x (5§1) a(x,§,7v)
1711
converge vers a(x, £ y) dans X.

Pour le (iv), quitte a regrouper des a;, on peut supposer que m; est strictement
décroissante. Dans X5 on a une suite de semi-normes (p;x)xen OU

pi(a)=_Sup (pass(a))

la|+|B|+A Sk

(cf. (3.3)).

On définit b; € 37" tel que:

(@) b; = x(&/A;, v/A))a;(x, & v) pour une suite A;, et x € Co(R" XR), x =1 au
voisinage de (0,0). "
O=v=j-—-1,

(b) 4 p.._“(a,»—b;)éz—' pourogpéj_l.

Posons ¢ = £f_(a; — b;). Pour (x, £, ) fixés seul un nombre fini de (a; — b;) sont
non nuls. Donc, ¢, converge simplement vers a(x, £, y)soit k fixé et [ = k on a:

]
Pru(cr— ) = i_Z“ P (aj — b;)

A

1
,i Peu(@ =b)+ X peu(a—b)sC+27"

I=pn+
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ou C ne dépend pas de [, donc (¢ — ci )ien est une suite bornée dans 27§, donc
a —cx« €3%. En particulier (a — co) €23 donc a €373.

a— 2 a=a—c¢ tc— 2 ai,
0sj<k 0sj<k

Cr — 2 a; = Qx — 2 b,ezf:s,

0sj<k 0s7=k

ce qui termine la démonstration (I'unicité est triviale).

Théoreme 3.1.
(i) Soit A, € Op(Z;5s); A% désignant l’ adjoint formelde A,,ona A% € Op(.;) et

b ——
(,A;~Zmaga,a,.,(x,§,v)-

(i) Soit A, € Op(Zs), B, EOp(Zy). Alors A, °B, EOp(EL™) et

X
1 - -
UA,'By(x’ §’ 7) -~ Z W 350‘," (x$ f, ‘)’)3,0’37 (x’ f, 7)-
Soit a(x,y, & n,y) € Co((R” )‘\X I) on définit a(x, & y) de la fagcon suivante:

3 1 D
a(x, §,v)=(2—7,7:” a(x,y,&mn,v)e' * " Odydn.

Il est clair que Co((R")*xI) est dense dans X];""™, c’est-a-dire: pour tout
a €37 ™, il existe (a:)ien une suite de C5((R")* % I) telle que:

(i) a/ converge simplement vers a.

(ii) (a:)ien est bornée dans 37"
(La démonstration est identique a la démonstration de la proposition 3.1(ii)).

Théoreme 3.2 (Contraction des symboles multiples).
(i) L’application de 2735""™ dans X7,™"™ qui a a(x, y, & 1, v) associe a(x, &, v)
est séquentiellement continue.

(ii) Pour tout a €3J7"™, on peut donc associer a € 37;™ "™ . De plus a admet un
développement asymptotique :

i
a!

dydaa(x,y,.&n,v)
y=x
n=§

d(x,f,v)**Z;rla

Le théoréme 3.1 est une conséquence directe (comme dans le cas des classes S.s
du théoréme 3.2.

Démonstration du théoréme 3.2. On va d’abord démontrer le (i) du
théoréme 3.2. Dans le calcul qui va suivre | est facile de voir que les constantes ne
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dépendent que des semi-normes de a. La convergence des suites et I'uncité de la
limite sont des conséquences du théoréme de convergence dominée de Lebesgue.
On rappelle que y =1. On a:

a(x,&v)= (2—,:,)7 jf a(x,x +z,& &+ 0,v)e “dzdo.
On vérifie facilement que:

93983%a(x, & v)=b(x, £ v).
ou b(x,y, & m, v) est une somme d’éléments de

S m-plBl.m=plB,l.m +5lal
[- ¥

avec |B|=|Bi+Ba|.
I1 suffit donc de prouver qu’il existe C, dépendant seulement des semi-normes de
a(x,y,&m,7v), tel que:

'd(x’ §1 7)' = C(Y +|§‘)m+m'+m-'

On pose:
(3.6) (v; €)=(y"+|€)"7,
(3.7) (&)=Q1+[£MN",

A, =3
i=1

Ge:)-

Posons L =[1+(y, &)’ |z ™ [1 - (v, £)**A,.]*. On a:

Le-iza = e-iza‘
Donc:
a(x,&vy)= (2—;)7 ff La(x,x+z,& €&+ 0,v)e *dzdo
-1
-y | B &0 e,
avec

B= ] [L+Cy; 1z PT (1= (y; €7 Ad)“(a(x, x + 2, & £ + 0, 7)) e “"dz.
En utilisant le fait que pour, 0=r =2k, on a

(3.8) (Y3 ) (v E+ )™ =1+ (y; )™ (y; £+ o),

on obtient
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|B Iéfll+('y;§)” |z Py €)™ (y; €+ o)™

(3.9) X{(y; E)H(y; £+ ) A +(y; )™ (y; E + o) )dz,
[Bi - Cly; )"y €+ ) (73 )+ (¥ E+ NV A +(y; E)*(y; £+ o))

pour k suffisamment grand.
Avec L'=(o)”(1—A.Y on a:

B= [ (@ (=AY 1+ 8712 FI* 1= (336 AT (a)e ™™ dz.
On démontre facilement que:
[+ (v &)z Y ]I = Cly; ) A+ (y; )| 2 ),
d’ou, en utilisant (3.8),
1B1= [ (o W+ (r; €712 P (v; " (rs €+ o)™

X{(y;E+ )+ (y; EN™ A+ (£)* (£ + o) )dz,
|B|= Cla) 4 {y;&)" " (y; £+ )" (y; £+ o)+ {y; &)
X (1+ (€Y (€ + o))

(3.10)

En utilisant (3.9), (3.10) et pour tout ¢t >0, inf(1,t)~(1+¢7')7", on a:

UBISCy; )"y £+ )V () H (Y E+ o)™

<+ g+ o) [ 14 e S |

a= f Bdo + I Bdo.

|lol&(yi€X2 loi<(y:€)2

Quand |o | <(y;£)/2, on a: (y;£) ~(y; £+ o), et donc:

|B|= Cly; £y j (1+<Y<"—§>>)da

lol<(y;:EX2 lol<(y:i€)2

G.11)
=Cemm [ (+loPyde

lol<1/2

Quand |o|=(y;£)/2, en utilisant I'inégalité (de Peetre), pour tout (& o, vy)E
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R"XR"XI, s €ER, on a:

(y; €+ o) =2""%(y; £) (o),

on a:

|B]=C(y;6)""""™B,

lol=(y;€)2

avec

B = C(‘)’;f)-&' I (1 +£1(%y§_;_‘_+'§_)_0;)_)"' (a.)l""l'*ZSk[l + <a,>2m—a)]-|do_

loi=(y;:6)/2

- m'|+|m*°|+ 1
sCyio [ ot e do,

lo|& (3602
et par suite
(3.12) = . £\—n+im'|+|m|+28k ~2j(1-5) Io‘l'"'"”'""*z"‘ d
) B = C(Y)f) p i2j(l-8) o.

lo|=1/2

En regroupant (3.11), (3.12), on trouve que d est borné par (y; &)™ ™™
La démonstration du (ii) n’est pas différente de celle de Unterberger [14] pour les
classes S_s.

3.3. Continuité L?

Théoréme 3.3. Soit A, € Op(Zo.).

A, opére continument de L*(R")— L*(R"). En outre, 3C = 0 indépendant de v, tel
que:

lAulo= Cllulo.
Définition 3.4. Soit u € H*(R"), on note pour y = 1:

(3.13) Julk, = [ (7 +1€Py la(e)Pde

Théoréme 3.4. Soit A, €0p(2;s), IC =0 indépendant de vy, tel que:
Yu€e H’'(R"):

”A’Iu ”l—m.y é C" u ",'7.

Démonstration du théoréme 3.3. On peut se restreindre a démontrer le

théoréme 3.3 pour u € (R"). On va montrer qu’il existe B, € Op(Z2,) et
Q, € Op(=77) tels que
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(3.14) B*B,+ Q,=M’id— A%A,,

ou M est un réel tel que, pour £ >0 et pour tout (x, & y)ER" XR" X [,
M?*=|oa (x, &)+ &7

Notons C = M’id— A%A,, on a:

oc(x,&y)=M’>—|oa, (x,&v)] modulo 3.¢7%,

posons bo(x, & v)= VM?—|aa,(x, & v)[, bo € s (propriétés 3.1(iv)).

Soit B, € Op(Z;.;) tel que og, = bo. Ona BB, = C + C, avec C, € Op(Z, ) et
Cir=0C..

Par récurrence, supposons qu’on ait, B;_, et C; tels que

B*\B,.,= C+ C,

avec C, € Op(z;js(ﬂ-é)) et C’ = C’., et Bi_,— B,E Op(z—(p—s)).
On cherche B; = B;_, + D;, ou D; € Op(Z,5*~®), et avec

(B + D?*)(B;-i + D;)= C + Cj.4,

Bitle + D?Bj-| = - c + Q+|.
Si on pose b,_, = 0s,_,, d; = 0p,, ¢; = 0c;, on a modulo 2§,
b,‘—|d,' + dj‘b,‘-] = —C;.

Posons

di(x, & v)= —53"_- xi (Y + €D,

xi(t)=0 si t =M,
=1 sit §2Mi’
x; € C~, M, choisi tel que b,_.(x, £, v)= /2 pour (v’ +|£[)2 = M,.
Soit D; € Op(Z,5°7®) tel que

op, = d; = —17;‘- xi (Y +[EH),

alors B; = B;_, + D; vérifie B*B; = C + C;.,, avec C;., EOp(Z, 4" *), avec C* =
C et B, — Bo€Op(Z,¢™®). (On a utilisé le fait que ¢; = ¢ + k avec k € 3,§*"*~®
car C5 = ().
En choisissant B, € Op(2;5) tel que o5, ~bo+di+---+d;+---,0n a
B*B,— M*id+ A*A, €5

Maintenant on déduit de (3.14), pour u€ F(R"), 0=(B3B,u,u)=



OPERATEURS DE TYPE PRINCIPAL 51

M |lulb— | Ayulls — (O,u, u), donc
AU o= M ull+ [ Qu flo]| 1 o
Or, si

Ou(x) = oy | e"a(x & vIa(©)de,

on a
qEX.
En particulier, VB, a EN", VM €N, 3C,sm =0, Vy = 1 tel que, pour tout (x, £):
|0805q(x. & v)|= Conm(y +]E)™

§ a. .M (1 + l§ |)_M’

donc q,(x, &) = q(x. £, v) est une famille bornée dans SV, d’aprés le théoréme de
Calderon-Vaillancourt [S].
Il existe C, indépendant de v, tel que

“ Oyu "0 § C ” u "0,

ce qui termine la démonstration.
Le théoréme 3.4 se déduit aisément du théoréme 3.3 en utilisant A, défini par:

(2117)n f e™(y'+|¢

Proposition 3.5 (Inégalité de Poincaré avec paramétre).

Soit u(x) € C5(R") a support dans une boule de rayon . Pour y Z1/8ett > s, on
a:

(3.16) Nul,=86""

(3.15) Au(x)= Y2a(€)déE.

u ”t.v-

Démonstration. On a |ull,=f(y*+|£])]a(€)’dE Soit v telle que
8 "v(x/8)=u(x), on a u(&¢)= 6(8¢). Alors

lulty= [ o +1ePr1s@erae =5 [ (v +|2[) 1senran
D’ou
3.17) lulks =577 [ (v8Y +1n P 16(n)Fdn;
or, on a

((v8) +[n Yy =((v8) +|n

%, car y6 = 1.
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D’ou, en utilisant (3.17),

lule, =87 [ 8 +Im Py 16Cn)Pdn = 57 uly,

ce qui acheve la démonstration.
3.4. Inégalité de Garding

Théoréme 3.5 (Inégalité de Gdrding précisée).
Soit A, € Op(ZTo), et a(x, & v) son symbole, on écrit a =a.+bou b €X',
Si an =0, alors: 3C =0 indépendant de vy tel que:

Yu € Y(R"),
(3.18) Re(A,u, u)+ Cllu[fm-iyz, = 0.

Pour la 4éme partie nous aurons besoin du corollaire suivant:

Corollaire 3.5'. Soit A, €O0p(RT,). IC=0, Ve>0, 3C(e), tel que,
Vu € Ci(B(0, £)),

(3.19) |Re(x;Au, u)| = Ce l|u “f..n_,‘*' C(e)llu "42»-—1)/2.7
(3.20) " XA u "" = Ce “ u “in.'y + C(e )" u "m—uz.y-

Démonstration du théoréme 3.5. Nous suivons la démonstration de
Cordoba-Fefferman [7]. Il est clair qu'on peut supposer a@ = d..
Posons:

t(x,y, &)= co| E]* + y*)™"* f e UePrYDHI=zEy =20 g (2, €, y)dz

—Alx— n - w x +
= coe M) ’2I e ?™"q (-——X—w, £, -y) dw,

2
ol on a posé A =Vy*+|£[.

On démontre aisément les lemmes suivants.

Lemme 3.5 (a).

—(€R+ ¥y 2z 2 0
€ 2\.1/2-

a(z,§,v)=e

Lemme 3.5 (b).
Soit a(z, & v) € 37o. On définit pour t €(0,1]:

b,(z, §’ ‘Y) = (' g IZ + YZ)nM f wae -(|611+12)|/2|w|2a(z — tw, §’ ‘Y)dw.

Alors (b.(z, £, ¥))icto) est une famille bornée de =7s'"V2.
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On peut alors en déduire que:
t(x,y, £ y)EIT:  (Définition 3.2).

Le théoréme 3.2 permet d’associer a t(x, y, £, v) un symbole, et donc un opérateur
T, € Op(27.2)- De plus on a:

Tu(x) = oy | €*t(x %, & V)i (€)dg

M (271)";' f e™3,0¢t(x, x, &, v )i (£)dé + R,u,

ou R, € Op(ETin).
Traitons la premiére intégrale, on a:

t(x,x, &, y)=t+t+1t,

avec
t, = CoA™"? f e *Pa(x, £ y)dw,
t»= CoA""? f e Py . d.a(x, & v)dw,
1
ts=CoA™? | e P f (1—s)dZa(x — sw, & y)w'dsdw.
0
On a:

th=a(xé y)coI e Pdw = a(x, & v).
En posant w = VAw, et ¢co = (m/2) "7,
h=a(x§&y),
t,=0 carj e " Pwdw =0,

LEIT! (il suffit d’appliquer le lemme 3.5 (b)).

Traitons la deuxiéme intégrale, on a:

(3, £7)= CoA™"(x = 2)e e [ o0 (E2Y— w6 ) dw

+% e“"";'z”A"’zf e *""3.a (—Xx ; -w,§, ‘Y) dw,

donc
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At(x,x, & v)= % *mj e ™ o.a(x —w, & y)dw.
En appliquant le lemma 3.5 (b), on a: d,t(x, x, & y) € 37, donc

afavt(x’ X, ga 7) € ;'.‘O_l-

Donc, on a: T,u = A,u + R,u, avec R, € Op(ZT:). Or

(Tyu, u) = j e' O A e MIxmz iy =2 g (2 & y)u(y)u(x)dxdzdédy

= j coa(z, & v)| Wu(z, & v)|dédz,

ou
Wu(z, & v)=A"" f e MR g (x )dx.

Comme dans Cordoba-Fefferman [7], W est continue de L*(R")— L*(R" X R").
Par suite (T,u, u) est positif. Donc,

(Ayu,u)+ (Ru,u)=0.

(Ryu, u) = (Aa-my2Rytt, A(m-1y2u),
et
Au-my2R, € Op(E112"™%).
Dongc, il existe C =0 indépendant de v, tel que:

Clltt flim-1y2.y = | Ry |fo.

(Ayu, u)+ C|lul[n-1y2, Z 0.
Démonstration du corollaire 3.5'.
Preuve de (3.19). Soit xy € Cy(R") vérifiant:
x(x)=1 si |x]|=3,
=0 si [x|=2.

On a:

Re(x;A,u, u)=Re ( X (f) x;A,u, u) .
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On a x(x/e)x; EXVs. Posons a =oa.,. Let symbole de x(x/e)xA, est
x(x/e)xa(x, & y)+r(x, & v) avec rEZT, .
Posons b(x, & v)= x(x/¢)xa(x, & v). On a, pour tout (x, £, y)ER")Y X I,

|b(x, & v)| =3¢ |a(x & 7).
Soit C >0 tel que, pour tout (x,& y)ERY X I,

C(Y’+|EP)" z3]a(x, & 7).
On a:

b(x, & v)+eC(y* +|£[)"" =0

et
—b(x, &)+ eC(y* +|£[)" z0.
En appliquant le théoréme 3.5, on en déduit (3.19).
Preuve de (3.20). On a, comme u-€ Cy(B(0,¢)), x;Au = x;A,x(x/€)u, et

x;A,x(x/€) est un opérateur € Op(X7%). En effet, si a est le symbole de A, et a.
une suite convergente vers a dans X7, ax € C5(R* X I), on a:

xasx (£) u= [ e x, 67 (L) uty)dyde
= [ e = y)an (5 £ vx (£) u(r)dyae
+ [ e (s & v (£) u(r)dyae
= - [ e Dyan (x, £ v)x (2) uy)dyde
+ [ e %a(x, 6 vy (L) u(y)dyde
=Bjex (‘Y) u+Ajeyx (1) u,

£ E

ou ost = — Dgar qui converge dans Z[y' vers —Dga. On en déduit que
xA,x(x/€) € Op(ST) et que

a‘lAvx(xlz)(xv ¢ 7) =xa (x’ g’ Y)X (f)

modulo 275",

La fin de la démonstration est identique a la démonstration de (3.19).
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4. Preuve
En utilisant essentiellement (2.1), on s’inspire de la preuve de [8].

4.1. Estimation sur les symboles

Lemme 4.1. Soient P et ¥ comme dans le paragraphe 1.1.1, Q, un ouvert
relativement compact, (), inclus dans Q, § une fonction équivalente a ¢ sur (,,

x ECaQ), x =1 sur Q,.
Posons

4.1) a(x, & v)=x(x)p(x, £ — ivd'(x)).
1l existe C >0 telle que, pour tout x € ), pour tout (¢£,T)ER" xR\(0,0), on ait

4.2) ;

Preuve. A cause de I’homogénéité de a, il suffit de montrer que le vecteur
da(x, £,I')/0¢ ne s’annule pas sur Q, % S". Sinon, on pourrait trouver (x;§IN)€E
Q,x S" avec

22 0| 2 ciler+m.

4.3) 0=§§ (£ r)=§§ (x, £ — iTY'(x)),

et par suite, p étant homogéne de degré 2 (#0), on obtiendrait de (4.3)
p(x, £ —iCy'(x))={p, ¥} (x, £ —iT¢Y'(x))=0. Or p étant de type principal (4.3)
implique I # 0; par suite, {p, ¢} étant de degré 1, il vient, comme p(x, &) est réel
{{p, ¥}, ¥}(x, &) =0, ce qui contredit ’hypothése (1.3) et donne le résultat.

Remarquons que, comme p(x, £) est un symbole réel de degré 2, on obtient, pour
YC”~ réelle, I'identité

[ P(x &~ TP ()= jiln § D)+ iTin §T),  avec
(4.4) « 6 £T) = p(x, )= 5 {{p, ¥}, ¥}x, £),
L J2A(x, &) = "{P’ l’l}(x, §)‘

Lemme 4.2. Soient P et X vérifiant les hypothéses du théoréme 1, xo € ). Il
existe un voisinage Sl de xo, o C (2, une fonction C~ réeiie ¢ équivalente a ¢ sur o,
des fonctions réelles a(x,&, 1), b(x, £ € C (o X S™), des constantes C,, C,, tels
que, pour tout (x; £, N)ENXS"

C‘ ljl(x’ fy r)|2+ Czljz(x, fy r)'2+ a(x’ fv r)jl(x’ fv F)
+ b(x’ §’ r)iz(xs f, r)+ {jhjZ}(x’ §1 r) g 0:

ou j, et j, sont donnés par (4.4).

4.5)
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Preuve. Comme d¢#0 sur (), on peut trouver un voisinage relativement
compact )’ de x, et un systéme de coordonnées (f,y) ER X R"™', centré en x,, tels
que ¢ =t sur (). Posons alors

At?
Y(Ly)=t— >

et

Q=0'N {(t,y),]t]<5}a‘-}.

On a, utilisant (4.4) et les variables x = (y,t) de variables duales & = (7, 1),
I’'identité

' FZ ”
h= p(y, L, 7)——2— p"(y’ L, 7)(1 - At)za

4.
(46) jr= =iy, b, m, T)(1 — Al),

Remarquons tout d’abord, qu’en utilisant (2.1), (1.5), on prouve qu’il existe une
constante C,, indépendante de A, telle que pour (x,£) EQ' X S"7', on ait

4.7) {p-, PH(x, &)+ Ci(lp(x, &)| +|pix £)]) =0,
ce qui donne pour (x, £)€E Q' x $™! avec pi(x, £)=0,
4.8) {p-.p}(x, &)+ Ci|p(x, £)| =0,

et par homogénéité la méme inégalité pour
(x,£)EQ’'XR" si pix, £)=0.
De (4.6), il vient I'identité

U j2d = A= A){p:, p}H(x, £) + A(pi(x, &)Y
(4.9)

” rz ” 4
+AT(1 - At)(pr(x, £)) + 5 (- At){p’., p}(x, &).
Par conséquent, pour (x; ) E Q% S™, il vient,

(4.10) J(x, £ =jxAx, §T)=0 implique {ji,j:} =0.
En effet, de (4.6), (4.9) il vient pour j, =j,=0,

Uit = (1= A0D{p:, p}(x, &)+ AT(1 - At)'(p- (x, £))

+% (1= At){pr., p}(x, &),

avec
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2

p;(x’§)=0v P(x,f)— 2 p"(x §)(1_At)2

D’ou, en utilisant (4.8) et la définition de (Q,,
. C
(i} = —‘2—1 |p(x, &)|

+ AT?(1 - At) [(p (x, &) o (1= At){p:..p3}(x, f)]
soit, comme j, =0,

b2 AT - A (0 (5,67 ~ 55 92 (. O]+ 15

A pt. 31,8

ce qui assure (4.10) pour A assez grand, car (p(x, £))’= o’'>0 sur I'ouvert
relativement compact (), »’ étant indépendant de A, ainsi que C,. En outre, des
identités (4.6), il vient

derji = pi(x, £)dr + po(x, £)dn —Tpr.(x, £)(1 — At)dT,
derjz = — (1= At)pr. (x, §)dr — p7y (x, £)(1 — At)dn.

Par suite si pour (x; £, E Qo X S™, ji(x, ET) = jo(x, £T)=0,0n a pi(x, &) =0, et
donc, comme p est de type principal p.(x, £) #0. Or p7.#0 (1.3), et on obtient
derji A derj2 # 0, ce qui avec (4.10) prouve le lemme 4.2.

4.2. Estimation pour | Pu||+|(P,)*u||
On s’inspire de la preuve de [8].

Lemme 4.3. Soient P, ¥ comme dans le paragraphe 1.1.1, ), un ouvert
relativement compact, Q, inclus dans Q,  une fonction équivalente a ¢ sur Q,.

Alors il existe 86> 0 et une fonction C(8)>0 définie sur )0, 8], tendant vers
I’infini quand 8 tend vers 0, tels que pour u € C5({),), diamétre supp u = 8 = §,,
yzé,

(4.11) I Pyullez +1[(Py)*ull: = C (&) ull:.y,
ou P, =e ™Pe™, |u|.., donné par (3.13).

Preuve. Comme les cocfficients de P sont L., cn obtient que {, est compact
inclus dans (), et qu’il suffit d’établir le lemme avec P, remplacé par I'opérateur de
symbole x (x)p(x, § — iv'(x)), x € C3(€), x =1 sur ..

Du lemme 4.1, posant a(x, & v)= x(x)p(x, & — iyy’'(x)), il vient 'existence de
C = C,> 0 telle que pour tout (x, £, y)E Q, xR" X[1, +®),

(4.12) 3 |24

j=1

Z Co(y’* +1£).

%
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Par ailleurs, comme polynome en &, y de degré 2 a coefficients Cg, il est clair que
a €33, (Déf. (3.1)). Posons A =a(x,D,,y). On a
[A. 5] [A. 5] = x5 [A* [A x5]]+ x5 [A, 5 ]A*+ A*x[x, A]

Par suite, pour u € ¥(R"), les normes et produits scalaires étant L’ sauf mention
explicite,

”[A~xi]“ ”2 = (x;B:u,u) + (A *u,[A, x; ]* xu) + (x; [x;, Alu, Au),

ou B, € Op(Ziy) (3.5).
Par suite, si supp u C B(0, £) C ,, on déduit du corollaire 3.5’

I{A x;JulP = Ciellulf,+ Ce)lullizy+ e(lA*ulF +[| Aulf)

2
+o {IA. x; 1* xu | + |1 x; [x;, A Ju

[},

C:(€) étant a priori non bornée quand & tend vers 0, mais bornée sur tout [a, + )
avec a > 0.
On obtient alors, réutilisant le corollaire 3.5,

A xJulF = Cellu iyt Coe)l|ulin,+ e (| A*ulf+ ] Aulf).
Par suite, si suppu C B(0,8), § =¢, si y=8', il vient de (3.16),
A, x]ulF =(Cie + Cue)d)ully+ e(NA*u P+ ]| AulP).
Or de I'inégalité (4.12), il vient, en remarquant que le symbole de [A, x;] est
(1/i)da/d¢;,
S A 5)ulf = (1Co = 5C) ] u -

Finalement, on a, pour suppu C B(0,8), 8 <¢, y=6"',
e(lAulF+||A*ul)+ Cellulli,+ C(e)dllulli,= Clulfi,.

En outre, on peut supposer &€ =g, avec Cgo= C,/2. D’ou, on a, pour
suppu C B(0,8), 6 =¢, v6 =1,
2 * . - C4 1 2
lAulF+A*ulf=(F - C(e)&) — [lulk,.
On peut supposer, en la majorant éventuellement, que la fonction C(g) est
continue et vérifie C(g)= £ 'C./4. Soit alors

0<5i< 1 G,

C.=Clen)’ 5 S1Ca), +=)

est une valeur atteinte par C. Il existe donc £(8) avec C(£(8))84/C.=1, on a
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.C.

1= e(8) 5-—-

C.
soit 8 = £(6).
Par ailleurs

e(6)—0
3—0
car sinon on pourrait trouver une suite

6,. "_—>0,‘ 5(8..)2-'81>0.

R—+x

Par suite C(&(8.)) resterait borné et le produit C(e(5.))8. tendrait vers 0, ce qui est
impossible car C(&(8))é = C./4.
Finalement, pour 8 = C./4C(&o), suppu C B(0,6), yé6 =1,

lAuF+1A ulPz S5 luly,  avec (3)5=0,

soit le résultat du lemme.
4.3. Estimation finale
Nous prouvons ici une inégalité de Carleman [6].

Lemme 4.4. Soient P et X comme dans le paragraphe 1.1.1. Pour tout x, € (1,
il existe un voisinage V(xo), Ci, C:> 0, une constante y(xo)= 2, tels que, pour tout
u € Co(V(x0)), pour tout y = y(xo)

(4.13) 1Pul= Cillully = Gy l[u llez+ [ lls).

Preuve. Prolongeant par homogénéité de degré 2 en (£ 1), I'inégalité (4.5) du
lemme 4.2, il vient pour y =1, x €EQ,, £ ER", avec (y; &Y’ =€+ v?,

Clv;: O h(x, &Y+ Coy | yjAx, & y) + a (x, (7;§£) , (‘y?{-’)) x, &)

+ _‘b ( ’ g ’ ‘y ) ; ] -3 + ] b ] * O g .
Y T ) S OVRGEN Rk £7) 20
En utilisant I'inégalité de Garding précisée (3.i8), il vient pour u € Cs(f),
(Op[CKy; &) i + Cay | via[* + aoji + v ' brvja]u, u)

+y " Pulf =y (P ulf + Cs||lulfr, =0

avec

w=a(rgip oip) - (v gip 5lp)
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Donc en multipliant par vy, on obtient, posant p, = p(x, § — iyy'(x)),

(0]

4. 14) 1Pyl

+Czy |27_Rz

+ ao.),Bz_Ez+ b, QLZI_&] ", u)

2
| —”(P )*u“2+ CJ'Y"“”:/"-,._—-.O.

Or, comme a, € X9, (Déf. 3.1), pour a >0,
(4.15) l (Op (aoy 2%21) u, u)
De méme, comme b, E3l,, on a

(Op (b, Br—Ps) g, u)

* C4 "
= al|Pulf+a (P ulf+ =2 ulf.

(4.16) <OtIIPu||2+a||1”‘u||2+ *lulf,

De méme, on a

|(op (Covtvs | BB ) wu) | = covlirs e, + oy
4.17)
ainsi que

=12
PemBiY wu) | = Gy Py = (BYu

(4.18) I(Op (Czy"

car P, — (P, )* = yB,, out B, € Op(Zio).
Pour a =4, de (4.14),...,(4.18), il vient

uaum(1+§+§)—1|(P,)*unz(1—%—%’): Clul,
d’ou pour y =2C,

TNPulF = l(P)*ulf = —4C|ulf,.
Or de (4.11), il vient, pour diameétre suppu =86 =86, yé6 =1,
1Pyl + (P, )* u | =z2C(8) |l uli,,

avec lims_, C(8) = + .
Par suite, ajcutant membre 4 membre les deux derniéres inégalités, pour
vy Zmax(2C,87"), u € C5(), diamétre suppu = § = §,,

1P = g (SLE-4C) ful,.

2

Choisissons alors 6: = &, tel que C(8,)’=8C + 8, puis y = max(2C, §;'), alors

pour u € Ca({), diametre supp u = 8, || P,u|| = | u||:.,, ce qui achéve la preuve du
lemme 4.4 duquel on déduit aisément le théoréme 1.
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4.4. Preuve des corollaires
Dans ce paragraphe, on supposera que le symbole principal de 'opérateur est

p =1 +q(1x.§),

ou(txi,.... x.-1) de variables duales (7, &.. ..., &.-1) est un svsteme de coordonnées
locales., x désignant (x,.... Xno1). €t & (&1h..., &) q(t.x, &) étant une forme
quadratique en & C™ en (¢, x).

On suppose ici que I’hypersurface S a pour équation t = 0 et que le point x, de R"
est Og-.

Lemme 4.4.1. Sous les hypothéses du corollaire 1.2.1, il existe une fonction C~
réelle A définie au voisinage de Og~ avec A (0) = 1, un voisinage V de Or~ tels que pour
(x,t:&7)E VXR"

p(x.t.ET)={p,A}(x, . £ 7)=0 implique H(IA)(x.t.£71)=0.

Preuve. On pose q(t,x,¢)=(0(t.x)¢), O(t.x) étant une matrice
svmétrique (n — 1) X (n — 1) a coefficients C*. Comme p est de type principal en 0
on a

q:0.0.£)="T,'¢,
ou T, est une matrice inversible (n — 1) X (n —1). On pose alors
Alt,x)=1+(ax.x)— Ct|x/,
(4.19) ou la forme quadratique a est définie par
a = T,Q7 (0,0) Ty, et C une constante > ().
On a
(4.20) H;(tA) = AH (1) + 2H,(A)H, (1) + tH;(A).

En outre, d’aprés I'hypothése (1.7), si V est un voisinage compact de Og-,

I'’ensemble des (4, x: & 7)ES* (V) tels que p=1=1t=|&]7— 1 =0= H(t) est fini

et par suite on peut supposer que le seul point (t, x) pour lequel il v a des

bicaractéristiques tangentes a un ordre strictement supérieur a 2 est le point (0, 0).
De (4.20), il vient

0 2 — i 2 '
3? (H(tA )=A ot (Hl-(t))+ ’\'HP(‘)

3

4.21) +2 Y

(H, (A\DH, (1) + 2H, (\) =2 (H, (1)

+ HiA) + 155 (HHL).
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Soit donc po = (0,0:0, &) un point tel que
7=q(0.0.&)=t=|&-1=0  avec q.(0.0.&)=0.
On a en outre

4.22) H,(A)=27A.+qe A,

Hi(A)=27[27Al + q4 - AL+ qL- Al]
(4'23) ’ o ”' ” ’ ! ” ’ L ! ” ’
+qe 2L +qé - At qe AL] —q2M g [ge - AL

Donc comme A;=A;=0 en (0.0), il vient de (4.21), (4.22), (4.23)

£ (HH)(00) = 32 (HAO)Npo)+ H3A) (po).

et par suite

% (H(tA))(po) = — 207 (0.0)é0. £+ 2aq . q2)
=([~20Q%(0.0)+ 2T To Q% (0.0) To' T ). &)
=0,

en utilisant (4.19).
En outre si X est un champ tangent a X, comme H(1A) =0 sur X ((4.20)) et que
H(tA)(po) =0. on a X(H;(tA))(ps) = 0. Calculons. en utilisant (4.21),

2 ()00 = 2 (D) o0) + 2 57 () (o).

Or, en utilisant (4.23). on a

a 2 " n2 ” ’ ”
a (Hy(A)(po) = A (@) + AL (e qer)

et par suite

(4.24) ‘;9_1- H(tA)(po) =207, (0.0)+ +'A, T, Q7. (0)— 4CT.,' 'T.';']f... &o).

avec g4 = A& ol A, est une matrice (n —1)X (n —1).
Par suite, comme |&| =1, on obtient que

(4.25) a (H ) e =10, |- 4C Tl

ou [|Q, || est 1a norme de la forme quadratique ne dépendant que de p donnée par
les deux premiers termes dans (4.24).
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Par suite, il existe €0 >0, C, > 0, ne dépendant que du jet des coefficients de p en
(0,0), tels que pour C = C,

(4.26) g—t-z (HX(tA))(po) = — &0C.

Remarquons que &, et C, ne dépendent pas de la direction & mais seulement du
point de base.

En outre si X est un champ unitaire tangent a 3, on a la majoration

(4.27) X 2 (HY()(po) | = C(p),

ou C(p) est une constante ne dépendant que de p. En effet, il suffit de remarquer
qu’on ne peut “atteindre” A,,, avec X3/dt car le champ 3/dt est transverse a 3.
Posant alors

X, =71+q,
X, =2,
=& -1,
Xa=1,
Xi, ..., X2, un systeme de coordonnées locales au voisinage de po, on examine

w = Hy(t)A), au voisinage de p, en des points telsque p = H,(tA) = |£([°—1=0,0na

3w i’w
X3 (0)hs+2 3X49X,

3w
(4.28) e (0)h3+2 2 ax.,ax (0)h.h; +2 Z X, ax (0)h.j;

+ Z aan O)hhe + e(h)|h [,

w(hh...,hz..)-

0)h.h.

car hy=0=h; (car p =|£[°—1=0 au point h) et
3 1r2
57 (H(11))(po) = 0.

En outre H,(tA) =0 et donc 27A + tH,(A) =0, et par conséquent, h, = a(h)h..
On obtient donc que I’expression (4.28) est négative en utilisant (4.26), (4.27) et
I’hypotheése (1.7)(ii).

Nous avons donc prouvé que pour tout po tel que p = H,(t) =t =|£f - 1=0=
H(t), il existe un voisinage W tel que si pE W et p=H,(tA)=0 alors
H (1A )(p) = 0. Alors il existe un voisinage V de Ow~ tel que pour tout y € V, pour
tout n €ER"\0 tel que p(y,m)= H, (1A )(y, n) =0 on ait H;(tA)(y,n)=0.
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En effet sinon, on pourrait trouver une suite (Y ; 7a) = (Xa, ta ; &a, Ta) avec

t.—0
& =1 telle que
x,—0

P(Yns M) = Hy (1A)(¥as 1) =0

et

HE(tA ) (yn, 1) > 0.

Or, en extrayant une sous-suite, on peut supposer par compacité que
(Tn, §u)—’ (7'0, §n), T(zy + lfu |2 = 1.
Comme H,(tA)=tH,(A)+ AH,(t)=0, que ¢, tend vers 0 et A vers 1, il vient

P(O, 0; o, ‘T()) = Hp (I)(O, 0; &o, Tn) =0,

et posant p,=(0,0; &, 1), soit Hy(t)(po)<0 ce qui est impossible, soit on a
H(t)(po) = 0.

Or, on a vu que dans un voisinage de p, si p = H, (tA) = 0 alors H(tA) =0, ce qui
contredit Hi(tA)(yn, 1.) > 0. Ceci achéve la preuve du lemme 4.4.1.

Par conséquent du lemme 4.4.1 et du théoréme 1.2.1, il vient:

il existe un voisinage V de Og-, tel que pour tout u € C*(V) telle que
Pu =0, supp u C {tA (¢, x) =0},
supiu N{A(,x)=0}CCV,
alors u =0 sur un voisinage de Og-~.

Or la derniére condition est ici automatiquement vérifiée grace a la pseudo-

convexité sur V\{0}, et on a supp u N{tA(t, x)} = {0}. Ceci achéve la preuve du
corollaire 1.2.1.
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Sur les Conditions de Pseudo—Convezité et
[’Unicité du Probleme de Cauchy

LUC ROBBIANO

Ce travail fait suite & un résultat du a Alinhac [1] sur la non unicité du
probleme de Cauchy. On démontre la nécessité de certaines hypotheéses inter-
venant dans le théoréme d’unicité de Hormander (voir Hormander (3], [4], Lerner
[5], et Zuily [9] pour une étude détaillée de I'unicité).

De facon succinte, les hypothéses du théoréme d’unicité sont les suivantes :

(i) L’opérateur P est principalement normal.

(ii) La surface S est pseudo—convexe pour P.

La premiére hypothése concerne les racines réelles de p (ou p est le symbole
principal de P). La seconde concerne les racines complexes doubles de p par
rapport a S.

On démontre ici que pour une racine double non réelle ne vérifiant pas (ii)
P n’a pas 'unicité de Cauchy. Ce résultat est obtenu en faisant des hypotheéses
génériques habituelles dans ce genre de problémes. On restreint également la
classe des problémes traités, en supposant que le symbole principal de P est a
coefficients analytiques réels (& valeurs complexes). Les cas de non-unicité pour
des opérateurs a racine double réelle ont été étudiés par Alinhac 1] et Bahouri
[2] pour des opérateurs & symboles réels, et par Saint Raymond [7] pour des
opérateurs a symboles complexes.

En corollaire, nous obtenons un résultat de non—unicité pour des opérateurs
a racine double réelle, qui n'est prouvé que pour un point voisin, et une surface
voisine des données initiales.

1. Enoncé des résultats

1.1. Enoncé du théoréme. Soit P un opérateur différentiel d’ordre m
a coefficients C*°, défini dans un voisinage 2 de yp € R"*!. On suppose
que p(y,n), le symbo:e principal de P, est a cocflicients analytiques réels de 2
dans C.

Soit S une hypersurface C°, orientée, définie au voisinage de yg par 1’équa-
tion p(y) = ©(yo) (dp(yo) # 0). On suppose que S est non caractéristique pour
P (i.e., p(y0.dp(yo)) # 0).

On note p4(y,n) = p(y,n — 17¢'(y)) et {f.g} le crochet de Poisson de f et

. n+1 9
g, 1e., {f’g}(y’n) = Zj:l 3;;% aéyg; - a%[; %%
333
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Théoréme 1. Supposons qu'il existe ng € R™*t1\ {0} et 7o € R* tels
que, en notant mo = (yo.70 — 0¥’ (¥0)) ,

(1) {{p.0}.0}(mo) #0.
(2) Les vecteurs Re (pj,(mo)) et Im (p},(mo)) sont indépendants.
(3) plmo) = {pp}(mo) =0 et 5={77.ps}(mo) <.

Alors, il existe un voisinage V de yg, il existe deur fonctions C*°(V),
a(y) et u(y) vérifiant :

supp u C Sy = {y/o(y) = ©(yo)}
Yo € supp u
Pu+au =0.

Remarques

(a) L’hypothese (1) (au regard de (3)) indique que mg est une racine double de
Péquation caractéristique. Si P est d’ordre 2. cela revient & dire que S est
non caractéristique pour P. C’est une hypothése générique.

(b) (2) est aussi une hypotheése générique. Elle est équivalente a :

(2') Nl existe j.k € {1,...,n+1} tels que Imp; (mo)p,, (mo) # 0.

(¢) (3) indique qu’au point mg 'opérateur P ne vérifie pas I'’hypothese de stricte
pseudo-convexité pour les caractéristiques complexes de F.

Cette hypothese s’énonce ainsi :
Pour tout n € R*"*1\ {0}, y€ R*. si

P(yo.n — 170" (o)) = {P.¥}(yo,n — 170’ (30)) = 0.

alors # {Equ}(yoafl - ’5’7030'(!/0)) > 0.

Le théoréeme 1 montre que dans les cas génériques 1'hypotheése de pseudo-
convexité est nécessaire pour avoir 'unicité de Cauchy.

Ce résultat étend, pour les opérateurs a symbole principal analytique réel.
le théoréme 3 d'Alinhac [1]. T.e démonstration du théoréme 1 repose sur ce
théoreme. Nous le citons au paragraphe 2.

(d) Du théoréme 1 on peut se faire une idée des surfaces. ayant méme plan
tangent, qui n'admettent pas 'unicité de Cauchy. Pour cela, fixons des
coordonnées telles que yy = 0. prenons pour surface S: v'(y) =0 ou Y(y) =
N -y+ Ay +O(ly|®) avec N un vecteur de R™+! fixé et A une matrice
symétrique (n+ l.n+1).
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Les conditions (1), (2) et (3) deviennent respectivement :

NP N # 0

(Rep;,,Imp;,) indépendant
1 - 7 7
p=p, - N=0 et %Im(p;p’n) < Re 'p,, ARep,, +Im ‘p, AImp], .

Ces trois conditions sons prises en un point mg = (0,79 — 1Yo V).
On remarque que seule la condition (3) dépend de A et que la quantité

Re ‘p:,A Re ‘pi, +Im tp:,A Imp), ne dépend que de la restriction de A, considérée
comme une forme quadratique, au plan défini par (Rep;,,Imp; ). En particulier,
si N vérifie (1) et (2) p = pj,- N = 0 au point mop, alors il existe des surfaces
tangentes au plan y - N = 0 n'admettant pas I’'unicité de Cauchy.

Exemple. Soit
P = D1/21 +2y3Dy, Dy, + Dy, Dy, +1[2(1 +ya)Dy, Dy, + Dy, Dy,]
et S = y; = 0 dans R*. On prend mg = (0,0,0.0; —7,1, —1.0) on a donc
v = 1. (1) et (2) sont vérifiées. On a p(mo) = p;,,(mo) = 0. On remarque,

qu’ici la condition == {P5,p4}(mo) < 0 est équivalente & Imp),(mo)p},(mo) < 0.
On a :

Imp;, (mo)p), (mo) = Im[2mn2 (7z) —2m7z (—7z)]| = -4<0.

mo

On peut donc appliquer le théoréme 1.

1.2. Enoncé du Corollaire. Avant d’énoncer le corollaire, nous allons
définir les voisinages (C?) d’une surface S au point yo de la fagon suivante : on
chosit des coordonnées locales (z,t) € R™*! telles que S =t =0.

Les voisinages (C?) de S an point yg sont les ensembles qui contiennent un
ensemble V,, avec € > 0, du type suivant :

Ve = {S’/ il existe ¢(z) € C telle que S’ =t = ¥(zx) avec
¥(0) = 0: dy(0) = 0; |Hess ¢(z)| < €}.
On remarque que les voisinages sont indépendants de la fagon de choisir les
coordonnées locales.

Corollaire 2. Soit po = (yo,m) € T2\ {0} vérifiant :
(4) {{p.0}.0}(po) #0.

(5) Les vecteurs Re (p},(po)) et Im (p),(po)) sont indépendants.
(6)  Pour p=(y,n) € T*\ {0} voisin de po, p(p) =0 = {P.p}(p) =0.
(7) p(po) = {p.}(po) =0 et Re{p.{p.}}(po) > 0.
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Alors dans tout voisinage de S au point yo il existe S’ telle que :

S,"_ C S+
et pour tout voisinage V de ygo, il existe y € VNS’ tel que P n’a pas l'unicité de
Cauchy en y par rapport @ S’, au sens de la conclusion du théoréme 1.

Remarques
(a) En fait, comme on le verra dans la démonstration, on peut choisir § = §’
si I’ensemble :

{(y,n,7) € A x R*"'\ {0} x R/p(y) = ©(30),

p(v.n — 7' (v)) = {p,v} (v,7 — 17¢'(v)) = 0}
contient des points (y,7,~) aussi proches qu’on veut de (yo,70,0) avec v # 0.
Dans ce cas (6) peut étre remplacée par
(6) Pour p = (y,n) € T*Q\ {0} voisin de pg
[p(p) =0, ©(y) = ©(yo)] = {P.p}(p) = 0.

(b) Les hypotheéses (4) et (5) sont les mémes que les hypothéses (1) et (2) du
théoréme 1.

(c) (6) indique que P est principalement normal. En effet, étant donné (5),
% {p,p} = Re(a@p) au voisinage de (yo,70). Comme on I’a vu dans ’intro-
duction, c’est une hypothése qui intervient dans le théoréme d’unicité. C’est
aussie une hypothése nécessaire (dans les principaux cas génériques) pour
avoir 'unicité. Sur la nécessité de cette hypothése voir Alinhac [1], Saint
Raymond (8], Robbiano [6].

(d) (7) implique que S n’est pas pseudo-convexe pour P en pg.

L’hypothése de pseudo-convexité est la suivante :
pour tout n € R**1\ {0},

p(y0,m) = {p,¥}(y0,n) = 0 = Re{P,{p,¢}}(v0,n) <O.

Le corollaire 2 montre donc que cette hypotheése est essentiellement nécessaire.
(e) Ce corollaire est & comparer au théoréme de Saint Raymond [7].
En restant dans le cadre des hypotheses (4), (5) et (6) et en supposant de
plus que la matrice

(8) K = ( Hr%ep‘P(PO) HRelemp‘oo(pO))
HRepHImpSO(pO) HI?npSO(PO)

est définie positive, alors Saint Raymond montre que P n’a pas I'unicité de
Cauchy en y,,. Précisons que pour ce thécréme p est seul ‘ment a coefficients
C>.
(8) est équivalente a :

(9) K a deux valeurs propres strictement positives.

Par contre, (7) est équivalente & :

(10) la somme des deux valeurs propres de K est strictement positive.
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En conclusion, le théoréme de Saint Raymond donne un résultat plus fort dans
les cas (9). Par contre, si K vérifie (10) mais a une valeur propre négative ou
nulle, le corollaire 2 est le seul résultat connu.

Exemple 1. Soit
P =D} +2y3sDy, Dy, +2Dy, Dy, +i[yaDy, Dy, — 2Dy, Dy, ]

1

avec S=y, =0,y =0, no =(0,1,0,0). (4), (5) et (6) sont vérifiées. On a :
p(po) = {p,y1}(po) =0
Re {P{p.y1}}(po) = +2.

On peut donc appliquer le corollaire. On remarque qu’en prenant

y= (010107 - 25) et n= (’iE,l, - %’O)

on a p(y,n) = {p.y1}(y,n) = 0. On peut donc appliquer la remarque (a).
Exemple 2. Soit
P =D} +Dy,Dy, —y1 D2 +1Dy, Dy,

S=y; =0,y =0,n = (0,0.1,0). (4), (5) et (6) sont vérifiées. On a : p(pg) =
{p,y1}(po) =0 et Re{b’{p,yl}}(po) = +2. On peut appliquer le corollaire. Par
contre, on ne peut appliquer la remarque (a), en effet {p,y1} =0=n, =0.

Remarquons également que pour les deux exemples, on ne peut pas appliquer
le théoréme de Saint Raymond.

§2. Demonstrations
2.1. Preuve du théoréme

(a) Réduction. On peut tout d'abord supposer que ¢ est analytique. En
effet, on peut trouver une surface analytique tangente a S en yg, définie
par une équation ©(y) = S(yo) (H analytique avec BS(yo) = ©(¥o),
dg(yo) = dp(yo)) telle que :

{yl B(¥) > (o)} C {yl v(y) = ©(¥0)},

@ vérifiant (1), (2) et (3).
(1) et (2) sont clairement invariantes. Pour vérifier (3) il suffit de prendre
@ proche de o pour que le signe de I'expression soit le méme.
En faisant un changement de variable analytique, on se raméne a la situation
suivante. On travaille en coordonnées (z.t), S est définie par I'équation t = 0, le

——

point yo = (zo.to) = (0,0). On suppose aussi qu'on a Impjsnp’f"_l # 0 au point

(0,0,&,70). C’est I'hypothése (2)’ aprés une éventuelle rotation sur les variables
z.
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L’idée de la preuve est la suivante. On va construire une fonction ¥(z)
vérifiant (0) = 0, dy(0) =0 et ¥(z) > 0. On pose T'(z.t) =t —9(z). 1 devra
étre telle qu'on puisse appliquer le théoréme suivant, da a Alinhac ([1], thé-
oréeme 3), a 'opérateur P écrit dans les coordonnées T et X = z.

Théoréme 3. Soit P un opérateur de symbole principal p(z,t,€,7).
Supposons qu’il existe &g € R™\ {0}, 70 € C avec Im7g < 0, tels que, en
notant mg = (0,0,&p,79) on ait :

(11) p(mo) = p;(mo) =0  p7.(mo) #O0.

(12) Les vecteurs Repg(mo) et Impi(mo) sont indépendants.

(13) t # 0 ou le point indique la dérivation le long de la bicar-
actéristique (compleze) de p (complezifié) issue de my.

(14) La variété de codimension 2

Z = {(.’E,E) € T*R"\ {0}] il existe r € C, p(z,0,£,7) = pl(2.,0,£,7) = 0}

contient une variété lagrangienne réelle étalée au-dessus de
R}, passant par (0,&) -

Alors P n’a pas l'unicité de Cauchy par rapport @ {t = 0} au point 0, au
sens du théoréme 1.

Remarques. Parmi les quatre conditions du théoréme d’Alinhac, c’est (14)
la plus difficile 4 réaliser. C’est la réalisation de cette condition qui nous oblige
ici & supposer que le symbole principal de P est analytique réel.

On suppose pour la suite que g > 0 (pour pouvoir appliquer le théoréme
d’Alinhac). On vérifie facilement que si mg = (yo0,70 — 170 (y0)) vérifie les
hypotheses (1), (2) et (3), mo = (yo, — 70 + t70%’ (yo)) les vérifie également.

(b) Construction de la surface et de la lagrangienne. On fait le changement
de variable

X=z
{T=t—1[)(:r).

Notons (7n,¢) les variables duales de (X,T),on a :

{6 =n—y'(z)¢

T=¢

donc n = £+ ¥'(z)7. On note q le symbole déduit de p par ce change-
ment de variable.
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Pour simplifier les notations, on remplace X par z et ¢ par 7. On a :

q(z,T.n,7) = p(,T +$(z),n —¥'(2) - 7.7)
a.(z,T,n,7) = pi(z,T +¢(z),n —¢'(z)-7,7)

—W(x)Plg (st + 1/’(1') N/ 'J"(I) . T’T) -
Pour appliquer le théoréme d’Alinhac, il suffit de construire une lagrangienne

au-dessus de la surface T = 0. On cherche donc des fonctions réelles n(z), ¥(z)
et une fonction complexe 7(z) telles que :

(15) q(z,0,7'(z),7(z)) = p(z,¥(z),n'(z) — ¢'(z) - 7(z),7(z)) = 0.
(16)  g¢;(z.0.7'(z).7(z)) = p;(z,¥(2),n'(z) = ¥'(z) - 7(z),7(z))
—4'(z) - pe (z.9(2), ' (z) =¥’ (z)7(2),7(z)) = 0.
(17) n’'(0) = &, 7(0)=r1o.
(18) ¥(0) =0, ¢'(0)=0, w%(z)=>0.

Pour cela posons :
(19) F(z,u,n,0,7) = p.(z,u,n—0-7,7) —0ope(z,u,n—0-7,7)
ourze R*.ue R,ne R*,c€e R*et 7€ C. On a,
F(0,0.&0,0,7) = p/.(0,0,&,0) =0,
oF
5; (0,0,60,0,7'0) = pfrlr(oﬂo’§01TO) # 0.

En appliquant le théoréme des fonctions implicites (version holomorphe), il
existe au voisinage de (0,0,&p,0) une unique fonction complexe 7(z,u,n,0) telle
que :

7(0,0,&0,0) =19 et solution de F(z,u,n,0,7) =0.
I1 suffit maintenant pour résoudre (15) et (16) de trouver des fonctions réelles
Y(z), n(zx) telles que :
(20) p(z,¥(z),n' (z) — ' (z)7(z,¥(z),n' (z),¥'(2)),

7(z,9%(x),n'(z),¥'(z)) = 0.

Lemme 4. Soit une fonction analytique réelle a valeurs complezes
p(z.u.v.n,0) définie dans un voisinage U de (xo,ug,v0,70,00) (€ R*". u€ R,
v € R,n € R*, 0 € R") telle que : p(zo,u0,v0.M0.00) = 0. Notons
r=(z'\zn);n =" nn); 0= (0",0,). On suppose que :

(21) Imz7,,—:p;," (z0,u0,v0.M0,00) # 0.
Soit des fonction analytiques réelles a valeurs réelles Yo(x'), no(z') vérifiant :
no(zo) =g n(zp) = uo

Uo(zy) = og Yo(zo) = vo.
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Alors il existe des fonctions analytiques réelles y(z), n(z) définies au voisinage
de g vérifiant :

77("””(330)11) = no(z’)
Y(z',(zo)n) = Yo(z')
p(z,n(z),¥(z),n'(z),¥'(z)) =0.

Preuve. 11 suffit d’appliquer le théoréme de Cauchy-Kovalewski. On note :
p=p1+1p2 ou p1 = Rep, p2 =Imp.
On doit résoudre le systéme
pi(z,n(z),¥(z),n'(z),¥'(z)) =0  pour j =1,2

avec les données initiales du lemme. Pour cela il suffit d’écrire ce systéme de la
facon suivante :

Nz, (2) = a1 (z,1(2),%(2), % (7). g (2))
¥z, (%) = g2 (z,n(2),%(2), 75 (2), 9% (2)) -
Pour réaliser ceci il suffit que la matrice
E
e e
soit inversible. Ceci est équivalent a ImE’,:pﬁ,n # 0 en (zo,u0,v0,7M0,00). Ce qui
est ’hypotheése (21). a
Pour résoudre (20), appliquons le lemme 4 3 la fonction G définie par :
G(z,v,n,0) = p(z,v,n —or(z,v,n,0),7(z,v,n,0)).
On a G(0,0,&p,0) = p(0,0,&0,70) = 0,

oG
%‘(0501 EO 70) = pIEn (ans EOaTO)

oG
67-(0,0’ fn 30) = "'TOP’f,, (OvOa 60 7T0)

d’ou

ImG), G, = —|pk, (0,0,&,70)|* Im7 # 0.
(010'60'0)
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On peut donc appliquer le lemme 4 & G avec des données sur z, = 0. Ces
données seront fixées plus loin.

(22) Remarquons qu’on peut aussi appliquer le lemme 4 avec des
données sur la surface z,,_; = 0.

On vient de construire des fonctions vérifiant (15), (16), (17), il reste a
vérifier (18).
(¢) Calcul de 9. On veut construire une fonction ¥(z) vérifiant :

P(0)=0, ¢¥'(0)=0, ¥Y(z)=0.

On pose sur z, = 0, ¥(z’',0) = ¢|z’'|? avec ¢ positif suffisamment petit.
Dérivons par rapport a z 1'équation (15). On obtient :

(23) Pz +¥'p+ (0" — "' 7)pe — (1) (V' —pl) + (7)ep; = 0.

Ceci pris en (z,%(z),n'(z) — ¥'(z)7(z,¥(z),n'(z),¥'(z)),7(z,%(z) .7’ (z),¥'(z))),
et (1), = 5%[1‘(:1:,1/)(:1:),17'(2:),1//(:1:))] .Enz=0,0na,

¥'(0) =0, p7(0,0,&0,70) =0,

donc (23) devient :

(24) p%(0,0,&0,70) + (1" (0) — %" (0)70) P (0.0,€0,70) = 0.
On a donc pour 3y = 1,...,n—1; (on note 6,2%:(0) = ; x et les expressions

sont prises en (0,0,&y,7))

n—1
Pz, + Z(nlc.j — T0¥k,;)Pg,
(25) Mg — ¥njTo = — k=l
P¢.

En prenant la partie imaginaire de ceci on a :

1 - n—1 - .

¥n;Imro = FA [Im (p%,PE, )+ D ki Im (pl, P, ) — ¥k Im (r0p, P, )] -
n k=1

Il est facile de choisir nx ; pour j,k € {1,...,n — 1} de sorte que ¥, ; = 0 pour
J€{l,...,n—1} c’est-a—dire :

n—1

(26) Im (p, P )+ Z k.5 Im (pe, P%. ) — ¥k ; Im (opl, e, ) =0.
k=1
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En prenant la partie réelle de (25) on a :

(27) NMn.j
n—1

=P ]2 {Re (p,,PL. )+ > _ [nksRe (P, P, ) — ¥k sRe (rop, PE, )]} -
k=1

Calculons maintenant Un.n On a, d’apres (24),

n—1

e+ D (Mkn — YknTo)Pl,
k=1

Mnn — YnnTo = — 7
Pe,

En prenant la partie imaginaire on a :

n—1

(28) Yn.nlmrg = ) — | 5 (Im (p%, P;, ) + Z k. Im (pe, e )]
k=1

Carona ¢Ygn,=0Opourk=1,...,.n—1.
Calculons en utilisant (26), (27)

(29) Z Mk.n Im (P, D%, )

1
lp

| Z Re (pxk pg )Im (psk Pgn )

I
—
3

I
-

n

+ 5 5 nes Re (o, 7 ) m (5, 72,

<

If
[
Eed

i
[

b
|
-
S
|
-

=3 ey Re (rork, 7, )m (0, 7, )]

S

Il
—
>

Il
-

:
...

= IQ{ZRe p:ckpé )Im(p&pf )

ik,
n—1 . n—1 L
+ D Re(pe, P, ) [~Im (pz, P,) + D vk Im (ropl, P, )]
j=1 k=1
n—1n-—1

- Z Z Yk ; Re (Top'g,l;fg_,,) Im (p, P, ) }-

k=17=1



Unicité du Probléme de Cauchy 343

On remarque que Im (27) = ImzRez’ — ImzRe z donc (29) est égal &, en utilisant
le fait que 3 r_; oy h Pex Yk.jPe, est réelle,

n—1 . n—ln—-1
> Im (o, P, ) — (Im7o) B 3 P, WPk, -
k=1 k=1 7=1
De ceci et de (28), on déduit que,
1 Im(p;p_/&) n-—-ln-—-l___
Ynn = P’ |2 Im - z Zplfk 1//'k,jP'5,
pf" 0 k=1 3=1

I = X
On a __mr%%{_) > 0 (hypothése (3)), en prenant € suffisamment petit ¢, , > 0

et donc la matrice (¥k ;),, <, est définie positive ce qui assure (18).

Pour appliquer le théoreme 3 d'Alinhac il suffit de vérifier (13).

(d) Calcul de T(0,0.£0,70). On a T(0.0.&0,70) = {p{p,T}}(0.0,&0,70) avec
T(z.t) =t—¢(zx).

Calculons en (0,0,&p.70).

n

{p{p-v}} =D _{p.Pt, ¥i,}

1=1

=D D P, YikPe, (car ¥'(0) = 0)

1
Immy

[in (P'z;g) Ipl |'2 # {p{pt}}

alors en prenant ¢ suffisamment petit {p{p.T}} # 0. Sinon. on refait la méme

construction avec des données sur r,—; = 0. (on utilise (22)). On pourra appli-
quer le théoréme 3 d'Alinhac sauf si,

(Pe)?  (Pe, )’

2 ’ 2 -
lp’snl II)Eﬂ—ll

Ce qui est équivalent & Im (pf, pf, _, ) = 0. Cela contredit (2)’.

On peut done toujours appliquer le théoréme 3 d'Alinhac soit en faisant la
construction avec des données sur z,, = 0. soit avec des données sur z,,_; = 0.
Ce qui acheve la preuve du théoréme 1. a
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§2.2. Preuve du Corollaire 2. La preuve du corollaire consiste & montrer
que les racines doubles de I’équation caractéristique ne restent pas réelles pres
de (yo,m0), par rapport a una surface “proche” de S. Il suffit alors de vérifier
qu’on peut appliquer le théoréme 1.

Deux cas se présentent. Soit 1’équation caractéristique admet des racines
doubles non réelles preés de (yg,70) sur S. Soit ce n’est pas le cas. On verra alors
qu’on peut perturber S pour se ramener au premier cas.

On va d’abord supposer que la surface S est définie par ¢t = 0. Bien entendu
I’opérateur P écrit dans les coordonnées (z,t) n’a pas forcément un symbole
principal analytique réel. Mais ceci est sans importance; quand on aura prouvé
que toutes les hypothéses du théoréme 1 sont vérifiées, il suffira de revenir aux
coordonnées initiales pour conclure.

(a) Premier cas. On va supposer qu'il existe une suite (z,,&n,m) telle

que (znagnsTn) ﬂ—-—'—-i-:: (IOaEOsTO)a Ian # 0 et P(xnyoyfn,‘rn) =

i (2n,0,€n,7) = 0. Pour n suffisamment grand, les conditions (1) et
(2) du théoréme 1 sont vérifiées. 1l suffit donc de calculer 3}~ {75,p},
c’est—a—dire ici :

1 -
—ﬁ—n'?hn [p;(I,O,E,T) p,5(1107£a1.)] (car pfr(va,EvT) = 0)
On note 7 = 71 +172 avec ;1 = Rer, 70 = Im7. Les hypotheéses (5)
et (6) impliquent qu'’il existe une fonction a(z,£,r1) (ou 7, € R) telle
que :

Im [p),(z,0,€,m1) P, (,0,€,m1)] = Re [a(z,0,€,71) p(z,0,£,71)]
avec y = (z,t), n = (£,7). On a donc :
Im [p),(z,0,£,7) P}, (z,0,&,7) ]
= Im {[p},(2,0,€,71) +ir2p},(2,0,€,71) + O(7F)]
[Py (2,0,€,71) —irapl) (2,0,€,71) + O(74)] }
= Im [p,(z,0,£,m1) P, (z,0,€,71) ]
+1oRe [p, !, — P, 0 ] (2,0,€,11) + O(r.)

= Re (ap)(2,0,&,m) +aRe {p,{p,t}} (.0,€,1) + O(r2).

Or

p(I,O,E,Tl) = p(zvowf’rl +iT2) - iTgp;.(I,O,E,Tl +iT2) +O(T22)
= 0("'22)-
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On obtient :
l ——————————————
--;;Im [p’z(x,O,f,T)Plg(maO, éaT) ]

= —Re{p{p,t}}(20,0,&0,70)
+O(r2+ |20 — 2| + &0 — €| + |10 — 71]) -

Donc pour (z,0,£,7) suffisamment proche de (zo,0,&p,70) la condition
(3) du théoréme 1 est vérifiée.

(b) Deuziéme cas. On suppose que les racines doubles de I’équation ca-
ractéristique par rapport a2 S sont réelles. On va montrer que par
rapport a une surface S’ I’équation caractéristique admet des racines
doubles non réelles.

On fait le changement de variables suivant,

T =t—y(z) avec Y¥(z) >0
X=zx

(on prendra, soit 1 = 0, soit ¥ = ¢|z|?). C’est le changement de variable fait au
§2.1b). On pose :

F(z,T,n,0,7) =p(z,T,n—071,7)
G(z,T,n,0,7) = p\(z,T,n—071,7) —0ope(z,T,n —oT7,7).

On considére ces deux fonctions au voisinage de zo = 0, To = 0, 1o = &o,
og=0,179etona :

F(010'€030’T0) = G(070?§0’O’T0) = 0
G;'(O»OvéO’OaTO) = p¥1(0301€0y70) # 0.

En appliquant le théoréeme des fonctions implicites, il existe au voisinage de
(0,0,&0,0) une unique fonction complexe 7(z,T,n,0) telle que

G(z,T,n,0,7(z,T.n,0)) =0

(30)
T(0,0,E0,0) =T70-
Posons :
H(z,T,n,0) = F(:r.T,n,a,r(:z,T,n,o)).
Ona:

Hfll (0’09 EO’O) = p’f(osoa EOaTO) .
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Etant donné (5) on peut, aprés permutation des variables, supposer

Im (p,& 575—2)(0,0,60,7'0) T,é 0.

En appliquant le théoréeme des fonctions implicites ceci implique qu’il existe, en

notant 7 = (n1,72); 77 = (N3,....7Mn), au voisinage de (0,0,&,,0) des fonctions
réelles n;(z,T,7,0), 7 = 1,2 telles que :
(31) H(z,T,7(z,T,7,0),7,0) =0"

1(0.0,&5,0) = & .
On pose :
K(z,n) = 7(z.¥(z).75(z,¥(z),7n.9' (2)) 7.9 (z)) .
Il reste & prouver que K(z,7) ne reste pas réelle si ¥(z) = €|z|?, en utilisant le
fait que K reste réelle si ¢ = 0.
Pour simplifier, toutes les expressions sont prisesen z =0, T =0, n = &,
c0=0,7=17. Ona:

(32) K =73+ 7 + Yz Mg 7 + Uz e -
En dérivant (30) on a :
P+ 7Pl = 0
(33) Pret+Thpi, =0
—ToPile + ¢ P7, — P = 0.
En dérivant (31) on a :

, Im (p’; pf, )
Mz =~ )
m (P, Pe, )
, Im (pf P, )
Nor = Ty 7 T
Im (P, pe, )
(34) < Ay
g = olm (e P, )
1€ = =
Im (pg, pe, )
e = 7o Im (P Py, )
26 = =
L Im (pf, P, )

On déduit de (32), (33) et (34) que :
(35) —Kglp7,1? im (p, PE, )

= Im (p, V%, )P7y DYy
—Im (p), pt, )Ple, Py +1m (p, P, )Ple, PYr
" -7 - 7
+ ¥ze (7o [Im (P P, ) 07e, PP — Im (D P, ) PYe, DT,

—Im (p, P, )P, ple) — P Pl |-
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On sait que Im K = 0 si ¢ = 0 donc la partie imaginaire des trois premiers
termes de (35) est nulle. On remarque que :

Im (pf, P, ) Im (pfe, P77 ) —Im (p¢, P, ) Tm (e, P
+Im (7 e, ) Im (P, 7, ) =0

pour j = 1,2. Par contre Im (P'e,- p’.) #0pour j = 1 ou j = 2. Ceci est

impliqué par Im (p}, P}, ) # 0.
On a donc ImK/ # 0 ou ImK,, # 0, si ¥(z) = €|z|?, ce qui implique que
K (z.7) ne reste pas réelle. O
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1. INTRODUCTION.

Nous présentons, dans ce travail, deux théorémes d’unicité locale du
probleme de Cauchy pour des opérateurs hyperboliques par rapport a une
surface.

L’hyperbolicité par rapport a une surface étant une condition nécessaire
pour que le probléme de Cauchy soit bien posé (théoréme de Lax-Mizohata),
la plupart des résultats, concernant ce type d’opérateurs, traitent a la fois la
question de l'existence et celle de 'unicité. (Voir Oleinik[13], Ivrii-Petkov
[8], Hormander [5],...)

Dans ce travail, nous avons choisi de nous restreindre 3 1’étude d’opér-
ateurs Py, D,) (€ R"*") non effectivement hyperboliques par rapport a
une surface S. (En ce qui concerne les opérateurs effectivement hyperboli-
ques, on pourra consulter Melrose [12], Iwasaki [9], lvrii [7]). Plus
précisément, nous avons fait sur la partie principale les hypothéses d’"Hor-
mander [5] (voir les hypothéses (H,), (H;)) et nous nous sommes efforcés
d’améliorer les hypothéses portant sur le symbole sous-principal p§ pour
avoir l'unicité de Cauchy. Pour cela, nous avons introduit une notion génér-
alisée de «principale normalités» faisant intervenir le symbole total p et qui,
en quelque sorte, signifie que I’Hamiltonien de Im pf{ est orthogonal, pour la
fome symplectique o, a la partie involutive de la variété caractéristique >_.

La méthode employée dans ce papier repose sur la techmque classique
des inégalités de Carleman.

2. GENERALITES ET NOTATIONS.

2. 1. Invariants.

Dans toute la suite, P(y, D,) désigne un opérateur différentiel d’ordre
deux a cojfficients C= dans un ouvert Q de R"*' et & symbole principal réel
p2(y, 7). Et, nous considérons l'unicité du probléme de Cauchy pour l'opér-
ateur P avec des données initiales sur la surface S={@(y) =@ ()} (ol 3, est

un point de et @ est une fonction réelle de C=(Q), telle que dp +0 sur Q),
non caractéristique pour P.
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On écrit p(y, ) le symbole total de P(y, D,) (on a donc p(y, )=
2, )+, 7)+ (¥, ), ol les p; sont homogénes de degré ; par rapport
a # pour 7=0,1,2). On note par p;5 le symbole sousprincipal de P, défini de
la maniére suivante :

;) n+l 2
PO =00 M +5 B Z B 1)

Et I'on adopte la terminologie suivante :
- Nous disons que P est un opérateur hyperbolique dans Q par rapport aux
surfaces de niveaux de ¢, si, pour tout (y, 7)€ R"*'\0, I’équation en z:

pO, n+7 dep(y))=0

n‘admet que des racines réelles lorsque dep (y) n’est pas paralléle a 7.

- Nous disons que P a l'unicité de Cauchy par rapport a la surface orientée
S prés de y, si pour tout voisinage V suffisamment petit de jy, il existe un
voisinage W de y, dans Q, et pour toute solution ¥ C>=( V) du probléme:

{P(y, Dpyu=0 dans V

U 1o(y)<o(yo) =0

s’annule identiquement dans W.

- Nous disons que P a l'uncité de Cauchy compacte par rapport a la surface
orentée S preés de y, si pour tout voisinage V suffisamment petit de jy, il existe
un voisinage W de y, dans 2, et pour toute solution u C>=(V ) du probléme :

{P(y, DHu=0 dans V

U= \o3)<oy0) =0

Supp uNSccV

s’annule identiquement dans W.

- Enfin, is ¢ est la 2-forme canonique sur 7*(Q), nous désignons par F) la
matrice fondamentale de P qu’on définit de la maniére suivante :

pour tout X, YT (Q), % Hess p.(X, Y)=0(X, F,Y)

et qui est un invariant symplectique anx points (v, ) tels que p(y, )=

d p,(v, 7)=0.

2. 2. Classification des opérateurs hyperboliques.
Nous rappelons ici la classification des opérateurs hyperboliques donnée
dans Hormander [5]. Cette classification repose sur la nature des valeurs
propres de F, aux points critiques (p,(y, ) =d p.(3, »)=0). En fait, aux
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points critiques, F, ne peut admettre plus d'un couple (u,-u) de valeurs
propres réelles non nulles (cf. Hormander [5]) ; les autres valeurs propres
sont soit nulles, soit imaginaires pures. Dol la distinction de deux classes :
- Soit il existe un coupie (u,-u) de valeurs propres réelles non nulles. On
dit alors que P est effectivement hyperbolique.

- Soit toutes les valeurs propres réelles sont nulles. On distingue alors deux
cas selon la multiplicité 4 de la valeur propre 0 dans le polyndme minimal de
F, (Hormander a démontré que d =2 ou 4).

DeFINITION 2.2.1. Dans le cas non effectivement hyperbolique, en
notant par iu; les valeurs propres de F,, on définit la “ trace plus ” de P (qu’
on écrit Tr* P) de la maniére suivante :

]rr+ 132: E: M-

#;>0

2. 3. Cadre géométrique.
Soit

2={0Q, »HEQXR™N\0, 60, 7)={t:. @}, ) =0}

I’on suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

(H,) X est une variété, le rang du Hessien de p, est égal a la codimension
de 3} en tout point de 3} et o est de rang constant sur 3.

(H;) P est non effectivement hyperbolique et la multiplicité de la valeur
propre 0 dans le polynédme minimal de F, est égale a 2.

Remarques concernant les hypothéses (H,) et (H)) :
(2.3.1) Il est clair que I’hypothése (H,) est symplectiquement invariante.
(2.3.2) On peut également définir 3} par:

Z={0, HEQAXR™N0, d 13, 7)=0}.

2.4. Sous-principale normalité.

DErFINITION 2.4.1.  On dit que P est «sous-principalement normal» en y,
(EQ) st

pour tout Xe TSXNTXC il existe une constante C >0 telle que :
(2.4.1) |X Im p§z|=C|Im p§5l

prées de y, on TX° désigne l'espace orhognal a TS pour la 2-forme
symplectique o.
Remarque concernant la définition 2. 4. 1.

(2.4.2) Si 3 est définie par q;(y, ) =0, j=1,..., & (d a; linéairement indé-
pendant) alors, en notant M=({a,, a,))1=i j<k (2.4.1) est
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équivalente a

pour tout a={a,..., ax) ER* avec a=Ker M, il existe une con-
stante C >0 telle que:

k
,ij a; Ha, Im pﬂz §C|Im pﬂzl.

C’est une inégalité analogue i celle d’Hoérmander [5] définissant la prin-
cipale normalité d’oli notre terminologie.

3. RESULTATS.

Dans toute la suite, on suppose que P (¥, D,) est un opérateur hyperboli-
que par rapport aux surfaces de niveaux de ¢ vérifiant les hypothéses (H,)
et (Hz)

3. 1. Cas involutif.
Dans le théoréme qui suit, on supposera que 2! est involutive (ce qui est
équivalent an fait que 7r+* P=0).

THEOREME 3.1.:  On suppose que :

@G. D P est «sous-principalement normal» au voisinage de y,.
3.2) d Im ps§ est non nulle et {Im p§=0} est une variété transverse a 2.
Q.3 Re Plisnim p:=0)=0

au voisinage de 3.

Alors P a l'unicité de Cauchy par rapport @ S prés de y,.

3. 2. Gas non involutif.
THEOREME 3.2. :  On suppose que :

G.D P est «sous-principalement normal» au voisinage de y,.
(3.4 (P2, (D2, @)} S'annule @ ’ordre deux sur 3.
3.5 1l existe une constante C >0 telle que :

Tr* P+Re pi+C|Im p§|>0

sur X} au voisinage de y,.

Alors P a l'unicité de Cauchy compacte par rapport @ S prés de y,.

3. 3. Remarques.
1) Invariance.
Compte tenu de la remarque (2.3.2), il et clair que les hypothéses (3.
1), 3. 2), (3.3) et (3.5) sont invariantes par changements de fonctions @
définissant les mémes surfaces de niveaux. De plus, pour toute fonction ¢
assez proche de ¢ dans C*(Q), l'opérateur P(y, D,) reste hyperbolique par
rapport aux surfaces de niveaux de ¢ dans Q. Ceci entraine que les hypoth-
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éses du théoréme 3.1 sont invariantes par convexification.
2) Ecriture locale de la ¢sous-principale normalités.
Nous rappelons qu’on peut choisir microlocalement des coordonnées

symplectiques (x,, X2, x3)ER™!', (&1, &2, £3)ER™!, étant les variables
duales, en sorte que:

2={xun=6=0, &=0}

(ceci vient du fait que o est de rang constant sur 3}, voir Grigis [4]).
Et la condition (2.4.1) de <«sous-principale normalité» est alors équivalente

~

a:

Im pi=axn+b&i+ 8,8+ 9(%, x, &) avec g|SC|g|

£

3) En fait, nous prouverons une version plus générale des théorémes
3.1et 3.2. (Voir les théorémes 4. 3. 1. et 4. 3. 2).

4) Il est clair que les hypothéses portant sur le symbole sous-principal
dans nos résultats sont plus faibles que celles de Hormander [5]. Par
ailleurs, la version généralisée améliore (dans le cas hyperbolique) les
théorémes d’Alinhac [1], Lascar-Zuily [10], Dehman [2].

5) Exemples.

En prenant dans R3:

D(x, t; & v)=1"—x383— &}

P2 vérifie (H)) et (Hy) et (3.4) (@(x, t)=¢ %=(00,0)) et 2 ={r=x=4&,=0}.
La condition (2.4.1) de principale normalité se traduit, en écrivant:

Re pilx, t; & t)=alx, )T+ b(x, t)&+c(x t)& par, il existe une constante
C >0 telle que:

-g—;(O,xe, t)‘éCIC(O, X%, 1)
et la conditjon (3.5) se traduit, en écrivant: Re pf(x, t; & )=a(x, )+
b(x, t)&+ C(x, t)&, par, il existe une constante C >0 telle que:
&1+ C(x )&+ Cle(x HE|>0
prés de (0,0) pour &,*0.
4. PREUVE DES RESULTATS.

Dans ce qui suit, nous supposerons choisi un systéme de coordonnées
y=(x t) (=(&, 7)) en sorte que 3=1(0,0), p(x,t)=t et p(x, t; & 7) =172
—@(x t; &)
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4. 1. Préliminaires.
Du théoréme 3. 2. 1 d’Hoérmander [5], on déduit les corollaires suivants.

CoROLLAIRE 4.1.1.: Soit A un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 2
dans QC R" de symbole classique &+ a,+ ... oit a; est homogéne de degré j et
@=0. On note:

A={(x, &) EQX R0}, a(x, &) =0}.

On suppose que A est une variété C=, que a, est transversalement elliptique @
A et que o est de rang constant sur A. On peut alors construire des vecteurs v;
vérifiant les propriétés du théorvéme 3.2.1 [5] avec Q= Qx, .= Hess a,(x, £)/2.
En posant L;(x, &) =Qk, (v;, V), il existe, prés de tout point pEA, des
Jfonctions réelles homogénes de degré 1 en &:. q(x, &), ... Gou+:(x, &) telles
que, prés de py (i. e. dans un voisinage conigue de p) on ait :

W1D &M= g 6k &
(4.1.2) pour j=1,...,k
d @;1(p)=Re L;(p)
d q@;(p)=Im L;(p)
pour j=1, ...,1
d Gr+;(P) =Le+;(p)

pour pEA prés de py.

COROLLAIRE 4.1.2.: La décomposition précédente vérifie en plus les deux
propriétés sutvantes : L
(4.1.3) Pour tout ]'=1,.“ , [ et tout i=1,...,2k+1 {(]2k+j, q,-}=0 sur A

(4.1.4) La matrice ({q:, q;})1s:. 5520 €st inversible.

Hoérmander démontre dans le paragraphe 4.3 [5] un résultat qu’on va
citer sous forme de proposition.

ProrosiTION 4.1.3.: Soit p(x, t; &, rjzrz—a(x, t, &) un symbole
d’ordre 2 vérifiant les hypothéses (H,) et (H,).
Alors il existe un symbole b(x, t; &) d’ordre 1 tel que:

(4.1.5) {a, v—b}=R(x, t; & ou R s’annule !’ordre 2 sur 3.
(4. 1. 6) b‘z'=0 el {T, b}|2r=0 )
(4.1.7) a—b? est transversalement elliptique @ 3" et Tr* P=Tr*(a— b?).

4. 2. Une propriété de la condition de sous-principale normalité.
ProposiTION 4.2.1.:  Soit L(x, &)C=(T*V\0) homogéne de degré 1
en p, on suppose que L vérifie I’hypothése (2.4.1). Alors il existe des fonc-
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tions Li(x, &) et Ly(x, &)&C=(T*V\0) homogéne de degré 1 en & telles que :

(4.2.1) L=L,+L,.

(4.2.2) L;z=0.

(4.2.3) Pour tout X&T X° il existe une constante C =0 telle que :
| X Lyz|<C|Lyg|.

Preuve : Si on utilise I’écriture du corollaire 4. 1. 3 et celle de la proposition,
I’hypothése se traduit microlocalement par,
il existe une constante C =0 telle que:

|Hq2k+j L12|§C|le|
pour j=1,... [,
et |Hm LmléClel.

od m=7r—b(x t &).
De méme (4.2.3) devient:
Il existe une constante C =0 telle que:

(4.2.3)" |Hy, Lys| < C|Lygl
pour j=1,...,2k+!
|Hn Lyg| < C|Lyg|.

On cherche L, sous la forme suivante :
2k
Ll:i—zl a; g;

ol les a; sont A déterminer et l’'on pose L,=L—L, (ceci assure (4.2.1) et
(4.2.2)).
On cherche «; en sorte que pour j=1,..., 2%

(4.2.4) H,, L,=0 sur 3

C’set-a-dire:
4.2.5) H, L—i a; H, q:=0 sur 3.

Comme la matrice ({q;, ¢;})1s:.js2x €St inversible, on peut résoudre (4.2.5).

On remarque maintenant que pour: j=2k+1,...,2k+1
Hq; Li=0
Hm LI:O

sur 2, donc:
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|Hg, Laiz|=|H,, Liz|< C|Liz|=C|Ly¢]
et
|Hn Lyz|=|Hn Liz|< C|Lig|=C|Lyy]

ceci avec (4.2.4) nous donne (4.2.3)’. On a donc démontré la proposition
microlocalement.

soit x; une partition de 'unité homogeéne de degré 0 telle que, sur support
de x;, on ait Lj vérifiant

{,g=0
et, pour tout X7 319, il existe une constante C positive telle que,

|X L—X L{|=C|L| sur 2.

On pose,

lez x; Li

L=L-L
(4.2.1) et (4.2.3) sont vérifiées.
Et on a,

X L=XL—-32 2 X Li-% (X x)Li.

Sur X} on a,
X LISSIzlX L-X L{
<C|L|.

Pour une constante C positive.
Ce qui démontre la proposition.

4. 3. Préliminaires i la preuve.
Nous allons énoncer, dans ce paragraphe, deux théorémes précis
d’unicité de Cauchy compact. Pour simplifier les énoncés, on se place en
coordonnées locales et on note:

plx )=t

p(x, t, & v)=1"—Q(x, ¢ &)
Re pi=@
Impi=L=L,+1L,

ot L, et L, sont donnés par la proposition 4. 2. 1.
L’énoncé de ces hypothéses sous une forme géométrique est assez délicat
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et peu satisfaisant. C’est pourquoi nous avons préféré extraire de ces théor-
émes, les théorémes 3.1 et 3. 2.

TREOREME 4.3.1.:  Nous supposons que 3> est une variété involutive.
Nous supposons également que :

(4.3.1) P est sous principalement normal.

(4.3.2) 1l existe une fonction a(x, t, &) homogéne de degré 0 en & el une
constante C >0 telles que,
I{Ql, L}lz'*‘a’ Q112|§C|le|-

(4.3.3) 1l existe une fonction B(x, t, &) homogéne de degré 0 en & et des
constantes positives C et & telles que,
i) |Qinz—B8 Cuz|=C|Lz|.

Alors P posséde la proprz'été d’unicité compacte.

REMARQUE: X} étant involutive, il existe des fonctions B vérifiant
(4.3.3) i). La condition (4.3.3) peut donc se comprendre ainsi; parmi
les fonctions B vérifiant (4.3.3) i), on pose la condition (4.3.3) ii).

THEOREME 4. 3.2.: Nous supposons que,

(4.3.4) P est sous principalement normal.

(4.3.5) Il existe une fonctions a(x, t, &) et d(x, t, &) homogénes de degré 0
en & et une constante 6>0 telles que,
i) e=a &—Q:.=25 Q.
i) Trte—a Q+Qie+d L>0 sur 3.

Alors P posséde la propriété d’unicité compacte.

REMARQUE: (4.3.5) i) impose que 9,7 > c’est-a-dire que Hp, ,,E
T 3. Ceci est une condition instable par convexification c’est pourquoi de
ce théoréme on ne peut déduire qu'un théoréme d’unicité compacte.

Preuve du théoréme 3.1.: Des hypothéses (3.2) et (3.3), on déduit
que,

Q=8 L+ 3} £ 4,

ol {g;=0}=3] et B: des fonctions homogeénes de degré 0 en &. On a, alors
sur >,
{Q., L}=L{B,, L}

car {q;, L}z=0 (hypothese (3.1)).
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De méme sur 3
Q;t:ﬁo L’t+ﬁ;t L

car {z, ¢;}x=0 (hypothése (3.1)).

Or (2.4.1) implique que |LY)=<C|L| pour une constante C positive. On a
donc (4.3.3) et ii) en prenant 8 trés grand et en utilisant la remarque du
théoréme 4. 3. 1.

Preuve du théoréme 3.2.: . (3.4) implique que Q5. s’annule 3 l’ordre 2

sur ..

(4.3.5) 1) sera donc vérifiée en prenant a trés grand. Dans ces conditions,

Trt e=a(Trt &+0())

ol o(1) désigne une fonction qui tend vers 0 quand a tend vers +oco. (Tr*
est une fonction continue voir Melin [11]).

De (3.5), on démontre qu’il existe une fonction d(x, ¢, &) homogeéne de
degré 0 en & telle que, '

4.3.6) Tr* P+d L—@>0.

En effet, il existe un voisinage W de L=0 tel que 7»* P—Q,>0 sur W.
Soit x, (resp. x.) une fonction C* homogeéne de d°0, positive vérifiant x,=
1sur L<ON( W (resp.sur L>0N [ W) et a support ans L<0 (resp. L>0).
On définit d=—Cx,+ Cyxo.

On obtient aisément de (3.5) que d vérifie (4.3.6). On a donc:

Trte—a Q+Qi:+a d L=a[Tr+Qg—Q1+dL+o(1)+%].

Ceci sera strictement positif en prenant a sufisamment grand et en utilisant
(4.3.6). On a aussi utilisé le fait que 7»* P=Tr* @,. En effet la proposi-
tion 4. 1. 4. est vérifiée en prenant b=0.

4. 4. Inégalité de Carleman.
THEOREME 4.4.1.:  Sous les hypothéses du théoréme 4.3.1 ou du théor-
eéme 4. 3. 2, il existe des constantes C >0 et y,>0 telles que, pour y=vy

4.4.1) jie " Pul*=C yle " Dul*+C v3|le™’™ ul?.

D’une telle inégalité de Carleman, on prouve l'unicité compacte pour P +
a D,+b ot a et b sont des fonctions complexes.

Modulo des termes d’ordre 0 et des termes de la forme a(x, ¢)D,, on peut
écrire 'opérateur P de la maniére suivante, P(x, t, D., D,) = D3— €x(x, t, D,)
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+ Ql (x) t’ Dx) +i Ll (x’ t; Dx) +i L2<x’ t) Dx) Oﬁ Q’Z(x’ t’ Dx) = i DXJ ajh (x, t>DXh

J 1
avec (a;,) une matrice symétrique positive.

Q, est de la forme,
> Dy, a,(x O +a,(x, DDx,

ol les fonctions a;(x, ¢) sont réelles.

Apreés les manipulations de la proposition les symboles L; n’ont aucune
raison d’étre des formes linéaires. On utilise la quantification de Weyl,
c’est-a-dire,

(4.4.2) Ly(x, t DOu=2x)" f [ ef<x-m>L,.<x—“2L—y, t uly, Hdy dE.

Tout ceci implique que &, @, L,, L, sont des opérateurs formellement

auto-adjoints.
Nous allons calculer,

I=fle~ =5 Puf?

oll x est un grand paramétre positif a choisir.
Posons,

2
u=e't—2 7

oll # et v sont des fonctions C= a support dans|x|?<7, et 0<¢t<¢,, 7, et f, a
choisir.

Notons N,v:e“‘-”'z—'z)’Pe““?‘“”v. Nous avons,
D, e“——‘;—mr:ew-—‘z‘—)r[D,+%<1—pt)]
| D., e =0,
Donc,
N,(x. £, De, D) =P (x, t, D; D+%(1—pt))

= D3+2 X (14 Di— y* (A=t + py— @, £, DO
+Ql(x, t) Dx>+i Ll<x, t: Dx)+i L’?(x, t’ Dx)-

On note, dans la suite des calculs ¢ et C des constantes positives qui ne
dépendent pas de u et y. € sera supposé suffisamment petit et C suffisamment
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grand.

On note,
(u,v)=fuz7dxdt
el = Cae, ).

On pose,
N,=N,—uy—i L,.
On a,

(4.4.3) | NoP=2|NIP+C pyHolP+Cl Lol
Ecrivons N,=A+ B, en développant on obtient,

IN,v|l2=||Av|?+||Bv|?+2 Re(Av, Bv)
avec

A=D3—p*A—pt)*— Q+Q,
B=—2 yiQ—ut)D.+i L,.

Calculons 2 Re(Av, Bv) en intégrant chaque terme par partie.

I,=2 Re(D3%v, —2 yi(1—put)D,v)

L =2 yu|Dw|?

L=2 Re(—y*(A—ut)?v, —2 yi(l1—put)Dw)
L=6 y*u|(1—put)v|?.

En prenant ¢, tel que,

6(1—ut)?=5 c’est-a-dire:

bh< (1 - \/g) %
On obtient,

Lz5 viu|vl?

L=2 Re(—Quv, —2 y it(1—ut)D,wv)

L=2 yu (v, v) =2 y(i[D,, &Jv, A—ut)v)
L,=2 Re(Qv, =2 y i(1—ut)Dw)

L=2 yu(Qv, v)+2 y(i[D:, Q]v, A1—put)v)
=2 Re(D%v, i L,v)=2 Re(Dw, i[D,, L,]v).

Calcul du symbole de Weyl de ¢ [B,, L,].
(4.4.4) REMARQUE. Soient deux opérateurs @ et Q' de symbole de Weyl
réel, Q d’ordre m, Q" d’ordre m’, alors le symbole de Weyl de /[ Q, Q'] est
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{e¥(Q), ¢¥(Q)} modulo des termes d’ordre m+m’—3.
Le symbole de :[D,, L.] est, {r, L,(x, ¢, &)}=L3(x, t, &). En appli-
quant (4.2.3), on déduit que

(4.4.5) |L3P<C L3+C Q.

On a d’autre part,
(4.4.6) |2 Re(Dw, i[D,, L,]J)|=C 7||Dtv"2+%"[Dtx L]v|?.
En appliquant l'inégalité de Fefferman-Phong [3] au symbole,
C L:+C &—L%
On obtient de (4.4.5) et (4.4.6)
. ., C ., C Cy 12
|2 Re|D,v, i[D,, L1v)|=C vy|Duw| +-);||szll +7(sz, v) +7||v|| :
En conclusion on a,

lsg_c ,y||Dtv"2_£"l'40"2_£(sz’ 1))_%“0"2.

IG 2 Re(—y*(1— ;zt)zv szv) 0
=2 Re(— &, i L) =([L,, &]v, v).

Calcul du symbole de Weyl de i [L,, Q.].
Le corollaire 4. 1.1 permet décrire microlocalement,

(4.4.7) @:é g2 avec |{g;, L}|< C|LJsur 3.
Globalement on a,
N 17:3
Qz=k2=l0 Z!l (@H%x%,

ol x% est une partition de 1'unicité homogeéne de degré 0 en &. Modulo des
termes d’ordre 0, le symbole de Weyl de i[L,, @] est,

(Lo @)= 2 2[2 afxilal L+ @ (xh L .

Le deuxiéme terme de la somme est majorée par C @. On en déduit, en
appliquant l'inégalité de Fefferman-Phong

123

N
2 20p" (g {xh LPo, v)|=C (o, v)+Clol?
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ol on a noté Op ¥ (a) l'opérateur de symbole a déduit par la formule (4. 4. 2).
En ce qui concerne le premier terme on ¢, modulo des termes d’ordre 0,

Op" (2 gixilar, L)) =0p" (qixs) Op"™ (xx{a’, L}
+OpY (xela?, L}Op¥ (@5 xs).

Donc

[COp¥™ (2 qixilar. Lpv, v
=|2 Re(Op¥ (xx{a%, Lo)v, Op¥ (qixe) )|
+O0vIH =e y|Op¥ (gixo) vl

+S10p" Gualat, Lol +Clore

En utilisant (4. 2.3), on obtient,
Has, L}*=C @+ C L3.

Ceci permet, en appliquant l'inégalité de Fefferan-Phong de conclure que,

L2 —ey(@o, v>—§1|av||2—c Yol

s=2 Re(Qv, i Lv)
L=0[@Q, L]v, v).

En résumé, on a,

(4.4.8) 2 Re(Avw, Bv) =22 yu||Dw|?+5 y3ulv|?
+2 yu (v, v)—2 y([D., &lv, A—ut)v)
+2 'Y#(va, v)+2 Y(i[Dt) Ql]v’ (I—put)v)
+([@, L]v, v)—- R,

ott Ri=C y|DalP+C ylolt+e y(Go, v)—i—%ll[qvﬂz.

Contrdle de |L,v|?*/y.
En utilisant I’expression B, on a

L Lol =2AB+2 y iQ—u) Do SZBe +5 uyl Dot
Donc, pour y suffisamment grand,
(4.4.9) Bl 25 | Lol —uy| DeolP.

Soit k(x, t, &) un symbole en (x, &) a parameétre /. homogeéne de degré
0 en £&. On suppose que,
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1

(4.4.10) 1Op™ (R)|l2-ra=—

1
1OpY (k) *||L2-12 éT.

En écrivant @, en fonction de A, on a,

—2 yu Re([1ld— Op¥ (k)1 @Qv, v)
=—2 yu Re((Ud— Op¥ (k))Av, v)+2 yu Re([Id — Op¥ (k)] D3%v, v)
=—2 y*u Re((Id—Op" (k) A —put)?v, v)

—2 yu Re([1d—O0p¥ (k)]16ev, v) =D+ ++@D.

On a, griace a (4.4.10),

D=elAv|P+C y*u?|v|?.
@=2 yu|Dw|?*—2 yu(Op¥ (k) Dw, Dw)
—2 yu([OpY(k), D/]1Dw, v).

7 étant une forme linéaire le symbole de Weyl de [Op¥ (k), D,] est exacte-
ment (voir Hérmander [6]), —}—{k, t}=1 k..
On a donc en utilisant (4. 4. 10),

@z yul Dol ~C uy|Op¥ (kD vl

@25 viulol

En résumé, on a,

(4.4. 1D —2 yu Re(Qv, v)=2—2 yu Re(Op¥ (k) Qv, v)
+ vu|Dol?—e|Av|?—3 viulv|?
—C uyl|lOp¥ (kD v|?
—2 yu Re([1ld—Op¥ (k)] v, v).
Et donc, en utilisant (4.4.8), (4.4.9) et (4.4.11),
(4.4.12) 1N, 0222 yu|Dwl?+2 yiulvl?
+2 ML +2 v Re(O¥ (B Q2. 0)

—2 y([D,, &]v, A—=ut)v)
—2 yu Re(Op" (k) @Qiv, v)
+2 y(i[D,, @Jv, A1—ut)v)
+(i[Q1, Lz]v: V) — R,

ot Re=Ri+C uy|Op™ (k) v|>.
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ler cas: T+ @=0.
Contrdle de (([@, L;]v, v).

En prolongeant la fonction «(x, ¢, &), donnée par (4. 3.2) horsde 3] par
une fonction homogéne de degré 0 en &, on prouve l'inégalité suivante,

{Q, L} +a QI=CIL|+C /&.

Ecrivons,

(4.4.13) Re(i[@Q:, L;]v, v)=Re([i[@Q, L]+ Op" (a)@Q]v, v)
—Re(0p" (@)@u0, )2 — (@, )~ S Lol —C vlol?
—Re(Op¥ (a) @, v).

Controle de 2 y(i[D,, Qlv, Q—put)v).

On prolonge B(x, t, &), la fonction de I'hypothése (4. 3.3), hors de X}
par une fonction homogéne de degré 0 en & qu’on note également £(x, ¢, &).
On obtient,

7, Q}—B8 QI=C|L|+C /@.
On a, en appliquant le calcul symbolique et l'inégalité de Fefferman-Phong,

(4.4.14) 2 y Re(i[D,, @lv, (1—ut)v)
=2 y Re((Q—ut)[i[D:, Ql]“OPWCﬁ)QL]U» v)
+2 ¥ Re((1—put)Op¥ (B) v, v)

2-2 C ylol-S(@, ) =SIL0l?
+2 ¥ Re((Q—ut)Op¥ (B) v, v).

Ecrivons les symboles de Weyl des termes du premier ordre de (4.4.12) en
utilisant (4.4.13) et (4.4.14).
On a, modulo des termes d’ordre 0,

(4.4.15) —2yu k Q+2 yA—put)f Q—a Q.

Posons

(I—put) a
4.4.16) k="t f—.
( u A3 yu
De sorte que (4.4.15) estnul. De plus x & est un symbole de S¢, uniformé-
ment par rapport a t et y.
Donc en prenant g suffisamment grand (4. 4.10) sera vérifié.

On vérifie facilement que %} est un symbole de S?, uniformément par rapport
dtet y. Donc
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(4.4.17) C uylOp" (kDv|*P=C uyllvl?.

Controle des termes du deuxiéme ordre.

Modulo des termes d’ordre 0 le symbole de Weyl des termes du deuxiéme
ordre de (4.4.12) est,

(4.4.18) 2y kb Q—2 y(A—ut)Qs—ey .
En utilisant (4.4.16), (4.4.18) devient,
(4.4.19 2 y(A—ut)B &—2 y(Q—ut)Qs—ey &—a &

B , e @ . a G
=2 y(l—;zt)[ﬁ Qz_Qz‘—Z(l—,ul‘) 2 'y(l—llt)]'

I1 existe une constante positive ¢ telle que, 8 @ — Q3. =6 . (Voir (4.3.3)).
L’expression (4.4.19) est donc supérieure 3,

) _ _ & _ &
44200 2 y(U-pb|s TeEaTy 2y<1_”t>]@.

Pour & suffisamment petit, y suffisamment grand, (4.4.20) est supérieur a
yS €.

Il suffit d’appliquer lI'inégalité de Feffermn-Phong pour conclure que,
(4.4.21) |V 022 yue Dl + vul|vl?+ v (€, v).

En utilisant le fait que L, s’annule sur 33, on déduit que,
3
IN ol =2 Dol + L ol

Ce qui donne de maniére classique l'inégalité de Carleman (4.4.1).
2éme cas: Tr* >0.

Utilisons le symbole a(x, ¢, &) de I’hypothése (4.3.5), et posons,

k(x, t, é—):(l—ﬂt) Z (x’ t’ E),

de sorte que, comme pour le ler cas, (4.4.10) est vérifiée et,
10p" (kD vir< Clul?.

Le symbole de Weyl des termes du deuxiéme ordre de l'expression (4. 4.12)
est, modulo des termes d’ordre 0,

(4. 4.22) 2y(d—ut)a &—2 y(A—ut)Qs—ey .

En utilisant (4. 3. 5), il existe une constante positive ¢ telle que (4. 4.22) est
supérieure a 2 Jdy (k.
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Au terme (4. 4.12) ajoutons et retranchons

2 y Re((1—ut)0p¥ (d (%, t, D)) Ly, v).

Ce terme est majoré par C y3||v[l"'+%llevllz, ce qui est contrdlé par

3,02 M 2
P IO+ Lol

si on prend x4 assez grand.
Nous allons appliquer l'inégalité de Melin-Hormander [5] au symbole,

K=(1-pt)a @—A—uD)Q%—5Q—5Q
1
—(U=pha Q+A=pH Qi+ U—pD)d Li+57{Q, Lo}
Le terme d’ordre deux de K est transversalement elliptique a >} (voir
§.2.3) et sa trace plus est,

A—ut) Trre+|&|O0(e)+|&]10()

ol e est donné par (4.3.5).
(En effet la trace plus est une fonction continue, voir Melin [11]).
Donc l'opérateur de symbole K sera positif (modulo C|v|*) si,

4.4.23)  K=0-p)Tre+|§1QCe)+1510()—A—ut)a &
+ A=) Qe+ (1—pt)d L5 (@, L}20 sur 5.

Or de (4.3.5), on déduit
Trre—a Q+Q+d L,>8|&| sur 3,

donc

Koz (1- ) 8181 +1510C0) +1£10(0) +5 Q. L),

. 1 _ -
Si on prend ¢, J, et > suffisamment petit par rapport a &, on aura K; >0.

On peut donc appliquer l'inégalité de Melin-Hormander a K.
On a donc

N 22wy | Dol + eyl vl + 8y (Quo, 0).

Ce qui est l'inégalité (4.4.21). On achéve alors la preuve de (4.4.1)
comme pour le premier cas.



(6]
(7]

(8]

(9]

(10]

(11]
(12]

(13]
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0. Introduction.

La méthode H.U.M. (Hilbert Uniqueness Method) développée par
J.L. LIONS [7] permet d’étudier le controle des solutions d’équations
aux dérivées partielles. Notre discussion se bornera au cas des équations
hyperboliques. Le contréle au sens le plus fort, c’est-a-dire 1’existence de
contrdle pour des données dans des espaces fonctionnels classiques (ici
L?x H™!) a été résolu par BARDOS, LEBEAU et RAUCH [2]. Mais H.U.M.
permet aussi de construire de facon implicite, des espaces de données
pour lesquelles il existe un contréle. Ce résultat repose sur un théoreme
d’unicité, (voir le théoréme 3.1 de Lions). Ce théoréme n’est démontré
que dans deux cas, pour des opérateurs a coefficients analytiques, c’est
alors une conséquence du théoréme d’Holmgren et dans le cadre étudié
par Bardos, Lebeau et Rauch.

Nous démontrons, ici, ce théoréme pour des opérateurs a coefli-
cients peu réguliers. Notre méthode repose sur une idée de RAUCH et
TAYLOR [8] reprise également par LERNER [6]. Essentiellement, ces au-
teurs démontrent le résultat suivant, si u(t,z) est solution d’une équation

hyperbolique [Dt2 - A(a:,D,,-)] u(t,z) = 0 ou A est elliptique, A > 0 et

u(t,z) = 0 pour tout z € B(0,7), r > 0 et tout ¢t € R alors u = 0 pour
tout z et t.

La méthode est la suivante. Ils posent :

oa(s,z) = \/%/e'%(i’+'°")2 u(t,z)dt .

va,\+Av,\=0 et vyx=0
pour (t,z) € R x B(0,r).

On a:

On applique le théoréeme d’unicité pour les opérateurs elliptiques, on
obtient que vy = 0, ce qui implique que u = 0 car

va(0, ) B u(t,z) .

Notre théoreme 1 est une version locale de ce résultat. On pose:

2T s :
va(s,z) = Q—E/Te_’f("'*'“-t) u(t,z)dt

D?vy 4+ Avy = O(e~°?)

On a alors:

et

va =0 pour (¢,z)€]-T,T[x B(0,r) .

i



Ce qui ne permet pas d’appliquer le théoréme d’unicité. Mais on reporte
ceci dans une inégalité de Carleman, démontrée par HORMANDER [3],
ce qui permet de prouver que vy = O(e~¢*). En faisant tendre \ vers
I’infini, cela implique que u(tp,z) =0.

Je remercie M. Saut et M. Scheurer pour m’avoir indiqué ce probleme.

1. Résultats.

Soit  un ouvert connexe de R™.

Soit A(z,D.) un opérateur elliptique

A(z,D;) = Z a;,j(x) Dz, Dy; + Za;(x)Dz'. + ao(x) .

n>i,j>1 i=1

(aij(x)) est une matrice réelle définie positive, et il existe deux constantes
strictement positives C; et C, telles que pour tout =z € 2 et tout £ € R™,

C: 67> Y aij(z)éiki = Cu g .

n>i,j>1

Les applications a;j(z) sont C!(f2), il existe donc une constante

- Oa;j ~ .
positive C3 telle que _%)i(x_) <Cspourxz e, 1<12,37<n.
Les applications a;, j = 0,...,n appartiennent a L.

Soit u(t,z) vérifiant :
D?u(t,z) — A(z,D;)u(t,z) =0
pour (t,z) € |-T,T[x Q.

On suppose que u € H2 _(]-T,T[xf) ou que v € C°(|-T,T[,HL_ ()N

loc loc

C'(]-T,T[,L3,.(2)). On suppose que :

loc
u(t,z) =0 pour (t,r) € |-T,T[ x B(zo,70) ,
ou g €2, 7o >0 et B(zp,79) C 2.

On note |z — y| la distance euclidienne de R™ et d(z,y) la distance
géodésique dans 2, pour la métrique euclidienne.

On note D = Sup {d(zo, ), pour z € Q}. On suppose que D # +oo.
(Il est facile de construire des ouverts connexes de R™, n > 2 vérifiant
D = +o00).



THEOREME 1. Il eziste un réel K sirictement positif ( K ne dépend que
de C; et C3) tel que ss T > K D alors

u(t,z) =0 pour (t,z) |-, Thi[xQ ou Th =T - KD .
COMMENTAIRES :

i) Ce théoréme peut étre appliqué d’une maniere purement locale. Pour
T fixé on peut trouver un domaine de |—T,T[ x  sur lequel u s’annule.
En particulier le théoréeme 1 est faux si A dépend de t. En effet, en prenant
pour A le Laplacien positif le théoreme d’ALINHAC [1] permet de trouver
u(t,z) et a(t,z) des fonctions C°° vérifiant :

[Df — A+ a(t,:c)] u(t,z) =0

dans V' un voisinage de (t,z) = (0,0) et Suppu = {z1 > =6|'*}nV,
ou = = (z,z'), § > 0. Ce qui est contradictoire avec le théoréme 1.

On résume la situation dans ce schéma.
At

Supp u

>
X1

Domaine d’annulation de u
quand le théoréme 1 est vrai

ii) Quand A est a coefficients analytiques, (A peut alors dépendre de t),
ce théoréeme est une conséquence du théoréme d’Holmgren. Dans ce cas la
constante K trouvée dans le théoréeme 1 est bien moins bonne que celle
donnée par le théoréme d’Holmgren.

iii) Ces deux remarques, et la méthode de démonstration suggerent
que l’analyticité par rapport a ¢t est la bonne hypothése pour obtenir le
théoréme 1.

iv) Ce théoréeme permet de résoudre un probleme posé dans le livre
de LAVRENTEV, ROMANOV et SHISTATSKII [5], étudié par RAUCH et
TAYLOR [8] et par LERNER [6]. La question est la suivante : si u vérifie

{ Oju — 0Zu — J2u + a(z,y)u =0
u |:c<0= 0 ?
a-t-on u =07



Lerner a donné une réponse positive a cette question si les hypotheses
sont globales sur R%I’ o) X R¢. Le théoréme 1 donne une réponse positive si

les hypotheses sont locales en (z,y,t).

Ce type de résultat permet d’aborder le probleme de détermination
d’une source connaissant le signal regu. Ainsi le cas a = 0 a été étudié par
SYMES [9]. ‘

A pplication au probléme du contréle.
On suppose que u(t, z) vérifie :
'[Dﬁwuapﬂqn@=osm]—wﬁa4xn
u(0,z) = u%(z) avec u® € H}(Q)
D.u(0,z) = u'(z) avec u' € L?(Q)
[ u(t,z) =0 sur ]—oo,+oo[ x 0N .
On a alors u € C°(R, H} (Q)) N CY(R x L?(Q)).

(P)

>

On suppose de plus que % =0 sur |-T,T[x ¥ ou ¥
(H) 0 (e R
est un ouvert de 9, et o est la dérivée normale a X.

On suppose également que ¥ est une hypersurface C2.

Il existe donc zo € X et r > 0 tel que B(zg,7) N O C X. On pose

! = QU B(xo,r) et on prolonge u sur { par 0 hors de 2. Notons u ce
prolongement. On a:

(D} —A)u=0 sur |-T,T[x
u € CO(—T, T[, H}(@)) N C* (T, T{, L*(2))

et
u=0 sur |-T,T[x B(zo,r) .

Appelons D = Sup {d(zo,z),z € (}. Ici d est la distance géodésique

sur 2. On suppose D < +o0o. En appliquant le théoréeme 1 on obtient le
résultat suivant.

THEOREME 2. Soit u une solution de (P), si (u,$2, ) vérifient (H) alors,

siT>KD,

W =ul=0.

Ce théoréme d’unicité est la premiére étape pour appliquer la méthode

H.U.M. de J.L. LIONS [7].



2. Une version locale du théoréme d’unicité.
On fait les hypothéses du §.1 sur A, on suppose que
u € H*([-T,T] x B(0,3r))

ou que
u€eCP ([—T, T],H’(B(0,3r))) nc! ([—T, T],L?(B(o,ar))) , >0 fixé.

LEMME 1. Il eriste une constante strictement positive K (ne dépen-
dant que de C; et C3) et ro (dépendant de C,, C; et C3) telle que s1
(D? — A)u =0 et 31

u(t,z) =0 pour (t,z)€ [-T,T]x B(0,r), pour r <o
alors

u(t,z) =0 pour |z|<2r

et
t|<T - Kr .

Ce lemme est une version locale affaiblie du théoréme 1. La démons-
tration va comporter plusieurs étapes.

On pose d’abord :

AT s 2
Va,A(S,T) = ﬁ/ e~ 2(ie+a=0% (¢ 2)dt .
-T

ve,2 possede plusieurs propriétés, tout d’abord, celle qui permet de
conclure a la fin du calcul, c’est-a-dire,

vax(0,2) — u(a,z) si |a| < T,

A—r+o00
et
A 32
(1) “v"”\”m([—ao,so]xB(o,a(r—s))) S CAYZei%s
(2) va(s,z) =0 pour z € B(0,r) .

LEMME 2. Il eziste une constante C (qui dépend de u), telle que :

—ANT- 2_ .2
1Qva N L2 ((— so,00] x Bl0,3ry) S CA/ 27 FT D= 2c]

ot Q = D? + A(z, D).

Dans le cas ou u € C° ([-T, T, H*(B(0,3r)))NC* ([T, T], L*(B(0, 3r))),

on déduit de ce lemme et du fait que vq,x € Hlloc que vq € Hl20c .
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11 suffit d’a.pphquer par exemple le théoréme 17.2.7 de HORMANDER
[3] de regula.rlte HZ _ des fonctions u € H{ _ vérifiant Bu € L? _, ou B
est un opérateur elliptique a coefficients Lipschitziens.

PREUVE DU LEMME 2 : Un calcul élémentaire montre que :

D,va a(s,7) = z‘/ / —3(@sta—t)? Dudt

_ AN [e 3 (is+a—-T)* u(T J:) _ e—;(:s+a+T)2 u( ~T, :E)]

27
De méme
A (T g 2
D2vaa(s,z) = — E;/Te-f(““-‘) D2?u(t,z)dt
— 2_’:; [e-g-(is+a—T)’ Du(T,z) — e— 3 (is+a+T)? Du(-T, x)]
A : —3(is+a-T)?
~\V a2 —Ais+a—-T)e™ 2 u(T, x)

—A(ts+a+T) e~ 3 (istatT)? u(—T, a:)] .
La majoration de (D? + A)v,, » s’en déduit immédiatement.

Le deuxieme ingrédient de la preuve est une inégalité de Carleman
précise, ce qui va faire ’objet du lemme suivant pour lequel on pose :

_ s2 + [:z:|2

5 et p=eP?B>0.

LEMME 3 : (Inégalité de Carleman). Il eziste une constante K > 0 (ne
dépendant que de C; et C3) et ro (dépendant de Cy, C, et C3) telle que 33

K . .
B2 — our <y, il eziste C > 0 et yo > 0, telles que pour tout v > v, et
r
2
tout w € H? a support compact dans {(s,x), % <s?2+z?2< 9r2}, on a
72 [e™w|| < C ||l Qu
Ici || || est la norme dans L2.

Ceci est une conséquence du théoréme 8.3.1 de HORMANDER [3] qu’on
va rappeler pour la commodité du lecteur.

THEOREME 8.3.1 [3]. Soit Q un ouvert borné de R™, soit i) une fonction
C>(Q) vérifiant grad z/)(:z:) # 0 pour z € Q, et P(x,D) un opérateur
différentiel d’ordre m a coefficients dans L>°(2). On suppose de plus que

6



les coefficients de la partie principale Pp(z,D) sont dans C1(Q), et que
P,. est elliptique dans Q. Alors si

~\ 8%p 0P, oP,,
® 3 5 omr Be 9 Ze e =0
5,k

+7—11m2——( 05 ™ (z,) > 0

pour ( =E€+ivygrady, ouz € Q, £ €R™, v €R, et Pn(z,&) =0, il existe
des constantes C > 0 et y9 > 0 telles que pour v > vy on a:

D 1/|D°u|2 2 "dz < C/IP(x D)u|® &V dz
la|<m
quand u € C§°(Q).

Evidemment on peut remplacer u € C§°(Q2) par u € H™ Ne'(N) et

pour nous m = 2. Il est probable que pour m = 2, I’hypothese P,,(z, D)
a coefficients Lipschitziens suffise.

Il suffit donc pour prouver le lemme de vérifier (3) dans notre cas.
On a:
P = —Bp e P
¢II — (—ﬂ(p" + ﬂ24P' tcpl)e—ﬂcp
On pose I' = Bye ?%. On a donc ¢ = € —ivyByle ™ PP = £ —ilz et
=1 —ivyBple PP =7_—ils.

1
On note gq(z,71,£) = 5(7'2 + € A€) ol A est une matrice qui dépend
de z. ¢(x,0,{) = 0 est équivalent a:
24+ AE =T2 [32 + t:z:A:z:] , et

() sT+ € Ax =0

La relation (3) devient, en notant n = (7, £),

Iaq
(5) ¥ an

OJq 2

+%Im[z ‘(g—zrx) (5—zrx) [A(€ +iTz)]e

k=1

ou [V] est la k—éme coordonnée de V. Or

a 2
5-3(3;,0,5) =72 4+ T2s2 £ 6 A2¢ £ T2z A%




= (sT+'zAE)? +T%(s® + 'z Az)?

3
®

=TI?%(s? + tr Ax)?
grace a (4).

Le terme Im [ | de (5) est égal a:
Z+—[e £- r2x§—‘tw] I[Az]k + [ r x—aié](Aslk .

De (4) on déduit que:

€] < CTp et |r|<CT o
ou C ne dépend que de C; et C;. On a donc:

94
0
9q

ou C ne dépend que de C;, C,, C3, C ne dépend que de C;, C; et ¢ ne
dépend que de C;.

I%Im[] < CT?%,3/2

2
< CT?p

2
> clMyp

Donc (5) est impliquée par :
cBT2p? 2 T2p(C + Cp'/?) .
Si ro est assez petit, (7o ne dépend que de C;, C2 et C3),on a C /2 < %

Il suffit donc de prendre 8 > 52 ou K ne dépendant que de C; et C, (sur
r

2
I’ouvert considéré ¢ > _2—)

PREUVE DU LEMME 1 : Pour simplifier les notations on note v, x = va.
On applique I'inégalité de Carleman & wx = x(2¢(s,))va ou

€\2 5r\ 2
(1—5 r2§a_<_a2=(?)

x(a)=<¢ 0 si a<(1—¢)?r?

2
ou a2a3=(—1—1—r) .
\ 4

On posera a; = (27)2. (On a a1 < a2 < a3).

’

[
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. . 2I N . . V4 -
On choisit 3 = —- et on pose v = v\ ol v sera choisi ultérieurement.
r

Qwx = x(2¢)Qua + [Q, x(2¢)]va -

Le lemme 2 et les propriétés de la troncature x impliquent :

(6) le™ x(2¢) Qual| < X372 Coev Ao K —NT—lah?+253

D’autre part, [@, x(2¢)] est un opérateur d’ordre 1 dont le support des
coefficients est inclus dans:

N2
{(s,:z:)/(l—s)2r2 <2p < (1—5) r? ou ay 52(,0_<_a3} .

Si as < 2¢p < az, on obtient :

On écrit :

~
e < e”)‘e—xﬁ

On déduit des faits précédents, de (1), et de (2) que:

—I'(%g--{—k lg

(7) €7 [P, x(2¢)]va|| < e
De méme, si a; > 2¢p, alors:
-k}

e-yz/; > euAe r

ce qui implique :

=

Ve-KT}
(8) 72 [|ewal| 2 e loallz2zpgan)
Les formules (6), (7) et (8) impliquent que:
-Kk2% _ -k}
9 [oallazpany S Cud®/?|erde 77 HReam02e

. =
+ e Ac-K—A(T—|a|)2+Asg—uAc_K7}]

Pour prouver le lemme, il suffit que ||va|[L2(2,<qa,) tende vers 0 quand A
tend vers l'infini. Pour cela, il suffit d’apres (9) que

(10) ve KT 4 83 — ve K3 <0

et ve K — (T — |a|)® + s3 — ve K <o |

Donc, si
s2 (e"k — e—k%'}) < (e—k%} — e"'f(%}) [(T —la|)? - sg] ,

on pourra trouver v pour que (10) soit vérifiée. C’est-a-dire, puisque

al_ Qa2 25
72"—— ,;—.LT:T et 30231‘,

9



K —4 K

2 €~ —e C1aN2 _ 0.2
9r e_4}.{_e_%5_k<(T lal]) 9r° |

c’est-a-dire |a| < T — Kr pour un certain K.
Ce qui acheve la preuve du lemme 1.

3. Démonstration du théoréeme 1.

Pour démontrer le théoréeme 1, on va construire une suite de boules
permettant d’appliquer successivement le lemme 1.

DEFINITION. On dit qu’une suite de boules B(y;,6) 7 = 0,..., N est une
é—suite de boules reliant ¢ a z si

B(yj+175) CB(ylaza) .7 =07""N_1

B(yj,36) cQ.

REMARQUE. S’il existe une é§—suite de boules reliant ¢ a z, avec § < 7o
alors u(t,y) = 0 pour y pres de z et |t| < T — K6 N. 1l suffit d’appliquer
le lemme 1 N fois.

On va prouver ’assertion suivante : pour tout z € 2, pour tout € > 0,
il existe § < ry et une §—suite de boules reliant z¢g & £ avec 6 N < D + €.

Soit I' un arc joignant z¢ a z (suffisamment régulier) tel que
longueur (I') < D + €. On note g une paramétrisation de I
g :[0,1] = Q avec g(0) =zo et
g(l) == .
Soit u = inf d(g(¢),0Q), on a u > 0. Pour chaque & € ]0 inf (L‘-,ao) [
tefo,1] ’ ’ ’ 3

on va construire une §—suite de boules reliant zo a = de la maniere
suivante. On construit par récurrence ag = 0, a;,...,any = 1 en posant

si «ay 79 1
aj41 = sup {a € [0,1], lg(a) — g(a;)| < 6} .
La suite aj est croissante. On va voir que cette procédure s’arréte et que

la suite a; est strictement croissante. Cela est une conséquence du lemme
suivant.

10



LEMME 4. Siaj#1 alors |g(aj—1) —g(aj)| = 6.

PREUVE : On a bien sir |g(aj—1) —g(aj;)] < 6. D’autre part, par
construction de aj, Va > a; |g(aj—1) — g(a)| = 6, donc par continuité

de g, |g(@j-1) — g(ej)| = 6.

Supposons que pour tout j aj < 1 cela implique que a; converge donc
que g(a;) — g(aj—1) tend vers 0. Ce qui contredit le lemme.

On va prouver que B(g(a;),8) j =0,...,N — 1, est une d—suite de
boules reliant z¢ a =x.

1) |z — g(an=-1)| = |g(an) — g(an-1)| £ é§ < 26 donc
z € B(g9(an-1),26) .

2) Siye B(g(aj4+1),8) 7 =0,...,N —2 alors
ly — 9(aj)l < |y — g(aj+1)| + lg(a;) — g(aj+r)] <26 .
Donc B(g9(aj+1),6) C B(g(aj),26).

3) B(g(aj),36) C Q car 36 < p.

Il reste donc a majorer §(N — 1). On remarque que le segment
I; = [g(aj); 9(ajs1)], 7 = 0,...,N — 2 est contenu dans 2. En effet

pourzEIjetyG[:Q,ona

|z =yl 2 l9(@;j) —y| — |z — 9(e;)]
>u—6>26>0.

On a donc que, |g(aj) — g(aj4+1)| est inférieur a la longueur de T’ prise
entre g(a;) et g(aj4+1). Donc

N-2
Z lg(a;) — g(aj+1)| < longueur (T')

7=0

<D+¢.

Le lemme 4 implique que §(N —1) < D +e¢. Ce qui implique le théoréme 1.

11
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Dans ce papier, nous étendons le résultat suivant du a Caffarelli-

Friedman (6].

Soit u une fonction définie sur un ouvert de R™ vérifiant :
(1) laul < C(u] + |vul)
alors 1'ensemble {u =0, Vu =0} est de dimension d'Hausdorff au plus m-2.

On obtient ici le méme ré¢sultat en remplacant le laplacien par un
opérateur elliptique d'ordre 2. En corollaire, on obtient, sous les mémes

conditions, que {u = 0} est de dimension d'Hausdorff au plus m-1.

L'organisation générale de ia preuve est la méme que‘celle de
Caffarelli-Friedman. L'essentiei de nutrc travail consiste a prouver qu'une
fonction u vérifiant (1) (avec A remplacé par un opérateur elliptique
d'ordre 2), se décompose en la somme de deux fonctions Pn et rm' ou Pn
est un polyndme homogéne de degré n, solution d'un opérateur elliptique

a coefficients constants, et Th s'annule 3 un ordre strictement supérieur

903
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A n. Ce résultat est a rapprocher du travail de Bers Eﬂ qui démontre
que la solution d'une équation elliptique, soit s'annule a 1'ordre infini,
soit s'écrit comme une somme d'un polyndme de degré n, solution de 1'opé-

rateur figé au point, plus un reste du méme type que le ndtre.

1. Enoncé des nésultats.

1.1.~- Résultats principaux.

Soit A(x,d,) un opérateur elliptique, d'ordre 2, a coefficients

lipschitziens d'un ouvert connexe Q de R™ (m 3 2) a valeurs dans R.
Soit u une application de classe C1+6(Q) (8§ > 0) vérifiant

Pour tout compact KC @, il existe une constante C > 0

telle que :

(2) |A(x,3,)ul = C(lu] + |vu]).

On suppose que u n'est pas identiquement nulle et on note :

S ={x e Q, u(x) =0, vu(x) = 0}

et, Hk

la k-mesure d'Hausdorff.
Théonéme 1.-
Pour tout ¢ > 0,

HM=2*€(s) = 0.

Remaﬂguu :

a) S étant un fermé, c'est un ensemble mesurable. Les mesures
d'Hausdorff qui sont extérieurement réguliéres, sont pour un ensemble mesu-
rable, intérieurement réquliéres. Le théoréme est donc de nature locale.

I1 suffit pour cela d'écrire 9 comme une réunion dénombrable de boules.
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b) Le théoreme est équivalent a :
La dimension d'Hausdorff de S est inférieur ou égale a m-2.
L'exemple suivant montre que la dimension est optimale. En effet,

prenons A = A et u(x) = x%-xg , ona, S = {x1

Xy = 0}.

c) Dans le cas m =2, on démontre que S est formé de point

isolé. La généralisation de ceci serait
Hm_z(S NK) < + = , pour tout compact KC q.
Nous ne savons pas si ceci est vrai pour m > 2.

d) L'hypothese (2) permet de traiter des probleémes non linéaires
de type

A(x,ax)u = f(x,u,vu)

avec |f(x,u,vu)| < C(Ju| + |vul).

f peut aussi dépendre de vzu, v3u etc... du moment que la

majoration (2) reste vraie (Voir Caffarelli-Friedman [6] pour des exemples).

Du théoreéme 1, on déduit le corollaire suivant.

Conollaine 2.-
Soit S = {x € g, u(x) = 0}.

Alors, pour tout ¢ > 0,

H-1+e(S) - 0.

ngue :

Ici aussi, dans le cas m = 2, on peut prouver que H’(g NK) <+ =

pour tout compact KC Q. 0n ne sait pas généraliser ceci pour m > 2.

1.2.- Propridté Locale de La sofution.

On suppose de plus que :
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A(x,ax) = A+ B(x,ax)

m
_ - 2
1 axi aij(x)axj avec aij(o) 0 et & jz 3¢ .

W~13

ou B(x,ax) = ;

On note B1 = {|x] < 1}).

Théonéme 3.-
On suppose que u(0) =0, vu(0) =0 et que u n'est pas identi-

quement nulle.

Alors, il existe un entier n 3 2 tel que

ou Pn est un polyndome harmonique homogéne de degré n, non identiquement

nul, et Tn est une fonction vérifiant :

il existe une constante positive C, telle que

|rn(x)| < C|x|m"‘s/2 sur B,

n-1+8/2

[9,(x)| < Cx] sur B,.

RMuu :
a) Pour ce théoreme, on peut prendre pour B un opérateur a coeffi-

cients aij(x) 3 valeurs dans €.

b) Ce théoreme est 1'analogue du théoréme 1.2. de Caffarelli-
Friedman [6]. Par contre, nous n'avons pas 1'analogue du lemme 1.1. (Essen-
tiellement ce lemme est le suivant. Si jau(x)| = CIxIB, avec B non entier

alors

u=P, +r, avec n- [g] +2,

P, harmonique de degrés s n et Tn du méme type que celui du

théoreme 3).
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Ceci vient du fait que Pn appartient au noyau de A mais pas

au noyau de A.

c) Si A ne se décompose pas sous la forme A + B, le théoréme 3
reste vrai avec Pn(x) remplacé par Pn(Ax) ou A est une application
linéaire bijective d¢ R™ > R™. En effet, i1 suffit de figer les coefficients
de A en 0, et on vérifie aisément qu'un opérateur a coefficient constant

est un laplacien modulo un changement de variables linéaire.

d) En raffinant la preuve du théore2me 3, on peut prouver, si les
coefficients de A sont de classe C° (e >0), que u, soit se décompose
comme dans le théoreéme, soit s'annule a 1'ordre infini au sens, u = O(lxlN)
pour tout N. Dans ce cas, on n'a pas de résultat d'unicité forte (il existe
des contre-exemples voir Plis [9], Alinhac [1]), on ne peut donc pas éli-
miner la deuxidme éventualité. Ce résultat étend le théoreme de Bers [4] a

des opérateurs avec des termes d'ordre inférieur a coefficients L”.

2. Preuves.

La preuve du théoreme 1 repose sur une décomposition de u au voi-
sinage des points de S (voir le théoreme 3). On peut la trouver dans
Caffarelli-Friedman au § 2 et 3 de [6] (certains détails se trouvent égale-
ment dans [5]). Nous nous contenterons de démontrer le théoreme 3, qui repose

sur le lemme suivant.

Lemme 2.1.-
Sous les hypotheses du théoréme 3.
On suppose de plus qu'il existe, un entier k > 1, une constante

C >0 et un réel u, § 2 u > % tels que
(3) lu(x)| < C|x|**¥ sur B,

(4) [vu(x)| < Clxlk*“'1 sur B, .
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Alors i1 existe un polyndme harmonique homogéne Pk+1 de degré

k+1, wune fonction T a1 et un réel v, u>v > %- tels que

u = Pk+1 + rk+1 avec
Vo k+1+
(5) {rk*1(x)| < CIx|**"™Y  sur By »
Mook
(6) ivrk+1(x)l < Clx|** sur B, ,

Y
ocu C est une constante positive.

Preuve du théoneme 3 :

On démontre le théoreme 3 par récurrence sur k.

Pour k = 1, 1les hypotheses du lemme sont vérifiées avec u = 6.
Il existe donc P, et T, vérifiant (5] et [6].

Si P2 = 0 alors on peut appliquer le lemme 2.1 avec k = 2. Par
récurrence, on démontre donc, soit la conclusion du théoréme 3, soit que
u = O(ixiN) pour tout N. On applique alors un résultat d'unicité forte
(voir Hormander [8] , qui a généralisé les résultats de Cordes [7],
Aronszajn [3], Alinhac-Baouendi [2]). On en déduit que u = 0 sur By » ce

qui contredit 1'hypothese.

reuve du Cemme 2.1. :

On reprend ici les idées contenues dans Caffarelli-Friedman, en par-

ticulier le lemme 3.1 de [5] et le lemme 1.1 de [6].

On se contente de faire un certain nombre de rappels, et on se place
dans le cas m > 3. Le cas m =2 se traite de la méme facon, a la différen-

ce prés que la solution élémentaire du laplacien est -g; Log r.

On a :
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(7) ! = ¥ 1 ¥ (x) pour x| < |y]|,
xey "2 " Sy ™2 n !

ol rﬁ(x) est un polyndme harmonique homogene de degré n en x, dépendant
d'une facon réguliére de y. La convergence est uniforme sur tout compact

contenu dans |x| < |y|. Les dérivées de rn(x) vérifient également ces pro-

priétés. On a :

(8) |V:Fﬁ(x)| < Clxl"'knm':i+2k k =0,1,2

ou la constante C, ne dépend pas de n.

La formule de Green permet d'écrire :

c (y) & (—+ ) - —1 —a—(yﬂds
mu(x) fl)’l“[uy o Ix-ylm'z lx-ylm'z av“ Y

y <

J

= - (y) 2 ( 1) - ! - iu(y)JdS - ———-21 — Au(y)dy
Jly|=1[fj Y ey T2 -y | Y IIyl<1 Ix-y|™

+ — Bu(y)dy =J, - J, - J; .
J|y|<1 |x-y |2 e 3

_s2m2ym?

Avec C
m I‘(g) v

est la dérivée dans la direction

de 1a normale extérieure.

I1 est clair qu'il suffit de prouver le lemme 2.1 pour |x| £ C <1

car u e C1+6.
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, . . 3 1
Pour traiter J, , il suffit de développer . (T;:;TE:E) et

-———l——?- en série de polynomes harmoniques et de regrouper les termes d'homo-

Ix-y|™"
généité inférieure ou égale a k+1 et les termes de degré strictement supé-

rieur & k+1. Ce terme a d'ailleurs été traité intégralement dans Caffarell .-

Friedman [5] pour m = 3, mais le cas général est similaire.

Traitons le terme JZ :

J2‘= Ilyl<1'___l_——z hulyday < J

|x-y|™"

1

Au(y)dy =1 I
lyl<1 l—x:y—l-r-ﬁ_—z- u ,Y) y 1()() + Z(X)

|y|>8(x)

ou B est une constante fixée 8 e ]1,2[.

Contnole de 11.

Les hypotheses (3), (4) et le fait que |y| ¢ 8|x| montrent que

(9) |Auly)| < C[x|k*u!
et
I dy <[ 1 d 2
— < ———— dy < C|x]| .
lyl<t  Ix=yI™Z  dix-yle(a+1)|x] |x-y|™2
[¥]<glx|
On a donc

11, < clx|***u,

I1 est un terme de Ty.q €t vérifie (5).

Contnole des dénivées de 11.

On a :
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y: = X; X ' 1
I (m-2) —21 Au(y)dy +8 — f — Au(y)dsS
i Jlyleslxl |x-y|™ x| 1yl = 8lx| [x-y|™2 y

En traitant le terme Ii , comme le terme I1 , ona

1131 < Clxlk+u
ce qui vérifie (6).
Quant a Iy, sur |y| = g{x|] ona
[x =yl 2 lyl - x| 2 (8-1)[x|
donc
._1__2. < C —12.
Ix-y (™ x™

On en déduit que :

k+u-1
k+u
ll“lsciﬁ—"| - J ds, = C|x|“*™.
1 . Ix‘m Yy

ly|=8{x|

Ceci vérifie (6).

Contndle de Iz(x).

Quand |y| > 8(x), on peut appliquer (7), on a alors

Lix) = § 17x)

5 (x nzl 2 (x avec

10(x) = L Y(x)Au(y)dy.
2 qu ly|"m-2 o

Jdyl>8lx|



912 ROBBIANO
Pour n < k+1, on ajoute a chaque terme

n 1

I, = Y (x)Audy.
2 flyid y|m=Z
ly|<8ix|

On vérifie facilement que le terme ainsi obtenu est un polyndme har-

monique de degré n.

N
I1 suffit de prouver que Ig vérifie (5).

On a :

Ifl\gl < C|x|n Iylk‘1+U°n‘m+2 dy

‘lyl<s|x|

< clxlnlxlk"'l.l“n“‘l

<

< .

C|x|k+1+u

“n o
I, vérifie donc (5).
ary
On traite les dérivées de la méme facon en remarquant que T (x)

-do

est un polyndme harmonique homogeéne de degré n-1. Le terme de bord ne pose
pas de probléme particulier. On majore alors les dérivées par |x|k+“. I

suffit de prendre v s u pour que (6) soit vérifiée.

Si n > k+1, ona:

tlgl < Cnm°3[x|n[ |Y|k-1+u-n-m+2 dy
lyl>8{x|

cnm‘3lxlk+u+1(8)k+U"n+1

A

ou C ne dépend pas de n.

Un calcul analogue montre qu'avec une constante C indépendante de

n, ona :
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n
ol
75; < Cnm-1|xlk+u g "
Z ) Ig vérifie donc (5).
n=k+

Contnole de J3.

Ona B= ) 3 a..3 avec aij(o) = 0.

On va traiter un terme générique 3 a(x)ax avec a(0) = 0.
i J
On a

3 1
Wi |x-y

L = -
[|y1<1 —— ayia(y)ayju(y)dy = J

lx-ylm- m_z)a(Y)3yju(y)dy

lyl<1

1
f|y|=1 — a(y)ayj u(y)m,i

|x-y|™

) 1 3 1
= - ( —)a(y)s u(y)dy - f Ja(y)a, u(y)dy
fmd Vi xey ™Y lyl<t i pxey™e Y
ly|>8]x| lyl>8|x|
1
+ — a(y)s, u(y)w; = - K; - K, +K
J|y|=1 |x-y T2 YT e
ot w; est une (n-1)-forme différentielle sur |y| = 1.

1

Contnole de K,.

X; =Y
(m-2) m a(y)ayju(y)dy.

K, = j
ly|<8|x]| x-y |™

1

En appliquant (4) et en remarquant que |a(y)| s Cly|, on trouve

k+u 1 k+1+
IK,| € C|x| [ dy < C|x|K*T*u,
! Ix-y|<(8+1) |x| |x-y|™7
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Donc K1 vérifie (5).

_ 2Ky
Contnole de —a—r .
v
K,
A priori T n'a de sens que dans les distributions. Cependant

<

un calcul élémentaire montre que, pour |x| <) et M 1, ona:

2
1 [ (x.y)a(x)a. u(x)d
- = g(x,yla(x)a_  u(x)dy
v Jylslx| *;
M>|x-y|
. | gly) (aly)a, uly) - alx)a, ulx))dy
lyl<s|x| i j
X X:=Y
+ 8 —- (m-2) —/—2 a(y)a. u(y)ds
Ix] [lyl=BIXI | x-y|™ Y; y
-0+ + 0
5. m(x.-y:)}(x -y )
ou glx,y) = (m2)(—> - 1L V"V
ey ™ [x-y|™¢
(6., est le symbole de Krdnecker).

1]

Contrnste de (1) .

axiaxv Ix".YI

ona glx,y) = - =) -

On peut donc développer g{(x,y) en polyndmes harmoniques, on a :

1 A

IR Tp-2(x)

gix,y) = §
22 |y

nx2
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ou ?{(x) est un polyndme harmonique de degré k. De (8), on déduit que

l}li_z(x)' < clxin-Z nm+l .

On a donc
N,

I -2 (x) ayl < clx|m2 ! [ 1
lyl>8lx| |y|™2*" 2M>|y|>8|x| |y|™ 2N
M>|x-y|

< Clx|™2 a™1 g 2N i ns 2
et s ClLog 2M - Log.BIx[] si n =2,

On en déduit que :

| C’D | = C|x|k+\’ si v < u.

Contrnole de (:) .

1

Vue Ca, aeC CrICG, on a donc

s
la(y)ayiU(y) - a(x)ain(x)l < Clx=-y|°.

D'autre part, on a :

laty)a, uly) - alx)a, u(x)] < C|x|*™ si |y| < 8|x|.
1 1

Pcur s € J0,1[, qu'on fixera plus ltoin, on a :
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la(y)a, uly) - a(x)a, u(x)| = c‘x||k*u|(1-5)+cs
Y; X3

1
En reportant dans (:) » ona:
8s
| @ | < cix (09 Leyl 2 gy
lyl<slx| |x-yl

< clxl(k*u)(1‘5)+55

Choisissons s de sorte que :

(k+u)(1-5) = k + v

e 3
avec \)-—2—.
k tlég
+
Ona: s=1- .
k + v

On a bien s e ]O0,1[ et u>v>%.

Contndle de (:) .

K+u
ROREY JALL——T dy

IIY!=BIXI ly|™

< CIX‘k+u

Ceci vérifie (6) .

Contnole de K2.

La méthode est identique a celle utilisée pour le contrdle de 12.

= +

3Yi ‘x'YIm-Z 3xi [x-y|

11 suffit de développer 9 ( ! = 3 ( ! mJZ) en série de po-

lynomes harmoniques.
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Contnole de K3.
Le terme se traite comme J2.
On a prouvé qu'il existait un polyndme Pk+1 de degré k+1, mais

vu 1'hypothase (3), Pk+1 est nécessairement homogéne de degré k+1.

ANNEXE

- -

Preuve du corollaire 2 :

Hm'2+e({u=0, vu=0}) = 0 est équivalent du fait qu'il existe an
une suite d'ouverts, constitués par la réunion de cubes d'arétes inférieures

a n; avec n; -+ 0, telle que

S = {(u=0, =0} M Vn; et H™2*e( N Vns) = 0.

Soit gK = {u=s0} N K ou K est un compact de Q. On a
- N
H" 1+€(SK\ an) = 0 car sur le complémentaire de an » S est une variété

C‘s de dimension m-1.u

n,
Ona U (gk\Vn.)=SK\ M\Vn. , donc
j J i

-1+e,e -l+e =
H™ (S \ rj\vf\j) < §_H‘“ (SK\VnJ.) = 0.

D'autre part :

K145 N Avn) = KRS - W™ KA i)
P i
donc Hm-1+e(§K) = 0.

I1 suffit de prendre une suite Kj de compacts telle que UKj = Q

pour conclure.
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DIMENSION DES ZEROS D’UNE SOLUTION FAIBLE
D’UN OPERATEUR ELLIPTIQUE

Par Luc ROBBIANO

RESUME. — Dans cet article, nous démontrons le résultat suivant :

Soit ue H' (Q), u#0 vérifiant | A u|<c(|u|+|Vu|) presque partout, ou A est un opérateur elliptique d’ordre 2
a coefficients lipschitziens. Alors I'’ensemble sur lequel u s’annule est de mesure nulle. En fait, on démontre un
résultat plus precis (en termes de dimension de Hausdorff) en définissant un représentant judicieux de u.

Ce résuitat repose sur une décomposition de u en une somme d’un polynome homogéne de degré n et d’'une
fonction I' qui s’annule (en termes de normes L?) 4 un ordre plus grand que n. Nous généralisons ici le résultat
de [13].

Introduction

Soit ue H! (Q) ou Q est un ouvert connexe de R™, u=0, vérifiant :

|Au|<c(|u|+|Vu|) presque partout ou A est un opérateur elliptique d’ordre 2 a
coefficients lipschitziens. On se pose les problémes suivants :

1° Si la mesure de Lebesgue de ’ensemble ou u s’annule est strictement positive, u
est-elle identiquement nulle ?

2° Plus généralement que peut-on dire sur les mesures de Hausdorff de {u=0}, de
{u=0, Vu=0}, si on peut définir ces ensembles.

Si on prend pour A le laplacien et ue C*'*3, §>0, alors Caffarelli et Friedman [5] ont
démontré que la dimension d’Hausdorff de {u=0, Vu=0} est, au plus, m—2 et on en
déduit que la dimension de {u=0} est, au plus, m—1. Pour un A général avec ueC'*?,
on a prouveé dans [13] le méme résultat.

Pour ue H! (Q) solution de Au=0, Garofalo et Fang Hua Lin [7] ont prouvé que u
est un poids de Muckenhoupt (voir [7] pour un énoncé précis) ce qui implique que la
mesure de Lebesgue de u=0 est nulle.

Dans cet article, nous définissons

1
x)= lim
6=l

JOURNAL DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES. — 0021-7824/1988/04 339 19/$ 3.90/
© Gauthier-Villars

u(y)dy

lx-yl<r
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et

VS (x)=lim —l—f Vu(y)dy
Ix—yl<r

r—0 l ,-,

ou | B,| est le volume d’une boule de rayon r.

On démontre que f(x) est définie partout et est presque partout égale a u(x), que
V f(x) est presque partout égale a Vu(x) et que si f (x)=0 alors V f(x) est définie. On
démontre alors que {f=0} est, au plus, de dimension de Hausdorff m—1 et que
{f=0, Vf=0} est, au plus, de dimension m —2. Toutefois, nos techniques ne sont pas
suffisamment précises pour pouvoir majorer respectivement les m—1 et m —2 mesures
de Haussdorff de { f=0} et { f =0, Vf=0}.

Comme dans Caffarelli-Friedman [S], dont nous nous sommes beaucoup inspiré, ces
résultats reposent sur une décomposition de u en une somme d’un polynome homogeéne
de degré n et d’une fonction s’annulant & un ordre supérieur. L’énoncé précis de ce
résultat est assez technique. On le trouvera au théoréme 1.

Ce type de résultats a déja été prouvé dans un certain nombre de cas. John [11] a
regardé le cas des opérateurs a coefficients analytiques. Bers [3] a traité les opérateurs a
coefficients C?, p>0. Caffarelli et Friedman [5] ont traité le cas des inéquations différen-
tielles pour un laplacien, résultat que nous avons genéralisé dans [13] aux opérateurs
elliptiques d’ordre deux. Ces deux derniers résultats sont obtenus pour des fonctions de
régularités C'*? avec 8>0. Cest ce dernier point que nous améliorons ici, puisque nous
supposons seulement une régularité H'.

L’organisation de la preuve est identique a celle de [13]. Les majorations en norme L2
sont un peu plus délicate a obtenir.

Récemment, Alessandrini-Vessella [15] ont obtenu un résultat similaire a notre
théoréeme 1 pour des solutions d’équations paraboliques.

1. Enoncé des résultats

1.1. THEOREME DE DECOMPOSITION. — Soit A (x, d,) un opérateur elliptique d’ordre 2 a
coefficients lipschitziens d’un ouvert connexe de R™(m =2). Les coefficients sont réels.

Soit u une fonction appartenant a H; . (Q) vérifiant

(1) pour tout compact K <€, il existe une constante ¢ >0, telle que

|A(x, 8)u|SC(|u|+|Vu|) presque partout.

On a implicitement supposé que A (x, J,)u est une fonction mesurable et donc que
A(x, d,)u est localement une fonction appartenant a L2. Ces hypothéses permettent
d’appliquer un résultat de régularit¢ sur u (voir par exemple le théoréme 17.2.7,
Hoérmander [9]) et donc u appartient a HZ__(Q).

Loc
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On suppose que I'ensemble ou u#0 est de mesure de Lebesgue strictement positive (u
non trivial).

On note A* la k-mesure de Hausdorff.

THEOREME 1. — Soit u vérifiant (1), alors pour tout xe K et pour tout 8 <0, il existe un
entier n=0, une matrice A, un polynéme harmonique P, homogéne de degré n et une
Sfonction T, tels que,

u()=P,(A(y—x))+T,(y—x) avec P,#0

1/2
<J lrn@)lzdy) <CRmD+n+1-3
IyI=R

1/2
(f IVI—"(y)|2 dy) éc R(m/2)+n-8
lyI=R

ou C ne dépend que de A, K, n, 3 et de la norme de u dans H? (K).

Remarques. — 1° Supposons x =0 et notons A la matrice (a;;(0)); <;, j<m A Symétrique
definie, positive. Soit A la matrice vérifiant

(2) AAA=I

ou I est la matrice identité.

A est bien défini modulo une matrice orthogonale c’est-a-dire si A vérifie (2) alors
A=0A avec O*O=LI.

Si on pose z=Ay dans les coordonnées z I’opérateur A (y, dy) est, en O, le laplacien.
Ceci explique le terme A intervenant dans I’énoncé du théoréme et le fait que P, soit
harmonique.

2° Comme nous I’avons indiqué dans l'introduction, ce type de résultats a déja été
obtenu dans un certain nombre de cas par John [11], Bers [3], Caffarelli-Friedmann (5]
et Robbiano [13]. La nouveauté est qu’on prouve une sorte de développement de Taylor
pour une solution « faible ».

3° On peut se demander si la condition (1) est la plus faible possible pour démontrer
un résultat de décomposition. Pour comprendre en quel sens on pourrait améliorer (1),
il faut expliquer le mécanisme de la preuve. Il repose sur deux résultats. Le premier est
du type suivant, (voir le lemme 3 pour un énoncé précis) si u vérifie (1) et u s’annule a
’ordre n alors u se décompose en un polynéme homogene plus une fonction qui s’annule
a un ordre strictement supérieur a n. Le deuxiéme est un résultat d’unicité forte qui
permet d’affirmer que si u s’annule a I’ordre infini alors u est identiquement nulle. Nous
utilisons dans ce papier, le résultat de Hormander [8] qui généralise des résultats antérieurs
de Muller [12], Cordes [6], Aronszajn [2], Aronszajn-Krzywicki-Szarski [14] et Alinhac-
Baouendi [1]. Ce résultat n’est cependant pas optimal. Par exemple, pour I'opérateur
A+V, Jerison et Kenig [10] démontrent I'unicité forte si Ve L2 (voir pour d’autres
conditions ’appendice de Stein de [10] et leur bibliographie).
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Nous nous sommes limités a la condition (1), d’une part, parce que le bon cadre pour
obtenir I'unicité forte avec des termes dans L? ne semble pas complétement dégage,
d’autre part, la preuve du lemme 3 pose des problémes sous ces hypotheses.

1.2. DIMENSION DES ZEROS DE u. — Avant d’énoncer le second théoréme, nous allons
définir de « bons » représentants pour u et Vu. Si on note C,, le volume de la boule
unité de R™ le théoréme de différentiation de Lecbesgue permet de dire que

1/C,, R"'J u (y)dy converge, presque partout vers u, quand R tend vers 0. Donc si
|x—y|<R

on note f(x) cette limite, f(x) et u(x) sont égales dans L2. D’autre part, on remarque,

en appliquant le théoréme 1 que f (x) est définie partout car f (x)=P{”(0) (le polynome

P, donné par le théoréme 1 dépend de x). De méme, si on note

VS (x)= lim

R—-0 CmRm

f Vu(y)dy
|x—y|<R

alors V[ est presque partout égale a Vu. Vf n’est pas définie partout, mais si
f(x)=0, Vf(x) existe car dans ce cas le n de P} est supérieur ou égal 4 1. On a
donc, dans ce cas, Vf(x)='A*VP{?(0). Nous noterons {xeK, u(x)=0} I'ensemble
{xeK, f(x)=0} de méme, nous noterons {xeK, u(x)=0, Vu(x)=0} I'ensemble
{xeK, f(x)=0, Vf(x)=0}.

THEOREME 2. — Pour tout £€>0,
A" 1P e({xeQ, u(x)=0})=0
A" 2 ({xeQ, u(x)=0, Vu(x)=0})=0.

Remarques. — 1° En particulier, la mesure de Lebesgue de {xeQ, u(x)=0} est nulle.
Cette mesure ne dépend pas du représentant choisi pour u. Pour une fonction u vérifiant

m

I’équation A u=0 ou A=Z@xj a;;(x) 0, ce résultat est une conséquence du résultat de
ij

Garofalo-Fang Hua Lin [7].
2° Dans [13], nous avions prouvé le théoréme 2 pour des fonctions ueC'*¢. Dans

ce cas (il suffit de supposer que u est un continiment différentiable) les enscmbles
{xeQ, u(x)=0} et {xeQ, u(x)=0, Vu(x)=0} sont définis sans ambiguité et correspon-
dent aux définitions que nous avons données plus haut.

2. Preuve du théoréme de décomposition

Comme indiqué a la remarque du théoréme 1, nous nous placerons dans ce paragraphe
dans des coordonnées adaptées, de sorte que x=0, et

A=A+ Y 0,a;(0)0,=A+B
j:
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avec a;;(0)=0 et g;; lipschitzienne, pour 1 <i, j=m.

LeMME 3. — Soit ue H? _(Q) vérifiant (1).

On suppose qu’il existe une constante positive C et une constante « =0 telles que

1/2
3) (f |u|2dy> <CR®
lyl<R

1/2
(4) (J‘ {Vu|2dy) <CR*
[yI<R

Alors pour tout 8> 0, il existe C>0, il existe un polynéme harmonique P et une fonction
I'eH? tels que, u=P+T avec

1/2
(5) (J‘ Irlz dy) écRa+2—8
lyl<R
1/2
(6) (J |vr|2dy> <CRe*'-3
lylI<R
Remarques. — 1° Si on décompose P en polygones homogénes de degré k, (3) a (6)

impliquent que a+1<k+(m/2)<a+2 si on considére les polyndmes d’homogénéité
supérieure ou égale a.a+2 comme une partie de T
2" En particulier, u vérifie toujours

172
(‘[ ]ulzdy> <CR™?
lyI<R

1/2
(f |Vu|2dy) <CR™
lyI<R

3° Le lemme 3 est plus précis que le théoréme 1. En effet, vu la remarque 2°, u=P+T
ou I' verifie (5) et (6) avec a=m/2 et P un polynéme d’ordre 1. La fonction f définie
plus haut vérifie f (0)=P(0) et Vf(0)=V P(0); ce qui montre que V f est défini partout.

Pour démontrer le théoréme 1, il suffit d’appliquer le lemme 3 et, par récurrence, on
obtient, soit la conclusion du théoréme 1, soit que u s’annule a I’ordre infini. On applique
alors le théoréme d’unicité forte (Aronszajn-Krzywicki-Szarski [14] et Hormander [8],
pour éliminer cette éventualité, voir {13] pour un petit peu plus de détail).

Preuve du lemme 3. — La preuve s’inspire de la preuve du lemme 2.1 de [13], ainsi
que de Caffarelli-Friedman ([4], [5]). Nous renverrons quelquefois a ces différents articles.

Quitte a faire un changement d’échelle, on suppose que la boule de centre O et de
rayon 1 est incluse dans Q.

On se place dans le cas m =3 (pour m =2, il faut remplacer la solution élémentaire du
laplacien par (1/2TI) Logr).
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On a (voir Caffarelli-Friedman [5])

e o]

1 1

TS — I (x) pour |x|< y,‘
|x__y|m 2 ne1 |y|n+m 2 I I I l

@)

ou I'’(x) est un polynome harmonique homogéne de degré n en x, dépendant d’une
fagon réguliére de y. La convergence est uniforme sur tout compact contenu dans
| x| <|y|- Les dérivées vérifient également ces propriétés, et, on a,

(8) |VED () |SC|x[P*nm 32k k=0,1,2

ou la constante C ne dépend pas de n.

Pour Ae[1/2, 1] et u suffisamment réguliére, la formule de Green permet d’écrire

0 1 1 0
leJ(JC)— —J‘I)”:l[gc('—;t;—lm—_i)u(y)—‘—xfy?l_—z Eu(y)]dsy

—f ——1|—m_—2Au<y)dy,
|

yl<1|x_y

ou S, est la mesure sur |y|=A.

On intégre de chaque cOté par rapport a A€[1/2, 1] et on remplace A par A—B, on
obtient :

1 0 1 1 3
—C"'u(x)=__[ [_(_T)u(y)———————_ —u(y)]dy
2 1/2<|yl<1 ov Ix—yl"' 2 lx_y-rlm 2 ov
1
(] s
112\ Jyi<n | x=p["

! 1
+J‘ (J —-—-—r_zBu(y)dy)dx=—Jl_J2+J3-
1/2 |,|<1‘x—y|

Avec C,,=2(m—2)(TT)™2/T (m/2) et 6/dv est la dérivée dans la direction de la normale
extérieur de la sphére | y|=A.

Cette derniére expression est parfaitement définie pour ue H2. 1l suffit d’appliquer le
lemme de Schur.

LEMME DE SCHUR. — Soitf(.t)=JK(x, y)g()dy.

Si

supj[K(x, N|dy=M et supﬁK(X, »)|dx<N
x y
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alors

|1/ l2= /MN||g]]c2.

Ce lemme sera constamment appliqué pour démontrer les estimations (5) et (6).

Contréle de J,. — On prend R<1/10 de sorte que pour |y|<[1/2, 1]|x|<]|y|- On
développe 1/|x—y|™ 2 et 9/dv(1/|x—y|™ ) en polyndmes harmoniques. On obtient des
expressions du type

@Oy

1/2<|yl<1 I I

Z

Chaque terme est un polynome harmonique et v est soit u, soit du/dv. Il suffit de voir
que pour n+(m/2)=a+2, le reste de la série vérifie (5) et (6). Faisons, par exemple, la
preuve avec v=0u/dv. [Dans 'autre cas I'2(x) est homogéne de degré n—1.] On a

2
f (J —,irzrz(x)v(y)dy) dx
Ix|<R\J1/2<|y|<1 l}’l

2
écj‘ Ix‘Zrlz2n+2mde‘|vO’,)'Zd..yéC;2
| x| <R

n+m
22 n+m| | UHIZ_Z'
+m

La somme pour n+(m/2)=a+ 2 est majorée par

1

CRE vl e

Ce qui vérifie (5) car R <1/10. La majoration (6) s’obtient de maniére identique.

Contréle de J,. — On écrit

Jz—Jf (j ! 2Au(y)dy)dxdﬁ
Iy1<a |x=py|""

lyl<Bix|
f J (f ! Au(y)dy)dkdﬁ I, (x)+ 1, (x).
Iyl<a |x }’|

iy1>Blx|

On verra plus tard I'intérét de I'intégration par rapport a p.

Contréle deI,. — On a

1
“l(x)‘éj. —‘—m:‘zlAuO’)ldJ’-
lyl<1 Ix—y|

lyl<3ix|
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Donc
2
f Ill(x)lzdxéj(fK(x, y)v(y)dy) dx
| x|<R
avec
1
K(x,y)=l'x|<R1|v'<3RF€_:—;l—"'"_2 et v()=1,,<3r|Au®)|

On vérifie que sup fl K (x, y)|dy<CR? et que sup J[K(x, »)|dx<CR2
x y
On obtient en appliquant le lemme de Schur, (1), (3), (4) que
f |1, (x)|*dx <CR?*** ce qui donne (5).
| x|<R

Contréle de 01,/0x;. — On a

3 1 Vi—X;
—=JJ- j (m-—2)—‘———‘;Au(y)dydldB
2 J12Jdiy1=Bix| |x-y‘
3 1 X. 1
2 |x| Iyl a,,||x—y|

I7 n’a pas de sens écrit ainsi mais un calcul élémentaire montre que (pour | x| <R <1/10)

Iy (x)= Jj Il — X Au@)dydn.
|x| 172J2 | x

I<Iyl<3 x| I" y|

Le terme I se traite avec le lemme de Schur comme le terme I, et on a

JAlx!<R

I7 (%) |? dxécv[(fK(x, y)v(y)dy)zdx

I{(x)|*dx<CR2**2,

Ce qui donne (6). Et on a

J‘IxI<R

1 1
|x| |x—y

avec

K(x, y)= Im_z l]x]<R]2|x|<|y|<3|x| et U(}’)=|A“()’)'llyl<3a-

En appliquant le lemme de Schur, le fait que |x|~|y|~|x—y|, et les hypothéses (1),
(3), (4), on prouve que I} (x) vérifie (6).

TOME 67 — 1988 — N’ 4



DIMENSION DES ZEROS D’UNE SOLUTION FAIBLE 347

Contréle de 1,.

, on peut appliquer (7), on a
Lx)= Z I3 %)

avec

Ig_Jf (J Iyri:fm)zAu@)dydxdﬁ.
lyl<a

Iy1>81x]
Pour n+(m/2) <a+2, on ajoute a chaque terme I3 le terme
I")'
Ts—j f f 2% A ug)dyap.
2 diyi<sixr Y]

Le terme ainsi obtenu est un polynéme harmonique. Il suffit de voir que 1% (x) vérifie
(5) et (6).
Soit €>0, on a

- A 2
J |I'2'(x)|2dx§CR2"f (f l_‘:—(f)_%) dx
[x|<R [x|<R |y|<3|x||yl

‘ [Au@)|?
gch-f (J _ dy)(J‘ ELTO TR
| x|<R |)’l<3g|y‘m € lyl<3R|y|2n+m 4+¢

<CR2%*etm BESTC))

2n+m—4+¢
7]

k=0J3R/2k* 1 <|y|s3R/2K

®
éCRZ at+4 z 2k(2 n+m—4+c—2<x)

k=0

<CR?22%4,

En utilisant les hypotheses (1), (3) et (4), on peut choisir &€ pour que
n+(m/2)<a+2=2n+m—4+e—2a<0.

On a donc prouvé (5).

n y
aT (x) J J or’ (»:)"{a;zc A u(y)dy dhdp
2 v1/24]y|<Blx] ]y|
1 y
+I i L2 ydyan,
1z | x| z|x|<|y|<3|x||)’|

Le premier terme se traite comme 173 (x) [mise a part que I (x)/dx; est homogene de
degré n—1]. La norme L? au carré, du deuxiéme terme, sur |x|<R est majorée par
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CJ(JK(x, y)v(y)dy)zdx ou
1

K, p)=1ax1<1y1<31x llxlql)’—r":

UO’)=1|,|<3R|AN()’)|-

Le lemme de Schur, les hypothéses (1), (3), (4) permettent de démontrer (6).
Pour n+(m/2)=a+2, on a, en appliquant (8) ‘

2
[ merascrma [ ([ A0l Y,
Ix|<R | x|<R 2ix|<lyl<1 |y|

2
scre [ pxpe( | w)+( | LD by ax.
|x|<R 20x|<lyl<1 |J’| 21xi<lyl<1 lJ’|

En utilisant (1), (3), (4), on prouve que

J' |[Au()|? dy
2

| |2n+m—4+8
[xi<lyl<1 |V

HA

Ej' Aupd
k=0 2k+1|x|<|y|§2k+2|x|(2"+1|x|)2n+m—4+8
C ©
< —|x|?e-2nmra-3
22»l l kgo

1

2k (2 n+tm—2a—4+8)°

La série converge et est majorée indépendamment de n car n+(m/2)=a+2. On prouve
donc que

2(m—3)

n _
J; | R]I’;(x)|2dx§C YT R2a*4-3

Ce qui donne (5) aprés sommation par rapport a n. La majoration de 0l (x)/0x
s’obtient comme celle de 1% (x)/dx.

Controle de J;. — Ona B= 3 44,0, avec a;;(0)=0 et donc |a;(x)|C|x|.
i, j=1
On va traiter un terme générique J,,a(x) axj avec a(0)=0 et

(9) la(x)|<C|x]|
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On a, en faisant une intégration par partie

1
j <f ——————IT_—Eaﬁa(y)ayju(y)dydl>
12\ Jiy1<a [ x =]
M d 1
=—‘§-J~ (—————)a(y)ayju(y)dydkdﬁ
2 1/2 J

-2
Iyl<a 0¥\ [x—p|
Iyi<Blx|

3 r1 * o ( 1 )
_ —| ————— Ja()d, u(y)dydrdp
L J;/Z<u lyl<r OYi |x—}’|m 2 Y

Iy1>Blx|

+J- ——-——l—a(y)c?),ju(y)w,-=—KI—K2+K3
1

lm—Z

12<|yl<1 IX—Y

ou w; est une m-forme différentielle. Elle ne dépend pas de x.

_@_( 1 )_ X;— Vi
ovi\ [x=y[""2)  [x—y["

Contréle de K. — On a

cy;

ce qui est une fonction intégrable
La majoration (5) s’obtient, en utilisant (9), comme celle sur I,.

Contréle de 6K,/dx,. — Ce terme n'est défini que dans les distributions, mais on
montre, en reprenant la formule de [13] que pour |x | <1/5, M>1, on a presque partout

aKl 3 1
= g(x, y)a(x)0,,u(x)dydrdp
ox, 2 J1/2Jd]y|>Bix]

M>{x—y|

3 1
+J f f g(x, Na(—ax)]0,,u(y)dydrdp
2 J1/2J]y|<Blx]|

¥ f f j g (%, »)a(x)[0,,u()— 0, u(x)]dy dr.dB
2 J1/2J|yl<plx]|

! —_— .
SRE| 7= =20 )0, u) dy i
2 |x| 2lx|<|yl<3|x]| lx—yl

=L1+L2+L3+L4,

ou

g(x, y)=(m —2)( 8y _m(x—y) (xz;-_vv))
|x_)’|m Ix—yi"'

g(x, y)dy=0.

M>|x—-y|>¢

d;; est le symbole de Kronecker: on remarque que J‘
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Contrédle de L,. — On a vu dans [13] qu’on contrdle f g(x, y)dy par Log|x|

Iyl1>Bix]|
M>|x-yl|

donc, pour tout >0, on a presque partout

|L,l§Calr|‘5“|axju(x)|

ceci implique (6).

Contréle de L,. — On remarque que g(x, y)(a(x)—a(y)) est une fonction intégrable
par rapport a x (ou y), car |a(x)—a(»)|<C|x—y| On peut donc appliquer le lemme
de Schur et ce terme se traite comme I,. La majoration (6) en découle.

Contréle de L. — On a

]a(x)|§C|x(§_CR

C
lgx, )| ———.
|x—y

lm

On note 5,}. u(x)=v(x).

On a, presque partout, pour | x|<R

lL:sIéCRJ Mdy_

iyl<stxt | X=["

L’idée pour controler L, est d’utiliser d’une part (4) et, d’autre part, la propriété
suivante

J( |v(x)-v(y)|2dy)dx< + o

lx_vlm+2s

st ve H® pour O<s< 1.

Soit p et g tels que (1/p)+(1/q)=1, p>1 sera choisi plus loin.
On a

(11) J. M__U(-_v)_ldy
Iyl<atxl  |Xx=y|"

§<f __I”(x)—:g)l dy)uqd M@)”‘
Iyi<aiel |[X—p[mTe Iyi<aixl [ X—p["TE

ou ¢ sera fixé plus loin.
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On a

(12) lv(x)—v(»)] dy<( |v(x)—v(x)|? dy)l/z

_y|m+eq = Ix_ylm+25q+a

12 NPT 12
(o) sl 200
Iy1<plxl | X—V] |x—y|m+2eate

En utilisant (10), (11), (12) et en supposant que 2eq+€<2, on a, en appliquant
I'inégalité d’Holder

J (J ]v(x)—v(y)ldy>2dy>2dx
Ixi<k \Jiy1s31x) | X=V[|"
so([ ([ 100,y
1<k \Jjy1<ax) |X—p["7¢P
[v ()| 2
B [
Ix1<k \Jiy1<ajx) | X—y|"7%P
+(J (J I U(}«')l dy>2 dx)I/Z:IZ/péCR(Z a/p)—2 £
ix1<R \Jiyi<3ix) | X—p["7P

Pour cette derniére inégalité, on a appliqué le lemme de Schur et I’estimation (4). On
pose p=1/(1—n) 1>n>0. Pour avoir (6), il suffit de prendre n=3/4a (pour «=0, on
prend n=1/2) et e=inf(8/4 a, 5/4), on a alors

Iyl<3x| |x

2eg+e<2 et na+e<o.

Contrélede L,. — On a

J [L4]2dx§Cf(J.K(x, y)v(y)dy)zdx
| x| <R

1
K (x, )’)=11x|<R12|x|<|y|<3|x|E—_‘y‘T; et v()=0,u0) ]}, <3r

avee |

En appliquant le lemme de Schur, et ’estimaticsn (4), on obtient la majoration (6).

Controle de K,. — La méthode est identique a celle utilisée pour le contrdle de I,. Il

suffit de remarquer que
0 ( 1 >_ 0 ( 1
ay; lx-—y|"'—2 0x; Ix—y!""2

et de développer ce dernier terme en série de polyndmes harmoniques.
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Controle de K;. — Ce terme se traite comme J,.

Ce qui acheve la preuve du lemme 3.

3. Preuve du théoréme sur la dimension de Hausdorff

Nous utiliserons un certain nombre de notions se trouvant dans Caffarelli-
Friedman ([4], [5]). Pour la clarté de la preuve, nous les rappelerons ici.

Soit P, un polynome harmonique homogeéne de degré n, dépendant de m variables. En
un point x,, on définit des polynémes Q,, homogénes de degré k, par le développement
de Taylor de P, au point x,, de sorte que

P, (x)= 3 Qu(x—xo)-
k=0

On définit

«,(P,)= inf max || QL2 e,
|xol =1 0=Zk=n-1
ou B, est la boule de centre O et de rayon 1.

On démontre (voir la preuve du lemme 5.1 [S]) que si a, (P,)=0 alors dans un systéme
de coordonnées, obtenu par une rotation, P, ne dépend au plus que de m — 1 variables.

On peut alors définir «,,_, (P,) dans ces nouvelles coordonnées. Et, par récurrence, on
définit o;(P,) pour m=j=3. Dans le cas, ou un des «; est non nul, on peut définir des
a, pour p<j, voir Caffarelli-Friedman (5], remarque 2. 1, mais nous ne les utiliserons pas
icl.

Notons A* le changement de variables qui permet de transformer I'opérateur

m m
Y a;j(x0)0;0; en A= Y &}. En tout point x,, le théoréme 1 permet d’écrire
Lj=1 j=1

u(x) =P (A™ (x—x0)) + T, (x—x,)

avec I', vérifiant les estimations

1/2
(13) (J |I",,(y)|2dy) < CR/™2)*+n+1-38
Iyl =R

1/2
(14) <f [V r,0) |2 dy) < CRMm2)+n=3,
Iyl =R

On définit les ensembles suivants
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pour n=2, k=3, j=1

An.j.k= {XEK/u(y)=P:(Ax(}v__‘c))+r"07_x) aVCCF,,Vérifiant(13) Ct(14),
a, (P;)=0 pour p>k et o, (P}) = l},
J

pour n=2, j=>1

A, 2= {xeK/u 0)=P; (A*(y—x))+T,(y —x) avecI', vérifiant (13) et (14),

1
o, (P;)=0 pour p=3 et || P;‘”Lzml)g —};
pour j=1

A= {xeK/u(y)=P’1‘ (A*(y—x))+TI'; (¥ —x) avecI'; vérifiant (13), (14)

1
et | P 2 iy 2 J}

Il est clair que

ool o] m

{xeK/u(x)=0}=U U UA,

n=1 j=1 k=1

et

© o m

1xeKux)=0,Vu(x)=0}=U U UA,
n=2 j=1 k=2

(Les A, ; , non définis sont vides.)

Nous allons étudier la géométrie des A, ; , dans les trois cas suivants

I n=1;

2° k=23, nz2;

3 k=2, nz2

Nous noterons d (x, IT) la distance de x a IT ou IT est ur espace affine.

1" n=1.

LEMME 4. — [l existe €>0, pour tout j, il existe des constantes C et C’ tels que, pour
tout xo €A, ; ,, il existe un espace affine Il de dimension m—1 tel que

(15) Clx—xq|' " 2d(x, I

<0)
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pour xeA, ; et |x—xq| <C".

Preuve. — On peut supposer que x,=0, A¥™=Id et que P,(x)=ax,, ou
x=(Xy,...,X,. Ona|a|=c,/j et u(x)=P,(x)+I,(x) avec I, vérifiant (13) et (14).

Soit xe A, ; ; et A>1 qui sera fixé plus loin.

On a u(y)=P, (y—x)+ T, (y—x) en appliquant le théoréme 1.

On en déduit que

1/2
j |u<y>|dy_s_(f |ucy>|2dy) |2
bx—yl S 1xg * lx—yl < |x*

§C|xll+lm'
D’autre part
(17) j u()|dy2 j iamdy—j T, )] dy.
lx—y| < 1x * lx=yl < 1xq * Iyl £2)x|

Si|x,|<1let|x—y|=<]|x,|*alors|y,|>]|x,|/2 donc
f o] . |y, |dx=Calx, P,
Ix=yl=lx1|

En posant A=1+(3/(1+m)) ou 8=1—39, et en appliquant (13), (16), (17), on déduit
que

C|x|(1+m)lg Ial . ]xlllm*-l,

C’est-a-dire avec e=3/m2+2m+3m+1, C|x | == (/)" ™1 | x,]|.
Ce qui prouve (15) avec 1= {x,=0}.
2° k=3, n=2.

LEMME 5. — Soit n=2, il existe €>0, pour tout j=1 et k=3, il existe des constantes C

et C’ tels que pour tout xo€A, ;,, il existe un espace affine I1, de dimension m—k tel
que :

(18) Clx—xo|'**2d(x, I,,)

pour xeA, ; et |x—x,| <C"
Preuve. — On peut supposer que x,=0, A*™=Id et que P,()=P,(y;,...,¥) en
faisant une rotation. On pose
V=0 0)
Y'=0ksrr -2 Vm)
avec X' =(X;,...5Xy)
R = 'x | .

’

p=|x
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On suppose p#0 (sinon le lemme est trivialement vérifié).
Le développement de Taylor de P, au point x s’écrit

P,(0)=P,0")= ¥ Q.0 —x).

u=0

Posons y’ =y’/p et X’ =Xx'/p.
Le développement de Taylor de P, (') au point x” s’écrit :

P.0)= ¥ Q.(/—x).
u=0

On en déduit que Q,=p" *Q,. La définition de «,_, montre qu’il existe p,,
0<po=n-—1 tel que

| —
.

“ QHO ”Lz (Bl)gam—k (Pn) g

~

Soit A> 1, qui sera fix¢é plus loin, on a, en notant

Cpr (%)= {(y’, }’”)ER"'/ =¥ =’ }

|yn_x1/ é pl

| P|l.2 (€ N = | ¥ Q]2 (Cp* (0))

u=0
2 Cmax || Q, (1) ||z ¢ 2 oy
B

Cette inégalité vient du fait que les Q, sont harmoniques et que

n

2 n
z Q, = _OHQu”lz.2 (B)

u=0 L“(B) u

ou B est une boule entrée en 0 (voir Caffarelli-Friedman [4]).

On a donc
” P, ”Lz (Cpr = p e “ Quo “Lz (Cot (0D
Apn
2 p"-“o plm/z o
J
D’ou
(19) [ Palliz cpn 2 jl_Pl”“'"’z"”"”.
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Ceci est obtenu, d’une part, par homogénéité de Quo et, d’autre part, en remarquant
que C’est pour p,=n—1 que I’expression de droite est la plus petite.

D’autre part
u@=P,A -+, (r—x)

ou I', vérifie (13).

On a:
|| P2 (Cor (N = [l ]|z cqr con+ [ TallL? e con
SCRM"+Om2) L CR™™D+5  avec §=1-3.
Donc
(20) || Po |2 0 oy < CR /243,

En posant A=1+3/(n+ (m/2)).
De (19) et (20), on déduit (18).
3° R=2, n=2.

LEMME 6. — Pour tout n=2, il existe €>0 et des constantes C, C’ tels que pour tout
Xo€A, j 2 il existe un espace affine Il de dimension m —2 tel que

(21) Clx—xo|'**2d (x,1,,)

pour xeA, ; ; et |x—x,| =C".

Preuve. — On suppose comme pour les lemmes précédents que x,=0, A*=Id et on
suppose que P,(y) ne dépend que de (y,, y,); aprés une rotation, on peut donc écrire en
coordonnées polaires (S, 0) :

P,(y)=aS"cosn®.

On a |VP,())| 2C|a|S" ! avec |a| 2CJj car || P, || 2 &= 1/

Posons p=_/x{+x3 et R=x]|.

Soit A>1,0n a

(22) | VP, .2 (Cpr N = E.P(lmm"_l-

D’autre part

|| VP, ”:.2 (Cr (xn = ” Vu “L2 Berr (xn T “ vr, “LZ (BCr* (0))

(23) |V P,z (cpx(x,,§CR“""/2’+“"'”+CR("'/2’+""+5, avec S=1—5.

En posant A=1+4(3/(m/2)+n—1), on déduit de (22) et (23) la formule (21).
Pour finir la preuve, on applique le résultat de Caffarelli-Friedman.
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LemME (Caffarelli-Friedman [5], lemme 3. 3). — Soit €, l,, ¢, des réels positifs et soit T
un ensemble borné vérifiant la condition suivante :

(24) Pour tout cube K d’aréte | (1<1,), 'ensemble T N\ K est contenu dans un 2,l'**
voisinage d’un espace affine de dimension R.

Alors pour tout >0, A¥*3(T)=0.

Par cyl' "¢ voisinage, on entend I’ensemble des points x dont la distance a I’espace

affine est inférieur a c,l' ™= 1l est clair que les lemmes 4, 5, 6 impliquent la condition
(24) pour chaque A, ; , et on en déduit que la dimension de Hausdorff de A, ; , est au
plus m —k. Le théoréme 2 est donc une conséquence de ce lemme.
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RESUME. — Soit u une fonction de H'(Q) (Q < RY) non constante, solution de
|Lu| < C|Vu| presque partout sur V(¥ < Q) ou L est un opérateur elliptique et C une
constante positive. Le résultat principal de cet article est le suivant : I'ensemble {Vu=0} est
de dimension de Hausdorff au plus égale a N—2 et de capacité newtonnienne nulle.

ABSTRACT. — Take Ue H' (Q)(Q < R") be a solution of | LU| < C|V U| a.e. (here, L is
an elliptic operator). Our main results states that the Hausdorff dimension of the set
{VU=0} is at most N—2 and it is a polar set.

Soit Q un ouvert de RY (N = 2). Considérons un opérateur elliptique

L=33,<:ij< _a——( ; )

a;; —
Nox, \ " ox;
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On suppose que les a;; sont des fonctions lipschitziennes et la matrice
a;;(x) est, en tout xe€£), une matrice symeétrique définie positive.

Soit ¥ un ouvert relativement compact de Q et soit ue H' (Q) non
constante. Supposons qu’il existe une constante C >0 telle que
| Lu| < C|Vu| presque partout sur V. Il est implicite dans cette hypothése
que Lu est mesurable, ceci implique que u est en fait une fonction de
H? (V) (voir HORMANDER [7], théoréme 17.2.7).

D’aprés [9], on peut donner un sens ponctuel a u(x) et Vu(x) sur V.
Rappelons le résultat :

Pour tout 8 > 0, pour tout xeV, il existe un réel a,, une matrice

symétrique A,, un polynome harmonique homogene P, # 0 de degré
n(n = 1), et une fonction ' € H! tels que :

() u(@)=a,+P, (A, (—x)+T, (y—x)
Q) (i1) (J. |l"x (y)l2 dy)”2 < CrND+n+1-5
Iyl <r

1/2
@ f VL0 ) < cromeass
Iyl <r

ou C ne dépend que de L, V, n, § et de la norme de u dans H? (V).

Nous avons, bien sir, u(x)=a, et Vu(x)=A_V, P, (0) presque partout
sur ¥V (théoréme de différentiation de Lebesgue).

Le résultat principal de cet article est le théoréme suivant.

THEOREME. — L’ensemble {xeV; Vu=0} est une réunion dénombrable
d’ensembles de mesure de Hausdorff (N — 2)-dimensionne! finie. Sa dimension
de Hausdorff est donc inférieur ou égale a N—?2 et de capacité newtonienne
nulle.

Remarques. — (a) Du reésultat de [9], on décuit simplement que
{u=c, Vu=0} est de dimension de Hausdorff au plus égale 4 N—2 quelque
soit c€ R. Intuitivement, Vu=0 contient plus d’équations que nécessaire.
Les points génériques sont isolés. En effet, c’est aux points ol u est trés
dégénérée que I'ensemble {Vu=0} est gros. Mais en ces points, u est
comparable a un polynéme harmonique dépendant de deux variables. Ce
sont les propriétés dc ces polynémes qui erpliquent le résultat.

(b) La conclusion (ii) du théoréme est trés importante pour des problé-
mes liés a la théorie du potentiel. Dans [10], on utilise ce résultat pour
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etendre les propriétés des lignes de Green (courbes intégrales du champ
Grad G, ou G, est la fonction de Green de pdle x) (voir [2]) au cadre des
opérateurs elliptiques sous forme divergence.

(c) Les techniques utilisées ici s’appliquent aux solutions de
| Lu| < C(|u|+|Vul) traitées dans [9] ce qui nous donne les mémes rensei-
gnements supplémentaires concernant la mesure de Hausdorff et la capa-
Cité.

Pour les lecteurs qui ne sont pas familiarisé avec les notions de mesures
de Hausdorff et de capacité nous renvoyons a [1], [5] et [6].

Preuve.
Notations. — Soit P un polynome harmonique homogene de degré n
défini sur RY. On pose IT(P)= {xeR"; x.V P(y)=0 pour tout ye R"}.

IT(P) est clairement un sous-espace vectoriel de RM. Notons
i(P)=dimII(P). P ne dépend que de N —i(P) variables indépendantes. P
est en fait un polynéme sur IT(P)*.

On note :

1/2
el(P)"—'i1'1f|J:|=1.xenw’)*(J‘ |x~VP(J’)|2d}’) .
|

yi<i1

Remarques. — (a) a(P)=0<i(P)=N<n=0.

Donc, comme nous ne considérons que des polynomes harmoniques de
degré supérieur ou égale a un, vu la décomposition (1) de », on aura
a(P) > 0.

() i(P)=N—1<n=1.

En effet, si i(P)=N—1, P ne dépend que d’une variable, comme P est
harmonique n=1.

LEMME 1. — Soit P un polynéme harmonique homogéne de degré n > 2.
Alors,

J‘ |(y—x).VP(y)|2dy2(n-l)zper+2("—l'(a(P))2
{y=x| <r

ou p=dist(x, IT(P)).
Démonstration. — Posons Q, (y)=x.V P{y}.
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Q, est un polynome harmonique homogene de degré n—1. Soit
Q,()=P(x+y)—Q, (»). En développant P(x+ y) par la formule de Tay-
lor, on remarque que Q, est la somme de polynomes harmoniques homoge-
nes de degré difféerent de n—1. Donc Q, et Q, sont orthogonaux dans
L*(B,) ou B,={xeR"; | x| <r}.

D’autre part, par ’homogénéité de Q,,

0—x).VPO)=n—DNOU—x)+(@—x).VQO,(y—x).

De plus, par le méme argument que ci-dessus, Q, (), ¥.V Q, (y) sont
orthogonaux dans L?(B,). Donc

f IO’—x)-VP(y)Izde(n—l)ZJ 10, 0 |*dy
ily—x|<r |

yl<r

=<n—1>2r~+2<~-“j 10,6)[2dy
Iyi<1

”

X
p

2
dy

=(n—1)2f"+2‘"'1’p2f .VP(®y)
Iyl <1

ol on a posé x=x'+x"" avec x' e[1(P) et x”" eI (P)* et p=|x"|.
La derniére intégrale est supérieure ou égale a (« (P))?, ce qui achéve la
preuve du lemme 1.

En s’inspirant des idées de CAFFARELLI et FrRIEDMAN ([3], [4]) et de
([8] et [9]). Posons

A, U={xe V; degré de P,=n; i(I1)=i; a(P,) = Jl}

ou [T, =II(P,) il est clair que

{(xeV: Vu(x)=0}=U,>, USZ U;> 4,1 ).

LEMME 2. — Pour n, i, j fixés, il existe des constantes positives € (& (n))

et C, (Cy(n, i, ))) telles que pour tout xo€ A, ; ;, il existe un espace affine
il,, de dimensicn i tels que pour tout xe A

n, i, j°

Cy | x—xo|'*® = dist(x, IT, ).
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Démonstration. — On pose x,=0. On va appliquer la formule (1) de
décomposition de u en 0 et en x. Avec des notations évidentes,

u(y)=u(0)+P(Ay)+I(y)
u(y)=u(x)+P(K(y—x))+f(y—x).

Donc
AY—x).VPA)=nPAQ@-x)+0-0)V,T¢—-x)—(—x)V,T ).

Soit A > 1 (qu’on fixera plus bas). On prend la norme L? sur |y—x| < p*
avec p=dist(x, I,).

On utilise le lemme 1 pour minorer a gauche par
(n__l)(l/j)pl-b-l((N/z)#»n—l).

A droite, on pose | x|=r, (p < r) et on majore,

1/2
[nj |F(K (y-x))|z dy] < CPWNI2+n)
ly—-x| < p*

1/2
[f 2kI(J"‘-’C)-V,,f‘(y—x)|2,dy:| < CP Wi +n+1-8)
ly—x| <p

[J |(y—.vc).V,I‘(y)|2:|”2
ly-x| < p*

1/2
< ’).|:J‘ Ivyr(y) IZ dy] < Cr1+(N/2)+n—8
tyl<2r

car A>l={y; |y—x|<p}<={y|y| < 2r}. Donc,

pl +AL((N/2)+n—1) < C(,l((NIZHnl +'J-+(N12)+n-&)

posons

1—8 _ 1-8
WNrn=1 ST D DN D nr1-0)

ceci donne

p < Cl rl *t.
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Démonstration du théoréme. — Fixons A4, ;; avec n=2, j=1 et
i=N—2. Si i < N—2, la mesure de Hausdorff (N — 2)-dimensionnel est
nulle et, par conséquent, la capacité est nulle. Néanmoins, on peut faire
le raisonnement qui suit avec 0 <i< N—2 et trouver que A4, o ; est
composé de points isolés; ce qui est le cas de la dimension 2. Supposons
donc N = 3. Nous allons compter le nombre de boules de rayon r néces-
saire pour recouvrir 4, ; ;. Pour cela, nous allons décomposer cet ensemble
en un nombre fini de sous-ensembles regroupés suivant la direction des
2-plans associés. Plus précisément :

Considérons I’ensemble 2 de tous les sous-espaces vectoriels de
dimension 2 de RV.

Pour ¢, et ¢, €2, on pose :

dist(o,, (Pz)=” Pm —Pq»z “=5up|xl=l |P01 (x)—Poz (x)l

ou P, est la projection orthogonale sur ¢. C’est une distance sur £ adaptée
a la topologie naturelle (de grassmaniennes). £ est un espace compact.

Soit {#,}x=1. .., un recouvrement fini de £ par des boules de rayon 0
(a fixer plus bas) et de centre @,, ..., @,.

Posons
A,={xeAd,, ; NieP}.

Nous allons montrer que A4, est de mesure de Hausdorff (N — 2)-dimen-
sionnelle finie.

Soit B la boule unité de R", soit » > 0, notons
B,=(o; \\rB)x(pi NrB)
ou r B={rx; x € B}.

LEMME 3. — Supposons que 0 < 1/3 et fixons ro, > 0 assez petit (nous
préciserons sa taille plus bas).

Alors. quel que soit xe A,, quel que soit re 0, ryl,
B;o NAN(B+o¢) < B,
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ou B, est une translatée de B, contenant x et B,=Xx+ B,. Le schéma est le
suivant. '

P ny

n B, —

5 B"_+ Px

l
1 |
t i

o
Démonstration. — Soit ye A, \ B, et ye B,+ ¢, posons y=x+y,+y, ou
yi€@ et y,e@i done, |y, |=ret|y,| <r
D’aprés le lemme 2,

Cy|y—x|**e = dist(y, I1,)=| Py (x— )|
= ‘ka0’1+y2)|—lpn§ (}’1+}’2)-P" (J’1+)'2)| .

> |y, | —dist (g, @) > |x—y|

1
2(5—9)|x—y| car |x—y|<2|y,|

Donc |x—y[|* = ((1—20)/2¢)).
I1 suffit de prendre ry < (1/2) ((1 —20)/2 C,)""~.

LeEMME 4. — [l existe une constante C > 0 telle que, pour tout r > 0, le

nombre de boules de rayon r nécessaire pour recouvrir A, soit inférieur a
Cr =2

Démonstration. — Recouvrons A4, par un nombre fini de boules de
rayon rqy (lemme 3).

Notons B, une telle boule, on peut supposer que 0 est le centre de B,,.
Recouvrons o (M B, par Cr~¥~2 boules de rayon r. Soit B une telle
boule. D’aprés le lemme 3, si (B+¢@,) M 4, M B, n’est pas vide, cet ensem-
ble est contenu dans x+ B,,.
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Quitte a grossir la constante C, le nombre de boules de rayon r nécessaire
pour recouvrir A4, est inférieur & Cr~V=2,

Le théoréeme est une conséquence du lemme 4. La capacité est nulle
d’aprés le théoréme 1, paragraphe IV de CARLESON [5].
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INTRODUCTION

Ce travail a pour but I’étude systématique de la régularité des solutions
d’équations elliptiques ou interviennent des problémes liés aux exposants critiques
de Sobolev.

Ces problémes se recontrent, par exemple, dans les trois équations suivantes :
(1) Métriques conformes.

Au = Ru"3% n >3, ue H'(R™).

(2) Probléme d’école, voir 1] pour un probléme voisin.

Au = |V, |"*?/* n >3, ue H(R").

(3) Surface & courbure moyenne constante.
Au = 2HOu A Oyu

ouu:R? - R3 et u e H'(R?).

Ces trois problémes sont critiques car le gain de régularité des solutions ne
s'obtient pas en appliquant seulement l'injection de Sobolev et la régularité des

solutions des problémes elliptiques.
Le premier théoréme étudie la régularité des solutions u de
n
Au=Viu+VaVu+ > 0;,(Viu)
1=1
o1 A un opérateur elliptique d’ordre 2.

Ce théoreme permet de traiter les exemples (1) et (2) ((1) est bien connu voic
Trudinger [12] et Brezis-Kato [5]).

L’exemple (3). dont la régularité des solutions est par ailleurs connue (Wente
[13]) ne rentre pas dans le cadre du premier théoreme. Néanmoins, la méthode de

démonstration s’adapte a ce cas, ce qui fait 'objet du deuxieme théoreme.



IV-2
1 - Résultats.
a) Enoncé du théoréme 1.

Soit A un opérateur d’ordre deux mis sous forme divergence
A= Z 6.-(a,-,-3,-)
1<, j<m

ou aij € C°(N), 0 < s <1, Q est un ouvert de R". C*(2) est 'espace de Holder
ie. u€ C°(2) siu € L™ et

lu(z) — W)l _
lz—yl* ~

pour z,y € 2. On suppose A elliptique prés d’un point zg € 2,

(i-e. Z a;j(z0)&i€; #0 pour tout £ € R/{0}) .

4
Pour 1 < p < 400, s € R, on note
H*? = {ue S'(R")/(1 - A)*/?u e LP}.
On dit que u € H};P §’il existe une fonction x € C§°, x = 1 prés de z, telle que
xu € H*P,
Soit u € H1:?, 1 < p < 400 vérifiant

n . n -
(4) Au=Viu+ ) Vidu+ ) vid(Viu)+f.

i=1 i=1

Avec Vi € L2 Vi, VieLn

Zo?
vi € Lip e (v;,Vy; € L),

et f € HI""? avec g < s.
(5) On suppose que p < n.
De plus,
(6) si V} #0 ou V7 # 0 alors %< 1- 1;.

(7) si V§ # 0 alors 1£2 < ‘;.



IV -3

Théoréme 1. Soit u une solution du probléme 4) vérifiant les conditions 5),
6) et 7) alors

siVy =0, ue H}}o?
siVy#0, ue HIS

1 _1_ g2
avccr—p n°

Remarques :

1) Les hypotheéses tres faibles faites sur les fonctions Vj permettent d’appliquer
ce théoréeme a des situations non linéaires avec exposant critique de Sobolev. Par
exemple :

u € H! (H'=H"),

Au = |Vu|”'1 = ZV,-B,u

=1
avec V; = |Vuln 18;u. On a bien V; 6 L? .
Zo

2) C’est une généralisation d’un théoréme de Brezis et Kato [5]. Ces auteurs

se place dans le méme cadre que nous mais avec V;} = V3 = 0.

3) Notre méthode de démonstration repose sur le calcul pseudo-différentiel
ou plutot le calcul paradifférentiel puisque les coefficients de A sont peu réguliers.
La difficulté essentielle provient de la présence de certains opérateurs a coefficient
dans LP pour lesquels nous n’avons aucun calcul symbolique ; ce qui, en partie,
explique 'absence d’une version microlocale du théoreme 1. Cependant, on peut
inverser (localement) ces opérateurs, puis étudier ’action, sur les espaces H*'?, des

inverses.

4) Beaucoup de travaux ont été fait sur la régularité (voir par exemple
Trudiniger [12]) ou sur ’existence (Brezis-Nirenberg [7]) des solutions d’équations
du type Au = unZ3. Mais peu de choses semblent connues pour des équations
contenant des termes non linéaires d’ordre un avec exposant critique de Sobolev.
Ce qui a motivé notre étude est le probleme de Plateau qui consiste a résoudre
I'équation Au = 2Hu Auy ouu: Q2 — R3, Q C R?, avec des conditions au bord
de Q, (voir Brezis et Coron [6] et leur bibliographie sur le probleme de I’existence).
Si u € H! avec les conditions au bord C*® (voir Wente [13], s’appuyant sur un

résultat de Morrey [11]) alors u € C*.
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Le théoreme 1 ne s’applique pas a cette équation car I’hypothése p < n
n’est pas vérifiée (ici p = n = 2). Plus précisément, la difficulté est la suivante,
ul Auj, € L' donc Au € L.

De cela on ne peut pas déduire que

u€ H*! = {ue S'(R"), 8°ue L' |a| < 2}.

Cependant, la technique développée pour démontrer le théoréme 1 s’adapte a ce

cas. Ce qui fait 'objet du théoréme 2.

b) Enoncé du théoréme 2.

2 1
Soit u € H(“,yo)
u: Q0 ->R: QCR?.

On appelle (z,y) les variables de R2. Soit A un opérateur matricielle d’ordre
2 elliptique prés de (zg,yo0) ou chaque élément de la matrice s’écrit sous formes

divergence avec des coefficients C* (0 < s < 1).

La fonction u vérifie
(8) Au = H(z,y)[0:u AOy)V —Oyu A, V]+ f

ouV e H(lzo’”), V:Q—R3 feH ! y» @ < s, et H € Lip.

(to'yo

Théoréme 2. Soit u € H{, | vérifiant ’équation (8) alors u € H(l:;"';o),

pour o' < o.

Remarques :

1) Bien entendu, 1’énoncé de ce théoreme est moins satisfaisant que celui du
théoreme 1. Mais comme il traite un probléme géométrique important il nous a
semblé intéressant. Il est probable que pour des problémes voisin le théoreme 1 ne

s’applique pas mais que la technique de démonstration s’adapte.

2) Les résultats de régularité connus sur le probleme de Plateau sont de nature
différente. En effet, dans Wente [13], ce sont les points critiques d’une certaine
fonctionnelle prise sur un certain espace, qui sont C* jusqu’au bord si les données

sont C (et analytiques si les données sont analytiques).

Le théoreme 2 est un résultat local, seules les propriétés locales de A, de u,
de V, et de f, interviennent. Ce qui est la situation habituelle pour un probléme

elliptique.
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2 - Résultats préliminaires.

a) Rappels sur les opérateurs paradifférentiels.

Nous allons rappeler quelques résultats classiques.

e Soit k > 1 et soit (1, ) un couple de fonctions de C5°(R") tel que suppy C
{n € R"||n| < 1} et ¥(n) =1 quand |n| < ¥ et suppy C {n € R"|} < |n| < 2K}.

(K, ¥,9) est une décoposition dyadique de I'unité si :
pour tout n € R™, $(n) + 3,5, ¢(277n) = 1.

e Une classe de symbole

Pour 0 € R} et m € R, on notera par L7 I'’ensemble des fonctions a :
R"™ x R"® — C vérifiant pour tout « € N®

(9) z — 9ya(z,n) est une fonction de C*(R") ;

(10) 11 existe une constante positive C* telle que
182a(-, n)llce < Call + Inl)™1et .

T peut étre muni d'une structure d’espace de Frechet. A cette classe de symbole,

on peut associer des opérateurs de C§° dans D' de la maniére suivante.
e Opérateurs para-différentiels et pseudo-différentiels.

Une décomposition dyadique étant choisie. Soit a € LT pour u € C§°(R"),

on note par 7T, 'opérateur défini par :

(11) Tau(e) = 1 (20)™" [ = Asy(z,m)in(n)dn,
K R®
ot Ax-no(z,m) = F 1 (p(27¥*+No=1) £a(-, n))(2)

et No étant choisi assez grand pour que le spectre de z — [ e'*" Ax_ N, (z,n)ix(n)dn

soit dans une couronne de type {n € R"|2—__l.—i: < |n| < 2¥+1K}).

Les opérateurs T, jouissent des propriétés suivantes :

(12) T, est un opérateur borné de H*P(R") avec s € R, 1 < p < 400 dans

H*~™P(R"™) avec une norme d’opérateur majorée par une semi-norme de a.
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(13) T, dépend du choix de Ny et de la décomposition dyadique, cepen-
dant une modification du choix de Ny ou de la décomposition pour T,, modifie
cet opérateur par ’addition d’un opérateur o-régularisant, c’est-a-dire borné de
H*P(R") dans H*~™+°~%P pour tout ¢ > 0, et dont la norme d’opérateur est
majorée par une semi-norme de a. Désormais, nous appellerons opérateur para-

différentiel, tout opérateur qui ne differe de T, que d’un opérateur o-régularisant.

Les opérateurs paradifférentiels ont été introduit par Bony [3], les propriétés

ci-dessus découlent des travaux de Meyer [10], Metivier [9], et Benmohamed [2].

On pourra consulter Bourdaud [4] et Hormander (8] pour une étude détaillée

de ces classes.

Si a € £, on note par a(z, D) 'opérateur pseudo-différentiel défini par
a(z, Dyu(z) = (20 ™" [ ¢F*1a(z,n)in)dn pour u € (R

La différence entre a(z, D) et T, est, dans certains cas, régularisante voir [2].

Proposition 3. Soita€ X7 et s € R tels que o +s—m > 0. a(z,D) — T,
est un opérateur borné de H*P(R"™) dans H* P(R") avec 1 < p < +c0 et s' <

min(o,o0 + s — m).

Ce qui, dans ces cas, permet de remplacer a(z, D) par T, + R.

En vue d’inverser les opérateurs elliptiques, nous aurons besoin d’un calcul

symbolique sur la classe L.

Proposition 4. Soita € &™ et be S™ . Il eziste C € SPt™ tel que

c—a#be [] It (oua#b= D 87aDIb/al)

0<ed<o—[o] |al<o]

et T, 0 Ty = T. modulo un opérateur o-régularisant. On a note par [0} la partic

entiére de o.

Remarquons que si 0 < o < 1, [T,,Ts] = T, 0 Ty — T o T, est un opérateur
d’ordre m + m' et de régularité o, mais de symbole nul et, par conséquent, il est

o-régularisant.
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Proposition. Soit a(z,§) = Z'o|=2 ao(z)E* avec a € T2, on suppose que
a(0,&) # 0 pour tout £ #0. Il eziste alors une fonction x € C§°(R") égale d¢ 1 au

voisinage de zéro et un symbole b € T2 tels que

TyoT, = x modulo un opérateur o — régularisant

En tant qu’opérateur, x est définie par x : u — x - u(z) = x(z)u(z).
b) Réduction du probléme.

Les hypothéses sont locales, pour se placer dans des espaces globaux il suffit
de tronquer u avec une fonction x € C§° x valant 1 pres de zo, et de multiplier
I’équation (4) par une autre fonction C§° a support C {x = 1} et valant 1 pres de
zg. La forme de ’équation (4) est alors conservée, avec des hypotheses globales

sur les V, u et f.
Nous allons montrer qu’on peut remplacer 'opérateur
A= Z 6.~(a.-,~(z)6j)
1<i,j<n
par un paradifférentiel de symbole

a(z,§) = Z a;;(x)6:€; -

1<1,j<n
En effet, a,, € £9 d’apres la proposition 3, a;j — T,;; est borné de H”? dans He'»p
pour ¢’ < min(s,o + s).
Pour u € H"?, 9ju € H*? = LP donc a,;0ju — T,;;0ju € H®P pour o < s.

Donc 8;a;;0ju — 8;T,,;0ju € H°'?. Le calcul symbolique (proposition 4) permet

d’écrire 9;T,;,; Oju = T,,;¢,¢,u modulo un terme dans H°~!"?. Donc

Z an(au(l:)oju) =Tau+ f.
1<4,j<n
ou f € H°"V'P avec 0 < s et a(z,£) comme annoncé ci-dessous. Pour finir,
nous remplagons les V;, i = 1,2,3 par Vi + V; ou V; € L™? avec IVillnre < e
Vo, V3 € L™ avec |||~ <¢,i=2,3 et V; € C.

¢ sera choisi au paragraphe 3. On vérifie facilement que les termes provenant

de V; peuvent étre incorporés au reste f.
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3 - Preuves des théorémes de régularités.
a) Preuve du théoréme 1.

Apres les réductions du paragraphe 2b), la solution u du probleme vérifie

I’équation suivante

(14) Teu =Viu + Z Vi0;u + Z vi(O(Viu) + f
1=1 =1
ou
u € HVP
acx?

Vi € L™? avec ||Vi||pni2 <€
V;,V4 € L™ avec "I,J'i"Ln <g3=1,2 .
v; € Lip
feH™? 5>0>0
Appelons 7\, Zo et Z3, les opérateurs suivants :
Ziu = Vju
n .
Zou = Z V; Oiu

=1

Zzu = Z V.'a,'(V;u)

=1
(18) On a
Z;:HY" - L7 j=1,2
Z3:HY? - H~LP

avec % = -};+ L, et des normes opérateurs majorées sur une constante fois ¢.

En effet : w € H'» C L% avec;};:l—l— si1;<}1;.

P n?

Donc

1Z1ullee = Vaullee < VallpnszlluflLon
< CE“u“Ht,p .

(F<bhit+3<1)

1 Z2ullLe < ) IIVEBulle <D 1IV3liLnl|0iull s
=1 .

=1

< Cellu||g.»



1 } 1 1
(n p< )

1Zsullg-10 < C Y Bu(Vsu)lg-1r

=1

<C Y |IV5ullLs

=1

< CS IV lznllullzn

i=1

< Cellul s

11
(1<)

Soit b € 2:2 tel que T3T, = x(z) + Rou R: H% — H**! (g < s) pour
tout § € R, 1 <t < +ooet x € CP(R™).

On applique T a (14), on a:
(17) xu =TZu+TyZou+TpZzu+h

ot h=Tyf —Rue€ H*%P car f€ H°1:P |
D’apres (12), (15) et (16) TyZ;u € H*9 — HV? 5 =1,2 et Ty Z3u € HVP .

De plus,
NToZ || rrr—1rr < Ce.

On note Z = Z; + Z2 + Z3. L’idée est la suivante ; on a un opérateur x — T3 Z qui
envoit H''? dans H!'? avec T;Z de norme petite. On va 'inverser avec une série

de Neumann, x étant presque I’'identité.

D’une fagon précise, on pose :
xu=ve€ H"
(17) devient
(18) v—TZv=TpZ(1 - x)u+h
avec h € HtoP,

{1 s’ensuit que

v=Y (HZ)*Q - x)u+ ) (HZ)th.
k=1 k=0
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Si € est pris suffisamment petit pour que

1
NTsZ|| rrr.p —~Hrp < 3

Commencons par démontrer que le deuxiéme terme de v vérifie les affirmations du
théoréme. On remarque que T} Z; opere de H!*%? dans H'*%? avec une norme

petite si j = 1 ou 2 et que T}, Z3 opére de H»" dans H!'™ avec une norme petite.
En effet, si g est dans HtoP

(19) NTsZ1gllgr4er < Cl|Ts2Z19|| 2.0
< Cl[VagllL»
< Cél|gl|-

< Cellgllr+-.r

avec y = 24+ 5% et o = 2 — 1E2.
(20) |TsZ29||gr+er < Cl|Ts229|| H2.n
n
<C Y IVidigllLe
=1
< Ce||Vy||L-
< Cellgllar+»
< Cellgllgr+e.»
avec % = %— %
(21) ITsZagllma+r < C > N0V ) r-1.r

=1

n
<3 IVigller
=1
< Célgl|L
< Cellgll s+~
q = Hl+d,p C Hl,r .

Il reste a traiter le premier terme. On va utiliser le fait que le support de

1 — \ est loin de xy.

Soit ¢ € C§°(R™), avec support ¢ compact dans un ouvert contenu dans

{\v = 1}. De sorte que ¢(1 — x) =0.



Lemme 5.
(22) oy =T+ R,

avec R: H%* — H%F2%%t poyr § e R et1 < t < oco.

(23) $Zy = Zap+ V3,
avec V, € L™
(24) pZ3 = Z3p + Vs avec V3 € L™ .

®  (22) résulte de la proposition 4.

(23) 0Zrw — Zapw = — »_ Vi(Sip)w .
1=1
(24) PZiw — Zzpw = — Z viVE(Bip)w .
=1

Avec le R du (22) du lemme 5 et une fonction V € L™, on a :

k
(25) P(T:2)* = (TiZ) e + ) (T2)* 7' (RZ + V(T Z) .

i=0

On a déja vérifié voir (17) que
IT6Zgllrr.» < Cellgllar.e

1 ToZgllgr+er < Cellgllpgrter siVy =0
||szg||Hl.v < C€||g||;p,- si V; # 0,

il suffit d’appliquer les majorations suivantes dans (19) et (20),

lglie- < Cligllar.r

et lglltrr < Cllgllrrses -

On choisit € > 0 tel que tous les Cc < § (on peut prendre § = ).



iV = A _1_ 11 _ 1,1
SlV;,'—O,ona.(ql_.p n,q—.p-i-n)

I(Ts2)*~7"1(RZ + ToV)(Ts2) gll rr+.»
< 8 IV |IRZ(To2Y gl mrver + I(ToVH(TZ) gll 1400
< C8*= 371 [|RZ(Ty2) gl i+ens + WDV THZ) gl rses ]
< CEIT | Z(TeZY gllLe + IV(ToZ) gl L)
< C& I (T 2) gllmre + N(ToZ) gllur»]  (voir (15)
< C&*Higllare
La constante C ne dépend pas de k. Si V| # 0, on a de méme
1(T2)*~7"Y(RZ + VI Z) gl e
< 68+~ [||RZ(Ts2) gllsree.r + ITWV TV YT Z) gll s e |
< C8* I | RZ5(TZY gllrve.s
+ TV (T2 gllsr + IR(Z1 + Z2)(TeZ)i v
< cskmt [||Zs(TbZ)j9||H—t'r +IV(ToZ) gllr + (21 + Zz)(TbZ)jllL«]
< C8* I Y|(ToZ2) gll s
< Cék_l“.‘]”}ll-v .

Or C ne dépend pas de k.

En définitive, (18) et (25) donnent

oo oo k
ATz (1 - u =)D (T2)*[RZ + TVITZY (1 - X)u
k=0 k=0 ;=0

et la norme H"?P (ou H!'" si V3 # 0) de cette expression est majorée par

> k8 ||ullrs < Cllullpprn -

k=0

) Preuve du théoreme 2.

Apres les réductions du paragraphe 2.b), la solution u du probleme vérifie

I'équation suivante :

(26) Tow = 2H(z)(D;u AD,V — Qyu A D V) + f .
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avec f€e H°™! 1>0 >0, H € Lip.

On note :

(27) Z4g = 8,(g A Byd) — B,(g A 3,d) .

ou de H' d:R? > R?
ge H* g:R? S R? a>0.

On remarque que
(28) Z4g = 0:9gA\0yd—0ygA0,d.

sia < 1.

On note
V=V4+8 ou VeH, |[V|m<e¢

€ a fixer et 8 € Lzp.

(26) devient (en remplagant la notation V par V) :
(29) T,u = H(z)Zvu + f ,

ouf:f—}-a,u/\ay,@—ayu/\a,ﬂeH"l.

Remarque : Il est trés important pour la preuve du théoréme que le second
membre soit de la forme Zyu de telle fagon que Zy s’écrive, soit sous la forme

(27), soit sous la la forme (28). Ce qu’on va voir dans la preuve du lemme suivant.

Lemme 6. (30) $i0<a<1Zy:H®— H "9 avec ¢ =1—

w|R

31 Sil<a<?2, ZV:H"’—»L'a.vecl;=1—&;—1.

Dans les deuz cas, la norme opérateur de Zy est majorée par Cec.

®m  (30) Prenons la définition (27) de Zy, 8,V et 9,V € L? et

donc g AO;;V € L! (2, = z, T2 = y) ; ce qui implique que Zyg € H~ 19 et
1Zvgllr-1.e < Cellglln= -
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(31) Prenons la définition (28) de Zy. On a :

9;,V e L?
1 a-—1

- 1
6,'.g€H°‘1°—>L"avec-;=-§— 5

donc 8;,9A8;;V € L™ et || Zyg|lL- < CellgllH- -

Ce qui acheve la preuve du lemme.
Soit be ;2 tel que T, = x + R .

On a noté x pour x - Id, et R est un opérateur : H%* — H%+%t pour § € R
et 1 <t <oo.

On applique T} a (29), on obtient :
xu=TyHZyu+h, ot h=Tyf — Ru€ H*° car f € H°™1.
On va simplement donner les grandes lignes de la preuve.

Pour a < 1,
TwvHZy : H* — HY — H®

avec |ThHZv||He—He < Ce .
D’autre part :
140 2,r 140 1 g
TyHZy : H'*° - H*" — H (==1-3)
r —

Pour suivre la preuve du théoreme 1, il suffit de controler Ty —Tpp et pZy —Zy e .

o est la méme fonction C§° que celle intervenant au théorcme 1. |

Lemme 7. (33) Ty — Ty = R, ou R, : H% — H5*Lt pour 6§ € R
l1<t< 4oo.

(34) p2Zv — Zvyp = R, mlR:H"-—»Lq,0<a<1,§=1—-%.

m  (33) provient du calcul symbolique (proposition 4).

(34) On a :
0:(pg) N0,V = 90, g ND:;V — 0r,0(g AN O, V) .

Donc, la formule (28) donne que

(p2v — Zvp)g = 0:0(g AN OV) — Oyp(g A O V)
= Ra9 . |
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gE H* - L¥, ; =5—%5 . Donc gA3;,;V € L. Ce qui achéve la preuve du
lemme.

Pour finir la preuve comme celle du théoréeme 1, on obtient une formule simi-

laire a (25), avec un terme
(ToHZv) 7" [R1Zv + Ty R |(ToH Zv)? .
Vérifions rapidement que cet opérateur envoie H* dans H “";".
g PEZY ga B pg

L1 B, g2e - it (TVHZy)! ™! e

ToHZv )
Hor( ’__)V) H* ﬁ/ H~14
H-l,q R Hl+o,q C Hu+a
(TyHZy)* i~
—

Ha+a ! Ha+a

11 suffit de poser @ = 1 4+ o' — o pour démontrer le théoréme 2. |

Bien entendu, le calcul précis des normes opérateurs permet de faire le méme

raisonnement que pour le théoréeme 1. Ceci est laissé au lecteur.
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