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A b s t r a c t

This thesis in on three parts.

1. U n iq u en ess  in  C a u ch y ’s p ro b lem

For this problem , th e  pseudo-convexity is a  crucial hypothesis. We 
study  the  construct to  counterexam ple when th is hypothesis is no t verified, 
or uniqueness w ith assum ption of weak pseudo-convexity.

2. N o d a l se t

We study the  Hausdorff dimension and the  capacity of nodal set 
to  solutions of elliptic equations. We generalize results known for the 
laplacian.

3 . R e g u la r ity  to  e llip tic  p ro b lem

We give results of regularity, in a alm ost general fram e, to  solutions 
of nonlinear elliptic problems w ith Sobolev critical exponents.

A M S  S u b je ts  c la ss ifica tio n  (1 9 8 5 ). 35 A 07, 35 L 80, 35 R 25,
35 J 20, 35 J 60, 35 B 65.
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U n ic ité  du problèm e de Cauchy.

E nsem bles nodaux.

R égu larité  des problèm es ellip tiques.

R ésum é

Cette thèse se compose de trois parties. La première traite de l’unicité 
du problème de Cauchy. La deuxième concerne l’étude des ensembles 
nodaux des solutions d’équations elliptiques. La troisième est une étude 
de la régularité des solutions d ’équations (et de systèmes) elliptiques avec 
exposants critiques de Sobolev.

1. Unicité de Cauchy
Décrivons tout d’abord le cadre où se situe l’unicité du problème de 

Cauchy.
Soit fi un ouvert de Rn , soit P { x ,D x) un opérateur différentiel 

d ’ordre m  à coefficients C°°, on note p(x,£)  le symbole principal de 
P . Soit xo G fi et une surface C °° , S  passant par xq et définie par 
cp(x) =  <p(xo)  (d(f(xo ^  0 ) .  Le problème s’énonce alors :

soit u G C°° vérifiant Pu = 0 sur fi 

u{x) =  0 pour x G S -  = | x  G VI j tp{x) < <¿>(ar0 ) |

existe-t-il un voisinage u; de xo tel que u =  0 sur u> ?
Une propriété plus faible appelée unicité compacte est aussi étudiée 

et s’énonce :

soit u G C°° vérifiant Pu = 0 sur fi 

S -  C C supp u et S  fi supp u =  {x0}

existe-t-il un voisinage u> de xo tel que u — 0 sur a; ?
Les résultats les plus importants pour l’unicité sont ceux de 

C a l d e r ó n  [8] et ceux de H o r m a n D E R  [12]. (Voir Z u i l y  [27] pour trou­
ver la plupart des résultats sur l’unicité.)

Décrivons succinctement le résultat de Hôrmander qui généralise 
celui de Calderón. Notons C =  ^ +  i jdtp(x), £ G Rn , 7 G R, et 
Py(x ->€) = (^»£+*7d<p(x)). On dit que S  est strictement pseudo-convexe 
pour P  si pour tout (x, £) vérifiant

P(x , 0  = 0w}(z,C) = 0 
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si 7 =  0 3fce{p{p,y>}}(ar,£) <  0 

si 7  ^  0 '^ {P y ,P ~ f} (x , C )  <  0  .

En fait cette hypothèse n ’est pertinente que si l’on suppose que P  est 
principalement normal, c’est-à-dire

il existe C > 0 , pour tout x  6 iî et tou t £ 6 Rn , 

\{ p ,P U * ,t) \< c ] p \  Kl”*"1

où p (x ,£ ) = p ( x ,f ) .

Dans ce cas quand 7 tend vers 0, —— {p~,p~f} converge vers 

$le{p, {p,<p}}.
Sous ces deux conditions HÔRMANDER [12] (voir également 

HÔRMANDER [14], LERNER [15]) a démontré que P  vérifie la propriété 
du problème de Cauchy par rapport à 5 .

Un certain nombre de contre-exemples à l’unicité sont connus, voir par 
exemple PLIS [17], [18], [19], D e GlORGI [10], COHEN [9], HÔRMANDER 
[12], [13], A linhac-B aouendi [2], A linhac-Z uily [3]. A linhac [1] a 
donné les premiers contre-exemples m ontrant que les hypothèses géométri­
ques de Hôrmander sont pratiquement nécéssaires. Sans entrer dans les 
détails, A linhac [1] a démontré que l’hypothèse de principale normalité 
est essentiellement nécessaire. (Voir également [20] et SAINT RAYMOND
[23].)

Pour les caractéristiques doubles, il faut distinguer plusieurs cas selon 
que p  est à coefficients réels ou à coefficients complexes (par exemple 
dp A dp ^  0) et les cas des caractéristiques réelles et complexes (au 
sens 7 /  0). Dans le cas p  réel et avec une caractéristique double 
réelle ALINHAC [1] a prouvé que la pseudo-convexité est essentiellement 
nécessaire (voir également SAINT RAYMOND [21] et BAHOURI [4]). Pour 
p  complexe et une caractéristique double réelle SAINT RAYMOND [22], 
sous une hypothèse beaucoup plus forte que la négation de la pseudo­
convexité, a construit des contre-exemples à l’unicité. Dans 1-2 on a 
prouvé que l’hypothèse de pseudo-convexité est pratiquem ent nécessaire 
pour que des problèmes perturbés possèdent l’unicité (on perturbe P  et 
la surface S ) .  En fait ce cas n ’est pas encore bien compris. Pour les 
caractéristiques complexes doubles ALINHAC [1] a construit des contre- 
exemples à l’unicité. Dans 1-2, on a prouvé que si p  est à coefficients 
analytiques alors on peut se ramener au cas du théorème de Alinhac. Ce 
qui rend pratiquem ent nécessaire l’hypothèse de pseudo-convexité dans ce 
cas.

Il existe néanmoins un certain nombre de cas qui ne sont pas traités 
par les théorèmes ci-dessus. Dans 1-1, on a démontré que pour un opérateur 
d ’ordre 2 à coefficients réels alors

P K O  =  {?» ¥>}(*, 0  =  0■=* {*>{/>> V3) }(* ,£ ) <  0

alors
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entraîne l’unicité compacte. Sous une hypothèse aussi faible l’unicité n’est 
pas toujours vraie comme l’a démontré BAHOURI [4].

Dans 1-3, on a étudié des opérateurs hyperboliques faibles non effecti­
vement hyperboliques. Dans ce cas les caractéristiques sont doubles mais 
la situation géométrique est supposée simple (les caractéristiques forment 
une variété sur laquelle la forme symplectique est de rang constant).

On trouve dans le cas involutif des opérateurs possédant l’unicité mais 
pour lesquels le problème de Cauchy est mal posé. Dans le cas non involutif 
la situation est moins claire et on ne démontre que de l’unicité compacte.

L’article 1-4 a un rôle à part dans ce contexte. Typiquement on 
regarde l’unicité pour □  +  V (x )  , où V  est C°° , par rapport à une surface 
(p(x) = 0 ( 0  =  -  A x ). V  ne dépend pas du temps et cela perm et de 
se passer d ’hypothèse de pseudo-convexité sur <p. Ce résultat s’applique à 
la théorie du contrôle par l’intermédiaire de la m éthode que LIONS [16] a 
appelé “Hilbert Uniqueness M ethod” .

2. E nsem bles nodaux
Soit M  une variété riemannienne compacte et A le laplacien sur M , 

si u est une fonction propre de A l’ensemble {m =  0} est un ensemble 
nodal de M . En fait l’étude réalisée se place dans un cadre un peu plus 
général. Soit il un ouvert de Rn et A  un opérateur elliptique (à coefficients 
Lipschitziens) et soit u une fonction non nulle (supposée C 1+6 dans II-1 
et H 1 dans II-2 et II-3) vérifiant \Au\ < C(\u\ +  |V u |).

Dans II-1 et II-2, on démontre que la dimension de Hausdorff de 
{u =  0} est n — 1 et celle de {u =  0, Vu =  0} est n — 2. L’article II-3 
précise que dans ce cas {u =  0} est réunion dénombrable d ’ensembles 
de mesure de Hausdorff (n — 1)—dimensionnelle finie, avec un résultat 
analogue pour {u =  0, Vu =  0} . L’article II-3 est principalement consacré 
à l’étude de l’ensemble {Vu =  0} où u vérifie

\Au\ <  C  |V u| .

On démontre que {Vu =  0} est une réunion dénombrable d ’ensembles 
de mesure de Hausdorff (n — 2)—dimensionnelle finie. On en déduit que 
{Vu =  0} est de capacité nulle. Cette propriété a permis à SALAZAR 
[24] d ’étendre ses résultats obtenus pour le laplacien. La technique de 
démonstration repose sur les idées de CAFFARELLI et FRIEDMAN [6] et[7]. 
(Voir Hardt et SIMON [11] pour des améliorations.)

3. R égu larité  des problèm es e llip tiqu es
Le problème de régularité de solutions de problèmes elliptiques 

avec exposants critiques de Sobolev intervient naturellement dans des 
problèmes provenant de la géométrie (voir BREZIS et CORON [5], 
TRUDINGER [25], WENTE [26]). L’étude de ce type de problèmes nous 
a amené à considérer la régularité des solutions d ’opérateur linéaire d ’or­
dre 2 à coefficients dans des 1? avec p  =  n pour les termes d ’ordre 1
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Tl
e t p  =  — p o u r  les te rm es  d ’o rd re  0. Les espaces IP  so n t b ien  a d a p té s  à  

l ’é tu d e  des te rm es non  linéa ires.
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UNICITE DE CAUCHY POUR DES 
OPERATEURS DE TYPE PRINCIPAL

Par

NICOLAS LERNER ET LUC ROBBIANO

Introduction

Nous donnons ici des conditions suffisantes d’unicité de Cauchy et une condition 
nécessaire et suffisante d’unicité de Cauchy “compacte” (cf. (0.2)) pour des 
opérateurs différentiels de type principal à coefficients C” réels.

Etant donnés un opérateur P et une hypersurface orientée S, P possède l’unicité 
de Cauchy par rapport à S si les conditions

Pu = 0, supp u C S+ 

impliquent u =0.

Nous dirons que P possède l’unicité de Cauchy compacte par rapport à S si les 
conditions

Pu = 0, supp u C S+, supp uflS compact 

^ i m p l i q u e n t  u — 0

(cf. le paragraphe 1 pour des définitions précises).
Rappelons brièvement, dans le cadre présent, le résultat de Hôrmander ([9] th. 

8.9.1) sous l’hypothèse de pseudo-convexité ([9] déf. 8.6.1) (on pourra consulter 
également Zuily [15]); si les bicaractéristiques (nulles de p) tangentes à S en x0 sont 
“strictement convexes tournées vers S_”, alors P possède l’unicité de Cauchy par 
rapport à S. Par ailleurs, Alinhac [1] a prouvé que, si en un point x0 de S, il existe 
une bicaractéristique tangente “strictement convexe tournée vers S+”, alors on 
peut trouver a €E C“ telle que P + a ne possède pas l’unicité de Cauchy.

La condition nécessaire et suffisante utilisée ici pour le problème (0.2) examine la 
position des bicaractéristiques tangentes à une famille d’hypersurfaces sur tout un 
ouvert et demande qu’elles soient “tournées vers S- au sens large”. On dégage 
ensuite des conditions suffisantes pour le problème (0.1) dans des cas où il n’y a pas 
“trop” de bicaractéristiques tangentes à un ordre strictement supérieur à deux (cf. 
également Bahouri [4]).

La méthode employée repose sur un calcul symbolique avec grand paramètre qui
32
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permet d’établir une inégalité de Carleman [6]. Ce point de vue est proche de celui 
de Treves [13] puis de Menikoff [10] qui utilisent des opérateurs pseudo­
différentiels du type p(x, Dx — i\D ,\ <p'(x)) (p(x , Dx) est l’opérateur P, (p(x) = <p(x0) 
une équation de l’hypersurface); néanmoins, nous avons préféré à la manipulation 
délicate de tels opérateurs (dont le symbole n’est pas C* à cause de | Ds | ) la 
construction d’un calcul symbolique paramétré.

Nous tenons enfin à remercier Serge Alinhac qui nous a suggéré le corollaire du 
théorème.

Le plan de l’article est le suivant:

1. Les Résultats Principaux
1.1. Le cadre du problème
1.2. Enoncé des résultats

2. Commentaires
2.1. Invariance des hypothèses
2.2. Position des bicaractéristiques tangentes
2.3. Comparaison avec la pseudo-convexité de Hôrmander
2.4. Lien avec le théorème de non unicité d’AIinhac
2.5. Exemples

3. Calcul Symbolique Avec Grand Paramétré
3.1. Définition des symboles
3.2. Calcul symbolique
3.3. Continuité L 2
3.4. Inégalité de Gârding

4. Preuve
4.1. Estimation sur les symboles
4.2. Estimation pour || Pyu ||z.2 + 1| (Py )* u ||L2
4.3. Estimation de Carleman
4.4. Preuve du corollaire.

1. Les résultats principaux

1.1. Le cadre du problème

1.1.1. Soit P un opérateur différentiel d’ordre 2, à coefficients C ” pour la partie 
principale, LZx pour les termes d’ordre inférieur, défini sur un ouvert i l  de R", de 
symbole principal p(x, £), supposé réel, dont le champ hamiltonien sera noté Hp.

Soit une famille d ’hypersurfaces orientées de O, i.e., la donnéee d’une classe de 
fonctions <p €E C ”, réelles sur Cl, de gradient ne s’annulant pas, équivalentes pour la 
relation

(1.1) <p ~  <p qui signifie
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pour tout x de ft, il existe À (x)> 0  tel que <p'(*) = À(x)<p'(x) (remarquons que A 
est alors nécessairement C ” car <p' ne s’annule pas).

On suppose que p  est de type principal sur iî, i.e.,

le vecteur (x, £) ne s’annule pas sur ft x R" \0.

(1.2) - Egalement, on fait l’hypothèse que W est non caractéristique
pour p, i.e.,

{{p, <p}, <p} ne s’annule pas sur il, ce qui est indépendant 
du choix du représentant <p de 3€.

1.1.2. On dira que P posède r  unicité de Cauchy compacte relativement à si la 
propriété suivante est vérifiée.

Pour tout x0€EO, il existe un ouvert V C iî, x0S  V, tel que, 
pour tout voisinage W  de x» inclus dans V, si

«G C *(W ), Pu = 0  sur W,
(1.4)

supp u C{x,<p(:t) â  ^>(x0)} et en outre 

supp u C\ {x, <p(x) = <p(x0)}CC W  (compact inclus dans W ),

. on obtienne u = 0 sur un voisinage de x0.

On vérifie facilement que cette propriété ne dépend pas du choix du représentant 
<p de tf€.

On dira que P possède l'unicité de Cauchy compacte O-stable relativement à si, 
pour toute fonction a G C’(fl), P + a possède l’unicité de Cauchy compacte 
relativement à W.

1.1.3. Soit P  un opérateur différentiel d’ordre 2, à coefficients C” pour la partie 
principale, L* pour les termes d’ordre inférieur, défini sur un voisinage il  de 
jCo£R", de symbole principal p(x, £) supposé réel, de type principal en x«. Soit S 
une hypersurface C ” orientée passant par jc0, non caractéristique pour P, i.e., 
p(x0j No) ̂  0 où N0 est un covecteur non nul du conormal à 5 en x«. On définit 
également 5+ = {x G iî, <p(x) ^  <p(x0)}, si S = { x G f l ,  <p(x) = <p(xn)} (<pC~ réelle, 
<p'(xa) ^ 0  fournissant une équation de i’hypersurface orientée S).

1.1.4. On dira que P possède l’unicité de Cauchy par rapport à S près de x0 s’il 
existe un voisinage V  de x0 tel que si

u S  C°°( V), Pu = 0  sur V, supp u C S+ 

on obtienne u = 0 sur un voisinage de x«.

1.2. Enoncé des résultats

(1.3)

dp
H
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T h éo rèm e  1.2.1 (Condition suffisante d'unicité de Cauchy compacte).
Soient P et comme dans le paragraphe 1.1.1. On suppose que, pour tout 

(x, £ ) G H x R",

(1.5) p(x ,£)  = Hp(<p)(x,£) =  0 implique H 2p(<p)(x, ¿¡) ^  0.

Alors, P possède l'unicité de Cauchy compacte relativement à

L’hypothèse (1.5) ne dépend pas du choix du représentant <p de (cf. 
paragraphe 2).

T h éo rèm e  1.2.2 (C.N.S. d'unicité de Cauchy compacte).
Soient P et ‘X  comme dans le paragraphe 1.1.1, P étant à coefficients C “.
Pour que P possède l'unicité de Cauchy compacte 0-stable relativement à %€, il faut 

et il suffit que (1.5) soit vérifiée.

C o ro lla ire  1.2.1 (Condition suffisante d'unicité de Cauchy).
Soient P et S comme dans le paragraphe 1.1.3. Posons, S *( V ) désignant le fibré en 

sphère du cotangent T*(V),

(1.6) 2v = {(x, t ) e S * ( V ) ,  p(x, O  = Hp(<p)(x, Ç) = <p(x)-<p(x«) = 0},

où V  est un voisinage de x0. Alors, il existe un voisinage V0 de x<> tel que Xv„ soit une 
sous-variété de codimension 3 de S*(V) .  On suppose alors qu'il existe un voisinage 
V  de x«, V  C Vo, tel que pour tout p €E

i l  7* (0  =
1 ; (ii) Hess H f o ) ( p h v < 0  si Hfo>)(p) = 0.

Alors P possède l'unicité de Cauchy par rapport à S près de x» (cf. paragraphe 1.1.4).

2. C o m m en ta ire s

2.1. Invariance des hypothèses

2.1.1. Invariance de (1.5).
Supposons que (1.5) soit vérifiée pour un représentant <p de la famille ,3C alors 

elle l’est pour une fonction <p équivalente car, A étant nécessairement C “, 
HP («p ) = AHp (<p ) et H f a  ) = AH f o  ) + Hp (A )HP (<p ) avec A > 0.

2.1.2. Hypothèses du corollaire.
Remarquons que, pour ce corollaire, les données sont un opérateur et une 

hypersurface et non pas comme précédemment un opérateur et une famille 
d’hypersurfaces.

L em m e 2.1.1.
(a) Il existe un voisinage V de x0 tel que définie par (1.6) soit une sous-variété 

de codimension 3 de S*( V).

(i) H 2¿<p)(p)^  O,
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(b) £v ne dépend que de l'opérateur P et de V hyper surf ace S.

Preuve. Il suffit, pour montrer (a), d’établir que

dp a dHp (<p ) a d<p a 0

sur = {(x, £)G V xR", p(x, £) = Hp(<p)(x, £) = <p(x) -  <p(x„) = |£ |2 -  1 =0}. En 
effet les vecteurs p'(, {p, <p}«, £ sont indépendants sur £ v car si

aPs + /3{p, <p}f+ = 0

alors

«P«' <P* + /3{p, <px+ yÇ • <pi = 0 
< et

ap;-£ + j8{p,VK-£ + y|£|2 = 0.

Or p^- «p; = {p, <p} = 0 = p = 3Pi- £  et en outre {p, <?}*• £ = {p, <p} = 0, d’où y =0car
0 et p = 0 car p est d’ordre 2 non caractéristique, et par suite a = 0 car p est de 

type principal en x0 donc sur un voisinage V assez petit de Xo. Par suite, comme 
(p = (p(x), (p'(xo)^0 donc <p’(x )^ 0  dans un voisinage de x0 on obtient 
l’indépendance des gradients.

Pour le (b), si <p(x) = <p(xo) est une autre équation de S, comme <p(x) = <p(x0) 
équivaut dans un voisinage de x0 à <p(x) = >̂(x0) et que, sur S, <p'(x) = A(x)<p'(x), 
À ^  0, on obtient le résultat.

Montrons maintenant que l’hypothèse (1.7) ne dépend pas du choix de l’équation 
de S. Comme S ne dépend que de l’opérateur et de 5, il suffit de prouver que, 
supposant <p(x()) = 0, H2p(À<p)  ̂0 en tout point de S si À(xo)>0. Or H2p(\<p) = 
AH 2p(<p) sur 1 et on obtient (i). En outre si H;i(<p)(p) = 0, p £ S  alors

Hess H 2p(\<p)(p) Tpa)xTp(V) — A Hess H;(v>)(P>t„(v>xtp(V),

car (H2p((p))(p)Tpa) = 0 car H2p(<p)(p) = 0 et H2p(<p)^Q sur 2.

2.2. Position des bicaractéristiques tangentes

Pour les théorèmes, nous avons le lemme suivant.

Lem m e 2.2.1. Soient P et jtf vérifiant les hypothèses du théorème 1.2.1. Alors 
pour tout x„ G iî, G R" \0, si p(x,>, £„) = Hp (<p )(x„, £„) = 0, la bicaractéristique 
tangente issue de (x0, £<>) définie par (2.2) reste localement du “bon côté”, i.e., vérifie

<p (a> (s )) ?§ ip(oj (0)) pour s dans un voisinage de 0R.

En particulier, si une bicaractéristique tangente a un contact d'ordre fini avec une 
hypersurface de la famille "M, nécessairement ce contact est d'ordre pair et du “bon 
côté”, i.e.,
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p(*0, £o) = H'^(p)(xn, £o) = 0, l â / < 2fc,

et H 2p\x o,£o)< 0 .

Il est trivial de remarquer que, réciproquement si on suppose les 
bicaractéristiques tangentes en “bonne position localement sur tout l’ouvert H” 
(i.e., pour tout x0 G il, si p(x0, £0) = Hp (<p)(x0, £0) = 0, on peut trouver e > 0 tel que
I s | < e, <p(ii>(s))^ <p(û>(0)), où (o est définie pour (2.2)), alors l’hypothèse (1.5) est 
vérifiée.

Preuve du lemme. Remarquons tout d’abord que

(2.1) dp a d{p, <p}^0 sur p = {p, (p) = 0.

En effet, supposant <p = t au voisinage de x0, (/,z ) 6 R x R " '' un système de 
coordonnées centré en x0 de variables duales (t, (), on a sur p = p'r = 0

dr.iP = p'r di, 

d-r,(P T = PTÏ * dl, + PrrdT.

Or, comme p est de type principal on a pi, 7̂  0, et comme par ailleurs p"r^0 d’aprés
(1.3), on obtient (2.1).

Soit (x0, £0) £  H x R" \0 avec p(x0, £0) = HP (<p)(x0, £0) = 0. Considérons la 
bicaractéristique de p issue de (x0, £0), i.e., la courbe intégrale o>(s) du champ 
hamiltonien de p,

(2.2) ¿ (s )= H p(oj(s )), o>(0) = (x,,, £0).

Posons t(x, £) = <p(x)— <p(x0). Comme p est de type principal, on a en particulier 
dp ̂  0, et on peut écrire dans une carte locale symplectique centrée en (x0, £0) (non 
nécessairement homogène)

p = £u , (x, y, £,, 17)

étant un système de coordonnées symplectiques.
Or l’hypothèse (1.5) assure que, dans tout un ouvert, voisinage de 0, en continuant 

à noter t la fonction sur la carte,

£1 = = 0 implique -f—; = 0. dxx r ^ dxi

Comme, d’après (2.1), les gradients de £l7 dt/dx 1 sont indépendants on a, soit 
d2t/dxi ^ 0, soit d2tldx\dyjj£0 pour un /, soit d2t/dxidrji pour un y.

Dans le premier cas, on a dvt/dx2 < 0, cas classique de la pseudo-convexité qui 
donne bien entendu une bicaractéristique tangente “tournée vers le bas des deux 
côtés”.

H — L  
Hp -  dXi '



38 N. LERNER ET L. ROBBIANO

d ~ t(2.3) On peut donc supposer ——-— ^  0.
oXiàyi

Considérons l’équation

y i » 0 * " - 2 » 0 R t i , 0 R ; - * )  =  o ,

que l’on notera simplement

dt i \ n

De (2.3), il vient l’existence d’une fonction d, C“ réelle définie sur un voisinage de
0R, telle que

^ ( x ,’ y') =  ( y i _  0 (*i)M*'>yi)> » (o ,o )^ o ,  0 (0 )= o .

Dans ces coordonnées, la bicaractéristique est (xi, 0), et on a, comme f (0,0) = 0, 

i(x „0 * - ) =  J - £ - ( s ,0 ) d s  = -  J d(s)v(s ,0)ds ,
O 0

et donc, comme 0 (0) = 0,

(2.4) /(xi,0) =  -JJ l (o.x,)( s ) l (o.o(u)0 '(u)v(s,O )duds.

Or (1.5) assure — 6’(x t)v (x lt d (x t) ) ^ 0 ,  et supposant »>(0,0)>0 (resp. < 0 ) on a 
O'(xt) ^  0 (resp. S  0) sur un voisinage de 0. Comme | u | ^  | s | â  | x, | sur l’intégrant 
de (2.4), on a, pour | xt | assez petit, 0'(*O = 0 (resp. â  0) v(s> 0) >  0 (resp. <  0) et on 
obtient

(2.5) t (x i, 0) â  0, pour x t dans un voisinage de 0,

ce qui signifie que les bicaractéristiques tangentes sont “ tournées vers le bas des 
deux côtés” .

2.3. Comparaison avec la pseudo-convexité de Hôrmander [9]

(a) Rappelons la conséquence du résultat de Hôrmander [9] pour rn  opérateur P  

d’ordre 2 à coefficients C* réels défini au voisinage de x0, de symbole principal p. 
On se donne une hypersurface C ’ orientée S, passant par x0.

T héorèm e (Hôrmander [9]).
On suppose que, <p étant une fonction réelle C", '(*<>) ^  0, <p(x)= <p(x0) étant une 

équation de S, pour tout £  R" \0 tel que

(2.7) p(x o, ¿¡o) = Hp (<p)(xo, £0) = 0 alors //£(<p)(*„, £0) < 0.

dt
dxt (*•>

(x,,y,) = 0.
dXt
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On obtient que P possède l'unicité de Cauchy par rapport à S près de x0, i.e., qu'il 
existe un voisinage V de x0 tel que

s iu e C ~ (V ) , Pu = 0  sur V,

supp u C {<p(x)â <p(x0)},

alors u — 0 près de x0.

Remarquons que l’on obtient l’unicité de Cauchy et non pas uniquement l’unicité 
compacte.

L’hypothèse (2.7) de Hôrmander exprime que les bicaractéristiques tangentes à 5 
au point x0 sont “tournées vers le bas” avec un contact d’ordre 2.

(b) II semble impossible en général de faire une hypothèse en un seul point x0, 
dans le cas où il existe des bicaractéristiques tangents ayant un contact d’çrdre 
strictement supérieur à deux. Ceci est illustré par l’exemple suivant.

Dans R \ x = ( t ,x t, x2) de variables duales £ = (r, £lt i-2) on se place au voisinage 
de 0 — (0,0,0) avec <p =  t. Posons

(2.8) p = r 2 + £,£2 + t(x] -  xtXÇt -  &Ÿ + t£ l

Cet opérateur est à coefficients C" réels, d’ordre 2, de type principal, non 
caractéristique (1.3), et vérifie, pour £ €ER’\0,

P(0, £) -  Hp (<p)(0, £) = 0 implique

(2.9) J (H2p(<p)(0,£)<0) ou

( H ^ ) ( 0 ,O  = h;(<p)(0,^) = 0 et H 4p{<p)(0,£)<0).

En effet, le point • désignant la dérivation le long de la bicaractéristique ((2.2)) on
a,

i  = 2 r,

i =  - 2  [ix2i - x 42)(£t - £ 2y  + £2t],

t = 2[(4x 2x2 — 2xtxi)(£i — £2)2 + 2(x2 — xî)(£i ~ £2)(£i ~ £2) — 2^i^i].

Pour x0 = (0,0,0), £ = (r, £t, £2) G R3\0, p(x0, £) = Hp (<p)(x0, Î )  = 0 signifie r  = 
£\£* -  0.

Si r  = 6  = 0, ^ ,^ 0 ,  on a H 2(<p)= -2 £ \< Q .
Si r  = £i = 0, £2 0, on a

H 2Â<P) = H 3A<p) = 0 et ï =  - 4 x 2t£22- 4 £ ] =  - 4 £ t< 0 ,

d’où (2.9) est vérifié.
Néanmoins, dans tout voisinage de (0,0,0) sur 5, on peut trouver x, £ G R 3\0 

avec
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p(x,Ç) = Hp(<p)(x,Ç) = 0 et H 2p(<p)(x,Ç)>0.

Il suffit pour cela de prendre r  = ^  = 0, £2 = 1, x = (0,0,a), alors H 2p(<p) = 2 a4.

2.4. Lien avec le théorème d'Alinhac [1]

Le théorème 2 est en fait une conséquence du théorème 1 (la condition est 
suffisante) et du théorème d’Alinhac [1] dont nous rappelons l’expression seule­
ment dans la cadre envisagé ici.

T héorèm e (Alinhac [1]).
Soit P un opérateur différentiel à coefficients C~ sur un ouvert il de R", de symbole 

principal réel p, de type principal sur il. Soit S =  {*A(x) = tff(x<>)} une hypersurface C” 
non caractéristique pour p passant par x0 Œ il. Supposons qu'il existe f06R " \0 tel 
que

p(xo, £o) = Hp (</0(xo, £o) = 0 et H 2p(if/)(x0, ¿¡0) >  0.

Alors, il existe un voisinage V de x0, des fonctions a,u€L C~( V) avec supp u C 
{i|»(x)^i/i(i0)} et (P + a)u = 0  sur V.

Soit alors P et comme dans le théorème 2, tels qu’il existe (x0, £o) €E il x Rn \0 
avec

p (x0, £o) = Hp (<p ) (x„, £o) = 0 et H 2£<p ) (x0, £o) > 0

(i.e., (1.5) n’est pas vérifiée).
Posons <A(x) = <p(x)— |x — x0|4. On a

{p, «M(x0, €o) = {p,<p}(*o, £o) = 0

et

H2pW)(Xo, €o) = H 2p(<p)(Xo, £.) >  0.

Comme est non caractéristique, l’hypersurface S = t)/(x) = tff(x0) est non 
caractéristique car

{{p, 4*}, <AH*o, £) = {{p, <pK <p}(xo, 0.

Les hypothèses du théorème d’Alinhac sont donc réalisées pour p et i/r. Par suite, il 
existe un voisinage V0 de x0, des fonctions a0, u0 E C°°( V0), supp w0C {«/r(x)^ 
•Aî o)}, (P + a0)u0 = 0 sur V0. Donc P + a0 ne possède pas l’unicité de Cauchy 
compacte par rapport à En effet pour tout voisinage ouvert V de x0, il existe un 
voisinage W = V H V0, une fonction w0G C ”(W), (P + a0)M0 = 0 sur W, 
supp u0C {iK*) = tlf(xo)} C {<p(x)^ <p(x0)}, et supp ««fl {<p(x) = <p(x0)} = {x0}CC W, 
avec u0 7̂  0 au voisinage de x0.
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2.5. Exemples

2.5.1. Pour l’unicité de Cauchy (Corollaire 1.2.1).
(a) Rappelons que si P  est un opérateur différentiel d’ordre 2 de type principal à 

coefficients réels constants dans la partie principale, pour les ternies d’ordre 
inférieur et 5 une hypersurface géométriquement convexe non caractéristique pour 
P alors P possède l’unicité de Cauchy par rapport à S (Treves [12] théorème 5.3, 
chapitre IV).

(b) Par contre l’opérateur (des ondes) D ' + D*tDX2 ne possède pas l’unicité de 
Cauchy (pour des termes d’ordre inférieur quelconques C°°) par rapport à la surface 
d’équation t = 0 (cf. [3], [4], [9] th. 8.9.4).

(c) Soit P un opérateur défini sur un voisinage de 0 dans R3 à coefficients L “, de 
symbole principal

p = t2 + + t(x2 + jc|)(^i — ^ )2 — t2Ç],

et soit 5 l’hypersurface d’équation t = 0, (t, x,, x2) étant des coordonnées locales et 
( t,£ ,,£ 2) des variables duales.

Le corollaire 1.2.1 implique l’unicité de Cauchy pour P  par rapport à S près de 
(0,0,0). Remarquons qu’au point (0,0,0) il existe des bicaractéristiques tangentes à 
S à l’ordre 4 exactement et qu’un résultat de pseudo-convexité ne peut s’appliquer 
a priori ici.

(d) Soit P  un opérateur défini sur un voisinage de 0 dans R4, à coefficients L “, de 
symbole principal

P = t 2 + i i  + £2 — £3 + *[(xï + xi + xl)(Ç2i + £2)+ £2] — t~(Ç\ + Çl + £3),

et soit S l’hypersurface d’équation t = 0.
Le corollaire 1.2.1 implique l’unicité de Cauchy pour P par rapport à S près de 

(0,0,0,0) dans R4. La remarque du (c) est valable ici également.
(e) De manière plus générale, soit P un opérateur défini sur un voisinage de 0 

dans R", à coefficients L ”, de symbole principal

P ~ T~+ 2  £/ _ 2  £> + 1 [( 2  x/) X £/ + 2  £>] + (/,*)£ £),7 = 1 y +1 L \ > = i / / = 1 /=2 J

où R (t,x ) est une matrice C°° (n — 1) x (n — 1).
P vérifie les hypothèses du corollaire 1.2.1 pour f  hypersurface d’équation t = Û.

2.5.2. Pour l’uncité de Cauchy compacte (Th. 1.2.1, 1.2.2).
(a) Un opérateur à coefficients L* de partie principale D 2, + DtlDx, dans R1 

possède l’unicité de Cauchy compacte par rapport à la famille d’hypersurface 3€ 
données par la fonction /. Néanmoins cet opérateur (perturbé par une fonction 
a G C") ne possède pas l’unicité de Cauchy par rapport à l’hypersurface d’équation 
t = 0  (cf. le paragraphe précédent 2.5.1 (b)).
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(b) Considérons un opérateur P à coefficients L “, défini sur un voisinage fl de 0 
dans R4, de symbole principal

(2.10) p = t 2 + £ i£2 + £3 + i((l + *i)£i + £2 + &)2,

les variables de R4 étant x = (t, xux2, x3), et leurs variables duales £ = (t, £1, £2, £»). 
Comme p est de type principal en 0R*, on peut choisir fl de sorte que p soit de type 
principal sur Cl. Soit Si? la famille d’hypersurfaces orientées de Cl donnée par <p = t, 
clairement non caractéristique (1.3) pour p.

(i) Le symbole p vérifie les hypothèses du théorème 1.2.1 car si p(x,Ç) = 
Hp(<p)(x, Ç) — 0, on a

H 2Â<P) -  ~ 2L2 ^  0 avec L = (1 + *,)£, + £2 + £3.

(ii) Le symbole p vérifie, pour (x, £ )G ilx R 4\0, p(x, ¿¡) = Hp(<p)(x, £) = 0 
implique

(H2p(<p)(x, £ ) < 0) ou (H£(<p) = H%<p) = 0 et H 4(*>)< 0)

(i.e., les bicaractéristiques tangentes sont tournées du bon côté à un ordre ^  4).
En effet, le point * désignant la dérivation le long de la bicaractéristique de p

i = 2 r,

t — —2L2,

t=  -4LL ,

7 = — 3L2 — 4LL,

et par suite si p = Hp (<p) = 0, i.e., r  = £i£2 + Çl + tL2 = 0, soit L ̂  0 et t < 0, soit 
L = 0 et i = V'= 0 avec i <  0 car alors L = £2£i ^  0 (sinon r  = £, = £2 = £» = 0).

(iii) En tout point voisin de 0, on peut trouver des bicaractéristiques tangentes à 
l’ordre 4 exactement, de sorte qu’aucun résultat de stricte-pseudo-convexité n’est 
applicable ici. En effect pour

x = (i,xi,x2,jt3) e n ,

£ = (r, £„&,&) = (0 ,1 ,-£ ,& )

avec

£ - à - ( l  + *i) = 0 

(qui possède des racines réelles en £> pour xx assez petit), on a 

p - H p(<p) = H ^ ) = / f 3p(<p) = 0 et H*p(<p)< 0.
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3. Calcul sym bolique avec grand param ètre

3.1. Définition des symboles

Définition 3.1. Soit 1 s  p >  g g  0, m £ R .
(i) On dit que a ( ï , f , y ) £ S " (, si:
(a) fl( x , Î ,y ) 6 r ( R " x R " x i ) ,  où I = [l,+oo[,
(b) pour tout a G NB, /3 G N", À G N, il existe C  ^  0 tel que: pour tout 

(x, £  y) G R" x R” x I,

(3.1) | daxd îd kya(x, £  y)| S  C(y + | £ |)—'i*i+«i*i

(ii) On dit que a(x, £ y ) G 2 _0\  si:
(a) a(x, £  y) G C“(R" x R" x /),
(b) pour tout a  G N", /3 G N", À G N, pour tout N G N, il existe C iO ,  tel que: 

pour tout (x, £  y )  G R" x R" x J,

(3.2) | « i f  f, r ) l  s  C(y + 1 f  | r N.

Pour f l ( x , £ y ) £ ï " T, on peut définir des semi-normes:

-»x / x _  ¿:agata(x,& y)(3.3) Po,ftA (û) SUp / . | yn-p|0 |+*|«|
<*.«.* jeor^xi ( r  +  | ç | ;

pour a G N", /3 G N", A G N.

R em arque. Il est important, pour le calcul que nous allons développer, de 
remarquer que les semi-normes sont indépendantes de y, et que y  est supérieur à 1 .

On dira qu’une famille de symboles est bornée, si: pour tout a  GN",
/3 GN", À GN, il existe C è O , pour tout j  E.J? tel que:

Pa.fi.A (û/ ) =  C.

Définition 3.2 (Symboles multiples).
Soit l ^ p > ô g 0 ,  (m, m \  m") G R\  On dit que a(x, y, £  17, y) G m si:
(a) a (x, y, £  17, y ) G C~((R" )4 x /),
(b) pour tout a t G N", a 2 G N", /3| G N", (32 N", A G N, il existe C â O,  tel que: 
pour tout (x, y, £  17, y) G (R" )4 x /,

\dax'dy-dpd^dya(x,  y, £  17, y)|

=  C ( y  +  | £  | )m-'>,#ii,( y  +  1^1 +  | £  | +  | ^ |

R em arque. Soit a(x, £  y) G S ”*, posons: ar (x, £) = a(x, £  y), pour chaque 
y =  l on a ay (x, £)G S ”s.

On rappelle que: pour 1 â  p >  Ô â  0, m G R, a(x, f )G S " s si:
(a) a (x, ^) G C°°(R" x R" ),

dya(x,

(tf, )/<=.*

Y  m.m '
z*p.&

y n - - p | 0 , | /



44 N. LERNER ET L. ROBBIANO

(b) pour tout a  G N", /3 G N", il existe C  ^  0 tel que: 
pour tout (x, f ) £ R "  x R",

| d “d f a (x, £) | ^  C(1 + | i  |

Pour tout y â  1, on peut donc définir un opérateur A y par la formule:

(3.4) A M * )  = ÿ ^ ÿ J  e'“ a ( x , i , y ) ù ( i ) d l  

Pour chaque y =  1, A y opère continûment de:

^ '(R " ) -^ y '(R B).

(3.5) On dira que A y G Op(2”5).

On notera a Ay (x, £  y) = a(x, £  y).
On démontre facilement les propriétés suivantes:

P ro p r ié té s  3.1. Soit a(x, £  y ) £ S " s, b(x, £  y) G On a les propriétés 
suivantes:

(i) (a + b ) G 2 ^ ,  m" = Sup(m, m ').
(ü) ab G s : r ' .
(iii) S’il existe C  >  0 tel que, pour tout

(x, t  r ) S  R" X R- x 7, Ia(x, Ê y)l B C(y + l i  i r

alors Ma £ 2 * “ .
(iv) S’il existe C >  0, tel que, pour tout

(x, t  y) S  R" X R- X J, a(x, i, y )B  C(y + ¡f |)"

alors V Â G S”«2.
(v) Pour tout s G R, (y2 + | £ |2)I/2 G Sî.„.

3.2. Calcul symbolique

Définition 3.3. Soit (a,)yen, une suite de symboles de 
On dit que a, converge vers a dans si:
(i) ay converge vers a simplement,
(ü) üj est borné dans

R e m a rq u e s .
(i) Une telle suite (a,) converge vers a dans C“(R" x R" x /).
(ii) a(x, £  y ) £ S " 6.
(iii) Si

(m-p|0|+Ö|a|

5^(Rn) —» 5^(R"),

ym' 
¿  p,â •

Vm
V"V-̂*p,Ô

V"V
•— p.«-
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A iyU(x ) = J eU€ai & y )“

AyU converge vers A yu dans 6 (̂R").

Proposition 3.1.
(i) est dense dans 2 ”«.
(ii) CÔ(R" x R" x J) est dense dans 2™«.
(iii) Soit m' > m, alors 2”“ est dense dans 2”« pour la topologie des semi-normes

de
(iv) Soit a, 6 S"i, / =0, my suite décroissante tendant vers — ». Alors il existe 

a G tel que :

a -  2  0) 6 % .
OâjCfc

a est unique modulo £~°°. On dit que a est la somme asymptotique des af.
On notera a ~  E7-o ai-

Démonstration. Pour (i) et (iii) on prend, * (£y)G  CÔ(R" xR"); \  = 1 au 
voisinage de (0,0). On vérifie facilement que la suite a;(jc, £ y )  = 
x(£/j*ylj)a (xi& y) converge vers a dans les sens (i) ou (iii).

Pour (ii) on prend, *(jc, £ y) G CÔ(R" x R" x R").  ̂= 1 au voisinage de (0,0,0). 
On vérifie que la suite

aj(x,Ç,y) = x  ( j  , j ,  j )  a (x ,£y)

converge vers a(x, £, y) dans
Pour le (iv), quitte à regrouper des ah on peut supposer que mt est strictement 

décroissante. Dans on a une suite de semi-normes (p>,k)k<=n o ù

Pi.k(a)= Sup (pa,fi.x(a))
| a | + | e | + A S i i t

(cf. (3.3)).
On définit bj G S-°° tel que:
(a) bj = x(£M;, y/À, )<*,(*,£ y) pour une suite À,, et * G CÔ(R" x R), * = 1 au 

voisinage de (0 ,0 ).

(b) (a, -  ¿>,) = 2~' pour o ï  ^ ï  / -  i’

Posons ck = S;fc=0 (a, — ¿>>). Pour (jc, y) fixés seul un nombre fini de (a/ — bj) sont 
non nuls. Donc, ck converge simplement vers a (je, £, y) soit k fixé et / â  k on a:

/
Pk.M (c ,  -  ck ) =  2  ~ bi )

y-T+t

^ Ê  P ^ (a ,-b ,)  + 2  + r
y-T+t y-#*+i

Pk.M(a, -  b ¡ ) ^ C  +

Pic,** (<2/

(#)<#■(2 ir) '
1

v m'p̂.5-

y m

P i M I
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où C ne dépend pas de /, donc (c» — Ck)iei* est une suite bornée dans 2"l, donc 
a — ck G 2"*. En particulier (a — c0) G 2£g donc a G 2£s.

a -  2  a/ = a ~ ck + ck -  T  a, ,
ü^/< k 0 &j<lt

Cfc û/ ûit bj G
0 â/<fc Oi/Sk

ce qui termine la démonstration (l’unicité est triviale).

T h éorèm e 3 .1 .
(i) Soi/ A y G Op(2”«); A * désignant r  adjoint formel de A y, on a A * G Op(2™«) c/

„  1 ---------------------------

~  S  TT7W d ( d * a * y  (*» & Y)•at CX . t

(ii) Soi/ A t G Op(2"«), By G Op(2”«). Alors A y °B y <= Op(2"s+m ) e/

GT y) ' TT7̂  Î» r X & B y (̂) ̂  ̂ ̂0 U  • »

Soit a(x, y, £  17, 7 ) G CÔ((R")4 x / )  on définit â(x, £  y )  de la façon suivante: 

d ( x , Ç , y )  =  Q ^ ÿ  ¡ j  a ( x , y , l r i , y ) e “, ” " ' “ dydn.

Il est clair que CÔ((R")4 x / )  est dense dans 2£îT m\  c’est-à-dire: pour tout 
a g2"s" '"", il existe (a/)<€N une suite de Cô((R")4x J) telle que:

(i) a, converge simplement vers a.
(ii) (at)ien est bornée dans 2 ”àm ’m”.

(La démonstration est identique à la démonstration de la proposition 3.1(ii)).

T h éorèm e 3 .2  (Contraction des symboles multiples).
(i) L ’application de 2"«" m dans 2™* m qui à a(x, y, £  17, y )  associe a(x> £  y )  

est séquentiellement continue.
(ii) Pour tout a G 2 ”«m m\  on peut donc associer â G 2 " /m +m . De plus â admet un 

développement asymptotique :

< *(x ,£y)~  X  T^lTl d;d;a(x, y, £ tj, y )  .
or » Ct • y «= X

Le théorème 3.1 est une conséquence directe (comme dans lé cas des classes S ”«) 
du théorème 3.2.

D ém on stration  du théorèm e 3 .2 . On va d’abord démontrer le (i) du 
théorème 3 .2 . Dans le calcul qui va suivre 1 est facile de voir que les constantes ne

By(x, £  y ) d(trAy (x ,
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dépendent que des semi-normes de a. La convergence des suites et l’uncité de la 
limite sont des conséquences du théorème de convergence dominée de Lebesgue. 

On rappelle que y = 1. On a:

à {x, £ y) = p Z y  ü  a (*’ x + z’ & € + r > e ~aadzd<T'

On vérifie facilement que:

dïdldyâ(xy £ y) = b(x, £ y), 

où b(x, y, £ 17, y) est une somme d’éléments de
y m - p l ^ U m ' - p O ^ m ' + S l a l  

p. ¿5

avec |/3 | = |/3i + /32|.
Il suffit donc de prouver qu’il existe C, dépendant seulement des semi-normes de 

a(x, y, £ 17, y), tel que:

|â (x ,£ y ) |â C (y -H £ |)m+m'+'"'.

On pose:

(3.6) <y;É> =  (y 2 +  m 2)1/2,

(3.7) <£> =  ( i  +  l£ l2) ,/2,

Posons L = [1 4- <y, £)2* | z |2] k[l — <y, £)2*A„]\ On a:

Le'™ =

Donc:

â(x* £ y)  = (2^r)" / J  La(x' x + Z»£ Î  + Uadzdcr

= J P (*» & ̂  ?)<**■.
avec

0  = J  [ i + ( y ; i > ’* | z |2]“ [ i - ( r ; i > 1,A « r (a (x , J: + z , f , f  + <r, 

En utilisant le fait que pour, 2fc, on a

(3.8) <y ; £>*<y ; £ + <r)~*' 1 + <y ; £>2#k (y ; |  + o-)'2“ ,

on obtient

<r,y)e —

O g  r

A«,
n

-2J-l (i)'-

y)) e — dz.

1
(2 irY
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| fi | a  |  [l + <r  ; S>!* I z l!P  <y ; f  >" (r  ; i  + <r>"'

(3.9) x « r  ; f  >+<r ; f  + <r»"'(l + <y ; i ) 2“ (y ; ? + <ry2‘k )dz, 

\fii C (t ; i)"-*" (y ; Î  + o->"'«y ; f  > + (y ; (  + <r»"'(l + <y ; i)2“ <y ; i  + o-)-2“ )

pour k suffisamment grand.
Avec L ' — <o')-2,(l — A,y on a:

/ 3 = J  <o->-2/( l - A , y [ l  + <y;Î)” | z | T ,E[ l -< y ;Î> ” A.]k(fl)e-|“rdz.

On démontre facilement que:

I i  ;[(1+ <r ; f  H  z l 'r *  ] I a  C<y ; i> -'w(l + (y ; i>2‘ | z |2r \  

d’où, en utilisant (3.8),

1/3 (a  f  <<r)~2‘( l  + (y ; i  >’* | z |2)“* <y ; f  >” (y ; f  + o-)”'

x «y ; i + <r) + <y ; f >r'*”,(l + <f >!" <f + °T2" )<fc.
(3'10) O  | S C<oT2'<y ;£>-*" (y ; f  + <r>” « y ; f  + <r> + (y ; Î» " '*2*

x ( l+ < i> 2" ( i  + o->’2" ) .

En utilisant (3.9), (3.10) et pour tout f >0, inf(l, f) — (1 + i-1)-1, on a:

| fi | S C<y ; i>"— (y ; (  +  o->” ((y ; f  > + (y ; i  +  <r»"'

x (1 + <y ; f  >!"  (y ; f  + o T '" ) [l + (<y. f  +> { ' (y . ^  ] .

On a

â — J (3dcr + J pdcr.
|«r|S<r:<>/2 M«y;t)/2

Quand | cr | <  <y ; £>/2, on a: (y ; £> ~  <y ; £ + a-), et donc:

J  101S C<y f  (1+(^w) dor
M « y ;î >/2 l«ï<<-r;f>/2

(3.11)

S C (y J (1 + | o- \2’Y'd(T.

\<r\<m

Quand |o - |â (y ;£ ) /2 ,  en utilisant l’inégalité (de Peetre), pour tout (£ <r, y) G

j-vm+m'-fm*— Äi»

m  + m ' + m
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R " x R " x / ,  s G R ,  on a:

+ <rY ̂ 2Mn{y,Çy{<TŸ\

on a:

avec

I  | 0 | i C ( r ; i ) " w B ,
|<r|a<r;i>/2

B ^ C < 7 ;Î>-6" I  ( l  + <o->l'",+2Sk[l+<o->2/<1“5T 1̂
|«r|a<y;f)/2

a  C(y ;()-*• j  I o- da,
k l  a<r;i>/2

et par suite

(3.12) B â C { y ; i r +|m'l+l'"'l+m' 2i,1-,) J 1 | r a y
|<r|Bl/2

En regroupant (3.11), (3.12), on trouve que â est borné par (y ; £>m+m+'""-
La démonstration du (ii) n’est pas différente de celle de Unterberger [14] pour les 

classes S%s.

3.3. Continuité L 2

T h éo rèm e  3.3 . Soit A y G Op(S^).
A y opère continûment de L 2(R")—* L 2(R"). En outre, 3 C  i? 0 indépendant de y, tel 

que:

|| AyU  | | o = ê C | M | o .

D éfin ition  3.4 . Soit u G H s(R"), on note pour y  â  1:

(3.13) !lMll>.r = J (y2 + 1£|2)’ I “(Î)l2̂-
T h éo rèm e  3.4. Soit A y G Op(S"s), 3 C ^ 0  indépendant de y, tel que : 

Vu G H*(R"):

HA^mII ,.^  â  C ||k (U.

D ém o n s tra tio n  d u  th é o rèm e  3.3 . On peut se restreindre à démontrer le 
théorème 3.3 pour u 6 ^ ( R " ) .  On va montrer qu’il existe By E. Op(X*«) et 
Qy G Op(2'°°) tels que

íiiL L zlY ’
<y;£> /

||m '|+|m *|+2ôlE 1

der.
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(3.14) B*yBy + Oy = M2id -  A%Ay,

où M est un réel tel que, pour e > 0  et pour tout (x, £, y )6 R " x R" x /,

M 2g  |ctAt(x ,£ y ) |2 + e 2.

Notons C = M2 id — A *yA y, on a:

crc (x, £  y) = M 2 — | arAy (x, £ y ) |2 modulo 2 * ï-4),

posons b0(x, £ y  ) = ViW2 -  | trAy (x, £  y ) |2, (propriétés 3.1(iv)).
Soit B„ G Op(Xp.a) tel que <rB„ = b0. On a B *B» = C + C, avec C, G Op(2p.sp_5)) et 

C î = C,.
Par récurrence, supposons qu’on ait, Bj~, et q  tels que

avec Q G Op(£*ap_6>) et C * = Ch et B,_( -  B o G O p ^ r * ’).
On cherche B, = B/_, + Dh où D, G Op(2p,ap_i))> et avec

(B*, + D*)(By_i + Dj) = C + q +„

B£,d, + d*b,_, = -  q  + q +I.

Si on pose bt~, = dj = erD/, q = o-Ci, on a modulo 2p.*+,)<p~5\

bj~\dj “1“ djbj-\ q.

Posons

* ,(0  = 0 si f ^  M,,

= 1 si t â  2M,,

X/ G C~, Mf choisi tel que ¿>,-i(x, £, y) â  e 2/2 pour (y2 + | £ |2)l/2 â  M,.
Soit Dj G Op(2p,«p-5>) tel que

<r0, = d, -  -  i  ̂  *  « y ‘ + I f  |!n ,

alors B, = B,_i + D, vérifie B *B, = C + q +), avec Ci+I G Op(2*i+,Kp~4>), avec C* = 
q  et Bj — B0 G Op(Sp,« "M). (On a utilisé le fait que q = cj + fc avec fc G 2p.*+l¥p~#) 
car C* = q ).

En choisissant By G Op(Sp.«) tel que <rBy ~ bo + d\ + • • • + df + • • •, on a

B ?By -  M 2 id + A *yA y G 2 *.

Maintenant on déduit de (3.14), pour « G ^(R "), 0 ^ (B * B yu,u) =

dj(x,Ç,y) = __ci
2 b,., *>((y2 + m 2),/2),

By-..B,-, = c  + q ,
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M 21! “ If» ~ I! Ayu II'2» ~ (OyU, u ), donc

Il Ayü If, ê  Af-|| u IIP, -I- Il OyU II» Il u 11«.

Or, si

0 ,u (x ) = ^ L _  I  e l’lq (x ,£ ,r )û({)di,

on a

q G S ~ .

En particulier, V£, a G N", VM G N, =  0, Vy â  1 tel que, pour tout (x, £):

| d ïd a,q(x, £  y )| g  C .*„ (y + | £ | Y "

â c ^ d + i ^ i r ,

donc qy(x, £ )=  q(x, £  y) est une famille bornée dans S',’.,, d’après le théorème de 
Calderon-Vaillancourt [5].

Il existe C, indépendant de y, tel que

Hcm< M c ||u ||„ ,

ce qui termine la démonstration.
Le théorème 3.4 se déduit aisément du théorème 3.3 en utilisant A, défini par:

(3.15) A,u(jc) = J 2 ~ ÿ j  e “‘(y ' + \ t \ !y'2ù ( i ) d l  

Proposition 3 .5 (Inégalité de Poincaré avec paramètre).
Soit u (x)G  C<7(R") à support dans une boule de rayon S. Pour y  â  1/5 et t >  s, on

a :

(3.16) ||m |U ^ S '- * | |u |U.

D ém onstration. On a ||u ||2.y = / ( y 2 -I-1 £ |2)*| û(£)|2d£ Soit v telle que 
8~nv(x/8 )  = u(x), on a û (£ )= û ( 6 £). Alors

ll“ l|2v = J ( r 2 + l£|2)5| «5(5£)|2î/£ = S” J ^y2 + | ^ |   ̂ | v (rj)l2drj.

D’où

(3-17) Il u ||2y = S ~ -u f  ((yS)2 + 17712)* I v (v ) l2dv  ;

((yô )2 + 117 |2)* ^  ((y5 )2 + | tj j2)', car yS â  1 .

or, on a
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D ’où, en utilisant (3.17),

11« IIUS ô~n~2t 1 ((y ô f  + 17j \2y  I «3(rjW dr, =§ ô~2s*2t ||« ||*y,

ce qui achève la démonstration.

3.4. Inégalité de Garding

T h éorèm e 3 .5  (Inégalité de Gârding précisée).
Soit A y E Op(S7!o), et a (x , £, y )  son symbole, on écrit a = am + b où b E 25V1. 
Si am â  0, alors : 3 C  0 indépendant de y  tel que :

Vw E^(R ")

'3.18 Re(Ay«, u ) + C || « ||(m-iv2.r =  0.

Pour la 4ème partie nous aurons besoin du corollaire suivant:

C orolla ire 3.5'. Soit v4r E Op(£î"0). 3 C ^ 0 ,  V e > 0 ,  3C (e), tel que, 
Vw £  CÔ(B(0, e)),

( 3 . 1 9 ) | Re(jCjAru, u)| ^ Ce || u ||i/2.T+ C(e)|| u

( 3 . 2 0 ) ||XjAyU ||»â Ce || u ||m,y + C (e ) ||« ||m_1/2.r.

Démonstration du théorème 3.5. Nous suivons la démonstration de 
Cordoba-Fefferman [7]. U est clair qu’on peut supposer a = am.

Posons:

y>6 r )  =  c o ( |£ r  +  y 2)"/4Í e “ ( li  l2+ r 2),/2{|* - *  l2+ |y - *  I2] a ( z , £ y ) d z

-  c0e
- A | j t - y | 2 / 2 ^  n/l ei -2A liv a yv< 6 r )  dw.

où on a posé A V y 2 + |£ P.
On démontre aisément les lemmes suivants.

Lem m e 3.5 (a).

a(z,£,y) = e-(l<,i+Ÿ2),/J|lPGS?.1/2.

Lem m e 3.5 (b).
Soit a(z, £ y) G 2i"o. On définit pour t G fO, 11:

b.(z,Ç,y) = (\Ç\2+ y 2r 4 w * g  ( l f l2+ Y 2),/2I H 2a  _  t w '  £f
Alors (6 , ( 2 , -y .̂eio.u est une famille bornée de £i"ol<,|/2.

t( xy

í x + y
2

y )dw.
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On peut alors en deduire que:

í(x, y, £ 7 ) e  Xr./2° Définition 3.2)

Le théorème 3.2 permet d’associer à t(x, y, ¿j, y) un symbole, et donc un opérateur 
Ty e  Op(2 ?m). De plus on a:

ryu(x
i

Z7T krt e h‘í (x ,x ,6r)f i ( í )d{

+
1

(2ttY¡ (
e^dydft(x, x, £, y)û(Ç)dÇ + Ryu,

où Ry S  Op(2î"i/2).
Traitons la oremière intégrale, on a:

t(x, x, £  y ) = ti + t2 + is,

avec

i, =  CoA"/2 e -2x{~pa ( x , £ y ) d w

h =  c0AB/2 e 2A|w| w • 5,a(x, £  y)dw

3 = c0A"/2 í e 2Á'm>2 J (1 — s)dla(x  — sw, £  -y)w2<isdw.
0

I

On a:

í, = a(x , £  y)c0 e 2|*pdw = a(x, £  y).

En posant >v = VA w, et c0 =  (ir/2) B/2

i, = a(x, £  y),

/2 = 0 car I e A|w,Vd»v = 0

h G 2i"o 1 (il suffit d’appliquer le lemme 3.5 (b)).

Traitons la deuxième intégrale, on a:

dyt(x, y, £  y  ] C q\  n ( x  z ) t - A | * - y P / 2 e -2ÀI w I2
a

+  c ,  e „ A „, ; j  e - w . , s_a  ^ X + 1 _  w  &  ^  d w

donc

(x + y
2

w , £ y )  dw
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dyt ( x , x , l y )  = ^  À"'2 e~2À'w'2dwa ( x -  w,Ç,y)dw.

En appliquant le lemma 3.5 (b), on a: dyt(x, x, y)  G 2"0, donc

d(dyt(x, x ,& y)G l" o  1

Donc, on a: Tyu = A yu + Rvu, avec Ry G Op(Sî"i/2 ). Or

[Tyu, u e iix- y0Co\n,2e-*{'x- zl+'y- ziia ( z JÇt y)u(y)u(x)dxdzdÇdy]
c0a(z,  i ,  y )| Wu(z,  ^,7)| dÇdz,

ou

Wu(z,i, y) À„/4 j  *ü {x )dx.

Comme dans Cordoba-Fefferman [7], W est continue de L2(R")—► L2(R" xR"). 
Par suite ( 71«, u ) est positif. Donc,

(A^u, u ) + (RvU, u) g  0

Or

(R y l i , li) —  (A(i_m y2i?rM » A(m _|y2W),

et

A(I_my2i?Y G 0 P(2 m/2IV2)

Donc, il existe C i O  indépendant de y, tel que:

C  || U ||<m - ty 2 .y  =  || R y U  ||o-

On a:

A yU, U ) +  C  || U IL-.V2.-y â  0.

Dém onstration du corollaire 3.5'.

Preuve de (3.19). Soit y G CÔ(R") vérifiant:

X x 1 si X < 3
2

= U si \x â  2.

On a:

R e(V lyu, u) = Re yx ( j j  uj

i(* ~~Z )£—À \x — 2
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On a x (x / £ )xi *=2 i.o. Posons a = aAy- Let symbole de x ( x /e)x;A r est 
X(x/e)x,a(x, £  y) + r(x, £  y) avec r G S7!«r'.

Posons ¿>(x, ¿¡,y) = x ix ie fa a ix ,  £  y). On a, pour tout (x, £  y)€E (R")2 x J,

&(*»£ y)l =  5£ M * ,£  y)|

Soit C >  0 tel que, pour tout (x, £  y) G (R")‘ x I,

C(y2 + |£ |2)"-'2§ ; l |a (x ,£ y ) |

On a:

b ( x , i , y ) + e C ( y 2 + \ i \ 2r ' 2^ 0

et

- b ( x , ê , y ) + e C ( y 2+ £ T /2âO.

En appliquant le théorème 3.5, on en déduit (3.19).

Preuve de (3.20). On a, comme u G CÔ(B(0, e)), xfAru = XjAyx(x/e)u, et 
XjAyx(x/e)  est un opérateur GOp(2"o). En effet, si a est le symbole de A, et ak 
une suite convergente vers a dans 2i"o, ak G CÔ(R2" x I), on a:

* A krX
x
e

u e iix y*x,ak (x, £  y )x  ( * )  u(y)dydÇ

-/
- J

e i{* y*(x> -  y,)ak (x, £  y )x  ( f  ) u(y)dyd£

e i<x y)fak (x, £  y)y,* i-f ) u(y)dy.d£

e ‘̂ D (lak (x, £  y)* ( f  ) u(y)dyd£

e i(J[ yHak (x, £  y )yy*  (-J ) u (y )dyd|

B‘ ° AT u + A  ‘ ° y,* u,

+

où crB* = — D(lak qui converge dans 1 vers — D(ja. On en déduit que 

V \ y*(x/e)eO p(2î"o) et que

module 1 m  —1
1 .0

La fin de la démonstration est identique à la démonstration de (3.19).

o v ^ o /o fo  £  y) = x¡a(x, £ y)*
kb >
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4. Preuve

En utilisant essentiellement (2.1), on s’inspire de la preuve de [8].

4.1. Estimation sur les symboles

Lemme 4.1. Soient P et 9? comme dans le paragraphe 1.1.1, ft, un ouvert 
relativement compact, Ü, inclus dans O, tf/ une fonction équivalente à <p sur il,, 
X G Cô(ft), x ~ 1 sur Ch.

Posons

4.1 a(x, £  y) = x(x)p(x, Ç -  iy*lf'(x)).

Il existe C >  0 telle que, pour tout x £  ftj, pour tout (£, T) G R" x R\(0,0), on ait

4.2
§

da x ,e ,r ’scflíl’+r*).

Preuve. A cause de l’homogeneite de a, il suffit de montrer que le vecteur 
da(x, £, T)/d£ ne s’annule pas sur fli x S". Sinon, on pourrait trouver (x ;£ ,r )e  

x S" avec

4.3 0 dû
H

x. ê. n dl
n X ,£ ~ ll «M*))

et par suite, p étant homogène de degré 2 ( j* 0), on obtiendrait de (4.3) 
p(x, £ — iftl/'(x)) = {p,tlt}(x,Ç — ir<lt'(x)) = 0. Or p étant de type principal (4.3) 
implique 0; par suite, {p, tf/} étant de degré 1, il vient, comme p(x, £) est réel 
{{p, if/}, iA}(jc, £) = 0, ce qui contredit l’hypothèse (1.3) et donne le résultat.

Remarquons que, comme p(x, £) est un symbole réel de degré 2, on obtient, pour 
éC~ réelle, l’identité

4.41

p(x, 4 -  ir>'(*)) = /»(*, £  r) + i t / 2(jc, £  r), avec

h(x, £ H = p(x, €)-~2  UP» *)(*. £),

y2(x, £  T) = -  {p, <//}(*, £)

Lemme 4.2. Soient P et vérifiant les hypothèses du théorème 1, x0 G il. Il 
existe un voisinage fío de x0, fío C il, une fonction C~ réelle ift équivalente à <p sur fío, 
des fonctions réelles a (x, £  T), b (x, £  T) G C~(fíoX S"), des constantes Ci, C2, tels 
aue. Dour tout ÍJ t:¿ n 6 ÍL x S "

4.5
c , i i,(x. ê. n i2+ Ci i ii(x. ¿. n i2+ a(x. £  n /.íx . ¿  n

+ b (x, £ r)/2(x, ¿ n + {ji, j2) (x, r) s  o,

où ix et j2 sont donnés par (4.4)
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Preuve. Comme d<p^0 sur il, on peut trouver un voisinage relativement 
compact ft' de x0 et un système de coordonnées (i,y)GRxR"‘‘, centré en x0, tels 
que <p = t sur H'. Posons alors

et

On a, utilisant (4.4) et les variables x = (y, t) de variables duales £ = (77, t ) ,  

l’identité

1
ji = p(y, t, 17, r )  -  y  p -  (y» t, v, r ) ( i  -  A t f ,

4.6 /2 = ~ Pr(y, t, 17, r)(l — At)

Remarquons tout d abord, qu en utilisant (2.1), (1.5), on prouve qu il existe une 
constante Ci, indépendante de A, telle que pour (jc, £ ) e f ï ' x  S"-1, on ait

à 7 {Pr, p } ( x ,  £ ) +  C , ( | p ( x ,  £ ) |  + 1p'r(x, £ ) | )  ^  0 ,

ce qui donne pour (x, £) €E SI x S" avec pr(x, £) = 0,

1.8 d ' d H x .  £) + C, Dix. f  ^ü.

et par homogénéité la meme inégalité doui

x. Î ) e  ft' x R" si p'(x.£) = 0

De (4.6), il vient l’identité

{/i, h) = (1 “ At){p' p\(x, £) + A (p'(x, £)f
4 C

+ a  r2(i -  At)2(P:T(x, n y +i- d -  A tf{ P" p'Mx,, n

Par conséquent, pour (x;Î, DGfloX 5", il vient.

4.10 ii(oc, £, D  = ii(x, £, H = 0  implique {/1. /2} â  0

En effet, de (4.6), (4.9) il vient pour h = j2 = 0,

{/„ h) = (i -  At){P :, P}( x, o + a  r2(i -  Atf(p:r (x, o )2

+
r 2

2
1 - a î ) V ; , p :}(x, î ),

avec

<A(í, y )=  t -
A t 2

2

O» = ft' n {(f>y). M <
i

2 A )
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P t(x, £ )  =  0. P (x ,t)  =
1
2 P ' r r  ( X ,  £ )

D’où, en utilisant (4.8) et la définition de Ho,

i/i* /2 }

+ -4 r!(i -  A>y [0*  (x, s»2+ 0  -  Ai){p:„p’)(x, (  ) j

soit, comme u =  0,

U t.h ) s a  r*(i -  A , f  o>" - ¿ x lp . ' i f x . i ) ! + - 4 x L'{p," , P ‘M x , i )

ce qui assure (4.10) pour A  assez grand, car (p?T(x, £ ) ) ^  <o’ > 0  sur l’ouvert 
relativement compact f t \  to’ étant indépendant de A, ainsi que C,. En outre, des 
identités (4.6), il vient

<krft = P r(x, £)dr + pi,(x, £)dri - ( x, £)(1 -  A t f d  I \

durh =  -  (1 -  A iW'r (x, £)dr -  p" (x, £)(1 -  A îW tj.

Par suite si pour (x ; £  T) e  ilo x S", / t(x, £, T) = y2(jc, £  T) = 0, on a pi(x, £) = 0, et 
donc, comme p  est de type principal p'v(xy £)?* 0. Or p^j^O (1.3), et on obtient 
d(.rj\ a df.r/2^0, ce qui avec (4.10) prouve le lemme 4.2.

4.2. Estimation pour \\Pyu || + ||(PT)*u ||

On s’inspire de la preuve de [8]

L em m e 4.3. Soient P, 9? comme dans le paragraphe 1.1.1, fli un ouvert 
relativement compact, Ô, inclus dans H, i(t une fonction équivalente à <p sur ft,.

Alors il existe So> 0  et une fonction C ( 8 ) >  0 définie sur ]0, S0], tendant vers 
l'infini quand S tend vers 0, tels que pour u G Cô(iïi), diamètre supp u g  5 §  ¿0)

4.11 \\PyU lk* +  Il(*%)*« lkJ =  C(6)|| u II,

où P» = e y*Pev*, llulli.v donné par (3.13).

Preuve. Comme les coefficients de P sont L,„c, en obtient que iii est compact 
inclus dans Cl, et qu’il suffit d’établir le lemme avec Py remplacé par l’opérateur de 
symbole *(x)p(x, £ -  iytf/\x)), \  G CÔ(H), x ~  1 sur H,.

Du lemme 4.1, posant a(x, g, y )  = x ( x )p(x, £ — iy*/f'(x)), il vient l’existence de 
C  — Co >  0 telle que pour tout (x, £, 7 ) G x R" x [1 , + oo)t

4.12
d a

x. £  y
2

C0(y2+ im

(1 - A t ) 2.

c,
2 \p(x,Ç)\

y â S " ,

n

y - »
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Par ailleurs, comme polynôme en £, y  de degré 2 a coefficients C », il est clair que
n P V :/H p f H 1 PncnriQ A = n ( r D On a

[A, x,]*[A, X/] = Xj[A *, [A, xy]] + xj [A, x,]A * + A  *x, [x„ A  ].

Par suite, pour u G Sr(R ), les normes et produits scalaires étant L ' sauf mention 
explicite.

l|[A,Xjlu ||2 = (XjBzU, u) + (A *u ,[A,x,]*x,m) + (x, [x;, A  ]u, Au),

où B2 €E Op(2î.») (3.5).
Par suite, si supp u C B(0, e)C  f t t, on déduit du corollaire 3.5'

Il [A,Xj ] u ||2 ^  C, e || u ||t.t + C2(e ) || u fu2.y + e ( Il A * u ||2 + || A u ||2)

+ T {Il ï A, Xj 1 * x.u II2 + 1| x. [x#-, A 1 u II2}.

C2(e) étant a priori non bornée quand e tend vers 0, mais bornée sur tout [a, + « )  
avec a >  0.

On obtient alors, réutilisant le corollaire 3.5'.

f A ,x.lu Si C (e « L +  C2(£ ) b L , +  £( A*« + Au ).

Par suite, si supp u C B (0 ,S), 5 â  e, si y  â  S , il vient de (3.16),

\ f A, x, 1 m ||2 ^  (C, e + C2(e )8 ) || u II2 + e ( || A * u ||2 + H Au ||2).

Or de l’inégalité (4.12), il vient, en remarquant que le symbole de [A, x,J est 
il li)dald&.

2 IIIA’ *>l“ f  =  inC»-  5C*)II « 111-» i = i

Finalement, on a, pour supp u C J3(0, 5), y  â  5

e ( || Au ||2 + 1| A * u ||2) + Ce || u ||î.r + C(e)S\\u  ||î.y ̂  C Au  |fiT

En outre, on peut supposer e â  e0 avec Ce0 = C J2. D ’où, on a, pour 
>upp u C B(0, 5), S g  e, yô â  1,

||AU||2 + | |A * u | f ^ ( ^ - C ( e ) 5 ) | | | M||î..

On peut supposer, en la majorant éventuellement, que la fonction C (e) est 
continue et vérifie C!Îf. \^  f.~xC'aIA Soir alnrc

0 < s c s c ü T v  S s [ c ( . A  + - )

est une valeur atteinte par C. Il existe donc e(S) avec C (e(6 ))54/C4 = 1, on a
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1B *(«)-£ »±
soit ô =  £(5).

Par ailleurs

e ( S )

car sinon on pourrait trouver une suite

SH ----- > 0, e ( 5 „ ) S e i > 0 .
n —»4-oo

Par suite C (e (&,))resterait borné et le produit C(e(S«))ô» tendrait vers 0, ce qui est 
impossible car C (c(5))5 =  C4/4.

Finalement, pour S â  C4/4C (e0), supp u C B (0 ,S ), yô ^  1,

Au  |p +1| A *u II* ~  4 j? 5 ) Ilu IIÎ.t avec g (S) 0,

soit le résultat du lemme.

4.3. Estimation finale

Nous prouvons ici une inégalité de Carleman [61.

L em m e 4 .4 . Soient P et%C comme dans le paragraphe 1.1.1. Pour tout x0 G il, 
il existe un voisinage V(x0), Ci, C2>  0, une constante y(x0) =  2, tels que, pour tout 
U G  C n ( V ( X n Ÿ Ï .  DOUr tout V  â  •V ÎXn'i

4.13 Pyu Ci II u Wuy ^  C2(y  || u \\L* + 1| u ||„.).

P reu ve. Prolongeant par homogénéité de degré 2 en (£, T), l’inégalité (4.5) du 
lemme 4.2, il vient pour v â l ,  x G Ho, € G R", avec (y  : ¿)2 — I £ |2 4- y 2,

C,<y;£) 2|/i(x,£y)l2 + C2y 2\ yh(x, £  y ) |2 + a

+ y  'b ç y  
*’ <y;£>’ <y;£>

v : £)vin(x. A v i + fi,. h\(x. £  v ï  â  0 .

En utilisant l'inégalité de Gârding précisée (3.i8), il vient pour u G CÔ(ilo),

(Op[Ci<y;i) 2|/iP + C2y  ’ lnfcl’ + ao/i + y 'bifitlu.u)

+ y'Il PyU II2 -  r"ll W u  ll! + c, ||u lfe. 3 0

avec

aQ a ç y  
x’ <?;£> ' <?;£>

b> = ( y;£)b

---- * O
a-»o

(*,
í

<y;() 9

y
< r ; £ > )/ èy)

(X, £
(y\0 y

y
<y;£>)
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Donc en multipliant par y, on obtient, posant py = p(x, £ — i y é (x)),

Op C M y ^ r 2 & Pv
2

2

-4- c 2y -‘ p> -p  
'>i

2

a0y 2* Y E2 + b x2* j r &  L u

4.14 Pu 112 ||(prr u ||I + C3r||u ||;„.,B0.

Ur, comme a0fcZio tuer. J.i», pour a >u,

4.15 Op ya0y  Pl 2 u,u â a | | P yM||2+ a | | ( P , r u ||2 + ^ | | u | | 2.

De même, comme ¿>i S  Xi.o, on a

4.16) Op (i>, er-Jir) u, „) a  „ IlPyll IP + „ ||P-U \f + £  || „ ||î.r

De même, on a

On C,v v : i r  rT .  rT U..U ^ Cc7 (v: Î "‘(P. + (Rî* « r + C.v u P« «

4.171

ainsi aue

Î4.18’ Op/CVy-' )u ,u )  sC ,y - ' | |(P T-<P y)*)u|p + C,y||«||i«.y,

car Py — (Py)* = yB u où B x G Op(£i.0). 
Pour a =L de (4.14)....... (4.18), il vient

PyU [2n 1 1
4 V

;FTr«||2(i-|-^)ë-c||u||U

d’où pour y § 2 C,

7||PTu||2- | | ( P rr « | | 2^ - 4 C | |u i | ? . y.

Or de (4.11), il vient, pour diamètre supp u g g g  g, ^ 1,

iip>Mii2+ii(pyr u|p îc(ô)2!i«iiL
avec lim*^oC(5)= + <».

Par suite, ajoutant membre à membre les deux dernières inégalités, pour 
y  è  max(2C, 5 ‘), u €E CÔ(iîo), diamètre s ud d  u ^ 8 ^ 8,.

11 P y U  II' ~  I (^2 -  4C) Il “ II'-’

Choisissons alors 52g 5 ,  tel que C(S,y â  8C + 8, puis y  â  max(2C, 81),  alors 
pour u €E Cô(iîo), diamètre supp u g  82, || Pyu || ^ ||u ||i,r, ce qui achève la preuve du 
lemme 4.4 duquel on déduit aisément le théorème 1.

Py-Py
2

2 i
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4.4. Preuve des corollaires

Dans ce paragraphe, on supposera que le symbole principal de l’opérateur est

p =  T2 +  q( t , x ,Ç) ,

où ( t ,x ......... xn—i) de variables duales (r, .........£«-■) est un système de coordonnées
locales, x désignant (*i........et £ (£..................... £.-■)* q(t,x,^) étant une forme
quadratique en £, C* en (t,x).

On suppose ici que l’hypersurface S a pour équation t = 0 et que le point x0 de R" 
est 0R-.

L em m e 4 .4 .1 . Sous les hypothèses du corollaire 1.2.1,// existe une fonction C" 
réelle A définie au voisinage de 0R- avec À (0) = 1, un voisinage V de 0„» tels que pour 
( j c , / ; £ t ) G  V x R "

p(x, t, £  r) = {p, /A}(x, t, £ r )  = 0 implique H i(t\)(x ,  £  r ) ^  0

Preuve. On pose q(t,x, ç) = <CP(f, x )£  £), (J(t,x) étant une matrice 
symétrique (n — l ) x ( n  — 1) à coefficients C*. Comme p est de type principal en 0 
on a

q'e(0 J ia  = 'Tô,i,

où T» est une matrice inversible (n — l ) x  (n — 1). On pose alors

A(/, jc) = 1 +(ax, x) — Ct \x y,

1 ic où la forme quadratique a est définie par

a = T„Q7, (0,0)'To, et C une constante >  0

Dn u

H iitk  ) =  AH i( t ï  +  2H- (A l r t +  tH-JA1.(4.20)

En outre, d’après l’hypothèse (1.7), si V est un voisinage compact de Or«, 
l’ensemble des (t, x ; £  r) G S*( V) tels que /? = t  = / = |£| ‘ —1 = 0  = Wp(i) est fini 
et par suite on peut supposer que le seul point (/, jc) pour lequel il y a des 
bicaractcristiques tangentes à un ordre strictement supérieur à 2 est le point (0,0).

De (4.20). il vient

4- {H'p(t\  )) = A \  (H;.(f)) + A',Hr(0

(4.21) 2 T, (H,(A ))H,(I) + 2Hr (A )-£  (H ,(())+

+ H ì X X ) + t
,1

Ot
(H *  A)).
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Soit donc p„ = (0,0;0, £<>) un point tel que

r = fl(0,0, £,) = *= i , , '  —1 = 0 avec q ,(l), U, £„) = U.

On a en outre

Hp(A) = 2rA;+fli-Ai4.22

et

H2JX) = 2t[2tA,", + q'¿ A 'x+ q ’r  A",l
4.23

+ q 'c■ [2 rA r, + q l  • A i + q A '  ] -  q '2 A V-  q i • [ 4 £ • A i]

Donc comme A£ = A', = 0 en (0,0), il vient de (4.21), (4.22), (4.23)

4; (HfrA ))(p„) = 4- (Hj(0)(po) + HUA )(p»).

et par suite

dt {H-¿a ))(p„) = -  2(0 r, (0, 0)£„ £„> + 2<afl q¿>

<[ -  2 07, (0,0) + 2 7V r„Or. (0,0)‘ To* T , £„>

0

en utilisant (4.19).
En outre si X est un champ tangent à S, comme H^tX ) ^  0 sur S ((4.20)) et que 

Wp(/A)(p„) = 0, on a X(H;(iA))(p0) = 0. Calculons, en utilisant (4.21),

j p  (H;,(M ))(p„) = j p  (H-;(i))(p„) + 2 £  (Hp(A ))(po).

Or, en utilisant (4.23), on a

£  (H 2P( \  ))(p„) = a;", (f l^  + A¿ (q’(, q¿)

et par suite

4.24'» j p  H'P(t\ )(p0) = <[ -  207,. (0,0) + 4 ‘A, ToOr, (0) -  4CT„1 ' T„ ']£„ £„>,

avec q'¿ — Ai£ où Ai est une matrice (n — l) x (n — 1). 
Par suite, comme |£ J = 1, on obtient que

4.25 a l
ffr H ;.(/A ))(p „ )s ||n ,n -4 C ||,Toir.

où ||n p || est la norme de la forme quadratique ne dépendant que de p donnée par 
les deux premiers termes dans (4.24).
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Par suite, il existe e0  > 0 , C0  >  0, ne dépendant que du jet des coefficients de p en 
(0,0), tels que pour C âC n

A j p ( H l ( a ) ) ( p „ ) s  £qC.

Remarquons que e0 et C0  ne dépendent pas de la direction £ 0  mais seulement du 
point de base.

En outre si X est un champ unitaire tangent à 2, on a la majoration

4.27 C p<

où C(p) est une constante ne dépendant que de p. En effet, il suffit de remarque! 
qu’on ne peut “atteindre” ÀIX, avec Xd/dt  car le champ d/dt  est transverse à 2. 

Posant alors

X, T

X2 2i

x3 ç 2
1

x 4 t,

X ,, . . . , X 2„ un système de coordonnées locales au voisinage de p0, on examine 
b> = Hp(/À ), au voisinage de p0  en des points tels que p = Hp (iÀ ) = | £ | 2  — 1 = 0, on a

(0)h* + 2  ( 0 ) / l 4 , ï 2

4.28 <9X2 + 2 S <9X 4d X  +  2 S ¿X 2a X

\ % s j M k i0)hihk+e(h)lhl2

car h x —0 = h3 (car p = £ —1 = 0  au point h)  et

-£(H ^À ))(p„) = 0 .

En outre Hp (fÀ ) = 0 et donc 2tà + tHp (À ) = 0, et par conséquent, h2 = a  (h )h4. 
On obtient donc que l’expression (4.28) est négative en utilisant (4.26), (4.27) et 
l’hypothèse (1.7)(ii).

Nous avons donc prouvé que pour tout p0  tel que p = Hp (i) = t = | £ | 2 — 1 = 0 = 
il existe un voisinage W  tel que si p G W  et p = Hp(tX) = 0 alors 

H 2p(t \  )(p) â  0. Alors il existe un voisinage V  de 0R» tel que pour tout y £  V, poui 
tout 1 7 e  R" \0 tel que p(y, r/) = Hp( t \ ) ( y ,  1 7 ) = 0 on ait H 2 (/À)(y, 1 7 ) g 0.

X
d

dt (H p(tA ))(po)

d 2 ùi
d X l

d 2ù)
dX 4d X 2

(X)<*. )

d 2(i)+ mi (0)h4 h¡ (O )h ú

H U t) ,
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En effet sinon, on pourrait trouver une suite (v„ ; ri„) = (xn, t n ; £„, r„) avec

tn 0

)
t „ +  | £ .  I = 1  telle que

O ( V. . 77_ I =  H„ ( ÎÀ l i  V - .  Tl» ) =  0

et

H j ( t \ ) ( V n ,  t ï „  ) >  0 .

Or, en extrayant une sous-suite, on peut supposer par compacité que 

Comme Hp(iA)= tHp( \ )  + XHp(t) = 0, que tn tend vers 0 et A vers 1, il vient

p ( 0 , 0 ;  to)  =  Hp ( f ) ( 0 , 0 ;  r„) =  0

et posant p0  = (U,U; ç0, t 0), soit /i;(f)(p0)<U  ce qui est impossible, soit on a 
HÎ(0(Po) = 0. 

Or, on a vu que dans un voisinage de p» si p = Hp (/A ) = 0 alors H 2p(t \  ) ^  0, ce qui 
contredit H 2p( t \ ) ( y n , 1 7») > 0 . Ceci achève la preuve du lemme 4.4.1. 

Par conséquent du lemme 4.4.1 et du théorème 1.2.1, il vient:

il existe un voisinage V  de 0R-, tel que pour tout u S  C ( v ) telle que

Pu =0. <tiinn 11 C  ItX i t  r i S  0 k

supi u H {/À ( t, x ) =  0} CC V,

alors u = 0  sur un voisinage de 0 R- . 

Or la dernière condition est ici automatiquement vérifiée grâce à la pseudo­
convexité sur V\{0}, et on a supp u H {/A(f, x)} = {0}. Ceci achève la preuve du 
corollaire 1 .2 . 1 .
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Sur les Conditions de Pseudo-Convexité et 
VUnicité du Problème de Cauchy

LUC ROBBIANO

Ce travail fait suite à un résultat dû à Alinhac [1 ] sur la non unicité du 
problème de Cauchy. On démontre la nécessité de certaines hypothèses inter­
venant dans le théorème d ’unicité de Hôrmander (voir Hôrmander [3], [4], Lemer 
[5], et Zuily [9] pour une étude détaillée de l’unicité).

De façon succinte, les hypothèses du théorème d ’unicité sont les suivantes :
(i) L’opérateur P  est principalement normal.

(ii) La surface S  est pseudo-convexe pour P .
La première hypothèse concerne les racines réelles de p (où p est le symbole 
principal de P ). La seconde concerne les racines complexes doubles de p par 
rapport à S .

On démontre ici que pour une racine double non réelle ne vérifiant pas (ii) 
P  n ’a pas i’unicité de Cauchy. Ce résultat est obtenu en faisant des hypothèses 
génériques habituelles dans ce genre de problèmes. On restreint également la 
classe des problèmes traités, en supposant que le symbole principal de P  est à 
coefficients analytiques réels (à valeurs complexes). Les cas de non-unicité pour 
des opérateurs à racine double réelle ont été étudiés par Alinhac [1 ] et Bahouri 
[2 ] pour des opérateurs à symboles réels, et par Saint Raymond [7] pour des 
opérateurs à symboles complexes.

En corollaire, nous obtenons un résultat de non-unicité pour des opérateurs 
à racine double réelle, qui n ’est prouvé que pour un point voisin, et une surface 
voisine des données initiales.

^L. Enoncé des résu lta ts
1 . 1 . E n o n c é  d u  th é o r è m e .  Soit P  un opérateur différentiel d ’ordre m  

à coefficients C ° ° , défini dans un voisinage il de yo €. R n+1. On suppose 
que p (y ,r /), le symbo;e principal de P , est à coefficients analytiques réels de Q 
dans C .

Soit 5  une hypersurface C°° , orientée, définie au voisinage de yo par l’équa­
tion <p(y) =  <p(yo) (d<p(yo) 0). On suppose que S  est non caractéristique pour 
P  (i.e., p(yo,d<p(yo)) #  0).

On note v-»{y,v) =  v(y ,rt — '(«)) et { f .a \  le crochet de Poisson de / et

g , i.e. / \ é y , r ) E n  +  1 d f  dg _ d f  dg
J =  l  dr/j d y , d y } dr)}

333
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T h é o r è m e  1. Supposons qu'il existe t}q G R n + 1  \  {0} et 7 0  G R* tels 

que, en notant m 0  =  (yo,r}o — ilo<p'(yo)) »

(1) { {p ,  <£>},¥?} (” 10) 0 .

2 1 Les vecteurs Re(p' (mo)) et Im (p '(m o)) sont indépendants.

3 P{m0) =  {p, ip}{m0) =  0 et
1

2iio
P ~ î  • P ' ï  m 0  <  0 .

Alors, i7 existe un voisinage V de yç,, il existe deux jonctions C ° ° ( V ) : 
alu) et ulu) vérifiant :

supp u c  S+ = {y/<p{y) >  <p(yo)}

Un G SUDD U

Pu +  au =  0

R e m a r q u e s
L’hypothèse (1 ) (au regard de (3)) indique que mo est une racine double de 
l’équation caractéristique. Si P  est d’ordre 2 , cela revient à dire que S  est 
non caractéristique pour P .  C’est une hypothèse générique.
(2) est aussi une hypothèse générique. Elle est équivalente à :

aj

b

2 Il existe j , k  G {1,... ,n + 1} tels que Imp̂  (mo)p'TJk (mo) ^ 0

c (3) indique qu’au point m0 l’opérateur P  ne vérifié pas 1 hypothèse de stricte 
pseudo-convexité pour les caractéristiques complexes de P .

Cette hypothèse s'énonce ainsi :

Pour tout r} G Rn+ \  {0} , 7  G R* . si

p{yo,V -  i~i<p (y0)) = {p.<p}(yo,rç -  i 1(p  (y0)) = 0

Le theoreme 1 montre que dans les cas generiques 1 hypothese de pseudo- 
convexité est nécessaire pour avoir l’unicité de Cauchy.

Ce résultat étend, pour ¡es opérateurs à symbole principal analytique réel, 
le théorème 3 d’Alinlnic [1]. Le démonstration du théorème 1 repose sur ce 
théorème. Nous le citons au paragraphe 2.
(d) Du théorème 1 on peut se faire une idée des surfaces, ayant même plan 

tangent, qui n'admettent pas l’unicité de Cauchy. Pour cela, fixons des 
coordonnées telles que -yQ = 0 , prenons pour surface >?: v{y)  =  0  où i/>(y) = 
N  -y +  ly A y  + 0(|y|3) avec N  un vecteur de Rn + 1  fixé et A 1111e matrice 
symétrique (ri + 1 . n + 1 ).

alors i {yo,n -îio'p'iyo)) >  o.2i*y {p~rP~r}
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Les conditions (1), (2) et (3) deviennent respectivement :
‘NPL'N ft 0

Re p' , Im p' ) indépendant

p = p N  = 0 et
1

7C
Im (P y P 'r , )  < Re tprJARepr) + Im ^ A l m p ^

Ces trois conditions sons prises en un point mo =  (0,?7o — i~iqN ).
On remarque que seule la condition (3) dépend de A et que la quantité 

Re ^ A  Re *p̂  + Im Imp^ ne dépend que de la restriction de A, considérée 
comme une forme quadratique, au plan défini par (Rep^Im p^). En particulier, 
si N  vérifie (1) et (2) p =  p'v • N  =  0 au point mo, alors il existe des surfaces 
tangentes au plan y ■ N  = 0 n’admettant pas l’unicité de Cauchy.

Exemple. Soit

P  -- D yi + 2 y z D y i  D y 2 +  D y 2D y 3 +  «[2(1 +  y ^ ) D y x D y 2 +  D y 2D y 4]

et S = yi = 0 dans R  . On prend mo = (0,0,0,0; —¿,1, — 1.0) on a donc 
7o = 1- (1) et (2) sont vérifiées. On a p(mo) = p'vt (mo) =  0. On remarque,
qu'ici la condition 2̂  < 0 est équivalente à Impy(mo)p^(mo) < 0.
On a :

lm py(m o)p'ri(Tno) =  Im[2//ir/2 (*72) -  i ï r j i m  ( - ^ 2)] =  - 4  <  0 .
mo

On peut donc appliquer le théorème 1.

1.2. Enoncé du Corollaire. Avant d’énoncer le corollaire, nous allons 
définir les voisinages (C2) d ’une surface S  au point yo de la façon suivante : on 
chosit des coordonnées locales (z,i) € R n+1 telles que S = t = 0.

Les voisinages (C2) de S  au point yo sont les ensembles qui contiennent un 
ensemble V£, avec e > 0, du type suivant :

Ve = {S '/  il existe € C°° telle que S' =  t = avec
^(0) = 0; dtp(0) = 0; |Hess ip{x)\ < £:} .

On remarque que les voisinages sont indépendants de la façon de choisir les 
coordonnées locales.

Corollaire 2. Soit pn = € T*Q \ {0} vérifiant :

{{p,<p},<p}(po) /  o.4

5 Les vecteurs Re(p' (pn)) et Im(p' (pn)) sont indépendants

Pour /)=  6 i  U \  {0} voisin de pn , p(p) =  0 => {p.pHp) = 0

7 V i P n )  = P,(û fln = w  et I t Q i D ' i D . W l O n )  > U.

lp'v

{p-nP-iH™ o)

xjj(x) V>(x)

(yo,*n)

( y , n )
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Alors dans tout votsmaae de b au votnt vn il existe S telle aue :

s+  c  S+

et pour tout voisinage V de yo, il existe y € V f lb tel que F  n a pas l unicité de 
Cauchy en y par rapport à S ' , au sens de la conclusion du théorème 1.

R e m a r q u e s
(a) En fait, comme on le verra dans la démonstration, on peut choisir S  =  S' 

si l’ensemble :
{(y,*!,!) e ü x  R ” \  {0} x R /<p(y) =  <p(y0)

p(y,i7-ii<p'(y)) = {p,<p}(y,‘n-i7<p,(y)) = 0}
contient des points (y,77,7) aussi proches qu on veut de (yo>*70iU) avec 7 7= ü 
Dans ce cas (6Ï peut être remplacée par

6 Pour p — (y,ri) G T*f i \  {0} voisin de po
\p(p) = 0, <p(y) = <p(y0)] => {p,p}{p) =  0

'b) Les hypothèses (4) et (5) sont les mêmes que les hypothèses (1) et (2) du 
théorème 1.

(c) (6) indique que P  est principalement normal. En effet, étant donné (5), 
£  {p,p} =  Re(ap) au voisinage de (î/o^o)- Comme on l’a vu dans l’intro­
duction, c’est une hypothèse qui intervient dans le théorème d’unicité. C’est 
aussie une hypothèse nécessaire (dans les principaux cas génériques) pour 
avoir l’unicité. Sur la nécessité de cette hypothèse voir Alinhac [1], Saint 
Raymond [8], Robbiano [6].

[d) (7) implique que S n’est pas pseudo-convexe pour P  en po •
L’hypothèse de pseudo-convexité est la suivante :

pour tout 77 € R n+1 \ 10^.

DÎn/n.n) =  iv,(p\(yn,v) =  0 => R e{vAv.io\\(vn.n'\ < 0
Le corollaire 2 montre donc que cette hypothese est essentiellement nécessaire,
(e) Ce corollaire est à comparer au théorème de Saint Raymond [7].

En restant dans le cadre des hypothèses (4), (5) et (6) et en supposant de 
plus que la matrice

8 K hL M p») -f^Re p -^Im p V-* (pO )

f^Kep H Impcpi Po) h L M po)
est dehme positive, alors bamt Kaymond montre que P  n a pas 1 unicité de
Cauchy en yo. Précisons que pour ce théorème p est seul ornent à coefficients 
n°°
R) est éauivalente à

(9) K a deux valeurs propres strictement positives.
Par rnnt.rp ( 7 ) pst. pnnivalpnfp à

10 la somme des deux valeurs propres de K  est strictement positive.

)
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En conclusion, le théorème de Saint Raymond donne un résultat plus fort dans 
les cas (9). Par contre, si K  vérifie (10) mais a une valeur propre négative ou 
nulle, le corollaire 2 est le seul résultat connu.

Exem ple 1. Soit

P  --  “1“ D y 2 4* 2 D y 2D y 3 +  i^y^Dy^Dy^ 1 D y 2D y Aj

avec S = y\ = 0, y =  0, rjo = (0,1,0,0). (4), (5) et (6) sont vérifiées. On a

p(po) = \p,yi}(po) =  0

Re{p{p,ÿi})(pn) =  +2

On peut donc appliquer le corollaire. On remarque qu’en prenant

y = (0,0,0, — 2e) et 7 = (te ,l, -  4j-,0)

on a piy,77) == <p,yi ny,rt) = u. u n  peut aonc appliquer îa remarque iai.

Exemple 2. Soit

P  --  -Dyj +  D y 2 D y 3 y i D y 3 +  Î D y 3 D y 4

b = yi = 0, yo =  0, rjo =  (0,0,1,0). (4), (5) et (b) sont venhees. On a : p(po) = 
(p,yi}(po) =  0 et Re{p{p,yi}}(po) =  +2. On peut appliquer le corollaire. Par 
contre, on ne peut appliquer la remarque (a), en effet {p,yi} = 0 ^  = 0 .

Remarquons également que pour les deux exemples, on ne peut pas appliquer 
le théorème de Saint Ravmond.

§2. D ém onstrations
2.1. Preuve du théorème
(a) Réduction. On peut tout d’abord supposer que <£> est analytique. En 

eifet, on peut trouver une surface analytique tangente à S  en yo, définie 
par une équation <p(y) = <p(yo) (<p analytique avec <p(yo) =  <p{yo), 
d<p(yo) =  d<fi(yn)) telle que :

{y| <p(y) > <p{yo)} c  {y| <p(y) > *?(y0)

(p vérifiant (1), (2) et (3)
(1) et (2) sont clairement invariantes. Pour vérifier (3) il suffit de prendre 

<£> proche de <£> pour que le signe de l’expression soit le même.
En faisant un changement de variable analytique, on se ramène à la situation 

suivante. On travaille en coordonnées (x,t), S est définie par l’équation t = 0, le 
point yo = (xo.<o) = (0>0)- suppose aussi qu’on a Imp^np^n i ^ 0  au point 
(0,0, fo>7o) • C’est l’hypothèse (2)' après une éventuelle rotation sur les variables
T

D 2
V\ îyz£>yi
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L’idée de la preuve est la suivante. On va construire une fonction ip(x) 
vérifiant ^(0) = 0, 0) =  0 et ÿ(x) > 0. On pose T{xst) = t — ^(x ). ip devra 
être telle qu'on puisse appliquer le théorème suivant, dû à Alinhac ([1], thé­
orème 3), à l’opérateur P  écrit dans les coordonnées T  et X  =  x.

Théorème 3. Soit P un opérateur de symbole principal p (x ,t ,£ ,r ) .
Supposons qu 'il existe £o € R n \  {0}, To 6 C avec Imro < 0, tels que, en 

notant mo =  (0,0,£0^0) on a** •

11 p(m0) = Primo) =  0 p"T{m0) #  O

(12) Les vecteurs Rep'Amo) et Imp'{(mo) sont indépendanti

(13) t 0 où le point indique la dérivation le long de la bicar 
actéristique (complexe) de p (complexifié) issue de mo-

La variété de codimension 214

= {(x ,0  G T* R n \  {0}| il existe r € C, p(x,0,f ,r )  =  p^.(x,0,£,r) = 0}

contient une variété lagrangienne reelle etalee au-dessus de 
R ” , passant par (0,£o) •

Alors P  n’a pas Vunicité de Cauchy par rapport à {t =  0} au point 0, au 
sens du théorème 1.

Remarques. Parmi les quatre conditions du théorème d’Alinhac, c’est (14) 
la plus difficile à réaliser. C’est la réalisation de cette condition qui nous oblige 
ici à supposer que le symbole principal de P  est analytique réel.

On suppose pour la suite que 70 > 0 (pour pouvoir appliquer le théorème 
d’Alinhac). On vérifie facilement que si mo = (yot^o ~ ilo'P'iyo)) vérifie les 
hypothèses (1), (2) et (3), mo = (vo, — *?o +  ilo'P'iyo)) les vérifie également.

(b) Construction de la surface et de la lagrangienne. On fait le changement
de variable

X = x
T  = t — 4>(x)

Notons (n.c) les variables duales de (X .T ), 011 a

£ =  77-Vnxk

T  =  C

donc rj = £ -h i/>'(x)r . O11 note q le symbole déduit de p par ce change­
ment de variable.

E
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Pour simplifier les notations, on remplace X  par x et ç par r . On a :

q(x , T , ti,t ) =  p (x ,T  + 'ib(x),7i -  ilf (x) • r , r )

Qt(x ,T  =  p ' ( x , T  + ip(x),rj - ip ' (x )  -t ,t )

- ip ' { x ) p U x ,T  +  ip{x) , r j  -  ij>'{x) t , t )

Four appliquer le theoreme d Almhac, il sumt de construire une lagrangienne 
au-dessus de la surface T  = 0. On cherche donc des fonctions réelles 77(x ) , t/>(x) 
et une fonction complexe t(x)  telles que :
15 q(x,0,n'(x),r(x)) 7(x,if>(x),n (x ) - i l )  (x) • t (x )jT(x \) =  0

LÖ q'T (x,0,77;(x),r(x)) = p'T (x,V>(x),rç'(x) -  ip'(x) • r(x),r(x))

—é  {x) p A x ,y { x ) ,n  (x) -  ib (x)r(x),r(x)) =  0

n rç'(O) £0 , ^(0) =  T0

18 íMO) 0 ib’ 0) 0 MX > 0
P nnr p p I a  n n s n n s

IQ Fix .u .n .c r  =  vL(x.u.r)  — cr ■ t .t ) — av^(x.u.r)  — o  - t .t )

où x G R n . u G R . n G R n . (T G R n e t r e C .  On a.
FiO.O.^n.O.rnï =  DlfO.O.Én.O) =  0.

ß F

Ö T
3,0,^o,0,tq) =  p" (0 ,0 ,£oi7o) #  °-

En appliquant le theoreme des fonctions implicites (version holomorphe), il 
existe au voisinage de (0,0,£n,0) une unique fonction complexe TÎx.u.n.a)  telle
que

r (0 ,0 ,£ o ,0 )  =  tq et solution de F ( x , u , r ) , c r , T )  =  0.

Il suffit maintenant pour résoudre (15) et (16) de trouver des fonctions réelles 
iMx), n(x) telles que :
2 0 ) v x , ip (x ) ,n  ( x ) - i b  x r x,i/> x ,77 (X (x))

t I x . iI)(x ) . ti ( x ) . i b ixYn =  0

L e m m e  4. Soit une fonction analytique reelle a valeurs complexes 
p (x .u .v .r j ,a ) définie dans un voisinage U de (xo,uo,vo,rjo,0 0 ) (x G R n , u G R ,  
v G R ,  T] G R n , a G R n  ̂ telle que : p(xo,Uo,VQ,r}o,<Tç>) = 0. Notons 
x  =  (x' ,xn) ; n =  (r)',nn ) : a  =  (a ' ,<?„). On suppose que :

21 Imu' pL ( x q , u0 , vo'T/o ,<t0 ) /  0.

Soit des fonction analytiques réelles à valeurs réelles ibnix'), r)n(x') vérifiant :

7mÎX«) =  T)n T l ( X n )  =  U n

^ 0 *0 ) — a 0 0 o ( x o ) =  Vo

r11T)
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Alors il existe des fonctions analytiques réelles Tp(x), t}{x) définies au voisinage 
de Xn vérifiant :

77 (x ' , (x o )n )  =  v o i x 1

é (x '  ,(xn)n ) =  ibnix1

p[xM x),iù (x),r i'(x ) ,i l} , (x)) =  0

Preuve. Il suffit d ’appliquer le théorème de Cauchy-Kovalewski. On note :

P =  P î +  iPï où P i  =  Rep, p 2  =  lm p

On doit résoudre le système

P i \ X  , T t \ X )  . w \ X )  .71 \ X i  , W  I  =  U nni i r  1 =  1 7

avec les donnees initiales du lemme. ro u r  cela il suffit d ecrire ce systeme de la 
façon suivante :

Vxn (x ) =  Ql (z,»?(*),^(s),*7* ' ( * ) )

V>xAx ) =  q2 { X M X ) , V { X ) , T } x,{X),'lpx,{X))

Pour réaliser ceci il suffit que la matrice

dp  î 
àrin

m .
o a n

OP2
drirx

dP2
ÖOrx

soit inversible. Ceci est équivalent a lm p^np(7n 0 en ( x o ^ o ^ o ^ o ^ o ) • Ce qui 
est l’hypothèse (21). □

Pour résoudre (20), appliquons le lemme 4 à la fonction G  définie par :

G (x ,v ,r i ,a )  =  p(x,v,n -  aT(x,v,ri,a),T(x,v,ri,cr)'

On a G (0,0,£o,0) =  p(0,0,£n,rn) =  0

an
on.

0 .0 .În .0 Pk, (0,0,£o ,to

d ’où

dC
d a n

0>0,fn,0) =  —Tqp'ĉ (0,0,fo>ro)

Im i?' G ’aVn & u
o,o,îo,o:

-  P*_ (0,0,£0,r0)rlmro ^ 0.
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On peut donc appliquer le lemme 4 à G avec des données sur xn =  0. Ces 
données seront fixées plus loin.

(22) Remarquons qu’on peut aussi appliquer le lemme 4 avec des 
données sur la surface xn_ i =  0.

On vient de construire des fonctions vérifiant (15), (16), (17), il reste à 
vérifier (18).

(c) Calcul de 0 " . On veut construire une fonction ip(x) vérifiant :

0(0) =  0 tf'(O) = o, rp(x) >  0

v n  pose sur i n =  u, ip\x ,u; =  e\x \- avec £ positu sumsamment peu t 
Dérivons par rapport à x l’équation (15). On obtient :

23 Px +  v> Pt +  W  -  v  T)Pe -  y r ï x W  ~  Pe) +  (*%Pr =  o.

Ceci pris en (x ,ip(x) ,r}' (x) — ^ / (x)r(x,^(x),?7/(x ) ,^ /(x)),r(x,^(a:),77/(x ),0 /(x))) 

et (r) ' =  4z  f r(x ,tM x),n '(z ),0 '(x ))l. En x =  0, on a ,

# (0 )  =  0 pr (0,0,fo,7b) =  0

rl nni1 Hpvipnt.

Px(0,0,£o>ro) +  VH (0) — 0  (0)r0)pf (0,0,Ç0 ,7io) =  024

On a donc pour j  =  l , . . . , n  — 1; (on note d qx (0) =  tyj,k et les expressions 

sont prises en (0,0,£o,ro))

25j Vn,j '0n,i7’O

Px,

n - 1

fc= 1
r}kj ~ t0^k,j)Pçk

En prenant la partie imaginaire de ceci on a :

J ___ ___

0n(J Imr0 =  - r - 2 [Im {p'X}P^n ) +  J 2  ^ Im (?€* P'u ) ~  ^  Im ( T° P ^  Pç„ )] • 
iPinl k = l

Il est facile de choisir t)k,j pour €  {1 ,... ,n  — 1} de sorte que =  0 pour
i  e  i l ....... n — 1> c’est-à-dire :

26 Im { p 'x ,  P'£n ) +  Y \  Vkj  Im (p',. p' ) -  Im ( t 0 p 'c .  p ’* ) =  0
fc

n 1

/
Pin
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En prenant la partie reelle de (25) on a :

2 7 Tln.j

=  - T - r - f 2  { R e  { p 'x j  p ' s n  )  +  [ ^  J R e  ( p « *  P « »  )  -  ^ R e  ( r o P i fc P i n  ) ] }
I P i  ni

Calculons maintenant ^n,n on a, d'après (24),

Pxrx

71—1

k — 1
£ ( rjk,n -  ÿk ,nT0 )p'zk

'Hn.n ^Pn.n^O

En prenant la partie imaginaire 011 a :

2 8 1 p n ,n IniTo
1

Ipi»
2 Im (p'xy *

n— 1

k— 1
E 7t.» *m (p, A  H

Car on a tpk,n = 0 pour k =  1, . . . ,  n — 1 
Calculons en utilisant (26), (27)

29
n — 1

y . nk,n Im (p€fcp'fJ

- - g - â  E  Re (p** Pin )Im (pi* Pi„ )

n — 1

n  — 1 n — 1

h J 2  Y 1  ^ ,3  Re {Pi; P'in )lm (p'çfc p'€n )
7 — 1 AC= 1

EE
7 =  1 k= 1

n—1n—1
0fcii Re (r0p' p' )lm (p'€fc p7, )]

1

!p ; J

n— 1

/c=l
E

4-

n — I

E
7 =  1

R e  ( P * .  )  “ I m  ( p '  p ' ,  )

n — l

k= 1
E+ Im \ToPçk p^n )

E E
n —1

Jr — 11 = 1
^  ( ropcpç  ) Im p£n )

E
n — 1

k= 1

+

/
Pín

Re (p'^pjj



Unicité du Problème de Cauchy 343

On remarque que Im ( z ? )  =  I m z K e z '  — Im-zRez donc (29) est égal à, en utilisant 

le fait que PÏ7^kjP^.  est réelle,

n —1

2:Im (Pz* Pifc Im r0
n —1n —1

k= 1 7 =  1
£ > p 'u  t k j P c ,

De ceci et de (28), on déduit que.

V'n.n
1

lPf„

I m p ^  ,
• imro

u fc=i7 = 1

On a  ̂ > 0 (hypothèse (3)), en prenant e suffisamment petit t/>n,n > 0

et donc la matrice {'lP k j ) 1<k <n est définie positive ce qui assure (18).

Pour appliquer le théorème 3 d ’Alinhac il suffit de vérifier (13).

(d) Calcul de T ^ O .fo ^ o )-  On a ^(O.O.^o^o) =  (p{p^}}(0,0 ,fo ,7o) avec 
T (x , t )  =  t — xl>(x) .

Calculons en (0,0,£o-To).

p{p.t/>}} =
7 =  1

j = i k = 1

car ip (0) =  0

1
lm r0

[m (p'xp'
Pe

2

Pc,
2

C £■f

Si
1

Im rn
lin {px p'c

Oc
2

Pf-
•2 l p , t

alors en prenant £ suffisamment petit { p lp ^ } }  ^  0. Sinon, on refait la même 
construction avec des données sur xn~i  =  0. (on utilise (22)). On pourra appli­
quer le théorème 3 d ’Alinhac sauf si.

Pc,
2

(Pin
2

1

Pc„
2

Pc-
2

1

Ce qui est équivalent à Iin(pc p* ) =  0. Cela contredit (2)‘

O 1 1  peut donc toujours appliquer le théorème 3 d ’Alinhac soit en faisant la 
construction avec des données sur xn = 0 .  soit avec des données sur arn- i  =  0. 
Ce qui achève la preuve du théorème 1. □

En — 1 Y^n— 1
f c = l  Z ^ j  =  l

EE
n—1n— X

p'u p «>

E
n

{P'P'Çj }

EE
n n

Pi,

Im to
Im(P; p' )
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g2.2. Preuve du Corollaire 2. La preuve du corollaire consiste a montrer 
que les racines doubles de l’équation caractéristique ne restent pas réelles près 
de {yo,Vo)-> par rapport à una surface “proche” de 5 .  Il suffit alors de vérifier 
qu’on peut appliquer le théorème 1.

Deux cas se présentent. Soit l’équation caractéristique adm et des racines 
doubles non réelles près de (yo,Vo) sur S . Soit ce n ’est pas le cas. On verra alors 
qu’on peut perturber S  pour se ramener au premier cas.

On va d ’abord supposer que la surface 5  est définie par t =  0. Bien entendu 
l’opérateur P  écrit dans les coordonnées (x , t ) n ’a pas forcément un symbole 
principal analytique réel. Mais ceci est sans importance; quand on aura prouvé 
que toutes les hypothèses du théorème 1 sont vérifiées, il suffira de revenir aux 
coordonnées initiales pour conclure.

(a) Premier cas. On va supposer qu’il existe une suite (xn ,£n ,rn ) telle
que 2-n i s r n ^ n

Ti—+ +  OO
(zo^oi^o) Im rn n P ix „ ,u , t n ,rn )

p^(xn ,0,£n ,rn ) =  0. Pour n suffisamment grand, les conditions (1) et
(2) du théorème 1 sont vérifiées. Il suffit donc de calculer ^  {p^,p7 }, 
c’est-à-dire ici :

ï ï n r Im >r )] (car P t ( x , 0 , Ç > t ) =  0.)

On note r  =  r x -hir2 avec ri =  R e r , r2 =  Im r. Les hypothèses (5) 
et (6) impliquent qu’il existe une fonction a (x ,f ,r i )  (où ri €  R ) telle 
nue :

Im [pj,(:r,0,f,ri) p^x,*),^ ,ri)] =  Re [a (x ,0 ,f ,r i)  p (x ,0 ,f ,r !) ]

avec y =  ( x . t ) , ri =  ( f  , r ) . On a donc :

lm [p^(x ,0 ,^ ,r)  PÎ,(£,0,f ,r) ]

= Im { [p ( x , 0, f , ri ) +  ÎT2PyT ( x , 0, f , ri ) +  O  ( r /  )

[p'rt (*, 0, £, n  ) -  i r2 pij r ( x , 0, f , r  1 ) +  O  (r22 ) ]

Im p„(x ,0 ,£ ,r ,)p i ,(x ,0 ,f ,r i)

f  r2Re [pÿTp'„ - p 'p f '  ] ( x ,0 ,^ ,n ) +  0 ( r 22;

= R e (a p ) (x ,0 ,£ , r i )+ r2Re{p,{p,f}}(x,0,£ ,ri)  +  0 ( r 22'

Or

p (x ,0 ,f , r i )  =  p(x ,0 ,£ ,ri +  ¿r2) -  ¿r2p'r (x ,0 ,f  ̂  +  ir2) +  0 ( r 22)

=  O ( t q )

et

D 4 ( x ,0 , f , r )  p '€(x ,0 ,£
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On obtient

=  -Re{p{p,£}}(xo,0,fo,7-o)

+  0 ( t 2 +  |x0 -  x\ +  |fo -  Cl +  |r0 -  r i |)

Donc pour (x,U ,ç,r) suihsamment proche de (xo,0,ço?ro) la condition
(3) du théorème 1 est vérifiée.

(b) Deuxième cas. On suppose que les racines doubles de l’équation ca­
ractéristique par rapport à S  sont réelles. On va montrer que par 
rapport à une surface S' l’équation caractéristique admet des racines 
doubles non réelles.

On fait le changement de variables suivant,

T  =  t — ip(x) avec ii>(x) > 0

X  — x

(on prendra, soit ifr =  0, soit î/> =  e \ x \ £ ). C’est le changement de variable fait au 
52.1b). On Dose :

F ( x ,T  , T } , a  , t )  =  p (x ,T  ,rj — <rr,r)

G{x , T , t},<t ,t ) = p'T( x ,T , r } - < jT ,T ) - ( T p ,A x ,T , r ] - ( 7 T ,T )

On considère ces deux fonctions au voisinage de xo =  0, Tq =  0 , 7 7 0  =  fo 1 

an =  0, tq et on a :

F ( 0 , 0 . f o , 0 , r o ) =  < 2 ( 0 , 0 , f o , 0 , r 0 ) =  0

C ? ' t ( 0 , 0 , £ o , 0 , t o )  =  p" (0,0,£o,to) *  0

En appliquant le théorème des fonctions implicites, il existe au voisinage de 
(0,0,£o,0) une unique fonction complexe t (x ,T , t ]  ,0 ) telle que

G (x ,7 \n ,<7 ,r(x ,7 \ 77,<t)) =  C

301
r(0,0,6>,0) =  Tq

Posons
H(x,T,ri,<r) =  F ( x ,T  ,77,cr,r(x,T,r;,<T)

On a
h ; ( U , U , ^ o ,ü ) = p >  0 , 0 , f o , r o

1

T2
Im [p'x(x, O, r)p'€(x, O, f , r ) ]
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E t a n t  d o n n é  ( 5 )  o n  p e u t ,  a p r è s  p e r m u t a t i o n  d e s  v a r i a b l e s ,  s u p p o s e r

I m  ( p ' f i  p '. ) ( 0 , 0 , £ o , t o )  0

E n  a p p l i q u a n t  l e  t h e o r e m e  d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s  c e c i  i m p l i q u e  q u  i l  e x i s t e ,  e n  

n o t a n t  fj =  ( 7 7 1 ,7 7 2 ) ;  77 =  ( 7 7 3 , . . . , 7 7 n ) ,  a u  v o i s i n a g e  d e  ( 0 , 0 , f o , 0 )  d e s  f o n c t i o n s  

r é e l l e s  n ^ i x . T . f i . c r ) . i  =  1 , 2  t e l l e s  a u e  :

31 H  ( x , T  , f i ( x , T  , 7 7 ,< t ) , 7 7 , < t )  =  0

17(0,0,eo ,0) =  £0

O n n n se  :

K ( x , n )  =  T(x,iù(x),f}(x,tù(x),ri,iù'(x)),7i,tb'(x))

I l  r e s t e  à  p r o u v e r  q u e  K ( x , f j )  n e  r e s t e  p a s  r é e l l e  s i  t p{x)  =  £ \ x \ 2 , e n  u t i l i s a n t  l e  

f a i t  q u e  K  r e s t e  r é e l l e  s i  ip =  0 .

P o u r  s i m p l i f i e r ,  t o u t e s  l e s  e x p r e s s i o n s  s o n t  p r i s e s  e n  1  =  0 ,  T  =  0 . 77 =  £ 0 >  

a  =  0 ,  r  =  r n . O n  a  :

K  =  < +  v'x TÍ + < x rç* r't +  rj .32

E n  d é r i v a n t  ( 3 0 )  o n  a

p" +  r i  p" =  0

P"e + r ' p "  =  0

~tq p"c +  r i p" -  pc =  0

33

E n  d é r i v a n t  ( 3 1 ) o n  a

(34)

V l x

Im (p* pV2 )
I m Pi I Pfia

77 o-.

r it

*72«

Im(px p^t ; 

I m  ( p ' ^ p * .

r0 Im  (p^ p g2 j 

I m f p c .  p', )

r 0 I m ( p /g p ,g |  )

O n  d é d u i t  d e  ( 3 2 ) ,  ( 3 3 ) e t  ( 3 4 ) q u e  :

35 - K ’x \ p ” T \ -  I m  ( p ^  p ' .  )

I m  (p'i t  p'ç2 ) p " r  p " x

-  I m  (p'x  p ' i 2  ) p " € i  p " T +  I m  ( p ^  ) p " i 2  p " r

+  V > ix  (70 [ I m  ( p 'c p ' Î 2  ) p " € i  p " T -  I m  ( p '€ p ' i (  ) p " €2  p ^ V

-  I m  ( p '€ l  p '  ) p /r' r  p " ,  )  -  p ' ,  p i-V  ]

M p^ p í . )
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On sait que Im K x =  0 si ip =  0 donc la partie imaginaire des trois premiers 
termes de (35) est nulle. On remarque que :

Im (p'i} Pç2 ) Im (Pr't: p'rr ) ~  I™ (p'i} p'U ) Im (p"Î2 p'r'T )

l-Im (p'T'r p" ) Im (p'Çl p' ) =  0

pour j  =  1,2. Par contre Im (p '^p"T) ^  0 pour j  =  1 ou y =  2. Ceci est 

impliqué par Im (p ^  p^2 ) ^  0.

On a donc \m K ,Xl ^  0 ou I m if ^  ^  0, si t/>(x ) =  e\x\2, ce qui implique que 
K(x,f}) ne reste pas réelle. □
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1. INTRODUCTION.

Nous présentons, dans ce travail, deux théorèm es d'unicité locale du 
problèm e de Cauchy pour des opérateurs hyperboliques par rapport à une 
surface.

L 'hyperbolicité par rapport à une surface étan t une condition nécessaire 
pour que le problème de Cauchy soit bien posé (théorèm e de Lax-M izohata), 
la p lupart des résultats, concernant ce type d 'opérateurs, tra iten t à la fois la 
question de l'existence et celle de l'unicité. (Voir 01eïnik[13], Ivrii-Petkov 
[8], H ôrm ander [ 5 ] , . . . ) .

Dans ce travail, nous avons choisi de nous restreindre à l'étude d 'opér­
ateurs P (y, Dy) 0 > e i? "+1) non effectivement hyperboliques par rapport à 
une surface S. (En ce qui concerne les opérateurs effectivem ent hyperboli­
ques, on pourra consulter M elrose [12], Iw asaki [9], lvrii [7 ]). P lus 
précisément, nous avons fait sur la partie  principale les hypothèses d'Hôr- 
m ander [5] (voir les hypothèses (HO, (H 2))  et nous nous sommes efforcés 
d 'am éliorer les hypothèses portan t sur le symbole sous-principal p i  pour 
avoir l'unicité de Cauchy. Pour cela, nous avons introduit une notion génér­
alisée de «principale normalité» faisant intervenir le symbole to tal p et qui, 
en quelque sorte, signifie que l'H am iltonien de Im p i  est orthogonal, pour la 
fome symplectique <r, à la partie  involutive de la variété caractéristique 2 -

La méthode employée dans ce papier repose sur la technique classique 
des inégalités de Carleman. r

2. G ENERALITES ET NOTATIONS.

2. 1. In v a rian ts .
Dans toute la suite, PÇy, Dy) désigne un opérateur différentiel d 'ordre 

deux à coefficients C°° dans un ouvert iî de R n+X et à symbole principal réel 
p2(y, 7 )- Et, nous considérons l'unicité du problèm e de Cauchy pour l'opér­
ateur ’P  avec des données initiales sur la surface 5  =  {q>(y) =  q>Ob)} (où y0 est 
un point de H et <p est une fonction réelle de C°°(fi), telle que dq> ^ 0 sur fl), 
non caractéristique pour P.
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On écrit p ( y ,  rj.) le symbole total de P (y ,  Dy) (on a donc p (y ,  7 ) = 
ACv, y } + P i ( y ,  v)+Po(y> V)> où les Pj sont homogènes de degré j  par rapport 
à ri pour / = 0 ,1, 2 ). On note par p \  le symbole sousprincipal de P ,  défini de 
la manière suivante :

PiCy, v')=P\(y> v') +
t
2

n + \

S -êêr(y>
j = 1 oyforjj

Et l'on adopte la terminologie suivante :
- Nous disons que P  est un opérateur hyperbolique dans û  par rapport aux 
surfaces de niveaux de <p, si, pour tout (y , 7 /)Œ X n+1\ 0, l'équation en r :

PzCy, ri +  r  <z<2>(y))=0

n aam et que aes racines reenes lorsque aq>Ky) n e s t  pas paraneie a rj.
-  Nous disons que P  a l'unicité de Cauchy par rapport à la surface orientée
S près de yü, si pour tout voisinage V  suffisamment petit de y0 il existe un 
voisinage W  de yQ dans O, et pour toute solution M e C " ( 7 )  du problèm e:

P (y ,  Dy)u =  0 dans V

u  \<p{y)«p{yo)

s'annule identiquement dans W.
- Nous disons que P  a l'uncité de Cauchy compacte par rapport à la surface 
orentée S près de y0 si pour tout voisinage V  suffisamment petit de y0 il existe 
un voisinage W  de y0 dans iî, et pour toute solution utE C “ ( F )  du problème :

P(y, D S )u= 0 dans V

Supp M flS C C  V

s'annule identiquement dans W .
- Enfin, is (S est la 2-forme canonique sur T * (n ) , nous désignons par Fp la 
m atrice fondamentale de P  qu'on définit de la manière suivante :

pour tout X, F e T ( í í ) ,  -k- Hess p i(X ,  Y )  =  cr(X, FPY )

et qui est un invariant symplectique anx points (.v, 7 7 ) tels que pi(y, 7 ) = 
d  P iiy ,  v ) =  0.

2. 2. Classification des opérateurs hyperboliques.
Nous rappelons ici la classification des opérateurs hyperboliques donnée 

dans Hôrm ander [5]. Cette classification repose sur la nature des valeurs 
propres de Fp aux points critiques (p¿(y, y )  =  d  pîiy, ?7 ) =  0). En fait, aux

=  0

u = \<p(y)<<p(yo) =  0
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points critiques, Fp ne peut admettre plus d'un couple (jx,-jx) de valeurs 
propres réelles non nulles (cf. Hôrmander [5]) ; les autres valeurs propres 
sont soit nulles, soit imaginaires pures. D'où la distinction de deux classes :
- Soit il existe un coupie (jx, -/*) de valeurs propres réelles non nulles. On 
dit alors que P  est effectivement hyperbolique.
- Soit toutes les valeurs propres réelles sont nulles. On distingue alors deux 
cas selon la multiplicité d de la valeur propre 0 dans le polynôme minimal de 
Fp (Hôrmander a démontré que d = 2 ou 4).

D é f i n i t i o n  2.2. 1. Dans le cas non effectivement hyperbolique, en 
notant par iji, les valeurs propres de Fp, on définit la “ trace plus ” de P  Qqu' 
on écrit T r+ P') de la manière suivante :

T r+ P — 2  /tj.
M j >  0

2. 3. Cadre géométrique.
Soit

2  =  { C y ,  7 ) G i l x r ' \ 0 ,  ih(y, * )  =  { / * ,  <p}(y, v)=0]

1 on suppose que les hypotheses suivantes sont vermees :
(HO 2  est une variété, le rang du Hessien de Pi est égal à la codimension 

de 2  en tout point de 2  et cr est de rang constant sur 2 -  
(H2) P  est non effectivement hyperbolique et la multiplicité de la valeur 

propre 0 dans le polynôme minimal de Fp est égale à 2.

Remarques concernant les hypothèses (HO et (H2) :
(2. 3.1) Il est clair que l'hypothèse (HO est symplectiquement invariante. 
(2. 3. 2) On peut également définir 2  par :

2 = {(y, 7)eiixfi’I+1\0, d P2(y,ri=0}.

2. 4. Sous-principale normalité.
D é f i n i t i o n 2 . 4.1. On dit que P  est «sous-principalement normal» en y0 

(y0Œ(î) si
pour tout X e  T 2  H 7"2<r. U existe une constante C >0  telle que :

(2. 4.1.) \X  Im />î|2|^C |Im

près de y0r où 7 '2 cr désigne l'espace orhognal à T 2  pour la 2-forme 
symplectique a.

Remarque concernant la définition 2. 4.1.
(2. 4. 2) Si 2  est définie par tf,0\ rj') =0, j  — 1, . . . ,  k (d aj linéairement indé­

pendant) alors, en notant M = ({a,, a ^ l ^ i j ^ k ,  (2.4.1) est

/ ’ lisi
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équivalente à
pour tout a = { a i , ak) ^ R k avec areKer M, il existe une con­
stante C > 0 telle aue:

2  aj Haj Im Pus ̂ C|Ifn
j= i

C'est une inégalité analogue â celle d'Hôrmander [5] définissant la prin­
cipale normalité d'où notre terminologie.

3. RESULTATS.

Dans toute la suite, on suppose que P(y, Dy) est un opérateur hyperboli­
que par rapport aux surfaces de niveaux de <p vérifiant les hypothèses (HO 
et (H2).

3. 1. Cas involutif.
Dans le théorème qui suit, on supposera que 2  est involutive (ce qui est 

équivalent an fait que T r+ P = 0).

T héorème  3.1. : On suppose que :

(3. 1) P est «sous-principalement normal» au voisinage de yQ.
(3. 2) d Im pi est non nulle et {Im />î=0} est une variété transverse à 2 -  
(3. 3) Re />fi2n{im pf=o) = 0 

au voisinage de yo.

Alors P a l'unicité de Cauchy par rapport à S  près de y0.

3. 2. Gas non involutif.
T héorème  3. 2. : On suppose que :

(3.1) P est «sous-principalement normal» au voisinage de y0.
(3. 4) {pz, {P2, <p}} s'annule à l’ordre deux sur 2 -  
(3.5) Il existe une constante C > 0  telle que :

T r+ P + Re C|Im £?|>0 
sur 2  au voisinage de y0.

Alors P a l'unicité de Cauchy compacte par rapport à S près de jfo.

3. 3. Remarques.
1) Invariance.
Compte tenu de la remarque (2. 3. 2), il et clair que les hypothèses (3.

1), (3. 2), (3. 3) et (3. 5) sont invariantes par changements de fonctions q> 
définissant les mêmes surfaces de niveaux. De plus, pour toute fonction ^  
assez proche de q> dans C2(ü), l'opérateur P (y, Dy) reste hyperbolique par 
rapport aux surfaces de niveaux de ^  dans i l  Ceci entraîne que les hypoth-
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èses du théorème 3.1 sont invariantes par convexification.
2) Ecriture locale de la <sous-principale normalité».
Nous rappelons qu'on peut choisir microlocalement des coordonnées 

symplectiques ( x x, x 2, x ^ ^ R n+l, i, $ 2 , Ç*) e / î ' l+1, é tant les variab les 
duales, en sorte que :

2  =  {*i =  6  =  0, £> =  0}

(ceci vient du fait que <r est de rang constant sur 2» voir Grigis [4]).
Et la condition (2. 4.1) de «sous-principale normalité» est alors équivalente 
à :

Im />i=aiX1 +  61£i +  k£2+ 0 Ok, Xi, £3) avec dg
à X .

C\a<

3) En fait, nous prouverons une version plus générale des théorèmes
3.1 et 3. 2. (Voir les théorèmes 4. 3.1. et 4. 3. 2).

4) Il est clair que les hypothèses portant sur le symbole sous-principal 
dans nos résultats sont plus faibles que celles de H ôrm ander [5]. Par 
ailleurs, la version généralisée améliore (dans le cas hyperbolique) les 
théorèmes d'Alinhac [1], Lascar-Zuily [10], Dehman [2].

5) Exemples.
En prenant dans R 3 :

pzÇx, t ; £  r )  =  r 2 — x\Çi — £i

fo vérifie (H ,) et (H 2) et (3.4) (<p(x, 0  =  t, >*,= (0,0)) et 2  = {r=*i =  £, =  0}. 
La condition (2. 4. 1) de principale norm alité se traduit, en écrivant :
Re pi(x,  t ; £, t )  =  û(x, O r + b Ç x ,  ¿)£i +  cÇx, OÇ2 par, il existe une constante 
C >0 telle que :

%(0, xz, O ^C|c(0, Xz, f)|

et la condition (3.5) se traduit, en écrivant: Re pfÇx, t ; £, r )  =  <?(*, O t - \  
b(x, 0 £ i  +  C(x, par, il existe une constante C > 0  telle que:

l&| +  € ( x ,  04fc+Ck(*. 0£>|>0
près de (0,0) pour £,1=0

4. PREUVE DES RESULTATS.

Dans ce qui suit, nous supposerons choisi un système de coordonnées 
y  =  (x, t ) =  r ) )  en sorte que jyo= (0 , 0), <p(x, t ) = t  et pzix, t ; £, r )  =  r 2
-QzCx,  t ;  £).
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4. 1. Préliminaires.
Du théorème 3. 2.1 d'Hôrmander [5], on déduit les corollaires suivants.

Corollaire 4.1.1. : Soit A  un opérateur pseudodiffêrentiel d'ordre 2 
dans n<ZRn de symbole classique a2 + ax+ ... où a, est homogène de degré j  et 
ûo^O. On note :

A={(x, &<=nxRn\0), azCx, £)=0)

On suppose que A est une variété C°°, que (h est transversalement elliptique à 
A et que a est de rang constant sur A. On peut alors construire des vecteurs vs 
vérifiant les propriétés du théorème 3. 2.1 [5] avec Q=Qx e = Hess â Çx, <f)/2. 
En posant L^x, ¿¡) = Qx,e(vj, v'), il existe, près de tout point poŒA, des 
fonctions réelles homogènes de degré 1 en Ç : qx(x, £), ... q2k+i(x, Ç) telles 
que, près de po Çi. e. dans un voisinage conigue de p) on ait :

4.1.1 Ck<Lx, ß i QzÂx, £)
4. 1.2 pour j  =  1,... , k

d <72,-i(p) =Re LjÇa.
d q2i (p )=  Im L,(p
ùour ; = 1....... /
d q2M+jCp)=Lk+j{p)

pour p e A  près de po.

C orollaire  4 .1. 2. : La décomposition précédente vérifie en plus les deux 
propriétés suivantes :

(4. 1.3) Pour tout j=  1,... , l et tout i = 1, . . . .  2 k + l {q2k+j, <7i} = 0 sur A 
(4.1.4) La matrice (\qt, q&xs.i.js.ïk est inversible.

Hôrmander démontre dans le paragraphe 4. 3 [5] un résultat qu'on va 
citer sous forme de proposition.

P ro position  4.1.3.: Soit p(x, t ; Ç, r ')  =  T2 — a{x, t, £) un symbole 
d'ordre 2 vérifiant les hypothèses (//i) et ( //2).
Alors il existe un symbole b(x, t ; <f) d'ordre 1 tel que :

4. 1.5 a, T — b} = RÇx, t ; <*f) où R s'annule l ’ordre 2 sur 2 '
4. 1.6 b ,, = 0 et ir, b] ,. = 0.
4.1.7 a —b2 est transversalement elliptique à 2 '  et Tr+ P = T r +(a — b2)

4. 2. Une propriété de la condition de sous-principale normalité.
P ro position  4.2.1.: Soit L(x, ^ ) e C " (T *  V\0) homogène de degré 1 

en p, on suppose que L vérifie l'hypothèse (2.4.1). Alors il existe des fonc-

2  k + l
2

> = 1
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lions Lx(x. £ )  et L?(x. f ) E C " (  T *  K\0) homogene de degre 1 en £  telles que :

(4. 2.1) L  — L\-\-Ls¿.
4. 2. 2 ) L„r =  0.
4. 2. 3' Pour tout J é T  2 ff, H existe une constante C^O telle que: 

\X  Lz\t:\^ C\Lz\-z\-

Preuve : Si on utilise l'écriture du corollaire 4.1. 3 et celle de la proposition, 
l'hypothèse se traduit microlocalement par, 

il existe une constante C^O telle que :

\Hq2k+j Z,|s|^ C|Z,|S|

pour 7 =  1,... I ,

et | Hm L\ 21 — C I L\ 21.

ou m = r — b(x, t, £).
De même (4. 2. 3) devient :

Il existe une constante C ^0  telle que :

4. 2.3 ffgj 1^212

pour 7 =  1.......2k +  l
Hm ¿2|s| ̂ CIL212I

On cherche Lx sous la forme suivante :

Li =  2  cti qi = l

)ù les oti sont à déterminer et l'on pose —Li (ceci assure (4.2.1) et
A- 2. 2)).
Dn cherche a, en sorte que pour j  — \ , ... ,2k

4. 2.4 Hq, L2 — Q sur 2

c'set-à-dire :

4. 2. 5
2k

Hqj L — 2  Hqi <7, = 0 sur 2
i = l

Comme la matrice {{qJt est inversible, on peut résoudre (4.2.5)
On remarque maintenant que pour : j  = 2k + l , ... ,2k + l

Ha, L,=  0
Hm Ly = 0

sur S , donc :

Lì is I =  C

L¿ =  L

Q j ] ^ ) \ S í i , j & 2 h
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\H„ ¿ « N I « , ,  ^ I S C l i u N C I ^ I

et

\Hm L Uz\ =  \Hm L,2|^ C |L I2| =  C |L 1I2|

ceci avec (.4. 4; nous donne (4. 6) . un a donc démontré la proposition 
microlocalement.

soit Xi une partition  de l'unité homogène de degré 0 telle que, sur support 
de Xi y on ait L\ vérifiant

Li is — 0

et, pour tout A e i  2J , il existe une constante C positive telle que,

\X L - X  L {\^C \L \ sur 2 -

On pose,

Li — 2  Xi L{

U = L - U

(4. 2.1) et (4. 2. 3) sont vérifiées. 
Et on a,

X  U = X L - S  Xi X  L i - 'Z  CX Xi)L\.j j

Sur 2  on a

\ x  u \ a s \xj\\x  l - x  lu

S C |£ |

Pour une constante C positive.
Ce qui dém ontre la proposition.

4. 3. P rélim inaires à la preuve.
Nous allons énoncer, dans ce paragraphe, deux théorèmes précis 

d 'unicité de Cauchy compact. Pour simplifier les énoncés, on se place en 
coordonnées locales et on note :

CD (x. t ) ~  t
OCx, t, £  t) = t* -Q 2(x, t, £)
Re bï= Q i
Im M = L  = Li +  L>

où Lx et Lz sont donnes par la proposition 4. 2. 1.
L'énoncé de ces hypothèses sous une forme géom étrique est assez délicat
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et peu satisfaisant. C est pourquoi nous avons prelere ex tra ire  de ces theor- 
èmes, les théorèm es 3.1 et 3. 2.

T rêorème 4 .3 .1 .: Nous supposons que 2  est une variété involutive. 
Nous supposons également que :

(4. 3. 1) P  est sous principalement normal.
(4 .3 .2 ) Il existe une fonction a (x , t, £ ) homogène de degré 0 en Ç et une 

constante C >0 telles que,
|{Qi, L}\z +  a  Qnr|^C|Z»is|.

(4. 3. 3) Il existe une fonction I3(x, t, £ ) homogène de degré 0 en Ç et des 
constantes positives C et e telles que,
i ) fi Q2 Qz
ii) \Q w z - 0  Qm  L l2

Alors P  possède la propriété d 'unicité compacte.

Remarque : 2  étan t involutive, il existe des fonctions /? vérifiant 
(4. 3. 3) i ). La condition (4. 3. 3) peut donc se com prendre ainsi ; parm i 
les fonctions /? vérifiant (4. 3. 3) i ), on pose la condition (4. 3. 3) ii ).

T héorème 4. 3. 2. : Nous supposons que,

(4. 3. 4) P  est sous principalement normal.
(4. 3. 5) I l existe une fonctions a(x, t, £) et d ix , t, £) homogènes de degré 0 

en Ç et une constante tf>0 telles que,
i )  e = a Qz—Q z t^ ô  Q2.
ii)  7> + e —a Qi + Q\t + d  L > 0 sur 2 -

Alors P  possède la propriété d 'unicité compacte.

Remarque : (4. 3. 5) i ) impose que 3 (6  7  2  c'est-à-dire que H{p,piŒ 
T  2 -  Ceci est une condition instable par convexification c'est pourquoi de 
ce théorème on ne peut déduire qu'un théorème d'unicité compacte.

Preuve du théorèm e 3 .1. : Des hypothèses (3. 2) et (3 .3), on déduit
que,

Qx=/30 L -\-2  Æ Qj
J- 1

où {<7j =  0} =  2  et fit des fonctions homogènes de degré 0 en Ç. On a, alors 
sur 2 ,

Qi> L) — L{û0, L

car {qj, L ) |Z =  0 (hypothèse (3.1)
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De même sur 2

Q'lt=Po L't+ 0 'ot L

car (r, (hypothèse (3 .1 )).
Or (2 .4 .1) implique que \L '\^ C \L \  pour une constante C positive. On a 
donc (4. 3. 3) et ii ) en prenant /? très grand et en utilisant la rem arque du 
théorème 4. 3.1.

Preuve du théorème 3. 2. : . (3. 4) implique que Q'2t s'annule à l'ordre 2 
sur 2 -
(4. 3. 5) i ) sera donc vérifiée en prenant a très grand. Dans ces conditions,

T r + e =  a ( T r + & + o ( l ) )

où 0 ( 1 ) désigne une fonction qui tend vers 0 quand a tend vers +oo. (7V+ 
est une fonction continue voir Melin [11]).

De (3. 5), on démontre qu'il existe une fonction d ix ,  t, £) homogène de 
degré 0 en % telle que,

(4 .3 .6 ) T r + P  +  û? L - a > 0 .

En effet, il existe un voisinage W  de L  =  0 tel que T r + P  — Q i> 0  sur W . 
Soit xi (resp. Xï) une fonction C ” homogène de d ° 0, positive vérifiant x\ =
1 sur L<0n C W (resp. sur L>0fl C W) et à support ans L < 0 (resp. L > 0). 
On définit d =  — Cx i +  Cx2 •

On obtient aisément de (3. 5) que d  vérifie (4. 3. 6). On a donc :

T r + e - a  Q̂  +  Q’u +  a d  L  =  a [T r+ Q z- Q l +  dL +  o(X) +  <̂ } .

Ceci sera strictem ent positif en prenant a suffisamment grand et en utilisant 
(4. 3. 6 ) .  On a aussi utilisé le fait que T r + P =  T r + En effet la proposi­
tion 4. 1. 4. est vérifiée en prenant ¿> =  0.

4. 4. Inégalité de Carleman.
T h é o r è m e  4. 4 . 1 .  : Sous les hypothèses du théorème 4. 3 . 1  ou du théor­

ème 4 . 3 . 2 ,  il existe des constantes C > 0  et y0> 0 telles que, pour  y è y o

4. 4. 1 \e~rt P u f ^ C  y\\e~rt D tu f + C  y 3\\e~rT u\\2,

D'une telle inégalité de Carleman, on prouve l'unicité compacte pour P  +  
a D t +  b où a et b sont des fonctions complexes.

Modulo des term es d 'ordre 0 et des termes de la forme a(x, t ) D t , on peut 
écrire l'opérateur P  de la manière suivante, P(x ,  t ,D x,D t') =  D 2t — Q2(x, t, Dx)

Qj) i s — O
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+ Qi Cx, t, Dx) +  i Lx (x, t, Dx) + 1 L2(x, t, Dx) où (¿¿(x, t, Dx)
n

V
J, K = l

0X &jk (x, t ) u Xt.

avec (aJk) une matrice symétrique positive. 
Qi est de la forme,

71

2
j = 1

0XJ aj(x, O +  ajÇx, t)Dx

où les fonctions a^x, t) sont réelles.
Après les manipulations de la proposition les symboles Lj n'ont aucune 

raison d'être des formes linéaires. On utilise la quantification de Weyl, 
c'est-à-dire,

4 .  4 . 2 LjÇx, t, Dx)u 2 71 — 71 e i < x - y , ç > L, x+ y  
9  » t, £)u{y, t')dy dÇ.

Tout ceci implique que Qz, Qi, L x, Lz sont des opérateurs formellement 
auto-adjoints.

NTniic 11 nnc lr*n1 r̂

I  = \\e-( t 2 t2'7P u f

où ¡x est un grand paramètre positif à choisir. 
Posons,

u — eKt 2 )Tv

où a et y sont des fonctions C°° à support dans|x|2< r 0 et 0^ t ^ t 0, r0 et t0 à 
choisir.
Notons N rv — e (t 2̂ )rPe(t~ 2 tl)rv. Nous avons,

Dt e<t- $ tt'r=e 't--£'r\D t +X-Q.-fiO'\

[Dx, e“-rt2)rj=0.

Donc,

Nr(x, t, Dx, Dt) = P(x, t, Dx, Dt + M l - u m

D 2t+ ^ ( l - MODt- y 2a -M ty + M y -Q 2 U  t, Dx)

Qi(x, t, Dx) + i LiÇx, t, Dx) + i LzQx, t, Dx)

On note, dans la suite des calculs c et C des constantes positives qui ne 
dépendent pas de / / e t  y. e sera supposé suffisamment petit et C suffisamment
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grand.
On note,

[u, y) =  I u v dx d t

Il «II2 =  (u. u)

On pose,

N 7—N T—/¿y — i L \.

On a,

(4. 4. 3) \\Nrv f^ 2 \\N rv f  +  C ^ \ \ v f + C \ \ U v II2.
Ecrivons N r =  A  +  B , en développant on obtient,

Il iV, y U2 =  H A y II2+ H H2+ 2  R e(A v, Bv]

avec

A  =  D 2t - y * a - M 0 2-Q * + Q i
B  =  — 2 yiÇl — uODt +  i Lz.

Calculons 2 Re(A v, Bv) en in tég ran t chaque term e p a r partie.

11 =  2 R e(D ?i\ - 2  y f ( l - /* O A y )
/i =  2 yM\\Dtv\\2
12 =  2 R e ( - y 2( l - / z 0 2^ - 2  y i ( l - / / O A » )  
/2= 6  y V « ( l - ^ ) y | | 2.

En p renan t tQ tel que,

6 ( 1—^A>)2^ 5  c 'est-à-d ire :

« ( ' - / I H -

On obtient,

7 ,25  y 3« Iy ||2
A= 2  R e (-Q ,i ; ,  - 2  y  i ( \ - u O D tv
I3 =  2 yfiCQzV, v~)—2 y ( i [ D t , QAv, Çl — u t)v]
U =  2 Re(Qii>, —2 y n i  — u t)D tv]
L =  2 vu(OxV. y ) +  2 v i f  A .  Oïl y. Cl — u iiy ]
/s= 2  Re (D 2tv, i Liv') =  2 Re (D tv, i[D t , L z\v

Calcul du sym bole de W eyl de i [B t , Lz].
(4. 4. 4) Remarque. Soient deux opéra teu rs Q et Q' de sym bole de W eyl 
réel, Q d 'o rd re  m, Q' d 'o rd re  m', a lo rs  le sym bole de W eyl de i[Q , Q '] est
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{a^CQ), <rw(.Q')} modulo des term es d 'ordre m + m '—3.
Le symbole de i[Dt , U ]  est, {r, U ix ,  t, £)} =  L 2f(x, t, £ ) .  En appli- 

auant (4. 2. 3), on déduit que

;4.4.5) \L'2t\2^ C  L l+ C  Qz

On a d 'autre part,

;4. 4. 6) |2 Re(Z3,!), i[D„  ia l tO IS C  y \ D , v f , L ] v f .

En appliquant l'inégalité de Fefferman-Phong [3] au symbole,

C L\ ~\~C Q2—Lit

On obtient de (4. 4. 5) et (4. 4. 6)

|2 Re|A^, i[D t , L ] v ^ C  ylA*>||2+ % ^ l l 2+ y ( < 3 ^  v)+±\\v\\2.

En conclusion on a,

Isi-c yWD.vf-Çkuvf-Ç-i&v, w)—̂Ill'll2.

L = 2 Ref — v2H — u tYv .  i L>v^= 0
[7 = 2 Re( —Q>, i L 2 ) = ( i [L 2 , Qi]v, v~)

Calcul du symbole de Weyl de / [L2,Q 2].
Le corollaire 4.1.1 permet décrire microlocalement,

(4. 4. 7) & =  S  Q2j avec \{qJf U } \ ^  CIL.Isur 2 -
J = l

Globalement on a,

k=0 j  = l

où x% est une partition de l'unicité homogène de degré 0 en Modulo des 
termes d'ordre 0, le symbole de Weyl de i[Lz, Qfe] est,

U, Qz} = S âi2 tfxliqî. L^ + iq in x l ,  U}] 
h =0 >=iL J

Le deuxième terme de la somme est majorée par C Q2 . On en déduit, en 
appliquant l'inégalité de Fefferman-Phong

E  J \{O p w(q ï ix l ,  L z^v ,  v ) ^ C ( Q iv, v} + C\ \ v f« =0 1 = 1

Qï — C qìYxì ,
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où on a noté Opw(a) l'opérateur de symbole a déduit par la formule (4. 4.2). 
En ce qui concerne le premier terme on a, modulo des termes d'ordre 0,

Opw(2 gixUg}, U)') = Opwtq ïXk)Op'"(.x>{ti. I* »
+ Op"iXk(q’!, ¿JC *."'«?*.)-

Donc

\(Opw(2 <7î*î{<tf, UX)v, tOI 
= |2 Re(Qp “'(,£»{?*> LX)v, Opwi t f Xk)v'>\ 
+  0 ( H 2) s ;£ v\Opwtqìx>)vf

+ f l C ¥ > i J t - P + C W 2.

En utilisant (4. 2. 3), on obtient,

{tf. U}\2* C  Çh+C L\

Ceci permet, en appliquant l'inégalité de Fefferan-Phong de conclure que,

Ir^-eyCQzV, v ï - ^ - W U v f - C  y\\vf
y

/«= 2 Re(Q,y, * L>v')
h — (*[Qi> v> y)

En résumé, on a,

4. 4. 8 j 2 ReG4y, 5 ^ )è 2  yzi||AHI2+5 y3* IMI2
f2  ywCQjy, y )—2 y OTA, Cl—uOv'
f 2 ymCQiV, y )+ 2  yO TA , (1—/¿Ou
+ OTQi, w) —/?i

où Ri = C y^DtVŸ + C y|MI2 +  £ y(Q>y, v ) H— ¡Z^H2

Contrôle de ¡Z ^ l2/T'­
En utilisant l'expression B, on a

- r̂||£^£ir  = ̂ - ||[S  +  2 y K l-M /)A ]w |2S ^ | | S f f  +  5^y||A«||2

Donc, pour y suffisamment grand.

(4. 4. 9) I B v f ^ U v f - p L v W D A 2

Soit k(x, /, £) un symbole en (.v, £) à paramètre /. homogène de degré
0 en B. On suppose que,

Qz\v,
Qi]v,
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4. 4.10 O pwik)\\L> ^ \

o p w(ky\\L*-Lii k \

En écrivant Ot en fonction de A. on a

- 2  yu R e ( [ I d - O p w(k)]QiV, v)
=  —2 vu Re((Id  — Oùw(k))Av ,  tO+2 vu ReCÏId — Obw ( k ^ D 2tv, v )
= - 2  v3** R e ( ( I d - O ù w( k ) ) ( l - u t y v ,  v )

- 2  yu Re([Id  — Opw(k)]QiV, v) = ® + (2 )+ d > + ®

On a. grâce à (4. 4.10)

® ^ £L4dl2 +  C yVIMI2
f2) = 2 vuWD.vW2— 2 vu(Obw(k)D.v. D*v)

- 2  yjx([Opw(k),  Dt \DtV, v)

r étant une forme linéaire le symbole de Weyl de [Op (k),  u tJ est exacte­

ment (voir Hôrmander [6]), - -̂{k, r} =  i k't.

On a donc en utilisant (4. 4.10),

® ^ yu \ \D tv\\2- C  My\\Opw(kdv\\2.

(3)1
5
2

y zu\\vf.

En résumé, on a,

4. 4.11' — 2 vu ReCOiy. v ) ^ —2 vu R e ( O ù w( k )Q\V,  v )

+ yu\\Dtv\\2-e\\Av\\2- 3  y*u\\v\\2
- C  uy\\Opw(k 'dv f
— 2 yu R e ( \ I d —Oùw(k)'\Q2v, v )

Et donc, en utilisant (4. 4. 8), (4. 4. 9) et (4. 4. 11)

4.4. 12 \Nrv\\2^ 2 yM\\Dlv\\2 +  2 y ^ \ \ v f

g 4 L , v f  +  2 vu Re( v

- 2  y ( / [ A .  Q > ] y .  ( 1 - u O v
— 2 yu Re(Oùw(k)QiV, v
■h2 y ( i \ D , .  0 , ly .  (1 — u t ) v
f  OÏQi, LoXv, v) — R2

où R2= R i +  C fiy\\Ot>w(k't)v\2

Ozi', v)
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1er cas : T r+ Q> = 0.
Contrôle de (/[<Qi, Li\v, y ).
En prolongeant la fonction aix, t, £), donnée par (4. 3. 2) hors de 2  par 

une fonction homogène de degré 0 en on prouve l'inégalité suivante,

{Qj, Lzj + ar a |£ C |I * |  + C vQ

Ecrivons,

4. 4.13 R eC /ra, £2! v, v) = R e(\i\Q lt U \ + Ot>w(a')QAv, v

— R e ( O ù w ( a ' ) Q \ V .  v) ^
c;
r

Q.V. y)
c
■v

y\\vf

-R e (O p w(a)Q lv, v)

Contrôle de 2 y ( ( [A  > Qi]f, (1—̂ 0  v) .
On prolonge /?(*, t, £), la fonction de l'hypothèse (4. 3. 3), hors de 2  

par une fonction homogène de degré 0 en £ qu’on note également fî(x, t, £)• 
On obtient,

|{r, Q\}—0  ai^ciLai + c  y â

On a, en appliquant le calcul symbolique et l'inégalité de Fefferman-Phong,

4. 4.14 2 y ReOTA, QAv, (1—uOv
= 2 y  R e(( l—/*/)[/[A .  Q i] -O p wW Q i]v ,  v:
f2 y Re((l-^)^"r(jî)ôi', tO

è - 2  C v3 t; 2 C
v Qiv, y)

C
y

2

+-2 y Re(Cl-/«OCto"'G(?)&w, y)

Ecrivons les symboles de Weyl des termes du premier ordre de (4. 4.12) en 
utilisant (4. 4. 13) et (4. 4. 14).
On a, modulo des termes d'ordre 0,

4. 4.15 -2 yn k Q\ + 2 y (1 —/z/)/? Qi — a Qx

Posons

4 4. Ifi

De sorte que (4. 4.15) est nul. De plus pt k est un symbole de S ° 0 uniformé­
ment par rapport à t et y.
Donc en prenant ju suffisamment grand (4. 4.10) sera vérifié.
On vérifie facilement que k\ est un symbole de Sf,0 uniformément par rapport 
à t et y. Donc

L z v f - C

k = a - u o
f i ­

ce
2 ypt
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4. 4. l i C ^ O p ^ i k d v f i C  h yM 1-

Contrôle des termes du deuxième ordre.
Modulo des termes d 'ordre 0 le symbole de Weyl des termes du deuxième 

ordre de (4. 4.12) est,

4. 4.18 2 ypL k Qz — 2 y C l —jLct)Q'2t — e y  Qz.

En utilisant (4. 4. 16), (4. 4.18) devient,

1. 4. 19 2 y ( l  — u t)  6  Qz — 2 y ( l  — ut)Q'2t — e y  Q z~ a  Qz

-2 y ( l —/// 8  Qz Qzt
£ a aCL

2 ( 1 -ut) Z y{L —  ut)

Il existe une constante positive â  telle que, ¡3 Qz — Q 2t ^  $ Qz - ( Voir (4 .3 .3 )) . 
L'expression (4. 4.19) est donc supérieure à,

4. 4. 20 2 y( 1 ;uO[<y 2(1— ///) 2 y(l— ///)] ̂

Pour £ suffisamment petit, y suffisamment grand, (4. 4. 20) est supérieur à 
y â  Qz.
Il suffit d 'appliquer l'inégalité de Feffermn-Phong pour conclure que, 

(4.4.21) ||N rv\\2^ y M D tv f +  y 3p i \ v f + y ô { Q z V ,  v ) .

En utilisant le fait que L x s'annule sur on déduit que,

i K v f ^ m u f + ^ ì v f .

Ce qui donne de manière classique l'inégalité de Carleman (4. 4.1). 
2ème cas : T r + Q;>0.

Utilisons le symbole a{x, t, %) de l'hypothèse (4. 3. 5), et posons,

k(x, t, Ç 1 — ut) a (x, t, £)
t*

de sorte que, comme pour le 1er cas, (4. 4.10) est vérifiée et

Opw{ k \ ) v f ^ C \ \ v f ,

Le symbole de Weyl des termes du deuxième ordre de l'expression (4. 4.12) 
est. modulo des termes d 'ordre 0.

4. 4. 22 2 y(l —  ut)a Qz— 2 y(l —  u t ) Q 2t — ey  Q,

En utilisant (4. 3. 5), il existe une constante positive â  telle que (4. 4. 22) est 
supérieure à 2 ây  Qz.
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Au terme (4. 4.12) ajoutons et retranchons

2 y  R e a i - M O O p w(d(x ,  t, Dxy ) U v ,  v').

C
Ze terme est majoré par C y 3||v||2H— l ^ l l 2, ce qui est contrôlé par

y

«rW +^IIL^IP

si on prend ¡jl assez grand.
Nous allons appliquer l'inégalité de Melin-Hôrmander [5] au symbole,

K — (1 / / / ) #  (2î (1 fiOQu 2~Q2 2~Q2

— (1 — f i t )a  Qi +  ( \ —/jLt')Q'u +  ( \ —jjLOd Isi+-R— {Qi, L 2}A y

Le terme d 'ordre deux de K  est transversalement elliptique à 2  (voir 
§. 2. 3) et sa trace plus est,

a - / < 0 r r +< ?+ i£ |0 (£ )+ |£ |0 ( tf ;

où e est donné par (4. 3. 5).
(En effet la trace plus est une fonction continue, voir Melin [11]). 

Donc l'opérateur de symbole K  sera positif (modulo C||y||2) si,

4. 4. 23 K ^ a -M O T r+e + W Q C e ì  +  W C K à ì - d - u O a  Q,

4*(1— f i t")Qu +  (1—f i O d  L2 + 2  {Qi> -̂ 2 } — 0 sur 2<

Or de (4. 3. 5), on déduit

Tr+e — a Qi +  Q \ t +  d  L 2 >ô\Ç\  sur 2 ,

donc

A:,S(l-A05|íl + l?|0(í) + | 5 | 0 ( J ) + i { e 1,£ 2)

Si on prend e, â, et — suffisamment petit par rapport à 3, on aura K i > 0 .

On peut donc appliquer l'inégalité de Melin-Hôrmander à K .
On a donc

\Nrï ^ n y \ D t v f + h y *\\v¥ + ôy(Qiv,  v)

Ce qui est l'inégalité (4.4.21). On achève alors la preuve de (4.4.1) 
comme pour le premier cas.
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0. In trod u ction .

La m éthode H.U.M. (Hilbert Uniqueness M ethod) développée par 
J . L .  LIONS [7] permet d’étudier le contrôle des solutions d ’équations 
aux dérivées partielles. Notre discussion se bornera au cas des équations 
hyperboliques. Le contrôle au sens le plus fort, c ’est-à-dire l’existence de 
contrôle pour des données dans des espaces fonctionnels classiques (ici 
L 2 x f f - 1  ) a été résolu par BAR DO S, LEBEAU et RAUCH [2]. Mais H.U.M. 
permet aussi de construire de façon implicite, des espaces de données 
pour lesquelles il existe un contrôle. Ce résultat repose sur un théorème 
d ’unicité, (voir le théorème 3.1 de Lions). Ce théorème n ’est démontré 
que dans deux cas, pour des opérateurs à coefficients analytiques, c ’est 
alors une conséquence du théorème d ’Holmgren et dans le cadre étudié 
par Bardos, Lebeau et Rauch.

Nous dém ontrons, ici, ce théorèm e pour des opéra teu rs à  coeffi­
cients peu  réguliers. N otre  m éthode repose sur une idée de RAUCH et 
TAYLOR [8] reprise égalem ent p ar LERNER [6]. Essentiellem ent, ces au ­
teu rs dém ontren t le résu lta t suivant, si u (i,a;) est solution d ’une équation

hyperbolique D \  — v4.(x,Z)x)j u(t, x) =  0 où A  est ellip tique, A  >  0 et

u ( t ,x )  =  0 pour tout i 6 B ( 0 , r ) ,  r >  0 et tout t  <E R alors u =  0 pour 
tout x et t .

La m éthode est la suivante. Ils posent :

On a
D t v \  -f A v \  =  0 et v \  =  0

pour (t, x) £ R x I?(0, r)

On applique le théorème d ’unicité pour les opérateurs elliptiques, on 
obtient que v \  =  0 , ce qui implique que u =  0 car

u a ( 0, * )  -------------- ► w(^j * )
À —* + 0 0

Notre théorème 1 est une version locale de ce résultat. On pose

vx(s ,x)  =  y  J e 4(,a+ io *)2 u ( t , x ) d t

On a alors :
D j  v \  +  A v x  =  0 ( e  c x )

et
va =  0 pour ( t ,  x )  €  ]—T ,T [  x l? (0 ,r )

1

V \ ( s , x )  = V
A

27r / e - 4 ( « « + î o - î ) 2 u(¿, x)dt

A

2 tt

T

- T



Ce qui ne perm et pas d appliquer le theorem e d unicité. Mais on reporte  
ceci dans une inégalité de Carlem an, dém ontrée par HÔRMANDER [3], 
ce qui perm et de prouver que v \  =  0 ( e ~c x ) . En faisant tendre A vers 
l’infini, cela implique que u ( t o,x)  =  0 .

Je  remercie M. Saut et M. Scheurer pour m ’avoir indiqué ce problème.

1. R ésu lta ts .

Soit Q un  ouvert connexe de R” .

Soit A ( x , D x) un opérateur elliptique

A ( x , D x)
i*

Y  a i j ( x ) D Xi D Xj +  a i ( x ) D X{ -f a 0 (x)
*= 1

( a i j ( x ) )  est une m atrice reelle defime positive, et il existe deux constantes 
stric tem ent positives Ci et C 2  telles que pour to u t x  G O, et to u t £ G Rn ,

C2 | Î |2 >  £  aa(x)i<(i >  c'i l i l2

Les applications a i j ( x )  sont C'1 (i2), il existe donc une constante
' (x ) _

positive Cz  telle que — —----  <  C 3  pour i G Î Î ,  1  <  i , j  <  n .

Les applications a j  , j  =  0 , . . . ,  n  appartiennent à  L ° ° .

Soit u ( t , x )  vérifiant:

D ^ u ( t , x )  — A ( x i D x) u ( t i x ) =  0

pour (i, x) G ]—T, T[ x ii

On suppose que u G H^oc (]— T, T [x i î)  ou que u G C°Q —T , T [ , H \oc ( f î) )n  
C '(] — T, T [ , L \oc (fi)) . On suppose que :

u ( t , x ) =  0 pour ( t^x)  G ]—T ,T [  x B ( x 0, r o ) , 

où X q  G fi, r 0  > 0 et B ( x o , r o )  C fi.

On note \x — y| la distance euclidienne de R n et c?(x,y) la distance 
géodésique dans f i , pour la m étrique euclidienne.

On note D  =  Sup {¿(xq , x ) , pour x  G fi} . On suppose que D  ^  + 0 0 .
(Il est facile de construire des ouverts connexes de R " , n >  2 vérifiant 
D  =  + 0 0 ).

2

n > i j >  1



THÉORÈME 1. H existe un réel K  strictem ent positif (  K  ne dépend que 
de Ci et C i ) tel que si T  >  K D  alors

u(t, x) =  0 pour (t , x) 6 1 — Ti, Ti [ x S7 ou Ti =  T  — K  D

COMMENTAIRES :

i) Ce théorème peut être appliqué d ’une m anière purem ent locale. Pour 
T  fixé on peut trouver un domaine de ]— T, T[ x fi sur lequel u s’annule. 
En particulier le théorème 1 est faux si A  dépend de t . En effet, en prenant 
pour A  le Laplacien positif le théorème d’ALINHAC [1] perm et de trouver 
u (t,x )  et a ( t ,x )  des fonctions C°° vérifiant:

D \ — A +  a(t, x ) u (t, x) — 0

dans V  un voisinage de ( t ,x )  =  (0,0) et Supp u =  {xi >  —S Ja?'J } D V , 
où x  =  ( x .x 1). 6 >  0. Ce qui est contradictoire avec le théorèm e 1.

On résume la situation dans ce schéma
t

V Suppu

u = 0

x1

Domaine d'annulation de u 
quand le théorème 1 est vrai

ii) Q uand A  est à coefficients analytiques, (A  peut alors dépendre de t), 
ce théorème est une conséquence du théorème d ’Holmgren. Dans ce cas la 
constante K  trouvée dans le théorème 1 est bien moins bonne que celle 
donnée par le théorèm e d ’Holmgren.

iii) Ces deux remarques, et la m éthode de dém onstration suggèrent 
que l’analyticité par rapport à t est la bonne hypothèse pour obtenir le 
théorèm e 1.

iv) Ce théorèm e perm et de résoudre un problème posé dans le livre 
de LAVRENTÈV, ROMANOV et S histatskh [5], étudié par RAUCH et 
TAYLOR [8] et par LERNER [6], La question est la suivante : si u vérifie

d^u — d%u — dyU +  a(x, y) u — 0

u =  0I x<0
a-t-on u =  0?

3



Lerner a donné une réponse positive à cette question si les hypothèses 
sont globales sur R x̂ y x  R*. Le théorème 1 donne une réponse positive si 
les hypothèses sont locales en (a:, y ,t ) .

Ce type de résultat permet d ’aborder le problème de détermination 
d ’une source connaissant le signal reçu. Ainsi le cas a =  0 a été étudié par
S y m e s  [9]-

A p p lic a t io n  au  p r o b lè m e  d u  co n trô le .

On suppose que u ( t ,x )  vérifie :

D 2t -  A (z ,£ > ) |u ( t ,x )  =  0 sur ]—oo, +oo[ x  ft

u(0,a;) =  u °(x ) avec u° G ifo (f ï)

l?t u (0 ,x ) =  u'(x) avec u1 G L 2(fl)

u ( t ,x )  =  0 sur ]—oo,+ oo[ x dCl

P

On a alors w 6 C°(R, n  C 1(R x £ 2(ii))

On suppose de plus que
du
on

0 sur I—T, T\ x  E où E

H est un ouvert de ai i et
a
on

est la dérivée normale à E

On suppose également que E  est une h y p e r su r fa c e  C 2

Il existe donc xq G E et r >  0 tel que B ( x o , r ) H d i l  C E. On pose 
fl =  fi U B (x o ,r )  et on prolonge u sur fi par 0 hors de fi. Notons u ce 
prolongement. On a :

( D 2 -  A)  u =  0 sur ]—T, T [ x i î

i, e c° (] - r ,  t \ , H l  (fi) ) n c1 (]-t, t [ , x2 (n)i
fit

w = 0  sur ]—T, T[  X B ( xq, r)

Appelons D  =  Sup {cî(xo, a:), x G ii} . Ici d  est la distance géodésique 
sur fi. On suppose D  <  +oo. En appliquant le théorème 1 on obtient le 
résultat suivant.

THÉORÈME 2. So i tu  une solution de (P ), si (u ,f i ,E )  vérifient (H) alors,
si T  >  K D

u° =  w1 =  0

Ce théorème d ’unicité est la première étape pour appliquer la méthode
H.U.M. de J . L .  L ions [7].

4
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2. Une version locale du théorème d’unicité.

O n fait les hypothèses du 8.1 sur A ,  on suppose que

u e  H 2 ([ -T ,T ]  x  i?(0, 3r)

ou que

u € C ° ( [ - T ,T ] ,# '(£ ( ( ) ,  3r))J D C 1 ( [ - T ,T ] ,L 2(S (0 ,3 r))J  , r  >  0 fixé

LEMME 1. Il existe une constante strictement positive K  (ne dépen­
dant que de C\ et C%) et ro (dépendant de C \ , C2 et C3 )  telle que si 
(D ? — A )u  = 0 et si

u ( t ,x )  = 0 pour (r,#) £ [—T, T] x i>(U,r), pour r  <  ro

alors

u(t. x) =  0 pour x < 2  r

et
|í| < T  — K r

Ce lemme est une version locale affaiblie du théorème 1. La démons­
tration va comporter plusieurs étapes.

On pose d ’abord :

î>a,A(s,a:)
A

27T

T

7
e-A (ia+a-<)2 u ( t ,X)dtl

va,X possède plusieurs propriétés, tout d ’abord, celle qui permet de 
conclure à la fin du calcul, c’est-à-dire,

U«, a ( 0 , x )
A—>+oc

u(a , x) si lai <  T

et

1 I IV « , a | | / / i ( [ _ . , 0)S0] x B ( 0 , 3 ( r — ¿))) C A1/2 eT a°

2 *Va(<s,s) =  0 pour x e  B(Q, r )

LEMME 2. Il existe une constante C (qui dépend de u), telle que :

Q U“ , a | | L2 ( [ _  SO)So] x B ( 0 ,3 r )
C A 3 / 2 e - 4 [ ( T - | a | ) 2- ^ ]

0 Ù Q  =  D 2t + A ( x , D x:

Dans lecas où u G C° ( [ -T ,T ] ,iT 1(B (0 ,3 r)))n C 1( [ -T ,T ] , i :2(B (0,3r))), 
on déduit de ce lemme et du fait que va,\ G Hloc que vaj\  G H\oc •

5



Il suffit d ’appliquer, par exem ple le théorèm e 17.2.7 de HÔRMANDER  
[3] de régularité  H foc des fonctions u €  # ioc  vérifiant B u  e  L jo c , où B  
est un  opérateur elliptique à  coefficients Lipschitziens.

PREUVE DU LEMME 2 : Un calcul élém entaire m ontre  que :

D a v a' \ ( s , x ) i - $ ( i s + a - t ) 2 D  u d t

" V è  e - ^(ij,+a_T)2u(r »a:) -  e- $ iis+a+7">2 u ( - T , x )

De même

-  e - -!(,'*+“_T)î D ,u ( T ,  x ) -  e -4 (« + « + ïV  D , u ( - T , x )

-  -  X ( i s  +  a -  T )e -* < ,'*+ “- T>Su ( T , i )

-  A ( i s  +  a  +  7’) e - î < i * + a + T ) 2  u ( - T , x )

La m ajo ra tion  de ( D 2 -f- A ) v a x̂ s’en déduit im m édiatem ent.D 2
S

Le deuxièm e ingrédient de la preuve est une inégalité de C arlem an 
précise, ce qui va faire l’ob je t du lemme suivant pour lequel on pose :

s 2 +  \x \2 

<P = -- 2--
et rb =  e P** ß  >  0

LEMME 3 : (Inégalité de C arlem an). Il existe une constan te  K  >  0 (ne  
déven dan t aue de Ci et Co ) et rn f  déven da n t  de C i . Co et C-» ) telle aue si

(3 >  où r  <  ro, il existe C  >  0  et  7 0  >  0 , telles que pour to u t  7  >  7 0  et

tout w  G  H 2 à support  com pact dam s, x ) ,  y < 5 2  +  j 2 < 9  r 2 on a?

7 3/ 2 ||e^u>|| <  C \ \ e ^ Q w \ \

Ici  D D est la n o rm e  dans L 2.

Ceci est une conséquence du théorèm e 8.3.1 de HÔRMANDER [3] q u ’on 
va rappeler pour la com m odité du lecteur.

THÉORÈME 8 .3 .1  [3]. Soit  i l  un ouvert  borné de Rn , so i t  une fo n c t io n  
C °° (0 )  vérif iant  grad ^ ( x )  ^  0  p o u r  x  E i l ,  et P ( x , D ) un opéra teur  
différentiel  d ’ordre m  à coefficients dans L ° ° { i l ) .  On suppose de plus que

6

VA

2n L
T

T

e

D 2av a, x ( s , x )  = VA

27T /
T

T

e — 4 ( * s + a  — t ) 2 D * u ( t ,  x)  dt

¿v
A

27T

VA

2iv

K

r 2



les coefficients de la partie  principale  P m (x , D )  so n t  dans  C'1 (i2), et que 
P m est elliptique dans  iî . A lors si

3
n

j,k=]

d 2<p d P m dP m  ~

â ï 7 ^ â i - (x’c)â i r (x’c)

+

p o u r  £ =  £ +  i 7  g rad  \¡>, où x  €  i l ,  £ €  Rn, 7  G R, et P m(x ,£ )  =  0 , i l  existe  
des constan tes  C  >  0  ei 7 0  >  0  telles que p o u r  7  >  7 0  on a :

£
(or I < m

7 2 (m—l«D—1  /  \D a u \2 e2^ d x  < C  \ P ( x , D ) u \ 2 e2'**dx

quand u G C q (ÍI).

E videm m ent on peu t rem placer u G Co°(fi) par u G H m D £ '(fi)  e t 
pour nous m  =  2. Il est probable que pour m  =  2, l ’hypothèse ^ m l1 ) -O) 
à  coefficients Lipschitziens suffise.

Il suffit donc pour prouver le lemme de vérifier (3) dans n o tre  cas.
On a  :

ib' =  —0(p e

V-" =  (~P<p" + / 3 V  %V ,) e ~ fiv

On pose T =  /?7 e On a donc C =  £ — ¿7 /?<¿?*e ^  =  £ — ¿Ta: et
6 =  t  -  i y P œ ' e - l 3* =  r  -  i T s .

O n note q ( x , r , £ )  =  — ( r 2  +  *£.<4.£) où A  est une m atrice  qui dépend 

de x.  q ( x , 6 ,  £) =  0  est équivalent à :

4
t 2 +  t £ A £  =  T 2 [s2 +  t x A x ]  , et

5 T +  A x  — 0

La relation (3) devient, en no tan t rj =  ( r ,  £)

5
2 2

■  % (x'e’Q

où [V]* est la fc-èm e coordonnée de V . Or

ÿ-(x,e,Í ) 2 = r2 + r 2*2 + •(A2î  + r2 ‘xa2x

7

dq
+  ß<p'

d q

drj
(M ,C )

+
1

r Im
n

E
k = l

1

2
t(£ -  ¿ r i )

d A

d x k
( C - i T x ) [4(í + «r*)]* >  o

y 1  Im
n

k = l

dPm
dxk * , 0

d P m

d£k
x,C) > 0



v'fî̂ AC)
2

( s r +  txAÇt)2 -f- r 2(52 +  *xAx)2

T2(s2 + tx A x ) 2

grâce à (4)

Le terme Im [ 1 de (5) est égal à :
n

£
*=i

+
1
2

tj. oA  > üA  r .. a  A . . . . . .

De (4) on déduit que :

\ t \ < C T y / $  et \ r \ < C T ^

où C ne dépend que de C\ et C2. On a donc :

iim[ ] < c r V 3/2

2

< C T 2 <p

*>'§*(*, 0 ,0
2

ï T 2 <p>

où C ne dépend que de Ci, C2, C3, C  ne dépend que de Ci, C2 et c ne 
dépend que de Ci.

Donc (5) est impliquée p a r  :

c^r2v?2 > v2<p(c + c<p1/2)

Si ro est assez petit, (ro ne dépend que de Ci, C2 et C3), on a C y?1/2 < —.
ij

^  _
Il suffit donc de prendre ¡3 > —5- où K  ne dépendant que de Ci et C2 (sur

r1
t * f 2 l’ouvert considéré <̂> > -g-)-

P R E U V E  DU LEM ME 1 : Pour simplifier les notations on note v a \  =  v \ . 

On applique l’inégalité de Carleman à w\  =  x (2v?(s, x ))v \  où

x(«:

1 si

0 si a  <  (1 — e)2 r2
2

On posera o;i =  (2r)2. (On a a i  < a 2 < ar3).

8

dxk
T 2 x

d x k
X r[Ax]jfc + - r * *

dxk

dq
drt ( M , < )

1

£

2 )
2

2r <  o: <  oc 2
5r
2

2

ou a  > Q3
11 r
4



On choisit 3
2 K

et on pose 7  =  1/A où 1/  sera choisi u lté rieu rem en t.

On écrit :
Qw\ = x(2<f)Qv\  + [Q, x(2v?)]ua

Le lem m e 2 e t les propriétés de la tro n ca tu re  v  im pliquent :

6 We-**x i ^ Q v x W  <  \ 3 / 2 C u e uXe K - * T - \ a \ ) * + \ s î

D ’a u tre  p a rt, [1Q , x(2«£>)] est un opérateur d ’ordre 1  dont le su p p o rt des 
coefficients est inclus dans :

2
(s, x ) ! ( \  — e ) 2 r 2 <  2(p <  ^ 1  — r 2 ou a 2  <  2 ip <  « 3

Si « 2  <  2 <¿> <  « 3 , on ob tien t :
— ÎC x

e“** <  e l,Xe ^

On déduit des faits précédents, de (1), et de (2) que :

7 |e^[P,x(2v5)]«A||
-* 7 * +a' o

De m eme, si o l \  >  2cp ,  alors :

e**  >  e " * 6

ce qui im plique :

8 7 3/2 IIc^ uia > e"' M | L2(2v,< ai)

Les formules (6 ), (7) et (8 ) im pliquent que :

9 UAll l ,2(2¥» < a 1; a3/ 2 e */ Ae ¿ - f  . . 2 \  "i"  
r* + A S n  —  V A € r*<

4- A e - * - A ( T - | a | ) 2+ A « § - i / A c

Pour prouver le lemme, il suffit que ||^a |] z,2(2 <^<«x ) tende vers 0 quand  A 
tend  vers l’infini. P our cela, il suffit d ’après (9) que

10
et v e  * — { T  — |a | ) 2  +  Sq — v e  <  0

Donc, si

s l [ e - k - e - k ^ )  <  _ e - * 7 î ) [ ( r - | a|)2 - S¡|1

on pourra  trouver v  pour que ( 1 0 ) soit vérifiée. C ’est-à-dire, puisque

« i
„2r

4

a 2  

r 2

25
4

et so 3r

9

e
2

< V  À ce

— K
Ol i

- K ex i

r*

— K a i

v e —K «2
r 2 + s i — v e - K a  t

P2 <  0

e - k

k
r 2
Otj
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e ~ k _ c - 4  k

e - 4 K __ 2 5  IS
: T  K

<  (T  — |a |)2 — 9 r 2

c’est-à-d ire |a | <  T  — K r  pour un certain  K .  

Ce qui achève la preuve du lemme 1.

3. D ém o n stra tio n  du th éorèm e 1.

Pour démontrer le théorème 1, on va construire une suite de boules 
permettant d’appliquer successivement le lemme 1.

DÉFINITION. On dit qu’une suite de boules B ( y j , 6 )  j  = 0 , . . . ,iV est une 
S—suite de boules reliant xq à x  si

Vo =  X q

x  G B ( v n , 2 8

B { y j + i , à )  C B ( y j , 2 6 )  j  =  0, . . .  , N  -  1

C Cl

REMARQUE. S’il existe une ¿ —suite de boules reliant xo à x, avec 6 <  ro 
alors u ( t , y )  =  0 pour y  près de x  et |£| <  T  — K 8 N .  Il suffit d ’appliquer 
le lem m e 1 N  fois.

On va prouver l ’assertion suivante : pour to u t x  G fi, pour to u t e >  0, 
il existe 6 <  ro e t une ¿ —suite de boules reliant Xo à. x  avec 6 N  <  D  +  e.

Soit T un arc jo ignant xo h x  (suffisamment régulier) tel que 
longueur (T) <  D  +  e. On note g une param étrisa tion  de T

9 ■ [0,1] fi avec cr(0) =  xn et

gr(l) = x

Soit n  =  inf  ̂d (g ( t ) ,  CO), on a /i >  0. Pour chaque 6 G jû ,  inf

on va construire une ¿ —suite de boules reliant xo à x  de la m anière 
suivante. On constru it par récurrence <*o =  0, ac i , . . .  , ocn =  1 en posant
SI Oij  1

<*j+ 1  = sup { a  E [0,11, |sr(af) -  g(ocj)\ <  6

La suite acj est croissante. On va voir que ce tte  procédure s ’a rrê te  et que 
la suite oij est s tric tem ent croissante. Cela est une conséquence du lemme 
suivant.

10

B(Vi,ZS)
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LEMME 4 .  S i  olì ^  1 alors  |c r ( a ,_ i )  — o ia » )  =  8.

P r e u v e  : O n  a  b ien  sû r  |$r(c*j_i) — 0 (0 ,-)! <  8. D ’a u t r e  p a r t ,  p a r  
c o n s t ru c t io n  d e  ocj, V a  >  ocj |gr(atj_i) — #(o;)| >  S, d o n c  p a r  c o n t in u i té  
d e  g , |f ir(« j_ i)  -  g(<Xj)\ > 8.

Supposons que pour tout j  otj <  1 cela implique que ocj converge donc 
que g(ocj) — g(oij—i ) tend vers 0. Ce qui contredit le lemme.

On va prouver que o) j  =  0 , . . . ,  JV — 1, est une 8—suite de
boules reliant xq à x .

1) \x -  g(ocN—! ) I =  \g(aN) — < 8  < 28  donc

x G B ( g ( a N- i ) , 2 8 )

2) Si y G B(g(<Xi+\), j  =  0 , . . . ,  N  — 2 alors

Iy -  9(<Xj)\ < Iy -  9(<*j+i)l +  \9(<Xj) -  ^ (« i+ i)l <  26

Donc B^g^ocj+i), 8) C B(g(oi j ) i 28),

3) B(g(aj) .38)  C fi car 36 < a.

Il reste donc à majorer 8{N — 1). On remarque que le segment 
I j  =  [y(ckj) ; gr(aJ+1)], j  =  0 , . . .  ,iV — 2 est contenu dans f2. En effet
pour z E I j  et y E Cfi, on a

\ z - y I > \g(otj)  — y\ — \z — g(ocj)\

> f i - 8 > 2 8 > 0

On a donc que, \g{ocj) — <7(a j+ i) | est inférieur à la longueur de T prise 
entre g(ctj) et g(ctj+1). Donc

T .
3 =  0

\9{<*j) - ^ ( « i + i ) !  <  lo n g u eu r  ( f )

<  D +  e

Le lemme 4 implique que 8{N — 1) <  D + e. Ce qui implique le théorème 1.

11
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SUR LES ZEROS DE SOLUTIONS D'INEGALITES DIFFERENTIELLES ELLIPTIQUES.
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Dans ce papier, nous étendons le résultat suivant dû à Caffarelli- 

Friedman (fiQ.

Soit u une fonction définie sur un ouvert de IRm vérifiant :

1 Au| ÿ C(|u| + IVUI)

alors l'ensemble iu = 0 , vu = 0} est de dimension d'Hausdorff au plus m-2.

On obtient ici le même résultat en remplaçant le laplacien par un 

opérateur elliptique d'ordre 2. En corollaire, on obtient, sous les mêmes 

conditions, que {u = 0} est de dimension d'Hausdorff au plus m-1.

L'organisation générale de la preuve est la même que celle de 

Caffarel1i-Friedman. L'essentiel de notre travail consiste à prouver qu'une 

fonction u vérifiant (1) (avec A remplacé par un opérateur elliptique 

d'ordre 2), se décompose en la somme de deux fonctions Pn et rm, où Pn 

est un polynôme homogène de degré n, solution d'un opérateur elliptique 

à coefficients constants, et rn s'annule à un ordre strictement supérieur

903
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904 ROBBIANO

à n. Ce résultat est à rapprocher du travail de Bers [4j qui démontre 

que la solution d'une équation elliptique, soit s'annule à l'ordre infini, 

soit s'écrit comme une somme d'un polynôme de degré n, solution de l'opé­

rateur figé au point, plus un reste du même type que le nôtre.

1. Enoncé dzs Ké&uZtati>.

J.I.- Ré6u¿tatA pfUncJpaux.

Soit A(x,ax) un opérateur elliptique, d'ordre 2, à coefficients

1 ipschitziens d'un ouvert connexe fi de ]Rm (m 5 2) à valeurs dans 1R .

Soit u une application de classe Ĉ +5(fi) (6 > 0) vérifiant

Pour tout compact Kc n, il existe une constante C > 0 

telle que :

2 IA(x,3 )u|. ÿ C( I UI + I Vu| )

On suppose que u n'est pas identiquement nulle et on note :

S = {x c fi, u(x) = 0, Vu(x) = 0)

et, la k-mesure d'Hausdorff.

ThéoAème. 1. -

Pour tout c > 0,
Hm-2+e(S) =

KemaAqueA :

a) S étant un fermé, c est un ensemble mesurable. Les mesures 

d'Hausdorff qui sont extérieurement régulières, sont pour un ensemble mesu­

rable, intérieurement régulières. Le théorème est donc de nature locale.

Il suffit pour cela d'écrire n comme une réunion dénombrable de boules.
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b) Le théorème est équivalent à :

La dimension d'Hausdorff de S est inférieur ou égale à m-2. 

L'exemple suivant montre que la dimension est optimale. En effet,

Drenons 2 2
A = A et u(x) = xi “ x 2  » on a, S = {x̂  = = 0}

c) Dans le cas m = 2, on démontre que S est formé de point

isolé. La généralisation de ceci serait

n k) < + ® , pour tout compact K en.

Nous ne savons pas si ceci est vrai pour m > 2.

d) L'hypothèse (2) permet de traiter des problèmes non linéaires

de tvpe

A(x,a )u = f(x,u,vu)

avec F(x,u,vu)I $ C(IUI + Ivul )

2 3f peut aussi dépendre de vu , vu  etc... du moment que la 

majoration (2) reste vraie (Voir Caffarelli-Friedman [6j pour des exemples).

Du théorème 1, on déduit le corollaire suivant.

C o K o t tc û A z  2 . -

Soit î> = {x g tï, u(x) = 0>.

Alors, pour tout e > 0,

Hm’ 1+c(S) = 0.

Rejncuiquz :
1 ^Ici aussi, dans le cas m = 2, on peut prouver que H (S O K) < ♦  « 

pour tout compact KC il, On ne sait pas généraliser ceci pour m > 2.

Î.Z.- PnoprUété locate, de la. ¿olu tion . 

On suppose de plus que :

H”- 2 (S
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A(x,ax) = a + B(x,ax)

DU B(X,3V) =
m

A
ni p

a a..(x)3 avec a..(0) = 0 et A = £ 3y xi ij x. 3̂ j=1 xj

On note B. = {|x| $ 1}.

Théosièm 3 .-

On suppose que u(0) = 0, vu(0) = 0 et que u n'est pas identi­

quement nulle.

Alors, il existe un entier n * 2 tel que

u = P_ + r_ n n

où PR est un polynôme harmonique homogène de degré n, non identiquement 

nul, et r_ est une fonction vérifiant :

il existe une constante positive C, telle que

Irn(x)I s C|x|n+6/2 sur B1

|vn(x)| S C|x| + sur Br

RejnaAjQueA ;

a) Pour ce théorème, on peut prendre pour B un opérateur è coeffi­

cients a--(x) à valeurs dans C.
si

b) Ce théorème est l'analogue du théorème 1.2. de Caffarelli- 

Friedman [fiQ. Par contre, nous n'avons pas l'analogue du lemme 1.1. (Essen­

tiellement ce lemme est le suivant. Si | a u ( x ) |  î C|x|®, avec 6 non entier 

alors

Pn harmonique de degrés < n et rn du même type que celui du 

théorème 3).

ü = Pn r n avec n - PO ♦ 2,
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Ceci vient du fa it que Pn appartient au noyau de A mais pas 

au noyau de A.

c) Si A ne se décompose pas sous la forme a + B, le théorème 3 

reste vrai avec Pni x) remplacé par Pn(Ax) où A est une application 

linéaire bijective de ]Rm -*■ Rm. En effet, il  su ffit de figer les coefficients 

de A en 0, et on vérifie aisément qu'un opérateur à coefficient constant 

est un laplacien modulo un changement de variables linéaire.

d) En raffinant la preuve du théorème 3, on peut prouver, si les 

coefficients de A sont de classe Ce (e > 0 ) , que u, soit se décompose 

comme dans le théorème, soit s'annule à Tordre infini au sens, u = 0(|x | ) 

pour tout N. Dans ce cas, on n'a pas de résultat d'unicité forte ( il existe 

des contre-exemples voir Plis [9], Alinhac [1]), on ne peut donc pas é l i ­

miner la deuxième éventualité. Ce résultat étend le théorème de Bers [4j à 

des opérateurs avec des termes d'ordre inférieur à coefficients L*.

1. Pfie.uve.-6.

La preuve du théorème 1 repose sur une décomposition de u au voi­

sinage des points de S (voir le théorème 3). On peut la trouver dans 

Caffarelli-Friedman au § 2 et 3 de Qî] (certains détails se trouvent égale­

ment dans p])* Nous nous contenterons de démontrer le théorème 3, qui repose 

sur le lemme suivant.

Lejme. 2.1.-

Sous les hypothèses du théorème 3.

On suppose de plus qu'il existe, un entier k 5 1, une constante

C > 0 et un réel u. fi u > 6
2

tel«; aue

3 |u(x)| i  C|x| sur B.

'A vu(x)| s C |x|k+M"̂  sur Bj
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Alors  i l  e x i s t e  un polynôme harmonique homogène Pk+1 de degré
r

k+1 , une fonc t ion  e t  un rée l  v ,  p > v > t e l s  que

u ■ pk.i * rk*i avec

5 ¡r k+i ( x ) |  « C | x | k+1+V sur  B1

|v r k+i ( x ) |  $ C|x J +v su r  B16 ]

où C e s t  une con s tan te  p o s i t i v e

Preuve du ■théoA.ème 3 :

On démontre l e  théorème 3 pa r  récu rrence  su r  k.

Pour k = 1, l e s  hypothèses du lerrme son t  v é r i f i é e s  avec u = <$.

Il  e x i s t e  donc P? e t  r -  v é r i f i a n t  Q>] e t  [6 ]

Si = 0 a l o r s  on peut  ap p l iq u e r  l e  lemme 2.1 avec k = 2. Par 

récu r re n c e ,  on démontre donc, s o i t  la  conclusion du théorème 3, s o i t  que 

u = 0 ( j x j '  ) pour t o u t  N. On app l ique  a l o r s  un r é s u l t a t  d ' u n i c i t é  f o r t e  

(v o i r  Hôrmander [83 » qui a g é n é r a l i s é  le s  r é s u l t a t s  de Cordes [7 ] ,

Aronszajn [3 ] ,  Alinhac-Baouendi [2 ] ) .  On en d é d u i t  que u h 0 su r  B̂  , ce 

qui c o n t r e d i t  l 'h y p o th è se .

P le u v e  du te r m e  2 . 1 .  :

On reprend i c i  l e s  idées  contenues dans C a f f a re l l i -F r i e d m a n ,  en p a r ­

t i c u l i e r  le  lemme 3.1 de [5] e t  l e  lemme 1.1 de [6] .

On se con ten te  de f a i r e  un c e r t a i n  nombre de r a p p e l s ,  e t  on se p lace  

dans l e  cas m 5 3. Le cas m = 2 se  t r a i t e  de la  même façon,  à la  d i f f é r e n ­

ce p rès  que la  s o lu t io n  é lém en ta i re  du l a p la c i e n  e s t  ^  Log r .

On a :

r k+1

P2
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:7
Ì T T r 7  ’  n ! t  1 7 1 ^  ^ U )

où r (̂x) est un polynôme harmonique homogène de degré n en x, dépendant 

d'une façon régulière de y. La convergence est uniforme sur tout compact 

contenu dans |x| < |y|. Les dérivées de rn(x) vérifient également ces pro­

priétés. On a :

| V ^ ( x ) |  Í  C |x |n- knm- 3-"2k k « 0,1,2ft

où la constante C, ne dépend pas de n

La formule de Green permet d'écrire :

Cmu(x) = - f  u(y) -2- (----- ! _ ) -------1 ---  -2- u(y)dS
m J|y |-1 . |x-y | |x-y i 3v _ ̂

- [ — Au(y)dy
j |y|<i |x-yi 2

= - [ u(y) — (-----?) -----------î-=537 — u(y) dS - [ -----1—» Au(y)d>
|y| = 1 L (x-y | l x-y | 3v J My|<1 | x-y |

+  f  — B u < y > d y  =  J i  "  J 2  *  J 3  J|y|<i Ix-y| 1 2 3

m
7

Uvee C = -■ et — est la dérivée dans la direction
m r(|) 3v

de la normale extérieure.

Il est clair qu'il suffit de prouver le lemme 2.1 pour |x| $ C i 1 

car u e Ĉ +5.

pour IXI < ( y I ,
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3 1Pour traiter J- , il suffit de développer — (------ =rr) et
1 3v | x-y |

-----  ̂- _ 2  en série de polynômes harmoniques et de regrouper les termes d'homo­

généité inférieure ou égale à k+1 et les termes de degré strictement supé­

rieur à k+1. Ce terme a d'ailleurs été traité intégralement dans Caffarell 

Friedman [5] pour m = 3, mais le cas général est similaire.

Traitons le terme :

°2 = i |y |< 1  AU<y>dy * l | y | < l  ^  '  I ,(X) * ' 2 ' X)
j y | > b ( x )

où 8 est une constante fixée 6 e Jl»2[\

ContKôtz de Ij.

Les hypothèses (3), (4) et le fait que |y| * g|x| montrent que

: s : |Au(y)| s C|x| w

et

!y|<i
|y|<6|x|

__ dy s
x-y|s(e+l)|x| Ix-y j

l
m-2 dy s Cl xl

On a donc

111(x ) I  s CIx|  u.

I. est un terme de i\ , et vérifie (5)

CotvOtô le  deA d£ru.véeA de I .

On a :

J2

1

i x - y f 2

1

ix ^ r *
Au(y)dy

|x-y|
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111 
3X • I ~—i Auty)dy + 2 ~  1 — ¡̂rT Au(y)dSv

J |y|i6|xi | x-y | | x | | y | = S | x | |x-y|m-2 y

-  T ' + T "M M *

En traitant le terme 1} , comme le terme Ij * on a

11; i « c | x i k*w

ce qui vérifie (6).

Quant à Iï , sur |y| = 3jx| on a

1x - y| 5 |y| - |x| 5 (6-1)|x|

donc

1 < r 1
"j ,m-2 " "j im-2 
i x-y| |x|

On en déduit que

| I ï |  s C l x l f dS = C | x | k+U.
' '  I x r 2 J |y[=B|x|  y

Ceci vérifie (6).

C o n tftôle de. I~(x).

Quand ¡y| > e(x), on peut appliquer (7), on a alors

I ?(x) = l l " ( x )
c  n= 1

avec

i3(x)
|y|<i
ly I>b Ix|

T-TnWî ^(xlAufyldy
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Pour n s k+1, on ajoute à chaque terme

I" = f ----1-■ 7 r*(x)Audy.

| y | < 6 | x |

On vérifie facilement que le terne ainsi obtenu est un polynôme har­

monique de degré n.
r\* n

Il suffit de prouver que I, vérifie (5).

On a

i t y  i  C | * | n f , , l y | k - 1 * u - n - * 2  dy
J lv <8 X

S C | x | n ! x | k*“ - " * ’

5 C|x|k*1+ÎJ

I7 vérifie donc (5).
31 y
>i

n
x,On traite les dérivées de la même façon en remarquant que

est un polynôme harmonique homogène de degré n-1. Le tettne de bord ne pose 

pas de problème particulier. On majore alors les dérivées par |x|k+y. Il 

suffit de prendre v s u pour aue (6) soit vérifiée.

Si n > k+1, on a :

|I |̂ î Cnm‘3|x|n
y I >ßI X

,k-1+u-n-m+2 dy

: Cnm~3|x|k+y+1(e)k+y~n+1

où C ne dépend pas de n.

Un calcul analogue montre qu'avec une constante C indépendante de

n ,  on a :
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5 Cnm~ * | x | k+u a ' "

ao

J I Î  v é r i f i e  donc (5) .  
n=k+2 c

ContfLÔtz de. J , .

Ml
On a B = J 3„ a . .  3 avec a . . ( 0 )  = 0.  

i , j=1 x i 1J xj

On va t r a i t e r  un terme génér ique 3V a ( x ) 3 v avec a (0) = 0.
X • X •

On a

f, , , 1— W  V a(y)V u(y)dy « - f ^  (-— U ) a ( y ) a  u(y )dy 
J |y|<1 I x-y I y T J |y|<1 i |x -y |  y j

+ l -------a(y)av .u(y)iD.
‘ | y | = t  l * - y I  y J 1

I V I < 1

3
3Yi !------^5r7^a (y )3v u(y)dy

x-yi 2 y,-
y >61 x

i|y|<i
I y I >eIx|

i y ! =i
-------— j  a (y )3v .u(y)a). = • K, ■  K- + K,
Ix-y|  y J 1 1 2  3

où u>. e s t  une (n - l ) - fo rm e  d i f f é r e n t i e l l e  sur  |y|  = 1.

ConXJtôle de .

K, -  f (m-2) a (y )3 v .u(y)dy.
1 > y <e |x |  |x-yI yJ

En a pp l iquan t  (4) e t  en remarquant que | a { y ) | s C | y | ,  on trouve

|K . |  ? C\ x \ k+V
Ix-y|<(e+1) |x i ^ dy s C w k *U“

3I2
ax

3 i
|x-y

m-Z
)a(y)3y u(y)dy

- yi
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Donc vérifie (5).

Contnôte. de.
3K
dA\>

k1

31
dxV

A priori n'a de sens que dans les distributions. Cependant

un calcul élémentaire montre que* pour |x| < ^ et M >> 1, on a :

3X |y I >b | x
g(x,y)a(x)3 u(x)dy 

*i
“>|x-y|

♦
!y|<s|x

g(x,y)(a(y)3 u(y) - a(x)a u(x))dy 
yj J

♦  8 TT f  (m-2) —5---- a(y)3v u(y)dS
W )|yhs|x| Ix-y| y

» ©  ♦  CD + <D

6iu m' xi" y i^ xx."yui 
Où g(x,y) ■  ( - 2 ) ( 7 - ^ 5  - - ■ - ■ ■ ■ ■W  • )

I x—y | I x-y I

(6 .. est le symbole de Kronecker).

Contfwtz de. CD

On a g(x,y) = -
3xi 3Xv |x-y|m' 2

On peut donc développer g(x,y) en polynômes harmoniques, on a :

g(x,y) = l  — -~T-~ r* 9(x) 
n^2 |y |m‘ 2Tn n' 2
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OÙ r£(x) est un polynôme harmonique de degré k. De (8), on déduit que

|îü_2(x)l i C|x|n' 2 n"*1

On a donc

|y |>e |x |  

M>lx-v I

Iv|m“2+n í  C | x | n-2 n1* * ’
2 M > | y  1> e 1x |

1
jy |m-2+n

S C|x|n' 2 nm+1 s"n|x|2"n si n > 2

et s CILog 2M - Log e|x| 1 si n = 2.

On en déduit que :

I (D  I i  C|x|k+V si v < y.

ContAÔte de ( 2 )  .

f 1 fi7 u e C , a c C en C , on a donc

| a ( y ) a  u(y) -  a ( x ) a  u (x ) |  i  C | x - y | ? .  
yi i

D'autre part, on a :

1 a(y)a u(y) - a(x)a u(x)| * C|x| u si |y| < e|x| 
y i *1

Peur  s c J 0 , 1 £ ,  qu 'on  f i x e r a  ¡j lus l o i n ,  on a :

’S-*«-» dy
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|a(y)a u(y) - a(x)3 u(x)| $ C|x|Ik+u|(1-s)+6s 

yî Ai

En reportant dans (2) , on a :

©  I * C|x|
:k+p)d-s)

y <B x

I y-v ÔS

x-y
m dy

? C x
[k+v)(1-s)+6s

Choisissons s de sorte que

[k+u)(1-s) = k + v

avec
u

5
7

On a : s = 1
k V+

k
u

K

<5

2
3n a bien s € 0.1 et u > v >

ConViotz de. m

© s c
y I=61x

M^dy

s C|x|k*u

Ceci vérifie (6)

ContAÔZe. de Kg.

La méthode est identique à celle utilisée pour le contrôle de Ig.

3 1 à 1 
Il suffit de développer ---  (---------) = + ---  (--------- )  en série de po-

sy, l * -y |  3x, |x-y|

lynômes harmoniques.
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ContKôte. de. K̂ .

Le terme se traite comme Jg.

On a prouvé qu'il existait un polynôme P^j de degré k+1, mais 

vu l'hypothèse (3), P̂ +  ̂ est nécessairement homogène de degré k+1.

ANNEXE

Pleuve du con.o£Z<u/ie 2 :

Hm“ +̂e({u=0, vu=0}) = 0 est équivalent du fa it qu'il existe Vn.J
une suite d'ouverts, constitués par la réunion de cubes d'arêtes inférieures 

à n- avec n.- -*■ 0, te lle  queJ vJ

S = {u=0, vu=0}cr 0 Vn.w et Hm-2+£( n Vu.) - o.

'v
Soit SK = (u=0> n K où K est un compact de n. On a

_ 4 , *\,
n~  e(S „ \ Vn-) = 0 car sur le complémentaire de Vn. , S est une variétéi\ J J
Cô de dimension m-1.M

On a o» (S„ \  Vn.) = Sv \  HVn- , donc 
i * J K i J

Hm_Ue(sl, \  nvn .) î  y. rfn’ 1+e(S „ \ Vn.) = 0 
* j J j * J

D'autre part :

Hm' 1+e(Sk, \  OVn.) = Hra~1+e(S1J - Hm' 1 + f(KO Vn.)
j * j J

donc H",' 1+e(SK) = 0.

Il su ffit de prendre une suite K. de compacts te lle  que UK. = nJ J
pour conclure.
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D I M E N S I O N  D E S  Z É R O S  D ’U N E  S O L U T I O N  F A I B L E  

D ’U N  O P É R A T E U R  E L L I P T I Q U E

Par Luc ROBBIANO

Résumé. — Dans cet article, nous démontrons le résultat suivant :
Soit ueHl (£î), u^O vérifiant | A uj^c(|u| + |Vu|) presque partout, où A est un opérateur elliptique d’ordre 2 

à coefficients lipschitziens. Alors l'ensemble sur lequel u s’annule est de mesure nulle. En fait, on démontre un 
résultat plus précis (en termes de dimension de Hausdorff) en définissant un représentant judicieux de u.

Ce résultat repose sur une décomposition de u en une somme d’un polynôme homogène de degré n et d’une 
fonction T qui s'annule (en termes de normes L2) à un ordre plus grand que n. Nous généralisons ici le résultat 
de [13].

Introduction

Soit u e H 1 (£2) où Q est un ouvert connexe de IRm, u =  0, vérifiant :

|A u |^ c ( |u j  +  |V u |)  presque partout où A est un opérateur elliptique d’ordre 2 à 
coefficients lipschitziens. On se pose les problèmes suivants :

1° Si la mesure de Lebesgue de l’ensemble où u s’annule est strictement positive, u 
est-elle identiquement nulle ?

2° Plus généralement que peut-on dire sur les mesures de Hausdorff de {w =  0}, de 
{u =  0, Vu =  0}, si on peut définir ces ensembles.

Si on prend pour A le laplacien et u e C 1+5, 6> 0 , alors Caffarelli et Friedman [5] ont 
démontré que la dimension d’Hausdorff de {u =  0, V «=0} est, au plus, m —2 et on en 
déduit que la dimension de {u =  0} est, au plus, m —1. Pour un A général avec u e C 1 +s, 
on a prouvé dans [13] le même résultat.

Pour u e H ‘ (n) solution de Au =  0, Garofalo et Fang Hua Lin [7] ont prouvé que u 
est un poids de Muckenhoupt (voir [7] pour un énoncé précis) ce qui implique que la 
mesure de Lebesgue de u =  0 est nulle.

Dans cet article, nous définissons

f x lim
1

B. -y <r
u(y)dy

JOURNAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLIQUÉES. -  0021-7824/1988/04 339 19/S 3.90/ 
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et

V /(x) = lim
r -  O

1
B, -y l<

V u O) dy

où | Br | est le volume d’une boule de rayon r.

On démontre que /  (x) est définie partout et est presque partout égale à u (x), que 
V / (x) est presque partout égale à Vu(x) et que si /(x )  = 0 alors V/  (x) est définie. On 
démontre alors que {/=0} est, au plus, de dimension de Hausdorff m — t  et que 
{ / = 0, V / = 0} est, au plus, de dimension m —2. Toutefois, nos techniques ne sont pas 
suffisamment précises pour pouvoir majorer respectivement les m —1 et m — 2 mesures 
de Haussdorff de { /  = 0} et { / = 0, V /= 0}.

Comme dans Caffarelli-Friedman [5], dont nous nous sommes beaucoup inspiré, ces 
résultats reposent sur une décomposition de u en une somme d’un polynôme homogène 
de degré n et d’une fonction s’annulant à un ordre supérieur. L’énoncé précis de ce 
résultat est assez technique. On le trouvera au théorème 1.

Ce type de résultats a déjà été prouvé dans un certain nombre de cas. John [11] a 
regardé le cas des opérateurs à coefficients analytiques. Bers [3] a traité les opérateurs à 
coefficients Cp, p > 0. Caffarelli et Friedman [5] ont traité le cas des inéquations différen­
tielles pour un laplacien, résultat que nous avons généralisé dans [13] aux opérateurs 
elliptiques d’ordre deux. Ces deux derniers résultats sont obtenus pour des fonctions de 
régularités C 1+8 avec 8>0. C’est ce dernier point que nous améliorons ici, puisque nous 
supposons seulement une régularité H1.

L’organisation de la preuve est identique à celle de [13]. Les majorations en norme L2 
sont un peu plus délicate à obtenir.

Récemment, Alessandrini-Vessella [15] ont obtenu un résultat similaire à notre 
théorème 1 pour des solutions d’équations paraboliques.

1. Énoncé des résultats

1.1. T héorème de décomposition. — Soit A ( x ,  dx) un opérateur elliptique d’ordre 2 
coefficients lipschitziens d’un ouvert connexe de Rm (m ^  2). Les coefficients sont réels.

Soit u une fonction appartenant à H£oc(Q) vérifiant

(1) pour tout compact Kcziî, il existe une constante c>0, telle

u | ) presque partout.

On a implicitement suppose que A(x, ôx)u est une fonction mesurable et donc que 
A(x, ôx)u est localement une fonction appartenant à L2. Ces hypothèses permettent 
d’appliquer un résultat de régularité sur u (voir par exemple le théorème 17.2.7, 
Hôrmander [9]) et donc u appartient à H2oc (Q).

t o m e  67 — 1988 — N° 4

IA (x, ax) u | g C ( | « |  + |V
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On suppose que l’ensemble où u^O est de mesure de Lebesgue strictement positive (u 
non trivial).

On note À* la k-mesure de Hausdorff.

Théorème 1. — Soit u vérifiant (1), alors pour tout x e K  et pour tout §<0, il existe un 
entier n^.0, une matrice A, un polynôme harmonique P„ homogène de degré n et une 
fonction T tels que,

u(y) = Pn(A (y-x )) + r„ (y -x )  avec P„#0

 ̂ f I r n(y)|2dyV/2^ C R (m/2)+',+ 1~s
WlvISR )

M 2
v r„ (y ) |2i^  g C R (m/2) + „-8

lyl^R

où C ne dépend que de A, K, n, 8 et de la norme de u dans H2 (K).

Remarques. — 1° Supposons x = 0 et notons A la matrice (ao.(0))lgi A symétrique 
définie, positive. Soit A la matrice vérifiant

(2) A A'A = I

où I est la matrice identité.

A est bien défini modulo une matrice orthogonale c’est-à-dire si À vérifie (2) alors 
Â = OA avec 0*0 = 1.

Si on pose z = Ay  dans les coordonnées z l’opérateur A (j>, dy) est, en O, le laplacien. 
Ceci explique le terme A intervenant dans l’énoncé du théorème et le fait que P„ soit 
harmonique.

2° Comme nous l’avons indiqué dans l’introduction, ce type de résultats a déjà été 
obtenu dans un certain nombre de cas par John [11], Bers [3], Caffarelli-Friedmann [5] 
et Robbiano [13]. La nouveauté est qu’on prouve une sorte de développement de Taylor 
pour une solution « faible ».

3° On peut se demander si la condition ( 1) est la plus faible possible pour démontrer 
un résultat de décomposition. Pour comprendre en quel sens on pourrait améliorer (1),
il faut expliquer le mécanisme de la preuve. Il repose sur deux résultats. Le premier est 
du type suivant, (voir le lemme 3 pour un énoncé précis) si u vérifie (1) et u s’annule à 
l’ordre n alors u se décompose en un polynôme homogène plus une fonction qui s’annule 
à un ordre strictement supérieur à n. Le deuxième est un résultat d’unicité forte qui 
permet d’affirmer que si u s’annule à l’ordre infini alors u est identiquement nulle. Nous 
utilisons dans ce papier, le résultat de Hôrmander [8] qui généralise des résultats antérieurs 
de Muller [12], Cordes [6], Aronszajn [2], Aronszajn-Krzywicki-Szarski [14] et Alinhac- 
Baouendi [1]. Ce résultat n’est cependant pas optimal. Par exemple, pour l’opérateur 
A+V, Jerison et Kenig [10] démontrent l’unicité forte si V eL ^2 (voir pour d’autres 
conditions l’appendice de Stein de [10] et leur bibliographie).
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alors V/ est presque partout égale à Vu. V/ n’est pas définie partout, mais si 
/  (x) = 0, V/(x) existe car dans ce cas le n de P* est supérieur ou égal à 1. On a 
donc, dans ce cas, V/ (x) = 'A *V P^ (0). Nous noterons {xeK, u(x) = 0} l’ensemble 
{xeK,/(x) = 0} de même, nous noterons {xeK, u(x) = 0, Vu(x) = 0} l’ensemble 
{xeK, / (x) = 0, V/(x) = 0}.

T héorème 2. — Pour tout e > 0 ,

Am_1+E(ixeQ, u(x) = 0}) = 0

Am- 2+€({xeQ, u (x) = 0, V u (x) = 0} ) = 0.

Remarques. — 1° En particulier, la mesure de Lebesgue de {xeQ, u(x) = 0} est nulle. 
Cette mesure ne dépend pas du représentant choisi pour u. Pour une fonction u vérifiant

m

l’équation Au = 0 où A = £  ôx ai} (x) ôx., ce résultat est une conséquence du résultat de
«. j

Garofalo-Fang Hua Lin [7].
2° Dans [13], nous avions prouvé le théorème 2 pour des fonctions ueC1+£. Dans 

ce cas (il suffit de supposer que u est un continûment différentiable) les ensembles 
{xeQ, u(x) = 0} et {xeQ, u(x) = 0, Vu(x)=0} sont définis sans ambiguïté et correspon­
dent aux définitions que nous avons données plus haut.

2. Preuve du théorème de décomposition

Comme indiqué à la remarque du théorème 1, nous nous placerons dans ce paragraphe 
dans des coordonnées adaptées, de sorte que x = 0, et

A = À  4

m

X 00 dy =A + B
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Nous nous sommes limités à la condition (1), d’une part, parce que le bon cadre pour 
obtenir l’unicité forte avec des termes dans Lq ne semble pas complètement dégagé, 
d’autre part, la preuve du lemme 3 pose des problèmes sous ces hypothèses.

1.2. D im en sio n  d es zéro s  d e  u. — Avant d’énoncer le second théorème, nous allons 
définir de « bons » représentants pour u et V u. Si on note Cm le volume de la boule 
unité de Rm, le théorème de différentiation de Lebesgue permet de dire que

on note /  (x) cette limite, /  (x) et u(x) sont égales dans L2. D’autre part, on remarque, 
en appliquant le théorème 1 que /  (x) est définie partout car /  (x) = PÎ,x)(0) (le polynôme 
P„ donné par le théorème 1 dépend de x). De même, si on note

u (y) dy converge, presque partout vers u, quand R tend vers 0. Donc si

V/(x)
1

o C _ K | jc-y|<R

V u (j) dy

>/C„R" í x - y  I <R

cy. a{j
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avec atj(0) = 0 et a,j lipschitzienne, pour 1 ^ i, j^ m .

Lemme 3. — Soit ueHLOC(i2) vérifiant (1).

On suppose qu'il existe une constante positive C et une constante a^O  telles que

3 f |t/|2̂ Y /2gCR“
. J| y I <R /

4
J|y|<R /

Alors pour tout ô > 0, il existe C > 0, il existe un polynôme harmonique P et une fonction 
r  6 H2 tels que, u = P +T  avec

5

6)

|r|2̂ Y/2gCR“+2_8
 ̂Jl  v I < R  /

r \ i /2
|vr|2^)  ^Crœ+1-8

J|y|<R /

Remarques. — 1° Si on décompose P en polygones homogènes de degré k, (3) à (6) 
impliquent que a + 1 ^ k  +  (m /2)<a +  2 si on considère les polynômes d’homogénéïté 
supérieure ou égale à oc+ 2 comme une partie de T.

2 ' En particulier, u vérifie toujours

(  f \ u \2 d y ) m  ^ C R ml2

Î |Vu|2^ y /2g C R m/2
y I <R J

3° Le lemme 3 est plus précis que le théorème 1. En effet, vu la remarque 2°, u = P+T  
où T vérifie (5) et (6) avec a = m/2 et P un polynôme d’ordre 1. La fonction f  définie 
plus haut vérifie /  (0)= P(0) et V/(0 ) = V P(0); ce qui montre que V/  est défini partout.

Pour démontrer le théorème 1, il suffit d’appliquer le lemme 3 et, par récurrence, on 
obtient, soit la conclusion du théorème 1, soit que u s’annule à l’ordre infini. On applique 
alors le théorème d’unicité forte (Aronszajn-Krzywicki-Szarski [14] et Hôrmander [8], 
pour éliminer cette éventualité, voir [13] pour un petit peu plus de détail).

Preuve du lemme 3. — La preuve s’inspire de la preuve du lemme 2.1 de [13], ainsi 
que de Caffarelli-Friedman ([4], [5]). Nous renverrons quelquefois à ces différents articles.

Quitte à faire un changement d’échelle, on suppose que la boule de centre 0 et de 
rayon 1 est incluse dans fí.

On se place dans le cas m ^3 (pour m = 2, il faut remplacer la solution élémentaire du 
laDlacien Dar ( 1 /2II) Log r).

JOURNAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLIQUÉES

Vu |2 dy
1/2

^C R “.
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On a (voir Caffarelli-Friedman [5])

'71 1------E  I inT m--2 T n (* ) P °Ur M < l > 4I x y  | 2 „=1 \ y\n+m 2

où r^(x) est un polynôme harmonique homogène de degré n en x, dépendant d’une 
façon régulière de y. La convergence est uniforme sur tout compact contenu dans
I x I < I v I. Les dérivées vérifient également ces Droüriétés. et. on a.

8 V *r;j(x )|^C |x |""knm" 3 + 2*, k =  0,1,2

où la constante C ne dépend pas de n.

Pour Xe[l/2, 1] et u suffisamment régulière, la formule de Green permet d’écrire

Cmu ( x ) = - f  \ t (~\----- l~ T ^ ) u(y)~  1-----j - “ 0 ) l dSJ|yl=xLövV \ x - y \ m~2J \ x - y \m- 2 dv J y

- j  l x _ l lm- 2 Au^ dy
•'i y i <*■ ix y  I

où Sy est la mesure sur | y  | = X.

On intègre de chaque côté par rapport à Xe(1/2, 1] et on remplace À par A —B, on 
obtient :

~ cra u (x) = — f I~fÎi— j~u(y')~\dy
2 J i / 2 < | y | < 1  L^vV |x - .y |m 2/  \ x - y \ m 2 dv J

“ f i f  i— iLr ^ Au^ dy)dX
J  1/2 V J |  y | <X \ x - y \ ~  '

f  f  f  f I- l-r^*u(y)dy)dX= +
J l / 2  \  J|  y  |<X X~ y  I /

Avec Cm = 2 (m — 2) (n)m/2/r (m/2) et d/'dv est la dérivée dans la direction de la normale 
extérieur de la sphère | y  | = X.

Cette dernière expression est parfaitement définie pour ue H2. Il suffit d’appliquer le 
lemme de Schur.

. emme de Schur. — Soit f ( x ) =  K (x ,  y)g{y)dy.

Si

sup j |K(x, et sup | K. (x, _y) | dx iS N
x J y J
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alors

Ce lemme sera constamment appliqué pour démontrer les estimations (5) et (6).

Contrôle de Jx. — On prend R<1/10 de sorte que pour |j>|<[1/2, l]|x|<|j>|. On 
développe l / |x— y\"~2 et <3/c!v(l/1 x —y  |m~2) en polynômes harmoniques. On obtient des 
expressions du type

Í  f |v|.L-2rS<X)l,(>)^
*= 1 J X/ 2 < I y I < 1 \y\

Chaque terme est un polynôme harmonique et v est soit u, soit du/dv. Il suffit de voir 
que pour n + (m/2)^a + 2, le reste de la série vérifie (5) et (6). Faisons, par exemple, la 
preuve avec v =  du/dv. [Dans l’autre cas (x) est homogène de degré n — 1.] On a

f  | x | 2 " 2  2n+2mdx f | i ; ( y ) | 2 d y ^ C — ------- 2 2 B + m | | v | g a .
JI x  i <  r  J 2 n  + m

La somme pour n +  (mf2)^oc+2 est majorée par

C R 2 (<* +  2 ) |  I r  I | 2 2 ----------1

M i - r2l2

Ce qui vérifie (5) car R< 1/10. La majoration (6) s’obtient de manière identique. 

Contrôle de J,. — On écrit

+  P  f 1 (  í  i------ l- i- ^ A . u ( y ) d y ) d X d ^  =  l i (x) +  l 2 (x).
J2 J1/2VJ i , i < x  \ x - y \ m- 2 )

I v I > B I je I

On verra plus tard l’intérêt de l’intégration par rapport à (3. 

Contrôle de l v — On a

JOURNAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLIQUÉES.

1 1 / 1 I I 1 á  ^ M Ñ 11 g  I |L ï .

JI X | < R (í t / 2  <  I y I <  1

1
j y  jn +  m — 2

r vn(x)v(y)dy
2

dx

J2 = f L(I \y\<*
I y I< ß  I X I

1
\ x - y \ m~2

A u(y)dy dXd$

l i t o t e í I y I < i
i y I < 3 l * |

1
\ x - y \ m- 2

A u (y) j dy.
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Donc

í  | l i ( x ) | 2¿ * á  (  K(x, y )v (y )dy \  dx
J I x I < R J V J J

avec

K ( x ,  > 0 - l | * | < R l | y | < 3 R | x _ ^ jm - 2 et o (y )= l | , |< 3 R|Att(y)|.

On vérifie que sup j*| K (x, 7 ) | dy  ̂  CR 2  et que sup j*| K (x, y) | dx  ̂  CR2.

On obtient en appliquant le lemme de Schur, ( 1 ), (3), (4) que

j ¡Ij (x)|2 dx^C R 2 a + 4  ce qui donne (5).
J| je | < R

Contrôle de ôl.jdx^ — On a

^ i  = Î T  f
Ó X ¡  J 2 J 1/ 2  J \ y I \ x

( m - 2 ) / ‘- \ A u(y)dydXdß  
\ x - y \ m

+ T  f 1 ß-TT f 1-----K ^ A u W d S y d X d ^ l ' y + r ; ,
J 2 J 1 / 2  \x\ J i,i= ß i* i \ x - y \ m

Y{ n’a pas de sens écrit ainsi mais un calcul élémentaire montre que (pour x < R < l /1 0 )

■ ' ( * ) ■  T-7 J ("‘ f M . 2Au(y)dydX.
| * r  J v i J j i . i. i . i o  «1 | * - ^ r

Le terme se traite avec le lemme de Schur comme le terme I, et on a

f | r 1 (x)|2 dx^C R 2a + 2.
J| x t < R

Ce aui donne Í6). Et on a

j* |r i (x ) |2d x ^ C K(x,  y )v (y )dy^ dx

avec

| ^ j  - _ ^ | m - 2  l U I < R  ’ 2 | x | < | f | < 3 U | et y(»  = |A uO )| l |y |<3R.

En appliquant le lemme de Schur, le fait que |x |~ |_ y |~ |x — j | ,  et les hypothèses (1),
(3), (4). on prouve que 17(x) vérifie (6 ).
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Contrôle de I2. — Quand | y | > P x > 2 x ,  on peut appliquer (7), on a

•JU

I,(x)= £  15 (x)
n =  1

avec

n u l | y l < *
| y | > P | x |

r yAx

y
n + m — 2

A u (y) ay ak dp.

Pour n + (m/2) < oc + 2, on ajoute à chaque terme I" le terme

T"2 r : I
Le terme ainsi obtenu est un polynôme harmonique. Il suffit de voir que T" (x ) vérifie

(5) et (6 ).
Soit e  > 0, on a

i  | Ï S ( x ) |2 î î x ^ C R 2 "
J |  x  | < R

^CR2"

SC R—  j- f JAuÇOJ2_ d
! , , - . 2 n  +  m - 4  + £

* =  O J 3 R/2 < | y | §  3 R/2* | y  \

00

+  4  ^  (2 rt +  m — 4  +  c -  2 at^

k = O

^CR2a+4.

En utilisant les hypothèses (1), (3) et (4), on peut choisir e pour que 
n + (m/2)<a + 2 =► 2 n + m— 4 + e — 2a<0.

On a donc prouvé (5).
On a

s l ' iM  f 3 f f e r ’j x y g x , , , w  
- T — =  | i v i . , - - 2  A “ <>) ‘‘ydXd»

u X i  j 2 * / i / 2 j | y i < p i x i  \ y \

Le premier terme se traite comme î n2 (x) [mise à part que dVyn (x)/5x, est homogène de 
degré n—1]. La norme L2 au carré, du deuxième terme, sur |x|<R est majorée par
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y I <  P I je I

rs(x)
|̂ |n + m-2A u(y)dy ¿ß.

í je I < R « y I < 3 I je I

IA M (y) I
\y\n + m-2

2

dx

i JC I <R«y  | < 3 R

1

b |m_e
dy)(í y I < 3 R

|AuO) | 2

I y  12 n  + m  — 4 + e
dy dx

+ J
1

1/2 IxPÍ | x | < | y ) < 3  I Je I

n w
j y  |n + m — 3

A u(y)dy dX.
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C |Y K (x, y) v (y) dy
2

dx où

K  ( X ,  y )  ^2  | j c | < | y | < 3  | j c |  l | x | < R

f |l"2(x)|2dx^CM2(m- 3) i |x|2n[  (* dx
J | x ! < R  J I  x I < R \ J 2 | x | < | y | < l  LV /

sc«**-**f » V)+(j iâ0L-Jyy
J|jc|<R V J 2 | jc|<|y|<l l^l / \J2|x|<|y|<l 1^1 /

En utilisant (1), (3), (4), on prouve que

f —¡Ati ^ l L —dy
I , ,  12 n +  m — 4- +  8 *

' 2 | x | < | y | < t  \ y \

< y  f ____lAu0;)i2____dy
—  V 1 . , ,  1 I Y | \ 2  n +  m —4  +  8 *

k = 0 J 2 | x | < | y | 2 £ 2  | x |  \ X \ )

c  0 0  1<  1 y 12 «-2 w-m + 4-& y  ________ _________

== n k 0 2^ ̂  w + 2 a — 4 + 8) '

La série converge et est majorée indépendamment de n car n +  (m/2)^ a+ 2. On prouve 
donc que

(• M2 ( m - 3 )

|l-(x)|2dxgC— —-R2«+4-‘.
J| je | < R 2

Ce qui donne (5) après sommation par rapport à n. La majoration de 5I5(x)/dx 
s’obtient comme celle de dî" (x)/dx.

m

Contrôle de J3. — On a B= £  ^¡ao ^  avec ao(0) = 0 et donc |ay(x)|^C|x|
i. i=i

On va traiter un terme générique âx.a(x)ôx. avec a(0)=0 et

|a(x)|^C|x|.9

tome 67 -  1988 -  nj 4

1

M - 1

o O) 1I y  I < 3  R IA  u (y) |.

Au(y)
n + m — 2

dv

Le lemme de Schur, les hypothèses (1), (3), (4) permettent de démontrer (6). 

Pour n +  (m/2 )^ a + 2, on a, en appliquant (8)
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On a, en faisant une intégration par partie

L (L ~ \ï^ d’M ‘uMiyv
= - f  I Í T - ( - l ----- ' - ^ ) “ <y)Sy1“ (j')àydXd^

J 2 J i / j J  i , i < x  S y , \ \ * - y \ "  2J
\ y \ <f i \ x \

+ f i ~ ‘ l. - 2 flW ^ , “ W » i = - K 1- K i  + K,
J  1/ 2 < | y | < 1 | X —  y \

où wi est une m-forme différentielle. Elle ne dépend pas de x. 

Contrôle de Kt. — On a

J L (  1 xt - y ¡
d y \  \ x - y \ m~2)  |jc— |m

ce qui est une fonction intégrable

La majoration (5) s’obtient, en utilisant (9), comme celle sur I*.

Contrôle de c K 1/ôxv. — Ce terme n’est défini que dans les distributions, mais on 
montre, en reprenant la formule de [13] que pour | x | < 1/5, M »  1, on a presque partout

3K f 3 f 1 f
— -  =  g (x, y) a (x)dXj u (x) dy dX d$
<JXV J 2 J l / 2  J | y | > p | x |

M> | x - y  |

n
1 f

g (x, y) [a ( y ) - a  (x)] ôy. u (y) dy dX dp

1/2 J | y | < B | * l

+ f f f  g(x, y)a(x)[dyju ( y ) - d Xju(x)]dyd\d$
J 2 J 1/2 J | y | < p | je |

+  f  | / | ( m - 2 ) ^ '  * ¡>ma (y )d ,¡u<y)dydk
J 2 | * |  J 2 | x | < | y | < 3 | x |  \X—y I

— L x +  L 2 +  L 3 4- L 4 ,

où

g (*, .y) = (m -  2) ( * !!_  -
\ I* y \m \ x - y  m /

ô, est le symbole de Krônecker: on remarque que
J M>  | x - y  | > c

g ( x , y ) dy  = 0.
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-m í | y | < *

d

dy t

1

\ x ~ y \ m 2
a (y) dyju ( y ) d y d X d $

"*(*, - y  i) (xv- y vy
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Contrôle de L.. — On a vu dans [131 qu’on contrôle
1 y | > ß l * |

M > | * - y |

gix, y)ay  par Log x

donc, pour tout 5>0, on a presque partout

I Lt |^C8|r I 8+1 |axju(x)|

ceci implique (6).

Contrôle de L2. — On remarque que g(x, y) (a (x) — a (y)) est une fonction intégrable 
par rapport à x (ou v), car |a(x) — a ( y ) |^ C |x —>>|. On peut donc appliquer le lemme 
de Schur et ce terme se traite comme I1. La majoration (6) en découle.

Contrôle de L3. — On a

I a (x) I ̂  CI x I CR

g(x,  y) g
c

x - y m

On note dx u (x) = v (x).

On a, presque partout, pour | x | R

| l 3| ^ c r
I y I <  3|  x

| « ( y ) - p ( x ) l

I x  — v |m

L’idée pour contrôler L3 est d’utiliser d’une part (4) et, d’autre part, la propriété 
suivante

si DeHs pour 0 < s<  1.

Soit p et q tels que ( l/p) +  ( l/q) — 1, p >  1 sera choisi plus loin. 
On a

11
I y I < 3 | x I

u ( x ) - t ’Cv)

x - y \ m
dy

J f  |oCx>-pO)| j V ' Y  r  I-(JC)-P(y)| Y '8 
a J | , K 3 | , |  ' )  V J| y ! <3| J( I | x - . v | — * )

où e sera fixé plus loin.

t o m e  6 7  — 1988  — N“ 4
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x _ y \ m  +  c Q
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On a

i: f 1p(*)-pQ0| , J  lt;(x)-t;(x) | 2 V/2
JI y I <  3| je I \ x - y \ m + "  - \ \ X- y \ ^ 2 , q + , )

En utilisant (10), (11), (12) et en supposant que 2eq  +  e<2,  on a, en appliquant 
l’inégalité d’Holder

Pour cette dernière inégalité, on a appliqué le lemme de Schur et l’estimation (4). On 
pose p=l/(l — r)) 1 > t)>0. Pour avoir (6 ), il suffit de prendre r| = 8/4a (pour a = 0, on 
prend r| = 1/2) et e = inf(ô/4oc, 5/4), on a alors

2 eq + e< 2 et ria + ecô .

Contrôle de L4. — On a

avec :

K (x ,  j O = l | x | < R  1 2 | » | < | , | < 3 | x | e t  ^  00  =  W Cy) 1 i y I < 3 R.

En appliquant le lemme de Schur, et l’estimation (4), on obtient la majoration (6 ).

Contrôle de K2. — La méthode est identique à celle utilisée pour le contrôle de I2. Il 
suffit de remarquer que

ô.Vi(|x->’|m 2)  dXf(  Ix y\m 2)

et de développer ce dernier terme en série de polynômes harmoniques.
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X (ty I < ß I * I

1

| * ~ y \ m E
dy

1/2

(Í ¡v(x)-v(y)l2

J x — y |m + 2 E*+£
dy

1/2

í X l < R
( J\  Ji y l S 3 | * |

|u(x)-u(y)l
j X—y  |m

dy
2

dy
2

dx

(IX I < R(í\  J| y | < 3 | x |

| p (x)—p(y)|
x - y r £p

dy
2

dx
i i p

g e
X | < R (i y I < 3 |  je I I X —y  |m—£ p

dy
2

+ (f\  Jl x i < R
(J\  J| y | < 3  | x |

\v(y)\
\ x — y \ m~Ep

dy
2

dx
1 / 2 H 2  ¡p

<  a/P)“  2 e

í x  | < R

I L4 |2 í / x ^ C í(fK(x, y)v  (y) dy i2dx

1
be— y |m_ 1

O Í  1 \  Ô (  1
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Contrôle de K3. — Ce terme se traite comme J x. 

Ce qui achève la preuve du lemme 3.

3. Preuve du théorème sur la dimension de Hausdorff

Nous utiliserons un certain nombre de notions se trouvant dans Caffarelli- 
Friedman ([4], [5]). Pour la clarté de la preuve, nous les rappelerons ici.

Soit P„ un polynôme harmonique homogène de degré n, dépendant de m variables. En 
un point x0, on définit des polynômes Q*., homogènes de degré k, par le développement 
de Tavlor de P_ au point xn, de sorte que

n

P»(*)= L  Q* (*-*<>)• 
k = 0

On définit

“»(pm)= inf rnax || Q* ||L2 (Bl)
| jc0 I = 1 OiHSii-1

où Bi est la boule de centre 0 et de rayon 1.

On démontre (voir la preuve du lemme 5.1 [5]) que si am(P„) = 0 alors dans un système 
de coordonnées, obtenu par une rotation, P„ ne dépend au plus que de m — 1 variables.

On peut alors définir am_ t (P„) dans ces nouvelles coordonnées. Et, par récurrence, on 
définit ctj ( Pn) pour m = j = 3- Dans le cas, où un des a j est non nul, on peut définir des 

pour n<j, voir Caffarelli-Friedman [5], remarque 2.1, mais nous ne les utiliserons pas
ici.

Notons Ax° le changement de variables qui permet de transformer l’opérateur
m m
£  a ¡j (x0) ôi dj en A= ^  dj. En tout point x0, le théorème 1 permet d’écrire

i.j= i j= i

u (x) = P̂ o ( A*o (x -  x0)) + r„ (x -  x0) 

avec T. vérifiant les estimations

13; f | r „ o ) |2d > y  ^ c R ,m/2)+n+1_8
JlyiSR /

14) i  \V r n(y)\2dyX'2 ^CRiml2)+n~6. 
JlvISR J

On définit les ensembles suivants

TOME 67 -  1988 — n 4
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pour n^ 2, k^.3, j^\

n, j .  k — x e K/u O) = P* (A* (y — .x)) +  r„ (y — x) avec vérifiant ( 13) et ( 14),

M pí) = 0 P°ur V> k  et <*k(PÎ)î
1

j
?

An.j, 2= -I x e K/u (y) = P* (A* (y—.x)) + r„ (y — x) avec T„ vérifiant (13) et(14),

«n(Pî) = 0 pour n^3 et || P^||L2 (Bl)= T j î

pour j > 1

i=   ̂ xeK/uO’) = Pî (A*(y — x)) + r x (y—x) avecrx vérifiant (13), (14)

et II P 1 ||l2 (Px) ^

Il est clair que

oo ao m

{xeK/u(x)=0}  =  U U U An yJk
n = 1 j = l  k = 1

et

{ xeK/u(x) = 0, Vu(x) = 0} = U U U A„ = k.
oo oo m

n = 2 j =  1 * = 2

(Les An j  k non définis sont vides.
Nous allons étudier la géométrie des A„ • k dans les trois cas suivants
l n=  1
2° k ^  3, n^2;

3° k =  2, n^2.

Nous noterons d(x, ÍI) la distance de x à n  ou n  est un espace affine.

V‘ M = 1.

L e m m e  4 .  — Il existe e > 0 ,  pour tout j , il existe des constantes C et C' tels que, pour 
tout XqGAj j il existe un espace affine n j(0 de dimension m — 1 tel que

15) c|.x-.x0 | ' * -s à ( . ï ,  n , 0)
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pour x eA j j , et [x — x01 ^  C'.

Preuve. — On peut supposer que xo = 0, Ax° = Id et que P„(x) = a x 1, où 
x = (xl5 . . . , x j .  On a j oc | ^ c j j  et u (x) = P„ (x) + r„ (x) avec vérifiant (13) et (14).

Soit x e A l j%1 et X> 1 qui sera fixé plus loin.
On a «(7) = ?! (y — x) + r t (^ — x) en appliquant le théorème 1.
On en déduit que

Í \u (y ) \d y ^ (  f \u(y)\2dy) |x |Xm/2
•M x-y I £ I X! |X \ J| x-y | g | x |X /

g c | x |x+xm.

D’autre part

(17) f \u(y)\dy^  f | a y x\d y -  f \T i (y)\dy.
Jlx-y| £ |X! \X J|x-y| £ | xj \k J|y|S2|x|

Si j xt I 1 et I x —y  I ^  I jci jx alors | y x \ > | | /2 donc

j oc j . 1̂ ! I d x ^ C a |x !  jXm+1.
x-y I S I xi |X

En posant X = 1 + (5/(1 + m)) où 5=1 —ô, et en appliquant (13), (16), (17), on déduit
aue

C |x |(1+m)X̂  IotI . |x 1|Xm+1,

c’est-à-dire avec e = Ô/m2 + 2m + Sm + l, C |x |1+£è ( l/ /)1/Xm + 1 |* i |- 
Ce qui prouve (15) avec n  = {x x = 0}.
2° fc^3, «2:2.

Lemme 5. — Soit n^2, il existe e>0, pour tout 1 et k~^3, il existe des constantes C 
et C' tels que pour tout x0eA„ } k, il existe un espace affine n xo de dimension m — k tel 
que :

c | x - x 0 |1+Ê <i(x, n xo)is:

pour x e A„ ■ k et x — x0 ^  C'.

Preuve. — On peut supposer que xo = 0, A*° = Id et que PB(v) = P„(v1, . . . ,>>k) en 
faisant une rotation. On pose

/  = Cvi,.. .,>>*)

y =(yk+i> • • • > y m)
p= x' avec x' = (x., . . . ,x k)

R = I x I

roME 67 — 1988 — 4
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On suppose p #0  (sinon le lemme est trivialement vérifié).

Le développement de Taylor de P„ au point x s’écrit

n

p. 00 = P. 00= E Q„ ( / - * ') •
n = 0

Posons y ' = y '/p et x' =  x'/p.

Le développement de Taylor de Pn(y') au point x' s’écrit :

n

p„<?)= Z
M = 0

On en déduit que QM = pn-,10 ti- La définition de am_k montre qu’il existe |a0,
0 ̂  (j.0 ̂  n — 1 tel que

Il 0„o  IL 2 (Bi) =  a m - * ( P n ) =  J ■

Soit X>  1, qui sera fixé plus loin, on a, en notant

< v w - { c

111*«||l 2 (Cp>- <jc»  —  11 X  Q h ( “ ) ! I l 2 (c pm o »
t*= 0

^C m ax ||Q M(u)||L2 (CpM0)).
t»

Cette inégalité vient du fait que les Q„ sont harmoniques et que

Z  Qn =  Z  I | Q J I l 2 <b)
n =  0  L 2 (B) J1 =  0

où B est une boule entrée en 0 (voir Caffarelli-Friedman [4]).
On a donc

Il Pfi ||l 2 <cp* (x)) =  p ” **° Il Q u o  | |l 2 (Cp^ (0))

pJ-Mn
p>- m/2

j

D’où

/  f Q \  Il P  II 2 >  !  n l + X « m / 2 )  + n - 1)
Il r n | | L 2 (Cp> - U ) ) =  T P

J

JOURNAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLIQUÉES.

0 , ( / -X ') .

y " ) s t tm I y  * ^SPV(-
l \ y " - x " \ S p xi



356 L. ROBBIANO

Ceci est obtenu, d’une part, par homogénéité de et, d’autre part, en remarquant 
que c’est pour = n — 1 que l’expression de droite est la plus petite.

D’autre part

w (y) = P„ (A* (y -  *)) + î \  (y ~ *)

où r,, vérifie (13).
On a :

Il P" ||l2 (Cpx (jc») á  II “ ||l2 (Cr*- (x)) + Il ||L2 (Bcr (0))

gCRXn+(Xm/2) + CR"+(m/2)+5 avec S = l-ô .

Donc

(20) ||PJl!((VM)SCR"*‘“'2>*î.

En posant X = 1 + S/(n + (m/2)).
De (19) et (20), on déduit (18).
3° R =2, n^2.

Lemme 6. — Pour tout n^.2, il existe e>0 et des constantes C, C' tels que pour tout 
x0 e A„ j 2, il existe un espace affine rixo de dimension m — 2 tel que

(21) C \x - x 0\i+c^ d ( x ,n xQ)

pour x e A„ j 2 et | x — x01 ^  C'.

Preuve. — On suppose comme pour les lemmes précédents que xo = 0, A*° = Id et on 
suppose que P„ (y) ne dépend que de (yu y 2) ; après une rotation, on peut donc écrire en 
coordonnées polaires (S, 0) :

P„ (y) = oc S" cos n 0.

On a |VP„0’)| ^ C | a | S"_ 1 avec |a | ^C/j car || P„ ||L2(Bt)̂  1//.
Posons p = v/x f+ xf et R = |x | .
Soit À. > 1, on a

(22) Il V P„ j|LÎ <Cp, S 1.

D’autre part

|| V P„ ||L2 (CpX (X)) ̂  Il IIl2 (Bcr* <*)) + Il ^ r* ||l 2 (BcrJ. (0))

(23) ||V P j|L2(CpMx))gCR,Xm/2) + M" - 1) + CR<",/2)+n“ 1+*, avec 8 = l-Ô .

En posant X= 1 +(Z/(m/2) + n— 1), on déduit de (22) et (23) la formule (21).
Pour finir la preuve, on applique le résultat de Caffarelli-Friedman.
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Lemme (Caffarelli-Friedman [5], lemme 3.3). — Soit e, /0, c0 des réels positifs et soit T 
un ensemble borné vérifiant la condition suivante :
(24) Pour tout cube K d'arête l ( l^ l0), Fensemble T H K  est contenu dans un 20/I+e 
voisinage et un espace affine de dimension R.

Alors pour tout ô > 0, A*+5 (T) = 0.
Par c0/1+e voisinage, on entend l’ensemble des points x dont la distance à l’espace 

affine est inférieur à c0ll+t. Il est clair que les lemmes 4, 5, 6 impliquent la condition
(24) pour chaque A „ , k et on en déduit que la dimension de Hausdorff de An jk  est au 
plus m — k. Le théorème 2 est donc une conséquence de ce lemme.
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R é s u m é . — Soit u une fonction de H1 (Q ) (Î2 <z R * )  non constante, solution de 
\Lu \  ̂C|Vu| presque partout sur K(Pcfl) où L est un opérateur elliptique et C une 
constante positive. Le résultat principal de cet article est le suivant : l’ensemble {V«=0} est 
de dimension de Hausdorff au plus égale à N — 2 et de capacité newtonnienne nulle.

A b s t r a c t . — Take U e H 1 (Q)(i2 <= R w) be a solution of \LU\ < C|VC/| a.e. (here, L is 
an elliptic operator). Our main results states that the Hausdorff dimension of the set 
{V U— 0} is at most N — 2 and it is a polar set.

Soit Q un ouvert de IR* (N ^ 2). Considérons un opérateur elliptique

L-TLt.« i. j « N
d

ÔXj
au

d
dxt
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330 L. ROBBIANO ET J. SALAZAR

On suppose que les ai} sont des fonctions lipschitziennes et la matrice 
au (x) est, en tout jceQ, une matrice symétrique définie positive.

Soit V  un ouvert relativement compact de Q et soit u e  H 1 (fï) non 
constante. Supposons qu’il existe une constante C >  0 telle que 
\L u  \ <  C | V m| presque partout sur V. Il est implicite dans cette hypothèse 
que L u  est mesurable, ceci implique que u est en fait une fonction de 
H 2 (V) (voir Hörmander [7], théorème 17.2.7).

D ’après [9], on peut donner un sens ponctuel à u (jc) et V m (x) sur V. 
Rappelons le résultat :

Pour tout ô >  0, pour tout x e V , il existe un réel ax, une matrice 
symétrique Ax, un polynôme harmonique homogène Px #  0 de degré 
n (n ^  1), et une fonction Fxs H x tels que :

(i) u{y) =  ax +  Px { \ x{ y - x ) ) + T x{ y - x )

(1) (U) f  f  | r 1(j>)|2^ y % C r w:!»*"+1- 5
\  J lyI < r /

(iii) (  f  |V r xOO|2rfyV/2 <  Crw2)+" -8
\  J|y| < r /

où C  ne dépend que de L , K, n, S et de la norme de u dans H 2(V).

Nous avons, bien sûr, u (x) =  ax et V u (x ) =  Ax Vy Px (0) presque partout 
sur V (théorème de différentiation de Lebesgue).

Le résultat principal de cet article est le théorème suivant.

Théorème. —  L ’ensemble {x e V ;  Vm =0} est une réunion dènombrable 
d ’ensembles de mesure de Hausdorff (N  — 2)-dimensionnel finie. Sa dimension 
de Hausdorff est donc inférieur ou égale à N —2 et de capacité newtonienne 
nulle.

Remarques. — (a) Du résultat de [9], on déduit simplement que 
{« =  c, V « = 0 )  est de dimension de Hausdorff au plus égale à N — 2 quelque 
soit c g R . Intuitivement, V« =  0 contient plus d’équations que nécessaire. 
Les points génériques sont isolés. En effet, c’est aux points où u est très 
dégénérée que l’ensemble {Vw =  0} est gros. Mais en ces points, u est 
comparable à un polynôme harmonique dépendant de deux variables. Ce 
sont les propriétés de ces polynômes qui expliquent le résultat.

(b) La conclusion (ii) du théorème est très importante pour des problè­
mes liés à la théorie du potentiel. Dans [10], on utilise ce résultat pour
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étendre les propriétés des lignes de Green (courbes intégrales du champ 
Grad Gx où Gx est la fonction de Green de pôle .x) (voir [2]) au cadre des 
opérateurs elliptiques sous forme divergence.

(c) Les techniques utilisées ici s’appliquent aux solutions de 
\L u \  C(|m | +  |Vm|) traitées dans [9] ce qui nous donne les mêmes rensei­
gnements supplémentaires concernant la mesure de Hausdorff et la capa­
cité.

Pour les lecteurs qui ne sont pas familiarisé avec les notions de mesures 
de H ausdorff et de capacité nous renvoyons à [1], [5] et [6].

Preuve.

Notations. — Soit P un polynôm e harmonique homogène de degré n 
défini sur On pose n  (P) =  {x e  IR*; x . V P  (y) =  0 pour tout y  e  Rw}.

I l (P) est clairement un sous-espace vectoriel de R*. N otons 
i (P) =  dim n  (P). P  ne dépend que de N — i(P )  variables indépendantes. P  
est en fait un polynôm e sur II (P )L.

On note :

a (J * )- in f |x , . 1>3C. n(„ jY  f  |x .V P ( y ) |2 ^ )  .
\  J|y | < 1 /

Remarques. — (a) a  (P) =  0 o  i (P) =  N  o  n =  0.

D onc, com m e nous ne considérons que des polynômes harmoniques de 
degré supérieur ou égale à un, vu la décomposition (1) de m, on aura 
a ( P ) > 0 .

(b) i(P ) =  N -  1 ^ > n =  1.

En effet, si i(P )= s N — 1, P  ne dépend que d ’une variable, comme P  est 
harmonique n =  1.

Lemme 1. —  Soit P  un polynôme harmonique homogène de degré n ^  2. 
Alors,

f  \ ( y - x ) . V  P (y ) \2 dy  ^  ( n - l )2 p2 rJV + 2 u (a (P ))2
J|y-jc| < r

où p =  d ist(x , n  (/>)).

Démonstration. — Posons Q x (>>) =  x . V P  {>>}.
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Q x est un polynôme harmonique homogène de degré n — 1. Soit 
Q 2 (y) =  P (x  +  y) — <2i (y). En développant P ( x + y )  par la formule de Tay- 
lor, on remarque que Q2 est la somme de polynômes harmoniques homogè­
nes de degré différent de « - 1 .  Donc Q x et Q 2 sont orthogonaux dans 
L 2 (Br) où Br=  {.xgRN; | x  | <  r}.

D ’autre part, par l’homogénéité de Q x,

(y — x ) .V  P (y) =  ( n - l ) Q ( y - x )  +  ( y - x ) .V Q 2 ( y - x ) .

De plus, par le même argument que ci-dessus, Q x (y), y-'V Q ziÿ )  sont 
orthogonaux dans L 2 (Br). Donc

f  l O - ^ . V P O O p d v X n - l )2 | |e .O O fd y
J| y-x  | < r J| y | < r

=  ( n - l ) 2 r"+2<--l> f  \Q x(y)\2dy
J|y| < 1

=  (n—l)2 rÎŸ+2(B_1) p2 i  —  . V P ( y ) 2dy
J|y| < 1 P

où on a posé x  =  x' +  x " avec jc' g II (P ) et x" g n  (P)x et p =  | x" |.

La dernière intégrale est supérieure ou égale à (a (P))2, ce qui achève la 
preuve du lemme 1.

En s’inspirant des idées de Caffarelli et Friedman ([3], [4]) et de 
([8] et [9]). Posons

¿n. i. j =  j *  e  V; degré de Px =  n; i (I lx) =  i; a (Px) Js j  j  

où n* =  Il (Px) il est clair que

{x e V ; Vu (x) =  0} =  U„ s* 2 UfL~02 U , > i A„t u y

Lemme 2. —  Pour n, i, j  fixés , il existe des constantes positives e(e(/i)) 
et C X(C X (n, /, j)) telles que pour tout x 0 e A n i j, il existe un espace affine 
U xo de dimension i tels que pour tout x e  An , Jy

Q l  ^ - -^ o r +E^dist(-Y, n xo).
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Démonstration. — On pose -x0 = 0. On va appliquer la formule (1) de 
décomposition de u en 0 et en x. Avec des notations évidentes,

«00 = W(0) + P(Av) + r(y) 
u (y) = u (*) + P (A (y -  x)) + r (y- x).

Donc

A (y-x) .  V P ( \y )  = nP(K(y — x)) + (y-.x) Vy f  (y -  x) — (y -x)  VyT(y).

Soit X > 1 (qu’on fixera plus bas). On prend la norme L2 sur | y — x | < px 
avec p = dist(;c, IT0).

On utilise le lemme 1 pour minorer à gauche par 
( « - l ) ( l / / ) p 1+1<<w/2>+"“ 1).

A droite, on pose | x | = r, (p <  r) et on majore,

H \P(A(y-x))\2dy]112 < CrXMW/2)+"), 
y - x  | < px J

[" Î \ (y-x) .Vyr ( y - x ) \ 2.dy]U2 < CrX(W2)+"+1- 8>
L J| y - x  | < px J 

I" i  | o - j r ) . v , r o ) | 2l ' ,i

«r1!" f |V,rO')|2</>'lI/2 
L J| y | < 2r J

car X > 1 => [y; \y — ;t| < px} c: [y; | y | < 2 r}. Donc,

p l  +\ ({N/2)  + n -  1) ^  ^ • ^ r X((Af/2) + *«) _j_ f X'HNI2)  + n - 6 y

posons

X -1 + -----— ----  et ----------------- L z i-----------------
(N/2) + n -  1 ((N/2) + n -  \)({N/2) + n + 1 -  8)

ceci donne

p < Cxrl +*.
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Démonstration du théorème.  — Fixons A„ t j  avec n ^ 2, j  >  1 et 
i = N — 2. Si i < N— 2, la mesure de Hausdorff (N— 2)-dimensionnel est 
nulle et, par conséquent, la capacité est nulle. Néanmoins, on peut faire 
le raisonnement qui suit avec O ^ i ^ N —2 et trouver que An 0 i est 
composé de points isolés; ce qui est le cas de la dimension 2. Supposons 
donc N ^ 3. Nous allons compter le nombre de boules de rayon r néces­
saire pour recouvrir A„ , j. Pour cela, nous allons décomposer cet ensemble 
en un nombre fini de sous-ensembles regroupés suivant la direction des 
2-plans associés. Plus précisément :

Considérons l’ensemble & de tous les sous-espaces vectoriels de 
dimension 2 de 1RN.

Pour et cp2e ^ , on pose :

dist (<Pi, <P2) = Il P91 “  P*2 II = sup, x, _ t | P9l (x) -  Pn  (x) |

où P9 est la projection orthogonale sur <p. C’est une distance sur & adaptée 
à la topologie naturelle (de grassmaniennes). & est un espace compact.

Soit {£?*}*=!.... j un recouvrement fini de & par des boules de rayon 0
(à fixer plus bas) et de centre cpt, . . ., <py.

Posons

Ak={xeA„titj; Tlie&k}.

Nous allons montrer que Ak est de mesure de Hausdorff (N— 2)-dimen- 
sionnelle finie.

Soit B la boule unité de soit r > 0, notons

Br = (<P* H r B) x (<p£ CirB)

où r B= {rx; x e 5}.

Lemme 3. — Supposons que 0 < 1/3 et fixons r0 > 0 assez petit (nous 
préciserons sa taille plus bas).

Alors. quel que soit xe Ak, quel que soit re]0, r0[,
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où &rQ est une translatée de Bro contenant x et B>r — x + Br. Le schéma est le 
suivant.

(ph Ily

I___ I

----------------------------------------------- 1-------- !----------------- ---------------

<pk

Démonstration. — Soit y  e Ak\B^. et y e Br + <pk posons y — x + y x + y2 où 
y t e cpk et y2e cp£ donc, \yx\ > r  et \y2 | < r.

D’après le lemme 2,

Ct \ y - x \ l+*> dist (y, Ux) = | Pnà (x-y)  \

> ICvi  + y2) I - 1 Pnà O'i +^2)- P9k Oi +y2) I .

^ b i |-d is t (n ^ , <pk) x I A:— |

^ Q - 0) | * - . H  car \ x - y \ < 2\yx\.

Donc \ x - y \ z > ((1  - 2  0)/2c1).
Il suffit de prendre r0 < (1/2) ((1 - 2  0)/2 Q )176.

L e m m e  4. — Il existe une constante C > 0 <71/2 , pour tout r > 0, le
nombre de boules de rayon r nécessaire pour recouvrir Ak soit inférieur à 
C r - (* - 2 >

Démonstration. — Recouvrons Ak par un nombre fini de boules de 
rayon r0 (lemme 3).

Notons B0 une telle boule, on peut supposer que 0 est le centre de B0. 
Recouvrons <pk H B0 Par Cr~iN~2) boules de rayon r. Soit B une telle 
boule. D’après le lemme 3, si (Æ + <pk) n ^ n 5 0 n’est pas vide, cet ensem­
ble est contenu dans x + B2 r.

BU LLETIN  DES SC IENCES M A T H É M A T IQ U E S

telle
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Quitte à grossir la constante C, le nombre de boules de rayon r nécessaire 
pour recouvrir A k est inférieur à Cr~{N~2). 

Le théorème est une conséquence du lemme 4. La capacité est nulle 
d’après le théorème 1, paragraphe IV de C a r l e s o n  [5].
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IN T R O D U C T IO N

Ce travail a pour but l’étude systématique de la régularité des solutions 

d’équations elliptiques où interviennent des problèmes liés aux exposants critiques 

de Sobolev.

Ces problèmes se recontrent, par exemple, dans les trois équations suivantes :

(1) Métriques conformes.

Au =  R u n~2, n > 3, u G i i 1(R n) .

(2) Problème d’école, voir [1] pour un problème voisin.

Au =  |V u|1+2/n, n > 3, u G H 1(R n) .

(3) Surface à courbure moyenne constante.

Au =  2H dxu A dyu

où u : R 2 —► R 3 et u € H X(K 2).

Ces trois problèmes sont critiques car le gain de régularité des solutions ne 

s’obtient pas en appliquant seulement l’injection de Sobolev et la régularité des 

solutions des problèmes elliptiques.

Le premier théorème étudie la régularité des solutions u de

n
Au — V\ti 4- V^Vu +  i'idx .(V£u)

1=1

où A un opérateur elliptique d ’ordre 2.

Ce théorème permet de traiter les exemples (1) et (2) ((1) est bien connu voii- 

Trudinger [12] et Brezis-Kato [5]).

L’exemple (3). dont la régularité des solutions est par ailleurs connue (Wente 

[13)) ne rentre pas dans le cadre du premier théorème. Néanmoins, la méthode de 

démonstration s’adapte à ce cas, ce qui fait l’objet du deuxième théorème.
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1 - R ésu ltats.

Soit A  un opérateur d’ordre deux mis sous forme divergence

A  =  ^   ̂ di(aijdj)

où aij G C*(Î2), 0 <  s <  1, iî est un ouvert de R n. CS(Q) est l’espace de Holder 

i.e. u G C*(i2) si u 6 L°° et

|u(x) -  u(y)| ^  ^

" " ¥  -"¿'1* ' -  c

pour x, y G Î2. On suppose A  elliptique près d’un point Xq G Î2,

(i.e. ^  ^  0 pour tout £ G RV{0}) .

Pour 1 < p < +oo, s G R , on note

H a'p =  {u G S '(R n) / ( l  -  A )s/2u G L p} .

On dit que u G H*,p s’il existe une fonction \  G Cq°, X =  1 près de x0 telle que 

Xu G H 9'?.

Soit u G H l ’0p, 1 < p < +oo vérifiant

n n

(4) Au = V,u + VÎdi“ +  Y ,  *'ia iCv» “ ) +  /  •
1 = 1  1 = 1

Avec V, € L " i \  V ‘, Vj 6

Ui € Lip  e. (i/,-, Vi/j G I/°°) ,

et /  G H ?~l,p avec < s.* * 0

(5) On suppose que p < n.

De plus,

(6) si Vj jiO  ou VJ 0 alors < 1 —

(7) si Vj ± 0 alors

a) Enoncé du théorèm e 1.

1 -fer 
n <i-

U i(xo)a i j
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T h éo rèm e  1. Soit u une solution du problème 4) vérifiant les conditions 5), 

6) et 7) alors

si V} =  0, u e  Hl+’ -r 

si v; ï  0, «  6  H \ï

avec f  =  è: — fr*r p n

Remarques :

1) Les hypothèses très faibles faites sur les fonctions Vf permettent d’appliquer 

ce théorème à des situations non linéaires avec exposant critique de Sobolev. Par 

exemple :

ue Hl ,  (ff1
n

Au =  |V u |1+» = ^ 2 V id iU  
t=l

avec Vi =  |V u |« - l 5jU. On a bien Vi € L”Q.

2) C’est une généralisation d’un théorème de Brezis et Kato [5]. Ces auteurs 

se place dans le même cadre que nous mais avec V£ =  VJ =  0.

3) Notre méthode de démonstration repose sur le calcul pseudo-différentiel 

ou plutôt le calcul paradifférentiel puisque les coefficients de A  sont peu réguliers. 

La difficulté essentielle provient de la présence de certains opérateurs à coefficient 

dans Lp pour lesquels nous n’avons aucun calcul symbolique ; ce qui, en partie, 

explique l’absence d’une version microlocale du théorème 1. Cependant, on peut 

inverser (localement) ces opérateurs, puis étudier l’action, sur les espaces H s,p, des 

inverses.

4) Beaucoup de travaux ont été fait sur la régularité (voir par exemple 

Trudiiïger [12]) ou sur l’existence (Brezis-Nirenberg [7]) des solutions d’équations 

du type Au =  u n- J . Mais peu de choses semblent connues pour des équations 

contenant des termes non linéaires d ’ordre un avec exposant critique de Sobolev. 

Ce qui a motivé notre étude est le problème de Plateau qui consiste à résoudre 

l’équation Au =  2Hu'x A u'y où u : Q —» R 3, iî C R 2, avec des conditions au bord 

de iî, (voir Brezis et Coron [6] et leur bibliographie sur le problème de l’existence). 

Si u 6 H 1 avec les conditions au bord C°° (voir Wente [13], s’appuyant sur un 

résultat de Morrey [11]) alors u € C°°.

H1-a),
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Le théorème 1 ne s’applique pas à cette équation car l’hypothèse p  <  n 

n’est pas vérifiée (ici p  =  n =  2). Plias précisément, la difficulté est la suivante, 

u’x A u'y G L 1 donc Au G L 1.

De cela on ne peut pas déduire que

u G H 21 =  {u G 5 '(R n), d“ u G L \  |a | <  2} .

Cependant, la technique développée pour démontrer le théorème 1 s’adapte à ce 

cas. Ce qui fait l’objet du théorème 2.

b ) E noncé d u  th é o rè m e  2.

Soit u 6  a l „ M)

xi : fî —* R 3, ü  C R 2 .

On appelle (x ,y) les variables de R 2. Soit A  un opérateur matricielle d ’ordre 

2 elliptique près de (xo,yo) où chaque élément de la matrice s’écrit sous formes 

divergence avec des coefficients C a (0 <  s <  1).

La fonction u vérifie 

(8) Au =  if (x , y)[dxu A dyV  — dyu A d xV ] +  /

où V  €  V : fi —► R 3, /  6 a  <  s, et H e  Lip.

T h éo rèm e  2. Soit u G H(Xo,yo) vérifiant l ’équation (8) alors u G •̂ (1̂ <ryo)> 

pour <r' <  <7.

R e m a rq u es  :

1) Bien entendu, l’énoncé de ce théorème est moins satisfaisant que celui du 

théorème 1. Mais comme il traite un problème géométrique im portant il nous a 

semblé intéressant. Il est probable que pour des problèmes voisin le théorème 1 ne 

s’applique pas mais que la technique de démonstration s’adapte.

2) Les résultats de régularité connus sur le problème de Plateau sont de nature 

différente. En effet, dans Wente [13], ce sont les points critiques d’une certaine 

fonctionnelle prise sur un certain espace, qui sont C°° jusqu’au bord si les données 

sont C°° (et analytiques si les données sont analytiques).

Le théorème 2 est un résultat local, seules les propriétés locales de A, de u, 

de V y et de / ,  interviennent. Ce qui est la situation habituelle pour un problème 

elliptique.

TT<T — 1
" ( * o , » o ) ’( r o . J f o ) ’

H
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2 - R ésultats préliminaires.

a) Rappels sur les opérateurs paradifférentiels.

Nous allons rappeler quelques résultats classiques.

•  Soit Jfc > 1 et soit (t/>, <p) un couple de fonctions de Co°(Rw) tel que supp 0 C 

{r} G R n|M < 1} et xff(rj) =  1 quand M < jç et supp y» C {tj G R n| £ < M < 2K}.

(K, tpy<p) est une décoposition dyadique de l’unité si : 

pour tout tj G R n, ip(r¡) + £>>0 <p(2~jT?) =

• Une classe de symbole

Pour a G R+ et m G R, on notera par ££* l’ensemble des fonctions a : 

Rn x Rn —* C vérifiant pour tout a G Nn

(9) x *-*■ dfja(x,rj) est une fonction de Ca(Rn) ;

(10) Il existe une constante positive Ca telle que

l|a?a(-,,)||c. < C„(l + .

peut être muni d’une structure d’espace de Prechet. A cette classe de symbole, 
on peut associer des opérateurs de Cq° dans T? de la manière suivante.

• Opérateurs para-différentiels et pseudo-différentiels.

Une décomposition dyadique étant choisie. Soit a G EJ* pour u G Co°(Rn), 
on note par Ta l’opérateur défini par :

(11) r . « ( x ) = V ( 2 i r r /  ci"‘A k- Nt, ( x , n)ûk(ridn,
K  * , R n

OÙ A k-N„(x, 7î ) =  ^ ' 1(ÿ (2 -* +N« - 1) ^ a(-,r,))(x)

et A:o étant choisi assez grand pour que le spectre de x •—► /  e'z,t Aic-N0(x, v)ùk{r))dr) 

soit dans une couronne de type {rj G Rw| — \v\ < 2*+IÀ’}.

Les opérateme Ta jouissent des propriétés suivantes :

(12) T* est un opérateur borné de H*tP(R n) avec s G R, 1 < p < +oo dans 

H 9~m,pÇRn') avec une norme d’opérateur majorée par une semi-norme de a.

M r ~ w  •

2 ~ k K

E m
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(13) Ta dépend du choix de N q et de la décomposition dyadique, cepen­

dant une modification du choix de No ou de la décomposition pour Ta, modifie 

cet opérateur par l’addition d’un opérateur <r-régularisant, c’est-à-dire borné de 

H 3,p(R ” ) dans i f a~m+<r-e'p, pour tout e >  0, et dont la norme d’opérateur est 

majorée par une semi-norme de a. Désormais, nous appellerons opérateur para- 

différentiel, tout opérateur qui ne diffère de Ta que d’un opérateur cr-régularisant.

Les opérateurs paradifférentiels ont été introduit par Bony [3], les propriétés 

ci-dessus découlent des travaux de Meyer [10], Metivier [9], et Benmohamed [2].

On pourra consulter Bourdaud [4] et Hôrmander [8] pour une étude détaillée 

de ces classes.

Si a G E™, on note par a(x ,D ) l’opérateur pseudo-différentiel défini par 

a(ar, D)u(x) =  (2ir)~n J  etx1,a(x,rj)û(Tj)dij pour u G C£°(Rn) .

La différence entre a(x, D) et Ta est, dans certains cas, régularisante voir [2].

P roposition  3. Soit a G E™ ei s G R  tels que a  +  5 — m >  0 . a(x ,D ) — Ta 

est un opérateur borné de H 9,p(R ”) dans H s ,p(R n) avec 1 < p <  +oo et s1 <  

min(<7, a  -f s — m).

Ce qui, dans ces cas, permet de remplacer a(x ,D ) par Ta +  R.

En vue d’inverser les opérateurs elliptiques, nous aurons besoin d’un calcul 

symbolique sur la classe E™.

P roposition  4. Soit a G ££* et b G E^**. Il existe C  G E£‘+m tel que

c - « # 6 €  f )  E,m+m'“ r+' ( o ù o # t =  Y ,  afoDîtyor!)
0<ed<<T —[<t] | Qr | <[<t]

et Ta o Tft =  Tc modulo un opérateur cr-régularisant. On a note par [a] la partie 

entière de cr.

Remarquons que si 0 < a < 1, [Ta,7fc] =  Ta o Tf, — T(, o Ta est un opérateur 

d ’ordre m +  m ' et de régularité o-, mais de symbole nul et, par conséquent, il est 

<7 -régularisant.
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P ro p o s itio n . Soit a(x,£) =  £ | 0|=2 **«(*)£“ avec a € E2, on suppose que 

a (0, i )  0 pour tout f  ^  0. Il existe alors une fonction x  G Co°(Rn) égale à 1 au 

voisinage de zéro et un symbole b G E~2 tels que

Tf, o Ta =  x modulo un opérateur a  — régularisant

En tan t qu’opérateur, \  définie par x '• u *~+ X * u(*) =  x (x )u(x)’

b) Réduction du problème.

Les hypothèses sont locales, pour se placer dans des espaces globaux il suffit 

de tronquer u avec une fonction x € Cq° x  valant 1 près de xo, et de multiplier 

l’équation (4) par une autre fonction Cq° a support C {x =  1} valant 1 près de 

xo- La forme de l’équation (4) est alors conservée, avec des hypothèses globales 

sur les V,  u et / .

Nous allons montrer qu’on peut remplacer l’opérateur

A — 5Z di(aij(x)di)

par un paradifférentiel de symbole

=  ^ 2  aiÀx )Z*tj •

En effet, atJ G E® d’après la proposition 3, — Taij est borné de H ° ,p dans H a ,p 

pour a ' <  min(.s, a +  s).

Pour u € H i,p, d ju  G H 0,p =  L p donc aijd ju  — TaijdjU G H a,p pour a  < s. 

Donc diCijdjU —diTaijdjU G H ° ~ l,p. Le calcul symbolique (proposition 4) permet 

d ’écrire diTaiid }u =  Taii^^t u modulo un terme dans H ° ~ x'p. Donc

T .  d ,(a t j (x)dju) =  Tau +  f  .

ou /  G avec a  < s et a(x ,£) comme annoncé ci-dessous. Pour finir,

nous remplaçons les Vi, i =  1,2,3 par Vi -f Vi où Vj G L n!2 avec ||Vi ||£,«/» < £• 

V-2 , V3 € L n avec ||Vi||z," < e, t =  2 ,3 et Vi G Cq°.

€ sera choisi au paragraphe 3. On vérifie facilement que les termes provenant 

de Vi peuvent être incorporés au reste / .

H * - ' *

a(x ,0  =
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3 - Preuves des théorèmes de régularités.

a) Preuve du théorème 1.

Après les réductions du paragraphe 2b), la solution u du problème vérifie 

l’équation suivante
n n

(14) T„ti = Vi« + J 2  vï 9'“ +  S  + f
t =  1 1 =  1

OÙ
u e h 1-'

Vi € L " * 2  avec ||Vi||£,»/j < e

V i, V3‘ e  L" a vec  H V / l l i -  < £ , 7 = 1 , 2  '

Vi G L ip

f  E s >  a  >  0

Appelons Z \ , Z<i et Z 3 , les opérateurs suivants :

Z \u  =  V\u
n

Z 2 U =  V^diu 
* = 1

n

Z 3 U =  ^ 2  » ¿ m u )  
i—\

(15) On a
Zj  : H 1,p —► L q > =  1 , 2  

Z 3 : H 1’* - ►  H ~ l 'p

avec ^ =  £ -f £•, et des normes opérateurs majorées sur une constante fois e.

En effet : u € H 1 ,p C L qt avec ^ si £ <

Donc
I I Z i - I U .  =  l | v , u | | t .  <  I I V . I U . n I H U . ,

< Ce||u||//t.r .

( » <  J ï t  +  i < 1)
n n

IIz H I l .  <  £  | | v ï d iU |U .  <  £  l l v - f i M M t »
Î=1 i=l

< Ce\\u\\H\,P

v,(d(VJu)

o e s *
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( i + i <  1)

l|Z»«lln-*.- < C ¿ 8 ¡(V ítt) ll» -» .»
i=l

< c ¿  im '« » «
*=1

< c ¿ | | v? i m m u .,
i=l

<  C e||u ||Ät.,

( * < * ) •

Soit 6 G tel que TbTa =  x(x) +  R  où R  : H 6,t —*■ H fi+<r,t (<r <  5) pour 

tout Æ G R, 1 <  i  <  +00 et x  € Co°(Rn).

On applique Tb à (14), on a :

(17) x u =  îfcZju +  TbZïU +  TbZ 3u +  h

o h h  =  Tbf  - R u e  H 1*"* car /G .

D’après (12), (15) et (16) ThZjU G H 2*  «-+ H 1**» j  =  1,2 et Tt Z3u € f l1*  . 

De plus,

l|rfcZ||H».»-*H».F < Ce .

On note Z =  Zi +  Z2 +  Z3. L’idée est la suivante ; on a un opérateur x — 3fcZ qui 

envoit H x,p dans H x,p avec TbZ  de norme petite. On va l’inverser avec une série 

de Neumann, x étant presque l’identité.

D’une façon précise, on pose :

Xtt =  v G H x,p

(17) devient

(18) v — TbZv =  T&Z( 1 — \ ) u +  ^

avec h G H x* °,p. 

il s’ensuit que

OO OO
o =  X )(Ï» Z )‘ (1 -  x)u +  ^ ( T kZ)‘ h .

*=1 fc=0
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Si e est pris suffisamment petit pour que

\\T(,Z\\hi . ,—w p  <  2  '

Commençons par démontrer que le deuxième terme de v vérifie les affirmations du 

théorème. On remarque que TbZ j  opère de H 1+<T,P dans H 1+<T,P avec une norme 

petite si j  =  1 ou 2 et que TbZ% opère de H 1,r dans H 1,r avec une norme petite. 

En effet, si g est dans H 1+a,p

(19) \\TbZ ï g \\HÎ+. .P <  C\\TbZ xg\\H^

< c\\vig\\L.
<  Ce\\g\\Lo

avec — =  -  +  — — et — =  -  —u p 1 n v  p  n

(20) \\TbZ2g\\H1+<'-p 5: C\\TbZ 2 g\\H*-»

<cJ2 \\vïdig\\L*
1=1

< C e||V ^||L.

< Ce||5i||//i+*

avec 1 = 1 - 2 . .
r  p  n

n

(21) ||7 iZ 3 j | |„ .+. < CJ2 1 1 ^ 9 ) 1 1 » - .-
1 = 1

< ^ ¿ 11̂ 9111.'
1 =  1

< Ce\g^L*

< Ce||ÿ||//i+»

0 ç H i+a'p c  H l 'r .

I l  reste à  t r a i t e r  l e  p r e m i e r  t e r m e .  O n  v a  u t i l i s e r  l e  f a i t  q u e  l e  s u p p o r t  d e

1 — \  e s t  l o i n  d e  j -o .

Soit y? Ç C0~ (R "  ), avec support y? compact dans un ouvert contenu dans 

{\ =  1} • De sorte que <p( 1 — x ) =  0-

< Celali

<  Ce\\g\I//1+-.P
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(22) y?T* =  Tb<p -f- R , 

avec R  : H 6,t —» 2ffi+2+*’* pour Î G R e t l < t < o o .

(23) <P%2 — Z2Ÿ  +  V2 1 

avec V2 G L n

(24) ipZz =  Zz<p +  V3 avec V3 G L n .

■  (22) résulte  de la  proposition 4.

Il

(23) <pZ2w — Z2<p‘w =  ~  ^  1 ^2t,(di<p)XÜ •
*=1

n
(24) (pZ3w  — Z$<pw =  — y ]  t/,V^(d,<^)ui.

«=i

Avec le R  du  (22) du  lem m e 5 e t une fonction V  G L n , on a  :

k
(25) <p(TbZ ) k =  <TkZ ) k<p + Y ^ T hZ ) h~ H \ R Z  +  ThV )(T hZ y  .

7—0

O n a  déjà  vérifié voir (17) que

\\ThZg\\Hx.p < Ce\\g\\m ., ,

I|26Z</||Hi+,.p <  Ce||5||//i+<r.p si Vy =  0

\\TkZg\\m * < C e\\g \iH^  *  V? *  0 ,

il suffit d ’appliquer les m ajorations suivantes dans (19) e t (20),

IIî/Hl- <  C ||ÿ |||f l .r

ct lly11//»•'■ <  C\\g\\Hl+*-r •

On choisit e >  0 tel que tous les C e  <  S (on  peu t prendre  S =  j ) .

L em m e 5.
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Si V ï = 0 , o n a  (¿- = 1 =  1+JL)

\\(TtZ)k->-'(RZ + TtVXTtZYg 11«,+..,

< «*-'-> [\\RZ(TbZÿg\\Hi+.., + W(nV)(ThZ)’g\\H^ .„ ]

< Ci*-'*-1 \§RZ(TtZ)‘g\\m +.., + ||(T,V)(T,Z)>S||H.+..,]

<  [\\Z(T,,ZŸg\\L< +  ||V(r»Z)>s |U»]

< [||(3*Z)J'ÿ||w.., + \\(T,,Zyg\\H,.,] (voir (15)

s a * - 1« « . .

La constante C ne dépend pas de k. Si V3 /  0, on a de même

|| (TtZ)k- ’- \ R Z  + T„V)(ThZyg\\H,.,

< 6k- ’- 1 [\\RZ(Ttz y g\\H>+.„ +  ||T,V(T,V)(T,zy9||

< C6k- ’- '  [||KZ3( r t Z)>g||„ .+..,

+ lIT.VÎTiZyjll,,,., + ||fl(Zj + Z,)(T»Z)j||«.+..,]

< C6k~i~l [||Z3(T»Z)>j||h -.., + \\V{ThZ)>g\\L, + ||(Zj + Z2)(TbZ)’ \\L<]

< C il --’' -1||(îiZ V 9||„ ,.,

Or C ne dépend pas de k.

En définitive, (18) et (25) donnent

f > ( T 4Z)‘+ ,(l -  X)u = j r  £ (T » Z )‘ ->[JIZ + T»V](ïiZ)'(l -  X)u
k=0 k=0 j=0

et la norme H i,9,p (où H l,r si V3 ^  0) de cette expression est majorée par

OO

t ' £ * i ‘ ||.<||„.., < C | M | „ . . , . 
k=0

b) Preuve du théorèm e 2.

Après les réductions du paragraphe 2.b), la solution u du problème vérifie 

l'équation suivante :

(20) Tau =  2H(x)(dzu A dyV  -  dyu A dxV ) +  /  -

CSk- j ~ x

C6k~j ~l

\H\+<r,p

H ‘.pN I
jt-i< C6

i

p
JL
n ■
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avec f  G H 9 1 1 >  «r >  0, H  € L ip  .

On note :

(27) Zdg =  dx(g A dyd) — dy(g A dxd) .

où d  G H 1 d  : R 2  -» R 3

g G H a g : R 2  —► R 3  a  >  0 .

On remarque que

(28) Zdg =  dxg A dyd  — A dxd .

si a <  1.

On note

V  =  V  +  P ou V  G H 1, \\V\\HX <  e

e à fixer et /? G Lip.

(26) devient (en remplaçant la notation V  par V) :

(29) Tau =  H ( x ) Z v u +  f  ,

ou /  =  /-+- d xu A dy{3 — dyu A dz/? G / f " - 1 .

R e m a rq u e  : Il est très im portant pour la preuve du théorème que le second 

membre soit de la forme Z y u  de telle façon que Z y  s’écrive, soit sous la forme 

(27), soit sous la la forme (28). Ce qu’on va voir dans la preuve du lemme suivant.

L em m e 6 . (30) Si 0  <  a  < 1  Z v  ' H a -> H ~ l 'q avec 7 = 1 - 7 - 

(31) Si 1  < a  < 2 , Z v  : H a L r avec 1 =  1 - ^ .

Dans les deux cas, la norme opérateur de Z v  est majorée par Ce.

■  (30) Prenons la définition (27) de Z v , dxV  et dyV  G L2 et

donc g A dXiV  G L q (xi =  x, x 2 =  y) ; ce qui implique que Z v g  G H ~ l,q et 

\\Zvg\\H-'-i <  Ce\\g\\H~ -

> og e H a «-► Lv
l i a
v 2 2
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(31) Prenons la définition (28) de Zy. On a : 

dXiV e L 2

dXig G Ha~l < > Lv avec ~ -  a ^  

donc dXig A dXjV G Lr et \\Zvg\\L' < Ce\\g\\H<- .

Ce qui achève la preuve du lemme.

Soit b G S j 2 *lue = X + R •

On a noté x pour x * Id, et R  est un opérateur : H 6,t —* H ô+<T>t pour S G R  

et 1 < t < 0 0 .

On applique Tb à (29), on obtient :

Xu = TbH Z v u + h ,o n h  = Tbf  - R u e  H 1+*, car f e  H <r" 1.

On va simplement donner les grandes lignes de la preuve.

Pour a  < 1,

TbH Z v : H a — H hq H Q 

avec D TbHZv  ]| H a — H a  < Ce .

D’autre part :

TbH Z v : H 1+* H 2'r ^  H 1+a ( -  = 1 -  J )
r  2

Pour suivre la preuve du théorème 1, il suffit de contrôler <pTb — Tbip et ipZv — Zv<p • 
ip est la même fonction Cg° que celle intervenant au théorème 1. ■

Lemme 7. (33) ?Tb -  Tb<p = R x ou R x : H 6'* -» H 6*1'1 pour 6 G R

1 < t < + 0 0  .

(34) <pZv — Zv'P — Ri où R : Ha —► Lq, 0 < or < 1, ^ = 1 — y .

■  (33) provient du calcul symbolique (proposition 4).

(34) On a :

dxAvo) A dZ) V = ^dXig A dXj V -  dXi<p{g A dXj V') .

Doue, la formule (2S) donne que

(<pZv ~ Zvv)g = drvig  A dyV) -  dy<p(g A 0XV ) 

= R2g ■

1_
u

TbTatel
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g 6 H a c- ► L*', ~ =  j  — y  • Donc g A dx.V € I/®. Ce qui achève la preuve du 

lemme.

Pour finir la preuve comme celle du théorème 1, on obtient une formule simi­

laire à (25), avec un terme

(T tH Z vŸ -’- 'iR iZ v  +  TbR2](ThH Z v)j .

Vérifions rapidement que cet opérateur envoie H a dans H a+tr.

H a HZr  ̂  H a ijq 

Lq Tk* H 2'q C H l+a T̂kHZv^ 1 1 jy1-*-“

avec ^ =  1 — y ; et

j ja  (TiHZvV jja  Zv f f —l,q

j j —i.ï Rl) jyi+«r>? (- H a+a 

H c+* m H Z vg-*-' ^ tt+4r

Il suffit de poser a  =  1 +  crt — a pour démontrer le théorème 2. ■

Bien entendu, le calcul précis des normes opérateurs permet de faire le même 

raisonnement que pour le théorème 1. Ceci est laissé au lecteur.
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