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ABSTRACT

The aim of this work is to present a new spectral method without spurious
modes for the Stokes system in any space dimension. This method use only
the pressure and the velocity values at the nodes of a Gauss-Lobatto grid
as variables.






Table des matiéres

Mise en oeuvre d’un solveur pour le probléme de Helmholtz
1.1 Imtroduction. . . . . .. . . . . . i i i i i ittt

1.2 Analyse du probléme de Helmholtz . . . . . .. ... ... ........
1.2.1 Probléme continu et formulation variationnelle . ... ... ...
1.3 Approximation par méthode spectrale de Galerkin . ... ... ... ..
1.4 Approximation spectrale de collocation . .. ...............
1.5 Résolution numérique du problérmte de Helmholtz . . .. . . .. T,
1.5.1 Cas mono-dimensionnel . .. ....................
1.5.2 Cas bidimensionnel . ... ... .. ... ... ... ... ..
1.6 Valeurs propres de 'opérateur dérivée seconde . . . . . . . ... ... ..
1.7 Conclusion . . . . . . . . i i ittt it i e e e e e

Résolution numérique (Py, Py) du probléme de Stokes
2.1 Introduction. .. .. .. .. ... it ittt

2.2 Probléemecontinu ... ... ... ... .. i e
2.3 Problemediscret . . .. .. ... ... ... e
2.4 Algorithmederésolution . . . . . ... ... ... .............
2.4.1 Conditions de compatibilité . . .. ... ..............
2.4.2 Propriétés de 'opérateur A* . ... ... ... ... . ...
2.5 Résultatsnumériques. . . . . . . . .. . 0 ittt e e
2.5.1 Convergence et approximation . ..................
2.5.2 Mesure du nombre de conditionnement de A* . .. .......
2.6 Conclusion . . .. ... . ..t it ittt e e

Approximation (Py,Py) du proBléme de Stokes en 2.5-D
31 Introduction. . . . . .. . . .. .. i ittt it

3.2 Problémecontinu. .. ... .. ... ... e
3.2.1 Décomposition dusystéme . . ... ... ... ... .00,
3.22 Problémediscret . . .. ... ... ... e
3.2.3 Quel opérateur A% surlapression .................

3.3 Influence des premiers modes de Fourier sur le processus itératif. . . . .

3.4 Propriétés des A2, pour différentes valeursdem . ............

35 Conclusion ............. e e e e e e e e e e



4 Introduction & la méthode (Py,Py_;) 43

41 Introduction. . . . . .. . . . i i i i it it ittt e 43
42 Probléemecontinu . . . .. ... .. ¢ ittt e 44
4.2.1 Décomposition dusystéme . . ... ... .. ... .. 44
4.2.2 Formulation variationelle du probléme . . .. ... ... ... .. 45
4.3 Problemediscret . ............ e e e e e e e e e e e e e 46
4.3.1 Formulation variationelle du probléme approché .. ... .. .. 46
4.3.2 Analyse du probléme variationnel . . . . . .. ... 00 0L 48
44 Systémealgébrique . . . . . . .. L e e e e e 49
4.5 Opérateursdiscrétisés . . .. ... . .. ...t 49
451 Fonctionstests ... ... ... ... ... o oo 49
4.5.2 Quel opérateur de divergence sur la vitesse? .. ......... 52
4.5.3 Quel opérateur de gradient sur la pression ? . .......... 53
454 Quel opérateur A surlapression? ... ............. 54
4.6 Résultat de convergence et d’approximation . . . . . ... .. ... ... 55
4.7 Conclusion . . . . . . . i i i it ittt e e e e e e e e e e 55
5 Applications au probleme de Stokes 61
5.1 Approximation du probléme de Stokesen2-D . . ... ... .. ... .. 61
5.11 Problémecontinu. ... ... .. ... .. 61
5.1.2 Problémediscret . .. ... ... ... ... .. 0oL 62
5.1.3 Techniquederésolution ... .................... 63
5.14 Résultatsnumériques . . .. .. ... ..ttt 66
515 conclusion . . . . . . . . ... e e e e 67
5.2 Application au probléme de Stokes2.5-D . ... ... ... .. ..... 67
5.2.1 Problémediscret . .. ... .. ... ... o e 68
5.2.2 Systéme algébrique et résultats numériques . . . . ... ... .. 69
52.3 Conclusion :. . . .. ... .. ittt 70

6 Résolution numérique des équations de Stokes pour des écoulements
axisymétriques confinés en géométrie cylindrique annulaire 7
6.1 Introduction. . . . . .. . . @ i i i i i i i i it e et e e e e 77
6.2 Formulation abstraite . .. ... ... .. ... ... ... .. ..... 78
6.2.1 Leproblémecontinu ... ... ................... 79
6.2.2 Le problémediscret . ... ... ... ... ... ....... 80
6.2.3 Estimationdelerreur . ... ... ... ... ... .. ...... 81
6.3 Analyse du probléemecontinu . . .. ... ... ... ... ... ... .. 82
6.4 Approximation (Pn,PN) . v« v v v i e e e e 84
6.4.1 Résultats numériques de convergence et d’approximation . ... 92
6.5 Approximation (Pn,Pn_2) .« o« vt v i i it e e e 93
6.5.1 Systémealgébrique: . ... ... ... ... ... ... ... ... 94
6.5.2 Résultatsnumériques:. ... ... ... ... ... ... ..., 94
6.53 Conclusion ... .. ... ... 94
7 Conclusion 97



8 Annexes 98

9 Références 106



REMERCIEMENTS

J’adresse mes plus vifs remerciements aux membres du jury pour avoir accepté
de juger mon travail.
Merci a:

- Gérard Labrosse, & qui je dois le sujet de cette thése ainsi que ma formation et mes
premiers pas dans ”le monde du Spectral”,

- Christine Bernardi et Yvon Maday qui & travers le groupe de travail sur les méthodes
spectrales, m’ont fait découvrir les joies de la théorie des méthodes spectrales et les

secrets de la condition "inf-sup”,

- Hervé Vandeven et Giuseppe Coppoletta avec lesquels j’ai eu le plaisir de réaliser
les chapitres 5 et 6.

- a tous les membres du Laboratoire FAST, pour m’avoir supporté durant ces années.

Merci, aussi & ma famille et & Regula, ils savent pourquoi...



Notations

Pour la suite on introduit les notations et les définitions suivantes:
Domaines :
A : désigne l'intervalle ouvert | -1, +1 [.
0 : Désigne I'ouvert défini par A?, (d entier > 1).
0N : désigne la frontiére du domaine.
Q2 : Désigne U 0.

Espaces fonctionnels :

C™(f1) : désigne ’ensemble des fonctions m fois continuement différentiables.

D(f1) : désigne I’ensemble des fonctions indéfiniment différentiables & support com-
pact dans 'ouvert 2

L3(0) = {f, mesurable, [, | f}(z) | dz < oo}.

L3(Q) = {f € L*(Q); o f(z)dz = 0}.

H™() : désigne le sous espace de L*(Q2) des fonctions telles que toutes leurs dérivées,
au sens des distributions, d’ordre < m, soient dans L?(Q2). On rapelle que H™(Q) muni
de la norme

Iflma = (3517 |i,n)%

, o f 2

2
_ — 1 d
[flia= X k/n(az';l...azf:‘) ’

ki+...+ka=
est un espace de Hilbert [Ad].

H®*(2) : pour tout réel s =m + o, m € N, 0 < ¢ < 1, on définit H*(?) comme



espace interpolé de H™(Q2) et H™*!(Q) d’indice 1 — o, i.e
H'(Q) = [H™(Q), F™(Q)]_ .

HT(N) : désigne la fermeture de D() dans H™() pour la norme || llm.q-
On rappelle que dans Hg*(f2) , les normes || |lm.a et | |m,. sont équivalentes.

H-™(0) : désigne le dual de HF*(Q?) .

Espaces polynémiaux :

Pn(R) : désigne ’espace des polyndmes définis sur 2 et de degré < N.

P%(0) : désigne I’espace des polynomes définis sur 2 et de degré < N et nuls sur
le bord.

Polynémes de Jacobi :

Pour tout réel a > —1 on introduit les polynémes (J§;)n>0 orthogonaux pour la mesure
w*(z) = (1 — z?)*dz. J§ est le polyndme de Jacobi de degré N et d’indice a vérifiant:
I'N+a+1) '
JR(+1l) = ———=
n(+1) N'T(a+1)
ou I représente la fonction Gamma.
Le cas a = 0 correspond aux polynémes de Legendre qu’on notera Ly et celui de
a= —% correspond a une constante prés aux polynémes de Chebychev qu’on notera

TN (annexe 1).

Points de collocation et formule de quadrature

Soit N un entier > 3, on désigne par (¢5), 0 < j < N, (resp (7§),0 < j < N) les
zéros du polyndéme (1 — £2)Jg, (resp J§ ).

- Les points (£5) sont appelés points de Gauss-Lobatto et les (7§) points de Gauss.
- On rappelle qu’il existe une suite de réels p7, 0 < j < N tels que la formule de
quadrature de Gauss-Lobatto

1 N

[ 2@ - t)rdz ~ Y ()05,
- 7=0

soit exacte pour tout polynéme de P,y_;(A).

- Pour tout N, on définit la grille Z% par

By ={2"=(£,£),0<i<N,0<k<N}.

On rappelle aussi qu'’il existe p3= p3pt, Z € Ef tels que la formule de quadrature de
Gauss-Lobatto

N
[ 2@ )1 - 2?1 - )y = Y B(€5,E0)0505,

1,j=0



soit exacte pour tout polynéme de Py_;(A) ® Pon_1(A).

Produit scalaire continu et approché

(u,v): désigne le produit scalaire définie par ‘
(u,v) = /n u(z)v(z)dz
| ulon : désigne la norme associée au produit scalaire (u,v) et définie par
|u o= [ u(e)d,
qu’on notera aussi | u |q
(u,v)q : désigne le produit scalaire défini par
(uyv)e = Au(z).v(z)w“(z)dz
On note que (u,v)o = (u,v).

(u,v)a,N : désigne la forme bilinéaire défini par

N
(u,0)anw = D u(€ 65 0(EF, €5)PEP5
1,j=0
1
On rappelle que la forme qui & & associe (2, ®)2 y = ||®||a,N est une norme sur Py(Q)

équivalente & la norme || ||, = (8, Q)é uniformément par rapport a N, ([C.Q],a = 0,—3
et [BM3] pour a quelconque ).

Opérateur d’interpolation : [CQ]

On définit I’opérateur I§; d’interpolation sur Z% par : Pour tout f dans C°(Q), I} f
est I’unique polynéme de Py(Q2) vérifiant

vz € By, Iy f(z) = f(2).

Opérateur d’interpolation : [CQ)]

On définit opérateur II de projection qui & toute fonction f de H}(f2) associe 'unique
polynéme de Py(f2) vérifiant

V& € Py(), (TIx f, ®)a = (f,®)a-

Enfin si X désigne un espace de Banach on note alors X’ son dual et | ||x sa norme.

Pour simplifier la rédaction de la thése on décide de ne pas écrire a quand il vaut
zéro.



Introduction

Introduction générale

L’approximation des équations de Stokes pour des fluides visqueux incompres-
sibles présente quelques difficultés théoriques et numériques liées, en particulier pour le
calcul de la pression, a la compatibilité entre les espaces d’approximation de la pression
et de la vitesse.

Plusieurs approches numériques ont été proposées pour résoudre le systéme algébrique
issu de la discrétisation:

-Une premiére approche consiste & résoudre le systéme de Stokes sous forme couplée
et d’'une maniére directe (Y.C.B). La mise en oeuvre de cette méthode directe nécessite
un espace mémoire assez important, en particulier pour les méthodes spectrales;

-Une seconde approche consiste & remplacer 1’équation de continuité discrétisée par
une équation de Poisson sur la pression (C), (T), (G.P), (K,M), (O.LD), etc...Cette
approche nécessite de définir des conditions aux limites artificielles pour la pression;

-La troisi¢me approche adoptée dans cette thése est une généralisation de I’algorithme
d’Uzawa (A.H.U), (C), (T), (G), (G.R), (C.CH), (M.P.R). On découple le systéme en
un probléme itératif sur la pression et un probléme de Helmholtz sur la vitesse. Cette
approche est utilisée par plusieurs auteurs (A.L.V), (Le), (M.M.P.R), (F.R), etc...

Le but de cette thése est d’analyser les problémes liés au calcul de la pression et
a la rapidité de convergence du systéme itératif (Ax).
Pour ’approximation des équations de Stokes, on utilise une méthode Spectrale de

collocation (G.0),(C.H.Q.Z).

Introduction aux résultats de la these

Dans le chapitre I, nous donnons quelques rappels consernant notre outil de tra-
vail, a savoir un solveur du probléme de Helmholtz pour différents types de conditions
aux limites et posé dans un domaine régulier, borné de R%, d = 1,2,3. On vérifie que
ce solveur est précis et posséde les propriétés spectrales classiques de convergence et



d’approximation .

Le chapitre II contient une premiére discrétisation (Py, Py) du probléme de Stokes
en 2-D non périodique, qui consiste & approcher la vitesse et la pression par des po-
lynémes de méme degré N dans chaque direction. L’analyse théorique de cette ap-
proximation a dé&ja été faite dans (B.M.M1), on se contente donc de rappeler les prin-
cipaux résultats de convergence et d’approximation. On présente ’algorithme utilisé
pour résoudre le systéme algébrique issu de la discrétisation, et on montre ensuite que
’opérateur discrétisé sur la pression posséde un nombre de conditionnement en O(N?) et
a 8 valeurs propres nulles dont les vecteurs propres sont des modes parasites (B.M.M1)
pour la pression. La présence de ces derniérs nous empéche de calculer correctement la
pression mais le champ de vitesse obtenu est exact et solenoidal. La conclusion de ce
chapitre est que le choix fait pour les espaces d’approximation nous permet d’approcher
le probléme de Stokes & la précision spectrale. On note aussi qu’on peut calculer cor-
rectement la pression par une technique de filtrage décrite dans [Me]

Dans le chapitre III on s’intéresse au cas tridimensionnel avec une direction périodique
et deux non périodiques, (probléme dit 2.5 — D). Chaque mode de Fourier fournit un
nouveau probléme de Stokes 2 — D, traité en suivant la méme démarche que dans le
chapitre précédent. On montre que pour les premiers modes de Fourier, la convergence
du systéme itératif est extrémement lente conduisant & une approximation de fait insuf-
fisante. Ce résultat nous améne, aprés une étude numérique de ’opérateur discret sur
la pression , & envisager un autre choix pour les espaces d’approximation.

Dans le chapitre IV, on présente une autre méthode ( Py, Py_2) pseudo spectrale
de collocation qui consiste d’abord & choisir pour la pression, comme dans (M.P.R),
un espace d’approximation polynémiale de degré réduit de deux unités par rapport a
celui de la vitesse et, ensuite, de discrétiser une formulation variationelle du probléme
de Stokes en utilisant une seule grille.

Cette méthode est analysée pour le cas des conditions aux limites périodiques dans
une direction et non périodiques dans ’autre (probléme dit 1.5 — D). On montre que
cette méthode :

- élimine les modes parasites et calcule donc correctement la pression;

- améliore le nombre de conditionement de ’opérateur discretisé sur la
pression qui devient asymtotiquement indépendant des fréquences de
-coupures dans les deux directions;

- présente une convergence uniforme par rapport aux modes de Fourier.

On généralise dans le chapitre V la méthode présentée dans le chapitre IV aux
cas des conditions aux limites suivantes



- probléme non périodique sur un domaine bidimensionnel carré (probléme
2 - D);

- probléme périodique dans une direction et non périodique dans les
deux autres sur un domaine tridimensionnel cubique (probléme 2.5— D).

Dans chacun de ces cas, on montre ici que 1’on peut:

- éliminer les modes parasites et donc calculer correctement la pression;

- améliorer le nombre de conditionnement de 1’opérateur discretisé sur
la pression;

- résoudre le probléme de convergence et d’approximation pour les pre-
miers modes de Fourier.

Enfin, dans le chapitre VI, on applique chacune de ces méthodes au cas des
équations de Stokes pour des écoulements axisymetriques confinés en géométrie cylin-
drique annulaire; on présente dans le cas (Py,Py) une étude théorique du probléme
approché et on donne des résultats d’approximation et de convergence.
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Chapitre 1

Mise en oeuvre d’un solveur pour le
probléeme de Helmholtz

1.1 Introduction

Au cours de ce chapitre, nous allons présenter la mise en oeuvre d’un solveur pour le
probléme de Helmholtz [H.L.A.D] . Pour ’approximation on utilise la méthode spect-
rale de collocation [G.O]. L’inconnue du probléme étant U, on cherche & connaitre la
valeur de U en certains points de collocation [C.H.Q.Z]. L’ensemble de ces valeurs est
appelé espace physique. Avant de présenter ’algorithme de résolution et les résultats
numériques, nous allons rappeler quelques résultats d’analyse, déja démontrés par plu-
sieurs auteurs [C.Q], [B.M.3], [Sj].

1.2 Analyse du probléme de Helmholtz

On s’intéresse aux équations de Helmholtz dans un parallélépipéde rectangle de R?
(d entier > 1) . Par une homothétie dans chaque direction on peut toujours se ramener
au domaine @ = A? avec A =] —1,+1] .

Le probléme a résoudre s’écrit:

trouver U vérifiant

—AU+ AU =F dans Q; (I-1)
U=0 sur T (I-2)

ou A est une constante positive qu’on supposera, pour simplifier, égale a zéro.

11



1.2.1 Probléme continu et formulation variationnelle

On pose X = Hy() muni de la norme | ||x = | |10, et on définit la forme
bilinéaire A par:
YU eX,VWeX, AUV)=(VUVV); (r-3)

alors pour toute distribution F donnée dans X’, dual de X, la formulation variationnelle
de (I-1)-(I-2) s’écrit

YWWeX, AU, V)=<FEV>. (I-4)
Propriétés de A : On rappelle que la forme A vérifie:

1)la propriété de continuité

VU € X,WV € X, AU,V) < |[Ulx|IV]lx; (I-5)

2) la propriété d’éllipticité

VU EX, AUU)= VU0 (I-56)

et par I'inégalité de Poincaré-Friedrichs

YU eX, AUU)B|U|%. (I-17)

Conclusion:

En utilisant le théoréme de Lax-Milgram on montre que le probléeme
(I-4) et donc (I-1)-(I-2) admet une solution unique dans H(f2).

1.3 Approximation par méthode spectrale de Ga-
lerkin

La formulation variationnelle (I — 3) permet d’envisager un premier type d’approxi-
mation :
pour F donné dans X’, trouver Uy dans Xy N Py () tel que

VYV € Xn, A(Un, Vx) =< F, Vy >; (I -8)

ou A est la forme donnée par (I-3).

Xy tant un sous-espace de X, le probléme (I-7) admet une solution unique Uy dans
Xn .

Afin d’éstimer I’érreur ||U — Un||x nous allons rappeler le lemme suivant [Ma]

Lemme (I-1) :

VU € H'(Q)X, Vs>0

12



it U = Vix < CN'*|U]l.a- (I-9)

On déduit de ce lemme et des propriétés de A le théoréme suivant

Théoréme (I-1) :

si U solution de (I-3) appartient H*(Q2) , s > 1 alors on a :

IU~Unllx < C.N"".||U]lsa (I -10)

1.4 Approximation spectrale de collocation

P’approximation par méthode spectrale de collocation du probléme (I-1)-(I-2) consiste
4 : pour F donné dans C°(), & trouver Uy dans Xy tel que

—AUn(2) = F(2), z€EnD; (I —11)

UN(5)=0, EEENOP. (1—12)

Remarque (I-1) : on vérifie immédiatement que ce probléme comporte autant d’équations

que d’inconnues, a savoir (N + 1)¢.

Pour la suite de notre analyse nous allons avoir besoin des inégalités suivantes [C.Q)]

Lemme (I-2) :
VU € Pn(92),VV € Pn(Q)
U, U)x < 3UJloallVllon; (I-13)
et
YV € PN(Q)
V,V)n 2 [Vl a- (I —14)

On introduit maintenant les formes Ay définies par:
YU € C*(Q), VU € C°()
An(Un,Vn) = —(AUnN, VN)nN. (I —15)

Les formes Ay ont les propriétés suivantes:

Lemme (I-3) :

1) Continuité uniforme des Ay :

13



il existe une constante a indépendante de N telle que
YUy € XN, VYVy€EXn

An(Un,Vn) < o|[Un|lx[|Vn|lx- (I -16)
2) Ellipticité uniforme des Ay :

il existe une constante 8 indépendante de N telle que
VUN EXN,AN(UN,UN) ZﬂHUN”}. (I—17)

Démonstration :
Pour commencer nous allons montrer que

VUy € Xn,VWVNy € XN (I—18)

An(Un,Vn) = (VUN,VVN)N.

Pour simplifier la rédaction de la démonstration nous allons supposer que d = 2.
Soit Uy € Xn et Vy € XN, alors : .

AU, Vi) = -3 T 62;’5(5”)VN(X);»X.

i=1z€EN

En utilisant I’exactitude de I'intégration numérique de la formule de Gauss-Lobatto sur
Pyn_1(f2) on écrit que

d AUn(z) 8V,
Av(Un, W) =) >, a};((:c) 61;?)‘0){

1i=1 X€EN

Du lemme (I — 1), on déduit les résultats du lemme (I — 2).

Pour l’estimation de ’erreur ||[U — Un||x , nous allons avoir besoin du résultat sui-
vant, dont la démonstration se trouve dans [C.Q] et [Ma2].

Lemme (I-4)
VU € H*'(Q),VV € Xy
O, V)= (U,V)y < C.N*|U|sallV]ha- (I-19)

On peut alors démontrer le résultat suivant:

Théoréme (I-2)

pour tout F dans C°({2), le probléeme spectral de collocation (I-10) admet une
solution unique dans Xy. De plus si la solution U du probléeme (I-3) appartient 3

14



H*(Q2) et F appartient & H?(Q) alors il existe une constante, C, indépendante de N telle
que

IU = Unllna < C{N"=*|[U|l,.a + N~°|| Fl|s.a}- (I -20)

Démonstration :
Pour le besoin de la démonstration on introduit 1’opérateur de projection Ry de X sur

Xy défini par

VW € Xn, A(RNU -U, VN) =0
On alors :

A(RNU — Un, Vn) = AN(RNUnN, V) — A(Un, VN) + (F,VN) — (F, VN)N-

En appliquant le lemme (I — 1) pour (VUy,VVy) et Déllipticité de A on obtient le
théoréme.

1.5 Résolution numérique du probléeme de Helm-
holtz

Bien que la présentation théorique ait été faite en utilisant les polynémes de Le-
gendre et en admettant que la condition aux limites est du type Dirichlet homogéne,
nous allons donner des résultats numériques pour des conditions aux limites variées et
en utilisant aussi les polynomes de Chebychev.

1.5.1 Cas mono-dimensionnel

On se donne le probléme suivant : étant donnés F dans C°({2) et une constante
positive A , on cherche Uy dans Py(f2) , vérifiant

~Un(€8) + AUN(EF) = F(&); (I -21)
a_Un(&) +b_Uy(&) = 9-; (I-22)
a Un(én) + b1 Un(éN) = 945 (I —23)

On appelle D et D? les matrices de dérivation premiére et seconde calculées dans
I’espace physique [Annexe 1].

Pour la résolution du systeme algébrique issu de la discrétisation on introduit les nota-
tions suivantes:

U = (uo,u1y.eee- un_1,uny) avec u; = Un(&); (I —24)
U = (uy,.euy_y) avec u; = Un(€7); (I —25)

et
F = (fo, f1y oo fN-1, [N) avec fi = Fn(£); (I —26)
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Le probléme (I-21):(I-23) s’écrit alors : étant donné F' on cherche U tel que

N
Y Diuj+du=fi, 1<i<N-1 (I - 27)
J=0
N
a_ug+b_3_ Doju; = g-; (I —28)
Jj=0
N
ayun + b1 ) Drju; = g (I - 29)
J=0

On s’assure facilement que le systéme (I-27):(I-29) a autant d’équations que d’incon-
nues, & savoir (N+1).

Résolution du systéme (I-23):

Des égalités (I-28) et (I-29), on déduit que

N-1
uo = Y Awu; + A; (I —30)
=1
N-1
unN = ZB,"U,'-i-B; (I-—31)
=1
avec
A; = [-b_(ay + b4 DNyn)Do; + byb_DonDni)/ Det;
B; = [-bi(a_ + b_Don)Dn; + b_by DnoDoi)/ Det;
A = [-b_Dongs + (a4 + by Dnn)g4+]/Det;
et
B = [+b,Dnog- — (a— + b_Doo)g4]/ Det;
avec

Det = —b_b,DnoDon + (a_ + b_Doo)(ay + b+ D).

En remplagant uq et uy par leur valeurs respectives dans (I-27), on obtient le systéme
suivant:

N-1
—ZD’;juj-i-/\u,-:f,-, 1<i<N-1; (I -32)

i=1
D2 et F = ( Fiy oo fN-1) étant le résultat de la substitution de ug et uy par les expres-

sions données dans (I-27), (I-28) et (I-29).

On peut écrire maintenant le systéme (I-27):(I-29) sous la forme:

- -

-D?U = F; (I —33)
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N-1

ug = Y Aiu; + A; (I —34)
=1
N-1

Uy = Z Bju; +B (I - 35)
=1

Algorithme de résolution :

— On diagonalise D?

— On écrit F dans la base des vecteurs propres de D2, on note F, =
(fpy++-fon_,) le vecteur obtenu.

fp' yeme

— Onrésoud pour 1 <i< N —-1u, = s O étant la 1°™¢ valeur

propre de D?

— On calcule U & partir de Up;y t = 1,..., N —1, par changement de base.

Résultats numériques :

-Figure (I-1) : on présente ’erreur d’approximation en fonction de la fréquence
de coupure. La solution exacte est U(z) = cos(wz), les points de collocation sont
les noeuds de la formule de d’integration numérique de Gauss-Lobatto Legendre
pour la courbe (a) et Chebychev pour la courbe (b). Le probléme (I-23) est posé
aveca, =a_ =1et by =b_ = 0. L’erreur est mesurée en calculant

ldgsgg | U(z) — Un(z) | -

On constate que, la convergence est exponentielle, ce qui est en accord avec I’étude
théorique car la solution est analytique. On remarque aussi que la convergence
est optimale en N = 20 et que pour des fréquences de coupure plus grandes les
erreurs d’arrondis sont dominantes.

-Figure (I-2) : on reprend les mémes mesures pour la méme solution que dans
la figure (I-1), mais avecay =a_ =0et by =b_=1.

1.5.2 Cas bidimensionnel

Le probléme & résoudre est: étant donné F dans C°(Q) , on cherche Uy dans
Pn(R2) vérifiant

_AUn(Z) + \UN(Z) = F(Z); ZTeEZN% (I - 36)
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Un(Z _
aUn(Z) + b——é% =g(%); ze€EN[)oQ. (I-37)
On reprend l'idée, présentée par [H.Z] et généralisée dans [H|, de diagonali-
ser successivement par rapport & chaque variable. Le probléme (I-29) se trans-
forme alors en (N-1) problémes de Helmholtz & une seule variable. Cette méme
téchnique nous permet de résoudre le probléme de Helmholtz dans des domaines

de dimension supérieure.

Résultats numériques :

-Figure (I-3) : on présente ’erreur d’approximation en fonction de la fréquence
de coupure. La solution exacte est U(z) = cos(4mz) cos(4ry), les points de collo-
cation sont les noeuds de la formule de d’integration numérique de Gauss-Lobatto
Legendre pour la courbe (a) et Chebychev pour la courbe (b). Le probléme (I-23)
est posé avec ay =a_ =1 et by = b_ = 0. L’erreur est mesurée en calculant

logsgg | U(z) — Un(=) | .

On constate que, la convergence est exponentielle, ce qui est en accord avec 1’étude
théorique car la solution est analytique. On remarque aussi que la convergence
est optimale en N = 22 et que pour des fréquences de coupure plus grandes les
erreurs d’arrondis sont dominantes.

-Figure (I-4) : on reprend les mémes mesures pour la méme solution que dans
la figure (I-1), mais avecay =a_ =0et by =b_ = 1.

1.6 Valeurs propres de ’opérateur dérivée se-
conde

La résolution numérique du probléme de Helmholtz dans n’importe quelle
dimension utilise essentiellement le calcul des valeurs propres de ’opérateur de
dérivée seconde. Nous allons donc présenter quelques résultats numériques concer-
nant ces valeurs propres.

Loi asymptotique :

Si ftmae désigne la plus grande valeur propre de D2, alors on vérifie que pour
N > 64 fimaz/N* est constante. Plus précisement on a le tableau suivant

[C.H.Q.Z]
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—Amag =Amgz
Polynomes Nt ne
Dirichlet Neumann
Chebychev 47. E -3 14. E- 3
Legendre 26. E-3 64. E-3
Tableau (1 -1)

Comportement des valeurs propres ( ux ) :

La figures (I-5) (resp (I-6)) représentent les valeurs de \/—pu, rangées par ordre
croissant en fonction de k pour des fréquences de coupure égales 20, 30 et 50 et
pour différentes conditions au limites en utilisant les points de Gauss-Lobatto Le-
gendre (resp Chebychev). On constate que dans tous les cas les petites valeurs
propres sont du type Fourier, c’est-a-dire que si p, désigne la k°™¢ valeur propre
alors ui/N est borné.

Dans [V1] H.Vandeven présente une étude théorique du comportement de ces
valeurs propres.

1.7 Conclusion

Nous avons au cours de ce chapitre présenté un solveur de Helmholtz. Nous
allons dans les chapitres suivants 1'utiliser pour ’analyse numérique du calcul de
la pression dans le probléme de Stokes et pour ’approximation d’un probleme de
convection naturelle dans un milieu poreux [M.M.A.L].
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Chapitre 2

Résolution numérique (Pp,Py) du
probleme de Stokes

2.1 Introduction

Au cours de ce chapitre, nous allons présenter des résultats numériques d’approxi-
mation du probléme de Stokes stationnaire dans un domaine Q de R?

—vAU +Vp=F dans Q, (IT —1)

V.UG=0 dans 9, (I1-2)

pour des conditions aux limites soit du type Dirichlet, soit du type Neumann. Dans
ce probleme, F' représente une densité de force et v est la viscosité cinématique
du fluide. Les inconnues sont la vitesse U et la pression p.

La vitesse et la pression sont approchées par des polynémes de degré égal 4 N dans
chaque direction, dont on cherchera i calculer les valeurs aux points de collocation
de la grille Z%. Par analogie aux algorithmes utilisant des grilles décalées [BM1],
[BMM2], [MPR] et [Le], on appellera cette méthode algorithme & grille unique.

Avant de présenter la téchnique de résolution, nous allons rappeler quelques
résultats théoriques d’approximations établis dans [BMM1].

2.2 Probléme continu

Dans le carré Q on consideére le probléme (II-1) avec pour simplifier, U nul sur le
bord de Q.

1l est bien connu [GR, Chap 1, cor 4.1] que le probléeme (II—1) : (I —2) admet
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la formulation variationnelle suivante: trouver (U,p) dans (H2(R))? x L2(Q) tel
que

V7 € (HX(9))?, u/n VIVVids + /n VpVdz =< F,V >; (IT - 3)

et »
Vg € LY(Q), /ﬂ V.0 qdz = 0; (I — 4)
du < , > désigne le produit de dualité entre (H(f2))* et son dual. De

cette formulation on déduit que, pour F dans le dual de (H2(R))? le probléme
(IT - 3) : (II — 4) admet une solution unique (U, p) dans (H3(R2))? x Li(9).

Par la suite on note X = (H}(Q))? munit de la norme | |x = | |10 et
M = L}(Q) munit de lanorme | |l =] |log-

2.3 Probléme discret

Soit N un entier > 3, on considére deux espaces Xy et My tels que
Xy = (PI?,(Q))z N X et My C Py(Q) N M;

pour F = (fi, f2) donné dans (C°({2))? le probléme approché consiste & trouver
un couple (ﬁN,pN) dans Xy x My, Uy = (Uin,Uszn), tel que

—vAUIN(T) + ?;:(?E) = f1(Z), TE ENﬂ Q; (IT - 5)
—vAU,n(T) + a—%’!(i) = f2(%), z € En[)9D; (IT —6)
V.Un(z) =0, T € Ey. (IT=7)

Afin d’analyser le probléme (II —3) : (II —4), nous allons en donner une formula-
tion variationnelle qui lui est équivalente, pour ceci on définit les formes bilinéaires

Ay et by par: . . _
VU € (C*(Q))},  VV e (C°())

Axn(U,V) = —v(AT,V)y; (IT - 8)

et

vV € (C°())?, Vge CY(f)
bn(V,q) = (V,Vq)n. (11 -9)

Notons que ’exactitude de la formule d’intégration numérique de Gauss-Lobatto
sur Py_,(Q) permet d’écrire: pour tout Vi dans Xy et gy dans Py(Q2)

bN(f"N, QN) = —(6-I7NaQN)N; (II - 10)
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elle entraine aussi que pour tous Uy et Vi dans Xy
An(ﬁ]v,f’}v) = V(VﬁN,VVN)N. (II - 11)

Suivant la théorie de [Br], une condition de compatibilié entre les espaces d’ap-
proximations Xy et My est qu’il existe une constante Oy telle que

Van € My, 3Va# /| bn(Vw,aw) > Bul|Villxllaw s (IT - 12)

cette condition, appelée condition inf-sup, nous améne & rappeler les définitions
suivantes:

Mode parasite : On appelle mode parasite pour la pression tout polynome gy
de Pn () tel que

vI-/:NE){N’ bN(VN)QN) = 0. (II—13)

On note Zy le sous-espace vectoriel formé par ces modes parasites et Z3 son or-
thogonal pour le produit scalaire ( , )n.

Mode faiblement parasite : Suivant la terminologie de H. Vandeven [V1],
on appelle suite de modes faiblement parasites, toutes suite (¢gn)n de Pn((2) telle
que

by (Vs aw)
sup ——-
N—eo VneXn ”VN”X”‘IN”M'

l’existence d’une telle suite dans My illustre qu’il peut exister une dépendance
décroissante en N de Sy. [BMM1] et [BCM] ont montré que dans le cas a = 0
et a = —1 , ’ensemble des modes parasites est un sous espace vectoriel engendré
par :

{5955 J5 T, In I TR In U LI (=), (TR (v)) s =(I5 (¥))» w(In (=)'} -

(II — 14)

La formulation variationnelle s’écrit alors: trouver (fj ~NyPN) dans Xy X My tel
que

YWy € Xn, An(On, V) + bx(Va,pn) = (fvs V)i (IT - 15)
Vgn € My bn(Un,qn) = 0. (IT - 16)

On a le résultat suivant [BMM1]

Proposition (II-1) Pour tout My vérifiant les deux hypothéses :

1) Popérateur de projection Ry de My sur Zx pour le produit scalaire discret
( , ) vérifie
Van € My,  |lgnlloa < Cl|Rrgnlloa (I -17)

2) il existe un réel A,0 < X <1 tel que

{qN € P[,\N];/qN(z)d:c = 0} C My (II — 18)
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ou [AN] désigne la partie entiére de AN, alors les problémes (II — 15) : (II — 16)
et (II —5): (II —7) sont équivalents et on a [BM3], [BMM1] et [Ma2]

Théoréme (II-1) Pour tout f dans (C°(€2))?, le probléme spectral de collocation
(IT—-5) : (II —7) admet une solution unique dans Xy X My. De plus si la solution

(U, p) du probléme (II —1) : (II — 2) appartient a ’espace (H'(£2))? x (H'-1(f)),
I > 1 et si f appartient & (H?(Q))? pour ¢ > 1 alors il existe une constante C
indépendante de N telle que

1T = Onllx < CN*||Tllia + N=7|| fllo.ai (IT - 19)
et B B
lp — pnllare < CN*7|[Ulia + N7 fllos0- (IT — 20)

2.4 Algorithme de résolution

Pour la résolution numérique du probléme de Stokes nous allons considérer des
conditions aux limites plus générales et utiliser ’approximation par des polynémes
de Chebychev (a = —0.5) et des polyndmes de Legendre (a = 0).

Le probléme de Stokes qu’on va résoudre consiste & chercher U ~ = (Uin, Uzn)
dans (Py(Q))? et py dans Py(Q) vérifiant

Opn

HUin(Z%) + a—z(?’) = fi(z*), T*€ E}"vﬂﬂ; (IT-21)
a —a
HUon(Z) + 6%"(5") — f(z%), T eEIN (II - 22)
V.Un(z*) = D(z%), T*€E%; (IT —23)
a,-U,-N(E“) + b.a—p{! = l,(fa), zT? € E}’vﬂaﬂ et 1=1,2. (II — 24)

on

Notons que entre D et | = (11,1;) existent des conditions de compatibilité qu’on
supposera vérifiées et que les coefficients a;, a;, b, et b, sont tels que le probleme
(IT — 21) : (IT — 24) soit elliptique. Notons enfin que dans ce systéeme H; peut
étre différent de H,.

2.4.1 Conditions de compatibilité

On sait que [Te] pour le probléme avec des conditions de Dirichlet, on a cinq
conditions de compatibilité qui sont:

/ V.Vde= [ Vdo (I - 25)
Q an
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plus les quatre qui lient la divergence aux sommets de {2 aux conditions aux limites
sur le bord. La discrétisation de (I — 25) conduit & trois autres conditions aux
limites. Le probléme (II —21) : (II —24) a donc huit conditions de compatibilité
[H] et [AL2].

Dans la suite de cette section on adopte les notations suivantes:
- Uk = (Un(6:y&),0<%,j< N et k=1,2);
- Uk = (Unn(£,6),1<4,j SN -1 et k=12);
- U = (Ukn(4,¢;),i =0,N,j=0,N et k=1,2).
- P =(pn(£§),0 <1,5 < N);
- D =(D(£,§),0<4,j < N);
- P, = (0pn/02(&,¢;),0 < 4,5 < N);
- Py, = (9pn/0y(&,¢€;),0 <4,j < N);

-Fk=(fk(€i1£j)al S")JSN—I et k=1’2)’

de méme on note par D7 (resp. Dj) l'opérateur de dérivation par rapport & x
(resp. 4 y), on a donc:

P.=DP et P,=DZP.

Enfin on désignera par Hq ’opérateur défini par:

Hnﬁk = Fk, k= 1,2 (II - 26);
qui est la discrétisation de
5 5
H——@—b—:—q-i-}-AId (II—-27),

qui tient compte des conditions aux limites.

On a donc

U =H3'F, k=1,2. (IT — 28)

Remarque (I — 1): Uy, se calcule a partir de Uy, et de la discrétisation des condi-
tions aux limites, I’ensemble de cette procédure sera noté de fagon globale selon

U = H™!(F). (IT - 29)
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Avec ces notations et celles des autres sections on a:

Up=H{'Fi — H{ 4 P,; (I - 30)
Uz =H2—1F2 —H-Z},Py; (II—31)
ce qui nous permet d’écrire, en utilisant (11 — 23),
DiHipP. + DyH;4Py = DIHT'Fy + DJH; ' F. (I - 32)
Le probléme (IT — 21) : (I — 24) s’écrit :On cherche py dans Pyn(2) vérifiant :
A*P = F; (IT - 33)
avec ) )
AP = DEHh P, + DHzhPy; (11 - 34)
et . .
F = DH{'Fy + DYH; Fy; (IT - 35)

ensuite on cherche Uy € (Py(R))? vérifiant (IT — 30) : (I : 31).

2.4.2 Propriétés de 'opérateur A“

L’opérateur A~ est d’ordre zéro, on n’a donc pas besoin des conditions aux
’ p
limites sur la pression, ce qui correspond bien & la fagon dont le probléme continu
b
est posé.

Le systéme algébrique issu de la discrétisation a autant d’équations que de
conditions sur la divergence, c’est-a-dire (N + 1)2. La représentation matricielle

de A* est pleine, couple toutes les directions de I’espace et a une taille égale a
p
(N + 1)“.

Le systéme posséde un noyau de dimension 8 et sa réduction a un systéme
invertible est assez compliquée, il s’agit d’éliminer 8 lignes et 8 colonnes en 2-
D et (12N + 4) en 3-D correspondantes aux modes parasites. Notons que dans
(B.M.M1) on donne un moyen pour éliminer ces équations redondantes. En effet
si on note S ’ensemble des sommets de et S un ensemble contenu dans Zy \ S

de 4 points vérifiants:

det(pi(z;))#0.
pour ¢; parcourant & = {1, Ly(z), Ln(v), Ln(z)Ln(y)} et z; parcourant S,
alors on a :

Proposition II-2 : Le probléme (IT — 5) : (II — 7) est équivalent au probléme
suivant : .
trouver (Uy,py) dans Xy X My tel que

—vAUN(Z) + Von(2) = f(2), z€EyxNO (IT — 36)
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et
V.Un(z) =0, zeEy \SUS. . (IT - 37)

My étant un sous-espace de Py(Q2) vérifiant :

Py(Q) =MyDVectd @ Vect{Q.,z € S}.

Remarquons qu’un résultat analogue est démontré pour le cas 3-D.

2.5 Résultats numériques

Nous allons dans cette partie présenter des résultats d’approximation et de conver-
gence et donner quelques résultats numériques concernant I’opérateur A* portant
sur la pression.

Pour résoudre le systéme algébrique (II — 27) on utilise une méthode itérative
(Ax), (voir annexe 2).

2.5.1 Convergence et approximation

La figure (II-1) représente ’approximation de la divergence et du gradient de la

pression en fonction du nombre d’itération (n), pour des solutions exactes U=
(U1,U,) etp polyndmiales dans le cas (a) et non polynémiales dans le cas (b).
L’approximation utilise les points de Gauss-Lobatto Chebychev

Pour le cas (a) la fréquence de coupure est N = 9 et la solution est

Ui(z,y) = (y+ 1)

Uy(z,y) = (z +1)%
et
p(z,y) =(z+1)° x (y + 1)°.

Et pour le cas (b) la fréquence de coupure est N = 18 et la solution est

Ui(z,y) = sin(my);

Us(,y) = cos(wz);
et
p(z,y) = cos(rz) x sin(ny).

On note que pour atteindre la précision spectrale attendue, le nombre d’itérations
requis présente une croissance moderée avec le nombre (N + 1)? de modes : 30
pour 10? pour le cas (a) et 44 pour 19? pour le cas (b).

On note que des résultats identiques sont obtenus si on utilise comme points de
collocations les noeuds de Gauss-Lobatto Legendre.
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2.5.2 Mesure du nombre de conditionnement de 4%

Le nombre d’itérations nécessaire & la convergence de la méthode itérative croit
avec le nombre de conditionnement,K*(N), de A* défini par:
. 1
Amaz(N ) :
K*N) = | ——=== —
(V) ( Aooen( N)) (IT — 38)

ou

Amaz(N) et Apmin(N) désignent la plus grande et la plus petite valeur propre de
Aa( Aa)T. :

D’autre part dans (MMPR) on montre que ce nombre de conditionnement est lié
a la condition inf-sup par :

K*(N) x 8% = O(1). (II — 39)

La plus grande valeur propre étant égale & 1, la relation (II — 39) s’écrit

By = \/Amin. (IT — 40)

La figure (II-2) repésente la dépendance de Apin(IN) pour @ =0et o = —1,0nen

déduit que pour les discrétisations Legendre et Chebychev les comportements sont
tres peu différents et suivent une loi en O(N~2), ce qui nous donne (figure (II-3)):

K*(N) = O(N?),  a=0,—. (I — 41)
et
By =O(N7") (IT — 42)

Remarque (II — 3) Ce résultat indique la présence de modes faiblement parasites
(B.M.M1) et explique la dérive du nombre d’itérations en fonction de la fréquence
de coupure. L’ amélioration de la loi de comportement de Sy est utile pour
l’optimisation de la résolution du probléme (I1 — 27).

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté un algorithme de résolution des équations
de Stokes (A.L.V). Le choix naturel, d’espaces polynémiaux de méme degré pour
approcher la vitesse et la pression conduit & un systéme algébrique ayant plus
d’équations que d’inconnues et & un opérateur sur la pression avec un nombre de
conditionnement en O(N?).

Dans le chapitre suivant, nous allons utiliser ce méme choix pour résoudre

le cas du une direction périodique vient s’ajouter aux deux directions confinées de
ce chapitre.
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Chapitre 3

Approximation (P, Py) du
probleme de Stokes en 2.5-D

3.1 Introduction

On reprend dans ce chapitre la méthode de discrétisation présentée dans le chapitre
2 pour approcher les équations de Stokes posées dans un domaine tridimensionnel
muni des conditions aux limites périodiques dans une direction et non périodiques
dans les deux autres.

La résolution de ce probléme est équivalente & celle d’une suite de systémes
d’équations 2-D non périodiques définies pour chaque mode de Fourier. Chacun
d’eux est résolu par la méthode itérative introduite dans le chapitre 2..

Le principal résultat de ce chapitre est que le choix naturel (Py, Py) comme
espace d’approximation pour la vitesse et la pression présente un probléme d’ap-
proximation et de convergence pour les premiers modes de Fourier . -

Dans ce chapitre nous nous bornerons & faire un constat de carence de la
méthode proposée pour résoudre le cas de ces premiers modes de Fourier, et &
défaut d’en comprendre les raisons profondes, le chapitre suivant proposera une
méthode qui permet de contourner cette difficulté.

\ 3.2 Probléme continu

Dans ce chapitre on désigne par {2 le domaine A?> X © avec A =]-1,1[ et @ =
]0,2x[ et on considére le probléme de Stokes défini par:

trouver la vitesse U = (Uy,Us,Us) et la pression p vérifiant

—vAU +Vp=Ff dans Q; (III-1)
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Divl =0 dans Q; (III -2)

avec les conditions aux limites suivantes:

Vz € ©,Vy € A, U(+1,y,2) = U(-1,y,2) = 0; (III - 3)
Vz € ©,Vz € A,ﬁ(:c,-}-l,z) = ﬁ(:c, -1,z) = 0; (III - 4)
V(z,y) € Az,ﬁ(a:,y,O) = l'j(:z:,y, 2m). _ (111 - 5)

f = (f1, f2, f3) représente la densité de force et v la viscosité cinématique.

L’analyse théorique est identique & celle du méme probléme muni des condi-
tions aux limites périodiques dans deux directions et non périodiques dans la
troisitme (B.M.M2), on se contentera ici d’énoncer un résultat d’existence, uni-
cité et régularité de la solution de notre probléme sans démonstration :

Le probléme (III —1) : (II] — 4) est bien posé, plus précisément on a le résultat
suivant

Théoréme(II1-1) : Pour tout f = (fi, f2, f3) € [Hz ()], le probléme (IIT —1):
(III — 5) admet une solution unique (U,p) dans (Hj 4())* x L3(Q), vérifiant

1Tlla + llplloa < | fll-10- (III —6)

3.2.1 Décomposition du systéme

En remplagant dans (III-1):(1II-4), U, f et p par

+o00
U(z,y,2) = >, UP(z,y)exp(imz), pour k=1,2,3; (III1-17)

m=—oo

oo _
fi(z,y,2) = Z fi'(z,y)ezp(amz), pour k=1,2,3; (111 - 8)

+oc0
p(z,y,2) = Z ™ (z,y)ezp(imz), pour k=1,2,3; (III -9)

on obtient une suite de probléemes définie par: Pout tout m < M, trouver U™ et
p™ complexes vérifiant

U 62[7"" 9% )

g + g~ U+ S = 7, dans A% (- 10)
620"‘ azfjm aa

—( 3:622 + 3y; - 2U§")+ "'fz, dans A% (III -11)
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Uy 8y

Ut g2 —m’U7) +imp™ = f5°,  dans A% (IIT - 12)
et
our  auy . . ,
9z + By 1mUj = 0 dans A%, (I11 - 13)
avec
i) fAz f)od:c = 0

ii) pout tout k = 1, 2, 3 et pour tout (x,y) € A?
Vm < M, Op(e,+1) = (s, 1) = 07 (Ly) = 07 (-L,y) (I —14)
on peut montrer que :

Proposition (III-1) : Pour tout f = (f1, f2, f3) dans (Hz'(Q))3, (ﬁ,p) apparte-
nant & (H{ 4(2))* x L() est solution de (IIT —1): (III — 4) si et seulement si,
leurs modes de Fourier sont solutions des problémes (I1I — 10) : (III — 13) dans
(Hp4(A?))® x L*(A?) si m#0 et dans (H} 4(A?))® x L3(A?) sinon.

En séparant les parties réelle et imaginaire de (U, fi*), pour k=1, 2, 3 et
de p™, on est amené & résoudre une suite de problémes du type:

trouver U et p réels dans (HI(A?))® x L*(A?), (resp (HI(A?))® x L2(A?) si
m = 0 ), vérifiant :

82U1 32U1 Bp

- 3 + B m?U,) + F fi, dans A% (III —15)
62U2 62U2 ap 2

_U(W-I-W—szz)-*--a—y =f2, dans A H (III-].G)
2 2

—u(% + _36% — m?Us) + mp = fs, dans A% (IIT - 17)

et oU, _ oU
3_1. + _ay—z — mU, = 0 dans A% (III —18)
z

Remarque (III-1) : Le cas m = 0 correspond au cas du systéme étudié dans le
chapitre 2, nous allons donc supposer pour la suite que m est non nul et nous
intéresser a la discrétisation du probléeme (III — 15) : (111 — 18).
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3.2.2 Probléme discret

Pour la discrétisation de (III—11) : (II1I1—12) on introduit les opérateurs suivants:

_ (9 Op _
gradp = ((9 ' By ,M.p) (IIT -19)
t oV,  oU
DIVI = 2 + =2 —m.Us (III — 20)
Oz Oy

et les espaces d’approximation définis par
~ = (Py(A?))® et My = Pn(A2).

En reprenant les notations des chapitres précédents le probleme discret s’écrit:

soit m, un entier non nul < M, pour tout f = (fi, fa, fs) dans (C°(A2))3 trouver
(Un, Py) appartenant & Xy X My et vérifiant:

H,U;n(z%) + %) = f1(z%), z* € Ex A% (IIT —21)
0
HyUpn(3°) + = p"’ %) = fo(2%), 2% € E5 (A% (III - 22)
HyUsn(2%) + mpN(a‘c") = f3(z%), z* € By A% (IIT — 23)
et
DIVUyN(z*) =0, z” € Ey. (II1I — 24)
Ce systéme s’écrit aussi :
(HUy + gradpy)(2°) = f(z°), * e E% (A% (ITI — 25)
et
DIVUN(z*) =0, z% € Ey; (III — 26)
ou
HU = (HlUl,Hgvg,H:;Ug). (III - 27)
De méme on désignera par Hy' et H-! les opérateurs définis par:
H'U = (H{hUy, My 5Us, HzhUs), (IIT - 28)
et
H™'U = (M7 Uy, Hy ' Uz, H3 ' Us). (III — 29)
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3.2.3 Quel opérateur A% sur la pression

En utilisant les notations de ce chapitre et celles des précédents le probléme
(III —25) : (III — 26) s’écrit:

étant donné f = (f,, f, fs) dans (C°(A?))3, trouver (Uy, py) appartenant a Xy x
My et vérifiant:

(DIVHG gradpy)(z®) = (DIVH™ f)(z%) z% € B3 (III — 30)
et
(HUy)(2%) = (gradpy + f)(2*), 2> € E5A% (III - 31)
L’opérateur sur la pression s’écrit donc :
A2 = DIVH; grad. (IIT - 32)

Remarque (III-2) : Pour tout entier m, A2 s’écrit:

A2 = A2 — m*Hgl (11T — 34)

on note que A$ dépend aussi de m, & travers le coeficient de Helmholtz dans Hg'.

3.3 Influence des premiers modes de Fourier sur
le processus itératif

On considére le probléme de Stokes ayant pour solution exacte
U=0etp(z,y) =2V +y¥

et on cherche a résoudre, pour différentes valeurs de m, le probléme:
trouver py € Py(2) vérifiant :

(DIVHglgradpy)(z®) = (DIVHf)(2%) 2% € E3;
f étant obtenu en remplagant dans (III-15) U et p par leur valeur respective.

Le tableau (III-1) : présente les résultats numériques obtenus avec N = 9, en Le-
gendre, pour m = 1, ....,10.

On observe que : pour m > 4 la méthode converge aussi bien que pour le cas m
= 0, par contre, pour m < 3, le systéme itératif progresse extrémement lentement
et la précision attendue ne peut étre atteinte avec un nombre limité d’itérations,
pour m < 2, en particulier, il y a saturation sur un niveau d’erreur assez élevé.

On note que ce probléme de convergence et d’approximation n’est pas propre
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A I’exemple traité, et qu’on le retrouve dans le cas ol la solution exacte est non

polyndmiale, ou simple combinaison linéaire de polyndmes de Jacobi (avec a = 0

1
y"2)"
On note aussi qu’aucun des problémes suivants:

trouver py € Py(2) /

ou encore:

trouver py € Py(2) /
-m?*Hg'py = F, (III - 36)

n’a de difficulté & converger, pour les petites valeurs de m non nulle contrairement
4 A2 qui est leur somme !.

3.4 Propriétés des A;, pour différentes valeurs
de m

On présente dans le tableau (III-3) le spectre de A% en Legendre et pour des
conditions aux limites Dirichlet. On constate que les valeurs propres sont réelles
positives. De plus pour m = 0, on retrouve les huit valeurs propres nulles, dont
les vecteurs propres sont les modes parasites qui générent Z; et Z, définis par:

Zy = Vect {Lo, Ln(2), Ln(y), () Ln ()} ; (IT1 - 37)

et
Z, = Vect {Qs, TsommetdeSl}. (III — 38)

On trouve aussi que pour m > 1 on a 4 valeurs propres nulles associées au sous
espace-vectoriel propre engendré par les élements de Z,, et les 4 valeurs propres
associées au sous espace vectoriel propre Z; sont maintenant non nulles mais pe-
tites comparées a ’amplitude de la plus grande valeur propre qui reste de ’ordre
de 'unité, et leur amplitude tend vers zéro quand N devient grand. La présence
des petites valeurs propres augmente le nombre de conditionnement. Enfin on
notera que pour m = 1 le spectre s’étend assez uniformément sans points d’accu-
mulation entre la plus petite valeur propre non nulle et la plus grande, alors que
pour m assez grand (ex m = 10), on observe que le spectre possé¢de des points
d’accumulation, (4 pour m = 10), ce qui est bien adapté aux méthodes itératives.

Remarque (III-4) : Cette description du spectre de A% pour une fréquence de
coupure non périodique N=4 se généralise &4 N quelconque, et dans tous les cas
pour m=1 on a le plus grand nombre de conditionnement et un spectre tres large,
qui tend a avoir des points d’accumulation autour de certaines valeurs propres dés
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que m grandit.

Enfin, et pour mettre en évidence le role néfaste des 4 plus petites valeurs propres
(non nulles), nous avons résolu le méme probléme avec U = 0 et p(z,y) =
zN-1 4 yN-1 et en utilisant une fréquence de coupure égale & N, auquel cas tout
se passe dans le sous espace orthogonal & Z; et Z,. Le tableau (III-2) fournit le
résultat pour N = 9 et indique maintenant une convergence uniforme avec m.

3.5 Conclusion

La méthode proposée, qui consiste & choisir des espaces polynémiaux de méme
degré pour approcher la vitesse et la pression, pose un probléme de convergence
et d’approximation pour les premiers modes de Fourier. Il apparait essentiel de
modifier cette méthode pour améliorer, en particulier, le comportement du pro-
cessus itératif appliqué aux petits modes de Fourier.
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Tableau (III-3)

-
FOWVONAWVAS WN K

12
13
14
15
16

K = 0.00
0.8750000000000002
0.6443375672974065
0.6443375672974064
0.6250000000000000
0.3750000000000000
0.3556624327025936
0.3556624327025936
0.1250000000000000
3.7823824983475329E-18
4.4614807086138219E-18:

-1.1767594346925143E-18
-1.1767594346925143E-18
0.0000000000000000E+00:
0.0000000000000000E +00-
0.0000000000000000E +00-
0.0000000000000000E +00.

K = 1.00
0.8508204429905084
0.6177464159904995
0.6177464159904995
0.5681818181818182
0.3849596979871607
0.3213061249673644
0.3213061249673644
0.1113007691307038
3.7273216617893829E-02
3.7273216617893829E+02
1.8449392921930261E-02
1.8449392921930261E-02
Ufﬁooooooooooooooos+66/
0.0000000000000000E+0Q
0.0000000000000000E+00
Q.0000000000000000E +00

' K = 10.D0
0.9765123031425504

0.9326917097223907

0.9326917097223907

0.8925855655111287

5.6818181818181826E-02
5.5414103783856602E-02
5.3677737038122921E-02
5.3677737038122921E-02
1.1748377444267238E-02
1.1748377444267238E-02
1.1363636363636367E-02
1.1070560971084833E-02
0.0000000000000000E+00
0.0000000000000000E+00
0.0000000000000000E+00
0.0000000000000000E+00




Chapitre 4

Introduction a la méthode
(P> Pn—2)

4.1 Introduction

Jusqu’a présent nous avons choisi, pour résoudre les équations de Stokes d’appro-
cher la vitesse et la pression par des polynémes de méme degré. Ce choix nous
a permis d’utiliser une seule grille pour écrire le systéme algébrique issu de la
discrétisation, mais nous a donné des modes parasites et des modes faiblement
parasites pour la pression. La présence des premiers nous a empéché de calculer
correctement la pression, et celle des deuxiémes ralentit, voir inhibe le processus
itératif.

Plusieurs solutions ont été présentées pour éliminer les premiers et réduire I’'im-
portance des seconds. Le point commun & ces méthodes est de ne pas choisir
des polynémes de méme degré pour approcher la vitesse et la pression, et d’utili-
ser des grilles différentes pour écrire le probléme discretisé par méthode spectrale
de collocation [B.M], [B.M.M2], [Le], [M.M.P.R], [M.P.R]etc... Dans toutes ces
méthodes , la vitesse et la pression ne sont pas calculées sur les mémes grilles, on
a donc besoin d’opérateurs d’interpolation pour passer d’une grille & une autre.

Le but de ce chapitre est de présenter une téchnique de discrétisation utilisant
les mémes espaces d’approximation que [M.P.R] mais sans grilles décalées. Pour
présenter cette méthode nous avons choisi de traiter un probléme modele: le
probléme des Stokes en (1.5 — D) avec des conditions aux limites périodiques-non
périodiques. On présente d’abord le probléme continu a discrétiser. Ensuite, on
écrit le systéme algebrique issu de la discrétisation ainsi que les opérateurs de
gradient et de divergence. On donne, & la fin, des résultats de convergence et
d’approximation.

Dans ce chapitre, 2 désigne le domaine défini par 2 = A X © avec A =] —1,+1]
et © =]0,27[, et N, (resp M) la fréquence de coupure dans la direction confinée,
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(resp périodique).

4.2 Probléme continu

On considére le probléme de Stokes dans €2, défini par: trouver la vitesse U=
(U1, U,) et la pression p vérifiant

—vAU +Vp=f dans Q; (VI-1)
VUG=0  dans @ (VI -2)
avec les conditions aux limites suivantes:
Vy € 0,U(+1,y) =U(-1,y)=0; (VI-3)
Vz € A, U(z,0) = U(z,2x). (VI - 4)

f= (f1, f2) représente la densité de force et v la viscosité cinématique.

Dans [B.M.M2], on démontre que le probléme (IV —1) : (IV — 4) est bien posé
pour tout f dans [Hy'(Q2)]* dual de [Hj(Q)]?, plus précisément on a

Théoréme(IV-1) :Pour tout f = (f1, f2) € [Hz'(Q)]?, le probléeme (IV-1)-(IV-4)
admet une solution unique (U, p) dans (Hj 4())? x L3(R), vérifiant

ITlla + lIpllog < IFll-10- (VI -5)

Plus généralement, si f appartient & (H. ;(A))’, la solution du probléme (IV —1):
(IV — 4) vérifie

1Uls+20 + [IPlls+1,0 < || flls0- (VI -6)

4.2.1 Décomposition du systéme

En remplagant dans (IV-1)-(IV-4) U, f et p par

Uies) = 5. Up(e)esp(imy),  powr k=12  (VI-7)
+oo _

flz,9) = 3 fi(w)esp(imy),  pour k=1,% (VI-38)
+o0

p(z,y) = -z: ™ (z)exp(imy); (VI-9)
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on obtient une suite de problémes définis par: Pout tout m < M, trouver U™ et
p™ complexes vérifiant:

—( a;[:;m —-m?Ur™) + %Il—m = fm, dans A; (VI -10)
—( 6;;]2;" — m?U™) +imp™ = i, dans A; (VI -11)
et .
ag;"‘ + imU =0 dans A. (VI -12)
avec
i) Jy p°dz = 0,

ii) pout tout k = 1,2 et Vz € AVm < M, Ur(+1) = Up(-1) = 0.
On peut alors montrer que:

Proposition IV-1 : Pour tout f = (f1, f2) dans (H;I(Q))z, (ﬁ,p) appartenant
4 (Hp4(R))? x L) est solution de (IV — 1) — (IV — 4) si et seulement si,
les modes de Fourier sont solutions des problémes (IV — 10) : (IV — 12) dans
(HY(A))? x L*(A) si m#0 et dans (Hy(A))? x LE(A) sinon.

Enfin en séparant les parties réelle et imaginaire de (U, fi*), pour k=1,2 et
de p™, on est amené A résoudre un probléme de base défini par: trouver U et p

dans (H}(A))? x L*(A), (resp (Hy(A))? x LE(A) si m = 0 ), vérifiant

—(U; —m?Uy)+p = fi, dans A; (VI —13)
—v(U, —m*U,)+mp=fo, dans A; (VI —-14)

et
U, — m.U, = 0 dans A. (VI —15)

Remarque IV-1 : Le cas m = 0 ne présentant aucune difficulté, nous allons suppo-
ser par la suite que m est non nul et nous intéresser a la discrétisation du probléme

(IV —13): (IV — 15).

4.2.2 Formulation variationelle du probleme

Dans le but de proposer une méthode de discrétisation & ce probléme, nous allons
donner la formulation variationelle qui lui est équivalente. Pour cela on introduit
les deux formes bilinéaires suivantes définies par:

V(U,V) € (H5(A))?
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AT, V)= —v i (U, V) - m*(U,, Vi)} (VI - 16)

i
1=1

et

VV € (H3(A))?, Vg € L*(A);
B(V,q) = —(V; — mVa,q); (VI-17)

alors, le probleme de (IV — 13) : (IV : 15)est équivalent a: trouver U dans
(H3(A))? et p dans L%(R) et vérifiant

VW e (HY M), AU, V) +B(V,p) = <fV > (VI —18)
Vg € L*(A), B({U,9) = o. (VI -19)

Nous allons par la suite discrétiser ces deux dérniéres égalités.

4.3 Probléme discret

Soient N > 3 et m < M deux entiers, on considére les espaces polynémiaux sui-
vants:

Xy = (P3(A))? et My = Piy_z)(A). (IV — 20)

Pour f = (f1,f2) donné dans (C°(A))?, le probleme approché consiste & trou-
ver Uy = (Uin,Uzn) dans Xy et py, dans My (M.P.R) tel que

YWy = (Vin, Van) € Xn;

~v(Uyy — m*Urw, Vin)n + (B> Vin)w = (F1, Van) s (IV —21)
— Uy — m2Usw, Van)w + (mpy, Van)w = (f2, Vaw)ws (IV - 22)
et
Vgn € Mn;
(Uiy — mUan, qn)n = 0. (IV —23)

4.3.1 Formulation variationelle du probléme approché

Afin d’analyser le probléme (IV —21) — (IV —23) on définit les formes bilinéaires
An et By suivantes :

VU € (C*(R))%,VV € (C°(R))%

AN(ﬁ, 17) = ZV(U:IIV — sziN’ I/iN)N (IV -_— 24)

i=1
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et
vV € (C°(A))%,Vq € C'(R);

BN(V, q) = (VlNaq')N + m(Ven, Q)N-

(IV — 25)

On note que le choix de Xy et de My et I’exactitude de la formule de Gauss-
Lobatto sur P,y_;(A) permettent d’écrire: pour tout Vy dans Xy et gy dans My

on a:

Byn(Vw,an) = (Van, ¢ v + m(Van, Q) n;

=YX Vin(€)an(€)p; +m T, Van(€5)an(€5)p;

= [\(Vin.qy + mVan.qn)dz
= — [{(Viy.av — mVan.qn)de
= B(V,an)

= —(Viy — mVan, an)n

Conclusion : Pour tout Vy dans Xy et gy dans My:

(Vn,gradgn)y = —(DivVy,qn)n;
et . .
Bn(Vn,an) = B(Vwn,an);

avec DivVy = Viy —mVay et gradqn = (qy,man)-

De méme on peut montrer que pour tout (Uy, Vi) dans X%
AN(UN, VN) = VZ(Ui’Vi )N + mz(Ui’ I/:)N
i=1

Le probléme (IV —21) : (IV — 23) s’écrit :

(IV - 26)
(IV —27)
(IV — 28)

Etant donné f = (fi, f2) dans (C°(A))? on cherche (Un,pn) appartenant 3 Xy X

My et vérifiant:

VVy € X, An(Un, V) + B(Un, pn) = (F, V) w;
VQNEMN, B(U:N’QN)zo-
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4.3.2 Analyse du probléme variationnel

Propriétés des formes bilinéaires Ay et B :

On peut montrer, comme dans [M.P.R], que:

1) Continuité uniforme des Ay

Il existe une constante positive, C, indépendante de N, telle que
VU € Xn, YV € Xn;

An(Un, Vn) < C|[Unllx I Vwllx (IV -31)
ii) Ellipticité uniforme des Ay

Il existe une constante positive, C, indépendante de N, telle que
YUy € Xn;

An(Un,Un) > C||Un|% (IV - 32)
iii) Compatibilité des espaces Xy et My

Il existe une constante positive, 3, indépendante de N telle que

Van € My, 3Vy#0 € Xy;

B(Vn,qn) > B Vwllx|law || ae- (IV —33)

Ces propriétés nous permettent, en utilisant [Br|, de donner un résultat optimal
de convergence et d’approximation.

Théoréme IV-2 : Pour tout Pour f = (fi, f,) donné dans (C°(A))?, le probléme
spectral de collocation (IV — 21) : (IV — 23) admet une solution unique dans
XN X My. De plus, si la solution (ﬁ,p) du probléme (IV — 13) appartient & ’es-
pace, (H*(A))>N(HE(A))?x H*~'(A), s > 0, et si f appartient & ’espace (H"(A))?,
pour o entier> 1, alors il existe une constante C, indépendante de N, telle que

1T = Twlix <C{N**|T)la+ N="l|fllon}; (IV - 34)
et
llp = pwllare < C{N*=*(I[T]l.0 + llpllar) + NNl flloa} - (IV - 35)

Nous allons présenter maintenant la méthode de discrétisation qui nous permettera
d’ecrire 'ensemble des équations de Stokes sur la seule grille Zy.
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4.4 Systeme algebrique

Dans cette partie, nous allons construire le systéme algébrique a résoudre, donner
ses propriétés et présenter des résultats numériques de convergence et d’approxi-
mation. On continue dans cette partie & utiliser la grille formée des points de
Gauss-lobatto associés aux polyndmes de Legendre (a = 0), tout en signalant
qu’on peut généraliser cette méthode au cas des polynémes de Chebychev. Dans
le deux cas on a besoin d’introduire les polynémes caractéristiques de ces noeuds
et d’en donner quelques proporiétés.

4.5 Opérateurs discrétisés

4.5.1 Fonctions tests

Définitions des hA?

Pour touti =0, 1, ..., N, on désigne par h$, le polynéme de degré N, caractéristique
du i°™¢ point de Gauss-Lobatto associé au polynéme de Jacobi J§. h{ est défini
par

1 sii=j
0 sinon

V3 =0,1,...,N hI&)=6;5= { (IV - 36)
Définitions des hZ

Pour tout i = 1, ..., N-1, on désigne par 71?‘, le polynéme de degré N-2, ca-
ractéristique du :*™¢ point de Gauss-Lobatto associé au polynéme de Jacobi Jg.
h¢ est défini par

Vi=1,.,N -1 hg(£) =6; (IV - 31)

Casa=-1: |
On rappelle que pour tout x € A

Tn(z) = cos(NO) avec 6 = arccosz; (IV —38)

et que pour k =0, 1,...., N

(N - k)1r.

< (IV — 39)

Ek = COS(Gk), avec 0], =

Remarque (IV-2) : Les espaces Xy et My seront munis des bases (h{);_, n res-

. On a donc besoin, en particulier, de connaitre la valeur

1=1,..,.N-

de AZ(+1) pour tout i = 1, ..., N-1 et pour a =0, —3.

pectivement (71:')

Calcul de hg(+1)
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De (IV — 37) on écrit que :

- T (
Vz e A, hi(z)= C‘Nz_ly:‘%; (IV — 40)
et Vi=1, ..., N-1:
Laf s : TI'V(:B) .
1 —h’i (Ez "zli% Cth_ ?,
_ . Tn(z) — Tn(£5) |
= U;N 31101?“:‘ z — f‘a) )
= CinTy(€5)-
On a donc : Pour touti =1, ..., N-1
1
v TH(€)
et : -
Vze A, hiz)= v(=) (IV — 42)

Tn(és)(z — &)
Calcul de Ty (£1) et Ty(£5)

Pour tout z € A, T;v(:c) = —Nsin(N9) % = NTsii::((%ﬂ;

en particulier on a:

N?§sin(N9)

W)= Jn T~
“ , . NZsin(N6) o
To(-1) = lim N0 ey,
ce qui donne :
N cos(6)

Vz € A, Tl‘\"(z) =

) {—N cos(N8) + “n(0) sin(No)}

et en particulier, pourtouti =1, ..., N

" N ]V2
To(&) = (=1)P-9— . IV — 43
N(€ ) ( ) 1— (6:1)2 ( )
Enfin on obtient :
Pour touti =1, ..., N-1
RE(-1) = (-1 - (IV - 44)
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RE(41) = (=1)V+€). (IV — 45)

Casa=0:
On peut montrer , comme dans le cas a = -—-;—, que pouri =1, ..., N-1
; Ly(=)
hi(z) = N ; IV — 46
@)= e t)m@ (V=19
oron a NN +1
Ly(£1) = (:tl)N+1—£2—+—).

Il nous suffit maintenaut d’écrire Ly(¢;) pour i=1, ... N-1, or on sait que (annexe
1):

Ve €A, ((1-z%)Ly(z)) + N(N+1)Ly(z) = 0
ce qui nous permet d’écrire en particulier pour tout i=1, ..., N-1
" _ LN(&,)
LN(&%) - N(N+1)(€t)2_1’

on obtient:

Pour touti =1, ..., N-1

—_1\WV(¢. —
h(-1) = (_I??T:g(é)—l) (v - 47)
Ri(+1) = —éfL:(él)) (v - 43)

Nous allons maintenant pouvoir écrire le systéme algébrique.

Premiere étape

En prenant dans (IV — 29) comme fonctions tests la suite Vv = (h;,0) pour i
=1, ..., N-1, on obtient:

—v(Uyn(&) = mUin (&) + (&) = A&) (IV — 49)

Deuxiéme étape

En prenant dans (IV-29) comme fonctions tests la suite Vv = (0,h;) pour i =
1, ..., N-1, on obtient:

—v(Upn(&) — m*Uan(6)) +mpn(&) = fal&) (IV —50)

Troisiéme étape
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C’est en choisissant les bonnes fonctions tests pour (IV — 30) qu’on arrive a
résoudre le probléme dans Xy X My en utilisant une seule grille. En effet, en
prenant comme fonctions tests la suite h; pour i= 1, ..., N-1 on obtient:

(Uiy — mUan, bi) = (Uyy — mUsn, i)y = 0 (IV —51)

ce qui s’écrit aussi

S (Uin(&) — mUan(€)hi(€)ps = 0.

=0
En utilisant les propriétés de &; on obtient
Pour touti =1, ..., N-1
Uin(&) —mUsn(&) = & (IV —52)

avec
d; = — {(UIIN(EO) - mUzN(fo)) %Ei(ﬁo) + (U;N(fN) - mUzN(fN)) %Ei(&v)} .
On peut maintenant écrire le systéme algébrique & résoudre:

Soit f = (f1,f2) appartenant & (C°(A))? , on cherche (Uxy = (Uin,Usn),pn)
dans Xy X My vérifiant

—v(Upy(&) — m*Uin(&)) + Py (&) = fi(&), i=1,.,N—1;  (IV —53)

—v(U,n(&) — m*Usn(&)) + mpn (&) = £2(&), i=1,.,N—-1; IV - 54)
et
Un(&)—=mUn(&) = &, i=1,.,N-1. (IV —55)

Remarque (IV-3) : Les problémes (IV — 53) : (IV — 55) et (IV —29) : (IV — 30)

sont équivalents.

Pour résoudre les équations (IV — 52) : (IV — 54), nous allons donner une
représentation matricielle pour 'opérateur issu de la discrétisation de la diver-
gence.

4.5.2 Quel opérateur de divergence sur la vitesse?

On rappelle que pour touti =1, ..., N-l on a

N
Uin(&) = 3. DiUin(;) (IV — 56)

3=0
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ot (D;;)i j=o..n désigne la matrice de dérivation premiére dans ’espace physique.
L’equation (IV — 55)s’écrit alors: pour touti =1, ..., N-1

N N _ p
3" Di;Usn(é;) — mUsn(&) = — Y DojUsn(€5)Ri(€0) =

=0 7=0 Pi

N
=3 DU ()Rl )7 +mUan(€o)hi(€0) ) +mUan (En)hi(€n) 255 (IV = 57)

qui s’écrit aussi : pour touti =1, ..., N-1

N
> {D,-,- + Doﬁi(ﬁc)% + DN,«E,-(gN)%’fl} Uin(§;) — mUan(&) =

=0

m {UzN(fo)’-li(ﬁo)% + UzN(fN)’.li(ﬁN),;—A_r} . (IV — 58)
En particulie_l:, si on tient compte des conditions aux limites de notre probléme,
c’est-a-dire Uy(£1l) = 0, les égalités définies par (IV — 58) se simplifient et

s’écrivent:
N-1

Y DVyUin(&) - mUnm(&) = 0 (IV - 59)

Jj=1

avec pour toutiet j =1, ..., N-1

DV;; = D;+ DOJ"—’«'(&O)% + DNJM(EN)%’ (IV — 60)
et sachant que
p—h.’ = p—(_, = (Ln(&))? (IV —61)
Pégalité (IV — 60) s’écrit :
-1 1+ &)Ln(
DVi; = Dij+ Do; (( 2) (& — 1)LN(§:')) - DNj( 6; w(&) (IV — 62)

Remarque (IV-4) : On peut écrire une égalité analogue a (IV — 61) dans le cas

=1
a=—3.

Nous allons nous intéresser maintenant a l’opérateur de gradient sur la pression.

4.5.3 Quel opérateur de gradient sur la pression ?

Le probléme qu’on se pose ici est: étant donnée une pression py dans Pn_3(A),
comment calculer 6pN = (p}v, mp), plus exactement quel opérateur de dérivation
peut on utiliser ?.
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On propose ici deux solutions:

Premiére solution :

On utilise la procédure de dérivation décrite dans ’annexe 1 pour une fréquence
de coupure égale & N — 2, en utilisant les points de Gauss-Lobatto internes. Le

résultat obtenu est une matrice de dérivation qui a les mémes propriétés spectrales
que celle obtenue & partir des N-1 points de Gauss.

Deuxiéme solution : Extrapolation de la pression :

My étant muni de la base (71,) N1’ tout élément py de My s’écrit
Vze R, pn(z) = D pn()hi(z); (IV - 63)
=1
en particulier
N-1 ;
pr(£1) = D pn(&)hi(1). (IV —64)
Jj=1

Connaissant la valeur de la pression aux points (§;) , i=0, ...,N on peut calculer
sa dérivée en utilisant I’opérateur de dérivation obtenu a partir des N + 1 points
de Gauss-Lobatto. '

Le tableau (IV — 1) donne ’erreur obtenue en dérivant (1 + z)'° par la premiére
méthode, par la deuxiéme et enfin en utilisant ’opérateur de dérivation obtenu
a partir des N — 1 points de Gauss. Dans ce méme tableau, on donne aussi la
derivée 5°™¢ de (1 + z)*.

On constate que l’on peut utiliser chacune de ses trois méthodes. Pour nos
résultats numériques nous avons utilisé la premiére.

4.5.4 Quel opérateur A% sur la pression ?

Pour résoudre le systéme algebrique défini par (IV — 52) : (IV : 54) on construit,
comme dans les chapitres II et III, un opérateur sur la pression noté AZ.

Propriétés de A2

i) le noyau de 'opérateur A2, pour a = 0 et a = —3 est réduit au vecteur
nul ce qui correspond & I’absence des modes parasites.

ii)La figure (IV-1) représente le comportement de la plus petite valeur propre de
lopérateur AZ%(A%)T pour My = Py_5(Q) et My = Py(f). La plus grande va-
leur propre étant uniformément bornée, ce comportement est celui de la condition
inf-sup By et bien siir renseigne sur celui du nombre de conditionnement K2 de
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AZ. La courbe (a) montre que By et K2 sont asymptotiquement indépendants
de N, plus précisément, pour N > 4 la plus petite valeur propre est \,.;, = 0.224.
De la courbe (b), on constate qu’on a une nette amélioration du comportement
de By et de KZ.

4.6 Résultat de convergence et d’approximation

On résoud le probléme de Stokes dont la solution exacte est:

7 = (i‘?ﬂ’ﬁ'ﬂ,sin(m)) :

et
p(z) = cos(wz).

Le probléme (IV —21) : (IV —23) est posé avecn = 1. On vérifie que U € (HZ(A))?
et que DivU = (U, — mU,) = 0.

La figure (IV-2) représente ’erreur d’approximation de la vitesse en fonction de
la fréquence de coupure N. Pour tout N > 4, ’erreur d’approximation représentée
est atteinte au bout de 3 itérations. On constate que la vitesse est approchée dans
tout le domaine, frontiére comprise.

Figure (IV-3) La courbe (a) représente ’erreur d’approximation de la pression en
fonction de la fréquence de coupure N, ’écart & la pression exacte est évalué dans
tout le domaine, frontiére comprise.

la coube (b) représente le

log{ sup | DivﬁN(Ei) |}
0<i<N

en fonction de N. On constate que DivUy tend vers zéro sur tout le domaine,
frontiére comprise, et que cette convergence est spectrale.

Remarque (IV-5) : Tous les résultats présentés correspondent au cas a = 0 mais

on vérifie qu'ils sont identiques pour a = —1.

4.7 Conclusion

La nouvelle méthode d’approximation spectrale de collocation pour le probléme de
Stokes présenté au cours de ce chapitre, nous a permis de constuire une bonne ap-
proximation de la solution et en particulier d’éliminer les modes parasites et aussi
les modes faiblement parasites, I’absence de ces derniers se traduit par le fait que
le nombre de conditionnement de I’opérateur sur la pression soit indépendant de
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N et du mode de Fourier considéré .

Cette méthode a les mémes propriétés que celle présenté dans [M.P.R] et dans
[M.M.P.R] et est moins coiiteuse du fait qu’elle utilise une grille unique.

Au cours du chapitre suivant nous allons généraliser cette méthode aux deux
problémes de Stokes correspondants aux conditions aux limites du type:

— Dirichlet homogéne dans un domaine bidimensionel carré,
— périodiques dans une direction et non périodiques dans les deux autres
dans un domaine tridimensionel cubique.
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Méthode 1ére 2éme 3éme

méthode méthode méthode
Erreur

Erreur sur la

dérivation 1 ere| 50 E -13 1.2 E -13 6.0 E -13
19
de (1 +x) -

Erreur sur la

dérivation 5 éme | 20E-12 | 30E-12 | 72E -12
de (1 + x)*

l V-

Extrapolation Euclidienne sur les N - 1 points de Gauss Lobatto internes
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figure (IV-2)
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figure (IV-3)
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figure (IV-4)
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Chapitre 5

Applications au probleme de
Stokes

Dans ce chapitre, nous allons généraliser la méthode présentée dans le chapitre
précédent aux deux situations suivantes:

- le probléme de Stokes muni des conditions aux limites Dirichlet ho-
mogéne et posé dans un domaine bidimensionel carré, qu’on appellera
probléme 2 — D;

- le probléme de Stokes muni des conditions aux limites périodiques dans
une direction et non périodiques dans les deux autres et posé dans un
domaine tridimensionel cubique, qu’on appellera probléme 2.5 — D

5.1 Apprbximation du probleme de Stokes en 2-

D

Dans cette section on désignera par X ’espace (Hy(2))? et par M ’espace L3(Q2)
avec, @ = (] —1,+1[)?

5.1.1 Probléme continu
Etant donné f = (f1, f2) dans X’, on cherche (ﬁ ,P) dans X x M vérifiant:
WeX, AU,V)+B(V,p)=<FV>, (V=-1)
Ve M, B(U,q) = 0, (V -2)

ou A et B sont les formes bilinéaires définies par:

VU € X,V € X, A(U,V)=—-v(AT,V), (V-3)
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et
YWeX\VgeM, B(U,q) =-(V.V,q) (V —4)

5.1.2 Probléme discret

Soit N un entier > 3, on considére les deux espaces polynémiaux suivants
2
Xy = [PYQ)] et My=Py_(Q)LYQ). (V —6)

Pour f = (f1,f2) dans (CO(Q))z, le probléme & approcher consiste & trouver

(Un,pn) dans Xy X My tel que : pour tout Vy = (Vin,Van) dans Xy et pour
tout gy dans My on ait :

Opn

—v(AUyN, Vin)v + (W’ Vin)n = (f1, Van)w, (V-1
Opn
—v(AUzn, Van)n + (6—y, Van)n = (f2, Van ), (V-28)
oU. ou : '
( 3;N+ a;Nan)N = 0. (V-9)

Afin d’analyser ce probléme, on définit les formes bilinéaires Ay et by par :
VU € (C*(@)),, WV € (C(Y))?
An(T,V) = —v(AT,V)n; (V —10)

et
vV € (C°(Q))?, Vqe CYQ)

bn(V,q) = (V, Vo)n. (Vv -11)

Notons que l’exactitude de la formule d’intégration numérique de Gauss-Lobatto
sur P;y_1(Q) permet d’écrire: pour tout Vy dans Xn et gy dans Py(Q2)

bN(VN,qN) = _(6‘VN1qN)N = B(ﬁ’ q), (V -12)
elle entraine aussi que pour tout Un et Vy dans X N,yOD A :
AN(ﬁN, VN) = V(VﬁN, VVN)N. (V - 13)

On peut maintenant écrire la formulation variationnelle: trouver (Uy,py) dans
X N X M N tel que

VVy € Xny  Ax(Un, V) + B(Vn,pn) = (f5, V)i (V-14)
Van € My, B(Un,qn) = 0. (V —15)
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On rappelle que les formes Ay sont continues sur Xy X Xy uniformément par
rapport & N et uniformément elliptiques sur Xy.

On note aussi que I’espace My étant inclus dans M, la forme B reste continue
sur My, il suffit donc, pour donner un résultat d’existence et d’unicité [Br] de
la solution du probléme (V —14) : (V — 15) de vérifier I’hypothese de I’existence
d’une constante inf-sup pour la forme B sur Xy x My

Condition inf-sup :

On montre dans ’annexe 3, qu'’il existe une constante C, indépendante de N,
telle que

Van € My, 3Vn#0 /| B(Vw,qv) > CN73||[Vllxlgw|lar- (V - 16)

Ce qui nous permet d’énoncer le résultat suivant:

Théoréme (V-1) Pour tout f dans (C°({))?, le probléme spectral de collocation
(V —14) : (V — 15) admet une solution unique dans Xy x My. De plus si la

solution (ﬁ ,p) du probléme continu (V — 10) : (V — 11)appartient & I’espace
(H*(Q))?NX x (H*-1(Q)), s > 0, et si f appartient & (H°(2))? pour o > 1 alors

il existe une constante C indépendante de N telle que

1T — Onllx < C{N**|[Tlla + Nl|fllon}; (V -17)

et
lp = pnlle < CNF{N**|[T]l0 + NI flloa} - (V —18)

5.1.3 Technique de résolution

Dans cette section nous allons construire le systéme algébrique & résoudre et
présenter quelques résultats numériques.

Comme dans le chapitre quatre, pour construire le systéme algébrique nous al-
lons passer par trois étapes:

Premiére étape

En prenant dans (V — 14) comme fonctions tests la suite Vy = (h;h;,0) pour
i,j = 1, ..., N-1, ou h; est défini par (IV — 36), on obtient :

—vAUN(T) + Q;?N(E) = f1(z), z € En()9; (V -19)

Deuxiéme étape
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En prenant dans (V — 14) comme fonctions tests la suite Viy = (0, h;k;) pour
1, = 1, ..., N-1, on obtient:

VAU (@) + 2P N(z) £(), zTeExNQ (V — 20)

Troisiéme étape

En prenant dans (V —15) comme fonctions tests la suite k;(z)h;(y) pour 1 < 3, j <
N —1, ou hi(z) est défini par (IV — 37), on obtient pour tout 1 <4, < N —1,

B(Un,hihs) = (V.0n, hik;) (V —21)
qui s’écrit aussi L
B(Un, h,'hj) = b, + b, (V —22)
avec 5
b1=( Uin ﬁﬁ) (V —23)
Oz N
et U
ba(Uan, hihs) = ( LYY ) (v - 21)
Oy ’ N

En développant chacun de ces produits scalaires discrets et en utilisant le fait que
Un est dans X on obtient :

by BU‘" e En&)rip; + 3;’;” (600 &5)porsh(ee) + 2o Ao (6v:€5)pnpshi(En).
(V - 25)
et
- ou
b, = 0U2N (fnfa)P-P: Z;N(fi,ﬁo)mpohj(fo) ;N (&> én)pipwhi(En)-
(V —26)

A partir de (V —22):(V —25)ona: pourtout 1 <4, <N -1

3U1 N ou.

(eugg)PzPJ 6g21v (fi)é‘j).aipj + —a‘:‘:{!(fo,fj)f’opji‘i(fo)'*' (V - 27)

(€n, &)pnpihi(En) + ——(&i, €o)pipoh;(€o) + ag’;,v (&, &n)pipnhj(€n) = 0.

On peut maintenant écrire le systéme algébrique & résoudre :

6U1N aUzN

Soit f = (f1, f-) appartenant a (C°(Q))?, on cherche (ﬁN = (Uin,Usn),pn) dans
Xn X My vérifiant

aPN

"‘VAUIN(eiagj) ({n&]) fl(&,é‘.‘i)’ 1 S 1‘7.7 S N — 1’ (V - 28)

aPN

"'VAUzN(fiaéj) + ({u{g) f2(£i,6j)1 1 S i,j S N — 1’ (V - 29)
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ou. oU,;
e () + oGty =iy, 1<ii<N -1 (V - 30)

avec pour touti, j=1, ..., N-1

6U1N 6U1N

d.-,-=[ (6062060 + 252 e, 8) ””h(eN)]

avU. 2N

[aU’”(e.,eo)"% (o) + (e.,ew)”" ,(en)]

Remarque (V-1) : Les problémes (V — 28) : (V —30) et (V —14),(V — 15) sont
équivalents.

Pour la résolution numérique des équations (V' —28) : (V — 30)nous allons donner
la représentation matricielle des opérateurs de divergence et de gradient.

Quel opérateur de divergence sur la vitesse ?

On note D,, (resp D,) la matrice de dérivation premiére par rapport a x, (resp
par rapport 4 y), (Annexe 1), on a alors :
Pour touti, j=0,.. Non a

(6:76.1) - Z(D )skU(fkafg)a (V - 31)
k=0
et
a (6:’6.1) = Z(Dy)k'U(fa’fk) (V - 32)
k=0
Les égalités (V — 30) s’écrivent alors : Pour tout i, j =1, ..., N-1
N-1 N-1
> (DV2)aUin(ér, &) + D (DVy)iiUan(£jy &) = 0 (V —33)
k=1 k=1

avec pour tout i, j = 1, ..., N-1
Posz PN 7
(DV.)i; = (D2)i; + (Dz)oJ‘;hi(&) + (Dz)N;thi(ﬁN), (V-34)

et
(DV,)i; = (D. ),,+(v) Ri(o) + (Dy)in %ﬁj(&v) (V - 35)

Ces trois dérniéres égalités donnent la représentation matricielle de (V — 30).

Quel opérateur de gradient sur la pression ?

L’étude faite dans le chapitre IV concernant la dérivation d’un polynome de degré

65



N-2 en utilisant les N-1 points internes de Gauss-Lobatto se généralise facilement
au cas présent. On notera pour ceci que

N-1
V(z,9) €Q, pn(z,y) = Y pv(&, &)hi(z)h;i(y) (V - 36)

1,j=1

et qu’en particulier pour tout k =1, ..., N-1

N-1
pn(£1,6) = Z (&, &)hi(£1)R5(&k), (V —37)
(i)
N-1 _
pr(£L &) = Y pn(& e)hi(£1), (V -38)
=1 —
et
N-1 .
pr(€e, £1) = 3 prv(&i &)hi(£1)- (V —39)
i=1
Enfin on a et .
pr(£1,£1) = 37 p(&, &)hi(£1)hi(£1). (V - 40)
1,7=1
On note que le cas a = —% se traite de maniére identique.

5.1.4 Reésultats numériques

En premiére partie nous allons donner quelques propriétés concernant ’opérateur
obtenu pour la pression noté A%, ensuite on donne des résultats d’approximation
et de convergence.

Propriétés de A~

i) Le noyau de A est réduit au sous espace vectoriel de dimension 1 engendré
par le polynéme constant.

ii) La plus grande valeur propre de A® est bornée et sa plus petite dépend de
N (fig V-1), on mesure que pour N assez grand

Amin = O(N_%)a

ce qui donne une valeur numérique de la constante Sy meilleure que celle donnée
dans le théoréme (V —1).

De ces propriétés on conclut que la nouvelle discrétisation des équations de Stokes
nous a permis de :
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- éliminer les modes parasites non contants
- réduire le nombre de conditionnement de A, (on passe de K = O(N?)

a K = O(N?))

- Résultats d’approximation et de convergence

On considére le probléme de Stokes ayant pour solution exacte ([7 ,P) avec
Ui(z,y) = Us(z,y) = sin(rz) sin(7y)
et
P(z,y) = cos(wz) cos(my)

La figure (V-2) représente ’erreur d’approximation de la pression et de la diver-
gence calculée sur tout le domaine, frontiére comprise. On note que la convergence
est spectrale et que la pression est approchée et la contrainte de continuité est sa-
tisfaite dans tout le domaine, frontiére comprise.

Nombre d’itérations :

On présente dans cette partie une étude numérique sur le nombre d’itérations
requis pour atteindre la précision spectrale. On sait que pour N assez grand et si
N B désigne ce nombre, alors

NB(N) = VK = O(N3). (V —41)

On s’intéresse dans cette section au comportement de ce nombre pour les premiéres
valeurs de N. Pour ceci on considére le probleme de Stokes ayant pour solution
exacte U = 0 et P(z,y) = (1+z)"-2+ (1 +y)¥-2, que I’on résout pour différentes
valeurs de N et on considére le nombre d’itérations utilisées pour converger. L’en-
semble de ces résultats est représenté par la figure (V-3), on constate que ce
nombre est une fonction linéaire de la fréquence de coupure.

5.1.5 conclusion

Le nouvel algorithme présenté dans cette partie et qui est ’extension de celui
détaillé dans le chapitre IV, nous a permis de résoudre & la précision spectrale
les équations de Stokes. Nous allons dans la partie suivante montrer qu’avec
cette méthode on peut résoudre le probléme de Stokes posé dans un domaine
tridimensionnel et muni des conditions aux limites périodiques dans une direction
et non périodiques dans les deux autres.

5.2 Application au probléme de Stokes 2.5-D

On se propose dans cette partie de généraliser la méthode présentée dans la
premiére partie et dans le chapitre IV au probléme suivant :

67



Soit m un entier non nul et soit f un élément de ((H~1(2))* on cherche (U, p)
dans (Hj(A?))® x L?(A?) vérifiant :

U, 8 d
"”('az_zl + 3;?1- —m*Uy) + 5—5— = f1, dans A% (V —42)
o%U, 86U i) '
A+~ + a” =f, dans A% (V- 43)
o*U; 80U
—( 61:23 + 6y23 — m?U;) + mp = fs, dans A% (V —44)
ot U,  8U
6_2:1 + .Fyz —mU, = 0 dans A2 (V — 45)

avec @ = A?x 0, A =] —1,+1[ et © =]0,2x].

On rappelle que ce probléme est issu de la décomposition de (III —1): (111 — 3)
suivant chaque mode de Fourier.

5.2.1 Probléme discret

Soit N un entier > 3, on considére les deux espaces de polyndomes Xy et My
définis par XN = (PI%(Az))s et MN = PN(Az)

Soit m, un entier non nul < M, pour tout f = (f1, f2, fs) dans (C°(A?))3, on
cherche (ﬁ N,PN) appartenant & Xy X My et vérifiant:

YWy € Xy, An(Un,Vn)+ B(Vy,pn) = (Fa, Vn)ns (V — 46)
Vev € My,  B(Un,qn) =0. (V —47)
ou Ay et B sont les formes bilinéaires définies par: VO NeEX N,VVN € X,
Ay, Vx) = —(AUy — m?*Ux, Vn)n, (V — 48)
et VVN € XN,VqN € MN,
B(ﬁN,qN) = —‘/A2 DIVVyqndz = /;2 Vw.gradgndz. (V —49)
ou
- Op Op
gradp = (3:0 , ay,m.p) (V —50)
et
-~ 9oU, 0U,
DIVU = 52 + By + —m.Us (V —51)

On peut montrer que le probleme (V — 46) : (V : 47) est bien posé et admet une
solution unique dans Xy x Mn.
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5.2.2 Systéme algébrique et résultats numériques

En reprenant les 3 étapes décrites dans la premiére partie pour écrire le systéme
algébrique, on montre que le probléeme (V — 46) : (V : 47) est équivalent a: étant
donné f = (fi, fo, fs) dans (C°(A?))?, trouver (Un,pn) appartenant & Xy x My
et vérifiant:

—v(AUxy — m*Usn)(Z) + apN(f:) = fi(z), z € En[)A% (V —52)

Oz
0
—U(AUsy — m2Usn)(Z) + —(,J)’iyf!(g-c) = f2(2), z€3yA;  (V-53)
—v(AUsy — m*Usy)(Z) + mpn(2) = f3(2), TEEN ﬂ A% (V — 54)
et .
DIVUy(z) = d;;, z € Ex. (V — 55)

ou les d;; sont donnés par (V — 30).

(X
.

Remarque (V-II) : On peut généraliser cette discrétisation dans le cas o @ = —
A partir de (V — 46) : (V — 47) on constuit, comme dans le chapitre III, un
opérateur sur la pression qu’on notera aussi A%, dont on donnera quelques pro-
priétés. Propriétés de A2 i) Pour tout m > 1, le noyau de A% est réduit au
vecteur nul, ce qui correspond & l’absence de modes parasites. On pourra donc
calculer la pression correctement.

ii) On fixe m=1 ce qui correspond pour la premiére méthode au cas de plus mau-
vaise convergence, et on étudie le comportement du nombre de conditionnement
en fonction de N, la figure (V-4) montre que pour N assez grand

K, = O(Nw)
ce qui améliore celui que ’on trouvait par la premiére méthode [A.L1], c’est-a-dire

Ki = OV

Ce résultat nous donne aussi une approximation numérique du comportement de
la constante By, qui en utilisant (II-33) vaut

By = O(N-%),

un résultat qui reste & démontrer théoriquement.

Convergence et approximation

On considére le probléme de Stokes dont la solution exacte est

(A cos(rz)) sin(7y), sin('/'rar:)————(1 + cos(wy)))

™ ™

—

U(z,y) = (s'm(r:c) sin(my),
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et
P(z,y) = cos(mwz) + cos(my)

et on résoud le systéme (V — 52) : (V — 54) pour différentes valeurs de N et pour
m = 1. La figure (V-5) représente 1’erreur d’approximation de la pression et de la
divergence dans tout le domaine frontiére comprise. On constate que la conver-
gence est spectrale et que la pression et la divergence de la vitesse sont approchées
au zéro de la machine prés dans tout le domaine. On note que pour N = 20 il
nous a fallu 54 itérations pour atteindre la solution du probléme.

Influence des modes faiblement parasites sur le processus itératif :

On reprend le probléme de Stokes dont la solution exacte est donnée ci dessus
que ’on résoud pour différente valeur de m. Et on considére pour chaque mode
de Fourier le nombre d’itérations utilisées pour atteindre la solution exacte, la
fréquence de coupure non périodique est fixé a N = 20. L’ensemble des résultats
est représenté dans le tableau (V-1) , on constate que pour toutes les valeurs de
m, le processus itératif converge vers la solution exacte en vitesse et que le nombre
d’itérations utilisées reste compris entre 55 et 45. On n’a donc plus de probléme
de convergence pour les premiers modes ( chapitre III).

5.2.3 Conclusion :

La technique de discrétisation des équations de Stokes présentée dans le chapitre
IV et V nous a permis d’apporter une solution aux differents problémes présents
dans la premiére méthode (chapitre II et III).

On rappelle que cette technique repose sur deux idées principales:

i) Le choix des espaces d’approximation : plusieurs auteurs ont déja utilisé
ce méme choix, en particulier [M.P.R] dont les résultats numériques correspondent
aux notres. Ce choix nous a permis d’éliminer les modes parasites et d’améliorer
le nombre de conditionnement de ’opérateur défini sur la pression.

ii) La discrétisation de la formulation variationelle et le choix de fonctions
tests nous ont permis, malgré la différence de degré entre les polynomes de Xy et
ceux de My, de résoudre ’ensemble des équations de mouvement et la contrainte
de continuité sur une méme grille et donc d’éviter 'utilisation d’opérateur d’in-
terpolation [Le].

Nous allons dans le chapitre suivant, appliquer cette méthode au cas d’écoulements
axisymétriques confinés en géométrie cylindrique annulaire et comparer avec les
résultats trouvés par la méthode (Py, Py).
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figure (V-2)
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m=0 m=1 m=2 m=4 m=6 m=8§ m=10

Sup | p—pn | | 1.03E-13 | 9.06E-14 | 62E-15 | 9.1E-14 | 3.67E-14 | 4.8E-14|52E-14
up |U—Un | 72B-15 | 14E-15| 9.2E-15| 2.58-15| 1.2E-15| 9.7E-16| 6.2E-15

sup

Z .| s88E14|78E14 | 7.0E-14| 94E-14| 54E-14] 4.8E-14|33E-14
Div(U — Un)
su |p—pn|| 17E-14 | 32E-14| 44E-14| 2.8E-14 | 20E-14 | 2.7E-14| 1.0E-14
=10

NB ITER 50 55 53 48 45 45 49
Tableau (V-I) ( a =-1/2)




Chapitre 6

Résolution numérique des
équations de Stokes pour des
écoulements axisymeétriques
confinés en géométrie cylindrique
annulaire

6.1 Introduction

Dans ce chapitre on résout les équations de Stokes pour des écoulements axi-
symétriques confinés en géométrie cylindrique annulaire. Le probléme consiste a,
étant donnée une densité de force f = (fy, f2), trouver la vitesse U = (U3, U;) et
la pression p vérifiant

19 00, 00,8 ;
v [EEE(RﬁHW] teg =f dene O, (VI-1)
18,00, 80U, 86 -
v [ﬁa—R'(Rﬁ)*W] t5, = dams Om, (VI-2)
10 ;- au,
E-é-}i (RU1) + E_ =0 dans Sp. (VI— 3)

ou v est la viscosité et Qg = |Ry, Ry[X] — 1,1[ avec R, > R; > 0.

Ce chapitre comporte trois parties: dans la premiére on rappelle la théorie utilisée
pour montrer ’existence et 1'unicité du probléme énoncé, ensuite dans la deuxiéme
on donne une analyse théorique de ’existence et ’unicité du probléme approché
par la méthode ( Py, Py ), ainsi que des résultats de convergence et d’approxi-
mation. Enfin dans la troisi¢me partie, on approche le probléme par la méthode (
Py, Py_, ) décrite dans les chapitres IV et V et on donne des résultats numériques
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d’approximation et de convergence.

Pour analyser le probléme (VI—1) : (VI—3) nous allons I’écrire dans @ =]—1,1[?,
pour ceci nous introduisons le changement de variable suivant

_2R-R, - R,
r= R R (VI-4)
et le changement de fonctions défini par
2 -~

Ul(r,z) = .Rl_—-szUl(R’ Z), (VI - 5)
Uy(r,2) = — 2 Uy(R, 2) (VI—6)

et 9
p(r,2) = p—p-#(R,7) (VI-7)

Le systéme s’écrit alors : Etant donnée une densité de force f = (f1, f2), trouver
la vitesse U = (U;,U,) et la pression p vérifiant

1 8 AN LA
v r+ea(("+e’w> T oz | T o =S dans (VI-8)

[ 1 3 3U2 azUz. ap_
~|rreor (("“)w) t 5| T g, = fr dans D, (VI-9)

1 0 oU,
—y e-a—;((’l' + G)Ul) + _é-z— =0 dans Q. (VI - 10)
avec R +R
_ 2T —

R o (VI -11)

Remarque VI-1 : On note que € est strictement supérieur 4 1 et que donc, pour
tout r dans | -1 ,1 [, 7 + € est strictement supérieur a 0.

6.2 Formulation abstraite

- Le cadre abstrait que nous allons décrire maintenant s’applique de fagon natu-
relle au probléme de Stokes en formulation vitesse-pression, cette théorie a été
développée dans [Br],[Gr] et généralisée dans [B.C.M]. Elle permet de déterminer
les espaces fonctionnels dans lesquels on peut trouver les solutions exacte et ap-
prochée et ensuite d’obtenir les résultats suivants:

- existence d’une solution unique pour les problémes continu et discret,
- l’erreur d’approximation entre les solutions exacte et approchée.
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6.2.1 Le probléme continu

Rappelons rapidement les résultats abstraits que nous allons appliquer au probléme
(VI -8):(VI-10).

Soient X et M deux espaces de Hilbert réels, et soit X’ I’espace dual de X. Etant
données deux formes bilinéaires A et B définies respectivement sur X x X et sur
X x M, on considére le probléme variationel suivant: Pour f = (fi, f2) donné
dans X, trouver U = (U;,U;) dans X et p dans M tels que

VO e X,VW € X, AU,V)+B(V,p)=<f,V >, (VI -12)

et
Vge M, B(U,q)=0. (VI—-13)

alors, on a le théoréme suivant [Gr]:
Théoréme VI-1 : On suppose vérifiées les hypothéses suivantes:

1) La forme A est continue sur X x X, c’est-a-dire qu’il existe une constante, y >
0, telle que

Vi eX,VWeX, AU, V)<ATIxIV]x, (VI-14)

2) La forme B est continue sur X x M, c’est-a-dire qu’il existe une constante, § >
0, telle que

VV € X,Vq € M’ B(V” q) S 5||VHX||QHM’ (VI - 15)

3) Condition inf-sup pour les A, c’est-a-dire qu’il existe une constante, u > 0,
telle que

WeX, AV,V)2ulV|;, (VI -16)

4) La forme B vérifie la condition inf-sup suivante : il existe une constante, 8 > 0,
telle que

Vge M,3V#0e X /| bV,q) 2 BIVxlqllas (VI-17)

alors, pour tout f dans X’ le probléme (VI-8) admet une solution unique dans
X x M vérifiant

— 1 —_
IUllx < ;IIfIIx', (VI-18)

et
lpllae < %(1 + )1l (VI-19)

Pour la suite on introduit le sous-espaces suivant

K ={V e X;¥ge M,B(V,q) =0}. (VI - 20)
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6.2.2 Le probléme discret

Soient Xy et My deux espaces vectoriels réels de dimension finie tels que
XnCX e MyCM. (VI-21)

Etant données trois formes bilinéaires, Ay : X NXXy — R, by : XnXx My — 'R
et b% : Xy x My — R on con51dere le probleme variationel suivant:

Pour f (f1, f2) donné dans X’, trouver Uy = (Uin,Uzn) dans Xy et py dans
My tels que

YWy € Xn, AN(ﬁN, I-)N) + b}v(VN,pn) =< ﬁVN >, (VI -22)
et
Vgn € My, bfv(UN,qN) = 0. (VI - 23)

alors, on a le théoréme suivant [B.C.M|:

Théoréme VI-2 : On suppose vérifiées les hypothéses suivantes:

linel) Les formes Ay sont continues sur Xy X Xy, uniformément par rapport
a N, c’est-a-dire qu’il existe une constante ¥ > 0 indépendante de N telle que

VﬁN € XN,VVN € Xy, AN(ﬁN,I?N) < 'ﬂ'ﬁN”X”VN”X’ (VI — 24)

2) Les formes b%;, i = 1, 2 sont continues sur Xy X My, uniformément par rapport

4 N, c’est-a-dire qu’il existe une constante §; > 0 indépendante de N telle que
VVn € Xn,Van € My,
NV an) < & Vnlixllanllse,  i=1,2; (VI-25)

3) Ellipticité des Ay : il existe une constante uy > 0 telle que:

= An(Un, V,
YUy € K;n, sup M > ;I,N”UN”x, (VI - 26)
tekn  |[Vnllx
et . ..
VVn € Kin\{0}, sup An(Uwn,Vn) >0, (VI -27)
NEKaN

ou pour i = 1, 2, K;y désigne I’espace affine défini par:

Kiv = {Vw € X;¥an € My,  biy(Vn,qv) = 0}. (VI —28)

Remarque VI-2 : Si (VI-20) est vérifié alors la condition (VI-21) est équivalente a

dim Kiy = dim K,. (VI —29)
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On suppose enfin que :

4) Condition inf-sup sur b}, : La forme b}, vérifie la condition inf-sup suivante:
il existe une constante Sy > 0 telle que

Vav € My, IVw#0€ Xn /| bx(Vw,an) 2 BullVwlixllawlla; (VI —30)

alors, pour tout fy dans X’ le probléme (VI —22) : (VI — 23) admet une solution
unique dans X x M vérifiant

o 1, = 1 < fiVy>
1Pwlx < —Iflx = — sup <L/¥> (VI-31)
2 BN hyexy  [|Vllx

et
lpnllar < ﬂ (1+ )llfllx' (VI-32)

-

6.2.3 Estimation de ’erreur

Le théoréme suivant donne ’erreur d’approximation entre (ﬁ ,p) solution de (VI —

12) : (IV —13) et (Un, pn) solution de (VI —22) : (IV — 23):

Théoréme VI-3 : On suppose vérifiées les hypothéses des théorémes (VI-8) et (VI-
17), alors on a:

- —b 1 4 . - -
IU-Unlx <C(1 +;) (1+9) inf U —Wylx+

NEKaN

Vin,fr {(1+5)||U Vnllx + sup (A_AM)(VN’ZN)}

NE ZNeXN ”ZN”X

. (B —b%)(Zn, aw)
inf lp — gnllar + sup =
gqNEMN { IneXN “ZN”X

<f-fN’ZN>

sup = (VI _33)
ZneXn |Znlx
et . .
—pnllx SCA+=)1+—=) (1+8) inf [T - Wnlx+
Ip~pwllx <O+ o)1 4-) (1+8) int |7 - Willx
i A— AN Vn. Z
inf {(1+7)“U VN“X+ sup ( -V)( N N)
VneXN ZucXn ”ZN”X

. (B —b4)(Zn, qn)
inf {|lp—gn|lm+ sup = +
INEMN { ZneXn “ZN“X
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—o_ - Z
sup <f fN) N>.

. (VI — 34)
Zvexn  |Znllx

Nous allons par la suite appliquer ces résultats pour analyser le probléme (VI—8) :
(VI — 10) et son approximation.

6.3 Analyse du probleme continu

Afin d’étudier le probléme (VI —8) : (VI — 10) nous allons donner la formulation
variationnelle qui lui est équivalente. Pour cela on pose X = (H}(2))? et M =
L3(Q) et on définit les formes A et B par :

Vi e X,WWeX, AU, V)=v /ﬂ (VOVV)(r + €)drdz, (VI — 35)

W eX,\Vge M, B(V,q) = ‘/(; VVq(r + €)drdz. (VI - 36)

Alors le probléme (VI — 8) : (VI — 10) est équivalent au probléme variationnel
défini par trouver (U, p) dans X x M vérifiant:

W e X, AU,V)+B(WV,p)=<f,V(r+e) >, (VI -37)
Vge M, B(U,q)=0. (VI — 38)

Nous allons maintenant vérifier les hypothéses du théoréme (VI —1) :

Proposition (VI-1) : Il existe des constantes v, 1,6 et 8 > 0 telles que les formes A
et B définies par(VI—35) : (VI—36) vérifient les hypothéses du théoréme (VI—1)

Démonstration :

-Continuité de A:

VO e X,¥WeX, AU,V)=v /n (VO(r + )}V (r + €)}) drdz,

— AT, V)< (/n | VT |? (r+e)drdz)%( /n | VT |2 (r+e)drdz) :

= AT, V)< 1+9100IV]x,

on prendra donc pour v la valeur 1 + e.

-Continuité de B:

’opérateur linéaire Div étant continu de (HE(2))? sur LZ(2), on a :

VU € X,Yge M, B(V,q) <|Div((r +€)¥) loallgloa
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= B(V,q) < C||(r + &) VVoallall,
= B(V,9) <C (lltr + )V loa + [[Vllos) llallas-

= B(V,q) < 8| Vlixllglls-
-Ellipticité de A :

Vi e X, AU,0)= /n | VT ? (v + €)drdz,

— A, T)>(e— 1)/n | VT |? drdz.

-Condition inf-sup : On rappelle d’abord, le résultat suivant [Gr]

Lemme VI-1 : Il existe une constante C, telle que pour tout élément q de M,
il existe une fonction V de X satisfaisant:

DivV=gq et |V }a<|gllm (VI -39)
Soit q un élément de M, posons W = ,_I?V., V étant donné par le lemme ci-dessu,
on a alors

B(W,q) = /nDiv ((r + e)W) gdrdz.
= B(W,q) = /{)Divf/:qdrdz.

= B(W,q) 2 BIW xllallar-

Les hypothéses du théoréme (VI — 1) sont vérifiées, on a donc le:

Théoréme VI-1 : Pour tout f dans X’, le probléeme (VI — 37) : (VI — 38) ad-
met une solution unique dans X x M vérifiant:

o 1
IUllx < —5lIflles (VI — 40)
« 1 +1
€ -
1Pllar < Z(1+ =l fllx. (VI - 41)

Conclusion : Nous allons maintenant approcher les solutions du probléme (VI-38) :
(VI-10), on utilisera pour cela les deux méthodes, (Py, Py) et (Py, Py_,) décrites
dans les chapitres précédents.
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6.4 Approximation (Py,Py)

Soit N un entier > 3, on considére les deux espaces Xy = (P3(Q))* et My =
Pn()N LE(R) et on cherche a résoudre le probléme approché suivant:

Etant donné f = (f1, f2) dans (Co(ﬁ)) , trouver Uy = (Uin,Uzn) dans Xy et py
dans My vérifiant

6‘ :_ cOr ((fs + €)= UlN(Z)) ;zUlN(-) + Opn (2:) fi(T), T € ENﬂQ;
(VI — 42)

& Eteor ((f: + €)= UzN(:c)) aazUzN(—) + —=— Ipy (:c) f(T), TEEN ﬂQ;
(VI —43)

ﬁ ( (& + G)qu(w)) iUzzv(a':) =0, TE€Ey. (VI-44)

Remarque VI-4 : Dans ce chapitre on utilisera les points de Gauss -Lobatto as-
sociés aux polynémes de Legendre tout en signalant que nos résultats numériques
ne changent pas quand on utilise les points de Gauss-Lobatto associés aux po-
lynémes de Chebychev.

Pour analyser ce probléme et utiliser le théoréme (VI — 2) nous allons en donner
une formulation variationelle qui lui est équivalente. Pour cela on introduit les
formes bilineaires Ay, b}y et b} définies par:

VU € (@)’ VW e (C*@)°, An(T,7)= (vA,0,V(r +¢), (VI-145)
avec 1 U
A.Us = r+edr (( e 6_) + 622 (VI —46)
wWe (@)’ vae (@), 5(V,0 = (V. V(¢ +e),  (VI-47)
et

vV e (cl('ﬁ))2 Vg € (C°@)) ,84(V,q) = (Div(V(r +¢)),q) - (VI—48)

~ Alors le probléme (VI — 42) : (VI — 44) est équivalent a :

Etant donné f: (f1, f2) dans (Co(ﬁ))z, trouver Uy = (Uin,Uasn) dans Xy et py
dans My vérifiant:

Wy € Xn,  An(On, V) + 84V, ow) = (FVa(r +)),, (V- 49)
Vay € My, % (Un,qn) =0 (VI — 50)

Remarque VI-5 : Cette formulation variationelle correspond bien au cadre abstrait
présenté dans ce chapitre. En effet, pour

Vn = (1 - 22)(Ln(2) — Ln-2(2)),0) et qn =Ly,
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on vérifie que b} (Vw, qn) = 0 et 13V, ¢n)#0 et donc que by et &% ne sont pas
égales .

Nous allons donc vérifiér les hypothéses du théoréme (VI — 2)
Proposition (VI-2) : Les formes Ay sont continues sur Xy X Xy, uniformément

par rapport a N, c’est-a-dire qu’il existe une constante ¥ > 0 indépendante de N
telle que

VUn € Xn,VVn € Xn, An(Un,Vx) < 7|0x|x V¥l x- (VI - 51)

Avant de prouver ce résultat nous allons montrer que

Lemme (VI-2) : Pour tout Uy et Vi dans Xy :

An(Tn, V) = v (VOn, VVn(r +¢)) . - (VI - 52)
Démonstration :

2
V(Un,Vn) € Xy x Xy,  An(Uy, V) =—v 3 (AUin, Vin(r + €)) y -

=1
Orpourl=1,20na:

(A Uin, Vin(r + €))y = Su + Sa1

avec
Su= )Y, % ((Ei + e)g;UlN(i)) Vin(Z)ps,
2€En
et
Sa= ) 75 6 3 (qu(x)) Vin(2)(& + €)pa-
2€EN

Nous allons développer séparément Sy et Sy :

su_z{

=0

>2

1=0

(6+ 9 20n(66) Vintes &)}

ce qui s’écrit en utilisant I’exactitude de 'integration numérique sur P,x_;(Q2) :

N
Sll = Z (aa UIN(gl,EJ) lN(ﬁt’éJ)) (6: + e)pipja

15=0

de méme on a :

N (o
Sa=). (6 qu(ﬁnfg) uv(fuﬁg)) (& + €)pip;-

1j=0
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On peut donc écrire

2
Y(Un,Vn) € Xy X XN, An(Un,Vn)=-v>_ (Su+ Sa),
=1

et donc
V(ﬁN, VN) € Xn x Xy, AN(ﬁN, VN) = —v (VﬁN, VVN(T + 6))N
Nous allons maintenant démontrer la proposition (VI — 2)

Démonstration :
D’apres le lemme (VI — 2), on écrit que :

2
Y(Un,Vn) € Xn X XN, ANn(Un,Vn)=-v>_(Su+Sa),
=1

avec
N

Su=y, {/_11 %Uw(r &) Vin(r, &)(r + é)dr} Pi

=0

SZl - {/ a UIN(&, Z) ‘/lN(én z)dz} (Ez + G)Pz

Nous allons majorer séparément Sy et Sz;:

su_/l{

qui se majore en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwartz par :

2. 5, Uw(r&)(r + €)P, Vuv(" &)e} }

3=0

N TLN 5 3
|Sul= ( [ Lupete+ e)’pjdr) ( [ 2y, s,-mdr)
—*j=0 —*3=0
N % N o %
<(1+¢) (/_11 > %Ufu(r, Ej)deT) (/_11 Z E;va(r,fj)/’jdr)

C< (/ / ( Uin(r, z)) drdz) ( / / ( qu(r,z)) drdz)%

et donc

| Su I< Cl|lUin|Ix||Vinllx,

de méme pour Sy on a:

1 0 ;
Sa1 = / {Z 5‘U1N(€n z)(& + €)pi 5 Vin(&i, 2)p; }dz,
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qui se majore en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz par :

L
2

N 3 N
1a 1= ([, 5 20w N+ Ooits) ([, 2 VilEn itz

"t 1=0

o< 101 /(8 2 3/ 11 (8 . 2d | H
< /;1 /_1 (5;U1N(7‘,Z)) drdz /_1 /_-1 (5; m(r,z)) rdz
et donc

| Sa1 |< C|\Uin||x||Vinll x,

Conclusion:

2
V(Un,Vn) € Xn x XN, An(Un,Vn)<vd_|Sul+]|Sal,

=1

alors
* V(Un,Vn) € Xn x Xy, An(Un,Vn) < C||Unlix|[Vnlx,

3) Condition inf-sup sur les Ay :

Nous allons admettre le résultat suivant :

Proposition (VI-3) : Il existe une constante uy > 0 telle que:

An(Un, V)

YUy € Ky, sup = > l"N”ﬁN”Jﬁ (VI -53)
vwekiv  ||Vnllx
et . .
Vv € XKin\{0}, sup An(Un,Vy) >0, (VI — 54)

UneKan

ou Ky et K,y sont définis par (VI — 22).

On note que les formes Ay sont elliptiques sur X uniformément par rapport
a N, plus précisement on a :

Proposition (VI-4) : Il existe une constante C > 0 telle que:

VOn € Xn, An(On,Un) > C||Tn|%- (VI — 55)
Démonstration :
VOx € Xy,  An(Un,Un) = —v (VOy, VOx(r +€)), ,
or, pour tout i = 0,..., N, §;, + € > C > 0, alors

YUy € Xn, An(Un,Uy) > C (fozv, VﬁN)N > |Tn|1%-
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Continuité des by;,i =1, 2 :

Proposition (VI-5) : les formes by, et b sont continues sur Xy x My uniformément
par rapport a N.

Démonstration :

Continuité de b},

Vs € XN, ,Vgy € My

~ 17} 0
b}V(VN1QN) = (VlNa 'a_quz(r + é)) + (‘sz’ v (7' + )) . (VI - 56)
N N

Premiére étape : majoration de (V1 Ny Qg;{!(r + e))N

Soit gy un élément de LZ(22) N Pn(f2), alors on a
N
av(r2) = 3 aLi(r)Li(2), (900 =0) (VI-57)
1,j=0

les L; sont les polynémes de Legendre définis dans I’annexe 2.

On pose
an(r,z) = > gi; Li(r)L;(2), (VI —58)

0<i<N-1,0<j<N

on vérifie alors, que
Oqn _ Ogn __((in(r+€)) .
(Vuv, -(-9;-(7‘ + 6))N = (Vuv, E—(T + 6))N = - ( . 4N Y

lIanlloa < lignllo, (VI - 59)

et

ce qui nous permet d’écrire :

0
(WN,—(;ZN T+ 5)) < C||Vanllx|lgllae- (VI - 60)
N

Deuxiéme étape : majoration de (VzN, 2 (r + e))

(%N,—ag’—z"(r + e))N = - (6 = (r + e),qN) ,

N

}dz,

ul.-

— /_ { an (&, )(£e+e)p,-%-qzv(£e,z)
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cs qui s’écrit en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz

(i 22 + )) < (/{}Iv: BV (e,+e)’p.}dz) (f:q’(e.-,z)p,-dz)%,

<a+o ([ {5y }dz)% (= qZ(e,-,zmdz)% ,
< 1% o allglon-
On a donc
(v B2+ e)) < CllVanlixllgla- (VI - 61)

De (VI-45) et (VI-46) on conclut que b}, est continue sur Xy X My, uniformément
par rapport a N.

Continuité de b%

VWy € Xy, ,VYgv € My

.. | - , 0
b4 (Vw,an) = (Div((r + €)Vn),qv) = (%Vm(r +¢), QN) +(EV2N(T + 6),9N) )

N N

Premiére étape : majoration de (%Vw(r + e),qN)N

£ (Vin(r + €)) étant un élement de Pn(f2), on peut appliquer le lemme (I-2),
ce qui nous donne :

(gr.vm(r ; e),qN)N < Ol (Van(r + ) loallanlla

et donc

0
(;va + e),qN) < CVanlixllawllars (VI-62)
N

d’autre part on a déja montré que

0
(g2¥ante + haw) < Vanlielawle
o N

On conclut donc que bY est continue sur Xy x My uniformément par rapport  N.

Dans le but de vérifier la condition inf-sup pour b}, nous allons présenter les
modes parasites pour la pression dii au choix de My.
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Modes parasites pour b}:

On appelle Z;y le sous espace de ces modes parasites, on peut montrer comme
dans [B.M.M1] que Z,x est engendré par 1’ensemble S ® avec

S ={Qsz sommet de N}, (VI -63)

et
& = {L,,Ly}*. (VI —64)

Condition inf-sup : En choisissant My dans Zjy , on peut montrer la

Proposition (VI-6) : Il existe une constante By > 0 telle que

Vv € My, IVn#0€ Xn |/ B(Vn,an) > Bnl[Vnlixllonlne- (VI —65)

Remarque (VI-6) : Numériquement, on trouve que pour N assez grand
By =0(N-3). (VI — 66)
Les Hypothéses du théoréme (VI — 2) étant vérifiées on a :

Théoréme (VI-5) : Pour tout fy dans (C°(£2))?, le probléme (VI —49) : (VI —50)

admet une solution unique dans Xy x My vérifiant

- 1 -
IUnllx < —Ifllx (VI-67)
KN
et
1 ¥ —
lewllae < = (1 + =)l fllx (VI —68)
N KN -

Pour donner un théoréme d’approximation et de convergence et appliquer le
théoréme (VI — 3) nous allons démontrer le résultat suivant :

Proposition (VI-7) : Si U appartient 3 K N H *(Q), s > 1, alors il existe un élément
ﬁN dans K;ny N K,n tel que

T - Onllx < CN**||T|,.0- (VI —69)

Démonstration :

Soit ¢ € H**(Q) N HZ(N) vérifiant

0
(r+ €U, = ——3%’ (VI -"10)
et
(r+ €Uz = %f-, (VI —-T1)
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un tel ¢ existe car U appartient & K N H2().
On définit, élément de H**1(Q) N H(Q), par ¥ = 1/(r + €)¢. On introduisant Ry
’opérateur de projection de HZ(Q2) sur Py_z(A) ® Py_1(A), et on pose

Uy =RN¥Y et ony= (’l‘ + G)Z‘I’N (VI — 72)

et on se donne Uy tel que

1 aqu 1 a¢N

Uin = Gt oz et Uwn= Gt o’

(VI-13)

alors Uy vérifie:

i) IZN appartient & ((Py-1(A) ® Py_2(A)) x (Pn-2(A) ® Pn_1(A))N X.
ii) Uy appartient & Kin N Ko,
iii) Un vérifie :
|U - Unllx <C|¢—¢n |2a<| ¥ — Ty |10 - (VI-14)
On a donc L. .
lU—-Unllx <C|¥—RnY |10 (VI -175)

On peut maintenant donner un résultat de convergence et d’approximation :

Théoréme (VI-6) : Pour tout f dans (C°())?, le probléme spectral de colloca-
tion (VI — 42) : (VI — 44) admet une solution unique dans Xy X Xy. De plus
si la solution (I,p) du probleme (VI — 37) : (VI — 38) appartient a I’espace
(H*(Q)NHL(R)) x H*-(Q), s > 1, et si f appartient & 'espace (H*(Q)) pour o
entier > 1, alors il existe une constante C, indépendante de N telle que

10 = Unllx < o (N (1T + Ipllcs) + N fllca}, (VI =T6)

et

C
Bnun

llp — pwllae < {N=* (100 + llpll-r0) + Nl flloa}.  (VI-17)

Démonstration :

Les hypothéses du théoréme (VI — 3) étant vérifiées, on a

L C L.
U - Unl|lx < ;; _inf  ||U - Wy||x+

WNEK:N

. — — - A i 1-/. ,Z
inf {||U — Vnllx + sup (A f)( v, Zn) +
VneXN IneXn ”ZN”X
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] (B — b4)(Zn, )
inf <|lp—gn|lm+ sup = +
INEMN { ZneXn ||ZN“X

< f— J?N, ZN >
IneXy ”ZN”X

Premitre étape : si U désigne le vecteur donné par la proposition (VI —17) alors
ona:

. — - R e d 3 - A V b Z
inf ||U—-Wn|x+ inf ({||U-Vy|lx+ sup (A ’-{)( v, 2)
NEKaN VneXy IneXN “ZN ||X

7 -0 i A= Av)(On, Z
< = Cullx + 110 = Onllx + sup ), Zn)
ZneXn |Zn| x

< 2|7 - Un|lx < N**||U]l.q.
car VZy € Xn, (A- Ay)4(Z-.N,(7N) =0.

Deuxiéme étape : sachant que Py_,(2) est contenu dans My, on a :

) B —b.)(Zn,
inf {|lp—gqnllsr + sup ( v)(Zy, av)
INEMN IneXn ”ZN”X

< |lp — On-2plloa < CN**|Ip|ls-1.0
Troixiéme étape : pour tout Zn dans X N,oOn a:
| (£, Zn) — (fws Zw)w 1= (F = Onoa fy Zn) + (Ov-of — Infy Zn)w |

<CUf-Tx_1flloa+ If - INﬂIo,n)IIZNllx
< CN|flloallZnlix-

De ces troix étapes on retrouve (VI — 76) et on démontre (VI — 77).

6.4.1 Résultats numériques de convergence et d’approxi-
mation

Pour résoudre le systéme algébrique (VI — 42) : (VI — 44), nous utilisons 1’algo-
rithme déja présenté dans les chapitres précédents.

La figure (VI-1) représente, comme fonction du nombre d’itérations (n), la
norme euclidienne de Div(ﬁ ") calculée a la n°™¢ itération.

La courbe (a) correspond a I’approximation du probléme de Stokes, muni des
conditions aux limites Dirichlet non homogénes et ayant pour solution

U(r,2) = (2 +1°%( +1)°) et p(r,z) = (r +2)°.
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La courbe (b) correspond & ’approximation du probléme de Stokes, muni des
conditions aux limites Neumann non homogéne et ayant pour solution

U(r,2) = ((z+1)%,(r +1)®) et p(r,2) = (r +2)*.

De méme,la courbe (c) correspond & I’approximation du probléme de Stokes,
muni des conditions aux limites Neumann non homogéne et ayant pour solution

U(r,z) = (sin(xz),sin(nr)) et p(r,z) = cos(nr)cos(rz).

Pour ce cas, on se donne comme test d’arrét ’erreur spectrale attendue pour une
fréquence de coupure égale a 13.

Dans tous les cas, la méthode (Py,Py) nous permet de calculer la vitesse et le
gardient de pressure mais pas la pression, & cause de la présence des modes para-
sites. Pour les éliminer, nous allons utiliser ’approximation (Py, Py_2), proposée
dans les chapitres IV et V.

6.5 Approximation (Py,Py_s)

P’espace d’approximation de la vitesse étant Xy = (Py(f2)), on prend pour la
pression ’espace My = Py_3(2) N LZ(f2) et on considére le probléme défini par
(VI —-49): (VI -50)

Le nouveau choix de My nous permet d’écrire que ce probléme est équivalent
a: Pour f = (fi, f2) donnée dans (C°(2))?, trouver Uy = (Uin,Uzn) dans Xy et
pn dans My tels que

VVN € Xn, AN(ﬁN, VN) + B(VN,pN) =< )E.,VN >, (VI —18)
et
Vgv € My, B(Un,qn) = 0. (VI-19)

ou B est défini par (VI — 36).
En effet, pour tout gy € My et 17N € Xn,ona

3 3 S 0 d
by(Vwv,an) = (VN,(VqN)(r + e))N = (Vuv, %}(r + e)) + (VzN, %(r + e)) ,
N

N

or
aai:v-(r +€) € Pay_2(A) @ Pav_2(A)
et
%‘Izﬁ T +¢€) € Pan_1(A) ® Pav—2(A)
alors

b (Vs aw) = b3 (Vv aw) = B(Vw, aw). (VI-80)

Nous allons, maintenant écrire le systéme algébrique a résoudre :
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6.5.1 Systéme algebrique :
En prenant dans (VI — 79) comme fonctions tests la suite gy = hi(r)h;(z) et en

utilisant le développement présenté dans le chapitre V, on obtient que (VI — 60)
est équivalent a: Pour touti, j=1,.. ., N-1

;%((&- + U (6, €5)) + %Uw(&-,é,-) =dyj, 1<4,j<N-1. (VI-81)

avec pour tout i, j =1, ..., N-1
0 - -
dij = - [E ((o + €)Urn (&0, €;)) %hi(ﬁo) + 6% (v + )Urn(én,¢&5)) %hi(fN)

aUzN

(éuéN)pNh (éN) (VI— 82)

[OU”(&,EO)” O, (6o) +

Et en choisissant pour ’equation (VI — 78) comme fonctions tests la suite ¢y =
hi(r)h;(z) on obtient:

E,-!-ea ((é' )aUlN(E))_ aazUlN() aIDN() (), Te =Y
(VI - 83)
g,:ea ((Et+e)a UzN(f)) —uaazUm( )+ 8PN( 7) = f(Z), T€EN[
(VI - 84)

La résolution de ce systéme algeébrique donne:

6.5.2 Reésultats numériques :

La courbe 2 représente l’approximation de la pression et la mesure de la diver-
gence, on constate que l'on sait calculer correctement la pression et satisfaire la
contrainte de continuité.

6.5.3 Conclusion

Le choix de My = Py_s() M nous a permis d’approcher la pression et de satisfaire
la contrainte de continuité sur tout le domaine frontiére comprise, et aussi d’écrire
I’ensemble des équations sur une méme grille. Cette formulation est plus facile
4 analyser et correspond & un cadre abstrait plus simple que celui décrit dans ce
chapitre.
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figure (VI-1)
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figure ( VI-2)
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Conclusion

Au cours de ce travail on s’est intéressé au probléme de Stokes en formulation
vitesse-pression pour des fluides visqueux incompressibles. Pour approcher
ce probléme on a utilisé une méthode spectrale de collocation et pour const-
ruire le systéme algébrique issu de la discrétisation on a découplé la vitesse et la
pression en construisant un opérateur sur cette dérniére. On résout d’abord la
pression et on déduit ensuite la vitesse en résolvant un probléme de Helmholtz.
Pour résoudre 1’équation en pression on a utilisé une méthode itérative.

Pour ’espace d’approximation de la pression on a présenté deux choix: un premier
qui consiste & prendre des polynémes de méme degré que pour la vitesse et un
second qui consiste a réduire de deux unités ce degré.

Pour chacun de ces choix on a présenté des résultats numériques d’approximation
et de divergence. On a montré que le second choix nous permet d’éliminer les
modes parasites et donc de calculer correctement la pression, d’ améliorer le
nombre de conditionnement de 'opérateur sur la pression et la constante inf-
sup et bien siir de satisfaire la contrainte de continuité. Le point important
de cette méthode est ’utilisation d’une grille unique pour calculer la pression et
vitesse.
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Annexes

Annexe 1

On présente dans cet annexe un rappel sur les propriétés des des polynémes de
Legendre et de Chebychev, ainsi que le principe de dérivation spectrale de collo-
cation.

Propriétés des polynémes de Chebychev

T, est un polynéme de Chebychev si T, vérifie :

Tn(cos(8)) =  cos(nf) (A1.1)
ona: To(z) =1, Ti(z) =z, To(z) = 22% - 1.

Les polynémes de Chebychev sont aussi définis comme étant les solutions de:

V1-— z"’:i%\/l - 325—: +n*T,(z) = 0. (41.2)

Pour tout n > 0, T,, vérifie :

- T,, est un polyndéme de degré n et a la méme parité que n.
- Pour tout m > 0

/ 11 To(2)Tn(2)(1 — 2°)Hdz = 2 Cubiom (41.3)

oulCo=2etC,=1pourn>1.

Tni1(z) = 22T, (z) — Tu-1(2); (A1.4)
| Tu(z) I<1,  T,(z)<n? (A1.5)

et
Ta(£1) = (£1)7, T>.(0) = (-1)%, T2n+1(0) = 0. (A1.6)
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Les points de Gauss-Lobatto associés aux polynémes de Chebychev sont :

] .
6.1 = COS(—-n"l), .7 = 07 seny n,

et les poids de la formule de quadrature de Ga<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>