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ABSTRAC T

The aim of this work is to present a new spectral method without spurious 
modes for the Stokes system in any space dimension. This method use only 
the pressure and the velocity values at the nodes of a Gauss-Lobatto grid 
as variables.
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N otations

Pour la suite on introduit les notations et les définitions suivantes:

D om aines :

A : désigne l’intervalle ouvert ] -1 , +1 [.

O : Désigne l’ouvert défini par Ad, (d entier > 1 ). 

dO : désigne la frontière du domaine.

O : Désigne O U d iï .

E spaces fonctionnels :

Cm(Ô) : désigne l’ensemble des fonctions m fois continuement différentiables.

£>(n) : désigne l’ensemble des fonctions indéfiniment différentiables à support com­
pact dans l’ouvert Q

est un espace de H ilb ert [Ad].

H 8(fï) : pour tout réel s =  m +  <r, m € N, 0 < cr < 1, on définit comme

ou

5

L2(0 )  =  { f , mesurable, Jn \ f 2(x ) | dx < oo}.

i-S(o) =  {/ € L*(nyjnf(x)dx =  o}.

H m(0 ) : désigne le sous espace de L 2(£l) des fonctions telles que toutes leurs dérivées, 
au sens des distributions, d’ordre < m, soient dans L 2((ï). On rapelle que H m(Q) muni 
de la norme i

ll/!U.n = (£  I /

i / i îo= e  f ( t. y«**

/ I2,n
)

dkf

dx?.

H*\(0)

+kd=k



espace interpolé de H m(iî) et ÆTm+1(iî) d’indice 1 — i.e

H ^ O )  : désigne la fermeture de 'D(fi) dans Hm(û) pour la norme || ||m,n-

T n (annexe 1).

P o in ts  de collocation  e t form ule de q u a d ra tu re

Soit N un entier > 3, on désigne par (£“), 0 < j  < N, (resp (r"), 0 < j  <  N) les 
zéros du polynôme (1 — (resp ).
- Les points (£“) sont appelés points de G auss-L obatto  et les ( r“ ) points de G auss.
- On rappelle qu’il existe une suite de réels Ph  0 < J < N  tels que la formule de 
quadrature de Gauss-Lobatto

On rappelle aussi qu’il existe p%= * G EaN tels que la formule de quadrature de
Gauss-Lobatto

On rappelle que dans H™(Cl) , les normes || ||min et | |m,n* sont équivalentes.

H -m (0 )  : désigne le dual de .

E spaces po lynom iaux  :

P n (O ) : désigne l’espace des polynômes définis sur ü  et de degré < N.

Pfc(O) : désigne l’espace des polynômes définis sur Cl et de degré <  N et nuls sur 
le bord.

Polynôm es de Jacob i :

Pour tout réel a  >  — 1 on introduit les polynômes (Jn)n>o orthogonaux pour la mesure 
u>“(x) =  (1 — x2)adz. J f f  est le polynôme de Jacobi de degré N et d’indice a  vérifiant:

ou r  représente la fonction Gamma.
Le cas a  =  0 correspond aux polynômes de Legendre qu’on notera L n  et celui de 
a  =  —̂  correspond à une constante près aux polynômes de C hebychev qu’on notera

{*" = < JV,0 < * < JV}.

¡  * ( x , y ) ( \ - z 2Y ( \ - y 2Y i x i y *  £
*'*• • • nt¿=0

Ta( i 1\ +  a  + 1)
-  N lT(a  +  1)

( O ? .

soit exacte pour tout polynôme de P2N-x(A).
- Pour tout N, on définit la grille par

r?a
=  '

<r,

H ‘ ;n) [s ” (O), i f m+'(fl)
1— flr

(O)
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=  1! ív -

¡ :$(*)(l-x2)aix  «
JV

E *
¿=0

ICb

par

ff),o

* (í? . í l



soit exacte pour tout polynôme de -FW-i(A) ® P2JV_i (A).

P ro d u it  scalaire  con tinu  e t approché

(u ,v ): désigne le produit scalaire définie par

(u,v) =  /  u(x).v(x)dx 
J  n

I u  |o,n : désigne la norme associée au produit scalaire (u,v) et définie par

qu’on notera aussi | u |n

(u ,v )a : désigne le produit scalaire défini par

(u ,v)a =  I u(x).v(x)u)a (x)dx 
J  n

On note que (« ,17)0 =  («,*>)•

(u, v)Q)n : désigne la forme bilinèaire défini par

(u,v)a<N=  Y ,  £“)/>“/>“ ,
i,j=0

1
On rappelle que la forme qui à $  associe ($ , $)à,N =  ||^IU,N est une norme sur .Pjv(iî)

i  ’
équivalente à la  norme ||3>||<ï =  ($ , 3>)a uniformément par rapport à N, ([C.Q], a  =  0, —5 
et [BM3] pour a  quelconque ).

O p é ra te u r d ’in te rp o la tio n  : [CQ]

On définit l’opérateur IJj d’interpolation sur par : Pour tout f dans C°(iî), I%f 
est l’unique polynôme de Pn (CI) vérifiant

Væ e s *,/£/(*) -  /(*).

O p é ra te u r d ’in te rp o la tio n  : [CQ]

On définit l’opérateur de projection qui à toute fonction f de Hq(î ï ) associe l’unique 
polynôme de Pn (£1) vérifiant

v*€  JWn),(n*/, *)« = (/,*)«.

Enfin si X désigne un espace de Banach on note alors X’ son dual et || ||x sa norme.

Pour simplifier la rédaction de la thèse on décide de ne pas écrire a  quand il vaut 
zéro.
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Introduction

Introduction générale

L’approximation des équations de Stokes pour des fluides visqueux incompres­
sibles présente quelques difficultés théoriques et numériques liées, en particulier pour le 
calcul de la pression, à la compatibilité entre les espaces d’approximation de la pression 
et de la vitesse.

Plusieurs approches numériques ont été proposées pour résoudre le système algébrique 
issu de la discrétisation:

-Une première approche consiste à résoudre le système de Stokes sous forme couplée 
et d’une manière directe (Y.C.B). La mise en oeuvre de cette méthode directe nécessite 
un espace mémoire assez important, en particulier pour les méthodes spectrales;

-Une seconde approche consiste à remplacer l ’équation de continuité discrétisée par 
une équation de Poisson sur la pression (C), (T), (G.P), (K,M), (O.I.D), etc...Cette 
approche nécessite de définir des conditions aux limites artificielles pour la pression;

-La troisième approche adoptée dans cette thèse est une généralisation de l’algorithme 
d’U zaw a (A.H.U), (C), (T), (G), (G.R), (C.CH), (M.P.R). On découple le système en 
un problème itératif sur la pression et un problème de H elm holtz  sur la vitesse. Cette 
approche est utilisée par plusieurs auteurs (A.L.V), (Le), (M.M.P.R), (F.R), etc...

Le but de cette thèse est d’analyser les problèmes liés au calcul de la pression et 
à  la rapidité de convergence du système itératif (Ax).
Pour l’approximation des équations de Stokes, on utilise une méthode S pec tra le  de 
collocation  (G.O),(C.H.Q.Z).

Introduction aux résultats de la thèse

Dans le ch ap itre  I, nous donnons quelques rappels consernant notre outil de tra ­
vail, à savoir un solveur du problème de H elm holtz  pour différents types de conditions 
aux limites et posé dans un domaine régulier, borné de R d =  1,2,3. On vérifie que 
ce solveur est précis et possède les propriétés spectrales classiques de convergence et
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d’approximation .

Le ch ap itre  I I  contient une première discrétisation (Pn , Pn ) du problème de Stokes 
en 2-D non périodique, qui consiste à approcher la vitesse et la pression par des po­
lynômes de même degré N dans chaque direction. L’analyse théorique de cette ap­
proximation a déjà été faite dans (B.M.M1), on se contente donc de rappeler les prin­
cipaux résultats de convergence et d’approximation. On présente l’algorithme utilisé 
pour résoudre le système algébrique issu de la discrétisation, et on montre ensuite que 
l’opérateur discrétisé sur la pression possède un nombre de conditionnement en 0 ( N 2) et 
a 8 védeurs propres nulles dont les vecteurs propres sont des modes parasites (B.M.M1) 
pour la pression. La présence de ces demièrs nous empêche de calculer correctement la 
pression mais le champ de vitesse obtenu est exact et solenoidal. La conclusion de ce 
chapitre est que le choix fait pour les espaces d’approximation nous permet d ’approcher 
le problème de Stokes à la précision spectrale. On note aussi qu’on peut calculer cor­
rectement la pression par une technique de filtrage décrite dans [Me]

Dans le c h ap itre  I I I  on s’intéresse au cas tridimensionnel avec une direction périodique 
et deux non périodiques, (problème dit 2.5 — D). Chaque mode de Fourier fournit un 
nouveau problème de S tokes 2 — D, traité en suivant la même démarche que dans le 
chapitre précédent. On montre que pour les premiers modes de Fourier, la convergence 
du système itératif est extrêmement lente conduisant à une approximation de fait insuf­
fisante. Ce résultat nous amène, après une étude numérique de l’opérateur discret sur 
la pression , à envisager un autre choix pour les espaces d’approximation.

Dans le ch ap itre  IV , on présente une autre méthode (Pat, Pn- î ) pseudo sp ec tra le  
de co llocation  qui consiste d’abord à choisir pour la pression, comme dans (M.P.R), 
un espace d’approximation polynomiale de degré réduit de deux unités par rapport à 
celui de la vitesse et, ensuite, de discrétiser une formulation variationelle du problème 
de Stokes en utilisant une seule grille.

Cette méthode est analysée pour le cas des conditions aux limites périodiques dans 
une direction et non périodiques dans l’autre (problème dit 1.5 — D). On montre que 
cette méthode :

- élimine les modes parasites et calcule donc correctement la pression;

- améliore le nombre de conditionement de l’opérateur discrétisé sur la 
pression qui devient asymtotiquement indépendant des fréquences de 
coupures dans les deux directions;

- présente une convergence uniforme par rapport aux modes de Fourier.

On généralise dans le ch ap itre  V la méthode présentée dans le ch ap itre  IV  aux 
cas des conditions aux limites suivantes

9



- problème non périodique sur un domaine bidimensionnel carré (problème
2 — D)'t
- problème périodique dans une direction et non périodique dans les 
deux autres sur un domaine tridimensionnel cubique (problème 2.5 — D).

Dans chacun de ces cas, on montre ici que l’on peut:

- éliminer les modes parasites et donc calculer correctement la pression;

- améliorer le nombre de conditionnement de l’opérateur discretisé sur 
la pression;

- résoudre le problème de convergence et d’approximation pour les pre­
miers modes de Fourier.

Enfin, dans le chap itre  V I, on applique chacune de ces méthodes au cas des 
équations de Stokes pour des écoulements axisymetriques confinés en géométrie cylin­
drique annulaire; on présente dans le cas (Pn ,P n ) une étude théorique du problème 
approché et on donne des résultats d’approximation et de convergence.

10



C hapitre 1

M ise en oeuvre d ’un solveur pour le 
problèm e de H elm holtz

1.1 Introduction

Au cours de ce chapitre, nous allons présenter la mise en oeuvre d’un solveur pour le 
problème de H elm holtz  [H.L.A.D] . Pour l’approximation on utilise la méthode spect­
rale de collocation [G.O]. L’inconnue du problème étant U, on cherche à connaître la 
valeur de U en certains points de collocation [C.H.Q.Z]. L’ensemble de ces valeurs est 
appelé espace physique. Avant de présenter l’algorithme de résolution et les résultats 
numériques, nous allons rappeler quelques résultats d’analyse, déjà démontrés par plu­
sieurs auteurs [C.Q], [B.M.3], [Sj].

1.2 Analyse du problème de Helmholtz

On s’intéresse aux équations de H elm holtz  dans un parallélépipède rectangle de R* 
(d entier > 1 ) . Par une homothétie dans chaque direction on peut toujours se ramener 
au domaine Cl =  Ad avec A =] — 1, +1[ .

Le problème à résoudre s’écrit:

trouver U vérifiant

-A U  +  \U =  F  dans ft; ( / - 1 )

U =  0 sur T; ( /  -  2)

où A est une constante positive qu’on supposera, pour simplifier, égale à zéro.

11



1.2.1 Problème continu et formulation variationnelle

On pose X  =  Hq{€1) muni de la norme || ||x =  || ||i,n» et on définit la forme 
bilinéaire A  par:

VZ7 6 X , W  6 X, A(U, V ) =  (VÏ7, W ) ;  ( I  -  3)

alors pour toute distribution F donnée dans X’, dual de X, la formulation variationnelle 
de (I-l)-(I-2) s’écrit

vy<= X, A(U,V) = <  F ,V  >  . ( 7 - 4 )

Propriétés de A  : On rappelle que la forme A  vérifie:

1)la propriété de continuité

W € X , W £ X ,  . 4 ( t w  < lltriu im ix ; ( I -  5)

2) la propriété d’éllipticité

VU e x ,  A(U,U) =  ||VC/’||on; ( 1 - 6 )

et par l’inégalité de Poincaré-Friedrichs

V V £ X ,  A (V ,V ) >  PWV&- ( 1 - 1 )
Conclusion:

En utilisant le théorème de Lax-Milgram on montre que le problème 
(1-4) et donc (I-l)-(I-2) admet une solution unique dans Hq(ÎÎ).

1.3 Approximation par m éthode spectrale de Ga- 
lerkin

La formulation variationnelle (I  — 3) permet d’envisager un premier type d’approxi­
mation :
pour F donné dans X’, trouver Uff dans X ^  f) Pat (fi) tel que

VVy € X N, A(Un , Vn ) = <  F,V n >; ( I  -  8)

où A  est la forme donnée par (1-3).

X n tant un sous-espace de X, le problème (1-7) admet une solution unique Un dans 
X N .

Afin d’éstimer l’érreur \\U — Un \\x nous allons rappeler le lemme suivant [Ma] 

Lemme (1-1) :

W  € H'(Ü) f | X  Vs > 0

12



mf ||P  -  V ||x < C JV '-||I7 ||.,0 . ( 1 - 9 )

On déduit de ce lemme et des propriétés de A  le théorème suivant 

Théorème (1-1) :

si U solution de (1-3) appartient H*(Cl) > a > 1 alors on a :

Il U -  Un \\x <  C .N 1-\\\U\\t,n ( I  -  10)

1.4 Approximation spectrale de collocation

l’approximation par méthode spectrale de collocation du problème (I-l)-(I-2) consiste 
à : pour F donné dans (70(iî), à trouver Un dans X n tel que

- A  Un(x) =  F(x), x <eEn Ç)û; (7 -1 1 )

Un(ë) = o, x g Sjy pi r. (I — 12)

Remarque (1-1) : on vérifie immédiatement que ce problème comporte autant d’équations 
que d ’inconnues, à savoir (N  +  l ) d .

Pour la suite de notre analyse nous allons avoir besoin des inégalités suivantes [C.Q]

Lemme (1-2) :
VU € PN(S l) ,W € Pjv(iî)

(U,U)K <  3d||t/||o,o|| V||0.o; ( / - 1 3 )

et
W  G PN(Ü)

( V , r V > | | 7 | | ^ .  (I — 14)

On introduit maintenant les formes Atf définies par:

W  € C2(Ü), W  € C°(Ü)

A n(Un , Vn ) =  - ( A UN, VN)N. ( I  -  15)

Les formes A n  ont les propriétés suivantes:

Lemme (1-3) :

1) Continuité uniforme des Ajf :

13



W N G X N, VVN G X N

(J- —16)

2) Ellipticité uniforme des Ajf :

il existe une constante /? indépendante de N telle que

W N 6 X N,A N(UN)UN) >  0\\Un \\x - ( I  ~  17)

Démonstration :
Pour commencer nous allons montrer que

W N € x N, vvN e x N (I  -  18)

An (Un ,Vn ) =  (VUn ,V V n )n .

Pour simplifier la rédaction de la démonstration nous allons supposer que d =  2.
Soit Un G X n et Vff G Xff)  alors

A n(Vn ,Vn ) = - £  £
¿=1 xÇB tf °  1

En utilisant l’exactitude de l’intégration numérique de la formule de Gauss-Lobatto sur 
-fW -i(iî) on écrit que

il existe une constante a indépendante de N telle que

A (TT V  \ V ' Y'* dUN(x )dVff (x )  -4w(tfji,VW = g  £

Du lemme (I  — 1), on déduit les résultats du lemme ( /  — 2).

Pour l’estimation de l’erreur \\U — Un\\x , nous allons avoir besoin du résultat sui­
vant, dont la démonstration se trouve dans [C.Q] et [Ma2j.

Lemme (1-4)
VU e H*(Ü),W  € x N 

(17, V) -  (U ,V)„  < (7.JV-.||i7|U.„||V||I.n . ( J -  19)

On peut alors démontrer le résultat suivant:

Théorème (1-2)

pour tout F dans C0(Ù), le problème spectral de collocation (1-10) admet une 
solution unique dans X ^. De plus si la solution U du problème (1-3) appartient à
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IlU -  t/jvlko < C'iiV1—||Z7||.,n + ^-"||F |U ,n}. (I -  20)

Démonstration :
Pour le besoin de la démonstration on introduit l’opérateur de projection 71}/ de X sur 
X jf défini par

VViv € X N, A (K n U -  U, F^) =  0

On alors :

A (n NU -  UN, VN) =  An (K n Un , Vn ) -  A(Un , VN) +  (F, Vn ) -  (F , V}vrV-

En appliquant le lemme (J — 1) pour (VÎ7^, VV/y) et l’éllipticité de A  on obtient le 
théorème.

1.5 Résolution numérique du problème de Helm­
holtz

Bien que la présentation théorique ait été faite en utilisant les polynômes de Le­
gendre et en admettant que la condition aux limites est du type Dirichlet homogène, 
nous allons donner des résultats numériques pour des conditions aux limites variées et 
en utilisant aussi les polynômes de Chebychev.

1.5.1 C as m o n o -d im e n s io n n e l

On se donne le problème suivant : étant donnés F dans C°(Ù) et une constante 
positive A , on cherche Un dans Pjy(iî) , vérifiant

+ « W i?  ) =  -F(Îf); (J — 21)

o-tW îo) +  » X ( i o )  =  t - i  V  -  22)

<*+M60 + M^(M = ?+; ( i - z s )
On appelle V  et V 2 les matrices de dérivation première et seconde calculées dans 

l’espace physique [Annexe 1].

Pour la résolution du système algébrique issu de la discrétisation on introduit les nota­
tions suivantes:

Ü =  (u o ,u i , -----uff-i,upf) avec Ui =  Un U?)] ( 7 —24)

Ü =  {uu ...... uN- i )  avec Ui =  UN((f);  { I  -  25)

et
F  =  (/o, f u ...... Î n - xJ n ) avec fi =  FN(£f); ( I  -  26)

H*(ù) et F appartient à H*(Cl) alors il existe une constante, C, indépendante de N telle
que
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Le problème (I-21):(I-23) s’écrit alors : étant donné F  on cherche U tel que

- X X « i  + A«i = /ô  l < i < N - l i  (7 -2 7 )
i=0

N
a-Uo +  6- XI iui =  9-\ (I  -  28)

i=o

N
a+uN + b+J2 V}vjUj = g+. (I  -  29)

i=o

On s’assure facilement que le système (I-27):(I-29) a autant d’équations que d’incon­
nues, à savoir (N +l).

Résolution du système (1-23):

Des égalités (1-28) et (1-29), on déduit que

N- 1
u0 = AiUi + A; (7 -  30)

t=i
N-l

uN = ^2 + B ; (7 -  31)
t = l

avec
Ai = [—£>_(a+ -(- b+VffN^oi +  b+b-'DoN'Dm]/Det-,

B% =  [—1b+(a- +  bJDotiyDm +  b^b+'Djvo'Doi]/Det]

A =  [—b_V0Ng+ +  (a+ + b+VNN)g+]/ Det;

et
B  =  [-\-b+Djfog-  ~ (a-  + &-^oo)<7+]/7)e<;

avec
D et  =  —b-b+'DproDoN +  (g_ +  6_2?oo)(<*+ +  &+îVjv)-

En remplaçant u0 et un par leur valeurs respectives dans (1-27), on obtient le système 
suivant:

N- 1
-  £  + A Ui = fi, 1 < i < N -  1; (7 -  32)

3- 1

D2 et F  =  ( /1?....../jv-i) étant le résultat de la substitution de u0 et un par les expres­
sions données dans (1-27), (1-28) et (1-29).

On peut écrire maintenant le système (I-27):(I-29) sous la forme:

- V 2Ü = F; (7 -  33)
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N - l

u0 =  ^2 AiUi +  A; ( I  -  34)
«=i 

N - 1

un =  ^2 Biiii +  B . ( I  — 35)
»=i

Algorithme de résolution :

— On diagonalise T>2

— On écrit F  dans la base des vecteurs propres de î>2, on note Fp =
( fpj...../pN-1 ) le vecteur obtenu.

— On résoud pour 1 < i <  N  — 1 uPi =  — /*» étant la ieme valeur
A&* A

propre de 'D2

— On calcule^ à partir de uPi, i =  1, — 1, par changement de base.

Résultats numériques :

-Figure (1-1) : on présente l’erreur d’approximation en fonction de la fréquence 
de coupure. La solution exacte est U(x) =  cos(-7rx), les points de collocation sont 
les noeuds de la formule de d’intégration numérique de Gauss-Lobatto Legendre 
pour la courbe (a) et Chebychev pour la courbe (b). Le problème (1-23) est posé 
avec a+ =  a_ =  1 et b+ =  b_ — 0. L’erreur est mesurée en calculant

logsup | Î7(as) — UN(x) | .
* € S

On constate que, la convergence est exponentielle, ce qui est en accord avec l ’étude 
théorique car la solution est analytique. On remarque aussi que la convergence 
est optimale en N =  20 et que pour des fréquences de coupure plus grandes les 
erreurs d ’arrondis sont dominantes.

-Figure (1-2) : on reprend les mêmes mesures pour la même solution que dans 
la figure (1-1), mais avec a+ =  a_ =  0 et b+ =  b_ =  1.

1.5.2 Cas bidimensionnel

Le problème à résoudre est: étant donné F dans C'°(iî) , on cherche TJu dans 
Pn (Q) vérifiant

- A UN(x) +  AUN{x) =  F(*); x £ Z aNf ) ü ;  ( I  -  36)
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aUN(x) +  6 ^ ^  =  g(x); X e  ZaN f |  ( I  -  37)

On reprend l’idée, présentée par [H.Z] et généralisée dans [H], de diagonali- 
ser successivement par rapport à chaque variable. Le problème (1-29) se trans­
forme alors en (N-l) problèmes de H elm holtz  à une seule variable. Cette même 
téchnique nous permet de résoudre le problème de H elm holtz  dams des domaines 
de dimension supérieure.

Résultats numériques :

-Figure (1-3) : on présente l’erreur d’approximation en fonction de la fréquence 
de coupure. La solution exacte est U(x) =  cos(47rx) cos(47ry), les points de collo­
cation sont les noeuds de la formule de d’intégration numérique de Gauss-Lobatto 
Legendre pour la courbe (a) et Chebychev pour la courbe (b ). Le problème (1-23) 
est posé avec a+ =  a_ =  1 et b+ =  6_ =  0. L’erreur est mesurée en calculant

logsup | U(x) -  UN(x) | .
*6 E

On constate que, la convergence est exponentielle, ce qui est en accord avec l’étude 
théorique car la solution est analytique. On remarque aussi que la convergence 
est optimale en N =  22 et que pour des fréquences de coupure plus grandes les 
erreurs d’arrondis sont dominantes.

-Figure (1-4) : on reprend les mêmes mesures pour la même solution que dans 
la figure (1-1), mais avec a+ =  a_ =  0 et 6+ =  6_ =  1.

1.6 Valeurs propres de l’opérateur dérivée se­
conde

La résolution numérique du problème de H elm holtz  dans n ’importe quelle 
dimension utilise essentiellement le calcul des valeurs propres de l ’opérateur de 
dérivée seconde. Nous allons donc présenter quelques résultats numériques concer­
nant ces valeurs propres.

Loi asymptotique :

Si Umax désigne la plus grande valeur propre de T)2, alors on vérifie que pour 
N >  64 Pmax/N* est constante. Plus précisément on a le tableau suivant 
[C.H.Q.Z]

18
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Tableau M  - \)

Comportement des valeurs propres ( /i* ) :

La figures (1-5) (resp (1-6)) représentent les valeurs de y/—flk rangées par ordre 
croissant en fonction de k pour des fréquences de coupure égales 20, 30 et 50 et 
pour différentes conditions au limites en utilisant les points de Gauss-Lobatto Le- 
gendre (resp Chebychev). On constate que dans tous les cas les petites valeurs 
propres sont du type Fourier, c’est-à-dire que si /î* désigne la keme valeur propre 
alors fik/N  est borné.

Dans [VI] H.Vandeven présente une étude théorique du comportement de ces 
valeurs propres.

1.7 Conclusion

Nous avons au cours de ce chapitre présenté un solveur de H elm holtz. Nous 
allons dans les chapitres suivants l’utiliser pour l’analyse numérique du calcul de 
la pression dans le problème de Stokes et pour l’approximation d’un problème de 
convection naturelle dans un milieu poreux [M.M.A.L].
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Spectre de T>2 pour N = 20, 40, 50

f ig u re (I  — 5)
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Spectre de D2 pour N = 20, 40, 50

Jigure(I -  6)
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C hapitre 2

R ésolution  num érique ( P j ^ , P ^ )  du  
problèm e de Stokes

2.1 Introduction

Au cours de ce chapitre, nous allons présenter des résultats numériques d’approxi­
mation du problème de Stokes stationnaire dans un domaine Cl de R2

—uAÜ +  Vp =  F  dans iî, ( I I  — 1)

V.Ü  =  0 dans 0 , ( I I -  2)

pour des conditions aux limites soit du type Dirichlet, soit du type Neumann. Dans 
ce problème, F représente une densité de force et u est la viscosité cinématique 
du fluide. Les inconnues sont la vitesse U et la pression p.

La vitesse et la pression sont approchées par des polynômes de degré égal à N dans 
chaque direction, dont on cherchera à calculer les valeurs aux points de collocation 
de la grille H P a r  analogie aux algorithmes utilisant des grilles décalées [BM1], 
[BMM2], [MPR] et [Le], on appellera cette méthode algorithme à grille u n iq u e .

Avant de présenter la téchnique de résolution, nous allons rappeler quelques 
résultats théoriques d ’approximations établis dans [BMM1].

2.2 Problème continu

Dans le carré Q, on considère le problème (II-l) avec pour simplifier, U nul sur le 
bord de Cl.

Il est bien connu [GR, Chap 1, cor 4.1] que le problème ( I I —1) : ( I I —2) admet
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la formulation variationnelle suivante: trouver (Ü,p) dans (fi’o(iî))2 x Ll(Cl) tel 
que

VV G {H l(ü))2, v [  V Ü V V dx  + f  VpVdx  = <  F, V  >; ( I I  -  3)
J n Ja

et
Vg € L20(Ü), f  V.Üqdx =  0; ( I I  -  4) 

Ja

ou < , > désigne le produit de dualité entre (Hq(SI))2 et son dual. De 
cette formulation on déduit que, pour F  dans le dual de (^¿ (fi))2 le problème 
( I I  — 3) : ( I I  — 4) admet une solution unique (Ü,p) dans (JT^(iî))2 x Ll(iï).

Par la suite on note X  =  (iT^(iî))2 munit de la norme || ||x =  || ||i,n et 
M  =  Ll(Cl) munit de la norme || ||j^ =  || ||o,n*

2.3 Problème discret

Soit N un entier > 3, on considère deux espaces X n  et M n tels que
X N =  (PJ^(iî))2 f l X e t M ^ C  PN(Ü) n M;

pour F  =  ( /i, f i)  donné dans (C0(iî))2 le problème approché consiste à trouver 
un couple (Un ,Pn ) dans X n x M ^, Un  = (U\n , U^n ), tel que

-I /A CT,„(x) +  ^ - ( x )  = / ,(* ) , X e sN n ii; ( / /  -  5)

- v A U M ? )  + %•(*) = /*(*). { n - e )  

ÿ . u N(w) = 0, x e  s». ( i l  -  7)

Afin d’analyser le problème ( I I  —3) : ( I I  — 4), nous allons en donner une formula­
tion variationnelle qui lui est équivalente, pour ceci on définit les formes bilinéaires 
A n  et par:

W  G (^ (Û ) )2, VV G (C0^ ) ) 2

A n (Ü, V) = -u (A Ü , V )n ; ( I I  -  8)

et
W  G ( ^ (Ô ) )2, V9 G Cl (Ù)

M V , q ) = ( V , V q ) N -  ( I l - 9 )

Notons que l’exactitude de la formule d’intégration numérique de Gauss-Lobatto 
sur P2N- 1 (iî) permet d’écrire: pour tout Vn dans X n  et çn dans Pn(Cî)

^n (Vn ,Qn ) =  -(V.Fj\r,ÇAr);v; (1 1 -1 0 )
«

25

dp N  r. X e En niî;

bff



—♦ —V

elle entraine aussi que pour tous U n  e t  V n  dans X n

Suivant la théorie de [Br], une condition de compatibilié entre les espaces d’ap­
proximations X n  et M n  est qu’il existe une constante (3n  telle que

Vçn € M n , çat) >  /?jv||^|M|çj\H|jif; — 12)

cette condition, appelée condition  inf-sup , nous amène à rappeler les définitions 
suivantes:

M ode p a ra s ite  : On appelle mode parasite pour la pression tout polynôme çn 
de Pjv(n) tel que

VVn G X n , hv(Ÿn >Qn ) — 0* (H ~ 13)

On note Z n  le sous-espace vectoriel formé par ces modes parasites et Z j^  son or­
thogonal pour le produit scalaire ( , )n -

M ode faib lem ent p a rasite  : Suivant la terminologie de H. Vandeven [VI], 
on appelle suite de modes faiblement parasites, toutes suite (< ]n)n  de Pjy(iî) telle 
que

U m  s u p  ,t ( J J _ 1 4 )  

N̂ °°Ÿn€Xn | |V * ||x M lf
l’existence d’une telle suite dans M n  illustre qu’il peut exister une dépendance 
décroissante en N de [BMM1] et [BCM] ont montré que dans le cas a  =  0 
et a  =  — |  , l’ensemble des modes parasites est un sous espace vectoriel engendré 
par :

{ j; jg, j;jz, w;, Jj}} U  {« } (* ) ) ',  W(y))', *(•/»(»))', »( /» (* )) '}  ■

La formulation variationnelle s’écrit alors: trouver ( U n ,P n ) dans X n  x  M n  tel 
que

VVn  €  X n , A n (Ün ,Vn ) + bN(VN,pN) =  (În ^ n ; ( 1 1 - 1 5 )

Vqn £ Mn ^ ( Ü n ^ n ) =  0- — 1®)

On a le résultat suivant [BMM1]

Proposition (II-l) Pour tout Mn vérifiant les deux hypothèses :

1) l’opérateur de projection Un de Mn sur Zj} pour le produit scalaire discret 
( , ) n  vérifie

VqN €  Mn , H î i v l l o . n  <  C ' | | f t i \ r Ç j v | | o , n  (H  — 1 7 )

2) il existe un réel A, 0 < A < 1 tel que

jîAT £ P[xn]', J  Ç N (x)dx  =  0 j  C M n  ( I I  — 18)

A n (Ün ,Vn ) = u(VÜN,VVN)N. ( I I  -  11)
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ou [XN] désigne la partie entière de AN, alors les problèmes (77 — 15) : ( I I  — 16) 
et ( I I  — 5) : ( I I  — 7) sont équivalents et on a [BM3], [BMM1] et [Ma2]

Théorème (II-l) Pour tout f  dans (C'°(iî))2, le problème spectral de collocation 
( I I  — 5) : ( I I  — 7) admet une solution unique dans Xjy x Mjf. De plus si la solution 
(U,p) du problème ( I I  — 1) : ( I I  — 2) appartient à l’espace (H 1 (Cl))2 x (H 1-1 (Cl)),
l >  1 et si /  appartient à (H*(Cl))2 pour <r > 1 alors il existe une constante C 
indépendante de N telle que

lit? -  ü N ||x < cjv '- 'iie?!!^  +  J v - n / l U i  { i i  - 19)

et
II? -  m  IU < C7JV*-'||tf||..o +  JV1—||/lu .n. (II -  20)

2.4 Algorithme de résolution

Pour la résolution numérique du problème de Stokes nous allons considérer des 
conditions aux limites plus générales et utiliser l’approximation par des polynômes 
de Chebychev (a  = —0.5) et des polynômes de Legendre (a  =  0).

Le problème de Stokes qu’on va résoudre consiste à chercher Un — \U\n , Û n ) 
dans (Pn (CI))2 et pw dans Pn (CI) vérifiant

H r fM x * )  +  =  /lO O , ^  e s aNf]Cl; ( I I  -  21)

H2U2N( ^ )  +  =  f2(xa )i (n  ~  22)

V.ÜN(x°) =  D(x°), x° G ZaN] (7 7 -2 3 )

aiUiN(xa ) +  bi^ -  =  li(xa ), x0 € P) dCl et ¿ =  1,2. (7 7 -2 4 )

Notons que entre D et / =  (¿1 > ̂ 2) existent des conditions de compatibilité qu’on 
supposera vérifiées et que les coefficients «i, a2, 61 et b2 sont tels que le problème 
(77 — 21) : (77 — 24) soit elliptique. Notons enfin que dans ce système H\ peut 
être différent de H2.

2.4.1 Conditions de compatibilité

On sait que [Te] pour le problème avec des conditions de Dirichlet, on a cinq 
conditions de compatibilité qui sont:

f  V .Vdx  =  f  Vdx ( I I  -  25)
J n Jan
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plus les quatre qui lient la divergence aux sommets de iî aux conditions aux limites 
sur le bord. La discrétisation de ( I I  — 25) conduit à trois autres conditions aux 
limites. Le problème ( I I  — 21) : ( I I  — 24) a donc huit conditions de compatibilité 
[H] et [AL2].

Dans la suite de cette section on adopte les notations suivantes:

-  Uk =  (Ï7kjv(£»,£j)>0 <  z , j  <  N  et A: =  1,2);

-  Ük =  (UkN(£i>ti)i 1 < *\j < AT — 1 et As =  1,2);

-  Ukb =  (UkN(îi>ij),i =  0 ,N, j  =  0 ,N  et k =  1 ,2).

-  P  =  (pw(&,&)> 0 < i , j  < N );

-  D = (£>(&,£,), 0 < i , j  <  N) ;

-  P,x = (dpN/dx(ti,Çj), 0 < i j  < N );

" p,y = (0pw/0y(6>&)>0 < *»J < N)\

-  Fk =  (/*(&,&),1 <  i , j  <  N -  1 et k =  1,2);

de même on note par D“ (resp. J?“) l’opérateur de dérivation par rapport à x 
(resp. à y), on a donc:

P,x =  D°XP et P v =  D°P.

Enfin on désignera par Tin l’opérateur défini par:

naÜk =  Fk, k =  1,2 ( I I  — 26);

qui est la discrétisation de

d2 d2

qui tient compte des conditions aux limites.

On a donc
Uk =  'Ha1Fk k =  1,2. ( I I -  28)

Remarque ( I I  — 1): Ukb se calcule à partir de Uk et de la discrétisation des condi­
tions aux limites, l’ensemble de cette procédure sera noté de façon globale selon

U =  n ~ \ F ) .  ( I I -  29)
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Avec ces notations et celles des autres sections on a:

U2 =  n ? F 2 -  ( I I  — 31)

ce qui nous permet d’écrire, en utilisant ( I I  — 23),

+  D y ^ f lP y  =  D tn ^ F x  +  DayH ? F 2. ( I I  -  32)

Le problème ( I I  — 21) : ( I I  — 24) s’écrit :On cherche pn dans Pat (fi) vérifiant :

AaP  =  F ; ( I I  -  33)

avec
A‘ P  =  flîM T à# , +  D p t & P *  ( I I  -  34)

et
F  =  DZ'Hî'Fr +  D°'Hï 1F2; ( I I  -  35)

ensuite on cherche Un 6 (Pat(îî))2 vérifiant ( I I  — 30) : ( I I  : 31).

2.4.2 Propriétés de l’opérateur Aa

L’opérateur Aa est d’ordre zéro, on n ’a donc pas besoin des conditions aux 
limites sur la pression, ce qui correspond bien à la façon dont le problème continu 
est posé.

Le système algébrique issu de la discrétisation a autant d ’équations que de 
conditions sur la divergence, c’est-à-dire (N  +  l ) 2. La représentation matricielle 
de Aa est pleine, couple toutes les directions de l’espace et a une taille égale à 
(N +  l ) 2d.

Le système possède un noyau de dimension 8 et sa réduction à un système 
invertible est assez compliquée, il s’agit d’éliminer 8 lignes et 8 colonnes en 2- 
D et (12N +  4) en 3-D correspondantes aux modes parasites. Notons que dans 
(B.M.M1) on donne un moyen pour éliminer ces équations redondantes. En effet 
si on note S l ’ensemble des sommets de Cl et S  un ensemble contenu dans S n \ S 
de 4 points vérifiants:

¿ei(v?i(«j))#0.

pour (fi parcourant $  =  {1, L^(x), L n (v), LN{x )LN(y)} et parcourant 5, 
alors on a :

Proposition II-2 : Le problème ( I I  — 5) : ( I I  — 7) est équivalent au problème 
suivant :
trouver (Un,Pn) dans Xn  x Mn tel que

- uAUn (x) +  VpN(x) =  f (x) ,  (7 7 -3 6 )

U\ =  "H-x1 F\ — ( I I -  30)

29

niri-p •

Hl-1,nP  •

W

D H -î
L,nK '

X 6 H jv■ n in



et
V.UN{x) =  0, xG Sjv \ S \ JS .  (7 7 -3 7 )

Mn étant un sous-espace de Pn (CI) vérifiant :
PAr(iî) =  Mn © V eci# © Vect {Q x, x € S}.

Remarquons qu’un résultat analogue est démontré pour le cas 3-D.

2.5 Résultats numériques

Nous allons dans cette partie présenter des résultats d’approximation et de conver­
gence et donner quelques résultats numériques concernant l’opérateur Aa portant 
sur la pression.
Pour résoudre le système algébrique (77 — 27) on utilise une méthode itérative 
(Ax), (voir annexe 2).

2.5.1 Convergence et approximation

La figure (II-l) représente l’approximation de la divergence et du gradient de la

pression en fonction du nombre d’itération (n), pour des solutions exactes U =  
(UifUi) etp polynomiales dans le cas (a) et non polynomiales dans le cas (b). 
L’approximation utilise les points de Gauss-Lobatto Chebychev 
Pour le cas (a) la fréquence de coupure est N  =  9 et la solution est

Ui(x,y) =  (y +  l ) 9;

U2(x,y) =  (x +  l ) 9;

et
p(x,y) =  (x +  l )9 x (y +  l ) 9.

Et pour le cas (b) la fréquence de coupure est N =  18 et la solution est

Ui(x,y) =  sin(iry);

U2(x,y) =  cos(irxy,

et
p(x,y) =  cos(nx) x sin(-iry).

On note que pour atteindre la précision spectrale attendue, le nombre d’itérations 
requis présente une croissance moderée avec le nombre (N  +  l )2 de modes : 30 
pour 102 pour le cas (a) et 44 pour 192 pour le cas (b).
On note que des résultats identiques sont obtenus si on utilise comme points de 
collocations les noeuds de Gauss-Lobatto Legendre.
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2.5.2 Mesure du nombre de conditionnement de Aa

Le nombre d’itérations nécessaire à la convergence de la méthode itérative croit 
avec le nombre de conditionnement,Ka (N), de Aa défini par:

K" ( I I  -  38)

ou
À.max(N) et Amin(iV) désignent la plus grande et la plus petite valeur propre de
Aa (Aa )T.
D’autre part dans (MMPR) on montre que ce nombre de conditionnement est lié 
à la condition inf-sup pax :

K a(N) x /32n =  0(1). ( I I  -  39)

La plus grande valeur propre étant égale à 1, la relation ( I I  — 39) s’écrit

a t - æ :  (i i - 4o)

La figure (II-2) repésente la dépendance de Am»n(iV) pour a  =  0 et a  =  — on en 
déduit que pour les discrétisations Legendre et Chebychev les comportements sont 
très peu différents et suivent une loi en 0 ( N ~2), ce qui nous donne (figure (II-3)):

K “(N) =  0 (N %  a  =  0, - i .  ( I I  -  41)

et
0N =  0 (N ~ l ) ( I I -  42)

Remarque ( I I  — 3) Ce résultat indique la présence de modes faiblement parasites 
(B.M.M1) et explique la dérive du nombre d’itérations en fonction de la fréquence 
de coupure. L’ amélioration de la loi de comportement de fin est utile pour 
l’optimisation de la résolution du problème ( I I  — 27).

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté un algorithme de résolution des équations 
de Stokes (A.L.V). Le choix naturel, d’espaces polynomiaux de même degré pour 
approcher la vitesse et la pression conduit à un système algébrique ayant plus 
d’équations que d’inconnues et à un opérateur sur la pression avec un nombre de 
conditionnement en 0 (N 2).

Dans le chapitre suivant, nous allons utiliser ce même choix pour résoudre 
le cas ou une direction périodique vient s’ajouter aux deux directions confinées de 
ce chapitre.
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( а ) :  U(x,y) = (y + l)9 V(x, y) = (x + l)9

p(*»y) =  (z +  1)9(y +  ! )9

(б): U(x,y) = sin(7ry) V(x,  y) = cos(xx)

p(x,y) = sin(7Tx)cos(7ry)

figure (II - 1)
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C hapitre 3

A pproxim ation (P N , P j ^ )  du  
problèm e de Stokes en 2.5-D

3.1 Introduction

On reprend dans ce chapitre la méthode de discrétisation présentée dans le chapitre
2 pour approcher les équations de Stokes posées dans un domaine tridimensionnel 
muni des conditions aux limites périodiques dans une direction et non périodiques 
dans les deux autres.

La résolution de ce problème est équivalente à celle d’une suite de systèmes 
d’équations 2-D non périodiques définies pour chaque mode de Fourier. Chacun 
d’eux est résolu par la méthode itérative introduite dans le chapitre 2..

Le principal résultat de ce chapitre est que le choix naturel (Pn , Pn ) comme 
espace d’approximation pour la vitesse et la pression présente un  prob lèm e d ’ap ­
p rox im ation  e t de convergence p o u r les p rem iers m odes de F ourier .

Dans ce chapitre nous nous bornerons à faire un constat de carence de la 
méthode proposée pour résoudre le cas de ces premiers modes de Fourier, et à 
défaut d’en comprendre les raisons profondes, le chapitre suivant proposera une 
méthode qui permet de contourner cette difficulté.

3.2 Problème continu

Dans ce chapitre on désigne par Cl le domaine A2 x 0  avec A =  ]-l , 1[ et 0  =  
]0,27r[ et on considère le problème de Stokes défini par:

trouver la vitesse U = (U\, C/2» U3) et la pression p vérifiant

—uAÜ +  Vp = f  dans Cl; (I I I  — 1)
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DivÜ =  0 dans iî; ( H I  ~  2)

avec les conditions aux limites suivantes:

Vz € 0,Vy G A ,t?(+1,y,z) =  U ( - l ,y ,z ) =  0; ( I I I  -  3)

Vz G 0,Vx G A, Ü(x, +1, z) =  Ü(x, -1, z) =  0; ( I I I  -  4)

V(*,y) G A2,t7(x,y,0) =  Ü(x,y,2ir). ( I I I  -  5)

/  =  (f\, f i ,  fz) représente la densité de force et v la viscosité cinématique.

L’analyse théorique est identique à celle du même problème muni des condi­
tions aux limites périodiques dans deux directions et non périodiques dans la 
troisième (B.M.M2), on se contentera ici d’énoncer un résultat d ’existence, uni­
cité et régularité de la solution de notre problème sans démonstration :

Le problème ( I I I  — 1) : ( I I I  — 4) est bien posé, plus précisément on a le résultat 
suivant

Théorème(III-l) : Pour tout f  =  ( / i , /2 ,/s )  € [fT ^ÎÎ)]3, le problème ( I I I  — 1) : 

( I I I  — 5) admet une solution unique (U,p) dans (Hl^(Cl))3 x Lq(ÎÎ), vérifiant

l|É?ll.,n + IIpIIo,« < H/ll-1,0. ( I I I  -  6) 

3.2.1 Décomposition du système

En remplaçant dans (III-l):(III-4), Ü, f  et p par

+ ° °

Ü7fc(x ,y ,z )=  53 Ù™(x,y)exp(tmz), pour k = 1,2,3; ( I I I -  7)
m = —oo 

+o°
/ fc( x , y , z ) =  ^2 f™(x,y)exp(imz), pour k =  1,2,3; ( I I I - 8)

m = —oo 

+oo
p ( x ,y , z ) =  pm(x,y)exp(imz), pour k =  1,2,3; ( I I I  -  9)

m = —oo

on obtient une suite de problèmes définie pax: Pout tout m < M , trouver Ûm et 
pm complexes vérifiant

F p T T ™  r)2TTm  r)nm

d 2ÛU' 8 2Û m .  fin™

-u{w  + w ~ m2un+%r=K' dans A2; { I I I - n )
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Q2Ûrn d 2Ûm
- v (  dxl  +  ■ Qyl -  m 2û™) +  impm = /™, dans A2; ( I I I  -  12)

et

dÛm dÛm
—5^— I— ---- imÛS* =  0 dans A2. ( I I I  — 13)d x o y

avec

i) /a* P°dx =  0

ii) pout tout k =  1, 2, 3 et pour tout (x,y) € A2

Vm < M, Û?(x, + 1) =  Û?(x, -1 )  =  ÛJ?(lty) =  Û j?(-1,y) ( I I I  -  14) 

on peut montrer que :

Proposition (III-l) : Pour tout /  =  (/ i , / 2, / 3) dans (IZ^^ÎÎ))3, (U ,p) apparte­
nant à (Ho ft(£l))3 x Ll(Cl) est solution de ( I I I  — 1) : ( I I I  — 4) si et seulement si, 
leurs modes de Fourier sont solutions des problèmes ( I I I  — 10) : ( I I I  — 13) dans 
(H l# (A2))3 x L 2(A2) si m # 0 et dans ( ^ ¿ # (A2))3 x ¿ 2(A2) sinon.

En séparant les parties réelle et imaginaire de (Û™, f™), pour k = l, 2, 3 et 
de pm, on est amené à résoudre une suite de problèmes du type:

trouver Ü et p réels dans (JÏ^(A2))3 x £ 2(A2), (resp (H l(A2))3 x L\(A2) si 
m =  0 ), vérifiant :

+ W  -  m*Ul) + % =f" ians AJ; (/ii_15) 

- v^  + W ~ m*Ul) + di = f2’ dans A ’ : ( / i i _ 1 6 )

p p . TJ f i  2 TJ

- K ^ r  +  ^ r - ’» !t y  +  ’nP = / 3, dans A! ; ( I I I - V t )

Ê !Il +  _  m us =  0 dans A2. ( I I I  -1 8 )
ox oy

et

Remarque (III-l) : Le cas m =  0 correspond au cas du système étudié dans le 
chapitre 2, nous allons donc supposer pour la suite que m est non nul et nous 
intéresser à la discrétisation du problème ( I I I  — 15) : ( I I I  — 18).
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3.2.2 Problème discret

Pour la discrétisation de ( I I I —11) : ( I I I —12) on introduit les opérateurs suivants:

gradp = ( | ^ ,  ^ ,™ .p )  ( H I  ~  19)

et

D IV Ü  =  ^  ^  -  m.Uz ( I I I  -  20)
ox ay

et les espaces d’approximation définis par

X N =  (P£(A2))3 et Mn  = PN(A2).

En reprenant les notations des chapitres précédents le problème discret s’écrit:

soit m, un entier non nul < M ,  pour tout f  =  ( / 1 , / 2 , / î )  dans ((70(Â2))3,trouver 
(Upfi Pn ) appartenant à x M jj et vérifiant:

s1u1N(sa) + ^ ( * a) = /»(*“), e sft f ) A2; (hi ~ 2i) 

H2UiN(za) + ^ ( * a) = e EN f l  A’î (/J I  -  22)

B sE W 2a) +  ™Piv(*“) =  f 3(*a), xa G H  A2; (1 1 / -  23)

et
DIVÜN(xa) =  0, x“ G S£. ( I I I  -  24)

Ce système s’écrit aussi :

(Ht?* +  gradPN)(xa) =  / ( * “ ), xa G f)  Aa; ( I I I  -  25)

et
DIVÜN(xa) =  0, ( I I I - 2 6 )

où
Ht? =  (HxUu HiUt , H3U$). ( I I I  -  27)

De même on désignera par H q1 et H -1 les opérateurs définis par:

hs'c? = (H;}>Uun?nu„Hùu3), (in -  28)

et
H "1 îf =  (K [xUx,'H?U2,'H li U3). ( I I I  -  29)
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3.2.3 Quel opérateur sur la pression

En utilisant les notations de ce chapitre et celles des précédents le problème 
( I I I  -  25) : ( I I I  -  26) s’écrit:

étant donné f  =  ( f i , f 2 , fz)  dans (C°(Â2))3, trouver (Ün,pn) appartenant à x 
Mn  et vérifiant:

(.D IV U ^ g ra d p N)(xa) =  (D IV U '1 f ) ( x a ) xa G ( / / /  -  30)

et

(HUN)(xa ) =  (gradpN +  f ) ( xa), x“ G E ^ f |  A2. ( I I I  -  31) 

L’opérateur sur la pression s’écrit donc :

.4“ =  D IV H ^ g ra d .  ( I I I  -  32)

Remarque (III-2) : Pour tout entier m, s’écrit:

•4™ =  K  -  ( I I I  -  34)

on note que dépend aussi de m, à travers le coeficient de Helmholtz dans H q1.

3.3 Influence des premiers modes de Fourier sur 
le processus itératif

On considère le problème de Stokes ayant pour solution exacte

Ü =  0 et p(x,y) =  xN +  yN

et on cherche à résoudre, pour différentes videurs de m, le problème: 
trouver ppf € Pn (Œ) vérifiant :

(D IV U ^ g r ld p N)(xa) =  (D IV U '1 f ) ( x a ) xa G

/  étant obtenu en remplaçant dans (111-15) U et p par leur valeur respective.

Le tableau (III-l) : présente les résultats numériques obtenus avec N =  9, en Le- 
gendre, pour m = 1, ....,10.
On observe que : pour m >  4 la méthode converge aussi bien que pour le cas m 
=  0, par contre, pour m  <  3, le système itératif progresse extrêmement lentement 
et la précision attendue ne peut être atteinte avec un nombre limité d’itérations, 
pour m < 2, en particulier, il y a saturation sur un niveau d’erreur assez élevé.

On note que ce problème de convergence et d’approximation n’est pas propre
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à l’exemple traité, et qu’on le retrouve dans le cas où la solution exacte est non 
polynomiale, ou simple combinaison linéaire de polynômes de Jacobi (avec a  =  0

On note aussi qu’aucun des problèmes suivants:

trouver p^  G -Pjv(iî) /
=  F, (I I I  -  35)

ou encore:

trouver pu  G Pn(CI) /
- r n ’H ô W  = F, ( I I I  -  36)

n ’a de difficulté à converger, pour les petites valeurs de m non nulle contrairement 
à .4“ qui est leur somme !.

3.4 Propriétés des pour différentes valeurs 
de m

On présente dans le tableau (III-3) le spectre de .4^ en Legendre et pour des 
conditions aux limites Dirichlet. On constate que les valeurs propres sont réelles 
positives. De plus pour m =  0, on retrouve les huit valeurs propres nulles, dont 
les vecteurs propres sont les modes parasites qui génèrent Z\ et Z2 définis par:

Z\ =  Vect {L 0, L n (x), Ltf(y), Lpf(x)Lff(y)} ; (I I I  — 37)

et
Z2 =  Vect {Q*, xsommetdeSl} . ( I H  ~  38)

On trouve aussi que pour m > 1 on a 4 valeurs propres nulles associées au sous 
espace-vectoriel propre engendré par les éléments de Z2, et les 4 valeurs propres 
associées au sous espace vectoriel propre Zi sont maintenant non nulles mais pe­
tites comparées à l’amplitude de la plus grande valeur propre qui reste de l’ordre 
de l ’unité, et leur amplitude tend vers zéro quand N devient grand. La présence 
des petites valeurs propres augmente le nombre de conditionnement. Enfin on 
notera que pour m =  1 le spectre s’étend assez uniformément sans points d’accu­
mulation entre la plus petite valeur propre non nulle et la plus grande, alors que 
pour m assez grand (ex m = 10), on observe que le spectre possède des points 
d ’accumulation, (4 pour m =  10), ce qui est bien adapté aux méthodes itératives.

Remarque (III-4) : Cette description du spectre de .4^ pour une fréquence de 
coupure non périodique N=4 se généralise à N quelconque, et dans tous les cas 
pour m = l on a le plus grand nombre de conditionnement et un spectre très large, 
qui tend à avoir des points d’accumulation autour de certaines valeurs propres dès
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que m grandit.

Enfin, et pour mettre en évidence le rôle néfaste des 4 plus petites valeurs propres 
(non nulles), nous avons résolu le même problème avec U — 0 et p(x,y) =  
xN_1 +  yN_1 et en utilisant une fréquence de coupure égale à N, auquel cas tout 
se passe dans le sous espace orthogonal à Zi et Z2. Le tableau (III-2) fournit le 
résultat pour N =  9 et indique maintenant une convergence uniforme avec m.

3.5 Conclusion

La méthode proposée, qui consiste à choisir des espaces polynomiaux de même 
degré pour approcher la vitesse et la pression, pose un problème de convergence 
et d’approximation pour les premiers modes de Fourier. Il apparait essentiel de 
modifier cette méthode pour améliorer, en particulier, le comportement du pro­
cessus itératif appliqué aux petits modes de Fourier.
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lb-pjv||oc 1.E-05 3.E-05 2.E-09 2.E-16 3.E-16 2.E-17 2E-16 SE-1S 3E-16 5E-16 
' f

NB ITER 100 100 100 31 32 33 32 31 30 27

m  1 2 3  4 5 6 7 8 9 1 0



l l p - P t f l U  1.E-16 1.E-16 2.E-09 3.E-16 1.E-16 5.E-17 1.E-16 2.E-16 5.E-16 1.E-16

NB ITER 32 32 31 30 30 31 30 28 27 26

m 1 2 3  4 5 6 7  8 9 1 0

T a b l e a u  { l l l - l l  )



Tableau (III-3)

to

K -  0 .DO K -  1 .DO K -  1-0 .DO
1 0.8750000000000002 0.8508204429905084 0.9765123031425504
2 0.6443375672974065 0.6177464159904995 0.9326917097223907
3 0.6443375672974064 0.6177464159904995 0.9326917097223907
4 0.6250000000000000 0.5681818181818182 0.8925855655111287
5 0.3750000000000000 0.3849596979871607 5 . 6818181818181826E-02
6 0.3556624327025936 0.321306124967364 4 5.5414103783856602E-02
7 0.3556624327025936 0.3213061249673644 5 .3677737038122921E-02
8 0.1250000000000000 0.1113007691307038 5 .3677737038122921E-02
9 3T7BÌl824983475329E-ld‘ 3 .7273216617893829E-02 1 . 1748377444267238E-02

10 4.4614807086138219E-18: 3 .7273216617893829E+02 1.1748377444267238E-02
11 -1.1767594346925143E-18 1 .8449392921930261E-02 1.1363636363636367E-02
12 -1.1767594346925143E-1S 1 .8449392921930261E-02/ 1 . 1070560971084833E-02
13 0 . OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO* 0\ffOOOOOOOOOOOOOOOE+UO 0 . OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO
14 0 .OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO* 0 .OOOOOOOOOOOOOOOOE+OQ 0 . OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO
15 0 .OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO- 0 .OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO 0 .OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO
16 0 . OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO. 0( .OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO O.OOOOOOOOOOO0OOOOE+OO



Chapitre 4

Introduction à la m éthode

4.1 Introduction

Jusqu’a présent nous avons choisi, pour résoudre les équations de Stokes d’appro­
cher la vitesse et la pression par des polynômes de même degré. Ce choix nous 
a permis d’utiliser une seule grille pour écrire le système algébrique issu de la 
discrétisation, mais nous a donné des modes parasites et des modes faiblement 
parasites pour la pression. La présence des premiers nous a empêché de calculer 
correctement la pression, et celle des deuxièmes ralentit, voir inhibe le processus 
itératif.

Plusieurs solutions ont été présentées pour éliminer les premiers et réduire l’im­
portance des seconds. Le point commun à ces méthodes est de ne pas choisir 
des polynômes de même degré pour approcher la vitesse et la pression, et d’utili­
ser des grilles différentes pour écrire le problème discretisé par méthode spectrale 
de collocation [B.M], [B.M.M2], [Le], [M.M.P.R], [M.P.R]etc... Dans toutes ces 
méthodes , la vitesse et la pression ne sont pas calculées sur les mêmes grilles, on 
a donc besoin d ’opérateurs d’interpolation pour passer d’une grille à une autre.

Le but de ce chapitre est de présenter une téchnique de discrétisation utilisant 
les mêmes espaces d’approximation que [M.P.R] mais sans grilles décalées. Pour 
présenter cette méthode nous avons choisi de traiter un problème modèle: le 
problème des Stokes en (1.5 — D ) avec des conditions aux limites périodiques-non 
périodiques. On présente d’abord le problème continu à discrétiser. Ensuite, on 
écrit le système algébrique issu de la discrétisation ainsi que les opérateurs de 
gradient et de divergence. On donne, à la fin, des résultats de convergence et 
d’approximation.

Dans ce chapitre, iî désigne le domaine défini par iî =  A x © avec A =] — 1, +1[ 
et 0  =]0,27r[, et N, (resp M) la fréquence de coupure dans la direction confinée,
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(resp périodique).

4.2 Problème continu

On considère le problème de Stokes dans Cl, défini par: trouver la vitesse U =  
(Ui,U2) et la pression p vérifiant

—uAU +  Vp = f  dans Cl] (V I  — 1) 

V.Ü =  0 dans ü ; ( V I -  2)

avec les conditions aux limites suivantes:

Vy G ©, Ü(+l,y) = Ü(—l,y) = 0; (VI- 3) 

Vxe A,£?(x,0) = £?(*,2ir). (VI-4)

/  =  ( / i , / 2) représente la densité de force et v la viscosité cinématique.

Dans [B.M.M2], on démontre que le problème ( IV  — 1) : ( IV  — 4) est bien posé 
pour tout /  dans [ff^x(iî)]2 dual de plus précisément on a

Théorème(IV-l) :Pour tout /  =  ( f u f 2) € [ t f ^ i î ) ] 2, le problème (IV-l)-(IV-4) 

admet une solution unique (U,p) dans (Hq^(CI))2 x Ll(Cl), vérifiant

l|£?ll..n + IMkn < ll/ll-i.». ( V I -  5)

Plus généralement, si f  appartient à (H#(A))2, la solution du problème ( IV  — 1) : 
( IV  — 4) vérifie

||^||i+2,n +  ||p||»+i,n < ll/jkn- ( V I - 6 )

4.2.1 D é c o m p o s it io n  d u  sy s tè m e

En remplaçant dans (IV-l)-(IV-4) Ü, f  et p par

+oo

Uk(x,y) =  Û™(x)exp(imy), pour k =  1,2; ( V I  — 7)
m = —oo 

+ 0 0

f k ( x , y ) =  f k ( x )exp(}m y)> pour ¿ =  1,2; ( V I -  8)
m = —oo

+oo

P(x>y)= Y j  pm(x)exp(imy)\ (V I  -  9)
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on obtient une suite de problèmes définis par: Pout tout m <  M , trouver Ûm et 
pm complexes vérifiant:

d2Ûm f)nm
+ = dans A; - io)

Q̂ TJTn
-  m2ÛT) +  impm =  / 2m, dans A; (V I  -  11)

et
dÛm

Q1 +  imÛ™ =  0 dans A. (V I  —12)
ux

avec

i) /A p°<fx =  0,

ii) pout tout k =  1, 2 et Vx € A Vm < M, Û™(+1) =  Î7™(—1) =  0.

On peut alors montrer que:

Proposition IV-1 : Pour tout /  =  ( f i , f 2) dans (7f^1(iî))2, (U,p ) appartenant 
à ( H o  f t ( i l ) ) 2 x Lq(ÎÎ) est solution de ( IV  — 1) — (IV  — 4) si et seulement si, 
les modes de Fourier sont solutions des problèmes ( IV  — 10) : ( IV  — 12) dans 
(^¿(A ))2 x L 2(A) si m # 0 et dans (Hq(A))2 x Ll(A) sinon.

Enfin en séparant les parties réelle et imaginaire de (Û™, /™), pour k= l,2  et 
de pm, on est amené à résoudre un problème de base défini par: trouver U et p 
dans (.H^(A))2 x L 2(A), (resp (^¿(A))2 x Xq(A) si m =  0 ), vérifiant

—v(UÏ — m 2TJ\) +  p =  / i ,  dans A; (V I  — 13)

—u(U2 —m 2U2) +  mp =  f 2, dans A; (V I  —14)

et
ü [ - m . U 2 =  0 dans A. ( F I -1 5 )

Remarque IV-1 : Le cas m =  0 ne présentant aucune difficulté, nous allons suppo­
ser par la suite que m est non nul et nous intéresser à la discrétisation du problème 
( IV  -  13) : ( IV  -  15).

4.2.2 Formulation variationelle du problème

Dans le but de proposer une méthode de discrétisation à ce problème, nous allons 
donner la formulation variationelle qui lui est équivalente. Pour cela on introduit 
les deux formes bilinéaires suivantes définies par:

V(Ü,V)6(H'0(A))2
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2 

»=1

VV € ( f f0l (A ))! ,V9 6  I '(A );

B(ÿ,,) = -(VI'-mV2)ï); (VJ -17)

et

_4(£?, F) =  - u Y .  {<*/", Vô -  m-HUi, KO} (VI -  16)

alors, le problème de (IV — 13) : (IV : 15)est équivalent à: trouver Ü dans 
(.ffJ(A))2 et p dans L2(Cl) et vérifiant

We(Hl(\))\A(ff,V) + B(V,p) = < f,V >; (V/-18)

V ,€ i!( A), 6(1?,«) = 0. (VI —19)

Nous allons par la suite discrétiser ces deux démières égalités.

4.3 Problème discret

Soient N > 3 et m < M deux entiers, on considère les espaces polynomiaux sui­
vants:

X* = (P° (A))2 et Mn = P{N-2)(A). (IV -  20)

Pour /  = (fijfi) donné dans (C7°(Â))2, le problème approché consiste à trou­
ver Un = (Uin, Uîn) dans Xn et pn, dans Mn (M.P.R) tel que

Vy* = (Vxtf,'M €■**;

~V(P\N — m2U\N, Vln)n + (Pni Vin)n = (/l> ̂ ljv)iv; (IV — 21) 
~u(U2n — ™2U2N, V2n)n + Vin)n = (h, V2n)n] (IV — 22)

et
Vçjv € Mn',

(U;N -  mU2N, çn)n = o. (IV -  23)

4.3.1 Formulation variationelle du problème approché

Afin d’analyser le problème (IV — 21) — (IV — 23) on définit les formes bilinéaires 
An et Bn suivantes :

W  <E (C2(À))2,VF G (^(A))2;

An(0,V) = £  v(Uw -  m2Um, Vu,)» (IV -  24)
¿=1
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et
VF G (C°(Â))3,Vç G C^À); 

&n (V , q) = (Fijv, ç )n + m(V2N, q)N. (IV  -  25)

On note que le choix de Xpj et de Mfj et l’exactitude de la formule de Gauss- 
Lobatto sur P2n - i(A.) permettent d’écrire: pour tout Vu dans X n et qu dans Mn 
on a:

Bn (Vn , ?jv) = (Vin , q)N + rn(V2N, q)N;

= £f= 0 E&o

= L(ViN-qN + mV2N.qN)dx 

= -  ¡A.(V̂ N.qN -  mV2N.qN)dx 

= B(Vu,qN)

=  — (^1N ~ m V2N, ?Ar)iV 

Conclusion : Pour tout Vn dans X n  et dans Mn-

(VN,gradqN)N = —(DivVuyq^N5

et
Bn (Vn , qN) = &(Vn , îjv);

avec DivVjf — V̂ N — mV2N et gradqu = (çjv>m9w)'

De même on peut montrer que pour tout (i7jv, Vn ) dans Xff

a n (ün , vn ) = v ¿ (c^ ;, v;)N + m 2(Ui, Vi)N. 
t=i

Le problème (IV  — 21) : (IV  — 23) s’écrit :

Etant donné /  =  ( f i , f 2) dans ((^(À ) ) 2 on cherche ( U n , P n ) appartenant à X n  x  

Mn et vérifiant:

VVN G X N, A n (Ün , Vn ) + B(ÜN,PN) = ( f ,  VN)N-, (IV  -  29) 

VqN G Mn , B(Ün , qN) =  0. (IV  -  30)

(IV  -  26) 

(IV  -  27)

(IV  -  28)
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4.3 .2  A n a ly se  d u  p ro b lè m e  v a r ia t io n n e l

Propriétés des formes bilinéaires A n et B :

On peut montrer, comme dans [M.P.R], que:

i) Continuité uniforme des A n

Il existe une constante positive, C, indépendante de N, telle que

VÜN € X N,W N g x N]

A n (Un >Vn ) <  C'||Ü^||jr||^î\r||x ( IV  — 31)

ii) Ellipticité uniforme des •An

H existe une constante positive, C, indépendante de N, telle que

VÜN € XN;

An (Un ,Ün ) >  C\\Ün \\x ( IV  — 32)

iii) Compatibilité des espaces X n et Mn

H existe une constante positive, /3, indépendante de N telle que

Vçn G Mn, 3Vn#0 G Xn’,

B(Vn, Çn ) >  ^ ||^v ||jf || ĵv||jw- ( IV  — 33)

Ces propriétés nous permettent, en utilisant [Br], de donner un résultat optimal 
de convergence et d’approximation.

Théorème IV-2 : Pour tout Pour f  =  ( f i , f z )  donné dans (C°(Â))2, le problème 
spectral de collocation (IV  — 21) : (IV  — 23) admet une solution unique dans 
Xjv x Mn - De plus, si la solution (U,p) du problème ( IV  — 13) appartient à l’es­
pace, (iP (A ))2 fi(lio(A))2 x H s~1(A)i s > 0, et si f  appartient à l’espace (IP^A))2, 
pour a  entier> 1, alors il existe une constante C, indépendante de N, telle que

II# -  U n Wx  < c  {jv1-||t? ||.,„  + JV-"Il/lu,„} ; (IV -  34)

et

IIp-î>w||m < + H » )  + JV -l/lL n }  • (IV -  35)

Nous allons présenter maintenant la méthode de discrétisation qui nous permettera 
d’ecrire l’ensemble des équations de Stokes sur la seule grille H#.
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4.4 Système algébrique

Dans cette partie, nous allons construire le système algébrique à résoudre, donner 
ses propriétés et présenter des résultats numériques de convergence et d ’approxi­
mation. On continue dans cette partie à utiliser la grille formée des points de 
Gauss-lobatto associés aux polynômes de Legendre (a =  0), tout en signalant 
qu’on peut généraliser cette méthode au cas des polynômes de Chebychev. Dans 
le deux cas on a besoin d’introduire les polynômes caractéristiques de ces noeuds 
et d’en donner quelques proporiétés.

4.5 Opérateurs discrétisés

4.5.1 Fonctions tests

Définitions des hf
Pour tout i =  0 ,1 ,..., N, on désigne par hf ,  le polynôme de degré N, caractéristique 
du i eme point de Gauss-Lobatto associé au polynôme de Jacobi <7̂ . hf  est défini 
par

V,' = 0 ,1 , N  *?({?) = <„ =  { ;  ( I V  -  36)

Définitions des k f
Pour tout i =  1, ..., N-l, on désigne par hf ,  le polynôme de degré N-2, ca­
ractéristique du ieme point de Gauss-Lobatto associé au polynôme de Jacobi «7$. 
hf  est défini par

Vj =  1 , JV — 1 m t )  =  Sn ( I V -  37)

Cas a  =  —|  :

On rappelle que pour tout x G A

Tjv(x) =  cos (N6) avec 6 =  arccosæ; (71  ̂— 38)

et que pour k =  0, 1,...., N

£k =  cos(0fc), avec 0k =  (IV  -  39)

Remarque (IV-2) : Les espaces X n et Mn seront munis des bases (hf ) i=0 N res­

pectivement j. On a donc besoin, en particulier, de connaître la valeur

de h f ( ± l )  pour tout i =  1, ..., N-l et pour a  — 0,

Calcul de h f ( ± l )

49

1
0

i i=i
sinon

(N k) 7T

N

_  1 
2 *

( k ) , ,N -1



De (IV  — 37) on écrit que :

Vx e A, h f ( t )  =  C a t ( I V -  40)
X  — Çi

et V i= l ,  N-l :

1 = /,?«,»)= Mm

r  lim T»(*) ~  .

= m- ( f )  ■

=  CWïftif).
On a donc : Pour tout i =  1, N-l

^  =  »  ( i F - 41) 
et t

v* € A’ *  <*> -  l "  ~  42> 

Calcul de T^(±X) et Tÿ({f )

Pour tout x £ A, X;(x) = -N s m (N « )  g  = * ^ 1 ;  

en particulier on a:

. , N 29sm(Nd)
Tn( + 1) - } ^ ,  Ndsin(0) -  ;

=  ( - i  r + ' w .

ce qui donne :

v* e  A' r»  = * & ) { - "  “ «"*>+ s i n <™>}

et en particulier, pour tout i =  1, N

N 2
ïS(fc) = ( I V - 4 3 )

Enfin on obtient :

Pour tout i =  1, ..., N-l

A f(- i)  = ( - i r a -  i.°); ( i v -  44)
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fcf(+l) =  ( - 1 ) ^ ( 1  +€T). ( r v  — 45)

Cas a =  0 :

On peut montrer , comme dans le cas a =  — que pour i =  1, ..., N-l

H*) = . Lf l r  if v W ~ 46>(* — S»)A/v(si)

or on a

£ k ± i )  =  (± i )w i Jy(iy2+ 1 ) .

Il nous suffit maintenaut d’écrire L"N(£i) pour i= l ,  ... N-l, or on sait que (annexe

Vx € A, ( ( l - x ^ L ^ x ^ '  +  iViiV +  l ^ x )  =  0; 

ce qui nous permet d’écrire en particulier pour tout i= l ,  ..., N-l

4 f ô )  =  m  +  !)

on obtient:

Pour tout i =  1, ..., N-l

( - i f ( M ),

( i y - 48>

Nous allons maintenant pouvoir écrire le système algébrique.

Première étape

En prenant dans (IV  — 29) comme fonctions tests la suite Vu =  (/*,-, 0) pour i 
=  1, ..., N-l, on obtient:

~ u(U1N((i) -  tïi2Ui n ((x)) + Pn UÙ =  /i(&); ( / V —49)

Deuxième étape

En prenant dans (IV-29) comme fonctions tests la suite Ÿjf =  (0,hi) pour i =
1, ..., N-l, on obtient:

- K ^ ( 6 ) - m aîr2W(ei)) + mpw(6) =  / 2(6) ( I V -  50)

Troisième étape
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C’est en choisissant les bonnes fonctions tests pour ( IV  — 30) qu’on arrive à 
résoudre le problème dans X n x Mjf en utilisant une seule grille. En effet, en 
prenant comme fonctions tests la suite h{ pour i=  1, ..., N-l on obtient:

(U‘lN -  mU2N, hi) =  ( t C  -  mU2N, h ) *  =  0 ( IV  -  51)

ce qui s’écrit aussi

¿=0

En utilisant les propriétés de hi on obtient 

Pour tout i =  1, ..., N-l

U'1N(t i) -™ U 2N(ti) =  di ( I V -  52)

avec

di =  -  |  {u[NUo) ~  mU3N(toj) j h i t t o )  +  (u[N(t* )  -  mU2N((N)) y ^ ( ^ ) |  •

On peut maintenant écrire le système algébrique à résoudre:

Soit /  =  ( f i , f 2) appartenant à (C'°(À))2 , on cherche (Un =  (Uin ,U2n ),Pn ) 
dans X n x Mn vérifiant

-  m2utN(ii)) + p'nib) = Mt,), ; = 1..... j v - i ; (iv -  53)

-H U Ïiitëi) -  +  m Pn((i) =  h ( ( i) ,  1 =  -  1; ( IV  -  54)

et
U[NU i) - m U 2N(ii) =  di, i =  l , . . . , N - l .  ( I V -  55)

Remarque (IV-3) : Les problèmes ( IV  — 53) : ( IV  — 55) et (IV  — 29) : ( IV  — 30) 
sont équivalents.

Pour résoudre les équations ( IV  — 52) : ( IV  — 54), nous allons donner une 
représentation matricielle pour l’opérateur issu de la discrétisation de la diver­
gence.

4.5.2 Quel opérateur de divergence sur la vitesse?

On rappelle que pour tout i =  1, ..., N-l on a

V U ( i )  =  E  D ijU M ti) ( IV  -  56)
¿=0
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où (Dij)ij=o...n désigne la matrice de dérivation première dans l’espace physique. 
L’equation (IV  — 55)s’écrit alors: pour tout i = 1, ..., N-l

E  DijUuriti) ~ = “  E  DojU1N( ^ ) H îo ) -
j=0 j—0 Pi

N
-  E  DNjU1NUj)hiUN)^+mUMCo)hiUo)-+mU2NUN)hi(iN) ^ - ; (IV -  57) 

¿=0 Pi Pi Pi

qui s’écrit aussi : pour tout i = 1, ..., N-l

E  [ du + D o M to )-  + DnM Ï n )— ) U1N(^) -  mU2N(ti) =
,=o ( Pi Pi J

m j UiN(to)hi(to)- + EW6r)*<(6r)— )  • (IV -  58)
{ Pi Pi J

En particulier, si on tient compte des conditions aux limites de notre problème, 
c’est-à-dire Z7jv(±1) = 0, les égalités définies par (IV — 58) se simplifient et 
s’écrivent:

E  DVijUMti) -  rnU2N(ti) = 0 (IV -  59)
i=i

avec pour tout i et j = 1, ..., N-l

DVij =  D {j +  D o M t o ) -  +  D nM Î n )—  ( I V - 6 0 )
Pi Pi

et sachant que
e* = ei = (LN(ti))2 (IV — 61)
Pi Pi

l’égalité (IV — 60) s’écrit :

DV(i = A , + D„j -  l ) M 6 ) )  ~ -P*/ 1 + ( I V -  62)

Remarque (IV-4) : On peut écrire une égalité analogue à ( I V  — 61) dans le cas 

Nous allons nous intéresser maintenant à l’opérateur de gradient sur la pression.

4.5 .3  Q u e l o p é r a te u r  d e  g ra d ie n t  s u r  la  p re s s io n  ?

Le problème qu’on se pose ici est: étant donnée une pression p¿y dans ¿ W A ), 
comment calculer Vpjf = (p'N, mp), plus exactement quel opérateur de dérivation 
peut on utiliser ?.
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On propose ici deux solutions:

Première solution :

On utilise la procédure de dérivation décrite dans l’annexe 1 pour une fréquence 
de coupure égale a. N — 2, en utilisant les points de Gauss-Lobatto internes. Le 
résultat obtenu est une matrice de dérivation qui a les mêmes propriétés spectrales 
que celle obtenue à partir des N-l points de Gauss.

Deuxième solution : Extrapolation de la pression :

Mpf étant muni de la base  ̂ jy 1’ élément pu  de Afjv s’écrit

Vx e À, pn (x) =  Pi'K&OM*); (I V  - 63)
>=1

en particulier

M ± l )  =  £ w f ô ) M ± l ) -  ( I V -  64)
i =1

Connaissant la valeur de la pression aux points (&) , i=0, ...,N on peut calculer 
sa dérivée en utilisant l’opérateur de dérivation obtenu à partir des N  +  1 points 
de Gauss-Lobatto.

Le tableau ( IV  — 1) donne l’erreur obtenue en dérivant (1 +  x)19 par la première 
méthode, par la deuxième et enfin en utilisant l’opérateur de dérivation obtenu 
à partir des N  — 1 points de Gauss. Dans ce même tableau, on donne aussi la 
derivée 5eme de (1 +  x)4.
On constate que l’on peut utiliser chacune de ses trois méthodes. Pour nos 
résultats numériques nous avons utilisé la première.

4.5.4 Quel opérateur sur la pression ?

Pour résoudre le système algébrique défini par ( IV  — 52) : ( IV  : 54) on construit, 
comme dans les chapitres II et III, un opérateur sur la pression noté «4^.

Propriétés de .4^,

i) le noyau de l’opérateur *4^, pour a  =  0 et a  =  - 1 est réduit au vecteur
nul ce qui correspond à l’absence des modes parasites.

ii)La figure (IV-1) représente le comportement de la plus petite valeur propre de 
l’opérateur .4“ (.4“ )r  pour Mn =  Pn- i f à )  et Mn =  Pn((1). La plus grande va­
leur propre étant uniformément bornée, ce comportement est celui de la cond ition  
inf-sup ¡3n et bien sûr renseigne sur celui du nombre de conditionnement /C“ de
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À^. La courbe (a) montre que (3pf et sont asymptotiquement indépendants 
de N, plus précisément, pour N  > 4 la plus petite valeur propre est Àm;n =  0.224. 
De la courbe (b), on constate qu’on a une nette amélioration du comportement 
de (3n et de /C“ .

4.6 Résultat de convergence et d’approximation

On résoud le problème de Stokes dont la solution exacte est:

fr  / 1  +  c o s ( tr x )  .
U =  I -------------------- , sm (7r x )

et

p ( x )  =  cos(7ræ).

)

Le problème ( I V —21) : ( I V —23) est posé avec m =  1. On vérifie que Ü € (Hq(A))2 
et que DivU =  (Ux — mUi) =  0.

La figure (IV-2) représente l’erreur d’approximation de la vitesse en fonction de 
la fréquence de coupure N. Pour tout N >  4, l’erreur d’approximation représentée 
est atteinte au bout de 3 itérations. On constate que la vitesse est approchée dans 
tout le domaine, frontière comprise.
Figure (IV-3) La courbe (a) représente l’erreur d’approximation de la pression en 
fonction de la fréquence de coupure N, l’écart à la pression exacte est évalué dans 
tout le domaine, frontière comprise, 
la coube (b) représente le

log { sup | DivÜN((i) 11
[o< i<N )

en fonction de N. On constate que Dîv Ün tend vers zéro sur tout le domaine, 
frontière comprise, et que cette convergence est spectrale.

Remarque (IV-5) : Tous les résultats présentés correspondent au cas a  =  0 mais 
on vérifie qu’ils sont identiques pour a  =  —

4.7 Conclusion

La nouvelle méthode d’approximation spectrale de collocation pour le problème de 
Stokes présenté au cours de ce chapitre, nous a permis de constuire une bonne ap­
proximation de la solution et en particulier d’éliminer les modes parasites et aussi 
les modes faiblement parasites, l’absence de ces derniers se traduit par le fait que 
le nombre de conditionnement de l’opérateur sur la pression soit indépendant de
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N et du mode de Fourier considère .
Cette méthode a les mêmes propriétés que celle présenté dans [M.P.R] et dans 
[M.M.P.R] et est moins coûteuse du fait qu’elle utilise une grille unique.
Au cours du chapitre suivant nous allons généraliser cette méthode aux deux 
problèmes de Stokes correspondants aux conditions aux limites du type:

-  Dirichlet homogène dans un domaine bidimensionel carré,
-  périodiques dans une direction et non périodiques dans les deux autres 
dans un domaine tridimensionel cubique.
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Tableau (IV-h

Extrapolation Euclidienne sur les N - 1 points de Gauss Lobatto internes

^ \M é t h o d e  ^ re 2ème 3ème

méthode méthode méthode
Erreur 

Erreur sur la
dérivation 1 ère 5.0 E -13 1.2 E -13 6.0 E -13 

de (1 + x)1-

Erreur sur la
dérivation 5 ème 2.0 E - 12 3.0 E -12 7.2 E -12 

de (1 + x)4
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X N =  ( j$ (A )) ! M „ =  Pk (\) 

X N =  M s  =  PK-t(  A)

figure (IV-1)
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figure (IV-2)

X n — (-P^(A)j Mn =  Pn_2(A) •  X n =  (i^ (A )) Mn =  Pn (A)
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figure (IV-3)

• Ux-Uw u 2 -  u 2N

Vi =
COs(7Tl) +  1

7T
U2 = sin(7rz)
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figure (IV-4)
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C hapitre 5 

A pplications au problèm e de 
Stokes

Dans ce chapitre, nous allons généraliser la méthode présentée dans le chapitre 
précédent aux deux situations suivantes:

- le problème de Stokes muni des conditions aux limites Dirichlet ho­
mogène et posé dans un domaine bidimensionel carré, qu’on appellera 
problème 2 — 1?;
- le problème de Stokes muni des conditions aux limites périodiques dans 
une direction et non périodiques dans les deux autres et posé dans un 
domaine tridimensionel cubique, qu’on appellera problème 2.5 — D

5.1 Approximation du problème de Stokes en 2- 
D

Dans cette section on désignera par X l’espace (Hq(CI))2 et par M l’espace L q(SI) 
avec, iî =  (] -  1,+ 1[)2

5.1.1 Problème continu

Etant donné /  =  ( / j ,  / 2) dans X’, on cherche (U,p) dans X  x M  vérifiant:

W e x ,  A (Ü ,V ) +  B ( V , P) = < f , V > ,  (V - l )

V ?€ M , B (ü ,q )  =  0, (F  — 2)

où A  et B sont les formes bilinéaires définies par:

v ü e x , w e x ,  A ( u ,v )  =  - v(a ü , ÿ ), ( f - 3)
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et
W  e x , V q e  m , B ( 0 , q) =  - ( v . v ,  g) (y — 4)

5.1.2 Problème discret

Soit N un entier > 3, on considère les deux espaces polynomiaux suivants

X N =  [P£(iî)]2 et Mn =  iV _2( i7 ) n ^ ( f t ) .  (V  -  6)

Pour /  =  ( f i , f 2) dans (C °(iî)j , le problème à approcher consiste à trouver

(Un i Pn ) dans X n  x  M n  tel que : pour tout Vn  =  (Vin ,V 2n ) dans X n  et pour 
tou t qtf dans M n  on ait :

-u (A U 1N, V1n )n  + ( ? £ L ,V 1N)N = (/i, VijvV, (V- - 7)

—u(AU2n , V2n )n +  (“J~> ^2n )n =  ( / 2> {V  — 8)

,d U 1N dU2N  ̂ ( ^

(“ 5 r + _ ^ r ’, 'ï ) "  =  °- ( r _ 9 )

Afin d ’analyser ce problème, on définit les formes bilinéaires A n  et În  par :

VU G {C 2{Ù))2, W  G (C°{Ù))2

A n (Ü , V ) =  -u (A Ü , V ) N; (V  -  10)

et
v v  e  (C c(ü ) ) ‘ , V q e C l (ü )

bMV,q) = (V,Vq)„.  (V  -  11)

Notons que l ’exactitude de la  formule d ’intégration numérique de Gauss-Lobatto 
sur P2n ~i (CI) perm et d ’écrire: pour tou t Vn  dans X n  et gjy dans Pjy(iî)

bN(VN ,qN ) =  - ( V .V N ,q N )N =  B (Ü ,q ), ( V  -  12)

elle entraîne aussi que pour tou t Un  et Vn  dans X n , on a :

A n (Ün ,Vn ) =  v{VÜN, V V n )n - (V  -  13)

On peut m aintenant écrire la form ulation variationnelle: trouver (Ün ,Pn ) dans 

X N x M n  tel que

VVn  G X n ,  A n {Û n , Vn) +  B(Vn ,P n) — ( Î n , Vn)n \ (V  -  14)

VqN G Mn , B(Ün , qN) =  0. (F  -  15)
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On rappelle que les formes An  sont continues sur Xn  x  X n  uniformément par 
rapport à N et uniformément elliptiques sur Xn-

On note aussi que l’espace Mn étant inclus dans M, la forme B reste continue 
sur Mn , il suffit donc, pour donner un résultat d’existence et d’unicité [Br] de 
la solution du problème (V — 14) : (V — 15) de vérifier l’hypothèse de l’existence 
d’une constante inf-sup pour la forme B sur X n x Mn

Condition inf-sup :

On montre dans l’annexe 3, qu’il existe une constante C, indépendante de N, 
telle que

Vçn G Mn ,3Vn # 0  /  B(Vn ,<1n ) >  C'̂ V’- î ||Vjv||x||9jv||m- (V — 16) 

Ce qui nous permet d ’énoncer le résultat suivant:

Théorème (V-l) Pour tout /  dans (C°(ÎÏ))2, le problème spectral de collocation 
(V  — 14) : (V — 15) admet une solution unique dans X n  x  Mn- De plus si la 
solution (U ,p) du problème continu (V — 10) : (V — ll)appartient à l’espace 
(ir*(n))2n ^  x ( iP -1(fï)), s >  0, et si /  appartient à ( iP (f i) )2 pour a  >  1 alors 
il existe une constante C indépendante de N telle que

lit? -  &»||x < C + iV - '| | / ju }  ;

et
IIp -  wlU < C N i  {j\r1-*||t?||.fl + JH/IU} •

5 .1 .3  T e c h n iq u e  d e  ré s o lu tio n

Dans cette section nous allons construire le système algébrique à résoudre et 
présenter quelques résultats numériques.

Comme dans le chapitre quatre, pour construire le système algébrique nous al­
lons passer par trois étapes:

Première étape

En prenant dans (V — 14) comme fonctions tests la suite Vn =  {h{hj, 0) pour 
i,j =  1, ..., N-l, où hi est défini par ( IV  — 36), on obtient :

- vAUin (x) +  “| “ (*) =  x e Z Nf)ft-, (V -  19)

Deuxièm e étape

(V -  17) 

(V -  18)
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qui s’écrit aussi

avec

et

En prenant dans (V̂  — 14) comme fonctions tests la suite Vjy =  (0,hihj) pour 
i j  =  1, N-l, on obtient:

-u A U 2n(x) +  ~ ^ ( x ) =  f 2 ( ^ ) 7  * £ En  Pl SI. (V  -  20)

Troisième étape

En prenant dans ( V —15) comme fonctions tests la suite hi(x)hj(y) pour i  < î , ; <  
N  — 1, où h>i(x) est défini par (I V  — 37), on obtient pour tout 1 < t, j <  N — 1,

B ( U N M j )  =  ( V . Ü N M j ) N  ( V  -  2 1 )

B{ÜNM i )  =  bi +  b2 (V — 22)

(V -  23)

b2(U2N, Kihj) =  hihyj (V -  24)

En développant chacun de ces produits scalaires discrets et en utilisant le fait que 
Un est dans X on obtient :

Î>1 = + - ^ ( Î o , Î ,  WjÂi(Îo) + ^ ^ (6 i> t i) /w Â (6 r )-
(V — 25)

et

&2 =  tj)PiPj +  Qy ^ ” ̂ )PiPohj(Co) +  (N)PiPNhj(^N)-
(V -  26)

A partir de (F  — 22) : (F  — 25) on a : pour tout 1 < i , j  < N — 1

+  ^ « o . i i ) * t f > j M i o ) +  (F  -  27)

, i} )p  HP jhiiiri)  +  ^7^(Îî,Îo)/NA>M6>) + -^ -(^ )^N )p ,P N hj(iN )  =  0. 

On peut maintenant écrire le système algébrique à résoudre :

Soit /  =  ( f i i f ï )  appartenant à (C°(Ü))2, on cherche (Un — (Uin,U2n),Pn) dans 
X n X Mn vérifiant

- ■ 'A £ M i i,fe) +  ^ ( { i, i i ) =  /i«i,i<)> 1 < < JV - 1, ( F - 2 8 )  

+  =  1 < *>;' < j v -  1. (F  -  29)
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tè.i») = < k i >  1 1- 

avec pour tout i , j =  1, ..., N-l

( V  -  30)

dij —
OX Pi OX Pi

ay pj dy pj

Remarque (V-l) : Les problèmes (V — 28) : (V — 30) et (V  — 14), (V — 15) sont 
équivalents.
Pour la résolution numérique des équations (V — 28) : (F  — 30)nous allons donner 
la représentation matricielle des opérateurs de divergence et de gradient.

Q uel o p é ra te u r  de d ivergence su r la v itesse ?

On note X>x, (resp T>y) la matrice de dérivation première par rapport à x, (resp 
par rapport à y), (Annexe 1), on a alors :
Pour tout i, j =  0, ... N on a

9U-U i,(i) =  £ ( ï> .) * P '(6 ,Î ) ),
k=0dx

et
dU N
flTÎfhÎi) =
° y  k=o

Les égalités (V  — 30) s’écrivent alors : Pour tout i, j =  1, ..., N-l

(V -  31)

(V -  32)

£(i>v,)«tMfc>fe) +  E ( ® V»)«F«KÎ<.&) = 0
*=1 k=l

avec pour tout i, j =  1, ..., N-l

( 2 > V . ) ü  =  +  ( ® . ) o j - h i ( t o )  +  ( V x ) N j — h i ( t N ) ,
Pi Pi

et

(® v „ )«  =  (v,)a +  ( » , ) « — & i(io ) +  h(M -
Pi Pi

(V -  33)

34)

(V  — 35)

Ces trois démières égalités donnent la représentation matricielle de (V — 30). 

Q uel o p é ra te u r de g rad ien t su r la pression  ?

L’étude faite dans le chapitre IV concernant la dérivation d’un polynôme de degré
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N-2 en utilisant les N-l points internes de Gauss-Lobatto se généralise facilement 
au cas présent. On notera pour ceci que

N-l
V(x,y) e ü, pN(x,y)  =  E  (v  ~  36)

*,¿=1

et qu’en particulier pour tout k =  1, ..., N-l

m±i,{o = E p » ( î (y -  37) 
tj=l

(i.e)

et

Enfin on a

pj»(±l,6) = E  Pwfô,MM±l), ( y -  38)
1 = 1  -

PN(Çk, ±1) =  E  Pff(^k, ^¿)^i(±l). (V -  39)
j=1

JV-1
P jv( ± 1 ,± 1 )  =  E  P iv { & ,& ) j i t (± l)k . , (± l ) .  -  40 )

*,i=l

On note que le cas a  =  — |  se traite de manière identique.

5.1.4 R ésu ltats numériques

En première partie nous allons donner quelques propriétés concernant l ’opérateur 
obtenu pour la pression noté *4“ , ensuite on donne des résultats d’approximation 
et de convergence.

Propriétés de .4°*

i) Le noyau de Aa est réduit au sous espace vectoriel de dimension l  engendré 
par le polynôme constant.

ii) La plus grande valeur propre de A.a est bornée et sa plus petite dépend de 
N (fig V -l), on mesure que pour N assez grand

Amin = O(N-Ì),

ce qui donne une valeur numérique de la constante fljy meilleure que celle donnée 
dans le théorème (V — 1).

De ces propriétés on conclut que la nouvelle discrétisation des équations de Stokes 
nous a permis de :
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- éliminer les modes parasites non contants
- réduire le nombre de conditionnement de A, (on passe de K  =  0 ( N 2) 
à £  =  0 (N *))

- R ésultats d ’approximation et de convergence

On considère le problème de Stokes ayant pour solution exacte (U,p) avec

Ui(x,y) =  U2(x,y) =  sin(7r® ) sin(7Tî/)

et
p(x,y) =  cos(7ra:) co s(7 ry )

La figure (V-2) représente l’erreur d’approximation de la pression et de la diver­
gence calculée sur tout le domaine, frontière comprise. On note que la convergence 
est spectrale et que la pression est approchée et la contrainte de continuité est sa­
tisfaite dans tout le domaine, frontière comprise.

Nombre d ’itérations ;

On présente dans cette partie une étude numérique sur le nombre d ’itérations 
requis pour atteindre la précision spectrale. On sait que pour N assez grand et si 
AfB désigne ce nombre, alors

AfB(N) =  V K  =  0(N »). (V  -4 1 )

On s’intéresse dans cette section au comportement de ce nombre pour les premières 
valeurs de N. Pour ceci on considère le problème de Stokes ayant pour solution 
exacte U =  0 et P (x ,y )  =  (1 + x )^ -2 +  (1 +  y)N~2, que l’on résout pour différentes 
valeurs de N et on considère le nombre d’itérations utilisées pour converger. L’en­
semble de ces résultats est représenté par la figure (V-3), on constate que ce 
nombre est une fonction linéaire de la fréquence de coupure.

5.1.5 conclusion

Le nouvel algorithme présenté dans cette partie et qui est l ’extension de celui 
détaillé dans le chapitre IV, nous a permis de résoudre à la précision spectrale 
les équations de Stokes. Nous allons dans la partie suivante montrer qu’avec 
cette méthode on peut résoudre le problème de Stokes posé dans un domaine 
tridimensionnel et muni des conditions aux limites périodiques dans une direction 
et non périodiques dans les deux autres.

5.2 Application au problème de Stokes 2.5-D

On se propose dans cette partie de généraliser la méthode présentée dans la 
première partie et dans le chapitre IV au problème suivant :
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Soit m un entier non nul et soit f  un élément de ((H  1(iî))3 on cherche (Ü,p) 
dans (I7^(A2))3 x X2(A2) vérifiant :

~ ^ ^  +  ^ ~ m2Ul) +  ^  =  fu  danS A2; (V — 42)

_i,(̂  + l^"m2,72) + ̂  = /2’ danS A'; (F~43)
,0^3 , ^ 3  2rrN , , J a2 /t, ^

~ u(~Q^r +  ~ ô ÿ ï ~ m U3) +  mp =  / 3, dans A ; (V  -  44)

+  ? E l  _  mU3 =  0 dans A2. (V -  45) 
ox oy

et

avec iî =  A2 x 0 , A =] — 1, +1[ et 0  =]0,27r[.

On rappelle que ce problème est issu de la décomposition de ( I I I  — 1) : ( I I I  — 3) 
suivant chaque mode de Fourier.

5.2.1 P ro b lè m e  d isc re t

Soit N un entier >  3, on considère les deux espaces de polynômes X n et Mn 
définis par X N =  (P&(A2))3 et MN =  PN(A2).
Soit m, un entier non nul < M , pour tout /  =  ( /1, / 2, / î )  dans ((^“(Â2))3, on 
cherche (Un ,Pn ) appartenant à X n x Mn et vérifiant:

W N € X N, An (Un , Vn ) +  B(VN,pN) =  ( fN, VN)N; (V -  46)

VqN e  Mn , qw) =  0. (V -  47)
— ♦

où An et B  sont les formes bilinéaires définies par: \/Un G X n ,VVn € X n ,

A n (Un , Vn ) =  - u(AÜn -  m 2ÜN, Ÿn )n , (V -  48)

et W n G X n ,Vçn G Mn >

B(Ün ,Çn ) =  ~ /  DIVVNÇNdx =  f  VN-gradqNdx. (V -  49)
J A? J A2

OÙ f) f)
gradp =  ( - ^ , - ^ ,m .p )  (V -  50)

D IV Ü  =  ^  ^  +  —m.Uz (V -  51)

On peut montrer que le problème (V  — 46) : (V : 47) est bien posé et admet une 
solution unique dans X n x  Mn •
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5.2.2 Système algébrique et résultats numériques

En reprenant les 3 étapes décrites dans la première partie pour écrire le système 
algébrique, on montre que le problème (V — 46) : (V : 47) est équivalent à: étant 
donné f  = ( / i , / 2 , / 3 ) dans (C°(Â2))3, trouver (Un ,Pn ) appartenant à Xjf x Mjy 
et vérifiant:

- » ( A f f u ,  -  m 2t f1K) ( * )  +  ? jg - (x )  =  / , ( * ) ,  x € H „ f | A ! ; (V  -  52)

-K A P !W- m !£/!Ar)(x) + ^ ( x )  = / 2(x), ï € 2 wf | A!; (V -  83)

-v(ÙJJZN -  m2U3N)(x) + mpN(x) = / 3(æ), x € ZN f] A2; (V -  54)

et
DIVÜn(x) = dij, x e ZN. (V -  55)

où les d^ sont donnés par (F — 30).

Remarque (V-II) : On peut généraliser cette discrétisation dans le cas où a = —
A partir de (V — 46) : (V — 47) on constuit, comme dans le chapitre III, un 
opérateur sur la pression qu’on notera aussi -4^, dont on donnera quelques pro­
priétés. Propriétés de .4“ i) Pour tout m > 1, le noyau de est réduit au 
vecteur nul, ce qui correspond à l’absence de modes parasites. On pourra donc 
calculer la pression correctement.
ii) On fixe m=l ce qui correspond pour la première méthode au cas de plus mau­
vaise convergence, et on étudie le comportement du nombre de conditionnement 
en fonction de N, la figure (V-4) montre que pour N assez grand

Ki = 0(N&)

ce qui améliore celui que l’on trouvait par la première méthode [A.L1], c’est-à-dire

Kx = 0 (N2).

Ce résultat nous donne aussi une approximation numérique du comportement de 
la constante ¡ 3 qui en utilisant (11-33) vaut

(3n = 0(N~To),

un résultat qui reste à démontrer théoriquement.

Convergence et approximation

On considère le problème de Stokes dont la solution exacte est

ttî \ ( • ( \ • t \ (1 + c°s(7ra:)) . , -, . , X(1 + cos(7ry))\ U(x,y) = sm(7ræ) sm(7Tî/), ---------- -̂-- — sm(7n/), sm{7rx)----------— —
\ * * )
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et
P (x ,y )  =  cos(7tx ) +  co s(7 ry )

et on résoud le système (V — 52) : (F  — 54) pour différentes valeurs de N et pour 
m =  1. La figure (V-5) représente l’erreur d’approximation de la pression et de la 
divergence dans tout le domaine frontière comprise. On constate que la conver­
gence est spectrale et que la pression et la divergence de la vitesse sont approchées 
au zéro de la machine prés dans tout le domaine. On note que pour N  =  20 il 
nous a fallu 54 itérations pour atteindre la solution du problème.

Influence des modes faiblement parasites sur le processus itératif :

On reprend le problème de Stokes dont la solution exacte est donnée ci dessus 
que l’on résoud pour différente valeur de m. Et on considère pour chaque mode 
de Fourier le nombre d’itérations utilisées pour atteindre la solution exacte, la 
fréquence de coupure non périodique est fixé à N  =  20. L’ensemble des résultats 
est représenté dans le tableau (V-l) , on constate que pour toutes les valeurs de 
m, le processus itératif converge vers la solution exacte en vitesse et que le nombre 
d’itérations utilisées reste compris entre 55 et 45. On n ’a donc plus de problème 
de convergence pour les premiers modes ( chapitre III).

5.2.3 Conclusion :

La technique de discrétisation des équations de Stokes présentée dans le chapitre 
IV et V nous a permis d’apporter une solution aux différents problèmes présents 
dans la première méthode (chapitre II et III).
On rappelle que cette technique repose sur deux idées principales:

i) Le choix des espaces d’approximation : plusieurs auteurs ont déjà utilisé 
ce même choix, en particulier [M.P.R] dont les résultats numériques correspondent 
aux nôtres. Ce choix nous a permis d’éliminer les modes parasites et d’améliorer 
le nombre de conditionnement de l’opérateur défini sur la pression.

ii) La discrétisation de la formulation variationelle et le choix de fonctions 
tests nous ont permis, malgré la différence de degré entre les polynômes de X n et 
ceux de Mjv, de résoudre l’ensemble des équations de mouvement et la contrainte 
de continuité sur une même grille et donc d’éviter l’utilisation d’opérateur d’in­
terpolation [Le].

Nous allons dans le chapitre suivant, appliquer cette méthode au cas d ’écoulements 
axisymétriques confinés en géométrie cylindrique annulaire et comparer avec les 
résultats trouvés par la méthode (Pjv,P jv).
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figure (V-2)
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figure (V-5)

•  log(l|p-PJv||)  A l°g {WDivU -  DivUN\\)

75

oc —  — I 
2

N



Tableau (V-I) ( a =-1/2)
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sup \ p - p N \ 1.03E-13 9.06E-14 6.2E-15 9.1E-14 3.67E-14 4.8E-14 5.2E-14

s u p | í /  - Ü N \ 7.2E-15 1.4E-15 9.2E-15 2.5E-15 1.2E-15 9.7E-16 6.2E-15 

sup

* ^ 8.8E-14 7.8E-14 7.1E-14 9.4E-14 5.4E-14 4.8E-14 3.3E-14
Div{U  -  Un )

sup \ p ~ p n \ 1.7E-14 3.2E-14 4.4E-14 2.8E-14 2.0E-14 2.7E-14 1.0E-14
= fìn

NB ITER 50 55 53 48 45 45 49

m = O m = 1 m = 2 m = 4 m = 6 m = 8 m = 10



C hapitre 6

R ésolu tion  num érique des 
équations de Stokes pour des 
écoulem ents axisym étriques  
confinés en géom étrie cylindrique  
annulaire

6.1 Introduction

Dans ce chapitre on résout les équations de Stokes pour des écoulements axi­
symétriques confinés en géométrie cylindrique annulaire. Le problème consiste à, 
étant donnée une densité de force /  =  ( /i, f 2), trouver la vitesse U =  (Ui,U2) et 
la pression p vérifiant

— u

— v

i s aOl s‘ûl l 
(K-^>  +R dR dR dz2

î  d dü 2 d2ü 21 
R d R { d R } dz2

dp
+ ^  =  / i  dans ÜR,

dp ~
+  7T“ =  f i  dans fIr ) dz

où v est la viscosité et Ur =  ~  1 » 1 [ avec R 2 > Ri >  0.

(V I  -  1)

( V I -  2) 

( V I  -  3)

Ce chapitre comporte trois parties: dans la première on rappelle la théorie utilisée 
pour montrer l’existence et l’unicité du problème énoncé, ensuite dans la deuxième 
on donne une analyse théorique de l’existence et l’unicité du problème approché 
par la méthode ( P^, P^  ), ainsi que des résultats de convergence et d’approxi­
mation. Enfin dans la troisième partie, on approche le problème par la méthode ( 
Pn, Pn - 2  ) décrite dans les chapitres IV et V et on donne des résultats numériques
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d’approximation et de convergence.

Pour analyser le problème ( V I — 1) : ( V I —3) nous allons l’écrire dans Cl =] — 1 ,1[2, 
pour ceci nous introduisons le changement de variable suivant

r  =
2R — Ri — R2

R2 — Ri

et le changement de fonctions défini par

et

Ui(r,z) =  

U2(r ,z ) =

p(r,z)  =

Ri — R2 

2

Ri — R2 

2

Ri — R2

Vi(R,z),

V,(R,z).

p(R,z)

(VI - 4)

( V I -  5) 

( V I -  6) 

(VI - 7)

Le système s’écrit alors : Etant donnée une densité de force /  =  ( f i , f 2), trouver 
la vitesse U =  (Ui,U2) et la pression p vérifiant

— v

— v

l d i .  .dUi\dUA d2Ui
+ dz2

1 d ( dUA
r +  eÔr ^  +  ^  Ôr )

dU2\ d 2U2]
+

dp
+ —  =  dans iî, 

or

dp+  —  =  f 2 dans û, 
az

1 d  
r +  ed r

((r +  e)UI) + dU!

dz2

= 0 dans Q.

avec

€ —

dz

R2 + Ri 
R2 - R 1

(VI -  8)

(VI - 9) 

( V I -  10) 

(VI - 11)

Remarque VI-1 : On note que e est strictement supérieur à 1 et que donc, pour 
tout r dans ] -1 , 1 [, r  +  e est strictement supérieur à 0.

6.2 Formulation abstraite

Le cadre abstrait que nous allons décrire maintenant s’applique de façon natu­
relle au problème de Stokes en formulation vitesse-pression, cette théorie a été 
développée dans [Br],[Gr] et généralisée dans [B.C.M]. Elle permet de déterminer 
les espaces fonctionnels dans lesquels on peut trouver les solutions exacte et ap­
prochée et ensuite d’obtenir les résultats suivants:

- l’existence d’une solution unique pour les problèmes continu et discret,
- l’erreur d’approximation entre les solutions exacte et approchée.
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6.2.1 Le problème continu

Rappelons rapidement les résultats abstraits que nous allons appliquer au problème 
(V I  — 8) : (V I  — 10).
Soient X et M deux espaces de Hilbert réels, et soit X’ l’espace dual de X. Etant 
données deux formes bilinéaires A  et B définies respectivement sur X  x X  et sur 
X  x M, on considère le problème variationel suivant: Pour /  =  ( f\ , f2) donné 
dans X’, trouver U =  (U\, U2) dans X et p dans M tels que

v ü e X , v Ÿ e x ,  A ( u ,v )  +  B ( v , p ) = <  f , v  > ,  ( v i - 1 2 )

et
Vq G M, B(Ü , q) =  0. (V I  -  13)

alors, on a le théorème suivant [Gr]:

Théorème VI-1 : On suppose vérifiées les hypothèses suivantes:

1) La forme A  est continue sur X  x X,  c’est-à-dire qu’il existe une constante, 7 > 
0, telle que

VU 6 X ,VV  6 X , A(Ü , V) <  i\\Ü\\x\\V\\x, (V I  -  14)

2) La forme B est continue sur X  x M, c’est-à-dire qu’il existe une constante, S >  
0, telle que

W z X  , V , 6 M ,  B(V,q) < ¿H^HjrlIç llAf) ( V I -  1 5 )

3) Condition inf-sup pour les A, c’est-à-dire qu’il existe une constante, fi >  0, 
telle que

V Ÿ e X ,  A ( Ÿ ,V )> i i  | | ? | | i ,  [VI — 1 6 )

4) La forme B vérifie la condition inf-sup suivante : il existe une constante, /3 > 0, 
telle que

V q e M , 3 F # o e x  /  b(V tq)>0\\V\\x \\q\\Mi ( V I -  17)

alors, pour tout /  dans X’ le problème (VI-8) admet une solution unique dans 
X  x M  vérifiant

l |£?IU  <  ^ 1 1 / l U ' .  (VI  - 1 8 )

et

H m  <  i ( l  + - ) | | / l | x . .  (VI — 1 9 )
P A4

Pour la suite on introduit le sous-espaces suivant

K  =  [ Ÿ  e X ; V q e  M , B( V, q )  =  o}. ( V I  -  20)
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6.2.2 Le problème discret

Soient Xjf et Mn deux espaces vectoriels réels de dimension finie tels que

X N C X  et MN C M .  ( V I -  21)

Etant données trois formes bilinéaires, A n  : X n X-Xn  — ► Tl, b]f : %n  x M n  — ► Tl 
et bjf : X n  x Mn — y 72- on considère le problème variationel suivant:
Pour /  =  ( / i , / 2) donné dans X’, trouver Un =  (Uin > U2n ) dans X n et pn dans 
Mn tels que

VF* G X N, An(Un , Vn ) + b^V^PN) =< f ,  VN > ,  (VI -  22)

et
Vgjv € Mn , bjf(UN,qN) =  0. (VI — 23)

alors, on a le théorème suivant [B.C.M]:

Théorème VI-2 : On suppose vérifiées les hypothèses suivantes:

linel) Les formes An  sont continues sur Xn x Xn, uniformément par rapport 
à N, c’est-à-dire qu’il existe une constante 7 > 0 indépendante de N telle que

VÜn g X n ,YVn € X N, An (Ün ,Vn ) <  t I I^ IU I I^ I Ix ;  (V I  -  24)

2) Les formes blN, i =  1, 2 sont continues sur X n  x  Mn, uniformément par rapport 

à N, c’est-à-dire qu’il existe une constante Si > 0 indépendante de N telle que

VVn € X n ,Vçn € Mn ,

^n(Vn,9n) < ^»IIFjvllxllÇivIlAfî ¿ =  1,2; (VI — 25)

3) Ellipticité des A n : il existe une constante ¡xn > 0 telle que:

VUN € K 2N, sup An^ hi’ ^  > w l f e l l * .  ( V / - 2 6 )
1fNeK1If ||K)v||x

et
W N G K1N\{0}, sup ^ A r(^ ,F jv )> 0 , ( V I -  27)

ÜnÇKjn

où pour i =  1, 2, K în désigne l’espace affine défini par:

KiN =  { f*  G X;V?JV G MN, VN(VN,qN) =  o} . (VI -  28)

Remarque VI-2 : Si (VI-20) est vérifié alors la condition (VI-21) est équivalente à

dim K\n =  dim K 2. (VI — 29)
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4) Condition inf-sup sur b]̂  : La forme b]f vérifie la condition inf-sup suivante: 
il existe une constante 0n > 0 telle que

VqN e MN,3VN#Ô e XN /  (VI -3 0 )

alors, pour tout fa  dans X’ le problème (VI — 22) '.(VI — 23) admet une solution 
unique dans X  x M vérifiant

liewilx < ^ - l l / l l r  =  - i-  »«P < h ^ > , (VI -3 1 )
Un Pn ŸNexN HVamix

et

||pjv||m <4 (1 + “ )ll/llx»- ( V I -  32)
P n  P n

6.2 .3  E s t im a t io n  d e  l’e r r e u r

Le théorème suivant donne l’erreur d’approximation entre (U,p) solution de (VI—
12) : (IV -  13) et (Ü n ,P n ) solution de (VI -  22) : (IV -  23):

Théorème VI-3 : On suppose vérifiées les hypothèses des théorèmes (VI-8) et (VI- 
17), alors on a:

0  -  tfwllx < <7(1 + i )  (1+ 1) inf ||£? -  tirN\\x+
fi &n€K3„

M  j ( l + i ) | |£ ? -F w| U +  sup
Ÿn <zXn [ 2n €Xn  l l ^ i v l l x  J

• e (  ii h , (&  ~  b ] i ) ( Z f f ,q N )  )  ,
< \\p -  ?7V|U +  sup --------- ---------------------  V +

qNeMN { ï Nex„ \\ZN\\x ) 

< f  — În , ZN > ,TrT nnS
*sup — W ï\ --------  { v  ~ 33)2NaxN I I ^ n I U

On suppose enfin que :

et

||p ~ Pivllx < C'Cl + ~â~)(H ----- ) (l + i) inf ||Î7 — WV||jt+
P n  Un  &N eK iN

inf i ( l  + ÿ)\lÜ-VN\\x+  sup +
Ÿ« * x *r (  2 N €X N \ \ Zn \\x

inf ( | |p - « v |k  + +
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< f  — Î N , Z s >  / T , r  „ . x
sup ------¡ m --------* ( V I -3 4 )

2 * e x N \\z n \\x

Nous allons par la suite appliquer ces résultats pour analyser le problème ( V I —8) : 
(V I  — 10) et son approximation.

6.3 Analyse du problème continu

Afin d’étudier le problème (V I  — 8) : (V I  — 10) nous allons donner la formulation 
variationnelle qui lui est équivalente. Pour cela on pose X  =  (Hq(Ù))2 et M  =  
Xo(iî) et on définit les formes A  et B par :

VU G X ,V F G X , A (Ü ,V ) =  u f  (V Ü V V )(r  +  e)drdz, (V I  -  35)
J  n

W  G X,Vq e  M, B ( V , q ) =  f  V V q(r +  e)drdz. (V I  -  36)
J  n

Alors le problème (V I  — 8) : (V I  — 10) est équivalent au problème variationnel 
défini par trouver (U,p) dans X  x M  vérifiant:

VF GX , A (Ü ,V ) +  B ( V , p ) = < f , V ( r  +  e ) > ,  (V I  - 3 7 )  

Vq G M, B(l7, q) =  0. ( V I  -  38)

Nous allons maintenant vérifier les hypothèses du théorème ( V I  — 1) :

Proposition (VI-1) : Il existe des constantes 7 , /z, £ et /? > 0 telles que les formes A  
et B définies par(VT—35) : ( V I — 36) vérifient les hypothèses du théorème ( V I — 1)

Démonstration :

-Continuité de A:

VU G X ,V V  G X , A(U,V)  =  u j^  (VU(r +  e)5V F(r +  e)*) drdz, 

==► A U , V) <  ^  | VU  |2 (r +  e)drdz^j ’ ( jf  | VU  |2 (r +  e)drd^j ’ ,

= ►  A U , V ) < ( l  +  t)\\Ü\\x \\V\\x , 

on prendra donc pour 7 la valeur 1 +  e.

-Continuité de B:

l’opérateur linéaire Div étant continu de (IT^(iî))2 sur Ll(Cl), on a :

VU G X,Vq G M, B(V,q)  <  ||Div ((r +  e)Ÿ) |lo,n||î||o,n
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= * ■  B ( F , 5) < C | | ( r  +  £)VF||o.n ||5 | | „ ,

= >  B (V ,q) <  C  (||(r +  i)VV-||o.n + ||F||„,n) ||, ||M.

=i. »(?,*) < i||P |U M if
-Ellipticité de A  :

VU e  X , A(Ü, Ü) =  [  \VÜ\2 (r +  e)drdz,
J  o

= »  A(Ü , Ü) >  (e -  1) f  \VU |2 drdz.
J  n

-Condition inf-sup : On rappelle d’abord, le résultat suivant [Gr]

Lemme VI-1 : Il existe une constante C, telle que pour tout élément q de M, 
il existe une fonction V  de X satisfaisant:

DivV  =  q et | V  |1(o< ||?||m- ( V I  — 39)

Soit q un élément de M, posons W  =  , V  étant donné par le lemme ci-dessu, 
on a alors

=  J Div ((r +  e)W ) qdrdz. 

= >  B ( W ,q ) =  f  DivV qdrdz.
Ja

=4- B{W,q)>i3\\W\\x \\q\\M.

Les hypothèses du théorème (V I  — 1) sont vérifiées, on a donc le:

Théorème VI-1 : Pour tout f  dans X’, le problème (V I  — 37) : (V I  — 38) ad­
met une solution unique dans X  x M  vérifiant:

l|C?|U <  ( F I - 4 0 )

et

IIPIIm  <  i ( l  +  f r î ) l l / l | x . .  ( F / - 4 1 )

Conclusion : Nous allons maintenant approcher les solutions du problème ( V I —8) : 
( V I —10), on utilisera pour cela les deux méthodes, (Pjy, Pn ) et (P/y, Pn- t) décrites 
dans les chapitres précédents.
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6.4  A p p ro x im a tion  ( P n , P n )

Soit N un entier >  3, on considère les deux espaces X n =  (P^(fi))2 et Mn =  
D 7q(îî) et on cherche à résoudre le problème approché suivant:

Etant donné f  =  ( / i ,  f 2) dans (C°(fi)) , trouver Un =  (U\n , U2n ) dans X n et pn 
dans Mn vérifiant

_ & T ë d r  +  €̂ UlN^  ~  u§^2Uin(*)  +  =  * 6
( V I  -  42)

_iT+ëdr (^‘ + Uï n (x) + = /îi*)» * € Sjv f)iî;
( V I  -  43)

jT T e ( è (à + € ^ ( ^ ) + é U2N(* } = 0 , * 6 Hjv- { V I  ~ 44)

Remarque VI-4 : Dans ce chapitre on utilisera les points de Gauss -Lobatto as­
sociés aux polynômes de Legendre tout en signalant que nos résultats numériques 
ne changent pas quand on utilise les points de Gauss-Lobatto associés aux po­
lynômes de Chebychev.

Pour analyser ce problème et utiliser le théorème (V I  — 2) nous allons en donner 
une formulation variationelle qui lui est équivalente. Pour cela on introduit les 
formes bilineaires An , b\f et b2N définies par:

W  € (C2( Ï Ï ) ) \V F  € (C2( Ï Ï ) ) \  A N ( 0 ,V ) = ( v A r U ,Ÿ ( r  +  e))N ( V I  - 4 5 )  

avec
1 à  ( ,  xdUA d2Ui ,jrT Ae.

A'v< =  - < d ; { { r + ( ) w ) + - d F  ( V I ~ i6)

We  (c°(n))! ,V? g (c'(ïï)),bMV,ç)= (v,V(r + t))K ( V I - 47)
et

V ? €  ( C ' ^ . V i S  ( C ° ( ï ï ) ) , l j ^ ? , s ) =  ( J M ? ( r +  « ) ) ,« ) „ •  ( V J - 4 8 )  

Alors le problème ( V I  — 42) : (V I  — 44) est équivalent à :

Etant donné /  =  ( f i , f 2) dans ^C°(f2)) , trouver Un =  (U\n ,U2n ) dans X n et pn 
dans Mn vérifiant:

VVn ï X n , AN(ÜN,VN) +  b1N(VN,PN)=={f,VN(r +  e))N , ( V I - 49) 

Vç n G M n , b2N(ÜN,qN) =  0 ( V I  — 50)

Remarque VI-5 : Cette formulation variationelle correspond bien au cadre abstrait 
présenté dans ce chapitre. En effet, pour

Vn  =  ((1 —  z 2) ( L n ( z ) — L n - 2( z ) ) ,Q )  e t  qn  =  L n ,
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on vérifie que &jy(Fjv} qx) =  0 et bj^Vn, <is)ifO et donc que b]̂  et b\: ne sont pas 
égales .

Nous allons donc vérifier les hypothèses du théorème (V I  — 2)

Proposition (VT-2) : Les formes An sont continues sur X n x Xjy, uniformément 
par rapport à N, c’est-à-dire qu’il existe une constante 7 > 0 indépendante de N 
telle que

€ x N,vvN e x N, An (Un ,Vn ) < nf\\UN\\x\\ŸN\\x. (V I  -  51)

Avant de prouver ce résultat nous aillons montrer que 

Lemme (VI-2) : Pour tout Un et Vn dans X n •

A n (Ün , Vn ) =  1/ (VÛN, VVN(r +  e j)N . (V I  -  52)

Démonstration :

V(ÜN,VN) G X N x X N, An (Ün ,Vn ) =  - v i z ( A rUlN,VÎN(r +  e))N .
i—i

Or pour 1 =  1, 2 on a :

( A rUiN, Vi n {t +  t ) ) x  =  Su +  S21

avec

s u = e I  (« <  +  O s 0 i i » ( * ) )  VIK( x ) P l ,
*€En '  '

et

s 2l =  E  -Q^(UiN(x))ViN(x)(ti +  e)px.

Nous allons développer séparément Su et S21 :

Su = ê {ê |:  (<& + ')
ce qui s’écrit en utilisant l’exactitude de l ’intégration numérique sur P2n- i(îî) :

Su = E  (i, + O w ,

de même on a :

S 21 =  ] C  (& +  e)PiPj-
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V(ü7jy, Vjv) € X n x X n , Aif(Ürf, Î ^ )  =  —i/ 53 (Su +  S2i ) ,
1=1

et donc

V(ÜN, VN) e X N x X N, AN(ÜN, Vn ) =  - u  ( v f fN, VVN(r +  e j)N 

Nous allons maintenant démontrer la proposition ( V I  — 2)

Démonstration :
D’après le lemme (V I  — 2), on écrit que :

V(Ün , Vn ) G X n  x X n , A n (Ün , Vn ) =  X) ®2i) ?
1=1

avec

S u  =  2  -fcUufiriti^VurfatjKr +  e)<ir| Pj ,

et

sa = E  { 2) ¿ Mf c .  *)<**} te + £)/>i-

Nous allons majorer séparément Su et S21:

On peut donc écrire

qui se majore en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz par :

et donc
I Su |< C7||C/'iiv|UI|Vijv||jr,

de même pour S21 on a :

I Su  1= ^  +  e)2Pidr j  { j_ x I I  § ; Vw (r ’ ti)Pidr j

<  C1 +  e) ( j_ x I I  § ; Uw (r ’ Zi)PJdr j  ( j ^  I I  § ; Vw (r ’ tj)Pidrj

cs (fX(iu‘K{r’z)ï driz)' ( I ^ ) ) 2̂ ) ’

S >1 =  /_ ' | Ê  |:^ iv ( - - ,ii) ( r  +  ^ Í ^ v,k (t,(¡)pÍ  I  dr,

S21

86

¡ :
í N

I el»=0

d
dz

VlK (&>*)( ti +  e)P' dz
dz.

TV

j = 0 {/:
N

i= 0 { £

a
C?Z

£7/ivl(6 ,

(Su

{£
U=0

0_.
ôr

-crw (*•>

c < L Í -\Ô2;UiN((r,z)
) ’

drdz
Í

A—n

N d

dr
w

z)p



qui se majore en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz par :

~ N ï

I Sa 1= ( * ) « <  + £)Vî) ’ (/_' E *)**)1

° - (l'J-1{Î,u,Mr'z)) dTdz) (LÙ{rzU,,i{r’z)) irdz) 
et donc

I S2i |<  C’||17/jv||x | |^ jv||x >

Conclusion:

V(ÜN,VN) E l i f X  XN, An{Ün ,Vn) < | Su I + I S21 I,
1=1

alors
* \/(ÜN,VN) € X N x X N, A n (Ün ,Vn ) < C ||^ ||jr ||^ jv ||x ,

3) Condition inf-sup sur les A n '

Nous allons admettre le résultat suivant :

Proposition (VI-3) : Il existe une constante fiN >  0 telle que:

W N G K 2N, sup An^ N' Vn) > 1 *n \\Ün \\x , ( V I -  53)
Ÿ»€KiN \\VK\\x

et
W N € X ^ \ { 0 } ,  sup A n (Un , Vn ) >  0, ( V I  -  54)

où K\n et K 2n sont définis par (V I  — 22).

On note que les formes A n sont elliptiques sur X n uniformément par rapport 
à N, plus précisément on a :

Proposition (VI-4) : Il existe une constante C >  0 telle que:

VUn ï X n , An (Ün ,Ün )>C\\Ün \\2x - ( V I -  55)

Démonstration :

W N € X N, A n (Un , Ün ) =  -«✓ (VÜN, VÜN(r +  c)) ̂ , 

or, pour tout i =  0,..., N, & +  c > C >  0, alors 

W N E X n , An (Ün , Un) >  C (VUN, VÜN) N >  \\Ün \\2x .
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Continuité des b'N, i =  1, 2 :

Proposition (VI-5) : les formes b]̂  et bjf sont continues sur X jf x Mj 
pax rapport à N.

Démonstration :

Continuité de b]̂
V V n  6 X n , , Vç̂ r € Afjv 

1>n (V n , Qn ) =  +  e) j  +  e) j  •

Première étape : majoration de (Vijv, +  c))^

Soit qn un élément de Zîq(ÎÎ) f | alors on a

N

qN(r,z)  =  E  qijLi(r)Lj(z), (q0o =  0)
»,¿=0

les Li sont les polynômes de Legendre définis dans l’annexe 2.

On pose
qN(r,z) =  E  %3 Li(r )Lj(z), 

0<i<N-l,0<j<N

on vérifie alors, que 

et
| | î A r | | o , n  <  | | ? A r | | o , n >

ce qui nous permet d’écrire :

Deuxième étape : majoration de

+  « ))^ -  -  .

=  / x | E  *)(& +  e)Pi •«*(&» z)p? |  dzy

uniformément

(V I  -  56)

(V I  -  57)

(V I  -  58)

(V I  -  59) 

(V I  — 60)
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es qui s’écrit en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz

<( l  + i) )'
<

On a donc

( K J W , ^ ( r  +  i ) )  <  C I I V W I I x l l ï l U .  ( V I - 61)

De (VI-45) et (VI-46) on conclut que b]f est continue sur X jf x M/v, uniformément 
par rapport à N.

Continuité de b2N
VVjf €  X n , »Vçat €  M n

b%(VNiÇN) =  ( l ? * v ( ( r  +  =  ^ ^ V i j \ r ( r  +  e ) , g j y ^  ^ { j t e ^ 2N(r  ’

Première étape : majoration de u (r +  €),Çlv)N :

(Vî^(r +  c)) étant un élement de Pjy(ii), on peut appliquer le lemme (1-2), 
ce qui nous donne :

^ ^ V u v ( r  +  e ) , Ç j v ^  <  C^-^(Viff(r  +  e ) )  | | o , n H ^ i v l l A f

et donc

^^■Vîjv(r +  e),gjv^ < C,||V'uv|UI|çjv||m> (V I  — 62)

d’autre part on a déjà montré que

(~fcV2N(r +  «),ÇArj < HV̂ atIIjs-ll̂ ivrÜAr-

On conclut donc que b% est continue sur X ^  x Mjy uniformément par rapport à N.

Dans le but de vérifier la condition inf-sup pour blN, nous allons présenter les 
modes parasites pour la pression dû au choix de Mff.
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On appelle Zin  le sous espace de ces modes parasites, on peut montrer comme 
dans [B.M.M1] que Zin est engendré par l’ensemble SU $  avec

S  =  {Qx, x sommet de f i} , ( V I  — 63)

et
*  =  {L 0,L n }®2. (V I  — 64)

Condition inf-sup : En choisissant Mn dans Z^N , on peut montrer la

Proposition (VI-6) : Il existe une constante /?jy > 0 telle que

V q s e M N,3 Ÿ x #  O e X N /  B ( ^ r , iW) > ^ | |^ r | |x | |g w |k .  (V I  — 65)

Remarque (VI-6) : Numériquement, on trouve que pour N assez grand

/ ^  =  0 (iV -î) . (V I  -  66)

Les Hypothèses du théorème ( V I  — 2) étant vérifiées on a :

Théorème (VI-5) : Pour tout f n  dans (C°(fi))2, le problème ( V I  — 49) : ( V I  — 50) 
admet une solution unique dans Xjy x Mn vérifiant

l|£?»lk < -Î-II/IU -, (V I  -  67)
Pn

et

I I p j t I I m  <  i  ( 1  +  ^ - ) l l / 1 u - -  ( V I  -  6 8 )
P n Pn

Pour donner un théorème d’approximation et de convergence et appliquer le 
théorème ( V I  — 3) nous allons démontrer le résultat suivant :

Proposition (VI-7) : Si Ü appartient à K O H ' fà ) ,  s >  1, alors il existe un élément 
—*

Un dans K\n f | K ïN tel que

\\Ü -  ÜN\\x < C N '- ’ WUlfi. (V I  -  69)

Démonstration :

Soit <f> 6 H s+1(Cl) Ç) Hq(Q,) vérifiant

(r + e)tf, =  (V I  -  70)

Ct 8<b
(r +  e)U2 =  (V I  -  71)

Modes parasites pour b]̂ :
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un tel <j> existe car U appartient à K  f | Hq(CI).
On définit, élément de H*+1(ü )f]H ^(ü ),  par =  l / ( r  +  e)<f>. On introduisant 
l’opérateur de projection de Hq(CI) sur Pjy_2(A) ® Py_i(A), et on pose

'$n =  'R'n V et <f>N =  (r +  e)2$jv (V I  — 72)

—#

et on se donne Un tel que

Uin  =  - ,  \ - \ î N et U2N =  , 1; ( V I  - 7 3 )
(r +  e) dz (r +  e) or

alors Un vérifie:

i) Un appartient à ((P^_i(A) <8> PN- 2 (A)) x (Ptf_2(A) <g> Pjv_i(A))
ii) Un appartient à K\n H K 2jv>
iii) Un vérifie :

lit? -  ffwIU < c  \ t - t o  |!in<| |,.n . ( V I  -  74)

On a donc
\\Ü -  < C  | *  -  K n 9  |1|0 • ( V I  -  75)

On peut maintenant donner un résultat de convergence et d’approximation :

Théorème (VI-6) : Pour tout /  dans ((70(i2))2, le problème spectral de colloca­
tion (V I  — 42) : (V I  — 44) admet une solution unique dans X n X X n - De plus 
si la solution (U,p) du problème (V I  — 37) : (V I  — 38) appartient à l’espace 
(H*(îï)Ç)Hq(ü)) x 2f*-1(iî), s >  1, et si f  appartient à l’espace (H*(Cl))2 pour <r 
entier > 1, alors il existe une constante C, indépendante de N telle que

\\ff -  t?»|U < { X l -  (||£?IU + M *-i,n ) +  , ( V I  -  76)

et

II? -  PwIIm < (||t?||.,o +  +  iV-"ll/lU.n} . (VI -  77)
Pn Hn

Démonstration :

Les hypothèses du théorème (V I  — 3) étant vérifiées, on a

\\Ü-0N\\x<—  . ¡ n i  ||t? -  $-„11*+ 
UN WNeK3N

w  { t f - Ü r l I x - H  « P
v» *x» [ U zx N \\ZN\
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" e"" 1 t„/x„ IIZwIU )
sup

2 n ZXn  \\z n \ \ x

Première étape : si U désigne le vecteur donné par la proposition ( V I  — 7) alors 
on a :

inf ||£? -  #„11* +  inf ( ||£ ?_ ? „ ! ! * +  sup +
&NÇK2tr Ÿn £Xn |  2NexN ll^v ||x  J

< lit? -  ÜK\\x + lit? -  ¡?K|lx + Sup (-4~ ^ )(f ' V,'Ziv)
2 n z x n  \ \ Z n \\x

< 2 \ \ ü  -  i ïN \\x  <  N ' - ' W t f i .  

car \/Zn € -Xjv, (>A — A//)(Zff, Ün ) — 0.

Deuxième étape : sachant que -Pjv-i(iî) est contenu dans M/y, on a :

• c i  u u i ~  b}r)(Zif,qif) ]
qrie N {  2 * z x n  \ \ Z n \\x  J

^  ||p -  njv_2p||o,n <  Cr- ’̂1_*lbll*-i,n

Troixième étape : pour tout Zn dans X n , on a :

I (/> %n ) — ( Î n , %n ) n  |= | ( f  — I Î N - i f ,  Z n ) +  ( n ^ _ i /  -  I f f f ,  Z N ) N  |

< C(\\f -  Uv.rfWov +  11/ -  W l|o ,n )||^r|U

< C N - ^ W f X f l W Z u W x .

De ces troix étapes on retrouve ( V I  — 76) et on démontre ( V I — 77).

6.4.1 Résultats numériques de convergence et d’approxi­
mation

Pour résoudre le système algébrique ( V I  — 42) : ( V I  — 44), nous utilisons l’algo­
rithme déjà présenté dans les chapitres précédents.
La figure (V I-1) représente, comme fonction du nombre d’itérations (n), la 
norme euclidienne de Div(Un) calculée à la neme itération.
La courbe  (a) correspond à l’approximation du problème de Stokes, muni des 
conditions aux limites Dirichlet non homogènes et ayant pour solution

U(r,z) =  ((z +  l ) 9,( r  +  l ) 9) et p(r,z)  =  (r +  z f .
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La courbe  (b) correspond à l’approximation du problème de Stokes, muni des 
conditions aux limites Neumann non homogène et ayant pour solution

Ü (r,z) =  ((z +  1 )19,(r  +  l ) 19) et p(r,z) =  (r +  z)19.

De même,la courbe  (c) correspond à l’approximation du problème de Stokes, 
muni des conditions aux limites Neumann non homogène et ayant pour solution

U(r,z) =  (sin(irz),sin(irr)) et p(r,z) =  cos(irr)cos(irz).

Pour ce cas, on se donne comme test d’arrêt l’erreur spectrale attendue pour une 
fréquence de coupure égale à 13.

Dans tous les cas, la méthode (Pn,Pn)  nous permet de calculer la vitesse et le 
gardient de pressure mais pas la pression, à cause de la présence des modes para­
sites. Pour les éliminer, nous allons utiliser l’approximation (P n ,P n - 2 )> proposée 
dans les chapitres IV et V.

6.5 Approximation (Pn ,Pn- 2)

l’espace d ’approximation de la vitesse étant X n =  (Pjy(iî)), on prend pour la 
pression l’espace Mn =  Pn- ï (ÇI) f| -^o(^) on considère le problème défini par 
(V I  — 49) : ( V I  -  50)

Le nouveau choix de M n  nous permet d’écrire que ce problème est équivalent 
à : Pour /  =  ( f\, f2) donnée dans (C°(iî))2, trouver Un =  (Uin, U2n) dans X n  et 
Pn  dans M n  tels que

VVN G X N, A n (Un , Ÿn ) +  B(Vn ,Pn ) = <  f ,  VN > ,  (V I  -  78)

et
Vçjv € Mn , B(Ün ,Çn ) =: 0. ( V I  — 79)

où B  est défini par (V I  — 36).

En effet, pour tout çn G Mn et Vn € X n , ona

bN ( V N ,q N )  =  {VN , ( V q N ) ( r  +  e ) ^ N  =  { v l N , ^ ^ - ( r  +  c ) j  +  ( v 2N , ^ ^ - ( r  +  e ) j  , 

or

~ ^ ~ {r +  e) G P2N-2(&) ® Î 2Ar- 2(A)

et

+  c) €  P 2 W -l(A )  <g> P 2 N - 2 ( A )

alors

1>N(VN,qN) =  &Ar(̂ \T> Çjv) =  &(VN,qN)' (V I  — 80)

Nous allons, maintenant écrire le système algébrique à résoudre :
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6.5.1 Système algébrique :

En prenant dans (VI — 79) comme fonctions tests la suite q# = hi(r)hj(z) et en 
utilisant le développement présenté dans le chapitre V, on obtient que (VI — 60) 
est équivalent à: Pour tout i, j = 1, .. N-l

ô  0
-fo ((& + e)U\N(iiitj)) + -Q^UiN(£i,tj) = dij, l < i , j < N  — l. (VI — 81) 

avec pour tout i , j = 1, N-l

d  ........................../)or , d
d{j — ((£o + e)UiN(Îo,tj)) ^hi(£o) + ((ix + t)UiN(tNi£j)) ^ K ( tN )

dz
(VI -  82)

Pi ' oz  '  pj  ' J

Et en choisissant pour l’equation (VI — 78) comme fonctions tests la suite çjy = 
h{(r)hj(z) on obtient:

v d 
ii + edr

v d

( ( &  +  €) j  ~  u ^ U i n ( x ) +  - ^ ¡ r ( x ) =  / i ( * ) >  a; €  Hjv f i  i î ;

(VI -  83)

((6‘ +  e) ^ U 2N( x )  j  -  u - ^ U 2n ( x ) +  =  /a(*)> æ G Hjv Q  iî;

(VI -  84)
£i + e dr

La résolution de ce système algébrique donne:

6.5.2 Résultats numériques :

La courbe 2 représente l’approximation de la pression et la mesure de la diver­
gence, on constate que l’on sait calculer correctement la pression et satisfaire la 
contrainte de continuité.

6.5.3 Conclusion

Le choix de Afjv = Pn- 2  fi -W nous a permis d’approcher la pression et de satisfaire 
la contrainte de continuité sur tout le domaine frontière comprise, et aussi d’écrire 
l’ensemble des équations sur une même grille. Cette formulation est plus facile 
à analyser et correspond à un cadre abstrait plus simple que celui décrit dans ce 
chapitre.
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a. = 0

NU Vk

figure (VI-1)
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figure (VI-2)

•  log (lID iW *II)

A lo g ( | |p -p ^ | | )
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C onclusion

Au cours de ce travail on s’est intéressé au problème de S tokes en formulation 
v itesse-pression  pour des fluides v isqueux incom pressibles. Pour approcher 
ce problème on a utilisé une méthode spec tra le  de co llocation  et pour const­
ruire le système algébrique issu de la discrétisation on a découplé la vitesse et la 
pression en construisant un opérateur sur cette démière. On résout d ’abord la 
pression et on déduit ensuite la vitesse en résolvant un problème de H elm holtz . 
Pour résoudre l’équation en pression on a utilisé une méthode itérative.

Pour l’espace d’approximation de la pression on a présenté deux choix: un premier 
qui consiste à prendre des polynômes de même degré que pour la vitesse et un 
second qui consiste à réduire de deux unités ce degré.
Pour chacun de ces choix on a présenté des résultats numériques d ’approximation 
et de divergence. On a montré que le second choix nous permet d’éliminer les 
m odes p a ra s ite s  et donc de calculer correctement la pression, d ’ améliorer le 
nom bre  de cond itionnem ent de l’opérateur sur la pression et la constante inf- 
sup  et bien sûr de satisfaire la con tra in te  de con tinu ité . Le point important 
de cette méthode est l’utilisation d ’une grille unique pour calculer la pression et 
vitesse.
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A nnexes

Annexe 1

On présente dans cet annexe un rappel sur les propriétés des des polynômes de 
Legendre et de Chebychev, ainsi que le principe de dérivation spectrale de collo­
cation.

Propriétés des polynômes de Chebychev

Tn est un polynôme de Chebychev si Tn vérifie :

Tn(cos(#)) =  cos(n$) (^4.1.1)

on a : ^o(*) =  1 , ïi(x )  =  x , T2(x) =  2x2 — 1.

Les polynômes de Chebychev sont aussi définis comme étant les solutions de:

V l — x2— >/l — x +  n2Tn(x) =  0. (.A1.2)
dx dx

Pour tout n > 0, T„ vérifie :

- Tn est un polynôme de degré n et a la même parité que n.
- Pour tout m  > 0

I '  Tn(x)Tm(x)(l -  z * )- id x  =  | CnSnm (¿1.3)

où Co =  2 et Cn =  1 pour n > 1.

Tn+1(x) =  2xTn(x) -  Tn.jix); {A lA )

I T„(x) |< 1, 2i(*) < n 2 (A1.5)

et
r» (± i)  =  ( ± i ) n, r 2n(0) =  (-1)" , r 2n+1(0) =  0. (i4i.6)
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Les points de Gauss-Lobatto associés aux polynômes de Chebychev sont

Cj =  cos( )> j  =  0, ...,71, n

et les poids de la formule de quadrature de Gauss-Lobatto sont :

j=M
Pl ~  \ l  j= l,- ..,n - l

On trouve dans [A.S] quelques valeurs de ces o,...,n*

P ro p rié té s  des polynôm es de Legendre 

Ln est un polynôme de Legendre si Ln vérifie

^(1 -  x2) ~ ^ j  +  n(n +  l)^n(«) =  0,

on a ¿o(*) =  1 > Li(%) =  * 5 -^(æ) =  |(3æ2 — 1).

Pour tout n > 0 Ln vérifie :

- L n est un polynôme de degré n et a la même parité que n.
- Pour tout m  > 0

J   ̂L„(x)Lm(z)dz =  2n + j*™ .

( n +  l ) I n+i(*) =  (2 n +  l)xL„(x) -  n£„_!(*),

L„(± 1) =  (± )“, < ( ± 1 )  =  ( ± l ) - * 5 < i ± 2 ) ,

I L„(x) |<  1, | < ( * )  \<

et

J  ̂ L n(x)dx =

2

L n+i(x ) -  i(æ)
2ra +  1

Les points de Gauss-Lobatto associés à L n sont définis par:

£o =  -1 ,  tn =  +1, et L'n(£j) =  0, pour j  =  1, ...,n -  1. 

Les poids de la formule de quadrature de Gauss-Lobatto sont :

2 1 • ,Pi =  —,— , -.x r ic  x2» pour 3 = l , . . . , n - l .  n(n -f 1) Ln(ijY

C o n stru c tio n  des m atrices Da de dériva tion  :

(A1.7) 

(Al .8)

(A1.9)

(A1.10)

(A l.l l)  

(A l.12)

(Al .13) 

(A l.14)

(A l.15) 

(A l.16)
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On désigne par C a la matrice de dérivation dans l’espace spectral et M a celle 
de passage de l’espace physique à l’espace spectral. Soit /  =  J2iLo fi^i s°it
f  =  EÜo f  'iJti on a aiorsi

/  =  Caf  (A1.17)

et
F  =  ( Ma )~1f  (¿1.18)

avec /  =  (/o ,/i,....,/W ), /  =  ( /o ,/i,...,/w ) et ** = ( /(& ) ,/(& ) ,• • • ,/(&r))-

On construit alors D a en écrivant que:

Da =  (M a ) - 1CaM a . (A1.19)

Remarque Al-1 : On construit la matrice de dérivée nième, (Dn)a , en écrivant:

(Dn)a =  (Da)n (A1.20)

Remarque Al-2 : Pour a  =  0 et a  =  —5, on trouve dans [C.H.Q.Z] et [P] une 
expression explicite de Da, (D2)“ , Ca et (C2)a .
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Annexe 2

Présentation de l’algorithme utilisé pour résoudre AaV  =  T

On note dans cet annexe, réspectivement || || et { , ) la norme euclidienne 
de %n et le produit scalaire associé. Soit A un élément de Mn(Tt), l’ensemble des 
matrices à coeficients réels et b un élément de 7l n, on cherche X dans %n vérifiant

AX =  b. (A2.1)

L’algorithme consiste à calculer par récurrence une suite éventuellement fini (Xk) 
de 7ln, telle que la suite Rk =  AXk — b associée aux X*. soit décroissante. Deux 
autres suites de Ttn sont construites simultanément aux cours des itérations: les 
suites (Dk) et (Pk) où Du est la direction de déscente associée à Xk et P* vérifie
Pfc =  ADk-

Schéma de l’algorithme :[Ax]

Initialisation

Etant donné X 0 dans 7Zn, on pose :

Rq — AXo — 6, Do — Rq et Pq — ADq. (>12.2)

keme étape

Supposons connu Rk-i =  A X k-i — b, Dk-1 et Pk-i =  AD k-1* Supposons de
plus que Pk-i est non nul. Alors, on calcule otk-\ en sorte que

satisfasse

On pose alors 

et on a donc

Rk =  R k -i  +  <*k-iPk-i, (A2.3)

IliZtll = inf llft-.+oA.,!!- (A2A)

Xk  =  X k - \  +  ock-iD k-i, (A 2.5 )

Rk =  AXk — b. (A2.6)

On calule ensuite (3k de sorte que

Pk =  ARk +  /3fcPfc_ i (A2.7)

vérifie

{Pk,Pk-1) = 0, (¿2.8)
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ceci entraîne

On pose alors

et par conséquent, on a

Cet étape se résume :

A  =

Dk =  Rk + PkDk-i 

Pk =  ADfc-

(A R k ,P k -1)

Ct-k- 1 =_  (Rk-uPk-i)
\\Ph-i ? >

Xk =  Xk-i +  «fe-i-Dfc-1, 
•H* = -Rfc-i + otk-iPk-i,

Pk =
■Dfe = Ru + fikDk-1,

„ Pk =  ¿-Rfe +  fikPk- !•

Dans [Me], on trouve une analyse de cet algorithme et de ces 
donnons ici quelques une :

On a pour tout k:

et donc

(Pk,R k) =  0 

(Rk,Pk) =  (Rk,A Rk)

Il (ARk,Pk)‘

(A2.10)

(A 2.ll)

(A2.12)

propriétés, nous en

(¿2.13)

(¿2.14)

(¿2.15)

(A2.9)
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Annexe 3

Nous allons m ontrer que la condition inf-sup vérifiée par la forme définie par 
(V — 11) est du même ordre (en N) que celle obtenue par la méthode (-FW, Pjv-2 ) 
à deux grilles [MPR], pour la forme b^ définie par

=  £  2  qiCuQ V-àiC i’Q p fp ? -  0 43-1)
»=1 j=l

Prouvons pour cela le lemme suivant:

Lemme : Pour tout polynôme p € Pn - 2(A) on a

\  L S 1 ~  x2)P2(x )dx ^  È  (X ~  (i)P2((i)P? ^  ¡ . i 1 ~  x 2)p2(x)dx.  (A3.2)

Démonstration : E tant donné que la formule de Gauss est exacte sur P 2jv_3 ,il suffit 
de prouver ce résultat pour p = L'n .  x. La somme continue se calcule exactement 
et vaut:

f j l  -  x ^ L ' ^ x ^ ^ d x  =  (¿3 .3)

Pour calculer la même somme discrète on commence par rappeler les formules 
suivantes:

L'n _x = (2N  -  3)LN_2 + L 'n _3 (A3.4)

(1 -  *2)£V -i(*) = - ( N  -  1) ( x l N_x(x) -  L n . 2(x )) . (A3.5)

Donc

( i  -  C ? )£ W < i) =  (w  - i)  W G ) .

car par définition Lff-i(Ci) =  0, et :

E ( 1  -  < ? )£ » - .(« ■£ » - .« » /> ?  =  (.If ~  1) / '  W ( * ) £ W * ) * >  =
t=l

= (JV -  1)(2N  -  SJIILw-ill1 =  2(N  ~ ^ )(̂  ~  3) =  2(JV -  1). 

Finalement on a: 

E U  -  ( !)  (L*-r  «< ))% ? =  /_ '( !  -  «’X W » ) ) ’«**- (C.Q.F.D )

De ce lemme on déduit facilement le corolaire suivant:

Corollaire : Soit w =  (u , v ) G (P$(Î))) tel que

u(x ,y )  =  (1 -  x 2)(l -  y 2) ¿  m j L ' i W m y ) ,  ( ^ 3-6)
*,i=i
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*>%(q,w)
N - l N - l

2 - 1 ) N( N
2 N - 1

JV-1

t = l

TV—1

1(2 N - 3 )
- 3

TV -1

i=1



<*(*, y) = (i -  *2)(i -  y2) vi.iL'i(x )L'j{y)- (¿3.7)
t,i=l

Si on pose w =  (ü, 5) avec

2N  — 1
Ui,N- 1 =  ----jÿ-- UitN_ i

2N — 1 , , x
vn-1,3 =  — jÿ— VN-hi (¿3.8)

ui,i =  ûi,j si j  <  N  -  1 

vi,j =  Vi,j s i i <  N  — 1 

alors, pour tout q € Pn- ¡ ( ty  on a

&at(9> «0 =  6iv(g, w). (¿3.9)

On peut maintenant montrer le théorème suivant:
Théorème : Les conditions inf-sup pour les deux formes b^ et sont du même 
ordre en N, c’est-à-dire

Démonstration : Pour tout q et w fixés nous avons déjà montré que b^(q,w ) =  
bff(q,w),  avec w défini par (¿3.8). Il nous reste à comparer les semi-normes H 1 
de w et de w. On a:

dû
S -  =  - ( i  -  y!) E  '(' + 1 (^3.io)
OX l,k=l

qui peut s’écrire aussi

Ôû Ar" 1 N
« - =  -  X) *(* +  !) X) (¿3.11)
a * 1=1 fe=0

De même on a:
du iV- 1
S  = -(1  -  Ï2) E  + 1  > ,M * )L 'k(y) (A3.12)
ox l,k=1

et
du jV_1 N
flT =  -  E  '(' +  !)  E  « W -t .M M ï) -  (-4.3.13)
aæ  1=1 fc=0

Alors en intégrant le produit de (¿3.10) par Li(x )L j(y ) on obtient

a i,j\\Li\\2 =  Ÿ , üi.n/  (1 -  y2)L'n(x )Lj(y)dy. (¿3.14)
n=l ,'-1

Et en utilisant la relation

= (¿3.15)
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N
âi,N =  2N~Z1a ''N (¿3.16)

&i,N- 1 =  <*»,AT-1 (¿3.17)

N  - (N  — 3)(N — 2) 
âi,N- 2 =  2N - 1  a ',N ~  aVe° ^  =  ^  ~ ----- 2N  -  5----- Ui>N~3’ (-^3.18)

ôcij =  « ij si j  <  N — 3 (¿3.19)

La norme L 2 de dü/dx  s’écrit:

l l | ¥  =  E  E  W + i ) ) î lli< ll! l l ^ f « ? . * +
UX 1=1 k=l,k^N-2

+ E  ( ' ( '+ 1))! ll£>f { I M I ’«?.» +  Iliw-.ll’a iV « }  • (^3.20)
¿ = 1

Or

l l ^ l |2“ f^r +  \\I/N-2\\2ôiitN_2 <  3||Xjv_2||2(ô:fijv +  RÏ) < 3||Xjv_2||2(û:fiAr +  R 2) 

et en utilisant l’inégalité

a2 +  b2 <  3 (a2 +  (b -  a)2) (¿3.21)

on obtient:

ll^ ll* fiîw +  11^-2 | |2â 2jv < 9 ~2 ^  Z "§  {lliArll2aiV +  11^-2H2(«I,JV -  i?i)2} .

(¿3.22)
et donc

l|i« ll2s?jv +  \\L»-A\2« U  <  c  { ||£*IIV ,k  +  I|£W->I|V ,W- .}  • (-43.22) 

Finalement, pour N >  3 on a

l £ l *  <  C | l | l ! ! , ( A 3 .2 3 )

et de façon analogue on montre que

l l ^ i r  <  C\\d£ f .  ( À 3 .2 4 )

On procède de la même façon pour du/dy. Les dérivées de v donnent aussi le 
même type de résultat, et la conclusion du théorème découle du corollaire et de 
la défintion de (3n et de /?$.

On obtient pour i =  1 , N-l
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A PRESSURE GRADIENT FIELD SPECTRAL COLLOCATION EVALUATION 

FOR 3-D NUMERICAL EXPERIMENTS IN INCOMPRESSIBLE FLUID DYNAMICS

by
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♦ ♦ ♦  L a b o ra to ire  d 'A nalyse  Numérique, U n iv e rs i té  P a r i s  VI, UA CNRS

Three dim ensional num erical experim ents in  F lu id  Dynamics should be more 

and more f e a s ib l e ,  owing to  the  in c re a s in g  o f  computer perform ances and memory 

c a p a c i t i e s .  Many p h y s ic a l  s i t u a t i o n s  o f  flows confined  in  s im ple geom etries 

a r e ,  th en , worth be ing  s tu d ie d  in  some d e t a i l  w ith  the  h e lp  o f  a ccu ra te  3-D 

num erica l schemes, fo rm ula ted  in  p r im i t iv e  v a r i a b le s .  S p e c tra l  methods are  

w ell designed  fo r  t h i s  purpose (1 ) .  To e v a lu a te  a v e lo c i ty  f i e l d  w ith a 

s p e c t r a l  accuracy  i s  no t a very  hard  ta sk  (2 ) , p ro v id in g  th e  f l u i d  p ro p e r t i e s  

a re  h e ld  c o n s ta n t  (w ith  tem pera tu re  fo r  example) and th e  ad v ec tiv e  terms are  

t r e a t e d  e x p l i c i t l y  in  tim e. But the  d i f f i c u l t y  a r i s e s  fo r  th e  d e te rm ina tion  

o f  th e  p re s su re  f i e l d  to  g e t  a r e s id u a l  to  the  c o n s t r a in t  equ a tio n  div(v)=0 of 

th e  same magnitude as th e  one ob ta in ed  fo r  th e  momentum c o n se rv a tio n  equation . 

This i s  c l e a r l y  a c r i t e r i o n  o f  coherence fo r  the  num erical scheme and of 

confidence  f o r  th e  num erical r e s u l t s  p h y s ic a l  r e a l i t y .

An i t e r a t i v e  s p e c t r a l  c o l lo c a t io n  S tokes s o lv e r  has been implemented fo r  

mixed boundary c o n d it io n s  on the  v e lo c i ty .  We have used an unique g r id  made of 

th e  G auss-Lobatto  p o in ts  on which th e  in c o m p re s s ib i l i ty  c o n d it io n  i s  imposed.

Both, d iv (v)=0  and Vp a re  o b ta in ed , w ith  the  s p e c t r a l  accuracy , in  a 

re a so n ab le  number o f  i t e r a t i o n s  as compared to  th e  c o l lo c a t io n  p o in ts  number.

This code has been t e s t e d  in  2-D orthogonal g eo m etries , c a r t e s i a n  and 

bounded c y l in d r i c a l  annulus, i t s  ex ten s io n  to  3“D be ing  s t r a ig h t fo rw a rd .

1 - NUMERICAL FORMULATION OF THE PROBLEM

Let us co n s id e r  th e  Stokes system to  be so lved  w ith in  a domain Q bounded 

by T : (V2 - h2)v - Vp = F in  Q

boundary c o n d it io n s  fo r  v on r



d iv (v )  = 0  in  Q

where h2 and F a re  g iven Helmholtz c o n s ta n t  and source term r e s p e c t iv e ly .

The f i r s t  two equ atio n  l i n e s  d e f in e  a l i n e a r  non s in g u la r  o p e ra to r ,  H, 

a c t in g  on v , and can be w rite n  fo rm ally  :

H v - V’p = F'

where V' and F' a re  deduced from th e  corresponding  q u a n t i t i e s  by p ro p e r ly  

ta k in g  in to  account the  boundary c o n d it io n s  on v.

The o p e ra to r  H and V' a re  n o t anymore pure  d i f f e r e n t i a l  o p e ra to rs  and do 

n o t  commute w ith  the  d ivergence  o p e ra to r .  The c o n s t r a in t  d iv (v )  = 0 g iv e s ,  

th en , th e  fo llow ing  o p e ra to r  a c t in g  on p :

Ap = (div.H ’1 .V' )p = -  (d iv .H '1)F '

N oting t h a t  the  d i f f e r e n t i a l  o rd e r  o f  A being  ze ro , no e x t r a  co n d it io n s  

a re  re q u ire d  on p to  so lv e  i t ,  as i t  should be in  th i s  problem.

From a p r a c t i c a l  p o in t  o f  view : 1) The A o p e ra to r  mixes a l l  the  space 

d i r e c t io n s  and i t s  m a t r i c i a l  r e p re s e n ta t io n  i s  f u l l .  For th e  time b e ing , th e re  

i s  no e f f i c i e n t  d i r e c t  s o lv e r  fo r  i t .  2) Some redundancies  appear between the 

imposed c o n d i t io n s  on v: v | r = vq ( fo r  example) and d iv (v )= 0  (4 ) .  The 

p re s su re  and v e lo c i ty  m athem atical r e p re s e n ta t io n s  must then  be p ro p e r ly  

chosen i f  one needs an unique and a cc u ra te  d e te rm in a tio n  o f  th e  p re s su re  f i e l d  

(3 ) .  This amounts, fo r  example, to  use s tag g e red  g r id s  in  a s p e c t r a l  

c o l lo c a t io n  code. The t h e o r i t i c a l  a n a ly s is  o f  such a p rocedure  has been 

perform ed f o r  a Legendre s p e c t r a l  decom position o f  the  p , v f i e l d s  in  a 2-D 

c a r t e s i a n  geometry (3 ) .  O therw ise, spu rio u s  p re s su re  modes a re  p re s e n t  in  the  

l i n e a r  system . They a re  w ell lo c a l i s e d  in  the  s p e c t r a l  space (4) when a Tau 

method i s  chosen to  so lv e  th e  d i f f e r e n t i a l  system , w hile  some o f  them are  

d i s t r i b u t e d  on the  whole p h y s ic a l  and s p e c t r a l  spaces in  the  case  o f  a 

c o l lo c a t io n  method (3)* In  a 2-D bounded c y l in d r i c a l  annu lus, we have the 

same sp u rio u s  modes w ith  an unique g r id  as in  the  2-D c a r t e s i a n  case . And, 

from a t h e o r i t i c a l  a n a ly s i s ,  i t  can be shown th a t  the  (v ,p ) num erica l s o lu t io n  

i s  unique i f  those  modes a re  excluded from the  p r e p r e s e n ta t io n  space .

2 - THEORITICAL STATEMENTS ABOUT THE 2-D BOUNDED CYLINDRICAL ANNULUS CASE

The problem to  be so lved  i s  :

-p [ ( ( r + a ) v  ) / ( r+ a )  + v ] + Vp = F in  Q
~ ,r  , r —, zz *“

V = 0 in T



d iv (v ( r+ a ))  = 0  in  Q 

where the  c o n s ta n t  a comes from the  transfo rm  [R1,R2] to  [ - 1 ,1 ]

Let us d e f in e  the  fu n c t io n a l  spaces X and M

x„ -  < h V q > > 2  "  < p , < a V

M in  L2 (S) n P (Q)N 0 N
and the  c o l lo c a t io n  p o in t  s e t  E = { x=(x ,x ) 0£i£N ,0£j£N } where the  x are

2 N th 1 j 1
s o lu t io n  o f  (1-x )L' , L being  the  N degree Legendre polynom ial. One has :

N N

x = -1< x < x  ...........  <x = 1 .
0  1 2  N

The d i s c r e t i z e d  fo rm ula tion  o f the  problem i s  then : f in d  (v fp ) in
“ N N

X x M such th a t
N N

-y [ ( (x .+ a )v  ) / ( x  +a) + v ](x)+Vp(x) = F(x) , x in  QnE
i r , r i ~,zz —  —  —  —  —  —  n

v(x) = 0  , x in  rnE----  — N
[ ( l / ( x .+ a ) ) [ (x.+a)v ] ,  + v ](x )  = 0  , x in  QnE

i 1 r r z , z “  —  N

Making use  o f  th e  d i s c r e t i z e d  Legendre s c a l a r  p roduct ( f ,g )  one has the
a N

fo llo w in g  s te p s  :

a) P ro p o s i t io n  : The problem i s  e q u iv a le n t  to  th e  fo llow ing  v a r i a t io n a l  

problem : f in d  (u ,p ) such t h a t  :
—N N

fo r  any v in  X , \i{V u , (r+a)V v ) + (Vp , (r+a)v  ) = (F, (r+a)v  )
N N N —  N N —  N — N N —  — N N

fo r  any q in  P (Q) , (d iv (u  ( r + a ) ) ,q ) = 0
N N N N N

3 -  NUMERICAL FORMULATION OF THE PROBLEM

The S tokes system has been so lved  in  the  fo llow ing  c o n f ig u ra t io n s  :

-  inhomogenous D i r i c h le t  o r  Neumann boundary c o n d i t io n s  fo r  v.

-  2-D c a r t e s i a n  o r  m erid ian  p lan  o f  a bounded c y ln d r ic a l  annulus.

- Legendre o r  Chebyshev c o l lo c a t io n  method w ith  an unique g r id  fo r  the  

p re s su re  and v e lo c i ty  f i e l d s . 8 sp u rious  p re s su re  modes a re  then  expected  (4) 

to  be p re s e n t  in  our l i n e a r  problem. T he ir  g ra d ie n t  can ce ls  on th e  Q c o l lo c a ­

t io n  p o in t s .

The S tokes s o lv e r  proceeds as fo llow s :

-  in  a p re p ro c e ss in g  s ta g e ,  the  H o p e ra to r  e igenspaces  a re  b u i l t  up 

fo llo w in g  th e  w ell known s e q u e n t ia l  d ia g o n a l i s a t io n  procedure  (2 ) .

- th e  A o p e ra to r  i s  then so lved  fo r  the  p re s su re  g ra d ie n t  f i e l d  ev a lu a ­

t i o n .  An extended con juga te  g ra d ie n t  method, as proposed in  (5 ) ,  has been



used fo r  t h i s  unsym etric  o p e ra to r .

- th e n  comes the  v e lo c i ty  f i e l d  d e te rm in a tio n .

Convergence r a t e s  and accuracy have been measured by running  the  code on 

polynom ial s o lu t io n s  (whose h ig h e r  degree i s  given by th e  s p e c t r a l  c u t -o f f )  

and on la rg e  s p e c t r a l  band s o lu t io n s .

The e s s e n t i a l  f e a tu re s  a re  :

th e re  i s  no s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e  between our r e s u l t s  in  Legendre or 

Chebyshev decom positions. We p re s e n t  th e re fo re  only  d a ta  o b ta in ed  w ith  the  

Chebyshev c o l lo c a t io n  method.

- th e  i t e r a t i v e  p rocedure  converges to  th e  expected  s p e c t r a l  accuracy of 

th e  d iv (v ) and Vp f i e l d s .  A moderate number o f  i t e r a t i o n s ,  as compared to  the  

number o f  c o l lo c a t io n  p o in t s ,  a llow s to  g e t  very  s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s .F ig u r e  1 

p r e s e n t s ,a s  fu n c tio n  o f  th e  i t e r a t i o n  number n, the  e u c l id ia n  norm of 

d iv ( v (n)) and V(p(n)-p ) in  the  case  o f  a polynomial s o lu t io n  co rrespon-
—  exact

d ing  to  an inhomogeneous D i r i c h le t  boundary co n d it io n s  on v. Choosing two
2 2

s p e c t r a l  c u t - o f f ,  10 and 19 , we have re p o r te d  on ly  r e s u l t s  w ith 

|| d iv ( v (n)) || £ 10 16 : 30 and 44 i t e r a t i o n s ,  r e s p e c t iv e ly ,  have been 

n ecessa ry  to  go down 14 decades in  d i v ( v ) . On f ig u r e  2 a re  g iven s im i la r  

r e s u l t s  fo r  bounded c y l in d r i c a l  annulus, w ith  inhomogeneous D i r i c h le t  or 

Neumann boundary co n d it io n s  on v. Curve (c) on t h i s  f ig u r e  corresponds to  a 

non l im i te d  s p e c t r a l  band s o lu t io n .

The (v, Vp) f i e l d s  can thus  be ob ta in ed  a t  any g iven accuracy , j u s t  by 

choosing  adequate  s p e c t r a l  c u t - o f f .  The p re s su re  f i e l d  s i t u a t i o n  i s  somewhat 

d i f f e r e n t  because o f  the  sp u rio u s  modes. On ta b le  1 i s  shown, w ith  an 

a r b i t r a r y  s c a le ,  th e  map o f  6p=p -p on th e  g r id  p o in t s ,  exc lud ing  the
N exact

fo u r  co rn e rs  o f  our domain where th e re  i s  no access  to  th e  p re s s u re .  Of course 

s in c e  V6p = 0 on th e  i n t e r n a l  p o in ts ,  th e se  p re s s u re  modes have no e f f e c t ,  

n e i t h e r  on th e  i t e r a t i v e  p rocedure , nor on th e  v e lo c i ty  f i e l d  e v a l u a t i o n . l t  i s  

only  a m a tte r  o f  f i l t e r i n g  them out i f  one needs an a c c u ra te  p re s su re  f i e l d  !



4 - CONCLUSION

The S tokes system can be so lved  w ith in  the  framework o f  s p e c t r a l  methods to  

g e t  a cc u ra te  s o le n o id a l  v e lo c i ty  f i e l d s .  The p re s e n t  drawback o f  the  num erical 

p rocedure  l i e s  in  th e  p re s su re  i t e r a t i v e  loop . Although i t s  convergence i s  

s u r p r i s in g ly  good, i t  w i l l  n o t be a re finem ent to  conceive an a c c e le ra te d  

a lg o rith m , p a r t i c u l a r l y  fo r  unsteady 3_D in com press ib le  f l u i d  flow s.



Figure 1

2-D Cartesian georetry, c o llo ca tio n  Chebychev method 

Inhorogeneous D ir ich let boundary conditions on v e lo c ity .  

Are presented, as function o f  the itera tio n  number n , 
the Euclidian norms o f d i v ( v ^ )  and V fPtr'~Pexact*
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