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This thesis, devided in for parts, describes and analyses problems of ferroresonance encountered by engeneers on 

non linear networks. This study relies on the mathematical theory of bifurcation. In the first part, the physical 

system is described and modeled by a system of non linear, parametrized ordinary differential equations with a 

damped periodic term. The second chapter describes the mathematical principes necessary for the study and for the 

understanding of these dynamic non linear system. Also described are the works of Floquet and Lyapunov, some 

different definitions of stability and the different types of bifurcations wich can appear. In the third part, we 

describe and analyse different solutions obtained for certain ferroresonant models. We exhib a bifurcation of a 

periodic solution into a quasi-periodic solution, when the damped term increase, and compute Lyapunov 

exponents for studying the stability. Certains numerical studies are done using "Auto", a program composed of 

sophisticated mathematical routines developed using the theory of bifurcation, and allowing one to obtain 

bifurcation diagrams and bifurcation lines for non linear dynamic systems. Finally, the goal of the last chapter is 

to present a mathematical study of of the asymptotic behavior of the telegraph equations. These hyperbolic 

partial differential equations describe the behavior of a line located between a periodic source and a non linear 

element We show that the behavior of the trajectories of the solutions are described by an attractor.
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INTRODUCTION GENERALE

L'etude des syst6mes dynamiques non lin6aires a connu un cssor important durant ces demi&res anndes, 

dans des domaines vari6s de la physique, de la biologie, de la chimie...

De ces Etudes est ηέβ la th6orie des bifurcations et des catastrophes, source de nouveaux concepts et de 

m6thodes adapt6es pour l'analyse des comportements asymptotiques des trajectoires solutions de tels 

systfemes. ([B.P.V], [G.H], [Μ], [T2]).

Le ph6nomfene physique trait£ dans cettc th&se a 616 constat<5 par les 01ectrotechniciens d'EDF lors d'un 

essai de r6alimentation des auxiliaires d'une centrale nucl£aire & partir d'une ccntrale hydraulique s6par6s 

par une ligne longue; il s'est traduit par un accroissement aberrant et inhabituel de la tension du r£seau, 

pouvant devenir dangereux pour le mat6ricl: c'est le premier effet "ferror6sonant" rencontri sur ce type de 

i&eau.
La ferror6sonance est un ph6nom6ne pouvant intervenir sur tout r6seau dlectrique & dominante capacitive, 

en interaction avec un 61ement non lindaire ferromagn6tique([K]); elle se caract6rise par la possibilit6 

d'existence de plusieurs r6gimes stables pour un meme jeu de paramfetres d£finissant le circuit, et une 

grande sensibilit6 d'apparition de ces regimes aux conditions initiales, aux param&tres du circuit et & la 

configuration du reseau.

Un tel r6seau peut se moddliser par une 6quation aux deriv6es partielles (EDP) comportant des conditions 

de bords non lindaires; par une discr£tisation en espace de cette dcmuire ou en transposant le rdseau en un 

circuit 61ectrique comme ont l'habitude de le faire les 61ectrotechniciens, la mod61isation aboutit & une 

Equation diffiSrentielle ordinaire (EDO) non lin£aire. Ces deux types d'6quations rdgissent le comportement 

des grandeurs caracUSristiques (flux, tensions, courants) en fonction du temps, etrentrentbien dans le cadre 

des systfcmes dynamiques pr6c0demment citds. II est maintenant bien connu que de tels systemes peuvent 
ctre l'objet de comportements diff6rents suivant les valeurs des conditions initiales ou des param5tres 
caracUSristiques du reseau.

En particulier, il est possible d'observer des "sauts" dc la solution d'un r6gime il un autre, lors d’une petite 
variation d'un des parameires. Pour le cas physique 6voqu6, c'est £ l'occasion d'une mont6e progressive de 

la tension d'alimentation qu'une modification brutale de la tension aux bomes du transformateur s'est 

produite. II n'est pas exclu, en outre, que ces syst&mcs dynamiques soient le sfege de ph6nom6nes 

chaotiques qui bien que non aleatoires en th<5orie, sont impossibles & pr6dire.

Le but de notre travail est dc mettre cn 6vidence ces ph£nom&nes ferror6sonants pour des modules discrets 

(EDO) les plus simples possibles; ainsi, une dtude du comportement des trajectoires solutions par 

utilisation de m6thodes numdriques issues de la thdorie des bifurcations, k l'aide du logiciel AUTO, pourra 

etre r<Salis«ie. D'autre part, une 6tude th6orique du syst&me continu (EDP) permettra de prouver l'cxistence
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et l’unicite d'une solution ainsi que des r6sultats de r6gularit6 prouvant ϋ leur tour l'existence d'un 

altracteur maximal attirant toutes les trajectoires, pour le flot p6riodique assoc i6 au probl£me.

Cette these est divis6e en quatre parties:

Dans un premier temps, on pr6sentera le systfcme physique sur lequel est apparu un cas sfirieux de 

ferrorisonance. Une moddlisation de chaque partie du rdseau, par des techniques relevant de 

l'electrotechnique, permcttra de traduire le problfcme propose en termes d’un syst5me dynamique, 

d'dquations diff£rentielles non lindaires, non autonomes de la forme

&- = F ( x , X , t )  
dt

ou x e R n est le vecteur des variables d'6tat contenant les grandeurs physiques (flux, tensions, 

courants) apparaissant sur le r€seau, λ e R P est un vecteur contenant les diff6rents paramdtres 

caract6risant le r6seau, t e  E  repr6sente le temps, F: E n x E P x E  —> E n symbolise le flot 

definissant l'etat du systeme. F est une fonction continue par rapport & chacune de ses variables.

Une modelisation brutale du r£seau nous conduit k travaillcr avec un systfeme optSrant sur un nombre de 

degr6s de liberte important (treize). Une simplification du circuit mod&le s'est done τένέΐέε inevitable, 
d'autant que sur ce nombre consequent d'6quations diff6rentielles, seules trois d'entre elles sont non 

liniaires et non autonomes; on montrera que ce sont ces trois equations qui sont & l'origine des r6sultats 

rencontres relevant de la theorie du chaos. Pour r6aliscr ccs simplifications, dans un premier temps, nous 
avons choisi de supprimer les param&tres du circuit construit dont l'effet a 6t6 jug6 n6gligeable; ce 

jugement est base sur des nigles utilisdes par les physiciens. Ensuite, en raisonnant par des modules 

physiques equivalents (en utilisant le th6or6me de Thevcnin, ou encore par simplification du circuit en 
imposant a certaines quantities qui nous ont semblees fondamentales pour l'apparition du phcnomdne 

ferror6sonant de rester invariantes sous l'effet de cette transformation), on montrera qu'effecdvement, toute 

"l'infoimation" source des ph6nom6nes observes est concentr6e dans trois equations differcntiellcs du 

premier ordre, moddlisant le plus simple des circuits parall61es (la capacite est en paralltle avec 
l'inductance). Plus pr6cis6ment, il represcnte une cellule R.L.C plac6e entre une source de tension 

periodiquc en temps et une inductance non lineaire.

Nous ferons alors le rapprochement avec le syst&me obtenu par discretisation de l'equation aux derivees 

particlles exposde et etudiee au chapitre IV, et ddcrivant le comportement des grandeurs physiques 

presentes sur une ligne eiectrique longue placde entre un alternateur et un transformateur.

Dans un deuxteme chapitre, nous ferons de brefs rappels des notions fondamentales utiles lors de l'analyse 

des systdmes dynamiques non lineaires, et pour lesquels on souhaite connaitre revolution des trajectoires



solutions, pour de grands temps, et ce, (Sventuellemcnt en fonction d'un ou de plusieurs paramfetrcs. Nous 

ne prdtendons pas prdsenter tous les r6sultats obtenus dans ce domaine (on pourra, par exemple, consulter 

[G.H], [H], [W], [P.M], [H.S]...) mais donner les notions utilisdes. Aprfes avoir rappelfi comment 6tudier 
le comportement de solutions lorsque le systfeme est lindaire, nous prdsenterons la thdoric de Floquet 

([R]), indispensable dans le cas p6riodique. Les notions de stabilit6 seront pr6sent6es et nous vcrrons 

commcnt, sur ces deux types de syst&mes, la simple connaissance de grandeurs caractdristiques (valeurs 

propres ou mulliplicateurs de Roquet) pcrmet de d6tectcr cette stability. Dans le cas non liniaire qui nous 

int6resse ici, nous utiliserons les notions de bornds absorbants et d'attracteurs, objets attirant 

exponentiellement les trajectoires d’un systfcme donn6. Nous verrons 6galement l'intdret d’utiliser les 

sections de Poincar6 ainsi que les exposants de Lyapunov. Dans une deuxieme section, nous nous 

intdrcsserons h la thfiorie des bifurcations, les 6quations trail£es d6pendant de un ou plusieurs param&tres. 

Elle ddcoule principalement du thdor&me des fonctions implicites, dont nous rappelons une des formes ici. 

Suivant les singularit6s rencontrdes, ces bifurcations peuvent etre de types diffifirents, mais sont toutes 

catalogudes et en nombre fini. II est possible de les detecter numeriquement et de suivre les diff6rentes 

branches de solutions issues de ces points critiques par des m6thodcs de continuation. Ainsi, des 

diagrammes representant les diff£rentes branches de solutions en fonction du param&tre pourront etre 

construits.

C'est l'objet du troisifcme chapitre, au debut duqucl nous prdscntcrons un logiciel universitaire, ddveloppd 

au Canada par E. Docdel ([D]): AUTO. II regroupe une riche biblioth5que de m6thodes numdriques basees 
sur la thdorie des bifurcations et permet de tracer diagrammes et lignes de bifurcation correspondant £ un 

systfcme donn6. Ce logiciel, fonctionnant actuellcment sur le CRAY dΈDF, sera utilisS tel quel ou 

accompagnd de d6veloppements suppl6mentaires lors de l'dtude sur une coupe de PoincanS notamment.

Nous prisenterons ensuite les diff6rcnts r6sultats obtenus numdriquement sur les modules pr<5sent6s au 

premier chapitre. Nous validerons dans un premier temps les simplifications r6alis6es aprfes avoir constat6 

que qualitativement le diagramme de bifurcation est conserve, tout au moins au voisinage des valeurs de 
param&tres physiquement int6ressantes. Ensuite, grace & l'0tude des lignes de bifurcations (poursuite d'un 

point singulier en fonction de deux paramfctres), nous mettrons en 6vidence des ensembles, fermds ou non, 

ddlimitant les zones critiques de celles pour lesquelles le r6gime est normal. Ainsi, moyennant les 
approximations indvitables dues a la modclisation, 1’cxploitant sera en mesure de connaitre plusieurs jeux 

de paramfetres pour lesquels il sera assurd d'obtenir un r6gime classique.

Enfin, dans un quatri&mc et dernier chapitre, nous nous int6resserons au comportement des solutions de 

l'dquation aux ddrivdes partielles, modelisant les renvois de tension ferrordsonants:

5
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—  = ri + 1 —
dx 3t x e  [0,L], t e  ]0,T[
* = l i  + c ^
3x 3t

i(0 ,t) = f(<p)

v(0 ,t) = ^  + o i( 0 ,t) 
dt

v(L,t) = E(t) 

v(x,0) = v0(x) 

i(x,0) = io(x)

ou 1, r, c, g, σ, L, T sont des constantes positives caractcrisant le rdseau, les conditions initiates io , vo 
6tant donndes.

Les grandeurs inconnues i(x,t), v(x,t), <p(t) repr&entent respectivement le courant, la tension et le flux 

sur la ligne, E est une fonction pdriodique (de p6riode τ) de rdgularitd au moins C3 k valeurs r<5elles et 

represente la tension d'alimentation foumie au r6seau et f est la fonction d&rivant la caracteristique non 

lindaire du transfomnateur, elle est de classe au moins C3 a valeurs rdelles; elle est souvent repr6sent6e par 

une fonction polynomiale de degrd impair.

Le but de notre dtude est d’obtenir des rdsultats concemant le comportement asymptotique (pour t—>») 

des solutions de ce probltme. Nous allons montrer que suivant les propri6t6s satisfaites par les conditions 

aux bords, le comportement des trajectoires solutions est d6crit par un attracteur capturant toutes les 
trajectoires.

Apr5s avoir obtenu des r6sultats de r6gularit6 sur ces solutions et des estimations sur les termes de bord, 

nous serons en mesure de d^finir une fonctionnclle lincaire pcrmettant de passer continuement des

conditions initiates et limites aux quantitds sur les bords — (0,t) et —̂<0,t). Cette fonctionnclle est
dt dt

continue de (h'(O.L))2 x  (w ^O .T ))2 dans L^O.L) et permet de ramener l'dtudc du problfeme non lindaire h 

un probleme de ddtermination d'un point fixe d'une application liant le problfcme lin6aire au problfcme non 
lindaire.

Ceci nous am&iera a conclure sur l'existence locale puis globale d'une solution au probleme non lindaire 

qui constituera le :

Theorfeme 1.3 :
E e  W ^R * )

(io , v0) e (H'(0,L)f

le problime ci-dessus possede une solution ( i , v) satisfaisant
( i » v) e (c{R +,H \0 ,L ))f 

avec <pe w “ ( r +)
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Nous serons alors en mcsurc dc d6finir unc famillc d'opirateurs non lindaires et p6riodiques S(t ,0) qui aux 

conditions initiales (io , vo) associe le couple (i(t) ,v(t)) solution au temps t. Nous nous intdresserons 

alors au comportement pour des grands temps de la quantit6 S(t,0) (io , vo) et ce, quelles que soient les 

conditions initiales. L’obtention de bomes uniformes en lemps sur ces quantit6s prouvera l'cxistence de 
bornes absorbants Bt pour ce flot, verifiant

S (t,s)B cB , pour t-s 2: to (B) 

pour tout ensemble bom6 B vivant dans le mdme espace mdtrique que B, , to (b) 6tant une constante 

dependant deB.

Ces bom6s absorbants existent dans les espaces H*(0,L), H^(0,L) si les conditions initiales sont dans 

H*(0,L); les trajectoires solutions, issues de tout point demeurant dans ces bom6s, ne peuvent quitter cet 
ensemble. Au bomd absorbant B2  dans est associ£ un ensemble omdga-limite qui nous permettra de 

prouver l'existence d’un attracteur maximal faible dans H^, attirant toiites les trajectoires de S(t,s) . Cela 

fera l'objet du

ΤΈέοΓέηκ 2.1: L'ensemble
Cl = ω(Β2)

satisfait aux proprietes suivantes:

. Cl est borne et faiblement ferme dans (H2(0,L))2 

. S(mx , 0) Cl = Cl V m e Z

. V t,s g  ]R, pour tout borne B de (H-^(0,L))^,

lim 5(s(t+mx , s) B , S(t,0) Cl) = 0 

m—H-oo

Cette etude est bas6e sur les travaux de J.M. Ghidaglia et R. Temam [G.T] et [T]; les diffSrentes notions 

s'y rattachant sont aussi pr6sent6es dans le livre de Haraux ([HI).
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C H A P I T R E  I

LE PROBLEME PHYSIQUE:

ETUDE ELECTROTECHNIQUE DU PHENOMENE.

MODELISATION

1 1



12



13

SOMMAIRE

0. INTRODUCTION. DEFINITION ET ETAT DE L'ART 

0.1. Definition

0.2. Presentation des differents cas riels de ferrorcsonance 

0.3. Etat de l'art

0.4. Plan d'etude

1. MODELISATION DU RENVOI DE TENSION ENTRE CHASTANG ET CHINON

1.1. Description du r6seau

1.2. Les lignes

1.3. L'autotransformateur de Distre

1.4. L'autotransformateur de Breuil

1.5. L'altemateur de Chastang

1.6 . Les deux transformateurs de Chinon

1.6 .1. Le modele propose

1.6.2. La self non lineaire

1.7. Modelisation des pertes

1.8. La renormalisation

1.9. Le schema final

2. MISE EN EQUATION DU MODELE PROPOSE ET REDUCTION DE LA 

DIMENSION DU PROBLEME ETUDIE

2.1. Le systfcme complet de dimension treize

2.2. Reduction de la dimension. Elimination de certains parametres. Determination des modules 

Equivalents.

2.2.1. Calcul des impedances dans les differentes branches

2.2.2. Le modules 8D, 7D et 5D

2.2.3. Determination d'un modele 3D equivalent



14

2.3. Etude des invariants du systfcme

2.4. Cas de la ligne longue

2.4.1. Liquation des t61£graphistes

2.4.2. Discretisation en espace

2.4.3. Mod61isation plus tine des 61ements d'extr6mit6s (transformateur et g6n6rateur)



15

0. INTRODUCTION. DEFINITION ET ETAT DE L'ART 

0.1. D0finition

La ferror6sonance est un phenomdne apparaissant etrange aux ilectrotechniciens - car peu courant et d'un 

concept particulier - que l'on peut rencontrer sur des riseaux de transport et de distribution de l'61ectricite, 

alimentds par une source periodique. Elle est provoquee par une oscillation entre une capacity et une 

inductance saturable (non lindaire), et peut se manifester par des transitions brutales d'un 6tat stable a un 

autre, pour lesquelles les comportements des grandeurs physiques en prdsence peuvent etre totalement 

differents, bien que la configuration du rdseau soit la meme. En particulier, le fait qu'il soit possible de 

rencontrer des cas rdels pour lesquels l'unicitd de la solution n'est plus assurde, est apparu comme 

surprenant et remettant en cause certains concepts de ce domaine de la physique.

Ainsi, dans les cas classiques, si on libfcre un systfcme comportant les 616ments cit6s, en fixant les 

conditions initiales, celui-ci 6volue et finit par se stabiliser sur un rdgime p6riodique stable, de meme 

periode que celle de la source ; ce regime final - regime force - est habituellement unique et inddpendant 

des conditions initiales ; mais, dans certains cas, il est possible que cet etat "normal" soit delaisse, au 

profit d'un etat ferrordsonant pour lequel de fortes surtensions (pouvant atteindre plusieurs fois l'amplitude 

nominale), intensitfs et distorsions de formes d'onde peuvent affecter les tensions et courants sur le 

reseau; elles endommagent alors les transformateurs du fait de claquage par surtensions ou d'&hauffements 

excessifs. La representation stroboscopique (donnee des valeurs au bout de nombres entiers de la periode de 

la source d'alimentation) ou dans l'espace des phases (espace dont les coordonnees de base sont les 

variables d'6tat) du regime periodique normal se rdsume £ un seul point fixe.

Les regimes stables apparaissant dans les sysfemes ferrordsonants peuvent etre de diffdrents types; on les 

classe g6ndralement de la fagon suivante:

Le regime est normal lorsque la prdsence de la non linearitd se traduit seulement par une faible 
deformation des signaux, par rapport au cas lin£aire (ils gardent alors un comportement quasi sinusoidal), 

et leur frdquence reste identique h celle de la source. L'etude spectrale montre le fondamental comme 

prdponderant; l'image stroboscopique se limite si un point.

Lorsque la distorsion n'est plus negligeable, on parle de rigime ferroresonant fondamental. Le 

spectre est alors ίοπηέ de raies aux frequences multiples entiers de la frequence de la source. L'image 

stroboscopique est encore un point mais eloigne de celui representant le rigime normal. Ce regime co- 

existe avec le regime normal.

Le regime ferrorisonant sous-harmonique se rencontre tr£s frdquemment: les reponses observees 

(stables) ont pour periode un multiple n entier de la pdriode de la source. Le spectre est forme d'un 

fondamental k une frequence f/n (f 6tant la frdquence de la source) et des harmoniques. L'etude 

stroboscopique fait apparaitre n points.
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Quand le rdgime n'est plus pdriodique, mais que deux frequences incommensurables (dont le 

rapport n'est pas rationnel) ainsi que leurs harmoniques apparaissent dans le spectre, on parle de regime 

ferroresomnt quasi-periodique. L'image stroboscopique represente alors une courbe fermee.

Enfin, si le spectre observ6 est quasi-continu (certaines frequences pouvant etre prdponddrantes 

mais toutes considerccs), on est en prdsence d'un regime chaotique (ou irregulier). Les points de l'image 

stroboscopique, tous distincts, semblent se repartir de fa?on desordonnee mais peuvent former une figure 

gdometrique de dimension fractale (non entitle) appelde attracteur etrange.

D'experience, il s'est avdre que la ferrordsonance touche principalement les reseaux electriques comportant 

une ou plusieurs inductances saturables (transformateurs de puissance, reducteur de mesure) et des 

capacites (lignes longues, transformateurs de tension, postes blindes, chambre de coupure de 

disjoncteurs,...).

L'exemple le plus original, et aussi le plus spectaculaire est le suivant (rencontrd lors d'un renvoi de 

tension entre la source hydraulique de Chastang et le transformateur de Chinon): lors d'une reprise de 

service, la tension produite par des groupes hydrauliques est renvoyee sur des transformateurs (inductances 

non lindaires) sdpares par des lignes longues (capacitives). La capacitd shunt constituee par la ligne 

longue et la saturation du transformateur rdcepteur, peut provoquer un phenomene ferrordsonant 

engendrant d'importants degats (explosion de parafoudre, avarie de transformateurs,...) et empeche, de ce 

fait, la reprise du service.

Ddfinir precisement cette notion de ferrordsonance n'est pas aisde ; retenons simplement que les cas de 

ferrordsonance se produisent essentiellement sur des rdseaux comportant:

- une source de tension (sinuso'idale)

- des capacitds

- un transformateur (comprenant des matdriaux ferromagndtiques saturables)

- peu de pertes.

Apres constatation de ces phenomenes ctranges, plusieurs interrogations sont alors apparues et des etudes 

sur la conception - a priori simple - du reseau lui-meme, ont permis de conjecturer que ce phenomene dtait 

bien du ^ la ferroresonance, attendu qu'on se trouvait en prdsence d'une ligne longue raccordee a un 

transformateur saturable, dont la caractdristique est bien entendu non lindaire.

Parallfelement, les probtemes portant sur les systemes d'dvolution non lin6aires, prdoccupent actuellement 

beaucoup les mathematiciens. Aussi, de nouveaux concepts et de nouvelles methodes - tant thdoriques que 

numeriques - sont venues enrichir le domaine des mathdmadques. Nous avons done essayd d'utiliser cette 

approche, afin de comprendre, d’interpreter le probldme rencontrd et de prdvoir d'eventuels phdnomdnes 

analogues.
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La mise en 6quadon d'un tel r£seau, donne un systeme dynamique (Equations difterentielles en temps) non 

liniaire, poss6dant un terme de forage p&iodique (tension d’alimentation) et comportant une s&ie de 
parametres propres au circuit έηκΰέ.

D'un point de vue mathimatique, on sait qu'un tel systeme peut se comporter de maniere inattendue, du 

fait de la pr6sence d’un terme non lin6aire, et qu'ainsi il parait normal que les solutions (flux, tensions, 
courants) puissent presenter de brutales modifications. En faisant varier la valeur de certains parametres du 

r6seau, la forme de la solution peut changer brusquement; plusieurs solutions peuvent apparaitre ou 

disparaitre, perdre ou gagner de la stabilitd, etc.. On parle alors de bifurcation. (Voir au chapitre 2, les 

differentes notions s’y rattachant).

Notons encore que pour de telles equations, une variation 16g£re des conditions initiales peut aussi 

provoquer un changement important de la forme de la solution. On parle alors de sensibilite aux 

conditions initiales (SCI).

La th£orie des bifurcations permet une analyse du type d'6quations 6tudi6 et assure du caract&re 

d6terministe - et non aldatoire - d'un tel systeme dynamique ; il est ainsi possible de prddire le 

comportement que l’on pourra observer, pour des valeurs de parametres donn6es.

De plus, le nombre de types de bifurcations pouvant exister est connu et fini ; il est done toujours 
possible de r€pertorier chacun des cas rencontr6s.

Par exemple, dans le cas de ferror6sonance decrit prec6demment, la presence du terme de for^age p&iodique 

laisse supposer que la solution obtenue au cours du temps sera periodique. Cette conjecture est vraie pour 

un ensemble de valeurs des differents parametres, mais au delii de certaines valeurs critiques de ces demiers, 

la solution peut devenir quasi-periodique, e'est k dire que deux frequences incommensurables apparaissent 

dans son spectre comme nous le verrons par la suite. On pourrait meme en theorie, obtenir un 
comportement chaotique du systeme, mais nous ne 1’avons encore jamais observe. Le but recherche est 

done de connaitre Involution des solutions et de leur forme, en faisant varier un ou plusieurs parametres, 

et de ddterminer toutes les valeurs critiques de ces parametres pour lesquelles la solution que l'on 
obtiendrait ne conviendrait pas & l'exploitant du rdseau. Les m6thodes utilisees, li6es & la th6orie des 

bifurcations, sont bas£es sur des notions d'analyse numerique developpees r6cemment pour la plupart, et 

faisant l'objet de nombreuses etudes actuellemenL
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0.2. Presentation de differents cas reels ferroresonants

Les differentes configurations du reseau ou peuvent apparaitre des cas ferrorisonants sont present6es de 

fagon ddtaillee dans [K,S2].

Retenons toutefois qu'on les distingue principalement selon les catέgories: sirie ou paralltle d'une part, et 

monophas6, trimonophas6 ou triphas6 d'autre part. Le circuit est dit s£rie (resp. paralltle) lorsque la 

capacitd principale est en sirie (resp. en paralldle) avec l'616ment non lin6aire. II est dit trimonophas6 

lorsqu'il est constitu^ soit de trois transformateurs monophas^s sans couplage magn£tique entre phases, 

soit d'un transformateur triphas0 avec couplage lindaire. Lorsque ce couplage est non lindaire, le circuit est 

dit triphas6 .

Les cas de ferroresonance ayant et6 observds sur le rdseau sont les suivants:

Ferroresonance serie monophasee dans un transformateur de tension.

Ce type de ferroresonance apparait sur un r£seau composd d'un ou plusieurs transformateurs de tension 

raccordes & un trongon de barre par 1' intermediate d'un disjoncteur ouverL La capacitέ de repartition de 

tension entre les chambres de disjoncteur est a l'origine de l'apparition du phenomene.

Ferroresonance dans un transformateur condensateur de tension.

Ce type de transformateur est en fait un diviseur de tension capacitif et permet de passer de la haute a la 

basse tension.

Ferroresonance dans un poste en piquage sur une ligne double terne.

Ce poste en piquage est constitu6 de transformateurs (de puissance ou de tension) mont£s sur une ligne 

ouverte longeant une deux&me ligne sous tension.

Ferroresonance dans un systeme desequilibre ά neutre isole.

Ce type de systeme se rencontre en cas de fusion de fusible, ou simplement au moment de travaux sous 

tension. La capacitd de cable d'une des phases est en s6rie avec les branches magndtisantes de 

transformateur et les sources de tension des deux autres phases. Le couplage ilectrique est soit en 6toile, 

soit en triangle; l'alimentation peut-etre 6tablie sur l'une des phases.

Ferrorisonance lors d'un renvoi de tension sur une ligne longue.

C'est cette configuration particulifere que nous avons choisi de traiter principalement dans ce document. 

Un tel rdseau est ϋ faible puissance de court-circuit et l'imp6dance de la ligne est importante. L'616ment 

non lineaire provient d'un transformateur de puissance; la capacit6 de la ligne (616ment responsable de la 

ferroresonance) est en parallele avec l’etement non lineaire. Nous detaillerons plus prdcisemment ce 

module.



0.3. Etat de I'art

Nous avons disdngu6 principalement deux sortes de ferrordsonance:

- la ferrordsonance serie (la capacite est en s£rie avec l'61£ment non lin6aire),
- la ferror6sonance paraltele (la capacit6 est en paraltele).

Le module simple de la ferror6sonance sine peut etre repr6sent6 par une Equation diff6rentielle de deuxfeme 

ordre, cas particulier de liquation de Duffing; cette equation decrivant le comportement d'un oscillateur 
non lineaire dont le terme de rigiditi est cubique, est souvent rencontri dans de nombreuses 6tudes 

mgcaniques:
χ + δ χ - χ  + χ3 = γ cos(ot)

La solution de cette equation peut subir des comportements divers, suivant les valeurs donn6es aux 
parametres δ et γ. En particulier, des phenomenes de saut peuvent apparaitre lors de l'etude de la solution 
en fonction d’un des deux parametres, le second etant Αχέ convenablement. Par exemple, le diagramme de 
bifurcation (x, γ) est alors reprisentd par la courbe en S caractiristique:
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la solution en pointilles etant une solution instable (non accrochee physiquement). Ainsi, si on augmente 
progressivement γ (amplitude de forgage de I'oscilladon), la solution augmente elle aussi progressivement 
jusqu'a atteindre V6tat critique (1), ou elle subit un "saut" avant d'atteindre l'etat (2), entrainant un brutal 
changement de|x| qui dans notre cas peut representer une tension). En revanche, si on se trouve sur la 
branche superieure (γ < Y2) et que l’on diminue progressivement γ, la solution va diminuer en 

consequence jusqu'S atteindre l'etat (4) , accompagnee cette fois d’une chute brutale de sa norme. Beaucoup 
de travaux ont etέ realis£s sur l'aspect theorique de cette equation; en particulier, on pourra consulter les 

ouvrages gen6raux [G.H], [W] ainsi que [Rl], [R3], [R5], [Kl], [K,S3], [Kaw], [Kaw2] pour l'etude de 

Γequation de Duffing appliquee δ la ferroresonance serie.

D’un point de vue plus pratique, en plus des resultats obtenus & partir des cas reels survenus sur le reseau 

durant ces dernifcres ann6es, on dispose d'un "banc d'essais de ferror6sonance" grace auquel on peut 
experimenter des modeles nJduits deduits des modules r6els par application de simples r&gles de similitude.
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Quand on effectue une montee progressive en tension, le ph6nom6ne ferror0sonant apparait non seulement 

visuellement sur les formes d'ondes et les amplitudes des valeurs mesur6es en sortie, mais aussi de 

manifere auditive: on "entend” la (ou les) nouvelle(s) rdsonance(s) apparaissant pour les valeurs critiques de 

cette tension d'alimentation, conform6ment aux r6sultats que nous prisenteront au chapitre III. Ces 

grandeurs en sortie peuvent etre analys6es en frequence par le calcul de leur transformce de Fourier, ou 

bien visualises sur un oscilloscope.

En outre, le programme de simulation EMTP -Electro Magnetic Transients Program- ([D.B.B.L.M], 

[R6]), nous offre un autre moyen d'obtenir le comportement des grandeurs physiques intervenant sur un 

r6seau de configuration άοηηέβ.

Les paramfetres apparaissant critiques pour I'apparition ou non de la ferror6sonance sont la frequence propre 

du r6seau et la capacite de la ligne; diff6rents essais et simulations ont 6t6 effectuds avec les moyens cit£s 

ci-dessus, pour diffirentes valeurs de ces parametres caracteristiques. Pour certaines de ces valeurs un 

regime ferror6sonant est apparu, alors que pour d'autres, le regime etait normal. Grace & ces r6sultats, il 

est alors possible de determiner dans le plan de ces deux parametres, des zones dans lesquelles un risque de 

ferroresonance peut apparaitre et en dehors desquelles tout danger est evite. Voir [K2],

Les diff0rents essais et simulations sont souvent longs et fastidieux puisqu’il faut traiter un nombre 

important de cas (pour plusieurs valeurs donn6es au couple forme par les deux parametres que l'on a choisi 

de faire varier et pour differentes conditions initiales). D'autre part, une telle etude ne permet pas de 

determiner de fa^on precise les lignes deiimitant les zones critiques des zones ou le comportement est 

normal. Enfin, un programme de simulation numerique ne peut etre entifcrement fiable, d'autant que l'on 

sait ici combien la sensibilite aux conditions initiales est importante.

Toutes ces raisons nous ont amends k faire appel & d'autres methodes, mathematiques, issues de la th6orie 

des bifurcations. Les developpements numeriques s'y rattachant -methodes de continuation ou de 

poursuite- permettent, pour une configuration donnee, un regime etant connu, de faire varier continuement 

un parametre pour lequel on pourra alors determiner le nouveau regime correspondant. Cela a pour 

avantage la detection de tous les points singuliers et surtout demande de ne connaitre qu'un seul jeu de 

conditions initiales. Par application de cette methode, l'etude d'un circuit s6rie module a permis de 

retrouver la courbe en S representant la solution en fonction du paramfctre decrivant l'amplitude de la 

tension d'alimentation, evoquee precedemment Voir [Kl].

Une autre voie pour l'etude et la comprehension des phenom&nes ferroresonants est celle basee sur la 

m6thode de Galerkin; la decomposition des grandeurs physiques mises en jeu (flux, tensions, courants) sur 

une base de sinus et de cosinus permet de determiner numeriquement leur comportement en fonction d'un



ou de plusieurs parametres, k condition toutefois de choisir les bons harmoniques dans la ddcomposition 

([KJ-.S]).

Paralldlement, dans le cadre de l'dtude du module type de la ferrordsonance sdrie, des travaux ont dtd 

entrepris & 1’ universitd de Dijon par R. Roussarie ([Rl], [R2], [R3], [R4]).

Une premiere technique proposde consiste a utiliser la mdthode de perturbation pour l'etude de l'dquation 

de Duffing; en effet dans le cas ou le systdme est hamiltonien (c'est-k-dire sans pertes, les rdsistances dtant 

considdrdes nulles), on peut ddterminer une solution analytique de cette dquation diffdrentielle ordinaire du 

second ordre en temps, et, par continuitd, en deduire certains des comportements du systeme perturbd pour 

lequel ont dtd introduites des pertes. La non linearite a ete modelisee par deux droites; la rdsolution de ces 

dquations s'est faite analytiquement et des domaines de stabilitd des solutions ont ainsi pu etre ddterminds 

([Rl]).
Pour la plupart des systdmes d'ordre au moins dgal k trois ddcrivant la ferrordsonance paralldle, la 

rdsolution analytique est impossible. Ndanmoins, il pourrait etre intdressant de procdder de manidre 

dquivalente, aprds bien entendu avoir ddtermind les invariants du systdme.

L'dtude mathdmatique complete d'un circuit ferrordsonant sdrie monophasd a aussi dtd rdalisde, toujours & 

l’aide de la mdthode de perturbation. En particulier, les types de bifurcations susceptibles d'apparaitre sont 

exposds et une description ddtaillde du portrait des phases et des varidtds invariantes bordant les bassins 

d'attraction des rdgimes ferrordsonants, apporte de prdcieux renseignements sur le comportement 

asymptotique des grandeurs physiques intervenant sur un tel circuit ([R3]).

Dans un autre document, R. Roussarie dtudie la stabilitd des rdgimes pdriodiques obtenus sur des cas 

ferrordsonants sdrie et dtablit une classification des bifurcations possibles. Des outils pour l'dtude et la 

ddtermination de ces bifurcations d’orbites pdriodiques sont prdsentds, comme notamment la recherche des 
points fixes de l'application de retour Τχ , au bout d'un temps 2nq  quand, partant d'une orbite 2nq- 
pdriodique connue pour une valeur λο du paramdtre de bifurcation, on cherche & ddterminer une nouvelle 

orbite pdriodique proche de la premiere, pour une valeur de λ proche de λο; ceci est rdalisd par ddtecdon de 

l'intersection de cette orbite avec le plan {t=0}. Grace a ces methodes, il est possible de traiter des 
systdmes de dimension n quelconque. D'autre part, il est dgalement montrd comment la stabilitd d'une 

orbite pdriodique peut etre ddterminde & partir de son "dquation aux variations premidres" de l'orbite. Pour 

construire les lignes de bifurcation de l'dquation diffdrentielle du deuxidme ordre & deux paramdtres dtudide, 

les dquations aux variations deuxidmes sont utilisdes ([R2]). Ces travaux sont en rapport avec ceux 

effectuds par H. Kawakami sur l'etude des bifurcations d'orbites pdriodiques ([Kawl], [Kaw2]).

Enfin, de fa?on plus formelle, une introduction sur les techniques de perturbation appliqudes ϋ des 

systdmes differentiels de dimension quelconque, du type dtudid sont exposdes dans le but de rendre compte 

en particulier des cas de ferrordsonance paralldle faisant l'objet de cette thdse, ainsi que certains cas 

triphasds. Certains rdsultats obtenus sur l'dquation du second ordre moddlisant la ferrordsonance sdrie sont 

gdndralisds et les phdnomdnes nouveaux sont introduits. Des methodes numdriques s'appuyant sur ces 

techniques et dont le ddveloppement serait intdressant sont dnumerees, certaines d'entre elles faisant appel
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& la mise en place de calculs formels, notamment en ce qui conceme la transformation syst6matique du 

systeme 6tudi6 sous forme normale ([R4]).

Ces differents travaux et explications 6tablis par R. Roussarie concemant la feiror6sonance s6rie, nous ont 
6t6 pr6cieux pour la comprehension et l’6tude des phdnom^nes rencontres pour la ferror6sonance paralieie.

0.4. Plan d'£tude

L’objet de ce chapitre est de presenter le r6seau physique sur lequel des phdnomenes ferroresonants sont 

apparus, et de tenter de les modeiiser en les mettant sous forme d’un systeme d’6quations diff6rentielles h 

partir duquel on fera une 6tude num6rique. On pourra alors determiner, pour chaque configuration, le 

comportement de la solution en fonction de l'amplitude de la tension d'alimentation, et ainsi mettre en 

evidence les differents changements de types de solutions (bifurcations) rencontres.

Cette modeiisation est bas6e sur une decomposition du r6seau en sous-r6seaux simples ; chaque element 

est ensuite remplac6 par une partie d'un circuit (R, L, C) conformement aux regies utilis6es par les 

61ectrotechniciens. Les valeurs numeriques correspondantes sont foumies par des abaques EDF.

Le module obtenu de la sorte est forme de nombreux elements ce qui se traduit bien entendu par un 

nombre important de degr6s de libert£s (nombre de variables d'etat r6pondant chacune k une equation 

diff6rentielle en temps, du premier ordre).

Dans une deuxieme section, nous verrons de quelles manieres il est possible de r6duire progressivement la 

dimension d'un tel module, et validerons les differentes approximations realisees.

I. MODELISATION DU RENVOI DE TENSION ENTRE CHASTANG ET 
CHINON

Depuis le cas survenu sur le renvoi de tension de Chastang vers Chinon, beaucoup d'6tudes ont έίέ 

rialisees k partir de differents modules representant cette partie de reseau. Une fois encore, nous nous 

proposons de modeiiser ce renvoi de tension de fagon peut-etre plus precise, en tenant compte des 

differentes remarques deja formultSes et de notre connaissance mathematique des systfcmcs dynamiques non 

lineaires; en effet, par cette etude, nous ne voulons bien entendu pas remettre en cause la validite des
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diffdrents modules ddjk rdalisds ni les rdsultats obtenus mais nous voulons mettre en dvidence les 
paramdtres qui nous semblent interessants dans le cas d'apparition de la ferrordsonance (voir [B l], [B2], 

[B3]). II est maintenant connu que la sensibilitd des rdsultats aux conditions initiates et aux valeurs des 

param&res est importante pour de tels systdmes non lindaires et il nous a sembld important de moddliser 

avec prdcision chaque partie du rdseau, quitte dventuellement & simplifier progressivement le module par la 

suite, mais seulement aprds avoir constatd thdoriquement ou numdriquement le caractfere non influent de 

certains dem ents sur le phdnomdne. Neanmoins, il est clair que de nombreuses approximations ne 

peuvent etre dvitdes et que done nous ne pouvons etre assurds de l'exactitude des rdsultats.

Le but de cette moddlisation est d'exprimer les variables de rdseau comme dtant les solutions d'un 

syst£me d'dquations diffdrentielles ordinaires non lineaire et non autonome, paramdtrd, de la forme

d l  = F ( u , t , X )  
dt (1.1)

oii u e E n est le vecteur dont les composantes sont les variables d'dtat (flux, tensions et courants) 

apparaissant sur le rdseau (la dimension de ce vecteur depend de la precision de la modelisation), 

λ  e IRP est le vecteur contenant les paramdtres du rdseau (valeurs caractdristiques de la ligne, des 

transformateurs...)

F est le flot ddfinissant le comportement des composantes de u, en fonction des diffdrents paramdtres 

presents dans le vecteur λ. F depend explicitement de temps du fait de la prdsence du terme de fo rage 

pdriodique, sous forme d'une fonction sinusoidale.

La pr6sence de transformateurs dont les caractdristiques ne sont pas des droites, rend le flot F non lindaire 

par rapport & ses variables U i, 1 < i < n, ce qui explique l’apparition de phdnomdnes inattendus sur le 

rdseau.

Le but de la mise en equations du rdseau sous la forme (1.1) est de faciliter l'dtude dynamique du 
comportement des variables pour des grands temps (en regime permanent) ; on souhaite determiner 

numeriquement revolution des solutions en fonction des paramdtres, & l'aide du logiciel AUTO que nous 

decrirons et utiliserons au chapitre 3.

1.1. Description du reseau

Le renvoi de tension entre Chastang et Chinon est compose des elements suivants :

- un altemateur et un transformateur a Chastang,

- un auto transformateur paralldle au Breuil (reactance de compensation),



- un autotransformateur sdrie k Distrd,

- deux transformateurs de 1080 MVA & Chinon, situes aux extrdmitds de deux lignes venant de 

Distrd.

Entre ces dldments, se trouvent des lignes de longueur :

- 22 km entre Chinon et Distrd,

- 67,3 km entre Distrd et l'Orangerie,

- 94,6 km entre l'Orangerie et Eguzon,

- 140,9 km entre Eguzon et La Mole,

- 20 km entre La Mole et Le Breuil,

- 19,7 km entre Le Breuil et Chastang.

Le rdseau est & 225 kV entre Distrd et Chastang, et k 400 kV entre Chinon et Distrd.

Les diffdrentes dtudes et remarques dtablies par B. Blengino ([Bl], [B2], [B3]) nous ont amend & dtablir les 

choix suivants:

. Le rdseau est triphasd mais les rdsultats sont gdndralement trds proches entre phases. Dans 

cette partie nous avons done choisi de ne pas considdrer les impddances et les susceptances en mode 

homopolaire, mais uniquement en mode direct. Nous traiteroos par la suite un cas triphase pour lequel la 

moddlisation est un peu plus complexe.

. Le reseau est entterement ramend & une meme tension : 225 kV.

. Chaque morceau de ligne est remplace par une cellule en Π, dont on calculera les dldments 

caractdristiques.

. Les deux lignes entre Le Breuil et Distrd en parallele sont remplacdes par une seule ligne 

dquivalente (ce qui n'altdre pas les limites d'apparidon de phdnom^nes [B2]).

. Les deux transformateurs de Chinon sont remplacds par un transformateur equivalent de 2160

MVA.

. L'altemateur de Chastang est reprdsentd par une source de tension constante placde en sdrie avec 

la reactance subtransitoire de l'altemateur.

. Les transformateurs et autotransformateurs sont remplacds par des rdactances dquivalentes.

. La caractdristique de la saturation du transformateur de Chinon a dtd calculde et mise sous 

forme polynomiale k partir de valeurs mesurdes.

Ces diffdrents points sont ddveloppds dans les sections suivantes, dans lesquelles figurent aussi les valeurs 

caracteristiques calculdes pour chaque dldment composant le rdseau.
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1.2. Les lignes

La ligne est divisde en trois parties :

- Chinon - Distr6 de longueur λ ι = 22 km (2 lignes en parall&le).

- Distrd - Le Breuil de longueur λ2 = 322,732 km.

- Le Breuil - Chastang de longueur λ3 = 19,7 km.

Les lignes Chinon-Distr6 et le Breuil-Chastang sont des lignes courtes, alors que la ligne Distr6-Le Breuil 

est une ligne longue. Chaque partie de ligne est modelisee par une ou plusieurs cellules en Π.

II est clair que les deux lignes courtes (λ ι et λ3) peuvent etre remplacdes par, chacune, une seule cellule; 

en revanche pour la ligne longue la question est de savoir combien de cellules il faut consid6rer pour 

avoir une mod61isation raisonnable. Les param&tres de cette partie de ligne seront dont d6termin6s en 
fonction de la longueur %2 afm de pouvoir dtudier le comportement du ph6nom6ne ferrordsonant en 

fonction de cette longueur et d'estimer ainsi le nombre de cellules ndcessaires.

Dans un premier temps, nous allons repr6senter chacune de ces trois lignes par une cellule en Π de la

L'approximation rcalis6c est valide pour les lignes courtes. On prdsentcra par la suite un cas pour lequel la 

ligne longue a 6t6 mod61is6e par deux cellules.

i) Ligne C hinon-D istri (Xj )

Cette ligne est en fait composde de deux lignes en parallele de longueur 
λχ = 22 km = 21,600 km + 0,4 km k 400 kV,

les 0,4 km 6tant constituds d'un cable situ6 entre le poste de Chinon et l'entr6e de la ligne.

Les deux lignes parallfcles & 400 kV sont ramendes h. une seule ligne 225 kV 6quivalente.

A partir des donn6es calculdcs provenant des abaques E.D.F, il est possible de calculer les caractirisliques 

de la ligne en ne considerant que le mode direct. On ne tient compte ici que des parametres lineiques 

moyens.

forme
U

j - ----- ΛΛΛΛ-----W -----  j
Ri

ci7TT p/2
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On ne considfcre done qu'une seule ligne de longueur 22 km ; les caracteristiques obtenues & partir des 

valeurs donn6es k 400 kV sont ensuite ramen6es k 225 kV & partir du rapport de transformation: 

τ = 400/225
La ligne Chinon - Distre est done remplac6e par une cellule en Π d'616ments caracteristiques C4 , R4 , L4 . 

Les deux lignes 6tant plac6es en parallfele, la capacite doit etre multipli6e par 2, les resistance et 

impedance, divisees par 2 .

Soit done (en utilisant les donn6es lineiques)

Nous attirons l'attention sur le fait que ces valeurs ne sont qu’approximatives dans la mesure ou :

- On a consider les valeurs moyennes calcuiees et non par celles mesurees.

- La caracteristique du cable n'est pas la meme & l'entree de la centrale que dans sa partie aerienne; 

cette difference n'a pas ete prise en compte ici.

Dans le cas ou on tient compte de cette difference, seule la capacite de la ligne est ieg£rement modifi<5e :

En considerant les caracteristiques non plus moyennes, mais mesurees, pour la ligne Chinon - Distre on 

obtient (les deux lignes etant mises en parallele et ramenees a 225 kV):

!
C* ω = 430 jxMhos 
R.4 = 0,13 Ohms 
L4 ω = 1,29 Ohms

= ·  = 0,68 uF 
2

R4 CSO Hz) = 0,13 Ω

ou bien
L« = 0,004 H

0,68 + 0,2 -  0,88 μΡ
2

^ -= 0 ,6 μ Ρ
2

R’4 =0,10Ω

L’4 = 0,0042 H

ii) Ligne Le Breuil - Chastang ( λ^)

Cette ligne mesure 19,7 km et est sous une tension de 225 kV.

En opfcrant comme pr6cedemment (1.2.1) on modeiise cette partie de ligne par une cellule en Π dont les 

elements caracteristiques sont les suivants:

2 6
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Valeurs calcul&s k partir des donnees lin6iques:

^ - =  0,088 μΡ 
2

Ri (50 Hz) = 1,18 Ω 

Li =  0,025 H

Valeurs mesurees pour la ligne Le Breuil - Chastang.

^ i - =  0,086 uF 
2

R’j (50 Hz) =  1,73 Ω 

L'i = 0,026 H

ι/ι) Ligne Distre - Le Breuil ( λ  )

On considfcre une seule ligne de longueur λ  = 322,72 km sous une tension de 225 kV, composee des 4 

lignes Distre - Orangerie, Orangerie - Eguzon, Eguzon - La Mole, La Mole - Le Breuil mises bout a 

bout.

En modelisant cette partie de ligne par une seule cellule, on obtient les caracteristiques suivantes pour les 

valeurs calculees & partir des donnees lin6iques, en fonction de la longueur de la ligne λ:

^2.= 0,0045χλμΡ 
2

R2(50Hz) = 0,060χλΩ 

hz =  0,0013χλ Η

Alors que les valeurs mesurees, d'aprds les abaques et en mettant les lignes bout k bout sont

^ 2 .=  1,423 μΡ 
2

R’2(50 Hz) = 28,66 Ω 

U2 =  0,426 H

En conclusion, pour les lignes, on constate qu’entre les valeurs mesurees et les valeurs calcul6es, pour les 

impedances et les capacites, la difference est minime, alors qu’elle est tres importante en ce qui conceme 

les resistances.
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Remarque : on ne tient pas compte ici, dans le calcul des resistances, de l'effet de peau, bien qu'il soit 

connu que pour de grandes frequences, les variations des resistances peuvent etre de l'ordre de Vf.

Mais si on compare en s'appuyant sur les abaques les valeurs thdoriques des resistances a 50 Hz et a 

ISO Hz, on voit que la fluctuation est peu importante - surtout pour des lignes courtes - et done 
ndgligeable par rapport aux erreurs dejii commises sur le calcul de la resistance.

Non seulement une erreur relative (pouvant aller jusqu'k 50%) est commise lors de la determination des 

resistances, entre les valeurs calcuiees et les valeurs mesurees, mais, de plus, il est important de noter que 

les differentes pertes propres & chaque element du r6seau se traduisent aussi par des resistances 

suppiementaires n'apparaissant pas necessairement sur le module choisi. II est difficile de les determiner 

avec precision, d'autant que celles-ci varient en fonction de l'age des machines, des conditions climatiques 

(pour les lignes aeriennes)... II faudra done faire varier ces param6tres resistances en consequence, et nous 

regarderons par la suite comment elles agissent sur le comportement de la solution.

Enfin, remarquons aussi que les pertes par effet couronne n'ont pas non plus ete prises en compte; elles se 

modeiisent par des resistances non lineaires mises en parallele avec les capacites.

Une etude du comportement de la solution en fonction de ces demieres devra done etre effectuee.

1.3. L'autotransformateur de Distre

A Distre, se trouve un autotransformateur (400 kV/225 kV) place en s6rie sur le rdseau, dont les 

caracteristiques sont donnees (dans les abaques E.D.F.). On choisit de le remplacer par une reactance 

equivalente.

Au lieu de modeiiser cet autotransformateur par l'eiement

400 kV 20 kv
------48$ —Λ Λ Λ Λ ------1----------Λ Λ Λ Λ ------------------ -

 ̂ £ jj  ^  R pertes

ici ls est negligeable (200 kVAR k la tension nominale). On choisit l'eiement simplifie



L3 R3 
'tKffi''-----ΛΛΛΛ

p3

P3 repnisente les pertes fer moyenncs du transformateur.

Calcul des caracteristiques:

A partir des abaques, on obtient les valeurs de L3 et R3 que l’on ram&ne k une tension de 225 kV; on 

deduit alors les valeurs de p3 et I3 des rdsultats obtenus sur des essais a vide:

U2P3 = ou P3 = 110 kW represente les pertes k vide du transformateur.

TIho) = ~  ou Q3 = 196 kVA represente la consommation de reactif du transformateur h vide. 

Le reactif est bien n£gligeable en volume, devant le reactif produit par les lignes.

On peut done supprimer sans faire une erreur importante, cette inductance. D’autre part, il faut signaler 

que cette inductance est non lineaire (car saturable) mais que l'on a supprimd cet effet devant l'importance 

de la non linearite du transformateur de Chinon (de puissance apparente 2xl080»300  MVA).

1.4. L'autotransformateur du Breuil

Au Breuil se trouvent un autotransformateur (225 kV/20 kV) et une reactance plac6e en parallele (a 225 

kV) :

I— m -----Q2>
64 MVA 300 MVA

que l'on choisit de remplacer par une r6actance ^quivalente de compensation des capacit6s de ligne, suivant 

les modeles:
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400 kV ι ι
**\Λ Λ Λ  A ttfr I .....  ABSf̂  ...

i = 0 I------«5»------- v w — |---- -.
12 r2 !  k r3

Transformateur |  J  Reactance

/ / / / / /

D'aprfes les caracteristiques donndes, chaque phase comporte une r6actance de 6,7 OHMS alimentde sur 

l'enroulement 20 kV du transformateur.

1’3ω
On obtient done, a 225 kV, la valeur de Γ3 et on en deduit 13 par ~ 

et

* TJ2P'l = —  ou P i = 110 kV reprdsente les pertes & vide du transformateur.

Pour le calcul de r i ,  l i ,  Γ2 , 12 on se reporte aux abaques ou figurent les caracteristiques de 

I'autotransformateur ramenees a une tension de 400 kV.

En ramenant les valeurs a une tension de 225 kV, on obtient les valeurs Ιιω , r i ,  I2&) et T2 desquelles on 

deduit les valeurs p ’l ,  R’l = r i  + T2 + r3 et L 'igj = Ιιω  + 12<» + 1'3 ω, caracteristiques de l'dlement 

fmalement choisi pour repr6senter cet autotransformateur:

P R,i >
^  p Ί  (pertes)

1.5. L'altemateur de Chastang

La tension foumie au reseau provient d'une source situde a Chinon, compos6e d'un altemateur relie h un 

transformateur a 225 kV suivant le schdma:

-----------------<Xx2 5 -------------©

7 fm
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Cet altemateur et ce transformateur sont modeiises par l'eiement:

L
4tBf* " "* ,M~  ."j

T R
Source de tension

Notons qu’il est tres difficile d'6valuer les pertes parall&les pour un tel module.

Le transformateur a une puissance appaiente de 90 MVA.

Les reactances pour le transformateur et l'altemateur sont de 12 % et de 25 % respectivemenL 

D'ou
ί ω  = -22_χ225ΐ = 208,12 Ω 

100 90

La constante de temps τ pour un tel element est de l'ordre de 40 ms, ce qui nous permet de determiner la 

resistance par R = γ .

La source de tension E(t) est de la forme E(t) = E costot ou la tension d'alimentation E est de l’ordre de 

E = ^ x 2 2 5 .1 0 3 V (tension crete).

Lors d’un renvoi de tension, cette tension d'alimentation E est augment6e progressivement. Comme nous 

l'avons signale, le caractere non lineaire du reseau peut provoquer des changements brusques de la forme 

des courants, tensions et flux presents sur le reseau, pour une modification minime de E.

C'est la raison pour laquelle, on a choisi de prendre E comme premier param&tre de bifurcation.

1.6. Les deux transformateurs de Chinon

1.6.1. Le modele propose

Ce sont deux transformateurs triphases semblables a 400 kV, de puissance apparente 1080 MVA et de 

pertes a vide Pe = 900 kV. Ils sont remplaces par un seul transformateur de puissance apparente 

SI =2160 MVA.
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0 — · '— I— < M >

w

On se ramene naturellement a une tension de 225 kV.

Ces deux transformateurs sont mod61is6s par l'eiement:

^νν\Λ—
1

2

Is rs
^  ΛΛΛΛ

les grandeurs r’s et l's ne sont pas prises en compte car le circuit est ouvert & cette extremitd; 

It repr6sente l'inductance saturde du transformateur; on prend It = 2  ls.

33 represente la self saturable (c’est le seul element non lineaire du reseau); 
rs repr6sente les pertes cuivre du primaire.

Les pertes & vide du transformateur ( un pole monophase) sont Ps = 175 kW.

Les valeurs ls, ps> *s sont alors determindes de la fagon suivante:

(Le rapport 6  est le produit d'un rapport 2 venant du fait de la presence de 2 transformateurs et du rapport 3 

correspondant & la transformation du transformateur triphase en un transformateur monophase);

1.6.2. La Self non lineaire

La caracteristique de la self de saturation 33 est donnee par une suite de points releves, reliant le courant i 

au flux φ a l'interieur de la bobine. Les valeurs relevees sont des valeurs efficaces; un calcul realise avec 

EMTP permet d'obtenir les valeurs instantanees. Cette caracteristique i = f(<p) se comporte lineairement 

pour les petites valeurs de φ (avant la saturation) puis de fa^on exponentielle ensuite.

1*ω = 13,6%|^j rs = 6x ̂ £- = 6xfiik  
3i2 S?

et

(~y @(Σ >

Ps I t
Ps



Plutot que de garder une suite discrete de points et de travailler alors avec une caract6ristique lin6aire par 
morceaux (mauvais num6riquement & cause de la non d6rivabilit6 d'une telle fonction), on a done choisi 
d'approcher cette suite de points par une fonction polynomiale, de degr6 impair (£ cause de la symitrie) ne 
contenant que le terme de degre un et celui de degre le plus έΐβνέ, afin d'obtenir une caract6ristique 
croissante, les coefficients polynomiaux etant bien entendu choisis positifs.

Connaissant ces couples de valeurs on cherche done a determiner i = f(<p) ou on impose a f d'etre de la 
forme: f(q>) = a<p + bq>2m+l, a et b etant des constantes positives.
Pour cela on calcule

k((p) = = a + bcp2"1

et par un algorithme de regression lineaire, en r6iterant sur le degre on determine les coefficients a et b tels 
que la droite d'equation

y = a + bx avec y = k(<p) , x = (Sp·m 

approche le plus possible la suite de points (cpî m, k(cpi)), pour chaque valeur <pi relevee.

Cela revient done a chercher le meilleur triplet (a, b, 2m+l) qui donne le coefficient de correlation le plus 
proche de un.

1.7. Modelisation des pertes

Dans la modelisation que nous venons de presenter, nous avons choisi une modelisation trfcs simple en ne 
prenant pas en compte les divers ph6nomenes presents sur un tel reseau et affectant le niveau des pertes. 
Elies sont dues principalement ή l'effet de peau et £ l'effet couronne en ce qui conceme les lignes aeriennes 
d'une part, et d'autre part au ph6nomfcne d’hyst6resis des transformateurs. Un rapport detailie sur les 
differents moyens permettant de representer ces pertes, accompagne d'une etude approfondie de leur 
influence dans le cas du renvoi de tension auquel nous nous interessons ici, a ete realise ([YB]); il permet 
de mettre en evidence le role stabilisant et regularisant des differentes pertes, sur le modele consider6, 
celles-ci se comportant g0n6ralement comme des resistances suppiementaires (dependant non lineairement 
de la frequence, d'ou la difficulte de representation).

Plus pr6cisement, on peut retirer de cette etude que:
. l'effet de peau a pour consequence une augmentation de la resistance des conducteurs, en 

fonction de la frequence, accompagnee d'une diminution de l'inductance interne des conducteurs (cette 
diminution, souvent trfcs faible, est generalement negligee). -—-

$SSFp
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. Yeffet couronne, que nous avons voulu prendre en compte & cause de la longueur importante de 

la ligne consid£r£e, depend fortement des conditions climatiques. L& encore, il est difficile de la modeiiser 

avec precision. Ces pertes interviennent lorsque le champ eiectrique k la surface des conducteurs atteint la 

valeur critique au delii de laquelle debute l'ionisation de l'air, cette ionisation augmentant avec la tension. 

Ceci a pour consequence une dissipation importante d'energie, accompagnee d’une augmentation des 

capacites. Le module simplifie qui a ete choisi, en basses frequences, ne tient pas compte de cette 
augmentation de capacite, ni de la variation des pertes en fonction de la frequence: les pertes ont ete 
representees par une resistance non lin6aire (de caracteristique polynomiale).

. les pertes fe r  permettent de modeiiser avec plus de precision le transformateur & vide, c’est-k-dire 

la non linearite de la branche magnetisante en tenant compte des ph6nom£nes d'hyster6sis et des pertes par 

courants de Foucault. En premiere approximation, les pertes dues k l’hyst6resis sont proportionnelles k la 

frequence et au carr6 du flux, alors que les courants induits dans la masse de fer (courants de Foucault) 

sont, eux, proportionnels au carre de la frequence et au carre du flux (en regime sinusoidal, on choisit 

souvent de remplacer ces pertes par une resistance constante). Le phenomfene d'hysteresis est repr6sente par 

une equation differentielle du premier ordre liant le courant au flux (cela revient & modeiiser la branche 

magnetisante du transformateur par une self saturable de caracteristique courant-flux non lineaire associ6e 

en paralieie & une resistance de caracteristique courant-tension elle aussi non lineaire).

Notons que ces differentes modelisations sont parfois succinctes, et qu'il serait interessant d'utiliser le 

savoir-faire des electro tec hniciens, en vue d'obtenir des modeles trfes proches de la realite.

La prise en compte de ces resistances suppiementaires plac6es en consequence sur le module, tend & 

diminuer la taille des zones de parametres pour lesquels le regime est irregulier (surtout lorsqu'il s'agit de 

l’effet couronne). De plus, les surtensions aux bomes du transformateur sont reduites (legfcrement pour 

l'effet de peau, et plus nettement pour l'effet couronne); il est interessant de remarquer aussi que l'effet de 

peau tend k amortir l'amplitude des reponses, surtout aux points riches en harmonique. Les resistances 

non lineaires ont done tendance a shunter les capacites de ligne a l'origine du phenomfene de 
ferroresonance. (Voir le rapport [YB]).

Dans les systemes dynamiques que nous presentons et dont nous ferons l'etude numerique, on ne 

representera done pas ces differentes modelisations, puisque cela a dejii ete realise, mais nous utiliserons 

ces nSsultats et regarderons alors uniquement l'influence des resistances placees en serie et en parallfele sur 

les modules considers. On verra, en particulier, comment l'accroissement de ces pertes peut faire 

disparaitre certains regimes irreguliers. Enfin, il pourra dtre interessant de faire le lien avec les etudes 

theoriques ([R l], [R2],[R3], [R4]) obtenues sur le systeme sans pertes (possedant des invariants 

caracteristiques), et par perturbation de ce dernier, en rajoutant progressivement des pertes.



1.8. Renormalisation

Chaque partie du r6seau 6tudi6e a 6t6 ramen6e d'une tension de 400 kV h une tension de 225 kV. Etant 

donnde l’inutilitd de travailler -num6riquement notamment- avec des grandeurs physiques d’ordre de 

grandeur important, on choisit d'effectuer une renormalisation et de ramener flux, tensions et courants 

pr6sents sur le module, en grandeurs rdduites. Dans un premier temps, toutes ces grandeurs ont et6 

divis£es par un rapport de mille; hors mis le module du transformateur, chaque sous r£seau consid6r6 est 
lindaire; cette transformation peut done s'effectuer sans que les paramdtres caracteristiques du r6seau 

(resistances, capacitis, inductances) soient modifides. Seuls les coefficients polynomiaux a et b de la 

caracteristique non lindaire i = f(<p) du transformateur, doivent etre ajust£s en consdquence.

On obtient alors un module ramend en grandeurs rdduites qu'il est alors aussi possible d’experimenter sur 

le "banc d'essais ferrordsonant” ([L.S.K]). La tension d'alimentation E est maintenant de l'ordre de la 

centaine de volts.

Lors de l'utilisation du logiciel permettant d'dtudier le comportement des grandeurs physiques intervenant 

sur ce module, nous effectuerons & nouveau une renormalisation afin que les variables d'dtat considdrees 

soient toutes de l'ordre de l'unite, pour des raisons de bonne convergence numerique et de rapiditd 

d'dxecution.
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1.9. Le schema final

Les modelisations que nous venons de prdsenter conduisent au schema total donne a la figure 1.1, 

reprdsentant le renvoi de tension mis sous forme de circuit:

'W 'J

VI Is rs/2 L4 R4 V2 L3 R3 L2 R2V4 LI r i  L r
I— I W  ,Ψ Ν  I W  W f i  I W  ΨΝ  ι  ι ι— r ® M W  i W  W l  , , i

f ( p »  , β C4/2 C4/2 § ’ C2/2 C: "2» l  1 C1/2 ' 1/2 E ·̂

Figure 1.1 : Module 13D 

Les valeurs des dldments caracteristiques sont les suivantes (cf. section 1.2 a 1.6)
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λ = 322,732 km

Tmpftrianrfts (en Henry):

ls = 0,0102 lt = 2,5xls 

L4 = 0,004 (+/- 5 %)

L3 = 0,07 L’i = 2,94

L2 = 0,423 (+/- 0,8 %) ou 0,0013χλ

Li = 0,025 (+/- 4 %) L = 0,66

CapacitSs (en pF)

C4/2 = 0,684 (+/- 12 %) Ci/2 = 0,088 (+1- 2 %)

C2/2 = l,44 (+/-11 %) ou 0,0045χλ

Resistances (en OHMS):

rs = 0,058 R 3 = 0,80

R4 = 0,13 (+/- 23 %) R 'i = 2,31

Rl = 1,18 (+/- 47 %) R = 16,56

R2 = 19,36 (+/- 48 %) ou 0,060χλ

ps = 48,21.103 p3 = 460.103 

p 'l = 460.103

Self saturable - Caracteristiques :

(en valeurs r6duites: on a divis6 par 1000 les tensions et courants et done aussi les coefficients 

polyndmiaux en consequence)

i = acp + b9 2m + 1  = ί(φ ) ou m = 6, a = 1,8430.10'3 et b = 61



2. MISE EN EQUATIONS DU MODELE PRESENTE ET REDUCTION DE 
LA DIMENSION DU SYSTEME ETUDIE

Le renvoi de tension ayant dtd moddlisd par plusieurs dldments simples mis bout-k-bout, on s'intdresse 

maintenant & la mise sous forme d'un systdme d'dquations diffdrentielles paramdtrdes de ce modfele, par 

application des lois classiques pour les circuits : les lois de Kirchhoff. Une telle ddmarche permettra 
d'6tudier plus aisdment et de fagon plus systdmatique les diffdrentes grandeurs physiques intervenant, en 

fonction des parametres caractdrisant le module, permettant alors de retrouver les phenomenes rencontrds 

par les exploitants du rdseau et de ddterminer des plages de valeurs de parametres pour lesquelles il sera 

possible de prdvoir le comportement souhaitd. Ces dtudes seront rdalisdes numdriquement avec un logiciel 

adapte, comme nous le verrons au chapitre 3.

Le systdme d'dquations diffdrentielles obtenu & partir du module prdsentd & la section I de ce chapitre 

comprend treize dquations diffdrentielles non autonomes (ddpendant explicitement du temps). Ces 

dquations ont la particularity d'etre toutes lindaires et ne dependant pas explicitement du temps, sauf quatre 

d'entre elles. Cette remarque et la difficulty d’dtude imposee par cette dimension importante nous incitent £ 

penser que toute "l'information" source des phdnomdnes non lindaires observds est concentrde dans ces 

dquations. On souhaite done simplifier au maximum le module dlectrique obtenu, compte tenu des 

diffdrents ordres de grandeur des paramdtres prdsents, et, moyennant une modification des valeurs des 

parametres, obtenir un module equivalent au module complet, et comportant seulement quatre dquations, 

voire meme trois.

Nous exposons dans cette section, les simplifications progressives effectudes, en se basant sur des regies 

classiques d'approximation, trds souvent utilisdes par les dlectrotechniciens.

2.1. Le Systeme complet de dimension treize

Par les lois classiques de Kirchhoff, il est facile de mettre le circuit prdsentd h la figure 1.1 sous forme 

d'dquations diffdrentielles en temps. Le nombre de cellules dtant important, il en est de meme pour la 

dimension du systeme dynamique obtenu: il faut trailer treize dquations diffdrentielles non autonomes.

Les variables d'dtat apparaissant le plus naturellement son t: le flux φ, les courants dans les diffdrentes 

branches inductives io, il , i2 > *3» *4 » *5 . et les tensions en chaque noeud connectd & des capacites v i, 

v2 . v3 , v4  et V5 .
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Ces inconnues doivent satisfaire au systeme suivant:

y

(Si)

dg>= p, (f(cp) - io)

Λ ’ 1 + u-dE.
dp

Is —  =  p« f ( 9 )  -  (p s  +  r»)io +  v i  
dt

C4 dvi_=f(9)-V L -ij 
2 dt P*

L 4  iM l- =  V l  -  V 2  -  R 4 I 2  

dt
C 4 .M = i1 . i 2 
2 dt

L 3 —  =  V2 -  V3 -  R 3I2  
dt

C2 dV3 -  j V3 _ j 
2 dt P3

L 2  —  =  V3 -  V4 -  R2I3 
dt

CjL+Cidvi =13-14. VL-is 
2 dt p’l

L’l ^ k ^ - R ’iu
dt
dvs _ j5 . j6 

2 dt
L i  ^ 5. =  V4 -  v s  -  R i i s  

dt
L ^  = vs - Rig - E coscot 

dt

Remarquons, que pour ce systeme (S i), seules les trois premieres equations sont non lin6aires (par la 

presence du terme f(<p)), et que le terme de for^age sinusoidal rendant le systeme non autonome, n’apparait 

que dans la demiere equation. Les equations intermediaires sont, elles, lineaires ; on va done chercher £ 

"eiiminer" ces equations lineaires en modifiant bien entendu les valeurs des parametres restants et en 

supprimant certaines valeurs dont l'effet est faible, et ce sans modifier le comportement global du 
phenomene.

2.2. Reduction de la dimension - Elimination des quelques parametres - 
Determination des modeles equivalents.

On cherche ici & supprimer les parametres ayant un effet minime sur le comportement du reseau. Pour 

cela, on va operer en deux temps: apres avoir calcuie les impedances dans chacune des branches du module, 

on les compare entre elles afin d'eiiminer celles dont l'effet est negligeable. Rappelons brtevement la r6gle 

simple que nous utilisons ici;
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Soit un circuit comportant les elements simples suivants, pour lesquels les impedances Zj sont connues:

ZO

Z1 Z2 Z3

S’il n'existe pas d'autres impedances "verticales", quelque soit le nombre de branches "horizontales" ayant 
une impedance non nulle, on peut dire que Zo est negligeable dans le circuit si:

I N«|zi|
( |zb| « ΙΖ2 Ι 

\ |z o |« |z 3|

, dans le cas ou le regime etabli est sinusoidal: |z | = R + jcoL + ■ javec

De fagon plus gen6rale, pour negliger une impedance "horizontale", il faut que celle-ci soit faible devant 

chacune des impedances "verticales". C'est ce que nous allons chercher a appliquer, apres avoir remarque 
que dans le modele propose (figure 1.1), la cellule comportant les elements (L2 , C2  et R2) est importante 

puisqu'elle modeiise la ligne longue dans notre modele initial; elle doit done rester intacte.

Nous insistons sur le fait que cette simplification grossiere peut etre r6alis6e dans le cas uniquement ou 

les impedances supprimees sont tr6s faibles par rapport aux autres impedances.

Dans un deuxieme temps, nous utiliserons une simplification plus fine, en raisonnant sur des modules 

equivalents pour lesquels, au lieu de supprimer certains elements, on les deplace. On utilisera en 

particulier l’equivalent de Thevenin d'une partie du reseau.

2.2.1. Calcul des impedances dans les differentes branches

On suppose, pour ces calculs, que le regime obtenu est proche du regime sinusoidal (ce qui est exact dans 

le cas lineaire). On cherche k simplifier le reseau obtenu au chapitre 1 et pr6sent6 k la figure 1.1, de part et 
d'autre de la cellule modeiisant la ligne longue d’ei6ments caracteristiques (R2 , L2 , C2 ). Pour cela, 

calculons tout d'abord les differentes impedances pr6sentes dans chacune des branches "verticales",
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impedances que nous comparerons ensuite & celles des diff6rentes branches "horizontales" suivant la r£gle 

que nous venons de rappeler.
Le calcul de ces impedances se fait pour des frequences variant de 50 & 200 Hz.

Soit done, dans les branches representant les lignes, le transformateur de Distre et celui de Breuil:

Zo = —1  
ico

2

|Zo|2 » 107 k 50 Hz 

=  10*

|Zip « 108 k 50 Hz

jto S . = 106 h 200 Hz

Z i= —L ~
jtoC i = 106 k 200 Hz

1 IZ2I2 -  1011 k 50 HzZ2 = —4—
jto^L -  109 k 200 Hz

Z 3 = p* |Z3|2 = 1 0 9
Z4 = p'l = p3 |Z4p = 1011

|Zs|2 -  ίο6 k 50 Hz

-  107 k 200 Hz
Z5 = R’i + jcoL’i

Mais des que la zone de saturation est atteinte (partie non lineaire), l'inductance de la bobine du 
transformateur devient petite et negligeable devant It et on a alors

Z e  *  colt
s|2= 5 · ^  i  50 Hz 

= 5.102 k 200 Hz

Partie Le Breuil - Chastang:

L'impedance de cette partie de ligne est
„  „  . T Iz7|2 =60 a 50 Hz
Z7 * Ri + JωLl

-  103 k 200 Hz

et done N  «  minflZjl , |zj \M). V co/ 314 < co :£ 1256

On peut ainsi negliger R i, L i et assembler les deux capacites C\/2.

107 k 200 Hz

alors que dans la branche representant le transformateur saturable de Chinon, en regime quasi lineaire,le 

flux et le courant sont petits; on a done
|Z6p=1010 & 50 Hz

-  10n  k 200 Hz
Ζ 6 = ω(ΐι + 1 )
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Partie Chinon - Distri:

L'impedance de cette partie de ligne est
|Ze|2= l  £ 5 0 Hz

Zs ~ R4 + j(0L4
* 10 h 200 Hz

etdonc
|Zg|«  min(|Z3| , |Z<| JZX| , \L\ , |Zs|) , V ω/ 314 < ω < 1256

et il est encore louable de ndgliger | Zg | devant I Zgs I pour ω/ 314 < ω < 1256. 

On peut ainsi negliger R4 , L4  et assembler les deux capacites C4/2 .

Transformateur de Chinon:

L'imp6dance est donnee par
r , |Z9|2=10 £ 50 Hz

Z9 -  ^  + jo)**- 1 1
2 2 = 30 k 200 Hz

etdonc
IZ9I «  min(|Z3| , |Z*| JZi| , |z j  , N )  , V co/ 314 < ω < 1256 

mais IZ9 | est du meme ordre de grandeur que I Z£s I .

On d6cide quand meme de n6gliger ls et rs> ce qui est justifid, tant que le transformateur n'est pas sature.

Transformateur de Distri:

L'impedance est donnee par
. IZiol2 — 4.102 il 50 Hz

Zio^Rs+JOJLa
« 7.10 k 200 Hz

etdonc
|Zio| «  mindz3| , \Z*\ JZi| , \z£ ) , V ω / 314 < ω < 1256 

mais I Ζχο I est de meme ordre de grandeur que IZ^ I, et peut meme etre sup6rieur h I Z^s

Supprimer R3 et L3 peut done etre delicat dans le cas ou on se trouve dans la zone de forte saturation.

On a done choisi de traiter ces deux cas ; le cas ou on garde R3 et L3 et le cas ou, pour ne pas les 

supprimer totalement, on les "d6place" afin de pouvoir quand meme simplifier le systfcme.
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2.2.2. Les modules 8D, 7D et 5D

En nous appuyant sur les calculs que nous venons d’exposer, on peut r6duire progressivement le nombre 

de variables d'etat regissant le systfcme physique pr6sent6, de la fa£on suivante:

i) Le module 8D

Ce modele est deduit du module 13D, pour lequel on a negligi les grandeurs (ls, rs , L4 , R4 , L i, R i) 

conformement aux resultats obtenus en 2.2.1. On obtient done le circuit de la figure 2.1. et les equations:

(S2)

d<f> _ Vi
Λ i + lt df 

d<p
C4 —  = f(<p) - - i2 

dt P*
L 3 —  =  V2 -  V3 -  R312 

dt
C 2. M = i 2 . V 3 _ i 3

2 dt P3
L 2  —  =  V3 -  V4 - R2I3 

dt
( C i+ ^ 2 )  ^  =  1 3 - 1 4  

2 dt p ’i

L ' i ^ i = V 4 - R ' i i 4
dt

L ^  = V4 - Rie - E coscot 
dt

16

VI 13 L2 R2 V4 L R
m j u  K j  i u j a  u m

i
—J------- ^ΒΝλΛΛΛτ---- τΜγ-ΛΜΛ-------- J—

fftTC4 Ρηΐ^2 ClTm f |  LI Eft)Y

Figure 2.1: Le module 8D

Remarque 1 : les deux demieres 6quations du syst&me S2  peuvent etre 6quivalentes & une seule Equation 

dans le cas ou le rapport R’l/R i est proche de celui L 'i/L i, ce qui n’est pas du tout le cas ici.
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Remarque 2 : En considdrant toujours que l'on est en prdsence d'un rdgime presque sinusoidal, on peut 

quand meme assembler les 2 branches proches de la source de tension et ainsi diminuer de un la dimension 

du systfcme k dtudier. en prenant l'dquivalent de Thdvenin du systfcme, nous obtenons alors un modele de 

dimension sept.

ii) Le modele 7D

On souhaite remplacer les deux demifcres equations du systdme (S2) par une seule equation ; soit done 

remplacer
{ l 'i = v4 - R’i 14 

•4
ι l  = v4 - Rie - E 

dt
L = V4 - Rie - E coscot 

dt
par

L = V4 - Rj - E’ cos(cot+0)
dt

ou bien encore, remplacer le systeme

VI

(a)
E(t)

avec E(t) = E coscot

par le systeme

(b)
E(t)

vu du noeud vl.

Le thdordme de Thdvenin s’applique bien entendu ici dans le cas d'un rdgime sinusoidal, ou de plus on 

considere que la pulsation est la meme dans chacune des deux branches du systdme (a) - ce qui est

R

LR'l

L'l

R

L
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quasiment le cas puisque d'une part cette partie du rdseau est dloignde de la non lindaritd, et que d'autre 

part, aucun eldment perturbant n'est prdsent entre ces deux branches.

On vas done supposer que l'on est dans le cas proche du cas lindaire, et faire les simplifications dvoqudes. 
Calculons les valeurs L, R, E' et Θ apparaissant dans l'dquation que l’on cherche & ddterminer.

Calcul de R et L

Pour le calcul de ces grandeurs, on supprime le terme source (on utilisera ensuite le principe de 
superposition), puis on calcule et egale les deux impedances prdsentes dans chacun des elements (a) et (b). 

Soit Z = R + jcoL l'impedance equivalente apparaissant dans le systeme (b) ;

on doit alors avoir
!  = _ ! _ + --- 1---
2  R+jcoL R’l+joiL'i

ce qui donne pour R et L:

~  _ (R+R'i)(RR'i-(o2LL’i)+to2(L+L,i)(R'iL+RL'i)
(R’i+R)2+co2(L+L'i)2

(R+R'i)(R'iL+RL'i) - (L+L'i)(RR'i-(02LL'i)

(R'i+R)2+(02(L+L’i)2

A condition, rappelons-le, que le regime soit proche du regime sinusoidal.

Calcul de la source E'(t):

Pour calculer la nouvelle tension d’alimentation E’(t), determinons et dgalons les tensions & vide vues du 
noeud V i, dans chacun des circuits (a) et (b), en regime sinusoidal.

Pour le circuit (a), qui se comporte comme un diviseur de tension :

Ewdc = ------------------------- E(t)
(R+R'i) + j(o(L+L'i)

avec E(t) = E coscot

et pour le circuit (b):

Evide — E'(t)
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On doit done avoir E'(t) = z E(t) ou on a pos6

z = --------R+j(oL--------= |z|ei0
(R+R'i) + jco(L+L'i)

avec
|Z| _  V (R ,i(R+R'iVm2L’i(L,i+ L )f + (O^L'iR-R'iL)2 

(R+R’i f  + ω2ΙΛ(ΐ.+ΙΛ)

et
tJa\- ro(L’iR-R’i 

R'i(R+R'i) + co2L

Ainsi la tension d'alimentation du systeme 6quivalent est donn6e par

E'(t) = E I z I cos(cot + Θ)

Ce calcul est valable ici dans la mesure ou on a choisit ω dans la bande de frdquences interessante; ainsi, 

la quantite z depend peu de ω.

On obtient bien un systeme a sept degrfes de libertd.

iii) Le modele 5D

L'impedance Ζχο etant relativement importante, nous avons jug6 qu'au lieu de la supprimer il 6tait 

pr6ferable de la d6placer pour l'ajouter dans la branche composde des 616ments R2 et L2 , comme il l’est 

prdsente & la figure 2.2. Ainsi, on peut a nouveau supprimer une cellule et obtenir finalement le systeme 

de dimension cinq:

y
dc[> _ Vi
<* 1 + 1,-dE. 

dp
Ca ^ - = f( 9 ) - ^ - i 3

dt P“
L 2  —  =  V l  -  V4  R 2 I3 

dt

CpdY4 = i3 - ^ - i 6 
dt j> ’i

L ^  = V4 - Rie - Elzl coscot 
dt

(S3)

\

avec
L = ■L^'·1-  e t  R = RR'i

L+L’i R+R'i
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Ρα =  -β*>3_
P*+P3

Ca = C4 + £*■ 
2

Cp = Ci + —
2

En conclusion, en supprimant les 616ments de faibles- valeurs par rapport aux autres, on a pu riduire 

considerablement la dimension du problfeme.

Nous comparerons ult£rieurement, (au chapitre III), les r6sultats num6riques obtenus dans chacun des cas 

presentes.

Le systfeme de dimension cinq obtenu comportant encore deux 6quations diff6rentielles lineaires, on 

souhaite effectuer une nouvelle transformation du circuit presente figure 2.2 afin de simplifier encore une 

fois le probleme etudie.

Tous les paramfctres en presence sur ce module sont importants; on choisit done de changer la 

configuration du module tout en conservant certaines grandeurs caract6ristiques qui nous ont semblies 

importantes pour l’etude de la ferror6sonance.

2.2.2. D£term ination d 'un  modele 3D iquivalent

Supprimer deux 6quations au systdme de dimension cinq obtenu, revient ά transformer le circuit de la 

figure 2.2 en celui de la figure 2.3.

f(phi)

R3+R2 V4 L r  
I-------- 1------^ 4 — ------ 1----------- 1------1 Ϊ 6 Ν — ^V S/SA — — I

U r ?  T ' . l ·  ^
Figure 2.2 : Le modele 5D

LS Rg Ld
Rd

Γμγ φ>> Ja

Figure 2.3 : Le modele 3D
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Cela revient done & changer la cellule en Π:

(c)

P„a

L2 R2
..... ..|· I

ς* s* pn

par une cellule en T de la forme

LfZ Rf2

Cf

— 'αΒΜΛΛΤη

pf

(Φ

et ce tout en conservant les proprietes caracteristiques du circuit.

Plusieurs methodes permettent de realiser cette transformation. Dans le cas d'un regime sinusoidal, ces 

deux configurations sont 6quivalentes et on peut deduire, par le thdordme de Kennely, les paramdtres 

caracfeiristiques du module (d). Ces demiers ddpendent bien entendu de ceux du systcme (d) mais sont aussi 

fonction de la pulsation du circuit, qui dans notre cas n'est pas constante; cette cellule est trop eloign6e de 

la tension d'alimentation pour que I'on puisse consid6rer sa pulsation propre proche de celle de la source 

(bien qu'on ait du le faire dans les premieres approximations car son influence ctait moindre).

Nous avons done choisi, pour passer de la configuration (c) & la configuration (d) de se fixer trois 

grandeurs invariantes particulidrement importantes dans les cas d'apparition de phenomenes ferroresonants, 
bas<Ses sur l'0quivalent de Thevenin: la frequence propre d'oscillation, la capacity totale, l'inductance totale.

Pour ddduire les nouvelles grandeurs caracteristiques de la configuration (d), on ne tient pas compte des 

pertes dans un premier temps (n’intervenant pas dans le calcul de la frequence), et on impose done que 

soient conservees:

i) la frequence vue de l'dldment non lindaire, au maximum de l'impedance

Lf2C f = L 2 C a

ii) l'impedance totale:

l 2 = L f1 + Lf2
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l'imp&lance de court-circuit du transformateur est ainsi conservde.

iii) la capacity totale :
C f = Cot + Cp 

C'est ici l'impedance en circuit ouvert qui est conserv6e.

D'autres invariants auraient pu etre choisis, comme par exemple un des paramktres du quadripole, mais le 

choix realis6 nous a sembl6 plus judicieux, dans la mesure ou, le ph6nom£ne dtant fortement non Iin6aire, 

le circuit peut dtre trfcs imp£dant ou non.

Ensuite, on ajuste les pertes dans les memes proportions, en sorte que :

. pour les pertes s6ries
R f1 + R f2 = R2

Rl_U 
Rf i i

. pour les pertes paralleles
pr—

p' l  +  p a

ce qui nous permet d’obtenir finalement le circuit pr6sent6 k la figure 2.3., et dont les 6quations sont:

[dg> _  Vi
*  1 + l . J L  

dtp
(S4) \ Cf ^  = f(<p) -£ - i  

dt Pf
Ld ̂ - = v - Rdi - Elzl coscot 

dt

avec
Rg = R f1 = -  R z ....

1 + £ k  
Cp

Lg = Lf1 + lt = L:zCp + lt 
Ca + Cp

Ld = Lf + L’ = ..+ L·'
Ca + Cp

Rd = Rf + R' = Rz + R'
1 +Q-



Comme nous le verrons ult6rieurement, tous ces modules possfedent qualitativement le meme type de 

comportement, tout au moins pour les grandeurs physiques habituellement utilis6es ; ils font tous partie 

de la cat6gorie que l'on nomme "ferrordsonance paralldle", la ou les capacit6(s) k l'origine de ces 

ph6nom6nes se trouvant en paraltele avec la source de tension et l'impedance non lindaire.

Ceci confirme bien que toute l’information concernant l'apparition de ces phdnomdnes caractdristiques 

provient des equations non lindaires non autonomes, comme il 6tait naturel de le penser.

2.3. Etude d'un invariant du systeme. Regime transitoire

Considerons le module le plus simple (3D) obtenu a la section pr6c6dente et dont les equations sont de la 

forme:
d3>= v
<* 1 + 1. Λ . 

d<p

L i = v - R i - E ( t )
dt ou E(t) = Ecoscot

On se place dans le cas ou l'inductance de pertes du transformateur est ndgligeable ( ls = 0 ; dans ce cas, 

la frequence du rdseau est infinie).

On pose A = Li + φ + e(t) ou e(t) est telle que = E(t).
dt

alors le systeme (2.3.1) peut s'ecrire

( f  = 'v

C &-=f«,»-£-- l - (A-cp-e( t ) )
I dt P L

(Α - Ψ - Φ ) )\ dt L

et ainsi, si la resistance serie R est nulle (ou faible) on se ramfene & un systeme de dimension deux 

(correspondant a l'equation de Duffing avec terme de forage):

=  - V

dt

lc  x =f(9) ■ o + f  (φ + ·Α°)dt κ L
ou Aq est une constante.

C&L 
dt

ί(φ ). X. .  i

4  9
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A est alors un invariant ou une intdgrale premiere pour le systfeme initial sans pertes. On retrouve bien ici 

l'id6e proposde par R. Roussarie et qui consiste a initialiser & partir des solutions (analytiques) d'un 

systeme de dimension deux que l'on perturbe progressivement en introduisant des pertes.

D'autre part, cette remarque peut-etre judicieuse lorsque l'on s'intdresse k l'6tude de la ferror6sonance en 
rigim e transitoire; en effet, si on perturbe A en posant A = A - Ao et que l'on regarde le 

comportement de A, cela revient & modifier la constante de temps caracteristique du circuit. Le modfele k 

etudier est alors donn6 par

Ces equations rdgissent un module 6qui valent a celui que nous avons pr6sent6 et pour lequel une source de 
courant io a ete rajoutee a i:

Ainsi, on introduit un nouveau param6tre k partir duquel il est possible d'£tudier le comportement des 

variables d'etat en regime transitoire. Faute de temps, une etude approfondie de cette question n'a pas ete 

real is ee, mais dans le cas de la ferroresonance s£rie, on sait que si on ajoute une constante dans liquation 

de Duffing:

pour laquelle le comportement de la solution x peut-etre different suivant les valeurs de ce nouveau 

paramfctre a .

dt P L
dA = ε 
dt

dt _
C & - =  f(<p) + - ΐ ( φ  + e(t) - A - Ao)

I d tp , V!

*  1 + I .J tI dcp

dt P
L & = v - R i - R i o - E ( t )

dt

x + 6x - x + x3 = ycos(iot) + a

Enfin, remarquons que dans le cas ou les systemes dtudies sont de dimension superieure a trois -comme 

ceux prdsentes au debut de cette section- un invariant est donne par une combinaison lin6aire du flux, des 

courants dans les differentes branches du reseau et de la fonction e(t).

*£. = -v



2.4. Cas de la ligne longue

On a vu dans les sections prdcddentes que le module du rdseau du renvoi de tension pouvait se simplifier 

jusqu'k donner un systeme de dimension trois. Aux vues des rdsultats (du chapitre 3), on peut constater 

que cette approximation est valide, en tout cas en ce qui conceme les singularitds apparaissant dans une 

plage de valeurs de paramdtres acceptable et engendrant les phdnomdnes ferrordsonants que 

l’dlectrotechnicien voudrait dviter. Cela signifie que toute l'information k l'origine de ces phdnomenes se 

trouve concentrde dans ces trois dquations, ou encore que c'est le fait de considdrer une ligne longue placde 

entre une source de tension et un transformateur de caractdristique non lindaire qui engendre les 

comportements que l'on souhaite analyser.

On va ainsi considdrer maintenant le moddle ferrordsonant parallele le plus simple: la ligne placde entre 

les deux dldments "perturbants" ; elle se modelise par une dquation en ddrivdes partielles & une dimension 

en espace (ligne mince). Nous verrons comment, en discretisant cette dquation par un schdma simple, il 

est possible de faire l'analogie entre le moddle obtenu et ceux dtudids & la section prdcddente (paragraphe

2.2. et 2.3), et ainsi de donner une approche plus mathematique de cette mise sous forme d'dquations 

diffdrentielles ordinaires; de plus, on pourra dtudier, sur ce moddle, l'influence du nombre de cellules 

choisi pour reprdsenter la ligne longue.

D'autre part, on pourra faire le lien entre les resultats obtenus sur ce modele et les resultats thdoriques 

ddterminds au chapitre 4 dans lequel l'dtude de l'dquation aux ddrivdes partielles sera traitee.

2.4.1. L'equation des telegraphistes

Une ligne electrique de longueur λ placde entre une source de tension sinusoidale E(t) et un 

transformateur de rdsistance σ et de caractdristique non lindaire i = f( φ), de configuration:

X= £___________ ι------:------------1_______ x^O----------------------1 r -1 - y - c____ ] Π

est moddlisde par l'equation aux ddrivds partielles lindaire suivante :

(appelee dquation des teldgraphistes)

E(t) f(<p

5 1
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ri + 1* 
3x 3t

l l - gv+cl,3v
at

(2.1)

(2.2)

x e ]0 ,λ[, t e  R  +

dont les conditions limites (non lin6aires) sont

i (0 ,t) = f (φ)

v(0,t) = * E + a i(0,t) 
dt

v (λ,ΐ) = E(t)

et les conditions initiates (donnees): i(x,0) = io(x) et v(x,0) = vo(x) 

v et i repr£sentent respectivement la tension et le courant sur la ligne.

La fonction f modelisant la caracteristique du transformateur est au moins deux fois continuement 

diffdrentiable a valeurs dans 1R , strictement croissante et a coefficients positifs. 

r, 1 , g, c sont des constantes positives representant les caracteristiques lineiques de la ligne. 

σ est une constante positive (resistance de pertes du transformateur).

L'existence et i'uniciti de la solution pour ce probleme seront 6tudi6es au chapitre IV; il sera montr6 

aussi l’existence d’un ensemble attracteur, attirant toutes les trajectoires solutions.

On se propose de discr6tiser ce probleme.

2.4.2. D iscretisation en espace

Soit Δχ = λ/Ν le pas de la discretisation (la ligne est coupde en N pas Δχ ).

On pose vn(t) = ν(ηΔχ,ί) et in(t) = i(nAx,t)

les valeurs de la tension et du courant en des valeurs discretes ηΔχ sur la ligne, ou n est tel que

0 < η < N.

On 6crit alors liquation (2.1) sous la forme (2.1)n suivante :

-Xa:1 = ri„ + 1
Δχ dt (2 L>,



et on fait de meme pour l'gquation (2 .2), en d6centrant le schima
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jn.~J nd . =  g V n -1 +  C ^ ·
Δχ dt

(2.2V

On obtient alors le systeme d'6quations differentielles ordinaires:

(En)

|  din _  Vn ~ Vn-1

dt Δχ
^ dVn-1 _  in " in -1

Ax

- Γ1 n

-  g V n -1

io (t) = ί(φ)
v0 (t) = aio(t) 

dt
\VN (t) = E(t) 2 < η < N-l

i) Cas d ’une discretisation ά un seul pas

On pose N =l, Δχ = λ .

(En) s’ecrit alors:

(Ei)

j dh _ vi - vo .
dt Δχ 

c dvp _ ii - io _
dt Δχ

r n

gvo

i°(t)= f(<p) 

v°(t) = aio(t)

Ivi (t) = E(t)

soit encore:

/ ^ > = v -af(cp)

(Pj) j c  = i - f(q>) - Gv

I L & =E( t ) -  v - R i  
\ dt

ou on a pose

v = vo , i = il 

L = λΐ, R = λΓ, G = Xg, C = λο



Cette 6quation differentielle ordinaire ddcrit le circuit 61ectrique:

L
A A Α» A

E(t)©

σ
— ΛΛΛΛ-------- 1

1/G
f(phi)

Le systdme (Ρχ) correspond bien au systdme 3D obtenu & la section 2.2.3 de ce chapitre, pour lequel on a 

supprim6 l'inductance de pertes dans le transformateur ( lg = 0). (il faut changer i en -i et φ en -φ pour 

passer d’un systdme a l'autre, les representations correspondant h chacun des circuits etant inversdes).

ii) Cas d'une discretisation ά deux pas

Si maintenant on choisit une discretisation £ deux pas, on pose : N = 2, Δχ = λ/2

et le systfcme (En) s'6crit alors:

(P2)

L ' ^  = E(t)-vi - R 'i2 
dt

C  = i2 - ii - G'v, 
dt

L’ ^ L = v i  -v o -R ’ ii 
dt

c  dm = il - ff<p) - G'vo 
dt

<Jkf> _
dt

vo - σί(φ)

ou on a pos6 cette fois
L' = λι/2, R’ = λΓ/2, G’ = Xg/2, C’ = Xc/2

Cette dquation ddcrit le circuit electrique suivant:

L'l

E(t)

p-A/Ŵ -4H5$---

T

R’ L 
-ΛΛΛΛ— Ό 3 &

1/G’
T T ^ iI 5 -JPf(phi)
-J -> 1 /G ' I

5 4
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Augmenter d'un degr6 de precision la discritisation revient done & rajouter deux Equations diff6rentielles du 

premier ordre, ou, d'un point de vue physique, a discretiser la ligne en une cellule en Π supplementaire.

En gdneralisant cela, on en deduit que liquation  continue (equation aux ddrivees partielles) correspond 

alors au circuit:

r 1 

--ΛΛΛΛ— Ôac\-

m

σ
_ Λ Λ Λ -

!T
(Q

ou l'element C (la cellule principale) est repet6 un nombre infini de fois.

Nous verrons numeriquement, comment se comporte les variables du reseau suivant le choix de la 

modelisation.

2.4.3. Modelisation plus fine des elements d’extremites (transformateur-generateur)

Nous venons de voir quelle 6tait la modelisation choisie pour reprgsenter une ligne longue placde entre 

une source de tension et un transformateur. Afin d'avoir un module plus proche de la realite, il faut tenir 

compte des parametres caracteristiques des deux machines agissant £ chaque cxtrcmitc de la ligne, 

conformement aux explications donn£es au paragraphe 1 de ce chapitre.

La source de tension correspond & un altemateur accompagn6 d'un transformateur (non sature : sa 
caracteristique est done lineaire) modelises par:

La
Afc 111

1 f(phi)
g

E(t) I
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En tenant compte des diff6rentes pertes, le transformateur non lin6aire est remplac6 par

---------- 1-------- ΛΛΛΛ------—)

f(phi)

On obtient done au total, dans le cas d'une modelisation a une cellule de la ligne placee entre ces deux 

Elements:
La R L σ

Γ

- Λ Λ Λ ^ ---------- 1 --------

dont les equations sont donnees par

(L+La)^ -=  E coscot - v - (R+Ra) i

C = i - v - f(<p)
dt G

dtp _ v - σί(φ)
Λ  "  1 + U it 

dtp

Remarque: cela revient a traiter le probleme a constantes repartics suivant:

It

Q E(t)

f(phi)

TtTTI Tim 71777

dont les dquations aux d6riv6es partielles sont identiques aux pr6c£dentes, mais avec pour conditions de 
bord:

Ra x = ι 
La K

ττττχ

lit

f(phi)
E(t)1



v(X,t) = E(t) - R.i(X,t) - L,

i(0,t) = ^ M + f(<p)

v(0,t) = (l + l , ^ j ^ + af (9)

Et, en prenant
Ra = La = 0 , pt = 1 , It = 0 

on ietrouve bien les conditions de bord du probl6me (Ei), etudi£ au chapitre 4.

La moddlisation du probleme physique rencontrd etant rdalisee, nous allons maintenant nous attacher & 
6tudier de fa9on plus math£matique les syst^mes differentiels obtenus. Les syst£mes d'6quations 
diffdrentielles ordinaires seront traites numeriquement (au chapitre 3) & partir de la thdorie exposee au 
chapitre 2, et l'etude theorique de 1'equation aux ddrivees partielles hyperbolique sera rdalisee au chapitre 4.

5 7
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0. INTRODUCTION

Ce chapitre est une prdsentation succincte de notions relativement rdcentes et parfois mal accessibles, 

permettant l'dtude du comportement des solutions de systdmes dynamiques non lindaires ; elles sont, en 

particulier, issues de thdories mieux connues sous le nom de theorie des bifurcations ou des catastrophes 

(initialement ddveloppees par H. Poincard, R. Thom...).

Nous ne pretendons pas donner tous les rdsultats obtenus dans ce domaine, mais simplement les outils 

mathdmatiques utilisds tout au long de cette thdse et & l'usage principalement des ingdnieurs peu 

familiarises avec ces notions et en s'excusant auprds de ceux pour lesquels ces rappels sont inutiles.

Dans une premiere section nous nous intdresserons aux notions de base caracterisant tout systeme 

dynamique, en regardant dans un premier temps, comment il est possible d'etudier le comportement des 

solutions du systeme dans le cas ou celui-ci est lindaire. Dans le cas ou il est periodique, la theorie de 

Floquet est exposde. L'dtude de la stabilitd, en particulier, sera prdsentde.

Nous verrons ensuite comment dans un cas plus gdndral, il est possible de se baser sur les rdsultats 

prdcddents en realisant une lindarisation d'un systeme non lindaire autour d'une solution connue. D'autre 

part, les notions de section de Poincare, d'ensembles invariants et d'attracteurs, d'exposants de Lyapunov 

seront prdsentes et leurs intdrets mis en dvidence.

Puis, dans une seconde section nous reprendrons les iddes prdcddentes en les appliquant au cas ou le 

systeme ddpend d'un paramdtre dont les variations peuvent engendrer des modifications du comportement 

des solutions.

Nous entrons alors dans le coeur de la theorie des bifurcations, fondamentale pour la comprehension des 
comportements physiques rencontrds. Aprds avoir rappeld le thioreme des fonctions implicites qui se 

trouve etre & la base de cette thdorie, nous ddfinirons les divers concepts utilisds dans ce domaine 

{diagrammes et lignes de bifurcation) ainsi que les diffdrents types de singularitds que l'on peut rencontrer 

et qui sont la source des changements de comportement observds. Puis nous donnerons une liste des 

bifurcations de branches de solutions stationnaires puis pdriodiques catalogudes (en nombre fini), et nous 

verrons comment il est possible de les ddtecter. Enfin, nous verrons comment se component les 

exposants de Lyapunov pour certaines de ces bifurcations.

Pour ceux qui veulent en connaitre plus ou qui trouvent ces explications insuffisantes, une bibliographie 

est donnde a la fin de ce chapitre.
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1. M ETHO DE S GENERALES D ’ANALYSE D 'E Q UA T IO N S  
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES - ETUDE DE LA STABILITE

1.1. Introduction et definitions

On cherche k dtudier le comportement asymptotique (pour de grands temps) des solutions du systime 

dijferentiel general:

ddfinie sur un ouvert U de E n (ou U deE) a valeurs dans E n.

Pour les conditions d'existence et d'unicite des solutions du systime dynamique (1.1) on pourra, par 

exemple, consulter [G.H.], [L2] ou [W].

G6om6triquement, l’equation (1.1) peut etre interpr6t6e comme ddfinissant un vecteur en chaque point de 

U; une solution de cette Equation est une courbe dans E n dont la tangente - ou le vecteur vitesse - en 

chaque point est donnee par f dvalud en ce poinL 
Pour cette raison, f est souvent nomme champ de vecteurs.

On dit que le champ de vecteurs f genfere un flot

tel que φ[ (x) = φ (x,t) soit une fonction r6gulifcre definie en tout x de U et pour t appartenant h un 

intervalle I de E  verifiant de plus

/J=fM
)χ(θ) = xo

x e R  , t e  E

d o n n e e (1.1)

ou f est une fonction rcguliere - pouvant dependre explicitement du temps t (cas dit non autonome) -

(|(x.t))_ =f(0(x,x)) V x e U, V t e E

Ce flot possede les proprietis de groupe:

i) φο = Id 

“ ) <t>t+s = Φΐ °  Φβ

φ [t) : U Κ η
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Si la condition initiale du systeme & 6tudier est donn6e par x (0) = xo e U alors la solution φ (xo,t) 

v0rifiera

et dans ce cas, φ (xO»t) ' I —> E n dcSfinit la solution, la trajectoire ou I'orbite de l’equation diffdrentielle 

consid6r6e, issue de xo.

On s'int£ressera ici & l'6tude du comportement de families de courbes solutions, c'est-k-dire au 
comportement global de flot φ ι: U —» R n d6fini en tout point x e U.

1.2. Etude du systeme lineaire a coefficients constants.

Soit le systeme - cas particulier de l'dquation (1.1) -

ou A est une matrice η x n a coefficients constants.

Soit x la solution du problfcme & valeur initiale (1.2), definie pour tout temps t (on n'a souvent qu'une 

existence locale en temps dans le cas des systfcmes non lindaires).

Le flot φ|.(χ) defini prec&iemment s’6crit ici simplement:

Φ (xO. 0 = xo

(— = Α χ  
{dt
1 χ(θ) =  Χο

x e U , t e R

(1.2)

et la solution globale du systeme (1.2) est donnde par :

x (xo.t) = etA xo

ou e1̂  est une matrice n x n, d6terminee h partir de A par la s6rie convergente:

e‘A = £iLAn
n=o n!

(Pour la definition et les proprietds des exponentielles de matrice, voir par exemple [H]).

4>t Ο) = χ (xo.t)
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La connaissance des valeurs propres de A est done fondamentale pour lf6tude de tels systemes.

1.3. Calcul des valeurs propres - Etude de la stabilite

Lemme 1.3.1: si λ est une valeur propre de A, de vecteur propre associe v,

alors la fonction x (t) = Ce^t v est une solution de liquation 1.2, C e  E  etant une constante.

Lemme 1.3.2 : si A possede n valeurs propres distinctes λ χ , . . . , λη de vecteurs propres associes 

v i , .... , vn (respectivement), 

alors une solution ginirale de (1.2) est donnee p a r:

n
x(t) = ^  CiVî 9 , Ci g R  c o n s ta n t

i=l

Lemme 1.3.3 : Si λ ι , ... , λη (s < n) sont les valeurs propres distinctes de A, de multiplicity 

r (λ χ ),..., r (λ8) (respectivement), et Μ χι (A ),. . . , Μχ§ (A) les espaces propres associes, 

alors la solution de (12) est donnee par :

- Μ - Σ
j=i

rM-i k \
Σ  (Α -λ ^ Η χ 0· ^ 1 
k=i k! I

ou g M (A) et est determinee par Vunique decomposition du vecteur initial x().

Pour les d6monstrations de ces trois lemmes voir [H].

D'apres leur forme, on deduit ais6ment le comportement pour de grands temps, des solutions de Tdquation
(1.2): ce sont uniquement les valeurs propres de A qui determinent la structure des trajectoires 

solutions.

On introduit alors la partition du spectre de A :

σ+ (A) = { λ e C , %a  (λ) = 0 , 9ί (λ) > 0 }

σ0  (A) = { λ e C , %A (λ) = 0 , 9t (λ) = 0 } 0-3)

σ . (A) = { λ e C , %α  (λ) = 0 , SR (λ) < 0 }

οΰ %α  est le polynome caractdristique de A.
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On a alors le :

Th£or£me 1.1 : Toutes les solutions de (1.2) convergent vers 0 lorsque t —» °° si et settlement si 
<*0 (A) = 0  et σ+ (A) = 0 .

Si σ+ (A) = 0  les solutions de (1.2) restent bornies lorsque t —» si et seulement si σο (A) est 

fo r  mi de valeurs propres de multiplicity igale ά la dimension de I'espace propre associe (ie A 

diagonisable).

(Pour la demonstration, voir [H])

1.4. Systfcme lineaire a coefficients periodiques - Theorie de Floquet.

On s'interesse maintenant au systeme periodique :

^  = A(t) x x e R ” , t e 1R
dt
ou A(t) = A(t+T) T e E  (j 4)

Pour un tel systeme, les entires de stabilite sont donnes par la theorie de Floquet.

Thiorem e de F loquet: Toute matrice fondamentale Y (t) de (1.4) , ie solution de systime matriciel 

associe:
j &L -  A(t)Y

W(o) = I
peut etre icrite sous la forme

Y (t) = X (t) eBt

ou X est une matrice η x n periodique de periode T, et B une matrice non constante.

Pour la demonstration de ce theoifcme, on pourra, par exemple, consulter [R].

La solution du systeme initial est alors foumie p a r:

y (t) = X (t) e®* c avec X (t+T) = X (t) et ou c est une constante reelle.



D £finition: . les valeurs propres de eBT sont les racines caracteristiques du systime (1.4)
. les valeurs propres de B sont les exposants caracteristiques ou exposants de Floquet de

la matrice piriodique A (t).
. la matrice est appelie matrice de Floquet.

Notons que la matrice B et ses valeurs propres ne sont pas d6termin6es de fagon unique pour le systfeme 

(1.4). (En effet, on peut remplacer B par B + 2πΙ ou I est la matrice identit6). En revanche, les valeurs 

propres de e® sont, elles, d6termin6es de fagon unique pour (1.4). (voir [R]).

En vertu de cette dicomposition, les crit&res de ditermination du comportement des solutions d'un 

systeme differentiel lineaire & coefficients constants a partir de la connaissance des valeurs propres de la 

matrice, peuvent etre translatis, dans le cas ou les coefficients du systeme itudii sont periodiques, en 

considirant l'itude des valeurs propres de -la matrice de Floquet (exposants de Floquet). Nous verrons 

ultirieurement comment cela se traduiL

1.5. Probleme general - Methode de linearisation 

Soit le systeme general:

{ * - < * ,

| χ(θ) = xo d o n n ie  (16)

On a vu que dans le cas des systemes a coefficients constants ou periodiques, les proprietes de stabilite du 

systeme sont entierement determinees par des exposants particuliers de l'equation. On va voir qu’il est 

possible de perturber 16gferement le systeme tout en preservant ses propri6t6s de stabiliti.

Si f  (x) possfcde de bonnes propri6t6s de rigulariti, alors chaque solution de (1.6) est bomie par une 

fonction exponentielle. II est alors possible d’associer a chaque solution x(t) de (1.6) un nombre appele 

exposant de Lyapunov qui permettra de diterminer la stabiliti du systeme etudii, comme nous le verrons 

par la suite.

Nous introduisons auparavant la notion de perturbation d'une solution et la methode de linearisation 

autour d'une solution connue, stationnaire ou periodique.

74
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1.5.1. Linearisation autour d'une solution stationnaire

On souhaite etudier la structure des solutions du systeme (1.6) pour lequel on connait une solution 

stationnaire x.

Une analyse lin6aire, c'est-k-dire limitde aux termes d'ordre un par rapport aux 6carts de la solution peut 

s'averer suffisante. On veut done caracteriser le comportement de la solution au voisinage de x afin de voir 

si ce point d’equilibre est stable ou non.

Pour cela, on linearise l'6quation (1.6) autour de x de la fa^on suivante:

On pose x = x + δχ ou δχ est une petite perturbation apportee k x et on regarde comment evolue δχ 

quand on impose a x d'etre solution de (1.6). La connaissance du comportement de cette perturbation 

permettra de determiner la stabilite du point fixe x.

Pour que x = x + δχ soit solution de (1.6) il faut que

dx + ^ (fe) _ f̂ x+gxj

= f(x) + Df (x) δχ + ο (δχ2)

soit done, au premier ordie
^ M  = D f(x)6x 

dt a.7)

OU

Df =

Premiere Equation aux variations.

3fil
3xj l̂ i, ĵ n

est la matrice jacobienne associee a f

Ainsi, le "flot linearise” D0t (x) δχ de (1.6) au point x est obtenu par integration de (1.7):

D<|>t (x) δχ = δχ

Une etude du comportement des solutions au voisinage du point fixe pourra done etre basee sur la 

connaissance des valeurs propres de Df (x).

Neanmoins, il faut s'assurer que les solutions de (1.6) basees sur la resolution de (1.7) sont valides dans le 

cas considere, pour δχ petit ce qui n'est pas toujours le cas. II est done utile ici de rappeler le theoreme 

de Hartman et Grobman.



Theorem e de H artm an et Grobm an: Si Df (x) ne possede pas de valeurs propres nulles ou 

imaginaires pures, alors il existe un homiomorphisme h defini dans un voisinage U de de R n par 
lequel les orbites du flo t non lineaire <|>t de (1.6) sont topologiquement equivalentes ά celles du flo t 

liniaire de (1.7).

1.5.2. L inearisation au tour d 'une solution periodique

Soit p une solution periodique de periode T d’un probleme de la forme (1.6); 
p est tel que φ-ρ (p) = p.

Soit p (t) = Φι (p) ;

Revenons a la theorie de Floquet mentionnee au paragraphe 1.4; celle-ci permet l'etude du comportement 

d'une trajectoire solution x (t), consideree au bout d'une periode T, au voisinage d'une orbite de reference 

fermee.

Pour etudier la stabilite de la solution p(t), on s'interesse au comportement au bout d'une periode T, du 

faible ecart δχ de cette solution. En linearisant autour de la trajectoire periodique p(t) on definit, comme 

precedemment le probleme linearise associe par:

Ainsi la condition initiale xo + δχ est transformee au bout d'une periode en xo + Μδχ ou M est la 

matrice de Floquet du probleme linearise (1.8).

Le comportement de la solution x (t) pourra done se deduire de l'etude du spectre de M :

- si toutes les valeurs propres de M sont situees & l'interieur du disque unitaire complexe, alors 
toutes les composantes de δχ - non tangentes il la trajectoire periodique - sont reduites & chaque 

periode T,

les trajectoires x (t) convergent done vers I'orbite periodique.

- si l'une au moins des valeurs propres de M se trouve k l'exterieur du disque unite complexe, δχ 

s'accrott continuellement dans au moins une direction,

la trajectoire x (t) est alors divergente et s'icarte indefiniment de I’orbite periodique.

Remarque: Dans le cas autonome periodique, un multiplicateur de Floquet est toujours 6gale h 1.

E>f(p (t)) 6x

(ou Df(p(t) est une matrice periodique).

(1.8)
(ΐ(δχ)

7 6
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1.5.3. Section de Poincarl

La mdthode par application de Poincare s'avkre fondamentale dans l'6tude de l'existence des solutions 

p6riodiques ; elle peut ndanmoins se g6n0raliser dans le cas de systemes quelconques, possedant une 

solution de comportement voisin de celui periodique.

Soit p(t) une orbite pdriodique solution de (1.6) dans lRn,

Soit M une hypersurface (de dimension n-1) que l’on choisit transverse au flot,
Soit po l’unique point ou p(t) rencontre W, et soit xo un point de W proche de po-

Au bout d'un temps Θ (xo) la trajectoire issue de xo recoupe % pour la premiere fois dans un voisinage 

de po en un unique point not6 Π (xo). (Dans le cas ou le systeme est pdriodique, Π (xo) = PO et 

θ ( χ 0) = Τ ).

L'application Π ainsi construite est appelee application de premier retour de Poincare.

Ainsi, & un systeme dynamique k temps continu defini par le flot φι on peut associer un systeme 

dynamique a temps discret:

{ n k } , k e N 

ce qui rend souvent l'6tude moins lourde.

On a alors les analogies suivantes :
- une orbite T-p6riodique de φ[ correspond k un point fixe de Π;

- une orbite mT-periodique de φι correspond & un point m-p6riodique de Π;

- une orbite quasi-periodique de φί (deux frequences fi = -L  et fz = -J- incommensurables
Ti T2

ie i  (Q) correspond ϋ une orbite fermee piriodique (de periode T2) ; 
h

- les multiplicateurs de Floquet de φι correspondent aux valeurs propres de D ll (p).

D’un point de vue plus general, on cherche a considerer revolution, au cours du temps, d'un ensemble de 

solutions dont les conditions initiales sont prises proches l'une de l'autre (k δχ de difference) dans 

Vespace des phases (espace & n dimensions des n variables d'6tat). L'evolution de l’ecart par rapport k une 

solution connue nous permettra de juger du comportement de la solution.



1.6. Notions d'ensemble invariant et d'attracteur

L'6tude du comportement asymptotique des solutions est fondamental pour la comprehension des 

systfcmes dynamiques.

Nous donnons ici les d6finitions qui permettent de decrire certains comportements.

Definition 1.1: Un ensemble S c U  est appele ensemble invariant par le flo t <|>t (.) si et settlement 

si
φί ( S ) c S ,  t e R  .

Si cette proprieti est vraie pour t > 0 ( t < 0 )  alors S est appele ensemble invariant positif (negatif).

Definition 1.2: Un ensemble invariant ferme Cl c  U est appele ensemble attracteur si il existe un 

voisinage V de Cl tel que :
V x e V , φι (x) e V , V t > 0 

et φι (x) —» Cl quand t —> «*>

L'ensemble attracteur Cl attire toutes les trajectoires.

Definition 1.3 : Le bassin d'attraction de Cl, JJ>Ci est tel que :

«©ci = u φι(ν) 
t<0

D’un point de vue plus geometrique, pour comprendre cette notion d'attracteur, il faut se placer dans 

l’espace des phases. Si, au cours du temps, on trace, dans cet espace les points solutions du systeme, on 

pourra voir se dessiner un ensemble precis: l'attracteur. Dans le cas ou l'attracteur n'existe pas, les points 

dessines finiront par recouvrir l'espace des phases tout entier. L'attracteur peut done etre un point, une 

orbite ferm€e...mais on a d6jk observd des ensembles attracteurs plus compliqu6s ; ce sont bien sur des 

ensembles bom6s dans l'espace des phases, mais la trajectoire, & l'interieur de cet ensemble bom6 ne 

repasse jamais par un chemin dej& empruntd et semble se replier ind6finiment. La dimension d'un tel 

attracteur n'est pas entiere (pour la definition de la dimension d’un attracteur, voir [T]), et pour cette 

raison, ces objets sont appelds attracteurs 6tranges.

7 8
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1.8. Exposants de Lyapunov

On a vu que pour etudier un systeme quelconque, on s'interessait a Involution d'une perturbation d'une 

solution connue, au cours du temps. Les exposants de Lyapunov vont nous donner des informations sur 

cette 6volution. Pour plus de renseignements sur les exposants de Lyapunov, on pourra consulter [O] et 
[A,W].

1.8.1. Approche geom etrique des exposants de Lyapunov

Consideroris, a un instant donn6 , un objet de dimension n. Cet objet, sous l'action du flot, sera 

transforme en un autre objet de dimension n; on s’interesse alors aux 6tirements et contractions des 

longueurs dans les differentes directions, qu'aura subi le premier objet pour devenir le deuxieme.

1.7. Notions de stability

Nous n'avons eu, jusqu'k present, qu'une approche intuitive de la stabiliti. II n'existe pas de d6finition 

universeUe de cette notion; on en trouve de nombreuses dans la literature math6matique (voir par exemple 

[A], [L], [S] ou [A.M]). Citons simplement ici, les deux notions que nous utilisons.

1.7.1. S t a b i l e  asym ptotique

Definition 1.4 : Une solution d'un systime de la forme (1.6) est dit asymptotiquement stable si il 

existe un voisinage V de tel que :
i) V x e V , lim tyt (x) = x 

t —> ο»
ii) (V) c= φ8 (V) , V t, s e R 2

1.7.2 Stabilit£ au sens de Lyapunov

Definition 1.5 : Une solution x (t) est dite stable au sens de Lyapunov si pour ε  > 0 donne on 

peut trouver δ  = δ( ε)  tel que pour tout autre solution y (t) on a it:

I X (to) * y (to) I < δ  => I x (t) - y (t) I < ε  , pour  te  [to,~]
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L'dtude du comportement et de la stability des solutions d'un systdme dynamique peut etre basde sur les 

variations des longueurs et des directions des principaux axes caractdrisant ces objet.

Chaque axe principal est lie & un exposant de Lyapunov qui mesure la vitesse moyenne de divergence des 

trajectoires dans la direction correspondante. II correspond au rapport moyen de transformation d'un axe 

principal au cours de son dvolution. Si l'exposant de Lyapunov est positif, il y a etirement; s'il est 

ndgatif, il y a contraction. On peut alors repdrer un comportement chaotique lorsqu'au moins un des 

exposants est positif. Les directions de ces axes principaux (inddpendants des conditions initiales) sont 
appelees directions de Lyapunov.

1.8.2. D efin ition  analy tique

On donne maintenant une definition analytique de ces exposants de Lyapunov dans le cas d'un systdme de 

la forme (1.6), de dimension n.

Definition 1.6 : On suppose qu'il existe des sous-espaces V ^2) ... 3  Vj(n) dans Vespace

tangent ά f(0 (x) (ie composante de f (x)), x e lRn et des nombres λ ι < λ2 ... $ λη tels que : 
V j e  N ,

i) Df (VjO)) = Vi+iO) »

ii) Dim V|Ci) = n+ l-j,

iii) hm ^ ln lK D ff  (v)||= Xj , V v e Vo0) - vg*1* 
m—>°o

les Xj sont alors appelis exposants de Lyapunov de f.

Remarque : Si x = x est un point fixe, alors les sous-espaces sont inddpendants de i et sont simplement 

les espaces propres associes aux valeurs propres de Df (x)

Les exposants de Lyapunov sont alors les logarithmes du module de ces valeurs propres.

Plus gdndralement, si x(t) est une solution du systeme, on pose :

λ = sup 1- In |x(t)| 
t—>°° *

L’exposant de Lyapunov mesure la vitesse moyenne de divergence du logarithme du deplacement x
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Lorsque l'on a divergence des trajectoires initialement voisines ( λ > 0), on parle de sensibiliti aux
conditions initiales (SCI) sur l'attracteur que l'on qualifie d'itrange. C'est une propriitd caracteristique des 
rigimes chaotiques.

Propri6t6s des exposants:

. La somme des exposants de Lyapunov peut se calculer directement & partir de la trace de la 
matrice du probleme Iin6aris6 par:

2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES PARAMETREES - THEORIE DES 
BIFURCATIONS

Dans la section pr6c6dente ont ete presents quelques risultats et mithodes permettant l'analyse du 
comportement des solutions pour des grands temps de systemes diffirentiels quelconques. Retenons que 
des grandeurs caracteristiques (valeurs propres, multiplicateurs de Floquet, exposants de Lyapunov), 
suivant les cas, foumissent des informations importantes concemant l'itude de la stabilitd du systeme,

un ou non (multiplicateurs de Floquet).
Si maintenant on souhaite 6tudier le comportement d'un systeme dynamique quelconque param6tre de la 
forme:

i»l t—  ̂ J 0
£ λ ΐ =  hm 1  Tr(Dfi(x(s)))ds

. Dans le cas ou le systeme est p&iodique, on retrouve les exposants de Floquet μΐ par:

λχ = In (μι)

suivant qu'ils sont positifs ou non (valeurs propres et exposants de Lyapunov) ou de module inferieur a

| ^ =  f(x, μ) x g  E n , με 1RP 

=  xo donnie (II. 1)

f: ΚπχΚΡ->Κη

ou bien
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{&- = f(x, t, μ) x e E " , t 6  E  , μ e E  P 
( dt
I Φ )  = xo d o n n 6 e  (II. 1 bis)

f :  E nx E x E p-> R n

dans le cas non autonome

ou μ est une vecteur de parametres, il est clair que les grandeurs caracteristiques sus-cit6es vont ddpendre 

de μ. La caracteristique principale de tels systemes non lin6aires est la grande sensibilite du comportement 

de ses solutions en fonction du param&tre μ ou meme des conditions initiales (SCI).

Pour les syst6mes (II. 1) et (Il.l)bis on peut definir pour μ decrivant R  (ou EP) une solution assoc iee 

x (μ) appelee branche de solutions. Une variation de μ pourra faire passer une des grandeurs 

caracteristiques par une valeur critique provoquant alors un changement de comportement de la solution ; 

on dit alors que la branche de solutions subit une bifurcation et le param&re qui a cause cette modification 

est appeie paramitre de bifurcation. Le diagramme representant la solution en fonction d'un parametre est 

appeie diagramme de bifurcation, et la representation d'un point singulier dans un plan a deux parametres 

est appelee ligne de bifurcation.

Nous allons presenter une description succincte des differents types de bifurcation que l'on peut rencontrer. 

Dans une premiere partie, les bifurcations des solutions stationnaires seront trait6es, puis dans une 

seconde partie on s'interessera aux bifurcations des solutions periodiques.

2.1. Bifurcation des solutions stationnaires.

On souhaite etudicr les courbes de solutions stationnaires de (II. 1) definies - quand elles existent - par les 
couples

(μ, x (μ)) tels que f (x, μ) = 0 (II.2)

L'existence de tels couples pour chaque valeur de μ e E  est donnee par le theorfcme des fonctions 

implicites que nous rappelons ici.
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Theorfeme de fonctions implicites: Soit le systeme dijferentiel parametri:

& -=f(x, μ) x e  R n, μ ε  R p 
Λ

possedant une solution stationnaire (xo, μο) * te^ e f (x0 > ΜΌ) = 0  - et supposons que f  soit 
continue et differentiable dans un voisinage ouvert de (xo, μο) * contenant ce point - dans I'hyperplan

(x, μ)·
Alors si Dxf (xo, μΟ) * 0 (la matrice est inversible), il existe un riel positif a  et un vecteur de R n, β 

de composantes toutes positives, tels que :
i) liquation  f (x, μ) = 0  posside une unique solution x = x (μ) avec 

μ θ - α < μ < μ ο  + α  et χ ο - β < χ < χ θ  + β

ii) la fonction x (.) est continue et derivable par rapport ά μ, tel que μ ο - α < μ < μ ο  + α

D xAi\ = Dn flMO. μ)
Οχ «[χ(μ),μ) (Π.3)

οιI Dxf reprisente la diffirentielle de F en x :
D* f = f— j

3Xj  / l£ i ,  j£n

Remarques:

. On peut aussi determiner μ (x) si ϋμί(χο, μ ο )  *  0  

. Si f est analytique, il en est de meme de μ (x) et x (μ)

En vertu de ce th6orfcme, il est clair que si Dxf (χ(μ), μ) n’est pas singulifere, il existe une unique 

branche de solutions stationnaires (μ, χ(μ)). En revanche, les points singuliers de Dxf (χ(μ), μ) vont 

g6n0rer des modifications du comportement de la solution. Ce sont des points de bifurcations, qui peuvent 

etre diff6rents suivant la nature de la singularite rencontree.

On peut alors classifier les points (μ, χ(μ)) de la fa5on suivante :

2.1.1. C lassification des points de courbes solutions stationnaires

Avant d'enoncer explicitement les diverses bifurcations que peut subir une branche de solutions 

stationnaires, nous allons d6finir les diff6rents cas de points singuliers que l'on peut rencontrer, suivant 

les valeurs des d6rivees du flot dependant d'un parametre. Afin de permettre une meilleure comprehension, 

on se place dans le cas de la dimension un (x e R). Suivant les valeurs des ddrivees de f par rapport £ x 

et h μ, on a les caract6risations suivantes :
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Definition II. 1 : Un point regulier de (112) est un point en lequel le theorime des fonctions implicites 

peut s'appliquer
ie ilfaut que

ί | ^ χ . μ ) *  o

\ ± f(x, μ ) * 0
\3x (Π.4)

Si (11*4) a lieu, on peut alors difinir une courbe unique μ = μ (x) ou x = x (μ) en chaque point.

Definition Π.2 : Un point regulier de retournement est un point en lequel:

3H(x) , l·1) ^  n —-^-L change de signe alors que —------*  u .
dx σμ

Definition II.3 : Un point singulier de la courbe f (x, μ) = 0 est un point en lequel :

fflx, μ) _ 9f(x, μ) _ Q 
9μ 3x

Definition II.4 : Un point double sur la courbe f (x, μ) = 0 est un point singulier en lequel passent 

deux branches et deux seulement de f (x, μ) = 0 , possedant des tangentes distinctes. Les dirivees 

secondes d e fn e  doivent pas s’annuler simultanement en un point double.

Definition II.5 : Un point singulier double de retournement de la courbe difinie par f (x, μ) = 0 est

r) LLun point double en lequel -*-1 change de signe sur une branche.
dx

Definition I I .6 : Un point "cusp" de la courbe defini par f  (x, μ) = 0 est un point de contact du 

second ordre entre deux branches de la courbe. Les deux branches de solutions ont la meme tangente en 

chaque point.

Ces differents types de singularite vont donner naissance & des differents types de bifurcations, souvent 

accompagn6es d’un changement de stabilite; il est done necessaire d’avoir a l’esprit le comportement des 

solutions de probl6mes diffirentiels lin6aires (puisque dans le cas contraire, l'dtude est r6alis6e sur le 

probleme linearise), et en particulier, comme il l'a ete mentionne en paragraphe 1.3 de ce chapitre, que 

e'est le signe de la partie rdelle des valeurs propres qui indique le caractere stable ou instable de la 

solution.
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2.1.2. Classification des bifurcations de solutions stationnaires

Nous donnons ici une classification des bifurcations simples (non d6g6n6r6es) des solutions stationnaires, 
par rapport k un seul param&tre d'6tude. On se place a nouveau en dimension finie quelconque et on 
suppose que:

/ μ  = μ ο
I x = xo est un point fixe de (II.l) - (ou (II. 1) bis)

Soit Jo = Jl^-j
Ic/Xj )x = x q

le jacobien du Iin6aris6 autour de la solution stationnaire x = xo<

L'6tude locale des bifurcations est bas6e sur la connaissance du spectre de la matrice J()· Suivant les 
valeurs propres de Jo, on a les bifurcations .suivantes:

- Bifurcation col-noeud (ou point de retoumement)

Ce type de bifurcation se produit lorsque la courbe (μ, χ(μ)) possfcde une tangente verticale, tout en 
demeurant 1'unique branche de solutions. Le point (μο, x(MO)) en lequel une telle bifurcation a lieu, n'est 

pas un point singulier comme nous l'avons defini au paragraphe pr6c6dent; seule une valeur propre (reelle) 
de Jo s'annule en changeant de signe, au passage de μ par une valeur μο.

En dimension un, les conditions que doivent satisfaire le flot sont celles donnees a la definition 2.2 de la 
section pr6c6dente.

En dimension n quelconque (finie), il faut que f satisfasse aux trois nropri£t£s :

(li) Dxf (χ(μο)» μο) a 0 comme valeur propre simple, de vecteurs propres associes v a 

droite et ω a gauche.

(1U) “  °

(liii) ω (Dx2f (χ(μο), μο) (v»v)) *■ 0

(lii) et (liii) sont des proprietis de transversalit6.

Cela peut aussi se traduire de la fa?on suivante (voir [R2])

ω /|1 (χ (μ ο ) ,μ ο )]*  Ο
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(2i) Dxf (χ(μο)> μο) a une valeur propre simple nulle

(2ii) ϋ μί (χ(μο), μο) * Im (Dxf (χ(μο), μο))
le

Rang D x ί(χ(μο), μο)
ϋ μ ί(χ(μο), μο).

= η

(2iii) II existe une parametrisation (μ(δ), x(s))

avec μ (so) = μο telle que μ̂θ*0) * 0
ds2

Exemple (en dimension 1):
<iL = μ - x2 = f(x , μ ) 
dt

La bianche de solutions stationnaires x = ±VjI n’existe que pour des valeurs de μ positives et subit une 

bifurcation col-noeud au passage de μ par 0.

Le diagramme de bifurcation est alors le suivant:

A txi i X  Solution
---- stable

_ t____ .

tX, -  -  | ---------- Splution
* I instable

Figure II .l : exemple de bifurcation col-noeud

Remarque: Le point de retoumement (0,0) n’est pas singulier puisque

3f
.3μ. x=0

μ=0

=1*0



- Point de bifurcation transcritique et bifurcation fourche

Cette bifurcation se produit en un point stationnaire (μο, x (μο)) singulier (cf def II.3) comme pour la 
bifurcation col-noeud, une valeur propre de Jo s’annule en changeant de signe au passage de μ par la valeur 

critique μο, mais de plus, en dimension un, on a la singularit£ suppl6mentaire:

3f
3μ

(χ(μο), μο) = 0

En dimension n finie, les propriety (lii) et (liii) ne sont plus statisfaites, tout comme les propriet6s (2ii) 

et 2iii).

Dans ce cas done

Ε>μί (x(MO). TO) e Im (Dxf (χ(μο), μο))

et en un tel point, deux branches de solutions stationnaires se rencontrent, mais leurs tangentes 

respectives sont distinctes.

Dans le cas ou une des tangentes est verticale, on dit que l'on est en presence d'une bifurcation fourche, 

sinon e’est une bifurcation transcritique (cf Figure II. 2).

(a)
- e

(b)

Figure IT, 2 bifurcation transcritique (a) et bifurcations fourches (b)

Ces bifurcations sont souvent accompagnees de changement de stability; on peut distinguer alors les 

bifurcations surcritiques et souscritiques:

33f
En dimension un, si la quantite (x (Mo). M-o) est negative alors la bifurcation est dite sur critique et

ox

souscritique dans le cas ou cette quandte est positive.

On peut ainsi obtenir les differents types de bifurcation:

8 8

μ

X
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- transcritiques

XA

-----------------------►
μ

- fourches surcridques

Figure II.3 : bifurcations transcritiques

x A

---------------------------- ►
μ

Figure II.4 : bifurcation fourches surcritiques

-fourches souscritiques (ou inverses)

μ μ

Figure Π.5 : bifurcations fourches souscritiques

Exemple (en dimension 1):
= μχ - x3 = f(x, μ)

dt

x = 0 est une branche de solutions stationnaires quelque soit μ;

x = ±VfT est aussi une branche de solutions stationnaires, mais uniquement dans le cas ou μ est

positif.

X

4-------► i----- V
μ μ

χ Λ

---------------------------- ►
μ

χ4 χ 4
— - «  1

—£1------ ----- ^ - - -

----------------------------- ^ ----------------------------- ^
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On a alors le diagramme de bifurcation fourche suivant:

^  ^  """ stable

 ̂  ̂  ̂ i r t j e f a h l e

s t a b l e ^  ^  ^

A  puku

Figure TI.6 : exemple de bifurcation fourche

Remarque: le point (0, 0) est ici point singulier puisque :

"df l  Γθ £

3χ] *=° |θμ] *=°
(t=0 μ=0

- Bifurcation de HOPF

Une telle bifurcation est dite complexe; elle se produit quand un couple de valeurs propres complexes 
conjuguees α(μ) ± ΐω(μ), franchissant l'axe imaginaire pour μ = μο, en ± ΐω(μο), alors que toutes les 

autres valeurs propres sont de parties reelles non nulles. En ce point μο la branche des solutions 

stationnaires x (μ) rencontre une nouvelle branche de solutions, non plus stationnaires mais p6riodiques,

cette fois (de periode ω^ ) ) . (On pourra consulter, par exemple [M.Mc]).
2k

Exemple: (en dimension 2)
= (μ + ϊγ) z - zjz|2

dt
z = x + iy , z e C



dont le diagramme de bifurcation est le suivant:
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I**

^^"Τ7 j I sta^ e

1. ±  / / * /  f * ?ti ^
_____ ________ ___ _ S j  J JL L·/ 4  .pL· « .  _  ___in.sI.ahJe

stable^ ^  \ ί  ̂Γ * ' ' ‘ μ

iu-^. I  stable

Figure Π.7 : Bifurcation de Hopf

Remarque sw la stability :

Comme nous l'avons mentionne dans la premiere partie, la stabiliti des solutions est fonction du signe de 
la partie r6elle des valeurs propres de Jo. Rappelons qu'une solution est stable si et seulement si toutes 

les parties reelles des valeurs propres de la matrice jacobienne de ce systeme, calculee en ce point 
solution, sont nigatives.

II est alors clair que des qu'une branche de solutions stables rencontre un point de bifurcation tels ceux que 
nous venons de dicrire, elle perd sa stabiliuS. En revanche, une branche de solutions instable, au passage 
d'une bifurcation, peut devenir stable ou tester instable.

Enfin, il est important de remarquer qu'au voisinage d'un point (μ, x (μ)) , il ne peut exister qu'une seule 
solution stable, pour une meme valeur de μ.

2.2. Bifurcation de solutions periodiques

De fa9on similaire au cas des bifurcations de solutions stationnaires, on peut faire une classification des 
bifurcations de solutions piriodiques, mais en analysant maintenant, au lieu de la matrice jacobienne, la 
matrice de Floquet definie au paragraphe I de ce chapitre.
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Soit (μ, p (μ)) l'orbite piriodique solution du probl&me:

&-= rfx, t, μ) μ ε Ε , χ Ε Ε * ,  t e E  
dt

f : E n * Ε χΕ  —> E n continue et derivable (Π.5)

ou f (x, t+T, μ) = f (x, t, μ) T > 0

Une branche de solutions periodiques de (Π.5) peut subir les bifurcations suivantes:

2.2.1. C lassification des b ifurcations de solutions periodiques

- Bifurcation col-noeud (point limite), bifurcation transcritique, bifurcation fourche.

Ce type de bifurcation se produit lorsque un seul multiplicateur de Roquet franchit le cercle unite 

complexe de la valeur (+1).

Comme pour les solutions stationnaires, la bifurcation col-noeud (point limite) se produit en un point 

regulier de la courbe (la branche est unique) alors que les bifurcations transcritiques et fourche se 

produisent en un point singulier ou deux branches de solutions piriodiques se rencontrent.

Les diagrammes de bifurcation sont bien entendu les memes que ceux obtenus lors des bifurcations de 

solutions stationnaires.

- Bifurcation de doublement de periode:

Nous nous restreignons ici uniquement au cas du doublement de periode; d'autres bifurcations sous 

harmoniques peuvent aussi se produire de fa^on similaire (voir par exemple [I, J].

La bifurcation du doublement de periode se produit lorsqu’un multiplicateur de Floquet (reel) franchit le 
cercle unit6 complexe en la valeur (-1), pour μ = μο; en un tel point, la branche de solutions T- 

periodiques intersecte une nouvelle branche de solutions periodiques, mais de periode 2T cette fois (les 

tangentes ces deux courbes sont ft encore distinctes).
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Exemple: Diagramme de bifurcation

--------b i 

stable I I f f μ
I  Γ "  ~ "" "" ” insta"ble

t Μ  ISolutions T-periodiques^v*. I
stable

^  Solutions 2T-periodiques 

Figure Π.8 : Bifurcation de doublement de p^riode

Remarquons qu'une suite de bifurcations de doublement de periode peut entrainer l'apparition du chaos (le 

spectre devient alors quasi-condnu).

- Bifurcation vers le tore

Cette bifurcation est l'analogue de celle de Hopf (cas stationnaire) pour le cas p&iodique dans la mesure ou 

la branche des solutions p£riodiques intersecte en un tel point de bifurcation une nouvelle branche de

solutions quasi-periodiques cette fois. (c'est & dire que deux frequences f et f  incommensurables - -f- e (Q -

apparaissent dans le spectre).

Une telle solution peut s'6crire sous la forme d'une fonction de deux variables x (t, 0  telle que:

x (t+T, t’) = x (t, t’+T’) = x (t, t’)

ou T est la periode des solutions sur la branche suivie et ΊΓ la seconde periode des nouvelles solutions 

apparaissant en un tel point de bifurcation (avec ψ- £ <D).

La denomination de bifurcation vers le tore parait explicite, si on cherche £ se repr6senter un point dans 

l'espace ddcrivant une premiere orbite piriodique et une seconde s'enroulant autour de la premiere et ce 

sans que jamais elle ne se recoupe elle-meme puisque les p&iodes sont incommensurables. La trajectoire 

de solutions finira done, h recouvrir un tore de fagon dense, puisqu'elle ne se referme jamais. Cette 

bifurcation est aussi appel6e bifurcation de Poincari.



Figure Π.2 : Solution quasi-p£riodique

Elle apparait lorsqu'un couple de multiplicateurs de Floquet complexes conjugu6s, franchit le cercle unite 

complexe.

Le diagramme de bifurcation correspondant est naturellement similaire k celui reprdsentant la bifurcation 

de Hopf.

2.2.2. Etude sur l'application de Poincari

L'6tude d'un systfeme p£riodique de la forme (II.5) peut etre simplifi6e si au lieu de s’int6resser & la 

solution en tout temps, on tient compte du caract£re p6riodique de la solution et on regarde cette demiere 

comme etant une suite discrete de points solutions consideres aux temps iT, i d6crivant l'ensemble des 

entiers naturels. Cela revient done k r6aliser une coupe de Poincare, conform6ment & ce que nous avons 

presente dans la premiere partie de ce chapitre.

Une analyse sur une coupe de Poincare d'une branche de solutions periodiques revient & etudier une 

branche de solutions stationnaires; les points limites et points de bifurcations sont conserves par 

l'application de Poincare, et la bifurcation vers le tore d'une branche de solutions periodiques (intersectant 

done une branche de solutions quasi-periodiques) est changee en bifurcation de Hopf de la branche de 

solutions stationnaires correspondante (intersectant alors une branche de solutions periodiques).

Ce principe d'etude par transformation de Poincare est trfcs utile et permet de realiser une etude plus simple 

de certains systemes.

Avant de conclure cette partie concemant l'etude de solutions periodiques, il est important de signaler 

qu'une branche de solutions quasi-periodiques - s'enroulant sur un tore & 2 periodes et appeie 2-Tore - peut 

h nouveau subir une bifurcation du type Hopf en laquelle elle intersectera une nouvelle branche de 

solutions dont l'etude frequentielle mettra en evidence trois frequences incommensurables. On aura ainsi 

une bifurcation vers un 3-Tore et ainsi de suite (ϋ condition que la dimension du systeme le permette, bien 

entendu).
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2.3. Cas des exposants de Lyapunov

Dans la premifere partie, les exposants de Lyapunov et leurs caract6ristiques ont έίέ pr6sent£s.

Nous donnons ici un simple apergu de leur comportement lors des diffirentes bifurcations que nous

venons de decrire.

. Dans le cas d'un systfcme autonome (le temps n'apparait pas explicitement dans la dέfinition du flot), 

non p6riodique, tous les exposants correspondants k une solution stable sont strictement n6gadfs.

. Si, le param&tre variant, la solution devient p6riodique (bifurcation de Hopf) un des exposants s'annule 

et reste 6gal & 0 tant que la solution est p&iodique.

. Si cette solution periodique devient quasi p6riodique (bifurcation vers le tore), & nouveau un exposant 

s'annule et deux exposants resteront nuls tant que la solution restera quasi-pcriodique.

. Enfin d6s qu'un exposant devient strictement positif, il y a apparition de chaos.
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1. LE LOGICIEL AUTO

Dans cette section, nous prisentons tout d'abord le logiciel dans son itat actuel. On expose en particulier 

les nombreuses possibilitis offertes & l'utilisateur ainsi que les differentes mithodes numiriques originales 

et performantes auxquelles il fait appel. L’utilisation a priori aisic de ce logiciel demande toutefois une 

vigilance particulifere ; nous decrivons les fichiers d'entrie difinissant le probleme traiti, que l'utilisateur 

doit foumir, ainsi que les fichiers de sortie contenant de riches informations. Nous mentionnons 

igalement les limites du logiciel; des modifications et des possibilitds suppl6mentaires sont prdvues dans 

la nouvelle version qui doit paraitre fin 1992.

Nous inuntererons ensuite les quelques points particuliers qui nous ont sembli fondamentaux lors de 

l'udlisation du logiciel dans le cadre de l'itude de la ferroresonance parall51e. Notamment, nous verrons 

comment rendre le systeme autonome sans lui apporter une quelconque perturbation, ainsi que l'interet 

d'une renormalisation systimatique des equations dans le but d'eviter les difficultes numeriques de 

convergence apparaissant trop souvent sur ce modele d'une sensibiliti importante. Nous presenterons 

igalement la technique simple utilisde pour l'etude de l'application de premier retour de Poincare du 

systeme & itudier, ainsi que l'intiret d'une telle operation.

Enfin, nous donnerons une liste des parantetres dicrivant le probl&me posi et fixant la pr&ision souhaitie 

dans les m6thodes numeriques choisies et que l'utilisateur doit foumir au logiciel, et auxquels une 

vigilance particul&re doit etre accordie.

1.1. Presentation generate du logiciel.

Pour plus de details sur le logiciel et les differentes regies k connaitre pour son utilisation, on pourra 

consulter le manuel d'AUTO, [Ql] et [Q2].

AUTO est un logiciel bas6 sur des mithodes d'analyse numirique sophistiqu6es et bien adaptdes au type 

du probl&me considiri.

Ce logiciel, diveloppi par E. DOEDEL (Universitd de Montrial), est un ensemble de sous-programmes 

icrits en langage Fortran et basis sur des algorithmes d'analyse numerique traitant d'equations algebriques 

et de systfcmes dynamiques (iquations difKrentielles ordinaires) non liniaires, £ parametres et autonomes.

AUTO peut rialiser une analyse des bifurcations de systemes algibriques de la forme:
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F (u , λ) = 0 F, u e  R n ( i . i )

et de syst&mes d'dquations diffdrentielles tels que:

= F (u(t), λ) F, u e R ", λ e R p 
dt (1 2 c)

ou encore
uk+1 (t) = F (uk (t) , λ) (iJ2d)

II peut aussi dtudier Involution et rdaliser certaines continuations des syst&mes dissipatifs de la forme:

^ = D ^  + f ( u , X)  f, u e E n
at (1.3)

ou D reprdsente la matrice diagonale des constantes de diffusion. Nous mentionnons cette possibility ici, 

mais ce modele ne s'applique dvidemment pas a l'dtude de la ferrordsonance.

Pour notre probldme, on s'intdresse au calcul des branches de solutions stationnaires pdriodiques stables et 

instables en fonction du parametre suivant lequel l'dtude est realisde (diagramme de bifurcation), des 

systdmes de la forme:

= F (u , t , λ)
dt (1.4)

ou u(.) et F(.) sont des vecteurs de E n et λ e E P un ensemble de paramdtres, t e E + represente le 

temps.

II faut remarquer que AUTO peut travailler uniquement sur des dquations diffdrentielles autonomes de type

(1.2) i.e. ne ddpendant pas explicitement du temps. Notons tout de suite que le probldme & traiter ici est, 

non autonome, a cause du terme de forgage periodique. On le modifiera pour le rendre autonome comme 

cela est prdsentd au paragraphe (2.5).

La determination de branches d'dtats stationnaires est basde sur la rdsolution de systdmes algebriques:

f(u , λ) = 0  (15)

On sait que de tels systdmes (voir [G-H] et le chapitre II) peuvent prdsenter des bifurcations de solutions 

stationnaires vers d'autres solutions stationnaires (bifurcation simple) ou aussi donnant lieu a des 
solutions pdriodiques (bifurcation de Hopf).



Le logiciel AUTO contient des algorithmes de continuation de solutions, et est capable de determiner des 

points de bifurcation algdbrique le long de ces branches de solutions; il peut alors changer de branche en 
ces points et suivre la nouvelle branche g6n6r6e par cette bifurcation. AUTO peut aussi calculer les 

courbes de point singuliers (point limite et point de bifurcation de Hopf) dans un plan a deux parantetres. 

On 6tudie done ici, le comportement d'un point singulier en effectuant une continuation simultanSment 

sur le premier parantetre d'etude et sur un second que l'on fait alors varier.

Pour un systeme autonome & solution stationnaire, le programme a les possibilites suivantes :

- Tracer les branches de solutions et calculer les valeurs propres de la matrice jacobienne le long de ces 

branches.
- Localiser les points de bifurcation et calculer automatiquement les branches de bifurcation generees en ce 

point.

- Localiser les points de bifurcation de Hopf el les continuer en libdrant un deuxteme parametre.

- Localiser les points limites (points de retoumement, bifurcation noeud-col) et continuer ceux-ci en 

lib6rant un deuxieme parametre.

- Obtenir tous ces demiers resultats dans le cas d'un systeme dynamique discret de la forme (1.2d).

- Trouver les extrema d'une fonction objective le long des branches de solution et continuer ces extrema 

en plusieurs param6tres.

Dans le cas de solutions p£riodiques, le programme peut foumir les rdsultats suivants ;

- Calculer les branches de solutions piriodiques stables et instables ainsi que les multiplicateurs de 

Floquet, ceux-ci determinant la stabilite de la solution le long de ces branches. Initialiser le calcul k partir 

des valeurs calculees de la solution p6riodique, g6n6r6es automatiquement aux points de bifurcation de 

Hopf.

- Localiser les points limites, les points de bifurcation de doublement de periode, les points de bifurcation 

vers le tore, et les points de bifurcation ordinaire le long des branches de solutions periodiques. On peut 
aussi changer de branche aux points de bifurcation ordinaire: ou de doublement de pdriode.

- Continuer les points limites en deux parantetres. On peut aussi faire une continuation a deux parametres 

sur les orbites k p£riode fix6e dans les cas ou la periode depend explicitement de la solution.

II est important d'insister sur le fait que AUTO ne peut pas faire de continuation k deux parametres en un 

point de bifurcation vers le tore. Un d6veloppement ultdrieur est envisage k ce sujet: en travaillant sur 

l'application de Poincare, ces points singuliers deviennent des points de bifurcation de Hopf que le logiciel 

peut alors suivre, dans un plan k deux parametres. Nous avons utilise cette technique pour l'etude 

consideree ici.
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1.1.1. Possibilit£s du logiciel pour l'ltude dans le cas de l’etude d'un circuit 
eiectrique ferror£sonant.

Dans le cas qui nous interesse ici, deux types differents d’6tudes peuvent etre realises sur AUTO:

i) Le cas ou on cherche & connaitre les variations de la solution u e R n d'un systeme differentiel 

non lin6aire autonome, periodique et parametre de dimension n, de la forme (1.2c), oil le flot F est 

periodique en temps.

Pour l’etude de la ferroresonance, le terme periodique source (fonction du temps) rend le systeme non 

autonome. En generant cette source par un oscillateur stable modeiise par deux equations differentielles, 

on rend le systeme autonome, de dimensioacinq, comme nous le verrons ulterieuremenL

Ce systeme periodique est interprete par AUTO comme etant un probteme de valeurs aux bords (BVP 

pour Boundary Value Problem) pour lequel la contrainte imposee "aux bords" est la condition de 

periodicite:

u (T) = u (0)

ou T est la periode source du systeme.

ii) Le cas ou, utilisant le caractere periodique de la solution, on choisit de ne considerer cette 

solution qu'au bout d'un nombre entier de periodes. On cherche alors k  etudier le comportement de la 

solution u d'un systeme discret de la forme (1.2d).

AUTO travaille done ici sur une application appelee application de retour de Poincare , que l'on 

determinera numeriquement. Nous presenterons cette etude, plus en detail, ulterieurement.

Notons que dans le cas ou la solution est periodique, la suite (u^) est stationnaire, alors que dans le cas 

quasi-periodique qui nous interesse ici, cette suite decrit, dans l'espace des phases (espace des variables 

d'etat), une orbite fermee.

Par des methodes de continuation, AUTO est capable de "suivre" une solution u(t) de (1.2c) ou u de (1.2d) 

qu'on lui a foumie, en faisant varier un des parametres de fa^on continue. La methode de continuation 

utilisee ici (dite "pseudo-abscisse-curviligne", developpee par Keller - voir [K]) exploite l'existence de 

deriv6e premtere de la solution en fonction du parametre (tangente a la courbe) et du vecteur solution. Ceci 

amene ainsi & travailler, a chaque iteration, sur l'equation differentielle linearisee du systeme obtenue par 

d6veloppement de Taylor du flot autour d'une solution connue (comme il l'est decrit au chapitre Π).
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La resolution des equations differentielles est realisee ici, & partir d'une methode de collocation; l'interet 

d'utiliser une telle methode reside dans le fait que tous les points de l'intervalle temporel d'etude sont 

consid6res ensemble et non pas, successivement, apr&s chaque iteration de calcul, comme dans les 

methodes pas & pas en temps. Cet avantage apparait ici, en particulier lors de l'etude des BVP pour 

lesquels il faut tenir compte simultanement du point initial et du point final. Pour la precision des 

resultats, il a έίέ montre que la methode de collocation est equivalente & une methode de Runge Kutta 

implicite h quatre pas ([W] et [R J]).

En utilisant ces differentes methodes, AUTO est capable de determiner, rappelons le, en fonction du 

paramfetre, tous les points singuliers tels que:

-point limite

- point de bifurcation

- point de bifurcation de HOPF

- point de bifurcation vers le tore.

II est ensuite possible de liberer un second parantetre et ainsi de suivre le point singulier en un point 

limite ou en un point de bifurcation de Hopf, (eventuellemnt aussi en un point de bifurcation simple, en 

intervenant toutefois sur les fichiers numeriques) mais malheureusement pas en un point de bifurcation 

vers le tore.

D'autre part, un calcul de valeurs propres ou des coefficients de Floquet suivant les differents cas permet de 

determiner le caractere stable ou instable de la solution.

On peut ainsi obtenir le diagramme de bifurcation de (1.2c) ou (1.2d), c'est-k-dire le graphe de la norme de 

la solution (ou d'une des variables d'etat) en fonction du parantetre 6tudi6, avec indication du caractere 

stable ou instable de la solution, ainsi que les lignes de bifurcation decrivant revolution d'un point 

singulier dans un plan & deux parantetres.

1.1.2. Les fichiers d'entrle et de sortie

a) les fich iers d ’entree

AUTO est compose d'une serie de routines numeriques Fortran, auxquelles l'utilisateur doit rajouter un 

certain nombre de procedures definissant le flot a etudier, le point de depart de la solution et differents 

parametres indiquant le type de problfeme pose, ainsi que ceux intervenant dans les differentes methodes 

numeriques (pas de temps, de discretisation, nombre d'iterations...).
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Pour l'dtude qui nous intdresse ici, dans le cas de l'analyse par BVP, le prdprocesseur d'AUTO utilise au 

moins trois procddures dcrites par l'utilisateur, indispensables pour ddcrire et traiter le probl&me & 

analyser.

- une procddure FLJNC contenant le flot F(u) de l'dquation (1.2c), ainsi que les paramdtres suivant 

lesquels on souhaite faire l'dtude.

- une procddure STPNT ddfinissant un point de ddpart solution du probleme.

- une procedure ΙΝΓΓ dans laquelle l'utilisateur devra initialiser les paramdtres ddcrivant le type du 

probldme k traiter, ceux indiquant le nombre d’itdrations souhaitd dans les diffdrentes mdthodes numeriques 

utilisdes, ceux fixant les pas de calcul et les valeurs limites du diagramme de bifurcation. Cette procedure 

reste la plus delicate & utiliser car il est difficile, a priori, de connaltre les valeurs des paramdtres de calcul 

susceptibles de correspondre le mieux au probleme pose, d'autant que celles-ci sont multiples; il faut done 

s'assurer de la coherence des valeurs donnees & ces paramdtres.

b) Les fichiers de sortie

Quatre fichiers de sortie sont crdes a chaque execution d'Auto : fort006, fort007, fort008, et fort009.

Fort006 : fichier de sortie sur l'unite 6 (correspondant, par defaut, au terminal).

Ce fichier resume le ddroulement des calculs venant d'etre effectues. II indique tous les points labelies, 

e'est-k-dire tous les points demandes par l'utilisateur ainsi que les points singuliers determines.

Fort007 : Ce fichier contient les resultats precedents avec des informations suppiementaires :

- tous les points sont indiques,

- la stabilite du point cite est specifiee : le numero du point est precede du signe - s'il est stable ou du 

signe + s'il est instable,

- les diffdrentes valeurs des variables de controle foumies par l'utilisateur y figurent.

Fort008 : Ce fichier contient toutes les informations sur le calcul et tous les resultats intermediaires. 

C'est le fichier le plus complet, mais aussi le moins facilement lisible ; il sert principalement au 

graphique, ou au redemarrage lors d'une nouvelle execution du programme & partir d'un point 

precddemment calculd. Les valeurs des variables y figurent en fonction du temps.

L'utilisateur n'a, en general, pas 1'occasion de consulter ce fichier.
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Fort009 : Ce fichier donne des informations plus precises concemant le calcul des solutions demandies. 

On y trouve:
- Le nombre derations de Newton, en chaque point
- La valeur effectivement prise par le pas dans la methode "pseudo-abscisse curviligne" pour le calcul (il 

est divise par deux en cas de non convergence).

- Les valeurs prises par les fonctions determinant un point limite ou un point de bifurcation.

- Les valeurs propres du jacobien ou les multiplicateurs de Floquet suivant le type d'6tude demand6 

(stationnaire ou p&iodique). Le nombre de multiplicateurs de Floquet situes k l'interieur du disque 

complexe unite y est aussi donne.

- La stabilite en chaque poin t.

1.1.3. Implantation du logiciel

Ce logiciel, rappelons-le, est compose de routines developpees en langage Fortran. II peut done etre 

utilise dans son etat initial sur n'importe quel ordinateur. Afin de le rendre plus souple & l'utilisation, des 

menus ont ete realises sous forme de procedure ecrite en langage Shell, sous un environnement UNIX. 

Apr6s avoir ete utilise sur machine IBM, le logiciel a ete instalie sur stations de travail SUN ou HP, ce 

qui a facilite son utilisation. Via ces stations, il est maintenant possible de r6aliser les executions sur 

CRAY, amelioration non negligeable vus les temps de calcul importants demandds pour certaines 

applications.

La partie graphique fait appel aux procedures du logiciel GKS, ou aussi STARBASE (logiciel graphique 

disponible sur stations de travail HP).

Signalons d’autre part que AUTO travaille en double precision.

1.2. Module d'utilisation d'AUTO dans le cadre de l'etude de la 
ferroresonance

Ce paragraphe a pour but de mettre en evidence certaines remarques utiles pour l'etude du cas qui nous 

interesse. Elies sont fondamentales pour le bon fonctionnement du logiciel dans un cas aussi deiicat que 

celui qui est traite : sufflsamment de probldmes numdriques inevitables apparaissent; il est done utile de 

faire en sorte que le systeme propose au logiciel soit le plus r6gulier possible.
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1.2.1. Int£ret de la renormalisation

Lors de la moddlisation du rdseau une normalisation "naturelle" avait 6t& effectu6e (voir chapitre I) en 

ramenant la tension d'alimentation de l'ordre de la centaine et en ajustant 6ventuellement certains 

param&tres par la suite, pour obtenir le module dit rdduit.

Les ordres de grandeur des variables d'6tat de ce module sont encore dloigndes de l'unite puisque les 

tensions sont de l’ordre de 100 V et les intensites de 10’^ amperes.

Vue la sensibility particuli&rement importante du systeme 6tudi6 , et les probl&mes numdriques rencontrds, 

il s'est avdrd qu'une nouvelle renormalisation semblait indispensable.

Remarquons auparavant qu'il est possible, dans la procddure INIT, de faire intervenir des "poids", 

permettant de compenser les rapports trop importants des diffdrents ordres de grandeur ; ces "poids” 

interviennent sur la norme de la solution et sur chacun des paramfctres.

Dans la mdthode "pseudo-abscisse curviligne", la distance ||(u , λ )||2 est calculde de la mantere suivante:

I K u . x F - e i f  μ Ρλ + Σ * » .» *
Jo i=l

u e R n dtant le vecteur des variables d'dtat; 

λ e R p le vecteur des paramfctres.
0u et θλί sont les poids respectifs de la norme de la solution et de chacun des parantetres .

Mais il s'est avdrd que ces "poids" dtaient insuffisants pour faire disparaitre la lenteur d'exdcution et la 

mauvaise convergence des mdthodes numdriques observdes sur les cas traitds (il est en particulier inutile 

de mettre un poids sur la norme de la solution uniquement, alors que les varaiables d'dtat ont, elles, des 

oidies de grandeur differents).

Une renormalisation systdmatique sur chacune des variables et/ou des param&tres semble bdndfique et ne 

doit pas etre negligde; elle est rdalisde en multipliant chacunes des variables (et des paramdtres) par une 

constante, convenablement choisie, ramenant les grandeurs sur lesquelles sont effectuds les calculs de 

l’ordre de l’unitd.

1.2.2. Representation du terme source

Le systeme dtudid est non autonome du fait de la prdsence de terme source periodique E(t) = E cos(cot). 

Pour rendre ce systeme autonome et ainsi exploitable par le logiciel, il a dtd choisi de rajouter non pas
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une equation diff6rentielle definissant la variable temps (ie = 1), mais, et afin de ne pas perturber le
dt

systeme initial, deux equations differentielles decrivant un oscillateur periodique stable, comme suit: 

la variable E(t) = E cos(cat) est solution du systeme differentiel de second ordre stable:

- coy + (1 - x2 - y2)
<*

-  ωχ + (1 - x2 - y2)
dt

Le calcul des coefficients de Floquet a 6t6 realise et a permis de prouver le caractere stable de cet 

oscillateur (un coefficient est egal k 1, puisque le systeme est periodique, l'autre etant de module 

strictement inferieur h 1) . Voir [R - p 41].

1.2.3. La methode basie sur l’application de Poincare

L'application de premier retour ou application de Poincare a 6l6 d6finie au chapitre II. Elle est 

fondamentale pour l'etude des systemes periodiques ou proches du periodique. Elle rentre done bien 

exactement dans le cadre de l’etude qui nous interesse ici.

Par ailleurs, une raison evidente qui nous a incites a utiliser cette methode est la suivante: les bifurcations 

vers le tore, obtenues pour le systeme etudie, ne peuvent etre continuees a deux parametres par le logiciel, 

comme nous l’avons dejk precise. II est done impossible de determiner une ligne de bifurcation de ce type 

de points singuliers. En revanche, AUTO etant capable de realiser une telle continuation sur des points de 

bifurcation de Hopf, il nous a sembie naturel de travailler sur l'application de Poincare du systeme etudie. 

Par cette technique, comme nous l'avons mentionne au chapitre II, une solution periodique sur le flot 

continu correspond a une solution stationnaire de l'application et une solution quasi-p6riodique correspond 

ά une solution periodique; il est clair alors qu’une bifurcation vers le tore pour le flot continu correspond a 
une bifurcation de Hopf de l'application. On a ainsi pu, grace k cette methode, construire la ligne de 

bifurcation souhaitee.

D’autre part, la methode des coupes de Poincare simplifie beaucoup l’etude des flots continus:

- elle permet de passer d'un flot de dimension n k une application de JRn*̂  dans lui-meme (on perd ainsi 

une unite du nombre de coordonnees intervenant). Dans le cas periodique ou le terme source est modeiise 

par deux equations, on se ramene a un espace de travail de dimension (n -2).

- la resolution numerique d'une application est plus rapide et moins couteuse que la resolution d'un 

systeme differentiel.
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- le nombre de donndes k manipuler est diminu6 puisque presque tous les points de la trajectoire peuvent 

etre ignores.

Pour cette methode, on a rdalisd, & l'aide du logiciel AUTO, une continuation sur une application. Pour la 

resolution de l'0quation diffirentielle sur chaque piriode, entre kT et (k + 1)T, nous avons choisi d'intigrer 

au programme un algorithme base sur la methode de Runge Kutta explicite d’ordre quatre, h pas variable; 

cela nous semblait etre un bon compromis complexit6-pr6cision.

1.2.4. Les parametres importants

Dans la procedure INIT que l’utilisateur doit foumir, se trouvent les diff6rents parametres d6finissant le 

probleme & traiter ainsi que les precisions concernant les methodes numeriques utilisdes. Ces demiers 

doivent etre ajustes avec beaucoup de precision et sont fondamentaux pour le bon fonctionnement 

numerique des methodes. Cet ajustement est parfois delicat, d'autant que ces parametres se trouvent etre en 

nombre important et qu'il faut done aussi veiller h ce qu'il n'y ait pas d'interactions nffastes ou inutiles 

entre eux.

Ces parametres concement (dans l’ordre de leur importance) :

- le pas initial choisi dans la methode pseudo-abscisse curviligne. Ce pas est variable mais est limite 

entre un pas minimum et un pas maximum que l'utilisateur doit foumir,

- le nombre d'intervalles de discretisation utilises dans la methode de collocation,

- le nombre de points de collocation,

- le nombre maximum d'iterations utilis6es dans la methode de la secante,

- le nombre maximum d'iterations utilisees dans la methode de Newton Chord,
- le nombre d'iterations de Newton a effectuer avant d'utiliser la methode de Chord (pour laquelle le 

jacobien est geie),

- les tolerances souhaitees pour le pas d'abscisse curviligne des parametres et de la solution,

- les constantes de renormalisation.

Dans le cadre de l'etude de la ferroresonance, les parametres & ajuster avec precision sont ceux concernant 

le nombre d'intervalles dans la methode de collocation (en accord avec la periode du systeme) et surtout les 

trois parametres donnant le pas de l'abscisse curviligne. L'intervalle contenant ces valeurs doit etre fin, 

puisqu'on a pris soin de renormaliser les equations. II n'empeche qu'il faut encore rester vigilant et eviter 

de leur donner des valeurs trop importantes (on risque ainsi de passer au dessus de point(s) singulier(s)) ni 

trop petites (on ne decolle plus alors du point singulier).
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2. PRESENTATION ET ANALYSE DES RESULTATS OBTENUS

Dans ce chapitre, avant de donner les rdsultats numdriques obtenus & partir des differents modules prdsentds 

au chapitre I, nous ddcrivons, dans une premiere section, le comportement caractdristique ddcrivant la 

majoritd des cas de ferroresonance paralldle. Nous verrons par la suite comment en fonction des diffdrentes 

configurations considdrdes ainsi que suivant les valeurs donndes aux paramdtres, ce type de comportement 

peut dvoluer.

- On s'intdresse dans une deuxidme section, au comportement des solutions du systeme complet 
(comportant treize dquations) ; nous verrons en particulier, mais sans pour autant effectuer une dtude & 

deux paramdtres trop longue et couteuse pour un systeme d'une telle dimension, et tout aussi inutile 

attendues les simplifications qui ont pu etre faites, de quelles fa9ons agissent les pertes paralldles et les 

pertes sdries sur ce comportement, ce qui permettra de justifier en partie les simplifications realisees.

Ensuite on etudie et compare les rdsultats obtenus sur les moddles reduits 8D, 7D, et 5D, en gardant les 

diffdrentes pertes prdsentes, ceci toujours afin de mettre en dvidence les analogies qualitatives du 

comportement des moddles ainsi que les quelques differences de faible importance observdes, mais qu'il 

faut garder h l'esprit lors de l'exploitation des rdsultats des moddles les plus simples.

Enfin, a la section trois, apres avoir constatd que le type du comportement concemant le modele simplifid 

au maximum (de dimension trois) dtait toujours qualitativement le meme, on rdalise, sur ce systdme une 

dtude compldte; c'est-a-dire que l'on va pouvoir, & moindre cout maintenant, dtudier les limites d'existence 

de phdnomdnes singuliers, en calculant les lignes de bifurcation obtenues par continuation d'un point 
singulier en liberant un deuxidme paramdtre. Cette dtude etant longue et couteuse n'a dtd rdalisde que sur 

le moddle simplifid.

Dans une demiere section, nous exposerons les resultats obtenus a partir du moddle plus simple de la 

ligne longue. On mettra en dvidence notamment, le peu d'influence du nombre de cellules mises en jeu.
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2.1. Les ^sultats classiques obtenus pour la ferroresonance parallele

Dans tous les cas de ferrordsonance parall&le traitds - avec une frdquence de r6 so nance de la partie lindaire 

proche de 100 Hz- , pour des configurations singulidres (dont le rdgime est diffdrent du rdgime normal), 

le diagramme de bifurcation obtenu est quasiment toujours du meme type, (comme d'ailleurs dans le cas 

sdrie ou on avait presque toujours un diagramme de bifurcation en S).

Ici, il est lggfcrement plus complexe et se compose de la fa^on suivante:

Tant que la valeur du parametre tension-source est faible, la solution (on choisit de ne reprdsenter que la 

valeur maximale sur une pdriode de la variable d'6tat reprdsentant la tension aux bomes du transformateur, 

ce qui semble plus parlant) evolue "normalement" c'est-k-dire de fagon proportionnelle k la tension 

d'alimentation. On est alors dans la zone non saturee. En revanche, dfcs que le flux devient trop important 
et atteint le coude de saturation de la caracteristique du transformateur i = f(<p), on entre dans une zone 

fortement non liniaire et des bifurcations surviennent: dans la plus grande partie des cas, on rencontre & 

ce niveau (et pour une tension d'alimentation physiquement admissible) un point de bifurcation vers le 

tore, la solution "normale" pdriodique stable perdant sa stability au profit d'une solution quasi p6riodique 

stable; deux coefficients de Floquet, complexes conjuguds, sont sortis du cercle unitd complexe (les 

branches de solutions quasi-p6riodiques n'apparaissent pas sur les diagrammes de bifurcation pr6sent6s, 

puisque, rappelons-le, le logiciel ne peut suivre numeriquement de telles branches de solutions). La 

solution pdriodique reste instable uniquement sur un mince intervalle de tension d'alimentation puisqu'elle 

subit h nouveau une bifurcation vers le tore, les deux coefficients de Floquet entrant, cette fois, 

I'intdrieur du cercle unit6 complexe (on ne sait pas a l'heure actuelle si les deux branches de solutions 

quasi-pdriodiques se confondent, s'intersectent...etc (Voir [D])). Dans cette zone, la solution quasi- 

p£riodique peut etre de forte amplitude et provoquer des degats.

En augmentant & nouveau la valeur du parametre E, la solution pdriodique stable subit ά nouveau une 

bifurcation, simple cette fois (un seul coefficient de Floquet franchit le cercle complexe unit£); elle perd 

bien entendu sa stabilitd et la solution physiquement accroch6e est celle se trouvant sur la branche 

superieure. L'amplitude de la tension aux bomes du transformateur a done augmente dans des proportions 

importantes puisque la tangente a cette nouvelle branche instable en son debut est, tout d'abord, proche de 

la verticale, jusqu'au point limite ou elle retrouve & la fois sa stabiliti et son comportement "normal" 

puisqu'k partir de ce point limite, la tension aux bornes du transformateur augmente quasiment 

proportionnellement k la tension d'alimentation; notons toutefois, que pour certaines configurations, une 

bifurcation de doublement de periode peut apparaitre. On a meme rencontri un cas ou la nouvelle branche 

obtenue (de p&iode double) subissait elle aussi ce type de bifurcation, et de meme pour la nouvelle
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branche (de p&iode quatre) emanant. On n'a pas pu pousser cette 6tude au delii, les parametres num6riques 
devenant trop importants pour le logiciel; c'est peut-etre une route vers le chaos ?

Au voisinage du point limite, les etudes temporelles permettent de constater que les r6ponses obtenues 

sont riches en harmonique 61ev6s (en fait, c'est principalement de l'harmonique deux; meme si le signal 

possede plusieurs maxima sur une periode, deux sont pr0pond6rants, comme nous pourrons le constater 

dans les differents cas pr6sent6s). Puis, pour une valeur plus 61ev6e de la tension d'alimentation, on 

aper^oit des reponses riches en harmonique 3.

On pr6sente, dans la section suivante, les diagrammes de bifurcation obtenus sur differents systemes 

obtenus en modifiant les valeurs des pertes d'une part, et en reduisant la dimension des systemes d'autre 

part Nous constaterons que ces diagrammes sont tous basds sur le module que nous venons de presenter. 

Nos criteres de comparaison porteront done sur Involution des quatre points singuliers que nous avons 

mentionnes.

2. 2. Le modele Chastang-Chinon

2. 2. 1. Le modele de dimension treize

Les equations et les valeurs num6riques consid6r6es sont celles donn6es au chapitre I (systeme Si).

Nous etudions ici, pour le systeme complet, les trois cas suivant:

. le cas complet pour lequel on a tenu compte des differentes pertes des machines et des lignes 

(sauf les pertes par effet de peau, par effet couronne et les pertes fer, conforntement aux remarques 

expos^es au chapitre I)
. le cas pour lequel ont 6t6 supprim6es les pertes paralleles (obtenu en considerant les resistances

/

pa et P3 infinies)
. le cas pour lequel ont 6te supprimees les pertes series (obtenu en prenant R i = R2 = R4  = 0)



i) Le systime avec pertes 

Le diagramme de bifurcation est le suivant:

F«rror«iontno· p a r I · I · . Ci r c u i t  I3D.

Ten·Ion trenefo «(0BkV

: : /
-  o O·. o  °o °

/  /  
o> o°% y

S * .*  * .o ° °0 . . ·
o  o

■ ·  '  h  

-  _____________________________________________________________
0. I I I I

0. 1. 2. 3. 4. 5.

Tension source *100kV

Dugrtmm· de b i fu rc a t io n .

Figure 3.1: Diagramme de bifurcation du modele complet avec pertes

Remarquons que, pour les cas 6tudi6s dans cette section, nous avons obtenus, en plus des singularitds 

pr6sent6es pr6c6demment, d'autres points de bifurcation vers le tore sur les branches de solutions 

instables; c’est-k-dire que le nombre de coefficients' de Floquet se trouvant a l'exfcSrieur du disque complexe 

unite peut-etre egal a deux, mais aussi a quatre, six... Ceci, naturellement, n'est possible, que si la 

dimension du systeme dtudie le permet. Ces bifurcations supplementaires laissent supposer l'existence 

d'autres branches de solutions stables quasi-p6riodiques. Avec le logiciel, dans son etat actuel, nous 

n'avons pu elucider la question; nous nous sommes principalement intdresses aux bifurcations rencontrdes 

sur les branches stables.
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Les figures suivantes reprdsentent la tension aux bomes du transformateur (en valeurs r6duites) en 
fonction du temps, sur une periode. II est alors facile de constater que, suivant les valeurs donn6es k la 
tension d'alimentation E, les regimes observes sont differents:

. Avant le premier point de bifurcation vers le tore, la solution p6riodique est de la forme 
classique habituelle:

Ftrrorasonftne· par·)I·I·. Cireuil 130·

Tension 7r*n*fo WI00kV.

:Γ \ 710.3 *"■·· *ν \  /

β.β \ /

-0.3 ~  \  /

:: V _ /
-2.0 -τ-------- 1--------1-------- 1-------- 1--------1-------- 1-------- 1--------1-------- 1-------- 1

β.00 β. 10 β.2· 0.3β 0.40 0.90 β.ββ β.7β 0.00 0.90 i.eeT ·«**»■.

Etude tempore lie. Branch· 1.

Figure 3. 2 : R6eime normal
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. Apres la bifurcation simple (bifurcation fourche), les solutions p6riodiques instables sont riches 

en harmonique deux. Sur la figure 3.3 (et les suivantes), on constate que l’on est en presence 

d’harmoniques 61ev6s (quinze), mais que deux maxima pridominent:

F*rror*»en»nef !·!·, Circuit I3D.

T e n · Ion  t r a n s f o  « I0 0 » «V .  

3 .3 .  ~l — —

*-z I Μ Μ  kV \ /  \ /  v  \  /  \  I \ /

- 3 .  Γ  I I I 1 I I I I I ....................

e .00  e. te e.?e a.so β.4β e.sa e.60 e.70 0.00 0.90 1.00

E t u d ·  t«mpor«I le. Br anche I.

Figure 3. 3 ; Solution instable riche en harmonique 2

1 1 8
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. Toujours sur cette meme branche, mais pour une tension d'alimentation elevie, les solutions 
periodiques instables sont riches en harmonique trois:

F*rror#ign»ne· p«r«l I ·  l«. Circuit. 13D.

tension tranafo Μ 100 UV 

7 .5

^ΛαΛIB I /  \J \  /  \  I

C - 4 > ·  hV  I I \  I

---------------1---------------!---------------1---------------1---------------1---------------1--------------- 1---------------1--------------- 1---------------

2.3

.10 0 . 2 0  0 . 3 0  0 . 4 0  0 . 3 0  0 . 6 0  0 . 7 0  0 . 8 0

Et u d e  tempore lie. B r a nche 1.

0 . 9 0

temp*

Figure 3. 4 : Solution pdriodique instable riche en harmonique 3
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. Sur la deuxfeme branche, au voisinage du point de bifurcation, la solution pdriodique instable, 

est de forme classique:

F*rrert«onine· ρ·Ρ·1 Ι·Ι·. Ci rcuii L3D.

Ton· I or» T r tn s f t  M IW  Kv 

t.9

0.9

· . ·

-2.0

_

_  \  /

; \  /
C-179 l»V /

“T------------ 1------------ 1 I-------------1------------ 1------------ 1-------------1-------------1-------------1—
0 . 0 0  0 . 1 0  0 . 2 0  0 .3 0  0 . 4 0  0 . 9 0  0 . 6 0  0 . 7 0  0 . 8 0

Ctud· t«inpor·! I · .  Branch*· P.

0 . 9 0

Toiflp·

1 .00

Figure 3. 5 : Branche bifurquee; r6gime normal
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. Alors qu’au voisinage du point limite, la solution, devenue stable, est riche en harmonique

deux:

F * r r o r * « o n * n o ·  Ι · Ι · .  Ci reu i%  130.
t*n>I on tranafo NtOOkV

Η Ο» 133 kV \ I \ I

- 3 .  I I I I I I I I I I

0.00 0. le 0.20 0.30 0.40 0.90 0.09 0.70 0.00 0.90 1.00

tamp·

Etud· temporal 1·. Brtnch· 2.

Figure 3. 6 : Solution periodique stable riche en harmonique 2
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. Puis pour des valeurs plus importantes de la tension d'alimentation, cette solution piriodique 
stable est riche en harmonique trois:

F*rror*«enmn«· p«r«l ! · ! · .  C · rcu i -t 130.

t*n*1on t r » n » f o  « Ι0Θ  kV  

7.5

- f ------------ ,------------ ,------------ ,------------ ,------------ ,------------ ,-------------,-------------,-------------,------------

00 0.10 e.20 0.30 0.40 0.S0 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

2.5

Etud· tempore 11·. Branch· 2.

Figure 3. 7 : Solution piriodique stable riche en harmonique 3

Seules les solutions stables intiressent l'exploitant du reseau (puisque, physiquement ce sont ces 
solutions, et elles seulement, qui sont accrochees); si maintenant on observe la branche de solutions 
stables du module, suivant les valeurs de la tension d'alimentation, on constate qu'elle se comporte tout 
d'abord normalement, jusqu'k ce que la branche de solutions subisse une premiere bifurcation vers le tore, 
en E i. Pour E>Ei, deux solutions stables apparaissent mais aucune n'est conforme a celle attendue par le 

physicien:
. l'une est quasi-piriodique (elle n'apparait pas sur le diagramme, mais la thdorie des bifurcations 

nous dit que puisque deux exposants de Floquet ont franchi le cercle uniti complexe, la solution 
piriodique stable a perdu sa stability au profit d'une solution quasi-piriodique nicessairement stable).

. l'autre solution stable est piriodique, mais d'amplitude importante et riche en harmonique deux.

Nous verrons comment, en modifiant les parametres caracteristiques du riseau, il est possible de diplacer 
et voire m6me de supprimer ces points singuliers, ce qui nous permet de donner un ensemble de valeurs de 
parametres pour lesquels on est assuri du comportement classique de la solution.

1 2 2

e.e

-7.3
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ii) Cas sans pertes paralleles

Cette 6tude a 6t6 r6alis6e a partir des 6quations du systeme Si donn£ au chapitre I, et pour lesquelles les 

V3 V4
termes et , ont 6t6 supprim6s. Le diagramme de bifurcation obtenu dans ce cas est le suivant:

F a r r o r v t o n i n Q ·  p « r « l 1·!·. C i r c u i t  13D.
t * n a I o n  t r a n t f o  *10 0  h V

OO

°  Co o
O  O

^  o» °

• **5°o°o
O  9 ·  O
O O
o o <Qd era4

o

Ή& O
τ Ο  Oo o

0  On.rrOm ai o

ooo

0>

0 0 0

D I 4 g r » m m e d e  b i f u r c i t i o n .  C m  s a n s  p e r t e ·  p a r a l l e l · » .

Figure 3. 8 : Diagramme de bifurcation du modele 13D, sans pertes paralleles

Ce diagramme est tres proche de celui obtenu a la section prdcddente. On peut noter toutefois, une faible 

augmentation des surtensions sur la branche bifurqude, ainsi qu’une apparition des differents points 
singuliers pour des valeurs de la tension d'alimentadon E plus faible.

Les 6tudes temporelles sont qualitativement identiques elles aussi; seules les amplitudes des r£ponses sont 
trfes ieg6rement sup0rieures.

Les pertes paralleles que nous avons introduites sur ce module, ont done peu d'influence sur l’apparition 
des ph6nomenes ferror6sonants.
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Hi) Cas sans pertes series

On prend & nouveau le systeme d'6quations S i, pour lesquelles on fixe R i = R2 = R4  = 0. 

Le diagramme de bifurcation obtenu est le suivant:

F « r r o r a * o n t n c ·  p a r · )  1*1·. Ci r c u i t  13D.
T e n s  t o n  t r t n a f o  **!O0kV
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D i a g r a m m e  d e  b i f u r c a t i o n .  C a s  s a n s  p e r t e s  s e r i e s .

Figure 3. 9 : Diagramme de bifurcation du modele 13D sans pertes series

Qualitativement, on obtient une fois encore, le meme type de diagramme de bifurcation; en revanche, on 

constate clairement ici, que les tensions aux bomes du transformateur, subissent des surtensions bien 

plus importantes que dans le cas pour lequel on a tenu compte de ces pertes sdrie. De plus, l'intervalle 

contenant les valeurs de la tension d'alimentation et & l'int6rieur duquel la solution est quasi-p^riodique, 

est de taille plus importante (dans un rapport de deux), et les points singuliers apparaissent pour des 

valeurs de la tension d'alimentation plus faibles.

Ces memes remarques sont encore valides pour les reprdsentations temporelles.

Tout ceci confirme bien l'effet r6gularisant que poss6dent ces pertes sirie, sur les diffdrents ph6nom6nes de 

ferror&onance rencontres; leur role est beaucoup plus important que celui jou6 par les pertes parall£les.
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Toutes ces ex6cutions ont 6t6 r6alis6es sur le Cray d’EDF. Notons que les temps CPU pour chacunes de 
ces trois executions est de l'ordre de 20000 secondes.

2.2.2. Validation de la modilisation et des simplifications

Dans cette section, nous allons prisenter les diff£rents resultats obtenus pour les systemes de dimension 

huit, sept et cinq d£duits du systeme complet par simplifications successives, comme il l’a 6t6 montr6 au 
chapitre I.

Les diagrammes de bifurcation obtenus sont les suivants:

F t r r e r e t o n i n c ·  p a r · !  I · I ·  . Circuit. 0 d  .

Tension trwisfo MI00UV 
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4. S. 6.
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DUgrvnn· d· bifurcation.

Figure 3.10 : Diagramme de bifurcation du module 8D
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Figure 3. 11 : Diagramme de bifurcation du modele 7D
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Figure 3. 12 : Diagramme de bifurcation du module 5D
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On constate, tout d'abord, que les diagrammes de bifurcation obtenus dans les cas 8D et 7D sont 

quasiment identiques, ce qui semble normal, puisque, rappelons-le le passage de l'un £ l'autre s'est fait h 
partir du calcul de l'6quivalent de Th6venin. Le troisitme diagramme de bifurcation (cas SD) est, lui aussi, 

tits semblable aux autres, meme si de legtres fluctuations apparaissent; elles proviennent du fait que 

certaines pertes ont 6t6 supprim6es lors de cette demitre simplification.

D'autre part, au voisinage des quatre premiers points singuliers rencontres, le comportement de la solution 

est lui aussi trts proche de celui obtenu dans le cas 13D presente anttrieurement. En revanche, pour des 

valeurs de E plus importantes, apparaissent des nouvelles bifurcations vers le tore, et de doublement de 

periode. Ces branches de solutions de periode double ont elles aussi 6t6 determinees.

Enfin, les representations temporelles obtenues mettent & nouveau en evidence l'apparition de solutions 

riches en harmoniques deux ou trois, comme nous l'avons decrit lors de l'etude du cas 13D, bien que, dans 

le demier cas (5D), l'harmonique quinze ait ete remplace par de l'harmonique neuf (et de l'harmonique dix- 

huit pour la branche de periode double, bien entendu). Ce phenomene n'est pas physiquement explique.

Pour ces trois executions, les temps CPU ont naturellement diminue; ils sont de l'ordre de 7500 s pour 

l'etude 8D, 5500 s pour l'etude 7D et 2000 s pour l'etude 5D.

2.2.3. Etude du cas 3D

Rappelons que ce demier modele a ete obtenu en effectuant une reduction d'un circuit a deux cellules (regi 

par un systeme differentiel de dimension cinq) par suppression d'une cellule et modification de l'autre (voir 

au chapitre I). Les caracteristiques du circuit simplifie ont ete calcuiees de sorte que trois grandeurs 

physiques caracteristiques soient conservees par cette transformation; en particulier, la frequence propre des 

deux modules est la meme.

1 2 7
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Le diagramme de bifurcation obtenu est le suivant:

Ter*· t on 

8.

e.
e.

Qualitativement, on obtient, une fois encore, le meme type de diagramme. Toutefois, une ldgdre 

diffdrence apparait sur les valeurs des tensions d'alimentation et aux bomes du transformateur, en 

lesqueUes on rencontre les points singuliers. En particulier, l'intervalle des valeurs de E en lesquelles la 
solution est quasi-periodique, est plus important, tout comme la sutension observde au point limite de la 

branche bifurqude. Tout se passe, en fait, comme si on avait supprimd certaines pertes.

Ce modele possede l'avantage d'etre le plus simple possible (nous avons vu qu’il etait impossible de 

diminuer davantage sa dimension, sauf dans le cas ou les pertes sont nulles, puisque, dans ce cas, une 

intdgrale premiere existe, comme nous l'avons ddcrit au chapitre I), et bien representatif du phdnomdne 

rdel.
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t « n · I  βη to u rc a  «]0 0 h V
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Figure 3. 13 : Diagramme de bifurcation du module 3D
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Les itudes temporelles font clairement apparaitre cette fois les harmoniques deux et trois, et rien qu'eux:

Ftrrer««ening· ρ · Γ · 1Ι·Ι·. Circuit 3D.

t*n·* on transfo MI00kV 

7.5
ψ 5 —«

3 ~ // \ / \
i.O "“ \  _____  /Ι· \ s ' /

r . s  “ " \  /  \  /  

ι . β  ”
Μ 7 4  kV

' .3 ~Ί I I I I I I 1-------------1-------------1-------------
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.90 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

E t u d ·  t e m p o r a l  It.

Figure 3. 14 : Solutions instables riches en harmonique 3

Ftrroreeonanc· per·) let·. Ci rewit 3D.
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'· | /  ■· , , \  Λ  /  /  ■ Μ “κν
__Η  > ^  \  ί  . /  & -> ·· κ ν
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0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90

I r a n v k ·  I  t e n p c

Ctude tempore 1 le.

Figure 3. 15 : Solutions stables riches en harmonique 2
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Le temps d'ex^cution pour cette etude n’est plus que de l'ordre de 1200 s.

Nous avons done choisi de garder ce module pour realiser une etude plus complete et notamment pour 

examiner le comportement des points singuliers (points limites et points de bifurcation vers le tore) dans 

des espaces & deux parametres. Ces lignes de bifurcation nous permettent de tracer des fronti6res entre des 

zones & l'interieur desquelles les comportements sont differents. Ainsi, pourra-t-on mettre en evidence les 

domaines de valeurs des differents parametres gouvemant le module physique, ou la solution possedera le 

comportement souhaite. II faut preciser que ces lignes de bifurcations sont longues a obtenir, d’une part 

parcequ'elles demandent beaucoup de calculs, et, d'autre part, car les methodes employees convergent 

difficilement en de nombreux points.

Pour obtenir les lignes de bifurcation du point limite de la branche bifurquee, nous avons effectu6 une 

etude directe par BVP en partant des calculs d6j£i realises et que nous venons de presenter. En revanche, 

pour determiner les limites des zones d'existence de solutions quasi-periodiques, il faut realiser de la 

continuation & deux parametres des points de bifurcation vers le tore, ce qui est actuellement impossible k 

realiser avec le logiciel. C'est & cette occasion que nous avons choisi de travailler sur Vapplication de 

premier retour de Poincare, ce qui nous a permis d'obtenir des points de bifurcation de Hopf & la place de 

points de bifurcation vers le tore, comme nous l’avons d6jk mentionne.

Nous avons obtenu les parties de lignes de bifurcation suivants:
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Continuation du point limite en fonction de la capaciti:

9.

·.

7 . ~

·* ~  ̂ '

5 . ~

/
IIII
\

3.
\

2. i--------------------------1--------------------------1--------------------------1--------------------------1--------------------------1--------------------------1--------------------------I--------------------------

1. 2. 3. 4. 3. 6. 7. 8. 9.

t e n s i o n  tourct « 1 0 0 U V

Lign· d· bifurottion du point. 1 irrnti

Figure 3.16 : Ligne de bifurcation du point limite

Des difficult6s numeriques ne nous ont pas permis de continuer cette etude pour des valeurs de la capacite 
inferieures; on peut remarquer n6anmoins le point limite apparaissant sur cette ligne; cela permet de 
connaitre les valeurs que peut prendre la capacite et pour lesquelles le point limite (et done la surtension) 
n’apparait pas, et ce, pour des valeurs de la tension d'alimentation couramment utilisees.
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Continuation des points de bifurcation vers le tore:

On a effectu6 ici des continuations de points de bifurcation vers le tore en libdrant tour & tour, trois 

parametres: la capacity, l'inductance de ligne et le rapport de puissance du transformateur.

Dans les deux premiers cas, on obtient des lignes de bifurcation trfes semblables:

Ferroresonance p a r a l l e l ·  a 1 c e l l u l e ·  Modele r e d u i t .  

Inductance de llgn·.

9.9
M»ory ____________

9.e

4.9

4.Β /

3.9 /  S '

5.· I

2.5 /

2.0 /  ■—----

1 . 5  1 1 1 *
• IM V or.x.

2.0 2.9 3.0 3.3 <4.0 « . 5

L i m i t e  d ' e x i s t e n c e  d u  p h e n o r a o n e  p a e u d o —p e  r  i o d  i q u o  . (PO IN C R R EZ )

Figure 3.17 : Ligne de bifurcation en fonction de l'inductance
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F« r r o r « t o n m o ·  U U .  Ctrowit 3CO.
or »ie«6

e.9

3.3

//  s o l u t i o n s  4 u u i * t M r t o d t 4 u · ·/  *'/  ̂jr

/  ' '
/

— /  / ’ M l u t l o n a  p er io d * qw«*

/ y
/
(__

1 * I I I i
I . 2 5 30  2 .7 3  3.

Γ · η ·  ton a o u r e ·  «*100 kV
Limite d'exlttenc· du phenomene pseudo—perlodique

Figure 3.IS : Ligne de bifurcation en fonction de la capacit6

Remarquons qu’il est normal d'obtenir des courbes ferm6es (quelques difficult6s num6riques nous ont 

empechc de terminer le second diagramme), puisque nous avons constate, dans notre 6tude, que les points 

de bifurcation vers le tore apparaissent toujours par couple. Le fait que les deux schemas soient tres 

ressemblants n'a rien d'dtonnant, si on raisonne en termes de frequence: en effet, dans la premier cas, il est 

int6ressant de remarquer qu'aux valeurs minimale et maximale de l'inductance appartenant k la frontidre, 

correspondent les frequences:

fmu —'
2}C V LminXC

— 95 Hz et fmin — ■ 1

2π V LmaxXC
= 57 Hz

ce qui indique que le domaine d'existence des solutions quasi-p6riodiques est limite en frequence, entre

50 Hz et 100 Hz, en accord avec l’intuition physique.

Naturellement, la frequence variant de la meme fagon en fonction de la capacity que de l'inductance, on 

obtient un domaine similaire quand on libdre la capacite.

On introduit, dans la caracteristique modeiisant la saturation du transformateur, un rapport de puissance 
Rp en rempla?ant ί(φ) par f(cp).Rp.

! · 50 1 -79  2 . 0 0  2 .2 9  2 . 9 0

3. 3

3.0
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En literant ce nouveau param£tre Rp, on obtient la ligne de bifurcation (incomplete) suivante:

F t r r o r e t o n t n o ·  p « r « 1  Ι·Ι·. Ci r o u i i  3D.

I * . 5  R ρ 

.... - ,\ '\ '\ '
» '

79 \ V
\\

—  ) Solution· ^ U M  I—por lotflqut· \9.0 \ v\ \ v \\ N

t.3

6»1ut««n· '■

0.0 - f -------------------------------1-------------------------------1------------------------------1-------------------------------1-------------------------------1-------------------------------1-------------------------------1-------------------------------

1.30 t .40 1.90 1.60 S.70 1.80 1.90 2.00 2 . 10

Tension sourc· *100 MV 

L im it· d '«x t«U o c · du ph«nom«n« qu»s t —per 1 od I qu· .

Figure 3.19 : Ligne de bifurcation en fonction du rapport de puissance

2. 3. Etude du cas de la ligne longue; influence du nombre de cellules

Pour cette etude, nous avons choisi le modele de la ligne longue placce entre un gcnerateur de tension 

sinuso'idale de resistance Ra, d’inductance La d’une part et d’autre part d'un transformateur dont on a 
consid6r6

- la resistance de pertes parallele pt,

- la resistance de pertes serie σ
- l'inductance de pertes It

- la caracteristique non lindaire i = f(cp) = acp + txp2m+l



Les Equations sont les suivantes

(L+L,) ifi- = E cos(cot) - v - (R+R^) i 
dt

Cdv = i .  v 1±ElG - £(φ)
{ dt P‘

deft _ v -  σί(φ) 
dt j + lt df(cp)

 ̂ dt

La ligne, de longueur λ , est mod61is6e par une seule cellule en Π puis ensuite par deux. Le but de cette 

6tude est d'examiner num6riqucment l'influence du nombre de cellules, et, sur le module & une cellule, 
l'influence des parametres longueur de ligne λ  et impedance de la machine La.

On choisit toujours, comme premier param&tre de bifurcation, l'amplitude de la tension d'alimentation.

Les valeurs des parametres du circuit ont tout d’abord ete fix6es de la fa?on suivante (R, L, G, C sont les 

caracteristiques de la cellule modelisant la ligne):

L = 1,3.10-3 x λ , R = 6.10-2  x λ , C = 9.10*9 x λ , G = ΙΟ' 10 x λ 
La = 1,5, Ra = 16,56 
σ = 0,116, lt = 0,01, pt = 48.21.103 

a = 1.84.10*3 , b = 61 , m = 6  , 1 = 300

Comparaison de l ’etude a une cellule avec l'etude a deux cellules:

Les diagrammes de bifurcation obtenus dans les deux cas sont les suivants:

1 3 5
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Figure 3. 20 : Diagramme de bifurcation. Une cellule
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Une fois encore, on obtient le meme type de diagramme de bifurcation que lors des 6tudes pr6c0dentes. En 

comparant ces deux £tudes, on constate que:

- Des points de bifurcation de doublement de pέriode apparaissent sur le module & deux cellules 

alors qu'ils n'existaient pas sur le module k une seule cellule.

- Les surtensions sont nettement plus importantes dans le cas du modele k deux cellules

- Les points singuliers apparaissent pour des valeurs de la tension source 16gerement plus 

importantes dans le cas du modele a deux cellules (mais cela est tres faible).

Tout se passe comme si les pertes (plus concentrees) jouaient un role plus important sur le module a une 

seule cellule.

On constate done que, pour l'etude du comportement des points singuliers & deux parametres, le module k 

une seule cellule suffit puisque la difference de valeurs de la tension en lesquels apparaissent ces points, 

entre les deux modules, est tres faible. En revanche, il faudra moins se tier aux valeurs des surtensions 

obtenues.

Etude en fonction de la longueur de la ligne:

Dans le plan k deux parametres (tension d'alimentation, longueur de ligne), une partie de la ligne de 

bifurcation a ete obtenue, par continuation du point limite. Pour des raisons de difticultes numeriques et 

de temps de calcul trop importants, seule une partie de la ligne a et6 representee:

1 3 7
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rror*<**or'*c · · P o  ints 1 imitc

350.

300.

200. f 1 I 1 I----------------------- 1----------------------- 1

*■ »·*» »·3β 1 7 9  2.00 2.23 g , s 9

Tension source.
1 cellule. La* 1 . S

Figure 3. 22 : Ligne de bifurcation du point limite

II d6coule de cette repr6sentation, qu’k partir d'une certaine valeur critique de la longueur de la ligne 
(250 km), les valeurs de la tension d'alimentation en lesquelles apparaissent les points limites, varient de 
fa$on quasi-proportionnelle avec la longueur de la ligne. Mais, au voisinage de cette zone critique, le 
point limite apparait pour des valeurs de la tension d'alimentation proches de celles couramment utilisecs, 
ce qui permet d'expliquer les probl&mes effectivement rencontris.

Nous avons alors, au vue de cette ligne de bifurcation, etudie le comportement des solutions du meme 
module pour lequel on a choisi des longueurs de lignes inferieures (figures 3.23 et 3.24), conformant bien 
l'apparition du point limite pour des valeurs de la tension source plus elevees. On peut remarquer, d'autre 

part, que les surtensions en ces points limites ont fortement diminue; enfin, il est interessant de noter, sur 
la figure 3. 20 la dispararition des points de bifurcation vers le tore.

*50.

450.

Ft
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Figure 3. 23 : Diagramme de bifurcation; longueur de ligne=203,5
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Figure 3. 24 : Diagramme de bifurcation; longueur de ligne=200
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Etude en fonction de la valeur de Vimpedance de la machine:

Nous avons construit de m&me une partie de la ligne de bifurcation, toujours du point limite, mais cette 

fois, dans le plan tension source - impedance de la machine.

Nous obtenons la ligne de bifurcation:

F*rrort*on»nc·. Ciuci· d ·· points I im ittt.

2mp«d*ne· iMohtn·,

4.5 ~1 " —  ” ” ------

M n ry

4.0 ~

3.5 ~

3.0 ~~

a.· “

2.0 ~

1.5 _  f 

1 . 0  " ~

0-5 ι 1 I-------------------------1-------------------------1------------------------ -
*1ββ V o r ·* ·

1· ®  1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Tension souret.

1 oellul·. Long Iigne«300.

Figure 3. 25 : Ligne de bifurcation du point limite
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A nouveau, il nous a sembld interessant de construire le diagramme de bifurcation obtenu pour une valeur 
de l'impedance de la machine nettement plus faible:

F e r r o r M o n i n e · .  dim b i f u r o s t  ion.

I ^ r m  t_ 2 .

•· χ ^ θ °Φ r*tr°
-

4* «°

3 -  · * * · «  Γ ° ° ο ο ς ^ ^
O ° ° o o C o ° 0 °

a .  °

.. 1 .......... .------------------ ,------------------ ,------------------ ,------------------
e .  I .  2 .  3 .  4 .  3 .  w,ee 6 .

Τ ·η ·ΐο η  t o u r c · .

] cellule. Long, ligne =300. L» > 0.3

Figure 3. 26 : Diagramme de bifurcation; La=0,5

On constate que le point limite obtenu pr0c6demment a disparu (meme si d'autres points limites sont 

apparus), comme il l'etait indiqu6 sur la ligne de bifurcation. Ce diagramme de bifurcation est different de 

ceux que nous avons l’habitude d'obtenir: avant le point de bifurcation fourche, on obtient une courbe en

S, comme dans le cas de la ferroresonance serie; les bifurcations vers le tore sont bien co n sen ts , mais 

decaiees.
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Toujours en fonction de la valeur de l'imp6dance de la machine, en consid6rant l'application de Poincar6 du 

systeme, nous avons construit une partie de ligne de bifurcation par continuation du premier point de 

bifurcation vers le tore. Cette fronttere (qui doit etre ferm6e, les points de bifurcation vers le tore 

apparaissant par couple dans le module que nous 6tudions), d61imite les zones de solutions quasi- 

p6riodiques de celles ou les solutions sont simplement p6riodiques:

r « r r o r * a o n « n c · .  C o u p e  d o  POINCflRC.

l«V>*d*nc· machln·.

3.5 ”1
Mtfwy 

9,9 ~~ f

2 . 5  “  Χν

Ν .  B o l u t t e n a  p e a u r i o p e n a d i ^ u · · .

2 .0  ~  

a.· ~

1.0 “  ι ι ι ι ι I *
*100 V.CΓ·Χ·

1 .0 0  t .05  1 .1 0  1 .15  1 .2 0  1 .2 5  1 .3 0  1 .35  1 .4 0

Too·too aourct.

Lon g ligne *300. I cellule.

Figure 3. 27 : Ligne de bifurcation de points de bifurcation vers le tore

On constate que pour les valeurs de La infigrieures & une valeur critique proche de un, les points de 

bifurcation vers le tore doivent disparattre, tout comme ils avaient disparu pour une valeur particultere de 
la longueur de ligne.
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Enfin, pour les valeurs La=0,5 et λ =200, qui nous semblaient int£ressantes, on obtient le diagramme de 

bifurcation suivant:

F a r r o r a t o n * n c ·. O i a g r t m m ·  d «  b i f u r c a t i o n .
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I. 2 . 3. 7.

• I N  V o r a u  

8.
Teneton source.

1 calluU. Long. I ignt ■ 200. L»«0.S

Figure 3.28 : Diagramme de bifurcation; La=0,5; λ=200

Remarque : On a aussi r£alis6 une 6tude en prenant La = 1,1 et λ  = 300; le diagramme de bifuraction 

obtenu est toujours du meme type, mais dans ce cas on a obtenu une suite de branches de solutions de 

ptriode double: la premitre branche de solutions de periode double subit k son tour des bifurcations de 

doublement de ptriode; si on poursuit la nouvelle branche en 6manant (de ptriode quatre fois plus grande 
que celle de la source cette fois), on rencontre k nouveau des points de bifurcation de doublement de 

ptriode. Ce phenomtne s’est rdpete cinq fois, jusqu'k ce qu'on ne puisse plus continuer les calculs, le 

nombre d'intervalles d'inUigration (doublant a chaque etape) devenant trop important. II serait inttressant 

d'analyser ce cas avec plus de precision, et regarder notamment si on peut rencontrer du chaos.



3. L e s  e x p o s a n t s  d e  L Y A P U N O V

Parallfclement, un programme Fortran a 6t6 «Ιένβίορρέ, permettant de calculer les exposants de Lyapunov 

du module de dimension trois. Ce programme a initialement έΐέ r6alis6 par F. Jauberteau (Universit6 

d'Orsay) qui s'est particulidrement interess6 au modele de Lorenz.

Ces exposants sont longs et num6riquement difficiles & obtenir; les r6sultats exposes ne concement que le 

cas de la dimension trois.

Par ces exposants, on a pu mettre ainsi en evidence le carac&re quasi-p6riodique de la solution (deux 

exposants sont nuls) et prouver, de plus, l'absence de ph6nom£nes chaotiques (aucun exposant n’est 

strictement positif). Cet article a έΐέ pr6sente lors du congits IMACS-TCI’90, en septembre 1990.

1 4 4
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PSEUDO-PERIODIC FERRORESONANT S0LUTICN5 STABILITY IN POWER NETWORK 
APPLICATION OF BIFURCATION THEORY AND LYAPUNOV EXPONENTS

Laure QU1VY, Christophe KIENY

ELECTRICITE DE FRANCE - Direction des Etudes et Recherches - 1 Avenue du Général de Gauî'e - 
921*41 CLAMART Cedex - FRANCE.

ABSTRACT:. This paper discusses a strange phenomenon which can affect power networks: 
ferroresonance. We emphase on the description of the studied network and on the behavior and 
stability of the different solutions, using bifurcation and Lyapunov theory.

1. INTRODUCTION

1.1. Physical problem
Very high voltage power networks are 

sometimes affected by a strange
phenomenon: ferroresonance. It can be defined 
as an oscillation between a non-linear reactor 
(generally an unloaded transformer) and 
capacitances (due to lines), which are fed by 
the sinusoidal voltage. The main property 
characterizing ferroresonance is the existence 
of several permanent states for the same 
circuit, depending only on initial conditions. 
The type of solution can also suddenly change 
when a circuit parameter, such as supply 
voltage, is continuously modified (jump 
phenomenon) . The nature of those different 
states is very diversified: the "normal state”, 
generally the one expected by the network 
operator, has a low amplitude; the fundamental 
ferroresonant state has a high amplitude and 
the signals are highly distorted. The 
subharmonic state, contrary to the fundamental 
state, has a period which is not equal to the 
supply's period but is rather a nutliple of 
this period.

The main problem with ferroresonance is that 
an overcurrent, or an overvoltage, is 
generated; this is dangerous for the equipment, 
which is why we are interested in studying it, 
and finding methods enabling us to understand 
and predict the phenomenon.

Risky situations and the corresponding 
phenomena are well known (1). But we recently 
observed a type of phenomenon which, to our 
knowledge, has never been reported in the 
literature. Moreover, it appeared in an unsual 
type of circuit for ferroresonance: a test made 
to simulate service restoration following a 
black-out. We had to refWed the transformers 
(two 1080-MVA machines) of a remote power 
generating station by hydroelectric generator 
(90 MW rated power). The shunt capacitance of 
the 36Q-km line connecting the supply to the 
non-linear load explained the occurence of a

ferroresonance phenomenon. More precisely, the 
circuit’s first natural frequency (neglecting 
the non-linear characteristic) was near 85 Hz; 
i.e.. below the second harmonic of the 
industrial frequency.

The signal recorded during the test shows a 
very low frequency modulation of a 50 Hz 
carrier (Fig. 1).

FIGURE 1
Voltage measurement during the field test on 

the *400 kV network

Is this a new sub-harmonic phenomenon with a 
long period or a fundamentally different 
phenomenon which is non-periodic ? Our work was 
aimed at providing a clear answer to this 
question. In fact, the existence of a non
periodic phenomenon in a sinusoidally supplied 
circuit is surprising, but, as will be proved 
here, can exist.

1,2. Mathematical and numerical studies 
The first step, represented the circuit on a 

single phase reduced scale mock-up where the 
phenomenon could be reproduced. Using signal 
analysis methods we determined that the
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phenomenon was non-periodic; however, due to 
uncertain r.e asurer.ents, there was still soie 
doubt.

We were therefore obliged to work with a 
model and use mathematical theory to reach a 
valid conclusion.

The circuit is modeled by a non-linear 
differential equation with several parameters. 
The behavior of the different solutions is 
studied, using the bifurcation theory briefly 
described in section III. This theory allows us 
to justify the existence of more than one 
solution (stable or unstable) in one circuit 
for our set of parameters. We have used several 
mathematical and numerical methods concerning 
this kind of problem. To find a permanent 
solution for different values of the parameter, 
the continuation method is used. Ensuring the 
stability of solutions is a more delicate 
matter. For a linear system, the eigenvalues of 
a matrix are sufficient; for a periodical 
system, Floquet theory is applied (described 
below) . For our problem, we show that a 
permanent periodic solution loses its 
stability; in addition, the bifurcation theory 
tells us that the new stable state appearing in 
this case has a pseudo-periodical behavior. 
This bifurcation is called bifurcation to an 
invariant torus. Floquet theory is inadequate; 
Lyapunov theory, however, can be applied.

This paper describes how Lyapunov numbers 
can describe this kind of bifurcation. They 
provide information about the change in 
behavior and specify the stable nature of 
s<?lutions after bifurcation to a invariant 
torus. We therefore know that new solutions do 
not show chaotic behavior. This paper defines 
the Lyapunov numbers and describes how to 
calculate it.

2. EXPRESSING THE CIRCUIT IS MATHEMATICAL FORM

As usually occurs in the electrotechnical 
field, the network is a three-phase network; to 
simplify the study, we have limited ourself to 
the single phase case. Hence, the schematic is 
simplified as much as possible to highlight the 
characteristic elements which cause the 
appearance of ferroresonance.

The network contains lir.es with distributed 
parameters governed by the telegraphic 
equation. Limit conditions are imposed by a 
voltage source with internal impedance on one 
side and by the non-linear element on the other 
side.

We must therefore study linear partial 
differential equations with parameters, but 
limit conditions are non-linear due to the 
presence of the transformer’s saturable 
inductance.

The non-linear element in the network 
represents the transformers, which contain 
ferromagnetic material. We know that this 
material, is the seat of hysteresis phenomena.

but we ignore these phenomena in order to 
simplify the ciciel. The saturation is modeled 
by a tijective function i = f($); results have 
justified this choice. On the other hand, we 
take into account the transformer's losses 
because of the sensitivity of ferroresonance 
and resonance, in general. Therefore, we add 
resistances in series and in parallel with the 
inductance, shewing Joule and iron losses 
respectively.

The saturation function i = f($)# where i is 
the inductance current and $, its flux, is 
modeled by a polynomial function with an odd 
power:

i = f(*) = a& ♦ b$2n‘l
where a.b are positive constantes

This representation is very simple. Because 
of the high saturation level of the 
transformer, we have modified the 
characteristic in the high saturation area by 
adding low linear inductance in series with the 
non-linear element. These elements are shown in 
Figure 2.

We know that the bifurcation theory is 
correct framework to explain the phenomenon 
under discussion. To use it we will have to 
model our system using an ordinary differential 
equation and then discretize in space the 
telegraphic equation.

Initially we consider the simple case where 
the discretization in space is made with one 
step, and we try to find, numerically, the 
already observed phenomenon.

We thus obtain the following three 
dimensional non-linear ordinary, differential 
system:

(2 .1)

d*
dt

ài
dt

v - r, f(4>)

1 ♦ ̂ if
A ( E cos(wt) -Ri - v)

<*V _ 1 /* V «r/A\\
dt - c - r: * f (*>)

Naturally, non-linearity comes from the term 
f($). Note that the system depends on 
parameters such as E, L, C, R, etc.

This model shows an electrical network 
placed between a sinusoidal voltage source and 
non-linear inductance.

FIGURE 2
Electrical network used in the modelization
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The other impedance - the generator's 
internal impedance - is included in the 
discrete model.

It is possible to simulate this operating 
schematic on a reduced scale model or with the 
EMTP program (2). Results for EMTP are shown in 
figure 3. The observed phenomenon thus seems to 
be non-periodic. To really justify this fact, 
however, we must use theoretical results given 
by mathematical theorems. Related numerical 
methods prove the pseudo-periodic character of 
the phenomenon.

9.0 1.0 1J  3.0

FIGURE 3
EMTP Time simulation (E s 265 v )

3. GENERAL MATHEMATICAL ANALYSIS

3.1. Non-linear dynamical system 
The general problem is the study of a non

linear dynamical system depending on 
parameters. Our aim is to find solutions and 
describe their behavior or stability. A number 
of similar works in different scientific fields 
have recently been studied using bifurcation 
theory. For example. Van de Pol and Duffing 
equations are already known; Lorenz has shown 
the existence of chaotic solutions for his 

meteorological model ((3). (**))•

Based on this, whe have attempted to apply 
the bifurcation theory tot describe the nature 
of different ferroresonance solutions . For 
instance, an intuitive approach to a 
bifurcation may be used. As mentioned, the 
circuit is represented by a differential system 
forced by the term E coswt. In the case of 
small flux (quasi linearity of equations), this

term gives rise to a unique periodical solution 
with the period 2r/wj. When the amplitude of 
the voltage increase, other type of solutions 
may appear. This kind of problem should be 
tested by the bifurcat ion theory. in order to 
know the number of possible solutions.

Another key point of this study concerns 
stability of solutions; only some of the 
theoretically existing solutions will take 
place in reality, whereas the other solutions 
are just transiently maintained i.e., they are 
unstable.

3.2. Bifurcation theory
Changing of a parameter {e.g., supply 

voltage) can cause significant modifications in 
a solution's behavior: a stable solution can 
become unstable and give rise to a new solution 
after transient state extinction. This is a 
bifurcation. The critical parameter value at 
which a change of solution appears, is called a 
bifurcation point. One of the most important 
results of this theory is that the different 
kinds of bifurcations are known and indexed.

This section reviews different bifurcations, 
particularly bifurcation to an invariant torus 
as observed in the present case.

Let p be the parameter, and po the critical 
value at which a bifurcation appears.

Following are some examples of bifurcations 
involving periodic solutions.

Hcpf bifurcation :

p < po: a stationary stable solution 
p > po: the stable solution becomes unstable 
and a periodical stable solution arises.

Limit point bifurcation : 

p < po: no solution
p > po: two periodic solutions: one is stable, 
and the other is unstable

Pitchfork bifurcation :

p < po: one periodic stable solution 
p > po: the stable solution become unstable and 
gives rise to 2 stable periodic solutions

Bifurcation to an invariant torus (three dim. 
unless)

p < po: just one periodical solution (stable) 
p > po: the stable solution becomes unstable 
and a non-periodic stable solution arises. We 
therefore obtain a quasi or pseudo-periodic 
solution. That means that the first period 
stays in the spectrum, but another, different 
from the first, arises; there two periods are 
incommensurable.

The goal of numerical analysis is to verify 
that the phenomenon observed for the »odel is, 
in fact, this kind of bifurcation.
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3.3* Solution stability
The appearance and disappearance of 

solutions are often accompanied by a change in 
the solution’s behavior, A solution for which a 
small disturbance at a given time does not 
change the final solution is called a stable 
solution; it can become unstable or vice versa. 
No universal definition of this concept exists, 
and we can find many definitions in 

mathematical literature (see (5))*
Here is the notion stability as defined by 

Lyapunov.

Definition:
A solution x(t) for a differential system 

is said to be stable in terms of Lyapunov,
If, for a given £> 0, we can find 6 = <5(£) 

so that for any other solution y(t) of the 

system,

we have |x(to) - y {to) ] < 6 for all to > 0, 

then |x(t) - y (t) | <E for t € [to. •[ .

For a linear system in I* n

(3-3.1) / it = A x(t)
\ x ( 0 )  = x0

where A matrix with constant coefficients, x 
et xo vectors in B  n,

Stability analysis is based on spectrum 
values of A.

Eigenvalues of A are enough to give the 
general nature of solutions:

If at least one real part of eigenvalues is 
positive, then the solution is unstable.

If all the real parts of eigenvalues are 
negative, then the solution is stable.

4. MATHEMATICAL AND NUMERICAL METHODS

*1.1. Continuations ®ethod
The goal is to study the asymptotic behavior 

of solutions for different parameter values. 
Theory says that bifurcation diagrams (modul of 
the asymptotic solution depending on parameter) 
contain a continuous line called a bifurcation 
curve, which is not necessarily a function.

With the continuation method we can follow a 
solution, changing the value of the bifurcation 
parameter continuously instead of searching for 
different solutions according to a discrete set 
of parameter values.

If we consider many parameter values, the 
initial conditions for each of them must be 
known to use the iterative method of 
resolution; on the other hand, the continuation 
»ethod guaranties detection of all 
characteristic points as limit points or 
bifurcation points.

The continuation method used here, also 
called pseudo arc lengthf was developed by 
Keller (6).

Let a differential system with parameters

(4.1.1) = F ( X f t ,x)

with a condition on the solution, for 
example :

x (0) - x (T).
Assume that a solution xo(t) of (4.1.1) is 

known according to .1 s -to.

Therefore look for a solution according 
to .\o +6.\ ; where 6A is a small disturbance 
given to .\ . The iterative method is used to 
solve the problem, with xo is the initial 
estimate. When a singular point exists, for a 
given value the jacobian vanishes. In 
consequence (4.1.1) cannot be solved for this 
value. We want to bypass this difficulty, due 
to the non-inversibili ty of Jacobian, 
considered for a critical value of .1.

The originality of the pseudo-arc-length 
method is due to the fact that, instead of 
working with just one unknown x in dimension n, 
we solve an equation with one unknown in 
dimension (n ♦ 1) : (x,.\).

We also consider a new parameter, s, which 
represents the pseudo arc length.

Progressively varying s enables us to follow 
the solution's curve in its entirety.

Having established the bifurcation diagram, 
we want to study the solution’s stability.

For the linear case the solution is 
relatively simple. When the system is 
periodical, Floquet theory applies (as shown 
below), but for general cases (pseudo- 
periodical solution, in particular), 
calculating Lyapunov exponents is
indispensable.

There two theories are described below.

4.2. Periodical case: FLoquet exponents
In differential equations, the stability of 

closed orbits or periodic solutions is 
discussed in terms of Floquet multipliers.

One would like to use a tool sicilar to 
linear theory, based on the fact that the 
system is periodic. We attempt to find the 
behavior of solutions, after a period T, in the 
neighborhood of a given closed orbit.

Consider the periodic system

(«1.2.1) / a l  = F(x't)
\ x ( 0 )  = x0

so that F (x, t ♦ T) * F (x, t) 
t € ]R , x, xo € JRn, T > 0 is the period 
F: K "  x *  -> K .  C1.
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Let y(t) be a solution for system (4.2.1). 
We linearize (4.2.1) at y(t), by considering

y (t) = y(t) ♦ <5y(t) 
where 6y(t) is a small disturbance given to 
y( t).

y*(t) must be a solution of (4.2.1); only 
first order variation terms are considered.

Therefore, 6y(t) verifies evolution equation 
below:

(U .2.2) = Df(y)6y by e Rn

where Df =

1 J
is the Jacobian matrix of first partial 
derivations of F.

Note that Df depends both on the flow F and 
on the solution. Hence, here Df is periodic.

Finally, the equation to be studied takes 
the following form:

(4
P(*>y

y(o)= y0

where P(t) is a continuous and periodic matrix: 
P(t ♦T) = P(t), y, yo € 3*\

Consider a similar system with a matrix 
variable:

(4.2.4) {d a v '-- = ?(*)*<*>

Y (0) = D

where Y(t), D are matrices inHn, D is given.
The system (4.2.4) possesses an unique 

solution for t € [0,to[ (local solution).

So. we can apply the Floquet theorem:

Theorem: Any fundamental matrix Y(t) of 
(4.2.4), can be written as:

Y(t) = X(t) e*1

where X(t) is a matrix with periodic
coefficients and B a matrix with constant
coefficients; the dimensions of B and X are the 
same as P.

Therefore, solutions of system (4.2.3) are 
given by

y(t) = X(t) e“ yo.

It follows that the behavior of solutions in 
the neighborhood of y(t) is determined by the 
eigenvalues of the constant matrix e .
If v is an eigenvector of B, according to the 
eigenvalue X , then

and solution y(t) of (4.2.3) can be written as 

y(t) * zi(t)eXl
where

2i(t) * X(t) yo 

is periodic with period T in t.

Definition:
If. X : . . . . «  Xr. are eigenvalues of B, then

Alt Ant . ~ Bt
e ,...e are eigenvalues of e .
Numbers X : , . . . ,  Xn (calculated (mod 2in)) for 
equation (4.2.3) are called Floquet exponents. 
The matrix e is called Floquet matrix.

The stability of periodic solution is given 
by knowledge of spectrum of M = eBT.

-> solutions are linearly stable if all 
eigenvalues are inside the complex unity disk 
(since, in this case, all components of 6y are 
reduced in amplitude at each period).

-> If at least one eigenvalue is not inside 
the complex unity disk, then 6y increases 
continuously, in at least one direction. The 
solution is then unstable.

-> If the system depends on parameter p, the 
matrix M also depends on \i; in this case 
varying y. an eigenvalue of M could cross the 
complex unity circle and therefore bifurcation 
occurs.

4.3. AUTO Software - Results 
AUTO is a software package developped by E. 

Doedel (see (7)), for continuation and 
bifurcation problems in ordinary differential 
equations.

L 2 -Norm

supply volt
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FIGURE 4

Bifurcation diagram (Torus bifurcation)
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It uses the continuation method presented 
previously and establishes solution stability 
using a linearized system. It cocputes Jacobian 
eigenvalues if the system is linear, or Floquet 
exponents for periodic systems.

Concerning the supplied model, a torus 
bifurcation point had been found as expected, 
for the critical value of parameter E. (E = 23^ 
volts peak).

Figure 4 shows the corresponding bifurcation 
diagram.

5. PSEUDO-PERIODICAL CASE

As we have seen, the ferroresonance case 
presented here presents bifurcation to an 
invariant tovus. A pseudo-periodic solution 
therefore occurs. The goal is now to know if 
this solution stays stable or not. In the 
latter case, the solution will become chaotic. 
Floquet theory is inadequate, in terms of 
stability.

Lyapunov theory provide a definite 
indication, pseudo-periodic nature of solutions 
behaviors.

To achieve this, Lyapunov exponents are 
computed for the problem. The principle and 
numerical methods are described below.

5*1. Lyapunov exponents principle
Computing Lyapunov exponents enables the 

study of stability in dynamical systems, for 
general cases. They provide information 
concerning evolution of solutions in the 
neighborhood of a trajectory which is not 
automatically closed.

Lyapunov exponents can measure the average 
rates of trajectory divergence in the course of 
the evolution.

A set of ordinary differential equations 
will be studied.

5.2. Geometrical approach
To study a solution's behavior in dynamical 

systems, we need information concerning the 
evolution of a set of solutions which have 
initial conditions close together in the 
phases9s space. The difference between orbits, 
after a sufficiently long time* gives 
information about stability.

As initial conditions are very close, linear 
analysis is sufficient. Therefore, evolution of 
this difference cam be accurately approximated 
by the solution of linear differential 
equations, as previously explained.

At a given time, we consider a set of points 
lying in the phases's space of the initial 
equation (4.2.1). \

This set defines a n-dimensional object 
which will be transformed, in the course of 
time, into another object, also in dimension n. 
For example, a sphere will be transformed into 
an ellipsoid.

The gcal here is to knew if this object will 
tend towards a fixed object, after a lcr.g time, 
or if it will be contracted or expanded. 
continuously.

Each principal axis of the object defines a 
Lyapunov direction. According to this 
direction, there exists a Lyapunov exponent 
which measures the average rate of divergence 
of trajectory in the corresponding direction.

If the exponent is positive, the object will 
be expanded in the corresponding direction. If 
it is negative, it will contract. Then, if all 
the exponents are negative, system (4.2.1) is 
stable.

If at least one exponent is positive, the 
system will be chaotic.

For a non-autonomeus pseudo periodic system, 
one exponent is equal to zero.

5 .3 . Analytical definition
The object to be studied is a non-linear 

differential system. As pointed out previously, 
it is sufficient to consider the linearized 
system near a known solution y(t).

Given the notations of system (4.2.2), the 
Lyapunov exponent of the solution 6y(t) 
resulting from 6y(0), is given by the formula

= U ?  t ^  1 6y(t) 1

X<5y is the Lyapunov exponent attached to the 
solution 6y(t).

Lyapunov has proved that Xffy is necessarily 
finite.

For a n dimensional system, n Lyapunov 
exponents (not necessarily distinct) exist.

5.4. Numerical method for computing Lyapunov
exponents in three dimensions:
We again consider, the differential system 

(4.2.1) and its linearized system (4.2.2).
The first Lyapunov exponent (the greater) is 

defined by the relation:

X. = lirn i Log II 6y(t) ||
» I -*0D t

where 6y(t) is the solution of linearized 
system (4.2.3). resulting from the initial 
value 6y(0) * (1,0,0)'.

The second exponent X2 is cocputed by:

x, + Xj = lim J Log II 6y,(t) A 6y2(t) ||

where <5yi(t) and <fy?(t) are solutions of4.2.3 
with the initial conditions 6yi(0) being a 
vector of a base of I*'.

Each differential system is solved using a 
Runge-Kutta fourth order method, with 
adaptative step.
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Note that, at each step of the calculation, 
is modified so as to stay orthogonal to

<5yi.
For the third and last exponent, we use the 

following relation (true for any dimensions)

to < t 

where

£  X, = lira ç J ç -  f Tr(K(s)) ds
1 : 1  t - »  t  J

K«t, -
/y(U

is the matrix of the linearized system.
For the proof, see (8).

6. RESULTS

Parameter values considered are: 
n=l4; a-1/100; b=l/20,
L=3,0 H; C=l,5.10 F; R=20 Q; ro=105 Q; 

n-10 Q; L*=0,1 H.

The figure 5 shows the POINCARE map, i.e., 
the solution is represented at each period in 
the phase's space (here flux, voltage). The 
points are tend to a close curve (a cut of the 
invariant torus) ; therefore, the pseudo- 
periodic character appears.

Supplied voltage

FIGURE 6
The first and the second Lyapunov exponents

flux
7. CONCLUSION

FIGURE 5 
Poincare map E * 235 V

The figure 6 shows the Lyapunov exponents. 
Note the change of the first exponent near the 
torus bifurcation point (E • 23^.5)«

Before the bifurcation to an invariant 
torus, the first and the second exponents are 
identical (with a precisio/i 10* ) and negative, 
because the solution is periodic and stable.

After the bifurcation, one exponent is equal 
to 0 and the second is negative because the 
solution is pseudo-periodic. The third exponent 
has a value near -15 and does not vary a lot at 
the bifurcation point.

The bifurcation theory is correct framework 
to explain and index ferroresonance phenomena. 
In a simple electrical circuit with three state 
variables modeling a reel *100 kV power network* 
related methods prove the existence of a 
pseudo-periodic solution. The Lyapunov 
exponents permit to study solution stability 
and allows us to affirm that the solution is 
not chaotic but stable and pseudo-periodic. 
Therefore, we have a mathematical and numerical 
tools proving the existence of non-periodic 
phenomenon in simple electrical circuits. The 
results obtained confirm the appropriatness of 
those mathematical theory for the study of 
ferroresonance and stability. We will n o w  try 
to apply them to other electrotechnical 
problems.

LYAPUNOV exponents

LYAPUNOV
exp.

0.2

0

- 0. 2

- 0.4

- 0.6

- 0.8

-4

231.5  232.5  233.5  234,5  235.5

1 Exd.
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0. POSITION DU PROBLEME ET RESULTATS

0 . 1 .  E q u a tio n  h y p e r b o l iq u e  non l i n 6a i r e  i n t e r v e n a n t  

dans d e s  r £ s e a u x  e l e c t r i q u e s

Sur une l i g n e  e l e c t r i q u e  de lo n g u e u r  L p l a c e e  e n t r e  une s o u r c e  de  

t e n s i o n  p e r io d iq u e  en temps (en  x=L) e t  un tr a n s fo r m a te u r  de  

c a r a c t e r i s t i q u e  non l i n e a i r e ,  l e  c o u r a n t  i  e t  l a  t e n s i o n  v  

v e r i f i e n t  l e  s y s te m e  d 'e q u a t io n s  aux d e r i v e e s  p a r t i e l l e s  l i n e a i r e s  

s u iv a n t :  ( a p p e le e s  e q u a t io n s  d es  t e l e g r a p h i s t e s ) .

fdv d±
—  = r i + & —
3 x at
d± θν

\
+ c —  

dt

x 6 [ 0 , L ] ,  t  €  ] 0 ,T [ (0 . 1 )

( 0 . 2 )

r , g , £ , c  e t a n t  d e s  c o n s t a n t e s  p o s i t i v e s  c a r a c t e r i s a n t  l a  l i g n e .

Les v a r i a b l e s  d ' e t a t  ( v ( x , t ) , i ( x , t ) ) r e p r e s e n t e n t  r e s p e c t iv e m e n t  

l a  t e n s i o n  e t  l e  co u r a n t  au temps t ,  e t  a  l a  p o s i t i o n  x  s u r  l a  

l i g n e ,  x £  [ 0 , L ] ,  Les f o n c t i o n s  v  e t  i ,  s o l u t i o n s  d e s  e q u a t io n s  

(0 . 1 ) e t  (0 . 2 ) ,  d o iv e n t  v e r i f i e r  l e s  c o n d i t i o n s  l i m i t e s  non  

l i n e a i r e s  e t  l e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s :

i  (0 , t )  = f(<p) (0 . 3 ) 
d<p

v ( 0 , t )  = —  + σ i ( 0 , t )  ( 0 . 4 )
d t

v ( L , t )  = E ( t )  ( 0 . 5 )

( 0 . 6 )
| v ( x , 0 )=v0 (x)  

| i ( x , 0 ) = i 0 (x)

ou l e s  f o n c t i o n s  i Q e t  v Q s o n t  d o n n e e s ,  a i n s i  que f  e t  E; 

σ  e s t  une c o n s t a n t e  p o s i t i v e  r e p r e s e n t a n t  l e s  p e r t e s  du 

t r a n s f o r m a t e u r .

La q u a n t i t e  <p(t) r e p r e s e n t e  l e  f l u x  e x i s t a n t  a l a  s o r t i e  de l a  

l i g n e  (en  x=0 ) ; l e  co u r a n t  i ( 0 , t )  dans l e  tr a n s fo r m a te u r  e s t  donne  

p ar l a  f o n c t i o n
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f(<p) d e  c l a s s e  au  m o in s  C3 a  v a l e u r s  d a n s  R . ( 0 . 7 )

E l l e  d e c r i t  l a  c a r a c t e r i s t i q u e  n o n  l i n e a i r e  du  f l u x  d a n s  l e  

t r a n s f o r m a t e u r ;  e n  p r a t i q u e  e l l e  e s t  s o u v e n t  r e p r e s e n t e e  p a r  u n e  

f o n c t i o n  p o l y n o m i a l e  d e  d e g r e  i m p a i r .

E ( t )  e s t  u n e  f o n c t i o n  d e f i n i e  d e  1R+ d a n s  R ,

d e  c l a s s e  a u  m o in s  C3 , p ^ r i o d i q u e  d e  p e r i o d e  x > 0  ( 0 . 8 )

e t  r e p r e s e n t e  l a  t e n s i o n  d ’ a l i m e n t a t i o n  f o u r n i e  a u  r e s e a u  e n  x = L.

L e s  q u a n t i t e s  i Q( x ) = i ( x , 0 )  e t  v Q( x ) = v ( x , 0 )  r e p r e s e n t e n t  l e s  

v a l e u r s  d u  c o u r a n t  e t  d e  l a  t e n s i o n  e n  t o u t  p o i n t  d e  l a  l i g n e ,  a u  

te m p s  i n i t i a l  t = 0 ; v Q v e r i f i e  l a  c o n d i t i o n  d e  c o m p a t i b i l i t y  :

v0 (L ) = E ( 0 )  ( 0 . 9 )

Le b u t  d e  n o t r e  e t u d e  e s t  d ' o b t e n i r  d e s  r e s u l t a t s  c o n c e r n a n t  l e  

c o m p o r te m e n t  a s y m p t o t i q u e  ( l o r s q u e  t —»°o) d e s  s o l u t i o n s  ( i , v )  d u  

s y t e m e  d ' e q u a t i o n s  ( 0 . 1 ) - ( 0 . 9 ) ·  N ous a l l o n s  m o n t r e r  q u e ,  s u i v a n t  

l e s  p r o p r i e t e s  s a t i s f a i t e s  p a r  l e s  d o n n e e s  a u x  b o r d s  ( c o n d i t i o n s  

l i m i t e s ) , l e  c o m p o r te m e n t  d e  c e s  s o l u t i o n s  e s t  d e c r i t  p a r  u n  

a t t r a c t e u r  c a p t u r a n t  t o u t e s  l e s  t r a j e c t o i r e s .

L ' o r i g i n a l i t e  d e  c e  p r o b le m e  d e c o u l e  du f a i t  d e  l a  p r e s e n c e  du  

t e r m e  n o n  l i n e a i r e  a p p a r a i s s a n t  u n iq u e m e n t  d a n s  l e s  c o n d i t i o n s  a u x  

l i m i t e s  ( p a r  l a  f o n c t i o n  f ( < p ) ) ,  a l o r s  q u e  l e s  e q u a t i o n s  a u x  

d e r i v e e s  p a r t i e l l e s  - e q u a t i o n s  d e s  o n d e s -  s o n t ,  e l l e s , l i n e a i r e s  

e t  p e u v e n t  s e  r e s o u d r e  a i s e m e n t  q u an d  l e s  d o n n e e s  a u x  b o r d s  s o n t  

d e s  c o n s t a n t e s  f i x e e s .

N ous c o n s i d e r e r o n s  i c i  u n iq u e m e n t  l e  c a s  d e  l a  d i m e n s i o n  u n ,  c a r  

i l  r e p r e s e n t e  l e  m o d e le  d o n n e  p a r  l a  p h y s i q u e .  Une p a r t i e  d e s  

t e c h n i q u e s  u t i l i s e e s  p e u v e n t  s ' e t e n d r e  a u x  d i m e n s i o n s  s u p e r i e u r e s , 

m o y e n n a n t  1 ’ u t i l i s a t i o n  d e s  p r o p r i e t e s  v e r i f i e e s  p a r  l e s  e s p a c e s  

d e  S o b o l e v ,  m a is  i l  s e r a i t  i n t e r e s s a n t  d ' e s s a y e r  d e  t r a i t e r  l e  

p r o b le m e  u l t e r i e u r e m e n t  e n  d i m e n s i o n  d e u x  o u  s u p e r i e u r e .

A f i n  d ' e t u d i e r  c e  p r o b le m e  e t  l e  p o s e r  p l u s  p r e c i s e m e n t ,  n o u s  

a l l o n s  n o u s  p l a c e r  d a n s  d e s  e s p a c e s  d ’ e n e r g i e  a p p r o p r i e s  q u e  n o u s  

a l l o n s  t o u t  d ' a b o r d  i n t r o d u i r e :
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0.2 Cadre fonctionnel

Les fonctions considérées sont à valeurs réelles.

• L2 (0, L) désigne l'espace des classes de fonctions de 

carré intégrable sur l'intervalle [0,L].

On note (f,g) le produit scalaire dans L2(0,L) défini pour f,g 

fonctions de L2(0,L) par

(f,g) = f(x)g(x)dx (0.10)
Jo

et Ifl la norme dans L2(0,L) définie par

/(•L

Ifl* = (f.f)* = f2 (x)dx (0.11)
Uo J

• Pour l<p<oo, on désigne par Lp (0,L) l'espace des classes 

de fonctions f telles que

*L
llfllpp = lf(x)lp dx < oo (0.12)

L ( 0 , L ) Jo

• Pour p = °°, on remplace la norme (0.12) par la norme

sup ess lf(x) I = llfll oo (0.13)
xe]0,L[ L (0'L)

Les espaces Lp , ainsi normés, sont complets.

• On utilisera aussi les espaces de Sobolev H1(0,L) et 

H2(0,L) définis par
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H1 (0 ,L )  = { ν / ν  <Ε L2 (Ο ,L) , ^  e L2 ( 0 ,L ) | ( 0 . 1 4 )

m u n is  d e  l a  n orm e

llvll • ■ l · ' 2* I f f )1 ( o , l )  ̂ Idxl )

%

q u e  l ’ o n  n o t e r a  a u s s i  IIν IIχ ,

e t
d v

h 2 ( o , l )  = {ν /  v  e h M o . l ) ,  --- e l 2 ( o , l ) }
dx"

m uni d e  l a  n orm e

( 0 . 1 5 )

(0 . 16)

llvll
H ( 0 . L )

llvll2 +
d2 v

d x '

2\1/2

= llvll. ( 0 . 1 7 )

L e s  e s p a c e s  H1 ( 0 , L )  e t  H2 ( 0 , L )  a i n s i  n o r m e s  s o n t  c o m p l e t s .

P o u r  l ’ e t u d e  d u  p r o b le m e  ( 0 . 1 )  a  ( 0 . 9 ) .  i l  e s t  u t i l e  d ' i n t r o d u i r e  

l e s  e s p a c e s  a f f i n e s  :

V* ( 0 . L )  = { u  e  H1 ( 0 , L) , u ( 0 )  = a }  

v£  ( 0 . L )  = { u  S  H1 ( 0 , L ) , u ( L )  = b}

(0 . 18)

( 0 . 1 9 )

q u e  l ' o n  m u n ir a  d e  l a  d i s t a n c e  i n d u i t e  p a r  l a  n orm e d e  H1 ( 0 , L )

R em arque : P o u r  u  G Vq ( 0 , L )  o u  v£ ( 0 , L ) ,  l a  d i s t a n c e  i n d u i t e  p a r  
du
- — e s t  e q u i v a l e n t e  a  c e l l e  i n d u i t e  p a r  l a  n orm e llulL d a n s
d x  1

H1 ( 0 , L ) .

• De f a g o n  g e n e r a l e , X e t a n t  un  e s p a c e  d e  B a n a c h ,  o n  

d e s i g n e  p a r  Lp ( 0 , T ; X )  1 ' e s p a c e  d e s  ( c l a s s e s  d e )  f o n c t i o n s  

t  —» f *( t )  d e  ] 0 , T [  — * X q u i  s o n t  m e s u r a b l e s  a  v a l e u r s  d a n s  X e t  

t e l l e s  q u e

Ilf IIP d t

0

= llfll < oo (0 . 20)
( Ο . T ; X )



165

S i  p = oo, o n  r e m p l a c e  l a  norm e ( 0 . 1 7 )  p a r  l a  n orm e

Sup e s s  l l f ( t ) l l „  = llfll
t e ] 0 , T [  L c ° . τ ; x )

(0 . 2 1 )

L 1e s p a c e  Lp ( 0 , T ; X )  a i n s i  norm e e s t  c o m p l e t .

Wm, p ( 0 , L )  = G Lp ( 0 , L )  /  e  Lp ( 0 , T )  , V i  <  m

m u n is  d e  l a  n orm e
} (0 .22)

llyll
W m ·p (0,L )

/ w  9 \
m ji d

Σ
^±=0 d t  Lp ( ο , τ ) j

%

( 0 . 2 3 )

0 . 3 .  P l a n  d ' 6 t u d e  e t  r 6 s u l t a t s

Le p l a n  d e  c e  t r a v a i l  e s t  l e  s u i v a n t  :

D ans l a  p r e m i e r e  s e c t i o n  on  m o n t r e r a  1 * e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t e  d e

l a  s o l u t i o n  d e  ( 0 . 1 ) - ( 0 . 9 )  d a n s  [ C ( [ 0 , T ] ; H X( 0 , L ) ) ] 2 . P o u r  c e l a ,  o n

e t u d i e  t o u t  d ' a b o r d  1 ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t e  d e s  s o l u t i o n s  ( i , v )

du  p r o b le m e  l i n e a i r e  p o u r  l e q u e l  l e s  c o n d i t i o n s  d e  b o r d  s o n t

f i x e e s ,  e n  a p p l i q u a n t  l a  m e th o d e  d e  d e c o m p o s i t i o n  d e  G a l e r k i n .  D es

r e s u l t a t s  d e  r e g u l a r i t e  s u r  c e s  s o l u t i o n s  s ' e n  s u i v r o n t  e t  p l u s

p r e c i s e m e n t  o n  m o n tr e  q u e  l e s  q u a n t i t e s  i  e t  v  s o n t  c o n t i n u e s  e t

d e r i v a b l e s  s u r  [ 0 , T ] ,  s i  l e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  s o n t  c h o i s i e s

d a n s  H1 . C es  e s t i m a t i o n s  n o u s  p e r m e t t e n t  d e  d e f i n i r  u n e

f o n c t i o n n e l l e  l i n e a i r e  p e r m e t t a n t  d e  p a s s e r  c o n t i n u e m e n t  d e s
d i

c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  e t  l i m i t e s  a u x  q u a n t i t e s  a u x  b o r d s  —— ( 0 , t )  e tat
dv
---- ( 0 , t )  , t o u j o u r s  e n  c e  q u i  c o n c e r n e  l e  p r o b le m e  l i n e a i r e .  C e t t e
dt
f o n c t i o n n e l l e  e s t  c o n t i n u e  d e  H1 ( O . L ) x H 1 ( 0 , L ) x W2 ’ 1 ( 0 , T ) x W 2 · 1 ( 0 , T )  

d a n s  L2 ( 0 , L )  e t  p e r m e t  d e  t r a d u i r e  l e  p r o b le m e  n o n  l i n e a i r e  comme 

u n e  e q u a t i o n  d i f f e r e n t i e l l e  i m p l i c i t e  p o u r  l a q u e l l e  o n  m o n tr e  q u e  

1 ' a p p l i c a t i o n  s o l u t i o n  p o s s e d e  un  u n i q u e  p o i n t  f i x e .  C e c i  n o u s  

am ene a  c o n c l u r e  s u r  1 * e x i s t e n c e  l o c a l e  d ’ u n e  s o l u t i o n  ( i , v )  

c o n t i n u e  d e  [ 0 , T ]  a  v a l e u r s  d a n s  H1 ( 0 , L )  s i  l e s  c o n d i t i o n s  

i n i t i a l e s  s o n t  d o n n e e s  d a n s  H1 ( 0 , L )  . E n f i n ,  e n  m o n t r a n t  q u e  l a

• E n f i n  o n  u t i l i s e r a  l e s  e s p a c e s  d e  B e p p o - L e v i  Wm , p ( 0 , T )

d e f i n i s  p o u r  t o u t  m G IN e t  p o u r  t o u t  p t e l  q u e  1<  p < oo, p a r



n orm e d e  c e t t e  s o l u t i o n  d a n s  l e s  e s p a c e s  f o n c t i o n n e l s  ο ύ  e l l e  v i t ,  

n e  p e u t  e x p l o s e r  e n  te m p s  f i n i ,  o n  p r o u v e  1 *e x i s t e n c e  g l o b a l e  e t  

l a  r e g u l a r ! t e  C1 d e  l a  s o l u t i o n  du p r o b le m e  n o n  l i n e a i r e .

D ans l a  d e u x ie m e  s e c t i o n  on  s ' i n t e r e s s e  p l u s  s p e c i a l e m e n t  a u  

c o m p o r te m e n t  p o u r  l e s  g r a n d s  tem p s  du c o u p l e  s o l u t i o n  ( i , v ) .  P o u r  

c e l a ,  e n  v e r t u  d e  l a  r e g u l a r ! t e  q u e  p o s s e d e n t  i , v  o n  e s t  e n  m e s u r e  

d e  d e f i n i r  un  s e m i - g r o u p e  n o n  l i n e a i r e  c o n t i n u  S ( t , s )  q u i  a u x  

c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  i Q , v 0 a s s o c i e  l e s  s o l u t i o n s  i , v  du  p r o b le m e  

n o n  l i n e a i r e .  Ce d e r n i e r  e t a n t  p e r i o d i q u e ,  i l  e n  e s t  d e  meme d e  

S ( t , s ) .  On d e m o n t r e  a l o r s  1 ' e x i s t e n c e  d ' e n s e m b l e s  b o r n e s  

a b s o r b a n t s  d a n s  l e s  e s p a c e s  L2 , Η1 , H2 , p o u r  l e s q u e l s  o n  s a i t  q u e  

l a  t r a j e c t o i r e  s o l u t i o n  i s s u e  d e  t o u t  p o i n t  y  d e m e u r a n t , n e  p e u t  

q u i t t e r  c e t  e n s e m b l e .  L ' e n s e m b l e  o m e g a - l i m i t e  du  b o r n e  a b s o r b a n t  

d a n s  H2 p e u t  a l o r s  e t r e  d e f i n i  c e  q u i  n o u s  p e r m e t  d e  c o n c l u r e  s u r  

1 ' e x i s t e n c e  d ' u n  a t t r a c t e u r  m a x im a l f a i b l e  d a n s  H2 , a y a n t  l a  

p r o p r i e t e  d ' a t t i r e r  t o u t e s  l e s  t r a j e c t o i r e s  d e  S ( t , s ) .

C es  d i f f e r e n t e s  n o t i o n s  d ' e n s e m b l e s  b o r n e s  a b s o r b a n t s ,  d * e n s e m b l e  

o m e g a - l i m i t e , d ' a t t r a c t e u r s , a i n s i  q u e  l e s  m e t h o d e s  p e r m e t t a n t  d e  

l e s  d e t e r m i n e r  s o n t  s o u v e n t  u t i l i s e e s  p o u r  1 ' e t u d e  d e s  e q u a t i o n s  

d ' e v o l u t i o n  d e  c e  t y p e . On p o u r r a  t r o u v e r  t o u t e s  l e s  r e f e r e n c e s  

s ' y  r a t t a c h a n t  d a n s  [ G . T 1 ] ,  [ G . T 2 ] ,  [ H I ] ,  [ H 2 ] , [ T ] , [ G l ]  e t  [ G 2 ] .

166
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I- EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

L ' o b j e t  d e  c e  c h a p i t r e  e s t  d e  m o n t r e r  q u e  l e  s y s t e m e  ( 0 . 1 ) - ( 0 . 9 )  

p o s s e d e  u n e  u n i q u e  s o l u t i o n  ( i , v )  t e l l e  q u e

f i  G αίΟ,Τΐ,Η1 ( 0 ,  L ) )

\ v  G αίΟ,Τΐ,Η1 ( 0 , L) )

a v e c  cp G W2,2  ( Ο, Τ)  ,

i Q e t  v Q e t a n t  d o n n e e s  d a n s  H1 ( 0 , L )  e t  v e r i f i a n t  l a  c o n d i t i o n  d e  

c o m p a t i b i l i  t e

v 0 (L) = E ( 0 )  

e t  E ( t )  e t a n t  u n e  f o n c t i o n  d e  W2 , 1 ( 0 , T ) .

D ans l a  s e c t i o n  1 - 1  o n  e t u d i e  l e  p r o b le m e  l i n e a i r e  s u i v a n t

fdw 3 i
&Γ ■ r i  + e π ( 1 . 1 )

d± 3 v
----  = erv + c  ----
dx s  a t

( 1 . 2 )

i  ( 0 , t ) = i i / ( t ) ( 1 . 3 )

v ( L , t )  = E ( t ) (1Λ)

v ( x , 0 ) = v 0 ( x )  |  

i ( x , 0 ) = i 0 ( x )  J ( 1 . 5 )

r,£,g,c G IR+ ,

E e t  ψ e t a n t  d e s  f o n c t i o n s  d o n n e e s ,  d e  r e g u l a r ! t e  s u f f i s a n t e  (q u e  

1 ' o n  p r e c i s e r a )  e t  v e r i f i a n t

E ( 0 )  = v 0 (L)  ( 1 . 6 )

ψ ( 0 ) = i Q( 0 )  ( 1 . 7 )

L ’ e x i s t e n c e  e t  l ’u n i c i t e  d ’ u n e  s o l u t i o n  d e  c e  p r o b le m e  l i n e a i r e  

s ' a p p u i t  s u r  l a  m e th o d e  d e  F a e d o - G a l e r k i n : e n  d e c o m p o s a n t  i  e t  v  

s u r  d e s  b a s e s  a p p r o p r i e e s ,  d e  d i m e n s i o n  f i n i e ,  o n  d e m o n tr e  q u e  l e  

p r o b le m e  l i n e a i r e  p o s s e d e  u n e  u n i q u e  s o l u t i o n  a p p r o c h e e  ( i M, v M) ;
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un p a s s a g e  a  l a  l i m i t e  s u r  i M e t  v *1 p e r m e t  d e  m o n t r e r  q u e  c e s  

s o l u t i o n s  a p p r o c h e e s  t e n d e n t  v e r s  l e s  s o l u t i o n s  d u  p r o b le m e

( 1 . 1 ) - ( 1 . 7 )  d a n s  H ^ O . L ) .

E n s u i t e ,  n o u s  c h e r c h e r o n s  a  o b t e n i r  d e s  r e s u l t a t s  d e  r e g u l a r i t e  

s u r  c e s  s o l u t i o n s  d a n s  H1 ( 0 , L )  e t  o n  m o n t r e r a  com m ent l a  

r e g u l a r i t e  d e s  s o l u t i o n s  d e p e n d  d e  c e l l e s  d e s  d o n n e e s .

D ans l a  s e c t i o n  ( 1 . 2 )  n o u s  n o u s  i n t e r e s s e r o n s  au  p r o b le m e  n o n

l i n e a i r e  ( 0 . 1 ) - ( 0 . 7 ) ·  En s 1a p p u y a n t  s u r  l e s  r e s u l t a t s  d e  l a
d± d v

s e c t i o n  1 . 1 , o n  m o n t r e r a  q u e  l e s  q u a n t i t e s  ——( 0 , t )  e t  —— ( 0 , t )
d x  3 x

s o n t  l i e e s  a u x  d o n n e e s ( i Q, v 0 ) E (H1 ( 0 , L ) ) 2 e t

( E , 4/) G (W2 , 1 ( 0 , T ) ) 2 d e  f a g o n  l i n e a i r e  e t  c o n t i n u e ,  p a r  u n e  

f o n c t i o n n e l l e  L.

En p r o u v a n t  q u e  c e t t e  f o n c t i o n n e l l e  e s t  s t r i c t e m e n t  c o n t r a c t a n t e  

e n  u n  s e n s  q u e  n o u s  p r e c i s e r o n s , n o u s  m o n t r e r o n s  1 ' e x i s t e n c e  d ' u n  

p o i n t  f i x e  d e  L q u i  n o u s  p e r m e t t r a  d ' o b t e n i r  1 ' e x i s t e n c e  l o c a l e  

d ' u n e  s o l u t i o n  ( i , v )  du p r o b le m e  n o n  l i n e a i r e  ( 0 , l ) - ( 0 . 9 ) d a n s  

( C ( 0 , T ) ,Η1 ( 0 , L ) ) 2 .

E n f  i n , e n  u t i l i s a n t  d e s  h y p o t h e s e s  s u p p l e m e n t a l r e s  s u r  f  

( v e r i f i e e s  d a n s  l e  c a s  o u  f  e s t  p o l y n o m i a l e  d e  d e g r e  i m p a i r ) , e t  

e n  m o n t r a n t  q u e  l a  n orm e d e  l a  s o l u t i o n  ( i , v )  o b t e n u e ,  d a n s  

(H1 ( 0 , L ) ) 2 , n e  p e u t  e x p l o s e r  e n  te m p s  f i n i ,  n o u s  p r o u v e r o n s  a l o r s  

q u e  c e t t e  s o l u t i o n  e x i s t e  n o n  p l u s  s e u l e m e n t  l o c a l e m e n t ,  m a is  

g l o b a l e m e n t .

1 . 1 .  Le p r o b le m e  l i n e a i r e

1 . 1 . 1 .  E x i s t e n c e  e t  u n i c i t e  d e  l a  s o l u t i o n  d a n s  Hi(0,L)

P o u r  T r e e l  p o s i t i f  f i n i ,  o n  m o n tr e  q u ’ i l  e x i s t e  u n  c o u p l e  

s o l u t i o n  ( i , v ) ,  d e  f o n c t i o n s  c o n t i n u e s  d e  [ 0 , T ]  a  v a l e u r s  d a n s  

h M O . L ) ,  p a r  l e  t h e o r e m e  s u i v a n t :

T h eo rem e  1 . 1 :  On se donne ψ,  E,  i 0 et v 0 avec
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ψ  e  w2 ■ 2 ( Ο , τ )  ( ΐ . β )

e  e  w2 ■2 ( Ο, Τ)  ( 1 . 9 )

( i 0 , v 0 ) G (Hx ( 0 , L ) ) 2 et verifiant (1.6) et (1.7) ( 1 . 1 0 )

A lors
it existe deux fonctions i  et v  verifiant

( i . v )  e  ( L°°(0 ,  T ; H1 ( 0 , L )  ) ) 2 ( 1 . 1 1 )

β τ *  1 9  ^  (L ° ° (0 ,T ;L 2 ( 0 , L ) ) ) 2 ( 1 . 1 2 )

dans [ 0 , L ] x [ 0 , T ]  ( 1 . 1 3 )

dans [ 0 , L ] x [ 0 , T ]  ( 1 . 1 * 0
O’ u

ri ( 0 , t ) = 4f ( t )

3 v d±
—  = r i + £--d x at

d± 3 v
d x

g v + c —  
dt

t  e  [ 0 , T ]  ( 1 . 1 5 )
( L , t ) =E( t )

v ( x , 0 ) = v Q( x )

i ( x , O ) = i 0 ( x )
et <, x  E [ 0 , L]

R em arq u e 1 . 1 :

De ( 1 . 1 1 ) ,  ( 1 . 1 2 ) ,  i l  r e s u l t e  e n  p a r t i c u l i e r  q u e  i  e t  v  s o n t  

c o n t i n u e s  d e  [ 0 , T ]  d a n s  L2 ( 0 , L ) .  D one ( 1 . 1 5 )  a  b i e n  u n  s e n s .

R em arq u e 1 . 2 :

D ' a p r e s  ( 1 . 1 1 )  e t  ( 1 . 1 5 ) ,  l e s  c o n d i t i o n s  ( 1 . 6 )  e t  ( 1 . 7 )  s o n t  b i e n  

r e s p e c t e e s .

PREUVE du t h e o r e m e  1 . 1

Le p l a n  d e  l a  d e m o n s t r a t i o n  e s t  l e  s u i v a n t :

i /  On c o n s t r u i t  d e s  s o l u t i o n s  a p p r o c h e e s  p a r  l a  m e th o d e  d e  

F a e d o - G a l e r k i n ;

i i /  On e t a b l i t ,  s u r  c e s  s o l u t i o n s  a p p r o c h e e s ,  d e s  

e s t i m a t i o n s  a  p r i o r i ;



i i i /  On p a s s e  a  l a  l i m i t e  ( im m e d ia t  i c i  p u i s q u e  l e  

p r o b le m e  e s t  l i n e a i r e ) .

170

A u p a r a v a n t ,  a f i n  d ' a v o i r  d e s  c o n d i t i o n s  l i m i t e s  h o m o g e n e s ,  o n  

i n t r o d u i t  l e s  f o n c t i o n s  j  e t  w d e f i n i e s  p a r

j  (x , t ) = i  ( x , t ) -  X\f(t)
ω ( x , t ) = v ( x , t )  -  E ( t )

(1.16)

( 1 . 1 7 )

Le s y s t e m e  ( 1 . 1 )  — ( 1 . 7 )  d e v i e n t  a l o r s

3ω 3  j
^— = + + A ( t )d x  d t

3ω
—  = geo + c —  + B ( t ) 
d x  d t

ω ( L , t ) = 0

j ( 0 , t )=0

ω ( χ , 0 ) = v Q( χ ) - Ε ( 0 ) = ω 0 ( x )  

j  ( x , 0 ) = i 0 (x)~vi / (0 ) = j 0 ( x )

( 1 . 18)

( 1 . 1 9 )

( 1 . 20 ) 

( 1 . 21)

( 1 . 2 2 )

o u
dil/

A ( t ) = - E ( t )  + r  i j / ( t )  + & —  ( t )
d t

B ( t )  = »J/(t) + g  E ( t )  + c
d E ( t )

d t

a v e c  ( Α , Β )  E (W1 - 2 ( 0 , T ) )

( 1 . 2 3 )

( 1 . 2 4 )

ω0 e t  j 0 v e r i f i e n t ,  d e  p l u s ,  l e s  c o n d i t i o n s  d e  c o m p a t i b i l i t y  

d o n n e e s  e n  ( 1 . 6 ) e t  ( 1 . 7 ) c ' e s t  a  d i r e

v 0 (L ) = E ( 0 )  = *  ω0 (L)  = 0  

i 0 ( 0 ) = ψ ( 0 ) = *  j 0 ( 0 ) = 0

( 1 . 2 5 )

( 1 . 2 6 )

e t  l e  p r o b le m e  r e v i e n t  a
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/
t r o u v e r  j  G c(lR+ ;V ° )  Π C1 (R+ ;L2 ( 0 , L )  ) 

ω e  c(lR+ ; V° )  Π C1 (IR+ ;L2 ( 0 , L )  )

( 1 . 2 7 )

( 1.28)

t e l l e s  q u e  ( 1 . 1 8 ) - ( 1 . 2 6 )  a i e n t  l i e u  au  s e n s  d e s  

f o n c t i o n s  ( p r e s q u e  p a r t o u t  d a n s  L2 ( 0 , L ) )

s o u s  l e s  h y p o t h e s e s

e  e w1■1(ο,τ)

\

La m e th o d e  d e  G a l e r k i n  p e r m e t  d e  r a m e n e r  l e  p r o b le m e  a  u n  s y s t e m e  

d ’ e q u a t i o n s  d i f f e r e n t i e l l e s  o r d i n a i r e s  l i n e a i r e s  d e  d i m e n s i o n  

f i n i e ,  d o n t  l a  s o l u t i o n  e s t  u n e  s o l u t i o n  a p p r o c h e e  d u  p r o b le m e  

i n i t i a l ,  a p r e s  d e c o m p o s i t i o n  s u r  u n e  b a s e  a p p r o p r i e e .

L e s  e s t i m a t i o n s  o b t e n u e s  e n s u i t e  s u r  c e s  s o l u t i o n s  a p p r o c h ^ e s  

p e r m e t t e n t  d ' e n  d e d u i r e  l e s  l i m i t e s ,  e l l e s - m e m e  s o l u t i o n s  du  

p r o b le m e  i n i t i a l .

R em arq u e 1 . 3 : H  e s t  c l a i r  q u e  l e s  r e s u l t a t s  d ’ e x i s t e n c e  e t  

d ' u n i c i t e  du  c o u p l e  s o l u t i o n  ( co , j )  d e  ( 1 . 1 8 ) ,  ( 1 . 2 6 )  e n t r a i n e n t  

c e u x  d e  ( v , i )  s o l u t i o n  d e  ( 1 . 1 ) - ( 1 . 7 ) ·

C o n s i d e r o n s  l e s  d e u x  p r o b le m e s  a u x  v a l e u r s  p r o p r e s :

o u  *U d e s i g n e  l a  d e r i v e e  d e  11 p a r  r a p p o r t  a  x :  ——.* d x

S o i e n t  (<Pk*^k) -*-e s  s o l u t i o n s  d e  ( E0 ) a p p a r t e n a n t  a  V° e t  ( ^ k · ^ )

^ x  =

E0 1 *U(0) = 0  
‘U* ( L.) = 0

e t H( L)  = 0  
^ ( 0 ) = 0

l e s  s o l u t i o n s  d e  (EL ) a p p a r t e n a n t  a  V®.

R em arq u e 1 . 4 ; <pk e t  0 k s o n t  l i e e s  p a r  l e s  p r o p r i e t e s  s u i v a n t e s

J o v o

ωη V?

Ψ W 1 ·1 (Ο,Τ)

•Uxx -A*U
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• t ' k i x )  = <Pk ( L - x )

^ k<x> ’ ‘  έ φ “ α ' χ>

L es  s u i t e s  d 1 e l e m e n t s

Ψ ΐ f · · · * (Pm * · · · V  Q

e t

Φ 1  » ·  ·  ·  * t  ·  ·  ·

s o n t  l i b r e s  e t  t o t a l e s  d a n s  V° e t  V° r e s p e c t i v e m e n t .

S o i e n t

V° m 1* e s p a c e  e n g e n d r e  p a r  (<ρχ , . . . ,<p^) 

e t  V° M 1 1e s p a c e  e n g e n d r e  p a r  (Φ1 , . . · , Φ Μ)*

p o u r  c h a q u e  e n t i e r  M f i x e ,  o n  d e f i n i t  u n e  s o l u t i o n  a p p r o c h e e  d e

(<P) d a n s  C(IR+ ;V° Mx  V° M) Π C1 (DT ; (L 2 ( O. L)  ) 2 )

C ' e s t  d o n e  un  c o u p l e  d e  v e c t e u r s  t e l s  q u e

j M ε  C(1R+ ; Vq M ) n  C1 (IR+ ;L2 ( 0 , L ) ) 

tof* e  C(IR+ ; V° M) n  c1 ((R+ ;L2 ( 0 , L ) )

d e f i n i s  p a r
M

j M( x , t )  = X  ( 1 . 2 9 )
k = l

j ” e  c 1 (IR+ )

M
o / * ( x , t )  = 2  “ E ( t ) O k ( x )  ( 1 . 3 0 )

k = l
G C1 (IR+ )

e t  v e r i f i a n t  l e s  e q u a t i o n s  a p p r o c h e e s  (fi^,) o b t e n u e s  p a r  p r o j e c t i o n  

d e s  e q u a t i o n s  ( 1 . 1 8 )  a  ( 1 . 2 1 )  s u r  l a  b a s e  d e  G a l e r k i n ,  comme s u i t :

Jk ( t > ( x )
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(4π τ * r J “
+ A -

5χ

( ^ m )
f ^ + ^  + B 

j M( 0 ) 

o ^ ( 0 )

£ j
3x

• <i>k) =

—  φ )  = 
X  ’ kJ

0 ( 1 .3 1 )

( 1 . 3 2 )

(L31)

( 1.3*0

jg  e t  s o n t ,  p a r  e x e m p le , l e s  p r o j e c t io n s  o r th o g o n a le s  dans

L2 ( 0 , L )  de j 0 e t  ω 0 ( r e s p . )  s u r  l e s  esp a c e s  V° M e t  V° M ( r e s p . ) .

Les f o n c t io n s  j k e t  to^, 1 <  k  <  M s o n t  des f o n c t io n s  s c a l a i r e s  

d e f i n i e s  s u r  [ 0 , T ] .

Le b u t  e s t  de m o n tre r  q u ' i l  e x i s t e  une e t  une s e u le  s o l u t io n  

= ( j ” , ^ ) ,  t e l l e  que l e s  e q u a t io n s  ( 1 . 3 1 ) a  ( 1 .3 * 0  s o ie n t  

v e r i f i e e s .

Le s y s te m e  (^ m ) e s t  un sys tem e d i f f e r e n t i e l  l i n e a i r e  a  2M 

e q u a t io n s , d o n t l e s  2M in c o n n u e s  s o n t  l e s  f o n c t io n s  s c a l a i r e s  

< ; M >  i<k<M  com posantes de v e c te u r s  <U = ( j 1̂ , ^ ) .

En e f f e t ,

en  re m a rq u a n t  que (<Pk ,<Pk . )  = &k k .=

(&kk e t a n t  l e  sym bo le  de KRONECKER),

1 * e q u a t io n  ( 1 . 3 1 ) s ' e c r i t

+ r j “ ( t )  + ( A ( t ) ,<pk )

M

= Σ  “ “ ( t )  
k = l

d<fe (x )

0 dx
-cpk ( x )  dx ( 1 3̂ 5 )

e t  ( 1 . 3 2 ) d e v ie n t

c ^ ( t )  + g t * £ ( t )  + ( B ( t ) , 0 k )

dt >κ(*)

.,Μ
Jo
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Μ 

k = l

d<pw (x)

0 d x
-4», ( x )d x ( 1 . 3 6 )

Le s y s t e m e  fo r m e  d e s  e q u a t i o n s  ( 1 . 3 5 ) .  ( 1 . 3 6 ) ,  ( 1 . 3 3 ) .  (1 * 3 * 0  p e u t  

s e  m e t t r e  s o u s  l a  fo r m e  v e c t o r i e l l e

ou

A = -

[ dU 
d t  ~

1 * Ό a + A" 1 AU + A” 1C
'
a 0 'W

'

0
0II

II 
II 

II

a 
1

1

(-iM^ J 1 * · · ·

( - ^ J l  . · · 

(r*J 1 . · ·

, j « , ωβ)  e  IR21*

. ,c(x% . . . .  , c a $ )

• . rjjJJ, gto 1̂, . . . .gtojj)

(-£

0

d<pk ( x )  

d x

( - J ^ ^ ( x )
0 dx

<pk , (x)dx

Φ w. ( x ) d x
1 <k , k ’ <M

),

( 1 λ3 Ζ )

<k , k · <M

a v e c

—M
c = (C“ ........... C” , Cl t

• M ,

*.CM )

c k

• (A (t ) , <pk ) 
- ( B ( t ) ,ΦΚ)

L e s  c o n d i t i o n s  ( 1 - 3 3 )  e t  ( 1 . 3 * 0  s o n t  e q u i v a l e n t e s  a u x  2M 

e q u a t i o n s :

j 'k (0 ) = c o m p o s a n t e  d e  j ”  

ω ^ (0 ) = k e c o m p o s a n t e  d e  oo£J 

a v e c  ( j ” ,to£) = U*J

( 1 . 3 8 )

Le s y s t e m e  d i f f e r e n t i e l  ( 1 . 3 7 ) .  a v e c  l a  c o n d i t i o n  i n i t i a l e  ( I . 3 8 ) ,  

d e f i n i t  j k e t  d e  f a g o n  u n i q u e  s u r  t o u t  l ' i n t e r v a l l e  [ 0 , T ] .
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P u i s q u e  l e s  f o n c t i o n s

et
C k  =  “ ( A i t )  * < P k )

a  = - ( B ( t ) , Φ. )

sont continues, il en est de meme des fonctions et , 
et ainsi,

VM, j M e  C(IR+ ; Vq ) n c 1 (IR+ ;L 2 ( 0 , L ) ) 

cof* G  C ( I R + ; V °  ) Π  C 1 (IR+ ; L2 ( 0 , L ) )  .

Estimations a ρνίοτίι
On cherche a obtenir des bornes sur jM et cô1, independantes de M , 
dans les espace Vq et V° respectivement, afin de pouvoir passer a 
la limite pour M tendant vers 1*infini.

En derivant 1’equation (1.18) en temps, il vient

32 J . 9 2  j  m  \ 
---------  +  a —  +  -  Ύ ---------  =  G ( t )

dt‘ dt dx*
( ± 3 2 )

ou on a pose
G ( t )  =  G  e  L·2 ( 0  , T )

cr + £g gr 1

α  = Tz * β = ^ e ’ Ύ = Τ ϊ

( 1 . 4 0 )

On pro jet te (1.39) sur la base de Galerkin, et les jil(t) a
determiner pour connaitre une solution approchee jM du probleme, 
sont a determiner par les conditions:

V j 1

3 t 2
<Pk + β(3. <Pk) + Ύ 9 2 j2 „·Μ \

<Pk 3x2

=  ( G ( t )  , <pk ) 0< k <M (1.41)

Le systeme (1.4l) d'equations differentielles (ordinaires) non 
lineaires est a completer par les conditions initiales:

g
c £

( t )
· < /

t

t

α
djM
dt <Pk
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et

Μ

j M(° >  = j 0M = Σ ° Τ <  M^k — * Jo d a n s Vo ( ° * L ) 
k=l

lorsque M 

(0) (0) -rj (0) - A(0)

^  f1 3ω° , Λ“ ~~ lr ar 'rJ“ - A(0)J

dans L2(0,L), quand M — » oo

On multiplie l'equation (1.4l) d*indice k, par 

en k,

il vient

| a 2 j M a j M!

I at2 ’ 5 t J
+  ce

3j‘k ( t )

a t
et on

■ £ )  · » (·"· ¥ )  

· 4 ί ? · £ ] - ( · < < · · £ )

o r *

puisque

g2 jM ajM) = _ ±_ + I
< 3x2 * ^  J I ̂ x * J 2 3t 3x

1 d  | 9 j M

2 at ax

ajM ajM ajM ajM
“r~(L, t) -^-(L.t) - -^-(O.t)-^- (0, t) = 0
at ox at ax

d’apres les conditions aux limites imposees a <p. ;

1 . 4 2 )

1.43)

somme

1.44)

(1.44) s'ecrit alors

djM
at

1

ϊ
'dd*
3x
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1  d 
2 d t

df_
a t + β  I j M I + Ύ θχ /

9 j M 2

+ a
3 j ^
a t

3 j M
(G(t) ,  -  )

at

que l'on integre eritre 0 et t<T :

1

2 at a 3t ds

0

1 

< 2

d f
dt

■(0) IG(s)
aj*
a t

ds (

D'apres (1.42) et (1.43), le membre de droite de (1.̂ 5) est

r t

IG(s)
d f
at ds

0

(C etant une constante independante de m),

d ' o u

1

2

d f
at + β Ι  j M I 2 + ΎΙΙ j M l|2 + a

df_
dt

ds

0

6a
I G ( s ) l2ds +

3a
at ds

0

soit encore

a j f
at

+ β  I j M |2 + ΎΙΙ j M ii2

1 -45)

P U MI Ύ|| j Ml|J

βΙ j M o) r ΎΙΙ jM ))»:
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3 «
I G ( s ) l 2 d s  + ot

3 j Μ

3 t
d s

D ' a p r e s  ( 1 . 4 0 )

I G ( s ) l 2 d s  <  c o n s t a n t e ,

o n  d e d u i t  d o n e ,  e n  p a r t i c u l i e r ,  d e  ( 1 . 4 6 )  q u e

M

3 t
9 j M

3 t d s

0

d * o u

M

a t
<  c o n s t a n t e  ( i n d e p e n d a n t e  d e  M)

R e p r e n a n t  ( 1 . 4 6 )  o n  e n  d e d u i t  q u e

i j Mlli <  c o n s t a n t e  ( i n d e p e n d a n t e  d e  M]

E t  a i n s i

L o r s q u e  M — * oo, j M d e m e u r e  d a n s  un  e n s e m b l e  

b o r n e  d e  L°°(Ο , T ; Vq ( 0 , L )  ) e t  d a n s

un  e n s e m b l e  b o r n e  d e  L ° ° (0 ,T ;L 2 ( 0 , L ) )

En e f f e c t u a n t  l e  meme t r a v a i l  a  p a r t i r  d e  1 1 e q u a t i o n  

ω ) , o n  o b t i e n t

L o r s q u e  M — * oo, ωΜ d e m e u r e  d a n s  un  e n s e m b l e

«« η ί δ ω ^
b o r n e  d e  L °° (0 ,T ;V °  ( 0 , L )  ) e t  l - ^ - l d a n s

e n s e m b l e  b o r n e  d e  L ° ° (0 ,T ;L 2 ( 0 , L )  )

un

Le p r o b le m e  e t a n t  l i n e a i r e ,  on  p a s s e  a  l a  l i m i t e  s a n s  

c e  q u i  a c h e v e  l a  d e m o n s t r a t i o n  du  t h e o r e m e  1 . 1 .

( 1 . 4 6 )

( 1 . 4 7 )

( 1 . 4 8 )

( 1 . 4 9 )

( 1 . 5 0 )

1 . 1 9 )  ( p o u r

( 1 . 5 1 )

d i f f i c u l t e ,
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1 . 1 . 2 .  Q u e l q u e s  r ^ s u l t a t s  d e  r e g u l a r ! t 6

L 1e x i s t e n c e  e t  l ’ u n i c i t e  d e  l a  s o l u t i o n  du s y s t e m e  l i n e a i r e  ( 1 . 1 )  

a  ( 1 . 7 )  e t a n t  p r o u v e e s , n o u s  a l l o n s  e t u d i e r  l a  r e g u l a r ! t e  d ’ u n e  

s o l u t i o n  ( i , v )  d e  c e  p r o b l e m e .  N ou s  a l l o n s  e n  p a r t i c u l i e r  m o n t r e r  

com m ent l a  r e g u l a r i t e  d e  c e s  s o l u t i o n s  d e p e n d  d e  c e l l e s  d e s  

d o n n e e s .

P o u r  c e l a  o n  t r a v a i l l e  a  n o u v e a u  a v e c  l e s  e q u a t i o n s  ( 1 . 1 8 )  a  

( 1 . 2 2 ) .

L e s  e s t i m a t i o n s  o b t e n u e s  s u r  j  e t  ω s o n t  d o n n e e s  d a n s  l a

P r o p o s i t i o n  1 . 1 :  Sous les conditions
• ψ <E W2 · 1 (0,T)
■ e e w2’1(o,t)

■ do G V g ( O . L )

• ω0 e v°(0,L)
Les quant ites

£j2 + cto2 d x

E ^ ( t )  =

0

fL

4

0

PL

c

0

i r s i v
c W

d x

■C \dx/

( 1 . 5 2 )

( 1 . 5 3 )

(doS\ 2 r g  -> 1 f3 to \2
h d  + - τ - ω2+ t L · -  dx (λ̂ 3ϋ)

veTifient les inegalites suivantes:

E0 ( t ) < 2 E 0 (O) + δ 0 ί ΐ Ε Ι 2 2 ,  + ΙψΊ 2 2 ! )  ( 1 . 5 5 )υ υ u \ u n ,A (0,T) w * ,a (0, t )'

E.  ( t )  < β . Ε  ( 0 )  + &j i l E i 2 2 1 + M 2 2 ,  )  + Ύ ( 1 . 5 6 )J J j W ‘i,1(0,T) W ^ ’A (0.T)/ J

E „ ( t

B j < t > S3 r g
c

i 2 -
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Ε ω (ΐ> <  PcoE co(°) + S c o( I E | 2 2 1 + ' Ψ |22 1 ) + Ύ α> (1 . 5 7 )

ο ΰ  δ 0 , 6 j  ,&ω , ^  , β ω sont des constantes positives.

R e m a r q u e : L e s  e s t i m a t i o n s  o b t e n u e s  d a n s  l a  p r o p o s i t i o n  1 . 1 ,  

i m p l i q u e n t  q u e  l e s  s o l u t i o n s  j  e t  ω a p p a r t i e n n e n t  & C1 ( 0 , T )  s i  l e s  

d o n n e e s  i 0 e t  v 0 s o n t  d e  r e g u l a r i t y  H1 .

P r e u v e :

i )  P r e m i e r e  estimation 
En m u l t i p l i a n t  ( 1 . 1 8 )  p a r  j ,  ( 1 . 1 9 )  p a r  ω,  e n  som m ant p u i s  e n

integrant entre 0 et L, i l  vient

*L i*L i*L

1 d
— -r— (-6j2+cco2)dx + (rj2+gto2)dx + (A( t) j+B( t )co)dx 
2 dt

» Ο ι Ο ι O

(— ■ + 
\3x^ 3x

d x

0

= c o ( L , t ) j ( L , t )  -  i o ( 0 , t ) j ( 0 , t )  = 0

e t  d o n e .

1_ _d_
2 d t

(-6j +cco ) d x  +

0

( r j 2 +gω2 ) d x

= - A ( t ) j d x  - B ( t )

0

(Jdx ( 1 . 5 8 )

o r

'L f ' 
jdx < \TlT j 2dx

I 0  VA 0  >

e t ,  d e  meme,

o u  Eq e s t  d e f i n i  e n  ( 1 . 5 2 )

I E ? ( t )
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*L (PL '

ωάχ <  \ΠΓ cn^dx 

t Ο ν» 0 >

%

( t )

( I . 5 8 ) s ' e c r i t  a l o r s

1_ _d 
2 d t l\]j  IA(t>

s o i t  e n c o r e

(J j l A ( t )  I + J - I B ( t )  I ( 1 - 3 9 )

e t ,  e n  i n t e g r a n t  ( 1 . ^ 9 )  e n t r e  0  e t  t< T :

f*t

E * ( t )  <  E * ( 0 )  + I '—I A ( s )  I + J —I B ( s )  Ids

0

S o i t  d o n e  

CL
(£j2+ οω2 ) d x

0

<  2

»L ί*Γ N

-£j'o (χ ) +CCJo (χ ) dx + 2 J ^ - IA (s )  1+ J ^ - IB ( s )  Id s  

t 0  ^ 0  )

( 1 . 60)

P o u r  d e m o n t r e r  l e s  i n e g a l i t e s  ( I . 5 6 ) e t  ( 1 . 5 7 )  e s t i m a n t  Ej e t  Εω , 

o n  u t i l i s e  l e  lem m e s u i v a n t :

Lemme 1 . 1 :  Une fonction f  appavtenant ά H1 ( 0 , L ) , L etant une 
constante strictement positive, veicifie les estimations suivantes

df
If (0)1 S > l 2 i r i «  I5J

I f  (L)  I <  \ T 2 l f  I%
L2 ( 0 , L)

d r
δ χ

%

L2 ( 0 , L )

l 2 ( 0 , l )

+ I f ( L )  I 

+ I f (0)  I

( 1 . 6 1 )

( 1 . 6 2 )

En e f f e t

L
( t )  I E ? ( t )

d
d t s ? ( t )



o u  e n c o r e ,

I f (0)  I2 <  2 I f  I ?
 ̂ L ( 0 , L

d r
3 x l 2 ( 0 , l )

2  f 2 (L)

d ' a p r e s  1 ' i n e g a l i t e  d e  C a u c h y  S c h w a r z ,  

e t  d o n e

I f  ( 0)  I <  \T2l f  I'
df
3 x L2 ( 0 , L )

l f ( L ) I

De m a n i e r e  i d e n t i q u e ,  o n  o b t i e n t  l f i n e g a l i t e  ( 1 . 6 2 )

i i )  Denxieme estimation 
En d e r i v a n t  1 1 e q u a t i o n  ( 1 . 1 8 )  e n  t e m p s ,  o n  o b t i e n t

£ d 2 i  + ^  = 9 ω 
0^.2 dt dxdt -  A 1

o u  e n c o r e

3 J . r g . 1 3 2 j 
9---- + (r +-- )—  + — j ---------
a t 2 c  a t  c  c  dx2

^A -  A'
c ( 1 . 6 3 )

d j
En m u l t i p l i a n t  1 f e q u a t i o n  ( 1 . 6 3 )  p a r  —— e t  e n  i n t e g r a n t  1 * e q u a t i o ndt
o b t e n u e  e n t r e  0  e t  L, i l  v i e n t

182

f 2 (0 )  = - 2

fL

0

» — ( x ) d x  
d x

3 f
f 2 (L)

1 d  

2d t

r g  .
( r + — )

c

(*L

V 0
<atJ d x

1

c

a2j aj
a x 2 at d x  - (̂ A +

c
A ’ )

aj_
at d x ( 1 . 6 4 )

0 0

o r

a2
a x

£1
2 at

a j a j ·
.dx dt.

- I
2 3t \3x

e t

(§f)
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£ i
3t

(O.t) = o

d j
—  (L,t) = gco(L.t)
dx

dfjJ
c —  (L,t) + B(t)=B(t) 

dt

L 1 equation (1.64) s'ecrit alors 

f*L

1 d

2dt
sr* . 2

+ -- 3 *c
2 £ g  
dx + (r+— )

0

dx

1 3 i g
= -  B(t)-f(L,t) - (—A + A' ) 

c 3t c
£ J ,
—— dx
9t

0

Soit encore, l'inegalite

d

dt I  £(§r) * ? d2* MSB dx ‘ ♦ < ^ >
«* 0  «

(£·) dx

0

fL

< — I j(L,t) I IB’ I + ^A + A* I dx
c c I at

Jo

car j(0,t)=0 d ’apres (1.21)

On pose

Ej(t) =

0

ainsi

d x  <
dt I \7  E? ( t >

0

et

• 6 5 )

CL·

(S3 —  j 2
C

i  (2iY
c \9xy

dx

-B(t)j(L,t 
c
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*L

j ( L . t )  1 = ^ - ( x ,  t ) d x  
dx

%0

<  \lLc E j ( t )

( I . 6 5 ) s ’ e c r i t  a l o r s ,  e n  p a r t i c u l i e r ,

E j ( t ) -  i  B ( t ) j ( L , t ) ]  <  I G ( t ) I E j ( t )  ( 1 . 6 6 )

OU

G ( t )  = — — IB' I + vjLc — A + A' 
c  \ l c  jc

v e r i f i e

IGI 1 < a 1 l v l / l P 1  + a J E l  ? ,
L ( O . T )  W ’ ( 0 , T  ) W ’ (  0 , T  )

e t  oc2 e t a n t  d e s  c o n s t a n t e s  d e p e n d a n t  d e  ( L , r , g , £ , c )  .

On p o s e

^ ( t )  = E j ( t )  -  - B ( t ) j ( L , t )  ( 1 . 6 7 )

3̂ . v e r i f i e  l a  d o u b l e  i n e g a l i t e

Dj Ej -  D2 (B)  <  3Γ, <  Cj Ej + C2 (B)  ( 1 . 6 8 )

C 1 , C2 , D 1 , D 2 s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  p o s i t i v e s  d e p e n d a n t  e v e n t u e l l e n i e n t  

d e  IB I ,  c e t t e  q u a n t i t e  e t a n t  b o r n e e  d ' a p r e s  l e s  h y p o t h e s e s  d e  

r e g u l a r i t e  f a i t e s  s u r  E e t  ij/ ( a p p a r t e n a n t  a  W2 , 1 ( 0 , T ) ) .

L ’ i n e g a l i t e  ( 1 . 6 8 )  s e  d e m o n t r e  d e  l a  f a g o n  s u i v a n t e :

D 'u n e  p a r t ,

2
jr. <  E.  + - I B  I I j  ( L , t ) I j j c

1 ?<  Ej +  ---- IB I2 + I J 10
C 2

S o i t  d o n e ,

9 j  I-r— e n  v e r t u  du  lem m e 1 . 1 .
a t l 0
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y .  <  E . +  — I B I 2 + |·(-^ -« -1 ) IE . I
J  J  , 2  2  g r  Jc

ce qui donne bien l'inegalite de droite de (1.68) avec

et

c ,  1
Ci =  1+ό ( ---- h l >A 2 gr

C2 = —  IB 12
c2

D*autre part, puisque, quelque soit oc constante strictement 

positive

2B(t)j(L,t) < — IB(t) l2+ ca(^-+l)E. , 
a gr J

2 1 , 1
^  = E . ---B(t)j (L,t) >  E . -----IB I - a (-- + 1)E,
j j c J cot gr J

gr
±1 suffit alors de choisir a: < ----— pour obtenir l’inegalite de

gr +1
gauche de (1.68) avec

D = (1 - *(-1+1))
1 gr

et
1 ?D? = --IB I2 .

 ̂ coc

L*estimation (1.66) devient

! £ < * , )  < l O I E ’f

ou encore

f  l r (5v  d2>

et done

4γ & 3 + D2>* < —  (1 .69)
d t  J D ^

En integrant (1.69) entre 0 et t < T il vient

(D t )
G I (3Γ η- d 2 )*
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(3F. ( t ) + D 2 ) /2 <  (jr, ( 0 ) + D 2 )
D

I G ( s ) I d s

s o i t  e n c o r e

3Tj (t) < 23Γ, (0) 2 D ,  + — 
2 D,

I G ( s ) I d s

0

c e  q u i  d o n n e  p o u r  Ej

2C,
s , ( i e i 2 2 1 + Ι ψΐ 2 2 , )

w ’ ( 0 , T )  W ( 0 , T ) '

(c2 + d 2 )
+ 2

e t  d o n e  l ' i n e g a l i t e  ( I . 5 6 )

2 Cl
a v e c  β , = e t  Ύ. = —  (C2 + D2 )

υ ι

i i i )  TToisieme estimation

L e s  t e c h n i q u e s  d e  c a l c u l  p o u r  1 ' o b t e n t i o n  d e  l ' i n e g a l i t e  ( 1 . 5 7 )

s o n t  l e s  memes q u e  c e l l e s  u t i l i s e e s  p o u r  1 ' o b t e n t i o n  d e

l ' i n e g a l i t e  ( I . 5 6 ) ;  ( 1 . 5 7 )  e s t ,  b i e n  e n t e n d u , o b t e n u e  a  p a r t i r  d e
3(0

1 e q u a t i o n  ( 1 . 1 9 ) d e r i v e e  e n  t e m p s , m u l t i p l i ^ e  par* ----  e t  i n t § g r e e
9 t

e n t r e  0  e t  L.

On o b t i e n t  a l o r s

1_ _d_ 
2 d t c(H

'δοΐΛ 2

, 3 t " J
r*g 2 ——ω +

1 (δοΛ2 ( rc^
ib d  dx * Is * t )

0

(doA 2y
0

1 dco
1  A a t

δω 
“ — d xa t
0

- ( t
D1

E j ( O )

o. t)
(β,+ J  B)
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et par le m£me calcul que dans 1'estimation prec^dente, on 
obtient, en particulier, l'inegalite

d
dt

2 rg - 1 (duiS2 1
y  * 7 “ * l i d  ox.t jA<t)«(0.t)

0

« — IA* (t) I Ιω(0, t) I +
1/

rB'+ -B 
£ dx (1.70)

On pose

E c o ( t )

(Βω\ 2 rg , 1 2
t e J  + dx

ainsi

0

3ω PL v—  d x  <  -  e : at 'Jc °
0

et
Ιω(0,t)I <

(1.70) s'ecrit alors

A.[|E^(t) +j A(t)co(0,t)] < IH(t)IEg(t) (1.71)

ou
H(t) = -

& Si J !
B ’

~ t \

verifie
IΗ I Λ < α; ΙψΙ ? 1

L ( 0 , T ) W ’ ( 0 . T )
+ Oti, IE I 2 i

W ( 0 , T )

L
I E*<t>
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oqet «2 etant des constantes dependant de (L,r,g,l,c).

On pose

(1 .72)

verifie la double inegalite

(1.73)
I »C1,C2 ,D1,D2 etant des constantes positives, dependant

eventuellement de IA I quantite bornee.

La demonstration de 1'inegalite de droite de (1.73) est immediate 
(identique a la demonstration de (1.67)). Pour 1*inegalite de 
gauche, il suffit de remarquer que

= E,. -
I A(t)

3ω
dx

dx
0

et

2 A(t) 3x 1 ,———  dx < —  IA(t) I + ot\|2 ox oc

(*L
2
dx

0

<  — IA ( t ) I + 77 + oc2£E
OC H

Ainsi

II suffit de choisir a tel que 0 < a < 1 pour obtenir 1*inegalite 
de gauche de (1.73). avec

et
d; = (1 - a 2)

L.
4'

L'estimation (I.7 1 ) devient

^ ( t ) E c o ( t )

2

I
( t )co (O .T )

d ; ( a <  C l Eco+° ι Ε ω

1- « 2 )Εω
1 1
— (— ΙΑ I 
toe.

D.
l o t

IA I



ce qui donne pour Εω

2Ci
Ec o ( t )  <  —  Εω ( 0 )  + δ ω ( Ι Ε Ι 2 2 ,  + Ι ψ 1 2 2 χ ) +

D* W ^ ,J-(0,T) W ^ ’A (0,T)

2(c^+cj)

S o i t  d o n e  l ' i n e g a l i t e  ( 1 . 5 7 )  a v e c

2Ci 2
—  et Ύω = —  (C; + D ’)
Di Di

□

1 . 1 . 3 ·  C o n s t r u c t i o n  d e  1 * a p p l i c a t i o n  L e t  s e s  p i * o p r i 6 t 6 s

A v a n t  d e  t r a i t e r  l e  p r o b le m e  n o n  l i n e a i r e  i n i t i a l ,  n o u s  m o n t r o n s ,  

g r a c e  a u x  e s t i m a t i o n s  o b t e n u e s  au  c h a p i t r e  p r e c e d e n t ,  1 ’ e x i s t e n c e  

d ' u n e  f o n c t i o n n e l l e  l i n e a i r e  c o n t i n u e  L q u i ,  a  t  £  [ 0 , T ] ,

i 0 , v 0 , Ψ e t  E d o n n e s  d a n s  d e s  e s p a c e s  q u e  l ' o n  p r e c i s e r a ,
θ χ  3 v

a s s o c i e  u n e  c o m b i n a i s o n  l i n e a i r e  d e  —— ( 0 , t )  e t  d e  —  ( 0 , t ) ;ox dx

e l l e  e s t  d e f i n i e  p a r

E e W2·1(0,T),
(i0 ,vQ) €E (H1(0,L))2 et vevifiant les conditions (1.6) et (1.7), 
alovs

il existe deux fonctionnelles lineaires Li et Lv d£finies par

1 dv
-  ^ - ( O . t )  c dx

σ di

o u  Lv e t  Li s o n t  d e f i n i e s  d a n s  l a

Proposition 1.2:: Si 4i E W 2,1(0,T),

-ο ’ ν 0 •M'.SJ t )

1

c v i0 .v0 ) ΐ Ω · ν η . ψ , ε ; t)σ
H

189

1_ _d_ 
2 d t ■CFw) <  IH I ε-

κ
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t-ί ■■ ( i 0 . v 0 , * , E ) , t  - »  i 1 { i o i V o > l l / > E } < t )

£„  : U 0 . v 0 . , K E ) . t  —  £ v { i 0 . v 0 . u , , E } ( t )

De plus,
ces deux fonctionnelles sont continues de

H1 ( O . L ) x H 1 ( 0 , L ) x W 2 · 1 ( 0 , T ) x W 2 ’ 1 ( 0 , T )  dans L2 ( 0 , L )

P r e u v e :

N ou s  n o u s  i n s p i r o n s  du  c a s  d e  l a  d i m e n s i o n  u n  d a n s  l e  lem m e 3 - 7  

( p a g e  4 0 )  d e  J . L .  L i o n s  [ L ] .

C o n s i d e r o n s  a  n o u v e a u  l e s  e q u a t i o n s .  ( 1 . 1 2 )  a  ( 1 . 1 6 ) .  On c h e r c h e  a  

d e t e r m i n e r  d e s  e s t i m a t i o n s  a u x  b o r d s  p o u r  l e s  q u a n t i t e s  v  e t  i ,  e n  

c o n s i d e r a n t  u n e  f o n c t i o n  p l a t e a u  Θ, d e f i n i e  d e  IR v a l e u r s  d a n s  

IR+ , p a i r e ,  d e  c l a s s e  C°° t e l l e  q u e

θ ( 0 ) = 1 

e t  0 ( L )  = 0 .

(Θ e s t  u n e  f o n c t i o n  r e g u l i e r e ,  d e  v a l e u r  maximum e g a l e  a  1 ) .

= | |  ( o . t )  ( 1 . 7 4 )

3 v= ^  (o.t) (ijJ 3 )

En d e r i v a n t  e n  x ,  l e s  e q u a t i o n s  ( 1 . 1 8 ) e t  ( 1 . 1 9 ) ,  i l  v i e n t

e t

a 2 j  δ 2ω
Z --------  + r  —  = ------

3 t 3 x  3 x  0χ 2

3 2ω 6>ω 3 2 j
c  ——r— + g3 t 3 x 3 x 3x*

( 1 . 7 6 )

(LIZ)

δωc*uj δ j
En m u l t i p l i a n t  ( 1 . 7 6 )  p a r  c 0  ——, ( 1 . 7 7 )  p a r  £θ ——, e n  som m ant l e s

9 x  d x
d e u x  e q u a t i o n s  o b t e n u e s , p u i s  e n  i n t e g r a n t  e n  x  e t  e n  t  :

0 .

i*L

PT

θ ( χ )

0  

r r

θ ( χ )

o

δω δ 2 ω δ 2 j  δ ^
Cr---------- + £ --------  - —δ χ δ χ £ δ χ 2 δ χ

d x d t

δ j  δω δ 2ω d j
£ c -------------- + £ c ----------------

δ t δ x  δ χ  δ t 3 x  δ χ
δω δο δω'ΐ

£ε -γ- -γ- + c r  —  —  d x d t  δ χ  δ χ  δ χ  δ χ I
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qui s'ecrit encore sous la forme:

OJ

θ {x ) 3 f (3<ύ
2 dx

o

T  (*L ί*Γ
d i 3ω

= ( c r  + £g) Θ (x )~— —- d x d t  + &c,
ox ox

t  0  0  t  0%

θ(χ) d fdj £ω)
5t \3x dx) dxdt

0

et, en integrant par parties,

ί*Γ

0

• M  ( · £ ) ■  ·  - e n ] dt
x = 0

1
2

0

3Θ (x)
dx (cO  * £(IB )dxdt

o

= (cr + £g)
0

„ d i doi Θ (x) ——  ——  dxdt 
dx dx

0

£ c [3j d(o 9j 3ω 1— (x.T) ^-(x.T) - ·— ( x ,0) — (x.O)Jdx (1
0

et puisque θ(0) = 1 
et Θ (L) = 0,

l'equation (1.78) s'ecrit encore

.78)

I  ( ° ( l ^ ( o - t > ) *  < ® r ( o - t > ) ) d t
Jo

2

+ -e
0

d x d t
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1

2

ί*Γ

Ο.

£θ
d x

Ο
<x)(c0 2* 0 > xdt

= - ( c r  + £g)
d j δω 

Θ ( x )  —  —  d x d t  
o x  d x

0

PL

+ -Cc θ ( χ )
a J'o do)o dj(xfT) δ ω ( χ , Τ )
dx dx dx dx d x  ( 1 . 7 9 )

0

D ’ a u t r e  p a r t ,  Θ e t a n t  b o r n e e ,

3 j  3ω

0

( 0 ‘ * O ' ) d x ( 1 . 80 )

0

e t  a i n s i ,  p a r  ( 1 . 8 0 )  e t  ( 1 . 7 9 ) .  o n  o b t i e n t  l ' i n e g a l i t e

f c M o . t n 2 e raj(o,t )v
r - S T - J  * £ C “ — )

d t  <  K

0

i*T

0

( © ■ ·  e n
d x d t

0

+ £.c θ ( χ )
a J*0 dwo 3 j  ( χ , Τ )  3 ω ( χ , Τ )
dx dx dx dx d x  ( 1 . 8 1 )

0

oii K e s t  u n e  c o n s t a n t e  n e  d e p e n d a n t  q u e  d e s  p a r a m e t r e s  ( £ , g , r , c )  

e t  d e  Θ ;

e t ,  e n  u t i l i s a n t  l e s  e s t i m a t i o n s  ( I . 5 6 ) e t  ( 1 . 5 7 )  d e  l a  

p r o p o s i t i o n  1 . 1 ,  e n  p a r t i c u l i e r  p o u r  l e s  q u a n t i t e s



l'inegalite (1.81) aboutit a

ΓΓ

c
0

C(L.r,i,g.o)(lH.T)x(NJ0ll̂ l|W0ll^l^|22.1(0 T)H.|EÎ 2il(o T)) (1^82)

Enfin, puisque, par (1.10) et (1.17).

3i 3j
T-(O.t) = ~ (0.t) 
dx ox

et
3v 3oi
3“ (0.t) = ^-(O.t)
ox dx.

et d'apres (1.22), l'inegalite (1.82) donne lieu aux deux 
estimations suivantes:

r r
(dl \ 2

(0,t)J dt < C(L,-6,r,g,c) (1+T) x
I

[ II in II2 + IIvn II2 + ΙψΙ2? 1# + IEI2 1# l (1.83) L 0 l 0 l W2-1(0,T) W2>1(0,T)J ---'L

et
IT

fd(j3 ^2
c|̂ —  (0,t)J dt < C(L,^,r,g,c) (1+T) x

0

flli0l|2+ II vn II2 + ΙψΙ2 2 t/ + IE|22 1 t  l (1.84) L 0 l 0 l W2,1(0,T) W2’1(0,T)J ---

prouvant ainsi 1*existence et la continuite des deux 
fonctionnelles definies par les relations (1.74) et (1.75)·

CL

JO

0 ω\ 2

SrJ dx
et

f*L

JO

dx,
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9ίύ . 

χ ? χ
( o , t )

2

+ £ j & O . t9 χ

2

d t
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1 . 2 .  Le P r o b le m e  n o n  l i n f e a i r e

R e v e n o n s  au  p r o b le m e  n o n  l i n e a i r e  ( 0 . 1 ) - ( 0 . 6 ) .

P a r  un t h e o r e m e  d e  p o i n t  f i x e ,  e t ,  e n  u t i l i s a n t  l a  f o n c t i o n n e l l e  

L d e f i n i e  a  l a  s e c t i o n  p r e c e d e n t e , n o u s  e n o n g o n s  un  p r e m i e r  

r e s u l t a t  p r o u v a n t  1 ' e x i s t e n c e  l o c a l e  d e  l a  s o l u t i o n  ( i , v )  du  

p r o b le m e  ( 0 . 1 ) - ( 0 . 6 ) ,  d a n s  C ( [ 0 , T ] j H 1 ( 0 , L ) ) 2 .

P u i s  n o u s  m o n t r e r o n s  q u e  l a  n orm e d e  l a  s o l u t i o n  d a n s  c e t  e s p a c e  

n e  p e u t  e x p l o s e r  e n  te m p s  f i n i ,  c e  q u i  n o u s  p e r m e t t r a  d e  c o n c l u r e  

s u r  1 ' e x i s t e n c e  g l o b a l e  e n  te m p s  d e  l a  s o l u t i o n .

Th0or*dme 1 . 2 :  ( E x i s t e n c e  l o c a t e )
On s e  d o n n e

E G W2 · 1 ( O . T ) ,

( i 0 , v 0 ) G (Hx ( 0 , L ) ) 2 v e v i f i a n t  ( 1 . 6 ) - ( 1 . 7 ) .

Pout T a s s e z  p e t i t ,  

l e  p v o b l e m e  ( 0 . l ) - ( 0 . 6 )  p o s s e d e  u n e  s o l u t i o n  ( i , v )  v 6 v i f i a n t
i  G C ( [ O . T ] ,  H1 ( 0 , L ) ) 

v  G C ( [ 0 , T ] ,  H1 ( 0 , L ) ) 

a v e c  <p G W2 · 1 ( 0 , T )

P r e u v e :

S o i t  ( i , v )  l e  c o u p l e  s o l u t i o n  d e  p r o b le m e  l i n e a i r e  ( 1 . 1 ) - ( 1 . 7 ) .  

p o u r  l e q u e l

i | / ( t )  = f ( < p ( t ) )  ( 1 . 8 5 )

e t
d<p
- f -  = v ( 0 , t )  -  σ  i  ( 0 ,  t )  ( 1 . 8 6 )
d t

La d e m o n s t r a t i o n  du  t h e o r e m e  ( 1 . 2 )  s e  f a i t  p a r  u n e  m e t h o d e  d e  

p o i n t  f i x e ,  p o u r  l a q u e l l e  o n  u t i l i s e r a  l e s  r e s u l t a t s  d e  l a  

p r o p o s i t i o n  1 . 2 .  N o u s  d e f i n i r o n s  u n e  a p p l i c a t i o n  ζ  o p e r a n t  s u r  <p 

e t  m o n t r e r o n s  q u e  c e t t e  a p p l i c a t i o n  e s t  c o n t r a c t a n t e  d a n s  1 ' e s p a c e  

m e t r i q u e

!F(M,<p0 ) d e f i n i  p a r

p o u r  M>0,  α > 0 ,  β ,  <p0 d e s  c o n s t a n t e s  r e e l l e s  f i x e e s  e t  f  v e r i f i a n t  

l a  p r o p r i e t e  0 . 7 .
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y(M,<p0 ) =

/ T \

L·  G W2 · 1 ( 0 , Τ ) ,  φ ( 0 )  = φ 0 e t
d 2 φ

2
d t  <  M >

. d t 2 .
\  « 0 /

( 1 . 8 7 )

S o i t  ζ  u n e  a p p l i c a t i o n  d e  W2 , 1 ( 0 , T )  d a n s  l u i - m e m e ,  t e l l e  q u e  ζ φ  

s o i t  s o l u t i o n  d e  l f e q u a t i o n  d i f f e r e n t i e l l e :

— (ζ<ρ) + α ( ζ φ )  + β  Ρ ( ζ φ )

{ i 0 , v Q , f  (φ )  ,E }  S + v o ( ° ) - σ 1 ο ( 0 )  +oap(0) + 3 F (φ ) ( 0 )  ( 1 . 8 8 )

0

OU

e t

F(<p) = dcr

1 cr
^ { * 0  »v o ·<ί>· Ε > ^  c  { i 0 , v 0 , φ , Ε }  J L± { i 0 , v 0 , φ , Ε }

o u  l e s  f o n c t i o n n e l l e s  £ v e t  £,£ o n t  e t e  d e f i n i e s  e n  ( 1 . 7 4 )  e t

( 1 . 7 5 ) ·

P o u r  φ  e  W2 ’ 1 ( 0 , T ) , f (φ)  G W2 ■ 1 ( 0 , T ) ,

e t  p u i s q u e  ( ( i 0 , v 0 ) , E )  G (H1 ( 0 , L ) ) 2 xW2 · 1 ( 0 , T ) ,

L r. w  \ o i ( · )  e s t  l i n e a i r e ,  c o n t i n u e ,  d e
ί-'-ο ♦ v o · 1 ^

(H1 ( 0 , L ) ) 2 x(W2 ’ 1 ( 0 , T ) ) 2 x [ 0 , T ]  d a n s  L2 ( 0 , T )  

d ' a p r e s  l a  p r o p o s i t i o n  1 . 2 .

D o n e ,  p o u r  φ G  W2 , 1 ( 0 , T ) ,  ( ζ φ )  s o l u t i o n  d e  1 ' e q u a t i o n  

d i f f e r e n t i e l l e  ( 1 . 8 8 ) ,  a p p a r t i e n t  a  W2 , 1 ( 0 , T ) .

C e t t e  a p p l i c a t i o n  ζ  e s t  d e f i n i e  e t  c o n t r a c t a n t e  d e  !F (M ^ 0 ) d a n s  

l u i - m e m e  comme n o u s  l e  m o n tr o n s  d a n s  l e  lem m e s u i v a n t :

Lemme 1 . 2 :  f  appavtenant ά C2 (W2 , 1 ( 0 , T ) ) ,

( i 0 , v 0 ) etant άοηηέ dans (H1 ( 0 , L ) 2 ) vevifiant (0.9)



α , β , Μ 0 etant des constantes (M0^ 0 ) ,

alovs pour M<Mq

il existe TQ tel que pour T suffisamment petit (T<T0 ) ,  

ζ, possede les pnopvi^tes suivantes :
• ζ est une application de ^(M.cPq) dans ;F(M,<p0 ) (

• (<f>! . <P2 ) G  ( ^ ( Μ , ^  ) ) 2 ,

196

n

ΙΟ(ζ<Ρχ "  ζ < Ρ 2 )  ( t )  I2 d t  <  |

0

ou D est I'opevateuv defini pan

n

lD(<Pi " <P2 ) I2 d t

0

d2cp( t )  dtp
D<p(t) = — T-L -l  + α  - T  ( t ) + p f  (<p(t))

d t 2 d t

P r e u v e :

S o i t  <p €  ;F(M,<p0 ) ,

i )  D ' a p r e s  ( 1 . 8 8 ) ,

~"(ζ<Ρ) ( 0 )  + α ( ζ < ρ ) ( 0 )  + β Ρ ( ζ < ρ ) ( 0 )  
a t

= v 0 ( 0 )  -  o±Q ( 0 )  + oap(0) + pF(<p) ( 0 )

d
= — <p(0) + α<ρ(0) + p F( < p) ( 0 )  

d t
e t  d o n e

( ζ φ )  (0) = φ(0) = <p0 .

P o u r  φ  £  ^ ( Μ , φ ^ ) ,  1 '  e q u a t i o n  ( 1 . 8 8 )  d e r i v e e  e n  t e m p s  s ' e c r i t

D ( ζ φ )  ( t ) = £ { i Q( V 0 , f ( ( p ) , E } ( t ) ( 1

1 - 8 9 )

1 - 9 0 )

1 . 9 1 )

♦ 9 2 )

e t  d o n e ,  p a r  l e s  e s t i m a t i o n s  ( 1 . 8 3 )  e t  ( 1 . 8 4 )
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Ιϋ(ς<ρ) ( t )  12 d t  <

0
( 1 . 9 2 »)

C(l+T) fllv0 tl2 + lli0 ll2+lf(<p) I2 . + IE 12, t/ )
\ 0 l 0 l W2 > 1 ( 0 , T )  W2 , 1 ( 0 , T ) /

e t ,  p o u r  T<1 

i*L

ID(4<p) ( t )  II2 d t

0

<  2C (llv0ll*. II i0 II ̂ + lf(v)!^il+ IEI*2-1) (1^2) 

C e t a n t  u n e  c o n s t a n t e  p o u v a n t  d e p e n d r e  d e  L , . 6 , r , g , c .

D ' a u t r e  p a r t ,  <p a p p a r t e n a n t  a  !F(M,<f>0 ) ,

<p(0) = <p0 e t

*r
d 2<p

d t 2
» 0

d t  <  M

De p l u s ,
*T

d 2<p

d t 2
Jo

s o i t  d o n e

f>(<p)l22 2 ^  c '(<P0 » Τ ? ( ° ) )w ( ο , τ ) υ d t

lf(q>) I 2 2 <  C* (<p0 , ^ ( 0 ) )  M
w ( ο ,  τ ) υ d t

d t

a i n s i ,  p a r  ( 1 . 9 3 ) ,

d t

T
d 2 C<p

d t 2
Jo

<  2C { o ' ( % )M * II ±0 II  ̂ * II v o II  ̂ * IEI ^ 2 . l ( 0 i T ) }

On p e u t  a l o r s  t r o u v e r  M0 t e l  q u e  p o u r  M <  MQ ,

i l  e x i s t e  TQ ( d e p e n d a n t  d e  M) t e l l e  q u e  

p o u r  t o u t  T<T0 ,



198

*T
d 2ζ,<ρ
dt2

Jo

ζ est done definie de ;F(M,<p>0) dans lui-meme.

ii) Etude de (ζ<ρχ - ζ<ρ2) » <Ρι et ^ 2 <̂es fonctions de
F(M,<p0 ) :

Par (1.92')
D( C V l -C<p2 ) ( t )  = -c' { 0 , 0 , f ( < p 1 ) - f ( < p 2 ) , 0 }  ( t >

et done par (1.93).

ΓΓ
I D ( c<i>! - C < P 2 ) ( t ) l  d t  <  C ( l + T )  I f  (<PX ) - f  (<p2 ) 12 2 !

0

<  C T ( 1 + T )  l f (<p1 ) - f ( < p 2 ) | 2 2 2
A * W ( 0 , T )

et puisque et <p2 appartiennent a !F(M,<f>0), cette derniere
inegalite s’ecrit aussi

ID(ζφχ -ζ<ρ2 ) (t) I dt < K(M,<p0 )T(1+T)
0

( iD(<px-<p2 ) I2 (t) )dt
0

ou K est une constante dependant de M et de cp0 .
II suffit alors de choisir TQ (M) tel que pour 
T<T0(M), M fixe, K(M,<p0 )T( 1+T)<i et ainsi l’inegalite (1.90) est 
demontree, ce qui acheve la preuve du lemme.

□

Revenons au probleme non lineaire:

L'egalite (1.86) s'ecrit

- cri0 (0) ( ° , s )ds
d±

σ — (0,s)ds 
3s

0

d<p

dt v o ( °>
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s o i t  e n c o r e

d<p
d t

v 0 ( 0 )  -  criQ ( 0 )  

i*t
1 cr 3 v  

9 x  '  s v ( ° ' s >> -
0

-  r i ( 0 , s ) ) d s

e t  d o n e

£ - v . < 0 > -  cri0 ( 0 ) + ϋ r . « /  \ π ΐ ( ^ )  dS{ i 0 ,V0 ,f (<p) ,E }

0

-  a
d<p
— ( s ) d s  -  β 
d s

0

f  ( < p ( s ) ) d s ( 1 - 9 5 )

er r
o u  a  = — e t  β  = cr(------—) .

c  c  £

R e s o u d r e  ( 1 - 9 5 )  r e v i e n t  a l o r s  a  r e s o u d r e  1 ' e q u a t i o n  

d i f f e r e n t i e l l e :

d<p
—  + a< p(t) + β Ρ ( < ρ ( ί ) )  
a t

^ { xq , v 0 , f  (<p) ,E }  ( S ) d s +Vo(0)-Oio(0)+C»p(0)+PF(<P)(0) ( 1 . 9 6 )

0

(ζ<ρ) e t a n t  s o l u t i o n  d e  ( 1 . 8 8 ) ,  l a  s o l u t i o n  d e  ( 1 . 9 6 )  e s t  d o n e  l e  

p o i n t  f i x e  d e  1 ' a p p l i c a t i o n :

ζ<ρ = <p.

Le lem m e 1 . 2  p r o u v e  l e  c a r a c t e r e  c o n t r a c t a n t  d e  1 ’ a p p l i c a t i o n  4 ,  

e t  d o n e  1 ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t e  d e  c e  p o i n t  f i x e  φ  d e  ζ  c e  q u i  

a c h e v e  l a  d e m o n s t r a t i o n  du  t h e o r e m e  ( 1 . 2 ) .

On a  a l o r s  l e  r e s u l t a t  d e  c o n t i n u a t i o n  c l a s s i q u e  s u i v a n t :
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P r o p o s i t i o n  1 . 1 :  Soit T est fini et alors la quantity 

'CL

l i m  Sup  
t —»T_

•t

ί ^
 ̂dt2

Jo

2 o x
d<P| , ,2 + —— + \q>\*Idt I d s

n'est pas finie,

• Soit T est inf ini.

N ou s a l l o n s  d o n e  c h e r c h e r  a  m o n t r e r  m a i n t e n a n t  q u e  l a  q u a n t i t e  

( 1 . 9 7 )  n e  p e u t  e x p l o s e r  e n  t e m p s  f i n i ,  c e  q u i  p r o u v e r a  1 ' e x i s t e n c e  

g l o b a l e  -  e t  n o n  p l u s  s e u l e m e n t  l o c a l e  -  d e  l a  s o l u t i o n .

1 . 2 . 2 .  Le t h 6 o r £ m e  d ' e x i s t e n c e  g l o b a l e

On i n t r o d u i t  i c i  d e  n o u v e l l e s  h y p o t h e s e s  s u r  f :

I I  e x i s t e  d e s  c o n t a n t e s  p o s i t i v e s  C e t  C0 t e l l e s  q u e

V Φ G W2 * 1 ( 0 , T )  ,

(H0 >

d f
d<p 

F(<p) = <P
f ( a ) d c r  e s t  t e l l e  q u e  F(<p) >  -C Q

0

C e t t e  h y p o t h e s e  e s t  e n  p a r t i c u l i e r  v e r i f i e e  q u a n d  f  e s t  u n e  

f o n c t i o n  p o l y n o m i a l e  d e  d e g r e  i m p a i r  a  c o e f f i c i e n t s  p o s i t i f s .

Avant d'etablir le theoreme d 1 existence globale, remarquons que :

Remarque 1.5 : Pour E G W2,1(0,T), f G C3 (IR) satisfaisant (H0), 
et (iQ ,v0) G (Hx(0,L))2 satisfaisant (0.9). 

les quantites F(<p) et done <p sont bornees, V t G tR+.

En e f f e t , s i  o n  p o s e

v ( x , t ) = v ( x , t ) -  — E ( t ) ( 1 - 9 8 )

6) V 2 + dx
' £ \Λ

,<3xJ
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l e s  e q u a t i o n s  ( 0 . 1 ) a  ( 0 . 5 ) s 1e c r i v e n t

3 v  E ( t )  3 i
—  + —-----  = r i  + & —
c>x L 3 t

3 i  x  dE ~  3 v
------ — (gE + c— ) = g v  + c  —
d x  L d t  9 t

v ( L , t )  = 0

~  d<p 
v ( 0 , t )  = ~TT + cd .(0 , t )  a t

i  ( 0 , t )  = f(<p)

( 1 ^ 2 2 )

(1 . 100)

( 1 . 1 0 1 )

( 1 . 1 0 2 )

( 1 - 1 0 3 )

En m u l t i p l i a n t  ( 1 . 9 9 )  p a r  i ,  ( 1 . 1 0 0 )  p a r  v  e t  e n  i n t e g r a n t  e n t r e  0 
e t  L l a  somme d e s  d e u x  e q u a t i o n s  o b t e n u e s , i l  v i e n t :

— —— £,±2 + c v  d x  + 2F ( (p ) )  + r i 2 + g v 2 d x  + σ  [ f (< p ) ] 2
2 dt Jo Jo

V  E ( t )  x —-----  d x  + ( g
0  L

E c  d E 4
— + -------- ) ;
L L d t '  J0x v  d x ( 1 . 1 0 4 )

Le t e r m e  d e  d r o i t e  d e  ( 1 . 1 0 4 )  e s t  m a j o r 6 , d ' a p r e s  l ' i n e g a l i t e  d e  
Y o u n g ,  p a r

E ( t )
i -

*L* T > 
i 2 d x  + —

L l2 .

uCMO r(gE(t )  +c-
d E ( t ) > > ig  

d t  )  2 . 0

~ 2  L2
v  d x  + —

4 g ( 1 - 1 0 5 )

e t  p u i s q u e  E G W2 , 1 ( 0 , T ) ,  p a r  ( 1 . 1 0 4 )  e t  ( 1 . 1 0 5 ) ,  o n  a  e n  
p a r t i c u l i e r  q u e

d
d t

(.βχ2 + c v  ) d x  + 2 F(<p) <  C o n s t a n t e
0

(1 . 106)

i m p l i q u a n t  a l o r s  q u e  F(<p) e t  d o n e  <p s o n t  b o r n e e s .  

N ous  p o u v o n s  m a i n t e n a n t  e n o n c e r  l e

T h e o r d m e  1 . 3 :  ( E x i s t e n c e  g l o b a l e )

S o u s  l e s  h y p o t h e s e s  d o n n e e s  e n  th 0 o v 0 m e  1 . 2 ,  l a  s o l u t i o n  d u  

p r o b l e m e  ( 0 . 1 ) - ( 0 . 6 )  e x i s t e  p o u v  t o u t  t  6  1R* .
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P r e u v e :

S o i t  ( i , v )  l a  s o l u t i o n  du  p r o b le m e  ( 0 . 1 ) - ( 0 . 6 )  s u r  [ 0 , T [ ,  T < oo. 

On a p p e l l e  M l a  b o r n e  s u p e r i e u r e  d e  <p s u r  IR+ :

l<p( t ) I < M V t ( 1 - 1 0 7 )

On v e u t  m o n t r e r  q u e  T n e  p e u t  e t r e  f i n i ,  e t  d o n e  q u e  l a  q u a n t i t e

l i m  S u p
t —*t -

3 v 2 2 dl2 2 
(—— t-v +-------t-i ) d x  +dx dx-d

0

X

fd2<p)2 fd<p\2 2' 
k b j  *  y  *  * ,

0

d s  ( 1 . 1 0 8 )

e s t  b o r n e e .

C o n s i d e r o n s  a  n o u v e a u  l a  f o n c t i o n  Θ d e f i n i e  au  c h a p i t r e  1 . 2 . 1  

En d e r i v a n t  ( 1 . 1 )  e t  ( 1 . 2 )  e n  t e m p s ,  e n  m u l t i p l i a n t  l e s  e q u a t i o n s

3 v  θ ΐ
o b t e n u e s  p a r  Θ—— e t  Θ—— r e s p e c t i v e m e n t ,  e n  i n t e g r a n t  e n  te m p s  e t

3 x  dx
e n  e s p a c e  l a  somme d e s  d e u x  e q u a t i o n s , i l  v i e n t ,

0 0

'•t [*L ft
3i 3v0(x)(cr+>6g) — - —  dxds + £c ox ox

t 0 r O  i 0 t-0

o u  e n c o r e

0 .
i r H c© 2* £0 2))dxds = fr(cΘ 2* i ( i r f ) dxds
0 « 0» 0

( 1 . 110)

+ 2

0 ,

3 i  3 v
0 ( c r + ^ g ) ----  —— d x d s  + 2 £ c

ax 3x
0

fe —  d v
\  dx dx

3 i ( x , 0 )  3 v ( x , 0 ) '
dx dx d x

0

P u i s q u e ,  p a r  h y p o t h e s e ,  0 ( L )  = 0  e t  9 ( 0 )  = 1 ,  

l e  t e r m e  d e  g a u c h e  d e  ( 1 . 1 1 0 )  s ' e c r i t  a u s s i

θ(χ) d  ι  
a x  2

dxds£
a r s 2

a ^ J
δν^ι
5xJ

91 3 ν  
9t at. dxds 1 . 1 0 9 :
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0

e t  p a r  ( 0 . 1 ) ,  ( 0 . 2 ) ,  ( 0 . 3 ) ,  ( 0 . 4 ) ,

9v di
— ( 0 , t )  = r i ( 0 , t ) + & —  ( 0 , t )  ox dt

rf(<p) + £— f(<p) 
d t ( 1 . 112)

e t
d i  d'v
— ( 0 , t )  = g v ( 0 , t )  + c  T - - ( 0 , t )  
3 x  d t

dtp d <p
= g —— + CTgf(<p) + c ------  + crc——f(<p)

d t dt" dt

( 1 . 1 1 0 )  s ' e c r i t  a l o r s

r f  (<p)+ £ — f  (<p) 
d s

[ d<p
ds

d 2<p ( ^  λ df(<p)})2j 
c ------  + cr g f(< p )+  C— ------- d s
ds2 V  ds >)

0

= 2 ( c r + £ g )

■*t fl-. r t
di δν Θ ——  ——  dxds + dx dx.

» 0  » 0  » 0 »

άθ( (dv\2 fdi'S 2 ^
*rlcfej * Jdxdt

0

+ 2£c
r 1

di dv θ± θνΘ(χ) ~z— (t ,x ) —— (t ,x ) - — (Ο,χ) —  (Ο,χ)οχ σχ οχ dx
Jo  ̂ '

dx (1.113)

Θ e t a n t  d e  c l a s s e  C°°, b o r n e e ,  a  s u p p o r t  c o m p a c t ,  <p, f  (<p) , f ' (<p) 

e t a n t  b o r n e e s ,  d e  ( 1 . 113 ) ,  o n  p e u t  d e d u i r e  l ' i n e g a l i t e  s u i v a n t e  

p e r m e t t a n t  d ' e s t i m e r  <p d a n s  W2 , 1 ( 0 , T )  e n  f o n c t i o n  d e  i  e t  v  d a n s  

C1 ( 0 , T ; ( H 1 ( 0 , L ) ) 2 :

. Λ \ 
d<p d <p d <p 

+  Ύ ---------

d s 2 ds2 J
d s

0

't
c

a v i o . s ) ^ 2
dx &

M M ) 2 

3x J d s (il .11 )

α
'd<p'
,d s.



2 0 4

< κ ,

0J ο

d x  + ( 1 . 1 1 4 )

0

o u  ct, β ,  Ύ s o n t  d e s  c o n s  t a n  t e s  d e p e n d a n t  d e  . 6 , r , g , c , c r , L  e t  

Κχ ,K2 ,K3 s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  p o u v a n t  d e p e n d r e  d e

I d9 ( x )
( . £ , r , g , c t cr,L,  s u p  Ιθ ( x )  I ,  s u p

d x
, IIx0 II , IIv0 II , M) .υ ι u 1

E s s a y o n s  m a x n t e n a n t  d ’ e s t i m e r  l e  t e r m e  d e  d r o x t e  d e  ( 1 . 1 1 4 ) :

P a r  ( 0 . 1 )  e t  ( 0 . 2 )  d e r i v e e s  e n  x ,  o n  a

1 d 
2 dt~

d x  =

0

£ v d i  3 v ]  θ χ
-  g 3 x  I 3 x

d2 v  

kc*x2
0

dt)
d x

s o x t  e n c o r e

1 d 
2 d t

o

g d x

0

3 v  9±  3 v  d±
= T - ( L , t )  ——( L , t ) -  ——( 0 ,  t ) T - ( 0 , t )  

d x  o x  d x  d x

= ( r x  ( L , t ) + £ § ^ ( L , t ) ) ( J ( t ) )  -  Y (<p) 
d t ( 1 - 1 1 5 )

o u  o n  a  p o s e

dE

e t

J ( t )  = g E ( t )  + c  —  ( t )
d t

3 v  dx
Y(<P) = ( 0 , t )  —  ( 0 , t )

d x  d x

G W1 ’ 2 ( 0 , T ) ( 1 . 116)

r f(< p ) + f  (<p) 
d t

d<p d <p d 
g—  + c------- + gcrf(<p) + ccr——f  (<p)

d t d t ‘ d t ( 1 . 1 1 7 )

PL

s.3xj
+ 1
diy
d x )

dxds + K2 SvN 2

3xJ

'3 ν
,θχ.

2

+ -β dx + r ( i )

£
Si'S 2 
d x )

fd v \  2
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En utilisant les quatre egalites:

d<p d dF (<p)
i) f (<p) £  = ou — = f(<p)

at at ckp

i) T—f(<P)
d d<p df (<p) fdtp'S2

"  Φ

2 .

dt dt d<p 

i i ± )  f (< p) £ ! £  . j L f f ( φ ) «  _  p £ i 2 e L H ± £ V
dt2 dtk. dt; k dt / Vdt/

iv ) rd f (<P)>|d2<P = d Γΐ df (φ) <̂3<pS2 I _ 1 d2f  (<p) idy^ 3
1V I dt J dt2 dt [2 dcp IdtJ J 2 d<p2 IdtJ

On peut ecrire Y (<p) sous la forme

y~i / \ w  sd<P (rc+^g)
grF(<p) + rcf(<p)—  + σ -------dt 2

c r r g [ f  (<p) ] ‘
[df (<p) ( c^df (cp)
Κ£ Η· d<p

- rc -6g)](£)

dtp'.2 kdty
( I

(1.115) devient alors

d
dt

( d v \  2 ( d ± \  2 
C laxJ + ^laxj dx ” + SrF(<P) + rcf(cp)

d<p

dt

0

+ σ
£0 d f V d ^  

2 2 ckpWtJ * ( T 2Vox.
Λ 2 ■
j *

dx

0

= (r J (t) - £ .J ' (t) )i(L, t) + crrg(f(<p))2

[" L  ci2£(±L _ rc . ig)l m 2 .  ££fM ff l3 (1
Ld<p \  d<(> &) \  UtJ 2 dt2 \dtJ v~

• 1 1 9 )

<p etant bornee ainsi que les derivees de f en <p, on a l'inegalite 

suivante :

Y(<p)
d

d t
£ c  d f  (<p) 
2  d<p

£i( L , t ) J ( t )  + g r F (

rc+£g
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IrJ(t) - £J'(t)I li(L,t)I

< — ( I rJ (t) I + WJ· (t) l)2+ T^-li(L,t) I2 
r HL

fcj dX + 2Llf(<p)|2 (1>120)

0

qui conduit, si on integre (1.119) entre 0 et t, & l'in§galite 
suivante:

1

2
(dv\2 (di\2

j dx - £±(L, t) J (t) + grF(<p) + rcf(<p)d<pdt

+ σ -

0

(rc+£g) r &c dfVd<p\2 2 r (3i>)2
Cf(<pn̂  — ^ ld  * n d  * rid 0x115

0 .

'V~( ''ι2 
d<p d<p
d t  d s

y*J \  /

o

ds + C?(t) ( 1 . 121 )

ou Cx et C2(t) sont des constantes pouvant dependre de

d<p(Μ, IEI 2 2 , II i0 II -l , II vQ II x ,<p(0) (0) ,£,r,g,c,cr,L) .w^’̂ co.T) u 1 υ dt

Par les techniques exposees dans la demonstration de la 
proposition 1.1, on peut montrer que les energies

ε - £x(L,t)j(t) et ε, ou ε =

sont equivalentes.

dx
0

D'apres les hypotheses (HQ), (1.121) s'ecrit en particulier

1

2
(dv\2 (di'S2 d<p
id  * 4 d  dx * rcf(,p)5F

0 oJ

(dv\ 2 r (3î  2
sld * 2 Id dx

o

2L
r

I r J ( t ) I 2 l £ J ' t )  I2 )
r
2

d x .



O r, d ’ a p r e s  1 ' i n e g a l i t e  d e  G a g l i a r d o - N i r e n b e r g  [ B ] , i l  e x i s t e  

C ( t )  t e l l e  q u e

((ft, \ 3 / 2 / \7/ 8  ✓  λ^. \ 5 / β >

(fj^ d s  < C(t) - <p2ds + ds <p2ds

^ o J » o * ** o  /  j

e t  p u i s q u e  <p e s t  b o r n e e  d a n s  IR,

* t  , m  Y /&\
(J ^ d s  < C(t) <1  + M l ds 
Kds) lds2J

Jo U o  )

A i n s i , p a r  ( 1 . 1 2 2 )

1

2 cO  * * © dx * rc™  *
ι  0  » Ot

(dv\ 2 r  fSi''»2
s teJ + i t a d dxds

0

'ft (ft \ 7 / 8

f'dip̂ i2 fd2<p'|2< C \-P-\ ds + —-  ds +1Kds) is2)
» 0 P)k, w u  /  ^

( 1 - 1 2 3 )

( 1 . 1 2 4 )

R e p r e n o n s  1 ' i n e g a l i t e  ( 1 . 1 1 4 ) ;  p a r  ( 1 . 1 2 4 )  e t  e n  r e m a r q u a n t  q u e

/ Pt
d <p

d s 2
d s ! >

o

i l  v i e n t ,  8 e t a n t  u n e  c o n s t a n t e  p o s i t i v e ,

*t

Jo

dcpV
.dsj

dcp
ds ds c2(t) ( 1 . 1 2 2 )

C (Μ)f(<p)
d<p
dt
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dcp d<p d <p
a  —  + β  —  — ~  + 6

d s  d s  ds2

-2 \ 2

0

d <p

kds'
d s

d s

0

Λ 2 'v2

Vds"
d s

0

7/8 \

+ 1 (:

c e  q u i  i m p l i q u e  q u e

0

d 2<p

0

d s  + C-

Ct

0

d s

7/8

<:

C j , C 2 , C3 e t a n t  d e  n o u v e l l e s  c o n s t a n t e s .

En u t i l i s a n t  a  n o u v e a u  l ’ i n e g a l i t e  d e  G a g l i a r d o - N i r e n b e r g ,

r t

0

<p2 d s

0

d 2 <p| 

^ d s 2 J
d s

0

%

φ  d s

0

e t ,  e n  p a r t i c u l i e r ,  p u i s q u e  <p e s t  b o r n e e  s u r  IR

^  ^
fdcpA 2 (d2<p\
—  ds <  C ’ ( t )  <1 + — -  ds
Kds) v.ds2 J

Jo I w O  / ,

d ' o u  f i n a l e m e n t ,  e n  r e p r e n a n t  ( 1 . 1 2 6 )

,2  2 d φ

vds2 >
0

/ λ 2 > 2 d <p

^d s2 ,
d s

0

+ K.

i»t \ 7 / 8
2

d s
\&s>2 )

0

d 2<p|
K.

. 1 2 5 )

. 126)

c e  q u i  e n t r a i n e  l a  m a j o r a t i o n  s o u h a i t e e :

i<p

d<p'

.ds,

2

ds <  C ' ( t )

d s  /
ds <  C I

□
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f t

Ο
IS

A i n s i

l i m  Sup  
t —»T"

I

e t  d ' a p r e s  ( 1 . 1 2 2 )  e t  ( 1 . 1 0 6 )  

l e s  q u a n t i t e s

d 2<pj

ds2J
0

d s  < oo

l i m  Sup  
t — > T- ©*♦ sr-

0
e t

l i m  Sup  
t —»T~

v 2 + i 2 d x

0

s o n t  f i n i e s ,

c e  q u i  n o u s  p e r m e t  d e  c o n c l u r e ,  d ’ a p r e s  l e  t h e o r e m e  d e  

c o n t i n u a t i o n ,  q u e  T n e  p e u t  e t r e  f i n i  e n t r a i n a n t  a i n s i  1 ' e x i s t e n c e  

g l o b a l e  d e  l a  s o l u t i o n .

II. DEFINITION D'UNE FAMILLE D O P E R A T E U R S  E T  ETUDE DU COMPORTEMENT 

ASYMPTOTIQUE

I I . 1 .  Le g r o u p e  n o n  l i n e a i r e

N o u s  a v o n s  m o n tr e  d a n s  l a  s e c t i o n  ( I )  q u e  p o u r

• f  e t  E s a t i s f a i s a n t  (HQ) e t  ( 0 . 8 )  ( 2 . 1 )

• ( i 0 , v Q) €  (H1 ( 0 , L ) ) 2 s a t i s f a i s a n t  ( 0 . 9 )  ( 2 . 2 )

l e  s y s t e m e  ( 0 . 1 ) - ( 0 . 6 )  p o s s e d e  u n e  s o l u t i o n  u n i q u e

d s C s t e
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{i,v} G C(IR+ ;H1 (0,L) )2 (2.3)

Si on change t en (~t) et x en (x-L) dans les equations 

(0.1)-(0.6) cela revient a changer ( £ )  en ( - £ ■ ) ,  c en

et E(t) en E(t).

. Ainsi, si E est definie sur ]-T,0] ou sur ]-T ; T[ ou sur [R tout 

entier, les theoremes 1.2 et 1.3. restent valides ce qui signifie 

que l ’on peut resoudre (0.1)-(0.2) de fagon retrograde en temps.

On peut alors donner un sens a

Nous tiendrons compte, dans ce chapitre du caractere periodique de 

la fonction E:

(-c), cr en (-cr), v(x,t) en (-v(L-x,-t) ) , <p(t) en <p(t)=<p(-t)

{v,i} G CdR.H1 (0,L) )2 (2.4)

E (t+τ) = E(t), τ e |R fixee, V t 6 R (2.5)

et nous supposerons que E est uniformement bornee.

Ainsi, la famille d'operateurs {S(t,s)} 

telle que
(t , s ) G  1R2

{i(t),v(t)} = S(t,s){i(s), v (s)} s<t (2 . 6 )

= S(t,0){i0 , vQ}

definit un flot continu sur (H1(0,L))2 au sens suivant :

Op* -P Ί n -i +-. -i nn P . 1 ? 7Ίτηο Ψ ητη  ί Ί. Ί ο  f  Q ( f- c  \ 1
( t , s ) e  [R2

sur  un espace metTique &  s i
V ( t , s )  €Ξ IR2 , I'application S ( t , s )  est continue sut & 

S ( t , s )  S(s,cr) = S(t,cr)  V t ,s,cr  S IR

e s t  u n  f l o t  c o n t i n u

(2.7)

(2 .8 )

L'hypothese de x-periodicite de E -(2.5)- entraine

S(t+x,s+r) = S(t,s) V t,s G IR (2.9)
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De ( 2 . 8 )  e t  ( 2 . 9 )  i l  r e s u l t e  q u e ,  p o u r  t o u t  t  e  IR, l a  f a m i l l e

{ S ( t + m x , s ) } m G 2  

fo r m e  un  g r o u p e  d i s c r e t  e t  p o s s e d e  l e s  p r o p r i e t e s :

S ( t + m x , t )  = S ( t + x , t ) m , m G Z ( 2 . 1 0 )

e t

S ( t + m x , t ) = S ( t , 0 )  S ( x , 0 ) m S ( 0 , t ) ,  m G Z  ( 2 . 1 1 )

N o u s  n o u s  i n t e r e s s o n s  au  c o m p o r te m e n t  p o u r  d e s  g r a n d s  te m p s  d e s  

q u a n t i t e s  S ( t , 0 ) ( i Q, v 0 ) ,  e t  c e ,  q u e l q u e s  s o i e n t  l e s  c o n d i t i o n s  

i n i t i a l e s .  D e s  e s t i m a t i o n s  u n i f o r m e s  e n  te m p s  s u r  c e s  q u a n t i t e s  

n o u s  p e r m e t t r o n t  d e  d e m o n t r e r  1 ’ e x i s t e n c e  d e  b o r n e s  a b s o r b a n t s ,  

q u e  n o u s  a l l o n s  d e f i n i r  d a n s  l e  c a s  du  f l o t  p e r i o d i q u e .

I I - 2 .  E n s e m b le s  b o r n 6 s  a b s o r b a n t s

N o u s  a l l o n s  m o n t r e r  q u e  l e  s y s t e m e  ( 0 . 1 ) - ( 0 . 8 )  p o s s e d e  d e s  b o r n e s  

a b s o r b a n t s  d a n s  l e s  e s p a c e s  L2 ( 0 , L ) ,  H1 ( 0 , L )  e t  H2 ( 0 , L )  au  s e n s  

s u i v a n t :

D 6 f i n i t i o n  2 . 2 :  Soit { S ( t , s ) }  ,  un flot continu sur· un
( t  , s ) G IR^

espace metvique £ .

Un ensemble borne Ba de £  est dit ahsovbant, si, pouv tout 
ensemble bovne B de £ ,  il existe un temps t 0 = t 0 (B)  tel que

S ( t , s ) B  c  Ba p o u r  t - s  >  t 0 (B)  ( 2 . 1 2 )

L 1e x i s t e n c e  d e  b o r n e s  a b s o r b a n t s  d a n s  L2 , H1 e t  H2 r e s u l t e  

d ’ e s t i m a t i o n s  u n i f o r m e s  e n  te m p s  s u r  ( i , v )  d a n s  L2 ( 0 , L )  , 1 ^ ( 0 , L)  

e t  H2 ( 0 , L )  ( r e s p e c t i v e m e n t ) , c ' e s t  a  d i r e  n e  d e p e n d a n t  p a s  d e s  

d o n n e e s  d e  d e p a r t  p o u r  un  te m p s  t  s u f f i s a m m e n t  g r a n d .

P o u r  c e l a  o n  i n t r o d u i t  u n e  h y p o t h e s e  s u p p l e m e n t a i r e  s u r  f ; au  

t o t a l ,  f  d o i t  s a t i s f a i r e  a u x  q u a t r e  p r o p r i e t e s  s u i v a n t e s , e n  

p a r t i c u l i e r  v e r i f i e e s  q u a n d  f  e s t  u n e  f o n c t i o n  p o l y n o m i a l e  d e



d e g r e  i m p a i r  a  c o e f f i c i e n t s  p o s i t i f s .

2 1 2

( Hf )

f  e s t  r e g u l i e r e  ( d e  c l a s s e  au  m o in s  C-^) 

P o u r  Cx c o n s t a n t e  p o s i t i v e ,  F(<p)> -C j

d f
P o u r  C , c o n s t a n t e  p o s i t i v e ,  — >  - C ,

 ̂ d<p ^

f  (<p)2
i n f  — -—— e x i s t e  e t  e s t  p o s i t i f .
<p F(<P)

dF(<p)
d<p = f(q>)

A v a n t  d ' e n o n c e r  l e s  r e s u l t a t s  d e  r e g u l a r ! t e  u n l f o r m e  e n  t e m p s ,  o n  

i n t r o d u i t  l a  f o n c t i o n  ω t e l l e  q u e

v ( x , t )  = ω ( χ , t ) + — E ( t )
i-l ( 2 - 1 3 )

L e s  e q u a t i o n s  ( 0 . 1 )  a  ( 0 . 6 )  s ’ e c r i v e n t  a l o r s

di δω
£ —  + r i  = a ( x , t )  + —

d t  3 x
c?co 3 i

c  —  + gto = b ( x , t )  + —
d t  d x

ω ( L , t )  = 0

t o ( 0 , t )  = ^  + c r ( i  ( 0 ,  t ) ) 
a t

i  ( 0 ,  t ) = f(<p)

i ( x , 0 )  = i 0 ( x )

ω ( χ , 0 )  = ω0 ( χ )  = v 0 ( x )  -  E ( 0 )

( 2 . 1 4 )

( 2 . 1 5 )

(2.16)

( 2 . 1 7 )

(2 . 18)

( 2 . 1 9 )

a v e c  l a  c o n d i t i o n  d e  c o m p a t i b i l i t y

e t  o u  o n  a  p o s e

ω0 (L)  = 0 ( 2 . 20 )



213

E ( t )
a ( x ,  t )  = a ( t )  = — ----  ( 2 . 2 1 )

x  d E ( t )  x
b ( x . t )  = -  ( -  + S Γ  E ( t ) )  ( 2 . 2 2 )

L a t  L

D an s  c e t t e  s e c t i o n  n o u s  m o n t r o n s ,  q u e  s u i v a n t  l a  r e g u l a r ! t e  d e s  

c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  i 0 e t  v Q du  p r o b l e m e ,  l a  s o l u t i o n  o b t e n u e  au  

t h e o r e m e  1 . 3  e s t  u n i f o r m e m e n t  b o r n e e  e n  te m p s  p o u r  l e s  n o r m e s  H1 

e t  H2 , c e  q u i  n o u s  p e r m e t  d e  d e f i n i r  d e s  e s p a c e s  b o r n e s  a b s o r b a n t s  

p o u r  l e  f l o t  S ( t , s )  d e f i n i  e n  ( 2 . 7 ) ~ ( 2 . 8 ) ,  d a n s  l e s  e s p a c e s  H1 e t  

H2 . A u p a r a v a n t  n o u s  m o n t r o n s  q u e  s i  l e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  s o n t  

d a n s  L2 , o n  p e u t  d e f i n i r  un  e n s e m b l e  b o r n e  i n v a r i a n t  BQ d a n s  L2 

c o n t e n a n t  l e s  i n c o n n u e s  i  e t  v  du  p r o b le m e  ( m a is  n e  r e p o n d a n t  p a s  

a u x  h y p o t h e s e s  du  t h e o r e m e  1 . 3 ) .  e t  e n t r a i n a n t  l e  f a i t  q u e  l a  

q u a n t i t e  <p e s t  u n i f o r m e m e n t  b o r n e e .

D ans t o u t  c e  q u i  s u i t ,  n o u s  s u p p o s e r o n s  q u e  f  v e r i f i e  l e s  

h y p o t h e s e s  ( H f ) , e t  E l e s  c o n d i t i o n s  ( 0 . 8 )  e t  ( 2 . 5 ) ·

2 . 2 . 1 .  E x i s t e n c e  d ' u n  e n s e m b l e  b o m 6  a b s o r b a n t  d a n s  L2

N o u s  a l l o n s  m o n t r e r  q u e  s i  l e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  i Q e t  v Q s o n t  

d a n s  L2 ( 0 , L ) ,  a l o r s  l e s  q u a n t i t e s  { i , v }  v e r i f i a n t  l e s  e q u a t i o n s  

( 0 . 1 ) - ( 0 . 6 )  s o n t  u n i f o r m e m e n t  b o r n e e s  d a n s  L2 ( e t  l e  f l u x  ψ  e s t  

u n i f o r m e m e n t  b o r n e  d a n s  IR) .

P r o p o s i t i o n  2 . 1 :  II existe une constante positive R0 , 

telle que
V R>0,  V { i 0 , v 0 } e  (L2 ( 0 , L ) ) 2

avec
Z\±0 \20 + c l v 0 l 2 + 2F ( f*  1 ( i Q( 0 ) ) )  <  R2 ( 2 . 2 3 )

il existe TQ(R) tel que les quantites i  e t  v  de ( 0 . 1 ) - ( 0 . 6 )  

verifient
- e i i l 2 + c l v l 2 + 2F(q>) <  R2 , V t> T Q (R) ( 2 . 2 4 )

P r e u v e :



En m u l t i p l i a n t  l ' d q u a t i o n  ( 2 . 1 4 )  p a r  i ,  1 * e q u a t i o n  ( 2 . 1 5 )  p a r  ω e t  

e n  i n t e g r a n t  l a  somme d e s  d e u x  e q u a t i o n s  o b t e n u e s  e n t r e  0  e t  L , i l  

v i e n t ,

2 1 4

-  — ( 2 d t
£i2 + cco2 d x )  +

0

PL

0

( r i 2 + gto2 ) d x

0

a ( x , t ) i ( x , t )  + b ( x , t ) ω ( x , t ) d x

+ c o ( L , t ) i ( L , t )  -  a ) ( 0 , t ) i ( 0 , t )

d ' o u ,  e n  u t i l i s a n t  l ’ i n e g a l i t e  d e  Y o u n g ,

1 d  
2 dt ( ^ I i  I q + c l c o l 2 + 2F(<p) ) + r l i | 2 + g l t o l 2 -  c r [ f (< p ) ] ;

a 2 ( x , t )  b 2 ( x , t )
2 r 2 g

d x  + —( r l i l 2 + g Ι ω Iq ) ( 2 . 2 5 )

0

P a r  ( 2 . 2 1 ) - ( 2 . 2 2 )  e t  ( 2 . 5 ) ,  a ( x , t )  e t  b ( x , t )  s o n t  u n i f o r m e m e n t  

b o r n e e s  Wt €  DR, Vx £  [ 0 , L ] ,  

l ' i n e g a l i t e  ( 2 . 2 5 ) s ' e c r i t  a l o r s

d t
(£lilo+ c l c o l 2 + 2F(<p) ) + r l i l 2 + g | t o l 2 + 2 c r ( f ( < p ) ) ;

<  c o n s t a n t e  = C, (2 .26)

( f ( <p) ) 'S o i t  Sn = i n f
0 F <p

SQ >  0  p a r  ( H f )

e t

& = m in(crS0 , j  , —) > 0v C

e n  a p p l i q u a n t  l e  lemm e d e  G r o n w a l l  a  ( 2 . 2 6 ) ,  o n  o b t i e n t ,  p a r  

( 2 . 2 3 )
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£ l i l 2 + c  Ιω Ι2 + 2 F(<p) <  R2 e - 8 t + ( l - e ' S t ) ( 2 . 2 7 )

2
e t  d o n e  p o u r  t  >  TQ(R) = — l n ( R ) ,

c o
£ I ± I q +  cIcoIq+ 2F(<p) <  -g - + 1 = R2

A i n s i ,  p o u r  t  s u f f i s a m m e n t  g r a n d ,  l e s  q u a n t i t 6 s  i  e t  w 

s o n t  b o r n e e s  d a n s  (L2 ( 0 , L ) ) 2 i n d e p e n d a m m e n t  d e s  
i n i t i a l e s  

e t

l a  q u a n t i t e  <p e s t  u n i f o r m e m e n t  b o r n e e  d a n s  IR.

On e n  d e d u i t  a i s e m e n t ,  p a r  l a  d e f i n i t i o n  2 . 2 ,  l e

C o r o l l a i r e  2 . 1 :  L ’e n s e m b l e

B0 = { ( i , v )  G (L2 ( 0 , L ) ) 2 /  t \ ± \ 2 + c  Iν I q  <  R2 }  ( 2 . 2 9 )

e s t  u n  e n s e m b l e  b o r n e  a b s o r b a n t  p o u r  { S ( t , s ) } „  % ,
( t , s ) G  IR2

d a n s  (L2 ( 0 , L ) ) 2 .

( e t  d o n e  v )  
c o n d i t i o n s

( 2 . 2 8 )
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2 . 2 . 2 .  E x i s t e n c e  d ’ un  e n s e m b l e  b o r n 6  a b s o r b e n t  d a n s  H1

N ou s  a l l o n s  m o n t r e r  q u e  s i  l e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  du  p r o b le m e

s o n t  r e g u l i e r e s  d a n s  H1 ( 0 , L ) , l a  s o l u t i o n  o b t e n u e  a u  t h e o r e m e  1 . 3

e s t  a l o r s  u n i f o r m e m e n t  b o r n e e  e n  te m p s  p o u r  l a  n o rm e H1 ( e t  l a  
d<p

q u a n t i t e  —  e s t  u n i f o r m e m e n t  b o r n e e ) . 
d t

P r o p o s i t i o n  2 . 2 :  II existe une constante Rj -dependant de la 
constante R0 definie dans la proposition 2.1- telle que

V R >  0 ,  V { i 0 , v Q} G (H1 ( 0 , L ) ) 2 Π B0

avec
J  II v 0 I!2 + I  II i Q II2 + f ’ [ f - 1 ( i 0 ( O ) ) ] [ v 0 ( O ) - c r i 0 ( O ) ] 2 <  R2 ( 2 . 3 0 )
-v  1 O 1

il existe Τ χ (R) tel que la solution obtenue au theoreme (1.3) 
verifie

j  IIvII2 + |  IIiIIf η- f ' (<p) ( ^ ) 2 < R2 V t  > T ± (R) (2 . 3 1 )

P r e u v e :

S i  { i . i o }  e s t  u n e  s o l u t i o n  d e  ( 2 . 1 4 )  -  ( 2 . 2 2 )  a v e c  i Q e t  v Q v e r i f i a n t  

( 2 . 3 0 )  e t  a p p a r t e n a n t  a  1 ' e n s e m b l e  b o r n e  a b s o r b a n t  BQ d e f i n i  e n  

( 2 . 2 9 ) ,  e n  v e r t u  d e  l a  p r o p o s i t i o n  2 . 1 ,  <p e s t  b o r n e e  e t  i l  e n  v a  

d e  meme d e  f ( q >) ,  a i n s i  q u e  d e  s e s  d e r i v e e s .

En d e r i v a n t  ( 2 . 1 4 )  e t  ( 2 . 1 5 )  e n  t e m p s ,  i l  v i e n t

d 2 1 d± d 2lo
Z — 7  + r  —  = a ' ( t )  + ——-2 d t  d x d t3 t

3 2ω 3ω d 1
+ g  —  = b ' ( t ) + --------  

2 s  a t  v '  a x a ta t

a i  3ω
En m u l t i p l i a n t  ( 2 . 3 2 )  p a r  ——, ( 2 . 3 3 )  p a r  —— e n  i n t e g r a n t

a t  a t
e n  x  E [ 0 , L ]  l a  somme d e  d e u x  e q u a t i o n s  o b t e n u e s ,  i l  v i e n t

(2 . 32)

( 2 . 3 3 )

1 _d_ 
2 d t

d i  | 2 + 3 ω
2 s I d l  I 2 | 3ω

&
a t  l 0

C
d t

O y

+ r —  +
I a t  10
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(■

9i θαΛ
a'——  + b ' -—  dx + 5t dt)

0

d Γ5± δωΐ 
dxL3t 3ti d x (2 .34)

Or, par (2.16),(2.17),(2.18)

d Γ3± θωΐ
dxlat dtJ

dx =
d <p df (<p) ] (df (<p) ’ 
--- + cr
.d t' dt J\ dt

0

1  —  
2 dt f ’ (<p)

1
2

r d
+ σ Ldt (<p) ]

d<pNous cherchons a montrer que la quantite -- est uniformementdt
bornee pour (ΐ,ω) appartenant au borne absorbant BQ defini en 
(2.29).

Or de (2.17) et (2.18),

I d<p
I dt

< Ι ω ( 0 ,  t )  I + σ  I f  (<p) I ( 2 . 3 5 )

soit encore,

I dcp
I dt

et done, par (2.14) et en utilisant l'in^galite de Young

I dcp
I dt

/  3 i . ^ 3 / 2
< 4x23/2 lcol3 / 2  ^ l a l 0 + & — j + r l i l 0J + 4cr3 l f ( < p ) l 3

Ainsi, quelque soit ε > 0,

\Γ ω ΐ ϊ
I σω
\d̂ .

Η
+ cr|f(<p) I

ο

.dtJ "(< ρ)
' dcp 
.dt
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dtp
dt

I
<  βε£ —

lat

26 |ω|£
+ 6ε ( I a 10 + rlilQ) + ---
ο ε3

+ 4cr3 If (φ) I 3 (2.36)

Revenant a (2.34), on obtient

1  —2 dt
d i 12 Iθω
at  L c I a t

d i 12  δω 
— I + κ  —  
3 t I Q  dt

r I a i l 2 gldcol
^  τ γ Ι ^ — I + ? -|τ— I + - l a *  \l+ I b ' l 2 + 3 £ ^ f ” (<p) 4 l a t l 0 2 i a t l 0 r 0 2 g 0 ^

I ail

at I

2 ^+ 3ef" (<p) ( lal0+ rlil0) + — f"(<p)|col£ + 2cr3f" (<p) If (<p) I3
ε 3

<p etant bornee, on choisit ε tel que

3c4f"(<p) < £

Ainsi, {χ,ω} G BQ, et les quantites lalQ, la’l0, lbl0,lb'l0 etant 
uniformement bornees, par (2.14) et (2 .15):

d
dt

1 3ω 2 1 9112 /άφ^2 ! r  dco
—  —  +  —  — I +  f ' (<p) I— I I +  —  —

Z 3x 0 c 3x IQ \dt/ J 3x
2 + _ E _ l f i | 2
o+ c2'3x'o

2cr[f’(<p)̂ |]2 < C(R0) (2 . 3 7 )

C etant une constante dependant de R0, 
et, en posant

& = min 2oC > 0

le lemme de Gronwall applique a (2.37) donne 1'estimation (en 
utilisant (2 .30)),

1 6 ω 2 1_ 
t dx c

2 K
R2e'St+ -̂ -(l-e'St) (2 . 38)

di I2 
θχ m

+ f· <p) GST + σ >r (<P
dcpl
dt J
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Κχ dependant de R0
et done

pour t > Tt(R) = —  ln(R)

1 3ω 2 1 3i 

Ζ 0Χ C θχ

Ainsi, pour t suffisamment grand, (i,v) sont bornees dans
2(H1(0,L)) , independamment des conditions initiales, et la d<pquantite —  est uniformement bornee. dt

f’ (<p)
άψ\

.dtj
1  = R2



2 2 0

I I  e n  d e c o u l e  a l o r s  l e  

C o r o l l a i r e  2 . 2 :  L ’ensemble

b x = ^ ( i , v )  e  (H1 ( 0 , L )  ) 2n  Bq /  j l l v l i f +  | l l i l l 2 <  ( 2 . 3 9 )

est un ensemble born6 absorbant pour { S ( t , s ) }  , , ,  , dans
J ( t , s ) S  IR2

(H1 ( 0 , L) ) 2 .

2 . 2 . 3 ·  E x i s t e n c e  d ’u n  e n s e m b le  b o r n 6  a b s o r b a n t  d a n s  H2 .

N ou s a l l o n s  m o n t r e r  q u e  s i  l e s  d o n n e e s  i n i t i a l e s  d u  p r o b le m e  s o n t

r e g u l i e r e s  d a n s  H2 , l a  s o l u t i o n  du  p r o b le m e  ( 0 . 1 ) - ( 0 . 6 )  o b t e n u e  a u

t h e o r e m e  1 . 3  e s t  u n i f o r m e m e n t  b o r n e e  e n  te m p s  d a n s  H2 ( e t  l a  
d 2<p

q u a n t i t e  ------  e s t  e g a l e m e n t  u n i f o r m e m e n t  b o r n e e ) .
d t 2

P r o p o s i t i o n  2 . 3 :  H  existe une constante R2 -dependant de la 
constante definie dans la proposition 2 . 2 -  telle que

V R>0 ,  V { i Q, v 0 } G (H2 ( 0 , L ) ) 2Π Bl t

7  0 1

+ 2f„ (f-i (iQ )) (^f'1 (i0)j ^ νο<°) " ^ο<°))
/dv0(0) diQ (0)\

* f  (r1 (lo>) ( - 5 Ϊ -  - « - 5 Ϊ - )  £ (2^2)

il existe T2 (R) tel que la solution obtenue au th0oreme (1.3) 

verifie

i l lv l i l .  | u i | *  (2 f« p )  (2 J H )

V t > T2 (R)

d<p2 Ί d2 <p
dt Jd t 2

f ’ (<p) ir?l' R i

1
— II v f
z c

1 2 
+  — II ±0 IIc υ ι



221

P r e u v e :

S o i t  { i , ω}  s o l u t i o n  d e  ( 2 . 1 4 ) - ( 2 . 2 2 )  d a n s  l ’ e n s e m b le  b o r n e  

a b s o r b a n t  Bĵ  .

dtp
La q u a n t i t e  —  e s t  a l o r s  f i n i e .  

d t

En d e r i v a n t  ( 2 . 3 2 )  e t  ( 2 . 3 3 )  u n e  n o u v e l l e  f o i s  e n  t e m p s ,  o n  

o b t i e n t

33i 32i 
&------  + r ------
at3 at2

a3to 32ω
c--- + g-----
at3 at2

= a " ( t )  +

= b " ( t )  +

a3io
axat2

a3x
3 x 3 1*

( 2 . 4 2 )

(2.43)

En m u l t i p l i a n t  ( 2 . 4 2 )  p a r
3 2 x 32ω, (2.43) par --- . en integrant en3t2 3t2x S [0,L] la somme des deux equations obtenues, il vient

1 d  
2 d t

2 -, 2 ̂ - . 2  -,
d i 3 ω d i θ ω 

&   + c   + r   + g   
 ̂ dt2 Q dt2 Q) dt2 Q dt2

32i 32ω a”--- + b"--- dx +
3 t £ 3 t ‘

0

_d_fa2
dx

a2i  a2v>|
.at2 at2J

dx
0

( 2 . 4 4 )

Or,  p a r  ( 2 . 1 6 ) ,  ( 2 . 1 7 ) ,  ( 2 . 1 8 ) ,

d
dx

fd2i 32ωϊ (d2 U  ------- dx = ----f (<p)
3̂t2 dt2) \dt2 ) I

d2+ σ ---f(<p)
/ i  4-2

0

'“ « ’’ G e )3* 2f \d t j

-  2crf' (<p) f" (<p)Θ1&1

d
dt

d2<p
dt2

1

2  f ' <P) I?)
ά φ \
dtJ
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dcp
<p, —  e t a n t  b o r n e e s  a i n s i  q u e  a " ( t )  e t  b " ( t ) ,  ( 2 . 4 4 )  d e v i e n t ,  p a r  

d t  
( 2 . 4 5 )

1 d 
2 d t

d i

a t '
+ c

θ 2ω

a t<

2 ? /  o \ 2d <p [d  
+ B(<p)— ^  + f ' (<p)

o dt2 &)
\ ? 2 \3r 6 2 x c  3 2co+ —---------- + --------------

4  a * - 2  2  a < -2
) K d t  o d t  o)

+ Α ( φ ) ------  +C(<p)
d t 2 Kdt2)

+σ(^φ))2£ ^ Ι ί^ φ )«  
dt 2 ̂  dt>l

d <p

Vdt*
+Ct e  ( 2 . 4 6 )

ou  o n  a  p o s e

A (φ )  = 2<x[f '  ( v ) f " ( v ) g j  -  Γ " ( < ρ ) ^ ) 3 -  2 f " ( < p ) | ^  ( 2 . 4 7 )

e t  C (φ)  = - 2 f  ” (φ )
ά φ
d t

( 2 . 4 8 )

P o u r  { ΐ , ω }  Ε B 1 , l e s  q u a n t i t e s  A ,B  e t  C s o n t  f i n i e s .

d 2φ
D ' a u t r e  p a r t ,  l a  q u a n t i t e  ------  e s t  u n i f o r m e m e n t  b o r n e e  p o u r  { ΐ , ω }

d t 2
a p p a r t e n a n t  a  Bĵ  , p u i s q u e  d e  ( 2 . 17 ) ,

d2<p 5co(0,t) | d φ
f ' (<p)tt" d t ( 2 . 4 9 )

s o i t  e n c o r e ,

d2<p —  δω ̂  δ2ω 
— -  < \f2 —  ------
.dt2 at o at2

+ σ |  f  ’ (φ)
ά φ
d t

p a r  ( 2 . 1 4 )  e t  e n  u t i l i s a n t  l ' i n e g a l i t e  d e  Y o u n g ,  o n  o b t i e n t ,  p o u r

< „ ) * £dt erf' 2 (<p)
d V | 2

,dt2J
+  o £*" (<P)

2

(2 . 4 5 )

B (<p) =2 f"(<P
άφ\2
.dtj
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t o u t  r e e l  ε >0

d 2<p 2 2£ 9ω 2 , d21 
— -  <  ---  —  + 1\ε£. -----
d t 2 ε a t  o dt2

En u t i l i s a n t  l e  f a i t  q u e  a ’ e s t  b o r n e e  e t  q u e  { i , c o }  a p p a r t i e n t  a  

B j , ( 2 . 4 6 )  p e u t  s ’ e c r i r e

1_ _d_ 
2 d t

d2 i  3 2co d 2<p (ύ2φ\2Z ------  + c  ------  + B (<p)— — + f  · (<p) — —
 ̂ dt2 Q dt2 Q d t 2 v i t 2 J t

 ̂ 2 2 >
3 r  d2i c  6 2 to

^ dt2 ^ dt2ot 0 oc QJ
A(<p)d2<p

dt2” C (<p) d2cpV
,dt2J

c*p(f ’ (<P) )2
f o \2 d <p j
.dt*'

< 2 ε  £ \ f" (<p) a2i

d t *
+ c o n s t a n t e  ( 2 . 5 1 )

c e t t e  d e r n i e r e  c o n s t a n t e  d e p e n d a n t  d e  Rx .

d<(>
<p e t  —— e t a n t  b o r n e e s , o n  c h o i s i t  ε t e l  q u e  

d t

r
4

(2 . 5 2 )

A i n s i ,  p a r  ( 2 . 1 4 )  e t  ( 2 . 1 5 )  e t  e n  t e n a n t  c o m p t e  du  f a i t  q u e  

{ i , t o }  G B1 , ( 2 . 5 1 )  s ' e c r i t

1 d  
2 d t

1 3 2ω 1 d2i 
 ̂^ dx2 0 c  3 x 2

+ B (<p)d <p 
dt2

f' (<p)

? 2 > d <p

d t 2 /
+ C (<p) d φ

\

kdt J

/
r 3 2ω

2
g a2 ± 2>

U2 dx.2
T

0 c 2 a x 2 0 >
+ A (<p)d <p 

dt2
σ ( f' (<p))' d 2 <p

kd t2 ,
<  K? ( 2

4ε
Ί Γ -at + I a ’ ' o

2

( 2 . 5 0 )

2ε £
άφ·\
dtj



K2 d e p e n d a n t  d e  Rx ;

2 2 4

e n  c h o i s i s s a n t

ln£  ·
& *= m in

o u  M1 = i n f
<P

g— , crc2r» , Mx , M2]  >  0

|A(<p)

I B(<p)
e t  M 2 = i n f  

<P

c (<p)
f ’ (<p)

( 2 . 5 4 )

( 2 . 5 5 )

l e  lem m e d e  G r o n w a l l  a p p l i q u e  a  ( 2 . 5 3 )  e t  c o m p te  t e n u  d e  ( 2 . 4 0 )  d o n n e  

1 1i n e g a l i t e

1 δ 2ω
2

1 d2 i

Ί dx2 c
0 δ χ 2

d 2<p id 2' 
+ B (<p)------- + f  ’ (<p)

d t 2 & )'

<  R2 e - S , t
K2

+ Σ Τ α - β -’ · Μ (2 .56)

e t  d o n e ,

p o u r  t  >  T2 (R) = —  l n ( R ) ,

1

J
ό>2ω

2
1

+ —
d2 i 2 5d cp

+ B (<p) + f f (<p)
| d 2<p HVI

(M

3 x 2 C
0 3 x 2 d t 2o ldt2J 6 '

A i n s i ,  p o u r  t  s u f f i s a m m e n t  g r a n d ,  i  e t  v  s o n t  u n i f o r m e m e n t  b o r n e e s
_ 2

d a n s  ( H ^ ( 0 , L ) )  , in d e p e n d a m m e n t  d e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s ,  e t  l a  
d 2<p

r e s t e  u n i f o r m e m e n t  b o r n e e .q u a n t i t e
d t 2

I I  e n  d e c o u l e  l e

C o r o l l a i r e  2 . 3 :  L'ensemble

B2 = ^ ( i . v )  e  (H2 ( 0 , L ) ) 2n  B j /  j l t v l l 2 + H I i I I R 2 | ( 2 - 5 7 )

est un ensemble borne absorbant pour ( S ( t , s ) }  

(H2 ( 0 , L) ) 2 .
( t , s ) e  IR2

dans



2 2 5



2 2 6

2 . 3 ·  L ’ e n s e m b l e  o m 6 g a - l i m i t e

On s ' i n t e r e s s e  au  c o m p o r te m e n t  p o u r  d e s  g r a n d s  t e m p s  d e  S ( t , s ) ,
2

g r o u p e  p e r i o d i q u e  n o n  l i n e a i r e ,  c o n t i n u  d e  (H1 ( 0 , L ) )  d a n s  

l u i - m e m e ,  d e f i n i  e n  ( 2 . 6 ) ;  l ' e x i s t e n c e  d ' e n s e m b l e s  b o r n e s  

a b s o r b a n t s  e t a n t  p r o u v e e ,  i l  e s t  p o s s i b l e ,  d ’ a p r e s  ( 2 . 1 0 )  d e  s e  

r e s t r e i n d r e  p o u r  c e l a  a  l ' e t u d e  d e s  c a s  p o u r  l e s q u e l s  l e s  

c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  s e  t r o u v e n t  d e j a  d a n s  1 * e n s e m b l e  b o r n e  

a b s o r b a n t .

A u p a r a v a n t ,  i n t r o d u i s o n s  1 ' e n s e m b l e  o m e g a - l i m i t e  a s s o c i e  a u  b o r n e
? 2a b s o r b a n t  B2 d e  (H ( 0 , L ) )  d e f i n i  au  c o r o l l a i r e  2 . 3  p o u r  l e  g r o u p e

2
S ( t , s )  c o n t i n u  d e  ( H ^ O . L ) )  d a n s  l u i - m § m e .

P r o p o s i t i o n  2 . 4 :

L'ensemble co(B2 ) = n us ( m T , 0 ) B
n>0 Vm^n

(2 . 58)

οιI A represente I'adherence de A pour la topologie faible de H2 , 

est non vide et inclu dans B2 .

De plus, il est invariant par le flot S ( t , s ) ,  ie

S ( t , s ) c o ( B ? ) = ω ( Β ? ) V ( t , s )  e  (R2 ( 2 ^ )

P r e u v e :

L e s  e l e m e n t s  d e  c e t t e  d e m o n s t r a t i o n  s o n t  i s s u s  d e  [ G . T 2 ] .  D ' a p r e s  

l a  d e f i n i t i o n  d e s  e n s e m b l e s  b o r n e s  a b s o r b a n t s  ( d e f  2 . 2  e t  6 g a l i t e  

( 2 . 5 7 ) ) ,  l e  f a i t  q u e  B2 s o i t  n o n  v i d e  e n t r a i n e  q u e  ω ( Β 2 ) e s t  a u s s i  

non  v i d e  e t  i n c l u  d a n s  B2 .

P o u r  p r o u v e r  ( 2 . 5 9 )  m o n t r o n s  t o u t  d ' a b o r d  q u e  S ( t , s )  e s t  u n e
? 2a p p l i c a t i o n  f a i b l e m e n t  c o n t i n u e  d e  (H ( 0 , L ) )  d a n s  l u i - m e m e ,  

V ( t , s )  £  IR2 , c ' e s t - a - d i r e  q u e  s i  u n e  s u i t e  b n c o n v e r g e  v e r s  b  

p o u r  l a  t o p o l o g i e  f a i b l e  d e  H2 , a l o r s  S ( t , s ) b n c o n v e r g e  v e r s



S ( t , s ) b  p o u r  l a  meme t o p o l o g i e .  En u t i l i s a n t  l a  c o m p a c i t e  d e  

1 ' i n j e c t i o n  d e  H2 ( 0 , L )  d a n s  H1 ( 0 , L ) ,

o n  s a i t  q u e  b n --------- b f a i b l e  d a n s  H2

e n t r a i n e  q u e  b n ------------- » b f o r t  d a n s  H1

e t  p u i s q u e  S ( t , s )  e s t  c o n t i n u  d e ( H ^ O . L ) )  d a n s  l u i - m 6 m e ,

S ( t , s ) b n ----------- » S ( t , s ) b  f o r t  d a n s  H1 (2. GO)

P u i s q u e ,  d ' a u t r e  p a r t ,  bn e s t  b o r n e e  d a n s  H1 , S ( t , s ) b n e s t  a u s s i  

b o r n e e  d a n s  H2 e t  o n  p e u t  e x t r a i r e  d e  S ( t , s ) b n u n e  s o u s  s u i t e  

c o n v e r g e a n t  f a i b l e m e n t  d a n s  H2 , v e r s  un  e l e m e n t  c  E (H2 ( 0 , L ) )  ;

a i n s i ,  d ’ a p r e s  ( 2 . 6 0 ) ,

S ( t , s ) b n --------------» c  f o r t  d a n s  H1 e t  c  = S ( t , s ) b  n e c e s s a i r e m e n t ;

c e  q u i  p r o u v e  q u e  l a  s u i t e  S ( t , s ) b n c o n v e r g e  v e r s  S ( t , s ) b  p o u r  l a  

t o p o l o g i e  f a i b l e  d e  H2 .

E n f i n ,  p u i s q u e  B2 e s t  un  e n s e m b l e  b o r n e  a b s o r b a n t ,  ω ( Β 2 ) p e u t - e t r e  

d e f i n i  d e  l a  f a g o n  s u i v a n t e :

b E ω ( Β 2 ) s i  e t  s e u l e m e n t  s i  i l  e x i s t e  d e u x  s u i t e s  Nn E DM e t  

b n E (H2 ( 0 , L ) ) 2 t e l l e s  q u e

N  --------> oo
n

(2 .6 1 )

■> 2S ( N nx , 0 ) b n c o n v e r g e  f a i b l e m e n t  d a n s  ( H ^ i O . L ) )  

q u a n d  n  t e n d  v e r s  1 ' i n f i n i , i e

S ( N  x , 0 ) b  --------- - b f a i b l e  d a n s  H2 .n n n —*oo

O r, S ( x , 0 )  e t a n t  f a i b l e m e n t  c o n t i n u e  d a n s  H2 ,
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o n  a  S ( ( N n + l ) x , 0 ) b n ------------>· S ( x , 0 ) b  f a i b l e  H2

e t  d o n e  S ( x , 0 ) i o ( B 2 ) c  ω ( Β 2 ) .

En c h a n g e a n t  x  e n  - x , o n  d e d u i t  q u e  S ( x , 0 ) oj(B2 ) = ω ( Β 2 ) 

e t  p a r  ( 2 . 1 1 ) ,  o n  o b t i e n t  a l o r s  ( 2 . 5 9 ) ·

2 . 4 .  L ' a t t r a c t e u r  u n i v e r s e l .

A v a n t  d e  d e f i n i r  l ’ a t t r a c t e u r  u n i v e r s e l ,  r a p p e l o n s  q u e  l a
? 2

t o p o l o g i e  f a i b l e  d e  (H ( 0 , L ) )  e s t  m e t r i s a b l e  s u r  t o u t  e n s e m b l e
? 2b o r n e  B d e  (H ( 0 , L ) )  - e t  d o n e  e n  p a r t i e u l i e r  s u r  B2 ~;  o n  n o t e  

S l a  d i s t a n c e  a s s o c i e e  d e f i n i e  p o u r  X e t  Y s o u s  e n s e m b l e s  d e  B2 , 

p a r

£ ( X , Y ) = s u p  i n f  S ( x , y )  ( 2 . 6 2 )
xGX yGY

C o n c e r n a n t  l a  p r o p o s i t i o n  2 . 4 ,  o n  p e u t  f a i r e  l a  r e m a r q u e  s u i v a n t e :
? 2s i  o n  c h o i s i t  u n  e n s e m b l e  b o r n e  B n o n  v i d e  d e  (H ( 0 , L ) )  , o n  p e u t  

d e  l a  meme f a g o n  q u ' e n  ( 2 . 5 8 )  d e f i n i r  ω( Β)  q u i  a u r a  a l o r s  l a  

p r o p r i e t e  d ’ e t r e  l u i  a u s s i  n o n  v i d e ,  i n v a r i a n t  s o u s  l ' e f f e t  du  

f l o t  S ( t , s )  e t  i n c l u  d a n s  B2 .

De p l u s ,  d ' a p r e s  l a  d e f i n i t i o n  2 . 2  du  b o r n £  a b s o r b a n t ,  i l  e s t  

c l a i r  q u e

co(B) c  ω (Β 2 )

i m p l i q u a n t  a l o r s  l e  c a r a c t e r e  " m ax im al"  d e  ω ( Β 2 ) .

D ’ o u  l e  t h e o r e m e  s u i v a n t :

Th^or^m e 2 . 1 :

L'ensemble
A  =ω (B2 ) ( 2 . 6 3 )

sat isfait aux propvietes suivantes:
. A  est borne et faiblement ferme dans (H2 ( 0 , L ) ) 2 ( 2 . 6 4 )



. S(m-r, 0) i f t  = A  , V m €: Z

. V t , s  6  |R, pour tout born6 B d e  (H2 ( 0 , L ) ) 2 

l i m  & ( S ( t + m - r , s ) B  , S ( t , 0 ) A )  = 0
m— »oo

R e m a r q u e s :

1 .  La p r o p r i e t e  ( 2 . 6 6 )  a  b i e n  u n  s e n s  p u i s q u e

S ( mT, 0 ) B c  B2 c  (H2 ( 0 , L ) ) 2 

e t  Λ  c B2 c  (H2 ( 0 , L )  ) 2 .

2 .  L ' e n s e m b l e  A  v e r i f i a n t  l e s  p r o p r i e t e s  ( 2 . 6 4 )  a  ( 2 . 6 6 )  

e s t  un  e n s e m b l e  m a x im a l (iau s e n s  d e  1 * i n c l u s i o n )  ; i l  e s t  a p p e l e  

a t t r a c t e u r  e t  i l  a t t i r e  e t  c a p t u r e  t o u t e s  l e s  t r a j e c t o i r e s  

s o l u t i o n s  du  p r o b l e m e .

3 ·  L ' a t t r a c t e u r  A  d e f i n i  e n  ( 2 . 6 3 )  e s t  c o n n e x e  p o u r  l a  

t o p o l o g i e  f a i b l e  d e  H2 , p u i s q u e  B2 e s t  c o n n e x e  ( c a r  c o n v e x e )  e t  

c o m p a c t  p o u r  c e t t e  t o p o l o g i e .  ( o n  p o u r r a  p a r  e x e m p l e  c o n s u l t e r  l e  

lem m e 2 . 1  ( T ) ) .

4 .  L ' i n j e c t i o n  d e  H2 d a n s  H1 e t a n t  c o m p a c t e ,  l a  p r o p r i e t e

( 2 . 6 4 )  e s t  v e r i f i e e  a u s s i  p a r  r a p p o r t  a  l a  t o p o l o g i e  f o r t e  d e  H1 .
_ 2

A i n s i ,  q u e l q u e  s o i t  B e n s e m b l e  b o r n e  d e  (H ( 0 , L ) )  , l ' e n s e m b l e  

S ( m T , 0 ) B  c o n v e r g e  v e r s  A  ( p o u r  m — » oo) , p o u r  l a  n orm e d e  H1 .

5 ·  L ' u n i c i t e  d ’ un e n s e m b l e  A  v e r i f i a n t  l e s  p r o p r i e t e s

( 2 . 6 4 )  a  ( 2 . 6 6 )  e s t  a l o r s  e v i d e n t e ;  c ' e s t  l a  r a i s o n  p o u r  l a q u e l l e  

l ' e n s e m b l e  Λ  e s t  a p p e l e  a t t r a c t e u r  u n i v e r s e l .

P r e u v e  du  t h e o r e m e  ( 2 . 1 ) :

L e s  p r o p r i e t e s  ( 2 . 6 4 )  e t  ( 2 . 6 5 )  r e s u l t e n t  d e  l a  p r o p o s i t i o n  2 . 4 ;  

c e t t e  d e m o n s t r a t i o n  e s t  i s s u e  d e  1 ’ a r t i c l e  d e  J . M.  G h i d a g l i a  e t  R. 

Temam ( [ G . T 2 ] ) .

M o n tr o n s  l a  p r o p r i e t e  ( 2 . 6 6 ) ,  p a r  c o n t r a d i c t i o n :

( 2 . 6 5 )

(2 . 66 )
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S u p p o s o n s  q u ’ i l  e x i s t e  d e u x  s u i t e s  Nn Z  e t  b n S B ,  t e l l e s  q u e  

V t ,  s  6  R ,

2 3 0

N ----------- » oo q u a n d  nn

e t

d ( S ( t + N nT , s ) b n , S ( t ; 0 ) A )  > e Q > 0  ( 2 . 6 7 )

q u e l q u e  s o i t  eQ i n d e p e n d a n t  d e  n .  

D ' a p r e s  l a  d e f i n i t i o n  d e  B2 - ( 2 . 5 7 ) - . l a  q u a n t i t e

S ( t + N nT , 0 ) b nE B2 e t  e s t  d o n e  b o r n e e  d a n s  (H2 ( 0 , L ) ) 2 .

On p e u t  d o n e  s u p p o s e r  q u * i l  e x i s t e  un  e l e m e n t  b  d e  B2 t e l  q u e  

d ( S ( t + N  x , 0 ) b  , b )  ----------- » 0  q u a n d  n  ------- » oo

En e c r i v a n t

S ( t + N nx , s ) b n = S ( t , 0 ) o S ( p nx , 0 ) o S ( q nx , s ) b n

o u  p n =
Nn

e t  q_ =N - pn * n

On c o n s t a t e  q u e  S ( q nx , s ) b n r e n t r e  d a n s  l e  b o r n 6  a b s o r b a n t  B2 p o u r  

n s u f f i s a m m e n t  g r a n d  e t  d o n e

b G S ( t , 0 ) ω ( Β 2 ) = S ( t , 0 ) A

c e  q u i  c o n t r e d i t  ( 2 . 6 7 ) e t  a c h e v e  l a  d e m o n s t r a t i o n  du  t h e o r e m e .
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