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Abstract : This thesis is divided into three parts, each one featuring the
study of some properties of nonlinear Schrédinger type dispersive wave equations
arising in several fields of physics.

In the first part, we study the Cauchy problem associated with a nonli-
near Schrédinger equation with an external magnetic field. Under some growth
restrictions on the potentials and the nonlinear term in the equation, we prove
the local existence and the uniqueness of solutions for the Cauchy problem for
this equation in a weighted Sobolev space. We also prove the conservation of the
associated energy.

In the second part, we study the existence of smooth analytic solutions
for a general nonlinear Schrodinger type equation. This equation contains some
physical models arising in the context of water waves. In these models, the linear
term may be a differential operator of order larger than two, and the nonlinear
term may be nonlocal.

The third part is devoted to the study of the existence and the instability
of some localised stationary solutions of a nonlinear Schrddinger equation with
a general nonlinearity. These localised solutions have a nonzero limit when the
space variable goes to infinity, and for some particular nonlinear terms, they have
a definite physical interpretation. We prove, by linearizing the equation, that
when these solutions exist, they are always unstable solutions of the evolution
equation.

Key words : Schrddinger equation, external magnetic fields,
water waves, solitary waves, orbital stability.

A.M.S. subject classification : 35Q55, 35A07, 35B65, 35B35, 35Q51.
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Introduction

Cette thése est composée de trois parties portant chacune sur I’étude de- certaines
propriétés d’équations d’ondes non linéaires dispersives de type Schrodinger intervenant
dans différents domaines de la physique.

Dans les deux premieres parties, on étudie I’existence locale et I'unicité des solu-
tions du probléme de Cauchy, et dans la troisieme partie on s’intéresse a I’existence et
I'instabilité de certaines ondes solitaires non classiques.

1 Equation de Schrédinger non linéaire avec champ
magnétique

Dans cette partie, on étudie le probleme de Cauchy associé a une équation de Schré-
dinger non lingaire avec un champ magnétique externe. L’équation considérée est la

suivante :
.du 1"

Ly = ZL'( 93— aix)2u+vxu+ d 7, ()

ou u(x,t) est une fonction de x GIRnet f £ IR, a valeurs complexes, e G IR, V est
un potentiel a valeurs réelles et A{x) — (i4.i(x),...,n(x)) est un potentiel vectoriel
modélisant I’action d’ un champ magnéetique externe B représenté par la matrice (Bjk) =
(djAk - dkA)).

Sous certaines restrictions de croissance sur les fonctions V, Aj et (Bjk), 1 < j, k <n,
on montre, pour 1 <p < 1+ 4_2 I’existence locale en temps, et I’'unicité des solutions
du probléme de Cauchy pour cette équation dans 1’ espace de Sobolev avec poids:

£(IRn) = {u € JBL(Rn), \xX\u G ¢ AIRN)}
et la conservation de I’énergie associée définie par:

£-(uE(u(t))4?Ténf u\Vu + |A(x)u\2d>J<ﬁNl CxV(x)\u\2d>F<)-§L--1-JHJFJr[])+1<ﬁC dx

pendant le temps durant lequel la solution u(t) de I’équation reste dans I’espace £(IR-n).



Lorsque 1< p < 1+ ﬂ on montre également le caractere localement bien posé du

probléme de Cauchy dans I’espace L2(IRn), ainsi que I’existence globale des solutions
dans £(]Rn).

Dans le cas ou le potentiel magnétique A est nul, et ou le potentiel scalaire V(x)
satisfait une condition supplémentaire, on montre un résultat d’explosion en temps fini,
c’est a dire I’existence de données initiales dans £(IRn) pour lesquelles la solution cor-
respondante n’est pas globale.

Tous ces résultats sont analogues aux résultats bien connus concernant le probléme de
Cauchy dans 5 1(IRn) pour I’éguation de Schrodinger classique, c’est a dire sans champ
magnétique ni potentiel V (voir par exemple [2], [3] et [6] ). Leur démonstration repose
sur le méme type d’estimations, la principale difficulté résidant ici dans le fait que la
dérivation pax rapport a la variable d’espace x et la multiplication par x ne commutent
pas avec le semi-groupe engendré par |’opérateur

n

i0¢ ( 10 Ai(Z))2 + V(»)

i.e £(IRn) n’est pas exactement égal a |’espace d’énergie. Cette difficulté est surmontée
en utilisant certaines propriétés du semi-groupe établies par Yajima (voir [7] ).
Ce travail a donné lieu a un article paru dans D ifferential and Integral Equations.

2 Solutions analytiques pour des équations de Schro
dinger non linéaires non elliptiques

Dans cette partie, on étudie I’existence de solutions analytiques trés régulieres pour
les équations d’évolution de type Schrodinger suivantes:

iﬂj + Lu + F(u) = 0, (t,x) € Hx Hn. (2

Ici encore, u(t,x) est une fonction a valeurs complexes, L est un opérateur pseudo-
différentiel a coefficients constants de symbole p(£) réel. Le terme non linéaire F(u) est
composé d’un terme polynomial a coefficients complexes dépendants de u,l et de leurs
dérivées d’ordre un en espace, et d’un terme non local de la forme u7i(d%\u\2) ou a est
un multi-indice de longueur au plus un, "Hest un opérateur linéaire de ’type zéro”, c’est
a dire défini pax la convolution avec une distribution tempérée homogeéne de degré -n.

Le résultat obtenu etablit, lorsque la donnee initiale admet un prolongement analy-
tique appartenant a un espace du type H2 de Hardy, sur une "bande” de Cn de I'aforme :
{z 6 Cn, \Imzj\ <r, ] =1 , ra} I'existence locale et I’unicité d’une solution de I’équa-
tion admettant un prolongement analytique du méme type sur une bande éventuellement
moins large.

Ceci généralise un résultat déja connu pour I’équation de Schrddinger non linéaire
classique et pour I’équation de Korteweg-de Vries:

ut + wox + a(u)ux = 0

2



ou o(A) est un. polynéme (voir [4] et [5] ).Ce résultat s’applique également a des modeles
physiques régissant le mouvement des ondes aquatiques de surface et faisant intervenir
des dérivées en espace d’ordre supérieur de la fonction u, ainsi que des termes non
linéaires non locaux.

Le plus célebre de ces modeles est le systeme de Davey-Stewartson:

adu , cdu i dau 0 i-i- it
I'Bt+Sdxs + d ~ +
d\u\2

-%r

dxS+ dy*

ou £, 77, b sont des parameétres réels.

D’autres modeles sont egalement considérés, notamment un modeéle di & Dysthe don-
nant une équation dont le terme linéaire est un opérateur différentiel du troisieme ordre.

De plus, lorsque I’'opérateur L est un opérateur différentiel homogéne d’ordre deux
(non nécessairement elliptique) comme c’est le cas par exemple pour le systeme de Davey-
Stewartson, la globalité de ces solutions trés régulieres pour des données initiales petites
est également établie.

Ce travail afait I’'objet d’un article a paraitre dans Journal of Differential Equations.

3 Instabilité des bulles stationnaires

L’équation de Schrodinger ~~3 —*5” suivante:

i1, A atvy +ad\¥V- as 4 =0

at

possede, pour certaines valeurs des parametres a,-, des solutions localisées se propageant
avec une vitesse v, pouvant étre interpretées comme des bulles de raréfaction dans un
condensat de Bose (voir [1] ). Ces solutions localisées correspondent a la “condition aux
limites”:
ity Ve (M) quand x| —#+00
ou po est une constante strictement positive, fi dépend de la vitesse de propagation v
et est égale a zéro dans le cas particulier de solutions stationnaires, i.e quandv = o.
De telles solutions ont été explicitées en dimension un, et trouveées numériquement en
dimension supeérieures (voir [1]).
Dans cette partie, on considére |’équation de Schrodinger suivante:

i~é:£l’ +A + FO/L)* = Odans IR (3)
et on étudie I’existence et I'instabilité de solutions stationnaires localisées de cette équa-
tion ayant un comportement analogue a celui des solutions précédentes (avec fi = 0)

lorsque |x| tend vers I'infini.
On montre d’abord I’existence de telles solutions sous certaines hypothéses d’ailleurs

quasi-optimales sur F. On s’apercoit que I’émergence de ces solutions est liée a l’existence

3



d’interactions compétitives dans le terme non linéaire: de telles solutions existent si le
potentiel de |’énergie associée a cette équation admet deux minima relatifs distincts dont
I’un en pO, ce dernier n*étant pas un minimum absolu.

Ces solutions sont appelées des "bulles stationnaires”, pax analogie avec I’équation de
Schrodinger />3 —i05”.

En linéarisant 1’équation pres d’une “bulle stationnaire” <5 on obtient le systeme
suivant pour U = (Reu, Imu)*:

cu AL A o h
dt -£2 0
ou:
Lit, = —Av —Hf2)v
1 Uv = -Av - Ry - 28R <DV

L’étude du spectre de I’'opérateur A nous permet de démontrer que les "bulles sta-
tionnaires” sont toujours instables au sens suivant:

Théoréme : On suppose F réguliére, F(po) = 0, F'(po) < O, m > ”2 Alors pour
toute bulle stationnaire §33c > 0, Vs> 0,3«0 € ffm(IRn) avec [ftio|jTm< S, tel que la so-
lution v(t) de Féquation ( 3) avecv(O) = uq+ £vérifie \ 0 (io)|.ff™ > e pour unto > 0.

Il est & noter que le comportement des “bulles stationnaires” differe de celui des
ondes solitaires bien connues de I’équation de Schrodinger non linéaire que sont les
etats stationnaires, c’est a dire les solutions de la forme d(r t) = exp(iivtjuu(x),
avec uw € (NMIR™). 1l est en effet connu que les états stationnaires peuvent avoir un
comportement stable ou instable selon le terme non linéaire considéré.
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NONLINEAR SCHROEDINGER EQUATIONS
WITH MAGNETIC FIELDS
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Abstract. We study the Cauchy problem for nonlinear Schrédinger equations with magnetic
field. Under some growth conditions on the potentials, we show the existence of solutions in
L2(Rn) and in a weighted Sobolev space E. We also establish the continuous dependence on
the initial value, and the conservation of energy when the solution is in S.

1. Introduction. We consider the nonlinear Schrodinger equation in Rn :

7=\ (o AL vy + dp-y 1y

where u = u(t,x) is a complex-valued function defined on [, T] x Rn for some
T > 0. We show the local existence of solutions for the Cauchy problem in the
function space

E= {«€ S'(Rn), (L+ [x|2)12u 6 L2(Rn), (I - A)L2u 6 L2(R")}

if l<p< 1+ 722, andin L2(Rn) if 1 < p < 1+ ; when the vector potential
A = (A\(X),..., -“A(x)) and the scalar potential V are smooth and satisfy the same
growth conditions as in [15] (see below for a precise statement). We choose this
power nonlinearity for simplicity, but we can allow more general terms, as in [7] or
[10].

We denote by H the operator associated with the steady linear equation. Such
operators have been studied for example in [4], [12] or [15].

In all the paper, our assumptions will be the following:

HI: We assume that for j € {l,...,n}, Aj(x) is real valued, C°° on Rn. If
B = (Bjk) with Bjk = djAk —dkAj, then there exists e > 0 such that

\daB(x)\ < Ca(l + Ix))-1"6, V]a] > 1, Vx€ Rn,

0“A@®)| < Ca,V]a] >1, Vx GRn.

H2: V is real valued, C*° on Rn, i (x)! < Ca, Vla] > 2; in addition we assume
that V is bounded from below; i.e., we can assume that there exists m > 0
such that V(x) > m, VX € Rn.

Received for publication May 10, 1990.
AMS Subject Classifications: 35Q20, 35A07.

An International Journal for Theory & Applications
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The initial value problem for (1.1) has been studied in the space of energy in the
case A = V = 0 in particular by Ginibre and Velo [7, 8] or Kato [10], and in the
case A = 0 by Oh [11]. All their methods are based on some IP estimates for the
propagator of the linear equation. When A and V satisfy HI and H2, Yajima has
proved (see [15]) that near t = 0, the propagator is an integral operator and its
kernel has the asymptotic form

(2wit)-na(t,x,y)eir t'xy>

where S and a are smooth functions, S is real and a is bounded. This will allow
us to obtain the same I f estimates as in the usual case, and to solve the Cauchy
problem in E by using an adaptation of Kato’s method [9], since we have D (H*/2) =
{u ¢ L2(Rn), (u,Hu) ¢ L2(Rn)} c S.

For that purpose, we will need some estimates on Vu and xu. The fact that V
does not commute with H will be overcome by using an expression of V5(£) which
was derived by Yajima (see [15], Proposition 2.7). However, this method does not
seem to be applicable to obtain regular solutions of (1.1). Hence, in order to prove
the conservation of the energy

6
E{u) = \{u,Hu) + 0+ 1J MP+L dx,

we will have to consider regularized equations, as in [7] or [11]. We introduce the
following notation: we set for any integer k

EJ) = {« 6 S'(Rn), (I - A)ki2u e L2(Rn), (1 + [x[2)fel2u e £2(1T)},

and for g > 1,
El* = {ue L*(Rn), Vu G L9(Rn), xu G Lq(Rn)}.

E () will be denoted as E and we will use Lqfor Lg(Rn). P(Rn) is the set of R-valued
C°° functions with compact support, and B(Rn) is the set of C°° functions having
bounded derivatives of any order. For an interval /, the norm in Lr (I, Lg(Rn)) will
be denoted as | «||rjo.

Throughout the paper we will assume that 1< p < 1-f ¥, except in Sections 6
and 7. We set ~= n(\ —) and £ 4 p = 1, hence we have r > 2,

In Section 2, we collect some useful results and estimates. In Sections 3 and 4,
we study the local existence of solutions in E and the continuity with respect to
the initial data. In Section 5, we establish some conservation laws for this solution.
In Section 6, we study the local existence in L2(Rn) and give some global existence
results. In Section 7 we give a blow-up result for the nonlinear Schrodinger equation
with potential, when there is no magnetic field.

After having completed this paper, we were told of the existence of the work [3]
of Cazenave and Esteban where they proved some results which partially overlap
with ours. However, they consider only tire case of a constant magnetic field B, and
they do not use the results of Yajima [15] which are basic for our paper.

2. Some preliminary results. In this section, we recall some properties of the
propagator S(t) for the linear equation. These results have been proved in a recent
paper by K. Yajima (see [15]). Wke first have the
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Proposition 2.1. Under assumptions HI and H2, there exists 7 > 0 such that for
every t with 0 < \\ < 7, S(t) has the form

S(t)v(x) = (2nit)~n/2Jf eta{tx'y)b(t,x,y)v(y)dy, (2.1)

where S{t,x,y) is real valued, Cl in (t,x,y), C°° in (x,y) for every fixed t, and
b{tixiV) JS"Xjn (tix,y)> C°° in (xiV) wih \d%dyb(t,x,y)\ < CaB for any a and .

For the proof of this proposition, see Theorem 1 in [15].
We then introduce the following integral operator: for a(£,x,y), a B{Rn x Re-
valued continuous function of t E/, we set

I(t,a)v(x) = (2nit)~n/2 }F\’ﬂ elt™ y)a(t,x,y)v(y)dy. (2.2)

Lemma 2.2. Let It = [, T] c /; then for any q with 2 < g < -f-00 there exists

a constant C depending on a but not on't 6 | such that for v G Lqg (Rn), with
141 =1
Q

[1/(i,a)ullL,(Rn) < EIN(1/2_x/9) IM Il«'(r»)-

Moreover, if we set AaXp) = * I(t —T,a)0(r)dr, then for every pair (q,s) with
g€ R2,““[(@€ [2,+o0[ ifn=2and ge [2,-bog] ifn= 1) and 2 = n(~ - 7), the
following estimates hold:

[|A0 [|L*(/r, L) —C3]|0|11-/(/t L«f) (2-3)
[As0L*@ATLY) ~ C44 voie Ly 2.4)
A0 [lz«X(TL2) ~ C5 4 ‘g (2%)
IN(a)v IUX(T,A) < CqlHU2» 2.6)

where the constants C*-Cq are independent of T with It c /.

Proof: The first part of the lemma is proved in [15], Proposition 3.1, and comes
from the L2-boundedness theorem for /(£, a) (see [1]) and the Riesz-Thorin inter-
polation theorem. The estimates (2.3)-(2.6) then follow in the same way as for the
usual Schrodinger operator (see for example [14]).

Corollary. Ifwe set
Alp(t) = j S(t- t)o(t)dr, .7
0
then for every T < 7, (2.3)-(2.6) hold, replacing /(-,a) by S(-) and Aa by A

We also have (see Proposition 2.7 in [15]):
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Lemma 2.3. Leta(£, « ¢ be aB(RnxRn)-vaiued continuous function oft G1. Then
there exist B(Rn x Rn)-valdiied continuous functions ajtk(t,x,y) and aij km (t, X Y)
withi,j = 1,..., nand Am = 1,2 such that

n

Xil(t,a) = A2 aij,n)xi + Ht, aij,i2)dj] + 1{t,an) (2.8)
j=1
n
dil(t,a) = ~2 [I(taijtzi)xj + I{t, aij~d]j) + J(t,ai2) (2.9.)

3. Local existence of solutions in E. Our result in this section is the following:

Theorem 3.1. Let ug G E. Then (1.1) has a unique maximal solution u G
COTi iTF [ E)N nioc( FTATT [.S 1,p+1) such that [|(0) = 0.

We consider the integral form of (1.1):

u(t) = S(t)uo —iej0 S(t —=t)F(u(r)) dr (3.1
with
F{u) = \u\p~lu, (3.2)
and we set
Tv(t) = S(E)uo —ith S(t —t)F(v(t)) dr. (3.3)

We will use the method of Kato [10], and we introduce the following function spaces:
Forl =[T,T],0<T<7,weset
I =C7,L2nLr(/,Lptl)
X = L°°(J,L2nLr(/,Lp+l)
X'=£*(/,22 + Lr'(/, L1+1/p)
X 0= Loo(/,L2n L p+1).

The following lemma can be proved exactly in the same way as Lemma 1.3 and its
corollary in [10], using estimates (2.3)-(2.5) for A
Lemma 3.2. AF is continuous and bounded from Xqginto X. Forv,w € Xo, we
have 1

1_&(|M|ip' + iminN D« - MX

witha = n(i — 0 <a < 1 and for each R > 0, AF is a contraction map on
B r(X0) in the metric of X, provided T is sufficiently small.

ARV - afw iu <a
I

We then introduce the spaces:
F={u€l,V!;el,it)el}c C(,E)
Y={vEX, VveX, XWEX}
Y'={use X', Vve X', xv€X'}
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with the norms

IMIY = WA\ + |[Vv||[x + IMIx
WAL = WK + [|V/]|x" + WxP\X'-

Then we have by the Sobolev imbedding theorem: Y ¢ L°°{l,HI) c Xq and the
constant C appearing in |[M|x0 ™ ~MIy ” independent of T.

Lemma 3.3. S(-) is a bounded linear operator from £ into Y, A is bounded from
Yfinto Y. In both cases the associated norms are independent of T; their supremum
is denoted by M.

Proof: For v ¢ S(Rn) (the Schwartz space), S(-)v ¢ C(I,S(Rn)) c Y (see [15]).
Hence we only have to show
WsEWY < MIWVhand 1Ay < MLy,

with a constant M independent of T.
Using (2.6) we have ||S,(H)i?|x < C1IMU2 < CIMle and using (2.3), (2.5) with
s=randg=p+l,

[[A*H* < CUWLIVILWSr) < CMx> < CMWy;

where C does not depend on T. As stated in Lemma 2.3, there exists &* and a”m
in C(1,B{Rn x Rn)) such that

n
XiS(-)v = N[/ (-, aijtii)xjv + /(e, aijti2)djv] + /(*, aa)

i=1

and N
XiKd> = y"[Aatj,n(™(A) + Aaijtl2 (d<g)\ + Aang>

j=i
Then using estimates (2.6), (2.3) and (2.5) of Lemma 2.2 withs=randq=p+ 1,
we obtain the following inequalities:

WxXiSi-Mx < ¢ [M|s
NA*IU <CMv-

The terms ||9jSK®)i;||x and ||9jAOQ||x are treated in the same way, using (2.9).
Lemma 3.4. F is bounded from Y into Y f and

wtolly' < cT\Wift, w e, witha=n{\- -L-).

Proof: For the terms [|F(Vv)|[x* and |[VF(V)||X’, the proofis as in [10], Lemma 2.2.
Hence we consider the term ||xF(f)||x": for v € Y, we have ||xF(Vv)||r'i+(i/p) <

IMIEAS+IIMIY' P+i- Hence, with 1- a =
[IXF(W)[|Xi < [|xF(u)||r/il+(1/p) < CT1_al|v||™p+1]|xt;||rip+1

<CTM"MxXxJIxVWXx <ctl » N
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Lemma 3.5. Let Ug&E and T be deGned asin (3.3). Then forevery R > M||uo|e,
ifT issufficientlysmall, T maps B r(Y) into itself, and is a contraction in the metric
ofX.

Proof: It follows that of Lemma 2.3 in [10]: For ug € £, S(-)uo 6 Y and for
v € BR(Y),

WTvly < [|5(-)«olly + IJAF(M)|ly < M|KIle + M\F(V)\\Y>
< M\\uOh + MCT1~aRp.

Then, if we choose T such that MCT1~aRp < R —M||uo|[i;, T maps Br(Y) into
itself. Using Lemma 3.2, we have for v,w € Br(Y):

WTv- TwWx < CT'-AWvfyl+ M ir Dll«~ »lIx
< 2C'Tl-aiip_1t; —o||x-

Hence, if T is sufficiently small, T is a contraction in the X-norm.

Proof of Theorem 3.1: We take R > M]||ho|lej and T small enough for T to
be a contraction in Br(Y) (in the X-norm). Since Br(Y) endowed with the X-
norm is complete, T has a unique fixed point u € Y. Using Lemma 3.3, we have
u= Tu GY C C(/,E). By iteration, we can construct the maximal solution
u GC(T+" T*[,E) fl Lfoc(TZE", T+,E1p+1) of the integral equation (3.1).

Let | = 4, T\ C]Tf,2i[; then F(u) e X" C Lr'(l,H~I)+ LI(I,L2) C
LI(l, H~l)and VF(u) GX'C LY h -* Y Hence, F(u) GLI(/, L2)<ZLI(7,E(-1)).
Since H is bounded from E into E (-1), u satisfies (1.1) in E (-1) with u(0) = uq.

4, Continuity with respect to the initial data. In this section, we show
that the solutions u G C(7, E) of (1.1) depend continuously on the initial data in
the following sense:

Theorem 4.1. Let ug GC(I, E) be a solution of (1.1) with initial data ug, and
let i™ GE with Ugl  uo in E as m — +00. Then, the solution um of (1.1) with
Um(0) = v,™exists on | provided m is sufficiently large, and um —u in C(I,E) as
771 —) “b0OO.

We will use Kato’s notation, so we refer to [10]. Here F'(z) is the derivative of
F considered as a differentiable map from R2 into itself; i.e.,

F'(z) 1<=limi(F(z + ez) - F{z)).

Proof of Theorem 4.1: It is sufficient to prove the theorem in the case of a small

interval /; then it can be extended to th« whole interval by iteration. Since (U™) is

bounded in E, we can take | = [-T, T], with T small enough to be able to construct
(for sufficiently large m) and u in Br (YY) satisfying

um= S(>™ - jeAF(um)

U = s(-)ug —ieAF(u)
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with, for example, R = 2M||uo]le. Then we have:
um-u = 5(-)(uo* ~ uo) - ieA(F(um) - F(u)) 4.0

and, forj = 1 dj(um - u) —djS(-)(uo -uq) - iedjA(F(um)- F(u)). Sowe
can find S(K" x Rn)-valued continuous functions a,j, bij and g such that

di(um-u) = ~[/(-, ai:){diu™ - diu0) +/(-,bij_)(XiUrx XiUo)\
i=l

+1(-,Cj)(ug -Uo)
n
- ie[2=£1 (AdijiF'iurdium - F'{v)diU
+ Afta (xiF(um) - XiF(u))) + AG(F{um- F(u))J

and we have a similar equality for Xj(um — u). Hence we obtain by using Lemma
3.3

lUm- u]lv < C\Wu™ ~ «oils + C2Y 2 II"(«m)™«rr» ~ F'{u)diul\\x<

1=1

+ C3||xF(Um) - xF(u)|[x" + C4||F(Um) - F(u)|U",
where Ci,..., C4 do not depend on T. But we have (see Section 3)

HFUD - flu)HX' <™ - “di“*nrl+ »«nr)» ™ - X
<2CT1-aRP-1\\um-u\\Y,

4.2)

and similarly,
[IXF(um) - xF(u)|U" < 2Cr 1- @?p- 1|jxum- xu\x < 2CTIl-aR?-1\\um- u]ly,
while

[[F'iUrrrdiUm - F'(u)diu\\x> < ||F'(um)(diU - diUm)]||x<
+ [|F,(Um)diii-F ' (U)5iz||x -

Using |F'(u)] < C'lulp~1 and |F*(u) *v| < |F'(u)|It;| (see the Appendix in [10]), we
obtain in the same way as before:

IF' (um)(dium - diu)\\X’ < CTI~aRp~I\\um ~ «]|y.

Thus, if we choose T such that (nC2+ 2C3 + 2C\)TI~aRF~I < ~ we have

n

llkm- ully < 2CXIK - «oils + 2C2£ [|F'(um)diu - F'(u)diu\x,,
i=1



19

a ANNE DE BOUARD

and it remains to establish that \\F'(um)diU —F"(u)diu\\xf — 0 as m — +00. But
we have Ff(um) ev = Ff{u) ev in X' asm —-foo if uin X,andv € X (see
[10], Lemma 5.2), and one can easily show, using (4.1) and (4.2), that provided T is
sufficiently small, um —u in X as m —--foo. This completes the proof of Theorem
41.

5. Conservation laws. In this section, we establish that if u ¢ C(7,E) is a

solution of (1.1), then the energy
E(u) =1 (uHu) + -ir f Mp+ldx,
(u) = 1 (u.Hu) oy F MprLdx

and the L2-norm of u are conserved during the time the solution is well defined.

For this purpose, we introduce as in [11] a regularized integral equation. Most
of the results we need can be proved exactly in the same way as in [7] or [11], to
which we will refer.

Let h ¢ V(Rn) be an even function such that h > 0, supp/i ¢ B(0,1) and
IINIZ/(Rn) = T Here 5(0,1) is the ball in Rn centered at 0, with radius 1 Let
g G V(Rn) be suchthat 0 < g < 1, suppg c B(0,2) and g = 1on B(0,1). Then we
set for a positive integer m,

hm(x) = mn/i(mx), gm{x) = g(r’rT/)’

and we consider the following integral equation with uqg £ E:
u(t) = S(t)(hm*gmuo) - ie} S(t - rn[hm*gmF{hm *u(r))] dr. (5.0)
0

We set Fm(u) = hm*gmF{hm™u). The following result can easily be deduced from
the proof of Theorem 3.5 in [11], and Lemma 3.3, using

\bm *gmU\LPH < HFmlUL|"Mojfip+L A [1olllp»1-

Proposition 5.1. Forany p > 0, there exists a T(p) > 0 with T(p) < 7 indepen-
dent ofm, such that for anyuo ¢ E with ju0e < Pi equations (5.1) and (3.1) have
unique solutions in the ball with radius p in C([—T (p),T(p)],Lp+l).

The following proposition is proved as in [7], Proposition 3.1.

Proposition 5.2. Letp > 0and T(p) be defined as in Proposition 5.1. Let woGE
be such that ..y < Pi let Um be the solution of (5.1) in C([—T (p),T(p)],LpHl)
and let u be the solution of (3.1) in the same space. Then Um tends to u in
C([-T(p),T(p)],LptD), asm - +00.

Lemma 5.3. Let u G Lp+1(Rn); then for any integer m, hm *gmu ¢ S and
Fm(u) ¢ S (S is the space of smooth rapidly decreasing functions). Ifu(r) is an
I £* 1-valued continuous function of r G /, with I an interval ofR, then for any
integers m, k, Fm(u) ¢ C(J, E(A))).

Proof: It follows exactly those of Lemmas 4.3 and 4.4 in [11], since to prove the
second part of the lemma, it suffices to show that for any a and /?, xad¥d=m(u) is
L2(Rn)-valued and continuous on 1.

Then we can prove the following proposition in the same way as Oh did in [11]:
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Proposition 5.4. Let | be an interval of R, uq G E and um G Cil,1?*1) be a
solution of (5.1). Then, for any integer k, um is in CI{l, E(k)) and satisGes

id:;tm )y H () tefm [ (5.2)

Furthermore, if we set
Em(u) = 1 (u, Hu) + E—fhl (gmF(hm *u), hm *u),
then we have
M QHF=0 and ~ Em@um(t)) =0 foranyte I.

Proof: Since S'(-) is £(E(fc))-valued for any k (see [15]}, the preceding lemma and
(5.1) yield: um ¢ C(J,E(fc)). Now, by differentiating the right-hand side of (5.1)
with respect to t and by using the fact that H is bounded from E(fc) into E(fc —2)
for any k we obtain um G CI (I, E(A?)) and (5.2). The last equalities then follow by
very classical computations, using the fact that h is even (see [11] for example).

Lemma 5.5. Let um G C(J, Lp+1) be a solution of (5.1). Then, for anytel, the
sequence um(t) is bounded in E.

Proof: We will show, by using (5.1), that

lum(Otls < CI + €2 [ [lum(r)]ls dr,

where Ci and C2 are independent of m and t (we will consider if necessary tha.t
t is in a compact subinterval of 1). As stated in Lemma 5.2, Um tends to u in
C(7, I*"11), hence um{t) is bounded in for any tel. Now we have

e ¥ervon 2~ 1| LIRAL2N |l

and
dj (hr =~m~o)iL2 — |Am * (rjom)rolLz  1iAm = OMY (12
< IAJAIL~]|2olIL2 + \9jUo\\L2 < C||uO]|s
[IXj(/im * Qmno) [[12 — XJAM* 9mAoWL2  Im * PmAjAoHI,2

<ClMe,

since xjhm is bounded in L1(Rn).
Let us consider now the term Fm(um)-

[*m*m)[lI2 =[|"m* Qm~{hm **m)||L.2

1 1 1
< c'ilimiiz,, F( s am)|[1i+(i/p) with -q: A2 o+ 1

<cghy 1 FUnfipg<ceit 1 iipp<c1 1o



21

82 ANNE DE BOUARD

since E ¢ LP+1 and um is bounded in LP+1 (see Proposition 5.2). Similarly,

Wdj(hm * 9mF{hm *~m))||1,2 —1 1 *djgmF{hm * 'Mm||L2
t Ih *gmdjr(hm’ Ul

The first term can be bounded like the preceding ones, since djgm is bounded in
L°°. For the second term, we have:

Whm * 9m d<F'(hm *Am)[|I/2—C hmWi™M\&F(hm * ~m)Hh+U/p)
< C\\hm * D [|*p+14djijim * UAWIp+i < (7[JumHAp+i HA-m * A7A771|1p +1
A frm L FdjUm [|L2 < C\\um\W,

Finally,

[IXj(/Im * QrnF{hm * ~m))||L2
- JIexinm)  omFm =W D+ B xemxi B 1]

The first term can be bounded like the preceding ones, and

[lhm * CmXj\F(hm *Um)\\il2 < CWhmWLGWXjF~hm * % ) |I£,i+(i/p)
A AHA-MIILA HAM * AmHAD+i [|®] ("m *Am)[|1,P+1
— MIKNANN) * Am[I/P+1 + | | *3jAm]||.LP+1)

< C+ C'llUmlls-

Hence, we obtain

I"mWHe < CI + cZJ/ [lwm(r)]|E dr,
[o]

and by Gronwall’s Lemma, the sequence (um(£)) is bounded in E.

Theorem 5.6. Let u G C(J, E) be a solution of (3.1) with initial data uvq G E.
Then for any t G/,

N)IU* = IKIU*

£(u(i)) = £(u0),
with E(u) = | (u,ifu) + pilJ |ulp+1 dx.
Proof: It follows that of Ginibre and Velo [7], Proposition 3.4 and Lemma A.2.1,
by setting 7i = E, V= L and q(u) = \ (u, Hu). Note however that we had to

show that the sequence of regularized solutions was bounded in E since it does not
come from the conservation of energy as was the case in [7].
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6. Local existence of solutions in L2(Rn). In this section, we assume 1 <
p < 1+ % Then the following result holds:

n

Theorem 6.1. Let ug £ L2(Rn). Then (3.1) has a unique maximal solution u €
C(Qr2,T +,L2[n ¢roc(T2,T 2, D>+1). Furthermore,

IMMIU2= MU*, vte(rzi?).
IfT/ (respectively —T”/) < +00, then
IMII*(o,t+,Ip+i) = +00 (respectively IM|Lr(T- fORLP+) = +00J.

We will use a fixed-point method. The following lemma establishes some useful
inequalities:

Lemma 6.2. Let 0 < T < 7 and It = [T, T\; then there exists a real q with
1< < +00, such that for every u,v € Lr(/r»U +l),

IAF(U) - AF(t)IIrptt < C A IW U™+ |i»1(r),51+i) Tt (6.1)

|AF(U) - AF(v)\aa2 < cz‘i"’lqa? th(] + IMIMHU - W i, (6.2)

Proof: We have ||F(u)-F (v)\\Li+(i/r) < <N 17+1 + I HT7+)u -«llis+i; hence,
using Holder’s inequality,

IF(u) - FGIIr, 1HUp) < C diulhoj_fml_m. + WA TP - 25 [U (>, +1),

4v(v4-1)

nea—(n_ayi IX<T. Finally, with 1 + 1 = £; ie, q= ‘Lf_np we obtain

with gi =
g p1 .
||F(u) - F(ty)llr!al+(1/p) < C( /. dtJ (”UIr’p+| + M feJW u - tl“rlp+1'

We then deduce (6.1) and (6.2) by using (2.3) and (2.5) with s = rand g = p 4-1.

Remark 6.3. In the same was as in this lemma, we can easily show, by using the
proof of Lemmas 3.4 and 2.3, that

1137(10)11,< CTp/,|ull Pp+IMIER(T,S1741)
IMAF(<))|[.f < CTptaWMN\p p+IIMIEF(/T £1p+D)"
with (qg,s) = {r,p + 1) and (00,2). Hence we have

NAirw)Lr(T,sip+) — C3TPIA 147 % M 1-a ELPH) (6.3)

IAF(EL)||L* (TIE) <C'4TP/[ti| |~ 1fjulU.(/r.s1pl). (6.4)
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Proposition 6.4. There exists a S > 0 such that ifuo EL2(Rn) and 0 < T < j
are such that ||S(*)uo||Lr(JT zp+l) ~ 6, anth I+ = [T,T], then (3.1) has a unique
solution u G C(It,L2) n ir(/T ,ip+l). In addition, for all t G 1, |ju(£)||l2 = |Juo]||12
and u depends continuously on ug G C(/r, L2)n Lr(Ir, LP+1).

Proof: Let 6> 0, and let uo G E and T < 7 satisfy ||S(-)wo||lLr(/TSLI+1) < 6 We
set
E = {ue Lr(IT,Lp+1), |[M|r,p+l < 26}.

For it G f?, we still consider
Tiz(”™) = 5(i)uo —itJ[ S(t —t)F(u(x)) dr.
0

Then, using (s.1), we have for any u and v in E:

Mu - TVW\LniT<LP+i) < 2C7i(2<5)p_1Tp/9|lu - Virp+1
<2CIl(26y-1"\\u -v\\rp+lI.
Hence, if we choose 6 such that 2C\{26)p~1"p" < |, T is a contraction from E
into itself and by the fixed-point theorem, we obtain a unique solution u € E of
(3.1). Applying (s.2) we have u £ L°°(1t,L2).

If ugltends to uo in L2, with u™ e L2, then from (2.6), we have for sufficiently
large m HS'O”oNkp+i < $1 we can then construct the solution um € E with
um(0) = ugl Then

lum ~ Alr,p+ —I (y(wo  ADIIrp+  ijARDM) 7 AF)r-phi?

1

and applying (2.6) and (6.1) with 2Ci(26)p~1lyp/q < , we obtain
["m - ANr,pHl A 2CHlko ~o 1DRe
Hence um —-u in Lv(lt,Lpt+l) as m —o00. Applying (6.2), we see that um —u in
Le°(lt,L2).
If uo 6 E, then from Theorem 3.1, there exists r > 0, with r < T, such that

u G C([—, r], E)nLr(-r, r, ELp+l). Let us show that we can take r = T; otherwise
we would have ||u(E)|le = +00 whent/ r or £\ —; but from (6.3) we have

IMILr(/T.E1-PH) < ClIYolle + C37'P/o ||, pil LHTTIL™ (/ T, E1*PH)
< CHlle + Czlpg{26)p™ 1 W\LMNr i, PN\

hence, for 6 sufficiently small, we have

Il t(/teit+) < CH olle ;

then, applying (6.4), we see that |[M|L°°(/r,E) ™ ClI™olle which is a contradiction.
Hence r = T. Then we have |Ju(t); L2 = [|ii0]|z,2, Vt G It -
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For ug GL2, let U™ GE with u™ —-uo in L2 as m —*+00; then the corresponding
solution u™ tends to u in L°°(lt,L2)1hence u G C([—T,T],L2) and ||u(i)||i2 =
[tioju2 ~ GI71
Proof of Theorem 6.1: Let u0 GE. Since ||5(*)wo|lLr(/T,.Lpt) 0as T —0,
we can apply Proposition 6.4 for sufficiently small T. Then, by iteration, we obtain
a unique maximal solution u GC(JT2", [, L2) HLfoc(T!f, Tg", LP+1). It remains
to show the last point of Theorem 6.1, but the proof follows exactly that of [2],
Theorem 1, by writing Lr(0,T2~,LiH1) instead of La(0,T*,La).

Remark 6.5. In the case A(x) = 0; i.e., if we consider the following equation:

Gt = —élAu +Vu+eup_u, I<p<lI +%
where V satisfies assumption H2, then in [11], Y.G. Oh has proved the global
existence of solutions in C(R,D{HIt2)) C C(R,iil) C C(R,L9*1). Then using
Theorem 6.1 we can deduce from this result that if ug G L2(Rn), there exists a
unique global solution u GC(R,L2) for this equation.

Remark 6.6. Since A is real valued, we have |Vu| < |(—=V —A)u\ and D(HY2) C
Li>Hi(Rn) if 1< p < 1+ ~2 (see [@D* Inthe case 1A P < 1+ m ~ tAenfows
from the conservation laws and the Gagliardo-Nirenberg inequalities for |u| that the
solutions of (1.1) with u(0) = uq GE are global in D(HY2) (see for example [11]).
In fact, one can easily see from the proof of Theorem 6.1 that since the solutions
are global in L2(Rn), they are global in E.

7. A blow-up result for Schrédinger equation with potential. In this
section we consider the following equation:

du_ _1 U
1 2Au+’§7u }ul\)? u

dt (7.1)

ti(0) = uO,
where V satisfies H2 with, in addition, %\r >0inRn, r = |x. Y.G. Oh has
proved the global existence of solution in D(HY2) Cifl withH = — A + F, for

1<P< 1+ £ (see [11]). Here, we will show that ifp > 1+ £ and under some
assumptions on the initial data ug, the H1 norm of the solution blows up in finite
time.

We will follow Glassey (see [9]). In all of this section, we assume that 1+ " <

p < 1-f~ 2*We first establish some conservation laws:

Lemma 7.1. Let uo GE and u(t) be a solution of (7.1) in C(1,E) with I = [0, TI.
Then for any t G [0, T[, we have

i) [li*@IU* = M

i) i/ |Vtt2dx + IV(x)\u\2d x - A j f Mp+ldx = EO

i) &/ W\2W\2dx = 2Im /rurtidx

iv) é}' J Im(rurS) dx = J|Vu|2dx —J rVriu2dx —n (I _P+2-|. f Mptldx.
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Proof: i) and ii) were proved in Section 5.

Multiplying (7.1) by 2u and taking the real part, we obtain £M 2 = —/(ImuVu).
Then if we multiply this inequality by \x\2 and integrate by parts over Rn, we obtain
iii).

In order to obtain iv), we multiply (7.1) by 2rtzZr, and take the real part, then
integrate each term by parts; we obtain (see [9])

-R ej rurAudx = (|— \] \Vu\2dx

2 R =-»/ VX)u|-dx - jrV Au\"

- 2ReJrur\up~ludx = J MP+1dx

2n
p+1
and

Re |2iJ furutdxJ=~ Re J ruurdxj 4nRe”™J uutdxj.

Then, using (7.1),

Re ’2i\] rurutdx = d?lm\] ruur dx —’\\] [\V50q2 dx

-njv(x)\u?dx+nj\*r'dx

and we obtain iv).
Theorem 7.2. Let u(t) be asolution of (7.1) in E We assume that

1)E0< 0
2) Im/ ruoUor dx < 0
then there exists T < -boo such that lim~r IV?2z(£)||E2 = 4-00.

Proof: We set when u is well defined:

y(t) = —|m\] ruur dx;
then y(0) > 0 and from iv) we have
y'(t)>—J\Vu\2dx+\] rvriu\2dx + n\l - pi 1 J \u\p* ldx
> - (Vuldc+ %) 3 \upidx
pt+ 1
Using ii) we have
v (t) = \Vu\2dx + (n(p- 1)) J\Vu\2dx +\] VAU\2dx - jBOJ

> ['T—-iP ..V J\Vu\2dx, since Eq < 0.
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LetCn=1- n(f_]) > 0; then

y'(t)>Cn\] [Vu]2dx.

Hence, since y{0) > 0 we have y(t) > 0 as long as it is well defined. Using 3) we

have

hence

N Jr2u2dx = -2y(t) <0,

\] r2\u\2dx < \] r2\uo\2dx = dqg

Then by Schwarz’ inequality:

y'(t) <(\] r2u2dx} / (\] wn2dxj 1 <doj[MUli,2

Using (7.2) we have y'(f) > (Cn/dl)y2(t), ¥/(0) > 0. Then if 0 < t < dI/(Cny(0))
we have

y{t)~ d2- Cny(0)t
and

A7 M v oy{t) v 2/(Q)do

N OLE2 - do - <%-Cny{Q)f

Hence there exists T < d$/(Cny(0)) such that limtyT |[Vw(i)||L2 = +00.
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Analytic Solutions to
Nonelliptic Nonlinear Schrédinger Equations

Anne DE BOUARD
Laboratoire d’Analyse Numérique, Batiment 425
Université Paris-Sud, 91405 Orsay, France

Abstract. We prove local existence of analytic solutions for nonlinear Schrédinger-type equations. The
class we consider includes number of equations derived from the physical context of water waves.

Résumeé. On étudie I’existence de solutions analytiques pour des équations de type Schriodinger. La
classe d’¢quations considérée contient un certain nombre de modeles provenant de la physique des ondes
aquatiques de surface.

Codes AMS. 35 Q 20, 35 A 07, 35 B 65.

Mots clés. Equations de Schrodinger, ondes de surface.

1. Introduction.

In this work, we study the local existence of analytic solutions for a general, class of
equations which includes a large number of models arising in the context of water waves ;

this equation is :

iR 4 Lu=F@U), (tx) € 1RxX IR

(11)

u@) =

where L is a pseudo-differeMtial, not necessarily elliptic operator with constant coefficients
defined in Fourier variables by

Lu{€) = p(£)a(£),
the symbol p(f) is real and p € ££c(IRn), [p(0l < C (1 + I£l)*° for some kO € IN, and for

any £6 IRn.
The nonlinear term F(u) is a nonlocal complex-valued function of u and its derivatives,

and is of the form :
F(u) = G(u,vVu,i,vi) + ur(5“Jul2), a € JNn, \a\ <1,

where G is a polynomial with complex coefficients, G(0,0,0,0) = 0, and the operator M
in the nonlocal term is a linear operator of type zero (see Folland [4)), which is defined by

1



30

Mv = K *v, with K a tempered distribution of class C°° outside the origin, homogeneous
of degree —n, so that M commutes with derivation with respect to Xj and is bounded as
an operator from Lp(IRn) to itself, for each p such that 1 < p < +00.

This includes the classical nonlinear Schrodinger and Korteweg-de Vries equations for
which the existence of analytic solutions is known (see the works of Hayashi [7], [8], Hayashi
and Saitoh [9] and Kato and Masuda [11]) but also other modeling equations such as the
elliptic-elliptic and hyperbolic-elliptic Davey-Stewartson systems :

.du cd2u d2 Vi . O
"F+ al+5i=xdu+ al

(+2) & a2p d
2 +m dy2 dx (l(( |2) € IR

where the parameters 6, x,dn??ﬂ are pe%ﬂpanddm istfrésiti've. ’The—(‘?auchy problem for these
systems has been studied in the usual Sobolev space§xdy)€&hidaglia and Saut (see [5]).
where the parameters S, x, b,m are real and m is positive. The Cauchy problem for these
systems has been studied in the usual Sobolev spaces by Ghidaglia and Saut (see [5]).
Setting gx = E{\u\2) with E the nonlocal operator defined in Fourier variables by

one can easily see that the system (1.2) @dﬁi to)in equation of type (1.1).
8-.mr

one chhesasilyg deefacitatharsicudan (ase) abduees genenakgystéons afagyenglin) the theory of
long waves on the fluid sygh@ce of a layer of finite depth which are of the form :

1 + Liilj+ub=0

(1-3) 1o = [310F

where u(x, t) is real, 0 a complex-valued function, Vt = dip/dt, and L1,L2j-"3 are
differential operators with constant coefficients, having the form Lj = ~ »*=1 Nk dx:dx
(see the works of Zakharov and Schulman [15] and [13] ; see also the works of Ghidaglia
and Saut [6] for a study of the Cauchy problem for these systems, and of Constantin [2] for
some decay estimates on the solutions). These examples are also of type (1.1), provided
¢2 is an elliptic operator (but L\ and ¢3 axe not necessarily elliptic).

A higher order model, which is a generalization of the NLS model was proposed by
Dysthe in the context of deep water waves. He obtained a system with a third order linear
differential operator and a nonlinearity involving derivatives of the amplitude, which leads
to the following equation, in the case of purely gravity waves (no surface tension) :

n.(dA  1<9™\ 1d2A 1d2A J1Jj2
*(dt +2dx) +2dy2 4dx2 A

h a\ i (dzA 33A\ Z.-/9A 7dA\
~ 8 (dx3 dxdy2) + 2* ( dx dx)

P 4R
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where )/ is a two dimensional version of the Hilbert transform, defined by

(1.5) Hip = K*rl>, K(x,y) = r=(x2+y212

X
2irr3
A similar system (with "general” coefficients depending on the surface tension parameter)
was derived by Hogan in the case of deep-water gravity-capillary waves. It writes

(dA dA\ a2 aX :
‘b r +C>>a'|')+;pdA+W ~ 1l,w A

(1.4) = f. _AEJi-iUAFT™ |
dxdy2 dx3 dx
dA d
2 2
dx +AM dx Al

NN

+iv
where Cg,p, 4 7,r,5, u, v are real coefficients.

Our existence result applies to both systems (1.4) and (1.4)’ since they are also of
type (1.1). Note that the usual methods for solving the Cauchy problem for Schrodinger-
type equations, involving ”LP —L g estimates” on the semi-group are not straightforward
here, due to the nonhomogeneity of the symbol p(£) of the linear operator and to the
x—derivatives in the nonlinear terms.

We now state our notations which axe essentially those of [7] :

We denote by (7/)(£) or /(£) the Fourier transform of /. For r > 0 we define S(r) =
{z € Cn, |Im Zj| <r,j = 1,...,n} where Im Zj is the imaginary part of the complex Zj.
We also define the following function spaces :

Let Lr be the analytic Hardy space :

Lr={/ GL2(IRn), / is analytic on S(r),

WA\Lr = sup  [I/(- + *y)Ua(ll») < +00}.
ye(-r,n"

If m is a nonnegative integer then

Xxm(r) = {/ SL2(K"), L1 /11 = £ (Ta*i(r, £)/,]) <+
laj<m
where
ofr>t) = 1l cosh(2rEy) + ]T £ftsinh(2r&) n cosh(2rfy)
3=1 k—\ J i~k
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and (e,°) denote the inner product in L2(IRn). We also set

m(r) = I/ €Lr, ||/llymn) = T. WAZfWLr < +°°
( M<m

and ifm > 1,

Ym(@r) = (/,V/ielLr, [/|IB_w = ¢2 WTF\I, <+°°1
| [<lal<m ]
The following lemma will show that Ym+i(r) C Xm(r) C Ym(r) (see [7] or [I] for a proof
of this lemma).

LEMMA I.l. Let f £ Lr, then if f(x) is the trace of f(z) on the real axis,

2
f n c°sh(2ri>) /(i) de < 2"/,
Conversely, if the left hand side of this inequality is Suite, then f has an analytic extension
f(z) € Lr and

n
2
ifiz <2n [ |)cosh(2rfy) /(£) dg
J*T j=i
We can now state our result :

THEOREM 1

Let m = 2[*] +3. Suppose that for some ro > 0, $£has an analytic extension
0 € Xm(ro). Then there exist T =0 and A =>0 depending only on ||<llxm(r0) and &
positive, decreasing function r(s) on [0, T) with r(0) = ro such that (I.I) has an analytic

solution
u(f) 6 CO\—T,T]tXm[r(T))) n Lz[—T,T,Ym+i(r(T)))

satisfying u(t) € Xm(r(|i)), Vi € [T, T\, which is unique in the class
B(T) ={ve C(-T,T\,Xm(r(T)),

= * + N 2 i AN oo
IMIb(T) laup IN*) 13em(r(|t])) AJ[_T 1170 ym  (r(Ji~ < + I
Moreover, u € C°°([,T],Yk(r'")) for each k £ IN and each r’ < r(T).

Before proving the theorem, which will be done in section 3 using a fixed point method
as in [8], we need to collect some estimates on the nonlinear term. This is the object of
the following section. In section 4 we give a local existence result concerning the case
of systems, and in section 5 we state a global existence result when L is a second order
homogeneous differential operator.



33

2. Preliminary results

First we explain how we can get an analytic extension of M(v) when v is analytic and
vGlLr:

LEMMA 2.1.

Let v 6 Lr, and vy = v(* + iy). We set Nv(z) = K *uy(x) = Mvy(x), with z —x + iy.
Then Mv is an analytic continuation of Mv and belongs to Lr. Furthermore, N is bounded
as an operator from Lr into itself and commutes with derivations with respect to z.

Proof. Let/besuchthat sup e~2y'M|/(f)|2df < +oo then |e,ir*/(£)| = e_y ~1/(01
y€(-r,r)n S
is bounded from above by an integrable function of £ when y is in a compact subset of

(—F, r)n (see [14] p. 92) ; hence F(z) = /E,, etz’*{Z)d£ is we” defined and analytic in 5(r).
Now let v E Lr, then vy(E) = e-y'*v(f) (see [14] p. 99) hence by Plancherel’s theorem

sup 1 2VEligp g o e
y€(—r,na JR} u>( )

A **
and we can apply the preceding result with /(£) = ,if(E)u(f). This shows that Mv is
analytic on -S(r). Since 'His bounded from L2(H”) into itself, it follows that Mv is in Lr
and that )( is bounded from Lr to itself. The last point of the lemma is clear since we have

jiv(z) = J[ eiM*K (t)v(t)dt. -

IR?

The following lemma, and its corollary, which give estimates on F(u) will be proved using
the same method as Hayashi in [7] and [8], although in [8] the definitions of the spaces are
more complicated, and we refer to these papers for more details.

LEMMA 2.2.

Let wi,...,wk € Ym(r)] then

(2.1) [l«icc («caws) 4 (r) Winvmeie vm(r)
£=1
2.2) - <c | N iovikniy v ¢
0 L L1 (n) :
y=I vm(r)
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COROLLARY 2.3.

For v 6 Lr, let F(v) = G(v,Vv,v*,Vv*) + vM(dE(vv*)) be an analytic continuation
of F(v) obtained by setting v*(z) = v(z), then there exist three polynomials Qi,Q2,Q3
with nonnegative coefficients such that if v, Vi,v2 € Ym(r) we have

F(V.,)-FM A< OldINIYy A JHe2lly ) IV, - «*117.
2.3) Y. () y ly_) i

+ <?2(Mlym, M y J |1 “ R|lym(IMlym+l + M y m+1)

(2:4) FOV) ey < 230llym(e)liwllymeir)

where we have written Ym and Ym+1 for Ym(r) and ym+i(r).
We first prove Corollary 2.3, after what we give the ideas for the proof of Lemma 2.2.

Proof of Corollary 2.3

We only prove (2.3) since (2.4) is an immediate consequence of (2.3). The estimate for
the nonlocal term  t@I{tves))) —vAX{EF{v2vT)) Yo is obtained using (2.2), since M
is a linear operator. For the other terms, we write :
G(vi>Vvi,0i, V«i) - G(u2,Vt/2,i;2,Vu2) =
I [Gp{vu v2)d!ivi ~ »2) + Gp{vu v2)d{v*x - V2)\
<1
where Gp and Gp are polynomial functions of t>i, B2, uj, v\ and their first order derivatives;

we then apply (2.1) to each term ;since (o) = ||luy|lym(r) >this leads to (2.3). 0

Proof of Lemma 2.2

Let /2 £ INn with |/?] < m, then

[|df(wii/(iu2tU3))(- + iy) L2(R)
<c X AdAwid AT {w2VIzZ)){-+ iy)
Pi +02=/?
If |/?1] + |/?21< m, then at least one of them is less than or equal to [n/2] + 1, so it follows
from the above inequality that

dE(U>ij/(u>2u>3))(- +

L2(1R")

ty)'H L2(R")
<c £ IFuiC+ IR H \d2w)\Lr
\P*\<m

Iftl<I»/2]+]

+c y, \dAw\r Y, I3 X{waw)(- + N L (e

\Rl i<m 1122|<[»/2] + |

6
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where we have used the fact that Mis a bounded operator on Lr which commutes with
derivations.

Now, by Sobolev’s inequalities, ™ Ui/ 2J+1(IR*1) ¢ L°°(IRn) and using the properties of
M once more, we deduce that

AEGUiT/ (W23 + ) g, 90

A Kl 2 IHX29)Le

113i]<m -1 /92|<m
+C Xizlw4 Lr H Xiz2( N )WNr
[/?i| <m [/22]<m -1

since [n/2] + 1+ [m/2] + 1< m —1. (see [8] for more details).

The conclusion is then obtained by applying the same argument as before to the term
| | 2{wewz) ||E ;the proofof (2.2) is derived in the same way, noting that if /?!+...+/?* < m
then at most one of them is greater than [n/2].+ 1, and we refer to [8] again for a more
detailed proof in the case k = 3. 0

3. Proofof Theorem 1.

Again, we use an adaptation of the methods in [7] and [8]. We let T > 0and A >0
to be chosen later. Let

(3.1) r(Jif) = rOe-lilA/re.

We set

B(T) ={ve C([-T,T], Xm(r(T))) such that

(3.2) . fT 2
Hakigm :—Elgr|W0||3L(r(|t|) +A g gk 1) W d(rgti) < +°°n

Let Bp be the ball with radius p in B{T), with p = 2||<"/|xm(r0)- For v 6 Bp we consider
the following equation :

(idfu+ Lu = F(v)
i3'3) \ «(0) = %

Let w = d%u, with |[/?| < m; then the Fourier transform w of w satisfies

» (idtw + p(E)w = d%F(v)
\w (0)=deg>
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This shows, using the associated integral equation
(3.5) u>(() = e“'u>a(0) - iJ/’, e,(‘-"i><«)aiF(ii(r))({)dr,
0

the equivalent norm in Lemma 1.1, and Corollary 2.3, that w(t) has an analytic contin-
uation in Lr(*) for Wi £ [,T]] the following computations are made rigorous in the
appendix, where we show that in fact, w(t) belongs to Y\(r(]i])) for a.e. t £ \—T,T], and
that

iMM«™ »* <

Let t £ [0O,T\. As in [8] we take the inner product of equation (3.2) with q(r(t),£) in
L2(IR.£), then its imaginary part, and noting that

(3.6) dtq{r{t),£) = 57 2r;()Ej ncosh(2r(i) fy) + [i(E,r(t))

fc=i jr=i

with h(£, r(i)) <0, Vi > 0, Vf € IRn, we obtain

(;jt (g(r(t),-)w(t),w(t))-2r'(t) |£]|2J3J cosh(2r(i)fy)u>(f), ti)(F)

(3.7) ¢ )
< 21Im (diF(| (*))'_)q{r|*)_ I)W(t))

Using then Schwarz inequality, Lemma 1.1 and t le inequality [sinh771 < coshT?, the right
hand side can be bounded above by 2 ||[dfF(v(t)) [lw(E)||vk Cr(t))- Integrating int and

assuming that e~TA/r° > 1/2, we have

Lr(t)

IMOIlioirWJ+2rihWINrw)»

<IN(0+2/ 11MH 5) I(llyi(r(39))"

and a similar estimate for t 6 [,0], hence

) 2 /I rT 5 (L \ 172
IMilm - T +2(/_r||#('wc_W|.,,,¢I (L=11-M [1U «1.1»%)

and by (2.4)

2 r 172 T \ 1/2

P
Wallb (T) - 4 + 2<2s(p) ~i_t IN('®) llym+i (r(ls]))'®" (i_+r AN A i(r(IsD)dSA

2
< j + 2pQz{p) (*"T + ~ IM U (t)
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from which it follows that
(3.8) IMIb(t) < -J= + 2pQz{p) \ 2T + -M

Now, if ui and «2 are two solutions of (3.1) corresponding to v\ and Vi £ Bp, with the
same initial data (& then we easily obtain, with u = U\ —u?, using (2.3) :

L/2 1/2

[lulIB(T) < 2Qi(p,p) (I MK - »2|lym+I(r(].])) ds? (J [ltt(a)|[*m+Idaj
-T

T 1/2

+ 2Q2(P,P) IK - u2llym(r(3)) ( i T(\M Yml + lit,2|[lym+1)
-T

1/2

x (| rNL+) -

hence

1
(3.9) IM|b(t) < 2\Qi(p,p) + Ny/pQ~ ifiiP)] ~2T + —j ||Vi —V2]||b(t) -

Inequalities (3.8) and (3.9), in addition with e TA/r° >1/2, show that T and A can be
chosen such that there exists a unique fixed point in Bp and this yields the conclusion.

Since for r' < r we have Y\ (r)) C Lr as it can be shown using the equivalent norm given
in Lemma 1.1 (see the Appendix), we obtain u € C([—,T], Yi{r')) for each r’ < r(T) and
each i € IN. But then if kO is the order of the pseudo-differential operator L, i.e. if |p(E)| <
C(1+ |i|)fo, VF € Rw, the equation iut + Lu = F(u) gives ut € C([-T, T], Yi~k0(r'))
for each r' < r(T) and each £ 6 IN. Hence, by a bootstrap argument we obtain u G
C(—.,T\,Yi{r")), Vr' < r(T), VEGIN, and this completes the proof of Theorem 1. 0

4. The case of systems.

Consider now the following system :

i *u* + P(D)u = F(u)
(1) 1u(0) = ¢

N U] (X,E) . . .
where UQ(’ |)l {u 2{x,t))J is a C2—valued function of x 6 IR1and t £ IR, the linear

operator P(-D) is defined by P(Z))u = P(f)u, P(f) being a 2x2 symmetric matrix symbol
with real entries satisfying

ple) = (Si')  2(e))’p(e) rel and HeL"oIR) 1=1-23

9
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The nonlinear term F(u) is equal to

Fi (Ui, U2) + Gi(uiiUZ)
2(«1>«2) + G2(ui,u2)

each of Fi and F2 being polynomials with complex coefficients with variables u\,u2,u1,u2
and their x—derivatives at first order, G\ and G2 being nonlocal terms of the same type
as in the scalar case.

We denote by IL2(IRn), ILr, Xm,y m respectively the spaces L2(IRn) xL 2(]JRn), LrxL,
Xmx xrre and YM x rm, and denote by ((*>7] the inner product m IL (iR ). Wc then have
a result similar to Theorem 1 :

THEOREM 2. Assume that P(£) and F are as above, m is the positive integer defined

4o\
and T as in Theorem 1 such that (4°1) has an analytic solution u(t) G .Em(r(|i)) with

u G C°°([,T],yoo{r")) for each r' < r(T), and u is unique in the class B(T) x B(T)
(see Theorem I).

in Theorem 1. Let X = H ) £ Xm(r0) for some ro > 0. Then there exist r

Proof. The proof is essentially the same as that of Theorem 1. Estimates similar to (2.3)
and (2.4) for the nonlinear term F(u) are obtained exactly in the same way. Here again
we only expose formal computations which can be justified as those in Theorem 1 (see the
appendix). Consider the following equation

fiut+P(D)u = F(v)
(“} V@) =~

with v G 8{T) = B(T) x B(T) (see (3.2)) and ||v||g(r)< P, P=2]|"||[rm(r0)- Let; t > 0 and
r(|f|) defined by (3.1) ; as in the proof of Theorem 1, we set w = dfu with \Q < m. Then
its Fourier transform w(f) satisfies the following equation :

A i'dtw (i, f) + P(E)w(i, f) = dfF(v)(/, )
w(0, f) = I
or equivalently its integral form :
(4.4) w(i, £) = eitTAd U {i) - iJf* ottt aBF(V)('r, £)dr
0

Now, since P(£) is a real symmetric matrix, el(i_r)p (E) is a unitary matrix ; hence using
the norm in Lemma 1.2 and the fact that 0 < r(t) < r(r) if 0 < r < t, we deduce from
equation (4.4) that if $G]/m(r0) and F(v(i)) Gy m{r{t)) then w(i) G ILr(i). We then take
the inner product in IL2(IRE) of (4.3) with q{r(t), £)w(£), since P(f) is real symmetric, it

10
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follows that ((P(£)w(f), q(r(t), £)w(i))) is real and we can conclude the proof exactly as
we did for Theorem 1. [

We now give two examples of systems to which Theorem 2 can apply :

Example 1. The following coupling system between Korteweg-de Vries and Schrodinger
equations also arise in the physical context of water waves (see the work of Kawahara et
al. [12] for a derivation of this system) :

N g futUm+ (i +\9P)*=0 x£IR t€ 1R+
|i<Pt +<x+ up= 0

where u(x,t) € IR and <p(x,t) 6 C.

Example 2. The Boussinesq equation

ift tijj "fWixiz ~~xz— ~"IR t€ IR ulx,i| EIR

(4.6) :
u(0) = ¢ UfQ) = 0
can be written irthe following form :

iut —vxx+v=0, x€IR, Ii€IR

4.7 _
ivt- uxx+ (/- d® Xu\x=20

Although the nonlinear term has not exactly the form assumed in Theorem 2, it is not
difficult to see that
i 2 &l
N'M ((| ) {uzz))

with u = ( ™", satisfies the following estimates :

FU) < c (H [y3(r) + [luL]lyi(r))
< C amiva(r) + llully3(r)) ~ CIU 1/3(r) (1 + llu Iy3(0)

(we use the fact that yi(r) is an algebra for n = 1). Hence the conclusion of Theorem 2
holds and by uniqueness this yields an analytic solution to (4.6) satisfying u(x) € 1R if
x E 1R provided $and " are real valued and have analytic extensions in Xs(ro) for some

ro > 0.
5. A global result.

In [8], Hayashi, working in slightly different spaces proved in fact a global existence
result concerning the nonlinear Schrodinger equation i.e. when Lu = —Au and F(u) is
an homogeneous polynomial of degree three with respect to u, U, Vu and V.

1
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Here we state more general conditions under which the result is still valid, and which
apply to equations (1.2) and (1.3) (with L2 elliptic).

Consider equation (1.I) in IRn with n > 2 and assume that

T \ N 2U

Lu~ i,LJ‘:I aljdXIdX¥

with A = (aty) a regular symmetric n x n matrix, ay € ]R,
and that F(u) = G(u, Vu,u, Vu) + ui/(5*|u|2) as before, but with in addition :

G(uu,uVu, uu, uVu) =uG(u,Vu,u, Vu)

for any w» e C with |w| = 1,

G(u, Vu,u, Vu) <c(M + |Vu)):
Let B —(bj) = A I,and A(X) = YIi,j=ipjX «Let

IX{OU = 2iteiX" 4t1-fe~iX" 4t)
ol

. du
= 2ti—, + > GjfeEXEU
dxtc e

then t5t + L commutes with JXk(t), k = 1,...,». Let Jz(i) = (Mii(0’-"5"z»(*))- We se" 33
in [] :
Bm(t>r) = {f(z) € Lr, [[/][]. (<P

- v, Brof ‘<oir) <+0°}
la +101<M

then, with the same proof as in [8], the following result holds :

THEOREM 3. Assume that for some r0 > 0, $has an analytic extension in Bm(0,r0) with

m = 2[n./2] + 3 and that
E EPH(,)

M+|/?|<2[n/2]+3

is sufficiently small. Then (I.1) has a global solution u(t,x) which has an analytic contin-
uation in Dfc>0 C°°(®>*fc(r0) for any r' < r0. This solution is unique in a sense similar to
that in Theorem 1.

APPENDIX.

12
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Here we show that if w is a solution of (3.4) on [0, T] with v £ B(T) and €£ Xm(r0),

then w(t) € Yi(r(i)) for ae. t £ [0,T] and /@ "<(*) “\z(t(r(t)idt < 00e First, note that if
r>0,/ £Lrand 0<r' <r, then

n 2 ]
f 30 cosh(@rey) dxd  de f ZII cosh(2r'fy) /(£) de
JIR<y=i Jnl ;=1

<c[ flcosh(2rfy) /(£)i dt

JIRo =i
which proves that Lr C Fi(r") for any r' <r; therefore
(A1) Lr C r\m>oYm(r'), Vr <r.

Let w(t) be a solution of (3.4) fort £ [0,T], with v £ B(T) and £ Xm(r0). Then w(t)
also satisfies the integral equation (3.5) and, as we noted in the proof of Theorem 1, it
follows easily that ty(i) £ Lru\ for all t £ [0,T], and that sup [[u>(i)||lLrm < +o00.

i€[0,T]

Now, from this and (A.l), it follows that w(t) £ L°°(0,T,nm>0Ym (rg))) and this
implies

(A.2) daw £ L°°(0,T,L2(IRn)) for all a € IN".

We then set for bE£ IN, f £ JRnand r > 0 :

_ (2rg) 27
3 T6£JJ\|a @y’
bl < b
: gtk \/ ftrfr)BT_M*l A (@fr)2»
El oo m 12y b 1), ., 1 @™
hi <b 3# k

and take the imaginary part of the inner product of equation (3.4) with g&(r(i), £)u)(i, f)
in L2(IR1). This gives

;(;jt(""(t)s?ﬁ(l 59 >() - 1(u)(1),5196(r(1),-)u)(i))
= Im (G (v(1)),16(r(i),-)u;(i))

13
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where we have set G(u) a39(v) But we have

. 2, (t 12 *1 %
dtin(rit)s ) E E 2rW£( ;u 1)1 N (SrVZ7 ?
K=l 7 e IN" Erre b, @7

I <6 -1

+2r'@)i2 E @ a

7 G]Nn vV *
hi < 6
n n
lvm r \Y Y* “ (2r(Ofc)2tt+1 , (2r(i)6)2" +1
+ir(,)" N £ @+ & (271 +1)!
*=» £= 1 M<*-j
£ o
n (2r(Q "

3# k (27.)!

3+t
Hence
Y
acti(r(i)p=2r (b £ G ;"@2 + P hplrl gy
7emn @7
hi < 6
with /tfc(r(i), £) > 0, Vi G [0,T], Vf G IRn.

Then, if we assume that e~TA/r° > if follows from (A.3) that

¢ ozalr o)

2 dt

o £ 07 ool
= TR 27 ’
hi < 6
<Im 1 ab(r() WG (v(D)dE
Since, for all iIGIR, o

“1on+ N2

%/ (2n + > ro (2!

(this follows for example from the Taylor-Lagrange formula applied to e~x at the order
2n + 1), the right hand side can be bourg®d above by

25 er )i
Jien E<b (2'M k£1 hi < (27! :LU) @51 Peo) bt

14
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and using Schwarz inequality, by

" 1/2
; 2 £ .
f lep) y . TR W, g pdi
(/RI 9 <6 )
1/2
@r (= £)2 2
x [ 1 E (V(t. ) di
M6 (7)) 9
1/2

2(2r * £ 127
+J"h| =6+1 ((2;)' " |2

E @7 (O g) o2
G(u(i
X N <6+1 2y) »| )

1/2

Since from (A.2) and Corollary 2.3, £au)(t) and £aG(v(t)) are in X2(]R") for all a e INZ,
the right hand side is finite. The last term is bounded again by

1 .
f/ HZE @ 0p M)+, 1y gl o

* JIRE (27)! 2

+C " {Vw °||2L(t) if o [leﬂzxoa e g i2di
hr =Fr1

@n!
We then integrate this inequality between 0 and t for t 6 [0, T]; it yields

| , (27 (i )27

u)(i, f)|2dEdt
| Qi) )

J1F£76(r(o f) [0 (= )2d| + 1 ég

i r

A \
< (1+ 2 C GeE llgd hT Sup lu>(i.£)lIL (o

i5 >(ME)™> | it
+M:E|\/|-1J° I Re lei5 (27)! [*M 12

We will show that this relation implies w(t) 6 Y\ (r(i)) for a.e. t € [0, T\ and more precisely

that n

i £|2 n :osh(2r(f)fy) \w(t,£)\2d£Edt < +oo0.
fo IR" 721

For that purpose we set for b€ IN:

2r ifig 27
w=uprw | fT 2 PHE T, f)12dgdt
hop 0 /r-11  (27)!

15
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and we will show that E-fj) U& < +00. The preceding inequality implies

b
Ay 1ufc < C + tifcH
k=0

where C is a constant. Since uj, > 0 for all 6 G IN, it is easily seen that such a series either
is convergent, or tends to infinity faster than any power of bie. bk = 0(ii{), Vc G IN
6—‘4-00

Now here
Lav fT[ ~ (3 1PCkt2) @r(Ma
6 “ iIR-“ 2r(T) (274 + 21

H (Zr&g@:g!ﬂj 1“>( m|21|J(

cdrT E E(27* + 1)(27* + 2)
|7|=6+1 fe=I

lAIRJyg(ﬁGQ)@. By -

.
<C62/o0 MOIIl,.,*

therefore the series is necessarily convergent ; this shows that

12rftlj ,
£ i£i2“(oIvD s ¢ i2u it < 4o
#6N'1 0o 1Rf £
and by Fatou’s lemma that
rm .
f o0 1M2H cesh(2r(i)My) it A)[2d Wi < -icoo
JO JIR» y=1

Hence tu(t) G Yi(r(f)) for a.e. i G [0, T] and

T

5 IMF& Ga())* <+°°-

In the same way we can show that w(t) Gyi(r(—)) Vi G [—T,0] and that
J/_T MO lly, (r(-t))* < +°°;
this ends to bear out the arguments in the proof of Theorem 1. 1

Acknowledgement. I would like to thank Professor Jean-Claude Saut for his helpful and
challenging remarks.
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Chapitre 111 :
Instabilité des Bulles
Stationnaires
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1 - Introduction.

Le .but de ce travail est d’étudier I’instabilité de certaines solutions stationnaires de
I’équation de Schrddinger non linéaire :

(1.1) idtp+ Ap+ F (M2) 9= 0

Sous des hypothéses relativement générales sur F, ces solutions étant soumises a la
”condition aux limites”

(1.2) lim ~(x) =r0
|x|—*+00

ou r0 est un réel strictement positif, et F (rg) = 0.

De telles solutions particulieres interviennent principalement dans le contexte des gaz
de Bose, et plus précisément dans le cas d’un systéme de Bosons avec interactions a 2 et
3 corps, decrit par I’équation de Schrodinger non linéaire de degré 5 :

(1.3) idtiz + Aiff —aiip + az\ip\2ip — ors|V*4V7= 0

ou |p(x,t)€ CxX€Rn<€R+,n=120u3 et«3,as > 0.

Ces solutions stationnaires peuvent étre interprétées comme des "bulles de raréfaction”,
c’est-a-dire des noyaux d’une phase stable, représentée par la solution particuliére ift = 0,
dans une phase métastable, correspondant a la solution 2= r0ou 0 et Tgsont deux minima
du potentiel V correspondant a I’équation (1.3), i.e.

V (V) = OlIVI2- A«3|V, |4 + "Of5|~|6

et vérifient V(0) < V (tq) (cf [1] et [2]).

En dimension un, toujours dans le cadre de I’équation (1.3), des solutions localisées,
se déplacant avec une vitesse v non nulle, i.e. des solutions de la forme Tj>x t) = Lp(x —vt)

2
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et correspondant a des bulles non stationnaires ont également été explicitées (cf [1]). La
”condition aux limites” correspondante est alors de la forme :

lim ipix, t) = roe*"
X—»-400

ou ji est un réel dépendant de la vitesse de propagation v, avec y. = 0 lorsque v = 0.

Ces solutions semblent également avoir une interpretation dans chacun des nombreux
domaines de la physique dans lesquels I’équation (1.3) intervient (voir [2] et les références
incluses).

On se place dans le cadre géneéral de I’équation (1.1), notre but étant de dégager les
hypothéses sur F sous lesquelles des solutions stationnaires analogues a celles décrites pour
I’équation (1.3) apparaissent, et de montrer que sous ces hypothéses, quelle que soit F,
et quelle que soit la dimension n de I’espace, de telles solutions ip sont toujours instables,
au sens ou il existe des données initiales arbitrairement proches de <ptelles que la solution
correspondante de (1.1) s’n éloigne en un temps to < -f-0o.

Du point de vue mathématique, les solutions localisées le plus etudiées de I’équation
(1.1) sont les "états stationnaires”, c’est-a-dire de solutions de la forme

(1.4) tp(x,t) = eiutuw(x) , u,,eH 1(Rn)

(voir par exemple [4], [7], [9], [11], [15], [16]).

L’étude de la stabilite de telles solutions est relativement complete, tout au moins
dans le cas ou le terme non linéaire F prend la forme d’une puissance pure, i.e. :

FM2V=A.""9® 1<P<-~2\> A>0

On sait par exemple que si gw = elljuu est un état fondamental, c’est a dire minimise
I’action

%0 =5/ Fviadx+" f \rfdx-\i G(\4,\*)dx
N n IR

u»

3
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S
ol <?(*):J1 F(r)di
0

parmi toutes les solutions de (1.1) de la forme (1.4), alors

-Pourl<p<1+ ﬂ (pw est stable au sens suivant :

Pour tout e > 0, on peut trouver S > 0, tel que si ug 6 H1(Rn) et [uo —uull,, < 8,
alors

SUE inf i.,l{t) egﬁ'Uu(. |y) ITI <e

reH yewn

ou u(t) est la solution de (1.1) avec u(0) = «o (cf [7]). <u est alors dite orbitalement stable.

- Pourp > 1+- ﬂ est instable au sens ou pour tout e > 0, on peut trouver une
donnée initiale ug GH 1(IRn) avec |luo —uu 1 < £ et telle que la solution correspondante
u(t) de (1.1) explose en temps fini, i.e. 3 T* < 00 tel que

Jimlu()[[Hi = +oo
(cf [4]).

Une étude générale de la stabilité des ondes solitaires dans les systemes Hamiltoniens,
dde a Grillakis, Shatah et Strauss ([11]) permet également d’obtenir des criteres de stabilité
et d’instabilité de certains états stationnaires de I’équation (1.1) pour des termes non
linéaires plus généraux.

Cette étude ne s’applique pas aux solutions considérées dans ce travail, d’une part a
cause du fait qu’on ne bénéficie pas de la conservation de la "norme L2” (les solutions con-
sidérées n’appartiennent pas a L2(Rn)), et d’autre part a cause de la "mauvaise structure
spectrale” de I'opéerateur Hamiltonien.

Mentionnons enfin deux articles de Grillakis ([9] et [10]) concernant I’étude de I'opérateur
linéarisé autour d’une telle solution, et I'analyse du mécanisme menant a l'instabilité de

certains états stationnaires.

Ici, on utilise également la linéarisation de I’équation (1.1) autour des solutions sta-
tionnaires considérées, appelées “bulles stationnaires”, pour obtenir notre principal résultat
(cf théoreme 4), a savoir I’instabilité de ces solutions dans I’espace de Sobolev Hm (Rn, C)

ou m est un entier strictement supérieur a
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On considére donc I’équation (1.1) ou ip est une fonction a valeurs complexes de x GRn

et det € IRet Aip = " d%_lu

7=1 Xi

Dans toute la suite, on supposera que la fonction F est définie et continlment differen-
tiable sur R+, sauf a la fin de la seconde partie et dans la partie 4, ou F sera supposée

plus réguliére.
On suppose également qu’il existe un réel po > 0 tel que F(po) = 0. On pose alors
H = \/pb-

On définit, pour m entier positif, les espaces :

Hm(Rn) = Hm (RB,R)
= {u€L2(Rn),«(*) € R pour x GRn,dQu 6 L2 (Rn),Va € Nn avec \a\ <m)

et

Hm(Rn) = Hm(Rn,C)

= {u a vedeiurs complexes,« = ui + iu2,uj € Hm(Rn) pour j = 1,2}

On identifiera parfois Hm(Rn) a Hm (Rn) x Hm(Rn)

Le travail est organisé de la fagon suivante : Dans la seconde partie, on définit ce
qu’on appellera les bulles stationnaires” et on montre sous des hypothéses adéquates sur
F, I'existence de telles solutions en traitant séparément les cas n > 2 et n = 1. On achéve
cette partie en donnant un résultat de régularité pour la solution (p lorsque F est supposée
plus réguliére.

La troisieme partie est consacrée a I’é¢tude du spectre de I’'opérateur associé a I’équation
linéarisée et a la démonstration du fait que cet opérateur possede une valeur propre réelle,
strictement positive, et de partie réelle maximale.

Enfin, dans la quatrieme partie, on utilise le résultat précédent pour montrer que les
bulles stationnaires sont instables (cf. théoréme 4).

On termine ce travail par un appendice regroupant les démonstrations d’un certain
nombre de lemmes et de résultats relativement techniques.
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2 - Existence des solutions stationnaires ’bulles”

Dans cette partie, on étudie I’existence de solutions stationnaires, a symétrie radiale
de (1.1) ayant un comportement de la forme (1.2) lorsque |x| tend vers I'infini.

Plus précisement, en adoptant la définition donnée par Barashenkov et al [2], on
appellera “bulle stationnaire” toute fonction ip définie pour x £ Rn, a valeurs reelles, et

vérifiant :
i) >p(x) = (p(r),r = x| = (X2 H----+ x2) 1/Zi.e. pest a symétrie radiale.
i) A9+ H<p2)p= 0 dans Rn
iii) 0 < <(r) <ylpa, Vr £ [0, +00)
lim <p(r) =~
r—-f-oo

iv) ¥>r(0) = 0; <r(r) > 0,Vr € (0,+00)

Etant donné la condition iii), il est naturel de chercher des solutions ip telles que
u —ro —¢>soit dans H 1 (IRn). Ainsi, si <pVérifie ii), u est solution de I’équation :

(2.1) Au- F ((r0- u)2 (r0- u)=0 dans Rn ux£0, uf H1(Rn)

On obtient des solutions de (2.1) en appliquant une méthode due a Berestycki et Lions
pour |’existence de solutions d*quations de champs scalaires Euclidiens non linéaires [6].

On définit

(2.2) F(s) = - f F(r)dr
j po

L’énergie associée a I’équation (1.1) s’écrit alors, en termes de u = ro —p:

(2.3) E{u)y =i f \Vu\2dx +\ f v (J[ro- ul2) dx
£ JUn NJIRn v '

E est également ”I’action” associée a I’¢quation (2.1) (voir [6]).

6
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Il est a noter que contrairement a la situation “classique” des états stationnaires, ou
I’on cherche des solutions de I’¢quation

Au-am + F(M2u =0, uGH1(Rn),

I’équation (2.1) n’est pas "compatible” avec la transformation u —etsu, 9 GR ; en d’autres
termes, la fonction g(s) = — ((r0— (ro —s) n’est pas une fonction impaire. Cette
difficulté serait aisément surmontable pour I’existence d’une solution “bulle” puisque l’'on
cherche en fait une solution positive de (2.1) ; par contre, on ne pourra plus montrer que la
solution obtenue minimise I’action E(u) parmi toutes les solutions de (2.1), le seul résultat
obtenu etant que cette solution minimise E parmi toutes les solutions positives de (2.1)

(voir remarque 2.3).

On commencera par traiter le cas n > 2, car si le probléme de minimisation avec
contrainte utilisé pour résoudre (2.1) est différent dans lecasn > 3et n = 2, les hypotheses
concernant F et les résultats sont de méme nature, contrairement au cas n = 1 (qui sera
étudié ensuite) ou l’'on obtient I'unicité de la solution dés que I’on a I’existence.

On achévera cette partie en donnant un résulat de régularité sur la solution ip obtenue
lorsque F est supposée plus réguliére, résultat qui sera nécessaire dans la partie 4 pour
établir I’instabilité "non linéaire” de cette solution.

2.a-Lecasn>2
Dans tout ce paragraphe, on fera les hypothéses suivantes sur F.

(2.4) F'(p0)< 0

(2.5) 3pi telque0O<p\ <po et Vv (pi) <0 ou Vest défini par (2.2).

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.1.
Si F verifie les hypothéses (2.4)-(2.5) alors il existe une fonction tp GC2 (R”), a valeurs
réelles, qui est une bulle stationnaire, c’est-a-dire vérifiant les propriétés i) a iv).

7
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De plus, sous les hypotheses (2.4) et (2.5), toute bulle stationnaire est de classe C2
sur IR et verifie la propriété supplémentaire suivante :

v) 3C > 0,31 > 0tels que pour tout a ENnN avec |or] < 2, 0n a
[d“ (<p(X) - r0)] < Ce-"yx 6Rn

Remarque 2.1.
L’hypothése F continlment différentiable sur R+ n’est en fait pas nécessaire pour
obtenir I’existence d’une bulle stationnaire. On peut supposer seulement F continue sur

R+ et remplacer I’hypothése (2.4) par :

(2.4)' 0< lim J1EL < JleL < +00
p—p- Po~P p—pbd PO P

On obtiendra alors le méme résultat d’existence et la méme régularité pour la solution
< (cf [6]). Cependant, I'hypothése F £ C1(R+) est nécessaire pour pouvoir linéariser

I’équation (1.1) ce que I’'on fera dans la troisieme partie en vue d’étudier la stabilité des
bulles stationnaires.

Remarque 2.2.
Les hypothéses (2.4) et (2.5) seront verifiées si I’'on suppose que V admet un minimum

relatif en p0 avec V"(p0) > 0 et que V admet un autre minimum en pi, avec 0 < pi < po
et V (p\) <V (po), i-e. V a la forme suivante :

pee v ... J

Il était présumé dans [2] qu’un tel potentiel V devait faire apparaitre des-bulles sta-

tionnaires.
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Preuve du théoreme 2.1.
On cherche donc une solution de I’équation (2.1) radiale, vérifiant 0 < u(r) < ro, et

u(r) strictement décroissante sur (0, +00).

Posons

g(s) = — ((r0- s)2) (r0- )

Alors (2.1) s’crit :

-Au =g(u),u€ H1(Rn),ujk O

De plus, sous les hypothéses (2.4) et (2.5), g est une fonction de classe C1 sur R+,

vérifiant

9(0) =0
9'(0) = 2roF'(po)<0

Enfin, si on pose
i 1
G(f) = rAs,dé 9V ((to- )2
"0

et £0 = y/pd —yfpi > 0, alors onaG((0)> 0. On pose alors
(g(s) si. s>0

[ ~g(~s) si 3<0.

et on applique g* le théeoréme 1 de Berestycki et Lions [6] si n > 3, et le théoréme 1 de
Berestycki, Gallouét et Kavian [5] si n = 2. On peut donc trouver une solution u radiale
et strictement positive du probléme

-Au=g*(u),u EH1(Rn),u "O.

Puisque u > 0, u est également solution de —Au = g(u).

9
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Pour plus de précision, on rappelle les différentes étapes de la démonstration de ces
deux théoremes.

On considére en fait la fonction : g définie par

g(s)=g9g(s) si 0<5<r0
g(s) =0 si s>r0,

et

g Vvérifie alors :

n+ 2
i - N = =
\(/2'6) s@&o se1 9 | n- 2

De plus, par principe du maximun, toute solution positive u de —Au = g(u) Vérifiera
u < ro et sera donc solution de —Au = g(u).

On introduit alors le probléme de minimisation avec contrainte suivant :

pour n > 3:
2.7 Inf f Vul|2d x,veH 1(Rn), G(v)dx =il
(2.7) (IyR'" | ( )J[un (V) !
et pourn =2

(2.7) Inf (U[m \Vv\2dx, v € H1(R2) ’J[u 2G(v)dx =0,v £ O!']

ou G() = f g(s)ds
Jo
Il'y a trois raisons pour lesquelles on considére la fonction tronquée g au lieu de g* :

10
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La premiere est que la proprieté (2.6) permet d’affirmer que la fonctionnelle

H1(Rn) i, G)dx GR
|

est de classe C1 sur H1(Rn) (voir [6] théoréeme A-V).

La seconde est que I’on veut une bulle stationnaire ip strictement positive ; u = tq—<p
doit donc vérifier u < ro, ce qui n’est a priori pas satisfait pour une solution u strictement
positive de —Au = g(u) mais I’est pour une solution strictement positive de —Au = g(u).

De plus, l'utilisation de cette troncature permet d’éviter d’avoir a faire a priori une
hypothese sur la croissance de F a I’infini.

On montre alors que Iv GH1(Rn),J G(v)dx =1j-, pour n > 3 et

Rn
ju GH1(R2) ,v » 0,/RG(v)dx = O|, pour n = 2, sont non vides (cf [5] et [6]). Puis
on considere une suite minimisante un pour (2.7) ou (2.7)’ et on se ramene au cas ou un
est positive, radiale et fonction décroissante de r = |x| en considérant la symétrisée de
Schwarz u* de |un|.

On note ici que I’hypothése g impaire est nécessaire pour pouvoir affirmer que

f G@un)dx= f G(un\)dx = f G(u*n)dx
JR" Jun Jun

C’est en fait I'unique raison pour laquelle on doit se ramener a une fonction impaire.

La suite de la preuve consiste a montrer que, quitte a extraire une sous-suite, un tend
faiblement dans H 1(Rn) vers une fonction radiale, non nulle, positive et décroissante u
réalisant le minimum de (2.7) ou (2.7)’ (voir [5] et [6]).

Il existe alors 9 GR tel que

—Au = 8g(u) dans Rn

On montre alors que 0 > 0, et on conclut en remarquant que u _ fU)e* (R
- ’

est une solution strictement positive, décroissante et radiale de —Au = g(u) (avec u(x) —
quand |[x| =+ +00 car u GH"d (R")).

11
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Ainsi, (p = ro —u Vérifie les propriétés i), ii) et iii).

Pour montrer que (p est de classe C2, on applique a u le lemme 1, section 4 de [6], et
la proposition 2-3 1°) de [5], basés sur un argument de bootstrap.

Enfin, pour la décroissance exponentielle de ro —(p = u, et de ses dérivées a l’ordre
2, on applique le lemme 2, section 4 de [6] et la propostion 2-3 2°) de [5], basés sur un
argument d¢quation différentielle, u étant radiale.

On obtient ainsi la conclusion du théoreme 2.1. |

Remarque 2.3.
Toute solution v € H1(Rn) du probléme —Au = g(u) vérifie I’identité de Pohozaev

(voir [6]).

2.8 ~7T~ Vul2<ix=n f G(v)d
(28) 72 JEjn| uf2< nJun (v)dx

Pour une telle solution, on peut donc réécrire ”l’action” E(v) = J/R \Vv\2dx —
[1] n

I G(y)dx sous la forme E(v) =/ JK, |[Vu|2<ix
JRn

En utilisant ceci et le fait que la solution u = ro —<p obtenue au théoréme 2.1 est, a
un changement d’échelle pres, solution du probleme de minimisation (2.7) ou (2.7)’, il est
possible de montrer que u minimise E parmi toutes les solutions de —Av = g(v) (voir [6]
théoreme 3). Mais on ne sait pas si u minimise

E(v) =\ | . IVul2dx - / G(v)d
W) =\ |, IVulx - [ Gv)dx

parmi toutes les solutions de —Av = g(v).

Remarque 2.4.
Cette méme identité de Pohozaev permet de montrer que I’hypothese (2.5) du théoreme

2.1, i.e. I’existence de deux minima distincts du potentiel V est une hypothese nécessaire
a l’existence d’une bulle stationnaire. On montre en effet facilement, en utilisant (2.8)

qu’une telle solution ne peut exister si V(p) >0 pour 0 < p < po-

12
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En particulier, 1’équation de Schrddinger non linéaire, connue sous le nom d’équation
de Gross-Pitaevskii suivante :

diip + A+ (1- N2 0=0

ne posséde pas de telles solutions.
2.b -Lecasn=1
Le cas n = 1lest un cas a part, essentiellement pour deux raisons :

La premiére, concernant la méthode est qu’il s’agit d’une équation différentielle, on
n’a pas besoin ici d’utiliser de probleme de minimisation.

La seconde concerne la nature du résultat : en effet, comme le montre le théoreme
suivant, dés qu’une bulle stationnaire existe, elle est unique.

Théoréme 2.2.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une bulle stationnaire tp 6

C2 (IRn) (i.e. ip satisfaisant i)-iv) ) est que

(2.9) ro = sup {770 < 7 < po, v(ij) —0} existe,

O0<7M<po et F(M)<O

Lorsque (2.9) est vérifiée, une telle solution est unique. Si de plus F' (po) < 0 alors <
vérifie la propriété v) (i.e. da(p—r0) décroit exponentiellement pour |c¥ < 2).

Preuve.
On applique le théoreme 5 de Berestycki et Lions [6] au probleme :

(2.10) -u" = -F ((to- u)2) (r0- u) =g(u)

En effet, en remarquant que G(2r0) = 0, ou (?(£) = J/0 g(s)ds, on montre facilement

que la condition (2.9) équivaut a £0 = urf {£ > 0,(?(£) = 0} existe, £0 > 0 et g(C0) > 0,
ce qui. d’aprés ce théoréme, est une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une

13
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solution u £ C2(Rn), non identiquement nulle, et vérifiant X_Iilngo u(x) = 0, du probléme
(2.10).

En d’autres termes, si (2.9) est vérifiée, on considére la solution y> définie sur
( “maxi®max) de

P+ Hp2)p=0
v(0) = \/m

vi(o)=o0

On montre que cette solution est majorée par r0 sur (—xmax, xmix) et donc qu’elle est
définie sur R, puis qu’elle vérifie les propriétés i) a v).

Réciproquement, si une bulle stationnaire jp existe, on montre que (2.9) est vérifiee
avec rjo = ~(0) (voir [6] pour les détails). |

Remarque 2.4.
Considerons I’équation de Schrodinger Xz —V5 (1*3). Cette équation peut étre réécrite
sous la forme suivante, par changement de fonction et de paramétres (voir [2]) :

idtip+ A(p + (v?|2—po) (2A + po —3v?|2) =10
On aici : V(ip) = (p —po)2(p —A), et la condition (2.9) est vérifiee si et seulement
si0< A <po.

L’unique bulle stationnaire est alors donnée par (cf [1] ou [2]) :

O = VRO iy

«= Vpo (po - A)

2.c - Régularité des bulles stationnaires

Dans ce paragraphe, on donne vin résultat de régularité pour les solutions < de
A9+ F (92) (p = 0 lorsque F est supposée plus réguliere. Ce résultat sera utilisé dans
la quatrieme partie pour montrer I'instabilité des bulles stationnaires. En effet, du fait

14
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qu'on utilise la linéarisation du terme F (g2) on est amené a se placer dans un espace
sur lequel ce terme opére correctement et ou la linéarisation a un sens. Cet espace sera du

type H m (Rn) pour m assez grand.

Dans ce paragraphe, on suppose que les hypotheses (2.4) et (2.5) sont verifiées, de
sorte que toute bulle stationnaire vérifie la propriété v) du théoreme 2.1.

Proposition 2.3.
On suppose que F est de classe Cm ou m est un entier positif.

Soit (f une bulle stationnaire. Alors ro —<fi € Hm+2 (IRn)

Preuve.
Soit u = rO —(p. Puisque  veérifie les propriétés i) a v) du paragraphe 1, on a
uGH2 (Rn) HL®? (Rn). De plus, u est solution de

-Au = g(u)

ou ¥(s) = —F ((ro —s)2) (ro —s), i.e. g est de classe Cm sur Rn, et #(0) = 0.

Procédons par récurrence : Supposons u 6 Hk(Rn) avec 2 < k <m, et soit a GNn
avec 1< |a| < k.

Alors, en utilisant la formule de Fraenkel (cf. [8]), on a

-0 “(Am) = da(g(u))(x)

=al V' g(rfu(x)) V Cai>(d"uix)) eecid7(s)u(x)Y
I<r<]a| p€R(a,r)

ou 7(1), e==, 7(5) est une énumération des éléments de {7 € Nn,0 < 7 < a} et

( s S
R(a,r) = [ pGNs,™ pjj(j) = a, =T
1 1 j=1
Soit p GR(a,r), posons
hf?)! . 2 .
L A = — 1< <
a BTy PO TDYSe
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alors, pax Holder, on a

I 1 | <C afu” « dfou’

puis, en utilisant les inégalités de Gagliardo-Nirenberg :

a’()u ) <C I\:I/I-I:_H WA)\ il. ni-0i

d’ou
("7(1'”> pi —(d0<s>u‘|P L[{2<Ch«, w1

On en déduit que

[Aulffx < C(l«|Lo)]j«][r L+ H*..)*

donc u g Hk+2 (Rn), ce qui prouve la proposition . |
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3 - Etude de lI'opérateur linéarisé

Dans cette partie, on linearise I’¢quation (1.1) au voisinage d’une bulle stationnaire
et on étudie le spectre de. I'opérateur linéarisé dans le but de montrer I’instabilité de cette
solution stationnaire de (1.1).

Dans toute la suite, <p désigne une bulle stationnaire (a valeur réelles) vérifiant les
propriétés i) a v) de la partie 2.

Puisque F est de classe C1 sur R+, la fonction h :z (> F (|z|2) 2est de classe C1 sur
R2, c’est-a-dire que hlest définie par :

h'(z)u! :IEiLn0 . [h(z + eu) —h(2)\
Si 9+ u est une solution de (1.1) avec u(x, t) GC, alors u Vérifie :
idtu + Au+ h((p + u) —h(ip) = 0
L’équation linéarisée pour u s’écrit :
idtu + Au + h\(p) tu —0
Soit :
idtu + Au + H<p2)u + 2<pF'(ip2) Re(<pu) = 0

Il donc naturel de poser :

il (z
vmz(") 1))
ou Reu et Imu désignent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de u.

U(x,t) = = (ReM(i,))Imu(i,<))i GR

On obtient alors

tu\ = —Au2 — F(tp2)u2
—dtiic = —Aux —F(ip2)u\ —2(p2F'((p2)ui
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Ainsi, on peut écrire cette équation linéarisée sour la forme

du
(3.1) A= AL

avec

/0 L\\ L\v = —Au + g\v
\-L2 0/ * L2v=-Au+ (gi+qgv

et

2M(®) = ?i(r) = - F (v.Ar))
G(x) = g2(r) = - 272(r)F* (*2(r)) , 1 = [a]

On consideére alors I’espace L2 (Rn) = (X2 (Rn))2 ou L2 (Rn) est I’'espace des fonctions
radiales (& valeurs réelles) de L2 (Rn), et on considére A comme un opérateur non borné

sur L2 (Rn).
Alors A est fermé de domaine maximal :
D(A) = H2(Rn) = H2(Rn) D L2 (Rn)
car gi et g2 sont dans L2 (Rn) + L°° (Rn) (voir [14] tome II).

Puisque le but de cette partie est d’étudier le spectre de A, on est amené a complexifier

cet espace.

On considéere donc

L2(Rn) = L2(Rn) + ¢(L2(Rn) = L2(Rn) x L2(Rn)

et de méme
H2 (Rn) = H2 (Rn) + ZH2 (Rn)
On munit L2 (Rn) du produit scalaire naturel

((El, V)) - Re[(«i, ui) + (u2,v2)]
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ou

W= (tti,«2)i V = (vi,t;2)i GL2(Rn)

et

1/2

(u,v) = Luvdx'j pour u,u€ -£(Rn).

Muni de ce produit scalaire, Lj: (IRn) est un espace Hilbertien réel.

On pose de plus :
(W, V) = (ui,v2) + (u2,t;2)

On cherche maintenant a montrer que .4, défini sur cet espace complexifié, possede
une valeur propre a partie réelle maximale, strictement positive. 1l est donc naturel de
commencer par isoler le”spectre essentiel” de A, bien que celui-ci ne soit pas defini a
priori puisque A n’est pas un opérateur auto-adjoint. En fait, il est possible de définir
le spectre discret d’un opérateur fermé a domaine dense, comme |’ensemble des "valeurs
propres de multiplicité finie” (cf [14] tome 1V). Ce résultat est rappelé dans la partie A-I
de I’appendice.

On peut donc maintenant definir le spectre essentiel ae(A) de A comme le complé-
mentaire dans cr(A) (le spectre de .4) du spectre discret.

Dans le paragraphe suivant, on étudie cette partie du spectre de .4, pour passer ensuite
a l’existence d’une valeur propre positive de .4.

3.a - Le spectre essentiel de A.
On renvoie donc a I’appendice A-I pour la définition du spectre essentiel d’un opérateur

fermé a domaine dense.

Notons que lim qi(x) = 0 et que Ilim @2(x) = —2poF'(po), gietql tendant
Ix|—H{'0 Ix

|—*+00

exponentiellement vers leur limite respective.

On suppose dans toute la suite que F1(po) < 0, de sorte que l’on a :
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limqgi(x) = 0
(3.2) quand |x| — -t-00
{imqZ(x) = Cqg>0

A ressemble donc a une perturbation compacte de
0 -A
Ag—
(A-Co 0 )
On commence par localiser le spectre de Ag, puis on en déduit que le spectre essentiel

de A est imaginaire pur en utilisant une adaptation du théoreme de Weyl.

Lemme 3.1.
Le spectre de A q est entierement imaginaire pur.

Preuve.
Soit A" ¢R. Montrons d’abord que ker (Ag—A) = {0}: On remarque que

(Ag+ A) (Ag —A) = (Ao —A) (Aq {-A) = Ag —A2
_ JA(-A + C0)-A2 o) \
" 0 A(-A + C0)-A2J

Or le spectre de I'opérateur différentiel a coefficient constants A (—A + cq) est inclus
dans I’ensemble des valeurs prises par son symbole

F(o  le2(d® ) eea”
On a donc
cr(A(-A + c0)) C] - 00,0]

Mais AE£ (R =A2" R et on en déduit que Ag—A2 est inversible. Ceci prouve donc
que

ker(A0O- A) = Ker(A0+ A) = {0}
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D’autre part, puisque 2 —o00,0], 0n a:
m ~+£ w !li> a>o0 vis r»
(i+ fip)2

ou a dépend évidemment de A On a donc pour v EH2 (Rn,C) :

I((—=A (-A + C0) + A2) i>u)| > G-HMIA

et donc pour U 6 H2(IRn) :

(3.3) [((("-A 2)«,M »[>a][«]["

Montrons alors que R(Ag—A) = L2(IRn) :

Pour cela on résoud :

(AO- \)U =T

Supposons d’abord que T ¢ H2(R1) = D(Aqg). Alors si (Ao —X)U = J- on a
nécessairement

(AO+ X)f=(A2-X2)U,

U= (Al - X2) 1(Ao +\) F

Réciproquement, siU = (Aq—A2) 1(Ao +\)F alorsU € D (vilg) et on a

(AO+ X)(A0-\)U = (AO+ \)F

et puisque Ker(vlo + A) = {0}, on en déduit que

(4 -X)U =T

Supposons maintenant simplement T € L2 (IRn). Soit T n une suite de fonctions de
H2 (IRn) tendant vers J- dans L2 (Rn).
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Soit Un tel que (A0 —A)Un = Tn, avec Un € L2 (Rn).
Alors d’apres (3.3) on a :

«|JUn~Um\"* < \(((A1-\2)(Un ~Um),Un ~Um))\
< |(((A0+ A (Fn- Fm),Un - um)\
< (" - (Ae + A) (Un - Um) )|

—C I~ mj_2 [Un ~ (AH2

) ) 0 A-Caqd\ = -
puisque, clairement : Agq= J est borné de H2 (Rn) dans L2 (Rn).

On en déduit donc que Un est de Cauchy dans H2 (Rn), donc que Un —*U dans H2 (Rn)

n—o0

et que (Ao- A Un -» (A0- AU =T dans L2(Rn)

n—oo

On a ainsi montré que Ao —A était inversible dans L2 (Rn) et donc que A" cr(Ao).

On a donc bien cr(Ao) C ¢R. |

On utilise maintenant ce résultat pour montrer, a l’aide d’une adaptation du théoréme
de Weyl (voir théoréme A-3), que le spectre essentiel de A est également inclus dans I’axe

imaginaire pur :
Proposition 3.2.

ae(A) = (le(Ao) C iR

Preuve.
On ne peut bien sar pas appliquer directement le théoreme de Weyl ici, puisque Ao

n’est pas auto-adjoint.

Cependant, un théoréme semblable est valable pour des opérateurs non autoadjoints,
moyennant quelques hypothéses supplémentaires sur leur spectre (cf théoreme A-3).

Puisque <(Ao) C (R, il suffit, pour pouvoir appliquer le théoreme A-3 de montrer que:
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i) 1l existe des points de p(A) fl p(Ao) de chaque coté de I’axe imaginaire pur (ou
p(A) = C\<r(A) est I’'ensemble résolvant de A) et

i) 3 A Gp(A0)Dp(A) tel que (A0O- AD)-1 - (A - AD)-1 est compact.

i) Montrons que p(A) contient des points de chaque c6té de |’axe imaginaire pur :

Soit U = («1,72)* GD(A)

Soit 3= sup 92(7)

0<r<+00

Alors on a

((ALAV))

Re (L\U2, «1) —Re (L2U1, L)
Re ((Li - L2)ul,u2) = - Re(q2ui,U2)
£
B‘\“ﬂllvz‘un

\Y

On a donc pour Aréel tel que A> {3:

(<A + A)M,M))>(A-)|IMiR)

et A + Aest donc injectif.

0 1.2

L0
sont dans L2 (Rn)+ L°° (Rn) (cf [14] tome II). Il est facile de voir que A* vérifie également:

D’autre part, onaA* = * A cax L\ et L2 sont autoadjoints puisque qi et 52

(¢ +aw,w))>(a-0).. . ..,

pour tout U GD(A*) = D(A) = H2(RB).

A* + Aest donc également injectif, et on a

[Ker(A* + A] = R(A+A =L (Rn)

De plus, grace a (3.4) et au fait que d est fermé, R(A + A) est fermé dans L? (Rn)
et donc R(A + A = | £(Rn). On adonc A> 3= A€ p(A). On peut montrer le méme
résultat pour —A ; il y a donc des points de p(A) de chaque cdté de I’axe imaginaire pur.
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i) Ona A= Ao+ C avec

0 Cl
i-qi+Cq O

Soit Agq un réel assez grand pour que Aq € p(A). On a alors :

(AO- A0)“1- (A- Ao)“1= [/- (A - Ao)_1(A0- A0)l (AO- A0)_1

= (A- Ag)“1[A- AQI(A0- A«)“1= (A - Ag)“1C (A0- A0)“1

Il suffit donc de prouver que C (Ao —Ao0) 1est compact. Or, on avu dans la démons-
tration du lemme 3.1 que (Ao —Ao0)“ 1 était continu de L2 (Rn) dans H2(IRn). .De plus, la
multiplication par un potentiel radial g 6 L°° (Rn), tendant vers 0 exponentiellement pour
[X| tendant vers +00 est une application compacte de H 2(Rn) dans L2(Rn). On en déduit
que C est compact de H2(Rn) dans L2(Rn) et donc que C (Ao —Ao0)* 1 est compact sur
L2 (Rn).

Ceci acheve de prouver que les hypothéses du théoreme A-3 sont satisfaites. Donc A
et Agont le méme spectre essentiel. |

3.b - Etude des valeurs propres de A.
Dans ce paragraphe, on étudie I’existence d’une valeur propre de A a partie réelle

strictement positive. Une telle valeur propre, si elle existe, sera nécessairement un point
isolé du spectre a cause du résultat précédent.

Remarquons tout d’abord que les valeurs propres discretes de A sont nécessairement
symétriques par rapport aux deux réels et imaginaires purs du plan complexe :

En effet, si U — (ul,u2)i est une fonction propre de A pour la valeur propre A alors
(Ui,¥2)<et (ili, —u2)<sont fonctions propres de A, respectivement pour Aet —A

Il suffit donc en fait de prouver I’existence d’une valeur propre réelle pour A.

On commence par établir quelques propriétés des opérateurs L\ et Lo.
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Lemme 3.3.
L\ est un opérateur positif. Plus précisément, pour tout u GH\ (Rn), on a

(L\u,u) >0 et ((L\u,u)=0=3u=0)

Preuve.
Puisque L\ = —A + g\(r) avec rIiar,g ?i(r) = 0, on a ce(L\) = ae(—A) = [0,+00],

grace au théoreme de Weyl. Puisque Li<p = O et 0 < <p(r) < ro pour tout r > 0, on a
ql(r) = & etdoncsiu€ H} (Rn) :

(Liu,u) = L \Vu\2dx + —\u\2dx
Ju” JR» P

—an 7 Itir [2F » -/5F +J¢n7[+°°(f"' h&(\) JU —r
1o (] v

ou an = vol (Bn),Bn étant la boule unité de Rn ; donc par intégration par parties, on a

r4f66 h4-00
(Liu,u) =<h | \urj2rn~1dr —2cm | — Re(urld)rn-1<r
r+oo 2
+ 0 ANulVv o -~Nr
Jo \Y-%
o¢ ur|2 2y lul2y?
_ r 2 r [P f "
_chO ) Y3 Al (urY 4 PR e B
foc 2
Lo AL
a 2 rn~ dr
Jo ¥ 9 I
boo 2
= <n | 2 U\ fn~1dr
Jo ( r
donc
2 2
u
aicwy = | "V =
> ¥ LR

ce qui prouve le lemme. |

Lemme 3.4.
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<k (L2) = [Co,+00[; L2 a au moins une valeur propre strictement négative, et une
seule si n = 1.

Preuve
L2 = —A £52(7) et n_Ii_rp @("™) = Co, donc <k (Z2) = f(70,-|]-00[, toujours grace au
théoréme de Weyl.

Supposons tout d’abord que n >2 : On a

Clp=0= -<pr r----n--;_--%ipr + qi(N<p

donc, en dérivant par rapport a r on obtient :

n—1 [ I'n , u n—1
(frr---------}-----<frr + {qi{r) + q2{r)) ir - l—’—*_ (pr = 0

soit :
n—1
L29r = ——pr-<F

ip EC2 (IRn) et ipr décroit exponentiellement en +00, donc (or 6 H1(Rn) et C e | 2(Rn).
On a de plus (L2<r,<fr) < 0, donc par principe du min-max L2 a au moins une valeur
propre strictement négative.

Si n = 1, il suffit de remarquer qu’on a L2gr = 0 et que <r engendre le noyau de £2
dans L2 (Rn) : en effet, toute solution u de I’équation différentielle L2u = 0 sur [0, +00],
indépendante de ipT, vérifie : u(x) ~ uoec®x ou u0 6 C et ne peut donc appartenir a

X—-f-oo0

L2{Un) .

Puisque ipr s’annule une fois est une seule sur R en r = 0, on en déduit par Sturm-
Liouville que L2 a une unique valeur propre strictement négative, correspondant a une
fonction propre strictement positive sur R. |

Remarque 3.1.
Puisque 0 € ae(L\) et 0 n’est pas valeur propre de L\ (cf. lemme 3.3), R(L\) est

dense dans L2(Rn) et donc on peut définir I’'opérateur L~[1 comme un opérateur-non borné

a domaine dense dans L2 (Rn).
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Maintenant, supposons que U = (ui, 112Y soit une fonction propre de A correspondant
a une valeur propre Aréelle, i.e.

\U2 — Aux
—£2«i —\u2

Alors ux € R(Li) = D(Lfl),u2 = AL"xu\ et on a donc (L2 +\2L"lui = 0,
ie. M € Ker (E2 + A2!'"1). Réciproguement, si on montre qu’il existe 7 > 0 tel que
L2 + A2 1a un noyau non trivial, et que D (E2+ A2£)’]) = .D(£2) H (L]"1), alors en
prenant € Ker (42 + jL”~1) u2=\JI L*1Ui, on obtient un vecteurpropre (ul,112)*
de A pour la valeur propre y/j strictement positive.

On est donc rameneé a étudier 'opérateur £2+ A21/1, A€ R*.
Lemme 3.5.

Pour tout A6 R*, I'opérateur L2 + A2EN"1 vérifie les propriétés suivantes :

)D (E2 + A1) = D(L2)C\D (~f1) = H2(R,,)ni2(Xi) (ici le domaine est entendu
au sens du domaine maximal, i.e. £2 + A2!~ 1, défini sur D (£2) H (Xj-1) est un opérateur
ferme).

i) L2 + A2£ f1 est autoadjoint

i) (£24-AR£1 c [Co, +o0[
Preuve.

) et i) L2 + AL\ = L\ + A2E~x+ R et « h g2u est un un opérateur autoadjoint
borné sur £2(Rn). Il suffit donc de prouver que D (L\ -t A2!'* 1) = D (£1) fl D (E57*) et

que L\ + A2£~71 est autoadjoint sur D (£1) fl D (£f1), puis d’appliquer le théoréme de
Kato-Rellich (cf [14] tome II).

Or, puisque L\ est autoadjoint positif, et 0 n’est pas valeur propre de £1, on a d’apres
le théoeme spectral

A+A0Rr 1=/ @(“+7)"

donc £j + A2£ f1est autoadjoint sur

\1 7
E>(E1+A2£11) = |u € £ 2(Rn),y '+ (a+ " ¢ (p M U) < +oc}
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De plus, si u 6 D (Z-i + A2Z-f1) alors

+00
/ p d(F.u Ug < +oo

-00

et

H-00 1
| —2d(Pllu,u)<+ oo

*/—00 A*

donc u € (¢ 1) f) D (LT 1). Ceci prouve i) et ii).

iif) Montrons d’abord que

<re (£2 + A2£r1 *) = Cre (—A + Cq + \2L11) .

Pour cela, il suffit, grace au théoréme de Weyl, de montrer que u +(¢i + 22~ Ca) u
est relativement compacte par rapport 8 —A + cq + A2Lf: :

On munit donc D (—A + cq+ A2Lf1) = H2(Rn) f D (Lf *) de la norme du graphe,
qui et équivalente a la norme

HMI2= [IK-a+a 1™ H |l + IMII*

Alors ID(—A + Cq+ A21,"D ||| * || s’injecte continGment dans H2(Rn). En effet,
siu6 D (~fl) DH2(Rn), alors on a

IIM[[2 = ||AU|[L, + A\\L; U\, +2A2R*(-Au,£r1“>+ MI»
=iiaul||,+ ad||Lr'qll> +22R<(¢i». ¢ r £ - 24 r* i1 + Mik
> ||AU[[li + A4 [|Lr[> + 282Mil* +Mil, - AHirHIL - “21Hll»

ou a =sup ¢i(r).
r>0

Donc, pour u€ D (if1) HH2

2 2 2 2 2 2

IAU[2+ @A2-(-1) [MIE2 < 1IMII2+ 22 |«]|i.

et I'injection de D (-A + cq+ A2£j *) dans H2(Rn) est continue.
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De plus, u =(¢i + g2 —Co) u est compacte de H2(IRn) dans L2(Rn), donc en appli-
quant le théoreme de Weyl,

% (L2+ A2X1%) = ae (—A + Co £ A2Ljl)

Maintenant, on a

inf ((-A + Co+ A" D«,«) > CO

ubr»(-A+cO0+A2-trl)
n“nxz2=1

et donc

P [L2+ A2Z rjC ce(—A 4-cq+ X2L1% C [Co, +00],

ce qui donne iii). |

Théoreme 3
L’opérateur A = N 'glj definie sur L2(Rn) possede une valeur propre réelle,

strictement positive, maximale, donnée par

1/2

A ax Inf(l(,g’leﬂlLf) ,- €HI (Rn)ND (L-") 1

Preuve.

D’aprés le lemme 3.4, Lo a une valeur propre strictement négative. De plus, D (L") =
R (L\) est dense dans Z2(Rn). En fait, on a plus que cela : D (Xj"1) ™ -®r (Rn) est dense
dans HI (Rn) (cflemme A.5). Il existe donc u0O GD (L~[l)r\HI (Rn) tel que (u0,L 2u0) < Q.

On en déduit, puisque L1 est un opérateur positif, que

. u,L2u
—€0 < inf --(-----,—)r <0
/ u*° («,~ u)
UEDAL~ jnH}: Bn)

Montrons que cette quantité est finie : pour u GH*(Rn) fID (L11), on a
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(L2u, u) = (Xiu, u) + {q2U, u)

> ( u) - /?2H|fa , /?:SUOp(;Z(r)
r>

> (L\u,u) —fitAL\A2u, LA 172

car L\ et L*1étant autoadjoints positifs on peut définir L2 2 et L"1°2 a I’aide du théoréme

spectral.
D’ou :
(L2u,u) > (L\u,u) —fi (L\u,ufM2{L ¥4, w2
N2
> (L\u,u)—(L\u,u)—E4—(L11u,u}
et donc :

(L2u,u)_ ™ fi2 ~
mf 7— 7——-T> ——> -00.
UCH;jnDAI” 1! u,U} 4

USEO

Soit une D (Lx*) flH\,|tzn||L2 = let

(L2un,un) . 7 _ it U,V
(1j W un>xw  /AnDAL"Y)  1F1u>

Alors
AL2Un £ L '7i) 1iny - *0

en effet : L~ 1un” est nécessairement bornée, sinon (un,L2un) ne le serait pas non
plus. Or (un,L2un) est négatif a partir d’un certain rang et

(un,L2un) = (un,ZgWn) + (Un,g2Un) > -fi\\un\L2 = -fi

donc (nn,L2,un) est bornée.
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Comme de plus, il est clair que tout pout u dans H HD (L* 1),0n a {(L2+7"1'I uu) >

0, ceci prouve que 0 est exactement la borne inférieure du spectre de L2+ 7L"1. Puisque
d’aprés‘le lemme 3.5, se (L2+ 7Z”1) C [CO, +oo[, O est valeur propre de L2+ 7L"1, i.e.
Ker (L2 + 7-%"1) ™ {0} et d’apres la remarque 3.1, y/y est une valeur propre de A. De
plus, A2 > 7 et « 6 A% fl D (;1*1) entraine :

(E2 + A2 Du,u) ™ ((¢2+77"Duiu) + (A2 7) (LT'u”u)
> @ —X11tu« >0 si uro

donc ker (L2+jL"1) = {0},VA > y/j, et donc Y-y est une valeur propre maximale de A.
I

Remarque 3.2.
Si 0 est une valeur propre (non nécessairement réelle) de A, et si («1,u2Y est un

vecteur propre associé, alors

= {u, L2 donc j2¢gR
(«1,A U

Ainsi, yfi est de partie réelle maximale parmi toutes les valeurs propres de A, et »
est maximale parmi toutes les valeurs propres non imaginaires pures de A.

Remarque 3.3.
Dans le cas des états stationnaires, c’est-a-dire des solutions de (1.1) de la forme (1.4),

ou Uy satisfait donc I’équation

Auu —uuw+ F (Iu |2)uw: 0,

une étude de la stabilité utilisant la linéarisation a été faite par Grillakis [9].

On aboutit a une équation linéarisée de la forme (3.1), ou

-~

A_A - (o LA
-y-L* 0)”

i -A-"(«2)+o0;
-A - F @b - 2ugF® {ul) +u

-
<
1

i
th
N

I

31



77

Ici, 0 est valeur propre de Vf puisque uw 6 IverL“. Ainsi, pour pouvoir définir
(X”™)-1, on utilise d’abord la projection P sur I'orthogonal du noyau de L". On peut alors
montrer (cf [9]), que I’étude des valeurs propres réelles Ade Aw revient & I’étude du noyau
de l'opérateur PL2P + A2 (L")-1 défini sur (KerXj,)"L

Un point important de la démonstration du théoréme 3, dans le cas des bulles sta-
tionnaires, était que L2 admet au moins une valeur propre strictement négative. Or ici,
il se peut, méme si L2 admet des valeurs propres négatives, que PL2P soit un opérateur
positif, impliquant ainsi que Ker (PL2P + A2 (L")~1* = {0} pour tout Aréel. Ceci ex-
plique pourquoi il peut apparaitre que des états stationnaires soient stables, alors que les
bulles stationnaires sont toujours instables.
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4 - Instabilité des bulles stationnaires

Dans cette partie, on établit le principal résultat de ce travail (théoréeme 4. ), c’est-
a-dire I'instabilité des bulles stationnaires a partir de I’étude faite sur I’'opérateur linéarisé
dans la partie précédente. Pour cela on a besoin de régularité sur F.

On suppose F de classe Cm+2, ou m est un entier strictement supérieur a

Dans la suite, on se place sur I’espace des fonctions u € Hm (Rn) défini dans I'introduction,
qui sera identifié¢ a Hm (IRn) x Hm (Rn).

La proposition suivante est un résultat classique et établit I’existence de solutions w
pour I’équation d’évolution (1.1), telles que r0 —mp € Hm (IRn).

Proposition 4.1
Soit u0 € Hm (IRn). Alors il existe T+ («0) (uo) G]0,+00] tels que I’équation

(4.1) idtu + Au —F (Jro —u|2) (ro —u) = 0

possede une unique solution u 6 C([T_ (uo) ,T+ («0)], HM)Q C1([T_ («0), T+ («0)] 5H m~2 (jR7)
vérifiant u(0) = ugq.

Preuve.
La preuve immédiate, compte tenu du fait que iA engendre un groupe unitaire

dans Hm(Rn) et du fait que vi F (J[ro —v|2) (ro —v) est localement Lipschitzienne sur
Hm (Rn) pour m > ~ (cf preuve de la proposition A-6 avec g(v) = F (Jro —ul|2) (ro —v).

On peut maintenant énoncer notre principal résultat :

Théoreme 4.
Soit pune bulle stationnaire (vérifiant les propriétés i) a v) de la partie 2.a) ; alors

est instable au sens suivant :

3 e > 0,VE> 0,3 u0 € Hm(IRn) vérifiant ||uo|[tfm < ~ et tel que si u(t) g Hm(Rn) et
v(t) = u(t) + <pest la solution de I’équation (1.1) avec u(0) = uo alors 3 to -> 0 tel que

IN<o)||*m > e.
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Preuve.
Soit pune bulle stationnaire ; si v = <p-f « est solution de I’équation (1.1), alors u est

solution de

idtu + Ait -r hi(<p)u + [h((p + «) —h(g)) —h'((p)u] = 0

ou h(z) = F(\z\2)z.

D’apres la proposition A-6,

Ih(<p+ u) - h(<) - /i;(M)«|[Hm= O |ju|Hm

lorsque |[«|[nm —- 0.
(On applique la proposition avec g(u) = h(ro —) et v = (p—rQ.

On peut donc réécrire I’équation satisfaité par u sous la forme :

(4.1) EL=AU + f(U),

U= («1,r2)* = (Re«, Im«)*

ou .4.est I'opérateur défini dans la troisiéme partie, et

/ew)iihs* = 0 (11~11h-)  lorsque  1IAHh» -) o
D apres la proposition 2.3, ro —p€ Hm(Rn); on en déduit que g\ = F @2) et gz —Co =
29RF' (v2) - CO sont dans Hm(Rn).

Ainsi, tout vecteur propre de A dans L2 est fait dans IHn(Rn), et de plus, si on note
encore (( <« )) le produit scalaire sur I’espace Hilbertien réeel Hm(Rn) et (-,-)m celui sur

H m (Rn), alors pour U = («1,#2)* GHm, on a
((AU,U)) —{L\u2,u\)m - (L2ui,U2)m
= (Cle2,«)m-((Cl + 92)t*|,«2)m
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— [IGI[[tfm + HftLco + [[$2 — CO[|//m) HAIIIHI"> >

donc, pour A> sup (y/y,(2 ||$i||[Hm+ |C2||L®o + ||?2 - cO||HmM)) ,A/ - A est maximal mono-
tone, i.e. A engendre un C°-semi-groupe S(t) sur Hm (IRn), avec

\m \\c(Um)<Me?
ou ewt est le rayon spectral de S(t) et

N=inf{L°s|5W||<>0} Sv?>0

On peut donc appliquer la proposition A-7 avec X —Hm (IRn) ; on en déduit I'instabilité
du point fixe 0 de I’équation (4.1), i.e 3 e > 0\ > 0, 3 Ug G Hm (IRn) avec |"oHh™ <
tel que si U(t) est solution de (4.1) avec U(0) = Uq, alors 3 fo > 0

[|U #o)||(Hm > e, ce qui prouve le théoréme 4.2 |.

Remarque 4.1.

On pourrait étre tenté, pour montrer I'instabilité non linéaire de (p, de prendre pour
donnée initiale un vecteur propre uo de I'opérateur linéarisé A, de norme suffisamment pe-
tite, et correspondant a la valeur propre maximale Amex de A, que |’on sait étre strictement

positive.

Cependant, rien ne permet d’affirmer que le semi groupe S(t) engendré par A Vvérifie
une estimation de la forme

IIS(t)|| < MeAni f

Il se peut que le rayon spectral de S(t) soit égal a eut avec u>> Amax, a priori.

Le fait d’avoir prouvé I’existence d’une valeur propre strictement positive nous permet
uniquement d’affirmer que u est strictement positif.
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Appendice A-I
Dans ce paragraphe, on rappelle des résultats connus pour les opérateurs autoadjoints,
mais vrais également pour des opérateurs fermés a domaine dense.

Le théoréme suivant permet de généraliser la definition du spectre essentiel au cas
d’un opérateur fermé a domaine dense (cf [14] théoreme XII-5) :

Théoreme A-I
Soit A un opérateur fermé a domaine dense sur un espae de Banach, et soit Aun point

isolé de cr(A) tel que {I/, 6 C,\pn —A < e} fla(A) = {A}. On définit pour Q< r <a:

1 -1
PX(o) - (27n An-xy=r A - ) %

Alors P\(A) est un projecteur indépendant de r, de plus :

- Si R(P\(A)) est de dimension finie, et si tp GR(P\(A)), alors 3n € N, (P\(A))nip =

-Si B = -4|ker(Px(A)) alors A£ a(B).

Définition A.2
Soit AGo-(A). Alors A€ ac(A) si Aest isolée dans cr(A) et P\ défini par le théoreme

A.l est de rang fini.
Le spectre essentiel de A est défini par <e(A) = <t(A)\<tc(A)

Le théoreme suivant généralise le théoréme de Weyl au cas d’opérateurs non nécessairement

autoadjoints :

Théoréeme A.3
Soient A et B deux opérateurs fermés a domaine dense sur un espace de Banach. On

suppos que :
i) 0(A) est d’intérieur vide dans C

i) chaque composante connexe de C\cr(A.) contient un point de p(B) (ou p(B) =
CW B)).

iii) 3 A0 Gp(B) Hp(A) tel que (4 - AD)-1 - (B - AD)-1 est compact.

Alors ae(A) = ae(B).
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Preuve.

Soit A0 G p(B) A p(A) Vérifiant iii). Soient D = (A —AQ)-1 et E — (5 —A0)-1.
Il suffit alors de montrer que ae(D) = ae(E) : en effet, si A est un opérateur fermé a
domaine dense et si A0 € p(A) alors pour A® 0,AG < ((A —An)-1) si et seulement si
Ao+ j Gae(A) (cf [14] lemme 2, section XI11-4).

Puisque cr(A) est d’intérieur vide, et

Je(D)c <A AO-f —Gae(”)| U{0}, <e(.D)
est d’intérieur vide.

De plus, d’apres ii), chaque composante connexe de p(D) contient un point de p(E).

En effet, si Cd est une composante connexe de p(D), puisque Cd est ouverte, Cd\ {0}
est encore connexe. Soit C \ la composante connexe de p(A) contenant {A0+ AGCd\{Ao0}),
alors Ca\{Ao} est également connexe, et il facile de voir que

NG ={t"V ,"€Ca{A0f}

Soit po G Ca un point de p(B). Puisqgque Ca Hp(B) est ouvert, on peut choisir
uw NA ;ona alors—iJQ-Z P GCd Hp\(E)/.

On conclut alors que ae(D) = ae(E) en utilisant le lemme 3 de [14] section XIII-4. |

Appendice A-I1I
Dans ce paragraphe, on montre deux résultats techniques concernant les opérateurs

L\ et Lj~

Lemma A-4.
L’opérateur L\ + L\ —AZ2 est relativement borné par rapport a A2, de borne relative
strictement inférieure & 1, i.e. 3 aetb>0. avec a < 1tels que

12+ 21 A ) vlarny <allr Mi2RY) + AIMIZRY)
pour tout u GH a4 (Rn).
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Preuve.

La preuve de ce lemme est immédiate : en effet on a L\ -f L\ —A2 = —a(x)A —
n

2 bi(x)dx. + c(x) ou
1=1

la(x) =1 +20q(x)

<bi(x) =dXgqgi(x),1<i<n

le(x)  =qi(x)(l +ai(x)) - Agi(x)
donc a,bi,c GL°° (Rn),1 < i <n.On en déduit que L\ + Lx —A2 est borné de H2 (Rn)
dans L2 (Rn), i.e. 3C > 0 telle que

I[L2 +L,~ A2) uf|lL, < C(J|A«][l, + bl«||La),
Vu € H4(Rn)

Le résultat découle alors du fait bien connu que pour tout £ > 0,3 C(e) telle que
[|Au||li < e ||A2u||I2 + C(e) ||«||L2
Vu € Hs4 (Rn)

Lemme A-5.
D (L"1) n HI (Rn) est dense dans HF (Rn) ou

H], (Rn) = {«G H1(Rn),u est radiale }.
Preuve. On définit I'opérateur L\ sur if* (Rn) par :
D ") ={ueHI,LxEHF (Un)}
et pour u GD (h ),Liu = L\u

On a alors D () H| (Rn) : en effet, si u G H1(Rn) alors g\u G H1(Rn), car
gi et V¢i sont dans L2 (R") ; ainsi , si u GD (Lx) alors u GH1 et —Au GH1, donc
u € Hz (Rn).

Montrons maintenant que Iver (u]: {0} (ou on identifie le dual de H1 a H-1) :
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Soit u E Ker (T;)alors uf H 1(Rn) et u vérifie :

(L\v,u) = 0,Vu € H\ (Rn)

{-Av,u) + (qiv,u) = 0, VuE HI (Rn)

d’ou
K-Av,«)| < ||«|lh-i 11V 71 < cINTh-i \W\Hr, Vue iiB(R")

On a donc u E D (—A*) ou —A est considéré comme un opérateur non borné sur
HI (Rn), et donc u E HI (Rn).

Maintenant, on a facilement

{Lv,u)=0,VVEHT(RN).

En effet, siu GH2(IRn),3vn E HI (Rn) avec vn —>V dans H2(Rn) ; alors (L\vn,u) =
0,vn > 0 et L\vn rFo* L\v dans L2. On a donc u E D(L*) = D(Li) = H2(Rn) et
L*u = L\u = 0, donc u —0.

On a donc

R (Zi) = TKerlj] == H} (Rn)

D’autre part, il est clair que

R (¢i) CRiLx) nHI (Rn)= D (L*1) n HI (Rn)

On a donc montré que D (-kj-1) HHI (Rn) est dense dans HI (Rn). |

Appendice A-I111
Dans ce paragraphe, on montre que la linéarisation a un sens dans Hm (Rn) ,m > Ay,

si F est réguliére.

Proposition A-6

39



85

Soit m > 2 un entier, et soit g : IR =4 R2 une fonction de classe Cm+2 sur R2. Alors,
pour tout ve Hm(Rn) = (Hm(Rm))2,3a > 0, b> 0, dépendant de |ul[Hm tels que pour
tout u 6 Hm avec |jullym < a, on a

1$(u + V) - g(V) - /(G)0[[HM < blj«|Hm

Preuve.
Soient u = (ui,U2Y et v = (ui,")* dans Hm(Rm). Alors

g(v + U) - g(v) - g'(ifft= }0 (L-t)g"(v + tu)(u,u)dt

2 G
= Y] UiUj / ( 1 +tu)dt
Xo " x Jo dyidy]

donc
||g(V+ u) (U) gt» jvllrtTM
*% - N
< ldlh- (¢ +c'/(1-1) dyid)ilj (V) dyidgljo ) H3>dt

q2
Puisque Qy.Qy est de classe Cm pour 1,j, k 6 {1,2}, on montre exactement comme
dans la preuve de la proposition 2.3, que

afidsi W -dyidP ) e < GV R® @ W)

Ceci est donc borné lorsque ||u]lymlest/cela prouve la proposition. |

Appendice A-1V
La proposition suivante est tirée d’un théoreme da a Henry, Fernando Perez et Wreszin-

ski ([12]) ; on en donne ici une version contenant des hypothéses un peut plus fortes et une
preuve légérement simplifiée.

Proposition A-7
On considére 1’équation

(41) /dEtE = AU + f{U)
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ou A est lI'opérateur linéaire non borné sur un espace ché, et ou / vérifie :
fmix)=0(\\U fx)

On suppose que A engendre un C° semi-groupe S(t) sur X vérifiant JS(t) |C(x) —
M ew< avec

alors 0 est un point fixe instable de I’¢quation (A-1), i.e. 3e > Ov<5 > 0, 3uUq € X avec
WUgl||® < Set 3to >0:||"(io)||[x > £ou u(t) est la solution de (A-1) avec U (0) = Uq.

Preuve. Notons T(t) le semi-groupe non linéaire associé a I’équation (A-I), i.e. T(t)UO =
U(t) ou u est la solution de (A-1) avec U(0) = Uq.

Notons || | la norme sur X.

Puisque f(U) = O M|E/||2" quand [|£/|| —0 il existe ai > 0 et ¢ > 0 tels que

WU\ <al M\F{U)\<c\\UW2

Supposons que 0 est un point fixe stable de T(t), i.e. Ve > 0,3a > 0, |W|| < x =
IT(E)E/o|| < =pour tout t > 0.

Prenons d’abord e = ai ; alors 3a0 > O/||E/o|| < «0o => ||*(i)|]| < ai,V< > 0, ou
U(t)=T(t)UO.

Mais on a

(A.2) T(tH)UO = S(t)U0+ f S(t- r)f(U(r))dr
Jo

On a donc, pour t G [0,:0] et \WUg\ < ao :

t

<) < 1% | [IS(t - NIE) /(W (r)][ dr

|+ /"
Jo
t

< Medt Wgw + axm c Jf eu(i™ n [W(r)|| dr
(0]
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d’ou par Gronwall :

(A3) Itt(D)]] < eM® (M + eaiMCt®) WO

dés que t G[0,¢0]  |[*o|| < "o-
En reprenant I’équation intégrale (A-2), on obtient pour tout t0> 0 et \Ug| < ao :

[|T(io))Wo - S(«o)Mol| < J/O II5(<0 - N)|| [[/(W(r)|| ir

<MC I*" e“(t°"r) \U(r)\\dr
Jo
d’ou en utilisant (A-3)

(-4.4) WT(tO)UO ~ S(t0)UON < h(t0) WQW2,

Vio > 0 et |WO|| < a0.
On fixe maintenant définitivement ¢0 > 0, et on suppose, quitte & augmenter b que

eUlto
(.4'5) b b(t0) > 8ao.M2

Soit alors

: ewo - 1
3= '”f} © 32M3b }
et soit a > 0 tel que W\ < a = ||[E/(i)|| < £ pour tout t > 0. Prenons A G cr(S(to))

avec |Al = ewi® (notons que ewt® est égal au rayon spectral de S(to)), i.e. A= el8gjjt°, avec
0GR

Soit N un entier assez grand pour que

. pUto _ 1
mijNta ~
(A6) 16M36a
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et

(A.7) leinft —i| < L

Alors, puisque A G cr(S(to)), on peut trouver £ et 1j dans X tels que ||£]|* + |t7]> > 1
et ||E(fO)(£ + ir) ~ A[£ + ir)\\x +ix soit arbirairement petit.

Choisissons donc £ et 1j dans X, avec |7 < ||£]] = 1 (ce qui est possible, quitte a
multiplier £+ irj par un complexe convenable) et vérifiant

[[S(IVIO)(E + A INXHEX < e W
On a alors
1S (m,)i-Re(Aw(l+ 1))
evNtO
= ||5(iV<o)i - eNT"2(cos(mt- sin(JV#),)]] < "

Puisque, d’apres (A-7) :

1

|cosiVA| > 1—
12

et
\siaNO\< +

on obtient
I Niga >edvo ((I 1'2) ien—, nt 1)
12
>-enrd

Soit maintenant :

ewQ i

16M 3bewNt°®
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D’aprés (A-6), on a 8 < a, donc si on prend Ug= 8C, on doit avoir ||T(i)E/o|| < s pour
tout t > 0.

On va montrer que ceci n’est pas vérifié, et plus précisément, que ||£/(iVio)| =
[[r(Mo)Wol|>e.

Pour 0<n <N, on a
U(nt0) = T(ntO)Uo

n—1
S(NtO)UO+ Y, S ((n- 1- K)tO) [U((k + Ni,) - S(t0)U (kt0)]
k=0

n—1
S(MiOWMb+ A~ 5((n - 1- K)t0) [T(t0)U (kt0) - S (t0)U (ktO)]
Jfc=0

On montre alors par récurrence que

C
IW(n*0) - S{ntQUo\\ < -e“nta , 0<n<N

en effet, c’est évidemment vrai pour n = 0. Supposons cela vrai pour k < n —1, avec

n > 1. Alors

n—1
IW(n<0) - S{nt0)Uo|| < £ Mex(n-i-k)t0||T (i0)&/(fcio) _ 5(i0)*(*0)]|
fc=0

et par hypothése de récurrence, on a

IW.(fcig)] < \\S(KtO\ + 8e*kt* < 2M8e kt®

pto 1

< 2M8e“m° < aM 2b < a0
d’apres (A-5)
Donc, par (A-4)
\T(t0)U(kt0) - S(tQU(ktO\ < &]|E/(fci0)||2 < 4 M 2b82e2ukt®

donc

44



90

7= 1

\U(nt0) - S(ntQUON < 4Msbd  eiitn 1 g*kio
*=0
ewNtQ
< AM3tB2Wm-_“ie no
On a donc
(A-) WU(NtQ - S{nto)UON < |e WB»

On déduit de cela que

S ]
(Vi) > [ISEV<IW.| - 4e”’Nt0

> fH_ 8 anto> gesio

eno - 1

> > £
~ Z22M3b

ce qui prouve le résultat. |
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