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Notations

Nous utiliserons les notations suivantes:

• e(x) =  exp(2î7rx),

• n ~  N  pour N  < n <  2N  ou plus généralement n € X où X est un intervalle inclus 

dans [N, 2iV], les majorations étant alors uniformes pour tout X de ce type,

• % <Ce y signifie qu’il existe une constante K(e) >  0 dépendant de e telle que:

1*1 < JT(e)l»l.

• V  désignera l’ensemble des nombres premiers,

• A  désignera un ensemble quelconque d’entiers naturels,

• [0] désignera la partie entière de 0,

• {0} désignera la partie fractionnaire de 0,

• A désignera la fonction de von Mangoîdt,

• d(n) désignera le nombre de diviseurs de n,

• r(*) = /0°°

• *(*.»)= !$SP-

3

r i *00

JO e tt z —l dt





Table des Matières

4

1 Introduction

1.1 Généralités

1.2 Résultats

7

10

7

2 Théorèmes de sommes d’exponentielles 17

2.1 La méthode des petits intervalles

2.2 Shift et paires d’exposants

2.3 Double grand crible

2.4 Shift et double grand crible

2.5 Poisson, shift et double grand crible

17

20

23

24 

27

3 La partie fractionnaire de p9 28

3.1 Introduction

3.2 Réduction du problème

3.3 Passage aux sommes d’exponentielles

3.4 Utilisation du double grand crible

3.5 Commentaires

28

30

33

34

35

4 Sur un théorèm e hybride de Balog - Friedlander

4.1 Introduction

4.2 Réduction du problème

4.3 Traitement des sommes de type I

36

36

37 

39



4.4 Conclusion 42

5

5 Le théorèm e de Piatetski-Shapiro

5.1 La suite de Piatetski-Shapiro

5.2 Sommes d’exponentielles

5.2.1 Sommes de type II

5.2.2 Sommes de type I

43

43

45

45

46 

515.3 Conclusion

6 Minoration grâce au crible 53

6.1 Introduction

6.2 Estimation de

6.3 Préparation au crible

6.4 Estimation directe

6.5 Utilisation du crible

6.6 Terme d’erreur

53

53

54

55 

57 

60

7 Problèm e binaire

7.1 Réduction du problème

7.2 Evaluation de S\(N)

7.3 Evaluation de

7.4 Evaluation de S$(N)

7.5 Evaluation de S^N)

63

64

64

65

65

66

8 Un résultat presque partout 74

8.1 Introduction et notations

8.2 Un théorème général

8.3 Itération

8.4 Propriétés élémentaires

74

75

76 

81



6

8.5 Un peu de théorie de la mesure

8.6 Une majoration d’intégrale

81

84

8.6.1 Argument élémentaire

8.6.2 Séries de Fourier

8.6.3 Queue des séries de Fourier

8.6.4 Condition suffisante

8.6.5 L’inégalité de Weyl - van der Corput

8.6.6 La contribution du terme q =  0

8.6.7 La contribution des termes q ^  0

84

84

84

85

85

86 

86

A  T r a n s f o r m a t i o n s  d e  s o m m e s

A.l L’inégalité de Weyl - van der Corput

A.2 La formule de Perron

89

89

89

B  L a  f o r m u l e  s o m m a t o i r e  d e  Poisson

C  P a i r e s  d ’e x p o s a n t s

D  L a  f o n c t i o n  p a r t i e  f r a c t i o n n a i r e

90

92

94

E  I d e n t i t é s  c o m b i n a t o i r e s 96

E.l L’identité de Vaughan 96

E.2 L’identité de Heath-Brown 97





Chapitre 1 

Introduction

1.1 Généralités

Depuis 1955, la suite [nc] a suscité de nombreuses recherches. Le problème initial posé 

par Piatetski-Shapiro était d’étudier le nombre de nombres premiers de la forme [nc]. Plus 

précisément, on pense que l’équivalence:

X
*c(*) ~  —:---- X —> +00 (1.1)

clnx

où r c(x) =  # {n  <  x | [nc] G V } est vraie pour tout c >  0, c ^  2,3 ,4 , . . .

Le choix de la suite [nc] est motivé par plusieurs raisons. Tout d’abord, c’est une façon 

de s’approcher de l’étude de la représentation de nombres premiers par des polynômes, 

qui est résolue uniquement dans le cas des polynômes de degré 1. On ne connaît en effet 

aucun polynôme de degré 2 dont on sache prouver qu’il prend une infinité de valeurs 

premières. Pour 1 <  c < 2, on peut donc s’imaginer [nc] comme un ’’polynôme de degré 

c”, et voir la mesure de l’intervalle ]l,co[ des valeurs de c pour lesquelles on sait prouver 

l’équivalence (1.1), comme une façon de jauger les progrès accomplis dans les méthodes de 

sommes d’exponentielles, qui constituent, pour l’instant, l’unique façon d’aborder (1.1).

D’autre part, la suite [nc], que nous appellerons suite de Piatetski-Shapiro d’ordre c 

(alors qu’un nombre de la forme [nc] sera dit nombre de Piatetski-Shapiro d’ordre c), est 

la seule suite raisonnable pax sa définition dont le nombre de premiers qu’elle contient est
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connu, et dont le cardinal est petit:

# { a  < i  | a =  [nc]} = i H  0(1)

Pour illustrer ce fait, rappelons que le théorème de Siegel - Walfisz (sur les nombres 

premiers dans les progressions arithmétiques) ne décrit que la répartition des p dans 

A  =  {n <  x | n =  a (mod 9)} avec (a,q) =  1 et q <  (lnx)"4, donc =  f  +  0(1), ce 

qui est beaucoup plus grand que æ « +  0 (1) pour c >  1.

Le lien entre la suite [nc] et les méthodes de sommes d’exponentielles provient de 

l’équivalence pour c > 1:

[nc] =  m <*=>• [—me] — [—(m +  1) «] =  1

qui nous donne une fonction caractéristique des nombres de Piatetski-Shapiro, et de l’écri

ture [x] =  x — {x}, qui dans l’écriture précédente fera apparaître un terme régulier et une 

différence de fonctions parties fractionnaires. Le terme régulier engendrera le terme princi

pal du nombre de représentations, tandis que les fonctions parties fractionnaires formeront 

un terme d’erreur, qui sera traité par développement en séries de Fourier, ce qui conduit 

naturellement à des estimations de sommes d’exponentielles.

Typiquement, on aura à étudier des sommes d’exponentielles de la forme:

Yl£h' 2̂e(hpr)
h P

avec 7  =  i ,  où la variable h correspond au développement en série de Fourier, et la 

variable p appartient à l’ensemble sur lequel on étudie la suite de Piatetski-Shapiro, par 

exemple l’ensemble des nombres premiers.

Dans ce dernier cas, par l’intermédiaire d’une identité combinatoire (voir en annexe 

E), nous serons ramenés à l’étude de sommes de la forme:

XIe* H ambne(h{mny)
h m n

8
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Ces sommes sont généralement appelées sommes de type II lorsque am et bn sont des 

nombres complexes quelconques (de module <  1), alors qu’elles sont appelées sommes de 

type I lorsque am ou bn est une variable régulière.

Les sommes de type I sont en général considérées comme plus souples: on peut s’oc

cuper en premier de la sommation sur la variable régulière et lui appliquer la méthode 

traditionnelle de van der Corput (voir pax exemple les ouvrages récents [26] et [11], ou la 

référence classique [28]): formule de Poisson (voir annexe B) et paires d’exposants (voir 

annexe C). Remarquons d’autre paxt que les sommes de type I peuvent toujours être 

considérées comme étant de type II.

La méthode de van der Corput demeure pour l’instant incontournable lorsque l’on 

veut estimer une somme simple d’exponentielles. Par contre, pour majorer les sommes 

multiples d’exponentielles, on dispose depuis le célèbre travail de Bombieri et Iwaniec en 

1986 sur l’ordre de grandeur de la fonction £ de Riemann [4] d’un outil puissant: le double 

grand crible. Rappelons son énoncé sous la forme de la proposition 1 de [9] :

Proposition  1.1 Soient <f>r, xj)a des nombres complexes, et X  =  (xr), y  =  (ys) des suites 

finies de nombres réels tels que |xr| < X ,  |ya| < Y. On a alors:

9

avec:

BM{X,y)  =  '52J2<j>nl’,e{xrys)
r s

On voit que le double grand crible est d’un type très général, et qu’il permet de 

ramener l’estimation d’une somme multiple d’exponentielles à l’étude de deux problèmes 

d’espacement.

B X y |2 20 1 X Y B X Y BVyx \

BV- y X £
ly«! -y»21 X -1

V é»1

B4>X Y £
¡JTrj — X t2 Y -1

<t> <f>



Dans ce travail, nous utiliserons plusieurs fois le double grand crible, après, bien en

tendu, une préparation adéquate.

1.2 R ésu lta ts

Piatetski-Shapiro a montré que l’équivalence (1.1) était vraie pour 0 < c < y|, puis 

cet intervalle a été étendu plusieurs fois:

•  Piatetski-Shapiro [24] en 1953:

• Kolesnik [19] en 1972:

12
0 < c < — =  1-090909..

• Graham et Leitmann, indépendamment (non publié):

69
0 < c <  — =  1.112903...

62

• Heath-Brown [15] en 1983, en introduisant la méthode des petits intervalles et une 

identité combinatoire appropriée:

755
0 < c < —  =  1.140483...

662

• Kolesnik [20] en 1985 grâce à une meilleure paire d’exposants:

39
0 < c < — =  1.147058...

34

• Liu et Rivât [16] (indépendamment) en 1990, en introduisant l’utilisation du double 

grand crible:

0 < c <  =  1.153846... 
lo

Nous montrerons dans ce travail le

10

O < c <
10

9
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X
7Tc(x) ~  — --  X —* +00

c mx

Ce théorème est dû à l’introduction d’une paire d’exposants dans le traitement des sommes 

de type II, et à l’utilisation des conséquences du double grand crible (par exemple théorème

3 de [9]) pour le traitement des sommes de type I. Ces dernières imposaient la restriction 

finale dans le travail de Heath-Brown, qui pourtant exploitait à fond l’existence d’une 

variable régulière dans leur traitement. Nous améliorons ce traitement en utilisant le 

double grand crible et en traitant ces sommes de type I comme des sommes de type II, 

c’est-à-dire sans même utiliser la régularité, au point ” critique” qui bloquait Heath-Brown. 

Ceci illustre la supériorité du double grand crible qui est une méthode multidimentionnelle, 

sur une méthode unidimentionnelle même très sophistiquée. Remarquons de plus que 

l’on peut améliorer cette condition avec une paire d’exposants plus appropriée que l’on 

trouverait en appliquant l’algorithme de Graham à partir de la paire d’exposants (^  +  

e, | |  +  e) pour e assez petit, qui a été établie par Huxley et Watt [17], mais l’amélioration 

serait de toutes façons faible.

Devant la difficulté d’établir l’équivalence (1.1) sur un intervalle, on peut essayer de 

l’établir pour un ensemble de valeurs de c moins contraignant, et bien sûr plus ’’grand”. 

Deshouillers, dans sa Thèse [5], et dans [8], propose de démontrer le résultat pour presque 

tout c au sens de la mesure de Lebesgue. Il démontre (remarque VI.3 de [5]) que l’ensemble 

des c > 0 tels que ttc(x ) =  o(jf^) est de mesure nulle.

Pour établir l’équivalence, nous avons adopté une démarche plus classique: établir 

une majoration en moyenne quadratique, en déduire une sous-suite explicite vérifiant la 

propriété grâce au lemme de Borel - Cantelli, puis utiliser le théorème des accroissements 

finis pour conclure. Nous avons ainsi obtenu le théorème suivant, sans savoir qu’il avait 

déjà été démontré dans l’article injustement peu cité de Leitmann et Wolke [22]:

Théorème 1.3 Pour presque tout c de Vintervalle ]1,2[, au sens de la mesure de Le-

Théorème 1.2 Pour c <  H || =  1.15447001..., on a l ’équivalence:

11



besgue, on a l ’équivalence:

XC{X )  ~  —:------  X  —►  + 0 0
cm x

X

Notons que cette borne en 2, bien qu’elle apparaisse naturellement dans les calculs, 

semble assez étrange. Tenenbaum, très intrigué, a donné une autre démonstration du 

résultat précédant utilisant la formule de Plancherel, mais il a été lui aussi bloqué par la 

borne au point 2.

Contrairement à la démonstration de Leitmann et Wolke qui traitait directement le cas 

des nombres premiers, notre approche montre que le théorème précédent résulte en fait 

d’un théorème plus général dans lequel l’ensemble des nombres premiers ne joue aucun 

rôle, et donne de plus explicitement un terme d’erreur exploitable.

Théorèm e 1.4 Soit A  un ensemble de nombres entiers, a désigne un élément de A. 

On note A c(x) =  # {n  <  x | [rcc] € A}, et A(x) =  A\{x), a  désigne un réel positif 

vérifiant A(x) <C xa, alors pour presque tout c de l ’intervalle ]1, 2[, au sens de la mesure 

de Lebesgue, on a:

A c(x) =  c-1 YL a_1+c_1 +  Oc,s{xx~s)
a < X c

pour:

* € ]0, ± - f [

En outre, ce théorème a pour conséquence intéressante de nous permettre d’étudier un pro

blème de Piatetski-Shapiro multidimentionnel: pour quelles valeurs de (c i ,__, c/) l’équa

tion

P =  [«?] =  [«?] =  ••• =  [nf]

a-t-elle le bon nombre de solutions?

Nous démontrons le

12



Théorème 1.5 Soit k £ N*. Pour presque tout k-uplet (c j,. . . ,  c*) satisfaisant pour i =  

1 ̂  ̂ »

-  1 n 1 r 1 1 1 r 1 1 w
7i - c , €J 100V  +  (* +  9 )r ’ 100( i2 (t +  9)!

on a pour tout 6k €]0, ^  — 1+'11 + ,+^ -i ~(*~]) ̂  l ’égatité:

£  i = ' » - n E f 1,+^ ‘' ‘ + o ,„ i ,A (* '(1-w )
P<* p<X

p=[nj1]=*-[n£fc]

Remarquons que l’on peut, quitte à modifier C2, . . . ,  c„, obtenir un résultat du même genre 

en appliquant comme premier pas de l’itération le théorème habituel de Piatetski-Shapiro,

ce qui nous permet de choisir C\ dans l’intervalle 0 <  c <  =  1.15447001__

Une autre possibilité pour améliorer l’intervalle 0 <  c <  | | | |  =  1.15447001... est de 

réduire notre exigence, c’est-à-dire de prouver la minoration 7rc(x ) ^  ïïfï’ au lieude (1*1)- 

Nous avons obtenu, en utilisant le crible linéaire de Rosser - Iwaniec, le

Théorème 1.6 Pour c <  |  =  1.1666666..., on a la minoration:

/  X x
Kc(x) > c  i—  mx

Le crible linéaire ne permettant jamais, seul de détecter des nombres premiers, nous avons 

dû recourir à l’identité de Buchstab, introduisant ainsi un autre terme, qui heureusement 

peut être traité sans recours au crible. D’autre part, bien entendu, le crible linéaire nous 

ramène à un problème de majoration de sommes multiples d’exponentielles. Pour démon

trer ce théorème, nous avons dû revenir à la construction des coefficients bien factorisables 

pour gagner davantage de souplesse dans les formes multilinéaires. La borne |  apparaît 

comme une limite combinatoire imposée par la construction, au vu des intervalles sur 

lesquels on sait majorer les sommes d’exponentielles qui interviennent.

D’autres problèmes viennent se greffer au problème de Piatetski-Shapiro tout naturel

lement. Il en est ainsi de l’étude de la partie fractionnaire de pd, pour 0 < 1, car on a la 

caractérisation, pour 0 <  S <  1:

{n*} < 6^ = >  [n0] -  [n* -  S] =  1

13
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qui ressemble beaucoup à la caractérisation des nombres de Piatetski-Shapiro et qui de 

la même manière permet de se ramener à des techniques de sommes d’exponentielles. On 

peut démontrer ainsi le:

Théorèm e 1.7 Soient 0 < 0 <  1 ei e > 0. On a l ’égalité:

# { p < x  | {pe} <  6} =  Sx(x) +  O e ^ x ^ 1- 6' ^ ' 3̂  +  Sx1'*) 

uniformément pour 0 <  6 <  1.

Ce théorème s’apparente au résultat de Balog [1]. De même que Balog, on en déduit le 

Corollaire 1.8  Soit 0 < 9 <  1. Alors on a:

#{P  <  x I {P°} < 6} =  S t(x )(1 +  0 (x~e))

uniformément pour

S >  a;-min(i>1f 2>i)+3e

La preuve de Balog utilisait des techniques d’analyse complexe, l’équation fonctionnelle 

approchée de £, des théorèmes de valeur moyenne... La démonstration ici est très simple 

puisqu’il suffit, après une transformation classique de l’étude en un problème de sommes 

d’exponentielles, d’appliquer le double grand crible. En particulier, nous n’utilisons pas 

du tout d’analyse complexe. Notons que dans un article paru très récemment, Harman 

donne une amélioration (théorèmes 3 et 4 de [13]) du théorème précédent pour les valeurs

0 < 0 <  §, grâce à des résultats sophistiqués sur la fonction £. Remarquons enfin que notre 

démarche élémentaire nous permet non seulement d’étudier {p°} < S, mais également 

d’autres problèmes similaires, comme par exemple {{pipi)9} < S.

Deshouillers, dans sa Thèse [5], et dans [7] (voir aussi [6]), étudie le nombre de re

présentations RC(N) d’un entier naturel N  sous la forme N  =  [nj] +  [n ]̂. Il donne une 

minoration pour c <  |  dans ce problème binaire. Nous donnerons l’équivalence:

14



Théorème 1.9 Pour 1 < c < | ,  7  =  on a, pour N  —► + 00, et tout e >  0 suffisamment 

petit:

RC(N) =  72£ ( 7 , 7 )J\r2'*-1 +  Oe(N2'y~1~e)

La difficulté de ce théorème provient du fait qu’après transformation de l’étude en un 

problème de majoration de sommes d’exponentielles, on doit être capable de majorer un 

produit de deux séries de Fourier. Un terme typique est:

£  e (M 7 +  h2(N  -  n y )
n~N o

où h\ et h2 proviennent chacun d’un développement en série de Fourier, et peuvent éven

tuellement être de signes différents, ce qui exclus de pouvoir utiliser directement la théorie 

des paires d’exposants (voir en annexe C), cax si hih2 < 0 , on n’est pas assuré que les 

dérivées de tous ordres de la fonction:

x — ► hj*» +  h2(N  -  x y

conserve un signe constant sur l’intervalle [iVo,2JV0], cela dépend de la parité de l’ordre 

de dérivation. Ceci nous oblige à un traitement spécifique de ces sommes d’exponentielles 

par le théorème suivant qui est la clé de la démonstration:

Théorème 1.10  Soient u et v G [0, 1], hi et h2 G Z*. Soient 1 <  TVq < y .  On pose:

Fhuhtin) =  hx{n +  u)7 +  h2(N  -  n +  v)7

• Si h\h2 >  0 alors

Y ,  e (JW n)) «  (IftiW 1 + MAP-* + l ) ( l * iW  + MAP"1)-* +
n ~ N o

• Si h\h2 <  0 alors

£  + |fcj|An-* + l)(\h1\N3-3 + \h2\N-'-3) - l>+lnN
n~N o

15
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Balog et Friedlander [3] ont démontré récemment un théorème hybride entre le théo

rème de Vinogradov et celui de Piatetski-Shapiro, dont nous donnons l’amélioration sui

vante:

Théorèm e 1.11 Soit c <  ^ff =  1.05851__  Tout entier naturel N  impair assez grand

s ’écrit comme somme de trois nombres premiers de la forme [rac].

L’intervalle correspondant dans la preuve de Balog et Friedlander était c < =  1.05.

Notre approche est identique pour ramener le problème à l’étude de sommes de type

I et de sommes de type II:

S ( a , j ;H ,M ,N )  =  ehambne(amn  +  h{mny)
h~H  m ~ M n„MÎL

m

mais le traitement des sommes de type I est différent: nous ne choisissons pas la même 

vaxiable pour appliquer la formule sommatoire de Poisson, ce qui nous permet ensuite 

d’utiliser une paire d’exposants, ce qui n’était pas possible par la méthode utilisée par 

Balog et Friedlander.

16
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Chapitre 2

Théorèmes de sommes 
d’exponentielles

Dans ce chapitre nous regroupons différentes majorations de sommes d’exponentielles 

d’une forme particulière qui sont la clé de plusieurs questions traitées dans cette thèse, et 

qui apparaissent naturellement dans la plupart des problèmes liés à l’étude de la suite de 

Piatetski-Shapiro.

Soient a  G [0, l]/y G]0,1[, H,M ,N  >  1 et £fc,om,6n des nombres complexes de module 

au plus égal à 1.

On pose:

=  5 3  X ) 5Z ehambne(amn +h(mny)  (2.1)
h~H  m ~M  nr^MJL

Tft

Les premiers résultats relèvent de méthodes traditionnelles de sommes d’exponen

tielles. Les trois derniers résultats sont des conséquences du double grand crible en di

mension 1: seul, combiné avec le shift de Weyl- van der Corput, et combiné avec la formule 

sommatoire de Poisson et le shift de Weyl - van der Corput.

2 . 1  La m éthode des p e tits  intervalles

Nous allons donner une légère amélioration du traitement par la méthode des petits 

intervalles des sommes de type II fourni par Heath-Brown [15], grâce à l’utilisation d’une 

paire d’exposants.
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Nous supposerons ici que a  =  0. 

Définissons pour 1 <  q\ <  Q:

Sqi =  #{(n ,fc) € IN2 | 4HN'f{q1 -  1 )Q~1 <  hn> <  AHN'1q1Q~x}

Grâce à l’introduction de l’ensemble Sqi, avant d’appliquer Cauchy-Schwarz, nous 

avons un bon contrôle de l’ordre de grandeur de hinx1 — ce qui augmente l’efficacité

de la théorie des paires d’exposants.

S (0 ,r ,H ,M ,N )2 C Q M  E E E l E ' ( ( M r - W K ) |
1 < 9 1 < 0  ( n i , h i ) € 5 tt  (n 2 ,A2 ) € 5 n  m g i

où I  est un intervalle dépendant de ni, n2-

Soit (p , q) une paire d’exposants. On applique maintenant le lemme D. 1 à la sommation 

en m, et on regroupe tous les Sqi, d’où l’estimation:

5 (0 ,7 ; H, M, N)2 <  QM  £  £  £  min (Ai, |A|- 1Àf1_'7 +  |A|pM^Y-1)p+9) (2.2)
l < q i < Q  h \ ih.2es*H n i ,n 2 ~ iv

où A =  (hiTii* — hin^1) vérifie |A| < 4HN^Q 1.

Pour évaluer le nombre de solutions de l’inégalité précédente, nous utilisons le résultat 

classique suivant (lemme 1 de [9] par exemple), qui évalue le nombre de solutions de cette 

dernière inégalité:

Lemme 2.1 Soient a/3 ^  0, A > 0, Ai >  1 e i J V > l .  Soit *4(Af, N\ A) le nombre de 

quadruplets (mi ,m2, n i ,n2) tels que:

A

avec M  <  mi, m2 < 2M et N  < n i ,n2 < 2TV. On a alors:

A(M, iV; A) < at/? MiV In 2MJV +  AM2 JV2

Suivant les valeurs de A, la valeur du minimum apparaissant dans (2.2) prend une 

expression différente, ce qui nous conduit à distinguer |A| <  M -7  et |A| > M~y.
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Dans ce dernier cas nous effectuons un découpage dyadique de l’intervalle:

Nous en déduisons l’estimation:

5 (0 ,7 ; H , M, NY  <  (7\ +  T2 +  r 3) ln 2HMN

où T\ représente les termes |A| <  M -7 , T2 la contribution de |À|- 1M1_'r et T3 la contri

bution de |À|pÀf(7-1)p+g dans le cas où |A| > M -7 :

Ti =  QM \H N  +  HM-^N2~^)hi2HN

T2 =  QM 2"7 max (A- 1(iT/V +  AÆ7V2”7) In 2HN)

H N 't , H2N 2
T3 =  QM(—pr—)pM^t~1̂p+q(HN  H---- ——) In 2HN

Q Q

Remarquons que T\ =  T2.

D’autre part, en supposant N  <C (MTV)7 et Q <C iïTV, les expressions de 7\ et T3 se 

simplifient:

Tx <  HQ(MN)2N~l In 2HN  

T3 <  Q -pH2+p(MN)1+'yp+q~pN 1+p~9 \n2HN

On choisit:
„  1 , rl.+7P+a.-7f a+p-?
Q =  l  +  H(MN) *+p N  !+*>

le 1 servant à assurer Q >  1, et l’autre terme permettant d’égaliser les contributions de 

Tx et T3.

La condition Q <C équivaut à:

N1-9 <  (AfiV)1- 9+p(1-7^

ce qui est toujours vrai. 

On en déduit le:
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Théorème 2.2 Sous la condition N  <C (MN)'y, on a Vestimation:

1 1 l + *YP+<7+P 1 —Q
5 (0 ,7 ; H,M, N) <  (H*(MN)N~s +  H (MN) \n2HMN

valable pour toute paire d ’exposants (p,q ).

2.2 Shift et paires d ’exposants

Nous allons ici donner une estimation de 5 (0 ,7 ; / i ,  M, N)  en nous inspirant de la 

méthode de Heath-Brown pour traiter les sommes de type I.

Nous supposons bn =  1.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a:

S (a , r ,H ,M ,N )2 <  HM  £  £  | £  e(amn +  h (m ny )\2
h~H  m ~M  n„M K

tn

Nous appliquons maintenant l’inégalité de Weyl - van der Corput sous la forme du 

lemme A .l.

Soit 1 <  Q0 <  f .

On note t(n, q) =  (n -f q)*1 — (n — q)y.

On a l’estimation:

s  ( a ,  7 ; H , M , N ) 2 <  ~ ~  X  X  J 2  e {2 a q m  +  h rn< t{n ,q ))
h~H m~M \q\<Qo M2L<n-q ,n + q < 2 ^

En effectuant un découpage dyadique de l’intervalle de sommation sur q, on obtient:

„  B,  ^ HMN  , H M N \ n 2 N 1 
S {a ,r ,H ,M ,N )  <  — — + (------ pr--------) 2 (,.£&& T (^ ) )2

Q 0 2 vo i<Q<Qo

ou:

r ( Q ) = X  X X  X  e(2aqm +  hm ,t(n,q))
h~H  m ~M  q~Q M K <n _-q n+ g< 2M*L

m  m

Soient M <  Mi(n,q) < M2(n,q) <  2M.
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Par la formule sommatoire de Poisson (voir en Annexe l’égalité B.2):

TI e(2aqm  +  hmP't^n, g)) =
Mi (n,g)<m<M3 (n,q)

e( ~ b  cÀ l ) ( ht{ni q))2(1-',> |u -  2aq \^ Ê e (c2(nf)(ht(n,q))T̂ ( v  -  2a q ) ^ )
°  v € /

+  0(ln2#Af7V  +  (ht(n,q)M'1~2)~*)

où:

/  =  [2aq +  'yht(ni q)Mx(n, g)7- 1, 2aq +  7 /ii(ra, q)M2(n, g)7-1]

Remarquons que:

u -  2aq x  QH {M N f - x

Par conséquent les ordres de grandeur de tous les termes de l’expression précédente 

sont bien déterminés, en particulier celui à l’intérieur de l’exponentielle complexe. Pour 

chaque q, v, les conditions de sommation sur n et v définissent un intervalle en n, ce 

qui nous autorise à intervertir les sommations. Cela nous permet d’appliquer une paire 

d’exposants à la sommation en n, dans le cas où la dérivée en n est >  1 sur tout l’intervalle 

de sommation en n. Dans l’autre cas, on applique la formule sommatoire de Poisson, ce 

qui nous donne 0 (1) intégrales trigonométriques que l’on peut majorer par l’inverse de la 

dérivée.

On a:

— ((¿< (ra ,ç ))^ (v  -  2a q ) ^ )  x  QH{MN)'1N~2

Donc:

T(Q) <  Q H iQ H iM N y - ' X Q H N ^ t ^ iQ H iM N y - 1) * ^  

((QH (MNyN~2)pN q +  {QH {MNyN~  2)_1)

+ QHN ln2HMN

< (QH)ï+p(MNy (p+1î)N q- 2p- *  + {Q H ) * (M N ) - ÏN Î
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+  QHN \n2HMN  +  {QH)*{MN)X~1 N*

On constate dans cette expression que le quatrième terme domine le deuxième, d’où 

l’estimation:

r,, rr w  HMN  ,HMN\a .2N  . t 3 + n /w , n^ o4. iu ,» -2„ -i 
S (a ,r ,H ,M ,N )  <  -----— +  (------ ----------) 2((QH)*+p(M N y {p+2>Nq 2p *

Qo2 Qo
+  (QH)Ï(MN)-ÏN%

+  QHN ln 2HMN  

+  (QH )î(MN )1- lN * )

ce qui revient à:

„  . , HMN  . _ 1±2£ 54-2P . . 3+-rf2p+Q 2a — 4p— 1 

S{a,7\H,MyN) <  ----- 1— h ( Q o  H  * (M N ) * N *
Qo2

+  H (MN )*N 5 ln 2t f  A/W 

+  Qô* H*(MN)l~ l N * )ln2N

On introduit une variable H' >  H  dont l’utilité sera expliquée plus loin.

Pour H' >  H, on peut remplacer H  par H' dans les expressions précédentes.

Les deux termes principaux de la dernière estimation de S (a, 7 ; H , M, N)  sont les deux 

premiers termes. Nous allons donc choisir Qo de manière à rendre égaux ces deux termes.

_ 2p+l 2— “y(2p+l) 4p+l-2<ï

Qo =  1 +  H'~ 2"+3 (MN)  ¿+3

Nous sommes maintenant en mesure d’expliquer la présence de H': dans les applica

tions, on risque d’être gêné par les petites valeurs de H  (que nous aurons à considérer au 

début d’un développement en série de Fourier), pour lesquelles la condition:

,,-=£±1 , ,  , A,x2z2Î2£±n ..i£±1̂ 2a  ̂ N  
H 2f>+3(MN) 2p+3 N  2p+3 <  —

pourrait ne pas être vérifiée.

On peut donc énoncer le:
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Théorème 2.3 Soit (p ,q ) une paire d ’exposants telle que 4p+  1 — 2q > 0, et H' >  H tel 

que:
. 2 p + l  2— r (2 p + l )  4 o + l—2<r

H  2 p+ 3  ( M N )  ~ 2 p + 3  2 ÿ + 3  <  i v

on a alors, pour tout 7/ >  0 suffisamment petit, l ’estimation:

6p+ 7  - r f2 p + l )+ 4 p + 4  4p+ l-2< y

(M N )-r>S{ct,r,H ,M ,N) < „  H (MN )^ * p + * ~  N  «p+s

+  H \MN ) *N 2
. 4p -f5 , . 4 p + 5—-y i  +

2.3 D oub le  grand crib le

On suppose dans ce paragraphe que a  =  0.

La formule de Perron (voir le lemme A.2 en annexe) nous permet immédiatement de 

séparer les variables m et n de leur condition multiplicative.

Le double grand crible en dimension 1 peut s’exprimer sous la forme de la proposition

1 de [9]:

Proposition  2.4 Soient <f>r, if)8 des nombres complexes, et X  =  (arr), y  =  (ys) des suites 

finies de nombres réels tels que |a:P| <  X ,  |ya| <  Y. On a alors:

\B^(X,y)\2 < 20(1 + XY)Bt (X,Y)Bi(y,X)

avec:

B *A * ,y )  = E E W 'M  
b a x , y ) =  £  |ÿr, ^ |

\xrl - T r 2 \< y~ '1

B*(y,x) = E  1&.1U

Cette proposition permet de démontrer le théorème 2 de [9]:
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Théorème 2.5 Soient aij ^  0, Mj >  1 pour j  =  1 ,2,3,4, x >  0, et 4>mim2tâmatm des 

nombres complexes tels que \<f>mxm.2 \ <  1» |0rn3m41 < 1. On a alors:

171°* 771er2 Tïî  771014
Sfafif^Àfh M 21 -W4)  ̂v  ^ 1  m2̂ m31 7 1 4^ M ai M a2M a3 M a* ̂

<  ((xMiM2M3M4)ï  +

+  (MlM2)2M3M4 +  x~% M1M2M3M4) ln 2M1M2M3M4

On majore 5 (0 ,7 ; i ï ,  M, iV) en utilisant ce théorème avec le choix de paramètres Mi =  

i / ,  M2 =  M, À/3 =  iV, M4 =  1 et x — HM'1N'1y on obtient le:

Théorème 2.6  On a l ’estimation:

S (0 ,r ,H ,M yN) <  (tf(MJV)1̂  +  (HMN)N~*

+  (HMN )lN *  +  H ï(M N )1~ l) \n 2HMN

2 .4  Sh ift e t  d oub le  grand  cr ib le

On suppose dans ce paragraphe que a  =  0.

La formule de Perron (voir le lemme A .2 en annexe) nous permet immédiatement de 

séparer les variables m et n de leur condition multiplicative.

Nous allons maintenant énoncer le théorème 3 de [9] dont la preuve consiste à effectuer 

un shift de Weyl - van der Corput en n puis à majorer la somme obtenue grâce à la formule 

du double grand crible en dimension 1, donnée par la proposition 2.4.

Théorème 2.7 Soient a ,a i ,012 des constantes réelles telles que a  /  1 et eta\ct2 ^  0. 

Soient M ,M \,M 2,x  > et <f>m>‘il>m1m2 des nombres complexes tels que \<f>m \ < 1, \4>m1m2\ < 
1. On a alors:

S<j,t̂ (M, M \,M 2) =  E  V’mimîe (z MaMai M“2 )

<  (x*M%(M\M2)* +M™MiM2

+  M(MiM2)« +  x -*M ^M 1M2)(ln2MM 1M2)2
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Rappelons la preuve de Fouvry et Iwaniec. 

D’après le lemme A .l, on a:

pour tout Q <  I et un certain Qo < Q, avec

sm -  E ( 1 - | ) E
q~Q o  ^  m  m l m 2 1V11 1V12

et

t(m, q) =  (m +  9)" — (m — ç)a ~  QqM0-1 

On applique le lemme 2.4 et on obtient:

S(Q0) «  (ABxQ0M~x)*

où A  est le nombre de quadruplets (m i,m2,fh i,m2) tels que:

Krh\ \  «1 / W 2 \ « 2 i

mi ' 'm 2' I 

et B le nombre de quadruplets (m, m, q, <7) tels que:

It(m,q) — t(rh,q)| <C x^xM a

Le lemme d’espacement permettant de majorer A  est le lemme 2 .1, tandis que le 

difficile problème d’espacement permettant de majorer B est donné par la proposition 2 

de [9]:

Proposition  2.8  Soit B(M,Q,  A) le nombre de quadruplets (m, m, q, q), avec M  < m  < 

2M, Q <  q < 2Q et 3Q < M, tels que:

It(m, q) — t(m, g)| AQMa~l

2

alors si Q <  M 3 on a:

B(M, Q ,A )  < a (MQ  +  AM2Q2 +  M~2Q6){In 2M f
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