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Introduction

La géométrie de contact a connu un regain d’intérét ces derniéres années. De nouvelles
théories se sont en effet développées rapidement permettant une investigation de plus en
plus poussée de cette géométrie. Il en est ainsi des notions de capacités symplectiques,
de courbes pseudoholomorphes et de structure de contact tordues.

D’un point de vue plus élémentaire, cette thése s’attache & définir et utiliser des
notions de formes différentielles, de laplaciens et de courbure “adaptées” a la géométrie
de contact.

Pour préciser ceci, considérons les groupes de Lie les plus “simples” munis d’une
structure de contact naturelle : les groupes de Heisenberg. Ils possédent une famille de
dilatations agissant, de fagon non isotrope, par des homothéties de rapport A sur le champ
de contact Q et A? suivant le centre T. Celles-ci induisent en particulier des changements
de métriques invariantes par translations de g = gg + gr en gx = Ago + A%gr ol A est
constant. Nous remarquons, dans la premiere partie de cette thése, que la condition de
cofermeture des formes, au sens du complexe de De Rham, n’est pas invariante sous les
changements d’échelle A. Ceci se produit car la différentielle extérieure est un opérateur
isotrope, meélant sans distinction des dérivations suivant (), de poids un, et transverses
de poids deux.

Pour y remédier, nous construisons sur les variétés de contact un complexe de formes
différentielles “modulo formes de contact” possédant, lui, la bonne homogénéité. Nous
montrons ensuite qu’il est localement exact. Sa cohomologie coincide alors avec celle de
De Rham de la variété.

L’étape classique suivante consiste & étudier les laplaciens issus de ce complexe.
Ici, les calculs se compliquent car, contrairement a leurs homologues riemanniens, ces
laplaciens ne sont pas scalaires modulo des termes d’ordre inférieur (excepté en dimension
3). De plus, en degrés moitiés, ces opérateurs sont d’ordre 4. Nous montrons malgré
tout qu’ils possédent une régularité analytique : ’hypoellipticité maximale (¢f. [5]). Cela
nous permet alors de‘disposer des résultats usuels de représentation harmonique de la
cohomologie.

Pierre Julg et Gennadi Kasparov ont utilisé de maniére inattendue ce “complexe de
contact” et sa jauge hypoelliptique dans leur étude de la K-théorie bivariante du groupe
SU(n,1), voir [6] et [7]. En quelques mots, ’espace symétrique associé a ce groupe, noté
H™ se plonge holomorphiquement dans la boule unité de €™. Son bord a I’co est alors
muni de structures C.R et de contact induites par ’action de J sur la sphére unité de C™.
Pierre Julg montre que les formes harmoniques L? de H™ possédent une “limite au bord”
vivant précisément dans le sous-espace des formes différentielles pris en compte par le
complexe de contact. Cette forme étant de plus fermée, le choix d’un “bon” représentant
dont elle dérive se fait alors par la condition de jauge hypoelliptique étudiée. Si on note
que des sphéres concentriques de H™ sont munies d’une famille de métriques explosant
asymptotiquement & 1’co comme les gx, A — oo décrits plus haut, I'utilisation d’une
condition de jauge invariante par ces changements d’échelle apparait finalement assez
naturelle.
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Décrivons maintenant ’application du complexe de contact proposée en deuxieme
partie de cette these. Il s’agit de rechercher des conditions d’annulation de la cohomologie -
en utilisant des formules “4 la Weitzenbock”, liant les laplaciens issus du complexe de
contact avec une connexion et sa courbure.

De nouveau ici, nous commengons par choisir une connexion “adaptée” a la structure
de contact, c’est & dire invariante sous les changements de métriques définis ci-dessus.
Une telle construction a déja été développée par Wester, Stanton et Tanaka dans le cadre
de la géométrie pseudohermitienne (cf. [8], [12] et [13]). Celle-ci consiste en la donnée
d’une forme de contact 8 et d’une structure complexe J définie sur le champ de contact
Q telle que :

i) J est intégrable au sens de Frobénius,
ii) la forme quadratique gg: X — df(X, JX) est définie positive en restriction sur Q.

La connexion pseudohermitienne V utilisée est en fait I'unique connexion préservant gg,
0, J et dont la forme de torsion est d’un type donné.

Nous pouvons alors énoncer, sur les variétés pseudohermitiennes M de dim 2n+1, des
critéres d’annulation de H¥(M, IR) pour k # n et n+1 sous une hypothese de “positivité”
de la courbure de V. Lorsque k = 1, cette condition s’exprime par :

(R2X,X) > K(n)|(R1X,X)| pour tout X € @,

ou R, s’assimile au “tenseur de Ricci” de V suivant le champ de contact Q, et
R, = —%ﬁTJ , désigne la dérivée de Lie de la structure complexe J suivant le champ
de Reeb T, transverse, associé a 6.

Il est important de souligner ici que les laplaciens utilisés pour obtenir ces critéres
sont des opérateurs différentiels du second ordre suivant Q. Les formules de Weitzenbock
associées font alors naturellement appel & des éléments de courbure, R, et R;, qui sont
des invariants différentiels de gg et J, également du second ordre suivant Q.

Je ne sais pas obtenir de critére d’annulation général en degrés n et n + 1, car
les laplaciens de contact mis en jeu sont d’ordre 4. En dimension 3 cependant, on
montre, en étudiant une racine carrée du laplacien de contact ainsi que des opérateurs
supplémentaires du 3°™¢ ordre, que H'(M, IR) = 0 si la courbure vérifie la condition de
degré 3 :

VX € Qdenorme 1, (R:X,X)> K |Ry|| +K'||VoR:|*?® .

Nous retrouvons ensuite les cas limites R > 0 = R; de ces théorémes d’annulation
dans le cadre de la géométrie riemmannienne. En effet, lorsque R; = 0 le champ T
engendre sur M un flot transverse qui respecte la structure pseudohermitienne. Nous
nous plagons sous ’hypothése que ’espace des orbites de ce flot est une variété N lisse,
héritant ainsi d’une structure kahlérienne induite. Nous pouvons alors montrer, d’une
part, que la cohomologie primitive de N en degré k < n s’identifie par relevement a celle
de M, et d’autre part, (pour k¥ = 1) que la courbure R; se projette bien sur le tenseur
de Ricci de la connexion de Levi-Civita de N.
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Dans le cas général Ry # 0, cette interprétation n’est plus valable. Nous voulons
cependant comparer les criteres d’annulation obtenus ici avec celui, bien connu en.
géométrie riemannienne, portant sur la courbure de Ricci de la connexion de Levi-Civita.
Pour cela, nous exprimons Ricci®®(gxg) en fonction de la courbure pseudohermitienne.
En fait, RicciL'C(g,\o) se développe comme un polynéme en A dont les coefficients sont
des composantes homogenes de la courbure pseudohermitienne. Nous pouvons alors
montrer que si il existe A tel que Ricci®®(gag) > 0 alors K (R2X,X) domine || Ry ||,
la trace ((Trq(V. R1)X, X), ainsi que la composante de poids 4 : ((V7R;1)X, X). Cette
condition d’annulation est donc plus contraignante que celles obtenues en géométrie
pseudohermitienne.

Enfin, dans un dernier paragraphe, nous exprimons en dimension 3 les équations des
géodésiques de Carnot-Carathéodory ainsi que leurs variations a 1’aide de la connexion
pseudohermitienne. Nous en déduisons un critére de compacité de la variété sous une
hypothese de positivité de la courbure. Cette fois la condition obtenue est de méme
force, ordre 4, que celle portant sur la courbure de Ricci de la connexion de Levi-Civita.
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Premiere partie

Un complexe de De Rham homogeéne
sur les variétés de contact

1 - Groupes de Heisenberg et complexe de De Rham.

Commencons par décrire les groupes de Heisenberg. Ils nous serviront de modele
géométrique local dans toute la suite.

On appelle groupe de Heisenberg de dimension 2n + 1, le groupe de Lie Hy,4; dont
I'algebre de Lie est engendrée par X;, Y; pour 1 < 7 < n, et T avec les relations
[Yi, Xi] = T pour 1 <17 < n, les autres crochets étant nuls.

On considére le sous fibré en hyperplans @) € THp41 engendrés par les X;, Y; et
notons 6 la 1-forme telle que ;g = 0 et 6(T) = 1. On vérifie que df[q est une forme
symplectique. Q s’appelle alors une structure de contact sur Hap41, la forme 6 partout
non nulle étant une forme de contact associée.

On munit dans la suite H2,41 de la métrique riemannienne invariante par translation
telle que la famille {X;,Y;, T} soit orthonormée, et on y considére le complexe de De
Rham des formes différentielles, ainsi que son adjoint pour la métrique choisie. Il y a sur
Hspn+1 une famille {hx}rer d’automorphismes de groupe agissant au niveau de l’algebre
de Lie comme des homothéties de rapport A sur Q et A? suivant T.

Nous allons voir que le complexe de De Rham n’a pas la bonne homogénéité par
rapport a ces dilatations naturelles de Ho,+1. En effet, soit o une 1-forme cofermée de
Hj,41. Cela signifie en notant § 'opérateur de codifférentiation que éa = 0 s.e. :

n
o= (Xia(Xi) +Yia(Ys)) + T.a(T) =0
i=1
(Remarque : Pexpression ci-dessus pour § est corvecte car X;, Y; et T engendrent des
géodésiques comme nous le verrons plus loin.)
Cependant, les 1-formes hia “homothétiques” de a ne sont plus cofermées en général
car nous avons :

§(hja) = XY (Xi.a(X:) + Yia(¥s)) + N T.o(T)
=1
En quelque sorte, la composante en T de a rompt ’homogénéité de 6.

On considére ensuite une fonction f sur Han41 telle que dfjg = 0. Comme [X1,Y1] =T
on trouve que : T.f = 0, et finalement f est constante. Par conséquent, nous n’avons pas
besoin de connaitre la composante en T de df.

La recherche d’une condition de jauge homogéne nous conduit donc a définir un

complexe de formes différentielles qui travaille “modulo 6” (et par conséquent aussi
“modulo d8”).
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2 - Description du complexe de contact.

Soit M une variété de dimension 2n+1 munie d’une structure de contact ; c’est a dire
d’un sous fibré en hyperplans Q de TM tel qu’il existe une 1-forme 6 définie sur M avec :
ker§ = Q, et df;g non dégénérée. Une telle forme s’appelle forme de contact.

Posons Q* Dalgebre graduée des formes différentielles sur M. On note Z* I’idéal
différentiel engendré par 6, soit :

I*"={0AB+dONY|B,y€Q}

Soit J* I’annulateur de Z*, c’est a dire :

TJ*={ae*|0Aa=dIAa=0}

I* et J* sont clairement indépendants de la forme de contact 6 choisie (z.e. en remplagant
6 par f6) et stables par la différentielle extérieure d. On consideére alors les complexes
induits par le complexe de De Rham sur Q*/I* et J*. Notons dg les opérateurs de
différentiation induits par d.

Comme df[q est une forme symplectique, on sait pur un lemme d’algebre bien connu
en géométrie kahlérienne (cf. Weil [14]) que I’application :
L:AFQ* — AFF2Q*
de multiplication extérieure par df est injective pour k < n—1 et surjective pour k > n—1.
Il en résulte que Q*/ZF = {0} pour E>n+1et J¥ = {0} pour k < n, c’est & dire

que nos deux complexes mdults n’en sont que des moitiés. Nous les unissons de la fagon
suivante :

Proposition. Il existe un opérateur différentiel linéaire du second ordre

D:qQ™/1" gt
tel que : .
0—R—C®(M)2201 71 8, 2e,qngn D, gri1 2o, gnt2 do, o, gant1 g
soit une résolution des constantes. La cohomologie de ce complexe coincide donc avec la

cohomologie de De Rham de M.

Pour construire D, nous commencgons par définir un relévement
D: Q*"/{OAa| aGQ"'l} ~ A"Q* — J"t! de la facon suivante :

Lemme. Soit a € A"Q*, il existe un unique relévement & de a dans Q" tel que
da € J™*1. On pose alors Da = da.

Démonstration. - Si & est un relevement quelconque de «, on cherche un A€ A7 1Q*
tel que & = & + 6 A B vérifie § Ada = 0, soit : (da+ db A B)q =0
Cela est possible de fagon unique car 'opérateur L défini ci-dessus est un isomorphisme
en degré n — 1.
Comme on a aussi : dd A d& = d( A d&) = 0, on a bien finalement da € J™*!. O
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On montre maintenant que D passe au quotient en D défini sur Qr/I™ ~ A"Q*/{dOA
BB € Q" 2}. En effet, soit : dd AB la projection de df A B dans A"Q. On a :
dddAB—-—0AdB) =0 € T dou, dd A B — 0 A dB est le relevement cherché de
dO A B dans Q" et alors : D(dGA B) = d(d9 A B — 6 AdB) = 0. D passe bien au quotient
en D.

On note que D est un opérateur du second ordre en dérivées suivant Q, un pour
I'opération de relevement suivi d’une différentiation de la forme trouvée. Les opérateurs
dq eux, sont d’ordre un toujours uniquement en dérivée dans les directions horizontales.
De plus, par construction, D ainsi que les autres opérateurs dg ne dépendent que de la
structure de contact Q et non du choix de la forme de contact 8 choisie.

Démontrons maintenant ’exactitude locale du complexe construit.

i) - Soit a € Q% /T* telle que dga = 0. Cela signifie qu’il existe un relévement & de a
dans QF tel que d& = A B+ dO Ay € T9H! d’ot :

d(&—0AY)=60AB+dOAY—dIAY+OAdy
=0 A (B+dy) ’

avec @ — 0 A vy un autre relevement de a. On s’est donc ramené a : da = 6 A 3.

On différentie : 0 = dé A B+ 6 A dS.

D’ot, en restriction sur Q : ddABq = L(Brq) = 0, et par I'injectivité de L pour k < n—1,
ona: fBrg=0.

On peut donc écrire B = 6 A §, et on obtient alors : d& = 8 A f = 0. Il existe donc
localement p € Q%=1 tel que : & = dp.

En projetant u en i € Q%~1/Z*=! on obtient finalement : o = dgfi, ce qui montre
I’exactitude locale en degré k < n — 1.

ii) - Soit a € T¥ telle que an(ﬁ da) = 0, alors localement il existe § € QF-1 telle
que : a = df.
On écrit B = 6§ A v+ df A p par surjectivité de L en degré k —3>n—1,1.e. k > n+
d’ou : :
B—d@Ap)=0Ay+dIAp—dOAp+0Adu
B =0NA(y+ap)

avec:df' =df=aet NS =0

Enfin,ona:d0AB =d@AB)+0AdB =d0+6Aa=0cara € Tk, et finalement :
B' € JF1. Cest 'exactitude locale en degré k > n + 2. Il nous reste a la vérifier aux
degrés n et n+1.

iii) - En degré n. Soit a € Q" /I™ telle que Da = 0. Alors par définition il existe un
relevement & de o tel que : da = 0. 1l existe donc B € Q"1 tel que & = dp, et par
projection de f : a = dgp.

iv) - En degré n+1. Soit « € telle que dga(= da) = 0. Alors localement, il existe
B € Q" telle que a = dB € J™*! et par projection : @ = D(B). O

Le complexe de contact nous propose bien un substitut algébrique au complexe
de De Rham. Nous allons montrer maintenant qu’il posséde une régularité analytique
I’hypoellipticité. Cela nous permettra de représenter la cohomologie par des formes
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harmoniques au sens des nouveaux opérateurs de différentiation introduits. Sur les
groupes d’Heisenberg, cette jauge sera bien invariante par dilatation, comme souhaité.

3 - La régularité hypoelliptique du complexe de contact.

Soit M une variété compacte sans bord de dimension 2n+1 munie d’une structure de
contact Q. Nous savons déja par le § 2 que la cohomologie a coefficients réels de M coincide
avec celle du complexe de contact. Pour les applications, nous aurons besoin de pouvoir
la représenter par des formes dg-harmoniques, c’est & dire dg-fermées et cofermées.

Avant de définir les opérateurs de codifférentiation, nous devons munir M d’une
métrique. Nous allons la choisir en quelque sorte adaptée a la structure de contact de
maniére a obtenir des expressions locales les plus simples possibles des opérateurs dg et
leur adjoint. ‘

Pour_cela, on se donne une forme de contact 8. Il existe alors un unique champ de
vecteur T transverse a Q vérifiant les équations 8(T) = 1, et L7 = 0. T s’appelle le
champ de Reeb associé & la forme de contact 6. Nous allons choisir une métrique sur M
telle que T soit de norme 1 et orthogonal & Q. Pour disposer sur le champ de contact d’une
métrique “adaptée” a la forme symplectique df;q nous commencons par le munir d’une
structure complexe “calibrée” ; c’est un endomorphisme J de Q vérifiant : J2 = —Id,

do(X,JY)=—d8(JX,Y)VX,YeQet dd(X,JX)>0VXeQ)\ {0}.

Un tel choix est toujours possible globalement sur M, deés que le champ de plans @
est orientable, ce que nous supposerons désormais, bien que cela ne soit pas essentiel.

Preuve. - (cf. Weinstein [15] par ex.) Soit g une métrique riemannienne quelconque
sur M. En restriction sur Q, nous pouvons écrire : dfjq = gjo(4-,+) avec A anti-
symétrique. Nous décomposons ensuite A sous la forme S.J avec S symétrique définie
positive et J orthogonale. En fait, J est ici une structure complexe calibrée comme on le
vérifie aisément. O '

On obtient finalement une métrique gg sur Q en posant : go = dfg(-,J:) et une
autre dite “adaptée” définie sur TM par : gg = 62 + d6(-, J-), oli on a prolongé J sur TM
par JT = T. Celle-ci s’étend canoniquement sur ’espace des formes différentielles.

Nous pouvons alors identifier les quotients Q¥/Z* (k < n) apparaissant dans le
complexe de contact aux sous-espaces, notés J*, des “vraies” formes a orthogonales
a I", c’est a dire vérifiant : iTra = 0 et Ao = 0 ou A désigne I’adjoint de 'opérateur

L=don-.

La métrique choisie nous fournit également un opérateur de dualité, noté *, et défini
par: a A*f = (a,B).0 A (d)", Ya, B€Q* (¢f. De Rham [1}).

On vérifie que J* et J?"*1=* sont mis en dualité par *.

Preuve. - Soit a € J?"*1=F  cela signifie que 6 Aa = 0 et ddAa = 0. On a
alors : VB € Q%1 (8 A B,*a)dvol = 8 A B A *(*a) avec ¥*a = a en dimension
impaire (¢f. De Rham), d’ou : (6 A §,+a) = 0. On trouve de méme : Vy € Q*2,
(df A v,xa)dvol = df A v A *(xa) = 0. Ceci nous montre que *a est bien orthogonal a
T =(7"". o
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Nous pouvons maintenant définir les adjoints formels des opérateurs dg et D par :
bg= (=) +dg* sur J¥ (k#n+1) et D*=(=1)"*'« D en degré n + 1.
Montrons que pour a€ J¥ et A€ J*+1, on a bien :

(dga, B) = (a,60pB) et (Da,fB) = (a,D*p) lorsque k =n.

Preuve. - On a pour k # n :
(doa, B) — (0, 808) = [y dea A*B + (1) a Adox B.
Il nous suffit donc de montrer que :
d(a A *B8) = dga A (*8) + (1) a A dg(*B) .

Or, par construction, nous avons : dg =d en degré > n et Im (dg— d) CZ* en degré < n.
De plus, les formes de 7* annulent par produit extérieur celles de J*. La formule désirée
résulte alors pour k£ # n de celle connue avec les opérateurs d.

- En degré n, par définition de D, il existe @ = a+ 8 A p et 8 = *f+ 0 A v tels que :
Da = da et D(*B) = d(*B) . Nous avons alors :

(Da,f) = (a,0"9) = [ dan(s8) + (~1)"a A d(3B)

=/ da A*B + (=1)"@ A d(*B) — Da AGAY— (=1)"8 A p A D(*pB)
M

=/Md(a/\17§)=0

car Da A8 = D(*B) A 8 = 0 par construction de D. O

A ce point, nous disposons bien d’un substitut au complexe de De Rham possédant
I’homogénéité désirée au §1, et qui se traduit ici par 'invariance des opérateurs ég sous
les changements de métriques go = 62 + db(-,J-) en gre = k2.6% + k.dé(-,J-), ol k est
une constante. ‘

Il nous reste encore a montrer que ce complexe nous donne effectivement la possibilité
de choisir dans chaque classe de cohomologie un représentant cofermé. Cette question est,
classiquement, du ressort de I’analyse, et dépend plus particulierement d’une étude locale
de “régularité” des opérateurs construits.

Dans le cas présent le complexe n’est pas elliptique. En effet, on calcule aisément que :
n

(dég + bqdg)f = — Z(X,Zf + Y?.f) sur les fonctions de Hzn4; avec les notations
i=1

du §1. Néanmoins, nous allons montrer que les opérateurs possedent un autre type de

régularité appelée hypoellipticité maximale, plus faible que la précédente, mais suffisante

pour disposer des propriétés voulues. Précisons d’abord cette notion dans les cas nous

intéressant ici.

Définition. (¢f. Helffer-Nourrigat [5] par ex.) Soit P un opérateur sur les fonctions ou
les formes de M de degré k en dérivées suivant le champ de contact Q. On dit que P est
hypoelliptique maximal si il existe des estimées locales de la forme :

I fllze,@ < K Pfll2 + 11 Fll2) ()
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K désigne ici une constante indépendante de f & support compact dans le voisinage V
d’étude, || f ||z la norme L? de fet || fll2.k,0 = Doick | Xiy- Xigeo-- - Xy . f ||2, ot les
2n champs de vecteurs {X;, X2, -+, Xon} sont préalablement choisis sur V de fagon a
engendrer Q.

Le terme maximal signifie que les estimées (*) sont les “meilleures” possibles, c’est a dire
que l'opérateur P contréle ici le maximum de dérivées.

Nous pouvons maintenant énoncer le

Théoréme. Soit M une variéte de contact munie d’une métrique adaptée. Les laplaciens
suivants sont hypoelliptiques maximaux :

i) Ag =(n—k)dgbg+ (n—k+1)dgdq sur JF pour 0 <k<n-1,

ii) Ag = (6gdg)® + D*D sur J™,

iii) Aqg = DD* + (8gdg)® sur J™1,

iv) Ag = (n—k+1)dgég + (n — k) bgdg sur T* pourn +2 < k< 2n+1.

On dispose d’autre part de théorémes “a la Sobolev” d’injection compacte et de
régularité concernant les espaces L o des fonctions || - ||2,x,@ bornées (¢f. Kohn, Folland
et Stein [3],[4],[9]). Ces résultats, associés aux estimées (*).correspondant >ux laplaciens
Aq, permettent d’obtenir des théorémes de représentation harmonique semblables a ceux
de la théorie elliptique, a savoir :

Corollaire. - les solutions faibles de Aga = 3 avec 3 de classe C*° sont C*°,

- Les laplaciens Aq induisent une décomposition orthogonale des formes C* & support
compact en J* = ker Ag @ Im Ag, avec ker Ag de dimension finie,

- Dans chaque classe de dg-cohomologie a support compact, il existe un unique
représentant cofermé,

- En particulier, si M est compacte, sa cohomologie se représente par des formes Aq
harmoniques.

La suite de ce paragraphe est consacrée a la preuve du théoreme. L’hypoellipticité des
laplaciens Ag sera déduite de celle d’opérateurs scalaires plus simples. Pour cela, nous
allons dériver des relations supplémentaires entre dg, é¢ et de nouveaux opérateurs,
notés dp, de “différentiation” le long des hyperplans de contact. Ceux-ci sont définis sur
0*Q déf {a€Q*,ira =0} par: dg = [Tod, o T désigne le champ de Reeb associé a 6, et
IT la projection orthogonale sur 2*@Q. On note que ces opérateurs sont du premier ordre
en dérivées suivant Q, c’est a dire qu’ils s’expriment localement a ’aide des composantes
des formes et leurs dérivées premiéres dans les directions horizontales. Ils vérifient de
plus :

dy® = —LLr = —L7L (1)

ou L1 désigne la dérivée de Lie suivant T.

Preuve. - Soit a€Q*Q, on a alors : dga = da — 0 Airda = da — 8 A Lra.
D'ou:ddga = —dOALTa+0AdLra, avec: AdLra € ker IT = AQ*, et : dOALTa € Im 11
car : ip(d0 A Lra) = irdd A Lra+dO NirLra =0+ df A Lrira = 0.

Par projection, on a donc bien : dy’a = —LLra = —L7La. O
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La structure complexe J induit une décomposition des formes sur Q suivant leur
bidegré, que nous écrivons :

QfQer= Y am1Q.
ptg=k
On note II?? la projection de 2*Q ® € sur 07?Q. Si P est un opérateur sur *Q @ T,
posons, pour k,[€Z : PF! = PN [1P+ka+l o P o I1P4. On trouve alors :

du = d’ +dy' + T(J) 2)
ou T(J) est un tenseur (i.e. un opérateur de degré 0) nul si la structure complexe est
intégrable, c’est & dire lorsque : [@Q1°, Q1°]C Q'°.

Preuve. - Cela découle de la formule de Cartan suivante, & savoir, pour a € Q*Q et
Xo,X1,--,Xx€Q, 0n a:

dHa(Xo,X1,"',Xk) = Z (—l)iX,'.(a(Xo,-",E,"',Xk)) (3)
oszsk+z (_1)i+ja([Xi,Xj],X0,...jﬁ,...,)’(\j’...,xk),
0<i<j<k

Il y apparait en effet que I’on a toujours : dgQP? C QP+1e 4 Opsatl 4 Qp+2,4-1 4
QP~1a+2  cest 3 dire : dy = d}i’o +d(}{’1 +d§j-l +dﬁl’2, les deux derniers termes ne faisant
intervenir que la deuxiéme partie, algébrique en «, de la formule (3). O

Si P est un opérateur différentiel linéaire sur 2*@Q, on définit son ordre comme étant le
plus grand degré de dérivation des composantes des formes a dans une expression locale
de Pa ne faisant intervenir que des dérivées horizontales. Par exemple, Or défini sur
C>®(M) par Orf = T.f est d’ordre 2 car on peut écrire : T.f = (Y1.X; - Xi.Y1).f+ X.f
ou on a choisi X1 €Q denorme 1, Y7 = JX;€Q, et X =T — [V1,X1]€Q.

Dans la suite, o(k) désignera tout opérateur différentiel linéaire sur *Q de degré < k.
On pose enfin : d}}u = Oy et d}' = Oy. Avec ces notations, nous pouvons réécrire (2)
sous la forme :

dy = 0y +5H+0(1)- (2"

De méme, on vérifie aisément, a I’aide d’une formule du type (3) appliquée a LTa = iT7da
pour a € 2*Q, que 'on a :
L1 = (L1)*° 4 o(1). (4)

ou o(1) est un tenseur nul lorsque le flot du champ de Reeb conserve la structure complexe,
e. L7J =0.

En comparant les équations (2’), (1) et (4), on en déduit facilement les relations
importantes suivantes :

ou® =0(2), du" =o(2), (5)
Ouodu +0ydy = —LLT + o(1), (6)
ou les o sont nuls si la structure complexe est intégrable et invariante par T. Dans ce cas

On définit un complexe dont la cohomologie et la théorie harmonique ont été étudiées
par N. Tanaka (cf. Tanaka [12] et plus loin).



Exprimons les adjoints des opérateurs dy. Tout d’abord, 'opérateur * de De Rham
met Q*Q en dualité avec {a€ Q2% 9 A a=0} que nous identifions 2 § A QZ*~*Q. I
est alors commode d’introduire 'opérateur *g: Q*Q — Q2"=*Q défini par a A *xgf =
(a, B) .dO™. 11 vérifie QB = *(6 A B) pour B € QFQ (k > n), et x = (=1)F8 A xq sur
Q%Q (k < n). Il en découle aisément que ’adjoint de dg peut s’écrire :

6y = —*QdH *q . (7)
Posons enfin : df} = J~'dgJ et son adjoint 67 = J~16uJ.

ous disposons maintenant sur Q e une structure suffisamme

Nous d t t t Q*Q d’ truct fisamment proche de la
géométrie kahlérienne pour nous permettre d’y transcrire des identités classiques a des
O pres, a savoir :

[A7dH] = _6é + 0(1) ’ [A’dé] =0y + O(I)v (8)

ainsi que toutes celles déduites de celles-ci par passage a ’adjoint et décomposition suivant
les bidegrés.

Preuve. - Choisissons localement {Xi,JXi,+++,Xn,JXn} une base orthonormale
de Q. Celle-ci induit une trivialisation de Q*@ dans laquelle nous menons le calcul
des expressions locales des opérateurs. Nous les comparons a celles obtenues dans la
base canonique de €™, muni de sa structure kihlérienne standard. Elles sont clairement
identiques pour les opérateurs algébriques J, L, A et xqg. Par contre, la formule de
Cartan (3) nous montre que les expressions de dy différent par des quantités algébriques
fonctions des crochets des X;, JX;. Il en est donc de méme pour éu par (7), ainsi que
les commutateurs [A,dy] & calculer. O

Nous rappelons dans la suite des résultats de Tanaka (aux o pres) concernant les
laplaciens A = duéy + Sudu, Aoy = Ondf; + 0};0u et Az = 0ndy + Oy0n.

Proposition 1.
i) Mgy — Ag, =i(k—n)Lr +0(2) sur QFQ,

ii) Ay = AY + 0(2), c’est & dire que Ay préserve les bidegrés 4 des o prés.
Preuve. i)

On a d’apres (8) :

>
Q
)
|

= 0;0n + 0u0f; = (i[A,0n))0u + Ou (i[A, OH]) + o(2),
= iAOyOy — 10Oy + i0yAdy — i0g O A + o(2),

et de méme : Az, = —tAOyOH + i0nAOH — 10HAOH + 1OHOHA + o(2),

d’ou : Ag By = iA(EHaH + aHEH) - i(aHgH + EHaH)A + 0(2)
=iA(=LrL) +iLrLA +0(2) (cf.6)
= —i[A, L]LT + o(2) = i(k — n)LT + o(2). O

ii) Comme dy =8 + 0n + o(1) (¢f. 2°), on a clairement : Ay =A5""+ A} "'+ o(2),

avec: Ay~ =050n +0u0p + o(2) = (—i[A, 0u])Ox + du (—i[A,BH]) + o(2)
= —iABx’ + i0uAdH — 10y Ady + 10> A + 0(2) = 0(2). (cf. 5)

g =

Il en est de méme pour A5, O
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En fait, nous allons voir que A g est “presque” scalaire (i.e. modulo des o) sur chaque
b
QP4(Q). Pour cela, nous ’exprimons en coordonnées locales.

Soit {Xk,Yr = JXi} une base orthonormée de Q définie au voisinage d’un point. On

pose Zj = \%(Xk —iY3) € Q0 Z; = —\}—i(Xk +1Y%) € Q%, 6% et 6% la base duale

associée. Pour a = ZO{[,J N Q2*Q ® €, on note :
1,7

o = a(Zg,-), era= *ANa, Ora= E(Zk.ou,]) 67 A 97,
I,J

ainsi que eg, iz, O les opérateurs conjugués. On vérifie facilement les relations suivantes :
n

Oi0k — OkOf ~ 10r, L = izeke;, A = iZiki,}, Oy ~ Zakek (= Zekak),

k=1
5;1 ~ —Z@;ik (= —Zikajc), LT ~ Or, ou A ~ B signifie que A et B sont du

méme ordre p avec A = B + o(p). A l'aide de ces relations, nous allons montrer la

Proposition 2. On a sur QP9Q :

Aoy ~—(1—p/n)> 80k —p/n ) Oids -
1

~— = Y (X + V) +ilp - 5)or,

et : Ap~—(1+(p-9)/n)) % —(1-(p—a)/n)D_
~ =Y (X4 Vi) +i(p— g)0r

Calcul.
ANs, =050n + 0udpy

~— (38O ed) — (O ed) () Fix)

~ Z 0z0i(trer + ertr) — Z OrOktrex — Z Ok Or ekt
avec : eki1+ize:i 01k
d’ot : Doy ~— Y 8Bk + > (00 — Ordg)enix

~ — > " 8p0k +107()  exix)
o - ekz’kef/\ﬁ:{ 6'A67 sikel

0 sinon

on en déduit : Zekik = p.Id sur QP9Q

et finalement : Ag, ~— Z 0170k + 1p Or.

On obtient alors les formules désirées pour As, en substituant ci-dessus (9r =
LS 0i0k — 005 et S 0k0; + OhOx = Y(Xix® + Yi®). Les résultats souhaités pour
Afg~ A, + A5H s’en déduisent immédiatement. cgfc A
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Les opérateurs scalaires — 3 (Xi? + Yi?) + AT, qui apparaissent dans les formules,
sont bien connus et ont été étudiés par Kohn, Folland, Stein, - - -. Ils sont hypoelliptiques
(¢f. Kohn [3]) maximaux (cf. Folland-Stein [4],[5],[9]) pour |A| #n, n+2, n+4,---. En
particulier, on a le

Corollaire 3. Ay est hypoelliptique maximal sur QP pour p et ¢ < n.

Nous reviendrons sur ce résultat pour établir la régularité de Ag, lorsque nous aurons
établi des identités entre les laplaciens Ag et Ap. Pour cela, nous allons tout d’abord
exprimer les opérateurs dqg, é¢g et D.

Proposition 4. i) On a sur JFpour0<k<n-—1:
dQ ~dy+ (n—k+1)—1L6f} et 5q=51-1, (9)
ii) et en'degré n : : t7D ~ Lp — dH5}‘II. (10)

Preuve. i) Soit a € J* avec 0 < k < n — 1, par définition doa est la projection
orthogonale de dya sur ker A. D’aprés A. Weil, il existe des coefficients a, (universels)
tels que : dga = Y 5o asL°A*dpa (. Weil [14]). Ici 'expression se simplifie car on a :
A*dga = o(1)a pour s > 2. En effet, d’apres (8) : Adga = duAa—67ato(l)a = -6 a+
o(1)a car a € J* D ker A. Et comme, [A,§;]] = 0, on trouve bien : A’dga = o(1)a. Pour
calculer ay, on écrit : Adga = 0 = A(dy + a1 LAdp)a+o(1)a, avec [A, L] = (n—k+1)Id
en degré k — 1. En identifiant les termes de degré 1, on obtient a; = —(n—k +1)~?, puis
la relation (9) cherchée en utilisant (8). Enfin, on vérifie aisément que : g = §n sur J*
grace & : [0g,A] = 0. O

ii) Soit a € J", alors d’apres le §2, 3! 8 € Q" 1Q tel que : Da = d(a + 6 A B).
B est la solution de LS = —dya. Montrons qu’en fait : = —Adga. En effet, on a :
LAdya = ALdya + daa, avec : Ldga = dgLa = 0 car : a € ker A = ker L en degré n.
On obtient donc : irDa = L1a + dgAdpa, puis la formule cherchée en utilisant (8)..0

Nous abordons enfin ’étude des laplaciens Ag.
Proposition 5. Ag préserve “presque” le bidegré, i.e. Ag ~ A%O.
Preuve. i) En degré k < n — 1, on a d’apres (8) et les relations ci-dessus :

dobg ~ duby + (n —k+2)" LéJén
et : 6gdo ~ bpdy + (n —k+1)"16y L6}
~ §pdy + (n— k+ 1) Y (Léuég — dif65))
~ pdy + (n—k+ 1) (Légéj, + dijAdg)
bgdg ~ 6pydy + (n — k + 1) (Léu b} + Adjidy — éudy)
d’ou : AQ =(n—k)dH5H+(n—k+l)5HdH

~ (n—K)Ay + —=F

J J J
—n — k + 2L6H6H +L6H6H + AdeH



17—

Or, on a vu que Ay ~ A%’{O.‘De plus grace a (2’), on trouve :
dI‘{IdH ~ z(5H — On)(On +5H) ~ i(5H8H — 3H5H) ~ —dej;,
ce qui nous montre bien que djjdy et dydj; sont de type (1,1) & des o pres. On en déduit
immédiatement que Ag =~ AOQ’O.
ii) En degré n, nous commengons par exprimer les opérateurs dg, g et i7D & l'aide

de O0u, 0f, Ox et @ ;1 Ces formules nous servirons aussi dans la preuve de ’hypoellipticité
de Aq en degré n. Tout d’abord, on a d’apres (9) :

1
dobg ~ dyby + §L5,§5H
1
~dyby + 5(—-031-1 + 5;‘;[;)5}[

1 1
o §dH5H + 55[}](6HL + dj))

dobo ~ %(dHaH +83d3), car Lign = 0= Apsn. (1)
D’autre part, on utilisera : D*D = D*(§ A t7D) = (ivD)*(iTD) avec :
irD ~ L7 — dyés. (10)
Nous rappelons enfin que :
dy ~ Oy + On §i ~ 0F + Oy
dif = J7'duJ ~i(0y - 0n) &5 =T '6uJ ~i(d}; — Oy)
Nous déduisons aisément de ces relations les identités voulues : (12)

(deso)™! ~0ndy  (dob)™' ~0ndf  (d@be)™® ~1/2Am
(irD)V ! ~ i@H-gZ, (i7D)™"" ~ —i0gdf (i7D)*° ~ L7 + 1(5}15;1 — 0u0g),

Y A A \* . ’
avec : Oy0f ~ —0j0m et 3;83 ~ —0yOy comme on le voit en développant
Apg ~ (Ag)®°. Nous sommes maintenant en mesure de calculer :

AG™" = (dgbe)" " (deb) ™ + (irD)* 7 (ir D)
~ —B5;0u0HD; + (—i01;0u)(10u O rr)
= o(4) car O’ = o(2).
De la méme fagon, on trouve :
AGT ~ (dgb) T (dede)™’ + (deéq)(dgbe)" ™!
+ (ZTD)* 1’—l(iT.D)0’O + (iTD)*O,O(Z-TD)l,——l
—=x 1 1 =
~ 8H8H§AH + §AH6H8H
+i0u0g (LT +1(Bdy — 0udY)) + (L1 — i(BHO5 — OnOL;)) (:0uDy)
(3H5;AH +-AH3H51*1)
- 8{5}'}5;{5}} + 3115;{31{3;1 + 51{5;{31{5;; = 31{6;}31{5;{,

~

D | =
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avec : OHO0n 8} ~ —050nOHdS = o(4),
et de méme: Op0;0y0y ~ —0ydy05 0y = o(4),
par contre : —Oy0y0nO0 ~ —00r(0HOy +050H),

- % 1 -k
~ —0p0plyz, =~ —5636HAH (¢f. prop 1)
et de méme : —Ond}0u0y ~ —(Oud}; + 050u)0uOy,

—_ 1 -_%
~ ~ Ao, 0ndy = —5 AndDjy.

En reportant ceci, on obtient bien : A}fl = 0(4). Par conjugaison, on aura aussi :
AR = AR = o(4), et finalement : Ay ~ A},

i) Le résultat en degré > n + 1 peut se déduire des calculs précédents. En
effet, on vérifie aisément que : Ag* = *Ag ou * échange QP9Q NkerA = JP9 et

9 AQ 47PN ker [ ¥ gr-an-p

Nous approchons de notre but : “comparer” les laplaciens Ag et Ay pour essayer de
déduire ’hypoellipticité du premier de celle du second. Cette méthode est sans doute assez
artificielle. Elle a cependant I’avantage de pallier ’absence d’expression locale simple,
c’est a dire scalaire, pour Ag, en dehors bien siir des 0 formes, mais aussi des (n,0) et
des (0,n) formes comme nous le verrons plus loin.

Précisons tout d’abord le critére de “comparaison” des laplaciens que nous em-
ploierons. Si A et B sont deux opérateurs différentiels linéaires (O.D.L) du méme ordre
définis sur un fibré vectoriel de base la variété de contact, on posera : A 2 B si il existe
un O.D.L P tel que : A ~ B + P*P. L’utilité de cette notion réside dans la

Proposition 6. Si A 2 B alors ’hypoellipticité maximale de B entraine celle de A.

Ceci est en fait une application d’un critéere d’hypoellipticité di & B. Helffer et
J. Nourrigat (cf. [5]) concernant, en particulier, les O.D.L (et les systémes d’0.D.L)
définis sur les groupes de Heisenberg. Soit P: (C®(H***!))™ — (C°°(H2"+1))I un tel
opérateur d’ordre k. On lui associe en chaque point zo un opérateur tangent invariant
par translations a gauche, P, , puis sa partie homogeéne d’ordre maximal k, Pfo.

En pratique, on exprime P sous la forme P = Z|a|_<_k aq(z)X®, ou les X4 sont
des mondmes en les champs de vecteurs invariants {X,Yx = JXk}lgkgn déja
rencontrés, et aq(z) des matrices I X m & coeflicients variables. Alors, on a :

Pfo = E|a|=k aa(zO)Xa°

Soit IT une représentation irréductible de H***!. On note II(P) I'image de P} par la
représentation adjointe de II restreint & (Sm)™ — (Sm)', ou Sp désigne 'espace des
vecteurs C'* de II.

Concretement, Sy s’identifie a ’espace noté S(IR™,C') des fonctions complexes a
décroissance rapide sur IR", et II est équivalente, soit & II, ; a,b € IR™ telle que :

Ha,b(Xk) = 14, Ha,b(Yk) = 1 by, Ha,b(T) =0,



—-19 —

oua Iy A € IR* avec :

0 . .
H,\(Xk) = 517;’ H,\(Yk) = 'l,)\:l:k-, H,\(T) =)

Helffer et Nourrigat démontrent que P est hypoelliptique maximal en z si et seulement
si II(P) est injectif pour toute II non triviale.

Il ressort de sa définition que le “passage au symbole” P — II(P) vérifie de plus les
propriétés suivantes :

(A)=TI(B) si A~ B, I(AB)=TI(A)II(B), et II(4*)=TI(A4)",

si S(IR™,C) est muni de la norme standard : (f,g) = [p. f.9. La proposition voulue s’en
déduit immédiatement, si on a tout d’abord pris soin, grace au théoréeme de Darboux,
de se placer par une transformation de contact dans le cas ou la variété de contact est le
groupe de Heisenberg.

[llustrons le critere obtenu en Pappliquant & Ap. Nous reprenons des notations
déja utilisées, i.e. choisissons localement une base orthonormée {X; Y; = JX;} de
Q, et travaillons dans la trivialisation de Q*Q qu’elle induit. Pour f € C*®(M), et

a=3Y ar 8" A6’ € Q*Q, on pose :

n

Akf=-) (Xi*+Y:®)f (Cest le laplacien de Kohn)
i=1
et : Axa = Z A}((CYI’J) 9I A 97.
- I, J

Il est tres facile de démontrer, en utilisant le critere d’Helffer et Nourrigat, ’hypoellipticité
maximale de Ag. Celle de Ay sur QP9Q avec p et ¢ < n, découle alors simplement de
I’inégalité suivante : '

nApg 2 Ag. (13)

Démontrons la. Nous savons déja par la proposition 2 que :

Ap~—(1+ p—;-‘:’-)Zaka,; —(1- ’—’-;L‘—ﬂ)za,;a,c

et : Z@;@k+aka;22(Xk2+Yk2)

d’ot : nAHzAK—(n—1+p—q)zaka,;—(n—1+q—p)26;8k
soit : nAyg ~ Ak + P*P

avec : P QP1Q — AMQ @ OP1Q + A%'Q @ P1Q

a — (A1,00a, A1 -éa)
ofl;,\lz’ozn—l-{-q—pet )\(;‘)"lzn—l-}-p-—q. O

Nous énonc¢ons maintenant les inégalités clefs de ’hypoellipticité de Aq.
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Proposition 7.
i) m—k+2)Ag 2 (n—k)(n—k+1)Ay sur J* pour k< n-—1,
i) 4Aqg 2 Ay’ sur JP9 pourp+q=n avecp et ¢ < n,
i) Ag =~ (AK +i(n + 1)3;11)2 sur J™° (resp. (AK —i(n+ 1)8T)2 sur JO"),
iv) Les formules ci-dessus sont valables en degré complémentaire en remplagant k

par2n+1—k.

En bidegré # (n,0) et (o,n), 'hypoellipticité maximale de Ay entraine donc celle de Aq.

En ce qui concerne Pp41 e Ak + i(n + 1)Or, et son conjugé P_,_1, bien que n’étant
plus positifs, ils restent hypoelliptiques (cf. Folland, Rothschild et Stein [4],[9]).

Pour le voir en utilisant le critére d’Helffer et Nourrigat, on commence par vérifier
lidentité 8 Pnt1 = Pn—10; pour 1 < k < n (0P ~ Pr—20; en général). Ensuite, au
niveau d’une représentation II (cf. critere), si II(Pp41)f = 0 alors II(Pn—1)II(0%)f = 0.
Or, P,_1 est hypoelliptique car 2 +Ag (cf. preuve de 13), d’ou : II(0;)f = 0. En

~y

écrivant Pp4q =~ % > 0r0k—(2+ %) Y OOy avec —0k =~ 0%, on trouve alors : (%) f = 0.
Finalement : II(X)f = 0 VX € @, d’ou l’on tire facilement f = 0. O

Passons 4 la preuve de la proposition. i) On int:oduit sur J* 'opérateur suivant :
Ag = (n—k+2)dgég + (n — k + 1)8gdqg.

Cette nouvelle combinaison de dgég et égdg ne conserve plus les bidegrés a des o pres.
Cependant, nous allons montrer que :

(Ag)*° =~ (n— k+1)Ap.

Eneffet : Ag =~ (n—k+2)(duény + (n—k+2)"'L66k)
+(n—k+1)(éudy + (n—k+1)"265 L) (cf prop 4)
~ (n—k+1)(duby + 6udn) + duby + 6u L7 + Lé6n
~(n—k+1)Ay +duby — djt67 + L(676u + 6ub5)).

Or on a :(duéy — dfy61)*° ~ ((Bu + 0u)(85 + 0g) — i(Bu — Ou)i(df — 051))""
~ 80} + Ondg — Oydf; — Ondg = o(2)
et:  (676m +6ubi) ™  ~ (i(8f — 017) (8% + Bgr) + (85 + Op)i(8f; — 0p)) ™"
~ i(8};0p — 05 0F + 0y 0fs — 05595) = o(2).
Finalement : (n—k+2)Agq~(n—-k+ 2)A22’0 (¢f. prop 5)
~ (n—k +2)((n — k)dgbq + (n — k + 1)6gdg)""
~ (n—k)(Ag)™° + 2(n — k + 1)(6qdg)*"

= (n—k + 1)((n = B)An +2((d5)*(d5") + (d51)"(d3"))
soit : (n—k+2)Aqg 2 (n—k)(n—k+1)AHn.
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i) On a en degrén :
Aq ~ Ay’ ~ ((doéq)® + (irD)*(irD))™".
En développant, on trouve :

Aq = (dgéQ)*(dse)™ + ((dQ‘SQ)k’—k)*(dQéQ)k’_k‘*’((iTD)k’-k)*(iTD)k’_k

k=-1,0,1
avec : 2(dgég)™® ~ Ay d’apres (12)
d’ou : 4Aq 2 Ag?.
iii) En bidegré (n,0), nous allons exprimer tous les termes du développement de Ag
figurant ci-dessus. On a tout d’abord :

A~ Aoy + A7, ~2Agy, en degré n (cf. prop 1)
soit en fait : Ay ~208yd}; car g = 0 en bidegré (n,0) (Q"+10Q = 0).

D’autre part :  ((i7D)"7) (i7 D)Vt ~ (—i0pdf)(:0u0y;) (cf. 12)
= 0(4) car dg = 0 en bidegré (n,0)
On trouve de méme : ((doég) ") (d@bg)" ™" ~ (Bu0})(8ubBy) = o(4)

Quant a: ((irD) ™) (irD) ™" = ((dgba)™""")"(debe) ™
~ (0n0p)(0noy)
~ 0 (81 0n + Ondy;)0f; car O = O sur Q*~1.0Q

or, d’apres la prop. (2) : Az, ~ Ay +iLr sur les n-1 formes,
d’ou : X ~ 6H(A3H + Z,CT)a;I
~ 1 LTOHOf + Doy OnOg
~ iLTOndf + (0udf)>.
Il nous reste & voir : (17D)*° ~ L1 + (805 — Oudyy)
~ ,CT - ZaHa;I
Récapitulons : Aq ~ (0u0})? + (=Lr + i0u0%) (LT — i0n0f)

+2 (iﬁTaHaﬁ + (6H3§)2)
~ 4 (ayaﬁ)z — L% + 4i L1000
~ (20u0f + iﬁT)2
soit : Ag ~ (Ag +iLr)?
avec : Ag ~ Ak +inLlr en bidegré (n,0) (cf. prop 2).
iv) Les identités cherchées en degré > n + 1 se déduisent par conjugaison suivant *
de celles déja obtenues. O
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L’expression particulierement simple de Agq obtenue en bidegrés (n,0) et (0,n) peut
se retrouver de fagon moins mystérieuse en considérant les deux opérateurs

P* = dgbg £i"*! % D.

IIs sont autoadjoints et vérifient : Ag = P’ = P‘2, comme il résulte des identités
D* = (=1)"*! x Dx et ** = 1 rencontrées page 11. PT et P~ ne préservent pas les
bidegrés mais seulement des paires J?9 @ JP*T14~1, Plus précisement, on montre la

Proposition 8. Pt (resp P~ ) conservent a des o prés les espaces

JAZE =22k o ZA+2k+1,n-A—2k~1

’

ouk€Zet \= _(n_-i-l%wl +1 (resp Sn+12!!n+2!).

Démonstration. On note tout d’abord que *D = *(6 A iTD) = *q(iTD) (cf. page
8). Comme ker L = ker A en degré n, on a : J" = irJ" 11, et finalement irD est a

n(n+1
valeurs dans J" = Q"QNker A. Sur de telles formes, *q s’écrit simplement (-1)" 2 C
ou Ca =Y ?"%aP (cf. Weil [14]). Il en résulte grace aux formules (12) que l'on a sur

TP -
(Pt (14 (1) =) 9,7
et : (PH)=11 ~ (1 + (—1)£"—H)2(ﬂ+4)5H6,},

avec des formules analogues pour P~ en remplagant q par ¢ + 1. Le résultat en découle
immédiatement. O

Comme J%"t1 = J*1.0 — 0, la proposition nous montre que les J™° et J%"
sont préservés (2 des o preés) par Pt ou P, suivant n. Ceci nous justifie ’existence
d’expressions plus simples pour Ag sur ces bidegrés extrémes.
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Deuxieme partie
Complexe de contact et courbure

1 - Recherche d’une connexion adaptée au complexe de contact.

Nous disposons maintenant d’une nouvelle notion de forme harmonique sur les variétés
de contact. Nous allons en proposer une application. Celle-ci consiste a obtenir des
théoremes d’annulation de la cohomologie en fonction de la positivité d’une courbure.
Cela repose classiquement sur ’utilisation de formules “a la Weitzenbock” liant laplaciens
des formes, connexion et courbure.

La connexion utilisée devra naturellement posséder la méme homogénéité que Ag, a
savoir, ce qui nous a motivés jusqu’ici : 'invariance sous des changements de matrices
adaptées g9 = 6% + db(-,J-) en gk = k26% + kdf(-,J-) ou k est constant. Une telle
connexion V doit donc vérifier Vg = 0 et V6% = 0 (& V8 = 0).

La connexion de Levi-Civita ne posseéde pas cette propriété. En effet, V6 = 0 implique
VxY € Q pour tout X,Y € Q. En particulier, la torsion de V, notée Tor, ne peut étre
nulle, car on obtient sur Q x @ :

6(Tor(X,Y)) = 6(VxY — VyX — [X,Y])
= d6(X,Y)

Cette condition n’est pas suffisante. En fait, on calcule pour toute connexion gg métrique :
2(Vx0)(Y)=do(X,Y) — O(Tor(X, Y)) - (Tor(T,X), Y) (%)
~ (Tox(T, Y), X) — (J(LrI)(¥), X) ‘

ou X et Y sont quelconques et (L7J)(X) = [T, JX]—J[T, X] désigne la dérivée de Lie de
la structure complexe suivant le champ de Reeb. Ce tenseur mesure aussi la déformation

de la métrique par le flot de T puisque L1 g¢ = db(-, (L1J)) = —go(-, J(LTJT)") .

On vérifie d’autre part sans peine que 'on a VX,Y :
(J(£r)(X),Y) = (J(£rT)(Y), X).

Par conséquent, en décomposant (*) en partie symétrique et antisymétrique pour X et
Y, on trouve que VO = 0 si et seulement si :

§(Tor(X,Y)) = df(X,Y)

1
et X v+ Tor(T,X)+ §J(£TJ)(X) est antisymétrique pour gg .



Suivant Webster et Tanaka ([12], [13]), nous choisissons celle vérifiant :
1
Tor(X,Y) =df(X,Y)T pour X,Y € Q et Tor(T,X) = —EJ(ﬁTJ)(X) .

Il est assez pénible mais pas difficile de montrer que cette connexion préserve la structure
complexe, ie. VJ = 0, lorsque J est intégrable, ie. [Q1'0,Q"°] C Q°. (En général,
elle vérifie toujours VrJ = 0 tandis que (VxJ)(Y) pour X et Y dans Q est fonction
du tenseur de Nijenhuis de la structure complexe). C’est en fait, d’aprés Webster
[13], 'unique connexion métrique préservant 8§ et J dont la torsion Tor(T,X) vérifie

Tor(T, JX) = —JTor(T, X), c’est-a-dire : Tor(T, Q%) C Q*°.

Nous nous placons dans la suite sous ’hypothese d’intégrabilité de J. Cette condition
n’est certainement pas cruciale ici, mais elle a I’avantage de limiter raisonnablement
les calculs tensoriels nécessaires ensuite. Nous allons devoir en effet “chasser les o” des
formules de la premiere partie.

Dans la suite, on appellera structure pseudohermitienne, la donnée sur une variété
de contact, d’une forme de contact 8, d’une structure complexe intégrable J et d’une
métrique associée g = 6% + d6(-, J-) (cf- [8], [13]). Une telle géométrie apparait naturelle-
ment sur les hypersurfaces strictement pseudoconvexes de €.

2. Théorémes d’annulation pseudohermitiens.

Soit M une variété de dim 2n + 1 munie d’une structure pseudohermitienne. Nous
cherchons un critere d’annulation de H*¥(M; IR) pour k < n.

Pour obtenir ceci en géométrie riemannienne, on part d’une formule de Weitzenbock
liant laplacien de Hodge-De Rham et laplacien de la connexion, a savoir : A = V*V+
courbure. On 'applique alors & une forme harmonique « en écrivant :

0 = (Aa,a) =| Va |* + (courbure «,a)

On en conclut que a = 0 si la forme quadratique (courbure a, a) est définie positive.

Nous voulons transcrire cette méthode dans le cadre du complexe de contact et de la
connexion pseudohermitienne. Il nous faut pour cela abandonner la forme d’équation de
Weitzenbock décrite ci-dessus. En effet, le laplacien de contact Ag n’est pas scalaire
modulo des o, contrairement & V*V. Nous allons, comme dans la premiere partie
contourner ce fait en comparant Ag a 'autre laplacien Ay qui, lui, est scalaire (modulo
0), au moins pour chaque bidegré. Pour cela, il nous suffira d’expliciter I'inégalité
Aqg 2 KAy (I constante) obtenue dans la premiére partie (prop. 8). Nous pouvons
écrire : Ag = KAy + P*P + R; ou P est un opérateur de degré 1 et R est algébrique.
On ne peut cependant déduire de critéere d’annulation de cette formule car a — (R a, a)
se trouve étre une forme quadratique “sans signe” au sens que (R;Ja,Ja) = —(R1a,a).

Pour conclure, il nous faudra dériver une derniére formule de Weitzenbdck-Tanaka pour
Ag.
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Passons maintenant a la preuve. Nous devons identifier les o de certaines formules
“approchées” de la premiére partie. Heureusement, les calculs nécessaires découlent de
quelques expressions élémentaires que nous allons reprendre.

Tout d’abord, puisque J est intégrable, on a d’apres (2) :
dy =0y +0n . | (14)

D’autre part, en utilisant pour a € Q¥Q @ €,

k
(Lra)(X:, -, Xk) = —ZQ(XI,"’,[T,X:‘],"’,Xk),
=1
on vérifie facilement que :
(‘CT)I,_la = Za(.“,no,l TOI‘(T, )’) (15)

et
(LT)—I’IO‘ = Za( ) HI’O TOI‘(T, '.)’ T ),

ol IT'? et I1%! désignent respectivement les projections de Q @ € sur Q' et Q1.

En développant d3 = —LLT, on obtient alors :

aHZ — —L L’_II:—I et 5H2 = —-L L,;l’l . (16)
Lemme 9. Identités “kahlériennes”.

[A,dg)=—67 et [Adj]=6bn . (17)

Démonstration. On se place en m € M. Il suffit d’apres la preuve de (8) de trouver
une trivialisation locale de @ par des vecteurs {X;,Y; = JX;,---,X,,Y, = JX,}
orthonormés et dont les crochets en m sont colinéaires a T. Pour en obtenir une, on
part d’une base orthonormée {X;,JX1,---,X,,JX,}. Nous la prolongeons ensuite sur
un voisinage par transport parallele le long, par exemple, des géodésiques issues de m.
Les vecteurs obtenus {X;,Y1,...,X,,Y,.} sont bien orthonormés, dans Q et vérifient
Y:; = JX; car la connexion pseudohermitienne est métrique et préserve 6 et J. D’autre
part, on a clairement en m VxY = 0 pour tous les X,Y du repere. On y obtient alors :
0=VxY —-VyX = [X,Y] + Tor(X,Y) dou [X,Y] = —d8(X,Y)T. Un tel repere est
qualifié de normal en m dans la suite. O

Ces nouvelles identités nous permettent de reprendre les calculs des expressions
“approchées” de la premiere partie. Nous allons tout d’abord déterminer les parties de

A et Ag qui ne conservent pas les bidegrés. On obtient facilement en suivant la preuve
de la proposition 1 :

Ap—AY =i(0y® —3u")A —iA(Or: - B’ . (18)
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En fait, pour ’application que nous allons en faire, seul nous intéresse (Aga,a) pour
a € J" Q*¥Q NKerA. On trouve alors, en utilisant (16) et [A,L] =n —k :

((AH — A%’,o) a,a) = (n— k)(Ria, )

ol on a posé, pour a € J*, Rya = i (L}~ —L7"!) a. D’apres (15), on peut aussi écrire,
pour Xy, ---,Xx €Q:

k
Ria(Xy,---,Xk) = —Za(Xl,---,JTor(T,X,-),---,Xk)

_k
=—%Za (X1, (L) (Xi), -+, Xk) - (19)

De plus, on a clairement R;Ja = —JR;a, et en particulier :

(Rl (JCY), J(I) = —(Rla, a)
Exprimons maintenant Ag — A%O; En reprenant les démonstrations des propositions

4 et 5, on obtient :

;"—”"—LagaH 8] + Adidy . (20)

Ag=(n—k)An + — 710

o . 0,0
De nouveau, nous nous intéressons seulement a ((Aqg — Ag")a,a) pour a € Tk =

Q*Q Nker A. 1l nous suffit alors d’exprimer djjdg — (djdu)! = ) 51{2) pour
obtenir, a ’aide des calculs précédents :

(Mg — AZ")e,a) = (n—k)(n — k+1)(Ria,a) . (21)

En ce qui concerne AQ , il découle de la prop. 7 ii), associée aux identités kahlérienres
(17) que I'on a :

n—k+2 . 1vx 50,
(BoEE2)8Y = - DAl +2dfrdf + 2y ay . @2
Il nous reste & exprimer A(;}O a l’aide de la connexion pseudohermitienne.

Lemme 10. (Formule de Weitzenbock-Tanaka sur QP+1Q)

A = (14 B2 ) (909 + (+ )@V rR (@)

ot1 on a décomposé V en V10 = V1,0 et VO = Vo1, et Ry, algébrique, est une “trace”
de la courbure pseudohermitienne décrite plus loin.

Remarque. N. Tanaka démontre une telle expression pour Ap,, lorsque L7J = 0 dans
[12] (prop. 12.5). La preuve est cependant formellement identique dans le cas présent.
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Preuve. - Reprenons les calculs de la proposition 2, en cherchant tout d’abord
les équivalents géométriques des opérateurs O et Or qui y sont décrits. Choisissons -
localement un repere {Xx,Yr = JXi}1<k<n normal en m (cf. preuve de 17). On pose
alors :

1 1
VA = —(Xr — 1Y, 1,0 Z_=_X Y, 0,1
k \/i(k Yy) €@, Zg \/i( k+1iYk) €Q
ainsi que 8, 6% la base duale associée.
On note de plus, pour & =3} ;ar,s 6" A §7
exa=0"Na et ixa=aZ,-)
onaenm,Vz6 =0 Vi j. Nous pouvons donc écrire
Vz.a= Z(Zk . aI,J) 67 A 97

D’autre part, les crochets de Lie en m des vecteurs choisis sont colinéaires & T'. Par la
formule de Cartan (3), on obtient alors :

Oa=SZc-ars)0* A6T AOT = T erVia
Cette derniere expression, tensorielle en Zj est alors valable dans un voisinage de m, ie :

ay = E;::l ekvk

pour tous les choix de reperes orthonormés Z¥. On en déduit : 855 = — 3" Viix. Il est par
ailleurs facile de montrer que (Vi)* = —V3 en m. On a donc finalement au voisinage de
m:

O0f.=—-Y Vg

Enfin, on a en m : [Zg, Z¢] = i6x¢T, d’ot I'on tire les relations de commutations :

ViVe - VeVi — 6reViT = R(Zz, Zy) . (24)

Nous pouvons maintenant exprimer A%}o sur 79Q. Tout d’abord, on a : A%’,O =
Agy + Az, puisque dy = Oy + 9. En suivant la proposition 2, on obtient :
As, = Onlp + 070w

= (X erVi)(— X 1eVe) — (X 1eVg) (L exVi)
= — z ekz'NkV; — z eeikV;Vk en m

avec : 1g€k + exle = ke ;

d’ou :

Doy =Y exte(VeVi — ViVg) = 3 VEVi
=">" exie(6keViT + R(?, k) = ViVi
= (Y exir)Vir + 3 exieR(E, k) — Y V£ Vi
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soit : Agy = pVir + (VIO)*V10 + S erieR(4, k) (tensoriel).

On trouve de méme :
Az, = —qVir + (VO)*'VO +) " epe R(L,E)
D’autre part, il découle de (22) que l'on a :
nVr = Z ViV — Vi Vg - R(-IE, k) enm ;

soit :

nVir = —(V20)*V10 4 (VO1)* V! - N " R(E,k) (25)

On obtient bien finalemerit la formule (23) cherchée :

A%O _ (1 _P- 9)(V1,o)*vl,o + (1 _p ; 9)(V0,1)*V0,1 +Ry ,

n

avec : '
o : - p—gq -
Ry = (em R(, k) + egiz R(¢, k)) +2=1 %" R (+)
1<k, t<n 1<k<Ln
pour tout repere orthonormé Z.

Remarque. R; est autoadjoint d’apres (23). Pour mieux le voir, on transforme un
peu son écriture (x). Notons R0 et R%! les deux opérateurs définis sur @ ® € par

RV =) R(k,k)IV et R™V=>) R(kkI"'V
k=1 k=1
Par extension, on pose pour a € Q*\Q ®C et V4,...,Vk € Q :
k
(R"a)(W,..., Vi) = — Z a(Vi,...,R"V;,..., Vi) et de méme R%!

i=1

I est facile de voir, en utilisant la symétrie R(£,0)k = R(L, k) (cf. [12], [13]), que
WR(¢, k) = R(L,k)ie — ip g et d’autre part :— 3 pexipg o = RV, En reportant
ceci dans (*), on trouve finalement :

Ry = Z(ekR(Z, k)ie + e-k-R(E,E)iZ) + (1 + g;p.)Rl,O _ (1 _ 9 —p)RO’l O

v n n

Nous pouvons maintenant énoncer le critere d’annulation voulu :
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Théoréme 11. (critere d’annulation de H*(M, R), k # n,n + 1)
H*(M,R) =0 (k<n)sionaVae J*\{0}, (R + (n—k+2)R)e, @) > 0.

La preuve découle immédiatement de I'application des formules de Weitzenbéck (21),
(22) et (23) sur une forme harmonique.

En fait, on a RyJa = JRza et RjJa = —JRja; la condition de positivité obtenue
peut donc aussi s’écrire :

(Rea,a) > (n—k+2)|(Rya,a)] Vae Jk\{0} ,

c’est-a-dire que R, doit, en quelque sorte, controler R;.

Essayons d’expliciter cette condition en degré 1. Tout d’abord, on a d’aprés (19) :
R, = -—%KTJ . Ry mesure donc la déformation suivant le flot de Reeb de la structure
complexe et de la métrique (¢f. § 1). En particulier, R; = 0 si et seulement si ce flot est
riemannien. Quant & Ry, son expression par (26) se simplifie sur les 1-formes a puisqu’on
aVe,k € [1,n], R({,k)ira =0 = R({, k) iza (R n’agit pas sur les fonctions). On obtient
alors sur J! ~ Q1Q) :

1., - IR
Rya=—(1-=)(i > R@,6)Ja= (1~ =) > R(Yy, X¢)J
£ =1
R; peut en fait s’interpréter comme une “courbure de Ricci” suivant le champ de contact.
Notons pour cela a* € @ le vecteur dual de a, i.e. vérifiant g(a*,V) = o(V) VV € Q.
On vérifie alors, en utilisant de nouveau la symétrie R(¢,£)k = R(¢, k)€ (cf. [12], [13]), la
relation :

2n
n—1

(Rea, @) = Zn:K(a*,X;) + K(a*,Y;) + K(J(a*),X;) + K(J(a*),Ys)

= Ricci(a*, &) + Ricci(Ja*, Ja*) (27)
ou K(U,V) = (R(V,U)U,V) désigne la courbure sectionnelle du plan (U, V).
3. Cas ou la torsion R, est nulle : flots transversalement kahlériens.

Nous allons maintenant montrer comment le cas limite du théoreme d’annulation
R, > 0 = R; peut se retrouver dans le cadre de la géométrie riemannienne. Nous
savons que lorsque R; = 0, la structure complexe, la métrique mais aussi la connexion
pseudohermitienne et sa courbure sont invariantes par le flot de T'. Il est alors naturel
de considérer I’espace N = M/(T) des orbites de ce flot. Afin que N soit muni d’une
structure de variété nous supposerons de plus que toutes les orbites sont fermées. M
s’interprete alors comme un fibré en cercles sur la variété kahlérienne N. On note 7 la
projection de M sur N. Nous allons identifier les formes dg-harmoniques de M grace a
la
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Proposition 12. On a, pourk < n:

{a€jk,AQa=0}= {aEQkM, Aa=0}=7r*{a€/\kN, Aa=Aa=0}

Démonstration. - On note respectivement Hg, Hp.r et 7*Hn A ces trois espaces.

On commence par montrer que Hg C Hp.r pour k < n. L’égalité résulte alors de
dimHg = dimHp g = dim H*(M, R). On sait, grace aux identités (15), (16), (18) et
(20) que Ay = AY et Ag = Agz’o lorsque L7J = 0 = Tor(T,:). On déduit alors de
(22) que Aga = 0 entraine Aga = 0. En fait, puisque Ap préserve le bidegré, chacune
des composantes a?? € JP? de a est harmonique i.e. vérifie dga?? = 0 = dpaPi.
En décomposant dy et éy, on obtient alors Opa = Oga = Ofa = 3;Ia = 0 le.
Agya = 0 = Az_a. On trouve de plus en reprenant la proposition 1 (cf. 1™ partie) :
Agy — Az, =i(k —n)Lr, d’ot finalement L7a = 0. I ne reste plus qu’a exprimer d et
6 en fonction de dy et éy. On vérifie facilement :

dy = projyeipd =d—0Aird=d—-60A Lt (28)

et
6H=projke,i,r6=5—0/\i->6=5—9/\A (29)

car i76 + biT est la relation adjointe de d(#A-)+ 8 Ad = L. On en tire bien éa = da = 0.

En conclusion, on a vu en degré k¥ < n que les formes harmoniques sur M sont dans
JF i.e. vérifient iTa = Aa = 0 et sont invariantes par le flot de T'. Ce sont donc bien les
“pullbacks” par 7= des formes harmoniques primitives de V.

On se place maintenant en degré n et on considére une forme a € Hgq. Il est bien
connu en géométrie riemannienne que les formes harmoniques sont invariantes par les flots

riemanniens (cf. Goldberg [2]). Nous allons montrer qu’il en est de méme ici, c’est-a-dire
Lra =0.

En effet, le flot ¢ engendré par T est une isométrie, ie (pX)* = (o)™ = o7 T,

- :

Par conséquent, sa dérivée L1 = lim;—q f‘—t-ii- vérifie L7 = —L7. On déduit alors de
LLr = L1L que ALT = LTA. Comme de plus, Lrir = i7L7 (= irdiT), LT préserve
les espaces J* du complexe de contact. D’autre part, on vérifie facilement que Lra est
Ag-harmonique. Exprimons grace a (10) :

Lra =irDa+ duéja = do(65a)

ol 6] est la projection de 6 Ja sur I~ 1. L« est finalement le représentant harmonique
de la classe de dg-cohomologie nulle et on a donc bien : L1a = 0.
Les identités des propositions 5 et 7 deviennent ici des égalités car elles dépendent
Y . - 2 . ..
des formules élémentaires Op® ~ Oy = o(2) et [dy,A] ~ —&; qui sont ici exactes (cf.
16 et 17). On a en particulier sur J" :
3y

Ag=4g" =+ > ((debQ)*7*) (des@)~* + ((ixD)*=*)" (i D)*~*
—1<k<1
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On en déduit que Aga = 0, d’olt par (28) et (29) :
da =dya+0ANLra=0

et
ba=béga+8AAa=0 |,

c’est-a-dire & € Hp.gr. On conclut alors de la méme fagon que lorsque k£ < n.

Nous revenons sur l'interprétation du critére d’annulation. Nous savons désormais que
H'(M,R) = H'(N, R). Par conséquent, H*(M, R) = 0 si la courbure de Ricci de N est
positive. En fait, cette condition est la méme que celle obtenue en utilisant la connexion
pseudohermitienne V¥ et le complexe de contact de M.

En effet, on vérifie que V¥ est le “pullback” de la connexion V¥ de Levi-Civita de N,
ieVEY €Q V X etY et # VEY = V7Y Cela résulte de la caractérisation de V¥
comme unique connexion préservant grq, 8 et de torsion Tor(T,X) = L1JX = 0 ici. On
en déduit alors facilement que 7 RH(X,Y)Z = RN(nX,nY)7Z. La positivité de Ricci
VY est donc équivalente & celle de Rj.

4. Théoréme d’annulation pour H*(M,R) en dimension 3.

Nous allons maintenant chercher un critere d’annulation de H! en dimension 3 en
utilisant de nouveau connexion et complexe de contact. Nous savons déja que lorsque
le flot de T est riemannien et engendre un “bon” quotient, la positivité de R, entraine
’annulation de H' (¢f. ci-dessus). Il s’agit dans le méme esprit qu’en degré k < n de
savoir si ce résultat subsiste si L1J est “ petit” devant Rz. Nous traitons le cas de H?
en dimension 3 séparément car le laplacien a étudier Ag = (doég)? + D*D est a priori
d’ordre 4. En fait, nous avons vu a la fin de la premiére partie que Ag admet des racines
carrées. Plus précisément, l'opérateur' P = dgég — *D est autoadjoint, vérifie Ag = P?
et préserve le bidegré modulo des o (cf. prop. 8).

Exprimons P a ’aide de la connexion pseudohermitienne. Tout d’abord, on obtient
en reprenant les formules (10) et (11) :

P = dq5Q + J(iTD) ,

avec dgég = %(dHéy + 5;1]d}‘;) et irD =L — dH(SI‘{’. On développe ensuite ceci suivant
les bidegrés pour trouver :

P=JcLr+AY

JLT se décompose a son tour en (JLr1)%° = JVr et

(JLr — (JL1)**)a = Ja(Tor (T,-))  (cf. 15)
=—Ria (cf 18)

Quant & A}®, les formules (23) et (26) nous donnent :

AN =2(VO)* VO sur QY0 et AY° =2V Wil gur QO
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Nous avons donc obtenu la formule de Weitzenbéck suivante :
P=2VIV_+JVr—-R
ol I’on note, pour a € Q'1Q R C,
Via = V010 4 01401
et
V_q = V10g01 4 vl 410
Nous transformons un peu cette formule de fagon & y faire apparaitre la courbure de
Ricci : R, = —iR(1,1)J = R(Y1,X1)J. Pour cela, on sait par (25) que
IV =-ViVi+VIV_ - R,
On obtient alors pour P une famille de formules de Weitzenbock dépendant de A € IR :

P=(2-A)V'V_+AViVy +(1+A)JVr+ AR, — Ry . (30)a

Comme on ne peut a priori contréler le signe (JVra, a), cette formule ne fournit pas
directement de critére d’annulation, méme lorsque Rz > 0 et R; = 0. Autrement dit, P
est toujours un opérateur “sans signe”. Cependant, nous avons vu que si Ry = 0= L1J
les formes harmoniques a vérifient L17a = Vra = 0. Dans ce cas (30); par exemple,
nous montre bien que H!(M,R) = 0 si R; > 0 . Nous voulons adapter cette méthode
lorsque £1J # 0. Pour cela nous allons contréler, pour a harmonique, JVra en fonction
de L1J, Va et VgoLrJ, i.e. une dérivée covariante horizontale de L1J. Tout d’abord,
ona:0=irDa=Lra—duéja don

Lra = dq(é'lga) .
On peut alors majorer Lra en posant :

[Craf? = |dg(61)|" = (6odo(6ia), 8ile)

< |67 |6gLra|

avec :
bgLra = [bg,L1]ac car éqa=0
= [bg, LT+ LT]a
puisque [6g, L7] = 0 comme il découle de dgLr = L1dq.
On sait de plus que L1 = Vr + JR; (cf. plus haut)

dou:L;=-Vr—RJ=-Vr+JR;
et finalement : L1 + L] = 2JR;.
On a donc : dgLT a = 26gJ R«
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avec : 6B = (Vx,8)(X1) + (Vv, 8)(Y1) pour B € Q1Q et X;,Y; = JX; orthonormés ;
d’ot l'on tire : |6gB| < |Vo§|.
On en déduit :

|6gLT a| £ 2|VgJR;q]
S2(|Ri| [Voal +|VqRil le]) (VI =0)
Finalement, on obtient :

|Cre|* <2|Vqa| (|R:i| [Voal + [VoRi| |o|)

et, sans chercher a optimiser, on trouve

1 1
[£ra| < |R1|2 [Voal + ([VoRi| [Voallal)?
puis, 'estimée voulue de contréle de |Vra| = |(Lr — JRy)q] :

1
2

1
[Vra| < |Rilla] +|R1]2 [Voal + (IVeR:i| [Voal la|)

Nous la substituons dans (30); en supposant par homogénéité que |a| = 1, on obtient
alors :

(Pa,a) = |Voal’ +2(JVra,a) + (Rya,a) — (R1a, a)
1
2

1
> [Voaf* - 2(|Rsl + |Bi[? [Voal + (IVqRi| [Vqallal)?) + R, = |Ry|

Nous cherchons une condition portant sur |R;|,|VoR;| et R; assurant la positivité
de I'expression ci-dessus quel que soit |Vgal|. Nous voulons de plus que celle-ci soit
invariante pour des changements de métriques adaptées go = 6% + df(-,J-) en grp =
k26% + kdf(-, J-) ; comme l’est celle déja obtenue pour I’annulation de H*(M, IR) lorsque

k < n. On voit facilement que sous ces transformations, on a : |R;| — % |R:1|, Rz — %Rg,
1 1

|VoR:| — e |VoR:| et [Val* - P |Val|? pour a de norme 1.
3 /

Nous allons donc chercher une condition du type :
Ry> |Ry| et |VqRy[*?

Pour cela, on minore :

0O =

1 2 1

~2(|VqRi| [Val)? = =2(IVoRil* |VoRy|* [Vqal)
2 1

> —|VQRi|® = |VqR|® |Vqal
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et finalement :
2
(Pa,a) > [Vaof* — Vool (2|Ril* + |VoRi[¥) + B2 = 3|Ra| - [VoRi?

On calcule le discriminant de ce binéme en |Vga] :

1 1\2 2
A= (2 |Ri|Z + |VQR1|3) —4(R2—3|R1|— |VQR1|3)
2 2
<2(4[Ry] + [VoRal? ) - 4(Ra = 31Ri| - [VoRul? )
— _4R, + 20|Ry| +6|VoRy|}

Nous venons donc d’obtenir le

Théoréme 13. Si4(R;a,a) >20|LrJ|+6 |VqﬁTJ|2/3 pour tout « € Q1Q de norme
1, alors on a :
HY (M,R) =0

5. Courbure riemannienne et courbure pseudohermitienne.

On se donne ici une variété M munie d’une structure pseudohermitienne (@, J,6).
En géométrie riemannienne, on sait que H!(M,R) = 0 si la courbure de Ricci de la
connexion de Levi-Civita est minorée par une constante positive. Nous voulons comparer
ce critere d’annulation avec ceux obtenus ci-dessus en géométrie pseudohermitienne.

Tout d’abord, ces derniers sont homogeénes dans les changements de métriques
adaptées gg = 6% + dO(-,J-) en gko = k6% + kdf(-,J-). Cela signifie que les conditions
d’annulation obtenues sont indépendantes de k. En effet, elles s’écrivent :

(R)ke > K L1 T|lyp (+K'||[VoLr, T2 en dimension 3)

ou tous les termes présents sont homogeénes de degré -1 en k.

Nous allons voir que la courbure de Ricci de la connexion riemannienne ne posséde
pas, en général, cette propriété d’homogénéité. En fait, nous exprimerons Ricci (gag)
comme un polynéme en )\ dont les coeflicients sont des composantes homogenes de la
courbure pseudohermitienne. Pour éviter de changer d’échelle sur le champ de contact,
nous travaillons plutét avec la famille de métriques gy = A\6% + df(-, J-). Cela revient au
méme ici puisque Ricci(gag) = Ricci (Aga) = ARicciga.

Dans la suite, A étant donné, on note V* la connexion de Levi-Civita associée & gx et
V la connexion pseudohermitienne de g;. On choisit d’écrire (X,Y) = ga(X,Y’) tandis
que (X,Y); = ¢1(X,Y). Enfin, on pose VX,Y € TM :

D(X,Y)=VLY - VxY
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Comme V et VT préservent tous deux la métrique gx (Vgr = V62 + Vgrq = 0 d’apres
le § 1), ils vérifient la célebre formule : :
2(VxY,2) = X.(Y,2) + Y.(2,X) - Z.(X,Y) + (X, Y], 2) + ([2,X],Y) + (2, Y], X)
+(Tor(X,Y), Z) + (Tor(Z, X), ¥) + (Tox(2,Y), X)

avec TorVL = 0 et TorV donnée dans le paragraphe 1. On obtient par conséquent :
2(D(X,Y),Z) = (TorV(Y, X), Z) 4+ (TorV(X, Z),Y) + (TorV(Y, Z2), X)
En distinguant les différents cas X,Y,Z € Q ou = T, on en extrait facilement :

2AD(X,Y) = (A df(Y,X) — 2(Tor(T,X),Y);:)T pour X,Y € Q
9D(T,Y) = AJY
2 D(X,T) = 2 Tor(T, X) + A JX
D(T,T) =0

Dans la suite, on convient de noter :
R X = Tor (T, X) = —1J (L7J)(X)

Nous pouvons maintenant exprimer la courbure sectionnelle de VX : Kf(X,Y) =
(RL (X,Y)Y,X) en fonction de la courbure de V. On travaille pour simplifier dans un
repere B = {X,;,Y; = JX;,T} normal en m € M, c’est-a-dire vérifiant VyX = 0 en
m VX,Y € B (cf. preuve de (17)). On a alors :

KX(X,Y)=((VkV¥ - V§V% = Vix y))Y, X)
= X.(V}Y, X) - (V$Y, V4 X)
—Y(VXY, X) + (VXY, V§X) - (Vi Y, X)
=X.(VyY + D(Y,Y),X) - (D(Y,Y), D(X, X))
~Y(VxY + D(X,Y),X) + (D(X,Y),D(Y, X)) — (D([X,Y],Y), X)
=Kx\(X,Y)+ (VxD(Y,Y),X) - (VyD(X,Y), X)
- (D(Y,Y),D(X, X))+ (D(X,Y),D(Y, X)) + (D(Tor(X,Y),Y), X)
avec K)\(X,Y) = (R(X,Y)Y,X) .
On obtient finalement, suivant les différents types de 2-plans considérés :

e pour X,Y € @) de norme 1, avec Y orthogonal & X et a JX :

1

1
KEX,Y)= Ki(X,Y) /\(RlX,X)l(RlY, Y), + X(Rlx, Y)?.

e pour X € () de norme 1,

3 1 1
KE(X,JX) = -7 KX, IX) + X(RIX,X)f + 3 (RaX, JX)%.
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e pour X € Q de norme 1 et T\ = A~3T de norme 1,

A 1 1 2
KLXx,T\) = 7+ (B X, JX): - -XIRlef_ - X((VTRI)X,X)1 :

(Ici, KA(X,T) = (R(X,T)T, X) = 0 puisque VT = 0).

Pour calculer le tenseur de Ricci, on choisit une base orthonormale

{XI’YI = JXla"'aXn,Yn = JXn,TA}

pour gx. On a alors :

Ricciy (T, Ta) = ZK(T,\, )+ K(T», JX;)

My Z(RIX., JXi)1 + (R JXi, I Xi)y

=1

DY (|R1Xi|f + |R I X} + (VR X, Xi)1 + (VTR J X, T Xi)1)

avec :

et

(RIX, Y)] = (RIY,X)I 3 R]J = —JRl

Z IR Xl + [RUIX)E = || R |® = = || Lrd |,

=1

d’ou ’on tire finalement

A1
Riccik(Ty, Th) = f‘—--||Rl||2 (31)

On obtient en particulier que Ricci,[\’(TA,T,\) est positif si et seulement si

2 1
/\Z\/;HR1II=EIIETJII :

Exprimons mainténant

Riccix (X1, X1) = KX (X1, Ta) + KX (X1, TX1) + Y KX (X1, JX:) + K§ (X1, X5)
1=2

-+ (R Xy, J X)) — |R1X1|1 (VTR1X1,X1)

!
3A
- KX, TX0) 4 5 (R, X0)? + (R X, X))

>,

1
+ ZKI(Xl,X,-) - X(RIXI,XI)(RlX,-,X,-) + (R X1, Xi)?

1=2 A
1 1
+ Ki(X1, I X) = 5 (Ra X0, X0) (R T X, T X3) = S (BaXa, JX;)?
A . 1
= - E + RICCII(XI,Xl) + (R1X1,JX1) - X(VT.RIXI’XI)I .
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Autrement dit, pour X € Q de norme 1, on a

A
Ricci{ (X, X) = ~3 + Riccia (X, X) + (R X, JX); - %((VTRI)X,X)I

Ce n’est pas fini! Nous voudrions en effet comparer Riccif"(X ,X) au tenseur de Ricci
pseudohermitien

(RX, X) = %(Ricci(X,X) + Ricci(J X, X))

intervenant dans le critére d’annulation pseudohermitien (cf. paragraphe 2). Nous devons
donc identifier

Ricci(X, X) — Ricci(J X, JX) = ZK(XI, )+ K(X1,JX:)
— K(JXI,X;) - K(JX1,JX;) .

On calcule, pour 7 > 1,
K(X1,X:) + K(X1,JX:) = (R(X1, X)X, X1) + (R(X1, I X)) J X, X1)
= (R(X1,X:)JXi, JX1) — (R(X1,J X)) Xi, T X,)
car R(U,V)J = JR(U,V) puisque VJ = 0. Il vient
K(X1,X:)+ K(X1,JX;) = (R(X1, X:)JXi + R(JX;, X1)X;, T X,) .

On peut utiliser ici I'identité de Bianchi pseudohermitienne (c¢f. Tanaka, [6] Prop.
3.5.):

Y R(Xa, Xp)Xy= Y d6(Xa,Xg)RiX, .
cyclique cyclique
On obtient alors : .
K(X1,X:) + K(X1,JX:) = —(R(Xi, JXi) X1, I X1) — (R1 X1, JX1) .
On trouve de méme :
K(J X1, X:) + K(JX1,JX;) = —(R(Xi, JXi) X1, I X1) + (R1 X1, JX1) -

d’ou 'on tire, pour X € @ de norme 1 :

Ricci(X, X) — Ricci(J X, JX) = Y —2(R1 X, JX)
=2
= —2(n - 1)(R X, JX)

et finalement :

. A 1
Riccif (X, X) = =5 + (B X, X)1 + (2 = n)(Ra X, JX )1 — X((VTRI)X,X)l . (32)

Nous cherchons maintenant & quelle condition il existe un A tel que Riccik (X, X) > 0
pour tout vecteur tangent X € TM. C’est en effet une maniére d’obtenir, en géométrie
riemannienne, un critére d’annulation de H! homogéne c’est-a-dire invariant par les
changements de métriques g; en gy.
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Proposition 14.

Si il existe une constante A telle que RicciL(g)\) > 0, alors on a pour tout X € Q de
norme 1 et en tout point m € M :

(ReX,X) > = | Rall
et (R X, X) > (4n)~% | Tro(V. Ry) (X)|3 |
ou Tro(V. R1) (X) = Yie) (Vx: R1) X, Xi) + (Vv R1) X, Y3)

désigne la trace de I'endomorphisme V — (Vv R;)X restreint a Q.

Démonstration.

‘ 2
Nous savons déja par (31) que si Ricci(T, T) > 0, alors X > \/; |R1|| . D’autre part,

en utilisant les symétries

(R2JX,JX) = (Re X, X)
(+) (RiJX,J?X) = —(RiX, JX),
(VrR1)JX,JX) = —((VrR)X, X),

on obtient :
0 < Ricci? (X, X) + Ricci¥ (JX,JX) = X + 2(R: X, X),
et par conséquent :
2R X, X)> A > \/g |R1] -

Pour qu’il existe un réel A tel que Ricci¥(X,X) > 0, il faut que le trindme (32) ait un
discriminant positif, soit :

(ReX, X) + (2 — n)(R1X, JX))* > 2((VTR1)X, X) .

En fait, grace aux symétries (), on obtient :

2|(VoR)X, X)| < (ReX, X) + (2 = n)(Ry X, I X)) )?
' < ((ReX,X)+ |2 =n| | Ry|)?
< (142 = nlv2n)* (R X, X)? .
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Il nous reste a considérer Riccif{(Y,Y) pour Y € TM de direction quelconque. On
décompose pour cela Y en X + aT ou X € @ et a € IR. Nous avons alors

Ricciy (Y,Y) = Trace(V — RE(V,Y)Y)
= Ricci¥(X, X) + 2a Trace(V — RE(V, X)T) + o’ Riccix(T,T) .

Ce trinéme est positif pour tout «a si
L 2 . L . L
| Tr(RX(-, X)T)|” < Ricciy (X, X) Ricciy (T, T)

En appliquant cette expression a JX, on obtient a I’aide des formules (32) et (33) :

| Te(REC D) + | Te(REGIXT] < (A4 2(BX, X)) (o~ IR 1)

avec

2 (R2X,X) — A = Ricci¥(X, X) + Ricci% (JX,JX) > 0

d’ou
| Te(RE(, X)T)[* + | Te(RE(, IX)T)|” < 4n (R X, X)* .

Enfin, en utilisant I’expression de V% en fonction de V obtenue plus haut, on trouve
facilement :

(RE(V, X)T,V) = (VvR:(X),V) - (VxEa(V), V)

puis en sommant :
Tr(RY(-, X)T) = Tr(V. Ri(X)) = Trq (V. Ri(X)) ,

puisque

(VR)JV = —J(VR))V et ((VrR)X,T)=0.0O

En conclusion, nous voyons que la positivité de la courbure de Ricci riemannienne
implique le contréle de R, (= %,CTJ), Trq(V. Ry) et VT Ry par R;. En revanche, le
critere d’annulation de H! obtenu grice au complexe de contact en dimension > 5
nécessite seulement le contréle de R; par Rs.

Pour expliquer ceci, on considére 'ordre des différents éléments de courbures mis
en jeu, c’est a dire le nombre maximum de dérivations suivant Q de la métrique et de
la structure complexe qu’ils effectuent. En ce sens R;, R;, Trq(V.R;) et VT R; sont
respectivement de poids 2, 2, 3 et 4. En fait, ce sont des composantes de courbure
homogenes car on a, lorsque gg — gr24 :

| Rzll, | Rulls | Te@(V. R) |l | V2R | — A2 || Re ||, A2 || Ra
A7 || Tro(V. R ||, A™* | VR, ||
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En géométrie pseudohermitienne, nous avons pu utiliser le laplacien de contact Ag
d’ordre 2 en dérivées suivant Q. Le laplacien de Hodge-De Rham est lui de poids 4, car -
il utilise des dérivées secondes des formes suivant T, vecteur transverse d’ordre 2. Les
formules de Weitzenbock associées font alors naturellement intervenir des éléments de
courbure d’ordre au plus 2 pour Ag et, en géométrie riemannienne, la courbure de Ricci,
d’ordre 4 comme nous venons de le voir.

Dans le cas des 1-formes en dimension 3, nous ne pouvions pas employer directement
la racine carrée, d’ordre 2, du laplacien de contact, pour obtenir un critéere d’annulation.
Celle-ci est en effet toujours un opérateur sans signe. Nous avons cependant conclu en
étudiant des opérateurs supplémentaires, QLT et L1éqg, d’ordre 3. Il n’est donc pas
étonnant que la condition d’annulation trouvée nécessite le controle d’une composante
de courbure d’ordre 3 : VgR;. Cela reste cependant “meilleur” que la condition d’ordre
4 intervenant en géométrie riemannienne.

6. Géodésiques de Carnot-Carathéodory et courbure pseudoher-
mitienne.

En géométrie riemannienne, on peut retrouver un critére d’annulation de H!(M, IR)
en étudiant les géodésiques. Le théoreme de Myers affirme en effet que toute variété a
courbure de Ricci minorée par une constante strictement positive est compacte. On en
déduit qu’une telle variété, ayant son revétement universel borné, posséde un groupe
fondamental fini, et qu’en particulier H(M,R) = m;/[r;,m] ® R = 0. On peut se
demander s’il existe un équivalent d’une telle méthode en géométrie pseudohermitienne.

Comme dans tout ce qui précéde, nous cherchons a étudier des objets invari-
ants dans les changements de métrique adaptées gy en grg. Les géodésiques rieman-
niennes ne possedent pas cette propriété. En remplacement, il est assez naturel de
considérer les géodésiques de Carnot-Carathéodory. On rappelle que la distance de
Carnot-Carathéodory entre deux points M; et M, se définit comme le minimum des
longueurs des chemins legendriens, c’est-a-dire partout tangents a @, reliant M; a M,.
Les courbes localement minimisantes pour cette distance s’appelent les géodésiques de
Carnot-Carathéodory. Leur équation locale a été calculée par de nombreux auteurs, voir
par exemple Strichartz [11].

Nous voulons dans un premier temps établir leur équation locale en fonction de la
connexion pseudohermitienne. Pour cela, nous devons faire un calcul de variation. Soit
Yu(t), u,t € [O,1] une famille de courbes legendriennes reliant My = 7,(0) & M; = v.(1).

On note V = % et X = %}. On étudie de préférence la fonctionnelle énergie

1
E(y) = / 13(t) |17 de

a la longueur

o) = / 1508) | dt .
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Les minimas de E sont bien ceux de £ au parametre pres. Exprimons

a 1
3B o = V. [ (X, X)

=2/1(VVX,X)dt

=2/1(VXV+(Tor(V,X),X)dt

=2/1X.(V,X)—(V,VXX)+(Tor(V,X),X)dt
0

=2 / 1 —(V,VxX) + (Tor(V, X), X) dt

avec

(Tor(V,X),X) = Tor(8(V)T + Vg, X)
= 6(V) Tor(T, X) + do(Vq, X)T
(¢f. paragraphe 1), d’ou

(Tor(V, X),X) = 6(V) (Tor(T,X)-, T) .

On retrouve bien que E(+y) est minimum parmi les reparamétrages de + si et seulement
si

(VxX,X)=0=X.[[7() II*,
ce que nous supposerons satisfait désormais. On décompose alors
VxX=al)JX+Y
ou Y est orthogonal 3 X et a JX. On a donc

2 B(32) humo= 2 / " a(t)(V, JX) + (V,¥) + 6(V)(Tor(T, X), X) dt

Il nous reste a exprimer le fait que 7, est une famille de courbes legendriennes, soit

d9(V,X) = V.e(X) - X.6(V)-6([V,X])
' =-X.0(V)
=—(V,JX)

d’ou
2 g —9 / V) + (VY) + 6(V)(Tor(T, X), X) de

) / Loy + (Tox(T, X), X)) + (V,Y) dt
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Inversement, on vérifie que, lorsque 4 n’est pas constante, tout champ de vecteurs V
le long de 7, nul aux extrémités, satisfaisant

X.(V) = (V,JX)

s’integre en une famille de courbes legendriennes a extrémités fixées. Par conséquent,
E(y) est stationnaire si et seulement si

Y=0, et X.a(t)+ (Tor(T,X),X)=0.

Proposition 15. (Equation des géodésiques de Carnot-Carathéodory). Soit -y une courbe
legendrienne, et X = 4(t). Alors v est une géodésique de Carnot-Carathéodory si et
seulement si V x X est colinéaire 4 JX,

VxX =—-aJX

X.a(t) = —(Tox(T, X), X) = %(J(ETJ)X,X) .

Nous pouvons interpréter cette équation dans le cas de notre modele métrique : le
groupe d’Heisenberg. On munit H® de sa structure pseudohermitienne invariante par
translations. La projection = : H* — H3/(T) = IR? euclidien est une submersion
riemannienne, c’est-a-dire qu’elle conserve la norme des vecteurs horizontaux. Enfin, df
se projette suivant la forme d’aire A = J(zdy — ydz). Par conséquent, un lacet fermé
de IR? se releve en un lacet legendrien fermé si et seulement si son aire est nulle. De
méme, les chemins legendriens reliant M; et M, € H? sont les relevés des courbes
d’extrémités wM;, m M, et d’aire balayée fixée. Les géodésiques de Carnot-Carathéodory
sont alors les courbes de longueur minimale pour une aire fixée, c’est-a-dire les arcs
de cercles. En projection, leur vecteur tangent X = 4(t) /[|¥(t)|| vérifie VxX = kJX
ol k est la courbure du cercle décrit et V la connexion de Levi-Civita de JR%. Comme
on sait qu’ici la connexion pseudohermitienne se projette sur V (cf. paragraphe 2), on
retrouve bien comme équation des géodésiques de Carnot-Carathéodory VxX = kJX
avec X.k = —(Tor(T, X), X) = 0 puisque la structure complexe est invariante par T.

En suivant la démonstration du théoréme de Myers en géométrie riemannienne,
nous voulons maintenant exprimer la variation seconde de longueur au voisinage d’une
géodésique de Carnot-Carathéodory. Ceci doit nous permettre, sous une hypothese de
courbure, de montrer que les géodésiques de grande longueur ne sont pas globalement
minimisantes.

Pour limiter les calculs nécessaires, nous nous plagons dans la suite en dimension 3.
On se donne de nouveau une famille de courbes legendriennes 7,(t) reliant My = v, (O)
a M; = 44(1). On suppose de plus que 7 est une géodésique de Carnot-Caratheodory et,
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pour avoir E(vy) = £(7u)?, que les v, sont paramétrées a vitesse constante. On a alors,
pour u = 0,

VxX =a(t)JX avec o(t)=—(Tor(T,X),X) .

Déterminons pour commencer les contraintes imposées sur Vjy=g. On pose V =
a(t)X + b(t)J X + ¢(t)T. On sait déja que V est une variation de courbes legendriennes
si

do(V,X)=-X.0(V)=—c(t) = —=(V,JX) = =b(¢t) .
D’autre part, on veut que les v, soient paramétrées a vitesse constante, i.e.
VX.(X,X)=0=X.V.(X,X)
soit, pour u = 0,

3V.(X,X) = constante
= (Vv X, X)
= (VxV + Tor(V, X), X)
= (VxV,X) + 6(V)(Tor(T, X),X) ,

avec

VxV =Vx(a(t)X + b(t)JX + c(t)T)
= (a'(t) — b(t)a(t)) X + (¥'(t) + a(t)a(t))IX + ' (H)T
d’ou l'on tire
constante = a'(t) — c'(t)a(t) — c(t)a'(t) = (a(t) — c(t)a(t))

et comme V(0) =0 = V(1), on a a(t) = ¢(t)a(t). En résumé les champs V,=o possibles
sont de la forme :

V =c(t)a(t)X + (#)JX + ()T, (33)
et ne dépendent que du choix d’une seule fonction arbitraire c(t) = (V).

On veut maintenant calculer
62 : 62
E‘—gE(%) = 23(%)@“%)
¢
= V2/ (X,X)dt
0
¢
=2/ V(VyvX,X)dt
0
¢
= 2/ V.(VxV + Tor(V, X), X) dt
0

=2 / VX (V.X) - V(V.VxV) + V.(Tor(V, X), X) dt
2 ) =2 /0 CXVV.X) — (VW VX) + (V, Ty V5 X) (34)

Ou?
+ (Vv Tor)(V,X),X) + (Tor(VvV, X), X) + (Tor(V, Vv X), X) dt .
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On s’occupe tout d’abord des termes

—(VvV,VxX) + (Tor(VvV, X), X) = —a(t)(VvV, JX) + 8(VvV) (Tor(T, X), X)
= —a(t)(VyV,JX) — (V.O(V))e (t)

avec

X.(V,6(V)) = V.(X.8(V))
= V.(V,JX)
= (VwV,JX) + (V,JVvX)

d’ou
/ (VY. VxX)t (Tor(VyV, X), X) = / OV + alt)(V, IVy X) dt
0 0
- /  (O)(IV, VXV + Tor(V, X)) dt
0

__ / (O)(IV, TV + a()8(V) (JV, Tor(TX)) dt .

Avec les mémes méthodes, on obtient pour les autres termes de (34)
(Tor(V, Vv X),X) = §(V)(Tor(T,X)VxV) + 8(V)? Tor(T, X)|? ,

((VvTor)(V,X),X) =0(V)* ((VTR1)X,X) + 6(V)’a(t)(Vx R1) X, X)
-+ OV (V)(VixR)X, X) ,

ou on note R; X = Tor(T, X) = —%J(LTJ)(X).
Enfin,

4 4
/0 (V,VyVxX)dt =/ IVxV|? = (X,8(V))? + 6(V)(VxV, Tor(T, X))
0
—(V,R(V, X)X) dt
avec
(V,R(V,X)X) = 6(V)§'(V)(R(T, X)X, JX) + ¢ (V) (R(JX, X)X, JX)

ou (R(JX,X)X,JX) = —(R2X,X) est la courbure de Ricci pseudohermitienne déja
rencontrée. Pour reconnaitre (R(T, X)X, JX), on se sert de l'identité de Bianchi pseu-

dohermitienne (cf. Lee [8], Webster [13]) :
R(T,X)X + R(T,JX)JX = (VxR:)(X) + (VixR1)(JX) ,

d’ou

(R(T, X)X,JX) = (VxR X, X) - (VixR1 X, X) .
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En reportant tout ceci dans (34), on obtient finalement

2 /4
5%13(7,, ) = / ¢ 4 2ed" (R, X, TX) — ¢ ((Ro X, X) + o) (35)
A ,

+ cc (Ol(RIX,X) + 2(VJXR1X,X) - (VXR]X,X))
+ (R X,JX)? +2a*(R1 X, JX) + (VR X, X) + o(Vx R X, X)) dt

ol a(t) = (VxX,JX) est la “courbure” de la géodésique, et c(t) = O(V) est la
fonction déterminant la variation de courbes (cf. (33)). Les seules contraintes sur c(t)
sont ¢(0) = c(£) =0 ='(0) = c'(¥).

Sur le groupe de Heisenberg, I’expression se simplifie en

4
WE(’Y,‘) = / C"2 - c'2a2 dt .
0

Pour ¢(t) = 1 — cos 25, on obtient que aa—;E('yu) est strictement négatif si £ > 2=, Ceci

traduit le fait que les géodésiques trés courbées ne sont pas minimisantes méme sur de
petites longueurs (cf. 'interprétation en termes d’aire ci-dessus). Il en sera de méme sur

toute variété de contact, le terme en fol —c'?a? dt de I’expression (35) devenant dominant
sur les géodésiques a forte courbure. Pour contrdler ’ensemble des géodésiques, il nous
faut une hypothese de positivité sur (R;X,X). En fait, on veut que ce terme domine
tous les autres dans I'intégrale (35) car ceux-ci changent de signe lorsque X est changé en
JX. Enfin, il faut une hypothése garantissant que deux points quelconques sont reliés par
une géodésique. On dit qu’une structure pseudohermitienne est compléte si la distance
de Carnot-Carathéodory est compléte. D’apres Strichartz [11], il revient au méme de
supposer que la connection pseudohermitienne est géodésiquement complete.

Théoréme 16. (Version pseudohermitienne du théoréme de Myers en dimension 3). Soit
M une variété de dimension 3 munie d’une structure pseudohermitienne compléte telle
que, pour tout vecteur X € () de norme 1,

(R X, X) > max{2® || Ry ||, 2% | VoR: ||*/3,2°% | Vo Ry |*/?}

alors M est compacte de diamétre pour la métrique de Carnot-Carathéodory

4\/§7r

Debo= {@mx, %) | Xeq, [XI=1}°

Démonstration. - Il est bien connu que deux points quelconques sont toujours reliés
par une géodésique de Carnot-Carathéodory (cf. Strichartz [11]). Pour obtenir le résultat,
il nous suffit donc de montrer que toute géodésique de longueur supérieure a Dy admet
un champ de variation V tel que V2.£(y) < 0.
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On essaye comme ci-dessus V' = ¢(t)a(t)X + ¢'(¢)JX + c(t)T (cf. (33)) avec c(t) =

1 —cos % On trouve, sans chercher & optimiser les coefficients

2

t |
57 B) < [ 4 2ke| | By ||~ (RaX, X) + o)
0
+led|(lal | B [|+2 || VoRs )
+ (| Ba | 4202 | Ry ||+ || VoRs || +lal | VoRs ) dt,

62 8 4 8 2 ) 2
20 {00) ST + 75 | By | =T (R X, X) + o) + 2n(lal || Ry || +2 || VoR |)

+40(]l By |I* +20* || Ry || + || VTR || +lal || VoR: ||) dt .

Cette expression est négative si %.2—;53( (R2X,X)+a?) domine séparément chacun des
8 autres termes pour tout a. Cela se traduit par les inégalités suivantes :

32 T(ReX,X)} | 7 . (RX,X)+a®
€2>—-—-,32 R ||< (RX,X), < —-—2""_ (= = min 2 ,
®@x,x) 21 A< (RX,X), £<32rpam (= gmin = =)
T (ReX,X) , 7 (RX,X) ? 1 . (ReX,X)+a?
€<—“, <————, 0 < ——— (= —min ,
161 Vol | 6 & |7 2] "R m )
2 2 1 2 2
p TRXX) L, (ReX, X)) (= ™ i (X, X) +a? )
16| Vol | S TVer T 6™ o [VoR |

L’existence d’un £ vérifiant toutes ces conditions est assurée sous les hypothéses de
courbure faites, et on peut prendre alors £ = Dy. O

Remarque. Comparaison avec le résultat riemannien.

Nous avons vu au paragraphe 4, prop. 14, que s’il existe un A tel que la courbure
de Ricci de la métrique gyp soit positive, alors R; contréle Ry, Trq(VrR;), et VTR;.
Les éléments de courbure mis en jeu sont donc du méme ordre que ceux impliqués ci-
dessus dans la version pseudohermitienne du théoreme de Myers. Pour cette approche
utilisant les géodésiques, les métriques riemanniennes et celles de Carnot-Carathéodory
conduisent & des conditions d’annulation sensiblement équivalentes.
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