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Actions quasi-convexes d’un groupe hyperbolique,
flot géodésique

Marc BOURDON

Résumé. On étudie les actions isométriques quasi-convexes d’un groupe hyperbo-
lique T' au sens de M. Gromov sur les CAT(—1)-espaces X . A une telle action, sont
associés :

— Un flot géodésique (qui généralise le flot géodésique habituel du fibré unitaire
tangent & une variété riemannienne compacte).

- L’ensemble limite de I' dans le bord de X, muni d’une structure conforme
canonique, sur lequel I' agit par transformations conformes.

On étudie les liens entre ces deux systémes. En utilisant le groupe on construit une
représentation symbolique du flot. Celle-ci permet de traiter simplement des problémes
ergodiques comme le mélange du flot, et des problémes variationnels comme la conti-
nuité ou ’analyticité de ’entropie lorsque ’action varie.

Abstract. We study the isometric quasi-convex actions of a hyperbolic group I
according to M. Gromov on the CAT(—1)-spaces X . With such an action are asso-
ciated :

— A geodesic flow (which is a generalization of the usual geodesic flow on the
unitary tangent bundle of a riemannian compact manifold).

— The limit set of T' in the boundary of X, equipped with a canonical conformal
structure, on which I' acts by conformal transformations.

We study the links between these two systems. By using the group we construct
a symbolic representation of the flow. This allows us to study in a simple way ergodic
problems liké the mixing of the flow, or such variational problems as the continuity and
the analyticity of the entropy when the action varies.

Mots clés. Groupes et espaces hyperboliques, CAT(~1)-espaces, ensemble limite,
flot géodésique, dimension de Hausdorff, entropie topologique, application de Markov,
flot spécial, formalisme thermodynamique.

1991 Mathematics subject classification : 51 B 99, 28 D 15






Remerciements

Tout d’abord je remercie vivement Pierre Pansu qui a dirigé ce travail
avec beaucoup de gentillesse. Sa trés grande connaissance des mathéma-
tiques et ses remarques toujours trés justes m’ont beaucoup apporté.

Une grande partie de cette thése m’a été inspirée par Yves Guivarc’h.
Je lui en suis trés reconnaissant, ainsi que pour ses nombreux encourage-
ments.

Athanase Papadopoulos m’a également beaucoup aidé par ses re-
marques et conseils lors de la lecture de la premiére version de ce texte.
Je I’en remercie chaleureusement.

Je remercie Mikhaél Gromov, André Haefliger et Laurent Siebenmann
qui ont accepté de faire partie du jury et dont j’admire les grandes com-
pétences mathématiques.

Je remercie également Martine Babillot et Frangois Ledrappier pour
les discussions fructueuses, et I'intérét qu’ils ont porté & mon travail.

Martine Justin s’est occupée de la frappe du manuscrit avec patience
et gentillesse. Je I’en remercie sincérement.

Enfin, je remercie Caroline pour son indulgence, et le réconfort que
j’al trouvé auprés d’elle.






Sommaire

Introduction .. .. ... e e e e e e e e e e e e e 3
1. Préliminaires . . . .. ... ... .. .. .......... 6
- 1.1. Généralités sur les espaces métriques . . . . . . .. .. .. 6
1.2. Espaces hyperboliques géodésiques . . . . . .. .. .. .. 7
1.3. CAT(—b?)-espaces . . . . . v v v v v v v v v e 8
1.4. Bord d’un espace hyperbolique . . . ... ... .. .... 9
1.5. Métriques visuellessur X . .. .. .. ... ... .... 10
1.6. Action au bord des quasi-isométries . . . . . .. .. .. .. 11
1.7. Groupes hyperboliques . . . . . .. ... ... ... ... 13
1.8. Groupes quasi-convexes . . . . . . . . . . ..o ... . 14

2. Structure conforme sur le bord d’un CAT(1)-espace.

action quasi-convexe . . . .. .. ... ... ...... 17
2.0. Introduction . . . . . .. .. ... L 17
2.1. Fonctionsde Busemann . . . .. ... ... ........ 18
2.2. Distances horosphériques . . . . .. ... ... ...... 18
23. Horosphéres . . . . . . . . . .. ... ... .. 19
2.4. Produits de Gromov de deux élément de X . . .. .. .. 19
2.5. Une famille de métriques visuelles sur 0X . .. .. ... .20
2.6. Structure conformesur 0X . . . .. .. ... oL 24
2.7. Mesures conformes sur I’ensemble limite d’un groupe ‘
QUASI-COMVEXE . . . « v v o v v v e e e e e e e e e e e 27
2.8. Flot géodésique associé & une action quasi-convexe . . . . . 28
2.9. Le paramétrage de Hopf de (£,®7) . . . . . . . .. .. .. 30
2.10. Mesure d’entropie maximale . . . . . .. .. ... ... .. 31
2.11. Preuve du théoreme 2.0.1 . . . . . . .. .. .. ... ... 32
3. Un codage “a la Bowen-Series” d’un groupe hyperbolique
etdesonbord. . . ... ... ..o 36
3.0. Introduction . . . . . . ... .o 36
3.1. Applications de Markov sur un groupe de type fini . . . . . 37
3.2. Existence d’applications de Markov . . . . . .. ... ... 46
3.3. Probléme du prolongement au bord d’une application de Markov.
Exemples de construction d’applications de Markov . . .. . 49
4. Flots géodésiques et flots spéciaux . . .. ... ... .. 56
4,0. Introduction . . . . . . ... ..o L o 56
4.1. Construction d’une conjugaison du flot géodésique par
unflot spécial . . . . . . ... Lo 57

Ensemble limite et flot géodésique associés a une



4.2. Un exemple pour lequel la conjugaison est génériquement

bijective . . . . . .. L. e 61

5. Applications . . . . . .. ... ... ....... AP 66
5.0. Introduction . . . . . .. ... Lo oo 66
5.1. Lemme de réduction . . . . . .. ... ... .. L. 66
5.2. Formalisme thermodynamique . . . . . . . . .. ... ... 68
5.3. Mélange d’un flot spécial . . .. .. ... ... .. .... 71
5.4. Mélange du flot géodésique . . . . . ... .. ... .. .. 72

5.5. Topologie de Gromov sur les actions isométriques d’un groupe 77
5.6. Analyticité de I’entropie topologique sur ’ensemble des repré-
sentations quasi-convexes de I' dans Isom(Hf) ou Isom(Hg) 82

Références . . ... ... ............. e 85

o



Introduction

On étudie ici les actions isométriques quasi-convexes d’un groupe hy-
perbolique au sens de M. Gromov, sur les CAT(—1)-espaces. Ces espaces,
qui remontent & Aleksandrov, connaissent depuis quelque temps déja un
regain d’intérét sous I'impulsion de M. Gromov. Ils forment une vaste gé-
néralisation des variétés riemanniennes simplement connexes & courbure
inférieure & -1, les exemples les plus fameux étant les polyedres hyper-
boliques de M. Gromov. Nous nous intéressons plus particuliérement au
flot géodésique associé & une action quasi-convexe sur un tel espace, et
a ’action du groupe sur son ensemble limite. Le plan de la thése est le
suivant :

Structure conforme sur le bord d’'un CAT(—1)-espace :

Comme tout espace hyperbolique, un CAT(—1)-espace X admet un
bord, lui-méme muni d’une structure quasi-confome canonique (un inva-
riant de quasi-isométrie de X ). La propriété CAT(—1) permet d’affiner
cette structure : nous construisons sur X une structure conforme cano-
nique compatible avec sa structure quasi-conforme et invariante par les
isométrie de X . Elle est décrite par une famille de métriques visuelles
deux & deux conformes que nous construisons & partir des fonctions de
Busemann.

Soit maintenant une action isométrique quasi-convexe d’un groupe hy-
perbolique I’ sur un CAT(—1)-espace X . On sait que ’ensemble limite
de I' dans 0X et le flot géodésique sont intimement liés au groupe. En
effet si I' agit comme précédemment sur deux CAT(—1)-espaces, alors les
ensembles limites associés (qui sont canoniquement homéomorphes & 9I')
se correspondent par un homéomorphisme {2, canonique, I'-équivariant
et quasi-conforme. De méme, d’aprés une construction de M. Gromov,
les espaces du flot géodésique se correspondent par une équivalence d’or-
bites (un homéomorphisme envoyant orbites sur orbites sans préserver
en général le paramétrage). Nous montrons que I’homéomorphisme quasi-
conforme {2 est conforme si et seulement si I’équivalence d’orbites de M.
Gromov est réalisée par une conjugaison des flots géodésiques (une équiva-
lence d’orbites qui préserve le paramétrage). Ainsi la structure conforme
de I’ensemble limite détermine le flot géodésique et inversement.

Codage du bord d’un groupe hyperbolique et conjugaison du flot géo-
désique par un flot spécial :

Afin de simplifier I’étude du flot géodésique, nous en donnons une
représentation symbolique. L’idée (qui remonte & Morse, Nielsen, ... ) est
d’utiliser le groupe. La méthode est inspirée des travaux de Bowen-Scries
sur les groupes fuchsiens.

On définit d’abord la notion d’application de Markov sur un groupe
de type fini I'. Lorsque T' est hyperbolique l'existence de telles applica-
tions est garantie par un théoreme de J.W. Cannon. A une application
de Markov sur I est associée un sous-shift de type fini unilatéral £+ qui
permet de coder OI' par une application :

q: Tt - or
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Holder continue surjective 3 fibres finies de cardinal uniformément borné.

Notons que sur une large classe d’exemples (qui contient les groupes
fuchsiens et certains groupes de Coxeter dans Isom(Hg)) I'application de
Markov sur I' s’étend en une application de Markov sur OI' (le cas des
groupes fuchsiens a été traité par R. Bowen et C. Series). L'application ¢
est alors génériquement bijective.

Lorsque I' agit par isométries de maniére quasi-convexe sur un
CAT(—1)-espace X, on obtient par suite une conjugaison du flot géodé-
sique par un flot spécial. Ce dernier est défini par suspension d’une fonc-
tion Hélder continue ¢ (le “facteur conforme de I'application de Markov
sur I’ensemble limite”), au-dessus du sous-shift bilatéral ¥ naturellement
associé & TF. Cette conjugaison n’est pas en général bijective (sauf si T
est un groupe fuchsien, c’est alors une conséquence immédiate des travaux
de Bowen-Series), elle est seulement continue surjective & fibres finies de
cardinal uniformément borné. Elle est donc moins précise que celles déja
construites par Sinal, Bowen, ... , qui utilisent des sections de Poincaré
et le caractére Anosov du flot lorsque ' est cocompact et X est une va-
riété riemannienne. D’un autre coté elle est plus naturelle : le sous-shift
ne dépend que du groupe, la fonction ¢ reflete la structure conforme de
Pensemble limite. Elle est aussi plus simple et sans doute plus générale.

Mélange du flot géodésique :

Puisque le flot géodésique est décrit par un flot spécial, il a les proprié-
tés des flots hyperboliques généraux. En particulier les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) La mesure d’entropie maximale est mélangeante.
(ii) La mesure d’entropie maximale est faiblement mélangeante.
(iii) Le flot est topologiquement mélangeant.

(iv) Le spectre des longueurs des orbites périodiques n’est inclus dans
aucun sous-groupe discret de R.

En adaptant une preuve de D.J. Rudolph, nous montrons le mélange
du flot sous ’hypothése que le bord du groupe n’est pas totalement dis-
continu. Notons que si le bord de T" est totalement discontinu alors T" est
commensurable a un groupe libre (d’dpres un théoreéme de Stallings). Dans
ce cas le mélange n’est pas automatique et une étude visant a caractériser
les actions de I' donnant un flot mélangeant, serait nécessaire.

Continuité et analyticité de la dimension de Hausdorff de l’ensemble
limite et de Uentropie du flot géodésique :

On considére ’ensemble des actions isométriques d’un groupe hyper-
bolique T' sur les espaces §-hyperboliques de M. Gromov (& est fixé).
On munit cet ensemble de la topologie de Gromov. On montre alors de
maniere géométrique que les actions quasi-convexes forment un ouvert de
cette topologie et que la dimension de Hausdorff de leur ensemble limite
(relativement & une métrique visuelle de parametre fixé) varie continue-
ment sur cet ouvert.

Dans le cas des actions quasi-convexes de I' sur les CAT(—1)-espaces,
la dimension de Hausdorff de I’ensemble limite est égale a 1'entropie topo-
logique du flot géodésique (un phénoméne mis en évidence par Manning,
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Sullivan, ... ). Ainsi on obtient également la continuité de I’entropie du
flot géodésique.

Enfin, en utilisant la description symbolique du flot, on montre la
réelle analyticité de I’entropie associée a une représentation quasi-convexe
de I' dans Isom(HE) ou Isom(Hg). La méthode consiste a relier I’entropie
a une valeur propre d’un opérateur (opérateur de transfert de D. Ruelle)
qui dépend analytiquement de la représentation.






1. Préliminaires

On rappelle dans ce chapitre les notions d’espaces et de groupes hy-

peboliques, qui nous seront utiles par la suite. Pour plus de détails, on
pourra se référer & [G], [G-H], [C-D-P], [C].

1.1. Généralités sur les espaces métriques

Sont rassemblées ici les définitions qui seront d’un usage constant.

Soient (X,dx),(Y,dy) deux espaces métriques. Afin d’alléger les no-
tations, la distance d(z,z') sera souvent notée |z — z'|.

Quasi-isométrie : Une application f : X — Y est une (), k)-quasi-
isomeétrie, si quels que soient les éléments z,2' de X :

Az — 2|y — k< |f(2) - f(2")ly S Ao —2|x +F.

On dit qu’elle est une quasi-isométrie, si ’'on ne tient pas & préciser les
constantes A et k.

Remarquons qu’une quasi-isométrie n’est pas en général continue.
Espaces quasi-isométriques : Les espaces métriques X et Y sont

quasi-isométriques, s’ils satisfont I’'une des deux conditions équivalentes
suivantes :

(i) 1 existe des quasi-isométries f : X - Y, g:Y — X et un réel
€20, telsque fog et go f soient e-proches de l'identité.

(ii) 11 existe une quasi-isométrie f : X — Y et un réel ¢ > 0, tels que
F(X) soit e-dense dans Y.

Rappelons qu’un sous-ensemble Z de Y est e-dense, si le €-voisinage
de Z dans Y est Y.

Géodésiques : Un segment géodésique (resp. un rayon géodésique),
(resp. une géodésique) de X, est une isométrie :

vy:I-X
ou I est un intervalle de R, fermé borné, (resp. fermé semi-infini),
(resp. R).

Etant donné deux éléments z,2' de X, on notera [zz'] tout segment
géodésique :

!

v:la,b] = X ;avec y(a)=z,v(b)==z".

D’autre part, on se permettra souvent de confondre un segment
géodésique, ou un rayon, ou une géodésique, avec son image.

Espaces géodésiques : L’espace X est géodésique, si deux éléments
quelconques de X peuvent étre reliés par un segment géodésique.
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Quasi-géodésiques : Un (), k)-quasi-segment géodésique, (resp. rayon
géodésique), (resp. géodésique) de X, est une (A, k)-quasi-isométrie :

v:I-X

ou I est un intervalle de R, fermé borné, (resp. fermé semi-infini),
(resp. R). Si l’on ne tient pas & préciser les constantes A et k, on dira
seulement quasi-segment géodésique (resp. rayon), (resp. géodésique).

Quasi-conveze : Supposons X géodésique. Un sous ensemble Z de X
est C-quasi-convexe, si deux points quelconques de Z peuvent étre reliés
par un segment géodésique contenu dans le C-voisinage de Z dans X.

Il est quasi-convexe, s’il est C'-quasi-convexe pour un certain réel C'.

1.2. Espaces hyperboliques géodésiques

Désormais (X,dx) est un espace métrique géodésique.

1.2.1. DEFINITION.

a) Le triangle [zy]U[yz]U[2z] de X est é-fin si pour tout u appartenant
a [zy],ona:

dx (u,[yz] U [22]) < 6.

b) X est §-hyperbolique si tout triangle de X est §-fin. Il est hyper-
bolique, s’il est é-hyperbolique pour un certain réel §.

Observons qu’un espace §-hyperbolique a la propriété suivante : deux
segments géodésiques de mémes extrémités, sont & distance de Hausdorff
inférieure & 6. Autrement dit, chacun est contenu dans le §-voisinage de
Pautre.

1.2.2. EXEMPLES.
a) Un arbre métrique est 0-hyperbolique.
b) L’espace hyperbolique réel n-dimensionnel Hj est log 3-hyperbolique.

c) D’apres le théoréme de comparaison d’Aleksandrov-Toponogov, toute
variété riemannienne simplement connexe a courbure < —b?, est lgﬁé-
hyperbolique.

Une premiére propriété fondamentale des espaces hyperboliques est :

1.2.3. Théoréme. (propriété des quasi-segments géodésiques). Il eziste
une constante C ne dépendant que de M k,§, avec la propriété sui-
vante : tout (A, k)-quasi-segment géodésique d’un espace & -hyperbolique,
est d distance de Hausdorff inférieure ¢ C, de n’importe quel segment
géodésique joignant ses eztrémités.

Dont on déduit immédiatement :
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1.2.4. Corollaire (Invariance de I'hyperbolicité par quasi-isométrie). Soient
(X,dx), (Y,dy) deuz espaces géodésigues.

a) St Y est hyperbolique et 3’il eziste une quasi-isoméirie de X dans
Y, alors X est hyperbolique.

b) §i X et Y sont quasi-isoméiriques, alors X est hyperbolique si et
seulement st Y [l’est.

1.2.5. Corollaire (Invariance des quasi-convexes par quasi-isométrie).
Soient (X,dx), (Y,dy) deuz espaces géodésiques et f wune quasi-
isométrie de X dans Y. Si Y est hyperbolique, 'image par f de tout
quasi-conveze de X est un quasi-conveze de Y .

1.3. CAT(-b?)-espaces

Nous décrivons une généralisation des exemples 1.2.2. Ces espaces
seront pour nous d’un intérét particulier.

Soit (X,dx) un espace métrique géodésique, et soit HZ(—b%) 1’espace
hyperbolique réel deux-dimensionnel, & courbure constante —b2.

A tout triangle A = [zy] U [yz] U [2z] de X associons un triangle
A = [z5] U [7Z] U [2Z] de HZ(—b?) dont les cbtés ont méme longueur que
ceux de A. Le triangle A est unique & isométrie pres. Il est appelé triangle
de comparaison associé a A.

Soit :
A=A
S 3

I’application naturelle dont la restriction a chacun des cotés de A est une
isométrie.

1.3.1. DEFINITION.

a) On dit que A satisfait CAT(—b?) (comparaison Aleksandrov Theo-
rem), si quels que soient s,t appartenant a A :

dX(31 t) < d]}il';(—b’)(gst-) :

b) X estun CAT(—b?)-espacesi tout triangle de X satisfait CAT(—b?).

Les CAT(—b?)-espaces ont la plupart des propriétés des variétés rie-
manniennes simplement connexes & courbure < —b%. En voici quelques-
unes, immédiates & partir de la définition :

a) Deux points de X déterminent un unique segment géodésique
b) X est l—°§-§ hyperbolique
c) X est contractible

d) La fonction distance entre deux segments géodésiques est strictement
convexe.



Une autre propriété importante, est leur caractérisation locale sui-
vante. Elle permet de construire de nombreux exemples de CAT(—b?%)-

espace, dont les fameux polyédres hyperboliques de M. Gromov (voir [G-
H] chapitre 10, [Be], [Ha]).

1.3.2. Définition-théoréme . L’espace X est dit a courbure inférieure
ou égale a —b%, si tout point de X admet un voisinage satisfaisant
CAT(-b?%).

Si X est simplement connexe & courbure < —b%, alors X est un

CAT(—b?)-espace.

1.4. Bord d’un espace hyperbolique

Soit (X,dx) un espace 6-hyperbolique. Afin de lui appliquer le
théoréme d’Ascoli, supposons-le propre (un espace métrique est propre,
si ses boules fermées sont compactes).

Définissons R 1’ensemble des rayons géodésiques et munissons-le de
la relation d’équivalence suivante : Deux rayons sont équivalents s’ils sont
a distance de Hausdorff bornée.

L’ensemble des classes d’équivalence est le bord de X, on le note 0.X .
On définit une topologie sur X U 8X , de la maniére suivante :
Soit z une origine dans X, et soit R(z) ’ensemble des rayons et des
segments géodésiques :
vy:I-X

ou I est un intervalle du type [0,+oo[ ou [0,a],a € R, et v vérifie
4(0) = z. Si I = [0,a], convenons de prolonger v & [0,+o0[, en posant
4(t) = v(a) pour t supérieur & a. Munissons R(z) de la topologie de
la convergence uniforme sur les compacts. D’aprés le théoréme d’Ascoli,
R(z) est compact et ’application naturelle de R(z) dans X U X est
surjective. Equipé de la topologie quotient, X UOX est un compact, dans
lequel ’espace métrique X est ouvert et dense. Ainsi le compact X
permet de compactifier X . On montre que la topologie est indépendante
de Porigine z.

Le théoréme d’Ascoli et les propriétés du paragraphe 1.2 donnent :

1.4.1. Proposition.

a) Soit z € X, et £ € 0X. Il existe un rayon géodésique d’exirémités
z et £. On le notera [2€). Deuz rayons géodésiques de mémes eztrémités
sont d distance de Hausdorff inférieure ¢ 26.

b) Soient £ et &' deuz points distincts de 0X . Il exziste une géodésique
d’extrémités € et £'. On la notera (E€').

Deuz géodésiques de mémes extrémités sont d distance de Hausdorff
inférieure ¢ 46.

c) (Propriétés des quasi-rayons géodésiques et des quasi-géodésiques).
Il eziste une constante C ne dépendant que de 8, )\, k, avec la propriété
sutvante : tout (A, k)-quasi rayon géodésique (resp. quasi-géodésique) de
X, est ¢ distance de Hausdorff inférieure & C d’un rayon géodésique
(resp. géodésique) de X .



1.4.2. REMARQUE. Lorsque X est un CAT(—b?%)-espace, deux points de
X UOX détermine un unique arc géodésique. C’est immédiat par compa-
raison avec HZ(—b?).

1.4.3. EXEMPLES.
a) Le bord d’un arbre réel propre est totalement discontinu.

b) Soit X une variété riemannienne simplement connexe, de dimension
finie, & courbure inférieure & —b%. Etant donnée une origine z dans X,
I’application exponentielle de I’espace tangent en z, induit un homéomor-
phisme de la sphére unité sur 0X.

c) Soit X un CAT(-b%)-espace, et z une origine dans X . Notons
S(z,R) la sphére de centre z et de rayon R. Deux points de X déter-
minent un unique segment géodésique, donc pour R > R', il existe une
application naturelle de S(z,R) dans S(z,R'). On montre que 0X est
homéomorphe & la limite projective des S(z, R), lorsque R tend vers l'in-
fini.

Notons que le bord d’un CAT(—b?)-espace est généralement com-
pliqué. N. Benakli [Be] a construit des exemples (polyedres de Gromov),
dont le bord est une courbe de Menger ou de Sierpinski.

1.5. Métriques visuelles sur 0X

De méme qu’un changement conforme de métrique sur Hy, permet
d’identifier son bord & celui de la boule euclidienne de rayon un, on peut
modifier de maniére “conforme” la métrique d’un espace §-hyperbolique
X, afin que X UOX soit le complété de X pour cette nouvelle métrique.
(Voir [G], [C.D.P], [C], pour plus de détails).

Ainsi X hérite d’'une métrique compatible avec sa topologie. Les
métriques obtenues de cette maniére ont la propriété de visibilité, c’est-a-
dire :

1.5.1. DEFINITION. Soit z une origine dans X . Une métrique dsx sur
0X a la propriété de visibilité, si elle est reliée & celle de X de la fagon
suivante :

11 existe une constante C > 1 et un réel £ > 1, tels que pour tous
éléments &,¢' de 0X :

C™lt? < dax(€,€") < Ct7°,

avec
d=dx(z,(£)) -

Une telle métrique est appelée métrique visuelle de parametres (z,t).

L’énoncé précis est le suivant :
1.5.2. Théoréme (Gromov). Il eziste un réel to > 1, ne dépendant

que de §, tel que pour tout t appartenant d |1,to[, le bord de X admette
une métrique visuelle de paramétres (z,t).
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1.5.3. REMARQUES.

a) Pour les CAT(—b%)-espaces, le résultat est plus fin : leur bord admet
une metnque visuelle de parameétre ¢, quel que soit ¢ appartenant a |1, e’].
Une maniére de le montrer est d’utiliser les idées de W.J. Floyd [F]. Nous

en proposerons une autre au pa,ragraphe 2.5. Notons que eb est optimal
car il 'est sur Hg(—b%).

b) Deux métriques visuelles d et d' de parametres respectifs (z,t) et
(z',t"), sont facilement comparables :

Si t = t', alors elles sont Lipschitz-équivalentes : il existe une
constante D > 1, telle que:

D 'd<d < Dd.

Sinon, elles sont Holder-équivalentes : il existe une constante D > 1
et un réel a > 0, tels que:

D™ 1d* < d' < Dd°.

3 logt
Ici o est égal & § gt "

c) D’aprésb), toute isométrie de X est un homéomorphisme bi-Lipschitz .
du bord de X muni d’une métrique visuelle.

1.6. Action au bord des quasi-isométries

Commencons par rappeler la définition d’application quasi-conforme.

Un k-anneau, k¥ > 1, d’un espace métrique (E,d), est un couple
(B1,B2) de deux boules concentriques, dont les rayons r; et rp vérifient
la relation :

To = kr1 .

Une application :
fi(Byd)— (B, d)

est quasi-conforme (au sens des annea.ux), s'll existe une fonction ¥ de
[1,+o0[ dans lui-méme, telle que I'image par f de tout k-anneau est
contenue dans un 1/)(k) -anneau de (E',d'). Autrement dit, si (B, Bs)
est un k-anneau de (E,d), alors il existe un 3(k)-anneau (Bj,Bj) de
(E',d'), tel que:

B; C f(B1) C f(B2) C B;.
Notons en particulier que I'image d'une boule de (E, d) est contenue
dans un 3(1)-anneau de (E',d').

Un homéomorphisme f est quasi-conforme si f et f~! sont quasi-
conformes. De méme, un plongement est quasi-conforme, s’il est un homéo-
morphisme quasi-conforme sur son image.

Afin de décrire les boules, et par suite les anneaux d’une métrique
visuelle sur le bord d’un espace §-hyperbolique, rappelons la notion clas-
sique d’ombre :
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1.6.1. DEFINITION (Margulis). Soit z une origine dans X. L’ombre
portée & partir de z, de la boule B(y,R) de X, est le sous-ensemble
de 0X noté O(y,R), des extrémités des rayons géodésiques issus de z
passant par B(y,R). On dit que O(y,R) est centrée en £, si y appar-
tient & un rayon géodésique [z£). (Voir figure 1).

Figure 1

Etant donnée une métrique visuelle d de paramétres (z,t) sur 0X,
a I’ombre O(y, R) attachons le rayon :

r(y) =t~

La propriété de visibilité donne alors :

1.6.2. Lemme. Pour R suffisamment grand, ( R > 36 convient), il
eziste une constante D = D(R) > 1, telle que pour toute boule B(€,r)
de (0X,d), on puisse trouver des ombres O(y1,R) et O(y2,R) centrées
en &, vérifiant: | .
O(y1,R) C B(&,r) C O(y2, R)
et

D7 'r(yz) <'r < Dr(y1).

Ainsi, les boules de (0X,d) ressemblent auz ombres.

D’aprés la propriété des quasi-rayons géodésiques dans un espace
hyperbolique, 'image d’une ombre par une quasi-isométrie se compare
aisément & une ombre. De cette maniére et par la propriété des quasi-
rayons et des quasi-géodésiques, on obtient :

1.6.3. Théoréme. Soient X et YV deuz espaces & -hyperboliques, sup-
posons leurs bords équipés de métriques visuelles

a) toute quasi-isométrie de X dans Y s’étend en un plongement quasi-
conforme, bi-Holder, de 0X dans 9Y .

b) Si X et Y sont quasi-isométriques, leurs bords se correspondent par
un homéomorphisme quasi-conforme, bi-Holder.
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1.6.4. REMARQUE. Deux métriques d; et d; sur un méme espace F sont
dites quasi-conforme si 'identité de (E,d;) sur (E,d2) est un homéo-
morphisme quasi-conforme. Clairement la composée de deux applica-
tions quasi-conformes est quasi-conforme. Aussi, la relation : “d; et d
sont quasi-conformes”, est une relation d’équivalence sur ’ensemble des
métriques de E. La classe d’équivalence d’une métrique d de E est ap-
pelée structure quasi-conforme de (E, d), (voir [Pan] pour une définition
plus générale).

Le théoréme 1.6.3.b) indique que la structure quasi-conforme d’une
métrique visuelle sur 0X, est un invariant de quasi-isométrie de X .

1.7. Groupe hyperbolique

Soit ' un groupe de type fini et S = {a;, ¢ = 1,...,s} un systéme
de générateurs de I'. Supposons S symétrique, c’est-a-dire :
Vie{l,...,s};aife
et
e, €S=>a'€Ss,

La métrique des mots relative & S, est définie de la maniére suivante :
lg—g'|s=inf{neN| g7 ¢ =a;...q;,,a; €S}.

La distance |e — g|g sera généralement notée |g|s.

Observons que T’ agita gauche par isométries sur (I',| |g). L'involu-
tion de I', qui associe & un élément son inverse, est également une isométrie
car S est symétrique.

Le graphe de Cayley G(T',S) est un 1-complexe simplicial géodésique
et propre, dans lequel (T',| |) est plongé isométriquement. Ses sommets
sont les éléments de I', deux sommets ¢,g’' sont reliés par une aréte si

971g' € S, cest-a-dire si |g — ¢'|c = 1. Il est muni de la métrique simpli-
ciale. :

1.7.1. DEFINITION. Le groupe I' est. hyperbolique si I'espace metrlque
géodésique propre G(I',S) est hyperbolique.

D’apres I'invariance de I'hyperbolicité par quasi-isométrie, cette défi-
nition est indépendante du systéme de générateurs S. En effet, si S’ en
est un autre, (T',| |g) et (T',| |g), et par suite G(T', S) et G(T',S") sont
quasi-isométriques. :

1.7.2. EXEMPLES ET PROPRIETES . Sont hyperboliques :
a) Les groupes finis
b) Les groupes libres de type fini
c) Les groupes a petite simplification C’(1/6).
Un groupe hyperbolique jouit des propriétés suivantes :

a) Il est de présentation finie, et “presque tout” groupe de présentation
finie est hyperbolique.
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b) Il ne contient qu’un nombre fini de classes de conjugaison d’éléments
de torsion.

c) 1l ne contient aucun sous-groupe abélien de rang supérieur ou égal
a2

d) Ou bien il est fini, ou bien il est une extension finie de Z, ou bien
il contient un groupe libre de rang au moins deux. Dans les deux pre-
miers cas il est dit élémentaire. S’il est non élémentaire il est & croissance
exponentielle.

e) Il est automatique (voir [C.D.P], [C.E.H.P.T}).

1.8. Groupes quasi-convexes

1.8.1. DEFINITION. Soit X un espace métrique géodésique propre, et z
un élément de X . Un sous-groupe d’isométries de X est quasi-convexe,
s’il est proprement discontinu, et si 'orbite de = est un quasi-convexe de

On vérifie que la définition est indépendante du point z choisi. No-
tons qu’un sous groupe d’isométries proprement discontinu cocompact, est
quasi-convexe.

La propreté de X permet de montrer :

1.8.2. Proposition. Un groupe quasi-conveze T' d’isométries de X,
est de type fini. De plus, si S est un systéme symétrique de générateurs
de T', Uapplication :

(L] ls) = X
g —gr
est une quasi-isoméirie.

Pour montrer cette proposition il suffit d’exhiber un systéme de
générateurs S adéquat. Si 'orbite de = est C-quasi-convexe, on vérifie
que Pensemble : '

S={aiel—{e}| |z —aiz|y <2C+1}

convient.

Supposons maintenant X hyperbolique. Alors, par l'invariance de
I’hyperbolicité par quasi-isométrie :

1.8.3. Corollaire. Tout groupe quasi-conveze d’isométries d’un espace
hyperbolique, est hyperbolique.

Par I'invariance des quasi-convexes par quasi-isométries, on obtient
la caractérisation suivante des groupes quasi-convexes :
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1.8.4. Corollaire.  Soit T' un sous-groupe d’isoméiries d’un espace
hyperbolique X . Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) T est quasi-conveze

b) T est de type fini, et quels que soient le systéme symétrique de géné-
rateurs S de T, et l’élément = de X, Uapplication

(Fsl 'S) - X

g =gz
est une quasi-isométrie.

Rappelons que I’ensemble limite A d’un sous-groupe d’isométries I'
de X est défini de la maniére suivante :

Soit « € X, considérons I'{z} ’adhérence de I'orbite de z dans le
compact X UO0X . Alors:

A=T{z}ndX.

Il est compact et indépendant du point z choisi.

Si maintenant I' est quasi-convexe, alors d’aprés le théoréme 1.6.3,
la quasi-isométrie :

'—-X
g g

s’étend en un plongement quasi-conforme, bi-Holder, de OI' dans 0X.
Clairement il est indépendant du point z choisi, et son image est A. Dés
lors :

1.8.5. Corollaire. Le bord d’un groupe quasi-conveze d’isométries
d’un espace hyperbolique, et son ensemble limite, se correspondent par un
homéomorphisme quasi-conforme, bi-Hélder, canonique.

Nous donnons une dernieére caractérisation des groupes quasi-convexes
d’isométries d’un espace hyperbolique X . Celle-ci permet de faire le lien
avec les groupes convexes cocompacts de Thurston.

Soit E un sous-ensemble de dX . Son enveloppe de Gromov, notée
Q(E), est ’ensemble des (images des) géodésiques dont les deux extrémités
appartiennent & E. C’est un quasi-convexe de X . Si I' est un sous-groupe
d’isométries de X, I'enveloppe de Gromov de son ensemble limite est T'-
invariante; et on a (voir [C]):

1.8.6. Proposition. I est quasi-conveze si et seulement si il est pro-
prement discontinu et st Q(A)/T est compact.

1.8.7. EXEMPLES. Soit I' un sous-groupe d’isométries de Hf . Rappelons
que I’ est convexe cocompact, s’il est proprement discontinu, et s’il agit
de maniére cocompacte sur I'enveloppe convexe H(A) de son ensemble
limite. Il est quasi-convexe si et seulement si il est convexe cocompact. En
effet, Q(A) et H(A) sont a distance de Hausdorff finie. Une maniére de
le montrer est la suivante (voir [C]):
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H(A) est la réunion des n-simplexes idéaux de Hf, dont les arétes
sont des géodésiques de Q(A). Or tout point d’un n-simplexe de HE est
a distance majorée par une constante universelle C(n), de ses arétes.

Signalons aussi que I' est convexe cocompact si et seulement si il est
géométriquement fini sans parabolique (une conséquence de la décompo-
sition de Margulis en parties fine et épaisse).

Enfin, tout groupe fuchsien de type fini est géométriquement fini,
(voir [Bea] chapitre 10). Aussi, un groupe fuchsien est quasi-convexe si et
seulement si il est de type fini sans parabolique.
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2. Structure conforme sur le bord d’un
CAT(-1)-espace.
Ensemble limite et flot géodésique associés & une
action quasi-convexe

2.0. Introduction

Soit X un CAT(—1)—espace. Nous montrons que son bord admet
une structure conforme canonique, compatible avec sa structure quasi-
conforme. Plus précisément, nous construisons sur X une famille de mé-
triques visuelles {d,,z € X}, deux & deux conformes, qui ont la propriété
que les isométries de X soient des applications conformes de (0X,d;).

Rappelons qu’une application f:(A,d4) — (B,dp) est conforme, si
quel que soit ag € A, la limite lorsque a tend vers ay de

da(f(a), f(a0))

dA(G,, aO)

existe et est finie non nulle. On ’appellera le facteur conforme de f en aq.
Rappelons également que deux métriques d;,d, sur A, sont conformes,
si I'identité (A, d;) — (A, d2) est conforme.

Soit maintenant une action isométrique quasi-convexe d’un groupe
hyperbolique I sur un CAT(—1)-espace X . A cette action sont associés :

— L’ensemble limite de I' dans X, muni de la structure conforme
induite, sur lequel agit I' par transformations conformes.

— Un flot géodésique qui généralise le flot géodésique habituel du
fibré unitaire tangent & une variété riemannienne compacte (voir [G] et
2.8).

Nous montrons que la structure conforme de 1’ensemble limite déter-
mine le flot géodésique et inversement.

Précisons ceci :

Supposons que I' agisse par isométries de maniere quasi-convexe, sur
deux CAT(—1)—espaces X; et X,. Notons respectivement Ay, Aq, &,
&, , les ensembles limites et les espaces du flot géodésique associés aux
deux actions de I'. D’apres 1.8.5, A; et A, se correspondent par un
homéomorphisme canonique, I'-équivariant et quasi-conforme :

Q: A - A,
D’autre part, I’ensemble :
A; x A; — {diagonale}/T', i =1,2,

s’identifie & O;, 'ensemble des orbites (orientées) du flot de &;. Donc
I’homéomorphisme T'-équivariant :

Q x Q:A; x A — {diagonale} — Ay x Ay — {diagonale}
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donne par passage au quotient une bijection :
F:0,-0,.

M. Gromov montre ’existence d’une équivalence d’orbite de £; sur
&2 qui induit Papplication F' entre O; et Oz. (Une équivalence d’orbite
est un homéomorphisme envoyant orbites sur orbites sans préserver en
général le paramétrage). Nous montrons :

2.0.1. Théoréme. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L’homéomorphisme quasi-conforme ) est conforme.

(ii) L’équivalence d’orbite précédente est réalisée par une conjugaison
des flots géodésiques (une équivalence d’orbite préservant le paramétrage).

Sans doute ce théoréme est-il déja connu des spécialistes. (U. Ha-
menstédt fait des choses assez semblables dans [H]). Il ne semble pourtant
pas avoir été écrit sous cette forme, ni dans cette généralité.

Aux paragraphes 2.1, 2.2, 2.3, nous rappelons briévement les dé-
finitions des fonctions de Busemann, de distances horosphériques et d’ho-
rospheres. Les paragraphes 2.4, 2.5, 2.6 sont consacrés a la construction de
la structure conforme de 9X . Les paragraphes 2.7, 2.8, 2.9, 2.10 traitent de
I’ensemble limite et du flot géodésique associés & une action isométrique,
quasi-convexe, d’'un groupe hyperbolique sur X. On développe briéve-
ment la notion de mesure conforme sur ’ensemble limite, et on rappelle
une construction de la mesure d’entropie maximale du flot géodésique. Au
paragraphe 2.11, nous montrons le théoréme 2.0.1.

2.1. Fonctions de Busemann

Soit r : [0,+0o[— X un rayon géodésique, et z € X . D’aprés I'in-
égalité triangulaire, la fonction

t |z —r(t)] -t
est décroissante et minorée par — |z — r(0)|. Appelons b.(z) sa limite

en +oo. L’application b, de X dans R ainsi définie, est la fonction de
Busemann associée au rayon r.

2.2. Distances horosphériques

Soit z,y € X, £ € 0X, et r : [0,400[— X un rayon géodésique
d’extrémité £. La quantité

Jim_ o= r(0) - ly ~ (1)
est égale a b.(z) — b-(y). Elle est indépendante du rayon r d’extrémité
€. En effet si v’ est un autre rayon d’extrémité £, par comparaison avec

HZ,on a:

(2.2.0) Jim_d(r'(t),r) =0.

18



La limite Be(z,y) = 1i+m |z — r(t)| — |y — r(t)| est appelée distance
—+00

horosphérique de z & y relativement & £. Elle vérifie :

(2.2.1) Be(z,y) = —Be(y, 7)
(2.2.2) Be(z, 2) = Be(z,y) + Be(y, 2)
(2:2.3) Be(z,y) < |z -y

avec égalité si et seulement si y € [z€).

2.3. Horospheéres
Considérons les ensembles de niveau de la fonction :
fz 1z Be(z,2).

D’apres 2.2.2, ils sont indépendants de z. Plus précisément, I’ensemble de
niveau t de f, est égal & ’ensemble de niveau t —d¢(z,y) de f,. Ce sont
les horospheéres en £.

La distance horosphérique s’exprime maintenant de la maniére sui-
vante : Soient H; ¢ et Hy ¢ les horosphéres en £, passant par z et y. On
a d’apres 2.2.3:

|Be(2,y)| = d(z, Hy,¢) = d(Hq ¢, Hy ) -

Signalons aussi une autre définition des horosphéres, qui permet de
les relier aux sous-espaces fortement stables et fortement instables du flot
géodésique : Soit £ € X . Pour « € X, notons r; : [0, +oo[— X le rayon
géodésique issu de z et d’extrémité £. Alors:

(2.3.1) Hy,e={yeX| t-E-rPoo |7'1:(t) —ry(t)] = 0}.

Notons que les deux définitions coincident, grace a 2.2.0.

2.4. Produit de Gromov de deux éléments de 0X

Soit z,y,z trois points de X . Rappelons que le produit de Gromov
de y, z relativement & z, est défini par (voir figure 0) :

(Y]2)e=3(c—yl+lz—z|—|y—z2|)

Soit maintenant £,£' deux points distincts de X, z un point de
X, et p appartenant a (££'). Suivant V. Kaimanovich [K], considérons
I’expression :

3 (Be(z,p) + Be(,p)) -

Elle est indépendante du point p choisi sur (€£'). On ’appellera produit
de Gromov de £ et ¢ relativement & x, et on la notera (£ | ¢');. (voir
figure 1)
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T
Figure 0
£
£I
z
Figure 1
Notons que
(2.4.1) (€16 =(£16):
(242)  (E1€), = (€16 — 1 (Belz,v) + Be(2,y)) -

Le lecteur vérifiera sans peine la proposition suivante :

2.4.3. Proposition. Soit y € [2€) et y' € [2£'). Le produit de Gromov
(y | ¥')s converge vers (€| ¢€')., lorsque y et y' tendent respectivement
vers £ et €'

2.5. Une famille de métriques visuelles sur 90X

Soit = une origine dans X . Pour &,£' € 0X |, définissons :
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do(6,€) =1 sig £
dz(£,¢') =0 sinon.

2.5.1. Théoréme. d, est une métrique sur 9X.

2.5.2. REMARQUE. d, est une métrique visuelle de parametres (z,e) (voir
1.5.1). En effet, ’expression

(€ 1 €7)2 — d(=, (€€"))]

est majorée par une constante universelle.

Afin de montrer le théoréme, nous introduisons un angle de compa-
raison, ou plutdt son sinus : Soit y,y' deux éléments de X — {z}. Soit
(Zg7') un triangle de comparaison de (zyy') dans H% . Posons:

——

(2.5.3) az(y,y') = sian:?Ty- .

On peut également exprimer a,(y,y') sans recourir & un triangle de

comparaison. En effet, d’aprés les formules de trigonométrie dans HZ, on
a:

chly —¢'| - ch(lz —y| - | — ']\ "/
2sh |z — y| sh |z — /| '

as(y,y') = (

- Le théoréme découlera des deux lemmes suivants :

2.5.4. Lemme. Soit S(z,r) la sphére de X, de centre z et de rayon
r.Sur S(z,r), r >0, a,; est une métrique.

2.5.5. PREUVE DE 2.5.4.: Seule l'inégalité triangulaire n’est pas tnvxale
Soient donc y, z,t appartenant & S(z,r).

D’apres la relation 2.5.3, les valeurs de a appartiennent a [0,1].
Aussi, pour montrer I'inégalité triangulaire :

ax(y’t) < a'z:(ya z) + a:c(z,t) s
supposons :

(1) az(y,z) + az(z,t) < 1.

Soit Z,7,z,t € H, tels que:

a) (Tyz) et (TZf) soient des triangles de comparaison de (zyz) et de
(z2t)

b) (ZZ) sépare ¥ et t. (voir figure 2)
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D’apres 2.5.3, on a:

= &
2 a(y,z =sin£w—{,azzt=sin Z
2 ’ 2
L’hypothese (1) implique :

de plus:

et (TZ) sépare J et t.

Donc le segment [§t] coupe [ZZ] en un unique point @. Soit u € [z2],
le point correspondant & @. L’inégalité triangulaire et 'inégalité CAT(—1)
- donnent alors :

ly =t < Iyl + Ju—1]

D’ou

aulpt) = (Slu=tl= bz =yl = |e — )\
=t = 2sh |z — y| sh(|z — ¢

< (‘:hll-/'—t-l— ch(|7 - | - lf—t'l)>1/2 |

2sh |7 — g sh(|7 - 7]
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c’est-a-dire encore :

——

(3) a(y,t) <sin :Z;_ .
Or §t = §Zz + §zt, et sin(a + b) < sina + sinb, pour a,b appartenant
a [0,%]. Donc (2) et (3) donnent :

Olz(y,t) S at(ya Z.) + ax(zat) .

0
2.5.6. Lemme. Soient y € [z€), y' € [z¢'), alors:
lim az(y,y") = do(£, ).
yl-iEI
2.5.7. PREUVE DE 2.5.6: On a:
_ 2
o(yy') = chly-y| _ ch(z—yl-le-yD)"
ADI T \2sh|z —y|sh|z—y'| 2sh|z—y|sh|z—y| |
Un calcul montre que:
ch(jz -yl -z —y']) _, ,
= > (coth |z — thlr—y'| -1).
Sehjz—gylshjo —y| _ 2 cotBle —yleothlz—y]—1)
Cette expression tend vers 0 lorsque y — &, y' — €. Par ailleurs::
chly — | ~ elv=¥' |-lz=yl=|z=y'| — —2(y | ¥)=
2sh |z — y| sh |z — ¢/| ’
or d’apres la proposition 2.4.3, on a:
lim (y ] 9")e = (€1 )
y' —¢'
D’ot le lemme. O

2.5.8. PREUVE DU THEOREME 2.5.1: Seule 'inégalité triangulaire n’est
pas triviale. Elle résulte des lemmes 2.5.4 et 2.5.6. : O

2.5.9. EXEMPLES.

a) Prenons X = Hj. Soit = le centre du modeéle en boule. Alors:

du(€, &) = sin 22

est la moitié de la longueur du segment euclidien reliant § & ¢, (voir
figure 3).
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Figure 3

Ce n’est pas la métrique naturelle sur 90X, qui est la métrique angu-

laire. Néanmoins elle lui est conforme, de facteur conforme constant égal

y 1
32.

b) Si X est un arbre réel:
do(§, €)= 7€ 1€)x,

ou (€| €'); est la longueur du trajet que font ensemble les deux rayons
géodésiques issus de z et allant vers £ et ¢'. (voir figure 4).

£

(€1€) ,
4

Figure 4

2.6. Structure conforme sur 90X

Nous montrons maintenant que la famille de métriques {d.,z € X},
définit une structure conforme sur X . On a:
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2.6.1. Proposition. Soit & une origine dans X et y,z deux éléments
de X . La fonction sur (0X,d.), définie par :

£ — Be(y, 2)

est lipschitzienne.

2.6.2. PREUVE : D’apres les relations 2.2.1 et 2.2.2, on a:

Bf(ya Z) = _Bf(za y) + Bf(zs Z) .

Aussi, il suffit de montrer que la fonction :
6 g BE (:L‘, y)

est lipschitzienne sur (0X,d;). D’apres la définition des métriques d; et
d’apreés la relation 2.4.2, on a:

d (§ § ) - E 6 )62(B€(z'y)+B£r(z’y))

ou encore
(1) Bf(x, y) = 2108 dy(gagl) - 210g dz(é.a&’) - BE'(xs y) .

Supposons que X ne soit pas réduit & un point. Soit alors V un
petit voisinage compact de € et ' un élément fixé en dehors de V. La
fonction :

€ — 2logd,(€,¢)

est lipschitzienne sur (V,d;). Les métriques d, et d, étant des métriques
visuelles de parameétres respectifs (z,e) et (y,e) , elles sont Lipschitz-
équivalentes (voir 1.5.3.b)). Donc la fonction -

6 = 2].Og dy(f, fl)

est également lipschitzienne sur (V,d;). Dés lors, par la relation (1), la
fonction :

£ — Be(z,y)

est lipschitzienne sur (V,d;). Maintenant la compacité de (0X,d )
montre qu’elle est lipschitzienne sur 0X .

2.6.3. Corollaire.

a) Quels que soient les éléments x et y de X, les métrique d; et d,
sont conformes.

b) Soit g une isométrie de X . Alors g est une application conforme
de (0X,d.), dont le facteur conforme en £ est:

lg'(€)], = eBetzs™" )



2.6.4. PREUVE :

a) D’apres la relation 2.4.2 et la définition des métriques d,, on a:
dy(E,€') = da (€, €")eT Pelza+Betom)

Donc la proposition 2.6.1 donne :

dy(§:¢") , Be(z.9)
dz(gaﬁ') §'—¢

ce qui montre que d; et d, sont conformes.

b) Puisque g est une isométrie de X, on a:

(9 1 9€), = (€] €15
Donc:
dz(gEa gél) = dg“z:(€7 E')

et la fin de la preuve est identique au a). a

2.6.5. E)_{EMPLES.

a) Prenons X = Hy et z le centre du modeéle en boule. Le groupe
Isom(HR) agit par transformations conformes sur la sphére S™ munie de
la métrique euclidienne. Notons ||g'(£€)|| le facteur conforme en € d’un
élément g de Isom(H}). D’aprés I’exemple 2.5.9 a) on a:

llg" ()Nl = 1g'(8)], = eBe(=9”

11:)

b) Prenons X = HE et normalisons la métrique afin que sa courbure
soit comprise entre -4 et -1. Soit z le centre du modeéle en boule.

Le groupe Isom(Hg) laisse invariant le champ d’hyperplans {P,§ €
S?n=1}1  défini par:

P = {u € T¢S*™ 1 b(€,u) =0}

ou h est la forme hermitienne de C” :
h(§,u) = Zfiﬁi .
=1

Il agit par transformations conformes sur {Pg,£ € S**~!} muni de
la métrique euclidienne. Notons ||¢'(€)|| le facteur conforme sur P d’un
élément g de Isom(Hg). Nous allons voir qu’a nouveau :

el
lg'(€)]l = e = | ()1, -
Pour ce faire, ramenons-nous & l’exemple a) par un argument de D.
Sullivan ([Su], p. 423). Observons tout d’abord que ||¢'(£)|| ne dépend

ue de g~ 'z. En effet, si h € Isom(HZ) vérifie h™ 'z = g~ 'z, alors la
q g e g
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composée g o h~! fixe z le centre du modele en boule, donc g o h™!
appartient a U(n) et :

lg" (Ol = I -

Choisissons donc judicieusement h. Notons y l'intersection de I’ho-
rosphére H, basée en ¢, contenant g~'z, avec la géodésique (z€). Le
stabilisateur de H; dans Isom(Hg) agit transitivement sur Hg, de plus
le facteur conforme de ses elements en P est 1. Soit p un élément de

Stab(H¢), vérifiant
p(g”'z) =y

Soit aussi une copie de Hf contenant la géodésique (z€). L’espace
tangent a son bord en £ est contenu dans P¢. Soit ¢t un élément de
Isom(Hg) qui fixe cette copie et envoie y sur z.

D’apres ’exemple a), on a:
Ilt’(€)|| = eBe(I,y) — eBg(z,g"lz) )

1

Par ailleurs, la composée h =t o p vérifie h™'z = g~ 'z, d’olr:

lg'©)ll = IEEI P = I @l = Ptz

2.7. Mesures conformes sur I’ensemble limite d’un groupe quasi-
convexe

Soit I' un groupe quasi-convexe d’isométries de X (voir 1.8), non
élémentaire. Son ensemble limite A hérite de la structure conforme de
0X . Notons p(z,y,£) le facteur conforme en ¢ € A, de ’application
identité de (A,d;) sur (A,dy). D’apres le corollaire 2.6.3 (ou plutét sa
preuve), on a:

(2.7.1) p(z,y,€) = PV,

D’autre part, d’apres le corollaire 2.6.3, I' agit par transformations
conformes sur (A,d;). Le facteur conforme de ¢ € T" en £, est:

(2.7.2) ' ()|, = p(z, 97 z,£).

Comme dans le cas des groupes convexes cocompacts d’isométries de
H , on définit la notion de mesure a-conforme sur A (voir [P], [Su], [N],
(€, [K]):

La collection de mesures {uz,& € X} est une mesure a-conforme, si
pour tout z € X, u, est finie non nulle, de support inclus dans A, et si
pour tout z,y€ X et g€ I':

y= [])(.TL, Y, .)]01 Uz

(2.7.3) . |
9 ps = pg=1z = |9'|; pz

La théorie des mesures conformes est essentiellement la méme que
pour les groupes convexes cocompacts de Hp. La seule différence est
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qu’une boule de A n’est pas en général une ombre. Néanmoins elle en
est presque une d’aprés 1.6.2. Aussi contentons-nous d’énoncer les résul-
tats:

Soit 7 la dimension de Hausdoiff de (A,d;). Soit v; la 7- mesure

de Hausdorff de (A,d;).

2.7.4. Théoréme. La collection {v;,€ X} est une T-mesure conforme.
De plus, toute mesure conforme est une 7 -mesure conforme, égale a une
constante prés & {v,,z € X}.

De plus:

2.7.5. Théoréme.

a) La dimension 7 est égale au taux de croissance de I' dans X.
C’est-a-dire :

7= lm llog#{geI‘| |z — gz|x < n}.

n—+oo N

b) La v, -mesure d’une boule de (A,d;), est proportionnelle & son rayon
a la puissance 7. Autrement dit : il existe une constante C, > 1, telle
que pour toute boule B(§,r) centrée sur A, on ait:

C;lrm < vz(B(€,7)) < Cpr™.

2.8. Flot géodésique associé & une action quasi-convexe

Soit X un CAT(—1)-espace, sur lequel agit I' par isométrie de ma-
niére quasi-convexe. Notons A ’ensemble limite de I' dans 8X . Définis-
sons GA ’ensemble des géodésiques (paramétrées) de X, dont les extré-
mités appartiennent & A :

GA = {v:R — X isométries avec y(—o0) € A,v(+0) € A}.
Et équipons-le de la métrique suivante :
, +o0 e—lt]
Iy =l = / [v(t) = 7' (t)]|x —5—dt.
—m -

La topologie associée est celle de la convergence uniforme sur les compacts.
En effet, on a:

2.8.1. Proposition. Quel que soit T > 0, alors :

e sup |y(t)=7(t)x Sh—7lea S sup [1(t) =¥ (B)|x+2e7T.
‘GI-T»T] tE[—T,'I]



2.8.2. PREUVE : L’inégalité de droite est un simple calcul. L’inégalité de
gauche provient de I'inégalité de Jensen appliquée a la fonction convexe

(voir 1.3) :
te y() - ' (O)lx -
O

Clairement, le groupe I' agit par isométries sur (GA,| |g,) de ma-
niere proprement discontinue. L’espace métrique quotient :

£=GAJT

est I’espace du flot géodésique, associé & la paire (X,TI).
Notons que € est compact. En effet, I' est quasi-convexe, donc le
quotient de ’enveloppe de Gromov de A par I’ est compact (voir 1.8.6).

Le flot géodésique de GA est le groupe & un paramétre d’homéomor-
phisme {®7,T € R}, provenant de ’action naturelle de R sur GA. Il est
défini par:

(2.8.3) ®7(y) =vr, avec yr(t) =v(t+T).
Remarquons que pour tout TER, g€ T', et y€ GA :
(2.8.4) ®r(g7) = 9®7(7) -

Le flot géodésique de & est le groupe & un paramétre d’homéo-
morphismes, induit sur £ par la relation 2.8.4. On le notera encore

{®7,T € R}.

Par analogie aux flots d’Anosov, on définit les sous-ensembles forte-
ment stables et fortement instables de (£,®7). En ¥ € £ ils sont respec-
tivement définis par :

1;[/33(7) — {7'7' e€é l I‘I)T('ﬁ) - qJT(’Y)IS TT—l-oo-) 0}

W““(7)={n€5| () — S_r(7)\s ——»0}

—>+oo

Ils forment un feuilletage ®r-invariant de £. De méme, sont définis
les sous-ensembles fortement stables et fortement instables de (GA, ®7).
D’apres 2.3.1, ils sont liés aux horospheres de la maniere suivante :

W**(y) = {n € GA|1(0) € H‘Y(O),‘I(+°°)"'7(+oo) = 7(+00)}

2.8.5 |
(28.5) W (y) = {n € GA | n(0) € Hy(0),5(~00):1(—00) = 7(—0)} .

Observons qu'’ils sont canoniquement homéomorphes & A privé d'un point.

2.8.6. Proposition. Soit 7 la projection de GA sur &, alors:

W(x(v)) = n(W>(7))
W*(m(y)) = =(W*(7)).



2.8.7. PREUVE : Elle découle du simple fait suivant :

Il existe € > 0, tel que pour tout intervalle I et tout élément 7,7 € £,
vérifiant :

VT € I,|8r(7) - 2r(R)ls <.

on puisse trouver v,n € GA, relevés de 7,7, tels que:

VT €I, |27(7) — ®1(n)lgs = |127(F) — @7 (7)l¢ -

Autrement dit, deux orbites de @1 sont proches dans &, si et seulement
si elles admettent des relevés proches dans GA. o

Le sous-ensemble faiblement stable (resp. instable) de GA en «, est
la réunion des sous-ensembles fortement stables (resp. instables), le long
de l'orbite de 4 sous ®r. En d’autres termes:

We(y) = |J W*(2r(7)) = {n € GA | n(+00) = 7(+00)}
TeR

WH(y) = |J W*(@1(7)) = {n € GA | n(=00) = 7(~00)} .
TeR

De méme, sont définis les sous-ensembles faiblement stables et in-
stables de €. D’aprés la proposition 2.8.6, ils sont correspondance avec
ceux de GA, via la projection de GA sur €.

2.9. Le paramétrage de Hopf de (&, ®7)

Choisissons une origine  dans X . Soit A la diagonale de A x A.
On définit une application de (A x A — A) x R dans GA, de la maniére
suivante : a I’élément ({—,£4,t) de (A x A — A) x R, associons I'unique
élément vy de GA vérifiant (voir figure 5) :

(2.9.1) Y(—00) =&- ,7(+00) = &4+, Be, (2,7(0)) = 1t.
E-
Figure 5
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Le lecteur vérifiera aisément que 1’application ainsi définie est un ho-
méomorphisme. Notons que dans ces coordonnées @1 s’écrit :

(2'9'2) @T(f-,{.*.,t) = (€—a€+at + T) .

Notons également que les sous-ensembles fortement stables du flot ont
pour coordonnées (voir 2.8.5) :

(293) {(€—7€+7t) - €A- {€+}} :

Par ailleurs, en coordonnées ’action de I' s’écrit :
(294) g(f—,€+,t) = (gﬁ-,g{-}-,t - B€+(:'L', g_lw)) .
Aussi, on obtient un homéomorphisme :

(2.9.5) (AxA-A)xR/_ —E&

en définissant la relation d’équivalence suivante sur (A x A —A) xR :

(f—a €+1 t) ~ (6,—’ Efl'-’ t')

si et seulement si, il existe g € I" tel que:

§L =96 &} =g&4,t' =t~ Be,(z,97"2).

2.10. Mesure d’entropie maximale

On rappelle ici une construction de la mesure d’entropie maximale
du flot géodésique, due & D. Sullivan [Su], [Su2] dans le cas des groupes
convexes cocompacts d’isométries de Hf, puis généralisée par V. Kaima-
novich [K].

Soit z un élément de X, et soit respectivement 7 et v, la dimension
et la mesure de Hausdorff de (A, d;) (voir 2.7). La mesure :

_ Uy X Vg
[d=(€,€))*"

est une mesure de Radon sur A x A — A. Elle est indépendante de z
et I'-invariante. En effet {v,,» € X} est une mesure 7- conforme (voir
2.7.4), de plus d’aprés 2.4.2 et 2.7.1:

(2.10.1) 7

dy(,€") = do(£,€") [p(x, y, E)p(e, y, €))% .

Le paramétrage de Hopf permet d’identifier GA & (A x A — A) xR.
Soit alors 77 la mesure sur GA définie par :

m=puxdt.

C’est une mesure de Radon, I'-invariante et ®7 -invariante. La mesure
m, restriction de i au compact £, (considéré comme un domaine fonda-
mental de I’ dans GA), est finie et ®7- invariante. On a:
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2.10.2. Théoréme. &7 est ergodique sur (€, m).

La preuve de ce théoréme est mot pour mot la preuve classique de
Hopf [Ho). Le point essentiel est que p s’écrive comme un produit de
deux mesures sur A.

Clairement, I'ergodicité de @7 sur (£,m) est équivalente a celle de
I sur (A xA—A,p). Puisque p et v; X v, sont absolument continues,
Pergodicité de T' sur (A X A— A, p) entraine ergodicité de T' sur (A, v;).
D’ou,

2.10.3. Corollaire. L’action de T est ergodique sur (A xA—A,p) et
sur (A,vz).

Notons respectivement h et h,,, I’entropie topologique de @7 et
I’entropie mesurable de (®r,m). Elles se calculent comme dans le cas
convexe cocompact (voir [Su2], [K]). On obtient :

2.10.4. Théoréme. h = h,, = 7. Ainsi m maximise ’entropie mesu-
rable.

2.11. Preuve du théoréme 2.0.1

Nous renvoyons a 'introduction pour les notations. Nous montrons
d’abord deux lemmes :

Soient z;,z, des origines respectivement de X; et X,. Notons d
et dy les métriques d;, et d;, sur A; et A,.

2.11.1. Lemme. Supposons que I’application Q : (A;1,d;1) — (A2,d2)
soit conforme. Alors, son facteur conforme w est continu sur Aj.

2.11.2. PREUVE DE 2.11.1: Puisque {2 est conforme, les ensembles li-
mites A; et A, ont méme dimension de Hausdorff 7. De plus, en notant
v1 et vy les 7-mesures de Hausdorff de (A;,d;) et (Az,d2), ona:

(1) Qv =wTyy .

Soit u; et po les mesures sur Ay x A; — A et Ay x Ay — A, définies
par la relation 2.10.1. D’apres I’égalité (1), la mesure :

(2 % 2)p2

est absolument continue par rapport & y; . De plus, u2 est T' - invariante et
Q est T' - équivariant, donc (2 x Q)*uy est T' - invariante. Alors, puisque
laction de T' est ergodique sur (A; x Ay — A, u;) (corollaire 2.10.3), les
mesures ({2 x Q)*us et u; sont égales a une constante prés. Done, 4 une
constante pres leurs densités par rapport a v, x v; sont presque siirement
égales. D’olt v; X vy - presque slirement :

WT(EwT(E) __ Cste
[di(€, €N [da(QUE), QENT
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soit encore

[d2(Q(E), )] = (Cste)/Tw(€)w(€) [di (£, )]

L’application Q : (A1,d1) — (A2,d) étant continue, w ’est égale-
ment. Notons qu’en faisant tendre £’ vers £, on trouve Cste = 1. O

Soit maintenant s; 'involution de GA; définie par:
si(y) =" avec ¥(t)=~(-t).
Par passage au quotient on obtient une involution de & que l’on notera

encore s;.

2.11.3. Lemme.  Supposons que I’homéomorphisme G : €& — &
conjugue les flots géodésiques. Quitte & remplacer G par G' = &1, o G
pour un certain réel T, on peut supposer :

Gosy =3 0oG.

2.11.4. PREUVE DE 2.11.3: Soit T lafonction sur £; dans R, définie de
la maniére suivante : Etant donné v € &;, T(v) est 'unique réel vérifiant :

(1) Br(4)(G ° 51(7)) = 52 °© Pr()(G(7)) -

La fonction T est continue et invariante par le flot de £;. Aussi elle est
constante (par ’ergodicité du flot sur (&;,m;) (théoréme 2.10. 9)) Notons
To la valeur constante de T', et G' I'application &1, o G. D’apres (1), on
a:

G'os =390G".

2.11.5. PREUVE DE 2.0.1: Montrons (i) = (ii).
Soit g € T'. Notons respectivement |g'|, et l9'l5 , le facteur conforme

de g sur (Ay,d;) et (Az,d2). En écrivant :
Qog=geQ,
et en calculant le facteur conforme des deux membres, on obtient :

(1) (wog) |.‘/'|1 = (|g']2 o Qw .

Construisons maintenant notre conjugaison :

Paramétrons GA; et GA; comme au paragraphe 2.9, en ch0151ssant
pour origines les points z; et x2. Définissons une application G de GA4
dans GA,, par:

G(E=,€4,t) = (QUE-), UE+), t —logw(£4)) -

D’apres le lemme 2.11.1, w est continue, donc G est un homéomorphisme.
D’apres la relation 2.9.2, il conjugue les flots de GA; et GA,. De plus,
quel que soit ¢ € T', il vérifie :

~

(2) Gog=goG.
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En effet, d’apres 2.9.4 on a:
(G2 9)(E-r64) = (R0 9(6-). Q0 g(64),
t — Bg, (21,97 21) — logw o g(€+))
et
(92 G)(E=,&4,t) = (9°E-), 92 &),
| t —logw(&+) — Bn(e+)($2,9_1$2)) .
Or d’apres le corollaire 2.6.3,

Be, (21,97 21) = loglg'(€4)];
“ et
BQ(§+)(:v2,g_la:2) = log(lgIIQ ° Q(€+)) .

Ainsi ’égalité (2) provient de (1) et de la I'-équivariance de §2. Grace
a (2), on obtient une conjugaison des flots de &; et & . Par construction,
elle induit ’application F' entre O; et O,. :

Montrons (ii) = (i).

Soit G : &4 — &; une conjugaison des flots, qui induit I’application
F entre O, et O,.

D’apres le lemme 2.11.3, on peut supposer :
(3) Gosy=30G.

Relevons la conjugaison G a GA; et GA, de la maniére suivante : Soit
m; la projection de GA; sur &;. Pour 7v: R — X appartenant & GA,,
soit 4' : R — X5, un élément de GA, vérifiant :
7' (=00) = Qy(—00)), ¥'(+00) = Qy(+00))
et
m2(7') = G(m(7)) -

Notons que 7' existe puisque G induit F entre O; et O;. De plus, si
71() n’appartient & aucune orbite périodique de &, 4’ est unique. On
obtient ainsi une application

G:GAy — GA,
77

définie sauf sur les relevés des orbites périodiques, qui conjugue les flots,
vérifie : ' :
Gom=moQG,

ainsi que, d’apres (3):

(4)

X

o

o

o
—

I
o
~

o



Paramétrons GA; et GA; comme au paragraphe 2.9, en choisissant
les points z; et x; comme origines. Puisque G est une conjugaison conti-
nue entre les compacts £; et &, elle est uniformément continue. Aussi
elle envoie sous-ensembles fortement stables sur sous-ensembles fortement
stables. D’aprés sa définition et la proposition 2.8.6, G a la méme pro-

riété. Aussi, d’apres 2.9.3, G s’écrit en coordonnées :
b b

é(f—,€+at) = (Q(g—)’ﬂ(€+)at - logw(f.,.)) ’

pour une certaine fonction w de A; dans |0, +o0].

Notons que ceci permet de définir G sur GA; tout entier.

Comparons maintenant les métriques d; = dz, et dy = dg, sur Ay
et Az : Soit £ et &' deux point distincts de A;, et p appartenant & (£¢').
Soit v I’élément de GA;, vérifiant :

Y(=00)=§, y(+oo0)=¢ et y(0)=p.

Les points G(v)(0) et G(s1(7))(0) appartiennent i la géodésique (2(£)Q(¢"))
de X,. D’apres (4) ils sont égaux. Notons-les ¢. En coordonnées on a:

N ES (616’.1 BE'(IE],p))

et
31‘7 ) = (6’3 67 Bf(a:l ’p)) .
D’ou:
G(7) = (UE), AE'), Be(21,p) — logw(€))
et
G(s1(7)) = ("), (&), Be(z1,p) — logw(£))
donc

(8)  Baen(®2,9) = Bace) (z2,G(7)(0)) = Bg(21,p) — logw(¢')
et
(6) Bae)(x2,9) = Bage) (22, G(51(7))(0)) = Be(21,p) — logw(§).
Ainsi (5) et (6) donnent :
[d2 (E), UEN] = w(E(€) (&, € -
Puisque l’appliéation Q de (A1,d1) sur (Ag,d;) est continue, w l'est

également. Alors, en faisant tendre &' vers £, 0 est conforme de facteur
conforme w. O
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3. Un codage “a la Bowen-Series” d’un groupe
hyperbolique et de son bord

3.0. Introduction

De nombreux auteurs ont obtenu une représentation symbolique d’un
groupe hyperbolique et de son bord. Citons notamment : J.W. Cannon
[Ca], M. Gromov [G], E. Ghys et P. de la Harpe [G.H], M. Coornaert
et A. Papadopoulos [C.P], V. Kaimanovich (communication orale). Notre
approche s’inspire des travaux de R. Bowen et C. Series sur les groupes
fuchsiens ([B2], [B.S], [S1], [S2]). Elle a le mérite d’étre naturelle et
d’étre constructive sur quelques exemples. De plus, elle permet d’obtenir
simultanément un codage de T" et de son bord.

Le résultat de R. Bowen et C. Series dont nous nous sommes inspirés,
est le suivant (voir [S2]):

Soit T' un groupe fuchsien de type fini, sans parabolique. Soit A
son ensemble limite. Il existe un systéeme de générateurs S de I', une
application f de A dans lui-méme, et une partition finie de A :

P ={E;,j=1,...,t},
tels que:

(i) Sur chaque Ej, f soit la multiplication & gauche par un élément de
flg; (€) = aj'¢
oua;€S.

(ii) La paire (f,P) ait la propriété de Markov :
Vi€ {L,....t}; F(Bj) = Ei, -
k=1

A une application Markov correspond un sous-shift de type fini, qui
est défini de la maniére suivante :

Soit B = (bij), %,J E {1,...,t}, la matrice carrée définie par:
bijj =1 si f(E;) D E;

bi; =0 sinon.
Et soit ZE, le sous-shift de type fini:
vt = {J = (Jr)izo | Jk € {1,...,t} et thjh+l = 1} .
Dans [S2], C. Series démontre les résultats suivants :
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(iii) Quel que soit j € T}, ensemble

{e,ajy,aj,aj,,...,aj5-..aj,,...}
est un rayon géodésique du graphe de Cayley de (T, S).
(iv) Soit z une origine dans HZ. L’application ¢ de £} dans A définie
par:

9G) = lm aj,...a;,

est bijective, sauf peut-étre au-dessus d’un nombre dénombrable de points,
ou elle est deux sur un.

Au paragraphe 3.1, nous définissons la notion d’application de Mar-
kov d’un groupe de type fini. Lorsqu’elles existent, de telles applications
généralisent 'application de Bowen-Series. Elles permettent de coder un
groupe hyperbolique et son bord par un sous-shift de type fini.

Au paragraphe 3.2, nous utilisons un théoréme de J.W. Cannon, afin
de montrer que tout groupe hyperbolique admet une application de Mar-
kov.

Le paragraphe 3.3 est consacré a la construction d’applications de
Markov sur quelques exemples. Sur une classe d’exemples, nous montrons
que l’application de Markov sur le groupe s’étend en une application de
Markov sur son bord. Comme cas particulier, nous retrouvons ’application
de Bowen-Series. :

3.1. Applications de Markov sur un groupe de type fini

Soit I' un groupe de type fini, et soit
S={ai,i=1,...,s}

un systéme symétrique de générateurs.de I'.

Notons | | la métrique des mots de (T, S). Suivant J.W. Cannon,
définissons le type conique d’un élément g de T :

C(g) ={h €T ||gh| =|g|+ |hl}.
Pour 7 € {1,...,s}, soit U; le sous-ensemble de T :

Ui = a,-C(a,-) .

Remarquons que U; est 'ensemble des éléments de I', dont une écri-
ture minimale commence par a;. Aussi, en posant Uy = {e}, I’ensemble

R={U;,i=0,...,s)

est un recouvrement de I.

37



3.1.1. DEFINITION. Une application de Markov de (T, S) est un couple
(f,P),ou:

(i) P={V;,j=0,...,t} est une partition finie de I', dont les éléments
sont inclus dans les éléments de R . Plus précisément, on demande que Vj
soit égal & Uy, et que Vj,j > 1, soit inclus dans un U;,z > 1.

(ii) f est une application de I' dans lui-méme, vérifiant :

fle)=ce,
et pour y =1,...,t:
flv;(9) =aj'g
ou a; est un élément a; de S, tel que V; soit inclus dans a;C(a;) = U;.

(iii) Le couple (f,P) a la propriété de Markov, c’est-a-dire :

m;
Vi €{0,...,t}; f(Vy) = | Vi -
k=1

3.1.2. Exemples. Pour chacun des groupes suivants: ' = Z*Z, I' =
Z @ Z, construisons une application de Markov.

a) I'=Z+Z:
Notons a; et a; les générateurs des deux composantes du produit.
Et posons:
as =a1'1, a4 =a«;1
et
S = {al,ag, a3,a4} .
La figure 1 représente le graphe de Cayley de (T',S). Les ensembles U;
sont délimités par des pointillés.
Puisque R est déja une partition, prenons

P=R.
Il n’y a alors qu'une maniére de définir f :
fle)y=e
et pour z > 1:
flu(g) = aig.

Clairement, f vérifie pour : > 1:
fU)=Uu |J Ur.
ak;ﬁa;'l
Donc (f,P) a la propriété de Markov.
b) I'=Z6Z

Prenons le méme systéme de générateurs S. La figure 2 représente le
graphe de Cayley de (T, S) privé de ses arétes. Les ensembles U; sont les
demi-plans délimités par les pointillés
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Figure 1
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] LI ] |
TR
l I
] I "
v U
Figure 2

La figure 3 représente une possible partition P de T.
Chacun des ensembles V;,V;,V5,V, est inclus dans un unique Uj.
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Aussi, pour définir f sur V1, V2, V3,V;, on est obligé de poser:
flvi(g) =g —ai.

Par contre, sur chacun des ensembles Vs, Vs, V7, Vs, il y a deux choix
possibles. Néanmoins, quelque choix que ’on fasse, on vérifie que le couple
(f,P) a toujours la propriété de Markov.

Au paragraphe 3.2, nous montrerons que tout groupe hyperbolique
admet une application de Markov. Auparavant, nous énongons un théo-
réme qui généralise le résultat de Bowen-Series.

Supposons que (I',S) admette une émpplication de Markov (f,7P).
Associons-lui un sous-shift de type fini, de la maniére suivante :

Soit A = (4;j),%,5 € {0,...,t}, la matrice carrée définie par:

Aij=1 si f(Vi) DV
A;; =0 sinon.

Le sous-shift de type fini associé & (f,P) est:

Th={i=Uri5 1k € {0, 1} et 454, =1} .
Puisque f(e) =e, on a la décomposition suivante :
+ _ +
Ya=YukXy,
E={je Ej{ | 7+ = 0 & partir d’un certain rang}

et o T} est le sous-shift de type fini
TE={eXT} |VkeN,j. #0}.
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La matrice B s’obtient en privant A de sa premiére ligne et de sa premieére
colonne.

On a alors, en posant ag = e :

3.1.3. Théoréme.

a) Pour toute suite finie (ji)p=q, vérifiant :

€ {1t}

et
Ajkik+1 =1,

Pécriture a;, ...a; est de loncueur minimale.
Jo ¥ /=

n

b) Remarquons que pour j € ¥, la suite d’éléments de T

(.a‘jo ce a‘.ik)kGN

est stationnaire. L’application p de ¥ dans T :
j26)) = kligloo Qjo - - - A5,

ainsi définie, est bijective.

c) Supposons T' hyperbolique, et équipons son bord d’une métrique
-visuelle. L’application ¢ de E'g dans OT', définie par:

¢0) = tm aj,...q;,

est surjective, Holder continue, & fibres finies de cardinal uniformément
borné.

3.1.4. REMARQUE. On ne peut rien dire de général sur le cardinal de la
fibre de 'application ¢ du 3.1.3.c). Par exemple, considérons le produit
libre T' = Z * Z, le systéme de générateurs S, et 'application de Markov
f, de l’exemple 3.1.2.a). Il est facile de voir que 'application ¢ associée
a f, est une bijection. Maintenant, au lieu du systéme de générateurs S,
prenons :

§'={g€T~{e} |lols < 2).

Le lecteur pourra construire une application de Markov de (T',S’), telle
que ’application ¢ associée, soit partout deux sur un.

1l y a toutefois un cas ol ¢ est (génériquement) bijective : Supposons
que 'applicationi de Markov s’étende au bord de I'. Autrement dit, sup-
posons que les traces des ensembles V; sur JT', soient d’intérieur deux a
deux disjoints. Alors ¢ est bijective au-dessus d’un Gs-dense de OI'. Dans
ce cas, on obtient une bonne généralisation de la propriété (iv) de ’appli-
cation de Bowen-Series. Au par agr aphe 3.3, nous donnerons des exemples
de groupes et de systémes de générateurs, admettdnt des applications de
Markov qui ont cette propriété.

Pour montrer le théoréme, nous avons besoin des deux lemmes sui-
vants qui caractérisent les écritures minimales :
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3.1.5. Lemme. Soit g et ¢g' deux éléments de T'. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1) lgd'l=lgl +1¢'l
() C(g)YNng'"'C(g) # 4.

De plus, si I'une de ces conditions est vérifiée, alors :

C(9g9") =C(g")Ng'~C(g).
3.1.6. PREUVE : Elémentaire. : 0O

3.1.7. Lemme. Soit a;, ,k =0,...,n desélémentsde S. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) L’écriture aj,...a;, est de longueur minimale.

n

(ii) C(ai,)Na;'C(ai,_,)N... Na;"...a;'Cai,) # ¢ . De plus, si 'une
de ces conditions est vérifiée, alors :

C(aiq -..ai,) =C(ai, )N a,-'"lC(a.-n_l) N...N a? ...aZIC(a,-O) .

3.1.8. PREUVE : Par récurrence, en utilisant le lemme 3.1.5. O

3.1.9. PREUVE DU THEOREME 3.1.3:

a) Rappelons que pour j € {1,...,t}, nous avons noté a; 1’élément
de S, vérifiant fl|y;(9) = aj_lg. Nous noterons de méme U; l’ensemble
a;C(aj). D’apreés la définition 3.1.3,on a:

vy V;CU;.
Soit maintenant une suite finie (ji)p-, vérifiant :

Jrk€{1,...,t}
A =1.

JkJk41

D’apres la définition de la matrice A, ces deux conditions sont équivalentes

a:

jk € {la-“,t}
7 (Vi) # ¢,
k=0
c’est-a-dire
Ik € {1,...,t}

Vie NajoViu ... Najy ... aj,_ Vi, # 6.
En appliquant 'inclusion (1), on obtient

(jk € {l’at}
Ujp NajoU;, N... Najo ... a5,_,Uj, # ¢

42



soit encore :

aj,C(aj,) Naj,a;C(az)N... Naj,...a;,Ca;,) #¢.
Alors, en multipliant & gauche par (aj,...aj,)"! :

C(a;, )N aj"nlC(aj"_l) N...N aj'nl . ._a]-:lC(ajo) #é.

Donc, d’apres le lemme 3.1.7, I’écriture aj, ... a;

est de longueur mini-
male.

n

b) Tout d’abord, notons que f a la propriété suivante :
Sig#e, |f(g)l=lgl-1.

En effet, c’est immédiat d’aprés la définition d’une application de
Markov de (T, S). On en déduit, de proche en proche:

() filg) =e.

. Montrons maintenant la sujectivité de p : Soit ¢ € I', considérons la
suite j = (jx)725, définie par:

fk(.(/) € ij .

Clairement j appartient & £ . D’apres (2) elle appartient & £. Montrons
que j est un antécédent de g. Par définition de j, on a:

+oo
(3) g€ ﬂ f—k(vjk)'
k=0

Or, quel que soit n € N :

n f_L(V“) = ajO ° 'ajn-l ‘/jn
k=0

donc, puisque j € ¥ :

(4) N F7(Vi) = {p(3)}
: k=0
d’ou, en utilisant (3):
9 =p0)-
Montrons l'injectivité :
Soit j,j' € ¥, vérifiant p(j) = p(j'). D’apres (4), on a:

N F* Vi) = ) F4 (Vi) # ¢,
k;O k=0

donc j =j'.
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c) g est surjective : Soit £ € T et soit r: N — I' un rayon géodésique
d’extrémités e et £. Soit j* I’élément de ¥, vérifiant :

r(") =r(n).

Extrayons de la suite (j®)nen, une sous-suite convergente et appelons j
sa limite. Par compacité j appartient & £F. Donc, d’apres a),

- {e a0, a50a5,,...,8j, ... Qj,,. .. }

est un rayon géodésique de I'. Par construction, il est a distance de Haus-
dorff bornée du rayon r. Donc:

q(§) = r(+o00) =¢.

q est Holder continue : Equipons OI' d’une métrique visuelle dgr de
parameétres (e,t), associée a la métrique des mots de (I', S). Rappelons
qu'il existe une constante C = C(T', S,t), telle que pour tous §,¢' € OI',
et pour tous rayons géodésiques r,r' d’extrémités :

r(0)=r'(0)=¢e
r(+o0) =&, r'(+o0) = ¢,
on ait :

C™ % < dar(é,¢') < Ct™*
(5) avec

d= Em (r(k) | F'(B)).

Soit maintenant j,j' € T}, vérifiant d(j,j') =2"".On a dqnc
(6) Vk € {0,...,n—1}; jr = j} -

it = . . . " — . . :
Soit r = {e,ajg,---,aj -y, } et.7" = {e,a,... a5 ...a5,... } les
rayons géodésiques associés & j et j'. Ils ont pour extrémités :

r(0)=r'(0)=e
r(+00) = ¢(§) , r(~o0) = q(J').
De plus, d’apres (6) :
r(n) =r'(n).

Donc (5) donne :
dar(¢(3), ¢(3")) S Ct7"

soit encore :

logt

dor(4(3), ")) < C[dG3,31] ™7
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Donc ¢ est Holder continue.

q est ¢ fibres de cardinal uniformément borné :
Tout d’abord remarquons le fait suivant : Pour chaque j € {1,...,t},
soit N; = inf{|g|,g € Vj} et soit N = max N;. Alors clairement, toute
j
suite finie ()3, vérifiant A
telle que :

jrjes1 = 1, se prolonge en une suite i de ¥,

Vk € {0,...,n}; ix = Jk

7
(7) VE>n+N; i =0.

Soit maintenant j!,...,j™, m éléments de Z'}s , deux a deux distincts,

vérifiant :
qG') = ... =q(i™).

Montrons que m est borné : Les rayons géodésiques associés aux suites
j¢, € = 1,...,m, ont mémes extrémités. Donc ils sont & distance uni-
forme inférieure & K les uns des autres, ' ne dépendant que de (T, S).
D’autre part, puisque les j¢ sont deux & deux distinctes, il existe n € N tel
que les suites finies (jf)?_,, £ = 1,...,m soient deux & deux distinctes.

Complétons-les en des suites i’ de T, comme en (7). Les suites i’ sont
bien slir deux a deux distinctes. L’application p du b) étant injective, les

éléments p(i), £ = 1,...,m, de T, sont deux & deux distincts. Or ils
appartiennent tous & une boule de rayon K + N. D’ou:

m < #B(e, X + N).O

Nous terminons ce paragraphe par une remarque concernant la série
de Poincaré de (T, 5) : ‘

S(z) = Z #{g €T ||g|lg =n}z"

neN

et le taux de croissance de (T, S) :

—_ 1
Tg = 11_m EIOg#{gEFHglszn}‘

n—-oo

3.1.10. Corollaire. Supposons que (T, S) admette une application de
Markov f. Soit A la matrice associée & f. Alors :

/1
a) S(z)=(1-2)(10...0)(I — z4)"! ( ) .

1
1

b) 75 est égal au logarithme de la plus grande valeur propre de A.

3.1.11. PREUVE : En utilisant 3.1.3 a) et b), on montre facilement ’éga-
lité: .

(1) #{gEI‘||g|s$n}=(10...0)A"(5) :

1
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Alors, un calcul élémentaire donne I’expression cherchée de S.

Ts est égal A l'entropie topologique du shift sur £¥. Donc, d’aprés
un phénomene bien connu, 7g est égal au logarithme de- la plus grande
valeur propre de A.

3.2. Existence d’applications de Markov

Rappelons le théoréme suivant, dont on trouvera une preuve détaillée
dans [G-H] chapitre 9, et dans [C-D-P] chapitre “groupes automatiques”.

Théoréme (J.W. Cannon). Soit I' un groupe hyperbolique, et S un
systéme symétrique de générateurs. Les ensembles C(g), g € T, sont en
nombre fini.

Comme corollaire nous obtenons :
3.2.1. Théoreme. Soit T' un groupe hyperbolique, S un systéme

symétrique de générateurs de I'. Alors (T',S) admet une application de
Markov.

3.2.2. PREUVE DE 3.2.1: Elle se fera en plusieurs étapes. Tout d’abord
définissons une application f de I' dans lui-méme. Pour : € {0,...,s},
soit W; les sous-ensembles de T :

I’Vo =Uo
et pour i € {1,...,s}:

-1
W;=U; — U W .
k=D

Ils forment une partition de I'. Soit f I'application de I' dans lui-méme,
définie par :

fle)=e

et pour : > 1:
flwi(9) = ai'yg.

Construisons une partition de Markov P de f. Pour ce faire suppo-
sons :

(1) 1#] = ai # a;
et introduisons l’ordre suivant sur S :

G <ar<...<dag.

On obtient ainsi un ordre lexicographique sur les écritures minimales
de (T, S). On appellera écriture réduite d'un élément g de I'—{e}, sa plus
petite écriture minimale pour 'ordre lexicographique. Pour g € ' — {e},
définissons :

D(g) = {h €T, tels que I’écriture réduite de gh commence par g} .
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Remarquons que :
gD(g) = {m €T, dont P’écriture réduite commence par g} .
Remarquons également que pour i € {1,...,s}, on a d’aprés (1):

(2) VV, = a,-’D(a,-) .

Le lemme suivant, qui sera montré un peu plus tard, est un corollaire
du théoreme de J.W. Cannon :

3.2.3. Lemme. Les ensembles D(g),g € I', sont en nombre fini.

Soit maintenant Py 1’ensemble constitué de {e} et des sous-ensembles
a;D(g), ou a; appartient & S, et out g est un élément de I' — {e} dont
Iécriture réduite finit par a;. C’est un recouvrement de I' car d’apres (2):

{""V,‘,Z'=0,...,S} CPs.

De plus, d’apres le lemme 3.2.3, c’est un recouvrement fini.

3.2.4. Lemme. L’image par f d’un élément de Py est une réunion
d’éléments de P,.

Nous montrerons ce lemme ultérieurement. Achevons la construction
de P. Pour g €T, soit :

Viy= () Ein ) CE;,
E;€Po E; €Pq
gEE; 9¢E;

et soit
P={V(g9),9 €T}.

Puisque Py est un recouvrement fini de I', P est une partition finie
de I'. L’application f restreinte & chacun des W;, est une bijection sur
son image. De plus, chaque élément de P, est inclus dans un unique W;.
Alors le lemme 3.2.4 montre que (f,P) est une application de Markov de

(T, S). ' o

3.2.5. PREUVE DU LEMME 3.2.3 : Les ensembles C(g) et D(g) vérifient :

(3) gD(g)=¢Cl9) - |J d¢'Clg").
' lg'|=lgl
9'<yg
La relation ¢C(g) N ¢'C(g") # ¢, entraine que ¢ et ¢' appartiennent
a deux segments géodésiques de mémes extrémités.

Puisque T' est hyperbolique, deux tels segments sont & distance uni-
forme majorée par une constante ', qui ne dépend que de (T, S).

Aussi, pour que:
9C(9)Ng'Clg') # ¢
et

lg] = lg'|
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!
Figure 4

il faut qu'’il existe u € B(e, K) tel que (voir figure 4) :

!

g =gu.
Donc en notant :

B(g) = {u € B(e,K) | lgu| = lg] et gu < g}
Pégalité (3) s’écrit :

9D(9) =9C(9)— |J 9uClgu).

u€B(g)

Alors, en multipliant par ¢g~! a gauche:

(4) D(g)=C(9)— |J uC(gu).
u€B(g)

D’apres le théoréme de J.W. Cannon, les ensembles C(g), g € ', sont
en nombre fini. Les ensembles B(g) sont bien siir en nombre fini. Donc

(4) montre que les D(g) sont en nombre fini.

3.2.6. PREUVE DU LEMME 3.2.4: Soit a;D(g) € Po. Puisque 'écriture

réduite de ¢ finit par a;,on a:
a,-'D(g) C a,-D(a.,-) = W;
donc d’apres la définition de f :

f(aiD(g)) = D(g).
Or clairement :

Dig)= |J @a;jD(ga;)U {e}
a; ESND(g)

avec a;jD(ga;) € Py, car aj € SND(g).
D’ou le lemme.

3.2.7. REMARQUE. Le théoréme 3.2.1 reste sans doute vrai dans le cadre
plus général des groupes automatiques (voir [C-D-P] [C-E-H-P-T]).
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3.3. Probléme du prolongement au bord d’une application de
Markov. Exemples de construction d’applications de Markov

Dans ce paragraphe nous considérons des groupes admettant une réa-
lisation géométrique trés simple (définition 3.3.1). Celle-ci nous permet-
tra de caractériser géométriquement les écritures minimales (proposition
3.3.3), de prolonger des applications de Markov au bord (corollaire 3.3.7),
et en construire sur quelques exemples. Dans le cas des groupes fuchsiens
de type fini sans parabolique, nous retrouverons ’application de Bowen-
Series.

Les idées que nous développons ici, sont essentiellement celles de
S. Birman et C. Series (voir [Bi-S]).

Afin de simplifier notre exposé, nous nous limitons a des sous-groupes
d’isométries de 1’espace hyperbolique réel HY . La définition 3.3.1, la pro-
position 3.3.3, et le corollaire 3.3.5, s’appliquent cependant a d’autres
groupes notamment aux groupes euclidiens.

3.3.1. DEFINITION. Soit I’ un sous-groupe discret d’isométries de HY .
Nous dirons que I' a la propriété (*), s’il admet un domaine fondamental
R avec la propriété suivante :

(i) R est un polyedre, (de volume fini ou non), ayant un nombre fini de
faces. '

(ii) L’ensemble T'OR = U gOR est une réunion d’hyperplans.
g€er

3.3.2. EXEMPLES.

a) Le groupe fuchsien isomorphe au groupe fondamental d’une surface
de genre g > 2, dont un domaine fondamental est le 4g-gone régulier
d’angle 24'5, a la propriété (*).

b) C. Series a montré que tout groupe fuchsien de type fini sans para-
bolique, est isomorphe & un groupe fuchsien ayant la propriété (*) (voir
[B-S])).

c) Soit R un polyédre de HY ayant un nombre fini de faces et des angles

diédraux intérieurs de la forme ¥, k € N, k > 2. Le groupe engendré par

inversions par rapport aux faces de R a la propriété (*).

Soit T' et R comme dans la définition 3.3.1. Soit S = {a;,1 =1,...,s}
le systéeme symétrique de générateurs, défini de la maniére suivante : No-
tons 1,...,s, les faces de R. Pour 7 € {1,...,s}, «; est 'unique élément
de T, vérifiant :

a;RN R est la face 7.

A une écriture quelconque aj, ... a;, dans (I, S), associons la famille
d’hyperplans {P;,k =0,...,n} suivante:

Py contient RN a; R
etpour k=1,...,n:

Py contient a;,...¢q;,_ RNajy...a; R.
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Notons que, puisque (I', R) a la propriété (*):

Vk e {0,...,n}; P, CTOR.

3.3.3. Proposition. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) L’écriture ai,...aq;

n

est de longueur minimale dans (T, S).

b) Les hyperplans P; sont deux a deux distincts, c’est-a-dire :
k#k’épk#Pkl.

c) Quel que soit k € {0,...,n}, et quel que soit £ vérifiant k <£<n,
I'hyperplan Pi sépare R de a;,...a; R

3.3.4. PREUVE :
b) ¢ c) est facile et laissée au lecteur.

c) = a): Soit g = aj, ...ai, , et soit aj, ...a;, une autre écriture de
g. Montrons que m > n : Soit {P[,k=0,...,m} la famille d’hyperplans
associée a I’écriture aj, ...a;,, . D’aprés 'hypothese c) appliquée & £ =n,
ona:

(1) {Pr,k=0,...,n} C {P,k=0,...,m}.

D’autre part, puisque c) implique b), les hyperplans P; sont deux & deux
distincts d’ou :

(2) #{Pr,k=0,...,n}=n+1.
Alors (1) et (2) montrent que:

m2>2n.

a) = b): Tout d’abord construisons une écriture a;, ...a;, de g,
telle que les hyperplans associés a cette écriture, soient deux a deux dis-
tincts. Pour ce faire, soit ¢ un segment géodésique de HV, reliant R 3
gR, transverse aux (N — 1)-faces de 'OR, et ne passant par les (N —2)-
faces de T'OR. Notons ajy,...,q;,, les éléments de S, tels que ¢ passe
successivement par les domaines :

R,aj,R,aj,a; R,... a5 ...a; R=gR.

Le segment ¢ rencontre successivement et transversalement les hyperplans
P} associés a I'écriture aj, ...qj,, . Ils sont donc deux & deux distincts.

Les P; satisfont I’hypothése b), donc I'hypothése c). Alors, d’apres
la démonstration de ¢) = a):

{Pi,k=0,...,m} C {P:,k=0,...,n}.
Puisque les P} sont deux & deux distincts, on obtient :

#{Pr,k=0,...,n} >m+1.
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Or m > n, donc:
#{Pi,k=0,...,n} 2n+1

et donc les P; sont deux a deux distincts. O

Nous donnons deux corollaires & cette proposition. Le premier décrit
géométriquement les ensembles U; = a;C(a;) associés au systeme de gé-
nérateurs S. Le second concerne le probléeme du prolongement au bord
d’une application de Markov de (T, S).

3.3.5. Corollaire. Notons H;,i € {1,...,s}, 'hyperplan contenant la
face i de R. Alors I’ensemble

UiR= | J ¢R
g€U;

est le demi-espace de frontiére H;, ne contenant pas R.

3.3.6. PREUVE : Soit E; le demi-espace de frontiére H;, ne contenant
pas R. : :

E; D U;R : Soit g € U;, il admet une écriture minimale commen-
cant par a;. L’hyperplan P, associé & cette écriture est H;. D’aprés la
proposition 3.3.3. ¢), H; sépare R et gR donc gR C E;.

E; C U;R : Soit gR C E; et ¢ un segment géodésique reliant R a
gR, transverse au (N —1)-faces de I'OR, ne passant pas par les (N —2)-
faces de I'OR et tel que le deuxiéme domaine que ¢ rencontre soit a;R.
Comme dans la preuve de 3.3.3, on associe a ¢ une écriture minimale de
g . Celle-ci commence par a;, donc g € U;, et gR C U;R. O

Supposons en plus des hypothéses précédentes, que I' soit convexe
compact. Alors I’ est hyperbolique (voir 1.8.3 et 1.8.7), et on a:

3.3.7. Corollaire. (T, S) admet une application de Markov qui se
prolonge & OU'. En particulier I'application ¢ du theoreme 3.1.3.c) est
bijective au-dessus d’un Gj-dense de OT.

3.3.8. PREUVE : Puisque I' est convexe cocompact, son bord est homéo-
morphe & A, I’ensemble limite de I'. D’aprés le théoreme 3.2.1, (T, S)
admet une application de Markov. Considérons I’application f construite
dans la preuve du théoréme 3.2.1 et montrons qu’elle convient.

Il suffit de voir que les V; traces des V; sur OI' sont d’intérieur deux
a deux disjoints, ou encore pulsque oI’ ~ /\ que les V;R, traces des V;R
sur A, sont d’intérieur deux a deux disjoints.

D’apres le corollaire 3.3.5, le lemme 3.1.7 et la preuve du lemme 3.2.3,
les V;R s’obtiennent par réunions et intersections finies de demi-espaces.
" Donc pour ¢t #7, V_,-Rn ViR est inclus dans une réunion finie de (N -2)-
sphéres de SN-1 = 9HN .

a) Supposons que A ne soit contenu dans aucune k-sphére de SV7!,
0 <k < N -2, et raisonnons par I’absurde :

ol



. o o

Soit 7 et 5, i #7, tels que V;RNV;R # ¢. Puisque

o o
ViRNV,R=V;RNV;R,

il existe un ouvert U de A inclus dans une (N —2)-sphere de SV~1. Alors
A étant auto-similaire, un argument simple montre que A est inclus dans
une (N — 2)-sphére de SV~1, ce qui contredit ’hypothese.

b) Supposons que A soit contenu dans une k-sphere S*¥ de SNV~! (avec
k € {0,...,N — 2}) mais dans aucune (k — 1)-spheére :

Alors T fixele (k+1)-plan P de H" de bord S*. Quitte & réindexer
les faces de R, on peut supposer que pour 7 = 1,...,p, les hyperplans H;
soient transverses & P et que pour i = p+1,...,s, H; contienne P. Pour
cette indexation des faces de R, c’est un exercice de voir que ’application
f construite dans la preuve du théoréme 2.1 convient. o

3.3.9. EXEMPLE. Soit I le groupe fuchsien isomorphe au m; d’une surface
fermée de genre 2, dont un domaine fondamental R est 'octogone régulier
d’angle T (figure 5). (T, R) a la propriété (*). Soit S le systéme symé-
trique de générateurs indiqué sur la figure 5. Construisons une application
de Markov de (T, S) :

Pour i =1,...,8, soit T; le domaine s’appuyant sur la face ¢ de R
comme sur la figure 5. D’aprés le corollaire 3.3.5, T; C U;R. Posons

fln(z) = ai—lm

et
flr =1d.

Considérons les géodésiques contenues dans I'OR qui rencontrent R
(figure 6). 11 est facile de voir que les composantes connexes de H? privé
de ces géodésiques forment une partition de Markov de f.

f ou plutdt son extension au bord, n’est autre que I’application de
Bowen-Series. Et ce procédé de construction est général pour les groupes
fuchsiens (voir [B-S, Lemme 2.2], [S-2]). :

3.3.10. EXEMPLE. Cet exemple est dii & M. Gromov (voir aussi [Be]).
Soit R le tétraédre régulier de H?, de volume infini et d’angles diédraux
4. Soit I' le groupe engendré par linversions par rapport aux faces de
R. Le couple (T',R) a la propriété (*). Soit S le systéme symétrique de
générateurs dont les éléments sont les inversions par rapport aux faces de

R.

Les faces de R rencontrent S* en 4 triangles. En tronquant les faces
issues d’'un méme triangle, on obtient un tétraedre tronqué R', compact,
et d’angles diédraux I et 7.

L’ensemble 'R’ est une sous-variété & bord de H?, totalement géodé-
sique. C’est I’enveloppe convexe de I'ensemble limite A de T'. Puisque R’
est compact, I' est convexe cocompact. Notons que N. Benakli [Be] a
montré que A est une courbe de Sierpinski.
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Figure 6

Plutét que de construire une application de Markov de (T,S),
construisons son extension a A. Observons que A est inclus dans le do-
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maine D de S? obtenu en privant S? des traces des 4 demi-espaces qui
s’appuient sur les faces extérieures tronquées de R'. La figure 7 repré-
sente S? privée de ces 4 disques (qui est comme un disque a 3 trous, les
trous sont en foncé). Elle représente également les axes®d’inversion des

éléments de S, qui sont aussi les frontieres des U;R, i = 1,...,4, d’aprés
le corollaire 3.3.5.

La figure 8 représente une partition de D & partir des U;R. Pour
t=1,...,4, T; est inclus dans U;R et on pose:

flz(€) = a7 €.

On consideére alors la trace sur S? des plans contenus dans I'OR,
qui rencontrent R (figure 9). On vérifie que les composantes connexes
du disque a 7 trous privé de ces arcs de cercle, forment une partition de

Markov de f. Ainsi, I’application f restreinte & A, est une application
de Markov.

Figure 7
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Figure
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4. Flots géodésiques et flots spéciaux

4.0. Introduction

Soit I' un groupe hyperbolique agissant sur un CAT(—1)-espace X,
par isométries, de maniére quasi-convexe. Soit (£,®7), le flot geodesique
associé. Nous exphquons dans ce chapitre une construction trés simple,
qui permet a partir d’un codage de 9I', de conjuguer (£, @) par un flot
spécial.

L’existence de telles conjugaisons est déja connue, (au moins lorsque
X est une variété et I' est cocompact. Elle résulte alors du caractére
Anosov du flot géodésique, voir [B-3]). La méthode par contre, semble
nouvelle.

Les flots spéciaux que nous considérons sont définis par suspension
d’une fonction héldérienne sur un sous-shift de type fini bilatéral. Rappe-
lons leur construction :

Soit B =(B;j), ¢,5 € {1,...,t}, une matrice composée de 0 et de 1,
et ¥p le sous-shift bilatéral :

Y¥p= {J = (]L)k——oo l]k € {1a 1t}1Bjkjk+1 = 1}
Notons o le shift sur ¥, c’est-d-dire ’homéomorphisme de g dans
lui-méme, défini par:
o(j) =j' avec ji =jr+1-

Soit ¢ : £ — R une fonction héldérienne vérifiant la propriété suivante :
il existe n € N*, tel que la fonction :

n—1 ’
Snp = Zgo o g*
k=0

soit strictement positive. Le flot spécial associé a la paire (X, ) est défini
de la maniére suivante : Considérons I’homéomorphisme de ¥ X R :

F@,t) = (0(),t — »(3)) -

Puisque Sp¢ > 0, le groupe {F™,n € Z} agit de maniére proprement
discontinu et cocompacte sur ¥ X R. L’espace du flot est le quotient de
Lp x R par cette action. On le notera F,.

Le flot est le groupe & un parametre d’homéomorphismes de F,,
défini par:

@r(j,t) =(,t+ 7).

Notons que lorsque ¢ est strictement positive, F, s’écrit :

Fo=1{(1).d € 5,0 <t < 9(D)} /(. 0(3)) ~ (9(3),0)-
Et on représente alors (F,, ®7) comme sur la figure 1.
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7l6) graphe de ¢

» Xp

j a(3)
Figure 1

Le paragraphe 4.1 est consacré a la construction de notre conjugaison.

Au paragraphe 4.2, nous montrons que lorsque I' est isomorphe a un
groupe de surface de genre supérieur ou égal a deux, la conjugaison est
bijective sauf au-dessus d’un ensemble de trés petite taille.

4.1. Construction d’une conjugaison du flot géodésique par un
flot spécial

Soit S un systéme de générateurs de I'. On se propose de construire,
a partir d’une application de Markov f de (T',S), une conjugaison de
(€,®7) par un flot spécial.

Rappelons que nous avons associé & f une matrice B = (B;j), ¢,j €

{1,...,t}, telle que le sous-shift unilatéral £} code OI' (voir théoréme
3.1.3.c)). Considérons maintenant le sous-shift bilatéral :

2B = {j = (]k -I:-;.?-cc I]L € {1)"')t}’Bjkjk+1 = 1} .
D’apres le théoreme 3.1.3.a), quel que soit j € g, ’ensemble

-1 -1 -1 a0 . .
{...,a]-_l .--aj_",..o’aj_l,e,ajo,.--,aJo.--aJn,---}

est une géodésique de (T, S). Choisissons une origine z dans X . L’en-
semble

-1 -1 -1 , _ .
{...,aj_1 ...aj_"a:,...,aj_l:z:,:c,ajox,...,ajo...a,nm,...}
est alors une quasi-géodésique de X . Ses extrémités

¢-(Gj) = lim a7 ...a;?

n—+oo J-1 i-n®

et

¢+(d) = lm aj,...a;,z
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appartiennent a A, et sont indépendantes de l'origine = choisie. Notons
que:

¢-(0(3)) = a3, ¢-(3)
(4.1.1) et
¢+(0(3)) = aj; 4+(3) -
Définissons une application § de £p x R dans GA, de la maniére

suivante : paramétrons GA comme au paragraphe 2.9, en prenant pour
origine le point z ; et posons:

Q(j,t) = (Q—(j)afH'(j)’t) :

Remarquons que, d’apres 2.9.2:

(4.1.2) Qodr=%3r-Q.

Soit maintenant ¢ la fonction sur £p définie par:
‘,D(j) = BQ+G)(maajom) .

Alors @ induit une application Q de F, dans €. En effet, d’apres 4.1.1
et 2.9.4,0n a:

Q(o()t = () = (a-((3)), a+(o(3)):t — 9(3))
= (a3, 9-(3), a3, 4+ (3) t — Bq,()(25 ajo))
= a3,'Q(,1).
De plus, I’égalité 4.1.2 montre que @ conjugue les flots de F, et de £.

4.1.3. Théoréme.

a) La fonction :
p:Xg—R
est Holder continue, et il existe n € N* tel que S,p soit strictement
positive.
b) La conjugaison
Q:F,—¢&

est surjective, continue, a fibres finies de cardinal uniformément borné.

4.1.4. REMARQUES.

a) L’Holder continuité de ¢, plutét que sa simple continuité, peut sem-
bler de peu d’intérét. Il n’en est rien, car contrairement aux flots spéciaux
définis par une fonction héldérienne, on ignore presque tout des autres.

b) Observons que le cardinal d'une fibre de @ est une fonction ®7-
invariante de €. Puisque la mesure d’entropie maximale m de (&, ®7)
est ergodique (théoréme 2.10.2), le cardinal des fibres de @) est m-presque
stirement constant.

c) Il n’est pas étonnant que la fonction ¢ permette de conjuguer les
flots. En effet, d’aprés le corollaire 2.6.3, exp ¢(j) est le facteur conforme
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en ¢4+(j) de a;'ol pour la métrique d; sur A. En d’autres termes exp¢
est le facteur conforme de ’application de Markov f “étendue” & A. Or,
on a vu au chapitre 2, que la structure conforme de A détermine le flot a
conjugaison pres.

Signalons & ce propos, que la méme fonction ¢ permet d’exprimer
la mesure de Hausdorff de (A,d;) comme une mesure de Gibbs sur £F.
(Voir [Bo] et la remarque 5.2.2 pour plus de détails & ce sujet).

4.1.5. PREUVE DE 4.1.3:

a) ¢ est Holder continue : Il suffit de le montrer sur chacun des en-
sembles :

C(k)={i€Zp|jo=Fk}
ou k appartient a {1,...,t}. Sur C(k), ¢ s’écrit:
e() = Bq+(j)($v axz) .
D’apres le théoréme 3.1.3. c), 'application ¢ de ¥p dans OI', définie par:
4()=_lm_aj...a;

est Holder continue. L’homéomorphisme canonique de OI' sur A, est égale-
ment Holder continu (voir 1.8.5). D’aprés la proposition 2.6.1, ’application

de A dans R :
£ — Be(z,arz)
est lipschitzienne.
Donc par composition ¢ est Holder continue.

Il exziste n € N* tel que S,y soit strictement positive : Un calcul
élémentaire montre que :

Snga(j) = Bq+0’)($aajo oo a‘jn—lw) .
L’ensemble
{z,a5,z,...,a5...0;,_,,...}

est un quasi-rayon géodésique de X, d’extrémité ¢+(j). Donc, il existe
une constante A € R*, ne dépendant que de (X, T, S), telle que:

—-A < She(§) — I:v —aj, .. .ajn_lml <A.
Donc, pour n assez grand, S, est strictement positive.

b) @ est continue : Comme précédemment, les applications q— et ¢4,
de ¥p dans A, sont continues. Alors () est continue, donc @ aussi.

Q est surjectivé : L’ensemble des orbites de (F,,®7) s’identifie a
EB/{an nez) L’ensemble des orbites de (£, @) s’identifiea AXA—A/T,

ou encore & OI' x OI' — A/T'. Puisque Q conjugue les flots, elle induit une
application :

H: 23/{”","62} — 9 x T — AJT.
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Clairement la surjectivité de @) est équivalente a celle de H .

Soit donc (é—,&+) € OT' x OI' — A. Montrons qu'il existe j € Lp et
g €T, tels que:

g x ¢+(J) = (9€-,9¢+) -
Soit v : Z — (T,S), une géodésique d’extrémités y(—oo0) = €_ et
v(+00) = €4 . Pour £ € N, soit i € T}, tel que:

him y(—f)ay...a; =&y .

n—<+00

L’ensemble
{7(—2)’7(_£)ai6, ce 57(—e)aif, cee Gty }

est un rayon géodésique de (I',S) d’extrémité v(—£) et ¢, . Il est donc
a distance uniforme bornée, par une constante K qui ne dépend que de
(T, S), du rayon géodésique :

N-T
ne—y(n-2).

En particulier, on a:

‘7(-e)a,.5 ey - 7(0)] <K.

Aussi la suite {y(—£)ay ...a; _}een est bornée. Quitte & extraire une
sous-suite convergente, supposons-la constante, et appelons h sa valeur.
Pour £ € N, définissons j¢ = (Ji)::t par:

YY)
Je = Yrte-

D’apres la définition de h, ’ensemble :

-1 -1 -1
{haj,_l '"ajll""’hajl_l’h’hajf,""’hajé"'ajf.""}

est confondu avec le rayon géodésique :
{’Y(—E),’Y(—E)aig, .. ,7(—3)‘11'3 NPT

Il appartient donc & un K -voisinage de la géodésique . Extrayons de
la suite {j‘}sen, une sous-suite convergente et appelons j sa limite. Par
compacité, j appartient & ¥ p. Par construction, la géodésique

-1 -1 -1 _
{--- ha; ) ...aj_",...,haj_l,h,hajo,...,hajo...a]",...}

est dans un K -voisinage de «. Alors, on obtient :

a- x g4(j) = (A7, h7'¢4).

Q est d fibres finies de cardinal uniformément borné :
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Considérons le diagramme commutatif

B xR—Q—->GA

| l

Fo Q &

Puisque les actions de {F",n € Z} sur ¥p xR, et de T sur GA,
sont proprement discontinues et cocompactes, ’application @ est a fibres
finies de cardinal uniformément borné, si et seulement si @ est a fibres
finies de cardinal uniformément borné. Aussi, en identifiant GA a (OI' x
oI’ — A) x R, nous voyons qu'il suffit de montrer que ’application :

g—- Xq4+:2g— 0l x0' — A

est a fibres finies de cardinal uniformément borné.
Pour ce faire, rappelons que ’application

g: 55— or

est a fibres finies de cardinal uniformément borné, (voir théoréme 3.1.3. c)).
Soit M un majorant du cardinal de ses fibres. Soit ({—,£+) € OI'xOI'-A,
et soient j¢, £ = 1,...,m, des éléments deux & deux distincts de Tp,
vérifiant ¢— X ¢4+(j%) = (£-,&4+). Majorons m :

Choisissons N > 0 assez grand, de maniére que les suites (jf)F=° ,
£=1,...,m, soient deux & deux distinctes. Puisque les géodésiques asso-
ciées aux suites j¢ ont mémes extrémités, elles sont & distance uniforme

inférieure & K les unes des autres, X ne dépendant que de (T',S). En
particulier les éléments :

-1 -1 -1
=a. Y/ 38
gl Jl_l Jf.N

appartiennent & une méme boule de rayon K. On a donc:
0+(07N (%) = gebs

(1) avec
#{9¢,£=1,...,m} < #B(e, ).

D’aprés la définition de N, les projections sur £} des suites o NGH,
£=1,...,m,sont deux & deux distinctes. Le cardinal des fibres de ¢ étant
majoré par M, la relation (1) donne:

m < #B(e, K)M .

4.2. Un exemple pour lequel la conjugaison est génériquement
bijective

Supposons que I' soit isomorphe au m; d’une surface fermée de genre
supérieur ou égal a 2. Et prenons comme application de Markov f de I,
I'application de Bowen-Series, (voir I’exemple 3.3.8, lorsque g = 2). Soit
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(€, @) le flot géodésique associé & une action quasi-convexe de I’ sur un
CAT(—1)-espace X . Soit F, le flot spécial associé, construit & partir de
I’application f. En utilisant la forme trés particuliere de f, et les idées
de R. Bowen et C. Series, nous montrons :

4.2.1. Théoréme. Sauf au-dessus d’un nombre fini d’ensembles faible-
ment stables et instables de (£,®r), la conjugaison Q : F, — £ est un
homéomorphisme.

Nous montrerons ce résultat pour g = 2. Le lecteur vérifiera sans
peine, que la preuve se généralise 4 g > 2. La démonstration repose sur
I'idée de C. Series [S-1], de géodésiques extrémes & droite ou & gauche
dans (T',S). Avant d’en donner la définition, reprenons et complétons les
notations de ’exemple 3.3.8:

Les traces des ensembles V;R, j = 1,...,48 sur S? ~ dI', (voir fi-
gure 6, chap. 3), sont des intervalles fermés, que nous noterons I;. Appe-
lons &;, j =1,...,48, leurs extrémités. Remarquons que le sous-ensemble
de S!:

E=T{,i=1,...,48}

est I’ensemble des extrémités des géodésiques contenues dans I'OR. Ap-
pelons F' son complémentaire dans S!. Puisque f s’étend & S?, I’appli-
cation ¢:Xpg — S! s’écrit encore :

+o0
o) = ) F~*5) -
k=0

Aussi ¢ est injective au-dessus de F', et deux sur un au-dessus de E.

Soit maintenant v : Z — I', une géodésique de (T, S). Associons-lui
le polygone vR de H?, défini par:

vR=|J(n)R.
neZ

Identifions S! et IT'. Nous noterons de la méme maniére les éléments
de S et ceux de IT'. Soit v- et v} les extrémités de .

Le bord de 7R est constitué de deux courbes disjointes, contenues
dans I'OR, reliant y_ & «4. Lorsqu’on parcourt YR de y— & 74+, une de
ces courbes se trouve a droite, ’autre a gauche. Notons-les respectivement

ca(Y), ¢(7)-
4.2.2. DEFINITION.

a) Nous dirons que la géodésique v de (T, S), est convexe a droite (resp.
a gauche), si la courbe c4(y) (resp. c4(7)) est convexe. Autrement dit,
si les angles d’intérieurs au polygone YR, le long de cq4(7) (resp. c4(7)),
sont inférieurs ou égaux a 7.

b) Nous dirons que la géodésique v de (T',S), est extréme a droite
(resp. & gauche), si la courbe c4(y) (resp. cy4(7)) est strictement convexe.
Autrement dit, si cq(y) (vesp. c4(7y)) est convexe et ne contient aucun
rayon géodésique.



Le théoréme découlera des deux lemmes suivants :

4.2.3. Lemme. Soit j € Lp, et soit v la géodésique de (T, S) associée
a j. Alors:

a) -~ est convexe a droite.

b) Si ses extrémités appartiennent & F', v est extréme a droite.

4.2.4. PREUVE: Le a) résulte de la définition de f, (voir figure 5, chap. 3).
Le b) se déduit du a). En effet, F' est le complémentaire des extrémités
des rayons géodésiques contenus dans ['OR. a

4.2.5. Lemme. Soit 7,7 deux géodésiques de (T, S), de mémes ex-
trémités.

a) Si v est extréme a droite, alors le polygone 4'R se trouve & gauche
de la courbe cq(7).

b) Si vy et 4' sont extrémes & droite, alors elles sont confondues.

4.2.6. PREUVE : Le b) est une conséquence immédiate du a). Montrons

a):

Il suffit de montrer que pour toute géodésique D contenue dans I'OR
et tangente & c4(v), le polygone 7'R est contenu dans le demi-plan P,
délimité par D et contenant yR (voir figure 2).

Figure 2

La trace du demi-plan P sur S' est un intervalle fermé I. Puisque v
o

est extréme & droite, ses extrémités y_ et 4 appartiennent & I. Les ex-
trémités de 4’ sont également y_ et 4. Alors, si le polygone 'R n’était
pas contenu dans P, il traverserait D a deux reprises. C’est en contra-
diction avec la minimalité de 7', d’aprés la caractérisation des écritures
minimales de la proposition 3.2.3.b). O
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4.2.7. PREUVE DU THEOREME 4.2.1 : Identifions A & S! = dI', et GA
a (S! x S — A) x R. Considérons les sous-ensembles faiblement stables

de GA :
(sl - {6!}) X {El} xR,i=1,...,48,
et les sous-ensembles faiblement instables de GA :

(&} x(S*={&}) xR,i=1,...,48.

Leurs images dans £ sont des sous-ensembles faiblement stables et in-
stables de (£,®r). Notons G leur complémentaire, et montrons que Q
est bijective au-dessus de G. D’apres le théoreme 4.1.3. b), il suffit de
montrer I’'injectivité.

Considérons le diagramme commutatif :

LB XR—Q—ﬁGA'

| l

Fo ——Q——» £
Le relevé & GA du sous-ensemble G de £, s’identifie & (F' x F'— A) x R.
Aussi, il nous faut montrer que si (j,t), (j',t') € ¥ xR, et g € T,
vérifient :

(1) - % 44+(3") = g(g- x ¢+(3))

(2) ¢-x a4() € Fx F

(3) ¢~ x a+(j') € F x F

(4) t'=t— B, (.97 ),

il existe n € Z, tel que (j',t') = F"(j, t), c’est-a-dire:
- jl — o.n(j)

t' =1 - Snp(j)
ou encore

t'=t, sin=0
t' =t— B, g(z,a5-..aj,_,2), sin>0

-1

t' =t— B, g(z,q;_,

...aj'nlx), sin<0.
Donc d’apres (4), il suffit de montrer I’existence d’un entier n tel que:

i’ =0"G)
g l=e¢, sin=0

g~ ! =aj,...a5,_,, sin>0

-1_ -1 -1
g =a;_ ...a5 0, sin<0.
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Soit v et v', les géodésiques de (T',S), associées & j et j'. D’apres
les relations (2) et (3), et le lemme 4.2.3. b), elles sont extrémes a droite.
Puisque ’action de T" sur H? conserve ’orientation, il en est de méme des
géodésiques +' et gvy. D’aprés ’égalité (1), elles ont mémes extrémités.
Aussi, par le lemme 4.2.5, 4 et gy sont confondues. En particulier gy
contient e, donc v contient g~'. Posons n = |g7!| ou —|g7!|, selon

qu'on aille de e & ¢g~! dans le sens positif ou négatif. On a alors :

-1

g  =e, sin=0
_.1_ . . .

9~ =aj...a5,_,, sin>0
-1_ -1 -1

g =a;...qa; ,sin<0.

De plus, gy est la géodésique associée a o™(j). Ainsi, les géodésiques
associées & j' et & 0"(j), sont confondues. Alors, en utilisant I'injectivité
de Papplication :

q:Z};—»Sl,

au-dessus de F, et en considérant les projections sur £F des éléments
o~ ™('), o"~™(j),m € N, on obtient :

jl — a.n(j) .
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5. Applications

5.0. Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux trois problémes suivants :
a) Le mélange du flot géodésique pour la mesure d’entropie maximale.

b) La continuité de la dimension de Hausdorff de '’ensemble limite d’une
action isométrique quasi-convexe, d’un groupe hyperbolique, sur un espace
d-hyperbolique, lorsque I’action varie dans la topologie de Gromov.

c) La réelle analyticité de I’entropie topologique du flot géodésique, ou
ce qui revient au méme, de la dimension de Hausdorff de ’ensemble li-
mite, d’une représentation quasi-convexe, d’un groupe hyperbolique dans
Isom(HE) ou Isom(Hg).

La représentation symbolique du flot géodésique du chapitre 4, nous
est utile pour I’étude du premier et du troisitme probléme. Elle permet
d’aborder simplement le mélange du flot, et elle sans doute en ’état actuel
un passage obligé pour montrer ’analyticité de ’entropie.

Le second probleme se traite de maniére trés élémentaire par des
méthodes du type espaces hyperboliques. Bien que n’utilisant pas les cha-
pitres 2, 3, 4, il est intéressant d’avoir un résultat trés général, dont un
cas particulier est le troisiéme probléme.

Les paragraphes 5.1, 5.2, 5.3 sont consacrés & des préliminaires et
rappels sur le formalisme thermodynamique. Au paragraphe 5.4, nous
montrons que, sauf pour certains groupes tres spéciaux (du type groupes
libres), le flot géodésique associé & une action quasi-convexe sur un
CAT(—1)-espace, est toujours mélangeant. Les paragraphes 5.5 et 5.6,
traitent tour & tour des deux derniers probléemes. En 5.5 on définit la
topologie de Gromov sur les actions isométriques d’un groupe. Puis on
établit ’ouverture des actions quasi-convexes, ainsi que la continuité de la
dimension de Hausdorff de leur ensemble limite. En 5.6, on relie I’entro-
_pie a une valeur propre d'un opérateur qui dépend analytiquement de la
représentation ; I’analyticité de ’entropie en résulte.

5.1. Lemme de réduction

Reprenons la conjugaison :
Q : (Fp, @1) — (€,27)

du paragraphe 4.1. Afin d’appliquer & (F,, ®7) le formalisme thermody-
namique, nous avons besoin d’hypothéses supplémentaires sur la matrice
B associée a F, : l'irréductibilité et 'apériodicité. L’objet de ce para-
graphe est de montrer que, quitte & modifier B et ¢, on peut toujours
supposer ces hypotheses vérifiées.

Commencons par rappeler les définitions de matrice irréductible et
apériodique. Nous ferons désormais ’hypothese suivante :
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(i) Chaque élément de {1,...,t}, (t est 'ordre de B), apparait dans au
moins une suite j de £p. (Sinon on peut trouver une matrice C, d’ordre
strictement inférieur a t, telle que £¢c = Xp).

A la matrice B est associé le 1-complexe simplicial, orienté, C, sui-
vant :

Ses sommets sont les symboles 1,...,¢. Deux sommets ¢ et-j sont
reliés par une aréte orientée ¢ — j, si Bjj = 1. Les éléments de ¥p sont
ainsi en bijection avec les chemins orientés, biinfinis de C.

La matrice B est irréductible, si deux sommets quelconques ¢ et j
de C, sont reliés par un chemin orienté allant de ¢ & j. Compte tenu
de (i), on vérifie sans peine, que 'irréductibilité équivaut & la transitivité
topologique de o sur Lp.

La matrice B est irréductible et apériodique, s’il existe un entier n,
tel qu’entre deux sommets quelconques ¢ et j de C, il y ait toujours
un chemin orienté de longueur n de ¢ & j. Notons que cette définition
est clairement équivalente & B™ > 0. En effet, le coefficient :j de B™
est le nombre de chemins orientés, de longueur n, de 7 & j. On montre
également facilement, compte tenu de (i), qu’elle équivaut au mélange
topologique de o sur Xp.

Lorsque B est irréductible, £ admet la décomposition suivante :
(5.1.1) ' Yp=F u...ukF,
ou les F; sont des compacts, vérifiant :
a) pouri=1,....,m—1, o(F;) = Fiy1, et o(Fn) = F.
b) o™ | F; est topologiquement mélangeant.

c) (Fi,o™ | F;) est homéomorphe & un sous-shift de type fini ¢, avec
C irréductible et apériodique.

Ainsi le cas apériodique correspond & m = 1.

Soit maintenant (F,, ®r) un flot spécial, dont la matrice associée est
B. Alors B est irréductible si et seulement si @7 est topologiquement
transitif sur F,. En effet, orbite de (j,t) sous &, T € R+, est dense
dans F, si et seulement si l’orbite de j sous o™, n € N, est dense dans
TB.

D’autre part, pour ce méme flot, la distinction entre matrice irréducti-
ble et matrice irréductible apériodique, est sans réel objet. En effet si B
est seulement irréductible, considérons la matrice C irréductible apério-
dique, donnée par la décomposition 5.1.1. Le sous-shift ¢ s’identifie &
un compact ¢™- invariant de L g. Soit alors 1 la fonction suivante sur

Yo
m—1
$() = Smpli) = 3" 0 o o*(3).
k=0

Clairement, I'inclusion de £¢ dans g, induit un homéomorphisme
conjuguant (F,,®r) au flot associé & (Z¢, ).

5.1.2. Lemme. Dans la conjugaison du paragraphe 4.1, on peut modifier
la matrice B et le fonction ¢, de maniére & ce que B soit irréductible
apériodique, tout en conservant les conclusions du théoréme 4.1.3.
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5.1.3. PREUVE DU LEMME 5.1.2:

D’apres le procédé de réduction décrit plus haut, il suffit de montrer
qu’il est possible de remplacer B par une matrice irréductible. Puisque
la mesure d’entropie maximale est ergodique sur (£, ®r), et puisque son
support est £, (£, ®7) admet une orbite dense: il existe u € &, tel que
I’ensemble

{QT(U‘) , T € R+}

soit dense dans £. Notons que l'orbite sous @, t € Rt de tout élement
v du sous-ensemble faiblement stable en u, est également dense. En effet,
pour un certain 7o € R,on a:

Llim[@74m(v) - @r(u)l = 0.

Soit (j,t) € £p x R, un antécédent de u. Soit N € N, assez grand,
de maniére a ce que chaque symbole j € {1,...,t} apparaissant dans
la suite (Ji Z'=°°N, y apparaisse une infinité de fois. Soit C la matrice
obtenue en privant B des lignes et des colonnes indexées par les symboles
qui n’apparaissent pas dans la suite (j");::oN .

Par construction, la matrice C' est irréductible. Le sous-shift Y¢
s’identifie & un compact o-invariant de ¥ p. La restriction de ¢ & I¢
définit un flot spécial G,, qui s’identifie & un compact ®r-invariant de
F, . Aussi, son image par () est un compact ®r-invariant de £. Montrons
qu’elle est égale & € :

Complétons la suite (jx){% en une suite i de T¢, vérifiant :
ik =Jk, pour k> N.

Notons v 'image dans € de I’élément (i,t) de £¢c x R. Elle appartient
au sous-ensemble faiblement stable de u. Donc son orbite sous ®1 est
dense dans £. Dés lors, I'image de G, par @ est égale a £. 0

5.2. Formalisme thermodynamique

Les propriétés des flots spéciaux sont en partie explicitées par la théo-
rie spectrale de l'opérateur de Perron-Frobenius-Ruelle, que nous rappe-
lons ci-dessous. Pour plus de détails on pourra consulter [P-P].

Soit B une matrice irréductible apériodique, ¢ une fonction Holder
continue sur Y pg, d’exposant a. Supposons que ¢ ne dépende pas du
passé. (Cette hypothése n’est pas restrictive car le cas général s’y ramene.
D’autre part les fonctions ¢ du paragraphe 4.1, ont cette propriété). Ainsi,

¢ s'identifie & une fonction a-holdérienne sur TF.

Définissons l'espace de Banach Co(X}), des fonction a-hdldériennes |
sur Zg, muni de la norme :

ol = ol + el
ol = supdw( 6/ G
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L’opérateur de Perron-Frobenius-Ruelle est défini sur Co(Z3) par:

Lo)@) = Y e?Du(i).

i€e=1(j)

Il a les propriétés suivantes :

5.2.1. Théoréme ([B-1], [P-P], [Gu-Ha)).

a) L, admet une unique valeur propre réelle positive ‘ Ay, qui est simple,
isolée et dominante, de vecteur propre h, strictement positif.

b) II existe une unique mesure v,,, vecteur propre de I'adjoint de L,
avec valeur propre A, vérifiant v,(h) =1,

c) li{xi_l A" Low = vy(w)hy,, pour tout w appartenant a Ca(Z1).
n—-1+00

d) La mesure de probabilité pu, = h,v, est invariante par le shift o
sur ©%. Elle est appelée mesure de Gibbs associée & (£3,¢).

Le logarithme de A, s’appelle la pression de ¢ et se note P(¢p).

Observons que la famille d’opérateurs £_,,,s € R, est analytique
réelle en s. Donc, puisque A_,, est simple et isolée, par perturbation
analytique, la fonction :

s = P(—sp)

est analytique réelle en s, de dérivée:

d
T P(=sp) = —/E+ @ dpp—sq -

B

ou encore, d’apres la o-invariance de p—g,, :
d 1
Vn€N; —P(=sp)=—— | Sap dj—q.
S n E;

Aussi, lorsque S, > 0 pour un certain entier n, P(—syp) est stricte-
ment décroissante sur R et sa dérivée est majorée par un réel strictement
négatif. L’unique solution & 1’équation :

P(—sp)=0
est 1’entropie topologique du flot spécial associé a (X, ).

5.2.2. REMARQUE. Lorsque B et ¢ sont définies comme au paragraphe
4.1, l'entropie topologique de (F,, ®7) est égale & celle de (&, ®T), car
les flots sont conjugués par une application continue surjective, & fibres
finies de cardinal uniformément borné. D’apres le théoreme 2.10.4, elle est
aussi égale a 7, la dimension de Hausdorff de (A,d,).

La mesure v_,, du théoréme 5.2.1 b) est également explicite, au
moins lorsque I’application de Markov s’étend presque partout (relative-
ment a la mesure de Hausdorff) en une application de Markov sur A. En
effet, si tel est le cas, 'application ¢ de £} dans A, définie par:

a6) = ¢+() = lim_ajo. -0,
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est bijective, sauf peut-étre au-dessus d’un ensemble de mesure de Haus-
dorff nulle de A. (Le paragraphe 3.3 fournit des exemples de telles situa-
tions). Notons alors v, la mesure de Hausdorff de (A,d;), et vérifions
qu’a une constante pres :

Verp=q"Vsz.
Il suffit de voir que I’égalité :
(52.3) £ (") = '
est satisfaite sur chacun des ensembles :
Clko .. n)—{lGZB, avec zg—kg,VKE{O,...,n}} .
Ona:

Lorpletro k@) = D €D 1 k()
i€r=10)

soit encore, puisque o(i) =j :

Lorplerg, ky)(3) = 7™k 1o 1y (Roj) -

La fonction e¥(!) est le facteur conforme de a,-'o1

d. (voir remarque 4.1.4 c)), donc:

¢"vs (L=rpleqio. k) = ve (|(052) (ars0)],” Ly(cbo- a1 (ko))

= (@Ko )u¥s (I(ako .7 q(cuco...kn)))-

en ¢(i) pour la métrique

Puisque v, est une 7-mesure conforme (voir 2.7), la derniére ligne
est égale a la v, - mesure de g(C(ko...k,)), ou encore & la ¢*v,- mesure
de C(ko...ks). D’ou P’égalité 5.2.3.

Indiquons pour terminer une construction de la mesure d’entropie
maximale d’un flot spécial (F,, ®7). Les idées sont les mémes que lors de
la construction de la mesure d’entropie maximale du flot géodésique (voir
2.10):

Soit T ’entropie topologique de (F,,, ®7). La fonction h—w permet
de rendre la mesure v_,, o- invariante. La mesure u_,, ainsi obtenue,
se prolonge en une mesure fi_,, sur Ip, grice a la o- invariance. En

effet, si w o o* est une fonction sur Z"E , il suffit de poser :

A rg(@) = pmrg( o o).

La mesure :
Morp =H_r, X dt

sur ¥p X R, est ®r-invariante, elle est également F'-invariante car fi_,,
est o- invariante. Sa restriction & F,, (considéré comme un domaine fon-
damental de l’action de {F™,n € Z} sur £p X R), est finie et ®7- inva-
riante, c’est la mesure d’entropie maximale de (F,, ®). Nous la noterons
simplement m,,.
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5.2.4. REMARQUE. La construction précédente permet d’associer a toute
mesure o- invariante finie sur X g, une mesure ®7- invariante finie sur
(Fo, ®T). Notons que cette correspondance respecte 1’ergodicité. Notons
également que les mesures de Gibbs p du théoréme 5.2.1.d), et leur pro-
longement & g, sont ergodiques et méme mélangeantes (une conséquence
de la propriété c) du théoréme 5.2.1, voir [B-1], p. 23).

5.3. Mélange d’un flot spécial

Nous rappelons ici les propriétés de mélange de la mesure d’entropie
maximale m, d’un flot spécial (F,,®7). Nous verrons au paragraphe
suivant qu’elles subsistent sur le flot géodésique.

Tout d’abord quelques définitions :

Soit (G, ®7) un flot général muni d’'une mesure borélienne invariante
m.

La mesure m est mélangeante, si quels que soient les boréliens A et

B de G:
TEIiIOO m(AN &r(B)) = m(A)m(B).

Elle est faiblement mélangeante, si quels que soient les boréliens A et
B, m(AN ®r(B)) converge en moyenne vers m(A)m(B), c’est-a-dire :

lim + /0 (AN 7(B))dT = m(A)ym(B).

t—+4oco ¢

On montre que le mélange faible équivaut & I’absence de fonctions
propres non triviales : Si une fonction borélienne A non nulle & valeurs
complexes, et un réel A, vérifient m- presque sfirement :

VT €R; ho &7 =e*Th
alors h est m-presque siirement constante et A est nul.

Leflot @1 est topologiquement mélangeant sur G, si pour tout ouvert
U et V de G, il existe un réel T tel que:

VT > To; UN&p(V)#6.

Enfin, le spectre des longueurs des orbites périodiques de (G, ®r) est
I’ensemble des longueurs des orbites périodiques.

Pour un flot spécial, (F,, ®7), construit & partir d’une matrice ir-

réductible apériodique et d’une fonction héldérienne ¢, on a (voir [Gu-
Hal)):

5.3.1. Théoréme. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) m, est mélangeante.

b) m,, est faiblement mélangeante.

c) &r est topologiquement mélangeant.

d) Le spectre des longueurs des orbites périodiques de (F,, ®1), n’est
inclus dans aucun sous-groupe discret de R.
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5.3.2. REMARQUES. La partie difficile du théoréme est I'implication b) =
a). On en trouvera une preuve dans [Gu-Ha], chapitre IV. L’implication
a) => b) est classique et générale, de méme que 'implication a) = c)
lorsque le support de la mesure est ’espace tout entier. Pour les flots
spéciaux les implications c) = d) et d) = b) semblent également bien
connues, néanmoins il est difficile d’en donner une référence précise. Aussi,
voici quelques indications sur leurs preuves :

Les deux conditions suivantes suffisent clairement & ce que le flot
général (G, Pr) ait la propriété d):

(1) @7 est topologiquement mélangeant et

(2) @r vérifie le lemme de fermeture, c’est-a-dire : Quel que soit € > 0,
il existe T, € R, tel que pour tout T > T, et tout u € G vérifiant :

d(u,®p(u)) <e¢
il existe T' € R et u' € G, tels que:
O (u') =
IT-T'|<e
Vt € [0,T); d(®:(u'), ®s(u)) <e.

Un flot spécial, construit & partir d’une fonction Hélder continue,
vérifie trivialement le lemme de fermeture. Ainsi on obtient ¢) = d).

Pour montrer I'implication d) = b), on raisonne par ’absurde. Sup-
posons que ®r ne soit pas faiblement mélangeant. Alors &7 admet une
fonction propre non triviale: il existe A € R et une fonction borélienne h
sur F,, a valeurs complexes, tels que, m,,- presque siirement :

(3) VT €R, ho ®r =e*Th.

On peut supposer A #0 et h de norme un, car m, est ergodique (voir
5.2.4). Y. Guivarc’h et J. Hardy ont montré que les fonctions propres des
flots spéciaux sont presque slirement égales & une fonction continue ([Gu,
Ha), chapitre III). Donc 1’égalité (3) est vérifiée sur F, tout entier. En
Pappliquant aux éléments périodiques et leurs périodes, on obtient une
contradiction avec d).

5.4. Mélange du flot géodésique

Nous établissons d’abord un théoréme analogue au théoreme 5.3.1.
Ensuite, nous montrons que presque tous les flots géodésiques construits
précédemment sont mélangeants.

5.4.1. Théoréme. Soit (£,®T) le flot géodésique associé & une action
quasi-convexe d’un groupe hyperbolique sur un CAT(—1)- espace. Soit
m la mesure d’entropie maximale de (£,®t). Sont équivalents :

a) m est mélangeante.

b) m est faiblement mélangeante.

c) &7 est topologiquement mélangeant.

d) Le spectre des longueurs des orbites périodiques de (£,®r), n’est

inclus dans aucun sous-groupe discret de R.
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5.4.2. PREUVE : Les implications a) = b) et a) => c) sont classiques et
générales.
Afin de montrer les autres, soit :

Q : (fﬁPv(DT) - (81 ¢T)

une conjugaison du flot géodésique par un flot spécial comme au para-
graphe 4.1. D’aprés le lemme 5.1.2, on peut supposer la matrice B asso-
ciée a F,, irréductible et apériodique. Notons m,, la mesure d’entropie
maximale de (F,, ®r). En normalisant m et m,,on a:

(1) Q.m, =m.

Puisque (F,,®7) vérifie le lemme de fermeture (voir 5.3.2), (£, ®T)
aussi (un exercice simple). Aussi, comme dans la remarque 5.3.2, on obtient

c) = d).

Montrons que d) implique a). Au-dessus de chaque orbite périodique
Q@ est un revétement fini d’ordre uniformément borné. Aussi, puisque
(€,®r) a la propriété d), (F,,®r) I’a également. Dés lors, d’apres le
théoréme 5.3.1, m,, est mélangeante. Donc, par 1’égalité (1), m l’est aussi.

Il reste & montrer que b) implique a). Pour ce faire montrons que
le mélange faible de m entraine celui de m,,. Raisonnons par ’absurde,
supposons que (F,,®r,m,) ait une fonction propre non-triviale h. Il
existe alors A € R, telle que m,,-presque siirement :

(2) VI €R:ho & =e?Th.

Puisque m,, est ergodique (voir 5.2.4), on peut supposer A non nul
et h de norme un.

Soit alors k la fonction sur € définie par:
huw)y= J[ h).
v€EQ~1(u)

D’apres la remarque 4.1.4, le cardinal des fibres de Q est m-presque
siirement constant. Notons N sa valeur m-presque siirement constante.
D’apres (1) et (2), on a m- presque siirement :

VI €R: o &p = NATR

avec h de norme 1 et N ) différent de 0. Ce qui contredit le mélange faible
de m. o

5.4.3. EXEMPLES.

a) Soit X le bouquet de deux cercles ¢; et c,, dont les périmétres
respectifs sont ¢; et £, (voir figure 1)

Le revétement universel X de X, est un arbre réel sur lequel agit
de maniére isométrique et cocompacte, le groupe I' = Z * Z ~ m(X).
D’apres la caractérisation d) du théoréme 5.4.1, le flot géodésique associé
a (X,T') est mélangeant, si et seulement si %’2- est irrationnel.

b) D.J. Rudolph [R] a montré que le flot géodésique associé & toute
action convexe-cocompacte d’un groupe kleinien, est toujours mélangeant
(et méme bernouilli). La premiére étape de sa preuve, (la partie facile),
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établit le mélange faible de (£, @7). En adaptant les arguments qui y sont
donnés, nous obtenons :

5.4.4. Théoréme. Soit I' un groupe hyperbolique dont le bord n’est
pas totalement discontinu. Le flot géodésique associé & toute action isomé-
trique, quasi-convexe de T' sur CAT(—1)-espace, est mélangeant pour la
mesure d’entropie maximale.

5.4.5. REMARQUE. D’aprés un théoréme de Stallings (voir [G-H] cha-
pitre 7), si son bord est totalement discontinu, I" est commensurable a
un groupe libre. L’exemple 5.4.3 a) montre que le flot associé & une ac-
~ tion quasi-convexe d’un groupe libre sur un CAT(-1)-espace, n’est pas
toujours mélangeant.

5.4.6. PREUVE DE 5.4.4 : D’apres le théoréme 5.4.1, il suffit de montrer
le mélange faible. La preuve suit celle de D.J. Rudolph [R]. Soit & une
fonction continue sur £ a valeurs réelles, et a € R*. Soit :

n—+4oo n

n—1
> ho Bra(u).
k=0

Nous montrons que ~ est m-presque siirement constante. Ainsi @,
est ergodique sur (£, m) pour tout a, et donc &7, T € R est faiblement
mélangeant.

La preuve est assez semblable a la preuve de Hopf de ’ergodicité du
flot. Au lieu d’une fonction constante sur les orbites du flot, nous aurons
ici une fonction a- périodique.

Tout d’abord quelques propriétés de A : Puisque £ est compact, h
est uniforiément continue. Aussi :

(a) Quel que soit u € £, la fonction :
T h o ®p(u)
est continue et a-périodique.

(b) & est constante sur chaque sous-ensemble fortement stable de

(8’ (I)T) .
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D’aprés le théoréme ergodique de Birkhoff, m-presque siirement, on

R(u) = lim Zh Bro(u) = lim Zh ®_ral(u) -

n—+oo N

Aussi, en notant s l'involution de £, définie par:

s(v)=4" avec 7'(t)=1(-1),

on obtient, m-presque siirement :
(1) h(u) = h o s(s(u)).

Soit H,s,, les relevés & GA de h,s et m. D’apres 1'égalité (1), on
a fii-presque srement -

(2) H(u) = H ° 5(s(u))-

Choisissons une origine ¢ dans X . Soit v la mesure de Hausdorff
de (A,d;), (voir 2.7). L’espace GA s’identifie & (A x A — A) x R. Les
mesures M et v X v X dt sont absolument continues I’une par rapport a
P’autre (voir 2.10). Donc par Fubini, pour v X v-presque tout (é—,€4+) €
AxA— A, égalité (2) est vérifiée, dt-presque siirement le long de 'orbite
d’extremltes €_ et £+ . D’apres (a), le long d’une orbite, les deux membres
de I’égalité (2) sont continus. Aussi, en appliquant & nouveau Fubini :

(c) Pour v-presque tout £+ € A, P'égalité (2) est vérifiée le long de
Porbite d’extrémités £— et €4, pour v-presque tout £—.

Notons F' ’ensemble des €4 qui ont cette propriété. Son complé-
mentaire est négligeable. On montre maintenant que H est constante sur
’'union des sous-ensembles faiblement stables basés sur F'. Par Fubini, H
sera fii- presque siirement constante.

Pour ce faire, fixons un élément £° de F. Notons Weo le sous-
ensemble fortement stable basé en £°, qui se projette dans X sur I’ho-

rosphére en £° contenant l’origine z. D’aprés (b), H est constante sur
Weo. Soit A sa valeur constante sur Weo. Etant donné un élément £ de

F — {¢°}, montrons que H est constante égale 3 A sur le sous-espace
faiblement stable basé en £. A cet effet, associons & tout élément 7 de
A — {£° €}, les éléments u(n) et v(n) de GA, définis de la maniére sui-
vante (voir figure 2) :

Soit V; le sous-ensemble fortement instable basé en 7 et tangent a
Weo . Soit We(n) le sous-ensemble fortement stable basé en £ et tangent
a V. Alors:

u(n) est l'intersection de Weo et de V/,
v(n) est l'intersection de V; et de We(n).

Par construction, H(u(n)) est égal 3. D’aprés (c), pour v-presque
tout n € A— {¢%,¢},0on a:

Iz(u(n)) = H o s(s(u(n)))
H(v(n)) = H o3 (s(v(n))) -
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v, We(n)

T
Weo
u(n) v(n)
¢° U] 4 A

Figure 2

Les éléments s(u(n)) et s(v(n)) appartiennent au méme sous-ensemble

fortement stable. D’apres (b), 'application H o s est constante sur chaque
sous-ensemble fortement stable. Donc pour v- presque tout n € A —

H(v(n)) = H(u(n)) = A,
donc, d’apres (b), pour v-presque tout n € A — {£°,£} :

(3) H|wyp=A.

Soit G l’ensemble des 7 € A — {£°,£}, qui satisfont cette égalité.
Son complémentaire est négligeable. Afin de décrire les ensembles We(7)
lorsque 7 parcourt G, paramétrons par R les sous-ensembles fortement
stables basés en ¢, en prenant pour origine celui qui se projette dans X
sur I’horosphére en £ contenant z. Dans ces coordonnées I’application :

p:n— We(n),
s’écrit :
p(n) = Be (z,m(v(n)))

ou 7(v(n)) désigne la projection de v(n) dans X. D’apres la définition
de d; (voir 2.5), 0n a:

B (z,7(v(n))) = —2logd(§, 1) — By (2,7(v(n)))

et
By (z,m(v(n))) = By (z,7(w(n))) = —2log dz(£°,7)
d’ou:
0
(4) p(n) = 2log %,_((65% :

D’apres (a) et (b), la restriction de H au sous-ensemble faiblement
stable en ¢, induit une fonction continue a- périodique de R dans R.
Notons-la H;. D’apreés (3), elle est constante égale & A sur p(G). Puisque

G est dense dans A, et puisque les applications p et H¢ sont continues,
H, est constante égale & ) sur p (A — {€°,¢}).

Soit maintenant C une composante connexe de A ~ 9T, non réduite
3 un point. L'image de C — {£%,£} par p est un intervalle de R, (en effet
p s'étend en une application continue de A dans R = RU {£o00}).

Si FNC # ¢, prenons £° dans cet ensemble. Alors ’expression (4)
montre que I'image de C — {¢,£} par p, est un intervalle de longueur
infinie. Puisque H est périodique, elle est dés lors constante égale & .
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Si FNC = ¢, choisissons £° proche de C (c’est possible car F' est
dense dans A). L’expression (4) montre que pour { en dehors d’une boule
centrée en £°, dont le rayon décroit vers 0 avec la distance de §° acC,
Pimage de C — {E } par p, est un intervalle de longueur supérieure a a, la

périodicité de H. Dés lors, H¢ est constante égale & A. o

5.5. Topologie de Gromov sur les actions isométriques d’un
groupe

Soit § un nombre positif fixé et I' un groupe hyperbolique. Notons A
I’ensemble des actions isométriques de I' sur les espaces §-hyperboliques.
Un élément de A est donc un couple (X,p), ot X est un espace 6-
hyperbolique et

p:I'xX—-X
(9,z) — gz
une action isométrique de I' sur X.

La topologie de Gromov sur A est définie de la maniére suivante :

Soit S un systéme symétrique de générateurs de I'. Notons | |5 la
métrique des mots de (T',S). Un systéme fondamental de voisinage de
a = (X,p) € A est formé des ensembles:

Us(z,R,e),z2€ X, R>0,e>0.
Un élément b = (Y,p') de A appartient & U,(z, R,¢), s'il admet une
orbite sous {g € T,|g|g < R}, e-proche de l'orbite de z sous {g €
T,|g|g < R} dans a. Plus précisément, 1'élément b = (Y, p') appartient &
U.(z,R,€), s'il existe un élément y de Y tel que pour tout élément g de
I’ vérifiant :
lgls <R
on ait :
lw—gwlx —e<|y—gyly <|z—gz|x +e.

Puisque les actions de I" sur (T,]| Is) (X, Ix) et (Y] IY) sont

isométriques, cette condition équivaut & : pour tout élément g,¢' de T
venﬁant

lg—g'ls <R
alors:
l9z — g'zlx —€ < lgy — g'yly < lgz —g'z|x +e.
La topologie ainsi définie est indépendante du systéme de générateurs

S choisi. En effet si §' en est un autre, les espaces métriques (T',| |g) et

(T,] |g) sont quasi-isométriques, donc leurs boules sont comparables.
D’autre part, elle ne distingue pas deux actions isométriques 'une de
Pautre.

5.5.1. EXEMPLE. L’ensemble des représentations de I' dans Isom(Hg) est
une variété algébrique réelle, sur laquelle agit Isom(Hg) par conjugaison.
Le quotient par cette action, est ’ensemble des actions isométriques de T'
sur HR, & isométries prés. Aussi, il posséde a priori deux topologies : I'une
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provenant de la structure algébrique, I’autre de la topologie de Gromov.
F. Paulin [Pau] a montré leur équivalence.

Soit maintenant a = (X, p) une action isométrique quasi-convexe de
I, et £ un élément de X . Nous nous proposons de montrer que les élé-
ments d’un petit voisinage U,(z, R,¢) de a, admettent une orbite sous I,
quasi-isométrique a ’orbite de z dans a, et d’en estimer les constantes de
quasi-isométrie. Nous en déduirons I’ouverture des actions quasi-convexes,
ainsi que la continuité de la dimension de Hausdorff de I’ensemble limite
d’une action quasi-convexe.

Pour ce faire, nous commencons par définir une base de voisinage
de a plus maniable que la précédente et nous construisons le candidat
quasi-isométrie.

L’action isométrique a = (X, p) étant quasi-convexe, ’application :

(0 1s) = (X1 1x)
g9z

est une quasi-isométrie. Donc une base de voisinage de a est formée des
ensembles :

Va(z,R,e),2€ X,R>0,e>0,

définis de la maniére suivante : un élément b = (Y,p') appartient a
Va(z, R,€), s'il existe y € Y tel que pour tout g,¢' € T', vérifiant :

lgz — ¢'z|x < R
on ait :
lgz — g'z|x —e < lgy — g'yly <lgz —g'z|x +¢.

Aussi, lorsque I'application de I' dans X qui & g associe gz, est
injective, on obtient une application :

i (O{z},] |x)— (T{y}.| ly)
gr — gy

qui a la propriété suivante (qua.si—isométrié locale) : Quels que soient z, 2’
appartenant & I'{z}, vérifiant :

|z — 3'|nx <R,
alors
(5.5.2) |z —2'|x —e < |i(2) —i(z")|z S |2 = 2| x +e.-

Si I’application de ' dans X qui & g associe gz, n’est pas injective,
on peut construire ¢ de maniere a ce que:
(5.5.3) li(g9z) — gyly <e.
Elle vérifie encore les inégalités 5.5.2.

Observons que si ¢ est une quasi-isométrie, alors d’apres la relation
5.5.3, les orbites (I'{z},| |x) et (I'{y},| |y) sont quasi-isométriques.

5.5.4. Lemme. Soit a = (X , p) une action isométrique quasi-convexe de
I', et = un élément de X. Pour R suffisamment grand, € suffisamment
petit, et b= (Y, p') appartenant & V,(z,R,¢), I’application :

i (e}, |x) = C{wh] ly)
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définie précédemment, est une quasi-isométrie. Plus précisément, il existe
des fonctions o(R) et C(R), des réels Ry et €o, tels que pour R > Ry,
e <egy et b=(Y,p') appartenant & V,(z,R,€), on ait quels que soient
z,z' e {z} :

(1—o(R)) |z — z|x = C(R) < |i(z) — i(z")ly < (1+0(R))|z — 2'|x + C(R)
avec :

im o(R)=

R—+c0

Pour montrer le lemme 5.5.4, nous utiliserons le critére suivant ([G-
H], chapitre 5, théoréme 16) :

Critére de quasi-géodésie : Soit Y un espace é-hyperbolique, et K
une constante strictement pos1t1ve Si une suite (yx)f-, de points de Y
vérifie pour tout k € {1,...,n -1} :
|yk—1 — Yr+1ly = max {|ye—1 — yely , |Yk — Yk+a]y} +186 + K,
alors
|vo —yn| = Kn.

5.5.5. PREUVE DU LEMME 5.5.4: Soit C' une constante telle que I'{z}
soit C-quasi-convexe. Prenons

=2C
Ro = 18C + 366 .

Soit alors € < g9 et R > Ry, b = (Y,p') appartenant a V,(z, R,¢)
et z,z' deux éléments de T'{z}. Estimons |i(z) —i(2')|y en fonction de

|z — 2| x -
Notons d la distance |z — 2’|y . Soit :
7:[0,d] = X, 1(0) =z, 7(d) =

un paramétrage par longueur d’arc du segment [22']. Soit R’ le nombre
réel vérifiant :

2R'+2C =R.
On a donc:
R’ >8C +186.
Considérons la subdivision suivante de [0,d] :
O=te<ti<...<tp,=d
avec
Vk € {0,...,n—1};ty = kR’
et
d—R' <t,_;<d.

Puisque I'{z} est C'-quasi-convexe, choisissons des éléments z;, k =
1,...,n—1 de I'{z}, vérifiant (voir figure 3):
VEe{1,...,n—1}; |z —y(tx)|x £ C

Soit aussi 29 =z et z, = 2'.



Figure 3

Pour k appartenant & {0,...,n—1} ona:
|zx — 2k41]x S R'+2C <R,
et pour k appartenant & {1,...,n—2}:
2R' —2C < |zgk-1 — zk41|x <2R' +2C =R.

Alors, d’apres la prdpriété de quasi-isométrie locale de ¢ : Pour k appar-
tenant & {0,...,n — 1} :

(1) li(zk) — i(2k41)ly S R'+2C +¢,
et pour k appartenant & {1,...,n—2}:
) OR' —2C — ¢ < [i(z-1) — i(zk41)ly < R +¢.

Majorons |i(z) — i(2')|y . Par I'inégalité triangulaire et la relation (1):
li(z) —i(2")]ly < n(R' +2C +¢)

soit encore :

o) = ity < e (14 252)

d’ou, puique nR’' est inférieur & |2 — 2'|x + R', et € & €o :

(3) |i(z)—i(2")ly < (1 +—% ) |z —2'|x + R'+2C +¢o.

Pour minorer |i(z) —i(z')|y, nous appliquons le critére de quasi-

géodésie 4 la suite (i(zx))f_y - D’apres les relations (1) et (2), pour trouver
une constante K adéquate, il suffit de comparer les quantités :

2R' -2C —¢
et
(R'+2C +¢€)+186.
Ona:
2R'—2C —e=(R' +2C +¢€)+ 185+ (R' — 4C — 2¢ — 186).
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Posons donc:
K=R —4C —2¢ —186.

Observons que K est strictement positive, a cause des choix de Ro et de
€o. Donc d’apres le critére :

i(2) = i(zn-)ly 2 K(n - 1)
. , .y 1 no.
et puisque n est supérieur & 57l |z —2'|x :
K
li(2) —i(zn-a)ly 2 12 = #lx - K.

La distance [i(zn—1) — i(2')]y étant majorée par R' +¢ :

K
'Z(Z)—Z(Z)Iy_R’|Z—Z|X—K R —e.
Et finalement :

. . 4C + 2¢¢ + 186
@ =iy 2 (1- R oy o
Aussi, d’apres les relations (3) et (4) les fonctions
4C +2¢9 + 186
o(R) = —F;
C(R) =2R'
conviennent. o

Le lemme donne immédiatement :

5.5.6. Proposition.  Les actions isométriques quasi-convexes de T’
forment un ouvert de A dans la topologie de Gromov.

5.5.7. REMARQUE. En particulier, les représentations convexes cocom-
pactes de ' dans Isom(HR) forment un ouvert. On retrouve ainsi un
théoréme de Thurston [T].

Notons A, ’ensemble limite d’un élément a = (X, p) de A. Rappe-
lons qu’il existe un réel %y, strictement supérieur a 1, ne dépendant que
de 6, tel que pour tout t €]1,%y[, le bord de X admette une métrique
visuelle de parameétre ¢. Deux telles métriques sont Lipschitz équivalentes,
aussi la dimension de Hausdorff de A, est indépendante de la métrique
visuelle de parametre ¢t sur 0X. Fixons un réel ¢t dans ]1,%[. Notons
d, une métrique visuelle quelconque de paramétre t sur 0X, et 7(a) la
dimension de Hausdorff de (Aq,d,).

Soit maintenant a quasi-convexe. Alors d’aprés le lemme 5.3.4, pour
R suffisamment grand et € petit, les éléments b = (Y, p') de V,(z, R,¢),
sont également quasi-convexes. La quasi isométrie :

11 (Mzhl [x) = (T{vhl ly)

s’étend en un homeomorphlsme quasi-conforme entre (A,,d,;) et (Ap,dp).
Notons-le encore 7. Les ma301at10ns du lemme 5.3.4 montrent que pour
tout £ et &' appartenant a A,

D™ [da(£, €0 < du(i(€),i(€")) < DIdal€, €)'~
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ou D est une constante dépendant de a,b,d, et dp, et :

Rlim o(R)=0.

L’homéomorphisme i étant quasi-conforme, on obtient :
(1 - o(R))7(a) < 7(b) < (1+ o(R))7(a)
avec :

Rll-»r-ll:-loo o(R)=0.

D’ou:

5.5.8. Théoréme. Quel que soit t appartenant & |1,%o[, la dimension
de Hausdorff pour une métrique visuelle de paramétre t, de ’ensemble
limite d’une action isométrique quasi-convexe de T', est continue dans la
topologie de Gromov.

Compte tenu du théoréme 2.10.4, on obtient aussi :

5.5.9. Corollaire. L’entropie topologique du flot géodésique associé a
une action isométrique quasi-convexe de I' sur un CAT(-1)-espace, est
continue dans la topologie de Gromov.

5.6. Analyticité de D’entropie topologique sur l’ensemble des
représentations quasi-convexes de I' dans Isom(H}) ou Isom(Hg)

L’espace R des représentations de I' dans PO(n,1) ~ Isom(Hg) ou
dans PU(n,1) ~ Isom(H), est défini de la maniére suivante. Soit

(a1,...,a5 |11 =... =1, =1)
une présentation finie de I'. L’espace R est la sous-variété algébrique réelle
de (PO(n,1))* ou (PU(n,1))*, définie par les équations matricielles :
rn=..=r= Id.

Elle est indépendante de la présentation choisie, & transformation
analytique prés. D’aprés la proposition 5.5.6, les représentations quasi-
convexes de I' forment un ouvert U de R.

Nous expliquons briévement comment relier I’entropie topologique du
flot géodésique, a une valeur propre isolée d’un opérateur qui dépend ana-
lytiquement de la représentation. Par perturbation analytique, la réelle
analyticité de I’entropie topologique, en découlera. Le cas de I’hyperbo-
lique complexe se traite de la méme fagon que le cas réel, (comparer les
exemples 2.6.5 a) et b)). Aussi, contentons-nous du cas réel.

Soit donc u un élément de U. Supposons le systéeme de générateurs
S = {ai,...,as} symétrique. Soit alors B = (B;;), i,j € {1,...,t}, la
matrice associée a une application de Markov de (T',S). Notons a, ;,
J =1,...,t 'image dans Isom(Hf) de I’élément a; de S, par la repré-
sentation u. Soit ¢, la fonction sur ¥p :

?u(J) = By, ()(@; @u,joT)
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ou z est le centre du modéle en boule de H", et ou ¢,(j) est défini par:

¢u(d) = Lm_auj, .. 0u;,2.

D’apres le théoreme 4.1.3, le flot géodésique (€,,®Pr) associé a la
représentation u, est conjugué au flot spécial (Fyp,,Pr) associé a la paire
(EB ’ ‘Pu)'

Donc d’aprés 5.2, 'entropie topologique de (&,, ®7) est I'unique so-
lution de I’équation de la variable réelle s :

ou encore, avec les notations du théoréme 5.2.1:
Asp, =1.

Notons qu’il n’est pas clair que g, , et par suite £L_,,,, , soient analy-
tiques en u. On peut contourner ce probléme en introduisant un second
opérateur. A cet effet, et pour simplifier, faisons les hypothéses suivantes :

(a) La matrice B est irréductible et apériodique

(b) La fonction ¢, est strictement positive sur Xp.

Sinon, on modifie B et ¢, , afin de s’y ramener.
D’apres ’exemple 2.6.5.a), la quantité :
exp(pu(i))

—L en gu(j), pour la métrique euclidienne sur

est le facteur conforme de Gy i
S*=1 = 9HE . Autrement dit :

(1) exp(pu(d)) = [|(az o) (2G| -
Aussi, pour ¢ =1,...,t, considérons les ensembles :
C(i) = {j € B avec jo =1},
et les sous-ensembles de S*! :
q.(C(2)) -

D’apres I'’hypothése (b) et la relation (1), a;',l,- est dilatante sur

qu(C(2)). De plus, d’aprés la propriété de Markov, on a:
a10C@) = |J w(C0)-
B;;j=1

Donc, lorsque B;j =1, a,; vérifie:

(2) ax,iqx(C(J)) C 9u(C(%)) ,

et elle est contractante sur ¢,(C(j)). Soit alors pour j =1,...,t, Fj un
e-voisinage fermé dans C"~!, de I’ensemble ¢,(C(j)) considéré comme

un sous-ensemble de R*~! ¢ C*~!. Choisissons ¢ suffisamment petit de
maniére a ce que:

(3) Si B;; =1, a,,; soit contractante sur F}, de coefficient de contraction
majoré par une constante strictement inférieure a 1.
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En particuliet on a, compte tenu de (2):
(4) Si B;j =1, alors a,;F; C Fy.

Observons que les conditions (3) et (4) sont ouvertes dans R. Il existe
un voisinage V' de u dans R, tel que pour v appartenant & V', les élé-
ments a;,, satisfassent encore les conditions (3) et (4).

Soit alors pour j =1,...,t, E; 'espace de Banach des applications
o
holomorphes sur F'; et continues sur Fj, et soit E I'espace de Banach:

t
E=Q)E;.

J=1

Pour (v,s) € V xR, soit L,, 'opérateur de E dans lui-méme,
défini de la maniére suivante : Soit h = (hy,...,ht) un élément de E,
alors Ly sh = (hy,..., Et), avec :

t
hj(z) = Bij||ayi(2)||" hi © av,i(2)
i=1
||a(,’,-(z)|| désigne par abus de notation la fonction holomorphe sur Fj,
dont la restriction & R™™? est I'application analytique réelle ||a}, ;(z)]|-
Par définition de V', L, , est bien défini.

Ce type d’opérateur a été introduit par D. Ruelle [Rue], étudié et
utilisé par de nombreux auteurs, dont M. Pollicott [Po], D. Mayer [M].
Lorsque la matrice B est irréductible apériodique et lorsque les appli-
cations a,; satisfont la condition (3), ils sont compacts, ont une unique
valeur propre réelle 3, , qui est simple isolée et dominante.

Un vecteur propre de L, , donne par restriction, un vecteur propre
de £_,,, de méme valeur propre. Donc :

,Bv,s = A-.scp., .

De plus, L, s dépend analytiquement des parametres. Dés lors, par
perturbation analytique et par le théoréme des fonctions implicites analy-
tiques, on obtient la réelle analyticité de P’entropie topologique.

Enfin, compte tenu du théoréme 2.10.4, on obtient également la réelle
analyticité de la dimension de Hausdorff de ’ensemble limite.
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