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Titre : L’obstruction de Manin : passage des fibres a ’espace total d’une
fibration; applications.

Résumé : Le but de la these est de présenter un nouvel aspect de la méthode
des fibrations qui sert a étudier la validité du principe de Hasse et de ’approxi-
mation faible pour certaines variétés définies sur un corps de nombres. La these
se compose de deux articles. Dans le premier (“Méthode des fibrations et obstruc-
tion de Manin”), on établit sous certaines conditions que ’obstruction de Manin
au principe de Hasse ou a I’approximation faible est la seule pour I’espace total
d’une fibration quand les fibres ont cette méme propriété. Pour cela, on s’inspire
notamment d’un énoncé dégagé par Skorobogatov. Les résultats généraux obte-
nus s’appliquent par exemple a certaines hypersurfaces cubiques ou encore aux
groupes algébriques linéaires. Dans le deuxiéme article (“Principe de Hasse et
approximation faible sur certaines hypersurfaces”), on méne & bien dans un cas
particulier des calculs explicites de groupes de Brauer qui permettent d’avoir une
présentation plus concréte des résultats. On retrouve également certains énon-
cés arithmétiques dans ce cas particulier en utilisant non plus la méthode des
fibrations mais la méthode de la descente de Colliot-Théléne et Sansuc.

Mots-clés : principe de Hasse, approximation faible, groupe de Brauer, obs-
truction de Manin, théoréme d’irréductibilité de Hilbert.
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Résumé de la these

1. Principe de Hasse, approximation faible, obs-
truction de Manin

Soit k un corps de nombres. On dit qu’une k-variété algébrique lisse X vérifie le
principe de Hasse (resp. I’approzimation faible) si la condition X (k,) # 0 pour
toute place v de k implique X (k) # @ (resp. X (k) est dense dans [],es X (ky),
muni de sa topologie produit, pour tout ensemble fini S de places de k).

Soit X une k-variété propre, lisse, géométriquement intégre, qui a des points dans
tous les complétés de k. On note Qi ’ensemble des places de k et j, : Brk, — Q/Z
I'invariant de la théorie du corps de classes local. Alors, la condition :

V(R)e J] X(k) 3A€BrX > j.(A(R))# 0 dans Q/Z

vEQ vEQ
(resp. 3A € Br X 3(P) € ] X(k) Y. ju(A(R)) # 0 dans Q/Z)
uEQy vEQ '

est une obstruction, dite obstruction de Manin (ou de Brauer-Manin), au principe
de Hasse (resp. a I’approximation faible ) pour X.

Pour beaucoup de classes de variétés, notamment les hypersurfaces cubiques et les
variétés rationnelles (c’est-a-dire dont le corps des fonctions devient transcendant
pur sur la cldture algébrique de k), la conjecture raisonnable n’est pas que le
principe de Hasse et ’approximation faible sont vérifiés, mais seulement que
I’obstruction de Manin a ces propriétés est la seule.

L’objectif de la premiere partie de la thése (constituée de I’article “Méthode des
fibrations et obstruction de Manin”) est de dégager des énoncés permettant de
prouver cette conjecture pour ’espace total d’une fibration quand la base et les
fibres la vérifient. On généralise ainsi la méthode des fibrations classiques (dont
les premiers exemples subtils sont apparus dans les travaux de Colliot-Thélene,
Sansuc et Swinnerton-Dyer) qui consistait & démontrer la validité du principe
de Hasse et de ’approximation faible pour ’espace total quand la base et les
fibres vérifiaient ces propriétés. Cette généralisation se révele particulierement
utile pour traiter certains exemples, notamment dans le cas ou cet espace total
est de dimension au moins 3.



Dans la deuxieme partie de la these (constituée de ’article “Principe de Hasse
et approximation faible sur certaines hypersurfaces”), on étudie en détails le cas
d’un type particulier de variétés, qui constituent une généralisation des surfaces
de Chételet étudiées par Colliot-Thélene, Sansuc, et Swinnerton-Dyer. Leurs ré-
sultats combinés aux résultats généraux de la premiére partie de cette these per-
mettent trés simplement de conclure que pour ces variétés, I’obstruction de Manin
au principe de Hasse et & I’approximation faible est la seule (c’est d’ailleurs ’étude
de cet exemple qui a motivé la recherche des résultats généraux de la premiere
partie). Il reste alors pour avoir une description plus concrete a mener des calculs
explicites de groupes de Brauer; on sait alors exactement quand le principe de
Hasse et I’approximation faible valent. Quelques contre-exemples numériques au
principe de Hasse et 4 I’approximation faible montrent que les énoncés obtenus
sont les meilleurs possibles. Nous donnons également un apergu des méthodes de
descente qui permettent dans certains cas de retrouver d’une autre fagon nos ré-
sultats arithmétiques. Ces méthodes (introduites par Colliot-Théléne et Sansuc)
ont déja été employées avec succes dans d’autres situations. '

2. Eléments ramifiés du groupe de Brauer d’un
corps de fonctions

La premieére étape de notre travail consiste a prouver I’énoncé suivant :

Théoréme 1. Soient k un corps de nombres et X une k-variété géométriquement
intégre, projective et lisse, dont on note k(X) le corps des fonctions. Soient @ un
élément de Br (k(X)) qui n’est pas dans Br X et U un ouvert de Zariski non vide
de X tel que a € BrU. Alors, il existe une infinité de places v de k telles que la
fleche U(k,) — Brk, induite par o prenne une valeur non nulle.

On trouve déja ce résultat chez Serre dans le cas ou X est I’espace projectif (sous
une forme quantitative plus précise). La preuve utilise notamment le théoréme de
densité de Tchebotarev, aussi bien sous sa forme arithmétique que sous sa forme
géométrique. Il faut également utiliser les propriétés des fleches de résidu.

On obtient alors purement formellement le corollaire suivant :

Corollaire 1. (“Lemme formel”) Soient k un corps de nombres et X une
k-variété géométriquement intégre, projective et lisse, qui a des points dans tous
les complétés de k. Soient Ay, ..., A, des éléments de Br (k(X)), et U un ouvert
de Zariski non vide de X tel que tous les A; soient dans BrU. Soit S un ensemble
fini de places de k. On note 3, l'invariant local de Brk, dans Q/Z. Alors :

e Sl n’y a pas obstruction de Manin au principe de Hasse pour X, il existe
T DS ctune famille de points locauz (P,),er avee P, € U(k,) tels que :



Vie {1,..,r) Zij(A,-(PU)) =0

e S’l n’y a pas obstruction de Manin a I’approzimation faible pour X, alors
pour toute famille (P,)yes telle que P, € U(k,), il existe T D S et une
famille de points locauz (P,)ver\s (avec P, € U(k,) pour toute place v dans
T) tels que :

Vie {L,onr} 3 ju(AP,)) =0

veT

C’est en pratique ce corollaire qui va permettre de faire fonctionner notre méthode
des fibrations.

3. Application a la méthode des fibrations
On a d’abord le résultat suivant :

Théoréme 2. Soient V une k-variété géométriquement intégre et p: V — Al

un morphisme projectif, surjectif, a fibres géométriqguement intégres. Soit K =
k(T) le corps des fonctions de A}, et X un modéle projectif lisse de la fibre géné-
rique V;, de p, dont on suppose qu’elle admet un k(T)-point lisse.

On fait Uhypothése que Br X est nul et que Pic(X) est sans torsion (c’est le cas
par ezemple si la variété V; est rationnelle ou bien est une intersection compléte
lisse de dimension au moins 3 dans P} ).

On suppose enfin qu’il eziste un sous-ensemble hilbertien H de k = A} (k) tel
que pour tout point § de H, l'obstruction de Manin au principe de Hasse (resp.
a approzimation faible) est la seule pour les modéles projectifs lisses de la fibre
Vp. Alors, obstruction de Manin au principe de Hasse (resp. a l'approzimation
faible) est la seule pour les modéles projectifs lisses de V.

(Si B est une k-variété géométriquement intégre, un sous-ensemble H de B(k) est
dit hilbertien s’il existe un ouvert de Zariski non vide U de B et un revétement
étale p : R — U avec R integre sur k tel que H soit I’ensemble des k-points M de
U pour lesquels p~*(M) est connexe; en particulier, ’ensemble des k-points d’un
ouvert de Zariski de B est hilbertien).

Pour prouver cet énoncé, on raffine une méthode dégagée par Skorobogatov (qui
traite le cas ol les fibres satisfont le principe de Hasse ou ’approximation faible)
en utilisant le corollaire 1. Les hypotheses supplémentaires sur Br X et Pic(X)
dont nous avons besoin servent a assurer que le groupe de Brauer non ramifié
de la fibre générique est isomorphe a celui des fibres spéciales (pour un ensemble
hilbertien d’entre elles). On utilise enfin une version effective (due & Ekedahl) du



théoreme d’irréductibilité de Hilbert pour obtenir des propriétés d’approximation
des ensembles hilbertiens.

Notre deuxieme résultat principal (dont la preuve est plus simple mais repose
sur les mémes idées) concerne le cas ou la fibration admet une section (dans ce
cas, le principe de Hasse est automatiquement vérifié et c’est 1’approximation
faible & laquelle nous nous intéressons). On peut alors alléger les hypothéses, en
ne supposant plus que toutes les fibres sont géométriquement integres :

Théoréme 3. Soient V et B deuz k-variétés géométriqguement intégres, avec
Biisse satisfaisant l'approzimation faible et p: V — B un morphisme dominant.
Soit K le corps des fonctions de B, on suppose que la fibre génériqgue V,, de p
est géométriquement intégre, posséde un I -point lisse, et que pour un modéle
projectif lisse X/K de V,,, on a BrX nul et Pic(X) sans torsion.

On suppose enfin qu’il existe un sous-ensemble hilbertien H de B(k) tel que pour
tout point 0 de H, ’obstruction de Manin a l'approzimation faible est la seule
pour les modéles projectifs lisses de la fibre V. Alors, l’obstruction de Manin a
Papprozimation faible est la seule pour les modéles projectifs lisses de V.

4. Exemples d’application

Plusieurs exemples sont développés dans le premier article de cette these. Citons
notamment la validité de ’approximation faible pour les hypersurfaces cubiques
lisses de dimension > 3 contenant une droite rationnelle et la validité du prin-
cipe de Hasse et de ’approximation faible pour les intersections lisses de deux
quadriques dans P} contenant une conique. On montre aussi que I’obstruction de
Manin a ’approximation faible est la seule pour les modeles lisses des intersec-
tions (compleétes, géométriquement intégres, non coniques) de deux quadriques
dans P} possédant un point rationnel lisse (mais pouvant comporter des singu-
larités). Enfin, on retrouve un résultat de Sansuc qui dit que cette obstruction
est également la seule pour les modéles lisses des groupes algébriques linéaires
connexes. Si 'on admet la conjecture (formulée et vérifiée numériquement par
Colliot-Thélene, Kanevsky et Sansuc) que c’est encore le cas pour les surfaces cu-
biques diagonales, on en déduit aussi que les hypersurfaces cubiques diagonales
de dimension au moins 3 satisfont le principe de Hasse et ’approximation faible.

5. Une étude détaillée d’un exemple

Nous exposons ici quelques-uns des résultats du deuxieme article de la these.
Nous avons d’abord le résultat arithmétique suivant, qui se déduit facilement du
théoreme 2. et du cas des surfaces de Chatelet traité par Colliot-Thélene, Sansuc
ct Swinnerton-Dyer :

6



Proposition 1. Soient k un corps de nombres et a un élément de k* \ k**. Soit
V la k-hypersurface de A} (n > 3) d’équation :

y? — az® = P(z1,.0e, Tng) (1)

ou P est un polynéme non nul de degré au plus quatre. Alors, l’obstruction de Ma-
nin au principe de Hasse et a l'approzimation faible est la seule pour les modéles
projectifs lisses de V. Si P est irréductible ou bien produit d’un facteur linéaire
et d’un facteur irréductible de degré 3, cette obstruction s’évanouit.

Pour savoir dans quels cas le principe de Hasse et ’approximation faible valent,
il faut avoir recours a des calculs de groupe de Brauer. Deux méthodes sont
possibles (selon les cas 'une ou 'autre est utilisée dans ’article) : calculer Br X
via H!(k,Pic X) aprés avoir trouvé une résolution de Pic(X) par des modules
de permutation, ou bien voir Br X a partir des fonctions dont les diviseurs sont
des normes de I’extension k(1/a)/k. La deuxieéme méthode a ’avantage de ne pas
nécessiter la construction explicite d’un modéle projectif lisse X de V, mais la
premiere méthode a ’avantage de fournir davantage de renseignements; elle peut
en particulier déboucher sur des descentes. Nous résumons les résultats principaux
dans la proposition suivante :

Proposition 2. Soit V la k-hypersurface de AT+? d’équation :

y? —az’ = f(z1, .00, Tm)g(T1, ey Trm)
avec a € k* \ k*Q, les polynomes f et g étant irréductibles de degré 2 et pre-
miers entre euz. Supposons que leurs homogénéisés respectifs @(z1,...,Tm,t) €t
Y(z1, ..., Tm,t) aient Uintersection de leurs noyauz réduite a {0}. Soit X un mo-
déle projectif lisse de V. Appelons forme quadratique de type (T) une k-forme de
rang 2 isomorphe ¢ < a,—aca > avec o dans k*. Alors :

e Sim >4, le principe de Hasse et l’approzimation faible valent pour X.

e Sim =3, le principe de Hasse et I’approzimation faible valent pour X dés
qu’tl n’existe pas A, u dans k* tels que la forme Q = Ap + i, ainst que les
restrictions de ¢ et 1 au noyau de Q, soient de type (T).

e Sim = 2, supposons de plus que les coniques définies par ¢ et b sont
lisses et se coupent transversalement. Alors, le principe de Hasse et l’ap-
prozimation faible valent pour X dés que l’intersection des coniques définies
par ¢ et ¢ ne consiste ni en deuz paires de points conjugués dans k(\/a),
ni en quatre points conjugués tels que l’extension de degré quatre associée

contienne k(y/a).

Notons qu’on peut trouver des contre-exemples (reposant sur l'obstruction de
Manin) au principe de Hasse et a I’approximation faible qui montrent qu’on ne
peut pas espérer démontrer leur validité dans les cas d’exception que comporte
cet énoncé.






Méthode des fibrations et obstruction de
Manin

La méthode des fibrations pour établir que certaines classes de variétés défi-
nies sur un corps de nombres k vérifient le principe de Hasse ou I’approximation
faible a déja été employée avec succes dans de nombreux cas : citons les ré-
sultats de Colliot-Théléne, Sansuc et Swinnerton-Dyer sur les intersections de
deux quadriques et les surfaces de Chatelet ([11]), ceux de Colliot-Théléne et
Salberger sur certains types d’hypersurfaces cubiques ([8]), et les divers énoncés
obtenus par Skorobogatov dans [49]. Des résultats généraux sur ce sujet, ainsi
que d’autres exemples d’application, sont exposés dans [2]. Le principe de ces
méthodes consiste a essayer de montrer qu’une variété fibrée vérifie le principe de
Hasse ou ’approximation faible deés lors que la base et les fibres ont les mémes
propriétés.

Cependant, pour beaucoup de classes de variétés (les hypersurfaces cubiques
par exemple), la conjecture raisonnable n’est pas qu’elles vérifient le principe de
Hasse ou ’approximation faible mais seulement que ’obstruction de Manin a ces
deux propriétés est la seule. Cette obstruction a été introduite pour le principe de
Hasse par Manin en 1970 ([35]) et I’obstruction analogue pour I’approximation
faible fut formulée vers 1976 par Colliot-Théléne et Sansuc ([9]). Elle a permis
d’expliquer tous les contre-exemples au principe de Hasse et a ’approximation
faible connus a ce jour, notamment grace a l’utilisation des méthodes de des-
cente (introduites par Colliot-Théléne et Sansuc, et utilisées par exemple dans

(8], [11], [48])-

Le but de cet article est de relier la méthode des fibrations a ’obstruction de
Manin : plus précisément, il s’agit d’établir sous certaines conditions que ’obs-
truction de Manin au principe de Hasse ou a ’approximation faible est la seule
pour une variété fibrée en supposant que les fibres ont cette méme propriété (et
non plus forcément vérifient le principe de Hasse ou I’approximation faible). Ceci
fait I'objet des théorémes 4.2.1 et 4.3.1 qui sont les résultats principaux de ce
travail.

L’intérét est par exemple que I'obstruction de Manin peut trés bien s’évanouir
sur la variété fibrée alors que ce n’est pas le cas sur les fibres; ainsi, cela permet
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d’établir le principe de Hasse et ’approximation faible pour certaines variétés
12 ou la méthode des fibrations classiques échouait (on verra dans ce texte des
exemples de cette situation). Notre méthode semble en particulier souvent bien
fonctionner pour ramener le probleme du principe de Hasse et de I’approximation
faible pour des variétés de dimension au moins 3 au méme probléeme pour des
surfaces (qui ont parfois pu étre traitées par des méthodes de descente). Il serait
évidemment intéressant de pouvoir ramener le cas des surfaces a celui des courbes
mais cela semble pour 'instant hors de portée car les hypothéses nécessaires a
I’application de nos résultats généraux ne sont pratiquement jamais vérifiées dans
ce cas.

Le plan de ’article est le suivant : la premiére partie est consacrée a divers pré-
liminaires, notamment sur le groupe de Brauer et ’obstruction de Manin. Dans
la deuxiéme partie, on établit une propriété arithmétique des éléments ramifiés
du groupe de Brauer d’un corps de fonctions (théoréme 2.1.1), propriété dont
on a besoin pour prouver le “lemme formel” 2.6.1 qui est un ingrédient essen-
tiel pour la suite. Dans la troisieme partie, on compare des groupes de Brauer
“génériques” a des groupes de Brauer “spéciaux” (théoréme 3.5.1). La quatriéme
partie est consacrée a la preuve des résultats principaux : on combine une mé-
thode similaire & celle dégagée par Skorobogatov dans [49] avec le théoréme 3.5.1
et le lemme formel 2.6.1 pour établir les théorémes 4.2.1 et 4.3.1. La cinquiéme
partie est consacrée aux exemples d’application : on y établit (parfois modulo
certaines conjectures) ou on y retrouve les propriétés arithmétiques de certaines
classes de variétés. Enfin, dans la sixiéme partie, on voit comment notre mé-
thode permet aussi de montrer ’existence de familles infinies de contre-exemples
a 'approximation faible.

Je tiens a remercier Jean-Louis Colliot-Théléne pour son aide constante tout au
long de ’élaboration de cet article. Je voudrais également exprimer ma gratitude
au département de mathématiques et informatique de I’Ecole Normale Supérieure
pour les conditions de travail exceptionnelles qu’il m’a offertes pendant la réali-
sation de ce travail.

1. Préliminaires

Dans cet article, tous les anneaux seront supposés noethériens et tous les schémas
localement noethériens. Quand K est un corps, nous appelerons K-variété un
K-schéma séparé et de type fini. Si k est un corps de nombres et v une place de
k, on notera k, le complété de k pour la place v.

Soit k un corps de nombres. On dit qu’une classe de k-variétés integres lisses
satisfait le principe de Hasse (resp. approzimation faible) si, pour toute variété
X dans cette classe, la condition X(k,) # @ pour toute place v de k implique
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X (k) # @ (resp. implique que pour tout ensemble fini S de places de k, ’ensemble

X (k) est dense dans ] X(k») muni de la topologie produit).
veES

1.1. Invariance birationnelle du principe de Hasse et de
P’approximation faible

Proposition 1.1.1 Soit X une k-variété intégre. Si un modéle propre lisse de
X vérifie le principe de Hasse (resp. l'approzimation faible), il en est de méme
de tout modéle propre lisse de X. Ainsi, ces propri€tés ne dépendent que du corps
des fonctions k(X) de la variété X. Il suffit de les vérifier pour le lieu lisse Xjigee
de X.

Cette proposition résulte immédiatement du théoréme des fonctions implicites
sur k, (qui permet en particulier de montrer que si U est un ouvert de Zariski
d’une k,-variété integre lisse Z, I’ensemble U(k,) est dense dans Z(k,) pour la
topologie v-adique; voir [3], lemme 3.1.2), combiné au lemme classique suivant,
remarqué originellement par Nishimura dans {40] :

Lemme 1.1.2 (Nishimura, Lang) Soient X une k-variété intégre lisse et Y
une k-variété propre. Soit ¢ : X — Y une k-application rationnelle. Alors, si

X(k)#0, on a Y (k) # 0.

1.2. Groupe de Brauer d’une variété

Soient K un corps de caractéristique zéro, de cloture algébrique K, et X une
K -variété géométriquement intégre, propre et lisse. On notera Br X = H%(X, G,,)
le groupe de Brauer cohomologique de la variété X et Br(K (X)) le groupe de
Brauer de son corps des fonctions K(X). Par exemple, si K est algébriquement
clos, le groupe de Brauer de ’espace projectif P™ sur K est nul (ceci résultant de
ce que dans ce cas, on a bien la condition “B; — p = 0”, laquelle est équivalente a
la condition H*(X, Ox) = 0; cf [26], corollaire 3.4 et [6], preuve de la proposition
2.11).

Soit A un anneau de valuation discrete de caractéristique zéro de corps des frac-
tions K’ et soit k4 le corps résiduel de A, que 'on suppose parfait. La suite
spectrale de Leray associée au morphisme g : Spec K’ — Spec A et au faisceau
étale G,, s’écrit :

H?(Spec A, R9.G, ) = H?**(Spec K', G,,)

On en déduit ([38], exemple I11.2.22) la suite exacte suivante :

0 —» H:(SpecA,G,,) — Br K’ i H'(k4,Q/Z)
La fleche 94 est ’application résidu de Br K’ dans H'(k4,Q/Z).
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En particulier, quand X est une variété projective et lisse sur le corps K, on
dispose pour tout anneau de valuation discrete A de corps des fractions K(X)
(et contenant K) de la fleche 04 de résidu en A. Et d’apres le théoreme de
pureté de Grothendieck ([27], corollaire 6.2), le groupe Br X n’est autre que le
groupe de Brauer non ramifié Br,, (K(X)/K) du corps des fonctions K(X) de la
variété X, c’est-a-dire le sous-groupe de Br (K (X)) constitué des éléments dont
les résidus en tous les anneaux de valuation discrete A de corps des fractions
K(X) et contenant K sont triviaux. Le groupe Br X est un groupe de torsion qui
est un invariant K-birationnel ([27], 7.3). Pour une autre définition des fleches
de résidu et des détails supplémentaires sur le groupe de Brauer non ramifié, on
pourra consulter [12] ou [13].

D’autre part, en notant G = Gal(K/K) et K(X) le corps des fonctions de
X = X xk K, puis Br; X = ker(Br X — Br X), le groupe Br; X est le noyau de
la fleche H*(G, K(X)*) — H%*(G,DivX) ([9], lemme 14). On a la suite exacte
(cf [10], 1.5 ou [36]) :

BrK — Br; X — H'(G,Pic(X)) = H*}(G,K")

Cette suite est la suite des termes de bas degré de la suite spectrale de Leray pour
X — Spec K et le faisceau étale G, soit H?(G, HY(X,Gn)) = H?M(X,Gn).
Quand Br X = 0, cette suite se prolonge en la suite exacte :

BrK — Br; X — H'(G,Pic(X)) = H}G,K) — H3(X,Gp)

Par abus de langage, on notera souvent encore Br K I'image de Br K dans BrX.
Ainsi, si X une variété rationnelle (c’est-a-dire que K(X) est transcendant pur
sur K), on aura BrX = 0 (puisque le groupe de Brauer est un invariant bi-
rationnel et que celui de I’espace projectif est nul sur un corps algébriquement
clos). Si I’on suppose en outre H*(G,K ) = 0 (ce qui est le cas si K est un
corps de nombres, voir [1], VIL.11.4, page 199), alors Br X/Br K ~ H!(G,PicX).
En particulier, si X devient rationnelle sur une extension cyclique F de K, le
groupe BrX est le noyau de la fleche H*(G', F(X)*) — H?*(G',DivXr) (ot
G' = Gal(F/K) et Xp = X Xk F). En utilisant les groupes de cohomologie
modifiés a la Tate (cf [45], chapitre 8), on voit que Br X s’identifie au noyau de
Papplication K(X)*/NF(X)* — DivX/N(Div Xr), le symbole N désignant la
norme de ’extension F/K.

Notons enfin que si V est une K-variété géométriquement intégre (pas forcément
projective ni lisse) et P un K-point lisse de V, alors pour tout élément A de
Br.: (K(V)/K) C Br(K(V)), on dispose de A(P) € BrK : en effet, on peut,
grace au théoreme de résolution des singularités d’Hironaka ([30]), plonger un
ouvert de Zariski lisse U de V contenant P dans un modele projectif lisse X de
V et comme A est alors dans Br X, il était en fait dans BrU ce qui permet de
I’évaluer en P.
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1.3. Obstruction de Manin au principe de Hasse et &
I’approximation faible

Soient k un corps de nombres et X une k-variété géométriquement intégre,
propre et lisse, qui a des points dans tous les complétés de k. Si v est une
place non archimédienne de k, on note k(v) le corps résiduel de k,. D’aprés ce
qu’on a vu au paragraphe précédent, on dispose d’une fleche de résidu en v, soit
8y : Brk, — H'(k(v),Q/Z), qui dans ce cas est un isomorphisme (ceci résultant
de ce que k, est complet et k(v) fini, voir [38], ITI.2. 220) On a également un iso-
morphisme de H'(k(v), Q/Z) sur Q / Z, obtenu grace a 'identification (au moyen
du Frobenius) de Gal (k(v)/k(v)) et de Z. En composant, on retrouve (quand v
est non archimédienne) l'invariant j, : Brk, — Q/Z de la théorie du corps de
classe local. Rappelons que pour v archimédienne, cet invariant est nul quand v
est complexe et est obtenu a partir de 'isomorphisme de BrR sur Z/2 quand v
est réelle. On obtient ainsi un invariant j = (j,)veq,, défini sur [] k..t
vEQ

On appelle obstruction de Manin (ou de Brauer-Manin) au principe de Hasse
(resp. a ’approximation faible) pour X la condition :

V(P,) € X(A) 3A€BrX Y j,(A(P)) #0 dans Q/Z

vEN,

(resp. JA € Br X 3(P,) € X(Ax) ), ju(A(PR)) # 0 dans Q/Z))
vEQ,

ou Q) désigne ’ensemble des places du corps k et X(Ax) ’ensemble des points
adéliques de X (comme X est compleéte, on a X (Ax) = [Iyeq, X(kv) )- La formule
de produit assure qu’il s’agit bien d’une obstruction au principe de Hasse (resp.
a l’approximation faible). Pour plus de détails on pourra consulter la section 3

de [10].

Pour plusieurs classes de variétés, on a pu établir que I’obstruction de Manin
est la seule possible pour le principe de Hasse et ’approximation faible. Colliot-
Théléne et Sansuc ’ont notamment conjecturé pour les surfaces rationnelles et
de fait, tous les contre-exemples connus a ce jour au principe de Hasse et a
’approximation faible ont pu étre explicités par le biais de cette obstruction.
D’apres ce qu’on a vu au paragraphe précédent, on a, si X est une variété ration-
nelle, 'isomorphisme Br X/Br k ~ H(G, Pic X).

1En fait, I'invariant j que nous venons de définir ne coincide avec I’invariant usuel, tel qu’il
est par exemple défini dans [45], qu’au signe prés; nous prenons cette convention de signe pour
qu’il y ait bien compatibilité avec la définition générale que nous zvons prise des fleches de
résidu.



Soient Aj, ..., A, des éléments de Br (k(X)) D Br X et I' 'intersection de Br X
et du sous-groupe de Br (k(X)) engendré par Ay, ..., A,. On dira qu’il y a obstruc-

tion de Manin associée ¢ Ay, ...A, au principe de Hasse (resp. a I’approximation
faible) si :

V(P)e [] X(k,) 3A€T ) j,(A(P)) #0 dans Q/Z

vEQ vEQ,
(resp. JA €T 3(P) € X(Ax) > ju(A(P)) # 0 dans Q/Z )
vEN

Bien entendu, quand Br X est engendré par I' U Br k, ces obstructions coincident
avec les obstructions de Manin définies plus haut.

2. Eléments ramifiés du groupe de Brauer d’un
corps de fonctions

2.1. Enoncé du résultat princiﬁal de la section

Le but de cette section est d’établir dans le cas d’une variété quelconque un
énoncé qui était déja apparu dans le cas de I’espace projectif (sous une forme
quantitative plus précise) chez Serre ([47]).

Théoréme 2.1.1 Soient k un corps de nombres et X une k-variété géométrique-
ment intégre, projective et lisse, dont on note k(X) le corps des fonctions. Soient
a un élément de Br (k(X)) qui n’est pas dans Br X et U un ouvert de Zariski non
vide de X tel que a € BrU. Alors, il eziste une infinité de places v de k telles
que la fléche U(k,) — Brk, induite par o prenne une valeur non nulle.

Remarque : En fait, la preuve donnera non seulement un ensemble infini de
places v qui conviennent mais un ensemble de densité de Dirichlet non nulle.

Cas particulier : Quand X devient rationnelle sur une extension cyclique
F de k, ce résultat peut se formuler en termes de fonctions dont les diviseurs
sont des normes. En effet, on a vu que Br X s’identifie dans ce cas au noyau de
I'application k(X)*/NF(X)* — DivX/N(Div Xf). Le théoréme 2.1.1 nous dit
donc que si f est une fonction inversible sur un ouvert non vide U de X dont
le diviseur n’est pas une norme pour ’extension F/k, on peut trouver, pour une
infinité de places v de k, un point P, de U(k,) tel que f(P,) ne soit pas une
norme de ’extension locale (F ®y k,)/k,.

La preuve du théoreme 2.1.1 se fait en plusieurs étapes, qui font 1’objet des
paragraphes suivants.
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2.2. Un résultat de densité

Pour tout corps de nombres k et toute place v non archimédienne de k, on note
O, 'anneau des entiers de k, et k(v) son corps résiduel. On note également O
I’anneau des entiers de k. L’expression “pour presque toute place de A” (ou A est
un sous-ensemble de §2;) signifiera toujours “pour toute place de A & ’exception
d’un nombre fini”. Quand S est un ensemble fini de places de k, on note Ok s
I’ensemble des éléments de k qui sont entiers en dehors de S.

Proposition 2.2.1 Soient L/k une eztension finie (pas nécessairement galoi-
sienne) de corps de nombres et L' une eztension galoisienne cyclique de L. Alors,
il eziste une tnfinité de places v de k telles qu’il eziste une place wr, de L au-dessus
de v vérifiant : k(v) = L(wg) et wy, est inerte pour leztension L'[L.

Preuve de la proposition 2.2.1 : Soient £ la cl6ture galoisienne de L’ et
G = Gal (L/k). Notons N = [L : k]. Choisissons un élément g de Gal (C/L) C G
dont "image dans Gal (L’/L) en est un générateur. Soient v une place de k, non
ramifiée pour L/k, et de degré absolu 1; soit w une place de £ au-dessus de v et
D, = {r € G,7w = w} le groupe de décomposition associé. On note F,, I’élément
de D,, qui induit le Frobenius de Gal (L(w)/k(v)) ~ D, (rappel : sa classe de
conjugaison F, ne dépend que de v, voir [1], proposition 2.2 page 164). Pour toute
classe de conjugaison o de G, la densité de Dirichlet des v telles que F, = o est
Card(o)/N : c’est le théoreme de Tchebotarev ([32], théoreme 10, page 169). Il
existe donc une infinité de places v, non ramifiées pour L£/k et de degré absolu 1,
telles que la classe de g soit F,.

Pour une telle place v, il existe une place w de £ au-dessus de v telle que D,,
soit le sous-groupe de G engendré par g. Si wy, et wr: désignent respectivement
les places de L et L' induites par w, le groupe de décomposition D,, , associé
4 ’extension L'/L est égal au sous-groupe de Gal (L'/L) engendré par 'image
de g dans Gal (L'/L), donc est égal a Gal (L’/L) tout entier ce qui prouve déja
que wy, est inerte pour l’extension L'/L. D’autre part, si Ly C L est la plus
petite extension galoisienne de k contenant L, I'image h de g dans Gal (L;/k)
induit l’identité sur L. Si wg, est la place de L; induite par w, il en résulte,
puisque D,, est engendré par g, que le groupe de décomposition D, associé a
'extension L;/k est engendré par h (en effet, la flecche D, — D, est surjective,
cf [1], proposition 1.2 page 163), donc est inclus dans Gal (L;/L). Ainsi, on a
Gal (Ly(wr,)/k(v)) = Gal (Ly1(wr,)/L(w)) donc L(wr) = k(v) ce qui acheve la

preuve.

Remarque : On a en fait montré que I’ensemble des places v qui conviennent
est de densité de Dirichlet non nulle.
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2.3. Un premier résultat sur les k(v)-points

Nous démontrons ici une proposition qui ne fait intervenir que des k(v)-points (et
pas encore des k,-points). Nous utiliserons le lemme suivant, dégagé par Ekedahl
dans [18] :

Lemme 2.3.1 Soient W = Spec R un ouvert non vide de Spec (Ok) et 7 : B —
W un morphisme dominant dont la fibre générique B est une k-variété géome-
triquement intégre. Soit p : Y — B un revétement étale galoisien de groupe G.
On suppose que la fibre génériqgue Y de m o p est une k-variété géométriquement
intégre. Soit C une classe de conjugaison de G, on pose ¢ = Card (C)/Card (G).
Pour tout point fermé p de W, de corps résiduel (fini) k(p), on note t(p) le
nombre de points z de B(k(gp)) pour lesquels le Frobenius F, est dans C. Alors,
ona:

t(p)/Card (B(k(p))) — ¢ = O(Card (k(p))~*/?)
Nous en déduisons le résultat suivant :

Proposition 2.3.2 Soient k un corps de nombres et W un ouvert non vide de
Spec (Ok). Soient B — W un morphisme dominant et B la fibre générique du
morphisme B — W. On suppose que B est une k-variété intégre. Soit p: Y — B
un revétement €tale, conneze, cyclique, de degré m > 2 de B. Pour presque toute
place v de k, on dispose de BY = B xw k(v) et J* = Y x k(v), réductions
respectives de B et Y au-dessus de k(v).

Alors, il eziste un ouvert Uy de B et un ensemble infini I de places v de k tels
qu’on ait, en notant Uy = p~'(Uy) :

1. Pour toute place v de I, le revétement étale p(v) :175’ — L?{’ reste conneze.

2. Si§) est un ouvert non vide de Uy, sa réduction ¥ au-dessus de k(v) admet,
pour presque toute place v de I, un k(v)-point P(v) vérifiant : la fibre de
p(v) en P(v) est conneze.

Preuve : Soit Y la fibre générique de Y — W. Soient K le corps des fonc-
tions de B et K’ le corps des fonctions de Y, qui est une extension cyclique de
degré m de K. Soient L la fermeture intégrale de k dans K et L’ la fermeture
intégrale de k dans K'. L’extension L'/L est une extension cyclique de corps de
degré s, avec s divisant m (s est le degré de I’extension KL'/K). Quand B et Y
sont géométriquement integres (c’est-a-dire quand k = L = L'), le résultat dé-
coule immédiatement du lemme 2.3.1 (et on peut méme imposer que I contienne
presque toutes les places de k). L’idée va étre, en choisissant judicieusement I,
de se ramener (quand on considére v dans I) & une situation ou le lemme 2.3.1
s’applique.
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Nous choisissons I comme dans la proposition 2.2.1, c’est-a-dire que si v € I, alors
v est non ramifiée dans £ (ou £ est la cloture galoisienne de L') et il existe une
place w de L au-dessus de v, inerte pour I’extension L'/ L et vérifiant L(w) = k(v).

Il existe un ouvert de Zariski non vide U; de B tel que la fleche U; — Speck se
factorise par une fleche U; — Spec L et U; est alors un L-schéma géométriquement
integre. De ce fait, il existe un ouvert U; de B tel que la fleche iy — W se factorise
par une fleche Uy — Wy (ou Wy est un ouvert non vide de Spec(Of) ) dont la
fibre générique est U; — Spec L. Posons Uz = p~1(U;); quand v € I, il existe w
(place de L au-dessus de v) telle que L(w) = k(v). Ainsi, une fois que nous avons
remplacé B et ) respectivement par U; et Uz, nous pouvons supposer (quitte
a raisonner au niveau L) que L = k, c’est-a-dire que B est géométriquement
integre.

Notons alors W' I'image réciproque de W par la fleche Spec (Or/) — Spec (Oy)
et U' = Uy xyw W'. Comme L' est la fermeture intégrale de k dans K’, on peut
encore supposer que le revétement U; — U, se factorise par le revétement étale
connexe p' : U' — U;. Or, si la place v est dans I, elle est inerte pour ’extension
L' [k. Comme la fibre générique de U; — U' est géométriquement intégre (vu que
L' est intégralement clos dans K'), on a bien que le revétement p(v) reste connexe
pour presque toute place de I (et nous supposerons, quitte a restreindre I, que
c’est le cas pour toute place de I). Notons que toutes les fibres du revétement
p'(v) : U'Y — U} sont connexes si v est dans I.

Maintenant, écrivons m = pi*...p;* avec les p; premiers et o; > 1 et supposons
par exemple que py,...,p: (t < 1) sont les p; qui ne divisent pas r = [L’ : k].
On dispose ainsi d’un unique corps K" vérifiant K C K” C K' et K" de degré
r' = pi*..pft sur K. Comme r’ est premier a r, on a K" N KL' = K et comme
la fermeture intégrale de k dans K’ est L', le corps k est intégralement clos dans
K". Nous pouvons encore supposer que le revétement U; — U; se factorise par
un revétement étale connexe U, — U”, ou la fibre générique de U” a pour corps
des fonctions K”, ce qui implique qu’elle est géométriquement intégre sur k.
Appliquons alors le lemme 2.3.1 au revétement p"” : U” — U; (ou plus exacte-
ment au revétement 2" — Q qu’il induit, oi Q est un ouvert de Zariski non
vide de U; et 2" son image réciproque par p”). On obtient pour presque toute
place v de I un point P(v) de Q(k(v)) en lequel la fibre de p"(v) : U™ — Uy
est connexe. Comme on I'a vu, la fibre de p'(v) en P(v) est automatiquement
connexe. Mais ceci implique alors que la fibre de p(v) en P(v) est également
connexe : en effet, si Fp) € Gal (K'/K) est le Frobenius en P(v), son image
dans Gal (K”/K) (resp. dans Gal(K'L'/K)) est un générateur de Gal (K"”/K)
(resp. de Gal (KL'/K)) puisque la fibre de p”(v) (resp. de p'(v)) en P(v) est
connexe. Identifiant Gal (K'/K) avec Z/m, I'image de Fp(,) dans Z/p; est a for-
tiori non nulle pour 1 <7 < [ (pour 1 < 7 <t parce que p; divise [K” : K] et
pour t < 7 < [ parce que p; divise [KL' : K]). De ce fait, le groupe Gal (K'/K)
est engendré par Fp(,) d’ou le résultat.
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Remarque : Rappelons le théoreme classique suivant ([34]) :

Théoréme (Lang-Weil) Il eziste une constante C(n,r,d) telle que pour tout
corps fint Fy de cardinal q et toute sous-variété fermée X géoméiriquement in-
tégre, de degré d et de dimension r, de P’;‘«q, on ait :

| Card(X (F,)) — ¢" I< C(n,r,d)g" /.

En n’utilisant que le théoréme de Lang-Weil (et pas le lemme 2.3.1 dont la preuve
fait intervenir des outils plus sophistiqués), on peut retrouver une forme atténuée
(qui nous suffirait en fait pour la suite) de la proposition 2.3.2 consistant a rem-
placer la conclusion : “la fibre de p(v) en P(v) est connexe” par “I’action de
Gal (k(v)/k(v)) sur les k(v)-points de ) au-dessus de P(v) n’est pas triviale”.
En effet, on se raméne comme on I’a vu en choisissant judicieusement I au cas
ou B et Y sont géométriquement integres et un argument de dénombrement des
k(v)-points de BY et 57" donne alors aisément le résultat.

2.4. Calcul de o(P,)

2.4.1. Passage a des modéeles entiers

Le théoréme 2.1.1 est “local”, en ce sens que seul ce qui se passe au voisinage
du point P, compte; en particulier, on peut toujours restreindre ’ouvert U de
I’énoncé du théoreme 2.1.1. La proposition suivante va dans ce sens, afin de per-
mettre I’application d’un résultat que nous prouverons plus bas (corollaire 2.4.3).

Proposition 2.4.1 Soient X une k-variété géométriqguement intégre, projective
et lisse et a un élément de n-torsion de Br (k(X)) qui n’est pas dans Br X. Alors,
il eziste un modéle projectif et lisse X de X au-dessus d’un ouvert non vide
W = Spec (Ok,s) de Spec(Ok), un ouvert affine non vide et lisse V de X et un
fermé B intégre de codimension 1 de V, lisse au-dessus de W, tel que :

o Sill désigne le complémentaire de B dans V, on a a € Brl{.
o Le résidu de o au point générique de B est un élément non nul de H},(B,Z/n).

o L’entier n est premier auz caractéristiques résiduelles de W.

Preuve : Il existe déja un ouvert W = Spec(Oy,s) de Spec (Ox) tel que X
admette un modele projectif et lisse X' au-dessus de W, dont les fibres sont
géométriquement intégres, et a s’étende en un élément (noté encore abusivement
a) de Bri, ou U est un ouvert non vide de X'. Quitte a élargir S nous supposerons
que n est inversible dans O, quand v € S.

Soient Z,...2; les sous-schémas fermés intégres de X’ qui ne rencontrent pas U,
on peut supposer qu’ils sont tous de codimension 1 (quitte & réduire &/). On peut
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aussi supposer (quitte a élargir encore S) que les Z; ne sont pas des diviseurs
verticaux sur X. On dispose des résidus J; = éz,(a) € H!(k;,Z/n), ou «; est le
corps résiduel de & au point générique de Z;. Comme a n’est pas dans Br X, I'un
de ces résidus est non nul (d’apres les rappels de 1.2.).

11 existe pour tout ¢ un ouvert non vide et lisse B; de Z;, ne rencontrant pas les
Z; pour j # 1, tel que J; € H4(B;,Z/n). Prenons pour B I'un des B; tel que J;
soit non nul et prenons pour V 'ouvert & UB de X. Nous pouvons enfin supposer
V affine (quitte a le restreindre autour du point générique de B) pour obtenir
toutes les conditions de la proposition 2.4.1.

2.4.2. Le calcul

Nous allons maintenant utiliser les propriétés des fleches de résidu pour prou-
ver un lemme qui permettra ensuite de calculer a(P,) en vue d’établir le théo-
reme 2.1.1.

Fixons d’abord quelques notations. Quand V = Spec R est un schéma intégre et
B = Spec (R/t) un sous-schéma fermé intégre de codimension 1 de V, on notera R,
le localisé de R par rapport a la partie multiplicative {t7};eN et Ry le localisé de
R par rapport a I'idéal premier engendré par t. On a ainsi (V \ B) ~ Spec (R;). Si
VY et B sont réguliers et de corps de fonctions respectifs K et «, on dispose quand
K et k sont de caractéristique zéro d’une fleche de résidu Br K — H'(k,Q/Z)
que ’on notera &; : en effet, ’anneau R(;) est dans ce cas de valuation discrete
(t en étant une uniformisante), de corps des fractions K et de corps résiduel «
et les rappels de 1.2 s’appliquent. Rappelons que pour toute place v non archi-
médienne de k, on note k(v) le corps résiduel de I’anneau des entiers O, de k, et
6, : Brk, — H(k(v),Q/Z) ’application résidu associée.

Supposons en outre que V et B soient des W-schémas, ot W = Spec (Ok,s) est
un ouvert non vide de Spec (Oy). Si v est une place de k non dans S, on dira alors
abusivement qu’une fleche s : Spec(O,) — V est une “section” si, composée avec
le morphisme structural V — W, elle redonne la fleche naturelle Spec (0,) — W.
L’homomorphisme ¢ : R — O, déduit de s envoyant ¢ sur un élément t' de O,,
on dira que la valuation e de t’ est la B-multiplicité (ou simplement la multiplicité
si le contexte fait que cela ne préte pas a confusion) de la section s.

Avec ces notations, on a :

Lemme 2.4.2 Soit W = Spec (Ok,s) un ouvert non vide de Spec(Oy). Soient
V = Spec R un W-schéma intégre régulier et B = Spec(R/t) un sous-schéma
fermé intégre régulier de codimension 1 de V. Soient K et k les corps de fonctions
respectifs de V et W, on suppose K et k de caractéristique z€ro.

Soit a un élément de n-torsion de Br(R;) C BrK dont le résidu x; = 0;(a) au
point générique de B est dans H},(R/t,Q/Z). Supposons en plus que les carac-
téristiques résiduclles des schémas V et W sont premiéres a n. Alors, il existe

18



un ouvert w de V, d’intersection non vide avec B, tel que pour toute section
s : Spec (0,) — w C V, de B-multiplicité e finie et > 0, induisant des morphismes
s1 : Speck, — Spec (R;) et s; : Speck(v) — Spec (R/t), on ait :

bu(s1(a)) = es3(x:)

ou s} : Br(R;) — Brk, et s3: H,(R/t,Q/Z) — H'(k(v),Q/Z) sont les fléches

déduites de sy et s,.

Remarque : C’est 'hypothése 0 < e < oo qui permet d’écrire que les mor-
phismes s; et s; déduits de s sont respectivement a valeurs dans Spec (R;) = V\B

et Spec(R/t) = B.

Preuve : Soit R le complété de R par rapport & I'idéal (t). La section s
se factorise (vu que O, est complet) par une section Spec(O,) — Spec R et les
fleches de résidu commutent avec le passage au complété. D’autre part, si & est un
ouvert de Spec R d’intersection non vide avec B= Spec (R/ t), on peut trouver un
ouvert w de Spec R (d’intersection non vide avec B) dont 'image réciproque par
le morphisme p : Spec B — Spec R est incluse dans & (car I'image par p du fermé
complémentaire de & est, d’apres la proposition 6.F de [37], une intersection de
constructibles ne contenant pas le point générique de Spec R, donc incluse dans
un fermé strict de Spec R). Nous pouvons ainsi supposer que R est complet pour
la topologie définie par I'idéal (t).

Avec ces nouvelles hypotheses, le résidu x: est un élément de H}(R/t,Z/n)
qui se reléve (vu que R est complet pour la topologie t-adique) en un élément
x de HLY(R,Z/n). Soit B = x Ut, ot x est vu dans H}(R:,Z/n) et t dans
H}(Ri,pn) = R;/R;".Ona B € H4(R:, pn) C Br(R:). D’apres la proposition 1.3
de [5], on a ,(8) = x: (car t est une uniformisante de R et n est inversible
dans le corps résiduel & de R(;). Maintenant, I’élément (3 — a) de Br(R;) est
tel que 0;(8 — ) = 0. On en déduit ([38], exemple II1.2.22) que (B — ) est en
fait dans Br R(;) donc il existe un ouvert w de V, contenant le point générique
de B (donc d’intersection non vide avec B) tel que (3 — a) soit dans Brw. De ce
fait, quand s est une section a valeurs dans w, on aura sj(8 — a) € Br(0,) donc
en particulier 6,(sj(8 — a)) = 0 ([5], proposition 1.1). Ainsi pouvons-nous nous
limiter a prouver 1’égalité voulue avec § au lieu de a.

Or, on a s7(f8) = xa Ut (ici t' = ®(t) est vu dans H'(ky,p,) ) odt x; est 'image
de x par la fleche H} (R:, Z/n) — H*(k,,Z/n) déduite de s;. C’est-a-dire que x;
est en fait dans H}(O,,Z/n) et est égal & 'image x3 de x € HA(R,Z/n) par la
fleche déduite de I’'homomorphisme ®. Alors, on a 6,(x1 Ut') = exa, ol x, est
I'image de x3 dans H'(k(v),Z/n) (toujours d’apres la proposition 1.3 de [5], vu
que n est inversible dans O, et que la valuation de t’ est ¢). Comme l'image de

X € Hy(R,Z/n) dans H} (R/t,Z/n) est xy, I'élément xo de H(k(v),Z/n) n’est
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autre que s3(x¢) donc on trouve finalement que §,(x; Ut") = es3(x:) ce qui acheve
la preuve du lemme 2.4.2.

On peut maintenant calculer a(P,) quand on s’est ramené a la situation fournie
par la proposition 2.4.1 :

Corollaire 2.4.3 Soient X une k-variété géoméiriquement intégre et o un élé-
ment de n-torsion de Br(k(X)). Soit X un modéle de X au-dessus d’un ouvert
non vide W = Spec (O4.s) de Spec(Ok), avec n premier auz caractéristiques ré-
siduelles de W. Soient V un ouvert affine non vide et lisse de X et B un fermé
intégre lisse de codimension 1 de V. On suppose que le résidu J de a au point
générique de B est dans H}(B,Z/n) et qu’on a @ € BrU, ou U =V \ B.

Alors, il existe un ouvert w de V, d’intersection non vide avec B, tel que pour
tout point P, de U(k,), correspondant a une section s : Spec(0,) = w C V de
B-multiplicité e, on ait, en notant P(v) le k(v)-point de V associ€ ¢ s :

1. Si P(v) n’est pas dans B, alors 6,(a(P,)) = 0.
2. Si P(v) € B(k(v)), alors :

8,(a(P,)) = €d

ot 9 est l’élément de H'(k(v),Z/n) obienu en prenant la fibre en P(v) de
J € H}(B,Z/n).

Preuve : Notons déja que si P(v) n’est pas dans B, la section s est en fait a
valeurs dans U donc 6,(a(P,)) est nul puisque a(P,) est dans Br (O,).

Si maintenant P(v) est dans B, I'ouvert w est donné par le lemme 2.4.2 qui
s’applique bien ici : en effet, les corps de fonctions de B et V sont bien de caracté-
ristique zéro, la multiplicité e est bien finie et > 0, les caractéristiques résiduelles
de V et W sont bien premiéres a n, et on a bien a € Bri{. Le résultat en découle,
les fleches s; et s; du lemme 2.4.2 correspondant ici aux sections Speck, — U

et Speck(v) — B, lesquelles sont associées respectivement au k,-point P, et au
k(v)-point P(v).

2.5. Fin de la preuve du théoréeme 2.1.1

Soit X une k-variété géométriquement integre, projective et lisse et o un élé-
ment de n-torsion de Br(k(X)) qui n’est pas dans Br X. Appliquant la propo-
sition 2.4.1, on obtient un ouvert non vide W = Spec(Ok.s) de Spec(Ok), un
W-schéma affine lisse V (qui est un ouvert non vide d’un modele projectif lisse
de X au-dessus de W) et un sous-schéma fermé B de codimension 1 de V, integre

20



et lisse, vérifiant a € Brf (ou U =V \ B). Si J est le résidu de a au point géné-
rique de B, la proposition 2.4.1 nous permet aussi d’imposer que J est un élément
non nul de H}(B,Z/n), et que n est premier aux caractéristiques résiduelles de
W. Nous sommes donc dans les conditions d’application du corollaire 2.4.3 (et
quitte & réduire encore V autour du point générique de B, nous pouvons supposer
que l'ouvert w donné par ce corollaire est égal & V tout entier). Ainsi, il nous
suffit maintenant pour prouver le théoréme 2.1.1 de trouver (pour une infinité
de places v) un point P(v) de B(k(v)) tel que la fibre 8 de J en P(v) soit un
élément non nul de H'(k(v),Z/n), et de relever P(v) en un k,-point de U tel
que la B-multiplicité e de la section s : Spec (O,) — V associée soit 1 (puisque le
corollaire 2.4.3 nous dit que é,(a(P,)) = ed). La premiére condition va découler
de la proposition 2.3.2 et la deuxieme du lemme de Hensel.

En prenant 'image J de J dans H(x,Q/Z) = Homeen(Gal (8/£),Q/Z), on
peut trouver une extension cyclique non triviale de corps «’/x tel que J soit un
générateur de Hom(Gal («'/k),Q/Z). Ensuite, on peut trouver un revétement
étale cyclique connexe Y d’un ouvert de Zariski non vide 2 de B dont la fibre
générique est Speck’ — Speck. Ainsi, le revétement ) de 2 est étale cyclique
connexe d’ordre m > 2. La fibre générique Y de ) est une k-variété integre. Nous
pouvons alors trouver un ensemble infini I de places de k (avec I disjoint de S)
comme dans la proposition 2.3.2. D’apres cette proposition, pour toute place v
de I, on pourra trouver un k(v)-point lisse P(v) dans {2, tel que la fibre en P(v)
du revétement ) — § reste connexe. De ce fait, I’élément @ de H'(k(v), Q/Z)
obtenu en prenant la fibre en P(v) de J € H}(B,Q/Z) est d’ordre m > 2 dans
H'(k(v),Q/Z), donc 9 # 0.

Maintenant, rappelons qu’on a V = Spec R et B = Spec(R/t). Fixons une uni-
formisante 7, de O, et posons B” = Spec (R'/(t — 7)), ot R’ = R ®o, ¢ O,.
Alors, les k(v)-fibres du Spec (O, )-schéma B et de B sont isomorphes. Ainsi,
par le lemme de Hensel, on peut relever P(v) en un k,-point de B, c’est-a-dire
que P(v) se reléve en un k,-point P, de V tel que la multiplicité e de la section
s : Spec(O,) — V associée a P, est 1 (rappelons en effet que c’est la valuation de
I'image de t par I’homomorphisme R — O, irduit par s). Ceci achéve la preuve.

2.6. Lien avec l’obstruction de Manin au principe de
Hasse et a I’approximation faible.

Nous démontrons ici un corollaire du théoréme 2.1.1, qlii sera trés utile en vue
d’applications arithmétiques :

Corollaire 2.6.1 (“Lemme formel”) Soient k un corps de nombres et X une
k-variété géométriquement intégre, projective et lisse, qui a des points dans tous
les complétés de k. Soient Ay, ..., A, des éléments de Br (k(X)), et U un ouvert de
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Zariski non vide de X tel que toutes les A; soient dans BrU. Soit S un ensemble
fini de places de k. On note j, Uinvariant local de Brk, dans Q/Z. Alors :

e S’il n’y a pas obstruction de Manin au principe de Hasse associée a (Ay, ..., A,)
pour X, il existe T O S et une famille de points locauz (P,)yer avec
P, € U(k,) tels que :

Vie {l,..,r} D ju(A(R))=0
: veT
e Sl n’y a pas obstruction de Manin a lapprozimation faible associée a
(A1, ..., A,) pour X, alors pour toute famille (P,)yes telle que P, € U(k,),
il eziste T D S et une famille de points locauz (P,)yer\s (avec P, € U(ky)
pour toute v dans T') tels que :

Vie {l,nr} 3 du(AdB)) =0

veT

Preuve : Soit (pour tout ¢ de {1,...,r}) n; ordre de A; dans Br(k(X)). Si
v est une place de k, on note E, le sous-ensemble de [];<;<,(Z/n;Z) constitué
des (j,(Ai(P!)))1<i<cr pour P, € U(k,). Soit T le sous-groupe de [T;<i<,(Z/n:iZ)
engendré par les éléments de [];<;<,(Z/n:Z) qui appartiennent 3 une infinité de
E,. D’aprés la définition de T, il existe un ensemble fini S’ de places de k tel
que pour toute v non dans S’ et tout P, dans U(k,), on ait (j.(Ai(P))))1<i<r
élément de T'. Soit (P,)ven, un élément de [ eq, U(ky). Soit S un ensemble fini
de places de k contenant S’ et soit W 1’élément de [];<;<,(Z/n;Z) dont la iéme
composante est ,¢s jv(Ai(Py)). Deux cas sont possibles :

o Si Wgest dans'yona —Wg =W +...+W,oules W (1 <I1<r)
sont des éléments de [];<;<,(Z/n;Z) qui appartiennent & une infinité de
E,. Ainsi, il existe des places deux & deux distinctes vy, ..., vj de k, qui ne
sont pas dans S, et telles que W, soit dans E,, pour 1 <! < r. En notant
alors §” I’ensemble des v; (1 < I < r)et T =S US”, on voit, en prenant
pour P,, un point de U(k,,) tel que (jy, (Ai(Py)))1<i<r = Wi, qu'on a bien
Yver Ju(Ai(Py)) =0pour 1 <i < r.

e Si Ws n’est pas dans I, il existe un caractere (c’est-a-dire ici un morphisme
vers Q/Z) du groupe [];<i<,(Z/n;Z) qui est nul sur I' mais ne s’annule pas
en Ws (c’est immédiat a partir des propositions 1 et 2 de [46]). Ainsi, il
existe des entiers o; (1 <1 < r) tels que 3,5 7o ([Ti=; A (Py)) soit non nul
dans Q/Z, tandis que pour tout élément (hy,...,h,) de ', 3I_; a;h; est nul
dans Q/Z. De ce fait, pour toute v non dans S’ et tout P, dans U(k,), on a
(4o (Ai(P})))1<i<r élément de I’ ce qui implique que j,([Ti-; A7 (P;)) est nul
dans Q/Z. D’apres le théoreme 2.1.1, ’élément A = []_; A de Br (k(X))
est dans Br X et on a 3°,¢q, ju(A(P.)) non nul dans Q/Z.
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Maintenant, s’il n’y a pas obstruction de Manin au principe de Hasse associée
a (Ai,..., A;) pour X, on peut trouver (P,)veq, dans [],eq, U(ky) tel que pour
tout élément B de Br X, on ait 3, cq, ju(B(Py)) nul. Ainsi, on est forcément dans
le premier des deux cas envisagés ci-dessus. De méme, s’il n’y a pas obstruction
de Manin a I’approximation faible, on sait que pour tout élément (P,),eq, de
[lueq, U(ky), on est encore dans le premier cas. Ceci acheve la preuve.

3. Un théoréme de comparaison entre groupes
de Brauer

3.1. Rappels géométriques

(Pour des définitions dans un cadre plus général, voir [7] et [23]). Soient F' un
corps algébriquement clos de caractéristique zéro et Z/F une F-variété intégre,
projective et lisse. Si H*(Z,0z) = 0, le foncteur de Picard Pic 7/ est représen-
table par un F-schéma en groupes localement lisse. Si de plus H!(Z,0z) = 0,
la composante de la section unité Pl%lp est triviale (son espace tangent est
en général un F-espace vectoriel dont la dimension est celle de H(Z,Oz)).
Ainsi, le groupe de Néron-Severi NS (Z), conoyau de la fleche m%/p(F ) —
Pic z/p(F) = Pic(Z)/Pic(F) s’identifie 2 Pic(Z) (on peut identifier Pic z/r(F)
4 Pic(Z)/Pic(F) car Z(F) # 0).

Notons que ces hypothéses sont en particulier remplies si Z est unirationnelle sur
F : en effet, si F' = C, la théorie de Hodge nous dit que pour tous entiers p et
g, les dimensions de HY(Z, ") et HP(Z,§7) sont égales, ou (1 est le faisceau des
différentielles de Z/F; en particulier, le F-espace vectoriel H?(Z,0z) a méme
dimension que H°(Z, ) qui est nul pour p > 0 puisqu’un espace projectif P%
domine Z. On en déduit le résultat pour tout corps F' algébriquement clos de
caractéristique zéro, de degré de transcendance fini sur Q en plongeant F' dans
C et en utilisant la formule de Kunneth, puis pour tout corps F' algébriquement
clos de caractéristique zéro en écrivant qu’on a X = X, X, F', ou le corps Fp est
algébriquement clos et de type fini sur Q et X est une Fyp-variété unirationnelle.
De méme, les propriétés : H?(Z,0Oz) = 0 (avec p > 0) ou encore Br Z = 0 sont des
invariants F-birationnels des F'-variétés projectives lisses. Rappelons également
deux propriétés : '

Proposition 3.1.1 Soit Z une varicté intégre, projective et lisse sur un corps
algébriquement clos de caractéristique zéro F. Alors :

e Si PicZ est sans torsion, le groupe H'(Z,0z) est nul.
o S5iBrZ est nul, il en va de méme de H*(Z,0y).
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Preuve : Soit V la variété de Picard de Z : c’est une variété abélienne dont
le groupe Pic®(Z) des F-points est un sous-groupe de Pic Z; Or, comme F est
algébriquement clos de caractéristique zéro, le groupe des F-points de la variété
abélienne V est de torsion ([41], application 3 page 62). Ainsi, si Pic Z est sans
torsion, la variété V est triviale. Comme la dimension de son espace tangent a
Porigine est celle de H*(Z,0z), ce dernier groupe est nul d’oi le premier point.
Supposons maintenant BrZ = 0. On se rameéne par I’argument déja vu au cas
F =C et on aalors H%(Z,0z) = H°(Z,02) = 0 : en effet la condition BrZ = 0
implique la condition “B;—p = 0" ([26], corollaire 3.4) et cette derniére condition
est équivalente a la condition H°(Z,Q?) = 0 (cf [6], preuve de la proposition 2.11).

Lemme 3.1.2 Soient R un anneau local régulier (intégre et noethérien) et S
son spectre. Soit X un S-schéma projectif et lisse, a fibres géométriques intégres.
Notons K le corps des fractions de R et X la fibre générique au-dessus de K du
morphisme p : X — S. Alors, la fleche Pic(X) — Pic X est un isomorphisme.

Preuve : Comme X est lisse, la fleche Pic (X') — Pic X est déja surjective.
D’autre part, considérons un diviseur intégre D de A qui ne rencontre pas la
fibre générique. Alors, son image par p est un fermé strict de S. Comme les fibres
géométriques de p sont integres, le diviseur D est exactement 'image réciproque
de ce fermé, lequel doit étre de codimension 1 car D est de codimension 1 dans
X et le morphisme p est plat. Ainsi, il suflit de prouver que pour tout point m de
codimension 1 de S, la fibre X, en m est un diviseur principal. Mais ceci résulte
de ce que comme R est local régulier, il est factoriel ([37], théoreme 48 page 142),
donc Pic S = 0 et le diviseur X, est alors clairement défini sur A’ par une seule
équation.

3.2. Ensembles hilbertiens

Soit B une k-variété géométriquement integre, on dira qu’un sous-ensemble H
de B(k) est hilbertien s’il existe un ouvert de Zariski non vide U de B et un
revétement étale p : Y — U avec Y inteégre sur k tel que H soit ’ensemble des
k-points M de U pour lesquels p~* (M) est connexe. En particulier, ’ensemble des
k-points d’un ouvert de Zariski non vide de B est hilbertien, et I'intersection de
deux sous-ensembles hilbertiens de B contient encore un sous-ensemble hilbertien
de B (cf [33], propositions 5.1 et 5.2). Le théoréme d’irréductibilité de Hilbert dit
qu’un sous-ensemble hilbertien de A} (k) est Zariski-dense. Plus précisément, on
dispose de la version “effective” suivante :

Proposition 3.2.1 Soient W = Spec R un ouvert non vide de Spec (Ok) et B
un schéma intégre. Soit * : B — Spec R un morphisme dominant dont la fibre
générique B est une k-variété géoméiriqguement intégre. Soit p : Y — B un
revétement étale tel que la fibre générique Y/k de wo p soit intégre. Alors, si B[k
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a la propriété d’approzimation faible (resp. forte), il en va de méme de l’ensemble
des 0 de B(k) tels que la fibre de p en 0 soit conneze.

(On dit que B a la propriété d’approximation forte si I'image de B(k) est dense
dans le produit restreint des B(k,), ol v parcourt toutes les places de k a 'ex-
ception d’une seule).

Preuve : Cet énoncé est pratiquement le méme que celui obtenu par Ekedahl
dans [18] (la seule différence est qu’on suppose juste Y intégre sur k et non plus
forcément géométriquement intégre). La preuve qui suit est analogue a celle du
théoréeme 1.3 de [18] et repose sur le lemme 2.3.1 qui nous a déja servi pour
prouver le théoréme 2.1.1. On pourra aussi consulter [39] pour le cas ou B est la
droite affine.

Soient K le corps des fonctions de B et K’ le corps des fonctions de Y, on note
L la fermeture intégrale de k dans K'. Notons Wy, 'image réciproque de W par
la fleche Spec (Or) — Spec (Ok). Il existe un ouvert de Zariski non vide U de
Y tel que le morphisme structural U — Speck se factorise par un morphisme
U — Spec L. Ainsi, nous pouvons supposer (quitte a réduire W et a remplacer
B et Y respectivement par des ouverts de Zariski non vides de B et )) que B
est lisse et que p se factorise par un revétement p;, : Y — Bp = B Xy Wr. On
peut aussi supposer p galoisien de groupe G. On note K, le corps des fonctions
de B L = B Xk L.

Traitons par exemple le cas ou B vérifie 'approximation faible (le cas de ’ap-
proximation forte est similaire). Soient T' un ensemble fini de places de k et z,
un point de B(k,) pour v dans T. Soit T ’ensemble des places de L qui sont
au-dessus d’une place de T'. Appliquons le lemme 2.3.1 au revétement pr, (la fibre
générique de Y — Spec (OL) est bien géométriquement intégre puisque L est la
fermeture intégrale de k dans K'). D’apres ce lemme, pour presque toute place
w de L, il existe pour toute classe de conjugaison C de G, = Gal (K’/KL) un
point z¢ de B(L(w)) dont le Frobenius est dans la classe C. Soit {Ci,...,C:}
I’ensemble des classes de conjugaison de Gr. En utilisant en outre le théoréme
de Tchebotarev, nous pouvons trouver des places wy, ..., w, de L (qui ne sont pas
dans T, et qui induisent des places deux a deux distinctes vy, ..., v, de k) vérifiant
L(w;) = k(v;), et des points z(w;) de Br(L(w;)) dont le Frobenius est dans C;.
Maintenant, ces points se projettent en des points lisses z(v;) de B(k(v:)), que
’on peut relever par le lemme de Hensel en des points z,, de B(k,,). Appliquant
I’approximation faible a B avec les places de TU {vy, ..., v,}, on trouve un poirnt z
de B(k) arbitrairement proche de z,; pour 1 <7 < r et des z, pour v dans T'. Le
point z est ainsi dans B(O,,;) pour 1 < i < r et sa réduction dans k(v;) est z(v;);
ainsi, la fibre du revétement p;, en z € B (L) est connexe puisqu’un sous-groupe
strict de G ne peut rencontrer toutes les classes de conjugaison de G ([18],
lemme 1.1). Il en va donc de méme de la fibre en ¢ € B(k) du revétement p vu
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que p est juste le composé de pr et de la projection By, = B xyw Wi — B. D’ou
le résultat.

3.3. Fléches de spécialisation entre groupes de Brauer

Commencgons par prouver un lemme utile :

Lemme 3.3.1 Soit K un corps. Soit S une K-variété intégre, de corps des fonc-
tions K(S). Soient Y et Z deur K-variétés intégres munies de morphismes domi-
nants vers S. On suppose que les fibres génériques Y, et Z, sont géométriqguement
intégres et K(S)-birationnelles. Alors, il eziste un ouvert de Zariski non vide U
de S tel que pour tout point rationnel t de U, les fibres Y; et Z; soient géométri-
quement intégres et K-birationnelles.

Preuve du lemme 3.3.1 : Quitte & remplacer S par un ouvert de Zariski
non vide de S, on peut supposer que toutes les fibres des morphismes Y — S et
Z — S sont géométriquement integres. Les variétés Y et Z sont K-birationnelles
(elles ont méme corps de fonctions); soient U et U, des ouverts respectifs non
vides de Y et Z tels qu’il existe un K-isomorphisme ® de U; sur U, alors ® est un
S-morphisme (car si p; et p; sont les projections respectives Uy — S et U; — S,
les morphismes p; o ¢ et p; coincident au point générique de U, donc partout
puisque Uj est séparé sur S). Maintenant, pour tout point K-rationnel ¢ de S, les
ouverts Uy et Uy, des fibres Y; et Z; sont K-isomorphes. Or, il existe un ouvert
de Zariski non vide S’ de S tel que pour tout point rationnel ¢ de S’ 'ouvert U, ;
soit non vide, car I'image de ’ouvert U; par la projection p; est un constructible
de S ([37], théoréme 6.E) qui contient le point générique de S, donc contient un
ouvert de Zariski non vide de S. Le résultat en découle.

Définition d’une fleche de spécialisation entre groupes de Brauer :
Soient maintenant V et B deux k-variétés integres, dont on note k(V) et K les
corps de fonctions respectifs. Soit p : V — B un k-morphisme dominant, dont la
fibre générique V, est géométriquement intégre. Soit A un élément de Br (k(V)).
Il existe un ouvert de Zariski V'’ non vide et lisse de V tel que A soit dans BrV' et
tel que la fibre générique V,) — V;, du morphisme V' — B induit par p soit lisse.
Il existe alors un ouvert de Zariski non vide B’ de B et un ouvert de Zariski non
vide V; — V' de V tel que p induise un morphisme dominant et lisse p’ : V; — B’
dont toutes les fibres sont géométriquement intégres; pour tout point rationnel 6
de B’, la fibre V; 4 de p’ en 6 est alors un ouvert de Zariski non vide de V. On
note alors k(V;) le corps des fonctions de Vj.

De la fleche V; g — Vi, on déduit une fleche BrV; — BrV; 4. On obtient ainsi un
élément Ay de Br (k(Vs)), défini pour tout point rationnel 8 de B’, avec B’ ouvert
de Zariski non vide de B.
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Lemme 3.3.2 Avec les notations ci-dessus, si A est dans Bry, (K(V;)/K), alors
il existe un ouvert de Zariski non vide B; — B’ de B tel que pour tout point ra-
tionnel § de By, la spécialisation Ag € Br (k(Vs)) soit en fait dans By (K(V3)/k).

Preuve : En gardant toujours les mémes notations, on peut (d’apres le théo-
réme de résolution des singularités d’Hironaka), quitte & réduire encore V;, plonger
Wi, dans une K-variété projective et lisse X, puis trouver un morphisme projectif
et lisse p; : Z — B, de fibre générique X — Spec K (ou Bj est un ouvert de Za-
riski non vide inclus dans B’ de B), tel que pour tout point rationnel § de By, la
fibre Zy soit un modele projectif lisse de V; ¢ (avec le lemme 3.3.1), et donc aussi
de V. Maintenant, les diviseurs de Z en lesquels A est ramifié ne rencontrent pas
la fibre générique de p; donc quitte a restreindre encore By, on peut supposer que
A est dans Br(Z) (avec le théoréme de pureté de Grothendieck). Alors, si 6 est
un point rationnel de B, la spécialisation Ay est en fait dans Br(Zs) qui n’est
autre que Bry, (k(V3)/k) (d’apres les rappels de 1.2.). D’ou le résultat.

Remarque : Avec les hypothéses et notations du lemme 3.3.2, si A est dans
Br K, alors Ay est dans Br k. Ainsi, on obtient également une fleche de spécialisa-
tion de Bry, (K(V;)/K)/Br K dans Bry, (k(V5)/k)/Br k, définie pour tout point

rationnel § d’un ouvert de Zariski non vide B; de B.

3.4. Fléches de spécialisation entre groupes de Picard

Soit R un anneau local régulier (intégre et noethérien) de corps des fractions K
et dont le corps résiduel « est de caractéristique zéro. Soit X' un schéma projectif
et lisse au-dessus de Spec R, a fibres (géométriques) géométriquement integres,
dont on note X la fibre générique au-dessus de K et X,, la fibre au-dessus du
point fermé de Spec R. Soit R’ un anneau local régulier dont le corps des fractions
L est une extension finie de K et I'idéal maximal est au-dessus de celui de R (on
dira alors que R’ “domine” R). Le corps résiduel £’ de R’ est ainsi une extension
finie du corps résiduel « de R. Notons Xr = X xg R' et X,, « la fibre de Xn/
au-dessus du point fermé de Spec R'. On a Pic (Xr') = Pic(X) (lemme 3.1.2) et
on dispose d’une fleche de spécialisation Pic(XL) = Pic(Xr/) — Pic(Xm ) qui
est obtenue par image réciproque (cf [20], 20.3).

Lemme 3.4.1 Soient R et X fizés comme ci-dessus. Notons X = X xx K et

Xm =X Xk K.

Considérons les diagrammes commutatifs :

L — R ««— ¥

T T T

K — R — «k

27



ot ’anneau local régulier R' domine R, a pour corps des fractions L et pour corps
résiduel k'.

Alors, les fleches de spécialisation Pic(Xp) = Pic (Xr) — Pic (X «) induisent
par passage a la limite inductive sur ces diagrammes une fléche de spécialisation :

Pic (X) — Pic(Xm).

Preuve : Si R et R}, sont deux anneaux locaux réguliers dominant R, de corps
des fractions L; et Ly, de corps résiduels x; et k2, il existe d’abord un anneau
local R} dominant R] et Rj, de corps des fractions L; L, (considérer un localisé
de R ®r R,). Maintenant, par le théoreme de résolution des singularités d’Hiro-
naka, on peut trouver un anneau local régulier Ry dominant Rj et de corps des
fractions Ly L,. Ainsi, on dispose bien d’une limite inductive (filtrante). D’autre
part, toujours a cause du théoréme d’Hironaka, il existe pour toute extension finie
L de K un anneau local régulier R’ de corps des fractions L et dominant R (La
fermeture intégrale Ry de R dans L est un anneau semi-local et on prend pour R’
un modele régulier du localisé de Ry par rapport a I'un de ses idéaux maximaux).
Ainsi, on obtient bien une fleche définie sur Pic (X) tout entier. D’ou le résultat.

Proposition 3.4.2 Soit R un anneau local régulier (intégre et noethérien) de
corps des fractions K et dont le corps résiduel k est de caractéristique zéro.
Soit X un schéma projectif et lisse au-dessus de Spec R, a fibres (géométriques)
géométriquement intégres, dont on note X la fibre générique au-dessus de K et
Xm la fibre au-dessus du point fermé de Spec R. On fait I’hypothése supplémen-
taire que les groupes H'(Xm, Ox=) et H*(Xn, Ox=) sont nuls. Alors, la fléche
de spécialisation (bien définie grace au lemme 3.4.1) Pic (X) — Pic(X,,) est un
isomorphisme de groupes abéliens.

Preuve : Soient R le le complété de R et K son corps des fractions. Soit K une
cloture algébrique de K contenant K. En appliquant le lemme 3.4.1 & ’anneau
R (qui est régulier) et au schéma X'z = &' Xg R, on obtient une fleche de spe—
cialisation : Pic (X-E) — Pic(Xn)- Or, si R est local, régulier, et domine R, il
existe encore (par désingularisation de son complété) un anneau local régulier
complet R” qui domine R’ et a méme corps des fractions (soit L) que R'. Soit &'
le corps résiduel de R". Les groupes H(Xm«,Ox_ ,) et H*( X, Ox_ ) sont
nuls. De ce fait, le corollaire 1 a la proposition 3 de'[22] nous dit que la fleche de
spécialisation Pic(Xy) = Pic(Xgrv) — Pic(Xm«) est un isomorphisme (vu que
R" est bien complet). Ainsi, en passant a la limite inductive, on obtient déja que
la fleche de spécialisation : Pic (Yﬁ) — Pic(X,,) est un isomorphisme.

Par le théoréme de semi-continuité ([29], II1.12.8), les groupes H'(X, O—) et
H?(X, O%) sont encore nuls. Ainsi, le groupe Pic (X%) est isomorphe a NS (X=%)

qui est lui-méme isomorphe & NS (X) = Pic(X) (le groupe de Néron- Sevem ne
change pas par extension de corps de base algébriquement clos). Finalement,
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la flecche de spécialisation : Pic(X) — Pic(X,.) est aussi un isomorphisme de
groupes, ce qui achéve la preuve.

3.5. Une propriété des fleches de spécialisation

Nous en venons au résultat principal de cette section 3.

Théoréme 3.5.1 Soient k un corps de nombres et V une k-variété intégre.
Soient B une k-variété géométriquement intégre et p: V — B un k- morphisme
dominant. Notant K le corps des fonctions de B, on suppose que la fibre géné-
riqgue V;, est une K-variété géométriquement intégre et on note V, la K-variété
V XK K

Si X est un modéle projectif lisse de V, au-dessus de K et X = X xx K, on
suppose aussi que les groupes H'(X,0%) et H*(X,Ox), ainsi que Br X, sont
nuls.

Enfin, on fait en plus l'une des deuz hypothéses suivantes :

1. Le corps K est le corps k(T).
2. La fibre générique V, posséde un K-point lisse.

Alors, il existe un sous-ensemble hilbertien H de B(k) tel que pour tout point m
de H, la fléche de spécialisation : Bry (K(V,)/K)/Br K — Bryr (k(Vin)/k)/Brk
est un isomorphisme de groupes abéliens (V,, désigne la fibre en m).

Preuve du théoréme 3.5.1 : Comme la caractéristique de K est nulle, on
peut, par le théoréme de résolution des singularités d’Hironaka, trouver d’abord
un modele projectif lisse Z, de V; au-dessus de K. Ensuite, on peut trouver un
modeéle projectif Z — B de Z,, — Spec K. Si V; possede un K-point lisse, alors
Z, posséde un K-point (a cause du lemme de Nishimura). Ainsi, comme le groupe
de Brauer non ramifié est un invariant birationnel, nous nous ramenons (avec le
lemme 3.3.1) au cas ou le morphisme p est projectif avec V,, lisse. Nous noterons
désormais X la K-variété projective lisse V;. Notons qu’il existe un ouvert de
Zariski lisse U; de B tel que la fibre de p au-dessus de tout point (fermé ou
non) de U; soit lisse et géométriquement integre, et tel qu’on dispose, pour tout
point rationnel m de U de la fleche de spécialisation : Bry (K (V,)/K)/Br K —
Bryr (K(Vin)/k)/Brk (voir la remarque suivant la preuve du lemme 3.3.2). On
peut également supposer que le morphisme induit p~*(U;) — U; est lisse.
Maintenant, les groupes H'(X,Ox) et H*(X,O) sont nuls. Le théoréme de
semi-continuité ([29], I11.12.8) assure qu’il existe un ouvert de Zariski non vide U
de B (avec U C Uy) tel que pour tout point m de U, dont on note la fibre X,,,
les groupes H'(Xpm, Ox=) et H?(Xm, Ox=) soient encore nuls.

Considérons alors un point rationnel m de U dont on note R I’anneau local (c’est
un anncau local régulier puisque U est un ouvert lisse de B). Le corps résicuel de
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R est k. Soit X — Spec R un modele projectif, lisse de V au-dessus de Spec R.
La fibre générique est X, la fibre au-dessus du point fermé de Spec R est X,,.
D’apres la proposition 3.4.2, la fleche de spécialisation : Pic (X) — Pic(X,,) est
un isomorphisme de groupes abéliens.

Maintenant, pour tout entier n > 1, la suite exacte de Kummer en cohomologie
étale donne les suites exactes :

0 — Pic(X)/n — HE(X,pn) = +BrX —0
0 — Pic(X,)/n — H% (X, ptn) = nBrX, — 0

et d’autre part, le théoréme de spécialisation lisse en cohomologie étale ([38], co-
rollaire 4.2.) nous dit que les groupes H2 (X, p1,) et HZ(Xpm, itn) sont isomorphes.
Comme d’autre part le groupe Br X est nul et les groupes Pic (X) et Pic (X, ) sont
isomorphes, on obtient finalement que les groupes Pic (X,,)/n et H3 (X, ptn) sont
isomorphes. Or, il s’agit de groupes finis donc dans la deuxiéme des suites exactes
ci-dessus, I'injection Pic(X.,)/n — HZ(Xm, #in) est aussi surjective, c’est-a-dire
que ,BrX,, est nul. Finalement, on obtient que le groupe Br X,, est nul (puisque
c’est toujours un groupe de torsion).

Alors, on peut trouver une extension finie galoisienne L de K telle que X, pos-
sede un L-point avec en plus Pic(X) = Pic(XL). Au corps L correspond un
revétement séparable p : Y — U (avec Y intégre sur k) de groupe Gal (L/K),
que nous pouvons supposer étale avec Y lisse (quitte a restreindre encore U et Y).
Par définition, il existe un sous-ensemble hilbertien H de U(k) tel que pour tout
point m de H, la fibre de p en m soit connexe. Soit m un tel point, appliquons
ce qui précéde a m. Il y a un unique point fermé m’ de Y au-dessus de m et
I’anneau local R’ de Y en m' est régulier, de corps des fractions L. Soit k' son
corps résiduel. La fermeture intégrale de R dans L est R’ et on a un isomorphisme
Gal (L/K) — Gal (k'/k). La fleche de spécialisation : Pic (Xr') — Pic(Xpm ) est
compatible avec les actions respectives de Gal (L/K) et Gal (k'/k). D’autre part,
on a vu que la fleche Pic(X) — Pic(X,,) est un isomorphisme de groupes donc
comme Pic (Y) = Pic(XL), cette fleche est en fait a valeurs dans Pic (X &) donc
Pic (Xm i) = Pic(X.,) et on obtient donc un isomorphisme de spécialisation de
H'(Gal(L/K),Pic (X)) sur H(Gal (k'/k),Pic(Xm)) qui est en fait un iso-
morphisme de H*(K,Pic (X)) sur H!(k,Pic(X.)) : en effet, comme X}, posséde
un L-point, on a, en notant G, = Gal (K /L), I'égalité Pic (X)®* = Pic(XL)-

Or, pour toute variété géométriquement integre projective et lisse Z sur un corps
F de caractéristique 0, et telle que Br Z = 0, on a la suite exacte :

BrF — BrZ % H'(F,Pic(2)) — H*(F,G,,) = H}(Z,G,,)

En particulier, on a le diagramme :
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HY(K,Pic(X)) = H'(k,Pic(Xn))
1% 1x
Br X 22, Br X,,
ol o, est 'isomorphisme de spécialisation défini plus haut et o, la fleche de spé-
cialisation définie au lemme 3.3.2. Ce diagramme commute au signe prés (d’apres
la description explicite de x, que ’on peut trouver au paragraphe 3.1 de [10], et
des fleches de spécialisation entre groupes de Picard, qui sont obtenues par image
réciproque).
Comme k est un corps de nombres, le groupe H3(k,G,,) est nul. Pour conclure
que o, induit un isomorphisme de Br X/Br K sur Br X,,/Brk (ce qui donnera
le résultat voulu, vu que BrX n’est autre que Bry (K(V;)/K) et BrX,, est
égal & Bry, (k(Vis)/k) ), il suffit donc de prouver que la fleche H*(K, Pic (X)) —
H?*(K,G,,) est nulle. Or, si X posséde un K-point, le morphisme structural de X
vers Spec K admet une section ce qui fait que la fleche H3(K, G,,) — H3(X,Gn)
est injective donc on a le résultat dans ce cas.
Enfin, quand K = k(T'), alors H*(K,G,,) est nul (ce qui permet de conclure).
Ceci résulte de la suite exacte de Faddeev :

H3k,G,) = H*(k(T),Gn) = € H*(k(P),Q/Z)
PeA} @

et de ce que pour tout corps de nombres k', le groupe H?(k’,Q/Z)) est nul ([44],
4.1). Rappelons qu’on obtient cette suite exacte de Faddeev en écrivant la suite
exacte de Gal (k/k)-modules :

0 — k* — E(T)‘ — Div(A}) = EB Z.P—0
PeA} W

(quand V est une variété pure, la notation V(1) désigne ’ensemble de ses points
de codimension 1).

En effet, le corps k(T') est C; d’apreés le théoréme de Tsen, donc de dimen-
sion cohomologique 1. De ce fait, on a H3(k(T),Gn) = H3(k,k(T)*) ce qui
permet d’obtenir la suite exacte de Faddeev en prenant la cohomologie galoi-
sienne de la suite exacte précédente et en utilisant les identifications habituelles

H3(k(P), Z) ~ H*(k(P), Q/Z).

Remarques :

e L’hypothése K = k(T') n’intervient er fait que parce que l’on a besoin
d’avoir H3(K,G,,) = 0. Si 'on n’a pas 'une des hypoth<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>