THESES DE L'UNIVERSITE PARIS-SUD (1971-2012)

CECILE DARTYGE
Propriétés multiplicatives des valeurs de certains polynomes, 1994

These numérisée dans le cadre du programme de numérisation de la bibliotheque mathématique Jacques
Hadamard - 2016

Mention de copyright :
Les fichiers des textes intégraux sont téléchargeables a titre individuel par I’utilisateur a des fins de
recherche, d’étude ou de formation. Toute utilisation commerciale ou impression systématique est

constitutive d’une infraction pénale.

Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente page de garde.

’ UNIVERSITE

\PARIS
SUD



ORSAY £3>&i2
n° d’ordre :

UNIVERSITE de PARIS-SUD
Centre d’ORSAY

THESE

présentée

pour obtenir

le grade de Docteur en Sciences
de I’Université Paris XI Orsay

Spécialite : Mathématiques

par
Cécile DARTYGE

Sujet : Propriétés multiplicatives des valeurs de certains polynémes

soutenue le : 9 décembre 1994 devant la Commission d’examen

Renée ELKIK Présidente
Jorg BRUDERN

Hedi DABOUSSI

Jean-Marc DESHOUILLERS
Etienne FOUVRY

Jean-Louis NICOLAS






Je désire tout d’abord exprimer mon admiration et ma plus profonde gratitude a
Etienne Fouvry qui a dirigé cette thése.

Durant ces trois années de recherche, j’ai énormément profité de la richesse de
son savoir mathématique et de son enthousiasme trés communicatif pour la théorie
analytique des nombres.

H a par ailleurs avec une patience infinie et une tres grande disponibilité redresse
de nombreuses démonstrations boiteuses et proposé des suggestions qui ont sensi-
blement amelioré la qualité et la portée dimportants passages de la these.

Renée Elkik m’a initiée a la géometrie algébrique et je la remercie d’avoir accepté
de preésider le jury.

Je suis tres reconnaissante a Jorg Brudern de I'intérét qu’il a porté a ce travail,
du temps qu’il m’a gentiment consacré, d’avoir accepté d’étre rapporteur et de
participer au jury.

Une part importante de mes connaissances en théorie analytique des nombres

provient de cours donnés par Hedi Daboussi. Je le remercie d’avoir accepté de
participer au jury.

Je remercie Jean-Marc Deshouillers, dont les travaux avec Henryk Iwaniec sur les
sommes de Kloosterman, ont trés fortement influencé |’élaboration de la premiére

partie de la these, d’avoir accepté d’étre rapporteur et de participer au jury de la
these.

Je remercie également Jean-Louis Nicolas d’avoir accepté de faire partie du jury.

Je tiens enfin a remercier les doctorants d’Orsay pour leur accueil et leur amitié,
notamment Marco Garuti, Philippe Michel et Daniel Naie, avec lesquelsj ’ai réalisé
I’annexe B groupant les résultats de géométrie algébrique.

Je dédie cette these a ma famille, mes amis, et tout particulierement a Magali

Barale, Nathalie Biguenet, Frédéric-Maikel Jourdan, et Hervé Levilain, pour leur
soutien.






ABSTRACT

We study some multiplicative properties of the values taken by polynomials in
Z[xi, ..., xn]. The first part deals with the particular polynomials n2+ I, n3+2. We
show that for < 1/12.2, we can find h > 0 so that there is a positive proportion
of integers n having no prime divisor less than nQ, and so that the greatest prime
divisor of n2+1 is greater than n1+/l. Another result is that for j3< 149/179, there
exists a positive proportion of integers n, so that all prime factors of n2+ 1 are
less than . We give another results for the polynomial n3+ 2 based on Hooley’s
work on this subject.

The second part deals with polynomials in Z[xi,..., xn], with n > 2. When
n = 2, and the degree of / is 2 or 3, we obtain significative lower bounds for
the greatest prime factor of /(pi,p2), f°r a positive proportion of (pi,p2)- This
improves and generalises a previous work of Plaksin. The same type of mino-
rations axe obtained for polynomials /(pi,p2,”3), where degree of / is 3, and
for the polynomial /(pi,p25*3,ri4) = 1+ Pi + P2+ n3 + n4- The proof of all
these results follows the Tchebychev-Hooley method. We use classical results con-
cerning arithmetic progressions, sieve methods, and upper bounds of exponential
sums in finite fields. Another application of these upper bounds, it is the study
of w(/(pi,i>2))> the number of distinct prime factors of /(pi,p2)- We show that
w(/(Pi>P2)) < 6d/7 + 5.28.., for an infinity of (pi,p2), d being the degree of /.
When d > 30, this result improves a previous work of Greaves.






NOTATIONS

Les variables e, et parfois 77, et h avec ou sans indice sont des réels positifs
arbitrairement petits qui ne sont pas toujours les mémes a chaque occurrence.

La lettre p avec ou sans indice, désigne un nombre premier, et Pr représente
un entier ayant au plus r facteurs premiers.

On utilise encore les notations suivantes :

o= 1

p<z
e e(X) = exp(217rx),

*n~ N pour N < n < 2Ar, parfois cette notation aura un sens plus large :
AN <n<BN,

 [n] est la partie entiére de n,
* |li|| est la distance du réel t a I’entier le plus proche,

« d\n signifie que d divise n, d J(n signifie que d ne divise pas n, et pa||n signifie
gue pa\n, mais que pa+l J(n,

* r(n) est le nombre de diviseurs de n,

* u;(n) et parfois i/(n) désignent le nombre de facteurs premiers distincts de
n,

* if(n) désigne le nombre de facteurs premiers de n, comptés avec leur multi-
plicité,
» P +(n) désigne le plus grand facteur premier de n,
o <€) est I'indicatrice d’Euler : <p(n) = n fl1—/1,
pin ' P

« fi(n) est la fonction de Maébius, elle est définie par :

Hm :I(—I)V\(n) si n est sans facteur carré,
0

sinon,

* a*b(n) est le produit de convolution de a et bet vaut a*b(n) = a(d)6(n/d),

d\n

e X <CEy indique qu’il existe une constante K(e) > 0 telle que |x| < JFsT(e)lyl.
On utilise encore la notation x = 0(y) pour signaler qu’il existe une constante
K > 0 telle que |x| < K\y\,

* C() est la fonction ( de Riemann,

* L(s, x) est la série de Dirichlet associée au caractére x-
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INTRODUCTION

L’objet de cette thése est d’étudier certaines propriétés multiplicatives des

suites /(ni, ...,nfc), ou / est un polyndme a coefficients entiers.

La question phare est la suivante : pour quels A > 0, existe-t-il une proportion
positive de fc-uplets (ni, ...,n*), avec nt € [x,2x], pour 1 < i < Kk, tels que
P+(/(ni, ...,njt)) > xx, ou on a noté P+(m) le plus grand facteur premier de

m. On traite ici les cas ou les entiers n; sont supposés premiers ou presque pre-
miers.

L’enjeu est d’obtenir une valeur de Ala plus grande possible et ainsi trouver
une solution s’approchant le mieux du célebre probleme de théorie analytique des
nombres suivant : existe-t-il un infinité de fc-uplets (ni,..., n*) tels que /(ni,..., njt)
soit un nombre premier ?

La méthode suivie pour aborder cette question est celle initiée par Tchebychev
en 1895, puis développée tout au long du siecle par de nombreux mathématiciens.
Dans cette these, nous profiterons tout particulierement des innovations apportées
par Hooley.

Cette méthode consiste a évaluer de deux manieres différentes, lorsque x tend

vers +00, la quantité log(V(x)) = log n /(ni,...,nT)

\x<rii< 2x
La premiére estimation est obtenue directement en supposant que / soit positif et
se comporte comme ses termes de plus haut degré, quand x tend vers +00. On a
alors log(/(ni,.., n*)) = dlog£ + 0(1), d étant le degré de /.
En sommant enslite cette égalité sur les n:, et en utilisant le théoréeme des nombres

premiers dans le cas ou les n* sont supposés premiers, on trouve trés facilement
cette premiere estimation.

La deuxieme estimation dépend de P +, le plus grand facteur premier cherché,
et part de I’égalité :
log(V(x)) = "T\Ap«\\ogp,
PO
avec
Apc = {(ni, ...,njt), x <ni< 2x, /(ni,...,n*) =0 (modp“)},

ou la lettre p représente toujours un nombre premier.
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Lorsque pa est assez petit, inférieur a une certaine quantit¢é D, qui cor-
respond a la limite naturelle de répartition en moyenne dans les progressions
arithmétiques, (D est de I’ordre de xI/2~e, lorsque / est un polynéme en une
variable et ni est supposé premier ou presque premier, dans les autres situations,
on a D — x1-£), les cardinaux [*4P°| sont évalués précisément : si les n{ par-
courent la suite des entiers, on peut estimer les \Ava| directement, sinon on utilise
les résultats classiques de répartition en moyenne des nombres premiers dans les
progressions arithmétiques du type le théoreme de Bombieri-Vinogradov, ou le
théoréeme de Barban-Davenport-Halberstam.

L’étape suivante consiste a montrer que les cardinaux \Ap<*|, avec a > 2 sont
négligeables.
Lorsque / est un polyndme du troisieme degré, ceci n’est pas immédiat, et on a
recours a des cribles appropriés, comme le crible a carrés de Heath-Brown, qui
permettent de résoudre cette difficulté en faisant appel aux majorations de Hasse
de sommes de caracteres de Legendre le long de cubiques.

Le passage crucial de toutes les démonstrations est I’estimation des quantités
|.4p| pour p > D, avec des méthodes de crible et de sommes d’exponentielles.

Lorsque les nt sont supposés premiers ou presque premiers, le crible porte sur les
produits ni...njfc et parfois il sera nécessaire d’appliquer des cribles simultanés sur
les nombres ni...njt et sur p. Autrement, si les n- ne veérifient aucune condition
spéciale, on crible seulement la variable p.

Tous ces cribles nécessitent une connaissance précise du cardinal des ensembles du
type :

Bm(a) = {(ni, ...,njt), x < nt< 2x, ni...n* = 0(moda), /(ni, ...,rik) = 0 (modm)}.

A cette fin, on traduit les conditions de congruences portant sur les fc-uplets
ni,.., rik appartenant aux ensembles Bm(a) en termes de sommes d’exponentielles,
ce qui nous conduit a rechercher des majorations de sommes de la forme :

E E Sf(m, /i1, hk),

M<m <2M 0 \hk\<H

avec
hivi + ... + hjclk
Sf(m. hi... ,**) — m
I(ui,..., ufg=0 (modm)

Lorsque / est un polyndme en une variable, k = 1, la somme S(m, h) comporte
au plus (degf termes, et on ne dispose pas de majoration directe suffisante.
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Hooley, en profitant de la structure particuliere des polynémes n2+1 et n3+ 2,

et en procédant a d’astucieuses résolutions de congruences, puis en sommant sur
la variable m, a fait apparaitre des sommes de Kloosterman.
Dans le cas du polynéme n2 + 1, ces sommes arrivent dans un contexte agréable,
et Deshouillers et Iwaniec ont pu y appliquer les remarquables résultats de majo-
rations en moyenne de ces sommes qu’ils avaient obtenus par le biais de la théorie
des formes modulaires.

L’objet du théoreme 1 de la premiére partie de ce travail, est alors d’adapter
les travaux de Hooley sur n2+1 a I’étude de P +(fi2+ 1) ou fi est un entier presque
premier.

Pour le polyndme n3+ 2 les transformations de Hooley sont trés compliquées : les
sommes de Kloosterman vivent dans un cadre peu naturel et les majorations de
Weil ne sont pas suffisantes ; ces sommes sont finalement majorées avec I’hypothése
R* de majorations de sommes courtes de Kloosterman.

Dans la premiére partie de la thése, on aborde alors le probléme de I’ordre de
grandeur de P+(n3 + 2p3) avec X < n <2x et Xxr <p < 2xr,avec0<r < 1,le
rajout de la suite p € [xr,2xr] permettant d’avoir un résultat inconditionnel. On
y ameéliore aussi le résultat de Hooley sur P +(n3+ 2) par une meilleure utilisation
de I’'hypothése R* (ce dernier résultat reste donc un résultat conditionnel).

Pour k>2,S ..., h k) estunevraie somme d’exponentielles qui, selon
toute vraisemblance comporte des compensations. Si k = 2 et si / est un polynéme
homogeéne, les sommes Sf(m,hi,h2) se ramenent a des sommes géométriques, et
sont trés faciles a estimer.

Sinon, la géométrie algebrique fournit de remarquables résultats.
Plus précisément en faisant des hypothéses de non dégénérescence convenables sur
/, on dispose

-pour k = 2 des majorations de Weil de sommes d’exponentielles le long d’une
courbe,

-pour k = 3 des majorations de Hooley sur des surfaces, obtenues a partir des
travaux de Deligne.

-pour k = 4 des majorations de Laumon sur des hypersurfaces diagonales,
obtenues elles aussi a partir des travaux de Deligne.

Tous ces résultats fournissent alors une minoration significative de I’ordre de
grandeur de P +(f(pi,P2)) ou P +(/(pi ,P2,n3)), P+(l +pj +pi + nf + n|) pour
une proportion positive de variables p- et n;.

lls permettent encore d’aborder des questions connexes a cette étude. On a
ainsi cherché pour certains polynémes, pour quels y = xa > 0, il existait une pro-
portion positive de fc-upletsni,.., n* de lataille de x tels que P+(/(ni,..., n*)) <y,
les n- étant des entiers quelconques ou des nombres premiers. Dans la premiére
partie de la these, on obtient, en utilisant, a Iissue d’une préparation délicate, les
majorations de Deshouillers et lwaniec de sommes de Kloosterman en moyenne,
un résultat pour le polynébme n2 + 1 qui compléte certains travaux de Schinzel.
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Une autre application est encore d’étudier dans le cas ou / est un polynéme
en deux variables le nombres de facteurs premiers de f(p\ ,£2)- En combinant les
poids de Richert & un crible de dimension 2 permettant de détecter les produits
PiP21et en y incorporant les nouvelles estimations des quantités |23m(a)| obtenues
avec des méthodes de sommes d’exponentielles, on obtient, lorsque le degré de /
est assez grand, des résultats améliorant notablement certains travaux de Greaves.

Bien que les schémas des démonstrations soient les mémes pour tous les poly-
ndmes considérés, les arguments fournis a chaque étape sont trés différents selon
que / soit en une ou plusieurs variables. C’est pourquoi, ce travail se divise en
deux parties : la premiere est consacrée aux polynémes n2 + 1 et n3 + 2, et dans
la deuxieme on étudie les polynémes en deux variables ou plus. Ces deux parties
sont indépendantes. Les différents résultats obtenus et les méthodes suivies sont

présentés en détail au début de chaque partie ou on y développe aussi les idées
évoquées dans la présente introduction.



PREMIERE PARTIE

AUTOUR DE POLYNOMES
EN UNE VARIABLE PARTICULIERS
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Chapitre 0

Introduction

Le probleme de I’ordre de grandeur du plus grand facteur premier du polyndéme
n2+1 remonte au siécle dernier. En 1895, Tchebychev a montré que si Px désigne

le plus grand facteur premier du produit jQ (n2+1), alors le rapport — tend
n<x

vers + 00, quand x tend vers +00.

Ensuite plusieurs mathématiciens ont étendu ce résultat a d’autres polyndmes,

et en 1921, Nagell [NI] a généralisé et amélioré le théoreme de Tchebychev, en

montrant que si / est un polynéme irréductible, et si Px désigne le plus grand

facteur premier du produit JJ /(n), alors pour tout e < 1, et pour x assez grand,
n<x

on a I'inégalité Px > x(logx)£. Puis en 1952, Erdbs [E] a améliore le résultat de

Nagell, en montrant I'inégalité Px > x(log x)Al losloglo8r, et récemment, en 1990,

Tenenbaum [TI] a obtenu la minoration Px > xeMogl”a, pour x assez grand, et

0O<a<2-log4 = 0.61370...

En 1967, Hooley [HI] a montré en apportant plusieurs idées nouvelles & la méthode

de Tchebychev, que pour tout polyndme irréductible de la forme n2 —D, avec

D /0, I'on avait Px > x11/10 pour x assez grand.

En particulier, il introduisit du crible pour étudier la somme (pour D ——1) :

logp[{O < n <x, n2+ 1= 0 (modp)}|,
| <P<Px
ce qui I’a conduit a estimer des sommes d’exponentielles du type

E E « (M)
m~M 0O<v<m
v2+1=0 (mod m)
Un point remarquable de sa preuve fut alors de transformer cette somme en une
somme de Kloosterman portant sur un petit dénominateur, c’est-a-dire une somme
du type

3 hi kul
s(th,Klsj =~ Qo ku )’
O0<U<3 -
(u,s)=1

(le symbole U désigne un inverse de u modulo s), ou s est inférieur a 2M1/2, pour
appliquer les majorations de Weil :

S(h, k;s) ¢ (h, k, s)172s172+£.
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Cette transformation repose sur la correspondance de Gauss entre les solutions
v2+1 = Omod m et les écritures de m sous la forme m = r2+ s2. Plus précisément,
on a le lemme :

LEMME 0 (Gauss). Pour m > 1, il existe une correspondance bijective entre
les représentations de m sous la forme m = r2+ s2, avec (r,5) = 1, |r] <s et les
solutions de v2+ 1= Omodm.

Cette bijection est donnée par r\r/1_ S —— (modl),

s s(rl-fs2

ou f désigne linverse de r modulo s.

En 1982, Deshouillers et Iwaniec dans [D-II], ont repris les idées de Hooley, pour y
injecter les remarquables résultats sur les majorations de sommes de Kloosterman
en moyenne sur h, k, s, qu’ils avaient établis dans [D-12] et sont ainsi arrivés a
la minoration suivante : pour tout e > 0 et pour x assez grand Px > x6~e, avec
9 = 1.202468...

En 1991, Pomykala dans [Po], afin d’utiliser toute la puissance des travaux
de Deshouillers et Iwaniec, sﬁt iptéressé au probleme du plus grand facteur pre-

mier du produit Px(f3,6) = (n2+ @g2), ou B est un ensemble de nombres

n<x gEB
g<x®
premiers vérifiant la condition de densité

B(y) = &€ B, b<y}| > yp,

pour y assez grand.
Pour 0 < let6< —1, il a obtenu pour tout e > 0, la minoration
Px(0,d) > x'r(P,e*~£, quand x tend vers + 00,

avec lim 7(/3, - 1= = 1.2247..

Le point de départ de ce travail fut d’étudier ce que devenaient ces résultats
lorsque I'on remplacait n par un nombre premier, c’est a dire d’étudier le plus

grand facteur premier du produit P+ n "~ 2+1)

\B'1
Une utilisation directe du théoreme de Brun-Titchmarsh pour détecter les p =
+v (mod g), avec 0 < v < g, u2-f-I = 0 (modg) fournit la minoration P + > x0-78-5,
pour tout e > 0, et x assez grand, et nous ne sommes pas parvenus a aller plus
loin.
Il est alors naturel d’étudier le plus grand facteur premier du produit n  ~ 1).

h~x
ou n est un entier ayant peu de facteurs premiers et la notation n ~ x signifie
n G [x, 2x].



On montre le théréeme suivant

THEOREME 1. Soit0< a < —1—, il existe e > 0 tel que pour x assez grand,
on ait l'inégalité :

{n ~ x, p\n $>p >xa, P+(n2+ 1) > z1+£} > f

0g x

ou P +(n) désigne le plus grand facteur premier de n, avec la convention P +(1) = Q.

La preuve de ce théoréme reprend la méthode de Tchebychev-Hooley, mais le
fait de travailler avec des nombres presque premiers modifie sensiblement toutes les
étapes de la démonstration. En particulier, lorsque p est supérieur a x, I’estimation
de la somme

Y! logpl{n ~ x, n2+ 1= 0 (modp)}

X<P<Px

est plus ardue.
On détecte les entiers presque premiers n, et les nombres premiers p, avec un

crible de dimension 2 appliqué aux produits mn, ou n2+ 1 = 0 (modm). Il faut
alors estimer les quantités

A logm|{n ~ X, n = 0 (moda), n2+ 1= 0 (modm)}|.

m~M
m=0 (mod d)

On développe en série de Fourier les congruences sur n, mais la condition

n = 0 (moda), perturbe les transformations des sommes d’exponentielles que 1’on
rencontre alors. Apres quelques transformations utilisant le lemme 0, la somme
que I’on obtient est finalement de la forme :

EFE R P(a, hk ds) / hdu + ku
o-d,hk g(d,e,h,k,S) E * e E 1

6<A h~H $~S a mod 6 we)=1 S
kK (s.d)= 1

ou g est une fonction ”lisse”, F est une fraction rationnelle et le symbole * indique
que les pdles de F sont exclus de la somme sur a, laquelle dépend de 6mods et
casse ainsi la lissité sur s. Les résultats de Deshouillers et Iwaniec de [D-12] ne
sont plus applicables et on estime finalement les sommes sur oc et sur u a l’aide
des résultats de Weil de géométrie algébrique.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie la proportion des entiers n, tels que
n2 + 1 n’ait pas de grand facteur premier. En 1967, Schinzel [Schin] a montré
que pour tout e > 0, il existe une infinité d’entiers n, tels que n2 + 1 ait tous ses
facteurs premiers inférieurs a n£. Cependant le résultat de Schinzel obtenu a partir
de méthodes de transcendance ne donne aucune idée de la proportion des entiers
n vérifiant cette propriété.
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Dans ce travail on montre le

THEOREME 2. Pour0<y <x, onpose E(x.y) = [{n ~ x, P+(n2+ 1) < y}-

149 N
Poury = xa, avec a > —g@, on a |l inégalité : E(x,y) x.

Bien que n’étant valable que pour des valeurs de acassez grandes (nous sommes
loin de I’'exposant a = e du remarquable résultat de Schinzel), ce théoreme présente
I'intérét de donner la proportion espérée des entiers n vérifiant la propriété. La
preuve de ce résultat s’articule autour des systemes de poids de Balog [Ba], et
de Friedlander [Fr2]. Comme pour le théoréme 1, on utilise la correspondance de
Gauss énoncée au lemme 0 pour arriver a des sommes de Kloosterman.

L utilisation des poids de Balog et de Friedlander nécessite I’application de cribles
simultanés portant sur des variables qui ne sont pas indépendantes. Il faut alors
travailler avec un nombre important de variables ce qui provoque des opérations

de lissage ardues pour appliquer les majorations en moyenne de sommes de Kloos-
terman de [D-12].

A I’heure actuelle, il n’existe pas encore de résultat effectif du méme ordre que

ceux concernant le polynbme n2 + 1, valables pour des polyndmes de degré 3 et
plus.

En 1978, Hooley a obtenu le remarquable théoreme suivant

THEOREME (HOOLEY [H2]). Sous | hypothése R*, pour x assez grand, le
plus grand facteur premier du produit H(x) = JJ (n3+ 2) est supérieur a x31/30.

n<x
L hypothese R* étant :
Pour£i, 22, s des entiers donnés, et A\ et Ai tels que 0 < —A\ < [s|, on a :
£ira
B * =°«* - F +DI2W (") 1/2).
Ai<r<Ai V 5 /

(r,s)=1

La démonstration de ce théoréme est tres difficile, elle reprend le schéma de la
preuve du plus grand facteur premier de n2+ I, chaque étape étant tres compliquée.
Hooley y établit une correspondance du type le lemme O entre les solutions v de
la congruence 0 <v <m, u3+2 = 0 (modm), et les représentations de m par une
forme cubique en trois variables ip définie par :

P(X,Y,2) = (X + 6y + d2z)(x + Wy + 62u2z){x + 6u2y + d2uz)

x3+ 2y3+ 4723 —6xyz,

ou 9 = \/2, et g est une racine cubique de l'unité.
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Cette correspondance n’apparait pas sous une forme immédiate comme celle

du lemme 0. Aprés une série d’opérations compliquées, Hooley transforme la
somme d’exponentielle

E E «qQ)

m~M 0O<v<m
v3-+*2=0 (mod m)

en une somme schématiquement du type

F(a,b,c, X)\ f hB(a) \

E E E N Aff

0<|6],|c|<CM1/3 0<t><A Ai<a<A?2 X // RJ 3_2C3/
<N\(t>,6,c)=0 (mod A) (B(a),ba—2c3)=1
a=v (mod A)

ou B est une fonction affine de a dépendant de bet c.
Le dénominateur HX est trés petit devant 63 —2c3, ainsi on bloque la congruence
de a modulo HX c’est a dire que l’on réecrit la somme sur a comme :

" (F(V,b,c,X)\ V' ( hS(«)
AH €\ 8 —2c3

V mod HX  x ; ylj <a<Aj

(B(a),63-2 c3)=1 .
a=v (mod A), a=V mod HA

Cette nouvelle somme sur a est alors une somme de Kloosterman, mais I’intervalle
est d’amplitude un 0(M 1/3), tandis que le dénominateur b3 —2c3 est

de I'ordre de M ce qui est bien plus grand. La majoration de Weil donne alors

un résultat moins bon qu’une majoration triviale (A2 —A\)(HA)-1, qui n’est

cependant pas encore suffisante. La somme sur a est alors majorée avec I’hypothése

R*.

A partir de I’hypothese jR*, Hooley a en effet montré pour s * 0,

pour 0 < A2 —Ai < 2|s| et pour tout e > 0 I'inégalité :

E e(f) =o((a2-a )+ A2

Ai<r<A2
(r,s)=1_
r=v (mod A)

Mais, comme Fouvry |’a remarqué dans [Fol], en combinant I’hypothése R * avec
Iidentité de Bezout, on a l'inégalité légerement plus fine :

~ Al 112(AS)N2\

A e(f) =0(l + (A»~ <12 M««,.)1*
Al<r<A* V51 \% '
(rs)=1_
r=v (mod A)

En injectant alors ce résultat dans la preuve de Hooley, on montre le

/ *
THEOREME 3. Sous |Ihypothése R*, et pour x assez grand, le plus grand
facteur premier du produit H(x) est supérieur a x19/ 18.
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On est tres loin d’avoir une somme lisse que l’on pourrait estimer avec les
résultats de Deshouillers et Iwaniec [D-12].
F(a

AH
celui rencontré dans la preuve du théoréme 1, et surtout, la suite 63 —2c3 est
tres discrete. On a cependant essayé de séparer les congruences sur a pour ainsi
appliquer les résultats de Weil sur une somme d’exponentielles de dénominateur
HX. Ceci n’a rien apporté car le dénominateur b3 —2c3 est beaucoup trop gros.

Tout d’abord I’exponentielle e es™ un obstacle du méme type que

On s’est alors intéressé au probléeme de I'inégalitée P+ n  (n3+ 2p3) > x1+°,
n~x
- - - - - 7 .-P~Zr -, . -
I’injection de la suite p ~ xT permet d’avoir un résultat inconditionnel, la question

étant d’avoir une valeur de r la plus petite possible.
En procédant de fagon élémentaire, c’est & dire en faisant de soigneuses
intégrations par parties pour se ramener a une somme du type

h *
pgT Ai<EA2 e(b?’p13 gcgj\

pour ensuite appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz et puis majorer quasiment
trivialement toutes les sommes obtenues on obtient alors le théoréme suivant

TH EaORéM E 4. Pour tout e > 0, il existe h > 0, tel que pour x assez grand,
on ait l'inégalité, pourr = 2/3 + e :

{n =~ x, p~xr, P+(n3+ 2p3) > x1+/*} - _

Ce théoréme s’apparente au résultat de Pomykala sur n2+q2 énoncé précédem-
ment. Il est possible d’obtenir un résultat tout aussi général, c’est a dire valable
pour p € B(xr), et ainsi chercher h(/3) > 0, tel que

[{n ~ x, p 6 B(xr),P+(n3-f 2p3) > x1+e" } | B (xr)|x.

Cependant, I’enjeu du théoréme 4 est d’obtenir une valeur de r la plus petite
possible, quitte a obtenir un h tres petit, alors que le rajout du parameétre de

densité j3sert surtout a améliorer h((3), mais ne change pas la valeur minimale de
r.

Il semble difficile d’obtenir une plus petite valeur minimale pour r. Les quan-
tités A\ et A2 et la fonction B sont difficilement contrélables et les variables a et
p ~ xTsont trop petites par rapport au dénominateur b3 —2c3 pour apporter via
par exemple I’identité de Vaughan d’intéressantes compensations. Il parait donc
assez ardu d’obtenir des résultats nouveaux sur le polynéme n3-f 2.
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La preuve du théoréme 4 et I’'amélioration de I’exposant du plus grand facteur
premier du produit H(x) suivent pas a pas la démonstration de Hooley, mis a
part les modifications présentées dans les lignes précédentes, il ne parait donc
pas nécessaire de les exposer dans ce travail. Les preuves des théorémes 1 et 2
constituent les deux chapitres de cette partie.



- 14 -

Chapitre 1
Le plus grand facteur premier de n2+1
oU nest presque premier

On démontre dans ce chapitre le théoréme 1, en suivant la méthode de Tchebychev-
Hooley.

1.1. La méthode de Tchebychev.

Soient x > 2 et / une fonction de classe C°°, positive, a support dans [x,2X]
et telle que fA\t) <Ct~pour toutt € N,

(la constante dans <C, ne dépendant que de £).
On pose xo = J f(t)dt, AMC Xg X
Pour a > 0, on définit la quantité :

(1.2) Va(x) = /(n)log(n2+ 1).
p\n=>p>x@q

La methode de Tchebychev consiste alors a évaluer la quantité Va(x) de deux

maniére différentes, dont I’'une dépend de P+, le plus grand facteur premier du
produit Va(x).

L’usage de la fonction / n’est pas nécessaire ici, mais elle le sera pour la preuve

du théoréme 2. On a préféré adopter cette présentation afin de ne pas changer de
notation dans le prochain chapitre.

On commence par estimer Va(x) pratiguement directement a partir du résultat
classique concernant les entiers sans petit facteur premier. Nous en donnons une
forme tres forte due a Tenenbaum ([T2] théoréme 3 p. 445) :

LEMME 1.1.1. Soit ia fonction <3(xy) = \{n < x, tels que p\n =i'p > y}|. On

I
pose u —-I—g—g—;(. On a, alors, uniformément pour x >y > 2, Végalité :
v .o xw(u) —y T ox \
(x'y) bgtT”+ ((bl»?)”

ou w est la fonction de Buchstab et est solution pour u > 1, de |%quation
différentielle aux différences :

(uit(u))' = w(u —1) pouru > 2,
uw(u) =1 pour 1 < u < 2.
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Nous n’avons pas besoin de toute la puissance de ce résultat, car dans la suite

on prendray = xa, avec a constant compris entre 0 et 1, mais ce lemme s’applique
facilement pour montrer le

LEMME 1.1.2. Pour0< a <1, on a |l ®%galité :

v _Z-YY-(“:}-) U+‘ O_1\(\ o); x?] '

Preuve du lemme 1.1.2. soit Xa la fonction caractéristique des entiers n ayant tous
leurs facteurs premiers > Xa.

Commen ~ i, on a l¢galité :

V<*(x) = 2 f(n)xQ(n)\og(n2 + 1)

n

2log X f(n)xa(n) + 0 @ P f(n)Xa(ny) .
n n

Il s’agit alors d’estimer :

£/(n)*a(n)= | f(t)d<eé(t,xa).
n J

On fait une intégration par parties :

X ~f(n)Xa(n)= [/(0™M(*>X°) ~ 1 f(1)$(t,xQ)dt.
n X

Le premier terme du membre de droite est nul, et on utilise le lemme 1.1.1 pour
évaluer le second :

[»2x

) = - —— W Ccr 1+ c
E1?]f(.n) ) Jx alogx \

T *“um@r

J G.Alogx) + ° d alogx

Pour X tendant vers +0o0, on a |’égalité :

\logx

w 'a-1+0 (J - ci(ar)+ 0 (

ogx/

De plus, comme f'(t) <Ci 1,les termes de reste sont <C (”~ x)2s
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Puis, en faisant une deuxieme intégration par parties, on a :

Tou@. =y I/WM*' D12 «(a-1) facm

JIx a-10gx I alogx i a Jk logx
w(a_ 1) x0
a logx

dt

On obtient finalement :

a« >way P*+de)’

ce qui termine la preuve du lemme 1.1.2.

Maintenant, tout le reste de la preuve est consacré a la deuxiéme estimation
de Va(x). On commence par écrire I'égalité :

va(x) = i°gr /W -

o (L

PourciG N, on définit la quantité :

NE E [

njp\n=>p>xa
n2-flI=0 (mod d)

Pour h,t,e,6 > 0, avec 1 > t > 1/2 —e et 6 > 2/3, 0n procéde ensuite au
découpage suivant (r désigne toujours un nombre premier ) :

Va(x)= logr|var<|+ Y logri*r. |+ Y logr|A"]
r«<xil2-< x 1/ 2~e<rB<Xt X* <r*
$>2,r<xe
t logrlar |+ Y logrirrjt+ 53 Lgrhk4"
xl<r2 xt<r<ri+i r>x1+/1
r>xe
(1-2) = So+ S\ + 52+ S3+ ™M+ Ss,

par définition.

La premiére somme Sq,est évaluée avec un théoréme du type "le théoréme de
Bombieri-Vinogradov” établi par Wolke [W] ; Si est majorée avec un crible surn,
S2 est majorée directement, S3 est traitée avec le crible a carrés de Heath-Brown,
La somme S4 estla plus difficile a traiter, on la majorera en utilisant un crible de
dimension 2 qui servira a détecter & la fois les entiers n presque premiers et les
nombres premiers r. On choisira alors a > 0 le plus grand possible tel qu’il existe
eet h> 0 assez petits tels que s$ = Va(x)—S0o —Si—S2—S53 -S4 soit strictement
positive.
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1.2. Estimation de So.

La quantité So s’évalue de la méme maniere que V" X), mais en utilisant le
théoréeme que Wolke montre dans [W], concernant la répartition en moyenne des
progressions arithmétiques portant sur des entiers presque premiers.

C’est le lemme suivant

LEMME 1.2.1. Soient $fc(x,z) = A 1, et $(x,z,k,£) = 1,
n<z n<x
(n(fc)=1 n=£ (mod k)
p\n=>p>z p\n~p>z

avec 2 <X, 1<z <x
Alors, pour tout A > 0, il existe Ai > 0, tel que uniformément pour z < x1/2
et Q = x1/2(\ogx)~A7, on ait :

1 \-A
> max max *(lf,Z,M) w My, Z) <:Xf|cg*)n

Ce lemme est la clé de la preuve du résultat suivant :

LEMME 1.2.2. On al®galité :
So=w(apx +Qf x

la \logx)
Preuve du lemme 1.2.2.
On écrit So sous la forme :
SO0 = logr S f(n)xa{n).
r*<xlf2~c O<v<r=* n=v (modr*)

v2-f1=0 (mod r*)
Pour exprimer cette somme sous forme intégrale, on definit la fonction
*(*)= logr S Xa(n).

r'Ax1/2”* o<v<r* n<f
)2+ 1=0 (mod r*) n=v (modr¥*)

On a alors I’égalité :

S,= f f(t)df(t)

(1.3) =-/ fw(t)dt.
On applique alors le lemme 1.2.1 a pour x <t < 2x :
(1.4)
. 1
= E I&r E ., E XO)+0( 1 /s maxol),
r«<ril/2-c umod r* n<t
f2+1=0(r*) (n,r*)=1

avec Q= {0 <v <d, tels que v2+ 1= 0 (mod<i)}|.
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Cette fonction p interviendra dans toutes les étapes de la démonstration, elle
prend les valeurs suivantes :

LEMME 1.2.3. La fonction p est multiplicative, et vérifie :
D) p(2) = 1 p(2k) = 0 pour k > 1,
i) pour p > 2, et k > 1, p(pk) = p{p),
i) p(p) = 2sip =1(mod4), p(p) = 0sip =—1 (mod4).

Ainsi, pour r premier, on a 0 < p(rs) < 2, on reporte ceci dans (1.4), tout en
profitant de I'inégalité f'(t) <Ct-1 :

1
SD=- V logr ; s r xa), A 0((|ng)1

re v mod r*
v2+ 1=0(mod r+)

La fonction g verifie I’équation :

$r.(i,xa) = $(i,zQ) - Y; 1-
n<t
p\n~-p>x°
©=0 (mod r*)

Le deuxieme terme du membre de droite de cette derniére egalité est nul sir < xa,
sinon, si r > xa, alors tout entier n ayant une contribution positive dans cette
somme peut se réecrire comme n = mr3,avec m <tr s et ayant tous ses facteurs
premiers supérieurs a x°.

On a donc I%galité :

, X«) SiI’<X“,
(M )= $(i xay - $(ir-,x=«) sir>xa.

Cette écriture nous permet d’utiliser une nouvelle fois le lemme 1.1.1, et en
faisant les mémes opérations que celles effectuées pour calculer Va(x), on a :

SO=«@lj™ML £ 2 W /[ 1\
a logx n <p(rs) \ WogxJ J

r<x'
r=1(mod %)

\

+0 30 v" loér | XX log?7,

loffx rs logz ' r5
& ré<x1/2“c 6 r3<x1°2'"e J
\ r>xa r>xt /

Le terme d’erreur de cette derniere ligne est pour tout ) > 0, un 0(x1 “/3+xa+,J),
ce qui est tres petit.
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Ainsi, on obtient, grace a I'égalité «(x ,4,1) = ———-0 .
insi I g gall tt( ) 7 Togx o Viog™x
so=~ ) W j +0 ] Clogr dr
a  logx \ \lof )) I, r logr
( \
oj(a ) 2 logr
+0
a logx £o E V>(ra)
r=I(mod 4)
On adonc SO= - ex0+0(j— ).

1.3. Majoration de Sx.

On rappelle la définition de Si donnée a la ligne (1.2) :

Si = Y loSr f(n)Xo(n)= Y logr|A’|,
x1/2~e<r*<xl n2-h1=0 (mod r¥*) x1/2**" <ra<x*
r=I(mod 4)

avec 1/12 —e <t < 1

Premiére majoration de Si.

Cette premiére majoration consiste en quelque sorte a réécrire la preuve du théoréme
.= oo 9 + o(l .

de Brun-Titchmarsi f/acne»n/(x , 0, af)< .3(2_0( ) mais dans un autre contexte

_ o ¥>(¢)log(x/c)’
et avec des notations différentes.
Pour r3 fixe, r > 3, on va majorer les quantités \Ar> en utilisant un crible de
Rosser sur n.
Pour D(rs) > 0, que I'on précisera plus tard, on définit les poids de Rosser (A<
de la maniere suivante : Al = 1, = 0si d aun facteur carré, ou si (d,r) > 1,
et pour d sans facteur carré et tel que (d,r) = 1, d = p\p2--—-pk avec pi > P2 >
... > pk, on pose :

\d=/ (“1D* S PIP2-P2tP2t+] < D{r*), Pour 0 <~ < k'zl
I 0 sinon.

Ces coefficients de Rosser vérifient la propriété fondamentale A*1>"*U , et
on a donc I’inégalité :

NMi< E E £ (n)

d|P(xa) n=0 (mod d)
d<D(r¥*) n2-fl1=0 (modr¥*)

n xd Y, 1(7)
d|P(xa) O<v<dr* n=v (mod dr9)
d<D(r*) ¢1»

)2+ 1=0 (mod r")
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On utilise ensuite la formule sommatoire de Poisson :

LEMME 1.3.1. Soit g une fonction de classe C1, a support compact dans R, et
soit g la transformée de Fourier, alors on a :

E o) U SO P
S
Qiez =y

n=a (mod q)

On applique la formule de Poisson pour transformer les congruences sur n, le
coefficient en h = 0 fournit le terme principal :

A 1< E X7 Méah E QI\)

(',|P(X ) hez O<v<dr*
d<D(r*) dt>, v2+1=0 (modr*)
< X0 E Xd E 6]7
d|P(xa) o<t><dr*
d<D(r) v
dr)=1 v2+1=0 (modr¥*)
N\ ! /h\ \
E~NEEIE) LE «(M)-
d|P(x°) v 7 o<t)<dr 7
d<D(r") dju
(dr=1 u2+1=0 (modr*)

Pour h ™ 0, en faisant £ intégrations par parties , on trouve :

+ —2irh 2itTiht
t ( dre ars 1 [tv drs_3 dt
fdr°\e
<Uidx

Pour £ > 0, en prenant t = [4e-1], on montre que / (.77) *< p- , pour |/i| > H
avec H = drax~1+£.
Pour d < xl~er~s, on &H < 1 et la somme sur h 720 est <C fr-

On choisit alors £>(rs) = x1-£t-s et en appliquant le théoréme Al énoncé dans
I’annexe A, issu des travaux d’lwaniec [II] sur le crible linéaire on obtient :

logfrrl-£r~ N
Si<xo £ N n _ J +0 Y Yex
xXV2-7A"T.<xt r P<t® \ pj y log(a;a) ) \\ogx)
r=I(mod4) pAr

avec €' > 0 arbitrairement petit.
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Comme
log; 1 X
rs i- n
& r Lye* N logl
x1/2_t<r*<ij* r*r
on a, en profitant de I’égalité 7r(x,4,1) = ———h0 ' ——). linégalité :
 EN P g " 21ogx \logxy' g '
S, <”™Mr’? l ogr~*L +0(* V |,
alogx JXH2-' r \ log(xa) / logr \iogx J
c’est-a-dire :
(1-5) Sx<~r — 1 Fi—— dX+0 (r—1]1+e'x
< Jil2-e \ o< VogxJ

Deuxiéme majoration de Si.
On repart de I’égalité

Si = 53 5 f(n)Xa{n),

x1/2<r* <xl (mod r4)
r=1 (mod 4)

ou v est une solution de v2+ 1= 0 (modr3) (r est premier).
Il s’agit alors de détecter les entiers intervenant dans la somme :

|'4I"§|: 33 f(n)x*(n).

n=v (mod r8)

A cette fin, on transpose les résultats d’lwaniec [12] concernant le théoreme de

Brun-Titchmarsh a notre situation.

On commence par appliquer le crible linéaire d’lwaniec sous la forme précise
énoncée au théoréme Al de I’annexe A, avec un terme d’erreur apparaissant sous

une forme bilinéaire.

Pour e > 0, A = exp(8e-3), x > K(E), M > 1, N > 1, D = MN < x o0n a

I’inégalité :
Xq D\ .
>
>1< S (' ,) log Xe €74 £ Ra(A
p<xa a<A
pQF
ou c est une constante absolue et
Ra(A{r'\M ,N) = am&r(.4(r'),mn).
m<M
n<N

(mn,r)=1

N),
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En profitant de cette flexibilité du terme d’erreur, Iwaniec a montré I'inégalité :

LEMME 1.3.2. ([12] théoréme 5 p. 105)

tl-3£' 1/2—4e’
Soit e' > 0, x2/5<rs < x2/3"'6*, M = -—--—-- , N = , }J
— ra r
On a alors :
Xxl-e"’

y ame,,r(«4”r** mn) < .

m<M

n<N

(mn,r)=1
. x3/2"TE .
Gréce a ce lemme, on peut choisir D = MN = — , pour obtenir alors :
L
r3 poc 0 - ;)| log xa logx o X

Cette majoration est plus fine que celle qui a servi pour (1.5) lorsque rs < x2/3 et
on termine les calculs comme précédemment.
A partir de ceci on a :

LEMME 1.3.3. Pour tout e >0, on alinégalité :

r2/3

Sl<x0e (7 F (3/2-7.-7A/74X dA
« JI/2-e \ a J
+MEZ g LA eM+F
2 Jus v oa ) \Togx

1.4. Majoration de S2.

Cette quantité se majore quasiment directement. On écrit la suite d’inégalités

52 = iogr Y, f(n)
X* <r* n2+ 1=0 (modr*)
S>2, r<xe p\n=>p>xQ
-C Y j logr|{n € [x,2x], n2+ 1= 0 (modr3)}

|I<r
r<x*

EEH £ B

x*<r*<x x<ra<4x2+ 1
r<x* s>2, r<xe
< X1 <2+£ £ | _+£logr £ 1

Xt<r><x r<xe siqb‘;sr*
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On a ainsi I’inégalité :
S2 « X1 12+4F£ +XFH>< x1 £7,

pour e” assez petit.

Donc pour 0 < 9 < 1, 9 aussi proche de 1 que I’on veut, il existe e > 0, tel que
2 < xl~-c.

1.5. Majoration de Ss avec un crible a carrés.
On rappelle la définition de Ss :

S3= v S

xe<r n2+ 1=0 (mod r5)

r premier p\n-~p>x<

On va montrer que pour 9 > 3/4, Sz < xl~e pour e > 0 assez petit.
On part de I’inegalité :

S3 <Clogx [{ne[x,2x], n2+ 1= 0 (modd2)},

x6<d<2x

cette somme portant sur les entiers d non nécesairement premiers.
Pour évaluer ceci on utilise le crible a carrés de Heath-Brown ([HB] théoréme 1) :

LEMME 1.5.1. Soit A = (w(n))n une suite de réels, avec u>n) > 0 Vn, et
Aw(n) < +00.

On définit S(A) = ACA2)-
n€N

Soit P un ensemble de P nombres premiers. On suppose que u>n) = 0, pourn =0
oun>ep.

Alors on a la majoration :

5(A) <P 157a;(n)+P 2 ~ X>(n)(™)
n pjigeP n !

ou pT\I est ie symbole de Jacobi.

Il faut détecter les n2 + 1= md2, avec m < 4x2 26 et md? < 4x2 + 1,
ainsi, on prend les poids

u>(n) = |{(m,c(), xe <d < 2x, m < 4x2~2ff, md2 —1 € [x2,4x2)],
tels que n = md2 —1}|,

et P = {2 < p <P} ouP > 0sera précisé plus tard.
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On applique alors le lemme 1.5.1 :

(1.6)
mi2—1
53< p~i+t y, i+p-2#c Y I
m<4x2- 5* 2<p<i<Pm<4i2-i* x0<d< 2xm-~ ! R )
i9<d<2x

On impose P < x6&/2, alors pour p A q impairs, en développant les congruences
vérifiées par d, on a :

E 'md? —1\ Xm xi2 E [ mu2—1
- . + pg-

x6<d<2xm~~12 i9 l<u<pg Y RQ
Pour p g, on a encore :
y-v Amu2 — Inj mti2 — 1" (muz—1
l<u<pg l<u<pg V p g
=E('F1)E =
q

Pour calculer ceci, on établit d’abord le lemme

LEMME 1.5.2. Sip 2 etne divise pas m,

fma2—1 'm\
1<q<p VP ~(T1)-

Preuve du lemme 1.5.2.

La preuve de ce lemme consiste a faire des opérations élémentaires sur les caractéres
de Legendre pour aboutir a des sommes de caractéres classiques.
On a I’égalité :

EfmaZ— fm rail

1<Q<P V P P I<a<p P
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La somme un peu plus compliquée du membre de droite de la ligne précédente,
correspond au nombre de points d’une conique particuliere, on a I’égalité :

53 ((~—-~

1<Of<p

)+ 1) = K(x>y) € Fpx Fp te’s que x2+y2=m(modp)}\

LEoienae €o
SR ()

m —X
=?+E£(p;\ b

Maintenant, pour i ~ 0, on a T/>V< (,\

I
et ainsi (j) (*=*) = (SS=il) = (tt=1) .
C’est a dire :

(m—a2 - /im .1
1<<*<p P fl) X0 P

ensuite on pose ¢ = xm, —1, pour arriver a une somme toute simple :

E ((-Vi)y=P+EN

I_ll
=P~ .
p
ce qui termine la démonstration du lemme 1.5.2.

On aurait pu aussi obtenir ce résultat a partir du théoréme 8.2 du livre de Hua
H p. 174.

En appliquant ce lemme a la majoration de S3s écrite dans (1.6), on a :

&4%3-."'9-2&}/ y ((m'pQ)+pq

2<p<i’<P m<x2-4 ‘P9
P-1+*"13-2" + p-2X,- ,+*+ ( >V 2,+*

«

En prenant P = xe/3, on obtient Sz <Cxz 3+ x2 4*/3+£1.
Pour 6 > 3/4 , il existe e > 0 tel que Ss <Cx1-£.
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Il reste maintenant a majorer la somme 54 définie dans (1.2).

1.6. Découpage de S4.

On découpe I’intervalle [x*, 2] en intervalles de la forme [Pfc,Pfc+i],
avec Pfc = 2*4j-, puis on partage la somme S4 en :

(1.7) S,= £ Wt,
O<k<K

avec
W= " C fdr)logr|~r],
r
ou les Ck sont des fonctions positives de classe C°°, a support dans [Pfc,4Pfc] ,
telles que C/f\t) <C P*™*, uniformément sur t et vérifiant :

fl Si X* <z < X1+A
Ck(z) = <0(1) siy <z <x*ousixlth <z <2xl+h,
o<k<K 10 sinon .

Il apparaitra a la fin de la majoration de S4, que la perte de précision de I’'inégalité
(1.7), correspondant a la somme sur lesr avec x{/2 < r < x*, ou x1+h <r < 2xl+h

est négligeable de I’'ordre de -——)—(—)—(.

Le découpage dyadique de [x‘,x] garantit un bon contrdle de r, par contre il n’est
pas nécessaire de lisser cette variable, mais on a préféré adopter cette notation,
car elle sera reprise lors de la preuve du théoreme 2 ou il faudra travailler dans
un contexte lisse pour étre en mesure d’appliquer les majorations en moyenne de
sommes de Kloosterman.

Ainsi, on est amené a estimer des sommes de la forme :

(1.8) WP= Y  1°6r-C{r) A f(n),
P<r<.AP n2+ =0 (modr)
p\n=t-p>xa

ce qui se fera avec un crible de dimension 2 sur r et sur n.
1.7. Préparation au crible.
Pour P € [xi/2,2x1+/1], fixé, on pose :

SP(di,d2)= Y C(m)logm N f(m)-
mE£[P,4P] n=0 (moddi)
m=0 (mod d2) n2+1=0 (modm)
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En reprenant les idées de Hooley [HI], nous allons établir la proposition suivante :

PROPOSITION 1.7. Pour d\ et d2 sans facteur carré on a

§r&iud|s = x L_“»Q“‘))‘ﬂl{gl d2) f C(‘i)iogt
C(2)
xT2(d2p 2 |ogP
di

u>(di, ) éiani ia fonction multiplicative définie par :

- L (Y D TNTEY (L

, 0 si (¢1,62) > 1,
avec p{d) = {0 <v<d, v2+ 1= 0 (modd)}|.
Le terme d’erreur R(P,di,d2) vérifie :
siP < £ 1x

+Ri P,di, d2),

Ef-V) E w * 2Cif \Ve>0,
d<D d\d2=d

siP>xD! -

2 > 2(d E W .*. ««! < P34£53/2xE Ve > 0.
d<D did2=d

Démonstration de la proposition 1.7.
Comme pour la majoration de Si, on commence par appliquer la formule somma-
toire de Poisson énoncée au lemme 1.3.1 :

SP(d1,d2)= Y C(m) logm E E 1(»)
m=0 (mod ¢2) O<v<dim n=v (mod dim)
dilv
u2-fl=0 (mod m)
-h
(,9) E c(m)logmE/ (» )~ y . ¢ i
m=0 (mod ¢2) hEz O<v<dim
dilv

v2-f1=0 (mod m)

Le terme principal est donné par h —0, /(0) = xo et dans le paragraphe suivant,
on montrera que :

(1.10)
V' rf-mMnrrm X A 1 ~n”) L Xi) fC(t)\ogt
m=0 (modd’)(): (m)ksml o<vE<d\m 1= d|d2 C(Z) +&
dilv

u2+1=0 (modm)

ou Eqgest une erreur assez petite.
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Pour h 70, comme pour Si, on montre que / h s p-, pour |h| > if, avec
H = Pdix~1+e.

Ainsi,pourdi < D < i 1~EP~1,0naH < 1et (¢2{d) [IT(P, ¢?],<2)! <C x £,
d<D dxdi —d
ce qui prouve le premier résultat annoncé (cas P < xD~1).

Pour P grand, P > xD~1I, on va améliorer ce résultat en faisant intervenir
des sommes d'exponentielles. On compte profiter d'éventuelles compensations sur

la somme E S e(—— J que I'on transforme avec le lemme 0 énoncé dans
m v n !

I'introduction,

Le probléme est que lorsqu’on écrit m = r2+ s2,0n a souvent (3, <l) > 1, ce qui

nous empéche d'inverser dvmod 5. Il faut donc tenir compte de ce pgcd, ce qui

rend les opérations plus délicates.

On doit estimer pour H = PDx~1+c :

h 1
. _ C{rn f . .
R'M )= f e {rmlogm . 4im. Ee ().
0<|/i|<//m=0 (modc”™) O<v<dim
dilv
v2-fl=0 (mod m)

Le lemme de Gauss (le lemme O) nous permet d’'écrire que :

#P «E E E C(r2+s2)log(r2 +s2)
avd\ ‘h F3+52=0 (moddi)
(r,s)=1,r|<s
cr=(s,di)
(r2+s2,di)=1
rom f h A 1 f ~hv{r's} \

* 1\di(r2+ s2)) di(r* + s*)e\di(r* + s2)) °

avec u{r,s} = diw{r,s} et u;{r,s} = di (~(r2-f s2) = j),
ou f estun inverse de rmodset <l un inverse de di mod(r2+ s2).
Bien que m ait parfois plusieurs écritures sous la forme m = r2+ s2,0n n'a rien

rajouté dans la ligne (1.11), car d'apres le lemme 0, ces écritures sont en bijection
avec les solutions v de la congruence v2+ 1= 0 (modm).

-hv\Tr,s} ' _ —hdi ) _
\di(r2+s93 - % (r2 o) 7720%)- §))e
On voudrait développer directement I'intérieur de I"exponentielle, mais ce n'est

pas possible car di n'est a priori pas inversible mod s, et on doit utiliser le lemme
d'inversion suivant

Transformation”™ de e

LEMME 1.7.1. (réécriture de Bezout).

Pour (ni,n2)= lona @ " + g*= A" (modl).
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On écrit d\ = 8a, avec a = (5,d\) ; on a alors (¢,a) — 1, car d\ est sans facteur
carré. Dans le lemme 0, le choix de f mods est libre, plus précisément, si a et a
sont deux inverses de r mod s, alors,

—(r2+12) — = -(r2+s2) —- (modr2 + s2),
Hr2+12) — = (r2+52) — ( )

On prend alors dans I’'expression de u{r, 5}, r"as”, la place de f, désignant un
inverse de r mod as.

- r N .
On pose 12 = ---S---(r +S ) -—-- . Soit 8 un inverse de 8 modulo as(r2 + s2), ceci

est cohérent car d\ est sans fac?eur carré.
En appliquant le lemme 1.7.2 a ni =a ,n2=r2+s2ona:

/| —hdiQ,\ ( —h8Q,a\

e\r2+52/ E\r2+.s2/

<<rs) 1

. : . —h8tl h8u(r2 + s2)
L12 = ey crrbi+ 52)
ou, r2+ s2 est un inverse de r2 + s2 modulo as.
En développant la formule définissant A, en utilisant le fait que crb, on a :
fix 2 r
\a J \ as as

L’égalité (1.12) se simplifie donc pour devenir :

—hdid\ f —hS¢Cl
r2 +s2) \cr(r2 +s2)
—hér N hér
as as(r2+ s2)/
i _ hSr\
L’exponentielle e\ --(;i-é--Jl créera une somme de Kloosterman. Par contre on ne

hor
as(r2+ s2)J
Pour se débarrasser du 8, dans cette derniére exponentielle on réapplique le lemme
d’inversion a ni = §n2= as(r2+ s2) :

peut pas traiter directement e 1

h8r A ( hr hras(r2 + s2)
\as(r2+s2)J y8as(r2 + s2)

On obtient finalement :

—hv{r, 5} \ | —h8r hr hras{r2 +s2)
d\(r2 + s2)) 1 as d\s{r2 -f s2) 8
INII t
terme de somme ﬁrg?ge terme constant

de Kloosterman lorque les congruences
de r et s mod 6

sont fixg¢es
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Les variables de sommation importantes sont r et s.

Dans ces deux dernieres lignes, et dans toute la suite, les barres " d’inverses
ont maintenant le sens habituel relatif au dénominateur. Le terme lisse ne pose
aucun probléme, on s’en debaxasse en faisant une intégration par partie. Par contre,
I’exponentielle de dénominateur 6 est un terme fortement oscillant, et méme lorque
§ est petit, ce terme nous empéche d’utiliser les majorations de Deshouillers et
Iwaniec [D-12] de sommes de sommes de Kloosterman.

Estimation de la somme sur r de (1.11).
Pour alléger I’écriture , on pose :

F(r T— hr \ C(r2+s2)log{r2 +s2) ~i h \
r,S  E\dis(r2+ s2)J d\(r2 + s2) \Ni(r2+ 52)/

PourO< \WW<HetPlU2<s<2P12 (a5) = 1 fixés, on étudie :

—hras(s2+r2)\ f —h8r

(1.13) S, = E as F(r,s).
r2+s2=0 (moddz2)
M<* , (r,5)=
On développe les congruences sur r en somme d’exponentielles :
-¢ |E E, E.fe?)*))
=1 p o d d20 56 / a : :
p2-fs2=0 (mod ¢2)
(ps)=1
—h8p\, ( —hpas(s2+ p2)
X6 (——)
( as J gy 8
- didgS __ I p
s)e
dizs MY qups
-h1>p\ -hpadi52 - _py) A
- S , as S ) .fa '.
pmod ¢2(736 \
pz2jrs2=0 (modd2)
(p,s)=I
1 di\d’\s
i :JQdTS th Sr)SP,

par définition.
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e Pour la somme sur r on fait une transformation d’Abel :

T (E(Y) SPE ("))

C min s | X1
*d\d2s diP
s min s "V js/  xltet o X2+eth \1dt
' did2s 1os \mre2s 922 AP w8 T
. . . . ) h
Pour écrire ceci on a fait les calculs suivants : comme f < X ,0na
d\(r2+ s2).
I’inégalité : F(r,s) <Cx1+e/(d\P).
On étudie ensuite la dérivée de F a partir de I’écriture :
F(rs) = e hr C(r2+s2)log(r2+ s2_j
T d\s(r2 s2)) d\(r2+ s2) J\d\{r2+s2)J '

Pour 5 fixé , lorsqu’on dérive pax rapport a r les dérivées de C , du log donnent
un terme du type " + A

celle de I’exponentielle, donne un terme de 1 ordre de :

x14e hr < ple hs
d\{r2+s2) dr \d\s(r2+s2) d\{r2 + s2) c?i(r2 + s2)2

Enfin, pour le terme /, on a :

d h Py X 2+ehr
dJ \di(r2+s2)J ~ d\(r2+ s2)2’
ce qui donne :
dF (t.s A X 1+£s x 2+ehs
dt dM2+52)2 + dj(t2+s2f
On a donc
XINEN, )\ d@@\ 2
E ( (((lld:g" ipt J" > d\d2s
r <s

Pour 0 < |h| < H, le premier terme du membre de droite I’emporte sur le deuxiéme.
On en déduit que

(1.15) SW= £F(r,*)e _ min ( »,
Kdi d2s d\ p d\d2s

\r\<s
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» Estimation de la somme sur p.
D’aprés (1.14), on a :

i= . n Nt 2)-
) meII,..« J\/Z«h /)€Zh| EI?el&&W)

p2-t-s2=0 (mod ¢2)
(p.s)=I

Comme (d2,dis) —1, grace au théoréme de Bezout, on peut écrire p = ud2+ vd\s,
ce qui donne :

S- v st 0 *(?)

d2r2+ 1=0(mod ¢2)
(ug)  x E —h6d2u\ f —hd2uos(s2 + cfyu2)\ / —tu

umodifia \ ~~ \ y Vo
(u,8)=1

122+ s21)=1

* la somme sur v est un 0 {2vd").
En utilisant a nouveau Bezout et en profitant du fait que (S, as) = 1,
on ecrit u = aas + 36, on obtient alors pour la somme sur u :

(1.17)
S Yl clzaMMlgiA&E \ ( ~hoa(@202622+*) ~ia
(/?,s)d:I \ / amod6 V n
P mod as

ou * indique que la somme porte sur les a tels que I’exponentielle soit définie (ici
sur les a tels que (a”c”c2+ 1,(5) = 1).

* la somme sur /? est une somme de Kloosterman et d’aprés la majoration classique
de Weil cette somme est un 0 ((crs)l/2+e(as,h,,t)1/2).

* il reste a estimer

thd2a(a2d*cr2s2 + s2) —ta

*e

a mod 6

Comme 6 est sans facteur carré on peut établir le résultat suivant
LEMME 1.7.2. Lasomme se décompose en :

(. —hd2(S/p)s2a(d2a2a2+ 1) —t(S/p)a
k=n E ‘e

p\6 amodp v P
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Il suffit de prouver ceci pour 6 = P1P2 ou p\ et p2 sont 2 nombres premiers
distincts, ce qui se fait en écrivant a = a\pz2 + &Pi puis en séparant les deux
nouvelles sommes ainsi obtenues.

Grace au lemme 1.7.2 , il nous suffit d’évaluer :

yv * | —hd,2(6/p)s2a(d2(T2a2 + 1) —i{8/p)a\
a modp V A |

Si p\(h,£), cette somme vaut a peu prées p, elle est quasiment nulle si p\h mais p /£,
ces deux résultats étant exacts a 0, 1 ou 2 pres selon le nombre p6les a exclus par
la condition *.

Lorsque (p, h) = 1, on estime cette somme avec le lemme suivant qui est un cas
particulier d’un résultat énoncé par Deligne dans [D], et qui traite de la majoration

d’une somme d’exponentielle d’une fraction rationnelle, dans I’esprit du théoréme
de Weil :

LEMME 1.7.3. Soit P1 ia droite projective sur FP, et soit f un morphisme
f :P1—>P 1, non identiquement égal a oo.

Soit
70¢€)
p

Sf = 6

r€Ep>*
/(x)t~oo

Pour tout point x de P 1, on pose vx(f) = ordre du péle de f en x si /(x) = 00,
vx(f) —O0 sinon. Alors on a :

IS/ < 53 (1+ u*(/))pli2-

*«(/

Dans notre situation, on a /(x) = ax H—ex N—- avec a = —£(s/p),

oo +1
b——hd2(s/p)s2 et c = c\cr.
Sip=Imod4, / a3 pbles oo, cy/—i, —e\/—L et vx(f) = 1, en ces pdles.
Sip=—mod4/ aun seul pdle oo et Voo(f) — 1
On a donc

|S/| < 6p12
Ce qui donne
Sa < 6,/(6)//2(<5,M)1/2,

et en reportant dans (1.17), on a Eu < (dis)1/2+e(d1s, h)1/ 2, puis dans (1.16), on
obtient pour Ep:

'Ep C(sd1)1/2+e(dis,h) V2.
En injectant ceci avec (1.15), dans (1.14), on trouve :

< -pd}/251/2(cils,/i)1/2.
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On reporte ceci dans (1.11), et en faisant le changement de variables s «* <&
on a la majoration :

< rl+£j 2-1/2
[cTs, h)*'?
ffe= de|/2<I(T<2Pl/2 0<\h\<H

La somme sur h dans le terme de droite est un O (if1+£).
Comme H = diPx~1+£,0n a :

R'(P,di,d2) <. Y Xe Y (™) 12712
<I6=d | pi/l2<(7il<k2P1/2
<P3V djrcr-1/2 < P 3/4x£dJ/2.
cro=di
Ce qui donne
a\d) IA(Pidi, )l 314 g 1/?
d<D d\d2=d d<D

< P 3/4x£L>3/2,

ce qui correspond au résultat annoncé dans la proposition 1.7.

*Evaluation du terme -principal.
Il s’agit d’évaluer :

Tp(iud2) = x E M u ) E 1.
m=0 (mod ¢2) Hm o<v<dim
dife

v2+1=0 (mod m)

On va montrer le lemme suivant :

LEMME 1.7.4. On a |%galité :

Tp{dud2) = xL{ 1 X4 d2) [Q,aMgﬁdt+ 0 X_r2(d2)P~]J2logP\
c@  dd2 J O a2 J
avec
s'r(d\,dZ) > 1,
* * 0N '
u(™, +) N 1
PldidZ pdi Vv 2|<li<i2

p=I(mod 4) p=1 [mod 4) p=I (mod4)
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La démonstration de ce lemme est calquée sur celles de Hooley [HI], Deshouillers
et lwaniec [D-11]. On commence par utiliser des séries génératrices. Soit

o, id)

hA)=E "

d>1

avec p(a,d) = |[{n € { 0, d—1}, a2n2+ 1= 0 (mode?)} |.

Poura= 1on a p(l,£d) = p(£d),

si (<zd) = 1, p(a,d) = p(d),

si (a,£) > 1, hatE(s) = 1 pour tout s.

Dans la suite, on suppose que (a,£) = 1 et que £ et a sont sans facteur carre, et
on va établir que :

(1.19)

rtls) = -SOHE X9

w O H)" n (-yg-y

p=1 (mod 4) p=1 (mod 4)

~

En effet, on a I’égalité :

m) (p.at) = 1((6NEyA)p\I &E "
pe) A) n \ p* !

(pa£) 1 \fc€N
P= I(mod4)

car d’aprés le lemme 1.2.3, F}_—- 2 (ﬁ) pour p £2,
p(p) = 0si p= —1 (mod 4)
p(2) = 1 et />(2fc = 0 pour k > 1L

p(¢
Donc E&\I Jka =1

Soit H(s) = X" —Tj- = Hi. |(s) on a encore K{s) = S(s)-k(51X4)
dEN dS ~ 25)

On évalue alors | ¢ 00
n evaiue alors Ie rappor h(S)
haJ{s) 1
Ji(s M ] 1
n i * * pV

P \Jce gT] p=I(mod 4)
* R A
- >n( - ) n v RS

plag \f e
p=I(mod 4)



- 36 -

Lorsque p{L) » 0 cela donne :

$?2=> n (i+)"1 n {-,

p\at p\af
p=1(mod 4) p=I1(mod4)
i
xn ("#Yno6+e™l
p\E 7 2|at
j9=I(mod 4)

Aprés quelques simplifications, et en profitant du fait que (a, £) = 1, on trouve

e A N (YY) N fRe)nily?

p\ai p\a 2\af
p=I(mod 4) p=1 (mod 4)

Pour finir, on recopie Deshouillers et Iwaniec [D-I11].
On écrit

m Zor R ma

. . . u u
avec a > 0, et P(s) est la transformée de Mellin de la fonction u X )ulog

D’apres la formule d’inversion de Mellin, en faisant 2 intégrations par parties , on
montre que :

R(s) =j C(y)"§-ys~1dy -C(Js| + i)~2p <TllogP.

Soit a > 1, on a I*égalite :

C(m) logm 1 f R(s)hdltd2(s)
m d: M) S d ¢5.
m=0 (mod ¢2) *) 2

Ensuite, suivant Deshouillers et Iwaniec [D-1l] p. 9, on décale cette intégrale a
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3= 1/2 et en reprenant leurs résultats :

C(m)logm R(Dp(d2)L(I,x*)
E "---m----/<*|"‘)=—£— c?2r
7= 0(mod ¢2)
. -1
* | |
n HfinH'In M
p\did2 pl<*i
p=1 (mod 4) p=1 (mod 4)
A R O
J(1/2) (¢2

P)L(LX4) T Cogy
d2 C(2 / y

-0 @) n(-]) nf>

pEEL (mod 4) p=1 (mod 4)

o JLi a) ¢
+0 p-y%_}z sp s\ M)#22 h) Cco (('Zi)x ) @5 J.

r2(d2)-P  X/2log P

ce qui termine la preuve du lemme 1.7.4 et ainsi celle de la proposition 1.7.

1.8. Majoration de S4.

On part de I'inégalité (les quantités Wp étant celles définies a la ligne (1.8)) :

Wp < I°gmC(m)f(n).

n2-f1=0 (mod m)
p\mn=>p>xa

Soient (X)d les poids de Selberg correspondant & ce probleme de crible.(Pour une
définition précise, on peut consulter le livre d’Halberstam et Richert [H-R] chapitre

3p. 97)
On a alors la majoration :

/ \ ?
Wp < logmC{m)f(n) Y Xd
m,n d\P{xa)
n2-f-1=0 (mod m) \ d\mn /

On développe ensuite ce carré, et en reprenant les notations du tout début du
paragraphe 1.7, on a l'inégalité :

WP < £ Xdi\d2 Y, SP(a,6),
ditd2\P(xa) a6=[i1,d2]

car Sp(di,d2) = 0 dés que (a, b) — 1.
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On applique alors la proposition 1.7 :

L(1 CO og vy dol)
wr< J2 Aufrgy o
du d2\P(x°) o d [1.72]

Y AXA® Y R (P-=a’b)i
dud2\P(xa) a6=tii,da]

avec U([du d2]) = T,abHdud?) u (a>6p» car w(a>6) = 0si (a, b) > 1.
D’apres les valeurs de u>données dans la proposition 1.7, on a :
(4/3 sip= 2,
31-71- siP=1 (mod4),
1 sip ——1 (mod 4).
Les conditions d’application du théoréme A2 sont remplies, et en appliquant ce

résultat de Selberg sur les cribles de dimension 2, puis en sommant sur P, on
obtlgnt pour Séiula majoratlon ;

P iih
54 < O[ex+léx3'

l°g Diu)
o 11 p 2 ue(tg 95
avec d’aprés la formule du terme d’erreur de la proposition 1.7, D{u) = x2/3 et V2.
A partir des valeurs de Q données ci-dessus, on a I’égalite :

(2) 1\ 2 1
1. 1to
p<x P L(laxa) poye 1 pf Jlog ))

Grace a tout ceci, on a le

LEMME 1.8. On ala majoration :

Sac 10T I XN

a2 Jt C2 (ifi- hII" \ logx

1.9. Conclusion.

En revenant a I’égalité (1.2), puis en y reportant (1.1), les lemmes 1.2.2, 1.3.3, 8.1,
et les résultats des paragraphes 1.4, et 1.5, on a :

S5= Va(x) - So- Si- S2- S3- S4

> We-b 3 F"Fmz. v=my. lurF(")dx
\  2a a J1/2 e\ a Jo3
e-2y rl+h XdX ( x v

S0, @(m nyQeg+0{")

£Xa(—3NQaC N)I i/l |12 I *] +o(“()+o (/\ ) ’

par définition.
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On cherche alors a le plus grand possible tel que la minoration ci dessus soit
strictement positive.

Poura 1> 55 onaw(a J)=e 7% 10 50n approximera donc la fonction w
pare 7.

Le réel t correspond au raccord des deux intégrales 12 et 73, c’est a dire que t est

solution de
2 e"27A

1 — A a2<72(u(A))’

2/3-A/2
avec Uu(A) — /3-N

a
Mais pour 1/12 > a > 1/24, et i > 14/15, on a u(A G [2,4], et

Qu(A)) = e-"[(I712 + ™ - 108" (ANN(A) - «(A) + 172],
et le réel t ne peut étre déterminé directement.

Calcul de I\.
Comme e > O et h > 0 sont arbitrairement petits, on n’en tient pas compte dans
tous les calculs qui vont suivre. Pour u > 2, on a I’égalité : (uf{u))' = F{u —1).

Cette égalité s’applique ici pour ~a~X" > 1, ce qui est Vérifié pour tout
1/2 < A< 2/3, lorsque a < 1/3, ce qui sera le cas.

On fait alors le changement de variables adéquat u = (3/2 —7A/4)l/a + 1 pour
obtenir

4e—r ri+i/(3«)

h = ——=-/ F(u - 1)du
7 JI1+5/(8a)

4e" 7

;M (18, Ki* 3a))

Calcul de 12.
On a < 2, pour A> 1—2a et 1—2a > 2/3, pour a < 1/6. Dans ce cas, on a
le découpage :

'1-A =

2= f 2 f — FIr—~")d\
J2/3 a V a |/ Ji-2a a \ a J
= J\ + J2,
par définition.
L’integrale J\ se calcule de la méme maniere que que I\, on pose w = --------- hl:

et () ) B
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e-7 il —A\ 2
Pour J2, on a ----- F < — pour 1 —2a < A< t.
a a J 1—A

Ainsi J2 = 21o0g(2a) —21og(l —t). Donc on a

1 1
lo=e7 "1 + 3aJ/ (I + 3 3/(3)™ + 21og(2a) - 21og(l - t).

Calcul de 13.
ri *-27 [2/3 —A/2'

h -
Q
Lorsque a < 1/12, I’argument de F2 est supérieur a 2, on a donc en reprenant la
notation u(A) = 2/(3a) —A/(2a) :
i
A -
t az2[(1/2 + ?2°*%2- @8(u(a» Ju(A)2 - tx(A) + 1/2]

Conclusion. Pour a = 1/12.2, et t = 0.9926, on a :

3u>(a-1)
la

— I\ —12 —1z >0.

Cela termine la preuve du théoréme 1.
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Chapitre 2
Entiers de la forme n2+i
sans grand facteur premier

2.0. Introduction.
La démonstration du théoreme 2 s’organise autour du systéeme de poids de
Balog-Friedlander (cf [Ba] et [Fr2]), deéfini de la maniere suivante :
g(n) = {(a, 6); n2+ 1 —ab, P+(ab) <y, x1+5 < b< x1+2S, et p\b A p > 2)|,

avec z = x et S j3sont positifs et arbitrairement petits. Ainsi, on a I’inegalité
g(n) < 22/#, ce qui donne la majoration :

Z7(n) " s ()

Soit / une fonction positive et inférieure a 1, C°°, a support dans [x,2x], telle que
f(e\t) < t~e, uniformément surt et pour tout t > 1, et vérifiant encore :

ri sit G[5x/4,7x/4],
f(t) = s G[0,1] sit G][x,2x],
v0 sinon.
On a alors 53<7(n)/(n) <C g(n)
n n~x
On pose encore X —WV f(t)dt. On a donc X « X,

On part du découpage suivant :
53n)/n)> 1 D ; e+ 1= aen+@) < v,

X146 < b < x1+2<5 pi>=1p > z}
[(a.bp);p>y, n2+ 1= abp,

n
X1+5 < pb < x1+25, ¢|/6 ¢ > z}
> 5i - S2.

Les estimations des sommes 5i et S2 sont liées a la connaissance des cardinaux
des ensembles :
Cm={n~x, n2+ 1= 0 (modm)},

ou m est un nombre entier sans grand facteur premier pour S1, et est de la forme
pb ou b est un entier sans petit facteur premier pour S?. Lorsque m < Xx1-£, ces
cardinaux sont faciles a estimer, et on a assez rapidement un résultat exact. Par
contre, lorsque m = pb et est supérieur a i 1-£, ces estimations sont plus difficiles,
et on a recours a des méthodes de crible.
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L’intérét du svteme de poids de Friedlander, est de réduire le plus possible la taille
de I'intervalle ou il faut obtenir de telles estimations,

on a en effet x1+6 < pb < x1+2<, ou 8 est extrémement petit, tandis qu’une
approche naive, par exemple du type E(x,y) > x — " |CP|, aurait fourni un

. . y<P<z2
résultat moins précis.

Balog [Ba], fut le premier a utiliser un systeme de poids, pour la résolution de
p + a sans grand facteur premier. Cependant, son systeme de poids ne donnait pas
une minoration du bon ordre de grandeur de E(X,y).

Friedlander [Fr2] a amélioré le systéme de poids de Balog en ajoutant la condition
p\n = p > x&. Cette condition permet de borner uniformément les poids g(n), et
ainsi d’obtenir une minoration de E(X, y) sans passer par l'inégalité de Cauchy-
Schwarz. C’est pourquoi, on obtient une minoration de E(x,y) de I'ordre de X,
tandis qu’avec un systéeme de poids du type celui de Balog, on aurait obtenu une

minoration de I’ordre de '—661-;(. De plus, le choix de j3étant libre, la valeur de a
que I’on obtient est inchangée.

Lors de la minoration et de la majoration des quantités Si et S2, respectivement
nous utiliserons fréquemment la fonction p définie par :

p(d) = {0 <v <d, u2+ 1= 0 (mod<i)}.
Les propriétés de cette fonction ont déja étées énoncées dans le chapitre précédent,
au lemme 1.3.3, mais on préfere les rappeler ici :

LEMME 2.0. La fonction p est multiplicative et vérifie
1) p(2) = 1 et p(2k) = 0 pour k > 1,
i) pour p > 2, et k > 1, p{pk) = p(p),
i) p(p) =2sip=1(mod4), p(p) =0sip = —1(mod4).

2.1.Minoration de Si.
On va établir la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1. Pour0 <z <D, avec D = x52 et 6 < 1/100, on a la
minoration :

¢
w (Ar)+ + %)) 0- ® )*e

ou / est I’ habituelle fonction de minoration des cribles linéaires, et non la fonction
introduite au paragraphe 2.0.
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2.1.1. Application du crible.

Dans Técriture de Si, nous allons détecter la condition p\b =8 p > z par le crible.

On écrit donc :
Si> R B i

4i1726<m<1i 1“6 n2-F1=0 (mod m)
P+(m)<i VAA*Y > 7

On a ainsi m < xl~s < x, de plus, comme z sera trés petit, de |I’'ordre de x6*, la
minoration que I’on obtiendra alors avec le crible sera trés précise.

Soient AJ les poids de Rosser-lwaniec correspondant & un crible linéaire de niveau
D pour cribler jusqu’a 2. lls vérifient entre autres les propriétés suivantes :

Ar'= 1, Al = 0 pourd > ;0. ou si daun facteur carré, |AJ] < 1, A *U< g *t.
Grace a ces propriétés, on a la minoration :

s« . E _E %

d<D 4x1-26<m<x1-6 n2+ I=0 (mod md)
P+(m)<y

On applique ensuite la formule sommatoire de Poisson énoncée au lemme 1.2.3 :

s >EA E E E /w

d<D <m<x O<v<md n=v
P+ (m)<y i2+ 1=0 (mod

> E iy, E - «g);

d<D A1 -2p<m <k 1P O<v<md
P+(m)<y r2-f~1-0 (mod md)
SE-+E-
h—0 /VO

>TP + E,

par définition.
2.1.2. Majoration du terme d’erreur.

Pour h 0, en faisant deux intégrations par parties, on montre que
/ N h~2x-1(dm)2.

De plus, d’aprés le lemme 2.0, la somme sur v est 0 (X£) avec e > 0 arbitrairement
petit.
Le terme d’erreur est donc majoré par :

E <53 53 dmx~1+e

d<D Ax1™26<m<x1~6

(2.2) < D2x1-26+¢.
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Pour D= %2 onaf < il £,poure' >0 assez petit.

2.1.3. Evaluation du terme principal TP.

Il reste a calculer

TP = X E EAJETM.
4xl-2i<m<rl-i d<D
P+(m)<y

Pour se ramener & des fonctions multiplicatives par rapport a d, on écrit :
p{dm) = p(m)pm(d), avec

fpm(2) = si 2|m,
pm(p) = si p\m et sip > 2,
Pm(2)—0 sia> 1,
Pm(pQ) = pm(p) sia > 1, etp > 2
PmO) = p(p) Sip/m.

Puis en appliquant les résultats d’lwaniec [lI] sur les cribles linéaires, enoncé
dans le théoreme Al de I’'annexe A, pour m fixé, on a :

< p(dm) — p(m) PMiP)N [/(E*£") +0| (J _ )}
4<D dm m p<z\ P J I \logz) \ log*/.
avec
Pm {p)\ ) PE) ).
p<z P p\m (p,m) =1 P
2<p<z 2<p<z
ou
‘ Pm(2)
rjz (mo) =1 - 2
i si 2|m,
11/2 sinon.

A partir de ceci, on a I’égalité
(2.3)

-y, K§)+°fe) In (>*)

L V 6 4x1-2 <m<x|
P+(m)<y
ou pour des commodités d’écriture on a posé :
- Mo P(P 1 .
wz(m) =pm) JJ fl--"Jil - # 2r)2{m).

2<p<z,p\m ' 7 P/

Le facteur 2 devant 77(771), est destiné a rendre la fonction vz multiplicative.



Nous allons établir le
LEMME 2.1.1. Pour tout € > 0, on a I’égalité :

M
Z wz(m) _ L(l X4)H(1)M + O(A{1/2+5) + 0] ( ) ’

m<M ( ) z
ot H(1) est le produit convergent défini par :

- 4 2
m=3 I (“’ <p+1><p—2>>'

p=1 (mod4)

Preuve du lemme 2.1.1.
On commence par étudier la série génératrice liée a cette somme, soit :

H,(s) = Z L—u—';%)

m2>1

On écrit cette fonction sous forme de produit eulérien :

2 =027 T (1 +o0) (1-3) (1- pg)yl p (11- L))

L (%y)
- (o) —2*’><1+21">2<Ip1<z (-5+22(5)
1 ( p(p)>

p>=z p?
e (1) (+ 2+ 20 ( ;)‘1
O pl;[z St oeog) Ute)
p=1mod4

On définit alors une fonction H, par,

(2.4 H.(s) = LX) ),

Dans la suite nous utiliserons le fait que :

o= (o) T (o) (+2) (o0 (2)

p=1 (mod4)

(2.5) = H(s) (1 +0 (%)) ,

par définition, avec ¢ = Rs.
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Le produit définissant H (s) est normalement convergent sur a > cto, avec ao > 0.

Soient 1 < ¢ < 2, et M, T > 1que I’on précisera plus tard. Sans perte de généralité
on peut supposer que M est un demi-entier.En appliquant la formule de Perron,
ona:

. ;c+|T HJs)M3 {Mc lwz(n)|. ,w, ,
uzm)=,r, - ds+0(— Y IQ(M/nT1
m<M Jc-iT \ n=1

Le terme d’erreur est pour tout e > 0, un 0 (M 1+c+£T ~ 1),
et pour T > M 1/2+c+2e, cette erreur est assez petite. Ensuite, on décale cette

intégrale a gauche de la droite 35 = 1, cela donne, en reprenant les notations de
(2.4) -

_ FA2A+T
wirr = M xiyHzil if) M3
L Z I Q(é) 12:-iT $

1 T EMMLE+0(m" ) -

Majoration des branches horizontales.

D’apres (2.5), le produit H se majore uniformément sur les segments
[1/2 £iT,cxiT}.

De plus, pour 1/2 < < ¢, on a les inégalitéts ~  <ClogT
et |L(5,X 4)|<T U6+£.

Il reste alors & majorer une intégrale sur £ On utilise le fait que pour tout T > 2,
on ait I'inégalité :

2T ¢

[ 1 \C(a+it)\dadt = O(TlogT),
1 JMC( ) (TlogT)

pour en deduire que pour tout T > 2, il existe Ti G[T, 2T] tel que

(2-6) £l + iTD)da = 0(logT)
1/2

En prenant T = Ti, et en tenant compte de toutes ces remarques, on a l’inégalité
suivante :

\XHz  -tTi) il foe -1
2.7 r + Ti- i log TIf.
2.7) T2 5+ tiil Ti g
Comme Ti = M 1"2+c+e, avec c=1-f-77, ?27>0 pouvant étre choisi aussi petit que
I’on veut, I'intégrale ci-dessus est majorée par un 0(M -1/4+T% 6)+£).
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Majoration de la branche verticale.
En faisant un découpage dyadique de I’intervalle [1/2 —T, 1/2 + iT] pour majorer
1/s, on se raméne a majorer O(logM) intégrales du type :

1/24+2iK HJ s}M s
/1/2+iK S

En profitant du fait que H soit normalement convergent sur 3is > 1/4, et que pour

> 1/2, onait1_* < logT
. el . .
puis en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a I'inégalité :

1/2+2.-Ajy~r5~ fS i~/ + /113’2%2"@

2 f.Vbz*Q,iK' 1/2
\L(s,X4)\2ds Us)\2ds
h/2+iK s K JI2+iK \JI/2+iK

Les deux intégrales du membre de droite sont respectivement des 0 (K (logif)2),
0(K logK ), (on n’a pas besoin d’utiliser les majorations les plus précises), et ainsi,
la branche verticale vérifie la majoration :

r -WiK»"'(s)M-ds<M1/2+,,
J1/2-4iiK s

Toutes ces inégalités conduisent a :

X =k/dyo[-+1k)

Ce qui finit la preuve du lemme 2.1.1.

Grace a ce lemme nous avons presque terminé la preuve de la proposition 2.1.
Pour MU/2<y <M, ona:

53 w*(m) = 53 uz{m)- 53 WKP) 53 uz{m).
m<M m<M y<p<M
P+(m)<y

La premiere somme du membre de droite se calcule directement avec le lemme
2.1.1.

On utilise encore ce lemme pour évaluer la somme portant sur les m < Mp-1.
La deuxiéme somme vaut alors :

L(1, Xa)n (:d M
” “w2(p)
y<p cM P
Loz IV) »
+o0o (mv» “ vy S+ T T E A

\ y<P<M F y<p<M y
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avec pourp >y > 2,

__(p):'loHl" E\J VN Sil, S | Rup

sip= —1(mod4)

Ainsi, grace a l’égalité 7r(x,4,1) = S — ho' T-2-qr-

2 logx V(Iogx) A
on obtient I’égalité :

Lil xa (]_ I|Og M | + M

U]Z{m) = - log logy log M

= M
P+ m)<y

En faisant une intégration par partie, on a :

15&)( _Amm) Lil ézz)Hl(:D Tkke Il__J\ ¢ig\2+0(6)+0<
P+(m)<y

|og®

On reporte ensuite (2.8), dans (2.3), les produits eulériens se simplifient alors, en
effet, on a I’égalité :

1 Qp) C2 1
1. 1+0
2 HZ\Q)PQ P &1iXa) £ \LogZ

En profitant de ceci, tout en tenant compte de (2.2), on obtient le résultat annonceé
dans la proposition 2.1.

2.2. Majoration de S2.

On rappelle la définition de S2 :

S2=53/(n)K(@>  P>\i n2+ 1= Pabi xI+6 < bp < x1+25, et g\b $>q > z}\

-- B E

y<p<il+24 z1+i<6p <il+2i
gl67>g>2z

avec \Cbp\ = 57 1(™-
n2+1=0 (mod bp)
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Dans cette partie, on établit la proposition :

PROPOSITION 2.2. Pour D = x6/2, et pour tout e > 0, on a la majoration :

< Xe T logix6i 1 1 "logo -

log z +0 log (@1 e)F Viog 2

»ej 4"™(GIW)*omta'(1]:))

Cette démonstration utilisera les majorations en moyenne de sommes de
Kloosterman établies par Deshouillers et lwaniec [D-12].
Pour étre en mesure d’appliquer ces résultats, il faut rendre les variables b et p
indépendantes et lisser p. Ceci nécessite un découpage assez precis de I’ensemble :
S={(p,b); y <p < x1+2i; x1+6 < pb < x1+2S}.

s2

2.2.1 Découpage et lissage de S.

Pour cette opération, on utilise des techniques classiques qu’on retrouve par
exemple chez Fouvry dans [Fo2]. Plus particulierement on a besoin du lemme :

LEMME 2.2.1. Soit A > 1, il existe une suite &,, £ > 0, de fonctions C°° a
support dans [Ai_1, A£+1] vérifiant les conditions

00
vE>i, 5>.%(i) = 1-

£=0

VE> 1, Vil> 1 67(0 «, C"A-tA - 1)-".

Pour utiliser ce lemme, il est commode de connaitre une famille explicite de fonc-
tions vérifiant ces prorietés.

On reprend la suite de fonctions donnée par Fouvry.

Soit h une fonction de classe C°°, définie sur [0,1], positive, vérifiant :

h(0) = 1, h(1) = 0, h~\0+) = h~(0~) = 0 pour u>1.

La suite b e est alors définie par

fo si £< At~1ou si £> Ai+l,
bta(0O ={I-h(l-(Ae- 0O(Af- A*-1)-1) si A*"1< £< A%
[ h((E - Ae)(Aetl - AD-1) si Af < £< Af+1.

A partir de ces fonctions nous en déduisons le corollaire

LEMME 2.2.2. Pour A = x1+6(x1+s - x1"25)"1 = (1 - x"35)“1, les deux as-
sertions suivantes sont vérifiées :
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1) Il existe une famille de fonctions giA avec Lg<i < L, avec L <C x3i logx
a support dans [x1+<Ai_1,x1+i A£+1], telles que

Vi >1, VI/> 1, gij (O <, XZBV

et vérifiant encore

ri si (e[x1+6,x1+2S],
/; 9%a(0 = s 0(1) sif€ [x1+6 —x1- 25,Xx1+26A],
| 0<£<I b sinon.

i) Il existe une deuxiéme famille jjA, Jo <j < J avec J <Cxa3i logx, vérifiant les
mémes propriétés de lissité que les gi,& mais cette fois-ci les supports sont inclus
dans [yA-?~1,yA-,+1] et on a :

ri si £ € [y,x1+26],
/., T7j,a(0 - j 0(1) siCe [yA~1x1+2¢A],
Jo<j<J vO0 sinon.

Preuve du lemme 2.2.2.
Les fonctions giA pour Lg<i < L sont celles définies par

graiy) = b (7))

L verifie alors xI+6A L = x1+2i, c’est a dire L = _Io_gA = 0(x 3 logx).
De méme, pour Jg<j < J, on définit les fonctions par
7iA=bEAQ
log(x/y)
avec J = =
v log A

Ces nouvelles familles g et 7 vérifient bien (i) et (ii).

En appliquant successivement la premiere puis la deuxiéme assertion du lemme
2.2.2,0n a l’egalité :

S2 gtA {bp)ijA {p)\Cph\+ E,

LO<E<L p,b
46~z
avec
e < £ |C»| + £ :bip
X1"AA “1KpbKX""6 X 125 <pb<x*A~ABA

+ X / \Cop X / \Cpb\-

yA~1<p<y X1+ 2S<p<x1+76A

i 1+fA -1<6p<x1+2{A i 1+<A -1<P6<z1+2{A
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Et on écrit :
E <E\+E2+Ez+ Eas.

Les quantités \Cbp\ sont des 0 (x£/10), cax pb > ~x1+i, pour x assez grand.
La premiere somme Ei vérifie donc :

Ei < xf/10 Y, 1

A7 1<pb<xl+6

«X' E 1

XH6 j“1<m cx s
« XE(X1+1i —Xx1+EA-1)
< XI+6+E(l - A-1) < x1_26+£.

De la méme maniére, on montre que la deuxieme somme E2 est un 0(x1-i+£).
La troisiéme somme E$, Vérifie :

e3 < X£10 y 1

J/A-1 <p<y
i1+ii,-1A"1<6<il+2iy-1A2

<C (y —YA- 1)(x1+2iy-1 A2 —x1+ey~1A-1)
< (1- A-1)A2x1+27
< x1"6+E,

car A = 0(1).
De méme, la derniére somme est un 0(x1-é+£).

Ainsi, il reste a estimer 0(x65(logx)2) sommes du type :

S(PiB) = Y Y  9(bph(p)\CPb,
p€[P,4P] 6€[B,4B]
g\b=>q>z

ou les fonctions g et 7 sont celles des assertions i) et .ii) du lemme 2.2.2, et le
produit PB vérifie : x1+i <CPB <Cx1+2i, et y <CP «C x1+2i.

2.2.2. Préparation au crible.

Nous allons majorer avec des méthodes de crible les conditions p premier et g\b =
q>z

Cependant, comme z sera trés petit (on choisira z = xs ), nous ne criblerons pas
de la méme fagcon ces deux conditions.

Nous utiliserons donc un crible vectoriel, en transposant les travaux de Bridern
et Fouvry sur ce sujet (cf [B-F]) a notre situation (qui est bien plus simple que la
leur ).
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Pour cela on établit la proposition :

PROPOSITION 2.2.3. Soient d\ et d2 deux entiers sans facteur carré, premiers
entre eux. On définit les quantités :

S(P,B,dud2) = E E Cmbk Mb)t (m),

mé€[P,4P] 6€[f1,4£]
m=0 (moddi) 6=0 (mod ¢2)

les fonctions g et 7 étant les fonctions de lissage provenant du lemme 2.2.2.
On a alors | %galité :
(2.11)

“u(d\ d2)

S(P.B.d,d2)=*£(1) (L"2)')

/1 Ky Wsdudv+R(P,B,d,,d2),

ou K(1) est le produit eulérien :

(2-12, £(i; % 12

p=1 (mod 4) (p

La fonction de crible u>(d\,d2) vaut :

(2.13) u(di,d2) =ii(dld2)p(did2) JJ il + - - ,
Pdidi VvV P Py
p=1 (mod 4)
avec
di ~2 3 si2
) 1 smon.

Le terme d’erreur R(P, B, d\, d2) vérifie pour tous poids {A}, {/1}, tels que |Al < 1
et i < 1, I'inégalité :

J2 Allfii3li(P,B,dud2) < D?»PABAD\/2.

di<Dt
diKDz

Nous n’avons pas du tout cherché a donner une puissance de D2 dans le terme
d’erreur la plus petite possible, cela était en effet inutile, puisque dans les appli-
cations, D2 sera une puissance minuscule de x.

Pour démontrer la proposition 2.2.3, on part de |’expression :

S(P, B, di,d2) = g(m p)r m)]icbn

bQ[B"B] m=0 (moddi)
6=0 (mod ¢2)
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Comme au paragraphe 1, on applique la formule sommatoire de Poisson :

SG:);b’A 3: e e |k&.M

6£[B,4B] m=0 (modrfi)

6=0 (mod ¢2)
hv\
f /[f a E O bm
hiz v3-f1=0 (mod 6m)
= T(P,B,dud2)+ E(P,B,di,d2),
avec
mb)'y(m)p(bm
o Teedud-x £ E o )y(b)p< )
6£[B,4B] m=0 (moddi) m
6=0 (mod ¢2)
et,
0)7(m
E(P,B,d1,d2) = E E om )b( )
6E[B,4B] m=0 (moddi) m
6=0 (mod ¢2)
—hv
(2 19) '
Xﬁf\o ( £ ) v2-f|:0e(m0d 6m) bm

(2-15)

2.2.3. Transformation du terme d’erreur.

Pour h ~ 0, en faisant [4e-1] intégrations par parties, on montre que

/ A pour |/i| > H, avec H = P23x-1+£.
Ainsi, la contribution des termes en |/if > H dans E(P,B, di,d2) est
di<Di
d2<in2

(2.16) « E E E ! mk)fr:bm) < xe.

d\<Di  6£[B,4B] m=0 (moddi)

¢2<e>2 6=0 (mod @)
Il reste @ majorer

rb)= E E xui

0<\h\<H di<Di
d2<D?2

' g(mb)j(m) «/ fc \ —hv

_ bm \bm J 61 ~b/T
6£[B,4B] m=0 (moddi) v2-}31=0 (mod 6m)

6=0 (mod ¢2)
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Pour cela, on utilise les formules explicites des solutions de v2+1 = 0 (mod bm)
données au lemme 0 de I'introduction de cette partie, mais que I’on préfere réénoncer
ici sous une forme légérement différente :

LEMME 2.2.4. (Gauss) Pourm > 1,il existe une correspondance bijective entre
les représentations de m sous la forme m = r2+ s2, avec (r,5) = 1,r,s >0, et les
solutions de v2+ 1 = 0 (modm).

e (mod 1).

. , v
Cette bijection est donnée par : — -
7wz S Sir &5

Grace a ce lemme, en faisant quasiment les mémes opérations que celles effectuées
au paragraphe 1.7, on a :

mB )= £ £ ai>+ £
0<\h\<H di<Di 6€[B,4B]
6=0 mod ¢2
r\n\
2.17) X F(r2 fi2 b,hye 5 -0
(r,s)=1 S(I’Z ))
ris>0
r2+s2=0 (mod odi)
ou on a pose
(2.18) iV +S2,bh)=-ji-jSor2+ T(LX L)/ ("~ 7)

La fonction A(r, s, b,h) —F(r2 + s2,b, h) est presque lisse, plus précisément, on a
le lemme

LEMME 2.2.5. Pourtous v\, u2, "3, v+=> 0, avecv = V\ +v2+ + ¥4, 0on a les
inégalités :

d"A(r,,,b,h) x(PB)-1xUu
(0 dri'dsl*dot~dhut  r'slibvahIe -
6) dvA{r,s,b,h) x(PB)~IxUv

dn/ s bh 5~ @By iDsAa s
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Preuve du lemme 2.2.5.

g . . . . V2+ s2°
Pour vérifier ceci, il suffit de le faire sur chaque fonction 7

1 h
9(r2 + o+ 53T \ro+ 525
Par construction, les dérivées partielles des fonctions g et 7 amenent une erreur
de x35. La fonction (r,s,/i) — ﬂ":_si? étant une fonction lisse pour 0 < \h\ <
PBx~1+£, et r2+ s2 ~ Pi?, et la composée de fonctions lisses étant lisse, pour
montrer que (r,s,h) — f (—I_EZJ) est lisse, il suffit de vérifier que x~If est

lisse, ce qui est le cas car / est lisse & support compact dans [x,2x]. Le point (ii)
se vérifie directement & partir du fait que r2 + s2 ~ PB.

Ce lemme n’est pas utile dans I'immeédiat, mais servira plus tard lors de discussions
préparatoires aux majorations de sommes de Kloosterman en moyenne.

Auparavant, il faut évaluer dans (2.17) la contribution a R(P, B) du terme en
rnh\ -\
s(r2 + s2))
D’aprés (2.18), on peut majorer F(r2 + s2,6,/i) par x1+£(PB)-1 et donc par
H~1x2e, cette contribution est ainsi d’un ordre de grandeur inférieur a :

E E E E E ;ajcpsr Ixe2

0<\h\<H di1<D1 b€[B,4B] 0<««(PB)'/2 0<r<(PB)1/2
d3<D2 6=0 (mod d2) r2=—s2 (mod 6”)

X £2

« E E E E g < ifee

0<\h\<H d\<Di 6€[B,4B] O0<s«(PB)1/2
di<Di 6=0 (mod ¢2)

ce qui est assez petit.

Ensuite, on réapplique la formule de Poisson dans la somme sur r.

Pour s > 0 fixé on a :
[ =
E (=)

(Eﬂ A +/’M)e(AT): 0 dib

r>0 (u,s)=1
r2+s2=0 (mod bd\) ii2+ 32=0 (mod dio)

X Z F(r2+s2,b,h)
r=u (mod dibs)

aits E E Vs Faps GG 0 dhnik),
KkCZi umaod d\bs
,s)=1
u2-FLEC) (moddio)

avec

(2.19) G(s,b,du h,k) =J F(p2+s2,b,h)e(J"jdp.
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Les conditions (u,s) = 1et u2+ s2= 0 (modbdi) entrainent que (bdi,s) = 1
En écrivant alors u —as -f fid\b, avec a2+ 1= 0 (mod d\b), on a :

rpb)< y E *3>LE E S

0<\k\<H d\<D\ k€z 6€[B,4B]
d2<D2 j,=0 (mod ¢2)
Xy GSK'""hks(-hMu-k-s),
(,i30=i  MIS
avec
KieB= E -
a mod d!6 X 1 7
a2+ 1=0 (mod d\b)
et,

S-hdTh-bs)= E e(-h* - kiv

(u,s)=1

Pour ft= 0, la somme de Kloosterman se raméne a une somme de Ramanujan :
\S(—hdib, 0; s)| < (h,s).

Ainsi, en majorant |G(s, b, d\, h, fc)] par un 0(x(PB)~1"2+e), la contribution des
termes en k —O0 est inférieure a :

XFBrI2E E E 1~y iwn-~DMHBP)-IxH

0<\h\<H d\<D\ 6€[B,4B] 1 S
d2<p2 6=0 (mod ¢(2)

< D 2x1/2+6+2\
d’apres I'inégalité PB <Cx1+2i.
Dans la suite on supposera gu’il existe e > 0 assez petit, tel que :
(2.20) D2 < x 1/2- 6~2£.

Il reste donc a majorer

R= E E E Wi E mm

0<\h\<H kjiO di<Di 6€[B,4B]
d2<D?2 j,=0 (mod ¢2)
Xy @3hfIHK)s(-hodu-k-s).
« M i-. hi,s

On deécoupe les sommes sur s et sur d\ en 0((logx)2) sommes du type

R(i,5)=53- Y, ~~~G(s,6,di,/i,A:)5(-~d6dr,-/c;s),
di (s,di6)=I
ou a(s), &{d\) sont des fonctions C°°, positive, a support dans [S,2S]}, [L,2L]
respectivement, avec 5 <C (J3P)V/2,et 1 < L < D\ les fonctions o(s), i{d\)

verifiant de plus : a("")(s) <C s~v et £9/\di) <C d”v, uniformément sur s et <,
pour tout v > 1.
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I N’y a pas de probléme de bord pour s, car G(s,b,di,h,k) est déja a support
compact pour s. Pour di, il n’y en n’a pas non plus, car Aj = 0 pour d\ > D\.

Pour k 0 en faisant v = [4e * intégrations par parties, on a :

G(s, b, dvsh, k) —dibsiv |f dA F(p-z"‘SZ\hh)e( thS dp.

D’aprés le lemme 2.2.5, on a :

drv 2 2iln xUvx(PB)~I
dp» ? (P + S >b>h) < (PB)"/2 -

et ainsi la majoration :

ibSX‘IS \
2.21 G(s,b,du h,k PB)-'/* ° .
(2.21) (s:bduh) « x(PB)-= DM

Donc, pour |[fc] > LBS(PB)~x/2x36+Z = UG on a :

1

GG bdih k)<

La contribution des termes |& > K est alors <CH S|/2x~ 14>
et donc <C x3/4+3i/2+£ , ce qui est assez petit.
On a donc :

R2(L,S)= £ £ Aj>+ £ M M)

0<|/»|<H di b€[B,4B]
0<|fcj<iC di<-D2 6=0 (mod ¢2)

X N PAMi.M><WaWS - niodi K\ 5)

(d16,s)=I 15

(2.22) + 0 (x 3/4+35/2+£).

2.2.4. Majorations de sommes de Kloosterman multilinéaires.

Le reste R2(L, S) va étre majoré a I’aide du lemme suivant qui est une légere
généralisation du théoréeme 11 de [D-12], analogue au lemme 5 de [Fo2].



- 58 -

LEMME 2.2.6. Soient D,H, K, S > 1et $ une fonction de classe C°° a support
compact dans [D,2D\ x [if,2H) x [K, 2K] x [5,25], dont les dérivées partielles
vérifient :

il existe rj > 0, tel que :

1+ 72+ 3 14

d, h HK Sy 1-ft2-V3 144 _vh S
dd-1dhI*dk Lhds"4 (/ Vv . 14d -v 5

uniformément sur d, h, k,s, pour tout v\,i/2, 13,14 > 0.

(On dit alors que le défaut de lissité de $ est inférieur a 4.)

Alors il existe une constante absolue og telle que pour toute suite de nombres
complexes bdtk, on ait :

E E \7<E’\(dthikis)8(hd,k,s) < (DHKS)Cor,+A\b\Hi/2(L+M),

D<d<2D 0<h<H (a,d)~1
0<Jfe</C

avec
VD(SVD + y/HK + SVII)(Sy/D + Vhk + sVk)
sVd +Vhk

L =

M = Ss/2(D(D + fsr))1/4,

et ||6]| esi ia norme £2 de la suite b, cest a dire ||6]| = l6a He

dfc

G(s, b,d\, h, k)

La fonction ”presque lisse” intervenant dans R2 est bdis

a(s)E(di) et elle
vérifie :
G(s,&,di,M) ~ x(PS)-12

bd*s C SBL
le lemme 2.2.5.

, son défaut de lissité est inférieur a 38 d’apres

On va donc travailler avec <f(s, b,di,h,k) = Z 1G(S’ 6,d\, h, kja(s)£(di )

bdis
. X(PB)-'/2
akCzZ = SBL 1
Cela donne
R2(L,S) EA E Ep(bd\ k) 53 5. h ,h k)S(-hbdi,—fcs).
0<\hi<H 0€[B,4B] (3,bdi)=I

d2<D2 0<|fc|<K’6=0 (modd2)
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Nous ne sommes pas encore en mesure d’appliquer le lemme 8, il faut regrouper
les variables b et d\.

Pour cela, comme I’avait fait Pomykala dans [Po], on suit le procédé de [D-12] p.
269 qui utilise la formule d’inversion de Fourier.

On écrit :

(2.23) $(-s,6,di,h, k) = J\] Q(s,ti,t2,h,k)e(tib + t2di)dtidt2,
aVvec,
(2.24) <d(s,t1,t2,h k) = J\] $(s,yi,y2,h,k)e(-tiyi -t 2y2)dyidy2.

Dans la suite on utilisera le

LEMME 2.2.7. Pour tii2 ~ 0, et pour a — o\ + a2 + 03 avec a- > 1, pour
i=12,3.0na:
da

dsas e pke 0180 Uit20nK) = (227rti)->" (2iirt2)-"

dVi+ _
X33 d,'>dy? ayp dhe dke>t(s'yi "5 *)«(-'>»> -1 A2)dyidy2
(2.25) < (ii-B)" 1(i2L )- U2X36(<FH/A+ /25 - Fflh - Ak -AB L |

Pour obtenir ce lemme, on différence o fois la fonction 0 et on integre u\ fois par
parties par rapport a y\, i/2 fois par rapport a y2 I’expression (2.24).

On prend W\ — 0 si \tiB\ < 1, W\ = 2 sinon, et /2= 0si |[t2ZX%| < 1, il2= 2 sinon,
ceci pour avoir

(2.26) J 1 DIB(t1B)-Vi{t2DI)-v*dtldt2 < 0 (1)

On a ainsi en réinterpretant les différentes variables et en posant J = LB :

« [r ™ ff ZBLX3®%" + A
ai (1 ¢2)
V1 * VJ 17  0<|fc|]<H J<j<SJ
0<\k\<K
(2.27) X Q(s,ti,t2,h,k)S(—hj,—k]s)dtidtz,
(s,i)=i
avec
. ti By (2 L)™ .
(2.28) é{s,tut2,h k) = ( XU (ci/1+/\2) Q(Mi»*2,h,fo),
et
(2.29) ajfc(tit)= E E *’|‘, Mijp(hk)e(tv&+ <2¢1)e
(;i%[dl_iéjL] (mod ¢2)

Les entiers i/j et i/2 dépendent de (1 et t2 suivant (2.26).
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2.2.5. Evaluation du terme d’erreur.

On applique le lemme 2.2.6 a (2.27).
Le D de ce lemme correspond a J = LB, sinon toutes les autres variables h, k,
s ont la méme signification dans ce lemme, et dans la ligne (2.27). La fonction

presque lisse est O. D’apres le lemme 2.2.7, son défaut de lissité est inférieur a 35
et elle ne dépend pas de j .

A partir de I’expression de latjt | donnée dans (2.29) on trouve la majoration triviale
suivante :

(2.30) X}K*I2~L B K xc,
j.k
avec e < 8.

Par ailleurs H = PBx~1+e, donc H Vvérifie H <C x2 et aura une trés faible
contribution car 8 sera extrémement petit.

Précédemment, on a choisi (cf (2.21)), K = LB 1/2SP ~1/2x36+3e,
avec S «C (PB)1!12, donc K <C LBx35+3c.
De plus on a encore, BPx~x <Cx2 ce qui est aussi trés petit.

En appliquant le lemme 2.2.6 tout en tenant compte de ces remarques, on a la
majoration :

[1/2
R2(L,S) < xW00*@L  (DXBS + SzI2(DxB {12

(2.31) < x1006(P1/2B3/2D1+ P 3/4B 5/4d 1/2).

Puisqu’on veut R2 <C x1~s, cela impose pour le niveau du crible D\ les majorations
Di < xP"1/2# " 3/2*-1006, et Di < x2P -3/2B~V 2x-™6.
Lorsque PB > x1+5 cela donne D\ = x2P -3/2B~5/2x~506. Pour D2 = x52,
la condition (2.20) est alors largement vérifiee.

(On pourra remarquer que si a la place du lemme 2.2.6, on avait utilisé les
majorations de Weil sur les sommes de Kloosterman on aurait obtenu un niveau
de crible D\ <CxP-3/41?-7/4 a des puissances de x6 pres.)

2.2.6. Evaluation du terme principal.

On rappelle I’'expression de ce terme obtenue précédemment :

TP,B,dud,))=x V y Lm) 71[m)p bm)
6=0 (mod ¢2) m=0 (moddi) b
X g(m)'f(mb~1)p(m)

m
6=0 (mod ;2) tti=0 (mod di 6)
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Deshouillers et Iwaniec ont montré dans [D-1l] p. 9 I’égalité :

m m|'-i m - ; *
E 0{m b ( P(m) _|Sr;n H ((1X4) [ gun(ud )
m=0 (mod dib) m b c@ J

T2(d\b)x65 \
(2.32) (aND)x

+ 0

AVdibPlogPj -

I'erreur x@ provient des défauts de lissité des fonctions get 7.
Il reste alors a estimer pour ufixé dans le support de g,

9(dI by
E 7(ub 1),
dxb
6=0 (mod d2)

ou 9est la fonction définie par

-1
(2.33) o9ny =p(n>n (I + .
p\n V P/
Alors comme au paragraphe 1, on étudie la série
9{m,d\d2
(2.34) K(s) = £ { :
mcC
m>1

Pour d\, d2, sans facteur carré donnés, on écrit : 9(md\d2) — 9(d\d2)9dl d2(<>}
La fonction #d1(f2 prend donc les valeurs suivantes :

' 9dld2(2a) = 0 sia > 1,
9did2(2)=2/3 si 2/did2,
Adid2(2) = 0 si 2\did2,
odrdtipQl) = 9dld2(p) poura > letsip > 2,
9d1d2(p) = 1 si p\d\d2, et si p > 2,
9dld2(p) — sip=1(mod4) et sip j(dld2,
, Qixd2(p) =0 sip=-1 (mod4) et sip j(d\d2.

Ensuite, on écrit K sous forme de produit eulérien

KM=xoil 1z J,* QH (1+-rrrrr;)e

J»2 \ P V1 Pa>

avec

i 2\dxd2,
772(M . 2,5) = l42|~* sinon
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Et d’apres les valeurs prises par ed ;mvon a :

-1
2
I<(s) = 6(did2){did2,s)  JJ ~ A _"1)%
p=1 (mod 4 (p '
L2
'] 1 -1
n n =« 2 1
b 1 (a Lodd) ? p=1 jmod 4) P3 (p + 1)PS ps
P\iid2

Le produit JJ (...) n’a aucune contribution, car d’aprés (2.33), 6(d) = O,

p=—1 (mod 4)
p\did2
si d a un facteur premier congru a — (mod 4).

En poursuivant encore un peu ces calculs, on arrive a :

o LGs Xi

)= e, Aha2oko),
avec
. \ L] - \—1
*«=11+V) 0+3) @En dX(iv7+57?) (i+®
et,
~1
N2y = Wbt ] A1+ Jo )
p|did2
p=I (mod 4)
avec 1
fij(d\d2,s) =1 + 23) si 2\did2,
11 sinon.

Maintenant, pour calculer T(P, B, d\, (2) on utilise la formule d’inversion de Mellin.
D’apres (2.32), on a :

T(P, B,/\)zxﬂ;h?(‘i) e @(d[i[k?)jf g(u)"(ub~|)OIquO fx 15SHB 1/2\
U

6=0 (mod ¢2) n VdIP J
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. ' 1 :
Soit Q(b) = \] g(u)JEJub )du, ou g est a support dans [x1+<A* 1,x1+{Ai+1] et

7 dans [yA*- 1,yA*+1].
(On a alors PB = x1+6Ai-1.)
On écrit

QW =JL / R(s)b~ _gs
b 2 7<) s ’

avec,

R(s) = J va~ldv.
\Y
D’apres les supports de 7 et de y, la fonction Q est a support dans :
[x1 -sy-.iA ¢ fc-2 *145Y LA*- k+2 = [£1,27]
On intégre alors R par parties :

S2 fB3
_ VvV ogv)m Q(v)
RS = s v . Jb, sdu\ v J v’

mais Q(B\) = 0, car la condition uB~1 appartient au support de 7, impose
u < xi1+eAe~1, et ainsi g(u) = 0. De méme, on a Q(B2) = 0.
Ainsi, on a I’égalité :

'bzsd
B 1T (¥)*'

et aprés une nouvelle intégration par parties, on a
(2.35)

R(s

yS+|

% gy ¥ < (ME)-2E(AT- +[B ).

\%

En sommant alors sur 6, on a :

L(LX4) Y- <W) (g)lub-)  L(LX) 1 f REK() 4
2) isoedd,y ilb " “ 21 % Jn o2

ou K(s) dépend de <l et <2et a > 1 et a été définie dans (2.34). On déplace alors
cette intégrale a gauche de la droite 9%s = 1 et en utilisant (2.35), et en reprenant
les arguments basés sur des propriétés des fonctions ((s), ((2s), L(s,x4) exposés
lors de la preuve du lemme 2.1.1, ou bien en appliquant directement le résultat de
[D-11] p. 9, on a I’égalite :

y w ) rg(uh(ub-Yiu = L(L,XDR{N?(dudty T e ooy

tecéd« * 6 - ” c(2) dd - u’
[ X155

2.36
(2:36) Vdjd2B J ¢
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(Pour des raisons esthétiques, on a écrit 0>(ii,c?2), a la place de 17(c?%ic?2,1)0 Les
différents termes d’erreur de (2.35) et (2.36) imposent

y/DIlD 2 < xVBx~c,

ce qui est plus faible que les conditions de la fin du paragraphe 2.2.5.
Tout ceci termine la démonstration de la proposition 2.2.3.

2.2.7. Application du crible vectoriel.

Gréace a la proposition 2.2.3, on est maintenant en mesure d’appliquer un
crible en deux variables pour majorer les cardinaux 1Cp&d.
La difficulté est que la fonction de crible uj de cette proposition ne vérifie pas
d’égalité de la forme u(ai,ti2) = wi(01)0%2(02), mais dépend du pgcd de (01, 02),
et le cas le plus délicat est quand ce pgcd est composé de nombreux petits facteurs
premiers. Pour écarter cette difficulté, on reprend les idées de Briidern et Fouvry
[B-F], on commence par cribler tres faiblement ces deux variables.
Pour cela nous utilisons le lemme fondamental pour un crible de dimension 2, tel
gu’il est énoncé dans Iwaniec [I1].

. log D .
LEMME 2.2.8. Soientu > 2, D > 2, on pose s = -I-O-%-U. U existe alors deux
suites A*, telles que Xf = 1, |A*| < 1, A* = 0 pour d > D,
X~*1 <fi*U< At *1, et

E ~~"=V W {I| +0(e-(logD)-13)},

¢IP (V)

avec V(u) = JJ il -—-- j, O étant la fonction multiplicative déEnie par
p<u ' p '

tt(p) _.w(, p +*“(P 1) _ v(p,p)

p p P P2

A partir de ce lemme on en déduit le corollaire :

COROLLAIRE 2.2.9. On garde les notations du lemme 2.2.8. Etant donnés
ai,02 deux entiers sans facteur carré, avec tous leur facteur premier > u on dé£nit:

5(ai,a2,u)= Y 9(bm)y(m)\Cbm\-
b,m
m=0 (mod ai)
6=0 (mod az2)
pl6m="p>u
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Alors on a | %galité :

5'(al,a2,u) = XK (1) fffimg\%\d:r@

*JJ ﬂ * (V)ddj{l"‘O{(log ¢5)1/3)
(

+0 E (d) R(p, B,a di 2d2\
d\P(u) d\d.2—d
d<D
f .
avec viu) UCp)
P<U p

Preuve du corollaire.
On commence par utiliser la suite A+ pour obtenir la majoration :

S@ai,02,u) < E Al E glbmn(m ¢chm
d\P(u) 6m=0 (mod d)
6=0 (mod a2)
m=0 (mod ai)
N ; d(bm)j(m)\Cbm-

d\P(u) d\d~—d 77i=0 (modaidi)
6=0 (mod o02"2)

D’apres la proposition 2.2.3, on a :

2

_ L(1 Xx4) ° ;(ai, @)  givw 7 (u) AH(D
12,U) <X k{1; -dvd

(@i 12U) <X K Ve ) a,a2 Jd vw dvaw d

t B AT E  P(P,dili, ;202

<£|P(u) ¢id2=d
d<D

< H 1>X4 N
Xk{vl;)v cE ) g@?\ @J
Uit b €~S
ui) dv 11410 (Iog 9)1/3

A, P(P,diaa,d202),

d|P(u) dlcf2=d
d<D

ce qui prouve la majoration. De méme en utilisant la suite Xd on obtient la mino-
ration.
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* Retour a la majoration de S(P,B).

Pour 22 < z2, on définit P(zi,z2) = JJ p, et onpart dela majoration
1<V<Z2

S(P,B)< Y p*t(m,P(u,w))fx*t(b,P(u,z))g(mb)j(m)\Cmb\-
p\mb=>p>u

On majore ensuite ces convolutions a l'aide des poids de Rosser-lwaniec A+, fj+
définis comme suit :

A+ =//+ = 1 Aj = 0sid\ > D\ etijir=0sid2> D2,
Aj=~ = 0sidaun facteur carré,
et pour d= p\...pr avec p\ > p2> ....> pr .

. -1
(~1)r sipi...p2eplitl < DL, pour tout 0 < £< 1y ,
0 sinon,
i o Si pi---p2cple+i < DiT pour tout 0 T 1

(~1)r siPi-..P2TP2/+1 < Di, pour tout 0 < t< -y »

0 sinon.

A partir de ces poids on a

S(P,B)< £ E xU iS (dItd2,u)

di|P(u,w) dalP(«,*)

€ @(di,d2
<A\K @ 1+oC s ooldne
0 g'P) di P(u,u>) ¢1(e2
d2 P(u,z
. E KK Ew Ev o
di|P(u,u>) titl =e
\d 2\P(u,z) t

d'aprés le corollaire 2.2.9.
Pour £ > opeti on choisit D = x£, et u = xe le terme d'erreur de la ligne

précédente peut étre rearrange en :

ou les A'd, pagt sont en valeur absolue respectivement inférieurs & r(di), r(d2) et
sontnuls pour ¢1 > DD\, respectivement pour d2> DD?2, et ainsi cette erreur est
d'aprés la proposition 2.2.3 majorée par (D2D2)20D ™ 2B 5/4P 3/4.

d\<"Dd2*£ DDz
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* Traitement du terme principal.

Dans un premier temps on écarte les entiers di et d2, tels que le pged (<¢l,¢2) > 1,
c'est & dire que l'on écrit :

y A, + =y AHTTI
. d d> dxd2 AN d & did2
di\P(u,w) dilPl«,«;)

d2\P(u,z) ?Cii\Pég),z)l

u =

I+ ,+ vjdhh

2n Jgle )
di\P(u,w)
d2\P{u,z)
(¢1,d2)> 1

=tl+ t2.

Le terme T2est petit. Pour vérifier ceci, on commence par majorer les u>(di,d2) ;
d'aprés la ligne (2.13) de la proposition 2.2.3, 0n a u(di,d2) = 0(xv) pour tout
>0, etenparticulier pour rj=e3 (0l eestextrémement petit).

Les <l et d2étant de plus sans facteur carré, on peut alors profiter de I'inégalité :

1
t2 02 dd
fi>UP dI<fEx 1 2
DD 2
nf

En sommant directement, on obtient alors :

T2< x2e \og(DDi)\og(DD2)u~Il < x~el2.

Maintenant, afin d'8tre en mesure d'appliquer les résultats d'lwaniec surles cribles
lingaires, nous allons séparer les variables d\ et d2dans la somme T\.

Nous utiliserons la notation suivante

wi(p) = u(p, 1) et w2(p) = w(l)P)- (en fait, on a W\ = w2\

On aalors ['égalité

B=E "E
_ d\ Tt a2
di\P(u,w) d2|P(u,z)
/

A 2N \+ ..+ ~1 (M18)yXd28)
4= 2 di“ £x dfc2 drd2
d2 Rx

+0

= T+ 0(T),
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On montre de la méme maniére que pour T2, que le terme d’erreur T2 est un

o (x-€'/2).

Ensuite, en appliquant les résultats d’lwaniec [Il] énoncés au théoréme Al, on a :

n [P\ 7T U2IP) "loe-Di log X V
' log tu logu

<P<W P u<p<z

En faisant des raisonnements analogues a ceux du paragraphe 1, on montre :

n(-1) - r ., €CKX4)

<H Yy (*?)=

On montre encore, aprés des calculs peu intéressants sur les produits eulériens :

v -H - )g (5)(ISi)" 0 o

if(l) étant le produit défini dans la proposition 2.2.3.

Enfin, en prenant w = DAJZ, avec D\ = x2P 1/2B 5/2et z = x6% D2 = X6/2 on
trouve la majoration :

' a( 1\e)y(vi- M-

M
@ “OWoan) MF o \MBAJ oo

A
s(P 3) < :

2.2.8. Conclusion pour S2.

Il reste a évaluer :

s2=Y ,SI-P’B)
P,B

ce qui revient en fait a calculer I’'intégrale :

peopen dudv
I = fy fx1+5uul Uulog(x2U-3/2U-5/2)
1 pi-ti+26  iogxdvdfji
L Ji-fi+s 2 —37/2 —5ill2
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En calculant la valeur de cette intégrale on a la majoration :

e

DE .- (&) @HITR(-lgf*- 1D)- lrow+°* feh))

2.3.Conclusion.

D’aprés les propositions 2.1 et 2.2, § e pouvant étre choisis arbitrairement petits,
I'inégalité S\ —S2 > 0 est réalisée des que

1—og a—+ 2log2+ 2log(a - 1/2) > 0.

C’est a dire a doit Vvérifier :
1

. . 149
ce qui fournit a > 179 = 0.8324...
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DEUXIEME PARTIE

PROPRIETES MULTIPLICATIVES
DES VALEURS

DE CERTAINS POLYNOMES
EN PLUSIEURS VARIABLES
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Chapitre O

Introduction

Les résultats du précédent travail laissent deux questions ouvertes : existe-t-il

e > 0, tel que P+ n (p2+ 1) 1> x1+£, pour x —* +00? Peut-on obtenir un
\p~z /

resultat inconditionnel concernant le polynéme n3+ 2 ?

Pour le moment, nous ne sommes pas en mesure d’y répondre, et I'objectif de

cette deuxiéme partie est de montrer que ces inégalités sont vérifiées en moyenne

et ainsi d’étudier les propriétes multiplicatives de polyndmes a coefficients entiers

et en plusieurs variables tels par exemple f(p1,p2) = 1+ p\ +p2,ou f(p\,P2,73) =

1+pf +P2 + n|, etc.

Pour mener a bien ces recherches, il faut évaluer le comportement asymptotique

des cardinaux des ensembles du type :

An = {(P1,P2), Pi,P2 ~ s, f(pi,P2) = 0 (modm)}
ou pi, P2 sont des nombres premiers et la notation n ~ N, signifie n G [N, 2Ar].

Lorsque m est petit, c’est a dire m < x1-e, le cardinal de ces ensembles est donné
en moyenne grace a un résultat du type le théoreme de Bombieri-Vinogradov,

obtenu a partir du classique théoreme de Barban-Davenport-Halberstam pour la
suite des nombres premiers.

Quand m est grand, on évalue ces ensembles individuellement a I’aide de méthodes
de cribles, qui conduisent a des majorations de sommes d’exponentielles du type :

/ gu + hv\

sf(m,g,h) Y Vm

O<u,v<m
/(u,v)=0 (modm)

Si / est un polynébme homogéne, cette somme est facile a évaluer.

En effet, comme Greaves I’a montré dans [GI], pour (uv,m) = 1, la congruence
f(u,v) =0 (modm) se transforme en« = wu (modm), avec f(I,w) = 0 (modm).
La somme S/(m, g, h) se comporte donc comme une somme géométrique, et on
bénéficie d’importantes compensations.

En faisant alors I’hypothése de positivité suivante :

(HI) : llexiste A > 0, et xo > 0, tels que pour X,y > xo, on ait /(x, y) > A(xd+yd),
d étant le degré de /,
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on montre le résultat suivant

/ \Y
THEOREME 1. Soit f un polyndéme irréductible, homogéne, dont les coeffi-
cients sont premiers entre eux, et verifiant | hypothese (HI).

i) Si f est un polyndme du deuxieme degré, alors pour A2 < 10/9, on alinégalité
suivante :

X2
K®PI>P2) ; PuP2 ~ X, P+ (Ff(pi,P2)) > XA2} > -—2~ .
log x

ii) Si f est un polynéme du troisiéme degré, alors pour A3 < 6/5, on a I'inégalité :

H(PI,P2) ; PI,P2 ~ X, P + (F(pi,p2)) > XA3}H » oo _

L’hypothése (HI) n’a aucun caractere crucial, elle sert seulement a définir

I°g(/(PiTP2))5et avec quelques modifications, on pourrait obtenir un résultat val-
able par exemple pour le polynbme x3 —2y3.

Lorsque le polyndme / n’est pas homogéne, les sommes Sf(m, € h) ne se majorent
plus aussi facilement, et il faut faire appel aux résultats pointus de géométrie
algébrique sur les majorations de sommes d’exponentielles sur des corps finis.
Dans le cas ou / est un polynéme en deux variables, les majorations de Weil sont
valables dans un cadre général, il faut seulement écarter les situations dégénérées
comme par exemple les cas ou la fonction $(u, v) = gu + hv est constante sur les
courbes Cp = {(u,v) € F2, f(u,v) =0 (modp)}.
Plus précisément, pour (g,h,t) G Z3, on définit les diviseurs de la courbe Cp
suivants :

D(g, h,t) = Y P.

p=(u,v)ecp
gu+hv—=0 (modp)

Les résultats de Weil [Bo] sont alors applicables dés que I’on fait I’hypothese :

(H2) Pour tout i GZ, tous (g,h) € Z2, tels que (g, h,p) —1,
on a Deg D(g, h,t) = 0(1), la constante implicite ne dépend que du polynéme /.

L’hypothése (H2) exclue les cas aberrants comme les “faux polynémes en deux
d

variables” c’est a dire les /(x,y) = ~ Cfc(ax + by + c)k.

k=0
Parmi les polynémes vérifiant I’'hypothése (H2), on trouve les polyndmes absolu-
ment irréductibles sur Q, par exemple les polynémes du genre /(x, y) = yd—g(x),
ou le degré de g est premier a d.
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Ces polynémes sont tres commodes a étudier, du fait de leur stabilité algébrique,
et on aurait pu restreindre notre étude a cette famille de polyndmes et éviter bien
des complications dans les premiers chapitres de ce travail, mais il était dommage
de laisser tomber des polynémes du type par exemple x4 + y2, x3 —7y15, ou plus
compliqué,

27y6 + 2x3y3 + 27y4x + 27y4 + 9x2y2 + 18y2x + x3-f 9y2 + 3x2+ 3x -f 1

= (3y2+ v2xy + x + 1)(3y2 +j\/2xy + x + I)(3y2 + j2v~xy + x + DH!

Plus sérieusement, il est difficile de déterminer si un polynéme est absolument
irréductible ou ne I’est pas (On peut trouver des critéres dans le livre de Schmidt

[Schm] p.190), tandis que les hypotheses des théorémes qui suivront seront aisees
a Vérifier.

En incorporant ceci dans la méthode de Tchebychev-Hooley, on montre le

THEOREME 2. Soit f un polyndme irréductible en deux variables, dont les
coefficients sont premiers entre eux et vérifiant les conditions (HI) et (H2).

Les deux assertions suivantes sont alors vérifiées :

i) Dans le cas ou f est un polynéme du second degre, pour X2 < 36/35, on a
| inégalite :

X2
\{(PI,P2) ; PI,P2 ~ X P+(/(pi,p2)) > ZAi}| > i---zx
0g

ii) Si f est un polynéme du troisieme degré, alors pour Xs < 20/19, on a
[ inégalité :

{(Pi»P2) ; Pi,P2 ~ P+(f(PuP2)) >x 3} > e .
log™ x

Le point (i) est une amélioration et une généralisation d’un résultat de Plaksin
[PI]. Celui-ci avait en effet obtenu pour le polynéme f(pi,p2) = p2+ p2+ 1 un
exposant X2 = 71/70. Cette ameélioration résulte du fait que les variables pi p2
jouent un réle symétrique, il est donc plus intéressant de les détecter avec un crible
de dimension 2 sur les produits correspondants nxn2, que de cribler séparément
ces variables ni, n2 a I’aide de cribles linéaires.

La méthode de Tchebychev-Hooley suivie pour démontrer le théoreme 1 s’étend
aux polyndmes en trois variables, mais en utilisant les majorations de sommes
d’exponentielles données par Deligne et en faisant les hypotheses suivantes :

(H3) Il existe xo > 0et A > 0, tels que f{x\,x2,xz) > ~.("i + x\ + X3) pour
tous Xi,X2,X3 > XQ
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(H4) Pour tous les entiers, (g, h, k,t) on définit les variétés
W(g, h, k,t) = {(u,v,w) € F3, /(u, v, w) = 0 (modp), gu+hv+kw—t = 0 (modp).

On suppose que W vérifie les conditions suivantes pour tous g,h,k, tels que
(g,h,k,p) = 1:

(i) W(g, /i, fc,i) est une courbe, ou la variété vide.

(ii) Pour tout t sauf un nombre fini ne dépendant pas de p, W(g,h,k,t) est
une courbe absolument irréductible.

et on a alors le théoréeme suivant

THEOREME 3. Soit f un polyndme irréductible de Z[xi,x2,x3], de degré 3,
dont les coefficients sont premiers entre eux et vérifiant les conditions (H3) et (H4):

Alors, pour t < 7/6 on a l'inégalité :

X3
[{(Pi»P2,n3) ; PuPi,n3 ~ x, P+(/(pi,p2,n3) > xr}{ > Ppy—
09

L’hypothése (H4) est d’un caractere tout aussi général que I’hypothese (H2),
elle exclut les polynﬁmEdu type

|
aitj(oiU + jv + 7w + 6y(a'u + fi'v + 'y'w 4)/.

f(u,v,w) =
o<i+j<d

Bien que les résultats de Deligne apportent d’importantes compensations dans
les sommes d’exponentielles rencontrées dans la démonstration, la méthode suivie
ne permet pas d’obtenir un résultat intéressant concernant P +(f(pi,P2,P3)), f
étant un polyndme de degré 3.

En effet on obtient seulement P +(f(pi,P2,P3)) > xXa pour une proportion positive
de Pi,P21Pzi avec A3 < 3/2—a/3/14, mais 3/2 —a/3/14 < 20/19 = A3, I’exposant
obtenu au point (ii) du théoréme 2.
Toutes les compensations gagnées dans les sommes d’exponentielles n’ont pas suffi
a combler la perte de précision causée par I’application d’un crible de dimension
3 pour détecter les produits pip2p3-

Lorsque / est un polyndme homogéne (en trois variables), on peut majorer

les sommes d’exponentielles sans faire appel aux résultats de géomeétrie algébrique
de Deligne, mais avec des méthodes élémentaires du type de celles qui ont servi a
la preuve du théoréme 1, cependant, les résultats que I’on trouve sont du méme
ordre que ceux du cas général.
L’étude des polyndmes homogénes en trois variables reste donc un probleme ouvert
peut-on dans certains cas trouver des compensations en moyenne sur les sommes
d’exponentielles du type de celles qu’on obtenues Deshouillers et Iwaniec dans
[D-11] pour le polynéme n2+ 1?
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A notre connaissance, il n’existe pas encore de résultat systématique du type celui
de Hooley donnant une majoration de S/(p, /ii,.... hk) lorsque / est un polynéme
en quatre variables et plus.

Katz et Laumon [K-L] ont obtenu un résultat générai annoncant la majoration
espérée 0 (p”_1"2) pour presque tous les (/ii,..., /ijt), mais ce résultat n’est pas
applicable dans ce contexte, car les h{ peuvent étre petits. Laumon [Lau] a obtenu
des résultats précis sur des sommes d’exponentielles le long d’hypersurfaces diag-
onales et il nous a semblé intéressant de donner un exemple de polynéme pour
lequel ce résultat s’appliquait agréablement. Ce polynéme est de degré supérieur
a 4, c’est pourquoi, le résultat que I’on trouve n’est pas tout a fait aussi précis que
les précédents théorémes.

Dans le prolongement du théoréme 3, on montre le

16248

THEOREME 3 BIS. Pour A< =
@) 3 BIS. Pou 13795

suivants :

1.18..., on definit les ensembles C(A)

C(A) = {(pi,P2?773>mM4)) Pi,P2 ~ x, n3~ x4/5, n4 ~ x2/3, et vérifiant (i) ou(n")},
avec

(i) il existe p > x(logx)“3 tel que p211+ p\ + p\ +  + n\,

(i) P+(L+p\ +p\ + +ni) >xA

P . . x52/15
Les ensembles C(A) vérifient la minoration : |C(A)| I —
0g X

On ne peut pas comparer directement ce theoreme avec le résultat issu du
théoreme 3 car dans ce theoreme, les variables n’ont pas toutes le méme poids. En
appliquant la méthode suivie pour démontrer le théoréme 3 ala suite I+pi+pf+/t)
avec pi ~ X, p2 ~ x, et n$ ~ x4/5, on montre que pour une proportion positive
de (pi,p2,”3), le nombre 1 +p\ + p2 + n| admet soit un facteur carré supérieur a
x2(logx)-6, soit un facteur premier supérieur a XA, avec A < 1.15 < A
On peut obtenir des résultats de ce genre pour une trés large famille de polynémes.
On a choisi le polynéme 1+ t\ + t\ + t\ + t\, car tous arguments de la preuve
correspondant a ce polyndme s’enchainent trés bien. Dans la fin du chapitre 6
on indique quelles situations critiques ont été évitées par ce choix de polyndme,
laissant ainsi ouvertes plusieurs questions de géométrie algébrique qui sortent du
cadre de cette these.

Nous avons ensuite repris les travaux de Plaksin [PI] sur le polyndme 1+ x2 + x2
pour obtenir des majorations précises du cardinal des ensembles :

{(711,712), ni,ri2 ~ x, n\U2 = 0 (moda), n\ + n2 + 1= 0 (modyn)}.
Les résultats de Plaksin ne sont valables que dans le cas ou m est un nombre

premier, mais en ajoutant la condition (71712, 771) = 1, ils se généralisent a des
entiers m quelconques.
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Ceci sert a la démonstration du théoreme suivant qui est pour ainsi dire dual au
théoreme 2 :

THEOREME 4. Pour 1<y <X, soit ", la fonction définie par

Mixyy) = K(pi,i>2) 5 pi,p2~z, p+(p\ +pl +i)< y},
ou P+(n) est le plus grand facteur premier de n.

Pour y > xa, avec a = exp(—1/33) = 0.97.., on a alors | inégalité :

*{x,y) » X2
log x

Comme dans la preuve du théoreme 2 de la premiére partie de cette thése
concernant le polynbme n2 + 1, on adapte les poids de Balog-Friedlander ([Ba],
[Fr2]) au polynéme p\ fp\ + 1.

On peut obtenir des résultats de ce type valables pour n’importe quel polynéme /
en deux variables irréductible vérifiant I’hypothése (H2), mais au prix de discus-
sions fastidieuses sur la nature des points singuliers des courbes

{0i,22) GC2; f(xi,z2) = O}

/////

Dans I’esprit des travaux de Greaves ([G2] et [G3]), et de Richert [H-R], nous
nous sommes intéressé au probléme de représentation de nombres presque premiers
par des polyndmes en deux variables et nous montrons le

0«
THEOREME 5. Soit f un polyndme irréductible de degré 3 en deux variables

dont les coefficients sont premiers entre eux et vérifiant | hypothése (H2). On a
alors 1'inégalité :

{(ni,n2) ~ x ; f(ni,n2) = P3} > log X

Pour démontrer ce résultat, on applique le crible pondéré de Richert (cf par
exemple le théoréme 9.3 p.253 du livre de [H-R]), que nous pouvons utiliser di-
rectement grace aux lemmes intermédiaires qui ont servi a la preuve du théoréme
2.

Pour mieux saisir I'intérét du theoreme 5, il est utile de rappeler les résultats
suivants (tous les polyndmes considérés sont primitifs et irréductibles ) :

-si / est un polyndme de degré 3, I’équation f(p\,p2) = A a une infinité de
solutions (pi5P2)j (Greaves [G3] ).

-si / est un polyndme homogene de degré 3, il existe une infinité de (ni,ri2), tels
que f{ni,n2) = P2. (Greaves [G2]).

-si / est un polyndme toujours de degré 3, mais en une seule variable, il existe une

infinité d’entiers n tels que f{n) ait au plus quatre facteurs premiers. ( Richert
[H-R])
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Par contre, nous ne sommes pas parvenus a obtenir un théoréme de ce type
intéressant pour un polyndme en trois variables. Les méthodes utilisées ne suffisent
pas pour montrer que f(ni,n2,nz) = P2 pour une infinité de ni,n2,nz.

Nous regrettons encore que les théoremes 1, 3, 5, ne s’étendent pas a des
polynémes de degré 4 et plus. On est bloqué pair le fait que lorsque le degré du
polyndme est supérieur ou égal a 4, on n’ait pas trouvé de majoration satisfaisante
du nombre de (pi,p2) tels que f(p\,p2) = 0 (modp2), ou p est un nombre premier
supérieur a X. On peut cependant faire le parallele entre cette difficulté et le fait
que I’on ne sait pas si il existe un polynéme (irréductible) de degré 4 prenant une
infinité de valeurs sans facteur carré.

Le premier résultat de Greaves [G3] évoqué ci-dessus concerne en fait des
polyndémes de degré d quelconque. Il a en effet montré que si / est de degré d,
alors f (pi,p2) = Pd+i pour une infinité de nombres premiers p\, p2. Pour obtenir
ceci, il se sert du théoreme de Richert qui est la clé de la preuve du théoreme 5,
et des estimations en moyenne des quantités Am pour m < x|~€ obtenues a partir
du théoreme de Barban-Davenport-Halberstam.

Cependant, en revenant a la définition des poids de Richert, et en y combinant
un crible de dimension 2, on peut repousser le niveau général du crible de m <
x1-£, km < x2~e, lorsque / est un polyndme homogéne, a m < x4/3-£, lorsque /
verifie la condition (H2).

En profitant de ceci, dans le cas ou / est un polyndme homogéne, nous ap-
portons I’amélioration du résultat de Greaves suivante :

THEOREME 6. Soit f un polynéme irréductible homogene en deux variables
de degre d, dont les coefficients sont premiers entre eux. On a alors |'inégalite :

(744
\{(PuP2) ~ x ; ii(f(pi,p2) < 5 + 8.24} > ?53?

Ce résultat est intéressant pour 2d/Z + 8.24 < d + 1, c’est a dire pour d > 22.
En fait, pour chaque d on peut obtenir un meilleur résultat, mais apres de longs
calculs d’optimisation qui sont sans interét.

L utilisation des poids de Richert nécessite non seulement une connaissance
précise des quantités |[Mm|, lorsque m est sans facteur carré, mais encore une
inégalité du type :

X2
E  Apa o
z<P<y \ log X*
Lorsque / est homogene, Greaves a obtenu ceci dans [G4], en profitant astucieuse-
ment de I’homogénéité de / pour traduire en terme de réseaux, la congruence
/(ni,n2) = 0 (modp2).
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Lorsque le polyn6bme n’est pas homogene, ce raisonnement ne tient plus, et quand

le degré de / est supérieur a 4, on ne peut obtenir une majoration satisfaisante de
\AP*, pour p > x.

Ainsi le résultat que I’'on obtient pour un polynédme / non homogéne concerne

seulement la quantité w(/(pi,p2)), fonction U”\(n) étant le nombre de facteurs
premiers distincts de n :

THEOREME 7. Soit f un polyndme irréductible en deux variables de degré d,
dont les coefficients sont premiers entre eux et vérifiant | hypothese (H2). Pour
X > 1, et pour tout e > 0, on dédnit I’'ensemble S suivant :

£ —{(Pitf*) : PisP2 ~ 2 ef vérifiant (o), (ii)et (M)})

avec (t) : p|/(pi,p2) =5 p > z1/4,
(n) :p2|/(pi,p2) =ip> x1-',
(i) ru>(/(pi,p2) < k(d).

Lorsque k(d) > 6d/7 + 5.278, on a la minoration :

Ce résultat apprend quelque chose de nouveau pour d > 30, mais la remarque
faite apres le théoréme 6 est valable pour ce théoreme, si on le désire, pour chaque
d fixé, on peut améliorer la valeur k(d).

Plus le degré de / est grand, plus ce théoréme est intéressant. Par exemple, si /
est un polynéme de degré 1000, alors nous savons d’aprés Greaves que pour une
infinité de pi,p2, /(P1,P2) = -Piooij mais le théoreme 7 dit que u;(pi,p2) < 862...

Quand on cherche une estimation des cardinaux |-4m|, on écrit |’approximation
classique :
M r{\m)
¥)2

avec A = {(pi,P2);Pi,P2 ~ x},

r(m) = |{(u,u);0 <u,v <m, (uv,m)=1 f(u,v) =0 (modm)}|, et Rm est
un terme d’erreur que I’on espére rendre acceptable.

(On adopte des notations analogues lorsque / est un polynéme en trois vari-
ables.)
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Le premier chapitre de ce travail fournit des estimations de la fonction r, avec des
arguments algébriques, géométriques et combinatoires parfois assez ardus car nous
travaillons dans un cadre tres général.

Dans le deuxiéme, on donne des majorations de sommes d’exponentielles résultant
des travaux de Weil et de Deligne qui seront reprises dans le chapitre trois ou on
établira des estimations asymptotiques des cardinaux d’ensembles du type :

{(ni,2), ni, ~ X n\riz =0 (moda), /(ni,n2) =0 (modm)},

ou m et a sont des entiers sans facteur carré pour alors étre en mesure d’estimer les
ensembles Am, lorsque m est supérieur a x1-e. Les quantités |.4m|, pour m < x1~£
sont estimées en moyenne dans le chapitre 4, a I’aide du théoreme de Barban-
Davenport-Halberstam.

Enfin, les cing derniers chapitres correspondent aux preuves des différents
théorémes annoncés.
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Chapitre 1
Reésultats preliminaires sur les fonctions r

La fonction r est jumelée avec la fonction p définie par :
p(m) = |{(u,u), 0<u,v <m, f(u,v) =0 (modm)}|,

avec une définition analogue lorsque / est un polyndme en trois variables. Ces
fonctions p et r dépendent bien sir du polynébme /, mais dans toute la suite
il ny aura pas de probleme d’ambiguité, si ce n’est dans quelques passages des
paragraphes 1.4, 2.3 et 6.3, ou on notera alors ces fonction pf et r/.

1.1. Les résultats de Plaksin.

Dans le cas ou / est le polynébme f(x,y) = x2+ y2 —Kk, avec k € Z, Plaksin

a déterminé (dans [PI], lemme 14 p. 282) les valeurs prises par la fonction p. Il a
montré le lemme :

LEMME 1.1.1. La fonction p est multiplicative, et vérifie :
n(n\ - SP - X4(p) sip )k
P{P)~ \P (1 + X4(P))-X4(P) sip\k,
ou Xi est le caractere non trivial modulo 4.
De plus, lorsque p Jk, on a : p(pQ = pQ~1p(p), pour > 1

Plaksin a encore étudié les valeurs de la fonction r, définie dans I'introduction nous
utiliserons le résultat ([P1] lemme 15 p. 282) :

LEMME 1.1.2. La fonction r est multiplicative et prend les valeurs suivantes :
sip> 2 eta > 1 r(pa) = pa~1r(p),
pourp >2,ona:

i J ¥>(P)(1 + X4(p)) si p\k,
P) - [ <P - 1~ X4(p) - 2 T) sinon.
Enfin, pourp =2, 0ona:

r(2Q) = 2a-3r(8), pour a > 3,
r(o\ = /1 si2|fe
\ 0 sinon,
r(Ai = /4 sifc = 2 (mod4)5
\ 0 sinon,

r(8) —| ~ sik” 2(mod8),
10 sinon.
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1.2. Evaluation des fonctions r et p dans le cas ou / est un polynéme
homogeéne.

Si (uu,m) = 1, I’équation f(u,v) = 0 (modm), se réécrit comme
u =wv (modm), avec f(I,w) = 0 (modm).
En profitant de cette idée, Greaves a montre dans [G2], le résultat :

LEMME 1.2. (i) On a linéegalité p(p) = 0(p), la constante du O ne dépend que
de f.

(i) Pour Q > 2, on al ¢galité :

PP 9P 59Q + 0(1),
p<Q P

(iii) Pour a > 3, on a p(p°) = O(p“+t“(1-2/d"), et pour = 2, on a : p(p2) =
0(p2).

(iv) La fonctions r associée vérifie des propriétés similaires.

f
1.3. Etude des fonctions r et p dans le cas ou / est un polyndme en 2
variables : cas général.

D’aprés le théoreme chinois ces fonctions sont multiplicatives.
Lorsque / est un polynéme absolument irréductible sur Fp, Weil a prouvé que

p(p) = P+ O(VP). Puis, Greaves [G3] a étendu ce résultat au cas qui nous
intéresse, c’est a dire lorsque / est un polynéme irréductible non homogéne, mais
pas nécessairement absolument irréductible sur Q.

Dans ce cas, il existe une extension algébrique K de Q, dans laquelle / se factorise
en produit de facteurs absolument irréductibles

[/ = 01-...0m-
Les coefficients de g\ engendrent une extension Q(#i) de Q.

Soit Oe1 I’anneau des entiers de Q(#i).
On a le résultat ([G3])

LEMME 1.3.1. Pour tout p, sauf un nombre fini, on a :

p(p) = psp+ 0 (y/p),

ou sp est le nombre didéaux premiers P de Oex, tels que Norm(P) = p.
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Ensuite en utilisant le corollaire de Nagell [NI] du théoreme des idéaux pre-
miers, on a :
splo ) i
g SPAoop _ i°g0 + 0(i),
p<Q F
et ainsi,

log
(i-i) P P og Q+ 0(1

pQ P

Cette derniere égalité est une condition d’application des cribles de Selberg, et de
Rosser-1waniec.

Pour évaluer p(pQ, lorsque a > 2, il est intéressant de tenir compte des
singularités sur /, ou plus précisément de F, le polynbme homogéne associé.

Soit Pg I’espace projectif de dimension 2 sur Q. On définit alors la courbe Y
associée a F :

Y = {(X1,12,)) Gpa, F(xi,x2,0) = 0),

On dit qu’une courbe est lisse, lorsqu’elle n’admet aucun point singulier, c’est a
dire ici, quand le sytéme d’équations :

: dF dF . .
F(xi,x2,t) = -O;(XI,IZ,I) = :JE(XI,XZ,I) =0,

n’a pas de solution (xi,x2,i) sur Pq.
On montre la proposition suivante

PROPOSITION 1.3.2. Les deux assertions suivantes sont vérifiées :

i) si Y est une courbe lisse sur Pqg, alors pour tout p, sauf un nombre fini,
pour tout a > 2, on a |%galité : p(pa) = pa~Ip(p), et a fortiori la majoration
p(p°) = 0(pa),

i) dans le cas général, on a pour tout a > 2, la majoration :
P(P°) = 0(ap™?),

les constantes implicites ne dépendent que de f.

Le résultat (ii) n’est pas optimal mais est de caractére général, ce qui sera
tres utile dans la suite.
On aurait pu obtenir par récurrence des formules précises, mais de syntaxe plus
lourde, et au prix de discussions fastidieuses sur la nature des singularités de /.
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Preuve de (i).
Pour p premier, on appelle X p la courbe sur F2, définie par

XP= {(xy) €Fj, f(x,y) = 0 (modp)}.

Alors d’aprés le lemme B2, énoncé dans I’annexe B, il existe P, tel que pour tout
p > P, les courbes X p soient lisses sur Fp.

La démonstration du point (i) est du méme type que celle du lemme de Hensel.
Pour a > 2, et pour p > P, on écrit x = u-f Apa_1l,y = v+ g4p“-1, avec
O<uv<pQletO<An<np.

En appliquant la formule de Taylor, on a I’égalité

[(*,V) =f{u,v) + pal "A"(u,v) + v)N (modpa).

dv

Comme la courbe X p est lisse, on ne peut avoir en un point ou /(u, u) = 0 (modp),

Ainsi, chaque solution (ti,u) comptée dans p(pa-1), fournit exactement p solutions
de p(pQ), ce qui revient a écrire p(pa) = pp(pQ-1).

Preuve de (0).

Le principe de cette déemonstration consiste a fixer une variable, par exemple la
premiére u, puis d’appliquer les résultats généraux de Nagell [N2] sur le nombre
de solutions de la congruence g{y) = 0 modp“ au polynéme g(v) = f(u,v). La

difficulté est que ces résultats dépendent du discriminant de g et donc de la variable
u

Le lemme suivant est un récapitulatif des théorémes 42, 52, 53, 54 des pages 80 a
90 du livre de Nagell [N2].

LEMME 1.3.3. Soit g un polynéme primitif de degré d et de discriminant D.

La fonction ag(n) = {0 < u < n, g(u) = 0 (modn)}| est multiplicative, et
vérifie les propriétés suivantes :

i} pour tout p premier, on a a5(p) < d,

i) si p XD, cdors pour tout a > 1, on a | 2galité
\VgiP*) = ag@ )i

iii) si p\D, et plus précisément si  \\D, alors pour a tel que a > 2/, + 1, on
a | égalité :

<fy(pa) = ag{p2XH) < dp2,,
iv) plus généralement, pour tout p > 2 et tout a > 1, on a | inégalité :

Gg(pa) <dD 2.
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Pour a mod pQ donné, on définit les polyndmes ga et ha par

sa{b) = f(a, 6), et ha(b) = f(b, a). On note D(ga), D(ha) leur discriminant respec-
tif.

On part de I’égalité :
piin O),

0</3<C*
avec

*(« e L
O<u,v<pa
f(u,v)=0 (modpa)
Pfi=(D(gu),D (hv)IPa)

Nous allons établir deux majorations de 'E(/?). La premiere est intéressante
lorsque /? est grand. On oublie la contrainte f(u,v) = 0 (modpa), et on a la

majoration :
m < E E L

0<u<p° O<v<p“
D(pu)=0 (modp”) D(hv)=0 (modp1}

Les sommes sur u et sur v sont alors des 0(pa~"), d’apres le point (iv) du lemme
1.3.3 appliqué aux polynémes u —¥D(gu), et v —=D{hv). La constante du "0 ” ne

dépend que de /. Ainsi on a la premiére majoration :
*WI?) = o (p2fa~").
Pour la deuxieme majoration, lorsque @est petit inférieur a a/2, on écrit :

"(/>>)< E 2> <)+ E o par

O<u<pa O<v<pa
PPUD(gu),pa) p*[I(D(M,Pa)

D’aprés les points (iii) et (iv) du lemme 1.2.4, on a aoflu(p“) = 0(p2*), la somme
sur u est un 0(p°'-~+27), celle sur v se majore de la méme maniere, et on a ainsi
la majoration :

*(/?)< pa+/i.
En comparant ces deux majorations, on trouve ~(/3) — 0(p4“/3), ce qui finit le
preuve du point (ii) de la proposition 1.3.2.

A partir des lemmes 1.3.1 et 1.3.2 et de I’égalité (1.1), nous avons facilement
le corollaire suivant

COROLLAIRE 1.3.4. La fonction multiplicative r vérifie les propriétés :
i) r(p) = 0(p),
ii) pour P > 2, 0ona:
A A = logP + 0(1),
p<p Y
iii) pour a > 2, on a l'inégalité r(pQ) = 0(apiQ/3).
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1.4. étude du cas a 3 variables.

Dans ce paragraphe, / est un polynéme irréductible en 3 variables dont les
coefficients sont premiers entre eux, et on rappelle que p est alors la fonction
multiplicative définie par :

p(m) = |{(u,u,tu), 0 <u,v,w <m, /(u,v,w) =0 modm}|

* Si/ est un polynébme homogene, alors pour p un nombre premier, on a I’égalité

p(p) =a(o,p) + (p- Ha(l,p),
ou a(k,p) = {0 < v,w < p, f(k,v,w) = 0 (modp)}|. En effet on a :

p-1

p(p) =537 p),
=0

et pour (k,p) = 1,0na : cr(k,p) = <r(l,p). Le polyndme /(0,y,z) est homogéne et
d’apres le lemme 1.2, 0n a : cr(0,p) = O(p).

On applique ensuite le lemme 1.3.1 au polynéme g(v,w) = /( 1,v, w), pour obtenir,
en reprenant les notations de ce lemme,

p(p) = sPp2+ 0 (p3/2).

e Cas ou / n’est pas un polynbme homogéne.

Nous suivons la démarche de Greaves évoquée au paragraphe 1.3.

Si/ estun polyndme absolument irréductible, alors Lang et Weil [L-W] ont montré
que p(p) = p2+ 0 (p3/2), la constante sous-entendue dans le 0 , ne dépend que du
degré de /.

Dans le cas plus général, on reprend les notations du paragraphe 1.3,

| = Zi--Tmm dans K, une extension algébrique de Q, les gi étant absolument
irréductibles, et Q($i) est I’'extension de Q engendrée par les coefficients de g\. Le
polynbme / étant irréductible, les facteurs gi sont conjugués entre eux, et pour
i / 1, on note Iimage de s\ par l'automorphisme fixant Q, et envoyant le
polynéme g\ sur gi.

Soit $ le polyndme minimal de Oi, sur Z. Soit fp, la réduction de / sur Fp. On
suppose que cette réduction se factorise en

fp = hieeri3)

et que celle de $ s’écrit : $ = $!...$< (modp), les hi et les $, étant irréductibles
sur Fp.
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En reprenant la démonstration de Greaves [G3] et en I’adaptant a un polynéme
en trois variables on montre le

LEMME 1.4.1. Pour tout p sauf un nombre fini, le nombre de facteurs hi ab-
solument irréductibles est sp le nombre de linéaires.

Le fait de travailler avec une variable supplémentaire n’entraine pas de grosse
modification dans la preuve de Greaves, mais on a preféré refaire ici la démonstration
car certains arguments de la preuve seront repris dans la suite.

Preuve du lemme 1.4-1.

Soit Ok I’anneau des entiers de K, et pour p fixé, soit p un idéal premier de
Ok contenant p. On note Fp le corps résiduel correspondant, /, g...,gm, 0O, les
réductions respectives sur Fp de /, 41, ..., gm, et 0~

Les coefficients de gi, et 6\ peuvent s’exprimer les uns en fonction des autres a
partir de polyndmes a coefficients rationnels. Si p ne divise pas les dénominateurs
de ces coefficients, alors les coefficients de g\ générent Fpl#i].

D’aprés le lemme BI, lorque p est assez grand, les €1,..., gm sont irréductibles sur
F

Les polyndmes gi étant conjugués entre eux (car / est irréductible sur Q), et
I’lhnomomorphismeenvoyant gi sur gj, envoie s{sur sj, et vice versa, h —gi-..gs est
un polynéme irréductible a coefficients dans Fp, si et seulement si (x —9i)...(x —s5)
est irréductible a coefficients dans Fp.

On a ainsi établi une correspondance entre les facteurs irréductibles hi de fp, et
les facteurs de $. Le lemme 1.4.1 est ainsi prouvé.

Lorsque p /]D, D étant le discriminant de $, le nombre sp est égal au nombre
d’idéaux premiers P de l’anneau des entiers de Q(#i), tels que Norm(P) = p,
d’aprés un résultat de Dedekind ([A] chap. 11).

* Si hi est absolument irréductible, alors comme on I’a dit plus haut, le nombre
de solutions (u,v, w) tels que f(u,v,w) = 0 modp est p2 + o (p3/2).

* Si hi n’est pas absolument irréductible, alors tous les zéros de hi sont des points
singuliers de la variété definie par hi, car hi dans une extension Kt de Fp se
factorise en

hi = hiti-..hiiS.

Si hi(u,v,w) = 0 (modp), alors, il existe jo tel que hijo(u,v,w) = 0 (modp).
Comme les hij sont conjugues, on en déduit que hij(u,v,w) = 0 (modp), pour
tout 1 <j <s. Les polynémes h{ sont irréductibles donc d’aprés le lemme B4, ils
admettent seulement un o (p) de points (u,v,w) singuliers, et ainsi, on a :

|{(ti,u,iu) modp, hi(u,v,w) =0 (modp)} = o (p).
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e Pourirz1j,le nombre de solutions (u,v,w) des congruences

hi(u,v,w) = hj(u,v,w) = 0 (modp) est d’un ordre de grandeur inférieur a
p. On peut en effet tout d’abord supposer que les polynémes sont absolument
irréductibles.

D’aprés la correspondance établie au lemme 1.4.1 entre les facteurs /i*, et les
si h{ et hj ne sont pas premiers entre eux, alors les ne le sont pas non plus et p

divise alors le discriminant de $. Pour p assez grand les polyndmes h{ et hj sont
donc premiers entre eux.

L’ensemble Eij = {(u,u,io) € F3, hi(u,v,w) = hj(u,v,w) = 0 (modp)} est alors
une variété de dimension au plus 1 et ainsi, d’apres le lemme B3, on a \Eij\ <Cp.

En assemblant toutes ces remarques et en appliquant le corollaire de Nagell
[NI] du théoréme des idéaux premiers évoqué au paragraphe 1.2, nous avons le
lemme :

LEMME 1.4.2. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) p(p) = 0 (p2), ia constante sous-jacente ne dépend que de f,
i) on a l%galité pour P > 2 :

E 9P~ logp 0.

P3

Il reste encore a établir un résultat du type la proposition 1.3.2, valable pour
un polyndme en trois variables. Comme au paragraphe 1.3, on a un résultat plus
précis et plus facile a obtenir lorsque la surface projective Y associée a / définie
par (F étant le polynbme homogene associé a / ) :

Y = {(xi,X2,a:3,i) € Pq, F(xi,X2,X3,t) = 0},

est lisse.
Pour p premier, on note encore X p la surface réduite associée a / définie par :

Xp= {(xi,a;2,Z3) € F3, /(x1,x2,x3) = 0 (modj?)}.

On montre la proposition suivante

PROPOSITION 1.4.3. Les trois assertions suivantes sont vérifiées :
0 p(p2) = o(p4),

i) si Y est une lisse sur pq, alors pour tout p, sauf un nombre fini, et pour
tout a > 2, on a : p(pa) = p2p(pa~x),

et on a alors la majoration p(pa) = 0(p2ct).
iii) dans le cas général, on a : p(j>°) = 0(a3pl8a/7).
(Les constantes implicites ne dépendent que de f.)
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L’estimation (iii) est vérifiée pour a = 2, mais n’est pas assez fine pour les
applications futures.
Nous commengons donc par prouver le point (i).
e Dans un premier temps, on suppose que / est irréductible sur Fp. On écrit
tti = u+ Aip, ui = v+ A et wi = w+ Asp,
avec 0 < ti, 0, w: Ai,A2, A < p.
En remplagant dans p, cela donne :

p(r2) = E K(AI, A2, A3)modp,
u,viw modp
f(u,v,w)ED (modp)

f(u,v,w) +p EAIg (u,v,w) + Azi\’t(u,v,w) + XzA—f (u,v,w)& = 0 (modp2)}|.

Si (u, v,td) est un point singulier de X p, alors la somme sur Ai,A2, A3 vaut p3,
sinon elle vaut p2.

On a donc la majoration :

p(p2) < \Sp\P* + 1*plp2)

ou Sp est I’ensemble des points singuliers de la surface Xp.

Comme / est irréductible sur Fp, Sp est d’aprés le lemme B4 de I’annexe B, une
variéte de dimension inférieure a 1 et vérifie de plus : |[5P| = 0(p) ;en outre, d’apres
le lemme 1.4.2, \XP\—0(p2). On a donc la majoration désirée : p(p2) = 0(p4).

* On ne suppose plus que / soit irréductible sur Fp.
Dans ce cas, / se décompose dans Fp en

[ =/f*(modp),

ou les fi sont irréductibles.

Mais en revenant a la preuve du lemme 1.4.1 et a la définition du polynédme <5 on
verifie avec la correspondance établie entre les facteurs irréductibles de / modp,
et ceux de $ modp, que lI'un des exposants ai est supérieur a 2 seulement dans le

cas ou p divise D, le discriminant de $. On suppose alors que p > D, ainsi tous
les ai sont égaux a 1.

Soit (u,v,w) compté dans pf(p2), alors, il existe 1 <i,j <r
tels que fi(u, v,w)fj(u,v,w) =0 (modp2), et/,(u, v,w) = fj(u,v,w) =0 (modp).
Ceci revient a écrire la majoration :

PP < piGR)+ B pmPfiip)-

z I<z<jf<r

Les fi étant irréductibles, on a p/,(p2) = 0(p4), et d’apres le lemme 1.4.2,
PU(P) = 0(p), on a donc p/(p2) = 0 (p4).
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Ce type de raisonnement ne s’étend pas facilement a I’étude de p(pa) dans le cas
général, car u,v,w seraient donnés modp*“-1, mais il est valable dans le cas (ii).

Preuve de (ii). D’aprés le lemme B2, il existe P tel que pour p > P, la variété
Xp soit lisse sur Fp. En faisant les mémes opérations que celles de la preuve de
la proposition (i) du lemme 1.3.2, mais pour trois variables au lieu de deux, on
montre que p(pa) = p2p(pa~1), et ainsi que (ii) est verifié pour p > P.

Preuve de (iii).
La preuve de ce point est dans le méme esprit que celle de I’assertion (ii) de
la proposition 1.3.2, et reprend d’ailleurs les résultats de ce lemme, mais hélas,

le fait de travailler avec une variable supplémentaire alourdit sensiblement la
démonstration de ce point.

On fixe deux variables, par exemple a et b, pour appliquer les résultats de Nagell
énoncés au lemme 1.3.3 au polynéme ¢ —¥ga,b(c) = /(a, b, c), mais la difficulté est
que le discriminant du polynéme gaib dépend des variables a et b.

Pour a, b modpa on définit les polynémes geash, hah, kadb par gah(t) = /(a, 6,¢),
ha,b(t) = /(a,t,6), kath(t) = /(i,a,6). On définit encore D(gath), X?(Aa,fc), D(kab)
les discriminants respectifs des polynémes ga,b, hath, kitb

On découpe alors p(pa) suivant la valuation p adique du pgcd des trois discrimi-

nants définis ci-dessus.
{~F E

On part de I’écriture :
O</?<ar

avec

mod pO
f(uiv,w)=0 modpQ
p™= (pa,D(ffu,,,),D(Au,u,),D(i:,,, 1))

On établit ensuite deux majorations pour 'Sz(fi)- La premiére, celle qui s’obtient
le plus directement, est valable lorsque /3 est petit, inférieur a a/2.
On utilise I'inégalité :

MP)< J2 E L

O<u,t><pa o<w<pa
PAllOCYu.v) f(u,v,w)=0 (mod;>*)

D’apres I’assertion (iii) du lemme 1.3.3, la somme sur w est 0(p2"), puis avec

Iinégalité (ii) de la proposition 1.3.2, on montre que celle sur u et v, est un
0(p2(e-0)+40/3~

Ainsi on a comme premiére majoration :

(1.2) R) < P2,a+4f5/3
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Pour la deuxiéme majoration on ignore la condition f(u,v,w) = 0 (modpQ),
pour se consacrer aux congruences D(guV) = D(hUwW = D(k\viW) = 0 (modp&)

qui portent sur des polyndmes en deux variables, et on fait quasiment les mémes
opérations que celles effectuées pour établir le point (ii) de la proposition 1.3.2.

Nous définissons alors les polynémes suivants : Dg]l est le discrimi(F]\ant du polynéme

b —D(ga,b), vu comme un polynéme a coefficients dans Z[a], D " £ est le discrimi-
nant de a — D(gath), vu comme un polyndme a coefficients dans Z[6], et on définit

A . A 2) R
de la méme maniére les polynémes L, . D ? D = Dfh

Ensuite, pour 0 < 7 < {3on deéfinit I’'ensemble C((3,7), par :

c B,7)= {(uv,w) modpQ(u,v,w) GCi(/?) n C2(/?,7)},
avec

Ci(0) = {(u,v,w) modpa, p? = (pa,D(gu>),D(hu=w),D (kv<w)},

et,
A2(M,7) = {(u,u,u>) modp®,

B= .. 0 Db,  9)D(D™I,D(Di») DO
ou comme au paragraphe 1.3, on a noté D(P) le discriminant du polyndme P.

En utilisant toutes ces notations on écrit,

H R) <E \c (s, Dt

O<7<0

On etablit deux estimations de |C(/?,7)|. Parmi les six discriminants inter-
venant dans C2(/3,7), il en existe au moins un, par exemple D *, qui ne soit pas

divisible par p7+1. Lorsque 7 est petit, inférieur & /3/2, on profite alors du fait que
\C(P, 7)| est majoré par un nombre fini de sommes du type :

E E F

u,v modpa w modpQ
D(gu,v)=0 (mod7 D((hUW=0 mod
(,Di\y,PO)=p-'

D’apres I’assertion (iii) du lemme 1.3.3, la somme sur w est un O(p~a~"+2r),
ensuite on majore la somme sur u et v par un 0(/3p2(Q-" +4”/3), grace a la propo-
sition 1.3.2.
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Nous avons donc comme premiere majoration :

(1.3) C(j3,7) = 0 (Ep3(a-/?)+27+4/\V3).

Lorsque 7 est grand, nous ne tenons compte que des conditions définissant

ICVMI,
IC(h,7)K |C0?7,7)
E L

u,v,w modpa
DyX=D%I=D{Vw=0 (mod pl)

Chacun des polyndmes Dg]«, DI, D ~w est un polynébme en une seule variable,

dont les coefficients dépendent seulement des coefficients de /, et grace au lemme
1.3.3, on a la majoration : |C(/?,7)| -C

Cette derniére majoration est plus précise que (1.3), pour 7 > /3/3, on a donc :

,C( 0,7 l« R30
En comparant ceci avec (1.2), on a :
tf3(/?) < min{ * 2a+4" z\/32p3Q-").

C’est a dire, " 3(/?) <Ca2p18#7. Cela fournit alors la majoration de p(pa) annoncée
pour a > 3.

A partir de la proposition 1.4.3, on a directement le

COROLLAIRE 1.4.4. Pour p premier, la fonction r vérile les majorations :
i) r(p2) = 0(p4)
i) pour a > 3, r(pa) = 0(a3(pl6a/7)).
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Chapitre 2
Quelques résultats sur les sommes d’exponentielles

Dans ce chapitre, on donne des estimations des sommes d’exponentielles qui
interviennent lorsque I’on développe les conditions de congruences définissant les
quantités \Ad\ en série de Fourier.

2.1. Sommes d’exponentielles en deux variables.

Soit / un polyndme irréductible en deux variables. Soient m > 1 un entier sans
facteur carré, et g, h deux autres entiers. Il s’agit alors d’étudier la somme

Siing, W = v, e (OX 2hy
— \'' m
0<x ,y<m -
f(x,y)=0 (mod m)

On commence par observer le lemme suivant

LEMME 2.1.1. Soient m et n deux entiers premiers entre eux. On a | égalité :

Sf(mn,g,h) —Sf(m, gn, hn)Sf(n, gin, hm),

Preuve du lemme 2.1.1.

Pour (z,y) mod mn, en profitant du fait que (m,n) = 1,
on écrit x = mx\ + nx2, et y = myi + ny2.

La somme devient alors :

N 1 H N
Sf(mn, g, h) = A o gxi hyj\ A/ gx2+ hy2\

0<xi,yi <n
0<x2iy2<m
/(xim+x2n,yim-hi/2r)=0 (mod mn)

La condition f(xim + Xan,y\m + jf2*) = 0 (modmn) se scinde en

f yim) = 0 (modn),
\ f(x2n,y2n) = 0 (modm),

ce qui apres le changement de variables adéquat, termine la preuve du lemme.

Gréce a ce lemme on peut se restreindre a étudier des sommes du type Sf(p, g, h),
p étant un nombre premier.
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a) On suppose que f est un polynéme homogene.
La somme S/(p,g,h) peut se réécrire comme :

Sf(p.g.h) = Y e (7 ) wik\
o<k<P 'P'

avec w(k) = |[{(u,u), 0 < u,v<p,/(u,u) =0 (modp), gu + hv =k (modp)}|.

Grace a I’homogénéité de /, on a I’égalité w(k) = u>(l), pour (k,p) = 1, et
ainsi, on a 5/(m,0,/i) = u>0) —to(l). De plus, on a u>(l) = 0(1), et u;(0) =
0(p, f(—h,y)). Les arguments que I’on vient de donner sont ceux mis au point par
Greaves dans [GI] pour montrer le

LEMME 2.1.2. Soit f un polyndme irréductible homogéne. On a linégalité :
Sf(p,g, h) = 0(p, f(—h,g)). La constante implicite ne dépend que de f.

b) Cas des polynbmes non homogeénes.

On suppose maintenant que / est un polynéme irréductible non homogene,
vérifiant I’hypothése (H2). La somme Sf(p,g, h) ne s’évalue alors plus aussi facile-
ment, mais a l’aide de résultats puissants de géométrie algébrique, on montre le

LEMME 2.1.3. Soitf un polynéme irréductible, vérifiant la condition (H2). On
a linégalité :

La constante sous-entendue ne dépend que de f.

Preuve du lemme 2.1.3.

Lorsque p\(g,h), ce résultat est contenu dans le lemme 1.3.1. Dans la suite on
suppose donc que (p,g,h) = 1.

On estime alors cette somme & l’aide d’un résultat de Bombieri [Bo], qui, en
reprenant les travaux de Weil, a obtenu un résultat général sur les sommes d’expo
nentielles le long d’une courbe.

On a la proposition suivante

PROPOSITION 2.1.4. Soit X une courbe projective de degré d\ définie sur
Fp, incluse dans P 2, le plan projectif sur Fp.

Soit R(xi, X2, 3) une fraction rationnelle homogéne de P 2 a valeurs dans Fp,
et soit <2, le degré de son numérateur.

On définit alors la somme

R(Xi

S(R.X) .

xCX

ou *indique que les pdles de R sont exclus de la somme.
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Soient Ti,Ta,.....r s, les composantes absolument irréductibles de X.
On suppose que la condition suivante est véridée :

(A) Pour toute fraction rationnelle homogéne h = h(x\,x2 xs) définie sur la
cléture algébrique Fp de Fp, la fonction R —hp + h n’est pas identiquement nulle
sur toute composite absolument irréductible T, de X .

On a alors :
|5(i1,X)| < {d2+2d1d2-3d1) "+ d 2.

(En particulier, (A) est vérifiée quand did2 < p, et R n’est pas constant sur chaque
composante absolument irréductible  de X.)

Cet énoncé est contenu dans le théoréeme 6 p. 97 de [Bo]. Ce dernier théoréme est

bien plus général que la version présentée ici, mais celle-ci est suffisante pour la
preuve du lemme 2.1.3.

Soit F(x,y,z), le polynbme homogene associé a /. La courbe X est alors celle
définie par

X = {(si,x2,x3) € P2, F(x1,12,23) = 0 (modp)},

et en prenant comme application rationnelle R, celle qui a x € P 2, x — (Xi,X2,x3),

associe
= ?S1+ hx2

X3
On a alors S(R,X) = Sf(p,g,h), de plus la condition (A) est remplie lorsque /

verifie I’nypothése (HI). L’inégalité annoncée au lemme 2.1.3 est donc Vérifiée,
d’aprés la proposition 2.1.4.

R(»

Gréce a ce lemme nous sommes en mesure de donner une majoration de la somme

Sﬂb,S,h)Z e gxi  hx2

0<rx,r2<p \ r /
[(ii,r2)=0 (modp)

On a le corollaire suivant

COROLLAIRE 2.1.5. Soit f un polynéme irréductible, véridant | hypothése
(H2). On a la majoration :

Sf(p,g,h) = 001/2(p,s,/01/2).

La constante du O ne dépend que de f.
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Preuve du corollaire.
On part de I’égalité :

Sf(p,g>h) = Sf(p,q,h) - Y e(— \ A ef— ') + 1(0,0),
0<X2<p 0<Xi <p
/(0,X2)=0 (modp) /(xi,0)=0 (modp)
avec 1(@@}2:{ 1 sj/(0,0) = 0 (modp),
0 sinon.

Lorsque p est assez grand, les polynémes /(0,X2), et /(xi,0) ne sont pas iden-
tiquement nuls sur Fp, la deuxieme et la troisieme somme sont donc des 0(1). Le
lemme 2.1.3 permet de conclure.

Lorsque le polynébme / est homogéne, de la méme maniére, mais plus facilement
on montre que Sf(p, g, h) = 0((p, /(—h, 9)).

2.2. Etude d’une somme d’exponentielles particuliere.

Dans la suite du paragraphe 1.1 nous étudions les sommes définies par :

sndgh= £ B840

O<ufv<d
au2-\-bv2-\-m=Q (mod d)

et,
gu + hv

Sm{d g.m) q

O<u,v<d
(uvid)=1
au2+ bv2+ m=0 (mod d)
ou d,a,b,m sont des entiers tels que (mab, d) — 1. Pour alléger la notation, nous

avons préféré ne pas faire apparaitre a et b dans les désignations des sommes
ci-dessus.

Dans cette partie, on ne suppose plus que d est sans facteur carré.
En appliquant le théoréeme chinois on montre les propriétés multiplicatives suiv-
antes : pour (c/i,c2) = 1, on a les égalités :
Sm(d\d2,g,h) B7("i)d"g, dih)Sfji(d2, d\g" d\/z),
et,
Sm(d\dz2,g,h?  Sm(di, (20)<N*Sm(£21d%g, d\h).

Il suffit donc d’étudier des sommes su type Sm(pa,g, h) et Sm(pa,g, h), ou p est
un nombre premier.

Plaksin a établi le lemme ([PI] lemme 18 p. 286)

LEMME 2.2.1. Poura > 1, et (m,p) = 1 on a l'inégalité :

S..(P°,g,h) = O(p“/2(p*“,s,A)1/2).
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Nous allons démontrer la méme majoration pour la somme S(pQ, € h), c’est a dire
le lemme

LEMME 2.2.2. Poura>1,p> 2 et (m,p) = 1o0n alamajoration :

sm(p®.g,h) = 0(p*/\p\g,h)'/2y

Preuve du lemme 2.2.2.
La preuve de ce lemme repend la démonstration de Plaksin (cf [PI] p.286-289),
qui consiste a développer les congruences sur u et v en sommes d’exponentielles,

pour arriver a des sommes de Gauss et de Kloosterman. Le rajout de la condition
(uv,d) = 1, rend cependant les calculs plus longs.

Le cas a = 1, a déja été traité dans le paragraphe précédent. Dans la suite on
suppose donc que a > 2.

« On suppose que p\(g, h).
On écrit alors g = pg\, h = phi, u = u\ + Ap“-1,et v — U qu_} avec
0<ui,tdi <pa_l,et0<An<p.

Notre somme devient alors :

9j til = h, Vi\
St pe19.h) = E E i
o<ui,ri<j>a 0<A,/x<j) ' Pa~ '
(givi,jp)=1 2auiA-f26ui=0 (modp)

aul + bv\-\-m=0 (modj>Q_1)

Donc si p\(g,h), alors Sm(pa,g\,hi) = p*Sm(p“-1, 4, h), et de proche en proche, si
pl\(g, h), avec t < et, alors, on a :

Sm(pa,g,h) = pISm(pa_1,gp-*./ip_t).

* On suppose maintenant que (g, h,p) = 1eta > 2
On part de |’égalité :

s.(p*,a)4E  E e(Kal4b2” +grh).

fc0 u,v-mod p
(w,p=1

On separe alors ces sommes suivant le pged (k,pa) :

1 o,

(2.1) Sm(p°,g,h) = — E E e(-"ri)s.(i.t.9)S.(t,i,H
P t=0 fcl '

{kp)=1

avec
(akptu2+ gu\
£«(M,0) = Y e\ POt
u modpa
(«>p =1

et £,(&,E, h)) est définie similairement.
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On a alors le

LEMME 2.2.3. Pourt < a, on a |l %gcdité :

ikw2 gwN i
- t 1
S”(k,t g) = < o<ty py po-t s,5|g
"0 sinon.

Preuve du lemme 2.2.3.
On écritu =w + Ap“-1,avec 0 < w < pa-t, (w,p) = 1let 0 < A<pl.
La somme devient alors :

(am®2 9W\

(/((lKUJ uw \ x /C£)_r <£ é\ —t _lf\

O<w<p® -t \P (WlP)
(ui,p)=i smon.

Suite de la preuve du lemme 2.2.2.

Comme (p,g,h) = 1, on peut supposer par exemple, que (p,g) = 1. On remarque
que dans (2.1), seules les sommes correspondant a< = Oet< = a peuvent ne pas
étre nulles. On a donc :

Smp i km
a, S«(0,5 5,0:.0. 7

P o<k<pa
(fc,p)=1

fgu+ hv
+ 53
P ut> modp*“ v Pe
(ut>,p) =1

La deuxiéeme somme est un produit de deux sommes de Ramanujan, et comme
(g,p) = 1, et a > 2, cette somme est nulle car :

(OEa ===

u modf®
(u,p)=I

Pour évaluer la premiére somme, on calcule précisément les quantités ” v(fc, O, h).
On a le lemme

LEMME 2.2.4. On al*galité :

‘0 sip\h et a >2,

fok\ a/2.(eiseV f—abkn2\ a
s. [k o, h) xn, 2,

_ p-i -4bkh —
,(_I)Vpi 2 PVl sia =1
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Preuve du lemme 2.2.4.
On reprend la formule :

( bkv2 + hv'

Pa

Tv(k, 0, h) =

v modpa X
(v.p)=1

/ bkv2 + hv\ >3 f bkv2 + hv'
pa ) \ pPQ

v modp°®
p\v

v modpa

= Si —E2.

La somme Ei se ramene a une somme de Gauss qui est estimée dans [Lan] :

Y- Y -foqvFHMoRV f-TMh2

v modpa ' P J \ P J
"bk .. 2 Abk hl
va 21 e pot

Pour E2, la technique est la méme, mais le traitement est un peu plus long. On
écrit pour a >2 :
ef bkp2v2 + hpv'

X Pa

( bkpv2 + hv\

C °-1 .
v modpa~I ¢ P )

s2= 2.V

v modp(“1

Sia = 2, alors

Y,2 = iP « Plfe»
0 sinon.

Pour a > 2, on recommence, on écrit :v =W\ + Apa~2,avec 0 < A<p, 0< uj <
p“-2, et ainsi on a |’égalité
f bkv\ hvi\ v—= / Xh\

n modpa~7 y / A=0 \ y [/

cette somme est alors nulle si (p, h) —1.
Si p\h, i.e h = phi, elle vaut alors :

bkv\ + h\vi - vV
Ao . -(£) P in BT

= Si,

ce qui termine la preuve du lemme 2.2.4.
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Avec ce dernier résultat nous sommes enfin en mesure d’achever la preuve du
lemme 2.2 .2.

Pour a > 2, d’aprés les lemmes 2.2.3 et 2.2.4, on a :

' | ab\ /| km —{Aag2+ 4bh2)k\ Si (o) = 1
IMpa,9h)= H iV 0fep 6V 23 | |
(7)1 |
IO si p\h
o(pal2t

La preuve du lemme 2 .2.2 est alors terminée.
2.3. Sommes d’exponentielles en trois variables.

Dans ce paragraphe, on établit des résultats analogues a ceux du paragraphe 2.1,
mais concernant des sommes en trois variables. On considére un polynéme /,
irréductible, en trois variables, vérifiant I’hypothése (H4), et nous étudions :

/ol + 7272 + h3X3\

0<Z] X2 X3<™

f(x1,12,13)=0 (modm)

oU m est un entier sans facteur carré.
Comme au début du paragraphe 2.2, on commence par remarquer que pour
(m.n) =1 0onalégalité .
Sf(mn,hx,h2,hz) = Sf(m, hin, h2n, hzn)Sf(n, him, h2m, hzm).

Il nous suffit donc d’étudier des sommes du type Sf(p, hi,h2, /s).
On a le résultat

LEMME 2.3.1. On suppose que f est irréductible et vérifie |’ hypothese (H4);
les sommes ST vérifent alors | inégalité :

Sf(p,hi,h2,hz) = 0(p(p,hi,h2,hz)),

ou la constante sous-jacente ne dépend que de f.

Lorsque h\ = h2 = hz = 0 (modp), on retrouve le lemme 1.3.2, sinon, ce
résultat est un cas particulier du théoréme s p.117 de Hooley [H3] obtenu a partir
des travaux de Deligne dont on rappelle I’énoncé ci-dessous :

LEMME 2.3.2. Soient f et g deux polyndmes en trois variables verifiant les
conditions :
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Pourt £ Fp, on note W(t) la variété définie par :
W(t) = {(n,x2,x3) GFp, /(x:,x2,x3) = 0(modp), g(x1,x2,x3)-t = 0(modp)}.
On suppose que W vériée les conditions :

i) Pour tout t saufun nombre fini ne dépendant pas dep, W (t) est une courbe
absolument irréductible.

i) W (t) est une courbe (éventuellement reductible ), ou la variété vide.

Alors, on a la majoration :

g(X1:x2 23 <P

Zi>*2i*3 modp \ P /
f(x-i,x2,x3)=0 (modp)

ou la constante ne dépend que des degrés de f et de g.

Lorsque (p, h\,h2,/13) = 1 les conditions (i) et (ii) sont clairement vérifiées d’apres
(H4), et on a ainsi le lemme 2.3.1.
On a encore le

COROLLAIRE 2.3.3. Soit Sf(m,hi,h2,h3) la somme définie par

u, u u\
§6lm N8, Ka) = is
£i>*2i*3 rnodm
(m,xix2x3)=1
/(xi,X2,x3)=0 (mod m)

f hiX! + h2x2 + h3x3\
e )e

Pour m sans facteur carré, on a la majoration :

Sf(m,hi,h2,h3) = 0(m(m,hi,h2,h3)).

Preuve du corollaire
On a I’égalité :

S,(PM M M ) = Sf(p,hu h2,h3)- E e\(l’l\|l|'|_‘/;£IiVV)

modp
X\X2X3=0 (modp)
/(ii,i2,x3)= O(modp)

La deuxiéeme somme se décompose en un nombre fini de sommes des trois types
suivants :

a) des sommes du type Ss(p, h2,h3), ou g est le polyndme défini par
g(x2,x3) = /(0,x2,x3),
b) des sommes en une variable comme e ((h ]
@<73$b/ P/ P
[(Qf.iz)=0 (modp)
c) £1 dans le cas ou /(0,0,0) s 0 (modp).
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Les termes du type b) et c¢) sont trivialement des O(p).
Pour la somme du type a), lorsque p est assez grand, le polyndme g n’est pas
identiquement nul sur Fp, et on a l'inégalité triviale \Sg(p,]% ,hz)\ < pg(p). En
transposant alors les résultats du lemme 1.3.1 & des polyndmes non nécessairement
irréductibles, on a facilement la majoration pg(p) = O(p), la constante ne dépendant
que de g. On a donc bien Sf(p,/ii, h2,/13) = 0(p(p, hi,/i2, hz)).
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Chapitre 3
Préparations aux cribles

Dans cette partie, on obtient des estimations asymptotiques des quantités

(3.1 |.4m| = |{(rci,n2), s < ni,«2 <2z,/(nl,n2) = 0 (modm)}|,

pour x > 1 assez grand, et m sans facteur carré supérieur a x1-£, ou e est un réel
positif minuscule, qui serviront a la preuve du théoréeme 5. (Ces ensembles Am
n’ont aucun rapport avec ceux présentés dans I’introduction).

Nous étudierons encore les ensembles

(3.2) Am@) —{(n!,n2) € C(a,m), x <ni,n2< 2x},
ou C(a,m) est I’ensemble des conditions

Mm2,m) = 1,

in2= 0 (moda),

Ni,n2) iE0 “mod m).

nj,n2) = 0 (modm).
Pour démontrer le théoreme 3 concernant un polyndme en trois variables, nous
évaluerons ensuite le cardinal de I’'ensemble

(3.3) Bm(a) = {(ni,n2,n3) 6 D(a,m), x <ni,n2,n3< 2&},
ou D(a, m) est I’ensemble des conditions
n2n3,m) = 1,
in2= 0 (mod a),
ni,n2,n3) = 0 (modm).
Les démonstrations des théoreMmes 6 et 7 passent par I’étude des ensembles :

(3.4) Cm(a) = {(n!,n2), ni,n2~ x, nin2= 0 (moda), /(ni,n2) = 0 (modm)},

ou a et m sont des entiers sans facteur carré, mais pas nécessairement premiers
entre eux.

Pour obtenir ces estimations, on traduit en termes de sommes d’exponentielles,
les systéemes de congruences définissant ces ensembles, pour arriver a des sommes
du type celles étudiées dans les deux paragraphes précédents.
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3.1.Estimation de |.4m|.
Ce paragraphe est consacré a la démonstration du lemme

LEMME 3.1. Soit f un polyndme irréductible en deux variables dont les coeffi-
cients sont premiers entre eux, et vérifiant | hypothése (H2). Pour m sans facteur

carré, on al égalité :
b, X2
4m' = —-—P—(S-)---I'erl
mz
ou pour tout e > 0, le terme d’erreur Rm Vvérifie la majoration :

i X 1+£
Rm =20 NRZE 4 xe\fm} .

Preuve du lemme 3.1. En reprenant la definition (3.1), on a I’égalité :

s E E &

u,vmodm ni,n2"i
/(u,v)=0 (modm) ni=u(modm)
n2=t> (modm)

On développe ensuite les sommes sur ni et n2 en sommes d’exponentielles

—1
" k(U —ni) + ¢{y - n2)
e
mL I— z. z ' \VJ m
k,£=0 ni,Tia~x ut> modm
f(u,v) =0 (modm)

4dm

On réarrange alors cette somme en reprenant les notations des précédents para-
graphes :

— 1 wt f —kni —¢112\ A\
W = ‘]2 e (- - JST(m, M)

k,t=0 ni ,ri2~x

Le terme en A= "~ = 0 fournit le terme principal, et les sommes sur xi et x2 sont
des séries géometriques qui se majorent facilement :

(m/2. 15/r(m atk, fc¥)|
M\=Jp h ° TEN.(is/(m>M)i+is/(m,0, HoD+y - 0
k—I O<k,E<m/2

Le terme d’erreur se majore avec le lemme 2.1.2 :

IR0y, Ty

0<Jt
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Etant donné que pour tout e > 0. on a la majoration :
EM W),
o<k<m

on a le résultat annoncé.
3.2. Estimation de |,4m(a)|

En suivant une démarche analogue a celle du paragraphe précédent nous montrons
le

LEMME 3.2. Soit f un polynéme irréductible en deux variables dont les coeffi-
cients sont premiers entre eux, et vérifiant | hypothése (H2). Soient a et m deux
entiers sans facteur carré et premiers entre eux. Pour tout e > 0, on a | %galité :

. 2r(m)A(a) f X1+£ —\
Mm a = Xggt 0 ~{Fmx ™ 7y

ol Aest la fonction multiplicative définie par :\(p) —2p —1.

Preuve du lemme 3.2.
D’apres la définition de |Mm(a)| donnée dans (3.2), nous avons |’égalité :

= E E L

O<u,v<am ni,n2~r
(u,v)CC(a,m) "i=* (modam)
ri2z=v (mod am)

On développe ensuite les sommes sur n\, n2 en sommes d’exponentielles :

: 1 v—v [ —kn\ —£ri2\ ( ku -flv
An(a) = -~ [T R [ —
dimi O<fc/<amni,ri2~i \N am >‘<] 02u}v<an} % am
(u)EC(atm)

Comme (a, m) = 1, en écrivant u = au\ + mu2, v = avi + mv2, la somme sur u, v
devient :

Nkv.2+£v2\ efkul\+£vil

u2,t2 (mod a) O<iii,t>i<m
11272=0 (mod a) (ttit>i,m) —1
/(aui,at>i)=0 (mod m)

La somme sur u\ et ux correspond a la somme d’exponentielles Sf(m,Uk,a£)
étudiée au chapitre 2.
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On pose

Aia M ) e
O<u ,v<a
ut>=0 (mod a)

Cette fonction s’évalue facilement avec des méthodes élémentaires. Lorsque a est
sans facteur carré, on montre le

LEMME 3.2.1. Lafonction A(a, k,£) est multiplicative par rapport a a, et vérifie
pour a —p premier :

(-1 si (p, ki) —1,
A, ke) = <<€{p  sip|H, mais (p, fc.£) = 1,
\ 2p—1 sip\(k,E).

Preuve du lemme S.2.1.
La multiplicativité se vérifie avec le théoreme chinois. Pour a = p premier, on a

I"égalité :
APM= e

ce qui correspond au résultat annoncé.
Dans toute la suite nous écrirons A(a) pour A(a, 0,0)

«(J)+ E «O-1.
<p Vy " O<v<p Vy '

Retour a la preuve du lemme S.2.
On isole le termeen k =Z=0:

o \(a)r(im)
\A @ . a2m?2
+0i Y j AN ('M a>ik>0)||£/(m,iA:,0)| + |A(a,0,xfc)||5/(m,0,xfc)|)

\I<fc<am/2

(35 + o J2 Yeix{aiiKim§f{m‘|ikii£)lJ) .

\o<k,E<am/2

D’apres le lemme 3.2.1, on a la majoration X(a,kif) = 0((a, ki)) tandis que le
corollaire 2.1.5 fournit la majoration Sf(m,k,£) = 0(m 1/2+e(m,k,£)1/2).
Le terme d’erreur de la formule (3.5) est donc majoré par

x1f« a\/ m(m, A) (a. H)

am O<k<am k O<k,E<am ki

/m m,

et une majoration directe de ces sommes donne le résultat annoncé dans le lemme
3.2.
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Dans le cas particulier ou / est le polyndéme /(ni,n2) = n24-n2+1, la démonstration
ci-dessus est valable pour tout entier m non nécessairement sans facteur carré. On
utilise alors le lemme 2.2.2 pour estimer les sommes 5/(m, k,£). Nous avons donc
le lemme

LEMME 3.2.2. Pour asans facteur carré, et pour tout entier m tel que (a, m) =
1, dans le cas ou f est le polynéme fin\,n2) = n\ + + 1, on al*%galité :

(MA@) =, ——
IREI =1 "o +O(7ST+1VC)-

Lorsque / est un polynbme homogéne, on majore les sommes Sf(m, k,i) avec le

lemme 2.1.2, ce qui donne S/(m, k,i) = 0(x£((m, /(—}, k)). Le terme d’erreur de
(3.5) devient alors :

+£ Noa
R\{a,m) + R2(a,m) = Y oJEé;m Ee((m J(-fc,0) + (m, /(0, k))
. H
+¥ S (akl -m Jl W)
O0<k,E<am

Ces sommes s’évaluent plus facilement en moyenne sur m et sur a. On admet

provisoirament que I’équation /(ni,712) = 0 a pour seul couple solution sur Z2
(0,0). On a I’inégalité :

. a, kt\ m

Y i?2(a, m) <Cxe Y ( (’(kE )
0<m<M 0<k,E<AM 0<m<M
O<a<A O<a<A

max(kif)<am
« X' E AM -(kl t(/( )
0<k,I<AM
<CAMXE,

on a noté r(n), le nombre de diviseurs de n.
De la méme maniére on montre I’inégalité :

Ri(a,m)  x1+£A.
0<m<M
O<a<A

On ne peut en effet avoir / (—£ fc) = 0, avec (fc,£) » 0. Si par exemple | * 0,
alors f(—,k) = (—€)df (I,-7), et si le polyndme y(i) = /(l, i) a une racine

rationnelle, il admet une factorisation sur Q[i] du type g(t) = gi(t)gz(t). En notant
alors of le degre de gi, on a pour x N 0, I’écriture f(x,y) = fi(x,y)f2(x,y), avec
fi(x,y) = xdigi(y/x), ce qui contredit le fait que / soit irréductible.

Donc f(—k,E) a comme seule solution (0,0) sur Z2.
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On a ainsi le

LEMME 3.2.3. Soit f un polynéme irréductible, homogéne, dont les coefficients
sont premiers entre eux. Pour tous entiers a et m sans facteur carré et premiers
entre eux, on a | égalité :

S | 0 A A
[./am(a)| = X r—(m-)—(——(’-il+ R(a, m),
a T

ou le terme d’erreur R(a,m) vérifie pour tout e > 0 | inégalité :

\R(a,m)\ <Cx1+eA + xeAM.

<a<
d)<m<
(a,m)=1

3.3. Estimation de |Cm(a)|.

On estime ces quantités quasiment de la méme maniére que les [Mm(a)|, seulement,
il faut tenir compte des pgcd (a, m). On définit ainsi la fonction suivante :

po(d) = |{(tt,u), 0 <u,v <d, uv =0 (mode?), f(u,v) =0 (modd)}|.

Cette fonction est multiplicative, et on a I’égalité : po(p) = p(p) —r(p).
On montre ici le lemme :

LEMME 3.3. Soit f un polynéme irréductible en deux variables dont les coeffi-
cients sont premiers entre eux, et vérifiant la condition (H2). Soient a et m deux
entiers sans facteur carré. Soit 6 = (a,m). On écrit alors a = a\S et m = misS.
Pour tout e > 0 on a | ¢égalité :

f ,=x2p(m,A(«,VoW 'I'O |£ L 'b(. A \

Preuve du lemme S.S

La seule différence par rapport a la preuve du lemme 3.2 est que la somme
d’exponentielles a étudier est de la forme :

(gu hv 'gu  hv'
arr, mis2J
O<«.Kam \Y 7 O<u,v<(Oim1l16
uvz=0 (moda) uv=0 (modai<5)
f(utv)=0 (mod m) /(u,v)=0 (modmiT)

Sfai mi, g9 h):
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On commence par appliquer I’identité de Bezout pour séparer les conditions de
congruence sur ai, m\, s, ce qui donne I’égalité :

E(ai,mi,£,0,/i) = \(ai,g,h)Sf(mi,ai62g,ai62h)Tf(6,aimlg,aimih),

avec

Fi{Siammigiaimin = v e fvn I(g@+ hv)
0<u,r<ez

/(u,t>)=0 (mod 6)
uu=0 (mod 6)

En appliguant une seconde fois I’identité de Bezout, et en profitant du fait que s
soit un entier sans facteur carré, on a la formule

T(<S5,aimighimih) = [[Tf(piaimip2g,aimipzh),
p\6

avec la notation p = s/p.

Il suffit donc d’étudier des sommes du type Tf(p,g,h)= A ef -y— ) o
0<u,u<p2 P

uv=0 (mod p)
f(u,v)=0 (modp)

En écrivant u = ug+ A, v = vg + (¢p, avec 0 < uo, to, A fi < p, on a I’égalité :

mt | ( guo + hvo) fg\ +
Tf(p,g,h)= N e (-~ 2---—- ) E e(—T

o<uolvo<p 0<A,/x<p
uovo=0 (modp)
f(uOivo)=0 (modp)

(P2po(p) sig= /fi=0(modp2),
= <o (p2) sig—h=0 (modp),
vo0 sinon.

En utilisant ceci et en appliquant les lemmes 2.1.3 et 3.2.1, on a les inégalités :

S(ai,mi,s,g, h) = 0 ((czi, 5/i)mM2+E(mi, g, h)1/2(s,g, /i)2),

et
S(ai,mi,6,0,0) _ A/?(mi)/jo(g)
a2m?2 a\m\s2

La preuve de ce lemme se termine alors exactement comme celle du lemme 3.2.

Lorsque / est un polyndbme homogéne, la somme critique correspondante est ma-
jorée par

E (ai,m 1,<5,y,/i) = 0((aa, i)(mi, (/(-~, ) (i,y./i)2),

et le raisonnement qui a servi pour le lemme 3.2.3, s’applique ici.



On a donc le lemme

LEMME 3.3.1. Soit f un polynéme irréductible, homogene, dont les coefficients
sont premiers entre eux. Soient a et m deux entiers sans facteur carré. On adopte
|’écriture a = a\8, m = mi8, avec (ai,mi) = 1. On a alors | égalité :

Bm(a)| —x2P(m '%gé\" ¢) +iPfR, niy,

ou le terme d’erreur R(a,m) vérifie pour tout e > 0 l'inégalité :

Y \R(a,m)\<£x1+eA + xsAM.

0<a<A_
O<m<Al

3.4. Estimation de |Bm(a)|.

Maintenant, / est un polyndéme en trois variables irréductible, dont les coeffi-
cients sont premiers entre eux, vérifiant I’hypothése (H4), et nous nous occupons
des ensembles |[Bm(a)| définis dans (3.3).

On montre le lemme

LEMME 3.4. Soient a et m deux entiers sans facteur carré et premiers entre
eux. On a | égalité :
i» [~m _ X3 A(aM m)
B a*m?®
Pour tout e > 0, le terme d’erreur Vérifie la majoration :

2 Poyclj.

Rm(a) = o (x?%%em ! + x4 + xem).

preuve du lemme 3.4.
Comme dans les paragraphes précédents nous partons de I’égalité :

IMJl= E

ni,ri2,n3~x
(ni,n2,n3)€D(a,m)

On développe ensuite ceci en sommes d’exponentielles puis en profitant du fait que
(a,m) = 1et en reprenant les notations du chapitre 2, nous avons |’égalité :

\n sw 1 0 [ *hiTii —h2T2 —dh™rtz \
= N9 _
|B m (a)l B?/PFEXQ%’?H B</Ei"3‘3'§71 " ,"FEPZPF‘?W%‘M ' am )
(3.6) X X(a,hi,h2)Sf(m,hia,h2a,hz),
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Dans I’expression (3.6), on isole le terme principal donné par hi = = h$=10:

Fmgy| = "(m)Ma)

m
2
N N 1
+0 A2m 2 E Y ~|5/(m,0,0, £/ia)|
0<h<m/2
2 . dtA.
+0 % B BAOl L iia 0,0) + [5/(m, 0, +ia, O)]
ama2 h ‘
O<h<am/2
\
+ 0 a);n E | ( B\ —LIB/(m, #/iia, 0, /&2)] + |*S/(rn, 0, /iia, /i2)]]
O0<Ai<am/2
\ 0</i2<m/2 /
— A(a, £/ii, £/i2) || NN £/11a, =fdi2Q 0)|
+0 \'mx [l h\h2
0</ii ,/i2z<am/2
( \
A(a, =hi, £h2)\ o
+ 0 E A h\h2hz )|Sf(m,I/IJa,I/I2a)I"3)|
0</ii ,/i. <am/2
\' 0<h3<m/2 J

Nous appliquons alors le lemme 3.2.1 et le corollaire 2.3.3 pour majorer les différents
termes d’erreur.
Les deux premiéres lignes de termes d’erreur sont majorées par :

am(m h)
a2m2 ﬁ‘m+£ml*

O<h<am/2 0<h<am

X2+e

<
m

Les troisiemes et quatriemes lignes de terme d’erreur sont inférieures a :

X A am(m,hi,h2) X (@fir2) o JA xl+c
. . »'l, h2
am o</ij<am hiho M ocsii cam  hihO m
0</i2<m

Enfin le dernier terme d’erreur est majoré par :

I_ (“.'.IW J— N J— « Xem

0</ii ,Ji2<am
0</i3<m

Dans toutes ces derniéres majorations, e est bien entendu un réel positif aussi petit
que I’'on veut. Tout ceci finit alors la preuve du lemme 3.4.
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Chapitre 4
Théorémes de valeur moyenne
sur des progressions arithmeétiques simultanées

4.1. Cas des polyndmes en deux variables.

Dans ce paragraphe, / est un polyndme irréductible, non nécessairement ho-
mogene. Soit £ la collection d’entiers contenant d’éventuelles répetitions définie
par

£ = {f(PuP2),Pi,P2 ~ S}

Pour m > 2 on note Sm les ensembles £m= {a € £, a = 0 (modm)}.
A partir du théoreme de Barban-Davenport-Halberstam, on montre ici le

LEMME 4.1. i) Pour x >2, et pour tout e > 0, on a | inégalité :

E - r(m) . , X
o
e ip¥m)2 {1ogx)®
i) Lorsque le polyndme homogéne F associé a f (dans le cas ou f n’est pas

un polynéme homogeéne) est lisse sur Pq, il existe un ensemble fini de nombres
premiers Pf, tel que pour x > 2, pour tout e > 0, on ait | inégalité :

r(m) X2
E wm2¥ ©¢ (logx)10

p\m=t>p£Pf

Le point (i) a déja été démontré par Greaves dans [G3], mais on a préféré
réécrire la démonstration pour alors en déduire facilement le point (ii).
Ce lemme n’apparait pas sous une forme optimale, on pourrait par exemple étendre
la somme sur m a m < x(logx)_j4, avec A > 0 assez grand, mais la version
donnée ici sera suffisante pour la suite. Pour démontrer le théoreme 2 énoncé dans
Iintroduction, on utilise seulement la condition m est un nombre premier inférieur
a x1-e, la condition plus générale y?[m) = 1 sert aux preuves des théoremes 6 et
7. Le point (i) sert a la preuve du théoréme 4 concernant le polyndmes x2+ y2+1.

Preuve du lemme 4.1.

On commence par montrer l’assertion (i), puis on en déduira (ii).

On met tout d’abord de coté les entiers m ayant un grand nombre de facteurs
premiers distincts, c’est a dire les entiers m tels que u>(m) > 201oglogx.
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Greaves a montré dans [G3], relation (7), I'inégalité :

r(m) X2
(4.1) E m)  sm\ £
V>1m)2' (log x)2010S2-6
m<z1 C

u; (m)>20 log log x

T 777)
Pour m tel que Uu>(m) < 201oglogx, on réécrit les quantités \SmM\ - [ET] sous
p{rn

la forme

E ( E E !

r(m) .
Em| =
2
<pv(m)' O<u,v<m pi~x p2~r
Cuu,m) =1 Pi=w (mod m) j2=v (mod m)

/(u,v)=0 (mod m)

,.

o

“m
L

On a rajouté la condition (Uv,m) = 1, car p\ et sont des nombres premiers tels
que m < X1l~e < X < min(pi,_p2)- Cette condition est nécessaire pour appliquer
les résultats sur les progressions arithmeétiques.

A partir de ceci, on applique I’'inégalité triangulaire pour obtenir I’écriture

r(m) <
ELIE E E !
Ip(m)2 O<u.u<m Di~x pAX A(m) pa-x
Cuv,my=1 Pi=* (modm) P2 v (mod m)
f(u,v) =0 (mod m)
. N\
* v iml E E < m)) _EA l
Oo<it,v<m vV 7p2-x pr-x p( Pi~x
(uv,m) =1 Pi= it (mod m)
/(u,i>)=0 (mod m)
X -
Etant donné I’inégalité 1 :0 , on est amené a majorer deux
pi~x m
pi=v (mod m)
sommes du type
(4.2)
X
5 = "qm) um
E  wm E 4 E 1 iamleo
m< x O<u<m ) Pl-~X 1\ / prrix
u(m) <20 log log x (ti,m)=1 Pi=u (mod m)
avec,

au(m )= E I
( ) O<v<m
(v,m)=1
f(u,v)EEO (mod m)
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Comme Greaves [G3] I’a explique, en écrivant / sous la forme

f(u,v)= Y 9i(u)v' = /u(t>),

0<j<d

le polynéme /u est identiquement nul si et seulement si gi(u) = 0 (modp) pour
tout 0 < i < d, ceci ne peut étre Vvérifié que par un nombre fini de p car / est un
polynéme irréductible sur Z.

Pour prouver ceci, on raisonne avec des résultants. Certains gi peuvent étre iden-
tiquement nuls, et on préfere réécrire le polynéme / sous la forme :

f(u,v)= J2 9ik(u)vtk,
0<k<K

ou {zjt, 0< k< a}={0<j <d, gj " 0}
On considere alors le systéme de résultants suivants :

on prend Pg= (<A0,<it1)) le résultant R g des polynémes g,0P01 et &IPO1 est alors
un entier non nul.

On définit ensuite par récurrence pour 0 < k < Kk,

le polynéme Pik = (Pu_15$0, puis Rik le résultant de et 9ik+xP~1,
ainsi, Rik 6 Z*. On a alors PiK | |(<#0) mais le polynébme / étant irréductible,
le résultant RiKdes polyndmes P,K 1 et giKest un entier non nul.

Pourp >R = Jmax \Rik\, les polyndmes gi0, gil,..,giKn’ont pas de racine com-
mune dans Fp.
On en déduit que pour u fixé, on a I'inégalité :

m) <Rdw(m) < (logi)201°84

lorsque m < x, et u>(m) < 201oglogx.

En tenant compte de ceci, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans I’expression
de S de la ligne (4.2) :

S< X n2(m) Y E V(Fr‘ﬁEl

m <X 0<u<m . PI=X
<20 log log x (um)=1 pi=u (mod m)
1/2
I m) 2
. g2 M) >
0< <p(m)
m <X u<m
u(m) <20 log log x (um)=1

La deuxieme accolade est majorée trivialement par un 0((log x)20log d+1), grace
aux discussions sur les congruences que l’on vient de faire,
tandis que la premiere est majoree par mé—)—(j %-f20<> e,

d’aprés le théoreme de Barban-Davenport-Halberstam.

*

(Iog X) 100 ’

On a ainsi la majoration S <C ce qui finit la preuve du point (i).
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Preuve du point (ii).

La condition $2(m) = 1 dans la preuve de I’assertion (i) a servi & majorer uni-
formément sur umodm, et sur m, les quantités cr/lu(m) et a etablir 1’égalité (4.1).
D’apres le lemme B2, si le polyndme homogéne F associé a/ est lisse sur Pq, alors
pour tout p sauf un nombre fini, /p, la réduction de / est lisse sur Fp. Il existe
alors Pf tel que pour p > P/, on ait : a/u(pQ) < deg/u < deg/, pour tous p, a et

umodpa et tel qu’on ait aussi r(pa) = pd~1r(p), et ainsi tous les arguments de la
preuve sont valables pour ce polynéme.

Plus particulierement, si /(X,y) = x2+ y2+ 1 on peut choisir Pj = 0.
4.2. Progressions sur trois variables.

On suppose que / est un polyndme irréductible en trois variables et tel que
/(X,y,0) ne soit pas identiquement nul sur C (cette condition est contenue dans
I’hypothese (H4)). Soit Q la collection d’entiers contenant d’éventuelles répétitions,

définie par
Q= {/(P15P2,«3), PI,P2,n3~ x}.
Pour tout entier m > 2, onnote Cm= {a£ a= 0 (modm)}.

Le rajout d’une troisieme variable parcourant la suite des entiers, permet
d’obtenir facilement un résultat en moyenne, c’est le

LEMME 4.2. Pour x >2, et pour tout e > 0, on a |'inégalité :

r(» .
p<xl~e qu)3

On a preferé donner un résultat juste suffisant pour la preuve du théoreme 3
plutdt qu’une version plus générale, mais plus longue a démontrer.

Preuve du lemme 4-2.

En appliquant I'inégalité triangulaire de la méme fagon qu’au début de la preuve
du lemme 4.1, on est amené a estimer des sommes du type :

(4.3)
I
EE k];? EE EE EE E 1 E 1
J?2<xl“ € O0<u,v,w<.p Pl~X P2~X n3n~x TArj

f(u,v,w)=0 (modp) Pi=u (modp) p2=v (modp) nz=w (modp)

Le terme entre | | est un 0(x£/2), et les sommes sur pi et p2 sont trivialement des
0O(xp~1).
Le terme (4.3) est alors majoré par :

0 x82 X, P2(7 ) loghjl = 0(x3 s/3).

\ p<xJ
Le lemme 4.2 est donc prouve.
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Chapitre 5

Etude du plus grand facteur premier de polyndmes
en deux variables, de degré deux ou trois,
pris en des valeurs premieres

Cette partie est consacrée a la preuve du théoreme 2.
Soit / un polynéme irréductible non homogeéne dont les coefficients sont premiers
entre eux, et vérifiant les hypotheses (HI) et (H2). Dans le dernier paragraphe de
ce chapitre, on traitera le cas ou / est un polynéme homogene.

La preuve du théoreme 2 reprend la méthode de Tchebychev-Hooley développée
dans la premiere partie de la these lors de I’étude du plus grand facteur premier
de n2+ 1.

Elle consiste a estimer de deux manieres différentes (dont lI'une dépendra de

P+(f(PuP2)), le produit
V(x)= I(pi,p2).
pi~X
p2~X

La premiére facon est directe, on calcule :

logV(x)= Y  10S/(PI’P2).

On note d le degré de f. D’apres la condition (HI), on a pour pi,p2 ~ x |’égalité
[°g/(Pi)P2) = dlog x + 0(1). En appliquant le théoréme des nombres premiers on
obtient I’estimation suivante :

dx* X2

(M) log V(x logx * oS

Par ailleurs, on a encore :

logV(x) = Y logP|Epab
Pap:xd
avec
£pa = {(P1>P2), P1,P2 ~ x, f(pi,P2) = o (modp“)}.

Pour e > 0, on procéde alors au découpage suivant :

iogV(x)= Y logp|Ep“I+ E rgplEol+ E 10&p \Ep\

pa<xl-~c a>21 xl~e<p<P
a V. —e
p /X

= SIH+S2+S3,

par définition. On a noté P le plus grand facteur premier du produit V(x).
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5.1. Evaluation de Si.

On part de récriture :

E |°eP\Ep\+ loSP|£p“I

p<x1'~€ pa<xl-cia>2

S[ + S

Si

par définition. La somme fournit le terme principal. Elle est estimée avec
I’assertion (i) du lemme 4.1.
Grace a ce lemme, on a I’égalité :

X2\ quo(’\ +o (A
0g X) o< e p) WY\ogx)2J

D’aprés le point (ii) du corollaire 1.3.4, on a I’estimation :

:(I

X2
S1="~ Ellggy + 0 ((17)2

La somme S" est, par contre, négligeable. En effet, d’apres le théoréeme de Brun-
Titchmarsh, pour pa < x1-£, on a I’inégalité :

Iz

e \<p(pa)\ogx ) kp*)-

De plus, d’aprés le corollaire 1.3.4, on a r(pa) = O(ap4a/3), ce qui permet d’écrire

I’inégalité : I 1 '

S {( x2 Y an@ X2
1 log2x pa:x i_e P2ar/3 log2x

a>2

Ainsi, on vient d’établir le lemme

LEMME 5.1. On alZ®galité :

Si " .o, X2
- ¢ Ptiogxy T V(logx)2/

5.2. Majoration de S2 dans le cas ou / est un polynéme de degré deux.

Lorsque / est un polynéme de degré deux, la somme S2 s’évalue directement,
a partir de la majoration :

52 < E E u/(m)
S m~x2
pQ>x1~c m=0 (modpQ)

ou vf(m) est le nombre de solutions entiéres (a, b) a I’équation m = f(a,b). Dans
cette derniere ligne, la notation m ~ x2 signifie qu’il existe deux entiers Ai et A2
tels que Aix2 <m < A2X2.
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On montre ensuite que pour tout j > 0, on a Vf(n) = 0(n7).

Comme / Vérifie les hypotheses (HI) de positivité et (H2) de non dégénérescence,
on a |’écriture :

M /(* y) = A(ax + by + ¢)2+ B(dy + e)2 + C,

avec a, b,c,d e, A, B,C,M € Z, et les entiers M, A, B sont strictement positifs.
Il s’agit alors de montrer que I’on a uniformément pour tout n I’'inégalité :

[{(x,y) € Z2, n = Ax2+ By2} = 0(ne).

Or ce cardinal est inférieur a 2|{0 < v < n, v2+ AB = 0 (modn)}| (c.f par
exemple [Sm] Art 86 p. 172), on a donc bien I’inégalité annoncée.

Ceci donne la majoration :

S2<.-... W 4

a>2 y
Pa>x1~"

(5.2) < X19.

Lorsque / est un polyndéme du troisiéme degré, la somme S2 est bien plus difficile
a estimer. On évalue séparément les /(pi,p2) ayant un gros facteur carré ou un
gros facteur cubique.

Pour 77> 0, minuscule, on découpe la somme 52 de la maniére suivante :

s2= Y logp\fpa\+ Y I°gi>M + logPI£j>3l
p<xl~7a>2 p>x1"’> p>x1~">
pa>xl-c
(5.3 = Ri + R2 + Rzt

pax définition. On peut déja remarquer que Rz < i?2-
5.3. Majoration de la somme Ri.

Dans ce paragraphe, on montre le

LEMME 5.2. On alamajoration :Ri <C 7--—-—-—
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Preuve du lemme 5.2.

Pour travailler avec une somme en moins et ainsi rendre les discussions plus
claires, on écrit :

#! < logx Y R(a)y

2<a”log x
avec
R(<x)= E M -
X ~€a i-a,

p<

Pour majorer R(a), on bloque comme au paragraphe 1 une variable, par
exemple p\, puis on résoud f(pi,p2) = 0 (modpa). Le probléme est lorsque p
divise API, le discriminant du polynéme t — f(p\,i), les solutions p2 peuvent
alors étre nombreuses, surtout lorsque a est de la taille de logx. On définit encore
APR2 le discriminant du polynéme t —f(t,P2), puis on découpe la somme R(a)
suivant la taille du pgcd (Api,AP2,p°).

On écrit donc I’égalité :

") E E ¥ E E 1

npu/2)io%odp°) [(pi)PJ)iRTmodP*)
(p*“,APL,AP2)<(log x)100 >AP2)>(logx) 100

= i?7i(a) + RA&),

par définition.

* Majoration de Ri(a).

La condition (pa,API,AP2) < (logx)100, entraine que (p“,API) < (logx)100, ou
(pa, AP2) < (logx)100. Les sommes sur p\ et sur p2 se majorent alors par

E E E 1

Pi~x O<v<pa Pi~x
(pQ,APL)<(logx)100 f(PIl,v)=0 (modpQ) P2=u (modpQ)

+ E E E

p2~X Oo<V<p* pi~X
(p~.ApjXilogx)100 f(v,p7)=0 (modp“) Pi=v (modp“)

Ces deux sommes se traitent de la méme facon.

Pour la premiere, comme (APl,pa) < (logx)100, d’aprés le point (iii) du lemme
133, 0n a:

{0 < v <pa, f(u,v) = 0 (modp0)} = 0((APIl,pa)2) = O((logx)200).

Les deux sommes ci-dessus sont donc majorées par : 0 (x(logx)200 p)f,t +1
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En reportant ce résultat dans i?i(a), cela donne la majoration :

ifi(a) < x(log x)200 (zL + 1}

Tp<x
*’+el»(logxr E Z ki +"-"0ogM)2D
Xl;e<J)<X1“l’?

< X2 —h @u\

pour /i > 0 assez petit.

* Majoration de R2(a).

On oublie la condition /(pi ,p2) = 0 (modpa), mais pour tout p < x1-,?, on profite
de I’inclusion :

{pi,p2~ x,(p“,API,AP2) > (logx)100} C |[J{P1,P2~ * API= AR2= O(modp")}.
/190
/>(logr)100

A partir de ceci on a la majoration

#« E E E

(logl)100~ Pl~X ~
API =0 (modp’\) APL (

« E (£

et ainsi, Ji2(ai) (logt*)2* e
Ces deux majorations de i?i(a:), et i?2(0) sont largement suffisantes pour prouver
le lemme 5.2.

5.4. Majoration de R2.
Dans ce paragraphe, on s’occupe de la somme R2 définie dans (5.3), on établit le

LEMME 5.3. Pour tout e > 0, il existe 7 > 0 assez petit, tel qu'on ait la
majoration : R2 4Cx1,9+e.

Comme dans la premiere partie de la thése, on détecte en utilisant le crible a
carrés de Heath-Brown [HB], les grands facteurs carrés de I’ensemble contenant
d’éventuelles répétitions :

{/(pi Pi) PI P2
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On rappelle le lemme

LEMME 5.4, SoitA = (u>(n))n une suite d’entiers, avec U>(n) > 0Vn, et tel que

Aw(n) < t00. On définit S(A) = "Mu(n2)
|

S0ii P un ensemble de P nombres premiers. On suppose que u>(n) — 0 pour
n= 0, oupour|n| > ep.

On a alors l'inégalité :

n
5(A) <P wn + f 2 v, u(n) ’

n p n pq/

0l E_n \ est e symbole de Jacobi.
\PQJ

Avant d'appliquer ce lemme, il faut procéder a quelques transformations
préparatoires sur la somme R2.0n commence par ignorer les conditions p!, P2
premiers, et en reprenant la notation [*4d| définie au troisiéme chapitre cf (3.1),
on écrit la majoration :

R2< Y [°gPMp2!

p>x1"e

<logX v Mm 'l

m>x1l_e

Sini et ri2 vérifient /(ni,n2) = m2d, avec m > xL1-£, on a encore ['écriture :
I(ni,n2) = mf2d\ avec toujours m* > x1 £, mais d!est alors un entier sans facteur

carré, ce qui nous permettra d'utiliser les majorations des sommes Sf(d',h,k)
établies au chapitre 2.

On part donc de la majoration :

R2<x £ Y P?{d)R2(d),

d<x1+t
avec
R2(d) = Y ud{m2),
m2>z2-ie
et
wd(m) = [{(ni,n2), ni,n2~x, ---] = =m}|

On applique alors le lemme 5.4 sur chaque quantité R2(d), en choisissant
Pd = {p < xe, (p,d)= 1}, o0 6estun réel positif que ['on précisera plus tard.

Ainsi P, le cardinal IPdl est de I'ordre de oxg
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On a donc la majoration :

/0: nz2
R2(d) xEP'1 Y l+XxEP~2 Y,

ni,n2-x PyEQEP o ninz-x \
f(ni,n2)=0 (mod d) /(ni,n2)=0 (mod d)

On écrit alors :
R2(d) < x £(P"1S1+ P " 2E2).

La somme Sj s’évalue directement car d est sans facteur carré, I’équation/(ni,n2) =
0 (mod d) se résoud alors facilement :

Si < (A +0(1))2i< ¢ + d

La somme E2 est plus difficile a évaluer, pour des commodités d’écriture, on la

réécrit sous la forme :
I

p#g€Pd
avec évidemment :

r(p c.a) ~ir
/(ni,n2)=0 (modd)

Pour évaluer les quantités T(p,q,d), on développe les sommes sur nj et n2 en
sommes d’exponentielles, pour étre en mesure d’utiliser les résultats du chapitre
2, et des résultats de Hasse sur les sommes de caractéres le long de cubiques.

On part de I’égalité :

[ /(«
T a.d]
p292d29’hmodpqu ........ ocbSp (7~ ) p?
f(ulv)=0 (mod d)

(5.4) < E o g(u —ni) + h(v —n2)
ni,ri2~x N pqd

Ensuite on seépare ces différentes sommes, ce qui est permis d’aprés le théoreme
chinois car (pg,d) = 1:

T 5 = 1 cP
P>« - — % —_

f a X-r't/ o<g%<pqdnEx «(_’\ E) nE—x« (x_’\£
(5.5) x Hf(p, g,h)Hf (g, g, h)St{d,y, /i),

ou S/(d,g,h) est la somme d’exponentielles étudiée au chapitre 2, et Hf(p,g,h)
est la somme de caractéres suivante :

T f ff(uiv)\  fgu + hv\

Br(pvgvk): E (_ )I

0<u <<p
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Lorsque (g, h) » (0,0) on majore trivialement les sommes Hj(p. g. h) par p2 (ce
qui est loin de la majoration que I’on peut obtenir grace au lemme de Hooley),
tandis que d’aprés le lemme 2.1.3, on a la majoration :

dg ) 0{dI**™'(4« hy 12)

Ainsi la contribution des termes en (g, h) ~ (0,0) est inferieure a :

QT E — VA +x E  4V5(5™).

0<g,h<pqd.

Un calcul direct fournit alors la majoration :
Qi X2 hp’g® ViK'

Il reste a majorer le terme en g = h = 0 qui correspond a

. X2p(d) /(« [(«.»)
(5-6) Ql - d2p2q1 E E

0<it,v<p p 0<u,t><g g

Ici, une estimation triviale des sommes de caractéres de Legendre n’est pas suff-
isante et on établit le

LEMME 5.5. On suppose que f vériEe | hypothése (H2). On a alors la majora-
tion :
E (")=o0(n
O<u,v<p

la constante implicite ne dépendant que de f.

L’exposant 3/2 n’est pas optimal, on peut le ramener & 1, mais il convient a

notre situation, et cette majoration s’obtient directement a partir du résultat de
Hasse suivant [SI] :

LEMME 5.6. Soit g(x) 6 Fp[X] un polynéme de degré 3, non constant. On a
alors l'inégalité :

e XY
E ™

i€Fp

< y/P-



- 125 -

Preuve du lemme 5.5
On réécrit le polynéme / sous la forme

[(u,v) = Y  9k(u)vk.

0<Jfc<3

Comme / veérifie I’lhypothese (H2), / ne peut se ramener a un polynéme en une
seule variable, les polyndmes g\, g2 et gz ne sont donc pas tous identiquement nuls
sur Fp lorsque p est assez grand. On désire alors fixer la variable u pour appliquer
le lemme 5.6 au polynéme fu : v i /(u, u), mais il faut mettre de coté les u
tels que les polyndmes fu soient constants sur Fp. lls appartiennent a I’ensemble
SP= {0 < u<p, gi(u) =92(u) =g3(u) = 0 (modp)}.

On a ainsi I’égalité :

E (~)= E E (7 ) hop"i)

O<ti,v<p V F ! O<u<;> 0<t><p \ r
ugsSp
Comme les y,-, pour i —1,2,3 ne sont pas tous identiquement nuls, on a |5P| =

0(1), tandis que d’aprés le théoreme 5.6 la somme sur les u £ Sp est un 0(p3/2).
L’inégalité annoncée au lemme 5.5 est donc verifiée.

On reporte alors le résultat du lemme 5.5 dans (5.6) :

1 d)

- M

Au chapitre 1, on a vu que p(d) = O(d), et on a donc finalement :

ri+£lr(, _ X2
T(p>C,d) < -—=M-+p2q2vdxA +
y/d dy/pq’
On reporte ceci dans E2 :
padrl+ci p T2+ei
5.7 E2< - —  +p*xtiy/d + —-
&7) Vd P y d

Ainsi on a l'inégalité pour tout d sans facteur carré :
Foldy < <& (PR 4 g te P2, payp o) g1y

c’est-a-dire :
R2< R” d)

d<xx+c

< X2P _1xf3+ P V [2+£3.
En choisissant P = x6 = x1/10, on a I'inégalité : R2 <C x1,9+£.



- 126 -
5.5. Estimations de S3.

D apres les lignes (5.1) et (5.2), les lemmes 5.1, 5.2, 5.3, nous avons les égalités :
-lorsque / est un polynéme du second degré :
s3=iogVv(x)-s,-52

- * ' N N
(5.8) Efoxt " 9 \(ogx)2r
lorsque le degré de / est trois :

9 Sz = ni+fITl + o0 ( ;- X*©

©9 logx  +° E(Iogx)Z) '
Le principe de la méthode de Tchebychev consiste alors a chercher une majoration
de S3 qui dépende de P le plus grand facteur premier du produit V (x) et d’en

déduire ensuite une minoration de P.
On rappelle la définition de Sz :

s= E CHIF

p>x1-c
On écarte les (pi,p2) de £p tels que p|pip2 i
3= E toon v +O(IH)
p>x1-«

ou Tp est I’'ensemble contenant d’éventuelles répétitions :

= {P1P2, P1,P2 ~ X, (pip2,p) =1, /(Pi,P2) s 0 (modp)}.

Avec des méthodes de crible qui reprennent des résultats du chapitre 3, on montre
le lemme :

LEMME 5.7. Pour p assez grand, et pour z > 1, on a la majoration :
2x2  r(p) f z2x1+e ¢ 2\
z
7N 0922 p2 VA P
Preuve du lemme 5.7.
On détecte les nombres premiers pi, p2 par du crible, pour z > 1, on écrit la

majoration :
< E L

nl
g\niriz=i-g>z
(nin2,p)=1
f(ni,n2)=0 (modp)
Les familles d’entiers correspondant a ce probleme de crible, sont exactement les
ensembles Ap(a) étudiés au chapitre 3, définis par (3.2) ; d’apres le lemme 3.2, on
a I’égalité pour a sans facteur carré, et premier ap :

1 r(p> afm 2r(,P)Ka) (z1+£ e M-\
M *)h p202 VP

avec A(G) = 2q—1 lorsque g est un nombre premier.
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Les conditions (1) et (2) du théoreme A2 sont vérifiées, et d’apreés ce théoréme, on
a la majoration (on prend z < x1+c ) :

_ r
TA |2r(p) 271 A(a 1+ o
P2 52 VIoé

q<z

(5.10) + £ 3-<VW (~» + xeyp e

Le produit eulérien vaut exactement JJ (1 ----- J , en appliquant la formule de
g<z P

Mertens et en majorant directement le terme d’erreur on trouve le résultat annonce

au lemme 5.7.

On reporte ce résultat dans Ss :

SZ,2Jov(&(He))

(5.11) +0[ VY] logp ( -p&— + ~pz2pc
\Xi-“<P<P V v?

On choisit ensuite zp = x1-2ep-3/4 de telle sorte que le terme d’erreur de
(5.11) soit un 0(x2_£) (la limite est alors P < x4/3~10e, pour que zp > 1), ce qui
fournit la majoration :

C \VA logP Kp) , ™ f,2— , 32\
3 li-~<p Pg2(al"2£i,""3/4) P2 \% (logx)2J-

On applique le point (ii) du corollaire 1.3.4, ce qui donne I’'inégalité :

BZE. (AN

En écrivant alors P = XA, (avec A < 4/3 —10e), puis en calculant I'intégrale
ci-dessus on aboutit a la majoration :

(5.12) sa< 20 ¢ 2 el X2
' J) \log x

5.6. Conclusion dans le cas ou f est un polyndme du second degré.

En comparant (5.8) et (5.12), le plus grand facteur P2 = xx* de V(x) doit
verifier
k "
- A3 hed— 3’
c’est a dire A > 36/35.



- 128 -
5.7. Conclusion dans le cas ou f est un polynéme du troisieme degré.
A partir de (5.9) et (s.12), le plus grand facteur premier Ps = z~3 doit alors vérifier

2 < 5 32
- 3(1- 3As/4) 3

c’est a dire As > 20/19.
5.8. Cas des polynémes homogeénes.

On garde les mémes notations, mais / est maintenant un polynéme homogeéne,
irréductible en deux variables, dont les coefficients sont premiers entre eux, et
vérifiant I’hypothése (HI). On a toujours I’égalité :

V& O(61F)

- Si+ s2+ S3.

D’apreés le point (ii) du lemme 4.1, et les estimations de p(pa) données au para-
graphe 1.2, on a I’égalité :

S1-= Y logplVI

pa<x1l-'
X "1 %
hQ
log x \log X

Les majorations des paragraphes s .2, 5.3, 5.4, ont utilisé principalement les es-
timations de p(pa), et Sf(p,g,h). Etant donné que lorsque / est homogéne les
estimations correspondantes sont plus fines, on a donc toujours :

X2

S2<
(log x)2

Pour Ss, I’'hnomogénéité de / permet d’avoir une majoration plus fine que celle du
paragraphe 5.5, en utilisant le lemme 3.2.3 a la place du lemme s .2. Le zp corre-
spondant vaut alors zv = x1-£p-1/2, pour p < x2-£, et on obtient la majoration

2 X2 3 X2
wAdt

< I T ! 70 +
S8 Jxeh-e |(|Og(X1T<- 1/2))2 © \ log2 X,

En écrivant P = xH, puis en calculant cette intégrale, on a la majoration :

St 1 X2
< 4 -8 £1+0
loga; 1 H/2 \log™ Xy
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Lorsque le degré de / est 2, le plus grand facteur Po = x H* doit vérifier :

c’est a dire H2 > 10/9.

Si le degré de / est 3, le plus grand facteur P3 = xHs correspondant vérifie alors
-8 >
2 -§| 3 822,

c’est a dire Hz > 6/5.
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Chapitre 6

Etude du plus grand facteur premier de polynémes
de degré 3, en trois variables,
pris en des valeurs premieres

Dans ce chapitre, / est un polyndme irréductible en trois variables, du troisiéme
degré, dont les coefficients sont premiers entre eux et vérifiant les hypotheses (H3)
et (H4) définies dans I’introduction.

La méthode de Tchebychev consiste ici a étudier le produit
W (x)= JJ  /(pi,p2,n3).
Pl 2,K3~X
On commence par évaluer log W(x) a l’aide du théoréme des nombres premiers :

logW (x) = E logf(PuP2,nz)
Pl P
6-1 3x3 N(ox3
logx +° V(logx)2

Par ailleurs, pour tous £77 > 0, on a I’égalité :

logW (x)= 53 logp|Epal + [°gP\GP°\
Pa>x ' °
p <x P<x ", a>2

+ 53 10gPIP" | + 53 loSPI"pU

pa>zl~e ri”*<p<P
p>xl~vfa>2

avec,

Gpa = {(Pi>P2,n3), ,Pi,P2,n3~ * /(pi,p2,n3) = 0 (modp*“)}.

On a ainsi le découpage logW(x) = T\ + T2 + T3 + T4, et ces quantités sont
évaluées dans |I’ensemble de la méme maniére que les sommes Si, S2, S3, étudiées
au chapitre 4, mais en utilisant les résultats des chapitres 1, 2, 3, 4 propres aux
polynémes en trois variables.

6.1. Evaluation de Ti.

Comme au paragraphe 5.1, on met de coté les \G>a\, avec a > 2 :

Ti = 53 loSPIEPI+ 53 loéP\Gpa\

p<.x'i~c pQ<xl-e, cr>2
=T[+ T,

par définition.
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D’aprés le lemme 4.2, on a I’égalité :

3 \ / .3
T{ r(P) ,r>( X

log2x p _ e y>(p)3 \log2xy

Le terme principal a déja été estimé au paragraphe 1.4, et d’apres le point (ii) du
corollaire 1.4.4, on a I’égalité :

(i +0(i)"

De la méme maniere qu’au paragraphe 5.1, on montre que T" est un O 4 'i
0g X,
En utilisant le théoreme de Brun-Titchmarsh on établit I’inégalité :

IG |-y *3 Pi?“)
15p 1~ log2i P3“ °

pour pQ < x1~s.
D’aprés la proposition 1.4.3, p(p2) = 0(p4), p(pa) = 0(a3p18‘/7), et ainsi :

E A =)

p,a>2 y

X3
et on adonc (6.3) T" =0 nox

log x
Les deux inégalités (6.2) et (6.3) donnent alors :

(6.4) Tl:(l-e)[o?g>_<+o{(lo)g<§()2\]

6.2. Majoration de T2.

Cette majoration est assez laborieuse, car il faut travailler avec trois vari-
ables, mais est sans difficulté particuliére, car on reprend des idées utilisées aux
paragraphes 5.3 et 1.4. On montre le lemme

LEMME 6.1. On alinégalité : T2 <C¥I—-—-?§(55.
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preuve du lemme 6.1.
On part encore de I’écriture :

T2<logi Y T(a)i
2<a<”log x
avec
™™ = Y \CP.\.
x'a <p<X1-2

On note APIP2 le discriminant du polynéme t /(pi,p2,1), APin3, celui de
t  riri «3), APn3, celui de t »+/(i,p2,n3).
On découpe T2 suivant la taille du pgcd (p", APIP2, APZTI3 APin3) et on écrit

I’inégalité :
< E E :

1-c ) .71 ,P2>713~X
X a <p<X1“» (Apip2,Apin3,Ap2n3)p«)<(logx)100
/(pi®P2,n3)=0 (modpQ)
+ E E 1
1-c Pl,J>2>713~X
1 a n

pP2>Pin3>P2n3»Pa  0°S e)160
[(Pi,P2,n3)=0 (modpa)

(6.5) <Ta(a) + T2(a),

par définition.
Parmi les trois discriminants A intervenant dans la somme Ti(a), il en existe au

moins tel que (A..,pa) < (logi)100. Dans la premiére somme Ti(a), les conditions
sur pi, p2 et riz se scindent donc en trois sommes du type :

E E El-

Pi,i>2~x O<w<pa ns~i
(APIP2,p*)<(logi)100 f(PI1P2,w)=0 (modpa) n3=u,(modp*)
Le nombre de solutions w est un 0((APIP2,pa)2), d’apres le point (iii) du lemme
1.3.3, et ainsi on a la majoration :

X3
Tx(a)< Y (loSx)2°° + X2)
X'@ <p<X1T7 g

(€.6) < xs/3+h + x3~v(\ogx)200,
avec 0 < h < 1/3.

Pour majorer T2(a), on oublie la condition /(pi,p2,23) = 0 (modp*) et on fixe
une deuxieme variable. On fait alors le découpage :

M)« E E 1 ¢

A , PI,P2,713~X

I ® "PAX P—il/_A L A N

|0|10'>(I0g X160 <" P12 Pi™3” P2m3
(6.7) « £ 2(a .

p<x1“P ~">(logx)100
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On considére chacun des discriminants APLiP2, Apiin3, AP2n3 comme des polynémes
en deux variables et on est quasiment dans la situation du paragraphe 5.2. On
blogue une deuxiéme variable, mais la encore on se heurte a des problemes de di-
visibilité par p des discriminants des discriminants ... On définit alors les polynémes
suivants :

on note Dp* le discriminant de p2 — APIPJ, b ® celui de n3 — APin3, Dpl
le discriminant de p\ — APIP2, le discriminant de n3 — AP2n3, 5);(_]9, le
discriminant de p\ —APITI3, ﬂ}@ le discriminant de p2 —+ AP2,3.
On écrit ensuite I'inégalité :
t2(0,«« e E 1
/?(—igog«).«» Ci(Pi,ﬂ?’,’@)jgk?m ojpﬁ

X « <p<x " (pP,D,(PIl,p3,n3))<(logx)10

+ E E 1
prXlogx)100 Pi,P2,n3~x
i—€ iDi(pi,P2>"3)=0 (modp”")
X a <p<x v (p”,D2(pi,p2,n3))>(log x)10
< Ai( ¢M» ),  Ri{a"P) + R2(a,p),

par définition, et ou pour alléger I’écriture, on a posé :

AM{p\iP2inz) — (Apip2)"P1«3)" p 2n3))

Di(puP2,n3) = (4V.CPADIV-).CL) L))
Dans Ri(a,f3), au moins un des discriminants intervenant dans D2 a une valuation

p-adique inférieure a (logx)10, la somme Ri(a,f3) est alors majorée par 6 sommes
du type :

«(“.«= E E E h
pP>(loe x)100, p<x1“#% Pi,»»s~x p2~x
(p,.S N 1))<(logx)10 AP1P2=0 (modpO0)
D’aprés le point (iii) du lemme 1.3.3, la somme sur p2est un O ((-*- + 1)(D"\p”")2

. e . \.ps N
on majore ensuite trivialement les sommes sur pi et sur P2, et aifisi on a inégalité:

. /x3(log r)20
S(a,fi) « E ( pgp ) + X >g x 201
p/3>(log x)100
1-t
X a <p<x V
< X3
(logx)10'
On a ainsi
X3

(6'8) RiI( B)< (logx)»-
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~

La somme f?2(017 j3) est plus facile a estimer. On oublie la condition portant sur Di,
et on considere chaque discriminant de D2 comme un polyndme en une variable,
on réorganise la somme en :

i2a,/?)« A 53 1

t>t>floe z)10 v<xI~1 Pi,PZIM3~x
Di\] DHJ~o1y  (mod 1)

ol e (1Y),

d’apres le point (iv) du lemme 1.3.3.
On obtient donc :

X2
(6.9) R2{a,P)< (l0gx10”
Les inégalités (6.6), (6.8), (6.9) prouvent alors le lemme 6.1.

6.3. Majoration de T3.
Ce paragraphe est consacré a la preuve du lemme

LEMME 6.2. Pour x assez grand, on a Ja majoration : T3 <C x2%9.

En faisant les mémes raisonnements qu’au paragraphe 5.3, on remarque que :

T3 < \ogp\Gps\ + E  lo&p\$P2\

p>x1-V p>x°1-77

< xfl IX(d)2|{(n1,n2,n3,m), ni,n2,nz ~ X, /(n1,n2,n3) = dm2}
d<xl+2>
<Cxfl £ 13?2(d)Tz{d),
dExt,
par definition.
On a commencé par observer que la deuxieme somme était comprise dans la
premiére, puis dans I’écriture de / (pi,P2,n3), on a mis de coté tous les facteurs
carrés, et supprimé les conditions de primalite.
On majore ensuite les quantités Tz(d) individuellement avec le crible a carrés, c’est
a dire en appliquant le lemme 5.4. En reprenant les notations de ce lemme, et en
choisissant Pa = {p < P, (p,d) = 1}, pour tout €' > 0, on a l'inégalité :

Tz(d) < X £P~y(d) y 1
ni ,riZy'q—x
/(ni,n2,n3)=0 (mod d)
/(ni,n2,n3)

-Xe P-2 d
ni,n2,n3~x Pa

/(ni,n2,n3)=0 (mod d)

(6.10) <xE£(P-'Ei +P"2E2),

par définition.
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Comme d est sans facteur carré, la premiere somme du membre de droite de (6.10),
s’évalue facilement, on a p(d) = 0(d2) d’apres le lemme 1.4.2, et ainsi I’'inégalité :

(6.11) Si <d2(® +1)3< Ag+d2.

La deuxiéme somme de (6.10) s’évalue comme la somme S 2 estimee au paragraphe
5.3. Il s’agit d’étudier les quantites :

/(ni,n;,n3)
Tz(p 1.d)

_ ( Pq
/(ni,n2,n3)=0 (mod d)

lorsque d est sans facteur carre, et premier avec p et g.

On développe alors les quantités Tz(p,q,d) en sommes d’exponentielles comme on
I’avait fait a la ligne (5.4), puis on sépare ces sommes suivant (5.5), on rencontre
alors deux types de sommes :

* les sommes Sf(d, h\, h2,hz) étudiées au chapitre 2, d’aprés le lemme 2.3.1 , on
a la majoration pour d sans facteur carré : Sf(d, hi, h2,hz) = 0(d(d, hi,h2,hz)).

* les sommes Hf(p, hi, h2,hz) définies par :

[(«i)c U\ h, h2t

H¢p hi, hi hg)
0<,Xu<PV p [/ V P )

Lorsque (hi,h2,hz) ~ (0,0,0), on majore les sommes Hf trivialement par des
0(PS).

On utilise le lemme 5.6 pour majorer Hf(p, 0,0,0). On part de I’égalité :

(6.12) ff/(p,0,0,0) = Y E(f(U""W)) +0(p\ZpV),

O<uw<p O<w<p N

ou * indique que la somme porte sur les (u,v) € F2 tels que le polynéme

w — f(u,v, w) = g(w) ne soit pas constant sur Fp, tandis que Zp est I’ensemble
des couples (u, v) dégenérés, c’est a dire :

Zp = {(u,u) GFp/ 3ae Fp, Vu» 6 Fp, f(u,v,w) =a (modp)}.

En écrivant g sous la forme g(w) = hi(u,v)w\ le polynéme / vérifiant
O<id

I’hnypothése (H4), il ne peut pas se ramener a un polynéme en deux variables,
il existe 0 < i < d tel que hi(u,v) ne soit pas le polynédme nul. On a alors la
majoration \ZP\< pk{(p) = O(p).

D’aprés le lemme 5.6, la somme sur les w de la ligne (6.12) est un 0(p1/2), et ainsi,
on a I’'inégalité :

Hf (p,0,0,0) = 0(p5'2).

Comme au chapitre 5, on n’ a pas cherché a donner un exposant optimal.
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On termine ensuite les calculs comme au paragraphe 5.3, et en tenant compte de
(6.11), on arrive a la majoration :

r3(d) < p_14a +p'ld2+ p2~° - + -PV +£2 + P6d1+£>
En sommant ensuite sur d on obtient alors :
T3 < p-1x3+6°+£' + x2+2t+£P 6.

On choisit alors P = x2/15, 7 et elétant arbitrairement petits, on a : T3 <Cx29.

6.4. Estimations de T4.

On a tout d’abord d’apres les lignes (6.1) et (6.2), et les lemmes 6.1 et 6.2, la
minoration :

T4 = logW (x) —T\ —T2 —Tz

€3 2™ +0((" r )’

Par ailleurs, en reprenant la définition de T4, on a I’égalité pour tout h >0 :

(6.14) T4 = logp\Hp\+ 0 (x2+/1),

p>x1l~e

avec

Hp = {(pi,p2,n3), pi,p2,n3~ x, (pip2n3,p) = 1, /(pi,p2,n3) = 0 (modp)}.

Le terme d’erreur de (6.14) correspond aux /(pi,p2>n3) = 0 (modp), tels que
P|P1P2«3-

Avec une telle définition de il est malaisé d’appliquer un crible de dimension
2 pour détecter les P1P2, et on préfere I’écriture :

np-~ Swp(n)>
ou wp(n) est le nombre de solutions du sytéeme d’équations aux inconnues pi, p2,
n3:
Pi,P2,«3 ~ x, n =pip2, (pip2n3,p) = 1, /(pi,p2,n3) = 0 (modp).

Comme au paragraphe 5.5, on obtient avec des méthodes de cribles la majoration

LEMME 6.3. Pourz > 1, on a l'inégalité :

2x3 1 x2+e
XS r(p 1+0 0 LZ22X1+E 722X
log2z p=* log , P
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Preuve du lemme 6.3. Pour z > 1, on part de I’inégalité :

Hp < wp(n)-
g\n=ig>z

Soient (Xd)d>i les coefficients du crible de Selberg ([H-R] chapitre 3).
A partir de ces poids on a la majoration
2

VH P < "2wp(n)(\]/\An

d\n

En développant ce carré, et en reprenant la notation (3.3) du chapitre 3on a :

\VH r\ < Y AM VB p (1dudi))\,
di,dAP(z)
P(z) étant le produit de tous les nombres premiers inférieurs a z.

Dans ce chapitre, et plus précisément au lemme 3.4, on a montré pour tout e > 0,
et pour tout entier a sans facteur carré et premier a p 1’égalité :

Bpea) = X Z&“B)--VU R by )
ot Aest une fonction multiplicative vérifiant pour tout g premier ;
AQ) =2q-1.

Les conditions d’application du théoreme A2 sont vérifiées pour « = 2, et ce
théoréme fournit la majoration :

x 1
Hpl 2e?7 353» 1 Alg 1+ 0

g<* 2 y logz,

+hO (= +rlHE+ p),

a<z?2 ' P

ce qui apres un petit calcul, correspond au résultat annonce.

En reportant ce résultat dans (6.14), et en choisissant z = zp = x3/2-£p-1, de telle
sorte que les erreurs soient petites en moyenne, puis en appliquant le lemme 1.3.2
pour estimer le terme principal, on a la majoration :

T4< 223 fP 2 - +0 é :
Jx1-« ilog (x3/2~e| 1) \log x)

Un calcul direct de cette intégrale donne aprés avoir posé P = xT :

R Tl W T/ S YR

En comparant avec (6.12), cela impose pour r:

((3/2 —r)_4) - 2_¢£’
e pouvant étre pris aussi petit que lI’on veut, on obtient donc
r > 7/6.
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6.5. Un résultat en quatre variables.

On montre ici le théoreme 3 bis concernant le polyndme f{t\,t2,tz,ti) =

1+t\+ 2+ 73+ en suivant une démarche analogue a celle des précédents
paragraphes.

La somme d’exponentielles cruciale liée a ce probléme, est la suivante :

h\Ui + h2U2 "t" hzUz + /14114
S(p, h\, h2, hz,"4) E

P

0<Ui,U2,«3i«4 <P
I+ui+u2+u|+ti4=0 (mod p)

En profitant des travaux de Laumon [Lau] sur les sommes d’exponentielles le long
d’hypersurfaces diagonales, on montre le :

LEMME 6.4. Les 4 assertions suivantes sont vérifiées :
i) 5(p,0,0,0,0) = p(p) = p3+ 0(p5/2),

ii) si h\h2 = 0 (modp), et si (p, h\, h2,hz, /14) = 1, on a alors |'inégalité :
S(p,h-i,h2,hz,hi) = 0(p3'12),

ii) si (h\ + h\,p) = 1, alors S(p,hi,h2,hz,h*) = 0(p32),

iv) Si hi ~0 (modp), et si h\ -f h\ = 0 (modp), alors S(p, h\, h2, hz, /14) =
0(P2)-

Preuve du lemme 6.4-

Le polyndme / peut s’écrire sous la forme f(t\,t2,¢3,¢4) = t\ —g(t\,t2,¢4), ou 5 est
premier au degré de g. Ce polyndme est donc d’aprés Schmidt [Schm] absolument
irréductible sur Z et ainsi, d’apres le lemme BI, il est irréductible sur Fp pour
presque tout p.

On a donc d’aprées [L-W], p(p) = p3+ 0(p52), ce qui finit la preuve du point (i).
Les points (ii) et (iii) se vérifient directement a partir du corollaire 4.3 de [Lau].

Preuve de (iv).

Le cas h\ ~ 0, et h\ + h\ = 0 (modp) est le cas critique pour lequel le résultat de
Laumon n’est pas applicable.

On part de I'inégalité :

h hziz hald
S(p, h\,h2,hz, /14 ~ " A E o MU h2u2 iz h

0<«2<p O<ui,u3,ud<p
1-ftij-f Ui+ itg-fu®=0 (mod p)
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Pour tout v2 modp les conditions d’application du lemme 2.3.2 (résultat de Hooley
sur les sommes d’exponentielles le long de surfaces) sont vérifiées, et les constantes
issues de ce lemme sont absolues, c’est a dire qu’elles ne dépendent ni de p ni de
Wz- On a donc S(p,hi,h2,hz,hi) = 0(p2).

Dans la démonstration du théoréme 3 bis, interviendra la fonction définie pour
tout couple (n3,n4) fixe, par :

rn3,n4(pQ = [{((W), 0 < U,v <pa, (uv,p) = 1, 1+Ui+tl2+ri3+n* = 0 (modp*“)}|.

On utilise alors le

LEMME 6.5. Les deux assertions suivantes sont vérifiées :

i) pour a > 2, et p > 3, on a rn3in4(pa) = pa~1rnatni(p) et ainsi | inégalité
rn3n4(p°) = 0(pa).

i) pour tout e > 0, on a | égalité :

53 ri3,nA@0 = *22/15P + 0(xcp3/2 + v pXA/5+E).

TI~>4/5
nd~x2'3

preuve du lemme 6.5. Pour p > 3, on montre de la méme maniére avec un argument
de descente, que lI'on a rm3>Tt4pa) = pr*.n*p“-1).
Pour montrer (ii), on développe tout en sommes d’exponentielles :

E E E e(-°ms hr)s(pro,ih.
n3~x4'* F 0<g,h<p ,,,*«/« \ y /
nd~x2/3 n4~x2/3

Le terme g = h — 0 fournit le terme principal : r; xX4/5+2/3 = x22/15 +

0(x22/15y/p). Sinon pour (g, h) ~ (0,0), on a d’aprés le lemme 6.5, I'inégalité
S(p, 0,0,g,h) = 0(p3¥2), et on termine comme dans les preuves des différents
lemmes du chapitre 3.

Preuve du théoréme S bis.
Il s’agit d’évaluer log(W4(x)), avec

log(W4(x)) = log(l + p\ + pi + ni + ni).
P\,P2~X
n3~x*lIs
ri4~x2-/3

Un calcul direct utilisant le théoréeme des nombres premiers donne :

ﬂr@%ﬂg + 0 E’ xZ8f45 \
oe

(6.15) tag(WI(l)) = (s x)2)
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On effectue ensuite le découpage :

log(W4(x)) = logp|EP° |+ A logP|Ep°I
pe<x1* p“>il t,Q2
p<x log-3 X
(6.16) = £ logp|/Cp| + W4,

log* x <P<-PlI

pax définition, et avec

fOpa = {(pi,p2,n3,n4), px,pi ~ X, N3 ~ x4/5,n4 ~ x2/3,
1+ Pi+P2+ n3+ n4=0 (modp°)}.

On cherche Pi = xAle plus grand possible tel que

«52/15

log(W4(x)) - W i- W2-W 3> —.
og

La quantité Wi s’évalue a l’aide de I’assertion (ii) du lemme 4.1. On part de
I’égalité :
Wi = E E logp|Epa(n3,nd), |

n3,nd4~x Pix<ji-i

avec
tCp°(n3,n4) = {pi,p2~ x, 1+Pi +P2+n8+ n®= 0 (modp°)}.

D’apres le lemme 4.1, pour n3 et 714 fixés, on a :

(6.17)
rn; '‘oa lo : X2
/G, (n3 a1 logp 9 +0
21-e log x| . par log xJ
X . L .
La constante du O (I— R ) devrait apriori dépendre de n3et de n4, mais ce n’est
0g X
pas le cas. En effet, dans la preuve du lemme 4.1, le seul moment ou intervient le
f A
polyndme est quand il faut majorer la somme (—"7(——) , OU dans notre
ocu<m Yy P D
(um)=1

situation

afu(m)= Ho<v<m, 1+«3+n\+ud+vd=0 (modm)},

et ainsi ofu(m) <

D’apres le point (i) du lemme 6.5, la contribution a (6.17) des termes en a > 2 est
négligeable. Pour a = 1, on somme (6.17) sur n3, n4, puis on applique le point (ii)
du lemme 6.5, et on obtient pour Wi :

52715 /X52/15
((US) W1-= 1I0_g)-((l -e) +0 [\Egj -X
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Pour eWer W2, on reﬁd I’écriture ci—dessE L
N« E |
a

P2~r,n3~x4/5,n4~rJ/3 O<u<p-® _ R
I+p<+nf+n*+u4=0 (modpa) ?1=* (modP )

Le nombre de solutions u est au plus 4 quand p > 3, et on a ainsi la majoration :
X1+4/5+2 /3 X f |
pa

Pour tous e et 7 > O, il existe h(ri,e) > 0O, tel qu'on ait la majoration Wi <C
| 52/15-A(u,e)_

K

Pour estimer W3, on a recours au crible, ce qui nécessite une connaissance précise
de :

Ep(O)I = {(wi>"2,n3,n4), ni,n2 ~ x3/2, n3,n4 ~ X, (nNin2n3n4,p) = 1,
n\riz = 0 (moda), 1+ +n\+n\+ n®= 0 (modp)}|.
En faisant les mémes opérations que celles du paragraphe 6.3, on rencontre les

sommes S(p, hi,h2,hz, /i4) présentées au début de ce paragraphe. En injectant le
lemme 6.4 dans la méthode suivie pour établir les résultats du chapitre 3, on a :

x52/ 15p(p2A(tQ o
anp

[/Cp(@)] — )i

ou le terme d’erreur R(a,p) est évalué en moyenne (a cause du cas particulier
h\ + h\ =0 (modj>)), de la méme fagon que le terme d’erreur du lemme 3.2.3
(concernant les polynémes homogénes). On obtient I’inégalité :

Y R(a,p) < xeAPs/2 + Ax1+£P3/2 + AX2+EP /2 + AX14/5+EP -1/2.
a<A
pP<p
Grace a ceci, nous sommes en mesure d’obtenir une majoration de o\, et
ainsi de W3. En posant alors Pi = xAon arrive a :

z z52/158 f 1 60 1
3“ logx 5\ (26/15-5A/4) 29 +£] ¢

A partir de cette majoration on en déduit que log(W4(x)) —Wi —W2 —W3 > 0

lorsque A< %% ce qui finit la preuve du theoréme 3 bis.

Remarques.

Le résultat de Laumon qui est la clé du lemme 6.5 concerne en fait les majorations
de sommes d’exponentielles de la forme :

E << ixi + ...+ Xxamxm
p

H-CiXdl+ ...+ cmxdrmn

et il donne la majoration espérée o (p~T~) pour quasiment tous les a*.
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Cependant, il n’est pas toujours aisé de traiter a part d’une maniére satisfaisante
les sommes sur les (ai, ...,am) exclus.

Le polyndme f a été choisi pour éviter les situations critiques suivantes :
- sommes de plus de 3 termes de méme puissance 1+ x( + x\ +x* + x f.

- certaines sommes de 2 termes de puissance impaire comme par exemple
1+ x3+ x\ + x\ + £4, les a- exclus sont alors ceux vérifiant a3—a3 = 0 (modp) et
la contribution des ai = a2 est importante. Cependant, il faut remarquer que le
polyndme 1+ x3+ 2x2+ x1 + x\ marche, car les ai exclus sont alors ceux vérifiant
a3—=2a3 = 0 (modp), et comme I’équation x3—2y3 = 0 n’a pas de solution entiere,

le nombre de p tels que a3—a\ = 0 (modp) est inférieur a r(a3 —2a\), ce qui est
assez petit.

On n’a pas tenu non plus a étudier les sommes de carrés comme par exemple
1+ x2+ Xj + x| + x|, car cette somme peut étre traitée différement : en utilisant le
procédé de Plaksin développé au paragraphe 2.2 pour le polynéme 1+ x2+ x\, on
peut transformer cette somme en somme d’exponentielles d’une fraction rationnelle
sur trois variables, et si cette méthode aboutit, elle pourra s’appliquer au polynéme
1+ n\+n\ +n3+n\.

Les résultats de Laumon s’appliquent facilement lorsque tous les x- ont un
exposant différent 1+ x*+x”+x"+x"4,avecdi < di < dz < dt Mais on a préferé
donner un méme poids aux variables pi, p2, afin d’appliquer les théorémes de
répartition en moyenne des nombres premiers dans les progressions arithmétiques,
sur une zone de t la plus grande possible.
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Chapitre 7
Preuve du théoréme 4
Ce chapitre est consacré a la preuve du théoreme 4 concernant le polynéme

/(Xx,y) = x2+y2+1. On reprend le systtme de poids de Friedlander [Fr2] présenté
dans la premiere partie de la thése c’est a dire les poids :

9 (PhP2) = #{(m,n), pl+pl+I = mn, P+(mn) <y, Ni <n <N2,etp\n*p> z}

avec Ni = x1+i, N2 = x1+2i,6 >0et z > 1
Si on écrit z= , le nombre p22+ p2+ 1 a alors au plus j facteurs premiers
supérieurs a z, et ainsi g(pi,p2) < 2?. A partir de ceci, on a la minoration :

ooy D 00 s

PliP2~X PI,P2~X
?2(P1.P2)>0
Il suffit d’établir une minoration de diPhPT), et on part alors de I’égalité :
P\,P2~X
53 9o(ri,P2)= I{(PLP2), Pi,P2~ x, p2+p2+ 1= mn}|
Pi>P2~x P+(mn)<y
Ni<n<N2

p\n=>p>z
> 53  {(Pi>P2), PiP2 ~ X, p\ +p1 + 1= mn}|

P+(m)<l/
Ni<n<N:2
p[n=3-p>z

53 KCpi»i>2), Pi,P2~ x, p\ +pl + 1= mn}\

p+(n)>y
Ni<n<N2
p\n=>p>z
(7.2) >5i-52,
par définition.
_ _ _ p2  p2 |
Pour estimer Si, on crible les —--—- ---—-- . Comme m < x1-5, et que z est tres

petit, on pourra utiliser le point (ii) qu lemme 4.1, et ainsi obtenir une minoration
tres précise.

La quantité S2 sera majorée par des méthodes de cribles pour détecter les pip2,
et on utilisera alors le lemme 3.2.2.

Certains points de la déemonstration sont quasiment identiques a ceux qui ont servi

a la preuve du théoréme 2 de la premiére partie de la thése, et ne seront donc pas
détaillés dans ce chapitre.
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7.1. Evaluation de Si.
Dans cette partie, on montre le lemme suivant :

LEMME 7.1. Pour x&2> D >z > 2, et pour tout e > 0, on a la minoration :

‘. x* log n 2\
1 >
(logx)’ V1 10S (10gy))10g (AH.
e 1 logD\
* toer 2/ log 7) tre 9 0 log
ex

(logx)2 * (logx)3/
ou / est la fonction de minoration de crible linéaire.

Preuve du lemme 7.1.
En reprenant la définition de S\ donnée dans (7.1), on a I’égalité :

Si= \Z{J [{(P1,P2), PuPi ~ x, pl+pl+1 =0 modmetp\————rﬁ ------ Hr > z}\
8|3<]2 no2r
P+(m)<y
Comme dans la premiére partie de la thése, on utilise les poids (A)“ de Rosser-
Iwaniec correspondant a un crible de niveau D. On pose P{z) = p. A partir des

p<z

poids (A) , et en reprenant les notations des chapitres 4 et 5, on a la minoration :

Si > E  XdI{(Pi»P2), PUP2 ~ X, p\ +pl + 1 = 0 modmci}|
4r-<m<jr- d<D
Pe-m jlp(")
r(md)
> : £[+0
&2 EA 'ED ’%lp(md)zl | 2 p « -'-S8 '«
<< orr i
diP(2) (%
P+(m)<y
(7.2)> TP + E,

par définition.

* Majoration du terme d’erreur.
On commence par regrouper les variables m et d :

r( md
Z- E E IEmd <Kmd)ZS\
#<1"<#
< 53 T(m) E- 441E]
772_<Zf\iZD
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On ne peut pas majorer r(m) par xe, puis appliquer le point (ii) du lemme 4.1, car
on obtiendrait alors un O(x2+£(log x)-100), ce qui n’est pas suffisant. On commence
donc par appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1/2 1/2

E < ( [EE r(m) [EE r( ) .
— ip(m)2'~ ip(my

- . Dx2 .
En choisissant D < x&2, ce qui donne Ni - x1+'2 et on peut alors appliquer le
lemme 4.1 pour majorer le deuxieme terme du produit du membre de droite par

: X
un 0 (logx)10

Sinon, on majore directement le premier terme. En effet, on a les inégalités :

-~ e ‘'E1 E°

O<u,v<m \ PI~X \ P2~X
(uti,m)=1 \",I=u modm \P2=V modm /
u2+ f2+1=0 modm
x2r (m)
m
\ 172
inei ; * Tim
et ainsi le premier terme est <Cx y ) <C x log6 x.
m
2x 2D
/

En tenant compte de toutes ces majorations, on obtient :

X

(7.3) E < 100 )3"

/
» Evaluation du terme principal.

D aprés (7.2), on a :
o=k E EAw,

N2- - Nj d\jﬁ%

P+(m)<y

3, d’aprés le théoréme d b i R\ =l +o(/ X o
ou, apres e eoreme des nompres premlers, ona. = == )—(5’r -El_(-)_g-;(s:é/l
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Pour m fixé, la fonction multiplicative um définie par :
si p|m,
p) = sip/m

est une fonction de crible vérifiant les conditions d’applications du théoréme Al,
et en appliquant ce résultat, on a I’'inégalité :

>o-o oy ™o Moy e
(logi)2 <p(m)i ii VvV il \ pJVVoiz)
Hrm<-ar 10 m->=i L1
P+ (m)<y

> amy V Siogz) - ) B X

r(m) A r(p) \ -1
rh < E ®(m)2 n H ) VARRVAYY AR B
k7 NI PsZ

P+(m)<y

p\m

Il s’agit alors d’évaluer la somme

53 M mp
m<?ﬁ—

«»1-igriK) (-$)"s

Pour évaluer ceci, on reprend les arguments qui ont servi a I’estimation de
lors de la preuve du théoréme 2 de la premiére partie de la these. On écrit la série

avec

R hz m)n . )
génératrice )— sous la forme ((s)G(s), ou G est holomorphe et bornée sur

315 > <7 avec ao > 0. En appliquant ensuite le procédé d’intégration complexe
utilisant' des propriétés classiques de la fonction £ effectué lors de la preuve du
lemme 2.1.1 (de la premiére partie de la these), on a I’égalité :

|
E Mm) = G(I) log %- (I - log féﬂ + O(S) + 0«

(G i

m) <y

1
log x

avec
G 1 71T <APF
G(1) 2,0LL, reefp)2 - @)
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n reportant ceci dans (7.4), puis en profitant de la simplification

«»n (I—$)—!p} (-1).

P<z X rove<rl 7 <2

et en appliguant la formule de Mertens, le terme principal TP vaut :

x2e 1 log N: log; 1

TP 1 i
7 Iog(z)ZIogz/ log tog N-, log loQ* log zs *

ce qui avec (7.4), finit la preuve du lemme 7.1
7.2. Majoration de S2.
On va montrer le résultat suivant :

LEMME 7.2, Pourz= x?,0¢< 6¢ i pour tout e > 0, on 4 |a majoration

2P EjISOf 0400+ . (i) +

ou le terme d’erreur E vérifie :

E < yrST+ 0(x3/2+2e425+48)
{Iogxf

Preuve du lemme I.t.
On revient & la définition de s2 donnée dans I'introduction de ce chapitre

5= E E |

p \dp\+1S0 (modn)
Ni<n<N2

= \rrd+0o(x2*),

y<p<N2
Ni<pd<N2
(d,P(2))=1

avec les notations du paragraphe 5.5 . Dans ce paragraphe, on a établi une majo-
ration de \Fj>\ qui reposait surle lemme 3.2
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En utilisant le lemme 3.2.3, a la place, et en faisant les mémes démarches que
celles effectuées au paragraphe 5.6, on obtient une majoration du méme genre que
celle donnée au lemme 5.7, mais valable pour des entiers m non nécessairement
premiers. Grace a ceci, on a l’inégalité :

J<2 2V v UI'S.Trr_CE\
2~~ d2(Iog)()2y<P<N2 P2 N’i<pcj<N|¥ d2 qVd V:\!I\Z_ }
(d,P(z))=I C<X*
/ \
/,,1+20+e L\
+° E (-1 3 - +x2+1 3
y_<P<N2 v r
+ Ni<pd<N2
\ (d,P(z)=1 /
<T+EIlI + 22,

par définition.
La condition (d,P(z)) = 1 n’apporte qu’un facteur log, il est donc inutile d’en

tenir compte pour le calcul du terme d’erreur. On commence par majorer |’erreur
E\ :

Ei =x1+2e+£ Y — Y
y<P<Ni ° p NL<n<A”

Vi

AR

X 4245 [Ny -
y<p<N2P
< Xf+2*+6+£.

De méme pour i?2,0n a :

E2=x25+¢ Y y/P A
y<p<N2 ¥Px<n<l—'|)2.

N X |+2«+36+e_

Donc E\ + E2 <Cx2~£ pour 0 < 1/8, car 6 est choisi arbitrairement petit.

Il reste & évaluer T :

m_ 2 X2 Y Kp)r(d) yr f C V
62 (logx)2 yg~Nj P2 d2 U (?)/
Ni<pd<N2 0<x$
(d.P(™)=l 9
2 X2 V- r(p) r(d)

~ 62 (logx)2 y<* Ni f(p)2<p(d)?2'
Ali<pd<N2
(e.P(2)=1
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Pour estimer les sommes ci-dessus, on a recours aux travaux de Friedlander [Fri]

surlesentiers surlesentiers sans petit et sans grand facteur premier. Plus précisément,
on utilise le :

LEMME 7.2.1. Poure>0,N = yu= zv,avecl + e<u<v<e | o0na:

E
pIn~-2<p<y
avec cr(tit>) = e~Triu) -f 0(u-1 logv), ol T est la fonction continue définie par

rju) = 1 pour0 < u<1 eturj'(u) = —ru —1).

Celemme résulte des théorémes L et 5 de [Fri], il s'applique trés bien a la présente

situation, le parameéetre v correspond a L//?, j3étant extrémement petit. A partir
de ceci, on établit le :

LEMME 7.2.2. Pourz = ,avec = 62, ety = xa avec 1/4 < a < 2 les
égalités suivantes sont VErifiges :

r(n) e71 (N fn¢ , > (

(n,P(2)=1
r(n e-1 lo 1
E ( 5 log ne 1 -log | 9x 8 Os |
N\<n<Ni a) N1 08y 0g x
p\n=>z<p<y

preuve du lemme 7.2.2.

On commence par montrer que si dne posséde pas de petit facteur premier, la
quantité {red)

VAd)2
D 'aprés le lemme 1.1.2, on a r(pk) = pk~1Ir(p), pour k > 1, et pour p > 2 la

fonction r vaut : r(p) = <p(p) — 1 — 3x4(p), ainsi on peut écrire la suite d'égalités :

vaut quasiment 1,

dr(d) = -py pr(p)
<pd)2 11 v(P)2

n>E)

P\d

avec |A(p)| < 10.
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Pour x assez grand, et pour tout d tel que (P(z).d) = 1, on a I’encadrement

1.
X Ad)2 N <
et ainsi I’égalité : —-f—= 1+ O (-7- ), quand z tend vers +00.
\P ZJ
On en déduit que :
nr(n N
(n) E o !
n<N } n<N z
p\n=>z<p<y p\n=>z<p<y
N /logN log N\ f N

I8gzG Vliogy *logz J + \R(logAT)2

d’aprés le lemme 7.2.1.
Ensuite, en faisant une intégration par parties, on a I’égalité

nr(n) _ fN"‘a('ﬂff‘ |%ﬂ\| dt +Us( 1

E wnm2 aNi Vlogy'logz) tlogz log x
p\n=>z<p<y -
logz °* Ni 0gy logX
ceci, car 1 < -:-ggf < 2,et pour 1< u<2o0nrju) =1—logu.

On a ainsi prouve le deuxieme résultat du lemme 7.2.2.
Le premier résultat s’obtient de la méme maniere.

Retour a la majoration de S2.
Pour injecter le lemme 7.2.2 dans I’expression de T, on écrit :

2 X2 n r(pd)
“ 62 (logx)2 y<* Ni  <p(pd)2
Ni<pd<N2
(d,P(z))=1
2 X2 y-  r(n) _ r(n)
$2 (log x)2 yepenz WEOR L, VADR
_(d,P(z))=1 p\n=t-z<p<y

Avec le lemme 7.2.2, et en tenant compte des différentes majorations des termes
d’erreur obtenues précédement, on a la majoration :

2 X2 N, e"7Io 'log v c oo G 1
62 (logx)2 \N\J logz gVlogy ) log z

+ 0(Xxz/2+2e+u+e\

S2

ce qui finit la preuve du lemme 7.2.
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7.3. Conclusion.

D"
En choisissant 3 = 62, D = x62, ff 1NoS =/ > 1—10 8 dés que

logz 28/
6< 1/20
D’aprés les lemmes 7.1 et 7.2, pour 8 < 1/8, et en posant y = xa, on a :

X2 n2e-7 1 2

VS22 ez 08 1 1°sa)  Arlog/Q)

*i+0fey -+

/ ex2log x + x2\
+ V  (logx)3 )’

Cette minoration est valable dés que
(1 - log(l/a)) - ~-log(l/a) > 0O

c’est a dire, pour 6 < 1/4, a > — = 0,97...
exP 33
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Chapitre 8
Nombres presque premiers
représentés par des polyndmes
Ce chapitre est consacré & la preuve du théoreme 5 Le polyndme [ est un

polyndme irréductible, en deux variables de degré 3, dont les coefficients sont
premiers entre eux, et vérifiant I'hypothése (H2).

La démonstration repose sur le travail de Richert suivant (¢f [H-R] th 9.3 p. 253) :

LEMME 8.1. Soit A une collection d’entiers pouvant contenir des répétitions,

de cardinal X. Soit V un ensemble de nhombres premiers. On adopte les notations
standards suivantes :

Ad —{a G A, a=10(modd)}.

On suppose que I’'on a les égalités :

\Ad\= ~ ~ - + R,
a

ou u) est une fonction multiplicative .

On suppose que les conditions sont Vérifiées :
(f2) 11 existe Ai > 1, tel que O < UP <l o=

(i"2(1)) 1l existe A2 tel que pour 2 < v < w, on ait :

-A 2loglog(3X) < Y, UF[)") logp- log - < A2

v<p<w
(113) Pour tous X I'v < y, avec v > 0, il existe A3 tel que

£ 11, v X

X 1/v.<P<y 6
pev

(i7(l,a)) On suppose qu’il existe As, As tels que

E d)3V@ Ry < ng

(logXxyU log 2 x '
p\d=>p£V

Pour tout entier r, on définit la suite Ar par :

, log 4
rt @t 3-r)logr’
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On suppose que pour tout a £ A, on aitp\a=ip £ V.

Soit 8 vérifiant 0 < 8 < 2/3, et soit r >2 assez grand pour que |a] < X a”Ar~"
pour tout a € A.

On a alors pour X > X g= -Xo(r, 8) :
. . N
ifor,prr 1> - L -i))‘ Y.
1

De plus, si g = q(Pr) est le plus petit facteur premier de Pr, alors pour tout Pr
compté ci dessus, on a q(Pr) > X “/4.

On a préféré prendre comme condition (113) celle donnée par Greaves dans [G3],
qui correspond mieux & notre situation, les autres conditions (12i), QEl)) i7(l, a)
se rencontrent dans tous les problémes de crible.

Pour la preuve du théoréme 5, on choisit

A=z {(x1»*i)> ~ X},

les f (xi,X2) étant comptes avec d’eéventuelles répetitions, on a ainsi X = x2.
D’apres le lemme 3.1, pour tout entier d sans facteur carré, on a |’égalité :

Ad= X" - +Rd,

1+c
avec Rd =0 T U o
/d

Les conditions (fti) et (f*) son” vérifiées d’apres le lemme 1.3.1, et la ligne (1.1).
Au vu de la majoration de Rd donnée ci-dessus, la condition J?(l, a) est vérifiée
pour 0. < 2/3 —e.

Greaves a montré dans [G3] que ("3) était verifiée pour y < x. Il reste donc a
prouver que pour y < x2, on ait :

X

j2
X1~bep <y loJ

Ceci a déja été fait dans le paragraphe 5.3 lors de la majoration de R$. Enfin pour
r = 3, A3 convient et on a le résultat annoncé avec 8 = 0.533...
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Chapitre 9
Entiers ayant peu de facteurs premiers distincts
représentés par des polynémes en deux variables
pris en des valeurs premiéeres

Maintenant, / est un polynéme irréductible de degré d supérieur a 3, en deux
variables, dont les coefficients sont premiers entre eux et vérifiant I’hypothése (H2).
Pour tout entier n, on note o0;(n), le nombre de facteurs premiers distincts de n.

9.1. Les poids de Richert.

Le principe de la preuve du théoreme 7 consiste a combiner un crible pour
détecter les p\p2, au systeme de poids de Richert et d’utiliser les résultats des
précédents chapitres pour mener a bien cette démarche.

La collection d’entiers liée a ce probleme, est A = {/(i>i,i>2), PiiPi ~ a}, avec
d’éventuelles répétitions. On a alors I’égalité :

X2 /X2
X =\A = —5- +
log2 x \log3x,

On prend pour P, I’'ensemble de tous les nombres premiers. Les poids de Richert
sont alors les suivants (cf [H-R] p. 242) :

log o . L] X ilu
va m x 1 u |ng Si X /V< p < P\n
ou u <v, Asont des parametres a optimiser. On étudie alors :

(9.1)W(A, u, v, A) = Y (1_ E wp(h
atA \ XY*<p<Xlu

pla=>p>X1fv

=S(A,X'/")- X £ T

X Y<'<p<xl« N ST
ou, selon les notations standards,

S(A,X"V) = |{aeA, p\a=ip> X "V}

Soit a G A ayant une contribution positive dans (9.1). Cet entier a vérifie alors
clairement le point (i) du théoreme 7, et sa contribution a (9.1) est inférieure a :

log «P ud.
l-yMM &) log <1 A a) -

Ainsi tout a £ A ayant une contribution positive dans (9.1) vérifie
(9.2) o) <A'l1+vy.

Parmi ceux-ci, Greaves a montré dans [G3] p. 5 que le nombre de ceux qui ne
vérifiaient pas (ii) est un 0 (X(logX)-2).
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Les quantités S(*4, A'U/*) et S(AP, X 1*V) intervenant dans (9.1), sont estimées,
lorsque p est petit, avec le lemme 4.1, comme |’avait fait Greaves dans [G3].

Quand p est grand on utilise des méthodes de crible pour détecter a la fois
les P1P2, et les diviseurs de f{pi-,pi) afin d’augmenter la taille du a vérifiant la
condition R(l,a) énoncée au lemme 8.1. On passe du niveau a = 1/2 de Greaves
a a = 2/3. Cependant nous ne sommes pas en mesure de vérifier une hypothese
(113) correspondante c’est pourquoi le théoréme 5 n’apprend rien de nouveau sur
17(n), et nous devons nous contenter de I’assertion (ii).

9.2. Minoration de S(AiX 1lv).

D’apres le point (i) du lemme 4.1, on a I’égalité :

r(d

=X
M tp(,i f Rd,

avec

X
E 3<xV(M« 7
d<X'/*~" vV &
D’apres le lemme 1.3.4, les conditions (1) et (2) du théoreme Al sont vérifiées, et
en appliquant ce résultat, on a

LEMME 9.1. On a la minoration
sw ) > («V(Ignl) +0(N)

ou C est le produit convergent

r(q N

LBV g

C

9.3. Premiere majoration de S(AP,X V).

On procede comme au paragraphe 9.2, mais en utilisant bien sir le crible majorant
au lieu du crible minorant.
On obtient ainsi le

LEMME 9.2. En écrivant p = X M on a la majoration pour tout e > 0 et pour
p < X12-2*%:

ex rQ 9.
S(#¥. X1y < Iog.Xipr 321 12 —a—c +«(ié)) +° ((; 1) *
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9.4. Deuxiéme majorations de S(*4P,A'V/1).

Pour étre en mesure d’utiliser du crible, on part de I’inégalité

SIAAX"/7)< E L
ni,n2
f(ni,n2)=0 (modp)
¢|nin2=>g>z
i\f(ril,n2)=>qg>X1,v

On a vu au chapitre 3 que les ensembles Cm(a) définis dans (3.4), vérifiaient,
d’apres le lemme 3.3, I’égalité, pour a et m des entiers sans facteur carré et liés
par I’écriture a= aig§ m = m\8, avec (aj,mi) = 1:

i* 2p(m1\(al)p0o(é) , .
|ICm(a)] =—X P( i),_2r(v,%r£p ©) + iv(a,m),
cij Trizh
le terme d’erreur vérifiant la majoration :
x1+e .
= £
R am) =0 m IXE mi

Les variables a et m ne sont pas indépendantes. Elles sont liées par la fonction de
crible lo définie par :
u(a,rn) _ p(m1)X(ai)p0(6)
am ajmjS2

On commence comme dans la preuve du théoréme 2 de la partie | de la these
concernant le polyndme n2+ 1, par les cribler faiblement ensemble, en utilisant un
lemme fondamental correspondant a un crible de dimension 3, on a alors le

logU _ . .
LEMME 9.3. PourU>u > 2 onposes = T(S%]_U' Soient a\ et a2 deux entiers
sans facteur carré, premiers a p, et ayant tous leurs facteurs supérieurs a u. On

définit les quantités

Sp(a\,a2,u) = 1-
ni ,n2~x
nin2=0 (mod a2)
/(ni,n2)=0 (mod aip)
g\nin2f(niln2)=>q>u

On a alors | %galité :

gp{ai,a—z,'lf}fx—\;Yﬁ)'Mfgbaz)p;\p) |i\1 + 0 (v(Ioge'|'7:)%i/3
/ \
+0 y ~2(m) 51 if(aimi, <2

m\P (u) mlm2—m
m<U
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avec

f a)'
V(u 1.
(u) - o

et d’aprés Je principe dinclusion-exclusion la fonction fi Vérifie :

Q(@ _ co(l,g) U>(g) w(?1)
q Q q 92

avec u(q, 1) =-p(9 w(l, g) = 9@ >, q) = p0(q).

Au paragraphe 3.3, on a observé I’égalité : po(p) = p(p) —r(p)- On a donc
d’aprés les valeurs de Q données au lemme 9.3, les égalités :

mu):n(i_(@_n i:M_M):n 1. Kg) / i
* * x

q<u V ' g<u \ ¢<u \ <K?)2

ce qui nous permettra de comparer facilement le résultat que I’on obtiendra avec
le lemme 9.2.

On utilise les poids de Rosser-lwaniec cf [Il] correspondant a des cribles linéaires
pour détecter les facteurs premiers de /(nj,n2) supérieurs a u.

Plus précisemment ces poids sont définis par Al = 1, Am= 0, si m > Mi, ou si m
a un facteur carré et pour m = p\...pr, avec p\ > ... > pTon impose :

N () si PieesP2fP2f.fi < pour tout 0 <t < (r —I)/2,
( sinon.

Par contre pour cribler nin2, on utilise les poids fi de Selberg propres au crible de
dimension deux dont la fonction de crible correspondante est

g 1) = ) = 2 —1/q. lls vérifient entre autre les propriétés suivantes :

fii = I, fm= 0 si m a un facteur carré, ou si m > M2. (Pour une définition plus
précise, on peut consulter le livre d’Halberstam et Richert [H-R] lignes (1.3), (1.4)
3. 98)

En notant P(zi,z2) le produit jQ p, on a I'inégalité :

zi<p<z2
S(Ap, X liv) < £ E A E
f(Ni.n2)=0 (modp) o "2I-P(U2)
chhin2ftn 1, n2fingSy Y M iV/(niin2 / m2|nin2

Lt>m 2 ma(m i, [7772,7712],«).

m1|P(U,X1/71)
m2,m'2\P(u,z)
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On applique alors le lemme 9.3 :

S(APIX 1/v) < x2"-V (u | +0
( ) P2 ( )(I \logU))

: ntii m2,mo
M) 2 mi[m2,m"2\
mx| P (u,X1/v)

m2m2\P(u z)

( E E E AmZIJ m"\R(pmi£iAm 2, m2]£2)

f|P(u) tih=e m |P(utx 1/v)

m 2 m 2\P(u z)
m2,m'2<M 2

Le terme d’erreur est alors un 0(*/pM”"2M2+e).

Le pgcd des quantités mj et [m2,m2] a tous ses facteurs premiers supérieurs
u ; les raisonnements qui ont servi a rendre les variables m\ et rriz indépendantes

dans la fin du paragraphe 2.7 de la preuve du théorémze 2 de la premiere partie de

la thése, sont applicables ici, et en choisissant u = Xe , U = X e, on a I’égalité :

2 ofjp e~s
< ¥ V(u + O .
S P2 1 Jog Uj
Amia;(mi, 1) fIm 2fIm 2Uy(~-i[rn2~ 21)
B} mi \m2,m'0)
m 1\P (u,XI/v) m2,m'7\P(u,z)
mi <Mi m2,m2< M2
+ 0(X1-*2/2),

le reste 0 (X 1~£ /2) provient des erreurs de nettoyage de pgcd occasionnées par le
processus de séparation des variables.

On applique ensuite les résultats d’lwaniec pour la somme sur mi, c’est a dire le
théoreme Al, ceux de Selberg, énoncés au théoréeme A2, pour les sommes sur m2,
rri2 Pour obtenir :

- f -
s(-dp, xy 22TY ) @ nJ . 'y
P2 u<q IX U« P <.

~

Og:AI o Ooe M2 0f
\lo* log z bgxy
|- £
+0 +mi/2n2 x £
p
. : r(p, 1
Comme le produit C = jQ " — — est converéent)on a la

*)2y
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majoration :

S{APtX'/V) < XAM  —--mmmmmmmmeeee
{ p ) Zj\élz log Mi logz M2

log 1 1
x 1KlogX 1U”) (Iifiii) +0°“ (logX.

X
+ 0 ] + afj3lam2vpX*) .

Lorsque log. <3 o . <a _ 53577, ieterme principal vaut :
logXy* “ logz ~
2 r(p) 40

V2p2 log Mi logz M2*
Pour faciliter les calculs on choisit M\ en fonction de p, on écrit M\ —M/p, avec
M vérifiant M3/2M2 < X 1~e.

Si on écrit M2 = X°, p= X alors X 2/3-2al3-z-£) et le terme principal

devient :
X2 r(p) 4C

(logX)3<p(p)2az(2/3 —2al/3 —p)
En optimisant par rapport a a cette derniére formule, on obtient le

LEMME 9.4. On ala majoration :
S(A XI/IV\< x2C A 12 lO( 1 N 4+
p’ “ (logX)3 p2 V(2/3 "3 ViogX/ p

ou on aposé p = X et p vérifie alors0 < p < 2/3.

9.5. Comparaison des deux méthodes.

On commence par remarquer que pour tout e > 0, on a les inégalités :
(2 - €)logx < logX < (2 + e)logx...

Un calcul direct tenant compte de ceci, montre que la majoration du lemme 9.3
devient plus fine que celle du lemme 9.2 pour p > X~0, ou po est solution de
I’équation

54/xs - 108/i2- 9p + 49/2 = 0,
c’est a dire po = 0.496728234..
Cette valeur de po est tres proche de 1/2 qui est la limite de la premiére méthode.

ro,. .
Richert, pour détecter les Pr du lemme 8.1, avait choisi u = ur = aS , (ici

@ = 1/2). Lorsque r < 4, po > 1/ti, et le lemme 9.2 est toujours moins bon. Ce
lemme devient vraiment intéressant quand r est grand, c’est a dire lorsque le degré
de / est grand.
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9.6. Conclusion

En tenant compte des calculs du paragraphe 9.5, on écrit :
lo
| o S(AXTY =V s

. 0g X
X 1'><p<Xll* X /
avec o
itlo]|p

lo
X l/v<p<X”o g

log
, X I®
E 1 og X 5 Ap. )

X0 <p<AV1F* V

On majore alors Si avec le lemme 9.2, et S2 avec le lemme 9.4. En utilisant le
corollaire 1.3.4 pour les fonctions r, on obtient alors

S(Ap.X

et

4 1l £ L 2(1 - “/ 41£  f1' 31- <™
gl 92‘ log X J[f, (1(/2 - 1181 logA' i (@ fj(2/3 N ﬁ}:»,

t-x 1-e

+0f e X +n ¢
Toutes ces intégrales se calculent et nous avo]

X X
Si+S2<(Hi(utv) + H2(u))-|-(%-% +0 LX l-e+

log2X ) ’
avec
Hi(u,v) = 4log(>ou) + 2(2 - u)[log(l/2 - 1/v) - log(l/2 - 1,0)],
et
0L 0L 0L 0L
H2(u) = — log(l/u) - y logfio- Y log(2/3 - l/u) + — log(2/3 - ¢t0)
N 27 27
(8/3-4ju) (8/3 —4/x0)
1 1
+ 5(3/2-«)

1(2/3 - 1/u)2  (2/3-M0)2

Pour des facilités de calculs nous choisissons u = 8, et on a d’aprés le lemme 9.1
I’inégalité :

X X cx fF [ 1 \\
S(A,X'lv) < — —C'e-78/(4) + Of—%—) = ——-- 41093+ 0 !
logX~~ " MMog2X logX V"e“o* * ¥ \logX

ce qui fournit la minoration :
CX
W(A,u,v,\) > Tog A (4log 3 - A(i11(u,8) + A2(t/))(1 + 0((logX)-1).

En prenant u = 12/7, on a A-1 > 5.2779.., et en reportant ceci dans (9.2), on
obtient le théoreme 7.
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9.7. Cas des polynémes homogeénes.

Dans ce paragraphe, on suppose que / est un polynédme homogeéne, et on reprend
les arguments des précédents paragraphes pour montrer le théoréme s.

Gréace a leur homogénéité, ces polynémes vérifient la condition (113) du lemme s .1,
Greaves a en effet montré dans [G4] en raisonnant en terme de réseaux l’inégalité

>V o 0\
Xl/"<p<;>(_1_« W & ; /
C’est pourquoi, le théoreme s donne un résultat sur le nombre de facteurs premiers
de f (pi,P2) et non seulement sur <~(f(pi,p2))-

L’ingrédient principal des lemme 9.1, et 9.2 était le lemme 4.1, résultant du
théoréme de Barban-Halberstam-Richert, et ces deux résultats restent valables
lorsque le polyndme est homogene.

On a ainsi les deux inégalités en reprenant les notations des précédents para-

LRt (W)

et en écrivant p = :
CX r(p)

SW ) igxer <(I7~7) +°(i¢f))

En faisant ensuite les mémes opérations que celles du paragraphe 9.4, mais en
utilisant le lemme 3.3.1 a la place du lemme 3.3, on a la majoration :

w D%, o {«n? €l

Cette derniere majoration est plus précise que la précédente, lorsque :

27 2
41 —~ys ~ 1/2-V
c’est a dire pour fi > 7/4 — = /¢0- (/¢0 est solution de I’équation : 16(1 —t)z —

27(1 - 2t) = 0 M0 = 0.4509..).
En faisant alors des calculs analogues a ceux effectués au paragraphe 9.6, on a :

lo . XC
1 g sC.Ap, o) < o
X1t <P<x U v 6 69
f P° 2(1- ufjt) , flu27(1 -un) J°

X [Jilv (1/2 —ab)/x 13+ Jli0 (1-~)3 1

+0FfF ~ _ +X-
Vlog2 X
xc

' 1
u,v) + H4 + 0O
logX et (u) VogX

par definition.
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Un calcul direct donne (on rappelle que /io = 7/4 —

Hz(u,v) = 4log(//0u) + 2(2 - W (log(l/2 - 1/v) - log(l/2 - (o)),

et
H4(U)= 27/4{ Iog(l/u)—logﬁQ+|0g(| _ /\To)
_ 1 1
(1* 1/7u) 1 - €10
1 . N

+ 2 V@-1/*)2 (@-Mo)V
En prenant v = 8, on a la minoration :

W (A,u,v,\) > 0g (4log3- \(H3U, 8) +H,(u)) +O(i¢j))

Pour u = 4/3, on obtient A-1 = 8.238..., et ainsi :

fi(/(pi,P2))<2d/3 + 8.24.

9.8. Remarque.

| est certainement possible d’obtenir des améliorations des théorémes 6 et 7,
en utilisant des systémes de poids plus récents et donc plus performants que ceux
de Richert, tels par exemple les poids de Laborde, ou de Greaves, etc. Mais ces
systemes de poids se combinent bien plus difficilement avec le crible de Selberg que
ceux de Richert que nous avons utilisés, et leur application aurait considérablement
compliqué I’élaboration, puis la présentation de ce chapitre.
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ANNEXE A

LES CRIBLES DE SELBERG ET DE ROSSER-IWANIEC

Soit A une collection finie d’entiers strictement positifs pouvant contenir des
répétitions, soit V un ensemble de nombres premiers.

On définit les ensembles Ad = {a € A, a =0 (mode?)},
et pourz> 1, S(A,P,z) = {aEA, pGV, pla=ip>2z}.
On note encore P(z) = p.

p<z, pGT

On suppose que les Ad peuvent s’écrire sous la forme :

IAd = A~ X +Rd,

ou v>est multiplicative, et 0 < w(p) < p, pour p C.V.

On suppose qu’il existe k > 1, et K et L tels que les deux inégalités suivantes
soient Vérifiées :

m n 1 w(p) _1< logz L+ K

wep<z p J logtii logli;
pC.P
j(pa)
<
(2) _ E E log 3i>’
j«<p<z a>2

La constante k est appelée la dimension du crible.

On définit encore V(z) = fl———mnJ.
p<z, p€p Py
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Pour k —1, le crible est alors un crible linéaire, et on a le résultat cTlwaniec suivant
([1] théoréme 1) :

THEOREME Al. Soient 0 <e < 1/3, M > 1, N > 1, D = MN. Si les
hypothéses (1) et (2) sont vérifiées, alors pour tout 2< z < D12, 0na:

S(A,V, 2) <y(2)X{F(s) + E(e, D,K, L)} + R+(A, M,N),
S(A,V, 2) > V(2)X{f(s) - E(e, D, K, L)} + R~(A, M, N),

avec s = Iog_2’ E(e,D,I\, L) <C£+ £ 8ei<+L(log Z))-1/3, ei pour j/ = =,

R-(A,M,N)= E E E A~AM,N,e)b” (M,N,e)Rm,,

£<exp(8e~3) m<M n<N
m[P(z) n|P(z)

Les coefficients a2 t,b" c dépendent au pius de M et N et sont majorés par 1 en
valeur absolue.

Les fonctions f et F sont déterminées par :
uF(u) = 2e7, uf(u) =0pour 0<u <2,
(uk(ti))' = f(u —1), (u/(u))' = F(u —1) pour u > 2.

Dans la these, on profite en fait a un seul moment (au paragraphe 1.3 de la premiére
partie) de la présentation sous forme bilinéaire du terme d’erreur RMA,M,N).
Dans les autres situations le théoréme A2 que nous allons énoncer aurait suffi.
Pour « > 1, en fait, on sera toujours dans le cas k —2, le crible de Selberg fournit
de bonnes majorations. On utilisera abondemment la majoration énoncée dans le
théoréme 6.3 p. 202 du livre de [H-R], que I'on rappelle donc ici :

THEOREME A2. On suppose que pour « > 1, les conditions (1) et (2) sont
vérifiées. Alors pour D >z > 2, on a:

1 K
S(A.V.2 <XV y fo s H 31>

Ox(5) |Og Rat

d\P(2)

Les fonctions oK sont définies de la maniére suivante :

24xe_fK
THu) = ?(k + 1)

(u~kgk(u))' = —KU~K~1aK(u —2), pour u > 2,

si0<u<?2

et oKest continue en u = 2.
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ANNEXE B

QUELQUES RESULTATS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE.

Dans cette annexe, on donne quelques résultats de géométrie algébrique qui
servent au chapitre 1 de la deuxieme partie de la thése. Les énoncés qui vont suivre

sont loin d’étre les plus généraux possibles, mais ils répondent aux besoins de cette
these.

Sauf mention du contraire, tous les polynémes considérés sont a coefficients entiers.

Le probleme rencontré dans de nombreuses étapes de cette thése est de vérifier si
certaines proprietés réalisees par des variétés ou des polynémes sur Q ou sur Z se
conservent lorqu’on les réduit modulo p.

Le premier résultat concerne I'irréductibilité des polynémes, c’est le :

LEMME BIl. Soit f un polyndme en deux ou trois variables, irreductible sur
C, et a coefficients dans K, une extension algébrique de Q. Soit Ok I’anneau des
entiers de K, p un idéal premier de Ok contenant p. Soit Fp le corps résiduel
correspondant. On note encore f la réduction de f sur Fp. Alors pour tout p sauf
un nombre fini, f est irréductible sur Fp.

Ce lemme résulte du théoréeme 2A et du corollaire 2B p. 190-193 de [Schm].

Les lemmes suivants sont plus géométriques et pour les énoncer on a besoin des
notations suivantes

Soit / un polyndme n variables, soit F le polyn6me homogene associé. Pour tout
corps k, on note P£ I’espace projectif de dimension n sur k. On associe alors a F
et / les variétés :

Y — xI X2 Xn,t € PQ) F(xi,X2,..., £jj>i) 0},

et pour tout nombre premier p :

Yp = {(xi,x2,...,xn,0 e PEP, F(xi,x2,..,xn,t) = 0 (modp)},

et
Xp= {(xi,x2,...,xn) e F", f(xi,x2,...,xn) = 0 (modp)}.

On a alors le

LEMME B2. SiY est lisse sur Pq, alors pour tout p saufun nombre fini, Yp la
varieté réduite de Y est lisse sur Pp”, et Xp est lisse sur Fp.
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On n’a besoin de ce resultat que dans les cas ou f est un polynéme en au
plus quatre variables, et on pourrait alors démontrer un résultat analogue sans
passer par les polyndmes homogenes, mais en raisonnant a partir des résultants de
/ et des dérivées partielles de /, mais les démonstrations sont alors assez longues,
surtout dans le cas ou / est un polynéme en trois variables et plus, alors que la
géométrie algébrique fournit une démonstration directe.

On considere le morphisme :

* Y = Proj (Z[X\, ...,Xn,T]/(F)) - SpecZ.

Comme Y est lisse sur Q, d’apres la proposition 3.24 p. 31 de [M], il existe un ouvert
V de SpecZ, tel que T' : \E-1(Wr) —» V soit lisse. Comme tout ouvert de SpecZ
contient tous les nombres premiers sauf un nombre fini, il existe P > 0 tel que pour
p > P, les courbes Yp soient lisses sur Ppp. Pour montrer que les courbes X p sont

alors lisses sur F£, on utilise la formule d’Euler. Pour M = (xi,..., xn,t) GPp ,
on a I’égalité :

degF.F(M) = xj dF (M) + ... + xniF (M) + td—F (M).

Si X p n’était pas lisse sur Fp, alors il existerait (xi,x2,...,xn,l) € Yp tel que :

dF dF
(£l X ,.XDD) 0,

et 4£(xi,...,xn, 1) ~ 0. Mais en reportant ceci dans la formule d’Euler, on obtient
F(xi, ...,xn,1) 0, ce qui est absurde. Ceci finit la preuve du lemme B2.

Pour determiner les valeurs des fonctions p étudiées dans la deuxiéme partie de la
thése, on utilise le :

LEMME B3. Soient f et g deux polyn6bmes en trois variables premiers entre
eux. On a alors :

KO,V,z) EF3, /(X,y, z) =g(x,y,z) =0 (modp)} = O(p),

la constante du 0 ne dépend que des degrés de f et g.

Ce résultat correspond a I’exercice 1.10 p. 368 de [Ha].

Le dernier résultat que I’on utilise est le

LEMME B4. Soit f un polyndme en trois variables irréductible sur Fp. Pour p
assez grand, |’ensemble des points singuliers de la variété X p associée a f est un
O(p), la constante du O, ne dépendant que du degré de f.
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On a l’inclusion :

ps r
SPC{(x.§.2) €Fj, fx. 5.7 = — (x,y,2) = 0 (modp)}.
. . . . df
Le polyndme / étant irréductible, lorsque p est assez grand (pour que — (X,y, 2)

ne soit pas identiquement nul), les polynémes / et df (X, Yy, z) sont premiers entre
eux. On applique alors le lemme B3 a ces deux polynémes.
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