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Theorical and numerical study of the
morphological evolution of interfaces

ABSTRACT

The aim of this thesis is to study a dissolution-growth process appearing in some
corrosion phenomena where a solid phase (typically a metal) is in conctact with a liquid
phase. These phenomena are accompanied by a change of geometry of the interface
between the two phases and the time evolution of these physical systems is directly
connected to the morphology of the interface. The physical laws which govern this
process lead to a law for the displacement of the interface which involves its mean
curvature nonlinearly and to a parabolic equation for the concentration of the chemical
species passed in the solution, so that one obtains a two-dimensional one phase Stefan
problem with surface tension. The study of this problem is led by means of two different
approaches. The first one is analytical : we use methods from nonlinear analysis to
prove the existence and uniqueness locally in time of the solution of the Stefan problem.
The second one is numerical since we present actual computations of the solution of this
free boundary problem.

In Chapter 1 we present the physical context and a mathematical derivation of the
equations for the concentration and for the displacement of the interface.

We consider in Chapter 2 the case that the interface is parametrized in the form
y = f(z,t). We use a fixed point method to prove the existence locally in time of
a solution of the Stefan problem in Holder spaces of the form C*/2. We prove the
uniqueness of the solution in a larger class than that in which the existence result is
proven.

In Chapter 3, we consider the case that the interface I'; is a smooth simply connected
curve. In a neighborhood of the initial interface Iy, the interface I'; is parametrized by
the arc length of I'y. We prove the existence locally in time of a solution of this problem
by means of a fixed point method.

In Chapter 4, we present a numerical method for the solution of this problem. The
main difficulty comes from the fact that the spatial domain varies in time. We use a
finite element method for discretization in space of the parabolic equation for the concen-
tration. Two algorithms which involve different techniques for calculating the curvature
term, have been implemented to compute the motion of the interface.

KEY WORDS : Stefan problem with surface tension, free boundary, system of non-
linear parabolic equations.
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INTRODUCTION

Qu’il s’agisse de phénomenes de cristallisation, de corrosion, de dissolution ou de
croissance d'un solide dans un milieu liquide, tous ces processus ont en commun une
interface délimitant deux phases en contact ’'une avec ’autre. Ces interfaces sont sou-
mises a des changements de géométrie et 1’évolution de ces systémes est alors directement
liée a la morphologie de celles-ci. Afin d’étudier les différents mécanismes fondamentaux
de ces phénomenes complexes, une des premieres étapes est d’établir une modélisation.
Le travail présenté dans cette theése a pour origine la modélisation par G. Santarini
[10] [11] d’un processus de dissolution-dépot. Cherchant & valider ce modéle, une étude
essentiellement expérimentale portant sur un systéme électrochimique de cuivre a été
effectuée dans le cadre de la thése de J. Jutard [6]. Le travail présenté ici se situe en con-
tinuation avec cette these et est consacré a ’étude analytique et numérique du probléme.

L’objet de cette these est d’étudier un processus de dissolution-croissance, d’une part
de facon analytique, par des outils d’analyse non linéaire et d’autre part d’un point de
vue numérique, par simulation de ’évolution morphologique des interfaces. Le systéme
physique considéré est constitué d’une phase solide formée d’un seul composé en contact
avec une phase liquide qui est une solution diluée de ce composé. L’étude de ce systeme
est menée en dimension deux d’espace. On s’intéresse alors a 1’évolution de la concen-
tration C(z,y,t) de ’espece chimique passée en solution, ainsi qu’a celle de ’interface
I'; entre le solide et le liquide.

Au Chapitre 1, on décrit le contexte physique et on présente la dérivation
mathématique des équations pour la concentration et le déplacement de I'interface. Le
probléeme mathématique peut étre décrit par trois équations de base :

Ci=AC dans la phase liquide (1)
-ayg =(1-C)Vq sur l'interface T, (2)
Vo=C —aexp(yK) surl} (3)

ou n, V, et K sont respectivement la normale unitaire, la vitesse normale et la courbure
moyenne de l'interface I'y, a est la concentration de saturation et v est une constante
positive proportionnelle a la tension superficielle.

L’étude analytique porte sur l’existence et 'unicité locales en temps de la solution
de problémes aux limites associés aux équations (1), (2) et (3). Une difficulté essentielle
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de cette étude est liée au fait que la vitesse normale de déplacement de l'interface dé-
pend de la courbure de facon non linéaire. L’existence et 1'unicité locales en temps de
la solution de probléemes d’évolution d’interfaces avec tension superficielle a été établie
par de nombreux auteurs; en particulier Duchon et Robert [4] ont effectué ’étude d’un
probleme de type Hele-Shaw et Chen et Reitich [3] et Radkevitch [8] ont considéré le
cas d’un probléme de Stefan a deux phases ou I’équation régissant le déplacement de
I'interface est linéaire en la courbure.

On considére tout d’abord au Chapitre 2, le cas ou I’interface est paramétrée sous la
forme y = f(z,t) et ou la phase liquide est délimitée supérieurement par un bord fixe
{y = €}. On impose a la concentration C une condition de type Neumann homogéne
sur ce bord fixe, ainsi que des conditions de périodicité en = pour C et f. Abergel,
Hilhotst et Issard-Roch [1] ont montré ’existence et I'unicité de la solution au voisinage
de la solution stationnaire (f,C) = (0,a) dans le cas ou le bord supérieur du domaine
est donné par {y = f(z,t) + e}. Prolongeant leur étude, nous montrons I’existence et
I'unicité locales en temps de la solution de notre probleme, dans les espaces fonctionnels
de Holder de type C*/2. L’idée est de se ramener & un probléme posé dans un domaine
fixe et avec données initiales nulles. Le cadre fonctionnel est alors celui des espaces C(I,’I/ 2
[2] [7] des fonctions nulles ainsi que leurs dérivées d’ordre [é] ,ent = 0. On dispose alors
d’estimations en fonction du temps des constantes d’injections des espaces Cf,"/ ? dans
Cg’”/ 2 ot I' > L. On considére tout d’abord un probléme linéaire associé et on montre
que ce probleme admet une solution unique. Pour démontrer ’existence locale en temps
de la solution du probleme non linéaire, on utilise une méthode de point fixe, basée sur
des résolutions successives du probleme linéaire considéré précédemment. Pour démon-
trer 'unicité de la solution, on multiplie la différence des équations pour deux solutions

par des fonctions tests bien choisies; 'unicité est ainsi établie dans des espaces de type
wmal [7].

Nous étudions ensuite au Chapitre 3, le cas ol I’interface est une courbe simple fermée.
Sur le bord extérieur fixe S du domaine, on impose & la concentration C une condition de
Neumann homogene. On suppose que I'interface initiale I'g est telle que dist (o, S) > 0.
Dans un voisinage de I'o, on paramétrise alors l'interface I'; par ’abscisse curviligne de
Ty : pour s € [0,1y],

Te(s) = Xo(s) + (s, )70

ou Xp(s) est la paramétrisation de I'y par son abscisse curviligne s et 77 est la normale
unitaire de Iy, dirigée vers l'intérieur. Dans un voisinage de I'y suffisamment petit, I'in-
terface I'; est désormais repérée par la fonction p. On écrit alors le probleme vérifié par
C et p. Nous montrons ’existence locale en temps de la solution de ce probléme dans des
espaces de Holder. La démarche de la démonstration est similaire & celle du Chapitre
2. On transforme tout d’abord le probleme dans le domaine €, en un probléme dans
le domaine fixe initial Qo. Pour cela, on construit pour un temps suffisamment petit,
un difféomorphisme qui transforme Q; en Qg et I'; en [y. On se raméne ensuite & un
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probleme avec données initiales nulles. C’est pour ce probleme que ’existence locale en
temps d’une solution est établie a ’aide d’une méthode de point fixe.

Au Chapitre 4, nous présentons une méthode de résolution numérique de probléemes
aux limites associés aux équations (1), (2) et (3). Une difficulté essentielle est liée au fait
que le domaine varie au cours du temps. L’idée est de résoudre successivement & chaque
pas de temps les équations (1) et (2) pour le calcul de la concentration et ’équation (3)
pour le déplacement de I’interface.

Pour évaluer le déplacement de I'interface I';, on a développé deux types d’algorithmes,
basés sur deux méthodes tres différentes du calcul de la courbure moyenne. L’une d’elle,
dile a Tkeda et Kobayashi [5], consiste & évaluer la courbure en chaque point de 'interface
discrete comme 'inverse du rayon du cercle circonscrit au triangle composé de ce point
et de ses deux plus proches voisins sur I'interface discrete. L’autre, die & Roosen [9] et
Taylor [12] [13] consiste & évaluer une courbure moyenne pondérée associée aux segments
de l'interface discrétisée.

L’équation de diffusion pour la concentration est discrétisée a ’aide d’un schéma semi-
implicite en temps. Pour la discrétisation en espace, on utilise une méthode d’éléments
finis avec des fonctions de base linéaires par morceaux et alternativement une triangu-
larisation fixe ou une triangularisation qui varie au cours du temps de telle facon que
I'interface discrétisée coincide avec des cotés de triangles a chaque pas de temps.

Ces méthodes numériques ont été mises en oeuvre avec des conditions aux limites de
Neumann homogeéne ou des conditions de Dirichlet sur le bord supérieur du domaine.
Les résultats numériques obtenus sont compatibles avec les propriétés qualitatives de la
solution. Lorsqu’on impose une condition de Neumann homogene sur le bord supérieur
du domaine, ce qui correspond a un systéeme physique fermé, on vérifie numériquement
que C(t) converge vers la concentration de saturation o quand ¢ — +oco et que l'in-

tégrale /{; (1-C(=z,y,t)) dzdy est conservée au cours du temps (ceci correspond a la
t

conservation au cours du temps de la masse totale du composé). Par ailleurs, lorsqu’on
impose une condition de Dirichlet sur le bord supérieur, on constate numériquement que
la concentration C et I'interface I'; convergent vers une onde progressive ou I'interface est
donnée par f(z,t) = fo+vt et la concentration est donnée par C(z,y,t) = C(y—vt— fo),
fo = constante étant 'interface initiale et v étant la vitesse de déplacement de f. Dans
les deux cas considérés, on observe que la frontiere libre se stabilise et ne présente pas de

développement de dendrites. Cette étude a été effectuée en collaboration avec C. Dupaix
et D. Hilhorst.
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Chapitre 1
MODELISATION PHYSIQUE






1.1 La modélisation physique et la dérivation
mathématique.

De nombreux phénomenes physiques, qu’ils soient naturels ou industriels, présentent

une phase solide en contact avec une phase liquide, chacune d’elles évoluant par échange
de matiere. Ces phénomenes s’accompagnent d’un changement de géométrie de I'interface
entre ces deux phases. On s’intéresse plus particulierement a 1’évolution morphologique
de ces interfaces. Dans cette these, le phénomene physique considéré a l'origine est un
processus de corrosion ou de dép6t, ou typiquement un métal se trouve en contact avec
un milieu liquide avec lequel il intéragit. Ce phénomeéne est alors modélisé de la fagon
suivante.
On considere un systeme constitué d’une phase solide formée d’un seul composé et une
phase liquide incompressible qui est une solution diluée du composé. On suppose que
I’évolution dans le temps de ce systéeme met en jeu deux types de processus : un processus
homogene de diffusion de matiére dans la phase liquide, rendant compte de la migration
de ’espéce chimique dans le liquide, et un processus hétérogene de dissolution-croissance
localisé a l'interface entre solide et liquide. Nous allons alors établir les équations tra-
duisant ces différents processus en dimension deux d’espace.

Commencons par fixer un certain nombre de notations. Soient {2, le domaine occupé
par le liquide et I'; I'interface entre le solide et le liquide. On désigne par C(z,y,t) la
concentration de ’espéce chimique passée en solution, dépendant des variables d’espace
(z,y) et du temps t.

Les équations gouvernant 1’évolution de la concentration et de I'interface se déduisent
alors des lois physiques suivantes :

i) Bilan de matiére

On suppose que le liquide est au repos et qu’un chaque point de l'interface, la diminu-
tion de volume du solide est exactement égale a ’augmentation de volume du liquide, de
sorte que la vitesse de convection est négligeable. On néglige également tous les autres

flux par rapport au flux de diffusion. Si ’on note J le flux de diffusion, la premiere loi
de Fick donne

J = —D grad(C), (1.1)
ou le coefficient de diffusion D est une constante positive.
Soit w; un sous domaine arbitraire se décomposant en w}, la partie occupée par la
phase liquide et w; par la phase solide, c’est-a-dire w; = w} Uw; (voir Figure 1.1).

La conservation de masse dans w; se traduit par une quantité de matiere constante dans
w; a chaque instant. Autrement dit,

d
0= = ( wtha:dy)

d d 1
-5 (/wl Cdxdy) + o ( [, ‘—/dmdy> , (1.2)
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ou V étant le volume molaire du solide, % représente la concentration dans la phase
solide.

De plus, on désigne par n' (respectivement n*) le vecteur unitaire normal a la frontiére
Ow! (resp. Ow}) de w} (resp. wy}) dirigé vers l'intérieur de w} (resp. w) (voir Figure 1.1).
Enfin, on note V,t (resp. V,.) la vitesse normale & dw! (resp. dwy}).

L’équation (1.2) s’écrit alors

1
o=/ ,Cidady ~ /awl CVpdo = [ 5V do: (1.3)
Par ailleurs, en posant I = T':Nuw la partie de l'interface contenue dans w;
(voir Figure 1.1), on a
/M CVudo = [CVido+ /. gV (1.4)
1 1
¢t [ pVwde = = /FVV,,da, (1.5)

ou n est la normale unitaire a l'interface I';, dirigée vers l'intérieur de la phase liquide
et ou V, est la vitesse normale a T';.

( Liquide )

/_\
// o N .

~

( Solide )

Figure 1.1

Décomposition du sous domaine w, en w! et w!.

En reportant les équations (1.4) et (1.5) dans (1.3) et en utilisant le fait que J.n! = C V,,
on obtient

—_ 1 !
0= [, Cudady + ! (v c) Vado - [ e (1.6)
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L’équation (1.6) a lieu pour tout sous domaine w;. En particulier, pour w; = w}, c’est-a-
dire pour w{ = 0 ou bien encore pour I = @, I’équation (1.6) se réduit a

g Cidzdy = o J.nldo. (1.7)
De plus, grace 4 (1.1), on a
Jnlde = =D _6_0_1’ do
8wf Bw: 3n
= D / AC dady,

et par conséquent

/ Cidzdy = D/ AC dzdy,
wj w
pour tout w! C Q,. Nous obtenons ainsi 1’équation de diffusion :

C:=DAC  dans la phase liquide. (1.8)

En substituant alors (1.7) dans I’équation (1.6) il vient

fr(é—c) Vnda+/l:J.nda=0,

pour tout I’ C I';. On obtient ainsi Péquation a I'interface :

oc 1 )
-Jn= D% = <V - C) V. sur linterface I';. (1.9)

i1) Loi de dissolution-croissance du solide
On suppose que la cinétique de dissolution-croissance a I’'interface suit la loi suivante :
V. = h(C, K),

ou h est une fonction cinétique, dépendante du type de réaction considéré et modifiée
par la courbure moyenne K de I'interface.

Dans toute cette étude, nous considérons une réaction d’interface du premier ordre

et une loi de Gibbs-Thomson pour introduire la dépendance de la courbure moyenne K
[8]. On consideére ainsi la loi cinétique suivante

h(C,K) = AV (C = See%),

9



ou A est une constante cinétique, Sy est la concentration de saturation de la solution et
la constante positive v est proportionnelle a la tension superficielle de I'interface.
Avec ce choix particulier de la fonction cinétique k, on a

Vo= AV (C = Soe’®)  sur T, (1.10)

Remarque 1.1. Le domaine de validité de la loi cinétique (1.10) est déterminé par
le domaine de variation de ’argument vK de I’exponentielle. La valeur de 4K ne doit
pas étre trop grande. En pratique et notamment dans le cadre de ’étude numérique, on
impose a 7K de ne pas excéder la valeur 2.

Remarque 1.2. D’autres types de réactions d’interface peuvent étre considérés. Une
réaction d’ordre deux, par exemple, prendrait en compte la concentration C de fagon
quadratique (voir [3] pour plus de détails). L’étude menée ici en serait cependant sensi-
blement différente.

Le systeme est donc mathématiquement régi par les trois équations fondamentales

Ci:=DAC dans la phase liquide ©, (1.11)
D%—g— = (%7 - C’) Vo  sur l'interface I'; (1.12)
Va=AV (C - Soe™¥)  surT, (1.13)

Les équations de base étant maintenant établies, nous précisons ci-dessous les
problémes aux limites étudiés dans cette thése.

1.2 Les différents problemes aux limites de 1’étude
analytique.

Dans I’étude analytique, on suppose que la concentration 6 de la phase solide est
beaucoup plus grande que la concentration C de ’espece en solution. La relation d’in-
terface (1.12) devient donc

_ 1

D =7

SH I

Va sur 'interface T',. (2.1)

On particularise alors le systéme en considérant d’une part le cas d’une interface
paramétrée sous la forme y = f(z,1), et d’autre part le cas ou I'interface est une courbe
simple fermée. On précise notamment les conditions aux limites et les données initiales
pour chacun des cas.
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1.2.1 Cas d’une interface paramétrée sous la forme y = f(z,1).

On suppose que I'interface est décrite par le graphe I'; = {(:c,y,t) eR’xR*, y= f(z,t)}.
Nous envisageons alors le cas ou la phase liquide est délimitée par un bord supérieur fixe
d’ordonnée e.

On pose Q5 = {(:z:,y,t) € R? x RY, (z,y) € Qt} ou la phase liquide €, est définie par
2 ={(z,y) € R, f(z,1) <y <e}.

La vitesse normale V,, et la courbure moyenne K de I'interface s’expriment alors par

Vn = _.ft_llz. et = _—f_-z;z;_3_/3.
(1+£2) 1+ £2)
Les équations (2.1) et (1.13) s’écrivent alors
oc 1 fi
Do-(z, f(z,1),t) = 5 NI (2.2)

'(_1_*__];5?/? = AV (C(:z:,f(:c,t),t) — Spexp (-7(1_}_#;3)37)) (2.3)

Conditions aux limites et données initiales.

On suppose que C et f sont périodiques de période 2L dans la direction z, c’est-a-dire

{ C(z +2L,y,t) = C(z,y,t), (z,y,t) € Q;

f(x + 2L’t) = f(z’t), (:c,t) e R xRt (2.4)

On suppose de plus que C satisfait une condition de Neumann homogéne sur le bord
supérieur fixe du domaine :

aa—i(m, e,t) =0 pour (z,t) € R x R*. (2.5)

Enfin, on impose des données initiales 2L-périodiques en z :

{ f(z,0) = fo(z), zeR

C(.’B,y,O) = Co(fl’, y)a (x,y, t) S Qfo = {(.’E, y) € IRz,fo(.’L') <y< 6} . (26)

Adimensionalisation du probléme.

Afin d’obtenir des équations sans dimension, on pose :
Y . A . A2
(:c,y,e,L) =B(zsyseaL)1 = Eta

11



En omettant les tildes des notations, les équations (1.11), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) et (2.6)
se transforment en :

[ Cc,=AC dans Q,E{(z,y,t)elex]R*',f(z,t)<y<e},

(0-92) @ .0, = aemp (5 ntant) (@t) € Rx R
9C(z,e,1) =0, (=) € R x R*
C(z +2L,y,t) = C(=z,y,t), (z,y,t) € Qg

C(z,y, 0) = CO(zay)a (z,y) € zf = {(.‘t,y) € IR'2, fO(z) < Yy < e} )

i = —eor (2 Ew0) + O e, (@) €RxRY

f(z +2L,t) = f(z,1), (z,t) € R x R*
| f(2,0) = fo(=), zeR

1.2.2 Cas ou linterface est une courbe simple fermée.

On suppose que I'interface I'; est une courbe simple fermée et que la phase liquide
€ est un domaine de IR? simplement connexe, délimité extérieurement par un bord fixe
régulier S et intérieurement par !'interface T';.

Conditions aux limites et données initiales.

On suppose que la concentration C vérifie une condition de Neumann homogene sur le
bord extérieur fixe S de §; :

o _
6n5—

ou ng est la normale unitaire au bord fixe S.

0, surs,

Par ailleurs, on choisit les données initiales :

Ft:o = Fo
{ C(x,'l )0) = Co(x, y) (m, y) € QO, (2.7)

12



ou Iy est une courbe simple fermée et réguliere et ), est le domaine initial délimité par

Po et S.

La fonction C et 'interface I'; vérifient alors le probleme

[ C,=DAC dans Q = {(z,5,t) € R? x R*, (z,y) € O},
D%%:%V,, surEE{(z,y,t)GIszlR"', (z,y)el"t},
W aan—c;=0, sur § x R*,
( C(x,yv 0) = Co(IL‘,y) (zay) € QO)

{ Vo =AV (C — Spexp(vK)) sur I,
F¢=0 = Po.

Adimensionalisation du probléme.
On paramétrise I'interface I'; par son abscisse curviligne s :
Iy: [0,]] — R?
s — (z(s,1),y(s,1)).
On pose alors
(:'é,j],é’,i) = %(z,y,s,l), =

~_A ~
¥=p% a=Vs,

C(%,3,1) = V C(z,y,1).
On définit de plus I'interface transformée suivante :
f‘; : [0, T] — R?
5 — (36,0,55D) = B (=(s,0),5(s,1))

c’est-a-dire

I3 (3) = 5Tu(s)-

On définit de la méme facon, le domaine §}; transformé de Q.

I1 s’agit alors d’écrire les équations vérifiées par C et I';. Si 'on note 7, V; et K
respectivement la normale unitaire, la vitesse normale a I'; et sa courbure moyenne, on
montre aisément que

Y

~

. Vio=AV: et K = %11’.

-
n =

3
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La fonction C et I'interface I'; vérifient donc le probléeme suivant, ol les tildes ont été
supprimés des notations

[ C,=AC dans Q = {(:c,y,t) € R* x R*, (z,y) € Qt} ,
%%-=Vﬂ surEE{(z,y,t)Elex]R"’, (zay)ert}s
3
367% =0 sur S x R*,
\ C(.‘B, Y, 0) = CO(I’y) (z,y) € 909

Vo =(C — aexp(7K)) sur %,
Pt=0 = r0°
Remarque 2.1. Le choix d’une condition de Neumann homogene n’est pas essentiel a

I’étude analytique de ces probléemes. On aurait tout aussi bien pu envisager une condition
de type Dirichlet.

1.3 Les systéemes étudiés numériquement.

On suppose que l'interface I'; est une courbe périodique en z, non nécessairement
décrite par un graphe. Nous considérons alors deux types de problémes :

1) Le probléme de Neumann.
Le bord supérieur du domaine 2, est un plan fixe B = {y = e}. La concentration C
satisfait la condition de Neumann homogeéne

aC
—6_37_0 sur B = {y = e}.
2) Le probléme de Dirichlet.

La phase liquide est une couche de diffusion : le bord supérieur B; = {y = d(t)+¢} de Q,
est un plan se déplagant a une vitesse d’(t) telle que ’aire du domaine Q; est conservée
au cours du temps. La concentration C satisfait la condition de Dirichlet

C=g surB,={y=4d(t)+e},
ou g est une fonction donnée.

Par ailleurs, pour les deux problémes considérés (Neumann et Dirichlet), on suppose que
C et T, sont 2L-périodiques en . Ceci nous permet d’obtenir un probleme équivalent
dans un domaine que I’on note également Q;, borné dans la direction z, avec z € (0,2L).

14



Pour cela, on impose a C' et I’y des conditions de périodicité que ’on explicite ci-dessous.

Par souci de simplification, on fait I’hypothese que I’y ne posseéde qu’un seul point d’abs-
cisse £ = 0. Autrement dit, I'; est un graphe dans un voisinage de {z = 0}. Pour ¢ > 0,
les conditions de périodicité pour la concentration s’écrivent alors

Cc(o,.,t) =C(2L,.,1)
(@) { 9% ,.,1)=9C L, 1)
et pour l'interface I'y, si I'; est paramétrée par son abscisse curviligne s, c’est-a-dire si
Iy: [0,]] — TRR?
s (z(s,2),y(s,1)),
elles s’écrivent

z(0,t) = z(I,t) + 2L, y(0,t) = y(I, 1)
2(0,1)= 21,0, FL0,1)= %),

Remarque 3.1. Sans I’hypothese simplificatrice précédente, la condition (C;) porterait
sur tous les points de I'; d’abscisse £ = 0. Cependant, 1’étude numérique montre que
cette hypothése est vérifiée dans le cas du probleme de dissolution-croissance étudié : si
'interface initiale est de la forme y = fo(z), alors l'interface peut étre paramétrée en
tout temps sous la forme y = f(z,1).

Enfin, on impose des données initiales vérifiant les conditions de périodicité (C;) et (Cs) :

{ Ft=0 = FO
C(:‘B,y,O) = Co(flf,y) (m,y)eﬂo,

ou )y est le domaine initial, délimité par T'y.

On obtient donc le probléme

( C, = DAC dans Q,
D = ({ - sur I,
?Wc;(z,e,t) =0 (z,t) € R x R*,
.
ou

C(z,d(t) +e,t) = g(z) (z,t) € R x RY,
C satisfait la condition de périodicité (C,),
. C(Il?, y,O) = Co((lf, y) (zay) € QO)
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Vo = AV (C - Soexp(vK)) sur T,
I'; satisfait la condition de périodicité (C;),
I-‘t=0 = PO’

ot @ = {(z,5,t) € R? x R*, (,y) € U} et T = {(3,5,1) € R* x R*, (z,y) € T\ }.

En reprenant ’adimensionalisation effectuée au paragraphe 1.2.2 dans le cas ou l'in-
terface est une courbe simple fermée et en posant de plus € = IAje, d@t) = %d(t) et

3(Z) = g(z), on obtient le probleme sans dimension suivant ol les tildes ont été suppri-
més des notations

( C,=AC dans Q
%%—:(I—C)Vn sur X,
g%(z, e,t) =0 (z,t) € R x RY,
ou

C(z,d(t) +e,t) = g(z) (z,t) € R x R*,

C satisfait la condition de périodicité (C,),

\ C(z’ y’O) = CO(I’ y) (z) y) € QO’
[ Vo = (C — aexp(vK)) sur I,

\ I’y satisfait la condition de périodicité (C,),
L 1-‘t=0 = FO,

o Q= {(z.1,1) ER* x R*, (z,9) € U} et T = {(2,4,¢) € R? x R*, (3,9) € T}
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Chapitre 2

EXISTENCE ET UNICITE
LOCALES EN TEMPS : Le cas

d’une paramétrisation de I’interface
de la forme y = f(x,t)
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2.1 Introduction.

Le systeme considéré est constitué d’une phase solide formée d’un seul composé et
d’une phase liquide incompressible qui est une solution diluée de ce composé. L’évolution
en temps de ce systeme, qui modélise le phénomene de corrosion décrit au chapitre
précédent, est régie mathématiquement par les trois équations fondamentales,

C: = AC dans la phase liquide,

ou C = C(z,y,t) est la concentration de I’espéce chimique dans la phase liquide,

oC

on
ou I'; est 'interface entre solide et liquide, n est le vecteur unitaire normal a I'interface,
dirigé vers le liquide, et V, est la vitesse normale & I'; donnée par la loi cinétique [6]

IF: = Vna

Vo = Cir, — aexp(vK),

ou a et v sont des constantes positives, 74 étant proportionnelle a la tension superficielle,
et K est la courbure moyenne de l'interface.

Dans ce chapitre, nous étudions ce systéme en considérant le cas ou la phase liquide
est délimitée par un bord supérieur fixe d’ordonnée e, et I’on suppose que la concentra-
tion C satisfait une condition de Neumann homogene sur ce bord fixe. On suppose de
plus, que l'interface I'y est décrite par le graphe I'; = {(:c, y,t) € R? x R*, y = f(z, t)}
Les fonctions f et C vérifient alors le probleme

( C:=AC dans Q;E{(m,y,t)é]szIR"’, f(:z:,t)<y<e},

(C - %) (27, f(zst)vt) = aexp (ﬁ%m(z,t)) ’ (z,t) €eR x IR,+
%%(m,e,t) =0, (z,t) e R x RF
C(z +2L,y,t) = C(z,y,1), (z,y,t) € Qg

(P)<
C(2,3,0) = Co(z,y), (2,9) € Ty = {(2,9) € R?, foe) <y < e},

f(z +2L,1) = f(z,1), (z,1) € R x R*
. f(z,0) = fo(z), zeR

Les conditions (1.4) et (1.7) expriment la périodicité de la concentration et de I'interface
dans la direction z. En outre, les données initiales fo et Cp qui sont périodiques en z,
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de période 2L, vérifient les conditions de compatibilité :

o | e 2D = Gt ) - o (58am(@), s
0

%%Q(m,e) =0, z € R.

Abergel, Hilhorst et Issard-Roch [1] ont montré 'existence et I'unicité de la solution au
voisinage de la solution stationnaire (f,C) = (0, @), pour le probleme (P) dans le cas ol
le domaine spatial est la couche de diffusion {(x,y,t) € R? x R*, f(z,t) <y < f(z,t) + e}.

L’objet de ce chapitre est d’établir ’existence et I'unicité locales en temps de la solu-
tion du probléme (P). Plus précisément, on va montrer le résultat suivant :

Théoréeme 1.1

Soit fo € Cpt*(IR) avec Sgp Ifo] < % et Co € C3EMNZy), pour 0 < A < 1. 11

existe T > 0 tel que le probléme (P) admet une solution unique

(f, C) € Cs+'\'(3+)‘)/2(§r) x Cg;«\,(2+a\)/2(aj'T),

per

ot Xr =R x (0,T) et Qs = {(z,y,t) € Qy, t € (0,T)}.

La démonstration du théoréme est organisée de la fagon suivante.

Au paragraphe 2, on rappelle les définitions des espaces de Holder que nous utilisons,
ainsi qu’un certain nombre de propriétés dans ces espaces.

Au paragraphe 3, on transforme le probléme (P) en un probléme (P) sur un domaine
fixe.

On transforme ensuite, au paragraphe 4, le probleme (}3) en un probléme (P°) avec
données initiales homogénes en t = 0, comme cela est fait par Bazalii et Degtyarev [2],
dans le cadre d’un probleme de Stefan décrivant le déplacement d’un fluide visqueux
incompressible. L’idée est d’utiliser des espaces de Holder & données initiales nulles pour
lesquels il y a des estimations des constantes d’injections en fonction du temps. C’est
pour ce probléme (P°) que 'on établit ’existence locale en temps d’une solution.

Pour cela, on considere au paragraphe 5, un probléeme linéaire associé et on montre
qu’il existe une solution unique de ce probleme, pour un temps T suffisamment petit.

Puis, au paragraphe 6, on donne la preuve de I’existence locale en temps d’une solution
du probleme (P?), en utilisant une méthode de point fixe.

Enfin, I'unicité de la solution du probleme (P) est établie au paragraphe 7.
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2.2 Quelques résultats et propriétés des espaces de
Holder utilisés.

2.2.1 Les espaces de Holder utilisés.

Les espaces utilisés sont les espaces de Holder C"/%(Qr) et C*/?(r) définis par
LadyZenskaja, Solonnikov et Ural’ceva [7] ou

Qr={(z,5,0) e R*x (0,T), 0<y <1} et = Rx (0,T),

que ’on dénotera souvent par

CrHMmINZ(QL) et CHMmEN/Z(Tr) avee m = [lJ et A =1—[I],
[l] désignant la partie entiére de I. On rappelle alors la définition de ces espaces :
Pour une fonction u : Q@ — IR, on note D] D%u les dérivées partielles de u, c’est-a-dire

L o]
D;D%u = W%F%F’ avec X = (z,y) et s = s; + s;. Alors
CriMmNAQr) = {u:Qr — R, DiDu e C°@p),
pour 0 < 2r + s < A + m, telle que ||u||8\:m) < +oo}

avec la norme

A+m A+m = rns
[ul§;™ = g™ +3 3 max|D;Diul,

=0 (2r+s=j)
ou
A+m rns A r s (M-zr—-.)
(u)(Q: ) = Z <Dt DXU)E\’,)QT + Z (Dt DXu)t,QT 2

(2r+s=m) (0<A+m—-2r—s5<2)

et,pour pp>0et0<a<1,
lu(X, 1) — u(X", 1)

(%o, = Sup — ;
X,Qr (X,1),(X",1) € Oy |A — }‘,Ia
X = X'I < po
@ u(X,t) —u(X,t
(U)Sq;,. = Sup L t) tuE )|
(X,0),(X, ) €Ty |t —¢'|
I" "l <ro

Remarque 2.1. Ces espaces sont des espaces de Banach pour les normes considérées.
Par ailleurs, ces normes dépendent de py, mais pour différents py > 0, elles sont équiva-
lentes.
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On définit également les espaces

CHr@r) = {veC"*@Qy),
v(z + 2L, yvt) = v(z’ yst) pour tout (za y’t) € QT}

des fonctions 2L-périodiques dans la direction des z et de fagon similaire CLY/2(E7).
Par la suite, I'indice per fera toujours référence a des fonctions 2L-périodiques dans la
direction z.

Finalement, on rappelle la définition des espaces de Holder & données initiales
homogénes donnée par LadyZenskaja, Solonnikov et Ural’ceva (7, page 301] :

o’ ) l
C¥ @) = {ve @, 53| =0 i=0. i)
t=0

Comme on le verra au Lemme 2.5 ci-dessous, on peut obtenir une estimation en fonction
du temps T', des constantes d’injections dans ces espaces.

2.2.2 Propriétés des espaces de Holder utilisés.

On donne ci-dessous un certain nombre de propriétés relatives aux espaces de Holder
utilisés. On commence tout d’abord par rappeler un résultat qui sera abondamment
utilisé par la suite.

Lemme 2.2

(i) Soit m € IN. Il existe une constante C > 0 dépendant seulement de m telle
que

Y A A
IFglEHY < CUASH gl gt

pour tout f,g € C™tMm+)/2(Q.) 0 < A < 1.

(ii) II existe une constante C > 0 telle que

" < casnger
pour tout f € CH*}1+M/2(Q.), telle que f > 1.
(iii) II existe une constante C > 0 telle que
llp o o™ < CllelE3an max (1, (1716™)?)
pour tout f € CY*M1+N/2(QL) telle que —M < f < M et pour tout

¢ € C™!([—M, M]) (espace des fonctions continiiment dérivables & dérivées
lipschitziennes).

(8]
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Remarque 2.3. On utilisera le Lemme 2.2 (i) dans le cas ol g € CmH+MmEN/2(Qr) et
f € Cm+Mm+X)/2(T ). On travaillera alors implicitement avec f(:z: y,t) = f(z,t) pour

tout (z,y,1) € Qr, de sorte que f € C™+™ (m+2)/2(Q) et ||f||( +2) ”f“(’"'*").

On rappelle ensuite un résultat dia a Abergel et al. [1] permettant d’estimer les termes
exponentiels. On note

x(s) = exp(ys) —1—1s
x vérifie alors les propriétés suivantes :
Lemme 2.4

(i) Il existe 6 > 0 tel que, pour tout 6 € (0,6,) et pour tout r € CH+¥(+N/2(T )
vérifiant ||r||g:’\) <é,ona

142 14X
IXOIE™ < 72C (Ir1g)’
ou C est une constante indépendante de ).

(i1) II existe 6 > 0 tel que, pour tout 6 € (0,6,) et pour tout
r,r’ € CHMON/2(Tr) vérifiant [[r]|EH), [|+|53Y < 6, il existe ¢ = c(bo) tel
que

A A A
lIx(r) = x(rMEFY < ellr = IEH max (JIrI$HY, [I71$FY) -

Enfin, on donne un résultat d’estimation en fonction du temps T" des constantes d’in-
jections dans les espaces de Hélder C4'/*(Q) a données initiales homogenes [2]. Cest
I’objet du lemme suivant qui étend un resultat de Ladyzenskaja, Solonnikov et Ural’ceva
[7, Lemme 4.1, page 302].

Lemme 2.5

Soit ' >1>0etveCy l/z(QT) Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

! " v
loligy < T¢=D72]ju]lg).



2.3 Transformation sur un domaine fixe.

On transforme le domaine @; dans le domaine fixe Q défini

Q= {(:i:,g},f) eR?xR*,0<§< 1}, a I'aide du changement de variables :

y—f(zat)= __ ¢~y
e— f(z,t) e — f(z,t)’

L Y
Il
o~

T=z, Y=

et on pose

C'(‘%’y"t‘) = C(.‘B, yat)a f(iv i) = f(.’l:,t).

Les nouvelles fonctions C et f vérifient alors le probléme (P) suivant :

Py

( c= Cas ——11——— —§)272) ¢
Ci= Cut—qGT7 (1+@-5772) s
_1-3 (. 2f? ) 201 —§) ; A
e~ F@& ) (f S e ) G - o
dans Q = {(:E,ﬁ,f) eR?xRt,0< < 1}
- . 14 f2)1/2 -
é(2,0,8) - Ty )cy( 0, )+—fj§mc,(z,o,t)
= s 7 +
(P) aex p((1 +f2)3/2 (2,t) eRx R
Cy(2,1,8) =0 (2,{) e R x R*
C(z + 2L, §,1) = C(3,9.,1) dans O
C(#,3,0) = Co(,9) (2,9) e R x (0,1),
et
fom - (14 70) (aexp<(—1;5;)=m> C@0d)  @hemxms
f(& +2L,1) = f(z,1) (2,{) € R x R+
l f(2,0) = fo(2) z € R.

par

(3.1)

(3.2)

(3.3)
(3.4)
(3.5)

(3.6)

(3.7)
(3.8)

Par ailleurs, les données initiales C, et fo sont périodiques en &, de période 2L et sa-

tisfont les conditions de compatibilité (H,) :
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0o, (2,0)

) teR (3.9)

(1+ féf)"2

= aexp(

R ! . F122\1/2
Col,0) + —d8_¢0.(3,0) - LI )

[ Co,(£,1) =0 eR (3.10).

Remarque 3.1. Dans ce qui suit, on omettra les chapeauz des notations.

2.4 Le probleme avec données initiales homogenes
ent=0.

On utilise les espaces C, él{,f,(QT), pour lesquels grace au Lemme 2.5, on connait des

estimations en fonction du temps T' des constantes d’injections. On va donc transformer
le probléme (P) en un probléeme & données initiales nulles.

On suppose que les données initiales sont telles que Co € C33*(R x [0,1]) et
fo € CiIMIR) avec Sug |fo(z)] < =
z€

On montre ci-dessous qu'il existe des fonctions

v(z,y,t) € CEMEI2(Q)
et h(z,t)€ C;;‘;’\'(‘“”\)/ 2(Zr)

telles que

( 7ya0) Co(:r y)
{ vt(z Y, 0) Cg(.’B, y,O) = C(l)(.‘t, y) (41)

et

h(z,0) = fo(z)
{ ht(:z:,O) = ft(x,O) = f(l)(x) (4.2)

oun CM et f(l) sont déterminés a partir des équations différentielles (3.1) et (3.6) du
probléme (P) & D'instant initial ¢ = 0, cest-a-dire

fO2) = fi(z,0)

= —(1+ f)? (a exp (% - Co(a:,O))) (4.3)

25



C(l)(za y) = Ct(‘t’ ya 0)

' 2 - '
Coz: + (_C-Tl_fy (1 + (1 - y)zfoz) COyy - il_ fz)fOCOzy
R Sl 2 (PEORPYCY ﬂi)
e—fo (fo fl + e—fo CO, (4.4)

Construction des fonctions v et h :

1) Comme fo € CiE*(IR) et Co € C3EMN(R x [0,1]), il est clair que f) € C2E}(R).
Grace a LadyZenskaja, Solonnikov et Ural’ceva [7, Thm. 4.3, page 299], on peut cons-
truire h(z,t) € CAEM4+N/2(Tr) tel que h(z,0) = fo(z) et hy(z,0) = fN(z) .

2) De la régularité de fo et Co, il vient C) € CMMR x [0,1]). Grice &

[7, Thm. 4.1, page 298], les fonctions Co et C() sont prolongeables & l’espace IR?
tout entier : il existe Co € C3EN(IR?) et CM) € CLE(IR?) telles que C'ol Rx(01) = Co
et C’(l)|nx o1 = CM. En utilisant & nouveau le Théoreme 4.3 de [7, page 299], on
montre qu'il existe 5(z,y,t) € C3EM+N/2(IR? x [0, T)) telle que (z,y,0) = Co(z,y) et
Bi(z,y,0) = CW(z,y).

On prend alors v = ¥, € C3EME+N/2(Qr) qui vérifie :

9(2,3,0) = ol 0y = Co
v(z,y,0) = C(l)lnx(o,l) = ct.

Par ailleurs, il est important de pouvoir contrdler la fonction h, afin d’éviter qu’elle
n’atteigne le bord supérieur {y = e}. Il suffit pour cela de se restreindre & des temps T
suffisamment petits, comme le montre le résultat suivant :

Lemme 4.1

Soit h la fonction définie par (4.2). Il existe T* > 0, tel que pour tout T,
0<T<T, Suplhl < .
Er

Démonstration :

Par développement de Taylor de h, pour (z,t) € X, il existe 6, 0 < 6 < t tel que
h(z,t) = h(z,0) + thi(z,0). Alors |h(z,t)| < |fo| + t|hi(z,0)|, pour (z,t) € 7. Ainsi
ngp || < Sgp | fo| + ¢T, avec ¢ = ¢(fo,Co) > 0.

T

Puisque par hypothése Sup |fo] < E, on choisit T™ tel que §-+ T < %, soit T*
R

€
3 S Be
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Remarque 4.2. Toutes les constantes T considérées par la suite sont choisies telles que
T < T*, méme s’il n’en est pas fait mention explicitement.

On pose

{ 9(z,t) = f(z,t) — h(z,1)
u(z, y’t) = C(zs y,t) - v(z’ y,t)‘

Par construction, les fonctions g et u vérifient :

g(:c,O) = gt(:c,O) =0
u(z,y,0) = uy(z,y,0) = 0.

Il s’agit & présent d’écrire les équations pour (g, u) & partir du probléme (P), et d’obtenir
de cette fagon un probleme a données initiales nulles. On sépare alors les termes linéaires
des termes non-linéaires en g et u (ainsi que leurs dérivées). Par exemple, dans 1’équation
(3.2) du probleme (P), obtenue en substituant f = g + h et C = u + v, il apparait en
—=(gzz + Pax)
(1+(9- + hz)2)3/2

particulier le terme exponentiel E = aexp ( ) En décomposant

1 1 1 1
U+ (@ + R PP - A+ R [(1 +(g: + h)P? (14 hi)*"/’] ’
on obtient

_7h.1::: ~VGzx
E= c:yexp(_(1 n h2)3/2)exp ((1 L +N) ,

ol N est un terme quadratique en les dérivées de g par rapport & z. On voit ainsi que

la partie linéaire en g, de E est — a +ah2)3 5 exp( ( 1:_ ,i’;v)g 5) Jzz-

On montre ainsi que (g, u) vérifie le probleme

(8]
~J



(ur — (Uzz + @ity + a12uzy) + a13uy = Fi(g,u) dans Qr
u — (byuz + bouy)
+(1 +ah2)3 2 exp ((1__;_ ’?2)3 2) 9zz = FQ(gvu) sur IR X {y = 0} X (OvT)
uy(z,1,t) = F3(g,u) (z,t) e R x (0,7)
(P%) 4 u(z +2L,y,t) = u(z,y,1) dans Qr
u(za Y, 0) = u,(:l:,y, 0) =0 (37 y) € R x (01 1)
et
gt — 1 i7h2) exp ((1;7:2:_;'37'2') gzz = F4(ga u) sur R x {y = 0} X (OvT)
g(z +2L,t) = g(z,1) (z,t) e R x (0,T)
{ g9(z,0) = g¢(z,0) =0 zeR

ou les coefficients a;; (: = 1,2, j =1,2,3) et b; (: =1,2) sont donnés par

_1+(1—y)’h2

ay = an(z,y,t) = ey (4.5)
a1z = aya(z,9,1) = 2 1—5%) he (4.6)
s = ars(z,4,1) = (1=3) (h,, —het ezfih) (4.7)
by = by, 1) = ’(1_+hh_2)177 (4.8)
b = (e, 1) = LERE (49)

pour (z,y,t) € Qr, et les seconds membres F;, i = 1,2,3 par

Fl(gau)

F2(gau)

FS(g’u)

Ny (uyy + Vyy) + Nig(uzy + voy) + Nia(uy + vy)
=Vt + Vzz + anvyy + Q12Vzy — G130y (410)

= Ny(uz +v:)+ Ny(uy +vy) + byv, + byvy, — v

i —7(gzz + hzz) Y9zz i —Yhzz
+a |:CXP ((1 + (gz + hz)2)3/2) + (1 + ,1.3:)3/2 e’\p((l + h§)3/2) (4-11)

vy(z,1,1) (4.12)



Fi(gw) = (14 (0 +h)?) " (u(z,0,8) + v(2,0,2)) — by

2 1/2 —'y(gu + hz::)
—-a (1 + (gz + h:c) ) exp ((1 n (gz + hz)2)3/2)

2 —7hz:
+1 s exp((1 n h2)3/2)g,, (4.13)
avec
1 1+ 2h2
M= Nals) = i [0 90w+ 2ha)oe = U g ey
(4.14)
2(1 — he
Nz = Nia(g) = —'cfi_—g—_y)x (gz + m.‘]) (4.15)
1- s+ 2h,
Niz = Nis(g) = —e—_—g—ﬁ—h [ zz = gt + _(g__—;—_h)
1 2 1 1
+e_h(hu-h,+2h,(e_h+e_g_h))g] (4.16)
_ - _ 1 __ 1 _ 9=
N = ale) = b | e G i (4
1 1+ h2)/2
Ny = No(g) = m [(1 +(9- + ko)) — (14 I + (——-:T’}z—g] (4.18)

2.5 Le probléeme linéaire associé.

Dans cette section, on introduit un probléme linéaire associé au probléme (P°) et
I’on montre qu’il admet une unique solution. Plus précisement, on consideére le probléme

linéaire (P!) = (P}) :

([ ut = (Uez + @11Uyy + Q12Uzy) + 138y = Fi(2,9,1) dans Qr
u(z,0,t) — (bluz + bouy)(z,0,1)
(Pll) ) (1 T h2)3/2 exp a +7:2f)=3/2 9zz(z,1) = Fy(z,t) dans It
uy(z,1,t) = F3(z,1) (z,t) € 21
u(z + 2L,y,t) = u(z,y,1) dans Q7
| u(z,y,0)=0 (z,y) e R x (0,1)




g = (1 i h exp ((1 _*?}I:{;a/z)g:: = Fq(l',t) (:z:,t) € Xr
PI
( 2) g(z +2L,t) = g(z,1) (z,t) € Sr

avec Fj € {,\;\f(Qr), F; e 3;;\,(1“)/2(_2}), pour i =2,....4,

et h € CiEMUHN/2(Er), pour A € (0,1).

Théoréme 5.1

Pour 0 < T < T*, le probléme (P}) — (P}) admet une solution unique
(9,u) € Copa™*(Er) x oy ™M (@Qy).

De plus, il existe ¢(T') > 0 qui reste bornée lorsque T tend vers 0, telle que :

||u||(2+x) + llgllg;s:’\) < ¢(T) ("Fl”(«\) n Z ”F”(1+A)) _

1=2
Démonstration :
1) Résolution du probleme (Pj)

On définit I'opérateur F par :

fy:gt-(l;%z—exp< v 1+h2)3 2)9::::

On déduit des Lemmes 2.2 et 2.4 que le coefficient de g.. dans F, clest-a-dire

H%;;jexp (—7 a +hh2)3 2) , appartient & C},;';A'(”’\)/ 2(Z1). De plus, il existe u et
v > 0 tels que :

Par conséquent ’équation Fg = 0 est uniformément parabolique. D’apres LadyZenskaja,
Solonnikov et Ural’ceva [7, Thm. 5.1, page 320 pour le probléme (5.2)], le probleme (P})
admet une solution unique g € C3EMG+N/2(T7) telle que ||g||(3+’\) <q ||F4||(1:’\) ot la

constante ¢, ne dépend pas de Fj.

Par ailleurs, puisque Fy € c;;j,““” *(T7) et que

o0heo= (ot 5y (i) o-)

Ca+,\,(3+,\) /2

=0,

t=0

onage€
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que la constante ¢; = ¢;(T") reste bornée lorsque T tend vers 0.

2) Résolution du probleme (P))

On résout le probleme (P!) ou g € Cg”;j,("“)’ (1), est la solution unique du

probléeme (P}). On écrit alors le probleme (P;) de la fagon suivante :

[ Lu = uy — (Uze + Q11Uyy + Q12Uzy) + 13y, = Fi(z,t) dans Q7
u(:r:, Oat) - Bu(z’ Ost) = F2(zat) (z’t) € Xr

< uv(za lat) = Fa(zat) (xst) €Xr
u(z +2L,y,t) = u(z,y,1) dans Qr

| u(z,y,0)=0 (z,y) e R x (0,1)
ou

Bu(m,y,t) = bl(zst)ut(zsyvt) + b2(mat)uv(za yat)a

= — o —vh

Fz(.’t,t) = Fz(:c,t) - (].T;E.)Wiexp ((1 + hi)s g)g::z
et Py € Cope’'(Qr), P s € Coper ™ *(Er).

On vérifie ci-dessous les hypothéses du théoreme d’existence et d’unicité pour les
problémes paraboliques linéaires [7, Thm. 5.3, page 320 pour le probleme (5.4)].

a) L’équation Lu = 0 est uniformément parabolique :

2
en remarquant que a;; = ﬁ;+ ‘—lf—, on montre que pour ¢ = (&,&;) € IR?, il existe
p et v >0 tels que

sz .<. 612 + all(zvy,t)ég + al?(z, yat)€1€2 S l‘ézv pour (:Z:, y’t) € §T'

b) Les coefficients b;(z,t) et by(z,t) de I’opérateur B vérifient sur X7 la propriété :

Z b;(z,t)n;(x)

i=1

36 > 0, > 6 (5.1)

ol n;(z) est la normale extérieure a 99, si @ = R x {y = 0}. Cette condition exprime
que le vecteur b = (b, ;) n’appartient pas au plan tangent a 0. En effet, puisque la
normale & 9 s’écrit n = (n1,n2) = (0,—1), on déduit du Lemme 4.1 que les coeflicients

de B satisfont :
1+ h2)1/2
= [ba(=, )| = ﬁje—_‘%— >6=2.

31

> bi(z,t)ni(z)

i=1




c) Pour h € CIMCHI2(Tr) et g € Cg::,(:’“)/z(E) il est clair que

F e C(I,';;\,(l""\)/z(E ), puisque Fy(z,0) = F,(z,0) = 0. Par conséquent, F, satisfait
la condition de compatibilité d’ordre 0, F3|i=0 = (u(z,0,t) — Bu(z,0,t))|,_, = 0. De

plus on a I’estimation 1)
= |+ A A
|25, < c(IRE + lglE™).

Amsx I’équation Lu = 0 est uniformément parabolique et ses coefficients appartiennent
C’\e’,\/ 2(Z71), les coefficients de B vérifient la condition (5.1) et enfin F; € C, caM 2(Q:,-)

O,per
Fy et Fy € Copa™M(Tn).
Par conséquent, grace & [7, Thm. 5.3 pour le probléme (5.4)], le probléeme (P}) admet
une solution unique u € C2AM+N/2(Qr) vérifiant :

(1+2)
MG < (RIS + Bl +1RIE)
< a(IFlG; + 117 ll““’ +IFIG +1191E) -

Comme de plus uifi=o = (F1+uu+anuw+a12uzy—alauy)lt_o = 0, on a

u € C&‘;i;‘?“’/ >(Qr) et on déduit de [7, Thm. 5.4, page322 pour le probleme (5.4)7,
que la constante ¢4 = ¢4(T') reste bornée quand T tend vers 0.

2.6 Le probleme non-linéaire - Existence d’un point
fixe.

On commence par établir la régularité des seconds membres (termes non-linéaires)
Fi(g,u),i=1,---,4, en fonction de celles de g et u.

Proposition 6.1

o

Soient T tel que 0 < T < T* et g € CS},j;"’“’”(fT) avec Sup |g| < 3 et
Zr
A2+
u€ CO;er( * )/2(QT)'
Alors

Fi(g,u) € Copl?(Qr), et Fi(g,u) € Cotx ™% (Ty), pouri=2,---,4

Démonstration :

On étudie successivement les différents termes F(g,u), pour i = 1,--- 4.
1) On rappelle que

Fl(ga u) = Arlluyy + Nl2u:y + N]3“y + Nllvyy + Nl2v::y + Ar13vy

=V + Uz + a11Vyy + Q12Vzy — A13Vy.
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Il est clair que Fi(g,u) € C2M*(Qr).

per

Il reste alors a montrer que Fi(g,u)(z,y,0)=0. On a:

Fi(g,u)(2,9,0) = Nu(0)vyy(0) + N12(0)vzy(0) + N13(0)vy(0)
_vt(zv Y, 0) + vm:(xa Y, O) + all(O)vyy(x’ Y, 0)
+a12(0)vty(xs Y, 0) - a13(0)'0y(.’t, Y, 0)‘

Or Ny;1(0) = Np2(0) = Ny3(0) = 0. Alors, grace aux conditions initiales (4.1) et (4.2)
vérifiées (par construction) par v et h, il vient

Fi(9,u)(2,3,0) = —c<1>(x,y)+co,,+(e_1—f)2 (1+(1 - 94?) Co,
2(1-y) . 1-y 2f¢
— e foCon = T (f — 04~ f)cov
= 0,

par les définitions (4.3) et (4.4) de f) et C(),

2) En utilisant les Lemmes 2.2 et 2.4 pour traiter le terme exponentiel, on établit que
Fy(g,u) € CIEMHV2(Er).
Par ailleurs, puisque N5;(0) = Nj2(0) = 0,

h (1 + h2)1 /2

F3(g,u)(z,0,0) = —W(x ,0)vz(z,0,0) +

hxz
—v(z,0,0) + aexp (_7(1_+W> (z,0)

(z,0)v,(z,0,0)

= aexp (—7L—) — Co(z,0)

(1 + fo2)*
fo (1 + f2)17
—(1 + fc?)l/2 Co.(2,0) + e— fo
= O’

Co,(z,0)

grace a la condition de compatibilité (3.9) vérifiée par fo et Co.

3) De fagon évidente F3 € CIEM1+0/%(Ty), et de plus

F3(z,1,0) = wvy(z,1,0)
= Coy(z, 1)
= 0,

grace a la condition de compatibilité (3.10) vérifiée par Cy.
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4) De maniere semblable a F5(g,u), on montre facilement que
Fy(g,u) € C;;A'(l"”\)/z(iy). Par ailleurs,
Fyi(g,u)(z,0,0) = (1+ k2%)?(z,0)v(z,0,0)

—a(l 4 h2)Y?exp ( h(z,0),

)0~

soit,
F4(gs u)(x90, 0) = -(1 + fll)z)l/zco(x’ 0)

—a(l + fo)? exp ("76'4_—];2—2)3/—2) i
= 0,

par la définition (4.3) de f().

La proposition suivante donne une estimation des termes non linéaires. Ce résultat
permettra d’établir que ’application itérative associée au probleme non linéaire (P°) est
une contraction stricte d’une boule dans elle-méme et donc qu’elle admet un point fixe
unique dans cette boule.

On pose A = CaH (3+2/ }(Tr) x Cg;:;(“'\)/ 2(@T). On définit alors la norme ||.||4 sur A
pas (g, w)la = 165 + G pour (9,) € A.

Proposition 6.2

(1) Soit 0 < 6o <
Il existe une constante ¢ = ¢(8,T) qui reste bornée quand T tend vers 0, telle
que pour tout § € (0,6,) et tout

(91,21), (92, u2) € A = Cor V2 (Try x €L (@),

vérifiant max (||(g1,u1)ll 4, (g2, u2)ll,) < 6, on a

| F1(g1,u1) —Fl(gz,uz)”('\) +Z||F (g1,u1) — F(gz,uz)"(lﬂ)
=2

< o(T) (T +6) [I(91 — g2, w1 = w2)|l 4

(ii) II existe une constante ¢’ = ¢(T') qui reste bornée quand T tend vers 0, telle
que

IF2(0,0)15) + z IF0,0)IgY < &(T)T2.
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Démonstration du point i) de la Proposition 6.2 :

1) Estimation du terme Fy(g1,u1) — F1(g2,u2)

On décompose ce terme de la fagon suivante :

Fi(g1,u1) — Fi(g2, uz) = Nu(g1) [‘Ul,,,, - Uz,,,,] + Ni2(g1) [Ul,,, - Uz,y]
+MN13(g1) [‘U1, - uz,]
+ [N11(g1) — NM1(g2)] (uz,, + vyy)
+ [N12(91) — N12(92)] (w2, + vzy)
+ [N1a(g1) = Ma(g2)] (uz, +vy) (6.1)

On voit alors qu’il faut estimer N;(g;) et les différences Ny;(g9:) — Nii(g2), pour 7 =
1,---,3.

a) Estimation de Ny;(g,), pour i =1,---,3.
Compte tenu des expressions (4.14),(4.15) et (4.16) des termes N;;, on montre que

||N1.~(91)II§5‘T) < C||gll|g:'\), pour ¢ = 1,---,3. Par conséquent, grice au Lemme 2.5, on
obtient

A A
IMig)ll§) < (DT gl EFY,
pour ¢ =1,---,3 , ot ¢(T) reste bornée lorsque T tend vers 0.

b) Estimation de Nyi(g1) — Nii(g2), pour i =1,---,3.
Le calcul est effectué pour Ny3(g91) — N13(92), les deux autres termes étant estimés de
facon similaire. On écrit la différence N;3(g;) — N13(g2) sous la forme

le(gl) - le(gz) = CYl(.ql - 92) + o [(glu - 92,3) — (91, — 92:)]
+as(g2, — 93.) + as(g1, — 92.)

1 1
tas [e—gg-—h - e—gl-h]

tee [(e—gi = (e—g}- h)2]

ou
o = hpfpe-ner 25].
az = 02(91)=—e__lT—1y_7{,
ar = oalen) =~ U,
ag = 04(91)=—%,

as = as(g2) = (1 — y)(g2.. + g2.) — 282,
as = ag(g2) = 2(1 — y)(92. + 2hz)92.,
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et par conséquent o; € C';,‘;i/ 2(Qr)- Ainsi, on a

| N1a(g1) = Nialg2)lIS) < c(ugl—gzu‘*’+ngl,,—gz,,u‘*’+ngl.—gz.u@,’

+ |9, 92, + g1, — 92,11
N 1 1 (0]
e—g2—h e—g—hjg
1 1 *)
+ 2 2 ’
0= (=91 =Py,
soit
) @+ 1 1 »
IM3(g1) — Mia(g2)llg, < @ | llor — gallz; c—g-h e—gi—h|,
1 1 (»
- 6.2
e hF (e =Py, (62)
Puisque

1 1 _( ad )( )
e—g2—h e—g—h" o[e—h_(092+(1—0)g1-)]2 92— g1),

on en déduit
1 _ 1 (»)
3—92""1- e—g1—h2T

IN

e /0 1 (||[e —h—(8g2+ (1 - 0)91)]2"(;:)2 48 ||y — 6ol

A A)\4 A

< c ("C —h—qllg) +llg1 — 92”%,,)) llgr — g2lI§)
A
< callgr— 92“(21)

3
De méme, on obtient une estimation identique pour

1 -
(e—g:—h)* (e—@&
L’inégalité (6.2) devient ainsi

1Mia(g1) — Nia(g2)l§) < es (llor = gallEF + llgr — a2lISY)
soit

IVis(o2) = Mas(@ll§] < co (lon = g2l1€Y)

Et compte tenu du Lemme d’injection 2.5,

INsa(g1) = Nis(@2)lI§) < (DT 2lgs = gall ),
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ou ¢(T') reste bornée lorsque T tend vers 0.

Un calcul analogue donne le méme type d’estimation pour les deux autres termes
N11(g91) — N11(g2) et Ni2(g1) — Ni2(g2)- Dans ces conditions, les estimations obtenues en
a) et b) et I'expression (6.1) de F1(g1,u1) — F1(g2,u2) permettent d’obtenir

(»)
Qr

A ()
"Fl(glaul) - Fl (92"”2)”(07)- < cl(T)Tl/zllglllg:'\) ("ulw — Uz, Qr + “ulzv — U2,y

()
o) + DT g, - ml§,

+ Ilul, — Uy,
soit

IFi(g1,w1) = Fi(ga, w2)§) < e(T)T2||(g1 — g2), (ur — us)ll 4 -

2) Estimation du terme F3(g1,u1) — F2(9g2,u2)

On écrit ce terme sous la forme

Fy(g1,w1) — Fo(g2,u2) = Na(g1) [u1, — u2,] + Naz(g1) [Ul,, = uz,,]
+ [N21(g1) — Naa(92)] (w2, + v2)
+ [N22(91) — Naa(92)] (uz, + vy)
+a[Ei(g1) — Ea(g2)], eny =0

ou

_ _7(9:1::: + hzz) Y9z —7hzz
B = e""((1+(g,+h,)2)3/2)+(1+h3)3/2‘”‘p((1+h3)3/2 ’

Comme précédemment en 1), on a ||N2,'(g1)||g\7), < c(T)T1/2||glllg:'\) et
IN2:(01) = Nai(9a) 1§) < e(T)T 21 = gll7 ™, pour i = 1,
quand T tend vers 0.
Il s’agit a présent d’estimer le terme exponentiel F;(g;) — E2(g2). Pour cela, on écrit
git a p

2, ou ¢(T) reste bornée

Ei(g) - Ei()) = exp ((l—jhi)%) [x(Gl) — X(G2) (ex)
1 1
+’7(g2n + hzz) (1 + (92: + h,)2)3/2 - (1 + (91, + hr)2)3/2) (62)
+ 7(g23= - glzz) (1 + (g1 ];*'hz)2)3/2 - (1 + }12)3/2 (63)
ou
X(G;) = exp(7Gi) — 1 —1G;
et
Gi = h:::: 1 - 1 - Jizz 3 pour 1= 1,2
(T4+R22 (14 (g +h)??] (14 (g + he)?)*?
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On estime alors les trois termes (e;),(€2) et (e3):

A partir de ’expression ci-dessus de Gj, il vient
IGAEY < allgllgl” + ellg.. 1Y,
soit
IGAIE < ellaillsy™.
Par conséquent, pour Ilg,llg: ) < 6, on obtient grace au Lemme 2.4 (ii) :
IX(G1) = x(GIEFY < €llG1 = Goll &Y max (|GG, 1GNEHY) .
(6.3)

En outre, on écrit

1 1
Gi1—-Gz2 = (g1,. +hzz) [(1 + (g2, + h,)2)3/2 B 1+ (g1 + h:)2)3/2]

(1 + (92, + hs)?)*/?

1 z
3(91:: + hzz) (‘/o (1—+22)—5/2

(92 ! )z::
(1 + (g2, + hz)?)¥/%’

df ) (91 — 92)=

2=091,+(1-6)g2, +h=

et alors ||G; — G,||§§;"" < cllg1 - ggllg’: Y, L’inégalité (6.3) devient alors

A A
”X(G1)—X(G2)|I§:1:) < dlgr - gzll(3+)max (||g1||g:"),||gz||(3+'\))

soit

X(G1) = x(GIEH < cbllgr — gal| . (6.4)

Par ailleurs, on a

leallgy” < eillor, — g2 IE

Cl”Ql 92"(“'\)
o(T)T?||gy — gal|§FY (6.5)

IN INIA

et

”e "(1+A) |(1+z\)

C2||91,||(1+'\)||91,, gznl
callga &N lgy — gal| SV

csbllgs — g2lI5F. (6.6)

INIAN A
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Ainsi, en regroupant les inégalités (6.4),(6.5) et (6.6), on obtient I’estimation suivante
pour le terme exponentiel :

”El(gl) - E (gz)H(HM

IA

A
czllezll(” )

=1
allx(Gh) = x(GC2)IEY + e2bllgr — g2 S

+e(T)T?||g; — g2 || SN
o(T)(6 + T?)||g1 — g2l S,

IA

IN

ou ¢(T) reste bornée quand T tend vers 0. De ce fait,

1Fa(g1, 1) = Falg2, w) |5 < (T8 +T2)||gy — g EFY

(T + T (g1 — g2), (w1 — u2)|l 4 -

3) Estimation du terme F3(g1,u1) — F3(g2,u2).

<
<

Il n’y a rien & estimer car F3(g;,u;) — F3(g2,us) = 0.

4) Estimation du terme Fy(g1,u1) — Fy(g2,u2).
On écrit ce terme sous la forme

Fi(g1,m1) = Fa(ga,uz) = [+ (01, + he))? = (1 + (g2, + h2)?)?] (w1 + )

+(1 + (92, + b)) (w1 — ug)
—a [Ex(g1) — Ex(g2))], eny =0,

ou
- zz + h )
E = (14 (g +h:))"?ex ( 2l = )
2(9) = (1+(g )°)/* exp 0t (0. + B
v —7h:c:c
e (T ) 9=
Ainsi

(1+2)
1Fa(g3,w) = Fa(ga, w67 < ea|(1+ (91, + 52))Y? = (14 (2, + b))
+eollur — ual| 8 + call Ba(g1) — Ea(2) 161

Puisque

(1 + (g1, + ha)?)? = (1 4 (g2, + hs)?)/?

2+ h,
- glz gzz)/ 1+(~+h )

do,

z2=0g),+(1-0)g2,
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on a

1Fa(g1,w) = Falgz, u) |8 < aillgr, — 92187 + callus — | 7Y
+eal| Ba(g1) — Ea(g2)lI . (6.7)

Il reste alors a estimer le terme exponentiel E2(g1) — E2(g2). Pour cela, on le décompose
de la fagon suivante :

Ey(91) — Ez(g2) = exp ((—1-;7—:,’)’-’3,—2> [(1 + (92, + h=)?)? [x(G1) = x(G?2))

+((1 4+ (91, + he))? = (1 + (2. + he)?)M?) exp(1Gh)
+7(1 + (g2, + hs)z)llz(glss + hze)

X ( 1 _ 1 )
(14 (g2, + kz)?)** (1 + (1. + h2)?)3/?

o — gy (L 1
Y\ 91.. 92, 1+h: 1+(g23+h$)2 °

On obtient de cette fagon

[B2(91) = E2(g)IEFY < allgr, — 92187 + c2llx(Gh) = x(G2)IEY
+eall g2 18 lgr.s — g2 157V

Grace a l'estimation de ||x(G;) — )\(Gg)”g: * obtenue précédemment, on a

1B2(01) = Ex(o)l5) < eallgr = gallEFY + cabllon — G,

et compte tenu du Lemme 2.5, il vient

"Ez(gl) - E2(92)||g:"\) < ¢(T)(6+ Tl/2)"g1 92"(3+,\).

L’inégalité (6.7) devient alors

| Fa(g1,u1) — F4(92,U2)"g:'\) < «T) (Tl/zllul — Uz "(2“)
+H(6 + T'?)||g, — gl &)

et donc

IFa(g1,u1) = Fa(ga, w2 < o(T)(6+ T2) ||(g1 — g2), (w1 — u2)|| -

Démonstration du point ii) de la Proposition 6.2 :

On estime successivement les termes F;(0,0), pouri =1,---,4.
On a Fl(oa 0) = - + Uzz + allvyy + Q12Vry — A13Vy.
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Par conséquent, pour v € C3+’\(3+'\)/2(QT) Fi(0,0) € CMM+N2(Qr) et

IIF})(0,0)Hg::); c||v||(3+’\) En fait, F1(0,0) € éx,.(u'\)/z(@}) par construction de
v. Donc par le Lemme 2 5

IFR0,018, < o«D)TFR(0,015;
< DTS

< (T
Remarque 6. 3 Une régularité C*+M2+X)/2 pour v, n’aurait pas suffit pour montrer
que ||F1(0 0)|| — 0 quand T — 0. Il faut imposer une régularité C3+»G+3)/2 pour

pouvoir appllquer le Lemme d’injection 2.5. Par conséquent, on doit choisir la donnée
initiale Co € C33*(R x [0,1]).

|- ,
De plus, on a F3(0,0) = (bjvz+bov,—v)(z,0,t)+aexp ((1 N h2)3 2) Par conséquent,
pour v € C3MEHNAQr) et R € CIHMHN2(Tr), on  voit que

F>(0,0) € CX> (2+’\)/2(ET) En fait F5(0,0) € 02:;\,(2"”\)/2(27) grace aux conditions
de compatlblhte (3.9) et (3.10) vérifiées par fo et Co. Alors comme précédemment, on
obtient

700,08 < (T)TY>

Remarque 6.4. Ici encore, on a besoin de choisir v € C3EMV/2(Q) et
h € CAEMIN/Y(Tr), ce qui nécessite (fo, Co) € CAEANIR) x C3EA (R x [0, 1]).

per

Les deux autres termes se traitent de la méme fagon, en écrivant
F3(0,0) = vy(z,1,1),

F4(0,0) = (1 + h2)Y/? (v(x,O,t) — aexp ((T?’%S%i)) — hy.

La Proposition 6.2 est ainsi démontrée.

Nous sommes alors en mesure d’établir le résultat d’existence pour le probléme
complet (P°) de la section 2.4.

Théoréme 6.5

Soit fo € Ca (R) avec Sup |fo] < << et Co € C3MIR x [0,1]), pour 0 < X < 1.

per

Il existe T < T* tel que Ie probleme (P°) admet une solution

A, A
(9,u) € A = CobB™VE(E2) x CIELEIA (@),

0,per
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Démonstration :

On considere I’application

T i (g,u) — T(g,u) = (¢, )
ot (g',u') est la solution du probleme linéaire avec les seconds membres Fj(g,u),
t = 1,---,4. Par la Proposition 6.1 et le Théoreme 5.1 relatif au probleme linéaire,

T est bien définie sur A = 033‘,2;‘3“” *(T7) x Cg;i,'(”'\)/ >(Qr). On va montrer que

sur un intervalle de temps [0,T] suffisamment petit, I’application 7 est une contraction
stricte et applique une certaine boule de A dans elle-méme.
Soit (g1,u1), (92, u2) € A. D’apres le cas linéaire (Théoreme 5.1),
4
! ’ A A
17wl = st )], < o) (WP Con )]+ > IR g

et donc
N7 (g1,u1) = T (g2,u2)ll, < ¢(T) (IIFl(guul) — Fy(g2,u2)[|5)

4
+Z | Fi(g1, 1) — F,-(g,,ug)Hg:'\)) .

=2

Compte tenu de la proposition 6.2 (i), pour ||(g1,u1)]|4 < 6 et ||(g2,u2)||4 < 6, 0n a
1T (91, 01) = T (g2, ua)ll4 < e(T) (T2 +6) (91 = 92, (w1 = wa)ll

ol ¢(T) reste bornée quand T — 0. Donc il existe § > 0 et T, 0 < T < T, tels que

c(T) (TI/2 + 5) < % pour tout T < T.

T est alors une contraction stricte de B(0,6) N A dans A.

On cherche maintenant & montrer que 7 laisse invariant dans A une certaine boule.
Pour cela, on écrit

17 (g, u)lla < 117 (g,) = T(0,0)]l 5 + 17(0,0)],; - (6-8)

D’autre part, on déduit de ’étude du cas linéaire (Théoréme 5.1) et de la proposition
6.2 (ii) que

4
7,0, < oT) (nmo,mng}+an<o,o>u§:*’)

=2

< T)T'2



Dans ces conditions, I'inégalité (6.8) devient
1T w)ll, < oT) (T +6) (g, )l , + &(T)T?
1 .
< 5l wlla+ DT,

grace au choix précédent de T et 6. Finalement § étant fixé, on choisit T suffisamment
petit afin d’avoir

TTV* < 26

N -

et donc

I7(g,u)lls < 6.

On a ainsi montré que 7 (B(0,6)) C B(0, 6).
Par conséquent, 7 : B(0,6) N A — B(0,6) N A est une contraction stricte. T admet
donc un unique point fixe dans B(0,6) N A.

2.7 Unicité

Dans cette section, on établit 'unicité de la solution du probléme (}5) sur un domaine
fixe, introduit a la section 2.3. On écrit tout d’abord le probléeme (P) sous la forme
suivante notée (P). On omet aussi les chapeaux des notations.

[ Ci=Crs + ]Wu(f)cyy + Mu(f)C,y + 1‘113(f)Cy, dans Q7 (7.1)

211/2
C(:L‘,_O,t) - gle;_._f:}_cy(zaoat) + (1__*__%50:(17’ Oat)

aexp((l—_%f) (z,t) e R x (0,T) (7.2

C,(z,1,t) = 0, (z,t) e R x (0,T) (7.3

(P){ C(z+2L,y,t) = C(z,y,1), dans Qr (7.4

C(z,y,0) = Co(z,y), (z,y) e R x (0,1) (7.5

et

= —(14 f2)1/? (aexp((—lj‘%@g) (:z,O,t)) , (z,t) e R x (0,T) (7.6)

f(z +2L,t) = f(z,t), (z,t) e R x (0,T) (7.7)
[ f(2,0) = fo(z), zeR (7.8).
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ou
14 (1-y)*f2

Mu(f) = — (7.9)
Mu(f) = -2 (é—:—%) fer (7.10)
Mia(f) = - (l—:—j’;) (fu - fi+ :f: f) : (7.11)

L’unicité est prouvée pour une classe de fonctions plus large que celle pour laquelle le
résultat d’existence de la section 2.6 a été établi.

Théoreme 7.1

Il existe au plus une solution (f,C) du probléme (P) telle que
f € L= (0,T;W2=(R)) avec Sup|f| < 5, fi € L™(Z1)
T
et CeL*(0,T;W>(Rx(0,1))), C:€L®(Qr).

Démonstration :

Soient (f1,C1) et (f2,C2) deux solutions du probleme (P). On multiplie tout d’abord
la différence de ’équation (7.1) pour (f1,Ch1) et (f2,C2) par C; — C; et 'on intégre sur
[-L, L] x [0,1] puis par parties en z. Nous obtenons

b [yo-or+ [ [ 0-on

./01_/_!; [M“(fl)clw + Mi(f1)Ch., + Mia(f1)Ch,
- Alll(f2)C2w - A{u(fg)an - A{la(fz)czy] (Cl - 02)

1 oL
- /O /_ , Oy [Mua(£1) = Mu(£2)] (G = C2)

1 L

+ /0 /_ L Oy [Maz(f2) = Mia(£2)] (C1 = Co)
1 oL

+ /0 /_ , Cn, [Mia(f) = Mis(2)] (C1 = C2)
1 oL

+ /0 /  Mu(£2)(C1 = Co)(C1 — Co) (e1)
1 L

+/0 /-L Mi2(f2)(C1 = C2)zy(Cr = C) (e2)

+/01/_I; Mis(f2)(Ch = C2),(Cy — Ca).

En intégrant par parties les termes (e;) et (e;) respectivement en y et z, il vient

44



1d [ [E . 1L ,
i ), [ =0+ ) [, (- co

= '[./_I; Ch,, [Mu(fi) = Mu(£2)] (C1 - C2) (E1)
1 /L

+ [ [ Cny Mu(h) - Mia(£)] (G - o) (E2)

+ /olfi Cy, [Mys(f1) — Mys(f2)] (C1 = C?) (Es)

- /_l; Mu(f2)(C1 — C2)(C1 — C2)y(z,0,t) dz (Ea)

- /01/—1; [(M11(£2))y + (M12(f2)): — M1a(£2)] (C1 — C2)(Cy — C2),  (Es)
_ /01 /_LL Mu(£2)(C1 = C2),” — /01 /-LL Mua(f2)(C1 = C2),(C1 = Ca)s (Es).

On va alors estimer les différents termes E;, pour : = 1,...,6. Pour cela, on montre tout
d’abord le lemme suivant:

Lemme 7.2
Soient (f1,C1), (f2,C2) deux solutions du probléeme (P) telles que

C1,Cr € Lo, T:W?=(R x (0,1))), fu.fo € L=(0,T;W*=(R)) avec
€

Sup Iflla Sup |f2| < §' et fi,, f2, € L°°(ET). Alors:

Zr Tr

i) Mu(fi) — Mu(fz) = mu(z,y,t)(fi = f2) + m(z,y,t)(fi — f2):
ii)  Myz(fi) — Mio(f2) = ma(z,y,t)(fr — f2) + maz(z,y,t) (L — f2)=

iii) Mis(f1) — Mia(f2) = ma(z,y,t)(fr — f2) + maa(z,9,t)(fL — f2)=
+m33($, y’t)(fl - f2):c.1: + m34($a yat)(cl - 02)(3:’0’0

iv) (fi = f2)e = aa(z, 1) (1 = f2)zz + a2(z,t)(f1 — f2)=
+G,3(.'B, t)(C1 - Cg)(df, O,t)

v)  (C1 = C2)y(z,0,t) = ba(z, t)(fr — f2) + ba(z,)(f1 — fo)=
+b3($at)(fl - f2).'c.-c + b4($,t)(cl - 02)(1:3 O’t)
+b5(l', t)(cl - C2)z(z’ 0’ t)a
avec
m;; € L°(0,T; W2*(R x (0,1))), pouri,j =1,2;
ma; € L=(0,T; Wh*(RR x (0,1))), pour j =1,...,4;
a; € L*(0,T; Wh*°(IR)), pour : = 1,...,3 et il existe x > 0 tel que a; > x;
b; € L>(0,T; Wh*(R)), pour i = 1,...,5.
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Démonstration du Lemme 7.2 :

La démonstration de i) et ii) est directe puisque par un simple calcul, on obtient

22
mitevn) = o2 e (e = = )

(1 - y)2(f1 + f2)z

ml2(z1 yat) = (6 i f1)2
_ -2(1 -y)fi.
m21(zayat) - (e__ fl)(e- f2)
_—2(1-y)
m22(za yat) - e — f2

Pour la démonstration de iv), on forme la différence de 1’équation (7.6) pour f; et f,
que l'on écrit sous la forme

(f1 - fz)t = - [(1 +ff,)1/2 _ (1 + f22:)1/2] [aexp (a%f%—b;) - C1(-‘B,0,t)]

~a(1+ )7 e (5 ) - e (5220 )|
+(1 4 f2)1%(Cy = Cy)(z,0,1).

Par ailleurs, on a

1 z
L+ -+ ) = (/o a+227

do ) (fl—fZ)z

2=0f1.+(1-6)f2,
et

—7f Tz — f‘z
N
1 z - 1zz
=31/1.. ( J O+ 2 P ((Tlﬁz)Tff)

Y ! —Yw
TR (/o P ((1 m fi)"’”)

On obtient ainsi

(fi = f2)e = a1(2,8)(f1 = f2)zz + a2(z, t)(f1 — f2)= + a3(z,1)(Cy — C3)(2,0,1)

ol a; € L* (0,T; Wh(R)), pour i = 1,...,3.
En particulier, on a

N S L v
Gl(zat)_ (1+f223)/0 exp ((1+f22:)3/2)
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do ) (fl_f2)z

2=0/1,+(1-6) 2,

df ) (fi = f2)zz-

w=a!1:3+(1_0)!233

do

w=9!1::+(1—9)f2zz

’




ce qui implique a; > x pour une constante x > 0.

L’expression v) de (C; — C2),(z,0,t) est montrée d’une facon analogue : en écrivant
la différence de ’équation (7.2) pour Cy, et Cy,, il vient

(1—5-_}?-)_’/—2(01 Cy) + g;—_i_f%ﬁ—’(cl - C3):

— f2,+ e—fi e—f2
N (C’ TR ((1 T f%,)‘*”)) [(1 T T 1+ f%,)l/’J

e—fi e—f
+C2,, [1 +f2 fl: - 1+f223f2=j|

e—fi “Yflu "‘7f2,,
T AL [e"" ((1 n f?,)“”) - ((1 +"f22,)3’2>} '

On conclut alors comme précédemment, en utilisant les développements de Taylor avec
reste intégral.

(C1 — Ca)y(,0,1)

Enfin, la démonstration du point iii) est basée sur le fait que I’on peut décomposer
directement la différence Mi3(f1) — Mis(f2) sous la forme

MlS(fl) - Ml3(f2) = al(ma yst)(fl - fZ) + a'2(:’:7 y,t)(fl - fZ)r
+d3(z,y,t) [(fi = f2)ez + (L — f2)i]

ou @ € L* (0,T; W*(R x (0,1))), pourz =1,...,3.
Compte tenu de I’expression iv) de (f; — f,), établie auparavant, on obtient I’expression
iii) de Mis(f1) — Mis(f2), ce qui termine la démonstration du Lemme 7.2.

Dans ces conditions, on a les estimations

BB < K[ [ (G- [ [ - e
< & ([ [ e-cr+ [(h-pree [ (- f07as)
et

By < K, ( [ L= )ci-c+ j = (e - )

+/01/_I;( - C;)(z,0,t)(Cy — C2) +/ / = f2)za( Cz)) ;

soit,
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Bo< & ([ [0 Cr e [ (G- Cf@00ds+ [ (5 - s
+ [_I; (f1 - fz):zdzfol‘/_i(fl = f2)zz(C1 — Cz)) :

Par ailleurs, grice a I'inégalité de Young, pour € > 0 il existe une constante ¢, > 0 telle
que

/;/_i(fi — f2)z=(C1 — C3) £ ELI; (fi - f2)zz2dz te, /01/‘—1;(01 B 02)2.

Donc,
B+ E+Es < o[ [(Ci=C)l+e[ (Cr—Co)(z,0,0)d
1+ E24+E3 < c‘/o[-L( 1 — C2) +CLL( 1 — C2)*(z,0,t)dz

T (/-I;(fl = f2)ldz + /.I;, (- f2)z2dz) +e /_I; (fi— f2):zzd2.

L
On rappelle alors un lemme qui permettra d’estimer I’intégrale de bord / L(Cl—Cg)z(:c, 0,t)dzr.

On trouvera la démonstration de ce résultat dans [1].
Lemme 7.3

Soit Q un domaine Lipschitzien borné dans IR?. Pour tout € > 0, il existe une
constante C, > 0 telle que

/an w?(s)ds < 6//n(grad w)?dX + C, //ﬂ widX
pour tout w € H'(Q).

Par conséquent, il existe C. > 0 telle que

L 1 oL 1 oL
/_ L(C1=C)(=,0,t)dz < e /0 /_ - (grad (C1 = C))? +C. /0 /_ L(C1-Ca).
Ainsi,

L
Ei+ E;+E;3 <

Iy

(I

w 1 rL
- (grad (C1 = Go))* + C. /0 /_ (G- Ca?

€
v o[- nrdes [ - pdee) ve [ (- pustes
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Par ailleurs, en substituant 'expression de (C; — C,),(z,0,1) dans E4, et en utilisant
'inégalité de Young pour le terme ol apparait alors (f; — f3).z, on obtient

Bo < o[- nrast [ (- palae) ve [ (- fuds
+C! /_ (C1 = C2)*(2,0,) d
+f LL Mu(£2)bs (Cy = C2)(C1 = Ca)e(z,0, 1) dz.
En outre, I'intégration par parties du dernier terme donne
/ LL Mia(f2)bs (Cy = C2)(Cy — Ca)a(z,0,) dz
= -} [ (Ma(f)b0). (s = Co)(a,0,0) e
En utilisant alors le Lemme 7.3, il vient
< E/I/L(grad & —cz))2+c¢/1/’“(c1 —Gy)?
+c (/ (i—rfo 2d-‘b‘+/ (f = f2)z d-’v) +€/ (f1 = f2)os dz

On pose M(z,y,t) = (M11(f2))y + (Mi12(f2)): — Miz(f2).
Il est clair que M € L*®(0,T; W'*(R x (0,1))). Le terme Es s’écrit alors

Es = 2// M (c1 C2)?).

En intégrant par parties et en remarquant que M(z,1,t) = 0, on obtient

L
Es = —% M(C: - C3)¥(z,0,1)d —%/olf_L(M)y(cl—cz)Z.

Par conséquent, grace au Lemme 7.3, il vient

< e/()l/i(grad (Ci—=C3))l +e. /01/_1(01 - Cy)2

Enfin, le terme Eg est évalué en remarquant tout d’abord que

1
(e—f)*

Mi(f) = M) +
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et en appliquant I'inégalité de Young : pour une constante § € (0,1) qui scra choisie
ultéricurement, on obtient

Be < =g [ [, MuNC = C7 = [ [ —m(Ci - o)
Ry Ay AP

-0 [ [ G-k [ [ -0
4(?1-{-25)/ / (€=

o Ky = (ll(e — £2)°I L“(Sr))- < +oo et Ko = | My?(f)| Loy < FO0-
On choisit alors 6 SK K1 soi 2K insi
rs 6 € (0,1) tel que 4—(1—_235 < S, soit 6 < m < 1. Ainsi,
1 4L K,
B -0 [ [ @-c-2[ [ @-ot
Finalement, on choisit § = min (1 7—21—{57—7 %l) de sorte que
b ) 1 2 + (¢ 1 ¢ )

Es < (1-5)/01/_'1(01—cz),’-ajolf_"b(cl-c,)f.

IN

On obtient donc

L[ e
< ef [eed@-Cr+c. [ / (C1 = Ca)?
+a-o) [ / @ -c) -5 / (C1 = Ca),*
te [ (= fo)es dz+c(/_ (- fyde+ [ L(fl—fz)zzd-f)-

Soit,

il [ @-ar < o[ [ @mdc-cy
+ O [ [LG-C e [ (7~ fudd

v o[- praas [L (- plee) ()
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On multiplie ensuite 1’équation iv) du Lemme 7.2 donnant ’expression de (f; — f»);, par
f1 — f2, et on intégre par parties pour obtenir

1d (L

2 L L .
2dit _L(fl — f2)fdz = -/-L(al)z (fi = f2)(f —fﬂ,dx-——/_L a; (fi = f2)zdz

= 5 e = et [ es (5 = £)(Cr = Col(e,0,)d

En utilisant le Lemme 7.3, il vient

d (L L L
%E /_L(fl — fz)zd:z: < ELILL(grad (C1 - Cz))2 + C. AILL(CI - C2)2

v o[ (h-fldete [ (5 - s (7.13)

Finalement, on multiplie I’équation iv) du Lemme 7.2 donnant I’expression de (f; — f2)s,
par —(f; — f2)zz, €t on intégre par parties. On obtient

Yo [ G- e+ [ au(fi- f)eds
=3/ LL(az)z (fi = fo)2de— | LL a3 (fi = f2)==(C1 = Ca)(2,0,2).

Grace au Lemme 7.3 et a I'inégalité de Young, on obtient I'inégalité
L L
%Edf _L(fl—fz)z2d$+X/_L(f1—f2)zz2d$
L L
< ef (h-f)ldete [ (fi-fo)utde
1 e (o= ap 4 . [ (- oy 7.14
+ e[ [ erad (@ -Cr+C [ [ (Ci-car. (1.14)

En additionnant les inégalités (7.12), (7.13) et (7.14), on obtient

%ad{ (/:/_1;(01 - C2)* + /_I;(fl — f2)%dz + /_I; (fr — fz)x2d$>
1 L L
+(5=3¢) [ [ (grad (G = Ca)f* + (x = 2¢) [ (1 = f)os’
<c. ( [Le-cy+ [ -+ [ (- fz)ﬁdz) . (1.5)
On pose alors
v = [ [C-C+ [ (h- et [ (5 - o)l

Si ’on choisit € = min(6/3,x/2), on déduit de (7.15) 'inégalité % < ¢Y, et comme
Y (0) = 0, on conclut que Y = 0. Ceci implique alors C; = C; et f; = f;. L’unicité est
ainsi démontrée.
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Appendice.

On a dissolution-growth problem with surface tension : Local exis-
tence and uniqueness.
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Abstract. We consider a one-phase Stefan problem with surface tension in space dimension
two. We prove the local existence and uniqueness in time of the solution, in the case where the
moving interface is parametrized in the form y = f(z,1).

Keywords. Stefan problem with surface tension, free boundary problem, system of nonlinear
parabolic equations.

1. Introduction.

In this note, we consider a Stefan problem with surface tension modelizing a corrosion
phenomenon. Consider a system composed of a solid phase of a single compound in contact
with an incompressible liquid phase which is a dilute solution of that compound. We
are interested in the evolution in time of the interface between solid and liquid and in
the concentration of the compound passed into solution. We suppose that this evolution is
governed by two processes : a diffusion process in the fluid and a dissolution-growth process,
located at the interface. Moreover, it is assumed that, at every point of the interface
the volume degrease of the solid is exactly equal to the volume increase of the liquid.
Mathematically, this leads us to the three basic equations

C; = AC in the liquid phase,

where C = C(z,y,t) is the concentration of the chemical species in the liquid,

oC

-5;{ ]r‘g = ‘/ﬂ’
where I'; is the interface between solid and liquid, n is the normal unit vector to the interface,
directed towards the liquid phase, and V,, is the normal velocity of the interface I'; given
by the kinetic law [3],

Va = Cjr, — aexp(vKk),

where a and v are some positive constants, v is proportional to the surface tension of the
interface, and K is the mean curvature of the interface.

In this paper, we consider the case where the liquid phase is delimited by a fixed upper
boundary of y-coordinate e and we assume that the concentration C satisfies a homoge-
neous Neumann condition on this fixed boundary. We also suppose that the interface can
be described by the graph I'; = {(z,y,t) eR?xRY, y= f(:c,t)}. Then, f and C satisfy
the problem

(&1}
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( C,=AC inQy={(z.y.) eR*x R, f(z,t) <y<c}, (1.1)

(C-—%%—) (z, f(z,1),1) = aexp ((1;]_2‘)'3 2(:,1)), (z,t) e R x R* (1.2)
%%(z,e,t) =0, (z,) e Rx R* (1.3)

(P) C:(z + 2L$ yyt) = C(.‘C, yit)! (zvy:t) € QI (14)
| Cew.0) = Go(@p), (=.3) €5y = {(e,9) € B folz) <y <}, (15)

W = —aexp ((1 _: FRIE 2(=,t)) +C(z, f(z,1),1), (z,t) e R x R (1.6)

f(z +2L,t) = f(z,1), (z,t) e Rx R* (1.7)
L f(z,0) = fo(z), zeR (1.8)
The conditions (1.4) and (1.7) indicate the periodicity of the concentration and of the
interface in the z-direction with period 2L. In the following, we will use the subscript per
to refer to these periodicity conditions. Moreover we suppose that the initial data fo and
Co are 2L-periodic and satisfy suitable compatibility conditions, namely the equations (1.2)
and (1.3) at time t = 0.

Abergel, Hilhorst and Issard-Roch [1] show the existence and uniqueness of the solution
in the neighborhood of the stationary solution (f,C) = (0,a) for Problem (P), posed on

a slightly different space domain. The purpose of this note is to sketch the proof of the
following local existence and uniqueness result.

Theorem 1.1. Let fo € CiM(R) with Slgplf‘)‘ < g— and Co € C33(Zy) for some

0 < XA < 1. There ezists a positive constant T > 0 such that Problem (P) has a unique
solution

(f,C) € Cg;t—r,\,(3+,\)/2(E‘T) X C}Z’;A,(2+A)/2(GI,T)’
where Zr =R x (0,T) and Q51 = {(z,¥,t) € Qs, t € (0,T)}.

The proof of Theorem 1.1 is organized as follows.

In section 2, we recall basic properties of Holder spaces that we use in the proof.

In section 3, we first transform Problem (P) into a problem on a fixed domain which
we then transform to obtain a problem (P°) with homogeneous initial data, as it is done

by Bazalii and Degtyarev [2], in the context of a Stefan problem for convective motion of a
viscous incompressible flow.

We give in section 4 a result about the existence and uniqueness of the solution of a
related linear problem.

In section 5, we consider the nonlinear problem and sketch the existence proof which is
based on a fixed point method.

The uniqueness result that we obtain is given in section 6.
2. Preliminaries.

We use the Holder spaces CH/ 2(Qr) as defined by LadyZenskaja, Solonnikov and Ural’ceva
(4], where QT = {(z,1 M EMR2x(0,T), 0<y< 1} and with ! = m + A where m € IN and
0 < A < 1. In this paper, we also use the Holder spaces with homogenecous initial data



defined by

— — o . l
C(l,'llz(QT) = {v € CU/Z(QT)’ Et—;} =0;7= Oa-"v[ﬁ]} .
t=0

The following lemma [2] is essential for the construction of a strict contraction in the exis-
tence proof below.

Lemma 2.1. Letl’>1>0andv € C{,”"’z(‘ch). Then, there ezists a constant ¢ > 0
such that I ’
Iollg). < eT¢=D72]jo]ig) .

3. Transformation of the problem into a problem on a fixed domain with ho-
mogeneous initial data.
We first transform Problem (P) into a problem on the fixed domain

Q= {(a‘:,ﬁ,f) eR?xRY,0<9< 1}, by means of the change of variable and function

. y—f(z,t) _ e—y
V= e @) - T e f@D

(In the following, we omit the hat in the notations.)

, and C'(z,g},t) = C(z,y,t).

We suppose that the initial data are such that Co € C32*(IR x [0,1]) and fo € CAENR)
e

with Sup|fo(z)| < 3 Following ideas of [4], we construct the functions v(z,y,t) €
z€R
CIHMBNIZB) and h(z,t) € CAEMAFN/Y(T1) such that
v(x’ Y, 0) = CO(z’ y) and h(:c,O) = fO(z)
v(z,9,0) = Cy(z,9,0) = C)(z,y) hi(z,0) = fi(z,0) = f)(z)

where f(!) and C(") are determined by the two differential equations (1.1), (1.6) at time
t = 0, transposed on the fixed domain ). Then we set

a(z,t) = f(z,t) — h(z,t) and u(z,y,t) = C(z,y,t) — v(z,y,t),
and write the equations for (g,u) in order to obtain a problem on a fixed domain, with
homogeneous initial data. By separating the linear terms in ¢ and u from the nonlinear
ones, we obtain a problem of the form

( [ ug — (uzz +aryuyy + ajotzy) + arauy = Fi(g,u) in @

u— (byus + bauy)

—~h )
(Pl) ¢ +(1 +ah72)3/2 exp (1 +7h§)z3—ﬁ) gzz = F2(g,u) in R x {y =0} x Rt

0 uy(z,1,t) = F3(g,u) (z,t) e R x R*
(P%) u(z + 2L, y,t) = u(z,y,1) in Q
: u(’—‘,y,o):Ut(-T,yyO):O (x,y)Ele(O,l)
| o a B e () e = Bl nRx =0 xme
(P9 9(z +2L,1) = g(z,1) (z,t) e R x R*
\ \ g(z,O):g,(m,O):O zeR

where the coefficients a;; and b; depend only on the function h and its derivatives, and
the right hand members Fj, i = 1,...,4 depend on the functions u and g as well as on their
first and second derivatives in space.
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4. The related linear problem.
We consider the linear problem obtained by freezing the right hand sides F;, : = 1,...4
in Problem (P°) and supposing that the Fj’s, i = 1,...,4 are given functions with F} €
Col¥(@r) and F; € Coint*™V3(Sr), for i = 2,...,4. We denote by (P}) and (P?) the
linear problems corresponding to (P!) and (P?). Usmg classical results on linear parabolic
problems [4], one can easily prove the following result.

Theorem 4.1. Let T* such that Sup|h| < %. For all T € [0,T*), the linear problem
(P!) — (P?) has a unique solution (g,u) € 3;2,(3“)/ *Tr) x C2';;\;(2+A)/ 2@q).
Furthermore there ezists ¢(T) > 0 which remains bounded for T — 0 such that

4
A A A
lullgr™ + lgllEx™ < e(T) (unug; + YIRS ’) : (49)
=2
5. The nonlinear problem - Existence of a fixed point.

We first give some estimates which are a key ingredient in the proof of Theorem 5.3
below.

Lemma 5.1. (i) Let 0 < 6o < §. There ezists a constant ¢ = ¢(éo,T) which re-

mains bounded for T — 0, such that for all § € (0,60) and all (g1,u1),(g2,u2) € A =
Copa Tt V2(Er) x Cona®M?(@r), satisfying max (||(91,u1)ll4 s (92, u2)ll4) < 6, there
holds

4
IFi(g1, 1) = Fa(gz, u2)lI$ + S IFg1, u1) = Fi(gz, ua)||6FY
=2

< e(T) (T2 +6) (91 = 92,01 = wa)ll 5

(ii) There ezists a constant ¢’ = ¢/(T) which remains bounded for T — 0, such that

150,015 + E IF:0,0)I5H < '(T)T/2.
1=2

The conditions that the initial data fo € C*+*(IR) and Co € C3+*(IR x [0, 1]) are necessary
for the proof of (ii). Next, we state the main result of this section.

Theorem 5.2. Let fo € CAEM(R) with Sup|fo| < ¢ and Co € C3> (IR x [0, 1)) for some

per

0 < XA < 1. There ezists a positive constant T such that Problem (P°) has a solution
A3+ A (242 o)

0,per Oper
Proof. We consider the mapping 7 : (g,u) — T(g,u) = (¢',u') where (¢',u’) is the
solution of the related linear problem with the right-hand sides Fi(g,u),? = 1,...,4. By
Theorem 4.1, T is well defined on A = 03;2;‘3“)’ 2(2 ) X C2+'\ (2+2)/ 2(Q;r). We prove that
T has a unique fixed point in a certain ball and for T small enough In view of (4.9) and

Lemma 5.1, there holds for ||(g1,%1)||4 < é and ||(g2, u2)|[4 < 6,
17 (g1,21) — T(g2,u2)ll4 < &(T) (Tl/2 + 5) [I(g1 — g2,u1 — u2)] 4 -

We choose T and §, such that ¢(T) (TI/2 + 6) < %, so that 7 is strict contraction from
B(0,6) N A into A.
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Furthermore, we write [|7(g,u)ll, < 1 7(g,u) = T(0,0)[L, + |7 (0,0, and use Lemma 5.1
(ii) to obtain

I7(9 )4 < 5 (g, 0)lL4 + T2, (5.10)

Thus, if g and u are such that ||(g,u)||, < 6, and T satisfies &T)T/? < %6, we deduce
from (5.10) that

I7(g,u)ll4 < 6.

This shows that 7 maps the set B(0,6) N A into itself and we conclude that 7 has a unique
fixed point in B(0,6) N A.

6. Uniqueness.
Using a method similar to that of [1], we prove the following uniqueness result.

Theorem 6.1.  Let T* be such as Sup |h| < %. For 0 < T < T*, there erists at most
Er

one solution (f,C) of Problem (P) such that f € L* (0,T; W3*(R)) with Sup|f| < §,
Zr
ft € L*(Z1) and C € L* (0,T;W2**(IR x (0,1))), C; € L*(Qr)-

Acknowledgement . The author wishes to thank F. Abergel, D. Hilhorst and F. Issard-
Roch for very many inspiring discussions.
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Chapitre 3

EXISTENCE LOCALE EN
TEMPS : Le cas ou ’interface est
une courbe simple fermée
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3.1 Introduction.

Dans ce chapitre, nous considérons le cas ou l'interface I'; est une courbe de Jordan
(courbe simple fermée). On dénote par €, le domaine simplement connexe délimité
extérieurement par le bord fixe S et intérieurement par l'interface I';. On suppose que
la concentration C satisfait une condition de Neumann homogene sur le bord extérieur
fixe S. Le probléme s’exprime alors de la fagon suivante :

([ C,=AC dans Q = {(:c,y,t) € R? x RY,(z,y) € Qt}
—aa% =V, sur & = {(:c,y,t) € R* x R*,(z,y) € I’t}
66% =0 sur S x R*
(P){ C(z,y,0) = Co(z,y) dans
et
Vo=C—aexp(yK) surX
| T't=0 =T,

ou n et ng sont les normales unitaires intérieures respectivement a l'interface I'; et au
bord extérieur fixe S, V,, est la vitesse normale de 'interface I'; et K est sa courbure
moyenne.

On suppose que l'interface initiale I'o est une courbe de Jordan telle que dist(T,S) > 0.
Qo est le domaine initial délimité extérieurement par S et intérieurement par I'o.

Par ailleurs, on impose aux données initiales Cp et I'o les conditions de compatibilité :

u %% = Cp — aexp(7Kyp), surTy
( 0) aC.

5;;1:0, sur S,

ou ng est la normale unitaire intérieure a l’interface initiale I'y et K est sa courbure
moyenne.

L’objet de ce chapitre est d’établir un résultat d’existence locale en temps d’une so-
lution du probleme (P) dans le cas ol l'interface T'; est une courbe simple fermée. Le
résultat principal se formule de la manieére suivante :

63



Théoreme 1.1

Soient T'g € C*t* avec dist(T',S) > 0 et Co € C3+*(Qp). On suppose que Iy et
Co satisfont les conditions de compatibilité (Hy). Alors il existe Ty > 0 tel que

le probléme (P) admet une solution (C, = |J (Tex {t})) telle que
0<t<To

Ce 02+A'(2+A)/2(QT0) et Te CS+A.(3+A)/2,

o Qr,= U (Qx{t}).

0<t<Tp

Afin de démontrer le Théoreme 1.1, on paramétrise I'interface I'; dans un voisinage de
I'interface initiale I, par I’abscisse curviligne s; de I'o. L’interface I'; est alors repérée
par une fonction p(s;,t) dans la direction de la normale 7ip de I',. On obtient ainsi
un probléme (P) pour la concentration C et la fonction p, pour lequel on va montrer
I’existence locale en temps d’une solution. Cette paramétrisation de l'interface T, et
I’obtention du probleme (P) associé sont établis au paragraphe 2.

La démonstration du résultat d’existence locale du probleme (P) est organisée comme
celle du Chapitre 2, ou I'interface était paramétrée sous la forme y = f(z,1).
Au paragraphe 3, on transforme le probleme (P) en un probléme (P,) défini sur le
domaine initial fixe 9. On construit pour cela, un difféomorphisme ¢ qui transforme le
domaine §; dans le domaine initial fixe Q.

On transforme ensuite, au paragraphe 4, le probleme (P,) en un probleme (FP,) & données

initiales homogeénes en ¢t = 0 [2]. C’est pour ce probléme (Pp) que 'existence locale en
temps d’une solution est établie.

On considére alors au paragraphe 5, un probléme linéaire associé et on montre qu’il
existe une solution unique de ce probléme.

Puis, au paragraphe 6, on prouve ’existence locale en temps d’une solution du probléme
(Po) par une méthode de point fixe.

3.2 La paramétrisation de l’interface I'; et le pro-
bleme (P) associé.

On commence par construire un difféomorphisme local sur un voisinage de T'y. On
paramétrise alors I'interface I'y dans ce voisinage de Ty, par I’abscisse curviligne de T.
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3.2.1 Difféomorphisme local sur un voisinage de l’interface
initiale T'.

Soit 6 > 0. On définit

X :[0,00) x (—6,6) — R?
(s1,82) +— (2,9) = X(s1,52) = (X1, X2)

avec
X(S],Sg) = Xo(sl) + Szﬁo(sl) (21)

ou Xo(s1) est la paramétrisation de l'interface initiale 'y par son abscisse curviligne s;,
ly est la longueur de T'y et 7 est la normale unitaire intérieure de Ty.

La dérivation par rapport a l’abscisse curviligne s; de T’y sera notée par la suite

7= 52—1”. De plus, on note Xo(s1) = (zo(s1),y0(s1)) et 7o(s1) = (fgg‘;;%) et
on rappelle que I);’o(sl)l = 1 par définition de I’abscisse curviligne s,. Par ailleurs, les

formules de Frénet [5] donnent les relations suivantes :

To(s1) = Xo(s1) vecteur unitaire tangent a I’y
To(s1) = —Ko(s1)7i0(s1) (2.2)
7io(s1) = Ko(s1)7o(s1)

ou Ky est la courbure moyenne de T'.

On montre alors que X est un difféomorphisme de [0,%) x (=4, 6) sur un voisinage
Vs(To) de l'interface initiale T'g, pour § suffisamment petit.

Proposition 2.1

Soit To € C*** pour 0 < ) < 1, telle que dist(T'y,S) > 0.

Pour 0 <6< Inf —1—, X est un C*+*-difféomorphisme de [0,1p) x (—$,8)
1 €[0,lo) I](ol

sur un voisinage Vs(T'o) de To.
Démonstration :

1) X est un bijection de [0,lp) x (=6,6) sur V5(To) = X ([0,1p) x (—6,8)) : Soit
X(s1,82) = (X1,X3) € V5(Tp), alors dist(X,To) = |sz]. Il est clair que X est surjectif.
On montre de plus que X est injectif. En effet, soit X(s1,s;) = X(s},s3) un point de
Vs(To), alors |sz| = |s5| = dist(X(s1,52), o) et donc sy = s5. On a alors

Xo(s1) = Xo(sy) = s2 (110(s1) — 7io(s1)) - (2.3)

65



Par développement de Taylor ct en utilisant les formules de Irenct (2.2), on &
Xo(s1) = Xo(s)) = (51 — s7)To(s) et 7p(s]) — 7lo(s1) = (8] — 81)Ko(8)T(5), ou s et &
sont compris entre s; et s;. L’équation (2.3) devient (s, —s])7o(s) = s2(s1—57)Ko(5)70(3).
Si s # si, on a Tp(s) = —s2Ko(5)70(5), soit 1 = —s2K0(5)70(5).70(s) et donc
1 < |sy]| | Ko(3)], soit |sz] = Inf —— ce qui est exclu. Par conséquent s; = sj.
s1€[010] | Ko

2) X est de classe C***([0,lo) x [—6,8]) et DX(sy,s2) est un isomorphisme de
[0,lo) x (—6,8) puisque le jacobien de X, JacX ne s’annule pas sur [0,lp) x (=96, 6).
En effet, on a

oxX 5 - =~
33 = XO(SI) + .3277-0(81) = (1 + 52[\0(31)) To(Sl)
1
t
e OX st
832 = Tto\~1 )
ce qui donne
JaeX = 0X,0X, 0X,0X,

0s; 0s2 - Osy 0s;
= —(1 + 52K0)i2 — (1 + s2K0)32,

soit

JacX = —(1 + SzI\’o). ( 4)

(S

Puisque —6 < s, < §,0n a1l —§|Kp| < 1+ s2Kg <1+ 6|Kp|. Or par le choix de 4, il
vient 1 — §|Kp| > 0 et par conséquent Jac X < 0.

Grace a la proposition précédente, on peut définir I’application réciproque S de X:
S = X_l : ‘/5(1-\0) —_ [0, Io) X (—6, 5)
(:r,y) - S(.’L’,y) = (Sl(xay)’ 52(2:’3/)) = (81,32)

Il est utile pour ce qui suit de connaitre explicitement la différentielle DS de I’application
réciproque S :

Puisque S 0 X(s1,52) = (s1,52) ,ona (DSoX)DX = Idetdonc DSoX =DX"'.

dX, 00X
De plus, comme DX = (;a}s_‘}l —aag; ) ,ona
Ts1 Oy

oxX oX
DX ! = 1 ( -a—s_zz -_5-3_2].) .




aSl(xay aA’ .
Ainsi VS, = 1 sy | o 1 (4
1 S;(:c Y = JacX oX = JacX —70 /"’

9 _
Tz
soit )
VS] = —JacX To (25)

652(2:’3/ 6X
. _ 1 ) _ (Y
De méme, VS; = (052 z, ) J—X( axs,‘) = (%)
S1

V52 = ﬁo. (26)

soit

3.2.2 Paramétrisation de I'y dans un voisinage de I'.

Soit T>0fixtet 0 <§ < Inf L On introduit une fonction
s1€[00] | Kol

p:10,l) X [0,T] — (=4,6)
(s1,t) +— p(s1,t),

et I’on suppose que l'interface T’y est repérée dans le voisinage V;(T'y) par
Ft = {X(S],Sg) € ‘/5(1-‘0), Sg = p(sl,t)} .

En d’autres termes, on suppose que 'interface I'; est paramétrée a partir de I’abscisse
curviligne de 'y par :

[0,b) x [0,T] — R?
(s1,1) — C(s1,t) = (2(s1,1),y(s1,1))

C(s1,t) = Xo(s1) + p(s1,1)7i0(s1) (2.7)

On va alors écrire le probleme (P) vérifié par la concentration C et la fonction p.

3.2.3 Le probléeme (P) associé a la paramétrisation de I}.

On suppose que p € C?([0,lo] X [0, T]). On établit ci-dessous les expressions de la nor-
male unitaire 7, de la vitesse normale V, et de la courbure de 'interface I'; en fonction
de p.

Vecteur unitaire 7(s1,t) normal a C(sy,1).
C(sla t)
|C(S], t)l

Le vecteur unitaire 7(s;,1) tangent & C(s,1) s’exprime par : 7(s;,1) =
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OnaC =X+ prio + pr"io = pitg + (1 4+ pKo)To. On pose alors

J= J(st) = |Cs )| = [(1 4 pKo)? + 5], (2.8)
d’ou

~ 1 v, o
7(s1,t) = i [(1 + pKo)To + prio) - (2.9)
Par conséquent, le vecteur unitaire normal a C(s,,t) est donné par :

1 .
i(s1,8) = 5 [(1 + pKo)ilo — 7] (2.10)

Vitesse normale V,, = V,,(s;,t) de linterface I}.

Par définition, V, = V(s1,t).7 ou V(s1,t) = ggtlil = psio(s1). Par conséquent
Vi = peitofi = 3(1 + pKo)py, soit

V. = Pt (2.11)

i+ ()|

Courbure moyenne K = K(s;,t) de C(s;,1).
Par définition [5], K(s;,t) = —ﬁ’;— (K est positive pour le cercle).
On a C = piig + (1 4+ pKo)To et donc

C = piig+ piio + (1 + pKo)7o + (6 Ko + pKo)To
(A = (1 + pKo)Ko)io + (2pKo + pKo)To.

Ainsi,

1 AN
K(s1,8) = =73 (1 + pKo)5 — (26Ko + pKo)p — (1 + pKo)*Ko) . (2.12)

Onnote @ = {(:z:,y,t) € R? x R, (z,y) € Qt} et = {(:c,y,t) € R? x RY, (z,y) € I"t}.

La concentration C et la fonction p vérifient alors le probleme (P) suivant.

68



( C,=AC dans @ N (0,T) (2.13)
%% = C — aexp(7K(p)) sur XN (0,T) (2.14)
gnc—s =0 sur S x (0,T)  (2.15)
(P) S C(z,y,0) = Co(z,y) dans Q (2.16)
Bt = C—aexp(vK(p)) surZn(0,T) (2.17)
[1 + (wim) ]
[ plico=0 (2.18)

3.3 Transformation sur un domaine fixe.

On construit tout d’abord un difféomorphisme global qui transforme le domaine Q,
dans le domaine initial fixe Qg ainsi que l'interface I'; en I'y. Puis par application de ce
difféomorphisme, on obtient un probléme sur le domaine fixe Q.

3.3.1 Difféomorphisme global ¢ transformant €; en Q.

On note d(z,y) = xdist((z,y);To) la distance signée d’un point (z,y) du plan a
I'interface initiale I'y avec la convention

d(z,y) 20 si(z,y) € D
d(z,y) <0 si(z,y) € Dy,

ou Dy désigne le domaine intérieur a I'y.

. 1 . . .
Soit 0 < 6 < Inf ——. Pour construire une application transformant I'; en Iy et le
316[0110] |I\0i

domaine §2; dans le domaine initial {2y, on impose la condition

', C V&/4(Fo) (3.1)

ou Vs/4(T) est un voisinage de I'y dont la frontiere est a une distance §/4 de I'g. Pour
que la condition (3.1) soit remplie, on va montrer que 1’on peut se restreindre a des
temps T suffisamment petits.

Lemme 3.1

Soit § > 0. Il existe T; > 0 tel que Sup |p| < é
[0,l0]x [0,T5) 4
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Démonstration :

Par développement de Taylor, pour (s1,t) € [0,l] x [0,T7), il existe § € (0,1) tel que

p(s1,t) = tpi(s1,0). Comme p est suffisamment réguliere, on a Sup |p| < T, avec
[O’IO]X[O'T]

¢ > 0. On choisit alors T tel que cTs < g—, soit T5 < 4‘%

Remarque 3.2. Toutes les constantes T considérées par la suite sont choisies telles que

T LT

On construit alors I’application ¢ transformant £ N [0,7] en Iy x [0,T] et @ N [0,T]
dans g X [0, T}, de la fagon suivante :

¢ : Q={(z,0) eR*x[0,T], (z,9) €U} — Qo x[0,T]
(z,9,t) —  o(z,9,t) = (¢1(2,9, 1), p2(z, 9, 1), 1)

et on pose
P(z,9,t) = (p1(z, 9, 1), p2(z, 9, 1)) -

a) Si d(z,y) > %‘i, alors ¥(z,y,t) = (z,y), soit ¢ = Id;
b) Si |d(z,y)| < %, alors ¥(z,y,t) = F(z,y,t), ot F=FoS avec
F(s1,52,t) = Xo(s1) + (s2 — p(s1,1)) 7o (s1);
c) Si % < |d(z,y)| < 35, alors 1 est une homotopie de Id & F. Plus précisement :

P(z,9,t) = p(d(z,y))(z,y)
+ (1= p(d(z,¥))) [Xo(s1) + (52 — (51, t)) 70(51)](sy,2)=(51 (2:0),5(2.3)

U oo 1 sils| >36/4
ou p € C=(R) telle que u(s) = { 0 :: :j = 5/4

et |p'| < % (3.2)

Remarque 3.3. Pour |d(z,y)| < 6, on a d(z,y) = s; par la définition (2.1) de s,.

Soit |d(z,y)| < -31‘5, on a alors

P(z,9,1) = p(s2) (z,9) + (1 = p(s2)) [Xo(s1) + (52 = £(51,1))70(51)] (s, 02)=(51 (2. 52 (2.0))

De plus, comme (z,y) € Vs(To), on peut écrire (z,y) = X(s1,52) = Xo(s1) + s270(s1).
Pour |d(z,y)| < %é, ’application 3 s’exprime donc par

¥Y(z,y,1) = Xo(s1) + [s2 = (1 = p(s2))p(s1,t)] lo(51)  en (s1,82) = (Si(z,v), S2(z,y)).
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Ainsi, on a
(z,y) sid(z,y) > 36/4
!/)(17, yat) = {

Xo( 31)+[s2) (51(‘(323)” Sl’t)lﬁo(sl) si d(z,y)| < 36/4,

(1,2 2(,

1 ainsi construite, envoie I'interface I'; sur I'interface initiale T'y et permet le passage
de 2, a2 Q. On montre alors le résultat suivant

Proposition 3.4
1 440, (4+1)/2
Soient 0 < 6 < a:g[%flo] T et peC ([0,1] x [0, T5)).

Alors ¢ est un C*tM(4+)/2_difféomorphisme de Q N (IR2 x [0, Tg]) dans
Qo X [0, T&]

Démonstration :

Pour |d(z,y)| < 36/4, on écrit ¢(z,y,t) = (X 0 h(s1,52,1),1) |(s1,52)=(S: (z.9).S2(z)) OV
h(‘slas%t) = (51’52 - (1 - y’(s2))p(slst))'

Compte tenu de (3.2), pour t € [0,T¢], h(.,t) est une bijection sur [0,15) x [—<F 36 35]

Ainsi ¢ est une bijection de @ N (IR2 X [O,T.s]) dans Qg % [0,T}5]. De plus ¢ est de classe

C4+2(4+0/2_ On montre ensuite que la différentielle Do de I’application ¢ est un isomor-
phisme de @ N (IR2 x [0, Ts]) dans Qg % [0,Ts], en démontrant que Jac le jacobien de

® ne s’annule pas sur @ N (IR2 x [0, Tg]).
0 0 0
% oy o

Puisque Dy = %@_2 %‘& Qg%z ,on a Jacy = Jacy = det(Veyy,Ves), ol
T y

V désigne le gradient par rapport aux variables (z,y).

Pour d(z,y) > 36/4, il est clair que Jacp = 1.

Pour d(z,y) < 36/4, on a Vi, = ((1)) + WpioVSs — (1 — ) (3o + pKoio) VSi, et
compte tenu des expressions (2.5) et (2.6) de VS, et V.S,, il vient :

1 - 1 —p
Vo, = (0) + 1 pyotio — (1(_*_7)) (Pgo + pKoo) To. (3.4)

De méme, on a Vi, = ((1)) — 1 pzoV Sy + (1 — ) (p20 — pKoyo) V.51, d’olt

0 - 1-
V(pz = <1> — /t'p.’l?ono + ( ( ﬂ)

—lm (pmo - pIXoyo) 70. (35)
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On en déduit alors

c A1+ (s2—(1— K
Jacyp = det(Vp,, Vo) = (1 4+ 4'p) ( ( 21 _*_(32]\,:)/)) 0) . (3.6)

Il reste a établir que Jacy # 0.
Puxsque—g Spsget —%é < s < 35,ona—-5<32 (1 —pu)p £ 6, et donc

1-6|Ko| < 14(s2— (1 — u)p) Ko £ 1+6|Ko| . Puisque par hypothése § < Inf

s1€lou] |1’
onal—§|Ko| >0 et donc 1+(sz—(1—y)p)Ko > 0.

Par ailleurs 1 — |u'|gj <l+4+pp<14|y | - Puisque par hypothese |p'(sz)| < <3 $,ona
1+ u'p>1/4 et donc Jacy > 0.

3.3.2 Le probleme (F,) sur le domaine initial fixe .
On pose
u(zla$2at) = C(z’ yst) avec z; = ‘Pi(xv y1t)a t=1,2, pour (.’B, yst) eQ@N [Oa T]

On écrit alors les équations pour la fonction u.

1) Equation dans le domaine :

d*u du 8C _ 8 dp; Gu
Ve,V P T =g - —.
Ona AC= .,,Z=1 @ 9916 e +;Acpa et—at— -5?-*-; 3t s,
L’équation (2.13) se traduit donc par
Ou 2 o*u 2 Op;\ Ou
lV Yi — - _', 3 . .
£ ;-:1 VoiVo; —— Gzide; + g( 50 ) 5z, PO (z1,22) € Qo (3.7
2) Equation a I’interface :
Ona %%— =VC,.n = ((Vulro) D'z/)lr.) = Vuyr,. (D‘lﬁmﬁ).
On pose alors .
N = Diyr,ii = (Vsﬁur.-ﬁ ’ V‘#zmﬁ) .
L’équation a l'interface (2.14) s’écrit alors
u—VulN = aexp(vK(p)), pour (z1,z2) € Io. (3.8)

De plus, d’apres I'expression (3.4) de V,, on a Vo r, = ( (1) ) - ( .1 i pffgi?o) 7.

Par conséquent, compte tenu de I’expression (2.10) de 77, on obtient

L 1 L
Veur, i = = | (1+ Koo — pdo +

pyo + pKozo .
1+ pI\’o

-1
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J!

\
o

De méme, d’apres I’expression de (3.5) de ¢,, on a Vg, = ( (1) ) + ( 'ii’ _: p]"(’?.")
0

et donc N .
(on - PKoyo) .
1+ pKo '

Ainsi, &' = § [(1 + pKolfio = o + 1oz (570 + pKov"’o)], soit

P p
1+ pK, oy — Tt
[( tp °+1+pKo)n° 1+pK0T°}’

1
1+ pKo

- 1 . ..
Veor, === [(1 + pKo)Zo + pyo +

N =

&I*—‘

soit encore,

N =

-3

3) Equation de déplacement de I'interface :

Grace a 'expression (2.11) de la vitesse normale V,,, ’équation (2.17) de déplacement
de 'interface devient

i = u—aexp(vK(p)), pour(z;,z;) € To.

i+ (i) |

On obtient ainsi le probleme (P,) sur le domaine fixe Qg

4

62 2

”E_ Gj 5 Bz; + ;b B (z1,22,t) € Qo x (0,T) (3.9)

u — VuN = aexp(7K(p)), (z1,22,t) €To x (0,7) (3.10)

Vuung =0, (z1,22,t) € S x (0,T) (3.11)

(o) w(er,22,0) = uolzs, 72), (z1,22) € Qo (3.12)

b 7z =u—aexp(7K), (21,72,t) €ETox (0,T) (3.13)

1+ (=)

Pli=o =10 (z1,22) € To (3.14)

ou
a;; = a;;(x1,22,1) = Vi(z,9,1).V;(z, y’t)l(l’,y,t)=w-l(zl,zg,i)

0yp;
b; = b,'(!l?l,:l:g,t) = ( ot (1? Y, )_ A‘Pi(xayvt)>

($,y1i)=¢'1 (Il 1T2 vt)

-, - o 1 o d -
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Dc plus, les données initiales ug et Ty vérifient les conditions de compatibilité (Hy)
suivantes.

(Ho) up — Vug.lp = aexp(yKp) sur Iy (3.15)
° Vug.iis =0 sur § (3.16)

On établit ensuite les expressions des différents coefficients a;; et b;, de fagon a mettre
en évidence leur dépendence respective par rapport a p ainsi que ses dérivées.

Expressions des coefficients a;;(z;,z,,1) :

Ona
aij(xla T2, t) = V‘Pi(za Y, t)°v‘r°j(zs Y, t)l(,,y,t)=¢—1 (z1,72.t)

Pour d(z,y) > 36/4, il est clair que a;; = §;; pour ¢,j = 1,...,2.
Pour |d(z,y)| < 36/4, on établit les expressions des coefficients a;;(z,,z2,t) en écrivant

I

1+ 52K,
0 P l—p .. C N\ -

Voo (z1,T2,t) = ( 1 ) — p pofio + (m) (pto — pKogo) To

pour (sy,52,t) = S 0 ¢~ (z1, T2, 1).

1 "o
Voi(z1,Z2,t) = ( 0 ) + 1 pYonio — ( ) (pY0 + pKoto) To

On montre par un calcul direct que

a; =a;(pp)= 3. Cii (p)*(p) (3.17)

0<k+I<2

ou les coefficients Cy'} = Cy}(s1,s2) sont donnés par

Copo = 1, Con =1 (3.18
’ 4 1-— -, , ' —

Crio = 2(4'9 — (‘r.r;ﬁr) Kozj), Cio=2(u'¢} (%sﬁr) Koyg) (319
. 1— .

oat = =2 () dwien G-
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50 =0 (3.24)
%3 = —2oi0 W + (1) Ko|  (329)
ca2=Ci = (k) - ) (3.26)
Caa = C3o = —olo [(;u')2 - (l—i—;ffﬁ)z Kg] (3.27)
ci = O3t = - (1) ot (3:29)
cit=ct=- (k) K@) (329)

pour (s1,82,t) = S 0 o~ (21, zs,1).
Expressions des coefficients b;(z1,z2,t) :

On a b; = bi(zy,z2,t) = <%%(-’C,y,t) - A‘Pi(z’yat)>

Pour d(z,y) > 36/4,0on a b; =0 pour z =1,...,2.
Pour |d(z,y)| < 36/4, on établit les expressions des coefficients b;(z;,z2,t) en écrivant

tout d’abord que %3; = —(1 = p)piTo|(s;,52)=(5: (z),S2(z.3))- ON pose alors

(z,t)=¢~1(z1,22,t)

Bja(s1,82) = (1 = p)go (3.30)
Bi1(s1,82) = —=(1 = p)o (3.31)
de sorte que
Oei _ _pi (s1,52) i=1,2
ot 0,1\51,52) Pty y 2

pour (31,32) = (Sl(x, y)a S'z(:c,y))-
Par ailleurs, Ap; = div(Vey,) = div (ltlpﬂoﬁo) — div (—E}-r-l }*_;2 \o(ﬁgo + pKoi:o)Fo), ou

Popérateur div désigne la divergence par rapport aux variables d’espaces (z,y). On
obtient

Apy = Byo(s1,82) p+ Bio(s1,52) p+ Bools1,82) p
pour (s1,2) = (S1(2,y), S2(z,y)), ou

1—p
B%,O(Sl, 52) = —'(—1%:';2;7)0)3110 (3.32)
1 o A=p) lops s2Kogo 3
B o(s1582) = (1 + s2Ko)? [J 0Zo 1+ 5,1 (3.33)
) o WKy . (1-p) Koo 2.
Sg) = —_— - — K
Boals, ) (” 1 +32Ko) Y A+ 52Ko) |1+ 52K, 0%
(3.34)

75



De méeme,
Apa = B}o(s1,82) p + Bly(s1,82) p+ Bag(s1,82) p
pour (s1,582) = (S1(z,y), S2(z,y)), ou

1—p) . .
Bl o(s1,82) = mzo (3.35)
2 —_ (1 — l‘l) Kot 32];’02.:0
BI,O(sl’sz) - (1 + 521\’0)2 [2 oYo + 1 + 321{0 (3-36)
2 (o, #Ke Y. _(-p) [ Kojo ..
Boplsr,52) = (“ + 1+s,Ko) T M+ 5:Ko)? |1+ s2Ko + Koo
(3.37)
On obtient alors
K+,
b =bi(p)=— > Bii(s1,82) 5= pour (s;,52,t) = S 0 ¢~ (zy,77,1)
0<k+1<2 681 ot

(3.38)

3.4 Le probleme avec données initiales homogenes
en t=0

On note Qr = Qo % (0,T) et Er = Iy x (0,T). Le cadre fonctionnel est celui des
espaces de Holder C(‘,"/ 2(@T) a données initiales nulles, pour lesquels grice au Lemme
2.5 du Chapitre 2, on connait des estimations en fonction du temps T des constantes

d’injections. On va donc transformer le probléme (P,) en un probléme a données initiales
nulles.

On suppose que les données initiales satisfont ug € C3+*(Q) et To € C4+,

En reprenant la construction de la Section 4 du Chapitre 2, on montre qu’il existe des
fonctions

w(zy,z2,t) € C3HMEHN/Z(Q.
et g(s1,1) € C*HMHN(Tr) avec (s1,1) = (51(2,9), Dieatime= @102
telles que
w(zy, 22,0) = uo(z1,22) (4.1)
wy(z1,Z2,0) = wy(z1,72,0) = u)(z4, 7,) '

et

{ 9(s1,0) = p(51,0) =0

9:(51,0) = py(51,0) = p((s,), (4.2)
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ot u(M et p*) sont déterminés & partir des équations différentielles (3.8) et (3.12) du
probleme (P,) a I'instant initial ¢ = 0, c’est-a-dire

u®(zy,2,) = uz(zl,xz,ﬂ)
6 2 a‘l.lo
= ‘JZ_ a'Jl‘—o a 6:::, ;b,‘|¢=0 5:: (43)
pV(s1) = pu51,0)
= uqjr, — aexp(7Ko) (4.4)
v(z1, 22,1) = u(zy, 22,t) — w(zy, 29,1)
On pose alors { o(s1,8) = p(s1,2) — g(s1, ).

Par construction, les fonctions v et o vérifient :

v(21,22,0) = vy(z1,22,0) =0
0’(31,0) = at(sl,O) =0.

»PIO')

Remarque 4.1. Quitte & diminuer T5,ona Sup |g]| <
[0,l0]) % [0,T]

Il s’agit a présent d’écrire les équations pour (o, v) a partir du probleme (P,), et d’obtenir

de cette fagon un probléme a données initiales homogenes en ¢t = 0. On sépare alors les

termes linéaires des termes non linéaires en o et v (ainsi que leurs dérivées).

Mise en évidence des termes linéaires de ’équation en v et o correspondant

a I’équation (3.9) :

En substituant u = v + w et p = 0 + g dans I’équation (3.9), on obtient

2 (v + w) (v + w)

- i _— 7 b —_—=0. 4.
v + Wy ;‘,jz:laJ(a-*-g) 317;6 +§; (0'+g) axt 0 ( 5)
On montre que
bi(o + g) = bi(o) + bi(g) (4.6)
et aj(c+g)=ay(9)+ X R9) (9)"(s) (4.7)
0<k+1<2
ou les coefficients R};’I(g), pour ¢,j = 1,2, sont donnés par
Rib(g) = Cl'o + 902'0 g+Cii g (4.8)
Ri(9) = Cel + Cil g+ Co § :
'R'L’,(g) Ck pour k+1=2 (4.10)
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les cocflicients Ci’, étant définis par les expressions (3.18),...,(3.29).
On pose alors

Ri(e)= Y Rilg) (o)), (4.11)
0<k+I<2
et on écrit I’équation (4.5) sous la forme
S a4(0) poe + 3 ble) o = Fi(e,)
vy — a;;i(g = Fi(o,v
t ij=1 00z 5 3 '

ou

Fl(avv) = ZRU( )a a Eb(O’)

lJ—l i=1
2

+ Y aglo+o) aa ~Yhle+e) 22

i,j=1 i=1

Mise en évidence des termes linéaires de I’équation en v et o correspondant
a I’équation (3.10) :

En substituant u = v + w et p = o + g dans I’équation (3.10), on obtient

v+w—VoN(o+g)— VwuN(oc+g) = aexp(vK(c + 9)). (4.12)

Dans ’équation (4. 12) on met en évidence les termes indépendants de o, ainsi que les

termes linéaires en &. En effet, si ces derniers n’étaient pas considérés dans la partie
14X

linéaire de 1’équation (4.12), on serait amené a évaluer la norme ”0'”( *)) et I'on ne

pourrait utiliser le Lemme 2.5 du Chapitre 2 pour contréler celle-ci en fonction du
temps T.

La partie linéaire de K(o + g) est K(g) — T 11-{l- 3q21:i; 2]3/2 5
g g

On écrit alors
E =exp(7K(c+9g)) = exp(vK(g))exp(v(K(c+g)— K(g)))

1+ gKo -
= exp(7K(g))exp | —v - G+ N|,
(1 + go)? + §72

ou N est un terme non linéaire en 6. On voit ainsi que la partie linéaire en & de E est

~(1 4+ gKop) fr Ny

Lt ey (9))s.
[(1 + gKo)* + ¢ )

De plus, puisque la partie linéaire de ./V(a' +g) est ./Cf(g), on écrit ’équation (4.12) sous
la forme

v — Vofl(g) + 1L+ 9Fo) exp(vK (9))

o= Fy(o,v 4.13
[(1 4 gKo)? + §7°* #o:0) 413)

78



Fy(o,v) = —w+ VwN(oc+g)+ Vo. [./\7(0 +g)— ﬁ(g)]

_ (1 + gKo) exp(vK(g)) ]
[(1 4+ gKo)? + ¢4

+ « [exp('yK(a' +9)) (4.14)

Mise en évidence des termes linéaires de ’équation en v et o correspondant
a I’équation (3.13) :
L’équation (3.13) avec u = v+ w et p = 0 + g s’écrit

1/2

. . 211/2 ) ) .
oc+g o+g ]
1+ (1 n (a+g)Ko) } (v+w)—a [1 + (1 T (cr+g)Ko> ] exp(YK(o+9))—g:.

Oy =
(4.15)
54 211/2 ) 271/2
La partie constante de [1 + (1 y e g)Ko) ] est [1 + (ﬁ%lro) ] . De plus, la
. 1/2
ETIP . . g+g 2
partie linéaire en & du terme exponentiel [l + (1 oy ) Ko) ] exp(7K(o+g)) est
. 211/2
1+ 9Ko)exp(vK(g)) ) . _ .. __vexp(vK(q)) .
- (—9—17) il , Soit — ) 5.
[ + 14 gKp ] < [(1+g[(0)2 +gz]3/2 g, SOl (1+gI&o)2 +g20’
Par conséquent, on écrit 1’équation (4.15) sous la forme
ayexp(7K(g)) .
- = d r 4.1
oy T+ gKof + & & = Fy(o,v), dans I'g x (0,7) (4.16)

ou

<. 211/2
Fio) = —g,+[1+(1+(‘;j-"g),(o)} (0+ )

T (o +9)Ke T+ Koy +67
dans Iy x (0,7). (4.17)

S 271/2 )
- « [1 + ( ot9 ) ] exp(vK (o + g)) — ayexp(yK () o



finalement les fonctions v et p vérifient le probleme (Fp) a données initiales homogenes

v, — E 3 a Zb (g ; = Fi(o,v), dans Q4 x (0,T) (4.18)

=1

v — Vo (9) + ay(1 +9Ko)e><p(’rK(g)) & = Fy(o,v),

sur o x (0,T 4.19
[(1+gI{0)2+92]3 /2 0 ( ) ( )

(Po) { Vou.is = F3(o,v), sur § x (0,T) (4.20)
v(zq, 2,0) = vy(z4,22,0) =0, dans Qp (4.21)
oy — (01‘ :);I\O)K+g = Fy(o,v), sur I'o x (0,7)  (4.22)

| 0(s1,0) = 0¢(s1,0) =0, sur I'g (4.23)
ou
o = 5 b;
Fl( ,‘U) %I'R‘()a 62 ; (0)
0w
+ idz_:lau(a +9) 3 P20z, ;b i(o+9) a—- — w,
et Rij(0) = aij(0+9) —aii(9) = Y Ri(9) (0)*(6),
0<k+I<2
Fy(o,v) = —w+ VwN(c+g)+ V. [/V (c+9) - .’V(g)]
. 1+ 9K K
+ « [exp(‘)’fs (c+9))+ 7([(1+fg;2;:i(32]3(/g)) }
et N(g) = 1+1gKo [J(g)“ 7 )To] , avec J(g) = [(1 + gKo)? +4 ]
F5(o,v) = —-Vw.ds, /
Fi(o,v) = —g+ [1+ (%) ] (v+ w)

<. 1/2
- g+g )2 _ ayexp(7K(g)) -
@ [1+ (1 + (0 +9)Ko ] exp(7K (o +9)) T+ 9K +g% ~
sur I'o x (0, 7).

3.5 Le probléeme linéaire associé.

On considére le probléme linéaire associé au probléme (), obtenu en supposant les

seconds membres F;, ¢ = 1,...,4 dans (P,) comme des fonctions données, c’est-i-dire
indépendantes de o et v.

80



( 2 0
v 2 o) G > (s - = Fi(z1,2,0), dans Qo x (0,T)

i=1 Z;

1+ gk -
()3 v-Vv~N(9)+[(lf’g(h,szg;;l]a,g exp(1K(9)) & = Fyz1,22,1), sur To x (0,T)

Vu.iis = F3(zq, 2,1), sur § x (0,7)
| v(z1,2,,0) =0, dans Q,

(Pz’){m TFokor g PO K @)5 = Fi(er,2a,8),  sur Tox (0,7)

o(s1,0) =0, sur I'g

avec F; € C “lz(QT), F; e CH'\ (1+'\)/2(21) pour i = 2,..., 4,
etge C3+M (3+)‘)/2(2T)-

Théoreme 5.1
Pour tout T,0 < T < Ty, le probléme (P]) — (P}) admet une solution unique
(0,0) € C3HMH2(S) x CRFME+I/2 ).

De plus, il existe ¢(T') > 0, qui reste bornée quand T tend vers 0, telle que :

“U”(Qz;"\) + ||a'||g:'\) <¢T ( |Fl|l(A) + E || F: ”(l+,\)) .

=2
Démonstration :
1) Résolution du probléeme (P})

On définit 'opérateur F par :

— ay . - -
Fo =oy 1+ 9Ko) + & exp(vK(g))e

On deduxt des Lemmes 2.2 et 2.4 du Chapltre 2, que le coefficient de F, c’est-a dire
a1+ gI\ ) T4 exp(7K (g)), appartient & C*+*(+3/2(T1). De plus, il existe p et v > 0,

tels que

O<p< exp(7K (g)) < v.

ay

(1 + 91(0)2 + 92
Par conséquent I’équation Fo = 0 est uniformément parabolique. On déduit alors de
LadyZenskaja, Solonnikov et Ural’ceva [7], que le probleme (P!) admet une solution
unique o € C3M3+N/2(T1) telle que ||a||g:'\) < c1|lF4||g:'\) ol la constante ¢; est
indépendante de Fj.
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1+A(1+\)/2(

Par ailleurs, puisque Fy € C T) et que

a”y

(eileo = (Pt iz espla K (0))5)

=0,

t=0

on obtient ¢ € CI**C+M/2(T1) et on déduit de [7) que la constante ¢; = ¢;(T) reste
bornée lorsque T tend vers 0.

2) Résolution du probleme (P})

On résout le probléeme (P}) ot o € CS“'““)’ %(Tr) est 'unique solution du probléme
(P}). On écrit alors le probleme (P]) sous la forme :

r Lv=1v— .il aij(g) 6626 + ;b (9) 66 = Fi(z1,72,t), dans Qo x (0,7T)
lv-— VvJV(t;) = Fy(zy, 22, 1), ’ sur I'g x (0,7T)
Vu.iis = F3(zq, z4,t), sur § x (0,T)
| v(z1,22,0) =0, dans Q,
ou

Fz(&?l,xg,t) = Fg(:z:l,:cg,t) -_— a'y[((lligglj“?))s)\f(gz]lg/(zg)) &, sur Fo X (0, T)

et F]_ E AA/z(QT) F2, F3 E 1+A (1+z\)/2(2 )

On vérifie ensuite les hypotheses du théoreme d’existence et d’unicité pour les problemes
paraboliques linéaires [7, Thm. 5.3, page 320 pour le probléme (5.4)].

La fonction g étant fixée, on omet la dépendance des coefficients par rapport a g.
a) L’équation Lv = 0 est uniformément parabolique :

On pose F(&1,€2) = a11€2+2a126182+a2282. 1l s’agit alors de montrer qu’il existe p, v > 0
tel que pour tout (£;,&,) € R?,

p(€ + &) < F(6,6) < v(& +€2)

On pose alors X = % pour §; # 0 (le cas é; = 0 est trivial) et on est ramené a montrer
que

p(l1+ X)) < F(X)<v(l+X? pourtout X € R?,

ou F(X) = (11].Y2 +‘2012X + as;.

En posant Gg(X) = F(X) - B(1+ X?) = (a1 —B) X% +2a;2X + a2, — 3, on doit montrer
qu’il existe g,v > 0 tels que G, > 0et G, <0.

Soit  alors A(B) le discriminant de [Déquation  Gp(X) = 0.
On a A(B) = =B + (a1 + ax)B + a?, — anjars. Si A(B) < 0, G a le méme signe
que a;; — 3.
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On remarque que A(0) = a2, — ajja; = —(Jac p)? < 0 ou ¢ est ’application associée &
la fonction g. De plus il existe 5;,7, > 0 tels que ; < ay4, a3, < 7, puisque a;; = (v%)z,
¢ = 1,2. On montre alors qu’il existe 8, > B; > 0 tels que A(B) < 0 pour B < B, et

B > B,. Par conséquent, il existe 0 < g < min(By, ) et v > max(B2,7m2) > 0 tels que
G,.>20etG, L0.

b) L’opérateur Bv = Vv.A7(g) défini sur L7, vérifie la propriété :

>0,  |N(o)m|28 (5.1)

- - 2
En effet, puisque N(g).7p = [1 + (-1—_{_%7(3 ], on a JV(g).ﬁo > 1.

c) Pour g € C3M@N/2(Tr) et ¢ € CTHHEN/Z(T ) {l est clair - que Fy e gy g
puisque Fy(zy, 4, 0) = Fy(z1,,,0) = 0 sur T'o. Par conséquent, F, satisfait la condition
de compatibilité d’ordre 0, F3|i=o = (v - Vo N (g)) L—o = 0. De plus on a I’estimation

[Palo” < 2 (LG + 11E).

Ainsi, I’équation Lv = 0 est uniformément parabolique et ses coefficients appartlen-
nent & CM%(Tr), Popérateur B vérifie la condition (5.1) et enfin F; € Co™3(Q7), F

et Fy € CPHMEN2(T ),

Par conséquent, grace a [7, Thm. 5.3 pour le probleme (5.4)], le probleme (P!) admet
une solution unique v € C?*+ 2+X/2(Q,) vérifiant

2 (1+X)
G < e (IRIG)+ | Bl + 1RIE)

A A A
< a(IAlS) + ||F2||“+ Y4 |FIEY + (ol $FY)

= 0, on a

2
Comme de plus vl|i=0 = (F1+ Z ai;(g) 9z ax Z i(9) )
J

1,7=1 =1 t=0
v € CEHMENG ) et on déduit de [7, Thm. 5.4, page 322 pour le probleme (5.4)’],
que la constante ¢4 = ¢4(T') reste bornée quand T tend vers 0.

3.6 Le probléme non-linéaire - Existence d’un point
fixe.

On établit tout d’abord la régularité des seconds membres (termes non-linéaires)
Fi(o,v),1=1,---,4 , en fonction de celles de o et v.
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Proposition 6.1

- 6
Soient o € CHMP+N/2(T1) avec Sup |o| < = et v € CETH @023,
[o1e]x[0.7] 2

Alors

Fl(U, 'U) e AA/?(QT), et E(U, )G C1+z\ (1+/\)/2(\"T), pOUI‘I =9 ..’4.

“~

Démonstration :
On étudie successivement les différents termes F;(o,v), pouri =1,---,4.

1)On a

2 5%
Fl(d,v) = Z R,‘j(O’ a.’l: az Zb (0’)6
1,7=1 3 =1
2 0w 2 ow
+ ;§=:1 a;;(o + g)m - ;bx‘(a + g)a_x,- - w,.

avec

aij(o) = > CL"} oks!

0<k+1<2

Il est clair que a;;(0 + g) € C**NN/2(QL). De plus

Rij(0) = aij(0 +9) —aij(g) = 3 Rii(g) o*¢'

0<k+1<2
Donc R;;(0) € cit™ (2+’\)/2(Q )- Enfin, puisque

ak+

b(o)= > Biimmma

0<k+1<2 syot!

on a (o) € Cat NG,

Ainsi Fy(o,v) € C*?(Q7). Il reste 2 montrer que F\(0,v)(z;, z5,0) = 0.
Pour (z;,z,) € 2, on a

2 8%ug 2 Oug
Fi(o,v)(z1,72,0) 3::1 a:;(9)|t=0 9., (z1,72) ;§=1: bi(9)li=0 7z, 7 (T1,22) —u

= 0,
par la définition (4.3) de u(.

2) Pourg € C3+‘\'(3+‘\)/2(§T), on a.’V(g) € (Cz+,\,(2+,\)/z(§ﬂ)2 et K(g) € CI+HMI+N/2(T )y,
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En utilisant alors le Lemme 2.4 du Chapitre 2 pour estimer le terme exponentiel, on éta-
blit que Fy(g,u) € CH*¥+N/2(Tr). Par ailleurs, pour (z;,1,) € Ty,

Fy(o,v)(21,22,0) = —w(z1,22,0) + Vw.)\?(g)(a:l, z3,0) + cexp(7K(9))(z1,72,0),
—ug + Vuo.7lp + a exp(vKp),
= 0,

grace a la condition de compatibilité (3.15) vérifiée par ug et Ty.

3) 1l est clair que F3 € C*M(+)/2(T 1), et de plus, pour (z1,2z;) € S,

F5(o,v)(21,22,0) = —Vw(z,,z2,0).7s
—Vug(zy,22,0).7s
0,

grace a la condition de compatibilité (3.16) vérifiée par uo.

4) De la méme maniére que pour F3(o,v), on montre que Fy(o,v) € CM 1+)/2(Tp),
De plus, pour (z;,z2) € T,

Fy(o,v)(z1,22,0) = —gi(z1,72,0) + w(z1,22,0) — aexp(vKo)
—p™ + up — aexp(yKo)
= O,

par la définition (4.4) de p().

La proposition suivante donne une estimation des termes non linéaires. Ce résultat
permettra d’établir que I’application itérative associée au probléme non linéaire (Pp) est
une contraction stricte d’une boule dans elle-méme et donc qu’elle admet un point fixe
unique dans cette boule.

On pose A = CatCHI(Tr) x Cg+’\‘(2+'\)/2(67~). On définie alors la norme ||.||4 sur A

A A
par [|(0,0)lla = lolI§F + [lvllg}” pour (o,v) € A.
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Proposition 6.2

(i) I existe une constante ¢ = ¢(6,T) qui reste bornée quand T tend vers 0, telle
que pour tout r € (0, g) et tout

(01,01), (02, %2) € A= CFHHEVA(Er) x GOV,
vérifiant max (||(o1,v1)|l 4, |(o2,v2)]|,) <T,0ona:

IFi(01,v1) = Fi(o,02)|I$) + z | Fi(o1,v1) = Fi(o,v)|| S

=2
< ¢(T) (TI/2 + 7‘) (g1 = 02,01 — v2)|| 15

(ii) Il existe une constante ¢’ = ¢/(T') qui reste bornée quand T tend vers 0, telle
que

1F1(0,0)]15) + Z IF:0,0)|$} < &(T)T2.

=2

Démonstration du point i) de la Proposition 6.2 :

1) Estimation du terme Fy(o1,v1) — Fy(02,v7)
On décompose ce terme de la fagon suivante :

Rl = Alonm) = > Rulen) 2 g az, Lt 3 1R(on) ~ Ra(on] g
; zb (o2 m) ;lb i(02) = bi(or)| 22
+ i;}l[aea‘(al + 9) — aij(02 + 9)] 3535021_
+ g;[bi(dz +9) = blor +9)) 22. (6.1)
Or
aij(o1 + g) — aij(02 + g) = Rij(01) — Rij(02)
et

bi(oz2 + g) — bi(o1 + g) = bi(02) — bi(ay).

L’équation (6.1) s’écrit alors
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Filon o) = Fi(onvs) = 3 Rislon) azg)la +¥b _6.1: —
+ .Z_I[R‘j(al) Rii(o 2)] v2 + w) a5 T Z[b (02) = bi(o1)| —F5—= (v2 i w)
(6.2)

On voit alors qu’il faut estimer b;(01), Rij(01) et les différences b;(02) — bi(oy) et
Rij(al) - R,{j(dg), pour ¢,j =1,2.

a) Estimation de b;(01) et b;(02) — b;(04), pour i = 1,2.

On a bi(02) — bi(01) = bi(02 — 01),avec

. o
b(o)=- > By Fagy PO (s1,82,t) = S 0 7 (21,22, ).

0<k+I<2

Les coefficients Bj, ne dépendent que de Tp et Bi, € C**(Q) si Iy € C*. Par
conséquent

[15:(a)IIS) < clloy | S+ (6.3)
et ||bi(02) = bi(a1)[I5) < clloz — aa[|GFY (6.4)

b) Estimation de R;;(o,) et R,,(al) R,,(ag), pour ¢ _1 =1,2.

On rappelle que R;j(0) = ) (g) o*é', o 'R,k,(g) ne dépend que de I'g et de g,
0<k+<2

avec Ri(g) € C*HM+N/2(QL). 1l est clair que

IR (e)lI$) < elloall Y. (6.5)
Par ailleurs,

Ri(o) - Rij(02) = 3 RE9) [(02)(61) — (02)*(2)]

0<k+1<2
= Rl 0(01 —02) + R, (01 —02) + R (01 o)
+ Reh(e] —‘72)+R"J [61(0n "02)+02(C’1 — 7))
Ainsi,
1Rii(o1) = Ris(on)IS) < e llon — o2l + Nl — eall ).

soit
A
| Rij(o1) = -J(Uz)llQ, < clloy — aa||$FY. (6.6)
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Grace aux estimations (6.3), (6.4), (6.5), (6.6), I’équation (6.2.) conduit a

0
IFy(o1,01) = Fi(ozva)llgy < (Zn o] 2 = va)

) 0z:0z; |,
2 6(‘0 v ) »
A 1= U2
+ 2"01”(2+ ) Oz
i=1 i Qr

+ o = a2l + lloy — 02| EFY)
< c(rlloy — vallGHY + llow — ool EFY)

Comme o7 — 02 € 03“"3“’/ *(Zr), par le Lemme d’injection 2.5 du Chapitre 2, on
obtient

|1 Fi(o1,v1) — Fi(02,v2)[1$) < (T) (’””vl — |G + 2|0y - 02||g:)\))

b

soit,
|1 Fi(o1,v1) = Fi(o2,0)[|5) < o(T) (r + T2) |[(01 = 02,01 = w)|l4-  (6.7)

2) Estimation du terme F3(0q,v,) — F2(02,v2)
On écrit ce terme sous la forme

Fy(o1,v1) — Fy(02,v2) = Vuw. [./\7(0'1 +9)—N(o2 + g)] + V. [ﬁ(al +g) — .A7(g)]
— V. [N(0:+9) — N(g)] + a[exp(1K (01 + 9))

1+ gKp K - -
- oK (e +9)) + WEHAROKE) 5, _5)),

V(w +vy). Ejv(al +9) = N(o2 +9)|
V(01 = v2). [N (o3 + 9) — N(g)]

aexp(7K(9)) [X(K (o1 + g) — K(9)) — x(K (o2 + g) — K(9))
v(A(o1 + g) — A(o2 + 9))]
x(s) = exp(7s)—1—17s

e Ve 1 + gI{O) ..
Ao + = K(oc+g)— K + ( .
( g) ( g) (g) [(1 +g1(0)2 +g2]3/2 o

soit,
Fy(01,v1) — F3(02,v2)

+ 4+ +

N
ou

a) Estimation de N (o + g) — N(g).
On a

2\ _ o) —57) _ N(o)
N(o) = (1+0Ko)J(e) ~ D(c,06)

et donc
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B _ N(o+9) N(o)
N(o+g)-N(g) = D(c+9,6+3) D(o,0)

1 - e -t 1 1
= ——|N(c+g)—N(g)|+N(o+ [ — — -
B ¢ 9= R+ Mo +9) | 5o~ g
(6.8)
De plus, on a
N(o +g) — N(g) = [2(1 + gKo) Koo + K20® + 246 + 6°] i — 67%.
Par conséquent
(1+x) .
|(F(o+9) = Ni9) 5. <ellollgy”, pouri=1,2 (6.9)
ou (.); représente les différentes composantes du vecteur considéré.
Par ailleurs,
1 1 _ 1 + 1 1
D(e+g,6+3) D(g,9) D(o +g,a+g) D(g,6+4) D(g,6+49) D(g,9)
= o[ ()00 +9,6+3) do
6
+ 6 [ (50,05 +) do
avec X,
9.2 2
555) = ~“Tigypr (V@) + L+ oKo)’)
et
_(_) _ _(1 + O’I(O) .
8¢'D’~  J(o)D?
On obtient donc
U e (242)
< clolls. ™. 6.10
“D(0+g,a+g) D(9:9) s, ~ Il (610
On déduit alors de (6.8), (6.9) et (6.10)
(1+2) .
II( (0 +9)-N(g )) “ c”aug:'\), pour : = 1,2. (6.11)
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b) Estimation de N(oy +g) - N(oz + g).
De la méme fagon que précédemment, on écrit

— - 1 - —
Wer+9)=Nort+9) = g z—75 [N +9) = Nioa+9)]
> 1 1
+ N(o1+g9) [D(al+g,&1+g) -D(O'z-i-g,dg-f-g')}.
(6.12)

De plus,

N(oy+g)— N(o;+9) = [2(1 + gKo) Kooy — 02) + 29(61 — &)
+ (o} — o) K3 + (6% — 63)] flo — (61 — 63)7-

Ainsi,
|(N(or + 9) = N(o2+9)). ||‘ < oy = oal @, pouri=1,2. 6.13)
Par ailleurs,
1 1
Doi+9,61+9) Doz +9,62+9) ”’)/ ("2+9+9(01—az) o1+ ) df

(6= 62) [ (5 )ont 9,624+ (61— ) d0
et par conséquent,

(14+3)

< clloy — oo| 3. (6.14)

1 1
‘D(Ul'*'ga&l +9) D(o2+9,62+3)|g
On déduit alors de (6.12), (6.13) et (6.14),

" (./\7(01 +9) = N(o2 + g)) "( ) < cllor — 02”;’2:)‘), pour z =1,2. (6.15)

c) Estimation de x (K (o1 + g) — K(g)) — x (K (o2 + 9) — K(9)).

On pose G; = K(oi + g) — K(9).
On va montrer ci-dessous que

IGHIE < ol (6.16)
1G: = Galig} < calloy — 0| EFY (6.17)

On pose tout d’abord
Ny(0) = (1 4+ 0K0)é — (26 Ko + 0Ko)o — (1 + 0 Ko)* Ko,
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o

de sorte que K (o) = -%%-((‘1%.

On décompose alors

Kl +9) = K(9) = = 7o Wo(o-+.) = ilall + Moo +.9) |

1

Puisque
Ni(o+9)=Ni(g) = [Kog— Ko —2(1 + gKo)K3] o
— [49Ko+ gKo| & + (1 + gKo)&
— K30% — 2Ko6? — Kooi + Koo5,
on obtient
1Mo + ) = (@)Y < ellol|§
Par ailleurs,
1 1 19 /1 .
Plotg) Tl ° |, 5 ('ﬁ) (b0 +9,6+9) df
1o 1 L
+ a/o o (ﬁ) (9,06 + §) db
avec
8 /1 3 ,
a_O' (ﬁ) = —?(1 + 0‘1(0)1&0
9 (L) - _3,
0o \J? J°
Ainsi
1 1 e+ (2+))
et T@l, A7k
et par conséquent
1K (o +9) = K(@IEH < el $H

De méme, on écrit
K(oy+g9)—K(o2+9) =

+

1
_m [Ni(o1 + 9) = Ni(o2 + 9)]
Ny(o1 +9) : :
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Puisque
Ni(o1+9) = Ni(o2+9) = [Kod — Kog — 2(1 + gKo)KZ| (01 — 02)
- [491{0 + 91.(0] (61— 62) + (1 + gKo)(61 — 72)
— K3(o} — 03) — 2Ko(61 — 63)
— Kolo1(61 — 62) + 62(01 — 02)]
+ Ko [0’1(&1 - 5’2) + &2(01 - 0'2)] ’
on obtient \
INy(o1 + g) = Ni(oz + )IEY < el — | §FY (6.20)

Par ailleurs,

1 1 19 /71 .
- = (01— = (=3 —03),6 do
Jor+g) J3o2+9) (o 62)/0 0o (J3) (02 + g +6(01 — 02), 61 +9)

+ (61— 02)/ ( ) (02 + 9,02+ g+ 6(61—62)) df

Ainsi
1 1 (+2) (242)
- <cloy—¢ ,
J3o1+g9) J(o2+9) Sr los 2"
et par conséquent
1K (01 +9) = K (o2 + 95 < cllor — oI (6.21)

Alors d’apres le Lemme 2.4 du Chapitre 2, on a
Ix(G1) = x(Ga)IES < e(T)rllon = oIS (6:22)
ou ¢(T) reste bornée lorsque T tend vers 0.

d) Estimation de A(o; + g) — A(o2 + g).

14 gK . -
OnaA(c+g)=K(c+g)— K(g9)+ a +(gKo-)92 :))9_2]3/2 &, et on écrit

. 1 1
A(o1+g)— A(o2+9g) = —Ny(o+yg) [Js(a_l +9) - J3(0'2 _*_g)]
- JTUT%'_*'?) [Ni(o1 + g) — Ni(o2+ g) — (1 + gKo)(61 — 62))
- . 1 1
+ Q+gK0=5 [ 55 ~ g|
On montre que
IA(e1 + 9) — A(o2 + 9T < o(T)(r + T/?)]|or = 0| (6.23)
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ou ¢(T) reste bornée lorsque T tend vers 0.
Ainsi

IFa(o1,01) = Fa(02, )83 < e(T)(r + T2) [|(01 — 020 —w)l,  (6:24)
ou ¢(T) reste bornée lorsque T tend vers 0.
3) Estimation du terme Fy(01,v1) — Fy(02,v2)

. 2

On pose H(o) = [1 + (-lT"aG) ] . On a alors
Fy(o1,v1) — Fy(02,72)

= H(oy+9)(v1 —v2) + (v2 + w — aexp(7K (o1 + g)) (H(o1 +g) — H(o2+ 9)) (f1)
+aH (o2 + g) [x(G1) — x(G?)] (f2)

+ay|H(os +6)(G1 - Gz) -

(e "”)] (f2)

Les termes (f1) et (f2) ont déja été estimés. De plus le terme (f3) peut s’écrire sous la
forme

fa = H(oz+ g)N1(01 + 9) [J3(011+g) - JB(O'i-f-g)] (f31)

[Nl(o'l +9) = M(oz+9g) = (1+9Ko)(61 — )] (f: )
T+ (02 +9)) %03 + 9) ”

- - 1 149K
(o= 52) [ gy - R ARV o g)] (f22)

On montre alors que

3 C —_— 242 3+ /\

| Fa(o1,v1) = Fa(o2,02) |5 < o(T)(r + T?) ||(01 = 02,01 — v2) 4 »
T

ou ¢(T') reste bornée quand T tend vers 0.
Démonstration du point ii) de la Proposition 6.2 :

On estime successivement les termes F;(0,0), pour z = 1,---,4.

On a \
Fl(0,0) = Z atJ a afC Z (g)a Wy.
J

1,5=1 =1

Par conséquent, pour w € C3MBHN/2(QL), F(0,0) € CHMI+N/2(QL) et
||F1(0,0)I|(Ql:’\) < c|]w||g:'\). En fait, F1(0,0) € Cé“’(l'h\)/z(QT) par construction de w .

93



Donc par le Lemme 2.5 du Chapitre 2,

A A
IF(0,00) < o«T)TIFR0,006;
< DT wligs”
< d(T)TV>
Remarque 6.3. Une régularité C?+*(2+3)/2 pour w, n’aurait pas suffit. Il faut imposer

une régularité C3+»(+)/2 pour pouvoir appliquer le Lemme d’injection 2.5 du Chapitre
2. Par conséquent, on doit choisir la donnée initiale Co € C3+*(0y).

De plus, on a
F5(0,0) = —w + Vw.N/(g) + aexp(1K(g)).

Par conséquent, pour w € C3M3HN/2(Q.) et g € CHHMU+N/2(TL)) on voit que
F5(0,0) € C*»C+N/2(T1). En fait F5(0,0) € CZ*M®*M/4(T) grace & la condition
de compatibilité (3.15) vérifiée par ug et T'g. Alors comme précédemment, on obtient

IF2(0,0)|EF < ()12,

Remarque 6.4. Ici encore, on doit exiger w € C3*MN/3(Qr) et g € CHH(+N/2(Ty),
ce qui nécessite Cp € C3+*(Q) et Ty € CH.

Les deux autres termes se traitent de la méme fagon, en écrivant
F5(0,0) = —Vw.fig,

F4(0,0) = [1 + (ﬁ-"a;—a)z} w—gi—a [1 + (ﬁgm) ]1/2 exp(7K(9))

La Proposition 6.2 est ainsi démontrée.

1/2

On établit alors le résultat d’existence pour le probleme complet (P,) de la Section 4.

Théoréme 6.5

Il existe T* > 0 tel que le probléme (Py) admet une solution

(0,v) € A = CatHEN Ty x CTIENZ G ),

Démonstration :

On considere I’application

T : (0,v) — T(o,v) = (o,0')
ou (0’,v') est la solution du probléme linéaire avec les seconds membres Fj(o,v),
¢ = 1,---,4. Par la Proposition 6.1 et le Théoréme 5.1 relatif au probleme linéaire,
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T est bien définie sur A = Cg+'\'(3+'\)/2(fr) X C3+A'(2+'\)/2(@T). On va montrer que
sur un intervalle de temps [0,T] suffisamment petit, I’application 7 est une contraction
stricte et applique une certaine boule dans elle-méme.

Soit (o1,v1), (02,v2) € A. D’apres le cas linéaire

7ol =[], < 40 (1ol + B 1R 1)

=2

et donc

1T (01, 01) = T(o2,09)ll4 < o(T) (IIFi(01,21) = Fi(02, va)lI6)

"‘2 | Fi(o1,v1) — F(az,vz)”(m)) -

=2
Compte tenu de la proposition 6.2 (i), pour ||(o1,v1)||, < 7 et ||(o2,v2)||, <7, 0n a
1T (01,01) = T (o2, 02)ll4 < e(T) (T2 + 1) l|(01 = 02,01 = 03] -

Pour un certain T et r, on peut rendre
1
T) (T'/? <-.
¢( )( + r) <35
T est alors une contraction stricte de B(0,r) N A dans A.

On cherche maintenant a montrer que 7 laisse invariant dans A une certaine boule.
Pour cela, on écrit

17 (o, v)ll 4 < 17 (e, 0) = 7(0,0)][ 4, + 17(0,0)] - (6.25)

D’autre part, on déduit de I’étude du cas linéaire, et de la proposition 6.2 (ii) que

17(0,0)|, < (T) ([IF,(O,O)”(«\) +Z”F(0 0)”(1+A))

=2
< T)T2.

Dans ces conditions, I'inégalité (6.25) devient
IT(@0)lla < oT) (T2 +1) li(0,0)ll 4 + ET)T?
1 N
< 5@l +am)T,

grace au choix précédent de T et r. Finalement, on choisit T suffisamment petit afin
d’avoir
1

TT? < 3™ pourunr fixé
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et donc

”T(g, u)"A S T.

On a ainsi montré que 7 (B(0,7)) C B(0,r).
Par conséquent, 7 : B(0,r)N A — B(0,r) N A est une contraction stricte. T admet
donc un unique point fixe dans B(0,7) N A.
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ON A DISSOLUTION-GROWTH PROBLEM
WITH SURFACE TENSION :
A NUMERICAL STUDY

C. Dupaix(?), D. Hilhorst(?), J.F. Scheid(?)(?)

(*) Laboratoire d’Analyse Numérique, CNRS et Université Paris-Sud,
91405 Orsay, France
(®) Commissariat & I’Energie Atomique, B.P 6,
92265 Fontenay-aux-Roses, France

Abstract. We consider a one-phase Stefan with surface tension in space dimension two. We show
how this problem arises from corrosion phenomena and present a numerical solution, based on a finite

element method for the discretization in space and on two alternative methods for tracking the moving
free boundary.

4.1 Introduction

Many physical processes involve a solid phase in contact with a liquid phase. These
phenomena are accompanied by a change of the geometry of the interface between the
two phases. We are interested in the evolution in time of these interfaces. This paper is
devoted to the study of a dissolution-growth process appearing in corrosion phenomena
where typically a metal is in contact with a liquid and where the two phases evolve
while exchanging mass. The physical model described in Section 2 leads us to study a
one-phase Stefan problem in space dimension two for the conéentration C(z,y,t) of the
chemical species passed into the liquid phase 2, and the interface I'; between solid and
liquid. In Section 2 we first derive the following three basic equations for C and T}, :

C: = DAC in the liquid phase €2
aC _ 1 _ .
D-67 =gV (V C) V. on the interface I';

V, =C — aexp(7K) on I'

where v is the unit normal vector to the interface I'y, V,, is the normal velocity of T';, K is
its mean curvature, D is the diffusion coefficient, V is the molar volume of the solid com-
pound, « is a kinetic constant, « is the saturation concentration of the solution and « is
proportional to the surface tension of the interface I';. To these three basic equations, we
associate two boundary value problems. The first one is a Neumann problem where the
liquid phase is delimited by an upper fixed boundary £ = {y = M}, on which the concen-
tration C satisfies a homogeneous Neumann boundary condition. The second boundary
value problem is a Dirichlet problem where the upper boundary of the domain is a mov-
ing plane ¥; = {y = d(t)+ M}, on which C satisfies a Dirichlet boundary condition. The
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aim of this paper is to describe a numerical solution of the following (rescaled) problems :

( ([ C;=AC in Q= {(z,y,1), (z,y) € D, t >0}

9C — (1-0)(C-ae®) onT={(z,4,1), (z,9) €T¢, t > 0}

%%:—_0 onE:{y:M},t>0

(P) or
C=gonl={y=dit)+ M} ,t>0
(P) ﬁ C satisfies a periodicity condition

\ C(:B, Y, 0) = Co(m, y)s (:l.', y) € Q0

(V,=C—ae® onT
(P;) { T: satisfies a periodicity condition
. Fizo = Lo

\

In Sections 3 and 4, we describe a numerical algorithm for solving Problem (P). An
essential difficulty is related to the variation in time of the domain. The idea is to
successively solve at each time step Problem (P,;) for the concentration and Problem (P,)
for the interface motion. We suppose that I'* := ['pa¢, Q" := Q¢ and C* := C(., ., nAl)
are known and we want to compute I'"*! and C™*!. We proceed in two steps

(i) We use an explicit scheme for discretizing Problem (P,) in order to com-
pute I'"*1;

(ii) We discretize Problem (P;) by means of a semi-implicit scheme in order
to compute C™*! on Q1.

The Section 3 deals with step (i). We adapt two different methods for tracking the
interface. The first one, which is due to Ikeda and Kobayashi [2], consists in moving
each point of a discrete interface by computing an approximate normal direction and an
approximate value of the mean curvature at each point of the discrete interface. In the
second method, which is due to Roosen [4] and Taylor [7] [8], one displaces the edges
of the discrete interface by associating an approximate normal direction and a weighted
mean curvature to those edges.

In Section 4 we discretize the equation for the concentration. We use a semi-implicit
scheme for the discretization in time and a finite element method with piecewise linear
basis functions for the discretization in space. Part of the computations are obtained
with a fixed triangularization of the space domain whereas a number of calculations are
carried out with a triangularization which varies in time so that the discrete interface
coincides with edges of triangles at each time step.

We give numerical results in Section 5 and show how they are compatible with the
qualitative properties of the solution. In particular in the case that a homogeneous
Neumann boundary condition is given on the upper boundary of the space domain,
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which corresponds to the case of a closed physical system, one numerically verifies that
the concentration converges to the saturation concentration a as t — +oo and that the

integral ./n (1-C(z,y,t)) dzdy, namely the total mass of the solid, is conserved in time.

One also observes that in all the cases that we consider the moving interface stabilizes
for large time and does not develop dendrites.

4.2 The physical model

4.2.1 The basic equations

We consider a system composed of a solid phase of a single compound and an incom-
pressible liquid phase which is a dilute solution of that compound. The time evolution
of this system induces mass transfer processes : a homogeneous one which consists in
a diffusion process in the fluid and a heterogeneous one, namely a dissolution-growth
process, located at the interface between solid and liquid.

Let Q, denote the liquid phase and T'; the interface between solid and liquid.

Let C(z,y,t) represent the concentration of the chemical specie passed into solution,
depending on the space variables (z,y) and on the time t.

The equations governing the evolution of the concentration and of the interface are de-
duced from the following physical laws.

i) Mass transfer

We suppose that the liquid is at rest and that at every point of the interface the
volume decrease of the solid is exactly equal to the volume increase of the liquid, so that
the convective velocity can be neglected. Moreover we also disregard all other flux (e.g
flux induced gravity , thermal flux etc...) with respect to the diffusion one. If we denote
by J the diffusion flux, the first Fick’s law gives.

J = -D grad C, (2.1)

where D is the diffusion coefficient.

Let w; be an arbitrary subdomain which can be decomposed into w!, the liquid part
and w} the solid part, i.e w; = w} Uw}.
The conservation of mass in w, consists of the same particules for each time in wy :

d
0 = = ( [ Cdxdy)

d d 1
= d—t(/w=Cdxdy) +E(/w:-‘-/-dzdy),

where V is the molar volume of the solid compound, so that 3 represents the concen-
tration in the solid phase. Let ' (respectively »*) denote the inward unit normal to
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Ol (resp. Ow?) and V,u (resp. V,.) denote the normal velocity of dw! (resp. dwf). We
deduce from (2.2) that

1
0 = /w ,Cedzdy ~ [ CViudo - /a L e (2.3)
Furthermore, we write
l =
/ BwlCVudo = /r CV,do + /a e CVwde (2.4)
1 1
and ot Vvl,-da = —/I_‘VV,,da, (2.5)

where V,, is the normal velocity of the interface and I is the part of the interface contained
into Wy, ie. I'= Ft n Wy,
Substituting (2.4) and (2.5) into (2.3) and using that J.»! = C V,:, we obtain

1 1
o=/ ,Cedady + i (V - c) Vo — [ e (2.6)

Equation (2.6) holds for any subdomain w;. In particular, if we take w, = w!, that is
w; =0 or T = 0, equation (2.6) reduce to :

/u Cedzdy = [ J1'do 2.7)
Moreover it follows from (2.1) that
Jvlde = =D -a—clda
aw} aw! Ov
= D/, ACdzdy,
and consequently
/w , Cededy =D /w  ACdzdy . (2.8)
Hence, we obtain the diffusion equation

in the liquid domain. Then, substituting (2.9) into (2.6) yields

/F (% - C) V.do + /F Jwdo =0,

where 77 is the outward unit normal to I';. Hence, we obtain the equation at the interface

I
oc 1
—_ = —_— | — - VA
Jv=DZ (v C)x,. (2.10)
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ii) Dissolution-growth of the solid
We suppose that the rate of dissolution or growth of the interface, follows the law

V, = h(C, K),

where h is a kinetic function, depending on the reaction pattern modified by the mean
curvature K of the interface.

We consider an interface reaction of first-order and a Gibbs-Thomson law [3] to introduce
dependency on the mean curvature. Then, we have the following kinetic function

h(C,K) = kV (C = o) ,

where k is a kinetic constant, Sy is the saturation concentration of the solution and 7 is
proportional to the surface tension of the interface.
With the particular choice of the kinetic function h, we get

V, = £V (C = Soe™¥), (2.11)
which we substitute in (2.10) to obtain
aC 1 X
DS =V (-‘7 - c) (C = Soe™). (2.12)

Remark 2.1. The kinetic law (2.11) is valid when the argument of the exponential is
not too large. In practice and numerically, we impose that vJ does not exceed 2.

Remark 2.2. The choice of the kinetic function A is not unique. Another type of
interface reaction could have been used, for example a reaction of second order where
the kinetic function h is a quadratic function of the concentration C [1].

4.2.2 Boundary and initial conditions

We consider two kinds of problems : on one hand a problem with a fixed upper bound-
ary X of the domain §2;, on which the concentration satisfies a homogeneous Neumann
condition and, on the other hand, a problem with a moving upper boundary ¥; of Q, on
which the concentration satisfies a Dirichlet condition.

i) The Neumann problem
The upper boundary ¥ of the domain 2, is a fixed plane {y = M}. The
concentration C satisfies the Neumann condition
oc
v

=0on X.
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ii) The Dirichlet problem

The liquid domain £, is a diffusion layer. The upper boundary £, = {y = d(t) + M}
of ©; moves in such a manner that the area of the liquid domain 2, is con-
served in time. The concentration C satisfies the Dirichlet condition C = g

on X, where g is a given function.

Moreover we suppose that for both problems (Neumann and Dirichlet) C and T’y are
L-periodic in the z-direction. This assumption enables us to transform the problem into
an equivalent one where the new domain, which we still denote by §2,, is bounded in the
z-direction, with = varying in (0,L). Then C and T'; satisfy periodicity conditions which
are expressed as follows. We make the assumption that I'; does not have more than one
point on {z = 0}, namely I'; can be parametrized by the z-coordinate in a neighborhood
of {z = 0}. Then the periodicity conditions are given by :

C(0,y,t) = C(L,y,1)
(Cy (2.13)
9C (0,y,1) = 2C(L,y,1),
and if we parametrize the interface I'; by its arc length, i.e.
Ty: [0,]] — R?
s — (z(s,1),y(s,t)),
then
z(0,t) = z(l,t) + L, y(0,¢)=y(l,t)
(Ca (2.14)
z0,0)=82(1,1), %(0,0)= 1)

Finally, periodic initial conditions are given for C and T :

{ Ft=0 = PO
C(m,y,O) = Co(-"’»y) (zsy)EQO,

where Qo is the initial liquid domain.

Remark 2.3. Without the previous assumption, the periodicity condition (C;) would
involve all the points of I'; with z-coordinate zero. However the numerical study shows
that if the initial interface is parametrized in the form y = fo(z), then the interface keeps

being parametrized by z for all positive times, which justifies this assumption for the
dissolution-growth problem.
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In this way, we obtain the following moving boundary problem

4

C: = DAC in Q = {(z,9,1), (z,y) € %, t >0}
Dac=xV(1—C)(C—Se"K) onTI = {(z,y,%), (z,y) €T, t > 0}
'67 V 0 2 Ysl),s 'Y t)

9% —0 onS={y=M}, t>0

or
C=gonXi={y=d@t)+M} ,t>0
! C satisfies the periodicity condition (C,)

C(:B, y,O) = CO(I’ y)a (:B, y) €N

V, =kV (C - Soe"K) onT
I'; satisfies the periodicity condition (C;)
L I‘t-'-..O = PO

4.2.3 Dimensionless equations

In order to obtain dimensionless equations, we set

( (&9) = FH=y)
§ = f5s ; I = 51
i := ’f;—t
y 7 o= H
a = VS,
C(%,9,1) = VC(z,y,1)
[ Ti® = £Tu(s),

and Q{, the transformed domain of ©; is described by

S| %

(z,y) and t =

Ol =

ﬁt’ = {("E’ ?7), (x,y) € Qt with (5, ~) =

i}

Some easy computations show that ¢ and I'; satisfy the following rescaled equations,
where the tildas have been omitted
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(P)

(P2)

\

(P1) W

4

([ C;=AC inQ (2.15)

.aa% =(1-0C) (C’ — ae"’"’) onI' (2.16)

%%:0 onE:{y:M},t>0
or

C=goni;={y=dit)+M} ,t>0
C satisfies the periodicity condition (Ch)
. C(.‘l‘, Y, 0) = C'0(:53 y)s (zs y) € QO

(V,=C —ce’® onT

I'; satisfies the periodicity condition(C>)

\ Pt=0 = PO

4.2.4 Some bounds on the concentration

With the scaling of Subsection 2.3, we have that

and

0 < Co(z,y) <1 forall (z,y) € Qo

0<g<1l

(2.19)
(2.20)

(2.21)
(2.22)
(2.23)

(2.17)

(2.18)

(2.24)

(2.25)

One can formally show, by means of the maximum principle that (2.24) and (2.25)

imply a similar property for the concentration C, namely that

0<C<1 ingQ

(2.26)

From now on we suppose that the conditions (2.24) and (2.25) are satisfied so that
(2.26) is satisfied as well.

4.3 Discretization of the interface equation

This section is devoted to the numerical solution of the equation for the displacement of
the interface

V,=C — ae’® on I'y.

We do so by means of an explicit scheme, namely

V,=C"— ae‘y]\"(nAt) on Pn’
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where I'" := T4, Q" := Q4 and C" := C(.,.,nAt). Since

or,
Vo= ot

we compute the interface at time t"*! = (n + 1)At by means of the formula

——(nAt).7(nAt),

I™tli(nAt) = T".7(nAt) + AtY,.

Hence, the knowledge of I'" and the computation of the normal velocity V, permit to
determine I'"*!. We now present two methods for moving the interface and computing
its curvature.

Let P! be a point of the discretized interface at time t® = nAt and let C? =
Ch (P?,nAt), where C}, is obtained by a discretization in space of the function C (see
Section 4 below). The interface I'* is approximated by

T = {[P" Ph]s i =1, T y(PRa) = w(PP)},

where the notation y(P) stands for the y-coordinate of the point P, and with the con-
vention that the liquid part lies on the left side of the interface when one follows I'* from
s=0tos=1L

Let p be a positive integer and set At; = At . We also set T}° =T7, Cp° = CP and
for ¢ =1,...,p we define

I3 = {[PP, PR3l i =1, T; y(PRY) = y(P1)}

and

C;:'q = C, (P, nAt).

We adapt two methods. In the first one, due to Ikeda and Kobayashi [2], one moves the
points P;*? so that one has to compute at those points an approximate normal direction
and an approximate value of the mean curvature. In the second method, due to Roosen
[4] and Taylor [7] [8], one displaces the edges [P, Py{] of the discrete interface so that
one associates an approximate normal direction and a weighted mean curvature to those
edges.

4.3.1 Adaptation of the method of Ikeda and Kobayashi.

Motion of the discretized interface
For ¢ = 0,...,p — 1, we obtain I'}**! from I'}? by computing the displacement

_—

PPOPP = AL[CP — aexp (YK (PP7)] 77 (3.1)
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fori =1.---.]+1and g =0.---.p — 1, where K(P™?) is the curvature of the circle

circumscribed about the triangle (P2, P™? P7%), and 77 is the unit vector at P*?

n,g

pointing into the liquid phase, and perpendicular to the segment [P}, P}1).
More precisely, K (P;) and 7; are given by the formulas

L 1 ( —(Yi+1 — ¥i-1) )

1)
z. z'—

and

2 (PiP,-_T A p,.p,.+;)

K(P) = —
|PiPi-1

PPy || Py Pig

—_—

\ni
\ »
/

\

/

Figure 3.1

Discrete unit normal and discrete mean curvature at vertex P;.

Remark 3.1. Thanks to the orientation that we choose for the interface, the mean
curvature K (P;) is positive when the solid part enters the liquid one at point P;.

Remark 3.2. The methods used are of order 2 for the computation of the normal and
of order 1 for the curvature.

Furthermore, we deduce C;***! from C} by the formula

cHitt = ¢, (P-"’”l,nAt)

—_—

—_—
Ch (P™,nAt) + PMPMY VO, (PP nAt),

1R
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in which we substitute (3.1) to obtain

CHM* = CM 4+ At [CP — aexp (VK (PM))] aac,:hq (P™,nAt).
Vi
In view of the interface condition (2.16), this yields
O™ = O] + Aty [CF — avexp (YK (PP (1 - CF). (32)

Hence, I'7+! = I'}'? follows from solving

_—

PPPMY = At [CP - arexp (vK(PP))] 70

CP™¥ = O] 4+ A [ — avexp (PR (BP9 (1 - CF9),
fort=1,---,/+1and ¢=0,---,p— 1.

The time step At; is chosen in order to avoid numerical instabilities. Moreover we
have to control the length of line segments of I';" in order to prevent some possible
self-intersections of the interface. We do so as follows :

Control of the edges
Let lmaz > lmin > 0 be two given real numbers.

—_—

1. If | PP} | < lmin, we consider the midpoint of [P"?, P]] as a new vertex and

remove P"? and P 3.

-------- removed intertace (vertex Q)

il ——  interface before geting removed (vertex P)

Figure 3.2

The case of a degenerate edge.

_
2. If | PP} | > lmaz, we introduce a new vertex P'.’_:_'q%. If P:l_q% would be taken as
n,q
i+
order to avoid this problem we use an idea due to T.I. Seidman [6].

the midpoint of the edge, would be a point with zero curvature. Thus, in
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We suppose for simplicity that K (P™?) # 0 and K (P33) # 0. Let C; and C;;;
be the circles of radii R; and R;;; circumscribed respectively about the trian-
gles (P23, P, PYY) and (P, P33, Piy3). Let (D,-+;2_) be the mediatrice line of
[P, Pi]. We then define

N; = {(Diy1) NC:} with

(p,-""'a':‘i A PP ::;‘i) : (N.-P,-""? A N; ,-':;‘i) >0 (3.3)

and

Niyr = {(D,_}_%) ﬂC,-_H} with

( bt A P ii'g) . (Ni+1Pin'q A Nipa i?i:‘{) >0 (3.4)

The condition (3.3) means that NN; is the intersection point of the mediatrice line

D, 1 with the circle C; and that the angles between the vectors P,-P-_; and P,-P;_,_{
—— — . .
and between the vectors N;P; and N;P;,, have the same orientation. Condition

(3.4) expresses a similar property for the node N;4;.
Finally, we set the new vertex P, ; as the midpoint of [N;, Ny,], i.e.

Py = %),‘(Ni + Nig1).

1
2

i+l

i+2

Figure 3.3

Introduction of a new point as the midpoint of [N;, N;41], using an idea due to T. I. Seidman.
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4.3.2 Adaptation of the method of Roosen and Taylor.

The mean curvature can be defined as the decrease of area with volume. Similarly, the
weighted mean curvature can be defined as the decrease of surface energy with volume.
See for example J.Taylor [7]. The methods using weighted mean curvature are often used
in the case of anisotropic materials. They are related to the wulff shape notion. A wulff
shape Wy is defined as

W, ={ieR", @.i < §(#) V7eR" with |7 =1},

where ¢ is a surface energy density which is supposed to be convex and 1-homogen.

In the special case that we consider here, i.e. the isotropic case, the surface energy is
constant, equal to one, on the unit vector of R?, or equivalently, the wulff shape is a
circle of radius one [7]. This implies that mean curvature and weighted mean curvature
coincide.

Motion of the discretized interface

To each edge [P;, P.y1], we associate 7 +1s the unit normal to the edge pointing into the
fluid, and the curvature K,
This is done according to the formulas

- 1 ( —(¥ir1 — ¥i) )
Vi+% = '——— s

PPy | \ Tit1 — i

and for the mean curvature

1
Kiyy = —7——=7 iiafiim1 + biinafiin),
|PiPi+1
where -
foo LT
W V1 — (#i7;)?
and
6;; = 0 if the segments i and j are not adjacents,

+1 if they are adjacents and the solid enters into the fluid (concave case),

—1 else.

An example is shown on Figure 3.4 below.
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( Liquid )

1~ . ,
7 (seid).

¢.

Figure 3.4

An example where 6;; = +1.

Remark 3.3. The methods used here are of order 1 for the computation of the normal
and of the curvature .

As mentioned above, the motion by weighted mean curvature of the interface is imple-
mented by moving each of its edges. Thus, we need another description of the discrete
interface. We associate to I'}, the set I'} defined as

2

1={(Papty) i=1,--,1},

———)
n
P z+1

1

where

?

n 1 n n n
Piy=5(P'+Fy) and [, =

and we define the vector C7 as the vector of components
2

(Cg)t = ;n+% =

|-

=(CT+Cly), i=1,..., 1.

In the same way, we define the set I'1"? and the vector C7* for ¢ = 1,---, p, and we set
2

L
2

0 0 \
' =T1%, C7" = Ct. Moreover, to each edge | P* ,.[" , | we associate 7°% and K%
z 2 2 2 ity its 3 +3

as defined above and we denote by (B?_“_"l ) the whole straight line containing this edge.
2
Then I'7*! = I'}? is obtained by solving for ¢=0,---,p—1

( ——
PP = oo e e (3g)] 7 trimr o
2 2

Pin.q+1 — B?'qf'l nB::-qg‘l for Z — 1, .. ,I _ 1’
2 2
| and P&t is calculated from the periodicity condition for the interface

CH*t = CM + Aty [CM — aexp (YK (PM)))* (1 — C)
| forz=1,---,T4+1.

Remark 3.4. It may be impossible to find P?*" as defined above. In this case,

we choose it as the midpoint of the segment [Q AR Q?j“] where Q7™ ™9+ s the right
2 2

endpoint of (Pi ;,l" ,_) and @7 ™9+ is the left endpoint of (P 1,l"_*_,>.
2 Tz

2
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i-1 — o
2 /P 1 \\, Q_l \\x
\iL i /S ph
2 2 TN T B
[
1
Q ( =
il Pi-(i’lit]_> -
2 2 2

Figure 3.5

The limit case for the determination of the point P;, as the intersection of the two lines.

Control of the edges
As in the case of the previous method we have to control the lengths of the segments.

Let oz > lmin > 0 be two given real numbers.

_—
1. If { PP} | < lmin, we consider the midpoint of the edge as a new vertex and

remove P;"? and P[i.

—_—

2. If | P P3| > lmaz, we take the midpoint of the edge as a new vertex.

Moreover, the method requires an other kind of test. Indeed, the calculus of P/"? as
the intersection of the two lines B*} and B['% can generate what A. Roosen [4] calls
2

i

2

flipped-segment. This corresponds to the case D’:f{l.f/? "4 < 0. If it happens, the vertex
2 2

P is removed.
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. / _________ displaced interface
.--------.----.---.--.-'.._.:'.‘................:.'.:.-._n initial interface
nn—l.
Figure 3.6

The case of a flipped segment.

4.4 Discretization of the equations for the concen-
tration

To begin with we give a weak formulation for the diffusion problem (P;). Since the space
domain ; depends on time, we are led to introduce function spaces which depend on
time as well. For ¢t > 0, we set

St = {'U € HI(Qt) 3 vl:c:O = vlz:L} .

We also introduce the spaces H, and V, defined as follows :

(1) in the case of a Neumann boundary condition,
Hi=V, = St»
(i1) in the case of a Dirichlet boundary condition,

Hi={v€E€S; v=0on I}
and V;={v€S;; v=gon;}.

(For a domain 2, we denote by H!({1) the space of square integrable functions with
square integrable first derivatives).

We suppose that the interface I'; is sufficiently smooth, we multiply equation (2.15)
by ¢ € H; and integrate on §,. This gives

/Q Cipdzdy = /{; ACpdzdy for all » € H,. (4.1)

Next we define
Qr = {(z,y,1), 0 <t < T and (z,t) € Q}.
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Integrating (4.1) by parts and taking into account the boundary conditions, we obtain
the problem

( Find C € H'(Qr) with 0 < C <1 such that
(i) C(z,y,0) = Co(z,y) (z,y) € Qo;
(1) C(t) € V, for a.e. t € (0,T);

(i) [ Cupdady + Ji VCVpdsdy + / Cypdo - / Cpdo (4.2)

+a/ CeRpdo=a | e¥pdo
Te Te

| for a.e. t € (0,T) and for all ¢ € H,.

4.4.1 Discretization in time.

Next we show how we discretize in time Problem (4.2). For all ¢ € H(n41)a: and for all
integers n € [0, (T’ — At)/(At)], the integral equation (#i) in Problem (4.2) becomes

CrH = C" | ind +/ VOV dzd CrHod
Jopn =Rz dzdy + [, VO Ve dady + [ CHpdo

- éncn+l‘P do + a‘/r‘n“ Cn+le‘vKn+x‘Pda_ - a/ e’rKnﬂsoda_,

'n+l I'n+l

where C™ is an extension of C" to the domain "1, We will explicitely show such an
extension after having presented the discretization in space.

Thus the problem amounts to searching C**! € V(n+1)at such that

(?) Klt- - C* o dzdy + /0"+1 VC* 1V dzdy

~ - 1 ~ .
n+1 n Kn+l _ n Kntl
) +/IWHC (l—C + ae” )gpda_.z?/m“C cpdzdy-{-a/rn“e" (,oda(43)
for all ¢ € H(nt1)a: and for all integers n € [0, (T — At)/(At)] and

(") Co(z’y) = Co(-'l?, y) (IB, y) € QO'

\

4.4.2 Discretization in space.

Before discretizing in space Problem (4.3) we introduce some notations. We denote by
Qpt! the discrete approximation of the domain Qn41)a: and by 7;"+! a triangularization
of Q7*! such that to each point of the boundary {z = L} there corresponds one point
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having the samc y-coordinate on the boundary {z = 0}. Thus to cach point {P/*'} of
T,"*1, we associate the unique point {P2*'} of 7,'*! defined by

P G iy

Prif z (PrY) =1L,

where PJ*! is the point of coordinate (O,y(P,-"“”)) and where z(P"t!) and y(P*?) de-

note the z and y-coordinate of the point P**!. Furthermore we denote by N™*! the
number of nodes of 7;**! of z-coordinate stricty less than L.

Next we introduce some discrete approximations of the function spaces, namely
Sptt = {vh € C° (Qpt!) for all K € 7%, vy is linear on K and v4(0,.) = va(L, )}
In the case of Neumann boundary condition, we set

H’;:H = V;:'H = S;:H,
and in the case of Dirichlet boundary condition we set
My = {v, € S}*Y, v =0 on Tp*1}
and Vit = {v € St vy =gon 2’,:"’1} ,

where E}*! is the upper boundary of Q7+,

+
Let {(,9"'”} ., be the piecewise linear basis functions of Vi*! (they take value one
on one node and vanish at all other nodes). We decompose the approximate solution
Cr*! on this basis,

Nn+l

Citl(z,y) = Y CrleitY(z,y), (z,y) € O3,

=1

where C'*! = C;t1(PM!). In the same way

Nn+1
Ci(z,y) = Y Creitl(z,y)
i=1
-yK"“ gl n+41 n+1
e E e o; 'Y,

with

1

it { e®7" if the node P*! of T;+! belongs to the moving interface
0 elsewhere.
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~ “n41 .
Furthcrmore we decompose (CrCp*') and (Cp+'e?®™"") according to

Nh+l N
CrCiti(z,y) = 3 CrCr¥ieiti(s,y),

i=1

]V"+1

> Cret o (z,y).

=1

Cpt1e ™ (z,y)

So this yields to decompose the term Cp+! (1 - C",',‘ + ae?K "“) as

Nntl
G (1-Cr+ae™™) (@,y) = 3 Cr* (1-Cr +adf™) oI (a,y).
=1

The case of a Neumann boundary condition.

We obtain the linear system :

( N+l 1
n+1 mH Panivb oz
> Cr [E /n"“ @r d:z:dy+/ Vit dzdy+

i=1

+(1=Cr + aet) / Aok da]
(4.4)

Nntl

— n+1 n+1 n+1 n+1,  n+l
g [At Lg“ @; dzdy + ae’ e oo} da]

| for j =1,---,N"+1,

The case of a Dirichlet boundary condition.

We denote (P"'H)M "

the nodes of 7;**! which are not located on the upper bound-

ary 3! and (P"‘H)N "

i=Mntl4]
Nntl
((,a:"”)_ | i the basis of Sp+! with f+t!(P*!) = §..;., the set of functions (99?"’1)
=
is a basis of H;*.

the nodes of 7;**! which are located on T}*'. Since
Mn+l
i1

p]n+1
We decompose Cyt!(z,y) on the basis ((,DI"“) oy of Sptt:
Nntl
Citl(z,y) = Y Crtlei*i(z,y)

i=1
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MrH NrH?

= S CMert(zy)+ Y gielt(z,y).

=1 i=Mn+141
Similary we set
- M"'“ - Nn+1 _
CH(=z,y) = Y Clefti(zy)+ Y. Cleit(z,y)
=1 i=Mn+l41
and
~ M”+1 ~
Cit' (1-Ch+ae™™)(zy) = X O (1-C7 +act™) oI*i(z,y)
=1
Nn+l -
+ Y 0 (1-Cr + aef*) o (z,p).
=1

Since in the Dirichlet problem the interface I';*! never hit the upper moving boundary
it we have

n+1 n+1 -
S do =0,
h

for i = M™*1! 4+1,...,N**! and j = 1,..., M**1, Then we obtain the linear system :

r

Mn+1
1 n ﬂ n n
Y ot [At /Q"H prtpnt d:cdy+/ VetV drdy
=1 h

+(1-Cr+ ae}’“) s Pt ot da]

! M wt1 n . ntl_ntl (4.5)
= Z [At /Q:H Pitpit dady + aef™! ro @i do
Nn+l 1 -
+ > [_A_{ (Cr-g) / o PP  dady — gi | VitV dwdy]
i=Mnt141 o

| for j =1,---, M,

Construction of the extension C} of C to the domain Q}*".

We now describe the construction of the extension C of C} to the domain QF1. Let
P! be a node of Q}*!. Either
(i) P! € Q7 and Ci(P*!) is computed by linear interpolation in the triangle of 7,+!
containing P!,
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or

(ii) P'*' ¢ QF and Pt is located in a neighborhood of the interface I'}.
First of all we suppose that P! is a node of I'y and P**! the corresponding node I'}*?
obtained by moving the free boundary i.e. by computing the displacement

_—

PrPr*! = At[CT — aexp (YK(PT))] 7. (4.6)
We use the approximation formula

—_—

—_—
CR(Pr*Y) = CR(PP)+ PPPM.VCR(PP),
so that in view of the equation (4.4) we get

oCt

PP > CR(PP) + At[C} — aexp (VK (FT))] 5,0

(P in)a
and by means of the interface condition (2.16), we obtain

CR(PP¥!) = CT + At[CT — crexp (vK(PP)))* (1 - CF).

Then we choose
Cr = Cr + At[C? — aexp (YK(PP))* (1-C7),

on the discrete interface T'}3*!.

Otherwise, if the node P**! is strictly located between the two interface I'} and I'}+!,
we determine the quadrangle (PJT‘, Pz, PRI, ,:"“) , where PP, P; € T and P+, PPt €
I'7*1, which contains P"*! and interpolate in this quadrangle the value of C} at P?*!.
(iii) P ¢ QF and P! is located above .

In the case of a Dirichlet boundary condition on the moving upper boundary £3*?,

when %! is above T}, we have to extend C} beyond to } up to 3+, In this case we
set

Cr =y,
in the whole part delimited by £}+! and 7.

Solving linear systems.
Two methods have been used for solving the linear systems (4.5) and (4.6) : BI-

CGSTAB which was introduced by Van Der Vorst [9] and GMRES introduced by Y.
Saad & M. Schultz [5]. No significant differences in the results were observed.
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Fixed mesh and moving mesh

In this subsection, we discuss the two variants of the implementation, namely the fixed
mesh method and the moving mesh method. The fixed mesh method was introduced be-
cause of the simplicity of its implementation, whereas the moving mesh method permits
more precise computations on the moving interface.

Fized mesh. The main idea is to define a fixed grid and at each time step, to approx-
imate the discrete interface I'3*! and the discrete domain Q7*! by an interface I"’”'1 and
a domain Q"‘” such that the boundary of Q"’“ exactly comc1des with edges of the fixed
gnd (see ﬁgure 4.1 below). Then we solve systems (4.5) or (4.6) to get the concentration
in Q"'H with using the standard Friedrich-Keller triangularization shown on figure 4.2.a.
Wlth this method we do not need to redefine the mesh at each time step and thus we
do not have to interpolate the value C}(P"*') when P*! € QF. Moreover, the num-
ber of points on the interface I't*! is independent of the number of nodes of the mesh.
Therefore we are very free to choose the number of points of I'}+2.

However this method does not permit precise enough computations on F""’l Indeed
solving Problem (4.5) and (4.6) requires the knowledge of the concentration Cpt! and
of the discrete curvature K*! on F"‘H C’"'H and K} K*! are determined as follows.

If Pr*! denotes a node of T7+!, we put

th(}‘sin-i-l) = C',':+1(P;'+1)
Ru(Pr*Y) = K+ (Pr+),

where P]'*! is the closest node of P71 belonging to I'7+!) as shown in figure 4.1.
Similarly we compute Cp*! in Q7! and in order to obtain CP*! in QF*!, we set

Cn+1 (P'n+1) _ (Pn+1)

where P! is the node of I'}*! which is the closest to the given node PP
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! _ discrete interface

—— approximate
discrete interface
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)

Figure 4.1

Discrete approximation f‘;,‘ of the discrete interface I'}.

Mowving mesh. This method, slightly more complicated to implement than the first
one, was introduced to perform more precise computations on the interface. The moving
mesh method uses a mesh generator based on a Delaunay-Voronoi method, so that the
nodes used to move the interface are degrees of freedom of the problem (see Figure 4.2.b).
Another advantage of this method is the possibility to refine the mesh in a neighbourhood
of the interface without increasing too much the cost of the numerical computations.
Furthermore, taking into account the evolution of the interface, a part of the triangular-
ization of the domain may be fixed, at least for a number of time steps.

The largest draw back of this method is that, at least on part of the domain, the trian-
gularization changes at each time step so that we have to interpolate the value of the
concentration there at each time step.

We need a description of the boundary of the domain in order to make use of the mesh
generator. In particular, we have to choose before hand at each iteration in time the
nodes on the lateral and upper boundaries of the domain. This choice is very important
since it influences the global repartition of the nodes of the triangularization. A cubic
repartition of the nodes on the lateral boundaries is used with a space step depending
on the space step of the interface.
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Figure 4.2.a

Example of fixed mesh using a Friedrich-Keller triangularization.
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N
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Figure 4.2.b

Example of a triangularization for the moving mesh method.

124



4.5 Numerical results

In this section we present and discuss a number of numerical results; some have been
obtained with a homogeneous Neumann boundary condition on the fixed upper boundary
of the space domain while others have been obtained with a Dirichlet boundary condition
on the moving upper boundary (cf. Section 2.2 (i) and (1) ).

4.5.1 Domain of variation of the different parameters.

The main parameters to be chosen are the initial concentration Cp, the initial interface
T, the value of the saturation concentration a and the value of the surface tension o.
(i) Typically initial concentrations are given by Cp = 0 and Cp = 2¢.

(ii) We take as initial interface the function

y = fo(z) = bsin (”T’) . ze(0,L) (5.1)

with b=4 10" m and L =15 10~ m.

(iii) @ is chosen as multiples of the value S; = 1.42 10°® mol/m® which corresponds to
the saturation concentration of copper, namely a = Sy and a = 305,.

(iv) Three values of the surface tension o have been chosen, o = 0, o = 30 and ¢ = 300.
The value of the constante v is then given by v =6 10~° o.

The others parameters i.e. the diffusion coefficient D, the molar volume V of the solid
and the kinetic constant x are fixed and have the following values,

D =10"°m?/s, V =17.09 10" m®/mol and « =7.09 10~° m/s.

4.5.2 The case of a homogeneous Neumann boundary condi-
tion.

The height M of the fixed upper boundary is given by M =6 10~¢ m.
Before describing the numerical results, let us make some remarks about the solution.
(i) The concentration satisfies a conservation law, namely the total mass of the solid is

preserved. Indeed integrating (2.11) by parts over 2, and using the boundary conditions
(2.12), (2.15), (2.18), we find that

— = - /
/‘1‘(1 C), dzdy _/n(l C)V, do,

but since
d
L, 0-0) dzdy= [ (1-C) dedy~ [ (1 -0V, o,
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we deduce that

d
E/n (1= C) dzdy = 0.

In particular, we obtain
/ (1= C) dzdy = / (1-Co) dedy  forallt > 0. (5.2)
Qg n0

When performing numerical computations, we systematically compute the quantity
/ (1= C) dzdy. A numerical observation is that this integral varies slightly in the
Q

first steps of the computation and becomes constant afterwards; in order to remedy the
variation for small times, we take smaller time steps initially and let them increase with
time. Table 5.1 below shows how we increase the time steps with the number of iterations
in time.

Time step At (s) | Number of iterations
1 200
5 200
10 500
50 500
100 500
500 500
1000 500
Table 5.1

The different time steps used.

(ii) Suppose that ¥ > 0. A numerical observation in the case that I'y is parametrized
in the form y = fo(z) is that the pair (C, I'y) converges to (a, constant) as t — +oo.
Next we show how one can compute this constant. Suppose that

tléinoo Ct) = a.
Thus letting ¢ goes to +o00 in (2.12), we formally deduce that
tlg-noo Vu(t) = 0’
but letting ¢ goes to +00 in (2.17), we then deduce that
Jim exp (YK (1)) =1,
and thus for v #0,

lim K(t) =0,

t—+o00
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which means that the free boundary converges to a plane (y = yo,) as t tends to +oc.
On the other hand, letting t tend to +o0 in (5.1) gives

(1= ) || = /Qo (1 = Co) dzdy

and thus since [Qo| = (M — yoo) L,

1
o = M- mLo (1 - Co) d:cdy (53)
This also provides a criterium for checking the validity of the numerical programs.

Next we present the results of some numerical computations.

1. The case that Co = 0, a = 30S,, o = 0.
Applying formally arguments based on the maximum principle one can check that

0<C<a

so that V, = C — a < 0. Therefore this case only involves the dissolution process.

The curves presented in Figure 5.1 show the interface at several times starting from
time ¢ = 0. Clearly the interface decreases in time and converges to some nontrivial
stationary state. In fact we remark that every so]utlon (C, f) with C = o and f arbitrary
is a stationary solution.

Figures 5.2-a and 5.2-b represent the concentration C at times t = 10s, ¢t = 1700s and

= 4200s computed by the fixed mesh and the moving mesh methods.

2. The case that Co = 0, a = 30S,, o = 30.

Both dissolution and growth occur here and as it has been discussed above the solution
converges to a constant as t — +o00. Figure 5.3 shows the time evolution of the interface
computed with the fixed mesh and the moving mesh methods. Figures 5.4-a and 5.4-b
represent the concentration at times ¢ = 10s, ¢ = 1700s and ¢ = 4200s computed by the
two methods.

The process seems to exhibit two distinct stages : in the first one, only dissolution
occurs and the concentration C seems to stabilize to the saturation value a by the end
of this stage (see also Figure 5.5 for the time evolution of the mean concentration on
the interface); in the second stage both dissolution and growth occur and the interface
converges to the constant y,, as ¢ increases.

We show on F]gure 5.6 the variation in time of the quantity / (1 = C) dzdy for three
different sets of time steps : the time steps At of Table 5.1, the time steps At/2 and
the time steps 2At. We remark that the variation of /Q (1 — C) dzdy decreases as the

time steps become smaller. In the case of the moving mesh the relative error is of order
0.1% whereas it is of order 9% for the fixed mesh, with the times steps given in Table
5.1. The relative error for the computation of the asymptotic value yo, of the interface
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as { — +oc is of order 1% in the case of the moving mesh and 28% in the case of the
fixed mesh.

This large difference is due to the accumulation in time of the interpolation errors on
the interface when one computes with the fixed mesh.

In Figure 5.7 we present error estimates in the case of the moving mesh method and
in that of the fixed mesh method, when dividing and multiplying the time steps by 2,
namely the quantities

1 _ far= fayellrzen

! _ ”fAt - szt“L?(o,L) and e -
at/2 | faellz2(o.z)

e =
24t | fallz2(o,)

Y

where we suppose that the interface Ty is given in the form y = f(z,t). Note that eJ,,
and e'zt /2 are respectively of order 1% and 0.5% in the case of the moving mesh and
respectively of the order of 1.4% and 0.7 % in the case of the fixed mesh. Similarly
Figure 5.8 shows the errors

L 1/2
/ [CAt(xafAt(xat),t) - C2At(ma f2At(x7t)1t)]2 d.'C
esa(t) = | 22 L )
[ 1Cadz fada, 0,01 da
and
L 2 1/2
_ | [Caila, faud,1),8) = Cayalas Fayala,t),1)] de
eAt/2(t) = | =

/OL [Cas(z, fas(z,),1)]? dz

Again here the errors are small since eS,, and €, /2 Tespectively have a maximum value
of order 0.25% and 0.125% in the case of the moving mesh and respectively of order 0.3%
and 0.15% in the case of the fixed mesh.

Figures 5.9 and 5.10 respectively show the relative error of the computation of the
interface and of the concentration on the interface between the moving mesh method and
the fixed mesh method. The error is at most 30% for the computation of the interface
and at most 40% for the computation of the concentration on the interface.

Finally in Figure 5.11 we present the relative error of the computation of the interface
and of the concentration on the interface between the methods of Ikeda and Kobayashi
and those of Roosen and Taylor, obtained in the case of the moving mesh method. The
error is at most 0.1% for the computation of the interface and at most 1.75% for the
computation of the concentration on the interface.

3. The case that Cop =0, a = S, o = 30.

Again both dissolution and growth occur here and the solution converges to a constant
as t — +o00. Here the normal velocity V, is much smaller than in case 2 so that the time
evolution of the phenomenon is much slower. As in case 2 two successive stages exist
but since the concentration at saturation is smaller the interface hardly moves during
the first stage where only dissolution occurs.
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Figure 5.12 shows the time evolution of the interface whereas Figures 5.13-a and
5.13-b represent the concentration at the times ¢t = 700s, ¢t = 1050s, ¢t = 1200s, ¢t = 1700s
and ¢t = 1.0307 10%s.

4.5.3 The case of a Dirichlet boundary condition.

This case is characterized by the existence of a planar travelling wave solution where the
interface I'; is given by f(z,t) = fo + vt, where fo = constant is the initial interface and
the concentration is given by C(z,y,t) = U(y — vt — fo). In fact we can compute the
expressions for v and U, namely if we set

z=y— vt — fo,

then
U)=14+(v+a-1)e", (5.4)

and v is the unique solution of the algebraic equation
(v+a-1)e"M=g-1, (5.5)

where g is the value of the concentration on the upper boundary and M is the height of
initial upper boundary. It turns out that there is growth, i.e. that v > 0, whena < ¢ <1
whereas there is dissolution, i.e. v < 0, in the case that 0 < g < a. If g = a the travelling
solution reduces to a stationary solution of the form (Co, o) = (o, y = constant).

From a chemical point of view, one would expect the travelling wave solution U to be
linear in z instead of having the exponential form (5.4); however for practical purposes
it does not matter too much since the profile of U is very close to linear (see Figure 5.14
below).

1.89212

0.61000

Concentration of the travelllng-wave

0.00000

o.l:. 0.
Y (m) (10e-5)

Figure 5.14
Travelling wave (5.4) with ¢ = 0 and o = 30S,.
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The height M of the initial upper boundary is given by Af = 6 107° m. The saturation
value a is fixed and equal to 30S,. On the upper boundary three values of the Dirichlet
data g have been chosen, i.e. g = 0 which corresponds to a global dissolution process,
g = 2a which corresponds to a global growth process and g = a which in view of (5.5)
implies that v = 0. We also choose two values of the surface tension, i.e. ¢ = 0 and
o = 30. We observe that as t increases, the solution converges to the travelling wave
solution (U, f,v) computed above. When there is no surface tension, i.e 0 = 0, ones
observes the apparition in finite time of a singular point on the interface.

Next we present the results of some numerical computations.

1. The case that Co = ¢ =0, @ = 30Sp, o = 0.

We take as initial interface the constant y = 0. As t becomes large we observe the
convergence of the solution (C, f) to the travelling solution computed above.

Figure (5.15-a) shows the time evolution of the relative error of the computed ve-
locity v. = v.(t) of the plane interface with respect to the velocity v of the travel-

ling wave, namely the quantity l"_’__]%’fﬁm Note that v, stabilizes for ¢ > 10%. Then

v —velt)l 0.1% in the case that the moving mesh method is being use. In figure
(5.15-b) we present the time evolution of the relative error of the computed concen-

tration U, with respect to the travelling wave U given by (5.4), namely the quantity
U-U,

T where ||.|| denotes discrete LZ-norm on ©; N {z > 0}. This error is very small

since it is of order 107%%, for ¢ > 104.

2. The case that Co = g = 0, a = 30S,, o = 30.

We take as initial interface the function f, given by (5.1). Global dissolution occurs
and the solution converges to the travelling wave solution as t increases. Figure 5.16
shows the time evolution of the interface and the convergence to a plane, for the fixed
mesh method and the moving mesh method. We show on Figure 5.17 the time evolution

of the relative error of the travelling velocity v, of the mean plane of the interface with

respect to the velocity v of the travelling wave, namely the quantity v — vt . Figures

5.18-a and 5.18-b represent the level sets of the concentration at times ¢t = 50s, t = 3250s
and t = 41000s, computed by the fixed mesh method and the moving mesh method.
Clearly the concentration becomes independent of the z-coordinate. In Figure 5.19 we
show the time evolution of the mean concentration on the interface and in Figure 5.20
we represent the time evolution of the derivative of the concentration on the interface

with respect to the z direction, in L?-norm, namely the quantity ][%%HQ (). Clearly it
converges to 0 as ¢ increases. In fact C' converges to the travelling wave U given by (5.4)

as it is shown on Figure 5.21 which represents the time evolution of B £l where
U. is the computed concentration in the domain and ||.|| denotes discrete L2-norm on
Qt N {3 > 0}.
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3. The case that Cyp = g = a, a = 305, o = 30.

The initial interface is given by (5.1). Since g = a we deduce from (5.5) that the
asymptotic value of the velocity should be equal to zero. Figure 5.22 shows the time
evolution of the interface. We observe here that the mean planes of the interfaces do not
move, even for small times.

4. The case that Cy = g = 2a, a = 30S5,, ¢ = 30.

The initial interface is also given by (5.1). Global growth occurs here and the solution
converges to the travelling wave solution as ¢ increases. Figure 5.23 shows the time
evolution of the interface and the convergence to a plane. In Figure 5.24 we present the
time evolution of the mean concentration on the interface.

5. The case that Co =g =0, a = 30S,, o = 0.

We take the initial interface given by (5.1). Figure 5.25 shows the time evolution of the
interface and the apparition in finite time of a singularity of the interface. This singularity
which takes the form of a discontinuity of the space derivative of the interface, occurs
exactly at the local maximum of the initial interface. The appearance of singularities
can be explained by the fact that the equation V, = C —a can be written as a Hamilton-
Jacobi equation with a suitable parametrization of the interface.

4.5.4 Conclusion

Opposite to what we expected when starting this study, the dissolution-growth problem
(P) in space dimension two does not seem to exhibit morphological instabilities. Possibly
instabilities may occur in the limiting case when the equation eV, = C — ae"¥ takes
the stationary form C = ae™ which has not been studied here. In both cases that the
homogeneous Neumann condition and a constant Dirichlet condition are imposed on the
upper boundary of the domain, the numerical interface converges to a constant profile
as t increases whenever the surface tension o is positive. In the case of the Neumann
boundary condition the concentration C' converges to a and the interface converges to
a constant as t — +oo whereas in the case of a constant Dirichlet boundary condition
the concentration converges to the travelling profile U and the interface converges to a
constant which displaces itself at the constant velocity v; if the boundary value is larger
than the saturation value o then v > 0 and only growth occurs for ¢ large enough while
if the boundary value is smaller than the saturation value a then v < 0 so that only
dissolution occurs for large times. A final remark is that in the case that o = 0 singular
points may appear on the interface and propagate as ¢ increases.
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Figure 5.1

Convergence to a stationary solution with a homogeneous Neumann boundary



Fixed mesh method AMoving mesh method

t =10s

t =1700s

Figure 5.2-a
The concentration in the whole domain at different times for a homogeneous
Neumann boundary condition, with Cy = 0, a = 30S,, ¢ = 0.

The dark shaded regions are regions with maximum concentration.
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4200s

Figure 5.2-b
The concentration in the whole domain at different times for a homogeneous
Neumann boundary condition, with Co = 0, o = 30Sp, ¢ = 0.

The dark shaded regions are regions with maximum concentration.
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Figure 5.3
Time evolution of the interface for a homogeneous Neumann boundary
condition on the upper boundary, with ¢ = 30, a = 30S,.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Fixed mesh method Moving mesh method

t =10s

t =1700s

Figure 5.4-a
The concentration in the whole domain at different times for the homogeneous
Neumann boundary condition, with Cq = 0, a = 30S,, ¢ = 30.

The dark shaded regions are regions with maximum concentration.
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t =4200s

t = 8700s

Figure 5.4-b
The concentration in the whole domain at different times for the homogeneous
Neumann boundary condition, with Cy = 0, a = 305, ¢ = 30.

The dark shaded regions are regions with maximum concentration.
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Figure 5.5
Time evolution of the mean concentration on the interface with a homogeneous
Neumann boundary condition on the upper boundary, with ¢ = 30 and a = 30S;.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh and the one

on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.6

Influence of the time step on the conservation of / 1— C) dedy in the case

of a homogeneous Neumann boundary condition, with o = 30Sp and ¢ = 30.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.7
Error in L%-norm for the computation of the interfaces with a homogeneous Neumann boundary
condition with @ = 305, and o = 30, when dividing and multiplying the time steps by 2.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh and the one

on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.8
Error in L?-norm for the computation of the concentration on the interface with a homogeneous
Neumann boundary condition with & = 305, and o = 30, when dividing and multiplying the
time steps by 2. The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh and the one

on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.9

Time evolution of ”f — f|IL2 L) where f is computed by the moving
1 fllz2(o,z)

mesh method and f by the fixed mesh method, with a homogeneous
Neumann boundary condition with @ = 305, and o = 30.

145



L2—error
0.2

o 2000 4000 6000 8000
Time (s)

__Figure 5.10
1C(f) = C(f)llzzo.r)

Time evolution of where C(f) is computed by the moving
Mz ¥

mesh method and 'C.(f) by the fixed mesh method, with a homogeneous
Neumann boundary condition with a = 30S, and o = 30.
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Error in L?-norm between the method of Tkeda and Kobayashi
and the method of Roosen and Taylor
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Figure 5.11
The case of a homogeneous Neumann boundary condition with ¢ = 30, @ = 30S,. Error estimates in
L%-norm between the computations performed with the method of Ikeda and Kobayashi and those of
Roosen and Taylor, for the concentration on the interface (figure on the left-hand-side) and for the

interfaces (figure on the right-hand-side) respectively.
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Figure 5.12

Time evolution of the interface for a homogeneous Neumann boundary
condition on the upper boundary, with ¢ = 30, a = S,.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Fixed mesh method Aoving mesh method

700s

t = 1050s

Figure 5.13-a
The concentration in the whole domain at different times for the homogeneous
Neumann boundary condition, with Cy = 0, a = S, ¢ = 30.

The dark shaded regions are regions with maximum concentration.
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t =1200s

1700s

Figure 5.13-b
The concentration in the whole domain at different times for the homogeneous
Neumann boundary condition, with Cy =0, a = S,. ¢ = 30.

The dark shaded regions are regions with maximum concentration.
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t =1.030710%s

Figure 5.13-c
The concentration in the whole domain at different times for the homogeneous
Neumann boundary condition, with Co = 0, a = Sy, ¢ = 30.

The dark shaded regions are regions with maximum concentration.



The case where the initial interface is the constant y = 0 for a Dirichlet
boundary condition ¢ = 0 on the upper boundary, with a = 305,.
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Time evolution of L——‘—f(l where v is the exact travelling velocity and v, is the computed one.
v

The figure is obtained with the moving mesh method.
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. : U = U(t)]] . : :
Time evolution of —W]_— where U is the exact travelling wave and U, is the computed one.

The figure is obtained with the moving mesh method.
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Figure 5.16
Time evolution of the interface for a Dirichlet boundary condition
g = 0 on the upper boundary and with ¢ = 30, « = 30S,.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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boundary and with o = 30, & = 30S,. The figure is obtained with the moving mesh method.

Time evolution of for a Dirichlet boundary condition g = 0 on the upper
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Figure 5.18-a
The concentration in the whole domain at different times for the
Dirichlet boundary condition g = 0, with a = 305, ¢ = 30.
The dark shaded regions are regions with maximum concentration.

The lines represent the level sets of the concentration.
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Figure 5.18-b
The concentration in the whole domain at different times for the
Dirichlet boundary condition g = 0, with a = 305y, o = 30.
The dark shaded regions are regions with maximum concentration.

The lines represent the level sets of the concentration.
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Time evolution of the mean concentration on the interface for a Dirichlet
boundary condition g = 0 on the upper boundary and with o = 30, o = 30S5,.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.20

oc
Time evolution of ||§|]n (t) for a Dirichlet boundary condition

g = 0 on the upper boundary, with o = 30, a = 305,.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.21

U = U@l

. Il . . . :

and with o = 30, & = 30S,, where U is the exact travelling velocity and U, is the
computed one. The figure on the left-hand-side is obtained with the moving

mesh method and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.

Time evolution of for a Dirichlet boundary condition g = 0 on the upper boundary
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Figure 5.22
Time evolution of the interface for a Dirichlet boundary condition
g = a on the upper boundary and with ¢ = 30, o = 305,.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.23
Time evolution of the interface for a Dirichlet boundary condition
g = 2a on the upper boundary and with ¢ = 30, a = 30S,.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.24
Time evolution of the mean concentration on the interface for a Dirichlet boundary
condition g = 2a on the upper boundary, with o = 30, o = 305,.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.25
The case of zero surface tension :
Time evolution of the interface for the Dirichlet boundary condition
g = 0 on the upper boundary, with ¢ = 0, & = 305S,.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.26
Time evolution of the mean concentration on the interface for a Dirichlet boundary
condition g = a on the upper boundary, with ¢ = 30, a = 305,.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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