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Theorical and numerical study of the 
morphological evolution o f interfaces

A B S T R A C T

The aim of this thesis is to study a dissolution-growth process appearing in some 
corrosion phenomena where a solid phase (typically a metal) is in conctact with a liquid 
phase. These phenomena are accompanied by a change of geometry of the interface 
between the two phases and the time evolution of these physical systems is directly 
connected to the morphology of the interface. The physical laws which govern this 
process lead to a law for the displacement of the interface which involves its mean 
curvature nonlinearly and to a parabolic equation for the concentration of the chemical 
species passed in the solution, so that one obtains a two-dimensional one phase Stefan 
problem with surface tension. The study of this problem is led by means of two different 
approaches. The first one is analytical : we use methods from nonlinear analysis to 
prove the existence and uniqueness locally in time of the solution of the Stefan problem. 
The second one is numerical since we present actual computations of the solution of this 
free boundary problem.

In Chapter 1 we present the physical context and a mathematical derivation of the 
equations for the concentration and for the displacement of the interface.

We consider in Chapter 2 the case that the interface is parametrized in the form 
y =  f (x , t ) .  We use a fixed point method to prove the existence locally in time of 
a solution of the Stefan problem in Holder spaces of the form C1,1̂ 2. We prove the 
uniqueness of the solution in a larger class than that in which the existence result is 
proven.

In Chapter 3, we consider the case that the interface Tf is a smooth simply connected 
curve. In a neighborhood of the initial interface To, the interface is parametrized by 
the arc length of r 0. We prove the existence locally in time of a solution of this problem 
by means of a fixed point method.

In Chapter 4, we present a numerical method for the solution of this problem. The 
main difficulty comes from the fact that the spatial domain varies in time. We use a 
finite element method for discretization in space of the parabolic equation for the concen­
tration. Two algorithms which involve different techniques for calculating the curvature 
term, have been implemented to compute the motion of the interface.

K EY  W O R D S : Stefan problem with surface tension, free boundary, system of non­
linear parabolic equations.
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INTRO DUCTIO N

Qu’il s’agisse de phénomènes de cristallisation, de corrosion, de dissolution ou de 
croissance d’un solide dans un milieu liquide, tous ces processus ont en commun une 
interface délimitant deux phases en contact l’une avec l’autre. Ces interfaces sont sou­
mises à des changements de géométrie et l’évolution de ces systèmes est alors directement 
liée à la morphologie de celles-ci. Afin d’étudier les différents mécanismes fondamentaux 
de ces phénomènes complexes, une des premières étapes est d’établir une modélisation. 
Le travail présenté dans cette thèse a pour origine la modélisation par G. Santarini
[10] [11] d’un processus de dissolution-dépôt. Cherchant à valider ce modèle, une étude 
essentiellement expérimentale portant sur un système électrochimique de cuivre a été 
effectuée dans le cadre de la thèse de J. Jutard [6]. Le travail présenté ici se situe en con­
tinuation avec cette thèse et est consacré à l’étude analytique et numérique du problème.

L’objet de cette thèse est d’étudier un processus de dissolution-croissance, d’une part 
de façon analytique, par des outils d’analyse non linéaire et d’autre part d’un point de 
vue numérique, par simulation de l’évolution morphologique des interfaces. Le système 
physique considéré est constitué d’une phase solide formée d’un seul composé en contact 
avec une phase liquide qui est une solution diluée de ce composé. L’étude de ce système 
est menée en dimension deux d’espace. On s’intéresse alors à l’évolution de la concen­
tration C (x ,y , t ) de l’espèce chimique passée en solution, ainsi qu’à celle de l’interface 
r t entre le solide et le liquide.

Au Chapitre 1, on décrit le contexte physique et on présente la dérivation 
mathématique des équations pour la concentration et le déplacement de l’interface. Le 
problème mathématique peut être décrit par trois équations de base :

Ct =  A C  dans la phase liquide (1)

=  (1 — C )V n sur l’interface I \ (2)

k Vn =  C — a e x p ^ K )  sur T* (3)

où n, Vn et K  sont respectivement la normale unitaire, la vitesse normale et la courbure 
moyenne de l’interface a  est la concentration de saturation et 7  est une constante 
positive proportionnelle à la tension superficielle.

L’étude analytique porte sur l’existence et l’unicité locales en temps de la solution 
de problèmes aux limites associés aux équations (1), (2) et (3). Une difficulté essentielle
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de cette étude est liée au fait que la vitesse normale de déplacement de l’interface dé­
pend de la courbure de façon non linéaire. L’existence et l ’unicité locales en temps de 
la solution de problèmes d’évolution d’interfaces avec tension superficielle a été établie 
par de nombreux auteurs; en particulier Duchon et Robert [4] ont effectué l’étude d’un 
problème de type Hele-Shaw et Chen et Reitich [3] et Radkevitch [8] ont considéré le 
cas d’un problème de Stefan à deux phases où l’équation régissant le déplacement de 
l’interface est linéaire en la courbure.

On considère tout d’abord au Chapitre 2 , le cas où l’interface est paramétrée sous la 
forme y =  f (x ,  t) et où la phase liquide est délimitée supérieurement par un bord fixe 
{y =  e}. On impose à la concentration C une condition de type Neumann homogène 
sur ce bord fixe, ainsi que des conditions de périodicité en x pour C  et / .  Abergel, 
Hilhoîst et Issard-Roch [1] ont montré l’existence et l’unicité de la solution au voisinage 
de la solution stationnaire ( / ,C )  =  (0 ,a )  dans le cas où le bord supérieur du domaine 
est donné par {y =  / ( x , i )  +  e}. Prolongeant leur étude, nous montrons l’existence et 
l’unicité locales en temps de la solution de notre problème, dans les espaces fonctionnels 
de Hôlder de type C l,l¡2. L’idée est de se ramener à un problème posé dans un domaine 
fixe et avec données initiales nulles. Le cadre fonctionnel est alors celui des espaces C 1̂ 2

[2] [7] des fonctions nulles ainsi que leurs dérivées d’ordre [5], en t =  0 . On dispose alors

d’estimations en fonction du temps des constantes d’injections des espaces C q ^2 dans 
Cq ,l ^2 où Y >  l. On considère tout d’abord un problème linéaire associé et on montre 
que ce problème admet une solution unique. Pour démontrer l’existence locale en temps 
de la solution du problème non linéaire, on utilise une méthode de point fixe, basée sur 
des résolutions successives du problème linéaire considéré précédemment. Pour démon­
trer l’unicité de la solution, on multiplie la différence des équations pour deux solutions 
par des fonctions tests bien choisies; l’unicité est ainsi établie dans des espaces de type 
W £ '  [7],

Nous étudions ensuite au Chapitre 3, le cas où l’interface est une courbe simple fermée. 
Sur le bord extérieur fixe S  du domaine, on impose à la concentration C  une condition de 
Neumann homogène. On suppose que l’interface initiale I\) est telle que dist ( lo ,S) >  0. 
Dans un voisinage de r 0, on paramétrise alors l’interface I \  par l’abscisse curviligne de 
r 0 : pour s 6  [0, l0],

r<(s) =  Xo(s) +  p{s,t)ñ0

où Xo(-s) est la paramétrisation de T0 par son abscisse curviligne s et n0 est la normale 
unitaire de r 0, dirigée vers l’intérieur. Dans un voisinage de T0 suffisamment petit, l’in­
terface r t est désormais repérée par la fonction p. On écrit alors le problème vérifié par 
C  et p. Nous montrons l’existence locale en temps de la solution de ce problème dans des 
espaces de Hôlder. La démarche de la démonstration est similaire à celle du Chapitre 
2 . On transforme tout d’abord le problème dans le domaine ü t en un problème dans 
le domaine fixe initial fio. Pour cela, on construit pour un temps suffisamment petit, 
un difféomorphisme qui transforme fî< en fio et en Tq. On se ramène ensuite à un
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problème avec données initiales nulles. C’est pour ce problème que l’existence locale en 
temps d’une solution est établie à l’aide d’une méthode de point fixe.

Au Chapitre 4, nous présentons une méthode de résolution numérique de problèmes 
aux limites associés aux équations (1), (2) et (3). Une difficulté essentielle est liée au fait 
que le domaine varie au cours du temps. L’idée est de résoudre successivement à chaque 
pas de temps les équations (1) et (2) pour le calcul de la concentration et l’équation (3) 
pour le déplacement de l’interface.
Pour évaluer le déplacement de l’interface r (,on a développé deux types d’algorithmes, 
basés sur deux méthodes très différentes du calcul de la courbure moyenne. L’une d’elle, 
dûe à Ikeda et Kobayashi [5], consiste à évaluer la courbure en chaque point de l’interface 
discrète comme l’inverse du rayon du cercle circonscrit au triangle composé de ce point 
et de ses deux plus proches voisins sur l’interface discrète. L’autre, dûe à Roosen [9] et 
Taylor [12] [13] consiste à évaluer une courbure moyenne pondérée associée aux segments 
de l’interface discrétisée.
L’équation de diffusion pour la concentration est discrétisée à l’aide d’un schéma semi- 
implicite en temps. Pour la discrétisation en espace, on utilise une méthode d’éléments 
finis avec des fonctions de base linéaires par morceaux et alternativement une triangu- 
larisation fixe ou une triangularisation qui varie au cours du temps de telle façon que 
l’interface discrétisée coïncide avec des côtés de triangles à chaque pas de temps.

Ces méthodes numériques ont été mises en oeuvre avec des conditions aux limites de 
Neumann homogène ou des conditions de Dirichlet sur le bord supérieur du domaine. 
Les résultats numériques obtenus sont compatibles avec les propriétés qualitatives de la 
solution. Lorsqu’on impose une condition de Neumann homogène sur le bord supérieur 
du domaine, ce qui correspond à un système physique fermé, on vérifie numériquement 
que C(t) converge vers la concentration de saturation a  quand t —► +oo et que l’in­

tégrale /  (1 — C ( x ,y , t )) dxdy est conservée au cours du temps (ceci correspond à la 
Jcit

conservation au cours du temps de la masse totale du composé). Par ailleurs, lorsqu’on 
impose une condition de Dirichlet sur le bord supérieur, on constate numériquement que 
la concentration C et l’interface T* convergent vers une onde progressive où l’interface est 
donnée par f {x , t )  =  fo + v t  et la concentration est donnée par C(x, y, t) =  C {y—vt — fo), 
fo =  constante étant l’interface initiale et v étant la vitesse de déplacement de / .  Dans 
les deux cas considérés, on observe que la frontière libre se stabilise et ne présente pas de 
développement de dendrites. Cette étude a été effectuée en collaboration avec C. Dupaix 
et D. Hilhorst.
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Chapitre 1

M O DELISATIO N PH Y SIQ U E
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1.1 La m odélisation  physique et la dérivation  
m athém atiq ue.

De nombreux phénomènes physiques, qu’ils soient naturels ou industriels, présentent 
une phase solide en contact avec une phase liquide, chacune d’elles évoluant par échange 
de matière. Ces phénomènes s’accompagnent d’un changement de géométrie de l’interface 
entre ces deux phases. On s’intéresse plus particulièrement à l’évolution morphologique 
de ces interfaces. Dans cette thèse, le phénomène physique considéré à l’origine est un 
processus de corrosion ou de dépôt, où typiquement un métal se trouve en contact avec 
un milieu liquide avec lequel il intéragit. Ce phénomène est alors modélisé de la façon 
suivante.
On considère un système constitué d’une phase solide formée d’un seul composé et une 
phase liquide incompressible qui est une solution diluée du composé. On suppose que 
l’évolution dans le temps de ce système met en jeu deux types de processus : un processus 
homogène de diffusion de matière dans la phase liquide, rendant compte de la migration 
de l’espèce chimique dans le liquide, et un processus hétérogène de dissolution-croissance 
localisé à l’interface entre solide et liquide. Nous allons alors établir les équations tra­
duisant ces différents processus en dimension deux d’espace.

Commençons par fixer un certain nombre de notations. Soient Çlt le domaine occupé 
par le liquide et I \ l’interface entre le solide et le liquide. On désigne par C(x,y , t )  la 
concentration de l’espèce chimique passée en solution, dépendant des variables d’espace 
(x, y) et du temps t.
Les équations gouvernant l’évolution de la concentration et de l’interface se déduisent 
alors des lois physiques suivantes :

i) Bilan de matière
On suppose que le liquide est au repos et qu’un chaque point de l’interface, la diminu­

tion de volume du solide est exactement égale à l’augmentation de volume du liquide, de 
sorte que la vitesse de convection est négligeable. On néglige également tous les autres 
flux par rapport au flux de diffusion. Si l’on note J  le flux de diffusion, la première loi 
de Fick donne

J =  —D  grad(C), (1.1)

où le coefficient de diffusion D  est une constante positive.

Soit u>t un sous domaine arbitraire se décomposant en u>l, la partie occupée par la 
phase liquide et u st par la phase solide, c’est-à-dire u>t =  üJlt U u>£ (voir Figure 1.1).
La conservation de masse dans u)t se traduit par une quantité de matière constante dans 
ujt à chaque instant. Autrement dit,

0 = jt(LCdxdy)
“ Tt{l,cdxdy) + í i{ lJ izd»)■ (1-2)
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où V étant le volume molaire du solide, -y représente la concentration dans la phase 
solide.
De plus, on désigne par nl (respectivement n1) le vecteur unitaire normal à la frontière 
du lt (resp. du>l) de u[ (resp. cof) dirigé vers l’intérieur de cj{ (resp. u>f) (voir Figure 1.1). 
Enfin, on note Vni (resp. V„») la vitesse normale à du>lt (resp. duf).
L’équation (1.2) s’écrit alors

0 =  [  Ct dxdy -  f  CVnt da  -  f  ^rVn. da.
Ju)\ Jdut\ Jdw* V

(1.3)

Par ailleurs, en posant T =  r ( il u t la partie de l’interface contenue dans ujt 
(voir Figure 1.1), on a

[  CVnid a  =  LCVnd a +  f  CVni da 
Jdu{ J f  Jdw[\r

et /  ¿ v „ .¿o  =  -
Jdwf V  J r V

(1.4)

(1.5)

où n est la normale unitaire à l’interface T*, dirigée vers l’intérieur de la phase liquide 
et où Vn est la vitesse normale à I \.

( Liquide )

( Solide )

Figure 1.1 
Décomposition du sous domaine en et uil.

En reportant les équations (1.4) et (1.5) dans (1.3) et en utilisant le fait que J.n1 =  CV nt, 
on obtient

0 -  £  Ci ¿ 4  +  f .  (±  -  c) V. *  -  J  J.n‘ ia . (1.6)
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L’équation (1.6) a lieu pour tout sous domaine u>t. En particulier, pour u>t = u>j, c’est-à- 
dire pour üj* = 0 ou bien encore pour f  = 0, l’équation (1.6) se réduit à

f Ctdxdy = f J.n1 da. (1.7)Ju> j J du?lt

De plus, grâce à (1.1), on a

f J.nlda = -D [  ^ jda
Jdu\ Jdu»| OTV

= D f  A C dxdy,
Jui[

et par conséquent
j Ct dxdy = D j A C dxdy,

J u>{

pour tout u>lt C fit- Nous obtenons ainsi l’équation de diffusion :

Ct = DAC dans la phase liquide. (1.8)

En substituant alors (1.7) dans l’équation (1.6) il vient

pour tout T C r t. On obtient ainsi l’équation à l’interface :

— J.n =  — c'j K» sur l’interface IV (1.9)

ii) Loi de dissolution-croissance du solide
On suppose que la cinétique de dissolution-croissance à l’interface suit la loi suivante :

Vn = h(C,K),

où h est une fonction cinétique, dépendante du type de réaction considéré et modifiée 
par la courbure moyenne K de l’interface.

Dans toute cette étude, nous considérons une réaction d’interface du premier ordre 
et une loi de Gibbs-Thomson pour introduire la dépendance de la courbure moyenne K
[8]. On considère ainsi la loi cinétique suivante

h(C,K) = AV(C-S0e'K),

9
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où A est une constante cinétique, Sq est la concentration de saturation de la solution et 
la constante positive 7  est proportionnelle à la tension superficielle de l’interface.
Avec ce choix particulier de la fonction cinétique h, on a

Vn =  AV (C -  S0e>K) sur I \ .  (1.10)

R em arque 1 .1 . Le domaine de validité de la loi cinétique (1.10) est déterminé par 
le domaine de variation de l’argument 7 K  de l’exponentielle. La valeur de 7 K  ne doit 
pas être trop grande. En pratique et notamment dans le cadre de l’étude numérique, on 
impose à 7 K  de ne pas excéder la valeur 2 .

R em arque 1 .2 . D ’autres types de réactions d’interface peuvent être considérés. Une 
réaction d’ordre deux, par exemple, prendrait en compte la concentration C de façon 
quadratique (voir [3] pour plus de détails). L’étude menée ici en serait cependant sensi­
blement différente.

Le système est donc mathématiquement régi par les trois équations fondamentales 

Ct =  D A C  dans la phase liquide (1.11)

< =  ( y  — C1) Vn sur l’interface r t (1.12)

( yn =  AV (C -  Soe*K) sur Tt (1.13)

Les équations de base étant maintenant établies, nous précisons ci-dessous les 
problèmes aux limites étudiés dans cette thèse.

1.2 Les différents problèm es au x  lim ites de l ’é tu d e  
an aly tiq u e.

Dans l’étude analytique, on suppose que la concentration y  de la phase solide est 
beaucoup plus grande que la concentration C de l’espèce en solution. La relation d’in­
terface (1.12) devient donc

dC  1
=  ÿ V n  sur l’interface Tt. (2.1)

On particularise alors le système en considérant d’une part le cm d’une interface 
paramétrée sous la forme y =  f (x , t ) ,  et d’autre part le cas où l’interface est une courbe 
simple fermée. On précise notamment les conditions aux limites et les données initiales 
pour chacun des cas.
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1.2.1 Cas d ’une interface paramétrée sous la forme y =

On suppose que l’interface est décrite par le graphe I"* =  |(x ,t / , î )  g IR2 x IR+, y =  /(*,<)}• 
Nous envisageons alors le cas où la phase liquide est délimitée par un bord supérieur fixe 
d’ordonnée e.

On pose Q/  =  |(x ,y ,  t) € IR2 x 1R+, (x ,y ) € fitj  où la phase liquide fit est définie par 

=  { (* ,y ) € 1R2, f ( x , i ) <  y <  e}.

La vitesse normale Vn et la courbure moyenne K  de l’interface s’expriment alors par

=  -------^ T B  e t K  = ---------^ S .
(i + f l ) '  (i + Æ) 7

Les équations (2.1) et (1.13) s’écrivent alors

= V( i  + / 2 ) 1/ 2 ^

(1 + / 2)1/2 “  AV  ^oexp 7  — j'3/2 j  j  (2-3)

C onditions aux lim ites et données initiales.

On suppose que C et f  sont périodiques de période 2L dans la direction x , c’est-à-dire

f  C(x +  2L,y, i )  =  C(x,y, t ) ,  (x , y , t ) e Q f (t> .
\  f ( x  +  2L, t) =  f {x ,  t), (x, t) e  Ht x 1R+. ^

On suppose de plus que C satisfait une condition de Neumann homogène sur le bord 
supérieur fixe du domaine :

dC
(x ,e ,i)  =  0 pour (x,<) G IR x IR+. (2.5)

Oy

Enfin, on impose des données initiales 2L-périodiques en x : 

f f { x ity — fo{x)i x e J R
1 C{x, y, 0) =  Co(x, y), (x, y , t) 6  Qj0 =  {(x, y) € 1R2, f 0(x) < y <  e} .

A dim ensionalisation du problème.

Afin d’obtenir des équations sans dimension, on pose :

(x ,ÿ ,ê ,Z ) =  ^ (x ,y ,e ,Z ) ,  t - ^ t ,

11
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/(*»*) =  ^ /(*»*)» C{x,ÿ, t)  =  V C(x,y, t) .

En omettant les tildes des notations, les équations (1.11), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) et (2.6) 
se transforment en :

Ct =  A C dans Qj  =  |(x ,y ,t)  € 1R2 x R +, / ( x , i )  < y <  e} ,

( C ~  o>n )  (x ’ -ft®» ^  =  a exp ( (i +  f f i ) 8̂ 8» ’ (x, i) G H  x 1R+

|j£ (x ,e ,i)  =  0, (x,i) G 1R x IR+

C(x +  2L, y, t) =  C(x, y, t), (x, y, <) 6 Q/

C(x, y, 0) =  C0(x, y), (x, y) € S /  =  {(x, y) € H 2, /o(x) < y < e} ,

(i +  f j y / *  =  ~ Q exp ( ¿1 +  / { y 2 â’ +  ^  0  e  IR x 1R+

/(x  +  21, i) =  / (x , i), (x, i) € IR x ]R+

/(x , 0) =  / 0(x), x G IR

7 = ̂ 7, a = VS0,

1.2.2 Cas où l’interface est une courbe sim ple fermée.

On suppose que l’interface I \ est une courbe simple fermée et que la phase liquide 
fit est un domaine de ]R2 simplement connexe, délimité extérieurement par un bord fixe 
régulier S  et intérieurement par l’interface I

Conditions aùx limites et données initiales.

On suppose que la concentration C  vérifie une condition de Neumann homogène sur le 
bord extérieur fixe S  de fi* :

dC n
5 ^  =  0, su rS , 

où ris est la normale unitaire au bord fixe S.

Par ailleurs, on choisit les données initiales :

{  COr.y'o) =  Co(x,y) (x , y ) € Si„, (2'7)

12
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où r 0 est une courbe simple fermée et régulière et d 0 est le domaine initial délimité par
r0 et S.

La fonction C et l’interface r t vérifient alors le problème

Ct =  D A C  dans Q =  |(x ,y ,< ) € IR2 x IR+, (x, y) 6 fit} ,

D $n = V Vn sur S =  {(x,y,*) € 1R2 x IR+, ( i , y ) g r t} ,

sur x 1R+,

C(x,y,0) =  C0(x,y)  ( x ,y ) € i i 0, 

j  Vn =  AV (C -  S0exp(yK)) sur S,

\  r i=0 = To.

A dim ensionalisation du problème.

On paramétrise l’interface I \ par son abscisse curviligne s :

Tt:  [0,/] — -  IR2
5 i— ► (x( s , t ) , y ( s , t )).

On pose alors

^x, ÿiS,Tj — — (x, y, s, /), t =  - j j  t ,

7 =  ^ 7>  & =  V S0,

C(x ,y , t )  =  V C(x,y , t ) .

On définit de plus l’interface transformée suivante :

f ¡ :  [0,i] E 2

s i— - ( î ( î , i ) ,ÿ (J , i ) )  =  ^  (x(s ,t ) ,y(a,t ))

c’est-à-dire

= ̂ r,w.
On définit de la même façon, le domaine transformé de fi*.

Il s’agit alors d’écrire les équations vérifiées par C et f*. Si l’on note ñ, Í4 et K  
respectivement la normale unitaire, la vitesse normale à f* et sa courbure moyenne, on 
montre aisément que

H =  Z, Vn =  AVfi et I< =  ^  K .

13

d e
äns 0,

f«(5)



La fonction C et l’interface f  t- vérifient donc le problème suivant, où les tildes ont été 
supprimés des notations

Ct =  AC dans Q =  { (x ,y ,i)  6 1R2 x IR+, (x,y) G ,

=  Vn sur E =  { (x ,y ,0  G 1R2 x 1R+, (x,y)  G I \}  ,
i

=  0 sur 5  x 1R+,

k C (x ,y ,0 ) =  C0(x,y) (x ,y) G iî0,

J Vn =  (C  — aexp(7 / i ) )  sur S,

\  r t=0 =  To*

R em arque 2.1. Le choix d’une condition de Neumann homogène n’est pas essentiel à 
l’étude analytique de ces problèmes. On aurait tout aussi bien pu envisager une condition 
de type Dirichlet.

1.3 Les sy stèm es é tu d iés nu m ériqu em ent.

On suppose que l’interface I \  est une courbe périodique en x, non nécessairement 
décrite par un graphe. Nous considérons alors deux types de problèmes :

1) Le problème de Neumann.

Le bord supérieur du domaine i î t est un plan fixe B =  {y  =  e}. La concentration C 
satisfait la condition de Neumann homogène

dC n „ < -,
—  =  0 sur B =  {y =  e).

2) Le problème de Dirichlet.

La phase liquide est une couche de diffusion : le bord supérieur Bt =  {y  =  d(t) +  e} de 
est un plan se déplaçant à une vitesse d'(t) telle que l’aire du domaine iî< est conservée 
au cours du temps. La concentration C  satisfait la condition de Dirichlet

C - g  sur Bt =  {y =  d(t) +  e},

où g est une fonction donnée.

Par ailleurs, pour les deux problèmes considérés (Neumann et Dirichlet), on suppose que 
C  et Tt sont 2L-périodiques en x. Ceci nous permet d’obtenir un problème équivalent 
dans un domaine que l’on note également Çlt, borné dans la direction x, avec x G (0,2L).
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Pour cela, on impose à C  et Tt des conditions de périodicité que l’on explicite ci-dessous.

Par souci de simplification, on fait l’hypothèse que Tt ne possède qu’un seul point d’abs­
cisse x =  0. Autrement dit, Tt est un graphe dans un voisinage de {x =  0}. Pour t > 0, 
les conditions de périodicité pour la concentration s’écrivent alors

J C (0,.,f) =  C(2L,.,t)

et pour l’interface I \, si Tt est paramétrée par son abscisse curviligne s, c’est-à-dire si

r, : M  — . Et2
s I—> (i(s,f),j(s,f)),

elles s’écrivent

x(0,<) =  x(l,t) + 2 L ,  y(0,t) =  y(l , t)

\  $?(M) =

Rem arque 3.1. Sans l’hypothèse simplificatrice précédente, la condition (C2) porterait 
sur tous les points de d’abscisse x =  0. Cependant, l’étude numérique montre que 
cette hypothèse est vérifiée dans le cas du problème de dissolution-croissance étudié : si 
l’interface initiale est de la forme y — /o(x), alors l’interface peut être paramétrée en 
tout temps sous la forme y =  f (x, t ) .

Enfin, on impose des données initiales vérifiant les conditions de périodicité (Ci) et (C2) :

f r t=o =  r 0
\  C{x,y,Q)  =  C0(x,y) ( x , y ) £ Ç l 0,

où fîo est le domaine initial, délimité par To. 

On obtient donc le problème

Ct =  D A C  dans Q,

d t£  = (v - c ) v" s u r S ’

e’*) =  0 (¡M ) 6 R  x  R + ,

1 OU

C(x,d(t)  +  e,f) =  g(x) (x , i ) € H  x IR+,

C satisfait la condition de périodicité (Ci),

C(x,7/,0) =  C0(x,y) ( x , y ) € Ü  0,
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' Vn =  A.V (C -  So exp(7 A')) sur E,

. < Tt satisfait la condition de périodicité (C2),

„ r t=0 =  To,

où Q =  {(x,y,<) € IR2 x  1R+, (x,y)  G Ht} et E =  { (x ,y ,i)  6  1R2 x IR+, (x,y) G

En reprenant l’adimensionalisation effectuée au paragraphe 1.2.2 dans le cas où l’in­
terface est une courbe simple fermée et en posant de plus ê =  37e, d(t) =  d(t) et 
g(x) =  g(x), on obtient le problème sans dimension suivant où les tildes ont été suppri­
més des notations

Ct =  AC dans Q

=  (1 -  C) Vn sur E,

^ r r (x > e> 0  =  0 (x, t) G ÏR x 1R+,
4

S ou

k C(x, d(t) +  e, t) =  g(x) (x, i) G IR x ]R+,

C satisfait la condition de périodicité (Ci), 

k C(x, y, 0) =  C0(x, y) (x, y) € fî0,

{
Vn =  (C — aexp(7 A')) sur E,

I \  satisfait la condition de périodicité (C2),

r i=0 =  To,

où Q =  { (x ,y ,f )  G 1R2 x  R +, (x,y) G i î t}  et S  s  { (* ,y ,i)  G 1R2 x  IR+, (x,y) G Tt}.
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Chapitre 2

E X IST E N C E  ET U N IC IT É  
LOCALES EN  T E M PS : Le cas 
d ’une param étrisation de l’interface 
de la forme y =  f(x ,t)
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2.1  Introduction .

Le système considéré est constitué d’une phase solide formée d’un seul composé et 
d’une phase liquide incompressible qui est une solution diluée de ce composé. L’évolution 
en temps de ce système, qui modélise le phénomène de corrosion décrit au chapitre 
précédent, est régie mathématiquement par les trois équations fondamentales,

Ct =  A C dans la phase liquide, 

où C  =  C(x ,y , t )  est la concentration de l’espèce chimique dans la phase liquide,

j- _ v  
dn  l r '

où r , est l’interface entre solide et liquide, n est le vecteur unitaire normal à l’interface, 
dirigé vers le liquide, et Vn est la vitesse normale à I \ donnée par la loi cinétique [6]

Vn =  C'ir, -  aexp^JO,

où a  et 7  sont des constantes positives, 7  étant proportionnelle à la tension superficielle, 
et K  est la courbure moyenne de l’interface.

Dans ce chapitre, nous étudions ce système en considérant le cas où la phase liquide 
est délimitée par un bord supérieur fixe d’ordonnée e, et l’on suppose que la concentra­
tion C  satisfait une condition de Neumann homogène sur ce bord fixe. On suppose de 
plus, que l’interface Tt est décrite par le graphe Tt =  {(x , ?/, i) € 1R2 x IR+, y =  /(*,<)}•
Les fonctions f  et C  vérifient alors le problème

Ct = A C dans Qj  = |(x ,y ,i)  G ffi,2 x IR+, f(x, t )  < y < e} , (1.1)

(C ~ Ü ? )  =  QexP ( (lï ? ^ )3 /2  (*’*)) » (x ,i ) e n tx lR + (1.2)

£ £ ( x , e , i )  =  0, ( i , i )  6 l x l + (1.3)

C(x +  2L,y,t)  =  C(x,y,t),  (x , y , t ) e Q f  (1.4)
(P ) Ì f o i

C(x,y,0)  =  Co(x,y), (x,y) G S /  =  { ( x ,y) G Dl2, / 0(x) < y < e j  , (1.5)

(1 +  / *)i/a = ~ QexP ^  ^ ^ 3/2 + C ( x , / ( x , î ) , 0 ,  ( x , i ) € l R x l R + (1.6)

f(x + 2L,t) = f(x, t),  ( x ,< )g I R x I R + (1.7)

k /(x ,0 ) = /o(x), x £ IR (1.8)

Les conditions (1.4) et (1.7) expriment la périodicité de la concentration et de l’interface 
dans la direction x. En outre, les données initiales /o et Co qui sont périodiques en x,
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{H  ) =  C°(X' M XÏÏ ~  a e x p  ( ( f '̂ 2 ) 3 / 2  ( J ) )  ’ 1  €  1R

^ & (x , e) =  0, x € 1R.

de période 2L,  vérifient les conditions de compatibilité :

Abergel, Hilhorst et Issard-Roch [1] ont montré l’existence et l’unicité de la solution au 
voisinage de la solution stationnaire ( / ,  C)  =  (0, a), pour le problème (P ) dans le cas où 
le domaine spatial est la couche de diffusion { (x,y , t )  € 1R2 x lR+ , / ( x , i )  < y <  f (x , t )  +  e}.

L’objet de ce chapitre est d’établir l’existence et l’unicité locales en temps de la solu­
tion du problème (P). Plus précisément, on va montrer le résultat suivant :

T héorèm e 1.1

Soit f 0 € Cp+A(IR) avec Sup | / 0| <  |  et C0 G Cp+A(S /) , pour 0 <  À <  1. Il
R o

existe T  > 0  tel que le problème (P) admet une solution unique 

(f , C ) €  C S J’13+i)/2(Sr) X 

où Er =  H  x (0,T)  et Qsj  a  { (z ,y ,l)  € 0 / ,  i S (0,2")).

La démonstration du théorème est organisée de la façon suivante.

Au paragraphe 2, on rappelle les définitions des espaces de Hôlder que nous utilisons, 
ainsi qu’un certain nombre de propriétés dans ces espaces.

Au paragraphe 3, on transforme le problème (P)  en un problème (P)  sur un domaine 
fixe.

On transforme ensuite, au paragraphe 4, le problème (P ) en un problème (P°)  avec 
données initiales homogènes en t =  0, comme cela est fait par Bazaliï et Degtyarev [2], 
dans le cadre d’un problème de Stefan décrivant le déplacement d’un fluide visqueux 
incompressible. L’idée est d’utiliser des espaces de Hôlder à données initiales nulles pour 
lesquels il y a des estimations des constantes d’injections en fonction du temps. C’est 
pour ce problème (P°)  que l’on établit l’existence locale en temps d’une solution.

Pour cela, on considère au paragraphe 5,. un problème linéaire associé et on montre 
qu’il existe une solution unique de ce problème, pour un temps T  suffisamment petit.

Puis, au paragraphe 6, on donne la preuve de l’existence locale en temps d’une solution 
du problème (P°), en utilisant une méthode de point fixe.

Enfin, l’unicité de la solution du problème (P)  est établie au paragraphe 7.
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2 .2  Q uelques résu ltats et propriétés des espaces de 
H ôlder utilisés.

2.2.1 Les espaces de Hôlder utilisés.

Les espaces utilisés sont les espaces de Hôlder Cl,l̂ 2(QT) et C1,1̂2{Zt ) définis par 
Ladyzenskaja, Solonnikov et Ural’ceva [7] où

Qt =  € Et2 x (0,T ) ,  0 < y <  l }  et S j  =  Ht x (0,T),

que l’on dénotera souvent par

Cm+A,(m+A)/2( g r ) ^  ç m + ^ J / î ^  aveC m  =  [/] et A =  l -  [/],

[/] désignant la partie entière de l. On rappelle alors la définition de ces espaces :

Pour une fonction u : QT — ► 1R, on note D Tt D*x u les dérivées partielles de u, c’est-à-dire 

D rt D*x u =  , avec X  =  (*,y) et s =  si +  s2. Alors

C m + A , ( m + A ) / 2 ^ )  =  . Q r  D \D ax U €  C ° ( $ T ) ,

pour 0 < 2 r  +  s < A  +  m, telle que IMIq*”1* < + 00}

avec la norme
m

IM I§Îm) =  ( « ) q Î w) +  £  S  \Dl Dx^ \  »
j = 0 (2r+5=j) T

OU

( ^ r m>= E W D ‘x u) % t + £  WDiujiSr*’“ ’
(2r-fs=m ) (0<À +m —2r—s< 2)

et, pour po >  0 et 0 <  a  <  1,

/u\(°) = Sud \u(X,t) — m(A ,t)I
\ / X , Q t  P  _  IA' — A"l“ ’

( X , t ) , ( X ' , t ) € Q r  Ia  a  I
\X -  A"| < po

/ \ (®) _  Oim |u (A ,¿ )  — t /(A ,¿) |
\ u ) t ,Q T — S u p  _

(A ',i),(A ',i')€Q T I1 1 I
|< -  t '| < po

R em arque 2.1. Ces espaces sont des espaces de Banach pour les normes considérées. 
Par ailleurs, ces normes dépendent de p0, mais pour différents p0 >  0, elles sont équiva­
lentes.
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C j f Œ r )  =  { »  €  c u / j ( 3 t ).

v(x +  2L, y, t ) =  v(x, y , t) pour tout (x, y , t ) € Qr}

des fonctions 2L-périodiques dans la direction des x et de façon similaire Cp^2(Er). 
Par la suite, l’indice per fera toujours référence à des fonctions 2L-périodiques dans la 
direction x.

Finalement, on rappelle la définition des espaces de Hôlder à données initiales 
homogènes donnée par Ladyzenskaja, Solonnikov et Ural’ceva [7, page 301] :

CoJ/2G r )  =  { »  € C * ( t } T), § ï |  o =  0 ; j  =  0,..... [I]}  .

Comme on le verra au Lemme 2.5 ci-dessous, on peut obtenir une estimation en fonction 
du temps T, des constantes d’injections dans ces espaces.

2.2.2 Propriétés des espaces de Hôlder utilisés.

On donne ci-dessous un certain nombre de propriétés relatives aux espaces de Hôlder 
utilisés. On commence tout d’abord par rappeler un résultat qui sera abondamment 
utilisé par la suite.

L e m m e  2.2

(i) Soit m g l N J  existe une constante C >  0 dépendant seulement de m telle 
que

pour tout f ,g  € Cm+A-<m+A>/2(Qr ),0  <  A <  1.

(ii) H existe une constante C >  0 telle que

| |} Î '+A> < C(I|/||<£A>)’
I\ J  IIq t

pour tout f  G C1+A,(1+A)/2((^r ), telle que f  >  1.

(iii) Il existe une constante C >  0 telle que 

h  o / I 6 r+ i> <  C |M |¡L«¿() max ( l ,  ( l l / l O 2)

pour tout f  e  C 1+X'il+X)/2(QT), telle que - M  <  f  <  M  et pour tout 
<P € C 1+1([—M , M]) (espace des fonctions continûment dérivables à dérivées 
lipschitziennes ).

On définit également les espaces
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Rem arque 2.3. On utilisera le Lemme 2.2 (i) dans le cas où g G C m+>''('m+x^2(QT) et 
/  € CTn+Â ’n+À̂ 2(Er). On travaillera alors implicitement avec f ( x , y , t ) =  f { x , t ) pour

tout (x , y , t ) € Qt , de sorte que /  € Cm+X’{m+X̂ 2(QT) et | | / | |^ +A) =  ||/ ||j£ +À)-

On rappelle ensuite un résultat dû à Abergel et al. [1] permettant d’estimer les termes 
exponentiels. On note

X ( s )  =  expfrs) - 1 - 7 s  

X vérifie alors les propriétés suivantes :

Lemme 2.4

(i) Il existe 60 >  0 tel que, pour tout 6 G (0, Æ0) et pour tout r G C1+A’(1+Â 2(E:r) 
vérifiant ||r||!£*A* <  6, on a

U x M lC  2 72c (||r||g^»)2 

où C est une constante indépendante de A.

(ii) Il existe S0 >  0 tel que, pour tout S G (0,£o) et pour tout 
r , r ’ G C1+A’(1+A)/2(Er) vérifiant |M|£*A\  ||r'||£*A* < S, il existe c =  c(<50) tel 
que

l lx (r )  -  x M l l g ^ 1 <  c\\r -  r'||<,'T+ J| m a x  ( |k | |< î+ A>, | | r ' | |< |« l )  .

Enfin, on donne un résultat d’estimation en fonction du temps T  des constantes d’in-
— I 1/ 2  _____ X /  X

jections dans les espaces de Hôlder {Qt ) à données initiales homogènes [2]. C’est 
l’objet du lemme suivant qui étend un résultat de Ladyzenskaja, Solonnikov et Ural’ceva 
[7, Lemme 4.1, page 302].

Lemme 2.5

V V /2 __
Soit V > l >  0 ei v G C0’ {Qt )- Alors il existe une constante c > 0 telle que

IhC <
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2.3 T ransform ation sur un dom aine fixe

On transforme le domaine Q j  dans le domaine fixe Q défini par 
Q =  | ( x ,y , í )  € IR2 x ïït+,0 < y <  l | ,  à l’aide du changement de variables :

i e ~ V  ;  * 
x - x ' » - e _ / ( * , t ) - 1 « - / ( * , < ) ’

et on pose

C{x , ÿ, i) =  C(x, y, t), / (x ,  î ) =  f (x , t ) .

Les nouvelles fonctions C et f  vérifient alors le problème (P)  suivant :

^ + ( e - / ( x , ^ (l + (1~ ^ )<?a

— 1 ~ y > (/**-/< + —2/̂  . 1 Cÿ -  -2̂  r  y) ¡ica,
e - / ( x , i ) V  Jt* e - f ( x , t ) j  v e — f ( x , t )  

dans Q =  |(x ,ÿ ,£) € IR.2 x IR+,0 < ÿ < l }  (3.1)

C(x,0,£) — f*} j Cÿ(x,0,i) +  —— 7^-Cx(x,0,i) 
e - / ( x , t )   ̂ (1 +  /1 )1/2

= QexP((1~ 7/ ^ 3/2)̂  ( i , i ) € H x ï ï t +  (3.2)

^ ( i ,  1,£) =  0 (x,f) e IR x 1R+ (3.3)

C(x + 2Z, ÿ, î) = C (î, y, f) dans Q (3.4)

C (i,ÿ ,0) =  Co(x,y) (x,ÿ) e IR x (0,1), (3.5) 

et

ft = -  ( l  +  / I ) ' 72 ^aexp(( i ~ ^ /2) -  C(x,0,i)^ (x,Î) € IR X + (3.6)

/(x  + 21, t ) = /(x , f) (x, £) € IR x 1R+ (3.7)

l /(¿ ,0 ) = /o(x) î e E  (3.8)

Par ailleurs, les données initiales Cq et fo sont périodiques en x, de période 2L et sa­
tisfont les conditions de compatibilité (H0) :
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¿ ■o ( á , ° )  +  , ,  JL , , A ( * ’ 0) -  í l ± ^ i^ é o , ( i , 0 )
(1 +  Jo I ‘ -JO

(Ho)
=  Qexp(( T Í ^ >

CoJx, 1) = O x €  IR (3.10).

x € IR (3.9)

R em arque 3.1. Dans ce qui suit, on omettra les chapeaux des notations.

2.4 Le prob lèm e avec données in itia les hom ogènes 
en  t  =  0.

On utilise les espaces C l0'^T(QT), pour lesquels grâce au Lemme 2.5, on connaît des 
estimations en fonction du temps T  des constantes d’injections. On va donc transformer 
le problème (P) en un problème à données initiales nulles.

On suppose que les données initiales sont telles que Cq € Cp¿A(IR x [0,1]) et

fo € Cp¿A(lR) avec Sup | / 0(x)| <  | .
x€R ^

On montre ci-dessous qu’il existe des fonctions

€ C £ a-(3+a)/2 ( 5 t ) 

et h(x,t) e  C£?'*, W ‘(E t)

telles que

et

u(x,y,0) =  C0(x,y) . .
^i(x,y,0) = C<(x,y,0) =  C(1)(x,y)

h(x, 0) — fo{x) ,
ht{x, 0) =  /t(x, 0) =  / (1)(x)

où C(1) et sont déterminés à partir des équations différentielles (3.1) et (3.6) du 
problème (P)  à l’instant initial t =  0, c’est-à-dire

/ (1)(x) =  ft(x, 0)

=  - (1  +  f i 2)'12 ^«exp ^  + 7̂ 2)3/2 -  C oi^ O )^  (4.3)
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c (1|(x,ÿ) = c,(x,y, 0) 

= c“** + (TTÿÿî (’ + (1 -  rfiï) c°» -

{ i A )

Construction des fonctions v et h :

1) Comme f0 € C«+A(]R) et C0 6 C^+A(IR x [0,1]), il est clair que /W € C2+A(IR). 
Grâce à Ladyzenskaja, Solonnikov et Ural’ceva [7, Thm. 4.3, page 299], on peut cons­
truire ft(x,i) 6 C 'p+ ^ +^ ÎSj) tel que h(x,0) = / 0(x) et kt(x,0) =  f^{x) .

2) De la régularité de fo et Co, il vient € Cp+A(IR x [0,1]). Grâce à 
[7, Thm. 4.1, page 298], les fonctions Co et C^ sont prolongeâmes à l’espace IR2 
tout entier : il existe Co € Cp+A(IR2) et ¿H1) e Cp+A(IR2) telles que C0L . =  C0

et £ ^ |Rx(01) =  En utilisant à nouveau le Théorème 4.3 de [7, page 299], on

montre qu’il existe v(x,y,i) € C£+A,(3+A)/2(]R2 x [0, T]) telle que v(x, y,0) = Co(x, y) et

o i  preni alore v  =*01,,. S C ^ ' 13+W2(^ t ) q<ù vérifie :

Kx.y.O) = Co|R)<(M) = C„

v,(x,y,o) = c ‘» |Ri<((m) =  C<‘>.

Par ailleurs, il est important de pouvoir contrôler la fonction h, afin d’éviter qu’elle 
n’atteigne le bord supérieur {y =  e}. Il suffit pour cela de se restreindre à des temps T 
suffisamment petits, comme le montre le résultat suivant :

Lemme 4.1

Soit h la fonction définie par (4.2). H existe T* > 0, tel que pour tout T,
0 < T < T m, Sup\h\ < | .

Et **

Démonstration :

Par développement de Taylor de h, pour (x,i) 6 Et, il existe 0, 0 < 0 < t tel que
h(x,t) =  h(x,0) + tht(x,0). Alors |A(x,t)| < |/o| + t\ht{x,0)\, pour (x,f) G Er . Ainsi
Sup \h\ < Sup |/o| + cT, avec c = c(/0, C0) > 0. 
et r

Puisque par hypothèse Sup |/0| < on choisit T* tel que |  +  cTm < soit T9 <
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R em arque 4.2. Toutes les constantes T  considérées par la suite sont choisies telles que 
T < T m, même s’il n’en est pas fait mention explicitement.

On pose

f <7(x,i) =  y (x ,i) ft(x,f)
\  u(x, y, t ) =  C(x, y, t) -  v(x , y, t).

Par construction, les fonctions g et u vérifient :

£(x,0) =  5t(s,0) =  0 

u(x ,y ,0 )  =  Ui(x,y,0) =  0.

Il s’agit à présent d’écrire les équations pour (,g, u) à partir du problème (P), et d’obtenir 
de cette façon un problème à données initiales nulles. On sépare alors les termes linéaires 
des termes non-linéaires en g et u (ainsi que leurs dérivées). Par exemple, dans l’équation
(3.2) du problème (P ), obtenue en substituant /  =  g +  h et C =  u +  v, il apparaît en

particulier le terme exponentiel E  =  a  exp ^ 2 3̂/ 2  ̂ décomposant

1 1 f 1 1 "
(i + (s, + M2)3/2 -  (1 + hi)m  + 1(1 + (s. + K ) 2)3'2 (1 + ’

on obtient

où Ai est un terme quadratique en les dérivées de g par rapport à x. On voit ainsi que 

la partie linéaire en gxx de E  est — ^ ° ^ 3/2 exp ( -̂  /2  ) 9xx-

On montre ainsi que (g, u) vérifie le problème
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(P»)

Ut {Uxx Uyv +  anuxy) +  ai3uy =  Fi(g,u) dans Q t  

u -  {biux +  b2Uy)

+ (ï +q^ )§7"2'exp ( ( T ? ^ 2)  9xx =  F^ 9, sur 111 x {y =  °) x (°>T)

uv( x , l , i )  =  F3(g,u) (x, i) e  IR x (0, T)

u(x +  2L ,y , t )  =  u(x ,y , t )  dans Qt

u(x, y, 0) =  ut(x, y, 0) =  0 (x, y) € IR- x (0 ,1)

et

9t ~ (1 V hl) *** ( ( T + ^ )  9xx = F*(g*“) SUr 11 x {y = °) x (°»T)

g(x +  2L,t)  = g ( x , t )  (x,t)  € IR. x (0,T)

„ g(x, 0) =  gt(x, 0) =  0 x € IR

où les coefficients atJ- (i =  1, 2, j  =  1,2,3) et 6,* (z =  1, 2) sont donnés par

ail =  an {x ,y , t )  =  — ^  h* (4 .5)

a12 =  a12(x, y, f ) =  - 2  hx (4 .6)

aïs =  ai3(x, y, <) =  ( “ - | )  (4.7)

61 =  &i(x,i) =  —— jTpjîTï (4-8)

i 2 =  62(I ,i)  =  Î L l Î | l i !  (4.9)

pour (x ,y ,i)  € Qtj et les seconds membres Fi, i =  1, 2 ,3  par

■ ^ l ( ^ > u ) =  -W ll (u yy +  Vyy)  +  N ^ i ^ x y  +  VXy )  +  N ^ U y  +  Vy )

—vt +  vxx +  an vyy +  a^Vxy — aiZvy (4.10)

•^2 ( 9 ‘>u ) =  - ^ 2 l ( Mx +  u i )  +  ^ 2 2 ( l i y  +  Vÿ) +  &1Ü! +  &2Uÿ — u

1 (  ~ ' ï (9 x x  +  ^ r r )  \  1 9 xx . “ 7 ^ r *  x / .  - - x

. p V(1 +  (gx +  M 2)3/2J +  (l +  /i2)3/ 2 exp((i +  h l)V*\  (4,11)

Fz{9, «) =  t>y( x , l , i )  (4.12)
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{g,u) =  (} +  (gx +  hxy y /2 {u(x,0,i) +  v(x,0, i))  -  hi 

- û  ( l  +  (gx +  hx)2Ÿ 12 exp (  -7(gxx +
v ^  p v (1 +  (^  +  fc*)2)3/2y 
7 , j h xx 

+ î m exp((i +  ^ ) 3/! “
(4.13)

avec

JVn =  ATn (<7) =  

iVi2 =  iV12(<7) =  

^  =  ^ 13(5 ) =

(T T T T ïjî [a  -  » « * + » j *  - l 'S m p *  -  2<e -  *»

(4.14)

2(1 - ^  / \  , *• „'i , . , n
- e - s - n ( f c + r ^ SJ (415)

1 — y i .  , 2(gx +  2hx)_
i 9xx 9t +  » 9xe — g — h e — g — h

+ j z j  (A“  -  ^ + 2i* ( t z ï  + C_ ^ _ A) ) Í <4-16)

AT» w«(s) ** ,(i + (s. + M 2),/2 (i + ^ ) 1/J. (i + f e  + M 2)172 (4'17) 

N 22 = N v (g )  = e _ * _ h (1 +  (g, +  M 2)1/2- ( 1  +  / f f l /2 +  - ~+e h} h ~ a  ( 0 8 )

2.5 Le problème linéaire associé.

Dans cette section, on introduit un problème linéaire associé au problème (P °) et 
l’on montre qu’il admet une unique solution. Plus précisément, on considère le problème 
linéaire (P() — (P2) :

Ut (^n + a u Uyy  + ai2uX!/) + a i 3 U y  = Fi(x,y, t)

u(x,0,<) -  (6jux +  62«v) ( i , 0,î)

dans Qj

+  (1 +  h 2)3f* eXp ( (1 +  h? ) 3!2 =  **(* '*)  d a n s S r

u(x + 2 L,y,t)  = u(x,y,t) 

k u(x,y,0) = 0

(x,<) € S t  

dans Qj

(x,y) £ IR. x (0,1)
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avec F1 S C £g(Q T), F, 6 C i£ (1+A)/i(E7), pour i = 2,...,4 , 

et h S C £ a'(4+W2(Et), pour A e (0,1).

Théorème 5.1

Pour 0 <  T <  T*, le problème (P[) — (P£) admet une solution unique 

M  S CgSO+W’lEr) x CÎ£-*+xv*(Gt ).

De plus, il existe c(T) >  0 qui reste bornée lorsque T  tend vers 0, telle que :

wg;A)+iiiiigr*’ s 4T) (iif.ngî+£ rag«»).

Démonstration :

1) Résolution du problème (Pj)

On définit l’opérateur F  par :

T 9 =  9 t -  (1 + \ )  exP ( " 7 (1 +  h l)* /*)9x*'

On déduit des Lemmes 2.2 et 2.4 que le coefficient de gxx dans T ,  c’est-à-dire 

( f + \ 2) exp ( ~ 7 (1 +  ’ aPPartient * C^rA,(1+A)/2(S T). De plus, il existe (i et

v >  0 tels que

0 < "  ̂ (Tf^I)exp ^
Pax conséquent l’équation T g  =  0 est uniformément parabolique. D’après Ladyzenskaja, 
Solonnikov et Ural’ceva [7, Thm. 5.1, page 320 pour le problème (5.2)], le problème (1%) 
admet une solution unique g 6 Cp+A,(3+A)/2(Sr) telle que | |^ ||^ A) <  ci||F4| | ^ a  ̂ où la 
constante C\ ne dépend pas de F4.
Par ailleurs, puisque F4 G C££^1+Â 2(Br) et que

(s.)U o  -  (’f ,  +  (1 ^  exp ( {1 +7A“ 3/2) f c )  

on a g G Co,pc/3+*^2(Sr) et on déduit de [7, Thm. 5.4, page 322 pour le problème (5.2)’],

=  0 ,
t=o

(* 0

^  (Ì +*/i2 ) e>:p ^(1 ^  9XX ~ ^ ( i > 0  ( x , / ) € £ t

g(x +  2L, t) =  g(x , i) (x, i) € Ex

</(x,0) =  0 x 6 IR
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que la constante Cj =  Ci(T) reste bornée lorsque T  tend vers 0.

2) Résolution du problème (P{)

On résout le problème (P[) où g G Co,per̂ 3+Â 2(Sr), est la solution unique du 
problème (Pj)- On écrit alors le problème (Pj) de la façon suivante :

Cu =  ut — (uxx +  an uyy +  auuXy) +  ai3ti,, =  Fi(x ,t) dans Q t  

it(x, 0, t) — Bu{x, 0 , t) =  F 2(x , t ) (x, t) € E t

Uy(x, 1, t ) =  F 3(x , î) (x , î) €  S  r

iî(x  +  2L ,y , t )  =  ti(x, y ,f) dans Q j

u(x, y, 0) =  0 (x, y) e  IR x (0,1)

où
Bu(x,y ,t)  =  bi(x,t)ux(x ,y , t )  +  &2(x ,i)uÿ(x,y,*),

F 2(x, Î) =  F 2(X,Î) —  ^  ^  ¿2)3/2 e X P  ^(1

et Fx € C ^ ( Q t ), F2,F3 € C 2,£(1+A)/2(Ër ).

On vérifie ci-dessous les hypothèses du théorème d’existence et d’unicité pour les 
problèmes paraboliques linéaires [7, Thm. 5.3, page 320 pour le problème (5.4)].

a) L’équation Cu =  0 est uniformément parabolique :

en remarquant que an =  ( _^L\2 +^y~> on montre que pour £ =  (£i, £2) € H 2, il existe
Ve — "’)

¡i et v >  0 tels que

H 2 <  + a n (x ,y ,i)^ | +  a12(x ,y ,< ) 6 6  <  /*f2, pour (x , y , t ) € QT-

b) Les coefficients bi(x,t)  et 62(x, t) de l’opérateur B vérifient sur Et la propriété :

35 > 0,
1=1

>  6 (5.1)

où Tii(x) est la normale extérieure à dii, si fi =  IR, x {y  =  0}. Cette condition exprime 
que le vecteur b =  (61, 62) n’appartient pas au plan tangent à dii. En effet, puisque la 
normale à dii  s’écrit n =  (n i,«2) =  (0, —1), on déduit du Lemme 4.1 que les coefficients 
de B satisfont :

53 &;(*,*>*.•(*) = M*,0I = ^ 6 = §•
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c) Pour h € CpiA,(3+A)/2(Sr) et g € Co]peri3+*^2(£:r)> il est clair que 

F2 G Co,pe^1+Â 2(£T)> puisque F2(x, 0) =  F2(x, 0) =  0. Par conséquent, F2 satisfait 
la condition de compatibilité d’ordre 0, F2|t=o =  (tt(x, 0 ,i) — B u (x ,0 ,t))|t_o =  0. De 
plus on a l’estimation

| a | £ A) < c (iifing^’+ iisC *’)-

Ainsi, l’équation £u =  0 est uniformément parabolique et ses coefficients appartiennent 
à C p^ 2(Si>), les coefficients de B vérifient la condition (5.1) et enfin Fx € Cq̂ ? (Q t ),

f 2 et f 3 e  c J £ (1+*)/2(ET).
Pax conséquent, grâce à [7, Thm. 5.3 pour le problème (5.4)], le problème (Pf) admet 
une solution unique u € CpÎ-Â 2+Â 2(<?r) vérifiant :

< * (iiiiiig:+ oiiiig;A)+ iiftiig^’+ iisiit+i)) •

Comme de plus ut|t=0 =  (Fi +  uxx +  an Uyy +  au uxy — ai3uy)\t_0 =  0, on a

u € Cotper̂ 2+Â 2(Qr) on déduit de [7, Thm. 5.4, page322 pour le problème (5.4)’], 
que la constante c4 =  c4(T) reste bornée quand T  tend vers 0.

2.6 Le prob lèm e non-linéaire - E x isten ce  d ’un poin t  
fixe.

On commence par établir la régularité des seconds membres (termes non-linéaires) 
F{(g, u), i =  1, • • •,4,  en fonction de celles de g et it.

Proposition 6.1

Soient T  tel que 0 <  T <  T" et g € Cq*^ 3+À̂ 2(Sr) avec Sup | |̂ <  ^ et

u  S  c £ i ‘J+W2(5 T ) .

Alors

F,(g,u) S CÜ £(Q t ), et Ffo, u) € C ^ ;(1+A)/2(ST), pour « = 2,- •• ,4. 

Démonstration :
On étudie successivement les différents termes Fi(g,u), pour i =  1, • • • ,4.
1) On rappelle que

Fl(g, u) = NuUyy + Nl2Uj.y + N\Ztly + NllVyy + NtfVxy + N^Vy 

— Vi +  Vxx +  ûnUÿÿ + ( l i2V Xy — a i z V y .
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Il est clair que Fi{g,u)  G C££/2(QT).
Il reste alors à montrer que Fi(g, u)(x, y, 0) =  0. On a :

Fi(g,u)(x,y,Q) =  Nn (0)vyy(0) +  N12{0)vxy(0) +  Nï3(0)vy(0)

- v t(x, y , 0) +  vxx(x, y , 0) +  au  (0)uÿy(x, y , 0) 

+ax2(0)uxÿ(x,y,0) -  a13(0)uÿ(x,y,0).

Or N n ( 0) =  iVi2(0) =  Nï3(0) =  0. Alors, grâce aux conditions initiales (4.1) et (4.2) 
vérifiées (pax construction) par v et h, il vient

=  -c < " ( * ,ÿ )  +  C .„  +  , ,  ( l  +  (1 -  y )* f? ) C%t 

2 ( !  -  y) r<c  1 -  y ( r" r(i) , 2/02 \
■^â'/oCo" _ ̂  r _ 7 + ^

=  o ,

par les définitions (4.3) et (4.4) de / ^  et C ^ .

2) En utilisant les Lemmes 2.2 et 2.4 pour traiter le terme exponentiel, on établit que

*i(9, «) G CgW+WÇEr).
Par ailleurs, puisque ./^(O) =  iV22(0) =  0,

^2(s ,u )(x ,0 , 0) =  - ■ ^ ■+ /^2 1̂/2(x,0)t;x(x,0,0) +  - 1 — (x,0)uy(x,0,0)

- v (x ,  0,0) +  a  exp ^ - 7  +  ^ 3/2)  (x ’ °)

=  aex>{-',ï ï Û ÿ t ) - c °(x'0)

r  Î T ^  I i 1 +  Zo2 ) 1 /2 /-> (T n \(1 +  ¿ 2)1/2CW(x,0) +  e _  COl((x,0)

=  0,

grâce à la condition de compatibilité (3.9) vérifiée par fo et Cq.

3) De façon évidente F3 £ C ^ a 1̂+a^2(St’), et de plus

F 3( x , 1 , 0 )  =  vy(x, 1, 0 )

=  <?()„(£, 1)

=  0,

grâce à la condition de compatibilité (3.10) vérifiée par C0.
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4) De manière semblable à F2(g, u), on montre facilement que 

F*{diu) € C ^ A,̂ 1+Â 2(Er). Par ailleurs,

F4(sr,u)(x,0,0) = (1 + /i2)1/2(x,0)t;(x,0,0)

-û(1 + /£)1/2exp (x,°) ~  ht(x,0),

soit,

i i ( i , « ) ( * . 0 , 0 )  =  - ( 1 + / Î 2), / ! C7o(i ,0)

= 0,

par la définition (4.3) de

La proposition suivante donne une estimation des termes non linéaires. Ce résultat 
permettra d’établir que l’application itérative associée au problème non linéaire (P°) est 
une contraction stricte d’une boule dans elle-même et donc qu’elle admet un point fixe 
unique dans cette boule.
On pose A = C$£^3+*^2(Et) x C'o,^̂ 2+Â 2(Qr)* On définit alors la norme ||.||^ sur A 
par ||(0,u)|U =  ¡MlsrA) +  llulli?îA) P°ur (̂ >w) € A.

Proposition 6.2

(i) Soit 0 < ¿o <
Il existe une constate c =  c(6o, T) qui reste bornée quand T tend vers 0, telle 
que pour tout S € (0,£o) et tout

e  A =  C j £ (3+A>/2(2 r ) X C„2, î i p+J|/2(^ T), 

vérifiant maxflK^.uOlh, ||(p2,«2) U  < 6, on a

lliitî,,»,) -  f,(S2,U2)||W + ¿2 iifHji.u,) -
»=2

< c(T) (T"/2 + S) ||(ÿl -  g2, «, -  ti2)||^ ;

(ii) Il existe une constante d = c'(T) qui reste bornée quand T tend vers 0, telle 
que

11^(0,0 ) | |g  +  £  11^(0,0)112^’ s  c ' m r 1' 2. 
t= 2
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D é m o n s t r a t io n  d u  p o in t  i) de  la  P r o p o s i t io n  6.2 :

1) Estimation du terme Fi(gi,Ui) — Fi(g2,u 2)

On décompose ce terme de la façon suivante :

Fi(gi,U!) -  Fi(g2,u 2) =  N u (gi) [uivv -  u2J[  +  N l2{gx) [uliv -  u2xy

+N\z(gi)  [uiy -  ti2v]

+  W n ( 9 i )  ~  ^ 1 1 ( 9 2 ) ]  (w2vv +  v y y )

+  [-^12(^1) —  -̂ 12(¿72)] ( u 2xy +  V Xy )

+  [^13(^1) -  ̂ 13(^2)] («2, +  V y ) (6.1)

On voit alors qu’il faut estimer Nu{gi)  et les différences Nu(gi) — Nn(g2), pour i =  
1 • • • 3X, , u.

a) Estimation de Nu(gi),  pour * =  1, • • • ,3 .
Compte tenu des expressions (4.14),(4.15) et (4.16) des termes Nu, on montre que 

II^i.(^i)IIet — 4 9 i \ \ {£ X ) , pour i =  1,• • • ,3.  Par conséquent, grâce au Lemme 2.5, on 
obtient

IW<(i.)ll£ < cir)T1/2||ÿi||f+A),
pour i =  1, • • •, 3 , où c(T ) reste bornée lorsque T  tend vers 0.

b) Estimation de Nu(gi)  — A^,(y2), pour i =  1, • • •, 3.
Le calcul est effectué pour Ni3(gi) — Niz(g2), les deux autres termes étant estimés de 
façon similaire. On écrit la différence N i3(gi) — Ni3(g2) sous la forme

-W is te i)  -  ^ 1 3 (^ 2 )  =  <*1(01 “  92) +  q 2 [{9 \ „  ~  92a ) -  (91, -  92,)}

+<*3 {g\x -  g\x) +  ccA(gXx -  g2x)

1 _  1 
~ë~—~g2 —H e — gi — h

1 _______ 1 1
.(e  - g 2 -  h f  ( e -  g i -  h)2 J

+<*5

+C*6

OU

1
a  1 =

e — h 

a 2 =  ot2(gi)  =

<*3 =  Q3(gi) =

«4 =  ot4(gi) =

hxx — ht +  e _ X/j 1 ’

1 - y
e — g-, — h'

2(1 - y )
{ e - g i  -  h)2’

4(1 - y ) K

( e - g i -  h)2'

» 5  =  <*5(g2) =  ( 1  -  y){g2„  +  P2 .) -  2h2x, 

o'e =  Q'e(<7 2) =  2(1 -  y){g2x +  2hr )g2x,
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et par conséquent a,- € C ^ 2{Qt). Ainsi, on a

IlN M  -  N M \ \$ l  < c (Ils, -  Sl|| w  + ||Sl„  -  + Ils,, -  S2|||W

+  Il____1__________ 1 ll(A)

\ e - g 2- h  e — gi~ h | Sj<

+  || (e —  —  A)2 (e-^i —  *)2|Lr) ’
soit

l i s t e l )  -  tf»(fl*)l|8î < Cl i \\9l -  </2||grA) + -  7 T ^ Z t | | e

+ ||?------ — T72 -  ?------ — TTâIf ])  (6.2)|| (e — <72 — h)2 { e - gi-  h)2 \\Zt)

Puisque

e - g 2- h  e - g x - h ~ { j o  [ e - h -  (0g2 +  (1 -  % i)]2)  ^  

on en déduit

< c3(||e-A-<(1||g! + ||J1- i,î||W)< | |„ - î2||gl
< GillSi -S ills i-

Il 1 1 11̂De même, on obtient une estimation identique pour -,------ -----rrr — -,------ -— rrr\\{e- 9 2 -h)2 ( e - gi-h)  2||St

L’inégalité (6.2) devient ainsi

l|JV«(s.) -  NMWÇl  < cs (||ÿ l - S;l||gr+A» +  ||i,1- 52||W ),

soit

l|JV.»(ii) -  JV„(îj)||g; < <*(|ls.-<;2|ll?r+i)) -

Et compte tenu du Lemme d’injection 2.5,

llAWs.) -  Nn(gi)\\$l < c m r ’^ l l s . - j j l l ^ » ,
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où c(T) reste bornée lorsque T tend vers 0.

Un calcul analogue donne le même type d’estimation pour les deux autres termes 
Nn(gi)  — Nn(g2) et Ni2(d\) — -^12(^2)- Dans ces conditions, les estimations obtenues en 
a) et b) et l’expression (6.1) de Fi(gi,uj)  — F\(g2,u2) permettent d’obtenir

libisi,«.)- F.ta.tnJIlSi < cl(r)7’1/J||Sl||^i> (||Ul„ - UJ„|^ + |Ul„ - U2„|£>

+  II“' .  - “^ I Q  +<*Cr )r , / ! H»> - ä II^ a).

soit

2) Estimation du terme i^iihjUi) — ^2(92^ 2) 

On écrit ce terme sous la forme

i?2(flri,w i) -  F2(g2,u2) = ^ 2 1 ( 9 1 )  [mi, — U2X] +  JV^G/l) [«ly “  W2J,] 

+  W 21 (<7l) — -^ 21( ^ 2 )] ( “ 2* +  U i)

+ [-̂ 22(̂ 1) — -̂ 22(̂ 2)] (U2V + v y)

+ a  [-Ei(px) -  £ 2(02)], en y =  0

ou

Eiis)
H 9xx7{9xx "H hxx) \ ____ __

p '.a+(s,+h,rrn) a+hiY*exp v u •

Comme précédemment en 1), on a ||N2i(<7i)||sy <  c(71)T'1/2||^i||j^Î’Â et

\\N2i(91) -  N2i(g2)\\zl -  c(T )T 1/2 \\9 i ~  92 \\x*X\  pour i =  1,2, où c(T) reste bornée 
quand T  tend vers 0.
Il s’agit à présent d’estimer le terme exponentiel Ei(gi) — ¿^(s^)- Pour cela, on écrit

Ei{gi) -  E x{g2) =  exp x(Gi) -  x(Gt) (e.)

+7(ih„ + M  ( (1 + (S2' \  K ? f n  (i + („ , + *,)>//>) (e2> 

+  7 ( 9 2 . .  -  ÿ l „ )  ( ( I  +  (g u  +  f c , ) 2 ) 3 /2  -  (1  +  Ì | ) > / > ) ( «3)

OU

et
x{Gi) =  exp(7 Gì) -  1 -  7 Gi

Gi =  K
(i + \ l f '2 (i + te, + KYfi' (i +  t e .  +  M J)3/2’

pour i = 1 ,2 .
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On estime alors les trois termes (ej),(e2) et (03):

A partir de l’expression ci-dessus de G;, il vient

soit

iig4V+a> < ciiftiigr1'.
Par conséquent, pour ||<7t‘||j^^  <  S, on obtient grâce au Lemme 2.4 (ii) :

IM G,) -  x(G2)llLV+A) ^  =110. -  Ga||g+*> max .

(6.3)

En outre, on écrit

Gi-G,  =  (gu. + k„)
1

L(i + t e ,  +  M 2)3/! (i +  ( i i .  + M 2)3/2
92xx Q̂-xx

(1 + (52, + hx)2)3/2

=  3(<7i„ +  hxx)

(92 — 9 l  )a

lo  (I + Z2 ) 5/ 2
¿0 ) (gi -  g2)1

+(*—0)<72, +hx

( i + ( & , + i * n 3/2’

et alors ||C?i — <  c||^i — L’inégalité (6.3) devient alors

llx(Gi) -  x(G2)||gT+i> < clli, -  S2||grA> max ( | M £ a>, |M|gTA)) ,

soit

Par ailleurs, on a

et

llx(G.) -  x(G2)llgÎA> < «%i-ii|lS*A>-

iMig;A) < c1||ÿl, - i,I,iigr+A>
i  Clllÿl ~ ifalls* ^
<  c(T)T'/=||srI - i2 | | ^ A'

IMlgT+A) <
<  cJ||S l||gr+A)| | s , - ÿ 2||^+A)

<  C 2 « I | S . - S ! | | 1 + A ) -

(6.4)

(6.5)

(6 .6)

3S

C2II9i*II
(l+A)
Sr II9Uz 9lu II

1+A( )
Er

( IIG1II
(1+A)
£ T ?IlG 2 II

(l+A)
)LT

IlG iII
(1+A)
£ 7*

< Cl IIs is II
(1+A)
E t + C2II9■ » II

(l+A)
£7» î



Ainsi, en regroupant les inégalités (6.4),(6.5) et (6.6), on obtient l’estimation suivante 
pour le terme exponentiel :

! ! £ , ( < > , ) <  c è lW lS !;“ 1
t=l

<  c.Ux«?.) -  +  <*% , -  î2 ||gT+A)

+ c ( r ) r1/2||j l  -  s ! ||g!'A) 

< c ( r ) ( i+ r 1/2)||Sl -  sj||g !'A),

où c(T) reste bornée quand T  tend vers 0. De ce fait,

<  c ( r ) ( i + T ' / 2) | | j , - S2||grA)

< c(T)(S + T^) \ \ (g l - g , ) , ( u 1 - u 2)\\A .

3) Estimation du terme F3(gi,u-i) — F3{g2,u2).

Il n’y a rien à estimer car F3(gi,ui) — F3(g2,u2) =  0.

4) Estimation du terme .^(<71, «i) — F4(g2,u2).

On écrit ce terme sous la forme

E4(gi, «1) — F4(g2,u2) =  [(1 +  (gix +  hx)2)1/2 — (1 +  {g2x +  /t*)2)1̂ 2] («i +  v )

+(1  +  (92s +  ftx)2)1/2(ui — u2)
-o t \E 2(gi) -  E2(g2)) , en y =  0,

ou

E M  -  ,1 +  (s„ +  1„,= ,V ==x,(î t ^ ± M _ ;

, 7  1/hxx \
+ i +  h l exp{(i +  h l )W )9xx'

Ainsi

11-̂ 4(51 >wl) ~  ^4(^2»W2)||sy ' <  Ci|(l +  (flfi, + fe*)2)3/2 — (1 +  (flf2, + ft*)2)3/2|g r

+ * 1 1 « .  -  U j | | i £ A )  +  c s l l f t t i l )  -  f t t e ) l l S ; 1; A ) .

Puisque

(1 + (#i* + M 2)1/2 — (1 + (ff2x + h x ) 2 ) 1^2

d0,
z=09lx + (l-O)92x

i  ̂ f Z +  h*
(SU 92x) J o (1 + (2 + ¿t )2)l/2
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||i<(Sl.«l) -  i ’l(S2.«2)||lJ*) < Clllsi, -  Sl.llc'r A' +  Cj|l«l -  "!|Ie^J|

+<*Hi.(s.) -  (6-7)

Il reste alors à estimer le terme exponentiel E2(gi) — E2(g2). Pour cela, on le décompose 
de la façon suivante :

E2{9i ) -  E2(g2) =  exp  ̂ ^ ” 3/2)  [ ( 1 +  (&. +  h*YY/2 ix(Gi) ~  x{G2)}

+  ((1 +  {Su +  h*)2)1/2 ~  C1 +  (92s +  hx)2)1/2) exp(7Gi)

+7(1 +  (92s +  hx)2)^2(9iss +  hxx)

* ((1  +  (S2, +  M 2)3/! "  (1 +  ( * .  +  h j ) * / ' )

+ 7 ( ÿ i _  “  S 2 „ )  ( j + J I  ~  x +  (ÿ2> +  ^ 2)  ] •

On obtient de cette façon

-  ^ ( i 2 )||LV+ i) <  C illa i, -  S2, | | g r+ i)  +  C2 ||x (G ?l) -  X(C?2) | | g ; A) 

+C3||S2,||^J,IIS.„-Î2„I|LV+A)-

Grâce à l’estimation de ||x(Gj) — x(G2) |I e ^  obtenue précédemment, on a

l l f t t ï l )  -  •E 2 (i2 )||g T+J) <  C llljl -  S i I lg T ’ +  < * % 1  -  J 2 | | ^ A),

et compte tenu du Lemme 2.5, il vient

» ¿ « s . )  -  <  c ( r ) ( i  +  r 1/2)||$ , -  jj ||g J 'i ) .

L’inégalité (6.7) devient alors

l | i ,4 ( i i , « . ) - i ' ) (s2,t<2)llgr+A) £  c ( r )  -  u2| |g r A)

+ ( < + r " ^ ) l i 5 , - i 2|lSS"'))

et donc

II^ S i, Ui) -  u , ) ^ 41 <  <T)(S  +  T'V)  ||(ÿl -  g2), (u, -  u2)\\A .

Démonstration du point ii) de la Proposition 6.2 :

On estime successivement les termes F;(0,0), pour i =  1, • • •, 4.
On a Fi(0,0) =  - v t +  vxx + an vyy +  ai2t>xy -  a13uÿ.

on a
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Par conséquent, pour v G C'p£A’(3+A)/2(<2:r), -Fi(0,0) € CpîrX,(i+X)/2(QT) et

llfi(0 ,0 )||gJA) < c\\v\\{£ x). En fait, F ,(0,0) € C i £ * ' +X)/2(QT) par construction de 
v. Donc par le Lemme 2.5,

l|ii(0,0)||g‘> < c(r)7’1'2||F1(o,o||<£A)

< c(T)ï’1/J||v||';3+J)

< c'(T)Ti/2.

R em arque 6.3. Une régularité Ç2+A'(2+A)/2 pour v, n’aurait pas suffit pour montrer 
que ||-f\(0, 0)||q^ —► 0 quand T —► 0. Il faut imposer une régularité C3+x, ẑ+>>̂ 2 pour 
pouvoir appliquer le Lemme d’injection 2.5. Par conséquent, on doit choisir la donnée 
initiale C q G ¿£¿*(111 x [0,1]).

Déplus, on a F2 (0,0) =  (bivx+b2vy—v)(x ,0 , t )+ a ex p  ■ Par conséquent,

pour t; G C3e+rA’(3+A)/2(QT) et h G C^+rA-(4+A)/2(Ër ), on voit que

F2(0,0) G C^+A’(2+A)/2(Sr). En fait ^ (0 ,0 )  G C'o,per̂ 2+Â 2(^r) grâce aux conditions 
de compatibilité (3.9) et (3.10) vérifiées par f 0 et C q . Alors comme précédemment, on 
obtient

11^(0, OJIIS?;** < c'(T)r1/2.

R em arque 6.4. Ici encore, on a besoin de choisir v G CpJA’(3+Â 2(Q:r) et 
h G C2+A-(4+A>/2(S T), ce qui nécessite ( /0, C0) G C*+A(1R) x C3+rA(lR x [0,1]).

Les deux autres termes se traitent de la même façon, en écrivant 

F3(0,0) =  vy(x , l , t ) ,

F4(0,0) =  (1 +  A2)1/2 ^v(œ, 0, t) -  a exp )  “  h*’

La Proposition 6.2 est ainsi démontrée.

Nous sommes alors en mesure d’établir le résultat d’existence pour le problème 
complet (P°) de la section 2.4.

T héorèm e 6.5

Soit f 0 G Cp+rA(lR) avec Sup | /0| <  |  et C0 G C3+rA(IR x [0,1]), pour 0 < A < 1.
R O

Il existe T <  T* tel que le problème (P°) admet une solution 

e A s  C ^ M W (sf) x c l ^ w w (Qf).
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On considère l’application
T  : {g,u) i— =  

où (g', u') est la solution du problème linéaire avec les seconds membres Fi(g,u), 
i =  Par la Proposition 6.1 et le Théorème 5.1 relatif au problème linéaire,
T  est bien définie sur A =  C^£^3+Â 2(E t) x Co,^^2+Â 2(Qr). On va montrer que 
sur un intervalle de temps [0,T] suffisamment petit, l’application T  est une contraction 
stricte et applique une certaine boule de A  dans elle-même.

Soit (<7i,ui),(</2,u2) € A. D’après le cas linéaire (Théorème 5.1),

r t s . ,« . ) ! ! , .  =  ||(S; ,« ; )L  < h t ) ( i i f i (ÿ l , Ul) i f ô + è  n-Rtin,«.)iig?A))

et donc

l|T (s„ u ,)

+ E  IIîKs.,«.) -  ite ,« 2)l|gr+1)') • 
i=2 /

Compte tenu de la proposition 6.2 (i), pour IK^ijtii)!!^ <  <5 et ||(^2,U2)||J4 <  5, on a 

l|T (i„  « ,) -  T(g2, <  d T )  (T'12 +  i )  \\(gt -  g2), (u, -  , 

où c(T) reste bornée quand T  —► 0. Donc il existe < 5 > 0 e t T ,  0 < T <  T ", tels que

c(T) (T 1/2 +  i )  <  i  pour tout T  < T.
¿t

T  est alors une contraction stricte de 2?(0,8) Ci A dans A.

On cherche maintenant à montrer que T  laisse invariant dans A une certaine boule. 
Pour cela, on écrit

\\T(g,*)\\A <  ||T(s ,u) -  T (0,0)|U  +  117(0,0)11,,. (6.8)

D’autre part, on déduit de l’étude du cas linéaire (Théorème 5.1) et de la proposition 
6.2 (ii) que

l i m o j i u  <  <*r) ( ||F ,(0 , 0) | | g i +  ¿ 11̂ ( 0 , 0) 11̂

< c(T)Tl/2.

D é m o n s t r a t i o n  :
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< jlKi.uJL + iCnr'/’,

grâce au choix précédent de T et 8. Finalement S étant fixé, on choisit T suffisamment 
petit afin d’avoir

c(T)T1/2 < i 6

et donc

ms.uiiu <

On a ainsi montré que T (B(0,5)) C B(0,5).
Par conséquent, T : i?(0,6) fl A — > B(0,6) fl A est une contraction stricte. T admet 
donc un unique point fixe dans i?(0,Æ) H A.

Dans ces conditions, l’inégalité (6.8) devient

2.7 U n ic ité

Dans cette section, on établit l’unicité de la solution du problème (P ) sur un domaine 
fixe, introduit à la section 2.3. On écrit tout d’abord le problème (P)  sous la forme 
suivante notée (V ). On omet aussi les chapeaux des notations.

Ct =  CXx +  M \ \ ( f ) C yy +  Mi 2(f)Cxy +  M\z(f)Cy,  dans Q t  (7.1)

C(i,0,<) -  0  C,{z ,0,i) + A . lA,C.(*,(M)

(p)

=  Qexp(^  +^ 3/2),

C,„(ar,l,<) =  0,

C(x +  2L, y , t ) =  C(x,  y , t),

C (x,y , 0) =  Co(x, y), 

et

/t =  - ( l + / r ) 1/2 ( Q eXP( Q ~ + p y f r  ) ~  °» *)

/ ( x  +  2L ,i) =  / ( x , i ) ,  

k / ( M )  =  /o(*),
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(x,*) G l R x  (0,T) (7.2)

(x ,i) G IRx (0,2") (7.3)

dans Qt (7.4)

( x , y ) G l R x  (0,1) (7.5)

(*,<) G IRx (0 , 7 )  (7.6)

(x,t)  G IR x (0,T) (7.7)

x G IR (7.8)

Il*T II7I u I II. < c r ) r 1/2 f 5) II'l¡j,uI I.A + c(T) T 1/2



où

M M )  = 1 * 1 -  j / 7* . (7-9)

MM) = - 2  / , ,  (7.10)

"«(/) = -  (¡3 7 ) ( / -  -  /< + jêj) ■ (7-11)

L’unicité est prouvée pour une classe de fonctions plus large que celle pour laquelle le 
résultat d’existence de la section 2.6 a été établi.

Théorème 7.1

Il existe au plus une solution (/, C) du problème (V) telle que 
fÇL°° (0, T; H«~(]R)) avec Sup | / |  < / ,  S L°°(2T)

et C e  L”  (0 ,r ;ly 2'~(IRx (0 ,l))h  C, € I “ (<3r).

Démonstration :

Soient (/i,C i) et ( /2, C2) deux solutions du problème (P). On multiplie tout d’abord 
la différence de l’équation (7.1) pour (/i,C i) et ( /2, C2) par Ci — C2 et l’on intègre sur 
[—L,L\ x [0,1] puis par parties en x. Nous obtenons

= j f /_ ‘  [jtfn(/i)C,„ +  M12(/,)C ,„  + M M Y * ,

-  Mu (fi)C2„  -  Jl/,2( /2)C2„  ~ M M ) C , , }  (Cj -  c y  

=  JQ j_L Ciw [M n(/i) — Mnifi)] (Ci — C2)

+ j P f c  c u, [M M ) -  M M )] (C, -  Ci)

+ / ’ r ,  c >. (c > -•/0 J—L

+  / 0‘£  M n(/2)(C, -  C ,W C , -  C2) (e,) 

+  jtfii(/j)(C, -  C2)„(C, -  C,) (e,) 

+ [ '  f \  M M ) ( C i  -  C2),(C, -  C2).
*/0 J - L

En intégrant par parties les termes (ei) et (e2) respectivement en y et x, il vient
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ü  L L (c' ~ Cj)2 +1 J.L(Cl -  Cl)‘
= i '  f  C ,„ [M n U ,) -M u (h))(Ct - C 2) (£,)

JO J - L

\  Cl,, [Afia(/i) -  MU( M  (C, -  C,) (E2) 

* u  \  C,, W M )  -  m m ,)] (c , -  C,) (E3)

-  f  M „ (/2)(Ci -  C2)(C, -  C2 )y( x , 0 , i ) d x  (E4 )
J '—L

-  jT jf* kMn(h)), + (Mu(h)). -  Mn(h)] (C, -  Cy(C, -  C,), (E,)

-  M„U2)(C, -  C,),’ -  Mn(fi)(Ci -  C,),(C, -  Cj), (£6).

On va alors estimer les différents termes JE,-, pour i =  1 , . . . ,  6. Pour cela, on montre tout 
d’abord le lemme suivant:

Lemme 7.2

Soient ( /i,C j), ( / 21C2) deux solutions du problème (V) telles que 
CU C2 G L°°(0 ,r;W '2-~(lR x (0,1))), / „ / 2 G ¿ ~ (0 ,r ;T y 3’°°(IR)) avec

Sup | / i | ,  Sup I/2 I <  |  et f u , f 2t G £°°(£:r). Aiors:
Sj* Sy v

i) Mn ( / i )  -  M n ( /2) =  mn (x,y,<)(/a -  f 2) +  m 12(x , y , t ) ( f l -  f 2)x

ü) Ma2( / i )  -  M12( / 2) =  m2i ( x ,y , i ) ( / i  -  f 2) +  m 2 2(x , y , t ) ( f i  -  f 2)x

iü) M M )  -  M13( / 2) =  m31( x ,y , i ) ( / i  -  ¡ 2 ) +  ™22 ( x , y , t ) ( f v -  f 2)x 

+ m 3 3 ( x , y , t ) ( f 1 — f 2)xx +  m ^ x ,  y, t)(C\  - C 2)(x ,0 ,i)

iv) (/1 -  / 2)t =  aa(x, t)(/i -  / 2)x* + a2(x, i)(/i -  / 2)x 

+a3(x,i)(C'i -  C2)(x,0,i)

v) (Ci -  C2)î,(x , 0 , î) =  6 i(x ,i ) ( / i  -  / j )  +  &2( x , i ) ( /a -  / 2)*

+63(x , î ) ( / i  - / 2)** + 64(3:, 0(^1 — Ĉ2)(ar, 0,<)

+65(x, î )(Ci -  C2)x(x, 0, i),

avec
m,j G L°°(0,.r; H/2,00(Dl x (0,1))), pour i , j  =  1,2; 

m3j G L00̂ ,!?1; W 1,00(IR x (0,1))), pour j  =  1 , . . . , 4;  

ai G £°°(0, T ; W/1,0°(IR)), pour i =  1 , . . . ,  3 ei il existe x >  0 tel que ai >  xi 

bi G £°°(0, T  ; W1,0C(1R)), pour i =  1 , . . . ,  5.
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Démonstration du Lemme 7.2 :

La démonstration de i) et ii) est directe puisque par un simple calcul, on obtient

=  (e — / 1)2(e — ¡ 2) ~ h ~  h )  

m . ( i  -  y ) V ,  +  A ) .

/_ f# _  - 2 ( i - y ) / i .

rn22 (x,y,t) - - 2 ( 1 - y )  
c - / a

Pour la démonstration de iv), on forme la différence de l’équation (7.6) pour / i  et / 2, 
que l’on écrit sous la forme

(/1 -  /a)t =  “  [(1 +  / Î J 1/2 “  (1 +  /l»)1/2] «  exp ^  +7̂ ” 3/2)  -  Ci(z, 0, i)

Pax ailleurs, on a

(1 + *2)1/2

et

( i + / i , ) 1 /!- ( i + / U I/2 =  i /  

*ltp ((i +Æ”3/2) " ((i +Æ)3/2)

< 0  I ( / 1  -  A).
*=e/i,+(i-e)/2X,

= 37/ x .
Jo (1 +  r 2)5' 2

exp

( i + / i j 3/2 U  expV(i

/  - - t h . .  \  

Vd +  *-2)3/V

+  & F V

M  | ( / 1  -  h ) ,

d0 J (/1 — / 2)IX.

On obtient ainsi

( / i  -  / 2)t =  < * i (* ,0 ( / i  -  h ) x x  +  «2( * i 0 ( / i  ~  / 2)* +  O 3 (® ,0 (^ i  ~  C2) ( M > 0

où ai G L°° (0,!T; H/1,0°(1R)), pour * =  1, . . .  ,3.
En particulier, on a

‘l(l’i)=(îTfe/oexp((TÎlH dO
™=0S\XI + (\-0)hxx
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{ f i  -  /a)t =  -  [(1 +  / Í J 1/2 -  (1 +  f l ) 1/2] «  exp +  ^ ” 3/2)  “  °> *)

«(1 + /IJ1/2 [exp ((1 +7¿ > 2) eXP ((1 +7| j 3/2).

m li (X y?t )

m 21

+ (1 + /
2
2,)

1/2
(C1 c2 )(X 0 t)

s=6h X +(1- 0) hx

tl/=0 xs +(1 *>h



ce qui implique aj >  x  pour une constante x >  0.

L’expression v) de (Ci — C2)y(x, 0, t) est montrée d’une façon analogue : en écrivant 
la différence de l’équation (7.2) pour C\y et C2„, il vient

“(1 + Æ)1/2 [exp ((1 + æ’)3'2) exp ((1 + æ"3/2).
On conclut alors comme précédemment, en utilisant les développements de Taylor avec 
reste intégral.

Enfin, la démonstration du point iii) est basée sur le fait que l’on peut décomposer 
directement la différence Mi3( /i)  — M\z(f2) sous la forme

Mi3(/i)  -  M l3(f2) =  — f 2) +  â2(x ,y , t ) ( f i  — f 2)x

+a3(x, y, t) [(/1 -  f 2)xx +  (f i  -  f 2)t\

où â{ € L°° (0,T; W1,00(IR. x (0,1))), pour i =  1, . . .  ,3.
Compte tenu de l’expression iv) de ( /i — f 2)t établie auparavant, on obtient l’expression 
iii) de ce qui termine la démonstration du Lemme 7.2.

Dans ces conditions, on a les estimations

et

£i + Et < K , / ; / _ > ,  -  C2)(/, -  /2) + A-J * (C, -  C2)(/, -  /2),

< (/;/> , - c2)2+ - hfix (/, - /2),vi)

^  - /Î4 ( / 07 >  -  /2 )(Ci -  c »>+ / ; / _ > .  -  - c *)

+ j f / j < ? i  -  C2)(x,0,i)(C. -  C2) +  j f / j / .  -  h )„ (C i -  Ci)) ,

soit,
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(C1 - C 2)v(x,0,i) =  ‘ -  Ci) +  (et A .1/ 1- (Ci -  C2),

4-

+ c 2xx

(C2 a exp

C - / 1

1 + p  
J î*

/ i.
e —/a

/ 2,
1 + f V

( (i +
- 7 / i s s

f i )
3/2 ) )

e —à e —h

( i + f2h s)
1/2 (1 + f i )

1 /2

M 13( fl ) M13(h )>



Ez < K s ( £ f y c ,  -  C i)2 +  /_ J C , -  C2)! (x ,0 ,t)<fe +  ( / ,  -  h f d x

+  £ l ( h  ~  h ) ' i *  JT / j / '  -  ~  C*>) •

Par ailleurs, grâce à l’inégalité de Young, pour e >  0 il existe une constante ce >  0 telle 
que

/ „ ' / >  -  / j )« (C , -  C,) <  £ £ ,  ( / i  -  h ) xx2i x  +  c, j f 1 j i j c ,  -  C2)2.

Donc,

i?l + i?2 +-^3 ^ Ce J  — C2)2 c J  — C2)*{x,0,t)dx

+  c i / ^ ( / i  -  / i ) 2<fa +  jf*  ( / ,  -  / 2) . 2<ix) +  £ ( / .  -  / 2) . , 2<fc.

On rappelle alors un lemme qui permettra d’estimer l’intégrale de bord J  ' (C ,-C 2)2(x ,0,i)<ii. 

On trouvera la démonstration de ce résultat dans [1].

L e m m e  7 .3

Soit fî un domaine Lipschitzien borné dans IR2. Pour tout e >  0, il existe une 
constante Ce >  0 telle que

J ^ w 2(s)ds <  e JJ^( grad w)2dX  +  Ce J  J  w2dX

pour tout w  G iya(iî).

Par conséquent, il existe C'e >  0 telle que

j  L(C1 _  C2)2(x ,0 , t)dx  < e j i  J  ̂ (grad (Ci — C2) ) 2 + C'e i : c  (C1 - C 2)2.

Ainsi,

^ + e 2 + e 3 <  £ a > ^ - c 2» + c : j ; j y - C2f

+  c ~  h f dx +  J_L (/1 “  h ) ' d x }  + £ J_L (/1 “  h  )xx2dx.
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Par ailleurs, en substituant l’expression de (Ci — C2)j,(x,0,i) dans E4, et en utilisant 
l’inégalité de Young pour le terme où apparaît alors (/j — / 2)rx, on obtient

E, <  C( j f j / ,  - h f d x  +  ( / ,  - M S d x ]  +  £ ( / ,  -  

+C; l L (C1 - C i f ( x , 0 , t ) i x
J —L

+ j  ^ M u ( f2)b$ (Ci — C2)(Ci — C2)x(x,0 ,/)  ¿x.

En outre, l’intégration par parties du dernier terme donne 

[ L Mn (f2)b5(Ci -  C2)(Ci -  C2)x( x M d x
J —L

=  - i  [ L (M11(/,)6 ,).(C , - c 2)2( i ,0 , i ) ix .
J —L

En utilisant alors le Lemme 7.3, il vient

Et -  £ I 7 - l (g ra d  (C , -  C 2) )2 +  c , j: j:  (Cl -  C2f

+ c  ^  ^ ( / i  — fi)2dx +  J  ^(fi — f 2) 2dx^  +  e J  L( f i ~  h)xx2dx.

On pose M ( x , y , t ) =  (Mn (f2))y +  (M 12( / 2))x -  M13( /2).

Il est clair que M  € £°°(0, T; W1,0°(]R. x (0,1))). Le terme E5 s’écrit alors

“  U o ù M Î y ^ - C^ -

En intégrant par parties et en remarquant que M(x,  l , t )  =  0, on obtient

Es = - \ £ LM ( C i - C 2)2( x , Q , t ) d x - ^ J lQ £ L(M )y( C i - C 2) \

Par conséquent, grâce au Lemme 7.3, il vient

Es <  e £ j ^ L(sr* à ( C i - C 1) f  +  c , £ j ^ C , - C i ) 1.

Enfin, le terme E& est évalué en remarquant tout d’abord que
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et en appliquant l’inégalité de Young : pour une constante 8 € (0,1) qui sera choisie 
ultérieurement, on obtient 

2

~ {)f  £ (Cl " ̂ +i(îby i '£  M- ^ c ' ~ c

=S a - « )  £  j f >  -  C, ) , 2 -  K-t j ' J L_L (C, -  C ,),'

où K t =  (||(e -  / , ) J||I » (Sr)) "  <  + 0°  et K * =  I K ’ t -M L « ,, . ,  <  +°°-  

On choisit alors 8 €  (0,1) tel que 4/  ̂ i  Q -,  soit S <  <  1- Ainsi,

Finalement, on choisit 8 =  min ^1, ■> sorte que

On obtient donc

2$ i  ¡-¿Ĉ ~ 02,2 + h J-L{Cl ~ ̂
- £ /o7.1(srad (c,‘ ■C2))2+c*/o7-1 (Ci ~Cj)2

+ « 1 - / >  11.I <c > - ĉ2 -/lôL ( C > -  cf
+e J L_l (h  ~  h ) J i *  +  c ( / j / i  -  h f d x  +  £ l ( / i  -  h ) , 2d x \ .

Soit,

létÜJ0' - cJ s <e - *>/„7>rad <c- - cf
+  Ce f j j C i  -  C2f  +  £ J L_l  ( / a -  f 2) J d x  

+  c L(fi — f 2 )2dx +  J  ^ ( / i  — f 2)x dx)j (7.12)
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Ee < (1 - 6 ) i: £ (Ci — Ci )X
2 6

s : £
(C\ — C-2)y

2

Es < ( 1 - S )i:L (C i - c ¡ )X

2 Ki
2 /: L (Ci Ca)v

2

+ 6K2

4(1 - 6 ) / L (Ci c2)y
2

Ee <
1
4 s : ù M i

12 (¡2)(C1 c2 )
2

V j: L
i

(e h 2 (Ci C 2 )
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On multiplie ensuite l’équation iv) du Lemme 7.2 donnant l’expression de (f  — f 2)t, par 
h  — fi t  et on intègre par parties pour obtenir

\ j t J j f i  -  h f d x  =  -  J j a , ) *  ( / .  -  /* )(/. -  h U x  -  a, ( / ,  -  h f j x

-  2 J L(a2)* ( / i  “  h f d x  +  a3 ( f ! - f 2) ( C i - C 2)(x,0,t)dx.

f . nV
Si l’on choisit e =  min(<5/3,x/2), on déduit de (7.15) l’inégalité < cY,  et comme
F(0) =  0, on conclut que Y  =  0. Ceci implique alors Ci =  C2 et / x =  / 2. L’unicité est
ainsi démontrée.

m = -  c2)2+ -  ufdx+£  </, - h)2ix
On pose alors

< c ,  U j j c ,  -  Ct)2 +  /  ( / ,  -  h ) 2i x  +  jf t  ( / ,  -  h ) 2i x  j . (7.15)

+(5 — 3e) J  J  (grad (Ci — C2))2 +  (x — 2e) J  ( /i  — / 2)j:i2

Ut (r£(c* - *>*+/> - /»>’*+L </> -

En utilisant le Lemme 7.3, il vient

\jtSjh-̂ ix * 'Ijĵd(c'-c2»2+c-j'üc'-c2?
+  ci f_ L(h  ~  h ) 2dx +  c2 — Î 2)2xdx. (7.13)

Finalement, on multiplie l’équation iv) du Lemme 7.2 donnant l’expression de ( /i  — / 2), 
par — ( /i  — fi)xxi et on intègre par parties. On obtient

=  j _ LM * { h - h ) l d x -  J_L**(fi - / 2)xx(Ci - C 2)(*,0,<).

Grace au Lemme 7.3 et à l’inégalité de Young, on obtient l’inégalité

’¡ 'l i +  X j_ L (/i -  h ) i i ^ x

~  ° / - i ( / l  “  +  £ / - i ( / l  “

+  ‘ L L  (grad (C, -  C2))! +  C, / „ £  ( C , - C 2)2. (7.14)

En additionnant les inégalités (7.12), (7.13) et (7.14), on obtient

1
2

d
L (h Í2)X

2 dx + L a l (h Í2)X X

2 dx

L ( fl h )r
2 dx

Î2)X X

2 dx

h )X

2dX )





A ppendice.
On a dissolution-growth problem with surface tension : Local exis­
tence and uniqueness.
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ON A DISSOLUTION-GROW TH PROBLEM W ITH  SURFACE  
TENSION : LOCAL EXISTENCE A N D  UNIQ UENESS

J.F. Scheid

Laboratoire d ’Analyse Numérique, Université Paris-Sud 
Bâtiment 425, 91405 Orsay Cedex, France 

and

Commissariat à l’Energie Atomique 
DTM/SCECF, B.P. n°6 

92265 Fontenay-aux-Roses Cedex, France

A b s tra c t. We consider a one-phase Stefan problem with surface tension in space dimension 
two. We prove the local existence and uniqueness in time of the solution, in the case where the 
moving interface is parametrized in the form y =

K eyw ords. Stefan problem with surface tension, free boundary problem, system of nonlinear 
parabolic equations.

1. Introduction.
In this note, we consider a Stefan problem with surface tension modelizing a corrosion 

phenomenon. Consider a system composed of a solid phase of a single compound in contact 
with an incompressible liquid phase which is a dilute solution of that compound. We 
are interested in the evolution in time of the interface between solid and liquid and in 
the concentration of the compound passed into solution. We suppose that this evolution is 
governed by two processes : a diffusion process in the fluid and a dissolution-growth process, 
located at the interface. Moreover, it is assumed that, at every point of the interface 
the volume degrease of the solid is exactly equal to the volume increase of the liquid. 
Mathematically, this leads us to the three basic equations

Ct = AC  in the liquid phase,

where C = C(x, y, t) is the concentration of the chemical species in the liquid,

90 I - V
f t T lr ' -  v ” '

where Tt is the interface between solid and liquid, n is the normal unit vector to the interface, 
directed towards the liquid phase, and Vn is the normal velocity of the interface Tt given 
by the kinetic law [3],

Vn = C|r, -  aexp(7 iiQ,

where a and 7  are some positive constants, 7  is proportional to the surface tension of the 
interface, and K  is the mean curvature of the interface.

In this paper, we consider the case where the liquid phase is delimited by a fixed upper 
boundary of y-coordinate e and we assume that the concentration C satisfies a homoge­
neous Neumann condition on this fixed boundary. We also suppose that the interface can 
be described by the graph € 1R2 X  ïïl+, y = f (x , i ) j . Then, /  and C satisfy
the problem
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(P)<

( C ~  (« ■ / (* » * ) .  0  =  o exp  (  (*•*))  , (x , î ) € 1 R x IR+ (1.2)

$ £ (* ,« ,0  = 0, (x,/) € 1R x IR+ (1.3)

C(x + 2L,y,i) = C(x,y,t), ( x , y , t )€ Q j  (1.4)

C(*,I/,0) = Co(x,y), ( i , j ) 6 E /  =  { ( i , ! / ) e E i , / o ( i ) < ÿ < e } ,  (1.5)

{1 +  f x 2y / 2 =  " a e x P ( ( i  +  / f 2f 72' (:M))  +  c ( * - / ( * - 0 , 0 ,  ( * . 0  €  1R x IR+ (1.6)

f ( x  +  2L, t )  =  f ( x , t ) ,  ( x , < ) € l R x I R + (1.7)

/(*,0) = /„(*), x €IR (1.8)

The conditions (1.4) and (1.7) indicate the periodicity of the concentration and of the 
interface in the x-direction with period 2L. In the following, we will use the subscript per 
to refer to these periodicity conditions. Moreover we suppose that the initial data fo  and 
C o  are 2L-periodic and satisfy suitable compatibility conditions, namely the equations (1.2) 
and (1.3) at time t — 0.

Abergel, Hilhorst and Issard-Roch [1] show the existence and uniqueness of the solution 
in the neighborhood of the stationary solution (/,C ) = (0,a) for Problem (P), posed on 
a slightly different space domain. The purpose of this note is to sketch the proof of the 
following local existence and uniqueness result.

Theorem 1.1. Let fo  € C££A(IR) with Sup|/o| < ^  and Co € Cp£*(S/) f o r  some
R 3

0 < A < 1. There exists a positive constant T > 0 such that Problem (P ) has a unique 
solution

(f ,C)  € C £ A'(3+A)/2(Ër ) X C£-rA’(2+A)/2(Q/iT), 

where Sr = 1R. x (0,T) and Q j j  = {(*>îM) € Qj, t G (0,!T)}.

The proof of Theorem 1.1 is organized as follows.
In section 2, we recall basic properties of Holder spaces that we use in the proof.
In section 3, we first transform Problem (P) into a problem on a fixed domain which 

we then transform to obtain a problem (P°) with homogeneous initial data, as it is done 
by Bazalii and Degtyarev [2], in the context of a Stefan problem for convective motion of a 
viscous incompressible flow.

We give in section 4 a result about the existence and uniqueness of the solution of a 
related linear problem.

In section 5, we consider the nonlinear problem and sketch the existence proof which is 
based on a fixed point method.

The uniqueness result that we obtain is given in section 6.

2. Preliminaries.
We use the Holder spaces C1,1̂ 2(Qt ) as defined by Ladyzenskaja, Solonnikov and Ural’ceva

[4], where Qt = | ( x , y,t)  G HI2 x (0,T), 0 < y < 1 j  and with / = m + A where m 6 IN and
0 < A < 1. In this paper, we also use the Holder spaces with homogeneous initial data

C, = AC  in Qf =  { ( i . y . O  € H 2 x IR+ , / ( x , i )  < y <  c) , (1.1)
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defined by

c 'oj/ \ Q t ) =  { .  e  c w ( 0 r ) ,  § £  =  0 ; J «  j .

The following lemma [2] is essential for the construction of a strict contraction in the exis­
tence proof below.

V V/2 ~Lemma 2.1. Let I > I > 0 and v G C0* (Qj)* Then, there exists a constant c > 0 
such that

Mil?,. < .

3. Transformation of the problem into a problem on a fixed domain with ho­
mogeneous initial data.

We first transform Problem (P ) into a problem on the fixed domain 
Q = |(± , y, t) £ IR,2 X lR+,0 <  y < l | ,  by means of the change of variable and function

e - / (* ! « )  “ 1 e - f ( l , t Y  C ( x , y , t ) -C (x , y , t ) .

(In the following, we omit the hat in the notations.)

We suppose that the initial data are such that Co € C ^ X(1R x [0,1]) and fo G C^.A(IR) 
g

with Supj/o(x)| < - .  Following ideas of [4], we construct the functions v(x,y,t) E

CptrX'{3+X),2(QT) and h(x,t) e Cpe+rA,(4+A)/2(Sr ) such that

f v(x,y,0) = C0(x,y) , f h(x,0) = fo(x)
\  vt(x, y ,0) = Ct(x, y ,0) = C(1)(*, y) \  ht(x,0) = f t(x, 0) = / (1)(*)

where /(*) and C ^  are determined by the two differential equations (1.1), (1.6) at time 
t = 0, transposed on the fixed domain Q. Then we set

g(x,t) = f(x, t )  -  h(x,t) and u(x,y,t)  = C(x,y,t) -  v(x,y,t),

and write the equations for (<7,u) in order to obtain a problem on a fixed domain, with 
homogeneous initial data. By separating the linear terms in g and u from the nonlinear 
ones, we obtain a problem of the form

«« -  ( « «  +  O llU yy +  a i2 U r y )  +  <*13% =  (tf, « )  in  Q

u — (biux + b2Uy)

(P°)

(^K + - 0:7

(1 + hifi* expV(i + hi?»)
uy(a:,l,t) =  Fz {g,u)

9 x x  =  F2{g, u) in IR x {y =  0} x 1R+

(■P2)

(x, t )  G l R x  IR+ 
in Q
( i ,y )  Gl R x  (0,1)

u(x +  2 L, y, t) =  u(x, y, t) 
u(x,y,  0) =  ut (x,y,0)  =  0

‘"-(Tffe“p((irt)S75;
g(x +  2 L , t ) =  g(x, i)  
g(x,  0) =  <7i ( z , 0 ) =  0

where the coefficients a,j and depend only on the function h and its derivatives, and 
the right hand members F,-, i = 1,...,4 depend on the functions u and g as well as on their 
first and second derivatives in space.

9 x x  =  F4(g, u) in IR x {y  =  0} x 1R+

(x, t )  £ IR x IR+ 
x £  IR
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4. The related linear problem.
We consider the linear problem obtained by freezing the right hand sides Fi, i = 1,...4 

in Problem (P°) and supposing that the Fi s, i = 1,...,4 are given functions with F\ € 
ô,pi-2(Qt ) and Fi e C<£eA;(1+A)/2(ET), for i = 2,...,4. We denote by (P/) and (P,2) the 

linear problems corresponding to (P1) and (P2). Using classical results on linear parabolic 
problems [4], one can easily prove the following result.

Theorem 4.1. Let T* such that Sup|/i| < For all T  G [0,T*], the linear problem

(P/1) -  (P2) has a unique solution (g,u) € Co,pe;(3+A)/2(Sx) x C l^ 2+X)/2(QT). 
Furthermore there exists c(T) > 0 which remains bounded for T —*• 0 such that

IMI¡£A) + M (¿ rX) ¿ <T) (ll^  IIqI  + Ç  Il^ll2r+A))  • (4-9)

5. The nonlinear problem - Existence of a fixed point.
We first give some estimates which are a key ingredient in the proof of Theorem 5.3 

below.
Lemma 5.1. (i) Let 0 < ¿o < §• There exists a constant c = c(6o,T) which re­
mains bounded for T  —► 0, such that for all 6 € (0,6o) and all (<7i,Ui),(92, u?) € A =
Co,p (̂3+A)/2(S t) X Co,pi(2+A)/2(^T), satisfying m axflK ^ ui)!^ , ||(^2,«2)IU) < 6 , there 
holds

*=2

< c(T) (t'12 + s) ||(s, -  S2,U, -  «2) iu ;

(ii) There exists a constant c* = cf(T) which remains bounded for T —► 0, such that

l|ix(0,0)|l<^ + £  Ui}(0,0)||i£A) < c\T)T't\ 
t = 2

The conditions that the initial data / 0 G C4+A(IR) and Co € C3+A(IRx [0,1]) are necessary 
for the proof of (ii). Next, we state the main result of this section.

Theorem 5.2. Let fo 6 C^.A(IR) with Sup |/o| < ^ and Co 6 C£+A(IR x [0,1]) for some
R

0 < A < 1. There exists a positive constant T such that Problem (P°) has a solution 

(J,«) € A 9 Cj£:(3+x)/2(2f ) x Cl£C+m {$f).

Proof. We consider the mapping T  : (g,u) i—► T(g,u) =  (g',u') where (gr, u') is the 
solution of the related linear problem with the right-hand sides F{(g, u),i = 1, . . . , 4. By 

Theorem 4.1, T  is well defined on A = C jj£ (3+A)/2(Sr ) x C jj£ (2+A)/2(QT). We prove that 
T  has a unique fixed point in a certain ball and for T small enough. In view of (4.9) and 
Lemma 5.1, there holds for ||(<7i ,u i ) ||,4  < 6 and ||(</2»‘u2)l|yi <

l|f(si.“,) - Tfe.uj) ||x < c(T) ( t ' /2 + e) I|(ai -  .

We choose T and 6 , such that c(T) ^T1/2 + so that T is strict contraction from
B(0,6) D A into A.
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Furthermore, we write \\T(g,v)\\A < ||T(g,u) -  “̂ (0 ,0)11̂  + (0,0)1)^, and use Lemma 5.1 
(ii) to obtain

\\ni, «111,, < \ II(J, x)IU + KT)T'!\ (5.10)

Thus, if g and u are such that ||(<7,u )||,4 <  6, and T satisfies c(T)T1!2 < j i ,  we deduce 
from (5.10) that

lim«)IU < S.
This shows that T  maps the set 5 (0 , S) fl A into itself and we conclude that T  has a unique 
fixed point in J9(0, £) D A.

6. U niq ueness.
Using a method similar to that of [1], we prove the following uniqueness result.

£
T h eorem  6.1 . Let T* be such as Sup |/i| <  - .  For 0 < T < T*, there exists at most 

one solution (f ,C ) of Problem (P ) such that f  G L°° (0,T; ^ ^ ’“ (IR)) with S u p |/| <
E T 3

ft € ¿ °°(S r ) and C € X00 (0,T; W2-°°(1R x (0,1))), Ct € L~(QT).
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C hapitre 3

E X IST E N C E  LOCALE EN
TE M PS : Le cas où l’interface est 
une courbe sim ple ferm ée

Cl





3.1 In trod u ctio n .

Dans ce chapitre, nous considérons le cas où l’interface T* est une courbe de Jordan 
(courbe simple fermée). On dénote par flt le domaine simplement connexe délimité 
extérieurement par le bord fixe S  et intérieurement par l’interface Pt. On suppose que 
la concentration C satisfait une condition de Neumann homogène sur le bord extérieur 
fixe S. Le problème s’exprime alors de la façon suivante :

(V)

Ct =  A C dans Q =  |(x ,y ,< ) G IR2 x lR+,(x,t/) G ilt}

$£  = K, sur E =  {(x,î,,i) e  R2 x ]R+,(x,ÿ) € r,}

"Uns =  ̂  ^  x

C(x,y ,0)  =  C0(x,y)  dans ü 0

et

Vn =  C — aexp(7 Â") sur S  

r*=o =  r0,

où n et ns sont les normales unitaires intérieures respectivement à l’interface et au 
bord extérieur fixe S, Vn est la vitesse normale de l’interface et K  est sa courbure 
moyenne.
On suppose que l’interface initiale To est une courbe de Jordan telle que dist(To,S) > 0. 
iî0 est le domaine initial délimité extérieurement par S  et intérieurement par IV

Par ailleurs, on impose aux données initiales Co et r 0 les conditions de compatibilité :

(#o)
=  Co -  a  exp(yI<o), sur T0

dCo _ q 
tins ’

sur S,

où tiq est la normale unitaire intérieure à l’interface initiale To et Ko est sa courbure 
moj'enne.

L’objet de ce chapitre est d’établir un résultat d’existence locale en temps d’une so­
lution du problème (V) dans le cas où l’interface Tt est une courbe simple fermée. Le 
résultat principal se formule de la manière suivante :
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T h é o r è m e  1.1

Soient To € C4+x avec dist(r0,5) > 0 et Cq G C 3+X(il0). On suppose que T0 et 
Cq satisfont les conditions de compatibilité (Ho)- Alors il existe T0 >  0 tel que

le problème (V) admet une solution I C, T =  (J ( r t x {í}) J telle que
V 0<t<To /

C  € C2+A’(2+A)/2(^ ro) et T €  C3+A,(3+A)/2, 

où Qt0 =  (J (Ht x {t}) .
0<t<T0

Afin de démontrer le Théorème 1.1, on paramétrise l’interface T« dans un voisinage de 
l’interface initiale To, par l’abscisse curviligne Si de To. L’interface Tt est alors repérée 
pax une fonction p(si , t)  dans la direction de la normale n0 de IV  On obtient ainsi 
un problème (P)  pour la concentration C  et la fonction p, pour lequel on va montrer 
l’existence locale en temps d’une solution. Cette paramétrisation de l’interface Tt et 
l’obtention du problème (P)  associé sont établis au paragraphe 2.

La démonstration du résultat d’existence locale du problème (P) est organisée comme 
celle du Chapitre 2, où l’interface était paramétrée sous la forme y =  f (x , t ) .
Au paragraphe 3, on transforme le problème (P) en un problème (Pv) défini sur le 
domaine initial fixe fî0. On construit pour cela, un diffeomorphisme <p qui transforme le 
domaine Clt dans le domaine initial fixe fio*
On transforme ensuite, au paragraphe 4, le problème (Pv) en un problème (P0) à données 
initiales homogènes en t =  0 [2]. C’est pour ce problème (P0) que l’existence locale en 
temps d’une solution est établie.
On considère alors au paragraphe 5, un problème linéaire associé et on montre qu’il 
existe une solution unique de ce problème.
Puis, au paragraphe 6 , on prouve l’existence locale en temps d’une solution du problème 
(P0) par une méthode de point fixe.

3.2 La param étrisation  de l ’interface Tt et le pro­
b lèm e (P) associé.

On commence par construire un diffeomorphisme local sur un voisinage de T0. On 
paramétrise alors l’interface I\ dans ce voisinage de Tq, par l’abscisse curviligne de r 0.
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3.2.1 Difféomorphisme local sur un voisinage de l’interface 
initiale IV

Soit 8 >  0. On définit

A : [0  , l0] x ( - 8, 8 ) — ► R 2

(51, 52) 1— ► (x,y)  =  A (s i,5 2) =  (A i,A 2)

avec
X { sh s i) =  Ao(si) +  52Tlo(si) (2-1)

où Ao(si) est la paramétrisation de l’interface initiale To par son abscisse curviligne si,
l0 est la longueur de To et no est la normale unitaire intérieure de IV

La dérivation par rapport à l’abscisse curviligne S\ de To sera notée par la suite

” =  De plus, on note A'0(si) =  (zo(5i),yo(5i)) et n0(si) =  et

on rappelle que |Ào(.Si)| =  1 par définition de l’abscisse curviligne sj. Par ailleurs, les 
formules de Frénet [5] donnent les relations suivantes :

0̂(51) =  Âo(si) vecteur unitaire tangent à Fo
< ï;o (s i)  =  - /v o ( 5 i ) n 0(5!) (2.2)

n0(si) =  ^ 0(51 )f0(5i)

où K q est la courbure moyenne de IV

On montre alors que X  est un difféomorphisme de [0, lo) x (—6, 8) sur un voisinage 
Vf(r0) de l’interface initiale r o, pour 8 suffisamment petit.

P r o p o s it io n  2.1

Soit To €  C4+x pour 0 <  A <  1, telle que d ist(r0,«S) >  0 .

Pour 0 < 8 < Inf 777-7, X  est un C4+x-difféomorphisme de [0,/o) x (—8, 8 )
«i€[0,/o] |xV 01

sur un voisinage Vê(r0) de r 0.

D é m o n s tr a t io n  :
1) X  est un bijection de [0,/o) x (—8, 8) sur Vÿ(ro) =  A([0,/o) x (—¿,(5)) : Soit 

X ( s i ,¿¡2) =  (A i,X 2) 6  Vi(r0), alors d is t ( X ,r 0) =  |52|. Il est clair que X  est surjectif. 
On montre de plus que A* est injectif. En effet, soit AXsi,s2) =  A’(5/1, 5,2) un point de 
H(ro), alors |^2j =  K | =  dist(A(5l , 52) ,r 0) et donc s2 =  s'2. On a alors

A'o(si) -  A"0(5Î) =  52 (îïo(si) -  n0(5 i)) . (2.3)
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Par développement de Taylor et en utilisant les formules de Frenet (2 .2), on a 

A"o(si) -  A'o(si) =  ( i i  -  s i ) fo (s )  et n 0( s i )  -  n0(s i )  =  (s^ -  s ^ A ' o ^ f o t s ) ,  où 5  et S 
sont compris entre et s'j. L’équation (2.3) devient ( s j — Sj)fb('S) =  -s2(^i — 5Î)A'o(5)t0(5). 

Si 5i ^  î'x, on a f 0(.s) =  — s 2A'o(5)to(S), soit 1 =  — s 2A'o(.s)to(s).7o(s) et donc

1 < |s2| |Ao(s)|, soit |s2| >  Inf -r-rr-r ce qui est exclu. Par conséquent Si =  s'j.
*1 €[0,/0] |/v o|

2) X  est de classe C4+A([0,lo] x [—¿,6]) et D X ( si , s2) est un isomorphisme de 
[0,/o) x (—6,6) puisque le jacobien de X ,  J a c X  ne s’annule pas sur [0, lo) x (—6,6). 
En effet, on a

-r— =  À o(Si) +  S2fÎo(si)  =  (1 +  S2K q(^1 )) To(5i) 
d s i

et

ce qui donne

J a c X  =

d X  - f  \

dXt dX2 dX\ dX2 
ds\ ds2 ds2 ds\ 
-(1 + s2I<o)xl - (1 + s2I<o)ÿl,

soit
J a c X  =  - ( l  +  s2I<o). (2.4)

Puisque — 6 <  s2 <  6, on a 1 — 6 ¡/iT0| <  1 +  s2I\0 < 1  +  6 |A'0|. Or par le choix de 6, il 
vient 1 — 6 |Ao| >  0 et par conséquent J a c X  <  0.

Grâce à la proposition précédente, on peut définir l’application réciproque S  de X:

S = A'“1 : VJ(r0) 
(*.y)

[0, lo) x  ( -5 , S)

S(z ,y )  =  {Si(x,y) ,  Sj(x,y)) =  ( î i , s 2)

Il est utile pour ce qui suit de connaître explicitement la différentielle D S  de l’application 
réciproque S :

Puisque S o X ( s i , s 2) =  ( s i ,s2) 5 on a (DS o X ) D X  =  l à  et donc D S  o X  =  D X ~ x. 

dX, dX,  \
*ÔS\ ÔS2

dX* d X 7 
d s i  ds2 /

De plus, comme D X  — on a

(  3 Y, \
n v - i  _ ÔS2 ÖS?
' -  l^X _dXz dXx

\  Ô S i  Ô S \  )
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soit

dSi(x,y) \  /  dXi \  

Ainsi VS, = j  =

VSi -  ~ j è x r° <2-5>

,  ôâ iîil1 \ (-QL  .  .  .  ,

De même, VS2 = ( dS2& y )  j = 7 ¿ X  [ dX¿ j = ( - ¿ 0) ’

soit

V S2 =  7?o- (2-6)

3.2.2 Paramétrisation de T t dans un voisinage de IV

Soit T  >  0 fixé et 0 <  8 <  Inf On introduit une fonction
*l€[0,lo] \K0\

P '• [0, lo) x [0, T] —  ( -8 ,8 )

(s u t ) '—► p{sut) ,

et l’on suppose que l’interface Tt est repérée dans le voisinage V^To) par

Tt = {X(Sl,52) G Vi(r0), s2 = p(Sl , t ) } .

En d’autres termes, on suppose que l’interface Tt est paramétrée à partir de l’abscisse 
curviligne de T0 par :

C : [0,/o) x [ 0 , r ]  — » IR2
(su t). i— ► C(5j,î) =  (* («!,0»y(*i>0)

avec
=  X 0(si) +  />(si,i)no(si) (2-7)

On va alors écrire le problème (P)  vérifié par la concentration C et la fonction p.

3.2.3 Le problème (P )  associé à la paramétrisation de T t .

On suppose que p € C2([0, /0] x [0,71]). On établit ci-dessous les expressions de la nor­
male unitaire n, de la vitesse normale Vn et de la courbure de l’interface T< en fonction 
de p.

V ecteur unitaire normal à C(si,t).

Le vecteur unitaire r( s i , t )  tangent à C(s,i) s’exprime par : r(s i , t )  = C(sui)
C(su t)
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On a C = Xq +  pfïo + pnQ = pn0 +  (1 + p K q ) t0 . On pose alors

J =  J(si,t)  =  |C(si,i)| =  [(1 +  pKo)2 +  p2] , (2.8)

d’où

f(sj, t) =  j  [(1 +  pK0)r0 +  pnQ] . (2.9)

Par conséquent, le vecteur unitaire normal à C(s-i,t) est donné par

n(si, t) =  Ì  [(1+ pK0)n0 -  pT0]. (2 .10)

Vitesse normale Vn — Vn(si,t) de l’interface r t.

Par définition, Vn =  V(si,t).n  où V(si,t) =  =  ptno(si). Par conséquent

Vn =  ptn0.n =  j ( l  +  pKo)pt, soit

K  =
P t

1 + (r+fe)
1/2 ' (2.11)

Courbure moyenne K = I\(si,t) de C($i,i).

Par définition [5], K(si,t) = — (K est positive pour le cercle).
F

On a C =  pn0 +  (1 +  pKo)r0 et donc

•• • • •

C =  pn0 +  pn0 +  (1 +  pKo)T0 +  (pK0 +  pK0)f0 

= {p — (1 +  pKo)Ko)no +  (2pKo +  pK q)tq.

Ainsi,

K{su t) =  - j s  [(1 + pK0)p -  (2pK0 +  pK0)p -  (1 + pK0)2I<0] . (2.12)

On note Q =  |(x ,y ,i )  6 1R2 x ïïl+, (x,y) 6 iît} et S =  |(x ,y ,* ) 6 1R2 x 1R+, ( x , y ) e r t}. 
La concentration C et la fonction p vérifient alors le problème (P) suivant.
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(P)

| ¡ £  =  C -  aexp( iK(p))

9C  _ n  
S Ï Ï J " 0

C(x,y, 0) =  C0(x,y)

---------- ^ ------- 172 =  C — aexp(‘yK(p)) s u r S n (0 ,T )

Ct =  AC

sur E H (0, T) (2.14)

sur«Sx(0 ,T ) (2.15)

dans ÇIq (2-16)

dans Q fl (0 ,T )  (2.13)

1 +  (ï+feô) 

k p\t=0 =  o

3.3 Transform ation sur un dom aine fixe.

(2.17)

(2.18)

On construit tout d’abord un difféomorphisme global qui transforme le domaine f}t 
dans le domaine initial fixe Cio ainsi que l’interface en r0. Puis par application de ce 
difféomorphisme, on obtient un problème sur le domaine fixe iîo-

3.3.1 Difféomorphisme global (p transformant ü t en Ù q.

On note d(x,y ) =  ±dist((x,  y); To) la distance signée d’un point (x,y)  du plan à 
l’interface initiale r 0 avec la convention

i  d{x,y) >  0 si (a:, y) € fto 
\  d{x,y) <  0 si (x,y) € D0,

où Do désigne le domaine intérieur à Tq.

Soit 0 <  6 <  Inf , Pour construire une application transformant T# en Tn et le
s ie fO . /o l  / V n  ^

domaine Qt dans le domaine initial on impose la condition

r, c vi/4(r0) (3-1)

où y5/4(r0) est un voisinage de To dont la frontière est à une distance 6/4 de IV Pour 
que la condition (3.1) soit remplie, on va montrer que l’on peut se restreindre à des 
temps T  suffisamment petits.

L e m m e  3.1

Soit 8 > 0. II existe T$ >  0 tel que Sup |/>| <  - .
[Otl0]x[Ot7i] 4
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D ém onstration  :

Par développement de Taylor, pour ($ i,i) G [0,/o] x [0,T], il existe 9 € (0, t)  tel que 
p(si , t)  =  tpt(si,6).  Comme p est suffisamment régulière, on a Sup |/>| <  cT, avec

[0,io]x[0,T]

c > 0 . On choisit alors Tg tel que cT$ <  j ,  soit T$ <

R em arque 3 .2 . Toutes les constantes T  considérées par la suite sont choisies telles que 
T < T S.

On construit alors l’application 9? transformant E fl [0 , T] en T0  x [0 , T] et Q H [0, T] 
dans n 0  x [0 ,T], de la façon suivante :

tp : Q =  | ( x ,y , i )  € IR2 x [0,T], (x,y) € fi«} — ► ü 0 x [0,ÜT]

(x ,y ,i)  1— ► <p(x,y,t) =  (<pi{x,y,t),<p2{x,y , t ) , t )

et on pose
V>(x,y,i) =  (<pi(x,y,t),<p2(x ,y , t ) ) .

a) Si d(x,y) >  alors i}>(x,y,t) =  (x,y), soit ip =  Id;

b) Si |<i(x,y)| <  alors x^(x,y,t) =  F ( x , y , t ), où F  =  F  o S  avec

F(su s2,t) =  A"0(si) +  (52 -  p(s i , i ) ) ”o(5i);
C Of  ~

c) Si J  <  |<i(x, y)| <  alors ip est une homotopie de Id  à  F.  Plus précisément :

V»(x,y,<) =  n(d(x,y)) (x ,y)

+ (1 -  ¿t(d(x,y))) [A'0(5i) + (52 -  p{su t)) ”o(si)]|(,1,a2)=(Sl(Xfy),52(x,ÿ)) 

où fi €  C°°(1R) telle que fi(s) =  |  J  J! j * j  |  ^
et |/z'| <  (3 .2 )

R em arque 3.3. Pour |d(x,y)| <  S, on a d(x,y)  =  s2 par la définition (2.1) de s2.

OC

Soit |<i(x,y)| <  on a alors

V>(x,y,i) =  n(s2) (x,y) +  (1 -  fi(s2)) [A'0(si) +  (s2 -  P(^ui))noM]usi^)=is1ixj/)A(*.v))

De plus, comme (x,y) 6  H (r0), on peut écrire (x,y) =  A (s i ,s 2) =  A 0 (si) +  s2n0(si). 
o r

Pour |<i(x,y)| <  l’application xf> s’exprime donc par

V*(x,y, t) = A'o(si) +  [¿*2 -  (1 - / î( î2 )) /» (3 i ,0 ]”o(«i) en (su s2) =  (5 i (x ,y ) ,5 2(x ,y ) ) .
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Ainsi, on a

si d (x , y )  > 36/4

A'o(si) +  [s2r- (1>t- //(52)W si,<)ln0(5i) si |d(x,y)| < 36/4, 
en (5a, s2) =  (Si(x, y), ^¡(x, y)).

(3.3)

V> ainsi construite, envoie l’interface I \ sur l’interface initiale r 0 et permet le passage 
de fi* à fi0- On montre alors le résultat suivant

Proposition 3.4

Soient 0 <  S <  Inf ei p € C'4+A-(4+A>/2([0,1] x [0,T5]).
¿i€[0,/o] |A o |

Alors (p est un C 4+x,(4+x^2-difféomorphisme de Q f) (iR2 x [0, Ts]j dans 

fio x [0, TV].

Démonstration :

Pour |d(x,y)| <  36/4, on écrit <p(x,y,t) =  (X  o h(s1, s 2, t ) , t )  où

h(s i ,s2, t)  =  ( s i , s2 -  (1 -  fi(s2))p(s1,t)).

Compte tenu de (3.2), pour t € [0,7*], h(.,t) est une bijection sur [0, lo) x [—

Ainsi v? est une bijection de Q H (ïïi2 x [0, T,$]) dans fio x [0,2$]. De plus <p est de classe 

£<4+a,(4+a) /2. Q n  montre ensuite que la différentielle D<p de l’application ¡p est un isomor­
phisme de Q H (iR2 x [0, Tsfj dans fi0 x [0, TJy], en démontrant que Jac<p le jacobien de

<p ne s’annule pas sur Q fi (IR2 x

Puisque jDip —

d<p-\ d<p\ d&\ \
ox oy ot
d<p2 d<f2 dip2
dx oy ot
0 0 1 /

, on a Jactp =  Jacip =  det(V<,?i,Vip2), où

V désigne le gradient par rapport aux variables (x,y).

Pour d(x,y)  > 36/4, il est clair que Jactp =  1.

Pour d(x,y) < 36/A, on a +  p'pÿoVS2 -  (1 -  p) (pÿ0 +  pK0x0) VSi,  et

compte tenu des expressions (2.5) et (2.6) de VSi  et V S 2, il vient :

V<pl =  (  0 )  +  "  ( / +  s2K 0) +  pKoi°) f°' 3̂'4^

De même, on a V(p2 =  (  j -  fl>pxoVS2 +  (1 — p) (px0 — pKoÿo) VSi, d’où

V ^2 =  (  J )  ~  /*V»*on0 +  {px0 -  pKoÿo) r0. (3.5)
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Jacip  =  d e t(V p !,V p 2) =  (1 +  (i'p) ^  +  ^  +  ¿2j f p ^  A ° )  ' (3-6)

Il reste à établir que Jactp  ^  0.

Puisque — |  <  p <  |  et — ^  <  52 <  i p  on a - i  <  s2 -  (1 -  ¡i)p <  8, et donc

1 — 6  |/<o| <  1 +  (s2 — (1 ~  v ) p ) K o <  1 +  5 |/lfo| • Puisque par hypothèse 8 <  Inf 7^ -7 ,
*i€[Ot/0] | i \ o |

on a 1 — 8 \K0\ >  0 et donc 1 +  (s2 — (1 — p)p) Ko >  0 .
C C  o

Pax ailleurs 1 — |/ / |  |  <  1 +  p!p <  1 +  |/x'| Puisque par hypothèse |aî'(s2)| <  | ,  on a
1 +  p!p >  1/4 et donc Jacip >  0.

On en déduit alors

3.3.2 Le problèm e (P9) sur le domaine initial fixe Qq.

On pose

*̂2>0  =  ^ ( ï )  y, avec X|* — ^ j(x ,y , i ), z — 1 , 2 , pour (x, y , i ) €  Q O [0 , î 1].

On écrit alors les équations pour la fonction u.

1 ) Equation dans le domaine :

° n aAC = (è  VViV9j— ^ -  + g A Vi^ ,  et $  = f è  + £ Ê * Ê ! L .  

L’équation (2.13) se traduit donc par 

du  ô 2tt JL* /  d<*\ du« = ,Ç, *  ̂ + S lA,,i ■ ir] pour € n°- (3-7>
2) Equation à l ’interface :

0 n  a W  =  VC,lr«-” =  ( ( v “ |To)T ^ | r , )  •» =  Vî/|r0. (£>^|r,n).
On pose alors

M  =  Jtyjr.n =  (V ^ ir .-n , Vv?2|r,.n) .

L’équation à l’interface (2.14) s’écrit alors

u — V u . t f  =  aexp(~fK(p)), pour ( x i ,x 2) G IV  (3.8)

De plus, d’après l’expression (3.4) de V<̂ >i, on a V^^r, =   ̂ q  ̂ — ( ^ l~+ ~pA/0^Q)  °̂* 

Par conséquent, compte tenu de l’expression (2.10) de n, on obtient

f i  , 1/  v  •• . pÿo  +  /’A'oXo .
(1 +  pKo)xjo -  p x o +  — — — - — p

1 + / > A 0
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De même 

et donc

d’après l’expression de (3.5) de y>2, on a V<̂ 2|r, =   ̂ J  ̂ -)- pA’°^°)

_  _  1 
V ^ir.-n  =  - - n , , (P*o -  pKoÿo) 

(1 +  pKo)x0 +  pyo H------ 1 _). pj{0— P

Ainsi, M  =  j  £(1 +  pKo)n0 — pf0 +  1+^pKo +  PK° 7°)\ » soit

*  = 7
soit encore,

Ai —
1

1 +  pKo
Jn0 — -jT0

3) Equation de déplacement de l ’interface :

Grâce à l’expression (2.11) de la vitesse normale Vn, l’équation (2.17) de déplacement 
de l’interface devient

Pt

[* +  ( ï + f e )  ]

jJî =  u -  ocexp(~fI<(p)), pour(x!,x2) € T0.

On obtient ainsi le problème (Pv ) sur le domaine fixe fi0

(P J

OU

A 2 fì^ ìl  ^

~dt ~  a,J dxidxj ^  ôxï = (:El’;r2’ )̂ G x (̂ .9)

u — VuJ\f =  aexp^A^/a)), (x1,x 2»0 € T0 x (0,T) (3.10)

Vtí.rÍ5 =  0, (xl5x2,<) € «S x (0,T) (3.11)

u(xi,a:2,0) =  tx0(xi,a:2), (^1,^2) € fio (3-12)

------ — &---- —î72 =  u - a e x p ^ /O ,  (xa,x 2, 0  £ T0 x (0,T) (3.13)

[l  +  ( ï + f e )  J
H<=o =  0 ( x i , x 2) €  r 0 (3.14)

bi =  6 , ( x i , x 2 , î )  =
' à *  
. dt

(.x , y , t ) -  A<pi(x,y,t)
( x , y j . ) z z v - l ( x i , x 2 yi)

Jn0 -  - f 0
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De plus, les données initiales u0 et T0 vérifient les conditions de compatibilité (N0) 
suivantes.

uo — Vito.no =  aexp( jKo)  sur r 0 (3.15)
{Ho) ;

V uq.tîs =  0 sur S  (3.16)

On établit ensuite les expressions des différents coefficients a,j et 6,-, de façon à mettre 
en évidence leur dépendence respective par rapport à p ainsi que ses dérivées.

Expressions des coefficients aÿ(xi,x2,i) :

On a

o y (* i,x 2,t) =  VvJt( x ,y , i ) .V ^ (x ,y , i ) |(Xiÿ>0=v,_1(liiIît)

Pour d(x,y)  >  36/4, il est clair que a,j =  <5,j pour i , j  =  1,..., 2.
Pour ¡¿(x,y)| <  36/4, on établit les expressions des coefficients atJ(x i,x 2,i)  en écrivant

v<Pi(x1,x 2, i ) = ( o ) + p w * * 0 ~  ( r V;2̂ o) + pK oi°}

V^2(x!,x2,i) =  ̂ J  ̂ -  fi px0n0 + ( ■ ^.a^ o)  (/»*o -  />ÜMDÿb)ro 

pour ( s i ,s 2,0  =  5 o(¿>-1(x i,x 2,i) .

On montre par un calcul direct que

aij = a i j ( p ,p ) =  S  (3-17)
0<k+l< 2

où les coefficients C ’̂j =  O l’j ( s i ,  s2) sont donnés par

Co.’o =  1, Cq’o =  1 (3.18)

Cl:i =  2(m'i)S -  *«¿5), Cî;02 = 2 ^ ’xS -  ( t *„ÿj) (3.19)

c y  -  -2  ( r ^ f o )  ¿oyo, a ci::? = 2 ( t t ï ^ )  *»*> 2 l3-20)

^2.0 = (fl i/o) +  ( l  + s2A0)  A0i 0. C2’o = (/i ¿0) ( l  + t3'21)

C '°i =  ( l + T Æ o )  »0’ C»j =  ( 1  + s/Â 'o ) i «3 <3-22)

CÜ  = 2 ( r n f r ; ) ’ =  - 2 <3-23>

74

c iú
kJ (p )

k
p )

t

( 1 - I l
1 + 52 h o

2

K 0ioÿo



CqIq — Cq̂q — 0 (3.24)

C l i  =  C i i  =  —2ioÿo [//' +  Ko] (3.25)

Co.’i =  Co’i =  ( i  +  s2I<q)  — ^o) (3.26)

^ 2,0 =  Cl’o =  -xoÿo |(/î )2 - (14. s^Ko) ^°] ^ -27)

Co,2 =  Co,2 =  ~  ( l  +  s2fl<o) (3.28)

C îi  =  C l i  =  -  ( x q ^ ) 2 M i l  -  ÿo2) (3.29)

pour ( s i , s 2,t)  =  5  ° v>_1(x i,x 2,i)*

Expressions des coefficients bi(xi,x2,t) :

On a. b{ — bi(x\,x2,t)  =  (  £  (x ,y ,/) A<^,'(x,y,i) j
\  /  ( l ,ÿ , i )= V - 1 (xi,X2,t)

Pour d(x ,y ) > 36/4, on a 6,- =  0 pour » =  1,..., 2.
Pour |d(x, y)| <  36/4, on établit les expressions des coefficients 6j(xi,x2,i)  en écrivant 

tout d’abord que ^  =  —(1 — fJ-)ptno\(sua2)=:(s1(,x,y),s2(x,y))- On pose alors

B ltl( s i , s2) =  { l - f i ) ÿ 0 (3.30) 

^ 0,1 («î»5*) =  “ (! “  /0*o (3.31)

de sorte que
*

- j i j f  =  - B ' 0 i1 { s i , s 2 )  P u  * =  1 , 2  

pour ( s i , s 2) =  (5 i(x ,y ) ,5 ’2(x,y)).

Par ailleurs, A(fi =  div(Vy>x) =  div (ji'pÿono) — div ^  +~s${0(pÿ0 pKoio)?^,  où

l’opérateur dit? désigne la divergence par rapport aux variables d’espaces (x, y). On 
obtient

A<pi =  B^i0(51,52) P +  -SÎ,o(s1»52) p +  -B̂ ,o(s1>s2) P  

pour (5i,52) =  (<?i(x,y),52(x,y)), où

= -(àïà?*  (3 -32)

n i  / ,  0 X _  _ _ Ü Z ± L .  \ o K  i  _  5 2 ^ 0 ^ 0

1,o( 1,t2) (1 + 52A'o)2 ;  ° ° 1 + 5 2A'o.
K qXq

- l<oÿo
1 +  S 2 K o

(3.33)

(3.34)
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De même,
A (^2 =  Blfi( s i , s2) p +  Blfi(su s2) p +  B l 0( s i , s2) p 

pour (5i,52) =  (S i (x ,y ) ,S 2{x ,y )), où

2Koÿo + 52 A q X q

1 + S2K0

( 1 - / 0  
(1 +  s 2K 0y

koÿo
1 +  S2I \ q

+  K qXq

(3.35)

(3.36)

(3.37)

On obtient alors

d k+lo
*  =  *(/>) =  -  £  B ï j (su H )

°<fc+/<2 a5l  01
pour (5l,S2>0 =  s  o (fi 1(xî , x 2,t)

(3.38)

3.4 Le problème avec données initiales homogènes 
en t= 0

On note Q j  =  Cto x (0, T) et S j  =  To x (0, T). Le cadre fonctionnel est celui des 
espaces de Hôlder Cq^2(Qt ) à données initiales nulles, pour lesquels grâce au Lemme
2.5 du Chapitre 2, on connaît des estimations en fonction du temps T des constantes 
d’injections. On va donc transformer le problème (Pv) en un problème à données initiales 
nulles.

On suppose que les données initiales satisfont tto € C3+A(fîo) et To G C4+x.

En reprenant la construction de la Section 4 du Chapitre 2, on montre qu’il existe des 
fonctions

.»(*!,*»,<) € C3+i-<3+W’ ( 3 T) 

et S (* i,0  6 C4+a-(,4-a>'2(Et) avec (s i,i)  =  (Si(i,y),0|(»^,i)=»-'(ui!,i)

telles que

f w(xa,x 2,0) =  îi0(x i,x 2) . .
\  w t ( x i , x 2, 0 )  =  u (( s i , æ 2, 0 )  =  î î (1)( x x, x 2)  ̂ ’

et

i ^ i , 0 )  =  /)(5l,0) =  0
\  0i(*i,O) =  /7,(S!,0) =  /J{1)(5j), t ' '

£f,o(si,52) -  (/ + ^ )2¿0

p2 / Q \ _____ I*)
B  (i + 3 A ')2
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où u*1) et sont déterminés à partir des équations différentielles (3.8) et (3.12) du
problème (Pv) à l’instant initial t =  0, c’est-à-dire

it(1)(x i,x 2) =  ut(x i,x 2,0)

— V' n æ U ° V' h ^U° (1
~  j 't=0 dxidxj S ^ f l x ,  ( 3 )

/?(1)(sx) =  pt(su 0)

=  u0\ro -aexip('yKo)  (4.4)

On pose alors (  =  «(* .,*> ,0  -  <->(*!,*»,«)
l  <r(su t) =  p ( s i , t ) - g ( s u t).

Pax construction, les fonctions v et <t vérifient :

u(x!,x2,0) =  üî(x i, x2,0) =  0 

O-(5!,0) =  <7t(*i,0) =  0.

fi
Rem arque 4.1. Quitte à diminuer Ts, on a Sup | |̂ <  —.

[0,io]x[0,Ti] 4

Il s’agit à présent d’écrire les équations pour (cr, v) à partir du problème (Pv), et d’obtenir 
de cette façon un problème à données initiales homogènes en t =  0. On sépare alors les 
termes linéaires des termes non linéaires en a et v (ainsi que leurs dérivées).

M ise en évidence des term es linéaires de l’équation en v et a correspondant 
à l’équation (3.9) :

En substituant u =  v +  w e t p  — a + g  dans l’équation (3.9), on obtient

JU , . d2{v +  îü) d(v +  w)
*  +  » , -  £  « , >  +  9) +  £ ¥ *  +  9) =  0. (4.5)

On montre que

M* + 9) = h(<r) + bi(g) (4.6)
et a ^ a  + g) =  a{j(g) + £  ^ ( g )  (<r)k(cr)1 (4.7)

0<k+l<2

où les coefficients TV£\(g), pour i , j  =  1,2, sont donnés par

* ï j ( î )  =  C\% +  2C& 9 +  C& 9 (4.8)

K i ( 9 )  =  Cÿ,  +  CÎJ g +  CH g (4.9)

K'üis) =  c k!h p°ur k + 1 = 2 (4-10)
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les coefficients C ’̂j étant définis par les expressions (3.18),...,(3.29).
On pose alors

* ¿ ( < 0 =  £  ^ ï j ( s )  (»)*(*)', (4.11)
0 < k + t < 2

et on écrit l’équation (4.5) sous la forme

JL, . . d2v \ dv  r. / \- E + E Ms) ô-t = »)
*,j= 1 u x t u x 3 is=1 (/X,

ou

t j= l  U X t U X 3 fssl (/Xt

, ( , \ ^2t0 L ( , \
t j= l  U X xU X }  i= 1  c/x,

Mise en évidence des termes linéaires de l’équation en v et a correspondant 
à l’équation (3.10) :

En substituant u =  v +  w et p =  a +  g dans l’équation (3.10), on obtient

v +  w — Vu.Af(<7 +  g) — Vw~tf(<r +  g) =  aexp( iyK(<r +  </)). (4-12)

Dans l’équation (4.12), on met en évidence les termes indépendants de cr, ainsi que les 
termes linéaires en cr. En effet, si ces derniers n’étaient pas considérés dans la partie 
linéaire de l’équation (4.12), on serait amené à évaluer la norme ||èr||£*A) et l’on ne 
pourrait utiliser le Lemme 2.5 du Chapitre 2 pour contrôler celle-ci en fonction du 
temps T.

La partie linéaire de K i a  +  g) est K (g ) -----------——3,Kq---- ^ cr.
’ Ki+sioFTFF

On écrit alors

E  =  exp(7 A'(<r +  g)) =  exp(yK(g))  exp (7 (A'(<t +  g) -  K{g)))

=  exp(jK (g)) exp ( —y --------- — ---- r^cr +  N \  ,
V [(1 +  g Ko)2 +  g2] )

où N  est un terme non linéaire en cr. On voit ainsi que la partie linéaire en cr de E  est

—----- l i*  P hs l- .— exp(yK(g))à.
[(1 +  gI\o) +  g ]

De plus, puisque la partie linéaire de AT(cr +  g) est M(g),  on écrit l’équation (4.12) sous 
la forme

v _ V v ^ (  )+ o2 (lli ^ ) e x p ( ^ „  =

((l+ÿA'oi’ + i f 7

78

d w
w t

F, (CT, V )
2

E R i j (O)
Ô2 2

E ¡t(o )

F2 (<7, V ) (4 13



ou

F2(cr, i>) = —w + Vw.JÏÏ(cr + g) + Vu. [Â (<7 + g) — A ^)]

+ a expfrüV + g)) -  1(1 + **»> « P ^ ) )  -
[{1 + p/Co)2 + ¿2]3/2

(4.14)

Mise en évidence des termes linéaires de l’équation en v et <7 correspondant 
à l’équation (3.13) :

L’équation (3.13) avec u = v + wetp = <r + g s’écrit

<Tt = 1 + ( i + * V
\1  +  (a +  g)K 0J

1/2

(v+tu)—a 1 + à + g
1 + (<r + g)K0j

1/2

La partie constante de 1 + ( r + L ++ g)K0)  1 e s t  f 1 +  ( r + W )

exp(7 K(<r+g))-gt. 

(4.15)
1/2

De plus, la

_  [i + (__ 2 _ V  I ( 7 (l+ gA ro)exp(7^(g))\  - . 7exp(7/^(g))
l  +  U + W  J  \  [{i + gKoy + f f »  ) <T’ s o l t  ( i  +  À f V f '

Par conséquent, on écrit l’équation (4.15) sous la forme

cn'exDÎo'ÂYoil
(4.16)

OU

F4{<T, v ) = -gt +

— a 1 +

+ ( — z ± i — y
\ 1  +  (a  +  g ) K 0)

( — i± i__ y
\ 1  +  (cr +  g ) K 0)

1/2

(u + w)

dans Tq x (0, T). (4.17)
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Finalement les fonctions v  et p vérifient le problème (P0) à données initiales homogènes

vt -  £  an(g) + E % )  è  = v)>
t , j = l  U X t U X } ,_ 1  C,X'

dans f20 x (0, T) (4.18)

V -  Vujÿ(g) +  a y ^ i +̂ gK^ ~ ^ ? Æ ^  0  =  F ifav) ,  sur r 0 x (0,T) (4.19)

(
Vv.ñs =  F3(<t,v), 

v(x!,x2,0) =  ví(x1,x2,0) =  0,

_ a7 exEüff(g)). - = F ( N 
** ( 1 + ¿ ¿ 0) * + ?  **V, ' v h

k <t (s i ,0) =  <Tt(5i,0) =  0,

ou

Fi (<?, v) =  Y ,  Ríá ° )  -  E  M *)
* J = 1  U X t U X j  i zs l  u x t

, ^  N d2u> ^  ( x dw
+  E a^ + s ) ô - i - - E ô^ + s ) â - - ^

¿ J s i  u x %u x 3 ¿= 1  ( /a ; ,

sur «S x (0, T) (4.20) 

dans fi0 (4.21 )

surro x(0 ,T)  (4.22)

sur Tq

et Rij{a) =  afi(<x +  0) -  a.ifa) =  52 n 'k,i(9) (*)k{è)1,
0<Jt+/<2

F2(<7, t>) = - w  + Vwjtf (a  + g) + Vu. [V(ff +  g) — A?(g)]

+ a  expi'fKia 4- g)) +  ¿t
. [(1 +  5^o) +  j  ] j

(4.23)

*  =  ÏT 7 T '
, avec .% ) = [(1 + gh'o f  +  j 2]’/2 ,

^(<7, u) =  —Vw.ns ,

F4(a,v) =  - g t +  [l +  ( 1 +  (a++ g )K 0)
1/2

(u +  w)

- 4 +(t+MWI +*»-<V+7£rW *
sur r 0 x (0, T).

3.5 Le problème linéaire associé.

On considère le problème linéaire associé au problème (P0), obtenu en supposant les 
seconds membres F{, i — 1,...,4 dans (P0) comme des fonctions données, c’est-à-dire 
indépendantes de <7 et v.
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v t —  E  a o ( s ' )  es a -  =  - f i ( x i > x 2 , 0 >  ^ a n s  ^ o  x  ( o , r )
¿,¿=1 uX{OXj t=1 ex,-

(P /W  v ~  V v .r f (g )  +  ? 7 ^ ’ta ^ f° 2 13/a exP(7^ ( g ) )  £  =  F2(x  i , x 2, f ) ,  s u r r o x ( 0 , r )
1(1+5Ao) + ^ J

V ü .n ^  =  F3( x ! , x 2, <), sur 5  x  (0, T )

. v (x a ,x 2,0 ) =  0, dans f l0

i ° t -  ( i  +  9 k I ÿ  +  ¿2 exp (7 /i(g ))5 - =  F4( x i , x 2, î ) ,  sur T0 x  (0 ,T )

\  o"(5i,0) = 0, sur r0

avec F a € C0A’A/2(Q T), F { € ^ +A’(1+A)/2(S r ), pour i =  2 , . . , 4, 

et g £  C 3+A,(3+A)/2(Ë r ).

Théorème 5.1

Pour tout T, 0 <  T  <  T5, le problème (P{) — (P j) admet une solution unique 

(tr,v)  €  Co3+A’(3+À)/2(Ë r ) x  C02+A,(2+A)/2(Q r ).

De plus, il existe c(T) >  0, qui reste bornée quand T  tend vers 0, telle que :

im i!£ A) +  M IS * 1’ <  <t ) ( w  l lS  +  è  lli?i |i2T+A))  •
Démonstration :
1) Résolution du problème (P j)

On d é fin it l ’opérateur F  par :

CX~f

r °  =  ff‘ ■  (1+«/<:„)’ + i 2 ex p (7 /i(s ))s

On déduit des Lemmes 2.2 ët 2.4 du C hapitre 2, que le coefficient de T ,  c’est-à dire 

(1 - f g K ^  9* aPPar^ en  ̂a C 1+'x’(1+A^ 2(E :r). De plus, il existe /x et v >  0,

tels que

0 <  "  -  ( i + X ) a + j i e x p (7 j f (g ) )  s

Par conséquent l ’équation T a  — 0 est uniform ém ent parabolique. On déduit alors de 

Ladyzenskaja, Solonnikov et U ra l’ceva [7], que le problème { P l2) admet une solution 

unique a  G C'3+A’(3+A)/2( I I ;r) telle que | |0 j|s * Â <  C a llF iH ^ ^  où la constante cj est 

indépendante de F4.
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Par ailleurs, puisque F4 G C^+A,(1+Â 2(ü r)  et que

(*,)U  = ( f . + (1+<^  + y  «Pt-rJÏ-to))») | = °'

on obtient cr €  C^+A’̂ 3+Â 2(Sr), et on déduit de [7] que la constante C\ =  cx(T ) reste 
bornée lorsque T  tend vers 0.

2) Résolution du problème (Pf)

On résout le problème (Pj) où a € Co+A’*3+Â 2(£:r) est l’unique solution du problème 
(Pj). On écrit alors le problème (P() sous la forme :

2 Q2V 2 Qv
Cv =  vt -  Ç  aij(g) QX'QX' +  S  Mtf) faT. =  Fi(x u * 2 , t), dans ft0 x (0, T)

v — V v ^ ( g )  =  Fz(xi,x2,t),  sur To x (0 ,T)

Vv.7?5 =  F3(x i ,x 2, t) ,  sur S  x (0, T)

u(xa,x 2,0) =  0, dans fi0

où

F 2(x! , x2,<) =  F 2(x ! , x2, î ) -  ^ l 1, ^ y/ 5 ° l 2Xf 1 s ur  r ° x  ( ° ’ r )
[ (l+ ^ A o )2 + 9 1

et F1 € C ^ /2(Qt ), F2, F3 e  <^+A,(1+A)/2(Ër ).

On vérifie ensuite les hypothèses du théorème d’existence et d’unicité pour les problèmes 
paraboliques linéaires [7, Thm. 5.3, page 320 pour le problème (5.4)].

La fonction g étant fixée, on omet la dépendance des coefficients par rapport à g.
a) L’équation Cv =  0 est uniformément parabolique :

On pose -F(£i,£2) =  a i i f2+2a12£!f2+ a 22£2. Il s’agit alors de montrer qu’il existe /x, v >  0 
tel que pour tout (£ i,£>) € H 2,

/^ ?  +  £22) < n 6 , 6 ) < K £ i 2 +  £22)

On pose alors X  — pour £2 ^  0 (le cas f 2 =  0 est trivial) et on est ramené à montrer 
que

M l +  X 2) < F(X)  <  i/(l +  X 2) pour tout X  € 1R2, 

où F (X )  =  au X 2 +  2a12X  +  a22.
En posant Gp(X)  =  F (X )  — (3(1 +  X 2) =  (an — (3)X2 -\-2a\2X +  a22 — /?, on doit montrer 
qu’il existe fi, v >  0 tels que >  0 et Gv <  0.
Soit alors A(/?) le discriminant de l’équation Gp(X)  =  0. 
On a A(/?) =  — (32 +  (an +  a22)/? +  a\2 — an a12. Si A (/?) <  0, Gp a le même signe 
que «n — /3.

82



On remarque que A(0) = a\ 2 — an a 22 = —{Jac ip)"1 < 0 où ¡p est l’application associée à 
la fonction g. De plus il existe rji, r/2 > 0 tels que < an ,a22 < Vt, puisque a,-,- = (V< ,̂)2,
i = 1,2. On montre alors qu’il existe fü2 >  & > 0 tels que A(/?) < 0 pour < /?i et 
¡3 > f$2. Par conséquent, il existe 0 < fi < mm(Pi,T}i) et v > ma.x(ft2 ,r}2) > 0 tels que

b) L’opérateur Bv =  Vv.M(g) défini sur Sr, vérifie la propriété

3(3 > 0, jA^(^).n0| >  /? (5.1)

En effet, puisque Af(g).no = 1 + (i+fe) , on a tf(g).n 0 > 1 .

c) Pour g 6 C3+A-(3+A>/2(ET) et a € C3+A’(3+A)/2(S r ), il est clairque F2 € C^+A'(1+A)/2(Ër ), 
puisque =  -̂ 2(^1 > 2̂» 0) =  0 sur IV Par conséquent, F2 satisfait la condition
de compatibilité d’ordre 0, F2 |t=0 =  (u — Vt?.A^(p))| _ =  0. De plus on a l’estimation

< c,  +w£rJ)).

Ainsi, l’équation Cv =  0  est uniformément parabolique et ses coefficients appartien­
nent à CA,A/2(Sj), l’opérateur B vérifie la condition (5.1) et enfin Fi € CqX̂2 (Qt ), F2 

et F3 e  ^ +A,(1+A)/2(Ër ).
Par conséquent, grâce à [7, Thm. 5.3 pour le problème (5.4)], le problème (P() admet 
une solution unique v G C2+A,̂ 2+Â 2(Qr ) vérifiant

I M l g « '  <  C3 ( l l ^ F i l l ^  +  | | A | | ^ X> +

<  c - ( l l f l l lS  +  K l l ^ 1 +  l|isllg*A) +  ll<C +A|) •

= 0 , on aComme de plus vt \t=o =  ( Fi + Y] aij(g) ^—75------ ] C 6«(p)
\  i , j= l  O X i O X j  t=1 OXi ^

v E Co+A’̂ 2+Â 2(Qt) et on déduit de [7, Thm. 5.4, page 322 pour le problème (5.4)’], 
que la constante C4 =  c4 (T) reste bornée quand T tend vers 0.

t = 0

3.6 Le problèm e non-linéaire - E x isten ce  d ’un point 
fixe.

On établit tout d’abord la régularité des seconds membres (termes non-linéaires) 
Fi(cr, t>), i = 1, • • •, 4 , en fonction de celles de a et v.

83

G p > Oet G V
< 0

IlF2II(1+A)
V4m/T (IIF 2 II(

1+ )£T

IlF 3II
(1+ ))£T



Soient a G Co+A’̂ 3+Â 2(Sr) avec Sup |cr| <  ^ et v € C£+X'̂ 2+X̂ 2(QT).
[o,/0]x[o,T] 2

Alors

F,(tr,v) e  C0a'VJ($ t ), et J=i(cr,t.) € Ci+A'(1+i)/!(ET), pouri = 2 ,■• ■,4 . 

Démonstration :
On étudie successivement les différents termes F{(<r,u), pour i =  1, • • • ,4.
1) On a

t ,j=1 U X t U X 3 f.=1 c/x ,

^  i  ̂ Ô2lü ^  £?IU

avec

= 5Z Qî ° k ° {
0<k+l<2

Il est clair que a,j(a +  <7) € C'2+A,(2+Â 2(Qr ). De plus

R i M  = M 0- + 9) ~ <Hi(g) =  n 'kÀ9) ° kàl
0<fc+/<2

Proposition 6.1

Donc Rij(<r) € Co+A’*2+Â 2(Qr). Enfin, puisque

0<k+l<  2 C/5 j C/l

on a 6,(a) € C^+A’(1+A)/2(Qr ).

Ainsi Fi ((t, v) € C X,X̂ 2(QT). Il reste à montrer que F^(a, v)(x1,x 2,0) =  0.
Pour (x i ,x 2) € Cio, on a

F i ( < 7 , u ) ( x i , x 2 , 0 )  =  J 2  a ü ( ^ ) l i = o  ( * 1^ 2 ) ~ J 2 b i ( 9 ) \ t = o  j r - { x i , x 2 )  ~  u {1)
i , j= l  O X t'O X j  t=1 O X i

=  0,

par la définition (4.3) de aM.

2) Pour g € C3+A’(3+A>/2(S r ), on € (C2+A’(2+A)/2(Ër ) )2 et K(g)  € C1+A*(1+A)/2(Sr ).

8-1

(a ,v )
2

E R 0'(a )
d2v 2

E h (G )
av

+ E
t j = i

a,j (cr + g)dxidxj E
t=l

6¿(cr + ) dxi
wt

aO'(a )

bi(er) E B kJ
dk+ip



En utilisant alors le Lemme 2.4 du Chapitre 2 pour estimer le terme exponentiel, on éta­
blit que .F2(<7,u) G C'1+A,(1+Â 2(£:r). Par ailleurs, pour (x], x2) G r 0,

F2(«r,r)(x l 5x2, 0) =  - uj^ x^ O )  +  Vw./J’(g)(xl ,x 2, 0 ) +  aexp(7 /<'(p))(x1,x 2, 0),

=  - u 0 +  Vu0.n0 +  a  exp^Ko),

=  0,

grâce à la condition de compatibilité (3.15) vérifiée par u0 et IV

3) H est clair que F$ G C1+A’̂ 1+Â 2(Sr), et de plus, pour ( x i , x 2) G S,

F 3 (<t , v ) ( x  i , x 2,0 )  =  -Vtt>(x!,x2, 0).n5 

=  — Vtt0(x i, x2, 0).n,s 

=  0,

grâce à la condition de compatibilité (3.16) vérifiée par uq.

4) De la même manière que pour F2(a, i>), on montre que F 4(<t, v ) G C'1+A,̂ 1+'x̂ 2(Sr). 
De plus, pour ( x i , x 2) G Io,

i r4(a ,t ; ) (x 1, x 2,0 )  =  —<7t ( x i , x 2, 0 ) +  t r ( x i ,x 2,0 )  — o:exp(7 .Ko) 

=  +  u0 -  a  exp (7 /'£r0)

=  0,

par la définition (4.4) de

La proposition suivante donne une estimation des termes non linéaires. Ce résultat 
permettra d’établir que l’application itérative associée au problème non linéaire (P0) est 
une contraction stricte d’une boule dans elle-même et donc qu’elle admet un point fixe 
unique dans cette boule.
On pose A =  C'o+A’̂ 3+A^ 2( S t )  x  Cq+^ 2+X^ 2( Q t ). On définie alors la norme H-Ĥ  sur A 

par ||(o-,u)!!,! =  |M I s * A) +  IMI<£A) P °ur (^ w ) €  A.
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P r o p o s i t i o n  6.2

(i) Il existe une constante c =  c(S, T) qui reste bornée quand T tend vers 0, telle 

que pour tout r € (0, tj) et tout

(<ri,v,),(cr„t>2) S A s  cS+'-O+W ’Œ r)  x  C2+a’(!+a,/j( ? t ), 

vérifiant max (H ia i ,^ )^  , Hfo, va)|U  <  r, on a :

4

m<T„ t,,) -  fi(<r„ v3)||<^ + £  !!*;•(*„«,) -
i= 2

< c(7-) (r*/2 +  r) »(«r, -  o-a, Vl -  ^3)|U ;

(ii) Il existe une constante c' =  c'(T) qui reste bornée quand T tend vers 0, telle 
que

l|fi(0.0)||£> +  £  ||Fi(0,0)||S£A> < c'(T)T'l2. 
t= 2

Dém onstration du point i) de la Proposition 6.2 :

1) Estimation du terme Fi (<Ti ,Vi ) — Fi (<t2, v2)
On décompose ce terme de la façon suivante :

+  S  K î (* i  + 9 ) ~  a{j(cr2 +  $)] ^  ^

+ 52 + g) — k(<7i 4- s1)] «—• (6.1)
ij=l OXi

Or

et

+  9) ~  a.j(°2 + 9 )  =  Rij{<ri) ~  Rij(<r2)

&«(°2 +  9 ) ~  k{<7i +  9 ) r  M ° 2 )  -  k M -  

L’équation (6.1) s’écrit alors
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T

+
2

E
*=1

bI(O1)
d (v2 -  Vi)

d X  i
+

2

E
*=sl

[b¡(a 2 ) bt(a )]
au2

ÖX ,'
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On voit alors qu’il faut estimer 6,(<ri), Rij{a\) et les différences 6,(cr2) — &,(<7i) et 
Rii{v\) -  R i j M ,  pour i , j  =  1, 2.

a) Estimation de 6,(<ri) et 6,(0-2) — 6,-(ai), pour i =  1, 2.
On a 6,(cr2) — 6,(<Ji) =  6,(<t2 — 01),avec

d k+l<r
= “  E  W T#7’ pour (5i’s2,<) = 5 0 yT^x^x^t).

0<fc+/<2 a slcrl

Les coefficients B'kl ne dépendent que de r 0 et B'kl € C1+A(fi0) si r 0 € C4+x. Par 
conséquent

II M ^ )llS < c |k .l l^ +A) (6.3)

et ||6,(<t2) -  6,(<r1) | l S  <  c]W, -  cr.llP«) (6.4)

b) Estimation de Æÿ(oi) et Rij(cri) — Ri¡(0 2 ), pour i , j  =  1,2.
On rappelle que Rij{cr) =  ^2 0 kè \  où TV)fti(g) ne dépend que de To et de g,

0<k+l<2
avec llkj{g)  € C2+X,^+X̂ 2(QT). H est clair que

llfti(».)llSÎ <  c | M £ ‘ >. (6.5)

Par ailleurs,

R i j M  -  Rij(a2) = £  K'k,i(g) [ ( ^ ( ¿ i ) '  -  (cr2)fc(̂ -2)/]
0<fc+/<2

=  “  ^2) +  Æofi(*i “  ¿2) +  -  cri)

+  ^o’,2 (¿1 ~  ¿2) +  [ài(cra -  <72) +  £72(<7i -  <T2 )].

Ainsi,
I I B a t o )  -  f i « ( a 2)l|W  <  c  (Hcr, -  «7,||W +  p ,  -  ff2 ||g> ) ,

soit

||%(<r.) -  f l y M I l g  <  c||a, -  <r2||^+i). (6.6)
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Grâce aux estimations (6.3), (6.4), (6.5), (6.6), l ’équation (6.2.) conduit à 

IIFi^i.v,)- (̂(72,^2)11̂  < c i  2̂ lkillsr A) 3
\t\j=l O X t O X j  Q t

<  c (r||v! -  ü2||qÎ A) +  1kl -  ^ I ls *  A))

Comme &\ — G Co+Â 3+*^2 (E t), par le Lemme d’injection 2.5 du Chapitre 2, on 
obtient

soit,

I I F .K .t , ,)  -  f i f o , « * ) ! ! «  <  c ( r )  (r||t>, -  +  r e l i e r ,  -  <r2||<?T+A>) ,

llf ifa ,® .) -  <  c(T) (r +  T'/2) ||(<t, -  <r„», -  . (6.7)

2 ) Estimation du terme F2( a — F2(<72,v 2)
On écrit ce terme sous la forme

i r2(ori,i>i) -  F2((T2 , v 2) =  Vw.[St(cr1 + g ) - M ' ( a 2 + g ) ] - \ - V v 1. [M’(a1 + g ) - Â l ' ( g ) ]

-  Vu2. [At (<r2 +  g) -  tf(gj\ +  oc [expfrüf(ai +  ¿r))

-  exp(7if (a 2 +  , M +  r t t t & s r t y W i ( *  _  a2) ,
[ (1+^Ao)2 + 9 \  J

soit,
•F2 (cri,i;i) -  F2(<72,r 2) =  V(u> +  ui). Ufyri +  g) - Â t ( a 2 +  0 )]

+ V(t>! -  v2). [A7'(o-2 + 5) -rf(9)]
+  oc exp( 7  K  (g )) [*( K  (<7! +  g) -  K  (g)) -  x {K  (<?2 +  9 ) ~  K  {g))
+  +  9 ) -  A(a2 +  5 ))]

A ( a  +  g) =  K  (cr + g ) -  K  (g) +
( i + g i < o )

[(1 +  g K o )2 +  g 2]
213 /2

a.

a) Estim ation de Ai(cr +  g) — N ( g ) .  
On a

■ i ï (v )  =
[J2(a )n 0 — c tto ] _  N(cr)

(1 +  a K q)J(<t ) D(cr, &)

et donc
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■iï(<r +  9 ) - r t ( 9 )  =
N(<r +  g) N(a)

D(cr +  g ,à  +  g) D(<r,&)

=  ^ j [ w ( f f  + S)-JV(s)]+JV(ff + s )
D(<r +  g ,à  +  g)

De plus, on a

N(t7 +  g) — N(g)  =  [2(1 +  g K 0)K 0<T +  K%a2 +  2gà  +  <r2] n0 -  àr0. 

Par conséquent

| ([N(cr +  g ) -  N (g j)J|£*A) <  c ||( t ||^ a), pour ¿ =  1,2

où (.),• représente les différentes composantes du vecteur considéré.
Par ailleurs,

1 1 1 1

de

D{cr +  g ,à  +  g) D (g ,g ) D(a +  g,& +  g) D (g ,à  +  g) D(g,cr +  g)

+  & I ô i î l- h ){s'ei+è)de

avec

et

=  - j + (1+<rA’o)i)

—  (1 ° K 0) . 

d à { D } ~  J (a )D 2 *

On obtient donc

1 1
D(<r +  g ,à  +  g) D(g ,g) 

On déduit alors de (6.8), (6.9) et (6.10)

(1+A)

Er
< clk llsÎA)-

K ^ a - l -^ )  “  ^ ) ) J | Et < c|k||g+A), pour i = 1,2.

D(g,ù).
(6.8)

(6.9)

1

D{g,g)

(6 .10)

(6.11)
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b) Estimation de $ ( c \  +  g) — Ar{<72 +  g).
De la même façon que précédemment, on écrit

+  g) -  t f ( o 2 +  g)
1

D{(j2 +  g ,à 2 +  g)
[$(<7! +  g) -  N ( ct2 +  5 )]

+  N(<ri+ g)
D(ai  +  g, &i +  g) D{a2 +  g ,â 2 +  g)_

(6.12)

De plus,

N f a  + g ) ~  N ( o2 + g )  =  [2(1 +  g K 0)K 0(<Ti -  <r2) +  2g(&i -  à2)

+ t â  ~  ° \ ) K l  + (¿ 1  “ ¿2 )] -  (¿ 1  ~  à l)T0.

Ainsi,

I (^ (°1  +  iO — +  ^))»Ist A) “  II*7! _  a2llsr A)’ Pour¿ =  1>2- (6-13

Par ailleurs,

-------;------- :— — T7 — 777------7 ------ :— 7 - 7 r  =  (0 1  — 0 2 )  /  7 5 - ( t : ) ^  +  g  +  6{&i ~  ^ 2 ) ,  ¿ i  +  5')
£>(<7i  +  0 , <Ti +  S') +  g, °2  +  g) Jo ocr D

r1 d  1
+ (¿ 1  -  ¿2) j Q ^ ¿ : ( ^ ) ( a 2 +  g ,* 2  +  9 + 6 (* i  -  ¿2))

do

do

et par conséquent,

1 1
D(<ti +  g ,& i+ g )  D(<r2 +  g,&2 + g )

On déduit alors de (6.12), (6.13) et (6.14),

|(1+A)

(l+A)
<  c\\<rx -  <r2\ \ ÿ x). (6.14)

Y>t

Il ( t f f a  +  5-) -  Àt(a2 +  0 )) J Eji <  c||<7i -  <T2| | s Î A)> P°ur i =  1»2, (6-15)

c) Estimation de x {K {a x +  g) -  I<(g)) -  x (K (a2 +  g) -  I<(g)).

On pose Gi =  A'(<7,- +  g) — K(g).
On va montrer ci-dessous que

l lC il l^ ’ *  o l h l l £ A) (6.16)

IIG. -  GsIlgÎ*’ <  o l k i  ~  ^ l l t +i> <6-17)

On pose tout d’abord

A (̂<7) =  (1 +  a K 0)â -  (2àK0 +  a K 0)cr -  (1 +  a K 0)2K 0,

90

(cr i



de sorte que K(cr) = — j3 ^ j • 

On décompose alors

* ( « •  + S ) -  K(g) = -  * [JV,(<r + 9 ) -  Nt(g)] + Ni(r + S)
[J3(s) j3(<t+p)J

Puisque

JVi^ + î / ) - . ^ )  = [Kog-Kog-2(l+gKQ)Kt]<T

— [4̂ /ifo + <7-̂ o] ô- + (1 + g K o ) â

-  Kq(t2 -  2K0à2 -  koaà + ÜT0aâ,

on obtient 

Par ailleurs,

avec

ll« i(0- +  g) -  JV,(s )||gr+A> <  c | k | | M  (6.18)

7W T s)~7ÿ)  = ,rI ô h ( 'b ) (il,r + s'&+ù)ie 

+ &I è -S i (7 ) is'0ir+ù)i<l

ê ( ? )  -  -> + '* •> * •

_  JL- 
j I j 3J “  j 5*db

Ainsi
1

J3(<r + 9Ï J3(g)

(l+A)
< clM|<?+A>¿j X

S t

et par conséquent
||tf(<r + S) -  K (ÿ)i|gr+A> < c||<r||»+A' (6.19)

De même, on écrit

I < ( < r i + g ) - K { ° 2 + g )  =
J3Wï + 0) 

+ Nifa+g)
1 1

J 3(cr-i +  g) J 3(<72 +  flO.
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Puisque

Ni(cti + g) — Ni(a2 + g) = [A'og — KoÇ — 2(1 + gKo)K^ {&\ — a2) 

-  |4p.Ko + gKoj (à\ — à?) + (1 + gho)(&i ~ &2 ) 

-  Kl{<j\ -  al) -  2K0{à\ -  b\)

-  ko Wi(¿1 -  à2) +  <72(01 -  ^2)]
+ K0 [ai{âi -  â2) + à2{ai -  a2)\,

on obtient
||Wi(<n + g) -  JV,(<r2 + i) ||g ÎA) < c||ff, -  ffjUgr»» (6.20)

Par ailleurs, 

1

+ (ài - ° i ) J 0 (  j s )  t e  + g, ¿ 2  + g + 0 (61 -  â2))

de

de

Ainsi

et par conséquent

|(1+A )

I «73t e  + g) J3 (0 2  + g) ||s
< clki -  t 2||S£'î),

Htffo + g) -  K(<r2 + S)||gr+A) < c||<T, -  <r,||gj
i(3+A )

Alors d’après le Lemme 2.4 du Chapitre 2, on a

llx«?,) -  xtGOIIÜ^’ < c(r)--||<T, -  »,||<£A>

où c(T’) reste bornée lorsque T  tend vers 0. 

d) Estimation de A(ai +  g) — A(a2 +  g).

On a A(a +  g) =  I<(a + g )  -  I<(g) +  f2A,°^213/2 *1 et on écrit
[(1 +  g K o f  +  g2]

1 1

(6.21)

(6.22)

M &1 + g) -  M? 2  + g) -  - N t ( a  +  g)

1

<J3te + g)

+  (1 +  gKo)(âi — â2)

J 3( a i + g ) J 3(a2 +g)^

[A î(ai +  g) — Ni(a2 +  g) — (1 +  gK 0)(âi — â2)] 

1 1

U 3(s) J3( * i + g )

On montre que

H ^a, +  g) -  A(*2 +  <,)||<!r+A> < c (D (r  +  r '/* )||ff, -  <T3||grA> (6.23)
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où c(T) reste bornée lorsque T  tend vers 0. 

Ainsi

||iy<T„v,) -  /V(<r2)»,)||g;1» < c(r)(r + T'I*) ||(CTl -  „„v, -  (6.24)

où c(T) reste bornée lorsque T  tend vers 0.

3) Estimation du terme F ^ a^vi)  — FA(o2, v2)

\ (  ' \ 21 1/2 
On pose H(a)  =  1 +  ( } ) • On a alors

F fauih) ~ F4((T2,V2) 

=  H ( a i + g ) ( v 1 - v 2) +  (v2 +  w - a e x p ( 7 K ( a 1 +g))(H(<71 +g)-H(<T2 +  g)) ( /a) 

+aH(a2 + g)[x(G1) - x ( G 2 )] (/a)

+c*7  \h {<72 +  g){G\ -  G2) -  ( i +  gKoŸ  +  ^  ~  ^

Les termes ( /i)  et (f2) ont déjà été estimés. De plus le terme ( f3) peut s’écrire sous la 
forme

fz =  +  ff)JV,(<Tt +  g) +  y )] ( / 31)

[■/Vi(<ri +  g) — N\(a 2 +  g) — (1 4- gKo)(<ri — £2)] / * \ 
(1 +  (<72 +  g))J (<72+5») 32

-(ô-i -  ct2) [7577T ~ n , . „J (/sa )
J 2(g) (i + (<̂2 + o))J  (°‘2 + 5,)j 

On montre alors que

ll/3iiLV+A) < = (lk i -^llLV+J) + IW liïA)ll*. -  *.nS£i)) •

On obtient ainsi

ll^io-i,ui) -  ^(<^2 ,V2)||sÎA> -  c(r )(r + rl/2) IKai “  a2,ui -  u2)L  ,
où c(T) reste bornée quand T  tend vers 0.

Démonstration du point ii) de la Proposition 6.2 :

On estime successivement les termes F ,(0,0), pour i =  1, • • •, 4.
On a

F,(0,0)=, £  a‘M ' ë k  ~ t ~ w"
Par conséquent, pour w € C3+A’<3+A>/2(Qr ), f i (0,0) € C,1+A-<1+A)/2(Qr ) et 

| |F x (0 ,0 )||q ^  < c||«;||g+'x). En fait, f i(0 ,0 )  € C^+A,̂ +Â 2(Q7’) par construction de w .
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Donc par le Lemme 2.5 du Chapitre 2,

l|fi(0,0)||jg < eÇT)r,'J||F,(0,0||g+i)

< c'(T)Ti/2.

R em arque 6.3. Une régularité C'2+A-(2+A)/2 pour w, n’aurait pas suffit. Il faut imposer 
une régularité C'3+**(3+A)/2 pour pouvoir appliquer le Lemme d’injection 2.5 du Chapitre
2 . Par conséquent, on doit choisir la donnée initiale Cq G C 3+A(flo).

De plus, on a
2*2 (0 ,0) =  —w +  VwJt[g) +  aexp(~fK(g)).

Pax conséquent, pour w €  C'3+A,(3+W2(Qr ) et g G C4+A’̂4+Â 2(Sr), on voit que 

F2(0,0) G C2+A’<2+A)/2(S r ). En fait F2(0,0) G C2+A’(2+A)/2(Ër ) grâce à la condition 
de compatibilité (3.15) vérifiée par u0 et r 0. Alors comme précédemment, on obtient

l|F2(0,0)||gr+x> < c '(T )T 'l\

R em arque 6.4. Ici encore, on doit exiger w G C,3+A,̂ 3+Â 2(Qr ) et g G C4+A,*4+Â 2(E j), 
ce qui nécessite Cq G C 3+A(fîo) et r 0 G C 4+A.

Les deux autres termes se traitent de la même façon, en écrivant 

•̂ 3 (0 , 0 ) =  —Vw.ns ,

F„(0,0) =  [l +  (1 JgKo) t o - S . - a | l + ( 1 + « A. J

La Proposition 6.2 est ainsi démontrée.

1/2

exp( 7  K(g))

On établit alors le résultat d’existence pour le problème complet (Po) de la Section 4.

Théorèm e 6.5

Il existe T* >  0 tel que le problème (P0) admet une solution

(cr,v) G A =  C03+A,(3+A)/2(Ër .) x Co+A,(2+A)/2(Çr *)- 

D ém onstration  :

On considère l’application
T  : (a ,u)i— ► T ( < t , v )  =  

où (er',v') est la solution du problème linéaire avec les seconds membres F,(cr, t>),
i =  1, * * •, 4. Par la Proposition 6.1 et le Théorème 5.1 relatif au problème linéaire,
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T est bien définie sur A = Co+A’̂3+Â 2(Sr) x Co+A’̂ 2+Â 2(Ç7’). On va montrer que 
sur un intervalle de temps [0,T] suffisamment petit, l’application T est une contraction 
stricte et applique une certaine boule dans elle-même.

Soit (<7i,t>i),(<72,U2) € A. D’après le cas linéaire

^ ^  ( l lf i (* . .» i) l lg î  +  è l l f i K < » ) l l S ï A))

et donc

-  Fifavtng»). 
t= 2  /

Compte tenu de la proposition 6.2 (i), pour ||(o,i,üi)||il < r et IK*^^)!^ < r, on a

\\n*u*i)  — v2)IU < c(T) (T1/2 + r) 11(01 -  <72,v1 -  .

Pour un certain T et r, on peut rendre

c(T) (r1'* + r) < i .

T est alors une contraction stricte de B(0, r) fl A dans A.

On cherche maintenant à montrer que T laisse invariant dans A une certaine boule. 
Pour cela, on écrit

p > , « o l  < m * . » )  -  m o u , + r ( o . o ) t . (6.25)

D’autre part, on déduit de l’étude du cas linéaire, et de la proposition 6.2 (ii) que

||T(o,o)|U < c(r)(||ii(o,o)i|W  + ¿ 1 1 ^ (0 ,0 )1 1 ^ )

< c(T)T1/2.

Dans ces conditions, l’inégalité (6.25) devient

l|T(a,r)|U < c(T)(rV! +r)||(a,v)|U+c(ÎT)TVJ 

2  \  ll(ff.“)IU + c(T)T'r\

grâce au choix précédent de T et r. Finalement, on choisit T suffisamment petit afin 
d’avoir

c(T)T'/2 < \r, pour un r fixé 
¿à
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et donc

I|3'(S,«)IU ^ r-

On a ainsi montré que T  (i?(0,r)) C 5 (0 , r).
Par conséquent, T  : B(0, r) fl A  — ► B(0, r)  H A est une contraction stricte. T  admet 
donc un unique point fixe dans J3(0, r) D A.
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O N  A  D IS  S O L U T IO N -G R O W T H  P R O B L E M  
W IT H  SU R F A C E  T E N S IO N  : 

A  N U M E R IC A L  S T U D Y

C. D u p aix(1), D . H ilhorst(1), J .F . Scheid(1)(2)

(a) Laboratoire d’Analyse Numérique, CNRS et Université Paris-Sud,
91405 Orsay, France

(2) Commissariat à l’Energie Atomique, B.P 6 ,
92265 Fontenay-aux-Roses, France

A bstract. We consider a one-phase Stefan with surface tension in spafe dimension two. We show 
how this problem arises from corrosion phenomena and present a numerical solution, based on a finite 
element method for the discretization in space and on two alternative methods for tracking the moving 
free boundary.

4.1 In tro d u ctio n

Many physical processes involve a solid phase in contact with a liquid phase. These 
phenomena are accompanied by a change of the geometry of the interface between the 
two phases. We are interested in the evolution in time of these interfaces. This paper is 
devoted to the study of a dissolution-growth process appearing in corrosion phenomena 
where typically a metal is in contact with a liquid and where the two phases evolve 
while exchanging mass. The physical model described in Section 2 leads us to study a 
one-phase Stefan problem in space dimension two for the concentration C(x, y, t) of the 
chemical species passed into the liquid phase flt and the interface T* between solid and 
liquid. In Section 2 we first derive the following three basic equations for C and Tt :

Ct =  DAC in the liquid phase flt

< — C) V„ on the interface I \

V„ = C — a exp(7K) on I \

where v is the unit normal vector to the interface r t, Vu is the normal velocity of I \, K is 
its mean curvature, D is the diffusion coefficient, V is the molar volume of the solid com­
pound, k is a kinetic constant, a is the saturation concentration of the solution and 7  is 
proportional to the surface tension of the interface I \. To these three basic equations, we 
associate two boundary value problems. The first one is a Neumann problem where the 
liquid phase is delimited by an upper fixed boundary S =  {3/ =  M }, on which the concen­
tration C satisfies a homogeneous Neumann boundary condition. The second boundary 
value problem is a Dirichlet problem where the upper boundary of the domain is a mov­
ing plane Et =  {y =  d(t) + M}, on which C satisfies a Dirichlet boundary condition. The
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aim o f th is paper is to  describe a numerical solution of the follow ing (rescaled) problems

Ct =  AC  in Q =  {(x , y , t ), (x ,y ) € iit , t > 0}

=  (1 - C )  (C -  are'*) on T =  {(x,y, i) ,  (x,y) € Tt , 0  0}

^  =  0 on S = {y =  M} , t > 0
or

(PJ

C — g on St =  {y =  d(t) +  M } , t > 0 

C satisfies a periodicity condition 

C(x, y, 0) = C0{x, y), (x, y) € fto

V„ =  C — ae*K on T

Tt satisfies a periodicity condition

ri=0 = To

In Sections 3 and 4, we describe a numerical algorithm for solving Problem (P ). An 
essential difficulty is related to the variation in time of the domain. The idea is to 
successively solve at each time step Problem (Pi) for the concentration and Problem (P2) 
for the interface motion. We suppose that P 1 := r„^t, fin := Q.n&t and Cn := C ( . , n A t )  
are known and we want to compute Tn+1 and Cn+1. We proceed in two steps

(i) We use an explicit scheme for discretizing Problem (P2) iQ order to com­
pute rn+1;
(ii) We discretize Problem (Pi) by means of a semi-implicit scheme in order 
to compute Cn+1 on i!n+1.

The Section 3 deals with step (i). We adapt two different methods for tracking the 
interface. The first one, which is due to Ikeda and Kobayashi [2], consists in moving 
each point of a discrete interface by computing an approximate normal direction and an 
approximate value of the mean curvature at each point of the discrete interface. In the 
second method, which is due to Roosen [4] and Taylor [7] [8], one displaces the edges 
of the discrete interface by associating an approximate normal direction and a weighted 
mean curvature to those edges.

In Section 4 we discretize the equation for the concentration. We use a semi-implicit 
scheme for the discretization in time and a finite element method with piecewise linear 
basis functions for the discretization in space. Part of the computations are obtained 
with a fixed triangularization of the space domain whereas a number of calculations are 
carried out with a triangularization which varies in time so that the discrete interface 
coincides with edges of triangles at each time step.

We give numerical results in Section 5 and show how they are compatible with the 
qualitative properties of the solution. In particular in the case that a homogeneous 
Neumann boundary condition is given on the upper boundary of the space domain,
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which corresponds to the case of a closed physical system, one numerically verifies that 
the concentration converges to the saturation concentration a  as t —► + 0 0  and that the

integral /  (1 — C(x , y , t) )  dxdy, namely the total mass of the solid, is conserved in time. 
J  Qf

One also observes that in all the cases that we consider the moving interface stabilizes 
for large time and does not develop dendrites.

4.2 The physical model 

4.2.1 The basic equations

We consider a system composed of a solid phase of a single compound and an incom­
pressible liquid phase which is a dilute solution of that compound. The time evolution 
of this system induces mass transfer processes : a homogeneous one which consists in 
a diffusion process in the fluid and a heterogeneous one, namely a dissolution-growth 
process, located at the interface between solid and liquid.
Let £lt denote the liquid phase and r t the interface between solid and liquid.
Let C (x ,y , t )  represent the concentration of the chemical specie passed into solution, 
depending on the space variables (x, y) and on the time t.
The equations governing the evolution of the concentration and of the interface are de­
duced from the following physical laws.

i) Mass transfer
We suppose that the liquid is at rest and that at every point of the interface the 

volume decrease of the solid is exactly equal to the volume increase of the liquid, so that 
the convective velocity can be neglected. Moreover we also disregard all other flux (e.g 
flux induced gravity , thermal flux etc...) with respect to the diffusion one. If we denote 
by J  the diffusion flux, the first Fick’s law gives.

J  =  —D  grad C, (2-1)

where D  is the diffusion coefficient.

Let u>t be an arbitrary subdomain which can be decomposed into the liquid part 
and u>l the solid part, i.e u>t =  U u>*.
The conservation of mass in u>t consists of the same particules for each time in u>t :
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where V is the molar volume of the solid compound, so that y  represents the concen­
tration in the solid phase. Let ul (respectively us) denote the inward unit normal to



dja\ (resp. djj\) and V„t (resp. V„.-) denote the normal velocity of d '̂l (resp. d ^ ) .  We 
deduce from (2.2) that

0 =  /  Ctdxdy -  I  CV„idcr -  f  (2.3) 
Ju>{ Jdu>{ V

Furthermore, we write

J  d J tCVutda =  J^CVvda +  CV^der (2.4)

and /  7 TV„.d<7 =  — f  7 7 V„d(T, (2.5)
Jdu,i V J r V

where V„ is the normal velocity of the interface and T is the part of the interface contained
intou>i5 i.e. r  =  r t n Wj.
Substituting (2.4) and (2.5) into (2.3) and using that J.v1 =  CV„i, we obtain

0=X. c'ixiy+It (w~ c) ~  IMV 3 j i ° ' <2-6)
Equation (2.6) holds for any subdomain u t. In particular, if we take u>t =  u)!t, that is 

=  0 or f  =  0, equation (2.6) reduce to :

f  Ctdxdy =  f  J.vlda . (2-7)J du\

Moreover it follows from (2.1) that

f J.vld(T =  —D  / ^ 7 da
J d u > {  J d u > \  U V

=  D f  ACdxdy,
Jui\

and consequently

f  Ctdxdy =  D (  ACdxdy . (2.8)
J  u»{ Jw\

Hence, we obtain the diffusion equation

Ct =  D AC, (2.9)

in the liquid domain. Then, substituting (2.9) into (2.6) yields

X ( f  _ c) v"dlT+I t ',Md°  = °’
where V is the outward unit normal to I\. Hence, we obtain the equation at the interface
r t

- J i/ = d i£  = ( v - c ) k - <2jo>
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ii) Dissolution-growth of the solid
We suppose that the rate of dissolution or growth of the interface, follows the law

V„ =  h{C, I<),

where h is a kinetic function, depending on the reaction pattern modified by the mean 
curvature K  of the interface.
We consider an interface reaction of first-order and a Gibbs-Thomson law [3] to introduce 
dependency on the mean curvature. Then, we have the following kinetic function

h { C , K )  =  K V ( C - S 0e lK)  ,

where k is a kinetic constant, 5 0 is the saturation concentration of the solution and 7  is 
proportional to the surface tension of the interface.
W ith the particular choice of the kinetic function h, we get

Vv =  kV ( C -  S0e*K)  , (2 .1 1 )

which we substitute in (2 .1 0 ) to obtain

d7Z = kV (v ~ c) "  * ' ' " * )  • ( 2 ' 1 2 )

R em a rk  2 .1 . The kinetic law (2.11) is valid when the argument of the exponential is 
not too large. In practice and numerically, we impose that 7  A" does not exceed 2.

R em a rk  2 .2 . The choice of the kinetic function h is not unique. Another type of 
interface reaction could have been used, for example a reaction of second order where 
the kinetic function h is a quadratic function of the concentration C  [1 ].

4 .2 .2  B o u n d a ry  and  in itia l con d itio n s

We consider two kinds of problems : on one hand a problem with a fixed upper bound­
ary E of the domain fl*, on which the concentration satisfies a homogeneous Neumann 
condition and, on the other hand, a problem with a moving upper boundary S t of Qt on 
which the concentration satisfies a Dirichlet condition.

i) The Neumann problem
The upper boundary E of the domain Q,t is a fixed plane {y  =  M }. The 
concentration C  satisfies the Neumann condition

9 0  n V-77-  =  0  on L.
ou
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ii) The Dirichlet problem
The liquid domain ilt is a diffusion layer. The upper boundary E* =  {y =  d(t) + M} 
of fIt moves in such a manner that the area of the liquid domain Clt is con­
served in time. The concentration C satisfies the Dirichlet condition C — g 
on Ei, where g is a given function.

Moreover we suppose that for both problems (Neumann and Dirichlet) C and are 
L-periodic in the x-direction. This assumption enables us to transform the problem into 
an equivalent one where the new domain, which we still denote by Clt, is bounded in the 
x-direction, with x varying in (0 , L). Then C and Tt satisfy periodicity conditions which 
axe expressed as follows. We make the assumption that I \ does not have more than one 
point on {x =  0}, namely T* can be parametrized by the x-coordinate in a neighborhood 
of {x =  0}. Then the periodicity conditions are given by :

(Ci)
C(0,y,t) = C (L,y,i) 

§£(0,y,*) =

and if we parametrize the interface T« by its arc length, i.e.

r,: [0,i]
s

R2

(x(5,<),y(s,<)),

then

(C2)
x(0, t) =  x(l, t) +  L, y(0, t) =  y(/, t)

(0, i) = f f  (*, t), (0, t) =  | | ( / ,  i)

Finally, periodic initial conditions are given for C and Tt :

f r 1=0 =  r 0
\  C(ir, y, 0) =  Co(x,y) (x ,y) G

where fio is the initial liquid domain.

(2.13)

(2.14)

Remark 2.3. Without the previous assumption, the periodicity condition (C2) would 
involve all the points of I \ with x-coordinate zero. However the numerical study shows 
that if the initial interface is parametrized in the form y = fo(x), then the interface keeps 
being parametrized by x for all positive times, which justifies this assumption for the 
dissolution-growth problem.
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In this way, we obtain the following moving boundary problem 

Ct =  D A C  in Q =  {(x , y , t ), (x,y) € Slt , t > 0}

= k V ( v ~  c ) (c  -  ■s°e'''r) on r = {(*,», i), (*,») 6 r, ,< >  0}

^  =  0 on 2  =  {y =  M }  , i > 0
4 or

C =  g on S t =  {y =  d(f) +  M} , t > 0 

i C  satisfies the periodicity condition (Ci)

C(x, y, 0) =  C0(x, y), (x, y) G

Vv =  k V ( C -  S0e*K) on r

I \  satisfies the periodicity condition (C2 ) 

r t=o =  ToN

4 . 2 . 3  D i m e n s i o n l e s s  e q u a t i o n s

In order to obtain dimensionless equations, we set

(x ,y )  :=

S  ' =  -& .S  * I --------SriS J J S  , I  - j j l

1C2t := ijjt

7 := # 7

a := VS0

C(x,y ,t )  := V C (x ,y , t )

f t-(S) := j}Tt(s),

and Q{, the transformed domain of Qt is described by

&i  =  (x ,y )  €  fit with (x , y ) =  - j j (x,y)  and i  =  .

Some easy computations show that C  and f j  satisfy the following rescaled equations, 
where the tildas have been omitted

107

Dd C
du

77 (X y)

{(x , y )



( f t )

( f t)

4 . 2 . 4  S o m e  b o u n d s  o n  t h e  c o n c e n t r a t i o n

W ith the scaling of Subsection 2.3, we have that

0 <  Co(x, y) ^  1 f°r (x j V) €  fio

and

0 < <7 < 1.

Ct =  A C  in Q (2.15)

ML =  ( 1 _ C ) ( c - « e < K) o n T  (2.16)

' ^  =  0 o n S = { y  =  M } , < > 0  (2.17)
* OT

k C  =  g on S t =  {y  =  d(t)  +  M }  , t  >  0 (2.18)

C  satisfies the periodicity condition (Ci) (2.19)

C ( x , y , 0 )  =  C0(x,y) ,  ( x , y )  G fio (2.20) 

Vv =  C - a e * K onT  (2.21)

r t satisfies the periodicity conditio^C^) (2.22)

r 1=0 =  r 0 (2.23)

(2.24)

(2.25)

One can formally show, by means of the maximum principle that (2.24) and (2.25) 
imply a similar property for the concentration C, namely that

0 <  C  <  1 in Q (2.26)

From now on we suppose that the conditions (2.24) and (2.25) are satisfied so that 
(2.26) is satisfied as well.

4.3  D iscre tiza tio n  o f  th e  in terface eq u ation

This section is devoted to the numerical solution of the equation for the displacement of 
the interface

V„ =  C  -  ccf?K on Tt.

We do so by means of an explicit scheme, namely

Vv =  C n -  a e lA'(nAi) on rn,
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Hence, the knowledge of I”1 and the computation of the normal velocity Vv permit to 
determine r n+1. We now present two methods for moving the interface and computing 
its curvature.

Let P ” be a point of the discretized interface at time tn =  nAt and let C" =  
Ch (P?,nAt),  where Ch is obtained by a discretization in space of the function C (see 
Section 4 below). The interface Tn is approximated by

rj = {[i? ,P ”+1]; ¡ = 1,...,/; ) = !*(/?)}.

where the notation y(P)  stands for the y-coordinate of the point P, and with the con­
vention that the liquid part lies on the left side of the interface when one follows Tn from 
s =  0 to s =  1.

Let p be a positive integer and set A t\ =  We also set r£’° =  C£’° =  C£ and 
for 9 =  1, ...,p we define

r r  =  {[PJM .pn,,]. ; =  y(p?A) = y{pr)}
and

c r =ch(pr,nAt).

We adapt two methods. In the first one, due to Ikeda and Kobayashi [2], one moves the 
points P/1’9 so that one has to compute at those points an approximate normal direction 
and an approximate value of the mean curvature. In the second method, due to Roosen 
[4] and Taylor [7] [8], one displaces the edges [P”’?, P ^ 9] of the discrete interface so that 
one associates an approximate normal direction and a weighted mean curvature to those 
edges.

4.3.1 A daptation of the m ethod of Ikeda and Kobayashi.

Motion of the discretized interface
For 9  =  0, ...,/> — 1, we obtain r£’9+1 from T '̂q by computing the displacement 

-------------►
p n,qpn,q+l =  A/j _  o eXP (7 /i (P"’9))] (3.1)
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where Tn := rnAi, ün := Qn&t and C” := C(.,., nAi). Since

K = ^(nAO-^nAO,

we compute the interface at time fn+1 =  (n 4- l)A i by means of the formule

Tn+\u {n A t)  =  r n.i?(nA<) +  A tV„.



for i =  1. • • • , /  +  1 and q =  0. • • • .p — 1, where I\ (P”,<?) is the curvature of the circle 
circumscribed about the triangle -P”’17, P,-+i)i and is the unit vector at P/1'5
pointing into the liquid phase, and perpendicular to the segment [P/L'j,

More precisely, K (P {) and Vi are given by the formulas

1 (  -(y .+ i -  Vi-i) \
vi =  _ —

P i- iP i+ i  V ^ + 1  -  x * -i /

and

2 i  P{Pi-1 A -Pi-Pi+i j 

* (*) = __ » _ ^=T-
PiPi-l PiPi+l Pi-lPi+l

Figure 3.1
Discrete unit normal and discrete mean curvature at vertex Pi.

Rem ark 3.1. Thanks to the orientation that we choose for the interface, the mean 
curvature K(Pi) is positive when the solid part enters the liquid one at point P,.

Remark 3.2. The methods used are of order 2 for the computation of the normal and 
of order 1 for the curvature.

Furthermore, we deduce C£’,+1 from C£'q by the formula 

C r +1 =  Ch (P?«+\ n A t )

~  Ch (P?'q,n A t)  + P?''P?«+1.V C k  (P¿n, n A t ) ,
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C n , ç + 1  =  C n,ç  +  A t i  j C n . ,  _  a  e x p  ( 7 / j T ( P “ * ) ) ] 2  ( 1  -  C ? * * )  . (3.2)

Hence, T^+1 =  T '̂p follows from solving

p n ,g p n ,g+ l =  A t i  p n , q _ Q e x p  ( 7 / j f ( J * * * ) ) ]  % «

C M + i  =  C n,9 +  A i i  _  a  e x p  (7  J ^ p M ) ) ] 2 (1 _  £ «•*) ,

for i =  1, • • • , /  +  1 and ç =  0 , — 1.

The time step A ti is chosen in order to avoid numerical instabilities. Moreover we 
have to control the length of line segments of T^’9 in order to prevent some possible 
self-intersections of the interface. We do so as follows :

Control of the edges
Let lmax > lmin >  0 be two given real numbers.

1. If P!1,9 P?'\ < lmin, we consider the midpoint of [P/1’9, P?+ ’ ] as a new vertex and

remove P{ and Pj+\

Figure 3.2
The case of a degenerate edge.

2. If p n»9 
i r i+l > lmax, we introduce a new vertex P?*-[. If P?!\ would be taken as

2 * 2

, of the edge, P n'\ would be a point with zero curvature. Thus, inthe midpoin

order to avoid this problem we use an idea due to T.I. Seidman [6].

I l l

in which we substitute (3.1) to obtain

c ».,+i =  c r  + Ai, [C”- ' - Qexp(7A'(P/'-5) ) ] ^  (/>;•*, nAi).

In view of the interface condition (2.16), this yields

-----  removed interlace (vertex Q)

------ interface before gening ranoved (venex P)



W e su p p o se  for s im p lic ity  th a t  K  (P?'q) t - 0 and I\ (P ;+ i)  r 1 0- Let C,- and C,+i 
b e  th e  circles o f  radii Ri and  R{+\ c ircum scribed  resp ective ly  ab ou t th e  tr ian ­

g les  (PP-\, PP'9, PP+l) and  (P?'q, P?+i, PjXl)- Let ( A + | )  b e  th e  m ed iatrice  lin e  o f  

[P /1’9, P /4!9]. W e th en  define

N i =  { ( A - + i )  n  C i}  w ith

A Ptn'qP Z \  ^ . (^NiPtn'q A N iP ^ i  ^ >  0 (3 .3 )

and

N i+1 =  { ( A + i )  f |C ,+ i }  w ith

(p g ip p i  A P ^ P r 4 )  ■ (•¡Vi+1-FT' a  A 'i+ ifJ !  J  >  0 (3.4)

T h e  co n d itio n  (3 .3 )  m ean s th a t  N{ is th e  in tersection  p o in t o f  th e  m ed ia tr ice  line
--------y --------*

D i+L w ith  th e  circle  C,- and th a t  th e  an gles betw een  th e  vectors  P ,P ,_ i  and P ,P ,+1

and b etw een  th e  vectors 7VtP t- an d  7V,Pi+1 have th e  sa m e orien ta tion . C on d ition  
(3 .4 )  ex p resses  a s im ilar p rop erty  for th e  n od e  N{+
F in a lly , w e se t  th e  new  vertex  P i+ 1 as th e  m id p o in t of [TV,-, iV,-+1], i.e.

—  I
2

Pi+1 :=  i (Nt +  Ni+l).

Figure 3.3
Introduction of a new point as the midpoint of [AT,-, jVi+i], using an idea due to T. I. Seidman.
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4.3.2 Adaptation of the m ethod of Roosen and Taylor.

The mean curvature can be defined as the decrease of area with volume. Similarly, the 
weighted mean curvature can be defined as the decrease of surface energy with volume. 
See for example J.Taylor [7]. The methods using weighted mean curvature are often used 
in the case of anisotropic materials. They are related to the wulff shape notion. A wulff 
shape is defined as

Wj, =  |u  € RW , u.V < <f>(u) Vi/ € R^ with |€T] = 1 j ,

where <f> is a surface energy density which is supposed to be convex and 1-homogen.
In the special case that we consider here, i.e. the isotropic case, the surface energy is 
constant, equal to one, on the unit vector of R2, or equivalently, the wulff shape is a 
circle of radius one [7]. This implies that mean curvature and weighted mean curvature 
coincide.

Motion of the discretized interface
To each edge [P,-, -P,+i], we associate vi+L, the unit normal to the edge pointing into the 
fluid, and the curvature Ki+1.
This is done according to the formulas :

i I -(y.+i -  yd \ 
v * \ =  ^ = = r

PiPi+i ' x , + 1  “  x *' /

and for the mean curvature

F.+l = — ■ , + ¿i,.+l/t,t+l) 1

PÍPÍ+ 1

where 1 -♦ -♦
_ 1 -  VjVj

J ' j  -  f . ------7 ^ 7 x 2 ’
V1 -  ( ^ j)

and

= 0 if the segments i and j are not adjacents,
= +1 if they are adjacents and the solid enters into the fluid (concave case), 
= —1 else.

An example is shown on Figure 3.4 below.
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Figure 3.4 
An example where <5,;- =  +1.

R em ark  3 .3 . The methods used here are of order 1 for the computation of the normal 
and of the curvature .

As mentioned above, the motion by weighted mean curvature of the interface is imple­
mented by moving each of its edges. Thus, we need another description of the discrete 
interface. We associate to the set T" defined as

where

^ n+ i  =  2 ( i ?  +  ^ +i) and r+i  =
nn Dn 

r i ^t+l

and we define the vector C? as the vector of components
2

(ci), := cr+i = ì ( c r + c?+1), • =  i .....i.

In the same way, we define the set T”’9 and the vector C ”’9 for q =  1, • • • ,p, and we set
2 2

r ”’° =  r ? , C i ’° =  C i .  Moreover, to each edge ( PV, x. I? i we associate and I \ n'\
2 2 k 2 ’ 6 V '+2' ‘+2 /  *+* ’+5

as defined above and we denote by the whole straight line containing this edge.

Then T£+1 =  r£ ’p is obtained by solving for q =  0, • • • ,p — 1

^  [<?4 -  ««p (7^4)'
p n j + l  =  £n*+ l p  B n q+ 1  for j =  X ^

* 2 * ' 2
and P/4 i+1 is calculated from the periodicity condition for the interface

C?’9+1 =  C?'q +  AU [ C î q -  a  exp (1 K (P ? ’q)))2 (1 -  C ^ q) 

for i =  1, • • ’ , / +  I-

R em ark  3 .4. It may be impossible to find P",9+1 as defined above. In this case.

we choose it as the midpoint of the segment Q n,q? ' , Qn??1 , where Qn,qt '  is the right
L * 2 1 2 J * 2

endpoint of [P?_l ,1™ i Ì  and Qn’9+1 is the left endpoint of ( p n, i , i V  
\  ’ 2 1 2 /  ’+2 V *+ 2 2 /
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Figure 3.5
The limit case for the determination of the point P,-, as the intersection of the two lines.

Control of the edges
As in the case of the previous method we have to control the lengths of the segments. 
Let lmax > lm{n >  0 be two given real numbers.

1. If p n»9 
* r ¿+1 < ¿min, we consider the midpoint of the edge as a new vertex and

remove P/1’9 and P/Jlj. 

2. If * > lmax, we take the midpoint of the edge as a new vertex.

Moreover, the method requires an other kind of test. Indeed, the calculus of P•n'9 as 
the intersection of the two lines B ?*i and can generate what A. Roosen [4] calls

flipped-segment. This corresponds to the case <  0. If it happens, the vertex

P"'9 is removed.
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Figure 3,6
The case of a flipped segment.

4.4 D iscretiza tion  o f  th e  equations for th e  concen­
tration

To begin with we give a weak formulation for the diffusion problem (Pi)- Since the space 
domain fit depends on time, we are led to introduce function spaces which depend on 
time as well. For t >  0, we set

St =  { u  € #  * (f it)  ; v|x=o =  v |x = l}  •

We also introduce the spaces 7it and V* defined as follows :

(i) in the case of a Neumann boundary condition,

n t =  v t =  s t,

(it) in the case of a Dirichlet boundary condition,

Ht =  {v E St; v =  0 on S t} 

and Vt =  {u € St; v =  g on E J  .

(For a domain fi, we denote by H l (Cl) the space of square integrable functions with 
square integrable first derivatives).

We suppose that the interface T* is sufficiently smooth, we multiply equation (2.15) 
by ip € Tit and integrate on fit. This gives

f  C t d x d y  =  f  AC<pdxdy for all <p G TCt- (4.1)
J Qt •/ fit

Next we define

Qt ’•= {(•?, j/,i), 0 < t < T  and (x, t) € fit} .

in itiai interface

displaced interface
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Integrating (4.1) by parts and taking into account the boundary conditions, we obtain 
the problem

Find C G H x(Qi)  with 0 <  C  <  1 such that 

(») C(x, y, 0) =  C0(x, y) (x, y) G i)0;

(it) C(t) G V* for a.e. t G (0, T);

' (in) [  Ct<pdxdy+ [  VCV<pdxdy +  [  C < pda-  f  C2<pda ^
Jtit •'Ft Jr t

+aji C e iKtpda =  a  J  e ^ tp d a

for a.e. t 6 (0, T) and for all <p G 'Ht-

4.4.1 Discretization in tim e.

Next we show how we discretize in time Problem (4.2). For all ip G 'H(n+i)At and for all 
integers n G [0, (T  — A t) / (At)], the integral equation (Hi) in Problem (4.2) becomes

. f n + l  _  n n  r .
/  -------------- <pdxdy +  /  V C n*l V<pdxdy +  /  Cn+1<pda

Ai J n»+i Jrn+>

— f  C nC n+1<pda +  a  f  Cn+le'|,A"+1 <pda =  a  f  e ,Kn*1(pda,
J r»+> J r ^ 1 7rn+1

where Cn is an extension of Cn to the domain iin+1. We will explicitely show such an 
extension after having presented the discretization in space.

Thus the problem amounts to searching Cn+1 G V(n+i)At such that

+  f  C n+1 f l  — C n +  ae 7̂ n+1) (pda =  f  Cn<pdxdy +  a  f  e ,Kn*1 ipda 
Jr»+i ' / A t  Jn”+i Jrn+! ox

< ' (4.3)
for all tp G "W(n+i)Ai and for all integers n G [0, (T — At)/(At)]  and 

( ii) C°(x,y)  =  C0(x,y)  (x , y ) G fi0.

4.4.2 Discretization in space.

Before discretizing in space Problem (4.3) we introduce some notations. We denote by 
ii£+1 the discrete approximation of the domain fi(n+i)At and by 7̂ n+1 a triangularization 
of i l l+1 such that to each point of the boundary {x =  L } there corresponds one point
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having the same y-coordinatc on the boundary {x =  0}. Thus to each point {P,,<+1} of 
7 » +1. we associate the unique point {P£+1} of T£+1 defined by

Dn+l =  I P?+' if * {r?*') *  L 
\  p; +1 it x (pp*'j = l ,

where P£+1 is the point of coordinate (o,y(P"+1)) and where x(P/*+1) and y(P"+1) de­

note the x and y-coordinate of the point P ”+1. Furthermore we denote by 7Vn+1 the 
number of nodes of T£+1 of x-coordinate stricty less than L.

Next we introduce some discrete approximations of the function spaces, namely 

S£+l =  {v* € C0 (n%+1) for all K  € 7̂ n+1, vh is linear on K  and v*(0,.) =  vh(L , .)}

In the case of Neumann boundary condition, we set

H n+l = V£+1 = 5£+\

and in the case of Dirichlet boundary condition we set

H nh+1 =  { v h E S%+1, vh =  0 on E^+1} 

and V£+1 =  {v h e  S ^ 1, vh =  g on E^+1} ,

where E£+1 is the upper boundary of il£+1.

r 'i Nn+1
Let | ^ +1}._1 be the piecewise linear basis functions of V£+1 (they take value one 

on one node and vanish at all other nodes). We decompose the approximate solution 
C£+1 on this basis,

N n+1 ______

cr” (*,»> = e  cr+vr1«*.»). (*.») e «r1.
*=1

where Cr”+1 =  C'£+1(P/l+1). In the same way

Nn+1
c;(x,n) = z  cjvrv.s') 

t=l

with

Nn+1

e7A'"+1(x,y) =  53 e^+V ?+1(ir,y), 
1=1

n+i _  J e*hi if the node P"+1 of 7̂ n+1 belongs to the moving interface

0 elsewhere.
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Furthermore we decompose (C£C£+1) and (CX+1e'vA"+1) according to

N"+1
CnhC r \ x , y )  =  £  C?C?+1t f +1(x,y),

*=1

crv*~ (x,k) = £  c:+,ei+v?+,(*.y)-
t=l

So this yields to decompose the term C£+1 ( l  — C% +  a e yKn+1'j as

Nn+1

CJ+1 ( l -  C l  +  (*,y) =  £  q>+1 ( l  -  C? +  a e ? « )
1=1

T h e  c a s e  o f  a  N e u m a n n  b o u n d a r y  c o n d i t i o n .

We obtain the linear system :

Si jU r f + v ’ +1 <'*'» + jU v ?̂+1 vV)"+1
Nn+1

' z c r 1 
t=i

+(i-c"+«e?+>)/r„i^+vr,«i'']

¿ <5.n L ,  *>r v r 1 «m»+ “e?+I L ,  ^"+V”+1 &
h fc

for j  =  1, • • • , N n+1.

(4.4)

Nn+*

-  E
1=1

/ \Nn
ary E£+1 and (-P"+1Jf_ ^ n+lj  ̂ the nodes of 7̂ n+1 which are located on S£+1. Since

A/n+1

T h e  c a s e  o f  a  D i r i c h l e t  b o u n d a r y  c o n d i t i o n .

/ \A /n+1
We denote (P"+1 J t h e  nodes of 7̂ n+1 which are not located on the upper bound 

*~N «+1

M n+ »+1

V?”+1Jj._i is the basis of «S£+1 with t̂ "+1(PJl+1) =  ¿¿»j., the set of functions (<r>?+1) ,_1 

is a basis of ?i£+1.

/ \N n+1
We decompose C% (x,y)  on the basis of S^+1 :

c ; +1 (*,!/) =  £  C - + ' t f + \x ,y )  
t'=l
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A/n+] AT" 41

= S  c ,/*+V ”+1(^ y )+  S  #v>"+1(*»y)-
t=l t=A/n+1+l

Similary we set

and

A / n + l  y y n + 1

($?)(*,») = E E cjvrW )
i=l i=Mn+1+l

A/n+l
crJ( i-c ;+ ^ K"*‘)(x,!,) = £  cr+,(i-er+a<+,)v.?+i(*,»)

t=l

+  E 9i (1 -  c ?  + ore"+1) tf+V, »)•
*=1

Since in the Dirichlet problem the interface T^+1 never hit the upper moving boundary 
E£+1, we have

L ,  +v r  ^

for i =  M n+1 +  1 , JVn+1 and j  =  1 , M n+1. Then we obtain the linear system :

T t jU  ^ +v r ‘ V9?+,V9"+l ¿*iy

’ A/n+1

E C+1
t=i

Mn+1

=  E
t=l

+  ( l  -  C? +  < < +1) ^r+V "+1 dir]

¿<?r /n„+1 tf+vr1 +“e?+1 /rn+1 tf+vr1 ̂ (4.5)

n̂+1

+. "e  I (£? - *) rf+vr' *»*» -  s.- /„„+, v^+i v^+i
>=A/n+1+l

for j  =  1, • • •, M n+1

C onstruction of the  extension C£ of C% to  the domain fi£+1.

We now describe the construction of the extension C% of C£ to the domain £)£+1. Let 
ĵ n+1 be a node of il£+1. Either

(i) P"+1 € and C/i(P"+1) is computed by linear interpolation in the triangle of 7̂ n+1 
containing P"+1,
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or

(ii) P "+1 ^ and P/*+1 is located in a neighborhood of the interface TJJ.
First of all we suppose that P" is a node of ]"£ and P "+1 the corresponding node T +̂1 

obtained by moving the free boundary i.e. by computing the displacement

P?P?+1 =  A t  [C? -  a  exp (7 K{P?))] i? . (4.6)

We use the approximation formula

Cn(^n+l) „  +  P?P?+1 • VCZ ( /? ) ,

so that in view of the equation (4.4) we get

i)Cn
C tiJ ? +1) c? C;(/>r) +  A i[C T -a e x p (7 ii- (P r) ) ]^ -W ”),

and by means of the interface condition (2.16), we obtain

CZ(P?+1) ~  C l  +  A t [CT -  oexp ( iK ( P n ) ] 2 (1 "  C ? ).

Then we choose

c r  =  C? +  A t [C? -  a  exp (7 K(J=?))f (1 -  CJ*),

on the discrete interface T^+1.
Otherwise, if the node jF̂ 1*1 is strictly located between the two interface TJJ and T£+1, 

we determine the quadrangle (P ”, P£, P ”+1, P£ +1) , where P", P£ € Tg and P"+1, P*+1 G 

r^+1, which contains P "+1 and interpolate in this quadrangle the value of C% at P"+1.

(in) P ”+1 ^ ilj* and P "+1 is located above ££.
In the case of a Dirichlet boundary condition on the moving upper boundary ££+1, 

when E£+1 is above EJ*, we have to extend C% beyond to E£ up to E£+1. In this case we 
set

Cl =  9,
in the whole part delimited by ££+1 and E£.

Solving linear systems.

Two methods have been used for solving the linear systems (4.5) and (4.6) : BI- 
CGSTAB which was introduced by Van Der Vorst [9] and GMRES introduced by Y. 
Saad & M. Schultz [5]. No significant differences in the results were observed.
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In this subsection, we discuss the two variants of the implementation, namely the fixed 
mesh method and the moving mesh method. The fixed mesh method was introduced be­
cause of the simplicity of its implementation, whereas the moving mesh method permits 
more precise computations on the moving interface.

Fixed mesh. The main idea is to define a fixed grid and at each time step, to approx­
imate the discrete interface T£+1 and the discrete domain Q£+1 by an interface f £+1 and 
a domain i)£+1 such that the boundary of Q£+1 exactly coincides with edges of the fixed 
grid (see figure 4.1 below). Then we solve systems (4.5) or (4.6) to get the concentration 
in with using the standard Friedrich-Keller triangularization shown on figure 4.2.a. 
With this method we do not need to redefine the mesh at each time step and thus we 
do not have to interpolate the value C£(P?+1) when P "+1 € Moreover, the num­
ber of points on the interface T +̂1 is independent of the number of nodes of the mesh. 
Therefore we are very free to choose the number of points of T£+1.

However this method does not permit precise enough computations on f£ +1. Indeed 
solving Problem (4.5) andj4.6) requires the knowledge of the concentration C£+1 and 
of the discrete curvature K£ +1 on rj*+1. C£+1 and A'£+1 are determined as follows.
If Pp+1 denotes a node of T^+1, we put

c h(P?+1) =  c x +1(p ;+1)

^ ( ^ +1) =  / ^ +1(p ;+1),

where P ”+1 is the closest node of P "+1 belonging to T^+1, as shown in figure 4 .1. 
Similarly we compute C%+1 in fi£+1 and in order to obtain C£+1 in n ;+I , we set

c j + ' f i r 1) = c k(pp*'),

where P/ l+1 is the node of rjj+1 which is the closest to the given node P"+1.

Fixed mesh and m oving mesh
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approximate 

discrete interface

discrete interface

Figure 4.1
Discrete approximation TJ of the discrete interface T)}.

Moving mesh. This method, slightly more complicated to implement than the first 
one, was introduced to perform more precise computations on the interface. The moving 
mesh method uses a mesh generator based on a Delaunay-Voronoi method, so that the 
nodes used to move the interface are degrees of freedom of the problem (see Figure 4.2.b). 
Another advantage of this method is the possibility to refine the mesh in a neighbourhood 
of the interface without increasing too much the cost of the numerical computations. 
Furthermore, taking into account the evolution of the interface, a part of the triangular- 
ization of the domain may be fixed, at least for a number of time steps.
The largest draw back of this method is that, at least on part of the domain, the trian- 
gularization changes at each time step so that we have to interpolate the value of the 
concentration there at each time step.
We need a description of the boundary of the domain in order to make use of the mesh 
generator. In particular, we have to choose before hand at each iteration in time the 
nodes on the lateral and upper boundaries of the domain. This choice is very important 
since it influences the global repartition of the nodes of the triangularization. A cubic 
repartition of the nodes on the lateral boundaries is used with a space step depending 
on the space step of the interface.
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Figure 4.2.a
Example of fixed mesh using a Friedrich-Keller triangularization.

Figure 4.2.b
Example of a triangularization for the moving mesh method.
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4.5 N um erica l results

In this section we present and discuss a number of numerical results; some have been 
obtained with a homogeneous Neumann boundary condition on the fixed upper boundary 
of the space domain while others have been obtained with a Dirichlet boundary condition 
on the moving upper boundary (cf. Section 2.2 (i) and (ii) ).

4.5.1 Domain of variation o f the different parameters.

The main parameters to be chosen are the initial concentration Co, the initial interface 
r 0, the value of the saturation concentration a  and the value of the surface tension a.
(i) Typically initial concentrations are given by Co =  0 and Co =  2a.

(ii) We take as initial interface the function

/  2,7TX \
y =  fo(x) =  bsin , x € (0,X) (5.1)

with 6 =  4 10-7 m and L =  15 10-6 m.

(Hi) a  is chosen as multiples of the value So =  1.42 103 mol/m3 which corresponds to 
the saturation concentration of copper, namely a  =  So and a  =  30So-

(iv) Three values of the surface tension a  have been chosen, a =  0, a =  30 and a =  300. 
The value of the constante 7 is then given by 7 = 6 10~9 a.

The others parameters i.e. the diffusion coefficient D, the molar volume V of the solid 
and the kinetic constant k are fixed and have the following values,

D  =  10-9  m2/s , V =  7.09 10-6  m3/mol and k =  7.09 10-9 m/s.

4.5.2 The case of a homogeneous Neum ann boundary condi­
tion.

The height M  of the fixed upper boundary is given by M  =  6 10-6 m.
Before describing the numerical results, let us make some remarks about the solution.

(i) The concentration satisfies a conservation law, namely the total mass of the solid is 
preserved. Indeed integrating (2.11) by parts over Qt and using the boundary conditions 
(2.12), (2.15), (2.18), we find that

[  (1 -  C)t dxdy =  f  (1 - C )  Vv da,
Jilt r,

but since

f  (1 -  C) dxdy =  /  (1 -  C) dxdy — f  (1 -  C) Vv da, 
dt «/ii* */rt
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we deducc tha t

i t L , ( l - C ) d z i y = o ■

In particular, we obtain

f  (1 — C) dxdy =  /  (1 — C0) dxdy for all t >  0. (5-2)
J Vi% J n0

When performing numerical computations, we systematically compute the quantity

I (1 — C) dxdy.  A numerical observation is that this integral varies slightly in the 
JQt
first steps of the computation and becomes constant afterwards; in order to remedy the 
variation for small times, we take smaller time steps initially and let them increase with 
time. Table 5.1 below shows how we increase the time steps with the number of iterations 
in time.

Time step At  (s) Number of iterations
I 200
5 200
10 500
50 500
100 500
500 500
1000 500

Table 5.1
The different time steps used.

(ii) Suppose that 7  >  0. A numerical observation in the case that To is parametrized 
in the form y =  fo(x) is that the pair (C, I \)  converges to (a, constant) as t —> + 00. 
Next we show how one can compute this constant. Suppose that

lim C(t)  =  a.
i — + 0 0  v '

Thus letting t goes to +00  in (2.12), we formally deduce that

lim VJt)  =  0,
<— + 0 0  v '

but letting t goes to +00  in (2.17), we then deduce that

Jim^exp (<yK{t))  =  1,

and thus for 7 ^  0 ,

lim Ki t )  =  0 ,
<— +00 v ’
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which means that the free boundary converges to a plane (y =  y^)  as t tends to + 00. 
On the other hand, letting t tend to +00 in (5.1) gives

(1 -  a) 10*1 =  f  (1 -  C0) dxdy 
JQ 0

and thus since |iioo| =  (M — yoo)L,

y°° =  M ~  (1 -  a )L L 0 ^  “  Co) dxdy ^

This also provides a criterium for checking the validity of the numerical programs.

Next we present the results of some numerical computations.

1. The case that Co =  0, a  =  30So, — 0.
Applying formally arguments based on the maximum principle one can check that

0 <  C <  c*

so that V„ =  C — a  <  0. Therefore this case only involves the dissolution process.
The curves presented in Figure 5.1 show the interface at several times starting from 

time t =  0. Clearly the interface decreases in time and converges to some nontrivial 
stationary state. In fact we remark that every solution (C, / )  with C =  a  and /  arbitrary 
is a stationary solution.

Figures 5 .2-a and 5.2-b represent the concentration C at times t =  10s, t =  1700s and 
t =  4200s computed by the fixed mesh and the moving mesh methods.

2. The case that Co =  0, a  =  305o, — 30.
Both dissolution and growth occur here and as it has been discussed above the solution 

converges to a constant as t —► + 00. Figure 5.3 shows the time evolution of the interface 
computed with the fixed mesh and the moving mesh methods. Figures 5.4-a and 5.4-b 
represent the concentration at times t =  10s, t =  1700s and t =  4200s computed by the 
two methods.

The process seems to exhibit two distinct stages : in the first one, only dissolution 
occurs and the concentration C seems to stabilize to the saturation value a by the end 
of this stage (see also Figure 5.5 for the time evolution of the mean concentration on 
the interface); in the second stage both dissolution and growth occur and the interface 
converges to the constant t/o© as t increases.

We show on Figure 5.6 the variation in time of the quantity /  (1 — C) dxdy for three

different sets of time steps : the time steps At  of Table 5.1, the time steps A t¡2 and

the time steps 2 At.  We remark that the variation of / (1 — C) dxdy decreases as the
J Qt

time steps become smaller. In the case of the moving mesh the relative error is of order
0.1% whereas it is of order 9% for the fixed mesh, with the times steps given in Table 
5.1. The relative error for the computation of the asymptotic value y<*, of the interface
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as t —> +00  is of order 1% in the case of the moving mesh and 28% in the case of the 
fixed mesh.

This large difference is due to the accumulation in time of the interpolation errors on 
the interface when one computes with the fixed mesh.

In Figure 5.7 we present error estimates in the case of the moving mesh method and 
in that of the fixed mesh method, when dividing and multiplying the time steps by 2, 
namely the quantities

e 2A t  —

_  H /a<  — /2 A tl lL 2(0,L)

| | / a î | | l 2(o,l )

and e A t / 2  —
_  | | / a <  — Jai/2 H l2(0,L)

I I / a î IIl 2 (0,L)

where we suppose that the interface T( is given in the form y =  f (x ,  t). Note that e{At 
and e.£t/2 are respectively of order 1% and 0.5% in the case of the moving mesh and 
respectively of the order of 1.4% and 0.7 % in the case of the fixed mesh. Similarly 
Figure 5.8 shows the errors

e2A t(0 —

and

eA t/2(0  =

f L 2
I  [^A t(x , f& t (x, i ) ,  f) ( z , / 2A îO M M ) ]  dx

Jo______________________________________________________

Jo [CAt ( x , f At( x , i ) , t)]2 dx 

/ a < ( ^ ' î 0  ^,Ai/2(**-i yAi/2(^'îO ’ 0 ] dx^

JQ [C & t ( x , fA t {x , t ) , i)]2 dx

1/2

Again here the errors are small since e2At and eAt̂ 2 respectively have a maximum value 
of order 0.25% and 0.125% in the case of the moving mesh and respectively of order 0.3% 
and 0.15% in the case of the fixed mesh.

Figures 5.9 and 5.10 respectively show the relative error of the computation of the 
interface and of the concentration on the interface between the moving mesh method and 
the fixed mesh method. The error is at most 30% for the computation of the interface 
and at most 40% for the computation of the concentration on the interface.

Finally in Figure 5.11 we present the relative error of the computation of the interface 
and of the concentration on the interface between the methods of Ikeda and Kobayashi 
and those of Roosen and Taylor, obtained in the case of the moving mesh method. The 
error is at most 0.1% for the computation of the interface and at most 1.75% for the 
computation of the concentration on the interface.

3. The case that Co =  0, a  =  50, a =  30.
Again both dissolution and growth occur here and the solution converges to a constant 

as t —y + 00. Here the normal velocity V„ is much smaller than in case 2 so that the time 
evolution of the phenomenon is much slower. As in case 2 two successive stages exist 
but since the concentration at saturation is smaller the interface hardly moves during 
the first stage where only dissolution occurs.
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Figure 5.12 shows the time evolution of the interface whereas Figures 5.13-a and 
5.13-b represent the concentration at the times t =  700s, t =  1050s, t =  1200s, i =  1700s 
and t =  1.0307 106s.

4.5.3 The case o f a Dirichlet boundary condition.

This case is characterized by the existence of a planar travelling wave solution where the 
interface is given by f (x , t )  =  fo +  vt, where / 0 =  constant is the initial interface and 
the concentration is given by C(x, y ,t)  =  U(y — vt — / 0). In fact we can compute the 
expressions for v and U, namely if we set

z =  y - v t - f 0,

then
U{z) =  1 +  (v +  a  -  \)e~vz, (5.4)

and v is the unique solution of the algebraic equation

(v +  a -  l)e~vM =  <7 - 1, (5.5)

where g is the value of the concentration on the upper boundary and M  is the height of 
initial upper boundary. It turns out that there is growth, i.e. that v >  0, when a  <  g <  1 
whereas there is dissolution, i.e. v <  0, in the case that 0 < p < a .  If <7 =  a  the travelling 
solution reduces to a stationary solution of the form (Coo, Too) =  (a, y — constant).

From a chemical point of view, one would expect the travelling wave solution U to be 
linear in z  instead of having the exponential form (5.4); however for practical purposes 
it does not matter too much since the profile of U is very close to linear (see Figure 5.14 
below).

Figure 5.14
TYavelling wave (5.4) with g =  0 and a  =  305o-
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The height M of the initial upper boundary is given by M = 6 10~6 m. The saturation 
value a is fixed and equal to 30S'o. On the upper boundary three values of the Dirichlet 
data g have been chosen, i.e. g =  0 which corresponds to a global dissolution process, 
g =  2a which corresponds to a global growth process and g =  a  which in view of (5.5) 
implies that v =  0. We also choose two values of the surface tension, i.e. a =  0 and 
a =  30. We observe that as t increases, the solution converges to the travelling wave 
solution (U ,f ,v ) computed above. When there is no surface tension, i.e a =  0, ones 
observes the apparition in finite time of a singular point on the interface.

Next we present the results of some numerical computations.

1. The case that Co =  g =  0, a  =  30£o, <7 = 0.
We take as initial interface the constant y =  0. As t becomes large we observe the 

convergence of the solution (C, / )  to the travelling solution computed above.
Figure (5.15-a) shows the time evolution of the relative error of the computed ve­

locity vc =  vc(t) of the plane interface with respect to the velocity v of the travel­

ling wave, namely the quantity Note that vc stabilizes for t > 104. Then

~  0.1% in the case that the moving mesh method is being use. In figure

(5.15-b) we present the time evolution of the relative error of the computed concen­
tration Uc with respect to the travelling wave U given by (5.4), namely the quantity

Ŵ ere denotes discrete L2-norm on Qt D {z  > 0}. This error is very small

since it is of order 10-6%, for t >  104.

2. The case that Co =  g =  0, a  =  305o, & — 30.
We take as initial interface the function fo given by (5.1). Global dissolution occurs 

and the solution converges to the travelling wave solution as t increases. Figure 5.16 
shows the time evolution of the interface and the convergence to a plane, for the fixed 
mesh method and the moving mesh method. We show on Figure 5.17 the time evolution 
of the relative error of the travelling velocity vc of the mean plane of the interface with

respect to the velocity v of the travelling wave, namely the quantity ^ f i g u r e s

5.18-a and 5.18-b represent the level sets of the concentration at times t =  50s, t =  3250s 
and t =  41000s, computed by the fixed mesh method and the moving mesh method. 
Clearly the concentration becomes independent of the x-coordinate. In Figure 5.19 we 
show the time evolution of the mean concentration on the interface and in Figure 5.20 
we represent the time evolution of the derivative of the concentration on the interface 

with respect to the x direction, in L2-norm, namely the quantity ||^HIn (0- Clearly it 

converges to 0 as t increases. In fact C converges to the travelling wave U given by (5.4) 

as it is shown on Figure 5.21 which represents the time evolution of ’ where

Uc is the computed concentration in the domain and ||.|| denotes discrete ¿ 2-norm on 
ilt n { z  > 0}.
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3. The case that C0 — g — a, a =  30So, a — 30.
The initial interface is given by (5.1). Since g =  a  we deduce from (5.5) that the 

asymptotic value of the velocity should be equal to zero. Figure 5.22 shows the time 
evolution of the interface. We observe here that the mean planes of the interfaces do not 
move, even for small times.

4. The case that C0 =  g =  2a, a  =  305*0, o — 30.
The initial interface is also given by (5.1). Global growth occurs here and the solution 

converges to the travelling wave solution as t increases. Figure 5.23 shows the time 
evolution of the interface and the convergence to a plane. In Figure 5.24 we present the 
time evolution of the mean concentration on the interface.

5. The case that Cq =  g =  0, a  =  30So, o' =  0.
We take the initial interface given by (5.1). Figure 5.25 shows the time evolution of the 

interface and the apparition in finite time of a singularity of the interface. This singularity 
which takes the form of a discontinuity of the space derivative of the interface, occurs 
exactly at the local maximum of the initial interface. The appearance of singularities 
can be explained by the fact that the equation V„ =  C  — a  can be written as a Hamilton- 
Jacobi equation with a suitable parametrization of the interface.

4.5.4 Conclusion

Opposite to what we expected when starting this study, the dissolution-growth problem 
(P) in space dimension two does not seem to exhibit morphological instabilities. Possibly 
instabilities may occur in the limiting case when the equation eVu =  C — aelK  takes 
the stationary form C — ae7A which has not been studied here. In both cases that the 
homogeneous Neumann condition and a constant Dirichlet condition are imposed on the 
upper boundary of the domain, the numerical interface converges to a constant profile 
as t increases whenever the surface tension a is positive. In the case of the Neumann 
boundary condition the concentration C converges to a  and the interface converges to 
a constant as t —» +oo whereas in the case of a constant Dirichlet boundary condition 
the concentration converges to the travelling profile U and the interface converges to a 
constant which displaces itself at the constant velocity u; if the boundary value is larger 
than the saturation value a  then v >  0 and only growth occurs for t large enough while 
if the boundary value is smaller than the saturation value a  then v <  0 so that only 
dissolution occurs for large times. A final remark is that in the case that a — 0 singular 
points may appear on the interface and propagate as t increases.
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Figure 5.1
Convergence to a stationary solution with a homogeneous Neumann boundary 

condition on the upper boundary, with Co =  0, a =  30So, a — 0.
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t =  17005

Figure  5.2-a
The concentration in the whole domain at different times for a homogeneous  

Neumann boundary condition, with C 0 =  0, a  =  30So, c  =  0.

The d a rk  sh aded  regions are regions with m a x im u m  concent rat ion .
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Fixed mesh method Moving mesh method

t  =  4200*

Figure 5.2-b
The concentration in the whole domain at different times for a homogeneous 

Neumann boundary condition, with Co =  0, a  =  305o, cr =  0.

The dark shaded regions are regions with maximum concentration.
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F i x e d  m e s h  m e t h o d M o v i n g  m e s h  m e t h o d

Figure 5.3
Time evolution of the interface for a homogeneous Neumann boundary 

condition on the upper boundary, with a  =  30, a  =  30So.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method 

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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F ix e d  m e s h  m e t h o d M oving  m e s h  m e t h o d

t =  10s

t =  17005

Figure 5.4-a
The concentration in the whole domain at different times for the homogeneous  

Neumann boundary condition, with C 0 =  0, a  — 3 0 5 o, & =  30.

The dark shaded regions are regions with maximum concentration.
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F ix e d  m e s h  m e t h o d M oving  m esh  m e t h o d

t -  42005

t -  87005

Figure 5.4-b
The concentration in the whole domain at different times for the homogeneous  

Neumann boundary condition, with C0 =  0. a =  3 0 5 o, <J =  30.

The dark shaded regions are regions with maximum concentration.
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Figure 5.5
Time evolution of the mean concentration on the interface with a homogeneous 

Neumann boundary condition on the upper boundary, with <r =  30 and a =  30So- 
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh and the one 

on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.6

Influence of the time step on the conservation of I (1 — C) dxdy in the case
Jnt

of a homogeneous Neumann boundary condition, with a =  30So and a =  30. 
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.7
Error in Z^-norm for the computation of the interfaces with a homogeneous Neumann boundary 

condition with a  =  30So and a =  30, when dividing and multiplying the time steps by 2. 
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh and the one

on the right-hand-side with the moving mesh method.
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F igure  5.8
Error in £ 2-norm for the computation of the concentration on the interface with a homogeneous 

Neumann boundary condition with a =  30So and a =  30, when dividing and multiplying the 
time steps by 2. The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh and the one

on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.9

Time evolution of — ||y  ||—~— ^ ^  where f  is computed by the moving

mesh method and /  by the fixed mesh method, with a homogeneous 

Neumann boundary condition with a = 30So and a =  30.
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Figure 5.10

Time evolution of where C (f)  is computed by the moving

mesh method and C (/)  by the fixed mesh method, with a homogeneous 

Neumann boundary condition with a =  30S0 and cr =  30.
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Error in L2-norm between the method of Ikeda and Kobayashi 
and the method of Roosen and Taylor

Error in L2-norm for the concentration on the interface Error in L2-norm for the interfaces

Figure 5.11
The case of a homogeneous Neumann boundary condition with cr =  30, a  =  30So. Error estimates in 

£ 2-norm between the computations performed with the method of Ikeda and Kobayashi and those of 

Roosen and Taylor, for the concentration on the interface (figure on the left-hand-side) and for the 

interfaces (figure on the right-hand-side) respectively.
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Fixed mesh method Moving mesh method

Figure 5.12
Time evolution of the interface for a homogeneous Neumann boundary 

condition on the upper boundary, with <r =  30, a =  So.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method 

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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t — 700s

Fixed  m e s h  m e t h o d M oving  m esh  m e t h o d

t =  10505

Figure 5.13-a
The concentration in the whole domain at different times for the homogeneous  

Neumann boundary condition, with C 0 =  0, a  =  5 0, <? =  30.

The dark shaded regions are regions with maxim um concentration.

149



F ix e d  m e s h  m e t h o d M oving  m e s h  m e t h o d

t -  1200s

t -  1700s

Figure 5.13-b
The concentration in the whole domain at different times for the homogeneous  

Neumann boundary condition, with C 0 =  0, a =  5 0, cr — 30.

The dark shaded regions are regions with maximum concentration.
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Fixed mesh method Moving mesh method

t = 1.0307 IO6«

Figure 5.13-c
The concentration in the whole domain at different times for the homogeneous 

Neumann boundary condition, with C0 =  0, a  = S0, <r =  30.

The dark shaded regions are regions with maximum concentration.

151



The case where the initial interface is the constant y =  0 for a Dirichlet 
boundary condition g =  0 on the upper boundary, writh a  — 30S0.

Figure 5.15-a

Time evolution of J------Vc. .̂.-  where v is the exact travelling velocity and ve is the computed one.
\v \

The figure is obtained with the moving mesh method.

Figure 5.15-b

Time evolution of ----- [[{/[J'" ^  where U is the exact travelling wave and Uc is the computed one.

The figure is obtained with the movine mesh method.
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Fixed mesh method Moving mesh method

Figure 5.16
Time evolution of the interface for a Dirichlet boundary condition 

g =  0 on the upper boundary and with <r — 30, a  =  30So- 
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method 

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.17

Time evolution of -----  ^  ^ for a Dirichlet boundary condition g =  0 on the upper
M

boundary and with a — 30, a =  30So- The figure is obtained with the moving mesh method.
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F i x e d  m e s h  m e t h o d M o v i n g  m e s h  m e t h o d

t  — 5 0 s

t =  3250s

Figure 5.18-a
The concentration in the whole domain at different times for the 

Dirichlet boundary condition <7 =  0, with a  =  3 0 5 o, cr =  30. 
The dark shaded regions are regions with maximum concentration.  

The lines represent the level sets of the concentration.
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Fixed mesh method Moving mesh method

í  =  4 . H O 4 «

Figure 5.18-b
The concentration in the whole domain at different times for the 

Dirichlet boundary condition g =  0, with a =  30So, cr =  30. 
The dark shaded regions are regions with maximum concentration. 

The lines represent the level sets of the concentration.
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Figure 5.19
Time evolution of the mean concentration on the interface for a Dirichlet 

boundary condition g =  0 on the upper boundary and with cr =  30, a =  30So. 
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.20
ac

Time evolution of |-r—1| (t) for a Dirichlet boundary condition 
ox 0(

g =  0 on the upper boundary, with cr =  30, a =  305o- 
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method 

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.

158

X
—
d
e
r
I
 
va
t 

Iv
e 

of
 

th
e 

c
o
n
c
e
n
t
r
a
t
T
o
n

0
.0

0
0
 

0
.1

0
S
 

0
.2

1
0
 

0
.3

1
5
 

0
.4

2
0

>-0 O. 1 0.2 O.S 0.4.

T T m ®  ( s )  ( 1
o.o 0.1 0.2 O.S 0.4

T T me* C O  ( 1 0 * 5 )



R
el

at
iv

e 
er

ro
r

0
.0

0
4

9
 

1
.4

2
9

9
 

2
.8

5
4

9
 

4
.2

7
9

9
 

5
.7

0
4

9
 

7
.1

3
0

1

Fixed mesh method Moving mesh method

Figure 5.21
i ic r - i7 e(t)||

Time evolution o f ----- \\U\\----- ^°r & boundary condition g =  0 on the upper boundary

and with <7 =  30, a  =  30So, where U is the exact travelling velocity and Ue is the 
computed one. The figure on the left-hand-side is obtained with the moving 

mesh method and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Fixed mesh method Moving mesh method

Figure 5.22
Time evolution of the interface for a Dirichlet boundary condition 

g =  a on the upper boundary and with cr =  30, a = 305o.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method 

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Fixed mesh method Moving mesh method

Figure 5.23
Time evolution of the interface for a Dirichlet boundary condition 

g =  2a on the upper boundary and with a =  30, a  =  30So- 
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method 

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.24
T im e evolution o f  the m ean concentration on the interface for a Dirichlet boundary  

condition g =  2 a  on the upper boundary, with a  =  30, a  =  30So.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh m ethod  

and the one on the right-hand-side with the moving mesh m ethod.
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Fixed mesh method Moving mesh method

Figure 5.25
The case of zero surface tension :

Time evolution of the interface for the Dirichlet boundary condition 
g =  0 on the upper boundary, with a =  0, a  =  30So.

The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method 

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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Figure 5.26
Time evolution of the mean concentration on the interface for a Dirichlet boundary 

condition g =  a  on the upper boundary, with cr =  30, a  =  305o.
The figure on the left-hand-side is obtained with the fixed mesh method 

and the one on the right-hand-side with the moving mesh method.
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