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Introduction.

Dans tout ce travail, p est un nombre premier, K un corps de caractéristique
0, complet pour une valuation discrete, d’indice de ramification absolue e et de
corps résiduel k parfait de caractéristique p. On note W ’anneau des vecteurs de
Witt a coefficients dans k et Ky son corps des fractions; tous trois sont munis
d’une action de Frobenius, notée o (on a o(z) = z? pour z € k). On fixe K une
cléture algébrique de K et on pose Gx = Gal(K/K).

Une représentation p-adique de G est la donnée d’un Q,-espace vectoriel V'
de dimension finie muni d’une action continue de Gk ; on note Repq,(Gxk) la
catégorie des représentations p-adiques. De méme une représentation de G de
p-torsion (respectivement Z,-adique) est la donnée d’un Z,-module de longueur
finie (respectivement de type fini) muni d’une action continue de Gg ; on note
Repz, tors(Gk) (respectivement Repz, (Gk))la catégorie des représentations de
Gk de p-torsion (respectivement Z,-adiques).

Ce travail fait suite a l’article de Fontaine [F91] paru dans The Grothendieck
Festschrift dans lequel est construite une équivalence entre la catégorie des
représentations p-adiques (respectivement de p-torsion, respectivement Z,-adiques)
et une catégorie convenable de (¢, I')-modules sur un corps £ complet pour une
valuation discréte (respectivement sur l'anneau des entiers Og de £). Comme il
I’est annoncé dans l'introduction de cet article, le but est de pouvoir décrire les
représentations qui interviennent en géométrie algébrique (de Hodge-Tate, de De
Rham, semi-stables, cristallines) en termes de (¢, I')-modules; dans ce texte, on
s’intéresse plus particulierement aux représentations cristallines. On obtient une
condition suffisante pour qu’une représentation V soit cristalline ou potentielle-
ment cristalline, condition qui se vérifie sur le (¢, I')-module associé & la représen-

tation ; le théoreme 2 montre que cette condition est nécessaire dans un cas parti-
culier.

L’intérét de cette description réside dans le fait que le module des différen-
tielles Q})e jw est libre de rang 1 sur Og, ce qui permet d’introduire des tech-
niques différentielles, en particulier les (¢, I')-modules sont munis d’une connexion
(cf [F91]). L’anneau Of est un anneau de Cohen, de corps résiduel E, le corps
des normes de l’extension K.K /K, qui est muni d’un Frobenius, relevement
du Frobenius sur F, et d’une action naturelle de I'; le Frobenius et I' agissent
également sur Og__, une extension maximale non ramifiée de Og contenue dans
W (Fr R), et sur son complété Og .. L’anneau qui joue ici un role important est

At =W(R)n Opg__; il est muni d'un Frobenius ainsi que d'une cléture séparable
de E. Par linclusion W(R) C Acpis, A}' s'injecte dans A.,;s mais ne contient pas
de générateur du module de Tate Z,(1). Toutefois, si t est un générateur de Z,(1),
et — 1 est un élément de A} et aussi de S = W(R) N O, ce qui semble suffisant.
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De plus, les techniques différentielles restent possibles sur les (¢,I')-modules sur
S.

Dans la partie A, on rappelle les résultats sur les représentations p-adiques
et les (¢, I')-modules contenus dans [F91] et utilisés par la suite. On trouvera un
énoncé précis des deux théorémes a la fin de cette partie.

La partie B est entierement consacrée aux représentations cristallines. On y
rappelle les définitions et certains des résultats contenus dans [F79] et [F-L]. Le
résultat de [F-L] sur les représentations de p-torsion est redémontré, d'une maniére
un peu différente, qui ne nécessite pas I’étude des objets simples de la catégorie
des modules filtrés, contrairement & ce qui était le cas dans ’article en question.

La démonstration des deux résultats énoncés a la fin de la partie A forme
la partie C, qui se divise en deux sous-parties : dans la premieére est démontré
le théoréeme 1 sur les représentations p-adiques, tandis que dans la deuxieme on
démontre le théoréme 2 concernant les représentations de p-torsion et Z,-adiques.

Plan.

A. Rappels sur les représentations p-adiques et énoncé du résultat.

B. Les représentations cristallines.
B.1. Construction des anneaux R, WP (R)y Acris €t Beris.
B.1.1. Rappels sur les puissances divisées.
B.1.1.1. Algébres d puissances divisées.
B.1.1.2. Enveloppe & puissances divisées.
B.1.2. Les anneaux R et WI'P(R).
B.1.2.1. L’anneau R.
B.1.2.2. Construction de WI'P(R).
B.1.3. Les modules filtrés sur W et K.
B.1.3.1. Les modules filtrés sur K.
B.1.3.2. Les modules filtrés sur W.
B.1.4. Notion de suite exacte et de Ext! dans les catégories MFw et MFy.
B.1.4.1. Notion de suite ezacte.
B.1.4.2. Notion de Ext! et suite ezacte longue.

B.2. Les représentations cristallines.

B.2.1. Représentations cristallines : définition.

B.2.1.1. Représentations p-adiques cristallines.

B.2.1.2. Représentations Z,-adiques qui sont des sous-quotients de représen-
tations cristallines : cas e = 1.

B.2.2. Démonstration de 'exactitude et de la fidélité de V*,.

B.2.2.1.-B.2.2.2. Justification des dévissages; énoncé des propositions d dé-
montrer.

B.2.2.3. Démonstration de la proposition 1 dans le cas ot h < p — 2.
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B.2.2.4. Démonstration de la proposition 1 dans le cas ot h =p — 1.
B.2.2.5. Démonstration de la proposition 2.
B.2.3. Démonstration de la pleine fidélité de V%, restreint 4 MF5,1*,

cris
C. Lien entre les représentations cristallines et les (¢,I')-modules de
hauteur finie.

C.1. Représentations p-adiques de Gk : démonstration du théoréme
1.

C.1.1. Démonstration de 4) = 2).

C1.2. Démonstration de 3) = 5).

C.1.3. Démonstration de 5) = 4).

C.2. Représentations de Gk sur Z,.

C.2.1. Filtration sur N' € T®MZE, ot h < p—1 et structure d’objet de MFL,
sur N/moN.

C.2.2. Lien avec les représentations cristallines.

Bibliographie.






A. Rappels sur les représentations p-adiques et énoncé des résultats principaux.

A.1. Soit C le complété de K et vc la valuation de C normalisée par vc(p) = 1.
On considére ’ensemble, noté Fr R (cf. [F82], p. 535), des suites z = (z(™),cn
d’éléments de C vérifiant (z(**1))? = z(*) pour tout n, qu’on munit d’une addition
et d’une multiplication en posant, pour z = (z(™),en et ¥ = (¥(™)nen :

Y = (z(n).y(n))neN
z+y=(2nen avec M= lim (z(m+™) 4 y(min)yp™

m—+400

Alors, Fr R est un corps algébriquement clos de caractéristique p, complet pour la
valuation définie par v(z) = vc(2(®)) . On note R ’anneau de la valuation, dont
le corps résiduel s’identifie au corps résiduel k de K (voir le paragraphe B.1.2.1.
pour plus de détails).

Si A est une k-algébre, W(A) désigne ’anneau des vecteurs de Witt a
coefficients dans A et Wk, (A) = Ko @w W(A) = W(A)[1/p]; si a € A, on note
[a] = (a,0,---,0,--) le représentant de Teichmiiller de a dans W(A). On note ¢
I’endomorphisme de Frobenius de W(A) ainsi que son extension & W, (A) ; ainsi,
si A € W, on a (1) = o(A). En particulier ceci s’applique & W(R), W(Fr R) et
Wk, (Fr R) .

D’autre part, le groupe Gk, qui opere par continuité sur C, opére par
fonctorialité sur Fr R, R et W(R) et les anneaux W(R), W(Fr R) et Wk, (R)
s’identifient & des sous-anneaux de Wk, (Fr R) stables par Gx et .

On note Zp(l) = (li_rgneN ppn(K) le module de Tate du groupe multiplicatif

et pour tout ¢ € N, on note Zy(i) = Symy_Zp(1) et Zp(—1) son dual. Pour tout
Z,-module T et pour tout ¢ € Z, on pose T'(i) = T ®z, Z,(1).

A.2. Le module de Tate Z,(1) = Tp(Gm) s’identifie au sous-Z,-module du groupe
multiplicatif des unités de R congrues & 1 modulo l'idéal maximal, formé des z
tels que z(°) = 1. Choisissons un générateur de ce module, c’est-a-dire un élément
e = (€M),en € R tel que e® = 1 et e(*) # 1, et considérons les éléments
le] = (¢,0,-+-,0,--:) et ¥ = [¢] — 1 dans W(R) . Alors ’adhérence S de la sous W-
algébre de W(R) engendrée par 7 s’identifie & 1'algebre W{[r]] des séries formelles
en 7 & coefficients dans W ; de plus S est stable par ¢ et Gk, avec les relations
suivantes :

p(r)=(1+m)P -1
g(m) = (1 +m)X -1

et

ol x est le caractére cyclotomique, décrivant ’action de Gk sur les racines de
I'unité d’ordre une puissance de p. On note S[1/p] = Ko ®w S.
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Pour tout entier n > 1, soit K, le sous-corps de K engendré sur Ko par les
racines p™-iemes de 'unité. On pose Koo = Un>1Kn, Tk, = Gal(K/K) et Hg,
le noyau de la projection de Gk, sur I'k,. On dispose d’une suite exacte :

1—- Hg, > Gg, # 'k, — 1

Plus généralement, si L est une extension algébrique de Ky contenue dans K et
si G = Gal(K /L), on pose H, = GL NGk, et 'y = Gp/Hr. On dispose alors
d’une suite exacte similaire a la précédente :

1-H; -G —-Tr—1

On note I'; le sous-groupe de torsion de I'x;, et on pose Sy = STs : on montre,

si p # 2, (cf. [F91], p 268-273) que Sy = W/[m]] , ot mp = —p + Eaer[e][“]. De
plus ,

. @(mo) = umog®™! ol u est une unité de Sp et g=mp +p
e

v(m) = x(7)?"'mp modulo 73 pour v € Tk,
Sip=2,0na Sy =W[m)] avec mp = =2 + [¢] + [¢] ! et

¢(mp) = umog® ol u est une unité de Sp et g=7+p

v(m) = x(v)®m modulo 72 pour v € Tk,

Remarque : Ces notations ne sont pas exactement les mémes que celles de [F91]
ou [F93], ot 7 était noté m, et de méme S était noté S.. L’anneau qui s’appelle
Sy ici est ’'anneau S de la deuxiéme partie de cet article.

On note Of le complété pour la topologie p-adique de S[1/g]. C’est I’anneau
des entiers d’un corps complet pour une valuation discréte, absolument non ramifié,
noté £. Comme q est inversible dans W(Fr R), l'inclusion de S dans W(R) se
prolonge en un plongement de S[1/g] dans W(Fr R) et O¢ s’identifie a ’adhérence
de S[1/q] dans W (Fr R), tandis que £ = Og[1/p] s’identifie & un sous-corps de
Wk, (Fr R). Alors si E = Og/pO¢ , on a

E = Frac(S/pS) = k((%)) et Og=S5/pS =k[[7]]

ot # est la réduction modulo p de w. De plus, si &,,. désigne 1’adhérence
dans Wk, (Fr R) de l'extension maximale non ramifiée £,, de £ contenue dans

Wk, (Fr R), Os /pOgm_ est une cloture séparable E*¢P de F , avec une identifica-
tion des groupes de Galois

Hg, = Gal(E**?/E) = Gal(E,,/E)

De méme, pour toute extension finie L de Ky contenue dans K, £ = (En,) 7% est

un corps complet pour une valuation discrete, absolument non ramifié, d’anneau
des entiers Og, et de corps résiduel B = (E*¢P)Hz,

5



A.3. Soit A un anneau noethérien, muni d’une topologie, pour laquelle il est séparé
et complet, d'un endomorphisme noté o et d’'une action d’un groupe profini T
continue, compatible a la structure d’anneau et commutant a ¢. On suppose en
outre que le morphisme ¢ : A — A est plat. Un p-module sur A est un A-module
muni d’un endomorphisme ¢, semi-linéaire par rapport a o; on note My la
catégorie formée des p-modules sur A. Si M est un tel module, on note M7 le
A-module déduit de M par l'extension des scalaires o : A — A et on dit que M
est étale s’il est de type fini sur A et si ’application linéaire & : M — M, déduite
de ¢ en posant (A ® z) = Ayp(z) pour A € A et € M, est bijective.

Un (¢, T')-module sur A est un ¢-module sur A muni en plus d’une action de
T', semi-linéaire par rapport a l’action de I' sur A, cette action commutant avec
I’endomorphisme ¢. On dit qu'un (¢,I')-module est étale si le y-module sous-
jacent 'est et si l’action de I' est continue. Les (¢, I')-modules étales définissent
une catégorie abélienne notée I‘QMf\t. Dans la suite, on pose I' = I'g.

J-M Fontaine a montré dans [F91] (p. 274) qu'’il existait une équivalence de
catégories entre T M rc Repz,(Gk) induite par les foncteurs Do, et Vo,,

Do, : Repzp(G'K) — I‘@Mgex
T — Do (T) = (Oénr ®z, T)HK

et son quasi-inverse

Vo, : FéM‘geK — Repz,(Gk)
= Vo, (N) = (Oén,. Qoe, N)‘p=1

Dans la suite de ce texte, on va davantage utiliser la version contravariante de ces
foncteurs. On pose

OE,"-,OO = -]'.LIB) Oenr/pnoenr = nr/os,,,.
neN

Pour tout objet T de Repzp,to,,(GK), on note T le Z,-module des applications
linéaires de T' dans Q,/Z, sur lequel G agit via (gn)(t) = n(g~'t) pour g € Gk,
n € T et t € T. L'anti-équivalence de catégories entre Repz_tors(Gk) et
I"I'M‘é,tex torss Sous-catégorie pleine de FéMgc formée des objets de torsion,

K
est alors obtenue en associant & T' le module Do, (T") ou bien également décrite
par :

63: Repzp,tors(GK) - I‘éMg‘eK,tors

T = *Og (T) = HomZ,[HK] (T) OE,.,.,oo)
tandis qu’un quasi-inverse est donné par
V*o, : I‘@Mgex ,tors - Repzp,tors(GK)
= V*O¢ (N) = HomQMOCK (Ny OE,,,.,oo)
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De méme, si T est un objet de Repz, (Gxk) sans p-torsion,
Da; (T) = HomzP[HK](T, Oénr)

s’identifie a
lim D5, (T/p"T)
neEN

et si A est un (¢, T')-module étale libre sur O¢,,
V5, (N) = Hom.pMotK (N, 0¢_)

s’identifie a
lim V5, (N/p"N)
neEN

Soit I'®M3_ la catégorie des (y,T')-modules sur £x obtenus & partir de -
modules étales sur Og,. en rendant p inversible. On sait (cf. [F91], p 274) que le
foncteur V¢ défini par ‘

Ve(M) = (€nr g, M)?=E

induit une équivalence entre &M} _ et la catégorie Repq,(Gk) des représenta-
tions p-adiques de G , avec pour quasi-inverse le foncteur

D¢ : Vo De(V) = (€nr ®q, V)HX.

Comme précédemment, il existe une version contravariante de ces deux foncteurs,
les foncteurs

Vi: M V(M) =Homam,, (M, €nr)

et
D% : Vs DE(V) = Homq,[z,|(V; Enr)

A.4.T-modules sur Ko((t)) et connezion.

Soit Sk, = l(_igneN S[1/p]/x"S[1/p]; alors t = log(1l + m) est un élément de
Sk, et Sk, = Ko[[t]], de méme Sk, [1/t] = Ko((t)). Pour g € T, on a g(t) = x(g)t
ou x est le caractéere cyclotomique.

Si N est un Kp[[t]]-module de type fini muni d’'une action semi-linéaire et
continue de I', pour g suffisamment petit dans I', la série

logg = Z(—l)"‘l(g_Tl) :N—> N
n>1



converge et v = log g/ log x(g) ne dépend pas du choix de g. On peut alors définir
une connexion réguliére

V i N[1/t] = N[1/4] ® ko((ty) Vxco((e))

comme 'unique connexion telle que V(z) = v(z )dt pour tout z € N.
Si M est un I-module sur $[1/p], le module M[1/t] = (lim N M/m"M)[1/1]

est un Ko((t))-module muni d’une action semi-linéaire et continue de I, d’o1 une
connexion qu’on note V ;.

A.5. Représentations p-adiques de G .

Soient V' une représentation p-adique de Gk de dimension d sur Q, et
M = D%(V). Rappelons (cf [F91], p. 282-285) que la réunion j,(M) des sous-
S-modules de type fini de M stables par ¢ est un S[1/p]-module libre de rang fini
d' < d stable par ¢ et T'; c’est donc un (¢,I')-module sur S[1/p]. L’application
naturelle

Ex Bsp1/p) Jo(M) = M

est injective ; c’est un isomorphisme si et seulement si d' = d, auquel cas on dit
que V est de hauteur finie.

On se propose de montrer le résultat suivant :

THEOREME 1 :

Supposons K C K ; soit V une représentation p-adique de Gx de
dimension d et de hauteur finie et soit M = j.(M). Il y a équivalence
entre les assertions suivantes :

1) V est potentiellement cristalline,
2) il existe une extension finie L de K contenue dans K., telle que la
représentation de G déduite de V par restriction soit cristalline,
3) V est une représentation de De Rham,
4) il existe un entier r et un sous-S-module N libre de rang d de M
stable par I et tel que I’action de T soit finie sur (N/7N)(-r).
5) la connexion V est triviale.
En outre, s’il en est ainsi, pour que V soit cristalline en tant que

représentation de G, il faut et suffit que I'; opére trivialement sur
KerV ;. '

Remarques :

a) On verra au cours de la démonstration que, si I’action de I' est triviale sur
(N/mN)(—r), alors V est cristalline,

b) 2) = 1) est trivial,
c) 1) = 3) est bien connu (cf par exemple [F-I]),



Remarques supplémentaires :

a) En remplacant Ko par une extension finie non ramifiée convenable, on
voit que le théoréme s’étend au cas ot l'extension K Ko /Ko est non ramifiée
(c’est-a-dire ot K K,,/K,, est non ramifiée pour n assez grand).

b) Inversement, J-M Fontaine conjecture que si K Ko /Ko est non ramifiée
et si V est une représentation de Gx qui devient cristalline sur une extension finie
de K contenue dans une extension non ramifiée de K, alors elle est de hauteur
finie. C’est le cas si K = Ky, si V est cristalline et s’il existe un entier a tel que
les poids de Hodge-Tate de V sont dans 'intervalle [a,a + p — 1] (cf corollaire du
théoréme 2 ci-dessous et la remarque qui le suit).

¢) En revanche, 'analogue de cette conjecture de J-M Fontaine est fausse
lorsque 1’on omet ’hypothése K Ko,/K o non ramifiée. On peut en effet montrer
que si K' est le sous-corps de K, fixe par 'image de 'y dans I'g,, toute
représentation de hauteur finie de G s’étend d’une maniére et d’une seule en
une représentation de hauteur finie de G+ et on peut montrer qu’il existe des
représentations cristallines de Gx qui ne vérifient pas cette propriété.

A.6. Représentations Z,-adiques de Gx, dans le cas ot e = 1.

Soit Ty le groupe de Galois de la Z,-extension cyclotomique de Ky contenue
dans K,. On a une action de I'y sur Sp. Si A € N, on note I‘oi’Mls’o la sous-
catégorie pleine de la catégorie des (p,I'g)-modules sur So formée des objets N
vérifiant :

1) le So-module sous-jacent est de type fini et sans p’-torsion (ie, pour tout
élément irréductible A de Sp non associé & p, N est sans A-torsion),

2) le Sp-module N/®(N?) est annulé par ¢",

3) le groupe T’y agit trivialement sur N/moN.
Pour h < p — 1, la catégorie [o@MGg, est abélienne (cf [F91], p 301); pour
h = p — 1, il faut se restreindre a la sous-catégorie pleine de I‘oi’Mgo—l, qu’on
note I‘0§M§:1*, formée des objets N n’admettant pas de sous-quotient non nul
N tel que ®(N°) C ¢*"IN.

On note I'o®@M{ la réunion des To@ME_ pour h € N. Pour tout objet M

de I‘oéMgo, on définit la cr-hauteur de M comme le plus petit entier h tel que
M soit un objet de Lo @M§, .

Le foncteur j* : [o@Mg, — I'&@MY, (cf [F91], p. 301) qui & N associe
J*(N) =N =0s®s, N

est exact et fidele; si A < p—2 (si A = p— 1, on se restreint a I‘oi’M‘S’:l*), il
est pleinement fidéle et induit alors une équivalence de catégories entre I'g §M§°
(To@ME;"* si h = p — 1) et son image essentielle par j* . On note To@MY . .

la sous-catégorie pleine de I‘o‘PMls‘0 formée des objets de p-torsion. Si N est un
objet de cette catégorie, on pose

Vea(N) = Vo, (5°(N)
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c’est un Zp-module de type fini muni d’une action de Gx . On obtient ainsi un
foncteur

V:r : I‘OQMkSlo,tors - RePz,,tors(GK)

qui est exact et fidele et on note Rep%mtors,cr(GK) son image essentielle, appelée
catégorie des représentations de cr-hauteur finie < h. Si h < p— 2, V7, est pleine-
ment fidéle et induit donc une anti-équivalence de catégories entre Lo®@MY .,

et Rep‘z‘wtou,cr(GK). Si h =p—1, on a une anti-équivalence entre I‘OQM‘s’;t;"
et son image essentielle Rep‘z’:,lt:"’cr(GK).

On se propose de montrer que les représentations de cr-hauteur finie sont des
sous-quotients de représentations cristallines.

THEOREME 2 :

Soit h un entier, 0 < h<p-1.

1) Soit T une représentation de p-torsion de Gx. Alors T est de
cr-hauteur finie < h si et seulement si ' est un sous-quotient de
représentation cristalline a4 poids de Hodge-Tate compris entre 0 et h.

2) Plus généralement, il existe un entier r tel que T(r) soit de cr-
hauteur finie < h si et seulement s’il existe un entier ' tel que T soit
sous-quotient de représentation cristalline a poids de Hodge-Tate dans
Pintervalle [»',7' + h].

Remarquons dés maintenant que la deuxieme assertion résulte de la premiere.

On dit qu’une représentation p-adique de Gx est de cr-hauteur < h s'il existe
un objet Ny de Pg§M§° libre de rang fini sur Sp et un isomorphisme de £ ® s, No
sur D*g(V'). Le corollaire suivant est immeédiat :

COROLLAIRE : Soit V une représentation p-adique de G et h un entier
compris entre 0 et p — 1. Il y a équivalence entre :

1) il existe un entier r tel que V(r) soit une représentation de cr-
hauteur finie < A,

et

2) il existe un entier ' tel que V soit une représentation cristalline
a poids de Hodge-Tate dans ’intervalle [',7' + h].

Alors, si les deux conditions équivalentes ci-dessus sont vérifiées, V'
est de hauteur finie.

Remarque : Une représentation p-adique V de Gy qui est de cr-hauteur finie est
de hauteur finie. En effet, si Np est comme ci-dessus, comme S est un Sp-module
libre et Sy = ST+, on en déduit que

N =8 ®s, No. C j«(D*e(V))

o No € (ju(DE(V)))F?

Puisque j.(D*£(V)) est un S[1/p]-module libre de rang < d = dimq, V' et contient
N[1/p) qui est un S[1/p]-module libre de rang d, on obtient le fait que j.(D*g(V))
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est de rang d sur S[1/p] et, par conséquent, que la représentation est de hauteur
finie.

De plus, N est un S-module libre de rang d stable par IT' et tel que ’action
de I soit triviale modulo 7. On voit ainsi que 1) = 2) du corollaire ci-dessus n’est
qu’un cas particulier de l'implication 4) => 1) du théoréme 1.
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B. Les représentations cristallines.

B.1. Construction des anneaux R, WFP(R), A.., et BY

cris®

B.1.1. Rappels sur les puissances divisées.(cf. [B-O], chapitre 3)
B.1.1.1. Algébres a puissances divisées.

B.1.1.1.1. Soit A un anneau et I un idéal de A . Une structure d’idéal & puissances
divisées sur I consiste en la donnée d’applications «,, : I — A , pour tout m € N,
tellesque Vz,yeIetVAEA :

1) vo(z)=1,m(z)=zet yp(z)€lsim>1
2) Ym(z+9) = Xipj=m (2)7i(v)
3) Ym(Az) = Ay, (2)
4) 7m(z)7n(z) = (mntn)7m+n(z)
5) Ym(1n(2)) = (mn)l/(m!(n!)™)¥mn(2)
On parle alors de p-d-algébre (A,I,7vr) .

Remarques :

- (mn)!/(m!(n!)™) est un entier : c’est le nombre de partitions d’un ensemble
de mn éléments en m ensembles de n éléments .

- si A est un anneau de caractéristique 0, alors vy, (z) = z™/m!.

- m!ym(z) = ™ ; en conséquence , si I admet des puissances divisées alors
zm €m!I pourtoutz € I.

Un morphisme f de p-d-algébres de (A,I,vr) dans (B,J,vs) est un
morphisme d’anneaux

f:A— B telque f(I)CJ et foyr=q50f

Un sous p-d-idéal J de I est un idéal J contenu dans I et tel que v, (z) € J si
zeJetm>1.

P-d-quotient : soit J un idéal de A tel que I N J soit un sous-p-d-idéal de I , il
existe alors une unique structure 7y d’idéal & puissances divisées sur l'image I de I
dans A/J telle que la projection de A sur A/J soit un morphisme de p-d-algebres
de (A, I,vs) dans (A/J,I,v;).

B.1.1.1.2. Ezemple :

Soit Z(,) le localisé de Z en p. Pour toute Z(;)-algebre 4, il existe une structure
naturelle d’idéal & puissances divisées sur l'idéal engendré par p : si z = py € pA

et si m € N, alors ?;n—n,l € Z(y) et Ym(z) = %ym ne dépend pas du choix de y.
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B.1.1.1.3. Compatibilité :

- Soient A un anneau, (I,vr) et (J,7s) deux structures de p-d-algébres sur
A telles que 77 et s coincident sur I N J; alors il existe une structure unique de
p-d-idéal sur K = I + J , coincidant avec v sur I et avec vy sur J.

— On considére (A4, I,v1) et (B, J,vs) deux p-d-algebres, ot B est en plus une
A-algébre; on dit que 7y s’étend & B s'’il existe une p-d-structure yp sur IB telles
que le morphisme d’algebres

(A)Iy'YI) — (B)IB77B)
soit un p-d-morphisme. Dans ces conditions et si, en plus, yp = 45 sur IBNJ, on
dit que vy et «v; sont compatibles.
Ceci est équivalent au fait qu'il existe sur K = IB +J , idéal de B , une structure
vx de p-d-algébre nécessairement unique telle que les morphismes
(A)I)'YI) - (B) K)'YK)
(B) J)7J) — (B’K)'YK)

et

soient des p-d-morphismes.

B.1.1.2. Enveloppe & puissances divisées .

B.1.1.2.1. On se donne (A4, I, vr) une algebre a puissances divisées, B une A-algebre
et J un idéal de B . Il existe une B-algébre B, et un idéal J & puissances divisées
tels que JBy, C J , les puissances divisées vy sur J soient compatibles avec v et
possédant la propnete universelle suivante :

Pour toute A-algébre C munie d’une p-d-structure (C,K,vyk) , ot C est
également une B-algébre , JC C K et yx compatibles avec vy , il existe un p-
d-morphisme (B, J,v5) — (C, K,vx) rendant commutatif le diagramme suivant :

(BJn') j’ '7)
morphisme de B- al‘ébte/ \p-d-morphhme
(B,J) '"'x'a"’.'i'.'{?fa“ (C,K,vx)
morphisme de A- -l‘ébte\ /p-d-morphhme

(A)I"YI)

. Alors, By s’appelle I’enveloppe d puissances divisées de B relativement a
lidéal J.

B.1.1.2.2. Cas ot B est une Zp)-algébre :

Il s’agit de faire une description de l’enveloppe a puissances divisées de
B relativement & un idéal J, la structure de puissances divisées devant étre
compatible avec la structure de puissances divisées canoniques sur pB .

On remarque que se donner les applications v, : J — J revient a se donner
une application § : J — J tellequeVz,yeTetVAE€ A:

- p(S(x) = zp’

- §(Az) = APé(z),

= 8(z + 1) = 6(z) + 6(y) + Ty ciqpn 2(B)2iPP
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En effet, si les puissances divisées sont données, on prend 6(z) = (p — 1)!y,(z).
Inversement, tout entier m s’écrit sous la forme m = mo+pmy; +---+p*m, ,

ou les entiers m; sont compris entre 0 et p —1 . Alors, si B est une Z,)-algébre
sans p-torsion,

:cPi — p1+P+"'+p‘_16i(z)

g™ = gt ma e ™) o (5(z)ym L (52(2)) ™
comme

'vp(m!) =my +(1 +p)m2 ++(1 +p+,”+ps—1)m‘

on obtient
p”r( m!)

2™ (§(z))™ -+ (6*(z))™

Tm(z) = m!

vy (m!)
Si B est de p-torsion, comme 2—”— est une unité de Z,), I'expression ci-dessus
garde un sens dans B. On venﬁe que les v, ainsi définis conviennent.

Ezemple :

Si B est une Z,)-algebre et si A n’est pas diviseur de zéro, 'enveloppe a
puissances divisées de B compatibles avec les puissances divisées canoniques sur
pB relativement & un idéal principal J = () est ’algebre

BFP = B[(ym(}))men]
= B[5*(\)] avec ps*(A) = (6*"*(X))?
= B[Y1,--,Ys, ) /(®Ys = YP_1)s>1 avec Yp=2A

B.1.2. Les anneaux R et WEP(R).
B.1.2.1. L’anneau R. (cf. [F82] ou [F93])

Posons S’ = Og/pOg. On pose R = lim N S', ou les applications de
transition sont toutes identiques, & savoir ’application qui & z € S’ associe z? € S'.
L’anneau R ainsi défini est un anneau de caractéristique p , parfait.

Remarques :

a) on peut obtenir une autre description de R en munissant la limite projec-
tive, indexée par N, des anneaux O¢ , avec toujours pour applications de transition
les applications z — zP , de la structure d’anneau suivante :

— la multiplication est définie par (zy)(™ = z(y(?)
— l'addition par (z + %)™ = limm—4eo(z(Mt™) + y(m+n))p™
oi z = (2(™) en et ¥ = (¥(™)nen sont dans lim _ Oc .
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La projection Oc — O /pOg permet d’identifier R et lim eN Oc . 1l est alors
possible de définir une valuation sur R , en posant vg(z) = vc(z(®)) et R est
complet pour cette valuation .

D’autre part k se plonge dans R:aack , on associe son représentant de
Teichmiiller [a] dans Og , puis sa réduction modulo p dans S’ . On obtient de
cette facon une application de k dans R

a€k— ([allpﬂ])neN €ER

Le corps des fractions de R , noté Fr R , est un corps valué complet d’anneau des
entiers R et de corps résiduel k ; de plus Fr R est algébriquement clos .

b) Soit E le corps des normes (cf. [W]) de 'extension Ko, = UnenKn, olt
K, = Ko[e(™] = Kp_ [¢™)]

est le corps engendré par les racines p™-itmes de l'unité contenu dans K. On
rappelle que (1) est une racine primitive p-itme de 1’unité dans O et les (e("))
forment un systéme compatible de racines de 'unité. On sait (cf. [W], chap. 2)
que E est un corps local de caractéristique p, dont I’anneau des entiers O est la
limite projective des anneaux O, /() — 1)Ok,, I'application de transition

Vp OK,‘/(E(I) - 1)01{" — OK,._l /(6(1) - 1)0}{

n—1

étant induite par la norme de K,, a K,,_;. En outre, si £ € Og_ et Z est son image
dans Ok, /() — 1)Ok,,

- NKn/Kn—l (m) € (6(1) - I)OK" ?
ce qui fait que v, (Z) est I'image de zP dans
(Ok,_, + (M =1)0k,) /(M) - 1)0Ok, = Ok, _, /(€M) - 1)Ok,_,

En fait
Op = k[[e — 1]] = k[[#]]

Le groupe de Galois Gal(Koo/Ko) = ', ~ Zj;, agit sur E par g(¢) = ex(9), o
x est le caractére cyclotomique, et Ey = ET7 est le corps de normes de la Z,-
extension cyclotomique de Ky contenue dans K. On peut voir (cf. [F91], p. 271)
que Ep = k((#o)) avec o = 3., eldl et Op, = k[[#o]], pour p # 2, et une
égalité similaire pour p = 2.

On voit facilement que E et Ep se plongent dans Fr R ; de méme, O, et Og
se plongent dans R. Plus généralement (cf. [W], chap. 3), si L est une extension
galoisienne finie de K, alors le corps des normes Ey, de ’extension L/K est une
extension galoisienne finie de F, on a

al(L/K o) = Gal(EL/E)
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et Er se plonge dans Fr R. Ceci permet de définir
Ef( = lim EL’

1
Koo CLCKR
L /K oofinie galoisienne

qui est une cléture séparable de E et
Gal(Byg /) = Gal(R /Ko) = Hx,

Rappelons enfin (cf. [W], chap. 4) que Fr R s’identifie au complété de la cléture
radicielle de Eg = E*¢P.

B.1.2.2. Construction de WED(R.).

On considere W(R) l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans R et
W,.(R) ’anneau des vecteurs de ' Witt de longueur n .

B.1.2.2.1. ProposITION : L’application
0 : W(R) — OC
z=(z,) — ZneNp":cS,")

est un morphisme d’anneaux, qui est surjectif. Son noyau Kerf est un idéal
principal de W(R) .

DEMONSTRATION : Soit A = (3,1,0,:--,0,---) un élément de W(R) ou B € R
est tel que 8(0) = —p .
On voit que A € Ker 8 et on va montrer que Ker 8 est I'idéal engendré par X .

— On commence par montrer que

Ker6 C () + (p)

Si z € Kerf , alors mf,") est divisible par p donc vg(zo) > 1 . On peut écrire alors
zo=afoua€ERrR.
Dans ces conditions z — [a] X est divisible par p , c’est-a-dire

X [o]X € pW(R)
et
z € (A) + ()

— D’autre part
W(R)/Kerf ~ Oc

qui est sans p-torsion , donc Ker§ NpW(R) = pKerf et z — [a]\ € pKerf. On
peut ainsi écrire = [a]A + pz; ou z; € Kerf et montrer par récurrence qu'’il
existe y € W(R) tel que z = yA.

o
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Remargque : plus précisément, un élément A = (Ao, A1, -+, An, ) € Kerf en est un
générateur, si et seulement si vr(Ao) = 1. En particulier, sip # 2 et si ¢ = mo+p est
’élément de W (R) introduit dans la partie A., alors ¢’ = ¢~!(g) est un générateur
de Kerf. En effet, on voit facilement que 6(g/) = 0 et il suffit de vérifier que
v(#o) = p. Mais,
vr(#o) = (p — 1)vr(e — 1)

puisque 7 et 7p sont des uniformisantes de Og et de Og, respectivement,
I’extension E/E, est totalement ramifiée de degré p — 1 et

vr(e —1) =vc((e = 1)) =vc ( lim (™ —1)P7)

m—+4o00

- 1 m (m) _ — _2___
ol pTec(E™ —1) =

Si p = 2, alors, on prend ¢ = 7 + p et ¢’ = ¢ ~1(g) est un générateur de Ker6.
B.1.2.2.2. De méme, pour n entier > 1, on définit I’application
b, : Wh(R) - Og/p"Og

par
On((z0, 21, s Tnca)) = D Pl

0<m<n-1
On pose
Ker8,, = ImKerf = (Acn)

?

en notant A¢, l'image dans W,(R) du générateur choisi A de Kerf. On note
WFPP(R) l’enveloppe & puissances divisées de W,(R) relativement & Kerf,,
compatibles avec les puissances divisées canoniques sur pW,(R) . D’apres ce qui
a été vu dans le paragraphe précédent

erD (R) = Wn(R)[‘S(A<n)’ M) 6‘(A<n), te ]
= Wn(R)[Yh EEI SR ]/(st - Yap—l)szl et YYo= A<

On pose
Acris = [im WSP(R)
neN
le séparé complété pour la topologie p-adique de ’enveloppe a puissances divisées

de W(R) relativement & Kerf, compatibles avec les puissances canoniques sur
PW(R) et B:-m's = K Qw Acris = Acris[]-/p]-
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Remargques :
a) pour n =1, on a Ay = Ap, (6%(X0))? =0 et

W],PD(R) = R[},h : '7},33 ot ']/(}IAP)JEN = R/AO[},I) "’Y'a)' * ']/(y;p)azl

b) La suite exacte courte

0 — Wi(R) 2 Wiyt (R) = W,(R) — 0
induit la suite exacte
0~ WP(R) 5 WER(R) » WP (R) 0
1l s’agit en effet de voir que si
z € Wi (R)

est annulé par p® , alors z est divisible par p" ; par récurrence décroissante sur s,
on se raméne & montrer que si s < n et € WFP(R) est tel que p*z = 0, alors =
est divisible par p, ce qui revient a montrer que si

z € Wa(R)[Y1,++, Yim, -]
est tel que
p°z € (pYm — YP_1)m21

alors
z € (pYm — Y7 _1)m>1

Il existe un entier g tel que z € W,,(R)[Y1,:-+,Y,] et p®z est dans I'idéal de cet
anneau engendré par les

(PYm — Y£—1)15m3q
Un calcul simple permet de voir qu’alors l'image de =z dans
Wn(R)[Yla cee ’n—I][Yq]/(PYm - Yp—l)lsmsq—l
est dans (pY,—Y?_,). Par récurrence, on montre ainsi que 2 € (pYm—Y2 _;)1<m<q-
B.1.2.2.3. Filtration sur WFP(R).
Pour r € N, on pose
Fil" W, (R) = (Ker8,)"

et on note Fil" WPP(R) l'idéal de WIP(R) engendré par les ym(A<n) pour
m > r. Le morphisme naturel de W, (R) dans WXL (R) envoie Fil” W,(R) dans
Fil” WPD(R).
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On a également un Frobenius sur WFPP(R) , qui provient du Frobenius sur
Wa(R) et ¢(6(z)) = 6((z)). On vérifie que Ker 6 + pW (R) est stable par ¢ et que
¢()) est divisible par p dans WP (R) . En particulier pour r <p—letn > r,
on dispose de l'inclusion suivante

Fil" WFP(R) c {z e WFP(R) tel que ¢(z) € p" WP (R)}
ainsi que de la suite exacte :
0 — Fil" WFP(R) - FiI" WL2(R) — FiI" WFP(R) — 0
Ceci permet de définir des applications
¢" : Fil" WFP(R) » WEP(R)

de la maniere suivante :

soit z un élément de Fil” W7D (R) ; il se reléve en un élément £ € Fil" WD (R)
tel que ¢(2) = p"y, alors ¢"(z) = § modulo p™ ne dépend pas du choix du
relevement Z de z, ni du choix de 7, et de plus, pour » < p — 2,

= +1
(pfpur+1 - p(p"

La filtration et les applications ¢" ainsi définies passent a la limite projective.

Remargques :
a) L’application
6:W(R) - Oc

se prolonge en une application notée toujours 6 de A..is vers Oc ou de B} ., vers

C. Pour tout entier » > 0, on note Fil" B} . 1’adhérence de 1’idéal engendré par

cris

les ¢'™/m! pour m > r . On remarque que

Fil‘l‘ Acria = Fil"' B+ N AC"iS

cris

D’autre part, ’élément ¢ défini par

—1)"

s Spyees (6

> (o

n>1
appartient a B:;,ia et I'idéal engendré par t est stable par ’action de Gx et par
@ avec ¢(t) = pt et g(t) = x(g)t, pour g € Gg. On pose Beniy = BE, [1/1];
c’est un anneau muni d’une application ¢, d’une action de Gx et d’une filtration
décroissante par des sous Ky-espaces vectoriels, pour r € Z :

Fil" Benis, = Uzt Fil™+ B

cris
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b) Les idéaux Fil”" WFP(R) et Fil" W, (R) ne sont pas stables par ¢; on
introduit alors les idéaux (cf. [F93))

I = {z € A, tel que popo---0¢p(z) € Fil" Aepy, pour tout i € N}
——
i fois

et

IMW(R) = {z € W(R) tel que popo---0¢p(z) € Fil" W(R) pour tout i € N}
(LA ——

i fois
On sait que II"l est un idéal principal et qu’un élément
a = (@, @1, ++,Qn, ") € I["]W(R)

en est un générateur si et seulement si vg(ag) = rp/(p — 1); on en déduit
que I"IW(R) est l'idéal de W(R) engendré par 7" et IIP~UW(R) peut &tre
également vu comme 1'idéal engendré par mp, si p # 2 (cf calcul p. 15). Sip = 2,
IP=1UW(R) = II'1W(R) est l'idéal engendré par 7 et [mp] engendre IZIW(R).
D’autre part It est un p-d-idéal de A i, et T [] est la r-ieme-puissance divisée
de I'Y; plus précisément Il est I’adhérence du W(R)-module engendré par les
éléments {4} = t"(")'y,.,.‘(,)(tp-1

——) oi m(s) et 7(s) sont respectivement le quotient
et le reste de la division euclidienne de s par p — 1. Comme ¢(t) = pt, on voit
facilement que, pour m <p-—1,

@™ (Fil™ Aepi, N IM) ¢ 117
et pour tout n € N,
e™(Fil™ WFP(R) n IMWFP(R)) c I'WFP(R) ;
en particulier,sin=1etr=p—1,0n a
o™ (Fil™ WFP (R) n 1P~ 1w PP (R)) c IP-IWPFP(R)

c) le cas n =1 . Choisissons 8 = (B )nen € R tel que B = —p.
- (‘DTF“,-.H =0 pour 0Lr<p-2

WP (R) /TP 1W]P(R) = R/B"R
= R/#oR si p # 2
=R/mRsip=2
alors 1’application

u=6op™l: R — Oi/pOg

z —~ zWmodp °
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induit un isomorphisme d’anneaux de R/BPR vers Og/pOg (¢~' désigne ici
linverse de ).

De plus, on rappelle que R/BPR est muni d’une filtration
Fil"(R/67R) = B"(R/6°R)
pour r < p— 1 et Fil"(R/BPR) = 0 pour r > p, et d’applications ¢" définies par :

o": Fi"(R/BPR) — R/BPR

BTz — zP
Si on définit sur Og /pOpg la filtration suivante

Fil" Og /pOg = (BM))"Ox [pOx
et les applications ¢” par

¢": Fil"Og/pOgp — Og/pOg
BNz - P

b}

on constate que u respecte la filtration et commute aux applications ¢". Alors, si
on munit Og /pOg de la structure de k-espace vectoriel déduite par l’extension

des scalaires o~} : k — k, on voit que u est un isomorphisme de modules filtrés de
WfD(R)/I[P—]']WIPD(R) sur Og /pOg.

B.1.3. Les modules filtrés sur W et K.
B.1.3.1. Les modules filirés sur K.

B.1.3.1.1. Un ¢-module filtré sur K est la donnée d’un Ky-espace vectoriel D muni :
— d’une application ¢ : D — D semi-linéaire par rapport a o et injective,
- d’une filtration décroissante sur Dx = K ®k, D par des sous-K-espaces
vectoriels (Fil" Dk )recz tels que

Urez Fil" D = Dy

et
Nrez Fil” Dy = {O}

Les ¢-modules filtrés forment une catégorie additive, notée MFgk, qui possede
des noyaux et des conoyaux. Les morphismes sont ceux qui commutent aux
applications ¢ et qui, par extension des scalaires & K, respectent la filtration.
On dit qu'un ¢-module filtré D est positif s’il vérifie Fil® Dg = 0.

Remarque : les anneaux B..;, et B:m sont des objets de MFk. En effet, ils
possédent tous les deux une action de Frobenius et K ®g, B.ri, ainsi que
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K ®k, B}, sont munis de la filtration induite par leur inclusion naturelle dans
BDR. ]

Si D est un objet de MFx et i un entier, on introduit ’objet D{i} de MFk
ainsi défini :

- le Ky-espace vectoriel sous-jacent est D,

—'on a Fil" D {i} = Fil™"* K pour r € Z, .

— (avec des conventions évidentes) ypgiy = p ™ ¢p.

Si D est un objet de MFk qui est de dimension finie sur Ky, le Frobenius ¢
est bijectif et on peut munir le Ky-espace vectoriel dual D* d’une structure d’objet

de MFk en posant (¢n)(d) = o(n(¢~(d))) pour € D* et d € D; la filtration
s’obtient en prenant pour Fil” D} 'orthogonal de Fil~"*! Dy.

B.1.3.1.2. On définit (cf [F79], chap. 4) la sous-catégorie pleine MFf. de MFx des
objets faiblement admissibles ; ceux-ci sont de dimension finie sur K. La catégorie
MFE est abélienne, stable par dualité et par les opérateurs D — D{i}. On note
MF[E’b], ol a et b sont des entiers avec a < b, la sous-catégorie pleine de MFE
dont les objets sont les p-modules filtrés faiblement admissibles sur K et tels que
Fil®* Dg = Dy et Fil®*! Dg = 0; comme sous-catégorie pleine de MFL, elle est
stable par sous-objets, sous-quotients, sommes directes et extensions. En outre, si
De MF[IE’b], on a D{i} € MF[Iz'i’b"“.

Si D est un ¢-module filtré de dimension finie et si e = 1, c’est-a-dire si
K = Ky, alors il y a équivalence entre (cf [L], chap. 3) :

— D est faiblement admissible
et

— il existe un réseau A de D sur W tel que

Zp"'(p(A NFil"D)=A.
r€Z

Un tel réseau est appelé réseau adapté; on remarque qu’il vérifie
e(FI1"A)Cp"A
pour tout r € Z.

B.1.3.2. Les modules filtrés sur W.

B.1.3.2.1. Un module filtré sur W est un W-module A muni :
— d’une filtration (Fil" A),e¢z décroissante par des sous-W-modules de A ,
séparée et exhaustive ; c’est-a-dire telle que
Neez FI"A =0 et Upez FiI"A=A ,
— d’applications ¢" : Fil" A — A semi-linéaires par rapport au Frobenius o de

W et telles que

r _ r4+1
(plru"ﬂ A py
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On note MFw la catégorie des modules filtrés sur W, dont les morphismes sont
applications W-linéaires respectant la filtration et commutant aux applications ¢",
et MFy la sous-catégorie pleine de MFw formée des objets tués par p. La catégorie
MFw est additive et Z,-linéaire, mais n’est pas abélienne.
Noyau et conoyau d’un morphisme dans MFw.

Soient A et A’ des objets de MFw et u un morphisme de A vers A’. On peut
définir le noyau de u : en tant que W-module, Keru est le noyau de » considéré
comme un morphisme de W-modules, qu’on munit de la filtration

FiI"Keru = KeruNFil"A ,

et des applications "
99£ke, u= q’ﬁ{eru

De méme, un sous-objet Ag de A est un sous-W-module de A tel que
e (Ao NFil"A) C Ao

et muni de la filtration induite par I'inclusion, c’est-a-dire Fil™ Ag = Ap N Fil" A.
On dit que le morphisme u : A — A’ est strict si
u(Fil"A) = FilI"A'nu(A)

pour tout r € Z. Si u est strict, on peut définir son conoyau : en tant que W-
module Cokeru est le conoyau de u dans la catégorie des W-modules. On définit
la filtration sur Cokeru de la maniére suivante : soient u, la restriction de u a

Fil" A & valeurs dans Fil" A’ et Cokeru, le conoyau de u, dans la catégorie des
W-modules. On a alors un diagramme commutatif :

FiI"A — Fil"A' — Cokeru, — 0

i 1
A — A — Cokeru — 0

qui fournit une fleche naturelle de Cokeru, vers Cokeru. Comme u est strict,
cette fleche est injective et on définit Fil” Coker u comme 'image de Coker u, dans
Coker u. Les applications ¢" se déduisent de celles sur A’ par passage au quotient.
En particulier, on déduit la notion d’objet quotient.

Si A et A’ sont des objets de MFy, alors Keru et Cokeru également.

Ezemples : a) Si A est un réseau adapté d’un module filtré sur K faiblement
admissible, alors on peut poser ¢™ = (1/p" )@~ , et A devient un objet de MFw.

b) L’anneau A.n;; tel qu’il a été décrit dans la partie précédente est muni d’une
filtration Fil” Acpis et d’endomorphismes ¢" : Fil™ Acpis — Acris pourr <p-1
et vérifiant (pi'mﬁ_u = pp™t!, pour r < p — 2. 1l est nécessaire de modifier

eris

cette filtration pour que A..;; devienne un objet de MFw : pour cela, il suffit
de poser Fil" A..;, = 0 pour » > p et de conserver la définition des Fil” A.;,
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pour r < p — 1. (Dans les applications, on ne s’intéressera qu’aux objets dont la
longueur de la filtration est plus petite que p — 1 et le choix des Fil™ A.;,, pour
T > p, n’intervient pas; on aurait également pu choisir

Fil; Agis ={z €Fil" A,y tel que o(z) € p" Aeris }

b

mais alors, la multiplication par p™ dans A.,;, ne serait pas un morphisme strict,
pour n > 1.)

c¢) De méme, WFP(R) est muni dune structure d’objets de MFyy ; pour 7 <
p—1, Fil" WFPP(R) est I'idéal de WPP (R) défini précédemment, avec ’application
¢ : FiI"WFP(R) — WFD(R) et pour r > p, on pose Fil” WFP(R) = 0. On voit
que WFPP(R) s’identifie au conoyau de ’endomorphisme strict de Acnis qui est la
multiplication par p™.
Remarque : cas ou A est tué par p.

L’application ¢" est nulle sur Fil"*!; en d’autres termes " se factorise en
une application notée toujours

" F"A/Fi™1 A = A

Puisque A est muni d’une filtration décroissante, on peut considérer le module
gradué gr A associé a A , c’est-a-dire le module

grA = @,z Fil" A/Fil™! A

La donnée des applications ¢ : Fil” A — A nulles sur Fil™*! A équivaut 4 la donnée
d’une application o-semi-linéaire ® : gr A — A ; en effet il suffit de poser

$(z) = ¢"(z) pour Z € gr" A =TFil"A/Fil"t A
ot z est un relevement quelconque de Z dans Fil™ A.

B.1.3.2.2. Pour a et b entiers, on considere a présent les sous-catégories pleines
de MFw, qu’on notera MFl‘:}b] (respectivement MF3,) formée des objets M

de type fini sur W, tels que Fil® A = A et Fil®*' A = {0} (respectivement des
objets A de type fini tels que Fil® A = A et tels qu’il existe un entier h vérifiant
Fil**1 A = {0}). On impose en plus que les Fil" A soient des facteurs directs et

que
A=) ¢ (Fil" A)
reZ

Si A est tué par p, ceci revient & demander que A soit de dimension finie sur k et
que l'application
®: @z FIA/FI™T A A

soit bijective.
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On note MF+ la sous-catégorie pleine de MF"' formée des objets tués par p. On
appelle alors hauteur de A le plus petit entier h tel que Fil*** A = {0} et on note
MFY, (respectivement MFE) la sous-catégorie pleine de MF{, (respectivement
de MF+) formée des objets de hauteur < h . Tout morphisme de MF3, (donc de
MF}) est strict et ces deux catégories sont abéliennes (cf [F-L], p. 588)

Remarque : les sous-objets d’un objet A de MF+ dans la catégorie MFw sont
également des sous-objets dans MF+ De méme, un quotient d’un objet de MF'*'
dans MFw a priori est en fait un quotlent dans MF, (cf [F-L},p.588).

Les sous-objets et quotients d’un objet de MF+ vérifient la méme propriété.

Ezemple : Si e = 1, un réseau adapté A d’un objet D de MFL tel que Fi°D=D
est un objet de MFY,.

Si A est un objet de MF{, et i un entier, on introduit le module A{i} défini
par :
Fil" A{i} = Fil"** A
(PA{z} - ‘PT—:'
Si A € MFI%?! on a A{i} € MFI&M0-1,

Remarque : bases adaptées a la filtration.

Soit A un objet de MFJ de dimension d sur k et (e;)1<i<a une base de A. A
chaque e;, on associe le plus grand entier r; tel que e; € Fil™ A.

On voit que ’on peut choisir une base (e;)1<i<a telle que (e;)n,>» forme une
base de Fil" A pour tout 7 ; on dit alors que la base est adaptée a la filtration.
Dans ces conditions (e,)1<,<d forme une base de gr A, ou &; est 'image de e; dans
gr™ A = Fil™ A/ Fil™*! A et on a gr™ A = ®,,—-k&;.

De plus si

©i(ej) = Z a;je;

1<i<d

Papplication ® : gr A — A est décrite dans la base (&;) par

®(g;) = Z a;je;

1<i<d

On constate qu’exiger que ® soit bijective revient 3 demander que la matrice
A = ((a;j)) soit inversible .
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B.1.4. Notion de suite exacte et de Ext' dans les catégories MFw et
MFy.
B.1.4.1. Notion de suite exacte dans les catégories MFw et MFy.

Soient A, A’ et A" des objets de MFw. La suite

0-A-A-AN" >0

b

ou les morphismes sont des morphismes dans MFvy, est dite exacte si elle est
exacte en tant que suite de W-modules et si les suites de W-modules suivantes

0o FilI"A 5 FlI"A - Fil"A" -0

b}

“pour r € Z, sont exactes. Elle identifie alors A’ au noyau de A — A" et A" au
conoyau du morphisme strict A’ — A.
Ezemples :
a) La suite

0 — WFPP(R) & WEDR(R) » WFP(R) — 0

(rappelons que Fil? WFP(R) = 0 pour n =r, s et 7 +s), est une suite exacte dans
MFw. '
b) On a vu (cf. B.1.2.2.3.) que

(pr(I[p_]']WfD (R) N Fil™ WlPD (R)) C I[P—'I]W]-.PD (R) ,

ce qui permet de considérer I'P~UWFP(R) comme un sous-objet de WP (R) dans
MFy ; d’autre part

WP (R)/IP~IWP(R) ~ O [pOg
La suite suivante est donc une suite exacte dans MFy :

0 — IP~UWPP(R) » WFP(R) - Og[pOg — 0

B.1.4.2. Notion de Ext!.
On dit que deux extensions E) et E; de A par A’ dans la catégorie MFw sont

isomorphes s’il existe un morphisme de modules filtrés de E; vers E; qui rende le
diagramme suivant commutatif :

0 - AN - E; - A -0

| ! |
0 - AN - E - A -0

b

et on note Exti,IFw(A,A') l’ensemble des classes d’isomorphismes d’extensions
de A par A’. On munit cet ensemble de la structure de groupe suivante : soient
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E, et E; deux extensions de A par A’ et [E] (respectivement [E;]) la classe
d’isomorphismes de E; (respectivement E3). On veut définir [E;] 4 [E2] ; les deux
extensions permettent d’écrire la suite exacte

0-ANPAN SE, 0B, - ADA—-0

?

d’on
0-ANBOAN o FE, xp,E, -A—0

ou E; x4 FE, est le produit fibré de E; et E, au-dessus de A. Alors le conoyau Fj
de 'application composée

Al - A’@A' —-)EleEz
z - (z,—-z)

est une extension de A par A’ et [E3] = [Ey] + [E2).
Remargues : a) Une extension est dans la classe nulle si et seulement si elle est
scindée.

b) De la méme maniére, on définit Extyp, (A, A’) pour A et A’ objets de MFy
et on munit cet ensemble d’'une structure de groupe.

B.1.4.3. Suite ezacte longue.

PROPOSITION : Si 0 — A’ 5 A — A" — 0 est une suite exacte courte
dans MFw et Ay est un objet de MFw, alors les foncteurs Hommp,y, (Ao, -)
et Hompmry (., Ao) donnent lieu & deux suites exactes longues, a savoir :

a) 0 — Hommpr, (A", Ag) = Hommry, (A, Ag) = Hommr,, (A', Ao)
— Extigpy, (A", Ao) = Extyp,, (A, Ao) = Extyyp, (A', Ao)

et

) 0 —» Hommrw (Ao, A') = Hommpy (Ao, A) — Hommpy (Ao, A")

— Extiyp, (Ao, A') = Extigp,, (Ao, A) = Extiyp,, (Ao, A")

DEMONSTRATION : a) il s’agit tout d’abord de définir le morphisme
Hommpy, (A', Ao) = Extiyp,, (A", Ao)
Siu:A' — Ap est un morphisme dans MFyw, alors le morphisme

A - Ao@A
A e (u(R),—i(X)

est un morphisme strict, qui permet de définir Cokeru = A IIp+ A et on obtient
une suite exacte

0o Ap—AplIx Ao A" S0
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Le morphisme cherché est donc ’application qui & A’ — Ay associe
[Ao s A] € Extygp, (A", Ao)

b) La fleche
Hommr,, (Ao, A") — Exti,mw(Ao,A')

est donné par l'application qui & un morphisme Ay — A’ associe la classe de
I'extension A X Ap.

La preuve de 'exactitude des deux suites longues a) et b) se fait alors de la
méme maniére que dans le cadre d’une catégorie abélienne.
o

Remarque : de la méme maniére on obtient deux suites exactes longues en
considérant la catégorie MFy.
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B.2. Les représentations cristallines.
B.2.1. Représentations cristallines : définition.

B.2.1.1. Représentations p-adiques cristallines.
Ce paragraphe est un rappel des résultats de [F79] (chap. 3).
B.2.1.1.1. Pour toute représentation p-adique V de G,

:rls (V) = HomQ,[Gx] (Va Bcris)

est un Kj-espace vectoriel, muni d’une application ¢ semi-linéaire par rapport a
o (déduite de 'action de ¢ sur Bn;,) et

K ®Ko D:rls(v) = Home[Gx](VaK ®Ko Bcris)

est muni d’une filtration, déduite de celle sur K ®x, Bcris. On dispose ainsi d’un
foncteur de Repq,(Gk) vers MFk et on montre que Dcris(V) est de dimension
finie sur K, inférieure ou égale & dimq, V'; on dit qu'une représentation est
cristalline si ces deux dimensions sont égales. On note Repq p,,,m(GK) la sous-
catégorie pleine de Repq,(Gxk) dont les objets sont les représentations V' qui sont
cristallines. La catégorie Repqp,c,i,(GK) est une catégorie stable par sous-objet,
somme directe, quotient, produit tensoriel et dualité. La restriction du foncteur
+is & Repq,,cris(Gk), notée toujours Dy, est exacte, pleinement fidele et
induit une anti-équivalence entre Repq,,erts(Gx) et son image essentielle. On dit
qu’un module filtré sur K est admissible s’il est dans I'image essentielle de D7 ;, et
on note MF48™ la sous-catégorie pleine de MFk formée des objets admissibles.
On sait qu’un module admissible est faiblement admissible ; le foncteur

s MFE™ — Repq,(Gk)
D - wis(D) = Hommp (D, Beris)

est un quasi-inverse de D7 ;,.

Remarque : Pour tout i € Z, on pose V(i) = V @z, Z,(i). Alors si V est une
représentation cristalline, V(i) est également cristalline et

cris(V(z)) - (Dcrls( )) {—i}

B.2.1.1.2. Une représentation cristalline V est dite cristalline positive si le module
filtré qui lui est associé est positif ; ceci revient a dire que

tis(V) = Homq (641 (V; Beris) = Homq g, (Vs BY,

cris )

(en effet, si on note By = {2 € Fil® B..;, tel que pogpo---o0 o(z) € Fil° B..;,
. _ (R ——

i fois

pour tout i € N}, on voit facilement que B}., C B'.ni, ; d’autre part ¢(B'eris) C

cris

BY., sip#2. Sip=2,ona¢*(Bui)C BL, . [F93].)
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On note Repsp,cﬂs(GK) la sous-catégorie pleine de Repq,,cris(Gk) formée

des représentations cristallines positives. De méme, on note Rep[c';;blﬂs(GK) la

sous-catégorie pleine de Repq,,cris(Gk) dont les objets sont les représentations
cristallines dont le module filtré associé par D}, est dans MF[Q’b]. Sie=1,le

cris
[a:b] (G K ) et

Qp,cris
MF[l'z’b] pour b — a < p — 1. En d’autres termes, tout module filtré faiblement
admissible dont la longueur de la filtration est inférieure a p— 1 est admissible. Ce
dernier résultat provient d’un résultat sur les représentations Z,-adiques.

*

foncteur D}, induit une anti-équivalence de catégories entre Rep

B.2.1.2. Représentations Z,-adiques qui sont des sous-quotients de représentations
cristallines ; cas e = 1.

Posons
neEN

¢’ est un objet de MFw avec Fil? A..;, oo = 0; alors, si A est un objet de MF%JI
de torsion, on peut considérer le Z,-module défini par

V:rls(A) = HomMFw (A) Acria,oo)
Si A est un objet de MFY ! sans p-torsion, on pose

:rls(A) = 1‘5‘3 V:rls(A/pnA) = HOrnNIFw (A’ Acris)
neN

On se propose alors de montrer le théoreme suivant ou MF‘;;I* est la sous-
catégorie pleine de MF%;1 dont les objets A vérifient la propriété :

si A’ est un quotient de A tel que A’ = Fil?~* A’ alors A’ = 0.
THEOREME :
Le foncteur V7, restreint a MF{,‘V,“,rs pour h < p—1 est exact et
fidéle. Si A est un objet de longueur finie, alors

longy A = longzp Vers(A)

De plus, la restriction de Vi, & MFy .., pour A < p— 2, ou bien &

MFE " est pleinement fidéle.
Si A est libre sur W , alors V7, (A) est libre sur Z, et on a
rangy A= rangz,, V:rls(A)‘
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Remargue : Ce résultat a essentiellement déja été démontré dans [F-L] ; la démon-
stration de I’exactitude et de la fidélité de V7,;, proposée ici est un peu différente
de celle contenue dans cet article. D’une part, elle est plus directe, car elle ne re-
pose pas sur la classification des objets simples de la catégorie MFw, ce qui était
le cas dans 1’article cité ; d’autre part, I’anneau utilisé n’est pas le méme. En effet,
un anneau S C Wgk(R) y est introduit

(S = {z € Wk (R) tel que vr(2®)) > np pour n € N}

b)

OUZ =3 ose P [2n]), qui est également inclus dans A, ; cette inclusion induit
une application de S/p™S vers Acpis/P™ Acris, pour tout n € N. On peut vérifier
que cette application induit un isomorphisme entre les représentations construites
avec le premier anneau et celles construites avec le second.

B.2.2. Démonstration de I'’exactitude et la fidélité de V.

PROPOSITION :Soit h un entier vérifiant 0 < h < p—1. Si A est un objet de MF%,
de torsion, donc un W-module de longueur finie d, alors

longz Vers(A) =d
Exthipy (A, Acris,c0) =0

et

Par dévissage, il suffit de considérer le cas ou A est tué par p.

B.2.2.1. On commence par remarquer que si A est un objet de MF;,"v tué par p,
alors, comme WP (R) s’identifie au noyau de la multiplication par p dans Acpis,co,

Vi (A) = Homppw (A, Acris,c0) = Hommr, (A, WP (R))
Par ailleurs,
Extyp, (A, W P(R)) = Extyp, (A Acris,oo)

En effet, si E est une extension de A par WP (R), le diagramme suivant est
commutatif, ou les lignes et les colonnes sont exactes :

0 0 0
! i 1
0 - WFP(R) - Kerp —» A — 0
! | I
0 - Acris,co - E - A - 0
xp | ! !
Acria,oo — ImP — 0
! !
0 0
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ce qui permet de définir une fleche de Extygp., (A, Acris,co) vers Extyp, (A, WFP(R));
on vérifie facilement que cette fleche est I'inverse de la fleche naturelle

Exthrp, (A, W P(R)) = Extigr,, (A, WEP(R)) = Extiyry, (A, Acris,0)

elle est donc bijective.

B.2.2.2. On s’est ainsi ramené & montrer la proposition :
PROPOSITION : Si A est un objet de MFE™*, alors

t dimg, (Hommr, (A, W P(R)) = dimy A
e
Extyr, (A, W P(R)) =0

Cette proposition se démontre en distinguant deux cas : le cas ou A est
un objet de MF}™ —1s (c’est-a-dire qui n’admet pas de sous-quot1ent A tel que
Fi*"'A = A)ou blen le cas o1 A vérifie FilP ™' A = A Ces deux cas sont clairement
disjoints et les objets simples de la catégorie MFp soit sont dans MF}~ ~1* soit
vérifient A = Fil?~! A. Ainsi, par dévissage, on v01t qu’il suffit de demontrer la
proposition ci-dessous.

PROPOSITION : 1) Si A est un objet de MFﬁ_l*, alors, pour © = 0,1, ’application
naturelle

Extisp, (A, WFP(R)) — Extyp, (A, Ox /pOk)

induite par la suite exacte
0 — IP=UWFP(R) » WFP(R) - Ok /pOg — 0

est injective et c’est un isomorphisme pour i = 0.

2) Si A est un objet de MFP™* tel que FilP™' A = A, alors, pour ¢ = 0,1,
Papplication naturelle

Extiyp, (A, IP~IWFP(R)) — Extyr, (A, W P(R))

est un isomorphisme.

B.2.2.2.1. DEMONSTRATION de 1) : La suite exacte
0 — IP~UWFP(R) » W{P(R) — Og/pOg — 0
permet de se ramener & montrer :

a) Homumr, (A, IP~IWFP(R)) =0

et
b) Extip, (A, IPIWFP(R)) =0
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a) Soient u € Hommr, (A, IP-11wPD(R)) et A’ = Keru. Puisque

A= ) ¢(FI"A) ,

0<r<p-1
on obtient 1’égalité suivante, en utilisant le fait que u commute avec les applications
@

wh)= 3 ¢ (u(FL" A))

0<r<p-1

Comme % a son image dans IP~UWFP(R) c Fil’~! WFP(R), on déduit que
¢"(w(Fil"A))=0 pour r<p-1

et, par conséquent,
A=A+ P HFiIP~1A)

Si A = A/A', on a A = P Y(FilP~! A), donc dimx A < dimg FilP™* &, d’ou
A =FilP"' K ; comme A est un objet d¢ MFP™'* on obtient A = 0.

b) Pour montrer que Extyg, (A, IP~HUWFP(R)) = 0, il s’agit de vérifier
qu’une suite exacte

0— IP-UWFP(R) 5 E—- A0

est scindée.

Soient (e;)1<i<a une base de A adaptée a la filtration et, pour tout ¢, r; le plus
grand entier tel que e; € Fil™ A. Choisissons un relevement é; de e; dans Fil™ E;
alors si ((a;;)) est la matrice représentant les ¢™ dans la base (e;), c’est-a-dire si

o(e;) = Y aijei

1<i<d

il existe des éléments b; € IP~UWFD(R) tels que

@™ (éJ) = E a;jé; + bj pour tout j, 1<j5<d
1<i<d

On cherche & montrer ’existence d’une section A — E respectant la filtration

et commutant aux ¢”", ce qui revient a montrer l'existence d’éléments «; de
IP=1WwFPD(R) tels que

" (& + o) = Z a;j(é; + ;) pourtoutj, 1<j<d
1<i<d
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Comme FilP~! [IP~UWPFD(R) = [IP-1WFP(R) et puisque ¢"(z) = 0, pour tout
z € Fil™ 1ip-1wpD (R) et pour tout 7 < p— 2, on est ramené a résoudre le systeme
d’équations :

Z a;ja; =b; pourjtelque r;#p-—1
1<i<d

Z aijo; = oP H(a;) +b; pourjtelquer;=p—1 ,
1<i<d

qui est équivalent au systeme suivant, ot la matrice ((a};)) est la matrice inverse

de ((a:5)),

pj =b; pourjtelque r;#p-—1

Pi — E (ai;)P¢? *(p;) =b; pourjtelquer;=p—1
1<i<d

Comme le montre le lemme suivant, la condition * implique que ce systéme a une
unique solution.
o

B.2.2.2.2. LEMME : Soit A un objet de MFP™ n’admettant pas de quotient A tel
que FilP"* A = A ; on se place dans une base (e;,---,e4) adaptée a la filtration,
ordonnée de telle sorte que (ey,---,en) soit une base de FilP™* A, on note r; le

plus grand entier tel que e; € Fil™7 A, A = (a;;) ié;éj la matrice telle que

et A' = A~!. Alors la matrice B = (a;) E;é’; extraite de la matrice A’ est
nilpotente. -

DEMONSTRATION : Si la matrice n’est pas nilpotente, alors on peut trouver une
base de Fil?~! A telle que dans cette base, la matrice A’ soit de la forme

cC 0
B; B,
ou C est une matrice carrée inversible d’ordre d' > 1.
On définit un objet A de MFP™" tel que FilP"* A = A, de base (&;---,&q4)
vérifiant & = 3, ¢; < @i;P" (&) et on va construire un morphisme surjectif de

A vers A ce qui contredira I’hypothése faite sur A. Soit u l'application linéaire
définie par :

u: A — A
e Dicica 2P0 THE)
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u respecte la filtration et il reste a vérifier que u commute bien aux applications
", c’est-a-dire

u(" (ej) = ¢ (ule;)) pour tout j, 1<j<d

Puisque A’ est inversible, il est équivalent de vérifier que

Y djule(e)) = ) aljg™(ules) pourtouts, 1<j<d
1<i<d 1<i<d

Comme u est linéaire,

Z a;ju(e” Z ai;o™ (e:)) = u(e:)

1<i<d 1<i<d

d’autre part, puisque ¢™(z) =0 pour r; < p—2 et z € A,

> et (ue) = Y aler ue:)

1<i<d 1<i<m

et, par choix de la base, pour j tel que d' + 1 < j < m,

Z al;pP (&) =0

1<i<d!

d’ou

> el (ule)) = Y, aherHule) = D alipPTHE) = u(e:)
1<i<d

1<i<d 1<i<d’

<

B.2.2.2.3. DEMONSTRATION de 2) : La méme suite exacte que précédemment permet
de se ramener a montrer que, pour z = 0,1

Extyr, (A, Og/pOg) =0
a) Pour montrer que Hommr, (A, Oz /pOg) = 0 on montre que

{z € FiIP"' O /pOp tel que gp'l o P! * pour tout i € N} =0

i t‘oll

En effet, Fil’~' Op /pOg est 'image de

{z € O tel que v(z) > (p—1)/p}
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et on voit que, pour i € N,

{z € FilP™' O /pOxg tel que ¢P ' 0.0 P~ (z) € FIP ™ Og /pOg}

~

1 fols

est I'image de
{z € Og tel que v(z) > (p—1)(1/p+---+1/p")}
On en déduit que
{z € FiIP! O /pOx tel que iop’l 0Pt ® pour tout i € N}

i I’oh

est 'image de
{z € Og tel que v(z) > 1}
c’est-a-dire pOg.

b) Soit E une extension de A par Og/pOg; on se place dans une base
(ei)1<ica de A et on note ¢P7'(e;) = 3;cicq0ij€i, ol la matrice (a;;) est
inversible. On choisit &; un relevement de e; dans FilP~! E, alors

PHE) = Y ayéi+b;
1<i<d

ol b; € O /pOg ; dire que 'extension est triviale revient a dire qu'il existe des
éléments (z;)1<i<a de FilP™ Og /pOyg tels que

PPHE ) = Y au(Eit )
1<i<d
c’est-a-dire qui vérifient

e - 3 oum =i

1<i<d

Soient @;; un relevement de a;; dans Oc¢ et b;, pour 1 < ¢ < d, des éléments de
Oc ; alors le systeme

4 .
((—p)p—l D i =bj)igjca

1<i<d

admet toujours des solutions dans Oc (la démonstration repose sur le fait que
I’algebre
C[Xl,. . -,Xd]/(Xj —_ p‘p_l Z &i,-X,- - pp_lbj)lgigd
1<i<d
est étale,cf. un peu plus loin, p. 37.), d’ot le fait que le systéme modulo p admet

toujours des solutions.
o
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On est alors ramené & montrer les deux propositions suivantes :
. . -1
PRrOPOSITION 1 :Si A est un objet de MFL ™", alors

dimg, A = dimpp HomMpk(A, Of{/pok)
Extge, (A, Og /pOg) = 0

ProPOSITION 2 :Si A est un objet de Mli‘ﬁ"1 tel que FilP~1 A = A alors,

dimg A = d.impp Hommp, (A, Itp_l]WlPD (R))
Extiee, (A, TP~ IWFP(B)) = 0

B.2.2.3. Démonstration de la proposition 1 dans le cas ou h < p — 2.

On se place dans une base (e;)1<i<a de A adaptée a la filtration ; pour chaque
i, soit 7; I’entier tel que &; appartienne & une base de gr™ M, alors

= E ai;e; ,

1<5<d

ol la matrice A = ((ai;)) est inversible a coefficients dans k.
B.2.2.3.1. Soit u € Hommr, (A, O /pOg) ; on pose u(e;) = z; € Fil™ Og /pOg .
On doit alors avoir :

Vi 1<j<d u(p(e;)) = ¢ (z;)
En d’autres termes (z;)1<i<q Vérifie le systéme suivant :

P

(D ayzi= == modp), oy
1<;<d ( p)r’ : =I=

ol £; est un relevement de z; dans O¢ .
On voit de cette facon que, si 'on choisit des relevements d;; € W (k) des

aij, Vi(A) est ensemble des solutions (2;)1<i<d € (Og/pOg)? du systeme de
congruence :

ou &; est un relevement de z; dans Oc¢ et vérifie donc vc(Z;) > 7i/p.

~

:'B

(—-p) lgda,,:c, modec)1<J<d
2

B.2.2.3.2. Soit E une extension de A par O /pOgk. Pour tout 7, notons é; un
relevement de e; dans Fil™ E et, pour tout 7, soit b; '’élément de O /pOg tel que

= Z aijé; + b;

1<i<d
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Pour montrer que cette suite est scindée, il s’agit de montrer qu’il existe pour tout
i, 1 <1 < d, des éléments z; dans Fil™ Og /pOx tels que

T (&+ )= ) ay(Eita)
1<i<d

c’est-a-dire, si l;j désigne un relevement de b; dans W(k), de résoudre le systéme
suivant :

Z dij; — b; modec)1<j<d
1<i<d T

ol &; est un relevement de z; dans O¢ et vérifie donc vc(2;) > r;/p.
B.2.2.3.3. Commencons par établir le lemme suivant.

LEMME : Si (z:)1<i<d € O% est un d-uplet vérifiant le systéme (1) modulo BT,
pour n > p , alors il existe (u;)1<,<d € 0% , ot u; est unique modulo B, tel que
(% + BT ui)1<i<a Vérifie le méme systéme de congruence modulo ,3""’1 .

DEMONSTRATION :
(z + Bru)?
(-p)"

r

— Soit n > p; pour 0 < r < p — 2, calculons , ou v(z) > — et

3

z =BTz’ avecz' € O¢ .

(z + B7u)?

(_p)r (2: +ﬂn-’#)}’

= 2?4 pr'? TNk pr! (BT )P+ AR

- 1
(pxlp—lﬂn—ru_}_ -+ pz (’Bn-—r ) —1) >14 n—r > n +
or n+1 P P

Dans ce cas, ot h < p — 2 et par conséquent r; < p — 2 pour tout j , les
équations a résoudre sont les suivantes :

z? .

Vi, 1<j<d, Z aij(z; + Brus) = - J)r_,- +b; modpyt!
1<i<d p

Puisque

Zai_,-:c-———)—— bE,B

1<i<d
pour tout j par hypothése , on peut écrire

avec v; € Oc.
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- II s’agit maintenant de résoudre :

(Y &ijmi=-vihgjca modf
1<i<d

Comme la matrice ((a;;)) est inversible, la matrice ((&;;)) l'est également, d’ou
I’existence et 1'unicité modulo 3, des p; .
o

B.2.2.3.3. Comme Oc est séparé et complet pour la topologique p-adique, donc
B1-adique, le lemme précédent montre que :
— prouver la nullité de Exti,[Fk(A, Og/pOg) revient a prouver que le systeme

E: Gij%; )i<i<d

—_ T'J
p 1<i<d

(1)

a toujours au moins une solution dans Oc,
— prouver que

dim; A = d-.‘-InF,, HomMFk(A1 Ok/pok)

revient & montrer que le systeme ci-dessus a exactement p? solutions lorsque les
b sont tous nuls.

D. suffit donc de vérifier que le systeme a toujours p? solutions.
Tout d’abord, on constate que toute solution du systeme

(2F =p" Y @&ijzi—pT bj)1<ica
1<i<d
dans C? est solution dans Oé du méme systéme , car a;; € W et
WXy, Xd]/(XF —p™ Z a;;X; — P bj)1<izd
1<i<d

est une W-algebre finie .

On note B = {(z:)1<i<a € C? tel que 2§ = p™ ¥, ;4 bijzi — p"ib;}. Cet
ensemble est en bijection avec les morphismes de C—algébres de T dans C, ou

= C[Xl)"’)Xd]/(Xf—prj Z atJX —-Dp Jb )1<]<d
1<i<d

est une algébre finie sur C de dimension p?, de base les images de [], ¢;cq X
pour 0 € o; < p— 1. 11 suffit donc de montrer que I est étale, c’est-a-dire que
Q z/c = 0. Soient v € O¢ tel que ¥P = p et posons X; =97Y; ; alors

¥ =C[Y, -, Yq/(Y] Z i7" Y — b)1<i<a
1<i<d
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On note y; 'image de ¥; dans T, alors Q5 Jc est engendré par les dy; avec pour

relations :
Yy iy — D diy Ty =0
1<i<d

Le déterminant de la matrice, dont les coefficients sont ~™ ('yP“’"yp 16,, ai;),
est inversible dans C[z,,---,z4] puisque la matrice (&;;) est 1nvers1b1e donc
Q% ;¢ = 0. L’algébre X est non ramifiée sur le corps C, donc étale.

L'exactitude et la fidélité du foncteur V3, : MFE™? — Repr, (Gk) se
déduisent directement de ce résultat .

B.2.2.4. Démonstration de la proposition 1 dans le cas ou h =p — 1.

B.2.2.4.1. On a défini MFE™** de la maniére suivante : ses objets sont les modules

filtrés A sur k de hauteur < p — 1 et tels que si A’ est un quotient de A vérifiant
A =TFilP"1 A’ | alors A' =

Le théoreme se démontre de la méme maniere que dans le cas précédent en
passant par le lemme suivant, dont la démonstration est un peu plus pénible.

LEMME : Si (£;)1<i<d € Oc est un d— uplet vérifiant le systéme (1) modulo B,
pour n > p, alors il existe (it;)1<i<d € OC, ou p; est unique modulo f3,, tel que
(2: + BT i) 1<i<a Vérifie le systéme de congruence modulo ﬂ"“ .

B.2.2.4.2. DEMONSTRATION :

Le systeme a résoudre, compte-tenu des remarques du paragraphe précédent,
s’écrit :

( 5P
2, Bl B = (- ?),., — b; modB7*!  pour j tel que e; ¢ FilP~* A
1<i<d
4 a;i(Z ) = :2? n—(p-1),P _ } n+1
Z a;j(&: + Brus) = ’(t;)pj + (-p) K — b; mod ]
1<i<d
L pour j tel que e; € FilP™1 A

ce qui s’écrit modulo S :

Z a;ju; = —v; pour j tel que e; ¢ FilP~' A
1<i<d |

Z Qijpi — ("—p)(p_l)u? = —v; pour j tel que e; € FilP™' A
1<5<d

-Sin > p, on conclut immédiatement a I’existence et a I'unicité des x; modulo

B

40



— Si n = p, il reste & résoudre le systeme suivant modulo 3, :
Z @;jpu; = —v; pour j tel que e; ¢ Fil?~ A
1<i<d
Z agjp; — u;’ = —v; pour j tel que e; € FilP~1 A

1<i<d

Puisque la matrice ((d;;)) est inversible, on peut transformer le systeme a
résoudre en le systéme suivant, o ((&};)) = ((a@;;))" :
pj =—v; modp; pour jtel quee; ¢ FilP~* A

pi — Z (@3;)Ppf =~v; modB; pour j tel quee; € FilP~1 A
1<i<d

On conclut en utilisant & nouveau le lemme B.2.2.2.2. : d’apres ce lemme, la
matrice ((a};))15ism est nilpotente. On en déduit l'existence et l'unicité des p;
1<j<m

modulo 3; et, par conséquent celle des y; .
diamond

B.2.2.5. Démonstration de la proposition 2.

Il s’agit de voir a présent que si A est un objet de M]?‘ﬁ—1 tel que FilP"'A = A
alors

dimg A = dimp, Hommr, (A, IP~HWEP (R))
Extirr, (A, IP~UWFP (R)) = 0

et

Soit (ei)ISi.Sd une base de A et WP l(e;) = 215i$d'a,~,~e; ot la matrice
((a;j)) est inversible a coefficients dans k; comme précédemment et comme

FillP~(1P-1WPD(R)) = IP-WFD(R), on se raméne & vérifier que I’ensemble
des solutions dans IIP~UWFP(R) du systeme

(P M=i) = Y aizi—b),icq >
1<i<d T
olt a;; € k et b; € IIP~UWFD(R), est de cardinal p?.

Un élément z de IIP~YIWFPP(R) s’écrit sous la forme

z = Z Wit avec 2(™ € R/#R

n>p-1

ot {{"} est I'image dans WP (R) de t{"} = t"(")y, . (tP~1/p) et r(n) et m(n) sont
respectivement le reste et le quotient de la division euclidienne de n par p — 1 (cf.
[F93]). On remarque que 9P~ (£{"}) = 0, sin > p — 1, et P~ (#{P—1}) = §{r-1}
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A la suite de ces remarques, le systéeme a résoudre s’écrit pour tout j,
1<j<d,

‘Pp_l( Z :cg.")f{ﬂ})= Z aij( Z :I:E-n)z{n}) _ Z bgn)f{"}

n2p—1 1<i<d n>p-1 n>2p-1

ce qui revient a résoudre dans R/#oR ~ Og /pOg le systéme :

(1) P )P= 3 eyl —pfp)
1<i<d

(2) 0= Z azjzi™ — bg-") pour n > p
1<i<d

On montre comme précédemment que (1) a exactement p? solutions, tandis que

(2), comme la matrice (a;;) est inversible, a une et une seule solution, d’ou le
résultat souhaité.

B.2.3. Démonstration de la pleine fidélité de V*  restreint a MF5, 1%,

Pour démontrer la pleine fidélité, on se ramene par dévissage au cas ou A est
tué par p.

Soit, en effet, 0 - A’ - A — A" — 0 une suite exacte d’objets de MF‘V’;1 et
N un objet de MFE . Si on suppose

HomMFw (Na AI) = I'Icm:lz,,[Gx] (V:rls(A’)’ V:rls(N))

et
Hommpy (N,A") = Homgz [, (Vers (A"), Verss (V)

il suffit de montrer que ’application naturelle de
Extyrpy (N, A') dans Exty (o 1(Veeis(A'), Vers(N))
est injective, pour en déduire 'isomorphisme
Hommry (N, A) ~ Homz (g, )(Vers(A)s Veris (V)
On se rameéne ainsi a montrer que
Extipy (N, A) = Extz 6, (Verts(4), Veris(N))

est injective lorsque A et N sont tués par p. En fait, il suffit de vérifier I'injectivité
de

EXt:ILVIFk (N’ A) - EXt]f‘,[GK]( :rls(A)’ V:rls(N))
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En effet, si on a une suite exacte d’objets de MF%;l

0A—-FE-N->O0

b

ott A et N sont tués par p et E n’est pas tué par p, alors V%, (F) n’est pas tué
par p et la suite

0— V:ris(N) - V:rls(E) - V:rls(A) —0

n’est pas scindée.
La démonstration de la pleine fidélité du foncteur

*uis : MFR™'* - Repr, cris(Gk)

et de 'injectivité de la fleche

EXt]ﬁdFk(N) A) - EXti‘,[GK]( :rls(A)a V:ris(N))

va reposer sur la construction d’un quasi-inverse.

B.2.3.1. Soit T une représentation modulo p de Gx de dimension finie d sur F, ; on
note Fg (T, Og) 'ensemble des fonctions de T' a valeurs dans O g qui commutent
a l'action de Gg. C’est une algebre finie de rang p? sur Og. A Dintérieur de cette
algébre, on considére le sous-ensemble noté A'(T') formé des fonctions qui modulo
p sont des morphismes. Un élément f de A'(T") est donc une fonction

f:T—-0g

qui vérifie : f(g(v)) = g(f(v)) siv €T et g € Gk,
f(v+72') — f(v) — f(v') € pOg pour tout v et v’ dans T'.
Alors

AT) = A’/pj:Gx (T, Og)

est un k-espace vectoriel de dimension finie; on peut le voir comme un sous-k-
espace vectoriel de Homp jq, (T, Og/pOk) et ainsi le munir d’une filtration et

d’applications ¢", qui proviennent de la filtration et des applications ¢” définies
sur Og /pOg.On a :

Fil" A = {f € A telle que f(v) € Fil" Og/pOg pour tout v € T'}

On rappelle que
Fil" Og/pOg = B0k /PO

ol B1 € O /pOg est I'image d’un élément B € Og vérifiant Bf +p =0 et que
" : Fil" Og /pOg — Og/pOg est l'application qui a S]z associe zP.
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Le module A(T') ainsi construit est donc un module filtré sur k& de dimension
finie, dont on ne sait pas s’il vérifie la condition

¢ (Fil" A(T)) = A(T)

r€Z

B.2.3.2. On construit une suite décroissante de sous-modules filtrés de A(T') en
posant pour n € N :
= A(T)
Any1 = Z ' (Fllr
r€Z
Alors Ao, = NA,, est un k-espace vectoriel de dimension finie qui vérifie
Fil® Awo = Ao
Ao =Y ¢"(Fil" Aos)
r€Z
C’est donc un objet de MFE™*.
PROPOSITION : Ao, est un objet de MFE™'* et le foncteur
:rls : Repgp,crls(GK) - MFﬁ_l*
T — Ao
est un quasi-inverse du foncteur V7 ;.
DEMONSTRATION : on vérifie facilement que si A est un module filtré sur k, objet

de MFP™M* et si A%, (T) est le module filtré associé & V%, (A) par la recette
precedente alors A C A,. On dispose ainsi d’'une suite exacte

0-oA—>AL—-A 50

d’objets de MF}~ 1, & laquelle on peut appliquer le foncteur exact V*
obtient ainsi une smte exacte de représentations de Gg, o Vi (A) =

0— Vcris(A') - Vcris (AOO) cris(A) —0
Montrons que cette suite exacte est scindée : par construction
:rls(T) C HomF,[Gk] (T) 01‘{/}70}'() )
qui peut étre considéré comme un objet de MFy, d’ou une fleche

HomMFu(HomF »[Gx] (T, Or/pOgr), Og/pOr) = V eris(Aeris(T))
D’autre part,

On

crls

T — Homwmr, (Homp, [6,)(T, O /POk), Og /POk)
d’otr une application T' — V5 (A% (T)). On en déduit que

cris ( :ris (T)) crls (A)

et, par la fidélité du foncteur V7 , que A’ = 0, c’est-a-dire que A ~ A%, (T).
o

cris?
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B.2.3.3. Remarque.

Il existe également une version covariante du foncteur V. et de son quasi-
inverse ; pour 0 < h < p — 2, le foncteur

Verts © MF%V — Repz Gk
A — Veris (A) = (Acria Qw A)‘P=1

est exact et fidele et induit une équivalence de catégories entre MFLY, et son image
essentielle. Le foncteur
T U A

AeMFh,
AC(Acria ®ZP V)GK

est un quasi-inverse (cf. [N]). Ceci se voit sur les objets tués par p en remarquant
que

Verts (A) = :ris (A*)

ou A* est le dual de A, c’est-a-dire A* = Homg(A,k); dans ce cas le foncteur
ci-dessus n’est autre que le foncteur

T — (Aeris(T*))*.
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C. Lien entre les représentations cristallines et les (¢,I')-modules de
hauteur finie.
C.1. Représentations p-adiques Gk ; démonstration du théoréme 1.

Dans cette partie, on suppose désormais K C K. L’équivalence entre les
cinq assertions sera démontrée en suivant les implications suivantes :

2)=1)=>3)=5) = 4) = 2)
En conséquence des remarques déja faites, il reste & démontrer

4)=>2) , 3)=>5) et 5)=>4)

C.1.1. Démonstration de 4) = 2).
C.1.1.1. Soient s un entier > 1 (voire > 2 si p = 2) et S, le sous-W-module libre de

m

S[1/p) de base les éléments v, (7/p*) pour m € N ol v(7/p*) = mip” C’est

une sous-W-algeébre de S[1/p] et le W-module I engendré par les 7m&7r p*) avec
m > 1 est un p-d-idéal. Pour tout n € N, la n'*™°-puissance divisée I'™ de I est
I’idéal engendré par les v,,(7/p*) pour m > n et on pose

SPP = lim §, /1™
(—_
neN

le complété de S, pour la topologie définie par les idéaux I™l. Alors tout z € SPP
s’écrit d’'une maniere et d'une seule sous la forme :

s
z = E wn'yn(?) avec z, €W
neN

Soient N un S-module libre de rang d et Ay un sous-W-module libre de V
tel que N = Ay & wN ; alors tout élément z € IV s’écrit de maniere unique sous la
forme z = EnEN z,7m" avec T, € Ag. De méme, si on pose

NfP = 8/P&sN = lim ((5./I™)®@s N)
neN

tout élément z' de NFP s’écrit de fagon unique sousla forme z' = 3 - 2}, ¥a(7/p*)
avec z,, € Ag.

On note I', le sous-groupe fermé de I'x, topologiquement engendré par
l’élément g de T tel que x(g) =1+ p*. Si s est suffisamment grand, I', CT =Tk.
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C.1.1.2. Commencons par établir le lemme suivant :

LEMME : Soit N un S-module libre de rang d muni d’une action de T', semi-
linéaire et triviale modulo 7. On note NFP = SPPQsN et i* la projection de N
vers N/tN = A. On a aussi A = NPD/I[”NPD et on note p la projection de NF'P
sur A ; on est donc en présence du diagramme commutatif suivant :

N—NFPD

NP
A
alors pour tout = € N, il existe un unique z' € (NFP)T tel que i*(z) = p(z').

DEMONSTRATION :

Soit g le générateur topologique de I', fixé ci-dessus. On rappelle (cf. [F93],
chap. 5) que g(7) = x(g)7 modulo 728, ce qui s’écrit également g(7) = ar ol a
est une unité de S vérifiant a =1 + p* mod 7 S.

Comme SPP est complet pour la topologie définie par les idéaux II™l et
NFPD est libre , il suffit de montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un
&lément z!, € NPP canonique modulo " NPD tel que g(z!,) = =/, mod n»NFD
et p(z),) = i*(:c). Plus précisément :

Sous-LEMME : §’il eziste 2!, € NFP vérifiant g(z!) = z!, mod 71" NPD il eziste
i1 € NP unigue modulo II"t1INFPD tel gue

2! ., = 2, mod [I"*1INFD

9(zh 1) = 2y mod w[IMFUNFPD

et

DEMONSTRATION : — On peut écrire
o(eh) =z +ya(D)m mod AIHINFP
avec y, € N, et on cherche 2, éous la forme
Tpp1 = T+ ’)’n+1('1£;)zn )
P
avec z,, € N. On a alors, modulo wI*+1NFD
o(hsa) = 2+ TN+ msa (@) 9(2n)
= 2+ 9 () (4 1ptn + 0™ g(20)
Comme g(z,) = z, mod7N et « =1+ p* mod 78 :

a"tlg(z,) = (14 p*)* 'z, mod 7N
=(1+ (n+1)p*v )z, mod 7N
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ol v' est une unité de S, on en déduit que

9(z541) = 25,,; mod r[in+ NPD

équivaut & z, = —(v') " y,.

— Il reste & remarquer que pour n = 0, zy = z.
o
Remargues :

a) On voit que, si N est libre de rang d sur S (NFP)T'+ est un W-module libre
de rang d et NPP = (NPP)T. g IUINFPD : par conséquent, tout =’ € NP peut
s’écrire d’'une maniére et d’une seule sous la forme

w )
2= (), o g(z,) =z,
neN P

b) Le lemme définit une section A — NFP qui induit un isomorphisme de W-
modules entre A et (NFP)T+. Si en plus N est muni d’une actionde 'etsiI’, C T,
alors ’action de I' sur NV induit une action de I sur A et cette section commute a
I’action de I'. De méme, si on a un Frobenius ¢ sur N, celui-ci passe au quotient,
d’ol1 un Frobenius sur A et la section respecte aussi l’action du Frobenius.

C.1.1.3. Rappelons que pour tout m € N, v,,(70/P) € Acpis, Si p # 2 (res-
pectivement si p = 2, V,(70/8) € Acris). SIS < mo/p > (resp. § < mp/8 >)
désigne le sous-S-module, qui est aussi la sous-S-algébre, de S[1/p] engendré
par les (Ym(m®0/P))men (resp. (Ym(mo/8))men), on en déduit un morphisme de
W (R)-algébres de W(R) s S < mo/p > (resp. W(R) ®s S < mp/8 >) dans
Acris qui induit un isomorphisme du séparé complété W(R)®sS < m/p > (resp.
W(R)®sS < mp/8 >) de W(R)®s S < mo/p > (resp. W(R) ®s S < mp/8 >) pour
la topologie p-adique sur A5 (cf. [F93], chap. 5).

Pour s > 1 et pour tout m € N, on a Ym(mo/p) € SFP (resp. Ym(mo/8) €
SFPD), d’ott un morphisme de W(R)-algébres de W(R) ®s S < mo/p > (resp.
de W(R) ®s S < mp/8 >) dans W(R) ®s SFP qui s’étend par continuité en un
morphisme v, de A.;, vers W(R)®sSFP.

A partir de maintenant, ¢™(z) désigne po...0¢(z).

.

n fois
LEMME : II existe un et un seul morphisme continu

Y, : W(R)ésst — Acris

tel que le diagramme

soit commutatif.
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DEMONSTRATION : on constate que, si p # 2, puisque ¢(7) = umg, ot u est une
unité de S (cf. [F93], chap. 5), alors

T T o i
(— =™ m,),m__ =umm1+__m7m_
Plrm(2)) = WG () = WL+ 2 ()

donc r o r

‘P(’Ym(;;)) =u™(1+ ‘;)m’Ym(}‘;:T)-
Sis > 2, on en déduit que p(SPP) c SFL. Finalement, ¢*(SFP) est contenu dans
le séparé complété pour la topologie p-adique de S[mp/p]. Comme 7y est divisible
par p dans Acri,, on en déduit que ’anneau ¢*(SFP) peut étre vu comme une une
sous-S-algébre de Acpi,. Siz € W(R) et y € ST, on voit qu’on doit avoir

¥s(2®y) = ¢*(2)¢*(y)

Comme W(R) ®s SFD est dense dans W(R)®sSFP, cela montre l'unicité et
Pexistence s’en déduit immédiatement.

Pour p = 2, on calcule <p(7m(%)) et on montre de maniére similaire que

(Ym (o7 )) € S

28

C.1.1.4. Application auz représentations p-adiques.
Rappelons ’énoncé de la proposition a démontrer.

ProPoOSITION : Si V' est une représentation p-adique de Gk de hauteur finie et
de dimension d telle qu’il existe un entier r et un sous-S-module N libre de rang
dde M = j. (M), ou M = Dg(V) , stable par I" et tel que ’action de T’ soit
finie sur N/wN(—r), alors il existe une extension finie L de K contenue dans K,

telle que la représentation de G déduite de celle de Gk sur V par restriction soit
cristalline.

Rappels : Si M est un E-espace vectoriel (respectivement un Og-module libre),
muni d’une action de I' et d’un Frobenius ¢ injectif et tel que Ogp(M) = M, on
note j,(M) la réunion des sous-S[1/p]-modules de type fini (respectivement des
sous-S-modules de type fini), stables par ¢ ; si M est de dimension finie (respec-

tivement de type fini) alors (cf. [F93], p.282) j.(M) est un S[1/p]-(respectivement
S-)module libre de type fini et

ranggpy /) Jx(M) < dimg M
(respectivement
rangs j.(M

)<
On sait également (cf. [F93], p.293) que j.(W(FrR)) est dense dans A} =
A%

W(R) N Og et si on pose B = [l/p] W, (R) N €,,, on a pour toute
représentation p-adique V de G K

j»(D(V)) = Homq, (5, (V, BY)

rang,, M)
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Si T est un Z,-réseau de V stable par Gk, on a
3+(Do,(T)) = Homg (5, (T, A%)

et c’est un réseau de j.(DE(V)). On voit que V est de hauteur finie si et seulement
si

ranggp /p| HomQP[HK](V, Bg:) =d

De plus, on a (A})T = W(R) N O = S.
DEMONSTRATION :

Quitte & remplacer V par V(r), on se rameéne au cas ol ’action de I est finie
sur N/wN. On commence par montrer que I’on peut supposer que N et stable par
®.

Choisissons s suffisamment grand pour que I’y C I' et pour que I', opére
trivialement sur N/7N. Posons L = (Ko,)T* qui est une extension finie de K
contenue dans K,. On a Hr = Hg et on dispose de la suite exacte :

0-Hxg -G —-TI,—>0
Fixons T' un réseau de V stable par Gk et soit
Nt = ju(Db,(T)) = Homg, (a1, (T, Af)

Quitte a remplacer N par p®N pour a assez grand, on peut supposer N C Nr.

Soit N' le sous-S-module de Nr engendré par les ¢™(z) pour m € N
et = € N. Par construction N' est stable par ¢; il est également stable par
I', puisque I' commute a ¢ et N est muni d’une action de I'. De plus, si
T =3, .cr0m@™(zm) € N', ot I est un ensemble fini d’entiers, am € S et
Zm € N,ona,pour g€,

g(z) =z mod 7N’

En effet g(zm) = Zm + TYm, avec Ym € N, g(@m) = @m + Tbm et o™ (7) = TUm,
avec by, et v, € S, d’ou, en utilisant le fait que I" et ¢ commutent entre eux :

9(z) = Y g(am)g(¢™(zm))

mel

= Z 9(am)e™ (zm) + z 9(am)TVme™ (Ym))

mel mel

= Z am@" (2m) + W(Z bm™ (2m) + Z Um9(am)@™ (Ym))

mel mel mel
=z mod 7N’
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LEMME : Soit (N')* = /calLg(N',S) le dual de N' dans la catégorie des S-modules.
Alors, le bidual (N')** de N' est un S-module libre de rang d, stable par ¢ et par
T et l’action de T', est triviale sur N**/mN**.

DEMONSTRATION : puisque S estun anneau local régulier de dimension 2 et N' est
sans torsion, on sait (cf. [S54]) que (IN')** est libre. Des inclusions

NcN' CNr
on déduit les inclusions suivantes
N*t C (Nl)** C (ArT)tt

Comme N et Ny sont libres, on a N = N** et Ny = N3* (cf. [S54]); d’autre part,
ils sont tous deux des S-modules libres de rang d et on obtient le fait que (N')**
est de rang d .

Comme S C W(R) et que ¢ est bijectif sur W(R), on peut poser ¢~1(S) =
S' ¢ W(R). Ceci permet de définir une application S-lin’eaire :

% (N')* — Lg(N,S")

en posant ¥(u) = ¢~! ouo . Puisque S’ est un S-module libre de rang fini,
I’application naturelle

S'®s Ls(N',S) — L(N, S < prime)

est un isomorphisme. Ceci permet de munir le bidual (/N')** d’une action de ¢, en
posant, pour v € (N')**, p(v) = povo1p.

Comme l’action de I' est bijective sur N', (N')* est naturellement muni d’une
action de I'. Montrons que l'action de T', est triviale sur (N')*/x(N')*. Sur (N')*,
I’action de I est donnée par :

g(u)(z) = g(u(g7" (2)))

sig € Tyy 2 € N' et u € (N')*. Comme g7 !(z) = z modwN' et u est
linéaire, on a u(g~(z)) = u(z) mod«S; de plus, 'action de T, a fortiori celle
de T, sur S est triviale modulo 7 et on obtient le résultat souhaité, c’est-a-dire
9(u)(z) = u(z) mod xS pour tout z € N', d’ott g(u) = v modn(N')*. On en
déduit que l’action de I" sur (IN')** est triviale modulo 7
o

A présent, quitte a remplacer N par (N')**, on peut supposer N C Nz, N
stable par ¢ et libre de rang d sur S.
LEMME : ¢ est injectif sur N/mN.
DEMONSTRATION : Puisque N est un S-module libre de rang d, AN est un S-
module libre de rang 1, muni des actions de ¢ et de I qui se déduisent naturellement
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de celles sur IV ; dire que ¢ est injectif sur N/mN est équivalent a dire que ¢ est
injectif sur AYN/wAIN.

Quitte a remplacer V par A%PV et N par AN, on peut supposer que N est
un S-module libre de rang 1, soit N = S.e. On pose ¢(e) = ae et g(e) = be, ot1 a et
b sont dans S et b est inversible. Alors, en utilisant le fait que ¢ et I' commutent,
on obtient la relation

¢(b)a = bg(a)
Comme b et ¢(b) sont des unités, I'idéal engendré par a doit étre stable par T' et
donc a fortiori par I',. Le groupe I' doit donc permuter les idéaux premiers de
hauteur 1 qui contiennent a. Il existe un multiple non nul s’ de s tel que I,/ laisse

stable les idéaux premiers de hauteur 1 qui contiennent a. Comme g(e) = e mod ,
onab=1 modr et la relation précédente devient modulo =

g(a) _ ¢(b) _,
a b
et la fin de la démonstration repose sur le lemme suivant :

Sous-LEMME : Les seuls idéaux premiers de hauteur 1 de S stables par I, sont les
idéaux engendrés par p, et ¢™(q) pour m € N.

DEMONSTRATION : La démonstration du fait que ’idéal engendré par g est stable
par I', est faite un peu plus loin (cf. C.2.1.); en acceptant ce fait, on vérifie
facilement que ces idéaux sont bien des idéaux stables par T',.

On voit facilement que les idéaux premiers de S = W/[[r]] de hauteur 1 sont
tous principaux et, en-dehors de l'idéal engendré par p, sont en bijection avec
les polyndmes en , irréductibles, unitaires, & coefficients dans W, dont tous les
coefficients, sauf le coefficient dominant, sont divisibles par p; comme 7 = [g] — 1,
il est équivalent de considérer les polynémes en 7 ou en [g]. Si a est un générateur
d’un tel idéal, on peut écrire a = P([¢]) ot P est un polynéme irréductible unitaire
a coefficients dans W et dire que l'idéal engendré par a est stable par I', revient
3 dire que a divise g(a). Mais g(a) = P([e]**?" ), donc le polynéme P(X) doit
diviser le polynéme P(X1+?" ). Alors pour toute racine o de P dans une cldture

algébrique de K, a*?* est encore une racine de P et il existe un entier 7 > 1 tel
que o1t?P)" = @, donc « est soit 0 soit une racine de I’unité. Les conditions sur
les coefficients du polynéme impliquent alors que ses racines sont des racines de
I’unité d’ordre une puissance de p. Les différentes possibilités sont :
1)P=X-1,doua=[]-1=m,
2) P=XP 14 XP 244 X +1,d00a= [P +[]f2+.--+[e]+1 =g,
3) il existe un entier 1 < n < s tel que

P=(X""-I)P"l-}-(XP"_l)P‘z+..-+(XP"_1)+1 ,
d’olt

1

a= ([e]p"— )P—l + ([E]p”—l)P_z EEE ([e]P"_l) +1= (lon—l(q)
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FIN DE LA DEMONSTRATION de l'injectivité de ¢ sur N/%N.

On peut alors écrire a sous la forme a = up™n™ [];n(¥*(g))™ ot les r; sont
presque tous nuls et u est une unité de S. Puisque Og.(Og ®s N) = Og ®@s N,
nécessairement m = 0 et il reste a montrer que n = 0. Or

9(q)

== =1 mod 7w
q
et, par conséquent, pour tout s € N
8
v*(q)
de méme , si u est une unité de S, g—gul) =1 mod 7. On en déduit, si I’on pose
- g9(z) _ . :
a=7"z, que —— = 1 mod = ; d’autre part, puisque
g(m") _
" = X(g)n mod 7 )
on obtient
g—(g-)- = x(g)" mod =

et comme x(g) n’est pas une racine de I'unité, on doit avoir n = 0.
o

FIN DE LA DEMONSTRATION de la proposition :
L’inclusion

N C NT = HomzP[HK](T, A;) C HomzP[HK](T, W(R)) C HomzP(T, W(R))
induit une application injective de SFP®sN = NFPP vers
Homgz (T, W(R))®sS{P = Homgz (T, W(R)®sSIP)

qui commute a 1’action de Gg et de ¢. Comme Hy opére trivialement sur SP2,
image est contenue dans Homgz_z7,)(T, W(R)®sS7P). En prenant la partie fixe

par I',, on obtient une application injective, commutant a’action de ¢ de (NFP)T-
dans

Homg (T, W(R)®sS.P)F* = Homg ¢,)(T, W(R)®sS:?)
d’ou (cf. remarque b) de C.1.1.2.) une application injective, commutant & 1’action
de o,
N/z=N — Homg g, (T, W(R)®sSFP)
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En composant avec ’application ¥, définie en C.1.1.3., on obtient une application
v,: N/tN — HOmz,[G,,l(T, Acris)
On dispose alors du diagramme commutatif

N/nN —-)Homzp[GL](T, W(R)@sS;PD)
AN !
(P‘l Homz,[c,,] (T) Acria)
!

N/xN —Homg_c,)(T, W(R)®sSFP)

D’aprés le lemme précédent, ¢* est injectif sur N/7N et v, ’est donc aussi; on en
déduit que HomzP[GL](T, Acris) contient un W-module libre de rang d, donc que
dimg, Homgq g, (V, Bt.) =d, ce qui implique que V est cristalline.

o

Remarque : si on ne suppose plus K contenu dans K, on est tenté de généraliser
la définition de S = W(R) N O¢ en posant

Sk = (A3)% = (W(R) N &nn)* = W(R)"* 1 O,

En fait, on peut montrer que Sk = S, ce qui éclaire la derniére remarque de la
partie A, a savoir que toute représentation de hauteur finie de G s’étend en une
représentation de hauteur finie de Ggr, o K' est le sous-corps de K, fixe par
I'image de T'x dans I'k,.

C.1.2. Démonstration de 3) = 5) .

C.1.2.1. Dans cette section, il s’agit de montrer le résultat suivant :
PROPOSITION : Si V' est une représentation de Gx de hauteur finie de dimension
d sur Q, et de De Rham, alors la connexion Vj définie sur M[1/t], ot M =
Homq gk (Vs B¥)et M = @neN M/n™M, est triviale.

On rappelle qu’une représentation p-adique V' de Gk de dimension finie est

dite de De Rham si Homq {g,](V, Bpr) est un espace vectoriel sur K de dimension
finie égale a la dimension de V sur Q.

C.1.2.2. Résultats sur B}'R.

Si D est un Kj-espace vectoriel muni d’une action de I', on note Dy;p; la
réunion des sous-Kp-espaces vectoriels de dimension finie de D stables par T'.
PropPosITION : °

(Big/ Fil" Bfg) 1ind = Koolt]/t"

fini

DEMONSTRATION : la démonstration se fait par récurrence sur l’entier n.
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—le cas n =1 est un résultat de S. Sen (cf. [Se]) : en effet, B}, /Fil' Bf, = C

et S. Sen montre que C?{;i = K.

Sin > 1, Fil® BJ,/Fil"*! B, = Ct™ et on en déduit que

(Fil™ B/ Fil"* Bi) 7K, = Koot™

fini
- soit m > 1; de la suite exacte
0 — Fil” BY/ Fil"+* B}, — B,/ Fi**! B}, — Bl /Fil" BI, — 0
on déduit ’exactitude de
0 — (" B/ Fi™ B) 50 — (Bl Fil™! Bip) e
— (BJg/ Fil" Big)"xo
On suppose donc que (BJg/Fi™ BIR)?;‘; = K[t]/t"; si v € D, sous-K-espace

vectoriel de dimension finie stable par I' de (B}g/Fil"** B};)H %o, son image o
modulo Fil® B}, est un élément de Koo[t]/t"; par la surjectivité de la projection

Koolt]/t™" — Koo[t]/t"

on peut relever v en un élément v; de Koo[t]/t**!. Alors

v — vy € (Fil™ Bl/Fil*** B )Pk = K¢

fini

et par conséquent v € K[t]/t"H.
o

C.1.2.3. Application auz représentations de De Rham.

ProPoOSITION : Soient V' une représentation de De Rham de dimensiond etn € N ;
alors

An(V) = Homq, (a1, (Vs Bip/ Fil™ Big) fini
est un K [t]/t"-module libre de rang d et il existe une base (ey,---,eq) de A,(V)
et des entiers r;, pour 1 < i < d, tels que g(e;) = x™"(g)e;.
DEMONSTRATION : D = Homgq [g](V,Bpr) est un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie d muni d’une filtration décroissante et I’application naturelle

Bpr®x D — HomQP(V,BDR)

est un isomorphisme de Bpg-modules filtrés. Soit (u,-:-,u4) une base de D
adaptée a la filtration, c’est-a-dire telle que, si on note r; le plus grand entier tel
que u; € Fil™ D, alors

FiI" D = GB,.‘._>_,.K'U.,'
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On voit que Homgq, (V, BJy) est le Bi;-module libre de base les t~™u; ; si
e;: V — B, /Fil* Bf,

désigne le composé de t~™u; avec la projection de B:‘R sur B;R/ Fil™ B;‘"R, alors
(e1,-*+,eq) est une base de Homq, (V, B}/ Fil" B};) qui vérifie

gles) =x""(9)es
pour 1 <i<d.
Le sous-(B}/ Fil" B};)-module libre de rang 1 de Homq,(V, B,/ Fil” B;) de
base e; pour chaque 7 est stable par Gx et ’assertion résulte de la proposition

précédente.
)

Remargue : 1 est facile de voir que si V' est une représentation p-adique de Gx de
dimension finie d, alors pour tout n € N, Homq, (z,)(V, Biz/ Fil” B};) fini est un
K oo[t]/t™-module libre de rang d, méme si V n’est pas de De Rham. Pour n =1,
c’est un résultat de S. Sen (cf. [Se]) et le cas général s’en déduit par la méme
technique que celle utilisée dans la proposition C.1.2.2.

C.1.2.4. Linclusion Wg,(R) C BJy et 'existence du Frobenius sur Wg,(R)
permettent de définir des applications I,,, pour n entier, de la maniére suivante :

In: Wk (R) — (Wi, (R)N —  (Bfr/Fil" Bip)N
a — (a’(p(a)’...’(‘gm(a),...)
(aO)ala"')am)"') = (60761""a&m)“’)

ol @ désigne I'image de a dans B}, /Fil* B},.
LEMME : Pour tout n € N, le noyau de I’application

I : Wi, (R) — (Bfp/ Fil* Big)"

définie ci-dessus est I'idéal engendré par ™. La restriction de I, a B;’ définit une
application injective, toujours notée I,

B.-s‘:/“nB:st - (B;R/ Fil™ B;R)N

DEMONSTRATION : Le noyau de I, dans Wk, (R) est connu (cf. p. 18) ; en effet

Ker I, = {z € Wk, (R) tel que ¢™(z) € Fil™ Wk, (R) pour tout m € N}
= "Wk, (R)

Le noyau de la restriction a B;‘ est donc
Ker I, = (n"Wg,(R)) N B;‘ = (m"Wg,(R)) N Og = W”B;

puisque 7 est inversible dans O, d’ott l'injectivité de I,.
o
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C.1.2.5. Reprenons les hypotheses de C.1.2.1.

ProrosITION : II existe s € N, des entiers r; dans Z, pour 1 < i < d, et une base

(é1,+-+,84) du Koo[[t]]-module libre M tels que T, C T et g(&) = x~"(g)é:;, pour

geT, et1<i<d.

DEMONSTRATION : Soient 7;, 1 < 7 < d des entiers et (e;,---,e4) une base de
Ap(V) comme dans la proposition C.1.2.3.; choisissons un entier n > r; —r;, pour

ietj=1,..-,d. Ona M = Homq, ‘Hx](V BY) et on voit que M/n"M s’injecte

dans HomQP[HK](V B /x"B¥). Comme M est un S[1/p]-module libre de rang d,
M/7™M est un module libre de rang d sur

S[1/pl/x"S[1/p] = Ko[t]/t" ;

en partlcuher, c’est un Kp- espace vectoriel de dimension finie. L’injection de
B /x"B} dans (B}, /Fil” Bf;)N définie au numéro précédent induit une injec-
tion de M /7™M dans

(Homq, iz (V; Bag/ Fil" Biz))N = lim (Homq, (s, (V, Bir/ Fil" Biz))"
a€EN

Comme dimg, M /7™M est finie, si I’on choisit o suffisamment grand, on dispose
d’une application injective

p:M[r"M — (Homq,a,)(V, Bjp/ Fil" Big))*

qui est Kp[t]/t"-linéaire et commute a l’action de I'. Encore grice a la finitude de
dimg, M/n™M, l'image de p est contenue dans

(Homq, (1) (V; Big/ Fil" BJg))Fini = (®Koolt]/t"e:)

Toujours en raison de la finitude de dimg, M/7™M, il existe un entier s tel que
l'image de p soit contenue dans (BK,[t]/t"e;)™ et on peut choisir s suffisamment
grand pour que K C K, et I', C . Si m = [K, : K], on voit que M/7"M
s’identifie & un sous-(Kp[t]/t")-module libre de rang d stable par T, de

(DK, [t]/t"e:)™ ~ (@Ko[t]/t"e:) ™

et on en déduit facilement qu’il existe des entiers 7}, pour 1 < ¢ < d, appartenant
a l’ensemble des valeurs prises par les r;, et une base (¢1,---,¢c4) de M/7™M sur
Kp[t]/t™ tels que, pour 1 < i < d, g(c;) = x~Ti(g)c; si g € T,. La proposition se
déduit alors immédiatement du lemme suivant :

LEMME : Soient m un entier > n et (c},---,c) une base de M/n™M sur Ko[t]/t™
telle que g(cl) = x~T(g)c, pour g € T, ; alors il existe une base (c¥y--+,cy) de
M/r™ 1M sur Ko[t]/t™+! relevant la base (ci,---,cy) telle que pour 1 < i < d,

/"

g9(c!) = x~"i(g)c! pourg € T,.
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DEMONSTRATION : Choisissons (f1,-- -, fa) une base de M/7™*+1 M relevant la base
(cf,---,cl); alors, pour 1 < j < d,

g(fs) =x"Ti (@) fi +1t7 > aifi
1<i<d
ol les a;; sont dans K. On recherche ¢ sous la forme
¢f =fi+t™ > wifi
1<i<d
ol les z;; sont dans Kj. Calculons g(cj) pour 1 < j<d:
g(ci) = g(f; +t™ Z zi; fi)
1<i<d

=X (Q)fi +t™ Y aifi+x(@)™t™ D zix " (9)fi

1<i<d 1<i<d
et on cherche a avoir

"

g(cf) = x""(9)c}
= x5 (9)(f; +t™ > zii(9)f)

1<i<d

c’est-a-dire

autrement dit, pour ¢, j=1,.--,d:
(x™7T(9) — X779 (9)) %5 = aij

Comme m > 7} —'r;- pour i et j tels que 1 < ---4,5--- < d, on a xm""i(g) -
X" "7 (g) # 0 et c’est un élément inversible de Ky, d’ou le lemme.
o

. . . ! ~
FIN DE LA DEMONSTRATION : La connexion V,, est triviale, car les t":¢; forment

une base de M[1/t] qui est dans Ker V ;.
o

Remarque : on voit que Ker V;; engendre IV et on a un isomorphisme Ker V ; =

N /tN , d’ot le fait que la représentation est cristalline si et seulement si I’action
de T' est triviale sur Ker V g;.
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C.1.3. Démonstration de 5) = 4).

Les notations sont les mémes que dans le paragraphe précédent.

PROPOSITION : Si V est une représentation de hauteur finie et si la connexion V g
est triviale, alors il existe un entier r et un S-module N libre de rang d inclus
dans M = Homgq#,(V, BY) stable par T tel que l'action de T' soit finie sur
N/zN(-r).

DEMONSTRATION : comme la connexion est triviale, Ker V,;, est un Ky-espace
vectoriel de dimension d, muni d’une action de I finie et

Ko(()) ®x, Ker V5 = M[1/4

Soit A un W-réseau de Ker V, stable par T'; alors

Ko((t)) ®w A = M(1/1]

et il existe un entier r tel que limage N de t"W[[t]] ®w A soit contenue dans
M ; de plus, comme l'action de T' est finie sur Ker V ir et donc sur A, on voit que

l’actlon de T est également finie sur (N /tN)(—r) et sur (N[1/p)/tN[1/p])(~7). 1
reste & montrer qu'il existe un S-module N libre de rang d contenu dans M tel
que N/=N = N/tN.

Considérons N = N N M; comme M est libre sur S[1/p] et S[1/p] est
un anneau principal, N([1/p] est un module libre. Le rang de N[1/p] est d et
N/xN = N/tN ; en effet, il existe un entier m tel que

™M c N[1/p|Cc M

et t et 7 sont congrus modulo une unité de Ko[[t]] = Ko[[r]]. On en déduit
™M =t"MNM, d’ou

"M C N[1/p)C M
Comme wN[1/p] = tN N N, application
N[1/pl/xN[1/p] = N[1/p]/tN[1/p]
est un morphisme injectif de Ky-espaces vectoriels; or ces deux espaces vectoriels |

ont la méme dimension d, cette application est donc un isomorphisme et on obtient
le fait que

N/zN ~ N/tN

59



C.2. Représentations de Gk sur Z;; cas e = 1.

Dans cette partie, on suppose e = 1, c’est-a-dire K = K. On se propose de
montrer le résultat annoncé a la fin de la partie A., a savoir qu’une représentation
de Gk sur Z, de cr-hauteur finie est cristalline.

C.2.1. Filtration sur N € I‘OQMES‘O, ou h < p—1 et structure d’objet de
MFY, sur N/mN.

C.2.1.1. Rappels sur S et Sp.
C.2.1.1.1. On rappelle que 'y = Gal(K/K) et on pose

Fo =PK/(PK)f Sip% 2
Tkxsip=2

D’autre part, S = W[[r]] ot m = [¢] — 1 et, si p # 2,

S0 = 5T = Wim]] = W[iq)] ,
ol my = Eaer[e][“] et ¢ = my+p;sip = 2 on prend ¢ = [g] +1 et
7o = —2 + [¢] + [e]~!. Les anneaux S et Sp sont tous deux munis d’un Frobenius

@ et d’une action de I', qui agit a travers I'y sur Sp. L’application

f: S - W
€] —» 1

est surjective, commute & ¢ et a I' ; son noyau est

Kerf ==S8S

La restriction 8y de 6 & Sy est également surjective, elle commute a ¢ et a I'p ; son
noyau est

Ker 90 = 71'050
Soit K; = K({/1) et Ok, ’anneau des entiers de K; ; alors 'application

0 : S - OKI
[e] — e(1)

est surjective, commute a ’action de I' et son noyau est
Ker§' = ¢S
En effet, S ¢ W(R) et rappelons que
Fil! W(R) = ¢W(R) ,
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ou ¢’ = ¢~2(q) (le Frobenius ¢ est bijectif sur W(R)) ; d’autre part
Fil' W(R)N S = Ker6
et
Ker' = o(FI' W(R))NS =gW(R)NS = ¢S

La restriction 6 de 6’ & Sp est surjective sur W, commute a l'action de Iy et son
noyau est

Ker 6 = qSp

C.2.1.1.2. LEMME : Supposons p # 2 et soit g € I'g ; alors :
1) g(q) — ¢ = g(m) — ™o € gmoSo,
2) si g est un générateur topologique de Iy,
9(9) — g
qmo
est une unité de Sp,
3) il existe un et un seul générateur topologique go de I'y tel que

9(a) — ¢ =1 modgS,
q7™o
DEMONSTRATION : on peut supposer K = Q,; on a alors § = Zp[[7]] et

Sy = Z,[[m]] = Zp[[g]]). L’application a : Sy — Z, x Z,, définie par a(z) =
(6o(z),05(z)), commute & l'action de I'g, qui opére trivialement sur Z, x Z, ; son
noyau est

Ker oo = Ker 6y N Ker 6y = gmoSo
Par conséquent, I'p opére trivialement sur So/qmSo.
2) Rappelons que K3 = Qp( ’\:/I) L’application

6": S - OK,
€] —» &3

commute 3 ’action de I'; sa restriction 6 a Sp a pour image I’anneau des entiers
Or de I'unique extension cyclique L de Q, de degré p contenue dans K et
6"(gq) = w est une uniformisante de L. Alors,

9(w) = w + Aw?
ot A € Of, ; comme 1'unique nombre de ramification de I’extension L/Q, est 1 (cf.
[S68], chap. IV.4), A est une unité de Oy, si g est un générateur topologique de I'y.
D’apres 1), 9(q) = g + ugmo, ou p € Sp, alors
. ell(g(q)) =0H(q)+gll(uq1r0)
= 0+ 0"()(w - 7)

=w+ “’—‘—?ie"(u)wz
w

= g(w)
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Comme (w — p)/w est une unité de Or, 6"(u) est aussi une unité et x ne peut étre
qu'une unité de Sp.
3) Soit g; un générateur topologique de I'y ; alors, d’aprés ce qui vient d’étre
vu, on peut écrire
91(q) = g+ pgmo
avec p une unité de So, ou bien, de maniére équivalente il existe ¢ € Z; tel que

91(g) = g+ cgmo mod g’my
Par récurrence sur n € N, on voit que

97(q) = q(1 + moc,) mod g’

avec . .
c —
Cn = (—i%-)-——- = nc modpZ,
Cette formule est vraie par continuité pour tout n € Z,. Puisque c est inversible
dans Z,, on voit qu’on peut trouver m € Z, tel que ¢, = 1mod¢So ; on prend
alors go = g7".
o

C.2.1.2. Filtration sur N objet de I‘OQMgo.

Rappelons que, pour tout A € N, r0§M§° désigne la catégorie des (¢, )-
modules N de type fini sur Sy, qui sont sans p'-torsion, tels que Iy opére
trivialement sur N/moN et que ¢" N C Spp(IV). Pour tout N objet de I‘oi-Mls‘o,
on pose Fil; N = {z € N tel que ¢(z) € ¢"N};

alors Fil} N est un sous-S-module de N,
FilgN=Nsir<0,
(Fily N)rez est une filtration décroissante de V, exhaustive (Urez Fily N =
N) et séparée (Npez Fil; N = 0) .
On peut alors définir les applications ¢” : Fily N — N par

" (z) = % pour z € FiI" N

On remarque que ces applications sont o-linéaires et que Ol sy = gttt .

PROPOSITION :
Soit h un entier vérifiant 1 < h < p—1 et soit N un objet de I‘O‘I'Mls‘o, alors

1) N= Y ¢ (FlgN)+mN ;
0<r<h
2) N=Sp. Y ¢ (FilyN)
0<r<h
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Remarquons d’abord que 1 = 2.

Commencons par établir le lemme suivant :
LEMME : Soit N un (¢,Tg)-module, qui soit un Sp-module de type fini, sans p'-
torsion tel que I’action de T'y soit triviale sur N/moN ; soit r un entier vérifiant
1<r<p-1etzyz1, +,2r1 des éléments de N tels que

Z ¢’p(z:)=0 mod ¢'N
0<i<r-1

alors ¢(z;)=0 mod ¢ *N pouri, 0<i<r—1
DEMONSTRATION : La démonstration se fait par récurrence sur 7, le cas r = 1 étant
trivial.

On suppose r > 2; par conséquent p # 2. Soit go un générateur topologique
de I'p comme dans le lemme C.2.1.1.2., alors

g90(g) = g(1 + moA1)

ou A; € Sp et Ay = 1mod ¢Sy et, plus généralement

90(g*) = ¢* (1 + mo ;)

A = Z ciiq

JEN

ou A; € Sy et, sil’on écrit

on voit que c;p = imod p et que ¢;; € Zj,.

D’autre part, pour tout z € NN, il ex15te y € N tel que go(z) = z + moy. On a
donc

90(0(2)) = v(go(z)) = o(2) + ¢(m0)p(¥) = ¢(z) mod meg? *N

puisque ¢(my)Sp = mogP~ 1Sy (cf. [FI1] p. 268-273) . Alors, si

> de(m)=gq"2

0<i<r—1

avec z € N,

Y 90(d)g0((=:)) = go(a™)go0(2)

Or
0<i<r-1 1<i<r=-1

90(¢")go(2) = ¢"z mod mg"N
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en faisant la différence, puis en divisant par 7, on obtient la congruence
> ¢hip(z:) =0 mod ¢'N
1<i<r—1

ou encore,

Y ¢(Q ci1,id)e(zi41) =0 mod ¢N

0<i<r-2  jeN
c’est-a-dire, si I'on pose c}; = ¢~ (i) ( rappelons que ¢ est bijectif sur W),
S @Y cimie@in)) = D de( D chyrimiTiet)
0<i<r—2  0<j<i 0<i<r—2 0<;j<i
=0 mod ¢"!
Par Uhypothése de récurrence, ¢(3 gcjc; Ciy1i—;Zi+1) est divisible par ¢"~1~* et
¢(z;) également, puisque c;o = i mod p, on voit que c;o est inversible dans Z, pour

1<i<p-1.
[ed

DEMONSTRATION de la proposition :
1l s’agit de montrer que

N= Y ¢ (FlyN)+mN
0<r<h-1

autrement dit

¢"N = Z ¢""p(Fil, N) + ¢"moN
0<r<h-1

Puisque N est de cr-hauteur < h, on a l'inclusion suivante :
"N C Sp.¢(N)

donc, si z € N, il existe des éléments b; de Sy et y; de NV en nombre fini, soit s,

tels que
z= Y bio(y;)
1<j<s

On écrit b; sous la forme

bj = Z b,-,-qi + thj
0<i<h—1

avec les b;; € W et ¢; € Sp. Sil’on pose ¢j = bip + Wobij avec by, € W et b; € So,

on a .
bj= Y bigd + g mob}
0<i<h
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L’égalité ci-dessus devient

dz= Y ¢ D bie(y)+dmy

1<i<p-1  1<5<s

ou y est un élément de N. En posant z; = Elsjg o~1(b;;)y; rappelons que o1
est 'inverse de o = ¢, qui est bijectif, puisque k est parfait), on a donc

"= Y d'o(z:)+ ¢ "moy

0<i<h

= Y " e(zh-r) + ¢"moy
0<r<h

= > do(z:)+q"moy
1<i<p~-1

En appliquant le lemme, on voit que p(za—») € ¢"N, autrement dit zx—, € Fil N.
o

C.2.1.3. Bases adaptées a la filtration : cas ou N est tué par p.

Soit N un objet de I‘niMks’o tué par p ;le Og,-module NNV est libre, car c’est un
module sans torsion et de type fini sur 'anneau O, = So/pSop qui est principal ;
on peut donc considérer une base (e;)1<i<q de N . Pour chaque i, on note r; le plus
grand entier tel que e; € Filj} N (c'est-a-dire e; € Fili' N mais e; ¢ Fil;"*'1 N).
L’action de ¢ sur N est donnée par une matrice ((a;;)) a coefficients dans Og,

telle que
ple;) =7y > aije;
1<i<d

(on rappelle que g = mp + p , donc g = mp modulo p).

Une base (e;)1<i<d est dite adaptée d la filtration si la matrice ((a;;)) est inversible.
On remarque que l'existence d’une telle base est équivalente a ) ¢"(Fil; N)
engendre V. En particulier, la proposition précédente montre que si A < p—1,1il
existe une base de /N adaptée a la filtration et les r; sont des entiers compris entre
0 et h. Ceci entraine, en particulier que Fil’q""1 N C mN.

C.2.1.4. Structure d’objet de MFY, sur A = N/mN.

Supposons h < p—1 et soit N un objet de l‘oi'Mls‘o. La réduction A modulo
mp de N est un W-module de longueur finie, muni de la filtration image de celle
de N :

FiI"A = {z € N/moN tels qu'il existe un relevement £ de z dans N avec
z € Fil; N}
= {z € A tels qu'il existe un relévement £ de  dans N avec ¢(Z) € ¢"N}
On voit donc que Fil° A = A et Fil*** A = 0.
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Comme, dans Sy, ¢(7p) est divisible par mogP™2,sir < hetsiz € Fil7 A
n'importe quel relévement £ de z dans N appartient & Fil} N et I'image ¢"(z)
de ¢"(£) dans A ne dépend pas du choix du relevement. On a ainsi défini une
application o-semi-linéaire

@  :Fil"A— A
Ces applications satisfont a

r — r41
(‘olr-'ur+1 A py

puisque ¢ = p modulo 7. On a donc muni A d’une structure de ¢-module filtré
sur W.

THEOREME : 1) Soit h un entier < p — 1. Pour tout objet N de To®Mg,, le
¢-module filtré A = N/myN est un objet de MFX,.
2) Le foncteur additif

i*: PgéMls’o — MF%,

ainsi défini est exact. Il est fidéle pour h < p—2;si h = p—1, il faut se restreindre
& la catégorie P0§M§:1*, sous-catégorie pleine de Ty ‘ng:l, dont les objets
vérifient la condition suivante :

si N est un quotient de N tel que ¢(N) C g?~*N alors N = 0.

3) i* admet un quasi-inverse et induit donc une équivalence de catégories entre
h h
To®2Mg et MFy.
DEMONSTRATION : 1) Le fait que

N = E "(Fily N) + moN
0<r<h

A=) ¢ (Fil" A)

r€Z

implique que

Si A est de p-torsion, ceci implique (cf. [F-L]) que A est bien un objet de MFY,.
Dans le cas général N = l'iEnGN N/p"N, A = (li@neN A/p™A et A est dans MFY, |
puisque c’est un W-module de type fini, limite projective d’objets de MF,.
2) Une suite
0-A5A-A">0

de morphismes dans MFY, est exacte si et seulement si la suite de morphismes de
W-modules sous-jacente l’est et ’exactitude de i* provient de ce que tout objet
de PDQM‘S’;'I est sans mp-torsion.

Quant & la fidélité, il suffit de la vérifier sur les objets tués par p; soit
w: N — N' un morphisme dans la catégorie I‘QM*C‘,Eo tel que le morphisme

@:N/mgN =A — N'/mN' = A
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soit I’application nulle . Ceci signifie :
(1) u(N) C moN'

alors, puisque N = Sp. Y, ¢" (Fily N), on a l'inclusion suivante, pour A < p—2,

u(N) = So. Y ¢"(u(Fily N)) C 7N’
reN

Sinon (si h = p — 1), l'inclusion (1) ci-dessus implique la suivante :
o(u(N)) C 7EN' = w2~ .mpN'

On se place dans une base (e;)1<i<a de N adaptée a la filtration et on note ((as5))
la matrice inversible représentant les " (e;) dans la base (e;) ; chercher I'image de
u revient & chercher des solutions (y;)1<i<a dans N’ , o1 u(e;) = moy;, au systéme

m e(ys) = Z aijYi
1<i<d

ou bien au systéme équivalent, en notant ((a};)) la matrice inverse de ((a;;))

yi= Y almb T M o(y;)
1<i<d

Si h = p— 1, par 'argument habituel, en utilisant le fait qu'il n’existe pas de
quotient N de N tel que FilP"* N = N, on conclut que y; € mpN'.

Par récurrence, on peut montrer que u(IN) C 7y N' pour tout n et , par conséquent
u = 0, puisque N' est libre sur O, et O, est séparé pour la topologie mo—adique.

C.2.1.5. DEMONSTRATION de 3) :

11 suffit de considérer le cas ot A est libre sur W et il s’agit alors de montrer
que si (e;)1<i<d est une base de A adaptée a la filtration et si ((a;;)) est la matrice
des applications @™ dans cette base, alors le Sp-module N = Sy ®w A, muni de

P’action de ¢ suivante
ole;) =q7 Y aije;
1<i<d
peut étre muni d’une action et d’une seule de I'y commutant a ¢ et triviale modulo
mp. Remarquons que si p désigne I'unique endomorphisme de IV, semi-linéaire par
rapport & 'action de go sur Sp = W{[mo]] tel que p(e;) =ej,on a

p(w(e;)) — wlole;)) = p(a% Y aijes) — g7 Y aijes

1<i<d 1<i<d
S— r' T3 ..
- (go(q) ’—q J) Z a;;
1<i<d
= ¢ moq; Z aije;
1<i<d
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si aj est I'unique élément de Sy telle que

90(g™) = g™ (1 + mox;)

Comme S; est complet pour la topologie mp-adique, il suffit de vérifier le
lemme suivant :

C.2.1.6. LEMME :Soient n € N et p un endomorphisme de N, semi-linéaire par
rapport & l’action de go sur Sy tel que p(e;) = e; modmp et

p(e(ej)) = ¢(p(e;)) modnryq N

pour tout j; alors, il existe un endomorphisme p' de N, uniquement déterminé
modulo 71!, semi-linéaire par rapport & l’action de go sur Sp tel que, pour tout
J:

p/(es) = ple;) mod ngN

” P'(¢(e;)) = (' (e;)) modng*ig N

DEMONSTRATION : On pose, pour tout 7,1 < j<d:

(1) p(p(e;)) — ¢(ple;)) = m5q™b;

ot b; est un élément de N et on cherche p’ a 'aide des équations

P'(es) =ple;) +75 Y dijei

1<i<d

avec g;; € W. Rappelons que ¢(mp) = umogP~! avec u une unité de Sp ; alors,

P(e(es)) =p'(a7 Y aije:)
1<i<d

=go(q™) Y aijp'(e:)

1<i<d

= p(e(e;)) + 9o(q%)75 > arjgine:
153

et

0(p'(e5)) = o(ple;) + 75 > gijes)

1<i<d

= o(p(e;) + (7)) D @lgi;)e(e:)

1<i<d
= ¢(p(e;)) + m5q* P D" o(gh;)g ™ aine:

1<ild
1Zk<d
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En comparant avec 1’équation (1), on obtient les équations a résoudre pour tout
3h1<j<d:

; ; ! n(p-1), n ! ™ — n+l r;

T bi+mego(a) D arighei—Tha P VU Y o(gh;)g™ aine; = 0 modmp g
i <ild
Iéuéﬁ :gkzd

ou bien

b; + (1 4+ moay) E Qkjgin€i — gH P -rigyn E ©(gr;)a™aire; = 0 modmp
1<i<d 1<i<d
1Zk<d 1Zk<d

Comme W est complet pour la topologie p-adique, on commence par résoudre ce
systeme modulo p.

On voit que pour n > 2 ou bien pour n =1 et 7; < p — 1 ( C’est-a-dire A de
hauteur h < p — 2), les équations deviennent :

bj = (1 + mo0) Z ak;jgixei mod p
1<i<d
1Zk3d

et on conclut en utilisant le fait que la matrice (a;;) est inversible.

Pour n =1 et si'un au moins des r; = p—1, on conclut en utilisant le lemme
B.2.2.2.2 (p. 32).

De la méme maniére, on montre qu’on peut relever une solution de ce systéeme
modulo p™ en une solution modulo p™+2.
o

C.2.2. Lien avec les représentations cristallines.

C.2.2.1. Soit h un entier < p — 1; & un objet N de p-torsion de I‘oi'Mgo (de

I‘0§M‘s’°—1* si h = p—1), il est maintenant possible d’associer deux représentations
de Gk , a savoir :

— celle qui est associée & N par le foncteur V3, , c’est-a-dire
Vi (N) = Homgmg, (N, O,,,0) = Homam,, (N, 45 o,
— celle qui est associée a i*(N) = A par le foncteur V7, , c’est-a-dire

eris(A) = Vg 0i% (V) = Hommpy (A, Acris,oo)

On se propose de comparer ces deux représentations ; plus précisément, lorsque NV
est de p-torsion, on va construire un isomorphisme

Homgm,, (N, O¢,,,,00) =~ Hommry (A, Acris,oo)
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THEOREME :

Toute représentation de p-torsion de Gx de cr-hauteur finie in-
férieure ou égale a h, pour h < p—1 est un sous-quotient de représen-
tation cristalline & poids de Hodge-Tate compris entre 0 et h. Plus pré-

cisément , si N € ]I\;‘I'M*s‘mtm.s (respectivement I‘oi‘Mg;t;" sih=p-1),

alors i*(N) = N/xN est objet de MFY ,,,, (respectivement MF*";’t;“) et

les représentations associées a chacun des deux modules sont naturelle-
ment isomorphes, c’est-a-dire

Homgms, (N, Of,,,,00) =~ Hommry, (i*(NV), Acris,co)

DEMONSTRATION :
Soit N un objet de To®@MS§_ tué par p™; alors

Hom‘I’Mso (N, OE,..-,oo) = Hom‘I’Mso (N’ A:;-',w)
= Homawms, (N, AL /p" A¥)

L’inclusion A} C W(R) fournit une fleche encore injective
A% [p"Af — W(R)/p"W(R) = Wa(R)

que nous utilisons pour identifier A% /p"A% A un sous-anneau de W,(R).
Considérons la catégorie 2Mg, ril, dont les objets sont les objets de #Ms,
munis d’une filtration décroissante (Fil; N),en par des sous-Sp-modules, et dont
les morphismes sont les morphismes de Mg, respectant la filtration. Tout objet
de Mg, sans g-torsion est muni d’une structure naturelle d’objet de ®Ms,,Fil,
si ’on définit :
Fily N = {z € N tel que ¢(z) € ¢"N}
Ceci s’applique en particulier 3 A% /p"A% et & W,(R). On munit le quotient
W.(R)/moW,(R) de la filtration induite.
Comme A} /p® AL et W,,(R) sont sans g-torsion, on a un diagramme commu-
tatif :
Homgm,, (N, AL /p"AY) —  Homsmg, (N, Wo(R))
Homam,, (N, Af /p"A§) — Homam,, (N, Wa(R))
On dispose ainsi d’une fleche naturelle de

Homgms,, Fil( N, Wa(R))

dans
Homgms, Fit(V, Wa(R) /moWn(R))
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et on constate que ce dernier groupe s’identifie 8 Hommryy (i*(N), Wn(R) /7o Wa(R)).
D’autre part, on a vu que si A est un objet de MF{’;I* tué par p™, alors

Hompmpy, (A, Acris,0) = Hommpy (A, WfD (R))

= Hommpy (A, WPP(R)/IP-WFD (R))
(
(

= Hommpy, (A, Wa(R)/IP~1W, (R))
= Hommpy (A, Wr(R)/moW,L(R))

Pour démontrer le théoréme, on est donc ramené a montrer que la fleche

H°m§Ms°,ri1 (N) A;/P"A@ - HomMFw(i*(N)) Wn(R)/WOWn(R))
est un isomorphisme. |

Par dévissage, on se raméne au cas ou N est tué par p; dans ce cas
AL [pAL = Op.er et Sy /pSo = O, = k[[m]]; on a

Homgms, riy (N, Opstr) = Homamg, py (N, Opeer)
et il s’agit de montrer que
Homamg, gy (N, Opser) = Homump, (i*(N), R/mR)
L’inclusion Og.¢p C R induit une inclusion
Homamg, gy (N, Opeer) C Homamg py (N, R)
qui est une égalité puisque Homgmg,_ ry (I, Opeer) est de dimension d sur F,.
Il ne reste plus qu’a montrer la proposition suivante :
C.2.2.2. ProprosITION : L’application naturelle
Homamo, (N, R) = Homq,MoEO'F"(N, R) — HOmi’MoEO.pu(N) R/mR)

est un isomorphisme.

DEMONSTRATION :

La catégorie additive QMOEO,FH n’est pas abélienne, mais dispose de pro-
priétés analogues a celles considérées dans le paragraphe B.1.4 (on peut définir des
Ext* pour 7 = 0,1 et on a des suites exactes longues).

La suite exacte

0o mR—R— R/mpR—0
induit la suite exacte longue
0— Homi’MoEo ,FII(N3 WOR) - Hom{’MoED ,FH(N? R) -

HomsMoy eu(NV, R/ToR) = Extanm_ (N, mR) = -+

O,Fll
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On est ramené a montrer que

Homq,MoEo‘p"(N, mR) =0

et 1
Extq,Moso ,FII(N’ ﬂ'oR) =0
— Soit u € Hom{,MOEO'F“(N, moR) , ot N est un objet de I‘@Mgso . On

se place dans une base (e;)1<i<q de N adaptée a la filtration, on note ((a;;)) la
matrice de & dans cette base et on écrit u sous la forme u(e;) = mpa; ot a; € R .
Alors les a; doivent vérifier le systeme suivant :

(¢ (moos) =mg ™t = B aimoas), e
1<j<d

c’est-a-dire

(R ek ~ Z Qi = 0)15igd

1<j<d

et Homgme, eu(N,moR) = 0 si et seulement si la seule solution & ce systéme est
0 1
la solution nulle.

— De méme soit une extension £ de N par mpR dans la catégorie Mo, ri
définie par une suite exacte

0—2mR—-E—-N-0

alors Exty o5 ullV> moR) est trivial si et seulement si cette suite est scindée.
° ,

En d’autres termes, si on note é; un relevement de e; dans Fil™ £, on a

o (&) — Z a;jé; € TR

1<j<d
et on pose
o) — Z a;jé; = mob;
1<j<d
oub;ER.

1l s’agit de montrer qu'il existe un morphisme N — £ dans #Mo,_,ru induisant
’identité sur IV par composition avecla projection £ — N ; on cherche des éléments
a; de R tels que :

(@ (é: + mooy) = Z ai;(é; +7T°aj))1<i<d
1<5<d o

I faut donc montrer ’existence de solutions dans R au systeme suivant :

p—1l-—r; cetvs = —bs
(7"0 of — Z a;j0; = bt)15i5d
1<5<d

72



— Finalement, il suffit de montrer que le systéme ci-dessus, ou b; € R et la
matrice ((ai;)) est inversible a coefficients dans O, admet un unique d-uplet
(oi)1<i<a solution dans R .

Puisquela matrice A = ((ai;)) est inversible, il est équivalent de montrer ’existence
et 1'unicité des solutions dans RY au systéme :

(1) (B —mp 7™ Z B} = b‘)lgigd

1<j<d
ol ((a;)) = AL,

C.2.2.3. LEMME :
Si (Bin)1<i<d est une solution du systéme (1) modulo 7y , alors f3; , se reléve

de maniére unique modulo 7r(’)"*'1 en Bin+1 , de telle sorte que (Bint1)1<i<d soit
solution du systéme modulo 3+*.
DEMONSTRATION :

On cherche (Bin41)i1<icd sous la forme Biny1 = Bin + 758, Alors,

(Bin)1<ica doit étre solution du systéme

ngl = gpmlem 'p 3P . . n+41
(75 Bin = 7 E afp? . — Bin + b; modulo 7y

)15554
1<5;<d

Puisque (B;,n)1<i<d est solution du systéeme modulo 7 , on peut écrire

p—1l-r; 'p ap . . — AL
o E : a;iBin— Bin+bi=mgAin
1<5<d

ou 4;, € R, d’ott B} , = A;,, modulo mp et le lemme est démontré .
o

Il reste a voir l'existence et 1’unicité de solutions (,8;)15,-91 modulo mp au
systeme :

—1—r;
(B = md™*" Y alBBP =bi)icica
1<5<d

Sih <p-—2,pourtout i, onar; <p—2et par conséquent le systeme se simplifie
en

(,Bi = b,' mod WO)lgigd y

d’ou le théoréme pour A < p — 2.
o
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C.2.24. Cas ot h=p—1.
Dans ce cas, le systéme a résoudre s’écrit :

B;: = b;mod m pour i telque r; <p—1

Bi - Z efp? = b;mod my pour i tel que r; =p — 1
r_,~=p..1

On suppose que N n’admet pas de quotient N € ]."‘I>M‘c‘,Eo tel que p(N) C

7P~1N ; alors i*(N) n’admet pas de quotient A tel que FilP~* A = A, c’est-a-
dire i*(N) € MF2™** . On note T®MP_** la sous-catégorie pleine de I"@Mp"1

formée des objets qui vérifient cette cond.1t1on Par le méme argument que dans
le chapitre précédent , on montre I’existence et I'unicité des (8;)1<i<q modulo .
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