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Introduction.

Dans tou t ce travail, p  est un nombre premier, K  un corps de caractéristique 
0, complet pour une valuation discrète, d ’indice de ramification absolue e et de 
corps résiduel k parfait de caractéristique p. On note W  l’anneau des vecteurs de 
W itt à coefficients dans k et Ko son corps des fractions ; tous trois sont munis 
d ’une action de Frobenius, notée a (on a cr(x) =  xp pour x G k). On fixe K  une 
clôture algébrique de K  et on pose Gk =  Gai(K /K).

Une représentation p-adique de Gk  est la donnée d ’un Qp-espace vectoriel V 
de dimension finie muni d’une action continue de G% ; on note R epQ p(GK) la 
catégorie des représentations p-adiques. De même une représentation de Gk  de 
p-torsion (respectivement Zp-adique) est la donnée d ’un Zp-module de longueur 
finie (respectivement de type fini) muni d’une action continue de Gk  ; on note 
R-epzp,tors(G K) (respectivement R e p z p(GK))la catégorie des représentations de 
Gk  de p-torsion (respectivement Zp-adiques).

Ce travail fait suite à l ’article de Fontaine [F91] paru dans The Grothendieck 
Festschnft dans lequel est construite une équivalence entre la catégorie des 
représentations p-adiques (respectivement de p-torsion, respectivement Zp-adiques) 
et une catégorie convenable de ((p, r)-m odules sur un corps £ complet pour une 
valuation discrète (respectivement sur l ’anneau des entiers Os de £). Comme il 
l ’est annoncé dans l ’introduction de cet article, le but est de pouvoir décrire les 
représentations qui interviennent en géométrie algébrique (de Hodge-Tate, de De 
Rham, semi-stables, cristallines) en termes de (y>, r)-m odules ; dans ce texte, on 
s’intéresse plus particulièrement aux représentations cristallines. On obtient une 
condition suffisante pour qu’une représentation V soit cristalline ou potentielle
ment cristalline, condition qui se vérifie sur le (<p,r)-module associé à la représen
tation ; le théorème 2 montre que cette condition est nécessaire dans un cas parti
culier.

L’intérêt de cette description réside dans le fait que le module des différen
tielles es  ̂ übre de rang 1 sur ce qui perm et d ’introduire des tech
niques différentielles, en particulier les (<p, r)-m odules sont munis d ’une connexion 
(cf [F91]). L ’anneau Os est un anneau de Cohen, de corps résiduel E, le corps 
des normes de l’extension K - K ^ /K , qui est muni d ’un Frobenius, relèvement 
du Frobenius sur E, et d ’une action naturelle de F ; le Frobenius et T agissent 
également sur 0 £ nr, une extension maximale non ramifiée de Os contenue dans 
W (FrJÎ), et sur son complété O  ̂ . L’anneau qui joue ici un rôle im portant est 

A+ =  W(R) fl ; il est muni d ’un Frobenius ainsi que d ’une clôture séparable 

de E. P ar l ’inclusion W(R) C Aeri6) Ag s’injecte dans Acr£s mais ne contient pas 
de générateur du module de Tate Zp(l). Toutefois, si t est un générateur de Zp(l) , 
e* — 1 est un élément de et aussi de S =  W(R) fl Os, ce qui semble suffisant.
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De plus, les techniques différentielles restent possibles sur les (ip, r)-m odules sur 
5.

Dans la partie A, on rappelle les résultats sur les représentations p-adiques 
et les (<p, r)-m odules contenus dans [F91] et utilisés par la  suite. On trouvera un 
énoncé précis des deux théorèmes à la fin de cette partie.

La partie B est entièrement consacrée aux représentations cristallines. On y 
rappelle les définitions et certains des résultats contenus dans [F79] et [F-L]. Le 
résultat de [F-L] sur les représentations de p-torsion est redémontré, d’une manière 
un peu différente, qui ne nécessite pas l ’étude des objets simples de la catégorie 
des modules filtrés, contrairement à ce qui était le cas dans l’article en question.

La dém onstration des deux résultats énoncés à la fin de la partie A forme 
la partie C, qui se divise en deux sous-parties : dans la  première est démontré 
le théorème 1 sur les représentations p-adiques, tandis que dans la deuxième on 
démontre le théorème 2 concernant les représentations de p-torsion et Zp-adiques.

Plan.

A. Rappels sur les représentations p-adiques et énoncé du résultat.

B. Les représentations cristallines.
B .l. Construction des anneaux R , W£D(R), Acrit et Bcris.
B .l.l . Rappels sur les puissances divisées.
B .l.1.1. Algèbres à puissances divisées.
B .l.1.2. Enveloppe à puissances divisées.
B .l.2. Les anneaux R et W £D(R).
B .l.2.1. L ’anneau R.
B .l.2.2. Construction de W£D(R).
B .l.3. Les modules filtrés sur W  et K.
B.1.3.1. Les modules filtrés sur K .
B.l.3.2. Les modules filtrés sur W.
B.1.4. Notion de suite exacte et de E x t1 dans les catégories M F w  et M F ^. 
B .l.4.1. Notion de suite exacte.
B .l.4.2. Notion de E xt1 et suite exacte longue.
B.2. Les représentations cristallines.
B.2.1. Représentations cristallines : définition.
B.2.1.1. Représentations p-adiques cristallines.
B.2.1.2. Représentations Zp-adiques qui sont des sous-quotients de représen

tations cristallines : cas e =  1.
B.2.2. D ém onstration de l ’exactitude et de la fidélité de V*rii. 
B.2.2.1.-B.2.2.2. Justification des dévissages ; énoncé des propositions à dé

montrer.
B.2.2.3. Démonstration de la proposition 1 dans le cas où h < p — 2.
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B.2.2.4. Démonstration de la proposition 1 dans le cas où h =  p — 1.
B.2.2.5. Démonstration de la proposition 2.
B.2.3. Démonstration de la pleine fidélité de 'V̂ ris restreint à M FÇ^1*.

C. Lien entre les représentations cristallines et les (̂ j, r)-modules de 
hauteur finie.

C .l. Représentations p-adiques de Gr : démonstration du théorème
1.

C .l .l .  Démonstration de 4) => 2).
C l .2. Démonstration de 3) => 5).
C.1.3. Démonstration de 5) =4- 4).

C.2. Représentations de G k  sur Zp.
C.2.1. F iltration sur J\f G r $ M | ,  où h < p — 1 et structure d’objet de M F ^  

sur N /ttqN.
C.2.2. Lien avec les représentations cristallines.

Bibliographie.
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A. Rappels sur les représentations p-adiques et énoncé des résultats principaux.

A.l. Soit C  le complété de R  et vc  la valuation de C  normalisée par vc{p) — 1. 
On considère l ’ensemble, noté FiR (cf. [F82], p. 535), des suites x =  ( x ^ ) nçs  
d’éléments de C  vérifiant (z^n+1 )̂p =  pour tou t n , qu ’on munit d’une addition 
et d’une multiplication en posant, pour x =  ( i ^ ) ngN et y = (y ^ )n £n •

xy =  (x(n). î /n))n€N

x +  y =  (*("))neN avec z(n) =  lim (x^m+n  ̂ +  î/ m+n)V>m.
m —»-f oo

Alors, Fr R  est un corps algébriquement clos de caractéristique p, complet pour la 
valuation définie par v(x) =  v c ( z ^ )  • On note R  l ’anneau de la valuation, dont 
le corps résiduel s’identifie au corps résiduel k de K  (voir le paragraphe B.l.2.1. 
pour plus de détails).

Si A est une fc-algèbre, W(A) désigne l’anneau des vecteurs de W itt à 
coefficients dans A et Wjc0{A) =  Ko ®w W(A) =  W (A )[l/p] ; si a G A, on note 
[a] =  (a, 0, • • •, 0, • • •) le représentant de Teichmüller de a dans W(A). On note (p 
l ’endomorphisme de Frobenius de W{A) ainsi que son extension à Wk0(A) ; ainsi, 
si À G W , on a y>(À) =  o'(A). En particulier ceci s’applique à W(i2), W (F riî) et 
Wk0 (Fr R) .

D ’autre part, le groupe Gk , qui opère par continuité sur C , opère par 
fonctorialité sur Fr R, R et W(i?) et les anneaux W(R),  W(Fr R) et Wk0(R) 
s’identifient à des sous-anneaux de Wk0 (Fr R) stables par G k  et <p.

On note Zp(l)  =  Hm^çN fip*(K) le module de Tate du groupe multiplicatif 

et pour tou t i G N , on note Zp(i) =  Symlz pZp(l) et Zp(—z) son dual. Pour tout 

Zp-module T  et pour tou t ¿G Z, on pose T(i) =  T ®zp ZP(*).

A.2. Le module de Tate Zp(l) =  Tp(Gm) s’identifie au sous-Zp-module du groupe 
m ultiplicatif des unités de R congrues à 1 modulo l’idéal maximal, formé des x 
tels que x(°) =  1. Choisissons un générateur de ce module, c’est-à-dire un élément 
e =  (e^n^)n6N € R  tel que =  1 et 1, et considérons les éléments
[e] =  (e, 0, • • •, 0, • • •) et 7r =  [e] — 1 dans W(R) . Alors l ’adhérence S de la sous W- 
algèbre de W(R) engendrée par tt s’identifie à l’algèbre W[[x]] des séries formelles 
en 7r à coefficients dans W ; de plus S est stable par <p et Gk , avec les relations 
suivantes :

<p(ir) =  (1 +  7r)p -  1

où x  est le caractère cyclotomique, décrivant l ’action de Gk  sur les racines de 
l ’unité d ’ordre une puissance de p. On note S[l/p] =  Ko S.
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Pour tou t entier n  > 1 , soit K n le sous-corps de K  engendré sur Ko par les 
racines pn-ièmes de l ’unité. On pose K oo — Un>i-Kn> r ^ 0 =  Gal(K¡Koo) et Hk0 
le noyau de la projection de Gk0 sur ^k0 • On dispose d ’une suite exacte :

1 —► Hjco  —► Gk0 —> Tjï-0 —> 1 .

Plus généralement, si L est une extension algébrique de Ko contenue dans K  et 
si Gl =  G sl(KjL ), on pose Hl =  Gl f> Gk^ et T l  =  Gl /H l• On dispose alors 
d ’une suite exacte similaire à la précédente :

1 —> Hl —> G i  —► T l —> 1

On note Vf le sous-groupe de torsion de r ^ 0 et on pose Sq = STf ; on m ontre, 
si p ^  2 , (cf. [P91], p 268-273) que S0 =  ^[[tto]] , où tt0 =  - p  +  ]£ aeFp[ f |^ -  De 
plus ,

ip(iro) =  u-Koff-1 où u est une unité de Sq et q =  7To +  p
et

7 (710) =  x (7)p modulo pour 7  G r *:0 .

Si p =  2 , on a S0 =  W[[flo]] avec 7r0 =  —2 +  [e] +  [e]“ 1 et

(p(ir0) =  unoq2 où u est une unité de Sq et q =  7r +  p 

7 (710) =  x (7 )2tto modulo 7r§ pour 7  G .

Remarque : Ces notations ne sont pas exactement les mêmes que celles de [F91] 
ou [F93], où 7r était noté 7re et de même 5  était noté Se. L’anneau qui s’appelle 
Sq ici est l’anneau S de la deuxième partie de cet article.

On note Oe le complété pour la topologie p-adique de S [l/ç ]. C’est l ’anneau 
des entiers d ’un corps complet pour une valuation discrète, absolument non ramifié, 
noté £. Comme q est inversible dans W(FrJR), l ’inclusion de S dans W ( j R )  se 
prolonge en un plongement de S[l/g] dans W (Fr R) et Oe s ’identifie à l ’adhérence 
de S [l/ç] dans W (Fri?), tandis que £ = Oe\\./p\ s’identifie à un sous-corps de 
Wkü (Fri?). Alors si E = Oe/pOe , on a

E =  Rrac (S/pS) =  *((*)) et Oe =  S/pS  =  *[[*]]

où 7r est la réduction modulo p de 7r. De plus, si £nr désigne l’adhérence 
dans Wjc0 (Fr R) de l’extension maximale non ramifiée £nr de £ contenue dans 
Wk q (F tR), fpOç est une clôture séparable Esép de E , avec -une identifica
tion des groupes de Galois

HKo =  Gal(Esép /  E) =  Gal(£nr/£ )  .

De même, pour toute extension finie L de Ko contenue dans K, El =  (£nr)HL est 
un corps complet pour une valuation discrète, absolument non ramifié, d’anneau 
des entiers OsL et de corps résiduel El =  (Esép)HL.
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A.3. Soit A un  anneau noethérien, muni d’une topologie, pour laquelle il est séparé 
et complet, d ’un endomorphisme noté cr et d ’une action d ’un groupe profini T 
continue, compatible à la  structure d’anneau et com m utant à a. On suppose en 
outre que le morphisme a : A —> A est plat. Un y-module sur A est un A-module 
muni d ’un endomorphisme y, semi-linéaire par rapport à a ; on note § M a  la 
catégorie formée des y-modules sur A. Si M  est un tel module, on note Ma le 
A-module déduit de M  par l ’extension des scalaires a : A —» A et on dit que M  
est étale s’il est de type fini sur A et si l’application linéaire $  : Ma —► M , déduite 
de y  en posant $(À <8> x) =  Ày(x) pour À 6 A et x € M , est bijective.

Un (y, r)-m odule sur A est un y-module sur A muni en plus d’une action de 
T, semi-linéaire par rapport à l ’action de T sur A, cette action commutant avec 
l’endomorphisme y. On dit qu’un (y ,r)-m odule est étale si le y-module sous- 
jacent l ’est et si l’action de T est continue. Les (y ,r)-m odules étales définissent 
une catégorie abélienne notée Dans la suite, on pose T =  IV .

J-M Fontaine a montré dans [F91] (p. 274) qu’il existait une équivalence de 
catégories entre et R-epzp(Gic) induite par les foncteurs D ot et V o £,

D Ce : Repzp(GK) -*  r $ .M « K
T h . D 0 ,(T )  =  ( O î „  ® ï ,  T )® '

et son quasi-inverse

V o c : r S M g CK -  R ep zp(G K)

A/- »-. v 0 i (M) = ( o e, r ® o ,K *0*“ 1 •

Dans la suite de ce texte, on va davantage utiliser la version contravariante de ces 
foncteurs. On pose

=  Um =  W O , „  •
n€N

Pour tout objet T de R e p z p,tors(Gïc)> on note T" le Zp-module des applications 
linéaires de T  dans Q P/Z P sur lequel Gk  agit via {gv)(t) =  v{9~Xt) Pour 9 € Gk, 
T) G T" et t 6 T. L’anti-équivalence de catégories entre R e p z p,tors(Gïc) et 
r $ M o £ ,tors > sous-catégorie pleine de T § M q £k formée des objets de torsion, 
est alors obtenue en associant à T  le module D o e(T‘) ou bien également décrite 
par :

D*0 e  : R e p Zp)tor5(G K ) -»  r # M g CK)tors

T *-* T>})e(T) =E.om.Zp[HK){T,0£n„00)

tandis qu’un quasi-inverse est donné par

V*0 e  : r * M g eKfto„  -*  R e p Zp, to rs (G K )

Y be W  =  Hom*M0e {iï>Oenr,co) •
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De même, si T est un objet de R .epzp(Gic) sans p-torsion,

D o e(T ) =

s’identifie à
Jim D'0 i (T/p’'T)
n€N

et si J\f est un (<p, T)-module étale libre sur OeK,

V b eM  =  Hom$M0£K , Oênr)

s’identifie à
Ü a  v*oe{rt/pntf )  .
n6N

Soit r# M ® K la  catégorie des (<p, r)-moduLes sur £k  obtenus à partir de <p- 
modules étales sur OeK en rendant p inversible. On sait (cf. [F91], p 274) que le 
foncteur V f  défini par

V f (M) = ( 4 r ® ^ M r =1

induit une équivalence entre r # M ° K et la catégorie R e p q p(GK) des représenta
tions p-adiques de Gk  , avec pour quasi-inverse le foncteur

De : V »  D e(V) = (&„ ®Qp V)a * .

Comme précédemment, il existe une version contravariante de ces deux foncteurs, 
les foncteurs

V j : M h  V £ (M ) =  Hom#MeK (M , £nr)

et
Dg : V y-y B*e(V) =  HomQp[HifI(V, £nr) .

A.4. T-modules sur Ko((t)) et connexion.
Soit Sk0 =  lim, 5[l/p]/7rn5 [l/p ] ; alors t =  log(l +  7r) est un élément de

Sk0 et SKo =  ■K'olW], de même Sjr0[l/i] =  K 0((t)). Pour g G T, on a g(t) =  x(d)t 
où x est le caractère cyclotomique.

Si N  est un ÜLo[[i]]-module de type fini muni d ’une action semi-linéaire et 
continue de T, pour g suffisamment petit dans T, la série
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converge et v — log y / log x(<?) ne dépend pas du choix de g. On peut alors définir 
une connexion régulière

V : N[L/t] —» iV[l/i] ®tf0((t)) Œj<-0((t))

comme l’unique connexion telle que V (z) =  pour tou t x 6 N.
Si M  est un T-module sur 5[ 1/p], le module M [l/ t ] =  ( l i m M/7rnM)[l /f]  

est un ÜTo((i))-m°dule muni d’une action semi-linéaire et continue de T, d ’où une 
connexion qu’on note V

A.5. Représentations p-adiques de Gk •
Soient V  une représentation p-adique de Gk  de dimension d sur Q p et 

Ai =  D £ (F ). Rappelons (cf [F91], p. 282-285) que la réunion j* (M ) des sous- 
S-modules de type fini de Ai stables par ip est un S[l/p]-m odule libre de rang fini 
d' < d stable par <p et T ; c’est donc un (<p,r)-module sur 5 [1/p]. L’application 
naturelle

£k  ®s[i/P] J*(M) —> M

est injective ; c’est un isomorphisme si et seulement si d' =  d, auquel cas on dit 
que V  est de hauteur finie.

On se propose de montrer le résultat suivant :

THEOREME 1 :

S u p p o so n s K  C K <*> ; soit V u n e  re p ré s e n ta t io n  p -ad iq u e  de  Gk  de 
d im e n sio n  d e t  de h a u te u r  finie e t so it M  =  j m(Ai). I l  y  a  équ ivalence 
e n tr e  les a s se r tio n s  su ivan tes :
1) V  e s t  p o te n tie lle m e n t c ris ta llin e ,
2) il e x is te  u n e  ex ten s io n  finie L de  K  c o n te n u e  d an s  Koo te lle  que la  
re p ré s e n ta t io n  de Gl d éd u ite  d e  V p a r  re s tr ic t io n  so it c ris ta llin e ,
3) V e s t u n e  re p ré se n ta tio n  de D e R h a m ,
4) il e x is te  u n  e n tie r  r e t u n  so u s-5 -m o d u le  N  lib re  de ran g  d de M 
s ta b le  p a r  T e t  t e l  que l’ac tio n  de  T so it finie su r  (N/TrN)(—r).
5) la  co n n ex io n  V ^  es t tr iv ia le .

E n  o u tr e ,  s’il en  est a insi, p o u r  que V so it c r is ta llin e  en  ta n t  que 
r e p ré s e n ta t io n  d e  GL, il fau t e t  suffit q u e  Tl o p è re  tr iv ia le m e n t su r

K e r V M *

Remarques :
a) On verra au cours de la démonstration que, si l ’action de T est triviale sur 

(N/irN)(—r), alors V est cristalline,
b) 2) => 1) est trivial,
c) 1) =$> 3) est bien connu (cf par exemple [F-I]),
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Remarques supplémentaires :
a) En rem plaçant Ko par une extension finie non ramifiée convenable, on 

voit que le théorème s’étend au cas où l’extension K K oo/ K qo est non ramifiée 
(c’est-à-dire où K K n/ K n est non ramifiée pour n assez grand).

b) Inversement, J-M Fontaine conjecture que si KK^/Koo  est non ramifiée 
et si V est une représentation de Gk  qui devient cristalline sur une extension finie 
de K  contenue dans une extension non ramifiée de K ^ ,  alors elle est de hauteur 
finie. C ’est le cas si K  = K 0, si V est cristalline et s’il existe un entier a te l que 
les poids de Hodge-Tate de V sont dans l’intervalle [a,a +  p — 1] (cf corollaire du 
théorème 2 ci-dessous et la remarque qui le suit).

c) En revanche, l’analogue de cette conjecture de J-M Fontaine est fausse 
lorsque l ’on omet l ’hypothèse K K ^ J K ^  non ramifiée. On peut en effet m ontrer 
que si K 1 est le sous-corps de K ^  fixe par l ’image de IV  dans IV 0, toute 
représentation de hauteur finie de Gk  s’étend d ’une manière et d’une seule en 
une représentation de hauteur finie de Gk < et on peut montrer qu’il existe des 
représentations cristallines de Gk  qui ne vérifient pas cette propriété.

A.6. Représentations Zp-adiques de Gk , dans le cas où e =  1.
Soit r 0 le groupe de Galois de la  Zp-extension cyclotomique de K q contenue 

dans K qo. On a une action de To sur S0. Si h € N , on note r 0^ M | o la sous- 
catégorie pleine de la catégorie des (v?, FoJ-modules sur So formée des objets N  
vérifiant :

1) le So-module sous-jacent est de type fini et sans p'-torsion (ie, pour tout 
élément irréductible À de So non associé kp, N  est sans A-torsion),

2) le So-module N /$ (N (T) est annulé par qh,
3) le groupe To agit trivialement sur N/iroN.

Pour h <  p — 1, la catégorie r o $ M g o est abélienne (cf [F91], p 301) ; pour 

h =  p —  1, il faut se restreindre à la  sous-catégorie pleine de T o ^ M g “ 1 , qu’on 

note formée des objets N  n ’adm ettant pas de sous-quotient non nul
Ñ  tel que §(Ñ a) C q ^ Ñ .

On note ro3?M go la réunion des ro3>M go pour h € N . Pour tout objet M 
de r 0$ M g o, on définit la cr-hauteur de M  comme le plus petit entier h tel que 
M  soit un objet de r 0$ M g o.

Le foncteur j* : r o $ M g o —> (cf [F91], p. 301) qui à N  associe

j * { N ) = A f = O £ ®s0 N

est exact et fidèle ; si h < p — 2 (si h = p — 1, on se restreint à r o ^ M g " 1*), il 

est pleinement fidèle et induit alors une équivalence de catégories entre ]?o#M go 

( r o ^ M g " 1* si h =  p — 1) et son image essentielle par j* . On note T o ^M g  tops 

la sous-catégorie pleine de T o ^M g o formée des objets de p-torsion. Si N  est un 
objet de cette catégorie, on pose

V c% (iV )= V ^ (j*( iV ))  ;
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c’est un Zp-module de type fini muni d’une action de Gk  • On obtient ainsi un 
foncteur

v cr : r 0# M | 0)tors —► R e PZp,tors(GK)

qui est exact et fidèle et on note R e p z p)tors,cr(GK) son image essentielle, appelée 
catégorie des représentations de cr-hauteur finie < h. Si h < p — 2, V*r est pleine
ment fidèle et induit donc une anti-équivalence de catégories entre J?o#M go torg

et Rep2pjtorg)Cr(GK)- Si h =  p — 1, on a une anti-équivalence entre ro^M g“J*rg 

et son image essentielle Re P z p, t o r s , c r  ( G K ) •
On se propose de m ontrer que les représentations de cr-hauteur finie sont des 

sous-quotients de représentations cristallines.

T heo rem e  2 :

Soit h un entier, 0 < h < p — 1.
1) Soit T  une représentation de p-torsion de G k - Alors T  est de 

cr-hauteur finie < h si et seulement si T  est un sous-quotient de 
représentation cristalline à poids de Hodge-Tate compris entre 0 et h.

2) Plus généralement, il existe un entier r  tel que T (r) soit de cr- 
hauteur finie < h si et seulement s’il existe un entier r' tel que T  soit 
sous-quotient de représentation cristalline à poids de Hodge-Tate dans 
l’intervalle [ r ', r ' +  fe].

Remarquons dès m aintenant que la deuxième assertion résulte de la première.

On dit qu’une représentation p-adique de Gk est de cr-hauteur < h s’il existe 
un objet No de T o ^ M g o libre de rang fini sur 5 0 et un isomorphisme de £ ®s0 No 
sur D*e(V). Le corollaire suivant est immédiat :
Corollaire  : Soit V  une représentation p-adique de G k  et h un entier 
compris entre 0 et p — 1. I l  y a équivalence entre :

1) il existe un entier r tel que V(r) soit une représentation de cr- 
hauteur finie < h,

et
2) il existe un entier r' tel que V soit une représentation cristalline 

à poids de Hodge-Tate dans l’intervalle [r',r' +  h].

Alors, si les deux conditions équivalentes ci-dessus sont vérifiées, V  

est de hauteur finie.

Remarque : Une représentation p-adique V  de Gk  qui est de cr-hautenr finie est 
de hauteur finie. En effet, si No est comme ci-dessus, comme S est un So-module 
libre et So =  S r / , on en déduit que

N = S ®s0 No C j*(D *e(V ))

et ff*  c  ü . ( D H K ) ) ) r '  •

Puisque j*(D *£ (V)) est un 5 [1/p]-module libre de rang < d =  dimQp V et contient 
N[l/p\ qui est un S[1/p]-module libre de rang d, on obtient le fait que j+(D*e(V))
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est de rang d sur S [l/p] et, pax conséquent, que la  représentation est de hauteur 
finie.

De plus, N  est un S-module libre de rang d stable par T et tel que l ’action 
de r  soit triviale modulo 7r. On voit ainsi que 1) => 2) du corollaire ci-dessus n ’est 
qu’un cas particulier de l’implication 4) =>• 1) du théorèm e 1.
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B. Les représentations cristallines.

B .l . Construction des anneaux R , W £D(R), ACPt-4 et B*rit.

B .l . l .  Rappels sur les puissances divisées.(cf. [B-0], chapitre 3)

B .l.1 .1 . Aîgèbres à puissances divisées.

B .l.1.1.1. Soit A un anneau et I  un idéal de A . Une structure d’idéal à puissances 
divisées sur I  consiste en la donnée d’applications 7 m : I  —► A , pour tout m € N, 
telles que V z , y € l e t V A e A  :

1) 7 0 (2 ) =  1 , 7i(*) =  * et 7 m(z) G I  si m > 1
2 ) 7m(x +  y) = È i+i-=m7»(*)7i(y)
3) 7m(Ax) =  Am7 m(x)
4) 7m(x)7n(x) =  ( * )7m+n(x)
5) 7 m (7 n (x ))  =  (m n )!/(rn !(n !)m)7mn(z )

On parle alors de p-d-algèbre (A, 7 , 7 /) .

Remarques :
-  (mn)!/(m!(n!)m) est un entier : c’est le nombre de partitions d’un ensemble 

de mn éléments en m ensembles de n éléments .
-  si A est un anneau de caractéristique 0, alors 7 m(x) =  xm/ml.
-  mlym (x) =  xm ; en conséquence , si I  admet des puissances divisées alors 

xm € mil  pour tout z € I .

Un morphisme /  de p-d-algèbres de (A, / , 7 j) dans (B, J, j j )  est un 
morphisme d’anneaux

f  : A —* B tel que f ( I )  C J  et /  ° 7 /  =  7 j  o /  .

Un sous p-d-idéal J de J est un idéal J contenu dans I  et tel que 7 m(x) G J si 
x € J  et m >  1 .
P-d-quotient : soit J un idéal de A tel que J H J  soit un sous-p-d-idéal de I  , il 
existe alors une unique structure 7 j d’idéal à puissances divisées sur l’image J de I 
dans A /J  telle que la projection de A sur A /J  soit un morphisme de p-d-algèbres 
de (A, J ,7 j) dans (A/J, 1 , 7 /).

B .l.1 .1 .2 . Exemple :
Soit Z(p) le localisé de Z en p. Pour toute Z(p)-algèbre A, il existe une structure 

naturelle d’idéal à puissances divisées sur l’idéal engendré par p : si z =  py G pA
„771  ~jT71

et si m € N , alors ^  € Z(p) et 7 m(x) = ne dépend pas du choix de y.
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B. 1.1.1.3. Compatibilité :
-  Soient A un anneau, (I ,7 j) et (J ,7 j)  deux structures de p-d-algèbres sur 

A  telles que 7j  et 7j  coïncident sur I  n  J  ; alors il existe une structure unique de 
p-d-idéal sur K  =  I  +  J  , coïncidant avec 77 sur I  et avec 7j  sur J.

-  On considère (A, J, 77) et (B, J, 7j )  deux p-d-algèbres, où S  est en plus une 
A-algèbre ; on dit que 7/ s ’étend à B  s’il existe une p-d-structure 7b sur I B  telles 
que le morphisme d ’algèbres

0A ,Jj7j) {B i I B ^ b ) 
soit un p-d-morphisme. Dans ces conditions et si, en plus, 75 =  7j  sur I B  D J ,  on 
dit que 77 et 7j  sont compatibles.
Ceci est équivalent au fait qu’il existe sur K  =  IB  +  J  , idéal de B  , une structure 
'fK de p-d-algèbre nécessairement unique telle que les morphismes

( -¿ II, T r )  - *  {B, K , 7 k )

6 IB,J,u ) - , ( B , K , i k )

m orph ism e  de B -a lfè b r e

J,7)
^ p-d-m orphUm e

m orph ism e  de 
B-ftlgèbre(B ,J ) ('C ,K ,1K

p-d- m orp h ism e

(A, 1,7/)
m orph ism e  de A * a l | ib r e

. Alors, B j j 7  s’appelle l ’enveloppe à puissances divisées de B  relativement à 
l’idéal J.

B.l.1.2.2. Cas où B  est une Z(pyalgèbre :

Il s’agit de faire une description de l’enveloppe à puissances divisées de 
B  relativement à un idéal J , la structure de puissances divisées devant être 
compatible avec la structure de puissances divisées canoniques sur pB  .

On remarque que se donner les applications 7m : J  —> J  revient à se donner 
une application 6 : J  -* J  telle que V x , î / € / e t V À € A :

-  p6(x) =  xp,
-  6(Xx) = AP6{x),

-  S(x + y) = 6{x) +  S(y) +  E i< i< P- i  \ {  i )*'î2/p" i-
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soient des p-d-morphismes.

B.l.1.2. Enveloppe à puissances divisées .

B.l.1.2.1. On se donne (A, 1, 77) une algèbre à puissances divisées, B  une A-algèbre 
et J  un idéal de B  . Il existe une J3-algèbre B j tl et un idéal J  à puissances divisées 
tels que J B j tl C J  , les puissances divisées 7 /  sur J  soient compatibles avec 7 et 
possédant la propriété universelle suivante :

Pour toute A-algèbre C munie d’une p-d-structure ( C ^ K ^ k ) > où C est 
également une B-algèbre , JC  C K  et 7 k  compatibles avec 77 , il existe un p- 
d-morphisme (B, J, •yj) —* (C, K, 7^) rendant commutatif le diagramme suivant :

в( Jy~1ì



En effet, si les puissances divisées sont données, on prend <5(x) =  (p — l)!7P(x).
Inversement, tou t entier m s’écrit sous la forme m =  mo +pm.i ------ (-psmt ,

où les entiers m ; sont compris entre 0 et p — 1 . Alors, si B  est une Z(p)-algèbre 
sans p-torsion,

xp = p 1+P+",+P 16%(x)

xm = i ,ml+...+mJ(l+P+-+p*-1) . (6*(x))m'

comme
vp(m\) — mx +  (1 +  p)m 2 H-------b (1 + p - |-------

on obtient

fnvp(m\)
Si B est de p-torsion, comme * —  est une unité de Z(p), l’expression ci-dessus 
garde un sens dans B. On vérifie que les 7 m ainsi définis conviennent.

Exemple :
Si B est une Z(p)-algèbre et si À n ’est pas diviseur de zéro, l’enveloppe à 

puissances divisées de B compatibles avec les puissances divisées canoniques sur 
pB relativem ent à un idéal principal J  =  (À) est l’algèbre

B pd =  B[( 7m(A))m€N]

=  B[64(A)] avec p6*(A) =  (6S~1{X))P 

= B[YU • • •, Y ,,•• -}/{pYs -  avec lo  =  A .

B .1 .2 . Les anneaux R  et W j° ( R ) .

B.1.2.1. L ’anneau R. (cf. [F82] ou [F93])

Posons S' = 0 R/pOR. On pose R =  jim^ S', où les applications de

transition sont toutes identiques, à savoir l’application qui hx E S' associe xp E S'. 
L’anneau R  ainsi défini est un anneau de caractéristique p , parfait.

Remarques :
a) on peut obtenir une autre description de R  en munissant la limite projec

tive, indexée par N , des anneaux Oc  , avec toujours pour applications de transition 
les applications x i—► xp , de la structure d ’anneau suivante :

-  la m ultiplication est définie par (xy )^  =  z(n)y(n)
-  l ’addition par (x +  =  lim m_>4.00(x(m+n  ̂ +  y(m+n))Pm 
où x =  (x(n))neN et y =  (y(n))n€N sont dans |un  ^  Oc  .
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La projection Oc  —► O r / p O r  perm et d ’identifier R  et lim Oc  • H est alors

possible de définir une valuation sur R , en posant v r ( x ) =  t t c ( £ ^ )  et R  est 
complet pour cette valuation .

D ’autre part k se plonge dans R  : à a G k , on associe son représentant de 
Teichmüller [a] dans Or  , puis sa réduction modulo p dans S' . On obtient de 
cette façon une application de k dans R

d €  fc —> ( [ g 1^  ] ) n € N  €  R

Le corps des fractions de R , noté Fr R  , est un corps valué complet d ’anneau des 
entiers R et de corps résiduel k ; de plus Fr R est algébriquement clos .

b) Soit E le corps des normes (cf. [W]) de l ’extension üfoo =  UngN-Kn> où

K n =  *T0[er(~>] =

est le corps engendré par les racines p n-ièmes de l’unité contenu dans K.  On 
rappelle que est une racine primitive p-ième de l ’unité dans Or  et les ( e ^ )  
forment un système compatible de racines de l ’unité. On sait (cf. [W], chap. 2) 
que E  est un corps local de caractéristique p , dont l ’anneau des entiers O e est la 
lim ite projective des anneaux Ok „ / { ^  — 1 )Ok „, l’application de transition

v» : O jr„ /(*(l) -  1 ) 0 * .  -  -  1)Ok„_,

étant induite par la norme de K n à ÜTn-i. En outre, si x € Ok „ et x est son image 
dans 0 Kn/{eW - l)0Kn,

-  N Kn/Kn_ , ( x )  € (£(1> -  1)0*-. ,

ce qui fait que un(x) est l ’image de xp dans

(O jr.., +  (*<l) -  l)0 ,r .)/(e< 1> -  1)0*-. =  O k „_, /(e«1» -  1 ) 0 K, _ t .

En fait 
Oe =  k[[e -  1]] =  *[[*]] .

Le groupe de Galois 0 3 1 ( ^ 00/ 7^0) =  r/Co — Z* agit sur E  par g(e) =  ex(-9\  où 
X est le caractère cyclotomique, et Eq =  ETf est le corps de normes de la Zp- 
extension cyclotomique de K q contenue dans Üfoo* On peut voir (cf. [F91], p. 271) 
que Eq =  fc((7fo)) avec tto =  et Oe0 =  k[[T0}), pour p ^  2, et une
égalité similaire pour p =  2.

On voit facilement que E  et Eq se plongent dans Fr R  ; de même, Oe0 et Oe 
se plongent dans R. Plus généralement (cf. [W], chap. 3), si L est une extension 
galoisienne finie de Kœ,  alors le corps des normes El de l ’extension L fK  est une 
extension galoisienne finie de E , on a

G al^/tf«,) =  Gai (ELfE)
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et El se plonge dans Fr R. Ceci perm et de définir

Eg  =  Hm EL}
K q o C L c R  

L / lC o o f in i e  ga lo ts ienne

qui est une clôture sépaxable de E  et

GbL(Er /E) = Gal̂ /tf*,) = Hk. .
Rappelons enfin (cf. [W], chap. 4) que Fr i2 s’identifie au complété de la clôture 
radicielle de E g  =  Etép.

B.l.2.2. Construction de W „ D(R).

On considère W(R) l ’anneau des vecteurs de W itt à coefficients dans R et 
Wn(R) l ’anneau des vecteurs de 'W itt de longueur n  .

B .l.2.2.1. P roposition  : L’application

9 : W(R) -*• Oc

X =  (xn) En€NÎ,n^ n)

est un morphisme d ’anneaux, qui est surjectif. Son noyau Ker 9 est un idéal 
principal de W(R) .

D émonstration  : Soit A =  (/3,1,0, • • •, 0, • • •) un élément de W(J?) où ¡3 G R 
est tel que /3̂ 0  ̂ =  — p .
On voit que A G Ker 6 et on va m ontrer que Ker 6 est l ’idéal engendré pax A .

-  On commence par montrer que

Ker 6 c  (A) +  {p) .

Si a; G Ker 9 , alors est divisible par p donc v r ( x q ) > 1 . On peut écrire alors 
Xo =  a/3 où a  G R .
Dans ces conditions x — [a] A est divisible par p , c’est-à-dire

x — [a]A G pW{R)

et
x G (A) +  (p) .

-  D ’autre part
W {R)/Ker6  ~  Oc

qui est sans p-torsion , donc Ker 6 C\pW(R) =  pKex 6 et x — [or] A G p Ker 9. On 
peut ainsi écrire x — [a]A + pxi où xx G Ker 9 et m ontrer par récurrence qu’il 
existe y G W(R) tel que x =  yX. 
o
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Remarque : plus précisément, un élément À =  (A0, Ai, • • •, An, • • •) G Ker 9 en est un 
générateur, si et seulement si vr( \ q) — 1. En particulier, s ip  ^  2 et si q =  itq +p est 
l’élément de W(R) introduit dans la partie A., alors q' =  (p~x{q) est un générateur 
de Ker 9. En effet, on voit facilement que 9(qt) =  0 et il suffit de vérifier que 
î>(7t0) =  p. Mais,

* * (* 0) =  (p -  l)v fi(e -  1)

puisque 7r et 7To sont des uniformisantes de Oe et de Oe0 respectivement, 
l’extension B/Bo est totalement ramifiée de degré p — 1 et

vx (e - 1 )  =  «o((e -  1)(0)) =  *c -  1 ) '” )

=  lim p mt>c(e(m) — 1) =  — -
m —f+oo p  — 1

Si p =  2, alors, on prend q =  7r +  p et q' =  <p~x (q) est un  générateur de Ker 9.

B. 1.2.2.2. De même, pour n entier >  1, on définit l ’application

9n : Wn(R) -» 0 RlpnOR

par

0n((zo ,æ i,--* ,2 :n -l))  =  X ]  Pmx(m } '
0 < m < n —1

On pose

Ker 9n =  Im Ker 9 =  ( A<n) ,

en notant A<n l’image dans Wn(R) du générateur choisi A de Ker 9. On note 
W £d (R) l’enveloppe à puissances divisées de Wn(R) relativement à Ker 9n, 
compatibles avec les puissances divisées canoniques sur pWn(R) . D ’après ce qui 
a été vu dans le paragraphe précédent

=  Wn (£ )[i(A <n), 

=  et y„ =  A<n .

On pose

a cH, =  j t a  w ; d (r )
n e  N

le séparé complété pour la topologie p-adique de l ’enveloppe à puissances divisées 
de W(R) relativement à Ker 0, compatibles avec les puissances canoniques sur 
pW(R) et BÏHs = K ® w  Acris — Acris [ l/r i-
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Remarques :
a) pour n =  1, on a À<i =  Ào, (6'(Ào))p =  0 et

w?D(R) =  j j [ n ,  • ■ •, Y„ ■ ■ - ] /(y?).€N  =  • • •, y„ ■ ■ ■ ) / ( !? ) .> !  .

b) La suite exacte courte

o _  W r(ii) £  Wr+S(R) -  WS(R) -» 0

induit la suite exacte

0 -4 W?d (R) £  W?£{R)  -» W ?d {R) -> 0 .

Il s’agit en effet de voir que si

* € W™ (R)

est annulé par p* , alors x est divisible par pr ; par récurrence décroissante sur s, 
on se ram ène à m ontrer que si s <  n et x G WPD(R) est tel que p*x =  0, alors x 
est divisible par p , ce qui revient à m ontrer que si

est tel que
P SX  G {PYm -  1

a Inrc

Il existe un entier q tel que x G Wn (i2)[Yi, • • •, 1^] et p*x est dans l ’idéal de cet 
anneau engendré par les

{pYm — Ym-l) Il <rn<q

Un calcul simple perm et de voir qu’alors l ’image de x dans

Wn(R)[Yu - ■. ,y ç-x ][Yq]/(pYm -  y £ _ J I < m< ,-1  

est dans (pYq—Y£i_1). Par récurrence, on montre ainsi que x G {pYrn—Y%l_1)i<rn<q.

B.1.2.2.3. Filtration sur W £D(R).

Pour r  G N , on pose

Fûr Wn(R) = (Keidn)r

et on note Filr W pD(R) l’idéal de W £D(R) engendré par les 7 m(A<n) pour 
m > r. Le morphisme naturel de Wn(R) dans W £D(R) envoie FiT Wn(R) dans 
Filr W £D(R).
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On a également un Frobenius sur W£D(R) , qui provient du Frobenius sur 
Wn(R) et <p(6(z)) =  6(<p(x)). On vérifie que Ker 6 +pW(R)  est stable par (p et que 
<p(À) est divisible par p dans W*D(R) . En particulier pour r < p  — 1 e t n  >  r  , 
on dispose de l’inclusion suivante

FiT  W £D {R) C {x G W ™  (R) tel que <p(x) G prW *D {R)}

ainsi que de la  suite exacte :

0 FiT W ™  (R) -> FiT w £ £  (R) -* F ür W f D ( R ) -> 0 .

Ceci perm et de définir des applications

<pr :Filr W PD(R ) - ^ W PD(R)

de la  m anière suivante :
soit x un  élément de Filr W PD(R) ; il se relève en un élément x G Filr W£+r(R) 

te l que <p(x) = pry y alors <pr(x) =  y modulo pn ne dépend pas du choix du 
relèvement z de x, ni du choix de y , et de plus, pour r < p — 2,

.jr  _
^lp •

La filtration et les applications <pr ainsi définies passent à la  lim ite projective.

Remarques :
a) L’application

6 : W(R) -* Oc

se prolonge en une application notée toujours 6 de Acris vers Oc  ou de B r̂ia vers 
C . Pour to u t entier r  > 0 , on note F ilr Bfria l’adhérence de l ’idéal engendré par 
les q'm/m\ pour m  >  r . On rem arque que

Fil Acris =  Fil B r̂ ŝ D Acris 

D ’autre p art, l ’élément t défini par

* =
n>l

appartient à B^,ia et l’idéal engendré par t est stable par l ’action de Gk  et par 
<p avec (p(t) =  pt et g(t) =  x(p)i, pour g G GK. On pose Bcris =  ;
c’est un anneau m uni d’une application (p, d ’une action de Gk  et d ’une filtration 
décroissante par des sous ifo-espaces vectoriels, pour r  G Z :

* = E t - 1)”"1
n>l

^ I p u r + l p<pr+1

FiT Beri, = U i6Zr  * Filr+* 5 c+rii 
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b) Les idéaux Filr W PD(R) et Filr Wn (jR) ne sont pas stables par on 
introduit alors les idéaux (cf. [F93])

/H  =  -[x g Ac1<it tel que (p o <p o • • • o ip(x) G Filr Acris pour tout z G N}
V  " V * ..............  ^

i fois

et

I^ W (i£ )  W(i2) tel que ip o ip o • • • o (p(x) G Filr W(R) pour tout i G N}
..... . " V  ................."  ^

i fois

On sait que est un idéal principal et qu’un élément

a =  (a0, ai, • • •, an, • • •) G /^ ^ ( .R )

en est un générateur si et seulement si v r (ü0) =  rp / (p  — 1); on en déduit 
que I^W (R)  est l’idéal de W(R) engendré par 7rr  et Î P~^W(R) peut être 
également vu comme l’idéal engendré par 7r0 , si p  ^  2  (cf calcul p. 15). Si p  =  2 , 
j[p - i]W(R)  =  jWW(.R) est l ’idéal engendré par t  et [7r0 ] engendre j l 2ÎW (il).

D ’autre part est un p-d-idéal de Acrit et est la r-ième-puissance divisée 
de 2 ^  ; plus précisément est l ’adhérence du W(J?)-module engendré par les 

éléments où m(s)  et r(s)  sont respectivement le quotient
et le reste de la  division euclidienne de s par p  — 1. Comme <p(t) =  pi, on voit 
facilement que, pour m  < p — 1,

p m(Fflm Acru n  I w ) C I [r]

et pour tou t n  G N ,

<pm(Film W PD(R) n  I [r]WPD{R)) C I [r] W™{R)  ; 

en particulier, si n =  1 et r  =  p — 1, on a

V?m(Film W f D(R) n  I [p~1]W f D(R)) C (R) .

c) le cas n — 1 . Choisissons /3 = (/3^)neN G R  te l que /3 ^  =  —p.
-  +̂i =  0 pour 0 < r  < p — 2.

W f p { R ) / f r - 1]W?D(R) =  R/(3pR
= R/îtoR si p  2

alors l’application

=  R / t R  si p =  2

u — Oi Oi p1 : R  —> ®îcIp®R 
x i—> x ^ m o d p
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induit un isomorphisme d’anneaux de R//3PR vers O g/pO g (<p 1 désigne ici 
l’inverse de cp).

De plus, on rappelle que R/(3PR  est muni d ’une filtration

Filr(R/(3pR) = (3r{R/(3pR)

pour r < p — 1 et F'û.r(R//3pR) — 0 pour r > p, et d ’applications (pr définies pax :

<pr : F'ûr (R/(3pR) -» R/(3pR  
f3rx h-* xp .

Si on définit sur O g/pO g  la  filtration suivante

FU r o Ri vo R = ^ r o g i vo !i

et les applications <pr par

(pr : Filr Og/pOg; -*• O g/pO R 
( p w y x  xp ,

on constate que u respecte la filtration et commute aux applications <pr. Alors, si 
on m unit O g/pO g  de la structure de fc-espace vectoriel déduite par l ’extension 
des scalaires a~x : k —♦ fc, on voit que u est un isomorphisme de modules filtrés de 
W f D(R)/I^p- ^ W f D{R) sur O g/pO g.

B .1 .3 . Les modules filtrés sur W  et K.

B.1.3.1. Les modules filtrés sur K .

B.1.3.1.1. Un (p-module filtré sur K  est la donnée d ’un ÜTo-espace vectoriel D muni :
-  d ’une application (p : D —» D  semi-linéaire par rapport à a et injective,
-  d ’une filtration décroissante sur Dk  =  K  ®k0 D  Par des sous-if-espaces 
vectoriels (Fil7* Dk )vçz tels que

Ur€z Filr Dk  =  Dk

et
n r €Z FiT Dk  =  {0} .

Les ^-modules filtrés forment une catégorie additive, notée M F k , qui possède 
des noyaux et des conoyaux. Les morphismes sont ceux qui commutent aux 
applications (p et qui, par extension des scalaires à ÜT, respectent la filtration. 
On dit qu ’un <£>-module filtré D est positif s’il vérifie F il0 Dk  =  0.

Remarque : les anneaux Ben» et B*^  sont des objets de M F k -  En effet, ils 
possèdent tous les deux une action de Frobenius et K  <S>k0 Bcri» ainsi que
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K  ®k0 Btrit son  ̂ munis de la filtration induite par leur inclusion naturelle dans 
B d r -

Si D  est un objet de M F k  et i un entier, on introduit l ’objet D{i} de M F r  
ainsi défini :

-  le ÜTo-espace vectoriel sous-jacent est D,
-  on a Fil** D k {ï ) =  Filr+t K  pour r € Z,
-  (avec des conventions évidentes) <Pd{î} =  P~X(Pd -
Si D  est un objet de M F k  qui est de dimension finie sur K 0, le Frobenius ip 

est bijectif et on peut munir le i^o-espace vectoriel dual D * d’une structure d’objet 
de M F k  en posant (<p7])(d) =  (d))) pour rj G D* et d G D ; la filtration
s’obtient en prenant pour Filr D*K l ’orthogonal de Fil-r+1 Dk •

B. 1.3.1.2. On définit (cf [F79], chap. 4) la sous-catégorie pleine M F ^  de M F k  des 
objets faiblement admissibles ; ceux-ci sont de dimension finie sur K 0. La catégorie 
M Fj£ est abélienne, stable par dualité et par les opérateurs D h-* D{i}. On note

M Fjç b ,̂ où a et 6 sont des entiers avec a < b, la sous-catégorie pleine de M F ^  
dont les objets sont les ^-modules filtrés faiblement admissibles sur K  et tels que 
Fil° Dk  =  Dk  et Filb+1 Dk  =  0 ; comme sous-catégorie pleine de M F ^ , elle est 
stable par sous-objets, sous-quotients, sommes directes et extensions. En outre, si 

D € M F [£ b], on a £>{i} € M F ^ _1,b" 11.
Si D  est un «^-module filtré de dimension finie et si e =  1, c’est-à-dire si 

K  =  Ko, alors il y a équivalence entre (cf [L], chap. 3) :
-  D est faiblement admissible

et
-  il existe un réseau A de D sur W tel que

^ p " X A n F i l r £>) =  A .

Un tel réseau est appelé réseau adapté; on remarque qu’il vérifie

<p(Filr A) C pr A ,

pour tou t r  G Z.

B.1.3.2. Les modules filtrés sur W.

B.1.3.2.1. Un module filtré sur W  est un W-module A muni :
-  d ’une filtration (Filr À)r€z décroissante par des sous-W-modules de A , 

séparée et exhaustive ; c’est-à-dire telle que

n rez Filr A =  0 et Urez F ilr A =  A ,

-  d ’applications <pr : Filr A —> A semi-linéaires par rapport au Frobenius a de 
W  et telles que

^ + l A = ^ r + 1  •
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On note M F w  la catégorie des modules filtrés sur W, dont les morphismes sont 
applications W-linéaires respectant la filtration et com m utant aux applications <pr, 
et M Fk la sous-catégorie pleine de M F w  formée des objets tués par p. La catégorie 
M F w  est additive et Zp-linéaire, mais n ’est pas abélienne.

Noyau et conoyau d’un morphisme dans M F w
Soient A et A' des objets de M F w  et u un morphisme de A vers A'. On peut 

définir le noyau de u : en tan t que W-module, Ker u est le noyau de u considéré 
comme un morphisme de W^-modules, qu’on munit de la filtration

Filr Ker u =  Ker u n  Filr A ,

et des applications ipr
^ K e r  U =  ^ | K e r  u

De même, un sous-objet Ao de A est un sous-W -module de A tel que

V5r (A0 n F ü r A) C Ao

et muni de la filtration induite par l’inclusion, c’est-à-dire F ilr Ao =  Ao H Filr A. 
On dit que le morphisme u : A —► A' est strict si

u(Filr A) =  Filr A' n  «( A) ,

pour tout r G Z. Si u est strict, on peut définir son conoyau : en tan t que W- 
module Coker n est le conoyau de u dans la catégorie des W-modules. On définit 
la filtration sur Coker-a de la manière suivante : soient ur la restriction de -u à 
Filr A à valeurs dans Fil1* A' et Coker ur le conoyau de ur dans la catégorie des 
W-modules. On a alors un diagramme commutatif :

FiT A - ♦  Fil7' A' -» Coker ur -> 0 

1 1
A —> A' —> Coker u —» 0

qui fournit une flèche naturelle de Coker u r vers Coker u. Comme u est strict, 
cette flèche est injective et on définit Fil** Coker u comme l ’image de Coker ur dans 
Coker u. Les applications <pr se déduisent de celles sur A' par passage au quotient. 
En particulier, on déduit la notion d ’objet quotient.

Si A et A' sont des objets de M F ^ , alors K ern  et Coker u également.

Exemples : a) Si A est un réseau adapté d ’un module filtré sur K  faiblement 
admissible, alors on peut poser <pr =  ( l /p r)<p\Fiir A et A devient un objet de M F w -  

b) L’anneau Acru tel qu’il a été décrit dans la partie précédente est muni d ’une 
filtration Fil1' Acr{4 et d ’endomorphismes <pr : Filr Acri3 —► Acris pour r < p — 1 
et vérifiant </?r =  p<pr+1, pour r < p — 2. Il est nécessaire de modifier

cette filtration pour que Acris devienne un objet de M F w  : pour cela, il suffit 
de poser Filr Acris =  0 pour r  > p et de conserver la définition des Filr Acrjâ
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pour t  < p — 1 .  (Dans les applications, on ne s ’intéressera qu’aux objets dont la 
longueur de la filtration est plus petite que p — 1 et le choix des Filr Acrit , pour 
r  > p, n ’intervient pas ; on aurait également pu choisir

Filp Acris — {x G Fil Acrît tel que <p(x) G p ,

mais alors, la multiplication par pn dans Acris ne serait pas un morphisme strict, 
pour n > 1.)

c) De même, W PD(R) est muni d ’une structure d’objets de M F w  ; pour r  < 
p — 1, Filr W PD(R) est l ’idéal de W PD(R) défini précédemment, avec l’application 
ipr : Filr W PD{R) —» W £d (R) et pour r  > p, on pose Filr W £D(R) =  0. On voit 
que W £D (R) s’identifie au conoyau de l’endomorphisme strict de Acrit qui est la 
m ultiplication par pn .

Remarque : cas où A est tué par p.
L’application <pr est nulle sur Filr+1 ; en d ’autres term es <pr se factorise en 

une application notée toujours

<pr :F iT A /F iT +1 A -> A .

Puisque A est muni d’une filtration décroissante, on peut considérer le module 
gradué gr A associé à A , c’est-à-dire le module

gr A =  ©r€Z FiT A / Filr+1 A .

La donnée des applications <pr : Filr A —► A nulles sur Filr+1 A équivaut à la donnée 
d ’une application a-semi-linéaire $  : gr A —* A ; en effet il suffit de poser

$(x) =  <pr(x) pour x G grr A =  Filr A / Filr+1 A

où x est un relèvement quelconque de x dans Fil7* A.

B. 1.3.2.2. Pour a et & entiers, on considère à présent les sous-catégories pleines 

de M F w , qu’on notera M F ^ b' (respectivement M F ^ )  formée des objets M 
de type fini sur W, tels que Fil° A =  A et Filb+1 A =  {0} (respectivement des 
objets A de type fini tels que Fil0 A =  A et tels qu’il existe un entier h vérifiant 
Filh+1 A =  {0}). On impose en plus que les Fil7* A soient des facteurs directs et 
que

r€ Z

Si A est tué  par p, ceci revient à demander que A soit de dimension finie sur k et 
que l’application

$  : ©r€Z Fil7* A / Filr+1 A —» A

soit bijective.
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On note M F k  la sous-catégorie pleine de M F ^  formée des objets tués par p. On 
appelle alors hauteur de A le plus petit entier h tel que FLl/*+1 A =  {0} et on note 
M F ^  (respectivement M F£) la sous-catégorie pleine de M F ^  (respectivement 
de M F £  ) formée des objets de hauteur < h . Tout morphisme de M F ^  (donc de 
M F £ ) est strict et ces deux catégories sont abéliennes (cf [F-L], p .588).

Remarque : les sous-objets d’un objet A de M F ^  dans la catégorie M F w  sont 
également des sous-objets dans M F ^ .  De même, un quotient d ’un objet de M F ^  
dans M F w  a priori est en fait un quotient dans M F ^  (cf [F-L],p.588).

Les sous-objets et quotients d ’un objet de M F j  vérifient la même propriété.

Exemple : Si e =  1, un réseau adapté A d’un objet D de M F ^  tel que Fil0 D = D 
est un objet de M F ^ .

Si A est un objet de M F ^  et i un entier, on introduit le module A{z} défini
pax :

FiT A{z} =  Filr+i A
r  r4-t

Si A G M F feb), on a A{i} G M F ^ 'l,b' 1].

Remarque : bases adaptées à la filtration.

Soit A un objet de M Fjj de dimension d sur k et (ei)i<j<d une base de A. A 
chaque e*, on associe le plus grand entier r* tel que e» G Filri A.

On voit que l’on peut choisir une base (e*)i<*<d telle que (ei)r<>r forme une 
base de Filr A pour tout r ; on dit alors que la base est adaptée à la filtration. 
Dans ces conditions (êt)i<t<<j forme une base de gr A, où ë{ est l ’image de e» dans 
grri A =  Filri A / Filr<+1 A et on a grr A =  ®r .= rfcëi.

De plus si

<Pri(ej ) =  X ) aii ei ’ 
i<*<d

l’application $  : gr A —* A est décrite dans la base (ë») par

= ^ ''j aijei 
l<i<d

On constate qu’exiger que $  soit bijective revient à demander que la matrice 
A =  ((a t-j)) soit inversible .
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B .1.4 . N o tio n  d e  su ite  ex ac te  e t  de E xt1 d an s les ca tég o rie s  M F w  et 
M F k.

B.1.4.1. Notion de suite exacte dans les catégories M F w  et M F *.

Soient A, A' et A" des objets de M Fw * La- suite

0 —> A' —» A —> A" —► 0 ,

où les morphismes sont des morphismes dans M F w , est dite exacte si elle est 
exacte en tan t que suite de W-modules et si les suites de W-modules suivantes

0 -> Filr A' -* Filr A -* FiT A" - ♦  0 ,

pour r € Z, sont exactes. Elle identifie alors A' au noyau de A —» A" et A" au 
conoyau du morphisme strict A '-»  A.
Exemples :

a) La suite

0 -» W ?d (R) £  W*g{R) -* W f D{R) -> 0

(rappelons que Filp W £D(R) =  0 pour n =  r, s et r  +  s), est une suite exacte dans 
M F w  •

b) On a vu (cf. B.1.2.2.3.) que

<pr(llp- V w f D(R) n  FiT W f D(R)) C I [p~1]W f D(R) ,

ce qui perm et de considérer Î P~X̂ WPD {R) comme un sous-objet de W f D(R) dans 
M Fk ; d ’autre part

W [ D(R)/I[p- l]W [ D{R) ^ O k /pOr  .

La suite suivante est donc une suite exacte dans M F ^ :

0 _> JÎP-Hw f D {R) -* W f D (R) —► Or / pOr  —> 0 .

B.1.4.2. Notion de E xt1.
On dit que deux extensions Ex et E% de A pax A' dans la catégorie M F w  sont 

isomorphes s’il existe un morphisme de modules filtrés de E\ vers E2 qui rende le 
diagramme suivant commutatif :

et on note E x t^ Fw (A, A') l ’ensemble des classes d ’isomorphismes d’extensions 
de A pax A'. On munit cet ensemble de la structure de groupe suivante : soient
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E\ et Ei deux extensions de A pax A' et [ü?i] (respectivement [£̂ 2]) la- classe 
d ’isomorphismes de E\ (respectivement E2). On veut définir [£1] +  \E^ ; les deux 
extensions perm ettent d ’écrire la suite exacte

0 -» A' © A' -> Ex © E2 -* A ©  A -» 0 ,
d ’où

0 —► A* © Af —► Ei Xa E2 —> A —► 0

où Ei Xa E2 est le produit fibré de Ei et E2 au-dessus de A. Alors le conoyau E% 
de l’application composée

A' —► A' ©  A' - >  Ex X a  E2 

x 1—> (x}—z)

est une extension de A par A' et [E3] =  [Ei] +  [E2].
Remarques : a) Une extension est dans la classe nulle si et seulement si elle est 
scindée.

b) De la même manière, on définit ExtJVIFk(A, A') pour A et A' objets de M F* 
et on m unit cet ensemble d’une structure de groupe.

B.1.4.3. Suite exacte longue.

P roposition  : Si 0 —► A' —> A —► A" —* 0 est une suite exacte courte 
dans M F w  et Ao est un objet de M Pw , alors les fondeurs HomMFw (^o, •) 
et HomMFw (-,Ao) donnent lieu à deux suites exactes longues, à savoir :

v 0  - *  H o m M F w (A", A0) - >  H o m M F w (A, Ao) — ►  H o m M F w (A', A0)
—► E xtj^Fw (A", Ao) —» E xt^IPw(A, Ao) —* E xt^ÎFw (A', Ao)

et

0 —> HomMFw (Ao, A') - ♦  HomMFw (Ao, A) -» HomMFw (A0, A") 
ExtMFw (Ao, A') —> ExtMFw (A-0’A-) ~ * ®x *MFw (Ao, A") .

D émonstration  : a) il s’agit tou t d ’abord de définir le morphisme

HomMFw (A', A0) E xtMFw (A", A0) .

Si u : A' —► Ao est un morphisme dans M Fw , alors le morphisme

A' —► Aq © A 
A h-> ( t i ( A ) , - * ( A ) )

est un morphisme strict, qui perm et de définir Coker u =  Ao Ha» A et on obtient 
une suite exacte

0 —> A0 A0 Ha< A —» A" —> 0 .
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Le morphisme cherché est donc l’application qui à A; —» Ao associe

[À o  I I a » A ]  G E x tJ V IF w  ( A " ,  A o )

b) La flèche
HomMFw(Ao, A") —> Ext^F-wC^0’-^)

est donné pax l’application qui à un morphisme Ao —* A" associe la classe de 
l ’extension A Xa» Ao.

La preuve de l’exactitude des deux suites longues a) et b) se fait alors de la 
même manière que dans le cadre d’une catégorie abélienne. 
o
Remarque : de la même manière on obtient deux suites exactes longues en 
considérant la catégorie M Fk-
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B .2 . Les re p ré s e n ta tio n s  c ris ta llin e s .

B .2 .1 . R e p ré s e n ta tio n s  c r is ta llin e s  : d é fin itio n .

B.2.1.1. Représentations p-adiques cristallines.

Ce paragraphe est un rappel des résultats de [F79] (chap. 3).

B.2.1.1.1. Pour tou te représentation p-adique V de Gk >

est un Ü To-espace vectoriel, muni d ’une application (p semi-linéaire par rapport à 
a (déduite de l’action de (p sur Bcris) et

K  ®Ko D crb (^ ) =  <8>k0 Bcrit)

est m uni d ’une filtration, déduite de celle sur K  <S>k0 Bcris • On dispose ainsi d’un 
foncteur de R epQ p(GK) vers M F r  et on montre que D*ris(V) est de dimension 
finie sur K 0, inférieure ou égale à d i m q p V ; on dit qu’une représentation est 
cristalline si ces deux dimensions sont égales. On note R e p q p)Cris(GK) la  sous- 
catégorie pleine de R epQ p(GK) dont les objets sont les représentations V  qui sont 
cristallines. La catégorie R e p q p,cris(GK) est une catégorie stable par sous-objet, 
somme directe, quotient, produit tensoriel et dualité. La restriction du foncteur 
D*ris à R e p q p)cris(Giç)j notée toujours D*rls est exacte, pleinement fidèle et 
induit une anti-équivalence entre R e p q p)Cru(G K ) et son image essentielle. On dit 
qu’un module filtré sur K  est admissible s’il est dans l’image essentielle de D*ris et 
on note M F ^ “  la  sous-catégorie pleine de M F r  formée des objets admissibles. 

On sait qu’un module admissible est faiblement admissible ; le foncteur

V ;r l s : M F f^m -  R e p Qp(G K)
D !-► V*rls(D) =H om MpK(I>,Jîcm)

est un quasi-inverse de D*ria.

Remarque : Pour tout i € Z, on pose V(i) =  V (8>zp Zp(i). Alors si V  est une 
représentation cristalline, V(i) est également cristalline et

D:ns(^)) = (D:rU(n){-o •

B.2.1.1.2. Une représentation cristalline V est dite cristalline positive si le module 
filtré qui lui est associé est positif; ceci revient à dire que

D ^ u ( ^ )  =  H o m c jo ^ iV , B'H.)  =  HomQJCjfl(V, B + J  .

(en effet, si on note B*cris =  {z € Fil0 Bcris te l que <p o <p o • • • o <p(x) G Fil0 Bcr{s
V « i i .......

i fois

pour to u t i € N }, on voit facilement que B*ris C B~crie ; d’autre part vK-® «•*«) C 
B tis ,  si p £  2. Si p =  2, on a ip2(B~crit) C B+is,cf. [F93].)
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On note R e p q p)Crls(G |c) la sous-catégorie pleine de R epQ pjCris(GK) formée

des représentations cristallines positives. De même, on note R e p q  

sous-catégorie pleine de R e p q pjCris(GK) dont les objets sont les représentations 

cristallines dont le module filtré associé par D*ris est dans M F ^ ’bl  Si e =  1, le 

foncteur D*rlg induit une anti-équivalence de catégories entre R epQ ^|,rls(GK) et

M F ^ ’b' pour b — a < p — 1. En d ’autres termes, tou t module filtré faiblement 
admissible dont la  longueur de la filtration est inférieure à p — 1 est admissible. Ce 
dernier résultat provient d’un résultat sur les représentations Zp-adiques.

B.2.1.2. Représentations Zp-adiques qui sont des sous-quotients de représentations 
cristallines ; cas e =  1.

Posons
Acrit,00= ] ^ W PD(R) î

n € N

c’ est un objet de M F w  avec Filp Acr;i)00 =  0 ; alors, si A est un objet de M F ^ 1 
de torsion, on peut considérer le Zp-module défini par

Vcris(A) =  HomMFw (A, Acrii)00) .

Si A est un objet de MFÇ^“1 sans p-torsion, on pose

v cris (■A) =  Jim V*rls (A /pnA) =  HomMFw (A, Acrit) .
n € N

On se propose alors de montrer le théorème suivant où M F ^ " 1* est la sous- 
catégorie pleine de M F ^ 1 dont les objets A vérifient la  propriété :

si A' est un quotient de A tel que A' =  Filp_1 A' alors A' =  0. 

THEOREME :
Le fo n c te u r  V*ris r e s tre in t  à  M F ^  tors p o u r  h < p — 1 est ex ac t e t 

fidèle. Si A e s t u n  o b je t de lo n g u e u r finie, a lo rs

longty A =  longZp V*ris(A)

D e p lu s , la  r e s tr ic t io n  de V*rls à  M F ^  torg, p o u r  h < p — 2, ou b ien  à

M F ^ " 1* e s t p le in e m e n t fidèle.
Si A e s t lib re  su r  W  , a lo rs V*rlg(A) es t lib re  su r  Zp e t on a

rangw A =  rangZp V*ris(A).
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Remarque : Ce résultat a essentiellement déjà été démontré dans [F-L] ; la démon
stration de l ’exactitude et de la fidélité de V*Ha proposée ici est un peu différente 
de celle contenue dans cet article. D ’une part, elle est plus directe, car elle ne re
pose pas sur la classification des objets simples de la  catégorie M F w , ce qui était 
le cas dans l ’article cité ; d ’autre part, l ’anneau utilisé n ’est pas le même. En effet, 
un anneau S C Wk (R) y est introduit

(S =  {x G Wk{R) tel que vr(x^I) > np pour n  G N} ,

où x =  £ n>>00 pn[xn])) qui est également inclus dans Acri3 ; cette inclusion induit 
une application de S/pnS vers Acru /p n Acr*4, pour tou t n G N . On peut vérifier 
que cette application induit un isomorphisme entre les représentations construites 
avec le premier anneau et celles construites avec le second.

B.2.2. Démonstration de l’exactitude et la fidélité de V*rii.

P roposition  ‘.Soit h un entier vérifiant 0 < h < p — 1. Si A est un objet de M F ^  
de torsion, donc un W-module de longueur finie d, alors

longz V ; rb (A ) =  d
et

ExtMFw (A, Acria>00) =  0

Par dévissage, il suffit de considérer le cas où A est tué par p.

B.2.2.1. On commence par rem arquer que si A est un objet de M F ^  tué par p, 
alors, comme W PD(R) s’identifie au noyau de la multiplication par p dans Acrji)00,

V :ris(A) =  HomMFw (A ,A cri3,oo) =  HomMFk(A, W f D{R)) .

Par ailleurs,

ExtMF^A, ^ “ (.R)) = Ext*MFw (A, .

En effet, si E est une extension de A par W PD(R), le diagramme suivant est ■ 
commutatif, où les lignes et les colonnes sont exactes :
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ce qui perm et de définir une flèche de (A, Acriit00) vers Ext]VIFk(A, W f D(R)) ;
on vérifie facilement que cette flèche est l’inverse de la flèche naturelle

E*‘MFk(A .H ,1PI,(Ji)) -  Ext'MF„ ( A ,W f D(Jt)) - ,  E x t^ Fw (A ,.4cr„,«,) ; 

elle est donc bijective.

B.2.2.2. On s’est ainsi ramené à montrer la proposition :
P ro position  : Si A est un objet de M F £ _1, alors

dimF,(HomMF,,(A, W f D(R)) =  dim„ A 

61 ExtJ^Pk( A , < D(JÎ)) =  0 .

Cette proposition se démontre en distinguant deux cas : le cas où A est 
un objet de M F £ -1 * (c’est-à-dire qui n’admet pas de sous-quotient À tel que 
Fil*-1 À =  À) ou bien le cas où A vérifie Filp_1 A =  A. Ces deux cas sont clairement
disjoints et les objets simples de la catégorie M F £ - i  soit sont dans soit
vérifient À =  Filî>~ 1 A. Ainsi, par dévissage, on voit qu’il suffit de démontrer la 
proposition ci-dessous.

P roposition  : 1) Si A est un objet de M F £ -1 *, alors, pour i =  0,1, l ’application 
naturelle

Ext‘MFk(A,W,PD(R)) -  E x t j ^ A , 0 K/pOK) 

induite par la suite exacte

0 _* i \p - ^ w [ d{r ) W f D(R) -> Or / POr  -  0

est injective et c’est un isomorphisme pour i =  0.

2) Si A est un objet de M F £-1  tel que Filp_1 A =  A, alors, pour i =  0,1, 
l ’application naturelle

Ext'MFk( A , I ^ W f ^ R ) )  -  E x t U k(A ,W ÎD(iî)) 

est un isomorphisme.

B.2.2.2.1. D em onstration  de 1) : La suite exacte

0 _ ► l b - i ] w f D(R) -» W ?d(R) -* 0 R/ p 0 R -» 0

permet de se ram ener à montrer :

a) HomMFk(A ,/Ip- 1lT r/,D(B)) =  0 

61 b) ExtjviFk(A,/*p -^H/1f>I)(iî)) =  0 .
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а )  Soient u G HomMFk(A ,Î p~^W fD (R)) et A' =  K ern . Puisque

A =  J2 V>'(Pilr A) ,
0 < r < p —1

on obtient l ’égalité suivante, en utilisant le fait que u commute avec les applications 
<pr :

u(A) =  £  y>’'(u(FiT A)) .
0 < r < p —1

Comme u a son image dans JSP~X̂ WPD{R̂  C Filp_1 W PD(R), on déduit que

<pr (u(FiTA )) =  0 pour r < p  — 1

et, par conséquent,
A =  A' +  ipp“ 1(Filp-1 A) .

Si Â =  A /A ', on a Â =  y>p-1(Filp_1 Â), donc dim*. A <  dirn* Filp_1 Â, d’où 
Â =  Filp_1 Â ; comme A est un objet de M F £-1 *, on obtient Â =  0.

б)  Pour m ontrer que Extj|VIPk(A, Î P~^WPD(R)) =  0, il s ’agit de vérifier 
qu’une suite exacte

0 _» J ^ -^ W fD(R) -* E -> A -> 0

est scindée.
Soient (et-)i<i<d une base de A adaptée à la filtration et, pour tou t z, ri le plus 

grand entier tel que e; G Filr< A. Choisissons un relèvement êj de et- dans Fil7** E ; 
alors si ((ûij)) est la m atrice représentant les <pr dans la base (e»), c’est-à-dire si

<PTi(ei) = aijei > 
i<i<d

il existe des éléments bj G j[p-1ÎWjP-D(i2) tels que

<prj (êj) — aijêi +  bj pour tou t j,  1 < j  < d . 
l<»<d

On cherche à m ontrer l’existence d ’une section A —» E  respectant la filtration 
et com m utant aux <pr, ce qui revient à m ontrer l’existence d’éléments ctj de 
j \ p - i \ w l D{R) tels que

ipri(êj +  aj) =  ^ 2  a*j(ê* +  a ») pour tou t j ,  1 < j < d  . 
i<i<d
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Comme Fil*"1 (R) =  I^ -^ W PD(R) et puisque <pr{x) =  0, pour tout
x € Filr W f D(R) et pour tout r < p -  2, on est ram ené à résoudre le système 
d’équations :

y  ûj-jû:,- =  bj pour j  tel que rj ^  p — 1 
l<*<d

t
y  aij-ai =  v?p-1(û:j) +  bj pour j  te l que rj =  p -  1 , 
i<i<d

qui est équivalent au système suivant, où la m atrice ((a^ )) est la  matrice inverse 
de ((ûjj))}

(
Pj =  bj pour j  tel que rj p — 1

Pi ~  5 3  (ay V >_1(tt)  =  hi pour j  te l que rj = p — 1 . 
l<i<d

Comme le m ontre le lemme suivant, la condition * implique que ce système a une 
unique solution, 
o

B.2.2.2.2. Lemme : Soit A un objet de M F £-1 n ’admettant pas de quotient A tel 
que Filp_1 Â =  Â ; on se place dans une base (e i, • • •, e<j) adaptée à la filtration, 
ordonnée de telle sorte que (ely • • •, em) soit une base de Filp_1 A, on note rj le 
plus grand entier tel que ej G FiT-» A, A =  (a^) la  matrice telle que

P1'3 iei) =  5 3  aijei 
1 <»<d

et A ' =  A -1 . Aiors la matrice B =  (a^) extraite de la matrice A' est
nilpotente.
D ém onstration  : Si la m atrice n ’est pas nilpotente, alors on peut trouver une 
base de Filp_1 A telle que dans cette base, la m atrice A' soit de la forme

où C est une m atrice carrée inversible d ’ordre d' >  1.
On définit un objet Â de M F £-1  tel que Filp_1 Â =  Â, de base {ë\ • • • ,ëd>) 

vérifiant êj =  $2i<»<d' a'ij(PP~1 011 va construire un morphisme surjectif de
A vers Â ce qui contredira l ’hypothèse faite sur A. Soit u l ’application linéaire 
définie par :

u : A —» A

ej 1-4 aijiPp M®*) 5
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u respecte la filtration et il reste à vérifier que u commute bien aux applications 
<pr’ , c’est-à-dire

u(<prj (ej)) =  <pr> (u(ej)) pour tou t j ,  1 < j  < d .

Puisque A' est inversible, il est équivalent de vérifier que

X ]  a y « (v r i (cj)) =  5 3  aijVri(u(ei)) Pour to u t j ,  1 < j < d  .
1 <»<d !<*<<*

Comme u est linéaire,

5]) a'ijUiyT'iei)) = u ( 53 aijV>r<(ci)) = w(ei) > 
i< »< d  i<*<d

d ’autre part, puisque <pr i ( x )  =  0 pour r i  < p  — 2 et æ G Â,

53 â ri(w(ei)) = 53 aij^-1Kei))
l < i < c i  l < t < m

et, par choix de la base, pour j  tel que d' +  1 < j  < m ,

u ( ej )  =  53 *ij<Pp~ 1{ ë i ) = Q  » 
l< t< d '

d’où

53 aiî r<(u(ei)) = 53 a'ij(pp~1(u(ei))= 53 «y¥,p“1(gi) = «(ci) • 
l< t< d  !<»<«*' 1 <i<d'

O

B.2.2.2.3. D ém onstration  de 2) : La même suite exacte que précédem m ent perm et 
de se ram ener à m ontrer que, pour i =  0,1

ExtMFk(A, O r / p O r ) =  0 . 

a) Pour m ontrer que HomMPk(A, ® r/p® r)  = 0  on m ontre que 

{x € Filp_1 O r / p O r  tel que o • • • o ^p-1 pour tou t i € N} =  0 .
V V  v

i fois

En effet, Filp_1 O r / p O r  est l ’image de

{ x  G O r  tel que v ( x )  >  ( p  — 1 ) / p }
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et on voit que, pour i € N,

{x G Filp_1 Ojc/pOg  tel que <pp~1 o • • • o ^p_1(æ) G Filp_1 O g fp O g }
N .....  ‘ V " ” —  ^

£ fo is

est l’image de

{x € Ojj- tel que v(x) > (p -  l ) ( l /p  H------ h 1/p1)} •

On en déduit que

{x G Filp_1 0%/pOg  tel que -1 o • • • o </?p-1 pour tout i € N}
^  i ■■■ — — m ^

i fo is

est l’image de
{ ï  6 Og  tel que v(x) > 1 }

c’est-à-dire pOg.

b) Soit E  une extension de A par O g / p O g  ; on se place dans une base 
(e*)i<*<d de A et on note y5p-1(eJ) =  ^ < ¡< ¿^ ¿ ¡1  où la matrice (atJ) est
inversible. On choisit ê» un relèvement de e» dans Filp_1 E,  alors

(®j) =  ̂  ̂ aijêi + bj » 
l<i<d

où b{ G O g  /pO g  ; dire que l’extension est triviale revient à dire qu’il existe des 
éléments {xi)i<i<d de Filp_1 O g/pO g  tels que

pp“1(êi + Xj) =  '¿T aij(êi +  x^ , 
l < i < d

c’est-à-dire qui vérifient

((fi? 1(Xj) — =  bj)l<j<d •

i<i<d

Soient àij un relèvement de â - dans Oc pour 1 < i < d, des éléments de
Oq ; alors le système

x v- ~

( i _  X ) aiî Xi ^  
v * i < » < « *

admet toujours des solutions dans C?c (la démonstration repose sur le fait que 
l’algèbre

C[Xu - " , X d}/(Xj - p p- 1 Y ,  âiiX i - p p- 1bj )i<i<é
l<i<d

est étale,cf. un peu plus loin, p. 37.), d’où le fait que le système modulo p admet 
toujours des solutions, 
o
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On est alors ramené à m ontrer les deux propositions suivantes :
P roposition  1 :Si A est un objet de M F £ -1 *, alors

dim*. A =  dimF,, HomMPk(A, 0 R/pOR)

E xtj^Fk(A, 0 R/p 0 R) — 0 .

P roposition  2 :Si A est un objet de M F £ -1  tel que Filp_1 A =  A alors,

dim*. A =  dimFp HomMFk(A>-^p— (R)) 

ExtLIFl,(A,/'',- 1' < D(iî)) = 0 .

B.2.2.3. Démonstration de la proposition 1 dans le cas où h <  p — 2.

On se place dans une base (ei)i<*<d de A adaptée à la filtration ; pour chaque 
i, soit ri l’entier tel que ë; appartienne à une base de grr< M, alors

(PrH e j ) =  53 aii ei »
1 <j<d

où la m atrice A =  ((ûjy)) est inversible à coefficients dans k.
B.2.2.3.1. Soit u G HomMFk(A,e>#/;pC?tf) ; on pose n (e;) =  X* G Filr< 0 R/pOR . 
On doit alors avoir :

Y? 1 < j  < d u(<pr*(es)) =  .

En d ’autres term es (xi)i<t<<i vérifie le système suivant :

xp-
( 53 = 7Ẑ 7 m o i P)i<i<d 

i<j<d  v

où xj est un relèvement de Xj dans Oc •
On voit de cette façon que, si l’on choisit des relèvements âij G W(k) des 

a i j , V*ris(A) est l’ensemble des solutions (£i)i<i<d G (0 RfpOR)d du système de 
congruence :

a pX•
( j Z ^ 7 =  53 â V £i modP^c) x<j<d 

!<»<<*

où ¿i est un relèvement de X{ dans Oc  et vérifie donc vc(z») >  f'i/p-

B.2.2.3.2. Soit E  une extension de A par 0 RfpOR. Pour tou t i, notons êj un 
relèvement de a  dans Filr< E et, pour tout j , soit bj l ’élément de 0 R/pOR tel que

<Pr* {êj) = ^  ^ &ijêi + bj 
1 <»<d
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Pour montrer que cette suite est scindée, il s’agit de montrer qu’il existe pour tout 
z, 1 < z < ci, des éléments X{ dans Filr< O g/pO g  tels que

(pr j ( ê j  +  X j )  =  ay(êi +  X i )  ,
l<i<d

c’est-à-dire, si bj désigne un relèvement de bj dans W(fc), de résoudre le système 
suivant : A P

s E mod? ° c ) i < i < i  
v !<»<<*

où Xi est un relèvement de X; dans Oc  et vérifie donc v c (ii) > Ti/p.
B.2.2.3.3. Commençons par établir le lemme suivant.

Lemme : Si (x»)i<t<d € O q est un d-uplet vérifiant le  système (1) modulo /3” , 
pour n  > p , alors i l  existe (fii ) i<i<d e , où Hi est unique modulo tel que 
(xi +  Pi f i i ) i< i<d  vérifie le même système de congruence modulo /3"+1 .

Demonstration  :
(x +  Ô ?u)p % r

-  Soit n >  p \  pour 0 < r  < p — 2, calculons -—-,— \—— , où v(x) > -  et
(—P)r P

x = j3[x' avec x1 G Oc  •

=  *'»’ +  p x ' r - ' f f - n  +  • ■ • +  p x 'W - 'n ) ’ - 1 +  

(  » ( p * * - 1# - / .  +  • • • +  p x ’ i K - ^ r - 1) >  1 +  ^  ^

01 { 1 1
v(P?^n~r^HP) >  n  — r  >  —-----  .

I p

Dans ce cas, où h <  p — 2 et par conséquent Tj <  p — 2 pour tout j  , les 
équations à résoudre sont les suivantes :

a
Vj, 1 < j  < d, àü (x i +  =  / V "  +  mod/3*+1 .

l<»<d '  ™

Puisque

E  -  7 r L  -  S» 6
l<t<d V

pour tout j  pax hypothèse , on peut écrire

E  à‘i x ‘ ~  T Z p n  ~  é> =  
l<i<d V

avec Uj € Oc-

r ¿Vt
àijXi bj

(x +
( - p Y

(x' +  ß ? - rß ) p
ß ? ß ) p

/з?(п" гУ

71 +  1

ß l  Pi)

ß?O càijXi

ß > i

n — r

p



-  Il s’agit m aintenant de résoudre :

( 5 3  àij^i =  - ui)i<j<d m °d/3i . 
i<i<d

Comme la m atrice ((a^)) est inversible, la m atrice ((ây )) l ’est également, d’où 
l ’existence et l’unicité modulo /3i des ¡Xi . 
o

B .2 .2 .3 .3 . Comme Oc  est séparé et complet pour la topologique p-adique, donc 
/3i-adique, le lemme précédent m ontre que :

-  prouver la nullité de E x t|VIFk(A, 0 R/pOR) revient à prouver que le système

A PX• - A
(1) (73^7) = 2 -, âü*i -

a toujours au moins une solution dans Oc y
-  prouver que

dim*. A =  dimFj( HomMFk(A, 0 R/pOR)

revient à m ontrer que le système ci-dessus a exactem ent pd solutions lorsque les 
bj sont tous nuls.
Il suffit donc de vérifier que le système a toujours pd solutions.

Tout d’abord, on constate que toute solution du système

(x? = pr> 5 3  àÿ x* - P riî>j)i<i<d 
l<i<d

dans C d est solution dans Oq du même système , cax âij G W  et

l<*<d

est une W -algèbre finie .
On note E  =  {(æt)i<»<d £ C d tel que x? =  pr> Yli<i<d ~ Cet

ensemble est en bijection avec les morphism.es de C —algèSres de E dans C , où

E = C[Xu-~,Xi]l(X>i-?i Y, àijXi-p'ibi)!<,-«
l<i<d

est une algèbre finie sur C  de dimension pd, de base les images de
pour 0 <  a i <  p  — 1 .1 1  suffit donc de m ontrer que E est étale, c’est-à-dire que
f2j^c  =  0. Soient 7  G O c tel que yp =  p et posons Xj  =  7 r*Yj ; alors

B = c[n,.-.,y,!]/(y/- Y, ànY 'Y i-bj)^^ .
1 <i<d
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On note yi l ’image de Yi dans E, alors fl\,yc  est engendré pax les dyi avec pour 
relations :

pyj^dyj -  5 3  âinridyi = 0 • 

l<t<d

Le déterm inant de la m atrice, dont les coefficients sont 7 r<( 7 — ây), 
est inversible dans C [z i ,• • • ,xd] puisque la m atrice (ây) est inversible; donc 

=  0. L’algèbre E est non ramifiée sur le corps C , donc étale.

L’exactitude et la fidélité du foncteur V*rls : M F £ -2 —» R e p p p(GK) se 
déduisent directem ent de ce résultat .

B.2.2.4. Démonstration de la proposition 1 dans le cas où h — p — 1.

B.2.2.4.1. On a défini M F £-1 * de la  manière suivante : ses objets sont les modules 
filtrés A sur k de hauteur < p — 1 et tels que si A' est un quotient de A vérifiant 
A' =  Filp_1 A' , alors A' =  0.

Le théorème se démontre de la  même manière que dans le cas précédent en 
passant pax le lemme suivant, dont la  dém onstration est un peu plus pénible.

Lemme : Si (xi)i<t<d €  O ç. est un d—uplet vérifiant le système (1) modulo 
pour n > p, alors il existe (/¿i)i<i<d € Oç., où fn est unique modulo (3\, tel que 
(Xi + PiHi)i<i<d vérifie le système de congruence modulo /3”+1 .

B.2.2.4.2. D em o nstratio n  :

Le systèm e à résoudre, compte-tenu des rem arques du paragraphe précédent, 
s’écrit :

f ^ P

Y  àij(xi +  0ifJ-i) =  i r . -  î>j mod/3”+1 pour j  tel que ej £  Filp-1 A 
1 <i<d ' 3

‘ Y ,  M *i +  K m )  =  j z ê } r r  +  -  h  mod/31”+1
l<i<d ' P'

w pour j  tel que ej G Filp_1 A 

ce qui s’écrit modulo /3i :

5 3  àijUi =  —Uj pour j  tel que ej (£ Filp_1 A 
l<t<d

5 3  àijfii -  (3[n~p^p~^ fip = —Uj pour j  te l que ey G Filp_1 A

w 1<i<*

-  Si n > p , on conclut im m édiatem ent à l’existence et à l ’unicité des Hi modulo

fil •

-p )n-<P-lV ? _  bj mod



-  Si n = p, il reste à résoudre le système suivant modulo f3i :

âijfii =  —Uj pour j  tel que ej £ Filp 1 A
l<t<d

àijUi — ¡ip =  —Uj pour j  tel que ej G Fil3’-1 A
i <i<d

Puisque la matrice ((ây)) est inversible, on peut transformer le système à 
résoudre en le système suivant, où ((â-)) =  ((¿¿j))-1 :

Pj =  —Uj mod/3i pour j  tel que ej 0 Filp 1 A

Pj -  ^ 2  ij)pPi = ~ vj m°d/3i pour j  tel que ej G Filp_1 A 
l<i<d

On conclut en utilisant à nouveau le lemme B.2.2.2.2. : d’après ce lemme, la 
matrice ((ai,)) est nilpotente. On en déduit l’existence et l’unicité des p*

l<J<m

modulo /3i et, par conséquent celle des /¿i . 
diamond

B.2.2.5. Démonstration de la proposition 2.
IL s’agit de voir à présent que si A est un objet de M F£' -1 tel que Filp 1 A =  A 

alors

dim*. A = dimpp HomMFk(A, ^ p~ ^ W i D (R)) 

e‘ E x tl lTk(A,I<*-1IWlp o (Jl)) =  0 . ’

Soit (ei)\<i<d une base de A et (fP 1(eJ) =  E i< i< d a>ie' mateice
((a.ij)) est inversible à coefficients dans k ; comme précédemment et comme

on se ramène à vérifier que l’ensemble 
des solutions dans I^P~ ^ W ^ D(R) du système

(<pp - 1 { x j ) =  Y ,  a i j x i - bj ) i < j < d  ’ 

i <*<d

où aij G k et bj G flp (R), est de cardinal pd.

Un élément x de I^p~ ^ W i D(R) s’écrit sous la forme

x =  ^  *<»>?<»> avec x(n> G R/ît0R
n > p — l

où est l’image dans W ^ D{R) de = ^"^7m(ti)(ip 1/p) et r(n) et m(n) sont 
respectivement le reste et le quotient de la division euclidienne de n pax p — 1 (cf. 
[F93]). On remarque que ^p-1(f^n^) =  0, si n > p — 1, et ^p-1(îÎp-11’) =  iip-1\
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A la suite de ces remarques, le système à résoudre s’écrit pour tout j,  
1 < j < d ,

¿2 4’,)f'<">)= E  °‘j( E  *in,«{n>)- E  fcSn)‘{”} ■
n > p —1 1 < K c i n > p —1 n > p —1

ce qui revient à résoudre dans R/îtoR ~ Or IpOr le système :

(1) ( 4 - - » ) - =
l<t<d

(2) 0 = ^  a.ijx\n  ̂ -  b ^  pour n > p .
l<i<d

On montre comme précédemment que (1) a exactement pd solutions, tandis que 
(2), comme la matrice (aij) est inversible, a une et une seule solution, d’où le 
résultat souhaité.

B.2.3. D ém onstration de la pleine fidélité de V*ris restreint à M F ^ 1*.

Pour démontrer la pleine fidéhté, on se ramène par dévissage au cas où A est 
tué pax p.

Soit, en effet, 0 —► A' —► A —* A" —► 0 une suite exacte d’objets de M F!^1 et 
N  un objet de M F ^ -1. Si on suppose

H om MFw (* . A') ~  HomZp[GK](V:rls(A'), V :rls(iV))

et
HomMFw W A ") ~ HomZj>[GK](V:rls(A"),V;rl5(iV)) , 

il suffit de montrer que l ’application naturelle de

E xtU w W A') d“ 8 E*£,[o1rf(VLu(A').V;ri.(JV))

est injective, pour en déduire l’isomorphisme

HomMP„(JV, A) ~  HomZplo,r|(v;pI.(A), V i.u(JŸ)) .

On se ramène ainsi à montrer que

E*™Fw(iV,A) -  Extii,|0jtl(v;tU(A),v;pU(jv))

est injective lorsque A et N  sont tués par p. En fait, il suffit de vérifier l’injectivité 
de

ExtlMFi(N,A) -> Ext1F>,[Gd(v;ris(A),v;rl,(jv)) .

42

< X í * S , " 1 >  -  ¡ > i p _ 1 )

UP-1



En effet, si on a une suite exacte d ’objets de MFÇy 1

0 —> A — >i V—>0 ,

où À et N  sont tués par p et E n ’est pas tué pax p , alors V*rls(ü7) n ’est pas tué 
pax p e t la  suite

0 v iu (jv ) V'"U(E) -  v ; tU(A) -4 0

n ’est pas scindée.
La dém onstration de la pleine fidélité du foncteur

v ; ris : M F*'1* RepPl,,„u(GK)

et de l ’injectivité de la  flèche

Ex<W JV,A) -  ExtfyGK.](V*rl,(A), V*rli(iV)) 

va reposer sur la construction d ’un quasi-inverse.

B.2.3.1. Soit T une représentation modulo p de GR de dimension finie d sur F p ; on 
note T gk (T, Or ) l ’ensemble des fonctions de T à valeurs dans Or  qui commutent 
à l ’action de G R. C ’est une algèbre finie de rang pd sur Or . A l’intérieur de cette 
algèbre, on considère le sous-ensemble noté A '(T ) formé des fonctions qui modulo 
p sont des morphismes. Un élément /  de A '(T) est donc une fonction

f  :T  —* Or

qui vérifie : f{g{v)) =  g{f{v)) si v G T et g G GR ,
f  (v + v') — f(v) — / ( t / )  G pOR pour tou t v et v' dans T.

Alors

A(T) = A '/p ^ clr .O jî)

est un fc-espace vectoriel de dimension finie ; on peut le voir comme un sous-fc- 
espace vectoriel de H o m p ^ c ^ T , 0 Rfp 0 R) et ainsi le m unir d ’une filtration et 
d ’applications <pr , qui proviennent de la filtration et des applications <pr définies 
sur 0 RfpOR. On a :

Filr A =  { /  G A telle que f(v)  G Filr 0 R/pOR pour tout v G T }  .

On rappelle que
f  r o z / p O g ^ K O t / p O x

A A

où /3i G 0 R/pOR est l’image d ’un  élément G Or  vérifiant /3f + p =  0 et que 
tpr : Filr 0 Rf p 0 R —► 0 R/pGR est l ’application qui à (3[x associe xp.
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Le module A(T) ainsi construit est donc un module filtré sur k de dimension 
finie, dont on ne sait pas s’il vérifie la  condition

£ y (F iT A { T ))  = A(T) .
rgZ

B.2.3.2. On construit une suite décroissante de sous-modules filtrés de A (T) en 
posant pour n € N  :

A0 =  A (T)

An+1 =  5 > r (F irA n) .

r€  Z

Alors Aqo =  PlAn est un fc-espace vectoriel de dimension finie qui vérifie

Fil0 A,» =  A,»

Filp A,» =  0

A00 =  5 3 ^ ( F i l r A00) .
r€Z

C’est donc un objet de M F £- 1 .

P roposition  : Aqo est un objet de M F £ -1 * et le fondeur

K r is '  R e p i,c r ls (G K ) -  M F £ _1*
T  i ► Aoc

est un quasi-inverse du fondeur V*ri<.

D émonstration  : on vérifie facilement que si A est un module filtré sur k, objet 
de M F £-1 * et si A*rls(T) est le module filtré associé à V*ris(A) par la recette 
précédente, alors A C A,*,. On dispose ainsi d ’une suite exacte

0 —> A —> Aoo —► A' —> 0

d’objets de M F £ - 1 , à laquelle on peut appliquer le foncteur exact V*rls. On 
obtient ainsi une suite exacte de représentations de GR , où V ;ris(A) =  T,

0 -  v^utA ') -  v ; rls(A„) - , v ; rl,(A) o .
Montrons que cette suite exacte est scindée : par construction

A cris(r) C HomPj>[G/f](r, 0R/p0R) , 

qui peut être considéré comme un objet de M Fk, d ’où une flèche

HomMFk(HomppfG^j(T, 0 R/p 0 R), 0 R/p 0 R) - ,  v ; rU(A'ctU(T)) .
D ’autre part,

T B.0m^i^(H0m¥f>{GK](T,ORlpOR),ORlpOR) 

d ’où une application T  —» V*ris(A*ris(T)). On en déduit que

v c*ris(A :rls( T ) ) = v : ris(A)

et, par la fidélité du foncteur V*ris, que A' =  0, c’est-à-dire que A ~  A*ris(T). 
o
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B.2.3.3. Remarque.
Il existe également une version covariante du foncteur V*rls et de son quasi- 

inverse ; pour 0 < h < p — 2, le foncteur

V cru : M F ^  -*  RepZpGK
A v-* V crU(A) =  {Acrie A ) ^ 1

est exact et fidèle et induit une équivalence de catégories entre M F ^  et son image 
essentielle. Le foncteur

T h  U  A

A € M F ^

AC(Aeri,®zpV)Gx-

est un quasi-inverse (cf. [N]). Ceci se voit sur les objets tués par p en rem arquant 
que

V er,, (A) =  v ; rU(A*)

où À* est le dual de A, c’est-à-dire A* =  Hom*.(A, k) ; dans ce cas le foncteur 
ci-dessus n ’est autre que le foncteur

t  i ► (Acrls(r*))*.
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C . L ien  e n tre  les re p ré se n ta tio n s  c ris ta llin e s  e t les (<p, r ) -m o d u le s  de 
h a u te u r  fin ie .

C .l. Représentations p-adiques G r ; démonstration du théorème 1.

Dans cette partie, on suppose désormais K  C K «>• L’équivalence entre les 
cinq assertions sera démontrée en suivant les implications suivantes :

2) =$■ 1) 3) => 5) => 4) =4> 2)

En conséquence des remaxques déjà faites, il reste à dém ontrer

4) =» 2) , 3) => 5) et 5 ) ^ 4 )  .

C . l . l .  D é m o n s tra tio n  de 4) =>• 2).

C .l.1 .1 . Soient s un entier > 1 (voire >  2 si p =  2 ) et Sa le sous-W -module libre de
7Tm

S[l/p] de base les éléments 7 m (^ /p 4) pour m € N  où Jmi^/p") =  —;----- • C’est
mlpsm

une sous-W -algèbre de 5[l/p] et le W-module I  engendré pax les 7 m(Wp4) avec 
m > 1 est un p-d-idéal. Pour tout n  G N , la n leme-puissance divisée /M  de I  est 
l’idéal engendré pax les 7 m(’r/p 4) pour m > n et on pose

S f D = Jün S J I [n'
ne N

le complété de Sa pour la topologie définie par les idéaux . Alors tou t x € S f D 
s’écrit d’une manière et d ’une seule sous la forme :

x =  5 3  xn7n(^j) avec xn e W  .

Soient N  un S-module libre de rang d et Ao un sous-W -module libre de N  
tel que N =  A0 ® 7rN  ; alors tout élément x £ N  s’écrit de manière unique sous la 
forme x = xnTCn avec xn € Ao- De même, si on pose

N f D = S ™ ® s N = Jim((S,//w )®siV) ,
n € N

tou t élément x ' de N f D s’écrit de façon unique sous la forme x' =  £ )n€N x'n'yn(7r/ps) 
avec x 'n 6  Ao-

On note le sous-groupe fermé de IV 0 topologiquement engendré pax 
l’élément g de T tel que x(<7) =  1 +  p*. Si s est suffisamment grand, C T  =  T#-.
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C .l.1.2. Commençons pax établir le lemme suivant :

Lemme : Soit N  un S-module libre de rang d muni d ’une action de semi- 
linéaire et triviale modulo ir. On note N ?D =  SPD®sN et i* la projection de N  
vers N /ttN  =  A. On a aussi A =  N PD/ I ^ N f D et on note p la projection de N f D 
sur A ; on est donc en présence du diagramme commutatif suivant :

N ^ N ? d

i * \ / P
A

alors pour tout x E N, il existe un unique x' E (N f D)r‘ tel que i*(x) =  p(x'). 

D émonstration  :
Soit g le générateur topologique de Ta fixé ci-dessus. On rappelle (cf. [F93], 

chap. 5) que g(n) =  modulo 7r25, ce qui s’écrit également (¡r(7r) =  ocn où a
est une unité de S vérifiant a  =  1 +p* mod nS.

Comme S f D est complet pour la topologie définie pax les idéaux et 
N f D est libre , il suffit de m ontrer que, pour tou t entier n  >  1, il existe un 
élément x'n E N PD canonique modulo tel que g(x'n) =  x^m od
et p(x'n) =  i*{x). Plus précisément :

Sous-lemme : S ’il existe x'n E N f D vérifiant g(x'n) =  x'n mod7r N f D, il exisü 
xn+i € N PD unique modulo tel que

et * ; ,+ !=  * > 0 d j l " +1> N PD

9(*!>+i) s  * U l1110,1 ir/l"+1|W,PD .

D ém onstration  : -  On peut écrire

g(x'n) =  x'n + Trjn( ^ ) y n mod ,
P

avec yn € N, et on cherche x'n+1 sous la forme

x n+l =  x n + 7n + l{p )xn ,
avec xn E N. On a alors, modulo TrÎ n+1^NPD

0(*n+l) =  X'n +  » 7 n (~ )y »  +  7 n + l(a ^ )p (x „ )

=  x^ +  7 „+1(^ -) ((n  +  l)p i2/n +  o;n+19 (xn)) .

Comme g(xn) =  xn mod7riV et a  =  1 +p* mod ttS :

an+1g{xn) =  (1 +  p*)n+1Xn mod ttN
=  (1 -f (n +  l)p*v,)xn m od irN ,

7rltn+ ]N ? D ;



0 « + i )  s  mod

équivaut à xn =  —( î /) -1 yn .

-  H reste à rem arquer que pour n =  0, x'0 =  x.
o

Remarques :
a) On voit que, si N  est libre de rang d sur S (NPD)r ‘ est un W-module libre 

de rang d et N f D =  (N f D)T‘ © jS^NfD ; par conséquent, tout x' G N f D peut 
s’écrire d ’une manière et d’une seule sous la  forme

X' 7 n ( ~ ï ) X'n ° ù  0(Zn) =  X'n *
n g N  P

b) Le lemme définit une section À —► N f D qui induit un isomorphisme de W- 
modules entre A et (NgD)r ‘ . Si en plus N  est m uni d’une action de T et si T* C T, 
alors l ’action de T sur N  induit une action de T sur A et cette section commute à 
l’action de T. De même, si on a un Frobenius (p sur iV, celui-ci passe au quotient, 
d ’où un Frobenius sur A et la  section respecte aussi l ’action du Frobenius.

C.l.1.3. Rappelons que pour tout m G N , imi^o/p) £ Acrit , si p ^  2 (res
pectivement si p =  2, 7 m (7T0/8 )  G AcHî). Si S < 7r0fp > (resp. S < 7T0/ 8  >) 
désigne le sous-5-module, qui est aussi la  sous-5-algèbre, de 5 [l/p ] engendré 
par les (-ym (no/p))m<=ti  (resp. (7m(7To/8 ))m €N )> on en déduit un morphisme de 
W (i2)-algèbres de W (i?) <8>s S < 7To fp > (resp. W(R) (gis S < 7To/8 > ) dans 
Acris qui induit un isomorphisme du séparé complété W(i?)(g>sS <  kq/p > (resp. 
W(R)®sS < tto/8 > ) de W(R) (gis 5  < no/p > (resp. W(R) (gis S < 7r0/8  > ) pour 
la topologie p-adique sur A cris (cf. [F93], chap. 5).

Pour s > 1 et pour tout m G N , on a imi^o/p) £ SgD (resp. 7m(^o/8) G 
S™),  d’où un morphisme de W (iî)-algèbres de W (il) (gis S < -kq/p > (resp. 
de W (i?) (gis S <  7t0/8  >) dans W (i?) (g>s S f D qui s’étend par continuité en un 
morphisme vt de A cris vers W(R)<gisSPD.

A partir de m aintenant, <pn(x) désigne <p o . . .  o <p(x).
n  foi»

Lemme : Il existe un et un seul morphisme continu

1>S : W (R )® s S ? d  - »  Acris

tel que le diagramme

W(R)®s S?d ^  W{R)®s S f D
î> s \  / » s  

Acris
soit commutatif.

où v est une unité de 5, on en déduit que
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D ém onstration  : on constate que, si p ^  2, puisque ) =  uirq, où u est une 

unité de S (cf. [F93], chap. 5), alors

=  n-rr-ffi =  «”V "( i  +  J r ^ )
donc

»>(7»,(^)) =  “m(i + ^ r 7 m ( ^ r ) .p ° p  p °  x 

Si s > 2, on en déduit que <p(SfD) C Finalem ent, <p*(Sa D) est contenu dans 
le séparé complété pour la topologie p-adique de S[7r0/p]. Comme 7To est divisible 
par p dans Acri«> on en déduit que l’anneau (ps(S fD) peu t être vu comme une une 
sous-S-algèbre de Acrit • Si x G W(R) et y e S f D, on voit qu’on doit avoir

i>t {x®y) = <p*{x)<p*(y) .

Comme W(R) <g>s S f D est dense dans W (R )® sSfD, cela m ontre l ’unicité et 
l ’existence s’en déduit im m édiatem ent.

7T
Pour p =  2, on calcule <yj(7 m( — )) et on m ontre de manière similaire que 

*>(7m(57)) S Sf_S-
O

C.l.1.4. Application aux représentations p-adiques.
Rappelons l ’énoncé de la proposition à dém ontrer.

P roposition : Si V est une représentation p-adique de Gk de hauteur Unie et 
de dimension d telle qu’il existe un entier r et un sous-S-module N libre de rang 
d de M  =  j*(Ai), où Ai =  D£(V) , stable par T et tel que l ’action de T soit 
finie sur N/irN(—r), alors il existe une extension finie L de K  contenue dans K  
telle que la représentation de G l déduite de celle de G k  sur V par restriction soit 
cristalline.

Rappels : Si Ai est un £-espace vectoriel (respectivem ent un (¡^-module libre), 
muni d ’une action de T et d ’un Frobenius <p injectif et tel que Oe<p(Ai) =  A i , on 
note j*(Ai) la  réunion des sous-S [1/p]-modules de type fini (respectivement des 
sous-S-modules de type fini), stables par <p ; si Ai est de dimension finie (respec
tivem ent de type fini) alors (cf. [F93], p.282) j*(Ai) est un S [1/p]-(respectivement 
S-)module libre de type fini et

rang5[i / p]i* (M ) < d im ^ M

(respectivem ent
rangs<7*(M) < rang0c Ai) .

On sait également (cf. [F93], p .293) que j*(W(Fr R)) est dense dans A j =  

W(i2) n  Oênr et si on pose Bg =  A j[l/p ]  =  Wk 0{R) n  £n r, on a pour toute 
représentation p-adique V de Gk

j.(DJ(lA)) = HomQpIHri(V,B+) .
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et c’est un réseau de i*(D £(V )). On voit que V est de hauteur finie si et seulement 
si

rangs[i/p] HomQP[hk){V, BJ )  =  d .

De plus, on a (Ag)r =  W(R) n  Os = S.

D é m o n s t r a t io n  :

Q uitte à remplacer V par V (r), on se ramène au cas où l ’action de T est finie 
sur N /tcN. On commence par m ontrer que l’on peut supposer que N  et stable par 
<p.

Choisissons s suffisamment grand pour que r ,  C  T et pour que T* opère 
trivialem ent sur N/nN.  Posons L =  (K00)r* qui est une extension finie de K  
contenue dans K ^.  On a H l = Hk  et on dispose de la  suite exacte :

0 —» Hjc —> Gl —> —> 0

Fixons T  un réseau de V  stable par Gk  et soit

Nt = i .( D à ,( T ) )  =  Homz>[H, ,( r ,A + )  .

Q uitte à rem placer N  par paN  pour a assez grand, on peut supposer N  C Nt -

Soit N' le sous-S-module de Nt engendré par les <prn(x) pour m 6 N 
et x E N. Par construction N' est stable par ip ; il est également stable par 
T, puisque T commute à <p et N  est muni d ’une action de T. De plus, si 
x =  € N't où I  est un ensemble fini d ’entiers, am £ S et

€ iV, on a, pour g €

g(x) = x mod 7rNr .

En effet g(xm) =  xm + nym, avec ym € iV, p(am) =  am +  irbm et <pm(n) =  irum 
avec bm et i/m 6 S , d ’où, en utilisant le fait que T et ^  commutent entre eux :

9(x) =  5 3
m £ l

=  5 3  +  5 3  9 (^m)^m<pm(ym))
m£l m£l

=  5 3  am<pm(xm) + 7 r ( 5 3  W " ( * m )  +  5 3  Urng{am)vm{ym))
m £ l  m £ l  m £ l

= x mod 7cN' .

Si T  est un Zp-réseau de V  stable par Gk , on a
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L e m m e  : Soit (N'Y  =  / calLs (N ' ,  S )  le dual de N' dans la catégorie des S-moduîes. 
Alors, le bidual (N ')** de N' est un S-module libre de rang d, stable par <p et par 
T et l ’action de Tg est triviale sur N**/nN**.
D é m o n s t r a t io n  : puisque S estun anneau local régulier de dimension 2 et N' est 
sans torsion, on sait (cf. [S54]) que (N ')** est libre. Des inclusions

N  C N 1 C Nt

on déduit les inclusions suivantes

N** C (N'y*  C (Nt )** •

Comme N  et Nt sont libres, on a N  =  N** et Nt =  Nt* (cf. [S54]) ; d ’autre part, 
ils sont tous deux des S-modules libres de rang d et on obtient le fait que (N1)** 
est de rang d .

Comme S C W(i£) et que <p est bijectif sur W(jR), on peut poser <p~x(S) =  
S ' C W(R). Ceci perm et de définir une application S-lin’eaire :

4 : ( N ,y - + C s {Nt S')

en posant tp(u) =  (p~x o u o cp. Puisque S' est un S-module libre de rang fini, 
l’application naturelle

S' ®s £s(N', S) —y C(N, S < prime)

est un isomorphisme. Ceci perm et de munir le bidual (N1)** d’une action de <p, en 
posant, pour v G (N1)**, <p(v) =  <p o v o ip.

Comme l’action de T est bijective sur AT', (N1)* est naturellem ent muni d ’une 
action de T. M ontrons que l’action de T* est triviale sur (N')*/-k(N')*. Sur (N1)*, 
l’action de T est donnée par :

g(u)(x) ^ g(u(g~1(x)))

si g G r „  x G N ’ et u G (N')*. Comme g~x(x) =  x modirN1 et u est 
linéaire, on a u(g-1(x)) = u(x) m od7rS; de plus, l’action de T, a fortiori celle 
de T, sur S est triviale modulo 7r et on obtient le résultat souhaité, c’est-à-dire 
g(u)(x) =  u(x) m odîrS  pour tou t x G iV', d’où p(u) =  u m o d t (N')*. On en 
déduit que l ’action de T sur (N ')** est triviale modulo ir 
o

A présent, quitte à remplacer N  par (N')**, on peut supposer N  C Nt , N  
stable par <p et libre de rang d sur S.

L e m m e  : ip est injectif sur N/nN.
D é m o n s t r a t i o n  : Puisque N  est un S-module libre de rang d, AdN  est un S- 
module libre de rang 1, muni des actions de y? et de T qui se déduisent naturellem ent
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de celles sur N  ; dire que ip est injectif sur N/irN est équivalent à dire que <p est 
injectif sur AdN/nAdN.

Q uitte à rem placer V par À qpV et N  par AdN,  on peut supposer que N  est 
un S-module libre de rang 1, soit N = S.e. On pose <p(e) =  ae et g(e) = be, où a et 
b sont dans S et b est inversible. Alors, en utilisant le fait que <p et T commutent, 
on obtient la  relation

<p(b)a = bg(a) .

Comme b et (p(b) sont des unités, l ’idéal engendré par a doit être stable par T et 
donc a fortiori par IV  Le groupe T doit donc perm uter les idéaux premiers de 
hauteur 1 qui contiennent a. E existe un multiple non nul s ' de s te l que IV  laisse 
stable les idéaux premiers de hauteur 1 qui contiennent a. Comme g(e) =  e mod 7r, 
on a b =  1 mod n et la relation précédente devient modulo 7r

g(a) _  <p{b) _  
a “  b ~

et la fin de la dém onstration repose sur le lemme suivant :

S ou s-l e m m e  : Les seuls idéaux premiers de hauteur 1 de S stables par Ts sont les 
idéaux engendrés par p, ir et <pm(q) pour m  G N.
D é m o n s t r a t io n  : La dém onstration du fait que l ’idéal engendré par q est stable 
par T* est faite un peu plus loin (cf. C.2.1.) ; en acceptant ce fait, on vérifie 
facilement que ces idéaux sont bien des idéaux stables par IV

On voit facilement que les idéaux premiers de S  =  W"[[7r]] de hauteur 1 sont 
tous principaux et, en-dehors de l’idéal engendré par p, sont en bijection avec 
les polynômes en 7r, irréductibles, unitaires, à coefficients dans W,  dont tous les 
coefficients, sauf le coefficient dominant, sont divisibles par p ; comme ir =  [e] — 1, 
il est équivalent de considérer les polynômes en 7r ou en [e]. Si a est vin générateur 
d’un tel idéal, on peut écrire a =  P([e]) où P  est un polynôme irréductible unitaire 
à coefficients dans W  et dire que l’idéal engendré par a est stable par r 4 revient

9%

à dire que a divise g(a). Mais g (a) =  P([e]1+î> ), donc le polynôme P(X) doit

diviser le polynôme P (X 1+P* ). Alors pour toute racine a  de P  dans une clôture

algébrique de üCo, a 1+p* est encore une racine de P  et il existe un entier r > 1 tel 
que q;(1+î>*)p =  a , donc a est soit 0 soit une racine de l’unité. Les conditions sur 
les coefficients du polynôme impliquent alors que ses racines sont des racines de 
l’unité d ’ordre une puissance de p. Les différentes possibilités sont :

1) P  =  X  -  1, d ’où a =  [e] -  1 =  7T,
2) P  = X p~l + X p~2 +  • • • + X  + 1, d’où a = [e]p_1 +  [e]p" 2 +  • • • + [e] +1 = g,
3) il existe un entier 1 < n < s tel que

p = (xpn_1 y-1 + (xpn_l )p"2 + • • • + (Xp"_1 ) + 1 ,
d ’où

a = (M’’" " )1’- 1 + (W’"“ )'” 2 + • • • + üeP"") + 1 = «’" - ‘ (g) •
O
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F in  d e  l a  d é m o n s t r a t i o n  de l’injectivité de ip sur N / ttN .

On peut alors écrire a sous la forme a = upmxn n»gN (^*(9))r< ês r » son* 
presque tous nuls et u est une unité de S. Puisque Os-<p(Oe <S>s N) =  0  g ®s Ar, 
nécessairement m  =  0 et il reste à m ontrer que n  =  0. Or

=  1 mod 7r
9

et, par conséquent, pour tou t s 6 N

^ i mod T ;
v(q)

de même , si u est une unité de 5 , ----- =  1 mod 7r. On en déduit, si l ’on pose
u

q(x)
a =  7rnz, que =  1 mod ir ; d ’autre part, puisque 

x

s  x(g)n m od X ,
7T

on obtient

=  x{g)n mod 7T
a

et comme x(â) n ’est pas une racine de l’unité, on doit avoir n  =  0. 
o

F in  d e  la  d e m o n s t r a t io n  de la proposition :
L’inclusion

N  C Nt — H om z^ jïk ] (T, A g ) c  H o m z,|„Jf](:r,K '(/e)) c  Homz , ( r ,  W(R))

induit une application injective de S f  D<8>siV =  N PD vers

HomZp( r ,  W (i2))®55 f D =  Homz p(T ,W (R )èSSPD)

qui commute à l ’action de Gk  et de <p. Comme Hjc opère trivialem ent sur S f D, 
l’image est contenue dans HomZp[ (T, W(R)<S>sSPD). En prenant la partie fixe 
par r s, on obtient une application injective, com m utant à l ’action de y? de (NPD) •̂ 
dans

H om z,[* lfl(:r,W '(iî)® s S f D)r - = H om z,,|0 l.]( r , ^ ( B ) ® 5 S f D) ,

d ’où (cf. rem arque b) de C .l.1.2.) une application injective, com m utant à l’action 
de y?,

N / tN  -  H o m jy c y tT , P T (i? )è sS fC ) .
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En composant avec l ’application définie en C .l.1.3., on obtient une application

v, : N / tcN  HomZp[Gj.](r, ■̂ cris)

On dispose alors du diagramme com m utatif

NfirN -*RomZp[GL](T,W(R)®sS?D)
vê\  |

<p‘l  Homz p[gl]{T, Acriê )
i

N/irN -*Homz j 0 l | ( ï \ W(R)®s S f n ) .

D’après le lemme précédent, <p* est injectif sur NfizN et ut l ’est donc aussi ; on en 
déduit que Homz [gl]{T, Acrit) contient un W -module libre de rang d, donc que 

dimjf0 H om qi>[GI ](Vr, Btris) ~  d> ce qui implique que V est cristalline, 
o
Remarque : si on ne suppose plus K  contenu dans -Kqo, on est tenté de généraliser 
la définition de S =  W(R) n Oe en posant

Sk  =  (A$)H* =  (W(R) n ênr)H« =  W{R)h* n OeK .

En fait, on peut m ontrer que Sk  =  S , ce qui éclaire la dernière remarque de la 
partie A, à savoir que toute représentation de hauteur finie de Gk  s’étend en une 
représentation de hauteur finie de Gk', o ù  K ’ est le sous-corps de fixe par 
l ’image de IV  dans Tk0 •

C .1 .2 . D é m o n s tra tio n  de 3) => 5) .

C .l.2.1. Dans cette section, il s’agit de m ontrer le résultat suivant :
P r o p o s it io n  : Si V est u n e  représentation de Gk de hauteur finie de dimension 
d sur Q p e t  de De Rham, alors la connexion V ̂  définie sur M[l/t], où M  =  

HomQp[GAr](V, B j)  e t  M  =  fafl M/irnM, est triviale.

On rappelle qu’une représentation p-adique V  de Gk  de dimension finie est 
dite de De Rham si H om qj>[GJC](T/r, Bdr) est un espace vectoriel sur K  de dimension 
finie égale à la dimension de V sur Qp.

C.1.2.2. Résultats sur BjR.
Si D est un ÜTo-espace vectoriel muni d ’une action de T, on note Dfin{ la 

réunion des sous-ÜTo-espaces vectoriels de dimension finie de D stables par T.

P r o p o s it io n  :

D é m o n s t r a t io n  : la  dém onstration se fait par récurrence sur l’entier n.
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-  le cas n  =  1 est un résultat de S. Sen (cf. [Se]) : en effet, B^R/  Fil1 B^R — C  

et S. Sen m ontre que =  Koo-
Si 71 > 1, Filn B^Rf Filn+1 B^r =  C tn et on en déduit que

(PU" B iJ  FU" +1 B+h)® ;( = X » t"  .

-  soit 7i > 1 ; de la suite exacte

on déduit l ’exactitude de

0 —* (Fil” B+s /F ü " +1 (B+r ! F iln+1 B is )“**

- . ( B + . / F Ü 'B j , ) ® '.  .

On suppose donc que (BjRI Fil'“ =  iC » [i]/i"  ; si v G 1?, sous-if-espace

vectoriel de dimension finie stable par T de (BjR/  F iln+1 BjR)Hic° , son image v 
modulo Fil” B^r est un élément de K 00\t)[tn ; par la  surjectivité de la projection

t f o o [ * ] / i ” + 1  - >  JSTooW /t”  

on peut relever v en un élément t>i de iif00[i]/£n+1. Alors

v -  n  e  (Fil" B \ jJ Filn+1 B+s ) " S  =

et par conséquent v € JCoc>[i]/in+1. 
o

C.l.2.3. Application aux représentations de De Rham.

P r o p o s i t i o n  : Soient V une représentation de De Rham de dimension d et n € N  ;
ctloTS

An(V) = Hompj^jiV.S+s/FU”

est un K 00[t]/tn-module libre de rang d et il existe une base (ei, • • •, ej) de A n(V) 
et des entiers ri, pour 1 < i < d, tels que g(ei) =  X~ri(9)ei-
D é m o n s t r a t io n  : D — H om qj)[<3K.](T/ , Bdr)  est un if-espace vectoriel de dimen
sion finie d muni d ’une filtration décroissante et l’application naturelle

B d r  D  —► H om qp(V, B d r )

est un isomorphisme de Bp^-m odules filtrés. Soit (u1( • • • ,Ud) une base de D 
adaptée à la filtration, c’est-à-dire telle que, si on note ri le plus grand entier tel 
que U{ 6 Filri D, alors

Filr D =  ©r< >rKui .
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On vo it q ue  H o m Q p( V, B^R) est le B j^ -m o d u le  lib re  d e  b a se  les t r<«i ; si

* - V -+ B iR/Fil" B}r

désigne le composé de t ~ r i Ui avec la projection de B%R  sur B ^ r /  Fil B j R , alors 
(ei, • • •, e j )  est une base de HomQp(V, B j R / Filn B j R ) qui vérifie

5(e») =  X- r ‘ (s)e» ,

pour 1 < i < d.
Le sous-(B%r /  F iln B%R)-module libre de rang 1 de Hom.Qp(V, B%R/  Filn B^R) de 
base e» pour chaque i est stable par Gk  et l’assertion résulte de la proposition 
précédente, 
o

Remarque : E est facile de voir que si V est une représentation p-adique de Gk  de 
dimension finie d, alors pour tout n  € N , HomQp[ ( V, B^Rf Filn B%R) fini est un 
Koo [£]/ i n-module libre de rang d, même si V n ’est pas de De Rham. Pour n =  1, 
c’est un résu ltat de S. Sen (cf. [Se]) et le cas général s’en déduit par la même 
technique que celle utilisée dans la  proposition C .1.2.2.

C .l.2.4. L’inclusion Wk0{R) C B%r et l ’existence du Frobenius sur Wk0(R) 
perm ettent de définir des applications I n , pour n entier, de la manière suivante :

I n :  Wk0(R) - ,  (WKo(R))* -  (B aV F Ü n B+R)N
a n» (a ,p(a),---,ÿ>m(a),--*)

(ûo, Ûl >  • , O m >  ' " ") * * û l ,  " ) ® n n  ‘ * ")

où â désigne l’image de a dans B%R/ Filn B%R.
Le m m e  : Pour tout n G N , Je noyau de l ’application

In : WK. (R) -> ( B i J  PU" B*Rf

définie ci-dessus est l ’idéal engendré par 7rn . La restriction de In à Bg définit une 
application injective, toujours notée In,

B t / r " B l  ^ ( B Î R/m " B Î Rf  .

D é m o n s t r a t io n  : Le noyau de In dans Wk0 (R) est connu (cf. p. 18) ; en effet 

Kevln =  { îG  Wk0(R) tel que G Filn Wk0 {R) pour tout m G N}

=  tt nWKo{R) .

Le noyau de la restriction à B$ est donc

Ker /„ = (t"Wk, (R)) n B* = (*nWKo (R)) n Oi>r = »"B+

puisque 7r est inversible dans , d ’où l’injectivité de In. 
o

56



C.l.2.5. Reprenons les hypothèses de C .1.2.1.
P r o p o s i t i o n  : H existe s G N , des entiers rj dans Z, pour 1 < i <  d, et une base 
(êi,---,Cd) du KoolltW-modulelibre M  tels que Fe C  T et g(c i )  =  X ~ r i {9 )c i ,  pour 
g G T, et 1 <  i <  d.
D é m o n s t r a t i o n  : Soient r*, 1 <  i  <  d des entiers et (ei ,-*-,e<i)  une base de 
An(V) comme dans la proposition C .l.2.3. ; choisissons un entier n  > r; — r  , pour 
i et j  =  1, • • •, d. On a M  =  HomQ,,[#*•] et on voit que M/irnM  s’injecte
dans HomQ [^ ^ (V ,B§/nnBs).  Comme M  est un S[l/p]-m odule libre de rang d, 
M/7rnM  est un module libre de rang d sur

S{l/p}/*nS[l/p] =  Ko[t]/tn ;

en particulier, c’est un i f 0-espace vectoriel de dimension finie. L’injection de 
Bg /TTnBg dans (BdR/  Filn BdR)N définie au numéro précédent induit une injec
tion de M/irnM  dans

(HomQ, |JlK,( ^ ,B JV P Ü " B + i))N =  .
a g N

Comme d im ^  M /nnM  est finie, si l ’on choisit a  suffisamment grand, on dispose 
d ’une application injective

p : M /V M  (Homq , |H, 1(V ,B Îa /F a '* B + l))*

qui est Ko[t}/i n-linéaire et commute à l ’action de T. Encore grâce à la finitude de 
dim^o M /7rnM , l’image de p est contenue dans

(H o m q ,|„K] ( r ,B + ;/F U "B + R))?ini =  •

Toujours en raison de la finitude de dim ^0 M/irnM , il existe un entier s tel que 
l’image de p soit contenue dans (@Ks\t]/tnei)a et on peut choisir s suffisamment 
grand pour que K  C K s et T* C T. Si m =  [Ks : K], on voit que M /r nM  
s’identifie à un sous-(üro[*]/in)-module libre de rang d stable par T* de

(© Ü T.W /rei)01 ûî (®K0[t]/tnei)am

et on en déduit facilement qu’il existe des entiers rj-, pour 1 < i < d, appartenant 
à l’ensemble des valeurs prises par les r t-, et une base (ci, • • •, cj) de M /x nM  sur 
K 0[t]/tn tels que, pour 1 < i < d, g(c{) =  x “ r i (<?)ci si g £ T*. La proposition se 
déduit alors im m édiatem ent du lemme suivant :

Lemme : Soient m un entier > n et (c[, • • •, c'd) une base de Mf7rmM sur Ko[t]/tm 
telle que p(ci) =  X~ri(9)ci pour g G T* ; alors il existe une base (c", • • •, c'J) de 
M/wm+1M sur Ko[t]/tm+l relevant la base (ci,* • • , c^) telle que pour 1 < i < d, 
9{c") =  X“ r‘ (p)c-' pour g G IV
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D é m o n s t r a t i o n  : Choisissons ( / i ,  • • • , / ¿ )  une base de M /7 rm + 1 M  relevant la base 
• • •, c") ; alors, pour 1 < j  < d,

p ( /i)  = x~rH9)fj + tm X )
l<i<d

où les a.ij sont dans K 0. On recherche c'j sous la forme

c'j =  }j +  tm Yï, Xijfi > 
i<»<d

où les Xij sont dans K 0- Calculons g (c'j) pour 1 < j  < d :

9(c 'l) =  9 ( f i + t ' n £
1 <i<d

= X~r,i(9)fj +  t m a ü f i  +  X(9)mtm 2 xiiX~ri(9)fi 
l<i<d 1 <i<d

et on cherche à avoir

gtf!) = x~rH9)cfJ
= X~rH9){fj + tm X) xM f i )  > 

l<t<d

c’est-à-dire

^  (ay +  *i,'Xm“ r l (p ))/i =  £  xû X " r^(p)/i , 
l<t<d l<t<d

autrem ent dit, pour i, j  =  1, • • •, d :

(Xm -r‘(s) -  X~r>‘ (s))*ü  =  a*,- .

Comme m  > — r'- pour i et j  tels que 1 < • • -i, j  • • • < d, on a x m -r‘(fl') -

X~r<i {9 ) 7̂  0 et c’est un élément inversible de K 0, d ’où le lemme. 
o

F in  d e  l a  d é m o n s t r a t i o n  : La connexion V ^  est triviale, car les i r<Cj forment 

une base de M[l/ t]  qui est dans K erV j^. 
o

Remarque : on voit que Ker V ^  engendre N  et on a un isomorphisme Ker V ̂  = 
N / t N ,  d ’où le fait que la représentation est cristalline si et seulement si l ’action 
de T est triviale sur Ker V
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C.1.3. Démonstration de 5) =3- 4).

Les notations sont les mêmes que dans le paragraphe précédent.

P r o p o s i t i o n  : Si V est u n e  représentation de hauteur Unie et si la connexion V ^  
est triviale, alors il existe un entier r et un S-module N  libre de rang d inclus 
dans M =  Homq [hk] (F, £ 5  ) stable par T tel que l ’action de T soit Unie sur 
N/icN(—r).
D é m o n s t r a t io n  : comme la connexion est triviale, Ker V e s t  un Ko-espace 
vectoriel de dimension d, muni d’une action de T finie et

K 0((t)) ®*ro Ker =  M[l/t]  .

Soit A un W -réseau de Ker V s t a b l e  pax T ; alors

K 0((t)) A =  M[lft]

et il existe un entier r  tel que l ’image N  de ¿r Wr[[i]] ®yy A soit contenue dans 
M  ; de plus, comme l’action de T est finie sur Ker et donc sur A, on voit que 

l’action de T est également finie sur (N/tN)(—r) et sur (iV[l/p]/iiV’[l/j?])(—r). Il 
reste à m ontrer qu’il existe un S-module N  libre de rang d contenu dans M  tel 
que N /ttN  =  N/tN.

Considérons N  = N  n  M ; comme M  est libre sur S [l/p] et S[ 1/p] est 
un anneau principal, iV[l/p] est un module libre. Le rang de N[l/p] est d et 
N / ttN  =  N / t N  ; en effet, il existe un entier m tel que

tmM  C JVfî/p] C M

et t et 7r sont congrus modulo une unité de ifo[[i]] =  -Ko[M]- On en déduit 
7rmM  =  tmM  D M , d ’où

KmM  C N[l/p] C M  .

Comme 7riV[l/p] =  tN  n N , l ’application

N[l/p}/TrN[l/p} -+ N[l/p]/tN[l/p]

est un morphisme injectif de üC0-espaces vectoriels ; or ces deux espaces vectoriels 
ont la même dimension d, cette application est donc un isomorphisme et on obtient 
le fait que

N / ttN  ~  N / t N  .

o
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C.2. Représentations de Gjç sur Zp ; cas e = 1.

Dans cette partie, on suppose e =  1, c’est-à-dire K  =  K 0. On se propose de 
montrer le résultat annoncé à la fin de la partie A., à savoir qu’une représentation 
de Gk sur Zp de cr-hauteur finie est cristalline.

C.2.1. Filtration sur N  G ro $ M g o, où h < p — 1 et structure d’objet de 
M F ^  sur N/n0N.

C.2.1.1. Rappels sur S  et So-
C.2.1.1.1. On rappelle que T#- =  G a l^ o o /if )  et on pose

To =TK/{TK)f si p ±  2 

Tk  si p =  2 .

D’autre p art, S =  W"[[7r]] où 7r =  [e] — 1 et, si p  ̂  2,

So =  S<r*>' = W[[»-„]] = W[[j]] ,

où 7r0 =  X)aeFp[e]̂ °̂  +  P5 si p =  2, on prend q =  [er] +  1 et
7r0 =  — 2 +  [e] +  [e]-1 . Les anneaux S  et S q sont tous deux munis d’un Frobenius 
<p et d’une action de T, qui agit à travers To sur S q. L’application

9: S - ,  W  
[e] 1

est surjective, commute à <p et à T ; son noyau est

Ker d =  7r5 .

La restriction 60 de 6 à 5 0 est également surjective, elle commute à (p et à T0 ; son 
noyau est

Ker0o =  flo-So •

Soit Ki  =  K « f ï )  et 0 Kl l ’anneau des entiers de K\  ; alors l ’application

6': S - ,  o Kl
[e] i—►

est surjective, commute à l’action de T et son noyau est

Ker $' — qS .

En effet, S C W(R) et rappelons que

Fil1 W(R) = q'W(R) ,
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où q' =  <£- 1 (ç) (le Frobenius <p est bijectif sur W(R)) ; d ’autre part

Fil1 W(R) n  5  =  Ker 9

et
K er9' =  ^ (F il1 W{R)) n  S = qW(R) n S  =  qS .

La restriction 9'ü de 9' à Sq est surjective sur W , commute à l ’action de To et son 
noyau est

Ker 9q =  qSo •

C.2.1.1.2. Lemme : Supposons p  ̂2 et soit g G T0 ; alors :

1) 0(ç) ~  9 =  9 M  ~ *o € qn0S0,
2) s i  g e s t  un g é n é r a te u r  to p o lo g iq u e  d e  r 0,

g(g) ~ g 
Çtto

e s t  u n e  u n i té  d e  S q,

3) i l  e x i s te  un  e t  un seu l g é n é r a te u r  to p o lo g iq u e  go d e  To t e l  q u e

---- - — -  =  1 mod qSo  .
Ç7T0

D é m o n s tr a t io n  : on peut supposer K  =  Q p ; on a alors S =  Zp[[7r]] et 
50 = Zp[[7r0]] = Zp[[g]]). L’application a  : 50 —» Zp x Zp, définie par a(x) = 
(0o(2O>0o(æ))> commute à l’action de r 0, qui opère trivialem ent sur Zp x Zp ; son 
noyau est

Ker a =  Ker 9q H Ker 9'0 =  q7r0So  .

Par conséquent, Tq opère trivialem ent sur S o /q n o S q.

2) Rappelons que K 2 =  Qp( PVï)- L’application

9": S -* 0 Ki
[e] »  V 2>

commute à l ’action de T ; sa restriction 9'J à S0 a pour image l’anneau des entiers 
Ol de l ’unique extension cyclique L de Qp de degré p contenue dans K i  et 
9"(q) =  w est une uniformisante de L. Alors,

g(üj) = u +  Xu;2

où À G O l  ; comme l’unique nombre de ramification de l’extension Lf Qp est 1 (cf. 
[S68], chap. IV .4), À est -une unité de O l  si g est un générateur topologique de T0. 
D’après 1), g(q) =  q + 7*9710, où ^  G 5o» alors

0"(s(?)) = o"(q) +  0"(WFo)
=  u> +  9"(ii)u(u — p)

=  o> +  —— —9"(n)u}2 
w

=  g{w) •
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Comme (a; —p)/w est une unité de Ol , est aussi une unité et \i ne peut être
qu’une unité de Sq.

3) Soit gi un générateur topologique de r 0 ; alors, d ’après ce qui vient d’être 
vu, on peut écrire

5i(?) =  9 +  fiqTTo

avec /x une unité de Sq, ou bien, de manière équivalente il existe c G Z* tel que

gi(q) = q  + cqir0 mod q27r0 

Par récurrence sur n  G N , on voit que

(q) = q( 1 +  7r0c„) m odg27r0

avec
= (î+pçr^i s n c m o d Z

P
Cette formule est vraie par continuité pour tou t n G Zp. Puisque c est inversible 
dans Zp, on voit qu’on peut trouver m G Zp tel que cm =  1 mod qSo ; on prend 
alors g0 =  g™. 
o

C.2.1.2. Filtration sur N objet de r 0$ M g o.
Rappelons que, pour tout h G N , r 0§ M g o désigne la catégorie des (<p, r 0)- 

modules N  de type fini sur 5 0, qui sont sans p'-torsion, tels que T0 opère 
trivialem ent sur N /kqN  et que qhN  C S0<p(N). Pour tou t N  objet de r 0$ M g o, 
on pose Filç N = {x G N  tel que <p(x) G qrN}  ; 

alors Filç N  est un sous-S-module de iV,
FilgN = N sir  < 0  ,
(Filç N)rçz est une filtration décroissante de iV, exhaustive (UrSz Fil£ N  =  
N) et séparée (firçz Fil£ N  =  0) .

On peut alors définir les applications <pr : Fil£ N —> N  par

tpr(x) =  pour x G FiT N

On remaxque que ces applications sont cr-linéaires et que ¥’{’ +1 =  9¥,r+1 • 

P r o p o s it io n  :

Soit h un entier vérifiant l < h < p  — 1 et soit N  un objet de alors

1) N =  v?r (Fil£ N) +  kqN  ;
0 <r<h

2) N = S„. Y ,  ^(F^JV) .
0 <r<h
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Remarquons d ’abord que 1 =» 2.

Commençons par établir le lemme suivant :
L em m e : Soit N un (<p, T q)-module, qui soit un So-module de type fini, sans p'- 
torsion tel que l ’action de To soit triviale sur N/ttqN ; soit r un entier vérifiant 
1 < r < p  — 1 et x0,x i , - -*,  ær_ i des éléments de N  tels que

Y ]  qt<p(x{) =  0 mod qrN
0<i<r— 1

alors <p{xi) =  0 mod qr~*N pour i, 0 < ¿ <  r  — 1.
D é m o n s t r a t io n  : La dém onstration se fait par récurrence sur r , le cas r  =  1 étant 
trivial.

On suppose r > 2 ; par conséquent p  ^  2. Soit go un générateur topologique 
de To comme dans le lemme C.2.1.1.2., alors

9o(q)  =  9 ( 1  +  î t o A i )

où Ai G Sq et Ai =  1 mod qS0 et, plus généralement

90 ( 9*)  =  9 * ( 1  +

où Ai € Sq et, si l ’on écrit

A» =  53 Cirf ,
jeN

on voit que c¿o =  i mod p et que c», G Zp.
D ’autre part, pour tout x G N, il existe y G N  te l que go(z) =  x + iroy. On a 

donc

go(<p(x)) = <p(go(x)) = <p(x) + <p(*oMy) = ¥>(*) mod ^0çp-1iV 

puisque =  7r0gp-1So (cf. [F91] p. 268-273) . Alors, si

çV (x i) =  <f *
0<i<r-1

avec z Ç. N,

53 g o (t f )g o (v> (x i) )  =  9o (qr )9 o { z )  •

0<*<r-l

Or

53 g o iç 'M v f a ) )  =  ¥>(zo) +  5Z qt^  +  mod tt0qp~xN
°<¿<r— 1 l<i<r-l

et

9 o{< f)9o{z)  =  qr z  m o d  7T0 q r N  ;
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en faisant la différence, puis en divisant par 7r0, on obtient la congruence

y :  q*\i<p(xi) =  0 mod qrN  ,
l<»<r—1

ou encore,

53 = 0 mod 9r_1^  >
° < i < r —2 ¿ € N

c’est-à-dire, si l ’on pose c -  =  V3_1(c»j) ( rappelons que (p est bijectif sur W ),

53 53 ci+i,i-i¥>(*i+i)) = 53 53 ^,¿-¿*¿+0 
0<t<7— 2 0 < j < *  0 < « < r —2 0 < j < t

=  0 m od çr_1 .

Pax l ’hypothèse de récurrence, es  ̂ divisible par çr-1 - t et
<p(xi) également, puisque Cj0 =  i m odp, on voit que ĉ o est inversible dans Zp pour 
1 < i < p — 1. 
o

D é m o n s t r a t io n  de la proposition :
Il s’agit de m ontrer que

N  =  53 +tc0N
0<r<h-l

autrem ent dit
qhN =  5 ]  +  •

0<r<h-\

Puisque N  est de cr-hauteur < h, on a l ’inclusion suivante :

qhN  C S0.<p{N)

donc, si x G N, il existe des éléments bj de Sq et yj de N  en nombre fini, soit s, 
tels que

qhx =  5 3  hM Vi)  •
1 < } < S

On écrit bj sous la forme

bj =  53 biiqi +  qh°i
o < i< h - l

avec les bij G W  et Cj G So- Si l’on pose Cj =  bih +  *0b[j avec bih £ W  et &'• G 50, 
on a

^  = 53 hiî q i + q h n ° b'j •
0<i<h
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L’égalité ci-dessus devient

qhx =  53 q{ 53 biM y j)  +  qh7roy ,
1<»<J>-1 1 < J < «

où y est un élément de N. En posant x» =  <7~1(bij)yj rappelons que a -1
est l’inverse de a = ip\w qui est bijectif, puisque it est parfait), on a donc

qhx =  53 0* ¥>(**) +  0**0V 
0<i<h

= 53 gh_rv?(̂ -r) + gh7roy
0 < r < h

= 53 9V(*i)+9il7r°î' •
i <î<p- i

En appliquant le lemme, on voit que (p(xh-r) € QrN, autrem ent dit Xh-r € FiljJ N . 
o

C.2.1.3. Bases adaptées à la filtration : cas où N  est tué par p.
Soit N  un objet de r 0§ M g o tué par p ; le C?e 0-module N  est libre, car c’est un 

module sans torsion et de type fini sur l’anneau Oe0 =  So/pSo qui est principal; 
on peut donc considérer une base (ei)i<i<d de N  . Pour chaque i , on note r» le plus 
grand entier tel que ej G F il^ N  (c’est-à-dire c» G Fil^* N  mais ei (£ Fil£<+1 N  ). 
L’action de (p sur N  est donnée par une m atrice {{a-ij)) à coefficients dans Oe0 
telle que

~v 'y ̂ ai}eî 
l<i<d

(on rappelle que q =  x 0 + p  , donc q =  7r0 modulo p).
Une base (ei)i<»<d est dite adaptée à la filtration si la m atrice ((a»j)) est inversible. 
On rem arque que l’existence d ’une telle base est équivalente à Ylr ^ (F ilg  Ar) 
engendre N . En paxticulier, la proposition précédente m ontre que si h < p — 1, il 
existe une base de N  adaptée à la filtration et les r* sont des entiers compris entre 
0 et h. Ceci entraîne, en particulier que Fil£+1 N  C 7r0N.

C.2.1.4. Structure d’objet de M F ^  sur A =  N / koN.
Supposons h < p — 1 et soit N  un objet de T o ^ M ^ . La réduction A modulo 

tt0 de N  est un W-module de longueur finie, muni de la filtration image de celle 
de N  :

Filr A =  {x G N/noN tels qu’il existe un relèvement x de x dans N  avec 
x G FilrqN }
=  {x G A tels qu’il existe un relèvement x de x dans N  avec <p(x) G qrN}  

On voit donc que Fil0 A =  A et F ilh+1 A =  0.
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Comme, dans So, <p(iro) est divisible pax 7r0çp-1, si r < h et si x e Fil£ À, 
n’importe quel relèvement x de x dans N  appartient à Fil£ N  et l’image <pr(x) 
de <pr(x) dans A ne dépend pas du choix du relèvement. On a ainsi défini une 
application «r-semi-linéaire

ipr : Filr A —► A .

Ces applications satisfont à

puisque q =  p modulo xo- On a donc muni A d une structure de ^-module filtre 
sur W.

Theoreme : 1) Soit h un entier < p — 1. Pour tout objet N  de r 0$M go, Je 
(p-module filtré A = N/ttqN est un objet de M F ^ .

2) Le fondeur additif

i* : r 0# M |o M F^

ainsi défini est exact. H est fidèle pour h < p — 2 ; si h = p — 1, il faut se restreindre 
à la catégorie sous-catégorie pleine de To^M g“1, dont les objets
vérifient la condition suivante :

si N  est un quotient de N  tel que <p(N) C gp-1iV alors N  =  0.

3) i* admet un quasi-inverse et induit donc une équivalence de catégories entre 
r 0# M |o et M F ^ .
D e m o n s t r a t i o n  : 1) Le fait que

N =  ^ r (Fü^Y ) +  7T0iV
0<r<h

implique que
A = 5 > '( F iT A )  .

r€ Z

Si A est de p-torsion, ceci implique (cf. [F-L]) que A est bien un objet de M F ^ . 
Dans le cas général N  = |im N /pnN , A =  |im ^_^ A/pnA et A est dans M F ^ ,

puisque c’est un PT-module de type fini, limite projective d’objets de M F ^ .
2) Une suite

0 —► A' —> A —► A" —> 0

de morphismes dans M F ^  est exacte si et seulement si la suite de morphismes de 
W-modules sous-jacente l’est et l’exactitude de i* provient de ce que tout objet 
de est sans 7To-torsion.

Quant à la fidélité, il suffit de la vérifier sur les objets tués pax p ; soit 
u : N  —> N ' un morphisme dans la catégorie tel que le morphisme

ù : N/ir0N  =  A -> N '/ t̂ N ' =  A'
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soit l ’application nulle . Ceci signifie :

(1) u{N) C 7r0Ar'

alors, puisque JV =  5 0. X)r€N <£r (Filq N), on a l ’inclusion suivante, pour h < p -  2,

u(N) = S„. £  »>r(tt(Fü; N)) C xgJV'
r€N

Sinon (si h =  p — 1), l ’inclusion (1) ci-dessus implique la suivante :

rtuiNVCTrSN^Trr'-KoN' .

On se place dans une base (et)i<i<d de N  adaptée à la filtration et on note ((a a)) 
la m atrice inversible représentant les <pri (ey) dans la base (e,) ; chercher l ’image de 
u revient à chercher des solutions (yî)\<i<d dans N 1 , où u(ej) =  7r0yi, au système

~ 1~r i <p(yj) =  53 ai i yi  
i<i<d

ou bien au système équivalent, en notant ( (a - ))  la m atrice inverse de ((a^-))

Vi =  5 3  4 r 7ro- 1 - r V(2/i) • 
l<t<d

Si h =  p — 1, par l’argument habituel, en utilisant le fait qu’il n ’existe pas de 
quotient N  de N  tel que Filp_1 N = N, on conclut que yi G 7r0N ’.
Par récurrence, on peut montrer que u(N) C ttqN 1 pour tout n e t , par conséquent 
u =  0 , puisque N 1 est libre sur 0 Eo et 0 Eo est séparé pour la topologie 7r0—adique.

C.2.1.5. D ém onstration  de 3) :
H suffit de considérer le cas où A est libre sur TV et il s’agit alors de m ontrer 

que si (e*)i<£<d est une base de A adaptée à la filtration et si ((a^-)) est la matrice 
des applications <pr dans cette base, alors le So-module N — Sq A, muni de 
l’action de (p suivante

<p(ej) =  qrj 53 a ii ei 
î <i<d

peut être muni d ’une action et d’une seule de T0 com m utant à <p et triviale modulo 
tt0. Remarquons que si p désigne l ’unique endomorphisme de N , semi-linéaire par 
rapport à l’action de po sur Sq =  PF[[7r0]] tel que p(eJ) =  ej, on a

P(<P(ei ) )  ~  <p(p(ei ) )  =  P i f *  53 aii e i ) “  qVi 53 ai i ei
1 <i<d l<i<d

=  {9o{q)ri - q r j ) 53 ai i 
1 <i<d

=  qrj7r0Oij 53 aijei 
\<i <d
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go(qr’ ) =  qrj(i + ^0^) •

Comme So est complet pour la topologie 7r0-adique, il suffit de vérifier le 
lemme suivant :

C.2.1.6. L e m m e  :Soient n G N  et p un endomorphisme de N, semi-linéaire par 
rapport à l ’action de go sur Sq tel que p(ej) =  e;- mod7r0 et

P(^(ej)) = <p(p(ei)) modK q r*N

pour tout j  ; alors, il existe un endomorphisme p' de N , uniquement déterminé 
modulo 7rn+1, semi-linéaire par rapport à l ’action de go sur So tel que, pour tout 
3 •

p \ e j )  =  p{ei )  mod7Tq N

P'iviej)) =  { p ' i ej ) )  mod7r^+1ç^iV  .

D é m o n s t r a t io n  : On pose, pour tou t j ,  1 < j  < d :

(1) P(v{ej)) ~ <p(p(ej)) =

où bj est un élément de N  et on cherche p' à l ’aide des équations

P'(cj) = P(ei) +  To 53) 9ijei , 
l<»<d

avec g[j G W. Rappelons que ^(tt0) =  •U7r0gp-1 avec u une unité de Sq ; alors,

p'(<p(ej)) =  p'(qri 5 3  a*Je») 
l < i < d

=  P o (g r j ) 5 3  a i jp ' ( e i)
1 < i < d

=  P ( ^ ( e j ) )  +  P o (? r , ) 7ro 5 3  a V 9 i k ei
1 <i<d 1 <k<d

et
*>(*>'(«,)) =  <p(p(ej) + £  g'^ei)

1 < i < d

= <p{p{ej) + <p(tc%) 5 3  <P(9ij)<P(ei)
1 < i < d

= V (p[ej ) ) + x0V (p-1V  £  '
l<i<d
l<k<d

si ocj est l’unique élément de Sq telle que
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En com parant avec l ’équation (1), on obtient les équations à résoudre pour tout 

1 < j  < d  :

’ro9ri&i + 7roPo(gri) 5 3  a*j9ikei - iro <l n('P~1)un 5 3  V>(9kj)(}T'haikCi =  0 moàirQ+1qr’
1 < i < d  1< i< d 
1< h < d  1< k < d

ou bien

bs +  (1 +  voaij) 5 3  akj9ikei ~  gn(p-1)-rjun 5 3  <p{9kj)<fkaikei =  0 moàno  .
l < » < d  l < K i l
l<k<d 1<k<d

Comme W  est complet pour la topologie p-adique, on commence par résoudre ce 
système m odulo p.

On voit que pour n > 2 ou bien pour n  =  1 et Tj < p — 1 ( c’est-à-dire A de 
hauteur h < p — 2), les équations deviennent :

bj =  (1 +  7r0cxj) 53) a V 9ikei m od P
l<i<d
l<fc<d

et on conclut en utilisant le fait que la m atrice (a^ ) est inversible.
Pour n  =  1 et si l’un au moins des Tj =  p — 1, on conclut en utilisant le lemme

B.2.2 .2 .2  (p. 32).

De la même manière, on m ontre qu’on peut relever une solution de ce système 
modulo pn en une solution modulo pn+1. 
o

C.2.2. Lien avec les représentations cristallines.

C.2.2.1. Soit h un entier < p — 1 ; à un objet N  de p-torsion de ro # M g o (de 

T o S M l ' 1* si h = p —1), il est m aintenant possible d’associer deux représentations 
de Gk  , à savoir :

-  celle qui est associée à N  par le foncteur V *r , c’est-à-dire

V ;r(JV) =  Hom#M5„ ( i =  Hom*M5c,(JV, A + J

-  celle qui est associée à i*(iV) =  A par le foncteur V *rls , c’est-à-dire

V^i.(A ) = V ;rU oi*(JV) =  HomMF w (A ,^ ™ ,.) ■

On se propose de comparer ces deux représentations ; plus précisém ent, lorsque N  
est de p-torsion, on va construire un isomorphisme

Hom$MSo (N, Os nr,Oo) — HomMFw (A, •^cri^oo)
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THEOREME :

T o u te  re p ré s e n ta tio n  de p -to rs io n  de Gk  d e  c r -h a u te u r  finie in 
fé rieu re  ou  égale  à  h, p o u r h < p — 1 e s t u n  so u s -q u o tie n t de re p ré se n 
ta t io n  c r is ta llin e  à  p o id s de H odge-T& te co m p ris  e n tre  0 e t  h. P lu s p ré 
c isém en t , s i JV G r0#M |o torg ( re sp e c tiv e m e n t r 0# M g “ **rg si h = p — 1),

a lo rs i*(N) =  N / ttN  e s t o b je t d e  M F ^  torj ( re sp e c tiv e m e n t M F ^ * rs) e t 
les re p ré s e n ta tio n s  associées à  ch acu n  des d e u x  m o d u le s  so n t n a tu re lle 
m en t iso m o rp h es , c’e s t-à -d ire

Hom$Ms0 (N> <9£nr,oo) — HomMFw (i (-^), Acr£i>00)

D é m o n s t r a t io n  :

Soit N  un objet de r 0# M |o tué par pn ; alors

Hom§MSo {N, O e ^ )  = Hom*Mso {N, A jj00)

= Hom$MSo {N, ¿ s  /P* As ) •

L’inclusion A§ C W(R) fournit une flèche encore injective

A t /p nA t  -> W(R)/pnW(R) = Wn(R)

que nous utilisons pour identifier Ag/pnAg à un sous-anneau de Wn(i?).
Considérons la catégorie # M s 0,fu, dont les objets sont les objets de §M s„ 

munis d ’une filtration décroissante (Fil£ N)rçn  par des sous-5o-modules, et dont 
les morphismes sont les morphismes de § M s 0 respectant la filtration. Tout objet 
de § M s 0 sans ç-torsion est muni d’une structure naturelle d ’objet de # M s 0)fu, 
si l ’on définit :

Filç N  =  {z G N  tel que <p(x) G qrN } .

Ceci s’applique en particulier à Ag/pnA'g et à Wn(R). On m unit le quotient 
Wn(R)/ iroWn(R) de la filtration induite.

Comme Ag fpnAg et Wn(R) sont sans ç-torsion, on a un diagramme commu- 
ta tif :

Hom*MSo {N, A +/p-A +) -  Hom *Mso (N, Wn(R))

Hom$Ms0 ,fü(-^ , Ag/pnAg ) > Hom$MSo ,fü(N  , Wn(R))

On dispose ainsi d’une flèche naturelle de

Hom$MSo,Fii(-N, Wn(R))

dans
Hom*M5„ ,pii(JV, W„(R)/x0Wn(R))



et on constate que ce dernier groupe s’identifie à HomMFw (i‘ (^r)i Wn(R)/ir0Wn(R)). 
D’autre part, on a vu que si A est un objet de M F ^ -1* tué par pn, alors

HomMFw(A, A„Ut„) = HomMp„(A , W£D(R))

= HomMF„(A , WZD( R ) / f r - " w Z D(R))

= EomMFv,(A,Wn(R)/IÎ’- ^ W n(R)) 
=  Hohimfw (A, Wn(R)lir0Wn(R)) .

Pour démontrer le théorème, on est donc ramené à montrer que la flèche 

Hom*mSo.f „ W A + /p " 4 + )  -  HomMF„(i*(iV), Wn(R)lr0Wn(R))

est un isomorphisme.

Par dévissage, on se ramène au cas où N  est tué par p ; dans ce cas 
A ^/pA ^  =  0 E.iP et S0/pS0 = 0 Eo = [̂[tto]] ; on a

Rom*Ms0tFll(N ,O E.it>) = HomsMBo.FiiiNj^jE*^) 

et il s’agit de montrer que

Hom$MBo,Fn(^, 0 E.iP) = Rom mfw (î*(N ),R /k0R) .

L’inclusion Oe up c  R  induit une inclusion

Hom#MEo,Fii{ N ,0 E.iP) C Hom$MBo.Fn(N,R) 

qui est une égalité puisque Hom$MBo,Fn(-^> 0 E,tp) est de dimension d sur Fp.

Il ne reste plus qu’à montrer la proposition suivante :

C.2.2 .2 . P r o p o s i t i o n  : L ’application naturelle

Hom$MOE|) (AT, R) =  Hom$MoEo ,F„ (-W> R) -* Hom*MOEo,F1,(.N, R/ir0R)

est un isomorphisme.

D é m o n s t r a t io n  :

La catégorie additive # M oEo>fîi n ’est pas abélienne, mais dispose de pro
priétés analogues à celles considérées dans le paragraphe B.1.4 (on peut définir des 
Ext1 pour i =  0,1 et on a des suites exactes longues).

La suite exacte
0 —» 7ToR  —» R  —> R/'KqR  —» 0 

induit la suite exacte longue

0 —»Hom $M OEo,Fi,(^,7ro^) —► H om *M OEo,F,i(N,.R) —►

Hom$MoE ,vu(N)R/ftoR) —* Ext^M (N,ir0R) -» • • • .
D 0  » 0  ’
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Hom$MoEo ,fu(N  > ffoR) =  0

E x t^Moe  ̂ fh(N, k0R) =  0 .

-  Soit u £ Hom§M cE .f iiW ^ o R) » où N  est un objet de . On 

se place dans une base (ej)i<t<d de N  adaptée à la filtration, on note ((a»j)) la 
m atrice de $  dans cette base et on écrit u sous la forme «(e») =  ttoû!» ovl an £ R . 
Alors les a* doivent vérifier le système suivant :

(v5ri(7r0o;i)=7rP“r<û!?= 5 3  aii*o<Xj) 1<i<d
1 < j <d

c’est-à-dire

(«r1--«*- E  <“>«>=»h««
1 <j<d

et Hom$MoE R) =  0 si et seulement si la seule solution à ce système est

la solution nulle.

-  De même soit une extension £ de N  pax iroR dans la catégorie 3>MoE)fü 
définie par une suite exacte

0 —► 7r o R —► £ —> N  —► 0

alors E x t^ Mo Fll{N,ir0R) est trivial si et seulement si cette suite est scindée. 

En d ’autres term es, si on note ê,- un relèvement de e,- dans Filr* £, on a

<Pr i ( è i ) ~  53 aûêJ e7roi2 
1 < j<d

et on pose

* ( C j )  Q-ijëj — bi
1 < j<d

oiibi £ R .
E s ’agit de m ontrer qu’il existe un morphisme N  —» £ dans $ M o Eo)fîi induisant 
l’identité sur N  par composition avec la projection £ —> N  ; on cherche des éléments 
a j de R tels que :

( ^ ‘ ( ê i  +  T r o a i )  =  5 3  + 7 ro « i ) )
1 < j <d

Il faut donc m ontrer l ’existence de solutions dans R  au système suivant :

( 7ro “  5 3  a i ) a i  =  ~ bi) i < i < d  •
i<j<d

On est ramené à montrer que
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-  Finalem ent, il suffit de m ontrer que le système ci-dessus, où bi 6 R et la 
matrice ((a*3-)) est inversible à coefficients dans Oe0 adm et un unique d-uplet 
(<*t)i<i<d solution dans R .
Puisque la m atrice A = {{a-ij)) est inversible, il est équivalent de m ontrer l ’existence 
et l ’unicité des solutions dans Rd au système :

(i) £  « ? ? ?  =  * ) ,« < „
1 < j < d

où ( ( a y  ) =  A " 1 .

C.2.2.3. L e m m e  :
Si (A,») i<i<d est une solution du système (1) modulo 7Tq , alors (3iiTl se relève 

de manière unique modulo 7Tq+1 en /3i,n+i , de telle sorte que (/3t,n+i)i<i<d soit 
solution du système modulo 7r£+1.

D é m o n s t r a t io n  :

On cherche (ft,n+i)i<t<d sous la forme /3*,n+i =  A ,n +  *o # ,» • Alors, 
(Pi,n)i<î<d doit être solution du systèm e

=  *o"1-ri 53 * '5 P in -  Pi,n +  l>i modulo < +1) 1<i<d •
1 <}<d

Puisque est solution du système modulo Tq , on peut écrire

*o * 53 a *j'Pj)n ~
i<i<a

où At,n € R , d’où — Ai>n modulo x 0 et le lemme est dém ontré . 
o

Il reste à voir l ’existence et l ’unicité de solutions {Pi)i<i<d modulo 7r0 au 
système :

( f t - * ? - 1-"  £  og/3f =  6£)i<i<d ■
1 K j K d

Si h  <  p  — 2 , pour tout i, ona r j  < p  — 2 et par conséquent le système se simplifie 
en

(Pi =  6imod7r0)i<i<d ,

d ’où le théorèm e pour h < p — 2.
o
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k*)l < i < d■ i m  => r j

aijß1j,n Ä , n  +  bi — 7T0 A^n



C.2.2.4. Cas où h =  p — 1.
Dans ce cas, le système à résoudre s’écrit :

{
/3i =  bi mod7T0 pour i te l que r» < p — 1

/3i — 5 3  aTjPj — b'i m °d7ro pour i te l que r* =  p — 1 . 
r ,=p -1

On suppose que N  n ’admet pas de quotient N  € te l que <p(N) C

7rp-1iV ; alors i*(N) n ’admet pas de quotient Â te l que Filp -1 Â =  Â, c’est-à- 
dire i*{N) G M F £ -1 * . On note la sous-catégorie pleine de

formée des objets qui vérifient cette condition . Pax le même argument que dans 
le chapitre précédent , on montre l ’existence et l ’unicité des (/3i)i<i<d modulo tt0.
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