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THEORIE D’ARAKELOV ET COURBES MODULAIRES

AHMED ABBES

RESUME : Cette thése est constituée de trois parties indépendantes.

1) Le théoréme de Hilbert-Samuel ”arithmétique” (un travail en commun avec T. Bouche) :
On prouve un analogue ”arithmétique” du théoreme de Hilbert-Samuel algébrique et on en
déduit un critere d’existence de sections effectives au sens d’Arakelov. Notre approche est
directe et ne passe pas par le théoréme de Riemann-Roch arithmétique prouvé par Gillet et
Soulé. '

2) Théorie d’Arakelov sur les courbes modulaires Xo(N) (un travail en commun avec E.
Ullmo) : On désigne par N un entier sans facteurs carrés. Dans la premiére partie, on borne
supérieurement ’auto-intersection du dualisant relatif de Xo(/V) en fonction du niveau N
et du terme constant en 1 de la dérivée logarithmique de la fonction zéta de Selberg pour
To(N). Dans la seconde partie, on borne la norme sup d’une forme primitive pour I'y(N).
On en déduit une comparaison en fonction de N des métriques d’Arakelov et de Poincaré
sur Xo(N). On donne aussi une application aux courbes elliptiques de Weil fortes.

3) Conjecture de Manin pour les courbes elliptiques modulaires (un travail en commun
avec E. Ullmo) : Soient E une courbe elliptique de Weil forte semi-stable sur Q et cg sa
constante de Manin. On montre que cg = 1 si le conducteur de E est impair.

ABSTRACT : This thesis is composed of three independent parts.

1) ” Arithmetic” Hilbert-Samuel theorem (joint work with T. Bouche) : We prove an
? arithmetic” version of the Hilbert-Samuel theorem and we deduce a criterion for the exis-
tence of Arakelov effective sections. Our direct proof doesn’t use the arithmetic Riemann—
Roch theorem proved by Gillet and Soulé.

2) Arakelov theory on modular curves Xo(NN) (joint work with E. Ullmo) : Let N be a
square free integer. In the first part, we give un upper bound of the self-intersection of the
dualizing sheaf on Xo(N). It depends upon the level NV and the constant term at 1 of the
logarithmic derivative of the Selberg Zeta function for I'¢(V). In the second part, we bound
the sup norm of a newform for I'¢(/V). We deduce a comparison depending on the level N
between the Arakelov and the Poincaré metrics on Xo(IN). We give also an application to
strong Weil’s elliptic curves.

3) Manin’s conjecture for modular elliptic curves (joint work with E. Ullmo) : Let E be
a semi-stable strong weil’s elliptic curve and cg its Manin constant. We prove that cg =1
if the conductor of E is odd.

MoTs—CLES : Théorie d’Arakelov, Intersection arithmétique, Courbes elliptiques, Courbes
modulaires, Théorie spectrale, Formule de trace de Selberg, Congruences des formes modu-
laires
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Chapitre 1

Introduction générale

Cette these est constituée de trois parties indépendantes. La premiére partie ([1], chapitre
2) porte sur le théoréme de Hilbert-Samuel “arithmétique”. Elle reprend un article écrit
conjointement avec T. Bouche. La seconde partie est un travail en commun avec E. Ullmo
autour de la théorie d’Arakelov sur les courbes modulaires Xo(NV). Elle consiste d’une part
en un calcul de I’auto-intersection du dualisant relatif des courbes modulaires Xo(N) ([2],
chapitre 3) et d’autre part en une comparaison des métriques d’Arakelov et de Poincaré sur
Xo(N) ([3], chapitre 4). La derniére partie ([4] chapitre 5) est aussi un travail en commun
avec E. Ullmo, elle traite de la conjecture de Manin sur les courbes elliptiques modulaires.

Ce chapitre introductif est par conséquent divisé en trois sections, chacune présente une
partie de ce travail.

1 Théoréme de Hilbert—Samuel “arithmétique”

Comme en géométrie algébrique, on peut déduire le théoréme de Hilbert-Samuel arithmé-
tique du théoréme de Riemann—Roch arithmétique prouvé par Gillet et Soulé [8] (en utilisant
les résultats d’analyse de Bismut-Lebeau et Bismut—Vasserot). L’approche qui m’a était pro-
posée par L. Szpiro consiste & contourner ce dernier théoréme vu sa trés longue et difficile
démonstration et & donner une preuve simple de facon analogue & la situation algébrique.

Soient K un corps de nombres et Ox son anneau d’entiers. On prouve ([1], chapitre 2)
le théoréme suivant :

Théoréme principal (boule unité sup) Soient X — Spec Og un schéma projectif plat
a fibre générique lisse de dimension r et L un faisceau inversible ample muni en chaque
place a linfini d’une métrigue hermitienne a courbure positive. On désigne par B, la boule
unité pour la norme sup de H°(X, L®™) ®; R, alors quand n tend vers l’infini la quantité:

(r+1)!

nr+1

(- log(vol(H°(X, %)) + log(vol(B,)))

tend vers une limite finie appelée auto-intersection de L. On la note (L)™t1.
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Ce théoréme donne une définition de ’auto-intersection d’un faisceau inversible ample
métrisé. On prouve (chapitre 2 section 5.1) qu’elle coincide dans le cas d’une surface arith-
métique et quand L est muni d’une métrique permise avec ’auto—-intersection d’Arakelov.
Le théoréme précédent donne par suite une autre facon de définir la théorie des intersec-
tions d’Arakelov (pas seulement les auto-intersections). En dimension supérieure, ’auto—
intersection définie dans le théoréme principal coincide avec celle donnée par les théories des
intersections de Gillet et Soulé [8] ou d’Elkik [9] (chapitre 2 section 5.2).

Le théoréme précédent est un analogue arithmétique partiel au théoréme de Hilbert—
Samuel algébrique vu qu’il ne donne que le terme dominant du développement en n de la
fonction —log(vol(H°(X, L®"))) + log(vol(B,)). Néanmoins, il s’est avéré suffisant pour
beaucoup d’applications. Pour donner des exemples, nous invoquons le critére d’amplitude
arithmétique de S. Zhang [19], le résultat sur les points entiers de hauteur bornée démontré
par E. Ullmo [16], 'application & la conjecture de Bogomolov due & L. Szpiro [15] ainsi
que des applications de Faltings [10] et de Vojta [17]. En effet, de nombreuses applications

arithmétiques passent par le critére suivant qui découle du théoréme principal et du premier
théoréme de Minkowski :

Corollaire Si (L)™*! > 0 alors il eziste une section de H°(X,L®") de norme sup plus
petite que 1 en chaque place a l'infint pour n assez grand.

L’idée de la preuve du théoréme principal est assez simple, elle est inspirée de la preuve clas-
sique du théoréme de Hilbert-Samuel algébrique. Ce dernier se déduit, grace a ’additivité
de la fonction dimension, par récurrence de la suite exacte

0 — H°(X,L®") = H'(X, L®™) — H(Y,LF*) — 0 (1)

ou Y est un diviseur associé a la section s de L et n est assez grand. On définit (chapitre 2)
une fonction x analogue arithmétique de la fonction longueur algébrique. Elle est additive
sur les suites exactes qui sont aussi exactes "au niveau des volumes”. La suite (1) n’est
pas exacte pour les volumes L? ni pour les volumes sup. L’essentiel est par conséquent de
mesurer le défaut d’exactitude des volumes L? de cette suite. On définit pour cela la fonction
g(n) par:

Vith=g(n+1) Vg @ Vil (2)

ol V¢, et V[, sont les volumes L? de H°(X,L®") et HO(Y,L®" |y) (c’est & dire les élé-
ments de volume qui donnent aux boules unités L? le volume 1). On prouve (chapitre 2
section 3) le résultat asymptotique suivant :

Proposition 3.1 On a la limite suivante :
1
) logg(n+1)— — ‘/}‘{log |s(z)|* dz, n— 400

ot P désigne le polynome de Hilbert-Samuel de L sur X.
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La preuve de cette proposition se fait en deux étapes. D’abord la comparaison des vol-
umes L? et quotient L? sur H°(Y,L§"), elle est essentiellement basée sur des théorémes
d’extension L? d’Ohsawa-Manivel [14, 11]. On compare ensuite le volume L? au volume
induit par la multiplication par s sur H°(X, L®") (chapitre 2 théoréme 3.7).

2 Théorie d’Arakelov sur X,(N)

Dans cette section, on présentera les résultats des chapitres 3 et 4. On a choisi de ne pas
parler ici des techniques utilisées dans leurs preuves, on référe pour cela aux introductions
de ces chapitres. On donnera plutot quelques motivations a ce genre de résultats. \

Soit N > 1 un entier. La courbe Xo(NV) est la compactification de I’espace de module
des courbes elliptiques muni d'un sous—groupe cyclique d’ordre N. Elle a une structure de
courbe algébrique lisse sur Q. Si N ¢ {1,...,10,12,13,16,18,25}, X((IN) est de genre g non
nul. Si de plus N est sans facteurs carrés, le modeéle régulier minimal de Xo(N) sur Spec Z,
noté Xo(IN)z est semi-stable, c’est une surface arithmétique. La courbe Xo(N) sur C est
canoniquement isomorphe au quotient I'o(N)\(H UP'(Q)), ot H = {z € C | Im(2) > 0} est
le demi-plan de Poincaré et I'q(IV) est le sous—groupe modulaire de SL,(Z) défini par :

ro(N)={(]$c Z) la,bc,d€Z; ad—Nbc=1}

On désigne par w le faisceau dualisant relatif de Xo(IV)z sur Z. Il est canoniquement muni
a 'infini d’une métrique permise ce qui permet de définir son auto-intersection d’Arakelov
w?. Faltings a prouvé [10] qu’est elle positive ou nulle en tout genre et nulle pour les courbes
elliptiques. On conjecture en genre g > 2 qu’est strictement positive. Cette conjecture a été
prouvée pour les courbes ayant au moins une fibre de mauvaise réduction par Zhang [20].
Elle est aussi connue dans pas mal de cas de bonne réduction grice aux travaux de Zhang
[20] et Burnol [6]. La signification arithmétique de cet invariant Arakelovien a été donnée
par Szpiro [15]. Il a démontré que la non nullité de l’auto-intersection du dualisant relatif
dans le cas lisse est équivalente & la conjecture de Bogomolov. Cette conjecture affirme
que les points arithmétiques d’une courbe plongée dans sa jacobienne sont discrets pour la
“topologie de Néron-Tate”. C’est une généralisation du théoréme de Raynaud (conjecture
de Lang) sur la finitude de ’ensemble des points de X (K) qui sont de torsion aprés plonge-
ment de la courbe dans sa jacobienne. En plus des courbes elliptiques, 1’auto-intersection
du dualisant relatif est connue explicitement pour les courbes de genre 2 grace aux travaux
de Bost, Mestre et Moret-Bailly [5]. On calcule dans le chapitre 3 cet invariant pour les
courbes modulaires Xo(N) :

d
Soient dpug la métrique de Poincaré définie sur H par dpuo = Y et vol le volume de Xo(N)

yz
pour cette métrique.

Théoréme A Pour tout € > 0 et pour tout entier N premier a 6 et sans facteurs carrés,
lauto-intersection du dualisant relatif de la courbe modulaire Xo(N) est bornée supérieure-
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ment par : ( )
9= 1. Z'(s _ 1 1+e
vol Him( Z(s) s- 1) T O(N)

ot Z(s) est la fonction zéta de Selberg pour T'o(N).

0<w?< —87

Ce théoréeme établit un lien entre deux invariants de natures différentes. La fonction zéta

de Selberg est liée aux valeurs propres du laplacien invariant du demi-plan de Poincaré
2 2

Do = yz(é? + %5) agissant sur les fonctions I'g(/N)-invariantes. Elle est holomorphe en

1 avec un zéro simple. Sa dérivée logarithmique admet par suite un péle simple en 1 de
résidu 1. La borne 0 < w? prouvée par Faltings [10] implique, grace au théoréme A, une
borne supérieure du terme constant en 1 de la dérivée logarithmique de la fonction zéta de
Selberg pour I'g(NN) en fonction du niveau N. Inversement une borne inférieure de ce terme
constant en fonction de N impliquerais une borne supérieure, ne dépendant que de N, de
l’auto-intersection du dualisant relatif w?. On peut espérer que ce genre de bornes induit un
contréle sur le degré de la paramétrisation modulaire d’une courbe elliptique de Weil forte.

Une courbe elliptique est dite de Weil faible si elle admet une paramétrisation modulaire
@ : Xo(N) — E telle que le pull-back de la différentielle de Néron g de E soit proportionnel
A une forme primitive fg pour I'((N). Par un théoréme de Carayol, N est le conducteur
de la courbe elliptique. La courbe E est de Weil forte si la paramétrisation est minimale
pour les isogénies des courbes elliptiques. La conjecture de Taniyama-Weil affirme que toute
courbe elliptique sur Q est de Weil faible. Cette conjecture a été démontrée par A. Wiles
pour les courbes elliptiques semi-stables sur Q. Il est naturel de s’intéresser au degré des
paramétrisations de Weil fortes. La formule de Hurwitz ne donne rien a cause du genre 1 de
la courbe elliptique (exemples de Douady). Szpiro a remarqué qu’une borne polynomiale en
N du degré d'une paramétrisation de Weil forte impliquerais la conjecture du discriminant
sur Q & partir de la conjecture de Taniyama—-Weil pour les courbe elliptiques semi-stables sur
Q prouvée par A. Wiles. La conjecture du discriminant s’énonce :1l eziste deuz réels positifs

k et C tels que pour toute courbe elliptique semi-stable sur Q de discriminant minimal Ag
et de conducteur Ng, on a : |Ag| < CNE.

On prouve (chapitre 4) le résultat suivant prolongeant la remarque de Szpiro :

Corollaire C L’existence d’une borne polynomiale, en le conducteur, du degré de la paramét-
risation modulaire d’une courbe elliptique de Weil forte semi-stable sur Q est équivalente a
l’ezistence d’une borne logarithmique, en le conducteur, de la hauteur de Faltings de la courbe

elliptique.

Ce résultat est basé sur le théoréme suivant (chapitre 4) :

Théoreme A Soit € > 0, il existe une constante C, > 0 telle que pour tout entier m
sans facteurs carrés et pour toute forme primitive f pour I'o(m) on a :

sup |yf(z)| < Cem!/?+e
z€H



7

Le théoréme A implique en particulier que le produit de Petersson d’une forme primitive pour
I'o(m) par elle méme est borné universellement en m?*¢. Ce résultat est dit pour m premier
a Zagier (18] avec une meilleure borne. Le théoréme A nous permet aussi de comparer les
métriques d’Arakelov et de Poincaré sur Xo(N) (chapitre 4). La métrique d’Arakelov sur

. . dzd
Xo(NN) est définie par v(z) = F(2)dpo(2) ou due(z) = x2
F est la fonction du demi-plan de Poincaré I'y(N)-invariante définie par :

Y estla métrique de Poincaré et

P& =LY 157

i=1

pour fi ... f, une base orthonormée pour le produit scalaire de Petersson de l’espace §(2, T'o(N))
des formes modulaires paraboliques de poids 2 pour I'y(N).

Théoréme B Soit ¢ > 0, il existe une constante A, > 0 telle que pour tout entier N
sans facteurs carrés on a :

sup F(z) < ANt

zeH
L’importance d'une telle comparaison réside d'une part dans le bon comportement de la
métrique de Poincaré sur X, (N) pour la structure de quotient par un sous—groupe de congru-
ence. Elle est malheureusement singuliére aux pointes. D’autre part la métrique d’Arakelov
permet d’avoir une bonne théorie des intersections qui vérifie la formule d’Adjonction et
qui étend la hauteur de Néron-Tate a des diviseurs de degré non nul. La comparaison du
théoréme B peut donc faire profiter a la théorie des intersections d’Arakelov sur X,(V) des
propriétés automorphes de Xo(IV).

Les invariants arithmétiques calculés pour Xo(IV) et surtout les interprétations modu-

laires et spectrales qui leurs sont attachées peuvent aider & mieux les comprendre méme
quand on ne dispose plus de ces interprétations.

3 Conjecture de Manin pour les courbes elliptiques
modulaires

Le chapitre 5 reprend un article écrit conjointement avec E. Ullmo. On présente dans la
suite son résultat principal.

Soient E une courbe elliptique de Weil forte [12] sur Q et ¢ : Xo(IN) — FE sa paramétri-
sation modulaire. Par un théoréme de Carayol [7] N est le conducteur de E. Soient Ej le
modele de Néron de E sur Z, Qf /2 e faisceau des différentielles relatives de F sur Z et ag
une différentielle de Néron c’est & dire une Z-base de H*(Xo(N)z, ;). La différentielle
¢*(ag) est un vecteur propre pour tous les opérateurs de Hecke Tj. Elle est donnée par
¢*(ag) = 2mcgfgdz ou fg est une forme primitive pour I'g(N) et cg est une constante
rationnelle appelée constante de Manin. On choisit ag tel que cg soit positive. Manin con-
jecture que cg vaut 1. Soit m le plus grand carré parfait divisant NV, il est facile de voir
que cg € Z[=]. Edixhoven montre que cg est en fait un entier. Mazur [13] a prouvé que cg
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est une unité de Z[5-]. Ce résultat a été amélioré par Raynaud qui a montré que si m est
impair alors la valuation 2-adique vz(cg) < 1.

Théoréme A Soient E une courbe elliptiqgue de Weil forte de conducteur N et p un nombre
premier ne divisant pas N. La constante de Manin cg n'est pas divisible par p.

Pour p > 2, le théoréme A est contenu dans les travaux de Mazur. Néanmoins, 'information
nouvelle donnée en 2 permet de déduire le corollaire suivant :

Corollaire B Soient E une courbe elliptique de Weil forte de conducteur impair N et m le
plus grand carré parfait divisant N. -

i) cg est une unité de Z[1].
1) Si N est sans facteurs carrés et premier a 2 alors la constante de Manin cg de E vaut 1.

Nous avons inclus dans le chapitre 5 la démonstration du résultat de Raynaud : st m
est impair alors la valuation 2-adique vo(cg) < 1. Le point central de ce résultat traite du
défaut d’exactitude des modeéles de Néron semi-abéliens sur un anneau de valuation discréte
complet de corps de fractions de caractéristique 0, de corps résiduel de caractéristique p > 0
et d’indice de ramification absolu e dans le cas limite e = p — 1. 1l a été annoncé pour la
premiére fois dans une lettre de M. Raynaud a J. F. Mestre et J. Oesterlé. M. Raynaud nous
a communiqué cette lettre et a accepté que nous la publiions (appendice du chapitre 5).
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Chapitre II

Théoreme de Hilbert—Samuel
“arithmétique”

Ce chapitre reprend un article écrit conjointement avec T. Bouche qui paraitra aux Annales
de I'Institut Fourier.

1 Introduction

Soient K un corps de nombres, Ok son anneau d’entiers et ® ’ensemble des plongements
de K dans C modulo la conjugaison ou C désigne le corps des nombres complexes. Soit
X — Spec Ok un schéma projectif, plat a fibre générique lisse de dimension » > 1. Soit L
un faisceau inversible ample sur X, on munit L, pour toute place o de & d’une métrique her-
mitienne & courbure positive ic(L,). On considére alors sur X, la métrique w, = ic(L,)/27V
ou V est une constante choisie de telle sorte que le volume total de X, pour 1’élément de
volume associé dz soit 1. Le plongement

0— H'(X,L®") - 9, H (X, L®*")® K, =W, (1)

fait de H°(X, L®") un réseau dans W, qui est muni de deux normes:
1. Norme sup: Pour z = (z,), € W, on pose ||z|lsup = sup,(||z¢|lsup) et pour s €
H*(X,, L&) on définit ||5||eup = Sup,cx, |5(p)|- On note B, la boule unité de W,, pour

cette norme.

2. Norme L% Pour z = (z,), € W, on pose ||z|;z = sup,(||z,||z2) et pour s €
H(X,,L%") on définit ||s||2. = [x, |s(z)|?dz. On désigne par C,, la boule unité de W,
pour cette norme.

Définition On appelle sections d’Arakelov du fibré L®" sur X et on note HS, (X, L®")
Uensemble H*(X, L®") N B, .

On se propose de faire I’étude de cet ensemble quand n — 400. On prouvera le théoréme

11
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sulvant:

Théoréeme principal (boule unité sup) Soient X — Spec Ok un schéma projectif plat

d fibre générique lisse de dimension r et L un faisceau inversible ample muni en chaque

place & l’infini d’une métrique hermitienne d courbure positive. On désigne par B, la boule

unité pour la norme sup de H°(X, L®") @z R, alors quand n tend vers linfini la quantité:
(r+1)!

—nm_( — log(vol(H°(X, L®™))) + log(vol(Bs,)))

tend vers une limite finie appelée U'auto-intersection de L. On la note (L)™+1.

Théoréme principal (boule unité L?) Avec les mémes conditions et notations du théoréme
précédent, on a la limite suivante quand n tend vers Uinfini:
!
DR tog(vol(H*(X, L") + log(vol(Ca)) = (L)"*,

nf+ 1

ot C,, est la boule unité pour la norme L? de H°(X, L®") ®; R.

On déduit le critére suivant pour l’existence de sections de norme sup plus petite que 1
en chaque place.

Corollaire si (L)™*! > 0 alors HS,(X,L®") # 0 pour n assez grand.

Le théoréme principal dans ses deux versions é aivalentes (voir proposition 4.1) est I’analogue
“arithmétique” du théoréme de Hilbert—Samuel algébrique. Il a été démontré par Gillet et
Soulé [14] en 1988 en utilisant les résultats partiels connus a I’époque sur le théoréme de
Riemann-Roch arithmétique ainsi que les travaux de Bismut et Vasserot [3]. De méme
qu’en géométrie algébrique, on peut déduire le théoreme de Hilbert-Samuel “arithmétique”
du théoréme de Riemann-Roch arithmétique qui a été prouvé par Gillet et Soulé dans
[11] (en utilisant les résultats d’analyse de Bismut et Lebeau [2]) et par Faltings dans [9)].
Cette approche permet d’avoir en plus du terme dominant donné par le théoréme principal
(boule unité L?), les deux termes suivants du développement de —log(vol(H°(X, L®"))) +
log(vol(C,)). L'objet de ce travail est d’en proposer une démonstration simple. L’intérét de
cette démarche, qui nous a été suggérée par L. Szpiro, peut s’expliquer par le fait que de
nombreuses applications arithmétiques n’utilisent que le théoréme de Hilbert-Samuel “arith-
métique”. Pour donner quelques exemples nous invoquons le critére d’amplitude arithmé-
tique de S. Zhang [27], le résultat sur les points entiers de hauteur bornée démontré par E.
Ullmo [25], I’application & la conjecture de Bogomolov due & L. Szpiro [23] ainsi que des
applications de Faltings [10] et de Vojta [26].

Si I'approche de Gillet et Soulé s’inspire du théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck et du
théoréme de l'indice pour la métrique de Quillen, la notre est trés comparable & la preuve
directe classique du théréme de Hilbert-Samuel algébrique. En effet, le théoréme de Hilbert-
Samuel algébrique se déduit immédiatement par récurrence de la suite exacte

0— HO(X, L®n) A HO(X, L®n+l) — HO(Y, L®n+1 IY) =0
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ol Y est le diviseur associé a la section s de L et n est grand; ceci car la dimension est
additive sur les suites exactes d’espaces vectoriels. La fonction x que nous définissons ci-
dessous tient lieu de caractéristique d’Euler dans le contexte arithmétique, elle est additive
sur les suites exactes qui sont aussi exactes “au niveau des volumes” (voir la section 2 pour un
énoncé plus précis), ce qui n’est évidement pas le cas de la suite exacte que nous considérons
(que ce soit dans le cas des volumes L? ou sup). L’essentiel est par conséquent de mesurer
le défaut d’exactitude des volumes de cette suite exacte. Il ressort de notre analyse que
la seule contribution au terme dominant (en n"*!) provient du déterminant de la premiére
fleche (multiplication par s). Nous estimons ce terme & ’aide d’un rafinement de travaux
antérieurs de Demailly [6] et Bouche [4]. Remarquons & ce propos que, si I’aspect analytique
de notre travail est allégé par le fait que nous n’avons pas & nous préoccuper de la métrique de
Quillen, le point de départ de nos estimations & l'infini et de ’article [3] de Bismut-Vasserot
est identique : c’est la description asymptotique du spectre du laplacien antiholomorphe
agissant sur les sections de L®" di & J.-P. Demailly [6].
Signalons que Lau, Rumely et Varley prouvent dans un cadre adélique et par une méthode
différente, 1'existence d’un terme dominant analogue a celui donné par le théoréme principal
sous des conditions plus faibles que les nétres [16] et [15].
Dans cet article, la section 2 introduit des éléments de volume additifs qui serviront dans la
récurrence nécessaire pour la preuve du théoréeme principal. Cette récurrence sera possible
grace a l’estimation & l'infini développée dans la section 3. La démonstration du théoréme
principal ainsi que le critere d’existence de sections de norme sup < 1 (corollaire précédent)
sont donnés dans la section 4. Finalement, nous montrons que l’auto-intersection donnée
par le théoréme principal coincide dans le cas général avec celle obtenue & partir des théories
d’intersection d’Elkik dans [8] et de Gillet et Soulé dans [12] et [13] et dans le cas d’une
surface arithmétique avec 1’auto-intersection d’Arakelov (section 5).

Nous remercions R. Elkik et G. Lebeau pour leurs lectures attentives du manuscrit. A.
Abbes remercie tout particuliérement L. Szpiro pour avoir dirigé ce travail et pour ses efforts
dans ’élaboration finale du manuscrit.

2 Volumes additifs

Dans une premiére étape, nous introduirons des éléments de volume réels additifs que nous
comparerons aux éléments de volume L? et sup. Dans tout ce qui suit, on désigne par R le
corps des nombres réels et par Z ’anneau des entiers relatifs. Soit M un Og—module de
type fini. On fixe pour toute place ¢ € ® un élément de volume réel 7, € detzg(M ® K,).
L’espace vectoriel Mz = M ®;z R est donc muni de 1’élément de volume réel = @,7,.
On pose M = M [Mior 00 My, est le sous module de torsion de M. L’inclusion canonique
M — M; fait de M un réseau de M. On définit:

x(M,n) = —log(vol(Mz/M)) + log(# M) (2)

La fonction x est additive au sens suivant (voir [18] et [22]): soient M;, M, et M; trois
Ox—modules de type fini et 7, € detg(Mig), 72 € detg(Mz3) et 73 € detg(Mszp) trois
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éléments de volumes réels. On dit que la suite 0 — M; — M; — M; — 0 est exacte si elle
’est sur Ok et si 7, = 7 ® 73 dans I'isomorphisme induit sur les déterminants. On a alors

x(Mz,m2) = x(My,m) + x(Ms,1s) . (3)

Soient A une Ok —algébre graduée de type fini A = @,50An, M un A—module gradué de
type fini M = @.>0M, (tel que M, n’est pas de torsion pour tout n) et P le polynéme de
Hilbert-Samuel de M Qo, K.

Définition 2.1 Soit k un nombre réel. On définit ay, s € detg(M, @z R) par ’équation:
n-1
X(Mm an,k) =k 2 P(]) + X(OK)P(n) ) (4>
=0

ot x(Ok) est calculée avec les éléments de volume canoniques de Ok.

On a alors la proposition suivante:

Proposition 2.2 Soient k un nombre réel, M, M? et M3 trois A—modules graduées de
type fint qui forment une suite ezacte:

0— M'— M? - M® 0.
Soit
®,, : det(M? ®z R) = det(M} @z R) ® det(M: ®; R)

les isomorphismes qui s’en déduisent. Alors si a{;,k € det(MI ®,R) pour j =1, 2 ou 3 et
n € N sont les éléments de volumes de 2.1, on a:

Bn(hi) =ni®@aly .
Preuve. Soient P;, P, et P; les polyndmes de Hilbert-Samuel de M}, M% et My. On pose

bnje = 2 (0g s ® ).
Par additivité de x on a I’égalité:

X(Mrzn 671,") = X(Mrlu a}z,k) + X(Mza ai,k) (5)
= & Z Pi(j) + x(Ox)Pr(n) +

+ 2_‘3 Py(§) + x(Ox)Ps(n) (6)

- k'§P2<j>+x<ox>Pz<n> ™)

Pour établir (7) on a utilisé 1'égalité P,(n) = Py(n)+Ps(n). On obtient alors par 2.1 'identité
6,;,], = aﬁ ke
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3 Estimation a ’infini

Afin de comparer les éléments de volume définis dans la section précédente au volume L2,
une estimation & l'infini est nécessaire.

Soient X une variété complexe projective lisse de dimension r > 1 et L un faisceau in-
versible trés ample hermitien & courbure positive ic(L). On considére sur X la métrique
w =1¢(L)/2mV ou V est une constante choisie de telle sorte que le volume total de X pour
’élément de volume associé dz soit 1. Soit s une section non nulle de H°(X, L) telle que
Y =div(s) soit lisse dans le cas r > 2 et réduit dans le cas » = 1. Pour n assez grand, on a
la suite exacte suivante:

0 — HO(X,L®™) 5 HO(X,L®™) — HO(Y, L™ |y) — 0 (8)

On cherche & estimer le volume L? induit sur H°(X, L®™*!) par la suite exacte (8), on définit
pour cela la fonction g(n) par:

Vi =g9(n+1) V@ WWh ()
ou V¢ . et Vi1, sont les volumes L? de H°(X,L®") et H'(Y,L®" |y) (c’est & dire les

éléments de volume qui donnent aux boules unités L? le volume 1). On prouvera le résultat
asymptotique suivant:

Proposition 3.1
-1-3% logg(n+1)— — _/Xlog |s(z)? dz, n — 4o

ot P désigne le polynome de Hilbert-Samuel de L sur X

Nous ferons usage de la proposition suivante démontrée indépendament par Bouche [4] et
Tian [24].

Proposition 3.2 Soit s, ..., sy avec N = P(n) une base orthonormée pour le produit L?
de H°(X, L®"). Alors, la fonction

N
bu(z) =Y _ |s;(z)?
=1
est indépendante de la base fizée et on a l’équivalent suivant:
bn(z) ~ P(n), quandn — 400
et cect uniformément en z € X.

11 s’ensuit:
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Corollaire 3.3 Il existe une constante ¢ non nulle telle que pour tout n > 1 et pour toute
section s € H*(X, L®"), on ait:

1
lIsllz < llsllsup < cP(n)? ||s]l22
Preuve. Soient s € H°(X, L®") une section non nulle et z € X tels que ||s|lsup = |5(2)]- Et

soit sy, ..., sy avec N = P(n) une base orthonormée pour le produit L? telle que s;(z) =
pour tout j > 2. On peut alors écrire:

N
s = Za,-s,-

j=1
d’ou on tire:
s(z) = a1 s1(x)
sz = >4
lslife = a1 ls1(z)]* = a] ba(2)

Ce qui donne:
lIsllZap < llsllZ2 balz) < ¢ P(n)||s]Z2

pour ¢ une constante vérifiant: b,(z)/P(n) < ¢ pour tout n et pour tout z.

La seconde fléche de (8) définit sur H°(Y, L®**! |y) un élément de volume réel V'
induit par le produit quotient L? donné par cette surjection. On compare ce volume quotlent
au volume L? par la fonction positive y(n) qui vérifie I'équation Vi#p, = y(n)Vy.. La
multiplication par s induit sur H°(X, L®") un produit noté ( ,), z2: (v,v'), 12 = (sv sv' )IZR
On désigne par V*;, 1'élément de volume réel de H°(X,L®") qui donne & la boule unité de
ce produit le volume 1 et on le compare au volume L? par la fonction positive §(n) vérifiant
I'équation: Vg ;2 = §(n)V’;:. Pour finir, on définit la fonction positive p(n) par I’égalité:

Vit = pln D) Vi @ Vo

On a alors: .
g(n+1) = 3?% (10)

Pour prouver 3.1, on montrera que :

L. logp(n) = o(n").
ii. logy(n) = o(n").
ili. logé(n) = P(n) fxlog|s(z)|? dz + o(n").

Lemme 3.4 log ¢(n) = o(n").
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Preuve. On considére une suite exacte de C-espaces vectoriels: 0 —» V! - V — V" — 0. On
se donne un produit hermitien sur V' et on considere sur V' le produit induit et sur V" le
produit quotient. Soient p et ¢ les dimensions respectives de V' et V" sur C. On fixe une
base orthonormée de V sur C, Xj,..., Xp4q telle que Xj,..., X, soit une base orthonormée
de V' et Xp41,..., Xpyq soit une base orthonormée de V". Soient 7, 7' et 5" les éléments
de volumes respectifs de V, V' et V" qui donnent aux boules unités des espaces respectifs le
volume 1. Alors, on a:

n=

— XiN o AX 2o N2 Xy .. A X
a(p+9) 1 P+q 1 1 Aptq

ol a(p+q) est le volume de la boule unité de R%?*9) pour le produit scalaire ordinaire. D’o:

a(p) a(g) , o u
=——==70Q 11
1= aptq) " &7 (11)
Alors, si P et QQ sont les polynomes de Hilbert-Samuel respectifs de L sur X et L|y sur Y,
Hvient (P() a(Q(n +1))
a(P(n)) a(Q(n
pln+l) = —— P+ (12)
Ce qui donne:
log (n) = o(") (19)

Proposition 3.5 Awvec les notations précédentes, il existe un entier ng et une constante B
tel que pour tout n > ng et pour tout t dans HO(Y, L&+ |y):

[tllg.z2 < Blitl|z2
d’ou le corollaire suivant:
Corollaire 3.6 logvy(n) = o(n").

Preuve. Par 3.5 et 3.3 on a:
| llg.z2 < B ||z2

1
llz2 < Nl Hlswp < 1l lgoup < cP(n)? || llg,z2

Il vient alors: 1

cP(n)%

Et comme dimH°(Y, L®"*! |y) est un polynéme en n de degré r — 1, on obtient: logy(n) =

o(n").

Preuve (de la proposition 3.5).  Cet énoncé est une conséquence directe des théorémes
d’extension L? d’Ohsawa [19] et Manivel [17]. Nous indiquons briévement comment le dé-
duire des énoncés de [17]. Dans notre situation, ¥ est le diviseur lisse de X défini par la

[z <1 llgz2 < Bl ll2z2
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section s de L; celle-ci est donc partout transverse a la section nulle et on applique le corollaire
1 de [17] dans la situation ot le fibré vectoriel E est L. On a évidemment P(E) = X car E est
derang 1, et Og-(1) = L. On choisit maintenant n, suffisamment grand pour que L™ @ K%
soit ample, et I’on obtient que le morphisme de restriction H°(X, L®*) — H°(Y,L®") est
surjectif pour tout n > ng avec les estimations L? du théoréme 1 de [17]. C’est-a-dire, en
faisant usage de la remarque 2: Il eziste une constante M ne dépendant que de Y telle que
toute section t de H°(Y, L®") se reléve en une section T de H°(X, L®") vérifiant

|T*dz 2
_— < 2
x (1 + Islz)z — M“t“L

La proposition 3.5 s’en déduit immédiatement en observant que le terme de gauche est minoré
par (14 ||s||2,,) " 2IT||2: et que I'on a évidemment [|t||,z2 < ||T||z2. Dansle cas ot r =1 (Y
discret), ce résultat a été obtenu par Ullmo [25] et Zhang [27] en utilisant les estimations L?
de Hormander-Bombieri-Skoda [21]. Dans ce cas on peut montrer que la constante B tend
vers 0; en utilisant la proposition 3.2 il est en fait facile de voir que la meilleure constante B
est équivalente & 1/4/n. Il semble probable que ce soit également le cas en dimension plus
grande.

Il reste donc pour achever la preuve de 3.1 & démontrer (iii). Soit I'inclusion:
H°(X,L®™) < H°(X, Lo
1l existe une base orthonormée de H°(X, L®") pour le produit L? (, ) qui est orthogonale
pour le produit induit ( , ), z2. On la note Xj,..., Xy avec N = P(n). Dans cette base, la

matrice de ( , ), z2 s’écrit diag(Aq, ..., Anx) avec A; > 0. On peut exprimer:

Vip = o(P(n) Xa Ao AXNANIXIA . ANiXN

X X X
Ve = a(P(n) 22 AZE AL AL AN
Al AV A AN
On a alors:
1
n — Vﬂ.
J'LZ Hjx__-l AJ' X,Lz

On note m, : H®(X,L®") = H(X, L®"*1) et m?* son dual quand on munit les espaces de

leurs produits L?. D’ou si ¢, , désigne m* o m, on a: Hj-v:l Aj =det ¢, , et donc :

§(n) = det ¢, ,

Théoréme 3.7 On a la limite suivante:

1 2
P log det ¢, , — fxloglsl dz , n — 400 (14)
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Preuve. On a par définition A; = ||s ® X;||2. = [x |s|?|X;|?dz. Observons avant tout que
la quantité -}-,Tl,;)-log det ¢, , n’est autre que le logarithme de la moyenne géométrique des
valeurs propres \;. Par conséquent, si on modifie s en la multipliant par une constante c,
cette quantité est translatée de 2log c, ainsi que l'intégrale de log ||s||* car le volume total de
dz est 1. On supposera donc désormais que ||s||sup < 1, ce qui implique que toutes les valeurs
propres A; sont inférieures & 1. Nous décomposons le théoréme 3.7 en deux inégalités :

Lemme 3.8 On a

liminf P(n)*log det ¢, , > /;{ log |s|*dz

Preuve. La base (X;) étant orthonormée pour le produit scalaire L?, 1’4lément de volume
| X;|2dz est de volume total 1 sur X. On a par conséquent pour chaque j = 1,...,N
log [x |5|?|X;]?dz > [x(log|s|?)|X;|?*dz. En sommant ces inégalités sur j et en utilisant
le fait que 'on peut calculer la fonction b, définie par la proposition 3.2 dans une base
orthonormée quelconque (ici (X;)), on obtient :

1 X 2 1
mzlog&‘ > fxloglsl (mbn)dx- (15)

j=1

La proposition 3.2 nous assure que la fonction b,/P(n) converge uniformément sur X vers
la constante 1, le lemme 3.8 se déduit donc immédiatement de (15).

Lemme 3.9 On a

lim sup P(n) ' log det ¢y, , 5‘/Xlog|s|2d:c

Preuve. La stratégie de la démonstration est la suivante : comme les valeurs propres de ¢,, ,
sont toutes inférieures a 1, il suffit pour majorer son déterminant §(n) de le contréler sur un
sous-espace vectoriel de H?(X, L®"). Idéalement, on cherche un sous-espace (de dimension
équivalente & P(n)) contenant une base orthonormée de vecteurs propres X; prenant leur
masse sur de petits ouverts disjoints, de telle sorte que I'inégalité de concavité (15) puisse étre
ramenée au cas d’égalité (|s| constante). Cela n’est malheureusement pas possible dans la
catégorie holomorphe, et c’est pourquoi nous allons devoir étendre notre analyse aux espaces
propres du laplacien antiholomorphe de L®™ correspondant aux petites valeurs propres. Nous
introduisons quelques notations (cf. [5]). Dans ces notations, le sous-espace de H°(X, L®")
sur lequel le déterminant de ¢,, est facile & majorer est ’espace W, (F,(x)) construit ci-
dessous, et c’est la majoration (21) qui confirme notre approche. On note Al = (D" + §")?
le laplacien antiholomorphe associé & la connexion D" et & la métrique du fibré L®" induite
par celle de L, que nous considérerons comme un opérateur non borné & domaine dense de
'espace des sections de carré intégrable de L®" sur X (noté L*(X,L®")). Pour un ouvert
Q de X on définit également 'opérateur Ay o qui est le méme opérateur différentiel, avec
conditions de Dirichlet au bord de Q. Si on se donne un réel u > 0, on note H,(f2, 1) la
somme directe des espaces propres de & Ay, o associés aux valeurs propres inférieures ou égales
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3 p. C'est un sous-espace vectoriel de I'espace L*({2, L®"). Soit maintenant (Q)k=1,..,.; une
famille d’ouverts de X deux & deux disjoints. On pose Fn(p) = @ Ha(Q%, 1), et on note

U, @ Falp) — H°(X,L®™)
(uk)k — Po(u1+-"'+'U.M)

o Py est le projecteur de Bergman (i.e. projecteur orthogonal de L?(X, L®") sur H°(X, L®")).
Dans la suite, , on identifiera la famille (ux) et son image u par I'injection canonique de F,(u)
dans L?(X,L®"). Le lemme suivant généralise le lemme 3.3 de [5] :

Lemme 3.10 Si p < 7V et n est suffisamment grand, V,, est injective. En outre, on a
[Wa(u) = ullfs < (@V)pllullZ:  si v € Falp).

Preuwve. Notons H(u) = [y < 2Ahu,u > dz = [y |D"ul?dz (resp. Ha(v) = [y <
L A% v,v > dz) siu € Dom A} (resp. v € DomA; o). On a alors, si u = (w)x € Fa(n),

M
H(u) =Y. Ho,(w) < p Y [ lualds = pllull}s. (16)
k=1 k k

Par le lemme 3.2 de [5] on sait que la limite inférieure de la premiére valeur propre non
nulle pf de L A sur X est supérieure au minimum sur X des valeurs propres de la courbure
ic(L) par rapport & la métrique w, donc & 27V puisque dans notre situation, toutes les
valeurs propres de ic(L) sont égales & cette constante. Pour n suffisamment grand, on a
donc p? > 7V > p. Pour un tel n, prenons un élément u dans le noyau de ¥,. u est
dans I'orthogonal de 1’espace des sections holomorphes qui est égal au noyau de A, ce qui
implique : H(u) > pu?|lu||%: d’une part. D’autre part, d’aprés (16), on a H(u) < pf|ul|2.. Ces
deux inégalités impliquent bien que u est nulle. Posons maintenant & = u — ¥,(u). Clest
la projection orthogonale de u sur l'orthogonal de H°(X,L®"), donc H(a) > ul||@||2: et
H(u) = H(@) < pllu/|2: d’aprés (16). De ces deux inégalités on déduit ||i]|2. < (p/p?)||uli2.,
ce qui acheve la preuve du lemme.

Le lemme 3.10 signifie que ’application ¥,, injecte ’espace F,(u) de facon quasi-isométrique
dans H°(X,L®"). Le lemme 3.11 ci-dessous signifie que I’application ¥, est également
proche d'une isométrie pour la forme quadratique ¢,, définie sur L?(X, L®") par : g,(u) =
Jx |5|?|ul?dz. Notons que, si u est holomorphe, on a évidemment g,(u) =< u, @5 ,(u) >12.

Lemme 3.11 Sip <7V et u € Fo(p), on a
-1
[92(w) = gn(¥a(w)] < 3(xV) 72 Vi [JullZs.

Preuve. On a ponctuellement |u(z) |*—| ¥, (u)(2)|? = |u(z)—Tn(u)(z)[]>+2Re < T, (u)(z), (u—
VU,(u))(z) > d’ou (en tenant compte du fait que ||s||sup < 1) :

| [ 1l = [a()P)ds] < [ u(@)? - [¥a(u)(2)P/ds

< lu = Taw)llzs +2 /X [Wn(w)[|u] = [Yn(w)l|dz
U ()22 + 20 W ()| 221w = a(w)| 2

IA
3
!
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d’ou le lemme 3.11 d’aprés ’estimation du lemme 3.10 en tenant compte de la majoration
de p.

Nous en venons a la preuve de 3.9, qui repose sur une succession de majorations utilisant
les lemmes précédents. Tous les déterminants de formes quadratiques qui apparaitront sont
pris par rapport au produit L? sur le méme espace. La premiére majoration exprime comme

nous ’avons annoncé que toutes les valeurs propres de ¢,, sont inférieures & 1, et que
Im¥, C HO(X,L®") :

det ¢n,a = det[qano(X’L@,.)] S det[q"llm\l',,]' (17)

Pour majorer le déterminant de g, sur Im¥,, nous nous ramenons sur F,(p) en appliquant
Uy. Le lemme 3.10 nous permet de contréler la distortion entre le produit scalaire L? de
Fa(p) et celui transposé par ¥, :

1 2dim Fy (p)
det[g, < | ——— det[g, 0 ¥, . 18
[ |Imq,,,] (1 _ \/li/_ﬂ"?) [ I}',,(;;)] ( )

Un théoréme élémentaire d’algebre linéaire affirme que le déterminant d’une matrice hermiti-
enne positive est majoré par le produit de ses termes diagonaux. Pour un n donné on choisit
une base orthonormée (h¥);, de F,(u) composée pour chaque k d’une base L?-orthonormée
de H,(Q, 1), et on obtient '

log det[gy o \Ifn|}'n(“)] < Z log gn © \I;n(h?) (19)
Kl _
= > log(ga(hf) + 34/p/7V) (20)
kol
< Y log(sup|s|® + 3y/p/7V) dim M, (Q, p). (21)
k 2

Pour passer de (19) & (20), nous avons utilise 3.11. Notons que la méme majoration
appliquée & une base orthonormée de H°(X,L®") aurait conduit & l'inégalité detd,, <
supy log |s|>P(n) qui converge simplement vers 1’inégalité entre moyenne géométrique et
moyenne arithmétique des valeurs propres de ¢, ,.

Déduire 3.9 de (21) est aisé. Soit € > 0 tel que ||s]|sup+ 3¢ < 1. La fonction log(|s|> + 3¢)
étant uniformément continue sur X, son intégrale est approchée a ¢ prés par toute somme
de Riemann associée & un pavage de X de maille > 0 donnée. On réalise un tel pavage en
recouvrant X par des ouverts € deux a deux disjoints, dont 1'union des adhérences vaut X
(pratiquement, on prendra pour € des cubes de c6té < 7/2r dans des ouverts de carte). Le
pavage {2 est désormais fixé.

On fixe p = 7Ve?. Le Corollaire 2.4 de Demailly [6] s’écrit dans notre situation (cf.
également le théoréme 3.14 et la définition (1.5) de [6]) :

dim M., (Q, ) ~ P(n) Vol ()
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lorsque n — +o00. En effet, la fonction vg considérée dans notre situation est v (2(7rV +
1) =V Coen 20 + 27Vr — T4 (2p; 4+ 1)27V]§ ot le symbole [z]$ prend par convention
la valeur 1 si z > 0, et 0 sinon. Cette fonction vaut donc V™ pour 0 < g < 7V, et 'on a
bien sir P(n) = V™n" + o(n"). Notons que cet équivalent peut également se déduire de la
limite (1b) du théoréme 1.1 de [5]. Il vient pour n > ng :

dim H, (e, p) > Vol(Q)P(n)(1 — ). (22)

De (21) et (22) on tire (en tenant compte du fait que log(|s|? + 3¢) < 0 sur X)
1 2
—_ n < > +3e)V
20 log det[gn © Wz, () (1-¢) : sgkp log(|s|® + 3¢) Vol (%)

< (1-e) /X log(|s[2 + 3¢)dz + ) (23)

pour n > ny. En utilisant (17) et (18) on trouve
. 1 \
11mnsupm logdet ¢, , < (1 - e)(/;{ log(|s|* + 3¢)dz + €) — 21og(1 — ¢) (24)

Le lemme 3.9, et par conséquent le théoréme 3.7, est démontré. Ceci termine la preuve de
(iii) et donc de 3.1.

Notons que ce résultat étend a la fonction log un théoréeme de Boutet de Monvel et

Guillemin (théoréme 3.13 de [1]) démontré par une méthode entiérement différente pour les
fonctions continues sur R.

Remarque 3.12 On aura besoin dans la partie 4 de la généralisation suivante de la propo-
sition 3.1: L étant supposé ample, on considére j un entier tel que L%/ soit trés ample et
on fixe une section s de H°(X, L®/) tel que div(s) =Y soit lisse dans le cas r > 2 et réduit

dans le cas r = 1. Pour tout entier p compris entre 0 et j — 1 et pour n assez grand on a la
suite exacte suivante:

0— HO(X, L®nj+p) N HO(X, L®(n+1)i+?) —_ .HO(Y, L8(n+1)i+p 'Y) =0
on définit pour généraliser 3.1 les fonctions g,(n) par:
V}({?};I)j"'p — gp(n + I)V;:T;p ® V}S’f;l)iﬂ

De facon analogue a 3.1 on prouve que pour tout entier p verifiant 0 <p < j—1

1
—1 - /1 2d
Bln]) og gp(n) — Aoglsl T n— 400

4 Théoreme de Hilbert—Samuel “arithmétique”

On reprend les notations de l'introduction ot X — Spec Ok est un schéma projectif plat
a fibre générique lisse de dimension r et L un faisceau inversible ample sur X muni en
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chaque place a l'infini d’'une métrique hermitienne & courbure positive ic(L,). On pose
A = @®n>oH (X, L®") algebre graduée de type fini sur Ok et on considére le plongement
canonique:

0— H(X,L®") = @, H*(X,L®") @ K, = W, (25)

L’espace W, est muni de 1'élément de volume sup V¢, qui donne & la boule unité sup le
volume 1, de I'élément de volume L? noté V3 ;; et de 1'élément de volume Vg, (k € R) défini
dans 2.1 pour la Og—algébre A. On compare ces éléments de volumes par les fonctions
positives fx(n, k) et hx(n) définies par les équations:

Ve = fx(nk)Vx s
V;{I,L? = hx(n)Vx

Sup

Proposition 4.1
log(hx(n)) = o(n"*) (26)

Preuve. Comme la dimension de H°( X, L§") est polynémiale en n de degré r, le corollaire
3.3 implique la proposition.

Proposition 4.2 Il eziste un unique nombre réel k tel que:
log(fx(n,k)) = o(n™1). (27)
Remargue. On prouvera dans la suite qu'il existe une fonction réelle n(k) tel que
log(fx(n, k)) = n(k)n™*" + o(n"*")
La fonction 7 est affine. En effet par 2.1 on a
log(fx(n, k)) — log(fx(n, K')) = c(k — K')n™*" + o(n™*?)

dans cette équation c désigne le coefficient dominant de Y724 P(j) et P le polynéme de
Hilbert-Samuel algébrique de A ®o, K.

(Lx)"
(r+1)!

C =
Ceci prouve 'unicité de k.

Preuve. Comme on ’a indiqué dans la remarque, on va prouver que pour tout nombre
réel k il existe un nombre réel n(k) tel que log fx(n, k) = n(k)n™t! + o(n™*1).
A)Cas trés ample:

On fera une démonstration par récurrence sur r =dimXg. L étant trés ample, il existe alors
un plongement ¢ : X — PJ_ tel que ¢*(O(1)) = L. Par le théoréme de Bertini et aprés une
extension de K il existe une section / non nulle de O(1) sur ng qui coupe Xk en une sous
variété de dimension r — 1 lisse dans le cas r > 2 et réduite dans le cas r = 1. Soit s = ¢*(I).
Le faisceau L®~! faisceau d’idéaux de div(s) se décompose au moyen d’une décomposition
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primaire en L®~! = INJ ol J est & support vertical V' et I définit un fermé plat sur la base
A fibre générique lisse (=div(sx)) de dimension r — 1, on le note H. On a alors pour n assez
grand la suite exacte suivante :

0 — HO(X,L®™ @ I) — HO(X, L&) — HO(H, L& |g) — 0 (28)
o En posant M = @,50H’(X, L®"*! @ I) et en considérant le plongement canonique:
HY(X,L®*' Q1) - @, H (X, L*") @ K, = W,
On obtient sur W, les éléments de volumes suivants

1- V;,Lz
2. Vg, donné par 2.1 relativement & A

3. Z} donné par 2.1 relativement a M
o On note B = ®,>oH’(H,L®" |g) et on considére I'inclusion:
HY(H,L®" |g) = &, H°(H,L®" |g) ® Ko =,
Q,, devient muni des éléments de volumes suivants:

1. Vg, donné par la définition 2.1 relativement a B

2. Vi 1 le volume L? obtenu par restriction des métriques
En appliquant alors la proposition 2.2 & la suite (28) on obtient:
Vill=Vviil e Z; (29)
On veut comparer les différents éléments de volume définis sur les termes de la suite exacte
0—-W, > Wop —Quy1—0

obtenue par tensorisation de (28). Pour cela on définit les fonctions positives g, fx, fx et
tx par les équations suivantes:

Vi = gln+1)VEL @ VEH
Vi = fx(nk)VEp

Vir = fe(n,k)Vg o

zZr = tx(n,k)VEa

La relation (29) nous donne I’équation :

tx(‘n,k)fg(n-f- l,k)
g(n+1)

fx(n+1,k) = (30)



On considére les deux suites exactes de faisceaux :
00I1J>I-1IQ0x/J—0

0= IJ—INJ— Tor'(Ox/I,0x/J) =0

ouINnJ=L®1
On note dans la suite 7 = Tor'(Ox/I,Ox/J) qui est un faisceau & support dans V. Ces
deux suites nous induisent pour n assez grand les suites exactes suivantes :

0— H'(X,L®™'@1.J) — H(X,L®"'®I)—
- HY(X,[*"'®I® 0x/J)—0 (31)
0— H(X,L®"*' ® I.J) » H'(X,L®") — H*(X,L®"*' @ T) - 0 (32)

Les modules H°(X,L®"*1 @ I @ Ox/J) et H*(X,L®"*' @ T) sont de torsion, on obtient
alors par additivité de la fonction x définie dans la partie 2 appliquée aux suites exactes (31)
et (32) la relation :

log(tx(n,k)) — log(fx(n,k)) = log(#H(X,L®"@I® Ox/J)) -
—log(#H*(X, L8t @ T)) (33)

D’otui par (30) et (33) on trouve :

log(fx(n+1,k)) — log(fx(n,k)) =log(fu(n+1,k)) —log(g(n+1)) +
+log(#H'(X,L*"1 @ I ® Ox/J)) —
—log(#H°(X, L™ @ T)) (34)

Dans cette équation le terme de gauche admet un développement asymptotique de la forme
an” 4+ o(n") en effet,

e par hypothése de récurrence (H est plat a fibre générique lisse) on a:
log(fa(n+1,k)) = ca(k — p)n” + o(n")
o Pour développer en fonction de n les deux quantités
log(#H(X,L®™1 @ I ® Ox/J)) et log(#H’(X,L®"1® T)),

on décompose V en somme de sous-variétés connexes sans intersection contenues dans
les fibres et donc de dimension < r. On applique alors le théoréme de Hilbert-Samuel
algébrique a ces sous-variétés pour déduire que chacune de ces deux quantités admet
un développement de la forme ¢'n" + o(n")
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e on a le résultat suivant:
log g(n) = nn" + o(n")

Pour justifier ceci on pose g(n) = 1, g-(n) ol g, compare les volumes L? dans la suite
exacte suivante:

0— H'( Xk, LY @ K, = H* (X, LE™) ®, K, = H(Hg, LT |5y) ® Ko — 0

On a prouvé dans 3.1 que pour une place comlexe ¢ il existe un nombre réel 7, tel que

log g-(n) = nen™ + o(n™). Ce résultat s’étend & une place réelle car les métriques sont
stables par conjugaison. Ce qui donne I’équivalent annoncé.

D’ou il existe un nombre réel (k) tel que log fx(n, k) = n(k)n™*! + o(n™*1).

Il reste donc pour finir la preuve de 4.2 & débuter la récurrence, c’est le cas r = 1. Nous
avons fixé une section s de H°(X, L) & fibre générique réduite. Le faisceau L®~! faisceau
d’idéaux de div(s) se décompose en L®~! = I'NJ avec J & support vertical V et I définissant
un fermé fini et plat sur la base & fibre générique réduite (=div(sk)) noté H. Il s’ensuit que

H = SpecA pour une Og—algebre finie et réduite .A. Avec les notations précédentes on
obtient 1’équation:

log(fa(n, k) = =x(L®" |z, Vi) + X(L®" |&, Vi 2) -

Par la définition 2.1 et le fait que le polynéme de Hilbert-Samuel algébrique de ®,L®" |y
Qo K est constant, on déduit que x(L®" |g, V) est une fonction affine. Il en est de méme
pour x(L®" |y, Vg 2) & cause du théoréme de Riemann-Roch arithmétique appliqué & A
(et aprés réduction & un ordre d'un corps de nombres, voir [18] et [22]). Il s’ensuit que
log fu(n, k) est une fonction affine. Ce résultat nous permet en reprenant les mémes étapes
que la preuve générale de terminer la démonstration.
B)Cas général:

Il sera déduit du cas A, en effet il existe un entier j tel que L®/ soit trés ample. En con-
sidérant une bonne section de H°(X, L®/), en faisant la méme récurrence et en utilisant la
remarque 3.12 on prouve que pour tout entier p compris entre 0 et j —1 il existe une fonction
(k) tel que log fx(nj + p, k) = n,(k)n™! 4 o(n™*1). Il reste alors pour terminer la preuve
de voir que les fonctions 7,(k) sont égales et de poser (k) = %%.%l Or ’égalité des n,(k) peut
étre démontrée par la méme récurrence et au moyen de la remarque 3.12 qui nous assure de
I’unicité de la contribution a l’infini.

Théoréme principal (boule unité sup) Soient X — Spec Ok un schéma projectif plat
a fibre générique lisse de dimension r et L un faisceau tnversible ample muni en chaque
place da linfini d’une métrique hermitienne d courbure positive. On désigne par B, la boule
unité pour la norme sup de H*(X, L®") ®; R, alors quand n tend vers linfini la quantité:

(rn‘r*‘i)!( — log(vol(H"(X, L®™))) + log(vol(B,)))




tend vers une limite finie appelée l’auto-intersection de L. On la note (L)™+!,

Remarque. Nous avons noté Vg, I’élément de volume réel de H°(X,L®") ® R qui donne
a la boule unité sup B, le volume 1. Il découle 1’égalité suivante:

— log(vol( HY(X, L®%))) + log(vol(B)) = — log(vol(H(X, L®"), VZ.,..)).

Preuve. Soit k 'unique nombre réel donné par la proposition 4.2 tel que log(fx(n,k)) =
o(n™*1) , on définit I'auto-intersection de L par la formule (L)™*! = (Lg)"k. Il s’ensuit le
calcul suivant:

~log(vol(H*(X, L®"), VR sup)) = x(H'(X,L®"),V%,) +log(fx(n, k)hx(n)) (35)

= EEPG)+ola) (36)
r+1
B ((rLJ)r i e ™) (37)

Le théoréme suivant est une version équivalente du théoréme précédent portant sur la boule
unité L2.

Théoréme principal (boule unité L?) Avec les mémes conditions et notations du théoréme
précédent, on a la limite sutvante quand n tend vers linfini:

(r+1)!

T ( = log(vol(H°(X, L®™))) + log(vol(C,))) — (L)™'

ot Cy, est la boule unité pour la norme L? de H°(X, L®") ®; R.

Preuve. C’est un corollaire directe de la comparaison entre volume sup et volume L?
dans 4.1.

Nous déduisons du théoréme principal (boule unité sup) le critére suivant pour l'existence
de sections de norme sup plus petite que 1 en chaque place.

Corollaire Si (L)™' > 0 alors H3,(X, L®") # 0 pour n assez grand.
Preuve. C’est une application simple du premier théoréme de Minkowski.

Remarques 4.3

1) L’énoncé du théoreme de Hilbert-Samuel algébrique est le suivant : Soient A une
algébre graduée de type fini sur un anneau artinien et M un A—module gradué de
type fini M = @n>oM,. Il existe un polynéme numérique Py appelé polynéme de
Hilbert-Samuel de M, vérifiant Py(n) = longueur (M,) pour n assez grand. Bienque
nous nous soyons permis d’appeler le théoréme principal théoréme de Hilbert-Samuel
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“arithmétique”, I’analogie avec la situation algébrique s’arréte au terme dominant qui
s’est avéré jusqu’a maintenant suffisant pour les applications (voir corollaire précédent).

2) S. Zhang dans [27] généralise le théoréme de Hilbert-Samuel “arithmétique” a un
schéma projectif et plat sans supposer la fibre générique lisse en utilisant une désingu-
larisation de cette fibre générique.

3) L’auto-intersection définie dans le théoréme principal coincide avec celle obtenue a
partir des théories d’intersection d’Elkik dans [8] et de Gillet et Soulé dans [12] et
[13]. Elle coincide aussi dans le cas d’une surface arithmétique avec ’auto-intersection
d’Arakelov (voir section 5).

5 Comparaison avec les théories d’intersection

5.1 Cas d’une surface arithmétique

On suppose que X est une surface arithmétique (donc r = 1) et que L est muni en chaque
place 0 de ® d’une métrique permise (voir [18] et [10]). Nous pouvons alors calculer I’auto-
intersection de L au sens d’Arakelov qu’on note : (L,L)a,. on se propose de montrer que
l’auto-intersection d’Arakelov coincide avec celle définie dans le théoréme principal.

Pour n assez grand on note V3, ’élément de volume de Faltings de W, défini dans [10] et
[18]. Le théoréme de Riemann-Roch de Faltings prouvé dans [10] donne :

~ log(vol(H*(X, L°%), VEu)) = 3 (L, L)ar 7+ O(n) (38)

On compare le volume de Faltings au volume L? par la fonction positive u(n) définie par
I'équation :

V;;alt = U(n)ng
Faltings a prouvé dans [10] (voir aussi [7]) que —log(u(n)) < o(n?) ce qui donne :

Lemme 5.1 On a Uinégalité : (L,L)s. < (L,L).

Preuve.
—log(vol(H*(X, L®"), VE,y)) = 3(L; L) 4» n* + o(n?) (39)
= —log(vol(H°(X, L®™),VE)) — log(u(n)) (40)
= 3(L, L)n* + o(n?) — log(u(n)) (41)
< (L, L)n? + o(n?) (42)

ou pour passer de (40) & (41), nous avons utilisé la version L? du théoréme principal. Le
lemme se déduit alors de ces inégalités.

Les méthodes que nous avons développées dans les sections précédentes nous permettent de
prouver la proposition suivante :
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Proposition 5.2 On a l’égalité : (L,L)a, = (L, L).

Preuve. Montrer 1’égalité des deux auto-intersections revient & prouver que log(u(n)) =
o(n?). On peut toujours trouver un diviseur horizontal réduit H, un diviseur vertical &
distance finie V, un réel X et un entier m tels que L®™ = Ox(H + V + A\[X,]) ol ’égalité
est une isométrie de faisceaux avec métriques permises. En utilisant les relations évidentes
suivantes : '

(L™ = mA(L)? et (L8™)3, = m¥ (L)},
(LOMXoo])? = (L)? + 21 deg(Lxc)
(LOX o))k = (L)%, + 2 deg(Lic)

on peut supposer que L = Ox(H + V). On note k = (L,L)4,/deg(L) et V{* 1'élément
de volume défini dans 2.1 comme au dédut de la section 4. On compare V;* au volume de
Faltings Vg, par la fonction positive v(n) vérifiant : VZ#,,, = v(n)V{*. La relation (38) et
la définition 2.1 nous montrent que log(v(n)) = O(n). On raméne ainsi la démonstration
a prouver que log(f(n,k)) = o(n?) olt f(n,k) compare les volumes V;* et V% comme dans
la section 4. On désigne par I et J les faisceaux d’ideaux respectifs de H et V. Les suites
exactes que nous avons introduit dans la preuve de la proposition 4.2 deviennent (X est
régulier) pour n assez grand :

0— HO(X, L®n+1 ®I) — HO(X, L®n+1) N HO(H,Lﬁ?'{-l) =0

0 — H(X,L®") — H(X,L®"*' @ I) — H(V,L®"' @ Iyy) — 0

ce qui nous permet de déduire avec les mémes notations que la section précédente (et en
particulier de la preuve du 4.2) la relation de récurrence :

log(fx(n+1,k)) —log(fx(n,k)) = log(fu(n+1,k)) —log(g(n+1))+
+log(#H(V, L*™ @ Iiy)) (43)

la proposition 3.1 nous donne :

By B0(m) = —See [ toglsl)pe,  n— +oo

ot P(n) est le polynome de Hilbert-Samuel algébrique de L, et p, est la métrique d’Arakelov
de X, qui coincide avec ic(L,)/ deg(L) par définition de la métrique permise. Or pour tout
o on a [y, log(|s|)ps = 0. En effet, il suffit de considérer le cas ot Hg est un point P, alors
15(Q)]s = Go(Ps, Q) pour tout point @ de X, ol les fonctions G, sont les fonctions de Green
définies dans [18], l'integrale est alors nulle par définition. D’ot1 log(g(n)) = o(n).

On rappelle que Vj ., désigne I'élément de volume induit sur H 0(X, Lﬁ}‘) ®R par restriction
des métriques de L aux points qui forment le diviseur de H, et que Vi, est I'élément de
volume défini dans 2.1. II découle alors :

log(fu(n, k) = —x(H°(H,L{), Viie) + X(H'(H, L), VE sup)-
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Par la définition 2.1, on a :
X(H*(H,L{7), Vira) = (L, L) ar n + deg(Lx)x(Ox)-

Par le théoréme de Riemann-Roch arithmétique appliqué & H (et aprés réduction & un ordre
d’un corps de nombres voir [18] et [22]), on obtient :

X(H°(H, L), Vi gup) = (L, Ox(H)) 4- n + O(1).
Comme H°(V,L®"*! @ I;/) est de torsion, on tire :
log(#H°(V,L®"**1 @ Ijy)) = (L, Ox(V))ar n + O(1).
La relation (43) et les développements précédents nous permettent de conclure que

log(fx(n+1,k)) — log(fx(n, k) = o(n)

et par suite que log(fx(n,k)) = o(n?) ce qui termine la preuve.

Exemple La proposition 5.2 nous permet de donner des exemples pour lesquels nous
sommes capables de calculer ’auto-intersection. Considérons le cas d'une courbe elliptique
semi-stable. Soient E une section de X et L = Ox(F) muni de ses métriques permises
canoniques. L. Szpiro a montré dans [23] que (L, L) = —log(|Amin|)/12 ol Amin est le dis-
criminant minimal de X et |Amin| sa norme. Ce qui nous montre que quand X n’a pas bonne
réduction partout (L,L) < 0. Remarquons que bien que le critére d’existence de sections
effectives que nous avons donné ne s’applique pas, L posséde une section effective au sens
d’Arakelov puisqu’il est donné comme faisceau associé a une section.

5.2 Cas général

On considére de nouveau le cas général et on se propose de prouver que ’auto—intersection
de L définie dans le théoréme principal coincide avec celle obtenue & partir des théories
d’intersection de [8] ou [13]. Placons nous dans la situation de [8] c’est & dire X —Spec
Ox projectif, Cohen-Macaulay a fibre générique lisse. Soit L un faisceau inversible ample
muni en chaque place & !'infini d’'une métrique hermitienne & courbure positive . On note
(L)%* Pauto-intersection de L définie dans [8] et (L)™*! celle obtenue & partir du théoréme
principal.

Proposition 5.3 On a Uégalité : (L)™' = (L)

Preuve. La preuve consiste en une récurrence sur la dimension de la fibre générique r. Dans
la suite nous esquissons le passage de r & r—1, l'initialisation de la récurrence étant identique
a 5.2. Quitte & remplacer L par un multiple, on peut choisir une section s de L telle que
sk définisse un diviseur lisse et telle que s soit Ok réguliere aux points des fibres singuliéres
de X — Spec Og. On a alors L = Ox(V + H) ou H est un diviseur de Cartier plat sur

Spec Ok et V vertical constitué de fibres lisses. On pose alors k = (L)}"/(Lk)". Montrer
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’égalité des deux auto-intersections revient a voir que log(fx(n,k)) = o(n"*'). La relation
de récurrence (34) devient dans notre cas :

log(fx(n+1,k)) —log(fx(n,k)) = log(fu(n+1,k)) —log(g(n+1))+
+log(#H°(V,L®™*! @ Iiv)) (44)

En utilisant la proposition 3.1, I’hypothése de récurrence et la relation I.1.1 d) de [8] entre
(L,...,L,Ox(H)) et (Liz)", on obtient que :

log(fx(n +1, k) — log(fx(n, k) = o(n")

ce qui termine la preuve.
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Chapitre III

Auto—intersection du dualisant relatif
des courbes modulaires Xy(N)

Ce chapitre reprend un article écrit conjointement avec E. Ullmo.

1 Introduction et énoncés des résultats

Une surface arithmétique est 1’'unique modele régulier minimal d'une courbe lisse et géométri-
quement connexe de genre g non nul sur un corps de nombres. Arakelov [1] a développé en
1972 une théorie des intersections pour les diviseurs “compactifiés” sur une telle surface.
Cette théorie permet d’attacher & la courbe des invariants numériques analogues & ceux
définis dans le cadre géométrique : 1’auto-intersection du dualisant relatif et le degré de son
image directe. Ces invariants sont centraux dans les preuves de la conjecture de Mordell sur
les corps de fonctions en toute caractéristique dues & Parshin, Arakelov et Szpiro [21]. On
s’intéresse ici & ’auto-intersection du dualisant relatif.

Faltings a prouvé dans [9] qu’elle est positive ou nulle en tout genre et nulle pour les courbes
elliptiques. On conjecture qu’en genre g > 2, I’auto-intersection du dualisant relatif est
strictement positive. Cette conjecture a été prouvée par Zhang [26] pour les courbes ayant
au moins une fibre de mauvaise réduction. Grace a ces travaux et ceux de Burnol [3], cette
conjecture est prouvée pour certaines courbes a bonne réduction partout. La signification
arithmétique de cet invariant Arakelovien a été donnée par Szpiro [22]. Il a démontré que
la non nullité de 'auto-intersection du dualisant relatif dans le cas lisse est équivalente &
la conjecture de Bogomolov. Cette conjecture affirme que les points arithmétiques d’une
courbe plongée dans sa jacobienne sont discrets pour la “topologie de Néron—Tate”. C’est
une généralisation du théoréme de Raynaud [19] (conjecture de Lang) sur la finitude de
l’ensemble des points de X (K) qui sont de torsion aprés plongement de la courbe dans sa
jacobienne.

L’auto-intersection du dualisant relatif n’est connue explicitement que pour les courbes
elliptiques (ol elle est nulle) et pour les courbes de genre 2 [2]. Dans ce travail, nous
calculons ’auto-intersection du dualisant relatif des courbes modulaires Xo(/N) pour des
entiers IV sans facteurs carrés.
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1.1 Théorie d’Arakelov sur les surfaces arithmétiques

Soient K un corps de nombres et Ok son anneau d’entiers. Soient X une courbe lisse et
géométriquement connexe de genre g non nul sur K et Xo, son modele régulier minimal.
Quitte & élargir K, on suppose que Xo, est semi-stable. Pour tout plongement o de K
dans C, on note X, la surface de Riemann obtenue & partir de X par le changement de base
défini par 0. La surface X, est munie d’une (1,1)-forme canonique

7 g
0=§_2 i A\ Wi,
i=1

pour une base orthonormée (wy, ... ,w,) de H*(X,, Q') ou 2! est le faisceau des différentielles
holomorphes sur X, pour le produit scalaire :

(o, B) = %/X aAp.

Arakelov a défini une théorie des intersections pour les fibrés inversibles sur Xo, munis en
chaque place & 'infini ¢ de K d’une métrique permise (& courbure proportionnelle & v,).
Le faisceau w, dualisant relatif de Xo, sur Spec Ok est canoniquement muni de métriques

permises [1, 18]. Son auto-intersection ]w ne dépend pas du corps K.

K:Q

1.2 Auto-intersection du dualisant relatif de X,(N)

Soit N > 1 un entier. La courbe Xo(N) est la compactification de 1’espace de module des
courbes elliptiques muni d'un sous—groupe cyclique d’ordre N. Elle a une structure de courbe
algébrique lisse sur Q. Si N ¢ {1,...,10,12,13,16,18,25} X,(V) est de genre g non nul. Si
de plus N est sans facteurs carrés, le modeéle régulier minimal de Xo(N) sur Spec Z, noté
Xo(IN)z est semi-stable. La courbe Xo(N) sur C est canoniquement isomorphe au quotient
To(M\(HUPHQ)), ot H = {z € C | Im(z) > 0} est le demi-plan de Poincaré et I's(IN) est
le sous—groupe modulaire de SL,(Z) défini par :

ro(¥) ={( 4, Z) |a,bc,d€z; ad—Noe=1)

Soient dpg la métrique de Poincaré définie sur H par dyo = Y et vol le volume de X, (N)

y2
pour cette métrique.

Théoréme A Pour tout € > 0 et pour tout entier N premier a 6 et sans facteurs carrés,

Pauto-intersection du dualisant relatif de la courbe modulaire Xo(N) est bornée supérieure-
ment par :

0<w2§—87r 111 Z(s) 1
vol =—=1"Z(s) s-—1

) + OC(N1+=)



ot Z(s) est la fonction zéta de Selberg pour T'g(N).

Il est & noter que 1'on ne sait pas établir le comportement asymptotique en N du terme
constant en 1 de la dérivée logarithmique de la fonction zéta de Selberg pour To(N).
Bien que notre intérét principal soit de borner 'auto-intersection du dualisant relatif, le
théoréme A donne une majoration non triviale de ce terme constant. Nous détaillerons dans
la suite les différentes étapes de la preuve de ce théoréme. Soient F., et E, les sections de
Xo(IN)z(Spec z) correspondantes aux deux pointes 0 et co. Soient g et . deux diviseurs
verticaux de Xo(IV)z vérifiant :

(w=— (29 — 2)E, + ®,, F) =0 pour tout F vertical

ol z désigne respectivement 0 et co. La proposition suivante lie w? & la géométrie des pointes
sur Xo(NV)z.

Proposition B On a l’inégalité :

7 + 02

1
w® < —4g9(g — 1)(Eo, Bco) + 'g—_I(g(‘I’o, Bo) = —5—=

avec égalité si N est premier a 6, sans facteurs carrés et posséde un diviseur premier congru
a 3 modulo 4 et un diviseur premier congru a 2 modulo 3.

Cette proposition est une conséquence du théoréeme de Manin-Drinfeld qui nous assure qu’un
diviseur de degré 0 de Xo(/N) a support dans les pointes est de torsion dans la jacobienne
[5, 15, 7] et de la comparaison entre hauteur de Néron-Tate et intersection d’Arakelov due
a Faltings et Hriljac [9, 11, 18]. La description du modéle régulier minimal de Xo(N) due
a Deligne et Rapoport [4, 16] nous permet de calculer les diviseurs verticaux ®, et ®,. Le
théoréme A se rameéne ainsi au calcul de l'intersection d’Arakelov des deux sections Ey et
E,. Ces deux sections ne se coupent pas a distance finie, leurs intersection est par suite

entiérement & l'infini : (Eo, Fe) = —gar(0,00) ol ga, est la fonction de Green d’Arakelov
sur Xo(/N) définie dans la section suivante.

1.3 Groupes Fuchsiens de premieére espece

Soit I" un groupe Fuchsien de premiére espéce c’est & dire un sous—groupe discret de SL(2, R)
tel que le quotient I'\H soit non compact de volume fini. Soient X la courbe modulaire
associée & I" et g son genre qu'on suppose non nul. L’espace §(2,T") des formes modulaires
paraboliques de poids 2 pour I' s'identifie avec 1'espace des formes différentielles globales
H°(X,Q) ou Q! est le faisceau canonique de X. Le produit scalaire hermitien de Petersson
(f,h) de deux formes paraboliques f et h dans §(2,T) est défini par:

(£,8) = [ ¥ F(2)R(=) dpo(2)
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Soit fi,..., f, une base orthonormée de S(2,T") pour le produit de Petersson. La (1,1)-forme
canonique d’Arakelov sur X est donnée par :

Me) = 5o IR dz ade = F(:) duo(e)
F(z) = -;-yzilif«z)l? | 1)

La fonction de Green d’Arakelov [1, 6] ga, est I'unique fonction C* sur X x X\A (A
désignant la diagonale) verifiant:

1) 0.0z9ar(z,w) = in(v(2) — by)
i) /X gar(zw) v(z) =0 Vwe X 2)

ou 6, est l’opérateur de Dirac en w. Dans le cas des courbes modulaires, on peut définir
d’autres fonctions de Green G,(z,w) plus adaptées & la structure de quotient de M par
un groupe Fuchsien [14, 10]. La définition exacte de ces fonctions sera donnée dans la
section 2.2, retenons ici leur propriété principale. Pour tout nombre complexe s on désigne
par D, l'opérateur différentiel du demi-plan de Poincaré H défini par

9 o

D, =y2(5;;+a—yz

Y+s(l-—-s)1d
ott Id est l'identité. La fonction G,(z,w) pour s tel que R(s) > 1, inverse l'opérateur D,

agissant sur l'espace L*(I'\'H,dpo) des fonctions I'-invariantes de carré intégrable pour la
métrique de Poincaré : pour toute fonction a(z) dans L*(T'\'H, du,)

D, /X G, (2, )a(t)duo(t) = a(2).

La fonction G,(2,w) admet un prolongement méromorphe sur le demi-plan R(s) > } avec
un pole simple en s = 1 de résidu —(vol)~! indépendament des variables z et w (vol désigne
le volume de X pour la métrique de Poincaré).

Une autre classe de fonctions I'-invariantes annulées par ’opérateur D, est donnée par les
séries d’Eisenstein. Pour les définir introduisons les notations suivantes. Pour chaque pointe
k de X, on note I' le stabilisateur de k dans I'. On fixe un élément o, € SL(2,R) tel que

. 1 b , , . . .

ox(k) = 00 et 0, Lot =Tgou Iy = {(‘0 +1) be Z}. La série d’Eisenstein en la
pointe &, E.(2,s) est obtenue par prolongement méromorphe a tout le plan complexe de la
série absolument convergente pour R(s) > 1:

El(z,8)= . (Im(oxv2))".
YETL\T
Elle admet un péle simple en s = 1 de résidu (vol)~! indépendant de la variable 2.
Une fonction I'-invariante f vérifie : f(o;'(2 + 1)) = f(o7'(2)) et admet par suite un

K
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développement de Fourier en la pointe &
flo7'(2) = Zan (y, k) exp(2innz).

Le terme constant du développement de Fourier de la série d'Eisentein E,(z, s) en la pointe
[ est de la forme 8,1y + ©x1(s)y'™* [12] ol b« est le symbole de Krénecker. Les fonctions
©x1(s) admettent des prolongements méromorphes & tout le plan complexe avec des poles
simples en s =1 de résidus (vol)~!

1.4 Fonction de Green d’Arakelov aux pointes

Le théoréme suivant donne 'intérprétation spectrale de la fonction de Green d’Arakelov aux
pointes pour une courbe modulaire associée a un groupe Fuchsien de premiére espéce, de
genre non nul et ayant au moins deux pointes.

Théoréme C Soit X une courbe modulaire associée a un groupe Fuchsien de premiére es-
péce de genre non nul. Sotent k et |l deuz pointes différentes de X, alors

_1y
vol(s —1)"  wvol

+2w}§q(m / Gz, w)v(2)w(w))

+27r%i_rg(A E(z,s)v(2) +/;(E1(w,s)u(w)

gar(s,]) = —2mlim(pei(s) -

2

vol(s — ))

Ce théoréme découle de la comparaison des deux fonctions de Green G, et g4, et sera dé-
montré dans la section 2. En général le théoréme de Stokes est suffisant pour comparer deux
fonctions de Green. Dans notre cas une difficulté supplémentaire provient de la singularité
de la métrique de Poincaré aux pointes. Elle est contournée au moyen d'une méthode de
calcul due & Maass. Les fonctions qui apparaissent dans le théoréme C, admettent des pdles
simples en s = 1. Leurs résidus en 1 sont au signe prés (vol)~! (voir section 1.3). Leurs
termes constants dans les développements de Laurent au voisinage de 1 sont beaucoup moins
explicites. Ils sont aussi d’inégale importance pour nous. Certains sont négatifs et seront
trivialement bornés par 0. Le terme constant le plus difficile & controler est celui de la trans-
formée de Rankin-Selberg de la métrique d’Arakelov. Nous introduisons dans la section
suivante cette transformée et énoncons le théoréme principal que nous prouverons dans la
section 3 pour les courbes modulaires modulaires Xo(/N) pour des entiers N impairs et sans
facteurs carrés.

1.5 Transformée de Rankin—Selberg de la métrique d’Arakelov sur
Xo(N)

La transformée de Rankin-Selberg de la métrique d’Arakelov sur X,(N) est définie par :

Rp(s) = /X oy Bl 5)(2) = /XO(N) F(2)Euo(2, s)dpo(2).
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Cette fonction est convergente pour (s) > 1. Elle admet un prolongement méromorphe au
voisinage de 1 avec un pole simple en s = 1 de résidu (vol)™'. On désigne par Cr son terme
constant de telle sorte que le développement de Laurent de Ry au voisinage de 1 soit :

Re(s) = %I(sl—_n +Cr+0(s—1).

Théoréme D Soit N un entier impair, sans facteurs carrés tel que la courbe modulaire
Xo(N) est de genre strictement positif. La transformée de Rankin-Selberg de la métrique
d’Arakelov sur Xo(N) relative a la pointe 0 coincide avec celle relative d la pointe oo :

Rp(s) = AO(N) F(2)Eoo(z,8)dpo(z) = /;{

[

- F(2)Eo(z,s)dpo(2)

Son terme constant Cr est donné par :

L (206 _ 1 )+F'(2)+Z7T-;log(47r)

Cr= T 2gvol =1 Z(s)  s—1

1
+Oc(575=2)

ot Z(s) est la fonction zéta de Selberg pour T'o(IN) et v est la constante d’Euler.

Le O.(73=) du théoréme D est complétement explicite en fonction de N (voir proposi-
tion 3.3.6). Dans le cas du groupe SL,(Z), Zagier [24] applique la méthode de Rankin-Selberg
aux noyaux donnant les opérateurs de Hecke sur I’espace des formes modulaires paraboliques
de poids k > 2. La métrique d’Arakelov peut étre vue comme la trace d’un tel opérateur
pour I'y(V). Malheuresement ces noyaux divergent en poids 2. Nous interprétons la métrique
d’Arakelov comme la trace de la décomposition spectrale du noyau de Selberg de poids 2
sur ’espace propre du laplacien A, agissant sur les formes automorphes de poids 2 relatif
a la valeur propre 0. La méthode de Rankin-Selberg appliquée aux noyaux de Selberg de
poids 0 et & leurs décompositions spectrales est une stratégie proposée par Zagier [25] pour
retrouver la formule de trace de Selberg. Il suffit pour cela d’identifier les résidus. Notre
méthode consiste a écrire la décomposition spectrale de la différence des noyaux de Selberg
de poids 0 et 2. On applique ensuite la méthode de Rankin-Selberg & chaque membre de
cette égalité pour la fonction particuliére h(t,r) = exp(—t(} +r?)). Le théoréme D s’obtient
en identifiant les termes constants et en prenant la limite quand ¢ tend vers 'infini.

Remerciements L. Szpiro nous a proposé d’étudier ce sujet, nous tenons & le remercier
chaleuresement pour ses nombreux conseils et encouragements. Des remarques écrites et
orales de S. Zhang nous ont été extremement précieuses pour 1’élaboration de ce travail,
nous tenons a lui exprimer notre gratitude. Nos remerciements vont aussi & D. Zagier pour
ses travaux sans lesquels ce papier n’aurait pas vu le jour. Nous remercions L. Clozel, B.
Edixhoven, E. Fouvry et J. Tilouine pour les discussions dont ce texte a bénéficié.
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2 Interprétation spectrale de la fonction de Green d’Arakelo
des courbes modulaires

Cette section est consacrée a la preuve du théoréme C. Soient I' un groupe Fuchsien de
premiére espece et X la courbe modulaire associée de genre non nul. On reprend les notation
et définition introduites dans la section 1.3 relatives & ce groupe, en particulier la métrique
d’Arakelov définie par (1) et fonction de Green d’Arakelov définie dans (2). Toute fonction
g symétrique, C* sur X x X\A et vérifiant 0,0:9(z,w) = in(v(2) — &), différe de g4, par
une constante. On fixe parmis ces fonctions, g telle que

[ 9(z,w) duo(z)duo(w) =0. (3)

Le théoréeme C sera prouvé en évaluant d’abord g en deux pointes différentes puis en calculant
la différence entre g et ga..

Soit D un domaine fondamental non borné de I". Soit Y > 1, on fixe pour chaque pointe &
le voisinage D,(Y) et son bord C,(Y") définis par:

DY) ={z €D tel queIm(o(z))>Y}
C(Y) ={z €D tel queIm(ok(z)) =Y}

La fonction de Green g induit sur H une fonction I'-invariante qui sera encore notée g. Son
développement de Fourier en la pointe x est donné par:

g(o M (z +1y),w) = ; bm(y, w, k) exp(2irmz). (4)

2.1 Etude spectrale

On rappelle que L?(I'\'H, dyo) désigne I’espace des fonctions I'-invariantes de carré intégrable
pour la mesure de Poincaré. Cet espace se décompose via l'opérateur Dy sous la forme

L*(T\'H,dpo) = ®n>0 Cloon] ® €

ol @, est une famille orthonormée de fonctions propres de Dy de valeurs propres associées
—X, et € est la partie relative au spectre continu. La famille non bornée 0 = Ay < A; < Az...
forme le spectre discret de ’opérateur Dy. On note s, et r, les nombres complexes vérifiant
An = sp(1 — s,) = 1/4 + r2 (r, est réel ou imaginaire pur). La partie relative au spectre
continu est donnée par 1’isomorphisme suivant:

(L*(R4))* — £ .
(f)xea — D /0 f,;(t)E,‘(z,%+it) dt

ot L?(R,) désigne les fonctions de Ry de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue,
E,(z,5) est la série d’Eisenstein en la pointe x et ® est 'ensemble des pointes de I'.
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Soit o € L*(T'\M,dp,) de décomposition spectrale

=3 Anpn(2) +Z/ z%+zt)d

n>0

alors

An = (oypn) = [ a(2)Pa(2) duo(2)
hm)=%@a@é+my7%44@a@%qgwm)

et sa norme L? est donnée par

o = S 14+ 202 [T ha(o)f

On fixe pour toute la suite la décomposition spectrale de la fonction F' définie dans (1)

F(z) = 2@%@+2/ A@Eu—+ma (5)

n>0

On se propose d’étudier la forme hermitienne induite par g et définie pour o, 8 € L?(T'\'H, dpo)
par

Qe,B) = [ a()g(zw)B(w) dpo(=)dpa(w)

Proposition 2.1.1 Soient o, 8 € L*(T'\'H, duo) qui se décomposent suivant:

a(z) = Z(?ncpn z)+ E/ (D) Ex( z, L + it)dt

B(z) = angon(z +Z/ t)E (z, + it)dt

alors
— - _ oo B t)p,‘ t)
Qa,8) = 27r[1§:0 )‘nenpn 271'2/ “The dt
+
+ povvol Y — " A 8., + 2mv/vol py Z/ -f-l—l—t—)o—é—)- dt
n>0 +t
+
+ 8vvol Z Anpn+27r\/vo 8o 2/ A T +pt,;(t) dt
n>0

La preuve de cette proposition est basée sur une méthode de calcul due & Maass que nous
allons développer dans la suite.
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Soient f une fonction C*, I'-invariante sur H et son développement de Fourier en la pointe
K:

flo (z+ 1)) =) am(y, &) exp(2irmz).

m

Soit Y un réel assez grand, on appelle partie compacte de f la fonction

Y f(2) — ao(Im 0x(2), k) si Im ox(2) >Y pour un &
i (2)= :

f(2) sinon
On suppose que f vérifie Dof = s(s — 1)f et que f¥ € L%(T'\'H,dpu,) (c’est en particulier le
cas de la série d’Eisenstein E,(z, s) et des fonctions ,). On a alors le lemme suivant:

Lemme 2.1.1 Soit w tel que Im o,(w) # Y pour toutes les pointes k, alors

Y _ 2T 27 Y
[ 9w @) () = -5 [ @+ T (w)
+s_(s%-—_1)- ;(a'o(Y, £)bo(Y,w, &) — bo(Y, w, k)ao(Y, &))

ot by(Y,w, k) est le terme constant du développement de Fourier de g(z,w) en la pointe k.
Preuve. Soit S =D\ U, D«(Y)

vi

1
Lo w) () dno(2) = oy [ 9tz w)Def () dio()
Posons d = 8 + 0 et d° = 0 — 0 alors dd° = —a—,a d’ou
dim 2

Dof(2) dpo(z) = 47 dd°f(2)
En appliquant Stokes & S on trouve
4r

Lotew)i() dmG) = g [Lou)ddi(e)

4

= oo Ll es)
TS 20T @) - (e w)

s(s —
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e 1.0 _a_ .
Ordt = Z;(—a—xdy — 6ydz) d'olt
— 47 /CK(Y)Q(z,w)d F(2) = f(2)d°g(z,w)
0 8
- ./;,(Y)(g(z’ w)é'gf(z) - f(z)a—yg(z, w))dz
Y bom(Yyw,K)an (Y £) = am(Y, 5)D_ (Y, w, K)

De la relation Dof = s(s — 1) f on tire

O = O

s(s—1)
7 + 4mm?). (6)
dans cette équation on a noté a,, pour a,(y, ) afin d’alléger les notations. Il découle alors
pour m # 0
am(Y) = amYKio1227|m|y) + B /Y Ls-1/2(27|m|y)

o K,_1/2 et I,_q/2 sont les fonctions de Bessel modifiées [12, 14]. Pour m = 0 la solution
est

T e Ul
; coy/T+Poy/ilog(y)  quand s =1

Du fait que f¥ € L?(T'\M, dpyo) on obtient B,, = 0 pour m # 0. Des estimations classiques
sur les fonctions de Bessel [10] nous permettent de déduire que pour m # 0
am(y,5) = O(exp(—27|m|y))
an(y,5) = O(exp(—27|mly))
D’autre part, comme g est C*® sur X X X\A alors pour tout entier m on a
bn(y, w,) = O(1)
(v w,k) = O(1)
Revenons & notre calcul, il découle de 1'équation (6) la relation suivante :

s(s—1)

aﬁy(b_ma'm — amb ) = b_may, — amb?,, = am[b_m( + 4rm?) - b"

m
Tenant compte de cette relation et des estimation établies précédemment, on peut écrire :

> bomal, — amb.,

m#0

== [[7% anlb-n (syZ D § grm?) - 81,] dy
m#0

+o00
= / [ 57 (07 ) Dag(o7(2), ) d(2)
¥ (@)Dog(z,w)dno(2) +5(1=5) [ 7 (2)ole, w)da(2)

¥ (2)g(z, w)dpo(2)

De(Y)

«(Y)
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En recollant les termes on trouve:

Y[, __4m Y c
[ 9w @) dua() = STy [ 7)o )
. (sl_ 1y 0¥, R)u(Y, 0, ) = (Y, 0, R)an(Y, )

Le lemme découle alors de la définition de la fonction de Green g.
Quand f € L*(T'\'H,dp,), on peut améliorer le lemme précédent et on trouve

Lemme 2.1.2 Si f € L(T\H,dpo) et A= s(s —1) # 0, alors

2m 2
[ @z w)dueta) = -5 [ 1) + T f(w)

Preuve. Ceci découle du lemme précédent en faisant tendre Y vers I'infini et au moyen de la
vérification suivante :

Ylir_lr_l bo(Y,w,k)ay(Y, k) — ao(Y, k)0, (Y, w,k) =0

En effet .
bo(Y,w, k) = /0 g(o7 (z + 1Y), w)dz — g(k,w) quand Y — 400

/ 19 .
bo(Y,w’R) = ‘/'0 a—yg(an (x'*"lY))'lU)d.’L'
1
= —47r/0 d°g(o Nz +iY),w)
+o00 pl
- e Pt

= —4%/“(},) dd®g(z,w) = 27r‘[D v(z)

~(Y)

dés que Im o, (w) < Y. Comme fi,f;...f, sont des formes paraboliques, il découle
I’équivalent suivant:

b (Y, w, k) =~ C*exp(—4nY)

d’autre part ao(Y, k) = a,Y* + B Y'7* avec s € [1/2,1[U{1/2 + it t € R} car f est une
fonction propre pour une valeur propre non nulle de Dy dans L?(T'\H, dpo). Ceci justifie la
limite annoncée et par suite le lemme.

On peut aussi appliquer le lemme 2.1.1 aux séries d’Eisenstein. Pour cela on fixe les
notations suivantes: le développement de Fourier de la série d’Eisenstein E.(z,s) (avec
R(s) > %) au voisinage de la pointe / est donné par

E (o7 (z +iy),8) = Y Pem(y, 5,1) exp(2irmz)

Il est alors connu que [12]
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1. DoE.(z,5) = s(s — 1)E,(z,5) et EY(2,s) € L*(T'\H, dpo)

2. ®,0(y,8,0) = 8x1y* + @uia(s)y*™* olt les ¢, () sont des fonctions méromorphes de s
dont les péles sont parmis les s € [1/2,1] tel que s(s — 1) est une valeur propre de D.

3. Il découle de la preuve du lemme 2.1.1 que pour m # 0

By m(Y;5,0) = O(exp(=27|m|Y))
®, n(Y,5,0) = O(exp(—27|m|Y))

Lemme 2.1.3

Lo B 5+ i0dim() = i [ B g+ inu(e)
27

1
VA

>+ i)

Preuve. Remarquons d’abord que / Ex(z, = + it)v(z) est convergente. Reprenons ensuite
la preuve du lemme 2.1.1, cette preuve est basee sur la limite suivante pour m # 0:

lim b_pal, —axd ,, =0
Y —+oc0 m mo-m

Ce résultat est aussi valable pour m = 0 dans le cas des séries d’Eisenstein E(z,1/2 + it)
comme nous 1’avons signalé dans la preuve du lemme 2.1.2.

Preuve. (de la proposition 2.1.1) Elle découle simplement des 3 lemmes précédents et de
la normalisation (3) de la fonction g.

La proposition 2.1.1 induit 1’égalité formelle suivant:

o(mu) = 21~ on(epa(w)

n>0

1 too ] 1 1 .
- o E/ T T tzE"(" -2- + zt)En(w, 5~ it) dt

+ EA Z/ -;—+it)dt

n>0 +t2
1
——it) dt
+§0)‘<pnw)+2/ +t2 (0,5 — i)

Le probléme de cette expression est qu’elle n’est pas convergente.



2.2 Fonction de Green aux pointes

On introduit dans cette section d’autres fonctions de Green G,(z,w) plus adaptées a la
structure de quotient sur X. En les comparant a la fonction de Green d’Arakelov, on
donnera un sens & 1’expression précédente. Soit s un nombre complexe de partie réelle > .1—,,

on s’intéresse aux fonctions k,(z,w) sur le demi-plan de Poincaré vérifiant les propiétés
suivantes :

1. k,(yz,yw) = k,(z,w) pour tout v € SLy(R)

[ )

ks(z,w) est C* quand z varie dans H\{w}
ky(z,w) = 5=log|z — w| + O(1) au voisinage de w

D,k,(z,w) = 0 pour z € H\{w}

oo ®

k,(z,w) est suffisament petite au voisinage du bord de H

La propriété 1 est équivalente au fait que k,(z,w) est fonction de la distance hyperbolique :

|z —w]?
u(z,w) = Imz Imw (7
On prend pour k, la fonction
1 u(z, w
k,(z,w) = —'Z—WQ'—I(——(—?_) + 1)

+o0
Qs-1(u) =/ (u+ vu2 — lcosht)™*dt pouru >1
0

est la fonction de Legendre du second espéce. On obtient la fonction de Green pour
L*(T'\'H,dpo) en prenant la moyenne de la fonction k, sur le groupe I Quand s est de
partie réelle strictement plus grande que 1, la fonction :

G,(z,w) = % Erk,(u(z,’yw))

est uniformément et absolument convergente sur tout compact de ‘H x H ne comportant
pas de points (z, w) I'-équivalents. La fonction G,(z,w) inverse ’opérateur différentiel D, :
pour tout a(z) € L2(T'\'H, duo)

D, /X Gy (2, )a(t)dpo(t) = a(2).
On en déduit que formellement

Gaw) = X sy vl A7)

n>0

1 +oo 1 1 1
2 E, (2, > + i) Bu(w, = — it)dt
t 2#2,‘:/0 s(1—s)—Lt—12 ( 2+z) (w2 it)
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On note f -~ do(® = /_ &0l

ou la fonction F est la fonction définie dans (1). La décomposition spectrale de F,(z)
s’obtient & partir de (5) :

R = % —(-f_—’i’;jgan(z)
> / A (_t)z_tz En(z,%-}-it)dt

Soit s un réel > 1, du fait que F(z) = F(Z) et G,(2,w) = G,(w, z) (s réel), on a :

F.(w) = /X F()Gy(t, w) dpo(t) = /X G, (t, w)u(?)

Enfin pour toute pointe k, pour tout réel y > 0 et m € Z on fixe les m—eme coefficients des
développements de Fourier de F' et F, en la pointe « :

1

am(y,8,K) = /0F,(a;l(.’c+iy))exp(—2i7rm:c)d:c
1

hm(y, &) = ‘/;F(J;I(x+iy))exp(—2i7rmx)dz

Proposition 2.2.1 Pour tout réel s > 1, la somme suivante est uniformément convergente
sur tout compact de H X H:

(2, w) 2"1-2 An(5(s __11)+)\ )¢n(z)¢n(w)

n>0

1 1
* E/ (1+t2>[s<s_1>+1-+t21E(2’ +it)Eu(w, 5 - it)dt

21 ey (A () + A )

n>0

+oo 1 | — 1 .
;/0 OG- DI+ 7] (A(t)Ex(z, 5+ it) + AL (t) Ex(w, 3~ it))dt
et pour s > 1, on a l’égalité:

2

9(z,w) = 27G,(2,w) + 27F,(2) + 27 F,(w) = TRl =) s(

s—1)H,(z,w)

Preuve. La proposition découle de la décomposition spectrale de F,, des expressions de g

1

et de G, comme formes quadratiques et du fait que Z vl est convergente. Toutes les séries
n#0 'n

et toutes les intégrales intervenant dans H,(z,w) convergent absolument et uniformément
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quand (z,w) varient dans un compact de H X H vers la série ou l'intégrale correspon-
dante quand s tend vers 1. Par ailleurs pour tout s > 1, H,(z,w) est une fonction de
Lz(P\H X P\H,d/lo X d/lo)

Soient & et [ deux pointes différentes. On se propose de calculer g(,!) :

= lim / / Hz+14Y), 07 (n+1Y))dz dy

Y—+o

Lemme 2.2.1 Pour tout Y assez grand on a

fI/1 (074 (z +1Y), 07 (n + Y ))dz dn = ———2 4
o Jo 77" SO = vol s(s —1)
2m 24 1 _ ‘ i .
+1 - 23Y2 “ona(s) - 2”/(-, F,(o7}(z +1Y))dz - 27{_/0 F (o7 (n+14Y))dn+

~s(s=1) [ 1 | " H, (02 (@ +iY), 07 (n + iY))dz d

Preuve. Le lemme 2.2.1 est une conséquence directe de la proposition 2.2.1 quand on sait
que [10]

1 1-8
[ 6o e+ i), 07 (4 iY))de = 2B (o7 (n 1Y), 5
0 —

et que d’aprés [12]
1
/0 Ey(o7 (n+1Y),s)dn =Y " pru(s)

Lemme 2.2.2 On a la limite suivante

g(k,l) = _lim lim [— 2m

2-2s _ " —
Y—+oc0 s—1 vol S(S - 1) + 1-— 23Y (PK'I(S) 2’/1'((10 (Y, % h) + aO(Y’ % l))]

Preuve. Immédiat quand on a remarqué que

s(s—1 f/ (07 (z +1Y),07 (n+14Y))dz dp — 0 quand s — 1

On note pour la suite h(y, k) = ho(y, k) le terme constant du développement de Fourier de
F en la pointe k.

Proposition 2.2.2 Pour toute pointe K, pour tout s > 1 et tout y > 0, le terme constant
du développement de Fourier en la pointe k de F, est :

+o0 h(y', K
aO(y)Sa"‘") = _‘/(; ta(yayl) (5,2 )dy’
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ot t,(y,y') est la fonction de Green associée a l'opérateur

8 s(l-s)
M= " Oy? - y?

et donnée par

1 { ylayl ] st yl S y

28—1 11-s

Ly = Yty si y<y

Preuve. Par définition de la fonction de Green G,(z,w) on a
D,F,(z) = D, /X Gy(z, ) F(t)dpo(t) = F(2),

Par suite
DoF,(2) = F(2) + s(s — 1) F,(2). (8)
L’équation (8) implique la relation suivante au niveau des termes constants :

h(y,
Mao(y,s,h:).=— (Zz )

+
On pose 9¥,(y, k) = — /; t.(v,v") (y )dy alors 7, vérifie I’équation

M 9,(y,k) = —h—(%’iﬁz d’ou il existe deux réels A et B tels que
ao(y, s, &) = s (y, &) + Ay* + By'™*

L’intégrale /X F,(2)dpo(2) existe donc ﬂo_%s;ﬁ_) est intégrable au voisinage de l'infini. Ceci

prouve que A = 0 car ﬁ(—yz;’i) est intégrable au voisinage de l’infini comme le montre
P’expression de % suivante :
— 1 1-s v uh(y’,ﬂ) ] a/+ 11— ch(y K)
Yo(y k) = —5—ly fo " dy' +y i ———dy] (9)
D’ou I’égalité
aO(ya S, i‘é) = '(/"a(y, i‘é) + Byl—‘ (10)

Pour prouver la proposition 2.2.2, il faut prouver que B = 0. Ce sera une conséquence des
lemmes 2.2.3 et 2.2.4.

Soit Y un réel assez grand, on définit la fonction suivante :

BY () o) = E.(z,8) — (Im 0,(2))’ si Imo.(z) >Y
E,(z,5) { E.(z,s) sinon
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Lemme 2.2.3 Pour toute pointe x, pour tout réel s > 1 et pour tout réel Y assez grand on
a:

‘/;{E}:(z s / E¥(2,5)F(2)dpo(2) = —sY* ag(Y,s,k) + Yay(Y,s, &)

Preuve. Fixons comme dans la preuve du lemme 2.1.1 S = D\ U, D.(Y)

LBz, 9)Fz)dno(z) = (51_1) [ Fo2)DeBu(z,5)dpa(2)

_ A / F,(2)dd°E(z,s)

s(s=1)Js
= - (ﬁ Y [ Bxl(z,9)dF(2)

s(séli 52 [y P E(,9) = Bulz, )T )
= s(s];-l)LE”(Z’S)DOF‘(Z)d#O(z)

wm(Ys s, Da_m(Y,s,1) —

—a' (Y, 8,0)@m(Y, 5,0)]
D’ou
/ Ex(2, 5)D,Fy(2)dpo(z) = / Ev(2, 5)v(2)
= —ZZ[@ wYis,Dan(Y,s,0) —a (Y, 5,))®xm(Y,s,0)]

Par ailleurs ’équation (8) prouve que an(y, s,!) vérifie 'équation différentielle :

L ﬂ.m ( 1) — h (y’ )
Am (4 ) am y

Cette équation est étudiée dans [14]. On exprime a,, en terme des fonctions de Bessel et de
la fonction de Green associée a l'opérateur différentiel donné par ’équation précédente ( on
élimine les mauvaises solutions en utilisant le fait que F, € L*(T'\H, dy,)). En utilisant cette
expression et les estimations données précédemment sur ®, ,,, on prouve que pour m # 0

Ylir_|r_1 P, s, )a_m(Y,s,0) —a_ (Y,5,1)®cm(Y,s,)=0

Pour m = 0 et & cause de ’expression (10) de ao(y, s,%) (c’est & dire A =0), on a
Ele—‘ao(Y, s,) = 0
lim Y ay(Y,s,l) = 0

On finit la preuve du lemme 2.2.3 en copiant le calcul de la preuve du lemme 2.1.1.
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Lemme 2.2.4 Pour toute pointe k, pour tout réel s > 1 et pour tout réel Y assez grand, on
a
~ Y h(y,k)
E¥(2,8)F(2)dpo(z =/ A
[ B @ FRpa() = [y = 5y
Preuve. Par définition de EY(2,5) on a

/XE:’(z,s>F<z>duo<z> = (2, 5)F(2)dpo(2)

Yy Flo ' (z + zy))dz dy

A
/ dxy 2dy
{

dz d
o7 (o + iy)) g

[=
L
- L
.
/OY()d

Pour finir la preuve de la proposition 2.2.2, on remarque que :

1—-s _, (v ,h(y, k) s 1 [T h(y', k)
{J - 8 /8 ) ! -1 11—s ) d !

8— too —-ch’ y,’K‘
(y,6)—y lfy y'" —-(-,;-ldy’

y

Le lemme 2.2.3 nous donne alors
/X EY (2, 8)u(z) = —sY* " (4,(Y, &) + BY'™)

+ Y,(l—s

(Y, k) — Y*! /: Y- 'h(‘; ")d '+ B(1-s)Y™)
— — 9 uh(ya K)
= (1-2 )B+/ A —=——=dy

Le lemme 2.2.4 prouve que B = 0. Ceci finit la preuve de la proposition 2.2.2.

Lemme 2.2.5 Soient k et | deuz pointes différentes de X, on a

) _ 2T 2T oo,
9(x,0) = Yl—lvrfw}gl%[ vol s(s —1) + 1-—- 2sY #ri(s)

2 1-s teo ah(y’ﬁ) oo ah(y’l)
+ Y (/0 v dy+/0 — dy)]

2s -1

Preuve. D’apres la proposition 2.2.2,

Yi=* r+o  h(y,k
w(Y,5,5) = —377 J, y‘(z_")dy

_ 1 8 too 1—3h’(y"{) 1-2 too ah(y”i)
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Le lemmg_ 2.2.5 est alors une conséquence directe du lemme 2.2.2 quand on a remarqué que
h(y,l) = h(y,1) et que

+o00 - +o0
lim ].le‘ ./Y yl—n h(y’ h)dy _ Yl—l ‘/; ya h(y$ K‘) dy — 0

Y—o4o008—1 y2

Lemme 2.2.6 La différence entre les deuz fonctions de Green g et g4, est donnée par :

oan(ey0) = o) = 1

Preuve. Les deux fonctions g et g4, vérifient I’équation 0,0z9(z, w) = in(v(2) — b,). Elles

différent donc par une constante qui se calcule & partir de la normalisation / gar(z,w)v(z) =
X

0 et ceci pour tout w € X. On en déduit

gA,(z,w)—g(z,w) = —/;{g(z,w)u(z)

= - [ supmw)
27

= lIm(rno T /X Gz w)u(2)v(w))

La dérniere étape de ce calcul découle de la proposition 2.2.1.
Le théoréme C découle des lemmes 2.2.5 et 2.2.6.

R G'(*”"“”’(z)”(“’))

vol s(s—1

3 Interprétation automorphe de la fonction de Green
d’Arakelov de Xy(N) aux pointes

3.1 Introduction

Soit IV un entier impair sans facteurs carrés. On se propose de prouver dans cette section
le théoréme D. On désigne dans la suite par X la courbe modulaire X,(/N). On commence
par rappeler la méthode de Rankin-Selberg [25] qui sera 1'outil central de cette section.

3.1.1 Meéthode de Rankin-Selberg

Soit f une fonction de H, I'g(/N)-invariante de développement de Fourier en la pointe &
donné par

f(ol(z +1y)) Zam y, k) exp(2immz)

On suppose que f est & décroissance rapide quand z tend vers la pointe k, (ag(y, k) = O(y~™)
pour tout M > 0 quand y tend vers l'infini), alors pour tout s tel que R(s) > 1, I’égalité
suivante s’établie entre intégrales absolument convergentes

Ryals) = [ Sz, s)duo(2) = [ aoly, x)y~2dy
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La fonction Ry .(s) est holomorphe sur R(s) > 1, elle admet un prolongement méromorphe
A tout le plan complexe avec un péle simple en s = 1 de résidu (vol)™* / f(2)dpo(z). Ces

propriétés sont dues au fait que la série d’Eisenstein E,(z, s) admet un prolongement méro-
morphe au plan complexe avec un pdle simple en s = 1 de résidu (vol)~! indépendant de la
variable 2.

On applique classiquement cette méthode aux formes modulaires paraboliques de poids 2
pour To(N). Soit f € S(2,To(N)) une telle forme de développement de Fourier f(2) =
Yr>1 263, La méthode de Rankin-Selberg donne :

/Xyzlf(z)leoo(za 8)dpo(z) = I'(s+1) > |aa|?

(47r)|+1 et na+1

2

Quand f est une newform, la série Z L;L:"—l coincide & des facteurs zéta prés avec la série L,
n>1

de la forme f et admet par suite un produit Eulerien. La transformée de Rankin-Selberg

de la métrique d’Arakelov s’interpréte comme la moyenne des transformées de Rankin-

Selberg d’une base orthonormée pour le produit scalaire de Petersson de ’espace des formes

modulaires paraboliques de poids 2 pour I'g(NV).

On appliquera aussi cette méthode (comme 'a fortement suggéré Zagier [25]) aux noyaux

de Selberg de poids 0 et 2.

3.1.2 Noyau de Selberg de poids 0

Soit k une fonction de C*(R4). On suppose qu'’il existe deux réels & > 1 et C' > 0 tels que
pour tout entier ¢ compris entre 0 et 4 on a :

|ED () pour tout t € Ry (11)

C
< (t44)at

On définit & partir de k£ une fonction de H x H qui est I'g(V)-invariante de la maniére
suivante :

Ko(z,w) = —;— > k(u(z,yw))
7€To(N)
ol u est la distance hyperbolique (7). Cette fonction est absolument et uniformément con-
vergente sur tout compact de H x H [10]. Elle définit par convolution un opérateur de
L*(To(N)\H, duo). La transformée de Selberg h de k donne une décomposition spectrale de
cet opérateur. Elle est définie de la fagon suivante :

I

+o0
Q(w) /_w k(w + v*)dv pour w > 0
g(u) = Q(e*+e™—2)
h(r) = /_ " g(u) exp(iru)du (12)



La transformée de Selberg inverse est donnée par :

g(u) = 51;/+°° h(r) exp(—iru)dr

—00

k(z) = -% /_:oQ’(:c+t2)dt pour z > 0 (13)

La décomposition spectrale de K est donnée par :

Ko(z,w) = h(';')%d‘i'zh(ri)@i(z)zﬁi(w)

i>0

+ :11; >/ :" h(r)Ex(2,1/2 + i) Ex(w, 1/2 — ir)dr (14)

3.1.3 Formes automorphes de poids 2

Soit v = (Z 3) € SL,(R), on définit les fonctions H et j par :

w—7Z

H(z,w) = P
. (cz+d)?:
N

Définition 3.1.1 On dit qu’une fonction f est automorphe de poids 2 pour To(N) si la
relation sutvante est vérifiée :

e = F(12)ix(2) 7" = £(2)
pour tout v € T'o(N).

Soit L?(To(N)\'H,2) D'espace des formes automorphes de poids 2 de carré intégrable par
rapport 4 la mesure de Poincaré. On note A, le laplacien de poids 2 défini par :
o? o2

Do =y (55 +753)

Ox? + Oy? 2zy-5§

Ce laplacien agit sur les formes automorphes de poids 2 puisqu'’il vérifie la relation Az (f/f,2)) =
Az Sy et L*(To(N)\H,2) se décompose via'A; en
L*(To(N)\H,2) = &:Cles) ® €

ou 7); est une famille orthonormée de fonctions propres de A, de valeur propre associée —\;
et £ est la partie relative au spectre continu de A;. La famille 0 < Ao < A; < ... forme
le spectre discret de A;. Les valeurs propres non nulles de A, coincident avec les valeurs
propres non nulles de Dy agissant sur L2(To(IN)\H, dpo) et les espaces propres associés sont
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isomorphes. Soit \; un réel, on note L?(\;,2) (resp. L?(X;,0)) I'espace propre associé a la
valeur propre —); de A, (resp. de D). Pour tout A; # 0, le morphisme

I: LZ(A,',O) — Lz(A,',Q)

défini par I = iyd, + yd, établit cet isomorphisme et vérifie la relation (I f1,If2) = A(f1, f2).
L’espace propre relatif & la valeur propre 0 est isomorphe & l’espace des formes modulaires
paraboliques de poids 2 par :
S(2,To(N)) — L*0,2)
f = yf(2)

La partie relative au spectre continu £ est donnée par
L2 (:R..l,.)‘:E b 4 g
+o0 .

ol Ey 2(2,1/2+1it) est la série d’Eisenstein de poids 2 en la pointe k définie par prolongement
méromorphe de la série convergente pour R(s) > 1

Eea(z,8)= >, Im(0x72)"j5(2)7"
'YEI‘,;\I‘O(N)

On remarque que I E,(2,s) = sE,2(2,5). Reprenons les notations du début
1. Soit ¢, une famille orthonormée de fonctions propres de Dy dans L?(T'o(N)\H, duo)
de valeurs propres associées —\, avec \; = 1/4 + r? = 5;(1 — ;). Il découle alors que

\/—1)\=I (o est une famille orthonormée de fonctions propres de A, dans L2(T'y(N)\H, 2).

2. Soit fi,..., f, une base orthonormée pour le produit de Petersson de S(2,T(N)). L
famille yfi,...,y fg forme une base orthonormée de L%(0,2). On rappelle que F(z)

désigne la fonction ? Z |f:(2)]?

i=1

Soit k une fonction de C*(R;) vérifiant la condition (11). On définit & partir de k une
fonction de H x H qui est automorphe de poids 2 en chaque variable de la maniére suivante

Ko(z,w) Z k(u(z,y w)H(z,7 w)j,(w)

VEFO(N)

Cette série est absolument et uniformément convergente sur tout compact de H x H et
définit par convolution un opérateur de L?>(T'o(N)\H,2). La décomposition spectrale de cet
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opérateur est donnée en fonction de la transformée de Selberg de poids 2, h de k qui se

calcule par les formules :

+o00 ]
/ b(w 4 ) YT
~o0 vw+4 -1

Qe +e7 -2)
+o00
h(r) = /_oo 9(u) exp(iru)dr

2
£
[

dv pour w >0

Q
—~
1N
~
i

La transformée de Selberg inverse est donnée par les formules :

—}—/+°° h(r) exp(—iru)dr

,/ 2
k(z) = ——/ Q' (z+ rtatl tdt pour z > 0
Yy

La décomposition spectrale de K, est donnée par :

9(u)

Ky(z,w) = Ey fi(2) fi(w) +Zo ™ T,(w)
:11; / :" h(8) S Eus(z,1/2 + it)Bua(w, 1/2 + it)dt

Soit y € SL3(R), on désigne par R,(z) la fonction de H donnée par

Ry(2) = k(u(z,7 2))H(z,7 2)j(2)

Lemme 3.1.1 La série Y, R,(z) est absolument convergente sur H. De plus :

YETo(N)

i) Soit g le genre de Xo(N) alors

[

Kxs2) =5 3 By() = gh(D)F(2)+

Y€To(N)

+Zh(r' [Tei(2)* + 4f h(t) Y | B2z, 1/2 + it)|dt

i>0 ‘
ii) Pour tout entier I, Fi(z) = Y,  Ry(2) est une fonction To(IN)-invariante
Y€ 1‘0(1)’ )
try=

(17)

Preuve. Le premier point découle de 1’étude précédente de K»(z,w). Le second point se

déduit simplement de la relation suivante :

R,(6 2) = Rs-1,5(2) pourv,6 € SL{(R)
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qui se vérifie & partir des formules.

Le lemme précédent fait le lien entre les deux applications de la méthode de Rankin-
Selberg que nous avons donné. D'une part I’expression des noyaux de Selberg comme
moyenne sur le groupe I'o(N) permet de calculer leurs transformées de Rankin-Selberg de
maniére agréable (section 3.2). C’est une somme sur les traces possibles (différentes de 2
et —2) d’un produit de deux termes dont 1'un est une fonction zéta {n(s,!) qui ne dépend
que du niveau N et de la trace [ et 'autre plus analytique ne dépend que de la fonction
de départ k et de la trace [ noté I;(k,s,l) (i = 0,2 désigne le poids). D’autre part les
décompositions spectrales de ces noyaux font apparaitre la fonction F(z) (lemme 3.1.1-i)).
Leurs transformées de Rankin-Selberg contiennent par suite celle de la métrique d’Arakelov.
Par un procédé limite mené dans la section 3.3, on arrivera a éliminer du coté spectrale
les contributions autres que celle de la métrique d’Arakelov. On considerera pour cela la
fonction h(t,r) = exp(—'t(% + r2)). Quand ¢t tend vers l'infini, cette fonction converge vers
l'opérateur de Dirac en 5. Du coté noyaux de Selberg, le contréle de la limite sera possible

quand on aura donné des expressions simples de I;(k, s,!) en fonction des transformées de
Selberg h de k.

3.2 Décomposition spectrale et méthode de Rankin—Selberg
Soit h(r) une fonction de R dans C vérifiant les conditions :
i) h(r) = h(—r) pour tout r ER
ii) 4h admet un prolongement holomorphe sur la bande |Im(r)| < 4 pour un réel A > 1
iii) h(r) est & décroissance rapide sur cette bande

Notons ko (resp. k;) sa tranformée de Selberg inverse de poids 0 (resp. 2). Sous les conditions
précédentes ko et k, vérifient la condition (11) avec un o = 4. On se propose d’appliquer
la méthode de Rankin-Selberg aux décompositions spectrales (14) et (17). Nous détaillons
dans la suite le calcul relatif aux noyaux de poids 2, les calculs pour les noyaux de poids
0 étant de méme nature, plus simples et déja fait par Zagier pour SL,(Z) dans [25], nous
donnons juste le résultat & la fin de cette section.

3.2.1 Aspect automorphe

On calcule dans cette section la transformée de Rankin-Selberg des F; pour |I| # 2. La
proposition suivante justifie la convergence de la méthode.

Proposition 3.2.1 Pour toute pointe k et tout nombre compleze s vérifiant 1 < R(s) <

1+Aona:
S [ B IRy dudts) < oo
Ifi#2 ‘YEI‘O(A{)
try=

En particulier, pour tout entier | tel que |l| # 2, lintégrale est convergente.
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Preuve. Soit 0 = R(s). Pour toute pointe  de I'((N), fixons o, € SLy(Z) tel que o,(n) = oo
et considérons le voisinage V, de la pointe 7 donné par :

={o; (z+1y) telque —1/2<z<1/2 ety > 2}

La preuve de la proposition se réduit a voir que

S [ Bl X IRy(2)ldno(z) < o0
" "y

pour toutes les pointes de I'g(V). Soit

Z +oo p1/2 .
|I|;é2‘/ /1/2 | IRc,,-/a,,-l(Z)ly d.'L'dy < 00
v € To(N
t'r 7—(1

pour ) # K et

+o0
> [ IRy ozt (2)ly"dzdy < oo
12 12 4 er, (N)

try=1

La proposition 3.2.1 est donc conséquence du lemme suivant :
Lemme 3.2.1 Pour tout réel o compris entre 1 et A+ 1 on a :
+o0 p1/2
> / / Y. |Ry(2)|y" Pdzdy < o0

l1j#2 V2 es0(2)
try=1

Preuve. Soit v = (CCL Z) une matrice de SL,(Z) de trace [, pour tout 2z € Hon a :

y2oz
|R7(Z)| lczz + (d _ a)z — |2a

ol o = #£L. Posons § = d — a, alors § vérifie la relation 6% + 4bc = [ — 4. Les matrices
v E SLg(Z) de trace [ sont en b1Ject10n avec les triplets (c, b, 0) € z* tel que 6 +4bc = [ — 4.

1
> IRy 3 _
7 € SLz(Z) b0 ICZZ + 0z — b|2
try=1 6% +4bc=12 -4
C 20 R 1 Z —io 1
< 20y —— _
=1 ot 6 mod(2c) k=-oc0 |(Z + k)2 + %(z + k) - %|2

6% = I> — 4 mod(4c)

On pose

+o0 1
Qz/_w |24 2z — bf2a dz
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L’inégalité de Cauchy-Shwartz implique :

+oo  dg yl=te pour |I| > 2
o [Tt | v o o

La convergence annocée dans le lemme pour |I| < 2 découle de cette inégalité et du fait
que le nombre de solutions § mod(2c) de 1’équation 6? = I* — 4 mod(4c) est O(c®) quand ¢
tend vers 'infini pour tout € > 0. On traite enfin le cas des |I| > 2, 'inégalité précédente
implique :

+o00
o IRy (2)] v 2dz dy
1/2 ESL @)
tr‘y—l
+o00 dz +o00
S 2 j _________/ ya—2a-—1dy
o 5, e

6% = I* — 4 mod(4c)

On en déduit la convergence pour tout ! tel que |I| > 2 de I’intégrale associée en tenant compte
de ’estimation précédente sur le nombre de solutions de I’équation 6% = I* — 4 mod(4c). On
est ramené au lemme suivant :

Lemme 3.2.2 Pour tout o > 1,

+o0 1
{>2 e=1 (C) 6mod(2c)

62 = 1> — 4mod(4c)
est finie
Preuve. On décompose (18) en deux sous-sommes :

1l

21 = Z E 2 Z 1
[{]>2 c=1 (C) 6mod(2c)
6% = I* — 4mod(4c)

> T ¥
>2 > fmod(2¢c)
6% = 12 — 4mod(4c)

2y

La convergence de ¥; est due au fait que le nombre de solutions § mod(2c) de ’équation
6% = I — 4 mod(4c) est O(c®) quand c tend vers l'infini pour tout € > 0. La convergence de

Y, peut s’obtenir de la facon suivante : signalons d’abord que pour tout nombre complexe
s tel que R(s) > 1, la série suivante

| 1
2 o,

7 € To\SLz2(Z)/To
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est convergente. Remarquons ensuite que les doubles classes (quand ¢ # 0) sont en bijection

. a b .
avec les matrices v = (c d) avec 0 < ¢,d < c. la somme ¥, porte sur des matrices

Y= (Z g) pour lesquellesa+d =1 avec || < cet d—a = § avec 0 < 6 < 2¢, ce qui donne

0 < la|,|d| < 3c/2 et par suite chaque double classe est représentée au plus 7 fois dans X,
ce qui montre que

1
3 <7 Z 20 < 00
yeTnsLaZyra Il
y= : : c#0

Ceci termine la preuve du lemme et par suite de la proposition 3.2.1.

La fin de cette section sera consacrée au calcul de la transformée de Rankin-Selberg des
Fy pour |l] # 2. Nous aurons besoin des définitions et notations suivantes.

Soit IV un entier sans facteurs carrés. Soient &; I’ensemble des formes quadratiques de
discriminant /2 — 4, de la forme ®(z,y) = Naz? + fzy + vy* avec , B et -y des entiers. On
rappelle 'identification suivante entre les matrices de I'g(V) de trace [ et I; :

{y €To(N) tel que try=1} — %
a b
v = (Nc d) — &.(z,y) = Nea® + (d — a)zy — by?

On note A = {y € To(NN) tel que tr y =1} x {(Nm,dn) # (0,0)}+,; Le groupe T'o(N)
agit & droite sur A¢ en préservant la quantité ®.(dn, —Nm) de la maniére suivante : pour
v € To(N) et (6,(Nm,dn)) € Af

(6, (Nm,dn)).y = (y7'6v,(Nm,dn)y)
Soient :

AF = {(y,(Nm,dn)) € A} tel que @,(dn, —Nm) > 0}
A& = {(v,(Nm,dn)) € A} tel que @,(dn, —Nm) < 0}
| i i 2 Bja-1
sur lesquels agit I'g(V). Comme |I| # 2, A] = AjTUA]™. Onnoteenfiny, = ( 1 1/2 )
Proposition 3.2.2 Pour tout nombre compleze s tel que 1 < R(s) < 1+ A et pour tout

entier | tel que || #2, on a
[, Bez,5)Fi(2)dno(2) = @CN(S,I)IZ(S,I)

() = [ Ra(@'duo(z)+ [ Roci(2)y'dpo(2)

1 1
(n(s ) = gl_p-zazu(d) 2 ®(dn,—Nm)*

d/N A [To(N)

et pu est la fonction de Mobius.
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Preuve. On établit simplement la relation

ya
Eoo 28) H -—23 %ﬂ(d (Z;L) INmZ + anZJ

!
ot le symbole Y désigne la somme sur les couples (m,n) # (0,0) modulo la multiplication
par —1. La proposition 3.2.1 nous permet d’écrire

1 1
H — m—2s X
¢(2s) »/N 1-p

[, Bo2,5)Fi(2)dpo(2) =

S T Y [RG) ~dpo2).
d/N ‘YEI'o(}\If) (N'mydn) |N""Z'*'d"|2
try=

L’action de To(IN) sur A{ est libre, il découle alors :

LEm(Z,s)E(Z)dMO(Z) C(ZS) H —23

S ud ¥ / Rol) i s a9

d/N Af/To(N)
1 .
= M T I
@ i 2 o P e )
y‘
+ R, (2)——————d z
2 oy PO s )

Soit (7, (Nm, dn)) € At avec y = (lffc g) Posons § =d — a et

dn 64“ bNm
M= ( —Nm chn—-ON"')'

En faisant le changement de variable de H par la matrice L M, on trouve

\/<I>.Y(dn, —Nm)

Yy 1 .
-/;1 Bo(z) |Nmz 4 n|? dpi(2) = ®,(dn,—Nm)* /;{R.n(z)y dpo(2)

Il s’en suit que la contribution de Af* & la transformée de Rankin-Selberg de F} est

R, (2)y"duo(2)
A ITo(N) @, (dn, —Nm /
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Pour calculer la contribution de A{~, remarquons que si (y, (Nm, dn)) € A~ alors
(=7, (Nm,dn)) € A% et que R,(z) = R_,(z). Cette contribution est donc

g L

A /To(N)

Ceci termine la preuve de la proposition 3.2.2.

3.2.2 Lien avec les fonctions zéta des corps quadratiques

Soit /N un entier impair et sans facteurs carrés. Soit ! un entier tel que |I| # 2, le but de
cette section est I’étude des séries (n(s,!). On commence par caractériser les entiers ! qui
peuvent étre la trace d’une matrice de I'g(V). Sous cette condition, on montrera que {xn(s,!)
est méromorphe avec un poéle simple en s = 1 et on calculera son résidu. On prouvera sous
la condition : il n’existe pas de premier divisant N dont le carré divise [2 — 4, un lien entre
(n(s,1) et la fonction zéta du corps quadratique Q(v/1% — 4).

Lemme 3.2.3 Soient N un entier impair et sans facteurs carrés et | un entier. Il eriste
une matrice y € To(N) de trace | si et seulement si I — 4 est un carré modulo les premiers
diwvisant N.

Preuve. Soit v = ( ]\ic Z) € I'g(IN) de trace l. Les entiers a et d sont alors solutions de
léquation X% — X + 1+ Ncb = 0. Cette équation admet des solutions modulo un premier
p divisant N si et seulement si son discriminant /> — 4 est un carré modulo p (p est différent
de 2). Inversement, il est facile de voir que si cette condition est réalisée la matrice vy existe.

On suppose dans toute la suite que N est impair sans facteurs carrés. Soit ®(z,y) =
az? + bry + cy? une forme quadratique a coefficients entiers. On adopte dans la suite la
notation classique ® = [a, b, c] et on désigne par D = b?> — 4ac son discriminant. On suppose
que D # 0 et que ® est définie positive si D < 0. On pose Aut(®) = {y € SLy(z) | Poy = ¥}
et on définit la série de Dirichlet (s(s) par :

1
Ca(s) = > 3(n.m)
(n,m) € Z2/Aut(®) Q(n’ m)
&(n,m) >0

qui est absolument convergente pour R(s) > 1. Elle admet un prolongement méromorphe &
tous le plan complexe avec un péle simple en s = 1 de résidu

27 1
VDl AGt@) D <0
75 log(es) D>0
ol € est 1'unité fondamentale de ® c’est & dire la plus grande valeur propre de M, ou
M € SLy(Z) est une matrice de trace positive telle que Aut(®) = {tM™, n € z}.

Res,=1(s(s) =
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Soit [ un entier tel que |I| # 2 et I — 4 est un carré modulo tous les diviseurs premiers de N.
On se propose d’exprimer (y(s,!) en fonction de certaines séries ((s) ce qui nous permetra
de calculer son résidu. Soit K I’ensemble des formes quadratiques a coefficients entiers de
discriminant 12 — 4. Les groupes I'g(N) et SLy(Z) agissent a droite respectivement sur %; et
K par composition. Pour tout diviseur d de N, on définit le morphisme de groupe *d par :

To(N) — SLy(z)
N
_ z ) «d __ z 7y
7—<Nz t) -7 —(dz t)

et on note [o(IN)*¢ 'image de I'g(V) par ce morphisme. On note aussi *d I'injection de T,
dans K; donnée par :

21 — .K]

® =[Na,b,q] — & =da, b,];]

On note Z}¢ I'image de %; par *d. Ce morphisme respecte les actions de T'g(IV) et de SL,(2Z)
*au sens suivant : (@ 0+)*® = &*? 04", on note *d le morphisme quotient.

Lemme 3.2.4 Pour tout s de partie réelle strictement plus grande que 1,

(n(s,) = H d)

p/N % /To(N) d/N )

] _p—z~ [Aut®*? : Aut®*¢ N To(N)*¥](gea(s)

Preuve. 11 suffit de remarquer qﬁe ®(dn,—Nm) = dN®*¢(n,—m).
On fait la convention (s(s) = 0 si ® est définie négative. On déduit

Proposition 3.2.3 Pour tout entier | tel que || # 2 et I> — 4 est un carré modulo tous les
dwviseurs premiers de N, on a

1 l|>2
Res,e1(n(s,1) = 1 { 08(%) ] >

\/ |12 — | /N 1 P sex/To(v) IKut(*I’)nro(N)l <2

ot e§ désigne la plus grande valeur propre de M et M € SLy(Z) est la matrice de trace
positive telle que Aut(®)NTy(N) = {tM™ n € 2}.

Preuve. Cette proposition découle du lemme 3.2.4 et de la déscription précédente des résidus

des séries (3. Remarquons d’abord que si |I| < 2, alors le résidu annoncé dans le lemme est
égal a

1 E 2
V112 = 4] o/ 1 P gemmony AUH(®)NTo(NV)]

définie positive

Le morphisme de groupe *d établit une bijection entre Aut(®)NLo(NV) et Aut(®*?)NTy(N)*.
Le lemme est donc claire dans le cas || < 2. Pour le prouver dans le cas |l| > 2, fixons M, T €
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SL2(Z) de traces positives telles que Aut(®)NI'o(N) = {TM"n € Z} et Aut(®*!) = {}T"n €
z}. Alors Aut(®*4) NTo(N)* = {ZT™ n € 2} ot i est l'indice de Aut(®*¢) N To(N)*¢ dans
Aut(®*9). De plus T? = M*? & cause de l'isorphisme induit par *d entre les stabilisateurs
des deux formes quadratiques. On déduit que T* et M ont les mémes valeurs propres et par
suite ¢ log(eg-2) = log(e¥ ) avec les notations de la proposition. Ceci termine la preuve de la
proposition 3.2.3.

Proposition 3.2.4 Soit | un entier. On suppose que pour tout nombre premier p divisant
N, 12 — 4 n'est pas divisible par p* et est un carré modulo p, alors :

(s ) =11 TT+(

?/N 1+p* p/N

1 2—4

NG(s,)

ot (1(s,1) est relative ¢ SLy(Z) et (%) est le symbole de Legendre.

Remarquons que la condition restrictive sur les diviseurs premiers de N : [2 — 4 n’est pas
divisible par p?, est toujours vérifiée quand || < 2 (car N est impair) et que la formule
n’est pas valable dans le cadre général. L'importance de ces formules provient du fait qu’elle
séparent les dépendances en N et I. Les séries (;(s,!) sont étudiées par Zagier dans [24],
elle sont produit de la série zéta du corps quadratique Q(+/1?2 — 4) par une série de Dirichlet
finie.

La preuve de la proposition passe par ’étude du morphisme 14 défini pour tout diviseur d
de N comme composée des deux morphismes suivants :

14 To(N)* — K /To(N)* — K;/SLy(Z)

Lemme 3.2.5 Soit [ un entier. On suppose que pour tout nombre premier p divisant N,
2 — 4 n’est pas divisible par p? et est un carré modulo p, alors 14 est un morphisme surjectif
dont toutes les fibres ont le méme cardinal qui est

2—4

IT+(

/N p

))-

Preuve. Commencons par la surjectivité de 4. Soit ® = [a,b,c| une forme quadratique
de K}, la surjectivité de 14 en ®.SLy(Z) est équivalente & 1’existence d’une matrice M =

(: ’g) € SLy(Z) tel que ® o M € Tj%. Ceci revient & trouver M tel que ®(a,7) =0

mod(d) et ®(8,6) = 0 mod(¥). Soit p un diviseur premier de d. Comme /* — 4 est un
carré modulo p, il existe une solution non triviale de ®(z,y) = 0 dans F}. Il est possible de
relever ces solutions en un couple (a,7y) d’entiers premiers entre eux qui se réduisent en une
solution non triviale modulo tous les p divisant d (voir plus loin pour la condition premiers
entre eux). En transformant  par une matrice de SL,(Z) dont la premiére colone est (a,7),
on peut supposer que ® = [da,b,c]. La matrice M qu’on cherche doit vérifier ®(3,6) =0
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mod (%) et v = 0 mod(d). Soit p un diviseur premier de X, on désigne par (z,,y,) un couple
d’entiers qui donne modulo p une solution non triviale de ®(z,y) = 0. On définit :

z = Y (Il Pz,

o5 o/%
y = S (I ove+> (Il p
o5 /% a/d p/ %

Il s’en suit que (z,y) est une solution non triviale de ®(z,y) = 0 modulo tous les premiers p
divisant % et que y et d sont premiers entre eux. Soit e =pgcd(z,y), il est alors claire que e
et N sont premiers entre eux. Le couple (z',y') = (%, ¥) fournit un couple d’entiers premiers
entre eux qui vérifient ®(z',y") = 0 mod(&) et y est premier avec d. En utilisant le théoréme
de Bezout, on peut trouver une matrice M dans SL,(Z) tel que sa deuxiéme colonne soit
(z',y") et son coeflicient -y soit multiple de d. Ceci termine la preuve de la surjectivité de ;.
Afin d’évaluer le cardinal des fibres de 14, on a besoin de la caractérisation suivante du
quotient & droite de SL,(Z) par T'o(IN)*¢ dont la démonstration facile est laissée au lecteur :

Lemme 3.2.6 Sotentd =p;...p, et % =q1...q, les décompositions en facteurs premiers
de d et de ]—:{-. L’application :

SLy(2)/To(N)* = Phpg X «-vn. Plpz X Prrgz X ovnn. P}
B

. o : o y
qui consiste d envoyer une matrice ('y 6) vers (a,7y) mod (p;) sur les r premiéres com-

posantes et vers (3,6) mod (g;) sur les n derniéres composantes est une bijection.

Soit ®.SLy(Z) une orbite de K;/SL2(Z), on se propose de calculer le cardinal de la fibre
de 14 en ®.SLy(Z). 1l est possible de prendre ® € T}? grace & la surjectivité de 4. Soit
7; un systéme de représentants de classes & droite de SLy(Z) modulo T'o(N)*? : SLy(z) =
Ll’yJ‘o(N )*d.

Lemme 3.2.7 L’intersection de lorbite ®.SLy(Z) avec T} est la réunion disjointe des or-
bites ®.7;To(N)*¢ pour toutes les matrices 7; telles que ®.v; appartient a I}

On prouve d’abord le lemme suivant

Lemme 3.2.8 Soit ® une forme quadratique de )¢ telle que pour tout nombre premier p
divisant N, [2 — 4 n’est pas divisible par p* et est un carré modulo p, alors

Aut(®) C Ty(N)*

Preuve. Soit ® = [da, b, %c] et notons ¢ le contenu de ® c’est a dire le pged des entiers da,
b et %c. Soit @' = &/t = [d$, %, %’-%], alors @' est une forme quadratique primitive de T}9.
En effet ¢t et NV sont premiers entre eux car t? divise I — 4. En plus Aut(®) =Aut(®"). Le
lemme découle de la déscription donnée dans [13] du stabilisateur d’une forme primitive.

On peut alors finir la preuve du lemme 3.2.7 de la facon suivante : soient 7; et 7; tels que
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Py, € T pour k € {i,5}. Si®.y; = vy avec v € To(N)* alors 77 1yjy € Aut(d.7,).
Comme ®.y; € T7¢, le lemme 3.2.8 nous assure que Aut(®.y;) C To(N)*%. Par suite v; 'v;y
appartient & I'o(N)*¢ et donc v; 'y; € To(IN)*¢, ce qui est impossible.

Il découle donc que le cardinal de la fibre de 14 en ®.SLy(Z) est égal au nombre de classes
v; tel que ®.v; € T}, Le lemme 3.2.5 est conséquence du lemme suivant :

Lemme 3.2.9 Le nombre de classes v; telles que ®.7y; € ;¢ vaut

TT(+ ¢

?/N

-4

)

Preuve. Notons & = [da, b, %c] et y= (’: 3{) La condition ®.7 € £}¢ est équivalente aux

deux équations ®(z, z) = 0 mod(d) et ®(y,t) = 0 mod(%) c’est & dire :

z(bz + -]gcz) = 0 mod(d)

Y(day +0t) = 0 mod(%)
Ces équations donnent, modulo la déscription du lemme 3.2.6, une équation homogene non
triviale de degré 2 sur P%/pz pour chaque diviseur premier p de N (si cette équation est
triviale modulo un certain p alors p? divise [2 — 4). Le nombre de solutions pour un premier
p est 1 si b est mutiple de p et 2 sinon. Les premiers p qui divisent IV et b divisent aussi
12 — 4 car I? — 4 = b? — 4Nac et inversement ceux qui divisent /2 — 4 et N divisent b. Ceci

termine la preuve du lemme 3.2.9. La proposition 3.2.4 découle de ’expression de {x donnée
dans le lemme 3.2.4 et des résultats des lemmes 3.2.5 et 3.2.8.

3.2.3 Développement du terme cuspidal

On calcule dans cette partie la transformée de Rankin-Selberg de

P=r Y R()-— / () S | Baa(z 1/2 + ir) Pdr
2 1{ c r|°'(_N2) 4 00 13

en utilisant la méthode de Rankin-Selberg :

[P Bl s)dia) = [ p(wy

ol p(y) est le terme constant du développement de Fourier de P(z) défini par

p(y) = /_ ” P(z +iy)dz.

1/2
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Lemme 3.2.10 Pour toute pointe k, on note a.(y,r) le terme constant du développement
de Fourier en la pointe co de Ey(z,5 +ir). Ona

-12- —r
1

5+ i

ir 2 + ir —%2ir
Y lae(y,r)P =2y + 4™ 9900,00( —ir)2 - + y'2

sooo.oo(; +ir)
Preuve. La relation IE,(z, % +ir) = (5 + ir)EK,z(z, L 4+ 4r) nous assure que

1
+ zr)y""

1 —1ir
(yar)_énooy+ +1 @noo(2

+
On en déduit que

S Lo =3+ 33 [puooly +ir)f

ir 1 1 + ir —%r 1
+y1+2 9900,00( ) ”‘) 2 —r + yl 2 9700.00( 2 +ir )
2

l-—zr
1
2+z1‘

On obtient le lemme puisque la matrice des termes constants des séries d’Eisenstein est
unitaire sur Im(s) = } [12].

On pose
W =3[ T Bt
ny) = z +1y)dzx
2 1/2 Y ETo(N) K
[tr v|=2 7 ¢ To
W = 3 [ % Rz ey [ R
p2\y) = 9 —1/2751' Y y
— _l oo + ir 211'
@) =~ [ bl )—%_,r dr
pa(y) = / /1/2Z|E'°2 +zr)|2dx dr
ou

1
3 +ir) — ax(y,T)

Le terme constant p(y) se décompose grace au lemme 3.2.10 en

E'K,,z(z, —;— + 'LT‘) = En,z(z,

p(y) = p1(y) + p2(y) + ps(y) + pa(v)
Lemme 3.2.11 La contribution de p,(y) est donnée par :

+o00
="E > > (/ Ra__l(l dk)d(x'*'iy)dx'*'
..d/N k;&o & € To\To(&)/To —00 0 1

(le)zl o ¢To

- 0 -1

+o0
/oo Rc-l(—l dk)o($+i?/)d$)



69

b
14a

Chaque matrice est conjuguée dans SL,(Z) & une unique matrice de la forme (

Preuve. les matrices de trace 2 dans SL,(Z) sont de la forme (l:ca ) avec a? = be.

1 k )
0 1/°
L’entier k est le pged de b et ¢ de signe celui de b.

(l-a b )_(5 —ﬁ) (1 k) (a ﬂ)_(l—k‘yé k62 )
—c 1l4a/) \=-7 « 0 1/\y 6)  \ =ky* 14kyé
On suppose que la matrice de départ est dans I'¢(V), soit d =pged(b, N). Le coefficient v

est par suite multiple de . On retrouve ainsi toutes les matrices de I'g(V) de trace 2. Ceci
justifie la relation : ‘

X RE=XY X > R,_l(l dk)o_(z)

‘Yero(]‘é)r d/N kN¢0 o € To\l'o(4) 0 1
try=2 kE¥)=1 _ 1 dk
y=2v¢To (k, T) o1 (0 ! )a¢ro
+o0
=> X > > Ra_1(1 ak)a(2+n)
d/N  k#0 o € To\To(&¥)/Te n=—o° 0 1
(kE)=1 (1 dk o ¢To
0 1

Pour déduire le lemme, il suffit de remarquer que la condition o~! (é I{) o ¢ Ty est

équivalente & la condition o ¢ T'y.

Lemme 3.2.12 Soit 7 = (Z

alors

Z) de trace l tel que ¢ # 0 et || = 2. On note € = sign(c)

[ R Gwran) = o [ Rlap 5 (Wdhal2)

Preuve. En remarquant que R,(z) = R_,(z), on se rameéne au cas de ¢ > 0. Le lemme

a—d
s’obtient en faisant le changement de variable par la matrice M = \/LE <(1) z )

Pour tout entier M, on pose

Lu(s) = >
o Ec ro\ro(M)/ro

* %

o= (% 1) e#o

1
|c|2a

c %

(m(s) = ), T
E>1
(k,M)=1

Proposition 3.2.5 Pour tout s tel que 1 <R(s) < A, on a

/0+°° p(y)y 2y = (3 (’};C%(S)L%(s)) Iy(s,2)
d/N
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ou
11

I(s,2) =_/HR(1 o)( y dﬂo(z)'*’/ )(Z)y dpo(2)

Preuve. La proposition découle au moins formellement des deux lemmes précédents en

emar t si = (* *) alors 0(1 k) -1 -—( * *) Les convergences
r quant que si 0 = c % 010 =\ k2 %) ergence

nécessaires pour pouvoir intérvertir les intégrales comme nous 1’avons fait se démontrent de
la méme fagon que la proposition 3.2.1.

Lemme 3.2.13 Pour tout s de partie réelle plus petite que A,
(s 2) 2) / | ‘a ldu

Preuve. Le changement de variable donné par la matrice (_?1 (1]) implique :

I(s,2) = [ R C?yMPﬂM@ﬁf @Hmmﬂ

=2 [ Ly
—2A k2(y2) 2zy+1)/ ($2 2) dxdy

On déduit le lemme en tenant compte de 'intégrale :

Yoo avmagy . LA/2T(s —1/2)
/_w (1+2)"dt = )

On se propose maintenant d’évaluer la contribution de p»(y).

Lemme 3.2.14 Pour tout y >0, on a

p2(¥) = v Y_(¥(ly) + ¥(-ly))

1>0
ou

9 _;
= exp(2iruy)du

- [

Preuve. D’ une part

I=+400 2 2’Ly 12 92— 'l-
= R, (z + 1y k ,
‘Ygf:‘o ) I'goo 2(y 2Zy + l I—;oo 2 + Z I

d’autre part
1 ftoo
o= [ h(t)dt=9(0) = Q(0) =

+eo 2—w 1 ptoo o2 2—17
(02 =-/ N "
/_oo 2(v)2+ivdv 7)o ko (yz) dv
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D’ou

+00 2 2-—it oo 2 2—14¥
= ko (— y —/ ky(— Ld
P2(y) I=z—:oo 2(y2)2+i£ g 2(y2)2+z§ v
Par sommation de Poisson on trouve
u? 2_ it
Z/ f‘ exp(2imlu)du
1#0 5

Ce qui implique le lemme.

Il découle donc que la contribution de p, a la transformée de Rankin-Selberg de P est

L7 malwyw 2y = ¢(s) [ wlw) + (=),

Lemme 3.2.15 Pour tout réel positif y,

Y(y) = ‘—/ rQ'(r¥)I(—2myr,w)dr

ot w est défini par sinh(w) = 2 et pour tout couple de réels (z,w), la fonction I(z,w) est
donnée par :

I(z,w) = ‘/(; " (S:Iolilézi)))-}:;f(g)) exp(iz cos(p))dyp

Preuve.

() = /+ ko (u )2 '_*' ZZ exp(—2imuy)du

+ Vu? 2t 3
=_—/ oo/ Q'(u +t2 wiitt 2+z'u exp(—2imyu)dtdu
\/u2+4+t2+t 2—1u

1 oo proo 2+ iu
=—= t

2
exp(—2imyu)dtdu
\/u2+4+t2+t) x( yu)

; . 2 :
Posons u + it = re'? et sinh(w) = oy on obtient :

P(y) = —% /0 - /0 Q) (Sinh(w)'i-icos(p) 2

cosh(w) + sin(y) ) exp(—2imyr cos(p))rdrdy

Ce qui implique le lemme.
Soit Jy la fonction de Bessel de poids 0 définie par e
1 2" \ . (‘-\ e
J = —/ ] S d \‘j
o(@) = o5 | exp(iz cos(p))dyp .
Lemme 3.2.16 Soit z et w deur nombres réels positifs, alors

I(z,w) + I(-z,w) = 4nJo(z) +(87r:c co?h(w) 3}):p(——:c sinh(w))
+oo sin(z cosh(f + w
-8 /-oo cosh?()

dé.
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Preuve. Remarquons d’abord que

sinh(w) +icos(p)  ie” — €'
cosh(w) +sin(yp) ~ iew + eiv’

On consideére la fonction :

f(2) = 1 {(ie“’ — 2)2 - 1} exp(i-gzi(z +2z7h) = —EZ)_E exp(ig(z +2z7h)

z | \iev + 2  (iev +

Supposons que z > 0. Soit R un réel > 1, on intégre f sur le contour indiqué par la figure
suivante :

-R -1 1 R
On obtient :
¢ [ (sinh(w) + i cos(¢) | :
z/; {( cosh(w) T sin(p) ) - 1} exp(iz cos(yp))dp (19)
1| fie¥ —y ? .z 1..dy
B /_R { (ie“’ + y) - 1} p(izlu 5))—1/_ (20)
- i./:r {(g;—;g—:::) - 1} exp(z'-;—(Re""" + %e"'“’))dgo (21)
R| fie—y 2 .z 1..dy
- /1 {<i6“+y) ~ 1}exp(z—2-(y+§))7 (22)

= 0

Faisant tendre R vers I'infini dans cette égalité. L’expression (21) tend vers 0 car z > 0, on

déduit :
[{( 589 - ot -
- . {(Z:;z)z - 1} exp(i5 v+ )

. [t ) e —y 2 .z 1..dy
i | {( +y) —1}exp<15<y+§>>;
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Soit £ un réel tel que 0 < € < 1, on integre f sur le contour indiqué par la figure suivante :

-1 —€ € 1
U/

On obtient :
] (i) et st &
- [{(ER) et Y )
- if" {(;—) - 1} exp(iZ (e + 2e-))dy (25)
- (55 - entGe 2
o

On fait tendre £ vers 0. L’expression (25) tend vers 0, on déduit :

/2,, { <smh(w) + coS(‘P))2 - 1} exp(iz cos(p))dp =

™ cosh(w) + sin(¢p)
.1 e’ —y 2 .z 1..dy
— -1 nd il 4
' /-1{<ie“’+y> }eXp(zZ(y-i-y)) y
La somme de ces deux limites implique :

I(z,w) = 2mJo(z) = —i f+°° { (iew — y>2 - 1} exp(ig(y + %))%31

) ie“’ “+ Yy

_ 4 too 1 .z 1 d
= —4e /_w mexp(‘i(y'i' g)) Yy
On suppose z < 0 et on recommence les calculs d’intégrales sur les contours obtenus par
symétrie par rapport & 1’axe réel des contours précédents. La seule différence avec le calcul
précédent est que f n’est plus holomorphe sur le domaine d’intégration. En effet z = —ie®
est pole de f de résidu :

Res_;ev f = 4z cosh(w) exp(z sinh(w))
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On obtient alors,
+oo 1 T 1
- = 4e¥ . exp(iz “V)\d
I(z,w) — 27Jo(z) 4e /_oo e 1 1) exp(zz(y + y)) Y
— 8z cosh(w) exp(z sinh(w))

Le lemme se déduit simplement par changement de variable y = €?.

On déduit du lemme 3.2.16 1’expression suivante :

P(y) +¥(-y) = —2/ u)Jo(4my sinh(= ))du
+o0
— 16mye *™ ‘/; g'(u) cosh(—)du

w2 [T [T iy ish(3)cos(9+ )

cosh2 (9) dbdu

ol w est tel que sinh(w) sinh(}) = 1. Qu’on écrit par intégration par partie sous la forme :

: oo
W)+ 9(p) = 16myeg(0) +amyetrh() — 2gemtm [T My,
2 —00 z+’r‘
+oo
- 2/ g'(u)Jo(4my sinh(g))du
4 f+oo /+oo sm(47rys1nh( ) cosh(6 + w))

cosh?(6) dbdu

Proposition 3.2.6 Pour tout s tel que 1 < R(s) < inf(A4, %), on a

/c>+w(¢(y)+¢( —y))y' Ny = -4 )1“(12‘)/ w0 r S rh(r)dr

9e+lgets 1—5%—ir)

s P(s+1), h(r)
gyl e+ D00 + () — e+ D) [ 1
1 , sinh(s6
—Wf(s) sm(;)g(O) ‘/(; cosh(z(O;

1 sm, [t LU
—WP(S) sm( 9 )A g(u) 51nh(§)x

+o0 do g
./-.-oo cosh(6)[cosh(f) cosh(3) + sinh(8)]*+? u

Preuve. Voir [25] pour le calcul de la transformée de Mellin de

_/0+°° "(u)Jo(4my sinh(= ))du
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~1

Quant a la transformée de Mellin de

dfdu

+oo +oo sin(4my sinh() cosh(f + w))
./(; g ./_oo cosh?(6)

elle vaut

. 8T, [t oo d6
I(s) 5111(7)‘/0 g'(u) ‘/_w cosh?(6)[cosh(8) cosh(%) +sinh(9)]'du

pour —1 < R(s) < 3. Ce fait ce prouve en deux étapes, d’abord pour -1 < R(s) < 0
toutes les intégrales y compris celle en y sont absolument convergentes. On peut donc les
intervertir, I’expression découle de [8] 6.5 (1). Ensuite on établit que la transformée de Mellin
est convergente et holomorphe sur la bande —1 < R(s) < % Le comportement asymptotique
en y~+ de certaines fonctions intermédiére impose la borne % L’expression de la proposition
découle par intégration par partie valable sur la bande —1 < R(s) < %

Lemme 3.2.17 Pour tout s tel que 1 < R(s) < A, on a

+o0 1. is 148 1-—s
a—2d =——h— 0000 (——
L ps@y iy = ~5h(men ()

0U Yeo,00(5) est le terme constant de la série d’Eisenstein en la pointe oo E(z,).

. 1 . s ;
Preuve. La fonction 99oo,oo('2- — ir) a un péle simple en r = 3 et holomorphe sur le reste de

1 .

=4 , .
la bande 0 < Im(r) < 4 et 2—— est holomorphe sur cette bande avec un zéro en r = %.

5 —ir

Il découle alors que l'intégrant de ps; est holomorphe sur la bande. Soit ¢ un réel tel que
L < c < 4, le théoréme des résidus nous permet d’écrire :

Y [fietee 1 14 2ir o
= h(t) o000 y“dr
Ps (y) 271' ic—oo )(P ! (2 ) 1—2r
Posons s = —2ir, alors
y 2c+ico y -5 _
oo (o o] ‘d
pW)=1= [ hF TSyds

La transformée de Mellin inverse nous permet de déduire le lemme.
On termine cette section par un calcul de la contribution de py.

Lemme 3.2.18 Soit f(z) une fonction I'y(N)—invariante a décroissance rapide en la pointe
0o. On suppose qu’il existe un réel positif A tel que Dof = —Af, alors

[P Bz, 9)dpo(z) = O+ L) [ 15(2)PEaz, )2
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Preuve. Soit 7 tel que A = % + r2. Du fait que Dof = —Af on déduit que le développement
de Fourier en la pointe oo de f est donné par [10] :

flz+1iy) = -g:o an/yKir(27|n|y) exp(2imnz)

n=-—oo

ou K;, est la fonction de Bessel modifiée qui est dans ce cas réelle car r est soit réel soit
imaginaire pure. Remarquons ensuite que |a,| = |a_,|. Pour cela considérons ’opérateur
défini sur ’espace des fonctions I'g(N)-invariantes par : f(z) — f(—%). Comme Dof = —Af
alors il existe o tel que f(—2) = af(2) [12]. Cet opérateur est involutif donc o =1 et
Un = QQ_p.

SDolf[? = 2 1DeF ~ 57Dof + it (3.18,F - 8.70,)
= SDolf + NS +is(0.0,F - 8.78,1)

15tk

Le terme constant du développement de Fourier en la pointe co de iy?(8,f0,f — 8. f9, f) est
nul car |a,| =]a_,|. La méthode de Rankin-Selberg implique alors :

[ ME )P Bz, $)dpa(2) =
= [ Dol #(2)PEus(z,5)dpio2) + A [ 1£(2)P Bz, 5)dpil2)
2 x o0 b} x (=} )
Le lemme découle de 1’égalité
[ Dol (2) 2 Bua(z,8)doz) = (5 = 1) [ 11(2)*Bus(z, 5) i 2)
qui s’obtient & partir du théoréme de Stokes.

On applique ce lemme d’une part aux fonctions propres de Dy sur L?(To(N)\'H,duo), on
obtient :

Vi) P Bz, )iio(z) = O+ SE 1) [ (o) P Bz, )il )

D’autre part, le lemme 3.2.18 peut &tre étendu aux fonctions Ey 5(1 +ir) :

1/2 400 1
/ / IEnz(Z, 5 +ir) [’y *dzdy =

1/2

S— 1) 1/2 +°° ~ 2 8-2
(1+ +r2 /1/2/ (2, = +zr)| dzdy

Cette relation ramene le calcul de la contribution de p; au cas des séries d’Eisenstein de
poids 0.

Les pointes de Xo(IN) (IV sans facteurs carrés) sont en bijection avec les diviseurs d de N
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et {d/N,d divisant N} donnent un systéme complet de pointes inéquivalentes (dans cette
identification la pointe 0 correspond & 1 et la pointe co & 1/N). On désigne par Eq4/n(z,s)
la série d’Eisenstein de I'y(/N) en la pointe d/N et par E(z, s) I'unique série d’Eisenstein de
SL(2,2z). On fixe le développement de Fourier de ces séries en la pointe co

E(z,s) =y" + wo(s)y' "+

> 27°T(s) " |m|*~2 VYK, 1(27|m|y)pm(s) exp(2irmz)
m#0

Eyn(z,8) = ba1y" + ?d/N,oo,o(S)yl—"'i'
S 20T (s) ml*E YT, 3 (27(mly)asn pesm(5) exp(2imma)
m#0

On sait d’autre part que [12] :

T(s—3)¢(25—1)

wo(s) = T(s)  C(25)
_ 1-2s — 0'1..2,(’!7?,)
(r‘gm(s) = C(Q )dh;bod _C(QS)

On établit simplement la relation :

Eyn(z,s) = ]\1, P v p(drds) E(Nd2 9

o/N p28 -1 dl/%, dy/d (dldg) dd1

ou u est la fonction de Mobius. On en déduit le lemme suivant dont la premiere partie est
donnée dans [10]

Lemme 3.2.19

— T (8 - -) C(zs 1) p- 1 p. _pl—
Pa/N.oo0(8) = VT I'(s) ((2s) H’ p* H 1

1oja P~

et pour m # 0

N
= 1
©d/Noom(s) = d" U7) II

p(drd ,
((2s) v P** -1 2 dl-%f—flal 2s(m')
P

m = dydym’
dl/%"a d2/d

Ces formules impliquent la proposition suivante :
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Proposition 3.2.7

/2 preo T(2)? ((s)?
/ 11,22 / 7 Byns %“L”)'z Hdady = dr'™ 1*((23)) ESZ)X

I(5 —ir)T(5+1r) ((s— 2ir)((s+ 2ir)
T(L —ir)D(E +dr) (1 — 2ir)C(1 + 2ir)

H L +p ) (2 — 1) (p-2" — 1) H(l —pt (1 - p7t) H Zy(s,7)

»/N p/d p/ 5

ot Zy(s,r) est définie par :

ZP(S,T') — (1 _p—a—2ir)(1 _ p—a+2z'r) +p-—a(1 +p-a)(1 _ p1+2ir)(1 _pl—2ir)
+ p—a—2$r(1 _ p1+21r)(1 _ p—a-2zr) +p—a+2zr(1 _ p1—2zr)(1 _ p—a+2zr)

Preuve. En appliquant la méthode de Rankin-Selberg & |E, /(2,3 +1ir)[%, on obtient :

12 ptoo _ 1 .
/ / IEd/N(Z,§+zT)lzy 2dxdy=

1/2 Jo

4T

|9a/N c0,m (5 +17)] 2 4-1
K. (2 =
Frrr S, e [T Ky

La premiere parenthése se calcule a partir des expressions données dans le lemme 3.2.19. Ces
expressions montrent qu'a des factorisations évidentes prés, ©a/n co,m est multiplicative. La
somme chérchée admet donc un produit Eulerien qu’on calcule simplement [23]. La seconde
I‘(%)2 s s
—==_T'(=—i)I'(=
ST i

parenthese vaut 5
3.2.4 Formules finales

+ ir).

On rappelle que N est un entier impair sans facteurs carrés. On résume dans la proposition
suivante le calcul mené dans cette section :

Proposition 3.2.8 Pour tout s tel que 1 < R(s) < inf(,A), on a

()4 X Xy )= 5 7y = (s D(e.)

>0 ‘

Z d‘CN s)sz( )12(5,2) + Az(s) + As(s) + A4(s)
d/N

(s,) = [ Ru(2)'dua(z)+ [ Ry (2)y'duo(z) pour I #2



r<§>r<%i> ro (3 —ir)
getipty Jow T(1— % —ir)

4 I'(s+1),,1
+ ()T (e+ Dal0) + (e h(5)

2 +oo p(r)
- C(S)WF(S_*_l)/ dr

—00 i—-}-rz
1

- C(S)Wf(s) sin(%r)g(o) /:oo iii(z‘zg
1

sm, [too u
~ () gmmT(@)sin(5) [ g(w)sinh(3) x

Ay(s) = —i¢(s) rh(r)dr

+o0 do g
/ o cosh(8)[cosh(8) cosh(%) + sinh(@)]*+? u

Ai(s) = —5h(3 mow(”s)hs
N OO to L s(=1)
Ads) = T 4meT(s) ((2s) }/—11\' 1+p"‘)/ )+ 2(4-}-1‘2)) X
[(5 —ir)D(5+ir) ((s— 2ir)((s + 2ir)
T(% —ir)T(L +ir) ((1— 2ir)C(1 + 2ir)
1 _ —a 2:1- —8+2ir S. T r
,g;[v (pi+r — 1)(p-2r — %d}}i (1 (I-p )pl/—I% Zy(s,7))d

et le symbole Z désigne la somme sur les entiers | de valeur absolue différente de 2 tels que

*
12 — 4 est un carré modulo tous les diviseurs premiers de N

De méme la méthode de Rankin-Selberg appliquée & la décomposition spectrale (14) donne :
Proposition 3.2.9 Pour tout s tel que 1 < R(s) < A, on a

5 h(r) By (5) = 5 7755 2 (eI, D)

>0

; = CN (s)Ln(s))Io(s 2) + B,(s) + Bs(s) + Ba(s)

To(s,) = [ Ko(ulz, 1))y dua(z)+ [ ho(u(z,v-12))"dpo(z) pour |I| #2

Io(s,2) = \/%E(If(;—)i) /;“ko(u2)|u|‘-1du
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Byls) = —ic(s)"2) )/w xE G hiryar

2‘+1'r‘+ -2 - zr)

By(s) = —5h(5)pemc( )

_ (2)2 ¢(s)? 1 oo
Buls) = “4mT(s) ((29) 11 (1+p*) /.oo hlr)

pIN
(5 —=ir)[(5+1r) ((s —2ir)((s + 2ir) y
D(: —ir)T(E +ir) ((1— 26r)C(1 + 2ir)

1

-—a 21.1' —842ir s.T r
H (pi+2r — 1)(pl=%" — ZdH (I-p ) H Zy(s,7))d

PIN ) in bid o/

3.3 Terme constant de la transformée de Rankin-Selberg de la
métrique d’Arakelov

Soit N un entier impair sans facteurs carrés tel que le genre de la courbe modulaire Xo(N)
est non nul. La métrique d’Arakelov introduite dans la section 1.3 est définie par v(z) =
F(z)dpo(z). On désigne par Ry sa transformée de Rankin-Selberg :

Re(s) = /XEw(z,s)y(z)z fx F(2)Eu(2, s)dpo(2)

La fonction Rp(s) est convergente pour R(s) > 1. Elle admet un prolongement méromorphe
avec un pole simple en s = 1 de résidu (vol)~'. On note C'r son terme constant de telle sorte
que le développement de Laurent de Rp soit :

1

Rr(s) = vol(s — 1)

+Cr+0(s—1)

Cette section sera entiérement consacrée a la preuve du théoréme D. Elle est ’aboutissement
des techniques développées dans les sections précédentes. En effet le terme Cr sera obtenu
en faisant la différence des deux formules données par les propositions 3.2.8 et 3.2.9 pour la
fonction h(t,r) = exp(—t(; +?)) et en prenant la limite quand ¢ tend vers l'infini.

3.3.1 Contribution hyperbolique et fonction Zéta de Selberg

On étudie dans cette partie la fonction

1) = 375y 2 v D(e.) = Do)

TS

(2 ) > Cn(sD2(s,0) = Io(s,1)) (27)

* [>2
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Proposition 3.3.1 La fonction f(s) est holomrphe au voisinage de 1 et

1 [+ h
1 =——*XI;2Res,=1CN(s z)( h(= ) = /_ . %—fz;exp(—%rlog(n))dr)
I+ V12 -4

oun=
2

On commence par montrer que I»(1,!) = Iy(1,!). Ce qui donne un sens & la valeur en
1 de chaque terme de la somme (27), cette valeur sera calculée dans la proposition 3.3.2.

I+ VA
5 et

On fixe [ tel que [ > 2 et on pose A = [2 — 4. Les valeurs propres de ; sont n =
-1
n~L

Lemme 3.3.1 Pour tout s de partie réelle < A,

= i L D
Io(s,) = & [ +: Fo(A(L + €2))B(s, £)d¢

ou
31

B(s,)= [ e d
@@_A @+u+m2y / y+U—@ﬂy
Preuve. Soit M = A~Y/4 (@/2 _\/1—/2>, alors

-1

- 0 _
M(g n(ll)M’1=71 et M( T(; —n)M P=

Iz(s,l)=A‘/2[/HR(g 91)(z)E-_f—1Fd#o(z)+

e

On obtient la partie du lemme relative & I, en explicitant la définition de R, et en faisant le
changement de variable { = £. L’expression de Iy découle d’un calcul analogue.

y‘
0 ) (Z)Wd#O(Z)]

-n

Lemme 3.3.2 Le développement de B(s,€) au voisinage de 1 est :
B(s,€) =7+ (s~ DA) +O0((s - 1))

ou

A€ = Trog(e +1)+ [ og(lL)
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Preuve. Le terme constant de B(s,§) vaut B(1,£) = 7. Le terme suivant du développement
est :

e 1yl dy
AQ = | R e o e
ot Jy—¢€]| dy
= /_oo log(y2+1)y2+1

Le théoréme des résidus nous permet de déduire le lemme.
Lemme 3.3.3 Soit g la transformée de Fourier de h donnée par (13), alors :
Io(1,1) = Ix(1,1) = mg(2log(n))

Preuve. Le lemme résulte du lemme 3.3.1, de la valeur en 1 de B(s,§) et des relations (12)
et (15) donnant les transformées de Selberg.

Proposition 3.3.2 Pour tout s tel que R(s) < A :
I(s,1) = Io(s,1) = (s = 1) A1+ O((s — 1)?)
ol

A= exp(—2ir log(n))dr

Preuve. D’aprés le lemme 3.3.1, 3.3.2 et 3.3.3,

A4 = VA / ka(A(L+€%) ;;_ Zlog(1+£2)d£

— ZVA [T k(a0 +€Y)log(1 + €
En réutilisant le lemme 3.3.3, on trouve :

+o0
A = Zr_/ kz(x2+A)vA+ + iz
2 VA+4-—iz

- 2/ (z% 4+ A) log(2® + A)dz

log(z? + A)dz

On aura besoin des définitions suivantes : pour tout 7 positif, on fixe 6 tel que sinh(f) =
A+4

n

et on pose

3 /2 (sinh(f) + i cos(p)
o) = = [ (220 )+sm(¢)) log(cos?(y) + A)dg

w/2
- f /2log(77cos (¢) + A)dy

-7
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Lemme 3.3.4 Soit Q la fonction définie par g(u) = Q(e* + e~ — 2) dans (3), alors :
1 oo .
=5 [ @+ )7y
Preuve. Les expressions (13) et (16) de la transformée de Selberg inverse impliquent :

+o0
A= / / (22 + A + 1) log(z? + A)dtdz—

too pteo e 2
FR/(; / Q' (2 + A +1%) ( Atdtis ) log(z? 4+ A)dtdzx

V2+ A+44+1241¢

On pose n = z2 + t2, on obtient

dn

+oo /M
A= "(n+ A)log(n — t? ———
1 _/0‘ /_ﬁQ(ﬂ"’ ) log(n +A)dt2m

SR/ / QM+ A ( 5%-1—_+t )210g(17—t2+A)dt2;/—LT,I]t

On fait le changement de variable ¢t = ,/7sin(y), on trouve :

A== [ @+ 8) ()

L’expression de A; donnée dans le lemme découle par intégration par partie en remarquant
que J(0) =0 et en tenant compte du comportement asymptotique de Q' en l'infini.

La suite de la preuve de la proposition 3.3.2 passe par un calcul de J'(5). On a choisi de
ne pas inclure ce calcul fastidieux et complétement indépendant de ce qui précéde dans le
coeur du texte. On démontrera dans ’appendice le résultat suivant :

Lemme 3.3.5 Pour tout n positif,

A+4 \/— —a a—u
J'(n) = 5= )2 — et =)
27 \/A+77+4 VA +7
ol
y = 21og‘/”+A+;/”+A+4
a = 2log(n)

On peut mamtena.nt finir la preuve de la proposition 3.3.2. On fait le changement de variable
n+A=4 s1nh2( ) dans ’expression de A; donnée dans le lemme 3.3.4, on trouve

+oo LU
A= —ﬂ/a g(u) sinh( 5 )du
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La proposition 3.3.2 découle simplement de cette expression.

Preuve. (de la proposition 3.3.1). Les propositions 3.2.8 et 3.2.9 nous assurent que f admet
un prolongement méromorphe au voisinage de 1 avec au plus un péle simple en 1. Le lemme
3.3.1 implique que I(s,1) — Io(s,1) = O(I°"14) ot 0 = R(s), uniformément en s. D’autre
part (n(s,!) est bornée par c.|((s)|* pour R(s) > 1 ol ¢ est une constante qui ne dépend que
de N. On en déduit aisément ’holomorphie de f en 1 ainsi que la valeur de f(1) donnée
dans la proposition 3.3.1.

On prend pour h la fonction h(t,r) = exp(—t(} + r?)). Sa transformée de Fourier g est
donnée par
1 t u?
g(t,u) = \/——ﬁexp(—z - a)
Définition 3.3.1 Pour toute matrice hyperboligue v, on note N(y) = v? od v est la valeur
propre de «y dont le carré est supérieur ¢ 1. On désigne par v, le générateur de trace positive
du commutant de vy. La matrice 7y est dite primitive si v = . On note

log N()
o) = (t,log N(7))
g % —r—g (tloe Ny

try=1

O 10 - exp(~(s + k) log N(x))

Yo primitive k=0
non conjugué

Z(s)

ol Z désigne la somme sur les classes de conjugaison dans T'o(N) de matrices de trace
]
donnée. La fonction O(t) est la contribution hyperbolique d la formule de trace de Selberg

pour h(t,r) = exp(—t(; +r?)) et Z(s) la fonction zéta de Selberg de To(N).
Proposition 3.3.3 La valeur en 1 de la contribution hyperbolique pour h(t,r) = exp(—t(3+

1 2
r?)) est f(1) = ~5val o O(&)dE. Cette contribution se développe quand t tend vers linfini
en

: my(Fed - )+2501+°(1)

- dé = —
2 vol Jo () 2vol 2v01 a—'l( Z(s) s—1
Preuve. On établit simplement (avec les notations de la proposition 3.3.1) que :

11 e h(tr)
on Z;/o T4 r? exp(—2ir log(n))dr 2/ (€,21log(n))d¢

La proposition 3.3.1 et la proposition 3.2.3 impliquent que la contribution hyperbolique est
dans ce cas :

_ 3. 1 log N 70)
10 = g Ty 5 S0 [ ot s
1

= “val Jo O(&)d¢



Le comportement asymptotique de cette contribution découle du lemme suivant :

t
Lemme 3.3.6 L’intégrale / ©(€)dE est équivalente a t en l'infini et
0

/0+°°(@(t)—1)dt=lim(zl(s) L)1

—1'Z(s) s—1
Preuve. L’intégrabilité de ©(£) en 0 est due au fait qu'il existe un réel to > 0

tel que les fonctions —4—;64/ 4¢= 108> N(/(4) gont croissantes pour tout y € I'o(N) et pour
m

. ‘
0 < t < tp. On se rameéne ainsi & I'étude de l'intégrale / O(€)d¢. La formule de trace de
1

Selberg pour I'g(IN) et h(t,r), qui se déduit & partir de la proposition 3.2.9 en identifiant les
résidus (stratégie proposée par Zagier [25], voir aussi [10] page 413), implique ’équivalence
annoncée. Dans cette formule seule la valeur propre 0 donne une contribution qui n’est pas

+o0
intégrable au voisinage de I'infini. Il s’en suit que / (O(t) —1)dt est convergente, sa valeur

découle du lien suivant entre la fonction O(t) et la dérivée logarithmique de la fonction zéta
de Selberg ([17], [10] page 497) :

1 Z'(.S‘) — +eo —a(s—1)t
25— 1 2(s) = [ e

Pour cela il suffit de faire tendre s vers 1 dans

/o+°° e O ~ it = (231—- 1 g((:)) B s(s{- 1))

Ceci termine la preuve du lemme 3.3.6 et de la proposition 3.3.3.

3.3.2 Contribution parabolique

On étudie la contribution de

(X () Ly (9))(Ta(s,2) ~ Io5,2)

d/N

Lemme 3.3.7 On a l’égalité :
I5(1,2) = Iy(1,2) = mg(0)

Preuve. Découle directement des expressions de Iy(s,2) et Ir(s,2) données dans les proposi-
tions 3.2.8 et 3.2.9.

La connaissance des deux termes suivants du développement au voisinage de 1 de I,(s,2) —

1 .
Iy(s,2) s'impose & cause du pole doubleen s =1de > EC¥(3)L¥ (s). Signalons que Io(s,2)
d/N

s’exprime simplement en fonction de g [25]. Nous ne somme malheureusement pas en mesure
de donner une telle expression pour I(s,2). La proposition suivante qui donne le premier
terme du développement sera suffisante :
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Proposition 3.3.4 Pour tout s de partie réelle < A :

T'(s)

JA(e oy Ua(5:2) = Do(5:2)) = (5 = Dz +0((s - 1))

ol

1, 1 1 f+e h(r)
fa=—gh(+ o [ Tyt

Preuve. Les propositions 3.2.8 et 3.2.9 impliquent :

Foo 24 1iu
A2=2§R/ o (u)

—2/ ko(u?) log(u)du

Le calcul est ensuite identique a la preuve de la proposition 3.3.2.
Le terme suivant du développement au voisinage de 1 de cette contribution nous semble
inaccessible par calcul. Dans le cas de h(t,r) = exp(—t(} + %)), on le note Cs(2) :

log(u)du

I'(s) s 9) — I(s _
\/7—,‘_1-\(3_ %)(Iz( ’2) IO( ’2))

_d 1/+°°h(t,r)

9 Arx 1 2
—00 4+T'

2 4 dr)(s - 1) + Cz(t)(s — ]_)2 + O((S _ 1)3)

Lemme 3.3.8 Pour tout s de partie réelle plus grande que 1,

S)LN (S - _____C(S)C( )
% C"( )L (s)= Na /N1+p N o/ & lg(p +1) C(29)

Preuve. La fonction Ly(s) est liée au terme constant de la série d’Eisenstein ¢, o () par la
relation [12] :

_ =)
9700,00(3)—\/_ l"(s) LN()

Le lemme se déduit de ’expression de ¢o o0(s) donnée au lemme 3.2.19.

Lemme 3.3.9 Pour tout s tel qgue R(s) > 1, ona

Vax ()
F(s) (g;v d‘c JL4(5)) = vol(s — 1)2+
+ S +37) % (@) = Doma(W) = ) 3 T Dol 25

+ 0(1)
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d(N) désigne le nombre de diviseurs positifs de N, v est la consante de I’Euler et a est la

1
dérivée en 1 de ﬁ%

Preuve. Découle directement du lemme 3.3.8 en remarquant que pour tout entier M sans
facteurs carrés :

S I - DI+1) = Md(M)

d/M p M p/d

Il s’en suit que la contribution du terme parabolique pour h(t,r) = exp(—t(3 + r?)) se
développe au voisinage de 1 en :

(2 25C (&) Lar(6))(Fals,2) = To5,2)) =

d

_(%_L/”" h(r) dr) dN) dig)@(t)

4 Jooo ;4712 vol(s—1)

1 l__L/_: %P AN +37) + (d(N) = 1)o+(N)

-0y L 2 1og(p)] + O(s ~ 1) (28)

3.3.3 Contribution elliptique

C’est la contribution des traces —1,0,1. Les propositions 3.2.4, 3.2.8 et 3.2.9 impliquent
qu’elle vaut :

25) I1 1+p I +(— ))a(s,0)(Za(s,0) — Io(s, 0))

/N

+2 [T (1 +( p Z2))6a(s, 1) (Ua(s, 1) = Jo(s, )]

?/N

On ne considére dans cette section que le cas de la fonction h(t,r) = exp(—t(} +r?)). On
fixe les développements suivants au voisinage de 1 :

_ Coo(®) .
2((2 )Cl(s O)(I2(S 0) Io(S,O)) = ()+C()1(t)-|-0( )
Cholt
2((2 )Cl(s D(Ta(s,1) = Io(s,1)) = =2+ Cra(t) +0(s = 1)

ou C; ;(t) pour 7,5 € {0,1} sont des fonctions de t.

Proposition 3.3.5 La contribution elliptique ¢ la transformée de Rankin-Selberg pour la
fonction h(t,r) = exp(—t( + r?)) se développe au voisinage de 1 en :

-3 1
3‘,01[1-[ 1 + (—' 000 +2 H(l + (7))01,()@)]

2/N s—1
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m -1
+%[PI}V(1+(—I)—))C“ +2$][v(1+ . SNCr(2)]

m -3

el 27 1 + 1og(p)[p1}v1+ ; C'oot)+2pl/—1[v1+ —NCa(t)]
+O(s —1)

Il est possible d’exprimer les C; ;(t) en fonction de ¢, ce qui nous permettra de lire leurs
limites quand ¢ tend vers l'infini. Le calcul étant trés lourd, nous avons préféré le con-
tourner. L’avantage de la proposition 3.3.5 est qu’elle sépare les dépendances en N et t.
Nous utiliserons dans la section finale les propositions 3.2.8 et 3.2.9 pour prouver que ces
fonctions convergent vers des limites finies quand ¢ tend vers l'infini. Nous donnerons méme
ces limites pour Cog(t) et Cyo(t) grace a I'expression du genre de Xo(N).

3.3.4 Preuve du théoréme D

0 -—--L
On note oo(N) = ( S (‘)/’_V> Cette matrice permute les pointes 0 et oo et vérifie

00(IN) Tg0¢(N) = I's ol Ty et Ty, sont les fixateurs des pointes 0 et co dans I'g(V), donc

Ey(z,s)= >, (Im(0o(N)yz))" .

7€To\To(N)
Comme 0o(N)™To(N)oo(N) = T'o(N), alors Eg(09(N)z, $) = Ex(z, 5).
D’autre part F'(0o(NN)z) = F(2) car on peut prendre une base orthonormée pour le produit
de Petersson de formes modulaires paraboliques de poids 2 pour I'y(/V) qui est propre pour

I'involution d’Atkin. On en déduit la premiére partie du théoréme D. La deuxiéme partie
de ce théoréme est une forme allégée de la proposition suivante :

Proposition 3.3.6 Il eziste trois constantes réelles Cy, Cy et C; telles que

Cr = 2g1v01c;»1 g((ss)) 8i1)+1"’(2)+z7;qlog(47r)
¥ gv01<1+7+ T A(V)(Co — 3~ 29) = S(d(N) = -1 (N))
* i X g s + S5 2 e
+ a0+ G S T togto)+ G
+pl/y1+<—1,—>> ;;I,vwlog( p)+Ci)

. : I(s—3
ot 7y est la constante d’Euler et a est la dérivée en 1 de ﬁ(s—z—)—

I(s)((2s)
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Preuve. On commence par faire la différence des deux expressions données par les propositions
3.2.8 et 3.2.9 pour h(t,r) = exp(—t(3 +7?)), on trouve en tenant compte du lemme 3.2.18 :

L -

i>0

2((2 )ZCN 5, 0)(1a(s,1) = Io(s,1))
+( d.<~ $)Lx(5))(Ta(5,2) = Io(s,2))

d/N
+A41(s) — Ba(s) + As(s) — Bs(s) + Aa(s) — Ba(s) (29)

L’étude menée dans la section 3.2 montre que toutes ces fonctions ont au plus des péles
simples en s = 1. On écrira dans la suite 1'égalité des résidus et des termes constants des
différentes fonctions apparaissant dans ’équation précédente a t fixé. On fera ensuite tendre
le paramétre t vers l'infini pour déduire la proposition 3.3.6 et le théoréme D. Pour cela
commencons par détailler ces contributions.

La fonction (s 2_ D 3 hlt,rs) R)y;2(s) est holomorphe en s = 1, elle ne contribue pas

i>0 Ai
h(ta 7',')
Ai

1
par suite au résidu. Sa contribution au terme constant vaut Svcl Z
>0

qui tend vers

zéro quand t tend vers 1'infini.
A partir des expressions de A4 et By données dans les propositions 3.2.8 et 3.2.9, on établit

simplement que les contributions de A4(s) — By(s) aux résidu et terme constant tendent vers
zéro quand t tend vers l’infini.

La fonction As(s) est holomorphe en s = 1, elle ne contribue donc qu’au terme constant
par (2vol)~'. Le développement suivant de ¢o00(S) au voisinage de 1 déduit du lemme
3.2.19 :

1 1

9900,00(8) = VO].(S — 1) + VO]. 2 Z 2 log p)) + 0(3 - 1)
implique que :
1 1
- R S— —_ -1
B3(3) VOl(s — 1) + VO]. 2 10g(p ) + 2 + O(S )

La contribution de A3(s) — Bs(s) contient un terme linéaire en t. Ce terme se simplifie avec
un autre provenant de la contribution hyperbolique (voir proposition 3.3.3). La somme de
ces deux contributions admet la limite finie quand t tend vers 1'infini : (vol)‘1 pour le résidu
et
1 Z'(s) 1 1
- 1i [ — - 10
vl (75 5o Fral +1+ 5 Z g2 o108

pour le terme constant.
Il est simple de prouver que les contributions de A,(s) — Bz(s) quand ¢ tend vers I'infini
vallent 1/47 pour le résidu et (I'(2) + v — log(4m))/4m pour le terme constant.
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Lemme 3.3.10 Les fonctions C;;(t) pour i,j € {0,1} et Ca(t) qui apparaissent dans les
contributions parabolique et elliptiqgue admettent des limites finies quand t tend vers l'infini.
Ces limites seront notées C;; et Cy. De plus Coo = —3/(47) et Cro = —1/(27).

Preuve. Les égalités des résidus et termes constants des fonctions apparaissant dans (29)
écrites pour un certain nombre de I'g(N) permettent d’exprimer les C; ;(t) et Ca(t) en fonc-
tions des autres contributions. L’étude précédemment menée montre que ces fonctions ad-
mettent des limites finies. Quant & la valeur de ces limites pour Coo(t) et Cy(t), elles se
déduisent de 1’égalité suivante des résidus prise quand t tend vers l'infini :

d(N) 1
vol 3vol[H p CO°+2};]IV (1+( P ))Cl o 2vol + 47 vol
Clest a dire
1 -1 d(N
9=14 5 I+ + S0+ (TG00 +2 T+ (000l - 200
/N »/N P »/N

L’expression du genre de Xo(/N) en fonction de N nous permet de déduire les limites Cy o et
Cio.

La proposition 3.3.6 découle de 1’égalité des termes constants des différentes fonctions appa-
raissant dans (29) prise quand t tend vers l'infini.

4 Auto—intersection du dualisant relatif de X (V) : FIN

4.1 Preuve de la proposition B

Soit IV un entier sans facteurs carrés tel que la courbe modulaire Xo(NV) soit de genre non
nul. Soient Xo(V)z le modeéle régulier minimal de Xo(IN) sur Z, Ey et E, les sections
correspondantes aux pointes 0 et co et @ et P, des diviseurs verticaux tels que :

(w— (29 - 2)E, + ®,, F) =0 pour tout diviseur vertical F.
On note ® un diviseur vertical tel que :

(Eo — Ex + @, F) = 0 pour tout diviseur vertical F.

On peut prendre pour ® le diviseur

% 1_ 5 (®oo—P0). La formule de Faltings Hriljac [9, 11, 18]
implique que
(w—(29-2)E, +&,)" <0

ou z désigne respectivement les pointes 0 et co. Si de plus w posséde un multiple & support
dans les pointes, par le théoréme de Manin-Drinfeld [7, 15, 5], ces inégalités deviennent des
égalités. On déduit :

w? < -29(g - 1)(E; + E3) + ( o7 + @2).
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En utilisant de nouveau le théoréme de Manin-Drinfeld et la formule de Falting Hriljac,
on obtient (Eg — Eo + ®)? = 0. On en déduit simplement 'inégalité de la proposition B.
On est alors ramené au lemme suivant qui caractérise les entiers N tels que le faisceau des
différentielles w de Xo(/N) posséde un multiple a support dans les pointes.

Soient I' un sous groupe de congruence de SLy(Z) et Xt la courbe modulaire associée. Soit
fr : X(T) — P! le morphisme naturel obtenu & partir de I'inclusion de T' dans SLy(Z). Le
morphisme fr n’est ramifié qu’éventuellement au dessus des points P;, P; et P,, correspon-
dant aux orbites des points 7, j et co de H UP(Q).

Lemme 4.1.1 Si l'indice de ramification de fr est constant au dessus de P; et constant au
dessus de P;, alors Xt posséde un diviseur canonique dont un multiple est a support dant
les pointes. C’est en particulier le cas si T est distingué dans SLy(Z). Pour les sous—groupes
To(IV), cette condition est réalisée si N est premier a 6, sans facteurs carrés et posséde un
dwiseur premier congru a 3 modulo 4 et un diviseur premier congru a 2 modulo 3.

Preuve. On note Kx(r) et Ku des diviseurs canoniques respectifs de X (T') et P'. La formule
de Hurwitz s’écrit dans ce cas

Kxmy ~ fiKn+ ), > (e-1)Q

PeP fr(Q)=P

“-lep) s :1fi~“(P,~)+ T (eq-1)Q

€ € fr(2)=Peo

21

~ fiKs +

ou e; (resp. e;) désigne I'indice de ramification commun & tous les points au dessus de P;
(resp. P;). La premiére partie du lemme découle alors car tous les points sont équivalent
sur PL. Le reste du lemme est donné par la proposition 1.43 page 24 de [20].

4.2 Calcul a distance finie

Soit N un entier sans facteurs carrés premier & 6. Le genre de la courbe Xo(N) (que l'on
suppose non nul) est :

1 1 -1, 1
ov=1+=[A+p) - [IA+(—) -3
12p/N 4P/N D 3

-3 1
T10+(57) = 3d)

ol d(N) est le nombre de diviseurs positifs de N et (;) est le symbole de Legendre modifié :

-1 0 p=2
(—) = {1 p=1(4)
P -1 p=3(4)
_3 0 p=3
(=) =41 p=1(0)
P -1 p=2(3)

Le modeéle régulier minimal, Xo(N)z, de Xo(N) sur Z est semi-stable. Les deux sections Ey
et Fo ne se coupent pas a distance finie. On va décrire dans la suite la géométrie & distance
finie de Xo(NN)z [4, 16] ce qui nous permettra de calculer les diviseurs ®¢ et Po.
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Déscription de X,(N)z a distance finie

La courbe Xo(/N)z a bonne réduction sur Z[%]. Sip est un diviseur premier de N, le schéma
Xo(N)z ® Z/pZ est réduit et singulier sur Z/pz. On écrit N = pM = pq;...q, avec M
14

premier & p. On pose @ = [J(g: +1) et

i=1

_ J1 sip=Tou 11 (mod12) et ;=1 (mod4)i=1...v
“ = 1 0 sinon

_ J1 sip=5oull (mod12)et ;=1 (mod3)i=1...v
v 0 sinon

La fibre Xo(N)z ® Z/pZ est formé de deux copies de Xo(M)z ® Z/pZ et d'un certain nombre
de P!. Les deux courbes Xo(M)z ® Z/pZ se coupent transversallement en tous les points
supersinguliers d’invariant modulaire différent de 0 et 1728 (le point x d’une copie se colle

au point z(?) image de z par le Frobenius de ’autre copie). Le nombre de points d’intersection
de ces deux copies est

. p—1 LU
S, =Q B -2 (2+3).

Les composantes P! sont de deux type. D’une part les P! qu’on note F; qui n’existent que si
u = 1, leur nombre dans ce cas est 2. Chaque E; coupe chaque copie de Xo(M)z ® Z/pZ en
un point supersingulier d’invariant modulaire 0. D’autre part les P! qu’on note F; et G; qui
vont par paire et qui n’existent que si v = 1, leur nombre dans ce cas est 2. Dans chaque
paire {F;,G;}, F; coupe G; en un point, F; coupe une copie de Xo(M)z ® Z/pZ en un point
supersingulier d’invariant modulaire 1728 et G; coupe de méme 1’autre copie. Enfin, les deux
pointes 0 et co passent chacune par une une copie de Xo(M)z @ Z/pZ. On note ces copies
Cy et Cy ( la pointe 0 passe par Cj et la pointe oo par Cy,).
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Proposition 4.2.1 Les intersections des diviseurs $q et @, sont :

1 1

2f = 2%, = ~(20, %) = ~12(on = 1" 3 — ] —log(r)
/N P o/ g

Preuve. 1l suffit de faire le calcul place par place. Soit p un diviseur premier de N. On désigne
par ®o, et P, les composantes respectives de ®g et @, en la place p. La déscription de la
fibre étant symétrique par rapport aux pointes 0 et oo, alors @% = <I>2 . L’égalité de cette
valeur commune avec —(®op, Poop) découle du fait que (Po, + <I’°° 2= ~’0. En effet, il suffit
de remarquer w — (gy — 1) Eo — (gv — 1) E est de degré nul sur tout diviseur vertlcal. Dans
la suite, on calcule ces diviseurs verticaux cas par cas.

Cas de (u,v) = (0,0) :

Dans ce cas S, = Qp —

et la relation suivante s'établie entre gn et gar : gv = 291 +S, — 1.
Pour ’obtenir, il suffit d’écrire (w, Co + Coo) = 2gn5 — 2. 1l découle donc

gy =1 gy —1
By, = — Co et Boop=~— Coo
Sy Sy

gy —1)°
‘I)g,p = <I)go.p = (o Pooyp) = __S_N_S_)
P

"as de (u,v) = (1,0) :

gn — 1
Pop = T 25, +2¢ 2v (2Co + 2_31 B)

gn — 1
oo E;)
Do = 25,+2y (2Ce +§
Il découle donc

(gv —1)?
Qg,p = on,p = _(QO,}H qDoo,P) =-2 925! 49
P

Cas de (u,v) = (0,1) :
On fait la convention que les F; coupent Cy et les G; coupent Co. Alors :

2v 2v
R F;
B, = 3s'+2v 300+2§ +;G

2V

9N — 1
co,p — 2 G F;
B, = 35,+2” (3Ca + ; +; :)

2 _ (gn — 1)2
q)g.p =Ppp = —(@0,0) Pooyp) = "3_3'51,7_'3,7
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Cas de (u,v) =(1,1) :

2v 2v

gnN —
$p, =—————(6Co+3) E;+4) F; G:)
0,p 65'+52" 0+ 2:1 + ; +§
V 2V 2V
gN —
P, =———(6Cx 3 E 4 G; F;)
Il découle donc : ( 1y
gN —
8%, =32 = —(Dop Pooyp) = m
On résume ces cas par la formule générale suivante :
2 _ &2 o _ _ (gn — )
‘I)o,p = ‘I’oo,p = (‘I)O,p, ‘I)oo,P) S' + 2,,(% T §)

La proposition découle de cette expression.

4.3 Preuve du théoreme A
Les propositions B et 4.2.1 impliquent :

w? < 49(g — 1)94-(0,00) + O(N"F)
D’autre part le théoréme C appliqué aux pointes 0 et oo donne :

1 27

9ar(0,00) = —2mlim(po,e(s) - ;51(—5:—17) ~ v
+27r}1_1'111(-%1—8(1m +‘/;{°(N)XX°(N) G,(z,w)v(z)v(w))
+27 %EQ(/;{O(N) Eo(z,s5)v(2) + o) Eo(w, s)v(w) — Wj_—ﬁ)
Les termes négatifs dans ga,.(0,00) seront trivialement bornés par 0. C’est le cas de —_\2,—(7)1.

C’est aussi le cas de

1
L=1 .(2, —_)<
al—%( Xo(N)x Xo(N) Gu(zw)p(2)r(w) + vol s(s — 1)) s0
En effet, la décomposition spectrale de F' étant fixée dans (5) :
1
Z An(Pn + Z / + ’Lt)d
n>0 2
En utilisant la définition de G,(z,w) (voir 2.2), on obtient :
1 |4n[®

Gu(zm 0l (W) + T = X s o

n>1

/;(O(N)xxo(N)
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|Ak(t)[2

+27rz‘/ l—s———tzdt

Comme Y |A,|? est convergente, on déduit que la limite de cette quantité quand s tend vers

lest:
2
L=- ZIA‘—z 2/ - s <o
n>1 "' Z
D’autre part, le théoréme D implique
8ra(0 1| Eules ()4 [ Bo(w, s)w(w) - ———)
Xo(N) Xo(N) ’ vol(s — 1)
g - 1. Z’(S) 1 €
S Lim( Z(s) - 1) +O:(N%)

/ —
I+ ng log(4m) < 0et g = O.(N'¢). Ilreste alors 4 étudier g o0 (5). Le lemme 3.2.19

implique ’expression suivante :

car

_l=3)¢@s—1) rp' -
Poee(8) = VT —F o) I/,IV p2'-1

Son développement au voisinage de 1 est :

1 1 am 1+ 2p — p?
vol(s — 1) + vol(27 + 6 +P/EN -1 log(p)) +O(s - 1)

300,00(3) =

(s - 3)
I'(s)¢(2s)

ou v est la constante d’Euler et a est la dérivée en 1 de la fonction \/_ Ceci

termine la preuve du théoréme A.

Appendice

Cet appendice est consacré a la preuve trés calculatoire du lemme 3.3.5. Reprenons les

. /A 4
notations de la section 3.3.1 : Soit 7 > 0, on fixe § tel que sinh(§) = : et on pose

o) = [ (LA ) 210

/2
= [ loglncosi(y) + A)dy
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On introduit les deux relations suivantes dont 1'une a été utilisée dans la preuve du lemme
3.2.16 et qui seront d’une grande utilités pour le reste de 'appendice :

sinh(f) +icos(p) _ ief — €'
cosh(f) +sin(p) ~  ief + eiv

9 (sinh(@) + z'cos(cp))2 _ 0 (smh(&) + zcos(qa))
00 \ cosh(8) + sin(yp) 6go cosh(f) + sin(y)

Il est facile de montrer que (voir [10] page 399) :

7/2 (sinh(f) + i cos 2
§R‘/-‘,r/z ( coslg(g)++ sin((;))) dp=m

Ce qui implique que J(n) = Ji(n) + J2(n) ou :
/2 (sinh(6) + i cos(¢) 2 &
%/ /2 ( cosh(8) + sin(yp) log(cos(yp) + ¢ ?) d

- /r/ log( cos(<p)+z[)d<p

n) = =" (Sfjfégg)*j;féf))zlog<cos<<p> ~4/2)ap
- f_:/ log(cos(¢) —z\/—')dgo

Pour calculer Ji, on considére la fonction :

1 _ A (ief - 2\%1
tog(5 (= + = 1)“\/?' ) (ie"+z) P

qu’on intégre sur le demi disque unité droit privé d'un petit disque centré en ’origine de
rayon €.

Ji(n)

I

1

)
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Notons yp = % +1- \/%j La fonction considérée est holomorphe sur le domaine fixé,
le théoréme des résidus implique par suite :
i /_ Y; log(cos(y) + i\/%:) (Scizfgg)ii;(:(g))z dy (30)
+ /elog(i(y—%)+i %) (ZZZ;:z)zd?y (31)
+ i//"/ log( (Ee“" + ée"“") + z@) (Z:—_*—_Z:—:)z de (32)
+ [ log- D +iyf>) (;;’;)dfﬂ (33)

On traite ces termes un 4 un. Commencgons par (32), ce terme vaut

i [ 7" tosl50) i+ 01 + 00y

La partie imaginaire de cette expression est : mlog(2¢) 4+ O(eloge).
1 1 A
Pour étudier (31), remarquons que Im log(z(i(y-— 5) + —n—)) vaut § pouryo <y <let —3

pour € < y < yo. 1l est donc facile de déduire que la partie imaginaire de I’expression (31)

est égale a
(5 -5
2 ef+y) vy 2 wl\ef+y/) vy

De méme, la partie imaginaire de (33) vaut :

E)S

1 [A
On consideére la fonction log(i(z +271) 4144/ =) qu’on intégre sur le méme contour, le calcul

se fait de la méme fagon. On déduit, en faisant tendre ¢ vers 0,
PO T A S K Il [ A
7 2 el +y y 2Jo ef+y y 2Jo

On établit de méme 1’expression
e +y\> 1 dy 7w (w|fef +y\° ) dy w1t
ef —y y 2Jo ef —y y 2Jo

T M

Ja(n) = 2,
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¢ —y\” dy wllef +y\” dy
—1——-n/ 1| ¥
ef+y Y 0 el —y Y

Posons y = exp(—u) et yo = exp(—uo), I'’expression de J devient :

+00 eﬂ_e—u 2 400 eﬂ+e—u 2
J(n)=-7r/u° [<€0+6_u) -1]du—7r/uo (e"—e“‘) ~1| du

Le lemme 3.3.5 se déduit par dérivation de cette expression et en remarquant que

0 (e —e P (f e
9 \ef+er)  Oul\ef+e

11 découle

Yo

J(n)=—7rf

0
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Chapitre IV

Comparaison des métriques
d’Arakelov et de Poincaré sur Xy(N)

Ce chapitre reprend un article écrit conjointement avec E. Ullmo qui paraitra dans Duke
Math. Journal.

1 Introduction

Soit N > 1 un entier. La courbe Xo(V) est la compactification de 1’espace de module des
courbes elliptiques muni d’un sous—groupe cyclique d’ordre V. Elle a une structure de courbe
algébrique lisse sur Q. Si N ¢ {1,...,10,12,13,16,18,25} Xo(IN) est de genre g non nul.
La courbe X,(N) sur C est canoniquement isomorphe au quotient I'y(N)\(H U P1(Q)), ol
H = {2 € C; Imz > 0} est le demi-plan de Poincaré et I'g(V) est le sous-groupe modulaire
de SLy(Z) défini par :

a b
To(N) = {(Nc d) | a,bc,d € Z; ad — Nbc = 1}
L’espace H°(Xo(IN)c, Q) ot Q! est le faisceau des différentielles holomorphes sur Xo(V)¢
s’identifie au moyen du g-développement avec ’espace S(2,T4(IV)) des formes modulaires

paraboliques de poids 2 pour I'y(IN). Ce dernier est muni du produit scalaire de Petersson
défini pour f et g dans §(2,To(NV)) par :

(£.0) = [ 4*F(2)5(2)dua()

Xo(N)

dzd

Y2
Les opérateurs de Hecke T}, pour les premiers p ne divisant pas N, agissent sur §(2, o(N)).
Ce sont des opérateurs auto-adjoints pour le produit scalaire de Petersson. Les formes
primitives sont les formes propres pour les opérateurs T}, orthogonales & I’espace des formes
anciennes et normalisées par a; = 1 (a; est le premier coefficient du g-développement). On
prouve dans la premiére section le théoréme suivant :

Y estla métrique de Poincaré.

ot dpo(2) =

101
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Théoreme A Pour tout € > 0, il eziste un nombre réel C, > 0 tel que pour tout entier m
sans facteurs carrés et pour toute forme primitive f de I'o(m), on a

sup [yf(z)] < C.mite.
z€H

Ce théoréme implique que le produit scalaire de Petersson d’une forme primitive de I'q(XNV)
par elle méme est borné par B,N?*¢ ol B, est une constante ne dépendant que de €. Quand
N est premier, Zagier [13] prouve que le produit scalaire de Petersson d’une forme primitive
pour I'y(N) est en Nlog*(N).

Le théoréme A est central dans la comparaison des métriques d’Arakelov et de Poincaré
sur Xo(N). La métrique de Poincaré est bien adaptée a la structure de quotient de H par
I'o(N) mais elle est singuliére aux pointes. Dans sa théorie des intersections, Arakelov a
dégagé 'importance de la métrique obtenue par restriction a la courbe de la métrique plate
de la Jacobienne. En particulier, elle permet d’avoir une formule d’adjonction et étend
l’accouplement de Néron-Tate & des diviseurs de degré non nul. Elle est essentiellement
l'unique & satisfaire ces propriétés [5]. Dans le cas de X(XV), cette métrique est définie par
v(z) = F(z)dpo(2) ol

2 9

Yy
F(2) = =3 |fi(2)’
g i=1
pour une base orthonormée fi...f, de §(2,T'((V)) pour le produit scalaire de Petersson.
En comparant les métriques d’Arakelov et de Poincaré, on pourra profiter pour la théorie

des intersections d’Arakelov sur X(V) de la structure de quotient par un sous-groupe de
congruence.

Théoréme B Pour tout € > 0, il eziste un nombre réel A, > 0 tel que pour tout entier N
sans facteurs carrés,

sup F(z) < A N'te,
z€H

La théorie d’Atkin-Lehner [3] permet de choisir une base adaptée aux actions des opéra-
teurs de Hecke. Elle n’est pas orthonormée. L’orthogonalisation de cette base est obtenue
au moyen de la méthode de Rankin-Selberg. Le contrdle des normes est assuré par le
théoréme A.

Le théoréme A s’applique aussi aux courbes elliptiques de Weil semi-stable sur Q. Une
telle courbe E est munie d'une paramétrisation modulaire ¢ : Xo(N) — E. La courbe
elliptique est dite de Weil forte si le morphisme induit sur 1’homologie H;(Xo(N),z) —
H;(E,2) est surjectif [7]. Soit o une différentielle de Néron de E alors p*a = 2mcg f(2)dz2
ou f est une forme primitive pour I'¢(N) et cg est la constante de Manin. Un théoréme
de Carayol [4] nous assure que N est le conducteur de E. La conjecture de Taniyama—Weil
affirme que toute courbe elliptique sur Q est de Weil'. Szpiro [11] a énoncé la conjecture
suivante (conjecture du discriminant sur Q) : Il eziste deuz constantes C et k telles que pour
toute courbe elliptique E semi-stable sur Q de conducteur Ng et de discriminant minimal

1A. Wiles a annoncé une preuve de cette conjecture pour les courbes elliptiques semi-stables sur Q.
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Ap on a : |Ag| < CNE. 1l a par ailleurs remarqué [11] que sous Taniyama-Weil, une
borne polynémiale, en le conducteur, du degré de la paramétrisation modulaire d’une courbe
elliptique de Weil forte semi-stable sur Q implique la conjecture du discriminant sur Q.

Corollaire C L’ezistence d’une borne supérieure polynémiale, en le conducteur, du degré
de la paramétrisation modulaire d’une courbe elliptique de Weil forte semi-stable sur Q est
équivalente a l’ezistence d’une borne supérieure pour la hauteur modulaire de la courbe el-
liptique logarithmique en le conducteur.

Preuve. Soient E une courbe elliptique de Weil forte semi-stable sur Q et ¢ : Xo(N) —» E
sa paramétrisation modulaire. En utilisant la relation ¢*a = cgf(2)dz, on trouve ([10]
proposition 3.1) :

- log deg(y) = h(E/Q) + 5 log(, /) + log(2nes)

ou (f, f) est le produit scalaire de Petersson de f et h(E/Q) est la hauteur modulaire de
Faltings de la courbe elliptique E. Par un théoréme de Raynaud, la constante de Manin
cg est uniformément bornée quand IV est sans facteurs carrés. Le théoréme A d’une part
et I’existence d'une borne inférieure universelle e=*" /47 pour le produit de Petersson d’une
forme primitive ([10] ou lemme 3.7) d’autre part impliquent le corollaire.

2 Norme sup d’une forme primitive

Dans la suite N désigne un entier sans facteurs carrés. On rappelleles notations et définitions
suivantes. Si U = (ccz Z) est une matrice a coefficients entiers de déterminant positif et
f € 8(2,To(N)), on définit la forme f|,U par :

ad — bc
fU(2) = m;f(UZ)

On désigne par Im la fonction partie imaginaire sur H, on établit simplement la relation
[l £(Uz) = [Em £;,U](2).

Les opérateurs de Hecke T, avec p premier a N et les opérateurs U, et W, pour ¢ divisant
N introduit par Atkin et Lehner dans (3] agissent sur ’espace des formes paraboliques
S(2,To(N)). On rappelle que les actions de T}, et U, sur une forme f dont le développement
de Fourier est f(2) = ¥,51 ane®*™* sont données par

fITy = > (an +pa;f‘)€2imz

n>1

fIUq — Zanqeh’rnz

n>1

avec la convention a, = 0 si o n’est pas entier. Pour définir 'opérateur W, (¢ divisant N),

ap

on fixe deux entiers 3 et v tels que ¢>8 — Ny = ¢ et on pose W, = (N’Y

; ) . L'opérateur
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W, associe & f la forme f,W, et cette définition ne dépend pas de 3 et . Cet opérateur

peut étre défini par n’importe quelle matrice de la forme ( ]‘{fz qziu) de déterminant ¢ ([3]

lemme 8). On en déduit que W, est équivalent & ] W, modulo I'o(N) ot ¢ = ¢1...¢,

i=1
est la décomposition en facteurs premiers de ¢. Quand ¢ = N, Wy est I'involutin d’Atkin
donnée classiquement par la matrice ( —?N (1)) . On rappelle qu'une forme f de §(2,Ts(V))

est dite forme primitive si elle est nouvelle (orthogonale & ’espace des formes anciennes),
normalisée par a; = 1 et forme propre pour tous les opérateurs de Hecke T, avec p premier
A N. La théorie d’Atkin-Lehner étudie ces formes. Le théoréme 3 de [3] montre q'uneforme
primitive est forme propre pour U, et W, pour tout diviseur premier ¢ de IV et que

i = af @N)=1
fqu = aqf Q/N
fIwg = Ma)f ¢/N

avec A(gq) =7 1. De plus comme N est sans facteurs carrés a; = —XA(g). Il découle du fait

.
que W, est équivalent & [ W,, modulo I'o(N) que la forme primitive f est forme propre
i=1
pour W, de valeur propre A(g) =T 1 et ceci pour tous les diviseurs ¢ de N.
Soit m un entier sans facteurs carrés. On fixe pour tout diviseur ¢ de m, deux entiers

1 o . .
et vy tels que %ﬁ — ¢y =1 et on note By, = (fy ﬁ). Soit j un entier compris entre 0 et
q

g — 1, on désigne par A, ; la matrice A, ; = B, (_01 ;)
Lemme 2.1 Les matrices Ag; pour q divisant m et 0 < j < ¢ — 1 forment un systéme de
représentants de classes ¢ gauche de T'o(m)\SLy(Z).

Preuve. Soient deux couples (g,7) et (¢',j') ou g, ¢’ sont des diviseursde met 0 < j < g-—1
et0<j'<q¢d—-1,ona

* *
AQJA—’I" = (m m ! mm/,; 4] )
g SOy -2dY + 250 -5 #
En supposant Ag;AzY € To(m), on prouve simplement que (g,j) = (¢,j*). Ceci montre
que les matrices Ag; ne sont pas équivalents & gauche modulo I'g(m). Comme leurs nombre

Y q/m ¢ est I'indice de I'o(m) dans SL,(Z), ils fournissent un systéme complet de représentants
de classes a gauche.

Preuve. (du théoréme A) Soient f une forme primitive pour T'o(m) et f(2) = ¥ 50 %™
son développement de Fourier. L’estimation de Ramanujan—Petersson sur les valeurs propres
des opérateurs de Hecke donne |a,| < d(n)4/n o d(n) est le nombre de diviseurs de n. Soit
€ > 0, il existe une constante B, > 0 tel que pour tout entier n, d(n) < B.n® (voir [12] par
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exemple). On note F l'unique domaine fondamental non borné de SLy(2Z) contenu dans la
bande —3 < z < 1. L’ensemble D = Ug/m Uocjcq-1 Aq,;F est un domaine fondamental de
Io(m). La fonction |yf(z)| est I'g(m)-invariante. Il suffit donc de la considérer sur D. Soit
¢ un diviseur de m différent de m et 0 < j < ¢ — 1, on se propose de borner |yf(z)| sur

m

Ag;F. On désigne par W= la matrice < A g %) ot 3 et v sont fixées au début de cette
section. Elle définit I'opérateur W. = (indépendament de S et 7). Par le théoréme 3 de [3] on
a f,W= = A(Z)f avec A(T) =1 1. On établit simplement que By = W= (% (1)) Pour
tout z € F :

[Em f|(Agyz) = [m FI( «W%ﬁ)—llm f|,WmI(———m( e

= A5, o) 5D =1m A

la derniére égalité étant assurée par le fait que f est forme propre de 'involution d’Atkin.
Soit 0 < j < m—1, il reste a étudier f sur les ensembles A,, ; F. La matrice B,, définie dans
le lemme 2.1 est dans I'g(m). On déduit que pour tout z € F :

1 fl(4ms2) = [ fI z+]>
= mAi(( 2, §) D =m

-m 0

)

On déduit que -
sup|yf(z)| < sup sup |yf(z)] < B, sup >, ynitee=2mny

q my> 3 [2}"1@) n>0
Le théoréme A se rameéne ainsi au lemme suivant :

Lemme 2.2 Il eziste un nombre réel A > 0 tel que pour tout z > 0, on a
sup y Y. nitee 2™V < AgEe
VE€[z,0) a>0

142
Preuve. Soit ng = + 2

U [z] désigne la partie entiere de z. La fonction de la variable

1 , A .
n, nit€e~2™ est décroissante sur [ng,o0) pour tout y > z. On en déduit que :

Z Lie —-2mny Foo 21rty
Y nz ‘e < yt : dt

n>ng ifc
+o00
1 1
< g7 / tatee=2m gt
- 142¢

4x
D’autre part le maximum de la fonction de y : yn3t<e~2™ est atteint en y = 1/(27n), d’'ou
E ynz+e ~2mwny S _1_ Z -—%+e S Cx—%—e
0<n<ng 2em 0<n<ng

Ceci termine la preuve du lemme et par suite celle du théoreme A.
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3 Comparaison des métriques d’Arakelov et de Poincaré

On fixe dans toute cette partie un entier N sans facteurs carrés. On résume dans la propo-
sition suivante le théoréme principal de la théorie d’Atkin-Lehner ([3] théoréme 5) :

Proposition 3.1 L’espace S(2,To(N)) des formes modulaires paraboliques de poids 2 pour
To(N) est somme directe orthogonale de classes. Les classes sont anciennes ou nouvelles,
elles sont formées par des formes propres pour tous les opérateurs de Hecke T, (p premier
N ) avec les mémes valeurs propres. Deuz classes différentes ont des valeurs propres distinctes
pour une infinité de T, (p premier @ N). Chaque nouvelle classe est de dimension 1 et
engendrée par une forme primitive pour T'g(IN). Chaque ancienne classe posséde une base (a
priori non orthogonale) de la forme {f(dz)} ot f est une forme primitive de T'o(m) pour un
diviseur strict m de N et d parcourt tous les diviseurs de % Inversement un tel ensemble
de formes paraboliques est une base d’une anctenne classe.

On note dans la suite ( , ) le produit scalaire de Petersson sur Xo(V). Cette notation est
utile car on aura souvent & changer de niveau. Soient m un diviseur de N et g une forme
parabolique pour T'g(m), on établit simplement que (g, g)x = [[ (» +1)(9, g)m

»/x
Proposition 3.2 Soit N un entier sans facteurs carrés. La fonction F(z) qui compare les
métriques d’Arakelov et de Poincaré pour Xo(N) s’ezprime sous la forme :

F(z) = Z Y. H(f,N)(2)
g m/N f primitive
pour I'o(m)

H(f,N)(z) est définie par

H,NE) =V N0~ 2™ S @u@ida®)n) T o @7(@),

/N ddl/N p/R/,.

Dans cette équation, les a(n) désignent les coefficients du développement de Fourier de la
forme primitive f et pour tout couple (d,d'), R est le ppcm de d et d' et r est leur pged.

On commence par le lemme suivant :

Lemme 3.1 La fonction F(z) s’ezprime sous la forme :

=—Z > H(fN)(2)

m/N f primitive
pour Tg(m)
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ou H(f,N)(z) est définie par

H(f, ]\T)(Z) =y2 Z ad,d:f(dz)?(d’z)

dd /X
la matrice A = (ad,d/)d,d,/% est telle que A" = ((f(dz),f(d’z))N)d'd,/%.

Preuve. Soient m un diviseur de N et f une forme primitive pour I'¢(m). Soit gi,...g,
une base orthonormée pour Petersson de la classe définie par {f(dz)}, d divisant £. On

pose
H(f,N)(z) = * 3 |o:(2) .
La proposition 3.1 implique la décomposition

1
F(z)==3% > H(f,N)2).
9 m/N  f primitive
pour I'e(m)

L’expression proposée dans le lemme découle par changement de base.

Lemme 3.2 Soit m un diviseur de N. Soient f une forme primitive pour T'o(m) et f(2) =
)" a(n)e* ™ son développement de Fourier. Soient d et d' deuz diviseurs de % Le produit
n>1

scalaire de Petersson des deuz formes paraboliques pour T'o(N) , f(dz) et f(d'z) est donné
par :

1B

(f(de), f(d2)}w = dd' “r p+1
»/2

(faf)N

ou R est le ppcm de d et d' et r leur pged.

Preuve. On désigne par E.(2,s) la série d’Eisenstein pour I'¢(/N) obtenue par prolonge-
ment méromorphe & tout le plan complexe de la série absolument convergente sur R(s) > 1:

Ex(z,8)= >, (Imy2)’
'Yereo\PO(N)

ouly = {‘f <(1) llc) ke Z} est le fixateur de la pointe co dans I'g(V) [6]. La série Eo (2, s)

admet un péle simple en s = 1 de résidu (vol)~! indépendament de la variable z ol vol désigne
le volume de Xo(NV) pour la métrique de Poincaré. L’intégrale

Sy VT (4 (82) Bos (2, 5) o2
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est convergente pour R(s) > 1. Elle admet un prolongement méromorphe au voisinage de 1
avec un pole simple en s = 1 de résidu (f(dz), f(d'z))n(vol)~!. Soit R le ppcm de d et d'.
On établit simplement pour R(s) > 1

/x.,uv) y*f(d2)f(d'2) Eeo(2, 5)dpo(2) = Z (gm)a( d'”)/ ety

s+1
n>1 (Rn)

Signalons pour cela que les coefficients a(n) sont réels car ils sont valeurs propres d’opérateurs
auto-adjoints (les opérateurs de Hecke T}, p premier & m et les opérateurs W, pour ¢ divisant
m). La méthode classique pour étudier ces fonctions de s est due a Rankm et Selberg Elle
est exposée dans [1, 9, 14]. Le lemme 3.2 se ramene alors au lemme suivant :

Lemme 3.3 Soit m un entier sans facteurs carrés. Soient f une forme primitive pour
To(m) et f(2) = T p»; a(n)e®™ son développement de Fourier. Soient o et § deuz entiers
premiers entre euz sans facteurs carrés et premiers au niveau m. On a

5 a(an)a(fn)  a(af) I 1 v a(n)

5 (afn)*+ T apf oad 1+4p 5 netl’
Commencons par le lemme suivant :

Lemme 3.4 Soit m un entier sans facteurs carrés. Soient f une forme primitive pour

To(m) et f(2) = T,n>1a(n)e¥™ son développement de Fourier. Soit o un entier premier
au niweau m et sans facteurs carrés, alors

v a(an)a(n)  a(a) I 1 3 a(n)

s+1 8 s+1 °
51 (en) a oL ltpisin

Preuve. Soit a un entier premier au niveau m et sans facteurs carrés. Soit p un premier ne

divisant pas am. La relation de récurrence liant les coefficients du développement de Fourier
d’une forme primitive implique :

a(pan) = a(p)a(an) — pa(an/p)

avec la convention a(z) = 0 si z n’est pas entier. On déduit

s alpan)a(n) _ o) g~ alemla(n) _ 1 g~ a(e3)eln)

a1 (pon)ytt T ptiS (an)tt o pr o

an)a-H T pretl = (an)HH

L Z a(an)a(f)

p2a =i (Q’TL)"H
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,+1Z a(an)a(n) 2‘+1¥ a(an)a(n)

CYTl a+1 a,n a+1

+_1_Z a(pan)a(n)

p2a =1 (pan)a+1

Ce qui prouve la relation suivante :

= (pan)a+1 P 1+pa = (an)'+1

7 a(pan)a(n) a(p) 1 5 a(an)a(n)

Le lemme 3.4 découle par récurrence. Le lemme 3.3 se déduit du lemme 3.4 et de la relation
générale suivante

a(dn) = Z,u(r)ra(d/r)a(n/r)

r/d

ou d est un entier sans facteurs carrés premier au niveau m et p est la fonction de Mébius

avec la convention a(z) = 0 si z n’est pas entier.

Soient m un diviseur de N et n = £, Soient f une forme primitive pour T'y(m) et f(z) =

Yn>1a(n)e*™ son développement de Fourier. On désigne par B la matrice B = (baar) g a1/m
bddl = EG(R/ ) H

avec R le ppcm de d et d' et r leur pged. Le lemme 3.2 implique que

((f(d2), f(d2))N)gayn = (£, f)nB.

La proposition 3.2 se raméne au calcul de ’inverse de la matrice B :

Lemme 3.5 Soit C la matrice C = (Ca,a)gq1/n aVEC
caa = p(d)u(d)dd'a(R/r) []
»/R[r T+p +p

ot u est la fonction de Mdbius, R est le ppcm de d et d' et r leur pged. On a

_a(p)?
BC=CB= }/1(1 (1+p))1d

ou Id est la matrice identité.

a(p)?

a +p)2' Le lemme 3.5

Remarquons que par l'estimation de Ramanujan-Petersson, 1 #

calcul donc l'inverse de la matrice B.
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Preuve. A toute application multiplicative € : {d | d/n} — {f1}, on associe les vecteurs
colonnes suivants :

V.= e(d)d W.=| e(d)}
: d/n d/n

Lemme 3.6 Pour toute application multiplicative € : {d | d/n} — {1}, on a

_ a(p)
BV, = }1( +e 1+p)We

_ a(p) .
CwW, = npl/nl — &(p) T+p —\V,

Preuve. On prouvera la premieére égalité, la seconde est identique. Soit d; un diviseur de n,
alors

d 1 1
ba, 4€(d)— = — ) e(d)a(R/r 1
S buae@)] = o oo/ I 1 1)
L’application
Rfr: {d|d/n} — {d]|d/n} (2)
d — cm(d,d;
pgca(d,d:)

est une bijection. En effet, soient d et d' deux diviseurs de n tels que R/r = f,—'. En écrivant
d=rc,dy =rcy, d =1r'c’ et dy = r'cy, on déduit que cc; = ¢'¢j. Comme c et ¢' sont premiers
a d; et ¢; et ¢} divisent d;, on obtient ¢; = ¢j. D’ou r = r' et par suite R=R' et d = d'.
D’autre part avec les mémes notations

e(d) _ &) _
()~ e(e) e(c)e(er) = e(car) = e(R/7).

La somme (1) devient alors

e(dl) EE(R/r)a(R/r) H __I_) — %H( 1+ () 22 (p) L) ;_1

d/n. ?/n

grace au changement de variable donné par la bijection (2). Ceci termine la preuve du
lemme 3.6. On en déduit

CBV, =TJ( - alp)’ V.
p/n (1+p)?
Le lemme 3.5 découle en remarquant que les vecteurs V, pour ¢ parcourant ’ensemble des
applications multiplicatives des diviseurs de n dans {¥1} forment une base.
Preuve. (de la proposition 3.2) La proposition 3.2 découle du lemme 3.1, du lemme 3.2 qui
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calcule la matrice ((f(dz), f(d'z))n)ga/x et du lemme 3.5 qui calcule son inverse.
Preuve. (du théoréme B) Soit N un entier sans facteurs carrés. La proposition 3.2 implique

que :
=-§3 > H(fN)(2)

m/N f primitive
pour T'o(m)

D’autre part le théoréme A implique :

sup H(f,N)(z) < CZml!**

sup S T 3)

M- 720" 5 i

ddl/N p/R1+p

En utilisant la bijection (2) et la multiplicativité des coefficients a(n), on établit simplement
que

S |a(R/) |H—= (v/m) TL @+ 2

dd’/N /N 1+p

ol d(z) est le nombre de diviseurs de z. On a le lemme facile suivant dont la preuve est
laissée au lecteur (voir sinon [10]) :

Lemme 3.7 Pour tout entier m et toute forme primitive f de To(m), on a : (f,flm >

e~ [(4n).

L’inégalité (3) implique alors

sup H(f, N)(2) < dme'"Clm™*2d(/m) | L @
z€

& P+ 1 [a(p)

L’estimation de Ramanujan—Petersson sur les coefficients d’une forme primitive implique

1 1
S P 1-1a0) = (B-17

Cette estimation et 'inégalité (4) implique le théoréme B car

>, Y dN/m)=g.

m/N  f primitive
pour I'o(m)
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Chapitre V

A propos de la conjecture de Manin
pour les courbes elliptiques
modulaires

Ce chapitre reprend un article écrit conjointement avec E. Ullmo.

1 Introduction

Soient E une courbe elliptique de Weil forte [7] sur Q et ¢ : Xo(/N) — E sa paramétrisation
modulaire. Par un théoréme de Carayol [3] N est le conducteur de E. Soient Ej; le modeéle
de Néron de F sur Z, Q}v,'/z le faisceau des différentielles relatives de Fj sur Z et ag une
différentielle de Néron c’est & dire une Z-base de H°(Xo(N)z, Q/;). La différentielle ¢* (ag)
est un vecteur propre pour tous les opérateurs de Hecke T,. Elle est donnée par ¢*(ag) =
2mcg fgdz ou fg est une forme primitive pour T'g(N) et cg est une constante rationnelle
appelée constante de Manin. On choisit ag tel que cg soit positive. Manin conjecture que
cg vaut 1. Soit m le plus grand carré parfait divisant IV, il est facile de voir que cg € Z[L].
Edixhoven [5] montre que cg est en fait un entier. Mazur [8] a prouvé que cg est une unité
de Z[%n-] Ce résultat a été amélioré par Raynaud qui a montré que si m est impair alors la
valuation 2-adique vz(cg) < 1 (voir proposition 3.1).

Théoréme A Soient E une courbe elliptiqgue de Weil forte de conducteur N et p un nombre
premier ne divisant pas N. La constante de Manin cg n’est pas divisible par p.

Pour p > 2, le théoréme A est contenu dans les travaux de Mazur. Néanmoins, I'information
nouvelle donnée en 2 permet de déduire le corollaire suivant :

Corollaire B Soient E une courbe elliptique de Weil forte de conducteur impair N et m le
plus grand carré parfait divisant N.

i) cp est une unité de Z[%].

115
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1) Si N est sans facteurs carrés et premier a 2 alors la constante de Manin cg de E vaut 1.

On prouve le théoréme A en calculant le degré de la paramétrisation de Weil forte de deux
maniéres différentes. La premiére est due a Zagier [13], elle compare le degré de la paramétri-
sation au nombre de congruence r (le plus grand entier r tel qu'il existe une forme modulaire
parabolique g de poids 2 pour I'g(IV) & coefficients dans Z, orthogonale a fg pour le produit
scalaire de Petersson et congrue & fg modulo r). La seconde méthode est géométrique. Elle
établit un deuxiéme lien entre le degré de la paramétrisation ¢ et le nombre de congruence r
faisant intervenir la constante de Manin cg. Par cette méthode on est naturellement amené
a considérer des congruences de fg relativement a 1’espace cotangent en 'origine au modéle
de Néron de la jacobienne de Xo(N). On obtient le théoréme A en comparant ces deux
notions de congruence.

Nous avons inclus dans ce texte (proposition 3.1) la démonstration du résultat de Ray-
naud : st m est impair alors la valuation 2-adique vo(cg) < 1. Le point central de ce
résultat traite du défaut d’exactitude des modéles de Néron semi—abéliens sur un anneau de
valuation discréte complet de corps de fractions de caractéristique 0, de corps résiduel de
caractéristique p > 0 et d’indice de ramification absolu e dans le cas limitee = p—1. Il a été
annoncé pour la premiére fois dans une lettre de M. Raynaud a J. F. Mestre et J. Oesterlé.
M. Raynaud nous a communiqué cette lettre et a accepté que nous la publiions en annexe a
ce papier.

Notons que dans cette lettre Raynaud a prouvé la conjecture de Manin pour les courbes
elliptiques semi-stables sauf peut étre dans les deux cas suivants (voir corollaire A.4)

i) E est une courbe elliptique & réduction ordinaire en 2 telle que le groupe des points de 2-
torsion E[2] soit produit d’un groupe étale par un groupe de type multiplicatif (comme
dans un relévement canonique de Serre-Tate),

ii) F a mauvaise réduction semi-stable en 2 et la valuation 2—adjqué du discriminant mini-
mal de F est multiple de 2.

Dans le cas semi-stable, il reste donc & prouver la conjecture de Manin pour le cas ii).

Nous remercions M. Raynaud pour son aide et d’avoir accepté que nous publiions sa
lettre. Nous sommes trés reconnaissant & B. Edixhoven et J. Tilouine pour leurs remarques
et commentaires qui ont été d’une grande utilité pour ’élaboration de ce travail.

2 Formes modulaires et algebre de Hecke

2.1 Formes modulaires

Soit N > 1 un entier tel que Xo(N) soit de genre non nul. On désigne par My(NN) ’espace de
modules grossier des courbes elliptiques généralisées munies d'un sous—schéma en groupes
cyclique d’ordre N qui coupe toute composante irréductible de chaque fibre géométrique.
C’est une courbe projective sur Spec Z lisse sur Spec Z[1/N] dont la fibre générique est
Xo(N)q- Soient m le plus grand carré parfait divisant N et S = Spec z[L]. La structure
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de My(N)s a été étudiée par Deligne et Rapoport [4]. Soit p un diviseur premier de N qui
ne divise pas m, la fibre Mo(N);, est formée de deux copies de .Mo(g);, qui se coupent
transversallement aux points supersinguliers. La courbe relative Mq(N)s est donc semi-
stable sur S. On désigne par Q2 le faisceau dualisant relatif de My(N)s sur S. Pour tout
p € S, le morphisme canonique :

HO(MQ(N)S,Q) ®Z[#] ]Fp = HO(MQ(N)FP,Q)

est un isomorphisme.

On note S¢(2,T'4(IN)) 'espace des formes modulaires paraboliques de poids 2 pour I'y(N).
Il s’identifie canoniquement avec H®(Xo(N)¢, Q1) ou Q! est le faisceau des différentielles
holomorphes sur Xo(N)¢. Soit R C C un anneau, on désigne par Sg(2,To(N)) le sous-
groupe de S¢(2,T¢(NN)) des formes modulaires dont le g-développement (développement de
Fourier en la pointe 0o) est & coefficients dans R et par B°(R) C R|[q]] le groupe de ces -
développements. Il est bien connu que B%(Z)®; R = B°(R) (ceci découle aussi du lemme 2.1
de ce texte). On définit pour tout anneau R :

B°(R) = B"(z) ®: R C R[ld]]-
On note S, = Sz1)(2,To(N)) et Sz = S3(2,To(IV)).

1
La paire formée par la courbe de Tate sur z[x][[g]] et son sous-groupe py induit le
morphisme :

1

m
qui identifie Z[X][[g]] au complété formel de Mo(IV)s le long de la section relative & la pointe
0o. Le g—développement sur Z[lz] est le morphisme induit par 7

7 : Spec(z[—]([ql]) — Mo(N)s

1
g-exp : H'(Mo(N)s, Q) — z[—][[g]].
C’est un morphisme injectif :
1
g-exp : H'(Mo(N)s,2) — B'(z[~]). (1)

Mazur [6] montre que le g—développement (1) est un isomorphisme sur Z pour N premier.
Dans le cas général, le g~développement n’est pas un isomorphisme sur Z[;ln-] Toutefois, il
induit un isomorphisme en toute place p ne divisant pas N

g-exp : H*(My(N)s,,Q) = B(F,)

On note Jo(NN)g la jacobienne de Xo(N)g et Jo(IV)s son modele de Néron sur S. On
désigne par My(NN)' le plus grand ouvert de Mo(NV) lisse sur S (obtenu en enlevant les points
doubles en caractéristique p divisant N et ne divisant pas m). Le plongement canonique
Xo(N)g — Jo(IN)g qui envoie oo sur 0 se prolonge en un morphisme Mo(N)! — Jo(N)s. Ce
dernier induit un isomorphisme

HY(Jo(N)s, Qls) = H(Mo(NY, Q) = H(Mo(IV)s5, )

ot 5 est le faisceau des différentielles de Jo(IN)s sur S.
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2.2 Algebre de Hecke

L’algebre de Hecke T est la sous-algébre de ’algébre des endomorphismes de Jo(N)q en-
gendrée par les opérateurs de Hecke T}, pour p premier ne divisant pas IV et les opérateurs
d’Atkin U; pour ! premier divisant N (que ’on note aussi 77). Soit p un nombre premier,
'opérateur T}, est 'endomorphisme de Jo(IV)q associé a la correspondance de Xo(/N) définie
du point de vue modulaire par :

(E,A) — ZB:(E/B, (A+ B)/B)

ol E est une courbe elliptique, A un sous—groupe d’ordre N et B parcourt les sous—groupes
d’ordre p de E qui coupent trivialement A. Soit d un diviseur de N tel que d et -’} sont
premiers entre eux, l'involution d’Atkin Wy est 'involution de Xo(N) définie du point de
vue modulaire par :

(E,A) — (E/A1,(A+ Eg)/A)

ou F est une courbe elliptique, A un sous—groupe d’ordre N, E; est le sous—groupe des points
de d-torsion de E et A; 'unique sous—groupe d’ordre d de A.

Quand N est premier, Ribet [10] et Mazur [6] ont montré que T coincide avec 1’algébre des
endomorphismes de Jo(IV)q.

L’algébre T est libre sur Z de rang g le genre de Xo(NV). Elle agit sur S¢(2,T0(N)) =
HY(Xo(N)e, Q) = H(Jo(N)c, Q). Cette action est donnée pour toute forme f de g-
développement f(z) = X,51 an(f)q" = Lp>10nq" par:

T;f = Z apnqn +p Z anqpn
n n

Urf = Y amg® (2)

Pour tout entier n = p* et k > 2, on pose T, = T, Tpe-1 — pThe-2 si p ne divise pas N et
T, = (T,)* sinon et pour n = []; pi* on pose T, = II; Tyei. On alarelation a1 (T f) = aa(f).

L’algébre de Hecke T préserve S;(2,To(V)) et agit par suite sur B’(R) pour tout anneau
R. Elle agit aussi sur H°(Jo(N)s,Qj/5) = H°(Mo(N)s, ). Cette action coincide avec
l'action de T sur B(z[X]) via le g-développement.

Lemme 2.1 L’accouplement
T X SZ - Z

t.f) = a(f)

est parfait.
Preuve. On a sur C ’accouplement parfait

Tex Se(2,To(N)) — €
(t, f) - ai(t"f)
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ou T¢ = T ®z C. Il induit donc un isomorphisme
Sc(2,To(N)) = Home(Te, C) .
1l s’agit de voir que le morphisme induit sur Z
S; = Homg(T, Z)

est un isomorphisme. L’injectivité est assurée par l'injectivité sur C. Soit 1 une forme
Z-linéaire sur T. L’isomorphisme sur C implique ’existence d’'une forme modulaire f €
Sc(2,To(N)) telle que 9(t) = a1(t*f). La forme f est en fait dans S; car le coefficient a,
de son g-développement & I'infini est 4(T},) qui est dans Z. Ceci implique la surjectivité du
morphisme a; et termine la preuve du lemme.

Une forme f de S¢(2,To(N)) est dite primitive si elle est nouvelle (orthogonale a I’espace
des formes anciennes pour le produit scalaire de Petersson), forme propre pour tous les
opérateurs de Hecke et normalisée par a;(f) = 1 ol a; est le premier coefficient de son
g—-développement. On lui associe alors le caractére xs de T défini par t*f = x4(t) f pour tout
teT.

3 Congruence entre formes modulaires et constante de
Manin

On reprend les notations de 'introduction ou E est une courbe elliptique de Weil forte de
conducteur N et ¢ : Xo(IN) — E sa paramétrisation modulaire. Soient m le plus grand
carré parfait divisant NV et S = Spec Z[L1]. Le morphisme ¢ induit deux morphismes sur Q :

pr 1 E— Jo(N)g
Y2 JQ(N)Q———)E

On désigne par A le noyau du morphisme ¢;. Comme E est de Weil forte, le schéma en
groupes A est connexe. C’est une variété abélienne. Soit A la variété duale de A. On note
As (resp. AY) les modéles de Néron de A (resp. de AY) sur S. On rappelle que Jo(N)s
désigne le modéle de Néron de Jo(N)g sur S et Es celui de F sur S. Par la propriété
universelle des modeéles de Néron les morphismes (1 et ¢, se prolongent en

Es 25 Jo(N)s — AY
As —_— Jo(N)s —wi) Es
Soient ¢} et 3 les morphismes :
H(Jo(N)s,QYys) =5 H°(Es,Qys)
HO(ES’Q}?/S) =, HO(JO(N)S’Q}I/S)

induits par ¢; et .
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Proposition 3.1 (Mazur-Raynaud) Soient E une courbe elliptique de Weil forte de con-
ducteur N et m le plus grand carré parfait divisant N. Si m est impair alors la valuation
2-adique vy(cg) < 1.

Preuve. Considérons la suite exacte de variétés abéliennes 1 — Ag — Jo(N)g — Eq — 1 et
la suite Az, — Jo(N)z, — Ez, des Zy-modéles de Néron correspondante. Comme Jo(NV)z,
est & réduction semi-abélienne, le théoréme A.1 (voir annexe) implique ’existence d’un entier
r (=1 ou 0) tel que la suite

0 — Lie(Az, ) — Lie(Jo(N)z,) — Lie(Eg,) — (2/22)" — 0

est exacte. Soit H le conoyau du morphisme Lie(Az, ) — Lie(Jo(N)z, ). C'est un Z;-module
libre de rang 1. On désigne par H" son dual sur Z, et par 3 une base de HY. On a alors les
deux suites exactes

0 — HY — H'(Jo(N)z,, Q1) — HO(Ag,, Q1) — 0 (3)

0 — H°(E,,Q") — HY — (2/22)" — 0 (4)

Considérons le diagramme suivant

HY ®F, — H(My(N)g, Q)
I g-exp

F ([4]]

ol ¢ est injectif & cause de la suite (3).

On remarque que le g—développement de 3 (classe de 3 modulo 2) est non nul. En
effet, si N est impair My(V)g, est lisse et la nullité du g-développement de 3 implique que
B =0 ce qui n’est pas le cas. Si N est pair alors My(N)y, est formée de deux composantes
irréductibles. La nullité du q—developpement de 8 implique que S est nulle sur la composante
irréductible de la pointe co. Or S est propre pour l'involution d’Atkin Wy qui échange les
deux composantes irréductibles. Il s’en suit que 3 est nulle sur My(NN)y, ce qui n’est pas le
cas.

Sir = 0 alors ap = 3 et le g-développement de 3 est donné par la classe de cg(g+ a2¢® +

..) modulo 2 ol ¢ + az¢® + ... est le g-développement de fg. Il découle que v3(cg) = 0.

Sir =1 alors ag = 20 et cg est multiple de 2. Le g-développement de  est alors donné

par la classe de cg/2(g + a2¢® + ...) modulo 2. Ceci implique que vz(cg) = 1.

Lemme 3.1 On désigne par W(fg) lorthogonal d la forme primitive fg dans S¢(2,To(N))
pour le produit scalaire de Petersson. On a alors la suite ezacte de T-modules :

0 — W(fg) — Se(2,To(V)) 25 HO(Ee, Q1) — 0 (5)

Preuve. Comme ¢} # 0 et dim H°(E¢, Q') = 1 alors ¢} est surjectif. Il reste & prouver
que W(fg) est dans le noyau de ¢}. La théorie d’Atkin-Lehner (1] implique que W(fg)
est somme directe de classes, chaque classe est formée de formes propres pour tous les
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opérateurs T, (p premier a N) avec les mémes valeurs propres. Soient g une forme d'une
telle classe et g = 3,51 bnq™ son développement de Fourier & l'infini. Soit fg = Yon>10nq"
le développement de Fourier de fg. Soit p un premier ne divisant pas N. L’opérateur de
Hecke T}, agit sur £ comme la multiplication par a,. Il s’en suit que T (¢5(9)) = a5 (9)-
Or T;(¢1(9)) = ¢51(Tp(9)) = bypi(g). Comme les classes de fg et de g sont différentes, il

existe au moins un p tel que a, # b,, on déduit que ¢i(g) = 0. Ceci termine la preuve du
lemme.

On considére I’analogue de la suite exacte (5) sur z[1] :
0 —s Ly — H(My(N)s, Q) 27— 0 (6)
ot [ est 'image de H(Jo(N)s, Qf/s) = H*(Mo(N)s, Q) dans H°(E¢, Q') et
L1 = I’V(fE) N HO(Mo(N)s, Q)

On a alors une injection canonique de I dans H°(Es, Q%) dont le conoyau sera noté D.

0— I — H°(Es,Qp5) — D —0

En fait on a la proposition suivante qui montre que D est trivial mais ce résultat basé sur
le théoréeme A.1 de Raynaud n’est pas indispensable (et ne sera pas utilisé) pour la preuve
du théoréme A.

Proposition 3.2 Soient E une courbe elliptique de Weil forte de conducteur N, et m le
plus grand carré parfait divisant N. On a la suite ezacte de Z[X]-modules libres

0 — W(fz) N H(Jo(N)s, Qly5) = H(Jo(N)s,QY/5) Lo HO(Es, Ql/s) — 0

Preuve. Le seul point non évident est la surjectivité de ¢]. Soit p € S un nombre premier
différent de 2. Comme E est de Weil forte, ¢; est une immersion fermée sur Q. Le modéle de
Néron Jo(N)z est & réduction semi-abélienne, par un théoréme de Raynaud ([2] théoréme 4
page 187) le morphisme qui étend ¢; aux modéles de Néron sur Z, est aussi une immersion
fermée. D’ou la surjectivité de ] sur Z, pour p # 2.

Si 2 ne divise pas m, le théoréme précédent ne s’applique plus sur Z,. On utilise alors le
théoréme A.1 qui implique en particulier que la suite des algebres de Lie

0 — Lie(E;, ) — Lie(Jo(N)z ) — Lie(AY,)

est exacte. Ceci montre que le conoyau de Lie(Ejz) —Lie(Jo(IN)z ) est sans torsion donc
libre. On en déduit la surjectivité de la fleche duale c’est a dire de ] sur Z,. Ceci termine
la preuve de la proposition 3.2.

La suite exacte (6) sera comparée & une autre suite exacte obtenue en remplagant
H®(Mo(N)s,Q) par S, = Sy1,(2,To(N)). On a alors le diagramme suivant :

0= Ly — H(M(N)sQ) 2 I o0
l l l
0— Lz — Sm — 99;(8"*) -0
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ol ¥}(Sm) est 'image de S,, par ¢} dans H°(Ec, Q') et L, = W(fg) N Sm.

Le conoyau de la fleche naturelle I — ¢}(S,,) sera noté C.

On appelle nombre de congruence et on note r l’entier positif défini par 'une des pro-
priétés équivalentes suivantes :

i) r=4(8z(2,To(N))/(W(fE) N 52(2,To(N)) @ ZfE)).

ii) r est le plus grand entier tel qu'il existe une forme modulaire g dans Sz(2,To(N))NW (fE)
vérifiant fgp = g mod(r) (c’est & dire que fg et g ont méme g-développement dans
B%(z/rz)).

Proposition 3.3 Soient E une courbe elliptique de Weil forte de conducteur N, et m le

plus grand carré parfait divisant N. Soit p € S = Spec Z[L] et v, la valution p-adigue, on
a:

vp(deg ) + vp(#C) = vp(r) + vp(cE) + vp(#D)
Preuve. Le degré de la paramétrisation modulaire ¢ : Xo(IN) — E est

degp = #H"(Ez, ) /20}(cefE) -

ou E; est le modéle de Néron de E sur Z. En effet ¢, o ¢; est la multiplication par deg ¢
sur E et ¢3(ag) = cgfe. On considere les suites exactes

0 I/2[_J¢i(cafs) = $1(Sm) 2l (cafs) > € =0

0 I/2(_l¢i(cafs) - H'(Bs, Uss)/2[ It (cafs) = D = 0
Elles montrent que
1 (Sm) 2L o1 (cafa) #D = (cr)m R(A(Sm)/2L 16 (fe)#D = (dego)m #C (1)

ol (deg )m (resp. (ce)m) est le plus grand diviseur de deg ¢ (resp. de cg) premier & m. Le
morphisme ¢} établit un isomorphisme entre

1 ~ Lo
Sl (Bl )z © 1) = Gi(Sa) 201 )
m
D’autre part on a un isomorphisme
1. o 1
52(2,To(N))/(W(f£) 0 52(2, To(N)) © Zf5) ® Z[ -] = Sm/(L2 ® Z[]f5)
Il découle que #(¢}(Sm)/Z[L]¢}(fE)) = Tm OU 'y est le plus grand diviseur de r premier &

m. On obtient la proposition en prenant la valuation p-adique dans I’équation (7).
Remarque En utilisant la proposition 3.2, la proposition 3.3 devient :

vp(deg()) + vp(#C) = vp(r) + vp(ci).
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Proposition 3.4 Sous les conditions et avec les notations précédentes, tout diviseur premier
de #C divise N. De plus C est trivial si N est premier.

Preuve. Soit p un nombre premier ne divisant pas N. On a l'isomorphisme (voir section 2.1)
HO(AIO(N)I‘P,Q) —~—) Sm ®Z[1;] ]Fp .

On en déduit I'isomorphisme

I ®Z[#] F, = ¢;(Sm) ®z[;1n_] F, .
D’ou p ne divise pas #C. Le cas de N premier découle de I'isomorphisme
H(My(N)z,Q) = Sy .

Pour prouver le théoréme A, on a besoin d’introduire quelques notations et de rappeler
un résultat de Zagier [13]. Considérons le diagramme

o1 1
E

Il induit une isogénie
,3 : ExA — Jo(]\r)Q
(z,9) = ¢i(z) -y
dont le noyau est A N ¢;(F). Ce noyau est isomorphe & (Z/degpZ)? car ¢z 0 ¢ est la
multiplication par deg sur E.

On note End’(V) = End(V) ®; Q pour toute variété abélienne V. l’isogénie B induit
la décomposition End®(Jy(N)g) ~End’(E)xEnd®(A4). Soit e I'idempotent de End®(Jy(N)g)
qui est l'identité sur E et 0 sur A. C’est un élément de T¢ CEnd®(Jo(N)g). Le lemme
suivant est di & Zagier [13] :

Lemme 3.2 (Zagier) i) Le dénominateur de e dans End(Jo(IN)g) (c’est d dire le plus petit
entier positif m tel que me €End(Jo(N)g)) est deg .

1t) Le dénominateur de e dans T est r.
113) Le degré de la paramétrisation degyp divise r. On a r = degy si N est premier.

Preuve. Le iii) découle de i) et ii) et de I'inclusion T CEnd(Jo(/N)q) qui est une égalité si N
est premier [6] (cette divisibilité a été annoncée dans l'autre sens dans [13]).

On montre le premier point i) en utilisant l'isogénie 3. le second ii) est moins évident.
On désigne par T' I'image de T dans End’(A) et par xg le caractére de T associé & la forme
primitive fg. Soit B le conoyau du morphisme T — Z & T' somme directe du caractére xg
et du morphisme naturel de T dans T', c’est un groupe cyclique. Ce morphisme envoie un
élément t de T sur le couple (et, (1 — e)t). On en déduit que le dénominateur de e dans T est
#B. Le ii) du lemme 3.2 découle alors du lemme suivant :
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Lemme 3.3 On a l’égalité :
#B =#((zT)/T)=#(5:/(fs2 © Sz(2,To(N)) "W (fE))) =
Preuve. On considere la suite exacte :
0-T—ZOT — B—-0 (8)
et la suite duale :
0 — Hom,(Z & T',2) — Homy(T, z) — Exty(B,2) — 0 (9)
Le lemme 2.1 implique ’isomorphisme :
Sz — Homg(T, Z)
Sous cette identification, on établit 'isomorphisme
fEZ ® Sz(2,To(N)) N W(fg) — Homz(z & T',2)
Le lemme 3.3 découle de la suite exacte (9) et de 'égalité #B = #Ext}(B,z).

Preuve (du théoréme A). Soit p un nombre premier ne divisant pas N. La proposition
3.3 implique que v,(deg ) + vp(#C) = vp(r) + vp(cE) + v(#D) ol v, est la valuation p-
adique. La proposition 3.4 implique que v,(#C) = 0. Par le lemme 3.2, deg divise r.
D’ou

p(r) + vp(cE) + vp(#D) = vy(deg ) < vy(r)
Ceci montre que vp(cg) = 0 et termine la preuve du théoréme. Il découle aussi que v,(#D) =
0 ce qui redonne pour les premiers ne divisant pas N la proposition 3.2.

A Défaut d’exactitude des modeles de Néron semi—
abéliens (d’aprées M. Raynaud)

Soit R un anneau de valuation discréte complet de corps de fractions K de caractéristique
0, de corps résiduel k de caractéristique p > 0 et d’indice de ramification absolu e.
Considérons une suite exacte de K—variétés abéliennes :

0— Ay — By — Cx — 0
et les modeéles de Néron sur R correspondants :
A— B —C.

On suppose que B est semi-abélien. Il en est donc de méme de A et C. Le morphisme
B — C est alors plat (mais pas nécessairement surjectif) et son noyau A' est donc égal a
I’adhérence schématique de Ax dans B. Le morphisme A — B se factorise & travers A’ et
on a A=A'si et seulement si A’ est lisse, c’est & dire si le morphisme B — C est lisse, ou
encore si le morphisme Lie(B) — Lie(C) est surjectif. C'est toujours le cas sie < p—1 ([2]

théoréme 4 p. 187). Le théoréme suivant traite le cas limite e = p — 1, oll on contréle encore
la situation.
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Théoreme A.1 (Raynaud) Soit R un anneau de valuation discréte complet de corps de
fractions K de caractéristique 0, de corps résiduel k de caractéristique p > 0 et d’indice de
ramification absolu e. Soient 0 — Ax — Byx — Cx — 0 une suite ezacte de K -variétés
abéliennes et les modéles de Néron sur R correspondants A — B — C. On suppose que B
est semi-abélien et que e = p — 1. Alors il eziste un entier r tel que la suite

0— Lie(A) — Lie(B) — Lie(C’) — (R/pR)' -0
est exacte.

On donnera des énoncés plus précis et plus techniques dans le cas o Cx est une courbe
elliptique.

Tous les schémas en groupes considérés dans la suite sont commutatifs.

Soit G un R-schéma en groupes fini et plat annulé par une puissance de p. Il existe une
suite exacte de R—schémas en groupes finis et plats :

0 —G —G—G'—0

ol G* est connexe et G* est étale sur R. Le sous-schéma en groupes G° est ouvert et fermé,
il est le plus grand sous-schéma en groupes connexe contenu dans G.

On désigne par G* le plus grand sous—schéma en groupes de G de type multiplicatif. G#
et G* s’échangent par dualité de Cartier. Comme G est d’ordre une puissance de p, G* est
connexe. On a donc la filtration en trois crans :

0CcGtCc G CG.

On désigne par G® (b pour biconnexe) le quotient intermédiaire G¢/G*.

Siu: G — H est un morphisme entre deux R-schémas en groupes finis et plats, u est
compatible avec les filtrations précédentes. En effet, il est clair pour des raisons topologiques
que u envoie G¢ dans H*. Par dualité, on trouve que u g se factorise a travers H*.

Rappelons que lorsque e < p —1, la catégorie des R—schémas en groupes finis et plats est
abélienne et le foncteur G — G est pleinement fidéle ([9] corollaire 3.3.6).

Lorsque ¢ = p — 1, il est encore vrai que le foncteur G — Gk est pleinement fidéle a
condition de se limiter :

e soit & la catégorie (*) des R-schémas en groupes connexes (i.e. G¢ = 0)
e soit a la catégorie (**) duale de la précédente (i.e. G* =0).

Ceci résulte facilement de [9] par dévissage de la proposition 3.3.2-3) et de 3.3.7.

En revanche si on accepte a la fois des groupes étales et des groupes de type multiplicatif,
on perd la pleine fidélité. En effet, R contient les racines p—émes de 1, et on peut envoyer Z/pZ
dans y, en envoyant 1 sur une racine d’ordre p. La fléche obtenue est alors un isomorphisme
sur K sans étre un isomorphisme sur R.

Il est commode de dire qu'un K-schéma en groupes fini est de type étale (resp. connexe,
resp. multiplicatif, resp. biconnexe) s’il se prolonge en un R-schéma en groupes fini et plat
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étale (resp. connexe, resp. multiplicatif, resp. biconnexe). Un K-schéma en groupes peut
donc étre a la fois de type multiplicatif et de type étale, mais alors il est nécessairement
annulé par p car un hensélisé strict de R ne contient pas les racines p?—€mes de 1.

Un S-groupe p—divisible, ol S est un schéma, est un systéme inductif G =limG (n), ou
G(n) est un schéma en groupes fini et plat annulé par p”, et oti les fleches de transition sont
des monomorphismes qui s’insérent dans des suites exactes courtes fppf :

0 — G(n) — G(n+m) — G(m) —0
g — Py

Nous dirons qu'un K-groupe p—divisible est de type entier (resp. étale, resp. connexe, resp.
multiplicatif, resp. biconnexe) s’il est la fibre générique d'un R-groupe p-divisible (resp.
d’un R-groupe p—divisible étale, resp. connexe, resp. multiplicatif, resp. biconnexe).
Rappelons le résultat fondamental de J. Tate ([12] théoréme 4) : le foncteur G — Gk
des R—groupes p—divisibles dans les K —-groupes p—divisibles est pleinement fidéle.
En particulier lorsqu'un K—groupe p—divisible a un type celui-ci est unique, contrairement a
ce qui peut se passer pour un groupe fini. Notons aussi que le type est invariant par isogénie.
Soit A le R—modeéle de Néron d’un K-schéma abélien Ax. On suppose A semi-abélien.
Soit A(n) le noyau de la multiplication par p™ dans A. C’est un schéma en groupes quasi-fini
et plat. Notons A(n)’ la partie finie de A(n). A(n)? posséde une filtration en trois crans
A(n)* C A(n)c C A(n)f. On désigne par A(oo) (resp. A (o0)) le systéme inductif formé
par les A(n) (resp. Ax(n)). On définit les systémes inductifs

A* =lim A(n)* A°=1lim A(n)® A® =lim A(n)’
Alors on a une suite exacte de R—groupes p—divisibles :
0 — A* — A° — A* — 0
Par passage a la fibre générique on obtient une filtration du K-groupe p—divisible Ax(o0) :
0 C (A¥)k C (A%)k C Ax(0)

Lemme A.1 Soit A un R-schéma semi-abélien. Alors le quotient Ax(o0)/(A)k est de
type étale. On le note A%.

Preuve. La fibre spéciale connexe A}, de A est extension d’une variété abélienne A), de
dimension a' par un tore T} de dimension t. Soit a la dimension de Ax qui est aussi la
dimensionde Ax : a =t +a'.

On désigne par Aj(oo) le k-groupe p-divisible des points de p-torsion de A/, et par
0 C (Ay)* C (A})° C Aj(oo) sa filtration canonique. Soit m' la hauteur de (A4})*. Comme

% est isogéne & sa duale, (A})® est aussi de hauteur m' et par suite (4})® est de hauteur

2a' —2m'.

On a les suites exactes :

0 — Ti(00) — Ag(00) — Aj(o0) — 0



0 — Ti(00) — (Aw)" — (44)* — 0
La hauteur de (A4#), = (Ax)* est donc t+m'. Finalement A° est de hauteur t+m'+2a'—2m' =
t+20d —m' =2a—(t+m').

On désigne par Ex le dual de Cartier de ((AY)#)x ou AY est le R-modéle de Néron de
la variété duale de Ag. C’est un quotient de type étale de Ax(00). Comme Ag est isogéne
a sa duale, Ex est de hauteur ¢t + m'. Le K-morphisme de (A¢)x dans Ex se prolonge par
le théoréme de Tate (rappelé au début de cette section) en un R-morphisme de A dans un
R-groupe p—divisible étale, il est donc nul. D’ol1 une fleche surjective de Ax(00)/(A¢)x dans

Ex. Comme ces deux groupes p—divisibles ont la méme hauteur t + m/', cette fléche est un
isomorphisme.

Remargue : Si Ax n’a pas bonne réduction Ag(co) n'est pas de type entier.
Considérons une suite exacte de K —variétés abéliennes :

0— Ay — By — Cx — 0
et la suite des R—modéles de Néron correspondants supposés semi—abéliens :
A— B —C
On a une suite exacte de K—groupes p—divisibles :
0 — Ag(00) — Bg(o0) — Ck(00) — 0
et une filtration de By (00) en trois crans :
0 C (B*)x C (B)x C Bx(o0)

dont les quotients successifs sont respectivement de type multiplicatif, biconnexe et étale
(lemme A.1). Cette filtration induit sur Ax(oo) une filtration par des groupes qui ne sont

pas nécessairement divisibles. C’est ce phénomene qui va entrainer le défaut de lissité de la
fleche B — C.

Lemme A.2 Les fléches B* — C* et B¢ — C° sont des épimorphismes de groupes p-
divistbles (c’est a dire que les morphismes correspondant de groupes formels sont fidélement
plats).

Preuve. Les épimorphismes de groupes p—divisibles découlent du fait que C° est un quotient
plat de B°.

Lemme A.3 i) (B°)xNAg(00) est extension d’un groupe fini de type étale Ex annulé par
p, par (A%)k.

it) (B*)x N Ag(o0) est extension d’un groupe fini Fx par (A*)k; le morphisme canonique
Fx — Ex est un 1somorphisme. En particulier Fx est de type étale.

iti) Les morphismes A* — B*, A® — B® et A° — B sont des immersions fermées.
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Preuve.
i) 1 existe un K-groupe p-divisible Lx et un épimorphisme :

(B)x N Ag(o0)/(A%)xk — Lx — 0

tels que tout morphisme de (B¢)x N Ag(o0)/(A°)k dans un K-groupe p-divisible se factorise
A travers Lx. Lk est de type entier car pour tout n, Lx(n) est la fibre générique d'un R-
schéma en groupes fini et plat [9]. On désigne par L le R-groupe p—divisible de fibre générique
Lg. Le morphisme

(B)k N Ak(0)/(A%)x — Ak(00)/(A%)k

induit un monomorphisme de /{-groupes p—divisibles Ly — Ag(00)/(A)k et par suite un
morphisme de L dans un R-groupe p-divisible étale. La composante connexe L¢ s’envoie
sur 0, elle est donc nulle. De méme le morphisme :

(B)x N Ak(00)/(A)x — (B)x/(A%)k

induit un monomorphisme Lx — (B¢)x/(A°)k et donc un morphisme de L dans un R-
groupe p—divisible connexe. Ce morphisme est nul car L est étale. Ceci montre que Lk
est nul. La composante divisible de (B¢)x N Ag(oo) est donc (A°)x. Le quotient fini
(B)g N Ag(o0)/(A°)xk = Ek est a la fois de type connexe et étale (car contenu dans
Ag(00)/(A%) k). 1l est donc annulé par p.

ii) On prouve de méme que les quotients (B*)xN(A®) x/(A*)k et (B*)kNAg(o0)/(A)k sont
finis. On en déduit que la composante p—divisible de (B#)xkN Ak (o0) est (A#)k. Considérons
le diagramme :

0— (A¥)k — (B¥)gkNAg(0) — Fx —0

! ! !
0— (A% — (B)xNAg(0) — Ex —0

Le quotient (B¢)x N Ax(00)/(B*)x N Ax(c0) est contenu dans (B%)g, en particulier, il n’a
pas de quotient non nul de type étale. On en déduit que la fleche canonique

(4)x = (B)x N Ax(c0)/(B*)x N Ax(c0)

est un isomorphisme. Par le lemme du serpent le morphisme naturel Fx — Fx est aussi un
isomorphisme.

iii) se teste sur la fibre générique puisqu’on est dans la catégorie (*).

Notons p” le rang de Fx de sorte que sur 1’extension maximale non ramifiée de K, Fx
devient isomorphe & (Z/pz)".

Rappelons qu’on a un isomorphisme canonique entre R-modules libres :

lim s"Qy(mye/r — 5" Qy/r

(s est la section unité) ou encore une identification entre leurs duaux sur R : Lie(A4¢) =
Lie(A). On a aussi la suite exacte de R-modules libres :

0 — Lie(A4*) — Lie(A) — Lie(4%) — 0
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et des suites exactes analogues pour B et C.
Preuve (du théoréme A.1). Le théoréme découle des deux suites exactes

0 — Lie(A®%) — Lie(B*) — Lie(C*) — 0 (10)
0 — Lie(A*) — Lie(B*) — Lie(C*) — (R/pR)" — 0 (11)

La suite exacte (10) résulte de I’assertion correspondante sur les groupes p—divisibles :
0— A — Bt —Ct—0 (12)

En effet A% — B® est une immersion fermée et B® — C® est un épimorphisme. D’autre part,
il résulte de la preuve du lemme A.3 que la suite 0 — (A)x — (BY)x — (C*)k — 0 est
exacte. D’ott la hauteur de B® (qui est aussi la hauteur de (B*)k) est la somme des hauteurs
de A® et de C®. On en déduit I’exactitude au centre de la suite (12).

Soient H(n) le noyau du morphisme B(n)* — C(n)* et H la limite inductive des H(n).
Pour tout n, H(n) est un schéma en groupes fini et plat sur R. On a les suites exactes :

0— H— Bt —(CtF—0

00— A* —> H—0F —0(

ol F est un groupe multiplicatif annulé par p par le lemme A.3 ii). La suite exacte (11)

découle de ces deux suites exactes et du fait que le R—module des différentielles invariantes
de p,n est R/p™R.

Corollaire A.1 Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) Lie(B) — Lie(C) est surjectif.

2) B — C est lisse.

3) Le noyau de B* — C* est p—divisible (et est alors A*).
4) (B(1)*)x N Ag(e0) = (A(1)*)x-

5) (B(1)*)x — (C(1)*)k est surjectif.

6) A% — B;f est injectsf.

7) A%(1) — B%(1) est injectsf.

Preuve. L'équivalence de 1) et 2) est claire et on a vu qu’elle est équivalente a 3). Les
conditions 4) et 5) sont des reformulations de 3). La condition 6) équivaut & 3) compte-tenu
de 'isomorphisme Fx — Ex du lemme A.3. La condition 7) est une reformulation de 6).

Corollaire A.2 Soit 0 — (Ck)¥ — (Bk)" — (Ak)¥ — 0 la suite ezacte duale de la
précédente et CV, BY et AV les R—modéles de Néron coréspondants. Alors B — C' est lisse
st et seulement si BY — AV est lisse.
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Preuve. La condition 5) du corollaire A.1 devient par dualité la condition 7) pour la suite
duale.

Corollaire A.3 Lie(B) — Lie(C) est surjectif dans les cas suivants :

i) Le plus grand sous—groupe de Ax(1) non ramifié sur R est égal a (A(1)*)x. C’est en
particulier le cas si A% = 0.

i1) Le plus grand quotient de Ck(1) non ramifié sur R est C§(1). C’est en particulier le
cas st C* =0

Les conditions i) et ii) s’échangent par dualité compte-tenu du fait que C* est nul si et
seulement si (CV)% = 0.

Corollaire A.4 Supposons que Cx est une courbe elliptiqgue. Alors Lie(B) — Lie(C) est
surjectif sauf peut étre si Ck(1) est non ramifié sur R. Il revient au méme de dire que
Lie(B) — Lie(C) est surjectif sauf peut étre dans les cas suivants :

i) C est une courbe elliptique a réduction ordinaire telle que C(1) soit produit d’un groupe

étale par un groupe de type multiplicatif (comme dans un relévement canonique de
Serre-Tate),

1) Cx a réduction torique et (sur Uhensélisé strict de R), la période q ”a la Tate” est une
puissance p—éme

Preuve. Une courbe elliptique est auto-duale et on applique la condition ii) du corollaire
A3.
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