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A h m e d  A b b e s

R é s u m é  : Cette thèse est constituée de trois parties indépendantes.
1) Le théorème de Hilbert-Samuel” arithmétique” (un travail en commun avec T. Bouche) : 

On prouve un analogue ” arithmétique” du théorème de Hilbert-Samuel algébrique et on en 
déduit un critère d ’existence de sections effectives au sens d’Arakelov. Notre approche est 
directe et ne passe pas pax le théorème de Riemann-Roch arithmétique prouvé par Gillet et 
Soulé.

2) Théorie d ’Arakelov sur les courbes modulaires X 0(N) (un travail en commun avec E. 
Ullmo) : On désigne par N  un entier sans facteurs carrés. Dans la première partie, on borne 
supérieurement l’auto-intersection du dualisant relatif de Xq(N) en fonction du niveau N  
et du terme constant en 1 de la dérivée logarithmique de la fonction zêta de Selberg pour 
r0(Ar). Dans la seconde partie, on borne la norme sup d’une forme primitive pour T0(N). 
On en déduit une comparaison en fonction de N  des métriques d’Arakelov et de Poincaré 
sur Xo(N). On donne aussi une application aux courbes elliptiques de Weil fortes.

3) Conjecture de Manin pour les courbes elliptiques modulaires (un travail en commun 
avec E. Ullmo) : Soient E  une courbe elliptique de Weil forte semi-stable sur Q et ce sa 
constante de Manin. On montre que ce =  1 si le conducteur de E  est impair.

A b s t r a c t  : This thesis is composed of three independent parts.
1) ’’Arithmetic” Hilbert-Samuel theorem (joint work with T. Bouche) : We prove an 

’’arithmetic” version of the Hilbert-Samuel theorem and we deduce a criterion for the exis­
tence of Arakelov effective sections. Our direct proof doesn’t use the arithmetic Riemann- 
Roch theorem proved by Gillet and Soulé.

2) Arakelov theory on modular curves X q(N) (joint work with E. Ullmo) : Let AT be a 
square free integer. In the first part, we give un upper bound of the self-intersection of the 
dualizing sheaf on X 0(N). It depends upon the level N  and the constant term at 1 of the 
logarithmic derivative of the Selberg Zeta function for T0(N). In the second part, we bound 
the sup norm of a newform for T0(N). We deduce a comparison depending on the level N  
between the Arakelov and the Poincaré metrics on X q(N). We give also an application to 
strong Weil’s elliptic curves.

3) Man in’s conjecture for modular elliptic curves (joint work with E. Ullmo) : Let E  be 
a semi-stable strong weil’s elliptic curve and ce its Manin constant. We prove that ce — 1 
if the conductor of E  is odd.

M o t s - C lés  : Théorie d’Arakelov, Intersection arithmétique, Courbes elliptiques, Courbes 
modulaires, Théorie spectrale, Formule de trace de Selberg, Congruences des formes modu­
laires
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Chapitre I 

Introduction générale

Cette thèse est constituée de trois parties indépendantes. La première partie ([1], chapitre
2) porte sur le théorème de Hilbert-Samuel “a r ith m é tiq u eElle reprend un article écrit 
conjointement avec T. Bouche. La seconde partie est un travail en commun avec E. Ullmo 
autour de la théorie d’Arakelov sur les courbes modulaires X 0(N). Elle consiste d’une part 
en un calcul de l’auto-intersection du dualisant relatif des courbes modulaires X 0(N) ([2], 
chapitre 3) et d’autre part en une comparaison des métriques d’Arakelov et de Poincaré sur 
X q(N) ([3], chapitre 4). La dernière partie ([4] chapitre 5) est aussi un travail en commun 
avec E. Ullmo, elle traite de la conjecture de Manin sur les courbes elliptiques modulaires.

Ce chapitre introductif est par conséquent divisé en trois sections, chacune présente une 
partie de ce travail.

1 Théorème de Hilbert—Samuel “arithmétique”

Comme en géométrie algébrique, on peut déduire le théorème de Hilbert-Samuel arithmé­
tique du théorème de Riemann-Roch arithmétique prouvé par Gillet et Soulé [8] (en utilisant 
les résultats d’analyse de Bismut-Lebeau et Bismut-Vasserot). L’approche qui m’a était pro­
posée par L. Szpiro consiste à contourner ce dernier théorème vu sa très longue et difficile 
démonstration et à donner une preuve simple de façon analogue à la situation algébrique.

Soient K  un corps de nombres et Ok son anneau d ’entiers. On prouve ([1], chapitre 2) 
le théorème suivant :

Théorèm e principal (boule unité sup) Soient X  —> Spec Ok un schéma projectif plat 
à fibre générique lisse de dimension r et L un faisceau inversible ample muni en chaque 
place à l’infini d’une métrique hermitienne à courbure positive. On désigne par Bn la boule 
unité pour la norme sup de H°(X, L®n) (g)z R, alors quand n tend vers l’infini la quantité:

-  log(vol(if>(X,£*"))) +log(vol(Bn)))

tend vers une limite finie appelée auto-intersection de L. On la note (L)r+1.

3

(r + 1)!
r¡r+1



4 CHAPITRE I

Ce théorème donne une définition de l’auto-intersection d’un faisceau inversible ample 
métrisé. On prouve (chapitre 2 section 5.1) qu’elle coïncide dans le cas d’une surface arith­
métique et quand L est muni d’une métrique permise avec l’auto-intersection d’Arakelov. 
Le théorème précédent donne pax suite une autre façon de définir la théorie des intersec­
tions d’Arakelov (pas seulement les auto-intersections). En dimension supérieure, l’auto- 
intersection définie dans le théorème principal coïncide avec celle donnée pax les théories des 
intersections de Gillet et Soulé [8] ou d’Elkik [9] (chapitre 2 section 5.2).

Le théorème précédent est un analogue arithmétique partiel au théorème de Hilbert- 
Samuel algébrique vu qu’il ne donne que le terme dominant du développement en n de la 
fonction — log(vol(iï0(X, L®n))) +  log(vol(jBn)). Néanmoins, il s’est avéré suffisant pour 
beaucoup d’applications. Pour donner des exemples, nous invoquons le critère d’amplitude 
arithmétique de S. Zhang [19], le résultat sur les points entiers de hauteur bornée démontré 
par E. Ullmo [16], l’application à la conjecture de Bogomolov due à L. Szpiro [15] ainsi 
que des applications de Faltings [10] et de Vojta [17]. En effet, de nombreuses applications 
arithmétiques passent par le critère suivant qui découle du théorème principal et du premier 
théorème de Minkowski :

Corollaire Si (L)r+1 > 0 alors il existe une section de H°(X,L®n) de norme sup plus 
petite que 1 en chaque place à l’infini pour n assez grand.

L’idée de la preuve du théorème principal est assez simple, elle est inspirée de la preuve clas­
sique du théorème de Hilbert-Samuel algébrique. Ce dernier se déduit, grâce à l’additivité 
de la fonction dimension, par récurrence de la suite exacte

0 — ► H°(X , L®n) H°(X, L®n+1) — ► H°(Y, L f”+l) — ► 0 (1)

où Y  est un diviseur associé à la section s de L et n est assez grand. On définit (chapitre 2) 
line fonction x  analogue arithmétique de la fonction longueur algébrique. Elle est additive 
sur les suites exactes qui sont aussi exactes ”au niveau des volumes”. La suite (1) n ’est 
pas exacte pour les volumes L2 ni pour les volumes sup. L’essentiel est pax conséquent de 
mesurer le défaut d ’exactitude des volumes L2 de cette suite. On définit poux cela la fonction 
g(n) pax:

où V£ L 2 et VytL2 sont les volumes L2 de H°(X,L®n) et H° (Y, L®n |y) (c’est à dire les élé­
ments de volume qui donnent aux boules unités L2 le volume 1). On prouve (chapitre 2 
section 3) le résultat asymptotique suivant :

P roposition 3.1 On a la limite suivante :

-= i-r logg(n +  1)-*  -  /  log |s(x)|2 dx, n -*• +oo 
¿ { n )  J x

où P désigne le polynôme de Hilbert-Samuel de L sur X .

VX,L* 9 n + 1) VX ,L 2
n Y TL~f~ 1

Y.L2 (2)
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La preuve de cette proposition se fait en deux étapes. D’abord la comparaison des vol­
umes L2 et quotient L2 sur ii°(y, elle est essentiellement basée sur des théorèmes 
d’extension L2 d ’Ohsawa-Manivel [14, 11]. On compare ensuite le volume L2 au volume 
induit par la multiplication par s sur H°(X, L®n) (chapitre 2 théorème 3.7).

2 Théorie d’Arakelov sur X q(N)

Dans cette section, on présentera les résultats des chapitres 3 et 4. On a choisi de ne pas 
parler ici des techniques utilisées dans leurs preuves, on réfère pour cela aux introductions 
de ces chapitres. On donnera plutôt quelques motivations a ce genre de résultats.

Soit N  > 1 un entier. La courbe Xo(N) est la compactification de l’espace de module 
des courbes elliptiques muni d’un sous-groupe cyclique d’ordre N. Elle a une structure de 
courbe algébrique lisse sur Q. Si N  g { 1 ,..., 10,12,13,16,18,25}, Xq(N) est de genre g non 
nul. Si de plus N  est sans facteurs carrés, le modèle régulier minimal de X a(N) sur Spec Z, 
noté Xq(N)z est semi-stable, c’est une surface arithmétique. La courbe Xq(N) sur C est 
canoniquement isomorphe au quotient To(N)\(7i U P 1(Q)), où % = {z G C | Im(z) > 0} est 
le demi-plan de Poincaré et T0 (N) est le sous-groupe modulaire de SL2(z) défini par :

r 0(AT) =  | Q c | a , 6 , c ,d € Z ;  a d - N b c = l }

On désigne par u> le faisceau dualisant relatif de X 0(N)z sur Z. Il est canoniquement muni 
à l’infini d’une métrique permise ce qui permet de définir son auto-intersection d’Arakelov 
cj2. Faltings a prouvé [10] qu’est elle positive ou nulle en tout genre et nulle pour les courbes 
elliptiques. On conjecture en genre g > 2 qu’est strictement positive. Cette conjecture a été 
prouvée pour les courbes ayant au moins une fibre de mauvaise réduction par Zhang [20]. 
Elle est aussi connue dans pas mal de cas de bonne réduction grâce aux travaux de Zhang 
[20] et Burnol [6]. La signification arithmétique de cet invariant Arakelovien a été donnée 
par Szpiro [15]. Il a démontré que la non nullité de l’auto-intersection du dualisant relatif 
dans le cas lisse est équivalente à la conjecture de Bogomolov. Cette conjecture affirme 
que les points arithmétiques d’une courbe plongée dans sa jacobienne sont discrets pour la 
“topologie de Néron-Tate”. C’est une généralisation du théorème de Raynaud (conjecture 
de Lang) sur la finitude de l’ensemble des points de X  (K ) qui sont de torsion après plonge- 
ment de la courbe dans sa jacobienne. En plus des courbes elliptiques, l’auto-intersection 
du dualisant relatif est connue explicitement pour les courbes de genre 2 grâce aux travaux 
de Bost, Mestre et Moret-Bailly [5]. On calcule dans le chapitre 3 cet invariant pour les 
courbes modulaires X 0(N) :

dx dy
Soient dfio la métrique de Poincaré définie sur 7i par dfi0 =  — -— et vol le volume de Xo(N)

y
pour cette métrique.

Théorèm e A Pour tout € > 0 et pour tout entier N  premier à Q et sans facteurs carrés, 
Vauto-intersection du dualisant relatif de la courbe modulaire X 0 (N) est bornée supérieure-

Lïr elle est essentiellement basée sur des théorèmes

r ,(jv) = {( a
Ne

b'
d
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ment par :

où Z(s) est la fonction zêta de Sélberg pour Tq(N).

Ce théorème établit un lien entre deux invariants de natures différentes. La fonction zêta 
de Selberg est liée aux valeurs propres du laplacien invariant du demi-plan de Poincaré 

d2 d2
D0 =  y2(jr~î +  —2 ) agissan  ̂ sur les fonctions ro(Ar)-invariantes. Elle est holomorphe en 

( j  jb y

1 avec un zéro simple. Sa dérivée logarithmique admet par suite un pôle simple en 1 de 
résidu 1. La borne 0 < u2 prouvée pax Faltings [10] implique, grâce au théorème A, une 
borne supérieure du terme constant en 1 de la dérivée logarithmique de la fonction zêta de 
Selberg pour Tq(N) en fonction du niveau N. Inversement une borne inférieure de ce terme 
constant en fonction de N  impliquerais une borne supérieure, ne dépendant que de TV, de 
l’auto-intersection du dualisant relatif cJ2. On peut espérer que ce genre de bornes induit un 
contrôle sur le degré de la paxamétrisation modulaire d’une courbe elliptique de Weil forte.

Une courbe elliptique est dite de Weil faible si elle admet une paramétrisation modulaire 
<p : X q (N) —► E  telle que le pull-back de la différentielle de Néron ag de E  soit proportionnel 
à une forme primitive f s  pour T0(N). Pax un théorème de Carayol, N  est le conducteur 
de la courbe elliptique. La courbe E  est de Weil forte si la paramétrisation est minimale 
pour les isogénies des courbes elliptiques. La conjecture de Taniyama-Weil affirme que toute 
courbe elliptique sur Q est de Weil faible. Cette conjecture a été démontrée par A. Wiles 
pour les courbes elliptiques semi-stables sur Q. Il est naturel de s’intéresser au degré des 
paramétrisations de Weil fortes. La formule de Hurwitz ne donne rien à cause du genre 1 de 
la courbe elliptique (exemples de Douady). Szpiro a remarqué qu’une borne polynomiale en 
N  du degré d’une paramétrisation de Weil forte impliquerais la conjecture du discriminant 
sur Q à partir de la conjecture de Taniyama-Weil pour les courbe elliptiques semi-stables sur 
Q prouvée par A. Wiles. La conjecture du discriminant s’énonce :Il existe deux réels positifs 
k et C tels que pour toute courbe elliptique semi-stable sur Q de discriminant minimal A e 
et de conducteur Ne , on a : |Ajç?| < CNg.
On prouve (chapitre 4) le résultat suivant prolongeant la remarque de Szpiro :

Corollaire C L ’existence d’une borne polynomiale, en le conducteur, du degré de la paramét­
risation modulaire d’une courbe elliptique de Weil forte semi-stable sur Q est équivalente à 
l’existence d’une borne logarithmique, en le conducteur, de la hauteur de Faltings de la courbe 
elliptique.

Ce résultat est basé sur le théorème suivant (chapitre 4) :

Théorèm e A Soit e > Q, il existe une constante Cc > 0 telle que pour tout entier m 
sans facteurs carrés et pour toute forme primitive f  pour To(m) on a :

sup \yf(z)\ < Ccm 1/2+e
zÇH

0 Cu < -&TT
9 -  1
vol

lim
8— *l

Z' (s )

Z (s)

1

s - 1 ) + Ot N'l+e-,2
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Le théorème A implique en particulier que le produit de Petersson d’une forme primitive pour 
r<)(m) par elle même est borné universellement en m2+e. Ce résultat est dû pour m premier 
à Zagier [18] avec une meilleure borne. Le théorème A nous permet aussi de comparer les 
métriques d’Arakelov et de Poincaré sur X 0(N) (chapitre 4). La métrique d’Arakelov sur

dxdv
X 0(N) est définie par u(z) =  F(z)dfi0(z) où dfi0(z) =  —— est la métrique de Poincaré et

y
F  est la fonction du demi-plan de Poincaré Fo(Ar)-invariante définie par :

9 j=i

pour une base orthonormée pour le produit scalaire de Petersson de l’espace 5(2, r0(Ar))
des formes modulaires paraboliques de poids 2 pour T0(N).

Théorèm e B Soit e > 0, il existe une constante Ac > 0 telle que pour tout entier N  
sans facteurs carrés on a :

svipF(z) < AcN l+e
z€H

L’importance d’une telle comparaison réside d’une part dans le bon comportement de la 
métrique de Poincaré sur Xo(N) pour la structure de quotient par un sous-groupe de congru­
ence. Elle est malheureusement singulière aux pointes. D’autre part la métrique d’Arakelov 
permet d’avoir une bonne théorie des intersections qui vérifie la formule d’Adjonction et 
qui étend la hauteur de Néron-Tate à des diviseurs de degré non nul. La comparaison du 
théorème B peut donc faire profiter à la théorie des intersections d’Arakelov sur X q(N) des 
propriétés automorphes de Xo(N).

Les invariants arithmétiques calculés pour X 0(N) et surtout les interprétations modu­
laires et spectrales qui leurs sont attachées peuvent aider à mieux les comprendre même 
quand on ne dispose plus de ces interprétations.

3 Conjecture de Manin pour les courbes elliptiques 
modulaires

Le chapitre 5 reprend un article écrit conjointement avec E. Ullmo. On présente dans la 
suite son résultat principal.
Soient E  une courbe elliptique de Weil forte [12] sur Q et <p : Xo(N) —> E  sa paramétri- 
sation modulaire. Par un théorème de Carayol [7] N  est le conducteur de E. Soient Ez le 
modèle de Néron de E  sur Z, le faisceau des différentielles relatives de Ez sur Z et OiE 
une différentielle de Néron c’est à dire une Z-base de H°(Xo(N)z, ù lE/z). La différentielle 

est un vecteur propre pour tous les opérateurs de Hecke Tp. Elle est donnée par 
</?*(oe) =  2kcsfEàz où Je est une forme primitive pour T0(N) et ce est une constante 
rationnelle appelée constante de Manin. On choisit as  tel que ce soit positive. Manin con­
jecture que ce vaut 1. Soit m le plus grand carré parfait divisant N, il est facile de voir 
que ce £ Z[^]. Edixhoven montre que ce est en fait un entier. Mazur [13] a prouvé que cE

F (z )  =
y.2

9
E
9

»=1
*)

|2

pour hL • • •h

modèle de Néron de E  sur Z, flaEl Z

OLE
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est une imité de Z[^-]. Ce résultat a été amélioré par Raynaud qui a montré que si m est 
impair alors la valuation 2-adique Vî (ce) < 1.

Théorèm e A Soient E  une courbe elliptique de Weil forte de conducteur N  etp un nombre 
premier ne divisant pas N. La constante de Manin ce n’est pas divisible par p.

Pour p > 2, le théorème A est contenu dans les travaux de Mazur. Néanmoins, l’information 
nouvelle donnée en 2 permet de déduire le corollaire suivant :

Corollaire B Soient E  une courbe elliptique de Weil forte de conducteur impair N  et m le 
plus grand carré parfait divisant N.

i) ce est une unité de z[^].

H) Si N  est sans facteurs carrés et premier à 2 alors la constante de Manin Ce de E  vaut 1.

Nous avons inclus dans le chapitre 5 la démonstration du résultat de Raynaud : si m 
est impair alors la valuation 2-adique v^{ce) < 1. Le point central de ce résultat traite du 
défaut d’exactitude des modèles de Néron semi-abéliens sur un anneau de valuation discrète 
complet de corps de fractions de caractéristique 0, de corps résiduel de caractéristique p > 0 
et d ’indice de ramification absolu e dans le cas limite e = p — 1. Il a été annoncé pour la 
première fois dans une lettre de M. Raynaud à J. F. Mestre et J. Oesterlé. M. Raynaud nous 
a communiqué cette lettre et a accepté que nous la publiions (appendice du chapitre 5).
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Chapitre II

Théorème de Hilbert—Samuel 
“arithmétique”

Ce chapitre reprend un article écrit conjointement avec T. Bouche qui paraîtra aux Annales 
de l’institut Fourier.

1 Introduction

Soient K  un corps de nombres, Or  son anneau d’entiers et $  l’ensemble des plongements 
de K  dans C modulo la conjugaison où C désigne le corps des nombres complexes. Soit 
X  —* Spec Ok un schéma projectif, plat à fibre générique lisse de dimension r > 1. Soit L 
un faisceau inversible ample sur X , on munit pour toute place a de $ d’une métrique her- 
mitienne à courbure positive ic(La). On considère alors sur X a la métrique uv = ic(Le.)/2-ïïV  
où V  est une constante choisie de telle sorte que le volume total de X v pour l’élément de 
volume associé dx soit 1. Le plongement

0 -+H° {X, L®n) (X, L®n) ® K , = Wn (1)

fait de H°(X, L®n) un réseau dans Wn qui est muni de deux normes:

1. Norme sup: Pour x =  (av)* 6 Wn on pose ||x||sup =  sup^dlxo-Hsup) et pour s € 
H°(X<r, L fn) on définit ||s||aup =  suppeXa |s(p)|. On note Bn la boule unité de Wn pour 
cette norme.

2. Norme L2: Pour x =  6 Wn on pose ||x||£ï =  sup^dl^Hi*) et pour s € 
H°(X<r, L f n) on définit ||s |||2 =  Jx<7 |s(x)|2dx. On désigne par Cn la boule unité de Wn 
pour cette norme.

Définition On appelle sections d’Arakelov du fibré L®n sur X  et on note L®n)
l’ensemble H»{X, L®n) D Bn .

On se propose de faire l’étude de cet ensemble quand n —► +oo. On prouvera le théorème

11

pour toute place a de $  d’une métrique her-L cr

©• H

2. Norme L2: Pour x = *<T <r

(X,L®n)E Ar
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suivant:

Théorèm e principal (boule unité sup) Soient X  —* Spec Ok un schéma projectif plat 
à fibre générique lisse de dimension r et L un faisceau inversible ample muni en chaque 
place à l ’infini d’une métrique hermitienne à courbure positive. On désigne par Bn la boule 
unité pour la norme sup de H°(X, L®n) <8>z R, alors quand n tend vers l ’infini la quantité:

-  log(vol(if°(X,L®''))) +  log(vol(£n))) 

tend vers une limite finie appelée l’auto-intersection de L. On la note (L)r+1.

Théorèm e principal (boule unité L2) Avec les mêmes conditions et notations du théorème 
précédent, on a la limite suivante quand n tend vers l ’infini:

-  log(vol(ff“(X, L®"))) +  log(vol(Cn))) -  (L ) '« , 

où Cn est la boule unité pour la norme L2 de H°(X, L®n) <g>z R.

On déduit le critère suivant pour l’existence de sections de norme sup plus petite que 1 
en chaque place.

Corollaire si (L)r+1 > 0 alors H°Ar{X,L®n) ^  0 pour n assez grand.

Le théorème principal dans ses deux versions é aivalentes (voir proposition 4.1) est l’analogue 
“arithmétique” du théorème de Hilbert-Samuel algébrique. Il a été démontré par Gillet et 
Soulé [14] en 1988 en utilisant les résultats partiels connus à l’époque sur le théorème de 
Riemann-Roch arithmétique ainsi que les travaux de Bismut et Vasserot [3]. De même 
qu’en géométrie algébrique, on peut déduire le théorème de Hilbert-Samuel “arithmétique” 
du théorème de Riemann-Roch arithmétique qui a été prouvé par Gillet et Soulé dans
[11] (en utilisant les résultats d’analyse de Bismut et Lebeau [2]) et par Faltings dans [9]. 
Cette approche permet d’avoir en plus du terme dominant donné par le théorème principal 
(boule unité L2), les deux termes suivants du développement de — log(vol(if°(X, L®n))) +  
log(vol(Cn)). L’objet de ce travail est d’en proposer une démonstration simple. L’intérêt de 
cette démarche, qui nous a été suggérée par L. Szpiro, peut s’expliquer par le fait que de 
nombreuses applications arithmétiques n’utilisent que le théorème de Hilbert-Samuel “arith­
métique” . Pour donner quelques exemples nous invoquons le critère d’amplitude arithmé­
tique de S. Zhang [27], le résultat sur les points entiers de hauteur bornée démontré par E. 
Ullmo [25], l’application à la conjecture de Bogomolov due à L. Szpiro [23] ainsi que des 
applications de Faltings [10] et de Vojta [26].
Si l’approche de Gillet et Soulé s’inspire du théorème de Riemann-Roch-Grothendieck et du 
théorème de l’indice pour la métrique de Quillen, la nôtre est très comparable à la preuve 
directe classique du thérème de Hilbert-Samuel algébrique. En effet, le théorème de Hilbert- 
Samuel algébrique se déduit immédiatement par récurrence de la suite exacte

0 tf°(A',L®n) A  tf°(À',L®n+l) H°(Y,L®n+l |Y) -> 0

r -f

n r + 1

r 4 1
nr+l

log vol H' [x 1}« 0) +

i!,

in
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où Y  est le diviseur associé à la section s de L et n est grand; ceci car la dimension est 
additive sur les suites exactes d’espaces vectoriels. La fonction x  que nous définissons ci- 
dessous tient lieu de caractéristique d’Euler dans le contexte arithmétique, elle est additive 
sur les suites exactes qui sont aussi exactes “au niveau des volumes” (voir la section 2 pour un 
énoncé plus précis), ce qui n ’est évidement pas le cas de la suite exacte que nous considérons 
(que ce soit dans le cas des volumes L2 ou sup). L’essentiel est par conséquent de mesurer 
le défaut d’exactitude des volumes de cette suite exacte. Il ressort de notre analyse que 
la seule contribution au terme dominant (en nr+1) provient du déterminant de la première 
flèche (multiplication par s). Nous estimons ce terme à l’aide d’un rafinement de travaux 
antérieurs de Demailly [6] et Bouche [4]. Remarquons à ce propos que, si l’aspect analytique 
de notre travail est allégé par le fait que nous n ’avons pas à nous préoccuper de la métrique de 
Quillen, le point de départ de nos estimations à l’infini et de l’article [3] de Bismut-Vasserot 
est identique : c’est la description asymptotique du spectre du laplacien antiholomorphe 
agissant sur les sections de dû à J.-P. Demailly [6].
Signalons que Lau, Rumely et Varley prouvent dans un cadre adélique et par une méthode 
différente, l’existence d’un terme dominant analogue à celui donné par le théorème principal 
sous des conditions plus faibles que les nôtres [16] et [15].
Dans cet article, la section 2 introduit des éléments de volume additifs qui serviront dans la 
récurrence nécessaire pour la preuve du théorème principal. Cette récurrence sera possible 
grâce à l’estimation à l’infini développée dans la section 3. La démonstration du théorème 
principal ainsi que le critère d’existence de sections de norme sup < 1 (corollaire précédent) 
sont donnés dans la section 4. Finalement, nous montrons que l’auto-intersection donnée 
pax le théorème principal coïncide dans le cas général avec celle obtenue à partir des théories 
d’intersection d’Elkik dans [8] et de Gillet et Soulé dans [12] et [13] et dans le cas d’une 
surface arithmétique avec l’auto-intersection d’Arakelov (section 5).

Nous remercions R. Elkik et G. Lebeau pour leurs lectures attentives du manuscrit. A. 
Abbes remercie tout particulièrement L. Szpiro pour avoir dirigé ce travail et pour ses efforts 
dans l’élaboration finale du manuscrit.

2 Volumes additifs

Dans une première étape, nous introduirons des éléments de volume réels additifs que nous 
comparerons aux éléments de volume L 2 et sup. Dans tout ce qui suit, on désigne pax R  le 
corps des nombres réels et par Z l’anneau des entiers relatifs. Soit M  un O k~module de 
type fini. On fixe pour toute place 6 $  un élément de volume réel 77̂  € dett(M  <g> Kg). 
L’espace vectoriel =  M  <g>z R  est donc muni de l’élément de volume réel rj =  <8><rî?<r- 

On pose M  = M /M tor où MtOT est le sous module de torsion de M. L’inclusion canonique 
M  <—► M i fait de M un réseau de MK. On définit:

X(M, fj) — log(vol(Mt /M )) +  log (#M i0P) (2)

La fonction x  est additive au sens suivant (voir [18] et [22]): soient Mi, M2 et M3 trois 
Ok -modules de type fini et 7? 1 € det1(Miil), % £ det&(M2̂ ) et r)z 6 det1(M3)R) trois

agissant sur les sections de L n

type fini. On fixe pour toute place o
L’espace vectoriel M t.



éléments de volumes réels. On dit que la suite 0 —► M\ —> Mi —* Mz —► 0 est exacte si elle 
l’est sur Ok et si 772 =  Vi ® Vz dans l’isomorphisme induit sur les déterminants. On a alors

= xiMutfx) +  x(M3,t?3) . (3)

Soient A  une C?#—algèbre graduée de type fini A  =  0 n>ô -m M  un A—module gradué de 
type fini M  — ®n>0Mn (tel que Mn n ’est pas de torsion pour tout n) et P  le polynôme de 
Hilbert-Samuel de M  ®oK K-

Définition 2.1 Soit k un nombre réel. On définit a:*,* 6 deta(Mn <g>z R) par l ’équation:

X(M„, an,k) = k J 2 P ( j )  + x {0 K)P{n) , (4)
j=0

où x (®k ) est calculée avec les éléments de volume canoniques de Ok •

On a alors la proposition suivante:

P roposition  2.2 Soient k un nombre réel, M 1, M 2  et M z trois A —modules graduées de 
type fini qui forment une suite exacte:

0 —> M 1 —► M 2 —► M 3  —► 0.

Soit
: det(M2 <g>z R) det(Ml <g>z R) (g> det(M* <g>z R)

les isomorphismes qui s ’en déduisent. Alors si o?nk € det(Mj <8>z R) pour j  = 1, 2 ou 3 et 
n € N sont les éléments de volumes de 2.1, on a:

$ n (û !n ,i )  =  ®  ,k •

Preuve. Soient P\, P2 et P3 les polynômes de Hilbert-Samuel de Mjf, M|- et Mj^. On pose
<$n,* =  ® <**,*)•
Par additivité de x on a l’égalité:

X(M2A ,*) =  x M . a ^ ^  +  x iM ^ o ;^ ) (5)

= * E  A(j) +  x(Ojr)Pi(n) +
i=o

+ * E f t ( ; )  +  x ( O jc ) P * ( n )  (6)
;'=o

=  * E l j ,aC7) +  x(Ojr)JMn) (7)
i=o
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Pour établir (7) on a utilisé l’égalité P2(«) =  Pi(n)+Ps(n). On obtient alors par 2.1 l’identité
Ôn,k =

X Ai•2' V2

n ■1

$ n

ai
n , Ä a n,A

6'n .k $ -i,
n OX

n,/c

n 1

n ■1

n •1

Q2n,As*
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3 Estimation à l’infini

Afin de comparer les éléments de volume définis dans la section précédente au volume L2, 
une estimation à l’infini est nécessaire.
Soient X  une variété complexe projective lisse de dimension r > 1 et L un faisceau in­
versible très ample hermitien à courbure positive ic(L). On considère sur X  la métrique 
cü =  ic(L)/2nV où V  est une constante choisie de telle sorte que le volume total de X  pour 
l’élément de volume associé dx soit 1. Soit s une section non nulle de H°(X, L) telle que
Y  =div(s) soit lisse dans le cas r > 2 et réduit dans le cas r =  1. Pour n assez grand, on a 
la suite exacte suivante:

0 - ►  H° (X, L®n) A  H° (X, L®n+1) -> H° (Y, L®n+1 |y ) -> 0 (8)

On cherche à estimer le volume L2 induit sur H°(X, L®n+1) pax la suite exacte (8), on définit 
pour cela la fonction g(n) pax:

où et Vy Li sont les volumes L2 de H°(X, L®n) et H°(Y,L®n |y) (c’est à dire les
éléments de volume qui donnent aux boules unités L2 le volume 1). On prouvera le résultat 
asymptotique suivant:

Proposition 3.1

log g(n + l ) ^ ~  log \s{x) |2 dx, n -> +oo 

où P désigne le polynôme de Hilbert-Samuel de L sur X

Nous ferons usage de la proposition suivante démontrée indépendament par Bouche [4] et 
Tian [24].

Proposition 3.2 Soit Si, . . . ,  sn avec N  = P(n) une base orthonormée pour le produit L2 
de H°(X, L®n). Alors, la fonction

bn ( x )  =  X ) ls;(x)l2 
j —i

est indépendante de la base fixée et on a l ’équivalent suivant:

bn(x) ~  P(n), quand n —* +oo 

et ceci uniformément en x G X .

Il s’ensuit:

VX .l? 9 n +  i; v.n
X,L* <8>V n + l

(9)
1

où VX,L-

1
p n

N
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Corollaire 3.3 II existe une constante c non nulle telle que pour tout n > 1 et pour toute 
section s G H°(X, L®n), on ait:

IMU* < IMUp < cP(n)* ||s|Ui

Preuve. Soient s G H°(X, L®n) une section non nulle et i  G X  tels que ||s||gUp =  |s(x)|. Et 
soit si, . . . ,  sjf avec N  =  P(n) une base orthonormée pour le produit L2 telle que s,(x) =  0 
pour tout j  > 2. On peut alors écrire:

N

S =  X) ai si 
i=1

d’où on tire:

s(x) = ai Sx(x)

ll*lli. = E«î 
IMIÎ., = 4  l*i(*)l’ = «î K(x)

Ce qui donne:

IMIsup <  M h  bn(X) <  c2 ¿ W IM Ü *  

pour c une constante vérifiant: bn(x)/P(n) < c2 pour tout n et pour tout x.

La seconde flèche de (8) définit sur H°(Y, L®n+1 |y) un élément de volume réel 
induit par le produit quotient L2 donné par cette surjection. On compare ce volume quotient 
au volume L2 par la fonction positive 7 (n) qui vérifie l’équation VyLi =  7 (n)V'”i2. La 
multiplication par s induit sur H°(X, L®n) -un produit noté { ,)*,£*: {vi = (sv, sv')l*- 
On désigne par VJ1̂  l’élément de volume réel de H°{X, L®n) qui donne à la boule unité de 
ce produit le volume 1 et on le compare au volume L2 par la fonction positive 6(n) vérifiant 
l’équation: V£l2 =  <$(n)V”£ï. Pour finir, on définit la fonction positive ip{n) Par l’égalité:

On a alors:
S(n+I) = ^ i2+ 1L  (10)
yv ’ 6(n)j(n + 1) v '

Pour prouver 3.1, on montrera que :

i. log<£>(n) =  o(nr).
ii. log7 (n) =  o(nT).
iii. log<5(n) =  P(n) Jx  log |s (æ)|2 dx +  o(nr).

Lemme 3.4 logy?(n) =  o(nr).

Vrn4-l

v') ê,L2 sv> SV

yX,L* <P In + i: v,
-n
i , i /2 <g> v n+i

î ,L 2
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Preuve. On considère une suite exacte de C-espaces vectoriels: 0 —» V' —► V  —► V" —► 0. On 
se donne un produit hermitien sur V  et on considère sur V‘ le produit induit et sur V" le 
produit quotient. Soient p et q les dimensions respectives de V' et V" sur C. On fixe une 
base orthonormée de V  sur C, X i, . . . ,  X p+q telle que X \ , . . . ,  X p soit une base orthonormée 
de V' et .Xp+i,.. . ,  X p+q soit une base orthonormée de V". Soient 77, rf et 77" les éléments 
de volumes respectifs de V, V' et V" qui donnent aux boules unités des espaces respectifs le 
volume 1. Alors, on a:

Tj h . ..  /\ Xp+q A %X.\ . . . /\ îXp+q
a{P +  Q)

où a(p+q) est le volume de la boule unité de R2fr+«) pour le produit scalaire ordinaire. D’où:

_  a (p) a (<l) „ /  ~

’ " (11) 
Alors, si P  et Q sont les polynômes de Hilbert-Samuel respectifs de L sur X  et L|y sur Y, 
il vient:

Ce qui donne:
log <p(n) = o(nT) (13)

Proposition 3.5 Avec les notations précédentes, il existe un entier no et une constante B 
tel que pour tout n > n 0 et pour tout t dans H°(Y , L®n+1 |y):

11*11«,i1 < -BIMU*

d’où le corollaire suivant:

Corollaire 3.6 log7 (n) =  o(nr).

Preuve. Par 3.5 et 3.3 on a:
Il IU ’ < *11IU*

Il IU* <  || llsup <  Il ||îl8up <  c P ( n ) i  II ||fiX,

Il vient alors:

- f - T  II IU* < Il IU,x= < B|| \\p
cP{ny

Et comme dim iï0(y, L®n+1 |y) est un polynôme en n de degré r — 1, on obtient: log 7 (71) =  
o{nr).

Preuve (de la proposition 3.5). Cet énoncé est une conséquence directe des théorèmes 
d’extension L2 d’Ohsawa [19] et Manivel [17]. Nous indiquons brièvement comment le dé­
duire des énoncés de [17]. Dans notre situation, Y  est le diviseur lisse de X  défini par la

1
■Xx

aCp + q

(12)<p\ 4-•1
a P n)) a Q +- ))

a P n 4 1))
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section s de L; celle-ci est donc partout transverse à la section nulle et on applique le corollaire
1 de [17] dans la situation où le fibre vectoriel E  est L. On a évidemment P(E) =  X  car E  est 
de rang 1, et Oe- (1 ) = L. On choisit maintenant no suffisamment grand pour que L*0 <8> K*x  
soit ample, et l’on obtient que le morphisme de restriction H°(X, L®n) —» H°(Y,L®n) est 
surjectif pour tout n > no avec les estimations L2 du théorème 1 de [17]. C’est-à-dire, en 
faisant usage de la remarque 2: Il existe une constante M  ne dépendant que de Y  telle que 
toute section t de H°(Y, L®n) se relève en une section T  de if°(X , L®n) vérifiant

L (TTTW ̂
La proposition 3.5 s’en déduit immédiatement en observant que le terme de gauche est minoré 
par (1 +  ||s||sup)~2||2lli* et <lue l’011 a évidemment \\t\\q,L* < II ÎU*- Dans le cas où r =  1 (Y  
discret), ce résultat a été obtenu par Ullmo [25] et Zhang [27] en utilisant les estimations L2 
de Hôrmander-Bombieri-Skoda [21]. Dans ce cas on peut montrer que la constante B  tend 
vers 0; en utilisant la proposition 3.2 il est en fait facile de voir que la meilleure constante B  
est équivalente à 1 /y/n. Il semble probable que ce soit également le cas en dimension plus 
grande.

Il reste donc pour achever la preuve de 3.1 à démontrer (iii). Soit l’inclusion:

i ï 0(X,L®n) A  H°(X,L®n+i)

Il existe une base orthonormée de H° (X, L®n) pour le produit L2 ( , ) qui est orthogonale 
pour le produit induit ( , ),,£*. On la note Xi , . . . ,  Xjv avec N  =  P(n). Dans cette base, la 
matrice de ( , )4|£» s’écrit diag(Ai, . . . ,  \ n ) avec Aj > 0. On peut exprimer:

Vj£ ¿ 2  — a(P(n)) X i A ...  A Xjv A iX\ A ...  A iXjy

,rn / r\/ w X \  X n  . X i .X n
Vs,l* =  a\P[n)) —  A . . .  A —— A i—  A . . .  A i—

On a alors:

\ 2 \ 2 \ 2 \ 2 
A 1 a n  a i  a n

T / n — l/n

~  nf=, A; X ’L -

On note mt : H°(X, L®n) A  H° (X, L®n+1) et m* son dual quand on munit les espaces de 
leurs produits L2. D’où si <f)ny, désigne m* o m, on a: I l j l i  \  =  det <f>n^ et donc :

6(n) =  det <j)n%B 

Théorèm e 3.7 On a la limite suivante:

— logdet <j)ni, - ►  J^ log j«]2 dx , n - ►  +oo (14)

IT 12,dx
< M 11nr>

L2

1
p n
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Preuve. On a par définition Xj =  ||s <g> Xj\\2Li =  Jx  \s\2\Xj\2dx. Observons avant tout que 
la quantité log det <f>ntt n’est autre que le logarithme de la moyenne géométrique des 
valeurs propres A P a r  conséquent, si on modifie 5 en la multipliant par une constante c, 
cette quantité est translatée de 2 log c, ainsi que l’intégrale de log ||s||2 car le volume total de 
dx est 1. On supposera donc désormais que ||s||sup < 1, ce qui implique que toutes les valeurs 
propres Xj sont inférieures à 1. Nous décomposons le théorème 3.7 en deux inégalités :

Lemme 3.8 On a

lim inf P(n) ~1 log det <j>n,t > f  log | s |2dx
J X

Preuve. La base (Xj) étant orthonormée pour le produit scalaire L2, l’élément de volume 
\Xj\2dx est de volume total 1 sur X.  On a par conséquent pour chaque j  = 1 , . . . , N  
log/x |s|2|X;-|2cta > /x (log \s\2)\Xj\2dx. En sommant ces inégalités sur j  et en utilisant 
le fait que l’on peut calculer la fonction bn définie par la proposition 3.2 dans une base 
orthonormée quelconque (ici (Xj)), on obtient :

ê  los ^  1 io« i*i’( <15)

La proposition 3.2 nous assure que la fonction 6n/P (n) converge uniformément sur X  vers 
la constante 1, le lemme 3.8 se déduit donc immédiatement de (15).

Lemme 3.9 On a

lim supP(n)-1 log det <̂ „)4 < / log |s |2dx
J X

Preuve. La stratégie de la démonstration est la suivante : comme les valeurs propres de 
sont toutes inférieures à 1, il suffit pour majorer son déterminant 6(n) de le contrôler sur un 
sous-espace vectoriel de H°(X, L®n). Idéalement, on cherche un sous-espace (de dimension 
équivalente à P(n)) contenant une base orthonormée de vecteurs propres Xj prenant leur 
masse sur de petits ouverts disjoints, de telle sorte que l’inégalité de concavité (15) puisse être 
ramenée au cas d ’égalité (|s| constante). Cela n ’est malheureusement pas possible dans la 
catégorie holomorphe, et c’est pourquoi nous allons devoir étendre notre analyse aux espaces 
propres du laplacien antiholomorphe de L®n correspondant aux petites valeurs propres. Nous 
introduisons quelques notations (cf. [5]). Dans ces notations, le sous-espace de HQ(X,L®n) 
sur lequel le déterminant de 4>n,t est facile à majorer est l’espace construit ci-
dessous, et c’est la majoration (21) qui confirme notre approche. On note =  [D" +  6'1)2 
le laplacien antiholomorphe associé à la connexion D" et à la métrique du fibré L®n induite 
par celle de L, que nous considérerons comme un opérateur non borné à domaine dense de 
l’espace des sections de carré intégrable de L®n sur X  (noté L2(X, L®n)). Pour un ouvert 
Q de X  on définit également l’opérateur n est le même opérateur différentiel, avec 
conditions de Dirichlet au bord de fi. Si on se donne un réel pi > 0, on note 7in{Q,fi) la 
somme directe des espaces propres de £ n associés aux valeurs propres inférieures ou égales

la quantité P n)

1 N

P [n
(15)I dx.OnP n

1

4>n,«

« n Tn ß construit ci-
On note A: Di t i + 6 " 2

est le même opérateur différentiel, avecqui£ n,n

somme directe des espaces propres de n a ;n,n



à fi. C’est un sous-espace vectoriel de l’espace L2(Q, L®n). Soit maintenant (Qk)k=i,...,M une 
famille d’ouverts de X  deux à deux disjoints. On pose T n(fi) =  et on note

*n : F M  ~ ♦ H °(X ,L*n)
(wjt)k *-*■ Pq{ui H------ t-«Ai)

où Po est le projecteur de Bergman (i.e. projecteur orthogonal de L2 (X, L®n) sur H° (X , L®11)). 
Dans la su ite,, on identifiera la famille (u*) et son image u par l’injection canonique de T n(ti) 
dans L2(X, L®n). Le lemme suivant généralise le lemme 3.3 de [5] :

Lemme 3.10 Si fi < nV et n est suffisamment grand, ^ „ est injective. En outre, on a

||^n(w) -  «|||* < (7rV)"VlMli« si u € ? n(fi).

Preuve. Notons H(u) = fx  < ¿A "îi,w  > dx = ^ Jx \D"u\2dx (resp. Hn(v) = Jn < 
£ ¿±!hv, v > dx) si u G Dom Ail (resp. v G DomA"n). On a alors, si u =  (uk)k G Fn(fi),
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m ,

H (u) =  <  Æ  /  \uk\2dx =  / x I M I i * .  ( 16)
*= i * J(ïk

Par le lemme 3.2 de [5] on sait que la limite inférieure de la première valeur propre non 
nulle //" de £ A" sur X  est supérieure au minimum sur X  des valeurs propres de la courbure 
ic(L) par rapport à la métrique u, donc à ‘I'kV  puisque dans notre situation, toutes les 
valeurs propres de ic(L) sont égales à cette constante. Pour n suffisamment grand, on a 
donc fii > ttV > fi. Pour un tel n, prenons un élément u dans le noyau de \I/n. u est 
dans l’orthogonal de l’espace des sections holomorphes qui est égal au noyau de A£, ce qui 
implique: H(u) > /ix||w|||a d’une part. D’autre part, d ’après (16), on a H(u) < /¿||u |||î. Ces 
deux inégalités impliquent bien que u est nulle. Posons maintenant ü = u — ^ n(u). C’est 
la projection orthogonale de u sur l’orthogonal de H°(X, L®n), donc H(u) > /¿i ||w |||2 et 
H(u) =  H(u) < /¿||tt|||i d’après (16). De ces deux inégalités on déduit ||w|||* < (/VMi)IMI1*> 
ce qui achève la preuve du lemme.

Le lemme 3.10 signifie que l’application injecte l’espace T n(fi) de façon quasi-isométrique 
dans if°(X , L®n). Le lemme 3.11 ci-dessous signifie que l’application est également 
proche d ’une isométrie pour la forme quadratique qn définie sur L2(X, L®n) par : qn(u) = 
Sx |s |2|« |2̂ x. Notons que, si u est holomorphe, on a évidemment qn(u) = <  w, 4>n,»(u) >l1-

Lemme 3.11 Si fi < 7rV etuÇ. Fn(fi), on a

|î»(u) -  g»(^»(«))| < 3(nV)-ï v7* IMIi*-

Preuve. On a ponctuellement |«(a:)|2—|Wn(ti)(a;)|2 =  |u(x)—\Ifn(ti)(a:)|2-|-2.Re < Ÿn(ti)(a:), (u— 
^ n(«))(a;) > d’où (en tenant compte du fait que ||s||«tP < 1) :

I Jx k l2(l«l2 -  l'P.MI2)'**! < Jx IWMP -  l*»(u)WIJ|dr

< ||« -  ■iju)\\l, +lfx ||«| “ |«»(u)||<iï

<  ||« -  +  2 ||* n(ti)||i ,||ti -  f„ (u ) |U .

et on notee kV Q:k■

But uk

est égalementn

Le l e m m e  3.10 s ie n i f i e  em e l ’a D ü lic a t io n n

IIM- !*»(“)! M** TI u)

< \ \ u  — n U w2
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d’où le lemme 3.11 d’après l’estimation du lemme 3.10 en tenant compte de la majoration 
de fi.

Nous en venons à la preuve de 3.9, qui repose sur une succession de majorations utilisant 
les lemmes précédents. Tous les déterminants de formes quadratiques qui apparaîtront sont 
pris par rapport au produit L2 sur le même espace. La première majoration exprime comme 
nous l’avons annoncé que toutes les valeurs propres de 4>n<t sont inférieures à 1, et que 
Imtfn C H°(X,L®n) :

det^nii = detfçnijyopr.L®")] det[çn|jm^ J . (17)

Pour majorer le déterminant de qn sur Im ^n, nous nous ramenons sur en appliquant
Le lemme 3.10 nous permet de contrôler la distortion entre le produit scalaire L2 de 

T n{li) et celui transposé par :

2 dim  (f i)

det[gn o ttn|*.n00]. (18)

Un théorème élémentaire d’algèbre linéaire affirme que le déterminant d’une matrice hermiti- 
enne positive est majoré par le produit de ses termes diagonaux. Pour un n donné on choisit 
une base orthonormée (/if);,* de ^ (/x ) composée pour chaque k d’une base L2-orthonormée 
de 7in(fi*,/z), et on obtient

logdet[çn o tfnlJFn(/i)] < 2 l o g Çno ^ n(ftf) (19)

=  S log(9n(/i;fc) +  S y / p / v V )  (20)
k , i

< E l ° g ( - P k | 2 + 3 ^ ) d i m ^ ^ , , ) .  (21)
k n *

Pour passer de (19) à (20), nous avons utilise 3.11. Notons que la même majoration 
appliquée à une base orthonormée de H°(X,L®n) aurait conduit à l’inégalité det 4>n^ < 
supx log |s|2P(n) qui converge simplement vers l’inégalité entre moyenne géométrique et 
moyenne arithmétique des valeurs propres de

Déduire 3.9 de (21) est aisé. Soit e > 0 tel que ||s|[sup-f-3£ < 1. La fonction log(|s|2 +  3e) 
étant uniformément continue sur X , son intégrale est approchée à e près par toute somme 
de Riemann associée à un pavage de X  de maille rj > 0 donnée. On réalise un tel pavage en 
recouvrant X par des ouverts fi* deux à deux disjoints, dont l’union des adhérences vaut X 
(pratiquement, on prendra pour £2* des cubes de côté < rj/2r dans des ouverts de carte). Le 
pavage Qk est désormais fixé.

On fixe pi =  7rV s2. Le Corollaire 2.4 de Demailly [6] s’écrit dans notre situation (cf. 
également le théorème 3.14 et la définition (1.5) de [6]) :

dim7in(Qi,//) ~  P(n)Vol(Q*)

en appliquant? ti.n(
« ♦

n'
' n  :

det ?n|Im*„■ <
1

1 - 7r

<t>
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lorsque n —► + 00. En effet, la fonction vB considérée dans notre situation est UL(2(irrV + 
¿¿)) = VT £ peNr[2/z +  2-ïïVt -  EJ=1(2jpJ- +  1)27tV]+ où le symbole [x]+ prend par convention 
la valeur 1 si x > 0, et 0 sinon. Cette fonction vaut donc VT pour 0 < ¡1  < nV, et l’on a 
bien sûr P(n) =  VrnT + o(nT). Notons que cet équivalent peut également se déduire de la 
limite (lb) du théorème 1.1 de [5]. Il vient pour n > no :

dim7in(iî*,n) > Vol(Ük)P{n)( 1 -  e). (22)

De (21) et (22) on tire (en tenant compte du fait que log(|s|2 +  3e) < 0 sur X )

—y—r log det[gn o ^rn|_F-n(/t)] < (1 — e) ^ su p lo g ( |s |2 +  3e) Vo/(fi*)
■r\n) k nk

< (1 -  e)(J^log(\s\2+ Ss)dx +  £•) (23)

pour n >  Uq. En utilisant (17) et (18) on trouve

limsup— logdet <f>nyt < (1 -  e)( f  log(|s|2 +  3e)dx + é ) - 2 log(l -  e) (24)
n *\P')

Le lemme 3.9, et par conséquent le théorème 3.7, est démontré. Ceci termine la preuve de 
(iii) et donc de 3.1.

Notons que ce résultat étend à la fonction log un théorème de Boutet de Monvel et 
Guillemin (théorème 3.13 de [1]) démontré par une méthode entièrement différente pour les 
fonctions continues sur R.

R em arque 3.12 On aura besoin dans la partie 4 de la généralisation suivante de la propo­
sition 3.1: L étant supposé ample, on considère j  un entier tel que L®J soit très ample et 
on fixe une section s de iJ°(X,L®J) tel que div(s) =  Y  soit lisse dans le cas r > 2 et réduit 
dans le cas r = 1. Pour tout entier p compris entre 0 et j  — 1 et pour n assez grand on a la 
suite exacte suivante:

0 -*• H°(X,L®n:i+p) A  H°(X, L®(n+1)j+p) -> tf°(Y,L®(n+1)i+p |y) -+ 0

on définit pour généraliser 3.1 les fonctions gp(n) par:

v £ *» i+’ =  gp(n+  ® vfâ ,1» *

De façon analogue à 3.1 on prouve que pour tout entier p vérifiant 0 < p < j  — 1

p ^ j  log g M  ~  log | s |2 dx n —* +00

4 Théorème de Hilbert-Sam uel “arithmétique”

On reprend les notations de l’introduction où X  —► Spec Or  est un schéma projectif plat 
à fibre générique lisse de dimension r et L un faisceau inversible ample sur X  muni en

(g) v£+í)i+p1 V n j + P
X , L -
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chaque place à l’infini d’une métrique hermitienne à courbure positive ic(Lv). On pose 
A =  @n>oH°(X,L®n) algèbre graduée de type fini sur Ok et on considère le plongement 
canonique:

0 -  H°(X, L®n) -* © ^ ( X ,  L®n) <8> K a =  Wn (25)

L’espace Wn est muni de l’élément de volume sup V£)Sup qui donne à la boule unité sup le 
volume 1, de l’élément de volume L2 noté et de l’élément de volume V£k (k G R) défini 
dans 2.1 pour la Ok —algèbre A. On compare ces éléments de volumes par les fonctions 
positives /x-(n, k) et hx(n) définies par les équations:

Vlk =  fx(n,k)VlL,
= hx(n)\q^p

Proposition 4.1
log (hx {n)) =  o(nr+1) (26)

Preuve. Comme la dimension de H°(Xk , L%n) es  ̂polynomiale en n de degré r, le corollaire
3.3 implique la proposition.

Proposition 4.2 II existe un unique nombre réel k tel que:

log{fx(n, k)) =  o(nr+1). (27)

Remarque. On prouvera dans la suite qu’il existe une fonction réelle rj{k) tel que

log(/*(n, k)) =  r)(k)nT+1 +  o(nr+1)

La fonction r] est affine. En effet par 2.1 on a

log(fx(n, k)) -  log(fx (n, k')) =  c(k -  k')nT+1 +  o(nr+1)

dans cette équation c désigne le coefficient dominant de X^=o P(j) et P  le polynôme de 
Hilbert-Samuel algébrique de A ®oK K-

C= M -
( r +  1)! 

Ceci prouve l’unicité de k.

Preuve. Comme on l’a indiqué dans la remarque, on va prouver que pour tout nombre 
réel k il existe un nombre réel rj(k) tel que log fx { n , k) = r)(k)nr+1 +  o(nr+1).

A)Cas très ample:
On fera une démonstration par récurrence sur r =dimXff. L étant très ample, il existe alors 
un plongement <f> : X  —* Pqk tel que <¡>*(0(1)) = L. Par le théorème de Bertini et après une 
extension de Ii il existe une section / non nulle de 0(1) sur Pqk qui coupe X k en une sous 
variété de dimension r — 1 lisse dans le cas r > 2 et réduite dans le cas r =  1. Soit s = <j>*(l). 
Le faisceau L®-1 faisceau d’idéaux de div(s) se décompose au moyen d’une décomposition

volume 1, de l’élément de volume L2 noté Vn
XX

Vr TL

K,L2



primaire en L®-1 =  I  n J où J est à support vertical V et I  définit un fermé plat sur la base 
à fibre générique lisse (=div(sjï-)) de dimension r — 1, on le note H. On a alors pour n assez 
grand la suite exacte suivante :

0 -> H°{X, L®n+1 ® /)  -*■ H°{Xt L®n+1) -» H°{H, L®n+1 |H) -> 0 (28)

• En posant M  = ®n>oiî°(X, L®n+1 ® I)  et en considérant le plongement canonique:

F°(X , L®n+1 ® /)  <-»• © «.^(X , L®n) <g> JT, =

On obtient sur Wn les éléments de volumes suivants 

V x ,l2

2. VX k donné par 2.1 relativement à A

3. donné par 2.1 relativement à M

• On note B  =  ©n>oH°(H,L®n \h) et on considère l’inclusion:

H°(H, L®n \H) ^  L®n \H) ® K a  = Ùn

Çln devient muni des éléments de volumes suivants:

1. Vg k donné par la définition 2.1 relativement a B

2. V£ L 2 le volume L2 obtenu par restriction des métriques

En appliquant alors la proposition 2.2 à la suite (28) on obtient:

VX%' = VJJ1 ® Z î (29)

On veut comparer les différents éléments de volume définis sur les termes de la suite exacte

0 - ►  Wn - ►  Wn+1 -  fin+1 -  0

obtenue par tensorisation de (28). Pour cela on définit les fonctions positives g, f x ,  Îh et 
tx  par les équations suivantes:

=  g(n  +  1 )Vx ^i ® V jijs  

VZk = f x ( n , k ) V £ L,

V l k  = f H ( n , k ) V l L:,
Z% =  fx(n, k)V£Li

La relation (29) nous donne l’équation :

t  („ , i i.\ _ t x ( n , k ) f H(n +  l , k )

/ x ( " + 1 ’ i') - -------- î ( n + î ) --------  (30)

24 CHAPITRE II

wn

1

3. n

{H,L<*n Ih) <8)AV =  fìn7 aHrO

V■n+1
XX



On considère les deux suites exactes de faisceaux :

25

0 - ►  I. J -> 7 -> 7 ® Ox / J  0

Tor l (Ox /I ,  Ox / J ) - ►  0

où /  n  J  =  L®-1.
On note dans la suite T  =  Torl (Ox /I ,  Ox/J)  qui est un faisceau à support dans V. Ces 
deux suites nous induisent pour n assez grand les suites exactes suivantes :

0 —► H°(X> L®n+1 <g> I.J) H°(X, L®n+1 <g> 7) —»

H° (X, L®n+1 ® I  <g> Ox /J)  -* 0 (31)

0 H°(X, L®n+1 (8) I.J) H°(X, L®n) -*■ H°{X , L®n+1 ®T)->  0 (32)

Les modules H°(X,L®n+1 <8> 7 ® Ox /J )  et H°(X, L®n+1 0  T) sont de torsion, on obtient 
alors par additivité de la fonction x  définie dans la partie 2 appliquée aux suites exactes (31) 
et (32) la relation :

log(ix-(n, k)) — log(/x-(n, k)) = log(#i7°(X, L®n+1 ® 7 <g> Ox /J)) -

- lo g (# i i0(X,7,®’l+1<g>T)) (33)

D’où par (30) et (33) on trouve :

log{fx(n + 1, k)) -  log(/*(n, k)) =  log(fH(n +  1, k)) -  log(g(n +  1)) +

+  log(#H°(X,L®n+1 <8>7<8) Ox/J)) -  
- lo g (# i ï0(X,7,®n+1<g>r)) (34)

Dans cette équation le terme de gauche admet un développement asymptotique de la forme 
anr + o(nr) en effet,

• par hypothèse de récurrence (H est plat à fibre générique lisse) on a:

log(/iï(n +  1, k)) =  cB(k -  fi)nr + o(nT)

• Pour développer en fonction de n les deux quantités

log(#if°(X, L®n+10  7® Ox /J))  et log(#i7°(X, L®n+1 ® T)),

on décompose V  en somme de sous-variétés connexes sans intersection contenues dans 
les fibres et donc de dimension < r. On applique alors le théorème de Hilbert-Samuel 
algébrique à ces sous-variétés pour déduire que chacune de ces deux quantités admet 
un développement de la forme dnT + o(nT)

o IJ I n J
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• on a le résultat suivant:
log^(n) =  r]nT +  o(nr)

Pour justifier ceci on pose g(n) = IIo- 9<r(n) où ga compare les volumes L2 dans la suite 
exacte suivante:

0 -  H°(X k , L |n) » .  K .  -» H°(Xk , L |”+1) ®„ K .  -  H \H k , ¿ | n+I |„ r ) ® , K .  -  0

On a prouvé dans 3.1 que pour une place comlexe a il existe un nombre réel r/g. tel que 
log <7<r(n) =  V<rnT +  o(nT). Ce résultat s’étend à une place réelle car les métriques sont 
stables pax conjugaison. Ce qui donne l’équivalent annoncé.

D’ou il existe un nombre réel r)(k) tel que log (n, k) =  rj(k)nr+1 +  o(nT+1).

Il reste donc pour finir la preuve de 4.2 à débuter la récurrence, c’est le cas r = 1. Nous 
avons fixé une section s de H °(X,L) à fibre générique réduite. Le faisceau L®-1 faisceau 
d’idéaux de div(s) se décompose en L®-1 =  I D J  avec J  à support vertical V et I  définissant 
un fermé fini et plat sur la base à fibre générique réduite (=div(s#)) noté H. Il s’ensuit que 
H — Spec.4. pour une Ok —algèbre finie et réduite A. Avec les notations précédentes on 
obtient l’équation:

iog(/*(n, k)) =  -x(£®" u ,  v s ,t ) + k  vs,t , ) .

Par la définition 2.1 et le fait que le polynôme de Hilbert-Samuel algébrique de ®„L®n |h 
®ok K  est constant, on déduit que x{L®n |h , VS,k) est une fonction affine. Il en est de même 
pour x(L®n \h ^ h l2) ^ cause du théorème de Riemann-Roch arithmétique appliqué à A  
(et après réduction à un ordre d’un corps de nombres, voir [18] et [22]). Il s’ensuit que 
log /^ (n , k) est une fonction affine. Ce résultat nous permet en reprenant les mêmes étapes 
que la preuve générale de terminer la démonstration.

B)Cas général:
ü sera déduit du cas A, en effet il existe un entier j  tel que L®J soit très ample. En con­
sidérant une bonne section de H°(X, L®-7), en faisant la même récurrence et en utilisant la 
remarque 3.12 on prouve que pour tout entier p compris entre 0 et j  — 1 il existe une fonction 
r)p(k) tel que log fx (n j  + P,k) =  rjp(k)nT+1 + o(nr+1). Il reste alors pour terminer la preuve 
de voir que les fonctions r}p(k) sont égales et de poser rj{k) =  Or l’égalité des r]v{k) peut 
être démontrée pax la même récurrence et au moyen de la remarque 3.12 qui nous assure de 
l’unicité de la contribution à l’infini.

Théorèm e principal (boule unité sup) Soient X  —► Spec Ok un schéma projectif plat 
à fibre générique lisse de dimension r et L un faisceau inversible ample muni en chaque 
place à l ’infini d’une métrique hermitienne à courbure positive. On désigne par Bn la boule 
unité pour la norme sup de H°(X, L®n) <8>z R, alors quand n tend vers l’infini la quantité:

-  log(vol(if»(X, L®”))) +  log(vol(B„)))

D’ou il existe un nombre réel rj(k) tel que log f X

\h -,Vh 'L*) •
L n

Or l’égalité des rjp(k) peutVv »
3T + l

w + 1)!
n'r+l
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Remarque. Nous avons noté l’élément de volume réel de ii°(X , L®n) <g) R qui donne
à la boule unité sup Bn le volume 1. H découle l’égalité suivante:

-log(vol(ff°(X,L®”))) + log(vol(Bn)) =  - lo g iv o lt^ tX ,!® “) , ^ ) ) .

Preuve. Soit k l’unique nombre réel donné par la proposition 4.2 tel que log(/x(n, k)) =  
o(nr+l) , on définit l’auto-intersection de L par la formule (L)T+1 =  (Lx)rk . Il s’ensuit le 
calcul suivant:

-log(vol(JÎ0(A-,L®”),V '^1,p)) =  X(iî<)(A:,L®"),V^)+ l0g(/J:(n ,i:)/lx (n)) (35)

=  f c £ P 0 ')  +  o(n'+1) (36)
i=o

r-j-1

+  o(n'+1) (37)

Le théorème suivant est une version équivalente du théorème précédent portant sur la boule 
unité L2.

Théorèm e principal (boule unité L2) Avec les mêmes conditions et notations du théorème 
précédent, on a la limite suivante quand n tend vers l’infini:

-  log(vol(ff°(X, L®"))) +  log(vol(C„))) -  (I')r+l.

où Cn est la boule unité pour la norme L2 de H°(X,L®n) <8>z R.

Preuve. C’est un corollaire directe de la comparaison entre volume sup et volume L2 
dans 4.1.

Nous déduisons du théorème principal (boule unité sup) le critère suivant pour l’existence 
de sections de norme sup plus petite que 1 en chaque place.

Corollaire Si (L)r+1 > 0 alors H^r(X, L®n) ^  0 pour n assez grand.

Preuve. C’est une application simple du premier théorème de Minkowski.

Rem arques 4.3

1) L’énoncé du théorème de Hilbert-Samuel algébrique est le suivant : Soient A une 
algèbre graduée de type fini sur un anneau artinien et M  un A —module gradué de 
type fini M  — © n>oMn. Il existe un polynôme numérique Pm appelé polynôme de 
Hilbert-Samuel de M, vérifiant Pm{ji) =  longueur (Mn) pour n assez grand. Bienque 
nous nous soyons permis d’appeler le théorème principal théorème de Hilbert-Samuel

tend vers une limite finie appelée l’auto-intersection de L. On la note (L)T+1.

(lìr+1

■r i;l!
I I

> T+1

Remarque. Nous avons noté V7i
X.sup

n -1

r 1 1

nT4-1
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“arithmétique”, l’analogie avec la situation algébrique s’arrête au terme dominant qui 
s’est avéré jusqu’à maintenant suffisant pour les applications (voir corollaire précédent).

2) S. Zhang dans [27] généralise le théorème de Hilbert-Samuel “arithmétique” à un 
schéma projectif et plat sans supposer la fibre générique lisse en utilisant une désingu- 
larisation de cette fibre générique.

3) L’auto-intersection définie dans le théorème principal coincide avec celle obtenue à 
partir des théories d ’intersection d’Elkik dans [8] et de Gillet et Soulé dans [12] et
[13]. Elle coincide aussi dans le cas d’une surface arithmétique avec l’auto-intersection 
d ’Arakelov (voir section 5).

5 Comparaison avec les théories d’intersection

5.1 Cas d ’une surface arithmétique

On suppose que X  est une surface arithmétique (donc r = 1) et que L est muni en chaque 
place a de $  d’une métrique permise (voir [18] et [10]). Nous pouvons alors calculer l’auto- 
intersection de L au sens d’Arakelov qu’on note : (L, L)at - on se propose de montrer que 
l’auto-intersection d’Arakelov coincide avec celle définie dans le théorème principal.
Pour n assez grand on note VpaH l’élément de volume de Faltings de Wn défini dans [10] et
[18]. Le théorème de Riemann-Roch de Faltings prouvé dans [10] donne :

-log(TOl(JÏ0(X (L»’,),Vy.,,)) =  \ (L ,L )Ar n2 +  0(n) (38)

On compare le volume de Faltings au volume L2 par la fonction positive u(n) définie par 
l’équation :

= «(»TO
Faltings a prouvé dans [10] (voir aussi [7]) que — log(u(n)) < o(n2) ce qui donne :

Lemme 5.1 On a l ’inégalité : (L , L ) a t  < (L,L).

Preuve.

-  log(vol(tf°(X, L®”), V?M)) = \(L , L)Ar n2 +  o(n2) (39)

=  -  logivoliif’CX, L«*), Y5)) -  log(u(n)) (40)

=  [(L, i ) n ! +  o(n2) -  log(ti(n)) (41)

< |(L , L)n7 -f o(n2) (42)

où pour passer de (40) à (41), nous avons utilisé la version L2 du théorème principal. Le 
lemme se déduit alors de ces inégalités.
Les méthodes que nous avons développées dans les sections précédentes nous permettent de 
prouver la proposition suivante :

V n
Falt
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Preuve. Montrer l’égalité des deux auto-intersections revient à prouver que log(ti(n)) = 
o(n2). On peut toujours trouver un diviseur horizontal réduit H, un diviseur vertical à 
distance finie V, un réel A et un entier m tels que =  Ox (H + V + ÀfX«,]) où l’égalité 
est une isométrie de faisceaux avec métriques permises. En utilisant les relations évidentes 
suivantes :

( £ • » ) *  =  m * ( i ) 2 e t  =

(L (A [jïJ))2 =  (L)2+2A deg(Iit)

= (L )\r +  2Adeg ( l K)

on peut supposer que L =  Ox (H +  V). On note k =  (L, L)At/  deg(L) et V f  l’élément 
de volume défini dans 2.1 comme au dédut de la section 4. On compare V£ au volume de 
Faltings VpaH par la fonction positive v(n) vérifiant : VpaH =  v(n)V£. La relation (38) et 
la définition 2.1 nous montrent que log(u(n)) =  O(n). On ramène ainsi la démonstration 
à prouver que log(/(n, k)) =  o(n2) où /(n , k) compare les volumes V£ et V£* comme dans 
la section 4. On désigne par I  et <7 les faisceaux d’ideaux respectifs de H  et V. Les suites 
exactes que nous avons introduit dans la preuve de la proposition 4.2 deviennent (X  est 
régulier) pour n assez grand :

0 -> H°(X, L®n+1 <g> J) ^  H°{X, L®n+1) -> H°(H, Lf£+l) -> 0

0 H°(X, L®71) -> H°(X, L®n+1 <g> J) —* H°(V, L®n+1 ® I [v) -> 0

ce qui nous permet de déduire avec les mêmes notations que la section précédente (et en 
particulier de la preuve du 4.2) la relation de récurrence :

log(/*(n +  !» *)) “  l°gCMn »k)) =  l°g(/if(n + 1 , k)) -  log(g(n +1)) +

+ lo g (# iî<>(V,i®”+ I® V )) (« )

la proposition 3.1 nous donne :

—r-yk>g(s(n)) log(|« |)^, n —► +oo

où P(n) est le polynôme de Hilbert-Samuel algébrique de Lv et \iv est la métrique d’Arakelov 
de Xp qui coincide avec ic(Lg)l deg(L) par définition de la métrique permise. Or pour tout 
<j on a Jx<7 logdsD/i, =  0. En effet, il suffit de considérer le cas où Hk est un point P, alors 
[s(<5) |<r =  O^Ptr, Q) pour tout point Q de Xg. où les fonctions G> sont les fonctions de Green 
définies dans [18], l’integrale est alors nulle par définition. D’où log(p(n)) =  o(n).
On rappelle que V#sup désigne l’élément de volume induit sur H°(X, Lj^1) par restriction 
des métriques de L aux points qui forment le diviseur de Hc et que V ÿk est l’élément de 
volume défini dans 2.1. Il découle alors :

Proposition 5.2 On a l ’égalité : (L ,L )at = (L,L).

log (/„(» , k )) =  -x tJ Ï4 ( f f , L p ,  VSit) +  x(H “(H, LfH'),V £f » p).

distance nnie V , un reei A et un entier m tels que L<8i m

'L<8m \2
f AT m,2 i L

L A X oo.]))
2
A T

logflsD/i», n -+ +00
X c r

S '<r(£er

pax restrictionR
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x(H°(H,L$),VSj.)  =  (L,L)A, n +  deS(LK)X( 0 K).

Par le théorème de Riemann-Roch arithmétique appliqué à H  (et après réduction à un ordre 
d’un corps de nombres voir [18] et [22]), on obtient :

I $ ) ,V S „ r) =  (A Ox (H))a, n +  0(1).

Comme H°(V, L®n+1 <8> I\v) est de torsion, on tire :

log(#F°(V,L®n+1<g>/|v)) =  (L, Ox (V))At n + 0(1).

La relation (43) et les développements précédents nous permettent de conclure que

log{fx(n + l ,k ) ) ~  log(/x (n, k)) =  o(n) 

et par suite que log(fx(n, &)) = o(n2) ce qui termine la preuve.

Exemple La proposition 5.2 nous permet de donner des exemples pour lesquels nous 
sommes capables de calculer l’auto-intersection. Considérons le cas d’une courbe elliptique 
semi-stable. Soient E  une section de X et L = O x(E ) muni de ses métriques permises 
canoniques. L. Szpiro a montré dans [23] que (L, L) = — log(|Amin|)/12 où A„i„ est le dis­
criminant minimal de X  et | Aminl sa norme. Ce qui nous montre que quand X  n’a pas bonne 
réduction partout (L, L) < 0. Remarquons que bien que le critère d’existence de sections 
effectives que nous avons donné ne s’applique pas, L possède une section effective au sens 
d’Arakelov puisqu’il est donné comme faisceau associé à une section.

5.2 Cas général

On considère de nouveau le cas général et on se propose de prouver que l’auto-intersection 
de L  définie dans le théorème principal coincide avec celle obtenue à partir des théories 
d’intersection de [8] ou [13]. Plaçons nous dans la situation de [8] c’est à dire X  —>Spec 
Ok projectif, Cohen-Macaulay à fibre générique lisse. Soit L un faisceau inversible ample 
muni en chaque place à l’infini d’une métrique hermitienne à courbure positive . On note 
(L ) ^ 1 l’auto-intersection de L définie dans [8] et (L)r+1 celle obtenue à partir du théorème 
principal.

Proposition 5.3 On a l ’égalité : (L)T+l =  (L)r̂ 1.

Preuve. La preuve consiste en une récurrence sur la dimension de la fibre générique r. Dans 
la suite nous esquissons le passage de r à r — 1, l’initialisation de la récurrence étant identique 
à 5.2. Quitte à remplacer L par un multiple, on peut choisir une section s de L telle que 
sk définisse un diviseur lisse et telle que s soit Ok régulière aux points des fibres singulières 
de X  —* Spec Ok - On a alors L =  Ox(V + H) où H  est un diviseur de Cartier plat sur 
Spec Ok et V  vertical constitué de fibres lisses. On pose alors k =  / (Lk )t • Montrer

Par la définition 2.1, on a :

X H o h

'(L k )t • MontrerL ',r+lJEl
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l’égalité des deux auto-intersections revient à voir que log(/x(n, k)) =  o(nT+1). La relation 
de récurrence (34) devient dams notre cas :

log(/x(n +  1, *)) — log(/x(n, *)) = log(/n(n +  1, k)) -  log(g(n + 1)) +

+ log(#if"(V,L«"+1® V ) )  (44)

En utilisant la proposition 3.1, l’hypothèse de récurrence et la relation 1.1.1 d) de [8] entre 
(L,. . . ,  L, O x(H )) et (L\ff)T, on obtient que :

log(fx(n  +  1) *0) -  log(/jr(n, k)) =  o(nr)

ce qui termine la preuve.
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Chapitre III

Auto—intersection du dualisant relatif 
des courbes modulaires Xq(N)

Ce chapitre reprend un article écrit conjointement avec E. Ullmo.

1 Introduction et énoncés des résultats

Une surface arithmétique est l’unique modèle régulier minimal d’une courbe lisse et géométri­
quement connexe de genre g non nul sur un corps de nombres. Arakelov [1] a développé en 
1972 une théorie des intersections pour les diviseurs “compactifiés” sur une telle surface. 
Cette théorie permet d’attacher à la courbe des invariants numériques analogues à ceux 
définis dans le cadre géométrique : l’auto-intersection du dualisant relatif et le degré de son 
image directe. Ces invariants sont centraux dans les preuves de la conjecture de Mordell sur 
les corps de fonctions en toute caractéristique dues à Parshin, Arakelov et Szpiro [21]. On 
s’intéresse ici à l’auto-intersection du dualisant relatif.
Faltings a prouvé dans [9] qu’elle est positive ou nulle en tout genre et nulle pour les courbes 
elliptiques. On conjecture qu’en genre g > 2, l’auto-intersection du dualisant relatif est 
strictement positive. Cette conjecture a été prouvée par Zhang [26] pour les courbes ayant 
au moins une fibre de mauvaise réduction. Grâce à ces travaux et ceux de Burnol [3], cette 
conjecture est prouvée pour certaines courbes à bonne réduction partout. La signification 
arithmétique de cet invariant Arakelovien a été donnée par Szpiro [22]. Il a démontré que 
la non nullité de l’auto-intersection du dualisant relatif dans le cas fisse est équivalente à 
la conjecture de Bogomolov. Cette conjecture affirme que les points arithmétiques d’une 
courbe plongée dans sa jacobienne sont discrets pour la “topologie de Néron-Tate”. C’est 
une généralisation du théorème de Raynaud [19] (conjecture de Lang) sur la finitude de 
l’ensemble des points de X (K )  qui sont de torsion après plongement de la courbe dans sa 
jacobienne.
L’auto-intersection du dualisant relatif n ’est connue explicitement que pour les courbes 
elliptiques (où elle est nulle) et pour les courbes de genre 2 [2]. Dans ce travail, nous 
calculons l’auto-intersection du dualisant relatif des courbes modulaires X q(N) pour des 
entiers N  sans facteurs carrés.
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1.1 Théorie d ’Arakelov sur les surfaces arithmétiques

Soient K  un corps de nombres et Ok son anneau d’entiers. Soient À” une courbe lisse et 
géométriquement connexe de genre g non nul sur K  et X qx son modèle régulier minimal. 
Quitte à élargir K , on suppose que X 0k est semi-stable. Pour tout plongement o de K  
dans C, on note X„ la surface de Riemann obtenue à partir de X  par le changement de base 
défini par a. La surface X a est munie d’une (1, l)-forme canonique

i 9 — 
v„ =  - V w j A w j ,

pour une base orthonormée (a>i,. . . ,  u>g) de H°(Xa, Q1) où fi1 est le faisceau des différentielles 
holomorphes sur X c pour le produit scalaire :

Arakelov a défini une théorie des intersections pour les fibrés inversibles sur X qk munis en 
chaque place à l’infini a de K  d’une métrique permise (à courbure proportionnelle à v„). 
Le faisceau a>, dualisant relatif de X oK sur Spec Ok est canoniquement muni de métriques

permises [1, 18]. Son auto-intersection . q| ̂  ne dépend pas du corps K.

1.2 A uto-intersection du dualisant relatif de Xq (N )

Soit N  > 1 un entier. La courbe Xq (N) est la compactification de l’espace de module des 
courbes elliptiques muni d’un sous-groupe cyclique d’ordre N. Elle a une structure de courbe 
algébrique lisse sur Q. Si N  £ { 1 ,..., 10,12,13,16,18,25} Xo(N ) est de genre g non nul. Si 
de plus N  est sans facteurs carrés, le modèle régulier minimal de X 0(N) sur Spec Z, noté 
Xq(N)z est semi-stable. La courbe Xq (N) sur C est canoniquement isomorphe au quotient 
r 0{N)\(H  U P 1(Q)), où 7i = {z € C | Im(z) > 0} est le demi-plan de Poincaré et To(N) est 
le sous-groupe modulaire de SL2(z) défini par :

T0(iV) =  | ^ c ^  | a, b, c , d e  Z ;  a d - N b c  =  1 j

dx dv
Soient dfj,o la métrique de Poincaré définie sur 7i par d[i0 =  — -— et vol le volume de X q(N) 

pour cette métrique.

Théorèm e A Pour tout e > 0 et pour tout entier N  premier à 6 et sans facteurs carrés, 
l ’auto-intersection du dualisant relatif de la courbe modulaire X q(N) est bornée supérieure­
ment par :

o u,2
—87r ;

o -  1
voi

l i m
B - *  1

Z' s)
Z s

1
s 1

4 OC' N ]
r l - f O

2 9 i 1
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Il est à noter que l’on ne sait pas établir le comportement asymptotique en N  du terme 
constant en 1 de la dérivée logarithmique de la fonction zêta de Selberg pour r 0(Ar). 
Bien que notre intérêt principal soit de borner l’auto-intersection du dualisant relatif, le 
théorème A donne une majoration non triviale de ce terme constant. Nous détaillerons dans 
la suite les différentes étapes de la preuve de ce théorème. Soient E ^  et Eq les sections de 
Aro(iV)z(Spec Z) correspondantes aux deux pointes 0 et oo. Soient <E»o et deux diviseurs 
verticaux de X 0(N)z vérifiant :

(u — (2g -  2)EZ +  $*, F) = 0  pour tout F vertical

où x désigne respectivement 0 et oo. La proposition suivante lie u 2 à la géométrie des pointes 
sur X 0(N )z.

Proposition B On a l’inégalité :

J  < -4 g(g -  l)(®>, E „ )  +  ^ (¡K * o ,

avec égalité si N  est premier à 6, sans facteurs carrés et possède un diviseur premier congru 
à 3 modulo 4 et un diviseur premier congru à 2 modulo 3.

Cette proposition est une conséquence du théorème de Manin-Drinfeld qui nous assure qu’un 
diviseur de degré 0 de X q(N) à support dans les pointes est de torsion dans la jacobienne 
[5, 15, 7] et de la comparaison entre hauteur de Néron-Tate et intersection d’Arakelov due 
à Faltings et Hriljac [9, 11, 18]. La description du modèle régulier minimal de X 0(N) due 
à Deligne et Rapoport [4, 16] nous permet de calculer les diviseurs verticaux $ 0 et Le 
théorème A se ramène ainsi au calcul de l’intersection d’Arakelov des deux sections Eq et 
Eoo. Ces deux sections ne se coupent pas à distance finie, leurs intersection est par suite 
entièrement à l’infini : (Eo, E ^)  =  —̂ r(0, oo) où g^r est la fonction de Green d’Arakelov 
sur Xo(N) définie dans la section suivante.

1.3 Groupes Fuchsiens de prem ière espèce

Soit r  un groupe Fuchsien de première espèce c’est à dire un sous-groupe discret de SL(2, R) 
tel que le quotient T\H  soit non compact de volume fini. Soient X  la courbe modulaire 
associée à T et g son genre qu’on suppose non nul. L’espace 5(2, T) des formes modulaires 
paraboliques de poids 2 pour T s’identifie avec l’espace des formes différentielles globales 
H°(X, fi1) où est le faisceau canonique de X . Le produit scalaire hermitien de Petersson 
(/, h) de deux formes paraboliques f  et h dans 5(2, T) est défini par:

où Z(s) est la fonction zêta de Selberg pour r<)(Ar).

if,h )  =  f  y2 f(z)h(z) dfio(z).
V X

$ oo deux diviseurs

a oo
2

$ 2 4 $>2

LeOO*
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Soit une base orthonormée de 5(2, T) pour le produit de Petersson. La (1, l)-forme
canonique d’Arakelov sur À' est donnée par :

v{z) -  ^ -X ) l/ i(2)|2 dz A d I  = F (Z) d^oiz )
19 i=i

= Vèi/iWi2- (i)
9 éi

La fonction de Green d’Arakelov [1, 6] çat est l’unique fonction C°° sur X  x X \ A  (A 
désignant la diagonale) vérifiant:

i) dzdzgAr(z, tu) =  in(u(z) -  6W)

«) /  9at(z , w) v{z) =  0 Vto 6 X  (2)
J X

où 8W est l’opérateur de Dirac en w. Dans le cas des courbes modulaires, on peut définir 
d’autres fonctions de Green Gt (z,w ) plus adaptées à la structure de quotient de 7ï pax 
un groupe Fuchsien [14, 10]. La définition exacte de ces fonctions sera donnée dans la 
section 2.2, retenons ici leur propriété principale. Pour tout nombre complexe s on désigne 
par D, l’opérateur différentiel du demi-plan de Poincaré H  défini pax

où Id est l’identité. La fonction G,(z, w) pour s tel que 3£(s) > 1, inverse l’opérateur D, 
agissant sur l’espace L2(T\H,dixo) des fonctions T-invariantes de caxré intégrable pour la 
métrique de Poincaré : pour toute fonction a(z) dans L2(T\H,dfio)

D, i  Gg(z,t)a(t)diJ,o(t) =  a(z).
V X

La fonction Gt (z,w) admet un prolongement méromorphe sur le demi-plan 5ft(s) > |  avec 
un pôle simple en s = 1 de résidu —(vol)-1 indépendament des vaxiables z et w (vol désigne 
le volume de X  pour la métrique de Poincaré).
Une autre classe de fonctions T-invariantes annulées par l’opérateur Dê est donnée par les 
séries d ’Eisenstein. Pour les définir introduisons les notations suivantes. Pour chaque pointe 
k de X , on note T* le stabilisateur de k dans T. On fixe un élément aK 6 SL(2,R) tel que

<tk(k) =  oo et crKTKa~l =  T0 où T0 =

pointe k, EK(z, s) est obtenue par prolongement méromorphe à tout le plan complexe de la 
série absolument convergente pour 5R(s) > 1 :

EK(z, s) =  52 (M ivy* ))4.
-rer«\r

Elle admet un pôle simple en s =  1 de résidu (vol) 1 indépendant de la variable z.
Une fonction T-invariante /  vérifie : f (a~1(z +  1)) =  /(^« x(2)) et admet par suite un

fl fi

F z

DS y
,,2 1

ài2 a■)2

dx.2 +
du,2>

4 s 1 s ) Id

+1
0 +1

h
b e z La série d ’Eisenstein en la
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= S  an(y, k)  exp(2î7rnz).
n

Le terme constant du développement de Fourier de la série d’Eisentein EK(z, s) en la pointe 
/ est de la forme 6Kiiy* + (pKii(s)y1~s [12] où est le symbole de Krônecker. Les fonctions 
ipKli(s) admettent des prolongements méromorphes à tout le plan complexe avec des pôles 
simples en s =  1 de résidus (vol)-1.

1.4 Fonction de Green d ’Arakelov aux pointes

Le théorème suivant donne l’intérprétation spectrale de la fonction de Green d’Arakelov aux 
pointes pour une courbe modulaire associée à un groupe Fuchsien de première espèce, de 
genre non nul et ayant au moins deux pointes.

Théorèm e C Soit X  une courbe modulaire associée à un groupe Fuchsien de première es­
pèce de genre non nul. Soient k  et l deux pointes différentes de X , alors

1 2tt
gA,(K,l) =  - 2 T l i m ( ^ ( . ) - vol(> _ ! ) ) -  —

+2,f£ S (vol « (« -1 )  + L x a-{Z'“’M * ) " « )

+27t lim( f  E k ( z , s ) u ( z ) +  f  E i ( w , s ) t / ( w ) ----- 2 J
i Jx Jx  vol(s — 1)

Ce théorème découle de la comparaison des deux fonctions de Green Gt et gAr et sera dé­
montré dans la section 2. En général le théorème de Stokes est suffisant pour comparer deux 
fonctions de Green. Dans notre cas une difficulté supplémentaire provient de la singularité 
de la métrique de Poincaxé aux pointes. Elle est contournée au moyen d’une méthode de 
calcul due à Maass. Les fonctions qui apparaissent dans le théorème C, admettent des pôles 
simples en s =  1. Leurs résidus en 1 sont au signe près (vol)-1 (voir section 1.3). Leurs 
termes constants dans les développements de Laurent au voisinage de 1 sont beaucoup moins 
explicites. Ils sont aussi d’inégale importance pour nous. Certains sont négatifs et seront 
trivialement bornés par 0. Le terme constant le plus difficile à contrôler est celui de la trans­
formée de Rankin-Selberg de la métrique d’Arakelov. Nous introduisons dans la section 
suivante cette transformée et énonçons le théorème principal que nous prouverons dans la 
section 3 pour les courbes modulaires modulaires X 0(N ) pour des entiers N  impairs et sans 
facteurs carrés.

1.5 Transformée de Rankin-Selberg de la métrique d’Arakelov sur
X 0(N)

La transformée de Rankin-Selberg de la métrique d’Arakelov sur X 0(N) est définie par : 

Rp(s) — f  Eoo(z, s)is(z) =  f  F ^ E ^ z ,  s)dfio(z).
J X  o\N)  J X q\Ts )

développement de Fourier en la pointe k

/! a - i

K z>:

est le sym bole de Krônecker. Les fonctions6

vol 1 vol
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Cette fonction est convergente pour Üft(s) > 1. Elle admet un prolongement méromorphe au 
voisinage de 1 avec un pôle simple en s =  1 de résidu (vol)“1. On désigne par Cp son terme 
constant de telle sorte que le développement de Laurent de Rp au voisinage de 1 soit :

Rp(s) =  ——(-----rr +  Cp +  0(s  — 1).
vol(s — 1)

Théorèm e D Soit N  un entier impair, sans facteurs carrés tel que la courbe modulaire 
X q(N) est de genre strictement positif La transformée de Rankin-Selberg de la métrique 
d’Arakelov sur X q(N) relative à la pointe 0 coincide avec celle relative à la pointe oo :

R f ( s ) =  l F(z)Eoo{z,s)dfi0(z)=  f F(z)E0(z,s)d[j,0(z)
JXo(N) JXo(N)

Son terme constant Cp est donné par :

r _____ 1 .,Z'M 1 , , r(2)+T-log(4ir) 1 ,
F 2  g  v o l  — 1 Z(s) s - l ) +  4 i r  g !\n ~ ^

où Z(s) est la fonction zêta de Selberg pour Tq(N) et 7 est la constante d’Euler.

Le Oe( jÿjrr) du théorème D est complètement explicite en fonction de N  (voir proposi­
tion 3.3.6). Dans le cas du groupe SL^Z), Zagier [24] applique la méthode de Rankin-Selberg 
aux noyaux donnant les opérateurs de Hecke sur l’espace des formes modulaires paraboliques 
de poids k > 2. La métrique d’Arakelov peut être vue comme la trace d’un tel opérateur 
pour r 0(iV). Malheuresement ces noyaux divergent en poids 2. Nous interprétons la métrique 
d’Arakelov comme la trace de la décomposition spectrale du noyau de Selberg de poids 2 
sur l’espace propre du laplacien A2 agissant sur les formes automorphes de poids 2 relatif 
à la valeur propre 0. La méthode de Rankin-Selberg appliquée aux noyaux de Selberg de 
poids 0 et à leurs décompositions spectrales est une stratégie proposée par Zagier [25] pour 
retrouver la formule de trace de Selberg. Il suffit pour cela d’identifier les résidus. Notre 
méthode consiste à écrire la décomposition spectrale de la différence des noyaux de Selberg 
de poids 0 et 2. On applique ensuite la méthode de Rankin-Selberg à chaque membre de 
cette égalité pour la fonction particulière h(t, r) =  exp(—i(^ +  r2)). Le théorème D s’obtient 
en identifiant les termes constants et en prenant la limite quand t tend vers l ’infini.

Remerciements L. Szpiro nous a proposé d’étudier ce sujet, nous tenons à le remercier 
chaleuresement pour ses nombreux conseils et encouragements. Des remarques écrites et 
orales de S. Zhang nous ont été extrêmement précieuses pour l’élaboration de ce travail, 
nous tenons à lui exprimer notre gratitude. Nos remerciements vont aussi à D. Zagier pour 
ses travaux sans lesquels ce papier n ’aurait pas vu le jour. Nous remercions L. Clozel, B. 
Edixhoven, E. Fouvr)' et J. Tilouine pour les discussions dont ce texte a bénéficié.
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2 Interprétation spectrale de la fonction de Green d’Arakelo 
des courbes modulaires

Cette section est consacrée à la preuve du théorème C. Soient T un groupe Fuchsien de 
première espèce et X  la courbe modulaire associée de genre non nul. On reprend les notation 
et définition introduites dans la section 1.3 relatives à ce groupe, en particulier la métrique 
d’Arakelov définie par (1) et fonction de Green d’Arakelov définie dans (2). Toute fonction 
g symétrique, C°° sur X  x X \ A  et vérifiant dzd^g(z,w) =  in(i/(z) -  6W), diffère de gAr par 
une constante. On fixe paxmis ces fonctions, g telle que

Jr g(z,w) dfi0(z)dfiû(w) = 0. (3)

Le théorème C sera prouvé en évaluant d’abord g en deux pointes différentes puis en calculant 
la différence entre g et gAr.
Soit V  un domaine fondamental non borné de T. Soit Y  > 1, on fixe pour chaque pointe k 
le voisinage V K(Y) et son bord CK{Y) définis par:

V k{Y) — {z 6 V  tel que Im((rK(z)) > y}
Ck(Y ) =  {z G V  tel que Im(crK(2)) =  y}

La fonction de Green g induit sur 'H. une fonction T-invariante qui sera encore notée g. Son 
développement de Fourier en la pointe k est donné par:

g(a~l (x + iy),w) =  ^  bm(y,w,K)exp(2inmx). (4)
771

2.1 Etude spectrale

On rappelle que L2(T\H, dfi0) désigne l’espace des fonctions T-invariantes de carré intégrable 
pour la mesure de Poincaré. Cet espace se décompose via l’opérateur Do sous la forme

L2(T\H, dfio) =  ©n>o C[y?n] ® S

où ipn est une famille orthonormée de fonctions propres de D0 de valeurs propres associées 
—Àn et £ est la partie relative au spectre continu. La famille non bornée 0 =  À0 < \ \  < A2 ...  
forme le spectre discret de l’opérateur Do- On note sn et rn les nombres complexes vérifiant 
An =  Sn(l — •Sn) =  1/4 +  r* (rn est réel ou imaginaire pur). La partie relative au spectre 
continu est donnée par l’isomorphisme suivant:

(L \R +))* - ,  £
f+oo 1

S  / 0 f*(t)E*(z, -  +  it) dt

où L2(R+) désigne les fonctions de R+ de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue,
Ek(z, s ) est la série d’Eisenstein en la pointe k et $  est l’ensemble des pointes de T.

X.X

/ KI k I *
K /O



Soit a 6 L2(r\7i,d/io) de décomposition spectrale

f+oo 1
a ( 2 )  =  Z  AnVni*) +  Z )  /  hK(t)EK{z, -  +  f < )  dt

n > 0  * J 0  *

a l o r s

A n  =  ( a ,  <pn) =  I a{z)<pn(z) dfio{z)
J X

(a ,E K( z , -  + ît))  =  - - J x  

e t  s a  n o r m e  L 2 e s t  d o n n é e  p a x

IMI2 = E K l 2 + 27r£  /ft IMO12
n  /c 0

O n  f i x e  p o u r  t o u t e  l a  s u i t e  l a  d é c o m p o s i t i o n  s p e c t r a l e  d e  l a  f o n c t i o n  F  d é f i n i e  d a n s  ( 1 )

/»+oo

î'W = E a,9»W+E(
n > 0 -  J0
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O n  s e  p r o p o s e  d ’é t u d i e r  l a  f o r m e  h e r m i t i e n n e  i n d u i t e  p a r  g e t  d é f i n i e  p o u r  a , / 5  G  L2(T \H , d / i 0 )  

p a r

Q(a,p)  =  J  ’&(z)g(z,w)P(w) dpL0(z)dfi0{w)

P r o p o s i t i o n  2 . 1 . 1  Soient a , / 3  £  L 2(T\H,dfj,o)  qui se décomposent suivant:

r-fo o  1

M 2 )  =  S  dn<Pn{z) + J 2  &K{t)EK(z, -  +  it)dt
n k *

/ + o o  1

0 ( z ) =  Z  Pn<Pn(z) + 2  /  p K ( t ) E K{ z ,  -  +
alors

«(<*,/?) =  2 7 r f e - f ^ - 2 7 r $ : / +” ? 4 î M )
' ' n  /c  ’'O  a  T "  tS i > 0  *  wu 4 “* " ^

52 - -A n0n +  27T\/vôï p0 52 f
n>0 n « J0

+  ^oVvôï52 T~Anpn + 27rVvôîôo Y] [
n>0 n * J*

La preuve de cette proposition est basée sur une méthode de calcul due à Maass que nous 
allons développer dans la suite.

h
1
271

al IEJK -  it) dpio(z)z
1
2

‘4 oo

— ■+• it) dt ( 5 )zEt)AK \

dtit

A■K\ t )&K' t
dtî

4 + t-2

AK
(t ( t

atî
4 + t2

+ Po vol

/c \t)

dt
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Soient /  une fonction C°°, T-invariante sur 7i et son développement de Fourier en la pointe 
k:

f(cr~l (x +  iy)) =  52 am{y, k) exp(2z'7rmi).
m

Soit Y  un réel assez grand, on appelle partie compacte de f  la fonction

f Yt \ _  /  f ( z) ~  ao(Ini crK(z), k) si Im aK(z) > Y  pour un k 
[Z) ~  \  f(z )  sinon

On suppose que /  vérifie D0/  =  s(s -  1 ) /  et que f Y 6 L2(T\H,dfj.0) (c’est en particulier le 
cas de la série d’Eisenstein EK(z,s) et des fonctions <pn). On a alors le lemme suivant:

Lemme 2.1.1 Soit w tel que Im crK(w) ^  Y  pour toutes les pointes k, alors 

[  9 {z,w )fY(z) dfi0{z) =
V X

+-(——■7T E ( flo(y > K)i)o(y, W, k) -  b'0(Y, w, k)ü0(Y, k))
S \ S  ~  V  K

où bo(Y,w,K) est le terme constant du développement de Fourier de g(z,w) en la pointe k. 

Preuve. Soit S = V \ \J KV K(Y)

[  g(z,w)f(z) dn0(z) = 1 f  g(z,w)D0f ( z ) d/ji0(z)
Js  S{S — 1J Js

d dd 
Posons d — d +  d et dc =  ——— alors ddc = — —-  d’où

4î7T 2 î 7T

Dof(z) dfio(z) =  47r ddcf(z)

En appliquant Stokes à 5  on trouve

Js g (z ,w ) f { z )  dn0(z) =

<*7(2) -  f(z)àcg{z,w)

y

s

K. K<

27T

s s 1 JX
f Z W z +

2 7T

S 1
u;

j s g(z,w)ddcf(z)
47T

S 5 1

4t7T

5 5 1 E
K }CK[y

Q W

4t7T

51 1
<fcf \9' z , w)]/ (*
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Or dc = 7 ~(^-dy -  j r dx) d’où 
47r ox oy

g(z,w)dcf(z) -  f(z)dcg(z,w)

De la relation Do/ =  s(s — 1 ) /  on tire

+  47rm2). (6)

dans cette équation on a noté am pour am(y, k) afin d’alléger les notations. Il découle alors 
pour m ^ O

am(y) =  a mV/ÿA'i_i/2(27r|rn|î/) + (3m^/ÿl,-i/2{2ir\m\y)

où K t — 1/2 et i j - 1/2 sont les fonctions de Bessel modifiées [12, 14]. Pour m =  0 la solution 
est

„ (,.\ - 1 a<>y' + si s ^ I
0 \  <*o\/î/ +  A>v/ÿlog(y) quand s =  |

Du fait que f Y £ L2(T\7ï,dfi0) on obtient /3m =  0 pour m ^  0. Des estimations classiques 
sur les fonctions de Bessel [10] nous permettent de déduire que pour m ^  0

am(y,K) =  0(exp(-27r|m|y))

a-'m(y>K) =  0(exp(-27r|m|y))

D’autre paxt, comme 5 est C°° sur X  x X \A  alors pour tout entier m on a

bm(y,w,K) =  0 (1)

&«(!/» w,k) =  0 (1)

Revenons à notre calcul, il découle de l’équation (6) la relation suivante :
Q

— — amb_m) =  6_mam — amb_m =

Tenant compte de cette relation et des estimation établies précédemment, on peut écrire :

=  -  J  E  Qm[fe-m(^5 2 ^  +  47rm2) -  b'L J  ¿y

/»+OO /»I

Jy  Jo

— f  f Y{z)Dog(z,w)dfio(z) + s( l  - s )  [  f Y (z)g(z,w)dn0{z)
J v K(?)  J v k(y )

=  4tr /  f Y (z)ddcg(z,w) -  s(s -  1) f  f Y (z)g(zyw)d^0{z)
J v k(y ) J v k(y )

471
'C,[r

/c* T)

I
m

6.—  771 y w K \a.m 'y.Ai am y K\b—m y w K

dx))wz,9d
Z/nd

Wz9

am aim
S S

y,2

alm[b- m
, S \ S 1

y,2 • + 4iirm,2n
—  771

F .
m.̂ 0

6 -772
am

zdw'-1
/C(J9D,)):z-1

Kai

y y

aI'mV -m

TTWéC
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En recollant les termes on trouve:

J^g (z ,w ) fY(z) dfi0{z) =  - ^ - ^ J x f Y{z)ddcg(z,w)

+ ~~7~ -1 $ > '0(y, K)bo(Y, w, k) -  6'0(y, w, k)a0(Y, k)) 
s vs  •‘■J *

Le lemme découle alors de la définition de la fonction de Green g.
Quand /  G L2{T\H, dfi0), on peut améliorer le lemme précédent et on trouve

Lemme 2.1.2 Si f  G L2(TXH,dfio) et À =  s(s — 1) ^  0, alors

L  /(2)5(2’ “')d/i"(2) = -^TTT) L  + 7(Bt )ììw)

Preuve. Ceci découle du lemme précédent en faisant tendre Y  vers l’infini et au moyen de la 
vérification suivante :

En effet

lim bo(Y,w, K,)a'0(Y, k) — aoiY^^b'gÇY^w^K) =  0
Y  —►-j-oo

ô0(y,u;,Ac)= [ g(a^1(x +  iY),w)dx —* quand Y  —► +00
J 0

,1 a
b'0(Y,w,K) =  yo — g(aK1(x + iY ) iw)dx

=  -47T /  -H y ) , tu )
Jo
[ + 0 0  /*i

= -47r ddcg(aK1(x + iy),w)

• f  ddcg(z.w) =  27r /  1̂ (2)
Jv j y ) '  Jv j y ) y '

=  —47T
«W  ' ^ « 0 0

dés que Im <7 K(w) < Y. Comme sont des formes paraboliques, il découle
l’équivalent suivant:

b'0(Y,w, k ) ~  Cie exp(—47ry)

d’autre part ao(y, k) =  o^y* +  /?*y1-i avec s G [1/2, l[U{l/2 +  it t G R} car /  est une 
fonction propre pour une valeur propre non nulle de Do dans L2(T \H , dfi0). Ceci justifie la 
limite annoncée et par suite le lemme.

On peut aussi appliquer le lemme 2.1.1 aux séries d’Eisenstein. Pour cela on fixe les 
notations suivantes: le développement de Fourier de la série d’Eisenstein EK(z,s) (avec 
?i(s) > |)  au voisinage de la pointe / est donné par

EK(a îx(x +  iy),s) =  £  $*,m(y, s, l) exp(2tîrmx)
771

Il est alors connu que [12]

s s X

wf
(s 1s

2
+V2/

,7T27r

9 K W

—471
*1

'o rg\ oK
. - 1

dés que Im aK(w) < Y. Comme f v h fg
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1. Do#*^,«) =  s(s -  1 )Ek(z, s) et EY(z,s) G L2(r\^ ,d /io )

2. $ K<o(y,s,l) =  6Ktiy* +  v?̂ ,/(s)2/1—* °ù ês ^*,î(s) son  ̂ des fonctions méromorphes de s 
dont les pôles sont parmis les s 6 [1/2,1] tel que s (s — 1) est une valeur propre de Do-

3. Il découle de la preuve du lemme 2.1.1 que pour m  /  0

$ K,m(Y,s,l) =  0(exp(-27r|m |y))

=  0(exp(—27r|m|Y))

Lemme 2.1.3

Jxg(z,w)EK(z,  ̂+ it)d(M0(z) = i/1^2' JXE (̂Ẑ \ + ÜM Z)
27T . 1 . .

; E K(W, -  +  i t )
1/4 + t2 v ’ 2

Preuve. Remarquons d’abord que f  EK(z, ]- +  it)v(z) est convergente. Reprenons ensuite
J X  z

la preuve du lemme 2.1.1, cette preuve est basée sur la limite suivante pour m ^  0:

y Ü ^ o o  b ~ m a 'm  ~  a ™b'-rn  =  0

Ce résultat est aussi valable pour m  =  0 dans le cas des séries d’Eisenstein EK(z, 1/2 +  it) 
comme nous l’avons signalé dans la preuve du lemme 2.1.2.

Preuve, (de la proposition 2.1.1) Elle découle simplement des 3 lemmes précédents et de 
la normalisation (3) de la fonction g.

La proposition 2.1.1 induit l’égalité formelle suivant: 

g(z,w) = 27rÎ£-T-<Pn(*)?n(«;)
L r» "v n  / ' n

Le problème de cette expression est qu’elle n ’est pas convergente.
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On introduit dans cette section d’autres fonctions de Green Gt (z,w) plus adaptées à la 
structure de quotient sur X.  En les comparant à la fonction de Green d’Arakelov, on 
donnera un sens à l’expression précédente. Soit s un nombre complexe de partie réelle > 
on s’intéresse aux fonctions kt (z,w) sur le demi-plan de Poincaré vérifiant les propiétés 
suivantes :

1. kt ( jz , jw )  =  kt (z,w) pour tout 7 £ SL^R)

2. kt (z,w ) est C°° quand 2 varie dans 7i\{w}

3. ke(z, w) = — log \z — w\ +  0(1) au voisinage de w

4. Dtkt (z, w) = 0 pour 2 £ 7i\{w}

5. kt (z% w) est sufïisament petite au voisinage du bord de 7i

La propriété 1 est équivalente au fait que k„(z) w) est fonction de la distance hyperbolique :

2.2 Fonction de Green aux pointes

\z — w\2
“(z'w) =  to7 t a  (7)

On prend pour kt la fonction

ou
r+<»f  00 !-----------  -Qt-i(u) =  / (u + Vu2 — lcoshi) *dt pour u > 1 

J 0
est la fonction de Legendre du second espèce. On obtient la fonction de Green pour 
L2(T\H,diJ.o) en prenant la moyenne de la fonction ks sur le groupe T. Quand s est de 
partie réelle strictement plus grande que 1, la fonction :

G.(z,w) = \ y£ , k‘ (u(z ’1w)) 
z 7er

est uniformément et absolument convergente sur tout compact de 7ï x 7i ne comportant 
pas de points (z,w) T-équi valent s. La fonction Gt (z,w) inverse l’opérateur différentiel D, : 
pour tout a(z) £ L2(T\H, djiç)

SX

On en déduit que formellement

D, /  G,(z,t)a(t)dpo(t) = a(z).
J X
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F,(z) =  I G,(z,t)F(t)dno(t) = I Gs(z,t)v(t)
J X  J X

où la fonction F  est la fonction définie dans (1). La décomposition spectrale de Ft (z) 
s’obtient à partir de (5) :

F-{z) = 5*(i- ) - a/ ”(2)

+  Ç Î  s ( \ - s ) - \ - f i EK{-Z' 2 +ii)âi 

Soit s un réel > 1, du fait que F(z) =  F(z) et Gt(z, w) =  Gt(w, z) (s réel), on a :

F,(w )=  I  F(t)G,(t,w) dfi0(t) =  f  Gt (t, w)v(t)
J X  v X

Enfin pour toute pointe k, pour tout réel y > 0 et m € Z on fixe les m-ème coefficients des 
développements de Fourier de F et Fe en la pointe k :

am(y,s,K) =  /  Ft (a~1(x + iy))ex-p(-2iTrmx)dx 
J 0 
/•l

hm(y,K) =  / F(a~l (x +  iy)) exp(—2mmx)dx 
J o

Proposition 2.2.1 Pour tout réel s >1, la somme suivante est uniformément convergente 
sur tout compact de 7i x ‘H:

= 2\Ç„

On note

+
r+oo i

Ç a  ( l+ i !)[s(s - l )  + i+ ( î]£"(i’ 2 + 'd )E J -w ' 2 “ l t )dt

-  2n^XMs-i) + K){A-Mz) + A'Mw))
_  r+oo X 1 _  1
ç i  (I +  ti)[s(s -  1) +  I +  f2] ( M ^ E kÎz , -  + It) + AK{t)EK{w, -  -  it))dt 

et pour s > 1, on a l’égalité:

_ 27T
g(z,w) -  27rGt (z,w) + 2'KFt (z) + 2'KFi {w) = -----—- -----— -  s(s -  1 )Ht (z,w)

vol s(s — lj

Preuve. La proposition découle de la décomposition spectrale de Ft , des expressions de g 

et de Gt comme formes quadratiques et du fait que 53 TJ es  ̂convergente. Toutes les séries
n^O ti

et toutes les intégrales intervenant dans Ha{z,w) convergent absolument et uniformément

An

*+oo A■K<f 1

H«i z w 2n E
n .' n A,n S S 1

1
+ ; 7

f n W

1 1 1

27r



49

quand (z,w) varient dans un compact de 7i x 7i vers la série ou l’intégrale correspon­
dante quand s tend vers 1. Par ailleurs pour tout s > 1, Ht (z,w) est une fonction de 
L2(T\H x T\H ,dn0 x dfi0).

Soient k et / deux pointes différentes. On se propose de calculer g(n,l) :

#(*> 0 =  [  f  +  W), rr 'iV  + iY))dx drj
r - t + o o  Jo  J 0

Lemme 2.2.1 Pour tout Y  assez grand on a

ri ri 27T
I I +  i Y ) > ° r \ v  +  i Y ) ) d x  drj = ------ — ------ — +

J0 JO VOI SyS — lj 

Ô r 1̂ ^1_
+ -----^ - y 2_2V«,i(s) -  27T / Ft (a~1(x +  iY))dx -  2ir f  F ^ a f 1̂  +  iY))dr/+

1 — ¿S J 0 J 0

- s ( s  -  1) f  f Ht(aK1(x+  iY ) ,a j l (rj+ iY))dx dr)
J o J o

Preuve. Le lemme 2.2.1 est une conséquence directe de la proposition 2.2.1 quand on sait 
que [10]

J0 + iY ), er'iv + iY))dx = 2sEK(o^(Tj + iY ) ,s)

et que d’après [12]

[ l EK(a r \v  + *)dV = Y '- 'P ' j i s )
J o

Lemme 2.2.2 On a la limite suivante

O-TT Onr

g(K,l) = lim [ - -^  +  ^ 3 ^ y2~2V*X5) ~ 27r(a0(y, g, k) + ô 0(y, 5, /))]

Preuve. Immédiat quand on a remarqué que /î >

s(s — 1) f  [  H,{(tk î {x  +  iY ) ,o t 1(rj +  iY))dx dr) —► 0 quand s —* 1 
J 0 J 0

On note pour la suite h(y, k) =  h0(y, k) le terme constant du développement de Fourier de 
F  en la pointe k.

Proposition 2.2.2 Pour toute pointe k , pour tout s > 1 et tout y > 0, le terme constant 
du développement de Fourier en la pointe k  de Ft est :

ao{y,s,n) = - j f  tt (y,y')h^ ^ - dy'

'(z +  iY), a¡ 1(t/ +  ÏY))dx dr¡- iaK9

f fJo Jo 9 o -1
K

1

r0
G8

Yr l  — 6

1 25

g K. l i m
Y- -++00

lim
8 —* l

27T
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M = - s{1 ~ s) 
9y2 y2

et donnée par

où t,{y,y') est la fonction de Green associée à l ’opérateur

si y' < y 
si y < y'

Preuve. Par définition de la fonction de Green Gt (z, w) on a

=  D, I  Gs{z,t)F(t)dn0(t) = F(z),
J X

P ot* cinfp

D0F,(z) =  F{z) +  s(s -  l)F.(z). (8)

L’équation (8) implique la relation suivante au niveau des termes constants :

Ma0(y,s,K) =  -
y2

|~oo frfy ' j
On pose ^„(y^n) = -  tt (y,y') —dy1 alors tpe vérifie l’équation

Jo yy
M  4>s(y, k) =  — -■ d’où il existe deux réels A et B  tels que

a0(y, s, k) =  tp»(y, k) +  Ay* +  Byl~*

L’intégrale f  Fs(z)dfio(z) existe donc ---■ est intégrable au voisinage de l’infini. Ceci
Jx y

'il) ( ZI K)
prouve que A  =  0 car ■■ est intégrable au voisinage de l’infini comme le montre

y
l’expression de ÿ  suivante :

^ y’ k) =  s: y,‘ ^ ^ dy' +  y‘ Iy+°° (9)

D’où l’égalité
a0(y,s,K) = ^ s(y,K) + By1~t (10)

Pour prouver la proposition 2.2.2, il faut prouver que 5  = 0. Ce sera une conséquence des 
lemmes 2.2.3 et 2.2.4.
Soit Y  un réel assez grand, on définit la fonction suivante :

Ë>Y(Z s\ _  f Ek(z, s) -  (Im crK(z)Y si Im aK(z) > Y  
K ' ’ '  \  Ek(z , s) sinon

ée

&2

t.«I y y
i

2s i
y

i,syi-*

y
i-«.

y
.8

D Fs\ Z

h y K

M t 8[y K
h y K,

,7y

est intégrable au voisinage de l’infini. Ceci
y2

J S K

(9)y71 —« h y' K

y
,/2

dy'
4-00

'y
y ‘

s+dy
y12

Ky'.h
yta '

0

yi-*
y12s

1
i p . 'C
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Lemme 2.2.3 Pour toute pointe k, pour tout réel s > 1 et pour tout réel Y  assez grand on 
a :

L  Ë* (2> SM 2) =  f  (z, s)F(z)dfi0(z) = -« y '- 'a o iy , s, k) +  Y ’a'^Y, s, k)
J X J X

Preuve. Fixons comme dans la preuve du lemme 2.1.1 S = V \ \J KV K(Y)

Js  E k( z , s ) F t ( z )d f i0(z)  =  ■ Js F t ( z ) D 0E K(z ,s )d fL0( z )

"  « 7 r j j / / • « " * • <

~  s ( s ~ l ]  L E''<Z' S'lid ' F‘<Z>
4

J  Ek(z, s)DoF.(z)iii„(z)

J  EK(z, s)D.F,(z)iit!,(z) = J  E„(z, s)v(z)

= -  E  E  [*U(y.». 0«-0 '. ». 0 -  ». O*.,■»(*'. ». 01
/ m

Pax ailleurs l’équation (8) prouve que am(y,s,l) vérifie l’équation différentielle :

„// u __2 , s(s ~  1)\„ _hm{y)K)
Q’m (47T77Î -f- 2 — n

y2 y2

Cette équation est étudiée dans [14]. On exprime am en terme des fonctions de Bessel et de 
la fonction de Green associée à l’opérateur différentiel donné pax l’équation précédente ( on 
élimine les mauvaises solutions en utilisant le fait que Fê G L2(T\H, dp,o)). En utilisant cette 
expression et les estimations données précédemment sur $ K,m, on prouve que pour m / 0

lim $'Kim(y, s, /)a_m(y, 5, /) -  «'_m(y, *, /)$K,m(y, s j )  = o
Y -++oo ’

Pour m =  0 et à cause de l’expression (10) de ao(y, s, k) (c’est à dire A = 0), on a

lim y -4a0(y,s,/) =  0
- f  OO

lim y 1-'aj)(y, s j )  — 0 

On finit la preuve du lemme 2.2.3 en copiant le calcul de la preuve du lemme 2.1.1.

D’où

mute

É Y
K (2, s)F(z)d

k, pour t

la preuve du
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Jx Ë l(2, s)F{z)dfx0{z) = Jo y '  }̂ r - dy

Lenirne 2.2.4 Pour toute pointe n, pour tout réel s > 1 et pour tout réel Y  assez grand, on

fY ' h f a t c)

y2

Preuve. Par définition de E%(z, s) on a

J ^ Ê Y(z,s)F(z)dpio{z) =  EK(z, s)F(z)dfi0(z)

-  t s > ^ ^
=  r / > ™ ^

=  f ï ^ J yJ 0 y2

Pour finir la preuve de la proposition 2.2.2, on remarque que :

,// x l - s  _t [v lth(y\K) , s f+°° ,i-t h(y',K) ,

= ~ — i y L " ‘ïïr/ /» ÿ

= -— -V'-iî/, «) -  y' -1 /  yn~’ - —^K-dy' 
y  Jy y 2

Le lemme 2.2.3 nous donne alors

J  É ï(z ,s)v(z) = - s Y ^ W ^ ^  + B Y 1-')

+  -  Y - 1 j * " ' + B( 1 -  s ) y ‘)

Le lemme 2.2.4 prouve que B = 0. Ceci finit la preuve de la proposition 2.2.2.

Lemme 2.2.5 Soient k  et l deux pointes différentes de X , on a

*<*,!) = ,■!_ i . + r^Tv:'',-‘.....

Preuve. D’après la proposition 2.2.2,
y l - ,  ^+00
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Le lemme 2.2.5 est alors une conséquence directe du lemme 2.2.2 quand on a remarqué que 
h (y ,l )  = h (y , l )  et que

lim lim F ' f +°° y ' - ' ^ ^ - d y  -  Y l~* [ +°° y ^ ^ ^ - d y  = 0.
Y - H - c o ^ l  JY y 2 Jy  y 2

L e m m e  2 . 2 . 6  La différence entre les deux fonctions de Green g et g&r est donnée par :

gAr{ z , w) -  g { z , w)  =  lim ( VQ" , ^ - i )  +  ^  JXxX w)u(z)u(w)^j

Preuve.  Les deux fonctions g et çat vérifient l’équation dzdjg(z ,  w)  = in (u(z)  — 6W). Elles 

différent donc par une constante qui se calcule à partir de la normalisation / çat{z, w ) v ( z )  =

0 et ceci pour tout w  6 X. On en déduit

9a t ( z , w )  -  g ( z ,w )  =  -  /  g ( z ,w ) v ( z )
J X

=  -  L  V g {z ,u ) )v (z )v (w )
J X  x X

O'jr f

=  l i m ( -----:-----; ----------T- +  27T J G ,( z ,  w )u (z )v (w ))
vol s(s — 1) J X x X  v ’ v '  v ”

La dérnière étape de ce calcul découle de la proposition 2.2.1.
Le théorème C découle des lemmes 2.2.5 et 2.2.6.

3 Interprétation automorphe de la fonction de Green 
d’Arakelov de X q(N) aux pointes

3.1 Introduction

Soit N  un entier impair sans facteurs carrés. On se propose de prouver dans cette section 
le théorème D. On désigne dans la suite par X  la courbe modulaire Xo(N). On commence 
par rappeler la méthode de Rankin-Selberg [25] qui sera l’outil central de cette section.

3.1.1 Méthode de Rankin-Selberg

Soit /  une fonction de H ,  To(iV)-invariante de développement de Fourier en la pointe k  

donné par
f((T~x{x + iy)) =  E  am(y, k) exp(2î7rmz)

m

On suppose que /  est à décroissance rapide quand z tend vers la pointe k , (ao(y, k) = 0(y~M) 
pour tout M  > 0 quand y tend vers l’infini), alors pour tout s tel que 5ft(s) > 1, l’égalité 
suivante s’établie entre intégrales absolument convergentes

=  f  f  (z^Ek ẑ , s)dfio(z) — f  ûo(j/)^)2/ dy 
J x  J 0

}X x X

R/»* s
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La fonction Rf<K(s) est holomorphe sur $ft(s) > 1, elle admet un prolongement méromorphe 

à tout le plan complexe avec un pôle simple en s =  1 de résidu (vol)-1 / f(z)dii0(z). Ces
v X.

propriétés sont dues au fait que la série d’Eisenstein EK(z, s) admet un prolongement méro- 
morphe au plan complexe avec un pôle simple en s — 1 de résidu (vol)-1 indépendant de la 
variable z.

On applique classiquement cette méthode aux formes modulaires paraboliques de poids 2 
pour To(iV). Soit /  € S(2,Fo(iV)) une telle forme de développement de Fourier f (z )  = 
£ n>i ane2i™z. La méthode de Rankin-Selberg donne :

U |2
Quand /  est une newform, la série 'S~\ — coincide à des facteurs zêta près avec la série L2

n > l  71
de la forme /  et admet par suite un produit Eulerien. La transformée de Rankin-Selberg 
de la métrique d’Arakelov s’interprète comme la moyenne des transformées de Rankin- 
Selberg d’une base orthonormée pour le produit scalaire de Petersson de l’espace des formes 
modulaires paraboliques de poids 2 pour r0(Ar).
On appliquera aussi cette méthode (comme l’a fortement suggéré Zagier [25]) aux noyaux 
de Selberg de poids 0 et 2.

3.1.2 Noyau de Selberg de poids 0

Soit k une fonction de C4(R+). On suppose qu’il existe deux réels or > 1 et C > 0 tels que 
pour tout entier i compris entre 0 et 4 on a :

|fc(i)(<)| < - - +^ g+. pour tout t € R+ (11)

On définit à partir de k une fonction de 7i x 7i qui est r 0 (A7')-invariante de la manière 
suivante :

K 0(z,w) =  ^ Y ,  *(«(*, 7*0)
z  ier0(N)

où u est la distance hyperbolique (7). Cette fonction est absolument et uniformément con­
vergente sur tout compact de H  x 7i [10]. Elle définit par convolution un opérateur de 
L2(To(N)\H,dno). La transformée de Selberg h de fc donne une décomposition spectrale de 
cet opérateur. Elle est définie de la façon suivante :

Q w
‘4-00

/ — o o

kl w + .2'V dv pour w > 0

9 \ u Q eu + e— U 2

h r
*+oo

—oo
Qu exp iru du 12

Y
y /( Z |2 E S dfi0{Z

r +
47T E

n>l n

2an
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La transformée de Selberg inverse est donnée par :

1 /*+°°
9(u) =  7T~ / h(r) exp(—iru)dr

Z7T %/—oo 

1 Z1“̂00
fc(x) =  —  / P°ur a: > 0 (13)

7T J —oo

La décomposition spectrale de Â'0 est donnée par :

K 0(z,w) = +
Z VOi »>0 

1 /*+°°
+  4^  53 y h(r)EK(z, 1/2 +  ir)EK(w, 1/2 -  ¿r)dr (14)

3.1.3 Formes autom orphes de poids 2

Soit 7 =  ^  d )  ^ SL2(r )> on définit les fonctions H  et j  par :

tj, x w - z
H(z,w) =

j

z — w 
(cz +  d)2 
|cz +  d |2

Définition 3.1.1 On dit qu’une fonction f  est automorphe de poids 2 pour r 0(N) si la 
relation suivante est vérifiée :

f/h, 2] =  = f(z)

pour tout 7 G T0(N).

Soit L2(To(N)\H, 2) l’espace des formes automorphes de poids 2 de carré intégrable par 
rapport à la mesure de Poincaré. On note A2 le laplacien de poids 2 défini par :

2, d2 n. d 
A 2 = ÿ  + ‘  >yaï

Ce laplacien agit sur les formes automorphes de poids 2 puisqu’il vérifie la relation A2(//[7i2]) =  
A2//[-y,2] et L2( r 0(iV)\?i, 2) se décompose via A2 en

L \U {N )\H ,2 )  = ®iC[^i}@£

où tpi est une famille orthonormée de fonctions propres de A2 de valeur propre associée —A,- 
et £ est la partie relative au spectre continu de A2. La famille 0 < Ào < Ai < ... forme 
le spectre discret de A2. Les valeurs propres non nulles de A2 coincident avec les valeurs 
propres non nulles de D0 agissant sur L2(T0(N )\H ) d/z0) et les espaces propres associés sont

pour X > 0 (13)dtQ' X
2t

h
i 1 4-I h ri <Pi[z w

Soit 7
a
c

7'

f z- 1zÌ71yzf

A2 =  y'2
d2

aX‘.2
ö



isomorphes. Soit A{ un réel, on note L2(A¿,2) (resp. L2(Àj,0)) l’espace propre associé à la 
valeur propre -Ai de A2 (resp. de D0). Pour tout A; ^  0, le morphisme

7 :L 2(Ai,0 ) -^ L 2(Ai,2)

défini par I  =  iydx + ydy établit cet isomorphisme et vérifie la relation (7/i, / / 2) =  A(/i, / 2). 
L’espace propre relatif à la valeur propre 0 est isomorphe à l’espace des formes modulaires 
paraboliques de poids 2 par :

S(2,r„(A0) -> £’ (0, 2) 
f  -* y /O )

La partie relative au spectre continu £ est donnée par

L2(R+)# -> S

Jo
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(/«) E f  f K{t)EKt2(z, 1/2 +  it)dt

où EKi2 (z, 1/2+it) est la série d’Eisenstein de poids 2 en la pointe k définie par prolongement 
méromorphe de la série convergente pour 3fc(s) > 1

EKfl(z,s) =  £  Im(<7K72)';7(2)_1 
7er«\r0(jv)

On remarque que I  EK(z, s) =  sEk̂ (z , s). Reprenons les notations du début

1. Soit (pn une famille orthonormée de fonctions propres de D0 dans L2(To(N)\H,dfio) 
de valeurs propres associées —A„ avec A,- =  1/4 +  r? =  Sj(l — sf). Il découle alors que

—¡==I<pn est une famille orthonormée de fonctions propres de A2 dans L2(To(N)\7i, 2).
y À n

2. Soit / i , . . . ,  f g une base orthonormée pour le produit de Petersson de 5(2 ,T0(N)). La 
famille y f i , . . . ,  yfg forme une base orthonormée de L2(0,2). On rappelle que F(z)

v2 9
désigne la fonction — ^  \fî(z)\2 

9 »=i

Soit k une fonction de C4(R+) vérifiant la condition (11). On définit à partir de k une 
fonction de % x "H qui est automorphe de poids 2 en chaque variable de la manière suivante

K2(z, w) = ^  Y ,  K uiz n  ™))H(z,y w)jy(w) 
i 7er0(w)

Cette série est absolument et uniformément convergente sur tout compact de "H x "H et 
définit par convolution un opérateur de L2(To(N)\H , 2). La décomposition spectrale de cet

e$
+<oo
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opérateur est donnée en fonction de la transformée de Selberg de poids 2, h de k qui se 
calcule par les formules :

\ f +°° i / y/w +  4 +  iv ,
Q(w) =  / k(w +  v  ) —7..— ------ dv pour w > 0

J-oo y/w +  4 — iv
g(u) =  <2 (eu +  e~u -  2 )

/ +oo
g(u) exp(iru)dr (15)

-OO

La transformée de Selberg inverse est donnée par les formules :

1 r+°°
9{u) = h(r) exp(—iru)dr

Z7T J—oo

k(x) =  — — f  Q \x  +  t2) ^ ~̂= — -di pour x > 0 (16)
W  7T j —oo '  s/x +  4 +  i2 +  i “  v }

La décomposition spectrale de üf2 est donnée par :

K 2(z , w) = h ( î- ) Y , y 2fi(z)fi(w) + Y l ^ ^ I(Pi(z )^Pi(w)
L / i>0 A*

1 /*+oo ___ _
+  —  /  foffl y^,EK_2(z i 1/2 +  i t)E K'2(w, 1 / 2  +  (17)

47T J —oo K

Soit 7  6  SL2(R), on désigne par R-,(z) la fonction de 7i donnée pax

Ry(z) =  k(u(z ,y  z ) )H (z , j  z ) jy(z)

Lemme 3.1.1 La série ^  es  ̂ absolument convergente surTi. Déplus :
yZTo(N)

i) Soit g le genre de Xo (N) alors

K i ( z , z )  =  \  ■ £  H ,(z)  =  g h (’- ) F ( z ) +  
z  7er0(AT) z

+  ̂ ^ ) | Jv?f(z)|2+  1 J + h f â ^ l E ^ i z ^ f t  +  it^dt 

¿>0 A* 47r '/-°° *

ii) Pour tout entier l, Fi(z) =  E U  z) est une fonction ro (N) -invariante
7 € r0(w)

t r  -j =  l

Preuve. Le premier point découle de l’étude précédente de K 2{z, w). Le second point se 
déduit simplement de la relation suivante :

Ry(6 z) = Rs-iys(z) pour 7,(5 G SL2 (R)

h r

X 4 + t t

h rK

it) dt n )

Rn z
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qui se vérifie à partir des formules.
Le lemme précédent fait le lien entre les deux applications de la méthode de Rankin- 

Selberg que nous avons donné. D’une part l’expression des noj'aux de Selberg comme 
moyenne sur le groupe To(N) permet de calculer leurs transformées de Rankin-Selberg de 
manière agréable (section 3.2). C’est une somme sur les traces possibles (différentes de 2 
et —2) d’un produit de deux termes dont l’un est une fonction zêta qui ne dépend
que du niveau N  et de la trace l et l’autre plus analytique ne dépend que de la fonction 
de départ k et de la trace l noté /¿(/c,s,l) (i =  0,2 désigne le poids). D’autre part les 
décompositions spectrales de ces noyaux font apparaître la fonction F(z) (lemme 3.1.1—i)). 
Leurs transformées de Rankin-Selberg contiennent par suite celle de la métrique d’Ar&kelov. 
Par un procédé limite mené dans la section 3.3, on arrivera à éliminer du coté spectrale 
les contributions autres que celle de la métrique d’Arakelov. On considérera pour cela la 
fonction h(t,r) =  exp(—1(\ +  r2)). Quand t tend vers l’infini, cette fonction converge vers 
l’opérateur de Dirac en Du coté noyaux de Selberg, le contrôle de la limite sera possible 
quand on aura donné des expressions simples de /,(&,s,/) en fonction des transformées de 
Selberg h de k.

3.2 Décomposition spectrale et m éthode de Rankin-Selberg

Soit h(r) une fonction de R dans € vérifiant les conditions :

i) h(r) =  h(—r) pour tout r 6 R

ii) h admet un prolongement holomorphe sur la bande |Im(r)| < j  pour un réel A > 1

iii) h(r) est à décroissance rapide sur cette bande

Notons k0 (resp. k2) sa tranformée de Selberg inverse de poids 0 (resp. 2). Sous les conditions 
précédentes ko et k2 vérifient la condition (11) avec un a  =  On se propose d’appliquer 
la méthode de Rankin-Selberg aux décompositions spectrales (14) et (17). Nous détaillons 
dans la suite le calcul relatif aux noyaux de poids 2, les calculs pour les noyaux de poids
0 étant de même nature, plus simples et déjà fait par Zagier pour SL2(z) dans [25], nous 
donnons juste le résultat à la fin de cette section.

3.2.1 A spect autom orphe

On calcule dans cette section la transformée de Rankin-Selberg des Fi pour |/| ^  2. La 
proposition suivante justifie la convergence de la méthode.

Proposition 3.2.1 Pour toute pointe k  et tout nombre complexe s vérifiant 1 < 3l(s) <
1 + A on a :

Y, i |£*(*>5)l E  I W * )  < 00
111*2 X  7 e T0(N)

ir  y  = l

En particulier, pour tout entier l tel que |/| ^  2, l’intégrale est convergente.

qui ne dépends lC.N

On se propose d’appliquerl + A
*>

) I dfitfz) < ooZRy
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Preuve. Soit a =  5?(s). Pour toute pointe rj de Fo(Ar), fixons av G SL2(z) tel que <jv(rj) = oo 
et considérons le voisinage Vv de la pointe rj donné par :

Vv =  {<t~1(x +  iy) tel que -  1/2 < x < 1/2 et y > 2}

La preuve de la proposition se réduit à voir que

S  fv \E«(zi*)\ 2  \Ry(z)\dfj,0(z) < oo 
1*1*2 ” t &To { N)

tr 7  = /

pour toutes les pointes de r0(Ar). Soit

___ r+ o o  /* 1 /2  ___

' Z L  L n  S1*1*2 2 J ~ xt 2 7 e r 0(N)
tr 7  = /

pour r) ^  k et
___ r+ oo  /* 1/2 __

S L  L n  £1*1*2 7 e r0(JV)
tr y  =  1

La proposition 3.2.1 est donc conséquence du lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Pour tout réel a compris entre 1 et A + 1 on a :

^ L  J v ,  ^  |fiï (z)l1*1*2  ̂ V2 T6siî (Z)
tr j  =  1

Preuve. Soit 7 =  ^  ^  une matrice de SL2(Z) de trace l, pour tout z G "H on a :

1 ^ ) 1  < C-.|cz2 +  (d — a)z — b\2a

où a =  . Posons 6 = d — a, alors 9 vérifie la relation d2 + Abc =  l2 — 4. Les matrices 
7  G SL2(Z) de trace l sont en bijection avec les triplets (c, 6, 6) G Z3 tel que d2 + 4bc =  l2 — 4.

+ O O  ^  + O O  ^

< ^  # E^ £ . i ( 2+*)» + f(z + *) -ip-
û2 =  l2 — 4 mod(4c)

On pose
r+oo

fJ —c U2 +  4Z_  ¿|2«
I ' C Cl

d.
1

oo

oo<

<dxdy

ixdy,cr—2

,— l — cr
y

y

z-1
V

- 1
K1er'<rKR,

R

< oodxdy<r—2
y

+00 2

y
,2a

A±1o

E
G SL2
tr 7

\R7 )l < C y
2a

E
c i bû

û2 +46c 2 4

1
| CZ 2 + 9z b\2a

XQ

< 2 C y
2a

c=1
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4—P 
4 c2

L’inégalité de Cauchy-Shwartz implique :

y1-4“ pour |/| > 2

(y2 -  y 1)* 2“ Pour 1*1 < 2

La convergence annocée dans le lemme pour |/| < 2  découle de cette inégalité et du fait 
que le nombre de solutions 6 mod(2c) de l’équation 92 =  l2 — 4 mod(4c) est 0(ce) quand c 
tend vers l’infini pour tout e > 0. On traite enfin le cas des |/| > 2, l’inégalité précédente 
implique :

/+ / '  E l ^ 2)!^ 2da:
1/2 7 e sLj(Z)

tT  7  =  1

+ ° °  1 ____ f + 0 0  rffp  r+ o o

s “ S 0= ,.5„ L ¡FîîF i  •— *
02 = /2 — 4 mod(4c)

On en déduit la convergence pour tout l tel que |/| > 2 de l’intégrale associée en tenant compte 
de l’estimation précédente sur le nombre de solutions de l’équation 92 = l2 — 4 mod(4c). On 
est ramené au lemme suivant :

Lemme 3.2.2 Pour tout a > 1,

+oo 1

E  E r a ;  E  i (i8)
|Z|>2 c= 1 6mod(2c)

0* = P — 4mod(4c)

est finie

Preuve. On décompose (18) en deux sous-sommes :

\ i \ ,
= E  E t4 ;  E  i

|i|>2 c= 1 VW 0mod(2c)
61 =  P — 4mod(4c)

E  E j i  E
|/ |> 2  c> |/ | V /  0mod(2c)

62 = l2 — 4mod(4c)

La convergence de Si est due au fait que le nombre de solutions 9 mod(2c) de l’équation 
92 = l2 — 4 mod(4c) est 0(cc) quand c tend vers l’infini pour tout e > 0. La convergence de 
E2 peut s’obtenir de la façon suivante : signalons d’abord que pour tout nombre complexe 
s tel que 5ft(s) > 1, la série suivante

E
t e r0\SL2(Z)/r0

7 = (c *) c*°

ici2-

£ 2 1

1

Q<
4-00

/  — OO

dx
X

X.2 + 1 la.

ày
‘+oo »1f'Z

I 1
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est convergente. Remarquons ensuite que les doubles classes (quand c ^  0) sont en bijection 

avec les matrices 7  =  ^  ^  avec 0 < a,d < c. la somme £ 2  porte sur des matrices

7  =  (  c d )  Pour les(luelles a + d = l avec |/| < c  et d — a = $ avec 0 < 9 < 2c, ce qui donne

0 < |a|, |d| < 3c/2 et par suite chaque double classe est représentée au plus 7 fois dans £ 2 

ce qui montre que

<7 E < 00
7 € r0\SL2(Z)/r0 1 1

7= (c *) C?i0
Ceci termine la preuve du lemme et par suite de la proposition 3.2.1.

La fin de cette section sera consacrée au calcul de la transformée de Rankin-Selberg des 
Fi pour |/| 7̂  2. Nous aurons besoin des définitions et notations suivantes.

Soit N  un entier sans facteurs carrés. Soient £/ l’ensemble des formes quadratiques de 
discriminant l2 — 4, de la forme $(x, y) = N a x 2 +  (3xy + 7 y2 avec a,f3e t 7  des entiers. On 
rappelle l’identification suivante entre les matrices de r0(iV) de trace / et E/ :

{ 7  € r o(A0  tel que tr 7  =  /} —► E1

7 = (iVc d )  ^ ( x , y )  = Ncx2 + ( d - a ) x y - b y 2

On note Af =  { 7  € r 0(Ar) tel que tr 7  =  /} x {(N m ,d n ) ^  (0,0)}^+!}. Le groupe T0(N) 

agit à droite sur Af en préservant la quantité $ T(dn, —N m ) de la manière suivante : pour 
7 <Ero(A0  et (6, (Nm, dn)) 6  Af

(<5, (N m , dn) ) . 7  =  ('y~x6,y, (Nm, dn)y)

Soient :

Af+ =  {(7 , (Nm, dn)) € Af tel que $ 7 (dn, —Nm )  > 0}

Af~ =  {(7 , (Nm, dn)) G Af tel que $ T(dn, —Nm)  < 0}

sur lesquels agit r 0(iV). Comme |/| ^  2, Af =  Af+UAf- . On note enfin 7 / =  ^

P roposition  3 .2 . 2  Pour tout nombre complexe s tel que 1 < 3?(s) < 1 +  A et pour tout 
entier l tel que |/| ^  2, on a

Jx  Eoo(z, s)Fi(z)dfi0(z) = - ^ ^ ( N(s,l)I2(s,l)

OÙ

h (s , l )  =  f Ryi(z)yedfx0(z) + f H,_,{z)yadpo(z)
Jh Jh

cn (s , i) =  n 1 _  2» E E
r / n r  J- j /»r . J x  ,«

ei fi est la fonction de Môbius

— V~2t TTtr W4. $ (d n ,—N m )‘ p/N d/N a ^ + / t 0(n)  v ’ '

1

S2 < 7
1

h 2
1

I 1
2I

li{d)



Preuve. On établit simplement la relation

E~{z’s) = «k ) n  ïrp» £  "W (É  lJVm/+dn|^

/
où le symbole 52 désigne la somme sur les couples (m,n) ^  (0,0) modulo la multiplication 
par —1. La proposition 3.2.1 nous permet d’écrire

jx E~(z,s)F,(z)iM*) = f(bj n  r ^ x

EM'O £  X) X R-r(Z) I¿y + ¿ II, ¿WlM'
d/Jv 7 eroW • •

tr -y =  1

L’action de To (A7') sur Af est libre, il découle alors :

J x E°°(Z' = ( è ) S
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1 y*
H i _  p-î* | N m z  +  dn\2*

+ÆJ^{Z) wJï-w-d*(z))Af-/r0(JV)

a 6
Soit (7 , (N m , dn)) G Af+ avec 7 =  ^ a ^  Posons 9 = d — a et

/  dn ~9y  -  bNm \
V - N m  Ncdn -  6 ^  )  ‘

En faisant le changement de variable de H  par la matrice —  . „ ■ ■■ -M, on trouve
w $7(dn, —Nm)

L ^ N m z  + nP^  ° *T(fa,-Wm)«jCa»W*l,W
Il s’en suit que la contribution de Af+ à la transformée de Rankin-Selberg de F/ est

s F/I z i Uo z
1

X
1 V- 2»

d/N
e /XI d E

A<2T01f* K
R'~f\ z

y8

A mz + dn 2 s dfio z

1

Cl 2s E U i]
d fN ûl

£
Toi N

H
R z]

N c i

M

1
,8 1

A«HJ M K
E

y'

1

dn Vm w
R7i

§
i

tißo'

ßo
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Pour calculer la contribution de A? , remarquons que si (7 , (Nm, dn)) G A? alors 
(—7 ,(Nm,dn)) G A l| et que

Ceci termine la preuve de la proposition 3.2.2.

3.2.2 Lien avec les fonctions zêta des corps quadratiques

Soit N  un entier impair et sans facteurs carrés. Soit l un entier tel que |/| ^  2, le but de 
cette section est l’étude des séries (jy(s,/). On commence par caractériser les entiers l qui 
peuvent être la trace d’une matrice de r 0(A7'). Sous cette condition, on montrera que Çn (s , l) 
est méromorphe avec un pôle simple en s = 1 et on calculera son résidu. On prouvera sous 
la condition : il n’existe pas de premier divisant N  dont le carré divise l2 — 4, un lien entre 
( n (s , 1) et la fonction zêta du corps quadratique Q(\//2 —  4).

Lemme 3.2.3 Soient N  un entier impair et sans facteurs carrés et l un entier. Il existe 
une matrice 7 G To(TV) de trace l si et seulement si l2 — 4 est un carré modulo les premiers 
divisant N.

de trace l. Les entiers a et d sont alors solutions de

l’équation X* — IX +  1 +  Ncb =  0. Cette équation admet des solutions modulo un premier 
p divisant N  si et seulement si son discriminant l2 — 4 est un carré modulo p (p est différent 
de 2). Inversement, il est facile de voir que si cette condition est réalisée la matrice 7 existe.

On suppose dans toute la suite que N  est impair sans facteurs carrés. Soit $(x,y) =  
ax2 + bxy +  cy2 une forme quadratique à coefficients entiers. On adopte dans la suite la 
notation classique $  =  [a, 6, c] et on désigne par D = b2 — 4ac son discriminant. On suppose 
que D 7̂  0 et que $  est définie positive si D < 0. On pose Aut($) =  { 7 6  SL2(z) | $07  =  $} 
et on définit la série de Dirichlet ($(s) pax :

<•(») = ^  1
<„,„)€ Z7A „,(*) * ( » . ” »)*

$ (n , m) > 0

qui est absolument convexgente pour 3î(s) > 1. Elle admet un prolongement méromorphe à 
tous le plan complexe avec un pôle simple en s =  1 de résidu

2t 1 n <r n
T)M c I \& \  |Aut(*)|
R i=1C*(s) “  > -4 -lo g (e * )  D > 0

où £•$ est l’unité fondamentale de $  c’est à dire la plus grande valeur propre de M, où 
M  G SL2(Z) est une matrice de trace positive telle que Aut($) =  {ÎM n, n G Z}.

i?_7(z). Cette contribution est doncRn z

A *+
E
r0[N $ 7'

1
dn Nm i* m

R r-i'(z y
s
dia

Preuve. Soit 7
a
i\c

b
d G r0 'N

W

o
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Soit 1 un entier tel que |/| /  2 et l2 — 4 est un carré modulo tous les diviseurs premiers de N. 
On se propose d’exprimer Çn {sJ) en fonction de certaines séries Ç$(s) ce qui nous permetra 
de calculer son résidu. Soit Ki l’ensemble des formes quadratiques à coefficients entiers de 
discriminant l2 — 4. Les groupes To(iV) et SL2(Z) agissent à droite respectivement sur S/ et 
Ki par composition. Pour tout diviseur d de N, on définit le morphisme de groupe *d par :

r 0(N) -  SL2(Z)

-a o - s-a
et on note To(N)*d l’image de r 0(Ar) par ce morphisme. On note aussi *d l’injection de E/ 
dans Ki donnée par :

Sj -  Ki

$ = [Na,b,c} -* §*d = [da,b,^c]
a

On note E*d l’image de E/ pax *d. Ce morphisme respecte les actions de r 0(iV) et de SL^Z)
' au sens suivant : (<£» o 7)*̂  =  o 7*'*, on note *d le morphisme quotient.

Lemme 3.2.4 Pour tout s de partie réelle strictement plus grande que 1,

k u t $ * d n ro(i\0*%*««(s)

Preuve. Il suffit de remarquei que 3>(dn, —Nm) =  dN$*d(n, —m).
On fait la convention ($(s) =  0 si $  est définie négative. On déduit

Proposition  3.2.3 Pour tout entier l tel que |Z| ^  2 et l2 — 4 est un carré modulo tous les 
diviseurs premiers de N, on a

T?r- 1 TT 1 V '  i  lo ë ( e * )  l ^ 2 
R e s ,= i ( n {sJ )  — r—— — 1 1  -t , _ L j  1 - ■ -T  l/l <  2

y U — 4| P/N  1 # e s , / r 0(JV) l |Aut($)nr0(JV)| 1 1

où £$ désigne la plus grande valeur propre de M  et M  £ SL^iZ) est la matrice de trace 
positive telle que Aut($) n  To(Ar) =  { tM n n € z}.

Preuve. Cette proposition découle du lemme 3.2.4 et de la déscription précédente des résidus 
des séries ($. Remarquons d’abord que si |/| < 2, alors le résidu annoncé dans le lemme est 
égal à

1 TT 1 y -  ________ 27T________

\J\l2 — 4| p/N  $ g s,/r0(jv) |Aut($) ^  r'o(-̂ V)|
définie positive

Le morphisme de groupe *d établit une bijection entre Aut($)nr0(Ar) et Aut($*<i)nro(Ar)*d. 
Le lemme est donc claire dans le cas |/| < 2. Pour le prouver dans le cas |/| >2 , fixons M ,T  6

N
A
t )

Çn { s J )  = n
p/N 1

1

P'■.—2s
El.1T0

E
N
E
d N

P(d)
N ,d

Aut<$ *d

1 + P
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SL2(Z) de traces positives telles que A ut($ )nr0(Ar) =  { tM n n E Z} et Aut($*<i) =  {±Tn n G 
Z}. Alors Aut($*<i) fi To(N)*d =  {±Ttn n G Z} où i est l’indice de Aut($*<i) fi To(N)*d dans 
Aut($*d). De plus T* =  M*d à cause de l’isorphisme induit par *d entre les stabilisateurs 
des deux formes quadratiques. On déduit que T% et M  ont les mêmes valeurs propres et par 
suite i log(£■<£•<*) =  log(e%) avec les notations de la proposition. Ceci termine la preuve de la 
proposition 3.2.3.

Proposition 3.2.4 Soit l un entier. On suppose que pour tout nombre premier p divisant 
Ar, l2 — 4 n’est pas divisible par p2 et est un carré modulo p, alors :

mm)=n na+
p/N  1 P  p/N P

Tl
où Cl(s,0 est relative à SLz(Z) et (—) est le symbole de Legendre.

Remarquons que la condition restrictive sur les diviseurs premiers de N  : l2 — 4 n’est pas 
divisible par p2, est toujours vérifiée quand |/| < 2 (car N  est impair) et que la formule 
n ’est pas valable dans le cadre général. L’importance de ces formules provient du fait qu’elle 
séparent les dépendances en N  et /. Les séries Ci(s>0 sont étudiées par Zagier dans [24], 
elle sont produit de la série zêta du corps quadratique Q(Vl2 — 4) par une série de Dirichlet 
finie.
La preuve de la proposition passe par l’étude du morphisme xj>d défini pour tout diviseur d 
de N  comme composée des deux morphismes suivants :

E?d/ r 0(N)*d -* K}/T 0(N)*d JiQ/SL2(z)

Lemme 3.2.5 Soit l un entier. On suppose que pour tout nombre premier p divisant N , 
l2 — 4 n’est pas divisible par p2 et est un carré modulo p, alors ipd est un morphisme surjectif 
dont toutes les fibres ont le même cardinal qui est

l2 — 4na+M)-
p/N  P

Preuve. Commençons par la surjectivité de tpd- Soit $  =  [a, 6, c] une forme quadratique 
de Ki, la surjectivité de tpd en $.SL2(z) est équivalente à l’existence d’une matrice M  =

($) ^ SL<2(z) tel que $ o M  G E*4. Ceci revient à trouver M  tel que $(<*,7) =  0

moà(d) et $(/?,<$) =  0 m od(j). Soit p un diviseur premier de d. Comme l2 — 4 est un 
carré modulo p , il existe une solution non triviale de $(x, y) = 0 dans Fv. H est possible de 
relever ces solutions en un couple (a, 7) d’entiers premiers entre eux qui se réduisent en une 
solution non triviale modulo tous les p divisant d (voir plus loin pour la condition premiers 
entre eux). En transformant $  par une matrice de SL2(z) dont la première colone est (a, 7), 
on peut supposer que $  =  [da,b,c]. La matrice M  qu’on cherche doit vérifier $(/?,<$) s  0

1
1 + p‘ n

p N
1 +

Ií2 4
V

)) Cl' s r

a D
7 6



6 6 CHAPITRE III

mod(y) et 7 =  0 mod(d). Soit p un diviseur premier de on désigne par (xp, yp) un couple 
d’entiers qui donne modulo p une solution non triviale de $(x, y) =  0. On définit :

x  =  Edl^K
« / $  P / f

y = Edli^i + Edlp)
p / f  P / f

Il s’en suit que (x, y) est une solution non triviale de $(x, y) =  0 modulo tous les premiers p 
divisant ^  et que y et d sont premiers entre eux. Soit e =pgcd(x, y), il est alors claire que e 
et N  sont premiers entre eux. Le couple (x',y ') =  ( | ,  |f) fournit un couple d’entiers premiers 
entre eux qui vérifient $(x', y') =  0 m od(j) et y' est premier avec d. En utilisant le théorème 
de Bezout, on peut trouver une matrice M  dans SL^Z) tel que sa deuxième colonne soit 
(x1, y1) et son coefficient 7 soit multiple de d. Ceci termine la preuve de la surjectivité de ipd- 
Afin d’évaluer le cardinal des fibres de fa , on a besoin de la caractérisation suivante du 
quotient à droite de SL^Z) par To(N)*d dont la démonstration facile est laissée au lecteur :

Lemme 3.2.6 Soient d = p \ .. .pT et ^  =  <7i • • • qn les décompositions en facteurs premiers 
de d et de y . L ’application :

SL*(z)/ra(N y ‘  -> pj,B l x .........x pj/îiZ x ......................

qut consiste à envoyer une matrice ^  vers (0 , 7) mod (pi) sur les r premières com- 

posantes et vers (P, 6) mod (qj) sur les n dernières composantes est une bijection.

Soit $.SL2(Z) une orbite de iü//SL2(Z), on se propose de calculer le cardinal de la fibre 
de fa  en $.SL2(Z). Il est possible de prendre $  € E*4 grâce à la surjectivité de fa. Soit 
7i un système de représentants de classes à droite de SL2(z) modulo To(N)*d : SL2(z) =

U7,ro(J\0*

Lemme 3.2.7 L ’intersection de l ’orbite ^.SX^Z) avec EJ“* est la réunion disjointe des or­
bites $ .7,To(N)*d pour toutes les matrices 7,- telles que $ .7,- appartient à E*d

On prouve d’abord le lemme suivant

Lemme 3.2.8 Soit $  une forme quadratique de E*4 telle que pour tout nombre premier p 
divisant N, l2 — 4 n’est pas divisible par p2 et est un carré modulo p, alors

Aut($) C r 0(N)*d

Preuve. Soit $  =  \da, b, ^c] et notons t le contenu de $  c’est à dire le pgcd des entiers da, 
b et r̂C. Soit =  [dj, j, y |] , alors $ ' est une forme quadratique primitive de E***.
En effet t et N  sont premiers entre eux car t2 divise l2 — 4. En plus Aut($) =Aut($'). Le 
lemme découle de la déscription donnée dans [13] du stabilisateur d’une forme primitive. 
On peut alors finir la preuve du lemme 3.2.7 de la façon suivante : soient 7; et 77- tels que

N
d

F i
zj î n z

a
"y

6 et Y c - Soit $ H
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$-7* € Er* Pour k £ {*»j}- Si $-7« =  $-7;T avec 7 G r 0(Ar)','<i alors 7,“17j7 G Aut($.7i). 
Comme $.7,- 6 EJ“*, le lemme 3.2.8 nous assure que Aut($.7j) C To(N)*d. Par suite 7,r l 7j7 
appartient à T0(N)*d et donc 7,;_17J- G T0(N)*d, ce qui est impossible.

11 découle donc que le cardinal de la fibre de xpd en $.SL/2(z) est égal au nombre de classes 
7i tel que $ .7» G EJ”d. Le lemme 3.2.5 est conséquence du lemme suivant :

Lemme 3.2.9 Le nombre de classes 7* telles que $ .7{ G E*4 vaut

l2 -  4na+M)
p/N P

Preuve. Notons $ =  [da, b, yc] et 7 =  ^  ^ . La condition $ .7  G S*d est équivalente aux 

deux équations $(x, z) =  0 mod(d) et $(y,i) =  0 m o d ^ ) c’est à dire :

N
z(bx +  ~jcz) =  0 mod(d)

CL

N
y (day + bt) =  0 mod(—)

Ces équations donnent, modulo la déscription du lemme 3.2.6, une équation homogène non 
triviale de degré 2 sur Pz/pz pour chaque diviseur premier p de N  (si cette équation est 
triviale modulo un certain p alors p2 divise l2 — 4). Le nombre de solutions pour un premier 
p est 1 si 6 est mutiple de p et 2 sinon. Les premiers p qui divisent N  et b divisent aussi
12 — 4 car l2 — 4 = b2 — 4ATac et inversement ceux qui divisent l2 — 4 et N  divisent b. Ceci 
termine la preuve du lemme 3.2.9. La proposition 3.2.4 découle de l’expression de (n donnée 
dans le lemme 3.2.4 et des résultats des lemmes 3.2.5 et 3.2.8.

3.2.3 Développem ent du term e cuspidal

On calcule dans cette partie la transformée de Rankin-Selberg de

1 1 r + ° °

P ( z ) =  2  E  Æ t ( * ) - 4 H r ) I 2 l B ^ , l / 2  +  ir) l :dr
1 6 To(N)
|ir  7 | =  2

en utilisant la méthode de Rankin-Selberg :

r + 0 0

J^P(z)Eoo(z,s)dfi0(z) = p(y)ys 2dy

où p(y) est le terme constant du développement de Fourier de P(z) défini par

fl/2 

- 1 /2

rl/2

p(y) = / P(x + iy)dx. 
J - 1/2

X

z
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Lemme 3.2.10 Pour toute pointe k , on note aK(y,r) le terme constant du développement 
de Fourier en la pointe o o  de £ ^ 2 ( 2 ,  |  +  ir). On a

Preuve. La relation IE K(z, \  + ir) = ( |  +  ir)EKfi(z, \  + ir) nous assure que

aK(y,r) = 8Kt00y ï+"  +  y — T - y « , o o ( j ;  +  ir)y*~'T.
2 -t-ir  l

On en déduit que

£ k ( î / > r ) l 2 =  */ +  Æ
K  K

+ y l+2"<Poo,oo(\-ir ) i_ _  ir ■

On obtient le lemme puisque la matrice des termes constants des séries d’Eisenstein est 
unitaire sur Im(s) =  |  [12].
On pose

»<*> - \ iZ  s1 /2  7  6 T o ( N )

\ir Ti =  2 y t  To

1 fl/2 1 r+ 0 0
Pî(y) =  9  /  . S  Ry(z)dx -  ir-y I h{r)dr

2 J - 1/2 t€I-0 ¿ 7T J - 00

P3{y) =  -̂ I-Ih<-r)v̂ {12-ir)̂ îy2<'dr

ou

¿«,2(2, ^ +  *>) =  £«,2(*, £ +  *>) ~ «*(!/, r)

Le terme constant p(y) se décompose grâce au lemme 3.2.10 en

p (y )  =  Pi (y)  +  P2 ( y ) + P 3  (y) +  P4 (y)

Lemme 3.2.11 La contribution de pi(y) est donnée par :

Pi .y
i
2 E

d / N
E
L*' 0

X E
d > 1

r+oo

-oo
R f - 1

0 -1
tr

X + iytd x

rr e To'
<rt r 0

Xo Vd (To
E

+ 00

J—oo
R<r—\ n

d k
1 *

dot f

E 1a* y r 2
2y + y

l+2»r,
70 OO

2

1
ir 2 -f ir

1
2 zr

+ y
1 — 2 ir

oc 00
,1

+
1
2 ir

2 4

+  î>)|2K,,00

1
2

ir
zr

i>4 y,
1 '+00

471 / —0 0

h t
rl,2

2 /t
■k ,2 \ Z

1
2

+ ir |2ix dr

+ ir
+ y1- iir

f OO, OO
2

1
ir

1
2
1
2 +

dxiy+XR T'
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Preuve, les matrices de trace 2 dans SL2(Z) sont de la forme (  ̂ û ,  ̂ ^ avec a2 =  bc.
\  - c  1 + a J

Chaque matrice est conjuguée dans SL2(z) à une unique matrice de la forme |

L’entier k est le pgcd de 6 et c de signe celui de b.

f l  — a b \  ( 6  - A / l  k \  f a  0 \  / l - k y 6  k82 \
V —c 1 + a )  \  —7 o; /  V 0 1 /  \  7 6 )  \  — ky1 1 +  k'yS )

On suppose que la matrice de départ est dans r<j(Ar), soit d =pgcd(6, N). Le coefficient 7 
est par suite multiple de y . On retrouve ainsi toutes les matrices de T0(N) de trace 2. Ceci 
justifie la relation :

E  J*,M = E  E  E
7 É r o(A0 d / N  k ^ O  <r ÇT0\ T  o ( £ )

i r 7  =  2 7 ^ r o  (k,  f )  =  l

= E  E  E
d / N  k  f o  <T G r 0\ r 0( £ ) / T 0

Pour déduire le lemme, il suffit de remarquer que la condition <7_1 (q  ^  c ^ To est 

équivalente à la condition a £ TV

a b
Lemme 3.2.12 Soit r  =  ^  de trace i tel que c ^  0 et |/| =  2. On note s = sign(c)

[ Rr(z)y'dpio(z) -  À; f Rfct / 2  0 \ (z )y ,dfi0(z)
JH \c\* Jh  ̂ ! ct/2)

alors

Preuve. En remarquant que R-f(z) =  R -y(z), on se ramène au cas de c > 0. Le lemme
/ \ a~d \

s’obtient en faisant le changement de variable par la matrice M  =  ^  i ^ £ J .

Pour tout entier M, on pose

L m (s ) =  |c |2î

o- e To\To(M)/To 1 1 

' ■ ( :  :)

<«(«) =  Y , 1 7
k > 1 

(k,M) = 1

Proposition 3.2.5 Pour tout s tel que 1 < 3?(s) < A, on a

/  P i (y )y ‘~2dy  = ( E  ¿C *  (*)£«(*)) -M ^2)
•'° ¿/N  “

1 k
1.0

R
ar~l ,0

dk
1 k

2:

<r-1
O 1

dk
a t r0

z + n)
erdk

10a-1
n = -

R
+00

£

(*. N
d 1 =: 1 <r.-1 1

0 1
A h <rt r0

c o

+ 0 0
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où
12(s,2)= J^R( 1 o^(%^o(2) + J^R

Preuve. La proposition découle au moins formellement des deux lemmes précédents en

remarquant que si <7 =  ^* alors a ( q  ̂)  a~X ~  ( —Jtc2 * ) ^ es convergences

nécessaires pour pouvoir intérvertir les intégrales comme nous l’avons fait se démontrent de 
la même façon que la proposition 3.2.1.

Lemme 3.2.13 Pour tout s de partie réelle plus petite que A,

Preuve. Le changement de variable donné par la matrice

On déduit le lemme en tenant compte de l’intégrale :

r(s)
On se propose maintenant d’évaluer la contribution de £>2(2/)- 

Lemme 3.2.14 Pour tout y > 0, on a

P2O ) =

OÙ
r ° °  1 ( 2\¿ - %u

—00 Z *+■ tU

r+°°, , 2 — iu
-00 A ■+■ ■

Preuve. D’une part

■1

d’autre part

J= + o o  72 _  7 +00 72 2  — i -

= E  = E
« r .  /= -«  V2 2i’j  + l v2 2 +  «j

+
/ [ V * ) — — dV = -  I M - )
v —00 2 + iv v J - 00 vÀI + iv ' y J- 00 "iVt/2/2 +  z^

-1 n
1 -Il

z y■*d *
1H

1l2\ S 2 7T
.r

r s

4-00

h U
2i n

2i + u IUI
ê - l du

implique :0 1'
n

1 S 2
'n

R 1
o 1

17. y
\2t

d{i0'S) +
'h

R '1 1
I0

y‘
Z 2s

d f j i Q z

r+ 0 0

1 — 00
1 4 - t , —»dt

r 1 r s 1 2

v
¡>0
D (é lV + h ))

y exp uy 1 du

2 iy

1=— oc

2h

2n
1 / • + 0 0

—00
h iï dt 9Í0- Q! 0

1
E Rht x + iy

rv-» 22' 1 •+00 V À
2 2 i:v

(*+00 1 ,2 1, +00 y
.8  —  2

2
/ 0

k'2
y, 2  -)*( 2\iy 4- 1 X .2 + 2' dx dy

s -  \
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D’où
. , . , / 2v2“ *è r+<». ,v2 2- i ll *  L  — l — /»+00 v *  Z — Z-

»(*)- £  W j ï f e i ~ L  *i^ )2+îf,to/= —oo a y y

Pax sommation de Poisson on trouve :
 ̂ A+OO ^2 2 — i —

P*(y) = 23 / fc2 ( - j )r— exp(2t7r/«)dti
iyio °° r 2 + z-

Ce qui implique le lemme.
Il découle donc que la contribution de p2 à la transformée de Rankin-Selberg de P  est :

/»+oo H-oo
I P2 {y)y‘ dy = ( ( s ) f  (V>(y) +  i>{-y))ÿ dy.

J o */o

L e m m e  3 .2 .1 5  Pour tout réel positif y ,

1 /*+°° 0 
=  —  / rQ '(r ) / (—27Tt/r,ü;)dr

7T JO

où (j est défini par  sinli(a;) =   ̂ et pour tout couple de réels (æ,u;), la fonction I ( x , uj) est 
donnée par :

I ( x yu) — 1

P r e u v e .

/+oo 2 -j- ixL
k2(u ) - -----r- e x p (—2Ì7ruy)du

-oo 2 — Î U

y/u2 + 4 + t2 -  t 2 + iu
= ----i i u(u~-ti~) . --------------- exp{—2nryu)dtdu

tr J-oo V-oo ^  v ' v V  +  4 +  i2 + t  2 - t u  ^  '

( \ /u 2 + 4 + t2 + t )
2

et sinhia;) =  - ,  on obtient : 
r

Ce qui implique le lemme.
Soit Jo la fonction de Bessel de poids 0 définie par : / '

1 f 2* ■
J0(x) =  —  I exp(ix cos((p))d<f 

27T «/o

Lemme 3.2.16 Soit x et u deux nombres réels positifs, alors

I(x ,u) + I(-x,u>) = 47tJ0(x) + 87tx cosh(w) exp(-z sinh(a;))
y + o o  s i n ( x  c o s h ( 0  + U’) ''

+■oo

y

JO

/»27T sinh
cosh U)

U) 4-

4 sin
i cosi (P

y exp [ix co s )d<P

W y

1 r+oo -foo
/2 j2

22 4 iu
e x p 2n ryu dtdu

1 r+oo +oo

7r —oo —oo
i«

2
+ r2’

Posons -u +  it re

'tpi.y i =
i

7r o

/•-foo /*2tt

7o
r 2’ sinh(a;

cosh 4
4• i cos

■ sir <P.

2

exj ?Z7Tî/r cos )rdrd<£>

di6.
— oo cosh'2 £

8

u2 +  4 + í2 — t 2 + iu
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Preuve. Remarquons d’abord que

sinh(u;) +  i cos(<̂ ) _  ie" — e 
cosh(o;) + sin(<i?) iew + e'1?

On considère la fonction : 

1
f ( z) exp(t-(* +  z *)) =

4 ieu .x
. n exp(f^-(z +  z *)) 

(te" +  z)2 2 k "

Supposons que x > 0. Soit R un réel > 1, on intègre /  sur le contour indiqué par la figure 
suivante :

On obtient

(19)

(20) 

(21) 

(22)

Faisant tendre R  vers l’infini dans cette égalité. L’expression (21) tend vers 0 car x > 0, on 
déduit :

z

— i t —1 1 R

ie.~.U>
Z

2

- 1
te -  z \ _  . 

te" +  z )

i
i»7T

lo

sinh(o;) tcosl 2

-  1 exp [ix cos d(f
:osn sin

-1

r-Ä

w y
2

ie + y
- 1 expi

.x
2 (y +

i

y
iy
y

i
•7T

0
ië ,i<p 2

te1 + Rtpiip - i exp t-
v

'2
Ke,i<P+

1
R

e,—i v )d<p

rR

II

0

ie y 2

ie y
- 1 exp i

x
2 y +

i

y
dy

y

h(üj) +  i co 
4- sir

eu -  R é H 
eu +  Âe*v

îew — j 
ie" + 1

rit*

/o

—î

—i

>-i

—oo

+ 0 0

Jl

sinh + zcos '(C
2

- 1
coshu LO + sm <P

exp ix COi V) iip

ië î y
2

- 1
ze[r>U) +

ze1jU) y
ie1 -f y

2

-  1

exp i
x

2 2/ +
1

y
dy

y
dy

yy

i
+y2

X
i'expi
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Soit £ un réel tel que 0 < e < 1, on intègre /  sur le contour indiqué par la figure suivante :

-1 —e e 1

On obtient

On fait tendre £ vers 0. L’expression (25) tend vers 0, on déduit :

r2w I ( sinh(o;) +  i cos (</?)'
/J 7T cosh(u;) +  sin(y>)

A2 )
• I — 1 > exp(zx cos(ip))d<p =

—i

La somme de ces deux limites implique :

r+oo

(23)

(24)

(25)

(26)

On suppose x < 0 et on recommence les calculs d’intégrales sur les contours obtenus par 
symétrie par rapport à l’axe réel des contours précédents. La seule différence avec le calcul 
précédent est que /  n’est plus holomorphe sur le domaine d’intégration. En effet 2 =  — iew 
est pôle de /  de résidu :

Res_i e« / =  4x cosh(a;) exp(a: sinh(cj))

i
•2tt

'7T
sini ÜJ
cosh \u +

4- ¿cos((V
sin( V

2

- 1 exp ix cosí& dip

rl

C

f ieOo; V
-  I

ieut
+ y

exp(
2 +

1,

y

dy

y

i
/»2tt

J tt

ie A ío 2

-  1
teJL>

+ eex»v

u

— i

>—c te?» y 2

- 1
teoU) "T2/

exp(
2 (¡/ +

1 \dy

y

exp i
x

2 <€e +
1
e■e

- i < p

))Cdtp

•i

-i

ipü) v 2
-  1

ie' 4- y
• exp t-

2 [y ■+
i

y

,N̂ y
y

i X.U 27T,/öl X —t
y—oo

—4é
f+<X .

f—oo (ie

ieV y 2

-  1
ie 4 y

+ y
exp i-

x
2 y f

L,

y
ay

exp
.3.

2 (y4
i

y
dy

l
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/ + o °  X \

- »  (ie» + yy e M i 2 { v + ÿ ))dy
— 8nx cosh(a>) exp(x sinh(o;))

Le lemme se déduit simplement par changement de variable y = é .

On déduit du lemme 3.2.16 l’expression suivante :

r+ o o

On obtient alors,

/*“•00 u
H y )  + i>(~y) =  ~ 2 J0 g'(u)J0(4:irysiiih(-))du

f + O O

— I67rye~Airy / g'(u) cosh(— )du 
J 0 2 '

4 f +oc ,, x f+°° sin(47rysinh(f)cosh(0 +  a;))
■j" I o (îî) / o , du au

Wo j J- 00 cosh (0)

où a; est tel que sinh(a;) sinh(|) =  1. Qu’on écrit par intégration par partie sous la forme : 

V’(y) +  V’(-y ) =  167ryc“4ir,,p(0) +  47Tye~inyh(l-) -  2ye~A*v [ r  ~2dr
¿i J —00  ̂ "1 V

r+oo y
- 2  0'(u)Jo(47rysinh(-))du 

J 0 z

4 Z“1"00 f/ s /,+0° sin(47n/sinh(^) cosh(0 +  w)) lrt ,
+  ~ 9 {u) — ------------ T5T^------------ dddu7T Jo * y >J- 00 cosh (0)

Proposition 3.2.6 Pour tout s tel que 1 < ift(s) < inf(A, |) ,  on a

£ ° ° ( m  + ’K -s W 'd y  = / T  r f r - Ÿ - V t(r)‘lr

+ ( 4 ^ r ( s  +  1)» (0) +  î : | ^ M 5 ) - ( ï ^ r ( * + i ) / oo

1  s . - 57T.  / ‘+ ° °  . . . ,  . W .

-23T ^ïrW Hy)yo
/"+00 ^

7-00 cosh(0)[cosh(0) cosh(|) +  sinh(0)]i+1

Preuve. Voir [25] pour le calcul de la transformée de Mellin de

/»+°° y
/ g'(u)Jo(4ny sinh(—))ch/. 
jo /

dr

I X.ÜJ 27r 7o! x 4e

>+oc h r

+°° r( | -  i r

r & + i r+« h r

1
2*—3-7T1«4-1 r IS ) sir

s 7T
2 £ '0'

4-oo sinh Öl
de

6cosh 2

u sin h
u.
9

X

•du

r+o°
/  0 0 )  +  i P i - y W  dy =  - i  

J 0

r a
12.)r 2

2«+i 7T«+
3
2



Quant à la transformée de Mellin de

f-foo /•-
l  9'{u)L

+00 r+oo sin(47ry sinh(|) cosh(0 +  a;))
--------------------------------- f r —-7------------ dddu

cosh (0)

elle vaut

S7T f+°°  /»+00 ^ 0

r (5) sin( y ) / 0 ^,(u)y_00 Cosh2(0)[cosh(0) cosh(f) +  sinh(0)]'^

pour —1 < 3i(s) < | .  Ce fait ce prouve en deux étapes, d’abord pour —1 < 3?(s) < 0 
toutes les intégrales y compris celle en y sont absolument convergentes. On peut donc les 
intervertir, l’expression découle de [8] 6.5 (1). Ensuite on établit que la transformée de Mellin 
est convergente et holomorphe sur la bande — 1 < 3ft(s) < | .  Le comportement asymptotique 
en y~* de certaines fonctions intermédière impose la borne | .  L’expression de la proposition 
découle par intégration par partie valable sur la bande — 1 < ?R(s) < | .

Lemme 3.2.17 Pour tout s tel que 1 < 5R(s) < A, on a

l +~  P * (y )y -2dy = 4 M7),’“-~(iT£)ï77
où ipoo,oo(s) est le terme constant de la série d’Eisenstein en la pointe 00 Eoo(z,s).

Preuve. La fonction 9oo,oo(t — if) a un pôle simple en r =  |  et holomorphe sur le reste de
1. _|_ 27* .

la bande 0 < Im(r) < £ et j ----— est holomorphe sur cette bande avec un zéro en r =

Il découle alors que l’intégrant de p3 est holomorphe sur la bande. Soit c un réel tel que 
|  < c < f ,  le théorème des résidus nous permet d’écrire :

r +°° , /.x A  ■ x l  +  2ir  2ir

Jic—oo

Posons s =  —2ir, alors

y  « c+ o o  i  1 +  2 i r  ,

P i { y ) ^ - ^ L o o h{ t ) ^ A 2 - t r ) T ^ r y  dT

i y  />2c+JOO is . 1 + S . l — S -

P3(y) =  4n L - i o o

La transformée de Mellin inverse nous permet de déduire le lemme.
On termine cette section par un calcul de la contribution de p4.

Lemme 3.2.18 Soit f(z) une fonction F o(N)-invariante à décroissance rapide en la pointe 
0 0 . On suppose qu’il existe un réel positif X tel que Dof =  — Xf, alors

75

X
I f *y |2 E 2: 5 dfi i'0 2: ■t-

s

2 fX
/<

2EX (2 ¿/X(0v2:

i s— Sy
1 +  s'

1 —51+5,
230.00'P2

is
n

s -
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Preuve. Soit r tel que A =  |  +  r2. Du fait que D0/  =  -A / on déduit que le développement 
de Fourier en la pointe oo de /  est donné par [10] :

+ 0 0

f ( x  + iy) = 53 ûnv/ÿ^ir(27r|n|î/)exp(2î7rnx)
TI— — OO

où KiT est la fonction de Bessel modifiée qui est dans ce cas réelle car r est soit réel soit 
imaginaire pure. Remarquons ensuite que |an| =  |a_n|. Pour cela considérons l’opérateur 
défini sur l’espace des fonctions T0(TV)-invariantes par : /(z ) —* f ( —z). Comme D0/  =  —A/ 
alors il existe a  tel que f ( —z) = af(z)  [12]. Cet opérateur est involutif donc a2 =  1 et 
d n  ~  ® a - n .

Vf? =

=  ¿Dcl/l2 +  A |/|2 + i y \ d ' ! d j  -  d j d , f )

Le terme constant du développement de Fourier en la pointe 00 de iy2{dxf d yf  — dzfd yf )  est 
nul car |an| =  |a_n|. La méthode de Rankin-Selberg implique alors :

f  \If(z)\2Eoo(z,s)dfi0(z) =
J X

-  f  T>0\f(z)\2Eoo(z,s)dn0 {z) + \ J x \f{z)\2Eoo(z,s)d/j,0(z)

Le lemme découle de l’égalité

/  D0\f(z)\2Eoo(z,s)dfi0(z) =  s(s -  1) f  \f(z)\2Eoo(z,s)dfi0(z)
J X  J X

qui s’obtient à partir du théorème de Stokes.
On applique ce lemme d’une part aux fonctions propres de D q  sur L2(To(N)\H,dfj,o), on 
obtient :

Jx  \I<Pi(z)\2Eoo(z,s)dfi0(z) = (Af +  -1- ) Jx  \(pi{z)\2Eoo(z,s)dfi0(z)

D’autre part, le lemme 3.2.18 peut être étendu aux fonctions ÉKy2( |  +  ir) :

/1 /2  r-f - 0 0  ^  1

f  \EKi2{z , -  +  ir)\2y‘~2dxdy =
- 1 / 2  J0 l

L p l .

Cette relation ramène le calcul de la contribution de au cas des séries d’Eisenstein de 
poids 0.
Les pointes de Xo(N) (N  sans facteurs carrés) sont en bijection avec les diviseurs d de N

1
2

D01/ I2
1
2

f  Do.f
1
2

f D'of ■fiy‘,2/ 9,x,/■ V fF - di*l 9.vf

2 x

s s — 1

il i« 1
21 1

4 + r 2

.1 '2 ■+oo

Ê’*1[i
1
2

+ ir I À

y dxdy
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et {d/N , d divisant N}  donnent un système complet de pointes inéquivalentes (dans cette 
identification la pointe 0 correspond à 1 et la pointe co à 1/Ar). On désigne par Ed/x(z, s )  

la série d’Eisenstein de r 0(Ar) en la pointe d/N  et par E(z, s) l’unique série d’Eisenstein de 
SL(2,Z). On fixe le développement de Fourier de ces séries en la pointe oo

E(z,s) = y' + ip0{s)y1~'+

T .  27rir(s)-1|m|'~* y/ÿ K t_i[2'K\m\y)(pm(s) exp(2Î7rmx)
m^O

Ed/N (z, s) = 6d,iy* +

]T) 2n‘r(s)~1\m\‘~*^ÿKt_i(2n\m\y)<pd/N,oo,m(s) exp(2î7rmx)
m̂ O

On sait d’autre part que [12] :

d/m ¿>0

On établit simplement la relation :

i? (y c\ _  J _  t t  P2* V ' fijdidjj) ,Nd2 . 
E i t s M  -  11 2 2^ (didiY  ̂dd, '

iV p/n P l dl/%, dt/d âxa2) aai

où fj, est la fonction de Môbius. On en déduit le lemme suivant dont la première partie est 
donnée dans [10]

Lemme 3.2.19

/ \ _ f—T(g 2) 1) TT V ~ 1 TT P‘ ~ P1
w /îî,«.,o w - v î  r(s) ((2s) n  p 2. _  ! n P2. _ 1

et pour m  ÿé 0

( \ — t t  1 j  / / ( d i ^ )  _ / >\
<Pd/N,oo,m(s) ~  d c(2s) H  2. _  ! E  ^  ¿2,-1 *1-2. ( )

sv m =  d\d2m 2

¿ i / f , d2/ d

Ces formules impliquent la proposition suivante :

d N , 0 0 ,0 5 iy -h

<£>0

<p

7T
T( 1

2 C s 1
r C 2 s

1

C' 2s E
d/m d>t

dfl-2 8 O1 - 2  8 m

c 25

'5 -  i ) C ( 2 5  -  1) „  ü  -  1 „ p ' - p 1 *

m

U 2s) r ‘ - 1 ÎU P
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s)i z  r  \S i ' N (z ' \ + i r ^ d x i v = i n i " i $ ï

f ( f  “  *r )F(f +  î"r ) C(s -  2ir)C(s +  2ir) 
r ( i - t r ) r ( i  + tr) Ç(l-2tr)C(l +  2tr)X

n (1+P-.W^ -  w »  - d n;1 - ?-‘-2l,)(i - ?-**) n ̂ («. o
où Zp(s,r) est définie par :

Zp(s,r) =  (1 - p —+2") + p - '( l  -hp—)(l - P 1+2i" ) ( l - P 1_2ir)
+  p -‘- 2iT(i -  p1+2ir)(i - p ~ ‘~2ir) +p~t+2ir{ 1 -  p1_2ir)(i -  ? r i+2ir)

Preuve. En appliquant la méthode de Rankin-Selberg à \ÉdjN(z, \  + ir)|2, on obtient :

/ 1/2 /»+oo _ ^

/  1-Eù/wO, ô +  ir)\2y‘~2dxdy =
-1/2 */0 ^

______ l î ______ ( Y ' lyj/w,oo,m(| +  tr)|2,,  [+°° K . (2irvŸvt~ldv)
r d + i r j r i j - i r ) ^  h *  H  K " ( 2*y>y “»>

La première parenthèse se calcule à partir des expressions données dans le lemme 3.2.19. Ces 
expressions montrent qu’à des factorisations évidentes près, (pd/N,oo,m est multiplicative. La 
somme chérchée admet donc un produit Eulerien qu’on calcule simplement [23]. La seconde

r ( i ) 2 s s
parenthèse vaut 8^ ^ r ( -  -  *>)r(- + ir).

3.2.4 Formules finales

On rappelle que N  est un entier impair sans facteurs carrés. On résume dans la proposition 
suivante le calcul mené dans cette section :

Proposition 3.2.8 Pour tout s tel que 1 < 9£(s) < inf(|, A), on a

+ W M  =  Ç M o .O M M )

+  ( £  — ( s ) L n  ( s J J / î f s ,  2j +  A i i s )  +  -4_3 ( s )  +  A t ( s )

d/N *

Proposition 3.2.7

OU

h (s , l )  =  f  Ryt(z)y*dno{z)+ f  Ry_,(z)yad(i0(z) pour |/| ^  2
JH JH

1/2 i * “  \Ëd/N( z ±  +  ir) \2y ' - 2dxdy =  d i r ' - ' W l -  V h A

— s — 2ir

* W*) + E -P -R w  (s) = 977^E W*> 0 £(*. 0

rm 2 r  t n\2

ah



w  \ 1 -r,, \  . /57T. r+°° , . . , ,u .
-  C ( s )^ 7Z ï ^ r r ( S) s m ( y )  Jo g(u)  s m h ( - )  x

/ +°° ^
7-00 cosh(0)[cosh(0) c o s h ( |)  +  sinh(0)],+1

/I t \ i L/i8\ /  1 4 “ ^ \ 1 - s

Ms) = ~2 (~2̂ <p00'0°(~ ir^ ï+ l
A J s )  =  r(f)2 C(5)2 TT 1 [ +°° h ( r ) ( l  + -iiillil.) x 

i { ) 47riTfs) C(2s) l l ( l  +  p - ‘ )J-oo { )[ +  2 a  +  r*Yr (s) C(2s) ¿ J  (1 +P~‘) J~°° 2( |  +  r2) ‘

r ( f -  ¿r)r(| +  ir) ( (s  — 2ir)C(s +  2ir)

J —>)r(èr ( i  -  tr )r ( |  +  ir) C(1 -  2tr)C(l +  2tr) *

H (M ir  _ iVpl—2ir _ 1) (E d IK1 ~ 1 ~ P ' ^ )  II %(*>*))&
p/N \P L) \P  L) d/N p/d V/E.

et le symbole ^  désigne la somme sur les entiers l de valeur absolue différente de 2 tels que 
*

l2 — 4 est un carré modulo tous les diviseurs premiers de N

De même la méthode de Rankin-Selberg appliquée à la décomposition spectrale (14) donne : 

P roposition 3.2.9 Pour tout s tel que 1 < 3R(s) < A, on a

Y^h(ri)Rllfi.?(s) = ^£^ECat(M)M5>0

+ (Y . 4 U ( s ) L n (s ) ) I 0{s , 2 ) +  B 2(s ) + B 3(s)  + B 4(s)

OU

pour |7|
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/ 2 6 2) 7T-
r i

ri s
2 - /* +  OC

J — oo
it'2 VU.2'

2z w
4 u

u i,-i du

•o * 2 K
J S

1
2

r S — OO

r+o o

fco u,2>\ u \
s — 1

du

-¿4-21s i ( S'

4- c 's
4

47T l*+l-r +  :i

2• i -f“l7r*4-
3
2 ’ —OO

+ooo
1r

_2

«r r
r i

s
V2 ir

s
I T

rh r dr

ÎO' + C<*
r s 4-

'4:71

?

2

¿yw d* i d

t 2

C d

C(
2

4̂ «+1

22j—3
1
*7Ta-fl

riÍS

■r s + 1'

siri
S7T

2
n’

./o

r+00 sinh!
cosh f)

s9
d9

<»-4-oo

7—00
1
4 +• rr*2

ir
n r

gl'ili 7. 'Vi? ì î-?/ nii^l 4- I k.n( ha ?.. i?ìì?/ filini 7A nnnr /o I
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T(») C(2s) ,%(!+?-) 
r ( f  — *r )F(§  +  *r ) C(s “  2ir)C(s +  2ir)  

r ( | - i r ) r ( i  +  tr) C(l-2ir)C(l +  2tr)
x

n („w,,_nVpl-i<- i 3(E‘'n(i -p -2")(i -p-+2i’) n 3.<*. >•))*•
p/N ^  i Ai? d/N p/d p/ÎL

3.3 Terme constant de la transformée de Rankin—Selberg de la 
métrique d’Arakelov

Soit N  un entier impair sans facteurs carrés tel que le genre de la courbe modulaire X0(Ar) 
est non nul. La métrique d’Arakelov introduite dans la section 1.3 est définie par v(z) = 
F(z)dfj,0(z). On désigne par Rp sa transformée de Rankin-Selberg :

Rf(s) = [ £ 00(2, s)u(z) =  f  F(z)E00(zis)dfio(z)
J X J X

La fonction R f (s) est convergente pour 5R(s) > 1. Elle admet un prolongement méromorphe 
avec un pôle simple en s =  1 de résidu (vol)-1. On note Cp son terme constant de telle sorte 
que le développement de Laurent de Rp soit :

— —--- -r +  Cp +  0(s — 1)
vol(s — 1)

Cette section sera entièrement consacrée à la preuve du théorème D. Elle est l’aboutissement 
des techniques développées dans les sections précédentes. En effet le terme Cp sera obtenu 
en faisant la différence des deux formules données par les propositions 3.2.8 et 3.2.9 pour la 
fonction h(t, r) =  exp(—i ( |  +  r2)) et en prenant la limite quand t tend vers l’infini.

3.3.1 Contribution hyperbolique et fonction Zêta de Selberg

On étudie dans cette partie la fonction

L \̂ZS) * | / |>2

= 7tL  E  W*,/)(A(*,0-*(«.')) (27)
^ * />2
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R'F\IS
1

/ s
1 1

E>2 s K s
r £

2 II l-s

2
‘+00

/-0 0

r £ ir
rt r dr

ir£
2 '(ir3

2*“T
71

«-f 12*

E s)
1
2

h
i s ,

2
5 0 ,.OO

1 + 5

L

E’41S]
471

r( ,2 c s 1n
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h r x

E
l/l >5
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81

(î __ 1 4 I i*fOO /i ( *»\

f i 1) = - - H  Ress= i(N (s,l)(-h{-) -  —  j_ "  r - j -^ e x p ( -2irlog(n))dr)
♦  2 4

i + VP^i
ou n — ------------- .

2

On commence par montrer que jT2(1,/) = Jo(l, /). Ce qui donne un sens à la valeur en
1 de chaque terme de la somme (27), cette valeur sera calculée dans la proposition 3.3.2.

On fixe l tel que / > 2 et on pose A =  l2 — 4. Les valeurs propres de 7/ sont n = et

Proposition 3.3.1 La fonction f ( s ) est holomrphe au voisinage de 1 et

77

Lemme 3.3.1 Pour tout s de partie réelle < A,

0=a"* /;; m a o + ^
f + 0 0

J0(s,/) =  A '/2 /  fco(A(l + e))B{s,0<%
J  —OO

OÙ
r + O O  y * - 1 y + O O  y * ” 1

/o {y2 +  (l +  Çy)2)t<iy + Jo (y2 +  (l -  Çy)2y dy

Preuve. Soit M  =  A-1/4 ^ alors

M (û  n -0 M ‘ 1 = 7 i 6t M ( ” o 1 - n ) M ~1 = ^ -

D’où
I2(sJ) = A ^ [ j HR (n  (z) ^ r^ - d M z ) +  

vo n-1/

0
V 0 - n )

On obtient la partie du lemme relative à I 2 en explicitant la définition de Ry et en faisant le 
changement de variable £ =  L’expression de Io découle d’un calcul analogue.

Lemme 3.3.2 Le développement de B(s,Ç) au voisinage de 1 est :

B ( s , 0  =  *  +  { > -  l)A(i ) + 0 ( ( s  -  l)2)

où

>1(0 = f  log«2 + 1) + / _  lo s t ^ y i^ ^ Y

n
I + A

et
2,-1

1 S t die

B s e

A 2
1

A
1

r
î alors

n u -l —nj -1 0 r-i

I H
R —n —i O

O —u

[z yi*
z + 1 2« ÌL'0 Z I]

-4-oc
\y dy
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Preuve. Le terme constant de B(s,Ç) vaut B{l , f )  =  7r. Le terme suivant du développement 
est :

f +°°1 ( ^  Ì dy A[K) ~ Jo 10g^ 2  +  (1 +  ^ )2^ 2  +  ( 1 + e 2 / )2

î +“ w / H , A
J-oo J/2 +  1 y2 +  1 

Le théorème des résidus nous permet de déduire le lemme.

Lemme 3.3.3 Soit g la transformée de Fourier de h donnée par (13), alors :

I0(1,0  =  h { l j )  =  71-5(2 log(n))

Preuve. Le lemme résulte du lemme 3.3.1, de la valeur en 1 de B(s,Ç) et des relations (12) 
et (15) donnant les transformées de Selberg.

Proposition 3.3.2 Pour tout s tel que 3£(s) < A :

I2(s, l) -  IQ{s, l) =  (s -  1 )A, + 0 ((s  -  l )2)

OÙ

A,= - k h{ï ) + l  /-T T j i h exp(_2,r H(n))dr
Preuve. D’après le lemme 3.3.1, 3.3.2 et 3.3.3,

Ai = |vÂ/_+j i 2(A(i+i2))^^7iog(i+m
n 2 — 1 ^

-  f v â * o ( a ( i + ? ) )  lo g d + e n

En réutilisant le lemme 3.3.3, on trouve :

n f +°° 1 / 2  a \ v^A + 4 +  i7T f + ° °  . 2  A X V A  +  4  -1- IX . . 2  . . .
Al = -  k2(x2 + A) - 7=====— — log(x2 +  A )dx

2 J- 00 V A + 4 - i x
77* /»-foo

-  -  f  k0(x2 +  A) log(x2 +  A)dx 
L J—00

On aura besoin des définitions suivantes : pour tout 7? positif, on fixe 9 tel que sinh(0) =  
/ A *4* 4

et on pose
i7

t /  \  <n. /sinh(0) +  ¿cos(w) \ 2 ,

J{,,) =  * / - „ / , (  cosh(0)+sm (» ,)]  H (> /c o s (V) +  A ) ^

/
7t/2

log(7/cos2(v?) +  A)d^
-tt/2

7r t . i fr°° h f r
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1 /•+00

Lemme 3.3.4 Soit Q la fonction définie par g(u) = Q(eu + e u — 2) dans (3), alors :

On pose r) = x2 +  t2, on obtient

On fait le changement de variable t — /̂rjsin(<p), on trouve :

1 /+ ° °

L’expression de A/ donnée dans le lemme découle par intégration par partie en remarquant 
que J (0) =  0 et en tenant compte du comportement asymptotique de Q' en l’infini.
La suite de la preuve de la proposition 3.3.2 passe par un calcul de J '(t?). On a choisi de 
ne pas inclure ce calcul fastidieux et complètement indépendant de ce qui précède dans le 
coeur du texte. On démontrera dans l’appendice le résultat suivant :

Lemme 3.3.5 Pour tout rj positif

j l ^  { 'JA  4 y/A \{c t  „ « —et „a—u \

J M  =  ^ ^ + v + i  +  7 ^ ){ “ e }

OÙ

y/r} + A + \/r) + A + 4: 
u = 2 log------------- --------------

a = 2 log(n)

On peut maintenant finir la preuve de la proposition 3.3.2. On fait le changement de variable 
rj +  A =  4sinh2( - )  dans l’expression de Ai donnée dans le lemme 3.3.4, on trouve

r+oo
Ai = — 7T f  g{u) sinh(U a )du

JOL L

Ail
2 I o Q\ v + A J' dn

log( X'
2 + A dtdx

AU
4-00

JO fh
Q' iv + A log V v2 A )dt

dr)
t 2■72

+

'o ? ' î] T
'A -t 4- ?

fV f A + ï -f i
/r? i

2

log f,2 A dt-
dn

2- T f ?

A/
1 r+°°
2 JO KV+ A J [V.)drj

AL* =

Preuve. Les expressions (13) et (16) de la transformée de Selberg inverse impliquent :

S
+ 0 0

0

f + o o

J —oo
Q' z,2 f A + t2

X 4 A 4- 4 4- 2 t

2
¿X444-

+O0

0 -o o

/■+00 .2 + * 4- ti2 log £ 2 4- A dtdx

30
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Preuve, (de la proposition 3.3.1). Les propositions 3.2.8 et 3.2.9 nous assurent que /  admet 
un prolongement méromorphe au voisinage de 1 avec au plus un pôle simple en 1. Le lemme 
3.3.1 implique que / 2(s, l) — 70(s, 1) = 0 (la~l~A) où a =  5ft(s), uniformément en s. D’autre 
part 0 v(s > 0  est bornée par c.|((s)|2 pour 3R(s) > 1 où c est une constante qui ne dépend que 
de N. On en déduit aisément l’holomorphie de /  en 1 ainsi que la valeur de / (  1) donnée 
dans la proposition 3.3.1.

On prend pour h la fonction h(t,r) = exp(—t( \  + r2)). Sa transformée de Fourier g est 
donnée par

! \ 1 / f V2 \
ÿ(i’u) = 7 S r t exp(- ï ~ « )

Définition 3.3.1 Pour toute matrice hyperbolique y, on note N(y) =  v2 où v est la valeur 
propre de y  dont le carré est supérieur à 1. On désigne par y0 le générateur de trace positive 
du commutant de 7 . La matrice 7  est dite primitive si 7  =  7 0 . On note

0(f) =  E  £  ^ ¡ ¡ M g ( t M N ( y ) )
l> 2 [7] V

try = /

Z(s) = II n ( l-e x p (- (*  + *)logW(7o)))
70 primitive 

non conjugué

où ^2 désigne la somme sur les classes de conjugaison dans r o(N) de matrices de trace 
M

donnée. La fonction O(i) est la contribution hyperbolique à la formule de trace de Selberg 
pour h (t,r) =  exp(—1(\ + r2)) et Z (s) la fonction zêta de Selberg de To(N).

Proposition 3.3.3 La valeur en 1 de la contribution hyperbolique pour h(t,r) = exp(—¿(7+
X ft

r2)) est / (  1) =  — - —- J  O(£)d£. Cette contribution se développe quand t tend vers l ’infini

La proposition 3.3.2 découle simplement de cette expression.

en

—  j Q 0 ( £ K  =  - ^ ï  -  -  T r i ) +  2 W  +  « l >2 vol J0 2vol 2vol *-*i Z(s)

Preuve. On établit simplement (avec les notations de la proposition 3.3.1) que :

1 1 r+°° h (t r) 1 r*
2n'ïïl îq f^ “ P(-2t>lo«(“) ) * = 2 / ^ 2Ioe(nM

La proposition 3.3.1 et la proposition 3.2.3 impliquent que la contribution hyperbolique est 
dans ce cas :

1
2\vol

■i

J 0
0 1 e: d'£

k :0

1 t t 1 2 s 1 1

/( 1)
3

%'N
n

p + 1
1

E
l: 2 7 ]

E
log

l2

leN fi

J 0 9 e log N ,7 C¡e
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Le comportement asymptotique de cette contribution découle du lemme suivant :

Lemme 3.3.6 L ’intégrale f  Q(Ç)dÇ est équivalente à t  en l ’infini et
J o

Preuve. L’intégrabilité de 0 (f) en 0 est due au fait qu’il existe un réel t0 > 0

sont croissantes pour tout 7 G r0(A7’) et pour

0 < t < t0. On se ramène ainsi à l’étude de l’intégrale J  O(Ç)dÇ. La formule de tracé de

Selberg pour T0(N) et h(t, r), qui se déduit à partir de la proposition 3.2.9 en identifiant les 
résidus (stratégie proposée par Zagier [25], voir aussi [10] page 413), implique l’équivalence 
annoncée. Dans cette formule seule la valeur propre 0 donne une contribution qui n’est pas

f+oo

intégrable au voisinage de l’infini. Il s’en suit que / (O(t) — 1 )dt est convergente, sa valeur
/ / / découle du lien suivant entre la fonction O (t) et la dérivée logarithmique de la fonction zêta

de Selberg ([17], [10] page 497) :

Pour cela il suffit de faire tendre s vers 1 dans
/» + O O  1

l  e-<'-')*(e(i) - ! ) *  = (—1 Z 'M
Z{s) s(s — 1)

Ceci termine la preuve du lemme 3.3.6 et de la proposition 3.3.3.

3.3.2 C ontribution parabolique

On étudie la contribution de

)

d/N

Lemme 3.3.7 On a l’égalité :

( E ^ ( ^ ( 5 ) ) ( / 2 ( 5, 2 ) - / o ( S,2))

72(1,2) =  7o(l,2) =  7T0(O)

Preuve. Découle directement des expressions de 7o(s,2) et 72(s,2) données dans les proposi­
tions 3.2.8 et 3.2.9.
La connaissance des deux termes suivants du développement au voisinage de 1 de 72(5,2) —

lois. 2) s’impose à cause du pôle double en s = 1 de V] —Çk (s)L n (s). Signalons que Io(s, 2) 
'  i—J d ‘  d Ad/N

s’exprime simplement en fonction de g [25]. Nous ne somme malheureusement pas en mesure 
de donner une telle expression pour 72(s,2). La proposition suivante qui donne le premier 
terme du développement sera suffisante :

1

+00

Jn
©1t 1)1 dt 1m

»1
Z'
z

s 1
s i

1

tel que les fonctions
1

471 t
.e-t/4 -log*.N('.1 Ai

2

1 s
Z1 (S,

+oc

0
e-«(«-i; hO dt
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Proposition 3.3.4 Pour tout s de partie réelle < A :

v'ir (s _ i)

OÙ

r(s) n (J2(s, 2) -  h ( s ,  2))) = (s -  1 ) A 2 +  0 ( ( s  -  l)2)

. 1 , . t \  1 f+°° h(r)

A’ = -2 h(-2>+ r « L  t4 + r 2
dr

Preuve. Les propositions 3.2.8 et 3.2.9 impliquent :

f+°° , . , . 2  + iu
A 2 =  25R /  k2(u2) ■ lo g (u )^  

J o 2 —tu
t+oo

—2 / ko(u )\og(u)du 
J 0

Le calcul est ensuite identique à la preuve de la proposition 3.3.2.
Le terme suivant du développement au voisinage de 1 de cette contribution nous semble 
inaccessible par calcul. Dans le cas de h(t,r) = exp(—i( j  -1- r 2)), on le note C2(i) :

r(s)  t t (/j (s , 2) - / 0(s , 2)) =
v ^ r ( s  - 1

• ¿  J_„ t r ^ d r ) ( s  -  1 ) +  -  ir + o«* -  1 )*)
4

Lem m e 3.3.8 Pour tout s de partie réelle plus grande que 1,

E ¿cj«t»«=£ n e n (p - 1) E v +1) c(s)g r x)
d/N a  l y  p / N L ^ P  d/N p / % Vi i  ^ \ i s )

Preuve. La fonction L n (s) est liée au terme constant de la série d ’Eisenstein <¿>00,00 (s) par la 
relation [1 2] :

^ 00,00 (s) =

Le lemme se déduit de l’expression de tpoo,<x>(s) donnée au lemme 3.2.19.

Lem m e 3.3.9 Pour tout s tel que 3ft(s) > 1, ona

+

1 •+00 h t r1

2
-

7r
ri s i

I [s
LN S

7Tr s ï
r [s

+ Oi[1

1

vol
[di V

an

6
-f *7 + d V 1 o -i (A d A y

p/N 1 Í
log P Ä 1

1 + 2p

I
1

d*
5 ILJ

d ))
d N

vol s 1 2 +

c 2<
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d(N) désigne le nombre de diviseurs positifs de N, 7 est la consante de l ’Euler et a est la 

dérivée en 1 de v/tt- . , , 2\ .r(5)c(25)
Preuve. Découle directement du lemme 3.3.8 en remarquant que pour tout entier M  sans 
facteurs carrés :

e n (p - ') no>+!)=m<m)
d/M  p / t  p/d

Il s’en suit que la contribution du terme parabolique pour /i(f, r) = exp(—i( |  + r2)) se 
développe au voisinage de 1 en :

(E  - k ï (•)£«(*))('>(*, 2) -  h(s, 2)) =
d/N d * d

_ri _ L  r+~ * M l
2 A n  J -o o  t +  r2 volfs—1) vol

3.3.3 Contribution elliptique

C’est la contribution des traces —1,0,1. Les propositions 3.2.4, 3.2.8 et 3.2.9 impliquent 
qu’elle vaut :

+2 IJ  (1 +  (—-))Ci(s) 1) -  h  (s, 1))]
p/ n  P

On ne considère dans cette section que le cas de la fonction h(t,r) =  exp(—f( | + r2)). On 
fixe les développements suivants au voisinage de 1 :

--------Ci(s,0)(I2(s,0) -io (s ,0 )) =  +  £o,i(*) +  0(s  -  1)

2^^yCi(5,l)(-Î2(s,l) - -fo(s,l)) =  + Cltl(t) + 0 (s  -  1)

où Cij{t) pour i , j  G {0,1} sont des fonctions de t.

Proposition 3.3.5 La contribution elliptique à la transformée de Rankin-Selberg pour la 
fonction h(t,r) = exp(—f( | +  r2)) se développe au voisinage de 1 en :

¿111(1 + (•̂ ))c.,.(i) + 2 n  (1 + ( v ))Cl’»(i)1j r î
JV01 p /N  P  p/N P  S L

C:21r
 ̂+  r2 vol(s — 1,

1
rai

,1
2

1
An

4*oo

— oc

■d( N E
p/N 1 + l

1 + h log [p +
r' [s 1 28

h r
i
4 4- r2

dr ¿i N'
in
6

+ 37 -f d\ N 1 10 N

Cl 2s
1 n

p/N 1 + P

1

v /N
[D fi +

- i

y
)>Ci s ,0 I2'[s 0 /(0\ s 0'))

2C,r>s
Cin

, - 3 „ ~  1

h r d N

1 h s

s
ä
1

s 12 C s



+ ^ 3 Î lI (1 + (~))CoAt) + 2 n d  + ( ~ ) ) c'i.i(;f)]
,5V01 p / N  P  p / N  P

-¿ r D + (~  ))c°.oW + 2 IK1 + (—))ci,o(i)]
CiVOi p / N  ' ”  p / N  P P/N  P

+ 0 (s  - 1)

Il est possible d ’exprimer les Cij(t) en fonction de t, ce qui nous permettra de lire leurs 
1imit.es quand t tend vers l’infini. Le calcul étant très lourd, nous avons préféré le con­
tourner. L’avantage de la proposition 3.3.5 est qu’elle sépare les dépendances en N  et t. 
Nous utiliserons dans la section finale les propositions 3.2.8 et 3.2.9 pour prouver que ces 
fonctions convergent vers des limites finies quand t tend vers l’infini. Nous donnerons même 
ces limites pour Co,o(i) et Ci,o(i) grâce à l’expression du genre de X 0(N).

3.3.4 P reuve  du  théorèm e D

On note <j0(N) =  0 ^ )  ma r̂ ĉe permute les pointes 0 et oo et vérifie

ao(A0_1r> o(A r) =  r,»  où r 0 et sont les fixateurs des pointes 0 et oo dans r 0(Af), donc

E0{z ,s )=  £  (Im((70( N ) i z ) ) ' .
7 eV 0\ T 0(N)

Comme a0(N)~1T(i(N)aQ(N) = To(N), alors Eo(a0(N )z,s)  = Eoo(z,s).
D’autre part F(cro(N)z) =  F(z) car on peut prendre une base orthonormée pour le produit 
de Petersson de formes modulaires paraboliques de poids 2 pour T0(N)  qui est propre pour 
l’involution d ’Atkin. On en déduit la première partie du théorème D. La deuxième partie 
de ce théorème est une forme allégée de la proposition suivante :

P ro p o sitio n  3.3.6 II existe trois constantes réelles Cq, C\ et C2 telles que

r  =  1 w Z'(5) ____1 \ , r ,(2 )+ 7 - lo g (4 7 r )
F 2g vol *-*i Z(s) s — 1 4ng

1 . an
+  ----- î ( l + 7  +TK +g vol 12

lo g M  +  ^ E y r f  lo«(P))
Z p / N  L + P

r ( s _ i )
où 7  est la constante d ’Euler et a est la dérivée en 1 de -Jn /  K , 2\ .

v r (s)((2s)
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1 -n>ldi

(Jette
0

¡N

d\ N C2
an
12

3
2

7
5'

d N ' 1 1/7-1 A

+
1

9 vol
- E

p/N P,2 1

P'
2

+
1

Q' vol n
p / N

1 4-
- 1 .1

•4p I
v/N

P
1 4 i

log il + Coj

H- n
p / N

1 +
- 3

P
))[

1

3 p /N
1 4 P

P_ log i 4- C1.J)
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Preuve. On commence par faire la différence des deux expressions données pax les propositions 
3.2.8 et 3.2.9 pour h(t,r) = exp(— + r2)), on trouve en tenant compte du lemme 3.2.18 :

E^MWMWoM) 
*

d•+Œ3 37^f(5)L7 ( s))(/2(s>2) ”  /q(s ’ 2))
d/N

+ ^ 2(5) — B 2 (s) +  .<4.3(5) — Bz(s) +  A4(s) — i?4(s) (29)

L’étude menée dans la section 3.2 montre que toutes ces fonctions ont au plus des pôles 
simples en s — 1. On écrira dans la suite l’égalité des résidus et des termes constants des 
différentes fonctions apparaissant dans l’équation précédente à t fixé. On fera ensuite tendre 
le paramétre t vers l’infini pour déduire la proposition 3.3.6 et le théorème D. Pour cela 
commençons par détailler ces contributions. 

s(s *■■■“ h(t r*)
La fonction .-----— — ¿-■■-R\u,.\*(s) est holomorphe en s =  1, elle ne contribue pas

2 ¿>0

par suite au résidu. Sa contribution au terme constant vaut

zéro quand t tend vers l’inimi.
A partir des expressions de A 4 et B 4  données dans les propositions 3.2.8 et 3.2.9, on établit 

simplement que les contributions de A4(s) — B 4 (s) aux résidu et terme constant tendent vers 
zéro quand t tend vers l’infini.

La fonction A3(s) est holomorphe en s =  1, elle ne contribue donc qu’au terme constant 
par (2vol)-1. Le développement suivant de <̂00,00 (s) au voisinage de 1 déduit du lemme 
3.2.19 :

vol(s -  1) +  ^ î (27 +  T  ~  2 Ç  l0g(î>)) '

implique que :

~ B‘ {s) -  vol(s -  1) +  ^ Ï (T +  12 "  E  (?)) + +  "

La contribution de A3(s) — Bz(s) contient un terme linéaire en t. Ce terme se simplifie avec
un autre provenant de la contribution hyperbolique (voir proposition 3.3.3). La somme de
ces deux contributions admet la limite finie quand t tend vers l’infini : (vol)-1 pour le résidu
et ,

1 .. ,Z '(s) 1 . 1 air p2 .
~2vôï ^  Z{s) ~ s — 1 +  ^  + T + Ï 2 _ ^  p2 -  1 °g^

pour le terme constant.
simple de prouver que les contributions de A2(s) — B 2 (s) quand t tend vers l’infini 

vallent 1/47T pour le résidu et (r'(2) + 7 -  log(47r))/47r pour le terme constant.

9R i s +
s s - 1

2 E
h{% "i

A,-
R m pl s

+
1

2C 2s)

Ai

1
2vol E¿ > 0

h t fi

A,-
qui tend vers

<P’oc»,00 4- C s 1P
-  1

1 1 air P2 t

II est

a 7i11

p2 1 2volAogu>;j
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Lemme 3.3.10 Les fonctions Cij(t) pour i , j  6 {0,1} et C2(t) qui apparaissent dans les 
contributions parabolique et elliptique admettent des limites finies quand t tend vers l ’infini. 
Ces limites seront notées Cjj et C2. De plus Co,o =  —3/(47r) et Cito =  —1/(27r).

Preuve. Les égalités des résidus et termes constants des fonctions apparaissant dans (29) 
écrites pour un certain nombre de T0(N) permettent d’exprimer les Cij(t) et C2(t) en fonc­
tions des autres contributions. L’étude précédemment menée montre que ces fonctions ad­
mettent des limites finies. Quant à la valeur de ces limites pour Co,o(t) et Cifi(t), elles se 
déduisent de l’égalité suivante des résidus prise quand t tend vers l’infini :

à  = ŝ î[n1i1+(y))c°.»+2 ni1+(y )n.d - +è +
C’est à dire

s=i+^no>+i)+ôtna+(~))Co,o+ 2 n (•*■+(_r~)X'i.o] —
iZ p /N  6  p /N  P  p /N  P  Z

L’expression du genre de Xo(N) en fonction de N  nous permet de déduire les limites C0 0 et
Ci,°.
La proposition 3.3.6 découle de l’égalité des termes constants des différentes fonctions appa­
raissant dans (29) prise quand t tend vers l’infini.

4 Auto—intersection du dualisant relatif de X q(N) : FIN

4.1 Preuve de la proposition B

Soit N  un entier sans facteurs carrés tel que la courbe modulaire X q (N) soit de genre non 
nul. Soient X 0(N)Z le modèle régulier minimal de Xo(N) sur Z, Eq et E ^  les sections 
correspondantes aux pointes 0 et oo et $ 0 et $oo des diviseurs verticaux tels que :

(u — (2g — 2)EX +  $*, F) =  0 pour tout diviseur vertical F.

On note $  un diviseur vertical tel que :

(E0 — Eoo +  F) =  0 pour tout diviseur vertical F.

On peut prendre pour $  le diviseur ($oo—$o). La formule de Faltings Hriljac [9,11,18]
zg L

implique que
(w - (2 g -2 )E *  + $ t )2 < 0

où x désigne respectivement les pointes 0 et oo. Si de plus a> possède un multiple à support 
dans les pointes, par le théorème de Manin-Drinfeld [7, 15, 5], ces inégalités deviennent des 
égalités. On déduit :

< - 2  s(s -  1 )(£? + El) + i(®2 + $L).

d N

2

d N
2vol

+
1

471
+

1

-3-11 7T.

w.2 <
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En utilisant de nouveau le théorème de Manin-Drinfeld et la formule de Falting Hriljac, 
on obtient (Eq — E ^  +  $ )2 =  0. On en déduit simplement l’inégalité de la proposition B. 
On est alors ramené au lemme suivant qui caractérise les entiers N  tels que le faisceau des 
différentielles u> de Xo(N) possède un multiple à support dans les pointes.
Soient r  un sous groupe de congruence de SL2(Z) et X? la courbe modulaire associée. Soit 
fr : X (r) —* P1 le morphisme naturel obtenu à partir de l’inclusion de T dans SL^Z). Le 
morphisme / r  n ’est ramifié qu’éventuellement au dessus des points Pi, Pj et P^  correspon­
dant aux orbites des points i, j  et oo de 'H. U PX(Q).

Lemme 4.1.1 Si l ’indice de ramification de fr est constant au dessus de Pi et constant au 
dessus de Pj ,  alors X? possède un diviseur canonique dont un multiple est à support dant 
les pointes. C’est en particulier le cas si T est distingué dans SL2(z). Pour les sous-groupes 
T0(N), cette condition est réalisée si N  est premier à 6; sans facteurs carrés et possède un 
diviseur premier congru à 3 modulo 4 et un diviseur premier congru à 2 modulo 3.

Preuve. On note K x (t) et Kp. des diviseurs canoniques respectifs de À'(T) et P1. La formule 
de Hurwitz s’écrit dans ce cas

Kx{n ~ î î k ,  + Y, E  («u - 1)0
re? MQ)=p

~ /;av + — /;(p,) + + £  (««-iW
e i  / r ( î ) = P = c

où e,- (resp. ej) désigne l’indice de ramification commun à tous les points au dessus de Pi 
(resp. Pj). La première partie du lemme découle alors car tous les points sont équivalent 
sur P1. Le reste du lemme est donné par la proposition 1.43 page 24 de [20].

4.2 Calcul à distance finie

Soit N  un entier sans facteurs carrés premier à 6. Le genre de la courbe X q (N) (que l’on 
suppose non nul) est :

i» = i + ÀlI(i+P)-ïII(i + (v))-5n(i + (v»-5‘'W
VL p /N  p/N P  ô  p /N  P  Z

où d(N) est le nombre de diviseurs positifs de N  et (-) est le symbole de Legendre modifié :

Le modèle régulier minimal, X 0(N)Z, de X 0(N) sur Z est semi-stable. Les deux sections E0 
et jE’oq ne se coupent pas à distance finie. On va décrire dans la suite la géométrie à distance 
finie de X q ( N ) z  [4, 16] ce qui nous permettra de calculer les diviseurs $o et $oo-

-1
V

O P 2
1 P 1 4

4ap-1

-3

P

n
1

-1

V 3
P 1 3

3)2P

e; i

e i
f r P1
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La courbe X q(N)z a bonne réduction sur z[j^]. Si p est un diviseur premier de Ar, le schéma 
Xo(N)z <8> Z/pZ est réduit et singulier sur Z/pZ. On écrit N  = pM — pq\ . . .qv avec M

V

premier à p. On pose Q — II^*  1)

Description de Xo(N)z à distance finie

t = i

f 1 si
U ~  \  0 si

-  -  \l
p — 7 ou 11 (mod 12) et qi = 1 (mod 4) i =  1. . .  v 

smon

si p =  5 ou 11 (mod 12) et qi =  1 (mod 3) i = 1 . . . v
0 sinon

La fibre Xo(N)z <8> Z/pZ est formé de deux copies de X0(M)Z ®Z/pZ et d ’un certain nombre 
de P1! Les deux courbes X q(M)z ® Z/pZ se coupent transversalement en tous les points 
supersinguliers d ’invariant modulaire différent de 0 et 1728 (le point x d’une copie se colle 
au point xM image de x par le Frobenius de l’autre copie). Le nombre de points d’intersection 
de ces deux copies est

Sl = Q
P - 1

12

Les composantes P1 sont de deux type. D’une paxt les P1 qu’on note Ei qui n’existent que si 
u = 1, leur nombre dans ce cas est 2". Chaque Ei coupe chaque copie de X q (M)z (g> Z/pZ en 
un point supersingulier d’invariant modulaire 0. D’autre paxt les P1 qu’on note Fi et Gi qui 
vont par paire et qui n ’existent que si v = 1, leur nombre dans ce cas est 2". Dans chaque 
paire {Fi, Gi}, Fi coupe Gi en un point, Fi coupe une copie de X 0(M)Z ® Z/pZ en un point 
supersingulier d’invariant modulaire 1728 et Gi coupe de même l’autre copie. Enfin, les deux 
pointes 0 et oo passent chacune pax une une copie de Xç>(M)z <g> Z/pZ. On note ces copies 
Cq et Coo ( la pointe 0 passe par Cq et la pointe oo par C«,)-

u

V

Ex

■E’2*'

Fx

F2,

G,'

Gr2v

1

1

et+ :

T
u
2

t
3'
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*2 = = -(*.,*«) = -12(s» - 1)2 E  rrr II t z
p/jyrP +  i

Preuve. Il suffit de faire le calcul place par place. Soit p un diviseur premier de N. On désigne 
par $ 0,p et $ooiP les composantes respectives de $o et $oo en la place p. La déscription de la 
fibre étant symétrique par rapport aux pointes 0 et oo, alors $q,p =  $L,p- L’égalité de cette 
valeur commune avec —(3>o,p, $oolP) découle du fait que ($o,p +  $ 00,P)2 = 0. En effet, il suffit 
de remarquer u — (g^ — l)E 0 — (g^ — 1 )E<XS est de degré nul sur tout diviseur vertical. Dans 
la suite, on calcule ces diviseurs verticaux cas par cas.

Cas de (u , v) =  (0,0) :
v — 1 /Dans ce cas Sp = Q - — et la relation suivante s’établie entre gu et gu '• 9n =  %9m + S ’p — 1.

JL m

Pour l’obtenir, il suffit d’écrire (a>, Cq +  C^) =  2gn — 2. Il découle donc

Proposition 4.2.1 Les intersections des diviseurs $ 0 $00 sont :

,  gpr — l  9 n  — 1

p _ S' °°>p — §i

D’où

0̂,p — L̂,p — (̂ 0,p, $oo,p) — g ,
(9 n  ~  l ) 2 

:< p
n as de (u,u) =  (1,0)

Il découle donc

*0' = - ^ + F (2C0 + £ ii)

®lr ~ =  — ^ooj.) =  —  2 2 ^ ,  ^  2»

Cas de (u, v) =  (0,1) :
On fait la convention que les Fi coupent Co et les Gi coupent Coo- Alors :

^  = - m t ^ ( 3 C o + 2  E  + E g <)
0 0 P “+■ *  ¿=1  ¿=1

=_^ r i r(3C'“ + 2t [ Gi+% Fi)

* 2 ,  =  =  - 3 3 5 , + i J

c,oc

log P)$ 2
0 $

TV
n?

Co et

$oo.p
0\ 1

2S 'i + 2 V
2COO+

nv

Y ,
t=i

F■i

g.a >2
$ 2

oo ,p

Çn 1 2" 2V

$ oo,j
1 2v 2U

9 rì 1
f*0,P' x>,P,
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Cas de (u , v) =  (1,1) :

= - JVsV (6C°+3 £ £i+4 £ F|+£ G<)DOp + 0Z i=1 i=1 i=1

(6C~+3 £  +4 E G<+f><)OOp +  0 /  i=1 i=1 i = l

Il découle donc :
<3)2 — _  _f $ n $   ̂ ------ )—

0,p oo,p V ^OiP’ ^O OIP/ o S 1 +  5  2 "

On résume ces cas par la formule générale suivante :

<ï>2 _  * 2  _ / *  ^  s _____________(9n —  1)-------
0,p oo,p 00iP/ Çji 2 V ^ —

La proposition découle de cette expression.

4.3 Preuve du théorème A

Les propositions B et 4.2.1 impliquent :

w2 <  4g(g -  l)<Mr(0,oo) +  0 C( N 1+C)

D’autre part le théorème C appliqué aux pointes 0 et co donne :

1 2  7T

9at(0, oo) = - 2^ l m ( v v . W - ^ ( 7 n j ) - ^ [

+27T lim( 1-----r +  [  G,(z,w)v(z)v(w))
i—*1 Vol SIS — 1) Jx0(N)xX0(N)Vol s(s — 1) Jx0(N)xX0(N)

+27Tlim( [  E0(z,s)u(z) + f E ^ w ^ s ) v{w)-- —ïâ)
•~>lJx0(N) JXo(N) Vol(s— 1)'

2tt
Les termes négatifs dans </Ar(0, oo) seront trivialement bornés pax 0. C’est le cas d e ------.

C’est aussi le cas de

L — ]im (f G„(z,w)u(z)u(w)-\---- :—\ ---- rr) < 0
^JXo(N)xXo(N) V ' V ' V ' Vol s(s — 1)

En effet, la décomposition spectrale de F  étant fixée dans (5) :

__ _f+OO 1
F (Z) =  S  An<Pn(z) +  S  / A K(t)EK(z, -  + it)dt

n > 0  * J0  L

En utilisant la définition de Gt (z, w) (voir 2.2), on obtient :

f  G,(z, w)v(z)v{w) H---- —j — -T- =  52 — r -
JXo(N)xXo{N) Vol s(s — 1) s(l — S) -  Xn

$ 0,p

$ oo ,p

1 2U 2U 2V

1 2U 2U 2U

£'/
P + 2* u

2 f
v >
3 >

n >1

2Ar,
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+2, E j r ~ , J A"(‘)f . a
s(l -  s) -  \  -  t2

Comme X) |An|2 est convergente, on déduit que la limite de cette quantité quand s tend vers
1 est :

L = -Y;^-2«Zl+~l4̂ dt<o
n> 1 An k J0 4 • 1

D’autre paxt, le théorème D implique

8*g(g -  1 ) ( /^ w  * .(* , S)v(z) +  / xj(jf) * ( « ,  S) , W  -

< - S t t ^  H m ( ^  -  - i - )  +  Oe(iV£) 
vol *-*i Z(s) s — l

r'fë} + y _lofff4:7r̂
car ——— ---- -— - < 0 et g = Oc(N l+c). Il reste alors à étudier <£>o,oo(s). Le lemme 3.2.19

impUque l’expression suivante :

( r\ _  /zr^(s 2 )C (2s  1) y j  p* — p 1 '
<*»(.) -  ^  r (s) ( (2S) “  ^ r r r

p/N

Son développement au voisinage de 1 est :

/ \ 1 1 /« ûtt 1 +  2î> — p2 , , .
= ^ î ) + + T  + ^  p ' - i  log(p))+° (s" x)

r ( s — i)
où 7 est la constante d’Euler et a est la dérivée en 1 de la fonction Ceci

termine la preuve du théorème A.

Appendice

Cet appendice est consacré à la preuve très calculatoire du lemme 3.3.5. Reprenons les

notations de la section 3.3.1 : Soit rj > 0, on fixe 6 tel que sinh(0) =  \ ——— et on pose
V V

= 8 r ,2(!™^ + * ^ ) 2l„g(,eos=(«,)+ A ) *
J-ir/2 \  cosh(0) +  sm{<p) )

/»t t / 2/ *ll
log(r/cos (v?) +  A)d<p

-7r/2

2
vol 's 1'*0 N N'X0

<Pqi« s
vol

27

Ceci71
r
r

s ï
S C 2s

J IJì
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On introduit les deux relations suivantes dont l’une a été utilisée dans la preuve du lemme 
3.2.16 et qui seront d’une grande utilités pour le reste de l’appendice :

sinh(0) +  i cos(<p) _  ie6 — eiip 
cosh(0) +  sin (<p) ie9 +  e.iv>

d /sinh(0) +  î’cos(<£>)\2 ^  Q /sinh(^) +  ¿cos(v?)V 
d6 \  cosh(9) + sin(^) /  %d<p\ cosh(0) +  sin(v?) /

Il est facile de montrer que (voir [10] page 399) :

$ / s i ^ + i c o s ^ y
J - 1r/2  \  cosh(9) +  Sin((p) J

Ce qui implique que J(rj) =  Ji(rj) +  h iv )  où :

j / \ «  /”r/2 / sinh(0) +  icos(<p) \ 2 [A.
=  J - t,2 \  cosh(fl) +  sin(y) /  l0g(C0SW  +  * V v ) ^

/ t/2 l~Â
log(cos (tp) +  i J —)d<p

-7r/2 v *n

T t  \  F 12 / s i n h ( ^ )  +  * c o s ( v ? ) V 1 t t \  • / Â N ,

=  /-ir/2 \  cosh(^) +  sin(y) /  l0g(c0
fir/2

-  / 7 log(cos( ( p ) - i J —)d<p 
J —w/2 y T)

Pour calculer Ji, on considère la fonction

ie9 — z \ 2 1
ie® +  2 / ^

qu’on intègre sur le demi disque unité droit privé d’un petit disque centré en l’origine de 
rayon e.

£

—£

-1

d(f 7r
fjr/2

i<p
V

l o g
1
2
Z + z - 1 > + ii

A,

1
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Notons Vo = \ — + 1 — \ — • La fonction considérée est holomorphe sur le domaine fixé, 
V V V V 

le théorème des résidus implique par suite :

: r  log(cos(v>) + i M )  ( 5inh.(^ +; CQf ) ) ; dy 
J-ir/2 V V \  cosh(y) +  sm(v?) J

ir/2

r - 1f - 1. .1 . 1. . /A. / 1+ / l°S(n(y-7)+î'] -) (7J-c l  y V V v*
'¿etf -  ¿y\ dy _

77 ' +  ty/  y 

On traite ces termes un à un. Commençons par (32), ce terme vaut

p —7r/2

(30)

(31)

(32)

(33)

‘ L n  ~ !V + 0 , f ))(1 + 0(e))i<p
t / 2

La partie imaginaire de cette expression est : 7rlog(2£-) +  0(elog e).

Pour étudier (31), remarquons que Imlog(î(^(y — —) +  \ —)) vaut |  pour î/0 < y < 1 et — |
l y v y

pour e < y < y0. H est donc facile de déduire que la partie imaginaire de l’expression (31) 
est égale à

7r rvo (  e9 — y \  dy tt t c

2 Ji \  g® +  y /  y 2 Jyo

De même, la partie imaginaire de (33) vaut :

V f 1 ( eB +  y \
2 Je \ e * - y )

e ~ y\  dy 
,ee + y )  y

dy

y

On considère la fonction log(^(z +  2 *) +  ) qu’on intègre sur le même contour, le calcul 

se fait de la même façon. On déduit, en faisant tendre s vers 0,

Ji
g - y  

e9 +  y,

dy 7T rvo / e9 — y \ 2 dy 7r r1

y 2 Jo \ e * + y j  y 2 Jo
g +  y

,e9- y .
-  1

On établit de même l’expression

Jl I
g + y  
e9 -  y.

dy 7T rv»

y 2 Jo
'g*+ y \ 2

„e _
-  1

y t

dy 7r
7"2 jf

g -  y 
,g* +  y,

- 1

dy

y

dy

y

2

-  1
2

22

- 1

7r/2 sinh i cos

+
£

n
log

i

2 y
i

y
4-i

A

V

ie,e iy 2
dy

yiy+ie
_»/i>

log
1
2

se ¿v?4
1
p
-e 4

A ie 6
Et
iip 2

*?%<fiee+ie

log
1
2s

A
■i

hiy)
7r 
2 Vo

v.
7T

2

i

Vo
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Il découle

e - y  

efl + 2/,
- 1 J - ' J .  \ — y )  - 1

dy

y

Posons y =  exp(—u) et t/o =  exp(—üq), l’expression de J devient :

- - u \ 2e — e 
ee + e~u

-  1 du -r[(Juo \

e +  e 
e® — e‘

- u \ 2

-  1 du

Le lemme 3.3.5 se déduit par dérivation de cette expression et en remarquant que

2Ô (  e
<90 le« + e- V - - Î—/  auV

2

— e fte ei — U 2

J V — 7T
rvo

o

dy Vo

71
e,9 + y

2

-  1

J r¡ — 7T

+00

fuo

ee + e—u
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Chapitre IV

Comparaison des métriques 
d’Arakelov et de Poincaré sur Xq(N)

Ce chapitre reprend un article écrit conjointement avec E. Ullmo qui paraîtra dans Duke 
Math. Journal.

1 Introduction

Soit Ar > 1 un entier. La courbe X q (N) est la compactification de l’espace de module des 
courbes elliptiques muni d’un sous-groupe cyclique d ’ordre N.  Elle a une structure de courbe 
algébrique lisse sur Q. Si Ar £ {1, . . . ,  10,12,13,16,18,25} X q(N ) est de genre g non nul. 
La courbe X 0(N)  sur C est canoniquement isomorphe au quotient To(N)\(7i U P X(Q)), où 
H =  {z E €  ; Imz  > 0} est le demi-plan de Poincaré et ro(AT) est le sous-groupe modulaire 
de SL2(Z) défini par :

r 0(AO =  { Q c | a , 6 , c , d € Z ;  a d - N b c = l }

L’espace H°(Xo(N)c,  Œ1) où O1 est le faisceau des différentielles holomorphes sur Xo(N)c 
s’identifie au moyen du ^-développement avec l’espace <S(2, r 0(Ar)) des formes modulaires 
paraboliques de poids 2 pour T0(N). Ce dernier est muni du produit scalaire de Petersson 
défini pour f  et g dans <S(2,r<)(Af)) par :

{f,9) =  /  y2f(z)g(z)dfi0(z)
JXo(N)

dxdv
où duo(z) = — — est la métrique de Poincaré.

y
Les opérateurs de Hecke Tp, pour les premiers p ne divisant pas Ar, agissent sur <S(2,r0(Ar)). 
Ce sont des opérateurs auto-adjoints pour le produit scalaire de Petersson. Les formes 
primitives sont les formes propres pour les opérateurs Tp, orthogonales à l’espace des formes 
anciennes et normalisées pax ai =  1 (ai est le premier coefficient du ^-développement). On 
prouve dans la première section le théorème suivant :

101
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Théorèm e A Pour tout E > 0, il existe un nombre réel Cc > 0 tel que pour tout entier m 
sans facteurs carrés et pour toute forme primitive f  de Fo(m); on a

sup \yf{z)\ < Ccm*+c.
zen

Ce théorème implique que le produit scalaire de Petersson d’une forme primitive de Tq(N) 
par elle même est borné par BCN 2+C où Bc est une constante ne dépendant que de s. Quand 
N  est premier, Zagier [13] prouve que le produit scalaire de Petersson d’une forme primitive 
pour To(N) est en Arlog3(Ar).
Le théorème A est central dans la comparaison des métriques d’Arakelov et de Poincaré 
sur X 0(N). La métrique de Poincaxé est bien adaptée à la structure de quotient de 'H par 
r o(A0 mais elle est singulière aux pointes. Dans sa théorie des intersections, Arakelov a 
dégagé l’importance de la métrique obtenue par restriction à la courbe de la métrique plate 
de la Jacobienne. En particulier, elle permet d’avoir une formule d’adjonction et étend 
l’accouplement de Néron-Tate à des diviseurs de degré non nul. Elle est essentiellement 
l’unique à satisfaire ces propriétés [5]. Dans le cas de X0(Ar), cette métrique est définie par 
u(z) = F(z)dno(z) où

=  IW2)!2y ¿=1

pour une base orthonormée f \ . .. f g de S(2,Tq(N)) pour le produit scalaire de Petersson. 
En comparant les métriques d’Arakelov et de Poincaré, on pourra profiter pour la théorie 
des intersections d’Arakelov sur X q(N ) de la structure de quotient par un sous-groupe de 
congruence.

Théorèm e B Pour tout e > 0, il existe un nombre réel Ac > 0 tel que pour tout entier N  
sans facteurs carrés,

sup F(z) < ACN 1+C.
zen

La théorie d ’Atkin-Lehner [3] permet de choisir une base adaptée aux actions des opéra­
teurs de Hecke. Elle n’est pas orthonormée. L’orthogonalisation de cette baise est obtenue 
au moyen de la méthode de Rankin-Selberg. Le contrôle des normes est assuré par le 
théorème A.

Le théorème A s’applique aussi aux courbes elliptiques de Weil semi-stable sur Q. Une 
telle courbe E  est munie d’une paramétrisation modulaire tp : X q(N) —> E. La courbe 
elliptique est dite de Weil forte si le morphisme induit sur l’homologie H i(X0(N),Z) —► 
H i(E ,Z ) est surjectif [7]. Soit o; une différentielle de Néron de E  alors <p*a =  2-KCEf{z)dz 
où /  est une forme primitive pour r0(Ar) et ce est la constante de Manin. Un théorème 
de Carayol [4] nous assure que N  est le conducteur de E. La conjecture de Taniyama-Weil 
affirme que toute courbe elliptique sur Q est de Weil1. Szpiro [11] a énoncé la conjecture 
suivante (conjecture du discriminant sur Q) : Il existe deux constantes C et k telles que pour 
toute courbe elliptique E semi-stable sur Q de conducteur Ne et de discriminant minimal

1A. Wiles a annoncé une preuve de cette conjecture pour les courbes elliptiques semi-stables sur Q.

F z
.2 9
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Ae on a : |A^| < CNE. Il a par ailleurs remarqué [11] que sous Taniyama-Weil, une 
borne polynomiale, en le conducteur, du degré de la paramétrisation modulaire d’une courbe 
elliptique de Weil forte semi-stable sur Q implique la conjecture du discriminant sur Q.

Corollaire C L ’existence d’une borne supérieure polynomiale, en le conducteur, du degré 
de la paramétrisation modulaire d’une courbe elliptique de Weil forte semi-stable sur Q est 
équivalente à l ’existence d’une borne supérieure pour la hauteur modulaire de la courbe el­
liptique logarithmique en le conducteur.

Preuve. Soient E  une courbe elliptique de Weil forte semi-stable sur Q et : X q(N) —* E  
sa paramétrisation modulaire. En utilisant la relation <p*a = csf{z)dz , on trouve ([10] 
proposition 3.1) :

^ log deg (<p) = h(E/Q) + ^ log (/, / )  +  log(2ircE)

où ( / , / )  est le produit scalaire de Petersson de /  et h(E/Q) est la hauteur modulaire de 
Faltings de la courbe elliptique E. Par un théorème de Raynaud, la constante de Manin 
Ce est uniformément bornée quand N  est sans facteurs carrés. Le théorème A d’une part 
et l’existence d ’une borne inférieure universelle e_4,r/ 47r pour le produit de Petersson d’une 
forme primitive ([10] ou lemme 3.7) d’autre part impliquent le corollaire.

2 Norme sup d’une forme primitive

Dans la suite N  désigne un entier sans facteurs carrés. On rappelle les notations et définitions

suivantes. Si 17 =  ^  ^  est une matrice à coefficients entiers de déterminant positif et

/  6 5(2,T0(iV)), on définit la forme f \ 2U par :

, rT, N ad — bc ,
^  =  (cz +  d Y f ^

On désigne par Im la fonction partie imaginaire sur 7i, on établit simplement la relation 
|Im f\(Uz) = |Im f\t U\(z).
Les opérateurs de Hecke Tp avec p premier à N  et les opérateurs Uq et Wq pour q divisant 
N  introduit par Atkin et Lehner dans [3] agissent sur l’espace des formes paraboliques 
5(2, T0(N)). On rappelle que les actions de Tp et Uq sur une forme /  dont le développement 
de Fourier est f (z)  = X)n>1 ane2i7rnz sont données par

f \ Tv =  E (flnr +  Pa ± ) e
n> 1

m  = ¿ ^ 2>

2iirnz
i t

p '

n>  1

avec la convention aa =  0 si a n’est pas entier. Pour définir l’opérateur Wq (q divisant N), 

on fixe deux entiers P et 7 tels que q2/3 — N y = q et on pose Wq — ^ ̂  • L’opérateur

a
c

u«

Q,ß
JVì
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Wq associe à /  la forme f\3Wq et cette définition ne dépend pas de fi et 7 . Cet opérateur 

peut être défini par n’importe quelle matrice de la forme ^ de déterminant q ([3]
r

lemme 8). On en déduit que Wq est équivalent à Wq. modulo r0(Ar) où q = q \ . . .q T
t=i

est la décomposition en facteurs premiers de q. Quand q = N ,W n est l’involutin d’Atkin

donnée classiquement pax la matrice ^ . On rappelle qu’une forme /  de 5 (2, Fo(A7'))

est dite forme primitive si elle est nouvelle (orthogonale à l’espace des formes anciennes), 
normalisée pax ai =  1 et forme propre pour tous les opérateurs de Hecke Tv avec p premier 
à N. La théorie d’Atkin-Lehner étudie ces formes. Le théorème 3 de [3] montre q’une forme 
primitive est forme propre pour Uq et Wq pour tout diviseur premier q de AT et que

f\T ,  =  avf  {p,N) = l 

f\Uq =  aqf  q/N  
f\W q =  A (q)f q/N

avec A (q) = t  1. De plus comme N  est sans facteurs carrés aq = —A (q). Il découle du fait
r

que Wq est équivalent à Wqi modulo T0(N) que la forme primitive /  est forme propre
i= l

pour Wq de valeur propre \{q) = t  1 et ceci pour tous les diviseurs q de N.
Soit m un entier sans facteurs carrés. On fixe poux tout diviseur q de m, deux entiers ¡3

et 7 tels que j/5  — qj = 1 et on note Bq =  ^ ^  ^  ^ . Soit j  un entier compris entre 0 et 

q — 1, on désigne par Aqj  la matrice Aqj  = Bq ^ ^  ^ .

Lemme 2.1 Les matrices Aqj  pour q divisant m et 0 < j < q  — 1 forment un système de 
représentants de classes à gauche de To(m)\SL2(

Preuve. Soient deux couples (q,j) et {q\j') où g, q' sont des diviseurs de m et 0 < j  < q — 1 
et 0 < j 1 < q' — 1, on a

A<JA<‘S = i f q y -  f  H  + -  ï )  *)

En supposant AqjA~,j, G ro(m), on prouve simplement que (q,j) = (q\j')- Ceci montre 
que les matrices Aqj  ne sont pas équivalents à gauche modulo To(m). Comme leurs nombre 
Yiq/m Q est l’indice de r0(m) dans SL2(z), ils fournissent un système complet de représentants 
de classes à gauche.

Preuve, (du théorème A) Soient /  une forme primitive pour T0(m) et f(z)  =  £ n>0 ane2i7rnz 
son développement de Fourier. L’estimation de Ramanujan-Petersson sur les valeurs propres 
des opérateurs de Hecke donne |an| < d(n)y/n où d(n) est le nombre de diviseurs de n. Soit 
£ > 0, il existe une constante Bc > 0 tel que pour tout entier n, d(n) < Bcne (voir [12] pax

1'b

qx
N z

y
qw

de déterminant q 3

o 1
- N ü

o 1
-1 7 )■

m m
- 1
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exemple). On note JF l'unique domaine fondamental non borné de SL^Z) contenu dans la 
bande — |  < x < \. L’ensemble V  = U?/m U0<;-<9_i AqjT  est un domaine fondamental de 
r 0(m). La fonction \yf(z)\ est r 0(m)-invariante. Il suffit donc de la considérer sur V. Soit 
q un diviseur de m différent de m et 0 < j  < q — 1, on se propose de borner \yf(z)\ sur

fmp i\
AqjT .  On désigne par Wm la matrice I q s  J où /? et 7 sont fixées au début de cette

« \  rn7 q )
section. Elle définit l’opérateur Wm. (indépendament de ¡3 et 7). Par le théorème 3 de [3] on

/ ±
=  À ( y ) /  avec \ (~ )  = Î  1. On établit simplement que Bq — Wm. ( ™ 

tout z € T  :

la dernière égalité étant assurée par le fait que f  est forme propre de l’involution d’Atkin. 
Soit 0 < j  < m — 1, il reste à étudier /  sur les ensembles AmjT .  La matrice Bm définie dans 
le lemme 2.1 est dans To(m). On déduit que pour tout z € T  :

•f\(Am,iz) =  lI m -

) =  |Im . / | ( ^ )
/  772 772

WJLL UCULUl q u e  •

sup \y f(z)I < sup sup \yf(z)\ < Bc sup ^  yn*+ce~2wny
zeH q/mV>^ [îk''oo)n>0

Le théorème A se ramène ainsi au lemme suivant :

Lemme 2.2 II existe un nombre réel A > 0 tel que pour tout x > 0, on a

sup y Y ,  n*+ce-2irny < A x -*"e
ÿ€[* ,oo) n > 0

1 -f- 2.S
Preuve. Soit no =  f------- ] +1  où [z] désigne la partie entiere de z. La fonction de la variable

47TX
n, n i+ce~2vny est décroissante sur [no, 00) pour tout y > x. On en déduit que :

y Y ,  n>+ce~2™y < y è +ce~2vtydt
n>no 4tc

D’autre part le maximum de la fonction de y : yn*+ce~2wny est atteint en y =  1 / (27rn), d’où

£  yn*+ce~2™y < —  ]T n"*+e < Cx~*~e
0<n<no 2C7T o<n<no

Ceci termine la preuve du lemme et par suite celle du théorème A.

2 *
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0
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3 Comparaison des métriques d’Arakelov et de Poincaré

On fixe dans toute cette partie un entier N  sans facteurs carrés. On résume dans la propo­
sition suivante le théorème principal de la théorie d’Atkin-Lehner ([3] théorème 5) :

Proposition 3.1 L ’espace <S(2, r 0(-/V)) des formes modulaires paraboliques de poids 2 pour 
Tq(N) est somme directe orthogonale de classes. Les classes sont anciennes ou nouvelles, 
elles sont formées par des formes propres pour tous les opérateurs de Hecke Tp (p premier à 
N ) avec les mêmes valeurs propres. Deux classes différentes ont des valeurs propres distinctes 
pour une infinité de Tp (p premier à N). Chaque nouvelle classe est de dimension 1 et 
engendrée par une forme primitive pour To(N). Chaque ancienne classe possède une base (à 
priori non orthogonale) de la forme {f(dz)} où f  est une forme primitive de To(m) pour un 
diviseur strict m de N  et d parcourt tous les diviseurs de Inversement un tel ensemble 
de formes paraboliques est une base d’une ancienne classe.

On note dans la suite ( , )x  le produit scalaire de Petersson sur X 0(N). Cette notation est
utile car on aura souvent à changer de niveau. Soient m  un diviseur de N  et g une forme
parabolique pour To(m), on établit simplement que (g,g)x — n ( p + i )(5>5)^

p / -m

Proposition 3.2 Soit N  un entier sans facteurs carrés. La fonction F(z) qui compare les 
métriques d’Arakelov et de Poincaré pour X q(N) s ’exprime sous la forme :

r « - ; E  E
M m / N  f  primitive 

pour ro(m)

où H (f,N )(z) est définie par

Dans cette équation, les a(n) désignent les coefficients du développement de Fourier de la 
forme primitive f  et pour tout couple (d, d'), R  est le ppcm de d et d' et r est leur pgcd.

On commence par le lemme suivant :

Lemme 3.1 La fonction F(z) s ’exprime sous la forme :

i'W = ;E E m m )
y  m /N  f  primitive 

pour ro (m )

N
771

N

H f A z

h 1 ¥ z y
z 1

f f N V N_
m

a i
a2

v

JP 1 2

-1
E

d , d '
N

W d h (d1 dd!a( R 'r n
z R r V + 1

1
/( dz 1 G Z h
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où H (f,N )(z) est définie par

H (f,N )(z) = y2 £  a ^ f { i z ) f { i z )

la matrice A = (aitd')id, ¡n est telle que A 1 =  ({f{dz),f(d'z))^)ddl/N.
’ ‘ m ’ / m

Preuve. Soient m un diviseur de N  et f  une forme primitive pour To(m). Soit g i, . . .g r 
une base orthonormée pour Petersson de la classe définie par {f(dz)}, d divisant 
pose

La proposition 3.1 implique la décomposition

L’expression proposée dans le lemme découle par changement de base.

Lemme 3.2 Soit m un diviseur de N. Soient f  une forme primitive pour To(m) et f(z)  = 
T ,  a(n)e2l™z son développement de Fourier. Soient d et d! deux diviseurs de
n > l

scalaire de Petersson des deux formes paraboliques pour r 0(iV) , f(dz) et f{d!z) est donné 
par :

(.f{dz),f{d'z))N =

où R est le ppcm de d et d! et r leur pgcd.

Preuve. On désigne par E ^ z ,  s) la série d ’Eisenstein pour T0(N) obtenue par prolonge­
ment méromorphe à tout le plan complexe de la série absolument convergente sur 5R(s) > 1 :

£«>(*,«)= E  (IniT*)'
7erco\r0(AO

^  k E Z j  est le fixateur de la pointe oo dans r 0(Ar) [6]. La série E ^ z ,  s)

admet un pôle simple en s =  1 de résidu (vol)-1 indépendament de la variable 2 où vol désigne 
le volume de Xo(N) pour la métrique de Poincaré. L’intégrale

[  y2f(dz)J(d'z)Eoo(z,s)dfi0{z)
JXo(N)

d,d ' N_
m

N
m ün

H f N y
,2

E 9ilz
L

F z
1

E
m/N f nrim itive

pour r0 m

E H f N z

Le produitN
m

_1_

id
a

R
r n

? R P 1

i
J f N

OU roo + 1

9
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est convergente pour 9?(s) > 1. Elle admet un prolongement méromorphe au voisinage de 1 
avec un pôle simple en s — 1 de résidu (/(dz),/(d'z))jv(vol)-1. Soit R le ppcm de d et d'. 
On établit simplement pour 3?(s) > 1,

Signalons pour cela que les coefficients a(n) sont réels car ils sont valeurs propres d’opérateurs 
auto-adjoints (les opérateurs de Hecke Tp, p premier à m et les opérateurs Wq pour q divisant 
m). La méthode classique pour étudier ces fonctions de s est due à Rankin et Selberg. Elle 
est exposée dans [1, 9, 14]. Le lemme 3.2 se ramène alors au lemme suivant :

Lemme 3.3 Soit m un entier sans facteurs carrés. Soient f  une forme primitive pour 
ro(m) et f ( z ) =  X)n>i a(n)e2t*nz son développement de Fourier. Soient a et p deux entiers 
premiers entre eux sans facteurs carrés et premiers au niveau m. On a

a(an)a(fin) _  a(a/3) 1 „  a(n)2

hi M n),+1 ~ J/hl+p§ è i n<+1 '

Commençons par le lemme suivant :

Lemme 3.4 Soit m un entier sans facteurs carrés. Soient f  une forme primitive pour 
ro(m) et f{z) =  Y,n>i a(n)e2tirnz son développement de Fourier. Soit a un entier premier 
au niveau m et sans facteurs carrés, alors

a(an)a(n) _  a(a) „  1 „  a(n)2 
^  (cm)i+1 “  a  « ‘+1 ‘

Preuve. Soit a un entier premier au niveau m et sans facteurs carrés. Soit p un premier ne 
divisant pas or m. La relation de récurrence liant les coefficients du développement de Fourier 
d ’une forme primitive implique :

a(pan) =  a(p)a(an) — pa{an/p)

avec la convention a{x) — 0 si x n’est pas entier. On déduit

a(pan)a(n) _  a(p) a(cm)q(n) 1 ^  a(a^)a(n)

¿ i  (p an )^1 ”  Pa+10>i {an)‘+l p‘ (an),+1

_  a(p) a(an)a(n) 1 ^  a(an)a(pn)

PS+1n>l (ûn) '+1 P* n>l {apn)t+1
_  a(p) ^  a(cm)a(n) a(p) ^  a(an)a(n)

Pt+ lb i  (<xnY+1 P2t+1£?i (<m)i+1
1 a(fm)q(;)

P2* n>i (an )**1

LXo(N)
y

2
/ dz' f\ d z Eex S dfit0' Z E

n ►i

a R
d a
Rn

a R 
d' n

«+i / 0 y e-Airydy

aß

p / a 1 + FS
n >  1 n Í + 1

n> 1
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_  a(p) a(an)a(n) a(p) ^  a(an)a(n)

Pê+XÎ>\ (<™)'+1 P2i+1 4 1 (cm),+1
1 ^  a(pan)a(n)

+P2tn>î (pa™)i+1

Ce qui prouve la relation suivante :

a(pan)a(n) _  a(p) 1 ^  a(ocn)a(n)
¿ i  (pan)'+l ~  p 1 + p’ ^ ' 1 (cm)4*1

Le lemme 3.4 découle par récurrence. Le lemme 3.3 se déduit du lemme 3.4 et de la relation 
générale suivante

a(dn) =  ! > (  r)ra(d/r)a(n/r)
r/d

où d est un entier sans facteurs carrés premier au niveau m et p, est la fonction de Môbius 
avec la convention a(x) =  0 si x n ’est pas entier.
Soient m un diviseur de N  et n = 2L. Soient /  une forme primitive pour Fo(m) et f(z)  =  
X)n>i a(n)e2tnnz son développement de Fourier. On désigne par B  la matrice B =  ( .̂¿')d,<i'/n 
où

^ =¿o(iî/r) n
P/T

avec R le ppcm de d et d1 et r leur pgcd. Le lemme 3.2 implique que

((f(dz)J(d 'z))N)ddl/^  =  (/, Î ) NB.

La proposition 3.2 se ramène au calcul de l’inverse de la matrice B :

Lemme 3.5 Soit C la matrice C =  (Q.dOd.d'/n avec

1

p/R/r  1

où fi est la fonction de Môbius, R est le ppcm de d et d' et r leur pgcd. On a

BC=CB=n(1- Æ )w
où Id est la matrice identité.

&( ^
Remarquons que pax l’estimation de Ramanujan-Petersson, 1 ^  y------ r̂ -. Le lemme 3.5

v P)
calcul donc l’inverse de la matrice B.

1
1 + p

cd d< P d ■P d' dd!a R ' r n + V
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Preuve. A toute application multiplicative e : {d \ d/n} —► { il} , on associe les vecteurs 
colonnes suivants :

: \  : \

K = We =

/ d/n

* 0 i

/ d /r

Lemme 3.6 Pour toute application multiplicative £ : {d | d/n} —» { il} , on a

BVC

c w e

Preuve. On prouvera la première égalité, la seconde est identique. Soit dx un diviseur de n, 
alors

L’application
R /r  : {d \ d/n} 

d

{d | d/n}

ppcm(<f,di)
pgcd(<i,<ii)

(2)

est une bijection. En effet, soient d et d'deux diviseurs de n tels que R /r  =  En écrivant 
d =  rc, d\ =  rci, d' — r'd et <¿1 =  r'c[, on déduit que cci =  c'c[. Comme c et c' sont premiers 
à d\ et Ci et divisent di, on obtient c\ =  dx. D’où r =  r' et pax suite R  =  R! et d =  d1. 
D’autre paxt avec les mêmes notations

£ (d )  e ( c)
=  e(c)e(ci) = e(cci) =  e{R/r).

e(di) e(ci)

La somme (1) devient alors

grâce au changement de variable donné par la bijection (2). Ceci termine la preuve du 
lemme 3.6. On en déduit

- n e -
p/n

Le lemme 3.5 découle en remarquant que les vecteurs Vc pour e parcourant l’ensemble des 
applications multiplicatives des diviseurs de n dans {11} forment une base.
Preuve, (de la proposition 3.2) La proposition 3.2 découle du lemme 3.1, du lemme 3.2 qui

t d d
n

1
n p/n

n il 4 £ D
a iJP. WC

Pf1

n D
V!

1 £ JP.
a P
1 4 P

e

E
d/n

b.¿ii dt d
d

n
1

nd d/n

:(d a R V n
pi

R
1 + P

1
(1)

R1
r '

£((dì
1

Tld;L
E
d/n

£ R r 1 a(R V n
pj

R
r

1 + v

1 1
n n

p/n

+ £ \ P 1 + y
w d\

1aKP.

ain
\ c2

P+1
n BVr
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calcule la matrice ({f(dz),f(d'z))jf)dd,,N et du lemme 3.5 qui calcule son inverse.’ • m
Preuve, (du théorème B) Soit N  un entier sans facteurs carrés. La proposition 3.2 implique 
que :

F (z) =  ;  £  £
* m /N  f  primitive 

pour ro(m)

D’autre part le théorème A implique :

—  n a - A r 1 £ wfjin 1

j / 5  (  p> w ï  p/î
snpH(f,N)(z) < n o  -  £  K f )I n  ^  <*>

En utilisant la bijection (2) et la multiplicativité des coefficients a(n), on établit simplement 
que

£ i“Woin7^=wm)n(i+T^)
<M'/£ p / î  + p  */£ p

où d(x) est le nombre de diviseurs de x. On a le lemme facile suivant dont la preuve est 
laissée au lecteur (voir sinon [10]) :

Lemme 3.7 Pour tout entier m et toute forme primitive f  de r<)(m), on a : (/, f ) m > 
e-4ir/(47r).

L’inégalité (3) implique alors

supH {f ,N )(z)  < 4?re4nC^m1+2‘d(N/m)  -, 1 . , v, (4)
zen ,n_ P  T  i  — \a {P)\

m

L’estimation de Ramanujan-Petersson sur les coefficients d’une forme primitive implique

0 < ----- . 1-,-; x, < 1
p +  1 — |a(i>)| ( v ^ - 1 ) 2 

Cette estimation et l’inégalité (4) implique le théorème B car

£  E  d(Nfm)  =  g.
m/N f  primitive 

pour To(m)

E î N Z

c 2
C m L+2« 1 a(pY

a(p,
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Chapitre V

A propos de la conjecture de Manin 
pour les courbes elliptiques 
modulaires

Ce chapitre reprend un article écrit conjointement avec E. Ullmo.

1 Introduction

Soient E  une courbe elliptique de Weil forte [7] sur Q et <p : X q(N) —► E  sa paramétrisation 
modulaire. Par un théorème de Carayol [3] N  est le conducteur de E. Soient Ez le modèle 
de Néron de E  sur Z, 0}Ejz le faisceau des différentielles relatives de Ez sur Z et ots une 
différentielle de Néron c’est à dire une Z-base de H°(Xo(N)z, La différentielle <p*{ole)
est un vecteur propre pour tous les opérateurs de Hecke TP. Elle est donnée par <p*{<xe) =  
2ncEfEdz où f s  est une forme primitive pour r0(iV) et ce est une constante rationnelle 
appelée constante de Manin. On choisit as  tel que ce soit positive. Manin conjecture que 
Ce vaut 1. Soit m le plus grand carré parfait divisant N, il est facile de voir que Ce € z[^]. 
Edixhoven [5] montre que Ce est en fait un entier. Mazur [8] a prouvé que ce est une unité 
de Z[“ ]. Ce résultat a été amélioré par Raynaud qui a montré que si m est impair alors la 
valuation 2-adique v2(ce) < 1 (voir proposition 3.1).

Théorèm e A Soient E  une courbe elliptique de Weil forte de conducteur N  etp un nombre 
premier ne divisant pas N. La constante de Manin ce n’est pas divisible par p.

Pour p > 2, le théorème A est contenu dans les travaux de Mazur. Néanmoins, l’information 
nouvelle donnée en 2 permet de déduire le corollaire suivant :

Corollaire B Soient E  une courbe elliptique de Weil forte de conducteur impair N  et m le 
plus grand carré parfait divisant N.

i) c e  est une unité de Z[^].

115
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ii) Si N  est sans facteurs carrés et premier à 2  alors la constante de Manin ce de E vaut 1.

On prouve le théorème A en calculant le degré de la paramétrisation de Weil forte de deux 
manières différentes. La première est due à Zagier [13], elle compare le degré de la paramétri­
sation au nombre de congruence r (le plus grand entier r tel qu’il existe une forme modulaire 
parabolique g de poids 2 pour T0 (N) à coefficients dans Z, orthogonale à f s  pour le produit 
scalaire de Petersson et congrue à f s  modulo r). La seconde méthode est géométrique. Elle 
établit un deuxième lien entre le degré de la paramétrisation (p et le nombre de congruence r 
faisant intervenir la constante de Manin ce• Par cette méthode on est naturellement amené 
à considérer des congruences de f s  relativement à l’espace cotangent en l’origine au modèle 
de Néron de la jacobienne de Xq(N). On obtient le théorème A en comparant ces deux 
notions de congruence.

Nous avons inclus dans ce texte (proposition 3.1) la démonstration du résultat de Raj'- 
naud : si m est impair alors la valuation 2-adique v 2 ( c e ) < 1. Le point central de ce 
résultat traite du défaut d’exactitude des modèles de Néron semi-abéliens sur un anneau de 
valuation discrète complet de corps de fractions de caractéristique 0, de corps résiduel de 
caractéristique p > 0 et d’indice de ramification absolu e dans le cas limite e = p — 1. Il a été 
annoncé pour la première fois dans une lettre de M. Raynaud à J. F. Mestre et J. Oesterlé. 
M. Raynaud nous a communiqué cette lettre et a accepté que nous la publiions en annexe à 
ce papier.
Notons que dans cette lettre Raynaud a prouvé la conjecture de Manin pour les courbes 
elliptiques semi-stables sauf peut être dans les deux cas suivants (voir corollaire A.4)

i) E  est une courbe elliptique à réduction ordinaire en 2 telle que le groupe des points de 2-
torsion E[2\ soit produit d’un groupe étale par un groupe de type multiplicatif (comme 
dans un relèvement canonique de Serre-Tate),

ii) E  a mauvaise réduction semi-stable en 2 et la valuation 2-adique du discriminant mini­
mal de E  est multiple de 2.

Dans le cas semi-stable, il reste donc à prouver la conjecture de Manin pour le cas ii).
Nous remercions M. Raynaud pour son aide et d’avoir accepté que nous publiions sa 

lettre. Nous sommes très reconnaissant à B. Edixhoven et J. Tilouine pour leurs remarques 
et commentaires qui ont été d’une grande utilité pour l’élaboration de ce travail.

2 Formes modulaires et algèbre de Hecke

2.1 Formes modulaires

Soit N  > 1 un entier tel que X 0 (AT) soit de genre non nul. On désigne par Mq(N) l’espace de 
modules grossier des courbes elliptiques généralisées munies d’un sous-schéma en groupes 
cyclique d ’ordre N  qui coupe toute composante irréductible de chaque fibre géométrique. 
C’est une courbe projective sur Spec Z lisse sur Spec Z[l/Ar] dont la fibre générique est 
Xq(N)q. Soient m le plus grand carré parfait divisant N  et S = Spec Z[^]. La structure
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de Mq(N)s a été étudiée par Deligne et Rapoport [4]. Soit p un diviseur premier de N  qui 
ne divise pas m, la fibre Mo(N)ip est formée de deux copies de Ai0(~)yp qui se coupent 
transversalement aux points super singuliers. La courbe relative M 0(N)s  est donc semi- 
stable sur S. On désigne par fi le faisceau dualisant relatif de Mo(N)s sur S. Pour tout 
p G 5, le morphisme canonique :

H°(M,(N)S,Ü) ®2|y  F, —

est un isomorphisme.
On note 5C(2, T0(N)) l’espace des formes modulaires paraboliques de poids 2 pour r 0(Ar).

Il s’identifie canoniquement avec H 0(X0(N)C,Q1) où Q1 est le faisceau des différentielles 
holomorphes sur Xo{N)c- Soit R  C C un anneau, on désigne par <Sr(2, r0(Ar)) le sous- 
groupe de <SC(2, r 0(Ar)) des formes modulaires dont le ^-développement (développement de 
Fourier en la pointe oo) est à coefficients dans R  et par B°(R)  C -R[[<?]] le groupe de ces q- 
développements. Il est bien connu que B°(z) ®zR  =  B°(R) (ceci découle aussi du lemme 2.1 
de ce texte). On définit pour tout anneau R  :

B°(R) = B °(z)® z RcR[[q]}.

On note S m =  <SzjX](2,Fo(AT)) et Sz =  <Sz(2,r<)(Af)).

La paire formée par la courbe de Tate sur Z[^][[ç]] et son sous-groupe induit le 
morphisme :

r  : Spec(z[-^][[g]]) — » M 0(N)S

qui identifie Z[^][[ç]] au complété formel de M 0(N)s  le long de la section relative à la pointe 
oo. Le ç-développement sur Z[^] est le morphisme induit par r

ç-exp : H°(M0(N)S,Ü) — ► ^ ¿ ] [ [ #
f i  h

C’est un morphisme injectif :

ç-exp : H \ M 0{N)S, Q) B°{Z[^]). (1)

Mazur [6] montre que le ^-développement (1) est un isomorphisme sur Z pour N  premier. 
Dans le cas général, le ^-développement n ’est pas un isomorphisme sur Z[^]. Toutefois, il 
induit un isomorphisme en toute place p ne divisant pas N

q-exp : H°(M0(N)Yp,Q) B°(FP)

On note Jo{N)q la jacobienne de X 0(N)q et Jq(N)s son modèle de Néron sur S. On 
désigne par M 0(N)1 le plus grand ouvert de M0(N ) lisse sur S  (obtenu en enlevant les points 
doubles en caractéristique p divisant N  et ne divisant pas m). Le plongement canonique 
X o{N)q —> J0(AOq qui envoie oo sur 0 se prolonge en un morphisme Mq(N)1 —► Jo(Ar)s- Ce 
dernier induit un isomorphisme

if"(MoW',S2) = ir0(M0(A')s,iî) 

où est le faisceau des différentielles de Jo(Ar)s  sur S.

H M,n N ' h n

ß N

Ho M N s i l X
J / S

où fl J / S
1
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L’algèbre de Hecke T est la sous-algèbre de l’algèbre des endomorphismes de Jq{N)q en­
gendrée par les opérateurs de Hecke Tp pour p premier ne divisant pas N  et les opérateurs 
d’Atkin Ui pour / premier divisant N  (que l’on note aussi T/). Soit p un nombre premier, 
l’opérateur Tp est l’endomorphisme de Jq(N)q associé à la correspondance de X 0(N) définie 
du point de vue modulaire par :

{e ,a)~'£(.e /bM  + b)/b)
B

où E  est une courbe elliptique, A un sous-groupe d’ordre N  et B  parcourt les sous-groupes 
d’ordre p de E  qui coupent trivialement A. Soit d un diviseur de N  tel que d et y  sont 
premiers entre eux, l’involution d’Atkin Wj est l’involution de X q(N) définie du point de 
vue modulaire par :

(E,A) h-» (E/AU (A + Ed)/Ai)

où E  est une courbe elliptique, A un sous-groupe d’ordre N, Ei est le sous-groupe des points 
de d-torsion de E  et A\ l’unique sous-groupe d’ordre d de A.
Quand N  est premier, Ribet [10] et Mazur [6] ont montré que T coïncide avec l’algèbre des 
endomorphismes de Jq(N)q.

L’algèbre T est libre sur Z de rang g le genre de X 0(N). Elle agit sur <SC(2, r 0(Ar)) = 
H°(Xo(N)c,£il ) =  H°(Jo(N)c, n l ). Cette action est donnée pour toute forme /  de q- 
développement f ( z ) =  £ n>i an(f)qn = E n > i anqn par :

T'vi = E<v?”+?!>■.«'"
n n

VTÎ =  £ a . n ? n (2 )
71

Pour tout entier n =  pk et k > 2, on pose Tn = TpTpk-i — pTpk-2 si p ne divise pas N  et 
Tn =  (Tp)k sinon et pour n = n»P“' °n P°se Tn =  ü i . On a la relation ai(T*/) =  an(f).

L’algèbre de Hecke T préserve 5Z(2, Tq(N)) et agit par suite sur B°(R) pour tout anneau 
R. Elle agit aussi sur H°(Jo(N)s,&j/s) =  H°(Mo(N)s, 0,). Cette action coïncide avec 
l’action de T sur 2?°(z[^]) via le ^-développement.

Lemme 2.1 L ’accouplement
T X S% —► Z 
(t , f )  y-* ai(t*f)

est parfait.

Preuve. On a sur C l’accouplement parfait

2.2 Algèbre de Hecke

Te x <Sc(2, To(A )̂) —» C
(t, f )  * * a i ( f f )

7 ai
Pi
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où Tc = T <g)z C. Il induit donc un isomorphisme

Sc(2,r0(A O )-^H om c(Tc,C) .

Il s’agit de voir que le morphisme induit sur Z

¿>2 — ► Homz(T, z)

est un isomorphisme. L’injectivité est assurée par l’injectivité sur C. Soit rp une forme 
Z-linéaire sur T. L’isomorphisme sur C implique l’existence d’une forme modulaire /  € 
5c(2 ,r0(Ar)) telle que ipit) =  La forme /  est en fait dans Sz car le coefficient an
de son ^-développement à l’infini est ip(Tn) qui est dans Z. Ceci implique la surjectivité du 
morphisme ai et termine la preuve du lemme.

Une forme /  de <SC(2, Tq(N)) est dite primitive si elle est nouvelle (orthogonale à l’espace 
des formes anciennes pour le produit scalaire de Petersson), forme propre pour tous les 
opérateurs de Hecke et normalisée par at(f) = 1 où ai est le premier coefficient de son 
^-développement. On lui associe alors le caractère Xf de T défini par t*f = Xf(f)f pour tout 
t E T.

3 Congruence entre formes modulaires et constante de 
Manin

On reprend les notations de l’introduction où E  est une courbe elliptique de Weil forte de 
conducteur N  et <p : X q(N) —► E  sa paramétrisation modulaire. Soient m le plus grand 
carré parfait divisant N  et S  — Spec Z[^]. Le morphisme <p induit deux morphismes sur Q :

<Pi : E  — ► J0(AOq 

 ̂ Jo(A0q — ► E

On désigne par A  le noyau du morphisme Comme E  est de Weil forte, le schéma en 
groupes A  est connexe. C’est une variété abélienne. Soit Ay la variété duale de A. On note 
As (resp. A$) les modèles de Néron de A  (resp. de Av) sur S. On rappelle que Jo(N)s 
désigne le modèle de Néron de Jq(N)q sur S  et Es celui de E  sur S. Par la propriété 
universelle des modèles de Néron les morphismes (pi et <pz se prolongent en

Es -* ♦ Jo(AOs —  Ag

As —  Jo{N)s ^  Es

Soient <pl et les morphismes :

n ° ( M N ) s ,a),ls) H \ E s , a lm s)

induits par et <¿>2-

dl t*f

P 2 -

* '
2 ■

*
1

pi

R o Es,Ùi
5 /5

m
2 H o

h s Q T / S
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Proposition 3.1 (M azur-R aynaud) Soient E une courbe elliptique de Weil forte de con­
ducteur N  et m le plus grand carré parfait divisant N. Si m est impair alors la valuation 
2-adique v2(c.e;) < 1.

Preuve. Considérons la suite exacte de variétés abéliennes 1 —► Aq —>• Jo(N)q —► Eq —» 1 et 
la suite A^ —► J0(Ar)22 —► E ^  des Z2-modèles de Néron correspondante. Comme Jo(Ar)Z2 
est à réduction semi-abélienne, le théorème A.l (voir annexe) implique l’existence d’un entier 
r (= 1 ou 0) tel que la suite

0 —* Lie(A2j ) —► Lie(Jo(N)zt ) Lie(£^2j) —► (Z/2Z)r —► 0

est exacte. Soit H  le conoyau du morphisme Lie(AZt) —*• Lie(Jo(N)Zt). C’est un Z2-module 
libre de rang 1. On désigne par Hy son dual sur Z2 et par ¡3 une base de Hv. On a alors les 
deux suites exactes

0 — > Hv — ► I ^ i J o i N ^ n 1) — > H°{Au ,Ùl ) — » 0 (3)

0 — ► , n 1) Hv — ► (z/2z)r —-> 0 (4)

Considérons le diagramme suivant

Hv 0  F2 -U  H° (Mq(N)y2 , Ü)
1 Ç-exp

KM)

où i est injectif à cause de la suite (3).
On remarque que le ^-développement de ¡3 (classe de ¡3 modulo 2) est non nul. En 

effet, si N  est impair Mq(N)Î2 est lisse et la nullité du ^-développement de j3 implique que 
(3 =  0 ce qui n ’est pas le cas. Si N  est pair alors Mo(iV)Fî est formée de deux composantes 
irréductibles. La nullité du ^-développement de ¡3 implique que ¡3 est nulle sur la composante 
irréductible de la pointe oo. Or ¡3 est propre pour l’involution d’Atkin Wjf qui échange les 
deux composantes irréductibles. Il s’en suit que (3 est nulle sur Mo(N)ft ce qui n ’est pas le 
cas.

Si r =  0 alors oie =  ¡3 et le ^-développement de ¡3 est donné par la classe de c^(ç +  a2ç2 +
...) modulo 2 où q +  a2q2 +  ... est le ^-développement de /# . Il découle que v2( c.e) =  0.

Si r = 1 alors as  =  2/? et ce est multiple de 2. Le ç-développ ement de ¡3 est alors donné 
pax la classe de cs/2(q +  a2q2 +  ...) modulo 2. Ceci implique que vz(ce) =  1.

Lemme 3.1 On désigne par W( fs )  l’orthogonal à la forme primitive f s  dans Sc{2,Tq(N)) 
pour le produit scalaire de Petersson. On a alors la suite exacte de T -modules :

o -  W ( f E) — , Sc(2 ,Io(AO) -ü . H°(ECliî1) — 0 (5)

Preuve. Comme ^  0 et dim H°(EC, Q1) =  1 alors <p\ est surjectif. Il reste à prouver 
que W ( f B) est dans le noyau de y\. La théorie d’Atkin-Lehner [1] implique que W ( f E) 
est somme directe de classes, chaque classe est formée de formes propres pour tous les

H o. E'Zs

'-p



121

opérateurs Tp (p premier à N ) avec les mêmes valeurs propres. Soient g une forme d’une 
telle classe et g = £ n>i bnqn son développement de Fourier à l ’infini. Soit fE =  £ n>1 anqn 
le développement de Fourier de Je - Soit p un premier ne divisant pas N. L’opérateur de 
Hecke Tv agit sur E  comme la multiplication par ap. Il s’en suit que T*((p\(g)) =  av(p\{g). 
Or T*(<pl(g)) =  ipl(Tp(g)) =  bp(p{(g). Comme les classes de fE et de g sont différentes, il 
existe au moins un p tel que ap ^  bp, on déduit que <pl(g) =  0. Ceci termine la preuve du 
lemme.

On considère l’analogue de la suite exacte (5) sur Z[~] :

0 — ► Li — ► H°(M0{N)s, Q ) ^ U l — +0 (6)

où I  est l’image de H°{J0{N)S, QlJ/s) =  H°(M0(N )s ,n )  dans et

L\ = w (fE) n h°(Mq(n )s,ü).

On a alors une injection canonique de I dans H°(Es, &e/s ) dont le conoyau sera noté V.

0 — ► /  — > H°(Es ,ÜeIS) - ^ V — +0

En fait on a la proposition suivante qui montre que V est trivial mais ce résultat baisé sur 
le théorème A.l de Raynaud n ’est pas indispensable (et ne sera pas utilisé) pour la preuve 
du théorème A.

P roposition  3.2 Soient E  une courbe elliptique de Weil forte de conducteur N, et m le 
plus grand carré parfait divisant N . On a la suite exacte de z [~] -modules libres

0 -  W(is) n H°(UN)s, n'J/s) -> H°(MN)S, alj/s) -ïû H°(ES, Ü'E/S) -  0

Preuve. Le seul point non évident est la surjectivité de ip̂ . Soit p € S  un nombre premier 
différent de 2. Comme E  est de Weil forte, ipi est une immersion fermée sur Q. Le modèle de 
Néron Jq(N)z est à réduction semi-abélienne, par un théorème de Raynaud ([2] théorème 4 
page 187) le morphisme qui étend ipi aux modèles de Néron sur Zp est aussi une immersion 
fermée. D’où la surjectivité de ip\ sur Zp pour p ^  2.
Si 2 ne divise pas m, le théorème précédent ne s’applique plus sur Z2. On utilise alors le 
théorème A.l qui implique en particulier que la suite des algèbres de Lie

0 —♦  Lie(Æ^) — ► Lie(Jo(AOO —  Lie(A^)

est exacte. Ceci montre que le conoyau de Lie(£lZ2 ) —►Lie(Jo(Ar)Z2 ) est sans torsion donc 
libre. On en déduit la surjectivité de la flèche duale c’est à dire de ip\ sur Z2. Ceci termine 
la preuve de la proposition 3.2.

La suite exacte (6) sera comparée à une autre suite exacte obtenue en remplaçant 
H 0(Mq(N )s ,Q) par Sm =  5zji](2,Fo(Ar)). On a alors le diagramme suivant :

0 —* Li —> H°{Mo{N)s ,n) I —> 0
1 i  1

0 —► L2 —► —► 0

H- o
E*c QM et

*
n

s ’m
* s m n



où y>ï(5,n) est l’image de Sm par <p\ dans H°(EC, fi1) et L2 =  W ( fE) H Sm.
Le conoyau de la flèche naturelle I  —* <p\(Sm) sera noté C.
On appelle nombre de congruence et on note r l’entier positif défini par l’une des pro­

priétés équivalentes suivantes :

i) r = # ( s z ( 2 , r 0 ( N ) ) / ( w ( f E ) n 5z(2,r0(iV)) © z /,)).

ii) r est le plus grand entier tel qu’il existe une forme modulaire g dans Sz(2, To(N))C\W(fE)
vérifiant f E = g mod(r) (c’est à dire que f E et g ont même ^-développement dans
B°(z/rz)).

Proposition 3.3 Soient E  une courbe elliptique de Weil forte de conducteur N , et m le 
plus grand carré parfait divisant N . Soit p G S  =  Spec z[^] et vp la valution p-adique, on 
a :

vp(deg (p) +  vp(#C) =  vp(r) +  vp(cE) + vp( # V )

Preuve. Le degré de la paramétrisation modulaire <p : X q(N) —* E  est

deg^ =  #H °(E z , n l )/Z<pl(cEf E) .

où Ez est le modèle de Néron de E  sur Z. En effet o est la multiplication par deg ip 
sur E  et ^ ( oîe) =  cEf E. On considère les suites exactes

0 -  I/z[-)<pl(cBf E) -> <pl(Sm)/z[-)<pl(cEf E) -> C -  0 
m m

0 -  V  -> 0
m ' m

Elles montrent que

#(p;(5m)/z[i]v>;(cE/E))#p = (<*)„ #(v>;(^.)/z[i]».;(/i ))#p = (deg„>)„ #c (?)

où (degy?)m (resp. (cE)m) est le plus grand diviseur de deg y? (resp. de cE) premier à m. Le 
morphisme établit un isomorphisme entre

5„/(z[i]/£ e  l ,) v>î(5m)/z[i]p;(/E) .

D’autre part on a un isomorphisme

^(2,r,(jv))/( w(/b) n 5Z(2, r0(W)) © z fB) ® z[—] sm/(L, ® z[-]/*)
m m

Il découle que ^(<pl(Sm) / z [ ^ } ^ ( f E)) = rm où rm est le plus grand diviseur de r premier à 
m. On obtient la proposition en prenant la valuation p-adique dans l’équation (7). 
Remarque En utilisant la proposition 3.2, la proposition 3.3 devient :

vp(deg(<^)) +  vp(#C) =  vp{r) +  vp{cE).
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Proposition  3.4 S oils les conditions et avec les notations précédentes, tout diviseur premier 
de #C divise N . De plus C est trivial si N  est premier.

Preuve. Soit p un nombre premier ne divisant pas N . On a l’isomorphisme (voir section 2.1) 

On en déduit l’isomorphisme

I ®z[£] fî> — * ®z[£] Fp •

D’où p ne divise pas #C. Le cas de N  premier découle de l’isomorphisme

H°(M0(N)Z,Q) Sz .

Pour prouver le théorème A, on a besoin d ’introduire quelques notations et de rappeler 
un résultat de Zagier [13]. Considérons le diagramme

0 — ► A  — ► J0(N )q E  — ► 0

<Pi î  
E

Il induit une isogénie
P : E  x A  —» Jo(N)q 

(x,y) ^  < pi(x)-y

dont le noyau est A  fi <p\(E). Ce noyau est isomorphe à (z/deg<£Z)2 car o tpi est la 
multiplication par deg (p sur E.

On note End°(V) =  End(V) ®z Q pour toute variété abélienne V. l’isogénie (3 induit 
la décomposition End°(Jo(iV)Q) ~End° (E) x End0 (A). Soit e l’idempotent de End°(J0(Ar)Q) 
qui est l’identité sur JE? et 0 sur A. C’est un élément de Tq CEnd°(Jo(AOq). Le lemme 
suivant est dû à Zagier [13] :

Lemme 3.2 (Zagier) i)  Le dénominateur de e dans End( Jo(N)q) (c’est à dire le plus petit 
entier positif m tel que me Ç.Find(Jo(N)q)) est deg y?.

ii) Le dénominateur de e dans T est r.

iii) Le degré de la paramétrisation deg tp divise r. On a r =  deg <p si N  est premier.

Preuve. Le iii) découle de i) et ii) et de l’inclusion T cEnd( Jo(N )q) qui est une égalité si N  
est premier [6] (cette divisibilité a été annoncée dans l’autre sens dans [13]).

On montre le premier point i) en utilisant l’isogénie (3. le second ii) est moins évident. 
On désigne par T 'l ’image de T dans End0(A) et par Xe le caractère de T associé à la forme 
primitive fs -  Soit B le conoyau du morphisme T —> Z ® T' somme directe du caractère xe 
et du morphisme naturel de T dans T', c’est un groupe cyclique. Ce morphisme envoie un 
élément i de T sur le couple (et, (1 — e)t). On en déduit que le dénominateur de e dans T est 
#B. Le ii) du lemme 3.2 découle alors du lemme suivant :

Ho, Meu N' r , , 5m m
F, I

îl m5

Vi
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Lemme 3.3 On a l’égalité :

#B  =  #((Z ® T')/T) =  # (5 z/ ( / EZ ® SI (2, PC(N)) n  W (/£))) = r.

Preuve. On considère la suite exacte :

0 —► T — >Z®T'  — ► B - ►  0 (8)

et la suite duale :

0 - ►  Homz(Z ® T', Z) - ►  Homz(T, Z) Ext* (B, Z) - ►  0 (9)

Le lemme 2.1 implique l’isomorphisme :

Sz Homz(T, Z)

Sous cette identification, on établit l’isomorphisme

/®Z © 5Z(2, r 0(iV)) n W ( f E) Homz(Z © t ',  Z)

Le lemme 3.3 découle de la suite exacte (9) et de l’égalité =  ^E xt^B , Z).

Preuve (du théorème A). Soit p un nombre premier ne divisant pas N. La proposition
3.3 implique que üp(deg^) +  up(#C) =  vp(r) +  vp(cE) +  vp(#V )  où vp est la valuation p- 
adique. La proposition 3.4 implique que vp(#C) =  0. Par le lemme 3.2, deg^ divise r. 
D’où

vP(r) +  vp(cE) +  vp(#2>) =  üP(deg<p) < vp(r)

Ceci montre que vp(ce) =  0 et termine la preuve du théorème. Il découle aussi que vp(#V) = 
0 ce qui redonne pour les premiers ne divisant pas N  la proposition 3.2.

A Défaut d’exactitude des modèles de Néron sem i- 
abéliens (d’après M. Raynaud)

Soit R  un anneau de valuation discrète complet de corps de fractions K  de caractéristique 
0, de corps résiduel k de caractéristique p > 0 et d’indice de ramification absolu e. 

Considérons une suite exacte de Ji'-variétés abéliennes :

0 — ► A k — ► B k — ► Ck — ► 0

et les modèles de Néron sur R  correspondants :

A — >B — > C .

On suppose que B  est semi-abélien. Il en est donc de même de A  et C. Le morphisme 
B —> C  est alors plat (mais pas nécessairement surjectif) et son noyau A' est donc égal à 
l’adhérence schématique de Ak dans B. Le morphisme A  —► B  se factorise à travers A' et 
on a A=A' si et seulement si A' est lisse, c’est à dire si le morphisme B —y C est lisse, ou 
encore si le morphisme Lie(JB) —+ Lie(C) est surjectif. C’est toujours le cas si e < p — 1 ([2] 
théorème 4 p. 187). Le théorème suivant traite le cas limite e =  p — 1, où on contrôle encore 
la situation.

#B
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Théorèm e A .l (Raynaud) Soit R un anneau de valuation discrète complet de corps de 
fractions K  de caractéristique 0, de corps résiduel k de caractéristique p > 0 et d’indice de 
ramification absolu e. Soient 0 —> Ak —1► BK —► Ck -* 0 une suite exacte de K-variétés 
abéliennes et les modèles de Néron sur R  correspondants A —* B  —► C. On suppose que B  
est semi-abélien et que e =  p — 1. Alors il existe un entier r tel que la suite

0 -* Lie(A) Lie(i?) -+ Lie(C) - ♦  {R/pR)T -* 0

est exacte.

On donnera des énoncés plus précis et plus techniques dans le cas où Ck est une courbe 
elliptique.

Tous les schémas en groupes considérés dans la suite sont commutatifs.
Soit G un jR-schéma en groupes fini et plat annulé par une puissance de p. Il existe une 

suite exacte de i?-schémas en groupes finis et plats :

0 — » Gc — ► G — >Gei — ► 0

où Gc est connexe et Get est étale sur R. Le sous-schéma en groupes Gc est ouvert et fermé, 
il est le plus grand sous-schéma en groupes connexe contenu dans G.

On désigne pax GM le plus grand sous-schéma en groupes de G de type multiplicatif. G1* 
et Get s’échangent par dualité de Cartier. Comme G est d’ordre une puissance de p, G* est 
connexe. On a donc la filtration en trois crans :

0 C G* C Gc C G .

On désigne par Gb (b pour biconnexe) le quotient intermédiaire Gc¡G*1.
Si u : G —► H  est un morphisme entre deux iî-schémas en groupes finis et plats, u est 

compatible avec les filtrations précédentes. En effet, il est clair pour des raisons topologiques 
que u envoie Gc dans He. Par dualité, on trouve que u/q? se factorise à travers H*.

Rappelons que lorsque e < p — 1, la catégorie des i?-schémas en groupes finis et plats est 
abélienne et le foncteur G —» Gk est pleinement fidèle ([9] corollaire 3.3.6).

Lorsque e — p — 1, il est encore vrai que le foncteur G —► Gk est pleinement fidèle à 
condition de se limiter :

• soit à la catégorie (*) des Æ-schémas en groupes connexes (i.e. Get = 0)

• soit à la catégorie (**) duale de la précédente (i.e. GM = 0).

Ceci résulte facilement de [9] par dévissage de la proposition 3.3.2-3) et de 3.3.7.
En revanche si on accepte à la fois des groupes étales et des groupes de type multiplicatif, 

on perd la pleine fidélité. En effet, R  contient les racines p-èmes de 1, et on peut envoyer Z/pZ 
dans fip en envoyant 1 sur une racine d’ordre p. La flèche obtenue est alors un isomorphisme 
sur K  sans être un isomorphisme sur R.

Il est commode de dire qu’un A'-schéma en groupes fini est de type étale (resp. connexe, 
resp. multiplicatif, resp. biconnexe) s’il se prolonge en un iî-schéma en groupes fini et plat

Il est
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étale (resp. connexe, resp. multiplicatif, resp. biconnexe). Un K-schéma en groupes peut 
donc être à la fois de type multiplicatif et de type étale, mais alors il est nécessairement 
annulé par p car tin hensélisé strict de R ne contient pas les racines p2-èmes de 1.

Un S-groupe p-di visible, où S  est un schéma, est un système inductif G =  limG(n), où 
G(n) est un schéma en groupes fini et plat annulé par pn, et où les flèches de transition sont 
des monomorphismes qui s’insèrent dans des suites exactes courtes fppf :

0 — > G(n) — ► G(n +  m) — > G(m) — ► 0
g  — > p n g

Nous dirons qu’un if-groupe p-di visible est de type entier (resp. étale, resp. connexe, resp. 
multiplicatif, resp. biconnexe) s’il est la fibre générique d’un Æ-groupe p-divisible (resp. 
d’un .R-groupe p-divisible étale, resp. connexe, resp. multiphcatif, resp. biconnexe).

Rappelons le résultat fondamental de J. Tate ([12] théorème 4) : le fondeur G i—► Gk 
des R-groupes p-divisibles dans les K-groupes p-divisibles est pleinement fidèle.
En particulier lorsqu’un A'-groupe p-divisible a un type celui-ci est unique, contrairement à 
ce qui peut se passer pour un groupe fini. Notons aussi que le type est invariant pax isogénie.

Soit A le jR-modèle de Néron d’un Ji'-schéma abélien Ak - On suppose A  semi-abélien. 
Soit A(n) le noyau de la multiplication par pn dans A. C’est un schéma en groupes quasi-fini 
et plat. Notons A(n)^ la partie finie de A(n). A(n)f possède -une filtration en trois crans 
A(n)/1 C A(n)c C A(n)A On désigne par A(oo) (resp. Ak(oo)) le système inductif formé 
par les A(n) (resp. Aj^(n)). On définit les systèmes inductifs

A * — lim A(nY  Ac =  lim A(n)c Ab = lim A(n)b

Alors on a une suite exacte de .R-groupes p-divisibles :

0 — ► A* — y Ac — > Ab — ► 0

Par passage à la fibre générique on obtient une filtration du A'-groupe p-divisible A^-(oo) :

0 C (A*)x  C (Ac)k C Ak (o o)
Lemme A .l Soit A un R-schéma semi-abélien. Alors le quotient AK(oo)/(Ae) k  est de 
type étale. On le note A \£.

Preuve. La fibre spéciale connexe Al de A  est extension d’une variété abélienne A'k de 
dimension a1 par un tore T* de dimension t. Soit a la dimension de A k  qui est aussi la 
dimension de A* : a = t + a'.

On désigne par A'k(oo) le fc-groupe p-divisible des points de p-torsion de A'k et par 
0 C (A'a)m C (A'k)c C A'fc(oo) sa filtration canonique. Soit m ' l a  hauteur de (A*)*1. Comme 
A'k est isogène à sa duale, (A'k)et est aussi de hauteur m' et par suite (A'k)b est de hauteur 
2 a' — 2 m'.

On a les suites exactes :

0 — ► Tk(oo) — ► Ajt(oo) — f A'k(oo) — » 0
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o —  r*(oo) —♦  (Ak) 11 — > {A!ky  — ► o

La hauteur de (A/*)* = (A*)*4 est donc t+m'. Finalement Ae est de hauteur t+m'+ 2 a'—2 m' = 
t+  2 a' — m' = 2 a — (t + m').

On désigne par Ek le dual de Cartier de ((Av)/i)jK- où Av est le i?-modèle de Néron de 
la variété duale de Ak - C’est un quotient de type étale de Ak(oo). Comme Ak est isogène 
à sa duale, Ek est de hauteur t + m'. Le A'-morphisme de (Ac)k dans Ek se prolonge par 
le théorème de Tate (rappelé au début de cette section) en un .fi-morphisme de Ae dans un 
Æ-groupe p-di visible étale, il est donc nul. D’où une flèche surjective de Ak (oo)/ (AC)K dans 
Ek - Comme ces deux groupes p-di visibles ont la même hauteur t + m ', cette flèche est un 
isomorphisme.
Remarque : Si A k n’a pas bonne réduction AK(oo) n’est pas de type entier.

Considérons une suite exacte de K -variétés abéliennes :

0 — ► Ak — ► Bk — ► Ck — ► 0 

et la suite des i?-modèles de Néron correspondants supposés semi-abéliens :

A — v B — > C

On a une suite exacte de K - groupes p-di visibles :

0 —► AK(oo) —> Bk (oo) — ► CK(oo) — > 0

et une filtration de Bk (oo) en trois crans :

0 C (B»)k  C (B ')k  C Bk {oo)

dont les quotients successifs sont respectivement de type multiplicatif, biconnexe et étale 
(lemme A.l). Cette filtration induit sur A k(oo) une filtration par des groupes qui ne sont 
pas nécessairement divisibles. C’est ce phénomène qui va entraîner le défaut de lissité de la 
flèche B - * C .

Lemme A.2 Les flèches B ** —► CM et B c —► Cc sont des épimorphismes de groupes p- 
divisibles (c’est à dire que les morphism.es correspondant de groupes formels sont fidèlement 
plats).

Preuve. Les épimorphismes de groupes p-divisibles découlent du fait que C° est un quotient 
plat de B°.

Lemme A .3 i) (Bc) k ^ A k ( oo) est extension d’un groupe fini de type étale Ek annulé par 
p, par (Ac)k .

ii) (Bp)k n Ajc(oo) est extension d’un groupe fini FK par (A#t)x ; le morphisme canonique
Fk —> Ek est un isomorphisme. En particulier Fk est de type étale.

iii) Les morphismes A* —► B*, Ah —► B h et Ac —► B c sont des immersions fermées.



128 CHAPITRE V

Preuve.
i) Il existe un Ji-groupe ^-divisible Lk et un épimorphisme :

(Bc)k n  A k (oo)/(Ac)k — ► Lk — * 0

tels que tout morphisme de (Bc)k ^ A k (oo)/(A c)k dans un A'-groupe p-di visible se factorise 
à travers Lk - Lk est de type entier car pour tout n, Ljf(n) est la fibre générique d’un R -  
schéma en groupes fini et plat [9]. On désigne par L le .R-groupep-divisible de fibre générique 
Lk - Le morphisme

( B c) k  H  A k ( o o ) / ( A c) k  — ► A k ( o o ) / ( A c) k

induit un monomorphisme de K -groupes p-di visibles Lk —► A k (oo)/(A c)k et par suite un 
morphisme de L dans un jR-groupe p-divisible étale. La composante connexe Lc s’envoie 
sur 0, elle est donc nulle. De même le morphisme :

(B ')k n A k (oo)/(A ')k — > (Bc)k /{A c)k

induit un monomorphisme Lk —*• (B c)k /(A c)k et donc un morphisme de L dans un R -  
groupe p-divisible connexe. Ce morphisme est nul car L est étale. Ceci montre que Lk 
est nul. La composante divisible de (Bc)k n  Ar-(oo) est donc (Ac)k - Le quotient fini 
(Bc)k H A k {oo)I(Ac)k =  Ek est à la fois de type connexe et étale (car contenu dans 
A k (oo)/{A c)k )- Il est donc annulé par p.
ii) On prouve de même que les quotients (B*)kH(Ac)k / {A*)k et ( B ^ k D Ajt(oo)/ {AC)K sont 
finis. On en déduit que la composante p-divisible de ( B ^ k H Ajf (oo) est (A^)k - Considérons 
le diagramme :

0 —+ (A*)k — ► (B ^ n A jr io o )  — * FK — ► 0

0 — > (A c) k  — > (B c) k  H A j c ( o o )  — > E k  — ► 0

Le quotient ( B c) k  H  A ^(oo)/(S,I)if n Aj^(oo) est contenu dans ( B 1) k , en particulier, il n’a 
pas de quotient non nul de type étale. On en déduit que la flèche canonique

(a 1)k -* (B ')k  n a k (oo)!(b >)k n a*(oo)

est un isomorphisme. Par le lemme du serpent le morphisme naturel Ek —> Fk est aussi un 
isomorphisme.
iii) se teste sur la fibre générique puisqu’on est dans la catégorie (*).

Notons pr le rang de Fk de sorte que sur l’extension maximale non ramifiée de K, Fk 
devient isomorphe à (Z/pZ)r.

Rappelons qu’on a un isomorphisme canonique entre iî-modules libres :

lim s*ÇllA{n)c/R — > s*Ù\/R

(s est la section unité) ou encore une identification entre leurs duaux sur R : Lie(Ac) =  
Lie(A). On a aussi la suite exacte de ii-modules libres :

0 — » L ie ^ )  — ► Lie(Ac) — » Lie(A‘) — ♦ 0
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et des suites exactes analogues pour B et C.
Preuve (du théorème A.l). Le théorème découle des deux suites exactes

0 — » Lie(A*) — ► Ue{Bb) — » Lie(C6) —  0 (10)

0 —♦ L ie^") — > Lie(BM) — » Lie(C''*) — > {R/pR)T —+ 0 (11)

La suite exacte (10) résulte de l’assertion correspondante sur les groupes p-divisibles :

0 — ► Ab — ► B b — >Cb — > 0 (12)

En effet Ab —► Bb est une immersion fermée et B b —+ Cb est un épimorphisme. D’autre part, 
il résulte de la preuve du lemme A.3 que la suite 0 —*• (Ab)x  —» (B b)ic —* (Cb)x  —► 0 est 
exacte. D’où la hauteur de B b (qui est aussi la hauteur de (Bb)ic) est la somme des hauteurs 
de Ab et de Cb. On en déduit l’exactitude au centre de la suite (12).

Soient H(n) le noyau du morphisme B (nY  —* C(n)/t et H  la limite inductive des H(n). 
Pour tout n, H(n) est un schéma en groupes fini et plat sur R. On a les suites exactes :

0 — >H — ► B* — > C» — ► 0

0 — * A* — ► H  — > F — + 0

où F est un groupe multiplicatif annulé pax p pax le lemme A.3 ii). La suite exacte (11) 
découle de ces deux suites exactes et du fait que le Æ-module des différentielles invariantes 
de /xpn est R/pnR.

Corollaire A .l  Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Lie(jB) —► Lie(C) est surjectif.

2) B —► C est lisse.

3) Le noyau de B M est p-divisible (et est alors AtL).

4) (JB(l)^)JcnAx(oo) =  (A(l)'1V .

5) (B(1)'*)jc ^  (C'(l)#t)x est surjectif.

6) Ag Bjç est injectif.

7) Aex( 1) —► Bk { 1) est injectif.

Preuve. L’équivalence de 1) et 2) est claire et on a vu qu’elle est équivalente à 3). Les 
conditions 4) et 5) sont des reformulations de 3). La condition 6) équivaut à 3) compte-tenu 
de l’isomorphisme Fk —> Ek du lemme A.3. La condition 7) est une reformulation de 6).

Corollaire A .2 Soit 0 —► (Ck)v —* {Bk )v —> (4kOv —► 0 la suite exacte duale de la 
précédente et Cv, B v et Av les R-modèles de Néron coréspondants. Alors B —*■ C est lisse 
si et seulement si B w —* Av est lisse.



130 CHAPITRE V

Preuve. La condition 5) du corollaire A.l devient par dualité la condition 7) pour la suite 
duale.

Corollaire A .3 Lie(B) —*• Lie(C) est surjectif dans les cas suivants :

i) Le plus grand sous-groupe de Ajç(l) non ramifié sur R est égal à (A(l)M)x- C’est en
particulier le cas si A% = 0.

ii) Le plus grand quotient de Ck( 1) non ramifié sur R  est Cj£(l). C’est en particulier le
cas si C* = 0

Les conditions i) et ii) s’échangent par dualité compte-tenu du fait que C* est nul si et 
seulement si (Cv)k =  0.

Corollaire A.4 Supposons que Ck est une courbe elliptique. Alors Lie(jB) —* Lie(C) est 
surjectif sauf peut être si C j c ( 1 )  est non ramifié sur R. Il revient au même de dire que 
Lie(B) —♦ Lie(C) est surjectif sauf peut être dans les cas suivants :

i) C est une courbe elliptique à réduction ordinaire telle que C( 1) soit produit d’un groupe 
étale par un groupe de type multiplicatif (comme dans un relèvement canonique de 
Serre-Tate),

ü ) Ck à réduction torique et (sur l ’hensélisé strict de R), la période q ”à la Tate” est une 
puissance p-ème

Preuve. Une courbe elliptique est auto-duale et on applique la condition ii) du corollaire 
A.3.
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