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Reaction-diffusion equations on th in  dom ains w ith  varying order 
of th inness. A N avier-Stokes equation w ith  a free boundary.

A b strac t

In the first part of this work, we consider a reaction-diffusion equation with 
Neumann boudary conditions in a thin domain Qe in 2R2, with varying order of 
thinness ( of order e and ep ).

We show that we can compaxe the global attractor of the semigroup generated 
by this equation with the global attractor of a problem defined on the limit segment 
il. The limit problem is actually a system of three reaction-diffusion equations, with 
Neumann boundary conditions and some matching conditions.

We obtain a result of upper semicontinuity, and a partial result of lower semi
continuity of the attractors. We compare the spectral properties of the linearized 
problem on Qe with those of the linearized problem on Cl. We finally show that both 
semigroups have inertial manifolds.

In the second part, we study the behaviour of an incompressible, viscous fluid, 
with a free boundary. We suppose that the fluid fills partly the interior of a rotating 
cylinder. Surface tension is neglected.

We show the existence of a solution of the initial value problem on a small time 
interval, under some regularity and compatibility assumptions on the initial data.

K ey w ords: Attractor, thin domain, gradient system, upper semicontinuity, 
lower semicontinuity, inertial manifold, free boundaxy
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1 Introduction

1.1 Première partie

Dans de nombreux problèmes en physique (mécanique des fluides, élasticité par 
exemple) , on rencontre des équations aux dérivées partielles définies sur des do
maines Qe dont l’épaisseur dans une ou plusieurs directions est beaucoup plus petite 
que dans les autres directions. Si le domaine Qe ’’tend vers un domaine limite fi” , 
quand e tend vers 0, il est naturel de chercher à déterminer une équation limite (P 0) 

sur iî et de compaxer les propriétés de (Po) à celles de l’équation ( P )  donnée sur Qe. 
De nombreux études ont été menées sur ce sujet (voir, par exemple, les travaux de 
Ciarlet, Haie et Raugel, Le Dret, Lions . . .)
Dans [9] , [10] , [11] et [12] , Haie et Raugel ont étudié des équations d’évolution 
dissipatives posées sur des domaines généraux Qe d’épaisseur d’ordre e. Ils ont com
paré les propriétés dynamiques des équations ( P )  et (Po) ; en particulier, ils ont 
montré que l’attracteur global A* de ( P )  converge vers l’attracteur global Ao de 
(Po). Ils ont aussi mené une étude comparative des points d’équilibre de (P )  et 
(Po) ainsi que des leurs propriétés spectrales. Dans [13] , ils ont généralisé leurs 
résultats à des domaines minces en L ou T, c’est à dire, des domaines minces avec 
des jonctions.

Nous cherchons ici à étendre les résultats de Haie et Raugel à des domaines 
minces dont l’ordre d’épaisseur est variable (d’ordre e et ep). Nous limiterons notre 
étude au cas d’une équation de réaction-diffusion.

Un cas très spécial d’un tel domain Qe dans 1R2 est l’ensemble

Q e =  { ( x i , æ 2) j 0  <  x x  <  a  , 0  <  X2  <  e }  U  { ( x i , æ 2 ) i g < x i < 6 , 0 < x 2 <  eP}

U{(xi, x2) ; b <  x\ < 1 , 0 < x2 < e} , avec 0 < a < b < 1 , et p G (1, 3) .

Si on utilise un ’’changement de variables” qui envoie le domaine mince Qe sur le 
domaine fixe Q =  (0, 1 ) x (0, 1) ( la fonction qui donne le ’’changement de variables” 
sera une fonction discontinue ) , l’équation de réaction-diffusion se transforme en 
une équation de réaction-diffusion (P t ) ,  dépendant du paramètre e , sur le domaine
Q-

On va compaxer notre problème (P £) à un problème (P o) posé sur le domaine 
limite, qui, ici, est l’intervalle (0 , 1). Ce problème (P 0) est, en fait, un système des 
trois équations posées sur les trois intervalles ( 0 , a ) ,  ( a ,  b)  et ( 6 , 1 ) ,  avec des 
conditions aux bord et des conditions de compatibilité aux points a et b appropriées. 
Comme dans les travaux ci-dessus, nous nous proposons de mener une étude com
parative des propriétés asymptotiques des problèmes (Pe) et (Po)- D’abord, on 
démontre que les semigroupes Se(t) et S(t) associés aux problèmes (P f ) et (P 0) ad
mettent des attracteurs globaux A e et A. Ensuite, nous voulons montrer que ces 
attracteurs sont proches dans un certain sens.
Nous allons d’abord obtenir un résultat de semicontinuité supérieure des attracteurs
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A e et A. On compare également les orbites (sur des intervalles de temps finis) des 
semigroupes S€(t) et S(t).
Ensuite, en utilisant le fait que S€(t) est de type gradient, et une propriété analogue 
pour le semigroupe S(t), on peut montrer un résultat partiel de semicontinuité in
férieure des attracteurs A e et A.
Une partie de la démonstration de la propriété de semi-continuité inférieure des 
attracteurs consiste aussi à comparer les points d’équilibre des deux problèmes et 
à étudier les propriétés spectrales des opérateurs linéarisés associés à ces points 
d’équilibre. Puisque les spectre de ces opérateurs linéarisés convergent dans un cer
tain sens, on peut également comparer les variétés locales instables de ces points 
d’équilibre.
Enfin, nous montrerons que l’opérateur linéaire associé à l’équation de réaction- 
diffusion (Po) admet des sauts dans son spectre, ce qui nous permettra de construire 
une variété inertielle pour le semigroupe S(t). Puisque l’opérateur linéaire associé 
à l’équation (Pe) admet encore des sauts dans son spectre pour e assez petit, nous 
pouvons également construire des variétés inertielles pour S e(t) .

1.2 Deuxièm e partie

Dans cette partie, nous étudions le comportement d’un fluide incompressible visqueux, 
ayant une surface libre. Nous supposons que le fluide remplit partiellement l’intérieur 
d’un cylindre en rotation.
Le mouvement du fluide est décrit par les équations de Navier-Stokes, avec des con
ditions aux bords appropriées. La pesanteur est la seule force extérieure.
Nous prouvons l’existence d’une solution sur un petit intervalle de temps, si les don
nées initiales satisfont a certaines conditions de régularité et de compatibilités, et si 
l’on ne tient pas compte de la tension superficielle.

Des problèmes similaires ont été étudiés auparavant par Beale [3] et Allain [2] . 
Nous adaptons ici les idées de ces travaux, en tenant compte du fait que la géometrie 
du domaine est différente et, sourtout , que les conditions aux bords imposées sont 
différentes. Dans les travaux de Beale et Allain, la condition limite sur le bord fixe 
était de type Dirichlet homogène, tandis que, dans notre travail, elle est de type 
Dirichlet non-homogène.
Pour démontrer notre résultat d’existence de solutions, nous introduisons un espace 
de Banach approprié et nous définissons une application adequate sur cet espace. 
Nous appliquons ensuite un théorème de point fixe.
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Première partie

Equations de réaction-diffusion sur des 
domaines minces d’épaisseur non-uniforme.
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1 Introduction

Dans [9] et [10], Haie et Raugel ont étudié une équation de réaction-diffusion 
(Pt ) sur un domaine mince Qc d’épaisseur d’ordre e. Quand e tend vers 0, ils ont 
comparé la dynamique de l’équation donnée sur Q* à celle d’une équation limite 
(Po) donnée sur un ouvert il, qui est en quelque sort la limite de Qe. En particulier, 
ils ont comparé les attracteurs A* et A q des équations (Pe) et (P0)- 
Le but de ce travail consiste à essayer de généraliser leurs résultats à un domaine 
mince d’épaisseur d’ordre variable e et ep.
Soit eo une constante réelle strictement positive. Pour tout e G (0, cq), on considère 
le domaine mince Qe dans JR2, dont l’adhérence Q* est donnée par :

ô« = ô; u ô i u ô i
avec

Qi = {(*i» *2) G St2 > ®i € iî, , 0 < ®2 < , i =  1,3 ,
Qz =  {(®i, x2) €  IR2 , x 1 € iî2 , 0 < x2 < cp^2(®i)} ,

OÙ

« 1  =  ( 0 ,  û )  j  Î Î 2 =  ( ® >  f r )  5 ^ 3  =  ( ^ >  1 )  »

0 < a < b < 1 , 1 < p < 3 
et gi G C'itU  ; (0, + 0 0 )) , i = 1,2,3 ( voire figure 1 ).

On pose Q =  Qi U Q2 U Qs où Q» = iî» x (0, 1) , ¿ =  1,2 ,3,  
et Ô = Üi U Ü2 U Ü3 = [0, 1].

On introduit la transformation :
& : Q - ►  Qe

i (vu t y 29i(yi)) , pour (yi, y2) G Qi , i =  1,3 
0(î/i> Vï) =  <

k (Vu epî/2tf2(yi)) , pour (3/1, y2) € Q 2-  {(Q2 n Qx) U (Q2 n Ç3)} •
(1.1)

On fixe Ci > 0 , tel que Q =  iî X (0, ci) contienne Q€ pour tout e G (0, co)>
Soit G : Q —► 1R , et posons :
Ge : Q —> M  , avec Gc = G 0 0 , et
G0 : fi —► IR , avec GP(yi) = G(yi,0) , V yi G fi.

Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

G e  C \ Q ) , (1.2)

||Ge — G°||£2(q) <  ce (1.3)

où c est une constante positive .
(Une condition très forte qui implique (1.2) et (1.3) est G G WAl,+00(<5)1 comme dans 

[1°])-On se donne une constante a strictement positive, et on considère l’équation de
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réaction-diffusion suivante sur Qe :

— A üe + crû* = — f (ü e ) — G dans Qe

< | g  =  0 sur dQe (1.4),

üe(0 ) =  ü% dans Q€

ou n* désigné la normale exterieure a dQe, et ou 
/  € C 2(1R ; 1R) satisfait à :

— f(x)
lim sup--------< 0 (1*5)
|sc | —► -j-oo ®

|/'(®)| < c (l -1- |x|71) , Vx e  ï ï t , où 71 € [0, 1) (1.6)

| / ”(*)| <  c (l +  Ixp)  , V x € IR , où 72 > 0 . (1*7)

(L’hypothèse (1.5) pourrait être remplacée par une condition moins forte, voir re
marque 3.14).
Il est bien connu qu’au système (1.4)*, on peut associer un semigroupe 

Se(t) : û% G JBTX(Q«) - ♦  û‘(t) € H^Q*) , 
où ûe(t) est la solution du système (1.4)«. Des conditions (1.5) et (1 .6 ) , il résulte 
également qu’il existe un attracteur global A e pour Se(t) (voir [8]). Rappelons que 
A* est l’attracteur global pour S*(f) dans H 1(Qe), si A? est compact, invariant, et 
attire tous les bornés de H 1(Qt) , c’est à dire pour tout ensemble borné B  C H 1(Qe)1 
nous avons distffi^Q.'j(St(t)B , A?) —* 0 pour t —* +oo, où on définit

distx(C i, C2) = supx6Cl infv€c2 ||x — y||jr , pour Ci , C2 des sous-ensembles 
arbitraires d’un espace de Banach X .

Nous montrerons dans ce travail que, si e tend vers 0, le système (1.4)* tend 
vers le problème limite suivant, défini sur iî. Ce problème limite consiste en trois 
systèmes d’équations :
Sur Cli , i =  1 or t =  3, on considère les équations :

-  j.dyi{gidyiUi) +  aui =  - / ( n t) -  G? dans iî*

< dVlUi =  0 sur dil{ (1*8)*

. °) =  u? 

tandis que sur il2 , on considère :

^  “  j ; dvi(92dVlu2) + au2 = - f ( u 2) -  G\ dans iî2

< u 2(a, £) =  Ui(a, t) et u2(b, t) =  u3(6, t) pour t > 0 (1.9)

k «2(yi, o) = u\

3
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où conformément à notre convention, désigne la restriction de G0 à iît-, i = 1 , 2 , 3 , 
et où i = 1,2,3, est choisi dans flrl(iîj).

Dans ce travail, nous associons à (1 .8 ),- , i =  1,3, et à (1-9) , un semigroupe C0, 
noté S(t), défini dans H 1 (SI). Nous montrons que ce semigroupe admet un attracteur 
global A  dans E 1(iî).
Si on fait le changement de variables 6 , décrit ci-dessus, on peut associer à (1.4)e 
une équation définie sur l’ouvert Q et donc au semigroupe S€(t) un semigroupe 
St(t) défini sur un espace X e ou Y e (voir paragraph 3). Ce semigroupe St(t) admet 
évidemment un attracteur global A* dans X e et Y*. Une partie de ce travail consiste 
alors à comparer les attracteurs A  et A £. Nous montrons d’abord que ces attracteurs 
sont semicontinus supérieurement dans X e et V e. Puisque S e(t) et les restrictions 
Si(t) de S(t) à iî,- , i = 1,3 , sont des systèmes gradients, on peut aussi obtenir un 
résultat partiel de semicontinuité inférieure des attracteurs. Dans ce but, on compare 
les points d’équilibre de S(t) et de S*(t). On compaxe aussi les propriétés spectrales 
des opérateurs linéarisés en ces points d’équilibre. En outre, on construit les variétés 
locales instables de ces points d’équilibre et on les compare dans l’espace X e.

On peut écrire le système (1 .8 )* , i = 1,3 , et (1.9) sous la forme d’une seule équa
tion. Puisque l’opérateur linéaire An associé à cette équation admet des sauts dans 
son spectre, on peut construire une variété inertielle pour S(t). L’étude comparative 
des spectres menée précédemment nous permet alors de montrer que l’opérateur Ae 
correspondant admet des sauts dans son spectre. Finalement, sous des hypothèses 
plus restrictives, nous pouvons construire des variétés inertielles pour Si(t).

Des domaines dans Ht2 du même type ont été considérés par Arrieta dans [2].
H a donné une caractérisation des valeurs propres et des vecteurs propres de l’opé
rateur de Laplace dans Qe, avec condition de type Neumann sur la frontière. Il a 
montré qu’on peut approcher dans un certain sens l’ensemble de ces valeurs propres 
( respectivement vecteurs propres ) par la réunion des ensembles des valeurs propres 
( respectivement vecteurs propres ) associés aux trois problèmes indépendants posés 
sur iïi , iî2 et ÎÎ3 respectivement, avec des conditions aux limites de type Neumann 
homogène sur iii et sur ÎÎ3 , et de type Dirichlet homogène sur iî2.

Rappelons que, dans notre travail, nous avons comparé l’ensemble des valeurs 
propres ( respectivement vecteurs propres ) du même opérateur dans Q£, avec la 
réunion des ensembles des valeurs propres ( respectivement vecteurs propres ) asso
ciés aux trois problèmes posés sur le domaine limite: sur iîi et sur fî3 nous avons 
des conditions aux limites comme ci-dessus, tandis que sur iî2, nous avons tenu 
compte des conditions de raccord des solutions, ce qui nous amène à considérer des 
conditions de type Dirichlet non homogènes.

Remarquons que le problème limite considéré par Arrieta ne donne pas de 
renseignements sur le comportement des vecteurs propres. En effet, Arrieta a com
paré les vecteurs propres du problème sur le domaine mince avec les vecteurs propres 
de son problème limite dans la norme de £T1(Qf), tandis que dans ce travail nous 
avons fait cette comparaison dans une norme || • ||y« ( voir sections 3 et 7 ) qui
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tient compte de l’échelle du domaine mince dans lequel on se place. C’est d’ailleurs 
pourquoi, nous avons eu besoin de la restriction supplémentaire p < 3.
Comme toutefois les valeurs propres des deux problèmes limites sont les mêmes, 
Arrieta obtient une bonne comparaison des valeurs propres.

Un autre cas intéressant qui a été étudié et qui ressemble à notre problème, 
est le cas d’un domaine ’’dumbbell” , c’est à dire un ensemble de la forme Qc = 
ô i U Q\ U Q3, où Ôi et ô 3 sont des domaines qui ne dépendent pas de e , et Qe2 est 
un canal d’épaisseur d’ordre e, qui relie les deux parties fixes, et qui tend vers un 
segment quand e tend vers 0 .
Arrieta dans [2] , [3] , [4] et Jimbo dans [15] et [16] ont étudié les propriétés spectrales 
du même opérateur dans Qe. Arrieta a comparé l’ensemble des valeurs propres et des 
vecteurs propres sur Qe, avec la reunion des ensembles des valeurs propres et des 
vecteurs propres associés aux trois problèmes indépendents posés respectivement 
sur Qi , 0,2 et Qz‘- sur Q\ et Qz il a considéré des conditions de type Neumann 
homogène, et de type Dirichlet homogène sur Û2. Pour la comparaison des vecteurs 
propres, il a à nouveau utilisé la norme || • ||ffi(Q«).
A la différence d’Arrieta, Jimbo a considéré des conditions de raccord sur iî2, comme 
dans notre travail. Il est clair que les vecteurs propres du problème limite seront 
différents des vecteurs propres du problème limite considéré pax Arrieta, ce qui 
s’explique, comme dans notre cas, par le fait que Jimbo a travaillé dans une norme 
plus forte, à savoir, || • ||£«(q«).

Des résultats analogues ont été obtenus pax Jimbo dans [15] et [17], pour un 
problème elliptique, semilinéaire, avec conditions de type Neumann homogène, dans 
un domaine ’’dumbbell”. Pour le problème limite, il a pris des conditions de raccord 
sur ÎÎ2>

Le plan de notre travail est le suivant :
Dans la section 2 , nous étudions le problème limite , c’est à dire le systeme 

des équations (1 .8 ),- et (1.9). Nous montrons qu’on peut associer à ce problème un 
semigroupe C° noté pax S(t) , et que ce semigroupe admet un attracteur global.

Dans la section 3 on regroupe quelques estimations utiles dans l’étude de l’at- 
tracteur A * du semigroupe S e(t).

Dans la section 4 , on compaxe les orbites de S €(t) et de S (t) , et dans la cinquième 
section on montre la semicontinuité supérieure de l’attracteur A e.

Dans la section 6 on montre que sous une certaine hypothèse d’hyperbolicité 
pour le problème limite, hypothèse qui sera discutée dans l’annexe, on peut trouver 
dans un voisinage de tout point d’équilibre de S (t) , un point d’équilibre de Se(t) , 
qui converge vers ce point d’équilibre .

La section 7 sera consacrée à une étude comparative des problèmes spectraux.
Dans la section 8 on va construire des variétés instables locales pour les deux 

semigroupes S t{t) et *S(i), tandis que dans la section 9 on va les comparer , et on 
va présenter comme conséquence immédiate , un résultat partiel de semicontinuité 
inférieure des attracteurs .
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Dans xa aineme et aemiere section de ce travail, nous construisons des variétées 
inertielles pour Se(t) et S(t) .

Dans tout ce travail, si (p est une application définie sur Q (respectivement sur 
fi), on désigne par <pi pour i = 1,2,3 , la restriction de <p à Qi (respectivement à
H*).
On désigne aussi par c, éventuellement avec des indices, des constantes qui ne 
dépendent pas de e .
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2 Etude du problème limite

2.1 Notations préliminaires

Pour i =  1 , 2 ,3 , on définit sur L2(fï;), le produit scalaire

(v ,w )b oì= / 9ìvw dyi , pour tout v, w £ L2(üi) .

On note Eoi l’espace L2(íi¿) muni de ce produit scalaire.
Puisque gi est une fonction continue sur avec
9i {y i )  >  0 , V t/i € íí¿,

il existe deux constantes strictement positives ci et c2, telles que :

ci < 9 i{yi) < c2 , V yi e  Ùi , i =  1 , 2 ,3 . (2 .1)

On en déduit facilement que jff0» est un espace de Hilbert, dont la norme est 
équivalente à la norme naturelle de L2(íí¿).
On va introduire une forme bilinéaire, continue pour i= l,3  : 

a0¿ : íT1(íi¿) x E_1(S7¿) —* IR , donnée pax

ao¿(v, w) = (d^v , dVlw)Hoi -1- a(v,tü)Ho¿

= /  [giàn vdVlw +  agivw] dyi , i =  1,3 . (2 .2 )

Il est bien connu que le triple {ffx(íí¿), £T0t> a0t(-> •)} définit un opérateur unique , 
non borné , Ao¿ sur ffo, , de domaine

0

D ( A 0i) = {u £ E 2(üi) , dVlu =  0 sur , i =  1,3 (2.3)

avec
A qíU =  —j d yx{gidVlu) + au dans iit-

(2.4)
dy^u =  0 sur dfli

pour i= l,3 .
L’opérateur Ao< est positif et autoadjoint sur So».
Nous avons :

D(Aoi1/2) =  E ^ ü i )  , * =  1,3
et

l l ^ 1/2wllff0,- =  oo,-(tt, tt) , * =  1 ,3 .

En outre la norme ||Aj{2 • || est équivalente à la norme usuelle de fi"1 (fi,). 
Sur le domaine iî2, on va introduire la forme bilinéaire, continue : 
a02 : E q(ü 2) x E q(ü 2) —* IR , avec

aoi(v, w) =  (8Vlv, d ^ i o ) ^  +  a(t>, w)En
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= I (9 2 dtnvdVlw + ag2vw)dyl . (2.5)
J Qq

De même , le triple {.^¿(i^), -So2> a02(->-)} définit un opérateur unique, nonborné 
Aq2 sur 3q2 i de domaine :

d (a 02) = H l(n 2) n H 2(n 2)

avec
Ao2u =  — au  dans iî2

(2.6)
u =  0 sur d$l2 .

L’opérateur Ao2 est positif et autoadjoint dans Hq2~
En outre, D(À$J2 ) =  # ¿ (^ 2) , et la norme de ||AÜ|22 • || est équivalente à la norme 
usuelle de # ¿ (^ 2).

2.2 Étude préliminaire des équations (1.8)i et (1.8)3.

Sous les hypothèses (1.5) et (1 .6 ) , on peut définir un semigroupe :

Si : u? € J?l (n<) -> «.-(t) =  Si(t)u? € H'ifU)

où U{(t) est la solution de (1.8)< avec Ui(0) =  v% , t =  1,3.
Pour i =  1,2,3 , on introduit l’application suivante de H 1 (il) dans 1R :

V<n(vi) = gi [^(dwUi) 2 + ^a v f  + F(vi) + G°Vi dy 1 (2.7)

où rjF(x) = /  f(s )d s  , V æ e i R .
J 0

H est bien connu que , pour ¿ = 1 , 3 ,  S{(t) est un système gradient, avec la 
fonctionnelle de Lyapunov Vo,-.
Avec les notations du paragraphe 2 .1  , le problème (1 .8 ); s’écrit :

^  + A oiUi = - f { u i )  -  G?
(2.8);

. îîî(O) =  u°i

pour i =  1, 3 .
Rappelons que l’hypothèse (1.5) entraine que, pour tout 77 > 0 , il existe une 

constante > 0 , telle que :

(i) — f ( x ) x  <  tjx2 +  Crç , V x £  1R

(U ) — F ( x )  < TJX2 +  C,, , V X €  1R .
(2.9)
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(») |/(x)| < c ( l  + |x|'Tl+1) , V x e  1R

(*») \F(x)\ <  c ( l  + |*|'n+a) , V x € iR .

Grâce à (1.6), on a les inégalités :

(2.10)

On utilisera souvent la proposition suivante :

P roposition  2.1. H existe une constante positive c , telle que pour t = 1, 2, 3 , on 
a :
(t) f{vi) € L2(ili) , pour tout Vi € ff^ iî,)  , et

ll/W Mo,)<<=[i + INI3í¿,)]-

(ii) Pour tout Vi,Vi € jBrx(SÍ¿), on a

l l /C 0*)  “  /0 > » ) IU s(n .) <  c [  1 +  | |« i | |S i (n .) +  l l ^ l l f f i ( n o ]  I K  ~  ^ I U 2(n.) •

La Proposition 2.1  est une conséquence directe des majorations (1 .6 ) et (2 .10)(i), 
et de l’injection de Sobolev C L°°(Cli).

Soit E qí l’ensemble des points d’équilibre de 5;(f) , i= l,3  .
En utilisant la propriété (2.9)(i) , on montre facilement le résultat suivant :

P roposition  2 .2 . Pour i= l,3  , Eoi est un sous-ensemble borné de íT2(íí¿) , 
c'est-à-dire, il existe une constante c > 0 , telle que

llv’illiPCni) < c , V(pi € Eoi .

En utilisant les propriétés (2.9)(ii) and (2 .10)(ii) , on montre également le lemme 
suivant :

Lem m e 2.3. H existe des constantes strictement positives : C3, C4, C5 , telles que 
pour tout Vi € iT1(íí¿) , i = 1,2,3 , on a :

*) Voi(vi) > c3 ||ü t ||H i(n i) — c4

* 0  Voii'Oi) < cB [1 + ||vi||Si+(n,.)] •

Rappelons également que le semigroupe S;(í), i = 1,3, a un attracteur global 
Aoi dans fi 1̂(íí¿) . L’ensemble Ai est aussi borné dans la norme de H 2(iï{)
(voir [8] ).

Lem m e 2.4. Pour i= l,3 , nous avons les propriétés suivantes :
(i) Il existe une constante positive c , telle que pour tout E £T1(íí¿) et tout 
t > 0 , on a

l|5.-(tKI|jn(0,) < c [ l + IKIlSSw] •
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( h )  I l  e x i s t e  u n e  c o n s t a n t e  i? i  >  0 , t e l l e  q u e  p o u r  t o u t  ro  >  0 , i l  e x i s t e  u n  t e m p s  

T i ( r 0) >  0  , t e l  q u e  s i  <  r 0 , a lo r s

ll̂ *(i)ui)||Hl(n«) -  i ^  -  ri(r0).

L a  p r o p r ié t é  (x ) e s t  u n e  c o n s é q u e n c e  i m m é d i a t e  d u  l e m m e  2 .3  e t  d u  f a i t  q u e  

L a  p r o p r ié t é  ( ü )  t r a d u i t  l e  fa i t  q u e  l ’é q u a t io n  ( 2 .8 ) ;  a  u n  a t t r a c t e u r  g lo b a l  .

2.3 Résolution du problème (1.9) .

O n  v a  c o m m e n c e r  c e  p a r a g r a p h e  e n  d é f in i s s a n t  u n e  a p p l i c a t io n  l in e a ir e ,  c o n t in u e  

72. : H * ( S I i )  x  H $( S î i ) —> H ‘ (S î2) , p o u r  t o u t  s  >  0 .

S o it  4 d  =  m in  { a , b — a , 1 — b }

S o it  p i  , p z  d e s  f o n c t io n s  a p p a r t e n a n t  à  l ’e s p a c e  C 00( i î 2 ) , à  v a le u r s  d a n s  [ 0 , 1 ]  , 

t e l l e s  q u e  :

1 p o u r  y i  G [a , a  +  d\

Pi ( V i )  =  ï
k 0  p o u r  y i  G [a  - f  2 d , b]

1 p o u r  y i  G [b — d , b ]

PaiVi )  =
0  p o u r  t/i G [ a , b — 2 d\  .

P o u r  t>i G JET1 ( i l i )  e t  v$  G H  (ÎI3 )  , n o u s  in t r o d u is o n s  l e s  f o n c t io n s  :

72. i( î? i)  e t  72-3 ( v 3 ) d e  i l 2 d a n s  I R  , d e  la  m a n iè r e  s u iv a n t e  :

P i ( y i )  ® i(2 a  -  y i )  p o u r  y i  G [ a , a  +  3 d]

K iM fa )  =   ̂ (2.11)
0  p o u r  j/i G [a +  3 d ,  6]

P z ( V i )  ^ 3 (2 6  -  y i )  p o u r  y x G [6 — 3 d ,  b]

K a { v s ) ( y i )  =  < (2.12)
0  p o u r  y x  G [ a , b — 3 d]

e t  o n  p o s e

72. ( v i , r 3) =  72-1 ( v i )  +  72.3 (t>3 ) . ( 2 . 1 3 )

I l  e s t  é v i d e n t  q u e

72. G C(H*(Sl 1) x  H $(Slz) , £ f * ( i l 2 ) )  , p o u r  t o u t  s  >  0 . ( 2 -1 4 )

O n  a  l a  p r o p o s i t i o n  s u iv a n t e  :
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P roposition  2.5. Si V{ 6 H 2(Sli) , i= l, 3 , alors on a

“  Vi) +  ^ î ( vi)(yi) 

= po"r Vl e  l“ ’ “ +  îdl
9 2

0 pour yi € (a +  3d , b]

et de même

( -P3^(93v3)'(2b ~  Vi) + ^s(t>3)(yi)

,)](„,) = P°"r »> « P - ‘1
92

0 pour ÿi € ( a , b — 3<i]

où 71* sont des opérateurs linéaires , différentiels d ’ordre 1 , pour i = 1,3 , 
c’est-à-dire :

^ < (® 0 (V i) =  2 ^ (y 1)t?i(2ai -  y i)  -  Pi” ( y i ) v i ( 2 a i  -  V l ) -  ^ i i pJ (y i)Vi(2ai -  y i )
92{yi)

v ‘î ( 2 a ‘  “  ÿ l )  +  f È ~ l r \ pî yi)v^2ai ~ y i )  ( 2 ‘ 1 5 )  92\yi) 9i\̂ ai ~ Vi)
où on note =  a et a3 =  b .

P reu v e . On fait le calcul seulement pour 7L\{vx) , sur [a , a +  3<£].

=  - d y ^ T l ^ v x )  - — d y ^ ^ v x )  =  - p xv x”(2a  -  y x)
92 52

+ 2pivi(2o -  ÿi) -  pinvi(2a -  yx) -  — p[vi(2a -  yi) +  — pxv[(2a -  yx) .
92 92

Mais

- » 1” =  - i
¿7i 9i

ce qui avec l’égalité précédente nous donne la relation désirée.

Notre but dans la suite est de résoudre le problème (1.9), où tii et U3 sont 
considérés comme connus (ce sont les solutions de (1 .8 )i et (1 .8 )3) , et où la donnée 
initiale u° appartient à fT1(iî). Cette dernière condition entraîne que u\ appartient 
à H l {Çl2) , avec ti^®) == ui (a) et ti5(&) =  us(b) •

On fera le changement de la fonction inconnue

u2(t) = TZ(ui(t), u3(t)) +  ü2(t) pour tout t >  0 . (2.16)

Il est évident de la définition de 71 , que :
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T^{ui(t), u3(t))(a) =  Ui(a,t)

7?.(ui(t), u3(t))(b) =  u3(b,t)

ce qui entraîne ü2 = 0 sur ÔÎÎ2 5 donc on va chercher la fonction ü 2(t) dans Hq(Q,2). 
Si on remplace u2 dans (1.9) par 7?.('ui(f),'u3(i)) +  ü2 , on obtient l’équation

“a1 + Aq2ü2 = $ (ü2, t)
< (2.17)
k *2(0 ) =  û\

où A q2 est l’opérateur défini dans (2.7) ,

ül = ul -  Tl(ui,ul) (2.18)

et

$(ü2, t) =  - f ( ü 2 + n(u!(t ),  U3(t))) - G \ -  ^ 7 Z(ui(t), u3(t))

+ —dvA92dyiK(ui(t), ii3(i))] “  a ^ (tii( i) , u3(t)) .
92

Il vient immédiatement de la Proposition 2.5 et du fait que u-i et u3 satisfont aux 
équations (1.8)i et (1.8)3 , qu’on a :

$ (ü2, t ) = ~ f ( û 2 + H(ui(t), u3(i))) -  G\ +  $ i(u i(i)) + $ 3(-u3(t)) (2.19)

où on a pose

[ p i ( y i ) [ f M 2a -  y i )) + G?(2a -  î/i)] -  ^î(*i)(yi)
$i(*>i)(2/i) =  ' Pour Vi £  [fl>a + 3d] (2.20)

0 pour ÿi £ [o + 3d, 6]

et de même

i P3{yi)[f{vz(2b -  y i)) +  G°(26 -  yi)] -  ^ ( v s K y i )  
$ 3(v3)(î/i) =  < pour t/i G [b - Zd, 6] (2.21) 

0 pour yi € [a, b — 3d] .

Des définitions de 7£* , , $ 1, $ 3 , et de la Proposition 2.l(z) , on déduit 
facilement la proposition suivante :

P roposition  2.6. U existe une constante positive c , telle que

||$ t-(îij(i))||£,î(n,) < c[l +  > V i > 0 , i =  1,3.

Le lemme suivant sera utile pour établir des éstimations a priori de la solution 
de (2.17) .
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L em m e 2.7 . Il existe des constantes strictement positives c, 7 4 , 75 , telles que pour 
tout T* > 0 , et pour toute solution régulière ü 2 de (2.17) sur [0 , T*] , on a pour 
tout t € [0 , T*] :

(i) 4 lM < )llk , + K?«»(Ollir„ <c 1 + EM O IIÜ .««
L ¥ 2

(ü) l l l ^ w i l k  +  5 llA>2Û2( f ) | lL  <  c î  +  E l k i O l l S J Î t  +  lfeW IB « •

P re u v e . Pour simplifier, on pose dans cette preuve

cr(t) = 7£(ui(i), u3(t)) . (2 .2 2 )

(i) En faisant le produit scalaire de (2.17) avec ü 2(t) dans H q2 , on obtient :

2 ^  =  (^ (^ ( i)^ )»  ^ 2(î))fo2 > V i e  [0,T*] . (2.23)

Il est évident que

lk(OI|jP(na) ^  c Z ) ll'u*( )̂l|j5r»(no • (2.24)
*#2

La définition de $  nous donne :

($ (ü 2(i), t), û2(t))n ,oî =  -  f  92f(ü2(t) +  <7(î))(û2(î) +  <r(t))
J O2

+ f  92f(Ü2(t) +  <7(^))°'(^) +  [  ^2 [~-G® +  ^l(lti(£)) +  $3(‘U3(t))]îl2(i) . (2.25)
«/O2 «/fÎ2

En utilisant l’inégalité de Young et la Proposition 2 .6  , on obtient pour tout rj > 0 : 

f  9 2 (-G l + $1 + $ 3)ü2 < i]\\ü2\\2Ho2 + Cr, 1 +  X) * (2.26)
J n *  L *V 2

De (2.9)(i) , (2.24) , de l’éstimation (2 .1 0 )(i) pour /  , et de (2.25) et (2.26) , nous 
obtenons pour tout 77 > 0 :

($ (ü 2, t ) ,ü 2)Ho3 <  377||ti2||^M -t- 2 t7||<t| | ^ o3 +  1 +  £  |N |£ i (o23)
* 2

+c f  (1 +  M 'iri+1) H  -1- c f  |ü2 |7l+1 |<r| • (2.27)
Jn2 Jn2

Puisque 71  <  1 , nous pouvons appliquer l’inégalitée de Young dans le dernier terme
de droite de (2.27) , avec les exposants et .
De (2.23) , (2.24) et (2.27) avec 77 assez petit, on déduit (i) avec
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74 = 1%  •
(ii) M a in te n a n t  o n  fo rm e  le  p ro d u i t  sca la ire  d e  (2 .1 7 ) av e c  A o 2^ 2 ( t )  d an s  £T02 • 

O n  o b t ie n t  :

¿ (ll^w ilk ,) +ll^W llk, < OIIL • (2-28)
Il est évident que

»/(«> + milita < «[1 + IMl£<+n,) + • (2.29)

G râ c e  à  l ’in é g a li té  d e  G a g lia rd o  - N ire n b e rg  , n o u s  o b te n o n s

 ̂cll̂ 2|l54oa)llS2llĵ (1|Î)̂ 2 *
P u is q u e  71  <  1 , n o u s  p o u v o n s  a p p liq u e r  l ’in é g a li té  d e  Y o u n g  av e c  les e x p o sa n ts  ^  

e t  4 3 -̂ , e t  o n  d é d u i t  q u e  p o u r  t o u t  77 > 0 , o n  a  :

^  7?ll“ 2 ||fl-î(n3) +  S  IÎ 2 Ilia(n2) (2 .30)

av e c  75  =

D e  (2 .2 8 ) — (2 .3 0 ) n o u s  o b te n o n s  fa c ile m e n t la  d e u x iè m e  in é g a l i té  d u  le m m e  2.7.

O n  v a  é n o n c e r  (sa n s  d é m o n s t r a t io n )  q u e lq u es  r é s u l t a ts  q u i  s e ro n t  u tile s  p o u r  la  

ré s o lu t io n  d u  p ro b lè m e  su r  i î 2 •

Théorème 2.8. ( ’’T héorèm e de C ara th éodory”)
Si g : EU11 x  [ 0 , T]  —* EU71 sa tis fa it  a u x  c o n d itio n s  s u iv a n te s  :

( i )  V x £ Hün , t  —» </(x, i) es t  m é su ra b le  .
( i i )  P o u r  p r e s q u e  to u t  t  Ç (0 , T )  , x —> g ( x , t ) e s t  c o n tin u e  .
( n i )  P o u r  to u t  r  >  0 i l  e x is te  u n e  fo n c tio n  G r 6  ¿ 1( 0 , T )  te lle  q u e

sup{||<7( x , i)|| , x € JR™ , ||*|| < r} < G r ( t ) -pour p r e s q u e  to u t  t  (E [0, T] .

A lo rs  il e x is te  u n e  so lu tio n  v ( t )  d u  p r o b lè m e

v \ t ) =  g(v(t) , i) , avec r(0) = v0

en sen s  d e s  d is tr ib u tio n s  s u r  I  =  [0 , T *) , a vec  T *  <  T  .

E n  o u tre , s i ( / ,  v) e s t  m a x im a le  , on a : 

ou b ien  I  =  [ 0 , T] ,

ou bien  I  =  [ 0 , T * ) a vec  T *  < T  e t  l im s u p t / «r . | | t ; ( i ) | |  =  + 0 0  .
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T héorèm e 2.9. (voir [19] , Lemme 1.2 p. 260)
Soit V , H  des espaces de Hilbert, et V' le dual de V, avec

V C H C V ’

où les deux injections sont continues et denses.
Si v(t) E L 2{0 , T , V) et ^  (E L2(0 , T , V 1) , alors on a : 
v(t) € £7(0 , T , H) , et de plus :

1 d * /  . \  12 ^
2 = < T t ' v> <y , -v>

pour tout t > 0 .

T héorèm e 2.10. (voir [19] , Theorem 2.1 p. 271)
Soit V , H  comme dans le théorème 2.9 . Supposons en outre que l ’injection de V  
dans H est compacte.
Soit Y  =  {v € L2(0, T , V) avec ^  € L2(0, T , V7)} muni de la norme

Ó/0
IMIr = IMU’io.r.iO + Il ¿¿-|Uï(o,r,i") •

Alors l ’injection continue de Y  dans L2{0, T , H) est compacte .

En utilisant les résultats classiques ci-dessus, on obtient le théorème d’existence 
et d’unicité suivant :

T héorèm e 2.11. Pour tout u° G H x(iî) et T  > 0 , il existe une solution (et une 
seule) Û2 de (2.17)

Û2 e  c 0([o,T], H iïttt)) n L \ o, r ,  h \ ü 2) n H0x(iî2))

^  € L 2(0, T, H02).
En outre , ü2 peut s ’écrire sous la forme integrale suivante , sur [0, T ] :

û2(t) =  e- Ao3tü°2 +  f  e -Xo2(t- ,)$ (ü 2(s), s)ds . (2.31)
J 0

P reuve
1. Existence.

On utilise une méthode de Galerkin.
Puisque A 02 est un opérateur autoadjoint, positif, à résolvante compacte, son spectre 
n’est composé que des valeurs propres réelles et positives :

0 < /4 ^  ^  + °°  •

On note (iün)n=i,2,.. une base orthonormale dans H02 des vecteurs propres corres
pondants.
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On pose Vm =  Vect{wi , ...wm) , et on sait que est dense dans et
dans 3 o2 •

Soit zm G  Vm la solution de l’équation :

+  A 02Zm =  - P m $ ( Z m ,  t)
< (2.32)
v 2 m ( 0 )  =  ZQm =  P mttj

où Pm est la projection sur Vm dans Hq2- 
On écrit

m

Z" > (* )  =  a V e C  / 5 j ( t )  G  i R  •

i = l

Il est évident que (/3i(£), G JR™ satisfait à

■ m + À m  = . j  =  i,2 , ...m

. ft(0) =  (fi?, Wi)E„ . (2'33)

On voit facilement que les conditions du théorème de Carathéodory (Théorème 2.8) 
sont satisfaites, donc il existe une solution de (2.33) , (/.3j(t) , j  =  1,2, ...m) , sur 
un intervalle [0, T *) avec T* < T.

On multiplie (2.33) par et on somme sur j  pour j  = 1 ,..m  . On procède 
ensuite comme dans la preuve du lemme 2.7(f). Ensuite, on multiplie (2.33) par 

■> et on somme aussi sur j  . On continue comme dans la preuve du lemme
2.7(H).
On obtient facilement d’abord que T* = T  et ensuite que

Hz™|lL~(o,r,2?(A^J)) — ci (^°î 21)

ll*m||z*(0,T,2>(jloa)) < C2(u°, T)

| | - ^ LIUî(o,r,Foj) < c3(u°, T ) ,

où les constantes Ci(u°, T) ne dependent pas de m  pour i = 1,2,3.
De ces trois dernières inégalités on déduit qu’il existe une sous-suite m 1 de m et 

une fonction û2 G  L2(0, T, D(A02)) , avec G  L2(0, T, H02) , telles que

zm> —>• Ü2 dans L2(0, T, D(Ao2)) - faible

----* ~JT (̂ ajis ^  3 02)) - faible .at at
Du Théorème 2.10 , il résulte que

zm” —+ Û2 dans L2(0, T, £>(A^22)) - fort , (2.34)
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où m ” est une sous-suite de m \  qu’on va noter pax m pour commodité.
En utilisant (2.34) on peut très facilement montrer que

$ (zmt t) —> ${Ü2 , t) dans X2(0, T, H 0 2 ) - forte .

Ensuite, on utilise une technique qui est classique (voix Théorème 1.1 page 254 de 
[191), à savoir, on multiplie l’équation

dzm
( -¿ p  > wj )b «2 +  °02(^m , V>j) =  ($(*m ,t) , *>j)En

par une fonction if> G C'1([0 ,T ], JR) avec ij>(T) =  0 , on intègre pax raport à t entre 0 
et T , on utilise l’intégration pax paxties pax raport à t , et on passe à la limite dans 
la relation obtenue.
On obtient facilement que Û2  est une solution du problème (2.17).
Le fait que v. 2  € C(0, T, # 0 ( ^ 2)) est une conséquence directe du Théorème 2.9.

2. Unicité
Soit Ü21 et Ü22 deux solutions différentes de (2.17) dans l’espace C(0, T, Hq(C12)). 
On pose Ü20 =  Ü2 1  — Ü2 2  •
La fonction ü 2{s vérifie le système :

¿̂¡p- +  A02Ü20 =  —fiÿ >21 +  o-) -f f { û 22 +  c)
(2.35)

„ ^ 20(0 ) =  0 •

On multiplie (2.35) par Ü2 0  dans H 0 2 5 et on obtient :

— I j n 92[—f ( ü 21 +  <?■) +  f ( û  22 + O-) ] ^ !  <

<  c [l +  ||o-||2i(nj) +  II^ iIIh i^ j) +  llû 22||£ri(n2)] II“ 2o||hoj , 

ce qui entraîne

^ I M j ï o a  < c(2 ,)||«2o ||jw avec û 2O(0) =  0 ,

ce qui donne ■Ü20 =  0 , d’où l’unicité .
3. L’équation intégrale.

Soit t > 0 fixé. Pour tout s G [0, t] on pose v(s) =  e- -402̂ - * ^ ^ )  . Il est claire que

t>'(s) =  Ao2e -An{t~t)ü 2{s) +  e - ^ - ' V ^ s )  =  s) ,

et nous finissons la preuve en observant que

f  v \ s )  ds =  Ü2 (t) — e~Aoitv, 2  .
J 0
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2.4 Le semigroupe S ( t )

Soit u° G jSrl(ii). D’après les paragraphes 2.2 et 2.3 , les équations (1.8)j. , (1.8)3 
et (1.9) ont une solution unique ui(t) , u3(t) et u2(t) , satisfaisant à Uj(0) =  u° =  
•u°/fît-.

Si on introduit la fonction u(t) telle que u(t)/Cîi =  u,(£) , alors u(t) est encore 
dans firl(iî).
On peut donc introduire l’application

S(t) : tt° € H 1 (il) -» ti(i) € f i^ i l )  .

P roposition  2.12. S(t) est une application qui satisfait aux propriétées 
suivantes :
(t) S(t +  r )  = S(t)S(r)  , V i, r  > 0 
(**) 5(0) =  I
(iii) L ’application (i, u) G IR+ x H 1 (SI) —» S(t)u  G Brl(iî) esi continue en (t, u) . 
Donc 5(t) est un semigroupe C° sur H 1(fi) .

P reuve  . Les propriétés (t) et (ii) sont évidentes .
Pour la preuve de (iii)., soit u° , v° G H l(Cl) et w° = u° — v°.
On pose u(t) — S(t)u° et v(t) = S(t)v° .
Nous voulons estimer la différence S(ti)v° — S(to)u°, quand t x est proche de fo , et 
v° est proche de u° dans la norme de H 1(fi) , où (to, u°) est fixé dans IR+ x H 1(fi) . 
On écrit :

S(ti)v° — S(t0)u° = S(ti)v° — S(ti)u° + 5(ii)it° — S(to)u° • (2.36)

Soit ë > 0 , arbitraire et fixé.
Puisque pour tout T > 0 les fonctions u;(i) appartiennent aux espaces C(0, T, i f 1(fii)),
i =  1,2,3 , alors il est evident qu’il existe un ¿i > 0 , tel que si |ii — i0| < 5 alors

||5(ii)tt° -  5(i0)ti0||fri(o) < • (2.37)

Il reste à majorer S(ti)v° — S(ti)u° . On pose w(t) =  u(t) — v(t) .
Il est bien connu que :

| |^ ( i ) | | j i ( ni) <  M tt°>*°»i i)llw?||Fi(n,) , V t G [0, ii] , i = 1,3 . (2.38)

Il reste à majorer • Comme en (2.16) on écrit :
u2 = û2 + <ru et v2 = v2 + crv, 

où on a noté
<ru(i) =  H (u i(i), u3(i)), 

et de même
trv(t) =  72.(vi(i), v3(t)) .

Si on note w2 =  û2 — v2 , on voit facilement que w2 satisfait à :

^ - +  A Q2w2 =  - [ f ( ü 2 + <tu) -  f ( v 2 + o-«)] + ^ [$ i(u ,( i) )  -  $ t(vi(i))j (2.39)(i)
2
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avec
-ü}2(0 ) =  w \  — ((Tu(0) — ^ti(O)) . (2 .3 9 )(ü )

On note par $ le membre de droite de (2.39)(i) et pax w\ le membre de droite de 
(2.39)(ii).

On multiplie (2.39)(i) pax A02W2 dans jET02 , et on obtient

— ||AÎi22W2||j0J + ||Ao2W2||hm < il^llsoa * (2.40)

En utilisant (2.38), on déduit que

Y:\\HMt))- * < M 0 ) l l 2 r M <  (2-41)
i£2 i£2

pour 0 <  t <  ¿i .
D’autre paxt, la Proposition 2.l(ü) nous permet d’écrire

||/(Ü2 +  (Tu) -  f{v2 + Ollflba ^  +  |K  -  <r,||Hoj] . (2.42)

De (2.40) - (2.42) et de (2.38) , il résulte

+ 11^02^21|̂ 02 < ^3||^2||fl-M + 1*4^2 ||«,°||fl-i(n,) • (2.43)
az iï 2

D’autre part, il est clair que

l|û>21 1^ (02 )  ^  I K I U h î m  » ( 2 -4 4 )

et de (2.43) et (2.44) on déduit finalement en utilisant l’inégalité de Gromwall que

IW*)ll*i(na)  ̂*5(̂ 0,-ü0,ii)efcst||tü0||Hi(n)
pour 0 < t  < t i  , ce qui finit la preuve.

Nous voulons montrer ensuite qu’il existe un borné absorbant pour le semigroupe 
S(t) . Nous avons le lemme général suivant:

Lem m e 2.13. Soit â > 0 et x(t) une fonction positive, intégrable, tels que :

dx
—  + ôx < h({,t) , x(0) =  x0

où h : M+ x IR+ —> 1R satisfait aux conditions suivantes :
(t) h(£, •) est intégrable pour tout £ > 0
(ü) 0 <  h(t>t) < R 2(0  , V t > 0
(ut) U existe une constante positive Rz , tel que pour tout £ > 0 , il existe un 
temps Tz(£) > 0 , tel que :

h { t , t ) < R z ,  Vf > Tz(0-
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(I) x{t) < x0 + - R 2{() , V i > 0
a

(II) Il existe une constante positive R 4 , tel que pour tout x0 , Ç > 0 , il existe un 
temps T4(io5Î) > 0 , tel que x(t) < R4 , V t > T4(æ0, £)•

P reu v e  . De (t) , on déduit grâce au lemme de Gromwall que :

x(t) < x0e~àt +  e~at f  e&‘h(t,s)ds 
J 0

ce qui implique (I).
On écrit pour t > Tz(£) ,

/** / ^ ( O  t*
/  eà'h((,s)ds  = /  ca#A (Î,«)i«+  /  es,h ( i ,s )d s .

J 0 */o

Alors on a les assertions suivantes :

En utilisant le fait que x0e-st —► 0 et e~at Jo ^  eàsh(£, s)ds —> 0 pour i —> + 0 0  , 
ainsi que la propriété (ni) , on déduit immédiatement de l’égalité ci-dessus que (II)  
est satisfaite, où R4 peut être n’importe quel nombre réel strictement supérieur à 
5*3-

Dans la suite on désigne pax fi\ > 0 , la plus petite valeur propre de Aoi , i= 
1,2,3 .
Les lemmes suivants nous donnent des estimations de la solution de (2.17) dans les 
normes de E 02 et Hq(SI2) .

Lem m e 2.14. Pour tout u° G i î 1(i7) , la solution Û2(t) de (2.17) satisfait aux 
assertions suivantes :

(0 IMOIkoa ^  **(ll«°lliP(n)) » V i > 0

où ke est une fonction croissante de ||u°||fl-i(n) •
(ii) Il existe une constante positive R5 , tel que pour tout ro > 0 , il existe un 
temps T$(r0) > 0 , tel que si ||u0||.ffi(n) < r0 , alors : 
ll^Uffos V i > Ts(r0) .

P reu v e  . On utilise le lemme 2.7 (i) , et le fait que

ll^ llî r»  > ¿INI*., ■

Grâce au lemme 2.4 , on peut appliquer le lemme 2.13 , avec

i  ~  X) IkilliTHno 
t # 2

et

t ^ 2

d’où le résultat .
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Lem m e 2.15.
Po ur tout u° G fP^il) , la solution u2(t) de (2.17) satisfait aux assertions suivantes:

( 0  I M O I I a j c n , )  <  *7  ( | | « ° | U i ( 0 ) )  , V i  >  0

où ki est une fonction croissante de ||t^°||jri(n) •
(ii) Il existe une constante positive Re , tel que pour tout ro > 0 , il existe un 
temps Tô(ro) > 0 , tel que si ||ti°||fl-i(n) <  To , alors :
| | “ 2 | U 0i ( n 2) <  -^6  > V i  >  T e ( r o )  .

P reuve  . On utilise le lemme 2.7 (ii) , et le fait que

I I ^ ^ I I æToj — / ì 2IIì^ 0 2 2'S 2 | | h 0j  '

Grâce aux Lemmes 2.4 and 2.14 , on peut appliquer le Lemme 2.13 , où h est le 
membre de droite de l’inégalité du lemme 2 .7 (ü ), et où £ = ||it°||fl-i(n) , et on obtient 
le résultat .

La proposition suivante est une conséquence directe des lemmes 2.4(i) et 2.15(t).

Proposition 2.16. Pour tout R > 0 , il existe une constante positive c(R) , telle 
que pour tout u° 6  -H1 (il) , avec ||ii°||.ffi(n) < R  , nous avons :

H * )  11*1(0) + Il^(^2(t),t)||z.a(n> < c(R) , V t > 0 .

Puisque u2(t) =  ü 2(t) -f 7Z.(ui(i), u3(t)) , on déduit facilement des Lemmes 2.4 , 
2.15 , et du fait que 7Z G C(Hl (£li) x jBr1(il3), -ffx(il2)) , le corollaire suivant :

Corollaire 2.17. Il existe une constante positive R 7 , tel que l ’ensemble 
{r G ¿rx(il) , ||u||fl-x(n) < -R7} est un borné absorbant pour le semigroupe S (t).

Nous voulons montrer maintenant que S(t) est une application compacte de 
fi1 (il) dans fi"1 (il) , pour tout t > 0 .
Il est bien connu que si Ui est une solution de (2.8)< pour i =  1,3 , alors u; satisfait 
à l’équation intégrale

Ui(t) =  e ' ^ U i  -  f  e-ito<it"*>[/(ui(3)) +  G?] ¿5 ,
J 0

V i > 0 , t =  1,3 . (2.45)*

Lemme 2.18. Soit u (t) =  S(t)u° pour t > 0 , u° G ^ ( i l )  .
Pour tout 6 G (0, | )  , il existe une constante positive c$ =  cg (t, ||w°||jîi(n), £) telle 
que :

(0  IK W IIs^ ./’H*) < cs 1 * =  1,3

(*0 ||ü2(i)||p(A(i/2)+i) < c8 .

21



P reuve  . De (2.45); on déduit : 

pour i =  1,3 .
Alors (z) est une conséquence directe de la Proposition 2.1(t) et du Lemme 2.4(t) .

Pour montrer (n), on utilise la formule intégrale (2.31). De même qu’auparavant, 
on obtient :

^  c r V ^ l l ^ H D(A^ )+ J o c ( i -5 )_1/2~i e -^ ( t-*)[||$(ii2(5), s)\\So3 d s .

L’inégalité désirée s’obtient alors en utilisant le fait que la norme L 2 de $(ü2(s),s) 
est bornée indépendemment en s (Proposition 2.16) .

Le lemme précédent nous permet d’énoncer

Corollaire 2.19. Pour tout t > 0 , l ’application S (t) : H l (Çl) —► JET1 (fî) est 
compacte .

P reu v e  . On applique le lemme 2.18 , avec S G (0, | )  . Puisque 
n  G C(H1+2S(ü i)  x H l+2S(üs) , H 1+2S(Ü2)) , alors m(t) G fT1+w( a )  , * = 1,2,3 . 
D’autre part , u2(a,t) = Ui(a,t) et u2(b,t) =  u3(b,t) , 
ce qui implique u (t) G H 1+2S(iï) , et

3

IkWlIfl̂ +̂ n) < c(̂ ) 5Z
*=i

(voir [?], Théorème 11.4, Chap. 1) .
En utilisant le Lemme 2.18 et le fait que l’injection de fT1+2i(fi) dans J ï1(iî) est 
compacte , on obtient le corollaire .

Maintenant on peut appliquer un théorème bien connu (voir [8],
Theorem 3.4.8 ).
En utilisant le fait que S(t) : H 1 (Cl) —► Jff1(iî) est un semigroupe C° , et aussi les 
Corollaires 2.17 et 2.19 , nous obtenons le résultat principal de cette section:

T héorèm e 2.20. Le semigroupe S(t) a un attracteur global A  dans H 1 (Ci) , qui 
est connexe . En outre , l ’ensemble des points d ’equilibre de S(t) est non vide .

Nous pouvons obtenir un résultat plus précis concernant les points d’équilibre 
de S(t).
Notons par Eo l’ensemble des points d’équilibre de S(t), et par Eoi l’ensemble des 
points d’équilibre de 5,-(<), i =  1,3.

On définit comme dans [8] pour tout u° G H 1 (il) :

w(u°) = nt>0U,>t5(i)u° ,

22

P reuve  . De (2.45)¿ on déduit :

't)
D(

+f ; Cf-«*■ l«?lIjDf ‘Sí* /: ■:(í s -1)L/2-Ä e~ß' ( t - . ) I f( u, *) Ho: G? Hoi ds

I l « 2 O D( 02

3

JE
t  =  1

Ui [t] ff*-1-2 6 ( CIA



où l’adhérence est prise dans H 1(iî).
On voit facilement du lemme 2.18 que pour tout u° G H 1 (Cl) , Ut>15(i)u° est borné 
dans avec 6 G (0, | )  , ce qui nous dit que Uf>i5(i)u° est relativement
compact dans H 1( Ci).
Un résultat classique ( voir [8] , Lemma 3.1.2 , page 36 ) nous dit alors que pour 
tout u° G H 1 (Cl) , u>(tt°) est un ensemble non-vide, compact, invariant, et attire u°, 
c’est-à-dire :

distffi(n)(S(t)u° , w(u0)) —* 0 pour t —► -foo .

On définit dans la suite l’application Vo de H 1 (Cl) dans Ht, pax la relation

Vo(t>)=£V«(«i)
t=l

avec données dans (2.7).
Un simple calcul nous montre que si u(t) =  S(t)u° , alors

jV o (u (t))  =  -  è  ll^ lH r,, + i) -  ¡h (« )^ (« .,  t)9Ku,(c , t).

(2.46)
Nous avons la proposition suivante :

P roposition  2.21. Pour tout (<px , <p3) G E0i x E03 , il existe une fonction <p2 G 
J?X(ÎÎ2) de sorte que l'application <p : Cl —* El telle que <p/Cli = <pi , i = 1,2,3 , est 
un élément de Eq.

P reuve.
Soit (v?i , <p3) G Eoi x Eq3 , et soit ip G ff^ fi)  tel que i>/Cli =  <pi , i = 1,3.
On pose u(t) = 5(4)^ pour tout t > 0, et on voit facilement que Ui(t) = <pi pour
i = 1,3. On obtient alors de (2.46) que

et donc Vo(tt(i)) est décroissante.
Le lemme 2.3 nous dit que Vo(u(i)) est borné inférieuremment, ce qui nous permet 
de déduire qu’il existe un nombre réel £ , tel que

t^ o o  'W *)) = * •

D’autre part, le fait que w(ip) est non-vide , ainsi que la continuité de Vo , nous 
donnent

V0(t>) = £, Vt>€w(^).
Soit maintenant (p G w(i>) , et posons ù(t) = S(t)<p.
Puisque w(V») est invariant pour le semigroupe S(i) , on peut écrire Vo(û(i)) = 
VoCv9) =  £ , et donc

jVo(Ù(t)) =  0 .
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Il e s t c la ire  q u e  ^ / i î t* =  tpi , i  =  1 ,3  , ce qu i n o u s  p e r m e t  d ’é c r ire  

Il r é s u l te  q u e  ^  =  0 , d o n c  ip €  E q.
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3 Estim ations de l’attracteur A £

3.1 Préliminaires

Sur J î1(Qt) on introduit la forme bilinéaire, continue, coercive :

âe(û,v) = J  (Vzü • V xv -f a û v )  dx , (3.1)

et on a :
min {1, a} ||5|| jp(q.) < â£(v, v) < max {1, a} ||t>|| j X(q.) (3.2)

pour tout v € i f ^ Q 4) .
On déduit classiquement que {£T1(Qt), L2(Qe), âe(-, •)} définit un opérateur non 

borné A* sur L2(Qe) , de domaine :
D(Àe) =  { i € jET^Q*) , tel que —A xv + olv £ L2(QC) et J* =  0 sur dQe}

AJb =  —A xv +  av
< (3.3) 

, M = ° sur dQc •

Nous voulons passer dans les coordonnées yx et y2 sur Q i , en utilisant le changement 
de variables 0 introduit au paragraphe 1 .
Rappelons que, sur Qi , i =  1,3 , on a le changement de variable :

*i =  yi » * 2  =  ey29i{yi) , (3.4)'

tandis que sur Q2 , on a :

*i =  2/i » * 2  =  epî/202(yi) . (3.4)”

Si on pose v = v o 0 pour v G if^Q *) , alors on peut écrire

9Xlvi =  d^Vi -*-y2dy^Vi
(3.5)*

. dx^  =  ~kd* Vi 

sur Qi, i =  1 ,3 , et de même

dXlv2 =  dVlv2 -  f  y-id^vz
(3.6)

k 9

sur Q2 .
Sur le domaine Q on introduit les espaces suivants :
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H* = {v : Q —* IR tel que 3v G L2(Qe) , v = v o 9} 
muni du produit scalaire

(u, v)H‘ = Y ] f  UiVi dy -f ep_1 f  u2v2 dy . (3.7)
t^2 <5*

On définit aussi l’espace H* qui est simplement l’espace H e muni du produit scalaire

(u, v)ff. = ^ ( u i , +  ep_1(u2, v2) s h , (3.8)
»#2

où on pose

(u ;, ~ f  dy > t =  1,2,3.
J Qi

Il est évident que H c et H* sont des espaces de Hilbert, dont les normes sont 
équivalentes , et les constantes apparaissant dans les inégalités d’équivalences sont 
indépendantes de c .
On pose :

X* = {v : Q —► IR tel que 3v G ^ ( Q 4) , v = v o 6} 
muni de la norme

= + (3-9)
¿*2

OÙ

IKIIx? =  IN Ihkqo + ^ l l^ a v«lll*(Qi) > i =  1,3 (3.10)

et

I M I * «  =  l l V 2 | | f l - l ( Q j )  +  ^ l l ^ w ' y 2 | | h ( Q 3) ’ ( 3 - l l )

On va introduire la forme bilinéaire, continue, coercive suivante : 
ac : X e x X e —> ]R , avec

a£(ii, v) = - â i (û,û)

où u = û o 6  et v = v o 6  avec û , v G f f1(Qt) .
En utilisant les formules (3.5),- et (3.6) , on obtient

a€(u,v) = f  -  —yid^Ui) • (dViVi -  —yid^Vi)
« 5 ¿ 2  JQi 9i 9i

+ ~ r 2dV2 uidV2 vi + cn w ]#  dy -f ep_1 f  [(dmu2 -  —y ^ u i )  • (dVlv2 -  -y - id ^v i)  
c 9i JQi 92 g2

+-J¿g2dviu 2 dv¡v2 +  acu2v2]g2 dy , V u , v G X e . (3.12)

26

Vi )n

{Ui Vi. ö‘»• JQi
9t dy % - 1,:

11*1l i ¡Vi \ h
€ P ~ 1*212

X* (3.9)

Ui



Il est facile de voir qu’il existe des constantes strictement positives » cio , et en , 
telles que pour tout e G (0 , 62) et v G X e , on a

C i o l M I x «  ^  a « ( ü » u )  ^  c n l M l x *  ( 3 - 1 3 )

(voir [10] , pag 40) .
On déduit facilement de (3.13) que X e est un espace de Hilbert .

On déduit aussi que {X£ , H* , <z£(-, •)} définit un opérateur non borné A* sur H* , 
de domaine :

D(Af) =  {u G X e , 3P G Hf tel que a£(u ,v) = (P ,v)h * , pour tout v G X e} 
et on définit A* à l’aide de l’égalité variationnelle

ae(u,i;) =  (Aftijü)^« , V u G D (Ae) , V v G X e . (3-14)

Remarque 3.1
(i) On peut dire que :

D(Ae) =  {v : Q —* R  , tel que 3ü G -D(-Â<) , v = v o 0} .
(n) Pour v 6  D(Ae) , l’expression de A*v s’obtient à paxtir de celle de Ae , en 
utilisant les changement de variables (3.4)’ et (3.4)” (on va obtenir des expressions 
différentes sur Q1 , Ç2 et Qz ) .
On obtient les conditions limites pair le même procédé .

Dans la suite nous aurons besoin d’imposer une condition plus restrictive sur la 
fonction / .
Partout dans ce travail on va supposer qu’en dehors des conditions (1.5)-(1.7), /  
satisfait à l’hypothèse supplémentaire suivante :

ou bien (t) limsup|æ|_>00[ - / ,(a:)] <  0

(H l) < ou bien (ii) Il existe une constante positive c et une constante 7 /  € [0,1 ) , 
telles que : |/(x ) -  f(y)\ < c [1 +  |x -  y|‘n '] , Vx,yG-ffi 
(ce qui est vrai si, par exemple, f  est bornée sur IR ) .

Lemme 3.2. L ’hypothèse (H l)  entraîne la. condition (1.5) .

Preuve. La condition (H l)(n ) implique (1.5) de manière évidente.
Supposons que (H l)(t) est satisfaite. Alors, pour tout 77 > 0 , il existe Mn > 0 

tel que
~ f '( s ) 5: |  > V s avec |s| > Mn .

Si on remarque maintenant que

/(«) =  /(«) -  /(±M „) » T M, f(±M„)  
s s s s

on déduit immédiatement (1.5).

Dans la suite, on utilisera souvent la propriété suivante :
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Lem m e 3.3. De l ’hypothèse (H l ) il résulte que pour tout rj > 0 , il existe une 
constante positive , telle que

-[/(*)- y) < v { x - y )2 +  cn,  V x , y e m .

P reuve.
L’hypothèse (H l)(n )  entraîne le Lemme 3.3 de manière triviale.

Supposons que (H l)(i)  est satisfaite. Alors il résulte que pour tout rj > 0 , il 
existe une constante strictement positive Mv, telle que 

—f'{ s) 5: 3 pour tout s , |S|>  Mn.
On peut supposer que x > y. Nous avons plusieurs cas :
Cas 1 . Si x , y > M,, .
Dans ce cas, on peut immédiatement écrire

-[/(*) -  f (y)Kx - y ) <  |(* -  y )2 ■

Cas 2 . Si x > Mv , y < Mv .
On décompose de la manière suivante :

- [ / (* )  -  /(!/)](* -  y) = - [ / (* )  -  -  y)

- y ) -  i -  / ( ÿ)](z -  y) .

Puisque /  est continue, il existe une constante an > 0 telle que

On distingue les sous-cas suivants :
Cas 2 .a. Si y > —Mv , alors on déduit

-[/(*) -  f(y)](x - y ) <  |(* -  y )2 +  4 *.»(* -  y) <  ^(* -  y )2 + ^ •

Cas 2 .b. Si y < —Mn , alors on a

-[/(*) -  f (y)Kx - y ) <  ~ y¥  +  2 a”(x -  y) < v{x -  y )2 + s .

Cas 3. Si x , y < —Mv ,
alors on fait comme dans le cas 1 , ce qui finit la preuve .

On va introduire des applications qui seront utiles dans la suite .
Pour tout Vi 6  L 2(Qi) , i = 1,2,3 on définit 

M{Vi : fli —» IR , par l’expression

(MiVi)(yi) = f  ui(y1,y 2)dy2 , pour presque tout yx G Îî» •
*0

On va utiliser les lemmes suivants concernant les applications Mt- :
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Lemme 3.4. (voir [10J)
(t) Soit s un réel positif.
Pour tout Vi E H ‘(Qi) , nous avons Mtv,- € H ‘(rii) , avec

l|A fw ||. f f . (n i ) <  c ll'y«IU*(Qi )

où c est une constante positive .
(n) Soit g >  1 . Pour tout Vi E W 1,9(Qi) , on a

||ut- -  <  2[|dV2v2||x,«(<?i) 5 i =  1 , 2 , 3  .

Lem m e 3.5. (voir [9])
U existe une constante positive c , telle que pour tout a > 2 , s E (1,2) , on a pour 
i=l,2,3 :

||t>i -  MiVi\\L. m  < c (gZ T j) cr<ll" 4(*-i’>rIll®i||xi

pour tout V{ E H 1(Qi) , où on pose =  1 pour i = 1,3 et r2 =  p .

3.2 Estimations uniformes de l’ensemble des points d’équi
libre

Rappelons qu’on a noté pax Se , le semigroupe C° sur H l (Qe) , associé au pro
blème (1.4)e .
Si on passe dans les coordonées yi et 7/2 sur Q , on peut définir un semigroupe Sc(t) 
de la manière suivante :
Uq E X e —*■ S e(t)ul =  ue(t) E X e , où ue(t) est la solution du système

duc
—  + Aiue = - / ( « • )  -  Ge , «‘(0) = ul . (3.15),

Il est évident que les semigroupes S e et Se sont liés par la relation

Se(t)(û0 o0) = (S‘(t)ü0) o 0 . (3.16)

On peut aussi définir l’ensemble des points d’équilibre E e et E e des semigroupes 5£
et Se , respectivement./
Evidemment :

E€ = {y E X e , tel que 3v E Ê e , v = v o 0 } .
E € est l’ensemble des <pe E S X(Q*) , qui satisfont à l’équation

Âjp* =  - /(£ * )  “  G • (3-17)

Les points de E £ vont satisfaire à l’équation :

Ac<pe = -f(<p‘) -  G‘ . (3.18)
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On introduit la fonctionnelle de Lyapunov suivante sur H l (Q€) :

K W ) =  J Q1 [ i |  V , i ?  +  +  n i )  +  Gli] dx . (3.19)

Il est bien connu que si üe =  Si(t)ûi0 , alors pour tout i > 0 on a

j t V,(û‘(t)) = -  I I ^ W I I Î » » . , ,  ( 3 - 2 0 )

et que Se est un système gradient qui admet un attracteur global A e dans i f 1(Q£) . 
En outre E e est non-vide , et A £ est l’ensemble instable de É e (voir [8]) . 
Evidement, on peut dire la même chose de Se , c’est à dire , Se est un système 
gradient qui admet un attracteur global A € dans X * , et A e est l’ensemble instable 
de E €. En outre

A e = {v € X e , tel que 35 € Â* , t) =  ï o i } ,

La norme || • ||x« définie en (3.9) n’est pas adéquate quand on veut comparer les 
attracteurs A e et A  , à cause du coefficient ep_1 qui apparait dans l’expression de 
cette norme.
C’est pourquoi, nous avons besoin d’une autre norme, et on désigne par Y* l’espace 
X e , muni de la norme :

=  ( 3 . 2 1 )
t=l

(on a remplacé cp_1 pax 1 dans la définition du carré de la norme de X * ) .
Nous voulons maintenant obtenir des estimations sur l’ensemble des points d’équi

libre E e .
Dans une première étape nous montrons que E e est un ensemble uniformément borné 
dans la norme de X e .

P roposition  3.0. U existe des constantes strictement positives c et e2 , tel que pour 
e 6 (0, e2) , nous avons pour tout (p* G E e

MU« ^ c >
c’est à dire :

(*) ll^illx? < c , i =  1,3
et

(«) ll^llx* < ce(1_p)/2 .
P reu v e  . On fait le produit scalaire de l’équation (3.18) avec <p* dans H* , et on 

utilise la propriété (2.9)(t) et la coercivité (3.13) de ae .

En fait, on peut améliorer la majoration (ü) de la proposition 3.6 , de la manière 
suivante :
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P ro p o s itio n  3.7. U existe des constantes strictement positives c et e2 , teEes que 
pour tout e 6 (0, e2) et <pe & E e , on a

llp'llr« < c •

P re u v e  . Il suffit de majorer H^illx* .
On va comparer les fonctions ip\ à des fonctions (p\ , i =  1,2,3 définies sur Îît- , où 
(p\ et <p\ sont les solutions des problèmes suivants :

+  a(Pi = -  &ï dans
(3.22)i

_ d^ipi =  0 sur dfti 

pour i = 1,3 , et où on pose

<P\ =  <P») •

Il est évident qu’il existe une solution unique du problème (3.22),- dams l’espace 
í f 1 (ÍÍ*) , parce que (—f(M np\) — G®) appartient à £ 2(iîi) .
En outre , <p\ satisfait à l’équation variationnelle

O 0i(iï, Wi) =  (-/(MiV>-) -  G°i , Wi)Ha_ , Vtüi € jET1(S7i) , i =  1,3 , (3.23)i

où dot(*, •) a été défini en (2.2), et nous avons:

ll îIIJTl (n,) < c[||/(-M.-¥5i)IUî(n,) + ll^ilU^no] » * = 1,3.

Puisque <p\ est borné uniformément en e dans la norme de H^^Qî) , Mnp\ est borné 
uniformément dans la norme de H 1 (iii) .

En utilisant aussi la Proposition 2.1(t) , on obtient

||^illfl-»(no <  c , t =  1,3 , (3.24)i

ce qui implique

II^IIfho ,) < c . (3.25)

Puisque ip* € E £ , <pe satisfait à l’équation variationnelle suivante :

ae(ip%v) =  -  X) /  9if{<Pi)vi ~  eP_1 f  92f(<pe2)v2 
i±2 JQi JQ*

~  E  f  9iG\vi -  ep- x f  g2G \v2 , Vt> € X e . (3.26)
i^2 *5* Q*

D’autre part , de la Proposition 2.5 on déduit que <p\ satisfait à

— Ûini&dnVÎ) +  « ^ 2  =  +  * 3 (^ 3»V»S) » (3-27)Qf
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i  - / > i [ / ( ^ i ) ( 2 a - y 1) +  G!î ( 2 a - y 1)] +  7 i ; ( t ;1)(y1) 

$ i ( v i , v l ) ( y i )  =  S P o u r  V i  €  [ a , a  +  3 d ]  ( 3 . 2 8 )

0 p o u r  t / i  G [a  +  3 d ,  b )

e t

' - p 3 [ f ( M 3v l ) ( 2 b  -  y i ) +  G°3 ( 2 b  - V l )} +  n i ( v 3 ) ( y i ) 

$ 3 ( « 3 , v $ ) ( y x )  =  S P o u r  V i  €  [ b - Z d , b ]  ( 3 . 2 9 )

0  p o u r  y i  G [ a ,  b —  3 d )

p o u r  Vi  G - E T ^ f î i )  e t  v*  G j f f 1( Q » )  , i  =  1 , 3  .

O n  a  a u s s i

^ v j ^ 2  =  0  s u r  d f t 2 • ( 3 . 3 0 )

C ’e s t  p o u r q u o i  , <p\ s a t i s f a i t  à  l ’é q u a t i o n  v a r i a t i o n n e l l e  s u i v a n t e  :

a 02( ^ 2  » w i )  =  <Pi) +  ^ 3 ( ^ 3 » ¥>3 )  » Wi)En » v  t ü 2 G f T 1 ^ )  . ( 3 . 3 1 )

P u i s q u e ,  p o u r  t o u t  v  G X e , e s t  d a n s  J E P ^ Î Î j )  , o n  p e u t  r e m p l a c e r ,  d a n s  ( 3 . 3 1 )  

e t  ( 3 . 2 3 ) t- , W i  p a x  M i V i  , o ù  v  e s t  d a n s  X e .

S i o n  m u l t i p l i e  ( 3 . 3 1 )  p a r  ep_ 1  , e t  o n  a j o u t e  a u  r é s u l t a t  o b t e n u  l e s  r e l a t i o n s  ( 3 . 2 3 ) i  

e t  ( 3 . 2 3 ) 3  , o n  a

où on a posé :

» . ( £ »  =  - £  ( / « )  +  G ? , «¡) +  s - 1 (* i(ç? î ,  »>‘1 ) +  vi) , ® 0 „ .
¿*2 ^  '* » »

~  2  /  d  Vi d ^ i  d V2v i ~  eP_1 /  ^2 ^2  ^ Vl^ 2 5 w v 2 , V  v  G X £ . ( 3 . 3 2 )  
¿^2  *'<?«' •/<3î

D e  ( 3 . 2 6 )  e t  ( 3 . 3 2 )  i l  v i e n t

a e(v?e -  ÿ % v )  =  -  Y ,  U W Ï )  ~  f ( M i < P Î )  , V i ) f f ,  -  Y ,  ( G J  -  G ?  , v<)

¿#2 '* t ^ 2  Ü

- e P_1  ( / ( v » î )  +  <^2 i V2 ) E , -  eP_1 ( $ l ( # ,  <p{) +  ^ s ( ^ 3 »  ¥>3 ) » V2 ) ff<

+  X )  /  î /2 d ^ V i  +  ep_1  [  g'2 y 2 d y i <p\ d w v 2 , V  v  G X £ . ( 3 . 3 3 )  
i ^ 2 J Q'

P u i s q u e  ip* — (p€ G X *  , n o u s  p o u v o n s  p r e n d r e  v  =  (pe — <p€ d a x i s  ( 3 . 3 3 )  , e t  o n  o b t i e n t :

a e (<pe - < p e , t p ' - ÿ * )  =  -  X )  ( f ( < P Ï )  ~  f ( M i<Pi) . ¥>* -  # ) * « . - £  ( G ?  -  G ?  , ¥>• -  <Pi)
i?2 ”  t / 2  »*'

- e P_1 (/(Æ) “  / ( # )  » P2 “  £2)*«, -  ei>-1 ( / ( # )  » P2 -  V\)n‘gi
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(GS, v% -  v\ ) , (#,(?;,*>;) + *»(PS,»>S). *>S - v \)„ .
P2 X 7 <«*2

+ J2 L  9i V2 dVl& {ip\ -  Cp\) + ep_I Î  g'2 y2 dyi<p\ -  <p\) . (3.34)
t ^ 2  * V 2

On va majorer chaque terme du membre de droite de l’égalité (3.34). On a d’abord, 
en utilisant la majoration (1.6) sur / '  :

j Q 9i[f{<Pi) ~  -  f t )  < v \ \v i  ~  V î Wh ^

+C»? f  9i[f{<Pi) ~  f(Mi<PÎ)}2 dy pour i =  1,3 . (3.35)
JQi

La majoration (1.6) de / '  nous donne :

JQ.

Soit cr > 2 . Nous appliquons l’inégalité de Hôlder avec les exposants 
^3  ̂ et |  , et utilisons le fait que ||y?*||.H'1(Q«) — c ’ % ~  ^’3 , :

~ fiM W iÏÏd y  < c{(r)\\<pl -  Mnp\ .

On peut choisir a  > 2 assez proche de 2 , tel que , si on applique le lemme 3.5 , on 
déduit de l’inégalité ci-dessus :

/  [¡(‘Pi) ~ f(Mi<Pi)]2dy < cep_1 , ¿ =  1,3.  (3.36)
jQi

En utilisant le fait que G£ est borné dans L°°(Q) uniformément en e , et l’estimation 
(1.3) de G£ — G0 , on obtient :

/<?.• 9ì (G\ ~  G?)(PÎ -  <pf) < v\\<PÏ ~  ¥>*l!b(Q<) + ^
< (3.37)

k leP_1 Sq ,  9 ïG î{< P e2 ~  <Pl)\ <  V ^ ~ l \ \ Vi  ~  £511 b ( Q 3) + •
Le lemme 3.3 nous donne

- e?_1 f  92[f(<pe2) -  f(<P5)](pS -  V\) < i/ep_1 \W\ -  'PlWbiQ,) +  • (3-38)
JQ 2

Puisque <p\ est borné dans H 1 (Si2) uniformément en e , il vient

k p_1 f  92f(<p\)(<p\ ~  <f\)\ < ~  £ 2IIl2(Qî) +  • (3-39)

On voit facilement que $;(<£*,<£*) est borné dans L2(Q2) uniformément en e, donc 
on déduit que

k p_1 /  02 H M ^ ,< p ì)  +  is(^5,v>S)](<p5 -  £ 2)1
J q2
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< VeP 1\\V>2 ~  V32II(<?2) + cv(P 1 ■ (3-40)

Finalement nous avons

I JQ 9iV2 dyM -  #)l < c\W\ l!̂>< -  #11*/

< T)\\<pl -  #||£. + Cr,e2Ti , pour i =  1,2,3 . (3.41)

De (3.34) , en utilisant la coercivité uniforme (3.13) de a€ et les inégalités (3.35) — 
(3.41) , on déduit en choisissant tj assez petit , que 

||<pf — «^Hx* < cep_1 , donc implicitement 
11̂ 2 — — c > ce avec (3.25) nous donne le résultat .

3.3 Estimations uniformes de l’attracteur.

Nous voulons obtenir maintenant des estimations pour les éléments de l’attrac
teur A* .

P roposition  3.8. Si Ve est ia fonctionnelle de Lyapunov donnée en (3.19) , alors il 
existe une constante strictement positive e2 , telle que pour tout e E (0, e2) > on a •'

(0 K M  > cuM hhq') -  c™e » v *  e H \Q ')

où Ci2 et Ci3 sont des constantes positives indépendantes de e, et

(ii) K M  < c e , V E Â* .

P reuve . La propriété (i) est évidente si on utilise (2.9)(ü).
Pour démontrer la propriété (ii) on utilise le fait que A* est l’ensemble instable de 
É e .
Pour tout E A e , il existe un point ü° proche de E e et un temps T  > 0 , tels que 
ï> = Sc(T)ü° .
On peut choisir û° de sorte qu’il existe <p° E E e , tel que

||ü° -  < P ° \ \ h > ( Q ' )  <  cet .

Si on note ti° = û° o 6 et y>° = <p° o 0 , alors

at(u° — (p°, u° — (p°) < cep_1 .

Puisque ip° est borné dans la norme de Y e uniformément en e , on déduit que

||u°||y. < c .  (3.42)

D’autre part , V e est décroissante sur l’orbite positive de Se , c’est à dire

Vt(ï>) < Ve(û°). (3.43)
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En passant dans les coordonnées y sur Q , et en utilisant (3.13) et (2.10)(ü), on 
obtient

V.(i°) < c e [1 + E  IK IIi, + /  |u?r>« dy)
x£2

+c«'(i+ii«îiixS+ L i“Sr+J«i»].
2 JQi

donc, grâce à (3.42) , nous déduisons

Ve(û ° ) < c e , 

ce qui, avec (3.43), donne le résultat.

Comme conséquence directe de la Proposition 3.8 , nous avons le corollaire 
suivant:

Corollaire 3.9. H existe des constantes strictement positives c et e2 , telles que 
pour tout e € (0, e2) et ij>e £ A e , on a

HV’ix *  < c ,

Nous voulons obtenir dans la suite une majoration uniforme de A e dans la norme 
de Y"*. Pour y arriver, on va utiliser les trois résultats suivants :

P roposition  3.10. (lemme de Gromwal) Soit a > 0 , b > 0 , et x(f) une fonction 
absolument continue, positive et définie sur (0 , +oo), telle que : 
x'(t) +  5 x(t) < b , avec x(0 ) =  Xo , *o ^  0 .
Alors x satisfait à l ’inégalité

x(t) < x0 e-ot +  3  .
a

Si A  est un opérateur sectoriel sur un espace de Banach X ,  tel que la partie réelle 
du spectre de A  soit strictement positive, on note X a =  D(Aer) pour cr 6  [0 , 1] .

Lem m a 3.11. On se donne trois constantes de , ¡3 G [0 , 1] et t0 > 0 .
Supposons qu’une fonction v de (t0, 4-oo) à valeurs dans D(A) soit solution du 
problème suivant :

+ Av = h{t) pour t > t 0

<
w v(t0) =  v°
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où v° € X & , et où h : ( f o ,  + 0 0 ) —> X  , est telle que

[  (t — s)-1~^||/i(£) — /i(s)||x ds < + 0 0  pour tout i > i0 •
Jto

Alors pour tout T  > 0 il existe une constante positive c(T) , telle que

I I^ W IU ,  < c(T)l(t -  t o ^ - ' l l ^ l l x .  +  ( i -  i° ) - sIIM‘ )IU

+ f  ( t -  s)-1-^||/i(i) -  h(s)\\x ds] , V i€  (i0, ¿0 + T] .
Jto

Pour la preuve , il suffit d’observer que :

^ ( t )  =  - A e - ^ - ^ v 0 + e 'A^ - ^ h ( t )  +  Ae~A^ [ h ( t )  -  h(s)] ds
d t  Jto

(voir [14], preuve du Lemma 3.5.1, page 70).

P roposition  3.12. Soit f0 > 0 et T  > 0. Supposons qu’il existe une constante 
positive c telle que pour tout trajectoire 1x£(i) =  S*(t)(pe dans l ’attracteur A c , on a

IkKOlliaWa) — c Pour iou* t € [*o,*o +  T] .
Alors il existe une constante positive c(T) , telle que :

l|-jrllff* < c(T) 1 pour tout t e (t0, t0 + T] , et e £ (0,e2) ,
Cit t  —  £0

où e2 est une constante suffisamment petite , indépendante de la trajectoire u€(t) 
dctns A e , de t0 et de T  .

P reu v e . On s’inspire de la démonstration du lemme 2.3 de [10] .
On remarque que we = (t — i0)^ f  est solution de

^  + Ativt = - / ' ( ^  , V t > t0
<
k t£7£(0) =  0 .

En multipliant cette équation par w£ dans H* , on obtient

d v€
~ ( f ( u e)w% W£)h« < 17||w‘||2S , + CrjW —  W .̂

+cS  L t1+wn\™m\+ceP_1 / 11+ k h i ^ i  • (3-44)i #  JQi JQ*

On applique l’inégalité de Hôlder dans les deux derniers termes de la partie de droite 
de (3-44) , avec les exposants : — , 2 •
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Puisque u\ est borné dans la norme de L2(Qi) uniformément en e pour i = 1,2,3 , 
on obtient facilement en choisissant 77 assez petit que

—cII ÎIh* + c •

On intègre cette dernière inégalité entre io et t , pour t G (io, ¿o +  T] et on utilise le 
fait que tw£(io) =  0 .
D’autre part , la relation (3.20) et la Proposition 3.8 nous donnent

risotto«.
et en appliquant ensuite le lemme de GromwaJl, on obtient le résultat.

Maintenant nous pouvons énoncer le résultat concernant l’estimation 
uniforme de l’attr acteur .

Lem m e 3.13. Il existe des constantes strictement positives c et e2 , telles que pour 
tout E A e et e £ (0 , e2) , on a :

W\\v <  c •

P reu v e . Il suffit de majorer •
Puisque A* est invariant pax le semigroupe S e , pour tout •0t G A e et tout T > 0 , 
il existe un <pe G A e, tel que V’* =  Se(T)<pe .
Soit u£(t ) =  S t(t)(pc .
Comme dans la preuve de la Proposition 3.7 , on va comparer ue avec une fonction 
définie sur iî .
Soit ü\(t) and üg(t) les solutions des problèmes : 

dû*
+ A 0iû\ =  -  f{M iu \ ) -  G° avec ü*(0) = 0 (3.45)i

pour i =  1 ,3 , et
ûe2(t) =  ft(ü i(i), ül(t)) .

La démonstration du lemme comporte 4 étapes :
P rem iè re  é tap e . Estimation de û€ .
En multipliant (3.45)j par Ao;ü* dans Hoi , on obtient facilement, en utilisant le fait 
que est borné dans JET1 (iîf ) uniformément en e pour i = 1,3 ,

j t ( \ \ A U 2 n Ci \ \ H 0 i ) + /4KÎ2- ÎIL < c •
\
A l’aide du lemme de Gromwall, on déduit

KiOlliPinO < c , V i > 0 , { = 1,3 (3.46)
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ll^2(*)ll.ffl(nï) — c > V f > 0 .  (3-47)

D euxièm e é tap e . L’équation variationnelle satisfaite par u* — vf .
Il est connu que ue est solution du problème variationnel

+ a‘(u t ' v) = ( ~ f ( u‘) ~ Ge’ v)e < » V v e X * .  (3.48)
^ 9

D’autre part , exactement comme en (3.27) , on obtient

~ 7 T  ~  — d v i { 9 2 d Vlû e2) +  a û \  =  $x(ûî(t), uî(t)) +  $«(«1(0, 4 ( 0 )  (3-49) at g2

ce qui implique

où et $3  sont définis dans (3.28) et (3.29) .
Il est evident que si on note par ü£ la fonction définie de iî x 2R+ dans M  , telle que 

x JR+ =  ü \ , i =  1,2,3 , alors on a £*(-,<) € H 1 (il) , donc 
ûe(-,t) € X e .
Exactement comme en (3.33) , on obtient

( ^ ( u ' - û ' ) , v j  ' + «,(«* -  û‘,v) =

=  -  E  ( / ( " »  -  -  E  (®i -  G? . ». -  £""‘ C/(«ï) • **)*•,
tj£2 91 i^ 2  ** "

(G\ , «,)*., -  C’” 1 «ï) + < )  , v,)

+ E  f  9i V2 àVlüei d^Vi -f ep_1 f  g'2 y2 dyiû\ dwv2 , V v <E X* . (3.50)

Troisièm e é tap e . Majoration de ue — ü£ dans la norme de H€.
Puisque u€ — üe G X e , on peut remplacer v par ue — ü£ dans (3.50) . On déduit

h j t ^  ~  ~  Ü‘^  +  ~ Ü(,U‘ ~  =  “  E  ( / « )  “  f ( Mi< ) » <  ~ üi)H‘ti

- E (<% - o?. < - «îL. -e'‘1 (W) - /<®î) - “i - -?-1 (/(«;). «s - *;)*..
¿,£2 ^  *  *

- i- -1 (<?,, »5 -  *$)*;, -  i”- 1 + «.(a;,«i), «4 -  «S)„

+  E  L  9l V2 dVlû\ d^(u\ -  fij) + ep_1 f  g\ y2 dVlû\ d^(v \ -  û\) . 
t ^ 2
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On peut faire exactement les mêmes majorations que dans la démonstration de la 
Proposition 3.7 . On obtient alors

+ (3.51)

Puisque ü£(0 ) = 0  , le Corollaire 3.9 nous donne

ll*-(0 ) - f i ‘(0 )||2 r ; < c .

On applique le Lemme de Gromwall énoncé dans la Proposition 3.10, ce qui donne

||u‘ (t) -  «‘ (4)115, <  c e - '-*  +  ±,r' .
’ c10

On choisit To > 0 tel que

e-cioïo < £p-i c’est à dire To > —  ln(—
-  -cio V “1'’

et on obtient
||ut( t ) - ü ({t)\\2B i<c£p- 1 , V i > T0  . (3.52)

Puisque tl\(t) est borné dans iTx(i22 ) , uniformément en e et i (voir (3.47)) , nous 
avons finalement

K ( 0 IU>wa) < c ,  v t > r 0 . (3.53)

Quatrième étape.
Majoration de it£ — üe dans la norme de X e , pour t € [T0  + 1 , T0  + 2 ].
Pour t G [T0 + 1, To + 2] , on pose

tô£(f) = (t — To — l)[tt£(i) — 'ü*E(i)] .

De (3.50) on déduit :

i l ï ® *  ’ + v) = “ (* “  T ° ~~ -1) S  U ( u i )  ~  > v i ) n r  ~
\®Î / jj« *^2 **

- ( i  -  T„ - 1 )  £  (g; -  G?, v,) -  < r \ t  -  To - 1 )  (/(»;) + c ? , t.,),., -  
t^2 ** °

— ep_1(i -  T0  -  1) ($i(üÎ, Ui) + $ 3 (^3 , ^ )  , *2 ) ^  + («* -  'û%v)jî«+

+( î -T 0 -1 )5 3  [  g'i y2dy1Üldy2vi+ep- 1( t -T 0- l ) f  ¿V t 9**10^2  , V u e X e . 
¿*2 ‘'S ’

3.54)
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Puisque 2 u* 6  H x{Çl) et £tue G X e, nous pouvons remplacer v par dans (3.54). 
En tenant compte du fait que 0 < £ — Tq — 1 < 1 , nous obtenons

i-M w ', v,-) < « { £  /  |/(u1) -  m  OI* iy  + Y . 1  ( GJ -  g?)! 
dt iji2 ,¥ ,

J Q 2 J Q 2 J Q 2

-Itt* " «*&;} + (* “ T* ~ 1) Z) f  9i V2 dVlû\ j f a w ' i  dy
t^2 *

+ep-1(t — T0 — l)Jç  g i V i d y ^ ^ d ^ û ^ d y  . (3.55)

On voit immédiatement, en utilisant aussi (3.52), que

E  L  (G? -  G?)2 + e*"1 J  |G« |2 +  ep_1 /  [|$x(c«,™;)|* 
i;é2 • 'Q i JQ2 JQj

+ l$3(®s»tts)|2] + I«* -  «‘ là. < cep_1 . (3.56)

Comme en (3.36) , nous obtenons

/  \ f (< )  -  K M iu W  < c ? - ' , ¡ = 1,3. (3.57)
JQi

Nous avons aussi

l / M ) | ! < 2 [|/(«5) -  / (« » I2 + l/(a î) |2] , (3-58)

et il est clair aussi que

( t - T o - 1 ) 2 /  \ f(ü ‘2) \2 < c . (3.59)
JQ*

D’autre part ,

/  I/(mS) -  / ( « 2)|2 < c f (1 + l^ll2'1'1 + l«2|27l)(u2 ~ ûf2)2 • (3-60)jq2 ,/q2

Supposons d’abord que 71 € (0 , 1) .
En appliquant l’inégalité de Hôlder avec les exposants ~  et , et en utilisant le 
majorations uniformes de u\ et ü\ ( voir (3.47) et (3.53) ) , on obtient

Jq \ f (U2.) — fiÿ 'DP — C[-*- + ll'tt2 11jÊ(<?2) ll̂ llî Qj)] \\U2 ~ 2̂llia/(i-iri)(Q3)

<  C || 1^2 ~  Ü e2 \ \ f f i ( Q 3 ) ,
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( t - T o -  1)! /  |f (u \)  -  f(ü<2)\> < c | |ü | | |^ ,Wï) . (3.61)
¿Qi

Si 71 =  0 , nous obtenons (3.61) directement de (3.60) .
De (3.58) , (3.59) et (3.61) , en utilisant la coercivité (3.13) de af , on déduit

ep-1(t -  T0 -  l )2 f  |/(t*S) |2 < c[ep_1 +  ae(we(t), wt(t))] . (3.62)
Jq 2

Nous allons intégrer (3.55) entre T0 + 1 et f, pour t € [2o +  l,To +  2] .
En intégrant par parties par raport à t les deux derniers termes du membre de 
droite de l’inégalité (3.55) , et en utilisant les estimations (3.56) , (3.57) et (3.62) , 
on obtient :

ae(wc(t),w t(t)) < ce*-1  +  c f  at(ü;£(s), wt(s)) ds +  c{(£ -  T0 -  1)
Jt0+i

E + X J ll̂ vi '“¿('s)ll̂ 2(<?i)ll̂ v2'iZ>i(’s)IU2(<3i)ds
i£2 *'T o + 1

+ E / ‘ 1(«-î’o-i)ll|ôt„s‘(i)IU=Wi)l|a„®:wi|i-wi)*+^‘1(<-i’o-i)||a„û*!(<)IU"wI)
«5^2

N̂ va',i>2(i)llx2(Qa) +  eP_1 jTo+l ds

+ep_1 JTo+i(s - T o -  1 )H^^viil2(jS)IU3(Q2)ll^v2tZ>2(*s)IU2(Q2) ds} • (3-63)

ce qui implique

Pour majorer || ̂ -||jTi(n,) > * =  1 ,3 , on applique le lemme 3.11 avec v =  ü‘, X  =  Hqî 
, A =  Aqì , â = ¡3 = \  , t0 =  T0 + 1 et /i =  — f(M{u\) -  G?.
Puisque M{u\ est borné dans ÆT 1(iî*) uniformément en e , la Proposition 2 .1(m) nous 
donne

Il f(M iu\(t)) -  f(MiU€i(s)) 11̂ ( 0 ,.) <  c||u?(i) -  u*(«)ll£»W<) • (3-64) 

D’autre part , pour i =  1 ,3 on a

/
t  d/ir*

!l-^L('r )IU2(<?i)d'r •

La proposition 3.12 avec £0 =  ïo nous dit que 
Hulls'* <  C , pour t € [T0 + 1 ,To + 2] , ce qui implique :

K W - ^ M l U a W O ^ 0^ “ 5)» i ==M .  (3.65)

De lemme 3.11 , en utilisant (3.64) et (3.65) , on tire :

11-^11*1(0«) < t _  To _  1 Pour t e  [To + 1 ,T0 +  2] , i = 1,3 , (3.66)
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et puisque u\(t) = 'R,(u\,u%) , il est evident que

cli.If c
II— ||g»(na) < t _ T o _ 1 pour t € [To + 1 ,To + 2] . (3.67)

En appliquant l’inégalité de Young aux six derniers termes de (3.63) , en utilisant 
le fait que

II-dt » Ilv (<?,-) < cer,'||û>-||x/ , i =  1,2,3

et que ü*(t) , i =  1,2,3 , sont bornés dans ZT^Îl;) uniformément en e , et tenant 
compte des estimations (3.66) et (3.67) , on déduit

at(we(t), we(t)) < c 1 +  c /  ae(we(s), we(s)) , V t € [T0 +  1 ,T0 + 2] . (3 .68)
JTo+l

Le lemme de Gromwall nous donne maintenant

at(wt (i), w£(i)) <  c ep_1 V t € [T0 + 1, T0 + 2] ,

ce qui implique
K(To + 2) -  û£2(T0 + 2)||x« < c ,

et la preuve est finie si nous choisissons T = To + 2 et si nous remarquons que 
||û|(T0 +  2 )||jj-i(na) < c .

Remarque 3.14
Partout dans ce travail, on peut affaiblir les hypothèses (1.5) et (Hl)(i) en prennant:

v “ /(* ) /lim sup-------- < ai
|x |—►+oo X

et
lim sup[-/'(x)] < ^
|*|—*+oo "

avec a i < a  .
Nous avons préféré de prendre a i = 0 pour alléger les démonstrations .
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4 Comparaison des orbites de S e(t) et S(t) .

4.1 Préliminaires.

Dans cette section on va comparer une orbite qui reste dans l’attracteur A c , 
c’est-à-dire S€(t)i}>c avec ij>e G -4* , avec une orbite S(t)u° du semigroupe S(t) , où 
u° peut dépendre de e , mais il reste borné dans la norme de i f 1 (fi) , uniformément 
en e .
Nous allons montrer que pour T  fixé , indépendant de e , Se(T)-t^e — S(T)u° est petit 
quand t}>£ — u° est petit .
On conserve ici toutes les notations de la Section 2 et on pose u(t) =  S(t)u°. 
Rappelons que Ü2 est donné par le changement de la fonction inconnue (2.16).

Nous aurons besoin dans la suite d’estimations plus fortes pour u(t). On énonce 
d’abord une inégalité de type GromwaJl.

Lem m e 4.1. (voir [14] , page 6) Si â > 0 , b > 0 , â  G [0, 1) , ¡3 G [0, 1) et 
T  G (0, -foo) , alors il existe une constante C = C (b, â , ¡3, T ) < +oo , telle que 
pour toute fonction intégrable 
x : [0, T] —* R qui satisfait à

0 <  x(t) <  a i - “ +  b [  (t — s)~& x(s) ds 
J o

pour presque tout t G (0, T] , on a

x(t) < Cât~a ,

pour presque tout t G (0, T] .

P roposition  4.2. Soit S G (0, | )  , T > 0 , et u° G H 1 (il) , avec 
||u0||fl-i(n) < R  . Alors on a les majorations suivantes :
(i) Il existe une constante positive c (R, S) , telle que

< c(R ,S)(  1 +  r 1/4- i e -#‘>t) , V £ >  0 .

(n) Il existe une constante positive c (R ,S ,T ) , telle que

1 1 ^ ( 0 1 1 ^ « « ,  < c(R,S,T)t-°/, - ‘ , V (6  (0,T] .

(iii) Il existe une constante positive c (R,T)  , telle que

ŒIL'
<  c f B . r j i - 1 , V i  e  (o, t ] , » =  i , s .

P reu v e .

43

Il du2

dt
(t 4 + 6

Preuve.

t) 'D\ /4 + Í '

—  Í m m . »



(t) On utilise la représentation intégrale (2.31) de ut , et on obtient 

On écrit
j3/4+£ -Aojt-0 _  j 1/4+5 — Aott *1/2-0 

■̂ 02 e “ 2 — a 02 e "02 “ 2 »

et on utilise aussi la majoration uniforme de $ donnée dans la proposition 2.16.
(ii) Nous appliquons le lemme 3.11 avec v = Ü2 , X  = H02 » A  =  A02 » ¡3 = |  + S, 

â = \  , /i(i) = $(û2(i), t) et t0 = 0 .
Pour pouvoir appliquer ce lemme, il nous faut une majoration de 

||$(ü2(t), t) -  $(ü2(5 ), i)||£a(0 a) , de l’ordre de (t -  s)3/4+w .
De la définition de $ 1  et $ 3  (voir (2.20) et (2.21)) on déduit:

| | $ i M 0 ) + M u 3 ( 0 ) - $ i M 5) ) - $ 3 M s ) ) | | L > (n3) <  c {R )  £  I M O - t ^ O l l i r H n o  .
i* 2

(4.1)
On voit aussi que

||/(u2(i)) -  / (« 2 («))||r»(oa) < c(R) [||û2(t) -  t*2(i)||z»(oa) + S  \\ui{t) -  Ui(a)||L2(nt.)] ,
«#2

(4-2)
ce qui nous dit qu’il faudra majorer

||uj(i + h) — u»-(i)||fl-i(n,.) pour 0 < t < T  , 0 < h < T , ¿ = 1,3

et
||ü2 (i + h) — ,Ü2 (i)IUa(ns) pour 0 < i < T , 0 < h < T .

Dans ce but, on utilise la réprésentation intégrale de Ui , { = 1 , 3 ,  donnée en (2.45)*:

Ui(t +  h ) ~  Ui(t) =  ( e - ^ ih -  +  F  e -^o.(t+^-*) . [ / ( Ut( s ) )  +  G?] ds
J 0

_  f* e-Aoi(t -) [ f ^ a +  h)) _  / ( * . ( , ) ) ]  ds  . (4 .3)
^0

On a les majorations suivantes :

< ch’/t+ur , /t - u e -* 'K l l ^ n ,  < c(i,-R)fc3/4+Mi - 3/,- !ie - ^ ' . (4.4) 

Ensuite

|| £  e -At,i(t+h-l) . [f {u .{s))  +  G 0] ^  ) <  c  j y t +  h _  s)-H2€-„W+H-.),
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(i) On utilise la représentation intégrale (2.31) de îî2, et on obtient

I M O II^ M ) < l l^ 24+ie - ^ ‘üS||I.,(„l)+c jf s)||z,=(n,)<fc

.p < cA3/,+2i| | ^ 4+Me-J -*?||L.(Ol)

< c/i3/,+2fr 3/4- 2ie“"''||iiJ||i)(a(, / ,) <  c(£, R)ha/i+2it~3t*~26e~t‘<i . (4.4)

Ensuite

|| jf ‘ e-X„(,+ t-.) . [f{u.(s)) + CÇJ ¿S||D(x;;i) < c j \ t  + h _

t ’ » [u2{») ' S . (iM is

*?+

!(«■
-Aoih I )e'

-Aq
«?



n j ‘ e- ^ - ) l f { u .( s + h)) _ /(11t.(s))) ¿suOM;r)

< c (R )  j ^ ( t -  s ) -1/!||u,(s + h j -  u ,(i) ||Li(110 i s  . (4.6)

De (4.3) - (4.6) , une simple application du Lemme 4.1 nous donne

|K (t + h ) -  «¡(t)!!*.,*, <  C (i,R ,T )  &»/<+“ (->/<-« (4.7)

pour i =  1,3 , pour tout t G (0, T] et h G [0, T] .
De (4.1) , (4.2) et (4.7) il résulte que

||*(üj(t), t) -  *(«,(»), *)||l»(o,) < c(f, fi,T) .-» /«-«(t -  s)3/,+2f

+ c(H)||®!(() -  S îM Ilu p ,)  • (4.8)

On va utiliser la représentation intégrale de ü2(t) donnée en (2.31):

ü2(t +  h) — û2(t) =  (e~Â03h — I)e~Antü\  +  f  e-jloî(t+,l-'*)$(tÏ2(s), «) ds
J o

-f f  e-Xo2^- ^[$(ü2(s + h), s + h) — $ (ü2(s)? s)] ds . (4.9)
J o

On aura les majorations suivantes :

\ \ (e-A« h - < c (i) **/■*+"

< c(R, S) A3/4+!< ‘ (4.10)

et

|| £  ,-* .< « * -> « (* ,( ,) , *) <1* ||»(<W < c £  e -“i(‘+,- ) | | i ( ü 2(<,), iJlli.jn,, i ,

< c { R ) h e - 4 ‘ . (4.11)

À l’aide de (4.8) on obtient

y f  -f. h), s +  h) -  $(û2(s), s)] ds||£2(n2) < c(S, R , T)à.3/4+w*
J o

. J* e-/4(*-')5-s/4-2i ds + c(i?) J* ||fi2(a +  h) _  ü2(s)||iS(n2) ds , (4.12)

ce qui avec (4.9) - (4.11) nous donne

IM f+/0-Û 2(<)lb(na) <  c(i, R, T) h3/4+2St~3/*~2S+c(R) J* W ü ^ s + h y u ^ W ^  ds .

• | | /(tti(5))  +  G?||x*(0i)^  <  c ( R ) h t - x̂ e - ^  (4.5)

et finalement
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||ü,(< + h ) ~  «,(4)111.(0,) < c ( S , R , T )  . (4.13)

De la définition de $ , de (4.1) , (4.2) , (4.7) et (4.13) , on déduit que

||*Mt), 0 -  »(«*(*), •JIIl.jo,) < c(f, R, r).-,/4-a(i -  *)s/4+“ . (4.w)

ce qui nous permet d’appliquer le Lemme 3.11 , et d’obtenir le résultat.

(iii) . On utilisera la même méthode qu’auparavant. On applique aussi le lemme 
3.11 avec v =  v* , X  =  fio» > A = Aoi , /3 = â  = |  , h(t) =  —f(ui(t)) — G° et <o = 0 .

Il est clair que

l l / M * )  -  /(«i(«))l|£»(n<) <  c(Æ )||tti(i) -  •U i^ H ^ n .) .

Nous pouvons utiliser l’inégalité (4.7) , et nous obtenons

/ ‘(i -  .J-^ll/inW ) -/(m(»))||i.(0i) < c(6, R, T) f \ t  -  .y*-*/* ,-'!*-*i, .
J o J 0

On obtient facilement le résultat.

Nous finissons ce paragraphe pai un lemme qui sera très utile. Remarquons 
d’abord que si vt- G H 1(Qi) , alors M{Vi G H 1 (ili) , et nous pouvons considérer que 
MiVi est bien défini et continue sur l’adhérence Ùi de fi,- , i = 1,2,3 .

Lem m e 4.3. Il existe des constantes strictement positives c et e2 , telles que poni 
tout e 6 (0, e2) et v € X e , si Vi = v/Qi , i =  1,2,3 , nous avons :

0 K-Mî X«)! < c|HU«

|(M3t>3)(&)| <  c||v3||x‘

ii) |(Mxvi)(a) -  M2v2{a)\ <  ce(3_,,)/4||vi||x«

|(M3t>3)(6) -  M2v2(b)| < ce^3-p /̂4||v3||x*

iii ) \(M2v2)(a)\ < c ||x?i II a-«

\{M2v2)(b)\ < c||v3|U ‘ •

P reuve . Il suffit de montrer les inégalités en a.
(i) On a d’abord

|(M1v1)(a)| <  ||vx(a,.)||r*(0li) <  c IM I* » ^ ) < c ||rx||x« •

On applique de nouveau le Lemme 4.1 , et on obtient
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(h) Supposons que v = v o 9 , avec v G H X(Q€) . Alors :

v2(a,y2) = v2(a, epg2(a)y2) = v^a ,  epg2(a)y2)

= ii(a , epi(o)ep_1^ 7 ^y 2 ) =  ®i(a, e*-1^ ^ )  ,
5i(a ) 9 i [ a )

ce qui implique :

(M1‘üi)(a) -  (M2v2)(a) =  /  vx(a, y2) -  Vi(a, ep_1^ ^ y 2) ¿î/2 • (4.15)
•/o L 9 i \ a )

Soit H  une fonction de [0, o] dans IR , définie par la relation

H(yi) =  f  îh) ~  vi(î/i, ep- 1^ Ç \y 2) dy2 .
Jo [ <Ma) J

Nous voulons majorer •
Il est évident que

R j / 0 vi(*> y2)iya] 11 (̂0») < IMIx« . (4.16)

D’autre paxt, on peut écrire

a» [/0‘ ¿îi‘ ^  »■»«ifa.*»)«'*.

et puisque

fa f tP-1 /*“ rl

7o Jo 1 5viv i (y i» z2 ) ^ 2  dyi < cep_1 ^  [ jf |^y1'Wi(yi,z2)|2 dz2] dyi

< cep 1||5v1villi*(Qi) 5 

en utilisant (4.16), on déduit que

ll^vi-Slknni) ^  c e ^ M x i  • (4.17)

Maintenant nous voulons majorer £  / “_e<r |i7(yi) —Ii(a)| ¿yi , où cr sera choisi conve
nablement .
Il est clair que

|H (yi) - H ( a ) \  = \ f a dyiH ( 0 d (| < W d ^ H W ^ l y ,  -  a|* , 
j Vl

et en utilisant (4.17) , nous déduisons

1-7 /  H ( y i ) dVi -  H (a )\ <  cc^ ^ ^ llv il lx«  • (4.18)
e ' Ja -t’
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\ f  H ( y i ) d y i \  < | f  f  |t>i(yi,y2) -  M v u  d y 2d y i \
Ja—€er Ja—€a J0 |_ 9 l { a )

-  L - ('Jo \dK Vl(-y u & \ dt2dyi -  »

D ’autre paxt on a les estimations suivantes :

ce qui implique

| i f  H(y,)iyl\<cii-̂ \\v,\\x.. (4.19)
ta Ja—e"

Maintenant les inégalités (4.18) et (4.19) nous donnent

IffWISclc^+e'-W^lhlU;.

On choisit la valeur optimale <r = , et on obtient (ü) . 
n i) est une conséquence immédiate de (z) et (ü) .

4.2 Comparaison des orbites

Le théorème qui suit nous donne une estimation de S e(t)tpe — S(t)u° , dans la 
norme de L2(Q) .

T héorèm e 4.4. Il existe une constante strictement positiuve e2 , et pour tout R  > 0 
et T  > 0 , il existe une constante positive c (R ,T ) , telle que pour 0 < e < e2 , pour 
tout G *4.‘ et tout u° G H 1(i2) avec ||ii°||fl-x(n) < R , on a

||S*(t)*‘ -  S(t)u°\\H' < c(R,T)[e + €p_1 + ||V>‘ -  u°||*.]

pour tout t G [0,T] .

P reuve. Soit u£(t) = Se(t)ip£ et u(t) = S(t)u° .
Puisque U{ est une solution de (2.8), pour i =  1,3 , il est facile de voir que u; satisfait 
au problème variationnel

{ i r  ’ V‘)  +  aoi^Ui ’ Vi  ̂ =  ~  G * ’ Vî ) h 0{ ’ V Vi e  ’ * =  1 ’ 3 -
\  /  H0i

(4.20 )t
Soit v2 G H 1(Q2) quelconque . Alors M2v2 G jBrl(iî2) .
On fait le produit scalaire dans Hq2 de l’équation (1.9) satisfaite par u2 avec M2v2. 
On obtient

\ W  ’ V2f + a°2̂ 2 ’ ^  = ~ G° ’ V2)e„
' /  Hq2

+92(^)dVlu2(b)(M2v2)(b) -  g2(a)dyiu2(a)(M2v2)(a) , V v2 G H 1{Q2) . (4.21)
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En multipliant (4.21) par ep 1 et en ajoutant à (4.20)! et (4.20)3 , on obtient

(̂ F,U) ++a«(u’'y)= { - f W - G 0 , v)Bt +
^ 9

+ eP_1 [92(b)dyiu2(b)(M2V2)(b) -  g2(a)dVlU2(a)(M2V2)(a)\

“ S  f  9 i y 2 d V l u i d V 2 v i  -  cp_1 f  g ' i V i d ^ U i d ^ V i  ,  V î G T .  (4.22) 
2 JQ3

Nous savons que u€(t) satisfait à l’équation variationnelle (3.48) .
On note we = ue — u  . Les égalités (3.48) et (4.22) nous donnent

+ «<(“'■.») =  -  ( / ( “ ')  -  / ( “ ) ,  v)a ,

-  (G* -  G0 , v)  -  e"-1 t92( t ) a „ e 2(6.)(Jliil,2)(6) -  S2(a)a„® J(a)(M It,! )(.I)]
9

+  S  /  9i y 2 dvi m dV2vi + eP~l [  92 V2 dVl u 2 v2 , V v G X e (4.23)

paxee que dVlu 2 =  drnü 2 sur d iî2 .
On remplace v pax iDe dans (4.23) , et on cherche à majorer tous les termes de droite 
de cette égalité.
Pour i = 1,2 ,3  , on a :

/  I f ( K )  -  f ( ui) I • < c /  [1 +  k T l + k l 71] • • |Û5Î| dy .
JQ{ jQi

Si on applique l’inégalité de Hôlder avec les exposants 4 ,4 ,2  , et si on remarque 
que , t =  1, 2,3 est borné uniformément en e , on déduit de l’inégalité
précédente que

I (/(«*) -  f (u )  , v)E, | < rçlKWIlx* +  c ( £ , 77)11̂ 11̂  , V 77 >  0. (4.24) 

Si on utilise la majoration (1.3) de G* — G0 , on obtient

| (G* -  G °, v) I <  +  <v! , V ,  >  0. (4.25)
9

Nous pouvons écrire une inégalité analogue à (3.41) , avec Ui à la place de (p\ et w\ 
à la place de , et on obtient

12  f  9i 2/2 ByiUi d^w] +  ep-1 f  g'2 y2 d^wW
2 J(«i

<  »7||w*(i)||jr, +  c(r7, R) e2 , pour tout ij > 0. (4.26)
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lldyi^IlLootnj) < c (i) ||ü2||H3/2+5«(n2) , 

le lem m e 4 .3 (iii) nous donne

ep_1[|dVlü 2( M ) l  • \{M2w\ ) (M )I  +  I5vi^2( M ) I  • | (M 2tD$)(a,t)|] <

< c(Î)ep-1||û2||H»/2+«(nJ) $3 H^ilU* ^

<  Æ  IKf llx? +  c {6>v)t2p~2\\ü2\\2HÎ/3+,f{U3) . (4.27)
t#2

Puisque

De (4.23) — (4.27) , pour 77 assez petit , en utilisant la coercivité (3.13) de at , et en 
intégrant entre 0 et t avec t G (0, T] , on déduit que

K M IH rj < IIV’* -  «°||%. + c(R)Te1 + j *  ||

+c(R) f  ¡ItI>e(Æ)||̂ -«<is pour 0 < t < T  .
J o 1

Maintenant on utilise la Proposition 4.2(t) et le lemme de Gromwall , et on obtient 
le résultat.

Le théorème suivant donne l’estimation de St (i)-0£ — S(t)u° dans la norme de
X*.

T héorèm e 4.5. Il existe une constante strictement positive e2 , et pour tout R  > 0 

et T  > 0 , une constante positive c (R ,T ) , telle que pour 0 < e < e2, pour tout 
tpe G A e et u° G H 1 (il) avec ||u°||ji(n) < R , on a :

I IS W  -  S (f)t*°lli. < \ c ( R , T ) ( t  + e*’ 1 + \ \ r  -  «"II».)

pour tout t G (0, T] .

P reuve. On garde ici les notations de la démonstration du théorème précédent. 
Nous allons utiliser les idées de la quatrième étape de la démonstration du lemme 
3.13.
De (4.23) nous pouvons déduire immédiatement l’égalité satisfaite par twe(t). Puisque 
j^(tx2>£) appartient à X e, nous pouvons remplacer v par j-t (twe) , pour obtenir

l l | ( * * ‘)l 15,. + — «.(«¡T,W ) < ||t&*(t)||a,||^(ttB*)|U;

+ t 1 2 \ \ f ( ' ‘ î ) - f ( u i ) h n Q l) \ \^ ( tw ' i )\\LHQl)+ e ’- 1t \ \ f ( u ‘1) - f ( u 2)\\L, iQjj \ \ ^ ( t w ÿ \ \ L, (Q,)
t^2

+ i | | ( 7  -  G ° M - £ ( M i , ) | | ir. +  + B,(t) (4.28)
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Ëi(t) = t{g 2(b)dyiû2(b ,t)^[ t(M 2w‘2)(b,t)] 

- g 2(a)dyiü2(a , t )^ [ t (M 2wc2)(a,t)}} = Èlb(t) -  É la{t) (4.29)

où on a noté :

et

Ë2(t) =  t Y ,  f  g[ s/2 d^ui YÀtdv2 ™\) dv 
2 JQ* dt

+ep~H g\ y2 dyiu2 ^ ( t d ^ w l )  dy . (4.30)

On déduit facilement de (4.28) , en utilisant la coercivite (3.13) de a€ que

■—a€(twc(t), i'û3i(i)) <  c||tS‘(t)||^ . +  c(R) ae(tw£(t), twc(t)) 
at *

+ cT 2e2 + ep~1Ë1{t) + Ë 2(t) .

En utilisant le Théorème 4.4 et en intégrant entre 0 et t avec t G [0, T] , on obtient

ae(twe(t), twe(t)) < c(R) f af(swe(s), swe(s))ds
Jo

+c(R,T){e2 + e2p- 2 + \\rl>t - u ° \ \2H‘) + tp- 1 f t Ë 1(s)ds+  F  Ë 2(s) ds . (4.31)
Jo Jo

Nous allons majorer /o Ëib(s) ds. La majoration de /o Ë ia(s) ds se fait de manière 
similaire.
On intègre par parties par raport à t , et on écrit

| f  Ê lb(s)ds\ < et \dViü2(b,t)\ • \M2(twc2){b,t)\
Jo

+ JQ{\dy1û2(b,s)\ + s \ ^ d n û2(b,s)\}- |Jlf2(siZ^)(&,s)| ¿5 . (4.32)

Remarquons que

d d d 
\— dyiü2(b,s)\ < < c(S) ||^W 2||ffi/2+ïi(n3) • (4.33)

En utilisant le lemme 4 .3(m ) et la Proposition 4.2(t) et (ü) , on obtient de (4.32) 
et (4.33) :

le?-1 /*&(«)*! <vE\\t™Xt)h; + c('n>R>T)t2p~2
J0 »5É2

+ c  /  2  II5™Î(s )IIjt/ ds Pour tout V > ® 1 t  €  ( 0 ,T ] .  (4-34)  
* '°  i£2
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Pour majorer /„* _E2(S) ds , on commence par intégrer par parties , d’où :

f  Ë2{s)ds <
J0  *#2

+ X) /  IÎ Vl'Ui(jS)IU2(Qf)||^V2(s-ïï>‘)(S)llî (Qi) 
ij±2 J0

+ S ) /  *sll^7^'u'*('s)llr'2(<?<)IÎ V2(>st"0(s)lix-2(QO 
t/2 J0 al

+ep 1i||dvl« 2(i)l|ia(Qa)|[âl&(it£i5)(t)||£a(Qa)H-Cp 1 f  | | | | x 3 ( Q a> C ^ ^ K * 8)II^CQs)
*0

4-eP 5||^ ^ y iu2(5)||Lî(Q3)||3w(5'Ü;2)(5)||£,î(QJ) ds} . (4.35)

Puisque u2(t) = ü2(t) +  Ti(ui(t),u3(t)) , nous pouvons utiliser la proposition 4.2(«) 
et (i i i) , et déduire que

| f  £ 2(*)<k| < î7||<®‘(0ll!r« +  c ( v ,R ,T ) ( e 2 + e^*"1))
J 0

+c f  ||siDf(s)||^ , ¿s pour tout tj > 0 , t G (0,T] . (4.36)
J o

On finit la preuve en utilisant (4.31) , (4.34) et (4.36) , en prenant 77 assez petit , et 
en appliquant le lemme de Gromwall .
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5 La semicontinuité supérieure de l ’attracteur A e

Soit l’application M  : X e —► H l(Ù) , définie comme suit :
Si v G X e et Vi = v/Q i , i =  1,2,3 , alors 

(Mv)i =  MiVi pour i =  1,3 
(M v)2 =  M 2v2 +  L 2(v), 

où L2(v) est une fonction linéaire pax morceaux, continue :
L2(v ) : i l2 —► R
L2(v)(a) =  (M1 t>0(a) -  (M2v2)(a)
L2(v)(b) =  (M3v3)(b) -  (M2v2)(b)
L2(v)(yi) =  0 , sur [a + e(3_p^ 2,6 — e(3-p)/2] ( voir figure 2 ) .

P roposition  5.1. L ’application M  définie ci-dessus , a la propriété qu’il existe une 
constante positive c , telle que pour tout ij)e E A e , on a :

(0 WMrWmw < C

(■ii) IKV»' -  < ce , i = 1,3

( m )  IKV-* -  M P U U .■(«=) < .

P reu v e  .
(i) Puisque HV'*!!v« ^  c •> nous avons

< c , i = 1,2,3 .

D’autre part , le Lemme 4.3(ü) nous donne :

IH r ) ( a ) \  < ce(3"p)/4 et \L2(r)(b)\ < . (5.1)

Alors un calcul élémentaire nous montre que

ce qui montre (i).
Les inégalités (ii) et (iii) s’obtiennent facilement en utilisant le Lemme 3.4(ü) et les 
inégalités (5.1) .

La proposition précédente nous permet de déduire le corollaire suivant :

Corollaire 5.2. Il existe une constante strictement positive e2 , et pour tout T  > 0 
il existe une constante positive c (T ) , telle que pour 0 < e < e2 et pour tout ipe (E A e, 
nous avons

IlS ‘ ( t ) P  -  S ( t ) ( M P ) lk- < i  c ( T ) ( e  + i - 1)
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IlS \ t ) r  -  S(t)(M i>‘)||y . < -t c(T)(e''z~ ^ 2 + e^-1)/2) 

pour 0 < t < T  .

P reu v e  . La Proposition 5.1 nous dit que

||V>£ -  Mi>€)\\H‘ < ce , 

et on applique le Théorème 4.5 .

En utilisant le fait que est borné dans H 1 (il) uniformément en e pour tout 
V’e G A e (Proposition 5 .1(i)) , et la propriété d’attractivité de l’attracteur A  , nous 
obtenons la proposition suivante :

P roposition  5.3. Pour tout rj > 0 , il existe un temps T(rj) , tel que pour tout 
V»4 € A* on a

distBi(tt)(S(t)MTj>% A) <  |  , V t > T{ri).

Maintenant nous pouvons montrer la semicontinuité supérieure de l’attracteur
A* .
T héorèm e 5.4. Sous l ’hypothèse (H l ) , nous avons

d is ty (A e, A) —> 0 pour e —» 0 .

P reuve  . Soit 77 > 0 fixé , et soit ve € A e .
Puisque A c est invariant, il existe •0e E A e tel que v€ = S t(T(rj))‘ip£ , où T(tj) est 
donné pai la Proposition 5.3 .
Du Corollaire 5.2 , on déduit qu’il existe e (77) > 0 , tel que :

II»« -  S(T(V))M r\\r -  <  |  , V e e (0 , £ (,))  ,

ce qui avec la Proposition 5.3 montre le résultat .

et
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6 La convergence des points d ’équilibre .

D’ici à la fin de ce travail , on va faire deux hypothèses supplémentaires : (H 2 ) 
et (H3).
D’abord une hypothèse sur 72 :

(H 2 ) 0 < 72 < min{l, -— .
p -  1

Vue la condition (1 .6), l’hypothèse (H 2 ) n’est pas vraiment restrictive.
On va donner l’hypothèse (H3) dans le paragraph 6.1.
Nous allons montrer dans cette section que si les points d’équilibre du semigroupe 
S(t) défini au chapitre 2 sont hyperboliques , alors il existe des points d’équilibre du 
semigroupe S e(t) qui convergent vers les points d’équilibre de S(i) .

6.1 Description de l’ensemble des points d ’équilibre de S ( t ).

Soit Eo l’ensemble des points d’équilibre de S(t) , c’est-à-dire l’ensemble des 
points <p dans JET1 (iî) tels que si <pi = <p/iïi , alors (fi satisfait à :

- ■ f dvi(9idvi<Pi) + “ Pi = ~  G? dans
< ‘ (6.1) 

dVlipi = 0 sur dQ,

pour i =  1,3 , et

f ~ n dvi(92dVl(p2) + <*<P2 =  - f f a )  -  G\ dans ii2 
l (6.2)
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(p2(a) = <pi(a) et <p2(b) =  <pz(b) .

Soit aussi Eoi l’ensemble des points d’équilibre de S{(t) , pour i =  1,3 .
H est clair que si (p G Eq , alors € Eoi , i =  1,3 .

Le Théorème 2.20 nous dit que E0 est non vide . Puisque E0 C A , on déduit, du 
Théorème 2.20 et de (6.1) et (6.2) , la proposition ci-dessous :

Proposition 6.1.
(t) H existe une constante positive c telle que pour tout <p G Eo on a : ||y?*||B'2(nf ) < c 
pou.r t =  1,2,3 .
(n) L ’ensemble E q est compact dans H x(ii) .

On définit un opérateur B0 : L2(fî) —» L2(Cl) , de la manière suivante :

B0h =  v



“  ^ y i ( i7i ̂ y i ) "t- ocVi — h * d a n  S Çli

dyiVi — ® sur

pour i =  1,3 , et

— ̂ -dyi(g2dVlv2) + av2 — h2 dans ü 2
< 3 (6.4)
k v2(a) = vi(a) et v2(b) =  v3(b) .

On définit également Boihi comme étant la solution v; de (6.3) pour hi E L2(fl{) , 
i = 1,3 .
On a évidemment

(B0h)i = B oihi , i = 1,3 .

Proposition 0.2.
(t) B0i E C (L 2(ü i), H 2(fti)) pou 1 i =  1,3 ,
(ii) U existe une constante c > 0 telle que pour tout h E L2(£l) , on a

||(B0/i)i||j3-2(n<) < c||/i||ij(n) pour i =  1,2,3 .

(iii) Pour tout a E [0, | )  , Bo appartient à C (L2(fi), H*(il)) .

La preuve est immédiate. La résolution de (6.3) est standard , tandis que pour 
(6.4) on utilisera la même technique que dans la Section 2 , en faissant le changement 
de la fonction inconnue

v2 =  v2 + fc(vi,V3) 

et en se ramenant à un problème de Dirichlet homogène sur iî2 .

On voit facilement que Bo  est injective et donc 
Bo : L2(il) —■> B 0(L2(Çl)) est une application bijective .

On note D ( A o )  = B o ( L 2( ü ) )  , et on définit l’opérateur A q  comme étant l’inverse 
de B o  .

On voit immédiatement que 
D(Ao) = {v E H x(fi) tel que Vi E H 2(üi) pour i = 1,2,3 , et dViV{ = 0 
sur dili , i — 1 ,3}, avec

(A0 r)i =  - —dyi(gidyiVi) + avi , Vt> E D ( A 0) , i =  1,2,3 . (6.5) 
9i

On voit facilement que les opérateurs A01 et A03 définis au (2.3) et (2.4) sont les 
inverses de B qi et Boz . On remarque que

si et seulement si :

(6.3)
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(Aov),- =  AotV; pour t =  1,3 .
On fait maintenant l’hypothèse (H 3) .

(H *) Tous les points d ’équilibre du semigroupe S ( t ) sont hyperboliques , c ’est à 
dire : V<p G E0 , si v G fT1(fl) est tel que

57

~ j l dvi(9 idVlVi) -1- ocvi +  f'{<pi)vi = 0 dans iî;

\  dVlVi =  0 sur diii
(6.6)

pour i = 1,3 . et

- h d v i ( 92dVlv2) +  av2 +  f'(<p2)v2 =  0 dans i ï2
(6.7)

v2(a) =  vi(o) et v2(&) =  ^3(6) 5

alors v = 0 .
( voir Annexe A ) .

Il est clair que <p est un élément de Eq si et seulement si (p satisfait à l’équation

A q <p +  f(<p) "t" G 0 — 0 . (6*8)

En appliquant B q , on déduit que la relation précédente est équivalente à

<p + B o[f(<p) + G°) = 0 .

Soit l’application
F 0 : fT^ft) - ♦  J5rl (ft)

définie par
F°(<p) = <p + B0[f(<p) +  G0] •

Il est évident que
<p G E0 4* F°(<p) = 0 . (6.9)

Nous pouvons nous restreindre à iî; pour i =  1,3 , et définir

: H1 (di)  - >

où
f f W  =  <Pi +  B 0i[f(tpi) +  G?] .

On utilisera la dérivée au sens de Fréchet de J-° :

DF°(<p) G £ ( f f l (iï), H \Ç l))

où

Hh[SUT?'-

D 7* ip) V =  ' + Bo[f y*h  •



On remarque que l’expression qui donne D peut s’étendre à L2(fî) , donc on
peut aussi considérer l’application

DF°{<p) E C(L2{ü ), L2(ü ))

( c’est un abus de notation , parce que n’est pas définie sur £ 2(iî) ) .
On peut définir aussi la dérivée en sens de Fréchét de pour ¿ = 1,3,  c’est-à-dire:

D  e  C i H ' i ü i ) ,  H l ( S l i ) )  ( o u  £ ( L 2( i î t ) ,  L 2( î î , ) )

OÙ

DF?(ipi)vi = Vi + Boi[f{(pi)vi]

pour i = 1,3 .
Nous pouvons énoncer la proposition suivante :

P roposition  0.3. Pour tout <p E E0 , on a
(i) D est bijective de H 1(Ci) dans H 1(iî) , et de L2(Cl) cians L2(Cl) , donc

(D 7*(<p))~l e C {H \n ) ,  H \S l)) et (D F*{v))~x € C(L2(Ü), L2(ü))

(ii) D est bijective de fT1(iîj) d a n s  jET1(îî») , e i  de L2(Çl{) d a n s  L2(Sli) , 

donc

(D F fii f i) ) -1 G ¿(H'iÜi), H \iU )) et ( D F f i n ) ) - 1 G L2(iî<))

pour i =  1,3 .

P reuve.
La paxtie (z) est une conséquence directe de l’hypothèse (H 3) et de la compacité de 
l’opérateur Bq.
Pour la partie (ü) on a d’abord que D est surjective ( parce que D est
surjective ) , et de l’alternative de Fredholm il résulte que D est injective ,
donc bijective .

P u i s q u e  Eq e s t  c o m p a c t  d a n s  H l (Q,) e t  q u e  le s  p o in t s  d ’é q u i l ib r e  (p d e  Eq s o n t  

t o u s  h y p e r b o l iq u e s ,  o n  o b t i e n t  le  r é s u l t a t  s u iv a n t  :

Proposition  6.4. Eq est un ensemble ûni de ue éléments .

6.2 Convergence des points d’équilibre

On considère à nouveau l’opérateur A* défini au paragraph 3.1.
On sait que A e G C(D(At ) , He) est bijectif , ce qui nous permet de définir l’inverse 
B( de A«, c’est à dire , si h G He , on dit que u =  Beh , si et seulement si u est la 
solution du problème :

T r o u v e r  u G X e t e l  q u e  a£(u, v) =  (h, v)h< , V v G X* .
I l e s t  é v i d e n t  q u e

B€ 6 C(He, X e) avec ||£ £||£(jï«,x«) < c (6.10)

où c est une constante positive qui ne dépend pas de e .
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P roposition  6.5. Pour tout g E (1, + 0 0 ) , il existe des constantes strictement 
positives cq et eq , telles que pour tout h E L2(Q) H Lq(Q) , h0 € L2(£l) fl £ 9(ii) et 
e E (0, €g) , on a :

(i) \\Beh —B 0h0\\x‘ < cq ||A.» — ̂ ot|U*(<3i) +  ê P-1^ 2 |l^ 2 — ̂ o2 ||x,«(Q2) +  £p-1 ||^o||i2(fi)]
V  2 

(w) \\Beh—B 0ho\\y < [ê 1-p^ 2 5^ ||^t—̂ o»IUî(<3,)+||^2—̂ o2 |Ui(Qj)+^p-1^ 2 ||ft.o||L>(n)] •
¥ 2

P reu v e . On note ue = B(h et u =  Boko •
Pax définition de l’opérateur B e , nous avons

*«(«% v) =  E  f  hivi +  cP_1 /  h*V2 , Vt> € X e . 
i/ 2  Q*

Par définition de l’opérateur Bo , u est la solution du système (6.3) et (6.4) , où on 
remplace p / i , % 1 , 2 ,3 .

En procédant de la même manière que pour obtenir (4.22) et (4.23) , on montre 
que we = uc — u satisfait à l’égalité variationnelle

at(û>e, v) = ( h - h 0 , v)B, -  ep_1dVlit2(&)(M2V2X&) + e*'1 dVlu2(a)(M2v2)(a)
9

+ E  /  9iV 2 dVlm d^Vi + ep_1 f  g'2 y2 d^u i dwu2 , Vv E X e . (6.11)
* 2  •/<?J

On remplace v pax we dans (6 .1 1 ). Soit q' € (1, + 0 0 ) de sorte que i  + ^  =  1. En 
utilisant d’abord l’inégalité de Hôlder avec les exposants q et q ' , et ensuite l’injection 
continue de H 1(Qi) dans Lq'(Qî) , on déduit que

f ( h i -  h0i)w\ < V + c(rj, q)\\ki -  (6-12)
JQi

pour tout 77 > 0 , i =  1 , 2 ,3 , q > 1 .
En utilisant la régularité de Bo ho ( voir Proposition 6 .2  (ü) ) et le Lemme 

4.3(m), on obtient :

l«p" l [0 |*«2(b)(M2we2)(b) -  dyiu2(a)(M2w\)(a)]\ < c€p_1 ||^0 |U*(n)(X) M U / )
i* 2

< ^ ( E l l ^ l l x ; ) +  ^ 2p- 2 |^ o ||iî(n) (6.13)
^  2

pour tout 77 > 0 .
On fait pour les deux derniers termes de (6 .1 1) une majoration analogue à celle de 
4.26, et avec (6.12) et (6.13) , en choisissant 77 assez petit , on obtient le résultat 
désiré .

En prenant dans la proposition précédente ho = M  h et en utilisant le Lemme 
3.4(ü) , on obtient :
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Corollaire 0.6. Pour tout g G (1, + 0 0 ) , il existe des constantes strictement posi
tives Cq et eq , telles que pour tout h G L2(Q) avec hi G W'1,9(Çj) , i = 1,2,3 , et 
e G (0, eq) , on a :

(i) IlB,K-B0(M 1)11*. < c  E  + OWU»«!)]
¥  2

(ü) \\B.h-Bo(Mh)\\y. < c,[i(1-')/! 2 ||a „4 i|U,(«,)+||a„ft! ||2..(Sl)+ ^ “1)/2|l'>lb=(9)] •

Nous aurons besoin dans la suite d’une éstimation de Beh dans la norme de Y*.

Proposition  6.7. Pour tout q G (1, + 0 0 ) , il existe des constantes strictement 
positives cq et eq , telles que pour tout h G L2(Q) avec hi G W^’9(Qi) pour i = 1,3 , 
et e E (0, eq) , on a

\\Bth\\Y' < c,[||A.|Uj(q) + e(1-î>)/2 I|0v3Ml»(q.-)] •
iï2

La proposition 6.7 est une conséquence directe des propositions 6.5(ii) , 6.2(iii) 
et du lemme 3.4(ii).

On rappelle que E € est l’ensemble des points d’équilibre de S£(f). On voit que 
(pe est un élément de E £ si et seulement si ip£ satisfait à l’équation

= 0 , (6.14)

où T* est l’application de X * dans X f définie par

F ( v )  = v + Bt [f(v) + G' ] .

Nous allons utiliser dans la suite le théorème de point fixe suivant 
( voir [10] , Lemme 4.6 , page 66 ) :
Soit X  un espace de Banach , et F  : X  —► X  une fonction dérivable au sens de 
Fréchet. Soit x0 un point de X  , tel que D F (xq) soit inversible.
Nous faisons les notations suivantes :

8 =\\F(x0)\\x

7 = ||(-D-F(*o))_1||£(x,x)

K(Ô)= sup \ \DF(x)~ D F ( x 0)\\c{x,x)
*€Bx(*o »$)

où Bx{xo, 0) = G X  , ||x -  æ0||x ^  •
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Lem m e 0 .8 . Sous les hypothèses ci-dessus, si 2 ïK (2 ï8 ) < 1 , alors pour tout 
6 > 2jS  tel que 7 K(Ô) < 1 , l ’équation F (x ) =  0 a une solution unique x , dans 
Bx (x0J )  . En outre :

ll(D < 2 f

et

P - x |u < r r ^ ) ||i ' W |U .  V x s B ( x „ , 5 ) .

En particulier :

II* -  *o||x < 7^ •

Nous voulons appliquer ce lemme pour trouver un zéro de la fonction J-€ , dans 
un voisinage d’un point d’équilibre (p de S(t), dans les espaces X e et Y * .
Notre but dans la suite est de veriiier que les conditions du théorème sont satisfaites.

Lem m e 6.9. Il existe des constantes strictement positives c et e2 , telles que pour 
tout <p E E0 et € E (0 , c2) , on a :

(0 Ĥ foOII X . < c ( 6 + 0

(«) ll^foOllr« < c(e(3- p)/2 +  e(p" 1)/2) •

P reuv e . Puisque ¿F°(<p) =  0 , on peut écrire :

= B€[f{tp) +  G*] — B 0[f(<p) +  G0] .

On applique la proposition 6.5 avec h =  f(<p) + G* et ho =  /(y?) +  G0 et on obtient 
le résultat.

Maintenant nous voulons estimer ||(i? ^r<(^))- 1 ||jc(jr«,x«) et ll(-^^rf(v?))- 1 |U(y‘,y*) 
pour e petit . Rappelons que

D F t(u)v = v + Bt{ f ( u ) v ) .

On va se servir de l’application auxiliaire Gev € £(17% H e) D £(X% X e), avec

Gtv(v) = v + B0[f(<p)Mv).  (6.17)

P roposition  0 .1 0 . Il existe des constantes strictement positives c et e2 , telles que 
pour tout <p E Eq , G* est inversible de X e dans X e, ei

||(G>)- 1 ||/:(x«,x*) +  l l ( G y l ||/:(y«,r«) < c ,  V e 6  (0, e2) •
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P reuv e. On montre d’abord que Ge est injective.
Soit u G X* tel que

u -f B0[f'(<p)Mu] =  0 . (6.18)

On applique l’opérateur M  , et on obtient 
M u - )- Bo[f(ip)M u] =  0 .

Puisque DJ-°(<p) est injective (voir Proposition 6.3(z) ) , il résulte que 
M u  = 0 , et de (6.18) on obtient u — 0 , d’où l’injectivité .

Montrons la surjectivité. Soit v G X e donné , il faut trouver u G X e , solution 
de l’équation

u + B0[f(<p)Mu] =  v . (6.19)

Puisque D est inversible de Z2(iî) dans L2(ü) , il existe ü 6 L2(ü) , solution
de

û + Bo[f(<p) û] =  M d , c’est à dire 
û = ( D F >(<p))~1(M v)  .

On voit facilement que

u = {DF°{<p))-\Mv) + {I -  M )v  (6,20)

est la solution cherchée de l’équation (6.19) , qui appartient à l’espace L2(Q). Puisque 
v G X e et Bo[f(ip)M  u] G fT1(iî) , il résulte de (6.19) que u G X e. De (6.20), il 
s’ensuit que

IMUa(O) < cIMU3(<?) ■ (6.21)

En utilisant (6.19) et le fait que Bo G C(L2(Q,), JET1(fî)) , on obtient

IMIr* < c|M |y. . (6.22)

Il faut aussi estimer ||w||x« . Pour ce faire, on restreint les égalités (6.19) et (6.20) à 
Qi , i =  1,3. On obtient alors une inégalité analogue à (6.22) , c’est à dire :

||« i ||x /< c||vi||xt« , i = l , 3 .  (6.23),-

Si on multiplie l’inégalité (6.22) par e^-1)/2 et on y rajoute les inégalités (6.23)t et 
(6 .23)3 , on obtient

IMU* < c IM|x« • (6.24)

Les inégalités (6.22) et (6.24) finissent la preuve .

La proposition précédente nous permet de montrer :

L e m m e  6 . 1 1 .  U  e x i s t e  d e s  c o n s t a n t e s  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e s  c  e t  e2 , t e l l e s  q u e  p o u r  

t o u t  e G (0, e2) > ei pour t o u t  <p G E0 , D !F*((p) e s t  i n v e r s i b l e  d e  X e d a n s  X e e t

||(Z>.7re(y?))-1 ||Jc(x«,jr*) + ||(Z).7r£(v?))_1||Jc(y«iy«) < c .
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P r e u v e .  P u is q u e  G e e s t  in v e rs ib le  , o n  p e u t  éc r ire

D :F % > )  =  < ? „{ / +  (G ,J - ' [ C ^ ( v > )  -  <?„]} • (6 .25)

P o u r  t o u t  r  6  X £, o n  a

D  T * ( ip )v  -  G'r ( v )  =  B , [ / ' ( ? ) » ]  -  B 0{ M [ f ' ( v ) v \ }  .

I l  e s t é v id e n t  q u e

II/'OpHU^Ç) <  cll'ylliî(Q)

e t

l l^ i& L fM ^ lll^ W O  ^  > * =  !» 2 »3-

M a in te n a n t  le  C o ro lla ire  6 .6 n o u s  d o n n e

| |D F ( < p ) v  -  G%{v)\\x . <  c e ^ - ^ U r l I x .  (6 .2 6 ) '

e t

| | D ^ ( V )t. -  G ‘» | | y .  <  c(c<<-'W 2 +  e<»-'> 's ) M r . . (6 .2 6 )"

P u is q u e  l ’in v e rs e  d e  G ev  e s t  b o rn é  p a r  u n e  c o n s ta n te  in d é p e n d e n te  de  c d a n s  les 

n o rm es  d e  C ( X e, X *) e t  C ( Y e, Y-*), le  r é s u l t a t  d é s iré  s ’e n s u i t .

L e le m m e  s u iv a n t  n o u s  d o n n e  l ’u l t im e  in é g a l i t é  d o n t  n o u s  av o n s  b e so in  p o u r  

a p p liq u e r  le  T h é o r è m e  6.8 .

L e m m e  6 . 1 2 .  I l  e x i s t e  d es  c o n s ta n te s  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e s  c e t  e2 , tel les  q ue  p o u r  

t o u t  e G (0 , €2 ) , t o u t  ip G Eq e t  ipe G X e , on a le s  in é g a l i té s  s u iv a n te s  :

( t )  \ \ D F " ( r )  - D T ' ( v )\\c {x .,x -) <  c€<1->')(1+’ >)/2[1 +  H** -  d I J J I W *  -  V \\x .

( i i ) \ \ D F - ( P )  - D J * ( V ) | | r (y . ,y . ,  <  c ( l  +  | | ^  -  -  ¥>llv •

P r e u v e .  S o it  v  G X * . N o u s av o n s

D F * ( j> €)v  -  D F e(<p)v =  B e{ [ f ( j > £) -  f '{<p)]v}  •

P u is q u e  B e e s t  u n  o p é r a te u r  b o rn é  u n ifo rm é m e n t  e n  e d e  H € d a n s  X e 

( v o ir  (6 .1 0 )  ) , o n  p e u t  é c r ire

Il D F - ( P ) v  -  D r ( f ) v \ \ x . <  C ||[/'(V>‘ ) -  Î ' M M b . . (6 .27 )

Il e s t  fa c ile  d e  v o ir  q u e

Il[ f ( i ’i ) - f ( < P i ) ] v i h > { Q {) <  c [ l+ | |V ,,f -^ « |l2 i(Q t.)]||V’,f-^ | | f f H Q 0 l l^ l l^ 1(Q0 » * =  1 , 2 , 3  ,
(6 .28)
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l l l /W  -  /'(*>)Wl*< < + \ w  -  VIIÎJII^ -  f \ \ x .\\v\\x. ,
ce qui avec (6.27) montre l’inégalité (t) .

Pour montrer (i i) , on va appliquer la Proposition 6.7 avec 
^ = [f'(7l,t)~  f '{ lP)]v 9 fixé, g G (1, 2). L’inégalité (6.28) entraîne immédiatement:

Il W )  -  f 'M H v m  < c[l +  W  -  ¥-11?.] W  -  • (6-29)

D’autre part , pour i = 1,3 nous avons

<ui/ ’(«) - f'Miv,} = *+ irm  - nv>)\^ ■ («-soj
En utilisant la majoration de / ”, donnée en (1.7), et l’inégalité de Hôlder avec les 
exposants Çi , 2 , qi , où qi sera choisi de sorte que
- =  - +  i  +  - , o n  obtient
9 91 1 2 4x»

l l /”W ) « » < « | H  IIV-* -  *>11W  -  (P lM M Ii" , » =  1,3 . (6.31)

De même, nous avons

Il[f'O’i) -  f ' ( (Pi)]dv»vi\\L'iQi) < cc[l  + ||^ ‘ -  plly.lHV’* -  p||y«|M|y. , i =  1,3 .
(6.32)

De la Proposition 6.7 et de (6.29) - (6.32) on obtient l’assertion (ii) .

On énonce maintenant le résultat principal de cette section .

T héorèm e 6.13. Il existe des constantes strictement positives c , 60 et e2 > telles 
que pour tout e G (0, e2) et tout <p £ E q , il existe dans l ’ensemble 
B y ‘(<p , 80) =  {v G Y* , ||u — V’Hy* < ^o} > un point d ’équilibre unique du semigroupe 
S£ , noté par ip* . Ce point d ’équilibre est hyperbolique.
En outre on a :

(i) ||y>* -  ¥>||y« < c(e(3_p)/2 + e(p-1)/2)

(ii) ||tpi -  <pi\\Xf < c (e + ep_1) , ¿ = 1 , 3 .

P reu v e . Nous appliquons le Lemme 6.8 . L’existence d’une solution unique (pe 
de l’équation J-€(<p€) — 0 dans une boule By(<p, &o) » est une conséquence directe 
des lemmes 6.8 , 6.9(ü) , 6.11 et 6.12(ü) , appliquées avec jP =  T* , X  =  Y* et 
x0 = <p .

En appliquant le même Lemme 6.8 avec F  = , X  =  X e et x0 =  <£ , on déduit 
l’existence d’une solution unique (pe , dans une boule
B x ' f a  ¿¿p-1) ^ ) / 2) , où £ est une constante indépendente de e. Nous pouvons 
appliquer le Lemme 6.8 dans ce cas, grâce à l’hypothèse (H2).
Puisque Bx*(<p, £e(p~1)(1+'>’0 /2) q By(<p, So) pour e assez petit , on obtient , par 
unicité de (pe , que ipe =  <pe , d’où le théorème .

On peut obtenir un résultat plus précis, c’est à dire que E e a exactement n# 
éléments pour e assez petit .

et en tenant compte de la définition de la norme de X f , on obtient
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Proposition  6.14. H existe une constante strictement positive e2, telle que pour 
tout e E (0, e2) , E € a exactement ue éléments.

P reu v e . Supposons qu’il existe une suite en qui converge vers 0 , avec en > 0, 
telle qu’il existe un élément uCn E E Cn qui n’est pas donné par le théorème 6.13 , 
c’est à dire

distytn (v,Cn , E0) > $0 • (6.33)

Grâce à la semicontinuité supérieure des attracteurs, et à la compacité de A . , il existe 
un élément u E A . , et une sous-suite de cn notée aussi par en pour commodité, telles 
que

d is ty n (ti£n , u) —» 0 pour n  —> + 0 0  . (6.34)

Nous allons montrer que u E E0 , ce qui va contredire (6.33) et va nous donner le 
résultat.

Nous savons que l’élément u‘n de E tn satisfait à l’égalité variationnelle

ain(u‘n , v) +  ( f (u en), v)H, +  (Ge , v)^., =  0 , V v E X e . (6.35)

Il est clair que pour tout v, E fT^iîi) , il existe v E H 1 (Ci) tel que v/Cli = Vi et 
v/Çli-i =  0 , i =  1,3.
Si on remplace cet élément v dans (6.35) et on passe à la limite pour n —» + 0 0  , on 
obtient

a0i(ui, V i)+(f(ui), Vt)r3(n,-)+(Gi , ^ ) iî(ni) =  0 > v  vi £ H ^ÎU ) , i = 1,3. (6.36)

D’autre part, si nous prennons dans (6.35) v comme étant la fonction qui s’obtient 
de V2 en prolongeant par 0 en dehors de et nous passons à la limite dans la 
relation obtenue, il vient :

a02(u2 , v2) + ( f ( u2) , v2)i2(n2> + = 0 , V v2 E H l(ü 2) ,

ce qui avec l’égalité (6.36) nous donne le résultat, en tenant compte du fait que 
u E H 'iü )  .
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7 Problèmes spectraux. Cadre semiabstrait.

7.1 Préliminaires .

Partout dans les sections 7 , 8 et 9 on va considérer tp G Eq fixé , et (pe 6  E t 
donné par le Théorème 6.13 .

On définit l’opérateur Ct : D(At) —► He pax

Ctv = AfV -f f'(<pe)v , (7.1)

et on pose à =  ̂min{l, a} .

P roposition  7.1. U existe 7  > 0 , tel que pour tout 7  > 7  on a :

(Cev + ~fv, v)H. > âHvll^. , V v G D(At) .

P reu v e  . En utilisant la majoration (1 .6 ) de / ' ,  on obtient

I ( f ’(<P€) v , v)B;\ ^ S  /  c i1 + ItfP] N * M + eP_1 t  Ct1 + I^T1] H * 1̂21 •

Nous utilisons l’inégalité de Hôlder avec les exposants 4 , 4 , 2 , et ensuite le fait que 
les fonctions ip\ sont bornées dans la norme de H x(Qî) , uniformément en e , pour 
i = 1,2,3 . On obtient

ü)ff«| < IMIjTitQolMUnQO + 
t ^ 2  

 ̂“IMI** + ‘
En utilisant la coercivité de ac, on déduit de l’inégalité ci-dessus que

{Cev , v ) H. > à \ \ v \ \ \ . - ^ \ \ v \ \ \ . .

On peut prendre 7  =  ^  , et on obtient le résultat .

Dans la suite , nous fixons un nombre réel 7  , tel que 7  > max{ 7  , | | / ,(¥,)||L~(n)}, 
où 7  est donnée pax la Proposition 7.1 .
Nous introduisons l’opérateur Ot , défini pax

Oev = Cev -f- 7  v , VvÇ. D(At ) .  (7.2)

Il résulte du choix de 7  que Oc satisfait à :

(Ofv , v)H' > â||v||x* , V v e D ( A e ) .  (7.3)
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L’opérateur Ot est strictement positif, autoadjoint et inversible. Notons 
Be € C(He , X e) l’inverse de Oe. De (7.3), il s’ensuit directement que

||-B£|U(i?«,x«) < c (7.4)

et donc B e : H* —* H € est compact.
On définit également les opérateurs Co , Coi , i =  1,3 , O0 et O0{ , i = 1,3 par 

C q v  = A q v  + f{<p)v ( respectivement C o iV i  = A 0i V{ +  f ( < p i ) v i  , i  = 1,3) (7.5)

et
O0v =  C0v +  7 v ( respectivement O0»Vi =  CoiVi +  7 ^  , i =  1,3) . 

L’opérateur Oq est inversible, d’inverse noté JB0-
Rappelons que, si h € £ 2(il), alors v = i?oh est la solution du système :

-j-^vi(9 idvivi) + a v i + f ' iv ù v i  +  7 vi =  dans il,-
< * (7.6)
„ dVlVi =  0 sur dfti

pour i =  1 ,3 , et

~ j;d Vl(g2dViv2) + a v 2 + f(<p2)v2 -f -yv2 =  h2 dans il2

(7.7)
k v2(a) =  fi(o) et v2(b) = v3(b) .

On va aussi définir Boihi pour i =  1,3 , comme étant la solution de (7.6) .
Il est évident que

(È0h)i =  Èoihi , i =  l,3 .
Pour résoudre (7.7), on utilise toujours le changement de fonction inconnue
V2 =  v2 +  7?.(ui,u3) et on obtient la proposition suivante , qui est l’analogue de la
proposition 6 .2 :

P roposition  7.2.
(i) ê 0i E C (L 2(üi), H 2(Çli)) p o u ii  =  1,3 .
(ii) Il existe une constante c > 0 tel que pour tout h G L2(il) on a :

I K ^ o ^ ) » I l < c||/i||£î(n) pour i  =  1,2,3 .

(iii) Pour tout cr G [0, | )  nous avons : ê 0 G C (L2(Ü), if*(il)) .

De la proposition 7.2, il s’ensuit que les opérateurs È 0 : L2(il) —» L2(il) et 
Boi : L2(fli) —* L2(Çli) sont compacts .
Nous aurons besoin dans la suite d’un résultat analogue à celui de la Proposition 
6.5.
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Proposition  7.3. Pour tout g E (1, -foo) , il existe des constantes strictement 
positives cq et eq , telles que pour tout h E L2(Q)f)Lq(Q) et tout h0 E i/2(iî)nL 9(0), 
on a :

\\êek — ¿o^o||y« 5: cq i^ 1 11̂* ~ ^0»||i5(<?,) + ||^2 — ^02||l,ï(Q2)
i* 2

+  ( £<1- l ) / 2  +  £( 3 -p ) /2 ) | | fc(, | |£ l ( n ) ] .

P reuve. On remarque que u£ = Beh satisfait à, l’égalité variationnelle

àe(u£ ,v )  = (h, v)h< , V v E X e , (7.8)

où â£ est la forme bilineaire

àt(u, v) =  a{(u, v) + (f'(<p‘)u  + j u ,  v)B, , Vti ,v E X* . (7.9)
9

On note u =  Boho et wf = u i — u. L’élément we satisfait à

â4(tZ;f, v) = ( h - h 0, v)H, + ]£  /  9i 2/2 dv2vi + eP_1 f  92 V2 dVlu2 dn v2
1 i?2 Qt

- ep~1dVlu2{b)(M2v2)(b) + e ^ 1 dVlu2(a)(M2v2)(a)~

- ( [ f ' M  ~  /'(¥>)]«» v ) h < » V v E X * .  (7.10)y

On remplace v par w€ dans (7.10). Les cinq premiers termes du membre de droite 
de (7.10) sont majorés comme en (6.12) et (6.13) .
On voit facilement que

\ f Q [ f ' ( <Pi )  ~  ^  CM  -  » * =  1, 2 , 3 .

On utilise les majorations de (pe — <p données dans le Théorème 6.13 , et le fait que 
B q E £(X2( f î) , J3’1(iî)) , et on obtient

I X) L  [ f ' i t i )  ~ Üi + eP_1 /  l / V  2) -  f 'M ] * *  ™2 I <

< V\\ü€\\x< +  S ( e2 + ¿2p-2)||^o||i,2(n) , V 77 > 0 .

En prenant 77 assez petit et en utilisant la coercivité (7.3) de ôe, on obtient une 
estimation dans X e. En divisant par on trouve la majoration recherchée.

Maintenant nous introduisons une famille auxiliaire d’espaces. Pour tout 
q E [1, + 0 0 ) , nous posons :
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Z* = {v : Q IR. tel que v = v o 8 , v £ Ŵ 1,9(Q£)} 
munis de la norme

IMI*{ = ¿ IM I*; .
» = 1

où

IN U * = IN IwMQO + » * = 1,3

et

IMUj, =  IM|w".«(<?2) + — IÎ 1îiv2|Uî((32) •

On remarque que pour q =  2 , Zq est égal à Y e .
On remarque aussi que Wrl,,(Qt-) s’injecte continûment dans L 2(Qi)  , pour tout 

q - L
Le corollaire suivant est une conséquence directe du corollaire 6.6(ü), 

des propositions 6.7 et 7.3 ( où on pose h0 = M h  ), et du fait que Bo G £(L2(iî), JET1(iî)).

Corollaire 7.4. Pour tout q G (1, +oo) , il existe des constantes cq > 0 et e, > 0, 
telles que pour tout h G Z* et e G (0, eq) , on a ;

(0 IIB .h -  è 0(M  fc)||y. < ^(cCp-x)/* + ¿ 3~ ^ 2)\\h\\z .

(ii) \\Bth\\Y‘ < CglWlzj

(tu) ||Bch -  B0(Mh)\\y.  < cq( t ^ 2 + ¿ 3- ^ 2)\\h\\z .

(il)) ||i?efc||y« < C,||/l||z« .

7.2 Valeurs propres de C e , Cq , A € , A q .

Les preuves de tous les résultats de ce paragraphe, sauf le lemme 7.7, s’inspirent 
du travail de Haie, Raugel ( [11] , Section 3 ). Voir aussi Kato ( [18] ).
On va donner deux lemmes qui sont très importants pour la caractérisation des 
valeurs propres de Bf et Be .

Lem m e 7.5. Pour tout q G (1, 2] , et pour tout compact K  dans l ’ensemble résol
vant de Bo (respectivement dans l ’ensemble résolvant de Bo ) , avec 0 0 K , il existe 
des constantes strictement positives cjc,q et CK,q , telles que pour tout e G (0, eic,q), 
on a:

(i) sup ||(AI  — BoM )-i \\c{z<,zï) < cK,q
À Ç Ü l"

( respectivement
sup ||(AI -  BoM)~x\\C(Zt < cK<q )
\ Ç K  9 *
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(™) s u p  II (A I  -  ê c) 1 | | c ( z * Z j)  <  CKtq
x e K  *

( respectivement
sup ||(A J  -  B tY 'W c^. Z<) < cK,q ) 
xeK 1 9

(iii) sup ||(A J  -  B , ) - 1 -  (AI  -  ÈoM Y'W cv. z,) < cKa{ & - W  +  e<3-'>/*) 
x e K  ’

( respectivement

sup ||(AI -  B ,) -1 -  (A /  -  BoM)->|U(Z.,Zi) <  cK„(é’- W  +  ¿ ‘-’V*) ) .
XeK

P reu v e . On fait la démonstration dans le cas des opérateurs B{ et Bq seulement, 
celle pour les opérateurs Bt et B0 étant semblable.
Il existe une constante c^x , telle que pour tout À 6  i f  on a

|| (A  J  -  ¿?o)- 1 |U (£ 2 (n ) , i2 (n ) )  <  c i k  • ( 7 - H )

Pour montrer que X I — È qM  : Z* —t Z* est inversible , on procède comme dans la 
Proposition 6 .10 .
Pour ¡’injectivité , on considère un élément u de Z €q satisfaisant à

A u — è 0 M  u = 0 .

Alors en appliquant l’opérateur M  et en utilisant le fait que AI  — B q est injective , 
on déduit que M u  = 0 et ensuite que u = 0 .
Démontrons la surjectivité. Soit v E Z ‘ , nous cherchons une solution de l’équation

X u -  È0M u  = v . (7.12)

On observe que

u = ( X I - ê o ) - \ M v )  + \ ( v - M v )  (7.13)
A

est la solution cherchée .
Nous utilisons la propriété (7.11) pour déduire que

IMU>(<?) <  c2jr||t;| |£3(Q).

Puisque Èo E jC(L2(Q) , I I 1 (SI)) , il vient

\\ê0M  u\\hi(çI) < C3ic|M|l,2(Q) •

De cette inégalité et de (7.12) , il s’ensuit enfin que

IM Iz j  <  cjr||t>||z« .
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AI - ê t =  AI - ê 0M - { ê e- ê 0M) = (XI — ê 0M )[I — (X I — ÈoM)-1 -(Èt — ê 0M )].

La propriété (ii) est alors une conséquence directe de cette égalitée , de (i) et du 
Corollaire 7.4(z) .

Pour obtenir (iii) on utilise le fait que

{ X I -  4 ) - 1 - { X I -  êoM )-1 = (AI  -  ê t) -1 • (Êe -  êoM) • (A I -  ÈoM)-1 , 

les propriétés (t) et (ii) et le Corollaire 7.4(i).

Lemme 7.6. Il existe un compact K * tel que pour tout q G (1, 2] , il existe deux 
constantes strictement positives cq et eq , telles que si U* = C\K* et e £ (0, eq) , on 
a :

(i) sup ||(AI  -  BoMY'WctZ' z .) < c,
\eu> * *

( respectivement
sup ||(AI  -  BoM)-l \\ciZ',Z‘) < c, )
\çv * *

(«) sup \\(XI  ~  Bt)- l \\c{z ‘,zf, < c,
\ Ç U -  * *

( respectivement
sup ||(AJ — Bt)~l \\c(z<,z‘) < c q ) 
aeu- * *

(m) sup ||(A J  -  5 ,)“1 - { X I -  è o M ^ W c ^ Z i)  < CB(e(p- 1)/2 + ¿*~p)/2)
\£U* * *

( respectivement

sup ||(A7 — B0 " 1 - ( X I -  BqM)~1]\ c{Z',z<) < + ê-2- ^ 2) ) .
A eu*

La démonstration est tout à fait analogue à celle du Lemme 7.5 . Il faut seulement 
remarquer que , puisque B$ est un opérateur borné , on peut trouver un compact 
K* et une constante c > 0 , tels que :

A - i  1 ||(A J  -  B0) ||>c(£2(n),£3(n) <

pour tout A G U* = C\K* .

Pour montrer (ü )  , on procède comme au lemme 6.11 . On écrit :
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On va définir un nouvel opérateur Bq2 € £(L2(f i) , L2(Çl)) par v2 = Bo2h2 si et 
seulement si v2 est la solution du problème de Dirichlet homogène

--jzdyAfrdvxVî) + û «2 +  f(<P2)v2 + 7^ 2  =  h2 dans fî2
(7.14)

„ v2(a) =  v2(b) =  0 .

Grâce au choix de 7  , ¿ 02^2 est bien défini .
On a évidemment

||J3(»||£ra(na) <  c ll^2||jta(0a) • (7.15)

De la même manière , on définit l’opérateur B 02 € C(L2(Cl) , L2(Cl)) par v2 = B 02h2 

si et seulement si v2 est la solution du problème de Dirichlet homogène

— j:9Vl(g2dVlv2) +  a v 2 = h2 dans fl2

(7.16)
k v 2(a) =  v2(b) — 0 .

De même ,

||-5o2||H2(n2) < C ||^2 ||£»(Oa) • (7-17)

Le lemme qui suit caractérise les valeurs propres de È q et B0 .

Lemme 7.7.

v p ( ê 0) = v p { ê  01) u v p ( Ê 02) u v p (b 03)

et
VP(Bo) = VP(Boi) U V P(B 02) U V P (B 03) 

où V P ( 0 ) désigne l ’ensemble des valeurs propres de l ’opérateur O .

Preuve.
Soit A G V P (B 0) . Il existe une fonction u ^  0 définie sur fi , telle que 

B qU — A u =  0 .
On distingue deux cas :
Cas 1 . Si Ui 0 pour i =  1 ou i =  3 , alors étant donné que Ui satisfait à 

B o iU i  — A u, = 0 ,
alors il resuite que A est une valeur propre de B 0i pour i =  1 ou i =  3 .
Cas 2 . Si Ui = u$ = 0 , alors u2 7  ̂ 0 , et u2 est un vecteur propre de Bq2 , avec
A e V P ( ê 02) .
Pour montrer l’inclusion dans l’autre sens , supposons d’abord que A G V P(B 02). 
Alors il existe U 2 G ^ ¿ (^ 2) , «2 ^  0 , tel que 

B 02u 2 — A u2 — 0 .
Alors il est evident que la fonction u définie sur fi , telle que u/Cl2 =  u2 et u/Sli = 0 
pour i = 1,3 , satisfait à

B qu — Xu  =  0 , ce qui entrainne A G VP(B q) .
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Supposons maintenant que A G VP(Boi) , avec i =  1 ou i = 3 .
Donc X I — Boi n ’est pas injective , et de l’alternative de Fredliolm il resuite que 
X I — Bai n ’est pas surjective de L2(Sli) dans £ 2(fït) (parce que A ^  0 et Boi est 
compacte de £ 2(il;) dans 2/2(il,-) ) , donc X I — Bq n’est pas surjective de L2(Çî) dans 
L2{Ü) .
Puisque Bq est compacte de L2(Çl) dans L2(£l) , l’alternative de Fredliolm nous dit 
que X I  — Bo n ’est pas injective , donc A € VP(Bq) •
La preuve est identique pour Bo .

Puisque Boi sont des opérateurs autoadjoints , définis positifs et compacts sur 
Hoi , i =  1 , 2 ,3 , V P ( B o i )  consiste en une suite de valeurs propres réelles , positives 
, qui tend vers 0 , et la même propriété est vraie pour V P ( B o i )  . On a alors :

VP(êoi) =  {Â? ; n  =  1 , 2 ,...} où X} > À? > . . . - *  0 .

et
VP(Boi) = {fi? ; n  =  1,2,...} où fi] > ¡l2 > ... —► 0 .

Du lemme 7.7 il résulte que VP(Bo) est aussi une suite de valeurs propres réelles, 
positives, qui tend vers 0 :

V P ( ê o) = {Ân ; n = 1,2,...} où Â1 > À2 > ... -* 0 ,

et de même

VP(Bo) = {/xn ; n =  1 , 2 ,...} où /21 >  p,2 > . . . —► 0 .

Il est évident que A G VP(C'o) si et seulement si (A + 7 ) -1  G VP(Bo) . Donc VP(C0) 
est une suite des valeurs propres réelles , qui tend vers + 0 0  :

VP(C0) — {An =  ^ —  7  , Ân G ^P(Bo)} •
An

De même , fi G VP(Ao) si et seulement si /i-1 G V P (B 0) . Donc VP(Ao) est une 
suite des valeurs propres réelles positives, qui tend vers + 0 0  :

V P ( A o )  =  { / i” =  i  . Î ” €  V P { B 0) }  .

Puisque B q et B q sont des opérateurs compacts , on peut affirmer que 
<r(èo)\{0} =  V P {ê 0) et <r{Bo)\{0} =  V P (B 0)

( où on désigne en général par cr(O) le spectre de l’opérateur O ).
Puisque BoM : L2(Q) —» L2(Q) est compact et A ^  0 est valeur propre de BqM si 
et seulement si A est valeur propre de B0 , nous avons 

a {ê oM ) \ { 0} =  VP(êo)  .
De même
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a(BoM ) \{ 0} = VP(Bo) , cr(È() \{ 0} = V P (È e) et a{Bt) \ { 0} = VP(Bt).

mm *
Soit A une valeur propre de Bq .

On introduit d’une manière classique l’opérateur de projection suivant dans L2(ü) 
(voir [18]) :
On considère dans le plan complexe le disque de centre Xk et rayon i/fe, B(Xk , i/*), 
avec i/* assez petit , de sorte que

0 g B(Xk , uk) et B(Xk , uk) n <r(B0) = {Âfc} .
On pose pour tout u G L2(£l) :

Po{Xk) u = ^ ~ .  í  {XI -  J50)_1uàA , (7.18)
¿t'KX J -y *

où 7 fe =  dB(Xk , vk) .
Il est bien connu que Po(Xk) G C(L2(Ü), L2(ü)) est une projection, et que 

P0(Xk)L2(Çl) est un sous-espace de dimension finie .
On définit aussi l’opérateur lineaire :

Vc(\k) ■■ L2(Q) -  L \Q )

par la relation :

Í>0(Xk)u=  - L  f  ( X I - ê o M ) ~ ludX . (7.19)
¿t'KX J-y*

Proposition  7.8.
Vo{Xk)u = P0(Xk)M u  , \ / u e L 2(Q ).

P reuve. Si A G 7 fc , alors

( X I -  ê 0 M)~lu =  (XI -  B0)~1M u +  i ( u  - M u ) .
A

Puisque 7 fc n’entoure pas le point 0 , nous avons 
fjk ^(ti — M u ) dX = 0 , d’où le résultat .

On définit ensuite pour tout q G (1,2] , l’opérateur lineaire
A(Â») 6 C(z; , ZJ) :

A(Â*)« =  [  ( M - Ê . r ' u i X  . (7.20)
2 t t î  J 7*

De manière analogue, on définit pour toute valeur propre p,k de B 0 , la projection

i>o(£*> = /  ( X I - B o ^ v d X  (7.21)
2/K X  J 'y *

avec 7 * = dB(p,k,v k) , où vk est choisit de sorte que
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0 £ B(p.k , vk) et B(fik , vk) H <t(jBo) = {/ik} .
Po(jik)L2(il) est un sous-espace de dimension finie dk .

On introduit aussi l’opérateur Vo(p.k) E C(L2(Q) , L2(Q )) :

V0(jik)v =  - —. [  { X I - B 0 M)"1* dX (7.22)
2 tti J 7fc

et on montre que
V0(ÏLk)v =  P0(iik) M v , V v E  L2(Q). (7.23)

On définit aussi, pour tout q E (1,2] , l’opérateur Pe(iik) € £(Z *, Z ‘) par

Pe(jik)v = !  ( X I -  Bt)~lvdX . (7.24)
1/KX J 7*

Comme conséquence immédiate du Lemme 7.5 , on a le résultat suivant :

Lemme 7.9. Pour tout q E (1, 2] et k E IN , il existe des constantes cq>k > 0 et 
tg.fc > 0 , telles que pour tout e E (0, e9l*) on a :

(*) ll^o(Âfc)M||£(2r.,z*) <  Cq.k

( respectivement ||Po(Afc) M\\C(Z‘,z>) < Cq,k )

(*0 llA(Âfc)|Lc(*«,z«) ^

( respectivement \\Pt(^)\\c{z*,z-) < )

(iii) | | A ( Â fc) -  P0(Xk) MWctZ'.Z') < cq,k(^P~1)/2 + ¿ 3~P)/2)

( respectivement

IlP.(i‘) -  + £(3-p)/i) ) •

Du Lemme 7.5(i) , il vient immédiatement que Vo(Xk) E C(Z* , Z ‘).

D’autre part, P0(Xk)L2(Q,) C jH’1(î2). En effet, si v est dans Po(Âfc)£2( i ï ) , il existe un 
nombre entier dv > 1 tel que (Àfc I  — Bo)** v — 0 ; puisque Êo E C(L2(Ü) , fP^ÎÎ)), 
ceci entraîne que v est dans H 1 (il).

Et donc

Po(Xk) (W ^ (n ) )  C Po(Xk)(M Z‘q) C Po(Xk)(L2(ü)) =

=  Po(Xk)2(L2(Sì)) C PoCX^H^Ü) C P0( \ h) ( W lA(i l) ) ,
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ce qui entraîne que P0(Xk) ( M  Zq) =  P0(Xk) (L2(Çl)).

Puisque Po(\k) M Z ‘ =  V0(Xk)Z* , on a :

De manière analogue, on montre que

dimVo(fik)Z* = dk .

P roposition  7.10. Il existe une constante strictement positive ek , telle que pour 
tout e E (0, Cfc) on a :

(*) dimPe( \ k)Z ‘q = dimT0(Xk)Zcq =  dk

(ii) dimP€(ÏLk)Z€q = dimV0(iik)Zcq = dk .

P reu v e  . La preuve se fait exactement comme dans le Théorème 3.3 de [11] , 
en prenant

n k =  [P((xk) -  v 0(xk)}2 .

Proposition  7.11 . Il existe une constante strictement positive Ck , telle que pour 
tout e E (0, €k) , il existe une base orthonormale pour Pf (Xk)Ye , et de
plus P0( \ k)M $ l , . . . P0(Xk)M $ jk est une base pour P0(Xk)M Y t .
De m êm e, il existe une base orthonormale , . .  . pour Pe(jik)Y € , et P0(fik)M $l 
, . . . Po(jik)M $ tk est une base pour Po(fik)M Y c .

P reu v e . On remarque d’abord que Y e peut être considéré comme un espace de 
Hilbert , avec le produit scalaire

3

(•u, v )Y• =  dviv')v{Qi)
i=l

En utilisant le procédé d’orthogonaJisation de Schmidt, on peut construire une base 
orthonormale , . . . $*k dans Y € pour Pe( \ k)Y t .

Démontrons par l’absurde que P0( \ k)M $l  , . . . P0(Xk)M $ jk est une base pour 
P0(Xk)M Y e .
Soit fil > • • • E M  , tels que

¿ /? ?  =  1 et Y,t3iPQ(Xk)M $i = 0 .
3=1 j=l

dim'Po(Xk)Z * = dk . (7.25)
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E  P M  + E f t  IÂ>(Â‘ )M -  A (â‘ )] 4; =  o .
3=1 j=l

Il résulte que

Mais

|IEA*il|y. = l,
¿=1

tandis que le Lemme 7.9(iii) nous donne

||[P0(Âfc)M  -  PÉ(Âfc) ] ^ | |y . < cfcto-1)/2 +  e(3-p)/2] , 

ce qui est une contradiction .
La deuxième partie de la proposition se démontré de même.

Le théorème qui suit nous donne la convergence des valeurs propres des opéra
teurs en e vers les valeurs propres des opérateurs limite.

T héorèm e 7.12. Pour tout e G (0, e*) avec £fc donné dans la Proposition 7.11 , 
si \ kj , avec j  = 1 , . . .  dk sont les valeurs propres de B t dans B (Afc, vk) , alors 

Xkj —» Xk pour e —> 0 , j  = 1 , . . . dfc.
De même , si jxk̂  , avec j  = 1 , . . .  dk sont les valeurs propres de B c dans B(Jik, uk), 
alors fikj —» }ik pour e —» 0 , j  = 1 , . . . dk .

P reu v e . On procède comme dans le Théorème 3.4 et Corollaire 3.5 de [11].
La Proposition 7.11 nous dit que

4 * :  = I a v e c  c'j € IR
i=l

Ct

È0(Pa( \ k) M i \ )  =  £  c%(Pa( \ h)M Î i)  , avec c?. € M .
3=1

Les relations précédentes peuvent s’écrire sous la forme vectorielle suivante :

è A  =  c e$ t (7.26)

et
B 0(Po{\k)M $ e) = C°{P0{Xk)M $ e) , (7.27)

où C£ = (c j,.)^  .<Jk et C° =  (c?-)i<t,j<d>> son* ^es matrices carées.
La seule valeur propre de la matrice C° est Xk .

Pour montrer la proposition , il suffit de montrer que c\- —> ĉ - , pour c —* 0 .
De la relation (7.27) on tire

(7.28)
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Si on note par £° la matrice dont les elements sont de la forme

«J = (p„(Â‘ )Jii4:),(A,(Â‘ )M i;)T) y.

alors on observe facilement en utilisant le Lemme 7.9 que

Sa -  e* =  0 {& -W  + ¿Z~*V2) .

On déduit que la matrice £° est inversible , avec

||(£°)-1|| <  ^ , pour e assez petit .
¿i

On obtient facilement de (7.28) que

IICII < c . (7-29)

où c est une constante qui ne dépends pas de e .
De (7.26) et (7.27) on tire

( C ' * - C ,0) ê a =  C ,0[Po(Âfc) M ê e - é <] +  é < [ ê <- P o ( Â * ) M ê <] +  ( £ e - . ê o ) ( P o ( Â fe) M $ t ) , 

ou encore ,

c- - c° = c° (p„(â‘ )m 4, -  4 . ,  ÎJ)Y1 +  (ê. [4, -  p0(Â‘ )Af#,), 4 f ) y. +

+ ((B,-Bo)[A (Â ‘ )J l i4 ,] ,4 f )y< .

Puisque de (7.29) la matrice C° est bornée , le Lemme 7.9 (i) et (iii) et le Corollaire 
7.4 (i) et (ii) avec q =  2 , nous donnent le résultat.
La deuxième partie du théorème se démontre de même.

L’hypothèse (H3) nous dit que 0 ^  VP(Co) .
Notons pax m  le nombre des éléments de VP(C q) , qui sont négatifs. Alors on a

—7  <  A1 <  A2 <  .. <  Am <  0 <  Am+1 <  Am+2 <  ...

Proposition  7.13. Pour tout 7/ > 0 assez petit , il existe un e,, > 0 , tel que pour 
tout e G (0, ev) , l ’ensemble des valeurs propres V P (B t ) peut être écrit comme la 
réunion de deux ensembles disjoints , non vides :

v p { ê t ) =  v p t â )  u v p 2(b €) ,

OÙ

- v , * 1 + v )

78

V■Pi B e C Ji=1



et
vp2(ê() c  (o, â^ +1 + 77) .

P reu v e . Soit dans le plan complexe €  ,

K  =  iT \{% (0>  Âm+l +  >7) U  LÇ=1£fc(V',  i,)}

un ensemble compact , où K* est le compact donné pax le Lemme 7.6 . K  satisfait 
aux conditions du Lemme 7.5 .
En appliquant ce lem m e , on obtient le résultat , en rémarquant que les valeurs 
propres de Be sont réelles .

En tennant compte du fait que A est valeur propre de Ce si et seulement si 
(A + 7 ) -1  est valeur propre de Be , on a le corollaire suivant :

Corollaire 7.14. Soit Ai = |Am < 0 et A2 =  ^Am+1 > 0 .
Il existe e2 > 0 , tel que pour tout e € (0, €2) , VP(Ct ) peut être écrit comme la, 
réunion de deux ensembles disjoints , non vides :

VP(Cf) =  V P ^C ')  U  VP2(Ce) ,

où
VPl (Ct) C [ - 7 , 2A0

et
VP2(C€) C (2A2, + 0 0 ) .

Maintenant on fixe dans le demi-plan complexe jReA > ^ , une courbe cro qui

entoure {Â1, . . Âm} .
On définit l ’opérateur lineaire

P0 : L 2(Cl) —* L2(Sl) , pax la relation

Pqv — ——: /  ( X I -  ê o ^ 'v  dX . (7.30)
J<r0

On voit facilement qu’on peut écrire
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h  =  E  A (â ‘ ) .
fe=i

On définit aussi pour tout q G (1, 2] et pour e assez petit , l’opérateur lineaire 
Pe : Z* —> Z* pax la relation

P,v =  /  ( X I -  B t Y 'v  dX . (7.31)
27TÎ J<tq
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De même m
A  = E  A (*‘ ) .

jt=i

On note
m  o =  ¿1 +  • • ¿fcro 

et on a
dim PoL2(£l) =  dimP(Z * = mo .

Soit maintenant dans le demi-plan complexe ReX > |(/2n -f/tn+1 ) , une courbe fermé 
<rn qui entoure les valeurs propres ji1,. . ¡in de Bo .
On défini l’opérateur linéaire 

P0n : L2(ft) -+ L2(Ü) :

P£v = ^ ~ .  f  ( X I -  B oY 'v  dX . (7.32)
¿SKX J<rn

Il est clair que

p ;  = ê  -R.(Mfc) •
fe=i

On défini aussi pour q G (1, 2] :

P? •* ^  ,
pnv = J _  f  ( \ I  — B j - ' v  dX . (7.33)

2ê7TZ J<rn

De même , on peut écrire

K  =  Ê « ( A ‘ )-
fe=l

Il est évident que
dim PqL2(îï) =  dim P ?Z‘ =  ¿i +  ¿2 + • • ¿n •
On a un lemme analogue au Lemme 7.9 :

Lem m e 7.15. Pour tout q G (1, 2] , il existe des constantes cq > 0 et eq > 0 , telles 
que pour tout e G (0, eq) on a :

(*) P0M  £ C(Z\ , Z eq) et ||P0 M\\C(Z‘ ,z>) < cq

(«) A  € £ ( ^ 9  » ^*) et ||A||£(Z|,Z|) <  c,

( m )  || A  -  P 0 *  I k * . , * . )  <  ç , ( e ^ l >/a +  £<3- p)/2) .

Les opérateurs A  et Pen peuvent s’étendre sur H€ , puisque l’ensemble compact 
<7o ( respectivement <7n ) est inclus dans l’ensemble résolvant de B€ ( respectivement 
de Be ) .
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Puisque Be et Be sont autoadjoints , l’espace des vecteurs propres 
coincide avec l’espace des vecteurs propres généralisées , pour une valeur propre 
donnée.

On note pax Vj , j  = 1 ,2  . . . les vecteurs propres de B t qui correspondent aux 
valeurs propres Aj , j  =  1 ,2  . . . ( avec leurs multiplicités ) .

On note aussi pax Vj , j  = 1 ,2  . . . les vecteurs propres de B t qui correspondent 
aux valeurs propres ft3( , j  =  1 ,2  . . .
( avec leurs multiplicités ) .

Il est bien connu qu’on peut choisir les éléments V j  , j  = 1,2 . . .  de sorte qu’ils 
forment une base orthonormale dans Heg , et de même pour Vj , j  — 1,2 . . .  .

Il resuite alors que Pt ( respectivement Ptn ) répresente la projection orthogonale 
dans H g sur l’espace engendré par l’ensemble {t^1, .. V̂m°}
( respectivement {T̂ 1, .. V̂c2l+"d’1} ).

On peut réstreindre les définitions de P0 et Po* sur il» , i = 1 ,3 , et on définit : 
Poi E C(L2(Q,i)y i 2(iî,)) , i = 1,3

PoiVi = {P0v)i = ^~. i  (A /  -  ÈoiY'vi d \  (7.34)
¿iTT% J ctq

et aussi
PSi e C(L2(üi), L2(üi)) , » = 1,3

P&Vi =  (Pïv)i =  - L  /  (A J  -  J50i)-1Vt d \ . (7.35)
¿ilXX JcTn

Les opérateurs B0t- et Boi sont autoadjoints , donc l’espace des vecteurs propres 
coincide avec l’espace des vecteurs propres généralisées , pour une valeur propre 
donnée

A

(ce qui peut ne pas être valable pour P0 et P£ ).
On note pax V? , j  = 1 ,2  . . .  les vecteurs propres de Boi qui correspondent aux 

valeurs propres A* , j  =  1 ,2  . . . ( avec leurs multiplicités ) .
On note aussi pax V? , j  = 1 ,2  . . .  les vecteurs propres de Boi qui correspondent 

aux valeurs propres ¡1? , j  =  1 ,2  . . .
( avec leurs multiplicités ) .

Comme pour Be et B e , on peut choisir les vecteurs propres V* , j  = 1 , 2 . . .  
de sorte qu’ils forment une base orthonormale dans Hoi , et de même pour Vf , 
¿ =  1 ,2 -----

Il résulté alors que P0t- ( respectivement P<£ ) répresente la projection orthogonale 
dans Hoi sur l’espace engendre pax l’ensemble {t^1, .. V^ 10} 

respectivement {V̂ 1, .. ) , pour i — 1,3 .
A remarquer que la dimension de P0ti 2(iît) ( respectivement P^jD2(îî,) ) peut être 
inférieure à m-o (respectivement d\ +  ..dn).
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7.3 Un cas particulier

D’ici à la fin de ce travail, on va faire encore une hypothèse :
On va considérer un domaine Qe plus simple, à savoir le cas où Qe peut s’écrire 
comme la réunion de trois rectangles , c’est à dire

{SA) ?i =  52 = S3 = 1 •

Dans l ’hypothèse (H4) , l’expression de A( devient :

(A<'ü)j = n^i "I” ocD{ sur Q{ , i =  1,3
<
k {Acv)2 = - d VlVlv2 -  +  av2 sur Q2 ,

les produits scalaires (•,•)#« et (•,•)£■« coïncident, ainsi que les produits scalaires 

(•»•)ü*(n.-) et (*» *)-Hoi > i =  1»2,3.
Un calcul élémentaire nous donne :

' VP(Aoi) = {a + ( ^ Y  , € W , h  > 0} 

< yp(A o2) = {a +  ( ^ ) 2 , k2 e IN, k2 > l }  (7.36)

k VP{A0z) = {a + ( & ) 2 , k3 e k3 > 0} .

On va montrer dans la suite , qu’il existe un cas particulier dans lequel toutes les 
valeurs propres de l’opérateur Ao , à l’exception de a  , sont simples .

T héorèm e 7.10. Supposons que les rapports et sont des nombres
irrationnels .
Alors toutes les valeurs propres de Ao , à Véxception de a , sont simples , au sens 
géométrique et algébrique , c’est à dire , pour tout fi £ VP{A0) on a :

dim K er(Ao —f i l )  = 1 et Ker((Ao — n I ) 2) = Ker(Ao — f i I ) .

P reu v e  . Soit fi une valeur propre de A 0 .
Supposons d’abord que fi € VP(Aoi)\{o:} , c’est à dire 

¡i =  a  +  ( ^ - ) 2 , avec ki € N  , ki > 1 .
Les vecteurs propres w de A q qui correspondent à fi , satisfont à l’égalité

A0w — fiw = 0 . (7.37)

Si on réstreint (7.37) à ÎÎ3 , on obtient 
A 03W3 — /¿tu3 =  0 , ce qui nous donne

puisque fi ne peut pas être valeur propre de A 0z-

w3 =  0 (7.38)
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La restriction wi de w sur iîi est nécessairement de la forme

wi(yi) = e cos » avec e ^ * (7.39)

La restriction w2 de w sur ÎI2 satisfait à l’équation différentielle

W2” (~o~) W2 = °’ 

donc w2 est nécessairement de la forme

w2(yi) =  (3i cos — (î/i -  a) +  fi2 sin —  (yx -  a) , 
a a

où /?i et /?2 sont des nombres réels qui sont à determiner des conditions de continuité

w2(a) =  tüi(a) =  e cos kxir

w2(b) =  w3(b) = 0 .

Puisque de l’hypothèse du théorème il résulte que

sin — (6 -  a) ± 0 , V kt € iV\{0> , 
a

un calcul élémentaire nous donne

■^2(2/1) =  e cos fciir*cos (yi — a) — ecos fci7r-cotg -^—(b — a) -sin (yi — a) .
a a a

(7.40)
Ceci nous montre que dimKer(Ao — f i l )  = 1 , et que tout vecteur propre w de fi 
est donné pax (7.38) - (7.40) .

Supposons maintenant que

( A o -  f i l ) 2v = 0 . (7.41)

Alors vi G K e r ( A o i - n I ) 2 , mais puisque l’opérateur A01 est autoadjoint sur L2(ili), 
alors

Ker(A01 — f i l ) 2 = Ker(Aoi — p i )  ,

et donc v-i est donné par (7.39).
De même

Ker[(A0z -  ¡ i l)2] =  Ker[{A0z - f i l ) ]  = {0} . (7.42)

La restriction v2 de v sur tl2 satisfait à l’équation différentielle

dyiV1 + (t 1) 1 V2 = 0 ’ (7-43)
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avec les conditions aux limites

v2(a) = ^ (a )  , v2{b) -  0

„ ^vmu2(a) =  ^viyivi( ° )  > ^v iv iv 2{b) =  0

( paxce qu’il faut avoir v 6 D(Al) , c’est à dire A 0v € D(Aq) ) .
Les quatres solutions linéaires indépendentes de l’équation (7.43) sont :

<p° =  c o s[^ (y i -  a)]
<pl = (Vi ~  a) c o s[^ (y x -  o)]
<P2 =  s in [^ (y i -  a)]
<P3 = (Vi -  a) s in [^ (y ! -  a)] .

Donc t>2 va s’écrire sous la forme

2̂ =  ] C æ v  ,
¿=i

où /?° , . . /33 sont des nombres réels qui sont à détérminer des conditions aux limites 
(7.44). Un calcul élémentaire nous montre que v2 est donnée aussi par l’expression 
de (7.40), ce qui finit la démonstration du théorème dans ce cas.

Supposons maintenant que fi G V P(A q2) , c’est à dire

H =  a +  avec k2 G iZV\{0} .

On voit facilement que w £ Ker (Ao — fil)  si et seulement si
W i  =  0
w3 =  0
w2 = e sin[^^(yi — a)] , avec e € IR ■

On voit aussi immédiatement que 
Ker  [(Ao — f i l ) 2] — Ker  (Ao — f i l )  

paxce que A02 est un opérateur autoadjoint , ce qui finit la preuve du théorème.

(7.44)
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Dans les sections 8 et 9 on fera les deux hypothèses supplémentaires suivantes:
(H5) j>G (1,2) 
et
(H 6 ) /  G CZ(R) , et de plus , il existe c > 0 et 73 > 0 , telles que

| / (3)( s )l ^  c i 1 +  NI7*) » Vs €  R  .
L’hypothèse (H 8 ) n ’est guère restrictive .

8 . 1  L ’e x i s t e n c e  d ’u n e  v a r i é t é  i n s t a b l e  l o c a l e  p o u r  l e  s e m i -  

g r o u p e  S £ .

Dans cette section , on va montrer l’existence d’une variété instable locale du 
semigroupe S e , dans un voisinage Ue de <pt dans l’espace Y t , contenant une boule 
de centre <pe et de rayon indépendant de e .

8.1.1 Notations et résultats préliminaires .

Soit <pe G E * et ue(t) =  Se(t)ul. On écrit ue(t) =  <pe +  we(t) , où we satisfait à

^  +  Ctw* = Fe(w<) , (8 .1)

où Cc est défini dans (7.1) , et où on a noté

Fe(w‘) =  -/(*>« + w*) +  +  / V K  . (8.2)

On aura besoin dans la suite des inégalités suivantes :

P roposition  8.1. H existe u ne constante positive c , telle que

(*) \\e~c,t(I -  Ami*. < c(1 + , v „ € H* , v t > 0 

(ii)
IIe C7o,‘i( i ' - i 3o»)^llH1(ni) ^  c ( l+ t  1/2)e 2Ajt||v»||i2(n,) , G L2(üi) , V t > 0 , i = 1,3

(iii) 1|e—C7oitjPotVt||s'i(n,) < ce- 2Alt||v*||ia(nf) , V v{ € L2(ÎU) , V t < 0 , i =  1,3.

La preuve est classique. Pour (i ) on décompose v G H e sous la forme

» = f > ,  V’)B.V> .
3= 1

On écrit
e~CttVj = e~xitV j

( puisque CeVj =  \{V j  ) , et on utilise le fait que Pev =  Y??=i(v ’ •
De même pour (ii) et pour (iii).

On rappèlle le résultat suivant donné dans [9] :
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Proposition  8.2. Il existe une constante positive c , telle que pour tout v £ 
W1,1̂ )  où Q = [â, b] x (0, 1) , ou a

IM U2(<5) ^  c [IMIl ‘ (<5)+ II^vï't>l!xi(0)]1/2[llu llr i (<5) +  •

Pour montrer l’existence d’une variété instable locale , nous aurons besoin d’une 
estimations plus forte que celle de la Proposition 8.1(i) , c’est à dire d’une estimation 
dans la norme de Y * .

Lem m e 8.3. Pour tout q > 1 il existe des constantes strictement positives cq et 
Mq , telles que pour tout h £ Z‘ et e £ (0, eq) , nous avons:

(i) \\e~Ctt( I -  P€)h\\Y' < M qe-K̂ ( l  + t -^)\ \h\\z . , V i > 0

(n) W e -^ P M r ' < M ^ W h W z .  , V t < 0.

P reuve.
(t) Soit ue(t) = e~c,t(I  — P()h . On peut considérer uf comme étant la solution du 
problème

i "f" CtU* = 0 , pour t > 0
(8.3)

. “‘(°) =  i1 ~ P<)h ■
Comme on l’a déjà fait plusieurs fois , nous comparons u* avec une fonction définie 
sur iî .
Soit Ui , i = 1,3 , la solution du problème

+ CoiUi =  0 , pour t > 0
(8.4) 

I. Uj(0) =  ( I -  ,
c’est-à-dire

Ui(t) =  e~Coit(I  — Poi)Mihi , t = 1,3 .
Nous posons aussi u2(t) = 'R.(u\(t), uz(t)) ,
et donc nous obtenons u(t) £ , telle que u(t)/ü i = îi,(i) , i = 1,2,3 , V t > 0.
Nous introduisons la fonction û(t) =  (7 — Pe)u(t) .

La démonstration du théorème comporte 3 étapes :
P rem ière  é tap e  : Majoration de û .
Puisque Poi E £ (L 2(il{), Z2(f^)) , nous avons

||(I -  Poi)Mihi\\Li(ai) < c ||Ml*(q.-) > * =  1,3 , (8.5)

et la proposition 8.1(n) nous donne

ll'“i(i )fi-H'i(ni) < c(l + t~1/2)e~2A3t\\h\\L2̂ Q) , i =  1,3 . (8.6)

Rfi
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Le fait que TL G £ (H 1(iîi) x H 1(£lz) , -ET^f^)) , nous donne

WOlljno» < c(l + . (8-7)

et finalement, on peut appliquer le Lemme 7.15(ii) avec q =  2 , pour déduire

I K O l I r *  <  c C I +  î - ^ V ^ I H I ^ q ) ,  V f  >  0  . ( 8 . 8 )

D eu x ièm e é ta p e  : L’équation satisfaite par ue — û .
H est facile de voir que u 2(t) satisfait à l’équation

~  dVlVlu2 + a u 2 +f'(<p2)u2 = a , (8.9)

OÙ

<r(yi) = p,-LdXiU i{2 a -y i ) - p 1”u l { 2 a - y l ) + [f,{<p2{ y i ) ) - f { < p i ( 2 a -y i )))plui ( 2 a - y i )

+Pzdxlu3(2b-y l ) - p 3nuz(2b-yi)+[f(<p2(y1) ) - f ( ( p 3(2 b -y 1))]p3u3(2 b -y l ) . (8.10) 

On voit immédiatement que pour tout t > 0 , u (t) G H 2 (Cl) et

dVlu(0, t) =  dVlu(a, t) =  dVlu(b, t) = ôVlti( l, t) =  0 ,

et donc u(t)  G D (At) = D(Ct) (on utilise ici d’une manière essentielle le fait que gi 
sont des constantes sur iîj , i =  1,2,3 ).
De (8.4) et (8.9) on déduit que u(t) satisfait à :

r ft +ctU = H 
(8.11)

[ u(0) =  u°

où
[f 'iv i)  -  f ' M ] ^  sur Q» , I =  1,3 

H  =  •{ (8.12)

k a  +  [ f ' iv l)  -  f ' i v 2 >1̂ 2 sur Q2

et
( /  -  P0i)Mihi sur Qi , t =  1,3 

u° =  (8.13)
 ̂ — Poi)M1h1, (J — Po3)M 3h3] sur Q2 .

A A

On applique /  — Pt à (8.11) , et puisque Pe commute avec Ce , on obtient

r §  + ceù = (i-Pe)H
< (8.14)

k tt(0) =  (I  -  P.)«° •

87

(8.7)t~l 2)e
■2À 2t

* ?)

du;
dt



r ^  + Ctw< = - ( I  -  Pt )H
<

, ffi*(0) =  ( I  -  P,)(h -  u°) ,

ce qui entraîne

w€(t) =  e~Ctt{I -  Pt ){h -  u°) -  f  e“c '(t_*)(J -  A )ff ( i)  ¿5 • (8.15)
J o

T roisièm e é ta p e  : Majoration de tt>£ et de u€ .
Nous voulons obtenir une majoration de l’ordre e(p-1)/2 pour we , dans X e .
De la Proposition 8.1(i) , on tire

l | e - C' V  -  Â ) ( k  -  « ° ) I U -  <  « (1  +  -  p .)fc  -  u°\\n. . (8.16)

On peut écrire

{ I - P t ) h - u °  = h -  M h  + (I  -  P0)M  h - u °  +  (~P ,h  + PoM h) . (8.17)

Si on applique la Proposition 8.2 avec Q remplacé par Qi et u remplacé par h{ — Mi hi,
i = 1,3, on obtient

~ Mihi\\L2 (Q.) < ce1/2||/it-||z«. , i = 1,3 , et donc

\ \ h - M h \ \ B. < c e ^ 2\\h\\z . .  (8.18)

De l’estimation de Pt — P0M  (voir Lemme 7.15(m) ) on déduit que

||P,h  -  PoM h\\H. <  cq (e(p -1) /2 +  e ^ ' 2)\\h\\z . . (8.19)

Finalement on a

( 0 sur Î2f , i =  1,3 
( I  -  P o ) M h - u °  =  l

k ( ( /  — Po)M h)i — u \  sur iî2 5

ce qui donne
| | ( J -  P o ) M h - u ° \ \ B< < cetr-WWhWz' . (8.20)

En tenant compte du fait que p E (1, 2) , on déduit de (8.17) à (8.20) que

ce qui avec (8.16) nous donne :

||e- c . t ( j  _  £ ) ( fc  _  uo)1(j5.€ <  Cçe(p-i)/2( i  +  i - i / 2 ) e-2A2t||/t| |^  _ (8>21)

On note w€ =  ue — û , et de (8.3) et (8.14) on obtient

88

!)e -2 A , t

M Pc) f f € Cn <
p - l ) / 2 h



Maintenant on va majorer ||fr(s)||jj« .
Pour i = 1 , 2 ,3 , on a :

Il[f'ivt) -  ^ cll^ ~ wlliPwolM^ll^w.-) •

On utilise les estimations de <pe — <p données au théorème 6.13 et l’estimation (8.7) 
de u (t) , et on obtient

c(e + ep-1)(l +  «- 1 2̂)e- 2A2*|| |̂|LS(Q) , i = 1,3

l|[/,(V’* ) - / ,(^)]tt.*(i )lb (Q.-) ^ {
k c ( e(3-P)/2 + C(P-1)/2)(1 + s - ^ 2)e-2Â \\h\\L̂ Q) , » = 2 .

(8.22)
D’autre part , grâce à la définition (8 .10) de a et à (8.7) , on peut écrire

H S)IU2(<?2) < c (! + s~1/2)e~2A,t\m^{Q)  • (8.23)

Les inégalités (8 .2 2 ) , (8.23) et la définition (8 .1 2 ) de H  , nous donnent

||ff(«)||» . <  ceù’-'V ’a  + • (8.24)

En utilisant la Proposition 8 .1(t) on obtient :

|| f* e- c' i * - \ l - p t)H(s)ds\\x . < ce(p-1)/2 / t [ l + ( t - 5) - 1/2].e-2Â t- i) ( l+ s -1/2)e-2A3i ds 
J o J 0

■ IW I^ S )  =  ce",- l >"e -i i l ‘ ||ft|U»W) / 0‘ |1 +  ( i  -  * ) - I/2 ] • (1 +  ■

Le changement de variable s = t r  dans l’intégrale nous donne

A l  +  (t -  s)_1/2] • (1 -1- s-1/2) ds < c (1  + i1/ 2 +  i) < 2 c (1 + t)
J 0

ce qui nous dit que

|| [ \ - c< ^ \ l - P t ) H ( 8 ) d s \ \ x * < c e t o - W e - ^ l + t ) \ \ h \ \ Zi . (8.25)
J 0 q

De (8.15) , (8.21) et (8.25) on obtient

||u*(f) -  i ( i) |U .  <  Cq c(P- 1)/2e-ïAli( l  +  t ~1' 2 +  t)||k||*.

et
||ue(i) -  Û(t)||y. < c, e“2A2t(l +  r 1/2 +  t)\\h\\z < »

ce qui avec (8 .8 ) montre l’inégalité (i).
(ii) Dans le plan complexe , soit A  , B  , C les points de coordonnées (^, 0 ) ,

(7  + Ai, - ( 7  + Ax)) et (7  +  Ai, 7  + Ai) ( voir figure 3 ) .
Il est clair que le triangle T (A , B, C) contient en son intérieur toutes les valeurs
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propres A* + 7  , . . . A™ + 7  , et la distance entre cet ensemble et le triangle 
T(A, jB, C) est borné inférieurement par une constante indépendente de e . On note 
par S t l’espace engendré par l’ensemble {V 1̂ , . . .

Nous avons la formule suivante , qui est bien connue :

e-0ttPth =  /  e~xt(0 ( -  X I ) - 1 h dX . (8.26)
27TI JT(A,B,C)  7 v ’

On peut écrire

On utilise l’éstimations de Be de Corollaire 7.4(ii) , et de (^ — J9t ) -1  

( voir le lemme 7.5(ii) , avec K  =  , A € T(A, B ,C )}  , et q =  2 ) .
On obtient

11(0. -  A /)-‘A ||r -< .

De (8.26) on déduit que

\ \ e - ° ^ P M y  < M ^ + ^ W h W z ' ,

et en tenant compte du fait que e~c,tPch = éyte~°'tPfh , nous obtenons (ü) .

Il est facile de voir que Ft donnée par (8 .2 ) , est définie de Y e dans Z* , pour 
tout q G [1, 2) .
Nous avons le lemme suivant :

Lem m e 8.4. Pour tout q G [1, 2) , on a :
(i) Fe est de classe C 1 de Y e dans Z * , et en outre 

F€{0) =  D Ft(0) = 0 .
(u) Pour tout £ > 0 et foui w £ Y e tel que ||w||y« < £ , on a

\\D Fe(w)\\C( y ,Z ‘q) < £ c iq(£) ,

où Ci9 est une fonction croissante de £ .

P reuve.
Le fait que Fe est de classe C 1 se montre classiquement, et nous avons

DF€(w )U = [ - / V  +w) + f'(<pe)}u , Ww , U G Y e ,

ce qui finit la partie (i) .
Pour montrer (n) , on utilise la formule

D Ft(w)U = — f + rw )w  U dr . (8.27)
J 0
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IICi’.MttlU.wo < c||(i + Ir tr  + W ")M  • |Dillli.Wi)
< c^(l + , i — 1 ,2,3.  (8.28)

D’autre part , on a le calcul suivant :

dyj[{D Fe(w)U)i] = -  j  / (3 )(y>- + TWi)(dyi<p\ + TdyjWi)wiUi dr
J 0

-  j f 1 n V t+ rw ^ W iU i d r - £  r^ i+ rw ^ w ^ U i ir  = Ei+E^+Ei , j  = 1 ,2 .

(8.29)
En utilisant l’hypothèse (H6) , on déduit que

< c [1 + + H 7’] • 0 ^ 1  + l^toil] • \wi\ • \U{\ sur Qi , i =  1,2,3 .

On applique l’inégalité de Hôlder avec les exposants : 9 3 , 2, ç3, q3 , de sorte que

-  -  -  + — 
q 2  9 3

où ç3  est assez grand .
Ce choix est possible parce que 1 < 9  < 2 . Nous utilisons l’injection continue de 
Hl (Qi) dans Lqi(Q{) et nous obtenons

l |£ ' i l l l .W) <  <=i(l +  0 ( 1  +  011 £ % •  . * =  1 .2 .3  .

D’autre part , on voit que

\Eh\ <  c[l + + l^il72] • |Ôwto<| • |Ui| sur Qi , i =  1,2,3 .

On applique l’inégalité de Hôlder avec les exposants 9 4 , 2 , 9 4  de sorte que
- = — + r + — , e to n  obtient 
9 94 2 94 1

iiÆ iiii,W) <  c « i + r ’ ) i i E % . , i =  1, 2, 3 .

La même inégalité est vraie pour E\z , et on obtient finalement

||^ [(I>  A (w)^)î]||l.Wo < d,(OÉl|tf||r« , i =  1,2,3 . (8.30)

H faut estimer maintenant la dérivée par raport à 2 /2  •

¿ « „ [ ( D i i M C O d  =  j - E l  +  +  ±-Ef3

où on rappèlle qu’on a posé ri = r3  =  1  et r2 = p .
On fait comme auparavant pour la dérivée pax raport à yi :

prl^Al < c [ 1  +  l ^ r  + M " ]- p r G ^ i l  + ' M ’N  sur Q{ , i =  1,2,3

Si on utilise la majoration (1.7) de / ”, on obtient
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O n  u t i l i s e  a u s s i  l ’i n é g a l i t é  d e  H ô ld e r  a v e c  le s  e x p o s a n t e s  <73 , 2 , 9 3 , q$ , e t  le  fa it  q u e

—  WdnViWuiQi) ^  c

e t

— < IM|y« ^ Z •
D e  m ê m e  p o u r  - ^ ¡ E f2 e t  ^ - E f 3 , e t  o n  o b t i e n t  f in a le m e n t

i | | 9 „ p >  A W E O i l l U , ^ ,  <  c „ ( 0 £ | | t r i |y . , 

c e  q u i a v e c  ( 8 .2 8 )  e t  ( 8 .3 0 )  m o n t r e  l e  r é s u l t a t  .

8 . 1 . 2  C o n s t r u c t i o n  d e  l a  v a r i é t é  i n s t a b l e  l o c a l e  d e  S * .

P o u r  c o n s t r u ir e  u n e  v a r i é t é  in s t a b le  lo c a le  p o u r  le  s e m ig r o u p e  S € a u to u r  d e  <pf  , 

o n  u t i l i s e  l a  m é t h o d e  d e s  in t é g r a le s .

S i o n  n o t e  p a r  T f ( t )  l e  s e m ig r o u p e  su r  Y * a s s o c ié  à  l ’é q u a t io n  ( 8 . 1 ) , a lo rs  o n  d é f in i  

l ’e n s e m b le  ^ “ ( 0 ) c o m m e  s u it  :

^ t U( 0 )  =  { w o €  Y e , T t ( t ) w o e x i s t e  p o u x  t o u t  t  <  0  e t  T e( t ) w o  —* 0  

p o u r  t  —► —o o }  .

S i U e e s t  u n  v o i s in a g e  d e  0  d a n s  Y *  , a lors  l ’e n s e m b le  in s t a b le  lo c a l  a s s o c ié  à  U t  e s t  

d o n n é  p ax

W ? ( 0 , U t ) =  {t»o G W “ ( 0 ) , % { t ) w 0 €  U ,  , V  t  <  0 }• .

R a p p e lo n s  q u ’o n  a  n o t é  p a r  S t  l ’e s p a c e  e n g e n d r é  p a x  V̂ 1 , . . . t^m° .

D a n s  la  s u i t e ,  o n  s u p p o s e  q  f ix é  d a n s  ( 1 , 2  ) ,  e t  o n  in t r o d u i t  q u e lq u e s  n o t a t io n s  

s u p p lé m e n t a ir e s  :
m

d ,  =  { P £  n r ,  W E P j V > \ \ r .  < < * „ }

J = 1

u e =  { w  E  Y e , | |P « to ||r«  <  « 0  , I M I v  <  a i }

Ü e =  { w  €  Y £ , | |P t w ||y «  <  M qa 0 , |M |y *  <  <*1 }

o ù  M q e s t  d o n n é  p a r  l e  L e m m e  8 .3  , e t  a o  e t  a i  s o n t  d e u x  c o n s t a n t e s  p o s i t iv e s  , 

a s s e z  p e t i t e s  , t e l l e s  q u e

T M | c l 9 ( a 1 ) a 1{ 1̂ î +  £  +  Jo~ d t }  <  J , j  =  0 , 1 , 2

< ( 8 .3 1 )

„ M qa 0 <  | a i  .

N o u s  p o u v o n s  é n o n c e r  m a in t e n a n t  le  r é s u l t a t  c o n c e r n a n t  l ’e x i s t e n c e  d ’u n e  v a r i é t é  

in s t a b le  l o c a le  :
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T héorèm e 8.5. U existe une constante strictement positive e2 , telle que pour tout 
e E (0, e2) , il existe une application continue 
X€ : Df —> Te(Df ) avec 2t(0) = 0 .
( J f peut être considéré comme un graph au-dessus de Se ) . En outre on a :

W ?(0,U ,)C  U D t) c W ? ( 0 ,Ü c) .

P reuve  . La preuve du théorème est tout à fait identique à celle du Théorème 
5.32 de [1] .
Soit mo

w° = Ë  PjVj avec (3 E Dt fixé. 
j=i

On introduit l’ensemble

£e =  £ €( w °  , a x) = {w*(0 € C °((-oo , 0], Y ‘) ,Ptw '(0) =  w°

et sup ||xtJe(t) ||v« < <*i} • 
t<°

Le point principal de la preuve est de trouver une solution dans £e de l’équation

w‘(t) = * > • ( * ) )  ,

OÙ o

T 'iw 'i t) )  = e -^ P 'W 0 -  ^ ° e - c‘(t- T)ptA(we(r) )d r+

+  f  e - c ^ - T\ l  -  P €) F €(w *(t ))  d r  .
J  — OO

On utilise d’une manière essentielle les Lemmes 8.3 et 8.4 pour montrer que si cto et 
a i satisfont aux conditions (8.31) , alors T* est une contraction de £e dans £t .
On pose ensuite Z(/?) =  iu£(0).

8.2 L’existence d’une variété instable locale pour le semi- 
groupe S ( t ) .

8.2.1 N o ta tions e t résu lta ts  prélim inaires

Soit (p E .E e t u(t) =  S(t)u° , c’est à dire u(t) est la solution du problème

f ^  Ĵ °u = ~ f ( u) ~  Go
(8.32)

[ u(0) = u° .

On écrit u(t) =  <p +  w(t) où la fonction w satisfait à

^  + CoW = F0(w) (8.33)
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Fo(w ) = -f{v> + w) + f(v>) + f'W)™ • (8.34)

On pose aussi

Foi{wi) = + Wi) + f(<pi) + f{<pi)wi , i = 1,3.

P roposition  8.0. Cq est un opérateur sectoriel dans L2(ü) .

P reuve. D suffit de montrer que Oq est sectoriel .
O0 est évidemment un opérateur férmé .
Pour montrer que D(Oq) est dense dans L2(Sl) , on utilise essentiellement le fait que 
D(Ooi) =  {«»• € H 2(üi) , dj^Ui =  0 on ôfi;} , i =  1,3 , est dense dans ¿ 2(Ot) , et 
que jETq (ÎI2 ) est dense dans L2(tl2 ). Les détails sont laissées au lecteur.
Il reste à estimer la norme de (A J  — Oo)-1 .

On sait que le spectre de O q est situé sur le demi-axe J?+\{0} .
Soit le secteur suivant dans le plan complexe :

s o,v>0 =  {z  € €  , arg z G ( - <po, <Po)} où (p0 G (0, | )  .
Soit v G L2(ft) et A G €\So,Vo - On va étudier l’équation

A u — O q u  = v . (8.35)

On sait qu’il existe une solution unique u G L2(fl) de (8.35) , parce que € \ S 0 Vo C
p(°o) .
Si on se restreint à iïi , i = 1,3 , on a

Xui — OoiUi = Vi , i =  1,3 . (8.36)

Nous savons que Ooi est un opérateur sectoriel ,qui est positif et autoadjoint , donc 
d’après [14] , il existe une constante positive c , telle que

||«»||£î(n,) < -pq-|KIUJ(n<) » V A e € \ S 0,Vo , i = 1,3 . (8.37)

Puisque O o ^ i  = Xu{ — u; , on déduit

||CVu;||£j(ni) < (c + l)ll‘y*'IUî(fî«) 5

ce qui donne

< c||vt ||£2(n,) , V A G € \ S 0tVo , i = 1,3 . (8.38)

Comme auparavant, on écrit 
u2 =  -Ü2 +  T l(u i , îî3) , 

où TZ est donnée par (2.11)-(2.13) .

où C0 est défini à (7.5) , et où
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Xû2 -  O02û2 = v2 -  piVi(2a -  yx) -  pzvs(2b -  yi)+

+ ~ V^  _  P?ui{2ai ~ Vi) + [/'(^z) -  f(<pi(2a-i ~  yi))]piUi(2ai -  j^)},
»¿2

(8.39)
où on a noté pax Oq2 l’opérateur

Oo2ü2 =  —dyiVlÜ2 + aü2 + f'(<p2) ü 2 + 7 Û2 

avec les conditions de Dirichlet ü2(a) = ü2(b) = 0 .
Puisque O02 est aussi un opérateur séctoriel qui est autoadjoint et positif , nous 
avons que

||(AI -  O02)- 1 ||£(r2(n2),ia(nj)) -  jj\[ ’ V * € c \ s o,vo •

Grâce à (8.38) et (8.39) , on a alors

Q
< pqlMU»(n) , V A G C \S 0,Vo ,

ce qui avec (8.37) nous donne

||(A J  -  O0)_1||i:(Lï(n),L2(n)) < , VA € C \S 0lVo, (8.40)

ce qui finit la démonstration .

Comme pour le problème en c , on aura besoin d’estimations de e~CotPo pour
i < 0 et de e~Cot(I  — P0) pour t > 0 .

Lem m e 8.7. Il existe u ne constante strictement positive Mo telle que pour tout 
h G L2(£l) , on a :

(i) ||e-Cot-Po |̂|fr»(n) < -Moe_Alt||k||L2(n) > V t < 0

(ü) ||c -c»*(J -  P0)h\\B lw  < M0e ~ ^  ( l  + t " 1/2 ln \\h\\LHn) , V t > 0 .

P reuve . On va utiliser les formules suivantes :

e -° otP0h = f  e~xt(0o -  X I ) - 1 h dX , V t < 0 
2m  Jt(a,B,c) v y » -

où le triangle T(A,B,C) est le même que celui de la preuve du Lemme 8.3(u), 
et

C-Oot(j _  pojh = J _  f  c-a*(o0 _  \ d X  , V t > 0
¿/K l J  T

En tenant compte de (8.36) , on déduit que u2 est solution de
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où r  est le contour suivant :
r  = [de] u r f u r ”

où [DE] est le segment d’extrémités D = 7 + A2 —1(7 + A2) et E — 7 + A2 + i(7 +A2), 
F  = {7 + A2 + ¿(7 "H A2) + 5 + i 6 1 5 ^  0}

et
T” = {7 + A2 — ¿(7 + A2) + s — î s , 5 > 0 } (  voir figure 3 ) .

L’estimation (i) est évidente si on remarque que pour A G T(A, B, C) on a :

||(O0 -  A/)_1/i||fri(f)) < c ||/t||x,3(r») •

(ü) Il est clair que

| | /  e - J‘( 0 „ - A / ) - 1A<iA||i , (n) < c e - < i - +’'), ||/l ||i l ( n ) . (8.41)
J [DE)

Sur T' on utilise l’éstimation (8.40) de (Oo — A J)-1 , et on obtient :

|| j p  e -A*(O0 -  Ai y ' h i X W r w  < c \ ■ ||A||£,(n) .

On fait le changement de variable : A = 7 + A2 + i (7 + A2) + £ , et on obtient

| /  e - ^ r - ^ d A I  < e-(Aî+^ |  /  ------=------—
JV  IA | Jarg \fL +  [7 +  ^ 2  +  l  (7  +  ^ 2)] 11

<  e -(A2+7)t [ ° °  e - t o ---------J:--------- dm .
J0 (M1 -f (A2 + 7)f

On a deux cas :
Cas 1. Si t > 1 , alors

¡•00 1 1 /■«>
/  e W —  1 / a , ^  t k , >> /  e Ml dPi < c .J0 fii +  ( A 2 +  7 ( ^ 2  +  7 ) •'o

Cas 2. Si i G (0, 1) , alors

f  e_Ml------- 71--------r - ^ i  — /  ------- 71--------s ~ d f i i +  f  e-Ml ¿/ii <  c f l - f l n - ' )  .
/o /ii +  (A2 + 7 )i 7o /ii +  (A2 + 7 )i A V t )

On a obtenu donc

| | ^  e-At(O0 — AI)-1/i.¿A||£,j(o) < c ^ 1 -fln -^  e- Â2+7̂ ||/i||£,3(n) .

On procède exactement de la même manière sur T” , et avec (8.41) on obtient

||e-°**(J -  P0)k||l»(o) < ( l  + lu i )  ||ft|U,(n) . (8.42)
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Pour obtenir l’estimation de e~0<>t(I  — Po)h dans la norme de 5 1(iî) , on va majorer 
O0e~°ot( l  — P0)h  qui est égal à / r A e '^O o  — A J ) -1/i(iA .

Il est evident que

| | /  Ae- A,(O0 - A / ) - I/>iA||1>(„) < c e - l A"+’ )*||/l ||1,(n ) . (8.43)
J\DE\

En procédant comme ci-dessus, on montre que

|| j^ A e -A* ( O o -A / ) - , 4iA ||I.(o) < c j e - (A,+1,,‘ | |i | | i .(o ) .

De même sur T” , ce qui avec (8.43) nous donne

\\O0e -°^ (J  -  P0)h\\IHa) < c ( l  +  i )  e -^ + ^ IW I^ n )  •

En utilisant la proposition 7.2 , on déduit que e~°ot(I  — Po)h  G H 1 (il) pour tout t 
supérieur à 0 , et que

||(e-o 0t(jr _  p0)fe)i 11*2(00 — 0 (* '*’ ï )  e_(Aï+'Y)t||fe||£2(n) , i =  1,2,3 . (8.44)

Finalement , on obtient l’assertion (ii) par interpolation entre les inégalités (8.42) 
et (8.44).

Il est evident que la fonction Fo donné par (8.34) est de de classe C1 de H 1 (SI) 
dans L2(Sl) . De même, Foi es* de classe C1 de f f 1(iî,) dans L2(Sîi) , i = 1,3 .
Nous avons l’analogue suivant du lemme 8.4 , dont la preuve est immédiate:

Lem m e 8.8.
(i) Fo(0 ) =  DFo(0) = 0 (respectivement Foi(0) =  DFoi(0) =  0 , i =  1,3 ).
(ii) Pour tout £ > 0 ei iout w € l f 1(iî) tel que ||tü||jîi(n) <  £ ,
( respectivement W{ G üT1̂ )  tel que ¡|xt>*üs'i(ni) 5: C ) ,  on a,

DF0(w) e  C(Hl (Ü), L2(ü)) , avec ||PJ?oM lki^n).i*(n)) < ( c j(0  

(respectivement

DF0i(wi) E C(Lr1(iî,-), L2(üi)) , avec ||D f ,ot(w<)||/:(jr»(ni)^a(n<)) ^  £ ci(£) ) » 

où Ci est une fonction croissante de £ .
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8.2.2 C onstruction  des variétés instables locales de S(t) e t Si(t) ,t = 1,3.

Pour construire une variété instable locale pour le semigroupe S (t) (respecti
vement Si(t) , i =  1,3 ) autour de y> ( respectivement ipi ) , on utilise la même 
methode que celle utilisée pour S€(t).

Si on note par %(t) le semigroupe sur i f 1(iî) associé à l’équation (8.33) , alors 
on définit l’ensemble W%(0) comme suit :

W?(0) =  {w° G H l (Çl) , To(t)w° existe pour tout t < 0 et 
%(t)w° —* 0 pour t —> —oo} .
Si on note par T0i(t) le semigroupe sur ¿T1(fii) associé à la réstriction de l’équation
(8.33) sur fït- ,¿  = 1,3 ,  alors l’ensemble W -̂(O) se définit de la même façon.

Si Uo est un voisinage de 0 dans fT1(iî) , alors l’ensemble instable local associé à 
Uq est définit par :

W“(o, Uo) = - K  e  w 0u(o ) , To(t)w° e  u 0 , v  t < 0} .
De même, si Uoi est un voisinage de 0 dans jET1(iîj) , alors l’ensemble instable local 
associé à Uoi est définit par

w& o, u Qi) = k  e  WS(0) , Toi(t)w° e u o i , v  t < 0} .
Rappelons qu’il existe rn0 valeurs propres négatives ( comptées avec leurs multi

plicités ) , de l’opérateur Cq :
A1 , . . . Am° , 

avec les vecteurs propres généralisés correspondants :
V 1 , . . . V m° .

On désigne par Sq l’espace engendré par V 1 , . . . V™0 .
De même, pour i = 1,3 , At- , . . . A™0* désigne les valeurs propres négatives de C0i 
, avec les vecteurs propres généralisés correspondants :

v ; 1 , . . .  .
Nous posons dans la suite :

m

D0 =  {/? G ■Km° , || < a°}
j= 1

U0 = {w € H x ( i î )  ,  | | P o H l . f f l ( n )  <  « o  > I M I - f f i ( n )  <  a i )

Üo =  {w € H 1 (il) , ||P0«>||ji(o) < M0a0 , ||w||fi(o) < ai}

où Mo est donné par le Lemme 8.7 , et ao et a i sont deux constantes positives qui 
satisfont à (8.31) et, en outre à

f +  i  + ¿ =  0 ,1 ,2
< (8.45)
„ Mooco < |a i  .

De même , pour i = 1,3 :
m

d k = 03 e  J H - M I E s  “ »>
3=1
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Uo% — {ift G I f 1( i î i ) , ||Po.W t||iri(nj) <  a 0 , ||wi||^i(n,) <  ai}

Û 0i =  { w i  G iT 1( i î j ) , | |A ) t^ t | | i î i (n ,)  <  M qoco , ||iü«||jri(no <  a i}  •

Remarquons que dans la Proposition 8.1 (ii) et (iii) on peut prendre c =  M0 , en 
augmentéint éventuellement Mq.
Nous pouvons énoncer maintenent le résultat d’existence des variétés instables lo
cales , qui se montre de la même façon que le Théorème 8.5 , en utilisant d’une 
manière essentielle les Lemmes 8.7 , 8.8 et la Proposition 8.1 (ii) et (iii) :

T héorèm e 8.9. Il existe une application continue 
T0 : D0 -h► To(Do) avec2ô(0) = 0 .
( lo peut être vu comme un graph sur S0 ) .  En outre on a

W“(0, Uo) C Jo(Po) C WZ(0, Ûo) .

De même, pour i = 1,3 , il existe une application continue Toi • Doi —> Ioi(Do%) avec 
J o i ( 0 )  =  0 .

En outre ,
W £ ( 0, Uoi) C  M D o i )  C  W £ ( 0 ,  Üot) •
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9 Comparaison des variétés instables locales. 
Conséquence sur la semicontinuité inférieure des 
attracteurs .

9.1 Résultats préliminaires et définitions .

On va commencer pax quelques résultats supplémentaires de régulaxité sur l’at- 
tracteur A e .

P roposition  9.1. H existe une constante positive c , telle que pour tout ■0* G A £ 
on a

< c.

P reuve. Puisque A € est invariant , on peut considérer =  Se(l)^>°€ , avec 
ip0e G A*. On note u€(t) =  , on remarque que

du*
A,u< = -  i(u ')  -  G', (9.1)

et on utilise la Proposition 3.12 et le Lemme 3.13.

P roposition  9.2. Soit <r G [0,1). Il existe une constante positive cv , telle que pour 
toute trajectoire dans A £ : ue(t) =  5 £(i)^>£ , avec tj>f G A* , on a

d u e
||-^-(i)||i)(Af) < e* , V t > 0 .

P reuve. On peut considérer uf(t) = 5£(l)ut , avec ve G A e.
On note ü£(i) = 5 £(i)t;£ et we(t) =  .
La fonction w£ est solution de

f T  + ^ » ‘ = +  T
(9.3)

( w£(0) =  0 .

On multiplie pax A€iDt dans He , et on obtient :

i|«.(® ‘,«*)+ il a * ' ni.< i  ii a ,* ' ni, + i [ii ^  ni. + n /•(*> ■ ni. •

En intégrant entre 0 et i et en tenant compte du fait que ü\ est borné dans la norme 
de H l(Qi) uniformément en e pour i =  1,2,3 , on déduit que

at(we,w e) < Ci f  ae(we,we)ds +  c2 , 0 < t < 1 .
J o

En appliquant le lemme de GromwaI, on obtient

|| ^ ( t )  ||jt«< c , 0 <  t < 1 . (9.4)
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f t T /fij«
= I - f ' ( ü e(s))wc(s) + — -(s) ds ,

J o I at

ce qui entraîne

Il ||D W )<  C j f ‘(l +  ( t  -  s)-°le-x» - >  Il / ' ( ù-)w- Ils. +  Il ^  Ils. is  , (9.5)

où A* est la première valeur propre de A* .
Maintenant , (9.4) nous donne

Il / '( « > «  | | j t . <  c. (9.6)

D’autre part, puisque ^  = —A/ü* — f(û e) — Ge , la Proposition 9.1 nous permet 
d’écrire

Il llfl.<  c , (9.7)

et finalement , les relations (9.5)-(9.7) nous donnent le résultat.

Nous utiliserons aussi le résultat suivant concernant les applications Mi , i =
1,2,3 .

P roposition  9.3. Soit <r G [0,1].
Il existe une constante c > 0 , telle que pour tout v G D(A*), nous avons 
MiVi G H 2<r(Çli) , i =  1,2,3 , et en outre:

(* )  II M iV i  | |fT2#(04) <  C || V | |z>(Aî) , i =  1 , 3

2_p

(«) Il M 2v2 ||fl-î»-(nj)< ce » || v ||d(aj-) .

P reuve. La proposition est vraie pour o =  0 et <r =
Il suffit de la montrer pour <r =  1, et l’assertion générale résultera par 

interpolation.
Pour v G D (Ae) il faudra estimer dym(M ,t\) dans la norme de L2(iïi) .

Puisque V{ G W 2,q(Qi) avec un q > 1 , i = 1,2,3 , on peut dire que
^ v i v i =  Mi{dylVlVi) i i — 1,2,3 .

On fait le calcul suivant :

M%{pv2V2vî) = /  ^V2\nviiV iiV2)dy2 — =  ® >
J o

ce qui donne
dvivi(Mivi) = M i(-(A ev)i +  avi) , t =  1,2,3 ,

Mais la solution wc de (9.3) s’écrit aussi sous la forme
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et donc

Il dmvi(Mivi) IU3(n,)^ll ( ^ fv)» IUJ(Q.) + a IMUî(<?0 , t = 1,2,3 ,
ce qui prouve la proposition.

En général, si u G D(At) > on a M u g D(Ao) (et même Mu  £ jEZ'1(î2)).
Nous voulons construire pour tout r > 0 et tout e > 0 une application 

M e,T : D(At) — ► D(Ao) , tel que pour v G D(A<) , M e,T(v) soit proche de Mv  dans 
un certain sens.

Si t? G D(A€) alors M m  G H 2(ûi) pour t =  1,2,3 ( voir Proposition 9.3).
On introduit les fonctions pu*(y) et p3€r(y) sur iîx et ÎÎ3,

0 pour yi G (0, a — er)
Pis{v){yi) =  < (9.8)

w ~  ~  a + eT)2dvi(Mivi){a) Pour 2/1 € (a -  er , a)

et

0 pour î/i G (6 + er , 1)
/»^(vXyi) =  S (9.9)

w - S?(yi ~ b ~ er¥ dvi (M3v3)(b) pour yi G (b, b -f er) ,

et on définit sur iîf , i = 1 ,3,

Ml'TVi = M ^i  + pur(v) . (9.10)

On voit facilement que M ‘,TVi G D(A^) , i = 1,3 .
Pour définir M 2rv2 , on pose

PÎ(V) =  (-Mi«i)(a) -  (M2v2)(a) -  |e rayi(M1t?i)(a)
(9.11)

> Ps0>) =  (Mzv3)(b) -  (M2v2)(b) -  |e rdVl(M3v3)(b) .

On définit p2t(v) comme étant une fonction linéaire sur ÎÎ2 , qui prend les valeurs p\ 
et p\ aux points a et b respectivement, c’est-à-dire :

O* _ Q*
/>2^(v)(yi) =  p[ + - f ----- -(yi -  a) pour yx G tt2 , (9.12)

0 — a

et on introduit la fonction

M2'rv2 = M 2v2 + p2er{v) . (9.13)

Finalement on définit la fonction M e,Tv sur iî, par 
(M e,rv)/Cli =  Ml'rVi , i = 1 , 2 ,3 .

On voit facilement que M e,rv G D(Aq) pour tout v G D(At) .
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9.2 Comparaison des variétés locales instables .

T héorèm e 9.4. Il existe des constantes strictement positives e2 , cr2 et c , telles 
que pour tout (3e € De , fi € Do et e € (0, £2] , on a :

\\M'-rl.m -  Io(/3)||ir.(n) <  c -  f > i^ ï l i» ( n ) j  •

P reu v e . On note w0e = et w° = PjVj -
Il existe une fonction w* € Cr((—00, 0], X e) qui satisfait à l’équation (8.1), 
iüe(0) = I e((3e) et £«>‘(0) _  woc m
De même, il existe une fonction w G C((—00, 0], JET1 (il)) qui satisfait à (8.32), 
tü(0) = X0(/3) et Pqw(0) = w° .
On fait la démonstration du théorème en deux étapes :
P rem ière  é tap e  . Equation satisfaite par M e,rw€ — w .
On sait que we satisfait à l’équation

+ Atw* = —f(<pe + we) + f(<pe) pour t < 0 . (9*14)
at

Un simple calcul nous donne alors :

-  c*viv. +  a (M iio ')  =  ^  [-{(</>' +  t»,') +  /(»>*)] dy, , « =  1,2 ,3 .

(9.15)
(remarquons que M w e 0 D(A0)). En tennant compte de la définition de M e,Twc , 
on déduit de la relation (9.15)

+“ («r®»=£{-m +»a+m a

+l t Pi€r(W^  ~  dM 'piir(wC) + a P iA w€) > * =  1,2,3 , 

où M t,rwc{t) € X>(Ao) , ou encore ,

•£(M e'rwt) + CQ(M*’Tw€) = -/(v? + M e,Twe) + /(v?)
at

+f(<p)(Me,rwc) + K* , pour t <  0 . (9.16)

On note pax K e(-,t) la fonction définie sur il , telle que 
K £/Cli = K * pour i =  1,2,3, où

K; = -  f  m  + O t o  + S(fi + MT»',) + f 1 M ) i y i  -  f(<e>)
J  0 J  0

Jr ^ t PUr{wt) - d yiy1pùr(wt )-\-ap i(r(v}e) , ¿ =  1 ,2 ,3 . (9.17)
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On écrit : M c,rw*(t) = P0M t,rwt(t) + (J — P0)M €,rwt , et on voit que l’équation 
(9.16) est équivalente au système

' ¿ (P oM '-W ) + C0(P0M e<rwe) = PoFoiM^w*) + P0K €
<

k | ( ( J  -  Po)M*'rw‘) + C0((J -  P0)M<’rw<) =  (I  -  PQ)Fo(Mt,rwe) +  (J -  P0) ^ É , 

ce qui nous donne d’une part

(P0M<*rw<)(i) =  e-CotPoMi,rw£(0) -  e-W -^P olF oiM ^w *)  +  K c} dr , (9.18) 

et d’autre part

(( / -  P0)M ('rwt )(t) = -  Po)M '-W (i')

-f f* e -c^ - r\ l  -  P0)[F0{Me'rwe) + Üfe] dr , pour tout t' , t ' < t .
» tf

Comme la norme ||M*,rti74(£')||£a(n) reste bornée pour tout t' < 0 ( parce que 
||xt»e(t/) ||x>(j4«) reste borné ) , on fait t' tendre vers —oo dans la dernière relation 
, pour obtenir

((J -  P0)M t'Twe)(t) = + f  e -c^ - T\ l  -  Po)[Fo(M€,rwe) + K €] dr ,
J — oo

ce qui avec (9.18) nous donne

(Mv ti»‘)(i) =  e~c°tPoM t’rwe(0) -  J °  e -c«it- T>P0[io(M<*rw*(r)) +  K \ r )] dr

+ f* e -c^ - T\ l  -  P0)[F0(M e<T w‘(r)) + K '(t )\ dr (9.19)
J— OO

pour tout t < 0 .
D’autre paxt, w satisfait à la relation

w(t) = e~°ctw° — f e~c°^~r^PoFo(w(T))dT +  f  e~a°^~T\ l  — P0)F0(w(t)) dr 
Jt J — oo

(9.20)
pour t < 0 .

On pose maintenant z(t) = M e,rwc(t) — w(t) , et on déduit de (9.19) et (9.20)
que

z(t) =  e -CotP0[P0M e<rw£(0) -  w°] -  e -c'>it- T)p0[F0(Aîe’rw€(T)) -  io(to(r))] dr

+ f* e~c^ - T\ l  -  P0)[F0(M e'rwe(r)) -  F0(w(r))} dr -  [° e ' ^ - ^ P o K ^ r )  dr 
J —oo J t
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+  f* e ~ c o ( t —r ) ( j  _  p 0) K €(t ) dr , V t <  0  . ( 9 . 2 1 )
J — oo

Deuxièm e é tap e  : Majoration de z(i) .
H faut majorer tous les termes du membre de droite de (9.21) .
On a d’abord :

\\e-CotPo[PoM e'rwe{0) -  w°] 11*1(0) < Mo\\PoMe'rwe(0) -  ^ ° ||ia(n) . (9.22) 

Nous savons que

max{sup ||u>£(r)||y« , sup ||to(r)||Hi(n)} < ai ,
T<0 T<0

ce qui nous donne

S lI^ iO O II irK n o  < a i .
*=i

Puisque, d’après les propositions 9.1 et 9.3(i),

||£yi(-Miw*)IU~(n<) < 11^(00 <  c , pour t =  1,3 ,

on obtient facilement des définitions de pur ,{ =  1 ,3 ,  que

< cer/2 , i = l , 3 .  (9.23)

D’autre part , le Lemme 4.3(n) nous dit que

|^ |  < c(e(3- p)/4 + O  , i = 1,3 , (9.24)

ce qui nous donne finalement

sup ||M‘,rtü*(r)||fl-x(n) < «i +  c(er/2 +  e(3_p)/4) .
T<0

Du lemme 8.8, il vient

\\F0(M £’rwe(T)) -  A(w('r))||La(n) <  [ai +  c(cr/2 +  e(3- p)/4)].

•ci[ai + c(er/2 + e(3_p)/4)]||z(r)||ffi(fî) , V r <  0  .

Si on tient compte du choix de a i, et des inégalités du lemme 8.7, on obtient pour 
e assez petit

U- f °  e-W -^PolF oiM ^w 'iTÏÏ-F oiw iT))}  dr+ f* e -Coit- T) (J -P 0)[io(M <', ti>*(r))-
J  t J — OO

- F o(w (t ))\ ¿r|| j i ( 0) < \  sup ||z(r)||Hi(n) . (9.25)
i  r<0
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Il reste à estimer les normes de K* , i =  1,2,3, dans L2(iîj).
On utilise le fait que

i m +»» - Hvi + «?•'»;)! < c[i + î r1 + Kr + î r+
+ W X P ]  • [(VÎ -  f i )  + W  -  MiV>ï) -  , i =  1,2,3 .

On applique l’inégalité de Hôlder avec les exposants p3 , q3 > 2 , tels que 
^  ^  =  \  , où on choisit q3 assez proche de 2 . On obtient :

Ilf{Vi +  O  “  f(v>i + Mt'rwi)\\L>(Q<) < ~

+ IK f -  -W.^ilkwCQO + IIPfc'MlUeiQo] » » =  1,2,3 . (9.26)

En utilisant les majorations (9.23) et (9.24) de pur(w€) et le lemme 3.5 où q3 est 
choisi de façon adéquate, on obtient

II- /  /(v?i+ 0 ^ 2 /2 + /(v 5*+-^tf,r0 l l ^ ( n i) <  c(er/2+e(3“p)/4+e(p_1)/2) , i =  1,2,3 .
J o

(9.27)
D’autre part , nous avons immédiatement

Il / ‘ M )  «te - / M l l o « »  <  c ( î ' ' - ‘)/ ! +  £<3->'V‘) ,  . '= 1 ,2 ,3 .  (9.28)
J o

Il nous reste à majorer les trois derniers termes de K* (voir (9.17) ) .
On considère d ’abord le cas i =  1,3.

Il est clair que

d d 3
|—dVl(Afi™‘)(a, i)| <  ca\\ — ( M ^ O I I ^ n o  , avec a > -  .

En utilisant les Propositions 9.3(i) et 9.2 , on déduit

| ^ 0 Vl(MiwÎ)(a, t)\ < c . (9.29)

Puisque (9.29) est aussi valable si a est remplacé pax i», on a montré que

||—/>»««■(w‘)||-ta(n,-) — ce3r^  ’ * =  1>3 . (9.30)

D’autre paxt, puisque we = w e o 0, et que dyiio\(a, •) =  0 sur (ep, e), on peut faire le 
calcul suivant:

t 1 1 f e 1 f eP 
dyi(Miw{)(a) =  /  dyïw\(a, y2)dy2 =  -  /  dVlw{(a , z2)d z2 = -  dyiw\(a , z2)dz2 , 

J o t  J o e J o

ce qui nous donne
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\dyi(Mxti>î)(a)| < ca€p~l \\M2wt2\\H,^ a2), V a > ^ . (9.31)

Le même inégalité est vraie au point b . De la majoration uniforme de tu* dans D(A<)
( voir Proposition 9.1 ) et de la Proposition 9.3(ü) , on obtient

11^2^11*2(0,) < ce(1_p)/2 .

D’autre part , on sait que
||M2tÜ2||fl-i(n2) < c , 

ce qui nous donne pax interpolation

< c<P-pX » - W  , pour <j€ 1 . (9.32)

De (9.31), (9.32) et des expressions de p;tr , i =  1,3 , il s’ensuit que

l|S vm ^!U ’(n.-) <  c ^ - 1) ^ 2- ' ) - ' / 2 , i =  1,3 . (9.33)

Il faudra donc choisir un nombre réel r  qui satisfait à la condition

r € (0, (p — 1)(3 — 2<r)) , où on a fixé <r € (^ , 1] . (9.34)

Enfin, on a
||/M U ’(n o < c e 3r/2, * =  1,3,  (9.35)

ce qui avec les relations (9.27) , (9.28) , (9.30) et (9.33) nous donne

||tf ‘IU’(n,-) < [er/2 + e(3- p>/4 +  e^ 1) /2 + e(p-i)(*/2-«r)-r/2] ? j =  i >3 . (9 .36)

Maintenant il reste à majorer les trois derniers termes du membre de droite de (9.17) 
, pour i =  2 .
Observons d’abord que dyiyip2er =  0 .
La relation (9.24) nous permet de déduire

||P2^||x»(oa) <  c ( e (3-p)/4 -|- er) . (9.37)

Pour majorer j-tp2(r dans la norme de L2(Cl2) , il suffit de majorer \^p\\  et 
On a

j t Pl = (Mi ^ ) ( a’ 0 ~  *) “ J t dv i(M i w \ ) i a i 0 * (9-38)

Puisque 6 X e , on peut appliquer le Lemme 4.3(u) , et on obtient

|(M ,^ £)(«, t) -  ( M ^ ) ( e ,  i)| < |U; .

dyi(Mitt^)(a) =  ep 1 dVl{M2w\){a) , et donc
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K M ^ X a ,  t) -  i)| < ce!3--)'* .

En utilisant aussi la majoration (9.29) , on déduit de (9.38) que

De même pour ^tp\ , ce qui nous donne

\ \ j ^ \ + ? )  ■ (9-39)

Finalement , en utilisant (9.27) , (9.28) , (9.37) et (9.39) , on obtient

M u « ! , )  < c(e' /2 + t (3- - )/4 + flp- ,V2) , (9.40)

ce qui finit la majoration de K c .
Des inégalités (9.36) et (9.40) et du lemme 8.7, on déduit que

II -  f  e - Ĉ - T)PoK‘(T)dT + /* e~c^ - T\ l  -  P0)K e(T)dr\\m m  < ce^ ,
Jt J — OO

pour t < 0 ,

où cr2 est une constante strictement positive .
Finalement, de (9.21) , (9.22) , (9.25) et l’inégalité ci-dessus, on déduit le résultat.

Le théorème ci-dessus nous permet d’énoncer le résultat final de ce paragraphe:

T héorèm e 9.5. Il existe des constantes strictement positives c , et , telles 
qu’on a

distL, iQ){WZ(0 , U0) , Wtu(0 , Üe)) < c£ffl

pour tout e G (0, €3) .

P reuve. Soit z G W^O, U0) . H existe un (3 G -Do tel que 
z =  J 0(/3) , et P0z = £?=°i faV* .

# A A __ A ,

Soit w = 77 PePoZ =  X)j=i PjVf °ù 7] sera convenablement choisi.
Il est clair que P0MP0z =  MP0z =  P0z .
Nous pouvons écrire

l K £||r* < î?[||APo* -  PoMP0z\\y< +  ||Po*||fi(0 )] ,

et du Lemme 7.15(iii) appliqué pour q = 2 , on tire

||PtP0z -  P0MP0z \\y ' < c ( e ^ 2 +  e(3-p)/2)||jP0z ||fl-i(o) ,

De la Proposition 9.2 appliquée avec a =  |  , on tire
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l|K>0*llv  <  1)[1 +  +  e<3-'>/2)]||JVIU.TO] •

Puisque UPo^lIff^n) < a 0 , on peut choisir 77 =  [1 + c(e^p~1̂ 2 + et3- J*)/2)] - 1 , et on 
obtient

||w0t ||y‘ <  <*o ,
ce qui nous permet d’affirmer qu’il existe we € ^ “(0 , Ut) , tel que 
Z£(/?f) =  we et Pew£ = w0e .

Il reste à majorer w* — z dans la norme de L2(Q) , et pour ce faire, on commence 
par l’inégalité

\\w t~z\\l*(Q) < \\we- M w t \\L2(Q)-\-\\Mwe- M i,rwi \\L3(Q)-\-\\M(,rwe- z \ \ L2 (Q) . (9.41)

En utilisant le fait que we est borné dans la norme de Y f indépendemment de c , et 
le lemme 3.4(ü) , on obtient

||iü£ — Mwe||i2(Q) < ce . (9.42)

Puisque, d’après les propositions 9.1 et 9.3(i), M{W\ est borné dans la norme de 
H 2(Çli) indépendement de e , i =  1,3, on déduit facilement de la définition de M e,r 
que

\\M£’rw€ -  M w (\\L2 {q) < c(cr + e(3-p>/4) . (9.43)

Pour majorer le dernier terme du membre de droite de (9.41) , on applique le Théo
rème 9.4. On a alors

\\M£'Tw£ -  z \\» (Q) < c[f* + \\PoMe'rw* -  P0*||xa(n)] • (9-44)

En utilisant (9.43) et le fait que Po € C(L2(Çl) , L2(Ci)) , on obtient

||P0 (Mi,r -  M)w‘||xa(0) < c(er +  e(3- p)/4) . (9.45)

On écrit
P0M wt -  P0MPtwe = P0M(P0M w£ -  P(we) .

En utilisant le Lemme 7.15(t’) et (iii) avec q = 2 , on peut écrire

\\P0M w £ -  P0M Pewe\\nHn) < c(e(p- x>/2 +  e(3' p)/2) . (9.46)

D’autre paxt , on a le calcul suivant :

P0MP(w£ — P0z = ijP0MPeP0z — Pqz =  (ij — 1)P0M  P€P0z + P0M(PeP0z — P0M  P0z ) .

Du choix de 77 , il résulte

ce qui nous donne
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|77 — 1 | <  c ( e ( P - l ) / 2  +  e ( 3 - p ) /2 )  ?

et en utilisant toujours le Lemme 7.15 , on déduit que

WPoMPtW* -  P0z)\\HiW  < c ( e ^ 2 +  ¿ z~ ^ 2) , 

ce qui avec (9.45) et (9.46) nous donne

\\P0M i'rwt -  P„z)IU’(n) < c(cr + ¿ 3- ^ A + e(p_1)/2) . (9.47)

Finalement , de (9.41) , (9.42) , (9.43) , (9.44) et (9.47) , on obtient le résultat .

R em arque . On peut obtenir une estimation de la semi-distance entre les varié
tés instables locales dans la norme de X e , en utilisant le théorème 9.5 et le théorème
4.5 .

9.3 Résultat partiel de semicontinuité inférieure des 
attracteurs .

On voit facilement que la restriction de l’attracteur A  de S(t) sur 
( c’est à dire l’ensemble £ H 1 (iî;) , tel qu’il existe ij) £ A  , = 
coincide avec l’attracteur Ai de Si(t) , pour ¿ = 1,3.
L’affirmation ci-dessus est justifiée pax le fait que la restriction de l’attracteur A  
sur fti a les propriétés d’un attracteur global pour le semigroupe 5t(i) dans H l (Cli), 
c’est à dire la compacité, l’invariance, et le fait qu’il attire les bornés. Les deux 
dernières propriétés sont faciles à vérifier puisque (S(i)u); = Si(t)vi , i = 1,3. On 
utilise finalement l’unicité de l’attracteur global.

On pose aussi .4̂  = A e/Qi .
On énonce maintenant le résultat paxtiel de semicontinuite inférieure :

T héorèm e 9.0. distxf(Ai ,.4?) —» 0 pour e —> 0 , ¿ =  1,3 .

P reu v e  . Nous faisons la preuve pour ¿ =  1, pour ¿ =  3 elle sera similaire. 
Soit 77 > 0 arbitraire . Puisque A i  est compact , on peut trouver un ensemble fini 
{vj, . .Viv} inclus dans A  , tel que

> |)  ^  A  •

Puisque •S'i(i) est un système gradient , l’attracteur est composé de l’union finie des 
ensemble instables des points d’équilibre de Si .
Donc vk peut s’écrire sous la forme

où if?* est un point appartenant à la variété instable locale associé à un point d’équi
libre de Sx(t).
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La proposition 2.21 nous dit qu’il existe (pk G Eo , tel que <pk = <pk/Çli. On va utiliser 
toutes les notations des sections 6 à 9 avec (p =  <pk.

Nous avons : ij)k = ip\ - f  , avec

#  = 5.i(/3)

où /? est un vecteur moi - dimensionnel, et où 2oi est donné dans le théorème 8.9. 
(Remarquons qu’on peut choisir /? aussi petit qu’il nous convient).
D’autre paxt, soit /3 G IRm° , de sorte que

m o

x;âv"' = A*,
¿=i

où w est une fonction définie sur il, telle que w/Cli =  PjVi , w /ils = 0 et

w / n 2 =  ^ ( e 7 =°{ / W  , o).
On pose >̂k =  To{fi)- Nous savons que t/»* =  wi(0) et >̂k =  iu(0) , où w\{t) , t < 0 
est la solution unique d’une équation intégrale, comme au théorème 8.9, et de même 
w(t) , t < 0. Mais l’équation intégrale qui donne w \(i) est exactement la réstriction 
sur ili de l’équation intégrale sur il, qui donne w(t) , donc Wi(t) =  to(i)/ili, ce qui 
implique >̂k — ^* /ili.
Il résulte que ipk = <pk-\-ij>k est un élément de la variété instable locale de S(t) autour 
de (pk , et "ij)k — il>k/Çli.
H s’ensuit des théorèmes 9.5 et 6.13 , qu’il existe un élément t}>ek G A* , tel que

Ilij)k — V,tfe||i2(Q) ^  ce<r* ? avec cr3 > 0 .

On applique maintenant le théorème 4.5 , et on obtient

||s*(r*)(^) -  s(r*)*‘||x. < c(T‘) ij  e>, 

ce qui implique qu’il existe un ëfc >  0 , tel que

dtstx >(vk , A{) < |  , Vc G (0, ëfc) .

Il résulte que si on pose ë =  min{ëfc , 1 < k < Nv} , alors pour tout e G (0, ë) , on a

distx .(A i,Â ^ )  < 7] ,

et la preuve est finie .

R em arque  . On peut obtenir une estimation de la distance dans la norme || • ||x? 
de l’ordre de 0 < a < 1, mais c’est très technique.

111

Lr¿=l



10 Existence des variétées inertielles pour les 
semigroupes Se(t) et S(t).

Le but de cette dernière section est d’utiliser les propriétés spectrales des opé
rateurs étudiés dans ce travail , pour montrer que les semigroupes Se(t) et S(t) 
admettent des variétées inertielles.

On va faire ici l’hypothèse suivante :
(H7) G0 G .

10.1 L’écart spectral pour les opérateurs A 0 et A € .

Rappelons que les opérateurs A q{ ,¿ = 1,2,3 , sont des opérateurs positifs, 
autoadjoints et à inverse compact dans L2(ü) .
On a noté l’ensemble des valeurs propres de Aoi par

VP(A„ )  =  {fij , k = 1,2, . .}  ,

où ¡i\ < fi2 < . . est une suite croissante , qui tend vers +oo .
Par convention, les nombres fik sont tous distincts.

Rappelons également que l’ensemble des valeurs propres de Ao satisfait à

VP{Ao) = VP(Aoi) U VP(A*2) U  FP(A 03) ,

où les valeurs propres de Aoi sont donées dans (7.36).
On note pax fik , k =  1,2,... les valeurs propres distinctes de Ao , rangées dans 
l’ordre croissant.
Nous avons le lemme suivant :

Lem m e 10.1. H existe une constante strictement positive d, , telle que pour tout 
n0 G IN , il existe n > no , tel que fin+1 — fin > d^y/jF .

P reuve .
Supposons pour simplifier la démonstration que a =  m ax{a, b — a , 1 — 6}.
On choisit ki G 1N , assez grand . H est facile de voir que dans l’intervalle

/», = [«+ — , « + — ^— ) 

il existe au plus un élément a  + -̂ ¿ ÿ  de VP(Aq2) , et au plus un élément a +
de V P (A 03) .
Donc l’intervalle 1^ est divisé en trois sous-intervals, au plus.
On considère le sous-intervalle le plus long, et on note /zn et /in+1 ses deux extré
mités.
Un calcul élémentaire nous montre alors le résultat .
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On note par , k =  1 , 2 ,... les éléments distinctes de VrP(At ), rangés dans 
l’ordre croissant, c’est-à-dire 

VP{Ai) = { £ ,  fc = l , 2 ,...}.
Puisque les valeurs propres de A 0 sont les inverses des valeurs propres de Bq , et que 
les valeurs propres de Ae sont les inverses des valeurs propres de B e , il résulte du 
lemme 10.1 et du théorème 7.12 , le lemme suivant:

Lem m e 10.2. Pour tout (  > 0 , il existe une constante £ç > 0 assez petite , telle 
que pour tout e G (0, e )̂ il existe un élément /i£ G VP(At) , tel que

K > <  >*> £ + ' - £ >  ¿ ‘‘ ■ V ? ? ,

où d» est la constante donnée dans le lemme 10.1.

10.2 Le théorème de Chow et Lu

On va énoncer ici dans un cadre général le Théorème de Chow et Lu ( [5] pag 
296 ) que nous allons utiliser dans la suite .

On fixe d’abord quelques notations qui n’ont rien à voir avec les notations faites 
tout au long de ce travail .

Soit X  , Y  , Z  des espaces de Banach, et supposons qu’on a les injéction continue 
de X  dans Y  et de Y  dans Z.
Soit S(t) ( t > 0 ) un semigroupe C° sur Z. On fait les hypothèses suivantes:
( C L l) Z  =  Zi © Z2 , où Z\ et Z2 sont des sous-espaces linéaires invariants par S(t). 
(CL2) PiS(t) =  S(t)Pi , i = 1 ,2  , où Pi est une projection de Z  dans Zi .
(CLZ) PiX  et PiY (i =  1 , 2 ) sont invariantes pax S(t), et S(t)Y  Ç X  pour t > 0 . 
(CL4 ) S(t)  peut s’étendre à un groupe sur Z\ .
(CL5) Il existe des constantes a  , fi , 7  , 77 , M  , et M* telles que 

a > 0 , / 3 > 0 , 0 < 7 < l , M > l ,  M * > 0 , et

||e-,jtS(t)P13/||x < M eat\\y\\Y , pour t < 0 , y G Y  , (10.1)

I l e - ^ S ^ x l l x  < M e-^\\x\\x  , pour t > 0 , æ G X  , (10.2)

\\e-*S{t)P2y\\x  < (Mt~'r + M*)e-^\\y\\Y , pour t > 0 , y G F  . (10.3) 

On définit la constante 

K( a ,¡3,y) = M i  i  + ^  r 1+̂  + M’i  . (10.4)

Finalement, si F  G Ck( X , Y ) , nous considérons l’équation intégrale

x(t) = S(t — fo)*(£o) + f  S(t — s)F(x(s)) ds , (10.5)
Jto
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où x(t) est une application d’un intervalle J  C R  dans X .
Pour x0 € X ,  on note x(t, t0) une solution de (10.5) ( c’est-à-dire une application 
continue de J  dans X  satisfaisant à (10.5) ), qui est égale à x0 en t = t0.
Le théorème de Chow et Lu est le suivant :

T héorèm e 10.3. Soit 77 ^  0 . Supposons que les conditions (CLl) a (CL5) sont 
satisfaites. Si F E Ck( X ,Y ) , fi + (k — 1)77 > 0 , et

K (a, fi + ( k -  1)77, i ) (L ip F )  < 1 , (10.6)

alors il existe une variété invariante M. de classe Ck , pour l ’équation définie par 
(10.5) , et M. satisfait à :
(i) M  =  {xo /  *0) est défini pour tout t E 1R~ et 
P2x(t, ®o) G c°(mr, X)} , et
(ü)  M  =  { t  +  h ( t ) / t e P 1x } , '
où h : P \X  —> P2X  est une application de classe Ck .
En outre , si nous supposons que k >  1 , K(a,fi,n/)(Lip F) < 1 , et

M K ( a , f i ,1 )L ip(F )
1 -  K (a , fi, 7 )Lip (F) ’ { >

alors pour toute solution x(t, æo) de (10.5) sur [0, 0 0 ) , il existe un élément 
Xq EM.  unique, tel que

sup e“’,t||a:(t, x0) -  x(t, ®S)||j: < +<x> . (10.8)
t> 0

R em arque . L’énonce du Théorème 5.1. de [5] affirme qu’il est nécessaire que 
F  soit de classe C 1 de X  dans Y.
Mais la démonstration du théorème n’utilise pas le fait que F  soit de classe C1 . H 
suffit que F  E C0,1(X ,Y )  ( c’est-à-dire , conformément aux notations utilisées en [5]

F € C ° (X , Y ) , sup ||F ( i ) | |r  < oo , et sup œ  )
x € X  x ltx2e X  H*! — * 2 | |X

( donc F  soit uniformément lipschitzienne ) . La variété inertielle sera de classe C0'1, 
seulement .

1 0 . 3  V a r i é t é  i n é r t i e l l e  p o u r  S ( t ) .

Nous voulons montrer l’existence d’une variété inértielle pour le semigroupe S(t) 
, dans l’espace £ rl(iî).
Dans ce but, comme d’habitude, on modifie la partie non-lineaire de l’équation qui 
donne le semigroupe S(t).
Nous savons que l’attracteur A  de S(t) est borné dans la norme de H 1(0) .
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Soit li =  supdl^llfl-^n) , V’ € A}  .
On considère une fonction £ £ C°°(R, [0,1]) de sorte que

1 pour s € (0 , 1)

£(s) =
0 pour s £ (2 , oo) .

On pose F0 : H 1 (Cl) —> H 1 (Cl) , avec

foM = -f  ( ^ M) [/M + G0] • (10.9)

Nous nous proposons de montrer l’existence d’une variété inértielle pour l’équation

du . _ , . 
—  + AqU =  Fo(u) ,

dont la forme intégrale est

u(t) =  e - ^ - ^ u f a )  + f  e - ^ - Î F o M s ï ï d s  .
Jto

Nous montrons dans la suite que les hypothèses du Théorème 10.3 sont 
satisfaites , où on choisit :

Z = L2(ü)

Zi = P0nL2(fi) , et Z2 = ( I -  Pq)L2(ü )

P i  =  P0" ,  et P2 =  J  -  P0n 

S(t) -  e~Aot 

X  = Y  = H \ ü )

F  =  Fq , où Fo est donné au (10.9), 

et où n est un entier bien choisi.
Les hypothèses (CL1)-(CL4) sont évidement satisfaites.
Il est facile de voir que F0 £ C'1(ff1(iî), H 1 (Cl)) , avec

DF„(v)U = - ± e  («. £0iP(n)[/M  + G°1 -  i  f ' (v)U '

En outre , on a

sup ||.Di'o(v)||/;(.ffi(n)lJH-i(n)) + SUP ||-Po(v)||h-x(o) <  c ( / i ) , 
veHi (n) t»€*i(n)

où c(h)  est une constante .
On a alors

Lip(Fo) < c (h ) .  (10 .10)

Dans la suite on va montrer que l’hypothèse (CL5) est satisfaite, et trouver des 
constantes a  , /? , 7  , 77 , M  et M* adéquates.

Nous avons la proposition suivante qui est très facile à démontrer , en utilisant 
la décomposition sur la base orthonormale des vecteurs propres de Ao,-.
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| | ( A0,— ^  sfĉ P  ’ V  A €  € \ V P ( A f>i) , e t v €  D ( A & )  ■

O n  v a  o b t e n i r  d a n s  l a  s u i t e  u n e  e s t i m a t i o n  u t i l e  d e  l a  r é s o l v a n t e  d e  A o . 

P r o p o s i t i o n  1 0 . 5 . I l  e x i s t e  u n e  c o n s t a n t e  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  c  , t e l l e  q u e

1 (uk)1/2
| | ( A 0 -  A) xî ; | | t f i ( n )  <  c  s u p  - — —  { 1  +  s u p  j r ------— }  • \ \ v\ \n i { n ) ,

fc>i |A -  f i k \ k > i  |A -  |

V  A G € \ V P ( A o i )  , e t  v  G H 1 ( i l )  .

P r e u v e  . P o u r  A G € \ V P ( A o i )  e t  v  G £T1( i î )  , s o i t  u  l a  s o l u t i o n  d e  l ’é q u a t i o n

A qU  — Au  =  v  . ( 1 0 . 1 1 )

S i o n  r e s t r e i n t  l ’é g a l i t é  ( 1 0 . 1 ) à  , i  =  1 , 3  , o n  a

A o iU i — AUi =  Vi . ( 1 0 . 1 2 )

E n  u t i l i s a n t  l a  P r o p o s i t i o n  1 0 .4  d ’a b o r d  a v e c  d \  =  d 2 =  |  , e t  e n s u i t e  a v e c  d i  =  1 

e t  d 2 =  |  , o n  t i r e

l t e l | j P ( O 0  <  SUp 7-r------—  | |» | | j i ( Q )  ( 1 0 . 1 3 )
fc>l \A ~  H- \

e t

IM IjP C O i)  <  s u p  fc. \ \ v |U i ( 0 ) • ( 1 0 . 1 4 )
*>1 |A -  |

O n  r e s t r e i n t  l ’é q u a t i o n  ( 1 0 . 1 1 ) à  i i 2 > e t  o n  é c r i t  , c o m m e  o n  a  f a i t  t r è s  s o u v e n t  d a n s  

c e  t r a v a i l  ,

u 2 =  ü 2 +  72. ( « i ,  u 3 ) , o ù  û 2 G H q ( Û 2) .

A p r è s  u n  c a l c u l  q u i  e s t  é v i d e n t ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e  ( 1 0 . 1 2 ) , o n  o b t i e n t

A 02û 2 -  X û 2 =  v 2 -  V p { V i( 2 a i  ~ y i ) ~  2 ] T  p ' ^ U i ^ d i  -  î / i )  +  Y ) p ”u i ( 2 a i -  y i )  .

2 *#2 t?i2

E n  a p p l i q u a n t  d e  n o u v e a u  l a  p r o p o p o s i t i o n  1 0 .4  a v e c  d \  =  d 2 =  | ,  o n  a

I M i ^ n , )  <  c  s u p  -j - 1  [ | | v | | f l - i ( n )  +  £  I M I i P ( n 4)] ,  
k> l  | / \  — M2 I i±2

c e  q u i  a v e c  ( 1 0 . 1 4 ) e t  ( 1 0 . 1 3 ) f in i t  l a  p r e u v e .

Proposition 10.4. Pour i = 1,2,3 et pour tout di > d2 > 0 , on a
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Dans la suite on cherche à obtenir des estimations pour
e~Aotpnv  ̂ si t < 0 ,

et pour
e~Aot(I  — Pq)v , si t > 0 .
Soit dans le plan complexe les points suivants :
_ a | 2 Q Di = — _ t —

Bi = fin + (fin) ^ 2~s +  i(fin +  (/in)1/2_i) , Ci = fin + (nny / 2~s -  i(fin + (Mn)1/2_i)
( voir figure 4 ) , où i  sera une constante réelle , positive , assez petite .

Il est clair que pour n assez grand , le polygone A 1B 1C1D1 noté Ti, entoure 
seulement les n  premiers valeurs propres de Ao, puisque /¿n + (/¿n)1/2-f < /xn+1.
On a alors

P0nv = — f  ( X I -  A 0) - 1 t; dX (10.15)
2 l ï l  JTi

et
e - A o i p n v  =  J _  f  e - A t ( Aj  _  A q ) - 1 v  ¿ A ( 1Q 1 6 )

2îrt yrx

Proposition  10.6. Pour tout i  € (0, | )  , il existe un nombre naturel n(S) et un 
réel positif es telles que pour tout v G H 1 (il) et n >  n(S) , on a

f  ll(^ — A))-1v 11*1(0) ̂  —Cf (̂ n)f IMUnn)
J i \

P reuve  . On va utiliser la Proposition 10.5. Il est évident que

f  ||(AI — A o ) - 1 v ||*i(0 ) dX <  c||v||*i(o) . (10.17)
•'[-Ai-Di]

Sur le ségment [AijBi] on voit immédiatement que

s u p  i ^  ^  fcï ^  c  I * ! ' “ 1 » P ° u r  *  e  l°» x ) 
fc>i |A — f i *|

( voir [6] , pag 922 ).
On peut écrire

f  ||(AI -  A o ) - 1 v ||*i(o) dX <  c f  |A|_1(1 +  |A|_1/2) dX • |M|*i(o) <

- C  I a  n  W-1<̂  IMU1«*) >
et un calcul élémentaire nous donne

f  ||(AI -  A0)-1i>||*i(o) dX < c ln(iin)||v||*i(o) . (10.18)

Sur le segment [BiCi] il est facile de voir que

S î î f f i î - e' ] S 1
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pour n assez grand.
Grâce à la symetrie , il suffira de calculer l’intégrale sur le ségment 
[B & ]  , où E, = fi” + + 0 • i .
La majoration précédente et la Proposition 10.5 , nous donnent

L ,  K«-*)-1«!™" - i J lBlEA jT^¡ jj^ f  ">«-«»
(10.19)

On pose A = fin + (¿i*1)1' + i • C i avec C € [0, fin + (¿i")1/2-*] .
On considère un point Fi G [Æi-Ei] » avec Fi = fin + (/i” )1/2-4 + i • (/i")1/2-5 . 
Chaque intégrale du membre de droite de (10.19) va s’écrire comme la somme de 
deux intégrales : sur [BiPi] et sur [-Fi-Ei] .

Si A G [-Bi-Fi] alors Ç G [(/a")1/2-5, fin + (/in)1̂ 2-f] , et on va faire la majoration

------- < - .
|a - mwI " C

Un calcul élémentaire nous donne alors

L , ,  Ï T ^ Ï  iX +  f"”*172 L r , î r ^ î  "  2  c W /*“) +  (/*”)'] • (10-20)«'[•Bifi] |A — fln | "/[Bi-Fi] |A — /in |

Si A G [Pi-Ei] , alors £ G (0, (/î*1)1/2-*) , et on fera la majoration

_______ <

et nous obtenons

L, vh\ix+̂  L* p r W s c ' • (10'21)
Finalement les inégalitées (10.17) - (10.21) nous donnent le résultat .

En utilisant les représentations (10.15) et (10.16) , on déduit de la proposition 
précédente, le corollaire suivant:

Corollaire 10.7. Pour tout 8 G (0, | )  , il existe n(8) G JN et c¡ > 0 , telles que 
pour tout v G H 1(Cl) et n > n(8) , on a

(0 ll^ol'ül¡i3'i(n) < cs • (/¿n)f |M|i?i(n)

(ii) ||e_j4oiP0nvI|jî-i(n) < c6 • (/in)i e ' lMn+(/xn)1/î-ilt 11̂ 11̂ -1(0) , Vi < 0 .

On va considérer maintenant un autre contour dans le plan complexe.
Soit
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Gx =  Mn+1 -  (fin+ly /2~s + i ■ [fin+l -  {nn+iy ' 2- s]
H-l =  /Xn+1 -  (/in+1)1/2-f _  i . [^n+1 _  (^»+1)1/2-«]

T +  =  { G 1 +  £ e (ir/4)i , C >  0 }

T_ =  {i^i + Çe~(v/4)1 , £ > 0} ( voir figure 4 ) , 
et soit finalement
r 2 =  [GiHi]  u  r + u  r _  .

On a
e-Aot ( j  _  p n ^  = J _  f  _  Ao)-1̂  ¿A . (10.22)

27tî yra

Proposition  10.8. Pour tout i  G (0, | )  , il existe ti(£) E N  et es > 0 tels que pour 
tout v G iTx(iî) et n >  n(S) , on a

(i) || /  e -J*(AJ -  A ))'1» JA||H.(n, < c, •
J r 2

pour t > ^n+l ^  ^ n+1^!/2_i

et
(ii)

|| f  e~Xt(XI — Ao)-1v ¿A||Hi(n) < Ci • (/¿n+1)f +  l n -  e- ^  + + ^7 ^|M|jri(n) 
vPa L t  J

POT 0 < t < ^  _  (^ 1)1/;_, ■

P reuve  . On applique la proposition 10.5.
Sur T+ on utilise encore l’inégalité

s u p  i Y *   ̂ u\  -  c  P o u r  *  e  [°> ! )  ifc>i |A — n*\

ce qui implique

/  e-Xt\ \ ( \ I - A 0) - lv\\m{Çl)d \ < c Î  e~xt~ d \ .  (10.23)
y r +  Jr+  |A|

On fait le changement de variable :

A = Mn+1 -  (p̂ +1)1/2"* + { . [fS+l _  (^n+l jl/2-i] +  Ç + ¿Ç ? ayec £ g [Q> ^  _
t t

Un calcul élémentaire nous donne

f e-«_L  ¿A < c e- ^n+1 _(Mn+1 )1/2_i]‘ f90 e-C_________ 1_________#
yr+ iai -  y0 c + [ ^ n + i- ( /^ n+i)i/2- i]i

ce qui avec (10.23) nous permet d’écrire
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f r  c " At| | ( ^  -  A ) ) - 1 ® ||f»(0 ) ¿A <  c ( l  +  ln i )  e_[#in+1_^ B+1)l/:J"flt| |v ||F i (n)

pour 0 < t < ——---- ■ r- . (10.25)
y ~  fi"+1 -  (/i»»+l)l/2-i V ’

On procède de même sur T_ .
D’autre part , pour calculer l’intégrale sur [GiHi] , on utilisera la majoration 

évidente

(akY  f'/xn+1Vr

®  W ^ \  ~  > V' 6 10’ X) ’ VA € [G‘ai1 ’

pour n assez grand.
Il est clair que

/  e -At||(A J-A o)-1i>||H1(fî)<iA < e- ^ n+l- ^ n+1)1/2" ^  f  { { ( X I - A o ^ v W ^ d X  .

On répèt l’axgument utilisé dans la preuve de la Proposition 10.6 pour l’intégrale 
sur [B\Ci\ , et on obtient facilement

f  e" At| | ( ^  “  A))_1«||h»(0 ) àX < c- (/in+1)*e_t/in+1_(#,n+1)1/ï ^‘11̂ 11* 1(0 ) ,

ce qui avec (10.24) et (10.25) nous donne le résultat .

Pour obtenir une estimation convenable pour t assez petit , on aura besoin de la 
proposition suivante, qui s’obtient facilement, en utilisant l’application 71:

Proposition  10.9. Il existe une constante positive c , telle que pour tout h G 
H 1 (SI), nous avons

j|e-Aot/i||jg-i(n) <  ce~^  2̂^||^||B-i(n) , V t  >  0 .

Nous pouvons énoncer maintenent la dernière inégalitée dont nous avons besoin 
pour appliquer le Théorème 10.3 .

Lem m e 10.10. Pour tout S G (0, | )  , il existe n{8) G 1N et es > 0 telles que pour 
tout v G H x(iî) et n > n(6) , on a

| | e ' * > V  -  f t W I f l - « ) ,  < c< • (i<”+1)‘e-l»"*'-(<‘"*, ),' - ‘l, ||»||ff,(„) , Vi >  0  .

P reuve  . Pour t > > l’inégalité n’est autre que la Proposition
10.8(t).

P O “  (  ^  „ „ + 1  _  ¿ . + 1 ) 1 / » - »  • <1 0 -2 4 )

et
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Pour 0 < t < > on utilise le Corollaire 10.7(î) et
la Proposition 10.9 , et on écrit

| | e - A ° t ( j  _  <  cs • ( i i n ) s e ~ ^ | |B - i ( n )  •

D’autre part

e- ( ^ / 2 )t <  e° =  <  e . e-[^ n+1-(M’‘+1)1/ï - f]t

ce qui finit la preuve .

On voit maintenant du Corollaire 10.7(ü) et du Lemme 10.10 , que les inégalités 
de l’hypothèse (CL5) sont satisfaites, avec

„n+1 , „n

” =  - iH r L < °

a  =  £ ? _ Z j£ _  -  ((i” )»/»-» > 0
Lt

0  = * .** -  (^«+1)1/2-« > o
¿t

m  = c{ • (fin+iy

7 = 0

M* = M  = c£ • (fin+1)6 .

Il résulte alors en choisissant S assez petit , n assez grand , et en utilisant (10 .1 0 ) et 
le Lemme 10.1  , que les conditions du Théorème 10.3 sont satisfaites.

T héorèm e 1 0 .1 1 . Il existe une variété inertielle , A i , pour le semigroupe S(t) 
dans l ’espace H 1 (il) .
En outre , A4 est de dimension d\ +  . . dn , avec n choisi comme auparavant, et A i 
est de classe C 1 .

10.4 Variété inertielle pour S €( t )

On peut exploiter la propriété d’écaxt spectral de A^ donnée au lemme 10 .2 , pour 
construire une vaxiété inertielle pour le semigroupe S e(t) , dans l’espace H e .

Nous allons faire ici une hypothèse plus réstrictive sur la fonction /  :
(H 8 ) 7 i =  0 , où 71 est l’exposant qui intervienne dans (1.6)
(c’est à dire | / ;(æ)| <  c , V x € R) .

Comme pour le semigroupe S(t) , on modifie la partie non-lineaire de l’équation 
qui donne le semigroupe Se(t) .
Nous savons que l’attracteur A e de Se(t) est borné uniformément en e , dans la 
norme de E e .
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On pose
l2 = sup{||V>e||tf« , G A 1} , et

F,{v)=(^ir) W”)+^  ’ (10-26)
où £ est la même fonction que dans le paragraph 10.3.
Nous nous proposons de montrer léxistence d’une variété inertielle pour l’équation

+ A^v? = Ft{v‘) 

dont la forme intégrale est donnée par

= e - ^ - ^ u ' f a )  +  f  e - ^ - ^ F A u 'U ) )  ds .
Jto

On va montrer dans la suite que les hypothèses du Théorème 10.3 sont 
satisfaites , où on choisit :

x  = y = z = h*
Pi =  Pen et P2 = I  -  P£n ,

Zi =  P"H C et Z2 = ( I - P ? ) H t y

S(t) = e~Aft et F — Ft , où Ft est donné au (10.26) .

Il est clair que les hypothèses (CL1) - (CL4) sont satisfaites .
Grâce à l’hypothèse (H8) , on a

Fe : H ‘ -> H t et Fe G H€) ,

ctvec
III?/' Ml i ll^i(Vl) ~ Fe(v2)\\ff, sup ||Fe(t>)||i?« -i- sup ---- —  < c(l2) ,

t>€#* V!,v3€ H ‘ | |V i  — V 2 \ \ H ‘

ce qui implique
Lip(Ft) < c(l2) , (10.27)

où c(l2) est une constante .
Puisque l’opérateur Af est autoadjoint , positif , à inverse compact, on a le 

résultat suivant , qui s’obtient en utilisant la décomposition spectrale:

Lem m e 10.12. Pour tout v G He , nous avons :

(0 \\e-AttP:v\\n . < e-^IM I*. , Vt < 0

(ü) ||e~A‘\ I  -  P :)v \\h‘ < e ~ ^ lt\\v\\B. , Vi > 0 .
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Il est clair maintenant que les inégalités de l’hypothèse (CL5) sont satisfaites , 
avec

2
»n+l _  n

a =  --n- > 02
»"+1 _  „n

0 = ^  >o

M = 1 

7  =  0 

M* = M = 1.

On voit alors , en choisissant n assez grand , c assez petit , en utilisant (10.27) et le 
Lemme 10.2 , que les conditions du Théorème 10.3. sont satisfaites ( on tient compte 
de la remarque d’après l’énonce du Théorème 10.3 ) .

On a donc finalement :

T héorèm e 10.13. Il existe une consta te  strictement positive cm , telle que pour 
tout e G (0, cm) , il existe une variété inertielle , M.t pour le semigroupe Se(t) , dans 
l ’espace H e .
En outre , Ade est de dimension d\ + . . , avec n choisit comme auparavant, et 
M e est de classe C0'1 .
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11 Annexe .

Pour étudier les conditions dans lesquelles l’hypothèse d’hyperbolicité (H3) est 
vraie, on utilise un théorème de Smale ( voir [7] , pag 159 ) .

Soit X  , Y  , deux espaces de Banach , et L G £(X , Y)  , un opérateur linéaire et 
continu .
On dit que L est un opérateur de Fredholm si
(a) dim Ker L < oo
(b) L’image Im (L)  est férmée .
(c) Coker L = Y \ I m ( L ) est de dimension finie .

Si L est un opérateur de Fredholm , l’indice de L est défini comme étant l’entier 
égal à dim K er L — dim Coker L .

On dit que une application (non linéaire) H  de X  dans Y  est une application 
de Fredholm , si elle est de classe C 1 , et sa différentielle de Fréchét , H'(x) , est un 
opérateur de Fredholm de X  dans Y  , pour tout x G X  .
Dans ce cas , l’indice de H'(x) est indépendant de x , et c’est par définition, l’indice 
de H .

On dit q’un point x G X  est régulier si H'(x) est surjective, et singulier s’il n’est 
pas régulier.
L’image de l’ensemble des points singuliers s’appelle l’ensemble singulier , et le com
plémentaire de l’ensemble singulier s’appelle l’ensemble régulier. Nous avons le théo
rème suivant:

T héorèm e A l. (Smade)
Soit X  , Y  deux espaces de Banach , et H : X  —* Y  une application de Fredholm 
de classe Cq , avec q > max{ind H, 0} .
Alors l ’ensemble régulier de H est dense dans Y .

Nous voulons appliquer ce théorème à notre problème.
Soit Dg l’ensemble des valeurs de G0 pour lesquelles l’hypothèse (H 3) est satisfaite.

T héorèm e A2. L ’ensemble Dq est dense dans L 2(ü) .

P reuve  . On applique le Théorème Al avec 
X  =  D(Ao) , Y  = L2(ü) , et H(u) =  A 0u +  f (u )  .

X  est un espace de Banach dont la norme || ■ ||x>(j40) satisfait à

3 3

kl X) IHItf*(n,-) ^  IMta^o) ^ k 2^2  IM|jp(n.-) > (-¿l)
t'=l t=l

où ki et k2 sont deux constantes positives, indépendantes de v.
L’application H  est de classe C1 , et

H'(u)v =  Aqv + f'(u)v  , V G D(A0) .
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Il est clair que Ao est un isomorphisme de D(A0) dans L 2(ü) , et que l’application 
qui à r  G D(Ao) associe f'(u)v  G L2(Cl) , est compacte pour tout u G D(Aq) .
Il résulte que H'(u ) est un opérateur de Fredholm , donc H(u) est une application 
de Fredholm de classe C1 , et en outre ind H  =  0 .

Mais d’autre part, d’après le théorème 2.20  ( qui est valable pour tout 
G0 G L2(Cl) ) , est non-vide pour tout G0 G L 2(Cl). Avec cette observation
on finit la preuve.

T héorèm e A3. L ’ensemble Dq est ouvert dans L2(Cl) .

P reuve  . Soit Gok G L2(ü )\D o  , de sorte que
Gok —* G0 pour k —> oo , dans L2(ü) . Nous voulons montrer que G° G 

L 2(ü ) \D g .
La définition de Dq nous dit qu’il existe deux suites uk , vk G D(Aq), avec vk ^  0 , 
telles que

A 0uk + f ( u k) = Gok (A2 )

et
A 0vk +  f '(u k)vk = 0 . (A3)

On peut considérer que
ll-Ao l̂lj&^n) = 1 . (A4)

Si on restreint l’égalité (A2 ) à iîf , i =  1 ,3 , on peut écrire

Aoiuk + f ( u k) = G? , t =  1 ,3 . (A5)

De (A5) et de la propriété (2.9)(i), on déduit que 
11̂ 11* 1(0 ,.) est borné indépendemment de k , et ensuite que 
11̂ 11̂ ( 0 ,) est borné indépendemment de k .

On restreint (A2) à O2 et, on utilise à nouveau le changement d’inconnue 
v,k = ük + Tl(uk, uk), 

où ük satisfait à l’égalité ( voir (2.17) et (2.19) )

-d n n ü *  + <xük = - / ( ük +  n ( u k, «*)) -G °2k + $ k{uk) + * k(uk) , (A6)

et où $ 1  et $ 3  sont comme en (2 .2 0 ) et (2 .2 1 ) ( à la seule différence près qu’on 
remplace G° par G°k ).
On multiplie l’égalitée (A6 ) par ük dans L2(fi2) » on utilise à nouveau la propriété 
2.9(t) , et on peut facilement déduire, en procédant comme dans la preuve du Lemme 
2.7(i) que

11̂ 2 ll-ET2(fî3) est bornée indépendemment de k.
On déduit qu’il existe une sous-suite de k ( notée encore par k ), de sorte que 

uk —*■ îij - faible dans H 2(Q,i) , i = 1 ,3 
ûk —’̂ Ü2 - faible dans jE2(ü 2) ,

et
uk —> Ui - fort dans H 2~$(üi) , i = 1 ,3 , V 6 G (0, 2]
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ük —► Ü2 - fort dans H 2~s(ü 2) , V i  6  (0 , 2] .
Ces convergences nous permettent de passer à la limite dans (A5) et (A6) (pour les 
termes non lineaires on va utiliser toujours les convergences fortes), d’où

AoiUi -f f(ui)  = G? , ¿ = 1 , 3

et
- d ViVlü2 + a ü 2 =  - / ( « 2 + uz)) -G °2 + $ 1(^1) + $ 3(^3) ,

c’est-à-dire, si on note tt2 = Ü2 + 7L(ui, u$) , et on définit u : il —*• R  pax u/fti = u 
¿ = 1 , 2 ,3, on a

' ti G D{A0)
< et (■'47)

A0u + f(u)  = G0 .

Les égalités ci-dessus permettent aussi de montrer qu’en fait

uk —* u - fort dans D(Ao) . (-^8 )

D’autre part, de (A4), en tenant compte de (Al), on déduit qu’il existe une sous-suite 
de vk (notée encore vk ) , telle que

vk —“ Vi - faible dans H 2(üi) , ¿ = 1,2,3.
Il résulte alors que

vk —► Vi - fort dans jSr2- f (iii) , ¿ =  1,2,3 , V S E (0, 2] , (-̂ -9)

et si on définit v : SI —* R  de sorte que v/fli = Vi ,¿  = 1,2,3 , alors 
v E D(A0) .

On veut passer à la limite dans (A3) pour k —*• 00 . Puisque

Atfok —*■ A qV - faible dans L2(Cl) 

f '(u k)vk —► f ( u ) v  - fort dans L2(ü) ,

on obtient
Aqv + f ( u ) v  =  0 ,

et on déduit que
AoVk —»• A qV - forte dans L2(ü) , ce qui avec (A4) nous montre que v ^  0. 
Finalement , les assertions (A7) , (A10) , et le fait que v E D(Aq) avec v 0 , 

nous donnent le résultat .
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Deuxièm e partie

Un problème de Navier-Stokes à frontière 
libre.
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1 Introduction

Supposons qu’on a un cylindre infiniment long qui tourne autour de son axe 
avec une vitesse angulaire u  , et considérons le mouvement d’un fluide visqueux qui 
remplit partiellement ce cylindre.

Si on considère une section transversale dans ce cylindre , et on suppose que 
le mouvement du fluide est uniforme le long de l’axe du cylindre, alors on peut se 
ramener à un problème bidimensionnel, formulé comme suite.
On se donne un domain initial iî C iR2 dont la frontière s’écrit: 

dÇt =  Sb U Sjt

où Sb est le cercle de rayon 1, dont le centre est l’origine du repère, et 5_p est une 
courbe fermée qui se trouve dans l’intérieur du cercle, ne rencontrant pas Sb ( voir 
figure 5 ).

On se donne une vitesse initiale u0. Nous voulons trouver à chaque temps t £ 
(0, T] , un domain fi(i) , une vitesse u(-,t) et une pression p(',t) en fi(i) , et une 
transformation du domain fj(•, t) : iî —► IR2 , telle que l’on ait :

7;(iî, t ) = iî(i) , avec 77(5b, t) = Sb

rj't =  u o 77 dans fi , 

utt — v A u  -f (u • V)it + Vp = —g Vu dans fî(i) ,

V • u = 0 dans iî(i) , 

p n \ -  v +  ui.O ni =  Poni sur V(SF, t) ,
j

où n* désigne la normale à fj(SF, t) vers l’exterieur de iî(i) ,

u = u> ^ ^ 2 ^ sur Sb ,

ti(æ, 0) =  u0 dans ii ,

r](x, 0) =  x dans fl ,

où on désigne par po la pression atmosphérique supposé constante , g l’accélération 
de la pesanteur , et on considère que la densité est égale à 1 .
On considère aussi que la tension superficielle est négligeable .

Puisque l’origine du repère coïncide avec le centre du cercle, alors Sp (c’est à 
dire la frontière libre au moment initial ) est donnée en coordonnées polaires pax 
l’équation

P =  Po(0) , avec 6 € [0, 27t) et /(>o(0) = ¿>o(27t) ,

où p0 est une fonction assez régulière qui satisfait à : 
ro0 < po(9) <  m  1 , V 9 G [0, 27r]
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|po(0)| <  rn2 , V 9 e [0, 2tr],
o ù  m 0 , rrii €  (0 , 1) , m 0 <  m,i  e t  m 2 >  0 .

Si Xi  , x 2 so n t les co o rd o n ées  c a r té s ie n n e s  , on  p e u t  é c r ire  p o u r  t o u t  x  =  

( z x, x 2) €  S F  :

®i =  9 i (0 )

(1.1)
k * 2  =  92 ( 0 )

où  o n  a  n o t é

<7i(0) =  P o ( 0 )  cos 0 e t  g 2(0)  =  po{9)  sin  0 .

L e s y s tè m e  (1 .1 ) d o n n e  la  r é p r e s e n ta t io n  p a r a m é t r iq u e  d e  l a  c o u rb e  fe rm é e  S p  .

Si o n  n o te  p a r  n  l a  n o rm a le  à  l a  f r o n tiè re  S p  v e rs  l ’e x te r ie u r  d e  i î  , alors on  a

»  =  — ( s W  )
M sM  l  i i (» )  J ’

o ù  o n  p o s e

M S, ( « )  =  [ ( ÿ ; w ) 2 + ( 9 ; w ) I ]I / ! -

I l  es t fa c ile  d e  v o ir  q u e

0 <  m 0 <  M s p (0)  <  m i  +  m 2 .

O n  p o se

ft =  (  ~ m  ) = Ms' {e)n ■

O n  v a  u t i l i s e r  les m ê m e s  n o ta t io n s  p o u r  J7 (5 jr ,t) ,  c ’e s t-à -d ire  p o u r  l a  f ro n tiè re  l ib re  

à  u n  m o m e n t  t  >  0 .

O n  é c rit  u n e  r e p ré s e n ta t io n  p a r a m é t r iq u é  d e  l a  c o u rb e  t )  , c ’e s t-à -d ire

* i  =  * h (0 i(0 ) ,  92(0) ,  t )  =  g{(9 )

(1.2)
k * 2  =  *?2(5 i ( 0 ), g2{9), t ) =  g \ (6 )  ,

e t  on  n o te

Aiofs,,.)«*) = {[(SÎ)'W]! + [(sS)'(»)]!}l/! •

R a p p e lo n s  q u e  n 4 d é s ig n e  la  n o rm a le  à  la  f r o n t iè re  77( S f , î ) v e rs  l ’e x te r ie u r  de  i î ( i ) .  

O n  a  a lo rs

n . -  1 (  - ( 9 l ) ' ( 0 )  \

-  V (SÜ'V) ) •
O n  p o se  a u ss i

= ( Isîn*? ) = M * s'-» W n ‘ ■

D an s le  s y s tè m e  in i t ia l  , on  fa it  le  c h a n g e m e n t d e  la  fo n c tio n  in c o n n u e  :
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P =  P — Po +  9  •
En outre , on multiplie l’équation qu’on a sur fj(Sp,t) par M ^sP,t)(^) i et le système 
devient :

u<t — v A u  + (u • V)ti + Vp = 0 dans fi(t) , (1.4)

V -u  =  0 dans fi(i) , (1*5)

p n \ - u  Ç (u t,i + Uj'i) n) = g x 2n\ sur fj(SF, i) , (1.6)
i

u = u> ^ ^ 2 ^ sur Sb , (1.7)

u(x, 0) =  uo dans ii , (1-8)

fjtt(x, t) = u(fji, fj2, t ) dans ii , (1.9)

7j(x, 0) =  x dans fi . (1.10)

On utilisera souvent la convention suivante : un indice avant la virgule indique la 
composante , tandis que un indice après la virgule indique la dérivée partielle.

On va faire le changement de la fonction inconnue suivant : 
u(xi, x 2, t) = û(xi, x2) + w(xi, x2,i) pour x G fi(i) , 

avec

ü(®i, x2) =  a» ^ ** j  =  B x ,

où on pose

'o1 ) •
On remplace dans les équations (1.4) - (1.10) , et on obtient :

wit — v A w  -f (w - V)w  +  B w  +  x — u>2x +  Vp = 0 dans f i ( i) , (1-11)
Dx

V • w =  0 dans fi ( t ) , (1*12)

p n \ - u  + wjti) n) =  g x 2n\ sur rj(SF, t) , (1.13)
3

w = 0 sur Sb , (1.14)

w(x , 0) = w0 avec w0 = Uo — B x , (1-15)

fjit{x, t) = Bij + w(jju  f)2, t ) , (1.16)

fj(0) = x . (1.17)

Pour ce problème , il est naturel d’utiliser des coordonnées lagrangiennes , cf [3] ,
[9] .. Nous procédons maintenant au changement de coordonnées .
Puisque x =  |V (x 2 + x |) , il est plus simple d’introduire :
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q = p — +  x\) , et on pose ensuite
q = qorj , c’est à dire q(x,t)  =  q(fji(x, i), fj2 ( x , i), t) 

et
v = w o fj , c’est à dire v (x , t )  =  u>(77i(æ,i), ij2 (x ,t) ,  t ) . 

On a le calcul suivant :

v,t =  w,t +  w.i^M +  wi2Tj2it =  tr)t +  wti(-u)r ) 2 +  tüi) +  wi2(u  r/i +  w2) =

, Dw _ _
w,t +  (w • V )w  + - j ^ B v  •

Les équations (1.11) - (1*15) deviennent alors :

v,t ~  v ¿T £kjdk(tijVij) + B v  + Y ,  £kiq,k =  0 dans fi x (0, T ) , (1.18) 
ktj j  k

E  tkjVi* =  0 dans fi x (0, T ) , (1.19)
kj

q N i - u Y J((kjVitk+^kiVj,k)Nj = gfj2 N i - ^ u 2 (fjl+Til)Ni sur SF x ( 0, T ) , (1.20) 
k,j *

où on note N  = n* ofj ,
v =  0 sur Sb , (1-21)

t>(0) =  vq dans fi (1.22)

avec vq = wo = Uo — B  x , 
où on a noté

{’ = (s )  ’ f = (f«)«“'.1 • t1-23)
On peut réécrire (1.16) sous la forme

7jtt = Bi} + v (x , t )
< (1.24)
k 77(0) =  x ,

avec B  définit comme avant , d’où il résulte :

f j(x ,t) =  eBtx + f  eB^~$̂ v(x, s) ds .
J  0

On note

E  =  E(t)  =  =  (  <?•<"*) -  )  , £  =
y sm(wi) cos(u>i) J \ 3 / >3 <

et
p* _  -  jr-i _  (  cos(u7t) sin(wi) \  . .E  — E  (t) — E  -  ^ _  s.n(u)() cQs(iijt) j  , E  =  (e^)ij=1,2 .
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On voit immédiatement que E* = E T , donc on peut écrire :

fj = E(t) x -f f  E*(s)v(x,s) ds ds , (1.25)
Jo

ce qui entraîne

â  =  £ ( i ) [i  +  /o‘ £ ' W 5 > sH  ■ (1-26)

On va utiliser la notation A =  (Ai, A2, A3 , A4 ) , où A(v,q) désigne les membres de 
gauche de (1.18) , (1.19) , ( 1 .2 0 ) , ( 1 .2 2 ) .
On va noter pax L  =  (Z/i, L2, £ 3 , £ 4 ) , un opérateur linéaire qui approche A d’une 
façon convenable , c’est à dire :

Li(vy q) = vtt- v J 2  4 A ( e i > i . i )  +  B v + 2  e fc»î,fc , ( 1 - 2 7 )
k,j,i k

i1-28)
kj

Lsivy q) = q(En)i -  v Y ,( ekjVi,k + e*kiVj,k){En)j , (1.29)
j,k

LA(v,q) = v(x ,  0) . (1.30)

On observe que

ekjeîjviM =  Ü Œ  ekje3lVi,kl) = 5 Z t>Uvi,kl > 
k,j,l k,l j k,l

où
£ _  J  1  , si A: =  Z 
W “  \  0  , si k î  l ,

ce qui donne

E  el j eîjviM =  Au . 
k,j,l

On a aussi

e feî9.fc =  5 3 eifc9,* =  (EVq)i . 
k k

On peut écrire L x = E (E *L i) •
U est clair que

B'(v,t) = (£•«),. -  (£ >  = (E-v),t + ,
ce qui donne , si on remaxque que E*B  =  BE* :

L ^v^q)  =  E[(E*v),t -  uA(E*v)  +  2 £ ( £ ‘V) + V ç ] , (1.31)

Liiy^q) =  V • (E*v) . (1.32)
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Pour représenter de la même manière ¿3  , on fait le calcul suivant :

(.E*L3)a =  g ^ e ^ e y n ,-  -  v{ ^ a ^ v ^ e j . n ,  + £  ^ k i vi ^ j . n t ) =

-  K ]C  eli°i,knk + J 2 v3,°e*tj fi>) = 9^0 -  + (-E**)*»]»»- »
t,fc ¿»« *

ce qui nous donne

L3(v , q) =  E{qüi -  v . (1.33)
i

On écrit aussi
^ { v ,  q) = (E*v)(x, 0) . (1.34)

Dans la suite on va désigner par c (éventuellement avec des indices ) , des constantes 
positives qui vont dépendre des paramètres du problème .
On introduit quelques notations :
Soit H ‘{Cl) l’espace de Sobolev habituel , pour s > 0 , et on désigne pax | • |, la 
norme dans cet espace .
Si X  est un espace de Hilbert , on définit H*(0,T,X)  comme d’habitude pour s 
entier , et pax l’interpolation pour s non-entier .
On remarque comme à la page 364 de [3] que si on a un opérateur A(T) borné de 
H °(0 ,T ,X )  dams Y  et aussi de 1T1(0,T ,X )  dans Z  avec des normes indépendantes 
de T  , où Y  et Z  sont des espaces de Hilbert avec Z  Ç Y  , alors A(T) est borné 
de H ‘{Q,T,X) dans [Z ,Y]i-t avec une norme indépendante de T  . On utilisera les 
notations suivantes (comme dans [3]) :

Gt  =  il x (0 ,T ) ,

K r(GT) = H °(0 ,T ,H r( n ) ) n H r/2(0,T,H°(Sl)) ,

K r(SF x (0,T)) =  H °(0 ,T ,H r(SF)) n Hr' 2{0,T,H°{SF) ) ,

° F r(il) = {u e  Hr(ü) , u = 0 sur SF} , 

oHr(Cl) =  {u € Hr(iï) , u =  0 sur S#} ,

°k t(g t ) = h °(o , t , °£rr(iî)) n frr/2(o ,r ,fr ° ( i î) ) ,

oK r{GT) =  tf°(0,T , oIT(iî)) n HT/2(0 ,T ,H ° (û )) .

Le but de cette partie est de montrer le Théorème suivant :

T héorèm e 1 .1 . Soit r  € (3, | )  . Supposons que il satisfait aux conditions de cette 
section .
Soit uq G l) donné et satisfaisant aux conditions suivantes :

V  • uq  =  0 dans  i l  ,
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WM i j  "t" (’u,o)j,t]n'j)'tan — 0 SUr Sp ,

tio(®) = B x sur Sb •

Alors il existe un T  > 0 qui dépends de il et de |iî.o|i—i , tel que le problème (1.18)-
(1.22) a une solution v G 0K r(GT) , q € K r~ ^ 2(SF x (0,T )) , et Vq G K r~2{GT) , 
avec v(0, x) = vo(s) = uo(x) — B x .

Le plan de cette paxtie est le suivant :
Dans la section 2 nous montrons l’existence d’une solution d’un problème linéaire 
et homogène , dans la section 3 on va résoudre le problème linéaire , non homogène: 
Lu — h , où L est l’opérateur donné pax les expressions (1.27)-(1.30) , et dans la 
dernière section on prouve le Théorème 1.1 , en faisant une estimation des termes 
non-linéairs.

i
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2 Résolution du problème linéaire homogène.

La methode utilisée dans les sections 2,3 et 4 est très ressamblante à celle utilisée 
dans [3]. C’est pourquoi, nous allons insister seulement la où il y a des différences. 
Nous voulons résoudre le système suivant :

vtt — vA v  +  2B v  + Vg = /  dans Gt , (2.1)

V • v = 0 dans Gt , (2-2)

S{v,q) = 0 s u r 5 j rx ( 0 ,T )  (2.3)

avec
(S(v,q))i = qrii — u +  vi*)ni »

j

v = 0 sur Sb x (0, T) , (2-4)

t>(0) =  0 sur iî . (2-5)

Ce problème est similaire au problème traité p. 368 de [3] , avec le term 2B v en 
plus .
On va suivre ici le même raisonnement.

Soit H%{ci,m2) = {u e  H°(n,m2) , u = v $  , où $ g °H1(n ,m ) } .

Lem m e 2.1. H$ est un espace de Hilbert , c ’est à dire que H% est fermé dans H° .

P reu v e  . Soit V $n —* rf; , dans L2(Cl) , c’est à dire
dans L2(Cl) et V>2 dans L2(fi) ,

avec $ n =  0 sur Sp .
On peut supposer $  assez régulier , et on peut écrire

(2.6)

Puisque

—  = cos 9 +  $*1 sin 9 , 
dp ’ ’

on déduit en utilisant (2.6) que $ n est une suite de Cauchy dans L2{CÏ) , donc il 
existe un $ G L2(Cl) , tel que $ n —> $ , dans L 2(Cl) , et on déduit d’une manière 
classique le résultat.

On va noter par if°(iî,iR 2) le complément orthogonal de H% dans H° , donc on 
a : H°d 0  H° =  H° .
On voit facilement que pour tout u G H 1 (Cl) , on a u G ÆT° si et seulement si
V • u = 0 dans Cl , et u = 0 sur Sb •
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Lem m e 2.2. Si /  G jETr“2(ÎÎ) , 6 G £fr_3 2̂(SJB) , avec 2 <  r <  5 , il existe une 
solution unique u G jETr(fi) cfu système  A  u =  f  dans ii y u =  0 sur 5jr , #nu =  b sur 
Sb y avec

M r  <  c [ | / | r - 2  +  |Î>|r_ 3/2 ,SB] ,

où |i>|r - 3/ 2,sfl d és ig n e  la  n o r m e  H r~3/ 2( S s )  de  b .

P r e u v e  . O n  ch e rch e  d ’a b o rd  u n e  so lu tio n  fa ib le  , qu i e s t  p a r  d é f in itio n  la  

so lu tio n  d u  p ro b lè m e  :

T ro u v e r  u  E ° H 1(Q,) te l  q u e

J  V u - V i p d x  =  -  J f i p d x  +  J b(p d a , \/(p E .

C e p ro b lè m e  a  u n e  so lu tio n  u n iq u e  p u is q u ’o n  a  u n e  in é g a li té e  d u  ty p e  P o in c a ré  

Mo <  c |V u |0

(q u i se m o n t r e  co m m e  à  la  d é m o n s t ra t io n  d u  L e m m e  2 .1  , e n  é c r iv a n t

u ( p ,0 )  =  f  ^ ~ A Î , 0 ) d t  ) .
Jpo(i) dp

Soit 771 ,772 E C ° ° (Ù )  ,-rji =  1 d a n s  u n e  v o is in ag e  de  S b  , e t  77! =  0 d a n s  u n e  v o is inage  

de  S  f  , 0 <  r/i <  1 ,771 +  772 =  1 d a n s  i î  .

O n  p o se  u i  =  771 u  e t  u 2 =  772U .

O n  o b s e rv e  q u e  Ui e s t la  so lu t io n  d u  p ro b lè m e  :

A u x  =  771/  +  2  V t]i • V «  +  ( A r j i ) u  =  f x

<
d u i _ I

l 9^ = 6
OÙ

b su r  S b

b =

0 su r  S  f

P o u r  r  =  0 , si /  E H °  , a lo rs  u  E S 1 , d o n c  f i  E H °  .

Il e s t c la ire  q u e  b E JET1/ 2( ô i i )  , d o n c  on  p e u t  a p p l iq u e r  l a  th é o r ie  e l l ip tiq u e  de  [6 ] , 

e t  o n  o b t ie n t

E H 2(Ü )  , av ec  |u i |2 <  c [ \ f \ 0 +  |î>|î)Sb] •

P o u r  r  =  1 , si /  E H x , on  a  d é jà  Ui E H 2 , ce qu i e n t r a in e  f i  E jff1( i î )  . P u is q u e  

b E H 3/ 2(d £ l )  , on  o b t ie n t  u% E H 3 .

O n  r é p è te  l ’a r g u m e n t  , e t  o n  d é d u i t  q u e  si f  E H T~2 e t  6 €  H r~3/ 2( S B ) avec r  e n t ie r ,  

a lors

« i  €  H T e t  | t t i | r <  c [ | / | r_ 2 +  |^ |r—3/ 2] •

D e m ê m e  p o u r  u 2 qu i e s t la  so lu t io n  d u  p ro b lè m e

A u 2 =  772/  +  2 V 772 • V u  -f  ( A 772)u  =  f 2

<
u2 =  0 sur .
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Donc le résultat est vrai pour r  entier , et le lemme en résulte pax interpolation.

R em arque  . Un résultat analogue au Lemme 2.2 est vrai si on prend comme 
conditions aux limites u = b sur une frontière , avec b E H r~1/2 , et dnu = 0 sur 
l’autre .

Lemme 2.3. Il existe une constante positive c , telle que pour tout 
u E o , on a

M i < c < u ,u  >n ,

où on a posé

< u ,v  > n=  X) J  (uitj +  +  Vjti)dx .
i,j 0

P reuve  . Supposons qu’il existe une suite , telle que

Z ) \ v ÿ \ l  + S  K'n)lo =  1 et Hm < u(n),u (n) > n=  0 .

Donc est borné dans ¿^(iî) , d’où il résulte que une sous-suite (qui sera noté 
aussi pax -u(n) pour commodité ) est convergent dans H°(Çl), donc il existe v E jET°(îî), 
tel que v(n) —*• v dans H°(£l) .
De l’inégalité de Korn :

|i>(n+r>) -  v(n)|2 < c [< u(n+p) -  >n -(-|u(n+p> -  i?(n>|g] ,

il résulte que -u(n) est une suite de Cauchy dans H 1 (Cl) , donc i?(n) —* v dans f i 1(iî), 
ce qui entraine

Vij + Vjti — 0 , pour tout i , j  .
De Vi,! =  0 , il résulte V\ =  a(x2) .
De v2,2 =  0 , il résulte v2 = fi(xi) .
De ^1,2 -f i>2,i =  0 on déduit a '(x 2) = —j3'(xi) =  constante .
On déduit alors que v est de la forme : v\ =  ai +  &i®2 , et v2 =  a2 — b\Xi .
En tenant compte que v = 0 sur Sb , on obtient v = 0 dans ii , ce qui contredit le 
fait que |t /n)|i =  1 , d’où le résultat .

Soit P  la projection orthogonale sur H® dans H° . On a le lemme suivant , qui 
donne les propriétés de P  , et qui se montre de la même manière que le Lemme 3.1 
page 369 de [3] :

Lem m e 2.4. Supposons que s E [0,4] . Alors
(i) P est un opérateur borné sur H ‘(SÎ,R2) .
(ii) P est aussi borné sur K*(il x  (0,T )) , avec la norme indépendante de T  .
(iii) Supposons que $  E H t+1(fl) . Alors P (V $) =  VŸ , où $  satisfait à

AŸ = 0 dans iî , 9n\P = 0 sur Sb , 'ï' =  $ sur Sp • (2-7)

On énonce maintenant le théorème principal de cette section .
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T héorèm e 2.5. Soit r E (3,4]. Pour tout T  > 0 et tout f  E K t~2(Gt ) avec 
P f{  0) = 0 , Je problème (2.1) - (2.5) a une solution unique (v, q) qui satisfait à 
Pin égalité

I M I jï>(G!t ) +  | | V g | | ü f r - î ( G;r) +  | | ç | | j ï > - j / 3 ( s J,x (o , : r ) )  <  c  | | / | | . K > - ’ (Gr ) >

où c est une constante qui ne dépend pas de T  .

P reuve  . Si on applique P au (2.1) on obtient :

î>)t — vP(A v)  + 2P(Bv) +  = P f  , avec = P(Vg) .

Le lemme 2.4 nous dit que

' qv = 2 J2i,j VijUiTij sur SF

< A qv = 0 dans iî (2.8)

dnqv — 0 sur Sb

De la remarque qui suit le Lemme 2.2 , il résulte qu’on peut regarder (2.8) comme 
en définissant un opérateur borné t? —► qv , de H T dans Hr~1 .

On introduit l’opérateur A  : V"r(iî) —* P H r~2(Çl) pax :

A v  = —v P (A v ) + 2P (B  v ) +  Vç„

avec

Vr(iî) =  {t> G PH r(Çl) , tel que Stan(v) =  0 sur S? , v =  0 sur 5b} ,

où 5ton(v) répresente la paxtie tangente à Sp de S(v) , et où qv est défini pair (2.8) .
Il est facile de voir que P H r(il) est un sous-espace fermé de H r(Q,) (parce que si 

Pun —* v dans H r(il) alors , du Lemme 2.4(t) il resuite que si on applique l’opérateur 
P  , on obtient Pun —► Pv dans H r(Sï) , ce qui implique v E P H r(£l) ) .
Donc V r est un espace de Hilbert , sous-espace fermé de Hr(Cl) .

Dans la suite nous nous proposons de résoudre le problème d’évolution

vtt +  A v = P f
(2.9)

, »(0) = 0 .

On va énoncer deux lemmes qui correspondent aux Lemmes 3.3 et 3.4 de [3] , et qui 
donnent les propriétés de l’opérateur A  .
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Lem m e 2.6. Si 2 < r < 4 , alors A a un inverse borné .

P reuve  . Soit Av =  /  , avec /  G P H r~2 et v G V r .
On pose Vqo = v (I — P)(Av) — 2(1 — P)(B v) , et l’équation A v  = f  peut s’écrire 
sous la forme

—vA v  + 2B t> + Vgo + Vg„ = / .

On pose q = qo + qv , et on voit que t? et g satisfont au système :

—j/Av + 2B v  + Vq = f  dans i l , (2.10)

V • v = 0 dans il , (2-11)

S(v i<l) =  0 sur Sp , (2.12)

v =  0 sur Sb • (2.13)

L’égalité (2.12) se déduit en tenant compte de Stan =  0 , de la définition de qv , et 
du fait que qo = 0 sur Sp .

Inversement , si v , q satisfont à (2.10) - (2.13) , on obtient facilement l’égalité 
A v  = f  .
On utilise la methode exposée p. 371 de [3] .
Si v,<p E H 2(Cl) , q € H 1^ l) et V • v = 0 , alors on a l’égalité suivante :

/  ( - v A v  + 2 B v  + Vç)v? =  < v,<p >n +2 f  (Bv)tp+ f  S ( v ,q ) t p - [  ç(V •</>). 
J n 2 J n J do Jn

Soit V = {u  € °H 1(Ü) , V • u =  0} .
V est un espace de Hilbert , sous-espace de i f 1 (il) .
On dit que v est une solution faible de (2.10) - (2.13) si elle satisfait au problème : 

Trouver v G V  tel que

< v, tp >n +2 /  (B v)(p dx — f  f  (pdx , V y?G V . (2.14)
2 J n J n

Il est clair avec le Lemme 2.3 que

1 f 1
- v  < v ,v  >n +2 / (Bv)vdx = - v  < v ,v  >n > c |v |2 .
2 Jo 2

On peut donc appliquer le Lemme de Lax-Milgram , et on déduit que l’équation 
variationnelle (2.14) a une solution unique v E V  qui satisfait à l’inégalité :

Mi < c | / |0 •

D’autre part , exactement comme à la fin de la Section 4 de [3] on montre que pour 
tout p E H° il existe un élément up G o-ff1(îl) tel que V • up =  p et l-Uplx < c |p|0 . 
On déduit qu’il existe une solution unique q E L2(Q) de l’équation variationnelle

f  qpdx  =  \ u  < v ,up >n +2 f  (Bv)up — f  f u p , V p G i 2(il) .
J n 2 J n J n
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Donc pour tout u E 0H 1 , on a

f  q V  • udx = \ v  < v,u?.u > n +2 /  (Bv)uv.u -  f  f u v .u .
Jù 2* J n J o

D’autre part V • uv-u = V • u , c’est à dire «v-u — îî € , et si on remplace f  par 
uv.u — v  dans (2.14) , on obtient

\ v  < v ,u v .u >n +2 f (Bv)uv.u -  f  f u v .u =  \ v  < v ,u  >n +2 f ( B v ) u -  f f u  ,
¿t * o v n 2* J ci J o

donc q E L2(Cl) satisfait à l’équation variationnelle

f  q V • udx = ]-u < v ,u  >a +2 f  (Bv)u  — f  f u  , V u e  o-ff1(fi) • (2.15) 
•/n z »n «/n

On peut montrer que v et q qui satisfont à (2.14) et (2.15) sont plus régulières , 
c’est à dire v E H 2(ü) et q E H 1 (il) . Pour montrer ça , on utilise les résultats de
[5] p. 38 (pour des éstimation dans l’intérieur du domaine) , et de [7] p. 195 (pour 
des éstimations dans un voisinage de la frontière) .

Si on prends u E V(Cl) dans (2.15) , on obtient (2.10) .
On prends ensuite u E off1(Cl) , et on obtient (2.12) , donc on a une solution 
v E H 2(ü) , q E H ^Ü )  de (2.10) - (2.13) .

Les équations (2.10) et (2.11) forment un système elliptique, et chacune des 
égalités (2.12) ou (2.13) satisfait aux conditions de complémentarité ( voir [10] page 
33, et [8] page 144 ).
Nous voulons appliquer le Théorème 10.5 page 78 de [1] .
Soit iji , r/2 comme à la démonstration du Lemme 2.2 , et on pose 

Vi = VTn et = qVi •
Alors Vi et qi satisfont au système :

—v Avi +  Vçi =  rji(f — 2Bv) — 2vV t)i ' V r — vAiji + q'Vrji =  / x dans iî , (2.16)

V • vi =  v • Vt/i =  cf\ dans Cl, (2.17)

S{vi,qi) = 0 s u r f i l ,  (2.18)

tandis que v2 et q2 satisfont au système :

—v Av2 + Vç2 =  V iif — 2 B v )~  2vV t]2' Vv — v A ^  + g V ^  = / 2 dans iî , (2.19)

V • v2 =  v • V772 = 02 dans O , (2.20)

v2 =  0 sur diî . (2.21)

Si f  E H°(Cl) , alors v E H x(iî) , avec jv¡x <  c | / |0 , ce qui implique fc E L2(Cl) avec 
\fi\o < ci |/|o  •
Aussi , E J5T1(iî) avec (ô-̂ lx < Ci | / | 0 .
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O n  a  d é j à  v u  q u e  v  G H 2(Cl) , d o n c  v t- 6  H 2(Cl)  a v e c  N a  <  c i l / l o  •

S i /  €  H 1 (Cl)  a lo r s  /< G ^ ( i l )  e t  à { G fT 2( i î )  , a v e c  

\ f i \ i  <  c j / | i  e t  | ô ï | 2 <  c i  | / | i  .

O n  a p p l iq u e  l e  T h é o r è m e  1 0 .5  p a g  78  d e  [1] , e t  o n  d é d u i t  :

Vi G H z (Cl)  a v e c  | î^ |3 <  c i | / | x .

D e  l a  m ê m e  m a n i è r e  o n  d é d u i t  q u e  si /  G H 2(Cl)  , a lo r s  

Vi G H 4 ( t t )  a v e c  |t>i|4 <  c i | / | 2 .

D o n c  l e  l e m m e  e s t  v r a i  p o u r  r  G { 2 , 3 , 4 }  , e t  i l  r é s u l t e  e n  g é n é r a l  p a x  

in t e r p o la t io n  .

O n  v a  m o n t r e r  d a n s  la  s u i t e  u n  l e m m e  s im i la ir e  a u  L e m m e  3 .4  d e  [3] p a g e  3 7 2  .

L e m m e  2 . 7 .  S i  r  G [2 ,4 ]  e i  A G a v e c  R e  A >  0 , a lo r s  l ’o p é r a t e u r  

A +  A  : V r (Cl,(D2) —»• P H r ~ 2( ü i € 2 ) e s t  i n v e r s i b l e  , e t  i l  e x i s t e  u n e  c o n s t a n t e  p o s i t i v e  

c  , t e l l e  q u e

| (A  +  A ) ~ l f \ r <  c ( | / | r - ,  +  1 A |( ' -J) / ! | / | 0 ) , V  /  s  P  .

P r e u v e  . O n  v a  é t u d ie r  l ’é q u a t io n

Au +  A v  =  /  . ( 2 .2 2 )

O n  v a  c h e r c h e r  u n e  s o lu t io n  f a ib le  d e  ( 2 .2 2 )  , v  =  v 1 - f  i  • v 2 a v e c  v 5 G V r ( C l , lR '}) , 

t e l l e  q u e

i i /  <  v , w  > n  + X ( v , w ) o  +  2 ( B v , w ) 0 =  ( f , w ) 0 , V  w  =  w 1 +  i  • w 2 , a v e c  G V r ,

( 2 .2 3 )

o ù  o n  p o s e

( v ,  w ) q =  / n v  w *  d x  , a v e c  w *  l a  c o n j u g u é e  d e  w  ,

A =  A i +  î‘A2 , a v e c  A i >  0  , e t

< v , w  > n =  E i j I n ( v i J  +  +  w W  •
O n  n o t e r a  d a n s  l a  s u i t e  :

a ( u , t o )  =  \ - v  <  v , w  > n  + 2 ( B v , w ) 0 +  A ( v , t o ) 0 .
¿t

L e  c a l c u l  s u iv a n t  :

( B v , v ) 0 — w  I ( v i v ^  — v 2u * )  d x  =  2 ü) • i  I  ( v \ v \  — v \ v l )  d x  
J  n Jçi

o ù  o n  a  p o s é  v *  =  v \  - f  * • v \  , n o u s  d o n n e

a ( v , v )  =  <  v , v  > n + X i ( v , v ) 0 + » •  A2( v , u ) 0 +  A u  J ^ ( v { v \  -  v \ v \ ) d x  .

I l  r é s u l t e  q u e

|a ( t > ,v ) |  >  c | v | 2 ,
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donc on peut appliquer le Lemme de Lax-Milgram de [4] pag. 41 qui nous permets 
de déduire l’existence d’une solution de l’équation (2.22) , qui satisfait à

Mi < c |/ |0 • (2.24)

Il est clair que

r i  i 2 r t i 2
|a ( r ,r ) |2 =  < v ,v  > +A1M0 +  ^ \ v \î + j j y l v l  -  v \vl) dx . (2.25) 

Soit
s  = Jq { M ( v { ) 2 + ( v l ) 2 + (v\)2 + ( r2)2] + 4u(vl v\ -  v \v2)} dx .

On distingue les cas suivantes :
Cas 1. Si A2 > 2a; , alors

| I T |  >  ( A 2  -  2 a ; ) M S  •

Cas 2. Si A2 < —2a; , alors

\ H \ > \ \ 2 +  2 u \ \ v \20 .

On peut réunir ces deux cas en disant :

Si |A21 > 2a; , alors |fT| > (|A2| — 2u>)Mo , (2.26)

ce qui avec (2.25) nous donne

K®»*0|2 > \ u2(< v >v >n)2 + AjMo + (|A2| -  2wf\v\\ .

Puisque \ v 2(< v ,v  >n)2 > ci(M i + Mo) >

|a(t;,i;)|2 > Ci \v\* + {ci + A2 + (|A2| -  2a;)2} . \v\t .

On peut écrire
Ci + A2 -f ( |A21 — 2a>)2 =  Ci A2 +  |Aj +  |Aij — 4a;|A21 + 4a>2 .

Il est clair que
\ \ \  — 4o)|A2| +  4o>2 > 0 , pour ¡A2| > 8a;

et
Ci + A2 -f |A | > C2 (1 + |A|)2 , 

ce qui donne finalement

|ct(v,*ü)| > c3{M 2 +  (1 +  |A|)|v|o} pour |A2| > 8a; . (2.27)

On étudie maintenant la situation | A21 < 8a>.
Dans ce cas , puisque la définition de a nous dit que

fa(v,v)| > <  v,v  > +Ai|t>|2 > c4{|v|2 + (1 + Ai.)|-u|o} ,
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1 +  Al “  l T 8 ^ (1 +  |A|) ’

on peut écrire

|a(v,u)| >  c5 ( M î  +  (1 +  |A|)|r|o} , pour |A2| < 8u> , (2.28)

ce qui avec (2.27) , en choisissant c$ = min{c3,c5} , nous donne

|a (v ,r) | >  ce (M î + i 1 +  |A|)Mo} » P°ur tout A 6 €  ,Ai >  0 . (2.29)

Si on fait w = v dans (2.23) et on tient compte de l’inégalitée ci-dessus , on tire

Mo ^  c?(l + |A|)-1 |/|o • (2.30)

On utilise maintenant le Lemme 2.6. , et on déduit que l’équation (2.22) a une 
solution forte v G V2(iî,<T2) .
Si /  € P H r~2 , alors /  — \ v  € P H r~2 (parce que r  <  4 ) , et on déduit du Lemme
2.6 que

M ,  <  c [1/ 1 -2  +  |A| • M , - a] <  c [ | / | , _ ,  +  • |A| • |» |^ ]  <

<  c | / | r - î  +  i|t>|r +  C8 |A |'/J |t>|o , 

ce qui avec (2.30) , finit la preuve .

Fin de la preuve du Théorème 2.5 .
Les deux lemmes précédents nous montrent que l’opérateur A  a exactement les 
mêmes propriétés que l’opérateur A  de la démonstration du Théorème 3.2 de [3] . 
On peut donc utiliser le même argument , avec la transformation de Fourier en t , 
et on aura une solution sur (0, T) du système

vtt + A v  =  P f
<

. v(0) =  0 ,
avec

IM|jr-(cT) -  Cll/I|jf'-*(CT) • (2-31)

On continue comme dans la preuve du Théorème 3.2 pag 374 de [3] , à la seule 
différence qu’on va prendre Vg = v(J — P )A v  — 2(1 — P )(B  v) +  Vqv + (I — P ) f  , 
et on finit la preuve du Théorème 2.5 .

et puisque
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3 R ésolution du problème linéaire nonhomogène.

On va utiliser dans la suite les Lemmes 2.1 à 2.6 de [3] . Par commodité on va 
énoncer ici les deux derniers lemmes .

Lemme 3.1.
(t) Soit r > l e t r > s > O . S i i > G  Hr(Cl) et w £ fP(fi) , alors vw  E H'(il) et 
h>u>|, < c |-u|r |to|# .
(n) Si v,w  E H l (ü) alors vw E H°(û) , et io|0 < cM ilH i
(iii) Si v G Hr(ü) ,r  > 1 et w G o # -1(fî) (l’espace dual de 0H l (û) ) , alors vw
est dans 0i f_1(iî) , et |vxo|_x < Mr|t°|-i*
(tu) Si v G l f 1(iî) et w E H°(ü.) , alors vw E o et < cMihHo .

Lemme 3.2.
Supposons que X , Y,, Z sont des espaces de Hilbert , et M  : X  x Y  —> Z est une 
application bilinéaire , bornée.
(t) Soit v G S ‘(0, T, X ) et w E #*(0, T, Y) avec s > |  . Si (vw) est défini par
(vto)(i) = M(v(t),w(t)) , alors
vw E H ‘(0, T, Z) et |vtü|, < c|u|,|u>|# .
(ü) Si s < 2 et v,w  satisfont aux conditions supplémentaires :
dfv(0) = dfw(0) = 0 , 0 < k < s  — |  , et si s — |  n ’est pas entier , alors la constante
c de (i) peut être choisie indépendante de T  .

Comme en [3] page 374, si v G oifr(iî) avec r > 2 , on peut considérer d^v 
, k = 1,2 , comme un élément de oS~1(Çl) ( le dual de °H1(Çl) ) , définit par la 
relation :

< ><0H-i,ofl-i>= — f  vdk$ dx , V $ G °H1(Sl) ,
J n

ce qui nous dit que
< Mo , et donc dk est un opérateur linéaire , continu de qK t(Gt ) dans 

K r(GT) , où
K r(GT) = H°(0, T, F ' - 1 (il)) n Hrl \ 0, T, 0S ~ X(ÇÏ)) et 
II^vIIî--(gt ) ^  IM k'(cr ) » Vv G oK t(Gt ) .

On va considérer dans la suite l’espace :

* r = {(v,q) , « € oiT(Gr) » Vç G K r- 2(GT) , et q G K T~Z/2(SF x (0,T))} 

muni de la norme :

ll(v,ç)||x' = IMI*r(Gr) + llv ?lk’- a(GT) + ll9l|jr*-»/a(s,x(0tr)) •

Il est facile de voir que X T est un espace de Banach .
On va définir un nouvel espace Y T comme l’espace des éléments de la forme 

(/, <j , a, r 0) , avec
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/  € K t~ \G t ) , a € Kr(GT) , a € Kr~V2{SF X  (0, T)) , u0 € , qui 
satisfont à

V • uo = <t(0) dans il , (3-1)

u0 =  0 sur Sb , (3.2)

MSp • Sta^uo) = atûn(0) . (3.3)

H est clair alors que L = (L\ , L2, 2/3, £ 4) définit par (1.27)-(1.30) ou par (1.31)- 
(1.34) , est un opérateur linaire de X T dans Y r .

On a d’abord la Proposition suivante :

Proposition 3.3.
Soit r,5 >  0 , et frr,'(Gr) = H°(0 ,T  Hr{il)) n tfr(0 ,T, H* {il)) . AJors pour tout 
u 6 Ht,'(G t) on a u • cos(wi) € H t,‘(Gt) , avec 
| |u  • c o s (u ; i ) | | j j r , . (G T) <  c | |u | |h » , . ( g t ) •

Les mêmes assertions sont valables avec sin(aj£) .

Le résultat est évident pour r et s entiers , et la proposition en résulte par 
interpolation .

Les deux théorèmes qui suivent sont le but de cette section .

Théorème 3.4. Pour r € (3, | )  , l ’opérateur L : X r —► Y r a un inverse bornée .

Preuve . Soit ( / ,  a, u0) G Y r .
On fera les notations

f  — E* f

et
a — — —E* a , où Msp est donné au paragraphe 1 .

S p

En faisant le changement de la fonction inconnue 
v =  E* v ,

l’équation L(u, q) =  ( / ,  <r, a, uo) sera équivalente au système

v,t - v A v  + 2Bv +  Vq =  f ,  (3.4)

V • v =  a , (3.5)

qni -  H -I- üj,t)wj =  âi (3.6)
i

( c’est à dire S(ü, q) = â ) ,
ü(0) = u0 . (3.7)

La Proposition 3.3 nous dit que

/  € K r~2(GT) , et ||/||.k>-j(Gt) < cll/Kx-r-j^j,) . (3.8)
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Puisque Msp(6) est une fonction régulière sur Sp , on peut très facilement déduire 
que

| | ô | | J Ï - , _ 3 / 2 ( 5 J 7 X ( o 1 r ) )  ^  c l l a l l i i : * - ï / J ( s J î . x ( o , r ) )  • ( 3 - 9 )

Pour résoudre le problème (3.4)-(3.7) on applique exactement les mêmes étapes que 
dans la démonstration du Théorème 4.1 de [3].
Le term 2B v de (3.4) qui n’apparaît pas dans l’égalitée (4.1) de [3] ne change rien, 
on peut choisir à la page 376

ôtü(l>(0) =  u A v0 -  VçW(O) + /(O) - 2 B v 0 .
Donc il existe (v,q) G X r solution de (3.4)-(3.7) , avec

||(ü ,ç)||x ' < k{T)  ||( /, a, a, v0)||yr .

Mais v = E  v , et grâce à la proposition 3.3 on obtient

| | ( v ,  ç ) | | x -  <  k (T) I l ( / ,  a,  o ,  r o ) | | y *  ,  ( 3 . 1 0 )

ce qui finit la preuve .

Malheureusement , la norme de l’inverse de L dépends de T . Pour améliorer ce 
résultat on introduit les espaces suivantes :

X q =  {(v,ç) G X r , avec u(0) = uit(0) =  0 et g(0) =  0}

et

Vor =  {(f,<r,a, 0) e Yr , avec /(O) = 0 , <r(0) = <rt(0) = 0 , a(0) = 0} ,

où on désigne pax 0",t(O) la trace de «r t G JEf(r-2)/2(0, T, o # -1) dans oH~x .
En raisonnant comme dans la démonstration du Théorème 4.3 de [3] , on obtient 

le résultat suivant :

T héorèm e 3.5. L ’opérateur L est inversible de X q dans YJ , où r G (3, |) .  Les 
norms de L et L -1 sont bornées indépendamment en T  .
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4 Preuve du Théorème 1.1 .

Poux la preuve du théorème principal du notre travail , on s’inspire de la 
démonstration du Théorème 1 de [3] (Section 5), en utilisant une méthode de point 
fixe.
Soit Tq > 0 fixé , et on pose <ti =  *
Le Lemme 3.1 nous dit que cr-i £ Hr~2 .
De Lemme 2.1 de [3] on déduit qu’il existe une fonction <r° G K t(Gt0) , telle que 

<r°(0) =  0 et c°(0) =  <n .
Si on écrit v =  v • 1 , du Lemme 3.1 on déduit que pour tout v £ H°(Q) , on a 
v £ 0jff-1(£î) , avec |v|_i < c|v|o .

Il résulte que u° £ K r(GT0) , avec

lk ° l l j ï> ( G To) ^  c l k ° l k ' ( C T 0) •

Soit (r°, q°) £ X r(GT0) la solution donnée pax le Théorème 3.4 du problème

£(v°,9°) =  (0, <t°, A, v0) ,

où on pose

Ai = g(E(t)x)2(E(t)n)i -  ^ 2{[(E(t)x)x]2 + [(^(i)®)^2} ^ ^ ) ^  , i =  1,2 .

On fera dans la suite le changement des inconnues

(v: q) = (v°,q°) + ( v W ) ,
ce qui nous amène à chercher la nouvelle inconnue (v1, g1) dans l’espace .

On va utiliser les notations suivantes :

T)°(t) = f  E*(s)v°(s)ds ,
J o

ijl (t) = f  E*(s)v1(s) ds ,
J o

v(t) = V°(t) + V1( t )=  f  E*(s)[v°(s) + v 1(s)]ds .
J 0

Ensuite on pose
f ( t )  = E(t)[I + V°(t)}, 

f i t )  = E(t)V\ t )  ,

7j(t) = Tj°(t) +  v \ t )  =  E(t)[J + 77°(t) +  77X(i)] ,

et finalement :

m =[«°(î)]-‘ = u+ ^ ( 0,
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m  = u + E-(t), 
iw=[y+ r̂‘-fl «•(*).

<‘(t) =  i  -  i°  =  [(/ +  -  (I +  ^ ) - ‘] E-(t) .

Soit A°(i;,ç) 1 operateur défini pax les membres de gauche de (1.18)-(1.20) et (1.22), 
avec (£ , N)  remplacés pax (£° , N°) correspondant à ijo(SF,t) .
On pose L° = A0 - L  .

De même , on désigne comme dans la section 1 pax A l’opérateur (non-linéaire) 
définit pax les mêmes relations (1.18)-(1.20) et (1.22), avec £ et N  déterminés pax 
v =  v° +  r 1.
On pose L 1 =  A — A0 .
Avec les notations précédentes , on peut écrire 

A = L +  L° +  L1 , 
où on rappelle que L est donné pax les relations (1.27)-(1.30) .
On écrit :

X° =  (II,  L\, Ll, L \ ) ,

l °(v>?) =  * t4-1)
k.i.f k

L°2(v, q) =  -  ekj)vi,k > (4-2)
ktj 

Ll(v,q) =  q[N?~  (E»)<] -  »>£{[(&• -  e*kj)vitk +  (&  -  eJ,>itfc]ÆJ+ 
jtk

+  «K«w)[ -  («*)» ]} . (4-3)

£ î(« , ï )  =  » ,  (i-i)

et finalement on écrit
L1 =  (Ll, L\, L\, I J ) ,

OÙ
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A((v°, q°) + (r1, q1)) = (0, 0, gfj2Ni -  ^ u 2(ij2 +  vl)Ni, v0) ,

c est a dore ^  L °{v \q l ) + * V .5 ° )  + L \ v \ q ' )  =

= (0, 0, gfj2Ni -  ^ u 2[(vi)2 +  (ife)2]#» t>0) -  L(v°,q°) -  L°(v°,q°) , 

ce qui est équivalent à

£ (’>1>91) + £ 0(®1.4 1) + £ 1(®0.« 0) + £ 1(®1>î1)-(Oi 0, a1, 0) =  (0, - ir ,  a“, 0)-L°(v° ,q°)  , 
(4.9)

où

O1 = 9(Enl )2Ni + g(E(x + v°)h(Ni -  N°) -  iu>’{[ (tf +  (¿ V  ),)’+ 

+ fe°  +  ( £ » 1)2)! -  (« î)2 -  t â ) 2 ] «  + [ ( t ?  +  («S)2 ] ( « - « ? ) }  (4.10)

et

o° =  g(Ev°)2N? + g(Ex),[N f  -  (Êft),.] -  iu>’{[ (<£)’+

+ (> « 2 -  (Ex)l -  (E x)U N f  + [(? ,y  + fe”)1] • [JV? -  (üftfc]} . (4.11) 

La relation (4.9) se met alors sous la forme :

£ (v \  91) + F (v \ 51) = /  » (4.12)

L\(v,q) =  0 .  (4.8)

Notre problème peut s’écrire sous la forme

où on a noté

^ (v1,?1) =  + Ll (v°,q°) + Ll (vl , g1) -  (0, 0, a1, 0) (4.13)

et
/  = (0» -<r°» a°> 0) -  X V ,  3°) • (4.14)

Il est facile de voir que /  G y  .
On voit immédiatement que pour montrer /  G Yq , il suffit de montrer que

Œ ®  “  4)^'.*},t(i = 0) + ^(vokj(vo)j,,- =  0 . (4.15)

Mais conformément à la définition :

!“(() = U+ £ E \ * ) ? £ d , ) - ' E - ( t ) ,
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et en utilisant la formule générale : (A x),t = — A 1A >tA ~1 , on tire 

ce qui entraîne
f»(t = o) = - § •  + /  • E;(t =  o ) , d’où

( f  -  E 'U t  = 0) = .

Il résulte que (4.15) est vrai , donc f  E Y q .
On pose dans la suite r = 3 + 2S , avec S € (0, | )  .

Le lemme qui suit est essentiel pour l’obtention du résultat :

Lem m e 4.2 . L ’application F envoi X^(Gx) dans Yq (Gt ) et satisfait aux 
inégalitées suivantes :

(i) ||i'(»1,«I)||y. < ür„(a)ri ||(t»I, g1)|u. , v ( v W )  e b x.(o, R )n X ’0(aT)

(u ) lin«1.«1) -  < k <j .r ) t ‘ Mv W )  -  («‘.î'JIU- ,

v t»1,?1) , (v \q ')  e Bx-(0, R) n XI(GT) ,

où Ko(R) est une constante qui ne dépends pas d eT  <Tq , et où on pose en général 
B x(z , l) = {y £ X  , ||y — x||x < 1} , pour un espace de Banach X  , 
pour x E X  et l > 0 .

P reuve  . Il n’est pas difficile de voir que si (v1,? 1) € X q(Gx ) alors F^v1̂ 1) G 
Yq(Gt ) . Pour montrer cette implication , le plus délicat est de montrer que 

[Z4(r°,ç0)],t(i =  0) = 0 , c’est à dire [(£ -  £°K!],t(< =  0) =  0 .
On a :

et cette expression est évidemment égale à 0 , parce que ■u1(0) = viit(0) = 0, donc F 
envoi X q(Gt ) dans YJ(Gt ) .

On peut dire que F = (Fi, F2, -F3, F4) , avec 
Fi = L f i v ^ ç 1) + L}(v°,q°) +  ¿H ”1,? 1) ~ W  , où 
¿*3 = 1 pour i = 3 et £,-3 =  0 pour i ^  3 .

Puisque les terms de et F2 sont analogues aux terms correspondants du Lemme 
5.1 de [3] (la seule différence étant qu’on a des facteurs de la forme sin(u>i) ou cos(u>i), 
mais qui ne changent rien), on obtient :

ll-pi(t,1>î1)l|jri-*(cT) < -&<>(#)T*||(v1,? 1)||xr , (4-16)
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I l i ’i t » 1, « 1) -  f i i * 1, « 1) » * - » « ! , )  <  K o( R )  r ' I K t i 1 , 9 1) -  ( 5 1, 9 ‘ ) | | i *  , (4 .17) 

l l i i t « 1. « 1)» * . ,® , ,  <  J T o W T ' I K v ' , , 1) ! ! ^  , (4 .18)

-  ^ ( i 1, ? 1) ! ^ ,  <  i T o ( f i ) r i | |( » 1, ? 1) -  ( i \ î ‘ ) I U . . (4 .19)

O n  u ti l is e  d a n s  t o u t e  la  d é m o n s t r a t io n  d u  L e m m e  4 .2  les e s t im a t io n s  

m o n tré e s  d a n s  [3] p a g e  380-383 , c ’e s t  à  d ire  :

e t  £° s o n t  d e  l ’o rd re  T 6 d a n s  les e sp aces  f i 1+ f( 0 , T ,  H 2~2S(S l))  e t  (7(0 , T ,  H 2+2S(Ü ) ) ,  

e t  e t  s o n t  d e  l ’o rd re  î ’i ||î>1 ||j£-r(GrT) d a n s  les  m ê m e s  e sp a ces  .

P o u r  e s t im e r  les te rm s  de  F$ , o n  ra p p e lle  les n o ta t io n s  fa ite s  d a n s  la  S ec tio n  1 , 

c o n c e rn a n t  l a  p a r a m é t r i s a t io n  d e  la  f ro n tiè re .

H e s t  c la ir  q u e  ¿¡(Sp, t ) e s t p a r a m é t r i s é  pax  l ’e x p re ss io n

(  vi \  = (  gi{0) + vi(gi(8), 92(&)) \
\ V 2 )  V 92(0) +  V2{9i{9),  g 2(0 ) )  )  ’

ce q u i im p liq u e

*  -  m  (  ~ “ ++ * ) ) =  £ ( i ) f i  +  m  )  • 

o ù  77' s ign ifie  ¿ 7 7  =  77, i0 Î +  77̂  •

D e  m ê m e

N °  =  E ( t ) n  +  E ( t )  (  \  _ (4 .20)

ce q u i n o u s  p e r m e ts  d ’éc rire

N  =  N °  +  £ ( ( )  (  )  . (4 .21 )

M ais  <7; e t  g\  so n t  d es  fo n c tio n s  ré g u liè re s  su r  S p  e t  p e u v e n t  s ’é te n d r e  su r  f î  co m m e 

des fo n c tio n s  ré g u liè re s  , d o n c  im p lic i te m e n t  N °  e t  N  s e ro n t  é te n d u s  su r  f î  .

D ’a u t r e  p a x t  , p u is q u e  ql ( x ,  0 ) =  0 p o u r  x  G S p  , a lo rs  o n  p e u t  é t e n d r e  q1 qu i e s t  

d é f in i s u r  S p  x  ( 0 , T )  à  u n e  fo n c tio n  q u ’o n  v a  n o te r  au ss i p a r  g1 p o u r  c o m m o d ité  , 

d é f in ie  s u r  S p  x  ( 0 , T q) , de  s o r te  q u e

IkN ljp/a+^SpxC o.ro)) ^  c ll?1||.fi:*/3+3*(sJ,x (o ,r))  > 

o ù  la  c o n s ta n te  c n e  d e p e n d s  p a s  d e  T .

O n  p e u t  a u s s i  é te n d re  q° e t  q1 su r  f i  , en  a p p l iq u a n t  le  L e m m e  2 .1 (ii) d e  [3] , e t  on  

o b t ie n t  d e s  fo n c tio n s  g0 e t  q1 €  K 2+2S(Ct x  ( 0 , To)) , te l le s  q u e

q l {x ,  0 ) =  0 V x  €  f î  , q1 =  g 1 s u r  S p  x  (0 , T0) e t  g0 =  g0 s u r  S f  X (0 , T0) , e t  

e n  p lu s

ll^ lljn+ ï'cnxco .ro )) <  c lk°llirV2+2i(sJ,x (o ,r))
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ll^lliP+^nxio.ro)) ^  cll^llürva+î^s^xco.r)) •

Ensuite , on utilise les mêmes estimations pour , £° et f 1 , que celles
rappellées auparavant.
On observe aussi que pour rj° et 771 on a encore plus de régularité , c’est à dire : 

i}° est de l’ordre Ts dans les espaces H 1+s(0 , T, HS~2S(Ü)) et (7(0, T, jET3+2î (îî)), 
et 771 est de l’ordre Ti ||v1||jï-r((;r ) dans les mêmes espaces .

Avec ces observations , la majorations de tous les termes qui apparaissent dans 
Fz est une simple application des techniques utilisées dans [3] page 380-383 , en 
utilisant les Lemmes (2.1) à (2.6) de [3] . L’idée centrale ici , comme d’ailleurs 
aussi pour les terms de Fi et F2 , est que pour obtenir des majorations dans la 
norme de i î 1+i(0 , T , X) pour les produits des fonctions de la forme h\h2 , avec 
hi G i f 1+i(0 , T, Xi) , où X, Xi peuvent être des espaces de Sobolev sur O , on 
cherche à appliquer les Lemmes 3.2 et 3.1.
Pour obtenir des constantes indépendentes de T  dans les inégalitées (donc pour 
appliquer le Lemme 3.2(ii)) , si par exemple hi =  0 en t =  0 , mais h2 0 en t =  0 , 
on écrit hi(t)h2(t) =  hi(t)[h2(t) — ^ 2(0 )] + ^-i(i)^2(0 ) • Pour le premier produit on 
applique le Lemme 3 .2 (ü) , tandis que pour le deuxième , le Lemme 3.1 (t) .
Pour les estimations dans la norme de Z2(0 , T, H 2+2S) } il n ’y a aucune difficulté . 
On obtient alors des majorations dans la norme de K 2+2S(Gx0) en prennant ç° et 
g1, et ensuite on se restreint sur Sp X (0, T) , en obtenant finalement

I|î«('>1. 91)IIjp/>«*(5,x(o,t)) <  -M b ît ' IK o S s 1)!!*- (4.22)

et

ll-̂ si®1,? 1) — ■p3(i1,g1)||j£-s/2+2i(sJfx(o,T)) ^  -K oW ^IK u1, ^ )  -  (û1,g 1)||x<- , (4.23) 

ce qui avec (4.16)-(4.19) finissent la preuve du Lemme 4.2.

Continuation de la preuve du Théorème 1.1.
Nous voulons trouver (i)1, g1) G X<j tel que

L ( v \q 1) + F ( v \q i ) = f

avec /  G Yq , ce qui peut s’écrire :

( v \ q i ) = L - \ f - F ( v \ q 1)) .

Soit G(v1, g1) =  L~x( f  — F(vx, g1)) , et
B i  =  (t*1,?1) € X I  ; \ \ { y W )  -  L - ' f W x .  ï  | | •
On va montrer que G satisfaient aux hypothèses du théorème de l’application contrac
tion , c’est à dire :

et

GiBx) C GiBx) (4.24)
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IIGfaSç1) -  G(üx,gx)||jr^ <  ¿IRv1 -  v1,? 1 -  g1)!!^  , V (u1,? 1) , (U1,?1) G Bi  ,
(4.25)

avec une constante d G (0, 1) .
Il est clair d’après le Lemme 4.2 et le Théorème 3.5 que

=  I l i - W , « 1))!!^ < ìt, - a-o(2||i - 1/IU -)-3’<-II(>'i .91)IU-,

où on note pax K\  , la norme de l’inverse de l’opérateur L  de X q dans .
D’autre paxt

ll^w S g1) -  G (ti\« l )|U«- =  ||.L"1[.F,(i>\g1) -  f i « 1,«1)]!!^ <

< K x • KoQWL-'fWz.)  • «(t»1 -  v \ q l -  q')\\x . .

Si on choisit T  assez petit de sorte que
Ki • K 0(2\\L-1f\\Xr)- T s < |  , alors les conditions (4.24) et (4.25) sont satisfaites 

avec d =  |  , ce qui finit la preuve du Théorème 1.1.

et
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