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Reaction-diffusion equations on thin domains with varying order
of thinness. A Navier-Stokes equation with a free boundary.

Abstract

In the first part of this work, we consider a reaction-diffusion equation with
Neumann boudary conditions in a thin domain Q¢ in IR?, with varying order of
thinness ( of order € and € ).

We show that we can compare the global attractor of the semigroup generated
by this equation with the global attractor of a problem defined on the limit segment
). The limit problem is actually a system of three reaction-diffusion equations, with
Neumann boundary conditions and some matching conditions.

We obtain a result of upper semicontinuity, and a partial result of lower semi-
continuity of the attractors. We compare the spectral properties of the linearized
problem on Q¢ with those of the linearized problem on 2. We finally show that both
semigroups have inertial manifolds.

In the second part, we study the behaviour of an incompressible, viscous fluid,
with a free boundary. We suppose that the fluid fills partly the interior of a rotating
cylinder. Surface tension is neglected.

We show the existence of a solution of the initial value problem on a small time
interval, under some regularity and compatibility assumptions on the initial data.

Key words: Attractor, thin domain, gradient system, upper semicontinuity,
lower semicontinuity, inertial manifold, free boundary






1 Introduction

1.1 Premiere partie

Dans de nombreux problémes en physique (mécanique des fluides, élasticité par
exemple) , on rencontre des équations aux dérivées partielles définies sur des do-
maines Q¢ dont I’épaisseur dans une ou plusieurs directions est beaucoup plus petite
que dans les autres directions. Sile domaine Q¢ ”tend vers un domaine limite Q” ,
quand € tend vers 0, il est naturel de chercher a déterminer une équation limite (F)
sur {) et de comparer les propriétés de (Py) a celles de I’équation (P) donnée sur Q*.
De nombreux études ont été menées sur ce sujet (voir, par exemple, les travaux de
Ciarlet, Hale et Raugel, Le Dret, Lions . . .)

Dans [9] , [10] , [11] et [12] , Hale et Raugel ont étudié des équations d’évolution
dissipatives posées sur des domaines généraux Q¢ d’épaisseur d’ordre €. IIs ont com-
paré les propriétés dynamiques des équations (P) et (Po) ; en particulier, ils ont
montré que attracteur global A, de (P) converge vers ’attracteur global Ay de
(Po). Is ont aussi mené une étude comparative des points d’équilibre de (P) et
(Po) ainsi que des leurs propriétés spectrales. Dans [13] , ils ont généralisé leurs
résultats & des domaines minces en L ou T, c’est & dire, des domaines minces avec
des jonctions.

Nous cherchons ici & étendre les résultats de Hale et Raugel & des domaines
minces dont ’ordre d’épaisseur est variable (d’ordre € et €?). Nous limiterons notre
étude au cas d’une équation de réaction-diffusion.

Un cas trés spécial d’un tel domain Q¢ dans IR? est I’ensemble

Q ={(z1,22);0<z;<a,0<z, < e}U{(z1,22); e <z < b, 0< 2z, <€}

U{(z1,22) 5 0<2,<1,0<=z,<¢}, avec0<a<b<l, etpe(l,3).

Si on utilise un "changement de variables” qui envoie le domaine mince Q¢ sur le
domaine fixe @ = (0, 1) x (0, 1) ( la fonction qui donne le "changement de variables”
sera une fonction discontinue ) , I’équation de réaction-diffusion se transforme en
une équation de réaction-diffusion (P.), dépendant du parametre €, sur le domaine
Q.

On va comparer notre probléme (P.) & un probleme (FP,) posé sur le domaine
limite, qui, ici, est 'intervalle (0, 1). Ce probleme (P,) est, en fait, un systéme des
trois équations posées sur les trois intervalles (0,a ) ,(a,b)et (b,1), avecdes
conditions aux bord et des conditions de compatibilité aux points a et b appropriées.
Comme dans les travaux ci-dessus, nous nous proposons de mener une étude com-
parative des propriétés asymptotiques des problemes (P.) et (F,). D’abord, on
démontre que les semigroupes S¢(t) et S(t) associés aux problémes (P.) et (Fp) ad-
mettent des attracteurs globaux .A¢ et 4. Ensuite, nous voulons montrer que ces
attracteurs sont proches dans un certain sens.

Nous allons d’abord obtenir un résultat de semicontinuité superieure des attracteurs



A¢ et A. On compare également les orbites (sur des intervalles de temps finis) des
semigroupes S¢(t) et S(t).

Ensuite, en utilisant le fait que S¢(¢) est de type gradient, et une propriété analogue
pour le semigroupe S(t), on peut montrer un résultat partiel de semicontinuité in-
férieure des attracteurs A€ et A.

Une partie de la démonstration de la propriété de semi-continuité inférieure des
attracteurs consiste aussi & comparer les points d’équilibre des deux problémes et
a étudier les propriétés spectrales des opérateurs linéarisés associés a ces points
d’équilibre. Puisque les spectre de ces opérateurs linéarisés convergent dans un cer-
tain sens, on peut également comparer les variétés locales instables de ces points
d’équilibre.

Enfin, nous montrerons que 'opérateur linéaire associé a 1’équation de réaction-
diffusion (P,) admet des sauts dans son spectre, ce qui nous permettra de construire
une variété inertielle pour le semigroupe S(t). Puisque 'opérateur linéaire associé
a ’équation (P,) admet encore des sauts dans son spectre pour € assez petit, nous
pouvons également construire des variétés inertielles pour S¢(t) .

1.2 Deuxieme partie

Dans cette partie, nous étudions le comportement d’un fluide incompressible visqueux,
ayant une surface libre. Nous supposons que le fluide remplit partiellement I’intérieur
d’un cylindre en rotation.

Le mouvement du fluide est décrit par les équations de Navier-Stokes, avec des con-
ditions aux bords appropriées. La pesanteur est la seule force extérieure.

Nous prouvons ’existence d’une solution sur un petit intervalle de temps, si les don-
nées initiales satisfont a certaines conditions de régularité et de compatibilités, et si
P’on ne tient pas compte de la tension superficielle.

Des problémes similaires ont été étudiés auparavant par Beale [3] et Allain [2] .
Nous adaptons ici les idées de ces travaux, en tenant compte du fait que la géometrie
du domaine est differente et, sourtout , que les conditions aux bords imposées sont
différentes. Dans les travaux de Beale et Allain, la condition limite sur le bord fixe
était de type Dirichlet homogeéne, tandis que, dans notre travail, elle est de type
Dirichlet non-homogéne.

Pour démontrer notre résultat d’existence de solutions, nous introduisons un espace
de Banach approprié et nous définissons une application adequate sur cet espace.
Nous appliquons ensuite un théoréme de point fixe.

il
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Equations de réaction-diffusion sur des
domaines minces d’épaisseur non-uniforme.






1 Introduction

Dans [9] et [10], Hale et Raugel ont étudié une équation de reaction-diffusion
(P.) sur un domaine mince Q¢ d’épaisseur d’ordre €. Quand € tend vers 0, ils ont
comparé la dynamique de I’équation donnée sur Q¢ a celle d’une équation limite
(Po) donnée sur un ouvert 2, qui est en quelque sort la limite de Q¢. En particulier,
ils ont comparé les attracteurs A, et Ay des équations (P.) et (F).

Le but de ce travail consiste a essayer de généraliser leurs résultats &2 un domaine
mince d’épaisseur d’ordre variable € et €?.

Soit €o une constante réelle strictement positive. Pour tout € € (0, €), on considere
le domaine mince Q¢ dans IR?, dont ’adhérence Q¢ est donnée par :

Q= Qs U Qs Qs
avec

Qf = {(21, 222) € mz y £1 € Qi ’ 0 <z < egi(wl)} ) 1= 173 ’

Qs ={(z1,22) € R?, 2, €2y, 0 <z, < € g3(z1)},
ou

N =(0,a), N2=(a,b), Q=(b1),

0<a<b<l,l1<p<3
et gi € C*( ; (0, +0)), 2=1,2,3 ( voire figure 1 ).

_Onlzosec:Q=Q_IUQZUQ3 ol Q;=x(0,1), 1=1,2,3,
etQ=Q1UQ2UQ3=[O, 1].

On introduit la transformation :

6:Q— Q°

(15 €y29i(31)) »  pour (y1,v2) €Qi,i=1,3
0(y1, y2) = . o o
(y1, €y292(¥1)) »  pour (y1,¥2) € Q2 — {(Q2N Q1) U (Q2N Qa)(} . )
1.1

On fixe €; > 0 , tel que @ = Q x (0, €;) contienne Q¢ pour tout € € (0, ¢).
Soit G : Q — IR, et posons :
G:Q— IR, avecG: =Gob ,et
G°:Q — IR, avec G°(y;) = G(v1,0), VYV € Q.

Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

Gec(Q), (1.2)

|G — GOHLz(Q) <ce (1.3)
ou ¢ est une constante positive . ) i
(Une condition trés forte qui implique (1.2) et (1.3) est G € Wh*+(Q), comme dans
[10]).

On se donne une constante a strictement positive, et on considére I’équation de



réaction-diffusion suivante sur Q¢ :
— A+ aitf = —f(@€) — G dans Q¢
99 =0  sur 9Q* (1.4).

u(0) = u§ dans Q¢

ou n¢ désigne la normale extérieure & 9Q¢, et ou
f € C*(IR; IR) satisfait & :

lim sup —f(=) <0 (1.5)
lz|—=40 %
lf'(z)] <c(l+]|z|m), Vze€R,ou  €[0,1) (1.6)
|f(z)| <ec(1+|z|™), Vz€R,ouv,>0. (1.7)

(L’hypotheése (1.5) pourrait étre remplacée par une condition moins forte, voir re-
marque 3.14).

1l est bien connu qu’au systéme (1.4),, on peut associer un semigroupe

S‘(t) § € HY(Q) — u(t) € H(Q") ,
ou u<(t) est la solution du systéme (1.4).. Des conditions (1.5) et (1.6) , il résulte
également qu'il existe un attracteur global A< pour S‘(t) (voir [8]). Rappelons que
A¢ est 1'attracteur global pour S¢(t) dans H!(Q*), si A est compact, invariant, et
attire tous les bornés de H'(Q*) , c’est a dire pour tout ensemble borné B C H(Q*),
nous avons distgi(g«(S54(t)B, A¢) — 0 pour t — +oo, ot on définit

distx(Ci, C3) = sup.¢c, infyec, ||z — yllx , pour C1 , C; des sous-ensembles
arbitraires d’un espace de Banach X.

Nous montrerons dans ce travail que, si € tend vers 0, le systéme (1.4), tend
vers le probléme limite suivant, défini sur 2. Ce probléme limite consiste en trois
systemes d’équations :

Sur Q; ,2 =1 or 1 = 3, on consideére les équations :

dui _ L >0y, (9:0y,w:) + aui = —f(w) — &Y dans ;
amu,' =0 sur 69; (1-8):'

— 240
ui(yl, 0) = U
tandis que sur 2, , on considere :

du

th- - B]-'z-aw(gzam'u,z) + QUugs = —f('ll«z) - Gg da.ns Qz
uz(a, t) = ui(a, t) et uy(b, t) = us(b, t) pourt >0 (1.9)

u2(y1a 0) = ug



olt conformément & notre convention, G? désigne la restriction de G° 4 Q;,1 = 1,2,3,
et ot u?, 7 = 1,2,3, est choisi dans H!(§;).

Dans ce travail, nous associons & (1.8); , = 1,3, et a (1.9) , un semigroupe C°,

noté S(t), défini dans H*(§2). Nous montrons que ce semigroupe admet un attracteur
global A dans H!(9).
Si on fait le changement de variables # , décrit ci-dessus, on peut associer a (1.4),
une équation définie sur Iouvert Q et donc au semigroupe S¢(t) un semigroupe
S¢(t) défini sur un espace X ou Y* (voir paragraph 3). Ce semigroupe S¢(t) admet
évidemment un attracteur global A¢ dans X et Y. Une partie de ce travail consiste
alors & comparer les attracteurs A et A¢. Nous montrons d’abord que ces attracteurs
sont semicontinus supérieurement dans X¢ et Y. Puisque S¢(t) et les restrictions
Si(t) de S(t) a Q;, i =1,3 , sont des systémes gradients, on peut aussi obtenir un
résultat partiel de semicontinuité inférieure des attracteurs. Dans ce but, on compare
les points d’équilibre de S(t) et de S¢(t). On compare aussi les propriétés spectrales
des opérateurs linéarisés en ces points d’équilibre. En outre, on construit les variétés
locales instables de ces points d’équilibre et on les compare dans I’espace X¢.

On peut écrire le systéme (1.8); , + = 1,3 , et (1.9) sous la forme d’une seule équa-
tion. Puisque ’opérateur linéaire A, associé a cette équation admet des sauts dans
son spectre, on peut construire une variété inertielle pour S(t). L’étude comparative
des spectres menée précédemment nous permet alors de montrer que I’opérateur A4,
correspondant admet des sauts dans son spectre. Finalement, sous des hypothéses
plus restrictives, nous pouvons construire des variétés inertielles pour S¢(t).

Des domaines dans /R? du méme type ont été considérés par Arrieta dans [2].
Il a donné une caractérisation des valeurs propres et des vecteurs propres de ’opé-
rateur de Laplace dans Q¢, avec condition de type Neumann sur la frontiere. Il a
montré qu’on peut approcher dans un certain sens I’ensemble de ces valeurs propres
( respectivement vecteurs propres ) par la réunion des ensembles des valeurs propres
( respectivement vecteurs propres ) associés aux trois problémes indépendants posés
sur Q; , 2, et 3 respectivement, avec des conditions aux limites de type Neumann
homogéne sur 2; et sur 3, et de type Dirichlet homogéne sur ,.

Rappelons que, dans notre travail, nous avons comparé ’ensemble des valeurs
propres ( respectivement vecteurs propres ) du méme opérateur dans Q¢, avec la
réunion des ensembles des valeurs propres ( respectivement vecteurs propres ) asso-
ciés aux trois problémes posés sur le domaine limite: sur Q; et sur Q3 nous avons
des conditions aux limites comme ci-dessus, tandis que sur {2,, nous avons tenu
compte des conditions de raccord des solutions, ce qui nous ameéne a considérer des
conditions de type Dirichlet non homogenes.

Remarquons que le probleme limite considéré par Arrieta ne donne pas de
renseignements sur le comportement des vecteurs propres. En effet, Arrieta a com-
paré les vecteurs propres du probléme sur le domaine mince avecles vecteurs propres
de son probléeme limite dans la norme de H'(Q¢), tandis que dans ce travail nous
avons fait cette comparaison dans une norme || - ||ye ( voir sections 3 et 7 ) qui



tient compte de ’échelle du domaine mince dans lequel on se place. C’est d’ailleurs
pourquoi, nous avons eu besoin de la restriction supplémentaire p < 3.

Comme toutefois les valeurs propres des deux problemes limites sont les mémes,
Arrieta obtient une bonne comparaison des valeurs propres.

Un autre cas intéressant qui a été étudié et qui ressemble & notre probléme,
est le cas d’un domaine "dumbbell” , c’est & dire un ensemble de la forme Q¢ =
Q1 UQ5U Qs, ou Q; et Q3 sont des domaines qui ne dépendent pas de € , et Qf est
un canal d’épaisseur d’ordre €, qui relie les deux parties fixes, et qui tend vers un
segment 2, quand € tend vers 0.

Arrieta dans [2] , [3] , [4] et Jimbo dans [15] et [16] ont étudiéles propriétés spectrales
du méme opérateur dans Q€. Arrieta a comparé ’ensemble des valeurs propres et des
vecteurs propres sur Q¢, avec la reunion des ensembles des valeurs propres et des
vecteurs propres associés aux trois problemes indépendents posés respectivement
sur Q; , Q2 et Q3: sur Q; et Q3 il a considéré des conditions de type Neumann
homogene, et de type Dirichlet homogene sur Q,. Pour la comparaison des vecteurs
propres, il a a nouveau utilisé la norme || - || 71(¢¢)-

A la différence d’Arrieta, Jimbo a considéré des conditions de raccord sur §2,, comme
dans notre travail. Il est clair que les vecteurs propres du probléme limite seront
différents des vecteurs propres du probléme limite considéré par Arrieta, ce qui
s’explique, comme dans notre cas, par le fait que Jimbo a travaillé dans une norme
plus forte, a savoir, || - ||z (@e)-

Des résultats analogues ont été obtenus par Jimbo dans [15] et [17], pour un
probléme elliptique, semilinéaire, avec conditions de type Neumann homogeéne, dans

un domaine "dumbbell”. Pour le probléme limite, il a pris des conditions de raccord
sur §2,.

Le plan de notre travail est le suivant :

Dans la section 2, nous étudions le probléme limite , c’est a dire le systeme
des équations (1.8); et (1.9). Nous montrons qu’on peut associer a ce probleme un
semigroupe C° noté par S(t) , et que ce semigroupe admet un attracteur global.

Dans la section 3 on regroupe quelques estimations utiles dans ’étude de 1’at-
tracteur ,A° du semigroupe S¢(t).

Dans la section 4 , on compare les orbites de S¢(t) et de S(t) , et dans la cinquiéme
section on montre la semicontinuité supérieure de I’attracteur .A¢.

Dans la section 6 on montre que sous une certaine hypothése d’hyperbolicité
pour le probleme limite, hypothese qui sera discutée dans ’annexe, on peut trouver
dans un voisinage de tout point d’équilibre de S(t) , un point d’équilibre de S¢(t) ,
qui converge vers ce point d’équilibre .

La section 7 sera consacrée a une étude comparative des problémes spectraux.

Dans la section 8 on va construire des variétés instables locales pour les deux
semigroupes S¢(t) et S(t), tandis que dans la section 9 on va les comparer , et on

va présenter comme conséquence immédiate , un résultat partiel de semicontinuité
inférieure des attracteurs .



Dans 1a dixieme et derniere section de ce travail , nous construisons des variétées
inertielles pour S¢(t) et S(t) .

Dans tout ce travail, si ¢ est une application définie sur Q (respectivement sur
), on désigne par ¢; pour ¢ = 1,2,3 , la restriction de ¢ & Q; (respectivement &

).

On désigne aussi par c, éventuellement avec des indices, des constantes qui ne
dépendent pas de ¢ .



2  Etude du probléeme limite

2.1 Notations préliminaires

Pour i = 1,2,3 , on définit sur L%(£;), le produit scalaire
(vy Wg,; = /; givwdy; , pour tout v, w € Lz(ﬂg) .

On note Hy; I’espace L?(f);) muni de ce produit scalaire.
Puisque g; est une fonction continue sur §; avec
gi(y1) >0, Vy € Q,
il existe deux constantes strictement positives ¢; et c;, telles que :

Clsgi(yl)SQa vyleﬂi’i=172,3' (2‘1)

On en déduit facilement que Hy; est un espace de Hilbert, dont la norme est
équivalente & la norme naturelle de L#(€;).

On va introduire une forme bilinéaire, continue pour i=1,3 :
agi : HY(Q:) x HY(%) — IR, donnée par

aOi(va w) = (amv’ amw)Hoi + a(v’w)Hoi

= ‘/‘; [9:0,,v0,, w + agivw]dy, , 1=1,3. (2.2)

Il est bien connu que le triple {H(Q;), Ho:, aoi(+,-)} définit un opérateur unique ,
non borné , Ay; sur Hy; , de domaine

D(Ag) = {u € H* (), 8,,u=0sur 8}, i=1,3 (2.3)
avec
Ayu = —2-8,,(9:0,u) +ou  dans O
(2.4)
Oy u=0 sur 99);
pour i=1,3.

L’opérateur Ag; est positif et autoadjoint sur Ho;.
Nous avons :

D(Aoil/z) = Hl(ni) ,1=1,3
et
“AOil/zu“%To; = a'Oi(u’ u) ,1=1,3.
En outre la norme ||A3/% - || est équivalente & la norme usuelle de H 1(Q).

Sur le domaine §2,, on va introduire la forme bilinéaire, continue :
Qg - Hg(ﬂz) X H&(Qz) — IR , avec

aoz(v, w) = (ayxv’ avxw)HO, + a(v’ w)Hoz
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= /n(gzamvamw + agvw)dy; . (2.5)

De méme , le triple {Hj(Q2), Hoz, ao2(.,.)} définit un opérateur unique, nonborné
Aoz sur Hy,, de domaine :

D(Aqz) = Hy(Q2) N HY(9,)

avec

Aozu = —-0y,(920,, ) + au dans €,
(2.6)

u=20 sur %), .

L’opérateur Ay, est positif et autoadjoint dans Hp,.
En outre, D(A,l)éz) = H}(92), et la norme de ||A(1,42 - || est équivalente & la norme
usuelle de H} ().

2.2 Etude préliminaire des équations (1.8); et (1.8)s.
Sous les hypotheses (1.5) et (1.6) , on peut définir un semigroupe :
S; + ud € HY(Q) = wi(t) = Si(t)ul € HY()
ol u;(t) est la solution de (1.8); avec u;(0) = v, i =1,3.

Pour ¢ =1,2,3 , on introduit I’application suivante de H!(2) dans IR :

1 1
%;(v;) = /n gi [E(a,,,v,-)z + -2-avf + F(v;) + G?v,-] dy; (2.7)

F(z) = /:f(s)ds, VzeR.

Il est bien connu que , pour 7 = 1,3 , S;(t) est un systeme gradient, avec la
fonctionnelle de Lyapunov V;.
Avec les notations du paragraphe 2.1 , le probléme (1.8); s’écrit :

{ B+ Apui = —fw) — GY

(2.8);
u;(0) = u?

pourz =1, 3.
Rappelons que I’hypothése (1.5) entraine que, pour tout > 0 , il existe une
constante ¢, > 0 , telle que :

{ (1) —flz)z<nz®*+¢c,, Yze R
(2.9)
(it) —F(z)<nz*+¢,, VzeR.

8



Grace a (1.6), on a les inégalités :

(@) If@<c+lzm*), Yoe R
(2.10)
(i) |F(z)| < c(l+]zm*?), VzeR.

On utilisera souvent la proposition suivante :
Proposition 2.1. I existe une constante positive c , telle que pouri =1, 2,3 , on
a:
(2) f(v) € L*(%) , pour tout v; € HY() , et
1 @)llzaaey < e[+ [lillFiiq,)] -
(12) Pour tout v;,5; € H'(%), on a
[1£(v:) = £(B)llzaniy < e[t + il 7y + 10l ] 05 — Billzagasy -

La Proposition 2.1 est une conséquence directe des majorations (1.6) et (2.10)(i),
et de I'injection de Sobolev H'(Q;) C L*=(£).

Soit Eo; I’ensemble des points d’équilibre de S;(t) , i=1,3 .
En utilisant la propriété (2.9)(z) , on montre facilement le résultat suivant :
Proposition 2.2. Pour i=1,3, Eo; est un sous-ensemble borné de H*(%;) ,
c’est-a-dire, il existe une constante ¢ > 0 , telle que

leill sy < ¢y Yeoi € Eoi -

En utilisant les propriétés (2.9)(ii) and (2.10)(ii) , on montre également le lemme
suivant :

Lemme 2.3. Il existe des constantes strictement positives : cs, ¢4, Cs , telles que
pour tout v; € H(Q;),i=1,2,3 ,0ona:

) Voi(vi) 2 s ||villFaa,) — ca

i) Voi(vi) < s [L 4+ [loill Bty -

Rappelons également que le semigroupe Si(t), ¢ = 1,3, a un attracteur global
Ayo; dans H'(Q;) . L’ensemble A; est aussi borné dans la norme de H?((;)
(voir (8] ).
Lemme 2.4. Pour i=1,3 , nous avons les propriétés suivantes :
(¢) I existe une constante positive c , telle que pour tout u? € H'(;) et tout
t>0,o0n a
IS: ()l < e [1+ [l -
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(1) 1 existe une constante Ry > 0, telle que pour tout ro > 0, il existe un temps
Ty(ro) > 0, tel que si ||ud||g1(q;) < 7o , alors

1S:(t)ud || (niy < Ray V 2 Ta(ro).
La propriété (i) est une conséquence immédiate du lemme 2.3 et du fait que

Voi(Si(t)ud) < Voi(w))-
La propriété (i) traduit le fait que I’équation (2.8); a un attracteur global .

2.3 Résolution du probleme (1.9) .

On va commencer ce paragraphe en définissant une application lineaire, continue
R : H' () x H* () — H*(Q,) , pour tout s > 0.
Soit 4d = min {a,b—a,1—b}
Soit p; , p3 des fonctions appartenant a ’espace C*=(2;) , & valeurs dans [0, 1] ,
telles que :

1 poury; € [a,a+d
P1(‘y1) =

0 poury € [a+2d, b

1 poury, €[b—d,}
pa(y1) =

0 poury, €[a,b—2d.
Pour v, € HY(,) et vs € H(Q3) , nous introduisons les fonctions :

R1(v1) et R3(vs) de 0, dans IR, de la maniére suivante :

pi(y1)v1(2a —y1)  pour y; € [a, a + 3d]
Ra(v)(1) = (2.11)
0 poury, €[a+3d, b

p3(y1)vs(2b —y1)  pour y;, € [b—3d, b]

Rs(vs)(y1) = { (2.12)

0 poury; € [a,b— 3d]
et on pose
R(v1,v3) = ’Rl('vl) + Rs(‘vs) . (213)

Il est évident que
R € L(H*' () x H*(Q3) , H*(Q;)) , pour tout s > 0. (2.14)

On a la proposition suivante :
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Proposition 2.5. Siv; € H*(Q) , i=1, 3, alors on a
_.Plglx-(gl'vi)'(za — yl) + RI(%)(yl)
1 3
_—g—zayl [g26y1’R'1('Ul)](y1) — pour y; € [a, a+ d]
0 POuryle(a_{_:;d,b]
et de méme

_9331;(93'0:,;)’(217 - yl) + R;(vs)(yl)
1 pa—
—g_za [gzalea(va)](yl) — pour y; € [b 3d, b]

"
0 poury €(a,bd—3d

ou R} sont des opérateurs linéaires , différentiels d’ordre 1 , pouri=1,3,
c’est-a-dire :

Ry(wi) (1) = 20)(31) vi(20: — 1) — " (32) v4(201 — 1) — —ﬁ%pz(yow(za,- )
92(%1) 0\ (20 9i(26i — 1) o \oro
+92(y1)P‘(y1) 1(2 1 y1)+ g,'(Za.- _yl)pi(yl) 1(2 t yl) (2‘15)

ouon notea; =aetaz=>.

Preuve. On fait le calcul seulement pour R,(v;) , sur [a, a + 3d].

1 !
—aam (928, R1(1)](%1) = =0y, Ra(v1) — %am'kl(vl) = —p1v1"(2a — y1)

] /
+201v1(20 — y1) — pr"v1(2a — 1) — %Zplﬂh(za -un)+ %2-91‘0{(20' - %) .
2 2
Mais . .
o = 2 vll+g_1vl
1 gl(gl 1) g 1’

ce qui avec 1’égalité précédente nous donne la relation désirée.

Notre but dans la suite est de résoudre le probleme (1.9), ol u; et u; sont
considérés comme connus (ce sont les solutions de (1.8), et (1.8)3) , et ott la donnée
initiale u® appartient & H'(f2). Cette derniere condition entraine que u§ appartient
a H'(Q) , avec ud(a) = ul(a) et ud(b) = u(d).

On fera le changement de la fonction inconnue

ua(t) = R(ui(t), us(t)) + @2(t)  pour tout t > 0. (2.16)

Il est évident de la définition de R , que :
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R(ua(t), us(t))(a) = ui(a,t)
R(ui(t), us(t))(b) = us(d,t)

ce qui entraine 4, = 0 sur 9§}, , donc on va chercher la fonction %,(t) dans H}(f,).
Si on remplace u; dans (1.9) par R(uy(t), us(t)) + @, , on obtient I’équation

{ %‘ + Aozliy = ®(s, t)

(2.17)
4,(0) = 43
ou Ag; est 'opérateur défini dans (2.7) ,
a3 = uy — R(u?,ul) (2.18)

et
B, 1) = —f(E + R(w(t), us(t))) — G — < R(us(t), us(t)
+§2-3m 928y, R(ua(t), us(t))] — oR(ua(t), us(t)) .

Il vient immédiatement de la Proposition 2.5 et du fait que u; et us satisfont aux
équations (1.8); et (1.8); , qu'on a :

®(2z, t) = —f(@ + R(w(t), us(t))) — G2 + 2a(wa(t)) + Bs(us(t))  (2:19)

ol on a pose

P1(y1)[f(v1(2a — 1)) + G3(2a — 31)] — Ri(v1)(w1)
®1(v1)(31) = { pour y; € [a, a + 3d] (2.20)
0 poury €[a+3d, b

et de méme

P3(y1)[f(va(2b — y1)) + G5(2b — y1)] — R5(vs)(v1)
®3(vs)(y1) = { pour y; € [b— 3d, b (2.21)
0 poury €[a,b—3d].

Des définitions de R} , R3 , &1, ®3 , et de la Proposition 2.1(z) , on déduit
facilement la proposition suivante :

Proposition 2.8. II existe une constante positive ¢ , telle que
[1®:(us(t))lzacay < el + lws(®)Fiq,yl» Y220, i=1,3.

Le lemme suivant sera utile pour établir des éstimations a priori de la solution
de (2.17) .
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Lemme 2.7. Il existe des constantes strictement positives c, 4, s , telles que pour
tout T* > 0 , et pour toute solution réguliére @, de (2.17) sur [0, T*] , on a pour
tout t € [0, T*] :

. d, _ _ .
(3) E"uz(t)“%{oz + 1| A5 aa(t) i, < € [1 +3 ”"*’(t)“}*(ﬂe)]
i£2

d, /2 7]
) SO, + 3l Anta)h, <o

14+ i + I|ﬁz(t)|IEo,] :
i#2

Preuve. Pour simplifier, on pose dans cette preuve
o(t) = R(us(t), us(t)) . (2.22)

(?) En faisant le produit scalaire de (2.17) avec @,(t) dans Hp, , on obtient :

1d, _ _ _ _ .
53”“2@)”%0, + || 455 aa(t) Y, = (B(T(t), ), Ba(t))mey » VEE[0,T4]. (2.23)
Il est évident que
lo@)llms) < € D )l - (2.24)
i£2
La définition de ® nous donne :

(B(@(8), 1), 22t = = [ 92f(a(t) + o(9))(Ea(t) + (1))

[ (@) + oo+ [ -G+ Ba(ua(t)) + Ba(us®)]mat) . (2:29)
2 2
En utilisant I'inégalité de Young et la Proposition 2.6 , on obtient pour tout > 0:

[ 92(=G3+ @1 + 80)az < nlldall, + o
2

1+ lluell?x‘&f)] . (2.26)
i#2

De (2.9)(z) , (2.24) , de ’éstimation (2.10)(z) pour f , et de (2.25) et (2.26) , nous
obtenons pour tout > 0 :

(®(t2, t),82)m,; < 37]“‘172“%0, + 271”"”3?0, + ¢y

1+leuell§’%&i)]
i#2

te [ (ool +e [ faalo]. (2:27)

Puisque 4; < 1, nous pouvons appliquer I'inégalitée de Young dans le dernier terme

de droite de (2.27) , avec les exposants # et 1—_2; .

De (2.23) , (2.24) et (2.27) avec n assez petit, on déduit (7) avec
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T4 = l-v °
(ii) Maintenant on forme le produit scalaire de (2.17) avec Agz#z(t) dans Hy; .
On obtient :

(II o 2(t) I, ) + [l Aoza(t)lr,, < 112(Ta(t), I, - (2.28)

Il est évident que

(s + 0k, < clL+ Il + 18l 2t ) (2.29)
Grace a l'inégalité de Gagliardo - Nirenberg , nous obtenons

_ n2vi+2 /2 3y1+4)/2
l2l| B 0, < e llmalliia, Il Gy

Puisque 7 < 1, nous pouvons appliquer 'inégalité de Young avec les exposants :;_1{
et ;= , et on déduit que pour tout >0 ,o0n a:

“ﬁzllgvﬁz(n,) = 77”"2”H=(n,) t o ||u2||L2(n,) (2.30)

2(371+4
4

De (2.28) — (2 30) nous obtenons facilement la deuxieme inégalité du lemme 2.7.

avec s =

On va énoncer (sans démonstration) quelques résultats qui seront utiles pour la
résolution du probléme sur 2, .

Théoreme 2.8. (”Théoréme de Carathéodory?”)

Sig:IR™ x [0, T] — IR™ satisfait aux conditions suivantes :

(1) Vze IR™,t — g(z,t) est mésurable .

(12) Pour presque toutt € (0, T'), = — g(z,t) est continue .

(121) Pour tout r > 0 il existe une fonction G, € L*(0, T) telle que

sup{|lg(z, t)|| , = € R™, ||z|| < r} < G,(t) pour presque toutt € [0, T].
Alors il existe une solution v(t) du probléme
v'(t) = g(v(t), t), avecv(0) = vo

en sens des distributions sur I = [0, T*) , avec T* < T .
En outre, si (I, v) est maximale , on a :

ou bien I = [0, T],

ou bien I = [0, T*) avec T* < T et limsup, .

v(t)]l = +oo .
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Théoréme 2.9. (voir [19] , Lemme 1.2 p. 260)
Soit V , H des espaces de Hilbert, et V' le dual de V, avec

VcHcCV

ot les deux injections sont continues et denses.
Siv(t)e L*(0,T,V) et % € L*(0,T,V"), alors on a :
v(t)e C(0, T, H) , et de plus :

1 d d

pour toutt > 0 .
Théoréme 2.10. (voir [19] , Theorem 2.1 p. 271)

Soit V , H comme dans le théoréme 2.9 . Supposons en outre que I’injection de V
dans H est compacte.

Soit Y = {v € L?(0, T, V) avec & € L*(0, T, V')} muni de la norme

lolly = ""’”L’(OTV)‘I'” ”L’(OTV')-

Alors l'injection continue de Y dans L?(0, T', H) est compacte .

En utilisant les résultats classiques ci-dessus, on obtient le théoréme d’existence
et d’unicité suivant :

Théoréme 2.11. Pour tout u® € H(Q) et T > 0, il existe une solution (et une
seule) U, de (2.17)

@y € C°([0, T, Hy(Q2)) N L?(0, T, H*(Q:) N Hy())
et 422' € Lz(O T Hoz)
En outre , U peut s’écrire sous la forme integrale suivante , sur [0, T :
g(t) = e 4ortg) +/ e 42(t=0%(7,(s), s)ds . (2.31)

Preuve
1. Existence.

On utilise une méthode de Galerkin.
Puisque Ao est un opérateur autoadjoint, positif, a résolvante compacte, son spectre
n’est composé que des valeurs propres réelles et positives :

0<p;<pi<.py..— +oo.

On note (wp)n=1,2,.. une base orthonormale dans Hy, des vecteurs propres corres-
pondants.
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On pose Vi, = Vect(w;, ... wm) , et on sait que UZ_, V,, est dense dans H}(f;) et
dans Hoz .

Soit z,, € V,,, la solution de 1’équation :

dz"‘ + Ag2zm = P, @(Zm, )

(2.32)
zZm(0) = zom = Pl
ou P, est la projection sur V,, dans Hy,.
On écrit m
zm(t) =D Bi(t)w;  avec B;(t) € R.
=1
1l est évident que (B1(t), .... Bm(t)) € IR™ satisfait a
ﬂ;(t) +l‘§ﬁj(t) = ( ( 3_1 ﬂ:(t)wa’ t), w:)Hoz , 1=12,
(2.33)
:BJ(O) = (ﬁg’ wi)Hoz .

On voit facilement que les conditions du théoréme de Carathéodory (Théoreéme 2.8)
sont satisfaites, donc il existe une solution de (2.33) , (B;(t), 7 = 1,2, ...m) , sur
un intervalle [0, T*) avec T* < T.

On multiplie (2.33) par §3;(t) et on somme sur j pour j = 1,..m . On procede
ensuite comme dans la preuve du lemme 2.7(7). Ensuite, on multlphe (2.33) par
;Lzﬂj(t) , et on somme aussi sur 7 . On continue comme dans la preuve du lemme
2.7(1).

On obtient facilement d’abord que T* = T et ensuite que

“z’"||L°°(o T,D(AN%)) = <a(, T)

|z |l 22(0,7,D(40a)) < €2(u, T)

ol les constantes ¢;(u®, T') ne dependent pas de m pour 7 = 1,2, 3.
De ces trois dernieres inégalités on déduit qu’il existe une sous-suite m' de m et
une fonction @, € L*(0, T, D(Aoz)) , avec -‘%1 € L*(0, T, Hyy) , telles que

dzm
“L 2(0,T,Hoz) < C3(u ) ’

Zmt — Us dans L*(0, T, D(Aoz)) - faible

dz . di,
dt dt
Du Théoréme 2.10 , il résulte que

dans LZ(O, T, Hoz)) - faible .

Zm» — @ dans L*(0, T, D(ALL?)) - fort , (2.34)
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ou m” est une sous-suite de m', qu’on va noter par m pour commodité.
En utilisant (2.34) on peut tres facilement montrer que

®(zm, t) — O(fz,t)  dans L*(0, T, Ho,) - forte .

Ensuite, on utilise une technique qui est classique (voir Théoréme 1.1 page 254 de
[19]), a savoir, on multiplie I’équation

dz,
(jd—t— ’ w.‘i)Hoz + a’02(zm ’ w.‘i) = (Q(Zm’t) ’ w.‘i)Hoz

par une fonction ¢ € C*([0,T], IR) avec 1)(T') = 0, on intégre par raport a ¢ entre 0
et T, on utilise I'intégration par parties par raport a ¢ , et on passe a la limite dans
la relation obtenue.
On obtient facilement que @, est une solution du probleme (2.17).
Le fait que u, € C(0, T, H(22)) est une conséquence directe du Théoréme 2.9.

2. Unicité
Soit g et @22 deux solutions différentes de (2.17) dans P’espace C(0, T, Hj(£2,)).
On pose Ugo = Uy — U2z .
La fonction @y vérifie le systéme :

0 | Agilizo = —f(2 + o)+ f(B22 + 0)
(2.35)
U20(0) = 0.

On multiplie (2.35) par %z0 dans Hp,, et on obtient :

d 1/2 — — —
%E”ﬁzonﬁoz + )| Af a0l < |/ﬂ2 92[—f(@21 + o) + f(i2z + 0)]20| <

< ¢ [14 oG ay) + lEallFaq,) + 122l Fn qyy] 12200, »

ce qui entraine

d _ _
Z %20l < o(T)||a2lll,,  avec @z(0) =0,

ce qui donne %z = 0 , d’out 'unicité .
3. L’équation intégrale.
Soit ¢ > 0 fixé. Pour tout s € [0, ¢] on pose v(s) = e~402(!=)g,(s) . Il est claire que
v'(s) = Aoze‘A”(t")ﬁz(s) + e_A°’(t"')ﬁ'2(s) = e'A°’(‘_‘)<I’(ﬁ2(s), s),

et nous finissons la preuve en observant que

¢
/; v'(s) ds = Gz(t) — e A0*a] .
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2.4 Le semigroupe S(t)

Soit u® € H'(Q). D’apreés les paragraphes 2.2 et 2.3 , les équations (1.8), , (1.8)s
et (1.9) ont une solution unique u;(t) , us(t) et uz(t) , satisfaisant & u;(0) = w? =
uo/ﬂ,-.

Si on introduit la fonction u(t) telle que u(t)/Q%; = u;(t) , alors u(t) est encore
dans H(Q).

On peut donc introduire I’application

S(t) : u® € HY(Q) — u(t) € HY(Q).

Proposition 2.12. S(t) est une application qui satisfait aux propriétées
suivantes :
(2) Sit+7)=S@t)S(r),Vt, >0
() S(0)=1
(217) L’application (t, u) € Ry x H*(Q) — S(t)u € H(Q) est continue en (¢, u) .
Donc S(t) est un semigroupe C° sur H(Q2) .
Preuve . Les propriétés (1) et (it) sont evidentes .
Pour la preuve de (741), soit u° , v° € H}() et w®=u®—°.
On pose u(t) = S(t)u’ et v(t) = S(¢)v°.
Nous voulons estimer la difference S(¢;)v® — S(to)u®, quand ¢, est proche de ¢, , et
v° est proche de u® dans la norme de H'(R2) , ol (%o, u°) est fixé dans IR, x H*(Q).

On écrit :
S(1)v° — S(to)u® = S(t1)v° — S(t1)u® + S(t1)u® — S(to)u® . (2.36)
Soit € > 0 , arbitraire et fixé.

Puisque pour tout 7' > 0 les fonctions u;(t) appartiennent aux espaces C(0, T, H*(;)),
i=1,2,3, alors il est evident qu'il existe un §; > 0, tel que si |t; — 0| < 8, , alors

1
1S (#1)u® — S(to)u’||mr(ay < §€ . (2.37)
Il reste & majorer S(t;)v® — S(;)u® . On pose w(t) = u(t) — v(t) .
Il est bien connu que :

”w,-(t)Hg;(n..) S kl(uO,vo,tl)“w?”m(n‘.) 5 Vt € [0, tl] 3 1= 1,3 . (238)

Il reste a majorer ||wz(t)||m1(n,) - Comme en (2.16) on écrit :
Uy =Uz + 0y et vy = D3+ 0y,
oll on a noté
au(t) = R(ua(t), us(t)),
et de méme
ou(t) = R(v1(t), vs(t)) -
Si on note w,; = %, — ¥, , on voit facilement que W, satisfait a :
do :
T+ Aoy = ~[(82 + 0) — £(52 4 0u)] + TlBi(us(t)) ~ B(wi(1)] (239)(0)
i#2
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avec
04(0) = wy — (4(0) — 7,(0)) . (2.39)(37)
On note par & le membre de droite de (2.39)(i) et par %9 le membre de droite de
(2.39)(ii).
On multiplie (2.39)(i) par A¢,w; dans Hp, , et on obtient

d _ - .
EHAclyézwzllfzo, + || Aoz 2 | iy, < @M, - (2.40)
En utilisant (2.38), on déduit que
S 18:(ai(8)) — B, < Bala® 0%, 8) X ellrny (2:41)
i#£2 i#2

pour 0<t<t,.
D’autre part, la Proposition 2.1(77) nous permet d’écrire
(82 + 0u) = £(B2 + o)l 0z < Fa(u®, 0% 1) (| @2l 7oy + Nlow — oullmaa) - (2.42)
De (2.40) - (2.42) et de (2.38) , il résulte
d _ _ _
— (1455 B2 b, + || AoaBs ||y, < FallBallin, + ke 3 1w?l3rsay - (2.43)
dt i#2
D’autre part, il est clair que
921l m2(00) < Nlw°llmvas) » (2.44)

et de (2.43) et (2.44) on déduit finalement en utilisant 1'inégalité de Gromwall que

[@2() I3 (a,) < ks (u®,v°, t1)e" || w®|| g1 (a)

pour 0 <t <t;, ce qui finit la preuve.

Nous voulons montrer ensuite qu’il existe un borné absorbant pour le semigroupe
S(t) . Nous avons le lemme général suivant:

Lemme 2.13. Soit @ > 0 et z(t) une fonction positive, intégrable, tels que :

dz

dt

ot h: IR, x IR, — IR satisfait aux conditions suivantes :

(2) h(¢,-) est intégrable pour tout £ > 0

(17) 0 < h(&,t) < R (¢), Vt2>0

(i31) II existe une constante positive R; , tel que pour tout £ > 0, il existe un
temps T3(€) > 0, tel que :

+az < h(¢,t), z(0) =z,

h(¢,t) < Rs, Vit 2> Ts(¢).
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Alors on a les assertions suivantes :
1
() 2(t) S 20+ Ra(€), V120

(II) 1 existe une constante positive Ry , tel que pour tout zo , £ > 0, il existe un
temps Ty(zo,€) > 0, tel que z(t) < Ry, V't > Ty(zo, £).

Preuve . De (i) , on déduit grice au lemme de Gromwall que :
- - t -
z(t) < zoe % + e'“’/ e*h(¢,s)ds
0

ce qui implique (I).
On écrit pour t > T3(¢) ,

¢ as — T5(6) as ¢ as
/;e h({,s)ds-[) e h(ﬁ,s)ds+/Ts(0e h(€,s)ds .

En utilisant le fait que zoe™3 — 0 et e~3t [13(©) e*h(€,s)ds — 0 pour t — +oo0 ,
ainsi que la propriété (iiz) , on déduit immédiatement de I’égalité ci-dessus que (II)
est satisfaite, ou R4 peut étre n’importe quel nombre réel strictement supérieur a
iR

= [t3.

a

Dans la suite on désigne par u! > 0, la plus petite valeur propre de Ay; , i=
1,2,3.
Les lemmes suivants nous donnent des estimations de la solution de (2.17) dans les
normes de Ho, et H}(S,) .

Lemme 2.14. Pour tout u® € H'(Q) , la solution #,(t) de (2.17) satisfait aux
assertions suivantes :

(7') ”17'2(t)”Hoz < kﬁ("uo”H‘(n)) , Vt>0

ot ke est une fonction croissante de ||u®||g1(qy -
(7?) I existe une constante positive Rs , tel que pour tout ro > 0 , il existe un
temps Ts(ro) > 0 , tel que si |[u®||mr(a) < 7o , alors :
”ﬁznﬂoz <RER;, Vit> TS("O) .
Preuve . On utilise le lemme 2.7 (i) , et le fait que

1/2 _
455 @2l 2, > p3l1E2 1, -
Grace au lemme 2.4 , on peut appliquer le lemme 2.13 , avec
&= ludllmn
i#2
et

h(€,t) =c[l+) )z @y >
i#£2
d’ou le résultat .
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Lemme 2.15.
Pour tout u® € H}(R) , la solution #,(t) de (2.17) satisfait aux assertions suivantes:

() 122t m300a) < Fr (1l zacay) » VE > 0

ol k7 est une fonction croissante de ||u°||m(qy -

(12) I existe une constante positive Rs , tel que pour tout vy > 0 , il existe un
temps Te(ro) > 0 , tel que si ||[u®||g1(ny < 7o , alors :

G2llmzc0,) < Res VE 2> Te(ro) -

Preuve . On utilise le lemme 2.7 (ii) , et le fait que

| Aora |, > il A8s 5, %, -

Grace aux Lemmes 2.4 and 2.14 , on peut appliquer le Lemme 2.13 , ou & est le
membre de droite de I'inégalité du lemme 2.7(37) , et ou { = |[u®||g1(q) , et on obtient
le résultat .

La proposition suivante est une conséquence directe des lemmes 2.4(7) et 2.15(z).
Proposition 2.16. Pour tout R > 0, il existe une constante positive c(R) , telle
que pour tout u® € H'(Q) , avec ||u°||m1(n) < R , nous avons :

(@) lscoy + 18(@(8), Dllrey < e(R) , V20

Puisque uz(t) = @,(t) + R(u1(t), us(t)) , on déduit facilement des Lemmes 2.4 ,

2.15 , et du fait que R € L(H' (D) x H}(Q3), H(2,)) , le corollaire suivant :

Corollaire 2.17. Il existe une constante positive Ry , tel que ’ensemble
{v € HY(Q), ||v||m:(ay < R+} est un borné absorbant pour le semigroupe S(t).

Nous voulons montrer maintenant que S(t) est une application compacte de
H'(Q) dans H*(Q) , pour tout ¢ > 0 .

11 est bien connu que si u; est une solution de (2.8); pour i = 1,3 , alors u; satisfait
a I’équation intégrale

t
w(t) = el — [ A f(ui(s) + G ds,
0

Vt>0,i=1,3. (2.45);

Lemme 2.18. Soit u(t) = S(t)u® pourt >0 ,u° € H(Q) .
Pour tout § € (0,3) , il existe une constante positive cs = cs (t, ||u°||g1(q),8) telle
que :

(2) ||"i(t)||D(Agy=)+s) <e, 1=1,3
(i) [22(8) pagesy < s -
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Preuve . De (2.45); on déduit :

t
-§ —u? —-1/2-6 —pl(t—s
sl pgagzavey < et e 4l gyt [ (t=s) 22O £ (us() s HI G2l ] s

pour 1 =1,3.

Alors (1) est une consequence directe de la Proposition 2.1(z) et du Lemme 2.4(3) .
Pour montrer (iz), on utilise la formule intégrale (2.31). De méme qu’auparavant,

on obtient :

1 t —1/2—6 —pl(t—s _
26 pagoeey < et~ Bl pggayt [ € (6=8) 1D @(ao(s), ) ds

L’inégalité désirée s'obtient alors en utilisant le fait que la norme L? de ®(u,(s),s)
est bornée indépendemment en s (Proposition 2.16) .

Le lemme précédent nous permet d’énoncer

Corollaire 2.19. Pour tout t > 0 , 'application S(t): H*(Q2) — H(Q) est
compacte .

Preuve . On applique le lemme 2.18 , avec § € (0,1) . Puisque
R € L(HY™(Q) x H*¥(Q3) , H*%(Q,)) , alors w(t) € H*2(Q;),1=1,2,3.
D’autre part , us(a,t) = uy(a,t) et uy(b,t) = us(b,t),
ce qui implique u(t) € H**+#(Q) , et

3
(@)l reasiay < € (8) D lwi(t) | mreasca,)
i=1
(voir [?], Théoréme 11.4, Chap. 1) .
En utilisant le Lemme 2.18 et le fait que l'injection de H'*2?5(Q) dans H!(Q) est
compacte , on obtient le corollaire .

Maintenant on peut appliquer un théoréme bien connu (voir (8],
Theorem 3.4.8 ).
En utilisant le fait que S(t) : H*(2) — H(Q) est un semigroupe C° , et aussi les
Corollaires 2.17 et 2.19 , nous obtenons le résultat principal de cette section:

Théoreme 2.20. Le semigroupe S(t) a un attracteur global A dans H*() , qui
est connexe . En outre , ’ensemble des points d’equilibre de S(t) est non vide .

Nous pouvons obtenir un résultat plus précis concernant les points d’équilibre
de S(t).
Notons par E, I’ensemble des points d’équilibre de S(t), et par Ey; 1’ensemble des
points d’équilibre de S;(t), ¢ = 1, 3.

On définit comme dans [8] pour tout u® € H(Q) :

w(uo) = mtzou,ZtS(t)’lLo ,
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ol ’adhérence est prise dans H'(Q2).

On voit facilement du lemme 2.18 que pour tout u® € H*(Q) , Uy, S(t)u® est borné
dans H'+5(Q) avec § € (0,3) , ce qui nous dit que U;>,5(t)u’ est relativement
compact dans H}(Q).

Un résultat classique ( voir (8] , Lemma 3.1.2 , page 36 ) nous dit alors que pour
tout u® € H}(R) , w(u®) est un ensemble non-vide, compact, invariant, et attire u°,
c’est-a-dire :

distgia)(S(t)u’ , w(v®)) > 0 pourt — +oo.
On définit dans la suite 'application V; de H'(Q) dans IR, par la relation

Vo(v) = 5__; Voi(vi)

avec Vp; données dans (2.7).
Un simple calcul nous montre que si u(t) = S(t)u° , alors

2 autt) = -3 |

=1

dU2

,: + 92(8) =~ (b, 1)y ua(by ) — gz(a) (a, t)8y,u2(a, t)-

'2.46)
Nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.21. Pour tout (p; , ¢3) € Eg1 X Eg3 , il existe une fonction p, €
H'(Q,) de sorte que ’application ¢ :  — IR telle que /% = p; , 1 =1,2,3 , est
un élément de Eq.

Preuve.
Soit (1, 3) € Eo1 X Eqg3 , et soit ¥ € H(Q) tel que ¥/ = ¢p;, 1 =1,3.
On pose u(t) = S(t)yp pour tout ¢t > 0, et on voit facilement que u;(t) = ¢; pour
i = 1,3. On obtient alors de (2.46) que

—Vo(u(t)) —l=

et donc Vp(u(t)) est décroissante.

Le lemme 2.3 nous dit que Vp(u(t)) est borné inférieuremment, ce qui nous permet
de déduire qu’il existe un nombre réel £ , tel que

Jim_Vo(u(t)) = ¢

d‘ulz
“Hog ?

D’autre part, le fait que w(v) est non-vide , ainsi que la continuité de V; , nous
donnent

Vo(v) =€, Vvew®).
Soit maintenant ¢ € w(®) , et posons 4(t) = S(t)ep.
Puisque w(%) est invariant pour le semigroupe S(t) , on peut écrire Vy(4(t)) =
Vo(p) = € , et donc

d., ..
SVa(a(t)) =
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1l est claire que ¢/Q; = ¢; , ¢ = 1,3 , ce qui nous permet d’écrire

duz

——Vo(U(t)) ~l—=

IIHoz *

Il résulte que d—“1 =0, donc ¢ € Ej.
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3 Estimations de Pattracteur A€

3.1 Préliminaires

Sur H'(Q¢) on introduit la forme bilinéaire, continue, coercive :
ae(@,5) = /Q (Vait- Vb + i) dz (3.1)

etona:
min {1,a} |55 (qq < (%, 3) < maz {1,a} |57 (o (3.2)
pour tout ¥ € H(Q*) .
On déduit classiquement que {H(Q¢), L2(Q¢), @.(-,-)} définit un opérateur non
borné A, sur L*(Q*) , de domaine :
D(A.) = {# € HY(Q) , tel que —A.5 + ab € L*(Q¢) et & = 0 sur Q<}

Ad = —A.%+ ab
(3.3)
g—g =0 sur 0Q° .
Nous voulons passer dans les coordonnées y; et y, sur Q; , en utilisant le changement
de variables # introduit au paragraphe 1 .
Rappelons que, sur @;, 7 =1,3 , on a le changement de variable :
Ty =Y1, T2 = €y29i(v1) , (3.4)
tandis que sur Q; ,on a:
T =y, T2 = €€Y292(v1) - (3.4)”

Si on pose v = ¥ 0 § pour ¥ € H(Q*) , alors on peut écrire

g'.
Oz, 0; = Oy v; — E:Tyzam'v,-

(3.5);
3,,2’5,' = ;;—‘_Bmv;
sur @;, 1 =1,3 , et de méme
8z, 0y = 8,07 — %:—yzawvz
(3.6)
6,,,172 = ;—:Eam‘vg

sur Q; .
Sur le domaine @ on introduit les espaces suivants :
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H={v:Q - R tel que 30 € L*Q°), v =90 6}
muni du produit scalaire

(u,v)ge = E/; u;v; dy + ep'l/; Uy dy . (3.7)
{#2 1 2

On définit aussi 'espace H; qui est simplement ’espace H¢ muni du produit scalaire

(‘U,,'D)H; = Z(u, N ‘U,‘)H;'. + €p-1('IL2 N ‘02)3;2 N (3.8)
i#2

ou on pose

(’ll,,' ) ‘U,')H;i = ‘/Q giuvg dy N 'L = 1, 2, 3.

Il est évident que H* et HS sont des espaces de Hilbert, dont les normes sont
équivalentes , et les constantes apparaissant dans les inégalités d’équivalences sont
indépendantes de ¢ .
On pose :

Xe={v:Q—-> IR telquedb € H(Q®), v=1v008}

muni de la norme

ol = 2 Mol + €7 Hloall%; (3.9)
1#£2
ol
2 2 1 2 .
“”i“x; = ||"’i||m(Q.-) + g”amvi“m(q.-) , 1=1,3 (3.10)
et 1
lvall%s = llvallfr(qq + 6T,,”am‘vzllfsn(qz) . (3.11)

On va introduire la forme bilinéaire, continue, coercive suivante :
ae: X x X< — IR, avec

)
ac(u,v) = zac(u,'v)

otu=1uofetv="200avec, v € H(Q*).
En utilisant les formules (3.5); et (3.6) , on obtient

' 4
aw,0) = 3 [ (B — L) - (B0~ Ly20,,0)
ig2 Vi Gi gi

!

1 !
+6292 Oy, w0y, vi + auivi]gi dy + ‘-p—l/ [(Oyyu2 — %ygawuz) - (Oy,v2 — %yzay,vz)
i 2

Q2

1
+€2p92 Bwuzawvz + au2v2]92 dy ’ Vu » VE X©. (312)
2
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11 est facile de voir qu'il existe des constantes strictement positives €; , ¢10 , €t ¢1;
telles que pour tout € € (0,¢;) et v € X¢, 0n a

collvllke < ae(v, v) < enflv]k. (3.13)

(voir [10] , pag 40) .
On déduit facilement de (3.13) que X est un espace de Hilbert .
On déduit aussi que {X¢, H, ac(-,-)} définit un opérateur non borné A, sur Hf ,
de domaine :
D(Ae) ={u € X¢, 3P € H* tel que a(v,v) = (P,v)g; , pour tout v € X}
et on définit A, a ’aide de 1’égalité variationnelle

ae(u,v) = (Aeu,v)ms, Vué€ D(A), VveX. (3.14)

Remarque 3.1
() On peut dire que :

D(A)={v:Q > R,tel que 35 € D(A,), v="506}.
() Pour v € D(A,) , 'expression de A.v s’obtient & partir de celle de A, , en
utilisant les changement de variables (3.4)’ et (3.4)” (on va obtenir des expressions
différentes sur Q; , Q2 et Q3 ) .

On obtient les conditions limites par le méme procédé .

Dans la suite nous aurons besoin d’imposer une condition plus restrictive sur la
fonction f.

Partout dans ce travail on va supposer qu’en dehors des conditions (1.5)-(1.7), f
satisfait & I’hypothése supplémentaire suivante :

ou bien (i) limsupj,_.[—f'(z)] <0

(H1){ ou bien (z2) Il existe une constante positive c et une constante ;' € [0,1) ,
telles que : If(z) - f(¥)| <ecll+|z—y|™], Vz,ye€ R
(ce qui est vrai si, par exemple, f est bornée sur IR ) .

Lemme 3.2. L’hypothése (H1) entraine la condition (1.5) .

Preuve. La condition (H1)(7:) implique (1.5) de maniére évidente.
Supposons que (H1)(7) est satisfaite. Alors, pour tout n > 0, il existe M,, > 0
tel que
—f'(s) <}, Vsavec|s| > M,.
Si on remarque maintenant que

f(s) — _f(s)——f(iM,,) s?FM,,_f(:tM,,)

s sF M, s s

on déduit immédiatement (1.5).
Dans la suite, on utilisera souvent la propriété suivante :
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Lemme 3.3. De I’hypothése (H1) il résulte que pour tout 5 > 0 , il existe une
constante positive ¢, , telle que

—[f(z) - fWl(z—y)<nlz-y)*+c,, Vz,y€ R.

Preuve.
L’hypothése (H1)(77) entraine le Lemme 3.3 de manieére triviale.
Supposons que (H1)(z) est satisfaite. Alors il résulte que pour tout > 0, il
existe une constante strictement positive M,, telle que
—f'(s) < % pour tout s, [s| > M,,.
On peut supposer que z > y. Nous avons plusieurs cas :
Cas1.Siz,y>M,.
Dans ce cas, on peut immédiatement écrire

~[f(=) - f@)= - ) < 3z —v)*.

Cas2.Siz> M, ,y< M, .
On décompose de la maniére suivante :

—[f(=) = fW)(= — v) = —[f(2) — F(Mp)l(z — ¥)
—[f(My) = F(=M))(z — y) = [f(= M) — f()l(=z — ) -

Puisque f est continue, il existe une constante a, > 0 telle que
If(z)l Sag, Vze [_M'la Mfi]'

On distingue les sous-cas suivants :

Cas 2.a. Siy > —M, , alors on déduit

(&)~ @z - ) < Dz - 9P +4an(e —9) < Tz -9
Cas 2.b. Siy< —M, ,alorson a

~[(2) ~ Sz~ 9) S Z2(a — 9 + 2an(s —3) Slz — ) + ey

Cas3.Siz,y<—-M,,
alors on fait comme dans le cas 1, ce qui finit la preuve .

On va introduire des applications qui seront utiles dans la suite .

Pour tout v; € L#(Q;), i = 1,2,3 on définit
M;v; : Q; — IR , par ’expression

1
(M;v:)(y1) = /; u;(yl,yz) dy. , pour presque tout y; € §; .
On va utiliser les lemmes suivants concernant les applications M; :
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Lemme 3.4. (voir [10/)
(z) Soit s un réel positif.
Pour tout v; € H*(Q;) , nous avons M;v; € H*(;) , avec
[ Mivill mgi) < ellvillaeea
ou ¢ est une constante positive .
(#?) Soit ¢ > 1. Pour tout v; € W¢(Q;) , on a
llvi = Mivillze(qi) < 2181 v2llzeey » 1=1,2,3.

Lemme 3.5. (voir [9])
I existe une constante positive c , telle que pour tout ¢ > 2, s € (1,2) , on a pour
1=1,2,3 :

— S8

5!0’—2!
lvi — Mivil|zo(qi) < ¢ (2 - )2 et ':-‘2]']””*'”1.-‘

pour tout v; € H(Q,) , ot on poser; =1 pouri=1,3 et r,=p.

3.2 Estimations uniformes de ’ensemble des points d’équi-
libre

Rappelons qu’on a noté par S¢ , le semigroupe C° sur H*(Q*) , associé au pro-
bleme (1.4). .

Si on passe dans les coordonées y; et yz sur Q , on peut définir un semigroupe S¢(t)
de la maniére suivante :

uy € X — S¢(t)ug = u*(t) € X¢, ol u*(t) est la solution du systéme
du®
dt

+ At = —f(uf) — G, u(0) =ug . (3.15),
I est évident que les semigroupes S¢ et S¢ sont liés par la relation
S¢(t)(@o 0 8) = (S%(t)ito) 0 8 . (3.16)

On peut aussi définir 'ensemble des points d’équilibre E¢ et E< des semigroupes 5¢
et S¢, respectivement.
Evidemment :
Es={veXe,telqueIoe B ,v=500}.
E¢ est 'ensemble des ¢¢ € H1(Q¢) , qui satisfont i ’équation

Ag = -f(#)-G. (3.17)
Les points de E*€ vont satisfaire a ’équation :
At = —f(¢°) — G*. (3.18)
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On introduit la fonctionnelle de Lyapunov suivante sur H!(Q¢) :
- 1 - 1 - =
VB) = [ |51 0B+ geldl + F() + G do. (3.19)

I est bien connu que si @€ = $¢(t)i§ , alors pour tout ¢t > 0 on a

du¢
dt

4 5@(1) = 1 Oarge » (3.20)

dt
et que S¢ est un systéme gradient qui admet un attracteur global .4¢ dans H Q) .
En outre E< est non-vide , et ¢ est I'ensemble instable de E¢ (voir [8]) .
Evidement, on peut dire la méme chose de S¢ , c’est & dire , S¢ est un systéme
gradient qui admet un attracteur global .4¢ dans X* , et A est ’ensemble instable
de E<. En outre

A ={ve X, telque I5 € A, v =706}

La norme || - ||x« définie en (3.9) n’est pas adéquate quand on veut comparer les
attracteurs A® et A, a cause du coefficient €' qui apparait dans I’expression de
cette norme.

C’est pourquoi, nous avons besoin d’une autre norme, et on désigne par Y I’espace
X¢ , muni de la norme :

3
lollFe = > llvill%, (3.21)
=1

(on a remplacé e#~! par 1 dans la définition du carré de la norme de X¢ ).

Nous voulons maintenant obtenir des estimations sur ’ensemble des points d’équi-
libre E¢ .
Dans une premiére étape nous montrons que E¢ est un ensemble uniformément borné
dans la norme de X¢.

Proposition 3.8. Il existe des constantes strictement positives c et €3 , tel que pour
€ € (0,¢€2) , nous avons pour tout ¢* € E*

“‘P¢“X' S c,
c’est a dire :

(1) leillxe <e,i=1,3
et

(i) llgsllxs < o2

Preuve . On fait le produit scalaire de I’équation (3.18) avec ¢ dans H{ , et on
utilise la propriété (2.9)(z) et la coercivité (3.13) de a, .

En fait, on peut améliorer la majoration (i) de la proposition 3.6 , de la maniere
suivante :
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Proposition 3.7. I existe des constantes strictement positives c et €, , telles que
pour tout € € (0,¢€;) et ¢ € E€ , on a

lellye < c.

Preuve . Il suffit de majorer ||@5||x; -
On va comparer les fonctions ¢§ a des fonctions @ , 1 = 1,2,3 définies sur §2; , ou
@5 et @5 sont les solutions des problemes suivants :

_i w(giayl‘ﬁf) + a(f): = —f(Mggof) - G? dans Q; ( )
3.22);
Oy, @5 = 0 sur 9%

pour 2 = 1,3 , et ou on pose

Il est évident qu’il existe une solution unique du probléme (3.22); dans I’espace
HY() , parce que (—f(M;pf) — GY) appartient & L%(;) .
En outre , @§ satisfait & I’équation variationnelle

aoi( @5, wi) = (—f(Migf) — GY w")m,.- , Ywi€ HY(Q),i=1,3, (3.23);
ol ag;(-, ) a été défini en (2.2), et nous avons:

281l &2 (i) < elll F(Mi§)l 2y + 11GE lz2 ) » 2 =1,3.

Puisque ¢§ est borné uniformément en € dans la norme de H(Q;) , M;p§ est borné
uniformément dans la norme de H'(Q;) .
En utilisant aussi la Proposition 2.1(z) , on obtient

”‘15:’”31(0.') <e¢,1=13, (3.24),‘
ce qui implique
185Nl (a,) < €. (3.25)

Puisque ¢ € E¢ , ¢ satisfait & I’équation variationnelle suivante :

ac(pfv) == /;‘_ gif(pf)vi — €71 /Q _92f(¢3)2

i#£2
—Z/ 9iGivi — e"‘lf 9:G5v2, Vv eEX*. (3.26)
ig2 Y Qi Qs

D’autre part , de la Proposition 2.5 on déduit que @§ satisfait &
1 —€ —€ F (=€ &H (€
_;am (920,,73) + 2@y = 1(P1, 1) + 3(85, ¥3) » (3.27)
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ol on a posé :

~ —p1[f(M1v)(2a — 1) + GY(2a — y1)] + R (v1)(w1)
@y (v1,v5)(y1) = { Pour v € [a,a+ 3d] (3.28)
0 pour y; € [a + 3d,b)

et

_ —ps[f(M5v5)(2b — 11) + G3(2b — y1)] + R3(vs)(y1)
®3(vs,v3)(1) = { pour y1 € [b— 3d,b] (3.29)
0 pour y; € [a,b— 3d)

pour v; € HY(Q;) et vf € HY(Q;) ,1=1,3.
On a aussi
0,85 =0  sur 09, . (3.30)

C’est pourquoi , @¢ satisfait a 1’équation variationnelle suivante :
» P2

ao2( @5, wa) = (B1(55, 05) + Ba(5, 05) , w2), , Vwr€ HY(R). (3.31)

H02

Puisque, pour tout » € X¢ , M;v; est dans H'(();) , on peut remplacer, dans (3.31)
et (3.23); , w; par M;v; , ot v est dans X¢.

Si on multiplie (3.31) par €?~! , et on ajoute au résultat obtenu les relations (3.23),
et (3.23); ,on a

al(@,v) = = 30 (F(Mipf) + GF, w) o, + 7" (Bu(85, 0%) + B(85, 05) 5 v2) .,
1£2 o 92

—Zf 9: Ui Oy B5 Oy vi — e’“/ 9920y, 850,02, VveXe. (3.32)
{#2 Qs Q2
De (3.26) et (3.32) il vient

ac(o® — @%,v) = — > (f(¢f) — (M) , '”i)H;.. - (G: -G, v‘)ge.
i#2 i#2 "

— 7L (£(¢5) + G , v2)g,, — €7 (B1(5, 0%) + Bs(85, 05) vz)H,2
g

+Z/Q gi Y2 Oy, 75 Oy v; + 61%1/; 92 Y2 0y P53 Oppv2, Vv EX©. (3.33)
izg2 Vi 2

Puisque ¢*—@¢ € X, nous pouvons prendre v = ¢ — @ dans (3.33) , et on obtient:

ac(¢—¢°, o —7%) = — Y (f(#F) — F(Mig§) , ¥5 — G )ae— 2 (Gf -G, pi- “55)3«.
i#2 i#2 ”

—& 7 (fle2) = £(#2) 5 #3 — Py, — €7 (f(5) s #5 — 2,
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—@7 (G, 95— B)a, — @7 (E1(81,05) + Ba(85,05) , 5 - #) g,
L

+ Z /;9: Y2 0y, 5 0y, (i — ;) + ! /;2: 9; Y2 0y, B3 Oy, (02 — #2) - (3.34)
if2 Y Qi

On va majorer chaque terme du membre de droite de 1’égalité (3.34). On a d’abord,
en utilisant la majoration (1.6) sur f:

[, s:l5(5) = £t~ 6) < et — il

+en [ alf(ef) — (Miph'dy  pouri=1,3. (3.35)
La majoration (1.6) de f' nous donne :
/;. gilf(9f) — f(Mip})) < C/Q.[l +1@f "™ + [ Mipf "™ ]]of — Migf|* dy

Soit ¢ > 2 . Nous appliquons 'inégalité de Holder avec les exposants
;% et £, et utilisons le fait que ||pf|| g1y <c,i=1,3,d%u:

-2
[, 120 = £y < (o)l — Moo -

On peut choisir o > 2 assez proche de 2, tel que , si on applique le lemme 3.5 , on
déduit de I’inégalité ci-dessus :

/;.[f(so,‘) — f(Mipf))’dy < e, i=1,3. (3.36)

En utilisant le fait que G¢ est borné dans L*(Q) uniformément en ¢ , et I’estimation
(1.3) de G — G° , on obtient :

Jo; 9i(Gs — GO)(¢§ — 85) < 1llps — B5l13a(0s) + Cne”
(3.37)
€72 fo, 9:G3(5 — 83| < 1€ l95 — Bl Zaan) + o™ " -

Le lemme 3.3 nous donne
—e! sz 92(f(3) — F(@N(ws — #3) S 1l 9y — PallTaony + €™ - (3.38)
Puisque @4 est borné dans H!(f;) uniformément en ¢, il vient
G /;2 92£(23)(3 — 2)| < 1M {l03 — Pallacgs) + ene ™ - (3.39)

On voit facilement que ®;(@%, f) est borné dans L?(Q;) uniformément en ¢, donc
on déduit que

Ea /Q 92[81(5%, %) + B(3%, %)) (0% — 75
2
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< 1l - BlEagan) + e (3.40)

Finalement nous avons
|, 9288506t = 9] < cll@fllma el - Fillxs

< nllws — @illke + cpe™ , pour i = 1,2,3 . (3.41)

De (3.34) , en utilisant la coercivité uniforme (3.13) de a. et les inégalités (3.35) —
(3.41) , on déduit en choisissant 7 assez petit , que

lle€ — |k« < ce~! , donc implicitement

llos — @5ll%; < ¢, ce qui avec (3.25) nous donne le résultat .

3.3 Estimations uniformes de ’attracteur.

Nous voulons obtenir maintenant des estimations pour les éléments de 1’attrac-
teur A° .

Proposition 3.8. SiV, est la fonctionnelle de Lyapunov donnée en (3.19) , alors il
existe une constante strictement positive ¢, , telle que pour tout € € (0,¢;) ,on a :

(%) V() 2 cuallbllinoq — e, Ve HY(Q)
ou ¢;, et ¢;3 sont des constantes positives indépendantes de ¢, et
(%) V.$) <ce, Ve A,
Preuve . La propriété (i) est évidente si on utilise (2.9)(i1).
Pour démontrer la propriété (it) on utilise le fait que .A* est 'ensemble instable de
E<.
Pour tout ¥ € A*, il existe un point #° proche de E¢ et un temps T > 0 , tels que
P = S(T)ul . )
On peut choisir 4° de sorte qu'il existe ¢° € E€ , tel que
8% — %l s (qey < ce? .
Si on note u® =4%0 8 et p° = @%04 , alors
ac(u® — % u® — %) < cef? .
Puisque ¢° est borné dans la norme de Y uniformément en €, on déduit que
|y < c. (3.42)
D’autre part , V¢ est décroissante sur l’orbite positive de S¢ , c’est & dire

V() < V(). (3.43)
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En passant dans les coordonnées y sur @ , et en utilisant (3.13) et (2.10)(:?), on
obtient )
V(@) < cell+ 2 ulll + [ [l dy]
1£2 ' Qi
el [l + [ g+ an],
2
donc, grace & (3.42) , nous déduisons
ffe(ﬂo) <ce,

ce qui, avec (3.43), donne le résultat.

Comme conséquence directe de la Proposition 3.8 , nous avons le corollaire
suivant:

Corollaire 3.9. Il existe des constantes strictement positives c et €, , telles que
pour tout € € (0,¢;) et ¥ € A, 0n a

l%*llxe < ¢,
c’est-a-dire :

(@) l¥llxs<e, i=1,3
et

() lI¥sllxg < celt=P)/2,

Nous voulons obtenir dans la suite une majoration uniforme de .A¢ dans la norme
de Y*. Pour y arriver, on va utiliser les trois résultats suivants :

Proposition 3.10. (lemme de Gromwal) Soit @ > 0, b > 0, et z(t) une fonction
absolument continue, positive et définie sur (0, +00), telle que :

z'(t)+az(t) <b,avecz(0) =zo,T0>0.

Alors z satisfait a I'inégalité

z(t) < zge ™ + % .

Si A est un opérateur sectoriel sur un espace de Banach X, tel que la partie réelle
du spectre de A soit strictement positive, on note X, = D(A”) pour ¢ € [0,1] .

Lemma 3.11. On se donne trois constantes & , § € [0,1] et to >0 .
Supposons qu’une fonction v de (to,+00) & valeurs dans D(A) soit solution du

probléme suivant :
% + Av = h(t) pour t > tg

v(to) = v°

35



ot v° € X5 , et ot h: (tp,+00) — X | est telle que
t =
/t (t — s)"2P||h(t) — h(s)||x ds < +oo  pour tout t > t,.

Alors pour tout T > 0 il existe une constante positive ¢(T') , telle que
dv S—F— -3
= @®llxs < (Tt = t0)* P70l xa + (¢ — £°) [I(2)IIx

+ ‘(= 5) 1 B|Ih(t) — h(s)lx ds] , V¢ € (to to+ T].
to

Pour la preuve , il suffit d’observer que :
d t
-a-?-t{(t) = — Ae~Alt=t0)y0 | e~ Alt=%)p (1) 4 -/t‘o Ae~AC=)[h(t) — h(s)]ds

(voir [14], preuve du Lemma 3.5.1, page 70).
Proposition 3.12. Soit t; > 0 et T > 0. Supposons qu’il existe une constante

positive c telle que pour tout_i-irajectoire uf(t) = S(t)¢* dans l'attracteur A° , on a
llu$ ()l z2(Qa) < ¢ pour tout t € [to,to + T -

Alors il existe une constante positive ¢(T) , telle que :

dus 1
I ;t |z < e(T);=F  pour tout t € (to,to + T, et ¢ € (0,2)
— Lo

ou €; est une constante suffisamment petite , indépendante de la trajectoire u(t)

dans A€ ,detgetdeT .

Preuve. On s’inspire de la démonstration du lemme 2.3 de [10] .
On remarque que @€ = (t — to)d—;‘t—' est solution de

WrAD = [+ Y, Vit
w(0)=0.
En multipliant cette equation par @ dans H , on obtient

1 d —€|l2 —€ —€ — due —€
3 7 1@ e + ae(@(2), °(¢)) = (-, @)x;

€\ € —€ —€ duc
—(F(y0*, %)y < 0+ eall ol

X [ [+ ksl + e [ 1+ hsllagles . (3.49)
iz2 7@ Q2
On applique 'inégalité de Holder dans les deux derniers termes de la partie de droite
de (3.44) , avec les exposants : ;;2; , 1-2-11 et 2.
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Puisque u{ est borné dans la norme de L?(Q;) uniformément en € pour ¢ = 1,2,3 ,
on obtient facilement en choisissant 7 assez petit que

d, . 2 _el12 du® ,
S (6 < el + | Sy

On integre cette derniere inégalité entre ¢o et ¢ , pour t € (to,%0 + T'] et on utilise le
fait que w*(to) =0 .
D’autre part , la relation (3.20) et la Proposition 3.8 nous donnent

o dut, |,
LIS ) lgds < e
et en appliquant ensuite le lemme de Gromwall, on obtient le résultat.

Maintenant nous pouvons énoncer le résultat concernant I’estimation
uniforme de ’attracteur .

Lemme 3.13. Il existe des constantes strictement positives c et €; , telles que pour
tout ¢ € A et e € (0,¢;) ,0n a:

[#<llye < ¢

Preuve. Il suffit de majorer ||95||x; .
Puisque A€ est invariant par le semigroupe S¢ , pour tout ¥ € A et tout 7' > 0,
il existe un ¢ € A°, tel que 9 = S¢(T)y* .
Soit uf(t) = S¢(t)p" .
Comme dans la preuve de la Proposition 3.7 , on va comparer u¢ avec une fonction
définie sur 2 .
Soit @$(t) and @(t) les solutions des problémes :

das

dtt + Aot = — f(Miuf) — G?  avec 4{(0) =0 (3.45);

pour : = 1,3 , et

u5(t) = R(ai(¢), ws(t)) -
La démonstration du lemme comporte 4 étapes :
Premiere étape. Estimation de u€ .

En multipliant (3.45); par Aou§ dans Hy; , on obtient facilement , en utilisant le fait
que M;u$ est borné dans H!(f;) uniformément en € pour : = 1,3,

d —€ —€
S (145w ,) + A a I, < e
A l'aide du lemme de Gromwall, on déduit
”ﬂf(t)”gx(n‘.) <e, Vt>0, 71=1,3 (346)
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ce qu 1mplque
23 () ar,) S ey VE20. (3.47)

Deuxieme étape. L’équation variationnelle satisfaite par u® — u¢ .
Il est connu que u€ est solution du probléme variationnel

du*
—v]  Fa(u,v)=(—f(v)- G, v)g , VveEXe. (3.48)
dt He ’
14
D’autre part , exactement comme en (3.27) , on obtient

d—e 1 € H_ (€ € &H (€ €
;: - gam (gzayl'ucz) +ol, = Ql(ul(t% ul(t)) + (I’3(u3(t)’ us(t)) (3'49)

ou @, et ®; sont définis dans (3.28) et (3.29) .

Il est evident que si on note par @€ la fonction définie de 2 x IR, dans IR, telle que
¢/ x Ry =4f, 1=1,2,3, alors on a a%(-,t) € H}(Q) , donc

ﬁe('at) €X<.

Exactement comme en (3.33) , on obtient

d € —€ € —€ _
(E(u —u),v)H‘-l-ac(u ,v) =

= =0 (f(uf) ~ F(Meg), vy, — 3 (G5 = G2, i) 1, — &7 (f(us), va)g,
i#£2 i#2 vi
—&7 (G5, va)g,, — €7 (81(a5, us) + Ba(as, ug), vz)%
+Z/ 9: Y2 0y, U§ B, v; + ep'I/ 95 Y20y, U5 Bv2, Vv e X©. (3.50)
,';éz Q: Qa2
Troisieme étape. Majoration de u¢ — @€ dans la norme de He.

Puisque u¢ — 4 € X, on peut remplacer v par u¢ — 4¢ dans (3.50) . On déduit

1d € —€ , € —€ € € € —€
5 gl — U =)l 4 aduf - Tt -7 = - 3 (F(w) — F(Miwf), wf — 8,
1#£2

-3 (G =GP, us - ), e (F(u5) — £(35), w5 — 75)g,, —€ (F(8), w5 — B3,
1#2 g1

—eH (G5, up — gy, — @ (Ba(a, u) + Bs(a,us), u —a5)
+ Z/Q 9:Y2 0y, T Oy (ui — %) + ep—l/; 95 Y2 0y, U3 Oy, (ug — 3)
[} 2

i#2
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On peut faire exactement les mémes majorations que dans la démonstration de la
Proposition 3.7 . On obtient alors

& (s~ 21,) + collut — 7 < e (3.51)
Puisque @¢(0) = 0, le Corollaire 3.9 nous donne
Jus(0) — a(0) %, < c.
On applique le Lemme de Gromwall énoncé dans la Proposition 3.10, ce qui donne
[4(6) ~ Ol < et + S
On choisit Ty > 0 tel que

1

\ 3 1
e~r0To < -1 , Cc'est a dire Tp > In(
cro et

)

et on obtient
[uf(t) — a @)y < e, Vi2To. (3.52)

Puisque #5(t) est borné dans H'(;) , uniformément en € et ¢t (voir (3.47)) , nous
avons finalement

lu2(®)lz2(@s) L ¢, VE2 To . (3.53)
Quatrieme étape.

Majoration de u¢ — %€ dans la norme de X* , pour t € [T + 1, Tp + 2].
Pour t € [T + 1, T + 2] , on pose

B(t) = (¢ - To — 1)[us(t) — 5°(8)] -

De (3.50) on déduit :

(%WM) F o, v) = ~(t— To— 1) 3 (F(u) — F(Miuf) , v)g, —
H

i£2

—(t—=To—1)Y (Gi - G?,w) — e (t —To— 1) (f(us) + G5, v2)gy, —
1£2 e

- Mt —Tp—1) (51(17{, uf) + ®3(75,us), vz)m + (u® — @ v)m+

92

+(t—To—1)Z/Q 9 Y2 0, % 8mv,-+e"‘1(t—To—1)/Q 92920y, U5 0,02, Vv EX®,
ig2 vl 2
'3.54)
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Puisque 4 € H*(Q) et a%u‘ € X*, nous pouvons remplacer v par J w dans (3.54).
En tenant compte du fait que 0 <t —Tp —1 <1, nous obtenons

ae(w o) Se{Y [ 1£(u) - ) dy + 3 [ (G5 - G

1#£2 1#£2
te = To— 1 [ 1f)P+e™ [ 1G5+ [ [1@a(a, u)l +18a(as, u5)P)

d

o=l =T [ a5 70,05 dy
t1#£2

+e7(t—To— 1) sz 9292 0,, 5 dta w5 dy . (3.55)

On voit immédiatement, en utilisant aussi (3.52), que

SL@-arre [ ek e [ (@

1#£2
1Ba(aE, w2+ uf - 2l < cet (3.56)
Comme en (3.36) , nous obtenons
/Q 1f(uf) — F(Maud)P < ceb™, i=1,3. (3.57)
Nous avons aussi
|f(u)® < 21 (ug) — f(@2)* + £ (@2)]"] (3.58)
et il est clair aussi que
(t—Tp — 1) /Q @)l <e. (3.59)
D’autre part ,
[15s) — F@E e [ (L4 sl + P (s~ w5 . (3.60)
Q2 Qs

Supposons d’abord que v; € (0,1) .

En appliquant 'inégalité de Holder avec les exposants et —7 , et en utilisant les

majorations uniformes de u§ et @§ ( voir (3.47) et (3.53) ), on obtient
/;2 |f(u3) — f(@)* < e[l + ”"‘EHZZI(Q,) + llﬁilli’z‘(q,)l llus — "_L§||§,2/(1—~:1)(Q2)

< cllug — B lE(es) »
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ce qui implique
(t=To— 1 [ 1£(u5) ~ F@ < e85l o - (3.61)
2

Siv =0, nous obtenons (3.61) directement de (3.60) .
De (3.58) , (3.59) et (3.61) , en utilisant la coercivité (3.13) de a. , on déduit

et =To- 17 [ If@F Sele™ +adal®), wlt)].  (362)

Nous allons intégrer (3.55) entre To + 1 et ¢, pour t € [To + 1,Tp + 2] .

En intégrant par parties par raport & t les deux derniers termes du membre de
droite de I'inégalité (3.55) , et en utilisant les estimations (3.56) , (3.57) et (3.62) ,
on obtient :

ae(Be(t), Be(t)) < ce + ¢ /; 0@, () ds + e{(t = Ty~ 1)

0
> 18y, u D5 ()| 22 (Q:) + Zf 18y, T ()1l 22 (@i 18y @5 (8) || L2
t1#£2 1#£2

+§f (s=To-1)ll = 3mu ()l z2(@0) 190 @5 (5) 1 22(@:) ds+€* 7 (E—To—1) |8y, B5(¢) | z2(@s)

183 Ollzrion + € [ 10 aE(rren 18035 lz2(0r) ds

' d
4ert / (s = To — 1)l 28,y 73(s) 2(0) 19 B5(5)  2(0z) ds} - (3.63)

Pour majorer || Y IIHI(Q‘) ,t=1,3,0n applique le lemme 3.11 avecv = @, X = Hy;
A Ao,,a——ﬂ—- tQ—To+leth——f(MU) GO

Pmsque M;us est borné dans H 1(€;) uniformément en ¢, la Proposition 2.1(%%) nous

donne

1 F(Mini(8)) — f(Miri(s))l|z2(ay < ellui(t) — uis)llzaen) - (3.64)

D’autre part , pourz=1,3 on a

I5(6) ~ wi(o)lzmc@0 < [ 1) laaqand -
La proposition 3.12 avec to = T nous dit que
I% |ge < c,pourté€ [To+1,Tp+ 2], ce qui implique :
Jus(t) - ui()llzn@n < et —)» i=1,3. (3.65)
De lemme 3.11 , en utilisant (3.64) et (3.65) , on tire :
dus(t)

1= ||Hl(n)gt—% pourt € [To+1,To+2],i=1,3,  (3.66)
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et puisque u§(t) = R(@$,u§) , il est evident que

dus(t)

c
l 57 a2 (n,) < -, o1 Pow t€[To+1,To+2]. (3.67)

En appliquant I'inégalité de Young aux six derniers termes de (3.63) , en utilisant
le fait que

10y, @5 || L3 (i) < c€™ |5 ||xs, 1=1,2,3

et que uf(t) , i = 1,2,3 , sont bornés dans H'(Q;) uniformément en € , et tenant
compte des estimations (3.66) et (3.67) , on déduit

a@(t), B()) S e e [

ae(Be(s), Be(s)), Vi€ [To+1,To+2). (3.68)
To+1

Le lemme de Gromwall nous donne maintenant

ae(We(t), We(t)) < ce?™t Vie [To+1,To+2],
ce qui implique
[[w3(To + 2) — @3(To + 2)||x; < c,
et la preuve est finie si nous choisissons T' = T, + 2 et si nous remarquons que

“ﬁ;(To + 2)”31(92) <c.

Remarque 3.14
Partout dans ce travail , on peut affaiblir les hypotheses (1.5) et (H1)(i) en prennant:

lim sup —f(2)

Je|—+o00 T

<a

et
. a
lim sup[—f'(=)] < =
Jel—+o0 2
aveca; < « .
Nous avons préféré de prendre a; = 0 pour alléger les démonstrations .
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4 Comparaison des orbites de S¢(t) et S(¢) .

4.1 Préliminaires.

Dans cette section on va comparer une orbite qui reste dans ’attracteur A<,
c’est-a-dire S¢(t)y¢ avec ¥ € A° , avec une orbite S(t)u® du semigroupe S(t) , ol
u® peut dépendre de €, mais il reste borné dans la norme de H*(f2) , uniformément
en €.

Nous allons montrer que pour T fixé , indépendant de € , S¢(T)9¢ — S(T')u® est petit
quand ¢ — u° est petit .

On conserve ici toutes les notations de la Section 2 et on pose u(t) = S(t)u®
Rappelons que %, est donné par le changement de la fonction inconnue (2.16).

Nous aurons besoin dans la suite d’estimations plus fortes pour u(t). On énonce
d’abord une inégalité de type Gromwall.

Lemme 4.1. (voir [14] , page 6) Sia > 0
T € (0, +o0) , alors il existe une constante
pour toute fonction intégrable

z:[0, T] — R qui satisfait &

0,1), ﬁe [0,1) et
T) < 4+ , telle que

Q-

gt -
0<=z(t)<at™®+b / (t—s)Pz(s)ds
0
pour presque tout t € (0, T], on a
z(t) < Cat™?,
pour présque tout t € (0, T .
Proposition 4.2. Soit § € (0,3),T >0, et u® € H(R) , avec

|u®||z2(qy < R . Alors on a les majorations suivantes :
(2) I existe une constante positive c(R, ) , telle que

|B2(8)l| passessy < c(B,8)(1+t74Pe74), Ve> 0.

(12) Il existe une constante positive c(R,6,T) , telle que

d’ll,g

=

(731) 1 existe une constante positive c(R,T) , telle que

du;

(t)||D(A,,.+5 <c(R,8,T)t™5*%, Yte(0,T].

1= Ollm@) S (BT, Ve (0,T),i=1,3.

Preuve.
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(1) On utilise la représentation intégrale (2.31) de 4, et on obtient

t
_ 5 - _ _3/4—6 —pl(t—s _
[22()l| pgagessy < 1455 e ]| sy e /0 (t—s)73/4 =801 @ (ty(s), s)||za(ay) ds -

On écrit
Aot = ¥t g3
et on utilise aussi la majoration uniforme de & donnée dans la proposition 2.16.
(¢4) Nous appliquons le lemme 3.11 avecv = @3 , X = Hoz , A = Agz, 8 = $+5,
a=1,h(t)=&(a(t), t)etto=0.
Pour pouvoir appliquer ce lemme, il nous faut une majoration de
|@(%2(t), t) — (H2(s), s)||z3(ns) » de I'ordre de (t — s)3/4+%
De la définition de ®, et &3 (voir (2.20) et (2.21)) on déduit:

192 (wa () + 23 (ua(t)) — 21 (va(s)) — Bs(ua(s))llz(0a) < € (R) Y [lui(t) —wils)llmsqan) -
7 (4.1)
On voit aussi que

[1£(u2(t)) — £ (u2(s))llzana) < €(R) [ll82(2) — Ba(5) |22y + D ui(t) = wils)llzacan)]
i#2
(4.2)
ce qui nous dit qu’il faudra majorer

llui(t + k) — ui(t)||lmrn;)y pour0<t<T,0<h<T,i=1,3

et
llz2(t 4+ k) — @2(t)||z2n,) pour0<t<T,0<h<T.

Dans ce but, on utilise la réprésentation intégrale de u; , 7 = 1,3 , donnée en (2.45);:

h
ui(t+ k) —ui(t) = (e'A""h — I)e“““‘"uﬁJ + '/; g~ Avi(t+h—s) | [f(ui(s)) + G?) ds

t
— [ Ao s + B) = (o)) ds (43)
On a les majorations suivantes :

”(e—Aoih _I)e—Ao.'tu?“D(A;{2 < ch3/4+25“Ag{4+26e—A0.~tu?”m(nz)

)

—3/4— —ul
< Ch3/4+26t 3/4 266 “‘t”u?“D(A;{’

) S o8, R)RS/A+2g-s/a-2bemmit (4.4)

Ensuite

h h
I / e~ Aoi(t+h=0) L[ f(ny(s)) + GY] dslparray < ¢ / (t+ h — s)~1/2e-pilt+h=s),
0 oi 0
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NF(ui(s)) + Gellzagayy ds < c(R) bt 2emmt (4.5)
et finalement

* e Aoi(t=0)] £y _
I [ e Aol + 1))~ Fla)]doll e
t
< c(R) /0 (t = ) 2[lus(s + h) — ui(s) |l 3y ds - (4.6)
De (4.3) - (4.6) , une simple application du Lemme 4.1 nous donne
||u,-(t + h) - u;(t)llgx(n'.) < 6(5, R, T) R3/4+264-3/4-28 (4.7)

pour ¢ = 1,3 , pour tout t € (0, T') et h € [0, T] .
De (4.1) , (4.2) et (4.7) il résulte que

18 (@x(t), t) — B(@a(s), 8)llzanz) < (8, B, T) s=3/472(t — 5)3/4+%8

+e(R)||22(t) — 22(s)l 23(ay) - (4.8)

On va utiliser la représentation intégrale de i,(t) donnée en (2.31):
h
Ty(t + h) — Gz(t) = (e7 402 — I)e~40atgd 4 / e~ A0 (t+h=0)§ (7, (s), 5) ds
0

t
+ /0 e~Au2(t=9)[§(@y(s + R), s + h) — B(Ts(s), 5)] ds - (4.9)
On aura les majorations suivantes :

l|[(e~4" — I)e= 492 ud|| 1,y < c(8) R34+ ¢=3/4=20 =124 || 50| 12 q,)

< c(R, 8) R¥/4+% ¢=3/4-26 g—u3t (4.10)
et

h h
”'/(J e-Aoz(t+h--)q,(ﬁ2(s), S)dsan(n,) < c/o e—fé(t+h--)||¢(ﬁz(s), S)Hp(n,)ds

< c(R)he ¢, (4.11)
A Daide de (4.8) on obtient

t
”‘/0 e‘Aoz(t-—:)[Q(ﬁz(S + h)7 s+ h) - Q('&z(s), S)] dSI|L2(n,) < c(é" R, T) p3/4+26,

t 1 t
. /0 e (=0 g3/4-26 gy | o (R) /0 G2(s + R) — a(s)||zacay) ds (4.12)

ce qui avec (4.9) - (4.11) nous donne
t
1a2(t+h)~2(t)lz2(0s) < (8, R, T) h¥/4+2¢7%/4"21¢(R) /; [22(s+h)=Ta2(s)ll z2(0) ds -
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On applique de nouveau le Lemme 4.1 , et on obtient
@2t + h) — Ga(t)l z2(ny) < (8, R, T) R3/4+264=3/4-25 (4.13)
De la définition de & , de (4.1) , (4.2) , (4.7) et (4.13) , on déduit que
18(@2(2), £) — 8(@a(s), llzacany < c(6, By T) st — )443 (4.14)
ce qui nous permet d’appliquer le Lemme 3.11 , et d’obtenir le résultat.

(#22) . On utilisera la méme méthode: qu’auparavant. On applique aussi le lemme
31lavecv=u; , X = Hoi ,A=Aoi, f=0a=1,h(t) = —f(wi(t)) -G et t,=0.
Il est clair que

I1f (wi(t) — F(ui(s))llz2ni) < e(B)|[wil?) — wi(s)l|zaayy-
Nous pouvons utiliser 'inégalité (4.7) , et nous obtenons
¢ t
[ = o2 £(us(e) = £l < €6, By T) [ (6= o)5~2047214-58 s
0
On obtient facilement le resultat.

Nous finissons ce paragraphe par un lemme qui sera tres utile. Remarquons
d’abord que si v; € H(Q;) , alors M;v; € H'(£;) , et nous pouvons considérer que
M;v; est bien défini et continue sur ’adhérence 2; de §2; ,2 =1,2,3 .

Lemme 4.3. Il existe des constantes strictement positives c et €; , telles que pour
tout € € (0,¢;) etv € X ,siv;=v/Q;,1=1,2,3 , nous avons :

) (Myv1)(a)] < ellvilx;

|(M3vs)(B)| < ¢l|vs|x;

i) |(Myv1)(a) — Mzva(a)] < cel®PV4oy||x,

|(Msvs)(8) — Mzva(b)| < c®~P/4 g x,

i) |(M2v2)(a)| < c|lva]xg
|(M2v2)(8)] < cllvs|ixg -

Preuve. Il suffit de montrer les inégalités en a.

1) On a d’abord
( )
I(M11’1)(a)| < Hvl(a, -)||L=(o,1) <c ||’01||31(Q1) < Cllvlllx; .
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(171) Supposons que v =v048 ,avecd € H}(Q¢) . Alors :
v2(a,y2) = V2(a, €92(a)y:) = 91(a, €g2(a)y;)

(
192(a)
)

= 9,(a, €g1(a)eP” e IM 2) 5

a(a)’?

yz) ‘vl(a, ép_

ce qui implique :

(Mio2)(a) - (Mor)(a) = [ [( ) = (e, o1 %y, >] dy. (415)

Soit H une fonction de [0,a] dans IR , définie par la relation

H(y) = /01 [‘01(3/1, y2) — v1(v1, €p_1'; E ;yz)]

Nous voulons majorer ||8,, H||z2(q,) -
Il est évident que

1
18w o, v2)dvlllzan) < loallx - (4.16)

D’autre part, on peut écrire

1 _ a a 1 ep—1 '1 2
Oy, [/; vi(y1, € 192{ )yz)dyz} 9:(e) / A 0y, v1(y1, 22)d2; ,

g1(a) g2(a) er—1

et puisque

a P19 (a 2 a 1
/0 [_/(; e 3u1‘01(y1,22)dzz] dy1 < ce"‘I/0 [/0 |8y, v1(y1, 22)|? d22) dys
< 7|0y v1|Z2(0y) »
en utilisant (4.16), on déduit que

18y, Hllz3ay) < c€ 7 [lva | x; - (4.17)

Maintenant nous voulons majorer = [2_.. |H(y:)— H(a)| dy: , o o sera choisi conve-
nablement .

1l est clair que

B(w) - B@)| = | [ 0, H(€) ] <18, Bllirapl — olf

et en utilisant (4.17) , nous déduisons
1 a oc—(p-1
= [ B dy - H@)| < 5 oillx; - (4.18)
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D’autre part on a les estimations suivantes :

a a 1 a
|~/;-—e’ H(y)an| < I./;_ec /(; [vl(yl’yZ) — v1(y1, 5P—IZ:EG;ZJ2) dy, dy |

a 1 .
< /_ v,/t; |8y, v1(y1,€2)| d€2 dys < €7||3wv1”L2(Q1) ,
ce qui implique
1 fe (o
|€—,/ H(yi)dy| < c€’ @/D)||vy || x; - (4.19)
Maintenant les inégalités (4.18) et (4.19) nous donnent

|H(a)| < (=5 + &=C/D)||vy || x; .

On choisit la valeur optimale o = 2t | et on obtient (iz) .
i11) est une conséquence immédiate de (z) et (32) .

4.2 Comparaison des orbites

Le théoréme qui suit nous donne une estimation de S¢(t)3¢ — S(t)u® , dans la

norme de L%(Q) .

Théoréme 4.4. Il existe une constante strictement positiuve €; , et pour tout R > 0
et T > 0, il existe une constante positive c(R,T) , telle que pour 0 < € < ¢; , pour
tout ¥¢ € A et tout u® € H'(Q) avec ||[v’||gm(a) < R, on a

IS<(t)$* — S(t)u’llme < (R, T)e+ €7 + |9 — || 7]

pour tout t € [0,7T] .

Preuve. Soit us(t) = S¢(t)¢* et u(t) = S(¢)u° .
Puisque u; est une solution de (2.8); pour i = 1,3 , il est facile de voir que u; satisfait
au probléeme variationnel

du,- _ 0 1 .
(E ’ vi)Ho. + aoi(u;i, v:) = (—f(ui) -G;, v;)HOi , Vv,e HY(Q:),i=1,3.
(4.20);
Soit v, € H(Q2) quelconque . Alors Myv, € H(S,) .

On fait le produit scalaire dans Hy, de I’équation (1.9) satisfaite par u, avec M,v,.
On obtient

d
(% , ‘02) . + ao2(uz, vy) = (—f(uz) — Gg ) 'l’z)H02

+92(8) 8y, uz(b)(Mzv2)(b) — 92(a)y, ua(a)(Mov2)(a) , Vv2 € HY(Q2).  (4.21)
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En multipliant (4.21) par e*~! et en ajoutant & (4.20); et (4.20); , on obtient

(%‘ , v)H; +tadu,v) = (—f(w) - G°, v) +

i

+€771 [92(b)8y,u2(b)(M2v2)(b) — 92(@)8, uz(a)(Mzv,)(a)]

_Z/Q 9: Y2 Oy, u; 8,0 — e"’lfq 92928, u20,,v2, Vve X (4.22)
i£2 i 2

Nous savons que u®(t) satisfait a 1’équation variationnelle (3.48) .
On note w* = u® — u . Les égalités (3.48) et (4.22) nous donnent

dw*

(Wav)ﬂ’; + a,‘(‘u_)‘,‘v) = - (f(uz) - f(u) ’ 'U)H;
~ (6= 6, v) 5, = @ (B T(B M02)B) ~ 95(a)0 8a(e) o))

+3 /Q gl y2 8y, u; By, v; + @71 /Q 9hys 8, u2 8,03, Vo€ X¢ (4.23)
i#2 [t 2

parce que Oy, u; = 0,1, sur 9Q, .
On remplace v par w* dans (4.23) , et on cherche & majorer tous les termes de droite
de cette égalité.

Pour:=1,2,3 ,0n a:
Jo 178 = Fe) - hasldy < [ [ fusl™ + ™) - 7] - || dy
Si on applique l'inégalité de Holder avec les exposants 4,4,2 , et si on remarque
que |luf||lg1(q:) » * = 1,2,3 est borné uniformément en € , on déduit de I'inégalité
précédente que
|(f(u) = f(w), v)g, | < nll@* @)k« + c(Rym)|l@||E, , Vo > 0. (4.24)
Si on utilise la majoration (1.3) de G¢ — G° , on obtient

(=G, v) | S nlla(t)ke + cé®, V7> 0. (4.25)
[

Nous pouvons écrire une inégalité analogue & (3.41) , avec u; & la place de @ et w§
a la place de ¢§ — @5 , et on obtient

IZ/Q,gi Y2 3y1u'-3mwf+e”“/q 92 Y2 8y 2 8, 05|
i¢2 ) 2

< ||w(¢)||%« + c(n, R) € , pour tout 7 > 0. (4.26)
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Puisque

18y Boll Lo (z) < C(5)”ﬁ2”53/2+26(n,) >
le lemme 4.3(777) nous donne

€71 {10y, 2(b, t)] - [(Ma3)(b, 8)] + |0y, T2(a, )] - |(M25)(a, t)]] <
< ()€ [@all gansrsa,y O w5 llxs <
i#2
<0 1w %e + c(8,1)€™ ||| 51246y - (4.27)

i#2
De (4.23) — (4.27) , pour 7 assez petit , en utilisant la coercivité (3.13) de a., et en
intégrant entre 0 et t avec t € (0,T] , on déduit que

T
oW, < 19 — vl + c(R)T€ + 6(5)62("'1)/0 122(s) || 73124260y ds

t
-}-c(R)‘/0 [[w‘(s)nﬁsds pour 0 <t<T.

Maintenant on utilise la Proposition 4.2(z) et le lemme de Gromwall , et on obtient
le résultat.

Le théoréme suivant donne ’estimation de S¢(t)1¢ — S(¢)u® dans la norme de
Xe.
Théoréme 4.5. Il existe une constante strictement positive ¢, , et pour tout R > 0

et T > 0, une constante positive ¢c(R,T') , telle que pour 0 < € < €, pour tout
P € Af et u® € HY(Q) avec ||[u®||mpny < R,ona:

184(e)8* — S(e0°llxe < 7 (R T)(e+ &+ [ - u°]m)

pour tout t € (0,7 .

Preuve. On garde ici les notations de la démonstration du théoréme précédent.

Nous allons utiliser les idées de la quatrieme étape de la démonstration du lemme
3.13.

De (4.23) nous pouvons déduire immédiatement 1’égalité satisfaite par tw¢(t). Puisque

c%(tm‘) appartient a X, nous pouvons remplacer v par %(tu‘;‘) , pour obtenir
d, _ 1d _ d .,
1= @), + 55 a(tw", t0%) < o (¢)llag | 7 (t0°) 1

d d
+t> ”f(uf)“f(ui)”L’(Q;)”a(twf)‘lL’(Q¢)+€p_lt]lf(u;)-f(“Z)”L’(Qz)“E(tﬁ’;)“L’(Q:)
i#2

d _ _
+[|G* — G°|| gl 5 (t0) | g + €71 Eu(t) + En(t) (4.28)
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ou on a noté :

E(t) = ¢ {92(8)0, (b, 1) (M) (b, )

—0n(@)0 Tl 0) M) (e ) = Bus(t) ~ Bualt)  (429)
et

) d
Ey(t)=t 9: Y2 0y, u; —(t0,,w;) dy
%fa “a

d
et / by By, uz —(£8,,%) dy - (4.30)
Q2 dt
On déduit facilement de (4.28) , en utilisant la coercivité (3.13) de a, que
d e e e
2 ot (t), v (t)) < ela (O, + e (B) adta(e), to(t)
+cT?e? + € 1E (t) + Eqt)
En utilisant le Théoréme 4.4 et en intégrant entre 0 et t avec t € [0, , on obtient

a(tw(t), t0(t)) < o(R) [ * al(sT(s), sT(s))ds

¢t _ ¢ _

+e(R, T) (€ + €72 4 [|[9f — uO||%.) + &~ /0 By(s)ds + /0 Ey(s)ds. (4.31)
Nous allons majorer f; Ey3(s)ds. La majoration de [f Ey.(s)ds se fait de maniére
similaire.

On intégre par parties par raport a t , et on écrit

| [} Buls) do| < et 10 a(b, )] - [Ma(t05)(5,)

t d
+ {183t )| + 10w (5, )|} - [Ma(sws)(bys)lds . (4.32)
Rémarquons que
d ., _ d . _ d _
|59 25, 8)| < Nl 20 el ghaas g, ) < () |2 B2llmsrnsanay) - (4.33)

En utilisant le lemme 4.3(7%%) et la Proposition 4.2(z) et (iZ) , on obtient de (4.32)
et (4.33) :

t _
7 [ Bi(s)ds] < n S 5 (O)llxs + (0, B,T) 72
i#2

t
+c ‘/; % ||s1bf(s)||}i. ds  pour tout n >0, t € (0,T]. (4.34)
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Pour majorer f; E,(s)ds , on commence par intégrer par parties , d’ot :

ACLEROWLANCIERRLAC O]

t
+ 3 [ 10, w(e)lza(n 18 (s3)(#)llzrc00) s
i£2

t d
+ 2 sl ui(s) @il 8 (s95)(5) || 12 (qs) ds
7270 dt

t
+€ 71410y, w2 ()| £2(@0) 193 (£85) (B) | 22y +€° 7 /0 (18 u2(8) | 22(@2) 182 (s@3)(5) | 22(0a) s

L[t . d .
+¢€f 1‘/; s”zzamw(S)”Lz(Q,)HBw(swz)(s)”Lz(Q,)ds} . (4.35)

Puisque uy(t) = @2(t) + R(u1(t),us(t)) , nous pouvons utiliser la proposition 4.2(i7)
et (ii1) , et déduire que

t -
| /(; Ey(s)ds| < nlto*(t)|| %« + c(n, R, T)( € + &F~1)

t
+c/ |sw(s)||%.ds  pour toutn >0, t€ (0,T]. (4.36)
0

On finit la preuve en utilisant (4.31) , (4.34) et (4.36) , en prenant 7 assez petit , et
en appliquant le lemme de Gromwall .

52



5 La semicontinuité supérieure de ’attracteur A°

Soit I’application M : X¢ — H'(Q) , définie comme suit :
Sive Xeetv;=v/Q;,1=1,2,3, alors

(Mv); = M;v; pour i = 1,3

(M’U)z = Mz‘vz + Lz(‘v),
ot L,(v) est une fonction linéaire par morceaux, continue :

Lg(‘v) : 92 — R

La(o)(@) = (My0:)(e) — (Mz)(a)

La(o)(8) = (Mivs)(b) — (Mzo2)(b)

La(v)(y1) = 0, sur [a + e®~P)/2 b — 3-P)/?] ( voir figure 2 ) .

Proposition 5.1. L’application M définie ci-dessus , a la propriété qu’il existe une
constante positive c , telle que pour tout 3¢ € A, on a:

(4) | Mo¢||mi(ay < ¢

(i) (%€ — MY*)i||zagqi < ce, i=1,3

G (% — M)2||z2(@q) < ce®PV2,
Preuve .

() Puisque ||¥¢]ly« < ¢, nous avons
| M5 || sy < ¢, 0 =1,2,3 .
D’autre part , le Lemme 4.3(iz) nous donne :
|L2(%°)(a)] < ce®=PVt et |La(39)(b)] < ce-P/4. (5.1)

Alors un calcul élémentaire nous montre que

| L2($) | ) < €

ce qui montre (2).
Les inégalités (i7) et (zit) s’obtiennent facilement en utilisant le Lemme 3.4(7) et les
inégalités (5.1) .

La proposition précédente nous permet de déduire le corollaire suivant :

Corollaire 5.2. Il existe une constante strictement positive €, , et pour tout T' > 0
il existe une constante positive ¢(T') , telle que pour 0 < € < €, et pour tout %< € AS,
nous avons

IS4(e* — SOIPlxe < 7 e(THe + )
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et
_ 1
IS = SEIP e < 3 o(TY(EDP 4 o=
pour 0 <t <T.

Preuve . La Proposition 5.1 nous dit que

19 — M9)lae < ce,

et on applique le Théoreme 4.5 .

En utilisant le fait que M7* est borné dans H!(Q) uniformément en € pour tout

¥¢ € A* (Proposition 5.1(z)) , et la propriété d’attractivité de 1’attracteur A , nous
obtenons la proposition suivante :

Proposition 5.3. Pour tout n > 0 , il existe un temps T(n) , tel que pour tout
Y € Aon a
distia)(S(t) My*, A) < 3’2- , Vt>T(n).

Maintenant nous pouvons montrer la semicontinuité supérieure de ’attracteur

Ae .
Théoreme 5.4. Sous I’hypothése (H1) , nous avons
disty.(A°, A) = 0  poure— 0.
Preuve . Soit 7 > 0 fixé , et soit v¢ € A°.
Puisque A® est invariant, il existe ¥ € A tel que v¢ = S¢(T'(n))¥* , ou T(n) est

donné par la Proposition 5.3 .
Du Corollaire 5.2 , on déduit qu’il existe €(n) > 0, tel que :

o = S(T@) APy < T, Vee (0,e(n)),

ce qui avec la Proposition 5.3 montre le résultat .
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6 La convergence des points d’équilibre .

D’ici a la fin de ce travail , on va faire deux hypotheses supplémentaires : (H2)
et (H3).
D’abord une hypothese sur 7, :

3—
(H2) 0<y: < min{l,p—_%} .

Vue la condition (1.6), I’hypothése (H2) n’est pas vraiment restrictive.

On va donner ’hypothése (H3) dans le paragraph 6.1.

Nous allons montrer dans cette section que si les points d’équilibre du semigroupe
S(t) défini au chapitre 2 sont hyperboliques , alors il existe des points d’équilibre du
semigroupe S¢(t) qui convergent vers les points d’équilibre de S(t) .

6.1 Description de I’ensemble des points d’équilibre de S(%).

Soit Ep I'ensemble des points d’équilibre de S(t) , c’est-a-dire I’ensemble des
points ¢ dans H!() tels que si @; = ¢/ , alors p; satisfait a :

{ —2-0,,(9:0,0:) + api = —f(pi) — G? dans €
(6.1)

Oy, pi =0 sur 0%

pouri= 13, et

{ —;1;3,,1(923“902) +ap; = —f(p2) — G dans
(6.2)

p2(a) = p1(a) et p2(b) = ps3(b) .
Soit aussi Eo; 'ensemble des points d’équilibre de S;(t) , pour 2 =1,3 .
1l est clair que si ¢ € Ep , alors ; € Ep; ,1=1,3.

Le Théoréme 2.20 nous dit que E, est non vide . Puisque Ey C A, on déduit, du
Théoréme 2.20 et de (6.1) et (6.2) , la proposition ci-dessous :

Proposition 6.1.

(¢) I existe une constante positive c telle que pour tout ¢ € Eq on a : || ;|| m2(a;) < ¢
pourt=1,2,3.
(17) L’ensemble Eq est compact dans H(2) .

On définit un opérateur By : L%(Q) — L%() , de la maniere suivante :

B0h='v
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si et seulement si :

— 500 (9:0,v:) + av; = h; dans
(6.3)
0,0 =0 sur 69

pouri=13,et

—;];-ayl(gzamvz) + vy = hz dans Qz
(6.4)
v2(a) = vy(a) et vy(b) = v3(b) .

On définit également By;h; comme étant la solution v; de (6.3) pour h; € L%(€;),
i=1,3.
On a évidemment

(Boh),' = Bo,‘h,’ ) ‘l ES 1,3 .

Proposition 6.2.
(2) Boi € L(L*(S%), H*(S%)) pouri=1,3,
(17) 1 existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout h € L*() , on a

(Bok)illma(ay) < cllBllz2a)  pouri=1,2,3.

(¢441) Pour tout o € (0, 2) , By appartient & £L(L*(Q), H*(R)) .

La preuve est immédiate. La résolution de (6.3) est standard , tandis que pour
(6.4) on utilisera la méme technique que dans la Section 2 , en faissant le changement
de la fonction inconnue

vy = 92 + R(v1,v3)

et en se ramenant a un probléme de Dirichlet homogeéne sur €, .

On voit facilement que By est injective et donc
By : L?(Q) — Bo(L%(£)) est une application bijective .
On note D(Ao) = Bo(L?*()) , et on définit 'opérateur Ao comme étant 'inverse
de Bo B
On voit immédiatement que
D(Ap) = {v € H}(Q) tel que v; € H*(Q;) pour 2 = 1,2,3 , et §,,v; =0
sur 8Q; , 1 = 1,3}, avec

Agv,-=—~—1—31(g,-¢91'v,- +av;, Vve D(4),1=1,2,3. 6.5
PR v

On voit facilement que les opérateurs Ao; et Agsz définis au (2.3) et (2.4) sont les
inverses de By, et Bps . On remarque que
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(Aov); = Agiv; pour 1 =1,3 .
On fait maintenant I’hypothése (H3) .

(H3) Tous les points d’équilibre du semigroupe S(t) sont hyperboliques , c’est a
dire : Vo € Ey , siv € H'(Q) est tel que

{ —;1;3y1 (giayl'Z)i) + av; + f’((p")‘vi =0 dans Qi
(6.6)

0,,vi =0 sur 09);
pourt = 1,8, et

{ —%Byl (920y,v2) + avy + f'(p2)v2 =0 dans £,
(6.7)

v2(a) = vi(a) et v,(b) = v3(b) ,

alorsv =0 .
( voir Annexe A ).

Il est clair que ¢ est un élément de Ej si et seulement si ¢ satisfait a 1’équation
Acp+ flp)+G°=0. (6.8)

En appliquant By , on déduit que la relation précédente est équivalente &

o+ Bolf(¢) + G = 0.

Soit ’application
F°: HY(Q) —» HY(Q)
définie par
F(p) = ¢ + Bolf(y) + G°] .
Il est évident que
p € Ey & F(p)=0. (6.9)

Nous pouvons nous restreindre a §; pour : = 1,3 , et définir

FP o H () — HY ()

F(#i) = @i + Boilf(:) + GT]

On utilisera la dérivée au sens de Fréchet de F° :

D F(p) € L(H(Q), H'(Q))

D F(p)v = v+ Bo[f'(¢)v] .
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On remarque que ’expression qui donne D F°(p) peut s’étendre & L2(f2) , donc on
peut aussi considérer I’application

D F(p) € L(L*(9), L*())
( c’est un abus de notation , parce que F° n’est pas définie sur L%(R) ) .
On peut définir aussi la dérivée en sens de Fréchét de F? pour ¢ = 1,3, c’est-a-dire:

D F(e:) € L(H' (), H'(%))  (ou L(L* (), L*(:))

D F{(¢:) vi = vi + Boi(f'(p:) i]
pourz =1,3.
Nous pouvons énoncer la proposition suivante :
Proposition 6.3. Pour tout ¢ € Ey , on a
(1) D F°(p) est bijective de H}(Q) dans H(Q) , et de L*() dans L*(Q) , donc
(DF(p))™! € L(HN(Q), H(Q)) et (DF(p))" € L(L*(Q), L*(Q))

(17) D F(¢:) est bijective de H'(Q;) dans H'(RQ;) , et de L*(Q;) dans L3(S) ,
donc

(D F(e:))™" € L(H (%), H () et (DF(9:)™" € L(LA(), LA ()
pouri1=1,3.

Preuve.
La partie (z) est une conséquence directe de I’hypothése (H3) et de la compacité de
Popérateur By.
Pour la partie (ii) on a d’abord que D F?(p;) est surjective ( parce que D F°(¢) est
surjective ) , et de I’alternative de Fredholm il résulte que D F?(¢p;) est injective ,
donc bijective .

Puisque E; est compact dans H'(Q) et que les points d’équilibre ¢ de E, sont
tous hyperboliques, on obtient le résultat suivant :

Proposition 6.4. E, est un ensemble fini de ng éléments .

6.2 Convergence des points d’équilibre

On considere a nouveau 'opérateur A, défini au paragraph 3.1.
On sait que A, € L(D(Ac), H¢) est bijectif , ce qui nous permet de définir I'inverse
B, de A, c’est a dire ,si h € H¢, on dit que u = B.h , si et seulement si u est la
solution du probléme :

Trouver u € X© tel que a.(u, v) = (h, v)g, Vve Xe.
Il est évident que

B, € ﬁ(H‘, X‘) avec “Be”lZ(H‘,X‘) <c (610)

ou c est une constante positive qui ne dépend pas de € .

58



Proposition 6.5. Pour tout ¢ € (1, +o0) , il existe des constantes strictement
positives ¢, et €, , telles que pour tout h € L*(Q) N LYQ) , ho € L*(Q) N LY(Q) et
e€(0,¢),0na:

() || Beh—Bohol|x« < cg [3 Ilhi — hoil| Le(@i)+ €7 ? || B2 — hoal|La(@a) + € [|holl 2]
i#2
(i3) ||Beh—Bohollye < cq [€MPY2 3 ||hi—hoil| Lo(qi)+ | h2—Boz | La(@a) + €2~/ *| hol|a(a)) -
i#2
Preuve. On note u¢ = B.h et u = Bohg .
Par définition de I'opérateur B, , nous avons

ac(uf, v) = Z/ h;v; + e"'lf hv,, Vve X¢.
i£2 Qi Q2
Par définition de 'opérateur By , u est la solution du systéme (6.3) et (6.4) , ot on
remplace h; par hy; ,72=1,2,3.
En procédant de la méme maniére que pour obtenir (4.22) et (4.23) , on montre
que W¢ = u® — u satisfait a 1’égalité variationnelle

0, 0) = (h = ho, 9)g, — €10, ua(B)(Mrva)(b) + €8, ua(a)(Myuz)(a)
+E/ i Y2 Oy, ui B, v; + e”'I/ 92 Y20y U2 802, Vo € X©. (6.11)
iF2 Y Qi Q:

On remplace v par w¢ dans (6.11). Soit ¢' € (1, +o0) de sorte que % + % = 1. En
utilisant d’abord 'inégalité de Holder avec les exposants g et ¢’ , et ensuite I'injection
continue de H(Q;) dans L7(Q;) , on déduit que

L (s = ho)t < m [0l oy + <0, 9) s = sl (6.12)

pour toutn >0,:1=1,2,3, ¢ > 1.
En utilisant la régularité de Boho ( voir Proposition 6.2 (iz) ) et le Lemme
4.3(7i1), on obtient :

|27 {8y, u2(b)(Mw5)(b) — 8y, uz(a)(Mews)(a)]| < c € ||hol| Laqay(D_ 1wl x;)
i#2
< Q5 lxe) + ene™ (| Rol|Za(a) (6.13)
i#2
pour tout > 0.
On fait pour les deux derniers termes de (6.11) une majoration analogue a celle de

4.26, et avec (6.12) et (6.13) , en choisissant 7 assez petit , on obtient le résultat
désiré .

En prenant dans la proposition précédente hg = M h et en utilisant le Lemme
3.4(71) , on obtient :
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Corollaire 6.8. Pour tout q € (1, +0) , il existe des constantes strictement posi-
tives c, et ¢, , telles que pour tout h € L*(Q) avec h; € W4(Q;), 1 = 1,2,3 , et
€€ (0,¢),0na:

(i) ||Beh — Bo(M k)||x< < g [ 180 hillzeieny + €228y, hallzaes) + €72 IRl 22(0)
i#2

(i3) || Beh—Bo(M h)||lye < cg [€MP2 3 18y, hill Lo(@i)+|Bun hall Lo(@ay + €272 B 22y -
i#2
Nous aurons besoin dans la suite d’une éstimation de B.h dans la norme de Y.

Proposition 6.7. Pour tout ¢ € (1, +o0) , il existe des constantes strictement
positives cg et €, , telles que pour tout h € L*(Q) avec h; € W'9(Q;) pouri =1,3,
ete€(0,¢),0na

1 Bekly« < cqlllBllzacoy + €223 18y, hill Lagesy) -
i£2

La proposition 6.7 est une conséquence directe des propositions 6.5(ii) , 6.2(iii)
et du lemme 3.4(ii).

On rappelle que E€ est ’ensemble des points d’équilibre de S¢(t). On voit que
¢ est un élément de E“ si et seulement si ¢ satisfait & ’équation

F(p) =0, (6.14)
ou F¢ est ’application de X dans X* définie par
Fé(v) = v+ Be[f(v) + G°].

Nous allons utiliser dans la suite le théoréme de point fixe suivant

( voir [10] , Lemme 4.6 , page 66 ) :

Soit X un espace de Banach , et F : X — X une fonction dérivable au sens de
Fréchet. Soit zo un point de X , tel que D F(z,) soit inversible.

Nous faisons les notations suivantes :

§ = ||F(=o)llx

3 = ||(D F(=0)) |l c(x,x)

K(@)= sup |DF(z)— D F(zo)llcx.x)
zGBx(co,a)

olt Bx(z0,8) ={z € X, ||z — zo||x < 6} .
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Lemme 6.8. Sous les hypothéses ci-dessus, si 29K (238) < 1, alors pour tout
§ > 276 tel que ¥K(f) < 1, I’équation F(z) = 0 a une solution unique Z , dans
Bx(z0,8) . En outre :

(D F(z)) lleexxy < 27
et

2 —=llx < @ IF(z)llx , Yz € B(zo,¥).

T
1-3K
En particulier :

|2 — zollx <76 .

Nous voulons appliquer ce lemme pour trouver un zero de la fonction ¢, dans
un voisinage d’un point d’équilibre ¢ de S(t), dans les espaces X et Y¢.
Notre but dans la suite est de verifier que les conditions du théoréme sont satisfaites.

Lemme 6.9. II existe des constantes strictement positives c et €; , telles que pour
tout o € Eg et e € (0, ¢;) ,0n a:

(2) [F*(@)llxe < c(e+e7)

(32) 1F<()llye < (B2 4 o=2)2)
Preuve. Puisque F°(p) =0, on peut écrire :
F(e) = F(p) — F(¢) = Bl f(¢) + G| = Bo[f () + G°] .

On applique la proposition 6.5 avec h = f(p) + G et ho = f(p) + G° et on obtient
le résultat.

Maintenant nous voulons estimer ||(D F*(9)) ™! || c(xe,x <) €t [|[(D F(#)) || ceve,ve)
pour € petit . Rappelons que

D Fi(u)v =v + B(f'(u)v) .
On va se servir de I’application auxiliaire G, € L(H¢, H¢) N L(X*¢, X¢), avec
G, (v) = v + Bo[f'(p) M v] . (6.17)

Proposition 6.10. Il existe des constantes strictement positives c et €, , telles que
pour tout ¢ € Eo , G, est inversible de X dans X¢, et

1(GE) Hlexexo + I(GL) Hlcwerg L ey Ve€e (0, &).

61



Preuve. On montre d’abord que G, est injective.

Soit u € X< tel que
u+ Bo[f'(p)Mu]=0. (6.18)

On applique 'opérateur M , et on obtient

Mu+ Bo[f'(p)Mu]=0.
Puisque D F°(¢p) est injective (voir Proposition 6.3(1) ) , il résulte que
Mu =0, et de (6.18) on obtient u = 0, d’out 'injectivité .

Montrons la surjectivité. Soit v € X¢ donné , il faut trouver u € X¢ , solution
de I’équation

u+ Bo[f'(p)Mu]=v. (6.19)

Puisque D F°(¢p) est inversible de L?(Q) dans L*(Q2) , il existe & € L%(Q2) , solution
de

@+ Bo[f'(p) @] = M v, c’est & dire

i = (D 7)) (M)

On voit facilement que
u=(DF¢)) (Mv) + (I — M) (6,20)

est la solution cherchée de 1’équation (6.19) , qui appartient 41’espace L(Q). Puisque
v € X et Bo[f'(¢)Mu] € HY(Q) , il résulte de (6.19) que u € X¢. De (6.20), il

s’ensuit que
[ellza(ay < ellvllzace) - (6.21)
En utilisant (6.19) et le fait que By € £(L*(2), H*(Q)) , on obtient
[ullye < cllvlly- (6.22)

11 faut aussi estimer ||u||x« . Pour ce faire, on restreint les égalités (6.19) et (6.20) a
Qi , © = 1,3. On obtient alors une inégalité analogue a (6.22) , c’est & dire :

”"i”X: < C“'Uillxi‘ , 1=13. (623),

Si on multiplie I'inégalité (6.22) par €P~)/2 et on y rajoute les inégalités (6.23), et
(6.23); , on obtient

[ullxe < cliolxe (6.24)
Les inégalités (6.22) et (6.24) finissent la preuve .

La proposition précédente nous permet de montrer :

Lemme 6.11. II existe des constantes strictement positives c et €, , telles que pour
tout € € (0, €;) , et pour tout ¢ € Ey , D F¢(p) est inversible de X¢ dans X¢ et

(D F(0)) Hlexe,xo + (D F (@) Hewerg < c.
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Preuve. Puisque G, est inversible , on peut écrire

D F¥(p) = G {I +(G,) ' [D F(¢) — G, 1} - (6.25)

Pour tout v € X¢,on a

D F(p)v — G5(v) = Bulf'(#)v] — BoA MIf (o)ol} -
Il est évident que
£ ()llzae) < ellvlizae)
et
18 [ (0i)villlza(en) < ellBvillzaey » +=1,2,3.
Maintenant le Corollaire 6.6 nous donne

1D F(e)v — Gy (v)llxe < c®D/2||o] x (6.26)

et
“D ff((P)v — G;('D)”y. < C(e(P"l)/z + 6(3—1’)/2)“.0“1“ . (626)”

Puisque l'inverse de G¢ est borné par une constante indépendente de € dans les
normes de £(X¢, X¢) et L(Y*, Y¢), le résultat désiré s’ensuit.

Le lemme suivant nous donne 1’ultime inégalité dont nous avons besoin pour
appliquer le Théoreme 6.8 .

Lemme 6.12. Il existe des constantes strictement positives c et €, , telles que pour
tout € € (0, €2) , tout @ € Eq et ¥ € X, on a les inégalités suivantes :

() ID F($) = DF(p)llcxexe < el PO 4 |lg¢ — || ]||19° — ol x

(1) | D F(#%) = D F(o)lcereye < e[l + [|#° — o[F]ll¥ — ollve .
Preuve. Soit v € X¢ . Nous avons
D F<(4)v — D F*(e)v = B{[f'(¥°) — f'(¢)]v} .

Puisque B, est un opérateur borné uniformément en € de H¢ dans X*©
( voir (6.10) ) , on peut écrire

| D F(%)v — D F(e)vllxe < cll[f'(#°) = F(e)vlme - (6.27)
1l est facile de voir que

IF'($5) = F'(e)lvillzaiy < e [1+1¥i—eill 7 @illl¥i—will menllvillarey » +=1,2,3,
(6.28)
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et en tenant compte de la définition de la norme de X¢ , on obtient

ILF' (%) = F'(eDollae < PP 4 |lye — o) 2] [14¢ — llxellv]xe
ce qui avec (6.27) montre l'inégalité (z) .
Pour montrer (i1) , on va appliquer la Proposition 6.7 avec
h = [f'(¥¢)— f'(p)lv et qfixé, g € (1, 2). L'inégalité (6.28) entraine immédiatement:

£ () = F(@ellze) < e[l + 9% = ellZelll¥* = ellyellolly- - (6.29)

D’autre part , pour : = 1,3 nous avons

B {[f'(#) — f(@)loi} = F(¥5)8, %5 vi + [f(45) — £'(#:)] 0 v: - (6.30)
En utilisant la majoration de f”, donnée en (1.7), et I'inégalité de Holder avec les
exposants ¢; , 2 , q; , ou ¢; sera choisi de sorte que
1= %1 + % + %1, on obtient

q
17 (#5)8u¥ivillLaeny < cell + 19 — @lIP 19 — ellyellvllye, i=1,3. (6.31)

De méme, nous avons

ILF(#5) = Fi(p)lBnvillzaen < ce[l + [I¥° — ellFll¥ — ellyelllly., i=1,3.
(6.32)
De la Proposition 6.7 et de (6.29) - (6.32) on obtient I’assertion (iz) .

On énonce maintenant le résultat principal de cette section .

Théoréme 6.13. II existe des constantes strictement positives c , 0y et €5 , telles
que pour tout € € (0, €;) et tout ¢ € Ey , il existe dans I’ensemble

By(p, 8o) = {veYe, |[v—o|lyc <o}, un point d’équilibre unique du semigroupe
S¢ , noté par ¢¢ . Ce point d’équilibre est hyperbolique.

En outre on a :

(3) o — pllye < c (P72 4 le=1)r2)

(i) lof — illx; < c(e+e7h), i=1,3.

Preuve. Nous appliquons le Lemme 6.8 . L’existence d’une solution unique ¢*
de ’équation F¢(¢*) = 0 dans une boule By«(yp, 6p) , est une conséquence directe
des lemmes 6.8 , 6.9(37) , 6.11 et 6.12(4t) , appliquées avec F = F¢ , X = Y* et
To = .

En appliquant le méme Lemme 6.8 avec F = F¢, X = X€¢ et 5 = ¢ , on déduit
P’existence d’une solution unique ¢¢ , dans une boule
Bx(p, £eP~1)1+1)/2) ol ¢ est une constante indépendente de e. Nous pouvons
appliquer le Lemme 6.8 dans ce cas, grace a ’hypothese (H2).

Puisque Bx«(ip, £eP~1)(1+%)/2) C By.(p, 8y) pour € assez petit , on obtient , par
unicité de ¢ , que ¢¢ = ¢¢ , d’ou le théoreme .

On peut obtenir un résultat plus précis, c’est & dire que E¢ a exactement ng
éléments pour € assez petit .
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Proposition 6.14. Il existe une constante strictement positive €,, telle que pour
tout € € (0, €;) , B¢ a exactement ng éléments.

Preuve. Supposons qu’il existe une suite €, qui converge vers 0 , avec ¢, > 0,
telle qu’il existe un élément u** € E*» qui n’est pas donné par le théoréme 6.13 ,
c’est & dire

disty.n(u"‘ ) Eo) 2 00 . (6.33)
Grice a la semicontinuité supérieure des attracteurs, et 4 la compacité de A , il existe
un élément u € A, et une sous-suite de €, notée aussi par €, pour commodité, telles
que
distye(u™,u) -0 pourn — +oo0. (6.34)
Nous allons montrer que u € Ep , ce qui va contredire (6.33) et va nous donner le
résultat.
Nous savons que ’élément u~ de E* satisfait a 1’égalité variationnelle

ae (u*, v) + (f(v*), v)g. + (G*, v)g. =0, VveE X, (6.35)
Il est clair que pour tout v; € HY(;) , il existe v € H(R) tel que v/ = v; et
’0/04_,’ =0 ) 1= 1,3.

Si on remplace cet élément v dans (6.35) et on passe a la limite pour n — 400, on
obtient

a‘Oi(ui ’ vi)+(f(ui) ’ vi)L’(ﬂi)+(G? ’ v")p(n‘.) =0, Vue Hl(ﬂi) y1=1,3. (6'36)

D’autre part, si nous prennons dans (6.35) v comme étant la fonction qui s’obtient
de v, en prolongeant par 0 en dehors de §2; et nous passons a la limite dans la
relation obtenue, il vient :

aoa(uz, v2) + (F(u2) v2)pagayy + (631 2) g, = 0 Vo2 € H3(R2)

ce qui avec I’égalité (6.36) nous donne le résultat, en tenant compte du fait que
u € HY(Q) .
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7 Problemes spectraux. Cadre semiabstrait.

7.1 Préliminaires .

Partout dans les sections 7 , 8 et 9 on va considérer ¢ € E; fixé , et ¢ € E¢
donné par le Théoréme 6.13 .
On définit I'opérateur C, : D(A,) — H® par

Cov = Av + f'(¢°)v, (7.1)

et on pose & = > min{l, a} .
Proposition 7.1. II existe 4 > 0, tel que pour tout y >4 on a :
(Cev+v,v)me 2 éllv||k., Vve D(A).
Preuve . En utilisant la majoration (1.6) de f’, on obtient
(FeYer Dl <3 [ e+l ol - fosd + &7 [ cli+ I foal - oal
ig2 i 2

Nous utilisons 'inégalité de Holder avec les exposants 4 , 4 , 2 , et ensuite le fait que
les fonctions ¢f sont bornées dans la norme de H*(Q;) , uniformément en € , pour
1=1,2,3 . On obtient

I(F'(¢)v, v)a;] < D vl menllvillzae + €7 vzl a3 (@) 102l 22(02)]
i#2

2
. c
< &llv||ke + Ellvllfz- -

En utilisant la coercivité de a., on déduit de I'inégalité ci-dessus que

2
. c
(Cev, )y 2 llolk — £ lolle

2

On peut prendre ¥ = 3

, et on obtient le résultat .
Dans la suite , nous fixons un nombre réel v , tel que ¥ > max{¥, ||f'(¢)|lz=(n)},

ou 4 est donnée par la Proposition 7.1 .
Nous introduisons 'opérateur O, , defini par

Ov=Caw+~vv, Vve D(A). (7.2)
1l résulte du choix de v que O, satisfait a :

(Oev, v)gs > &||v|%., Vve D(A). (7.3)
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L’opérateur O, est strictement positif, autoadjoint et inversible. Notons
B, € L(H¢, X¢) 'inverse de O,. De (7.3), il s’ensuit directement que

| Bell e, xo < ¢ (7.4)

et donc B, : H¢ — H* est compact.
On définit également les opérateurs Co, Co; , t = 1,3, Op et Og; , 1 = 1,3 par

Cov = Aov + f'(p)v ( respectivement Co;v; = Agivi + f'(pi)vi , 1 =1,3) (7.5)
et
Oov = Cov + v v ( respectivement Og;v; = Cojvs +yvi , ¢ = 1,3).

L’opérateur Op est inversible, d’inverse noté B,.
Rappelons que, si b € L%(f), alors v = Byh est la solution du systéeme :

{ _5% i (90, v:) + avi + f'(pi)vi +yvi = hy dans §;
(7.6)

Oy, v; =0 sur 0f);

pour : =1,3 , et

{ '_';?ayx (gzayle) + avz + f’(¢2)v2 + 7‘02 = h2 dans QZ
(7.7)

v2(a) = vi(a) et vy(d) = v3(b) .

On va aussi définir Bo;h; pour i = 1,3 , comme étant la solution de (7.6) .
Il est évident que

(Boh)i = Bo{hi ) 1= 1,3.
Pour résoudre (7.7), on utilise toujours le changement de fonction inconnue
vy = T, + R(v1,v3) et on obtient la proposition suivante , qui est I’analogue de la
proposition 6.2:

Proposition 7.2.
(1) By € L(L2(%), H2()) pouri=1,3.
(12) I existe une constante ¢ > 0 tel que pour tout h € L*() on a :

(Bok):llmaay < cllbllzaay  pouri=1,2,3.

(i1i) Pour tout o € [0, 2) nous avons : By € £ (L*(), H*(2)) .
_ De la proposition 7.2, il s'ensuit que les opérateurs B, : L*}(Q) — L%Q) et
Bo; : L*(Q;) — L?*(Q;) sont compacts .

Nous aurons besoin dans la suite d’un résultat analogue a celui de la Proposition
6.5.
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Proposition 7.3. Pour tout ¢ € (1, +00) , il existe des constantes strictement

positives c, et €, , telles que pour tout h € L*(Q)NLY(Q) et tout hy € L2(Q)NLY(N),
on a:

| Beh — Bohollye < cq [/ 37 ||hi — hoillzoeey + |h2 = hoallzees)
i#2

+(eP~1/2 4 5(3‘P)/2)||h0|{p(n)] )
Preuve. On remarque que u¢ = B,k satisfait & I’égalité variationnelle
de(u®,v)=(h,v)m; , Vve X, (7.8)
ou a. est la forme bilineaire
de(u,v)=au, v)+(fl(¢)u+yu, v)Hg, , Yu,ve X*. (7.9)

On note u = Byho et w¢ = u¢ — u. L’élément w* satisfait a

Ge(w0, v) = (h — ho, v)g, + Z/ 9: Y2 Oy, u; Bv; + fp_l/ 92 Y2 8,,u2 Oy,
! gY@ Q2

— €710y, uy(b)(Mav2)(b) + €718, ua(a)(Mav2)(a)—
—([f'(¢) = f(P)u, v)g, , VveX“. (7.10)

On remplace v par w* dans (7.10). Les cinq premiers termes du membre de droite
de (7.10) sont majorés comme en (6.12) et (6.13) .
On voit facilement que

I/Q,[f'(sof) — f(@)lwdf| < cllpf — il meollullm@oll@m @y » 1=1,2,3.

On utilise les majorations de ¢ — ¢ données dans le Théoreme 6.13 , et le fait que
By € L(L*}(Q), HY(R)) , et on obtient

|3 [ 1) = Pt + o7 [ [763) = Flonluaas] <

i#£2

< f|@¢ (ke + eo(€ + €27%)||hollZany, V>0,

En prenant 7 assez petit et en utilisant la coercivité (7.3) de a., on obtient une
estimation dans X*. En divisant par e(®P~1)/2, on trouve la majoration recherchée.

Maintenant nous introduisons une famille auxiliaire d’espaces. Pour tout
g € [1, +00) , nous posons :
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Zi={v:Q— Rtelquev="500, 5 € W'(Q°)}

munis de la norme

Ivllz = ; il zg,

1 :
loillzg; = vl + Zl0nvillzeen » 1=1,3
et .
”‘02”232 = ”‘02”W1.q(Q,) + e—puawvan.,(Qz) .

On remarque que pour ¢ =2, Z¢ est égal a Y* .
On remarque aussi que W19(Q;) s’injecte contintiment dans L%(Q;) , pour tout
g1

Le corollaire suivant est une conséquence directe du corollaire 6.6(iz),
des propositions 6.7 et 7.3 ( ol on pose ho = Mh ), et du fait que By € L(L%*(), H*()).

Corollaire 7.4. Pour tout ¢ € (1, 40) , il existe des constantes c; > 0 et ¢; > 0,
telles que pour tout h € Z{ et e € (0,¢,) ,on a:

(4) |Beh — Bo(M R)lly« < co(e?™/2 4 e&=2)2) |[h] £,
(i) | Behllye < cqllhl|z
(1%) [ Beh — Bo(M R)|lye < cg(P~/2 4+ =22 ]| 5
(iv) [ Behllye < eqllh]lzg -

7.2 Valeurs propres de Cc , Cy , Ac , Ao -

Les preuves de tous les résultats de ce paragraphe, sauf le lemme 7.7, s’inspirent
du travail de Hale, Raugel ( [11] , Section 3 ). Voir aussi Kato ( [18] ).
On va donner deux lemmes qui sont trés importants pour la caractérisation des
valeurs propres de B, et B, .

Lemme 7.5. Pour tout g € (1, 2] , et pour tout compact K dans I’ensemble résol-
vant de By (respectivement dans ’ensemble résolvant de By ) , avec 0 ¢ K, il existe

des constantes strictement positives cx,q €t €k,q , telles que pour tout € € (0, €x,q),
on a:

(2) sup (A = BoM) ™ |lc(z,25) < exia

( respectivement
sup (AT = BoM) ™| £(25,2¢) < ckg )
€

69



2y sup IAT = B)Hleqzgzg) < ke

( respectivement
sup (AT — Be) 7 |loeze,ze) < exiq )
AEK

(132) sup ||(AT — Be)"l -(AI- BQM)_lllﬁ(Zc’Ze) < cK’q(e(P—l)/Z + E(3-1:’)/2)
AEK 79

( respectivement

sup [[(A = B = (A = BoM) ez ) < caea(e ™02 + €0°912) )
€

Preuve. On fait la démonstration dans le cas des opérateurs B. et By seulement,
celle pour les opérateurs B, et By étant semblable.
Il existe une constante ¢,k , telle que pour tout A € K on a

1A = Bo) ™l czaay, aqay < e - (7.11)

Pour montrer que AI — BoM : Z; — Z¢ est inversible , on procéde comme dans la
Proposition 6.10.
Pour I'injectivité , on considere un élément u de Z7 satisfaisant a

Au—BMu=0.

Alors en appliquant 'opérateur M et en utilisant le fait que A I — By est injective ,
on déduit que M u = 0 et ensuite que u = 0.
Démontrons la surjectivité. Soit v € Z; , nous cherchons une solution de I’équation

Au—BMu=nv. (7.12)

On observe que
w= (A = Bo) (M) + —;—(v — M) (7.13)

est la solution cherchée .
Nous utilisons la propriété (7.11) pour déduire que

[ullz2(@) < c2xllvllz2(q)-
Puisque B, € £(L*(R), H(Q)), il vient
1 BoM || < csxlv]lzaco) -

De cette inégalité et de (7.12) , il s’ensuit enfin que
lullzg < exlivllz; -
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Pour montrer (i) , on procede comme au lemme 6.11 . On écrit :
M =B, =M —BM—(B,— BoM) = (A~ B,M)[I-(\1-ByM)™'-(B.—B,M)].
La propriété (iz) est alors une conséquence directe de cette égalitée , de (i) et du

Corollaire 7.4(7) .
Pour obtenir (:i7) on utilise le fait que

(A =B)™ =M = BeM) ' =AM = B)™ (B, — BoM)-(A\I — BpM)™

les propriétés (i) et (ii) et le Corollaire 7.4(i).

Lemme 7.8. II existe un compact K* tel que pour tout q € (1, 2] , il existe deux
constantes strictement positives c, et ¢, , telles que si U* = C\K* et e € (0, ¢,) , on
a:

(%) sup [|(A — BoM) ™| (25,25 < <
reUe

( respectivement

sup [|(AT — BoM) 7l c(z5,25 < €4 )
A€U*

(17) sup (AT — B) | (zg.20) < <
AeU*

( respectivement
sup [[(AT — Be) 7 leqzez9) < € )
AeU-

(217) As:zlf) AT - Be)_l —(AI- BoM)—IHL(z;,z;) < cq(e("‘l)” + e(3"’)/2)
( respectivement

sup ||(A = B)™ — (A — BoM) ™| gz¢,2¢) < cq(eP~1/2 4 3-2)/2) )
AGU‘ q q

La démonstration est tout a fait analogue a celle du Lemme 7.5 . Il faut seulement

remarquer que , puisque B, est un opérateur borné , on peut trouver un compact
K* et une constante ¢ > 0, tels que :

A 1
(AT — Bo) ™l eez2(ay, 22 (a) < |—A—|61

pour tout A € U* = C\K* .
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On va définir un nouvel opérateur By, € L(L?(R2), L*()) par vs = Boshs si et
seulement si v, est la solution du probléme de Dirichlet homogéne

{ —éc?yl (gzamvz) + av; + f’((pz)‘vz +yv2 = hz dans Qz

(7.14)
va(a) = v2(b) =0.
Grace au choix de v, Bysh est bien défini .
On a évidemment )
| Bozll 30) < € llhzllza(ay) - (7.15)

De la méme maniére , on définit 'opérateur By, € L(L?(Q), L%(R)) par v, = Bysh,
si et seulement si v, est la solution du probleme de Dirichlet homogéne

_% m(gzam‘uz) +avy = hz dans Q,
(7.16)
va(a) = va(b) = 0.
De méme ,
| Boz|| 2(0,) < cllh2lla(a,) - (7.17)

Le lemme qui suit caractérise les valeurs propres de By et By .

Lemme 7.7.

VP(Bo) = VP(Bo1) UVP(Boy) UV P(Bgs)
et

VP(Bo) = VP(Bo1) UVP(Bos) UV P(Bgs)
ot VP(O) désigne I'’ensemble des valeurs propres de I'opérateur O .

Preuve.
Soit A € VP(BO) . I existe une fonction u # 0 définie sur § , telle que
Bou —Adu=0.
On distingue deux cas :
Cas 1. Siu; #0pouri=1oui=3,alors étant donné que u; satisfait 2
Boiui —Au; =0,
alors il resulte que )\ est une valeur propre de By pourt=1ouz=3.
Cas 2. Siwuy =wu3=0,alors u # 0, et u; est un vecteur propre de Bos , avec
A € VP(Bye) .
Pour montrer 'inclusion dans l'autre sens , supposons d’abord que A € VP(Boz).
Alors il existe up € Hy(Q3) , uz # 0, tel que
Bozﬂz - )\Uz =0.
Alors il est evident que la fonction u définie sur Q2 , telle que u/Q, = u; et u/Q; =0
pour © = 1,3 , satisfait a
Bou — Au =0, ce qui entrainne A € VP(B,) .
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Supposons maintenant que A € VP(By;) ,aveci=1oui=3.
Donc AI — By; n’est pas injective , et de ’alternative de Fredholm il resulte que
M — By; nest pas surjective de L2(f;) dans L?(f;) (parce que A # 0 et By; est
compacte de L%(€);) dans L?(€;) ), donc AT — By n’est pas surjective de L2(£2) dans
12(9) .
Puisque Bo est compacte de L?(2) dans L?(Q2) , ’alternative de Fredholm nous dit
que A] — By n’est pas injective , donc A € VP(B,) .
La preuve est identique pour By .

Puisque By sont dAes opérateurs autoadjoints , définis positifs et compacts sur
Hy; ,i=1,2,3, VP(By;) consiste en une suite de valeurs propres réelles , positives
, qui tend vers 0 , et la méme propriété est vraie pour VP(By;) . On a alors :

VP(By)={\f;n=12,..} oud>i>..—0.
et
VP(By)={i’;n=12,..} oupl>p>..—0.

Du lemme 7.7 il résulte que VP(BO) est aussi une suite de valeurs propres réelles,
positives, qui tend vers 0 :

-

VP(By)={\";n=1,2,.} odX>X>..-0

b}

et de meme
VP(By)={i";n=1,2,..} oug'>p*>..—0.

Il est évident que A € V.P(Cy) si et seulement si (A4v)~! € VP(B,) . Donc VP(Ch)
est une suite des valeurs propres réelles , qui tend vers +oo0 :

1 < R
VP(00)={An=§;—‘7, AnGVP(Bo)}.

De méme , u € VP(Ay) si et seulement si p=! € VP(By) . Donc VP(A4y) est une
suite des valeurs propres réelles positives, qui tend vers +oo :

1 ~n
VP(A) = {u" = o A" € VP(By)} .

Puisque By et By sont des opérateurs compacts , on peut affirmer que
O'(Bo)\{O} VP(By) et o(Bo)\{0} = VP(By)
( olt on désigne en général par o(O) le spectre de 'opérateur O ).

Puisque BoM : L*(Q) — L*(Q) est compact et A # 0 est valeur propre de BoM si
et seulement si ) est valeur propre de By , nous avons

o(BoM)\{0} = VP(B,) .

De méme
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o(BeMW\{0} = VP(B,) , o(B)\{0} = VP(B.) et o(B)\{0} = VP(B).

Soit A\* une valeur propre de B, .
On introduit d’une maniére classique l'opérateur de projection suivant dans L?(Q)
(voir [18]) :
On considére dans le plan complexe le disque de centre A* et rayon v*, B(Jk, v*)
avec v* assez petit , de sorte que

0¢ B(Ak, vk) et B(Ak, v*)Na(B,) = {IF}.
On pose pour tout u € L%(R) :

b}

- 1 .
Bo(W)u = Z_—Lh(AI — Bo)'ud), (7.18)

T

ou 4% = dB(Jk, v*) .

Il est bien connu que Py(A¥) € L(L*(Q), L*(Q)) est une projection, et que
Po(3¥*)L?(2) est un sous-espace de dimension finie dj, .
On définit aussi I'opérateur lineaire :

Po(AF) : LA(Q) — L*(Q)

par la relation :

" - 1 R
Po(3F)u = — Ak(,\I — Bo M) 'ud). (7.19)

2w

Proposition 7.8.
Po(3)u = Po(3)Mu, YueL¥(Q).

Preuve. Si A € 4%, alors
(M = Bo M) u= (M — Bo)'Mu + %(u — Mu).

Puisque 4* n’entoure pas le point 0 , nous avons

Jir 3(u— Mu)dh =0, d’ou le résultat .

On définit ensuite pour tout ¢ € (1,2] , 'opérateur lineaire

B(O%) e £(Zs, Z2) -
"~ 1 -
kY, _ _* A1
P(Mu = — [’ (AT - B)udr. (7.20)
De maniére analogue, on définit pour toute valeur propre ji* de By , la projection
ky, 1 -1
Po(/.L )‘U - % 71:(AI - Bo) vd) (7.21)
avec v* = 0B(ji*,v*) , ot V* est choisit de sorte que
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0 ¢ Bk, vk) et B(ik, v*) N a(Bo) = {i*} .
Po(ii*)L?(S2) est un sous-espace de dimension finie dj .
On introduit aussi I'opérateur Po(z*) € L(L*(Q), L*(Q)) :

1
=k, _ _ -1
Po(i)o = — L (M= Bo M) vd) (7.22)

et on montre que
Po(ii¥)v = Po(Z*)M v , Vv € L*(Q). (7.23)
On définit aussi, pour tout ¢ € (1,2] , l'opérateur P.(i*) € L(Zg, Z7) par
P = o [ (AT - B)od). (7.24)
€ 27('1: vk

Comme conséquence immédiate du Lemme 7.5 , on a le résultat suivant :

Lemme 7.9. Pour tout q € (1, 2] et k € IN, il existe des constantes cqp > 0 et
€qk > 0, telles que pour tout € € (0, €,%) on a:

) | Po(N*) M| £(zs, zg) < €a

( respectivement ||Po(ﬁk)M||C(z;’z;) < cgk )

(33) 12Nz, 29 < cak

( respectivement | P(&*)llccag 2 < cas )
(i) “1‘36(:\1:) _ 130(5\") M||£(z;,z;) < cq,k(ﬁ(P—l)/z + 6(3—1:)/2)
( respectivement

|1 P(&*) — Po(*) Ml c(zg,25) < cqu(e®™V/2 + B-92) )

Du Lemme 7.5(i) , il vient immédiatement que Po(3*) € L(Zg, Zg).
D’autre part, Po(3*)L2(Q) C H'(Q). En effet, si v est dans Py(A¥)L?(Q) , il existe un
nombre entier d, > 1 tel que (A I — By)% v = 0 ; puisque B, € £L(L*(), HY(R)),
ceci entraine que v est dans H(2).

Et donc

Bo(34)(WH(Q)) C B(A*)(MZ5) C Po(A*)(L7(9)) =
= B (A (IX(Q)) C B(A)EN(Q) € B(N)(W(Q)),
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ce qui entraine que Po(A¥)(MZ¢) = Po(3*)(L2(R)).
Puisque PO(S\k)MZ; = Po(M*)Z¢ ,on a:

dimPo(3F)Z¢ = dy, . (7.25)
De maniére analogue, on montre que
dimPo(i*) ZE = dy

Proposition 7.10. Il existe une constante strictement positive € , telle que pour
tout e € (0, ;) on a :

(i) dimP(N*) Z¢ = dimPo(N*) Z¢ = dy,
(12) dim P,(ji* )Z{ = dimPo(ii*) 2 = di .

Preuve . La preuve se fait exactement comme dans le Théoréme 3.3 de [11] ,
en prenant

Rk = [B(X) — Po(A¥)]2.
Proposition 7.11 . Il existe une constante strictement positive ¢ , telle que pour
tout € € (0, ek) il existe une base orthonormale &! , ... &% pour P,(A¥)Y*, et de
plus Py(A¥)M&! , ... By(Ak)M &+ est une base pour Po()\")MY‘ .
De méme, il existe une base orthonormale ®! , ... &% pour P.(i*)Y* , et Po(i*)M 3!
. Po(i*)M @2+ est une base pour Py(i*)MY* .

Preuve. On remarque d’abord que Y peut étre considéré comme un espace de
Hilbert , avec le produit scalaire

3
(w, v)ye = D (i, v:)12(0) + (Bt By v:)13(qs)

=1
1
t 7 (Bt 8,012 (00)] -
En utilisant le procédé d’orthogonalisation de Schmidt, on peut construire une base

orthonormale (i'l .. &)é" dans Y pour pc(ik)Y‘ .

Demontrons par ’absurde que Py(A*)M&! , . .. Py(A*)M &2+ est une base pour
Po(/\")MYe
Soit B1,...B; € IR, tels que

di k - ..
Zﬂf =1 et S BB (MM eI =

7=1 =1
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Il résulte que
Zﬂaé + ZﬂJ (B M — Bk &I = 0.

J_
Mais i
d
1>_8;%illy-=1,
=1
tandis que le Lemme 7.9(iii) nous donne

2o (3<)M — B.(3F))8i||ye < c[e=1/2 4 -0)17] |

ce qui est une contradiction .
La deuxieme partie de la proposition se demontre de méme.

Le théoréme qui suit nous donne la convergence des valeurs propres des opéra-
teurs en € vers les valeurs propres des opérateurs limite.

Théoréme 7.12. Pour tout € € (0, €) avec e, donné dans la Proposition 7.11 ,

si Mk, avecj =1, . dy, sont les valeurs propres de B, dans B()*, v¥) , a.Iors
)\".—+Akpoure—>0 ]—1 . dy.
De méme , si y,q ,avecj =1,...d, sont les valeurs propres de B, dans B(ji*, v*),

a.lorsp.ej——)p, pour e — 0, ]—1,...dk.

Preuve. On procéde comme dans le Théoréme 3.4 et Corollaire 3.5 de [11].
La Proposition 7.11 nous dit que

B é: = E c,J avec ¢i; € IR
J.—
et
Bo(Po(AF)M&}) = Z ci;( (Po(A*)M&?), avec c;€ER.
j=1
Les relations précédentes peuvent s’écrire sous la forme vectorielle suivante :
B.$. = %, (7.26)
et o R o R
Bo(Po(AF)M@,) = CO(P (M) M B,) , (7.27)

R _ 0 _
ou C¢ = (cf )1<:_-,<Jh et C (C=J)1<u<a?" sont des matrices carées.

La seule valeur propre de la matrice C° est ¥ .

Pour montrer la proposition , il suffit de montrer que cf; — ¢f; , pour e = 0.
De la relation (7.27) on tire

(Bo(Bo(XF) M), (Bo(A)ME,)T),, = C° (B (W) M,), (Bo(AF)M&,)T)
(7.28)
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Si on note par £° la matrice dont les elements sont de la forme

i = (B34 M&), (B (M) M),

alors on observe facilement en utilisant le Lemme 7.9 que

81j —_ e‘j — O(e(p_l)/z + 6(3_P)/2) .

On déduit que la matrice £° est inversible , avec

I(E®)7|| € = , pour € assez petit .

DN =

On obtient facilement de (7.28) que

e <e, (7.29)

ou c est une constante qui ne dépends pas de € .
De (7.26) et (7.27) on tire

(C*=C% &, = COB,(N*)M&,—8.)+ B, [8.— Py(A*)M3,] +(B.— Bo)(Po(N¥)M$,) ,
ou encore ,
C—C°=C° (B(A)Md, - &, 8T)  + (B.[d. - Bo(N)M&,], &T)  +
+ ((B. - Bo) B (A¥) M., &T) . .
Puisque de (7.29) la matrice C? est bornee , le Lemme 7.9 (i) et (iii) et le Corollaire

7.4 (i) et (ii) avec ¢ = 2 , nous donnent le résultat.
La deuxiéme partie du théoréme se démontre de méme.

L’hypothése (H3) nous dit que 0 ¢ VP(Co) .
Notons par m le nombre des éléments de V P(Cy) , qui sont négatifs. Alors on a

—A <A< A <L <AT <0< A A2 o

Proposition 7.13. Pour tout n > 0 assez petit , il existe un €, > 0 , tel que pour

tout € € (0, €,) , I'ensemble des valeurs propres V P(B,) peut étre écrit comme la
réunion de deux ensembles disjoints , non vides :

VP(B,) = VP(B)UVPE(B,),

VPi(B.) C UL (N —n, ¥ + 1)
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et

VPy(B.) C (0, A™* 4 9).

Preuve. Soit dans le plan complexe € ,
K = K*\{Bg(0, ™! + n) UUT, Bp(¥, )}

un ensemble compact , ol K* est le compact donné par le Lemme 7.6 . K satisfait
aux conditions du Lemme 7.5 .

En appliquant ce lemme , on obtient le résultat , en rémarquant que les valeurs
propres de B, sont réelles .

En tennant compte du fait que A est valeur propre de C. si et seulement si
(A + v)7?! est valeur propre de B, , on a le corollaire suivant :

Corollaire 7.14. Soit Ay = 1A™ <0 et A, = 3A™ > 0.

I existe e; > 0 , tel que pour tout € € (0, €2) , VP(C,) peut étre écrit comme la
réunion de deux ensembles disjoints , non vides :

VP(C.) = VP(C.)UVP(C.),

VPl(Cg) C [—")’, 2A1)
et
VPz(Cc) C (2A2, +OO) .

Maintenant on fixe dans le demi-plan complexe Re ) > % , une courbe oy qui
entoure {A!, .. A"} .
On définit 'opérateur lineaire

Py : L*(Q) — L*(Q) , par la relation

R 1 -
Po‘v = 2_1; cro(AI - Bo) vd). (7.30)

On voit facilement qu’on peut écrire
-~ m ~ -~
P 0= E P O(Ak) .
k=1

On définit aussi pour tout g € (1, 2] et pour € assez petit , ’opérateur lineaire
P, : Z; — Z; par la relation

Po=— [OI-B)ar. (7.31)
o0

T 2mi

79



De méme ™
B.=S B(W).
k=1
On note ) )
mo = d1 + .. dkm
et on a

dim ByL*(Q) = dim P.Z¢ = my .

Soit maintenant dans le demi-plan complexe Re A > 2(i"+ i™+!) , une courbe fermé
0, qui entoure les valeurs propres i',.. " de By .
On défini 'opérateur linéaire

Py : L*(Q) — L*(Q) :

Pro = Zi/ (M — Bo) "vdA . (7.32)

e
Il est clair que

Py =) Po(i*).
k=1

On défini aussi pour ¢ € (1, 2] :
Pr:Z¢— 77, .

n, _ _~ _ -1
Pro= o= /%(,\I B.) 'vd). (7.33)

De méme , on peut écrire
n
=k
PP =) P(i").
k=1

Il est évident que
dim PPL*(Q) = dim PP Z{ = dy +d2 + .. dn.

On a un lemme analogue au Lemme 7.9 :

Lemme 7.15. Pour tout g € (1, 2] , il existe des constantes c; > 0 et ¢, > 0, telles
que pour tout € € (0, ¢;) on a :

() Py M € L(Z;, Z) et || Po M| c(zs, 25) < ¢
(49) pe € ‘C’(Z; ’ Z;) et ”pcnf—(Z;,Z;) < ¢
(434) 2. — P M|\ gz, zg) < cg(€P~/2 4 ((3-P)/2)

Les opérateurs P, et P™ peuvent s’étendre sur He , puisque ’ensemble compact
P " P | ’ P
oo ( respectivement o, ) est inclus dans ’ensemble résolvant de B, ( respectivement

de B, ) .
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Puisque B, et B¢ sont autoadjoints , ’espace des vecteurs propres
coincide avec l’espace des vecteurs propres généralisées , pour une valeur propre
donnée .

On note par Vj ,J=1,2... les vecteurs propres de B, qui correspondent aux
valeurs propres A , 7 = 1,2 ... ( avec leurs multiplicités ) .
On note aussi par V7 , j = 1,2 ... les vecteurs propres de B, qui correspondent

aux valeurs propres i ,j=1,2...
( avec leurs multiplicités ) . )
Il est bien connu qu’on peut choisir les éléments V7 , j = 1,2 ... de sorte qu’ils

forment une base orthonormale dans H , et de méme pour Vi,j=12....

Il resulte alors que P, ( respectivement P ) répresente la projection orthogonale
dans H¢ sur I’espace engendré par ’ensemble {V,..Vm}
( respectlvement {Vi, .. Vértudnl ),

On peut réstreindre les définitions de Py et P} sur ; ,7=1,3, et on définit :

Po; € L(L¥(S), L3 (X)), i=13

N N 1 N
Posvi = (Pov)s = 5= L (M = By) i (7.34)
et aussi
€ L(L3(), LA (), i=1,3
no: = (PPo): = —— — Bo) v
i = (Pg'v); = 5 a..(AI Boi) v dA . (7.35)

Les opérateurs By; et By; sont autoadjoints , donc ’espace des vecteurs propres
coincide avec ’espace des vecteurs propres généralisées , pour une valeur propre
donnée

ce qui peut ne pas étre valable pour Byet PP).
0

On note par V,’ ,J=1,2...les vecteurs propres de By; qui correspondent aux
valeurs propres A} , j = 1,2.. ( avec leurs multiplicités ) .
On note aussi par V? , j = 1,2. .. les vecteurs propres de By; qui correspondent

aux valeurs propres i} ,7=1,2...
( avec leurs multiplicités ) .

Comme pour B, et B, , on peut choisir les vecteurs propres V7 ,j =1,2 ...
de sorte qu’ils forment une base orthonormale dans Hy; , et de méme pour V/ ,
j=12....

Il resulte alors que Py, ( respectivement PJ: ) répresente la projection orthogonale
dans Hy; sur l'espace engendre par I’ensemble {V}}, .. V;™}
( respectivement {V/', . LYAiteda) ),»pouri=1,3.
A remarquer que la d1men51on de Py L2(SY%) ( respectivement PRL%(£;) ) peut étre
inférieure & mo (respectivement d; + ..d,).
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7.3  Un cas particulier

D’ici a la fin de ce travail, on va faire encore une hypothése :
On va considérer un domaine Q¢ plus simple, & savoir le cas ol Q¢ peut s’écrire
comme la réunion de trois rectangles , c’est a dire

(H4) 1=¢g2=g3=1.
Dans I’hypothése (H4) , ’expression de A, devient :
(Agv),- = —Bymv,- —_ ;%Bwy,v,- + avg sur Q,‘ 3 1= 1,3

(A<v)2 = _aym'vz - cz%ayzy;vz + av; sur Q; ,
les produits scalaires (-,-)a; et (-,-)g« coincident, ainsi que les produits scalaires

(s )za(ns) et (55 )me: »1 = 1,2,3.
Un calcul élémentaire nous donne :

VP(Ao) = {a+(B2)?, ki € IV, k, > 0}
VP(Ag) ={a+ (%), k, € IN, k;, > 1} (7.36)

VP(A03)={C!+(%)_—:)2, k3€ IZV, k3 20} .

On va montrer dans la suite , qu’il existe un cas particulier dans lequel toutes les
valeurs propres de l'opérateur 4, , a I’exception de a , sont simples .

Théoréme 7.16. Supposons que les rapports ;2= , {5 et i—‘:% sont des nombres
irrationnels .

Alors toutes les valeurs propres de Ay , & I’éxception de « , sont simples , au sens
géométrique et algébrique , c’est a dire , pour tout u € VP(Ap) on a :

dimKer(Ag—pI)=1 et Ker((Ag—plI)?) = Ker(Ao—pul).

Preuve . Soit y une valeur propre de Ap .
Supposons d’abord que p € VP(Ag)\{a} , c’est & dire
,u=a+(%1)2 ,avecki € N, ki >1.
Les vecteurs propres w de Aq qui correspondent & x , satisfont a I’égalité

Aow—pw=0. (7.37)

Si on réstreint (7.37) & Q3 , on obtient
Agzwz — pwz = 0, ce qui nous donne

w3 =0 (7.38)
puisque p ne peut pas étre valeur propre de Ags.
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La restriction w; de w sur §; est nécessairement de la forme

k
wy1(y1) = e cos (-%yl) ,avece € IR. (7.39)

La restriction w; de w sur ), satisfait a I’équation différentielle
ki)’
wy” + (-i—-) wy =0,

donc w, est nécessairement de la forme

o) = Brcos | 221 = )| + Busn | 2 - )]

ou f; et B2 sont des nombres réels qui sont & determiner des conditions de continuité
wy(a) = wi(e) = e coskym

wa(b) = w3(d) =0.
Puisque de ’hypothése du théoreme il résulte que

sink—::r-(b—a)aéO,VkleN\{O},

un calcul élémentaire nous donne

ws(y1) = ecos kym-cos [.k_;_'r_r_(yl - a,)] —ecos ky7-cotg [kl—"r(b - a)] -sin [kl—"r(yl - a.)] .
a a

(7.40)
Ceci nous montre que dim Ker(Ap — pI) = 1 , et que tout vecteur propre w de p
est donné par (7.38) - (7.40) .

Supposons maintenant que
(Ag—pI)v=0. (7.41)

Alors v; € Ker(Aoy—pI)? , mais puisque 'opérateur Ao, est autoadjoint sur L?(£,),
alors

Ker(Am—pI)2 = Ker(Aoy — 1),

et donc v; est donné par (7.39).
De méme

Ker[(Ao3 - }LI)z] = KC’I‘[(AQ3 - [LI)] = {0} . (742)
La restriction v; de v sur €2, satisfait a ’équation différentielle

2

2
[am + (ij") I] v2=0, (7.43)
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avec les conditions aux limites

va(a) = vi(a) , v2(b) =0
(7.44)
B v2(a) = By 1(a) ; Oy, v2(b) =0

( parce qu’il faut avoir v € D(A2) , c’est & dire Agv € D(4y) ) -
Les quatres solutions linéaires indépendentes de 1’équation (7.43) sont :
¢° = cos{52(y, — a)
b= (y1 — a) cos[%(y, — a))]
2 = sin[42(y, — o)
* = (y1 — a)sin[B7(y, — a)] .
Donc v, va s’écrire sous la forme

4
V2 = ZﬂJ(PJ ’
j=1

ou 3°, .. 3% sont des nombres réels qui sont & détérminer des conditions aux limites
(7.44). Un calcul élémentaire nous montre que v, est donnée aussi par l’expression
de (7.40), ce qui finit la démonstration du théoréme dans ce cas.

Supposons maintenant que u € V P(Ay;) , c’est a dire

kzﬂ'

p=a+(b_a) avec k, € IN\{0} .

On voit facilement que w € Ker (4g — pI) si et seulement si
w; = 0
w3 = 0
w, = esin[f2%(y; —a)] ,avece € IR.
On voit aussi immédiatement que
Ker[(Ao— pI)?) = Ker (Ao — pl)

parce que Aoz est un opérateur autoadjoint , ce qui finit la preuve du théoreme.
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8 Construction des variétés instables locales.

Dans les sections 8 et 9 on fera les deux hypotheses supplémentaires suivantes:
(H5) pe(1L,2)
et
(He) f € C3(R) , et de plus , il existe ¢ > 0 et 73 > 0, telles que
IfO(s)| <e(L+]s]™), VseR.
L’hypotheése (H®) n’est guére restrictive .

8.1 L’existence d’une variété instable locale pour le semi-
groupe S5°¢ .

Dans cette section , on va montrer I'existence d’une variété instable locale du
semigroupe S¢, dans un voisinage U, de ¢ dans ’espace Y¢ , contenant une boule
de centre ¢ et de rayon indépendant de € .

8.1.1 Notations et résultats préliminaires .

oit € € et u = ug. On écnt u =4+ w , ou we satistait a
Soit ¢ € E¢ et u®(t S¢(t)ug. On écrit u(t € €(t 0 we satisfait

d;: + Cows = F.(wf), (8.1)
ou C, est défini dans (7.1) , et ot on a noté
F(w®) = = f(¢* + ) + F(¢) + f(¢)w" . (8-2)

On aura besoin dans la suite des inégalités suivantes :

Proposition 8.1. Il existe une constante positive c , telle que

©) le=C<t(I — Pc)v”x. <c(1+ t'l/z)e'“"”vng. , Yve H*,Vt>0

(22) )

”e—c“t(I—Po;)’vg||H1(n‘.) < c(1+t_1/2)e"2A"||'v,-HLz(n‘.) , Vv € Lz(Q,) , Vt>0,:=1,3
(1,1,1,) ||e'c°"‘130,-v,-”31(n‘.) < Ce_zA’t”v,'“Lz(n'.) , Vv € Lz(ﬂg) ,Vt<0,:1=1,3.

La preuve est classique. Pour (7) on décompose v € H¢ sous la forme

v= E(va zj)ﬂ‘ﬁj .
j=1

On écrit .
e~OtYi = =Nty
( puisque C.V7 = M\iV7 ), et on utilise le fait que P = T (v, Vi)geVi .
De méme pour (ii) et pour (iii).

On rappelle le résultat suivant donné dans [9] :
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Proposition 8.2. Il existe une constante positive c , telle que pour tout v €

Wh(Q) ot Q = [a, b] x (0,1) , 0on a

Ivllz2gy < clllvlizygy + 18w vllyay) 21l 2y + 18m vl @y -

Pour montrer 'existence d’une variété instable locale , nous aurons besoin d™une

estimations plus forte que celle de la Proposition 8.1(7) , c’est & dire d’une estimation
dans la norme de Y*© .

Lemme 8.3. Pour tout ¢ > 1 il existe des constantes strictement positives c, et
M, , telles que pour tout h € Z; et € € (0, ¢;) , nous avons:

(2) lemC4(I = Pohllye < Mye™ ¥ (1 +17/2)|hlzg, V¢>0
(1) lle=C¢ Peh|ly« < Moe™ i¢||h||z, , V¢ <O.
Preuve.

(i) Soit uf(t) = e=C«*(I — P,)h . On peut considérer u¢ comme étant la solution du
probléme

%}‘T'-%Ceu‘:o, pour t >0

(8.3)
ws(0) = (I — B)h .

Comme on I’a déja fait plusieurs fois , nous comparons u¢ avec une fonction définie
sur ) .
Soit u; , 7 = 1,3, la solution du probléme

%+Co;u,-=0, pourt > 0
. (8.4)
‘U.,'(O) = (I - Po,')M,'h,' ’

c’est-a-dire
ui(t) = e~C%t(I — Py )M;h; ,i=1,3.
Nous posons aussi  ua(t) = R(uy(t), us(t)) ,
et donc nous obtenons u(t) € H(Q) , telle que u(t)/2; = ui(t) , 2 =1,2,3, V¢ > 0.
Nous introduisons la fonction (t) = (I — P.)u(t) .
La démonstration du théoréme comporte 3 étapes :
Premiere étape : Majoration de 4 .
Puisque Py; € L(L2(S%), L*(§%)) , nous avons

I(T = Pos)Mihil|za(ay) < elBillzaan » i=1,3, (8.5)

et la proposition 8.1(3z) nous donne
”u,-(t)”Hx(n‘.) < c(l + t_llz)e_ZAzt”h“L:(Q) , 1=1,3. (8.6)
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Le fait que R € C(H() x HY(Q3) , H*(Q2)) , nous donne
(@)l < c(t+E2)e ™ llzacq) (8.7
et finalement, on peut appliquer le Lemme 7.15(ii) avec ¢ = 2 , pour déduire
“ﬁ(t)“y« < C(l + t—]‘/z)e-ﬂht“h“p(q) , Yt>0. (8.8)

Deuxieme étape : L’équation satisfaite par u¢ — 4 .
1l est facile de voir que u,(t) satisfait a I’équation

d
=~ dunutau+ flpu =0, (8.9)

\

ou

o(y1) = p10z,v1(2a—y1) — p1"u1(2ae —y1) +[f'(p2(31)) — F'(p1(2a —31))] P11 (22 — 91)

4030z, u3(2b—y1)— pa”u3(2b—y1)+[f'(02(31))— f'(p3(2b—y1))] paus(2b—y1) . (8.10)
On voit immédiatement que pour tout t > 0, u(t) € H%(Q) et
8,,u(0, t) = 8y, u(a, t) = Gy, u(b, t) = 8,,u(1,t) =0,
et donc u(t) € D(A.) = D(C,) (on utilise ici d’'une maniére essentielle le fait que g;
sont des constantes sur ; ,7=1,2,3).

De (8.4) et (8.9) on déduit que u(t) satisfait & :

{ %'*"Cgu:H

(8.11)
u(0) = u°
ol .
(£'(#5) = f'(e)lus surQi,i=1,3
H = (8.12)
o+ [f'(#3) — f'(p2)]uz sur Q,
et .
(I - POi)Mihi sur Qi ’ 1= 1,3
u = ) “ (8.13)
R[(I — Por)Myhy, (I — Po3)Mshs) sur Q .
On applique I — P, & (8.11) , et puisque P, commute avec C, , on obtient
@4 Ca=(I-P)H
‘ (8.14)
4(0) = (I — P)u®.
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On note w* = u® — 4 , et de (8.3) et (8.14) on obtient
{ 4+ Cewt = —(I - P)H

o(0) = (I - P)(h - ),

ce qui entraine

w(t) = 0T ~ P)(h— )~ [ " =0T — B)H(s)ds . (8.15)

Troisieme étape : Majoration de w® et de u* .
Nous voulons obtenir une majoration de I’ordre eP~)/2 pour ¢ , dans X¢ .
De la Proposition 8.1(z) , on tire

e ST — B)(h —u®)||x« < c(1+t7M2)e 2hat| (I — B)h —uOge.  (8.16)
On peut écrire
(I-BP)h—w"=h-Mh+({T-B)Mh—u"+(-Ph+BPMR).  (8.17)

Si on applique la Proposition 8.2 avec Q remplacé par Q; et u remplacé par h;— M; h;,
1= 1,3, on obtient
Hh,' — M;h;”Lz(Q‘.) < Cel/znh;“zf‘_ ,t=1,3, et donc

IB — M R|lge < ce/?||R| z . (8.18)
De l'estimation de P, — PoM (voir Lemme 7.15(i42) ) on déduit que
|k — PoM h||ge < ¢, (P~1)/2 4 e(s'p)/z)nhllz; . (8.19)

Finalement on a

) 0 sur ; ,2=1,3
(I—Po)Mh—uo =
((I - Po)M h)2 — ug sur Qz )
ce qui donne )
I(Z = Po)M b — || ge < ce@™ V2|5, . (8.20)

En tenant compte du fait que p € (1, 2) , on déduit de (8.17) & (8.20) que
I(7 = Po)h — w®llme < cq =D/ Rz, ,
ce qui avec (8.16) nous donne :

le=0*4(T — B)(h — u9)llxe < e V(1 4 £ Mt bl . (8.21)
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Maintenant on va majorer ||H(s)| g -
Pour:=1,2,3 ,0on a:
Wf'(05) — fip)lu(s)lizaen < ellef — willaseollui(s)llz ey -
On utilise les estimations de ¢* — ¢ données au théoréme 6.13 et ’estimation (8.7)

de u(t) , et on obtient

’ , c(e + eP—l)(l + s'l/z)e‘“"”hllp(q) , i=1,3
L' (5)—F'(p)]wi(s)llzacei) <
c(e(3"P)/2 + e(P—l)/z)(l + s—1/2)e—2Aza”h“Lz(Q) , i=2.

D’autre part , grace a la définition (8.10) de o et & (8.7) , on peut écrire (522
lo(6)llza@sy < e(1+ 5™/ ™3 gy (3.23)

Les inégalités (8.22) , (8.23) et la définition (8.12) de H , nous donnent
IE($)llme < ce@DIa(1 4 6=H/2)e=020 1oy (8.24)

En utilisant la Proposition 8.1(z) on obtient :

t . t
”/ e~Ct=)(I-P)H(s)ds||x« < ce("'l)/z/ (14 (t—s)"1/2).e~2Aalt=0) (14 51/2) ¢ 2has 4
0 0
¢
Rllz2e) = C6("1)/28_2A"|lhllm(o)fo [+ (=) (1472 ds .
Le changement de variable s = ¢ 7 dans I'intégrale nous donne
t
/ L4 (=) V- (1452 ds <c(1+ /2 +1) <2c(1+1)
0

ce qui nous dit que

t N
||'/0 e~Ct=(I — P)H(s)ds||x < celP~1)/2e=2Aat(1 | t)||Rlz; - (8.25)
De (8.15) , (8.21) et (8.25) on obtient

llu(t) — @)l xe < cq e /272451 4 472 4 t)|R] 24

et
lus(®) = a(t)llye < cge ™41+t 2 4 ) ||R] 7
ce qui avec (8.8) montre I'inégalité ().
(7) Dans le plan complexe , soit A , B , C les points de coordonnées (%, 0),

(v + A1, —(y+ A1) et (v + Ay, v + Ay) ( voir figure 3 ) .
Il est clair que le triangle T'(A4, B,C) contient en son intérieur toutes les valeurs
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propres Al + v , ... A" + v, et la distance entre cet ensemble et le triangle
T(A,B,C) est borné inférieurement par une constante indépendente de € . On note

par S, l’espace engendré par l’ensemble {f/;l ) .- f/;"‘} .
Nous avons la formule suivante , qui est bien connue :

eOtph = L [ 0~ A han.
T(4,B,C)

2w

On peut écrire
1 ~\17! 1
e—-,\I’1=[/\Oe<—— )] _ 1
(0 ) 5y~ B 3

On utilise ’éstimations de B. de Corollaire 7.4(ii) , et de (3 — B,)-1
( voir le lemme 7.5(ii) , avec K = {;, A € T(4,B,C)} ,et ¢=2).
On obtient

(0 = AI)7 |y« < cgll]|z; -

De (8.26) on déduit que

“e—o‘tpeh“‘/‘ < qu—(7+A1)t”h“Z: s

(8.26)

et en tenant compte du fait que e=C«*P,h = e"e=C<P,h | nous obtenons (22) .

1l est facile de voir que F, donnée par (8.2) , est définie de Y dans YA
tout ¢ € (1, 2) .
Nous avons le lemme suivant :

Lemme 8.4. Pour tout g€ [1,2),0na:
() Fe est de classe C* de Y dans Z¢ , et en outre

F.(0) = D F.(0) = 0.
(12) Pour tout { > 0 et tout w € Y* tel que ||w||y« <€ ,o0n a

“DFC(w)”C(Y‘,Z;) < €c1q(€) ’

ou ¢4 est une fonction croissante de ¢ .

Preuve.
Le fait que F, est de classe C! se montre classiquement, et nous avons

DF(w)U = [-f(¢* +w) + f(¢NU , Yw, U € Y*,

ce qui finit la partie (7) .
Pour montrer (1) , on utilise la formule

. 1
D F(w)U = —/0 o + rw)ywUdr .
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Si on utilise la majoration (1.7) de f”, on obtient
ID Fo(wi)Uillza@n < ell(L + lgf™ + [wil™)|wi] - [Uill|zeas)
<ctb(14 )| Uy, t=1,2,3. (8.28)

D’autre part , on a le calcul suivant :

S 1
8,,[(D Fw)V)] = = [ O 0% + 7i)(8y,0% + 78w )T dr

1 1 . . .
- [ flostrundwbidr= [ f(otrwgwd, Usdr = By + By +B), j=1,2.

(8.29)
En utilisant I’hypotheése (HB8) , on déduit que

|Bil < e [+ 19f™ + wil™] - 18, 95] + 10y wil] « |wil - [U:]  sur Q:, §=1,2,3.

On applique l'inégalité de Holder avec les exposants : g3, 2, g3, g3 , de sorte que

\
ou g3 est assez grand .

Ce choix est possible parce que 1 < ¢ < 2 . Nous utilisons I'injection continue de
H'(Q;) dans L%(Q);) et nous obtenons

I Eiillze@) < c€+€2)1 +OIUly., i=1,2,3.
D’autre part , on voit que
|Ezl < c[L+19f™ + [wil™] - [8,wi] - [Ui]  sur @i, i=1,2,3.
On applique l'inégalité de Holder avec les exposants g4, 2, ¢4 de sorte que

1_1 41,1 ;
c=utatoet on obtient

1E:lzae) < c4(1+ &)Uy, i=1,2,3.
La méme inégalité est vraie pour E}; , et on obtient finalement
1 [(D F(w)U)illzo(@i) < e1a(€)ENT Iy, i=1,2,3. (8.30)

Il faut estimer maintenant la dérivée par raport a y; .

1 o 1 1 1
Z,—'.avz [(D Fe('w)U)i] = ;Etzl + C_Etzz + G—Efs

T Ts

ou on rappelle qu'on a poséry =rz =1letr,=p.
On fait comme auparavant pour la dérivée par raport a y; :

1 . 1 . ,
1B < ¢ W10l + sl 2 (100l + 10 wiD)| [ 10 sur @:, i =1,2,3.
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On utilise aussi I'inégalité de Holder avec les exposantes g3, 2, g3, g3 , et le fait que

1
;,;HawPfHLz(Q.-) <c

et
1
;,.T.”amwi”L’(Q.-) <|lwllye < €.

De méme pour +E2 et ---E% , et on obtient finalement
€t € 12

18, (D E-(w)0 N4 < cxal Ty

ce qui avec (8.28) et (8.30) montre le résultat .

8.1.2 Construction de la variété instable locale de S¢ .

Pour construire une variété instable locale pour le semigroupe S¢ autour de ¢,
on utilise la méthode des intégrales.
Si on note par 7,(t) le semigroupe sur Y associé & 1’équation (8.1) , alors on défini
I’ensemble W*(0) comme suit :

WE(0) = {wo € Y, T.(t)wo existe pour tout ¢t < 0 et T(t)wo — 0
pour t — —oo} .
Si U, est un voisinage de 0 dans Y© , alors ’ensemble instable local associé a U, est
donné par

W0, Ue) = {wo € W(0), Te(t)wo € U, VE <0} . )
Rappelons qu’on a noté par S, I’espace engendré par V!, ... V™o,
Dans la suite, on suppose g fixé dans ( 1, 2 ), et on introduit quelques notations
supplémentaires :

D.={Be R, |3 B;Villv < ao}

i=1
U={weY, |Pw|ye < a0, wllye < e}
U = {weYs, “Pew“Y‘ < Maao , |[wl|lye < ou}
ou M, est donné par le Lemme 8.3 , et ap et a; sont deux constantes positives ,

assez petites , telles que

Mieg(en)on{pgg + 55 + [ e Mt 2dt} < 3, 5 =0,1,2
(8.31)
Mqao < %al .

Nous pouvons énoncer maintenant le résultat concernant ’existence d’une variété
instable locale :
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Théoreme 8.5. Il existe une constante strictement positive €, , telle que pour tout
e € (0, €) , il existe une application continue

I.: D, — I, (D) avec Z.(0) =0 .

( I. peut étre considéré comme un graph au-dessus de S, ) . En outre on a :

WE(0, U) C Z(D.) C WE(0, U,) -

Preuve . La preuve du théoréme est tout a fait identique a celle du Théoréme
5.32 de [1] .
Soit

mo
w® = ZﬂjVj avec 3 € D, fixé.

i=1

On introduit I’ensemble
E = E(w°, ) = {w(t) € C°((—0, 0], Y¢) , Pwt(0) = w°
et sup || w(t)|lys < e} .
£<0

Le point principal de la preuve est de trouver une solution dans £, de I’équation

w(t) = Fe(w(t)) ,

N 0 “ A
Fe(ws(t)) = e Ot Pauw® ——/ e~C<t-T) P, Fr(wi(r)) dr+
t

t A
+ e~CC="(I — P)Fy(w'(r)) dr .

On utilise d’une maniére essentielle les Lemmes 8.3 et 8.4 pour montrer que si ag et

a; satisfont aux conditions (8.31) , alors F* est une contraction de £ dans £,.
On pose ensuite Z(8) = w*(0).

8.2 L’existence d’une variété instable locale pour le semi-
groupe S(t) .

8.2.1 Notations et résultats préliminaires
Soit ¢ € E et u(t) = S(t)u’, c’est & dire u(t) est la solution du probleme

%+Aou=-f(u)—Go

(8.32)
u(0) = u° .
On écrit u(t) = ¢ + w(t) ou la fonction w satisfait &
d o
2+ Cow = Fy(w) (8.33)



ou Cp est défini a (7.5) , et ou

Fo(w) = ~f(p +w) + f(o) + f'(¢)w - (8.34)

On pose aussi

Foi(wi) = —f(pi +wi) + f(:) + f'(9i)wi , i=1,3.
Proposition 8.8. Cy est un opérateur sectoriel dans L*(Q2) .

Preuve. Il suffit de montrer que Oy est sectoriel .
Oy est évidemment un opérateur férmé .
Pour montrer que D(Oy) est dense dans L%(f2) , on utilise essentiellement le fait que
D(Ooi) = {u: € H*(%), 8,,ui =0 on 8%} ,1 = 1,3, est dense dans L%(£);) , et
que HZ(9;) est dense dans L?%(f2,). Les détails sont laissées au lecteur.
Il reste & estimer la norme de (A1 — Oo)? .

On sait que le spectre de Oq est situé sur le demi-axe R+\{0} .
Soit le secteur suivant dans le plan complexe :

Sope ={z €C, arg z € (—po, o)} ol o € (0, I) .
Soit v € L%(2) et A € €\So,, - On va étudier ’équation

Au—0Ogu=v. (8.35)
On sait qu'il existe une solution unique u € L*(Q) de (8.35) , parce que €'\ Sy 4, C
p(Oo) -
Si on se restreint a ; ,2=1,3 ,0n a

A'u..- - Oo,-u,- =7, 1= 1,3 . (836)

Nous savons que Op; est un opérateur séctoriel ,qui est positif et autoadjoint , donc
d’aprés [14] , il existe une constante positive ¢ , telle que

C .
lluill z2nsy < T/\—Illvillm(n.') , VA€l \Soy, ,1=1,3. (8.37)

Puisque Opju; = Au; — v; , on déduit
100iuillz3(ayy < (¢ + 1)||villz2(a;) »
ce qui donne
lluillz2eas) < ellvillzzqa) » VA € C\Soyp » 1=1,3. (8.38)
Comme auparavant, on écrit

Ug = Usy + ’R(u1 N ‘l.L3) ,
ol R est donnée par (2.11)-(2.13) .
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En tenant compte de (8.36) , on déduit que 4, est solution de
Az — Oozlz = v2 — p1v1(2a — Y1) — p3v3(2b — 31)+
+ > {20102, ui(2a; — 1) — p"wi(2ai — 1) + [F'(02) — F'(0i(2a; — 1)) piui(2a; — 1)},
i#2

(8.39)
ol on a noté par Oy, 'opérateur

Oozliz = —0yyy, Uy + atiz + f'(2) Tz + 7 U2

avec les conditions de Dirichlet @5(a) = %(b) = 0.
Puisque Og; est aussi un opérateur séctoriel qui est autoadjoint et positif , nous

avons que

- C
AT = Oo2) "l £(za(a)z2(n)) < Bk Ve C\So, -

Grace 4 (8.38) et (8.39) , on a alors
_ c
122l z2(a,) < mll”HLﬂ(n) » VA€ C\So, ,

ce qui avec (8.37) nous donne

IOT = 00) M lesmyzson < 7575 ¥ A € C\Somy (8.40)

ce qui finit la démonstration .

Comme pour le probléme en ¢ , on aura besoin d’estimations de e~%°tP, pour
t<0etdee %l — F)pourt>0.

Lemme 8.7. Il existe une constante strictement positive M, telle que pour tout

heL*(Q),ona:

(%) ”e_cotﬁohnﬂl(n) < Moe_A‘t”h“Lz(n) , V<0

(%) [le™(I — Po)h|lm(a) < Moe ™ (1 +¢/2 1In %) lAllzay, VE>0.

Preuve. On va utiliser les formules suivantes :
» 1
e Ot Pk = / eM(0p — AI)'hd), Vt<0
T(A,B,C)

271

ol le triangle T(A,B,C) est le méme que celui de la preuve du Lemme 8.3(3%),
et

—Oot(1 _ [ __l_ -t _ -1
e=00t(] Po)h_zm_/;e (Oo—AI)"*hdA, Vit>0
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ou I est le contour suivant :
T=[DE|JUT'UT”

ou [DE] est le segment d’extrémités D = v+ A, —i(y+A;) et E = v+ Az +i(y+A,),
M={vy+ A +i(y+A)+s+1is,s>0}

et

I ={v+A,—t(y+A2)+s—1is,s >0} ( voir figure 3 ).
L’estimation (i) est évidente si on remarque que pour A € T(A4,B,C)on a:

(00 — AI) 7 k||l mr(ay < c||R]lz3(a) -

(17) Il est clair que

“ (DE) C’At(oo - AI)‘lh dA”L’(Q) < ce-(A2+‘1)t“h”L2(n) ) (841)

Sur I' on utilise ’éstimation (8.40) de (Op — AI)~! , et on obtient :

_ 1
I, €00 = A1) Ay < el [[ e - [l -

On fait le changement de variable : A = + A, + (v + A;) + £ , et on obtient

1 1
—~ReAt_—_ —(Az+7)t —Rep
e d\| <e / e - d
lfr' Al < | arg p=n/4 e+ [y 4 A+ i (7 + A2)) ] a
oo 1
< e—(Aat)t / e M duy .
=€ 0 w1+ (A + )t H1

On a deux cas :
Cas 1. Sit>1, alors

—# dpy < ——— [ e*dy <ec.
/o © mt (At ’“‘(Az+7)/o = e

Cas 2. Sit € (0,1), alors

oo 1 1 1 (o] 1
- d </ d / gy < (1+1n—).
/o T i S ma M aeat) s t

On a obtenu donc

1
I [, e(00 = A1) hdAzaqey < ¢ <1 +1n Z) =40 B[ L2y

On proceéde exactement de la méme maniére sur I'” , et avec (8.41) on obtient
. 1
”e—o"t(I - Po)h”Lz(n) < ce~(Aat)t (1 +1In Z) ||h||L2(n) . (8.42)
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Pour obtenir ’estimation de e=%*(] — Py)k dans la norme de H'(R2) , on va majorer
Ooe=00t(I — Py)h qui est égal & [ Ae=*4(0g — AI)~1hd) .
1l est evident que

| fos Ae™(0g — AI)" hd) | pa(ay < ce @+ || aqy - (8.43)

En procedant comme ci-dessus, on montre que

I [, 26700 = A1) hddlzscay < e 5e @ laqa) -
De méme sur I'” , ce qui avec (8.43) nous donne

1006=%(T ~ B)hllzay < ¢ (145 ) 4+l zaay

En utilisant la proposition 7.2 , on déduit que e=%(I — Py)h € H'(f) pour tout ¢
superieur a 0 , et que

1(e=%°(I — By)h); ng(n)<c(l+ ) BN Ry, i=1,2,3.  (8.44)

Finalement , on obtient l’assertion (ii) par interpolation entre les inégalités (8.42)
et (8.44).

I est evident que la fonction Fy donné par (8.34) est de de classe C! de H'(Q2)
dans L?() . De méme, Fy; est de classe C! de H'(;) dans L2(€;), 1 =1,3 .
Nous avons ’analogue suivant du lemme 8.4 , dont la preuve est immédiate:

Lemme 8.8.
(i) Fo(0) = DFy(0) =0 (respectivement Fo;(0) = DFp;(0) =0,3=1,3 ).

(it) Pour tout { > 0 et tout w € HY(Q) tel que ||w||m@) < ¢,
( respectivement w; € H*(;) tel que ||wi||gin,) <€), ona
DFy(w) € L(HY(Q), L2(Q)),  avec | DFo(w)|| e @ay,z3cay < € ci(€)
(respectivement
DFy(wi) € L(H (), L*()),  avec | DFoi(wi)llcem o zaa < €alf) ),

ou ¢, est une fonction croissante de £ .
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8.2.2 Construction des variétés instables locales de S(t) et S;(t) ,7 = 1,3.

Pour construire une variété instable locale pour le semigroupe S(t) (respecti-
vement S;(t) , ¢ = 1,3 ) autour de ¢ ( respectivement ¢; ) , on utilise la méme
methode que celle utilisée pour S¢(t).

Si on note par Ty(t) le semigroupe sur H!(Q) associé & 1’équation (8.33) , alors
on définit ’ensemble W§(0) comme suit :

Wy(0) = {w® € HY(Q) , To(t)w® existe pour tout t < 0 et
To(t)w® — 0 pour t — —oo}

Si on note par 7o;(t) le semigroupe sur H!(£;) associé a la réstriction de I’équation
(8.33) sur ©;, i = 1,3, alors 'ensemble W(0) se définit de la méme fagon.

Si Uy est un voisinage de 0 dans H!(2) , alors I’ensemble instable local associé a
Uy est définit par :

W0, Up) = {w® € WE(0), To(t)w® €Uy, Vit <0} .

De méme, si Up; est un voisinage de 0 dans H'(;) , alors ’ensemble instable local
associé a Up; est définit par

W&"(O, Uo;) = {‘lD? € W(;:(O) ’ %,(t)‘w? € uoi ) Vit S 0} .

Rappelons qu'il existe mq valeurs propres négatives ( comptées avec leurs multi-
plicités ) , de I'opérateur Cj :

Al L. dme
avec les vecteurs propres generalisés correspondants :

Vi, ... Vm
On désigne par So 'espace engendré par V1, ... V™o .

De méme, pour ¢ = 1,3, A} , ... A désigne les valeurs propres négatives de Co;
, avec les vecteurs propres generalisés correspondants :
Vi, .. Ve
t b 1
Nous posons dans la suite :

Do={BeR™, |3 BiVi|mu) < a}
j=1

Uy = {w € HI(Q) ’ “Powngx(n) <ag, [|w||31(n) < al}
U = {we B Q) |Bowlm@) < Moao, [[w]m@) < a1}

ou M, est donné par le Lemme 8.7 , et ap et a; sont deux constantes positives qui
satisfont a (8.31) et, en outre a

Mic(a)aa{p+ & + et 2ntdt} <1, j=0,1,2

4
(8.45)
Mooy < %al .
De méme , pour 2 =1,3 :

Dy, = {8 € R™ , || Eﬂjf/ij”f?‘(ﬂe) < ao}

=1
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Up: = {w; € H () , | Poswillmay < a0, Jwillmay < o1}
Z:(o,- ={w; € Hl(ﬂi) , ”po,-wg”m(m) < Myay , “wi”H‘(n;) <ai}.

Remarquons que dans la Proposition 8.1 (ii) et (iii) on peut prendre ¢ = M, , en
augmentant éventuellement Mj.

Nous pouvons énoncer maintenent le résultat d’existence des variétés instables lo-
cales , qui se montre de la méme facon que le Théoréme 8.5 , en utilisant d’une
maniere essentielle les Lemmes 8.7 , 8.8 et la Proposition 8.1 (ii) et (iii) :

Theéoréme 8.9. Il existe une application continue
Zo : Dy — Zop(Do) avec Zy(0) = 0 .
( Zo peut étre vu comme un graph sur Sy ) . En outre on a

W(0, Us) C To(Do) C WE(0, Us) -
De méme, pour ¢ = 1,3 , il existe une application continue Zo; : Do; — Zoi( Do:) avec
Zo:(0)=0.

En outre , )
Wei(0, Uoi) C Zoi(Doi) C Wei(0, Us:) -
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9 Comparaison des variétés instables locales.
Conséquence sur la semicontinuité inférieure des
attracteurs .

9.1 Résultats préliminaires et définitions .

On va commencer par quelques résultats supplémentaires de régularité sur l’at-
tracteur A .

Proposition 9.1. II existe une constante positive c , telle que pour tout ¢ € A
on a

[%¢llp(as) < e.
Preuve. Puisque A° est invariant , on peut considerer %€ = S¢(1)9% , avec
¥% € A°. On note u¢(t) = S¢(t)¥" , on remarque que

€ due € €
At = - — f(u) - G, (9.1)

et on utilise la Proposition 3.12 et le Lemme 3.13.

Proposition 9.2. Soit o € [0,1). Il existe une constante positive c, , telle que pour
toute trajectoire dans A° : uf(t) = S¢(t)y¢, avec ¢ € A°, on a

I du¢
dt
Preuve. On peut considérer u¢(t) = S¢(1)v¢ , avec v¢ € A".

On note @*(t) = S¢(t)v® et we(t) = t4& .
La fonction w* est solution de

(llpagy <oy VE20.

4 4 Aw* = —f'(ue)w* + %
(9.3)
w(0) =0 .
On multiplie par A.w* dans H¢ , et on obtient :

1d ,_, _ e 2 1 e 2 1], da* , e e 112
— € € € ‘<_ . € 2 - . € € .
5 () 4 A0 [ L1 A I+ 1 5 I+ 1 7000 1

En intégrant entre 0 et ¢ et en tenant compte du fait que @ est borné dans la norme
de H'(Q;) uniformément en € pour 2 = 1,2,3 , on déduit que

t
ae(ws,w*) < C1/; ac(wf,w)ds +¢c2, 0<t<1.

En appliquant le lemme de Gromwal, on obtient

| @<(t) x<c, 0<t<1. (9.4)
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Mais la solution w* de (9.3) s’écrit aussi sous la forme

w(t) = /Ot e~ Adt-1) [—f’(ﬁ‘(s))w‘(s) + d;: (s)] ds ,

ce qui entraine

” 'LT)‘(t) ”D(A:)S c/:[l + (t — s)—”]e"ki(t—c) [“ f’(‘ﬁc)‘u—)e ”H' + “ d;: “H‘} ds , (9.5)

ol Al est la premieére valeur propre de A, .
Maintenant , (9.4) nous donne

I £'(@)@* ||g< e (9.6)

D’autre part, puisque % = —Aa — f(a¢) — G¢, la Proposition 9.1 nous permet
d’écrire dae
7

I () lm< e, (9.7)

et finalement , les relations (9.5)-(9.7) nous donnent le résultat.

Nous utiliserons aussi le resultat suivant concernant les applications M; , = =
1,2,3 .
Proposition 9.3. Soit ¢ € [0,1].

Il existe une constante ¢ > 0 , telle que pour tout v € D(A?), nous avons
My, € H*(Q,) ,7=1,2,3 , et en outre:

) | Mivi llme@o< el llpgagy » = 1,3

(i) | Mzvz [|mse(aa)< ce 3" || v llpag) -

Preuve. La proposition est vraie pour c =0 et o = :.

11 suffit de la montrer pour ¢ = 1, et ’assertion générale resultera par
interpolation.

Pour v € D(A,) il faudra estimer 8,,,, (M;v;) dans la norme de L*(£;) .
Puisque v; € W29(Q;) avecun ¢ > 1,7 =1,2,3 , on peut dire que
Oy (Mivi) = Mi(8yy3v:) ,1=1,2,3 .

On fait le calcul suivant :

N

1
Mi(amv:vi) = /0 ayzm'vi(ylv y2)dy2 = w'vi/é =0,

ce qui donne
3my1(M,-'u,-) = Mi(—(Ae‘U)g + a'v,-) ) 1= 1,2,3 )
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et donc

| iy (Miv:) |20 <Il (A%0)i llz2(00) tellvillzaes 1 =1,2,3,
ce qui prouve la proposition.

En général, si u € D(A.) , on a Mu & D(Ag) (et méme Mu ¢ H*(R)).
Nous voulons construire pour tout r > 0 et tout € > 0 une application
Me : D(A.) — D(Ao) , tel que pour v € D(A.) , M*"(v) soit proche de Mv dans

un certain sens.
Siv € D(A,) alors M;v; € H*(Q;) pour 7 = 1,2,3( voir Proposition 9.3).
On introduit les fonctions pier(v) et p3er(v) sur 2, et Qs,

0 pour y; € (0, a — €)

pre(v)(y1) = { (9.8)

~26(11 — a + €)?8,(Miv)(a) pour y; € (a — €, a)
et

0 pour y; € (b+ €, 1)
p3er(v)(y1) = (9.9)
—5h(y1 — b — €)28,, (M3vs)(b) pour y; € (b, b+ ¢),

et on définit sur Q;, 1 =1,3,
Mf’r'v; = M,"U{ + p;g(v) . (9.10)

On voit facilement que M v; € D(4;) ,i=1,3.
Pour définir M;"v; , on pose
{ pi(v) = (Miv1)(a) — (Mav2)(a) — 3€ 0y, (Myv1)(a)
(9.11)
p3(v) = (Msv3)(b) — (Mv2)(b) — 3¢ 0y, (Msvs)(b) -

On définit pz(v) comme étant une fonction linéaire sur 2, , qui prend les valeurs p}
et p; aux points a et b respectivement, c’est-a-dire :

pre(v)(91) = p1 + l-"z_:%(yl —a) poury; €y, (9.12)
et on introduit la fonction
Mg"'vz = M21)2 + ng(‘U) . (9.13)

Finalement on définit la fonction M*™v sur (, par
(Me™0)/Q = M"v;, 1=1,2,3.
On voit facilement que M*™v € D(A,) pour tout v € D(A,) .
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9.2 Comparaison des variétés locales instables .

Théoreme 9.4. Il existe des constantes strictement positives €, , 02 et c , telles
que pour tout f€ D, ,f € Dy et e € (0,¢2) ,0n a:

IMZ(8¢) — Zo(B) || m(a) < ¢ (e"’ +IBMT(5) - Y BV ||L=<n)) :

1

Preuve. On note w® = 3729 ﬁ;f/g et w® =37 B;Vi.
Il existe une fonction w¢ € C((—o0, 0], X€) qui satisfait & I’équation (8.1),
w¢(0) = Z.(8¢) et Paw(0) = wP .
De méme, il existe une fonction w € C((—o0, 0], H}(Q)) qui satisfait a (8.32),
w(0) = Zo(B) et Pow(0) = w° .
On fait la démonstration du théoréme en deux étapes :
Premiere étape . Equation satisfaite par M "w® — w .
On sait que w* satisfait a ’équation

dw*
dt

Un simple calcul nous donne alors :

+ Acw® = —f(p* + w) + f(p®) pourt<O0. (9.14)

d 1 )
E(M;wf) — Oy, (Miwf) 4 o (Miw) = /0 [—F(5 + w5) + f(ef)] dy2 , i=1,2,3.

(9.15)
(remarquons que Mw* ¢ D(Ap)). En tennant compte de la définition de M w* ,
on déduit de la relation (9.15)

d €, € €, € €, € 1 € € €
E(Mi’ Wi) — Oy (M w§) + o (M} wi)=/o [— f(§ + w5) + f(95)] dya

d € € € .
+Epie"(w ) = By pier (w°) +  pier (w®) , 1=1,2,3,
ou M w*(t) € D(Ao) , ou encore ,

d
EE(MC,TwC) + CO(MC,TwC) — _f(<P + ME,"wC) + f((p)
+f'(p)(M*"w)+ K¢, pourt<0. (9.16)
On note par K*(-,t) la fonction définie sur Q , telle que
K¢/Q; = Kf pour ¢t = 1,2,3, ou
1 . 1
K =~ [ flot+wd)dys + floi + MiTw)) + [ £(5) dua - £(p)

d .
+zzp,-£f(w‘) — Oy, yy pier (W) + @ pier(w®), 1=1,2,3. (9.17)
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On écrit : M we(t) = PoM< w(t) + (I — Po)M* w* , et on voit que I’équation
(9.16) est équivalente au systéme

{ %(POME"‘UJ() + CO(POM"'w‘) = PoFo(M"rwc) + pch
L (I — Po)Me we) + Co((I — Bo)Memwe) = (I — Po)Fo(Mo™we) + (I — P)K*

ce qui nous donne d’une part

R n 0 A
(PoMe™w*)(t) = e %t PByM ™ w®(0) — / e=Co(t=7) Py [ Fo( M w) + K| dr , (9.18)
¢

et d’autre part

((I - Bo) M= we)(t) = eI — Bo) M we(t')
¢ A s
+ /t eI — PBo)[Fo(M“"w®) + K|dr,  pourtout t', t' <t.

Comme la norme ||M* w(t')||f2() reste bornée pour tout t' < 0 ( parce que

|we(t')llp(a.) reste borné ) , on fait t' tendre vers —oco dans la derniére relation
, pour obtenir

. t A oA
(I = Bo) M wf)(t) = + / e=Cot=) (T — Bo)[Fo( Mo w) + K] dr ,
ce qui avec (9.18) nous donne

~ 0 A A
(M"r’wc)(t) = e—CotPOMe,rwe(O) _ ‘/t e—Co(t-—r)Po[Fo(Mc.rwe(T)) + KC(T)] dr

+ [ O — By (M (r)) + K¥()) dr (9.19)

pour tout £t <0 .
D’autre part, w satisfait a la relation

0 - t N ~
w(t) = e~ Coty? — /t e'c°("')PoFo(w(r)) dr + / e'c°("")(I — Py)Fo(w(7)) dr

(9.20)
pour t < 0.

On pose maintenant z(t) = M w(t) — w(t) , et on déduit de (9.19) et (9.20)
que

£(8) = e~ BBMTw(0) o) — [ D RR(Mut(r) - ()}
+ /_; e~ =T — Po)[Fo( M w(T)) — Fo(w(r))] dr — /to e~Colt=") B K<(r) dr
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t .
+/ e‘C°(“")(I — P)K(r)dr, Vt<0. (9.21)

Deuxiéme étape : Majoration de z(t) .

Il faut majorer tous les termes du membre de droite de (9.21) .
On a d’abord :

||e'c°‘130[150M"'w‘(0) — ‘wo]llgl(n) < MOHPOMe’wa(O) — 'wO”Lz(n) . (9.22)
Nous savons que
max{sup [[w*(r)||ye , sup ||w(7)||lz )} < e,
<0 <0

ce qui nous donne .
_z; | Miwi(r)l| g0y < 0n
Puisque, d’apres les propositions 9.1 et 9.3(i),
|8y (Miw}) ||y £ |Miwf||m20s) S €,  pouri=1,3,
on obtient facilement des définitions de p;r , 2 =1,3 , que
| pier |l (s < c€/?, i=1,3. (9.23)

D’autre part , le Lemme 4.3(7z) nous dit que

o] < e(BPA1e), i=1,3, (9.24)
ce qui nous donne finalement

S‘ig | M w(7) || 0y £ e + c(€/? 4 3-P)4y

Du lemme 8.8, il vient
”FO(Me,r,we(T)) - Fo(w(T))“Lz(n) < [al + C(é'/z + 6(3—1’)/4)],

crfoy +c(e/2 + 6(3"’)/4)]||z(7')||31(n) , Vr<o0.

Si on tient compte du choix de a;, et des inégalités du lemme 8.7, on obtient pour
€ assez petit

“_/;0 e—Co(t—-‘r)}“)o [ﬁO(Mc’rw((T))_Fo(w(T))] dT+[°° e_C°(t“")(I_Po)[Fo(Me,rwc(T))_
— Fo(w(r))] dr||m@y < %sf‘i% l2(7) |l ey - (9.25)
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Il reste a estimer les normes de Kf , 1 = 1,2,3, dans L?(€;).
On utilise le fait que

| F(pf +wi) = Fpi + MITwi)] < L+ [@f™ + wi™ + |oif™ +

H MM [(#F — 93) + (Wi — Miwf) — pier (w)), 1=1,2,3.

On applique I'inégalité de Holder avec les exposants p; , g3 > 2, tels que

}—,1; + ;—J = 1 , ol on choisit g; assez proche de 2 . On obtient :

| £ (@5 +wi) = flpi + M wi)||22(qi) < Caslll0f — @illLes(@iy+

+”wf - MinHL“(Q-’) + ”Pic'(we)”L"(Qi)] ’ 1= 1,2,3. (9'26)

En utilisant les majorations (9.23) et (9.24) de pier(w€) et le lemme 3.5 ou g3 est
choisi de fagon adéquate, on obtient

1
- [ feirud)dyat foit METw))linqay < (e +eSApeod) | i=1,2,3.
(9.27)

D’autre part , nous avons immédiatement

1
| ,/; f(‘P:) dyz — f(‘P*)”L’(ﬂ) < c(e(p—l)/2 + 6(3_p)/4) , 1=1,2,3. (9.28)
Il nous reste a majorer les trois derniers termes de K (voir (9.17) ) .

On considere d’abord le cas i = 1,3.
Il est clair que

d . d, . 3
|50 (Mwi)(e, )] < eoll = (M) lmeqay ,  avec o> 5.

En utilisant les Propositions 9.3(i) et 9.2 , on déduit

d

Izzaw(lei)(a, t) <c. (9.29)

Puisque (9.29) est aussi valable si a est remplacé par b, on a montré que
d € 3r/2 .
“d—tpgcr(‘w )”L’(ﬂ;) S ce y 1= 1,3 . (930)

D’autre part, puisque w® = ¢ o §, et que §,, w(a,-) = 0 sur (€?, €), on peut faire le
calcul suivant:

€ ! € 1 € ~ € 1 < ~€
Oy, (Mywi)(a) = /0 0y, wi(a, y2)dyz = z/; Oy, wi(a, z2) dzz = ;/o Oy, w3(a, 22)dzz
ce qui nous donne
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8, (Myws)(a) = =18, (Myws)(a) , et done

3
|8y, (Myw$)(a)| < co 7| Maw§|| g20(0;), Vo > 1 (9.31)

Le méme inégalité est vraie au point b . De la majoration uniforme de w* dans D(A,)
( voir Proposition 9.1 ) et de la Proposition 9.3(#z) , on obtient

||M2'w§||ga(n,) < ce-p)2

D’autre part , on sait que
| Maws || g0, < ¢,

ce qui nous donne par interpolation
—p)(20— 1
| Maws|| g2e(a;) < cet-P2e-1)/2 = pour o€ [5, 1] . (9.32)
De (9.31), (9.32) et des expressions de pi , ¢ = 1,3 , il s’ensuit que

|Byspn Pier I (1) < CoePDE2=0)=r/2 5 =13 (9.33)

Il faudra donc choisir un nombre réel r qui satisfait a la condition

r€(0,(p—1)(3—20)), ouonafixéoe (%, 1]. (9.34)

Enfin, on a
|pier |2y < c€¥/?, i=1,3, (9.35)
ce qui avec les relations (9.27) , (9.28) , (9.30) et (9.33) nous donne

Bl zacasy < co [€7/2 4 e3P 4 b-1)/2 | lp-D)3/2-0)=r/2] © =13,  (9.36),

Maintenant il reste & majorer les trois derniers termes du membre de droite de (9.17)
,pour 1 = 2.

Observons d’abord que 8y, p2e =0 .

La relation (9.24) nous permet de déduire

l|p2er || z2(0z) < € (€724 4 7). (9.37)

Pour majorer &p, dans la norme de L*(£);) , il suffit de majorer |Zpi| et |4 p3|.
On a

jtm 55 a, )~ (1,280, 1) - L L o, (M@ 0). (0.38)

Puisque #£° € X, on peut appliquer le Lemme 4.3(ii) , et on obtient

(00, 58, 1) — (21, 25

_ dws
2 )(a, t)] < ceP/4 lllx'
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De la Proposition 9.2 appliquée avec o = ; , on tire
d'LUi dw§ (3-p)/4
01,252, 0) - (0,25, o) < celeore.

En utilisant aussi la majoration (9.29) , on déduit de (9.38) que
d * (3-p)/4 r
Pl S e +e).

De méme pour ?j': p3 , ce qui nous donne

d

”apzer”Lz(Qz) < c(e(3"’)/4 + Cr) . (939)

Finalement , en utilisant (9.27) , (9.28) , (9.37) et (9.39) , on obtient
K5l zaaq) < e (€772 + 8P4 4 l=1)/2) | (9.40)

ce qui finit la majoration de K¢ .
Des inégalités (9.36) et (9.40) et du lemme 8.7, on déduit que

0 X t .
| —/ e St P Ke(7) dr +/ e” (NI — B)K<(7) dr||ma) S ce”?
t —oo

pourt <0,

ou o, est une constante strictement positive .
Finalement, de (9.21) , (9.22) , (9.25) et 'inégalité ci-dessus, on déduit le résultat.

Le théoréme ci-dessus nous permet d’énoncer le résultat final de ce paragraphe:

Théoreme 9.5. Il existe des constantes strictement positives ¢ , o3 et €3 , telles
qu’on a )

d‘isth(Q)(W:(O, uo) R W:’(O, ue)) < ce’
pour tout € € (0, €3) .

Preuve. Soit z € W§(0, Up) . Il existe un § € Dy tel que
z=1Ty(B) , et Poz =352 B;V7 .
Soit w% =7 P.Pyz = > ﬂ;f/j ou 7 sera convenablement choisi.
I est clair que ByMPyz = MPyz = Byz .

Nous pouvons écrire
lw*llye < nlll PPoz — PoM Pozllye + || Pozl|may) »
et du Lemme 7.15(iii) appliqué pour ¢ =2 , on tire

”Pepoz —_ poMpoZ“y: S C(E(p—l)/2 + 6(3—;’)/2)”}302”}11(9) )
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ce qui nous donne
[w*llye < L+ e (P72 4 P2 Pyz|| gaay) -
Puisque || Boz||m(n) < ao , on peut choisir n = [1 4 ¢(eP-1)/2 4 3-P)/2)]-1 | et on
obtient
oy < o s _
ce qui nous permet d’affirmer qu'’il existe w* € W¥(0, I) , tel que
I(B) = w® et Pow® = wo .
Il reste & majorer w® — z dans la norme de L*(Q) , et pour ce faire, on commence
par 'inégalité
[[w* = 2|z2(@) < ||lw*—MwS||pag)+ || Mw* — M w®|| L@y + | M w* — 2| £a(q) - (9.41)

En utilisant le fait que w*® est borné dans la norme de Y€ indépendemment de ¢, et
le lemme 3.4(7) , on obtient

lw® — Mw||z2(q) < ce. (9.42)
Puisque, d’aprés les propositions 9.1 et 9.3(i), M;w§ est borné dans la norme de

H?(Q;) indépendement de € , 7 = 1,3, on déduit facilement de la définition de Me"
que

1447w = Mwf|lzaq) < e(€ + €72/%). (9-43)

Pour majorer le dernier terme du membre de droite de (9.41) , on applique le Théo-
reme 9.4. On a alors

1397w — z||zae) < e[e™ + |PoM " ws — Poz||zaay) - (9.44)
En utilisant (9.43) et le fait que P, € £(L2(Q), L*(R)) , on obtient
| Bo(Me™ — M)w*||pany < c (€ + B-PV/%) (9.45)

On écrit ) o R ) )
I'-"(;]M.‘I.Ue - POMPgw‘ = POM(Pon‘ - P,'w‘) .

En utilisant le Lemme 7.15(%) et (ii7) avec ¢ = 2 , on peut écrire

| BoMw® — BoM Powt|| iy < c(eP~D/2 4 3-2)/2) (9.46)
D’autre part , on a le calcul suivant :
BPyMPaw®— Byz = nByMP.Pyz— Pyz = (n— l)PoMpepoz-}- POM(}“’J"O:: - POMIE’OZ) .

Du choix de 7 , il résulte
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In — 1] < c(elP~1)/2 4 ((3-7)/2) |
et en utilisant toujours le Lemme 7.15 , on déduit que

| PoM Paw® — Poz)||may < c(ePD/2 4 B-P)/2) |
ce qui avec (9.45) et (9.46) nous donne
| oMo we — Poz)“p(n) < c(€ 4 B3P/ | ((p-1)/2) (9.47)

Finalement , de (9.41) , (9.42) , (9.43) , (9.44) et (9.47) , on obtient le résultat .

Remarque . On peut obtenir une estimation de la semi-distance entre les varié-
tés instables locales dans la norme de X¢, en utilisant le théoréme 9.5 et le théoréme
4.5 .

9.3 Résultat partiel de semicontinuité inférieure des
attracteurs .

On voit facilement que la restriction de I’attracteur A de S(t) sur Q;
( c’est & dire 'ensemble {¢; € H'(Q;) , tel qu'il existe ¥ € A, ¥; =9/U%})
coincide avec I’attracteur A; de S;(t) , pouri=1,3.
L’affirmation ci-dessus est justifiée par le fait que la restriction de l’attracteur A
sur §); a les propriétés d’un attracteur global pour le semigroupe S;(t) dans H*(£;),
c’est & dire la compacité, 'invariance, et le fait qu’il attire les bornés. Les deux
derniéres propriétés sont faciles & vérifier puisque (S(t)v); = Si(t)vi , 7 = 1,3. On
utilise finalement 1'unicité de ’attracteur global.

On pose aussi Af = .A/Q; .

On énonce maintenant le résultat partiel de semicontinuite inférieure :
Théoréme 9.8. distx«(A;,A5) — 0 poure —0,:=1,3.

Preuve . Nous faisons la preuve pour ¢ = 1, pour ¢ = 3 elle sera similaire.
Soit 7 > 0 arbitraire . Puisque A; est compact , on peut trouver un ensemble fini
{v!, . w1} inclus dans A , tel que

N, n
Uy B ay)(vf 5) DA.
Puisque S;(t) est un systéme gradient , l’attracteur est composé de 1'union finie des

ensemble instables des points d’équilibre de S; .
Donc v¥ peut s’écrire sous la forme

v = ST

ol ¥ est un point appartenant a la variété instable locale associé & un point d’équi-
libre ¥ de Si(t).
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La proposition 2.21 nous dit qu'’il existe p* € Ey , tel que ¢* = ©*/Q;. On va utiliser
toutes les notations des sections 6 & 9 avec ¢ = *.
Nous avons : 9% = ¥ + ok | avec

Pt = To(B)

ou f§ est un vecteur mg; - dimensionnel, et ou Zy; est donné dans le théoréme 8.9.
(Remarquons qu’on peut choisir 3 aussi petit qu’il nous convient).
D’autre part, soit 3 € IR™ , de sorte que

> BV = Byw,
=1
ou  est une fonction définie sur Q, telle que w/Q; = Y 7% ,-Vl' , W/ = 0 et

/8 = R(ZT2 BV 5 0).

On pose 3* = Zo(B). Nous savons que Pk = w,(0) et P* = w(0) , o wy(t), t <0
est la solution unique d’une équation intégrale, comme au théoréme 8.9, et de méme
w(t) , t < 0. Mais I’équation intégrale qui donne w;(t) est exactement la réstriction
sur {2, de I’équation intégrale sur £, qui donne w(t) , donc wy(t) = w(t)/N, ce qui
implique 9} = $*/Q.

Il résulte que P* = p*+1h* est un élément de la variété instable locale de S(t) autour
de o* , et PF = ¢*/Q.

Il s’ensuit des théoreémes 9.5 et 6.13 , qu'il existe un élément ¢ € A¢ , tel que
1% — ¥*||12(@) < ce™ avec o3 > 0.
On applique maintenant le théoréme 4.5 , et on obtient
IS(T*™) = ST xe < oTH)my e
ce qui implique qu’il existe un & > 0, tel que
distxs(vk, A < -’21 , Yee (0, &).
Il résulte que si on pose € = min{é, , 1 < k < N, }, alors pour tout € € (0, €) ,on a
distxs(A1,A7) <7,
et la preuve est finie .

Remarque . On peut obtenir une estimation de la distance dans la norme ||- || x:
de l'ordre de €7, 0 < 0 < 1, mais c’est trés technique.
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10 Existence des variétées inertielles pour les
semigroupes S¢(t) et S(t).

Le but de cette derniére section est d’utiliser les propriétés spectrales des opé-
rateurs étudiés dans ce travail , pour montrer que les semigroupes S¢(t) et S(t)
admettent des variétées inertielles.

On va faire ici ’hypothese suivante :

(HT) G° e HY(Q).

10.1 L’écart spectral pour les opérateurs A, et A, .

Rappelons que les opérateurs Ag; , 2 = 1,2,3 , sont des opérateurs positifs,
autoadjoints et & inverse compact dans L%(Q) .
On a noté I’ensemble des valeurs propres de Ag; par

VP(Ay) = {u¥, k=1,2,..},

ou p! < p? < .. est une suite croissante , qui tend vers +oo .
Par convention, les nombres u* sont tous distincts.
Rappelons également que I’ensemble des valeurs propres de A, satisfait a

VP(4o) = VP(Ao1) U VP(Ao;) UV P(Ags),

ou les valeurs propres de Ao; sont donées dans (7.36).

On note par pu* , k = 1,2,... les valeurs propres distinctes de Ao , rangées dans
Pordre croissant.

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 10.1. Il existe une constante strictement positive d, , telle que pour tout
ng € IN, il existe n > ng , tel que p™*! — p™ > d, /u" .

Preuve .
Supposons pour simplifier la démonstration que ¢ = max{a,b— a,1 — b}.
On choisit k; € IN, assez grand . Il est facile de voir que dans l'intervalle

2,2 2,2
kir a+(k1+1)1r

az ’ a? )

I, = [a+

il existe au plus un élément o + B de VP(Ag;) , et au plus un élément o + Ll
(b—ay? ) 1-b)?

de VP (Aos) .
Donc l'intervalle Ii, est divisé en trois sous-intervals, au plus.
On considére le sous-intervalle le plus long, et on note u™ et u"t! ses deux extré-
mités.
Un calcul élémentaire nous montre alors le résultat .
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On note par p* , k = 1,2,... les éléments distinctes de V P(A.), rangés dans
I’ordre croissant, c’est-a-dire

VP(A) = {ur, k=1,2,..}.
Puisque les valeurs propres de A sont les inverses des valeurs propres de By , et que
les valeurs propres de A, sont les inverses des valeurs propres de B, , il résulte du
lemme 10.1 et du théoréme 7.12 , le lemme suivant:

Lemme 10.2. Pour tout { > 0, il existe une constante ¢, > 0 assez petite , telle
que pour tout € € (0, ¢) il existe un élément u? € VP(A,), tel que

1
ﬂ:247etﬂ:+1_#?2§d-vp{'a

ou d, est la constante donnée dans le lemme 10.1.

10.2 Le théoréme de Chow et Lu

On va énoncer ici dans un cadre général le Théoréme de Chow et Lu ( [5] pag
296 ) que nous allons utiliser dans la suite .

On fixe d’abord quelques notations qui n’ont rien a voir avec les notations faites
tout au long de ce travail .

Soit X ,Y , Z des espaces de Banach, et supposons qu’on a les injéction continue
de X dans Y et de Y dans Z.
Soit S(t) (¢t > 0 ) un semigroupe C° sur Z. On fait les hypothéses suivantes:
(CL1) Z = Z,® Z, ,ou Z; et Z, sont des sous-espaces linéaires invariants par S(t).
(CL2) P.S(t)= S(t)P;,1=1,2,0u P, est une projection de Z dans Z; .
(CL3) P, X et PY (i =1,2) sont invariantes par S(t), et S(t)Y C X pour ¢t >0 .
(CL4) S(t) peut s’étendre a un groupe sur Z; .
(CL5) 1l existe des constantes a , 8,7 ,7, M , et M* telles que

a>0,>0,0<v<1,M>1,M*>0,et

le™S(t)Pyllx < Me*|lylly , pourt <0, y€Y, (10.1)
lle ™S (t)Pez||x < Me™®||z||x , pourt >0, z€ X, (10.2)
le™S(t)Pyllx < (Mt™ + M*)e P||y|ly ,pourt >0,y €Y. (10.3)
On définit la constante
1 2-—4 1
K 7S N R WV .
(@ B,7) M(a+1_7ﬂ >+Mﬂ (10.4)

Finalement, si F € C*(X,Y) , nous considérons ’équation intégrale
t
2(t) = S(t — to)x(to) + fto S(t — s)F(=(s)) ds , (10.5)
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ou z(t) est une application d’un intervalle J C R dans X.

Pour zo € X, on note z(t, to) une solution de (10.5) ( c’est-a-dire une application
continue de J dans X satisfaisant & (10.5) ), qui est égale & zo en ¢t = ¢,.

Le théoréme de Chow et Lu est le suivant :

Théoréme 10.3. Soit n < 0 . Supposons que les conditions (CL1) & (CL5) sont
satisfaites. Si F € C*(X,Y),B+(k—1)p >0, et

K(e, B+ (k—1)n, 7)(Lip F) <1, (10.6)

alors il existe une variété invariante M de classe C* | pour I’équation définie par
(10.5) , et M satisfait a :

(1) M ={zo/ z(t, zo) est défini pour tout t € IR~ et

Pzz(t, 2!0) € CO(HT, X)} , et

(i) M={¢+h()/éePX},

oi h: P,X — P, X est une application de classe C* .

En outre , si nous supposons que k > 1, K(a,B,7)(Lip F) <1, et

MK(a, B, v)Lip (F)
T K(a, B, 7)bip (F) < (10.7)

alors pour toute solution z(t, o) de (10.5) sur [0, o©) , il existe un élément
zy € M unique, tel que

Sup e ™||z(t, zo) — z(t, z§)||lx < +oo . (10.8)
t—

Remarque . L’énonce du Théoréme 5.1. de [5] affirme qu’il est nécessaire que
F soit de classe C! de X dans Y.

Mais la démonstration du théoréme n’utilise pas le fait que F soit de classe C! . Il
suffit que F € C%}(X,Y) ( c’est-a-dire , conformément aux notations utilisées en [5]

)

Fe CO(X, Y) , sup “F(Z)“y < o0, et sup “F(zl) — F(zz)”Y < 00 )
zeX z21,22€X “31 - mZHX

( donc F soit uniformément lipschitzienne ) . La variété inertielle sera de classe C%?,
seulement .

10.3  Variété inértielle pour S(¢) .
Nous voulons montrer I’existence d’une variété inértielle pour le semigroupe S(t)
, dans ’espace H(Q).

Dans ce but, comme d’habitude, on modifie la partie non-lineaire de I’équation qui
donne le semigroupe S(t).

Nous savons que ’attracteur A de S(t) est borné dans la norme de H*(Q) .
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Soit [; = sup{“@bll}p(n) , Y E A} .
On considere une fonction £ € C*(R, [0,1]) de sorte que

1 pour s € (0, 1)
o]

0 pour s € (2, ) .
On pose Fp : HY(Q) — HY(R) , avec

Fo(v) = (” ”H‘(“)) [f(v) + GY]. (10.9)

4]?
Nous nous proposons de montrer I’existence d’une variété inértielle pour I’équation
du
— + Aou = Fo(u
dt + 0 O( ),

dont la forme intégrale est
¢
u(t) = e 4Cu(te) + [ e~A I Fy(u(s)) ds .
to

Nous montrons dans la suite que les hypothéses du Théoréme 10.3 sont
satisfaites , ou on choisit :
Z = L*(Q)
Z, = PPL*(Q) , et Z, = (I — F3)L*(9)
P1=PJ‘,et P2=I—P6‘
S(t) = e~ Aot
X=Y=H'(Q)
F=F,, ouF,estdonnéau (10.9),

et ou n est un entier bien choisi.
Les hypotheéses (CL1)-(CL4) sont évidement satisfaites.
1l est facile de voir que Fy € C*(H*(Q), H(Q?)) , avec
[l [[ol|%
DR(w)U = 1€ (@) (v, U)oy f(0) + 6] — & 2 ) /()0 .
4]? 4]2 412
En outre , on a
sup || DFo(v)llca(aym@y + sup [[Fo(v)llma) < c(h),
veH1(Q) veEH(A)
ou c(l;) est une constante .
On a alors

Lip(Fo) < c(ly). (10.10)
Dans la suite on va montrer que I’hypothése (CL5) est satisfaite, et trouver des
constantes a , 8,7 ,n , M et M* adéquates.

Nous avons la proposition suivante qui est trés facile a démontrer , en utilisant
la décomposition sur la base orthonormale des vecteurs propres de Aj;.
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Proposition 10.4. Pourt:=1,2,3 et pour tout d; > d; >0, 0n a

(uk)yh=

II(A0£—A)—1v‘IID(AdI) < sup -I—A__I—

|IvillD(A:?) y YAEC\VP(An) ,etve D(Agf) .

On va obtenir dans la suite une estimation utile de la résolvante de Ag .

Proposition 10.5. Il existe une constante strictement positive c , telle que

(k)2

1
Ag— ) oy < BAUalv RS O X
(40 — X) o]l may < CSuP T pk|{1+sup I/\—#"I} lvll 220y »

VAeC\VP(Ax), et v e HY(Q).
Preuve . Pour A € C\VP(Ap;) et v € H(Q) , soit u la solution de I’équation
Agu—du=nv. (10.11)
Si on restreint ’égalité (10.1) 4 2; ,7=1,3 ,o0n a
Agiu; — du; = v; . (10.12)

En utilisant la Proposition 10.4 d’abord avec d; = d; =

etd2=§,ontire

% , et ensuite avec d; = 1

1
u; 3 < sup — ||v 10.13
I ”Hl(ﬂa) kzll:l) X — uk| | ”Hl(ﬂ) ( )
et

( k)l /2
llwill 2y < S = ] ol (a) - (10.14)

On restreint 1’équation (10.11) & 2, , et on écrit , comme on a fait trés souvent dans
ce travail ,

Uy = Ug + 'R,(ul, 11,3) y ou Uz € H&(Qz) .
Apres un calcul qui est évident, en tenant compte de (10.12) , on obtient

Aozl — Aty = v3 — Y pivi(2a; — y1) — 2) P8, ui(2a; — v1) + ) o ui(2a; — 1) -
i#2 i#2 i#2

En appliquant de nouveau la propoposition 10.4 avec d; = d; = 2, on a
_ 1
|22l m2(0,) < € s5UP ——5 [llvllm(n) + 2 il »

ce qui avec (10.14) et (10.13) finit la preuve.
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Dans la suite on cherche & obtenir des estimations pour
e 4tPryv, sit<0,
et pour
e~4t(I — Pf)v sit>0.
Soit dans le plan complexe les points suivants :
A =5+i%,Di=%-i%,
B, = u”+ (”n)1/2—6 + i(”’n + (un)1/2-—6) ,CL=pu"™+ (un)1/2-—6 _ i(ﬂn + (#n)1/2—-6)
( voir figure 4 ) , ou § sera une constante réelle , positive , assez petite .
Il est clair que pour n assez grand , le polygone A;B;C;D; noté I'y, entoure
seulement les n premiers valeurs propres de Ao, puisque g™ + (p")'/278 < pnti.

On a alors 1

Ppv = 5 P,(/\I — Ag) tvd) (10.15)
et 1
e 4t PPy = 7 I e MM — Ag) v d). (10.16)

Proposition 10.8. Pour tout § € (0, 1), il existe un nombre naturel n(§) et un
réel positif c; telles que pour tout v € H'(2) et n > n(6) ,on a

JIOT = o) vl e dA < s (1P ol
1
Preuve . On va utiliser la Proposition 10.5. Il est évident que
/ 1T = Ao)™ 0|y dX < cllv]lm(ay - (10.17)
[41D4]
Sur le ségment [A;B;] on voit immédiatement que

(T
su
kZIl) |A — pk|
( voir [6] , pag 922 ).
On peut écrire

<c[A°”', pource(0,1)

AI— -1 . dA < A -1 1 A -1/2 dA ] <
fng IO = oy olmmar < [ AP+ N 8- follme <

< Al7tdA 1
<cf o W dlelna

et un calcul élémentaire nous donne

/[:4 By (AT — Ao) 0|l m(ay dX < e In(p™)|[v]lm ) - (10.18)
181
Sur le segment [B;C] il est facile de voir que
(w) (u")
<6 , Yoe[0,1), VA€ [B,C
s A — %] = = ] o€ [0,1) [B1C1]
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pour n assez grand.

Grace a la symetrie , il suffira de calculer 'intégrale sur le ségment
[BlEl] ; ou E1 = ,U,n + (”n)1/2—5 + 0-2.

La majoration précédente et la Proposition 10.5 , nous donnent

1
— -1 . < ny1/2 )
/m,] (M = Ao) v sy dA < { /{B D) | ; DA}[ollmay

1
W ARPE pm| (B1Ey] |A — pn|
(10.19)

On pose A = p™ + (u")/2~% +i-( , avec { € [0, p™ + (u")1/2-] .
On considere un point Fy € [B,E,] , avec Fy = p™ + (p™)'/2-8 4 4. (un)1/2-6 |
Chaque intégrale du membre de droite de (10.19) va s’écrire comme la somme de
deux intégrales : sur [By Fy] et sur [FyEy] .
Si ) € [ByFy] alors ¢ € [(u™)/27%, u™ + (u™)/274] , et on va faire la majoration
1 1

— <,
|IA—pn| ~ ¢

Un calcul élémentaire nous donne alors
1

1
dX + (u")? —— —dA<clln(g”) + (). (10.20
~/[.81F1] lA — [J,nl (/JI ) ‘/[-BlFll !A _ /.l.n|2 C[ (#’ ) (l‘l' ) ] ( )

Si X € [FLE], alors ¢ € (0, (u™)*/?-%) , et on fera la majoration

1

S un 6—1/2
B S

b}

et nous obtenons

1 1
d) + (p™)/? —— —d<ec-(p). 10.21
/[FlExl |A = pm (87) -/[FIEA A — pn|? (W) ( )

Finalement les inégalitées (10.17) - (10.21) nous donnent le résultat .

En utilisant les représentations (10.15) et (10.16) , on déduit de la proposition
précédente, le corollaire suivant:

Corollaire 10.7. Pour tout § € (0, %) , 1 existe n(6) € IN et cs > 0, telles que
pour tout v € H(Q) et n > n(f) ,on a

() |1 P3|l may < cs - (6™ ||| gy

(i) le=4* Po| magay < cs - (1) e W+ R o gy, VE< 0.

On va considérer maintenant un autre contour dans le plan complexe.
Soit
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Gy = pntl — (urt)V/2=5 g g [untt o ()26
H, = l‘*n+1 _ (;l."+1 )1/2—6 —1- [#n+1 _ (an+1 )1/2—6]
Dy = {G1 + Cel/*% , ¢ > 0}
I_ = {H; + (e~ /4% | ¢ > 0} ( voir figure 4 ) ,
et soit finalement
Pz = [Gl.Hl] U I‘+ UI‘_ .
On a

1
—Aot(T _ Pn)y = / “At(A] — Aq)! ] 10.22
e oY o)V 2w I, © (M — Ap) tvdA ( )

Proposition 10.8. Pour tout § € (0, 3) , il existe n(§) € N et ¢s > 0 tels que pour
tout v € H(Q) et n > n(6),on a
(i) ” '/I:z e—)‘t(AI _ Ao)—l'l)d)\llﬂl(n) S cs - (un+1)66-[un+1—(#n+1)1/2—6]t”,v“31(n)

1

pourt > L — (pn+1)i/2-5

et
(i7)
- n 1 —fan+tl_(,n 1/2—-
I '/I; e")‘t(AI-— Ao) l'vdA”Hx(n) <ecs- [(u +1)6 +IDZ] et = (i) ‘]t”v”Hl(n)

1

pour 0 <t < L () 728

Preuve . On applique la proposition 10.5.
Sur 'y on utilise encore I'inégalité

sup G <c|AI°”"!  pourcsel0,1),
k>1 [A — pk|
ce qui implique
/ e M||(AT — Ao)™ ||y dA < ¢ / exl oy (10.23)
r'y ry |A|

On fait le changement de variable :

A=t ()RS g [t () % + i% , avec { € [0, 00) .
Un calcul élémentaire nous donne

1 —5p [ 1
L) < e b [ g d
/r+ ¢ Al ce 0 © ¢+ [urtt — (unt1)V/2-5)t ¢

ce qui avec (10.23) nous permet d’écrire

/1‘ eM|(A — Ao) ™ 0|l m(ay dA < cem WA 1y 1y )

+
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1
pn+l — (pn+1)i/2-5

pour t > (10.24)

et
1 nt+l_(,n 1/2—
/r e [|(M — 4o) 7 ollm(ay dX < (1 +In 2) e b IR o 1
+

1

pour 0 <t < puntl — (#n+1)1/2-6 ’

(10.25)

On procede de méme sur I'_ .

D’autre part , pour calculer l'intégrale sur [G,H;| , on utilisera la majoration
évidente

(1) (untt)e
T—— L=, Voe0,1), VA€ [GH
ig?lA-—yk|—Co|,\_#n+1|’ 06[7 )) G[ 1 1],

pour n assez grand.
1l est clair que

[ o M IOT=A0) Holl ey d < e b U
[G1H))

M —A4y)t 1qy dA .
Gu ¢ o) 0|l m1 () dA

On répeét ’argument utilisé dans la preuve de la Proposition 10.6 pour l'intégrale
sur [B;C,] , et on obtient facilement

/ e—At”(AI _ Ao)—lv”HI(n) d\ <c- (un+1)66_[“n+1_(“n+1)1/z—6]t”v“Hl(n) :
(G1H,]
ce qui avec (10.24) et (10.25) nous donne le résultat .

Pour obtenir une estimation convenable pour ¢ assez petit , on aura besoin de la
proposition suivante, qui s’obtient facilement, en utilisant ’application R:

Proposition 10.9. Il existe une constante positive ¢ , telle que pour tout h €
H(Q), nous avons

le~4eth)| gi(ay < ce /Db gy, VE>0.

Nous pouvons énoncer maintenent la derniéere inégalitée dont nous avons besoin
pour appliquer le Théoréme 10.3 .
Lemme 10.10. Pour tout 6 € (0, 3) , il existe n(§) € IN et cs > 0 telles que pour
tout v € H(Q) et n >n(é) ,on a

lem (I ~ PoYollms(ay < ¢ (™) e W™ -6 K o gy, Vi 0.

Preuve . Pourt > ¢ H_(“,{“ yTEE 5 I'inégalité n’est autre que la Proposition
10.8().

120



Pour 0 <t < ”n-{»l_(#}n}l)l/?—‘ , on utilise le Corollaire 10.7(z) et
la Proposition 10.9 , et on écrit

lle=#4(I — Po)vl|ms(a) < 5 - (4")P e /D% ||v]|| gaay -
D’autre part
e_(“l/z)t S eo — e[“n+l_(“n+l)1/2—é‘]t e_[“n-l»l_(“n-i-l)l/?—é’]t S e- e_[“n+1_(“n+1)!/2—51t ,

ce qui finit la preuve .

On voit maintenant du Corollaire 10.7(3z) et du Lemme 10.10 , que les inégalités
de ’hypothése (CL5) sont satisfaites, avec

n+1 n
2
n+l _ n
a=”’ > H“ _(#n)1/2_6>0
n+1l n
prtt —p -
ﬁz__z___(un+1)1/2 550
M=c- (#n+1)6
7=0

M‘ = M — cé..(#n+1)6 B

Il résulte alors en choisissant § assez petit , n assez grand , et en utilisant (10.10) et
le Lemme 10.1 , que les conditions du Théoréme 10.3 sont satisfaites.

Théoreme 10.11. II existe une variété inertielle , M , pour le semigroupe S(t)
dans ’espace H'(Q) .

En outre , M est de dimension d, + . .d, , avec n choisi comme auparavant, et M
est de classe C! .

10.4 Variété inertielle pour S¢(¢)

On peut exploiter la propriété d’écart spectral de A, donnée au lemme 10.2, pour
construire une variété inertielle pour le semigroupe S¢(t) , dans l’espace H¢ .

Nous allons faire ici une hypothése plus réstrictive sur la fonction f :
(H8) 11 =0, ot 7, est ezposant qui intervienne dans (1.6)
(c’est & dire |f'(z)| <c,VzER) .

Comme pour le semigroupe S(t) , on modifie la partie non-lineaire de 1’équation
qui donne le semigroupe S¢(t) .
Nous savons que l’attracteur A de S¢(t) est borné uniformément en € , dans la
norme de H¢ .
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On pose
L= sup{||1/)‘||5¢ » Y€ A} et

v||%4. .
A(s) = ¢ (20) (70 + 6, (10.26)
2

ou £ est la méme fonction que dans le paragraph 10.3.

Nous nous proposons de montrer léxistence d’une variété inertielle pour 1’équation

du®
dt

+ Acut = F(v°)

dont la forme intégrale est donnée par
t
u(t) = e~ Al-t)yc(ty) 4 / e~ A= F (u¥(s)) ds .
to

On va montrer dans la suite que les hypothéses du Théoréme 10.3 sont
satisfaites , ol on choisit :

X=Y=2Z=H¢
P=P' et P,=I-P",
Z,=P'H® et Z,=(I—- P})H®,
S(t)=e 4" et F=F., ou F, est donné au (10.26) .
11 est clair que les hypothéses (CL1) - (CL4) sont satisfaites .
Grace a I’hypothese (H8) , on a
F.:H*— H* et F. € C™(H*, HY),

avec

F. — F, .
sup || Fe(v)||g« + sup [EACY) (v2)llz <c(ly),
veEH* vy,v2€H¢ "vl - v2”H‘

ce qui implique
Lip(F) < c() (10.27)

ol c¢(l;) est une constante .
Puisque opérateur A, est autoadjoint , positif , a inverse compact, on a le
résultat suivant , qui s’obtient en utilisant la decomposition spectrale:

Lemme 10.12. Pour tout v € H¢ , nous avons :

(2) lle=4¢Pro||ge < e™#<t||v]|ge, VE<O
(17) lle=4(I — P)v||ge < e Yjv||lge, VE>0.
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Il est clair maintenant que les inégalités de I’hypothése (CL5) sont satisfaites ,
avec

n+l n
R ALY
n+l n
€ — He
=—>0
* 2
n+l _ n
ﬂ=p’€ #’€>0
2
M=1
7=0
M'=M=1.

On voit alors , en choisissant n assez grand , € assez petit , en utilisant (10.27) et le
Lemme 10.2 , que les conditions du Théoréme 10.3. sont satisfaites ( on tient compte
de la remarque d’aprés I’énonce du Théoréme 10.3 ) .

On a donc finalement :

Théoréme 10.13. Il existe une constante strictement positive €y , telle que pour
tout € € (0, ep) , il existe une variété inertielle , M, pour le semigroupe S¢(t) , dans
Pespace H® .

En outre , M, est de dimension d, + .. d, , avec n choisit comme auparavant, et
M, est de classe C' .
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11 Annexe.

Pour étudier les conditions dans lesquelles I’hypothése d’hyperbolicité (H3) est
vraie, on utilise un théoréme de Smale ( voir (7] , pag 159 ) .

Soit X ,Y , deux espaces de Banach ,et L € £L(X, Y), un opérateur linéaire et
continu .
On dit que L est un opérateur de Fredholm si
(a) dimKer L< oo
(b))  L’image Im(L) est férmée .
(¢) Coker L =Y\Im(L) est de dimension finie .

Si L est un opérateur de Fredholm , I'indice de L est défini comme étant ’entier
égal & dim Ker L — dim Coker L .

On dit que une application (non linéaire) H de X dans Y est une application
de Fredholm , si elle est de classe C! , et sa différentielle de Fréchét , H'(z) , est un
opérateur de Fredholm de X dans Y , pour tout z € X .

Dans ce cas , I'indice de H'(z) est indépendant de z , et c’est par définition, I'indice
de H .

On dit q’un point ¢ € X est régulier si H'(z) est surjective, et singulier s’il n’est
pas régulier.

L’image de I’ensemble des points singuliers s’appelle ’ensemble singulier , et le com-
plementaire de I’ensemble singulier s’appelle I’ensemble régulier. Nous avons le théo-
reme suivant:

Théoréme Al. (Smale)

Soit X , Y deux espaces de Banach , et H : X — Y une application de Fredholm
de classe C? , avec ¢ > max{ind H, 0} .

Alors ’ensemble régulier de H est dense dans Y.

Nous voulons appliquer ce théoréme a notre probleme.
Soit Dg ’ensemble des valeurs de G° pour lesquelles ’hypothese (H3) est satisfaite.

Théoréme A2. L’ensemble D¢ est dense dans L?(12) .

Preuve . On applique le Théoréme Al avec
X =D(4),Y =L%Q) , et H(u) = Aou+ f(u) .

X est un espace de Banach dont la norme || - || p(4,) satisfait &

3 3
ku ) lvillmay < vllpae) < k2 Y vill a2 » (A1)

i=1 =1

ou k; et k; sont deux constantes positives, indépendantes de v.
L’application H est de classe C? , et

H'(u)v = Agv + f'(u)v, Vu,v € D(4,) .
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Il est clair que Ag est un isomorphisme de D(Aq) dans L?(Q) , et que I’application
qui & v € D(Ay) associe f'(u)v € L*(Q) , est compacte pour tout u € D(4,) .

Il résulte que H'(u) est un opérateur de Fredholm , donc H(u) est une application
de Fredholm de classe C! , et en outre ind H =0 .

Mais d’autre part, d’apres le théoreme 2.20 ( qui est valable pour tout

G°® € L¥(Q) ), H *(G") est non-vide pour tout G® € L?(Q2). Avec cette observation
on finit la preuve.

Théoréme A3. L’ensemble Dg est ouvert dans L*(Q) .

Preuve . Soit G°% € L?(92)\Dg , de sorte que

G% — G° pour k — oo , dans L%(Q) . Nous voulons montrer que G° €
L)\ De-
La définition de D¢ nous dit qu’il existe deux suites u* , v* € D(Ay), avec v* # 0,
telles que

Agu* + f(uF) = G (A2)
et
Agv* + fl(uk)w* = 0. (A3)
On peut considérer que
”Ao‘vk”p(n) =1. (A4)

Si on restreint 1’égalité (A2) 4 ©; , ¢ = 1,3 , on peut écrire
Aouf + f(uf)=G¥, i=1,3. (A5)

De (A5) et de la propriété (2.9)(i), on déduit que

||lwf|| 71(;) est borné indépendemment de & , et ensuite que

|luf || 2(a;) est borné indépendemment de k .
On restreint (A2) & Q, et, on utilise & nouveau le changement d’inconnue
uf = af + R(uf, uf),

ol uk satisfait & 1’égalité ( voir (2.17) et (2.19) )

— Oy, @5 + o @y = —f(35 + R(uy, ug)) — G3* + 85 (uf) + 85(u3) (46)

et ot % et ®% sont comme en (2.20) et (2.21) ( & la seule différence pres qu’on
remplace G? par G ).
On multiplie 1’égalitée (A6) par &% dans L?(f2,) , on utilise & nouveau la propriété
2.9(1) , et on peut facilement déduire, en procédant comme dans la preuve du Lemme
2.7(1) que

||#5|| &2(a,) est bornée indépendemment de k.
On déduit qu’il existe une sous-suite de k ( notée encore par k ), de sorte que

u¥ — u; - faible dans H?(%;) ,i=1,3

Uk — 1, - faible dans H%(f,) ,
et

u¥ — u; - fort dans H>7%(Q;) ,:=1,3, VY é € (0, 2]
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% — 4, - fort dans H2~%(Q,), V8 € (0, 2] .
Ces convergences nous permettent de passer a la limite dans (A5) et (A6) (pour les
termes non lineaires on va utiliser toujours les convergences fortes), d’ou

Aowui + f(w) =G}, i=1,3
et
=B la + ally = — f(t2 + R(uy, us)) — G + 81(w1) + B3(us),

c’est-a-dire, si on note u; = @y +R(u1, us) , et on définit uv: Q@ — R par v/ = u;,

1=1,2,3,0n a
{ et (A7)
Agu+ f(u) = G°.

Les égalités ci-dessus permettent aussi de montrer qu’en fait
u* — u - fort dans D(4,) . (A8)

D’autre part, de (A4), en tenant compte de (A1), on déduit qu’il existe une sous-suite
de v* (notée encore v* ) , telle que

v¥ — v; - faible dans H%(Q;) ,7=1,2,3.
Il résulte alors que

v¥ — v; - fort dans H*7%(®),1=1,2,3, V6 € (0, 2], (A9)

et si on définit v : @ — R de sorte que v/Q; =v; ,1=1,2,3, alors
v E D(Ao) .
On veut passer a la limite dans (A3) pour £k — oo . Puisque

Agv® — Agv - faible dans L*(Q)

f'(u*)v* — f'(u)v - fort dans L*(Q),
on obtient
Apw + fl(u)p =10, (A10)
et on déduit que
Agv* — Agv - forte dans L?(2) , ce qui avec (A4) nous montre que v # 0.

Finalement , les assertions (A7) , (A10) , et le fait que v € D(A4) avecv # 0,
nous donnent le résultat .
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Deuxieme partie

Un probleme de Navier-Stokes a frontiere

libre.
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1 Introduction

Supposons qu’on a un cylindre infiniment long qui tourne autour de son axe
avec une vitesse angulaire w , et considérons le mouvement d’un fluide visqueux qui
remplit partiellement ce cylindre.

Si on considére une section transversale dans ce cylindre , et on suppose que
le mouvement du fluide est uniforme le long de I’axe du cylindre, alors on peut se
ramener a un probléme bidimensionnel, formulé comme suite.

On se donne un domain initial 2 C IR? dont la frontiere s’écrit:

N =SgUSr
ou Sp est le cercle de rayon 1, dont le centre est 1’origine du repere, et Sy est une
courbe fermée qui se trouve dans I'intérieur du cercle, ne rencontrant pas Sp ( voir
figure 5 ).

On se donne une vitesse initiale ug. Nous voulons trouver a chaque temps t €
(0, T] , un domain Q(t) , une vitesse u(+,t) et une pression p(-,t) en (t) , et une
transformation du domain #(-, t) : @ — IR? , telle que l'on ait :

7(Q, t) = Q(t) , avec#(Sp,t)= Sp

g =uwof dans Q,
up—vAu+(u-V)u+Vp=—-gVu  dans Q(t),
V.-u=0 dans Q(t),
pnt—v Z(ug,,- + u,',.-)n; = poni  sur 7(Sr, t),

J

ou n' désigne la normale & 77(SF, t) vers ’exterieur de Q(¢) ,

— —Z2
U=w ( 2y ) sur Sp ,
u(z,0) =up, dans 2,

7(z,0) ==z dans Q,

ou on désigne par p, la pression atmosphérique supposé constante , g ’accélération
de la pesanteur , et on considere que la densité est égale a 1.
On considere aussi que la tension superficielle est négligeable .

Puisque l'origine du repére coincide avec le centre du cercle, alors Sg (c’est a
dire la frontiére libre au moment initial ) est donnée en coordonnées polaires par
I’équation

p=po(f) ,avecd €[0,2m) et po(0) = po(27),

ou po est une fonction assez réguliére qui satisfait a :
mo S ,00(0) S m; , Ve € [0, 27\']
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lpi)(a)l < my ’ Ve [0’ 27‘-],
oumg,my €(0,1) ,mpg<m;etmy;>0.
Si z; , z, sont les coordonées cartésiennes , on peut écrire pour tout z =

(zla zZ) € SF :
{ Ty = 91(0)
(1.1)

z2 = g2()
ou on a noté
91(0) = po(f) cos 8 et g2(8) = po(6)sin 8 .
Le systéme (1.1) donne la répresentation paramétrique de la courbe fermée Sy .
Si on note par n la normale & la frontiére Sy vers ’exterieur de §2 , alors on a

=l a8 )
ol on pose

Ms, (8) = [(91(6)) + (92(6))*]'/2 .

Il est facile de voir que

0<mo§Ms,(6‘)§m1+m2.

On pose

"= () =etom,

On va utiliser les mémes notations pour 7(Sg,t), c’est-a-dire pour la frontiére libre
a un moment ¢ > 0 .

On écrit une représentation paramétrique de la courbe 7(Sr,t) , c’est-a-dire
{ z1 = 1(91(0), 92(9), t) = 6i(9)

(1.2)
T2 = 72(91(0), 92(9), t) = g5(0) ,

et on note _
Mise.0(0) = {[(48)'(9))* + [(g3) (6) P}/*.
Rappelons que n* désigne la normale & la frontiére 7(Sr,t) vers I’exterieur de (%).
On a alors
e (9
Mys,.0(8) \ (91)'(9)

On pose aussi

= () = et

Dans le systéme initial , on fait le changement de la fonction inconnue :
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pP=p—potgz:.

En outre , on multiplie 'équation qu’on a sur 7j(Sr,t) par My(s,,.)(f) , et le systeme

devient :
ue—vAu+(u-V)u+Vp=0  dans O(t),

V.u=0 dans Q(t),
__t

At —v ) (wj+uj)al =gzt sur 7(Sr, t),
J

-z
U=w 2 sur Sp ,
T1

u(z,0) =uo dans O,
fg(z, t) = w(fy, A2y t)  dans O,
(z,0) =z dans Q.

(1.4)

(1.5)
(1.6)

(L.7)

(1.8)
(1.9)

(1.10)

On utilisera souvent la convention suivante : un indice avant la virgule indique la
composante , tandis que un indice apres la virgule indique la dérivée partielle.

On va faire le changement de la fonction inconnue suivant :
u(z1, T2, t) = @4(z1, T2) + w(z1, z2,t) pour z € Q(t) ,
avec

w0 (1) =,

T

0 -1
B—w(l 0).

On remplace dans les équations (1.4) - (1.10) , et on obtient :

ou on pose

w,t—qu+(w-V)w+Bw+—ID)%B:c—wzz+Vp‘=0 dans Q(t),

V-w=0 dans Q(t),
ot

PR —v Z(w;,j + 'w,-,;)ﬁé = gz,nl sur 7j(Sr, t) ,
J

w=0 sur Sg ,
w(z,0)=wy avecwyg=wuy— Bz,
(e, t) = B+ w(ii, iz, t)
7(0) ==

(1.11)

(1.12)
(1.13)

(1.14)
(1.15)
(1.16)
(1.17)

Pour ce probléme , il est naturel d’utiliser des coordonnées lagrangiennes , cf (3] ,

[9] .. Nous procedons maintenant au changement de coordonnées .
Puisque z = 1V(zZ 4 z3) , il est plus simple d’introduire :
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g =p — 3w*(z} +z3) , et on pose ensuite
g=qo1,cest adire ¢(z,t) = g(7(z, 1), Tz(z,1), t)
et

v =wo7, cest a dire v(z,t) = w(f(z,t), T(z,1), t) .
On a le calcul suivant :
Ve =W+ Wi+ Wellae = Wy + wa(—wie + wy) + wa(w i +ws) =
Dw

w,t-l-(w-V)w-}-EBﬁ.

Les équations (1.11) - (1.15) deviennent alors :

ve—v Y E;iO(&vig) + Bv+ Y fige =0  dans 2 x (0, T), (1.18)
k

L

> &jvie=0  dans Q x (0, T), (1.19)
k.j

_ - - — _ 1 -
aNi—v ) (GuvintEuvir)N; = g Ni— S (T +T)N; - sur Spx (0, T), (1.20)
k,j
ol on note N = @toq,
v=0 surSp, (1.21)
v(0) =vo  dans Q (1.22)
avecvg = wp = up— Bz,
ol on a noté .
- a7\~ -
=1z ¢= (&i5)ig=1,2 - (1.23)

On peut réécrire (1.16) sous la forme
{ 7t = B7 + v(z,t)

70)==2 ,

avec B définit comme avant , d’ou il résulte :

(1.24)

t
fi(z,t) = Ptz +/ Bty (z,s)ds .
0

On note
_ _ Bt _ [ cos(wt) —sin(wt) (.
E=E(t)=¢€""= ( sin(wt) cos(wt) y» E = (ij)ij=1,2
et .
E*=E*(t)=E'= ( R . ) E* = (ef;)ij=1,2
) ty/n)=1,4

—sin(wt) cos(wt)

136



On voit immédiatement que E* = ET | donc on peut écrire :

7= E(t) [:z: + /Ot E*(s)v(z,s) ds] ds, (1.25)

ce qui entraine
Dq t . Dv
"5; = E(t) [I +,/o E (S)E(w,.ﬁ) dS} . (1.26)

On va utiliser la notation A = (A;1,Az,A3,A4) , ot A(v,q) désigne les membres de
gauche de (1.18) , (1.19) , (1.20) , (1.22) .

On va noter par L = (Ly, L2, L3,L4) , un opérateur linéaire qui approche A d’une
facon convenable , c’est a dire :

Ly(v,q) =vs —v E e;ejak(e;jvi,l) + Bv+ Z €kidk > (1.27)
kol k
Ly(v,9) =) €05k » (1.28)
k,j
Ly(v,q) = g(ER); — v Y _(€};0ik + e4ivin)(ER); (1.29)
gk
L4(v,q) =v(z,0). (1.30)

On observe que

> ersenvi = (O €};€51Vi k) = > Suvi
kl 3 ol

kil

S — 1,sik=1
=Y o0,sik#£1,

ce qui donne

Z exjelVip = Av .
k.l

On a aussi

Zei;q,k = Zeikq,k = (EVq); .
k k

On peut écrire L, = E(E*L,) .
Il est clair que

E*(vs) = (E™);e — (E3)v = (E*v),« + B(E*v) ,
ce qui donne , si on remarque que E*B = BE* :

Li(v,q) = E[(E*v),: — vA(E*v) + 2B(E*v) + Vg, (1.31)

Ly(v,q) =V -(E*v). (1.32)
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Pour representer de la méme maniere L3 , on fait le calcul suivant :

(E*Ls)a = g eaieijit; — v( D ehiervikeinfa + D eheiivikesols) =

4, 1,5,k,8 1,5,k,8
giia — V(D eLvipfin + D Vja€l;f) = gita — v ) [(E*0)ai + (E*v)ialfi
ik 3 i
ce qui nous donne

Ls(v,q) = E{q: — v 3_[(E*v):; + (E*v);:l75} - (1.33)

On écrit aussi
Li(v,9) = (E*0)(2,0) . (1.34)

Dans la suite on va désigner par c (éventuellement avec des indices ) , des constantes
positives qui vont dépendre des parameétres du probléme .
On introduit quelques notations :

Soit H*(f2) l’espace de Sobolev habituel , pour s > 0 , et on désigne par |- |, la
norme dans cet espace .

Si X est un espace de Hilbert , on définit H*(0,T,X) comme d’habitude pour s
entier , et par 'interpolation pour s non-entier .

On remarque comme & la page 364 de [3] que si on a un opérateur A(T') borné de
H°(0,T,X) dans Y et aussi de H'(0,7,X) dans Z avec des normes indépendantes
de T, ou Y et Z sont des espaces de Hilbert avec Z C Y , alors A(T') est borné
de H*(0,T,X) dans [Z,Y];-, avec une norme indépendante de T' . On utilisera les
notations suivantes (comme dans [3]) :

Gr=9x(0,T),

K'(Gr) = H°(0, T, H"(Q)) N H™/%(0, T, H(Q)) ,

K (Sr x (0,T)) = H°(0,T, H"(SF)) N H'/%(0, T, H*(SF)) ,
°H™(Q) = {u€ H (), u=0sur Sr},
oH(Q)={ue€ H(Q), u=0sur Sp},

°K"(Gr) = H°(0,T, °H™(Q)) n H/?(0,T, H(Q)) ,
oK"(Gr) = H°(0,T, oH™(Q)) N H'/*(0,T, H()) .
Le but de cette partie est de montrer le Théoréme suivant :

Théoréme 1.1. Soit r € (3, %) . Supposons que  satisfait aux conditions de cette
section .

Soit ug € H*~(Q) donné et satisfaisant aux conditions suivantes :
V-uy=0 dansQ,
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{2_[(w0)sj + (wo)jslnstean = 0 sur Sp,

uo(z) = Bz sur Sp.

Alors il existe un T > 0 qui dépends de §) et de |uq|,—; , tel que le probléme (1.18)-
(1.22) a une solution v € oK"(Gr) , ¢ € K™*/*(SFp x (0,T)) , et Vq € K*"?(Gr) ,
avecv(0,z) = vo(z) = uo(z) — Bz .

Le plan de cette partie est le suivant :
Dans la section 2 nous montrons I’existence d’une solution d’un probléme linéaire
et homogene , dans la section 3 on va résoudre le probléme linéaire , non homogene:
Lu = h , ou L est I'opérateur donné par les expressions (1.27)-(1.30) , et dans la

derniére section on prouve le Théoréme 1.1 , en faisant une estimation des termes
non-linéairs.
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2 Reésolution du probleme linéaire homogeéne.

La methode utilisée dans les sections 2,3 et 4 est trés ressamblante a celle utilisée
dans [3]. C’est pourquoi, nous allons insister seulement la ol il y a des différences.
Nous voulons résoudre le systéme suivant :

vy —vQAv+2Bv+Vg=f dans Gr , (2.1)
V.-v=0 dans Gr, (2.2)
S(v,q)=0  sur Sr x (0,T) (2.3)

avec

(S(vy9))i=qni—v Z(ve,,- + vji)n;

v=0 sur Sgpx(0,T), (2.4)

v(0)=0 surQ. (2.5)

Ce probleme est similaire au probléme traité p. 368 de [3] , avec le term 2B v en
plus .

On va suivre ici le méme raisonnement.
Soit HY(Q, IR?*) = {u € H°(Q, R*) , u=V® ,ou & € °H'(Q,R)}.

Lemme 2.1. H) est un espace de Hilbert , c’est & dire que HJ est fermé dans H® .
Preuve . Soit V®" — 1 , dans L*(Q) , c’est & dire
¢ — P dans L*(2) et @7 — 9, dans L%(9) ,

avec " = 0 sur Sg .

On peut supposer ® assez régulier , et on peut écrire

p 0
®"(p,0) = —®"(¢,0)d¢ . 2.6
(0= [, 5,260 & (26)
Puisque
%" n n _:
a—p=§,1c050+§'zsm0,

on déduit en utilisant (2.6) que " est une suite de Cauchy dans L%(f2) , donc il
existe un & € L*() , tel que " — & , dans L?(N) , et on déduit d’une maniere
classique le résultat.

On va noter par H2(Q2, IR?) le complément orthogonal de H$ dans H° , donc on
a: HYeo H? = H°.
On voit facilement que pour tout u € H}(2) , on a u € H? si et seulement si
V-u=0dans 2, et u=0sur Sg .
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Lemme 2.2. Si f € H™*Q), b € H?(Sg) , avec 2 < r < 5, il existe une
solution unique u € H"(Q) du systéme Au = f dans Q , u = 0 sur Sp , 8,u = b sur
Sp , avec

lule < llflr-2 + [blr—3/2,55] 5
olt |bl,_3/2,5, désigne la norme H"~3/%(Sp) de b .
Preuve . On cherche d’abord une solution faible , qui est par définition la

solution du probleme :
Trouver u € °H(Q) tel que

/Vu.Vgodzz—/fgpder/ bodo, Vpe °HY(Q).
0 0 Sp

Ce probléme a une solution unique puisqu’on a une inégalitée du type Poincaré
[ulo < ¢[Vulo
(qui se montre comme a la démonstration du Lemme 2.1 , en écrivant
p 0
‘u(p, 0) = /Po(o) 5;“(6’ 0) 3 ) :

Soit 71 ,72 € C®(Q), 71 = 1 dans une voisinage de Sp , et 7; = 0 dans une voisinage
de S, 0<7<1,m +7n;=1dans Q.
On pose u; = mu et up = Nu .

On observe que u, est la solution du probléeme :

{ Duy=mf+2Vn -Vut+(Am)u=fi

Sy _ }
L =b

b sur Sp

o
Il

0 sur Sg

Pourr=0,si f € H°, alors u € H' , donc f; € H° .
Il est claire que b € H'/2(892) , donc on peut appliquer la théorie elliptique de [6] ,
et on obtient

uy € H3(Q) , avec |u]2 < c¢[|flo + [bl%’sy] .
Pour r =1 ,si f € H' ,on a déa u; € H? , ce qui entraine f; € H*() . Puisque
be H3?*89), on obtient u; € H? .
On répéte 'argument , et on déduit quesi f € H™"2 et b € H"~3/2(Sp) avec r entier,
alors

uy € H et |ur|r < c[|flr=2 + |b]r=3/2] -

De méme pour u; qui est la solution du probleme

AU2 = Tlgf + 2 V'I]z -Vu + (Anz)u = f2
up; =0  sur 91 .
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Donc le résultat est vrai pour r entier , et le lemme en résulte par interpolation.

Remarque . Un résultat analogue au Lemme 2.2 est vrai si on prend comme
conditions aux limites w = b sur une frontiére , avec b € H™~1/2 | et 8,u = 0 sur
Pautre .

Lemme 2.3. Il existe une constante positive ¢ , telle que pour tout
u € oH(Q,R?) ,o0n a
lul? < ¢ <u,u>q,

oli on a posé

< >e= ), /n(ui.j + w5 )(vi; + vis)dz
i)
Preuve . Supposons qu'’il existe une suite v(") , telle que

Z |v,(';)|(2, + Z |v§")|§ =1 et '}1_930 <v™ (™ >q=0.
i R

Donc v(™) est borné dans H*(Q) , d’o il résulte que une sous-suite (qui sera noté
aussi par v(™) pour commodité ) est convergent dans H°(f2), donc il existe v € H°(Q),
tel que v(™ — v dans HO(Q) .

De l’inégalité de Korn :

[ +e) — M2 < ¢ [< p(HP) — (M) p(nte) _ (7)) 50 L p(n+e) v(")lﬁ] :

il résulte que v("™ est une suite de Cauchy dans H*(Q) , donc v(™) — v dans H(Q),
ce qui entraine
v;,; + v;: = 0, pour tout 2,7 .
De v;,; = 0, il résulte v; = az;) .
De vy, = 0, il résulte v, = B(z,) .
De vy, + v2,1 = 0 on déduit o/(z2) = —f'(z1) = constante .
On déduit alors que v est de la forme : v; = a; + b1z2 , et v2 = a3 — byz; .
En tenant compte que v = 0 sur Sp , on obtient v = 0 dans 2 , ce qui contredit le
fait que [v(™]; = 1, d’ot le résultat .

Soit P la projection orthogonale sur H? dans H® . On a le lemme suivant , qui

donne les propriétés de P , et qui se montre de la méme maniére que le Lemme 3.1
page 369 de [3] :

Lemme 2.4. Supposons que s € [0,4] . Alors

(1) P est un opérateur borné sur H*(Q2, R?) .

(1) P est aussi borné sur K*(Q x (0,T)) , avec la norme indépendante de T .
(17¢) Supposons que ® € H**1(Q) . Alors P(V®) = V¥ , ou ¥ satisfait &

AY¥ =0dansQ, 8,¥% =0 sur Sg, ¥ =& sur Sp. (2.7

On énonce maintenant le théoréme principal de cette section .
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Théoréme 2.5. Soit » € (3,4]. Pour tout T > 0 et tout f € K"~?(Gr) avec
Pf(0) = 0, le probléme (2.1) - (2.5) a une solution unique (v,q) qui satisfait
linégalité

vy + IVallxr-2(6r) + llall kr-3r2(spx(0,1)) < €I fll&r-3(G1) »

ou ¢ est une constante qui ne dépend pas de T' .

Preuve . Sion applique P au (2.1) on obtient :
vy — vP(Av)+2P(Bv)+ Vg, = Pf, avec Vg, = P(Vyg).
Le lemme 2.4 nous dit que
Qv = 23 ;0i;mn; sur Sg
Ag, =0 dans Q (2.8)
0n¢y =0 sur Sp

De la remarque qui suit le Lemme 2.2 , il résulte qu’on peut regarder (2.8) comme
en définissant un opérateur borné v — ¢, , de H" dans H™"! .
On introduit ’opérateur 4 : V7(Q) — P H™"%() par:

Av = —v P(Av)+ 2P(Bv) + Vg,
avec
V() = {ve PH(Q), tel que Sisn(v) =0 sur Sg, v =0 sur Sz},

ol Sin(v) répresente la partie tangente & Sy de S(v) , et ol g, est défini par (2.8) .
Il est facile de voir que PH™({2) est un sous-espace fermé de H™(f2) (parce que si
Puy,, — v dans H"(2) alors , du Lemme 2.4(z) il resulte que si on applique ’opérateur
P, on obtient Pu, — Pv dans H"() , ce qui implique v € PH"(R) ) .
Donc VT est un espace de Hilbert , sous-espace fermé de H™(Q) .
Dans la suite nous nous proposons de résoudre le probleme d’evolution

{ ‘U,t+A‘U=Pf

(2.9)
v(0)=0 .

On va énoncer deux lemmes qui correspondent aux Lemmes 3.3 et 3.4 de [3] , et qui
donnent les propriétés de ’opérateur A .
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Lemme 2.6. Si2 <r <4, alors A a un inverse borné .

Preuve . Soit Av=f ,avec f € PH™ 2etv € V" .
On pose Vgo = v (I — P)(Av) —2(I — P)(Bwv) , et I’équation Av = f peut s’écrire
sous la forme

—vAv+2Bv+ Vg + Vg, = f.

On pose ¢ = go + ¢» , €t on voit que v et g satisfont au systeme :

—vAv+2Bv+Vg=f dans Q, (2.10)
V-v=0 dans Q, (2.11)
S(v,q)=0  sur Sr, (2.12)

v=0 surSp. (2.13)

L’égalité (2.12) se déduit en tenant compte de Si;, = 0 , de la définition de g, , et
du fait que go = 0 sur Sg .

Inversement , si v , g satisfont & (2.10) - (2.13) , on obtient facilement 1’égalité
Av=f.
On utilise la methode exposée p. 371 de [3] .
Siv,p€ H*(2) ,q € H(2) et V-v =0, alors on a I’égalité suivante :

1
[(~vav+2Bv+ Voo = v <v,p>a 42 [ (Bo)e+ [ S(o,900— [ o(T-¢).

Soit V={ue °H}(Q),V-u=0}.
V est un espace de Hilbert , sous-espace de H'(Q2) .

On dit que v est une solution faible de (2.10) - (2.13) si elle satisfait au probléme :
Trouver v € V tel que

1
§u<v,(p>n+2/;1(Bv)<pdz=/nfcpdz, VoeV. (2.14)

Il est clair avec le Lemme 2.3 que

1 1
2V <v:v>a +2/(Bv)vd:c =3¥ <vv>a > clv]?.
0

On peut donc appliquer le Lemme de Lax-Milgram , et on déduit que 1’équation
variationnelle (2.14) a une solution unique v € V' qui satisfait a I'inégalité :

lvly < clflo -

D’autre part , exactement comme a la fin de la Section 4 de [3] on montre que pour
tout p € HO il existe un élément u, € (H!(Q) tel que V- u, = p et |u,]; < cplo -
On déduit qu’il existe une solution unique g € L%(R) de I’équation variationnelle

1
Lqua: =3V <vu >a +2/rl(Bv)up—Afup, Vpe L*(Q).
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Donc pour tout v € ¢H* ,on a

1
/ gV . udz = —v < v,uy.y >q +2/ (Bv)uy.y —/ fuv.
Q 2 n 0

D’autre part V - uy., = V-u , c’est a dire uy., —u € V , et si on remplace ¢ par
Uy., — u dans (2.14) , on obtient

1 1
37 <V Uvu >q -{-2/;1(31))uv.u —/‘;fuv.u =¥ <vu>q +2_/;(Bv)u——/‘;fu ,

donc g € L?(Q) satisfait & ’équation variationnelle

— 1 - 1
/an-ud:c—EV<v,u >q +2/;](B'v)u /nfu, Vue oH'(Q). (2.15)

On peut montrer que v et g qui satisfont & (2.14) et (2.15) sont plus régulieres ,
c’est & dire v € H%(Q) et ¢ € H'(Q) . Pour montrer ga , on utilise les résultats de
(5] p. 38 (pour des éstimation dans I'intérieur du domaine) , et de [7] p. 195 (pour
des éstimations dans un voisinage de la frontiére) .

Si on prends v € D(2) dans (2.15) , on obtient (2.10) .

On prends ensuite u € oH!(f2) , et on obtient (2.12) , donc on a une solution
v € H*(Q), ¢ € H(Q) de (2.10) - (2.13) .

Les équations (2.10) et (2.11) forment un systéme elliptique, et chacune des
égalités (2.12) ou (2.13) satisfait aux conditions de complémentarité ( voir [10] page
33, et [8] page 144 ).

Nous voulons appliquer le Théoréme 10.5 page 78 de [1] .
Soit 7, , 7, comme & la démonstration du Lemme 2.2 , et on pose

vu=vn et ¢ =gqn .

Alors v, et g, satisfont au systeme :

—v A +Vg =m(f—2Bv)—20Vn - Vo—vAm+qVm=f  dans Q, (2.16)

V-vy=v-Vp =06, dans Q, (2.17)
S(v1,q1) =0  sur 89, (2.18)

tandis que v; et ¢, satisfont au systeme :
—v Avy+ Vg = n2(f —2Bv)—2vVn,- Vo —vAn,+ ¢V, = fz dans Q, (2.19)
Vivy=v-Vgu=0, dans Q, (2.20)

v2=0 sur 0Q. (2.21)

Si f € H(Q) , alors v € H'(Q) , avec |v]; < ¢|f]o , ce qui implique fi € [2(9) avec
filo < e1|flo -
Aussi , 6; € HY(Q) avec |6:]1 L c1|flo -
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On a déja vu que v € H*(Q) , donc v; € H?(Q) avec |v;]; < e1]flo -
Si f € H(Q) alors f; € H'(Q) et 6; € H*(Q) , avec

|fili L alfli et |6z <elfli-
On applique le Théoréme 10.5 pag 78 de [1] , et on déduit :

v; € H3(Q) avec |vi|s < a1 f|1 -
De la méme maniere on déduit que si f € H() , alors

v; € H4(Q) avec |vils < alf]2 -
Donc le lemme est vrai pour » € {2,3,4} , et il résulte en général par
interpolation .

On va montrer dans la suite un lemme similaire au Lemme 3.4 de [3] page 372 .

Lemme 2.7. Sir € [2,4] et A €€ avec Re ) > 0, alors 'opérateur
A+ A:V7(Q,0%) — PH™?(Q,C?) est inversible , et il existe une constante positive
c, telle que

A+ A7 fle < e(|fle=2 + N2 fl0), Ve PHQ,C?).
Preuve . On va étudier ’équation
M+ Av=f. (2.22)

On va chercher une solution faible de (2.22) , v = v! +1-v? avec v’ € V*(Q, R?) ,
telle que

1 )
v <v,w>q +A(v,w)o + 2(Bv,w)o = (f,w)o, Vw=w!+1-w?,avecw’ € V",

2
(2.23)
ol on pose

(v,w)o = Jqvw*dz , avec w* la conjuguée de w
A=A +1X;,avec \; >0, et
<v,w >a= ¥y Ja(vij +vi6)(w]; + w},) -

On notera dans la suite :

a(v,w) = %u < v,w>q +2(Bv,w)o + A(v,w)o .
Le calcul suivant :
(Bv,v)o=w L(vlv; — vyv7) dz = 2w - iL(vf vy — vivl)dz
ol on a posé v = v; + 1 - vi , nous donne
a(v,v) = [%u <v,v >q +/\1(v,v)o] +1- [/\z(v,v)o + 4wL(vf v; — vivd) d:c] .

Il résulte que
la(v,0)| > clol},
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donc on peut appliquer le Lemme de Lax-Milgram de [4] pag. 41 qui nous permets
de déduire ’existence d’une solution de I’équation (2.22) , qui satisfait &

vl < ¢|flo - (2.24)

1l est clair que

1 2 2
la(v,)? = [51/ <v,v> +A1|v|§] + [A2|v|§+ 4w'/r;(vf'v; — viv}) d:c] . (2.25)

Soit
B = [ {al(0) + (o1 + ()7 + (03)7] + (v} v} - v}od)} do

On distingue les cas suivantes :
Cas 1. Si A; > 2w , alors
[H| 2 (A2 — 20)lol5 .

Cas 2. Si \; < —2w , alors
[H| 2 |22 + 2w]Jvfg -
On peut réunir ces deux cas en disant :
Si [Az] > 2w , alors |H| > (|Xz] — 2w)[v|2 , (2.26)

ce qui avec (2.25) nous donne

la(v,v)|* 2 2v*(< v, >q)" + Allolg + (1] - 20)*|v]5 -

IV wir

Puisque $1%(< v,v >q)% > e[| + [v]§) , alors

la(v,0)[* 2 ex [ol} + {1 + AT + (1A2] = 20)°} - ol -

On peut écrire
er+ A2+ (JA2] —2w)? = er + A2 + 1A 4 2A2 — dw|dp| + 402 .
1 est clair que
202 — 4w|X;| 4+ 4w? > 0, pour [A;| > 8w
et
X+ 2 a1+,
ce qui donne finalement

la(v,2)| > es {Ivli + (1 + Ao} pour [Az] > 8w . (2.27)

On étudie maintenant la situation |A;| < 8w.
Dans ce cas , puisque la définition de a nous dit que

la(v,v)| 2< v,0 > +Aifolg 2 e {[vl] + (1 + M)o[5},
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et puisque

1
14+ >
+ 1"1+8w

(1 +1AD),

on peut écrire
la(v,0)| 2 es {|v]] + (1 + [ADIv[g} , pour [Xe] < 8w, (2.28)
ce qui avec (2.27) , en choisissant ¢g = min{cs,¢s} , nous donne
la(v,)| > cs {|v]? + (1 + |A])|v[3} , pour tout A €€ ,X; > 0. (2.29)
Si on fait w = v dans (2.23) et on tient compte de l'inégalitée ci-dessus , on tire

[vlo < cr(L 4 A7 flo - (2.30)

On utilise maintenant le Lemme 2.6. , et on déduit que ’équation (2.22) a une
solution forte v € V%(Q,C?) .

Si fe PH™? jalors f —\v € PH""? (parce que r < 4 ), et on déduit du Lemme
2.6 que

[vls < c[|flr-z 4+ 1A - [0lr2) < e[| flr-z + [2[C=D/ 7] - 0|37 <

1
<elfle-z + 5ol +cs IAI"2v]o ,

ce qui avec (2.30) , finit la preuve .

Fin de la preuve du Théoréme 2.5 .
Les deux lemmes précédents nous montrent que 'opérateur 4 a exactement les
mémes propriétés que ’opérateur A de la démonstration du Théoréme 3.2 de [3] .

On peut donc utiliser le méme argument , avec la transformation de Fourier en ¢ ,
et on aura une solution sur (0, T') du systéme

{ vy +Av=Pf

v(0)=0,
avec
lvllxr(cr) < cll fllxr-2(cr) - (2.31)

On continue comme dans la preuve du Théoréme 3.2 pag 374 de [3] , & la seule
différence qu’on va prendre V¢ = v(I — P)Av — 2(I — P)(Bv)+ Vg, + (I — P)f,
et on finit la preuve du Théoréme 2.5 .
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3 Résolution du probleme linéaire nonhomogeéne.

On va utiliser dans la suite les Lemmes 2.1 & 2.6 de [3] . Par commodité on va
énoncer ici les deux derniers lemmes .

Lemme 3.1.

(1) Soitr>1letr>s>0.8ve H(Q) etwe H(N), alors vw € H*(N) et
lowl, < clvl|wl, -

(1) Siv,w € HY(Q) alors vw € H(R) , et |vw|o < c|v|,|w|s

(111) Sive H(Q),r>1etwe (H Q) (I"éspace dual de °H*(R2) ), alors vw
est dans o H1() , et [vw|-y < |v||w|-;.

(v) Sive HY(Q) etwe HY(Q), alorsvw € ¢H! et pw|_; < clv|i|wlo .

Lemme 3.2.

Supposons que X,Y,Z sont des espaces de Hilbert , et M : X X Y — Z est une
application bilinéaire , bornée.

(1) Soitve H(0,T,X)etwe H*(0,T,Y) avecs > 1 . Si (vw) est défini par
(vw)(2) = M(o(2),w(2)) , alors

vw € H*(0, T, Z) et vw|, < clv|,|w], -

(11) Sis <2 et v,w satisfont aux conditions supplémentaires :

9fv(0) = fw(0) =0,0 <k <s—1,etsis—1n’estpas entier, alors Ia constante
c de (1) peut étre choisie indépendante de T' .

Comme en (3] page 374, si v € oH"(§)) avec 7 > 2, on peut considérer dxv
, k =1,2 , comme un élément de o H~!() ( le dual de °H*(Q2) ) , définit par la
relation :

< Opv,® Do H-10HI>= —'/;‘vaké dz, V&®c¢€ OHI(Q) )

ce qui nous dit que

|Okv]-1 < |v]o , et donc O est un opérateur linéaire , continu de o K"(Gr) dans
I.{'(GT) , ol

K7(Gr) = H°(0, T, H~(2)) N H'/*(0, T, o H~}(R2)) et

100l egy < Iollxe(n) » Y0 € oK"(Gr) -
On va considérer dans la suite ’espace :

X" ={(v,q), v € oK"(Gr), Vg€ K""%(Gr) , et ¢ € K"%?(Sr x (0,T))}
muni de la norme :

(v, Dlix- = l[vllg(er) + IVallxr-2(ar) + Il xr-s13(5px (0,7 -

Il est facile de voir que X™ est un espace de Banach .
On va définir un nouvel espace Y comme l'espace des éléments de la forme
(f, o, a, vo) , avec
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fe K*Gr),o € K(Gr),a € K3?*(Sp x (0, T)) , vo € oH1(), qui
satisfont a

V-v=0(0) dans Q, (3.1)
v9=0 sur Sp, (3.2)
MSF . Sgan(‘vo) = amn(O) B (3.3)

Il est clair alors que L = (L, L2, L3, L) définit par (1.27)-(1.30) ou par (1.31)-
(1.34) , est un opérateur linaire de X* dans Y™ .
On a d’abord la Proposition suivante :

Proposition 3.3.

Soit r,s > 0 , et H™*(Gr) = H°(0,T H*(Q)) N H"(0,T, H°(R)) . Alors pour tout
u € H*(Gr) ona wu-cos(wt) € H*(Gr) , avec

l[w - cos(wi) || Eruer) < cllullams(ar) -

Les mémes assertions sont valables avec sin(wt) .

Le résultat est évident pour r et s entiers , et la proposition en résulte par
interpolation .

Les deux théorémes qui suivent sont le but de cette section .
Théoréme 3.4. Pourr € (3, 1), I'opérateur L : X* — Y™ a un inverse bornée .

Preuve . Soit (f, 0,a,v) € Y.
On fera les notations

f=EFf
et
a= .Mls, E*a ,ou Mg, est donné au paragraphe 1.
En faisant le changement de la fonction inconnue
v=FE*v,

Iéquation L(v, q) = (f, 0, a, vo) sera équivalente au systéme

vy —vAb+2B9+Vg=f, (3.4)
Vii=o, (3.5)
qni — p ) (Bi5 + B53)m; = & (3.6)
J
( c’est & dire S(9,q)=a ) ,
TJ(O) = 70 - (3.7)
La Proposition 3.3 nous dit que
f € K"%(Gr) , et || fllxe-3(er) < cllfllxr—3(en) - (3.8)
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Puisque Mg, (8) est une fonction réguliere sur Sr , on peut tres facilement déduire
que

lallxe-sr2(spxco, ) < cllallxr-sr3(spx(0, 1) - (3.9)

Pour résoudre le probleme (3.4)-(3.7) on applique exactement les mémes étapes que
dans la démonstration du Théoréme 4.1 de [3].
Le term 2B ¥ de (3.4) qui n’apparait pas dans 1’égalitée (4.1) de [3] ne change rien,
on peut choisir a la page 376

(M (0) = vAve — Vg()(0) + F(0) — 2B v, .
Donc il existe (9,g) € X" solution de (3.4)-(3.7) , avec

1, 9)llx- < k(T)I(f; &, @, vo)ll¥- -

Mais v = E v , et grace a la proposition 3.3 on obtient

“(va Q)HX' <k (T) “(fa o, a, ‘Uo)”}" ’ (3.10)

ce qui finit la preuve .

Malheureusement , la norme de l'inverse de L dépends de T' . Pour améliorer ce
résultat on introduit les espaces suivantes :

o ={(v,q) € X", avec v(0) = v,(0) = 0 et ¢(0) = 0}
et
Y; = {(f,0,0,0) € Y" , avec £(0) =0, o(0) = 7,(0) = 0 , a(0) = 0} ,

ol on désigne par 7,(0) la trace de o, € H"=2/2(0, T, H™') dans (H* .
En raisonnant comme dans la démonstration du Théoréme 4.3 de [3] , on obtient
le résultat suivant :

Théoréme 38.5. L’opérateur L est inversible de X7 dans Yy , ot v € (3, I). Les
norms de L et L™! sont bornées indépendamment en T' .
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4 Preuve du Théoreme 1.1 .

Pour la preuve du théoréme principal du notre travail , on s’inspire de la
démonstration du Théoreme 1 de [3] (Section 5), en utilisant une méthode de point

fixe.

Soit Ty > 0 fixé , et on pose o1 = ¥; ;(v0)i,j(v0)j,i -

Le Lemme 3.1 nous dit que oy € H™2 .

De Lemme 2.1 de [3] on déduit qu'’il existe une fonction ¢° € K7(Gr,) , telle que
0°0) =0 et ¢%(0) =0, .

Si on écrit v = v-1, du Lemme 3.1 on déduit que pour tout v € H°(Q) , on a

v € oH1(R) , avec |v|-1 < c|vo -
1 résulte que 0° € K7(Gr,) , avec

1ol &gy < €llo®ll %6z, -
Soit (v%,¢°) € X"(Gr,) la solution donnée par le Théoréme 3.4 du probleme
L(vo’ qo) = (0, o’ A, o) ,

ol on pose

As = g(BE) ) @) — 2o {[(BE)] + [(BE)RIHE@R): , i=1,2.

On fera dans la suite le changement des inconnues
(v,9) = (+°%¢°) + (v, ¢") ,

ce qui nous améne & chercher la nouvelle inconnue (v?, ¢*) dans ’espace X7 .
On va utiliser les notations suivantes :

2°(t) = [ B(s)o%s) ds

(o) = "B (s)oi(s)ds

7(t) = n°(e) + 7°(8) = [ B ()lo%(s) + 0 (s)] ds
Ensuite on pose
7°(t) = BOU +7°0)]
7 () = Ee)n'(8)
(t) = 7°(6) + 7(t) = BOU +7°(2) + ()],

et finalement :

2 = W1 = 1+ 20 Be),
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£ =1+ 20y -1 B,

E0)= (T + 2 E(1),

Dn

() =T+ 5)7 -1 E(Y)

e =¢-¢ =+ g") ~u+ 2T .

Soit A°(v, q) 'opérateur défini par les membres de gauche de (1.18)-(1.20) et (1.22),
avec (£ , N) remplacés par (£°, N°) correspondant & 7,(Sr,t) .
On pose L°=A° - L.

De méme , on désigne comme dans la section 1 par A 'opérateur (non-linéaire)
définit pa.r les mémes relations (1.18)-(1.20) et (1.22), avec { et N determinés par
v=204!

On pose L1 A—A°.
Avec les notations précédentes , on peut écrire

A=L+L°+ L,
ou on rappelle que L est donné par les relations (1.27)-(1.30) .

On écrit :
L= (LO Lgv Lg’ Lg) )
Ltl)(v?Q) _VZ (ka ekg)ak(élgvtl)+ekjak((£lj el;;) Vil ]+Z(€k: ekt)qk ’ (4 1)

k,3\l

Lg("’, q) = 2(5):5 - eI:j)vj.k ) (4.2)

LY

L3(v,q) = q[ N? — (Ea):] - VZ{[(Ek, ex;)vik + (€ — €ii)vik [N; +

+(ekj’"i,k + ek,-‘v,-,k)[Nf — (En);1}, (4.3)
Li(v,q) =0, (4.4)
et finalement on écrit
L' = (Li, Lé’ L:ln Li) ’

\
ou

Li(v,Q) —VZ (éka gkg)ak(&.?v‘ l)+€k36k((fb 61.1) v‘l)]+2(€lﬂ sz)qk ’ (4 5)

k,g,l
L3(v,q) = ;(Ekj — &8 )Vik » (4.6)
Li(v,q) = g Ni— N2 1-v Y _{[(&ej— & )oik+(Eei— &R )vie IN;+(E;vi e+ Eivie ) (N;— N9)}
Ik
(4.7)
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Li(v,q)=0. (4.8)

Notre probleme peut s’écrire sous la forme

_ 1 _
A((v°%¢%) + (v1,¢Y)) = (0, 0, g7 N; — sz(ﬁf + 73 )V;, o)
c’est-a-dire
L(‘Ul,ql) + LO(vl,ql) + L1(vo, qO) + Ll(vl,ql) —
_ o
= (Oa Oa gﬁZNi - sz[(ﬁl)z + (nz)z ]Ni’ '00) - L(voa q0) - LO(,UO’ qO) ’
ce qui est équivalent a

L(vl, q1)+L°(‘v1, 91)+L1(vo’ qo)'l'Ll(vla ql)"'(o’ 0, al’ 0) = (0, -0, ao, 0)—LO(”°, qo) s
(4.9)

\
ou

a* = g(En')2N; + 9(E(z + n°))2(N: — N) — —wz{[( + (En'))*+

+(@ + (En')2)* = (M)? — (12)2 1N: + [(70)* + (72)* )(N: — N?)} (4.10)
et
a® = g(En°)oNY + g(Ez)o[ N} — (Ba)i] - —w’{[(n )*+
+(@3)* — (Bz)} — (Ez)3 |N? + [(1)" + (72)* ] - [ N? — (Ba)i]} . (4.11)

La relation (4.9) se met alors sous la forme :

L(v',¢') + F(v',¢)) = £, (4.12)
ol on a noté
F(v',¢") = L°(v*, ¢") + I*(v%,¢") + L' (v%, ¢%) = (0, 0, a*, 0) (4.13)
et
= (0, —d°, a% 0) — L°(2°,¢%) . (4.14)

1l est facile de voir que f € YT .
On voit immédiatement que pour montrer f € Y] , il suffit de montrer que

{Z( ;;)"’J, £t =10)+ Z(”O) i(va)ji = 0. (4-15)
Mais conformément a la définition :

o0 =11+ [ B2 a1 B,
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et en utilisant la formule générale : (A7), = —A"?A,A! , on tire

W+ [ B2 e =0= -2,

ce qui entraine
Ot =0)=—-2u 7. Ey(t=0),dou

Dv
2 — E*)(t=0)= -2,
(@ - B)lt=0) = —2%
1l résulte que (4.15) est vrai , donc f € Y] .
On pose dans la suite r = 34 26 , avec § € (0, 1) .
Le lemme qui suit est essentiel pour 'obtention du résultat :

Lemme 4.2 . L’application F envoi Xj(Gr) dans Y7 (Gr) et satisfait aux
inégalitées suivantes :

@) IF(, ¢y < Ko(R)T°||(v",¢")llx- , ¥ (v',¢") € Bx+(0, R) N X5(Gr)

(i) IF(v*,¢") = F(&", &)y~ < Ko(R)T*||(v",¢") — (3%,§")x-
V(v',q"), (3",¢") € Bx-(0, B)N X§(Gr) ,

ou Ko(R) est une constante qui ne dépends pas de T' < T , et ol on pose en général
Bx(z,l)={y€ X, |ly— z||x <}, pour un espace de Banach X ,
pourz € X etl>0.

Preuve . Il n’est pas difficile de voir que si (v!, ¢') € X5(Gr) alors F(v',¢') €
Y7 (Gr) . Pour montrer cette implication le plus délicat est de montrer que
[Li(v° ¢q°)]s(t =0) =0, c’est & dire [(£ — £°)v2](t =0)=0.

On a:
[+ 224 2Ty~ (14 D)2 (¢ =0) =
=@+ 20 DTy BT (4 2oy 2 ),

et cette expression est evidemment égale & 0 , parce que v,(0) = v;,4(0) = 0, donc F
envoi XJ(Gr) dans Y7 (Gr) .

On peut dire que F = (Fy, F3, Fs, Fy) , avec
F; = L?(vl’ ql) + L‘;(vo,qO) + L%('vla ql) — biza ’ ou
03 =1pouri=3et §;3=0pourz+#3.

Puisque les terms de F} et F; sont analogues aux terms correspondants du Lemme
5.1 de [3] (la seule différence étant qu’on a des facteurs de la forme sin(wt) ou cos(wt),
mais qui ne changent rien), on obtient :

IF1(v" ¢ xr-26r) < Ko(R) T°||(v*, ¢")llx- , (4.16)
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IF(v", ") = Fi(3%, ¢ ) ke-2(cr) < Ko(R) T?|I(v%, ") = (3%, @ Ix-»  (417)
172", ¢l kr (o) < Ko(B) T?|(0", ¢l (4.18)

[1F2(v', ¢") = Fo(34 @) k- (cpy < Ko(B) T?|I(v*, ") — (3%, )| x- - (4.19)

On utilise dans toute la démonstration du Lemme 4.2 les estimations
montrées dans [3] page 380-383 , c’est a dire :

Dl et ¢° sont de l’ordre T* dans les espaces H+4(0, T, H*~%(Q)) et C(0, T, H**%(Q)),
et %’i et £ sont de l'ordre T||v!|| g+ (c,) dans les mémes espaces .

Pour estimer les terms de F3 , on rappelle les notations faites dans la Section 1,
concernant la paramétrisation de la frontiere.
Il est clair que 7j(SF, t) est paramétrisé par 1’expression

m o\ _ 91(8) + m(9:(9), 92(9))
( M2 ) =B ( 92(8) + n2(91(6), 92(9)) ) ’

ce qui implique

! ! !
N = E(t _(92+"72))=Et- E@)( 7™
()( ¢+ (t)a + E(t) 4 ’
ou 7' signifie %n = 1,161 + 1,292 -

De méme

N° = E(t)a + E(t) ( —(f;g’) ) : (4.20)

ce qui nous permets d’écrire

N =N+ E(t) ( ’(1(7’}"1;,)' ) . (4.21)

Mais g; et g/ sont des fonctions réguliéres sur Sr et peuvent s’étendre sur  comme
des fonctions régulieres , donc implicitement N° et N seront étendus sur € .
D’autre part , puisque ¢'(z, 0) = 0 pour z € S , alors on peut étendre g' qui est
défini sur S X (0, T') & une fonction qu’on va noter aussi par ¢! pour commodité
définie sur Sg x (0, To) , de sorte que

“q1”K3/3+“(pr(0,To)) <c ||q1||K’/3+”(pr(O,T)) )

ou la constante c ne depends pas de 7.

On peut aussi étendre ¢° et ¢ sur 2 , en appliquant le Lemme 2.1(ii) de [3] , et on
obtient des fonctions g° et §* € K2+%(Q x (0, Ty)) , telles que

3 (z,0)=0 VzeQ,q =q"sur Srx (0, To) et ° = ¢° sur Sr x (0, Tp) , et
en plus

”‘IOHKHN(QX(O,TO)) < c||€l°||x=/=+=5(s,,x(o,T))
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et
17 | x2+26ax (0, 70)) < €Nla | x3r3438(5 x(0,T)) -

Ensuite , on utilise les mémes estimations pour %1’; , %ﬂzl , €0 et £, que celles
rappellées auparavant.
On observe aussi que pour 7° et 7' on a encore plus de régularité , c’est a dire :

n° est de 'ordre T dans les espaces H*4(0, T, H3-25(Q)) et C(0, T, H3+%¥(Q)),
et n' est de 'ordre T¢||v}||xr(Gy) dans les mémes espaces .

Avec ces observations , la majorations de tous les termes qui apparaissent dans
F3 est une simple application des techniques utilisées dans [3] page 380-383 , en
utilisant les Lemmes (2.1) & (2.6) de [3] . L’idée centrale ici , comme d’ailleurs
aussi pour les terms de Fj et F; , est que pour obtenir des majorations dans la
norme de H'+4(0, T, X) pour les produits des fonctions de la forme h,h; , avec
h; € H*(0, T, X;) , ot X,X; peuvent étre des espaces de Sobolev sur Q , on
cherche 4 appliquer les Lemmes 3.2 et 3.1.
Pour obtenir des constantes indépendentes de T' dans les inégalitées (donc pour
appliquer le Lemme 3.2(ii)) , si par exemple h; =0 ent =0, mais h, #0ent =0,
on écrit hy(t)h2(t) = hi(t)[h2(t) — h2(0)] + h1(t)h2(0) . Pour le premier produit on
applique le Lemme 3.2(4%) , tandis que pour le deuxiéme , le Lemme 3.1 (1) .
Pour les estimations dans la norme de L?(0, T, H?*%) , il n’y a aucune difficulté .
On obtient alors des majorations dans la norme de K2+2?5(Gr,) en prennant ¢° et
g*, et ensuite on se restreint sur Sg X (0, T') , en obtenant finalement

1 Fa(v', ¢") | xs2436(spx(o,1y) < Ko(R) T?||(v1, ¢*)| x- (4.22)
et
”F3(v1’ ql) - F3({’1’gl)nx’/”“(pr(o,T)) < Ko(R) TS“(”I’ ql) - ({’ls él)llx' , (4.23)

ce qui avec (4.16)-(4.19) finissent la preuve du Lemme 4.2.

Continuation de la preuve du Théoréme 1.1.
Nous voulons trouver (v!, q!) € X7 tel que

L(v',¢") + F(v',¢") = f
avec f € YJ , ce qui peut s’écrire :
(v',¢") = L7N(f - F(v',¢")) -

Soit G(v',¢') = L7}(f — F(v',q")) , et
By ={(v',¢") € X7 (v, ¢") — L7 fllxr < |IL7*fl|x-} -
On va montrer que G satisfaient aux hypothéses du théoréme de ’application contrac-
tion , c’est a dire :
G(B,) C G(B,) (4.24)
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et

IG(v",¢") = G(&", " )x- < dl|(v" — %, ¢" = @')llx-, ¥ (v',q"), (3',4") € By,

] (4.25)
avec une constante d € (0, 1) .

Il est clair d’aprés le Lemme 4.2 et le Théoréme 3.5 que
1G(v*,¢") = L7 fllx- = IL7H(F (", ¢ Dlix- < K1+ Ko(2(| L7 fllx-) - T°-[| (v, ¢ x-s

ou on note par K, , la norme de l'inverse de 'opérateur L de X} dans Yy .
D’autre part

IG(",q") = G(&", §)x- = L7 [F(v',q") = F(3',d)]llx- <

< Ky Ko(2| L7 fllxe) - (0" = 3%, 6" = @)lx- -
Si on choisit T' assez petit de sorte que

Ky - Ko(2|| L7 f||x+)-T% < 1, alors les conditions (4.24) et (4.25) sont satisfaites
avecd = % , ce qui finit la preuve du Théoréme 1.1.
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