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Resume Dans le premier chapitre, nous considerons des revetements finis etales 
galoisiens de couronnes rigides d’epaisseur nulle: nous demontrons que, quitte a etendre 
le corps de base, on peut prolonger un tel revetement en un revetement fini galoisien 
du disque ferme ramifie en un nombre fini de points. La preuve utilise la cohomologie 
du groupe fondamental profini de la couronne.

Dans le deuxieme chapitre, nous utilisons ces resultats pour relever un revete
ment fini galoisien de courbes algebriques sur un anneau de valuation discrete complet, 
de corps residuel le corps de definition des courbes, en introduisant des singularites 
unibranches lorsque le revetement de depart est sauvagement ramifie.

Abstract In the first chapter we study finite etale galois coverings of rigid annuli: 
we show that, up to a finite extension of the ground field, it is possible to extend such 
a covering to a finite galois covering of the closed disk, branched at a finite number of 
points. The proof has recourse to the cohomology of the profinite fundamental group 
of the annulus.

In the second chapter, these results are applied to the lifting of a finite galois 
covering of curves to a complete discrete valuation ring, admitting the base field of the 
curves as residue field, introducing cuspidal singularities whenever the original covering 
is wildly ramified.

Mots cl£s: revetement galoisien, groupe fondamental, cohomologie des groupes 
profinis, geometrie analytique rigide, courbes algebriques.

1





Remerciements

Michel Raynaud m’a propose ce sujet et m’a introduit aux theories touchees par 
cette these: il est impossible d’exprimer tout ce que je lui dois et tout ce qu’il a 
su m’apprendre tout en respectant mes temps de reflexion. Je lui suis infmiment 
reconnaissant pour la disponibilite avec laquelle il a exerce l’axt mai'eutique en dirigeant 
ce travail et pour avoir eu la patience de me guider a travers les difficultes de sa 
redaction.

David Harbater et Werner Liitkebohmert ont accepte d’etre les rapporteurs de cette 
these et ont accompli cette tache avec soin et dans le plus bref delai: je leur suis 
extremement reconnaissant et je voudrais remercier le premier pour ses conseils, qui 
ont permis une amelioration de la presentation des resultats, et le second pour avoir 
accepte d’etre membre du jury.

Luc Illusie me fait l’honneur de presider ce jury: je l’en remerde vivement.
Je tiens egalement a remercier Luden Szpiro, auquel je dois mon premier contact 

avec la geometrie aiithmetique lors de son cours de troisieme cycle et qui m’a invite a 
participer aux groupes de travail qu’il a organise.

Enrico Arbarello m’a introduit a la geometrie algebrique a l’Universite de Rome: je 
le remerde pour l’interet qu’il a porte pour ma formation.

Mes remerdements vont aussi a Arnaud Beauville, qui a rendu possible mon sejour 
dans ce laboratoire.

Je suis eniin reconnaissant a des nombreuses personnes qui m’ont aide a mener a 
bien la realisation de ce travail. Je tiens a remerder particulierement Ahmed Abbes 
pour ses conseils, entre autre en informatique, et Carlo Gasbarri pour s’etre prete a 
des nombreuses repetitions.

Durant l’elaboration de cette these j ’ai benefide d’une Allocation de Recherche du 
Ministere de la Recherche et de la Technologie.

1

Typeset by «4^̂ <S-TbX





Introduction

Soit R un anneau de valuation discrete, complet, de corps residuel k de caracteris
tique positive p, algebriquement clos. La valuation definit une topologie totalement 
discontinue sur le corps des fractions K  de R. Neanmoins, grace a la geometrie rigide 
de Tate [16], on peut parler d’une geometrie analytique globale sur le corps K.

Dans ce travail, nous etudions des revetement finis galoisiens de courbes analytiques 
rigides. Lorsque le degre du revetement est premier a la caracteristique residuelle p, la 
situation ne presente pas de nouveautes par rapport au cas classique (sur le corps des 
complexes); par contre, en travaillant avec des revetements de degre multiple de p, on 
rencontre des phenomenes de ramification sauvage, et on est confronte a des situations 
completement differentes suivant la caracteristique de K.

Dans le premier chapitre, nous considerons un revetement etale, galoisien de groupe 
G, de la couronne C =  {x G K  : |x| = 1}. Nous montrons que, quitte a passer a une 
extension finie K'/K , il peut etre prolonge en un revetement algebrique fini du disque 
D = {x ζ. K' :\x\< 1}, galoisien de groupe G et ramiiie sur un ensemble fini de points 
de D; lorsque p divise |G| et K  est de caracteristique 0, on ne peut pas en general 
trouver un prolongement ramiiie settlement a l’origine.

11 est interessant de remarquer que la complexite du groupe G ne joue aucun role: 
en fait on peut se ramener au cas ou G est extension d’un p-groupe par un groupe 
cyclique d’ordre premier a p.

Nous travaillons ici avec les groupe fondamentaux de courbes affinoi'des. Si A est 
l’algebre de l’affino’ide X , πι(Χ ) designe le groupe profini iri(SpecA); nous intro- 
duisons aussi un groupe fondamental τγι(£>ο) qui classe les revetement algebriques du 
disque D etales en dehors de 0. La solution au probleme suit alors d’une etude detaillee 
de la fleche naturelle TTi(C) —*■ 7Γχ(Ι>ο)· H s’agit de groupes profmis, et nos aurons en 
fait a traiter avec leur pro-p-quotients maximaux. Le premier paragraphe est done 
consacre a des rappels et a quelques resultats techniques sur les pro-p-groupes.

Si on neglige l’arithmetique du corps K  en travaillant avec des revetements geo- 
metriques, les pro-p-quotient fondamentaux qui interviennent alors sont des pro-p- 
groupes libres, et les resultats qui nous interessent se deduisent de leur cohomologie 
a coefficients dans Z/pZ. On est done ramene a l’etude des revetements cycliques de 
degre p, une situation que l’on sait traiter aisement grace a la theorie de Kummer ou 
d’Artin-Schreier.

Le deuxieme chapitre de cette these est une contribution a une question classique. 
Soit X  une i?-courbe propre et lisse, et soit

Pk · * Xh

un revetement fini, galoisien de groupe <7, generiquement etale de la fibre speciale de
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X . On demande s’il est possible de trouver un revetement fini

p : Y  — ► X

galoisien de groupe G de i?-courbes propres et Usses, qui se reduise suivant Pk-
En particulier, puisque toute courbe Xk propre et lisse sur k admet un'-R-modele 

propie et lisse X , on demande si, etant donne un revetement galoisien Pk —* Xk·, 
il est possible de le relever sur JR.

Grothendieck a demontre (SGA 1) que si pk est etale, il existe une unique solution a 
ce probleme; si pk est moderement ramifii, il existe une unique solution pour tout choix 
du diviseur de la ramification dans X . Par contre, si pk est sauvagement rapaifie et K  
et de caracteristique 0, il n’est pas possible en general de trouver un tel revetement.

Dans le chapitre II nous demontrons que, quitte k passer a une extension iinie K'/K , 
il existe un revetement galoisien de groupe G

p' :Y ' —* X  x RI t

de .R'-courbes propres normales, tel que la fibre spedale Yl de Y' soit reduite, admette 
un G-morphisme de normalisation Yk —► Y£ et ait au pire des points de rebrousse- 
ment au dessus des points sauvagement ramifies de X*. La fibre generique X k  de X  
est une courbe analytique rigide propre et lisse. Par les theoremes de Grpthendieck 
mentionnes d-dessus, on dispose d’un revetement galoisien modere de l’ouyert Uk  de 
X k complementaire des points se reduisant sur le diviseur de la ramification sauvage 
dans Xk- Apres une localisation etale, on est ramene a prolonger a l’inter̂ eur de ces 
disques un revetement galoisien dont le groupe est le groupe d’inertie au poiint de Xk 
correspondant, ce qu’on peut faire par les techniques de la premiere paxtie.
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C h a pitr e  I

Prolongements de revetements galoisiens de couronnes rigides
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§1-Rappels sur les pro-p-groupes

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques resultats cornrns sur les groupes profi- 
nis et leur cohomologie dont nous nous servirons dans la suite; nous renvoyons aux 
ouvrages de Serre [13] et Shatz [15] pour les demonstrations.

Un groupe profini est un groupe topologique limite projective de groupes finis (mu
nis de la topologie discrete): c’est done un groupe topologique compact totalement 
discontinu; une base de voisinages de l’unite est formee par les sous-groupes ouverts 
distingues. Les groupes profinis, munis des homomorphismes continus, forment une 
categorie ou les produits infinis et les limites projectives existent. Pour un nombre pre
mier p fixe, on appelle pro-p-groupe un groupe profini, limite projective de p-groupes 
finis.

Dans la theorie des groupes profinis, un role particulierement important est joue par 
les groupes libres; soit I  un ensemble d’indices et Λ (I) le groupe abstrait libre engendre 
par des elements {*<}ί€/> muni de la topologie discrete: le groupe profini libre engendre 
par les est le complete profini de A(J), i.e.

L(I) =  KmA{I)/U 
u

ou les U varient parmi les sous-groupes distingues de Λ (I) tels que 1) A(I)/U est un 
groupe fini, et 2) U contient presque tous les £,·. Le pro-p-groupe libre engendre par 
les {ar*}*€/ est defini comme la limite L̂ p\ l) =  lim^A(J)/t7, oti les U varient parmi
les sous-groupes distingues de Λ (I) verifiants les conditions 1) et 2) ci-dessus et encore
3) A(I)/U est un p-groupe.

L’appellation de groupe libre est justifiee par la propriete suivante, immediate a 
partir des definitions: si G est un groupe profini (resp. un pro-p-groupe) les morphismes 
de L(I) (resp. L^(I ) )  dans G correspondent bijectivement aux families d’elements 
{g*)i de G qui tendent vers zero suivant le filtre des complementaires des peirties finies 
de G.

Une propriete remarquable des groupes profinis est l’existence de sections continues: 
si /  : G\ -* G2 est un morphisme surjectif de groupes profinis, il existe une application 
continue s : G2 —* G\ telle que f  os soit l’identite stir G? (cf. Serre [13] prop. 1, p.I-2). 
Cela deja suffit a prouver la

Proposition 1. Un groupe profim libre L (resp. un pro-p-groupe libre L ^ ) a la 
propriete de relevement pour les suites exactes de groupes profinis (resp. les suites 
exactes de pro-p-groupes)

1 -> N _► E ^  Q -► 1

i.e. pour tout homomorphisme <j>: L -* Q il existe un homomorphisme <f>' : L —► E tel 
que φ =  ποφ'. En particulier tout automorphisme a d’un quotient L/S de L se releve 
a un endomorphisme de L.
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Le premier enonce est evident a paxtir des pyoprietes mentionnees ci-dessus. Le 
deuxieme est une application de la propriete du relevement a la suite

1 -> S -► L A  L/S 1

et au morphisme φ : L —* It/S L/S.
Si G est un groupe projbp, on note Cq la categorie des G-modules discrets, i.e. la 

categorie des groupes ab&i#s£ avec topologie discrete munis d’ime action continue de 
G, Si A £ Cg on peut definiiles groupes

Cn(G,A) = HomGo*t(Gn, A) 

et un cobord d : Cn(G, A) -* Cn+1(G, A) par la formule usuelle

n
(ΑΦ){9ΐι · · •sffn+l) =  9ΐ·Φ(.92ι · · ·>ί7η+ΐ) "H V * X ~ i )  Φ(.9ΐι · · ‘ 1 9i9i+1» · · ·>17η+ΐ)

*=1

+  ( r - l ) n+V ( ^ i , . . . ,ffn)·

La cohomologie de G a valeurs dans A est alors definie comme la cohomologie du 
complexe (Cn(G, A),d); en particulier H°(G,A) == AG, le sous-groupe des elements 
de A invariants sous l’actlon de G et, si A est muni d’action triviale, H1(G!, A) =  
HomCont(G,A). En fait on peut prouver que les Hq(G, —) sont des 6-foncteurs uni- 
versels de Cg dans la categorie des groupes abeliens et que Hq{G> —) est le q-ieme 
foncteur derive a dxoite de JET°(G, —) (cf. Shatz [15], prop.5, p.29).

La cohomologie des groupes profinis est relive a la theorie analogue pour les groupes 
finis par la proposition suiV&nte:
Proposition 2. (Serre [13]prop.8, p.I-9) Si (G*)/ est un systeme projectif de groupes 
profinis et (A,·)/ un systeme inductif de Gi-modules discrets (les morphismes Aj —» Aj 
etant compatibles avec les Gj —» Gi), alors, pour tout q > 0:

Gi, Um Ai) =  Um J3"9(G,, A,)

Si p est un nombre premier fixe, on appelle p-dimension cohomologique d’un groupe 
profini G, le plus petit enjtier n tel que, pour tout q > n, la p-composante primaire 
de Hq(G,A) soit nulle pour tout G-module discret de torsion A; on le note cdpG. Bn 
fait, pour montrer que cdpG =  n il suffit de verifier que Hn+1(G,A) =  0 pour tout 
G-module discret simple aimule par p (Serre [13], prop. 11); la proposition 2 permet 
alors de se reduire au cas d’un module fini (tout G-module A comme ci dessus etant 
limit,ρ inductive de ses sous-modules de type fini). Si G est un pro-p-groupe, le seul 
G-module discret, simple annule pax p est TL/ρΈ, muni d’action triviale (Serre [13], 
prop.20, p.I-32):
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Hn+1(G, Z/pZ) = 0.

Bien entendu, on a G =  {1} si et seulement si cdpG = 0 pour tout nombre premier 
p; de plus, on a la caracterisation suivante:
Proposition 4. (Serre [13], prop. 16, p.I-23) Soit G un groupe proSni, p un nombre 
premier. Alors cdpG < 1 si et seulement si G a la propnete du relevement pour les 
suites exactes de groupes profinis

ou le noyau N est un pro-p-groupe.
La proposition 3 nous permet de nous bonier, dans la suite, a l’etude de la seule coho- 

mologie a coefficients dans Z/pZmuni de Faction triviale; en particulier H1(G1 Z/pZ) = 
Hom(G,Z/pZ).

Le sous-groupe de Frattini G* d’un pro-p-groupe G est deiini com me le sous-groupe 
ferme distingue de G intersection des noyaux de tous les homomorphismes χ : G —* 
Z/pZ. L’application g i-> <j>g, ou

<j>g :H 1(G,Z/pZ)^>Z/pZ
x -> x(g)

etablit un isomorphisme entre le groupe compact G/G* et le dual du groupe discret 
fl’1(G, Z/pZ) (duaJite de Pontijagin).
Proposition 5. (Serre [13], prop.23p.I-35) Une condition necessaire et suf&sante pour 
qu’un homomorphisme

φ '. Gi — ► G2

entre pro-p-groupes soit surjectif, est que 1 'homomorphisme induit

< p :  G i / G l  - *  G 2 / G 2  

soit surjectif, ou, dualement, que Vhomomorphisme

Η1{ φ) : Η1(ΰ 2, Z/pZ) -+ H1 (Gx, Z/pZ)

soit injectif.
Puisque les images homomorphes d’un pro-p-groupe libre L̂ P\T) sont determinees 

par les images d’un systeme de generateurs, on voit bien que

H1 (LW (J), Z/pZ) =  JJ Z/pZ
1

Proposition 3. Si G est un pro-p-groupe, cdpG est le plus petit entier n tel que
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φ·.Β '(β ,  z / p z j - j j z / p z

un homomorphisme. Alors:
(1) Π existe un morphisme f  : lSp\ l) —* G tel que φ =  Hx{f).
(2) Si φ est injectif, f  est snrjectif.
(3) Si φ est bijectif et si cdpG < 1, /  est un ispmorphisme.

Corollaire 1. Tout pro-p-groupe est quotient d’uu pro-p-groupe libre. Pour qu’un 
pro-p-groupe soit libre, il faut et suffit que cdpG < 1.
Corollaire 2. Si L est un pro-p-groupe libre, tout automorphisme de L/L* se re/eve 
a un automorphisme de L.

II suffit pour cela d’appliquer le critere precedent au relevement donne par la propo
sition 1.

Nous dirons qu’un sous-groupe F  d’un pro-p-groupe libre L est un facteur direct de L 
si l’indusion naturelle i : F  —♦ L admet un sdndage, i.e. un homomorphisme s : L -* F  
tel que soi =  1 p. Si N est le noyau d’un tel sdndage s, Γapplication F *N  —» L induit 
un isomorphisme en cohomologie et est done un isoznorphisme, car die est surjective et, 
L etant libre, elle admet un sdndage surjectif: on en deduit que F  est necessairement 
un sous-groupe distingue de L, libre, cat la dimension cohomologique d’un sous-groupe 
ferme est majoree par la dimension du groupe. De meme, le sous-groupe N  defini 
ci-dessus est un facteur direct libre de L: nous dirons qu’il est un supplementaire de F: 
remarquons que ce sous-groupe, comme le sdndage s qui le definit, n’est pas unique.
Proposition 7. Soit F  un pro-p-groupe, f  : F  —* L un homomorphisme de F dans 
un pro-p-groupe libre tel que Hl (f) soit surjectif: alors f  fait de F un facteur direct 
de L.

Preuve. Soit H — f (F )  l’image de F, i : H <—> L l’indusion naturelle. H est un sous- 
groupe ferme du groupe libre L (ces groupes sont compacts); il est done libre. Puisque 
l’application composee H1(L,Z/jpZ) —*■ HX{H,TLfph) —* ^(F^X/pX) est surjective, 
le deuxieme homomorphisme est surjectif, mais il est aussi injectif, car JP —► H est 
surjectif (proposition 5).

On a alors que Hx(i) : H1(l/,Z /pZ) —* Hl (H, Z/j?Z) est un homomorphisme sur
jectif de Z/pZ-espaces vectoriels, qui admet done un sdndage 7 : iT1(H ,Z/pZ) —*· 
iT1(L, Z/pZ); par dualite de Pontrjagin et par la proposition 6, il existe un homomor
phisme surjectif g : L —* H td que H1(g) =  7 . On voit bien alors que l’homomorphisme 
f  * j  : H * ker <7 —* L (j  etant l’indusion naturelle) est un isomorphisme, car il l’est en 
cohomologie (proposition 6).

D’autre part, i?1( /)  : fl’1(L, Z/pZ) —* Hl(H, Z/pZ) est aussi un homomorphisme 
surjectif de Z/pZ-espaces vectorids; par la proposition 6 , le scindage σ : ff^ i^ Z /p Z )

Proposition 6. (Serre [13] prop.24 p.I-36) Soit G un pro-p-groupe, I  un ensemble et
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—*· Z/pZ) se releve en un homomorphisme s : L —* F  tel que σ — H1(s), et s
est suijectif puisque σ est injectif. De plus, f  o s\g est un endomorphisme du pro-p- 
groupe libre H qui induit l’identite en cohomologie: on en deduit que /  o s|# est un 
isomorphisme. En particulier s \jj est aussi injectif, et done /  etablit un isomorphisme 
entre F  et le facteur direct H.

Nous terminons ce paragiaplie par un lemme sur le pro-p-groupes qui nous sera utile 
dans la suite.
Lemme 1. Soit L un pro-p-gronpe libre, Γ un groupe fini d’ordre premier a p. Alors 
une action de Γ sur L/L* se releve en une action sur L.

Preuve. On notera n l ’ordre de Γ, premier a p. Soit 6  l’ensemble des couples (5, <ps) 
formes d’un sous-groupe ferme distingue S de L et d’une action <ps : Γ —► Aut(L/S) de 
Γ sur L/S. On peut ordonner Θ par la relation suivante: on dit que (S\ ψε·) < (*S, <ps) 
si

1 ) 5 ' C 5;
2) Les actions tps et ips· sont compatibles, i.e. le diagramme

L/S' -------  ̂ L/S

vs(<r)

L/S'---------  ̂ L/S

est commutatif pour tout σ E Γ.
© est non vide (L* € Θ) et si {5 j}ie/ est une chaine dans Θ, S =  Hie/ es* 1111 

majorant de la chaine (l’action de Γ sur L/S ~  limL/Si est delude a partir des L/Si). 
On peut done appliquer le lemme de Zorn a 6  pour trouver un element maximal N de 
6 ; on va montrer que N =  { 1}.

Par la propriete de relevement des pro-p-groupes libres (prop.l), tout element σ de 
Γ peut se relever en un automorphisme σ de L: en choisissant un relevement pour tout 
σ G Γ on peut former le sous-groupe Γι, a priori infini, de Aut(L) engendre pax tous 
ces σ; nous conviendrons de prendre 1 =  1.

Si JV φ { 1}, il existe un sous-groupe ouvert distingue U de L tel que N quitte 
a remplacer U pax Πο^Γ &ΪΡ) on Peut supposer que XJ soit stable sous l’action de Γι· 
On va montrer qu’il est possible de relever l’action de Γ sur le quotient L/U Π N, ce 
qui contredit la maximalite de N.

Considerons la suite exacte

1 N/N n U —* L/N n U —*■ L/N -> 1

Puisque U est ouvert, N/N Π U est un p-groupe fini. On a alors que pour tout σ G Γ 
et pour tout element x € L/N Πϋ, am'otd<T(x).x~l appartient au groupe fini N/N DU 
pour tout entier m; on en deduit que l’action de tout generateur de Γχ sur L/NnU est

9



d’ordxe fini et que Γ χ  agit sur L/N Π  U via un quotient fini convenable Γ2. Par abus 
de notation on continuera a appeler σ l’image de a par la projection Γχ —► Γ2.

Si pm est la plus grande puissance de p divisant (I^l.et si η = |Γ|, puisque on a 
suppose (n, p) = 1, on peut trouver un entier a tel que pam = 1 (mod n): l’application

φ : Γ 
σ

constitue un scindage ensembliste pour la projection canonique Γ2 —* Γ telle que tout 
element φ(σ) soit d’ordre premier a p. Ced nous permet de montrer que cette applica
tion φ est en fait un morphisme de groupes: si σ et r  sont deux elements de Γ, l’element 
α = φ(σ)φ(τ)(φ(στ))~ι de Γ2 laisse stable N/N Π  U et agit trivialement sur L/N; on 
a done que le sous-groupe A — (a) de Γ2 stabilise la suite normale a un cran

L / N n u  D N / N n u  D {1}

Le lemme suivant implique alors que Λ est reduit a l’unite, et done φ est bien un 
scindage: on peut done munir L/NC\U d’une action de Γ, de sorte que NnU appartienne 
a 6 , ce qui contredit la maximaJite de N.
Lemme 2. Soit M un pro-p-groupe, A C Aut(M) un sous-groupe fmi d’ordre premier 
a p. Si A stabilise une suite normale

M = M0 DM1 D - O M n = {l}

(i.e. tout Mi est stable par A et A agit trivialement sur les quotients successiis) alors 
A = { 1}
Preuve. C’est une simple extension au cas profini d’un result at dassique sur les p- 
groupes finis: M  =  ]xmM/U est une limite projective de p-groupes finis ou les U sont 
des sous-groupes ouverts distingues compacts, formant un systeme de voisinages de 1. 
Le groupe A etant fini et M  Hausdorff, l’intersection de tous les sous-groupes ouverts 
distingues, compacts de M  stables pax A est reduite a l’unite: on peut done supposer 
que le systeme de voisinages dioisi soit forme d’ouverts Λ-stables. Pour un U donne, 
la suite normale {M«} induit une suite normale

M/U D Mx/V Π Mx D · · O  Mn/U Π Mn =  {1}

pour le p-groupe fini M/U stabilisee par l’action de A (car (Mi/U Π M{)/(Mi+i/U Γ1 
Afi+i) est un quotient de Mi/Mi+ι): cela implique que le groupe A agit trivialement 
sur le p-groupe fini M/U (cf. Gorenstein [3], corollaire 5.3.3); pax passage a la limite 
on en deduit que A agit trivialement sur M.

Remarque. Si Γ agit sur L/L* pax automorphismes interieurs, la meme demonstration 
met en evidence que Γ peut etre releve en un sous-groupe de Int (L).

- Γ 2
— a>am
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Lemme 3. Si φ : Γ —► Aut(L) et ψ : Γ —» Aut(L) sont deux relevements d’une action 
de Γ sur L/L*, il existe un automorphisme a de L, induisant l ’identite en cohomologie, 
tel que ψ(σ) = α ο φ(σ) o a -1 , pour tout σ G Γ.

Preuve. On note Φ = <£(Γ) et Φ = ψ(Τ) les deux sous-groupes de Aut(L) images de Γ; 
si S est un sous-groupe distingue de L stable par Φ et Φ, on note Φ5 (resp. Φ5) faction 
de ces groupes sur le quotient L/S. Soit 21 l’ensemble des couples (5, as) formes d’un 
sous-groupe ferme distingue S de L, stable par <£(Γ) et ^(Γ), et d’un automorphisme 
as G Aut{L/S) tel que Φ5 =  ats$s<*s1· On peut ordonner 21 par la relation suivante: 
on dit que (S', 0:5») < (5 ,as) si

1 )S 'C S ‘,
2) as> se reduit sur as , i.e. on a un diagramme commutatif

L/S· ------- »· L/S

L/S’ — — ► L/S

21 est non vide ((L*, 1) G 2t) et si {(£,·, <*5*)}ι€/  est une chaine dans 21, 5 = f|i€/ S{ et 
l’automorphisme as de L/S ~ limX/5,· defini a partir des ast definissent un majorant 
de la chaine. On peut alors appliquer le lemme de Zorn a 21 pour trouver un element 
maximal (N, αχ) de 21; on va montrer que N =  { 1}.

Par la propriete de relevement des pro-p-groupes libres (prop.l), apt peut se relever 
en un endomorphisme a de L qui est un automorphisme car il induit l’identite en 
cohomologie (corollaire 2 a la prop. 6).

Si N φ { 1}, il existe un sous-groupe ouvert distingue U de L tel que N <£. U\ quitte 
a remplacer U par Πσ€Γ {Φ(σ)(^) n ^ (U)) on peut supposer que U
soit stable simultanement sous l’action de Φ, Φ et άΦά-1 .

Considerons la suite exacte

1 -+ N/N n U - 4  L/N n U -*· L/N -* 1

et notons G le sous-groupe de Aut(L/NnU) forme des automorphismes qui stabilisent 
N/N Π U. On dispose alors d’une suite exacte

1 -► H -> G Aut(L/N) -> 1

ou rpr est la reduction mod. N/N Π U et H est le sous-groupe de G forme des auto
morphismes de L/N Π U qui induisent l’identite sur L/N; puisque N/N Π U est un 
p-groupe fini, tout element de H est d’ordre une puissance de p, car N contient L*.

Notons (de fagon assez abusive) Γ le sous-groupe Φλγ = on^ noĉ 1 de Aut(L/N), 
et soit G\ =  rjf1 (Γ) le sous-groupe de Q des automorphismes qui se reduisent sur un
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element de Γ. Gi est une extension du groupe fini Γ d’ordre premier a p par le p-groupe 
H

^Nr\u et a$Nnu&~1 definissent deux scindages de cette suite exacte, et sont done 
conjugues: il existe un element β E H tel que

%Nnu =  β<χΦΝΓ\υ<χ~Χβ~Χ

Comme β induit l’identite mod. NCtU, βά se reduit sur αχ, et on a bien que L/NΓΊU 
muni de l’automorphisme ttjvnu =  β<* definit un element de 21, ce qui contredit la 
maximalite de (iV,ajy).
Corollaire. Soit L un pro-p-groupe libre, F un facteur direct de L et soit φ : Γ -+ 
Aut(L) une action d’un groupe Uni d ’ordre premier a p. Supposons que F soit stable 
sous cette action. Alors F admet un supplementaire stable.

Preuve. Considerons le groupe de cohomologie H1 (L, Χ/ρΈ): il s’agit d’un Z/pZ-espace 
vectoriel, muni d’une action de Γ qui stabilise le facteur direct H1 (.F, Z/pZ). Puisque 
Γ est cydique d’ordre premier a p, on peut trouver un supplementaire J9rl(i7,Z/pZ) a 
H1 (F, Z/pZ) dans HX(L, Z /pZ), stable sous Taction de Γ.

Soit E un supplementaire de F  relevant ίΓ1(ί?,Ζ/ρΖ). Par le lemme 1, on peut 
relever Taction de Γ a E. A present, on dispose de deux action de Γ sur L: d’une 
part, Taction φ : Γ —► Aut(L) donnee au depart et de l’autre une action defmie a paxtir 
de la decomposition φ : Γ —■* Aut(F) * Aut(E) qui coincide avec φ sur le premier 
facteur et est le relevement de Taction en cohomologie sur le deuxieme. Par le lemme 
precedent, il existe un automorphisme a de L, induisant l’identite en cohomologie, tel 
que ψ(Γ) =  α^(Γ)α_1: il est maintenant facile de verifier sur le diagramme

r τL —---- * L

"I “I
L -HZU L

commutatif pour tout σ G Γ, que M := oc(E) est un supplementaire de F  (l’homomor- 
phisme F  * M  —► L donne l’identite en cohomologie), stable sous Taction du groupe 
φ( Γ).

§2-Prolongement de revetements galoisiens de couronnes rigides

Soit K  un corps complet pour une valuation discrete v, R l’anneau de la valuation, 
7Γ une uniformisante de R, k le corps residuel, qu’on supposera algebriquement dos de 
caracteristique p > 0.

12
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Une algebre de Tate est une if-algebre topologiquement de type fini, i.e. isomor- 
phe, comme if-algebre topologique, a un quotient d’une algebre de series foimelles 
restreintes K {X i , . . . ,  X n} (rappelons qu’une serie formelle F =  arX1 est dite re- 
streinte lorsque aj —► 0 quand |J| —* oo). Nous renvoyons a l’article original de Tate 
[16] pour une discussion des proprietes de ces algebres.
Exemples 1. a) L’algebre K { X }  des series convergentes sur le disque unite ferme 
D = {x € K  : |x| < 1} de la droite affine sur K.

b) L’algebre K {X , Y}/(XY  — 1) des series convergentes sur la couronne d’epaisseur 
nulle C — {x £ K  : |x| = 1}, “bord”de D.

c) L’algebre K {X , Y}/(XY — πη) des series convergentes sur la couronne C(r) =  
{x £ K  : r < |x| < 1} de rayon r = |π|η < 1.

Si A est une algebre de Tate et /o , . . . ,  f n est un ensemble d’elements de A engendrant 
l’ideal unite, on peut former le quotient B = ·Α{Υϊ,. . . ,  Y „}/(/i — foYi, — /o^n); 
l’inclusion A —*B  donne lieu a une application Sp5 —*■ Sp A entre les spectres maxi- 
maux de ces algebres de Tate qui envoie SpJ3 sur la partie U =  {x  G SpA : |/*(®)| < 
|/o(x)|} de Sp A (si x est un point de SpA, le corps K{x) = A/m* est une extension 
ftnie du corps complet K, et done il existe une unique extension a K  (x) de la valuation 
d eK ) .

Les parties U de Sp A du type decrit ci-dessus sont dites ouverts standards de Sp A. 
On definit une topologie de Grothendieck sur Sp A  ou les ouverts sont les parties de Sp A 
possedant un recouvrement fini par des ouverts standards. Un recouvrement ouvert de 
Sp A est dit admissible s’il admet un raffinement fini pax des ouverts standards.

On peut munir l’espace topologique X  =  Sp A  d’un faisceau d’anneau Οχ  tel que 
pour tout ouvert standard U = SpB de X , Γ(Ϊ7, Οχ)  = B (cf. Tate [16], 8.2).
Definition. L’espace annele X  = SpA, muni de le topologie de Grothendieck et du 
faisceau Οχ  introduits ci-dessus, est dit espace analytique rigide affinoide.

On definit egalement la categorie des espaces rigides affinoi'des de fagon immediate, 
sur laquelle on peut etendre un grand nombre des notions usuelles en geometrie. En 
pcirticulier on appellera revetement etale de l’affinoi'de Sp A un morphisme /  : Sp B —» 
SpA defini par une A-algebre finie etale (au sens algebrique) B et on dira de plus que 
/  est un revetement galoisien si A est l’algebre B G des invariants de B sous Faction 
d’un groupe fini G operant librement.
Definition. On appelle disque rigide standard (resp. couronne standard) l’espace rigide 
affinoi'de de l’exemple l.a (resp. l.b); on les note D et C respectivement.
Definition. Si X  est un espace rigide affinoi’de connexe d’algebre de Tate A, a; un 
point geometrique fixe de Spec A, on definit le groupe fondamental profini de X  par la 
formule

it χ(Χ,ω) =f 7Ti(Spec Α,α;)

(ou le ΐΓχ d’un schema est au sens de SGA 1).
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Une telle definition est justifiee par le fait qu’un revetement fini etale dp X  corre
spond a une Λ-algebre finie etale et done a un revetement etale du schema SpecA.

On a done une equivalence de categories entre lea revetements finis etales Y  de X  et 
les ensembles finis munis d’action de iri(X , ω) etablie par le foncteur Y  t-* Ηορΐχ(α>, Y).

Definition. Si X  est un espace rigide affino'ide, on dira qu’un revetement etale Y/X 
est tin revetement geometrique de X  si Y  est geometriquement connexe, i.e. s’fl reste 
connexe apres toute extension finie du corps K.

Definition. Si X  est un espace rigide affino’ide, on definit le groupe fondamentai 
geometrique de X  comme le noyau du morphisme canonique ω) —*· Gali(Jf, K ):

(1) 1 —» TTi(X,u;)g£om —■» πι(Χ ,ω ) -4  Gal(K,K) —► 1

ou K  tine cloture separable fixee de K  dans le corps de ω.

Cette definition ne depend evidemment pas du choix de ω et de K.
Ce groupe, qui n’est pas un groupe fondamentai d’un espace rigide a proptement 

parler, puisque on ne dispose pas d’une geometrie rigide sur K  (ce corps n’etant pas 
complet en general), peut toutefois etre interprete comme groupe des revetements 
geometriques de X  dans le sens suivant: puisque Gal(K/K) est la limite projective des 
groupes Ga1(L/K), ou L varie parmi les extensions finies galoisiennes de K  contenues 
dans K , on deduit de la suite (1) que

*1 (X , w)giom = Um πι (X  x K L, ω)
L / K

On va etudier le probleme suivant:
Probleme. Soit C' un revetement fini, etale, galoisien, geometnque de groupe G de 
la couronne C: est-il possible de le prolonger en un revetement fini raznifie galoisien 
geometrique de groupe G du disque D? Peut-on trouver un tel revetement rami£e 
seulement a l ’ongine?
Proposition 1. Apres une extension finie L/K du corps de base, tout revetement Uni 
etale galoisien de la couronne C se prolonge en un revetement fini du disque D, qui est 
etale et galoisien de meme groupe en restriction a une couronne d’epaisseur non nulle 
Ci,(r) =  Sp L {X ,Y }/ (X Y -* l ) .
Preuve. Supposons, pour commencer, que le revetement C'/C soit monogene: notons 
A = K i X . X - 1}  l’algebre de I^te de C et B =  ^ {A :}^ -1] l’algebre de D -  {0}, 
X  coordonnee de Laurent sur le disque. Soit A/  =  A[α] =  Α[Τ\/φ(Τ) l’algebre d’un 
revetement galoisien monogene de groupe G de C; on peut approcher le polynome 
φ(Τ) 6 A[T], qu’on supposera unitaire, par un polynome unitaire f(T) G B[T] du 
meme degre. Toute racine de f(T) (dans une cloture algebrique du corps des fractious 
de A) est proche d’une racine de <f>{T) et done /  est un polynome separable. Si de plus
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on choisit /  suffisamment proche de φ pour que la racine a de /  qui approche a verifie 
l’inegalite

|α -  α|υ < inf \σα -  α|„

le lemme de Krasner montre que >l[ot] = ·Α[α], ce qui permet de prolonger le revetement 
donne en un revetement fini de D. Ce revetement est etale en dehors d’un nombre fini 
de points: en particulier on peut trouver une couronne d’epaisseur r > 0, C(r), et un 
revetement etale C"(r) de C(t) qui prolonge C‘ .

Π est possible que l’epaisseur de cette couronne ne soit pas entiere, i.e. que r > |π|, 
et done que la couronne semi-ouverte r < |x| < 1  ne contienne pas de points rationnels 
sur K; il est alors necessaire d’intro duire une extension finie L du corps de base, pour 
en faire apparaitre.

Le germe de prolongement est unique: de fagon precise, si le revetement C' de C 
possede une section e, cette section se prolonge au dessus de C(r) pour r suffisament 
grand (cf. Raynaud [9], lemme 3.4.3); en appliquant cette remarque au revetement 
II.Aut(C'(r)/c’ ) C'{r) de C(r), on voit bien que si C’ fC  est galoisien, quitte a augmenter 
r on peut supposer que le revetement prolonge C'{r)/C{r) est galoisien de groupe G.

On a suppose que le revetement etait monogene: cette hypothese n’est pas restric
tive, car le fait que K  soit infini implique que localement (pour la topologie de Zaiiski 
sur Spec A) toute A-algebre finie etale est monogene (cf. Raynaud [7], prop. 11 p. 
34). Soit encore A' l’algebre du revetement C'/C et fixons un point c E C: il existe 
alors un voisinage de Zariski U de c et un element a € A' tel que A %  =  Λ[α]| u* Si 
C — U =  (αχ,. . . ,  a*}, pour δ suffisament petit, les disques Δ* = {x E K  :\x — ai| < 6} 
sont contenus dans C et tous disjoints. Posons V = C — Ui=i^*, V est un ouvert 
standard de C. On peut prolonger le revetement Α[α]|ν par les methodes ci-dessus: 
en le recollant au revetement initial au dessus de l’ouvert standard V on trouve le 
prolongement cherche.
Corollaire. Avec les notations de la proposition, la restriction du revetement prolonge 
au dessus de la couronne semi-ouverte r < |z| < 1  est decomposee en une somme de 
revetements galoisiens de groupe de galois resoluble, produit semi-direct d’un p-groupe 
par un groupe cydique d’ordre premier a p.

Preuve. Nous reprenons id les arguments de Raynaud [9], 3.4. La couronne Cl(t) = 
SpL {X ,y } /(X y  — π” ) sur la quelle on a prolonge le revetement de depart admet un 
modele formel standard

C(r) =  SpiRL{ X ,Y } / X Y - v l

(nous renvoyons au prochain chapitre pour une explication de cette terminologie): e’est 
un schema formel affine dont la fibre spedale Spec k\X,Y\/XY est formee de deux 
droites affines qui se coupent transversalement en un point O sur lequel se spedalisent 
les points de la couronne rigide ouverte 0 < v(x) < r. On peut alors etablir une bijection 
entre les composantes connexes de C’L{r) au dessus de l’interieur de Cj;(r) et les points
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de la fibre spedale de £'(r) au dessus de O, et entre les groupes de decomposition 
de ces composantes et ceux des point correspondants. Pour r snffisament grand, le 
sous-schema reduit Qk de la fibre speciale de C'(r) au dessus de la droite {Y  = 0} 
est normal aux points qui sont au dessus de O (cf. Raynaud [9], lemme 3.4.2); notons 
yiy · · ·, Vd ces points. Si tfc est le point generique de la composante irreductible de Qk 
passant par yt* et Όη.,Ιη. designent respectivement les sous-groupes de decomposition 
et d’inertie en le groupe DVi /IVi opere fidelement sur la composante irreductible 
de Qk passant par yt·: si Jy. C Όηί/Ιηί est le sous-groupe d’inertie en t/,·, le sous- 
groupe de decomposition DVi C G en yi est alors extension de JVi par Ifli· Quitte a 
etendre ulterieurement le corps L, de fagon a eliminer l ’inertie provenant de la base, on 
peut appliquer les theoremes dassiques sur les groupes d’inertie des corps locaux (par 
exemple Serre [14], corollaire 4.2.4) pour montret que ces groupes de decompositions 
sont resolubles, extension d’un groupe cyclique d’ordre premier a la caracteristique 
residuelle p par un p-groupe. Par la correspondence d-dessus, la restriction de C'(r) au 
dessus de la couronne semi-ouverte 0 < v(x) < r est alors im revetement decompose 
du type indique.
Remarque 1. L’interet du corollaire est bien sur de simplifier la situation du groupe G.

Remarque 2. Dans la demonstration de la proposition 1, on a prolonge un revetement 
galoisien de C en un revetement ramifie du disque D (pour l’instant non galoisien), 
c’est a. dire un revetement ramifie algebrique de l’anneau de .D.

Soit S l’ensemble fini des points de ramification: si K  est de caracteristique nulle, 
Lutkebohmert a montre que tout revetement rigide de D — S se prolonge en un revete
ment algebrique ramifie de D (cf. Lutkebohmert [5], corollary 2.9). Par contre, un tel 
enonce est faux en egale caracteristique (cf. ioc. ctl, example 2.10).

Dans la suite nous eviterons cet ecueil en travaillant systematiquement avec des 
revetements algebriques ramifies d’affino'ides.

Avant d’enoncer les theoremes, nous passons en revue quelques exemples typiques 
des cas que nous aurons k traiter; nous utiliserons d’ailleurs les considerations faites a 
cette occasion au cours des demonstrations.
Proposition 2.a. Tout revetement cyclique de degre premier a p de la couronne C se 
prolonge en un revetement Sni galoisien de D, etale en dehors de 0 .
Preuve. Soit (n,p) =  1 et donnons nous un revetement cyclique de degre n de la 
couronne C. Par la theorie de Kummer, ce revetement est monogene, donne par une 
equation Τη — α(Χ) =  0, a(X ) une unite de K {X ,X ~ x} (comme k est algebriquement 
clos, R contient les radnes n-iemes de l’unite). On peut approximer a  par un polynome 
de Laurent a(JST) G ϋΓ{Λ’}[Χ _1] qui est encore une unite sur C. Si π est l’uniformisante 
de R, on peut ecrire a(x) =  irNxMa'(x), ou a’(x) e  R[x] est inversible de norme 1 sur C : 
a'(x) =  it(l+ 6(x)), b(x) G τ i?[*]: l+ 6(x) aximet une racine n-ieme, car (n,p) =  1, et la 
theorie de Kummer permet de remplacer l’equation de depart: on peut done prolonger 
le revetement en un revetement galoisien (le groupe Z /nZ  agissant par multiplication
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pax les puissances d’une ratine primitive de l’unite) du disque ramifie seulement a 
l’origine.
Proposition 2.b. Si K  est de caracteristique 0 et contient les radnes p-iemes de 
l'unite, tout revetement galoisien de degre p de C se prolonge en un revetement fini 
galoisien de D, etale en dehors d’un nombre fini de points.

Preuve. Par la theorie de Kummer on peut supposer que le revetement en question est 
monogene, donne pax une equation Tp — α(Χ ) =  0, ct(X) tine unite de K {X ,X ~ 1}. 
Par la proposition 1, on peut approximer a pax un polynome de Laurent a(X) € 
-ΒΓΙ-Υ}^-1] qui est encore une unite sur C. En essayant de repeter le raisonnement de 
la proposition precedente, on peut ecrire la serie binomiale (1 + X )x{p = Σι^ι 
avec v(ai) =  —I et done, dans les notations de la preuve de la prop. 2.a, le polynome 
1 + b(x) admet une radne p-ieme seulement si b(x) G 7rri2[:c], avec r > + 1. Dans 
le cas (η,ρ) φ 1 on est done force d’admettre de la ramification a l’origine et sur 
l’ensemble fini a(x) = 0.
Proposition 2.c. Si K  est de caxactenstique p, tout revetement galoisien de degre p 
de la couronne C se prolonge en un revetement ήηί galoisien de D , etale en dehors de' 
0.
Preuve. Pax la theorie d’Artin-Schreier on peut supposer que le revetement en question 
est monogene, donne pax une equation Tp — T — cn(X) — 0, a(X ) € K {X }[X ~ x], et 
le prolonger en un revetement galoisien du disque epointe, donne pax une equation 
Tp — T — a(X) = 0, a(X) 6 ϋΓ{Χ}[Χ-1]: e’est bien un revetement fini galoisien du 
disque, ramifie au plus en 0.

Pour traiter des revetements arbitrages de C nous allons etudier plus en detail les 
groupes fondamentaux de C et de D. Pour ne pas trop alourdir la notation, nous 
eviterons de mentionner le point base ω de ces groupes, que nous supposerons fixe une 
fois pour toutes dans C.

Notons 7Γι(Ζ>ο) = 7Ti(Spec jRl{X}o) le groupe fondamental qui classe les revetements 
finis de D etales en dehors de 0; soit π[ρ\ θ) (resp. 7r^(D0)) le plus grand pro-p- 
quotient de 7Ti(C) (resp. tti(Do), cf. remaxque 2).

Comme nous venons de le voir dans les exemples ci-dessus, le cas le plus simple se 
presente lorsque K  est de caracteristique p.
Lemme 3. Supposons K  de caracteristique p > 0. Alors la Seche naturelle

uW : —* n[p)(D0)

induite par Vimmersion C D fait de 7r^ (C ) un facteur direct de (Do).

Preuve. π ^ (Ι)ο) est libre car cdp πι(Χ>ο) < 1 (la p-dimension cohomologique d’un 
schema affine noetherien de caracteristique p est au plus egale a un, cf. SGA 4 III, th.
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5.1 p. 58); la theorie d’Artin-Schieier et la proposition 2.c montrent que tout homo- 
morphisme continu

/  : » iP)(C) — ► Z /pZ
s’etend en un revetement du disque epointe d’equation Tp — T  — a/(x) = 0; puisque 
l’equation du revetement correspondant a un produit d’homomorphismes fg  est Tp — 
T — ocf(x) — ocg(x) =  0, on a bien demontre que

: E 1(* (1”)(Do),Z/pZ)— >B1(* (Ip>(C),Z/pZ)

est surjectif: il ne reste plus qu’a appliquer la proposition 7, §1.
Du lemme precedent on deduit immediatement le corollaire suivant:

Theoreme 1. Si K  est de caracteristique p, tout revetement galoisien de degre une 
puissance de p de la couronne C se prolonge en un revetement fini galoisien du disque 
D avec meme groupe, ramifie au plus en 0.
Remarque S. Signalons au passage, bien que nous n’aurons pas a nous en servir dans la 
suite, que, quitte a passer a une extension finie du corps IT, le lemme 3 et son corollaire 
restent valides, sans hypotheses sur la caracteristique de K , lorsque on remplace p 
par un nombre premier l  φ p. Pour cela on peut utiliser le meme raisonnement en 
remplagant la theorie d’Artin-Schreier par la theorie de Kummer: tout ce dont on a 
besoin est un renseignement sur la dimension cohomologique de τγ^(Ι?ο).

Dans le cas d’inegale caracteristique la proposition 2.c montre bien qu’il n’est pas 
possible, en general, d’avoir le meme resultat pour des revetements de degre divisible 
par la caracteristique residuelle; de plus les groupes fondamentaux sont de p-dimension 
cohomologique au moins 2, si le corps K  n’est pas algebriquement clos.

Nous allons plonger le disque rigide D dans P^-, sur lequel on peut definir une 
structure d’espace analytique rigide (non affinoide) par recollement de deux copies de 
D, centrees en 0 et oo, le long de la couronne C. Pour le groupe fondamental profini 
du schema P^ — {0, oo} on dispose encore d’une suite exacte du type (1)

1 -  ^ (P jf  -  {0, oo}) iri(P jf -  {0 , oo}) Gal(g ,K )  1

ou le noyau est le groupe fondamental du schema affine P^. — {0, oo}.
Si S =  {α ι ,...,α « } est un ensemble fini de points de P^ — C, contenant 0 , oo, 

rationnels sur une extension finie L/K, on dispose d’un morphisme de groupes profinis

VS ■■ * i(C ),io „ -  * ,(C  x *  £) * ,(P i -  S)

ou us est l’application definie par l’immersion C Χχ L —* PlL — S (L/K etant une 
extension finie, le corps L est complet pour l’unique extension a L de la valuation de 
K] en particulier, C x k  L est la couronne rigide standard sur le corps complet value 
L).
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Lemme 4. Supposons K  de caracteristique 0. L’application

= H m ^  : wip)(C)giom — ► -  5)
s s

on la limite est prise sur les ensembles finis S de points geometnques de Pj^ — C, fait
de Tr^(C)g£om un facteur direct de lim π ^ (Ρ β. — S). ̂ s
Preuve. Le groupe fondamental πχ(Ρ^. — S) est libre de rang s — 1 > 1 et peut etre 
engendre par s elements σ ι ,. . . , σ ,, σ,· etant un generateur profini d’un groupe d’inertie 
au dessus de a*·, avec la relation Πί=ισ* = * (c ·̂ SGA 1, cor. 2.12 p. 392); si S' D S, 
le morphisme tti(P^. — S') —► 7Γχ(Ρ .̂ — S) (relatif au meme point base ω) est defini en 
envoyant σ*+ι,. . . , σβ<-» sur 1.

Les fleches : 7r^ (C ) —» tt^(P^. — S) induites par les immersions sont evidem- 
ment compatibles avec le systeme projectif et donnent lieu a un homomorphisme en 
cohomologie (cf. prop 2, §1)

H1(Um5r<’,)(P ^-S ),Z /pZ ) = lk}H1(*<’>)(P^.-S),Z/pZ) -> (<?)»*»»> Z/pZ)

La theorie de Kummer et la propositon 2.b montrent que tout revetement geometri- 
que cyclique (defini sur une extension finie L/K) de degre p de C se prolonge en un 
revetement geometrique de P^ — S, pour un ensemble fini S de points rationnels sur L 
de P^ — C suffisamment grand, et done la fleche ci-dessus est surjective. D’autre part, 
le pro-p-groupe Hmir^^P^. — 5) est libre, car

iT2(lim7rip)(P^ -  S),Z/pZ) = UmJi2(w{p)(Pk -  5),Z /pZ) = 0

(cf. prop.3, §1). On peut done appliquer la proposition 7, §1, ce qui acheve la demons
tration.
Theoreme 2. Si K  est de caracteristique nulle, pour tout revetement geometrique 
etale galoisien de degre une puissance de p de la couronne rigide, il existe une extension 
finie L/K, telle que ce revetement se prolonge en un revetement fini, geometrique, 
galoisien de meme groupe, du disque D Χχ L etale en dehors d’un nombre fini de 
points rationnels sur L.
Preuve. 11 est immediat, a partir de la proposition precedente, que tout morphisme 
surjectif ΰ : 7rjP̂ (C)gi0m G dans un p-groupe fini G, peut etre prolonge en un 
morphisme surjectif tium · limir^^P^. — S) —► G. t?jjm s’annule sur presque tous les
generateurs de lim7r^(P^. — S): on peut alors trouver un ensemble fini S de points de 
P r  suffisament grand pour que i?/tm factorise par un morphisme surjectif t?s tel que

(P) a

(3) ύ : ^ p)(C)giom ^ ( P j .  -  S) 4  G
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Π ne reste plus qu’a se restreidre a D Χχ L — {5  Π D χ χ  L}, L etant une extension 
finie de K  sur laquelle le revetement tis '· — S) —> G est defini.

Pour traiter le cas d’un revetement fini d’ordre quelconque on a vu que, quitte a 
faire une extension finie de K y il suffit de considerer des revetements par des groupes 
G qui sont resolubles, prodiiits semi-directs d’un p-groupe P par un groupe cyclique 
Γ d’ordre premier a p (cf. Corollaire a la Proposition 1). On va d’abord prolonger au 
dessus de P^- — {0,oo} le revetement cyclique de groupe Γ, C" = C '/P  de C, ce qui 
est possible grace a la theorie de Kummer (cf. proposition 2.a), et ensuite prolonger le 
P-revetement C' de C" en appliquant le theoreme 1 ou le theoreme 2, selon la cara- 
cteristique de K: il faut s’assurer que ce deuxieme prolongement peut etre construit 
de fagon equivaxiante sous Paction natulelle de Γ, pour que le revetement compose soit 
encore galoisien.
Theoreme 3. Si K  est de caxacteristiqne nolle et C'/C est un revetement Uni etale 
geometnque, galoisien de groupe G =  P k  Γ, produit semi-direct d’un p-groupe P  par 
un groupe cyclique Γ d’ordre premier a p, de la couronne ngide d’epaisseur nulle, il 
existe une extension finie L/K, telle que ce revetement se prolonge en un revetement 
geometnque Sni, galoisien de meme groupe du disque D χ χ  L, prive d’un nombre fini 
de points rationnels sur L.
Preuve. En considerant la tour des revetements de C:

C’ C" = C’/P ^  C

on peut d’abord prolonger C'/C  en un Γ-revetement X " de X  =  P^- — {0, oo} (cf. 
proposition 2.a).

Par la formule de Hurwitz, un revetement fini etale de degre premier a p de P^. — 
{0 , oo} est totalement ramifie en 0, oo et isomorphe a P^- — {0, oo}: un revetement 
etale geometrique X  de degre premier a p de P ·̂ -i {0, oo} est done une courbe sur K  de 
genre geometrique 0 qui, puisque 0 est totalement ramifie, possede un point rationnel 
sur IT, et qui est done isomorphe a P^· — {0, oo}.

On peut alors, en appliquant le theoreme 1 ou le theoreme 2, selon la caracteristique 
de K  et quitte a faire une extension finie LfK, prolonger le P-revetement C' de C" en 
un P-revetement de X "  ~  P^- — {0, oo}, etale eii dehors d’un ensemble fini de points 
S" C X"(L). Toutefois, pour que le revetement compose

Χ· Λ  X "  = X ’/P I* X

soit galoisien de groupe G, il faut prendre soin de construir ce P-revetement X' —*· X "  
de fagon equivariante sous 1’action de Γ.

De fagon precise, le groupe Γ, cyclique d’ordre premier a p, agit sur X "  — S" et sur 
C", de fagon compatible a 1’inclusion: en appliquant le foncteur ττχ, on dispose d’une 
action de Γ sur lim tti (X M — 5"), et on en deduit une action de Γ sur les pro-p-quotients
maximaux qui laisse stable le facteur direct
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L’homomorphisme suijectif ϋ : 7c[p\ c") —* P peut etre prolonge en un morphisme 
surjectif tium : lim π[ρ\ χ "  — S") —* P qui est Γ-equivaxiant si on peut trouver un
supplemental au facteur direct 7r[p̂ (C") qui soit stable sous l’action de Γ.

Cette deniere condition etant satisfaite grace au corollaire au lemme 3, §1, on peut 
construir un prolongement Γ-equivaxiant X ' —> X "  de C' —»· Cw, de fagon que le 
revetement compose X ' —> X, qui prolonge le revetement initial C'/C, soit encore 
galoisien de groupe G: il ne reste plus qu’a se restreidre a D Χχ L — {S n D  Xk  L}, L 
etant une extension finie de K  sur laquelle le revetement -ds" ’ τ*χΡ̂ [X " — S") —*■ P  est 
defini.
Theoreme 4. Pour tout revetement etale Uni galoisien geometrique de la couron
ne ngide d’epaisseur nulie, il existe une extension Unie L/K, telle que ce revetement 
se prolonge en un revetement geometnque fini, galoisien de meme groupe du disque 
D Χχ L, prive d’un nombre fini de points rationnels sur L.

Preuve. Pax la proposition 1 et son corollaire, quitte a etendre le corps K , on peut 
prolonger le revetement C'/C en un revetement etale galoisien de groupe G de la 
couronne C(r) =  {x  G K  : r < |x| < 1}, tel que la restriction de C'(r) au dessus de 
la couronne semi-ouverte r < |x| < 1 est un revetement decompose en une somme de 
revetements galoisiens de groupes resolubles du type Ρ κ Γ .

Quitte a etendre ulterieurement le corps K, on peut trouver une couronne d’epais
seur nule A = {x € K  : |*| = Γχ}, contenue dans C(r) (i.e. avec r < Γχ < 1). 
Si Λ' =  C'(r) x A est la restriction de C'(r) au dessus de A, on peut appliquer le 
theoreme 3 pour prolonger le revetement resoluble (reductible) Λ'/Λ en un revetement 
Δ' du disque Δ  = {x  € K  : |x| < rx}.

C'(r) et A' definissent deux prolongements du revetement Λ'/Λ. On a deja men- 
tionne le fait que le germe d’un tel prolongement est unique: pour r, Γχ suffisamment 
proches, C'(r) et A' coincident sur la couronne r < |x| < Γχ; on peut alors les recoller 
en im revetement galoisien de groupe G de D.
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C h a p itre  II

Relevement de revetements galoisiens de courbes algebriques
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Soit k un corps algebriquement clos, corps residuel d’tm anneau de valuation discrete 
complet R et soit Xk une courbe lisse sur fc. Le probleme du relevement de Xk en une 
jR-courbe lisse X  (ayant Xk pour fibre speciale) a ete etudie dans SGA 1, exp. III. La 
solution, par des methodes infinitesimales, utilise le langage des schemas formels:
Theoreme 0. (SGA 1, III.6.10) On peut trouver une R-courbe formelle et lisse X se 
reduisant suivant Xk-
Remarque 1. Le schema formel X est une limite inductive de schemas X n sur \β/πη, 
n G N. Pour un n donne le faisceau des germes d’automorphismes de Xn+i qui induisent 
l’identite sur X n est canoniquement isomorphe a θ χ Η <S>k nnR {&xk etant le faisceau 
tangent a Xk, cf. SGA 1, III.6.1); de meme, si X n et son* deux schemas lisses sur 
Rfirn+1 se reduisant sur X n mod. 7rn, le faisceau des H/ πn+1 -isomorphismes de X n+i 
dans * ; +i induisant l’identite sur Xk est un torseur sous θ χ Η (SGA 1, III.6.2).
On a alors une classe d’obstruction au relevement global de X n en un X n+i dans le 
H2(Xo,&xh TrnR) (SGA 1, III.6.3), qui est nulle puisque Xo est de dimension 1; 
par ailleurs, le relevement Xn+i n’est pas unique en general, puisque l’ensemble des 
classes de i? /7rn+1-isomorphismes des X n+i se reduisant sur Xn est un torseur sous 
Η1(Χο,θχΙι <8>* TnR). En particulier, la cotirbe formelle X n’est pas unique: dans la 
suite on supposera fixe un choix d’un relevement formel X de Xo·
Corollaire. Si Xk est une courbe propre et lisse sur k, on peut trouver une R-courbe 
propre et lisse X  se reduisant sur Xk-

Π suffit pour cela d’appliquer le prindpe GAGA formel (cf. FGA, exp. 182, thm.
4): par les memes techniques employees d-dessus, un faisceau ample sur Xk se releve 
en un faisceau coherent inversible sur X , dont une puissance convenable definit une 
immersion fermee de X dans un espace projectif sur R. Par les theoremes des fonctions 
formelles (cf. FGA, exp. 182, thm. 1 et 2), la courbe formelle propre et lisse X est 
algebrisable, i.e. isomorphe au complete formel X  d’une R-courbe algebrique propre et 
lisse X  le long du sous-schema ferme Xk-

Le but de ce chapitre est l’etude du probleme suivant (cf. Oort [6]):
Probleme. Supposons que Xk soit propre et fixons une R-courbe propre et lisse X  se 
reduisant sur Xk; soit

Pk · Yh — ► X*
un revetement genenquement etale, galoisien de groupe G, de courbes lisses sur k. 
Peut-on trouver un revetement galoisien de groupe G, de R-courbes lisses

p : Y — >X

se reduisant sur pk?
Bien entendu, on n’a pas besoin d’hypothese de proprete pour formuler ce probleme, 

en demandant un relevement formel de pk- La reponse a cette question depend de la 
ramification de pk- Pour un revetement etale on a le resultat suivant:
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Proposition 1. (SGA 1,1.8.4) Le fonctenr de specialisation

2) i— >2) x R k

etablit une equivalence de categories entre les revetements etales 2) de X et les revete
ments etales de la fibre spedale X*. et, en particulier, entre revetements galoisiens.
Corollaire. Tout revetement etale galoisien Yk —> Xfe de courbes propres et lisses se 
releve en un revetement Y  —► X  etale galoisien de meme groupe de R-courbes propres 
et lisses.

Un resultat analogue pent etre etablit pour des revetements moderes (cf. corollaire
2 au lemme 3 plus loin); rappelons qu’une extension B/A d’anneaux de Dedekind 
est dite moderee en un ideal maximal p de A si pour tout ideal b au dessus de p 
l’extension residuelle B/b est separable sur A/p et 1’indice de ramification ne divise 
pas la caracteristique de A/p.

Pour des revetements sauvagement ramifies la reponse au probleme de depart peut 
etre negative. C’est le cas, par exemple, si R est un anneau d’inegale caracteristique, 
pour le quotient d’une courbe par son groupe total des automorphismes,

Pk : Yk — ► Xfc =  Yk/Aut(Yk)

lorsque ce groupe a plus que 84(</(Υ&) — 1) elements (de telles courbes existent en 
caracteristique positive, cf. exemple 2 plus loin); si on pouvait relever pk en un revete
ment p :Y  —* X  de .R-courbes lisses, la fibre generique Yk  serait une courbe lisse sur 
un corps de caracteristique 0 telle que Αυίκ(Υκ) ^ &4(g(YK) — 1), et par un theoreme 
classique de Hurwitz on sait que ce n’est pas possible.

Parfois il est possible de relever le revetement Yk —► Xfc seulement sur une extension 
ramifiee de R, ce qui conduit a formuler une variante du probleme (weak lifting problem, 
dans la terminologie de Oort [6]): dans cette direction Oort, Sekiguchi et Suwa [11] ont 
montre que tout revetement cyclique de degre p peut etre releve sur l’anneau W(fc)[£], 
ou W(k) est l’anneau des vecteurs de Witt de k et ζ une racine primitive p-ieme de 
l’unite.

Le contrexemple ci-dessus (cf. aussi l’exemple 1 plus loin) montre toutefois que l’on 
ne peut pas esperer un relevement pour tout revetement sauvage en inegale caracteris
tique, meme sur un anneau plus ramifie.

Par contre, nous montrerons id  que l’on peut “relever”tout revetement galoisien 
dans le sens suivant:
Theoreme 1. Soit X  une courbe propre et lisse sur R, et soit

Pk-Yk-^Xk
un revetement fini genenquement etale, galoisien de groupe G de courbes propres et 
lisses sur k. H existe alors une extension Snie R' /R et un revetement genenquement 
etale, galoisien de groupe G

p· : Y' X ' = X  x R R!
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venfiant les conditions suivantes:
(1) Y' est une R'-courbe propre noimale.
(2) Π existe un G-morpbisme u

Y k - ^ Y l

w
Xk

qui est un isomorphisme en dehors du diviseur de la ramiGcation sauvage de 
Pk-

(3) La fibre speciale Υζ est reduite, unibranche et u est sa normalisation; en parti- 
culier Y£ est homeomorphe a 1 *.

Comme nous venons de le voir, traditionnellement l’etude de ce type de problemes a 
ete conduit par des techniques de deformations infinitesimales; nous poursuivrons dans 
cette approche en employant le language des espaces analytiques rigides.

On a deja utilise les espaces rigides affinoides tout au long du premier chapitre: le 
lien entre ceux-ci et les schemas formels affines est tres simple. Si X =  Spf A  est un 
schema formel affine noetherien, spectre formel d’une i?-algebre noetherienne complete 
pour la topologie 7r-adique, pax EGA 0, 7.5.3, A  est une JZ-algebre topologiquement 
de type fini, i.e. A  est isomorphe, comme i2-algebre topologique, a im quotient de 
l’algebre des series formelles restreintes J2{Ti,. . . ,  Tr} par un ideal X (necessairement 
de type fini, puisque R{T}  est noetherienne). Au schema formel X  on peut alors 
associer l’espace rigide affinoi'de X k  = Sp(A K), spectre maximal de l’algebre de 
Tate K {T i,. . . , Tr}/X ® K.

La notion d’espace rigide general est moins evidente; la definition qui semble le 
mieux adaptee au besoins de la geometrie formelle a ete proposee pax Raynaud [8].

La categorie des espaces rigides separes et quasi-compacts est definie comme la 
localisation de la categorie des 12-schemas formels sepaxes de type fini et complete pour 
la topologie π-adique pax rapport aux eclatements admissibles, ou on dit qu’un faisceau 
coherent d’ideaux T est admissible s’il contient une ptdssance de l’uniformisante tt, et 
on appelle edatement admissible de X  le long de J  le morphisme X' —* X, ou X! est le 
schema formel complete π-adique de l’eclatement de X  en X.

Pax definition, on a done que tout schema formel (separe, complet, de type fini) 
definit un espace analytique rigide, et im morphisme d’espaces rigides est donne pax 
un triplet (Χ ',σ ,/) :

X'

X %
ou σ est tm eclatement admissible et /  un morphisme de schemas formels. Un 

autre triplet (£", r, g) donne lieu au meme morphisme d’espaces rigides s’il existe un
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troisieme eclatement admissible 3?" de X qui domine (£ ',a ,/ )  et (30", r, g) dans un 
sens evident.

Les raisons pour le choix d’une telle definition (expliquees dans le memoire cite) 
sont motivees par le desir de faire le lien entre les recouvrements standards des ouverts 
affino'ides et les recouvrements usuels de la geometrie algebrique et formelle (i.e. par 
des ouverts complementaires des zeros de sections d’un fibre inversible): le choix de 
structures entieres sur X k  conduit a des ideaux admissibes, et il faut les eclater pour 
les rendre inversibles.

Plus concretement, on peut assoder aX un  espace topologique X k et un faisceau 
d’anneaux Οχκ, obtenus par recollement des Sp(Ai®K), pour un recouvrement affine 
fini X = Spf Λχ·. si I  est un ideal admissible de Οχ, par definition il contient une 
puissance de π, et done X 0  K  est l’ideal unite de Οχκ , et l’eclatement n’a aucun 
effet sur Χ χ· On retrouve ainsi la definition de Khiel, plus proche de la geometrie 
analytique (cf. Bosch, Giintzer, Remmert [1]).

Tout 12-schema formel separe de type fini X definit done de fagon canonique un espace 
rigide separe quasi-compact X k  qu’on appelera fibre generique de X\ inversement, tout 
espace rigide separe et quasi-compact est la fibre generique de schemas formels qu’on 
appelera des modeles entiers de Χκ· De fagon analogue, tout faisceau coherent sur X 
definit un faisceau coherent sur X k  (en tensorisant par K ) et tout faisceau coherent 
sur X k  provient d’un faisceau sur X.

Les schemas formels propres correspondent aux espaces rigides propres, et l’on 
retrouve les theoremes usuels de finitude de la cohomologie coherente. Si le schema 
formel X est algebrisable (i.e. X =  X  est le separe complete d’un 12-schema propre le 
long de sa fibre speciale), l’espace rigide Xk  defini ci-dessus est isomorphe a l’espace 
XfP qu’on peut associer a la fibre generique de X  (cf. Bosch, Gunzer, Remmert [1], 
9.3.4); si X n’est pas propre on a settlement une immersion ouverte Xk  *-» X f?· En 
particulier, pour tout espace analytique rigide propre, le choix d’un modele entier per- 
met d’appliquer les resultats UGAGA formel”de EGA III cites ci-dessus; par exemple 
toute courbe rigide propre est la fibre generique d’une 12-courbe algebrique propre. Ce 
type de raisonnement prend le nom de GAGA rigide.

Nous demontrerons le theoreme 1 par une suite de constructions locales, suivie de 
recollements. Nous commencons par nous placer dans le cas affine. Soit X =  Spf A  
une 12-courbe formelle, affine et lisse, x 6 X(R) un point de X, xt sa reduction mod π. 
Soit Yk —* Xk un revetement fini, galoisien de groupe G de la fibre speciale de X, etale 
sur Uk =  Xk — {x*}· Soient y\,.. .,yr les points de Yk au dessus de xs: fixons-en un, 
disons yi, et notons I  — lyi son groupe d’inertie.

L’immersion ouverte Uk t-» Xk se releve en une immersion ouverte de schemas 
formels il *-»· X (EGA IV, 2.7.1): on dispose d’une equivalence de categories entre 
les revetements etales de Uk et de il (cf. proposition 1) et done en particulier d’un 
revetement etale de groupe G, 9J —► it qui se reduit mod. π sur la restriction de 
Vk = - f  Uk.
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Notons Uk (resp. X k , Vk ) les espaces rigides fibres generiques des schemas formels il 
(resp. X, 03); le complementaire de Uk dans Χ χ  est forme des points qui se spedalisent 
sur xa.

La premiere etape consiste a se ramener au cas d’un revetement de groupe J, le 
groupe d’inertie en xa au moyen d’une localisation etale. Rappelons que si H est uns 
sous-groupe de G et si Y —► X  est un revetement (de schemas ou d’espaces rigides) 
galoisien de groupe H, le revetement induit Ind^Y de X  est defini par

r  = I ]K ,
7€Γ

ou Γ est un systeme de representants des classes a gauche de G/H. Si g € G et ο  € Γ, 
il existe un unique β € Γ et un unique h £ H tels que ga =  /3h, et on definit l’action 
de G sur Indg en convenant que ς\γα envoie Ya sur Υβ par h. Pour plus de details cf. 
Raynaud [9], 4.1.
Lemme 1. Quitte a retrecir Spf A, il existe une Λ-algebre A1 verifiant les conditions 
suivantes:

(1) A1 est une A-algebre formelle etale et fidelement plate.
(2) H existe un seul point au dessus de xa dans la fibre spedale A1 de A1 <8> k.
(3) Le revetement Y£ —► Spec Λ1, deduit par changement de base, est decompose: 

Y* = IndfZk- H en est de meme pour le revetement de la fibre generique 
V% —*■ U\c deduit du changement de base.

Preuve. Notons Yk = Spec B. Si Ah est un henselise de l’anneau local AZt, la Ah- 
algebre finie Bh =  B <2>a Ah est decomposee, Bh — Πί=ι ·®ν<» les y% etant les ideaux 
maximaux de B au dessus de xa. Ah est limite inductive filtrante de AXf -algebres 
locales-etales {A£e}, et soit Ba =  B <S>a Aa: on a done que, pour a suffisament 
grand, l’algebre B£a =  Ba ® A*a est decomposee, les idempotents qui definissent la 
decomposition de Bh =  lim appartenant a B%a pour a 0.

Fixons un tel a et posons ξ = χα; la courbe Y*. etant lisse, les anneaux locaux BVi 
sont normaux et on s’autorisera un abus de notations en appelant encore yi l’unique 
point de Spec Ba au dessus de yi € Spec J5. Π est standard que la decomposition 

= m =i By. puisse s’etendre a un voisinage ouvert de £: il suffit de se rappeler que 
Â  =  lim  ̂ AJ et de relever les idempotents de la decomposition de B£ sur AJ
pour un /  convenable.

Dans la suite nous remplacons A par Af et A  pax A ^ ,  le complete π-adique de
S~lA, S =  { / n} et /  un relevement de / ;  nous noterons A1 = AJ et B1 =  Ba <8>a« AJ.

Chaque composante connexe de B1 contient un seul ideal ηι au dessus de £ et 
le groupe de decomposition de cette composante est le groupe d’inertie en yi". le 
revetement B1 /A1 galoisien de groupe G est done un revetement induit, B1 = IndfC1, 
ou C1 est la composante de B1 contenant ηχ.
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On peut relever l’algebre etale A1 en une A-algebre formelle etale (cf. proposition
1); cette algebre verifie certainement les conditions a) et b).

On a vu que le revetement Y£ =  Spec Bl est decompose; si V1 = Spec# 1 — 
{ηι . . .  ,ί/r}, V 1 est un revetement etale de U1 — Spec A1 — {£}, galoisien de groupe G, 
qui est aussi decompose: V1 =  IndfW , ou W = SpecC1 — {f}i}· Par la proposition 
1, le revetement etale V1 —► U1 se releve en un revetement formel etale UJ1 —* il1, 
qui est aussi un revetement induit puisque les idempotents elementaires qui definissent 
la decomposition V1 = IndfW  se relevent a l’algebre de QJ1 (cf. Bourbaki, AC, III 
4.6). On peut alors ecrire 9J1 =  Indftffl et on obtient enfin une decomposition du 
revetement de la fibre generique = IndfW -* U^.

Corollaire 1. Soit X =  Spf A une courbe formelle affine et lisse sur R, et soit

Pk -Yk —* Xk

un revetement Uni, galoisien de groupe G de courbes affines lisses, etale en dehors d’un 
point x , € Xk, modere en xs. Soit x 6 X(R) un relevement de xe. Quitte a retredr 
X, il existe une A-algebre formelle etale &delement plate A1, ayant un seul point au 
dessus de x3 dans sa fibre spedale, et un revetement galoisien de groupe G

ρχ :φ 1 -+X1 = Spf A1

de courbes formelles afBnes lisses, moderement ramifie le long de Vimage redproque x\ 
de x, se reduisant sur pk mod. π. Ce revetement est l ’unique revetement de X1 ayant 
ces propnetes.

Preuve. Reprenons la preuve du lemme precedent: apres le changement de base A  —» 
A1, on dispose d’un revetement decompose Y  ̂ = IndfZk de Xi,h, ou I  est le groupe 
d’inertie de l’un des points de Yh au dessus de xt , Puisque le corps k est algebriquement 
clos et que l’on suppose Pk modere, le groupe I  est cyclique d’ordre premier a p. 
Par la theorie de Kummer, le revetement cyclique Zk —* Xl  est monogene, Zk =  
Spec Ax[T]/{Tn -  a).

Choisissons un relevement a € A1 de / ,  qui s’annule le long de Χχ:

3 := Spf Α1[2’1/(Γη·— ά)

est bien un revetement galoisien de Spf A1 (I agissant par multiplication par une racine 
n-ieme de 1’unite), et on a bien que 2)1 = IndfS1 est le revetement cherche.

Si a € A1 est un autre relevement de a qui s’annule en x\ on a α = a( 1 -1- nb) et 
1 + irb admet une racine n-ieme dans le corps des fractions de A1 puisque (n,p) =  1 
et A1 est complet pour la topologie π-adique: la theorie de Kummer permet alors de 
dire que les revetements definis par les equations Tn — a et Tn — a coincident, d’ou 
l’assertion d’unicite.

28



Avec les notations du lemme 1, quitte a remplacer Spf A1 par un ouvert, on peut 
trouver une coordonnee g E A1 qui s’annule en x: elle defmit un morphisme etale

(1) g* : Spf A 1 — * ©

dans le disque formel standard D qui induit un isomorphisme entre l’ensemble des 
points de Sp A1 ® K  qui ont meme reduction que x et le disque rigide ouvert. Ce mor
phisme nous permettra de nous servir des techniques developpees au premier chapitre 
pour prolonger W —*· en un I-revetement de Sp A1.
Lemme 2. Avec les notations ci-dessus, apres une extension finie L/K, on peut pro- 
longer le revetement Wl —* U\ au dessus d’un ouvert affinoide

Ul(r) = 9: 1(C(r))

pour un r < 1 convenable.

Preuve. Π s’agit simplement de remplacer l’algebre du disque standard par l’algebre 
de Tate de dans la preuve de la proposition 1, §.2 du premier chapitre. Rappelons 
que l’extension finie L/K a ete introduite pour que le rayon r soit egal a une puissance 
de la valeur absolue de l’uniformisante iri.

En vue des recollements qu’on aura a faire il convient de se placer sur des ouverts 
admissibles: soit Δ(ί*χ) =  g~x{z E L : \z\ < r i}, avec r — |ττ£| < Γχ = |7r̂ | < 1.

Avec ces notations, et en notant Wi,(r) le revetement donne par le lemme precedent, 
le theoreme 4 du chapitre 1, §2 entraine le resultat suivant:
Proposition 2. Considerons le revetement Wri, etale et galoisien de groupe I, induit 
par Wl{t) en restnction a la couronne d’epaisseur nulle C(Γχ.) = {x E L : |x| = Γχ}. 
Alors il existe une extension finie K'/K et un revetement Ω(τχ), fini galoisien de groupe
I  du disque D(rx) qui prolonge Wri, ramifie en un nombre fini de points de D(r\).

Corollaire 1. H existe un revetement galoisien de groupe I  de 1’espace aiBnoide 
Sp A1 0  K' qui prolonge le revetement W  x K' —» U1 x K '.

Uj(,(r) et y_1D^-»(rx) constituent un recouvrement ouvert de Sp Αχ ® K ’ pour la 
topolgie rigide: on peut done recoller le J-revetement ^*Ω(τχ) donne par la proposition 
precedente avec W x K'(r) le long de l’ouvert <7- 1C"(r, τχ).

Corollaire 2. U existe un revetement galoisien de groupe G de 1’espace affinoi’de 
Sp A1 ® K' qui prolonge le revetement V%·, =  IndfW1 —* U^,.

Resumons la situation: en partant d’un revetement de groupe G de Spec A, on 
dispose d’une part d’un G-revetement Vk· —*■ Uk· = Sp A{xy ® K ‘ et d’autre part d’un 
revetement de Sp A1 (8> K' qui prolonge le precedent apres le changement de base etale 
et fidelement plat /  : A  <8> K 1 —* A 1 <8> K ’ . On voudrait a present un G-revetement de 
S-pA(g>K' qui prolonge Vk · : on va l’obtenir au moyen d’un argument de descente de
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Ferrand et Raynaud [2] combine avec un passage a la limite; pour des resultats de ce 
type, cf. Harbater [4].

Soit € la jR-algebre d’une .R-courbe formelle et soit S1 une £-algebre qui est formelle- 
ment etale fidelement plate. Soit e un point de Spf £ defmi par E —» R: on suppose 
que £x R =  R. En particulier e se releve uniquement en un point e1 G Spf E1(R).

Si M est un £-module coherent, on en deduit les modules Μ 1 =  M  ® £l et Me =  
M ® et un isomorphisme

u : M 1 ® £|ei} —» Me ®ε{β} ^{e1}
Lemme 3. L’application M  i—► (M 1,M e,u) est une equivalence entre la categories 
des ε -modules (resp. algebres, resp. G-algebres) coherents et la categorie des triplets 
formes d’un ε 1-module (resp. algebre, resp. G-algebre) coherent, d’un 8{ey-module 
(resp. algebre, resp. G-algebre) coherent et d’un £{ei} -isomorphisme u comme d-dessus.
Preuve. Par passage a la limite, il suffit de le voir mod. ττη, pour tout n. Si X  est une 
.R-module, notons X n sa reduction mod. 7r” .

Donnons-nous un £{e}-module coherent Me, un £1-module coherent N1 et un iso
morphisme u : N1 ® ε^ι j —► Me ®e{,} £{e»}· Nous allons construire, pour tout entier 
n, un £n-module Nn muni d’isomorphismes Nn ®en ££ =  -W* et Nn ®gn £{«},« — Afe>n 
compatibles avec ttn; il faudra en suite verifier que ces constructions definissent un 
systeme projectif.

On definit N n com m e· produit fibre de -modules
Nn ———► M«,n

(2) -J  I»

oil Mi,„ =  μ =  : M.,„ -> „«£»,„ -  M ‘n et M*n, JVj sont
consideres comme ^-modules. Pour montrer que JVn satisfait aux conditions requises, 
on introduit les £n-modules P1 =  kerr1, Q1 =  coker r1, P  =  kerr et Q = coker r. 
Puisque le carte qui definit Nn est cartesien, on a que v induit un isomorphisme P —* P 1 
et μ une injection Q —► Q1. On voit alors que P et Q sont a support dans e, et done 
les applications naturelles P —*■ P  ® £* et Q —» sont des isomorphismes: il suffit
de le verifier sur les fibres en e et, par Nakayama, sur le quotient mod. e; on sait que 
ε 1/(β1)ε1 — ε/(ε)ε, car ε 1 est non ramifiee sur ε  et a un seul point au dessus de e, et 
on en deduit un isomorphisme mod. πη.

Considerons le diagramme commutatif
0 ------- ► P ®  £* ------- ► Nn&€i ------ -* Afe.n ® &n ------- * Q ® ------- ► 0

(3) ·,{ -4 ·,} -,|
0 ------- ► P1 ------- ► N l  — — ► Af£n --------► Q1 ------- ► o
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ou les fleches verticales sont definies par adjonction des foncteurs /* et /*  (ou on note 
/  : Spec £„ —► Spec£n) et la suite superieure est exacte par platitude de £\ sur £.

La fleche au correspond a l’isomorphisme (1) de l’enonce: pour prouver que c’est 
un isomorphisme il suffit de montrer que αρ, αμ et aq en sont. Pour αμ il suffit de 
1’exprimer en termes de faisceaux:

·/» : -  f . j . j ' K

(on a note », resp. j  les inclusions du complementaire de e dans Spec £n, resp. Spec £*); 
la platitude de /  donne un isomorphisme canonique = j+f* (cf. EGA III, 1.4.15) 
de sorte que αμ n’est autre que /*jf*(w). La fleche ap factorise

v ■■ p  -  f . f ’P f . P 1

et on a demontre que p et P —» P  ® £* sont des isomorphismes. De meme aq est 
injective et, puisque (3) est commutatif, un isomorphisme.

L’application Nn ® £(«),« —* Ms,n deduite de r devient alors un isomorphisme apres 
le changement de base fidelement plat: c’est done l’isomorphisme (2).

On a eniin le diagramme suivant:

•Nn+1 _ '̂•We,n+1

ou les carres anterieur et posterieur sont cartesiens et les autres sont commutatifs: 
on verifie aisement que les fleches iVn+1 —» iV*+1 —> et 7Vn+1 —*■ Mn+χ —*■ Me>n 
admettent une composition commune dans M*>n, et done il existe un unique Nn+i —+ 
Nn rendant commutatif le diagramme (4): on a done le systeme projectif cherche, ce 
qui permet de construire le f-module N.

Eniin, le fait que les Nn soient definis par des diagrammes cartesiens a paxtir des 
donnees Afe,n et iV*, permet de verifier sans peine que si celles-ci sont equipees de struc
tures d’algebres (resp. G-algebres) les JVn le sont aussi, et le diagramme (4) montre 
que ces structures sont compatibles, de sorte que N aussi aura des structures supple- 
mentaires.
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Corollaire 1. Soit X =  Spf A  une courbe formelle affine et lisse sur R, et soit

pk :Yk ^ X k

un revetement fini, galoisien de groupe G de courbes affines lisses, etale en dehors d’un 
point xt € Xk, modere en xt . Soit x € X(R) un relevement de xs. Quitte a retrecir X, 
il existe un unique revetement galoisien de groupe G

q : 2) —► X

de courbes formelles aJEnes lisses, moderement ramifie le long de x, se riduisant sur pk 
mod. ir.

Preuve. Π suffit d’appliquer le lemme precedent aux J2-algebres formelles £ =  A  et 
S1 = A1, l’algebre donnee par le lemme 1. Soit Mx l’algebre du revetement QJ —► il = 
Spf A{xy (dans les notations du debut du chapitre), iV1 la normalisation de A1 dans 
l’anneau total des frictions de la Gr-algebre donnee par le corollaire 1 au lemme 1: le 
lemme 3 fournit une G-algebre N sur A  ayant les proprietes voulues; il ne reste plus 
qu’a prendre pour 2) =  Spf N.

Corollaire 2. Soit X une R-courbe formelle lisse, * i , . . . ,  Xd € X(R) un ensemble fini 
de points rationnels. Le foncteur de specialisation

2) i— *■ 2) x R k

etablit une equivalence de categories entre les revetements 2) de X etales en dehors de 
x i, . . . , χα et moderes en χ±,. . . ,  Xd et les revetements moderees de la fibre speciale Xk 
etales en dehors de la specialisation de x i , . . . ,  x<*. En particulier, on a une equivalence 
entre revetements galoisiens.

Preuve. Soit Yk —► Xk un tel revetement et choisissons un recouvrement de X par 
des ouverts formels affines qu’on peut supposer suffisament petit pour satisfaire aux 
hypotheses du lemme 1 et pour que les intersections ne contiennent aucun des points 
* i ,.. ces hypotheses permettent de recoQer les revetements donnes par le corol
laire precedent sur chaque ouvert du recouvrement en un revetement 2)' ayant les 
proprietes requises.

Corollaire 3. (Grothendieck) Soit X  une R-courbe propre et lisse, pu : Yk —♦ Xk 
un revetement fini galoisien modere de courbes propres et lisses sur k, et soit D un 
relevement a X  du diviseur de la ramification moderee de pk- Alors il existe un unique 
revetement p : Y  —» X  modere, galoisien de meme groupe de R-courbes propres et 
lisses, etale en dehors de D.
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Proposition 3. Soit X =  Spf A  use R-courbe formelle affine et lisse et soit pk’.Yk —* 
Xk un revetement galoisien fini de groupe G de courbes affines lisses etale en dehors 
d’un point xs 6 Xk- Quitte a retrecir A (cf. Lemxne 1), il existe use extension finie 
R'/R et un revetement de R’-courbes formelles normales

ρ' :Ζ )'— >X! = X x r R’

galoisien de groupe G, tel que, si Σ est l ’ensemble des points de X se reduisant sur xt , 
le morphisme 2); — (ρ ')_1(Σ) —► 3t — Σ se reduise sur Yk — 1(®«) Xk — xs de fagon 
compatible avec G.

Preuve. Rappelons que jusqu’ici on dispose des donnees suivantes: un G-revetement 
Spf Mx = %}ri —» Ur> =  Spf Λ{*} (8> R'\ un G-revetement d’espaces rigides SpM^-, —» 
SpA7 ® K' qui prolonge le precedent apres le changement de base A —* A1 (corollaire
2 a la proposition 2).

On va alors appliquer le lemme 3 aux ϋ '-algebres formelles £ = A  ® R! et =  
A1 ® R'. Soit M 1 la normalisation de A1 ® R' dans l’anneau total des fractions de la 
G-algebre Μ%, d-dessus: le Lemme 3 foumit une G-algebre Nri sur A®  R! ayant les 
proprietes voulues; il ne reste plus qu’a prendre pour 2)' =  Spf Nr* .

Preuve du Theoreme 1 Notons Σ l’ensemble des points de X  se reduisant sur 
le diviseur de ramification de pk- Soit {Spf Λ«}α un recouvrement affine formel de 
X = X , qu’on peut supposer suffisament fin pour que les Aa verifient les hypoteses du 
lemme 1 et pour que Sp A& Π Sp Αβ Π Σ = 0  pour α φ β: cette hypothese permet de 
recoller les revetements ρ'^ donnes pax la proposition precedente en un revetement 2)' 
fini galoisien de groupe G de la courbe formelle X1:

ρ' : 2); —-* 3?

La courbe formelle normale 2)' etant finie sur X1 propre sur R!, par GAGA formd le 
revetement ρ1 ainsi construit s’algebrise en un revetement galoisien

ρ · : Υ · —+ Χ '

de groupe G de .R-courbes.
La demonstration du theoreme 1 est achevee pax les lemmes suivants

Lemme 4. Le lieu singulier de Y£ est contenu dans Vensemble des points sauvagement 
ramifies de pk, la courbe Yk est la normalisee de Υζ et on a le diagramme commutatif 
suivant, equi variant sous l ’action de G.

Y k -^ Y L

Xk
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Preuve. Par construction les ouverts p^iPk) de Y& et (p/fc)_1(i/fc) de Y£ sont isomor- 
phes, done Yk et Y£ sont birationnelles: puisque Yk est normale, on a une application 
v : Y k -+Yl  partout definie qui a une inverse rationnelle definie en dehors de S*. Y* 
est complete et v dominante: il en decoule que v est surjective; le diagramme (5) est 
commutatif car pk et p'k o v coincident sur un ouvert dense.

Lemme 5. La couibe Ŷ  est unibranche.

Preuve. La question etant locale pour la topologie etale, plagons nous au voisinage 
d’un point xt £ Xk sauvagement ramifie; apres la localisation etale utilisee, on peut 
supposer le revetement totalement ramifie de groupe I  = /*, (Lemme 1): il existe done 
un seul point y dans Yk au dessus de xt et a foition un seul point y1 dans Y£ au dessus 
de xt (cf. diagramme (5)). Puisque Yk est la normalisee de Ŷ  (Lemme 4), on a bien 
que l’anneau local 0 Y ;y  est unibranche.

Exemple 1. Fixons un corps k alg^briquement clos de caracteristique p, et posons 
R =  W(As)IC] > ou W(k) est l’aaneau des vecteurs de Witt de k et ζ une racine primitive 
p-ieme de l’unite. Le corps k contient le corps premier Fp. Nous allons etudier faction 
de G =  PGL(2,Fp) et de ses sous-groupes sur la droite projective P* et appliquer les 
resultats precedents pour relever a l’anneau R le revetement P* —► P^/G — P£: nous 
trouverons une ii-courbe Y " —» P^ de genre g(Yx) =  §(p + l)(p  — l)(p — 2) dont la 
fibre speciale ap-f-l points de rebroussement, et chacun contribue au genre de Yj£ pour
δ =  ϊ ( ρ -  1) ( p - 2)·

i) Le quotient P\/G existe, il est integre et normal: e’est done une courbe propre et 
lisse sur k et, puisque le genre ne peut que baisser dans un morphisme fini de courbes, 
ce quotient est isomorphe a P^: pour eviter toute confusion nous noterons Yk la droite 
de depart, avec coordonnees homogenes [yo : yi], et Xk le quotient, avec coordonnees 
[*o : *i].

iij Pour en etudier la ramification, on remarque que, puisque les elements de G sont 
definis sur Fp, si ξ £ P*(Fp« ), pour tout σ £ G, <r(£) £ Ρ*(Ρρ» ). Les p + l points de la 
droite projective sur Fp constituent une premiere orbite sous G et chacun de ces points 
a un indice de ramification egal a p(p — 1) (car G a p(p2 — 1) elements). Π y a p2 — p 
points dans Yk qui sont rationnels sur Fpa et distincts des precedents: ces points sont 
permutes pax les p2 —p transformations affines:

( e  d )  c ,deFp, d ^ 0.

ils constituent done une autre oxbite sous G dont chaque point a pour indice de raxnifi- 
cationp+1, qui est premier a p. Un point y de A* C Yk est ramifie si on peut trouver 
a, 6, c, d £ Fp, ad — be φ 0, tels que ay + 6 =  cy2 + dy, done les seuls points ramifies 
sont rationnels stir Fp> .
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Hi) On aura besoin plus tard des groupes de ramification superieure au points 
sauvagement ramifies, i.e. au points de Y rationnels sur Fp: le revetement etant ga
loisien, il suffit de les calculer en oo = [0 : 1]. Le groupe d’inertie en oo est

G« = f = ( c  2)' ad*°}

En prenant une coordonnee affine y = yi/yo-

ay (a -  d)y -  cy2 
< r y -y =  — —: -  y =  ---------cy + d cy + d

on a done que v^(ay — y) < 2 et est superieure a 1 si et settlement si a — d =  0: on a 
alors

Gi =  (  ̂J j   ̂}> G2 = G3 =  · · · =  {id} 

et Go est produit semi-direct du groupe Gi, cyclique d’ordre p, par

r  = ( ( j  g^) € generateur de Fp

cyclique d’ordre p — 1.
iv) Puisque R contient les racines p — 1-iemes de l’unite, on peut relever le generateur 

β deF
en un automorphisme

β - 0 :)
de Pjj (ou ε est une racine primitive p — 1-ieme de l’unite) et Pjj —*· PlR/(β) est un 
relevement de —► P\/(β)\ les point fixes de β dans P^ sont {0 = [1: 0], oo = [0 : 1]}, 
qui se reduisent respectivement sur 0, oo 6 Y*..

v) Nous allons a present relever localement le revetement pu : Yk = P\ -* Xk — 
P\/(a), a etant un generateur de la partie sauvage de l’inertie en oo: soit x une 
coordonee locale sur Xk s’annulant en oo: on peut relever le revetement galoisien etale 
Yh — {0, oo} —*■ Xfc — {0, oo} donne par l’equation yp — y =  l / i  en un revetement etale 
de la couronne standard donne par l’equation

p-l
-------- ζ*) =  ι /χ

i=0

Ce revetement est encore galoisien cyclique, un generateur etant donne par a : y 1-4 
Cy + 1 (C une racine primitive p-ieme de l’unite). Ce revetement peut etre prolonge en
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un revetement fini galoisien de 0 < |x| < 1 ramifie seulement au point Q = (£ — l)p, 
image du point y =  1/(1 — ζ) fixe par a.

vi) Appliquons a, present le theoreme 1 pour relever p : Yk —*■ Yk/Go sur R:

p· : γ< _  PJj

Pla^ons-nous sur les espaces rigides fibres generiques: le revetement modere —► A*, 
se releve en un revetement entre disques rigides standards Δ ' —* Δ  centres en 0; les
points {Pi =  1 + C + C2 + -----H C*}*=o,...,p-ii images reciproques de 0 dans Δ ', sont
ramifies et le groupe d’inertie en P< est

IP. =  ά-*φ)&  “  N

Les points de P* rationnels sur Fp* sont permutes transitivement par les elements de 
Go (cf. it) et se relevent done en des points non ramifies. Pour etudier le relevement de 
la ramification sauvage, prenons une coordonnee x =  xo/xi en oo et soit D =  {|t| < 1} 
le disque ouvert standard centre en oo. Le revetement D' = (p')~1(D) —> D est donne 
par composition:

(6) D1— * # /{&)— > ( O 'm ) / { f t  = D

(cf. chapitre I, theoreme 2). Le premier quotient est etudie au point vj; D'/(a) est 
isomorphe a un disque standard, β agit sur ce disque pax t ι-+ e · t et done oo est un 
point fixe et on trouve p — 1 points {qj =  eJl / ( l  — 0 }  au dessus de Q: on a alors que 
oo est totalement ramifie (on note Qoo l’unique point de Y'K au dessus de oo) et que le 
groupe d’inertie au point Qj, unique image redproque de qj dans D' est

IQ. = ~β~ί{ά)~βί S  Gi

Le revetement Y'K —* X  est defini pax recollement de Δ ' et de D' au desus de la 
couronne standard.

vii) On a done determine la differente du morhisme Yk -

®Yic/plK =  *) — 1]Qoo+Ip— l]*QiH----- l-[p—l].Q p-i+ [p—2].Ρο+····+[ρ—2].Pp_i

En appliquant la formule de Hurwitz on peut calculer le genre de Y'K:

29(Yk ) “  2 =  “ 2P(P ~ !)  + deg ®Y{c/Ριχ
=  - 2p(p -  1) +  [p(j> + 1) -  1] +  (p -  l )b  -  !] + p[p -  2]
=  p2 -  3p.

ce qui donne g(Yk) =  §(p — l)(p  — 2).
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Cela permet d’obtenir des renseignements plus precis sur la singularite de la fibre 
speciale Y£ au point y', specialisation de £?oo et des Qf. si y(— oo) G Yk{— P*.) est 
l’unique point au dessus de y' dans la normalisation 1*. —* Ŷ  (cf. Theoreme 2) et si on 
note

(7) 6 = d3mk(0Yhf9/0Yitig>)

on peut exprimer le genre arithmetique local par pa{Xl) — & (°ί· Serre [12], V.2.5). Or 
pa{Yk) — Pa(Yjc) — θ(Υκ)> car le 8enre aritlimetique est une caracteristique d’Euler- 
Poincare et la courbe relative Y' est plate: on en deduit que δ =  |(p — 1 )(p — 2).

viii) Les arguments precedents s’appliquent eniin a l’etude du relevement

du quotient par G = PGL(2,p). Le relevement au dessus de l’ouvert modere = 
Uk =  Xk — <x> ne pose pas de problemes: Uk  est le disque standard centre en 0, on a 
un revetement galoisien modere Vjc —* Uk ·, o u  Vk  est isomorphe au disque standard 
prive de p disques ouverts (centres pour fixer les idees en 0 et au racines p — 1-iemes de 
l’unite) on peut choisir des points M i,.. .,M Pa_p dans se reduisant sur P^(Fps) 
avec indice de ramification p +  1 (cf. corollaire 2 au lemme 3).

La fibre generique du revetement cherche Yg est tin recollement du revetement 
modere Vk  avec un revetement Dn du disque standard D centre en oo: le groupe 
d’inertie au points de P^(Fp) est isomorphe a Go et done, par le corollaire 2 a la 
proposition 2, D" = Ind^D ’ , ou D' est le revetement (6) etudie en vii): le morphisme 
D1 —*■ D est etale en dehors de 0, qui est totalement ramifie, et des points {qj = 
eJl / ( l  — C)}j=o,...,p-2 au dessus de Q =  (C-  l)p, dont le groupe d’inertie est isomorphe 
a Gi. Puisque D" est somme de [G : Go] = p +  1 copies de D’ (une pour chacque 
point de Pj.(Fp)), on a finalement p + 1 points Po,.. ·, Poo dans D" au dessus de 0 avec 
indice de ramification p2 —p et p2 — 1 points Q i, . . . ,  Qp»_i au dessus de Q avec indice 
de ramification p.

La differente du revetement Y" —*■ X  est done:

®γ"/χ  = [ρ].Μι'+---- l· [p]-Mp*_p + [p2 -  p -  1].P0 + ...
+  [p2 — p — i ] .P o o  +  [p — i ] - Q i  Η---------- 1- \ p — i ] - Q p * - i ·

La formule de Hurwitz permet de calculer le genre de Y£:

29(Xk ) ~ 2 =  “ 2P{P2 ~ 1) + deg ®Yg/xK
=  -2 p{p2 -  1) + (p2 -  p)\p] + (p.+ l)b 2 -  P -  !] + ip2 -  !)b  -  !]
= p3 -  2p2 -  p.

ce qui donne ρ{Υχ) =  |(p + l)(p -  l)(p  -  2).
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Comme en vii, on peut utiliser cette formule pour caracteriser les singulaxites de Y '̂: 
ίςί la normalisation P* = Y*. —* Y£ envoie {0, . . . ,  00} sur les p + 1 points singuliers 
{P i , .. .,-Poo} et les singulaxites sont toutes du meme type. Alors, puisque pa(Xk) = 
Σ*=ο,...,οο^> ού 6Pi est defini comme en (7), et ρα{Υ%) = Ρα{Υ'κ) =  j ( ^ ) ,  on en 
deduit que δρ. =  |(p — l)(p — 2) pour tout i.
Exemple 2 . (cf. Roquette [10]) Soit Ck la courbe hyperelliptique revetement double 
de Pfe, normalisation de l’equation d’Artin-Schreier

z2 = yp - y

(on suppose ici p ^ 2). Notxs verrons que, pour p > 5, \Aut(Ch)\ > 84(y —1) (en fait C* 
est —-a isomorphisms pres *— la seule courbe de genre g < p — 1 qui ne respecte pas la 
borne de Hurwitz, cf. Roquette [10], Satz 3) Nous allons reprendre l’exemple precedent 
pour etudier un relevement a R = Vr(fc)[C] du revetement galoisien C* —*■ Ck jAut{Ck)' 
nous trouverons une -R-courbe C’ —> P^ de genre g{C'K) = |(2p3 — 4p* —p + 3) dont la 
fibre speciale a p + 1  points de rebroussement, tous de multipHcite δ = (p — l)(p — 2)..

i) Ditermination de Aut(Ck). On peut calculer le genre de la courbe hyperelliptique 
Ck par la formule de Hurwitz: g =  Les automorphismes de P£ se relevent a C*: 
le groupe G — PGL(2,p) est engendre par les matrices

~ G  : ) · : ) ·  9
et on peut exprimer leur action sur Ck par

yy-* y + 1 ■ f y*-*ey
i ' β  — y /— > 7z\~* z 1 z 1—► s/e · z

En rajoutant 1’involution 1 qui echange les feulliets du revetement , on a alors que Ck a 
au moins 2p(p2 — 1) automorphismes.

En fait on a determine tout le groupe des automorphismes de C*, car tout σ E 
Aut(Ck) se descend en un automorphisme de P^: C*, est hyperelliptique et done tout 
morphisme de dege 2 dans P  ̂ equivaut au choix d’une base de l’unique serie lineaire 
g\ sur Ck; si σ G Aut(Ck) la matrice du changement de base φ φ  ο σ donne lieu a 
un automorphisme φσ de P^

Ch ck

*\ I*

p i  -*= ->  P i
rendant commutatif le diagramme. Π est d’autre part evident que tout automorphisme 
de P£ se relevant en un automorphisme de Ck permute les points ramifies et est done

y(p+1)/2
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defini sur Fp. Pour p > 5, g = > 2 et |Awtfc(Cfc)| > 84(y — 1) = 42(p — 3), 
contrairement a la borne de Hurwitz; cela implique que tout “relevement” (au sens du 
theoreme 1) de C*. —» Ck/Aut(Ck) en caracteristique 0 aura necessairement une fibre 
speciale singuliere.

it) Etude du relevement. On peut utiliser les resultats de l’exemple 1 pour etudier 
le relevement

C" —  = C'lAut{Ck)

du quotient de Ck pax son groupe d’automorphismes. Comme en vii), on peut supposer 
que oo G P* soit l’image des points sauvagement ramifies de Ck. Le relevement au 
dessus de l’ouvert modere A*. = Uk =  Xk — <x> ne pose pas de problemes: Uk  est le 
disque standard centre en 0, et on a un revetement galoisien modere Vk  —*■ Uk , ou 
Vk  est un revetement double du disque standard prive de p disques ouverts (centres 
pour fixer les idees en 0 et au racines p — 1-iemes de l’unite); on peut choisir des points 
M i, . . . ,  M2(p»_p) dans Vk , se reduisant sur P£(Fp*) avec indice de ramification p +  1 
(cf. corollaire 2 au lemme 3).

La fibre generique du revetement cherche Y% est un recollement du revetement 
modere Vk avec un revetement D” du disque standard D centre en oo: le groupe 
d’inertie au points de Ck(¥p) est isomorphe a (t, Go) et done, pax le corollaire 2 a la 
proposition 2, D" =  In d ^ ^ ^ D ', ou D’ est revetement double du revetement (6) 
etudie en vii):

Λ” — * D'! (ά) — ► (Δ /(a)) /(ι,β) =  D

A/(a) est isomorphe a un disque ouvert standard (centre en oo): son centre est totale- 
ment ramifie et il y a 2(p — 1) points {qj = ε*1/1/(1 — C)}i=o,...,p-2 et {iqj} au dessus 
de Q = (1 — ζ)ρ. Le revetement Dn —* D est done etale en dehors de l’image redproque 
de oo, qui est totalement ramifie, et des qj et iqj, avec groupe d’inertie isomorphe a 

= {a).
In d ^ Q ^ D ' est une somme de copies de D': on a done p + 1 points Pq, . . . ,  Poo au 

dessus de 0, avec indice de ramification 2p(p— 1), et 2{p— l)(p+l) points Q\,.. . ,  Qp»_i, 
iQi, . . . ,  iQp»-1 au dessus de Q avec indice p. On a alors:

® C1c/plK =  -̂----- 1“ b l-^ 2(pa-p) +  [2(j>2 -  p) — l].Po + .. .
+ (2(P2 ~P) — l].i>oo + \p~ l].Qi + ·'·· + [ρ — !]·̂ 2(ρ*-ΐ)·

La formule de Hurwitz

29 ( c k ) ~  2 =  -4p(p2 -  1) + degSJc^/p^
= -4p(p2 -  1) + 2(p2 -  p)[p] + (ρ + l)[2(p2 -  p) -  1] + 2(p2 -  1 )[p -  1]
= 2p3 — 4p2 —p + 1.

permet de calculer le genre g(C'K) = |(2p3 — 4p2 — p + 3).

39



On utilise cette formule pour caracteriser les singularites de C'k\ la normalisation 
Ck -* C'k envoie {(0,0),.. ., (oo,0)} (dans les coordonnees y,z  sur C* de iv) sur les 
p + 1 points singuliers {P j , . . . ,  Poo}· On a calcule le genre g = (p — l )/2  de C*. en iv): 
g est alors le genre geometrique de C'k et done

Pa{C’k) = g +  Σ  6Pi=9(CK) = \{2p3 ~4p2 - p  + 3)
* s r 0 , , . . , O O

On en deduit que

(p + 1)6 =  \{2p3 ~ 4p2 -  p +  3) - | (p  -  1)

= p3 -  2p2 -  p + 2

et enfin δ = (p — l) (p— 2).
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