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Resumé Dans le premier chapitre, nous considérons des revétements finis étales
galoisiens de couronnes rigides d’épaisseur nulle: nous demontrons que, quitte & étendre
le corps de base, on peut prolonger un tel revétement en un revétement fini galoisien
du disque fermé ramifié en un nombre fini de points. La preuve utilise la cohomologie
du groupe fondamental profini de la couronne.

Dans le deuxiéme chapitre, nous utilisons ces résultats pour relever un revéte-
ment fini galoisien de courbes algébriques sur un anneau de valuation discréte complet,
de corps résiduel le corps de définition des courbes, en introduisant des singularités
unibranches lorsque le revétement de départ est sauvagement ramifié.

Abstract In the first chapter we study finite étale galois coverings of rigid annuli:
we show that, up to a finite extension of the ground field, it is possible to extend such
a covering to a finite galois covering of the closed disk, branched at a finite number of
points. The proof has recourse to the cohomology of the profinite fundamental group
of the annulus.

In the second chapter, these results are applied to the lifting of a finite galois
covering of curves to a complete discrete valuation ring, admitting the base field of the

curves as residue field, introducing cuspidal singularities whenever the original covering
is wildly ramified.

Mots clés: revétement galoisien, groupe fondamental, cohomologie des groupes
profinis, géométrie analytique rigide, courbes algébriques.
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Introduction

Soit R un anneau de valuation discrete, complet, de corps résiduel k& de caractéris-
tique positive p, algébriquement clos. La valuation définit une topologie totalement
discontinue sur le corps des fractions K de R. Néanmoins, grace & la géométrie rigide
de Tate [16], on peut parler d’une géométrie analytique globale sur le corps K.

Dans ce travail, nous étudions des revétement finis galoisiens de courbes analytiques
rigides. Lorsque le degré du revétement est premier a la caractéristique résiduelle p, la
situation ne présente pas de nouveautés par rapport au cas classique (sur le corps des
complexes); par contre, en travaillant avec des revétements de degré multiple de p, on
rencontre des phénomeénes de ramification sauvage, et on est confronté & des situations
complétement différentes suivant la caractéristique de K.

Dans le premier chapitre, nous considérons un revétement étale, galoisien de groupe
G, de la couronne C = {z € K : || = 1}. Nous montrons que, quitte & passer i une
extension finie K'/K, il peut étre prolongé en un revétement algébrique fini du disque
D = {z € K': |z| < 1}, galoisien de groupe G et ramifié sur un ensemble fini de points
de Dj; lorsque p divise |G| et K est de caractéristique 0, on ne peut pas en général
trouver un prolongement ramifié seulement a 1’origine.

Il est intéressant de remarquer que la complexité du groupe G ne joue aucun réle:
en fait on peut se ramener au cas ou G est extension d’un p-groupe par un groupe
cyclique d’ordre premier a p.

Nous travaillons ici avec les groupe fondamentaux de courbes affinoides. Si A est
lalgébre de D’affinoide X, my(X) désigne le groupe profini #;(Spec A); nous intro-
duisons aussi un groupe fondamental 71 (Dg) qui classe les revétement algébriques du
disque D étales en dehors de 0. La solution au probléme suit alors d’une étude detaillée
de la fléche naturelle my (C) — =1 (Dy). 1l s’agit de groupes profinis, et nos aurons en
fait a traiter avec leur pro-p-quotients maximaux. Le premier paragraphe est donc
consacré a des rappels et a quelques résultats techniques sur les pro-p-groupes.

Si on néglige I’arithmétique du corps K en travaillant avec des revétements géo-
métriques, les pro-p-quotient fondamentaux qui interviennent alors sont des pro-p-
groupes libres, et les résultats qui nous intéressent se déduisent de leur cohomologie
a coefficients dans Z/pZ. On est donc ramené i I’étude des revétements cycliques de
degré p, une situation que ’on sait traiter aisément grice i la théorie de Kummer ou

d’Artin-Schreier.
Le deuxieme chapitre de cette thése est une contribution & une question classique.
Soit X une R-courbe propre et lisse, et soit
Pr : Y — Xj
un revétement fini, galoisien de groupe G, génériquement étale de la fibre spéciale de
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X. On demande s’il est possible de trouver un revétement fini
p:Y — X

galoisien de groupe G de R-courbes propres et lisses, qui se réduise suivant py.

En particulier, puisque toute courbe X, propre et lisse sur k admet un R-modéle
propre et lisse X, on demande si, étant donné un revétement galoisien p; : Yy — X,
il est possible de le relever sur R.

Grothendieck a démontré (SGA 1) que si p; est étale, il existe une unique solution a
ce probléme; si p; est modérément ramifié, il existe une unique solution pour tout choix
du diviseur de la ramification dans X. Par contre, si p, est sauvagement ramifié et K
et de caractéristique 0, il n’est pas possible en général de trouver un tel revétement.

Dans le chapitre II nous démontrons que, quitte & passer & une extension finie K'/K,
il existe un revétement galoisien de groupe G

p:Y — X xg R

de R'-courbes propres normales, tel que la fibre spéciale Y, de Y’ soit réduite, admette
un G-morphisme de normalisation Y} — Y] et ait au pire des points de rebrousse-
ment au dessus des points sauvagement ramifiés de X. La fibre générique X de X
est une courbe analytique rigide propre et lisse. Par les théoremes de Grothendieck
mentionnés ci-dessus, on dispose d’un revétement galoisien modéré de 'ouvert Uk de
Xk complémentaire des points se réduisant sur le diviseur de la ramification sauvage
dans Xj. Aprés une localisation étale, on est ramené a prolonger a l'intérieur de ces
disques un revétement galoisien dont le groupe est le groupe d’inertie au point de X;
correspondant, ce qu’on peut faire par les techniques de la premiere partie.



CHAPITRE [

Prolongements de revétements galoisiens de couronnes rigides






§1-Rappels sur les pro-p-groupes

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques résultats connus sur les groupes profi-
nis et leur cohomologie dont nous nous servirons dans la suite; nous renvoyons aux
ouvrages de Serre [13] et Shatz [15] pour les démonstrations.

Un groupe profini est un groupe topologique limite projective de groupes finis (mu-
nis de la topologie discréte): c’est donc un groupe topologique compact totalement
discontinu; une base de voisinages de 'unité est formée par les sous-groupes ouverts
distingués. Les groupes profinis, munis des homomorphismes continus, forment une
catégorie ou les produits infinis et les limites projectives existent. Pour un nombre pre-
mier p fixé, on appelle pro-p-groupe un groupe profini, limite projective de p-groupes
finis.

Dans la théorie des groupes profinis, un role particuliérement important est joué par
les groupes libres; soit I un ensemble d’indices et A(I) le groupe abstrait libre engendré
par des éléments {z;};ecr, muni de la topologie discréte: le groupe profini libre engendré
par les {z;}ier est le completé profini de A(J), i.e.

L(I) = lim A(T)/U
U

ol les U varient parmi les sous-groupes distingués de A(I) tels que 1) A(I)/U est un
groupe fini, et 2) U contient presque tous les z;. Le pro-p-groupe libre engendré par
les {z;}icr est défini comme la limite L(?P)(I) = IEU A(I)/U, ot les U varient parmi
les sous-groupes distingués de A(I) vérifiants les conditions 1) et 2) ci-dessus et encore
3) A(I)/U est un p-groupe.

L’appellation de groupe libre est justifiée par la proprieté suivante, immédiate a
partir des définitions: si G est un groupe profini (resp. un pro-p-groupe) les morphismes
de L(I) (resp. L(P)(I)) dans G correspondent bijectivement aux familles d’éléments
(gi)r de G qui tendent vers zéro suivant le filtre des complémentaires des parties finie
de G. '

Une propriété remarquable des groupes profinis est ’existence de sections continues:
si f : G1 — G2 est un morphisme surjectif de groupes profinis, il existe une application
continue s : G, — G telle que f o s soit I'identité sur G (cf. Serre [13] prop. 1, p.I-2).
Cela déja suffit a prouver la

Proposition 1. Un groupe profini libre L (resp. un pro-p-groupe libre L(?) ) ala
propriété de relévement pour les suites exactes de groupes profinis (resp. les suites
exactes de pro-p-groupes) ‘

1-N—-ESHQ—1

i.e. pour tout homomorphisme ¢ : L — Q il existe un homomorphisme ¢' : L — E tel
que ¢ = wo¢’. En particulier tout automorphisme a d’un quotient L/S de L se reléve
a un endomorphisme de L.



Le premier énoncé est évident a partir des propriétés mentionnées ci-dessus. Le
deuxiéme est une application de la propriété du relevement a la suite

1-S—-LLL/S—1

et au morphisme ¢: L =+ L/S = L/S.

Si G est un groupe profini, on note Cg la categorie des G-modules discrets, i.e. la
categorie des groupes abéliens avec topologie discréte munis d’une action continue de
G. Si A € Cg on peut definit les groupes

C"(G,A) = Homcont(G™, A)

et un cobord d : C*(G, A) — C"*+1(G, A) par la formule usuelle

(d¢)(gh .. ')gn+l) = 9l‘¢(92a .. 'agn+1) + 2(-1)i¢(91) ce ey 9iGi41,y .- -sgn+1)

=1

+ (—1)"+1¢(gl, e ,g,,).

La cohomologie de G a valeurs dans A est alors définie comme la cohomologie du
complexe (C"(G, A),d); en particulier H°(G, A) = A€, le sous-groupe des éléments
de A invariants sous l'action de G et, si A est muni d’action triviale, H!(G, A) =
Homgcent (G, A). En fait on peut prouver que les H(G, —) sont des §-foncteurs uni-
versels de Cc dans la categorie des groupes abéliens et que HY(G, ) est le g-iéme
foncteur derivé a droite de H(G, —) (cf. Shatz [15], prop.5, p.29).

La cohomologie des groupes profinis est reliée a la théorie analogue pour les groupes
finis par la proposition suivante:

Proposition 2. (Serre (18] prop.8, p.I-9) Si (G:)1 est un systéme projectif de groupes
profinis et (A;); un systéme inductif de G;-modules discrets (les morphismes A; — A;
étant compatibles avec les G; — G;), alors, pour tout q > 0:

H'(lim G;, lim 4;) = lim HY(G;, AJ)
— p— pu—

Si p est un nombre premier fixé, on appelle p-dimension cohomologique d’un groupe
profini G, le plus petit entier n tel que, pour tout ¢ > n, la p-composante primaire
de H9(G, A) soit nulle pour tout G-module discret de torsion A; on le note cd,G. En
fait, pour montrer que cdpG = n il suffit de vérifier que H"*!(G, A) = 0 pour tout
G-module discret simple annulé par p (Serre [13], prop. 11); la proposition 2 permet
alors de se reduire au cas d’'un module fini (tout G-module A comme ci dessus étant
limite inductive de ses sous-modules de type fini). Si G est un pro-p-groupe, le seul
G-module discret, simple fini annulé par p est Z/pZ muni d’action triviale (Serre [13],
prop.20, p.I-32):



Proposition 3. Si G est un pro-p-groupe, cd,G est le plus petit entier n tel que
H"YG,Z/pZ) = 0.
Bien entendu, on a G = {1} si et seulement si cd,G = 0 pour tout nombre premier
p; de plus, on a la caractérisation suivante:

Proposition 4. (Serre [13], prop.16, p.I-23) Soit G un groupe profini, p un nombre
premier. Alors cd,G < 1 si et seulement si G a la propriété du relévement pour les
suites exactes de groupes profinis

1-N—-E-Q—1

ou le noyau N est un pro-p-groupe.

La proposition 3 nous permet de nous borner, dans la suite, a I’étude de la seule coho-
mologie & coefficients dans Z /pZ muni de I’action triviale; en particulier H(G,Z/pZ) =
Hom(G,Z/pZ).

Le sous-groupe de Frattini G* d’un pro-p-groupe G est défini comme le sous-groupe
fermé distingué de G intersection des noyaux de tous les homomorphismes x : G —
Z[pZ. L’application g — ¢,, ot

¢g : H'(G,Z/pZ) - Z[pZ
x — x(9)

établit un isomorphisme entre le groupe compact G/G* et le dual du groupe discret
HY(G,Z[pZ) (dualité de Pontrjagin).

Proposition 5. (Serre [13], prop.23 p.I-35) Une condition nécéssaire et suffisante pour
qu’un homomorphisme
p:GL— Gy

entre pro-p-groupes soit surjectif, est que ’homomorphisme induit
?:G1/G] = G2 /G5
soit surjectif, ou, dualement, que ’homomorphisme
H'(p) : HY(G2,Z/pZ) — H'(G1,Z/pZ)
soit injectif.

Puisque les images homomorphes d’un pro-p-groupe libre L(?)(I) sont determinées
par les images d’un systéme de générateurs, on voit bien que

HY(L®(1),Z/pZ) = [[ Z/pZ
I



Proposition 6. (Serre [13] prop.24 p.I-36) Soit G un pro-p-groupe, I un ensemble et

¢:H'(G,2/pZ) — [[ 2/r2Z
I

un homomorphisme. Alors:

(1) I existe un morphisme f : L(P)(I) — G tel que p = H'(f).
(2) Si ¢ est injectif, f est surjectif.
(3) Si ¢ est bijectif et si cdpG < 1, f est un isomorphisme.

Corollaire 1. Tout pro-p-groupe est quotient d’un pro-p-groupe libre. Pour qu’un
pro-p-groupe soit libre, il faut et suffit que cd,G < 1.

Corollaire 2. Si L est un pro-p-groupe libre, tout automorphisme de L/L* se reléve
a un automorphisme de L.

11 suffit pour cela d’appliquer le critére précédent au relévement donné par la propo-
sition 1.

Nous dirons qu’un sous-groupe F' d’'un pro-p-groupe libre L est un facteur direct de L
si I'inclusion naturelle i : F' — L admet un scindage, i.e. un homomorphisme s : L — F
tel que soi = 1p. Si N est le noyau d’un tel scindage s, I’application F'* N — L induit
un isomorphisme en cohomologie et est donc un isomorphisme, car elle est surjective et,
L étant libre, elle admet un scindage surjectif: on en déduit que F' est nécéssairement
un sous-groupe distingué de L, libre, car la dimension cohomologique d’un sous-groupe
fermé est majorée par la dimension du groupe. De méme, le sous-groupe N défini
ci-dessus est un facteur direct libre de L: nous dirons qu'’il est un supplémentaire de F'":
remarquons que ce sous-groupe, comme le scindage s qui le définit, n’est pas unique.

Proposition 7. Soit F' un pro-p-groupe, f : F — L un homomorphisme de F' dans
un pro-p-groupe libre tel que H(f) soit surjectif: alors f fait de F un facteur direct
de L.

Preuve. Soit H = f(F) I'image de F, i : H — L l'inclusion naturelle. H est un sous-
groupe fermé du groupe libre L (ces groupes sont compacts); il est donc libre. Puisque
I’application composée H'(L,Z/pZ) — H'(H,Z/pZ) — H'(F,Z/pZ) est surjective,
le deuxi¢me homomorphisme est surjectif, mais il est aussi injectif, car F' — H est
surjectif (proposition 5).

On a alors que H(i) : H'(L,Z/pZ) — H'(H,Z/pZ) est un homomorphisme sur-
jectif de Z/pZ-espaces vectoriels, qui admet donc un scindage v : H!(H,Z/pZ) —
HY(L,Z/pZ); par dualité de Pontrjagin et par la proposition 6, il existe un homomor-
phisme surjectif g : L — H tel que H!(g) = 7. On voit bien alors que I’homomorphisme
f*j: Hxkerg — L (j étant I'inclusion naturelle) est un isomorphisme, car il 'est en
cohomologie (proposition 6).

D’autre part, H'(f) : H'(L,Z/pZ) — H(H,Z/pZ) est aussi un homomorphisme
surjectif de Z /pZ-espaces vectoriels; par la proposition 6, le scindage o : H(F,Z/pZ)
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— H(L,Z[pZ) se reléve en un homomorphisme s : L — F tel que 0 = H!(s), et s
est surjectif puisque o est injectif. De plus, f o s|g est un endomorphisme du pro-p-
groupe libre H qui induit 1’identité en cohomologie: on en déduit que f o s|g est un
isomorphisme. En particulier s|g est aussi injectif, et donc f établit un isomorphisme
entre F' et le facteur direct H.

Nous terminons ce paragraphe par un lemme sur le pro-p-groupes qui nous sera utile
dans la suite.

Lemme 1. Soit L un pro-p-groupe libre, I' un groupe fini d’ordre premier a p. Alors
une action de I sur L/L* se reléve en une action sur L.

Preuve. On notera n l’ordre de I', premier a p. Soit & ’ensemble des couples (S, ¢s)
formés d’un sous-groupe fermé distingué S de L et d’une action pg : I' — Aut(L/S) de
T sur L/S. On peut ordonner G par la relation suivante: on dit que (S’,pgs) < (S, ¢s)
si

1) §'cCS;

2) Les actions g et g sont compatibles, i.e. le diagramme

L/S' — L/S

esi@)| es(@)|

L/S' — L/S

est commutatif pour tout o € I'.

G est non vide (L* € &) et si {S;};c; est une chaine dans &, § = [);¢; Si est un
majorant de la chaine (’action de I sur L/S lim L/S; est définie & partir des L/S;).
On peut donc appliquer le lemme de Zorn & & pour trouver un élément maximal N de
S; on va montrer que N = {1}.

Par la propriété de reléevement des pro-p-groupes libres (prop. 1), tout élément o de
I" peut se relever en un automorphisme 6 de L: en choisissant un relévement pour tout
o € I on peut former le sous-groupe I‘l, a priori infini, de Aut(L) engendré par tous
ces &; nous conviendrons de prendre 1 = 1.

Si N # {1}, il existe un sous-groupe ouvert distingué U de L tel que N ¢ U; quitte
a remplacer U par [, 6(U) on peut supposer que U soit stable sous I’action de T';.
On va montrer qu’il est possible de relever I’action de I' sur le quotient L/U N N, ce
qui contredit la maximalité de V.

Considérons la suite exacte

1-N/NNU—-L/NnU - L/N =1
Puisque U est ouvert, N/N NU est un p-groupe fini. On a alors que pour tout o € I’
et pour tout élément z € L/NNU, 6™°"49(z).z~! appartient au groupe fini N/NNU

pour tout entier m; on en déduit que I’action de tout générateur de I'; sur L/NNU est

9



d’ordre fini et que I'; agit sur L/N NU via un quotient fini convenable I';. Par abus
de notation on continuera & appeler & I'image de.& par la projection I'; — I's.

Si p™ est la plus grande puissance de p divisant |T'z|,et si n = |[|, puisque on a
supposé (n,p) = 1, on peut trouver un entier a tel que p*™ =1 (mod n): 'application

¢:T' =T,

apld™
o — oF

constitue un scindage ensembliste pour la projection canonique I'; — I telle que tout
élément ¢(o) soit d’ordre premier & p. Ceci nous permet de montrer que cette applica-
tion ¢ est en fait un morphisme de groupes: si o et 7 sont deux éléments de I', I’élément
a = ¢(0)p(T)(¢(o7))! de I'; laisse stable N/N N U et agit trivialement sur L/N; on
a donc que le sous-groupe A = (a) de I'; stabilise la suite normale & un cran

L/INNUDN/NNU D {1}

Le lemme suivant implique alors que A est réduit & 1'unité, et donc ¢ est bien un
scindage: on peut donc munir L/NNU d’une action de I', de sorte que NNU appartienne
a 6, ce qui contredit la maximalité de N.

Lemme 2. Soit M un pro-p-groupe, A C Aut(M) un sous-groupe fini d’ordre premier
a p. Si A stabilise une suite normale

M=M,2M, 2 -2 M,={1}

(i.e. tout M; est stable par A et A agit trivialement sur les quotients successifs) alors
A={1}

Preuve. C’est une simple extension au cas profini d’un résultat classique sur les p-
groupes finis: M = h‘_g_}M /U est une limite projective de p-groupes finis ot les U sont
des sous-groupes ouverts distingués compacts, formant un systéme de voisinages de 1.
Le groupe A étant fini et M Hausdorff, I’intersection de tous les sous-groupes ouverts
distingués, compacts de M stables par A est reduite a I'unité: on peut donc supposer
que le systéme de voisinages choisi soit formé d’ouverts A-stables. Pour un U donné,
la suite normale {M;} induit une suite normale

M/UDM/UNM, D ---2 M, /JUNM, = {1}

pour le p-groupe fini M/U stabilisée par 1’action de A (car (M;/U N M;)/(M;4+1/U N
M;41) est un quotient de M;/M;,1): cela implique que le groupe A agit trivialement
sur le p-groupe fini M/U (cf. Gorenstein [3], corollaire 5.3.3); par passage a la limite
on en déduit que A agit trivialement sur M.

Remarque. SiT agit sur L/L* par automorphismes intérieurs, la méme démonstration
met en évidence que I' peut étre relevé en un sous-groupe de Int (L).
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Lemme 3. Si¢:I' — Aut(L) et ¢ : T' — Aut(L) sont deux relévements d’une action
deT sur L/L*, il existe un automorphisme a de L, induisant I’identité en cohomologie,
tel que ¥(0) = ao (o) oa™!, pour tout o € I.

Preuve. On note ® = ¢(T') et ¥ = 9)(T') les deux sous-groupes de Aut(L) images de I';
si S est un sous-groupe distingué de L stable par & et ¥, on note &5 (resp. ¥s) I’action
de ces groupes sur le quotient L/S. Soit 2 ’ensemble des couples (S, as) formés d’un
sous-groupe fermé distingué S de L, stable par ¢(I') et 9(I'), et d’'un automorphisme
ag € Aut(L/S) tel que ¥g = as§sa§1. On peut ordonner 2 par la relation suivante:
on dit que (S, as') < (S, as) si

1) §'cS;

2) asr se réduit sur ag, i.e. on a un diagramme commutatif

L/S' —— L/S

ast | s |

L/S' —— L/S

2 est non vide ((L*,1) € A) et si {(S;, @s,)};¢; est une chaine dans A, § = ;¢ S et
Pautomorphisme ag de L/S =~ 11‘_12.1-// S; défini a partir des ag, définissent un majorant
de la chaine. On peut alors appliquer le lemme de Zorn a 2 pour trouver un élément
maximal (N, ay) de 2; on va montrer que N = {1}.

Par la propriété de relevement des pro-p-groupes libres (prop.1), ay peut se relever
en un endomorphisme & de L qui est un automorphisme car il induit ’identité en
cohomologie (corollaire 2 & la prop. 6).

Si N # {1}, il existe un sous-groupe ouvert distingué U de L tel que N ¢ U; quitte
a remplacer U par (), (¢(0)(U) N9(0)(U) Nég(o)a=1(U)) on peut supposer que U
soit stable simultanément sous ’action de ®, ¥ et &®a&~1.

Considérons la suite exacte

1-N/NNU—-L/NNU—-L/N —>1

et notons G le sous-groupe de Aut(L/N NU) formé des automorphismes qui stabilisent
N/N NU. On dispose alors d’une suite exacte

1—>H—»G-’—"—>Aut(L/N)—>1

ou ry est la réduction mod. N/N N U et H est le sous-groupe de G formé des auto-
morphismes de L/N N U qui induisent I'identité sur L/N; puisque N/N N U est un
p-groupe fini, tout élément de H est d’ordre une puissance de p, car N contient L*.
Notons (de fagon assez abusive) I' le sous-groupe ¥y = any®yay' de Aut(L/N),
et soit G; = ! (T') le sous-groupe de G des automorphismes qui se réduisent sur un
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élément de I'. G, est une extension du groupe fini I' d’ordre premier a p par le p-groupe
H:

1-H—-G 2T =1

VYnav et @8 naua~! définissent deux scindages de cette suite exacte, et sont donc
conjugués: il existe un élément B € H tel que

¥nnu = BB Naud B!

Comme S induit 'identité mod. N NU, Ba se réduit sﬁr an, et on a bien que L/NNU
muni de ’automorphisme ayny = Bé& définit un élément de A, ce qui contredit la
maximalité de (N, an).

Corollaire. Soit L un pro-p-groupe libre, F' un facteur direct de L et soit ¢ : I' —
Aut(L) une action d’un groupe fini d’ordre premier & p. Supposons que F' soit stable
sous cette action. Alors F' admet un supplémentaire stable.

Preuve. Considerons le groupe de cohomologie H!(L,Z/pZ): il s’agit d*un Z /pZ-espace
vectoriel, muni d’une action de I qui stabilise le facteur direct H(F,Z/pZ). Puisque
T' est cyclique d’ordre premier & p, on peut trouver un supplémentaire H(E,Z/pZ) a
HY(F,Z/pZ) dans H'(L,Z/[pZ), stable sous I’action de T'.

Soit F un supplémentaire de F relevant H!(E,Z/pZ). Par le lemme 1, on peut
relever 'action de I & E. A présent, on dispose de deux action de I' sur L: d’une
part, 'action ¢ : I' — Aut(L) donnée au départ et de 'autre une action définie a partir
de la décomposition 9 : ' — Aut(F) * Aut(E) qui coincide avec ¢ sur le premier
facteur et est le reléevement de ’action en cohomologie sur le deuxi¢éme. Par le lemme
précédent, il existe un automorphisme o de L, induisant 1’identité en cohomologie, tel
que ¥(T') = ag(T)a~!: il est maintenant facile de vérifier sur le diagramme

¥(o)
—_—

L L
1
L 22,1

commutatif pour tout o € I', que M := o(F) est un supplémentaire de F' (I’homomor-
phisme F x M — L donne l'identité en cohomologie), stable sous I’action du groupe

¢(T).

§2-Prolongement de revétements galoisiens de couronnes rigides
Soit K un corps complet pour une valuation discréte v, R I’anneau de la valuation,
7 une uniformisante de R, k le corps résiduel, qu’on supposera algébriquement clos de

caractéristique p > 0.
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Une algébre de Tate est une K-algebre topologiquement de type fini, i.e. isomor-
phe, comme K-algébre topologique, & un quotient d’une algébre de séries formelles
restreintes K {X,,...,X,} (rappelons qu’une série formelle FF =} ;a1 X T est dite re-
streinte lorsque ay — 0 quand |I| — o0). Nous renvoyons i D’article original de Tate
[16] pour une discussion des propriétés de ces algébres.

Exemples 1. a) L’algébre K{X} des séries convergentes sur le disque unité fermé
D= {z € K : |z| <1} de la droite affine sur K.

b) L’algébre K{X,Y}/(XY — 1) des séries convergentes sur la couronne d’épaisseur
nulle C = {z € K : |z| =1}, “bord”de D.

c) L’algebre K{X,Y}/(XY — ™) des séries convergentes sur la couronne C(r) =
{ze K:r<|z|]<1} derayonr = |7|" < 1.

Si A est une algebre de Tate et fo,. .., fn est un ensemble d’éléments de A engendrant .
I'ideal unité, on peut former le quotient B = A{Y1,...,Yo}/{fi— foY1,..., fn— fo¥n);
Pinclusion A — B donne lieu & une application Sp B — Sp A entre les spectres maxi-
maux de ces algébres de Tate qui envoie Sp B sur la partie U = {z € Sp A : |fi(z)]| <
| fo(z)|} de Sp A (si z est un point de Sp A, le corps K(z) = A/m, est une extension
finie du corps complet K, et donc il existe une unique extension 3 K(z) de la valuation
de K).

Les parties U de Sp A du type decrit ci-dessus sont dites ouverts standards de Sp A.
On définit une topologie de Grothendieck sur Sp A ou les ouverts sont les parties de Sp A
possédant un recouvrement fini par des ouverts standards. Un recouvrement ouvert de
Sp A est dit admissible s’il admet un raffinement fini par des ouverts standards.

On peut munir I’espace topologique X = Sp A d’un faisceau d’anneau Ox tel que
pour tout ouvert standard U = Sp B de X, I'(U, Ox) = B (cf. Tate [16], 8.2).

Définition. L’espace annelé X = Sp A, muni de le topologie de Grothendieck et du
faisceau Ox introduits ci-dessus, est dit espace analytique rigide affinoide.

On définit également la catégorie des espaces rigides affinoides de facon immediate,
sur laquelle on peut étendre un grand nombre des notions usuelles en géométrie. En
particulier on appellera revétement étale de ’affinoide Sp A un morphisme f : Sp B —

- Sp A défini par une A-algeébre finie étale (au sens algébrique) B et on dira de plus que
f est un revétement galoisien si A est I’algébre B¢ des invariants de B sous ’action
d’un groupe fini G operant librement.

Définition. On appelle disque rigide standard (xesp. couronne standard) ’espace rigide
affinoide de I’exemple 1.a (resp. 1.b); on les note D et C respectivement.

Définition. Si X est un espace rigide affinoide connexe d’algébre de Tate A, w un
point géométrique fixé de Spec A, on définit le groupe fondamental profini de X par la
formule

m (X, w) wf 71 (Spec A, w)

(ol le ®; d’un schéma est au sens de SGA 1).
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Une telle définition est justifiée par le fait qu'un revétement fini étale de X corre-
spond a une A-algebre finie étale et donc & un revétement étale du schéma Spec A.

On a donc une équivalence de catégories entre les revétements finis étales Y de X et
les ensembles finis munis d’action de #, (X, w) établie par le foncteur Y — Hom x(w, Y).

Définition. Si X est un espace rigide affinoide, on dira qu'un revétement étale Y/X
est un revétement géométrique de X si Y est géométriquement connexe, i.c. 8’3 reste
connexe apres toute extension finie du corps K.

Définition. Si X est un espace rigide affinoide, on définit le groupe fondemental
géométrique de X comme le noyau du morphisme canonique m; (X, w) — Ga.l(x ,K):

(1) 1 — (X, w)géom — ®1(X,w) — Gal(K,K) — 1

ou K une cloture séparable fixée de K dans le corps de w.

Cette définition ne dépend évidemment pas du choix de w et de K.

Ce groupe, qui n’est pas un groupe fondamental d’un espace rigide a proprement
parler, puisque on ne dispose pas d’une géométrie rigide sur K (ce corps n’étant pas
complet en général), peut toutefois étre interpreté comme groupe des revétements
géométriques de X dans le sens suivant: puisque Gal(K/K) est la limite projective des
groupes Gal(L/K), ou L varie parmi les extensions finies galoisiennes de K contenues
dans K, on déduit de la suite (1) que

wl(X,w)séom = 114_9 ‘l‘l(X XK L,W)
L/K

On va étudier le probleme suivant:

Probléme. Soit C' un revétement fini, étale, galoisien, géométrique de groupe G de
la couronne C': est-il possible de le prolonger en un revétement fini ramifié galoisien
géométrique de groupe G du disque D? Peut-on trouver un tel revétement ramifié
seulement a I’origine?

Proposition 1. Aprés une extension finie L/ K du corps de base, tout revétement fini
étale galoisien de la couronne C se prolonge en un revétement fini du disque D, qui est

étale et galoisien de méme groupe en restriction & une couronne d’épaisseur non nulle
Cr(r) =Sp L{X,Y}/(XY — x}).

Preuve. Supposons, pour commencer, que le revétement C’/C soit monogéne: notons
A = K{X, X!} lalgebre de Tate de C et B = K{X}[X~!] 'algébre de D — {0},
X coordonnée de Laurent sur le disque. Soit A’ = A[a] = A[T]/#(T) 'algebre d’un
revétement galoisien monogeéne de groupe G de C; on peut approcher le polynome
#(T) € A[T), qu'on supposera unitaire, par un polynéme unitaire f(T) € B[T] du
méme degré. Toute racine de f(T') (dans une cléture algebrique du corps des fractions
de A) est proche d’une racine de ¢(T') et donc f est un polyndme séparable. Si de plus
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on choisit f suffisamment proche de ¢ pour que la racine a de f qui approche a vérifie
Pinégalité
la — &, < ;lelé loa — al,

le lemme de Krasner montre que A[a] & A[a], ce qui permet de prolonger le revétement
donné en un revétement fini de D. Ce revétement est étale en dehors d’un nombre fini
de points: en particulier on peut trouver une couronne d’épaisseur r > 0, C(r), et un
revétement étale C’'(r) de C(r) qui prolonge C'.

Il est possible que I’épaisseur de cette couronne ne soit pas entiére, i.e. que r > |x|,
et donc que la couronne semi-ouverte r < |z| < 1 ne contienne pas de points rationnels
sur K; il est alors nécéssaire d’introduire une extension finie L du corps de base, pour
en faire apparaitre. ‘

Le germe de prolongement est unique: de facon précise, si le revétement C’ de C
posséde une section &, cette section se prolonge au dessus de C(r) pour r suffisament
grand (cf. Raynaud [9], lemme 3.4.3); en appliquant cette remarque au revétement
H Aut(cr(r)/cry C'(r) de C(r), on voit bien que si C’'/C est galoisien, quitte & augmenter
T on peut supposer que le revétement prolongé C’(r)/C(r) est galoisien de groupe G.

On a supposé que le revétement était monogeéne: cette hypothése n’est pas restric-
tive, car le fait que K soit infini implique que localement (pour la topologie de Zariski
sur Spec A) toute A-algébre finie étale est monogéne (cf. Raynaud [7], prop. 11 p.
34). Soit encore A’ ’algébre du revétement C’/C et fixons un point ¢ € C: il existe
alors un voisinage de Zariski U de c et un élément a € A’ tel que A'|y = Alo]|y. Si
C-U = {a,,...,a,}, pour § suffisament petit, les disques A; = {z € K : |z — a;| < §}
sont contenus dans C et tous disjoints. Posons V = C — |J;_, A;, V est un ouvert
standard de C. On peut prolonger le revétement Afa]|v par les methodes ci-dessus:
en le recollant au revétement initial au dessus de ’ouvert standard V' on trouve le
prolongement cherché.

Corollaire. Avec les notations de la proposition, la restriction du revétement prolongé
au dessus de la couronne semi-ouverte r < |z| < 1 est decomposée en une somme de
revétements galoisiens de groupe de galois résoluble, produit semi-direct d’un p-groupe
par un groupe cyclique d’ordre premier a p.

Preuve. Nous reprenons ici les arguments de Raynaud [9], 3.4. La couronne Cr(r) =
SpL{X,Y}/(XY — n7) sur la quelle on a prolongé le revétement de départ admet un
modéle formel standard

¢(r) = Spf R.{X,Y}/XY — 7}

(nous renvoyons au prochain chapitre pour une explication de cette terminologie): c’est
un schéma formel affine dont la fibre spéciale Speck[X,Y]/XY est formée de deux
droites affines qui se coupent transversalement en un point O sur lequel se spécialisent
les points de la couronne rigide ouverte 0 < v(z) < r. On peut alors établir une bijection
entre les composantes connexes de C(r) au dessus de 'intérieur de C(r) et les points

15



de la fibre spéciale de €'(r) au dessus de O, et entre les groupes de décomposition
de ces composantes et ceux des point correspondants. Pour r suffisament grand, le
sous-schéma réduit Q, de la fibre spéciale de €'(r) au dessus de la droite {Y = 0}
est normal aux points qui sont au dessus de O (cf. Raynaud (9], lemme 3.4.2); notons
Y1,--.,Yd ces points. Si n; est le point générique de la composante irréductible de Q,
passant par y; et D, I, désignent respectivement les sous-groupes de décomposition
et d’inertie en 1), le groupe D, /I, opére fidelement sur la composante irréductible
de Q. passant par y;: si J,, C Dy, /I, est le sous-groupe d’inertie en y;, le sous-
groupe de décomposition D, C G en y; est alors extension de J,, par I,,. Quitte a
étendre ulterieurement le corps L, de fagon a éliminer l'inertie provenant de la base, on
peut appliquer les théoréemes classiques sur les groupes d’inertie des corps locaux (par
exemple Serre [14], corollaire 4.2.4) pour montrer que ces groupes de décompositions
sont résolubles, extension d’'un groupe cyclique d’ordre premier a la caractéristique
résiduelle p par un p-groupe. Par la correspondance ci-dessus, la restriction de €'(r) au
dessus de la couronne semi-ouverte 0 < v(z) < r est alors un revétement décomposé
du type indique.

Remarque 1. L’interét du corollaire est bien sir de simplifier la situation du groupe G.

Remargque 2. Dans la démonstration de la proposition 1, on a prolongé un revétement
galoisien de C en un revétement ramifié du disque D (pour l'instant non galoisien),
c’est a dire un revétement ramifié algébrique de I'anneau de D.

Soit S I’ensemble fini des points de ramification: si K est de caractéristique nulle,
Liitkebohmert a montré que tout revétement rigide de D — S se prolonge en un revéte-
ment algébrique ramifié de D (cf. Litkebohmert [5], corollary 2.9). Par contre, un tel
énoncé est faux en égale caractéristique (cf. loc. cit., example 2.10).

Dans la suite nous éviterons cet écueil en travaillant systématiquement avec des
revétements algébriques ramifiés d’affinoides.

Avant d’enoncer les théorémes, nous passons en revue quelques exemples typiques
des cas que nous aurons & traiter; nous utiliserons d’ailleurs les considérations faites a
cette occasion au cours des démonstrations.

Proposition 2.a. Tout revétement cyclique de degré premier & p de la couronne C se
prolonge en un revétement fini galoisien de D, étale en dehors de 0.

Preuve. Soit (n,p) = 1 et donnons nous un revétement cyclique de degré n de la
couronne C. Par la théorie de Kummer, ce revétement est monogene, donné par une
équation T™ — a(X) = 0, a(X) une unité de K{X, X!} (comme k est algébriquement
clos, R contient les racines n-iémes de I'unité). On peut approximer a par un polynéme
de Laurent a(X) € K{X}[X ] qui est encore une unité sur C. Si x est I'uniformisante
de R, on peut écrire a(z) = #VNzMa’'(z), ou a’(z) € R|z) est inversible de norme 1 sur C:
a’'(z) = u(1+b(z)), b(z) € R[z]: 1+b(z) admet une racine n-iéme, car (n,p) =1, et la
théorie de Kummer permet de remplacer ’équation de départ: on peut donc prolonger
le revétement en un revétement galoisien (le groupe Z/nZ agissant par multiplication
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par les puissances d’une racine primitive de 'unité) du disque ramifié seulement a
Porigine.
Proposition 2.b. Si K est de caractéristique 0 et contient les racines p-iémes de

I'unité, tout revétement galoisien de degré p de C se prolonge en un revétement fini
galoisien de D, étale en dehors d’un nombre fini de points.

Preuve. Par la théorie de Kummer on peut supposer que le revétement en question est
monogeéne, donné par une équation T? — a(X) = 0, a(X) une unité de K{X,X'}.
Par la proposition 1, on peut approximer a par un polynéme de Laurent a(X) €
K{X}[X 1] qui est encore une unité sur C. En essayant de répéter le raisonnement de
la proposition précédente, on peut écrire la série binomiale (1 + X )1/ P =Y, a/lX,
avec v(a;) = —! et donc, dans les notations de la preuve de la prop. 2.a, le polynéme
1+ b(z) admet une racine p-iéme seulement si b(z) € " R[z], avec r > ;’—,(;211 + 1. Dans
le cas (n,p) # 1 on est donc forcé d’admettre de la ramification & l'origine et sur
I’ensemble fini a(z) = 0.

Proposition 2.c. Si K est de caractéristique p, tout revétement galoisien de degré p
de la couronne C se prolonge en un revétement fini galoisien de D, étale en dehors de'
0.

Preuve. Par la théorie d’Artin-Schreier on peut supposer que le revétement en question
est monogéne, donné par une équation T? — T — o(X) = 0, a(X) € K{X}X™1, et
le prolonger en un revétement galoisien du disque épointé, donné par une équation
TP — T — a(X) = 0, a(X) € K{X}[X1]: c’est bien un revétement fini galoisien du
disque, ramifié au plus en 0.

Pour traiter des revétements arbitraires de C nous allons étudier plus en détail les
groupes fondamentaux de C et de D. Pour ne pas trop alourdir la notation, nous
éviterons de mentionner le point base w de ces groupes, que nous supposerons fixé une
fois pour toutes dans C.

Notons m; (Dg) = m1(Spec K {X }¢) le groupe fondamental qui classe les revétements
finis de D étales en dehors de 0; soit @ P)(C) (resp. 7\ (Dy)) le plus grand pro-p-
quotient de 7, (C) (resp. 71 (D), cf. remarque 2).

Comme nous venons de le voir dans les exemples ci-dessus, le cas le plus simple se
présente lorsque K est de caractéristique p.

Lemme 3. Supposons K de caractéristique p > 0. Alors la fléche naturelle
u® : 2P (C) — =P (Dy)

induite par l'immersion C — D fait de w\P)(C) un facteur direct de " (Dy).

Preuve. w&p )(Do) est libre car cd, 7w1(Dp) < 1 (la p-dimension cohomologique d’un
schéma affine noetherien de caractéristique p est au plus égale & un, cf. SGA 4 III, th.
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5.1 p. 58); la théorie d’Artin-Schreier et la proposition 2.c montrent que tout homo-
morphisme continu

f:=P(©) —2/pZ

s’étend en un revétement du disque épointé d’équation T — T — a¢(z) = 0; puisque
I’équation du revétement correspondant a un produit d’homomorphJsmes fgest TP —
T — ag(z) — ayz(z) =0, on a bien démontré que

H'(u?) : H'(x{"(D0), Z/pZ) — H'(x{"(C), Z/5)
est surjectif: il ne reste plus qu’a appliquer la proposition 7, §1.

Du lemme précédent on déduit immediatement le corollaire suivant:

Théoréme 1. Si K est de caractéristique p, tout revétement galoisien de degré une
puissance de p de la couronne C se prolonge en un revétement fini galoisien du disque
D avec méme groupe, ramifié au plus en 0.

Remarque 3. Signalons au passage, bien que nous n’aurons pas a nous en servir dans la
suite, que, quitte & passer a une extension finie du corps K, le lemme 3 et son corollaire
restent valides, sans hypothéses sur la caractéristique de K, lorsque on remplace p
par un nombre premier £ # p. Pour cela on peut utiliser le méme raisonnement en
remplacant la théorie d’Artin-Schreier par la théorie de Kummer: tout ce dont on a
besoin est un renseignement sur la dimension cohomologique de w{z)(Do).

Dans le cas d’inégale caractéristique la proposition 2.c montre bien qu’il n’est pas
possible, en général, d’avoir le méme resultat pour des revétements de degré divisible
par la caractéristique résiduelle; de plus les groupes fondamentaux sont de p-dimension
cohomologique au moins 2, si le corps K n’est pas algébriquement clos.

Nous allons plonger le disque rigide D dans P}, sur lequel on peut définir une
structure d’espace analytique rigide (non affinoide) par recollement de deux copies de
D, centrées en 0 et oo, le long de la couronne C. Pour le groupe fondamental profini
du schéma P}, — {0,000} on dispose encore d’une suite exacte du type (1)

1 — m (P — {0,00}) — m (Pk — {0,00}) = Gal(K,K) — 1

ol le noyau est le groupe fondamental du schéma affine P} — {0, oc}.
Si S = {aj,...,a,} est un ensemble fini de points de P} — C, contenant 0, co,
rationnels sur une extension finie L/ K, on dispose d’un morphisme de groupes profinis

pYs Wl(c)géom — 1l'1(C XK L) ‘A’l(Pl - S)

ot ug est I'application définie par 'immersion C xx L — Pl — § (L/K étant une
extension finie, le corps L est complet pour l'unique extension & L de la valuation de

K; en particulier, C x g L est la couronne rigide standard sur le corps complet valué
L).
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Lemme 4. Supposons K de caractéristique 0. L’application

(p(P) — 1‘1£1¢(5?) (p)(C)géom — lim ﬂ(p)(P}? _ S)
S S

ot la limite est prise sur les ensembles finis S de points géométriques de PIK - C, fait
de 7% (C)géom un facteur direct de lim n? )(P}( - S).

Preuve. Le groupe fondamental (P}? — S) est libre de rang s — 1 > 1 et peut étre
engendré par s éléments 04,...,0,, 0; étant un générateur profini d’un groupe d’inertie
au dessus de a;, avec la relation [];_, 0; =1 (cf. SGA 1, cor. 2.12 p. 392);si S’ D S,
le morphisme 3 (P} — §') — m1(P% — S) (relatif au méme point base w) est défini en
envoyant 0,41,...,0,—, sur 1.

Les fléches o' : 23 P (Cc) - =P (P% — S) induites par les immersions sont évidem-
ment compatibles avec le systeme pr03ectif et donnent lieu 3 un homomorphisme en
cohomologie (cf. prop 2, §1)

H'(lim =" (P} - 5), Z/pZ) = lim H' (x(" (P} - 5), Z/pZ) — H*(n{"(C)gtom: Z/pZ)

La théorie de Kummer et la propositon 2.b montrent que tout revétement géométri-
que cyclique (défini sur une extension finie L/K) de degré p de C se prolonge en un
revétement géométrique de P — S, pour un ensemble fini S de points rationnels sur L
de P} — C suffisamment grand, et donc la fléche ci-dessus est surjective. D’autre part,

le pro-p-groupe lim 1r1P )(Pl S) est libre, car
H?(lim ={P (P} — 5),Z/pZ) = lim H*(n{P (P} - 5),Z/pZ) =

(cf. prop.3, §1). On peut donc appliquer la proposition 7, §1, ce qui achéve la démons-
tration.

Théoréme 2. Si K est de caractéristique nulle, pour tout revétement géométrique
étale galoisien de degré une puissance de p de la couronne rigide, il existe une extension
finie L/K, telle que ce revétement se prolonge en un revétement fini, géométrique,
galoisien de méme groupe, du disque D Xk L étale en dehors d’un nombre fini de
points rationnels sur L.

Preuve. 1l est immediat, a partir de la proposition précédente, que tout morphisme
surjectif ¥ : 1rlp ) (C)géom — G dans un p-groupe fini G, peut étre prolongé en un
morphisme surjectif 9, : hm‘u'lp )(Pl — S) = G. Yy, s’annule sur presque tous les

générateurs de 1131!'1? )(Pk, S): on peut alors trouver un ensemble fini S de points de
P % suffisament grand pour que 9y;,, factorise par un morphisme surjectif 95 tel que

(3) 7P (C)gtom L PP — 5) 3
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Il ne reste plus qu’a se restreidre 8 D xg L — {SN D x g L}, L étant une extension
finie de K sur laquelle le revétement s : w{p )(P}( — 8) — G est défini.

Pour traiter le cas d’un revétement fini d’ordre quelconque on a vu que, quitte a
faire une extension finie de K, il suffit de considérer des revétements par des groupes
G qui sont résolubles, produits semi-directs d’'un p-groupe P par un groupe cyclique
' d’ordre premier & p (cf. Corollaire & la Proposition 1). On va d’abord prolonger au
dessus de P}, — {0, 00} le revétement cyclique de groupe I', C" = C'/P de C, ce qui
est possible grice a la théorie de Kummer (cf. proposition 2.a), et ensuite prolonger le
P-revétement C' de C” en appliquant le théoréme 1 ou le théoréme 2, selon la cara-
ctéristique de K: il faut s’assurer que ce deuxiéme prolongement peut étre construit
de fagon équivariante sous l'action naturelle de I', pour que le revétement composé soit
encore galoisien.

Théoréme 3. Si K est de caractéristique nulle et C'[C est un revétement fini étale
géométrique, galoisien de groupe G = P x I, produit semi-direct d’un p-groupe P par
un groupe cyclique I' d’ordre premier & p, de la couronne rigide d’épaisseur nulle, il
existe une extension finie L/K, telle que ce revétement se prolonge en un revétement
géométrique fini, galoisien de méme groupe du disque D x g L, privé d’un nombre fini
de points rationnels sur L.

Preuve. En considérant la tour des revétements de C:
cLe=c/phc

on peut d’abord prolonger C”/C en un I-revétement X” de X = P} — {0, 00} (cf.
proposition 2.a).

Par la formule de Hurwitz, un revétement fini étale de degré premier a p de P}? -
{0, 00} est totalement ramifié en 0, co et isomorphe & P} — {0,00}: un revétement
étale géométrique X de degré premier 4 p de P — {0, 0o} est donc une courbe sur K de
genre géométrique 0 qui, puisque 0 est totalement ramifié, posséde un point rationnel
sur K, et qui est donc isomorphe & P} — {0, 00}.

On peut alors, en appliquant le théoréme 1 ou le théoréme 2, selon la caractéristique
de K et quitte a faire une extension finie L/K, prolonger le P-revétement C’ de C” en
un P-revétement de X” ~ P} — {0, 00}, étale en dehors d’un ensemble fini de points
S" C X"(L). Toutefois, pour que le revétement composé

xLHx'=x/pLx

soit galoisien de groupe G, il faut prendre soin de construir ce P-revétement X' — X"
de fagon équivariante sotis I’action de I'.

De facon précise, le groupe T, cyclique d’ordre premier a p, agit sur X" — S” et sur
C", de fagon compatible a I'inclusion: en appliquant le foncteur #;, on dispose d’une
action de I' sur lim (X" —S"), et on en déduit une action de I' sur les pro-p-quotients

maximaux qui laisse stable le facteur direct 1r§P )(C” ).
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L’homomorphisme surjectif 9 : r&p )(C” ) — P peut étre prolongé en un morphisme
surjectif Yiim : @w{” )(X " — §") — P qui est I'-équivariant si on peut trouver un

supplémentaire au facteur direct w? )(C" ) qui soit stable sous ’action de T'.

Cette deniere condition étant satisfaite grace au corollaire au lemme 3, §1, on peut
construir un prolongement I'-équivariant X’ — X" de C' — C”, de facon que le
revétement composé X’ — X, qui prolonge le revétement initial C'/C, soit encore
galoisien de groupe G: il ne reste plus qu’a se restreidre 8 D xx L — {SND xg L}, L
étant une extension finie de K sur laquelle le revétement 9s» : P (X" — §") — P est
défini. '

Théoréme 4. Pour tout revétement étale fini galoisien géométrique de la couron-
ne rigide d’épaisseur nulle, il existe une extension finie L/K, telle que ce revétement

se prolonge en un revétement géométrique fini, galoisien de méme groupe du disque
D x g L, privé d’un nombre fini de points rationnels sur L.

Preuve. Par la proposition 1 et son corollaire, quitte & étendre le corps K, on peut
prolonger le revétement C’'/C en un revétement étale galoisien de groupe G de la
couronne C(r) = {z € K : r < |z| < 1}, tel que la restriction de C'(r) au dessus de
la couronne semi-ouverte r < |z| < 1 est un revétement décomposé en une somme de
revétements galoisiens de groupes résolubles du type P x I'.

Quitte a étendre ultérieurement le corps K, on peut trouver une couronne d’épais-
seur nule A = {z € K : |z| = r1}, contenue dans C(r) (i.e. avec r < 7, < 1).
Si A’ = C'(r) x A est la restriction de C’(r) au dessus de A, on peut appliquer le
théoréme 3 pour prolonger le revétement résoluble (réductible) A’/A en un revétement
A’ du disque A={z € K : |z| <7 }.

C'(r) et A’ définissent deux prolongements du revétement A’/A. On a deji men-
tionné le fait que le germe d’un tel prolongement est unique: pour r,r; suffisamment
proches, C'(r) et A’ coincident sur la couronne r < |z| < r1; on peut alors les recoller
en un revétement galoisien de groupe G de D.
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CHAPITRE 11

Relévement de revétements galoisiens de courbes algébriques

22






Soit k un corps algébriquement clos, corps résiduel d’un anneau de valuation discréte
complet R et soit X une courbe lisse sur k. Le probleme du relevement de X en une
R-courbe lisse X (ayant X pour fibre spéciale) a été étudié dans SGA 1, exp. III. La
solution, par des methodes infinitésimales, utilise le langage des schémas formels:

Théoréme 0. (SGA 1, I11.6.10) On peut trouver une R-courbe formelle et lisse X se
réduisant suivant Xj. '

Remarque 1. Le schéma formel X est une limite inductive de schémas X,, sur R/7x",
n € N. Pour un n donné le faisceau des germes d’automorphismes de X,, 1 qui induisent
I’identité sur X, est canoniquement isomorphe & Ox, ®i 7" R (Ox, étant le faisceau
tangent & Xy, cf. SGA 1, II1.6.1); de méme, si X,, et X ., sont deux schémas lisses sur
R/a"*! se réduisant sur X,, mod. =™, le faisceau des R/n™*!-isomorphismes de X, 1
dans X}, , induisant 1'identité sur X}, est un torseur sous Ox, ® 7" R (SGA 1, I1L.6.2).
On a alors une classe d’obstruction au relevement global de X,, en un X, ,; dans le
H?(X,,Ox, ®r 7" R) (SGA 1, II1.6.3), qui est nulle puisque X, est de dimension 1;
par ailleurs, le relevement X, ,; n’est pas unique en général, puisque 1’ensemble des
classes de R/7n"*l-isomorphismes des X, 4, se réduisant sur X,, est un torseur sous
H'(X,,Ox, ®k 7 R). En particulier, la courbe formelle X n’est pas unique: dans la
suite on supposera fixé un choix d’un relevement formel X de X,.

Corollaire. Si X} est une courbe propre et lisse sur k, on peut trouver une R-courbe
propre et lisse X se réduisant sur Xj.

11 suffit pour cela d’appliquer le principe GAGA formel (cf. FGA, exp. 182, thm.
4): par les mémes techniques employées ci-dessus, un faisceau ample sur X} se reléve
en un faisceau cohérent inversible sur X, dont une puissance convenable définit une
immersion fermée de X dans un espace projectif sur R. Par les théorémes des fonctions
formelles (cf. FGA, exp. 182, thm. 1 et 2), la courbe formelle propre et lisse X est
algébrisable, i.e. isomorphe au completé formel X d’une R-courbe algébrique propre et
lisse X le long du sous-schéma fermé Xj.

Le but de ce chapitre est ’étude du probléme suivant (cf. Oort [6]):

Probléme. Supposons que X}, soit propre et fixons une R-courbe propre et lisse X se
- réduisant sur Xj; soit
pr: Y — X,

un revétement génériquement étale, galoisien de groupe G, de courbes lisses sur k.
Peut-on trouver un revétement galoisien de groupe G, de R-courbes lisses

p:Y — X
se réduisant sur py?

Bien entendu, on n’a pas besoin d’hypothese de propreté pour formuler ce probléme,
en demandant un relévement formel de p;. La reponse a cette question dépend de la
ramification de pi. Pour un revétement étale on a le résultat suivant:
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Proposition 1. (SGA 1, 1.8.4) Le foncteur de spécialisation
DVD+— Y xprk

établit une équivalence de catégories entre les revétements étales ) de X et les revéte-
ments étales de la fibre spéciale X et, en particulier, entre revétements galoisiens.

Corollaire. Tout revétement étale galoisien Y — X3 de courbes propres et lisses se
reléve en un revétement Y — X étale galoisien de méme groupe de R-courbes propres
et lisses.

Un résultat analogue peut étre établit pour des revétements modérés (cf. corollaire
2 au lemme 3 plus loin); rappelons qu'une extension B/A d’anneaux de Dedekind
est dite modérée en un ideal maximal p de A si pour tout ideal b au dessus de p
P’extension residuelle B/b est séparable sur A/p et l'indice de ramification ne divise
pas la caractéristique de A/p.

Pour des revétements sauvagement ramifiés la réponse au probleme de départ peut
étre négative. C’est le cas, par exemple, si R est un anneau d’inégale caractéristique,
pour le quotient d’une courbe par son groupe total des automorphismes,

Pe:Ye — X = Yk/Aut(Yk)

lorsque ce groupe a plus que 84(g(Yx) — 1) éléments (de telles courbes existent en
caractéristique positive, cf. exemple 2 plus loin); si on pouvait relever p; en un revéte-
ment p:Y — X de R-courbes lisses, la fibre générique Y serait une courbe lisse sur
un corps de caractéristique 0 telle que Autgx(Yx) > 84(g9(Yk) — 1), et par un théoréme
classique de Hurwitz on sait que ce n’est pas possible.

Parfois il est possible de relever le revétement Y; — X seulement sur une extension
ramifiée de R, ce qui conduit & formuler une variante du probleme ( weak lifting problem,
dans la terminologie de Oort [6]): dans cette direction Oort, Sekiguchi et Suwa [11] ont
montré que tout revétement cyclique de degré p peut étre relevé sur I’anneau W (k)[(],
ou W (k) est ’anneau des vecteurs de Witt de k et { une racine primitive p-iéme de
Punité.

Le contrexemple ci-dessus (cf. aussi ’exemple 1 plus loin) montre toutefois que I’on
ne peut pas espérer un relévement pour tout revétement sauvage en inégale caractéris-
tique, méme sur un anneau plus ramifié.

Par contre, nous montrerons ici que ’on peut “relever’tout revétement galoisien
dans le sens suivant:

Théoréme 1. Soit X une courbe propre et lisse sur R, et soit
pr Y — Xy

un revétement fini génériquement étale, galoisien de groupe G de courbes propres et
lisses sur k. Il existe alors une extension finie R'/R et un revétement génériquement
étale, galoisien de groupe G

p:Y 5 X'=XxgpR
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vérifiant les conditions suivantes:

(1) Y’ est une R’-courbe propre normale.
(2) I existe un G-morphisme v

Yk ——E-—> Y,:

N

X

qui est un isomorphisme en dehors du diviseur de la ramification sauvage de
Pk-

(3) La fibre spéciale Y, est réduite, unibranche et v est sa normalisation; en parti-
culier Y} est homéomorphe a Y.

Comme nous venons de le voir, traditionnellement 1’étude de ce type de problémes a
été conduit par des techniques de déformations infinitésimales; nous poursuivrons dans
cette approche en employant le language des espaces analytiques rigides.

On a deja utilisé les espaces rigides affinoides tout au long du premier chapitre: le
lien entre ceux-ci et les schémas formels affines est trés simple. Si X = Spf A est un
schéma formel affine noethérien, spectre formel d’une R-algebre noethérienne complete
pour la topologie w-adique, par EGA 0, 7.5.3, A est une R-algébre topologiquement
de type fini, i.e. A est isomorphe, comme R-algebre topologique, & un quotient de
Palgébre des series formelles restreintes R{T},...,T,} par un idéal T (nécessairement
de type fini, puisque R{T} est noethérienne). Au schéma formel X on peut alors
associer 'espace rigide affinoide Xx = Sp(A ®r K), spectre maximal de I’algébre de
Tate K{T},...,T,}/IQ® K. _

La notion d’espace rigide général est moins évidente; la définition qui semble le
mieux adaptée au besoins de la géométrie formelle a été proposée par Raynaud [8].

La catégorie des espaces rigides séparés et quasi-compacts est définie comme la
localisation de la catégorie des R-schémas formels séparés de type fini et complets pour
la topologie m-adique par rapport aux éclatements admissibles, ou on dit qu’un faisceau
cohérent d’idéaux Z est admissible s’il contient une puissance de ’uniformisante w, et
on appelle éclatement admissible de X le long de Z le morphisme X' — X, ou X’ est le
schéma formel completé m-adique de ’éclatement de X en Z.

Par définition, on a donc que tout schéma formel (séparé, complet, de type fini)
définit un espace analytique rigide, et un morphisme d’espaces rigides est donné par

un triplet (X', 0, f):
x‘l
SN
x 9

ou o est un éclatement admissible et f un morphisme de schémas formels. Un
autre triplet (X", 7, g) donne lieu au méme morphisme d’espaces rigides s’il existe un
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troisiétme éclatement admissible X" de X qui domine (¥',0, f) et (X”,7,9) dans un
sens évident.

Les raisons pour le choix d’une telle définition (expliquées dans le mémoire cité)
sont motivées par le désir de faire le lien entre les recouvrements standards des ouverts
affinoides et les recouvrements usuels de la géométrie algebrique et formelle (i.e. par
des ouverts complémentaires des zeros de sections d’un fibré inversible): le choix de
structures entiéres sur X x conduit 3 des idéaux admissibes, et il faut les éclater pour
les rendre inversibles.

Plus concrétement, on peut associer a X un espace topologique X et un faisceau
d’anneaux Oy, , obtenus par recollement des Sp(.A; ® K'), pour un recouvrement affine
fini X = |J, Spf A;: si T est un idéal admissible de Ox, par définition il contient une
puissance de 7, et donc Z ® K est 'idéal unité de Ox,, et 1’éclatement n’a aucun
effet sur Xg. On retrouve ainsi la définition de Khiel, plus proche de la géométrie
analytique (cf. Bosch, Giintzer, Remmert [1]).

Tout R-schéma formel séparé de type fini X définit donc de fagon canonique un espace
rigide séparé quasi-compact X x qu’on appelera fibre générique de X; inversement, tout
espace rigide séparé et quasi-compact est la fibre générique de schémas formels qu’on
appelera des modéles entiers de Xx. De fagon analogue, tout faisceau cohérent sur X
définit un faisceau cohérent sur X (en tensorisant par K) et tout faisceau cohérent
sur X g provient d’un faisceau sur X.

Les schémas formels propres correspondent aux espaces rigides propres, et 1’on
retrouve les théorémes usuels de finitude de la cohomologie cohérente. Si le schéma
formel X est algébrisable (i.e. X = X est le séparé completé d’un R-schéma propre le
long de sa fibre spéciale), I’espace rigide Xx défini ci-dessus est isomorphe a 1’espace
X§* qu'on peut associer & la fibre générique de X (cf. Bosch, Gunzer, Remmert [1],
9.3.4); si X n’est pas propre on a seulement une immersion ouverte Xx — Xg%*. En
particulier, pour tout espace analytique rigide propre, le choix d’un modéle entier per-
met d’appliquer les résultats “GAGA formel”’de EGA III cités ci-dessus; par exemple
toute courbe rigide propre est la fibre générique d’une R-courbe algébrique propre. Ce
type de raisonnement prend le nom de GAGA rigide.

Nous démontrerons le théoréme 1 par une suite de constructions locales, suivie de
recollements. Nous commencons par nous placer dans le cas affine. Soit X = Spf A
une R-courbe formelle, affine et lisse, z € X(R) un point de X%, z, sa réduction mod .
Soit Y3 — X un revétement fini, galoisien de groupe G de la fibre spéciale de X, étale
sur Uy = X, — {z,}. Soient y,...,y, les points de Y, au dessus de z,: fixons-en un,
disons y,, et notons I = I, son groupe d’inertie.

L’immersion ouverte U, — X se reléve en une immersion ouverte de schémas
formels {{ — X (EGA IV, 2.7.1): on dispose d’une équivalence de catégories entre
les revétements étales de Uy et de il (cf. proposition 1) et donc en particulier d’un

revétement étale de groupe G, U — 4 qui se réduit mod. 7 sur la restriction de
Vi = p;l(Uk) — Up.
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Notons Uk (resp. Xk, Vi) les espaces rigides fibres génériques des schémas formels {{
(resp. X, 0); le complémentaire de Ux dans X i est formé des points qui se spécialisent
sur z,. :

La premiere étape consiste a se ramener au cas d’'un revétement de groupe I, le
groupe d’inertie en x, au moyen d’une localisation étale. Rappelons que si H est uns
sous-groupe de G et si Y — X est un revétement (de schémas ou d’espaces rigides)
galoisien de groupe H, le revétement induit Ind§Y de X est défini par

Yy=]]r,

~€r

ou I' est un systéme de représentants des classes & gauche de G/H. Sige Get a € T,
il existe un unique B € I' et un unique h € H tels que ga = Bh, et on définit ’action
de G sur Indg en convenant que gly, envoie Y, sur Yg par h. Pour plus de détails cf.
Raynaud [9], 4.1.

Lemme 1. Quitte a rétrécir Spf A, il existe une A-algébre A! vérifiant les conditions
suivantes:
(1) A?! est une A-algébre formelle étale et fidélement plate.
(2) I existe un seul point au dessus de z, dans la fibre spéciale A! de A ® k.
(3) Le revétement Y} — Spec A!, déduit par changement de base, est décomposé:
Yl = Ind§Z,. 1l en est de méme pour le revétement de la fibre générique
V& — Uk déduit du changement de base.

Preuve. Notons Y; = Spec B. Si A* est un henselisé de ’anneau local A, la Ah.
algebre finie B* = B @ 4 A* est décomposée, B* = [Ii=1 By, les y; étant les ideaux
maximaux de B au dessus de z,. A" est limite inductive filtrante de A,,-algebres
locales-étales {AZ }, et soit B> = B ®4 A*: on a donc que, pour a suffisament
grand, l'algeébre B = B* ® A7 est décomposée, les idempotents qui definissent la
décomposition de B* = lim B appartenant & Bg pour a > 0.

Fixons un tel a et posons { = z,; la courbe Y}, etant lisse, les anneaux locaux B,
sont normaux et on s’autorisera un abus de notations en appelant encore y; I’unique
point de Spec B® au dessus de y; € SpecB. 1l est standard que la décomposition
Bg = | § Bg, puisse s’étendre a un voisinage ouvert de §: il suffit de se rappeler que

¢ = lim AF et de relever les idempotents de la décomposition de Bf sur A
—fEA*—-¢

pour un f convenable.
Dans la suite nous remplacons A par Ay et A par A{ s le complété w-adique de

S-1A, S = {f"} et f un relévement de f; nous noterons A! = A§ et B! = B*® 4. A5.
Chaque composante connexe de B! contient un seul idéal 7; au dessus de ¢ et
le groupe de décomposition de cette composante est I, le groupe d’inertie en y;: le

revétement B /A! galoisien de groupe G est donc un revétement induit, B! = Ind§¥C?,
olt C! est la composante de B! contenant 7,.
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On peut relever 1’algébre étale A! en une .A-algébre formelle étale (cf. proposition
1); cette algeébre vérifie certainement les conditions a) et b).

On a vu que le revétement Y} = Spec B! est décomposé; si V! = Spec B! —
{m -..,nr}, V! est un revétement étale de U! = Spec A! — {¢}, galoisien de groupe G,
qui est aussi décomposé: V! = IndfW, ot W = SpecC'! — {m;}. Par la proposition
1, le revétement étale V! — U! se reléve en un revétement formel étale P! — U,
qui est aussi un revétement induit puisque les idempotents élémentaires qui définissent
la décomposition V! = Ind§W se relevent a l'algébre de 0! (cf. Bourbaki, AC, III
4.6). On peut alors écrire V' = IndF2W et on obtient enfin une décomposition du
revétement de la fibre générique V3 = Ind§W — Uk.

Corollaire 1. Soit X = Spf A une courbe formelle affine et lisse sur R, et soit
pr Y = X,

un revétement fini, galoisien de groupe G de courbes affines lisses, étale en dehors d’un
point z, € X}, modéré en z,. Soit z € X(R) un relévement de z,. Quitte & rétrécir
X, il existe une A-algébre formelle étale fidélement plate A', ayant un seul point au
dessus de z, dans sa fibre spéciale, et un revétement galoisien de groupe G

01: 9! — X! =Spf A?

de courbes formelles affines lisses, modérément ramifié le long de I’image réciproque z,
de z, se réduisant sur p; mod. 7. Ce revétement est I'unique revétement de X! ayant
ces propriétés.

Preuve. Reprenons la preuve du lemme précedent: aprés le changement de base A —
Al, on dispose d’un revétement décomposé Y = Indf"Z,e de X i, ou I est le groupe
d’inertie de 'un des points de Y} au dessus de z,. Puisque le corps k est algébriquement
clos et que l’on suppose pr modéré, le groupe I est cyclique d’ordre premier a p.
Par la théorie de Kummer, le revétement cyclique Z; — X} est monogéne, Z; =
Spec A[T)/(T™ - a).

Choisissons un relévement a € A! de f, qui s’annule le long de z;:

3 1= Spf AMT)/(T™ - &)

est bien un revétement galoisien de Spf .A! (I agissant par multiplication par une racine
n-itme de I'unité), et on a bien que P = Ind§F 3! est le revétement cherché.

Si @ € A! est un autre relévement de a qui s’annule en z’, on a @ = a(1 + wb) et
1 + wb admet une racine n-iétme dans le corps des fractions de A! puisque (n,p) =1
et A! est complet pour la topologie 7-adique: la théorie de Kummer permet alors de
dire que les revétements définis par les équations T™ — & et T™ — & coincident, d’olt
P’assertion d’unicité.
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Avec les notations du lemme 1, quitte & remplacer Spf .A! par un ouvert, on peut
trouver une coordonnée g € A! qui s’annule en z: elle définit un morphisme étale

(1) gs:Spf A' — D

dans le disque formel standard ©® qui induit un isomorphisme entre 1’ensemble des
points de Sp A! ® K qui ont méme réduction que z et le disque rigide ouvert. Ce mor-
phisme nous permettra de nous servir des techniques developpées au premier chapitre
pour prolonger W — Uk en un I-revétement de Sp A!.

Lemme 2. Avec les notations ci-dessus, aprés une extension finie L/K, on peut pro-
longer le revétement Wi, — U} au dessus d’un ouvert affinoide

Ui(r) = g7 (C(r))
pour un r < 1 convenable. -

Preuve. 11 s’agit simplement de remplacer 1’algébre du disque standard par 1’algebre
de Tate de U} dans la preuve de la proposition 1, §.2 du premier chapitre. Rappelons
que P’extension finie L/K a été introduite pour que le rayon r soit égal & une puissance
de la valeur absolue de I'uniformisante 7.

En vue des recollements qu’on aura a faire il convient de se placer sur des ouverts
admissibles: soit A(r1) = g7 {z € L:|z] < m},avecr = |n¢| < r = |7} < 1.

Avec ces notations, et en notant Wi (r) le revétement donné par le lemme précédent,
le théoreme 4 du chapitre 1, §2 entraine le résultat suivant:

Proposition 2. Considérons le revétement W, , étale et galoisien de groupe I, induit
par Wi (r) en restriction i la couronne d’épaisseur nulle C(r,) = {z € L : |z| = r}.
Alors il existe une extension finie K' /K et un revétement Q(r,), fini galoisien de groupe
I du disque D(ry) qui prolonge W, , ramifié en un nombre fini de points de D(r,).

Corollaire 1. II existe un revétement galoisien de groupe I de I’espace affinoide
Sp A! ® K’ qui prolonge le revétement W x K' —» U x K'.

Uki(r) et g7 Dg+(r1) constituent un recouvrement ouvert de Sp .4; ® K’ pour la
topolgie rigide: on peut donc recoller le I-revétement g*Q(r;) donné par la proposition
précédente avec W x K'(r) le long de I'ouvert g~1C’(r,ry).

Corollaire 2. II existe un revétement galoisien de groupe G de I’espace affinoide
Sp A! ® K’ qui prolonge le revétement V}, = Ind§W' — Uk,.

Résumons la situation: en partant d’'un revétement de groupe G de Spec A, on
dispose d’une part d’un G-revétement Vg — U+ = Sp A(,} ® K’ et d’autre part d’un
revétement de Sp A! ® K’ qui prolonge le précédent aprés le changement de base étale
et fidélement plat f: A® K’ —» A! ® K'. On voudrait & présent un G-revétement de
SpA® K' qui prolonge Vk: on va l’obtenir au moyen d’un argument de descente de
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Ferrand et Raynaud [2] combiné avec un passage a la limite; pour des résultats de ce
type, cf. Harbater [4].

Soit £ la R-algébre d’une R-courbe formelle et soit £! une £-algebre qui est formelle-
ment étale fidétlement plate. Soit e un point de Spf £ défini par £ — R: on suppose
que £! ®¢ R = R. En particulier e se reléve uniquement en un point e' € Spf £!(R).

Si M est un £-module cohérent, on en déduit les modules M! = M @ £ et M, =
M ® &;.; et un isomorphisme

u: M'® e%ex} - M, ®e(.; g{l:e‘}

Lemme 3. L’application M +— (M, M., u) est une équivalence entre la catégories
des £-modules (resp. algébres, resp. G-algébres) cohérents et la catégorie des triplets
formés d’un £'-module (resp. algébre, resp. G-algébre) cohérent, d’un £(.}-module
(resp. algébre, resp. G-algébre) cohérent et d’un £¢.1}-isomorphisme u comme ci-dessus.
Preuve. Par passage a la limite, il suffit de le voir mod. 7™, pour tout n. Si X est une
R-module, notons X,, sa réduction mod. 7"

Donnons-nous un 8{,}—module cohérent M,, un £!-module cohérent N' et un iso-
morphisme u : N! ® £} {1} — M. Q¢,,, &} {1} Nous allons construire, pour tout entier
n, un E,-module N, muni d’isomorphismes N, ®¢, £} = N} et N, ®¢, Efe}n = Men
compatibles avec uy; il faudra en suite vérifier que ces constructions définissent un

systeme projectif.
On définit N,, comme produit fibré de £, -modules

N, —_ Me,n

(2) | |
NP - M2,

oi M}, = NIQEl,, p=muo(idy, , ®1): M., = M. n®E;, — M, et M}, N} sont
con51deres comme €-modules. Pour montrer que N, sa.tlsfa.lt aux condmons requises,
on introduit les £,-modules P! = kerrl, Q! = cokerr!, P = kerr et Q = cokerr.
Puisque le carré qui définit N, est ca.rtesxen, on a que v induit un isomorphisme P — P!
et 4 une injection @ — Q. On voit alors que P et Q sont 4 support dans e, et donc
les applications naturelles P — P® L et Q — Q® £} sont des isomorphismes: il suffit
de le vérifier sur les fibres en e et, par Nakayama, sur le quotient mod. e; on sait que
El/(e')Er ~ E/(e)E, car E! est non ramifiée sur € et a un seul point au dessus de e, et
on en déduit un isomorphisme mod. 7".
Considérons le diagramme commutatif

0 —— PQEL —— N, ®EL —— M, .®E —— QB®EL —— 0

® ~| | ]

0——s Pt —— N —808 M, — Q@ —0
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ou les fleches verticales sont définies par adjonction des foncteurs f, et f* (ou on note
f : SpecEX — Spec&,,) et la suite supérieure est exacte par platitude de &; sur £.

La fleche ®v correspond a I'isomorphisme (1) de I’énoncé: pour prouver que c’est
un isomorphisme il suffit de montrer que %p, *u et *q en sont. Pour %y il suffit de
Pexprimer en termes de faisceaux:

a/l : f*f*itMe,ﬂ - f*j*j*Nf];

(on a noté i, resp. j les inclusions du complémentaire de e dans Spec £,,, resp. Spec £1);
la platitude de f donne un isomorphisme canonique f*i, = j.f* (cf. EGA III, 1.4.15)
de sorte que %y n’est autre que f,j,(u). La fleche ®p factorise

p:P— f.f'P B fP

et on a démontré que p et P — P ® £} sont des isomorphismes. De méme ®q est
injective et, puisque (3) est commutatif, un isomorphisme.

L’application Ny, ® £(¢),n — Me,n déduite de r devient alors un isomorphisme aprés
le changement de base fidélement plat: c’est donc I'isomorphisme (2).

On a enfin le diagramme suivant:

Nn-l-l > Me,n+1
N, > Mc,n
(4)
N11:+1 > Mel,n+1
y / \ /
N, ~M;

ol les carrés antérieur et postérieur sont cartésiens et les autres sont commutatifs:
on vérifie aisement que les fléeches N,4; — N;_H — Nl et Npyy —» Mpyy — M.,
admettent une composition commune dans M; ., et donc il existe un unique Np4q —
N, rendant commutatif le diagramme (4): on a donc le systéme projectif cherché, ce
qui permet de construire le £-module N.

Enfin, le fait que les N,, soient définis par des diagrammes cartésiens & partir des
données M, ,, et N}, permet de vérifier sans peine que si celles-ci sont équipées de struc-
tures d’algébres (resp. G-algébres) les N, le sont aussi, et le diagramme (4) montre
que ces structures sont compatibles, de sorte que IV aussi aura des structures supplé-
mentaires.
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Corollaire 1. Soit X = Spf A une courbe formelle affine et lisse sur R, et soit
pr: Y — X,

un revétement fini, galoisien de groupe G de courbes affines lisses, étale en dehors d’un
point z, € X}, modéré en z,. Soit x € X(R) un relévement de z,. Quitte a rétrécir X,
il existe un unique revétement galoisien de groupe G

0:Y—-X

de courbes formelles affines lisses, modérément ramifié le long de z, se réduisant sur py
mod. 7.

Preuve. 11 suffit d’appliquer le lemme précédent aux R-algébres formelles £ = A et
E' = A!, I'algébre donnée par le lemme 1. Soit M, 1’algébre du revétement ¥ — U =
Spf A(.} (dans les notations du debut du chapitre), N' la normalisation de A' dans
P’anneau total des fractions de la G-algébre donnée par le corollaire 1 au lemme 1: le
lemme 3 fournit une G-algébre N sur A ayant les propriétés voulues; il ne reste plus
qu’a prendre pour %) = Spf N.

Corollaire 2. Soit X une R-courbe formelle lisse, z,,...,z4 € X(R) un ensemble fini
de points rationnels. Le foncteur de spécialisation

Pr— Y xpk

établit une équivalence de catégories entre les revétements ) de X étales en dehors de
Ti,...,Zq4 et modérés en x,,...,x4 et les revétements modérées de la fibre spéciale X,
étales en dehors de la spécialisation de z,,...,z4. En particulier, on a une équivalence
entre revétements galoisiens.

Preuve. Soit Y;; — X un tel revétement et choisissons un recouvrement de X par
des ouverts formels affines qu’on peut supposer suffisament petit pour satisfaire aux
hypothéses du lemme 1 et pour que les intersections ne contiennent aucun des points
Zi,...,Tq: ces hypothéses permettent de recoller les revétements donnés par le corol-
laire précédent sur chaque ouvert du recouvrement en un revétement %)’ ayant les
propriétés requises.

Corollaire 3. (Grothendieck) Soit X une R-courbe propre et lisse, pi : Yii — X,
un revétement fini galoisien modéré de courbes propres et lisses sur k, et soit D un
relévement & X du diviseur de la ramification modérée de pj. Alors il existe un unique
revétement p : Y — X modéré, galoisien de méme groupe de R-courbes propres et
lisses, étale en dehors de D.
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Proposition 3. Soit X = Spf A une R-courbe formelle affine et lisse et soit pj, : Y —
X} un revétement galoisien fini de groupe G de courbes affines lisses étale en delors
d’un point z, € X). Quitte a retrecir A (cf. Lemme 1), il existe une extension finie
R'/R et un revétement de R'-courbes formelles normales

oY — X =XxgpR

galoisien de groupe G, tel que, si ¥ est I’ensemble des points de X se réduisant sur z,,
le morphisme 9’ — (¢')~1(X) — X' — T se réduise sur Y3 — p; ' (z,) — X —z, de fagon
compatible avec G.

Preuve. Rappelons que jusqu’ici on dispose des données suivantes: un G-revétement
Spf M, = Vp' — Up' = Spf A(z} ® R'; un G-revétement d’espaces rigides Sp M}, —
Sp A’ ® K' qui prolonge le précédent aprés le changement de base A — A! (corollaire
2 a la proposition 2).

On va alors appliquer le lemme 3 aux R’-algébres formelles £ = A® R’ et £ =
Al ® R'. Soit M?! la normalisation de A! ® R’ dans I’anneau total des fractions de la
G-algébre M}, ci-dessus: le Lemme 3 fournit une G-algébre Ngr sur A® R’ ayant les
propriétés voulues; il ne reste plus qu’a prendre pour 2)' = Spf Npg'.

Preuve du Théoréme 1 Notons ¥ I’ensemble des points de X se réduisant sur
le diviseur de ramification de pi. Soit {Spf.A,}a un recouvrement affine formel de
X=X, qu'on peut supposer suffisament fin pour que les A, vérifient les hypotéses du
lemme 1 et pour que Sp .A(,z NSpAgNXE = @ pour a # B: cette hypothése permet de
recoller les revétements o/, donnés par la proposition précédente en un revétement %)’
fini galoisien de groupe G de la courbe formelle X':

Q':QJ'—’x’

La courbe formelle normale 2)’ étant finie sur X’ propre sur R', par GAGA formel le
revétement o' ainsi construit s’algébrise en un revétement galoisien

p’:Y,—-—)X’

de groupe G de R-courbes.
La démonstration du théoréme 1 est achevée par les lemmes suivants

Lemme 4. Le lieu singulier de Y} est contenu dans I’ensemble des points sauvagement
ramifiés de pg, la courbe Y}, est la normalisée de Y}, et on a le diagramme commutatif
suivant, équivariant sous l’action de G.

Y, —>Y}

(5) x l”'“

Xk
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Preuve. Par construction les ouverts p; ' (Uy) de Y3 et (p},)~*(Us) de Y} sont isomor-
phes, donc Y, et Y sont birationnelles: puisque Y} est normale, on a une application
v : Yy — Y, partout définie qui a une inverse rationnelle définie en dehors de Si. Y5
est compléte et v dominante: il en découle que v est surjective; le diagramme (5) est
commutatif car p; et pj, o v coincident sur un ouvert dense.

Lemme 5. La courbe Y} est unibranche.

Preuve. La question étant locale pour la topologie étale, plagons nous au voisinage
d’un point z, € X} sauvagement ramifié; aprés la localisation étale utilisée, on peut
supposer le revétement totalement ramifié de groupe I = I,, (Lemme 1): il existe donc
un seul point y dans Y au dessus de z, et a fortiori un seul point ¥’ dans Y} au dessus
de z, (cf. diagramme (5)). Puisque Y} est la normalisée de Y, (Lemme 4), on a bien
que I’anneau local Oyy .+ est unibranche. '

Exemple 1. Fixons un corps k algébriquement clos de caractéristique p, et posons
R = W(k)[¢], ot W (k) est I’anneau des vecteurs de Witt de k et { une racine primitive
p-iéme de I'unité. Le corps k contient le corps premier F,. Nous allons étudier I’action
de G = PGL(2,F,) et de ses sous-groupes sur la droite projective P} et appliquer les
résultats précédents pour relever a ’anneau R le revétement P, — P1/G = Pl: nous
trouverons une R-courbe Y — P}, de genre g(Y%) = 1(p +1)(p — 1)(p — 2) dont la
fibre spéciale a p+1 points de rebroussement, et chacun contribue au genre de Yy pour
§=3(-1)(p-2).

i) Le quotient P} /G existe, il est intégre et normal: c’est donc une courbe propre et
lisse sur k et, puisque le genre ne peut que baisser dans un morphisme fini de courbes,
ce quotient est isomorphe & P}: pour éviter toute confusion nous noterons Y} la droite
de départ, avec coordonnées homogénes [yo : 1], et X le quotient, avec coordonnées
[.’Bo . .’l!]_].

ii) Pour en étudier la ramification, on remarque que, puisque les éléments de G sont
définis sur Fy, si ¢ € P}(Fp»), pour tout o € G, o(£) € Pi(Fpn). Les p+1 points de la
droite projective sur F, constituent une premiere orbite sous G et chacun de ces points
A un indice de ramification égal & p(p — 1) (car G a p(p? — 1) éléments). Dy a p> — p
points dans Y} qui sont rationnels sur Fy2 et distincts des précédents: ces points sont
permutés par les p? — p transformations affines:

10
(c d) ¢c,d € Fp,d #0.

ils constituent donc une autre orbite sous G dont chaque point a pour indice de ramifi-
cation p+ 1, qui est premier & p. Un point y de Al C Y} est ramifié si on peut trouver
a,b,c,d € Fp, ad — bc # 0, tels que ay + b = cy® + dy, donc les seuls points ramifiés
sont rationnels sur Fp.



i) On aura besoin plus tard des groupes de ramification supérieure au points
sauvagement ramifiés, i.e. au points de Y rationnels sur [F,: le revétement étant ga-
loisien, il suffit de les calculer en co = [0 : 1]. Le groupe d’inertie en oo est

Go={a=(z 3) ad;éO}

En prenant une coordonnée affine y = y; /yo:

ay _(e-dy-a

VY= VT

on a donc que v(g)(0y — y) < 2 et est supérieure a 1 si et seulement sia —d =0: on a
alors |

G1=((i (1’)), Gy =Gs = --- = {id}

et Gy est produit semi-direct du groupe>G1, cyclique d’ordre p, par

r'= (((1) 2)) e générateur de

cyclique d’ordre p — 1.
iv) Puisque R contient les racines p—1-i¢émes de ’unité, on peut relever le générateur

B del
= 1 0
-6 2)

en un automorphisme
de P} (ot € est une racine primitive p — 1-iéme de I’unité) et Pk — PL/(B) est un
relevement de P — P} /(8); les point fixes de 3 dans P}, sont {0 = [1: 0],00 = [0: 1]},
qui se réduisent respectivement sur 0,55 € Y.

v) Nous allons 3 présent relever localement le revétement py : Yy = P}, — X =
P}/(a), a étant un générateur de la partie sauvage de l'inertie en oco: soit z une
coordonée locale sur X} s’annulant en co: on peut relever le revétement galoisien étale
Y — {0,00} — X} — {0, 00} donné par I’équation y? — y = 1/z en un revétement étale
de la couronne standard donné par 1’équation

ORI

1=0

Ce revétement est encore galoisien cyclique, un générateur étant donné par & : y —
¢y +1 (¢ une racine primitive p-iéme de I'unité). Ce revétement peut étre prolongé en
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un revétement fini galoisien de 0 < |z| < 1 ramifié seulement au point Q = ({ — 1)?,
image du point y = 1/(1 — () fixe par a.
vi) Appliquons & présent le théoréme 1 pour relever p : Yy — Y /G, sur R:

p:Y — P}

Plagons-nous sur les espaces rigides fibres génériques: le revétement modéré A} — A}
se reléve en un revétement entre disques rigides standards A’ — A centrés en 0; les
points {P; = 1 + ¢ + (% + --- + (*}i=o,...p—1, images reciproques de 0 dans A’, sont
ramifiés et le groupe d’inertie en P; est

Ip, = &-i(ﬁ)&i =

Les points de P}, rationnels sur F,: sont permutés transitivement par les éléments de
Gy (cf. ii) et se relevent donc en des points non ramifiés. Pour étudier le relevement de
la ramification sauvage, prenons une coordonnée z = z¢/z; en oo et soit D = {|t| < 1}
le disque ouvert standard centré en co. Le revétement D' = (p’)~!(D) — D est donné
par composition:

(6) D' — D'[(@ — (D'/(&)) /(B) =D

(cf. chapitre I, théoréme 2). Le premier quotient est étudié au point v); D'/(a) est
isomorphe & un disque standard, 8 agit sur ce disque par t — € ¢ et donc oo est un
point fixe et on trouve p — 1 points {g; = €?1/(1 — ¢)} au dessus de Q: on a alors que

oo est totalement ramifié (on note Qo 'unique point de Y au dessus de 0o) et que le
groupe d’inertie au point Q;, unique image réciproque de g; dans D’ est

I, =B (@)F =G
Le revétement Y} — X est défini par recollement de A’ et de D' au desus de la

couronne standard.
vii) On a donc déterminé la différente du morhisme Y} — P}k:

Dy p1. = [P(P—1)—1]Qoo +[p—1].Q1+ - - +[p—1].Qp-1+[p—2].Po +- - - +[p—2]. 1
En appliquant la formule de Hurwitz on peut calculer le genre de Yg:

29(Yk) — 2= —2p(p — 1) + deg Dy /p1,
==2p(p-1)+[p(p+1) - 1]+ (p-1)[p- 1] +plp - 2]
= p? — 3p.

ce qui donne g(Yx) = 1(p—-1)(p - 2).
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Cela permet d’obtenir des renseignements plus precis sur la singularité de la fibre
spéciale Y} au point ', spécialisation de Qo et des Q;: si F(= o0) € Yy(= P}) est
P’unique point au dessus de §' dans la normalisation Y} — Y} (cf. Théoréme 2) et si on
note

(7) 6 = dimy(Oy, 3/O0y; )

on peut exprimer le genre arithmétique local par p,(Y}) = 6 (cf. Serre [12], V.2.5). Or

Pa(Yy) = pa(Yg) = g(Yg), car le genre arithmétique est une caractéristique d’Euler-

Poincaré et la courbe rélative Y’ est plate: on en déduit que § = Z(p — 1)(p — 2).
viii) Les arguments précédents s’appliquent enfin a I’étude du relévement

Y —- X =P}

du quotient par G = PGL(2,p). Le relevement au dessus de 'ouvert moderé A} =
Ui = X} — & ne pose pas de problémes: Uk est le disque standard centré en 0, on a
un revétement galoisien modéré Vg — Uk, ou Vi est isomorphe au disque standard
privé de p disques ouverts (centrés pour fixer les idées en 0 et au racines p — 1-iémes de
'unité) on peut choisir des points Mj,..., My _, dans Vk, se réduisant sur Py (Fp)
avec indice de ramification p + 1 (cf. corollaire 2 au lemme 3).

La fibre générique du revétement cherché Yy est un recollement du revétement
modéré Vi avec un revétement D" du disque standard D centré en oo: le groupe
d’inertie au points de P}(F,) est isomorphe & Go et donc, par le corollaire 2 a la
proposition 2, D" =T ndgo D', ot D' est le revétement (6) étudié en vii): le morphisme
D' — D est étale en dehors de 0, qui est totalement ramifié, et des points {g; =
e711/(1=¢)};=o,... p—2 au dessus de @ = (¢ —1)?, dont le groupe d’inertie est isomorphe
4 G;. Puisque D" est somme de [G : Gy] = p + 1 copies de D’ (une pour chacque
point de P}(F,)), on a finalement p+1 points Py, ..., Po dans D” au dessus de 0 avec
indice de ramification p2 — p et p> — 1 points Q1, ..., Qp2_; au dessus de Q avec indice
de ramification p. ’

La différente du revétement Y” — X est donc:

@yn/x = [p]M]_ 4.4+ [p].Mpz_p-l- [p2 -p- 1].Po +...
+[P?—p—1].Po+[p—1.Q1+ -+ [p—1].Qp21.

La formule de Hurwitz permet de calculer le genre de Y:

29(Yg) — 2 = —2p(p* — 1) + deg Dyy/x,
=-2p(p* - 1)+ (#* - P)lpl + (P + V)P’ —p — 1] + (P* — 1) [P - 1]
=p° - 2p° - p.

ce qui donne g(¥) = 4(p+1)(p - 1)(p - 2).
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Comme en vii, on peut utiliser cette formule pour caractériser les singularités de Y}
i¢i la normalisation P} = Y; — Y} envoie {0,...,00} sur les p + 1 points singuliers
{P1,..., P} et les singularités sont toutes du méme type. Alors, puisque po(Y}’) =
> i=0,....00 0p,> o1l 8p, est défini comme en (7), et pa(¥y') = pa(Yg) = g(Yg), on en
déduit que 6p, = 3(p — 1)(p — 2) pour tout .

Exemple 2. (cf. Roquette [10]) Soit Cj la courbe hyperelliptique revétement double
de P1, normalisation de 1’équation d’Artin-Schreier

2=yP—y

(on suppose ici p # 2). Nous verrons que, pour p > 5, [Aut(Cs)| > 84(g—1) (en fait Cj
est —a isomorphisme prés — la seule courbe de genre g < p — 1 qui ne respecte pas la
borne de Hurwitz, cf. Roquette [10], Satz 3) Nous allons reprendre I’exemple précédent
pour étudier un reléevement & R = W(k)[(] du revétement galoisien Cj — Ci/Aut(Cj):
nous trouverons une R-courbe C' — P}, de genre g(Ck) = 3(2p° —4p?> —p+3) dont la
fibre spéciale a p + 1 points de rebroussement, tous de multiplicité § = (p — 1)(p — 2)..
i) Détermination de Aut(C}). On peut calculer le genre de la courbe hyperelliptique
Ck par la formule de Hurwitz: g = 2—;—1 Les automorphismes de P} se relévent & Cy:
le groupe G = PGL(2,p) est engendré par les matrices

(1) 5=( 9 =(5%)

et on peut exprimer leur action sur Cj, par |

: ¥ =
zZH 2z z— ez’ z

| 1
{yHy+1 {yHey ye =y

a=; N =
z

TV

En rajoutant I’involution ¢ qui echange les feulliets du revétement, on a alors que Cj a
au moins 2p(p? — 1) automorphismes.

En fait on a determiné tout le groupe des automorphismes de Cj, car tout o €
Aut(C}) se descend en un automorphisme de P}: Cj est hyperelliptique et donc tout
morphisme de degé 2 dans P} équivaut au choix d’une base de 1’unique série lineaire
g3 sur Cy; si 0 € Aut(Cy) la matrice du changement de base ¢ — ¢ 0 o donne lieu &
un automorphisme ¢, de P}

Cr, ——— C
¢1 lv
P, —*= P}

rendant commutatif le diagramme. Il est d’autre part évident que tout automorphisme
de P} se relévant en un automorphisme de Cj permute les points ramifiés et est donc
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défini sur F,. Pour p > 5, g = 252 > 2 et |Auti(Ci)| > 84(g — 1) = 42(p — 3),
contrairement 3 la borne de Hurwitz; cela implique que tout “relevement”(au sens du
théoréme 1) de C) — Cj/Aut(Cy) en caractéristique 0 aura nécessairement une fibre
spéciale singuliére.

ii) Etude du relévement. On peut utiliser les resultats de I’exemple 1 pour étudier
le relevement

C' —s PL = C'/Aut(Cy)

du quotient de Cj, par son groupe d’automorphismes. Comme en vii), on peut supposer
que & € P} soit I'image des points sauvagement ramifiés de Ci. Le relévement au
dessus de I’ouvert moderé Al = U} = Xj — & ne pose pas de problémes: Uk est le
disque standard centré en 0, et on a un revétement galoisien modéré Vx — Uk, ou
Vi est un revétement double du disque standard privé de p disques ouverts (centrés
pour fixer les idées en 0 et au racines p — 1-iémes de I’'unité); on peut choisir des points
M,y,. .., Myps_p) dans Vi, se réduisant sur P (Fp2) avec indice de ramification p + 1
(cf. corolla.ue 2 au lemme 3).

La fibre générique du revétement cherché Yz est un recollement du revétement
modéré Vg avec un revétement D” du disque standard D centré en oo: le groupe

d’inertie au points de Cy(F,) est isomorphe & (¢, Gq) et donc, par le corollaire 2 a la

proposition 2, D" = I ndat‘éic)")D' , ou D' est revétement double du revétement (6)

étudié en vii): ;

A" — D'/(&) — (A/(&) /(. B) =D
A/(@) est isomorphe & un disque ouvert standard (centré en co): son centre est totale-
ment ramifié et il y a 2(p — 1) points {g; = €71/1/(1 — {)};=o,....p-2 €t {tg;} au dessus
de Q = (1—¢)?. Le revétement D" — D est donc étale en dehors de 'image réciproque

de oo, qui est totalement ramifié, et des g; et tq;, avec groupe d’inertie isomorphe a
G, = (a).

(£:Go) D’ est une somme de copies de D’': on a donc p+ 1 points Py, ..., Py au

dessus de 0, avec indice de ramification 2p(p—1), et 2(p—1)(p+1) points Q1,...,Qp1_1,
tQ1,...,1Qp2_1 au dessus de Q avec indice p. On a alors:

DC}{/P}{ . [p]Ml 4+ 4 [p].Mz(pz_p) + [2(p2 — p) - 1].Po +...
+[2(0 = p) = 1] Poo + [P 1].Q1 + - - - + [P = 1].Qz(p2—1).-

La formule de Hurwitz

29(Ck) — 2 = —4p(p® — 1) + deg D¢y _sp1,
= —4p(p* - 1) +2(p* - p)[p] + (p + 1)[2(p* - p) — 1] + 2(p* — 1)[p - 1]
=2p° —4p? —p+1.

permet de calculer le genre g(C%k) = 1(2p® — 4p* — p + 3).
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On utilise cette formule pour caractériser les singularités de C}: la normalisation
Cr — Cj, envoie {(0,0),...,(00,0)} (dans les coordonnées y,z sur Cj de iv) sur les
p+ 1 points singuliers {P,,...,P,}. On a calculé le genre g = (p — 1)/2 de C, en iv):
g est alors le genre géométrique de C}, et donc

1
Pa(Cl) =g+ Y &p=9(Ck)=3(2p"~4p"~p+3)

1=0,...,00

On en deduit que
(p+1)6=5(20° — 48>~ p+3) = 3 (0~ 1)
=p’-2p" —p+2

et enfin 6 = (p —1)(p — 2).
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