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Title: On the behaviour, under torsion, of the local root numbers of the L- 
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This thesis is an investigation of a conjecture stated by P. DELIGNE and G. HENNIART, which 

refers to the virtual representations of the Weil group W of a local field. This conjecture 

generalises the fact that the root number of the tensor product of two virtual representations, one 

of which is of dimension 0 and determinant 1, and the other one is "very" ramified with respect to 

the first one, equals 1.

In the first part we prove some results that simplify the proof of the conjecture; this allows a proof 

in some simple cases. Afterwards we focus on the case in which all representations are in the first 

or the second level of the gamma-filtration of the representation ring of W. We prove that the 

conjecture holds in two non-trivial cases. An annex contains a complete investigation of the case 

where all representations factor through one group, isomorphic to the Heisenberg group with 27 

elements. We show that the proof of the conjecture reduces to a single case, implying a 

representation belonging to the sixth level.
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Int roduct ion

Le but de cette thèse est de présenter quelques résultats sur le comportement par torsion 

des constantes locales ("root numbers", appelées aussi facteurs e dans cette thèse) associées à une 

représentation virtuelle du groupe de Weil d'un corps local. La "torsion" d'une représentation 

virtuelle signifie qu'on fait le produit tensoriel de celle-ci avec une autre représentation virtuelle.

Soient K  un corps local, y/un caractère additif non trivial de K, tj et x  deux caractères de K, 

vérifiant aüjj) < a(x) (si x  est un caractère de K*, on note a(x) le plus grand entier tel que 

X(Uf((a(x)) * 1 ; voir ch. 1 , Notations). Dans [De-He] on trouve la formule suivante pour la 

constante locale e{{rj -  l)x, y) :

KiV ~ 1)*, Y) = Vicr1)- i x r i r \ \  + bld)- yKb),

où a, b e  K  sont tels que %(1 + x) = y(ax) si Vf^x) > a(jc)l2\ rj(\ + x) = y^bx) si v^(x) > a(rj)l2.

A l'aide de cette formule on trouve une formule explicite pour £(^n/eXl -  t j D ) ,  où ( 

est une famille de caractères de X*, vérifiant cê r/,) < a(x). Cette formule (voir 2.4.) fait intervenir 

l'élément a (associé à x> comme plus haut) et les éléments associés aux t]v Si 

S(«Ck) -  0 ( 77,)) > a(x), un calcul de valuations montre que

£Ctfï/eX l -  7 ,)) = 1

En tenant compte que 1 -  correspond, via l'application de réciprocité de la théorie locale 

du corps de classes, à une représentation virtuelle de dimension 0  d'un groupe de Galois G, d'une 

extension galoisienne finie de K, on se demande si la formule ci-dessus vaut encore si l'on 

remplace 1 -  77,- par une représentation virtuelle W,- de dimension 0  du groupe de Galois G,-. C'est 

ce qu'on fait dans la conjecture 4.10. de [De-He]. On doit bien sûr imposer des conditions sur la 

ramification des groupes G/ et sur les W,- eux-mêmes (plus précisément, sur le cran de la 

^-filtration du /l-anneau des représentations virtuelles de G,- dans lequel se trouve Wj). L'énoncé 

exact est le suivant :

1

VW /e/



Soient K  un corps local, W son groupe de Weil absolu et V une représentation de W, sans 

constituant modéré. Soient (G,)/e / une famille finie de quotients de W par des sous-groupes 

ouverts du groupe d'inertie et, pour chaque indice i, le dernier saut de la filtration de G, 

par les groupes de ramification, en numérotation supérieure. On suppose que, pour chaque /, 

on a Pi < a(V). Soient (w/),-e /  une famille d'entiers positifs, et pour chaque indice /', une 

représentation virtuelle W,- de G/, qui se trouve dans le «, -ème sous-espace de la /-filtration 

de l'anneau des représentations de G/. Pour n, = 1 (resp. = 2) cela signifie que Wj est de 

dimension 0 (resp. de dimension 0 et de déterminant trivial).

Si on a

Y j ni{ a { V ) - p i) > a{V),  (*)
1 6/

peut-on conclure que 0  V) vaut 1 ? "

Soient G le groupe de Galois d'une extension galoisienne finie de corps locaux, R le 

A-anneau des représentations virtuelles de G et R„ le w-ième cran de la /-filtration de R. La 

principale difficulté rencontrée dans la tentative de démonstration de cette conjecture est l'absence 

d'un résultat sur une forme explicite des éléments de R„, convenable pour les calculs. Par ailleurs, 

pour une formule explicite de la constante locale d'une représentation virtuelle de dimension 0, on 

doit faire appel à des théorèmes du type Brauer sur les représentations induites (voir le Th . 2.1. 

sur l'existence et l'unicité des constantes locales). L'absence d'un théorème de ce type, assurant en 

outre une certaine "compatibilité" avec la /-filtration du R, soulève d'autres difficultés.

C'est justement parce que l'on dispose d'un théorème de structure sur le deuxième cran R2 

(qui est formé par les représentations virtuelles V  avec dimF = 0 et detF = 1) qu'on a pu 

démontrer des résultats dans ce cas.

Puisque la conjecture est vraie dans le cas abélien (voir 5.4.), c'est-à-dire quand R est un 

A-anneau engendré par des éléments de dimension 1, on serait tenté d'appliquer des résultats du 

type "principe de scindage" (splitting principle) pour les A-anneaux ([Fu-La], [At-Ta]). Cela 

revient à plonger R dans un A-anneau S engendré par des éléments de dimension 1. Mais ceci 

soulève d'autres obstacles : l'anneau S n'est plus en général l'anneau des représentations virtuelles 

d'un groupe de Galois G et on perd toute notion de ramification, de constantes locales etc. 

Toutefois, aborder le problème sous cet angle semble assez prometteur, si l'on résout le problème 

de la définition correcte de ces notions pour les éléments de S.

La structure de la thèse est la suivante :

Le chapitre 1 établit les notations et les résultats de base sur les constantes locales, les 

groupes de ramification et les A-anneaux. Ces notions et résultats sont indispensables pour 

pouvoir énoncer la conjecture (3.2.) et démarrer les arguments des chapitres suivants.

Le deuxième chapitre débute avec quelques résultats sur les fonctions cp et y  de Herbrand.
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On continue avec des propositions qui permettent d'enrichir les hypothèses de la conjecture : on 

peut supposer que dim V= 1 et F est galoisienne (i.e. d'image finie; V correspond donc à un 

caractère % de -£*), les groupes G, sont finis (et même des /^-groupes). Si n, = 1, on peut supposer 

que Wj = 1 -  Tjh avec 77, un caractère de G,-. En outre, on prouve l'hypothèse dans quelques cas : 

si chaque groupe G,- est abélien; ou bien s'il existe un indice i avec /?, > a(y)/2 et /?, > 2 .

Le chapitre 3 se limite au cas nt < 2 pour tout /' dans I. On prouve d'abord que l'on peut 

supposer alors que W{ — I n d ^ ( l-  7̂/ [ )  si «,• = 2 , où Ft est une extension de K,

cyclique d'ordre p. Ceci permet de trouver des formules explicites, faisant apparaître les éléments 

a et bj associés à rfo et x> comme plus haut.

On prouve la validité de la conjecture dans deux cas :

- si «i = 2 et nj = 1 pour / ^  1;

- si 11 1 = 2 et n\ — «2 = 2 .

Il est vraisemblable que les méthodes employées pour les deux cas permettent de dégager 

une démonstration pour le cas nt < 2 pour tout Il y a toutefois des difficultés techniques qui 

seront mieux comprises en parcourant les démonstrations du deuxième cas : si = w2 = 2 , ce 

sont 4 = 22 facteurs s  qui doivent être calculés et l'expression qui en résulte doit être "simplifiée" 

pour prouver qu'elle vaut 1 ; si = «2 = ... - n ^ = 2 ,  il y aura 2N facteurs e et les simplifications 

se compliquent considérablement.

L'annexe 1 contient la preuve d'une formule explicite pour la fonction de Herbrand, si 

M - F 1F 2 , avec Fi et F 2  extensions cycliques d'ordre p  de K.

Dans l'annexe 2 on suppose que tous les groupes G;- sont égaux au groupe de Heisenberg H  

avec 27 éléments. On trouve une forme explicite des éléments de R„; l'investigation de la 

conjecture montre que la preuve de la conjecture dans cette situation se réduit à un seul cas, 

impliquant une représentation virtuelle du sixième cran.
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CHAPITRE 1

Le probl ème et les résul tat s  connus

RESUME. La première partie établit les notations générales et donne un ensemble de 
résultats sur les corps locaux, les groupes de Weil et leurs représentations virtuelles.
Ensuite on donne les propriétés des constantes locales associées à ces représentations, avec 
quelques formules explicites de calcul, qui sont utilisées fréquemment dans le reste de la 
thèse. On inclut des rappels sur les /l-anneaux et la /-filtration (avec l'exemple qui nous 
intéresse, l'anneau des représentations virtuelles d'un groupe topologique). Ces rappels sont 
indispensables à l'énoncé de la conjecture, qui est donné à la fin de ce chapitre.

ABSTRACT. The first part establishes the general notations and gives a set of results on 
local fields, the Weil groups and their virtual representations. Thereafter we give some 
properties of the local constants associated to these representations, together with some 
explicit formulas, which are often used throughout the thesis. Some basic facts about the 
A-rings and the /-filtration are included (with the example of interest, the A-ring of the 
virtual representations of a topological group). All these facts are indispensable for the 
statement of the conjecture, at the end of this chapter.

1. Notations.

1.1. Soit K  un corps local non archimédien (c'est-à-dire un corps valué complet par rapport 

à la topologie induite par la valuation, à corps résiduel fini), de caractéristique résiduelle p. Le 

corps K e tp  sont fixés dans tout ce qui suit. On rappelle qu'il y a deux possibilités :

-  car K  = 0, et alors K  est isomorphe à une extension finie du corps des nombres /?-adiques

Q  •

-  car K  = p  > 0, et alors K  est isomorphe au corps F  q ((A)) des séries de Laurent formelles 

en une variable X  aux coefficients dans un corps fini avec q éléments F^, où q est une puissance 

de p.
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On note :

vK : la valuation normalisée de K  ;

jtj' : une uniformisante ( i.e. un élément de valuation 1 ) de K  ;

Ajç : l'anneau des entiers deK , c'est-à-dire A g = {x e K  \ vjrfx) >0};

A%(j) = {x e K  | v^x) > t }, pour tout nombre réel t ; c'est un sous-groupe additif de K  ;

Pjs : l'idéal maximal de AK , c'est-à-dire P% = {x e K  | v^(x) > 1 } = A f^l)',

K -  Ak/Pk  : le corps résiduel de K. 

q = le cardinal de K  (c'est une puissance de p);

| : la valeur absolue normalisée de K  (pour laquelle \ k k \ ~  <7-1)i

: le groupe (multiplicatif) des unités de A g, c'est-à-dire = {x e K  \ Vj (̂x) = 0};

Ux(i) = {1+x | x e K , v%(x) > t}, pour tout t > 0 ; c'est un sous-groupe de U^.

S'il n'y a pas de risque de confusion sur le corps, on pourra omettre l'indice K.

On note E l'exponentielle tronquée :

b m - £ ^  , o.i.i)
i=o '!

et L le logarithme tronqué :

Pour chaque t > 0, E et L définissent des isomorphismes inverses l'un de l'autre :

A (t ) lA (p t ) -2 -+ U (t ) IU (p t ) -± -*A (t ) IA (p t ' l . (1.1.3.)

1.2. Un caractère additif de K  est un homomorphisme continu y . K —» C*(où C* est

considéré avec la topologie usuelle, induite par celle de C). On fixe un caractère additif non trivial 
y/ de K. Alors ([Weil], Th. Ü.5.3., C or.) tout caractère additif de K  est de la forme x i—> yÀ̂ ax) ,

avec a e K. La continuité de y/ implique l'existence d'un entier n(y/), appelé l'ordre de y/, tel que 

y/ est trivial sur A(~n(y/)) et non trivial sur A (-«(y/) -  1). Si m g Z , yKax) = 1 pour tout x avec 

v^(x )> 7M si et seulement si v^(a) > -  n(y/) -  m.([Weil], PROP. n.5.12., p. 42). On fixe une 

mesure de Haar dx sur K.

1.3. Soit K  une clôture algébrique séparable de K, fixée dans la suite. On sous-entendra que 

toutes les extensions de K  qui interviendront sont incluses dans K . Soit KPr l'extension 

non ramifiée maximale de K  dans K , L  une extension finie de K  et E  une extension de KPrL  = Lnr.

Le groupe de Weil W (E/L) est le sous-groupe de Gai (E/L) formé des Z,-automorphismes <p 

de E  qui ont la propriété <p\jnr -  Frobn, pour un n e Z, Frob étant l'automorphisme de Frobenius 

de Gai (Lnr/L). On munit W (E/L) de la topologie pour laquelle le sous-groupe d'inertie 

I=Ga\(E/Lnr) est ouvert. Alors W (E/L) est un groupe localement compact; /  en est le seul
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sous-groupe compact maximal, W (E/L)/I est discret et isomorphe à Z. On note le groupe 

W(K /L) et on l'appelle le groupe de Weil absolu deL. Pour plus de détails, voir([Weil], APP. II).

1.4. Pour LIK une extension galoisienne finie de groupe de Galois G, on définit les groupes 

de ramification Gn, pour n entier, n> - \  : Gn = {cr<e G \ vL(ox - x ) > n + \ , \ / x e  A i) . Les G„ 

forment une suite décroissante de sous-groupes invariants de G, Gq est le sous-groupe d'inertie de 

G et Gn = {1} pour n assez grand. On trouvera une liste complète des propriétés des groupes de 

ramification, des quotients Gn/Gn+i, ainsi que les définitions des fonctions de Herbrand ç>i/x et

dans ([Serr], ch. IV). A l'aide de la fonction ç>i/^ on passe à la numérotation supérieure 

des groupes de ramification :Gf = G<pL/K(t), Pour tout * -  ~ l ' i n t é r ê t  de celle-ci est qu'elle est

compatible avec le passage au quotient : si EIK est une sous-extension galoisienne de LIK, alors 

Gai (EIK)1 est l'image de Gai (LIK)1 par l'homomorphisme suijectif Gai (LIK) —> Gai (EIK). On écrira 

parfois G(t) au lieu de G/.

Pour une extension galoisienne infinie LIK, de groupe de Galois G, cette propriété permet 
de définir les groupes G* par G1 = lim proj G al(E/K)f , la limite étant prise suivant les

sous-extensions galoisiennes finies E  de LIK. La compatibilité avec le passage au quotient est 

conservée; G0 est le groupe d'inertie de G et son pro-/?-groupe de Sylow P  (le groupe d'inertie 

sauvage) est la fermeture de la réunion des G1 pour t > 0. Si Z, contient Knr, alors W (LIK) = W 

contient G0 = Gai(JJKP1)  et on peut donc poser W* = G1 pour t > 0, W-1 = W.

1.5. Soit G un groupe topologique. Dans la suite, on appelle représentation de G un 

homomorphisme continu p  de G dans le groupe des C-automorphismes d'un espace vectoriel 

complexe V de dimension finie : p  : G —»■ GL(V). On identifiera parfois la représentation avec 

l'espace vectoriel sur lequel agit G, en parlant de "la représentation V". Une représentation de G 

peut être interprétée aussi comme un module à gauche sur l'algèbre de groupe C[G], de 

dimension finie sur C  et tel que l'application (g, v) i-» gv soit continue.

Le groupe de Grothendieck d'une catégorie abélienne A  se définit ainsi : on construit la

classe quotient Â  de A  par rapport à l'isomorphisme (qui est une relation d'équivalence sur la
~  f Â) 

classe des objets de A) et on suppose que A  est un ensemble. Soit Z  = L  le groupe abélien

libre sur l'ensemble Â  et <p : A  —> L  l'application canonique. On prend le sous-module B  de L  

engendré par les éléments de la forme <p(Ÿ) -  <fi(X) -  ^ (¿ )  pour lesquels il existe une suite exacte

dans A  (on a noté X  la classe d'équivalence de l'objet X  dans Â). Le groupe quotient L/B

s'appelle le groupe de Grothendieck de la catégorie abélienne A.

Un élément du groupe de Grothendieck R(G) de la catégorie des représentations d'un

groupe topologique G s'appelle représentation virtuelle de G. Si V est une représentation 
virtuelle, elle s'écrit de manière unique sous la forme V = ^ T n (u ) lJ , où U parcourt les
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représentations irréductibles de G et n(U) e Z. Si n(U) n'est pas nul, U est un constituant de V. 

Les constituants de V sont en nombre fini.

Vu la définition du groupe de Grothendieck R(G), pour définir un homomorphisme /  de 

R(G) dans un groupe commutatif X, il faut définir J[V) pour toute représentation F de G et 

vérifier que, pour toute suite exacte de représentations :

0 — > F " —>0 ,

on afiY ) - f i y ')  +AV")- On définit ainsi, pour toute représentation virtuelle V :

-  la dimension dim(F), dim : R(G) —> Z;

-  le déterminant det(F), det : R (G) —» Hom(G , C*);

-  l’induction Ind^ : R (H ) —> R(G), pour H  sous-groupe d'indice fini dans G;

- l a  restriction Res# : R( G) — comme restriction des scalaires de C[G] à C[H], 

pour tout homomorphisme H  -»• G.

1.6. Si L est une extension de K  contenant KPr et si V  est une représentation du groupe de 

Weil W (L/K) = W, un argument élémentaire montre que la continuité implique l'existence d'un 

sous-groupe normal ouvert J  du groupe d'inertie I  = Gai(L/Knr) (i.e. l'existence d'une extension 

galoisienne finie E  de Knr) tel que V est triviale sur J. Le groupe d'inertie /  agit à travers le 

quotient fini IU  = Gai(E/Knr). On peut donc parler de la représentation d'Artin ([Serr], 

Ch. VI, §2 .) Aj/j  du groupe IU. On définit alors le conducteur d'Artin de V, à(V), par la formule :

a(V) = dim Hom C[//j] ( ^ / /y , V )

Cette définition ne dépend pas du choix du sous-groupe J  tel que V soit triviale sur J  (voir 

[Deli], 4.5.), Pour V donnée, a(F) ne dépend que de la restriction de V au groupe d'inertie /  de W. 

Une représentation de W est dite non ramifiée (resp. modérément ramifiée) si /  (resp. P) agit 

trivialement, et ramifiée dans le cas contraire. Si V  est non ramifiée, alors a(F) = 0 .

Soit maintenant une représentation irréductible p  : W ->■ GL(V). Si p  est non ramifiée, on 

pose ctip) = 0 . Sinon, a(p) est le plus grand nombre réel u tel que pÇWu) soit non trivial. On 

renvoie à ([Henn], p. 161) pour voir que a(p) est bien défini. Au même endroit on trouve 

démontrée la formule :

a(p) = (a(/o)+l)dim p ,  ( 1.6 .1.)

valable pour toute représentation irréductible ramifiée p  de W.

Pour toute représentation virtuelle V de W, on note a(V) ( resp. fü{V) ) le plus petit ( resp. 

le plus grand ) des a(U), quand U parcourt les constituants de V. Si L!K  est une extension finie et 

M  une extension galoisienne de K  contenant L , on pose a(L/K) = inf { /1 Ga.\(M/K)‘ ç  Gai (M/L)}. 

Ceci ne dépend pas du choix d eM
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1.7. On normalise l'isomorphisme w K * de la théorie locale du corps de classes comme 

dans [Deli], 2.3., p.523. Cet isomorphisme identifie Wo6(/) à £/(/), pour tout / ([Serr], 

ch. XV, §2). On fait ainsi correspondre à une représentation V de dimension 1 de W un 

quasi-caractère x  de K*. On retrouve donc a(x) comme le plus grand entier n tel que % soit 

non-trivial sur Uyfji). Si x  est non-ramifié où modérément ramifié, alors a(x) = 0 . On dit que % 

est sauvagement ramifié si cc(x) > 0 .

Si M /K  est une extension galoisienne finie de corps locaux et si L/K  est une sous-extension, 

G = Gai (M/K), H  = Gal(MÆ), et rj un quasi-caractère de H  (qui correspond par la théorie locale 

du corps de classes à un quasi-caractère de L , noté toujours rj), alors IndL rj est une autre 

notation pour Ind H 77.

On a la formule suivante ([Deli], Prop. 1.2.)

det(lnd^yo)(x) = f dunpdet(/>) (t(x)) , Vx g Gab (1.7.1.)

où G est un groupe, H  est un sous groupe d'indice fini, p  est une représentation virtuelle de H, e 

est le déterminant de la représentation de permutation de G sur G/H et t : G3*5 —» Hab est le 

transfert.

1.8. Si X  est un ensemble fini, | X  \ désigne son cardinal. Si X  est un sous-groupe du groupe 

multiplicatif d'un corps, la notation mod*JSf après une égalité désigne une congruence modulo le 

sous-groupe X. On note Q.[JX p(\)  le sous-groupe de C* formé par les racines de l'unité d'ordre 

une puissance de p.

2. Résultats sur les constantes locales

2.1. On cite sans modification le théorème d'existence des constantes locales s(F, y/, dx) 

(qu'on appellera parfois facteurs s) dans l'article de Deligne ([Deli], Th. 4.1., p. 535) :

THEOREME. Il existe une et une seule fonction e, vérifiant les conditions (1) à (4) 

ci-dessous, qui associe un nombre e(V, y/, dx) e C* à chaque classe d'isomorphisme de sextuples 

(K, K , yf, dx, V, p) form és d'un corps local K, d'une clôture algébrique K  de K, d'un caractère 

additif non trivial y/ : K  C*, d'une mesure de Haar dx sur K, d'un espace vectoriel V de 

dimension fin ie sur C  et d'une représentation p  : W(K /K) —> GL(V).

(1) Pour toute suite exacte de représentations de W (K/K)

0 - > V - > V - > V " - > 0 ,

on a

e (K  W, dx) =  K v \  W,x) V, dx).
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Cette condition montre que s(V, y/, x) ne dépend que de la classe de V dans le groupe de 

Grothendieck des représentations de W (K  /K) et permet de donner un sens à s(V, y/, dx) pour V 

seulement une représentation virtuelle de W(K /K).

(2) s(V, y/, a dx) = cfiim v  e(V, y/, dx) , pour tout a eR ^.

En particulier, pour V virtuel de dimension 0, e(V, y/, dx) est indépendant de dx. On le 

note s(V, y/).

(3) Si L est une extension séparable finie de K  dam  K  et que Vg est la représentation 

virtuelle de W (K /K ) induite par une représentation virtuelle de dimension zéro de W (K/L), 

on a

W) =  KVL> v/ °^vl/k) ■

(4) Si dim V - \ ,  p  étant défini par un quasi-caractère % de K*, on a

K K  W, dx) = s(x, V, dx)

□
Si x  est un quasi-caractère de K*, alors la constante locale e(x, y/, dx) est celle définie par 

l'équation fonctionnelle locale de Tate (voir [Deli], 3.3., p.526); cette équation permet d'obtenir la 

formule :

s(%, ¥ ,dx)=  \ .x ~ \x ) 'A x )d x =  x~ l (x )'Â x)d x . (2.1.2.)
JK ¿-±Jv(x)=n

neZ,

Si a e K* et V e R(W), alors la formule ([Deli], 5.4, p. 548) :

s(V, yKax), dx) = det(F)(a) | a |"dim v  s(V, y/, dx) (2.1.3.)

montre que, pour V  de dimension zéro et de déterminant trivial, s(V, y/, dx) ne dépend pas de y/, 

ni de dx. On le note e(V).
Nous sommes intéressés par les résultats du type s(V (g>W) = 1 si V et W  remplissent

certaines conditions. Par exemple, la formule suivante ([Deli], 5.5.3,, p. 549), valable pour W  une 

représentation virtuelle non ramifiée

e(V® W ) = detfF(^o(K)+n(v/>dimF)f{F, yr,dx)àimW (2.1.4.)

montre que e(V ® W) = 1 si en outre dim W = 0 et det W = 1.

Les formules données par la proposition et les corollaires qui suivent ([De-He], PROP. 1.1. 

et suivantes) sont fondamentales dans nos calculs.

2.2. PROPOSITION. Soient X ei V deux quasi-caractères de K*, vérifiant cc(t]) < a(x). Soit m 

le plus petit entier tel que l ’on ait 2m > a(x) et soit a un élément de K  tel que Von ait 

xi} +>*) = yKaÿ) dès que l'élément y  de K  est de valuation au moins m. On a alors
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v^(a) = 1 + aix)) et a est unique mod* U{ot(xÿT). De même, soit b un élément de K

vérifiant rjO+y) = yAbÿ) dès que l'on a v%(y) > aCf)/2 . Si l'on a a(rf)> a(x)/2, alors v(b) vaut 

-  (« (y/) + 1 + 0 ( 7 )) et b est unique mod* -  a ( ^ ) / 2  + 1 ); sinon, b est n'importe quel

élément de K  de valuation au moins - (« (  y/) + a(j¿)/2). On a

4(77 -  1)*, V) = (X7j)~l ( l+ b /ay  ys(b) (2.2.1.)

2.3. COROLLAIRE. Avec les notations de la proposition précédente :

(1) On a ¿ < (7 7  -  ï)x, V) = V(a~l) mod* Q.p/Zp(\).
(2 ) Si de plus on a cc(rj) < a(x)l2, alors

« 7 7 -  Ï)X<V) = (2.3.1.)

2.4. COROLLAIRE. Soient x  un quasi-caractère sauvagement ramifié de K  , m le plus petit 

entier tel que l'on ait 2m > a(x), et a un élément de K* tel que l'on ait x(} +y) = yKfty) si y  e  K  

est de valuation au moins m. Soit ( vd ieJ  une fam ille finie, d'au moins deux éléments, de 

quasi-caractères de K*, vérifiant 0 ( 77,) < a(x). On choisit des éléments b, de K  tels que 

7 7 ,(1  +_y) = y/(b{ÿ) quand v(y) > a(x)l2. Pour chaque partie J  de I, on pose

rAJ )= I I Vj, b { J ) = y j bj i dj)={-\yy (2.4.1.)
jeJ j e J

Alors on a

ÀxYliel(l ~ Tli)) =

=(̂ /))"l(riye/(i+¿('/v̂ )£(‘/))-n,e/ (̂nj£/-{(}(i+6(>/)/a)£<J))
(2.4.2.)

On a omis cbc et y  dans l'écriture du facteur s  parce que (l — 77,-) est une représentation

virtuelle de dimension 0  et de déterminant 1 si 1 1 1 > 2 .

2.5. Pour simplifier les notations, on pose, pour I  = N) et t(J) = t j  si J  s  /  :

P;v(*l>-">*w) = r i j £ / ( 1 + i (^ ))^   ̂ (2.5.1.)

VjjÇti,..., tft) est une série formelle en les indéterminées /,• à coefficients entiers. On voit tout de 

suite que P //=  1 + Q#, où est une série formelle divisible par î\...î^. Avec ces notations, la 

formule (2.4.2.) devient :

t k x Y l i e i ^ - *7/)) = ( p M T ' i Q - n «  Vi^  (2.5.2.)

Ht = ?AMoù C = Pw k  bN k k bN
(le symbole A désigne l'omission du terme^

a a a a a
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On a v(bj!a)> a(x) -  a(riù> 0 par 2 .2 . et donc C est de la forme 1 +D, avec 

v(iD)>Z/e/(c<z)-a(77,))-

Supposons que Z ; e /  (a(z) ~ > a(x)- AJors X(Q = ViiQ  = 1 • De Plus> 7;(#/) = 1 car 

en ces conditions v(//, -  1) > 0 ( 77,). On obtient donc

Le raisonnement ci-dessus est en substance celui de ([De-He], PROP. 1.7.); une 

généralisation partielle de ce résultat est l'objet de cette thèse.

A l'aide d'une variante du théorème de Brauer (qui donne des informations sur les 

conducteurs des caractères et qui est applicable aux groupes de Weil) et en utilisant l'inductivité 

en dimension 0 des facteurs e on peut obtenir le résultat suivant ([De-He], TH. 4.9.) :

2.6. THEOREME. Soit V une représentation virtuelle de W, sans constituant modéré. Soit 

une fam ille fin ie de représentations virtuelles de dimension 0 de W. On suppose que

l'on a j3(Wj) < a(V) pour tout indice i et (ce(V) -  P(W^) > a(V). Alors on a

=1  (2 .6.1.)

On voit que ce théorème généralise le résultat du 2.5., en remplaçant % Par V et les 1 ~ Vi 

par Wj.

Les théorèmes qui suivent ([De-He], Th. 4.2. et 4.6.) donnent une généralisation de la 

formule (2.1.4.) et nous seront utiles dans les chapitres suivants.

2.7. THEOREME. Soit V une représentation virtuelle de W, sans constituant modéré.

(i) Il existe un élément y de K*, défini de façon unique mod*t/(l), tel que pour toute 

représentation virtuelle W de W, de dimension 0 et vérifiant fi(W) < a(V), on ait

e{W ® V , y/) = det*F(r)mod* Q p / Z p (l) (2.7.1.)

(ii) La valuation V j^f) est donnée par la formule

Vffy) = a(V) + n(y/)-dim V (2.7.2.)

(iii) L'unicité de y (resp. la formule (2.7.2.)) vaut déjà si Von suppose seulement que 

l'égalité (2.7.1.) est vraie quand W est de la form e r j - \ ,  où 77 est un quasi-caractère 

modérément ramifié (resp. non-ramijié) de K*.

2.8. THEOREME. Soit V une représentation virtuelle de W, sans constituant modéré, h  

existe un élément y de K*, défini de façon unique mod *£/(«(F)/2), tel que pour toute 

représentation virtuelle W de W, de dimension 0 et vérifiant J3(W) < a(V)/2, on ait

e(ïV® V, y) = det W(y) (2 .8 .1.)

Cet élément est congru à celui de (2.7.1.) mod* (7(1).
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3. Enoncé du problème

3.1. Rappels sur les A-anneaux et la /-filtration

Les définitions et les résultats cités dans cette section sont pris de ([At-Ta]),où on peut 

trouver tous les détails qui manquent ici.

Un A - anneau est un anneau commutatif unifère R, muni d'une famille dénombrable 

d'applications Xn : R —» R telles que pour tous x j e R

(1) X0(x)=\

(2) X \x )  = x

(3) X"(x+y) = ' Z l 0X(x)X"-i (y)

Si t est un indéterminée et x e R, on pose

(4) A, (*) = £ „ * ,  A * ) '”

Alors (1) et (3) signifient que Xt est un homomorphisme du groupe additif de R dans le 

groupe multiplicatif 1 + /R[[i]] des séries formelles en t de terme constant 1. La relation (2) 

revient à dire que Xt est un inverse à droite de l'homomorphisme 1 +  ^  xw/” I-» xj ; Xt est donc

un monomorphisme. Les notions de X-idéal, X-sous-anneau, X-homomorphisme sont immédiates 

et on peut prouver les théorèmes usuels les concernant.

Le groupe R (G) des représentations virtuelles d'un groupe topologique G est un A-anneau : 

la multiplication correspond au produit tensoriel des représentations, l'opération Xn correspond à 

la puissance extérieure A" d'une représentation. C'est même un A-anneau spécial (pour la 

définition, voir loc.cit.). La dimension d'une représentation définit un A-homomorphisme 

dim : R(G) -> Z  (Z  est un A-anneau avec la A-structure donnée par Xt(m) = (1 + t)m, V w e Z), 

dont le noyau J  est un A-idéal (appelé idéal d'augmentation). Jusqu'à la fin de cette section, on 

considère que R = R(G) (bien que les résultats soient vrais pour tout A-anneau augmenté avec 

structure positive).

On définit, pour tout A-anneau R, les y-opérations par

f ( x )  = A"(x + n -  1) (3.1.1.)

Si l'on pose y t {x) = , alors

r t (x) = A j_ (x ) ,  (3.1.2.)
l-/

donc y t (x + y) = y t (x )y t (y) et

r w(x + ^  = 2 ”=0/ ( ^ ) r ”" '^ ) -  (3.1.3.)

Ces relations ont comme conséquences immédiates :

(5) j f i(x)=\
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(6) r l (*) = x

(7) //(w) = (1 -  0  ~m pour tout m entier.

(8) Xt(x )= \ + xt (i.e. x est une représentation de dimension 1) entraîne 

yt(x -  1) = 1 + (x -  l)r et / ’(l -x )  = (1 —x)n pour tout n > 0 .

La y-filtration (R„)„ > q est définie par

(9) Rn est le groupe additif engendré par les monômes de la forme y”1 (jfj )... y”r (xr ) , où 

Xj e J  et H /?,- > n.

Proposition. On a

( 10) Rm R„ ç  Rm+„, y  m ,n>  1;

(11)Ro = R ,R  X=J-

(12) R„ est un A-idéal pour tout n > 1.

(13) R„ est un y-idéal (i.e. R„ est stable pour les opérations y), pour tout n>  1.

(14) R2 = {ï7 e R | dim V = 0  et det F  = 1}. Ce résultat est une conséquence de la 

démonstration de ([Fu-La], Th. III. 1.7.)

On voit tout de suite que, si G est commutatif, i.e. R (G) est engendré par les caractères 

(représentations de dimension 1) de G, alors

(15) R j est le sous-groupe additif engendré par les éléments de la forme l -  avec x  

caractère de G. En outre, R„ = (Ri)”, c'est-à-dire que Rw est l'idéal engendré par 

l'ensemble

{(1 “  X\ • • • (1 -  Xr f r \x i,• • • ,Xr caractères de G, £  n,- > «}

3.2. Enoncé du problème

P. Deligne et G. Henniart énoncent la conjecture suivante ([De-He], 4.10. Question):

" Soit V une représentation de W, sans constituant modéré. Soient ('G/),-e /  une famille finie 

de quotients de W par des sous-groupes ouverts du groupe d'inertie W ° et, pour chaque 

indice /, /?, le dernier saut de la filtration de G,- par les groupes de ramification, en 

numérotation supérieure. On suppose que, pour chaque /, on a < a(V). Soient («,),e /  une 

famille d'entiers positifs ou nuls, et pour chaque indice i, une représentation virtuelle Wt de 

Gj, qui se trouve dans le -ème sous-espace de la /-filtration de l'anneau des représentations 

de G,-. Pour n,- = 1 (resp. »,• = 2) cela signifie que Wj est de dimension 0 (resp. de dimension 0 

et de déterminant trivial).

Si on a

2 > / ( a ( K ) - A ) > a ( n ,  (*)
iel

peut-on conclure que s((® ie /ÏÏÇ)<8>V) vaut 1 ? "
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Remarque. Si tous les nt valent 1, c'est le THEOREME 2.6., Si | / 1 vaut 1 et si /?j vaut 2, c'est 

le THEOREME 2.8.,

3.3. Observation. L'inégalité (*) s'écrit de manière équivalente

< a (v ) - 1+ 2 n»-l (**)
iel V iel )

En outre, si m,- > ni pour tout i g I, alors on obtient comme conséquence de (**)
/  \

J ^ < a ( F )  - 1+ ^ m ,. (***)
iel \  iel j

puisque Pi < a(y) pour chaque i.

14





CHAPITRE 2

Réduct ions

RESUME. On rassemble d'abord quelques résultats sur la ramification, utilisés dans les 
preuves des réductions qui suivent et dans les calculs de valuations au ch. 3. Puis on 
enrichit les hypothèses de la conjecture. Ainsi on prouve qu'on peut supposer V irréductible, 
de dimension 1 et galoisienne, et que les G,- peuvent être supposés des />-groupes finis. Si un 

vaut 1, alors on prouve qu'il suffit de supposer W{ = 1 -  rjh avec T)i un caractère de a  .

ABSTRACT. First, we collect some results on ramification that we use in the reductions that 
follow and in the valuation computations in the third chapter. Afterwards, the hypotheses of 
the conjecture are enriched. Thus, we prove that we may assume that V is irreducible,
1 -dimensional and its image is finite, and that any group Gi is a finite />-group. If an n, is 1 , 
then we prove we can take W{ = 1 -  rjh where T]i is a character of G,-.

1. Résultats sur la ramification. Normes et traces.

1.1. Pour toute extension galoisienne finie L  de K, on définit la fonction de Herbrand Çuk et 

son inverse y/L/K (voir [Serr], ch.IV.). La propriété de transitivité <Pm/K ~ Vl/K ° Pm/L (pour M  

une extension galoisienne finie de L) permet d'étendre la définition de ç jjk  et de y/jjK à toute 

extension séparable finie (non nécessairement galoisienne) L/K  en posant <Pl/k= Vm/K ° 9k/Æ_1> 

où M  est une extension galoisienne finie de K  contenant L\ ceci ne dépend pas du choix de M

1.2 . Si E/K  est une extension galoisienne finie et L/K  une sous extension de E/K, alors on 

voit facilement que pour tout t > 0,

G(E/L)WuKk0) = G(E/K)(î) n  G(E/L)- 0 -2.1.)

En passant à la limite projective, on obtient
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Wl(^L/A<0) = WA<0 r .  WL. (1.2.2.)

Si maintenant F est une représentation irréductible de W^, alors la formule ci-dessus 

montre que

^ I w J - V L /A c d y ) ) -  (1.2.3.)

Si a(V) > cdJL/K), alors

«(% .)=  »'i/Kto'O) î1-2-4-)

car en cette situation, W j^a(F)) ç  W

La formule (1.2.1.) a comme conséquence la

Pr o p o sit io n . Soit L une extension fin ie séparable de K  et E  une extension fin ie séparable 

de L. Alors

a(E/L)< y/yK(a(EfK))  ( 1.2 .5 .)

1.3. PROPOSITION. ([De-He], Prop. 3.2.) Soient L une extension finie séparable de K, M  

une extension fin ie séparable de L.

(i) La fonction y /^ /i est convexe.

(ii) Si l'extension M/L est modérée (i.e. si a(M/L) est nul), y /^ /i est linéaire. Sinon, le 

dernier saut de la dérivée de %//£ se produit en a(M/L).

(iii) Soit t e R +. Si t > a(M/L), la pente de y /^/i en t est l'indice de ramification e de M/L. 

Si t < a(M/L), c'est un entier de la forme e/p^, k>  1. En conséquence, on a

Y m il {< A M IL ))< ^cÎM IL )  □

1.4. Soit L une extension finie séparable de K. L'application déduite de 

l'inclusion correspond, par l'intermédiaire de l'application de réciprocité, à la norme 

N¿/K - L* —» K*. Si x  est un quasi caractère de Wjç- (correspondant à un quasi caractère de K*, 

toujours noté x), la restriction de x  à WA correspond donc à X 0^L/K- Les formules (1.2.3.) et 

(1.2.4.) deviennent alors

« U ° N l/A') <  y /L /K ^ ix ) )  (1.4.1.)

et, si a(x) >a(L/K),

« U ° N l /k ) =  ¥ l/k (^ (z )) (1.4.2.)

Soit d y K la valuation de l'idéal différente de L sur K  et y/yic fonction affine de R  dans 

R, de pente e = ey j^ , et prenant la valeur -  djjK -  1 en -1. D'après [De-He], 3.3., on a
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^ xlik [a l [ V'l/à'M)) -  A-k;(0  (1.4.3.)

pour tout nombre réel t.

On en déduit que y/^/x est la fonction linéaire qui coïncide avec Yl/K Pour t valant au

moins a(L/K). On a donc, pour tout t > a(L/K),

¥ L/ k ( 0  + d 1 / k  +1 = e(a{L /K ) + 1) (1.4.4.)

1.5. P r o p o sit io n . ([De-He], PROP. 3.5., p. 104) Soit L une extension finie séparable de K, 

d'indice de ramification e, et y  un élément de l'idéal maximal de A^. On a

N l / *(Ey) -  E{TrL/Ky)mod*UK{£vL(yj) (1.5.5.)

2. Réductions

On garde les notations et les hypothèses de la conjecture 3.2, ch. 1. Pour simplifier les 

notations, on pose a  = a(V), et on note R  l'anneau des représentations virtuelles de W^. Soit E, 

l'extension finie de Knr telle que G; = W (E/K). Si L/K  est une extension galoisienne, on note 

G(L/K) le groupe Gai (L/K).

2.1. Re m a r q u e . Dans les conditions énoncées, est de dimension 0 et de 

déterminant 1, ce qui justifie l'omission de y/ et de dx dans l'écriture de e.

Démonstratioa La formule det(£/ ® V) = (d e ti/)dimK • (detF )dimi/ (valable pour U, Ve R)

et dim U -  0, det U= 1 impliquent dim (U  ® V) = 0, det (U  ® V) = 1 pour tout Ve R. Il suffit 

donc de voir que ®) e/ Wt est de dimension 0 et de déterminant 1.

Si | / 1 = 1, alors ni vaut au moins 2, par (*), donc dim W\ = 0, det W\ = 1.

Si | / | > 2  et il existe un indice i avec ni '>rl ,  on a fini. Sinon, 1, V i e I. Alors 

((Z «/) -  \ ) a  > Z  «,/?, >  0 => 2  >  2 , donc il y a au moins deux indices i et j  avec nt = n j -  1. 

Alors WfôWj est de dimension 0 et de détérminant 1.

□

2.2. On peut supposer que V est irréductible.

Démonstration. V s'écrit comme combinaison linéaire de représentations irréductibles 

Z n(U)U, avec U parcourant les représentations irréductibles tels que n(/7) ^  0. En outre, 

a(V) = min^/ cc(U). On a s((® jl^)< 8)(^in (u )u ))  = J~[£((<8>/ï^)<8>£/) et il suffit de prouver 

que pour chaque U (les hypothèses de la conjecture sont vérifiées si l'on

remplace V par U, avec n(U) *  0).
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Les deux variantes suivantes du Théorème d'induction de Brauer, appliquées aux 

représentations des groupes de Weil, apportent des informations sur les conducteurs des 

caractères dont elles assurent l'existence.

2.3. PROPOSITION. ([De-He], Prop. 2.2.)

(/) Soient G un groupe fini, A un sous-groupe abélien distingué de G, et V une 

représentation de G. Il existe des sous-groupes Hj de G, contenant A, des caractères Xi des H  j et 

des entiers n, tels que, dans R(G), on ait

V = Y snilnd% (Xi) • (2.3.1.)

(2) Si l'espace V4 des points de V fixés par A est trivial, on peut choisir la décomposition 

de sorte que chaque Xi soit non trivial sur A. □

2.4. Corollaire. ([De-He], Variante2.3.)

Soit G un groupe, extension de Z par un groupe fin i G(0). Soient A un sous-groupe 

abélien distingué de G, contenu dans G(0), et V une représentation de G. Il existe des 

sous-groupes d'indice fin i H  j de G (en nombre fini), contenant A, des caractères X\ des Hj et des 

entiers nj tels que, dans R(G), on ait

V = Y Jnilnd^I.(x i) . (2.4.1.) 

Si V4 est nul, on peut choisir la décomposition de façon que chaque Xi soit non-trivial sur A. □

2.5. On peut supposer que dim V= 1 (i.e. V est défini par un caractère x  de K* ).

Démonstration. Soit H  = I  r\ Ker V. Le sous-corps F  de K  fixé par H  est une extension 

galoisienne finie de Knr. Alors V se factorise par G = W ¡H, qui est une extension de Z par 

Gs\(FIKnr)\ G(a) est un sous-groupe abélien distingué de G. De plus, l'espace des points de V 

fixés par G(a) est l'espace nul, car le contraire impliquerait que G(à) agit trivialement sur V (on 

utilise le théorème de Clifford : [Cu-Re], Th. 49.2., p. 342) On est en mesure d'appliquer le 

Corollaire 2.4., qui donne

V = J ^ In d Gh.Xj ,

où mj e Z, Hj sont des sous-groupes d'indice fini de G, G(a) c  Hj et Xj sont des caractères de Hj 

tels que Xj(ß(d)) ^  {1}. Donc
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H, K

Ei

On a utilisé l'inductivité en dimension 0 des facteurs e et la formule 

W Q ln d ^U  = Ind//((Res//FF)®£/) (pour H  sous-groupe de G, W e  R(G),

U e R(£0). Il suffit de voir maintenant que (Res^.ïfj) et Xj remplissent la

condition 3.2.(*), ch. 1 de la conjecture, pour chaque j  fixé. Ici on considère 

Wj comme représentation de W et Res# ^ - ,  noté if,', est en fait la

F

L K
G,

K

restriction de Wt a H j = W(a. ILj), ou Lj est le corps fixe par Hj. On a affaire maintenant a des 

représentations de W (K  ILj). On remarque que a(Xj) ^  ¥Ljl^P) puisque Xj est non trivial sur 

W *(a), W ^ a )  ç  H j et WL( ^ 0 )  = W *(0 r\ XVl pour toute extension finie L/K. De même,

Les rij restent les mêmes; en effet, si H  —> G est un homomorphisme de groupes, alors
/*>

V e R(G)„ implique Res^K e R(H)„. Il s'agit de démontrer l'inégalité (**), en remplaçant a  par

Vhjll&ù) et Pi Par ^Lj/xiPi)- On pose yr- ysij/K- C'est une fonction convexe, croissante, et 

y^O) = 0, y/(0) = 1. On applique maintenant le

Lemme. Soit y/ : [0,oo[ —» R  une fonction convexe, croissante, dérivable par morceaux, 

avec yAO) = 0, t//(0) = 1. Soient N  un entier positif, p j e  R , Pj > 0 et nx > 1 entiers pour chaque

1 <i <N, et a  > 0, tels que Pj < a  pour tout i et Y/ijPj < (-1 +!>?,) <x Alors on a yÀJ3j) < y^à) et

< (-i+5> ,M «>-

Preuve du lemme. Puisque y/ est croissante, yKfii) < K a )- En renumérotant éventuellement 

les Pj, on peut considérer que w,- = 1 et que Pj > 0 pour tout i. Les inégalités de l'hypothèse 

deviennent maintenant Pj < a, Z/?;- < (N -  1 )a. La fonction x  i—> y/ix)lx est croissante sur ]0,oo[ et 

on a

Z ¥iP i)  = Z z
uAa)

A =
Via) Z 0i < v K a )(N -1)

/ el iel Pi iel
a a

iel

OÙN=\I\ .

OBSERVATION. La dernière partie de la dém onstration ci-dessus montre
G'Soient Wj, nj et x  comme dans 2.5. Si i e l  et Wj= Ind j j U , avec H  = W(E,Æ) un 

sous groupe d ’indice fin i de Gj et U e R(//)j, alors

«(indg U  ® (® „ , Wj) ® x)  = A u  ® (® ;,, »y) ® ̂  • N m )

avec Wj représentation de G j = ’W(EJL/L). On a ck(^°N l / k ^ - W l I k ^ ^ x ) )  et 

a(G j) < yjjK Îfîj). On a les inégalités

W udfij) < VL/K<,a) et Vl/ M ) ) >  VLIK(a ) ■
iel
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2.6. P r o p o sit io n . f ( ( ®  jW î)® V ) est une racine de Vunité d ’ordre une puissance de p.

Démonstration. Par le théorème 2.7. du ch. 1, appliqué à ®/ Wt (noté W) et V, on a 

s(fV<E>V, y/) = detW (y) mod* Q.p /Z , p ( \ ) , avec y e K*. Mais on a vu que det W= 1. (On a pu

appliquer le théorème car < supj  /3(Wj) < a ).
□

2.7. On peut supposer que chacune des représentations Wj est galoisienne (i.e. se factorise 

à travers un quotient fin i de W, i.e. chaque G, est fini). De même pour V.

Démonstration. On utilise le résultat suivant ([Henn], COR. 3., p. 158) :

Toute représentation linéaire irréductible R de W  s'écrit sous la form e R  = S®x, où S est 

galoisienne et % esi un caractère non ramifié.

Ce résultat montre qu'on peut choisir un caractère non ramifié x  de K*, de sorte que V<2>x 

soit galoisienne. On applique le Th. 2.8. du ch. 1. aux représentations virtuelles (®jïïj)<S>V et

I -  x  et on obtient

e((®I W{ ) ® V ® x) = ) ® V) ,

où /  est un élément deK , de valuation a((®jWj)<8V) = 0. Par conséquent, x i/)  = 1 et remplacer

V par VS>x ne change pas la valeur du facteur e. On a aussi a(V) = a(F®^); les autres hypothèses 

de la conjecture sont donc conservées. Ceci prouve l'assertion pour V.

On regarde maintenant Wj. On voit facilement (en regardant la définition de la /-filtration) 

que chaque Wj peut être considéré de la forme (x i ) . . .y mr (xr ) , avec Z  rrtj > tij et dim x,- = 0. 

L'idée est d'écrire chaque x,- comme une somme du type Z fyyj, avec qj e Z  et yj irréductible; de 

prouver qu'on peut remplacer, si besoin est, yj par y j  =yj ®Xj> Xj caractère non ramifié (de sorte 

que_yy' soit galoisienne). sans changer ta valeur du facteur e à calculer. Dans les lemmes suivants, 

G est W ou un quotient de W par un sous-groupe ouvert.

LEMME 1. Si y  e  R(G) et x  est un caractère de G, alors Xn(yx) = ^ n(y)x/1- 

Pour la démonstration, voir par exemple ([Fu-La], formule 1.1.3.) □

LEMME 2. Soient U, V e  R(G), avec dim U = 0, V irréductible, dim V — 1 et j3(U) < cc(V). 

Alors a(U<8>V) = 0.

Preuve du lemme 2. On a U= TfijUj, avec £/, irréductible et n, entier. Alors 

a(U®V) = 2>7,a(C/,®F)- 0 °  rappelle que a(Uj) = (a(Ut)  +l)dim Uj. Mais on a le résultat suivant 

([Henn], COR. 3.6.1,, p.362 , énoncé légèrement modifié) :

Soient R et S  deux représentations linéaires de W. Supposons que R, S  et R<8>S sont 

irréductibles. Alors on a a(R®S) <  sup( a(5)dimR, a^ d im S 1 ), avec égalité si 

a(5)dim R * a(i?)dim S.

II est clair que Uj, V et U fèV  sont irréductibles. On a donc a(U fèV) = sup((«(£/,) +l)dim Uh
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(a(i') + l)dim Uj ) = (a(l/’) +l)dim  {/,• car cĉ Uj) < P(U) < cc(V). Puisque 0 = dim U = Jjii dim 

on a a(U®V) = Zw, (a(V) +l)dim  £/,• = 0.

□
LEMME 3 . Si U, y  e R(G) et n e N *  sont tels que a (An(y)U) = 0 et dim (An(y)U) = 0, alors 

s(Xn(yx)U, y/) = s(An(ÿ)U, y/) et d y ,(yx)U) = £{/1(y)U)pour tout caractère non-ramifié x d e  G.

Preuve du lemme 3 . On a e(An(yx)U, y/) = e(An(y)x?U, y/) = y?(y) K ^n(ÿ)U’ V*), où y  est 

de valuation a (An(y)U) + n(^)dim (An(y)U), qui est nul par hypothèse; donc x (f) = 1.

On a s(y1(yx)U) = s { /,(y)U). En effet

f(yz) = ¿"(yz+« -  i) = 2  XJ (" -  lW~J (yà = Zi ( 7 1 )̂ ~J tor) •Donc
j - °  J= 0

^ w - 1 /  \ ^  w-1 / \ (« - iW /? a r L .3 )  w-1 /

=* Yxn̂ i-yxW,v = Y\Ax"iMu,4' = w '
v/=0 J j=0 j=0

= ¿ ( /’(»C/). □

Fixons maintenant s e l .  On peut toujours supposer que Ws = / n(y)<S>W, avec dim y  = 0, 

1 < m < n s et W 'e  R (Gs)"*~m. Soit i / = r ® ( ® 7 _ r  | ^ . ) 0 F .  On peut écrirey=
7=1

/
avec Xy irréductibles, dim Xy = dj ; dim_y = 0 signifie que Ijrijdj = 0, donc y  = '̂ J mj{xj ~ d j)  ■ Pour

j =i

chaque j  il existe un caractère non ramifié Xj tel que XjXj soit galoisienne. On a
(  \  

e{®I Wi ) ® V  = i{ f l ( y ) ® u )  = e U ®  - ¿ i ) ) . . Y ' M * , -< /,)) , y  =
V /]+...+/,=m J

/  \

= e U ®  ^ / ' { m x{xl - d{)x\)...yf t (mt { x t - d t ) z t ) ,V  (2.7.1.)
V 'i +...+i(= ni j

= +dt ))U, y/)
¡1 +...+/, =m

Dans ces égalités, on a appliqué le Lemme 3. Ceci est légitime, car, pour chaque j,

dim trij(xj -  dj) -  0, donc dim /̂L1-' [mj{xj - d j ) ) )  = 0 ; par le Lemme 2, on déduit que
r \

a U ® Î 1 (mj{xj - ^ ) ) n  r'h(mhxhZh ~ dh ~ d hXh +dh) est nul.
V h*j J

Fixons j  entre 1 et m et soit x  = Xj, d  -  dj, x  -  Zp ‘ = 7y> r -  mj  et

U ' = U ® Y [ r ‘h(mhxhZh ~ dh ~ dhXh +dh).  Alors 
h*j
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& { r { x x - d  + d ( \ - x ) ) ) ® U \ V) = Y [ i{ y , t {r(xx-d ))y> -k { r d { \-x ) )® U ',v ) .
k= o

Dans le produit, tous les facteurs e sont 1, à l'exception de celui qui correspond à k = i. 

C'est une conséquence du Th. 2 .8. du ch. 1., qui donne la formule

e(W ® V,yf) = detW (y),

qui est applicable [avec W = y ‘~k(rd (l-x)) ] car y'~k(rd(l~x) est de dimension 0 et non ramifiée 

et yk (r (x x  -  d)) ® U' est sans constituant modéré. Si i - k >  1, alors y ‘ k(rd(l~x)) est de 

déterminant trivial, donc le facteur e correspondant est 1. Si /' -  k = 1, alors det rd(l~x) = X~rd est 

non-ramifié et la valuation de l'élément /  correspondant est nulle, par le Lemme 2 . Il reste alors

4 /  (r (xX ~ d  + d{\ -  x)))  ® U ', y/) = ^  (r (x x  -d))<8>U', y/)

La formule (2.7.1.) devient maintenant

e(( ®7 Wj ) ® V) = s( f *  (y) ® u) =

I l  À?*1 (mi (*i*i " d\))• • • y'' (mt (xtXt ~ d)t )u, y/) = i { y m(ÿ)  ® U )
/| -K . ,+if —TYl

t
avec_y'= 'y j n jx jXi , galoisienne.

7=1

Soit maintenant Wj = yn'l (xl ) . . .y mr (xr ) , avec ’E m j> n i et dimx; = 0 . On vient de

démontrer qu’on peut remplacer (pour tout j  < r) Xj par x'j, où x ’j  est galoisienne et cela ne 

change pas la valeur du facteur s. Evidemment, Wj’= [x{).. . ymr(x ’r ) est toujours dans le

rtj -ème cran de la /  -filtration de R (G,) et elle est galoisienne. Ceci achève la démonstration.

□

Désormais on suppose que tous les groupes G f sont fin is.

2.8. Supposons que le s  g rou pes Gj sont tous abéliens. A lo rs  f ( (® / W j ) & V )  =  1.

Démonstration. Pour un groupe abélien G, R(G)„ est engendré par les produits de la forme 

O -Z i  Y 1 ■ ■ ■ ( } - X rY r , avec ni +...+nr > n et Xb -,Xr caractères de G. (cf. 3.1.(15) du ch. 1.). 

U faut donc prouver que

¿ { ( l-X \)ni- - - ( l-X r )nr x )  = l ,

sous les hypothèses a(x) > 0 , a(Xj) < a(x), E  W/(aCf) -  «Clu)) > a(x)- Mais ceci est exactement 

le Th. 2.6. du ch. 1.

□
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2.9. On peu t supposer que tous les  groupes Gj sont d es  p -grou pes fin is.

Démonstration. Par 2.7., il existe une extension galoisienne finie L/K  telle que Wt et V se 

factorisent à travers G(L/K) = G. On note Lj le sous-corps fixé par G(L/K)j, noté G\. Soit P un 

/?-sous-groupe de Sylow de G, contenant lep-groupe Gj. On a

4R es? ( (® 7 Wj)<S>V)) = s(lnd£Res£ ((® 7 Wj) ® V)) = é((® 7 Ws) ® V ® In d p lp )
/ / w (2.9.1.)

= fi((®/ » î)® F )mfi((® /» /)® ^ ® (ln d ? lp  -/w lG))

où m = [G : P] (on a (m ,p) = 1). Supposons que ¿{Resp((®7^ ) ® F ) )  = 1. Alors il s'ensuit que 

e((®7^ ) ® F )  = 1. En effet, a ((® 7P^)®F) > 0 , /?(Ind£ 1P -  m lG) = a(Ind? 1P) = 0 car
r i

Indp lp  est la représentation de permutation de G sur G/P, dont le noyau contient G j ; on peut 

donc appliquer le Th. 2.8., qui donne

fi((®7^ ) ® F ® ( l n d ? l p - M G)) = det(Indp 1 P)(f)  = ±1 (2.9.2.)

avec v(/) = 0 par la formule 2.7.Si p >  2 , alors s{(0 jW i ) 0 V ) m =±1, avec (m ,p)=  1, donc 

s((® jW i)® V )2m = 1 et (2m, p) = 1, ce qui entraîne s((® jW i) <S)V)=  1 car c'est une racine de

l'unité d'ordre une puisssance de p .

Si p - 2 ,  on applique le raisonnement suivant : det(Indp 1P) est un caractère de K*, 

modérément ramifié. Mais on voit facilement que tout caractère modérément ramifié, d'ordre 2, 

d'un corps local de caractéristique résiduelle 2 est nécessairement non ramifié. Puisque y e  U ^, 

det(Indp 1/>)(/) = 1; par conséquent e((<8>I Wi )<8>V)m = 1 avec (m, 2) = 1, donc 

¿K(®7 0 / )® F )  = 1 car c'est une racine de l'unité d'ordre une puisssance de 2 .

□

2 .10. On est en mesure d'énoncer la conjecture (3.2.) de la manière (équivalente) suivante :

" Soit x  un caractère de K, avec a(x) > 0 . Soient I  un ensemble fini et, pour chaque indice 

i e  I, une extension E /K  telle que G,- = Gal(E/K) est un ^-groupe fini. On note /?, le dernier 

saut de la filtration de G; par les groupes de ramification, en numérotation supérieure. On 

suppose que, pour chaque on a < a(x). Soient («,)/<=/une famille d'entiers positifs ou 

nuls, et pour chaque indice i, une représentation virtuelle Wj de G;-, qui se trouve dans le 

«, -ème sous-espace de la /-filtration de l'anneau des représentations de G,.

Si on a

Zrç( «(*)-$)> a(x)>
iel

peut-on conclure que s((®ie /Wi)(g>V) vaut 1 ? "
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2.11. Si nt > 2 pour un indice i, alors on peut supposer que /?, > a(V)/2.

Démonstration. Si /?, < a(V)/2, alors on peut appliquer le Th. 2.8., ch.l., aux 

représentations virtuelles Wj et (® /-{/}^y)®  ^  et on obtient que s{{®j Wj)®V)

= detW', (y) = 1 puisque W-, est de déterminant trivial.

□

2.12. Si n, = 1 pour un indice i, alors on peut supposer que Wj = \-rjj, avec t}{ un caractère 

deK*.

Démonstration. Soit E /K  l'extension telle que G,- = Gs\(E/K). Par le théorème de Brauer, 

Wj = ^ m y ln d ^  ( l -  îjj ) y avec nij e  Z , Hj sous groupes de G/ et rjj caractère de H  y  Soit Lj le

corps fixé par Hj. On a

ei(<8>j Wj) 0  V) = ¿¡Wj 0  i  0 W^\ 0  v \  = f l  ** f Ind//,. t 1 ~ Vj) ® ® 0  v \  =

K

(2 .11.1.)

On a désigné par Wy le groupe de Weil W (K  ILj). Dans les hypothèses de la 

conjecture, on est amené à remplacer K  par Lj, W{ par l - i y  (et G, par HJ), 

Wt par Wt w . (e t  Gt par Gai(L .E /L ,)), V par V w . L'inégalité (*) de
J J  J  j

l'hypothèse est vérifiée, avec a  et remplacés par ^¿yj^(a) et y y ^ ifii)  

(voir I'Observation qui suit 2.5. du ch. 1.). On remarque que, si un Wt 

avec nt -  1 est déjà de la forme \ - t j u alors il est remplacé par

.E LiEt

n L 5
G

K G,

1 -  rjt ° i^Lj/K • On peut donc appliquer le procédé décrit ci-dessus pour tout indice i avec = 1 

et on obtient la conclusion.
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CHAPITRE 3

Le cas w/ < 2

RESUME. Dans les hypothèses ni < 2 pour tout i, on prouve que les représentations 
virtuelles qui se trouvent dans le deuxième cran peuvent être supposées de la forme

In d jr (l-  77/) — (l — avec F/K  sous-extension cyclique de degré p  de E(/K et 77,-

un caractère de Gal(£/F,). Ceci permet d'appliquer des formules explicites pour le calcul 
des facteurs s; les valuations des éléments qui interviennent sont estimés au §2 . On 
applique ces formules dans les deux cas traités par la suite et on prouve la conjecture dans 
ces deux cas («j = 2 ,n 2 = ... = nN = 1 au §3 et «j = « 2  = 2 au §4).

ABSTRACT. Under the hypotheses < 2 for any i, we prove that we may suppose the 

virtual representations Wj that belong to R(Gy) 2  of the form Indjr (1 -  77, ) -  ( l -  77, |^. ),

where F/K  is a cyclic sub-extension of Ej/K of degree p  and iji is a character of Gal(i?/F().
This allows us to apply the explicit formulas for computing the root numbers; the 
valuations of the elements that arise are estimated in §2. Applying this formulas enables us 
to prove the conjecture in two cases: « 1  = 2, » 2  = . . . = « / / =  1 in §3 and «j = « 2  = 2 in §4.

1. Réduction au cas des extensions cycliques de degré p

1.1. Dorénavant on suppose que nt < 2 pour tout i. Dans ce cas, en tenant compte des 

réductions démontrées, la conjecture peut s'énoncer de la façon suivante :

" Soit x  un caractère de K*, avec a(x) > 0 et N un entier positif. Posons I  = {1,..., jV] et 

soit, pour chaque indice / e 7, une p-extension finie galoisienne E, de K  de groupe de Galois 

Gj. On note /?, le dernier saut de la filtration de G, par les groupes de ramification, en 

numérotation supérieure. On suppose que, pour chaque i, on a /?,• < a(x). Soit n un entier 

positif, n <N. Pour chaque indice / e {1,..., //}, soit W,- une représentation virtuelle de G, qui
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se trouve dans le deuxième sous-espace de la /-filtration de l'anneau des représentations de 

G,; pour i g {/î+1,...,  N ), soit 77, un caractère de G, et Wj = 1 -  77,-.

Si on a

'Z ,2 (a (x )~ ft)+  > <Âx),
1=1 7= 72-1-1

peut-on conclure que vaut 1 ? "

Notre approche est de tenter de démontrer la conjecture ci-dessus par récurrence sur n, le 

nombre de représentations dans le deuxième cran. Pour n = 0, c'est la PROP. 2.6., ch. 1.

Les réductions ci-dessous apportent des hypothèses supplémentaires, utiles dans la 

démonstration de la conjecture. Elles doivent être interprétées de la manière suivante : si l'on 

démontre la conjecture dans le cas "particulier" donné par la réduction, alors la conjecture est 

vraie en général. Le schéma des démonstrations est : "on suppose que la conjecture est vraie dans 

le cas particulier de l'énoncé; on prouve que cela entraîne la validité de la conjecture en général".

1.2 . Il suffît de démontrer la conjecture en supposant que pour chaque i e {1,..., n) (i. e. 

= 2), Wj est de la forme Ind^ ( 1 -  77,- ) -  ( 1 -  77,-1K, ), avec F /K  sous-extension de EJK  et 7), un

caractère de Gal(E/F,).

Démonstration. On remarque d'abord que, si Wt est de la forme (1 -  cr)(l -  a1), avec cret d  

des caractères de K*, alors on peut remplacer W{ par le produit des représentations virtuelles

1 -  <j  et 1 -  o1, qui se trouvent dans le premier cran de la y -filtration de G,; on peut alors 

appliquer la récurrence, n se trouvant diminué par 1.

Par le théorème de Brauer, on peut écrire

^ =Z '= iwy(Indfy(1- ^ ) - ( 1- 777lr)) + S "=i/M7(1- 777lr)> i 1-2-1-)

où nij e Z , Fj/K  sont des sous-extensions de E /K  et rjj sont des caractères de Gai (E/F,) (qui 

correspondent à des caractères rjj de FJ). La condition det Wj= 1 s'écrit

K ( > - v/))=1 0 2 2)

Mais la formule (1.7.1.) du ch. 1., appliquée à la représentation virtuelle (de dimension 0) 1 -  77̂ 

du sous-groupe Gai(E/Fj) de G„ s'écrit

det(lndjr. (l -  77y))(x) = det(l -  |^*)(*) = Vj~l (x) > Pour tout x e K,

si l'on tient aussi compte du fait que l'inclusion correspond (par l'application de réciprocité) au 

transfert. Ainsi, ( 1.2 .2 .) devient

det(Zy=iwy 0 -  ^ | r  )) = n ' =i U i r  )~mj = 1 0 -2-3')
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LEMME. Soient <j\,...,as des caractères de K* et m \,...,m s des entiers tels que

det(Zy=i/M/(1 - °y)) = n ^ i(cr/TW' = 1

Alors yy 'S._îm i( \ -  <jj) s'écrit comme une somme de produits de la forme ±(1 -  cr)(l -  d),

où a e t d  sont des caractères de K*.

Preuve du lemme. On peut supposer que mj = 1 pour \< j < r et mj = -1 pour r+1 <j < s. 

Soit Tj_r = <jj pour r+1 < j <s. Alors l'hypothèse devient <j\...<jr = z\ ... rt (avec t = s-r) et

Par la formule (1 -  d) + (1 -  d )  = (1 -  crd) + (1 -  o)(l -  d), appliquée de manière répétée, 

on obtient

Zy=i(1- 07)=(1-°V"a>) +
+ [( 1 -  <7-1 )( 1 -  0-2 ) +  ( 1 -  ^2 X 1 -  ^3 )+• • '+ ( 1 -  • • • °> -l X 1 -  O'r )]

et de même pour les Tj. Donc ~ Oy) s'écrit sous la forme

Z j - i 7”/11 ~ aj)  = Z  ±(1 "  CTXl -  J ) , (1 -2.4.)

avec cret & caractères de K*, car on a vu que <j\...or = T\...xt. □

On applique ce lemme à la somme satisfait aux hypothèses du

lemme. Dans ce cas, si a  est un caractère qui apparaît dans la somme (1.2.4.), cc(o) < /?, puisque cr 
correspond à un caractère de G,-. Donc s((<8)jejW J )® x )  s'écrit, utilisant (1.2 .1.), comme un

produit de facteurs s  dans lesquels Wj est remplacé soit par une représentation virtuelle de la 

forme annoncée, soit par ±(1 -  o)(l -  d), avec cr et & caractères de K*. Mais ces derniers 

facteurs sont égaux à 1 par l'hypothèse de récurrence.

□

1.3. Si Wj g R(G,)2, alors on peut supposer que Wj est de la forme 
Ind^ ( l -  77, ) - (l -  77, |^„) , avec F /K  sous-extension cyclique de degré p de Ej/K et rjj un

caractère de Gai (E/F,).

Démonstration. Si dans 1.2., F /K  est une sous extension de degré p , on a fini. Sinon, 

puisque Gj est un /»-groupe et Gai(E/Fj) un sous groupe de G„ il existe une sous extension 

galoisienne Lj de F /K , d'ordre p. L'existence d'un tel L,- est assurée par le raisonnement suivant.
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Pour un /^-groupe G et un sous groupe d'indice fini H de G, 

[G : H] = p?, il existe pour chaque 0 < j < s un sous groupe Hj tel que 

H  < Hj < G et [G : HJ] = pi. ([Hupp], IIL7.2.e., p.301). Pour lep-groupe 

Gh son sous-groupe H  = G iE /F ^  et j=  1, on obtient l'existence d'un 

sous-groupe S  tel que H  < S < G et [G : 51 = p. Le sous-groupe S est

E,

F ,
Gj

L,

K

alors maximal dans le p-groupe G, il est donc normal. Il correspond à une extension galoisienne 

L /K  telle que [Lj : K] = p  et K  c  Lj a  Fj.

On peut écrire (pour simplifier les notations, on omet l'indice /)

W = Indf (lnd£(l -  17) -  (l -  l\ L. )) + Indf (l -  £  ) -  (l -  t\ k,  )

Donc

= «{indf (lnd^(l-

j s t in d f f i -H iO -t i -  H r  )®(®y

Dans le deuxième facteur s, Wj est remplacée par une représentation de la forme annoncée et on 

n'a pas modifié les autres représentations. Le premier facteur s  est égal à

i((lndÉ(l -  ,)  - (l -  ^ L. ) )® - | Wt ) N ^ )

Ici on a [Fj : Lj] = [F,- : K]/p. Si [Fj : L;] =/?, on a fini; sinon on reprend le procédé avec le 

facteur s  ci-dessus, dans lequel l'extension Fj/K est remplacée par Fj/Lj, de degré strictement 

inférieur. On continue jusqu'a ce que [Fj : Lj] = p.

Il faut encore vérifier que Wj et X °^L /K  sont des représentations qui satisfont aux

inégalités (* ) de la conjecture (cela  est garanti par l'OBSERVATlON du 2.5., c h .2 .); d'autre part, il 

faut voir que, si Wj = I n d ^  ( l  — rjj) — ( l  — r/j| ), avec [Fj : Z] = p, alors Wj Wl est de la form e

Ind£ ( l — 77̂ ') —( l — 7y '|L* )’ avec Lj extension de L , r\j caractère de L *  et [Lj : L] -  p. Cela

signifie que, si Wj était déjà comme dans l'énoncé, elle le reste, c'est à dire que la manipulation 

décrite ici peut être appliquée successivement pour tous les j  < n.

LEMME. Si L et E  sont des extensions finies de K  et rj est un caractère d'ordre fin i de E *,

alors

( I n d £ 7 ) | l  =  E a I n d £<rt?(i7 ° 0 '"1 » N ^ )  , (1 .3 .1 .)

où la somme porte sur un système complet et indépendant de représentants a  des doubles classes 
de W L\WA7 W £ .

Démonstration. Il suffit d'appliquer le Théorème de Mackey à la situation indiquée, en 

tenant compte de la correspondance donnée par l'application de réciprocité.

□
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Fixons j ,  1 < j< n  et posons F  = Fj, L = Lh Tj=rjj. Puisque < W,
W L\W À- / w f  = W*/W/^W/r = ^ k /'Wlt F̂ ■ ü n'y a Pas d'extension intermédiaire entre L et

K , donc il y a deux possibilités: Ln>F = K  ou Ln>F = L.

i) Cas où L n>F = K.
Dans ce cas ^ k /'WltìF = ^ k /'W k -  0 }  et (1.3.1.) donne

= Ind£F ( l -  77°NLF/ / r ) - ( l -  « N ^ )

Mais = ( 7 c,Ni/r/p’) | i * , donc la forme de fF,- est preservée.

ii) Cas où L ci F.
Alors /'W lc f̂  = Gal(ZÆ) et on a

rçk = Z1“1#!1- - Hr °Ni/*) =
" 0 ( W  ( 1 . 3 2 )

E ( Indr f - (1- ’7“ 0 - ' ) - ( l - i 7 " C T ' 1| i ) ) +  ° N i / K )
aeG(L/K) creG(L/K)

La première somme porte sur des représentations de la "bonne" forme et [aF\L\ < [F:.K]; quant au 

terme

c =  ° N ^ ) >
œG(L/K)

c’est une somme du type Z ±(l -  à), avec a  caractère de L* et de déterminant det C = 

N a - ° n ì /* ) -  n( rl° a  1\ l )  = l ; o n  peut alors écrire C sous la forme Z ± (l -  o )(l -  o1),
creG(L/iT)

comme le montre le Lemme dans la démonstration de 1.2., En remplaçant J^/|wL Par (1-3.2.), le 

facteur s  correspondant à C sera alors 1, par l'hypothèse de récurrence.

□

2. Estimation des valuations

On fixe dans ce numéro un caractère additif non trivial y/ de K. La formule (2.3.1., ch. 1, 

fait intervenir, pour un caractère x  de K*, un élément a e  K  tel que ^(1+x) = yAax), pour tout 

x g K  tel que v(x) > a(x)l2. On s'intéresse à ces éléments.

2.1. P roposition . Soit x  un caractère de K* a\>ec a=  a(jc) > 0 e/ / e  R, a /p < t < a  . 

Alors il existe un élément a  e  K  tel que

^(E r) = yAax), pour tout x  e  K, v^(x) > t.
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La valuation de a est -(1+ n(y/)+a) et a est unique mod*U (a-t). Si t < ct'2, pour a 

comme ci-dessus on a aussi %(] + x) = y/(ax), si x  g K, vA-(x) > cc(x)/2. Par ailleurs, si y  e K est 

de valuation strictement plus grande que a(x), alors xi} + x +ÿ) = %( 1 + x), pour tout x g P^.

Démonstration. Soit m le plus petit entier strictement supérieur à t. Par hypothèse, % est 

trivial sur U(pm)\ la restriction de % à U(rri) se factorise alors par U(m)/U(pm). Puisque 

l'exponentielle E est un isomorphisme de A(m)/A(pm) sur U(m)/U(pm), on peut parler de 

l'homomorphisme x°  E, défini sur A(m)/A(pm). En composant avec la surjection 

A(m) —> A(m)/A(pm), on obtient un homomorphisme additif de A(m) dans C* qui peut s'étendre 

en un homomorphisme additif (p : K  —> C*. Il existe alors a g K  tel que <p(y) = yKftÿ), pour tout 

y  g K. En particulier, on a x  ° E(x) = t/4ax), pour tout x g K  vérifiant v^x) > t.

Puisque yA<ax')= 1 pour tout x e A ( a + 1), la Prop. 1.2. du ch. 1 montre que 

Vf^a) > -(1  + n(y/) +a); mais x  n'est Pas trivial sur U(a), donc il existe x g A (a) tel que 

ifKflx) 1; ceci signifie que v%(a) < - (  n(y/) +a) et alors v%(a) = -(1  + n(^) +d).

Si a ’ satisfait à la propriété y/(ax) = yAa'x), pour tout x g K  avec v^x) > t, alors 

v%(a - a ') > -(n(^) + 1+ /), i.e. crla ’ = a '1(a' -a ) + 1 g U(a - 1).

Soit y  avec v^(y) > a(x) et x avec v^-(x) > 0 ; alors x
1 + X +  y

= X 1 + y - 1 , car
1 + x 1 +  X

VK
y

l + x = vK<y) > oCt)-

Si vA<x) > a(x)/2, Ex = 1 + x +_y, avec v%(y) > a(x) et on applique le résultat précédent.

2 .2 . Pr o p o s it io n . Soient E  et L  des extensions galoisiennes finies de K  avec LzzE,  x  un 

caractère de K*, avec a(x) > ccÇL/K), rj un caractère de Gal(ZÆ) (on note toujours 77 le 

caractère correspondant de E*). Soit e l'indice de ramification de l'extension E/K, a  = cc(x), 

P = a(L/K). La P r o p . 2.1. garantit l'existence des éléments :

a g K  tel que x(Ex) — pour tout x g K, v%(x) > a/p;

a' g E  tel que x°NE/K(Ey) = y/oTrE/K(a'y), pour tout y  g E, v ^ y )  > y/E /K i^P ’ 

c g E  tel que rj(Ey) = ^oTrjçyzfcÿ), pour tout y  g E, v ^ y )  > yf£/^(fi)/p; 

b g K  tel que 7  ̂ (Ex) = yAJbx), pour tout x g K, v^(x) > fi/p.

Alors on peut choisir ces éléments de sorte que :

(i) b -  Tr E/K^fX

(ü) ve<°' - a) ^ -n(^oTre/k)
ea (r)

-  1 .

P

Démonstration. Tout d'abord on remarque que oü(x°^E/ld < y^E/Ki°ix)) (voir 1.4., ch. 2 .) et 

que a(jj) < aiE/K) < y/£/ffJJ); le caractère 77J correspond à  un caractère de Gal(L/K), donc

a( ) < fi. L'application de la PROP. 2.1. est donc légitime.
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(i) Si X g A', vk{x) > f3/p, alors v^x ) > efi/p > Ve/K^YP^ donc

yibx) = 77(Ex) = y/olrE/f^cx) = y A J r& ^ x )

On peut choisir donc b = Tre/k(c).

(ii) Soit y  e E, vjAy)>eodp. Par la formule (1.5.5.) du ch. 2 ., on a 

Ne-kO-V) = ETrE/féy) mod'U j^d ), avec d >  a, donc ^oN£/A<Ey) = ^°E(Tr£/A-(y)), dest à dire 

y/oTrE/iéfl'y) = y K ^ E /M )  = KTrE/id?y)), puisque vÀ<Tiy) = e -h ^T ry ) > e ^v g y ) > ce/p. 

Donc y/oTxE/iéSP ~ = Pour ioui y  e E> vE^y) -  1 + ea//P- Alors v^Ça'-a) est au moins 
-(n O o T r^ ) + ecdp + 1).

□

Ob s e r v a t io n . Dans la démonstration des divers cas de la conjecture on peut supposer, 
pour simplifier les calculs, que n(y/) = 0 , puisque £((®,-e/ ^ ) ®  £) ne dépend pas du choix du

caractère additif y/. Dans ce cas, n ^ o T r ^ )  est la valuation dE/̂  de la différente de l'extension 

E/K. Ceci est une conséquence de ([Weil], COR. Vm.2.3., p. 142), qui affirme que 

nO °Tre /k ) ~  dE/K + niW) eE/K ■

3. Le c a s  n-j = 2, n 2 = ... = fl/y = 1

Dans ce cas, vu les réductions démontrées, le problème peut s'énoncer comme suit :

" Soit x  un caractère de K, avec a  = a(x) > 0 et / /  un entier positif. Soient /  = {1,..., N} 

un ensemble fini, E± une extension de K  telle que G\ = Gai(E\/K) est un p-groupe fini et E/K 

une sous extension de Ei/K, cyclique d'ordre p. Soit tji un caractère de G&\(E/E{) et, pour 

chaque i e {2,...,N), soit 7 , un caractère de K*. On pose f3\ = a(E\/K) et /?, = 0 ( 77,), pour 

/ > 2. On suppose que J3t < a(x) pour tout / e /  et que
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Démonstration.

£ -
¿ ( in d i^ l-  7 7 i ) ® n .^ ( l -  Tlî)®x)

Av-m LOsrW1-»»)®*)
s { ( \ -  ? 7 i ) ® ° N c : / r ) ®  yoNr/r)

4(1-77, Â)® rifi^o- Tù®x)
(3.1.1.)

Pour abréger, on note y/g la fonction de Herbrand ys£/K’ e l'indice de ramification e^/g  

(e = 1 ou e = p), d  la valuation de l'idéal différente de l'extension E/K, N  = N^/^, Tr = Tr^y .̂ On a 

aussi besoin de y — a(E/K) (évidemment, y< fi\).

Si E/K  est non ramifiée, alors y/git) = t pour tout t e  R.

Si E/K  est ramifiée, alors

¥ e \ 0 -
t si 0 < t < y

p t - \ p -  i ) r si y < t

Notre approche est d'essayer d'appliquer la formule (2.4.2.), ch. 1, à chaque facteur e dans 

la relation ci-dessus et on a donc besoin des éléments fournis par la Prop. 2.1.. En ce qui 

concerne les conducteurs, on a

ci77i) < oiEy/E) < y/£<J3¡);

^I AT* ) ~ a(J^l/^0  = fii, puisque correspond à un caractère de Gal(Ei/K)',

a im ^E /K ) £ VEtPi)', 

o& ^ e/k) = v d 0)-
Soient a, bt e  I  (/ e  / )  e t a', c{ e  E (i  e  I) tels que

a e  K ie l que ,i^Ex) = yKax), pour tout x  e  K, v^(x) > a/p;

¿ 1  e  K  tel que t)\ ,  (Ex) = yAJb\x), pour tout x e  K, v^(x) > fi\/p;

bj e K  tel que 7 7 ,(Ex) = y^bpc), pour tout x  e K, v ^ fx )  > fi/p , pour tout / > 2; 

a' e E  tel que X ^E Jlé^y)  = W°^xE /d a ’y)> Pour tout y  e  E, V£<y) > y/^cÿ/p; 

c1 g E  tel que i^ÇEy) = y/oTrE/dfiy), pour tout y  e  E, vrfÿ) > y/E/d fiÙ fP> 

c -, e E  tel que r/j(Eÿ) = y/oTvj^/j^Cjy), pour tout y  e  E, v-^y) > y/E /dfiÿP ’ Pour tout 

i > 2.

On peut prendre by= T r^/^cj) (cf. PROP. 2.2. i)).

Les valuations de ces éléments vérifient

vç(a) = -  e(l + a); = -  (1 + d+  y/jr(a)) = -  e (l + a) puisque a > a(E/K);

vd b l) ^ -  e (l + fii);  v ^ c j)  > -  (1 + d+  y /d fiù )  = -  c (l + fa );  

vd bi) = -  e (l + A ) /  ve (c,) * - ( l + d +  y/jeffiù).
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En fait, on a besoin plutôt des rapports /?, = b/a, q, = c /a ' et des différences 57 = <7, -  p,. On 

estime la valuation de ceux-ci :

vk(PÙ ^ a ~ P\> vd<ll) 2: Vn{à) -  VEÎPx) = e(a  ~ P ù:

vK<Pi) ^ “ A* VA ^/) ^ ^£<a) -  V'feO®/); (3-1.2.)

Soit i > 2; posons r,- = c;- -  6,- et r  = a' -  a. Par la PROP. 2.2., on obtient

''£<'•) > ~ d  -
ea -  1 et V£<r,) > — d  —ePi -  1.
P P

Alors v^Sf) = vE
h+ r. b.

-  VE
ra -rb .

> min VE
n

VE
rh

En regardant
a + r a a(a + r) a + r a(a + r)

les estimations ci-dessus, on obtient

vl
ri > y/E( a ) - eVi

VE
rh

* Ve (<*)-
ea + e (a -p i ) .

a + r P a(a + r) P

Il est immédiat que la plus petite de ces valeurs est i//E ( a ) -
eß.

donc
P

vd s>)> Ve Ì ® ) -
ePi pour tout / > 2 . (3.1.3.)
P

Le Lemme suivant est une conséquence directe du Cor. 2.4., ch. 1., obtenue par 

réarrangement des facteurs.

3.2. Lemme. Avec les notations du COR. 2.4., ch. 1., et en posant Pj = b/a, on a

«un-o-*))=(ru, <’+ - ru (rw <>+p v »*J)) . <?*■ > •>
o ̂ p(J)=Y,jeJpj-

□

3.3. En appliquant ce lemme, la formule (3.1.1.) devient

N -1
m

(3.3.1.)

Maintenant on regarde chaque facteur de cette expression.

3.4. On a H i =  rj /

Démonstration. On remarque que vg(pi...pjj) > L /GXa  -p ¡) > ß \  >
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vrÄqx...qK)>  Z,

//, = , r ‘ = m rTie/c/
il + p(J) + s( J)) < jy

(1 + /* /) )

Lemme 1. ,4vec les notations ci-dessus, vE ( F U T U )  > \f/£ ( /? () , pour toute paire 

de sous-ensembles de I  -  {1} a\>ec les propriétés J  \JT  = 7 — {1}, J  fl T1 = 0  , T ̂  0 .

Preuve du lemme. En tenant compte des formules (3.1.2.) et (3.1.3.),

vE{T\jPjT[TSt )* lL A a-Pj)+lLT\VE(<*)
eB,

P

Si E/K  est non ramifiée, il suffit de prouver que

a - p ,
>p\

p

«  (a^-i)«>a+Z^+Z 7fit
p

<x> p ( N - 1  ) a > p p x+ Ppj  + Y jTPi

La dernière inégalité est vraie, si on tient compte de (***) de l'OBS. 3.3., ch. 1. et de T & 0 .

Si E/K  est ramifiée, on doit prouver que

Z  j  p ( a ~ P j ) + 2 r 1̂P'a ~ (P ~ “ Pt) > PP' ~ &  ~

»  p ( N - X ) a > p p l - ( p - \ ) n  +p 'H j Pj + Z r ^ +Z r ^ _1^ i  

«  p (N  -  \)a  > M  + {p -  1X171 -  m  + iL jP P j  + Z TPt

En appliquant toujours (***) de l'OBS. 3.3., ch. 1., on se rend compte que la dernière inégalité est 

vraie : on a

P + 0> -  1X171 - 1 )  + p\ J\ + \T\ = p ( N  - 1) + 1

e t p >2 ,  ce qui assure les hypothèses de (***). □

Ce lemme permet donc de négliger dans le calcul de 7/j les monômes divisibles par un 
monôme du type s, avec J \ J T  = 7 -{ l} ,  J f ) T  = 0 , T * 0 .

Changeant légèrement les notations, il faut calculer alors

ru, (1 + p ( J ) + s(J))
modT,, où L est l'idéal de Z [[(p,)j, (s,-)/]] engendré par

(1 + p (J ))

u \ J P j n Ts' \ j ^ T = i ^ T = 0 , T * 0 \ .
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Puisque ./£/ 1 + /( J ) 4*/) = 1 mod r ‘l ; , on obtient rj. 7ç/ ci+/>(•/);
«( )̂ = 1 et

*7i Je / (1 +q(J)) î\ j . = 1

Mais leJç/ o +*(•/);
£<•/)

i«Jç/ (! + /(./)) d J nod l {‘ donc

C1 + q U )) dJ)

l&JçzI

j a ~Pi <T

(m a r ) VeWò, ¥fißx)>a{m)



LEMME 2. Soit 1 un ensemble fini, \ I  \ -  N. Alors, dans Z [[(p ,)y , (v,)/]], avec les notations 

ci-dessus, on a

ru, 0 + /? ( j)+ 5 (y »
= 1 mod L .

Preuve du lemme. Pour chaque N-uple d'entiers positifs ou nuls n = («,)/, on pose 

I n | = E / »„ n! = I I ;  «/!, J (n ) = {/' g 1 1 n{ * 0} . Si p = (p;)7, soit pn = ]~]/ p f  . Puisqu'il s'agit

partout de séries à coefficients entiers, il suffit de démontrer la relation dans Q[[(/?/)/, (•?/)/]]• On a

l o g r r o - w G / » ^  = y ^ ) i o g ( i + / ( j ) ) = T ^ ) T , ( 1)M K J T
Jçzl J ç z l J ç z l n> 0

n

= Z
n>  0

( - 1.
T .K J )  i(J )nn

JœI

Mais on a

ZKnnJT = I,*-n Z ^*" = S ï*"  E^)= S 1̂«"(-i)w
J ç z l  J ç z l  |n|=M,J(n)çJ ’ M=w J f a f e J c I  |n|=n,J(n)=/

Donc

iogno+'W)£<-', = 2:t:^ -  z = Z
J ç z l  n>  0  | n | = « , J ( n ) = 7  * J ( n ) = 7

Revenant à / :

10g/ =  Z  ( - l ) ^ n|-lil2^ ( ( p  + s)” -p")
J(n)=/

Mais (p + s)n -  p n =(/?!+  îj )”*•• • (pN + sN )"N -  p ”' •••Pu’1” est un élément de L si w; > 1 pour 

chaque /. Alors

/  = exp log/  - 1 mod L 

Ce Lemme, combiné avec le Lemme 1, permet de conclure.

3.5. Pour i > 2, on a H) = 77- — —-----=--------------r-rr— = 1.
I  J

r \
Démonstration. On remarque d'abord que no + t(J ))<J) s  1 mod n tj . Ceci découle

ieJçzI \ i* jeJ  j

du fait que le produit devient identiquement 1 chaque fois qu'on pose tj = 0 pour j  ?  i.
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On peut donc écrire avec dn entier pour tout
iejçzl 0

n = n^)  avec ty > 1 si7 ^  /.

Pour un tel n, on a

4  n p7 ] * £",(«-/»/) 2 S(«-)8y) >f a ̂
V j * i  y y«' y *

En effet, Z ( a _ ^ y ) > ^ -  équivaut à a - /? , + ̂ 2 (<z-/? ,-) > a ,  vraie par hypothèse.
/*» y*ï

Donc ] - J .&/c_/ ( l + / 7( J ) ) ^  = 1+ Z ^ n P ”  , où Z ^ n P ”  est de valuation strictement
' ~ n¡> 0 n,>0

supérieure à a fj]^ )l2 . Ceci nous autorise à écrire

( \ ( \

* + Z ^ n P ”  = V bi Z ^ n P ”
rij >0 rij >0

V r i jè l jH  J ^ njZl,j*i J 

(  \  ^

= ¥  h. Z ^ n  PiPn\ ~ lP22- " P nN = r ° T r  Cj Z ^ n P "  , a v e c ^ e Z .
«, >0 Wj >0

v W/£l,y*i J V " j-^ y ^1 y

Dans l'égalité 1 on a utilisé p¡ = b /a  et le fa it que «1 > 1. Pour l'égalité 2 on se rappelle que 

b i = T r Cj. La dernière somme porte sur des monômes divisibles parp 2-. Pat.

On applique le même procédé à 77,°N :

vk n q?11 ̂ Zwy(^°-  ̂ 2̂° ’ donc on peut écrire : 
w*» y y*»-

/  \  /  \

77/ o N ( n isyc / ( 1 +  ̂ ^ £<‘/ ) ) = ° N  1+ Z ^ q “  = f  ° T r  c, ^ X q 11 =
7 1 , ^ 0  « , > 0

v  rtj' íXJití  J  ^  H y S l J * »  y

/  \

= ^ ° T r  Cj Z ^ ù q 11 ’ avec les mêmes d ’ñ e Z .
/i,£0 

v «j-'-y*1 >

Si on fa it le rapport des deux valeurs, on obtient
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f  \

H, = V ° l r  - c t £  d;(qn - p n)
Wj £0

V »j&J*' J

Chaque terme de la somme est une combinaison linéaire de monômes divisibles par un monôme de 
la forme Y \ j P j W Tst , avec J \ J T  = 7 -{ l} , JÇ\T  = 0 ,  7V 0 .  Les deux lemmes du

paragraphe précédent montrent que ces monômes sont de valuation supérieure à y/jAJ3\) + 1. Pour 

voir que H¡ = 1, il reste à prouver que

l + v£ (ci) + y/E (j31) > - d o l +  y / ^ ^ - l - d -  y E(px) > - d  , évident.

□

„  ..iNfriycO+îW)^)) ,

3.6. On a H  -  r  —^ —=--------------tk— = 1.
I r u ,« * /* - '» * ' ’ J

Démonstration. On peut écrire

n a  + 'C'))*0 = 1+ Z V  > avec hn e Z.
J ç l  J(n)=I

Par ailleurs

y Á T h ^ U  Pi) ¿Z^a-Pi) > § .

comme on peut immédiatement se rendre compte en multipliant par 2; de façon analogue,

v* (n ,^  ) - VEa- vePí) ̂ z /  vePí) > =a(̂ 2°N)

Par conséquent,

(  ■ Y\
H = y r  a 2 > np n - T r  a'

V J(n)=I {. J(n)=I ) )

= ¥  ¿1 2 > n P T lP22-"PnN “ Tr C1
V A n )=/ l J(n)=I ) )

= (H Trie, 'Zk {p7'1P?-PÜ  - « r ' V ? - C ) T
^ V y(n)=/ ) )

Mais l'expression ci-dessus est du même type que H¡ dans le n° précédent. H  vaut donc 1, par le 

même argument.

□
La démonstration est maintenant complète.
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4. Le cas  N = 2, n 1 = n2 = 2

Dans ce cas, le problème devient :

" Soit ^  un caractère de avec a=  a(x) > 0. Pour chaque /' e {1, 2}, on considère : E, une 

extension de À- telle que G;- = Gal(£//T) est un ¿»-groupe fini, F /K  une sous extension de 

E/K, cyclique d'ordre p  et t/j un caractère de Gai(E/Fj). On pose Pj = o&E/K) et

= In d /£ (l-  77/)-( l -  Vî Ik*)

On suppose Pj < a(x) pour tout / e {1, 2} et

2(a-pl) + 2{a-p2)> a.

Alors £iW1®W2 ® z)  = l n 

Démonstration.

On note Yi = a(Fj/K); évidemment, Yi ^ Pi- On distingue deux cas : F j = F2 ou Fy *  F2 (on 

rappelle que toutes les extensions considérées sont des sous extensions de K).

4.1. Cas F j & F 2

Cela entraîne F i r \ F 2 = K. Soit M = F iF2. On a

e{W] <S>W2<S>X) = — 1-----F--------------?-----— ,----\------1— 77------- r—1r --------p----- —-------- 7 (4.1.1.)
4 In d p ;( l-  7 7 j)® (l-ri2\K. ) ® x ) £ ( ( l - 77̂ . )® IndFa( l -  % )® ^ j

Maintenant on utilise l'inductivité en dimension 0 des constantes locales et la formule

(ind „U) ® W  = In d g (t/ ® R e s g ^ ) ,

avec U= 1 - f / i ,  W= I n d j |( l -  t/2) ® x , Pour calculer £(lndjüj(l- 77j)® In d ^  (l —

fi(lnd£ ( l -  77j)®  Ind£ ( l -  772) ® x)  =
(4.1.2.)

¿((i -  77i)®Ind^ ( i — 772 •N jtf/7 rJ® *oN /rI/ j : )

On a fait usage des égalités suivantes (on passe au langage des groupes de Weil) :

ReV*, (m d^ ( l-  12)j = IndW ôif  ̂( 1̂_ Vl) WF2rWFx )  = lnéwl ( l - î ] 2 U'M)

Ces égalités sont une conséquence de la formule (1.3.1.). Le dernier terme de l'égalité ci-dessus 

s'écrit aussi Ind^. (l — r/2 ° N m /f  ). On continue avec la formule (4.1.2.) :

«((1- !7,)®Ind£(l- ife «Nm^ ) ®  =

f { ( l -  J7i ° N M/jrt) ( l -  t}2 0 N m/ ^ ) î “N )

Si l'on emploie la même méthode pour les autres facteurs s, la formule (4.1.1.) s'écrit
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finalement

e(Wï <S>W2 ® z) =

g(( 1 -  77, o N M f F x  ) ( l  -  Tfe o N m / f -2 ) x  ° N M / K  )  • g ((l -  77, | A,. ) ( l  -  772 | r  ) x )  (4 .1 .3 .)

¿{O-  Vl)(1 - 772|j1:*oNFi/A, ) ^ oN F1/x ) ’'£{(1 - V\\k > ° N f 2 / k ) ( 1 -  V2 ) X ° N f 2 / k )

Pour chaque facteur e intervenant ci-dessus, on applique la formule (2.4.2.), ch. 1. D'abord, fixons 
les éléments associés aux divers caractères par la PROP. 2.2., Pour simplifier, on note N, = ,

Tr/ = TrF,/K , Ci = eFJK , Wm  = VM/K> TrM = TrM/K et ainsi de suite.

Soient alors :

K :

a e K  tel que x(Fx) = vKpxX Pour tout x e K, vg(x) > a/p;

bj g  K  tel que rfr * (Ex) =  y^bpc), pour tout x  e  K, v%(x) >  (3/p;
À

Fi =
a, e Fj tel que ^°N;(£y) = y/oTr^ay), pour tout y  e Fit v,(y) > y/j(cc)/p; 

cn g  Fj tel que 77, ( Ey) =  y/°Tx¡(Cjjÿ), pour tout y  g  Fit v;(y) >  y/j(p,yp; 

s i j * i ,  Cjj g  Fj tel que rjj K* ° N ; (£ y ) = y/oTx¡(Cjjy), pour tout y  g  Fit v,(ÿ) > y/j(jQj)/p;

M :

a' e M  tel que y(E ÿ) = y /^x ^a 'ÿ ), pour tout y  g  M, v jjÿ )  > y/^c^/p ;

Cj g  M  tel que 77,- ° N M/^  (Ey) = y/oTx^cy), pour tout y  g M, v^Jy) > y/fJJ3^/p;

Les valuations de ces éléments vérifient 

K :

X : vfda) = -  (1 + ce), 

l i  K* •' vK<Pi) ^  -  (1 + Pi),

Fi-
XoNj : Vj(a,) = -  (1 + d, + y/j(a)) = -  e,(l + a); 

m • vi(cii) > -  (1 +dj+ y/i(Pi)) = -  e,-(l + Pi);

Vj K* 0  N,-: v fa j)  > -  (1 + dt + y/j(Pj)) ;

M :

Z°Nm : v j ^ a 1) = “  O + dM/K + ^àK«)) = ~  eAÂl + a)>
7/°N MjF. : vA/c ,)  > -  (1 +dM + y /M ) ) ;

c ,, a ', c.
M

Cl l ’ a v  ° 1 2  Fj F2  c2 l , a2 , c2 2

K
ô j , a , b 2
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R em arque 1. 77,  ° N Ŵ  = 77y|A,. ° N iy / : . Cela implique qu'on peut prendre 

T r^/r (cj) = Cy. On fait un tel choix.

R em arque 2. D e même, on prend b, = TrFj/K (c;/).

REMARQUE 3. Si on pose r;- = at -  a, r) - a ' -  ah tj = c, -  cu, Sj = Cjj -  ô, pour i ±j, on a, 

d'après la Prop. 2.2.,

V/( ;̂) > - d i  - 1 ;  donc v^r,-) > - e M/ F J, -  -  eM/Ft > - d M -  -1
P p  p

e S t
vj (sj) > - d j  J-  1

VjJr'i) *  -  dM/K
e M/Fj Vi(a)  -  1; aussi v j j r ) )  > -  dM/K eMa

-  1
P P

vAÀti) -  ~  dM /K ~
eM/E

,(A ) -  i
p

Pour évaluer v^r,-), on a utilisé les relations dM/K = dM/F+ eM/F-dF/K, eM/F= eM/F eF/K 

et dM/F — eM/F~ valables pour toute sous-extension F  de M/K. (voir par exemple [Weil], 

Vm.1.1., V111.1.4.), Pour la deuxième estimation de v ^ r ) ) ,  on regarde (iii) de la Prop. 1.3., 

ch. 2., qui donne y/¡(à) < e;a, puisque a>  a(F/K).

Avec la notation (2.5.1.) du ch. 1 et après l'application du COR. 2.4., ch. 1., la relation 

(4.1.3.) devient maintenant

m
Ci c2

s(W ; ® tr2 ® z)  =

■Pi
0. 60

Pi
cii c\i •n 2 | p 1

C ') \  c 0 7
{H 1)

a ” a ‘ a ’ a , a 2 a 2

V2 n m/f2 I Pl
C1 c2
a ' a'

°l ù2 •N, Pl
1 ^12 P C21 c 22 (H2)

a a a l a l a2 a2

p2
C] c2

■P i
6 1  6 - 2

N i ?!
Cu C12

N 2 \P 2 c2l C11 (H)
a ' ’ a a a a \ a \ «2 a2

Vi N MjFx | 1 + c2 1 +
b7

1 + C\2 N 2 1 4 c 22 (G 1)
a' a a 2

1 + C 1
14 N 2 14

C21
1 +

cìì
:g 2)a' a a2 a \

1. On a H \ -  H 2  =1.

Preuve. On écrit P2 c\ c2
= 1 4 P'h S>2

Cl \"i C h n-,
(avec pu  g Z  pour tous i, j) . Les

a a «,>i a' . a'

entiers Pÿ (au moins pour des petites valeurs de i, j  ) peuvent être effectivement calculés, mais 

leur valeur n'est pas essentielle. On s'aperçoit que

VM
c \ c2

"2

a a'
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Cette quantité est strictement plus grande que VaAPÙ s' n2 -  et strictement supérieure à 

y/\j(a)/2 en tout cas. Puisque \f/^cè)/2 > a( rjx o N > on Peut écrire

m Pl
Ci c

= ^ ° Trw C1 Pnu\
C1 ,"i

a' a' W|£l M ’ a'
)

On a négligé les termes avec n2 ^ 2 puisqu'ils sont de valuation supérieure ko \r jx o N M/F )

La même remarque s'applique aux termes Pl
Ôi by

Pi
cn cn

a a a \ a \

et

N 2 \P2
°1\ c11
a2 a2

En effet,

VM
h ,n\ bi

n2
>nx( a - p l)+n2( a - p 1)>

a/2 en tout cas

a a ß\ si n2 > 2

Cn c\2 >nx(y/x( a ) -  y/x{Px))+n2{y/x(à)~ YX(P2))>
y/\ (a)/2 en tout cas

a \ «i ÎPi(A) si n2 > l

VM
cl\ C11 > nx(y/2( a ) -  y/2(/?j)) + n2{ \f/2(a) — y/2{P2))> M «)/2 en tout cas

ai ¥ii.P\) si n2 > 2

On peut donc exprimer H x à l'aide du caractère additif y/ et négliger dans cette expression 

les termes qui ont n2 > 2 :

H ?  = V< Tri. c, P n. ,1
C1 C °2 Tr, cn Pn,

‘ - i l H?

¿11
a >̂1 a,

o, Pnu 1

"i
Tt2 C2l P"l.

C21

"i
22

rt.̂ 1 a n, >1 a a.

V- r rM c2 Z7»! .1
Cl Cl

c 12 Pn iJ
C11 C11

n, >1 a f a «1

b Pnx,\
b.

Tr2 c22 Z7»,.!
C21

,"i
C21

ûf a /»,> a 2 "2

En utilisant c X2 = TnY//r7(c2), b2 = Tr2(c22) et en regroupant les différences on peut écrire

H x 1 = ^ °T rM ^1,1
C1

Wj+l
C11

«1+1

«1̂ 1
a

V/ °Tr2 c22 Pm, i
C21

?i +1

a , a2
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Pour le deuxième facteur, on regarde la valuation w de l’élémenl
M ” f c 7 1

pour /? >2.
a j  \ a 2

Soit u - c 2\ b \ On a

u =
b] +s2 bx _ _ s2 Z>,r2
ûf+/2  <3 ûf(ûf +  ¡ 2 )  a 2 a a 2

donc

v2(u) = min v2
■*2

> v2
b\r2 > min y/ 2 (à) -

e? ■x̂ -e2{ a - f a ) \  =
a 2 aa2 P

= u/s(a)- 22
»1£

En écrivant
« - i .

”k.
u n - k on trouve w 2 min v 2

h
0<,k<n- 1a I \ a 2 k=V a

Pour montrer que le facteur vaut 1, on cherche à prouver que w > -  d2 — v2(c22)> ce Q11' équivaut 

à w > -  d2 -  v2(c2l) ~ 1 » car c est une inégalité entre entiers.

Puisque - d 2 -  v2(c22) -  \ < -  d2 + \ + d2 + ¥ 2 (^ 2)  -  1 = Viifii)-, ceci revient à w > ^(P i) -  

Si k=  0, w > v2(w2) > 2^y/2(à ) - > W2(Pi) > puisque :

- si e2 = 1, l'inégalité devient 2 ^ « - -^ /? ^  > fi2 , vrai car /?, < a  et p  > 2;

- si e2 = p, on veut 2 ( p a - ( p - \ ) y 2 ~P\)> PP2  ~ ( j) ~^)Ï2  • Puisque y2 ^ P2, ^ suffit 

de prouver que 2p a  > 2/?j + (2p - 1)/?2 , vrai si on se rappelle (***) du 3.3., ch. 1.

Si k>  0, w > v 2^ w ^ J >  yr2< , a ) - ^ p l +e2( a - p l)> ¥ 2 (^ 2 ) puisqu'on a

^2(a)~ ¥2 (/?2) = e2(a-/?2)

et l'inégalité à démontrer devient

e2 (cc-P l) + e2{ a - p 1) > ^ P i  , évident, carp > 2 .

La même technique, mutatis mutandis, est employée pour prouver que

¥ °  lrA c: P*.
c, +1

c\ 1 = 1
a )  \ a i

Tout ceci montre que Hi = 1. Par symétrie, H 2 = l.  □

2. On a H  = 1.

Preuve. Pour les mêmes raisons mises en évidence dans le calcul deH \,  on peut exprimer H  

à 1' aide de y/ et y négliger les termes qui ont «1 > 2 et n2 > 2; par exemple, le terme
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X n a//a P i
c.
a'

c-,
a'

s'écrit

-a Pn\ J’2
Cl "l

c2
"2

’î, >1 a ’ a'

=  ï / /  o  T f w -a ' P\*2
cl c2 n2

- a Pu, ,1
Cl "1

c2

w2 > 1 ,^ = 1
a ' a' a' a'

Si on fait la même manipulation sur tous les termes, on obtient

H =  w P \^ Tr: C21
C22 "2

Cl + Tr, cn
C\ 2

”2
- h

b, fin

a 2 a' «i a

u/ Pnu 1 Tr, Cj 2 Ci ”1
“ T rAi c2 Cl + Tr2 c 2 2

Coi
~b2

b. «i a:

a ' a 2 a

W Plsin T r^ Cl
c77

n2
Co

w,
+ Tr, eu

Cj 2 M , "2

^9 > l^ îi  =1 «2 a' a \ a

w Pn-, ,1 T r^ c cn "i
-f- Tr^ c 22

C2\
”1 ¿i ”1

a\ a' a 2 a

Pour l'égalité (1) on a utilisé les relations = T r^ /r  (cj) et ôy = Tr^/A' (c7/).

En regardant les calculs pour H\ (et, en permutant 1 avec 2, pour Ho), on s'aperçoit que les

termes TvM c2
c \ \

«i
Tr2 c22

c2i «i ”i
avec /7] > 2 (et les termes

«i a ' "2 a

obtenus en permutant 1 et 2, avec «2 -  2) sont de valuation positive ou nulle, donc négligeables. 

Il reste alors le terme correspondant à «i = let «2 = 1 :

H =  w Pu r rw
q c22 a  c2

*Tr, C1 ]Ci2 Ci i^2
a2 a a, a

(4 .1 .4 .)

Y * ' °TrM
c \° 2 2  C1C2 . C, ,C2 Ci iC22

a2 « ax a

car c12 -T rM/F) (c2) et TrF|/A
Ci i i 2

= Ttf,/k
c \ 11 rF ,  ! K \ C22 J

-  TrM/Ka a a

On introduit maintenant les /, :

i /  = °TrM [ C l l + 2 ' l ) C 2 2  ( C ] 1 + ^ i ) ( c 2 2 + ^ 2 )  C h ( C 2 2 + / 2 )  C]  j C 2 2
a2 a ’ a \ a

¥ Pn °Trm c \ \c 22
1 . 1  1 1

a-> a, a a +■ ̂ C22
1 1

a-y a
+ /2Ci 1

1 1
a, a

h h
a'

On essaie de montrer que chaque terme de la somme sous Tr^  est de valuation (ce qui
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implique H =  1). Puisque les valuations et dM sont des entiers, ceci équivaut à prouver que les 

valuations sont > -  -  1.

. On a c, ,C J± + -L -  JL -  = i u S î ï  _ £u£aS..
\ a 2 a \ a  a )  a \a  a 2a

D'après la REMARQUE 3, v^r,-) > -  dM - e Ma/p -  1 et de même pour donc

Vm { ^ O y P ~ )  ~  e M ( a - P \ )  +  e h i ( a - p 2 ) - d M  1 >  ~ d M  -  1 »

C\ i
puisque (a  -  /3{) + ( a -  /?2) > a/p. On procède de la même façon pour ■ ■ .

a2a

• Pour les calculs suivants, on a besoin de l'expression de la fonction de Herbrand ¥m /K en 

fonction de y\ et y2. Les résultats sont démontrés dans l'Annexe 1.

Sans perte de généralité, on peut supposer que y\ -  ïi- Si F / K  est non ramifiée, alors Fj/K  

est totalement ramifiée et on a

¥ m î k ( 0 = V/F2/ K ( 1) = ^ r i + p ( t _ r2)  g* y ' * )

Si F /K  sont ramifiées, alors il existe A\ e  Z , A\ < y\, tel que

i si t < Aj
¥ m /k (0  = < Ax+ p { t - A x) s \A x < t < y 2

A + P i f r - ^ O  + P2^ - ^  si y2 <f

De plus, on a Ai = yi si < x2-

• h cn \  ------- t I  = -1-— . On veut savoir si la valuation de ceci est > - d M-  1.
1 \ a 2 a' )  a2a ’ m

VM{ y ^ ri ) > ~dM~ l si V/M(a)--^p-V/\(P\) + eM(a - P 2 ) - - ^ ^ Y 2 ( a) >Q 0 )

Si F / K  est non ramifiée, alors (1) s'écrit

p a - ( p - \ ) y 2 -P \  + p ( a - p 2) - ^ { p a - ( p - \ ) y 2)> 0

p (2 p  -  \ )a  > p f \  +p2p_2 + (p -  \ f y 2 <= p(2p  -1  )a  > pfa + (2p2 - 2 p  + l)&  ,

vrai par (***) du 3.3., ch. 1.

Si F j K  est totalement ramifiée, alors (1) équivaut à

h + p(r2 -  ¿i)+ p2(<x- r?) -  Y\ -  p{P\ -  n ) +p1{ a -P i )  - ï 2~ p (< * -y i) > 0
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<=> pO-p -  0 « > M  + (p ~ OUi -  Y\)+p2/h +O - 1)2 r i

<= p ( 2 p -  ] )a >  pP\ + (2p 1  - 2 p  + \)Pi- Cette inégalité est vraie par (***) du 3.3., ch. 1.

• La même technique de calcul montre que vw ^/2ci i^~“ _ = vm{^ 2q Xq ^  j  -  ~d hi-

• On a > - \ - d M y/x(f3x) - \ - d M - -̂2-y/2 (P2) +  ̂+ d M + y/M(a)\

alors V M ^ f }  * ~dM vaut si ¥ m («) > ~ p -  V \(A ) + ¥ 2 ( A ) •

Si Fy/K est non ramifiée, ceci revient à prouver que

Y2 + p ( a -Y 2 )  > A  + ^ ( r 2  + p(P2 -  72)) <=> P1a>PP\ +(j>- l)2 Ï2 +P02 >

assurée par le même (***) du 3.3., ch. 1.

Si F i/K  est totalement ramifiée, on obtient

¿1 +p{Yi-A-\)  + PL{ a -Y 2 )> Y \  +p (P\ ~ Yi ) + Y2 + p (P2 ~ Y2)

<=p2C C > ( p - ~ Y i ) + P P i + ( P ~  l)2 Y2 + PP2 

<= p 2 a  > p/3\ + (/?2 ~ p  + l)A  > conséquence de (***) du 3.3., ch. 1.

3. On cl G \ = G2 = 1.

Preuve. Puisque .Fj n>p2 = K, l'application crt-» o j^  de Gai (M/F]) dans Gal(F2/ÆT) est un 

isomorphisme; on en déduit que, pour x  e F2 , N f 2 /k (x)  = (x) . Alors

f  ( i + â ^  i + £ a ]
Gi =7h NMjF ---- ------------S -

1 + % 1 + 2 .
V « y a J

 ̂ ! c22 c 2 2  c2 2 + *2 c2 2 r2 h
. , _ a-> , a , +A, , a9a ' a ' ^

Mais c2 = c22 + 2̂> a  = ûf2 + r2. Donc ------ — = 1 + — ------ -— — = 1 + — --------- . De meme,
1 + %  \ + %  1 + %  

a  a  a
1 +  £l2_ ¿2 +  b2 ¿1 ¿2rl

, , a, , ûf + 7-, a  a, aa} 
c 12  = b2  + ¿i, aj = a + r h donc -----r -  = l + ------ ~T----- = 1 + -*— r - 1-

1 + 3 -  1 + S .  l + S -
a a a

Pour pouvoir exprimer Gj à l'aide de y/, on compare les valuations suivantes avec y/\{fi{)t2  et 

¥hAP\)l2, respectivement.
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f  s \  h r \

v‘ 2 m K V|( ^ M ^ ) )

l a  J  
' c22r2 h  \

l  <*' J

• v j ^ j >  i v \ { ~ ~ ^ ^ e \ ( ° c~ p 2 )  + ¥ \ ( à ) - ^ a ,  qui est au moins égal à

V \ ( , a ) ~ p 2  • Mais V\ ( à ) - e- ^ p 2 >  ^1̂ ?1̂ <=»y(g-A)+ > ^ @ 2  ■

SiF\/K  est non ramifiée, ceci équivaut à a > y  + , vrai car a > /?,.

Si F\/K  est totalement ramifiée, on obtient

— - 2 ^  + ~ — 2̂ —~  > P2 ^  p̂a  > (^ “ Ô i + PP\ + 2/?2 » vraie-

'  C2 2 r 2

• La même technique s'applique au terme NM,F 1 + ----— et on peut alors écrire

l ,+? J
G, = » ' ( T r , ( ^ , ^ - c „ | ) + T r M(c1f e - c i a .))

Mais l'expression ci-dessus a été calculée (voir (4.1.4.)) et elle vaut 1. On a donc bien G\ = 1.

Par symétrie, G2 = 1.

La démonstration est maintenant complète.
□

4.2. Cas Fi = F2

On pose F = F\ = F2 et N = N \f/p -  y/p/jc, e = eF/K, G = Gai(F/K) etc. Puisque ot(F/K), 

noté y, est inférieur à (5\ et fi2, on a toujours y/p(a) -  y/pifî,) = e(a  -  /?,). Sans restreindre la 

généralité, on peut supposer que /?j > f52.

La formule (1.3.1.), appliquée à (4.1.1.) de la même manière qu'au 4.1. donne

 ̂ £(Indf ( 1- 77l)®Ind F ( l - 772)® ^)£((l-7 l|r ) ® ( l - % | r ) <S)̂ )
eiW , ® W ) ® r)  = -7-----p------------- -,--------1— r----- r -77------- ¡—1 -------- f-----—-------- r

4 lndF ( l -  77,)®(l- 772|r )® ^ )4 (1-  7 i|r  )® IndF ( ! -

= ̂ 1 ~ V l : 1 ~ ̂2 ° °))x °n) ■• fi((l - m 1K- X1 ~ 7h 1 r )*)
e (( l-  77i)(l- ti2\k . ° N ) p N ) 4 ( l -  7i|r  ° N ) ( l - % ) r N )

46

S\ b2r\
t m i r Vi

a a}a

a^a a c 22r2 ¿2 > m i n
c 22r2

V a
17

1 a^a' a Vu a^a

P\a ~~P\) . p a - { p - i j y \



e( 0 - % | A-  ° n ) ^ ° n ) - £ ( ( i - 7 , | r  ° n ) ( 1 - 7 2 ) z ° n )  * *

On fixe les éléments suivants :

K :

a g  K  tel que %(Ex) = yAax), pour tout x e  K, v^(x) > cc/p; 

bj g K  tel que rjj * (Ex) =  yAJbçx), pour tout x e K, v^(x) >  ß /p ;
A.

F :
a' g F  tel que ;foN(£y) = y/oTr (a'y), pour tout y  g F, vp(ÿ) > y/p(d)/p;

Cj g F  tel que rfr(Ey) =  y/°Tr (cjy), pour tout y  g F, vp(y) >  y/piß^p;

On peut prendre è ;= Tr(c;) (cf. PROP. 2.2. i))

Pour tout ( jg  G, on a 7j2°o(Ey) = ^oTr(a'1 c2 y), pour tout y  g  F, vp(y) > y/piß^/p; ceci

montre que l'on peut prendre cr1c2  comme élément associé à 7 7 2°oy

dj g  F  tel que 77, » ° N  (Ey) = y/oTr(djy), pour tout y  g F, v,(y) > y/p(ß.)/p.
K. J

LEMME 1. On peut prendre dj = b,.

Preuve. Si y  g F, vp(y) > yspißjYp, alors, par la PROP. 1.5., ch. 2, on a 

NEy = ETiy mod* Uj^y/piß^/e). Donc

Vi\K* (NEy) = rji\K* (ET 1 7 ),

car a ( 77, |K*)<ßj < y/p(ßi)/e. Mais v ^ T  1y) > vp(y)/e > y/piß^/pe > a ( 77, \K*) /p ,  donc

K* (NEy) = Vi\K* (E T ij) = yKb[ïry) = y/(Tr(bjy)). □

On pose r = a — a ’. On a vp(r) > - d -  ea/p (cf. la PROP. 2.2.).

Les valuations de ces éléments sont 

K :

*  •• vjda) = “ O  +  a), 
rh\K* : vd bi) ^ - ( 1  + ßi),

F :

Z°N : vpia') = - ( 1  + d  + y/p(a)) = -e ( \ + a);

m ; vA ci) > ~ ( } + d +  y/p(fiù) = -e ( \  + ßi).

On peut maintenant écrire
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8 w x w7 X

creG ?2
C, OC-y

Pl
»2

■P l
C 1 °2 N P2

b\ c2
a' a a a a a a a

m creü oP2
C] <7 C2

Pl
b, b2

N
Ci b2

P2
b\ c2

Z c re G NI Pl
c, ac7

P2
¿>1 b2

N P 2
Ci O')

N P:
Z), c2

a ” a ’ a a a f ’ a ’ a' ' a '

a' ’ a' a a a ” a' a' ’ a ’ H 2

*7i <xeG 14
crc2

- 1
14 ih

- 1

1 -+ h ■N 1 +
c-,
a'

fi

S]

12 creC a
Ci

- 1
14 ¿>1

- 1
N 14 Cl 14 ¿>1 G,

1 . On a H \ -  1 .

a a a'

Preuve. On fait ici la même observation que dans le calcul de H \ (au 4.1., cas F\ *  F 2), 

concernant la possibilité d’exprimer H i à l'aide de y/ et de négliger dans cette expression les

termes du type
a

h
a

”2
et semblables si n2 > 2. Ceci est justifié, parce que

VF
bh h n 2

> a - & + 2 (a -fio )  > & (et le même type d'inégalité a lieu pour les autres
a a

facteurs), donc le terme correspondant est de valuation supérieure au conducteur de 77^ Donc

Tr Cl P»„ 1
c. n. b*,

-T i ci P»,J
ci

«1 oc,

M,> 1
a' a a creG a'

Tr 6 , Pnx, 1 ¿>1 ” 1
c2

Wi

Wi>1 a' «i>i a

w  ° Ti P«,J
C, C7C2

a '

y/oTr F,
P».J

c 2
Wl

Wi>l a' a a

Pour le deuxième facteur, on a utilisé la relation ¿ 2  = Tr c2, conséquence de 2.2.). Mais, dans 

l'expresssion ci-dessus, T"! ^  c^ 2  = Trc2  = Z>2, donc le premier facteur est 1.

Par conséquent,

=  I / /  o  T r / V l V ^
1 7/j +1 ;ji + 1  '

th>]
a a

On aimerait que chaque terme de la somme sous la trace soit de valuation au moins 

n(y/oTr) -  vp(b{) = -  d + c?(l 4  /?j). Alors il faut regarder l'expression
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e (a -  f3{) + 2 e ( a - p 2) ^ vrai carp  > 2. Ce terme peut donc être omis.

• On regarde Tr ¿2 ~ ^ Jcg  ̂° Ĉ  ' > not® M- Puisque = Trcj, « vaut 
V /

y / y i .  VC\C2 <?! O ^ Y l ,  V  rqCl • ~ g l • toc2
r* >- 2 ^  a ' a >  a >  / i /- i 'r a 'ï2r e G  V c r e G v  / /  cr,reG  V “ 3  /

a' = o+r 1 1 / \
= ~2 Z  7:------— 2-(TOTr îc |- î C r TOc|)

a  < r , z - e G ( 1 + W a )

= - j  ^ ( T0Cl. ÎC| - ZCl. r0C|)^l_2-^- + 3(-^) —
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Afc2
1 .H + l 1 n+1 wc2 ( a -a ' ) ar"+...+a'” Ai

AC2 /' a n

a' a a a a a tn a a a

pour n > 1. La valuation de a/a est nulle, donc le dernier facteur est de valuation positive. Pour 

les autres,

vF
n

c2 r > ne(a -  fa ) + e ( a - f i 2) -  d  -
p.n

+ e(l + a ) > - d  + e(\ + )
a a a ' P

<={n + \ ) e { a -p ])  + e { a - p 2)^ ea
P

vraie par hypothèse. Donc H\ — 1.

2. On a H 2  = 1 •

Preuve. Comme pour H\, on peut exprimer H 2 à l’aide de y/ et omettre dans cette 

expression les termes avec Wj > 2. Puisque l’on suppose que (i\ > /?2, on peut y négliger aussi les 

termes avec n2 > 2. Il reste alors

H2 = ¥ p» Tr
oc, c2
oar cra'

-b 2
b\ b~>
a a

t-Tr Ci
^Tr b\ c2

a a
c-

a' a'

u/p" Tr ' c r e G
c, (oc,)
a' a '

f Tr — Ti c, bl
+ Ti

Ci b2
a ' a' a a a ' a'

y/p" Ti c 2
b\ c?
a' a ’

c, (oc,)
a' a ’

+ Tr b2cx 1 1
a a

• On s'occupe de b2cx 1 1 C\ b,
(a -a ') 1 +

/Tr
On a

a a a ' Ûf a'

Cl a - a ‘ ,1-f a > e { a -P \ )  + 2 e { a - f i2) - d - ea > - d  parce que ceci équivaut à
a a a 1 P



(Mais rac\ ' = ' ^ rc\' toc2 ■ On continue :)
a ,r e G  <j , t & 3

" = -T Z  ( roc, -ix^-rcy toc£ Î-2  ̂  + 3 ^ - )  — -1 
“  < r , r e G  v  '

= Tr(^  Z t^ r  ̂  “ cr °^)[-2 -5-+ 3(̂ -) -  ' •] j

La valuation de l'élément sous la trace est au moins

(  2 ^
vF r > 2e{a-P i) + e(a -P \) -  d  -  e — -1  > - d  

a ;  P

parce que 2( a  -  /?2 ) + ( «  ~ A  ) > ~  • Ce terme vaut ainsi 1, ce qui achève de prouver que H2  = 1 ■

□

a. a ,aGI = ^ r U 0(l + ̂ ) ' , ( . 4 ) { l 4 ) " - N ( l  + ̂ ) ) . l .

Preuve. On a

ru (■+̂  JH1+£)=nu =ru (>+ -°̂ Tr̂ —) <4-2 2 •>
Lemme. 0« ¿z vp(pa' -  a') > -  d — y(a)lp -  1, pour tout a  e Gal(F/K).
Preuve du lemme. Pour tout x e F, avec Vn(x) > y/(a)/p, on a

yATra’x) = ^(NEx) = ^NEcr^xj = y^Tra'cr-1x) = yAJvo(a')x)

ce qui entraîne yA^Tria' -  era')x) = 1 , donc vp(oa’ - « ' ) > - £ / -  y(a)lp -  1. □

Avec l'estimation du lemme, on prouve que chaque facteur du produit (4.2.2.) est dans 
Upio^i7x) + 1). Puisque 1 + oc2la' est de valuation nulle, on a

v (  vc2(a'-<jg’) \  __  ( ac2(a’- a a ') \ ^
F ^a'oa '(l + oo^/a') J  a'oa' J

> yK.cc)-yKP2) + l + d+ K « ) ~ \ - d - ^ ^ -  > yÀJ3t) 

puisque cela équivaut à y/(a)- yA.Pi )+  vKa) ~ Ĥ P\ ) > .

ti * ( 1  ¿ 2  V 1 (i *2^ 1 b2(a-a')/aa'II reste + + 1 + ; on a

vF\b S ^ ia-) ^ > e{a -p 1) + \ + d+ y / { a ) - d - ï j>  y^px) 

parce que cela est équivalent à e (a -P 2 ) + e{a-p{) > ^ , vraie. Donc Gj = 1.
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4. On a G2 = ri2 c re G a 1
C,
a'

-]
1 +

a

-l
N 1-f

Ci
a

1-f
a'

= 1.

Preuve. Après la simplification de G2, à l'aide de la formule N(x) = o(.x), on a

G2= Vi 14
a

-1
14

6,
a' = % 14

b \ ( a -a ’)laa’
1 4  b ^ a

ou

VF
bt(a — a')

ca' > viPi),

comme avant. Ainsi G2 = 1.

5. On a H -  1.

Preuve. Pour simplifier, on examine par exemple sur le facteur x N Pl
Ci Ô,

a ' 7 a'
quels

termes peuvent être omis en développant à l'aide de y/. On a

X N P,
C i b-)

a a
= y/° Tr a'

nx/t2ï:\

Cl
a

«î ¿2 ”2

a

Puisque Vp Cl
a a 1

"2
> n,( yAà)-  yAB))+n2( w(d)-  yKB2)) > y^cc) si «1 ^ 2 et "2 ^ 2>

on peut négliger ces termes-ci. Mais on a supposé que f5\ > /?2, donc y/p(a) -  y/pifij) > 

y/p{a) -  y/p(J3i), et cela élimine les termes avec n\ -  1 et w2 > 3. Il reste alors à regarder les 

termes avec «i > 1 et «2 = 1 et le terme avec n\ = 1 et w2 = 2.

Cette discussion vaut pour tous les autres facteurs de H. ce qui nous autorise à écrire

H =  y/ Pnu\
n i 2 l

-T r a' C]
a ’

creG

vc2

a
- a A

a

n \ b,
a

4-Tr a c \
n) b

a 1 + Tr a
bi %

a

if/ Pl*2 -Tr
creG

a
a 1

(JC0 2

a
-a

a
b.
a

2

f  Tr a
a

2

+ Ti (3
a a'

2

= ¥
rc,>l

'V iTr c2b? 1
a

1
a

n\
f-Tr c \

a b i~ <jc2

creG

A

9\.: Tr h
c~>

a

2

creG
C\

ac~)
a

2'
-Tr c\b2

1 1

a a
B
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Le premier terme de (A), pour n x > 2, vaut 1 (voir le calcul de H j) et le deuxième est 1 car 

Trc2 = b2. Quant à (B), on le retrouve dans les calculs de H2, et il est également 1. Cela signifie 

que

52

H =  p * '  oTi C-yb, 1 1
a' a

Mais Vf c2b j 1 1
-  VF

c-)b,r
> e { a - p x)^e{a-j32) -  d - ea

P
-  1 > - d  -1  . On a enfin

H =  1.

aa



ANNEXE 1

Express ion  de la fonct ion y /  de Herbrand

Soit K  un corps local et F\ et F 2  deux extensions cycliques de degré p  (la caractéristique 

résiduelle de K) telles que F j F 2; cela entraîne n  F 2 = K. On pose M  = F \F 2, G = Gal(M/K), 

Gj = Gai(F/K), y, = a(Fj/K) pour / = 1, 2 et on suppose que y  ̂ <y2. Le but de cette annexe est de 

trouver les fonctions de Herbrand Wm/Fï

M

F,. F2

K

1. Proposition. On a a(M/K) = y2.

Démonstration. Si t > y2, alors G(/)Gal(M/F,) /  Gai (M/F,-) = G,(i) = 1, pour / = 1, 2, donc 

G(t) ç  Ga\(M/F{) o  Gai(M/F2) = 1; cela montre que a(M/K) < y2.

Si t < y 2, alors G(t)Gal(M/F2 )/Gâ\(MZF2) = G2 (t) = G2, donc G(t) çl Gal(M/F2), en 

particulier a(M/K) > y2.

a

2 . La filtration de G par ses groupes de ramification est de la forme

G = G_1= ...=  GAl d GAi+1 = ...=  GAz d G¥ ,=  1, avec-1 < ¿ j < A2 (2.1.)

Il ne peut pas y avoir plus de deux sauts car | G | =pi  et [Gt : G/+i] >p si t est un saut. En outre, 

par le Théorème de Hasse-Arf, les sauts de la filtration en numérotation supérieure (G(t))t sont 

des entiers (car le groupe G est isomorphe à G] x G2, donc il est abélien). On a donc 

(PM/K^i) e  Z. La PROP. 1 dit que <pM/k ih )  = Ï2 - 

Par définition, on a
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î si t < Aj

^M/k U) = ' -̂1 "*------- ~ s iA ]< i< A 2 (2 2.)
P

À j+ ——— + -— si A2 < /
P PL

Ceci entraîne

t si / < A]

¥ m i k ^ )  = " X i + p { t  — X \ )  si Aj < / < Aj H (2.3.)

A — A
Vj -  A2 — A j ) + pP ( /— A2 ) si Aj H— - ~ < t

3. Cas F^IK non ramifiée.

Dans ce cas, F2/K est totalement ramifiée, car Fi r \F 2 = K. Alors eM/^  = p, M/F2 est 

non ramifiée, M/F\ est totalement ramifiée. Donc

ru/F, = i« => vu/M  = vu/Fi (0 = {r2 +p|, _ f2j ” ' ; £
On a aQA/Fj) = y2. En effet, dans (1.1), on a Aj = -1 ( G{Q)Gd\(M/F\)/Gd\(M/F{) = 

G i(0 )= l, donc 1 * G(0) çz Ga\(M/F{), i.e. G(0) = G&\(M/F{) ) et A2 = y2 car Vm/k(A2) = 

cc(M/K) = y2.

4. Cas F^/K totalement ramifiée, y\ < y2.

Alors on a eM/K= p 2 et les extensions M /F;- sont totalement ramifiées.

Si t <yi,  alors G(t) 3  Gai (M/Fj), i=  1, 2 et ceci implique G(ï) = G.

Si y i < t <  y2, alors G(t)Ga\(M/Fl)/Gal(M/Fl) = Gl(t)= l, donc G(i) ç  GaX(M/F{) => 

G(t) = 1 ou Gif) = Ga^M/FO. Puisque G(0 * 1 ( car G(/)Gal(M/F2)/Gal(M/F2) = G2(î) = G2 ), 

on a G(t) = Gal(M/Fx).

Si X2 < ^ alors Gii) = 1.
Cette discussion montre que les sauts de la filtration de G en numérotation supérieure sont 

Y\ et y2. Avec les notations de (2.1.), on a 0 < A 2 < X2 et (2.2.) montre que ç^ /A ^ l) = Tb donc 

h  = ïl- De même, (PM/fdh) = Ï2 signifie que A2 =p(y2 -  yY) + y{ et on a

t si t < y1

Wm / M  = y \ + p ( t - Y \ )  s \ y x < t < y 2

r i + p ( r 2 - r \ ) + p 2( * - r 2 ) s \ t > y 2
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En outre, a(M/Fj) = Aj, avec j  * i.

5. Cas F /K  totalement ramifiées, Y\ = Yi-

On a Aj < Y\ car t > Y\ => G(l) œ Gal(MF;), entraînant G(t) = 1; donc le premier saut de la

filtration (qui est le même pour la numérotation supérieure et inférieure ) est < Y\ ■
A —A

PM /xih) = Yi implique Xx + - 1 ----- 1  = y2  => A2 = h  + p(Y 2  ~ h  ) •
P

Observation. L'égalité A\ -  Y\ ( qui a comme conséquence Ax -  À2  -  y\ ) n'est pas exclue. 

Par (2.3.), on obtient

t s i t < A x

Ym/kU) = t ^■ \J r ~^ \ )  s \ Al < t < Y 2

} \  +P(Y2 -Z' \) + P1 {t - Y 2 ) s \ î > y 2

Ici on a cefM/Fj) = Ax; on peut le voir en écrivant ¥m/K ~ VM/Ff Yf,/K et en faisant usage de 

la formule (2.3.), avec Ai = A2  = aQA/F’•) pour l'expression de ¥m/Fv 

La situation se trouve mieux décrite par la

P r o p o s it io n ,  i) Si Ai < A2, alors il existe un unique sous-corps F q de M, K  çz F q, tel que 

[Fq : K ] =p et a(F ç/K ) < y2. On a o(F q/K ) = Ax. Si F q = F j, alors on est dans la situation 

décrite au §4. Si F q ^ F \, alors Y\ = Yi ei situation est celle du §5. (avec Ai < A2).

ii) Si Ai = A2, alors ot(F/K) = y2  = Y\, pour tout sous-corps F  de M  contenant K  et on est 

dans le cas du §5.

Démonstration, i) Soit F q le corps fixé par G Tl = Gx2 = G ^ + j. C'est clair que [F q : K]=p  ;

on voit tout de suite que a(F(/K) = <Pm/k(^i) = M- Puisque Ax < A2  et Çm/k(^2 ) = Yh on a 

Ai < y2.

Si F'/K  est un sous-corps dzM , contenant K, avec a(FVK) < y2, alors F' = F q. En effet, on a 

Gai (F'/K)(t) = G(t)GdX(M/Fr)/Gs\(M/Fr) pour tout t. En regardant cette égalité pour 

a(F'/K) <t <Y 2 , on s'aperçoit qu'elle entraîne G(y2) çz Ga {(M/F'), donc F ' çz F q. Mais 

[Fq : K \ = p  implique alors F ' = F q.

ii) Soit F  un corps tel que K  çz F  çz M  Alors Gai(F/K)(t) = G(t)G&\(M/F)/Gai(MF), qui 

vaut 1 si WM/1 6S) > ¿b  et Gai (F/K) si Wm/kÜ) ^  h -  Donc a(F/K) = (Pm/kÎM) = <PM/ldx 2 ) = Yi = 

= Yv
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Le cas du groupe  de He i senberg  à 27 é léments

ANNEXE 2

Les notations et les résultats généraux sur les groupes de Heisenberg sont pris de [Géra], 

On rappelle ici leur construction et les résultats de base sur ces groupes.

1. Groupes de Heisenberg

Soit k un corps fini et V un espace vectoriel de dimension finie sur k. On note *V l'espace 

vectoriel dual de V. Pour x e  V, y  g *V, on écrit <y, x> pour la valeur de y  en x. On identifie le 

dual de *V avec V  par

<y, x> + <x, y> = 0, pour x e V, y  e *V.

Soit H(V) l'ensemble des matrices de la forme

A  .y 

0 1 x 

,0 0 1,

avec x g  V, y  g  *V, z g  k. C'est un groupe par rapport à la multiplication usuelle de matrices, et 

on a la décomposition suivante

0 -» k — e- +  H(V) — V x *V -> 0

r\ 0 z \  ( \  y  z'' 

où e(z) = 0  1 0 , et p  0 1 x = (x, y), pour x e V, y  e*V, z  e k.

^0 0 l j  (,0 0 1,

Le groupe H(V) s'appelle le groupe de Heisenberg associé à l'espace vectoriel V.
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1.1. PROPOSITION. Avec les notations ci-dessus, on a :

i) H(V) est un groupe nilpotent de centre Z égal à l'image de k par e;

ii) l'image inverse p~ l(V) = V x Z de V est un sous-groupe abélien maximal de H (l’). 

Pareil pour p _1(*V) = *V x Z;

iii) L'application
( \  y  z \  f l  - x  z '

0 1 x i—> 0 1 y  

K0  0  l j  1,0 0 1,

est un isomorphisme entre H(V) et H(*V).

1.2. Si rj est une représentation de dimension 1 de *V x V, l'inflation rjop définit une 

représentation de dimension 1 de H(V), triviale sur le centre Z. Les autres classes de 

représentations irréductibles de H(V) sont données par la proposition suivante, qui résume 

(PROP. 1.2., Lemma 1.2., [Géra]).

PROPOSITION. Soit H(V) le groupe de Heisenberg associé à l'espace vectoriel V. Alors, 

pour tout caractère non-trivial Ç de Z, il existe un unique classe d'isomorphisme r j ^  de 

représentations irréductibles de H(V), dont la restriction à Z est Ç Une telle représentation est 

Ind *yVJz l-Ç, où 1 Ç est la représentation de dimension 1 du sous-groupe *V x Z, donnée par

r \ y  z ^

0 1 0 ¿¡(e(z))

,0 0 1,

Leur dimension est le cardinal de V et leur caractère est nul en dehors de Z.

En outre, si p  est une représentation de H(V), dont la restriction à Z  est £  p  est 
irréductible si et seulement si dimp  = y][H(V): Z] ; si tel est le cas, p  est déterminée uniquement

(à isomorphisme près) par Ç

Une réalisation de p  la suivante : p  : H  —> GL(W), où W  est l'espace des fonctions 
r \ y  z'j

complexes sur V; si g  = 0 1 x g H (V ),f e W et v e V, alors

,0 0 1,

ip(g)f)(y) = Çtz -  <y, x> -  <y, v>)/(v + x). (1.2.1.)
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2. Le groupe de Heisenberg à 27 éléments

2 .1. Avec les notations ci-dessus, on prend k = F 3, le corps à 3 éléments, V un espace de 

dimension 1 sur k (que l'on identifie avec k). Alors, si .y g *V, x  g V, <y, x> =yx (la multiplication 

usuelle dans k). On obtient un 3-groupe H(V) = H  avec 27 éléments.

Les représentations irréductibles de H  sont :

- les caractères rjh /' e {1,..., 9}, provenant de l'inflation des 9 caractères du groupe 

abélien *V x V;

- deux représentations d'ordre 3 : p  = In d ^f^  b C  et />v = I n d ^ l - r  , où Cet ? = #  

sont les deux caractères non-triviaux de Z.

On essaie de déterminer les crans de la y-filtration de l'anneau R (H) des représentations 

virtuelles de H. Les résultats et les notations du 3.1., ch. 1 seront utilisés tacitement.

La table de multiplication dans R (H) est la suivante (on identifie une représentation 

irréductible de H  avec l'élément correspondant de R (H) ) :

m P P*

7/ m p p v

p p 3PV

p'' Z ,=1 7, 3 p

Pour démontrer cela, on note x r  le caractère de la représentation R  et, pour i e  { 1, . . . ,  9} 

fixé, on pose 77 = 77,-. On note ( , ) le produit hermitien (scalaire) sur R (H), i.e., pour <p et y/deux 

représentations virtuelles de H,

^ v d  = nr\ 'H x ç ( f t ) x wW
1 l/l é H

On a Xffê) =  ̂C(z)> pour z g  Z et X/£f) — 0 pour i g Z; de même pour pv

- pour p®rj, la formule X p® r, =  XpXr) montre : si z g  Z, X ffà r fé )  =  X /& )  et si z €  Z, 

Xf&rji2)  = 0 = Xftë)- Ceci signifie que les représentations p  et p®rj sont isomorphes. Pareillement 

on calcule p v77,-.

- pour p®p, on a XpS>p = X p , donc (xp®p ,X v )  = Z 9 ^ ( z )3 ^ / (z) = 9 ce qui signifie
zeZ

que p® p  est isomorphe à 3pv.

- pour p® pw, de dimension 9, on voit tout de suite que Xps>p^(z) = 9 si z g  Z et 0 sinon. 

Mais ceci est le caractère de l'inflation de la représentation régulière de *V x V, qui est isomorphe

a Z w  *h •

2.2. Puisque nous avons besoin de la y-filtration de R (H), dont les crans sont composés de
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représentations virtuelles de dimension 0, on transcrit la table de multiplication pour //( = 1 -  rfo,

o -  3 -  p, = 3 -  /9V :

Mi <7 d '

MiMj 3 uj

<j 3(2cr-ov) 3(o- +ov) - X / = 1̂

ov 3 Mi -  Z i=1>U/ 3(2ov-o )

Evidemment, R (#)i = {* e : dimx = 0} = <{cr, d^, ¡ j . \ //9}>. Pour les crans 

supérieurs, on a besoin de / ’(x), pour tout x g {±o; l o 5',  ± //j,..., ±JU9 } et n > 2.

On a yn(Pi) = jUin et firM ,)  = 0, pour tout n > 2 et i g  {0, ..., 9}.
Pour /*(±o), on calcule la série formelle y t ( - o )  = A , ( - o ) ,  qui est en fait un polynôme

ï- î

de degré 3.

On a besoin en fin de compte de A2 (p) et À3(p) = detp. Si z e Z, alors A 2 (p)(z) est la 

multiplication par Ç2 (z) = Ç'iz); comme dim A2 (p) = 3, la PROP. 2.1. prouve que A2(p) est 

irréductible et isomorphe à p v.

On se réfère à la réalisation de p  décrite au 1.2., et on prend comme base dans l'espace 

3-dimensionnel W  les fonctions (<pv)vey, données par <pv(u)=  1 si v = u, et 0 sinon. La formule 

(1.2.1.), appliquée à / =  <pv, donne

r \ y  z y

p(g)<pv =<Xz ~<y, v>)py-» où g  = 0 1 x g  H.

U  0 l j

Un coup d'oeil aux matrices qui en résultent montre que detp (g) = 1, pour tout g  s  H. En 

remplaçant Çpar on obtient que A2(/Ov) = p  et que detpv = 1.

On peut maintenant écrire

i t \ i f  -y\ ^i(p) \ + p t +p ^ t2 + ,Âi ( -o )  = Âi ( p - 3) = - i ^  = — \------ , donc
M 3) (1 + 0

Y t(~(J) = = ( l - * ) 3 + p t ( \ ~ t Ÿ  + p v 2̂( l ~ 0  + ̂ 3 =
1 -t

= 1 + t ( p - 3) +12(3 -  2p+ pv ) + t 3( p - p v  ̂= 1 - / o ’+ î 2 ( 2 o '-o 'v ) + / 3 (ctv -  crj,

donc

yl(-d ) = - a ,  y^(-<j) = 2cr-crv , ^ ( - o )  = crv -o ; / ”(-o ) = 0 si m > 3. (2.2.1.)

La formule yt(<j) = (ft(-o))-1 nous donne la formule de récurrence suivante pour f ( d )  :

f ( d )  = ( -  f ~ 2 (a))<j+ -  / ?_2(o))(o’- o v), (2.2.2.)
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pour tout n > 3. On a yl(à) = cr, }2(o) = 2(2cr-ov) , = 10( 0̂  -à )  +

Toutes ces formules se transcrivent pour o^, en permutant a  avec ov.

2.3. LEMME. Pour tout n>  1, f{± cr)& Fn , le TL-sous-modide de R(H) engendré par 

{ol(cr—cf/)u : 2/ + 3u >n).

Démonstration. On applique une induction sur «. Les Fn forment une suite décroissante de 

sous-groupes additifs de R (H); chaque élément de Fn est une somme de produits 

o^cr-cr^)", avec 2/ + 3u > n.

Si n < 3, on vérifie l'assertion directement, à l'aide de la table de multiplication. Si n > 3, de 

la formule (2 .2 .2 .) et de l'hypothèse d'induction s'ensuit que / 7(cr) e oFn_2 + (cr-crv)Fw_2, donc 

yn ( à )  est une somme de produits de la forme cro/(cr-ov)î/, 2t +  3u > n - 2  ou de la forme 

(c r-av)a /(cr-ov)w, 2i + 3u > n -  2 . Dans chacun des cas, le produit se trouve dans Fn.

□

Observation. Le même résultat est évidemment valable pour o*, en permutant cravec crv .

Si R est un anneau et X  ç= R , on note <X> le sous-groupe additif engendré par X.

2.4. PROPOSITION. Pour chaque n > 1, le n-ième cran de la y-filtration de R (H), noté R„, 

est le Z,-sous-module engendré par

Gn = {ot( (J -d /)uTlszsMs ■ \S \  + 2t + 3u>?i),

où Ms désigne un produit d e \ S  \ éléments de .., juç}, non nécessairement distincts.

Démonstration. Déterminons d'abord le cran R2. Par définition, les produits de deux 

caractères, fij/jj e R2. Les formules (2.2.1.) impliquent cr, o ^e  R2. Donc R2 2  <{pjjUj, cr, crv }>. 

U y a même égalité, car on sait que R2 = <{x e R -  : det x  = 1 }> et Rj est engendré par cret 

0 ^; en outre, si une combinaison linéaire (à coefficients entiers) de caractères est de déterminant 

1, c'est une somme de produits d'au moins deux caractères (LEMME du 1.2., ch. 3). Donc 

R2 = <{fJiJUj, cr, ov }>. On a aussi cr-crv e R3.

Prouvons maintenant la proposition par récurrence sur n. C'est clair que <Gn> ç; R„, vu les 

appartenances ci-dessus et la propriété R„RW ç: Rn+m. Si n -  1 ou 2 , on voit tout de suite que 

<G,> -  R„. Supposons que n >2 et que <G;> = R(- si i < n et prouvons que <Gn> 2  R„. La 

définition de la ^-filtration montre que

< [ j R i Rj  ( J  { / ”(*) : m > n , x  e{±cr,±crv }}>.
/+ j - n

i j >  0

Si i +j  = n, i, j  > 0 , alors R,Ry = <G ix G />  ç  <G(+y> = <G„>. Si m > n et y  = /"(cr), le 

Lemme précédent assure que y  e Fm <z Gm ç  Gn. Si m>  3, f l(-c r) = 0 ; pour m = 3, 

=  o v -c r  e  G3. Si y  = / " ( - c ^ ,  on vérifie que y  e  Gm. Si y  =  y r,( o v), I 'O b se r v a tio n  

précédente permet d'écrire que y  e <{0 ^ ( 0 ^ -&)uTlsesMs : | S | + 2i + 3 î/> ?7}>. Mais
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crv/ = Z Î / V t 0 - - ' et alors 
(=0

- ° ) Mn se .s^i = S ( / ) ° / ( ° '-  ctV) »
j=0 5g5

avec | S  | + 2/ + 3 (u + t - f )  = n + t -  i> n ,  i.e. chacun des termes de la somme est dans Gn.

□

3. Investigation de la conjecture

Soit F/K  une extension galoisienne dont le groupe de Galois G(F/K) est isomorphe à H, le 

groupe de Heisenberg à 27 éléments. On garde les notations précédentes pour les sous-groupes et 

les représentations de H.

On note E  le sous-corps de F  fixé par Z, E \ le sous-corps de F  fixé par *V et L = E  r\ E \, le 

sous-corps de F  fixé par *V x Z. Soit £ =  1 £  caractère de *V x Z  (cf. Prop. 1.2.); on a 

Ind "  i  = I n d ^ ,  si l'on regarde ^ comme caractère deL*. On fixe, comme d'habitude, un

caractère additif non trivial ^ d e  K, avec n(^) = 0. On note r — cr-ov.

crv = er 4- (o^ -er), donc

F
Z

E Ex

L

K

3.1. Dans la conjecture 2.10 du ch. 2, on suppose dorénavant que tous les groupes G, sont 

égaux à H = G (F/K ); alors, en tenant compte de la forme des éléments de R„, la conjecture 

s'énonce comme suit (on garde les notations précédentes sur le groupe de Heisenberg) :

"Soit % un caractère de K*, avec a  = ce(x) > 0, {ps}si=.s> avec S  un ensemble fini, t et u deux 

entiers positifs. Soit /? = a(F/K), alors

£ (o V n  seSMs®X)= 1>
si (j S  | + 2 t + 3u)(a -  p) > a."

Les cas suivants sont déjà traités, pour n'importe quels groupes G, :

S  quelconque, t = u = 0  (c'est le cas /?] = /?2 = • • = = 1);

S  quelconque, t = 1, u = 0 (le cas «j = 2, n2 = • • • = ~

| S  | = 0, t — 2, u -  0 (le cas /? j = «2 = 2);

En outre, on peut supposer que | S  | = 0, ou u -  0 (car // ,r=  0).
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Donc, il reste à prouver la conjecture pour :

a) | S | = 0, / = 0, u > 1 ;

b ) \ S \ > \ , l > 2 , u  = 0;

c) \S\  = 0 , l>3 ,u  = 0-,

d) \ S\  = 0 , t > \ , u > \ .

3.2. Prouvons que s^ia-d^)®^) ~ 1 si 3 ( a - f f )>  a  (le cas |S |  = 0, / = 0, î /=1).  

L'inégalité ci-dessus équivaut à

P<
2

3
(3.2.1)

Lemme. On a %K*) =  1.

Démonstration. Par la formule (1.7.1) du ch. 1, on a, pour tout u g  H,

1 = det o(u) = det(lnd£ zç)(u) = e • ^ t(w )),

où t est le transfert et e est ±1. En tenant compte de la correspondance donnée par l'application de 

réciprocité, ceci se traduit par ¿fa) = ±1, pour tout x g  K*. Mais Ç est un caractère d'ordre 3, 

donc 4(x) = 1, pour tout x e K*.

□

On pose N = N ^ ,  Tr = T r ^ ,  y/L = y/UK . On a

£{(<7-&/)®X) = ¿{indf (^v -  ç)® z) = Ki.Ç' ~ & X ^ l/k) =

4 v - i ) r N ,  r» T r)

“ f i( ( i- l)^ o N ,^ o T r)  '

On a

aO°N) = micci, Duisque a> p=  a(F/K) > a(L/K) (voir 1.2.4., ch. 2);

en effet, a{Ç) < a(F/L) < y/L(j3) < y /A-cc]  < - y / L{a), puisque y/L
2
3 v d a )'-

est convexe, croissante et ^/¿(0) = 0.

La Prop. 2.1., ch. 3, assure l'existence des éléments :

a g  K, tel que x ^ y )  -  K^y). Pour toutjy e K  avec v^(y) > a/3; (3.2.2.)
a' e L, tel que ^oN(Ey) = y/°Tr(a'y), pour tout_y e L avec vL(y) > ^¿(a)/3; (3.2.3.) 

b e Z,, tel que <*(Ey) = y/oTr(bÿ), pour tout .y g L avec vL(y) > ^/¿(/?)/3. (3.2.4.)

On se rend compte tout de suite que l'élément associé à = £ 1 est -b. 

Les valuations de ces éléments vérifient 

vd a) = - e ( l  + a);

vZ,(ûO = -  (1 + dUK +  y/L(a)) =  -  e(\ + a) puisque a > a(E/K);
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C (X  COL
Par la PROP. 2.2., ch. 3, on a vL( a ' - a ) >  -n (^o T r^ )--------- 1 = - d L/K ---------- 1. En

P P

tenant compte des valuations des éléments a et a\  cela entraîne a' = a mod* y/A ce)- —  \ .
\  P J

Maintenant on peut appliquer le COR. 3.7. [De-He], qui assure que a) = ¿£ar). On énonce 

ici ce résultat, dans le contexte présent (avec une formulation légèrement différente) :

Soient L/K une extension galoisienne finie de corps locaux de caractéristique résiduelle p, 

X un quasi-caractère sauvagement ramifié de K* et Ç un quasi-caractère de L *. On suppose que 

a(L/K) < (1 -  \/p )a(x) et a(Ç) < -  \lp)a(x)). On définit a et a ' par les form ules (3.2.2.)

et (3.2.3.) et on a alors :

m =

Les hypothèses sont satisfaites, puisque a(L/K) < p< 2a/3  et l'autre inégalité est (3.2.1.) (on a 

p  = 3 dans notre cas).

On peut calculer maintenant les facteurs e. Par la formule (2.2.1.) du ch. 1, on a

vd h) £  -  0 + dUK + y iip i) .

e ( (É - l ) * o N ,  ^ o Tr) = d a ' - 1 V ^ .^oN 1 +
b

a
\j/°Tr{b) ,

t { { ?  -  l ) * o N , y/oTr) = 4v (a'~1) ( r - ^ n ) 1-
b

a'
■ (i^oTr( - b ) .

Donc

£((o--ov)® ^)=  f ( a '  l ) ( x ° K
l + b/a'

\ - b  a'
£{{\ + b /a ' ) { \ -b fa '))• ^ °T r(-2 ô ) (3.2.5.)

Mais &ar) = ¿¡(à) = 1. car a e  K*.

On a v iib /a 1) > ^¿(a) -  > y/i(a)/3 = a (z°N)/3. Donc

X ° N ( l -b /a ' )  = y/oTr{—a'b/a')= ^°Tr {-b)  

^ °N (l  + b/a') = woTxia'bla') = w°Tr(b) ,

et alors
l+b/a’

\ - b  a'
= ^°Tr(2è)>

La formule (3.2.5.) devient :

e((o--crv)® x)=  -(*>/#') ) = 1,

car vL((b/a')2) >2y/L(a)/3 > a fâ .

63



3.3. Soit 77 un caractère de H  (on a vu que 77 est trivial sur Z, donc rj se factorise par 

Gai (E/K), où E  est le sous-corps de F  fixé par Z ). Puisque Gai (E/K) est un groupe isomorphe à 

(Z/3Z)2, l'image de 77 est isomorphe à Z/3Z; Ker ri est donc un sous-groupe d'ordre 3 de 

Gd\(E/K) et 77 est en fait l'inflation d'un caractère de Ga\(E\/K), où E\ est le sous-corps de E  fixé 

par Ker 77; on a [E\ : K\ = 3. Ainsi, a(rj) < cc(Ei/K) < e i/ 2 , où ej est l'indice de ramification 

absolu de E\. On vient d'utiliser le résultat suivant ( [Serr], Exercice 3.c), ch. IV, §2 , p. 79, 

énoncé modifié) :

"Si UK est une extension finie de corps locaux de caractéristique résiduelle p, et e est 

l'indice de ramification absolu de L, alors Ga\(L/K)j = {1} si i > e/(p -  1 )."

Dans notre cas, si l'on note e = Vfjp) (l'indice de ramification absolu de K), on a e1 < 3e.

Donc

où eL -  vL(p) est l'indice de ramification absolu de L.

3.4. On traite le cas |<S|>1, t> 2, u = 0. Posons s = | S | .  Puisque fj.icr=3fj.i, on a 

<3 n ,  e 5  Mi = 3* I l /e s  Mi- Il faut donc prouver que (s + 2 f)(a -  P)> a  entraîne

77j dans l'expression qui en résulte, puisque 77, est un caractère d'ordre 3 et t > 2.

Posons fi' = max{a(77J) : / e 5}. On a p ' < min(3e^/2, P). Soient a et bi les éléments de K 

associés à %, respectivement à tjh c'est-à-dire

/(Ex) = ifKpx), pour tout x e AT tel que Vj^x) > aJ2 ,

77,(Ex) = y/(bjX), pour tout x e AT tel que y^(x) > P'/3.

Alors

0 ( 77) < 3e/2.

Ce raisonnement vaut aussi pour le caractère de L tel que p  = IndL Ç. On a

ciÇ)<3eL/2,

Si on utilise la formule (2.4.2.) du ch. 1 pour exprimer le facteur e ci-dessus, on peut négliger les

On pose = 1 + x, où y^(x) > s(a — P') (voir 2.5. du ch 1 ). Alors on peut

écrire

On veut prouver que la valuation de chaque terme de la somme est supérieure à a.
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assure que cette valuation est supérieure ou égale à 2e + ks(a -  p t)>  a  (cela équivaut à 

( k s - \ ) a +  2e% > ks(3\ vrai car a>  P' et 2e^ > 3e^/2 > p ' ). Si k>  3/_1, alors ks > s + 2t et 

l'inégalité de l'hypothèse, (5 + 2t)(a -  P)> a, permet de conclure.

□

3.5. Avant de traiter les cas qui restent, on a besoin de l'expression de d  t" pour t + u > 1.

On déduit la table de multiplication suivante pour la sous-algèbre T  de R(H) engendrée par 

cret r(on  pose y -  Y?i=xMi )•

a T r

<j 3(cr+ t) 6 t — 3cr+ y 3 y

T 6 t —3a + y 3(t — 2d) + 2 y 0

y 3 y 0 9y

On s'intéresse plutôt aux valuations 3-adiques des coefficients dans l'expression de c/r“ 

comme combinaison linéaire à coefficients entiers de cr, r, y. L'idée est de prouver que, si 
ot-tu = y l a + y 2r + y 3y, alorss (y 1o z , v ) , d y 2V C ^)  et 4 y jr Z ,  V) valent 1 (tout au moins si

les valuations 3-adiques des_y,- sont assez grands).

Le complexifié Tq  de T  est une C-algèbre de dimension 3, de base {cr, r, y). Si x e T, on 

note <px l'endomorphisme de Tq défini par la multiplication avec x. Alors q>a et <pT sont des 

endomorphismes diagonalisables de Tq  qui commutent entre eux. Il existe donc une base de Tq  

dans laquelle (pa et (px sont diagonaux. Une telle base est la suivante :
1 5 1e\ = y, e2 = c r + c o r - —y;  e3 = cr+ a r t -  —y ,

- I - / V 3 ( An: \  
ou a>=---- ------=expl -^-7  I.

Les matrices de ç?CTet <pTdans cette base sont ( on note diag(xi,..., xn) la matrice diagonale
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Le m m e . Soient t, n, k des entiers positifs. Si t > n et 0 < k < 3i-/,+1, alors v3 k >n, où

V3 désigne la valuation 3-adique.

Preuve. 3
k

3 1 k- 1
J = 1

3 ' - J puisque le produit de k — 1 nombres consécutifs

est de valuation 3-adique au moins égale à celle de (A- — 1 )!, et v-3, ( k ) < t - n ,  on a

v 3
3'
k

>V3
3'

k
> t - ( t - n ) = n  .

On a vK k X' > v3 3
k

eK + k s (a -  P'). Si k<  3,_1, alors le LEMME précédent



avec la diagonale (xj,..., x„ ) :

D a = 3 diag(l, D r= 3/V3 diag(0, 1,-1).

On pose c^z" =>’iO'+_y2r + JV3X> avec .y, e Z.

• Prenons m = 0 et t > 3. On a

o* = { ( P o T \ ° ) =$v-i (5e1+̂ exp( f  7)e2+73 exp( " f  '0e3)'

Après des calculs qu'on omet ici, on obtient que :

- si t est pair, t -  2g (avec g  > 2), alors

y \ = 33g-2P\ ; y 2 = 33g_2p2 ; ^3 = ( 32g_2 -  33g~3)/>3 ,

où Pi e  {±1, ±2}.

- si t est impair, t = 2g + 1 (avec g  > 1), alors

= 33g î ; ^2 = 33g 2̂ ; ys = (32g_1 -  33g_1)?3 »

où qt e  {±1, 0}.

• Prenons m > 1 et t > 0. Les cas

(w = 2, t = 0) et (« = 1, t = 1) 

seront traités ultérieurement. Le cas w = 1, i = 0 est déjà prouvé au 3.2.

On a

OtTU= { V a ) \ (PT)U~ \ r) = ( <P a )\V r)U~X{ ( i ' f t )  \ e3 ~e2Ÿj = + +

avec y  j e Z. Après des calculs, on obtient que :

- si u est pair, u = 2h (avec h > 1), alors

_ i 33s+3h~2Pl si t = 2g- (#  > l) 

yi [33g+3hql si t = 2g + l (g> 6)

J 3H +3h-2p2 si i = 2g  = j

2 | 33g+3/>̂ 2 gi / = 2g  + l (g > 0 )  ’ 3 3 1

- si u est impair, w = 2h + 1 (avec h > 0), alors

\ ^ gJr3hp x si t = 2g {g>  0)
y  1 | 33g+3fc+i9i si i =  2 g  +  l  { g>0)

_ ( 33g+3hp2 Si t = 2 g ( g > 0 )  1

si< = 2 g + l ( s a o ) -  y> 3

avec Pi e {±1, ±2}, qt e {±1, 0} (ce ne sont pas nécessairement les mêmes />, et pour tous les 

cas).

66

3 + /V2 3 - / V 3

2 2

3 t e + 3/î+l



3.6. On s'occupe maintenant AeJ(3r yx, w) , où r dépend de î et u, selon les formules du 3.5.
9 8

On a y -  =Z / - i ^  "  Vi) (on suppose que îj9 = 1). Les caractères rjj sont construits

de la manière suivante :

On fixe un caractère non-trivial 77 de V. Alors 77 s'étend de manière unique à *V x V en 

imposant la condition que 77 soit trivial sur *V. On appelle toujours 77 l'inflation de ce caractère à

H. On applique le même procédé à un caractère A de *V et on obtient un caractère non-trivial A 

de H. Alors tout caractère 77, de H  est de la forme i fA w, avec v, w e (0 , 1,-1}.

Soient b et c g K  tels que 

?](Ex) = yKbx), pour tout x e K  tel que vj^x) > P'/3,

AÇEx) = yKcx), pour tout x g  K  tel que v^(x) > fi'13.

On rappelle que ¡3' = max (0 (7 ), cc(A)). Alors l'élément bt associé à 77, = rfAw (qui satisfait 

îf’Aw(Ex) = yKbjX), pour tout x g  AT tel que v^(x) > fi'/3) est vb + wc. Si on applique la formule

(2 .2 .1 .) du ch. 1 pour e(yx, y/)= r u , * « ' -  on obtient

4rx, vd= nLi ̂  (a_1 )( w Y 1 [1 + ^  )
En regroupant chaque caractère avec son inverse, on remarque que r t  rii[a 1) ^ ô ,) =  1. 

Puisque les 77, sont des caractère d'ordre 3 et on s'intéresse à e3 (yx, y/), on omet les 77,-. Il reste :

£r (rx> v)=x~3 f 1-i - l  ](1 -  f—1 )(i-(— -1 |( 1—f— -1 ]\ a j  \ a  J V a J v a J W  v y A  v y A  v y A  v y J)

en tenant compte de la forme des 77,-. Posons x = b!a, y  = c/a. On a

( l - x 2 - y 2 + x 2_y2 ) ( l - x 2 - y 2 + 2xy)(l-  x2 - y 2 -2xy)=

( l - x 2 - y 2)3 + x2>>2 ( l - x 2 - y 2)2 - 4 x 2_y2 ( l - x 2 - y 2 + x2y 2) =

l - 3 (x 2 +_y2) + 3(x2 + .y2) - ( x 2 + <y2 )3+x 2_y2w1 - 4 x 2y 2u2 = 1 + z

où z  g  Ak . On a noté ux = (l -  x2 -  y 2 )~ et u2 = (l - x 2 - y 2 + x2y 2 ) ; ce sont des unités de A K. 

Les valuations de x et_y sont supérieures k a -  P', donc la formule ci-dessus montre que

vj^z) > min(2(or -/T ) + eK, 4 (a  -  p)), 

où eK = v^(3). On note v = min(2 (a  - /? ')  + eK> 4( a  ~ P'))-

Le but est de prouver que dans la somme (l + z ) 3 = 1 + y 3̂ ] ^jzA , tous les termes sont
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Si 3r~l < k < y ,  alors w è 3 M - 4 ( o - ^ )  + e j f i 3 H -4 (a - j5 )  + 2/773. Mais 3r-l -4 { a -p r) 

+ 2/373 > a  équivaut à (3r-4 -  2)(a  -  /3r)> a.

S \ k = 3 r, w >  3rA (a  -  fi'). U suffit de prouver dans ce cas que 3r-4(a -  /3r)>  a.

Puisque (21 + 3u ) (a -  f i ’) > a, il reste finalement à voir que

3r-4 - 2 > 2 î  + 3u,

en remplaçant r par la valuation 3-adique du _y3 , le coefficient de y donné par formules de 3.5. On 

distingue les cas suivants :

1. Si u = 0, t -  2g, (g £ 2), alors 2t + 3u = 4g et r = 2 g -  2. Il faut prouver que 

32g_2-4 > 2  + 4g, vrai pour g  >2.

2. Si u = 0, i = 2g + 1, (g > 1), alors 2t + 3u = 4g + 2 et r = 2g -  1. Il faut prouver que 

32£_1-4 > 4 + 4g, vrai pour g  > 1.

(On peut supposer donc que u > 1 pour les cas qui restent).

3. Si u = 2h, (h > 1), t = 2g, (jg + h > 2 car le cas u = 2 , t = 0 sera traité séparément), alors 

2t + 3u = 4g + 6h et r = 3g + 3 h -3 . Il faut voir que 33̂  + 3A-3-4 > 4g + 6/2+ 2, vrai pour 

g  + h>  2.

4. Si u = 2h, (h>  1), t = 2g + 1 (g > 0), alors 2t + 3u = 4g + 6h + 2 et r = 3g + 3h -1. Il 

faut prouver que 33̂ +3/,‘1-4 > 4g + 6h + 4, vrai pour g  > 0, h > 1.

5. Si u — 2h + 1, (h > 0), t = 2g (g > 0), alors 2t + 3u = 4g + 6h + 3 et r = 3g + 3h -1. Il 

faut prouver que 33£+3^_1-4 > 4g + 6/7 + 5. Le cas /î = 0 ,^  = 0 a  été déjà prouvé. Si h > 0, g > 1, 

l’inégalité est vérifiée.

6. Si u = 2h + 1, (h > 0), t = 2g +1 (g > 0), alors 2/ + 3u = 4g + 6/7 + 5 et r = 3g + 3h . Il 

faut prouver que 33S+3/i-4 > 4g + 6/7 + 7. Le cas h -  0 , g -  0 sera examiné ultérieurement. Si 

h > 0 , g > 0 , h + g >  1, l’inégalité est vérifiée.
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de valuation supérieure à a. On regarde donc w = vK 3r
K

\ z k pour r > 1, 1 < k < 3r.

On examine maintenant tous les cas pouvant se présenter. On rappelle que p  < 3 e^n  et que 

cela entraîne 2eK + n ( a -  J3r)>  a, pour tout n > 1.

• Si v = 2(a  -  p r) + eK, alors w > e^v-. ■xr
k + k(e% + 2(a  -  Z?')) > a. Ceci a toujours lieu,

parce que : si k > 2, keK > /?' ; si k=  1, alors v3 T
k

> 1, d'aprés le Lemme du 3.4.

• Si v = 4(a  -  P'), alors w > eKv-. 3r
k + 4( a -  p r)> a  si k < 3 , car dans ce cas

v3 k > 2. On peut donc supposer que k > 3r*1.



3.7. On regarde ^ 3 r ox) = £ 3 ( (3 -In d f^ )/)  et d($r rx) . On a

3 + In d f 4 = 3 - In d f 1L + In d f (l -  4)

Soit ^ = I n d f l^ =  In d ^ lL , où U = * V x Z .  C'est une représentation de H, donc elle est une

combinaison linéaire de p , p "1 et rjj, 1 < /' < 9. On a
1 3

(0,P)h = O u,P \u)u = q 'Z X p (u) = q ' Z & Ï  = O et de même pour/?-1.
u éJ  zeZ

Si 77 est un caractère de H, alors

(Ô, V)h  =  0 t / >  V\u)u = g ^ iTiy,z)=\-[
9 M e t; l 1 51 M*f - 1

Donc 0 = 1 + 77 + 77*!, où 77 est un caractère de *V x V, trivial sur *V. On écrit alors 

e{ox) = e ( ( l - v ) x ,  ¥ ) ^ ~ ’n~X)x, £ )*°N , ^ ° T r ) ,

avec N = N ^ ,  Tr = T r ^ ,  y/L = y/UK.

Maintenant on s'occupe de s3 ( ( l -  îj)x, ys)e3 ( ( l -  V~l)x, V') > °ù r est fonction de î et u.

En appelant a et b les éléments associés à x, respectivement à 77, ceci vaut

X H
b

a
1-

b
a

'Ab)vA-b)=xy 1 -
b

a

Notant x = - ( b/a)2, on a vj^(x) > 2(a -  Z?'); y{y + x) = x 1 +
îr
<k=\

ïr
t

X La valuation w du

terme Y
k

x' 'pour k < 3r_1 est plus grande que a, car v^ v
k

> 2eK > P'. Si k > 3 r~l , il faut

faire une discussion selon les cas décrits au 3.5., similaire à celle du 3.6 (r est la valuation 

3-adique de^j,, le coefficient de cr donné par formules de 3.5).

Si k  = 3r, w > 3r-2(a -  P'). Il suffit de prouver dans ce cas que 3r-2(a  -  p r)>  a.

Si 3r' l < k < 3 r, alors w >3f"1-2 (a -P ')  + eK >3r-l -2 (a -P ')  + 2^73. Mais 3M -2( a - p ' )  

+ 2/973 > a  équivaut à (3r-2 — 2)(a -  p r)> a.

Puisque (21 + 3u)(a -  p r)> a , en fin de compte il suffit de prouver que

3r-2 > 2t + 3u + 2,

où r = v3(yj). On a même 3r > 2î + 3u + 2. En effet, avec la même méthode qu'au 3.6, on a :

1. Si u = 0, t - 2 g ,  (g > 2), alors 2t + 3u = 4g et r = 3 g -  2. Il faut prouver que 

33#*2 > 2  + 4g, vrai pour g  > 2.

2. Si u = 0, t = 2g + 1, ( g > l ) ,  alors 2t + 3u = 4g + 2 et r = 3g. Il faut prouver que 

33£ > 4 + 4g, vrai pour g  > 1.

(On peut supposer donc que u > 1 pour les cas qui restent).

3. Si u = 2/7, (h > 1), t = 2g, (g + h > 2 car le cas u = 2, t = 0 sera traité séparément), alors
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2i + 3u = 4g + 6 h et r = 3g + 3h -2. Il faut voir que 33g+3/;-2 > 4g + Sh + 2, vrai pour g  + h > 2.

4. Si u -  2 h, (h > 1 ), t = 2g + 1 (g > 0), alors 21 + 3u = 4g + 6 /t + 2 et r - 3 g  + 3h. Il faut 

prouver que 33£+3* > 4g + 6 h + 4, vrai pour g  > 0, h > 1.

5. Si u -  2h + 1, {h > 0), / = 2g (g > 0), alors 2î + 3u = 4g + 6 h + 3 et r = 3g + 3h. Il faut 

prouver que 33£+3  ̂> 4g + 6 h + 5. Le cas h = 0 , g  = 0  & été déjà prouvé. Si h > 0 , g  > 1, l'inégalité 

est vérifiée.

6 . Si u = 2 h + 1, (h > 0), t = 2g + 1, (g > 0), alors 2 î + 3u = 4g + 6 h + 5 et r = 3g + 3h + 1.

Il faut prouver que 33g+3/?+l > 4g + 6 h + 7. Le cas h = 0, g  = 0 sera examiné ultérieurement. Si 

h > 0 , g '> Q ,h + g >  1, l’inégalité est vérifiée.

On vient de prouver que e3 ( ( l -  rj)x, ( ( l -  y) -  1-

Prouvons que £3 ( ( l -  ^ « N ,  ^«Tr) vaut 1. On pose S= a(£); on a 

ô< mm(3eL/2, y/L(J3)) et « O N ) = y/L(cc).

En outre, l'inégalité (21 + 3u)(a -  JJ)> a  entraîne (21 + 3w )(^ (a )  -  y'iift)) > donc aussi

(21 + 3u)(y/L(a) -  Ô) > y/L(a).

On fixe les éléments a' et b' de L  tels que 

4(Ex) = y/oTr(b'x), pour tout x e Z, tel que v^(x) > <5/3,

^oN(Ex) = i//oTr(a'x), pour tout x e L tel que v^(x) > t//i(a)!3.

On a £3 ( ( l - Ç)x°N,  ^oTr)  = x ~ 3 °N ^l + - ^ j ^ ° T r ( 3 r 6'), où l'on a omis £ puisque

c'est un caractère d'ordre 3.

Mais vl ( 3 rb ’/a r) >eL + y/i(oc) -  Ô> ^¿(a)/2, donc on a ÿ/°Tr^a'3r — = j ° N ^ l  + 3r .

Posons .y = ~ . En reportant dans la formule du facteur e, on obtient

f  3r f  \  Je ^

^3r( ( l - ^ ) z ° N ,  i//°Tr) = ^ _1onÎ(1 + ̂ )3 (l + 3r .y) *") = * ° N _1 1-f *  ]- --  .
V J \  k ^ k h  + 31 y )

On a vL(y)> y/L(à) -  S, donc vL I 3 I——----- = v3 I 3 | \eL + k(y/L( a ) -  â ) . On note cette
^ ; i + 3 ^ j  \ \ k j j

dernière valeur par w et on aimerait que cela soit supérieur à ce qui est vrai si k  < 3r_1.

Si k = 3r, w > 3r(y/L(d) -  S). Il suffit donc de prouver dans ce cas que 3r > 2 t + 3u.

Si 3r' l < k < 3 r, alors w > 3r' l (y/L(à) -  â) + eL > 3r*1( ^ ( a )  -  S) + 2$3.  Mais 

3r~l(i//L(a) -  S) + 2S/3 > y/i(à) est impliqué par 3r -  2 > 2 î + 3?/.

En fin de compte il suffit de prouver que
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3r > 2t + 3u + 2,

où r -  v3(yj), ce qui a déjà été fait.

Ceci achève la démonstration de l'égalité s(yiax) = \, si (2/+ 3 u ) ( a -  p)>  a. La même 

démonstration vaut pour démontrer que = 1 dans les mêmes conditions. Puisque

v3(y2) = v3(y!) (voir 3.5), et r=  cr- cP, on obtient alors que s iy 2 Tx) -  1 également.

3.8. Il reste à traiter les cas (w = 2, t = 0) et (u = I, î -  1), c'est-à-dire à démontrer que

6(a  -  p) > a  implique = 1 (A)

et

5(a  -  P)> a  implique s(arx) = 1. (B)

Supposons que (A) soit vraie. Alors (B) est vraie aussi. En effet, on a

s( t2x M o-tx)=  e i i72+crT)z) = 4 (9 -r -9 a + 3 y )x )  = e9(rx)s~9(c7x)s3(rz),  (3.8.1.)

en utilisant la table de multiplication pour t2 et or.

Mais s9(ox) = 1 si 6(a  -  fi) > a  puisque dans ce cas (r = 2, 2t + 3u = 6) il faut vérifier que 

3r >2t + 3u + 2, i.e. 9 > 8, vrai.

On a aussi e9(ci>yx) = 1 si 6(a  -  p)>  a, donc e9(rx) = 1.

Pour prouver que £(j x ) = 1, il faut s'assurer que 3r-4 - 2 > 2 t  + 3u (voir 3.6), dans les 

conditions r = 1, 2t + 3u = 6, ce qui est évident.

En somme, on a s('t1x)£(.<JTX) = 1 si 6( a -  p) > a. Donc, si (A) est vraie et 5 ( a -  p) > a , 

alors à plus forte raison 6(a  -  P) > a  et donc s^'fix) = 1 = K ^ Z )-

Ainsi, il faudrait prouver l'assertion (A) pour une preuve complète de la conjecture dans le 

cas particulier de ce groupe de Heisenberg.
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