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Title : On the behaviour, under torsion, of the local root numbers of the L-
functions functional equation

This thesis is an investigation of a conjecture stated by P. DELIGNE and G. HENNIART, which
refers to the virtual representations of the Weil group W of a local field. This conjecture
generalises the fact that the root number of the tensor product of two virtual representations, one
of which is of dimension 0 and determinant 1, and the other one is "very" ramified with respect to
the first one, equals 1.

In the first part we prove some results that simplify the proof of the conjecture; this allows a proof
in some simple cases. Afterwards we focus on the case in which all representations are in the first
or the second level of the gamma-filtration of the representation ring of W. We prove that the
conjecture holds in two non-trivial cases. An annex contains a complete investigation of the case
where all representations factor through one group, isomorphic to the Heisenberg group with 27
elements. We show that the proof of the conjecture reduces to a single case, implying a
representation belonging to the sixth level.

Keywords: local field; Weil group; virtual representation; local root numbers.

Mathematics Subject Classification: 11540, 20C15.






TABLE DES MATIERES

CHAPITRE 1: Le probléme et les résultats connus...............cccceeviciiiiiiiniininciii, 4
L. INOAHIONS. ...ttt ettt ettt ettt et 4
2. Résultats sur les constantes locales................cccoooriiiniiiiniiienieie, 8
3. Enoncé du probleme ............ccooooiiiiiiiiiiiiniiiii 12
CHAPITRE 2: REQUCHIONS.......oeiiiiiieiiiiiieiieeeieee sttt e 15
1. Résultats sur la ramification. Normes et traces. ...........cc.cccoceeveeennnnn. 15
2. REJUCHIONS. ...ttt 17
CHAPITRE 3: L CaS 7, S 2 ..oeiiiiiiiiiiiieiiceitcciit sttt 25
1. Réduction au cas des extensions cycliques d'ordre p..............cc.cooe 25
2. Estimation des valuations.............cccooviiiiiiiniiiie e 29
3.Lecasny=2,m=...=ANy=1 . 31
4. LecasN=2,1 =Ny =2 oo 38
ANNEXE 1: Expression de la fonction yde Herbrand ...............c.ccooceiiiiiiinnnn, 53
ANNEXE 2: Le cas du groupe de Heisenberg a 27 éléments.............c.ccccceoviniiniiennenn. 56
1. Groupes de HeiSenberg..........coooviiiiiiiiiiiiiiii e, 56
2. Le groupe de Heisenberg a 27 éléments ................ccocoiiiiiiiiiiiiiinnn, 58
3. Investigation de 1a CONJECtUTre.............eovviiiiiiiiiiiiicece e 61

BIbHOGIAPhie .......ciiiiiiiiiiii e 72






Introduction

Le but de cette thése est de présenter quelques résultats sur le comportement par torsion
des constantes locales ("root numbers", appelées aussi facteurs ¢ dans cette theése) associées a une
représentation virtuelle du groupe de Weil d'un corps local. La "torsion" d'une représentation
virtuelle signifie qu'on fait le produit tensoriel de celle-ci avec une autre représentation virtuelle.

Soient K un corps local, y un caractére additif non trivial de K, 7 et y deux caractéres de K,
vérifiant of7) < a(,f) (si z est un caractére de K*, on note o(y) le plus grand entier tel que
X(Ug(a(y)) # 1; voir ch. 1, Notations). Dans [De-He] on trouve la formule suivante pour la
constante locale e((n7— 1)y, v) :

(- Dz ¥) = n@) qny~ (1 + bla) y(d),

ou a, b € K sont tels que x(1 +x) = y(ax) si vi(x) > aAx)/2; n(1 +x) = y(bx) si v(x) > a(n)/2.

A l'aide de cette formule on trouve une formule explicite pour e(xI1;c (1 — 7;)), ou (7);es
est une famille de caractéres de K™, vérifiant a(7;) < (). Cette formule (voir 2.4.) fait intervenir
I'élément a (associé a x, comme plus haut) et les éléments b; associés aux 7. Si
>(alx) - a(n;)) > %), un calcul de valuations montre que

eQlLie(1 - 7)) =1
En tenant compte que 1 — 7; correspond, via I'application de réciprocité de la théorie locale
du corps de classes, a une représentation virtuelle de dimension 0 d'un groupe de Galois G; d'une
extension galoisienne finie de K, on se demande si la formule ci-dessus vaut encore si l'on
remplace 1 — 7; par une représentation virtuelle /#; de dimension 0 du groupe de Galois G;. C'est
ce qu'on fait dans la conjecture 4.10. de [De-He]. On doit bien slir imposer des conditions sur la
ramification des groupes G; et sur les W; eux-mémes (plus précisément, sur le cran de la

y-filtration du A-anneau des représentations virtuelles de G; dans lequel se trouve ;). L'énoncé
exact est le suivant :



Soient K un corps local, W son groupe de Weil absolu et V' une représentation de W, sans
constituant modéré. Soient (G;);¢; une famille finie de quotients de W par des sous-groupes
ouverts du groupe d'inertie et, pour chaque indice 7, B; le dernier saut de la filtration de G;
par les groupes de ramification, en numérotation supérieure. On suppose que, pour chaque 7,
on a B; < (V). Soient (1;);cs une famille d'entiers positifs, et pour chaque indice 7, une
représentation virtuelle W; de G;, qui se trouve dans le n; -éme sous-espace de la y-filtration
de I'anneau des représentations de G;. Pour n; =1 (resp. n; = 2) cela signifie que #; est de
dimension O (resp. de dimension O et de déterminant trivial).
Siona

S n(adV)-5)> V), *)
iel

peut-on conclure que &((®;¢;W;)®V) vaut 17"

Soient G le groupe de Galois d'une extension galoisienne finie de corps locaux, R le
A-anneau des représentations virtuelles de G et R, le n-iéme cran de la y-filtration de R. La
principale difficulté rencontrée dans la tentative de démonstration de cette conjecture est l'absence
d'un résultat sur une forme explicite des éléments de R,,, convenable pour les calculs. Par ailleurs,
pour une formule explicite de la constante locale d'une représentation virtuelle de dimension 0, on
doit faire appel a des théorémes du type Brauer sur les représentations induites (voir le TH. 2.1.
sur l'existence et l'unicité des constantes locales). L'absence d'un théoréme de ce type, assurant en
outre une certaine "compatibilité" avec la y-filtration du R, souléve d'autres difficultés.

C'est justement parce que l'on dispose d'un théoréme de structure sur le deuxiéme cran R,
(qui est formé par les représentations virtuelles ¥V avec dimV/'=0 et detV/'=1) qu'on a pu
démontrer des résultats dans ce cas.

Puisque la conjecture est vraie dans le cas abélien (voir 5.4.), c'est-a-dire quand R est un
A-anneau engendré par des éléments de dimension 1, on serait tenté d'appliquer des résultats du
type "principe de scindage" (splitting principle) pour les A-anneaux ([Fu-La], [At-Ta]). Cela
revient & plonger R dans un A-anneau S engendré par des éléments de dimension 1. Mais ceci
souléve d'autres obstacles : I'anneau S n'est plus en général l'anneau des représentations virtuelles
d'un groupe de Galois G et on perd toute notion de ramification, de constantes locales etc.
Toutefois, aborder le probléme sous cet angle semble assez prometteur, si I'on résout le probléme
de la définition correcte de ces notions pour les éléments de S.

La structure de la thése est la suivante :

Le chapitre 1 établit les notations et les résultats de base sur les constantes locales, les
groupes de ramification et les A-anneaux. Ces notions et résultats sont indispensables pour
pouvoir énoncer la conjecture (3.2.) et démarrer les arguments des chapitres suivants.

Le deuxiéme chapitre débute avec quelques résultats sur les fonctions ¢ et y de Herbrand.



On continue avec des propositions qui permettent d'enrichir les hypothéses de la conjecture : on
peut supposer que dim V=1 et V est galoisienne (i.e. dimage finie; V" correspond donc a un
caractére y de K*), les groupes G; sont finis (et méme des p-groupes). Si n; = 1, on peut supposer
que W; =1 — n;, avec 7; un caractére de G;. En outre, on prouve I'hypothése dans quelques cas :
si chaque groupe G; est abélien; ou bien s'il existe un indice 7 avec f; =2 a(V)/2 et n; 2 2.

Le chapitre 3 se limite au cas n; < 2 pour tout i dans /. On prouve d'abord que I'on peut
supposer alors que W, =Ind§_(l— 17,-)—(1— 77,-| K.) si m;=2, ol F; est une extension de K,
cyclique d'ordre p. Ceci permet de trouver des formules explicites, faisant apparaitre les éléments
a et b; associés a 7; et z, comme plus haut.

On prouve la validité de la conjecture dans deux cas :

-siny=2etm=1pouri=l;
-si|l|=2etny=ny=2.

Il est vraisemblable que les méthodes employées pour les deux cas permettent de dégager
une démonstration pour le cas n; < 2 pour tout i. Il y a toutefois des difficultés techniques qui
seront mieux comprises en parcourant les démonstrations du deuxiéme cas: si ny=n, =2, ce
sont 4 = 22 facteurs & qui doivent étre calculés et I'expression qui en résulte doit étre "simplifiée"
pour prouver qu'elle vaut 1; sin; =ny = ... =ny =2, il y aura 2V facteurs ¢ et les simplifications
se compliquent considérablement.

L'annexe 1 contient la preuve d'une formule explicite pour la fonction )% de Herbrand, si
M =FF,, avec Fj et I, extensions cycliques d'ordre p de K.

Dans l'annexe 2 on suppose que tous les groupes G; sont égaux au groupe de Heisenberg A
avec 27 ¢éléments. On trouve une forme explicite des éléments de R,; linvestigation de la
conjecture montre que la preuve de la conjecture dans cette situation se réduit & un seul cas,
impliquant une représentation virtuelle du sixiéme cran.






CHAPITRE 1

Le probléme et les résultats connus

RESUME. La premiére partie établit les notations générales et donne un ensemble de
résultats sur les corps locaux, les groupes de Weil et leurs représentations virtuelles.
Ensuite on donne les propriétés des constantes locales associées a ces représentations, avec
quelques formules explicites de calcul, qui sont utilisées fréquemment dans le reste de la
thése. On inclut des rappels sur les A-anneaux et la yfiltration (avec I'exemple qui nous
intéresse, 1'anneau des représentations virtuelles d'un groupe topologique). Ces rappels sont
indispensables a I'énoncé de la conjecture, qui est donné a la fin de ce chapitre.

ABSTRACT. The first part establishes the general notations and gives a set of results on
local fields, the Weil groups and their virtual representations. Thereafter we give some
properties of the local constants associated to these representations, together with some
explicit formulas, which are often used throughout the thesis. Some basic facts about the
A-rings and the pfiltration are included (with the example of interest, the A-ring of the
virtual representations of a topological group). All these facts are indispensable for the
statement of the conjecture, at the end of this chapter.

1. Notations.

1.1. Soit X un corps local non archimédien (c'est-a-dire un corps valué complet par rapport
a la topologie induite par la valuation, a corps résiduel fini), de caractéristique résiduelle p. Le
corps K et p sont fixés dans tout ce qui suit. On rappelle qu'il y a deux possibilités :

—car K =0, et alors X est isomorphe & une extension finie du corps des nombres p-adiques
Qp;

—car K =p >0, et alors X est isomorphe au corps F, ((X)) des séries de Laurent formelles
en une variable X aux coefficients dans un corps fini avec g éléments F,, ou g est une puissance
dep.



On note :
vg : la valuation normalisée de K ;
mx © une uniformisante (i.e. un élément de valuation 1) de K ;
Ay : l'anneau des entiers de K, c'est-a-dire Ay = {x € K | vg{(x) 2 0};
Ag(®) = {x € K| vi(x) 2 1 }, pour tout nombre réel 7 ; c'est un sous-groupe additif de K';
Py - lidéal maximal de A, c'est-a-dire Py = {x € K| vi(x) 2 1 } = Ax(1);
K = AglP : le corps résiduel de K.
g = le cardinal de K (c'est une puissance de p);
| |k :la valeur absolue normalisée de X (pour laquelle | 7 | = b,
Uk : le groupe (multiplicatif) des unités de A, c'est-a-dire Ux = {x € K| vx{(x) =0};
U(?) = {14x | x € K, vg(x) 2 t}, pour tout z > 0 ; c'est un sous-groupe de Ug.
S'il n'y a pas de risque de confusion sur le corps, on pourra omettre l'indice K.
On note E I'exponentielle tronquée :

p-1 xi
E(ac):Zi—I , (1.1.1)
i=0 .
et L le logarithme tronqué :
p-le N+l 1y
L(x) = Z(—l-)-—g——l)— . (1.1.2)

i=1 !

Pour chaque 7> 0, E et L définissent des isomorphismes inverses l'un de l'autre :

AQ)JA(pt)—ES U@ |U(pt)—E— A1)/ A(pt) . (1.13)

1.2. Un caractére additif de K est un homomorphisme continu y:K — C*(ou C* est
considéré avec la topologie usuelle, induite par celle de C). On fixe un caractére additif non trivial
w de K. Alors ([Weil], TH. IL5.3., COR.) tout caractére additif de K est de la forme x> y{ax),
avec a € K. La continuité de y implique l'existence d'un entier n(y), appelé l'ordre de y, tel que
y est trivial sur A(—+(y)) et non trivial sur A(—=+2(y) — 1). Sim € Z, y(ax) =1 pour tout x avec
v(x) 2m si et seulement si vg(a) =—n(y)—m.([Weil], PROP. IL5.12., p. 42). On fixe une
mesure de Haar dx sur K.

1.3. Soit K une cldture algébrique séparable de X, fixée dans la suite. On sous-entendra que
toutes les extensions de K qui interviendront sont incluses dans K. Soit K™ l'extension
non ramifiée maximale de X dans X, L une extension finie de X et E une extension de K" = L"".

Le groupe de Weil W(E/L) est le sous-groupe de Gal(E/L) formé des L-automorphismes ¢
de E qui ont la propriété ¢|;nr = Frob”, pour un n € Z, Frob étant l'automorphisme de Frobenius
de Gal(L™/L). On munit W(E/L) de la topologie pour laquelle le sous-groupe d'inertie
I'=Gal(E/L™) est ouvert. Alors W(E/L) est un groupe localement compact; / en est le seul
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sous-groupe compact maximal, W(E/L)/I est discret et isomorphe a Z. On note W le groupe
W(X /L) et on 'appelle le groupe de Weil absolu de L. Pour plus de détails, voir([Weil], APP. II).

1.4. Pour L/K une extension galoisienne finie de groupe de Galois G, on définit les groupes
de ramification G,, pour n entier, n2 -1 : G,={ce G |vi(ox-x)2n+1,Vxe A;}. Les G,
forment une suite décroissante de sous-groupes invariants de G, G est le sous-groupe d'inertie de
G et G, = {1} pour n assez grand. On trouvera une liste compléte des propriétés des groupes de
ramification, des quotients G,/G,,,}, ainsi que les définitions des fonctions de Herbrand ¢, et
w1,x dans ([Serr], ch. IV). A l'aide de la fonction @;,x on passe a la numérotation supérieure

des groupes de ramification :G' =G () pour tout 7= —1; l'intérét de celle-ci est qu'elle est

PLix
compatible avec le passage au quotient : si £/K est une sous-extension galoisienne de L/K, alors
Gal(E/K)! est l'image de Gal(L/K)! par 'homomorphisme surjectif Gal(L/K) — Gal(E/K). On écrira
parfois G(?) au lieu de G.

Pour une extension galoisienne infinie L/K, de groupe de Galois G, cette propriété permet
de définir les groupes G’ par G’ =lim proj Gal(E/K)*, la limite étant prise suivant les
sous-extensions galoisiennes finies £ de L/K. La compatibilité avec le passage au quotient est
conservée; G est le groupe d'inertie de G et son pro-p-groupe de Sylow P (le groupe d'inertie
sauvage) est la fermeture de la réunion des Gf pour > 0. Si L contient K, alors W(L/K) = W
contient G? = Gal(L/K™) et on peut donc poser W/ =G/ pour >0, W-1 =W,

1.5. Soit G un groupe topologique. Dans la suite, on appelle représentation de G un
homomorphisme continu p de G dans le groupe des C-automorphismes d'un espace vectoriel
complexe V' de dimension finie : p: G — GL(V). On identifiera parfois la représentation avec
l'espace vectoriel sur lequel agit G, en parlant de "la représentation V. Une représentation de G
peut étre interprétée aussi comme un module a gauche sur l'algébre de groupe C[G], de
dimension finie sur C et tel que I'application (g, v) > gv soit continue.

Le groupe de Grothendieck d'une catégorie abélienne A se définit ainsi: on construit la
classe quotient A de A par rapport a lisomorphisme (qui est une relation d'équivalence sur la
classe des objets de A) et on suppose que A est un ensemble. Soit Z(A) =L le groupe abélien
libre sur l'ensemble A et ¢: A — L l'application canonique. On prend le sous-module B de L
engendré par les éléments de la forme () — ¢()? ) - ¢(2 ) pour lesquels il existe une suite exacte

05 X->Y—>Z->0

dans A (on a noté X la classe d'équivalence de l'objet X dans A). Le groupe quotient L/B
s'appelle le groupe de Grothendieck de la catégorie abélienne A.
Un élément du groupe de Grothendieck R(G) de la catégorie des représentations d'un

groupe topologique G s'appelle représentation virtuelle de G. Si V est une représentation
virtuelle, elle s'écrit de maniére unique sous la forme V=Zn(U)U , ou U parcourt les
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représentations irréductibles de G et n(U) € Z. Si n(U) n'est pas nul, U est un constituant de V.
Les constituants de J sont en nombre fini.

Vu la définition du groupe de Grothendieck R(G), pour définir un homomorphisme f de
R(G) dans un groupe commutatif X, il faut définir V) pour toute représentation V de G et
vérifier que, pour toute suite exacte de représentations :

0->V'->V->V"—>0,

on a V) =f(V") + AV""). On définit ainsi, pour toute représentation virtuelle V' :
— la dimension dim(V), dim : R(G) —» Z;
— le déterminant det(V), det : R(G) -» Hom(G , C*);
— l'induction Indg : R(H) = R(G), pour H sous-groupe d'indice fini dans G;
—la restriction Resg : R(G) > R(H), comme restriction des scalaires de C[G] a C[H],
pour tout homomorphisme H — G.

1.6. Si L est une extension de K contenant K™ et si V est une représentation du groupe de
Weil W(L/K) =W, un argument élémentaire montre que la continuité implique l'existence d'un
sous-groupe normal ouvert J du groupe d'inertie / = Gal(L/K™) (i.e. l'existence d'une extension
galoisienne finie £ de K™) tel que V est triviale sur J. Le groupe d'inertie / agit a travers le
quotient fini //J = Gal(E/K™). On peut donc parler de la représentation d'Artin ([Serr],
CH. VI, §2.) A}y du groupe I/J. On définit alors le conducteur d'Artin de V, a(V), par la formule :

a(V’) = dim Homeyy,)(47,.7)

Cette définition ne dépend pas du choix du sous-groupe J tel que V soit triviale sur J (voir
[Deli], 4.5.). Pour V donnée, a(¥) ne dépend que de la restriction de " au groupe d'inertie / de W.
Une représentation de W est dite non ramifiée (resp. modérément ramifiée) si / (resp. P) agit
trivialement, et ramifiée dans le cas contraire. Si V est non ramifiée, alors a(V) = 0.

Soit maintenant une représentation irréductible p: W — GL(V). Si p est non ramifiée, on
pose ap) = 0. Sinon, afp) est le plus grand nombre réel u tel que p(W¥) soit non trivial. On

renvoie a ([Henn], p.161) pour voir que a(p) est bien défini. Au méme endroit on trouve
démontrée la formule :

a(p) = (a(p)+1)dim p, (1.6.1)

valable pour toute représentation irréductible ramifiée p de W.
Pour toute représentation virtuelle V' de W, on note o(V) (resp. S(V) ) le plus petit ( resp.
le plus grand ) des a(U), quand U parcourt les constituants de V. Si L/K est une extension finie et

M une extension galoisienne de X contenant L, on pose a(L/K) = inf {t | Gal(M/K)! c Gal(M/L)}.
Ceci ne dépend pas du choix de M.



1.7. On normalise l'isomorphisme W’ ~ K~ de la théorie locale du corps de classes comme
dans [Deli], 2.3., p.523. Cet isomorphisme identifie W4(s) a U(f), pour tout ¢ ([Serr],
ch. XV, §2). On fait ainsi correspondre a une représentation ¥ de dimension 1 de W un
quasi-caractére y de K*. On retrouve donc a(y) comme le plus grand entier n tel que y soit
non-trivial sur Ug{(n). Si y est non-ramifié o modérement ramifié, alors a(y) = 0. On dit que y
est sauvagement ramifié si a(y) > 0.

Si M/K est une extension galoisienne finie de corps locaux et si L/K est une sous-extension,
G = Gal(M/K), H = Gal(M/L), et 1 un quasi-caractére de H (qui correspond par la théorie locale
du corps de classes 4 un quasi-caractére de L*, noté toujours 7), alors Indfn est une autre
notation pour Indg 7.

On a la formule suivante ([Deli], PROP. 1.2.)

det(Ind$p)(x) = £™det(p) (t(x)) , Vx €GP (1.7.1)

ou G est un groupe, H est un sous groupe d'indice fini, p est une représentation virtuelle de H, &
est le déterminant de la représentation de permutation de G sur G/H et t : G2 — H2b est le
transfert.

1.8. Si X est un ensemble fini, | X | désigne son cardinal. Si X est un sous-groupe du groupe
multiplicatif d'un corps, la notation mod*X aprés une égalité désigne une congruence modulo le
sous-groupe X. On note Q,/Z (1) le sous-groupe de C* formé par les racines de l'unité d'ordre
une puissance de p.

2. Résultats sur les constantes locales

2.1. On cite sans modification le théoréme d'existence des constantes locales &(V, y, dx)
(qu'on appellera parfois _facteurs &) dans l'article de Deligne ([Deli], TH. 4.1., p. 535) :

THEOREME. Il existe une et une seule fonction g, vérifiant les conditions (1) a (4)
ci-dessous, qui associe un nombre &V, y, dx) e C* a chaque classe d'isomorphisme de sextuples
X, K, v, dx, V, p) formés d'un corps local K, d'une cloture algébrique K de K, d'un caractére
additif non trivial y: K — C*, d'une mesure de Haar dx sur K, d'un espace vectoriel V de
dimension finie sur C et d'une représentation p : W(K /K) — GL(V).

(1) Pour toute suite exacte de représentations de W(K /K)

0>V >sVo>V">50,

ona

&V, y, dx) = eV, y, x) &V", y, dx).



Cette condition montre que &V, y, x) ne dépend que de la classe de V dans le groupe de
Grothendieck des représentations de W(K /K) et permet de donner un sens a &V, y, dx) pour V

seulement une représentation virtuelle de W(K /K).
@) &V, y,add)=adimV gV, y, dx),  pourtouta eRj.

En particulier, pour V virtuel de dimension 0, &V, y, dx) est indépendant de dx. On le

note &V, y).
(3) Si L est une extension séparable finie de K dans K et que Vi est la représentation

virtuelle de W(K /K) induite par une représentation virtuelle de dimension zéro V; de W(K /L),
ona

Vg, v)=eVp, woTrpyx) .
() Si dim V = 1, p étant défini par un quasi-caractére y de K*, on a

&V, v, dx) = &, y, dx)

O
Si y est un quasi-caractére de X*, alors la constante locale &(y, v, dx) est celle définie par
I'équation fonctionnelle locale de Tate (voir [Deli], 3.3., p.526); cette équation permet d'obtenir la
formule :

dz v =7 @yae=3 [ 2 (@y(xdr. (2.12)
neZ

Sia e K* et V e R(W), alors la formule ([Deli], 5.4, p. 548) :
&V, y(ax), dx) = det(V)(@) | a |"4im Y gV, y, dx) (2.1.3)

montre que, pour V' de dimension zéro et de déterminant trivial, &(V, y, dx) ne dépend pas de y,
ni de dx. On le note &(}).
Nous sommes intéressés par les résultats du type &)V ®W)=1 si V et W remplissent

certaines conditions. Par exemple, la formule suivante ([Deli], 5.5.3., p. 549), valable pour # une
représentation virtuelle non ramifiée

oV ®W) = det W{ 72V ) o7 )i (2.1.4)

montre que &V ® W) =1 si en outre dim W =0 et det W= 1.

Les formules données par la proposition et les corollaires qui suivent ([De-He], PROP. 1.1.
et suivantes) sont fondamentales dans nos calculs.

2.2. PROPOSITION. Soient y et 1 deux quasi-caractéres de K*, vérifiant on) < ofy). Soit m
le plus petit entier tel que Il'on ait 2m > o(y) et soit a un élément de K tel que l'on ait
(1 +y)=y(ay) dés que l'élément y de K est de valuation au moins m. On a alors



vida) = = (n(w) + 1 + a(y)) et a est unique mod* U(o(y)/2). De méme, soit b un élément de K

vérifiant n(1+ y) = y(by) dés que l'on a vi(y) 2 a(x)2. Si l'on a an) 2 a(x)/2, alors v(b) vaut
() + 1+ a(n) et b est unique mod" U(c(n) — ox)/2 + 1); sinon, b est n'importe quel
élément de K de valuation au moins —(n(y) + a(x)/2). Ona

&(n - D,y = n@ty (um)~1(1+b/ay y(b) (2.2.1)

2.3. COROLLAIRE. Avec les notations de la proposition précédente :

(1) Ona e((n - Dz y) = n(@!) mod™ Q/Z,(1).
(2) Si de plus on a 1) < A¥)/2, alors

(n- Dz =na™") (23.1)

2.4. COROLLAIRE. Soient y un quasi-caractére sauvagement ramifié de K*, m le plus petit
entier tel que l'on ait 2m > a(y), et a un élément de K* tel que l'on ait (1 +y) = y(ay) siy € K
est de valuation au moins m. Soit (1,);c 1 une famille finie, d'au moins deux éléments, de

quasi-caractéres de K*, vérifiant o(m;) < a(y). On choisit des éléments b; de K tels que
17:(1 +y) = y(by) quand v(y) 2 a(x)/2. Pour chaque partie J de I, on pose

A N=11n, bs(N=2b;, )=(-1V. (2.4.1)
jeJ jeJ
Alorson a
21, (1-m))=
= (kD) ([, +80/@)*) T, ([T gy 1+ 2(D/)*)

On a omis dx et y dans I'écriture du facteur ¢ parce que ;{Hi eI(l —13;) est une représentation

(2.4.2)

virtuelle de dimension 0 et de déterminant 1 si | /| > 2.

2.5. Pour simplifier les notations, on pose, pour I = {1,..., N} et #(J) = Z}_GJ t; siJel:

PN(tl,...,tN)=HJQI(1+1(J))““) (2.5.1)

Ppfty1,..., ty) est une série formelle en les indéterminées 7; a coefficients entiers. On voit tout de

suite que Py =1 + Qp, ou Qy est une série formelle divisible par 7;...7y. Avec ces notations, la
formule (2.4.2.) devient :

21, 0-m) = D) (©) - T, m(H) 25.2)

oi C=PN(9» éaM) H,.=PN_I(%,...

L ,...,bFN) (le symbole * désigne I'omission du terme).

N
o &
b
a
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On a v(bja)=o(y)— a(n;)>0 par 2.2. et donc C est de la forme 1+D, avec
WD) 2 Xjer (o) — Amy).

Supposons que T;e; () - (1) > a(z). Alors 1(C) = n(C) = 1. De plus, n(H;) = 1 car
en ces conditions v(H; — 1) > a(7;). On obtient donc 8(11_[1.61(1 -7 )) =1.

Le raisonnement ci-dessus est en substance celui de ([De-He], PROP. 1.7.); une
généralisation partielle de ce résultat est l'objet de cette thése.

A laide d'une variante du théoréme de Brauer (qui donne des informations sur les
conducteurs des caractéres et qui est applicable aux groupes de Weil) et en utilisant l'inductivité
en dimension O des facteurs £ on peut obtenir le résultat suivant ([De-He], TH. 4.9.) :

2.6. THEOREME. Soit V une représentation virtuelle de W, sans constituant modéré. Soit
(W);c1 une famille finie de représentations virtuelles de dimension 0 de W. On suppose que
l'on a B(W;) < (V) pour tout indice i et 2; <1 (V) — B(W})) > (V). Alors on a

(®;W)®V) =1 (2.6.1)
On voit que ce théoréme généralise le résultat du 2.5., en remplagant y par Vetles 1 - n;

par .
Les théorémes qui suivent ([De-He], TH. 4.2. et 4.6.) donnent une généralisation de la

formule (2.1.4.) et nous seront utiles dans les chapitres suivants.

2.7. THEOREME. Soit V une représentation virtuelle de W, sans constituant modéré.
() 1l existe un élément y de K, défini de facon unique mod*U(1), tel que pour toute
représentation virtuelle W de W, de dimension 0 et vérifiant (W) < a(V), on ait

WOV, y) =detW(y)mod” Q, /Z ,(1) (2.7.1)
(i) La valuation vi(y) est donnée par la formule

vi(») =a(l) + n(y)ydim V (2.7.2)

(i) L'unicité de y (resp. la formule (2.7.2.)) vaut déja si l'on suppose seulement que
l'égalité (2.7.1.) est vraie quand W est de la forme m—1, ou n est un quasi-caractére
modérément ramifié (resp. non-ramifié) de K*.

2.8. THEOREME. Soit V une représentation virtuelle de W, sans constituant modéré. 11
existe un élément y de K", défini de fagon unique mod*U(a(V)/2), tel que pour toute
représentation virtuelle W de W, de dimension 0 et vérifiant (W) < a(V)/2, on ait

WV, w)=detW(y) (2.8.1)

Cet élément est congru a celui de (2.7.1.) mod* UQ1).
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3. Enoncé du probléme

3.1. Rappels sur les A-anneaux et la y-filtration

Les définitions et les résultats cités dans cette section sont pris de ([At-Ta]),ou on peut
trouver tous les détails qui manquent ici.

Un A -anneau est un anneau commutatif unifére R, muni d'une famille dénombrable
d'applications A7 : R — R telles que pourtous x, y € R

M %=1

Q@ AME=x

@) Ax+y)=3  AD2()

Si 7 est un indéterminée et x € R, on pose

@ A=Y A"

Alors (1) et (3) signifient que A, est un homomorphisme du groupe additif de R dans le

groupe multiplicatif 1 + 7R[[#]] des séries formelles en ¢ de terme constant 1. La relation (2)
revient & dire que A, est un inverse & droite de I'homomorphisme 1+ _ x,1” > x;; A, est donc
n21

un monomorphisme. Les notions de A-idéal, A-sous-anneau, A-homomorphisme sont immédiates
et on peut prouver les théorémes usuels les concernant.

Le groupe R(G) des représentations virtuelles d'un groupe topologique G est un A-anneau :
la multiplication correspond au produit tensoriel des représentations, l'opération A" correspond a
la puissance extérieure A” d'une représentation. C'est méme un A-anneau spécial (pour la
définition, voir loc.cit). La dimension d'une représentation définit un A-homomorphisme
dim : R(G) - Z (Z est un A-anneau avec la A-structure donnée par A (m) = (1 + )", V m e Z),
dont le noyau J est un A-idéal (appelé idéal d'augmentation). Jusqu'a la fin de cette section, on
considére que R =R(G) (bien que les résultats soient vrais pour tout A-anneau augmenté avec
Sstructure positive).

On définit, pour tout A-anneau R, les y-opérations par

P106) = A(x + 1 — 1) (.1.1)
Si I'on pose y,(x)= ano y"(x)?" , alors
ri(x)=4, (x), 3.12)
1-t
donc y,(x+y)=7,(x)y,(») et
P (x+y)=20 (X)) (3.13)

Ces relations ont comme conséquences immédiates :

®) =1

12



©) F@=x

(7)  y/m) = (1 —1) 7" pour tout m entier.

(8) Ax)=1+xt (ie. x est une représentation de dimension 1) entraine
x-1D=1+x-Dret Y(1 ~x)=(1 —x)" pour tout n> 0.

La y-filtration (R,,),, » ¢ est définie par

(9) R, est le groupe additif engendré par les mondmes de la forme ™ (x;)...»" (x,), ou

xjeJet2Z nzn

PROPOSITION. On a

(10) R, R, cR,,,,,, VM, n21,;

(1) Ro=R, Ry =,

(12) R, est un A-idéal pour tout n > 1.

(13) R,, est un p~idéal (i.e. R, est stable pour les opérations y), pour tout n > 1.

(149)Ry={VeR| dmV=0 et det V=1}. Ce résultat est une conséquence de la
démonstration de ([Fu-La], TH. IIL.1.7.)

On voit tout de suite que, si G est commutatif, i.e. R(G) est engendré par les caractéres

(représentations de dimension 1) de G, alors

(15) R; est le sous-groupe additif engendré par les ¢léments de la forme 1 -z, avec
caractére de G. En outre, R, = (R)", c'est-a-dire que R, est lidéal engendré par
l'ensemble

{(1 —x)" .= 2.)" |x15--., Xr caractéres de G, > m; 2 n}

3.2. Enoncé du probléme
P. Deligne et G. Henniart énoncent la conjecture suivante ((De-He], 4.10. Question):

" Soit ¥ une représentation de W, sans constituant modéré. Soient (G;);<; une famille finie
de quotients de W par des sous-groupes ouverts du groupe d'inertie WO et, pour chaque
indice 7, f; le dernier saut de la filtration de G; par les groupes de ramification, en
numérotation supérieure. On suppose que, pour chaque 7, on a f; < a(V). Soient (#;);c s une
famille d'entiers positifs ou nuls, et pour chaque indice i, une représentation virtuelle #; de
G;, qui se trouve dans le n; -éme sous-espace de la y-filtration de I'anneau des représentations
de G;. Pour n; =1 (resp. n; = 2) cela signifie que W; est de dimension O (resp. de dimension 0
et de déterminant trivial).

Siona

> n(eV)-5)> V), *)
iel

peut-on conclure que &((®;¢; W,)®V) vaut 172"
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Remarque. Si tous les n; valent 1, c'est le THEOREME 2.6.. Si | /| vaut 1 et si 7y vaut 2, c'est
le THEOREME 2.8..

3.3. OBSERVATION. L'inégalité (*) s'écrit de maniére équivalente
Z"iﬂi < a(V)[—l + Zni) **)
i€l iel

En outre, si m; > n; pour tout i € I, alors on obtient comme conséquence de (**)
Zmiﬂi < a(V)[—l +ZmiJ ***)
iel iel

puisque f; < aAV) pour chaque i.
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CHAPITRE 2

Réductions

RESUME. On rassemble d'abord quelques résultats sur la ramification, utilisés dans les
preuves des réductions qui suivent et dans les calculs de valuations au ch. 3. Puis on
enrichit les hypothéses de la conjecture. Ainsi on prouve qu'on peut supposer V irréductible,
de dimension 1 et galoisienne, et que les G; peuvent €tre supposés des p-groupes finis. Si un
n; vaut 1, alors on prouve qu'il suffit de supposer #; = 1 — n;, avec 7; un caractére de K.

ABSTRACT. First, we collect some results on ramification that we use in the reductions that
follow and in the valuation computations in the third chapter. Afterwards, the hypotheses of
the conjecture are enriched. Thus, we prove that we may assume that ¥ is irreducible,
1-dimensional and its image is finite, and that any group G; is a finite p-group. If an n; is 1,
then we prove we can take W; = 1 — n;, where 7; is a character of G;.

1. Résultats sur la ramification. Normes et traces.

1.1. Pour toute extension galoisienne finie L de K, on définit la fonction de Herbrand ¢ 4 et
son inverse y;  (voir [Serr], ch.IV.). La propriété de transitivité @y x = @7k ° @py (Pour M
une extension galoisienne finie de L) permet d'étendre la définition de ¢y x et de yy ik a toute
extension séparable finie (non nécessairement galoisienne) L/K en posant @7 x= @pyx ° PryL s
ou M est une extension galoisienne finie de K contenant L; ceci ne dépend pas du choix de M.

1.2. Si E/K est une extension galoisienne finie et L/K une sous extension de E/K, alors on
voit facilement que pour tout 7 > 0,

GE/L) (k) = GEK)(E) A GEL). (1.2.1)

En passant a la limite projective, on obtient
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WL(I//L/K(O) = WK(f) m WL' (1 22)

Si maintenant V est une représentation irréductible de Wy, alors la formule ci-dessus
montre que

a(Vle) < wyx(a)). (1.2.3)

Si (V) > AL/K), alors
“(VIWL) = yx(aV)) (1.2.4)

car en cette situation, Wx{(a(V)) = W;.
La formule (1.2.1.) a comme conséquence la

PROPOSITION. Soit L une extension finie séparable de K et E une extension finie séparable
de L. Alors

aE/L) < ypx(a(E[K)) (1.2.5)

1.3. PROPOSITION. ([De-He], PROP. 3.2.) Soient L une extension finie séparable de K, M
une extension finie séparable de L.

() La fonction y); est convexe.

(ii) Si l'extension M/L est modérée (i.e. si a{M/L) est nul), y) est linéaire. Sinon, le
dernier saut de la dérivée de y),; se produit en ac(M/L).

(iii) Soit t eR™*. Si t > a(M/L), la pente de y,; en t est l'indice de ramification e de M/L.
Si t < a(M/L), c'est un entier de la forme e/p*, k > 1. En conséquence, on a

wayL(a(M/L)) s%a(M/L) 0

1.4. Soit L une extension finie séparable de K. L'application W — W% déduite de
l'inclusion W; — Wy correspond, par l'intermédiaire de I'application de réciprocité, a la norme
Ny :L* = K*. Si x est un quasi caractére de Wy (correspondant a un quasi caractére de K™,

toujours noté y), la restriction de y a W, correspond donc & y o Ny k. Les formules (1.2.3.) et
(1.2.4)) deviennent alors

“(Z" NL/K) < wik(a(z)) (1.4.1)
et, si ay) >aA(L/K),
ofzo NL/K) =y (a(z)) (1.4.2)

Soit dy jx la valuation de I'idéal différente de L sur X et x/ff/ x la fonction affine de R dans

R, de pente e = e; -, et prenant la valeur —dj g — 1 en —1. D'aprés [De-He], 3.3., on a
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TrL/K(AL( Wf/x(l))) = Ak(1) (1.43)
pour tout nombre réel 7.
On en déduit que t//‘f/ x est la fonction linéaire qui coincide avec y; - pour f valant au

moins a(L/K). On a donc, pour tout > a(L/K),
V/L/k’(t)+dL/K+1=e(a(L/K)+1) (1.4.4)

1.5. PROPOSITION. ([De-He], PROP. 3.5., p. 104) Soit L une extension finie séparable de K,
d'indice de ramification e, et y un élément de l'idéal maximal de A;. On a

NL/K(Ey)-—_—E(TrL/Ky)mod*UK(ng(y)) (1.5.5)

2. Réductions

On garde les notations et les hypothéses de la conjecture 3.2, ch. 1. Pour simplifier les
notations, on pose a = a(V), et on note R l'anneau des représentations virtuelles de Wg. Soit E;
l'extension finie de K, telle que G; = W(E/K). Si L/K est une extension galoisienne, on note
G(L/K) le groupe Gal(L/K).

2.1. REMARQUE. Dans les conditions énoncées, (®;,W;)®V est de dimension 0 et de
déterminant 1, ce qui justifie l'omission de y et de dx dans l'écriture de ¢.
Démonstration. La formule det(U ®V) = (detU)*™ - (det?)*™Y (valable pour U, Ve R)

et dim U=0, det U=1 impliquent dim (U® V) =0, det (U® V) =1 pour tout Ve R. 1l suffit
donc de voir que &;; W; est de dimension O et de déterminant 1.

Si| 7| =1, alors n; vaut au moins 2, par (*), donc dim W; =0, det W; = 1.

Si |I|22 et il existe un indice i avec »; 22, on a fini. Sinon, 7; <1, V i € 1. Alors
(En)-Da>Znph;20=3n =2, doncil y a au moins deux indices 7 et j avec n; =n;= 1.
Alors W;®W; est de dimension O et de détérminant 1.

0

2.2. On peut supposer que V est irréductible.

Démonstration. V' s'écrit comme combinaison linéaire de représentations irréductibles
2 n(U)U, avec U parcourant les représentations irréductibles tels que n(U) = 0. En outre,

o(V) = ming a(U). On a &(®; %) (S n(U)U)) = [Te((®@,%)®U)"™ et il suffit de prouver
que &((®,;W;)®U) =1 pour chaque U (les hypothéses de la conjecture sont vérifiées si l'on
remplace V par U, avec n(U) # 0).
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Les deux variantes suivantes du Théoréme d'induction de Brauer, appliquées aux
représentations des groupes de Weil, apportent des informations sur les conducteurs des
caracteres dont elles assurent I'existence.

2.3. PROPOSITION. ([De-He], PROP. 2.2.)

(1) Soient G un groupe fini, A un sous-groupe abélien distingué de G, et V une
représentation de G. 1l existe des sous-groupes H; de G, contenant A, des caracteéres y; des H; et
des entiers n; tels que, dans R(G), on ait

V=3 nIndf (r;) . (2.3.1)

(2) Si l'espace VA des points de V fixés par A est trivial, on peut choisir la décomposition
de sorte que chaque y; soit non trivial sur A. a

2.4. COROLLAIRE. ([De-He], VARIANTE 2.3.)

Soit G un groupe, extension de Z par un groupe fini G(0). Soient A un sous-groupe
abélien distingué de G, contenu dans G(0), et V une représentation de G. Il existe des
sous-groupes d'indice fini H; de G (en nombre fini), contenant A, des caractéres y; des H; et des
entiers n; tels que, dans R(G), on ait

V=3 nindg (z:). (2.4.1)

Si VA est nul, on peut choisir la décomposition de fagon que chaque y; soit non-trivial sur 4. O

2.5. On peut supposer que dim V =1 (i.e. V est défini par un caractére y de K*).

Démonstration. Soit =17 Ker V. Le sous-corps I de X fixé par H est une ‘extension
galoisienne finie de K. Alors V' se factorise par G = W/H, qui est une extension de Z par
Gal(F/K™); G(a) est un sous-groupe abélien distingué de G. De plus, l'espace des points de V'
fixés par G(q) est I'espace nul, car le contraire impliquerait que G(a) agit trivialement sur 7 (on
utilise le théoréme de Clifford : [Cu-Re], TH. 49.2., p. 342) On est en mesure d'appliquer le
Corollaire 2.4., qui donne

G
V=ijIndezj,

ou m; € Z, H; sont des sous-groupes d'indice fini de G, G(@) Hj et y; sont des caracteres de H;
tels que 7;(G(a)) # {1}. Donc

(& W) OV) = (@i 1) & (Tm;1nd5 2, )) =TT el (@1 W) @100 2, )" =

m;

= ng(<®iel Resngf)®Zj) ’
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H. - On a utilisé l'inductivité en dimension O des facteurs € et la formule
VAN G G G
S F E wemdSU =1nd§((Res$w)@U) (pour H sous-groupe de G, W < R(G),
L< AN K'r/ K U e R(H)). 1l suffit de voir maintenant que (Resng,-)_d et x; remplissent la
e ’
K----" condition 3.2.(*), ch. 1 de la conjecture, pour chaque j fixé. Ici on considere

W; comme représentation de W et Resng,., noté W', est en fait la

restriction de W; a H}' = WX /L)), ou L; est le corps fixé par H;. On a affaire maintenant a des
représentations de W(X /L)). On remarque que () 2 yr,/x(@) puisque x; est non trivial sur
W), Wi(a) c H et Wi (yx(f) = W) n W pour toute extension finie L/K. De méme,
ﬂ(ReSg,VK) = yx(B)-

Les n; restent les mémes; en effet, si # — G est un homomorphisme de groupes, alors
V e R(G),, implique ResIG{V € R(H),,. 1l s'agit de démontrer l'inégalité (**), en remplagant « par
vx(@) et B; par yr x(B;). On pose y= yy k. Clest une fonction convexe, croissante, et
w(0) =0, ¥/(0) = 1. On applique maintenant le

LEMME. Soit y: [0,00] — R wune fonction convexe, croissante, dérivable par morceaux,
avec y(0) =0, y/(0) = 1. Soient N un entier positif, §; € R, 5; 20 et n; 2 1 entiers pour chaque
1Si<N, et a> 0, tels que fB; < a pour tout i et 3n;f; < (-1+2n)a. Alors on a y(3;) < y(Q) et
2niy(By) < (1+Zn) y(a).

Preuve du lemme. Puisque y est croissante, y(f;) < y(@). En renumérotant éventuellement
les B;, on peut considérer que n; =1 et que f; >0 pour tout i. Les inégalités de l'hypothése
deviennent maintenant f; < a, >6; < (N — 1)a. La fonction x > y(x)/x est croissante sur ]0,00[ et
ona

S up)=3 g <3 g K5 5 < )W -1)
iel iel iel iel

ouN=|I|.

O

OBSERVATION. La derniére partie de la démonstration ci-dessus montre

Soient W;, n; et x comme dans 2.5. Si iel et W;= Indg"U , avec H=W(E/L) un
sous groupe d'indice fini de G; et U € R(H),, alors

G; ,
{1dfU @(®.7;) ® 1) = AU & (®::77) ® 2Ny )
avec Wj' représentation de Gi=W(ELL). On a a( z°N L/K) =Yy wlaly) et
AG) < yx(B). On a les inégalités
vix(B) < yrx(a) et > vik(@) - vk B)> vik(a).
iel
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2.6. PROPOSITION. &((®; W) ® V) est une racine de l'unité d'ordre une puissance de p.

Démonstration. Par le théoréme 2.7. du ch. 1, appliqué a ®; W, (noté W) et V, on a
WV, y)=detW(y)mod” QP/ZP(I), avec y € K*. Mais on a vu que det # =1. (On a pu

appliquer le théoréme car S(®;W)) < sup; S(W)) < ).

a

2.7. On peut supposer que chacune des représentations W; est galoisienne (i.e. se factorise
a travers un quotient fini de W, i.e. chaque G; est fini). De méme pour V.

Démonstration. On utilise le résultat suivant ((Henn], COR. 3., p. 158) :

Toute représentation linéaire irréductible R de W s'écrit sous la forme R = S®y, ou S est
galoisienne et y est un caractére non ramifié.

Ce résultat montre qu'on peut choisir un caractére non ramifié¢ y de K*, de sorte que V®y
soit galoisienne. On applique le TH. 2.8. du ch. 1. aux représentations virtuelles (®;W;)®V et

1 — y et on obtient
(® )V @ 1) = (N (@ W) ®V),
ou y est un élément de K, de valuation a((®;W;)®V)=0. Par conséquent, () = 1 et remplacer
V par V®y ne change pas la valeur du facteur €. On a aussi a(V) = o(V®y); les autres hypotheses
de la conjecture sont donc conservées. Ceci prouve I'assertion pour V.
On regarde maintenant ;. On voit facilement (en regardant la définition de la y-filtration)
que chaque W, peut étre considéré de la forme ™ (x;)...7" (x,), avec = m; > n; et dimx; = 0.
L'idée est d'écrire chaque x; comme une somme du type ¥ q;¥j, avec g; € Z et y; irréductible; de

prouver qu'on peut remplacer, si besoin est, y; par y;' = y; ®y;, x; caractere non ramifié (de sorte
que yj' soit galoisienne), sans changer la valeur du facteur £ a calculer. Dans les lemmes suivants,

G est W ou un quotient de W par un sous-groupe ouvert.
LEMME 1. Siy € R(G) et y est un caractére de G, alors A"(yy) = A"(V)x".
Pour la démonstration, voir par exemple ([Fu-La], formule 1.1.3.) O
LEMME 2. Soient U, V € R(G), avec dim U= 0, V irréductible, dim V=1 et B(U) < (V).
Alors a(UQV) = 0.

Preuve du lemme 2. On a U=3XnU;, avec U; irréductible et n; entier. Alors
a(URV) = Zn;a(U;®V). On rappelle que a(U)) = (a(U;) +1)dim U;. Mais on a le résultat suivant
([Henn], CoR. 3.6.1., p.362 , énoncé légérement modifié) :

Soient R et S deux représentations linéaires de W. Supposons que R, S et R®S sont
irréductibles. Alors on a a(R®S) <sup(a(S)dimR, a(R)dimS), avec égalité si
a(S)dim R # a(R)dim S.

Il est clair que U;, V et U®V sont irréductibles. On a donc a(U;®V) = sup(((U;) +1)dim U;,
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(a(V) +1)dim U; ) = (V) +1)dim U; car o(U;) < S(U) < (V). Puisque 0 = dim U = 2n; dimUj,
on a a(URV) = Tn; (V) +1)dim U, = 0.
0
LEMME 3. Si U, y € R(G) et n e IN* sont tels que a (A"(y)U) = 0 et dim (A"(y)U) =0, alors
aA"U, w) = a(A"O)U, y) et &Y'(x)U) = &’(v)U) pour tout caractére non-ramifié y de G.

Preuve du lemme 3. On a &A"(W)U, yw) = A" U, ) = x"(») A"()U, y), ou y est
de valuation a (A*(y)U) + n(y)dim (A"(y)U), qui est nul par hypothése; donc y(y) = 1.

On a 5(/"()V) = 7" ()U). En effet

n-1 n-1 .
PR = Vg +n-1)= S A (-2 (y) =3 (") (y7) . Donc

j=0 j=0
n-1 . n-1 ) n-1) (par L3) n=1 . n-1
2O = ﬁ{z(";l)z"'f U, wJ =T1dxonu, w)( 7l e [Tdr o, w)( 2
Jj=0 Jj=0 Jj=0
= £7'0)0). 0

Fixons maintenant s € / . On peut toujours supposer que W, = yY*(y)QW’, avec dimy =0,
t
1<m<ng et We R(G,)*™™. Soit U = W’®(®]_{S}WI-)®V. On peut écrire y = » m;x;,
J=1

t

avec x; irréductibles, dim x; = d; ; dim y = 0 signifie que 2m;d; = 0, donc y =ij(xj —dj). Pour

Jj=1

chaque j il existe un caractere non ramifié y; tel que x;z; soit galoisienne. On a

a(®,W,-)®V=e<;/"(y>®U)={U® zy'%(ml(xl—do)...y‘f(m,(x,-d,»,w]=

i] +. "+it =m

= E[U ® > y(m(xy—d)x)... 7" (m(x, —d,)z,), w) (2.7.1)

I +...H,=m

= H 5'(7il(ml(x12.’1 -d\-dix +d1))~--?’i' (m(x, 2 —d; —dy 2, +4d,))U, W)
i|+...+i1=m
Dans ces égalités, on a appliqué le LEMME 3. Ceci est légitime, car, pour chaque j,
dim mj(xj—cg)=0, donc dim(}t'f(mj(xj—dj)))-—-o; par le Lemme 2, on déduit que

a(U@x‘Lif (mj(xj _dj))n ¥ (myx, 2 —dy — duxn +dh)} est nul.
h#j

d=d,

Fixons j entre 1 et m et soit x=x; i, x=x, 1=1, r=m; et

i
U= U®H }/‘h (mhxhXh —dh _dhxh +dh) . Alors
h#j
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{7 (rxg-d+d(1- ) @U", ) = [ 17 (g =)y (rd1 - ) OU", ).
k=0

Dans le produit, tous les facteurs € sont 1, a I'exception de celui qui correspond a k =1/.
C'est une conséquence du TH. 2.8. du ch. 1., qui donne la formule
WV, y)=detW(y),
qui est applicable [avec W = yi~k(rd(1-y)) ] car y*~*(rd(1-) est de dimension O et non ramifiée
et yk (r(xy—d))®U" est sans constituant modéré. Si i—k>1, alors yik(rd(1-y)) est de
déterminant trivial, donc le facteur & correspondant est 1. Si i — k= 1, alors det rd(1-y) = ¥ est
non-ramifié et la valuation de I'élément y correspondant est nulle, par le Lemme 2. Il reste alors

Ay (r(xx-d+d(1-2)®U", y) = d (Hxz-a) ©U", p)
La formule (2.7.1.) devient maintenant
A(@,W)®V) = y"(»)®U) =
Tl (mxz —a)... 7' (m (e - ) U, w) = " (3 V)

i] +...+i,=m
t
avecy'= D m;x;x; , galoisienne.
=

Soit maintenant W;= 3" (x)...7 " (x,), avec Xm;2n; et dimx;=0. On vient de
démontrer qu'on peut remplacer (pour tout j <r) x; par x';, o x'; est galoisienne et cela ne
change pas la valeur du facteur & Evidemment, W= ™ (x{)...»™ (x!) est toujours dans le

n; -eme cran de la y -filtration de R(G,) et elle est galoisienne. Ceci achéve la démonstration.

O
Désormais on suppose que fous les groupes G; sont finis.

2.8. Supposons que les groupes G; sont tous abéliens. Alors (® W)® V) =1.

Démonstration. Pour un groupe abélien G, R(G),, est engendré par les produits de la forme
(I=x)™...(1=x,)" , avec n; +...+n,. 2 n et y,,..., %, caractéres de G. (cf. 3.1.(15) du ch. 1.).

11 faut donc prouver que

da-2)" -2 2) =1,

sous les hypothéses a(y) >0, a(y;) < a(y), = ni(ax) — ax;)) > ay). Mais ceci est exactement
le TH. 2.6. du ch. 1.

O
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2.9. On peut supposer que tous les groupes G; sont des p-groupes finis.

Démonstration. Par 2.7., il existe une extension galoisienne finie L/K telle que W, et I se
factorisent a travers G(L/K) = G. On note L, le sous-corps fixé par G(L/K),, noté G;. Soit P un
p-sous-groupe de Sylow de G, contenant le p-groupe G;. On a

dRes(®,7)®V)) = dndSResS (®, W) @) = (®, )@V ®1nd$15)

(2.9.1)
= (&, ) @V)" (®; ) &V ®(nd§ 1, -mi;))

oum=[G:P](ona (m, p)=1). Supposons que S(Resg (e, W) ®V)) = 1. Alors il s'ensuit que
(@, W,)®V) =1. En effet, o((®,W,)®F) >0, fIndE1lp-mlg)= a(Ind§1p)=0 car
Indg 1p est la représentation de permutation de G sur G/P, dont le noyau contient G|; on peut

donc appliquer le TH. 2.8., qui donne
d(®, )@V ®(IndG1p ~mlg)) = det(ind§ 1)) = 1 2.9.2)

avec W(») =0 par la formule 2.7.Si p > 2, alors &(®;W;)®V)" =<1, avec (m, p) =1, donc
(®; W) V)™ —1et (2m, p) = 1, ce qui entraine &((®; W;)®V)=1 car c'est une racine de
I'unité d'ordre une puisssance de p.

Si p=2, on applique le raisonnement suivant : det(Indg 1p) est un caractére de K,
modérément ramifié. Mais on voit facilement que tout caractére modérément ramifié, d'ordre 2,
d'un corps local de caractéristique résiduelle 2 est nécessairement non ramifié. Puisque y € Uy,
det(Ind€1p)(») =1; par conséquent &((®,;W;)®V)"=1 avec (m 2)=1, donc
&((®; W;)®V) =1 car c'est une racine de l'unité d'ordre une puisssance de 2.

0

2.10. On est en mesure d'énoncer la conjecture (3.2.) de la maniére (équivalente) suivante :

" Soit y un caractére de X, avec a(y) > 0. Soient 7 un ensemble fini et, pour chaque indice
i € 1, une extension E/K telle que G; = Gal(E;/K) est un p-groupe fini. On note f; le dernier
saut de la filtration de G; par les groupes de ramification, en numérotation supérieure. On
suppose que, pour chaque i, on a §; < a(y). Soient (1;);c s une famille d'entiers positifs ou
nuls, et pour chaque indice i, une représentation virtuelle #; de G;, qui se trouve dans le
n; -éme sous-espace de la y-filtration de l'anneau des représentations de G;.
Siona
gni(a(x)—ﬂi) > a(2),
i

peut-on conclure que &((®,;;W,)®V) vaut1?"
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2.11. Si n; > 2 pour un indice i, alors on peut supposer que f; = a(V)/2.

Démonstration. Si fS; < a(V)/2, alors on peut appliquer le TH. 2.8., ch.l., aux
représentations virtuelles W, et (®1_{,~}Wj ®V et on obtient que &(®;W;,)®V)

= detW; (») = 1 puisque W; est de déterminant trivial.
0

2.12. Si n; = 1 pour un indice i, alors on peut supposer que W; = 1-n,, avec 1; un caractere

de K.

Démonstration. Soit E/K l'extension telle que G; = Gal(E/K). Par le théoréme de Brauer,
W = ij-lndg*j(l— 77]-), avec m; € Z, H; sous groupes de G; et 7); caractere de H;. Soit L; le

corps fixé par H;. On a
(®, W) ®V) = e(VZ@(@_W,)@V) =T]&™ (Indg?;j(l_ nj)®(®W,)®V) -
t#i

= Hgmj((l" 771')®(§,.W‘|Wf)®Vlwf)

(2.11.1)

)4 On a désigné par W; le groupe de Weil WK /L;). Dans les hypothéses de la

/ \LE conjecture, on est amené a remplacer X par L;, W; par 1-7; (et G; par H)),
,’1%\ /j t\ W, par W’ij (et G par Gal(L;E/L)) ), V par Vle. L'inégalité (*) de
(\;l{j 4 Z::,' 'hypothese est vérifiée, avec a et f; remplacés par yy (@) et v x(B)

“~--K--G;  (voir 'OBSERVATION qui suit 2.5. du ch. 1.). On remarque que, si un W,

avec my=1 est déja de la forme 1-7, alors il est remplacé par
1-17,oN LiJK - On peut donc appliquer le procédé décrit ci-dessus pour tout indice i avec n; =1

et on obtient la conclusion.

O
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CHAPITRE 3

Le cas n; < 2

RESUME. Dans les hypothéses n; <2 pour tout i, on prouve que les représentations
virtuelles qui se trouvent dans le deuxiéme cran peuvent étre supposées de la forme

%

Ind (1- Ui)"(l" i
un caractére de Gal(Ey/F;). Ceci permet d'appliquer des formules explicites pour le calcul
des facteurs & les valuations des éléments qui interviennent sont estimés au §2. On

applique ces formules dans les deux cas traités par la suite et on prouve la conjecture dans
cesdeuxcas(n; =2, ny=...=ny=1lau§3etn; =n, =2 au §4).

K')’ avec F/K sous-extension cyclique de degré p de E/K et 7;

ABSTRACT. Under the hypotheses n; <2 for any i, we prove that we may suppose the
virtual representations ; that belong to R(G;), of the form Ind E (1-n)- (1 -7

K/
where F/K is a cyclic sub-extension of E;/K of degree p and 7, is a character of Gal(E/F)).
This allows us to apply the explicit formulas for computing the root numbers; the
valuations of the elements that arise are estimated in §2. Applying this formulas enables us
to prove the conjecture in two cases: ny =2,ny = ... =ny=1in §3 and ny =n, =2 in §4.

1. Réduction au cas des extensions cycliques de degré p

1.1. Dorénavant on suppose que »; <2 pour tout i. Dans ce cas, en tenant compte des
réductions démontrées, la conjecture peut s'énoncer de la fagon suivante :

" Soit y un caractére de K*, avec a(y) > 0 et N un entier positif. Posons /= {1,..., N} et
soit, pour chaque indice i € /, une p-extension finie galoisienne E; de K de groupe de Galois
G;. On note f; le dernier saut de la filtration de G; par les groupes de ramification, en
numérotation supérieure. On suppose que, pour chaque 7, on a f; < a(y). Soit » un entier
positif, n <N. Pour chaque indice i € {1,..., n}, soit W; une représentation virtuelle de G; qui
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se trouve dans le deuxiéme sous-espace de la y-filtration de l'anneau des représentations de
G;; pour i € {n+l,..., N}, soit n; un caractére de G; et W; =1 - n;.
Siona

n N
S 20 ) -Bi)+ 2 (el )-B;) > el %)
i=1

i=n+l

peut-on conclure que &((®;;¥)® y) vaut 12"

Notre approche est de tenter de démontrer la conjecture ci-dessus par récurrence sur n, le
nombre de représentations dans le deuxiéme cran. Pour n = 0, c'est la PROP. 2.6., ch. 1.

Les réductions ci-dessous apportent des hypothéses supplémentaires, utiles dans la
démonstration de la conjecture. Elles doivent étre interprétées de la maniére suivante : si l'on
démontre la conjecture dans le cas "particulier" donné par la réduction, alors la conjecture est
vraie en général. Le schéma des démonstrations est : "on suppose que la conjecture est vraie dans
le cas particulier de I'énoncé; on prouve que cela entraine la validité de la conjecture en général”.

1.2. 11 suffit de démontrer la conjecture en supposant que pour chaque i € {1,..., n} (i. e.
n;=2), W; est de la forme Indfi (1- ) —(1— i .f, avec FyK sous-extension de E;/K et 1; un
caractére de Gal(E/F)).

Démonstration. On remarque d'abord que, si W; est de la forme (1 — 0)(1 — &), avec o et &

des caractéres de K", alors on peut remplacer W; par le produit des représentations virtuelles

K

1-oet 1-0, qui se trouvent dans le premier cran de la y-filtration de G;; on peut alors
appliquer la récurrence, » se trouvant diminué par 1.

Par le théoréme de Brauer, on peut écrire
w; =Zj~=1mj(1nd§,-(1— n;)-(1-7; K.))+Zj.=lm,—(1— 7] o). (12.1)

ou m; € Z, Fy/K sont des sous-extensions de E/K et 7; sont des caractéres de Gal(E/F)) (qui
correspondent & des caractéres 77; de F). La condition det W¥; = 1 s'écrit

[T, det™ (1ndf (1~ 7,)) =1 (12.2)

Mais la formule (1.7.1.) du ch. 1., appliquée a la représentation virtuelle (de dimension 0) 1 — uf
du sous-groupe Gal(Ey/F)) de G;, s'écrit

det(Ind]I%, (1 - ﬂj))(x) = det(] — 77].

- )(x) = n]-‘l(x) , pour tout x € K,

si l'on tient aussi compte du fait que l'inclusion correspond (par l'application de réciprocité) au
transfert. Ainsi, (1.2.2.) devient

det(Zj.=1mj-(l -7

) =1 (12.3)

) =TT,
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LEMME. Soient oy, ..., 0, des caractéres de K* et my,..., mg des entiers tels que
S 5 -m;
det(zj=1mj(l - O'j)) = Hj=1(0'j) 7 =1
Alors z;zlm j(l -o j) s'écrit comme une somme de produits de la forme +(1 — o)(1 - o),

ol o et & sont des caractéres de K*.
Preuve du lemme. On peut supposer que m;=1 pour 1<j<r et m;=-1 pour r+l1 <j<s.

Soit 7, = gj pour r+1 <j <s. Alors I'nypothese devient oy...0, = 71... 7; (avec f = s-1) et
Zj,:lmj(l— O'j) = Z;=1(1— O'j) —-Z;=1(1_ Tj)

Par la formule (1 — 0) + (1 — &) = (1 — 00) + (1 — 0)(1 — &), appliquée de maniére répétée,
on obtient

Zr (l—cj)=(1-0’1---0',)+

j=1
+[(1- 1)1~ 02) +(1- 0103 )(1 - 03) 4+ +(1- 07+ 5,1 )(1 - 7,.)]

A s ‘oo
et de méme pour les 7;. Donc Zj=1m j(l - aj) s'écrit sous la forme

Z;=1mj(l—0'j)=Z'—t(1_°')(1_0"), (1.2.4)
avec oet o’ caractéres de K*, car on a vu que 0y...0, = 73... 7. O

On applique ce lemme a la somme Zj-=1mj(1_ n; K.) , qui satisfait aux hypothéses du

lemme. Dans ce cas, si o est un caractére qui apparait dans la somme (1.2.4.), a(o) < f; puisque o
correspond a un caractére de G;. Donc 5((@ jel Wj)® Z) s'écrit, utilisant (1.2.1.), comme un
produit de facteurs ¢ dans lesquels W; est remplacé soit par une représentation virtuelle de la
forme annoncée, soit par (1 — 0)(1 — o), avec o et o’ caractéres de K*. Mais ces derniers
facteurs sont égaux a 1 par I'hypothése de récurrence.

O

13. Si W; eR(G)),, alors on peut supposer que W; est de la forme
Indf}; (1- 77,-)—(1— | o
caractére de Gal(E/F;).

Démonstration. Si dans 1.2., F/K est une sous extension de degré p, on a fini. Sinon,
puisque G; est un p-groupe et Gal(E/F;) un sous groupe de G;, il existe une sous extension

, avec Fy/K sous-extension cyclique de degré p de E/K et 71; un

galoisienne L; de F/K, d'ordre p. L'existence d'un tel L; est assurée par le raisonnement suivant.
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Pour un p-groupe G et un sous groupe d'indice fini H de G,

K F; [G: H] =p°, il existe pour chaque 0 <j <s un sous groupe H; tel que
G":‘ | ' H<H;<Get[G:H] =p/. ((Hupp], I1L.7.2.e., p.301). Pour le p-groupe
\\\ ]|; G;, son sous-groupe H = G(E/F;) et j=1, on obtient I'existence d'un

sous-groupe S tel que H<S<G et [G:S]=p. Le sous-groupe S est
alors maximal dans le p-groupe G, il est donc normal. Il correspond a une extension galoisienne
L/Ktelleque[L;:K]=petKcL;CF;.
On peut écrire (pour simplifier les notations, on omet l'indice 7)

W =Ind§ (Indk(1-n)(1- 1 .)) +1ndf (1= 7 . )~ (1~ 7 )

Donc
€(W®(®j$lW ®2.’ = 6<Indllf Ind%’(l— 77)'— 1- 77!1,' ))®(®j¢iVVj‘)®Z)'
AlndK(l_ 77{1, 77{1( j#x )®Z)

Dans le deuxiéme facteur g, W; est remplacée par une représentation de la forme annoncée et on
n'a pas modifi€ les autres représentations. Le premier facteur ¢ est égal a

A(Ind%(l“ﬂ)—(l"’ﬂg)) (m |WL)®Z°NL/A)

Iciona [F;:L;]]=[F;:K])/p. Si[F;:L;]=p, on a fini; sinon on reprend le procédé avec le
facteur & ci-dessus, dans lequel l'extension F;/K est remplacée par F;/L;, de degré strictement
inférieur. On continue jusqu'a ce que [F; : L;] = p.

Il faut encore vérifier que W"WL et ¥ o Ny sont des représentations qui satisfont aux

megahtes (*) dela conjecture (cela est garanti par 'OBSERVATION du 2.5., ch.2.); d'autre part, il
faut voir que, si W= IndF (1— 77]) (1 | g ) avec [F; : K] =p, alors WJ|WL est de la forme

L
IndLj (1 —-n; ) - (1 - 77_;'
signifie que, si W; était déja comme dans I'énoncé, elle le reste, c'est & dire que la manipulation

décrite ici peut étre appliquée successivement pour tous les j < 7.

LEMME. Si L et E sont des extensions finies de K et 1 est un caractére d'ordre fini de E”,
alors

L.), avec L; extension de L, 7' caractére de LJ-* et [L;:L]= p. Cela

(I“dE 7. =2 I“dLaE(WU °NLa'E/aE) ; (13.1)
ou la somme porte sur un systéme complet et indépendant de représentants o des doubles classes
de W, \Wg/Wg .

Démonstration. Il suffit d'appliquer le Théoréme de Mackey & la situation indiquée, en
tenant compte de la correspondance donnée par l'application de réciprocité.

0O
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Fixons j, 1<j<mn et posons Fsz, L=L;, n= ;. Puisque W; aW,
W, \Wk/Wr = Wi /W, Wr = Wg /W, r. Il n'y a pas d'extension intermédiaire entre L et
K, donc il y a deux possibilités: L F=KoulL nF=L.
))Casoul "F=K.
Dans ce cas Wik /Wi~r = Wr/Wg = {1} et (1.3.1.) donne

VVj‘WL =Ind} (1- 77°NLF/F)_(1— Mg+ oNp/k)
Mais 7] g+ oNp/x = ( 77°NLF/F)|L" , donc la forme de W; est preservée.

i) Casou L C F.
Alors Wi /Wi ~r =Wk /W, =Gal(L/K)etona

Wlw, = > Ind%(1- 70 07!)-(1- ) °NL/K) -
oeG(L/K)

Z(Indléf«“(l— neo™t)=(1-7ne 0__1|L))+ Z(l* neol|)-(1- 77iK~ °NL/K)
oeG(L/K) oeG(L/K)

(13.2)

La premiére somme porte sur des représentations de la "bonne" forme et [oF:L] < [F:K]; quant au
terme

Co S mol) (- e N,
oeG(L/K)

c'est une somme du type Y+(1 - o), avec o caractére de L* et de déterminant det C =

-1
(n{K. °NL/K)' H(no o-"llL) = 1; on peut alors écrire C sous la forme >+(1 — o)(1 — o),
oeG(L/K)

comme le montre le LEMME dans la démonstration de 1.2.. En remplagant lewL par (1.3.2), le

facteur ¢ correspondant a C sera alors 1, par I'hypothése de récurrence.
g

2. Estimation des valuations

On fixe dans ce numéro un caractére additif non trivial y de K. La formule (2.3.1,, ch. 1,
fait intervenir, pour un caractére 7 de K*, un élément a € K tel que y(1+x) = y(ax), pour tout
x € K tel que v(x) > a(¥)/2. On s'intéresse a ces éléments.

2.1. PROPOSITION. Soit y un caractére de K* avec a=a(y)>0 et t€ R, a/p <t<a.

Alors il existe un élément ac K tel que

Y(EX) = yax), pourtoutx € K, vg(x)>1
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La valuation de a est -(1+ n(y) +a) et a est unique mod*U(a-1). Si t < a2, pour a
comme ci-dessus on a aussi y(1+ x) = y(ax), si x € K, vi(x) > ax)/2. Par ailleurs, si y € K est
de valuation strictement plus grande que o(y), alors y(1 + x +y) = x(1 + x), pour tout x € Py.

Démonstration. Soit m le plus petit entier strictement supérieur a 7. Par hypothése, x est
trivial sur U(pm); la restriction de y a U(m) se factorise alors par U(m)/U(pm). Puisque
l'exponentielle E est un isomorphisme de A(m)/A(pm) sur U(m)/U(pm), on peut parler de
'homomorphisme yoE, défini sur A(m)/A(pm). En composant avec la surjection
A(m) — A(m)/A(pm), on obtient un homomorphisme additif de A(m) dans C* qui peut s'étendre
en un homomorphisme additif ¢ : K — C*. 1l existe alors a € K tel que ¢(y) = w(ay), pour tout
y € K. En particulier, on a y o E(x) = y(ax), pour tout x € K vérifiant vi{(x) > .

Puisque y(ax)=1 pour tout x € A(a+1), la PROP. 1.2. du ch. 1 montre que
vi(a) =2 —(1 + n(y) +); mais y n'est pas trivial sur U(a), donc il existe x € A(a) tel que

ylax) # 1; ceci signifie que vg(a) < —(n(y) +a) et alors vi{(a) = —(1 + n(y) +a).

Si a' satisfait a la propriété yf(ax) = y(a’x), pour tout x € K avec vg(x)>1 alors
vi(a-a)2-(n(y) +1+9),ie. ala’'=al@-a)+1 e Ula-1).

Soit y avec vi(y) > o) et x avec vg(x) > 0; alors g{w)zr(l+i)=l, car
1+x 1+x
w(125) =vx0) > o)

SiviA(x) > a(x)/2, Ex=1+x +y, avec vg{(y) > a(x) et on applique le résultat précédent.

a

2.2. PROPOSITION. Soient E et L des extensions galoisiennes finies de K avec L D E, y un
caractére de K", avec ay) >o(L/K), n un caractére de Gal(L/E) (on note toujours n le
caractére correspondant de E). Soit e l'indice de ramification de I'extension F/K, a= oY),
B = a(L/K). La PROP. 2.1. garantit l'existence des éléments :

a € K tel que x(Ex) = y(ax), pour toutx € K, vi(x) > a/p;

a' € E tel que yoNgj(Ey) = woTrgx(a’y), pourtouty € E, vi(y) > yrx(a)/p;
c € Etel que 1(Ly) = woTrg(cy), pourtouty € E, vi(y) > v (B/p;

b € K tel que 1;th (Ex) = y(bx), pour toutx € K, vi(x) > f/p.

Alors on peut choisir ces éléments de sorte que :
() & = Trgx(0); )

.. , eal
(i) vi(a' - a) 2 —n(yeTrgr) — TZ - 1.

Démonstration. Tout d'abord on remarque que a(¥-Ng /) < wrx(a(x)) (voir 1.4, ch. 2.) et
que a(n) < aaE/K) < yweA(P); le caractére 77{1\,, correspond & un caractére de Gal(L/K), donc

a( r;l K") < B. L'application de la PROP. 2.1. est donc légitime.
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() Six € K, vi(x) > B/p, alors vi(x) > ef3'p > wr A B)p, donc

y(bx) = N(Ex) = weTrg/(cx) = y(Trgg(c)x)
On peut choisir donc b = TrgxAc).

(i) Soit yeE, vi(y)>ealp. Par la formule (1.55) du ch. 2, on a
NEx(Ey) = ETrgx(¥) mod*Ui(), avec & > @, donc  yeNg{(Ey) = 2-E(Trg (), clest a dire
weTrpiday) = YaTrpg®)) = w(Trgg(@)), puisque vi(Tn) = e Wv(Tny) 2 e lve(y) > ap.
Donc weTrgx((a—a’)y) =1, pour tout y € E, vg(y) 21+ ea/p. Alors vg{a'—a) est au moins
—(n(yeTrg) +ealp + 1).

a

OBSERVATION. Dans la démonstration des divers cas de la conjecture on peut supposer,
pour simplifier les calculs, que n(y) = 0, puisque &((®;;#;)® x) ne dépend pas du choix du
caractére additif y. Dans ce cas, n(yoTrg ) est la valuation dg g de la différente de I'extension
E/K. Ceci est une conséquence de ([Weil], COR. VIIL2.3., p.142), qui affirme que
n(yeTreg) = dgg + n(¥)ep -

d.Lecasny=2,n3=...=ny=1

Dans ce cas, vu les réductions démontrées, le probléme peut s'énoncer comme suit :

" Soit y un caractére de K, avec a= a(y) > 0 et N un entier positif. Soient /= {1,..., N}
un ensemble fini, £} une extension de X telle que G| = Gal(£}/K) est un p-groupe fini et £/K
une sous extension de E£}/K, cyclique d'ordre p. Soit 777 un caractére de Gal(E/E)) et, pour
chaque i € {2,...,N}, soit 77; un caractére de K*. On pose f; = a(E/K) et B; = o(n;), pour
i >22. On suppose que S; < ay) pour tout 7 € I et que

N
2a-p)+ X (a-B)>a.

i=2

Alors S((Indf(l-— 771)—(1— m K'))®Hi22(1_ 77,-)®Z) =1 "
OBSERVATION. L'inégalité de I'hypothése est équivalente a

N
Z(a—ﬂi) > B

i=l

On va utiliser fréquemment cette observation.
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Démonstration.

3.1. Soit = E((Indg(l— 771)—(1— m K’))®I_Lzz(1_ 77,-)®)(). Alors

o 5(I“d§(1‘ 771)®Hi22(1— 771')®Z) _
6((1'" Th K‘)®I—L'22(1_ 771)®X)

_ (1~ 771)®H,~22(1— 77i°NE/K)®Z°NE/K)‘
5((1— 771|K’)®Hi22(1‘ 77i)®2’)

Pour abréger, on note g la fonction de Herbrand ygy, e l'indice de ramification ep

(3.1.1)

(e =1 ou e = p), d la valuation de l'idéal différente de l'extension E/K, N = Ng/x, Tr=Trgy. Ona
aussi besoin de ¥ = o(E/K) (évidemment, y < 5)).

Si E/K est non ramifiée, alors wg(f) = f pour tout f € R.

Si E/K est ramifiée, alors

_ 4 si0<r<y
WE(t)_{Pt—(p—l)r siy<t
Notre approche est d'essayer d'appliquer la formule (2.4.2.), ch. 1, a chaque facteur ¢ dans

la relation ci-dessus et on a donc besoin des éléments fournis par la PROP. 2.1.. En ce qui
concerne les conducteurs, on a

a(m) < AEVE) < yp(By);
a(m' e ) < a(E/K) = By, puisque 7 o correspond a un caractére de Gal(£,/K);

a(71°Ne/k) < Ye(B;
a(x-Ngg) = ye(a).
Soient a, b; e K(iel)eta' c; e E(i €l)tels que
a € K tel que x(Ex) = ylax), pour tout x € K, vi(x) > a/p;
b, € K tel que m’K" (Ex) = w(byx), pour tout x € K, v(x) > B1/p;

b; € K tel que 1;,(Ex) = y(b;x), pour tout x € K, vi(x) > 3/p, pour tout i > 2;
a' € Etel que yoNpx(Ey) = woTrgx(a’y), pour touty € E, vi(y) > w{Q)/p;
¢y € E tel que n1(Ey) = woTrgx(c1y), pour touty € E, vi(y) > wrB1)/p;

c; € Etel que n;(Ey) = woTrgicy), pour touty € E, vi(y) > wgrx(B)/p, pour tout
i>2.

On peut prendre ;= Trg/(cy) (cf. PROP. 2.2. 1)).

Les valuations de ces éléments vérifient
vida) =—e(l + a); vi{a) =— (1 +d + ye(@)) = - e(1 + @) puisque a> AE/K);
vi(b)) 2 —e(l + By); ve(e) 2— (1 +d+ yp(By)) =—e(l + fy);
vi(b) =—e(1 + B;); vi{c) 2— (1 +d + ywr(B)).
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En fait, on a besoin plut6t des rapports p; = b;/a, g; = c;/a’ et des différences s; = g; — p;. On
estime la valuation de ceux-ci :

vip)) 2 a- By, ve(q) 2 (@) - we(B)) = e(a - By);
V) 2 a- By vig) 2 (@) — We(B); (3.12)

Soiti > 2; posons 7; =c; — b;etr =a’ —a. Par la PROP. 2.2., on obtient

"E(r)Z-d—% -—letvE(ri)z_d_ﬂ 1

_ bi+r, b\ _ ra—rb . 7 rb;
Alorst(s,-)—\E(m—z)-vlg(a(a+r) 2 min| vg| ——— |,Vg a@+n) . En regardant

les estimations ci-dessus, on obtient

vi(F )2 ve@-Lrs vp( s ) ve(@-2E rela-p).

a(a+r)

Il est immédiat que la plus petite de ces valeurs est g (a)— %"—, donc

ﬂ,

vi(s;) 2 wg(a)———", pour tout i > 2. (3.13)

Le Lemme suivant est une conséquence directe du COR. 2.4., ch. 1., obtenue par
réarrangement des facteurs.

3.2. Lemme. Avec les notations du COR. 2.4., ch. 1., et en posant p; = bi/a, on a

][, 1-7)=x (HJd(”PU))&U)) L, (I—Le,g](np(J))‘“)),(3.2.1.)
oupt)=3. ., p;-

g
3.3. En appliquant ce lemme, la formule (3.1.1.) devient
J J
e N([T,,a+a»<) [ D 0 aO
[T, a+p@)*” [T 0+ PN |
(3.3.1)
J)
I nrl[N(H,-e,;,ﬂwu» )J
el-{1} 1 &J)
' [Loc Q+pUY
Maintenant on regarde chaque facteur de cette expression.
A+g(N*")
34.0naH,= ny’ Hle"d B
[T @+ PO
Démonstration. On remarque que vip(py..pn) 2 Ziefa—-5)> 512 a(m K*) et que
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viq1---9n) 2 Zie (vea@) — we(B)) > ve(By) 2 a(my).
Puisque I—Lcl (A+1(J)N =1 mod(nlt,), on obtient 7, (HJQI(I +])(J))dj)) =1 et

m([T,e,a0+9@n*)=1.
Mais [,_,_, A+t =TT, a+1) mod([ ], ), donc

I—[ (I+Q(J))_dJ) (1+ (J)+S(J)) gJ)
. lgJclI _ p
hen [Hle./gl a+p()™ ) m[nlyg( (1+p()) ) ) '

LEMME 1. Avec les notations ci-dessus, Vg (H S D) HTS’) > wi(B)), pour toute paire
de sous-ensembles de I — {1} avec les propriétés JUT =1-{1}, JNT =0, T+ 3.

Preuve du lemme. En tenant compte des formules (3.1.2.) et (3.1.3.),
ef
"E(HJP}'HTSI) 2 Zje(a—ﬂj)+ZT( WE(a)_ —;t—)
Si E/K est non ramifiée, il suffit de prouver que

>, (a-p)+5,(a-2)> 5

P
S (N—l)a>ﬁ1+zjﬂj+ZT§pL
< p(N-Va>pp+.,pB;+> .5

La derniére inégalité est vraie, si on tient compte de (***) de 'OBS. 3.3., ch. 1. et de 7= .
Si E/K est ramifiée, on doit prouver que

> pla=B;)+> (pa-(p-Dr - B)> pBi - (- Dy
< p(N-Da>pp—~(p-Dyn+p2 B+ B+ (p-Dn
& p(N-Da>pp +@-WT1-DB+2. ,pB;+ 2B

En appliquant toujours (***) de I'OBs. 3.3., ch. 1., on se rend compte que la derniére inégalité est
vraie : on a

p+@=-D(T[-D+ plJ[+[T]= p(N -1 +1
et p > 2, ce qui assure les hypothéses de (***). O

Ce lemme permet donc de négliger dans le calcul de A les mondmes divisibles par un
mondme du type HJijTs, avec JUT=1-{1}, JNT =0, T+D.

Changeant légérement les notations, il faut calculer alors
&J)
1—[ Jel ((] +(l1) _((_le &;gj))) mod L, ou L est lidéal de Z[[(p));, (s5);]] engendré par

L2 IlsJor=1JnT=2.T=2}.
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LEMME 2. Soit I un ensemble fini, | I|=N. Alors, dans Z[[(p;);, (5);]], avec les notations

ci-dessus, on a

_ 1+ p() + s
f= ngl( U+ p() ) =1mod L.

Preuve du lemme. Pour chaque N-uple d'entiers positifs ou nuls n=(»;); on pose
In|=2;n;, n!=[];n!, J)={iel| n#0}. Si p=(p,), soit p" = HI P/ . Puisqu'il s'agit

partout de séries a coefficients entiers, il suffit de démontrer la relation dans Q[[(®;);, (s;));]]. On a

n-1
log [T+ = 3. logl1+ (/) = 3 (X T sy

Jcl Jcl JcI n>0
_nyn-1
=S oy
n>0 JcI
Mais on a
n|! n|! n|!
Sy =yan 3 Weovble v v Blecy
JcI JcI [nj=n,J(m)cJ [nj=n " Jm)cJcl nj=n,Jm)=I
Donc
n-1
o) _ 5D [n]! N _ N+pnl-1 (|- 1)!
g [T+t =3 —— ¥ S5e¢D'= 3 pVeH e
JcI n>0 [n|=n, J(n)=I J(n)=1

Revenant a f -

log /= ¥, (Nt G=Dl (e gn_pm)

J(m)=1I

Mais (p+5)" —p® = (p, +5)" - (py +5y)™ —p™---py™ est un élément de L si n; > 1 pour
chaque i. Alors

f=explogf =1modL

Ce LEMME, combiné avec le LEMME 1, permet de conclure.

3.5.Pouri22,onaH;= 17,.‘1

N[ee 0+ e}
[T.c,c, 0+ pOH*”

Démonstration. On remarque d'abord que H(l + t(J))éU ) = lmod( H t j-) . Ceci découle
ieJcl i#jel
du fait que le produit devient identiquement 1 chaque fois qu'on pose 1;=0 pourj #1.
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On peut donc écrire l—l(l+t(J))‘(J)=1+ Zdnt“, avec d, entier pour tout

ieJcl n; 20
n;21, j#i

n=(,...,ny)avecn; 2 1sij#i.
Pouruntel n, ona

”‘[”P?’)Zz"f(“—m S (a-p;)>5> 200

J#i J#i J#i
En effet, Z(a—ﬂj ) >—ﬂ—’ équivaut a a—f; +22(a ﬂj) > a, vraie par hypothése.
J#i J#i
Donc I_I oo+ () =1+ > dyp", ou Y dyp" est de valuation strictement
20 n; 20
n; 21 J n;2l,j#i

supérieure a a(7;)/2. Ceci nous autorise a écrire

J
ni(l—[,.eJc,(Hp(J))‘( ))=17,- 1+ > dpp" |= 9| b D dpp"
B n; 20 =0
n;2l,j#i n;2l,j#i

1 2
=yl by S dapp TP P |=ye Tl S dip” |, avecd, €Z.
n;20 n 20
n;21, j#i n;2l,j#1
Dans I'égalité¢ 1 on a utilisé p; = b/a et le fait que n; > 1. Pour l'égalité 2 on se rappelle que
by =Tr c;. La derniére somme porte sur des mondmes divisibles par p,...py.
On applique le méme procédé a 7;0N :

vK(Hq )>Zn (z//Ea z//EﬂJ) Wg'g" > a(77,~2°N) , donc on peut écrire :

J* J#

7 oN([ 1,0, A+a)) = 7 oN| 1+ S dyq” |= yoTr| ¢ S daq”
- n; 20 n; 20
njzl,j;ti nj21,j¢i

=yoTrl¢, Y diq" |, aveclesmémes dj eZ.
n|20
n;2l1,j#1

Si on fait le rapport des deux valeurs, on obtient
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Hy=yeTr ¢, Y di(q"-p")
n 20
n;21,j#1

Chaque terme de la somme est une combinaison linéaire de mor:3mes divisibles par un monéme de
la forme ijjHTs, , avec JUT=1-{1}, JNT=T, T+ . Les deux lemmes du

paragraphe précédent montrent que ces monomes sont de valuation supérieure a wg(5)) + 1. Pour
voir que H; = 1, il reste a prouver que

1+vp(e)+ywe(B)z2-d =1+ yp(B)-1-d - ye(B)) 2 -d , évident.

N([T,.,a+g»)
[1,.,0+pU»*

Démonstration. On peut écrire

[Ta+2n*™ =1+ 3 ht* ,avech, € Z.

JeI J(m)=I

3.6.0OnaH = x'l

Par ailleurs
(IT,#") -
VK Hlpi ')z Zlni(a“ﬂi) Zzl(a—ﬂi) > 2
comme on peut immédiatement se rendre compte en multipliant par 2; de fagon analogue,

VE(HI‘]ini) 2Y m(yga—yph) 2y (ypa- veph;)> Wfa - 0(2’2" =

Par conséquent,

a Zhnp"—Tr(a’ Zhnq“n

J(m)=I1 J(n)=I

by > hypl T phe p}’v”-Tr[q S kg gy gy D
J(m)=I J(n)=1

W[TI‘(CI Zhn( n -1 r12 P';,N _q;z, lqnz qr]:?, )))

J(n)=I

Mais I'expression ci-dessus est du méme type que H; dans le n°® précédent. H vaut donc 1, par le
méme argument.
u

La démonstration est maintenant compléte.
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4. LlecasN=2,ny=ny=2

Dans ce cas, le probléme devient :
" Soit y un caractére de K, avec a= a(x) > 0. Pour chaque i € {1, 2}, on considére : E; une
extension de K telle que G; = Gal(E/K) est un p-groupe fini, F/K une sous extension de
Ey/K, cyclique d'ordre p et 7; un caractére de Gal(E/F;). On pose f; = (Ey/K) et

W :Indﬁi(l- ) —(1-7; K—)

On suppose f; < ax) pour touti € {1, 2} et
2(a—ﬂ1)+2(a—ﬁ2)> .
Alors (W, ®W, ® y)=1."

Démonstration.
On note y; = AFy/K); évidemment, y; < f;. On distingue deux cas : 'y =F; ou Fy # F, (on
rappelle que toutes les extensions considérées sont des sous extensions de X).

4.1. Cas Fl * Fz
Cela entraine F} " F, =K. Soit M = F{F,. Ona

A1ndX (1- ) ®Indk (1- 7,) ® 2){(1- 1| o) O (1= 75 ) @ 2)
W, QW ® y) = i - (4.1.1)
6(IndF, (1-m)®(1-n K‘)®Z)6«1" ™m K.)@Insz(l— m)® )
Maintenant on utilise l'inductivité en dimension O des constantes locales et la formule
(ndGU) @ W = nd$ (U @ ResG)
avecU=1-n, W= Ind,{%(l— m,)® x, pour calculere(lndfl (1- 771)<8>Ind11,§2 (1- 772)®Z) )
{10k (1- m) @ 1ndk (1-m,) @) =
(4.12)

)
6((1 -m) ®Ind1\)1(1 - m e NuyF, ) ®Z°NE/K)
On a fait usage des égalités suivantes (on passe au langage des groupes de Weil) :
W, W, _ 1477
ResW’;, (Ind Wfliz (1=, )) = IndWF‘2 W ((1 - 1)

Ces égalités sont une conséquence de la formule (1.3.1.). Le dernier terme de 1'égalité ci-dessus
s'écrit aussi Indf}l (1 —m,°oN M/F, ) On continue avec la formule (4.1.2.) :

WM)

W,
WF2 mWFl ): IndWZ (1— T

5((1— m) ®Ind} (1- n, °NM/F2)®Z°NF,/1<) =
(1- °Nayrm 1=, °NuyE, )Z°NM/K)

Si l'on emploie la méme méthode pour les autres facteurs ¢, la formule (4.1.1)) s'écrit
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finalement
‘W ®W, ® ) =
_ e(1-m °NyyR )(1-n, °NM/F2)X°NM/K)' g(1- UHK-)(l” ﬂle')Z) (4.13)
- n)(1- 772|K'°NF‘,/K)Z°NF,/K)'5«1— T71|K- °NF2/K)(1“ 772)X°NF2/K)

Pour chaque facteur ¢ intervenant ci-dessus, on applique la formule (2.4.2.), ch. 1. D'abord, fixons
les éléments associés aux divers caractéres par la PROP. 2.2.. Pour simplifier, on note N; = N i,
Tr;=Trg/x , ei=er/x » Wm = Yk, Tiar= Trygk et ainsi de suite.
Soient alors :
K:
a € K tel que x(Ex) = y(ax), pour tout x € K, vi(x) > a/p;
b; e K tel que 77"'1{' (Ex) = y(bjx), pour tout x € K, vi(x) > By/p;
F;:
a; € Fitel que y-Ni(Ey) = woTry(ay), pour touty € F;, v;(y) > yi(Q)/p;
cij € Fjtel que my(Ey) = yTr/(c;y), pour touty € F;, vi(¥) > wi(B)/p;
sij #i, c;j € Fitel que n J-| e o N;(£y) = yeTri(cyy), pour tout y € F;, vi(y) > wi(B))yp;
M:
a’ € Mtel que y-NyAEy) = yoTryda'y), pour touty € M, vy (y) > ypA@)/p;
¢; € Mtel que n;oN )y (Ey) = yoIrydcy), pour tout y € M, vp[y) > wp[B;)/p;

Les valuations de ces éléments vérifient

K:
X vi@=-(1+ o),
Ml gr VKD 2= (1 +f),

F:
2N; o via)=—(1+d; + y(a) =-e(1 + @),
i - vi(ei) 2— (1 +d; + yi(B)) =—e (1 + B);
Wl N e+ d e )

M:

ZNpr: mfa)=— (1 +dygx + ypd@) = - el + a);
mieNpgr - va(e) 2— (1 +dys + v dB))s
cp a', ¢
M
VRN

C a.,c
1’ “1 12 1’3\ /15 “1° % 9
K

l!
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REMARQUE 1. 7; °NM/F =17l °NE/k - Cela implique qu'on peut prendre
Trayr, (¢j) = ¢j. On fait un tel choix.

REMARQUE 2. De méme, on prend &; = Trg /¢ (¢;))-

REMARQUE 3. Sionposer;=a;—a, ry=a’—a; 1;=c¢;—cj;, S;=C¢;;—b; pouri=#j, ona,
d'aprés la PROP. 2.2.,

vi(r) 2 - dj ——e-‘pg —1; donc vAr)) =2 —€pq/F, 4 _fMp_a ~ eM/EZ—dM_eA;a 1
e
JITi
vj(sj) 2 - dj —7 1
e
(T’ 2 = dpyk — AgF' v (@) —1; aussi v(r') > —dyp — M2 —1
wAE) = = Ay — Ly (B,) -1

Pour évaluer VM(I"I'), ona utlhse les relations dM/K = dM/F+ eM/F 'dF/K’ EN/F = epM/F CE/K
et dyyr> ey r— 1, valables pour toute sous-extension F de M/K. (voir par exemple [Weil],

VIIL1.1., VIIL.1.4.). Pour la deuxiéme estimation de v;r’;), on regarde (iii)) de la PROP. 1.3.,
ch. 2., qui donne y;(@) < ¢;q, puisque a > a(F/K).
Avec la notation (2.5.1.) du ch. 1 et aprés l'application du COR. 2.4., ch. 1., la relation
(4.1.3)) devient maintenant
(W, @M, ® ) =

SR -1(b By (e 2. e 2 )\)).
m(NM/F‘(Pz (a”a D B (a’a) Pz(al ’alj Nz(Pz(az " ay D) )
16 @ )) pifh b)) cu i) pfcr f2)).
o ((2:2)) (2 2w (3(2 2 (2. 2)
a ). pifh b)) a1 2. 1 2 \)).
(7 (52 )) 2 (32 ) (a5 ) w(m(22)) @
¢ \7! b c c
(vun(2) (o2 (2B @
-1
2! b € 2!
nZ(NM/F2(1+;) (1+;)N2(1+’672‘-)(1+71—)J (GZ)

1. OnaHl ‘—‘Hz =1.

~

m
Preuve. On écrit P, (a ) 1+ Z Py (cl ) (%) (avec pj; € Z pour tous i, j). Les
;21

entiers p;; (au moins pour des petites valeurs de i, j) peuvent étre effectivement calculés, mais
leur valeur n'est pas essentielle. On s'apergoit que

\:M((%) l(%) 2)2’71(!1/1\4(0!)— war(B) +m (v (@)= was(B2)) .
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Cette quantité est strictement plus grande que y; A/f5)) si 11, 2 2, et strictement supérieure a
wvaA@)/2 en tout cas. Puisque yA@)/2 > a( me N )/2 , on peut écrire

¢ ¢ c,
nl(NM/F,(PZ (all,az))) WOTrM{CIElpnl (a) a,]

On a négligé les termes avec n, > 2 puisqu'ils sont de valuation supérieure a a( ™ °Nagy Fx) .

. b b €y ¢
méme remarque s'applique aux termes P, (—l,—z), Pz(—il-,—lz—) et

a a a a
cy €
Nz( (am ;2)) En effet,
2 2

( —-= "2)2"1(0—ﬂ1)+"2(a—ﬂ2)>{

a/2 entout cas
ﬂl si Ny 2 2

w1(@)/2 entout cas

\M[(j:) (1—12) 2)an(wl(oz)— v1(B1)) +m(y1(a)- Wl(ﬂ2))>{y/l(ﬁl) si my 22

w,(a@)/2 entout cas

\)M((-C—Zi) (52-2—) )an(w(a)— Wz(ﬂl))+"z('/’2(0)~Wz(ﬂz))>{W2(ﬂl) si my 22

a as

On peut donc exprimer H| a l'aide du caractere additif y et négliger dans cette expression

les termes qui ont 75 > 2 :

c ¢\ ¢
H'=y3Tr,,|c L|-Tr|c LA R
'/’{ fM( 1%@11 (a ) a,) 1[ llgpnl ("ﬁ) au}
b Z ( )"l .b_z_—Tr C Zp .Cg_ i _6:.2_2- =
n 21 "x a 1 n 21 ! a2 a2
c 5% c e
V/{TrM(cz anl ( l) =T ¢pp an, (a“) %)ﬁ-

n 21 a m=21 1 1

" b, c ¢
b, anl (——) ——Trz (sz ZPn, (azl) %J}
m=1 n21 2 2

En utilisant ¢, = Tryp,(c3), by = Try(cyy) et en regroupant les différences on peut écrire

_ c ny+l1 ¢\ +1
Hl 1_ Yo TrAl[CZ an],l((j') "‘(;ll—) .
m21 1
b m+l c m+l
oota| e T () (2)
m21 -
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. . b n c n
Pour le deuxiéme facteur, on regarde la valuation w de I'élément (—] - _a2_1 pour n =2.
2

. c b
Soitwu=-2L-2 Ona
az a

vy (u) = min(vz(g—zz—), Vs (%D > min( z//z(a)—e—;-ﬂl, v, (@) -%—a+e2(a_ﬁl)) =

= %(a)—fpz—ﬁl

- k
o b\ e\ n-1 k _ ) b .
En écrivant (—1—) —(A) = —Z(Z) b ek ,ontrouve w> min ||| | "% ||
a a, fr a 0<ks<n-1 a

Pour montrer que le facteur vaut 1, on cherche & prouver que w > — d, — v,(c;,), ce qui équivaut
aw>—d, —vy(cyy) — 1, car c'est une inégalité entre entiers.
Puisque — dy — vy(cyp) — 1S —dy + 1 +d) +yr(B;) — 1 = yr(By), cecirevient a w > ywy(B,).
Si k=0, w2v(u) 22 w2(@)- 25, |> v (By). puisque:
- si ey = 1, I'inégalité devient 2(&— %/31) >p, ,vraicar i< aetp =2

- siey =p, onveut 2(pa—(p-1)y, - B1)> pPs —(p—1)y, . Puisque », < S,, il suffit
de prouver que 2pa >28,+(2p—1)B, , vrai si on se rappelle (***) du 3.3., ch. 1.

Si k>0, wsz(u%l—)Z wz(a)—%ﬂl+e2(a—ﬂl)> w,(fB,) puisqu'on a

va(@)— ¥ (Ba) =ey(a-p,)
et l'inégalité a démontrer devient

ez(a—ﬂ1)+e2(a—ﬂ2)>%—ﬂl , évident, carp > 2.

La méme technique, mutatis mutandis, est employée pour prouver que

¢ n+l cy ny+l
yoTrp ¢ anl,l[(?) - (—a_) J =1
m21 1

Tout ceci montre que H) = 1. Par symétrie, H, = 1. 0
2.0naH=1.

Preuve. Pour les mémes raisons mises en évidence dans le calcul de /}, on peut exprimer 4
a I'aide de y et y négliger les termes qui ont 1] > 2 et n, > 2; par exemple, le terme
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- - c, C
vn(51(2.2)

c c '12
(//oTTM(—a Zp"l’"Z( l) (a—zr) Jz
n;21
’ "2 ’ 9! & )
=yoTry,|-a" 3 pl,n2 2| |weTnyl-a" 3 pu; r

ny 2l =1 m>1n,=1

s'écrit

Si on fait la méme manipulation sur tous les termes, on obtient

Cyn Y2 ¢\ c
H= Z Pl"’{Trz(cz’(—aiz—) ]—TrM(cl(—g,-) \)+Tr{cn(_1;2.

ny2lnm =1

)
2wt Jma (3 orafen(2) (%)
,,ﬂaﬂpwz(l‘w(q((%)”-(%J”D”ﬁ(cu((%%)"’~(%)"’
{2 (o) (2 )l -2))

Pour I'égalité (1) on a utilisé les relations cij= Ty, (€ ) et b = Trg i (cip).

En regardant les calculs pour H; (et, en permutant 1 avec 2, pour H;), on s'apercoit que les

n m n ny
termes TrM(CZ[(%—]) —(-zi,) D, Trz(czz ((%—) —(%) D, avec n; =22 (et les termes
1 2

obtenus en permutant 1 et 2, avec 7, > 2) sont de valuation positive ou nulle, donc négligeables.
Il reste alors le terme correspondant a ny = letny =1

€Cyy i C1C1y  C
H= W(pu(TrM( 1€22 12)+T (1;112_ 1;1’2)))=

WP o Tr S92 9%  ‘n% _‘un
M ) a’ a a ?

(4.1.4)

b e Trg yx(€22) e
car ¢ =Ty g (¢2) et TTFI/K(I—;A)= TrF,/K( ~C/1 = TrM/K( nazz)

On introduit maintenant les 7; :

H=yP oTry, (ar+t)on (e +1)(ep +15) +¢11(sz +0) ey ) _
a, a’ a; a

1,1 1 1 1 1 1 1) hf
yn °TTM(Cl1622(—2+;;]‘"27‘;)“1622(—2—5")”20“(_1_21—’)_ a'

On essaie de montrer que chaque terme de la somme sous Try, est de valuation > — d, (ce qui
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implique H = 1). Puisque les valuations et d), sont des entiers, ceci équivaut a prouver que les
valuations sont > ~ dj,— 1.

1 1 1 1 C11Cyr ] €167
«Ona eyl —++-L-L]= 1162271 _ ©119275
a, aj a a aa asa

D'aprés la REMARQUE 3, VA7) > — dys — epsavp — 1 et de méme pour vy A7), donc

€116 1
vM(-———‘;]iz,‘)2eM(a—,Bl)+eM(a—,Bz)—dM—

ey

—1>-d, -1,
: X A 1€
puisque (a — ) + (a — B5) > a/p. On procede de la méme fagon pour —“—a%—rl.
2
o Pour les calculs suivants, on a besoin de l'expression de la fonction de Herbrand y,,x en

fonction de y; et »,. Les résultats sont demontrés dans I'Annexe 1.

Sans perte de généralité, on peut supposer que ¥; < ;. Si F}/K est non ramifiée, alors Fo/K
est totalement ramifiée et on a

t SltS}’z

Vi ()= V)= {?’2'+P(1— y2) siyy <t
Si Fy/K sont ramifiées, alors il existe 4; € Z, 11 <y, tel que

t SltS/ll
Wayx (=4 +plt - 4;) sid; < 1<y,
M+p(yy=A)+ P2 (=) siy, <t

De plus, ona 4; = y; si ) < .

LCyor o . .
L (—1— - —1,—) =-1222  On veut savoir si la valuation de ceci est > —dj,— 1.
a a

aza
h 2. )s MIR eMIF, .
Yuml o7 r |2y (a)- vi(B) +ey(a=pBy)—1-dy, — wy(a);
a a p p

L ¢ , . erI/E e
VM(Elrj"z‘z—rzj>—dM—1 si Wy (@)- MIT wv1(B1) +ep(a—pr)— MIF wy(a)>0 (1)
2 D p
Si F1/K est non ramifiée, alors (1) s'écrit
pa—(p—1)72-ﬂl+p(a—ﬂ2)—%(pa—(p—l)rz)>0 =3
p@p-Da>phi+Ph+(p-1' 1 < pp-Da> phi+(20-2p+1)5,,
vrai par (***) du 3.3., ch. 1.

Si F5/K est totalement ramifiée, alors (1) équivaut a

M+ p(ya=2)+ p(a—1) - y- p(B— 1)+ P (a-B) - r,— pla-yy) >0
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< pRp-Da>pB+@P-DA4-m+PB+@-1Vn

<=pC2p-Da>pp +(2p2 -2p+ l),Bz. Cette inégalité est vraie par (***) du 3.3., ch. 1.
Loy
=VA/( 251111 )Z —d/\[-

’

A . 1
» La méme technique de calcul montre que v,,| ;¢ P
!

nt €M/F, eM/F
*On a "M(%)Z—l—d/w“ Iﬁl w1(B))—1-dys - AZZ wo(Br) +1+dy + vy (a);

CMiE Wl(ﬁ1)+eM1£Fz vy (B).

i .
alors vM(%) > ~d,, vautsi y(@)>

Si F1/K est non ramifiée, ceci revient a prouver que
1
ra+pla=7)>pi+2(n+pb-r)) e p*a>phi+(-0’r+pps,

assurée par le méme (***) du 3.3., ch. 1.
Si F1/K est totalement ramifiée, on obtient
A+ plya =41)+ P (a=12)> 11+ p(B = 1)+ 72+ (B~ 72)

<pPa>@-D)A-n)+pBi+(P-1)2r,+ph

= p2a > pf +(p2 -p+ 1),32 , conséquence de (***) du 3.3., ch. 1.

3.OnaG1=G2= 1.
Preuve. Puisque | N F, = K, l'application o+ ai F, de Gal(M/F) dans Gal(F,/K) est un

isomorphisme; on en déduit que, pour x € F,, N R/K (x)=N MJF, (x) . Alors

G
2 1B
Gy = m| Nagr o; : b;
1I+% | 1+-%
a a
14622 € _Cpth Cnh L
. , a a a, +r a,a' a' o
Mais ¢y =cyy +1, a’=a, +r,. Donc 2 142 22 142 . De méme,
@ © )
1+-% 1+-—= 1+-—=
a a a
1462 bhts b s bn
a+n a a, aa
c1p=by +s,a; =a+r, donc bzl =1 lbz =1+—1 5 L
1+-2 1+-2 1+-2
a a a

Pour pouvoir exprimer Gy a l'aide de y, on compare les valuations suivantes avec y;(f3;)/2 et

vaAB1)/2, respectivement.
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]+
Cph I
a2a’ a’ Cyoh 12 . Crohy 12
V| = [= v ——=< |>min| v Vsl =
M c, M( aza’ a’ M aza’ M a’
o

. vl(s )> Wx(a)"_ﬂ2 : vl(%—g—)zel(a—ﬂz)+ l/’](a)—%la, qui est au moins égal a
!
e [04 e
vi(e)= "2, Mais y(a)="Lpp > 17 WA o Hap) 52> 0

b b

2+

Si F1/K est non ramifiée, ceci équivaut a a > , vrai car a> f;.

Si F1/K est totalement ramifiée, on obtient

P(az‘ﬂl) +Pa—(§‘l)}’1 > B,

o 2pa>(p-Dy,+pp, +20,, vraie.

Coly 1y
a,a' a’ .
o La méme technique s'applique au termeN /x| 1+ —c— et on peut alors écrire

1+-2
a’

Ciy b, Cyy Cy

Mais I'expression ci-dessus a été calculée (voir (4.1.4.)) et elle vaut 1. On a donc bien G; = 1.
Par symétrie, G, = 1.
La démonstration est maintenant compléte.

4.2. Cas F| = F,

On pose F=F) =F, et N=Ngg, Wr= Wi, € =epyg, G = Gal(F/K) etc. Puisque a(F/K),
noté y, est inférieur a B; et B,, on a toujours y(a) — yr(B;) = e(a— F;). Sans restreindre la
généralité, on peut supposer que ] = f,.

La formule (1.3.1.), appliquée a (4.1.1.) de la méme maniére qu'au 4.1. donne
AIndK(1- ) @MmdF(1- ) ® 2)e{(1- )| . )@ (1- 7| ) ©2)
dindf(1- 7)®(1- 7| )@ ) el (1- my| - ) @ IndF (1- 1) © 1)

5((1“77)(2 (1‘772°C’))Z°N)'6((1‘771
(1~ 77)(1‘772 -°N)Z°N)'6<(1‘771

W OW, ® x) =

K')(]_ M K‘)Z)
e oN)(1- nz),‘(oN)

46



L= m)a=nmy00)xoN)-o(1- 7
(1= m)(1- 7] oN)zeN)-(1-n,
On fixe les éléments suivants :
K:
a € K tel que x(Ex)= yl(ax), pour tout x € K, vi(x) > a/p;
b; € K tel que 77,~I £ (Ex) = y(bjx), pour tout x € K, vi(x) > Bi/p;
F:
a' € Ftel que y-N(Ey) = yoTr(a’y), pour touty € F, vi(y) > yi{@)/p;

c; € Ftel que mny(Ey) = woTr(cy), pour touty € F, vi(y) > wi(5)/p;
On peut prendre b;= Tr(c;) (cf. PROP. 2.2. 1))

Pour tout o € G, on a 1y00(Ey) = woTr(c"lcyy), pour tout y € F, vi{y) > w(B,)/p; ceci
montre que I'on peut prendre o-lc, comme élément associé a 77,00;

d; € F tel que 77"|K* o N(Ey) = yeTr(dy), pour tout y € F, vi(y) > vi{(B)/p.
LEMME 1. On peut prendre d; = b;.

K‘)(l_ Up) K‘)Z)
e °N)(1-m)z°N)

(4.2.1)

Preuve. Si yeF, vi(y)> ye(B)p, alors, par la PROP. 1.5, ch. 2, on a
NEy = ETry mod” Ux(w(f3;)%e). Donc

« (NEy) = 7| » (ETry),
)< 5 < wiB)/e. Mais vidTy) = viyVe > yiB)pe = a7,

- (NE}’) =7
K

7
K* )/p, donc

o ETD) = y(b,TD) = v (Tr(by)). 0

car a( n;

Ui

Onposer=a—a’. Onavi(r) 2—d—-eap (cf. la PROP. 2.2.).
Les valuations de ces éléments sont
K:
x: vk@=-(1+oa,
M| o vKB) 2 —(1+ B,
F:
2N V@) =~(1+d + y(a)) = —e(l + a);
;¢ vi(e) 2 —(1 +d + ye(By) = —e(1 + B).

On peut maintenant écrire
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W, ®W, ®x)

(oo (3 57) (32432
oMo {352} (3 £)0(
A7 (3’%?%)) (% )(Pz(
"‘(HGGG(”%) {1+ )1( N G
(o2 (1+2) 50 2) (1

/M~ |l
@

)
)
PoE)

Na

oY
Q

O

3

R

1+

!

sal@
— 8

|5

-~

Q

[
-3)

Preuve. On fait ici la méme observation que dans le calcul de Hy (au 4.1., cas F) # F3),
concernant la possibilité d'exprimer H; a l'aide de y et de négliger dans cette expression les

b

ny
a) (et semblables) si n,>22. Ceci est justifié, parce que

1.0OnaH;=1.

b
termes du type ZI(

)
"F(%‘(éaz‘) Jz a-p+2(a-5,)>p (et le méme type d'inégalité a lieu pour les autres

facteurs), donc le terme correspondant est de valuation supérieure au conducteur de 77;. Donc

Hy = V/{Tr[cl nz>lpn, ( P ) [;2} TT[Cl n]ZZl(pn. 1 (%)"1 D o 9572-)}—
Tr[bl E1p"l (bl )"1 %27] -5 n]ZZan, ,1(%1‘)"1 %} =
_ WoTr[cl Sou(2) (3T m
weo Tr[bl Elp"‘ ((Zl ) az, _ (%_)"‘ %D

Pour le deuxiéme facteur, on a utilisé la relation b, = Tr ¢,, conséquence de 2.2.). Mais, dans

\ L .
I'expresssion ci-dessus, Za . 2 =Trc; = by, donc le premier facteur est 1.

Par conséquent,
n+l m+l
T O (]
nm21

On aimerait que chaque terme de la somme sous la trace soit de valuation au moins
n(yoTr) — v(by) = —=d + e(1 + B)). Alors il faut regarder l'expression
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a a) a a a

n+l n+l n _nla"+...+a” n , n
ol &) g2 e (o)
a m a) aa|\\a
pour » > 1. La valuation de a/a’ est nulle, donc le dernier facteur est de valuation positive. Pour

les autres,

"F((bl) C r)>ne(a -B)+e(a-pB5)- d—-7+e(l+a)> —d +e(1+ )

aa
=m+De(a-p)+ela-5) >%,

vraie par hypothése. Donc H; = 1.
2.0naH,=1.
Preuve. Comme pour H|, on peut exprimer H, a l'aide de y et omettre dans cette

expression les termes avec n; 2 2. Puisque I'on suppose que S = 5,, on peut y négliger aussi les

termes avec n, > 2. Il reste alors
oL 2 ) b2 b—l'bl'f‘Tr(bz cl b:)_ )+ Tr (Cz 'blﬁ'))
ot aa a' a

2 2 2 2

P _ ¢ (oc)” o\ ~[ab aby

II(T{ Zo'eGa’ — )+Tr(a, a,) Tr(a = +Tr i
2

o (o d B ) (oG5

1 l)—a,(zz)(a a)(1+ ) Ona

» On s'occupe de bfcl (—-2—— -5
a“ a
2
vF(%(%) (a —-a’)(l +§—,)) >e(a—p))+2e(a—-py)—d - gg— > —d parce que ceci équivaut a
ela-p;)+2e(a-p,) = e7a , vrai car p > 2. Ce terme peut donc étre omis.

e On regarde Tr(oz g,—%— ZaeGZL(ﬂa)_) noté u. Puisque b = Trc}, u vaut

0610_2_51_(0?2) _ Tocl'w%_wl'ro'c%_
Sz (aDe-ols ))256 2o
a'=a+r
= =Y 1 _(ror w}-wr0c3)

B a2 o,1eG (1 + zr/a)z

= —1—,,— Z(rocl 1?1, - roczz)(l—2£+3(—11)ﬁ—---)
a o,7eG a a
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Mais > ror; w3 = > m- zoc; . On continue :)
o,reG o,1eG

= 3 (rom -y rod) 2 Z43(Z) )

o,1eC
L 2z o(z)
-1 L S (on-d-a o) 2L +3(Z) -
oeG
La valuation de I'élément sous la trace est au moins
6‘02 (04
vp| L2r 22e(a—ﬂ2)+e(a——ﬂ1)—d—-e;—lz—d
a

parce que 2(a-f,)+(a-4;) > %. Ce terme vaut ainsi 1, ce qui achéve de prouver que H, = 1.

3.0naGy= m[HaeG(l'*'%c,—z)—l .(1+%—).(1+%2,_)“ 'N(H%)) =1.

Preuve. Ona

a

oc,(a' —oa')/a’'ca’

HGEG(1+%)—IN(I+%):HUGG(%%2/_/9;:):HUEG(1+ 1+ oc, /a’ ) (4.2.2)

LEMME. Onavg(oa'—ay2-d - y(a)lp — 1, pour tout o € Gal(F/K).
Preuve du lemme. Pour tout x € F, avec vi(x) > y(a)/p, on a
w(Tra'x) = y(NEx) = x(NEa'lx = y/(Tra’cr_lx) = y(Tro(a")x)

ce qui entraine y(Tr(a’ —oa’)x) =1, donc vi{oua' —ay 2 —-d — y(a)/p - 1. 0

Avec l'estimation du lemme, on prouve que chaque facteur du produit (4.2.2.) est dans
Ur(a(m) + 1). Puisque 1 + ory/a’ est de valuation nulle, on a

VF( oc,(a’ — oa’) )va(ocz(a’—aa’))Z

a'ca’(1+ oc, /a’) a'ca’

2 ¥(@) = Y(By)+1+d + p(e)-1-d L8> y ()
(@)
(el

puisque cela équivaut & y(a)—- w(B,)+ w(a)- w(B;) >

-1 ' ’
Il reste (1+£2-) . 1+?% =1+_b2(a~a)/aa “ona
a a 1+b2/a

vF(-b—Z(-ZC—I—,—a'—))Ze(a—ﬁz)+l+d+ y/(a)——d——%z-> wv(B))

parce que cela est équivalent & e(a—-5,) +e(a— ;) > Epﬁ , vraie. Donc Gy = 1.
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-1 -1
4.Onan=n2(HaeGo‘(l+%) '(“%) -N(l+-§%)~(l+%})=l.

Preuve. Aprés la simplification de G5, a l'aide de la formule N(x) = Ha G o(x),ona

Gy = 772((“%)—1 -(1 +%)J = n2(1+————b‘(cll;g’/)£aa'), ol

VF(M) w(Ba),

aa

comme avant. Ainsi G, = 1.
0O
5.0naH=1.

Preuve. Pour simplifier, on examine par exemple sur le facteur X(N(Pz(cl I;Z ))) quels

termes peuvent étre omis en développant a l'aide de . On a

(n(38))- w1l 2 ma(3)' (&)

n 21
Puisque vp((%) l(ﬁ) 2)an(y/(oc)— w(B)) +m(w(a)— w(B,)) > wla) si ny=2 et ny =2,

al
on peut négliger ces termes-ci. Mais on a supposé que [ = f,, donc i) — yi(f;) 2
vi{(a@) — wr(By), et cela élimine les termes avec ny =1 et ny > 3. Il reste alors a regarder les
termes avecn; > 1 et my =1 et le terme avecny =1 et ny = 2.
Cette discussion vaut pour tous les autres facteurs de H, ce qui nous autorise a écrire

(¢ \" ot b\ b
Sou - Do) ) 2) 5
nlzl G'EG
+Tr(a( ) bz) Tr[a’(ibl—,)lc—%)))'

a’ a a a
a(on V) _ bk

n,z>1p" 1Tf(czb ((Zl') “(%)n] D+Tr((fl—,)n\ (bz - 2,05 DJ (4)
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Le premier terme de (4), pour n; 22, vaut 1 (voir le calcul de H}) et le deuxiéme est 1 car
Trcy = by. Quant a (B), on le retrouve dans les calculs de />, et il est également 1. Cela signifie

P 1 1

= l o —_———

H=y lr(czb,( - ))

Mais vg (czbl(—l,-——1)):\’F(———czbl,r)ze(a—ﬂ1)+e(a—ﬂ2)—d—————ea—1>—d——1. On a enfin

H=1

que
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ANNEXE 1

Expression de la fonction v de Herbrand

Soit X un corps local et F; et F, deux extensions cycliques de degré p (la caractéristique
résiduelle de X) telles que F; # Fy; cela entraine F; N F, = K. On pose M = F|F,, G = Gal(M/K),
G; = Gal(Fy/K), y; = a(F;/K) pour i = 1, 2 et on suppose que y; < y;. Le but de cette annexe est de
trouver les fonctions de Herbrand v .k, ¥zr;

M
N
E K
N

K

1. PROPOSITION. On a a(M/K) = y,.

Démonstration. Si ¢> y,, alors G(f)Gal(M/F;)/Gal(M/F;) = Gi(f) =1, pour i=1, 2, donc
G(f) < GalM/Fy) N Gal(M/F,) = 1; cela montre que a(M/K) < ;.

Si t<p, alors GAGa(M/F,)/GalM/F,) = Gy(f) = G, donc  G(f) & Gal(M/F,), en
particulier cd(M/K) 2= p;.

O

2. La filtration de G par ses groupes de ramification est de la forme
G=G_1=..=Gy DGy 11 =..=Gy, DGy, =1,avec-1<1 <4 (2.1)
Il ne peut pas y avoir plus de deux sauts car | G | = p2 et [G, : G;;1] = p si 7 est un saut. En outre,
par le Théoréeme de Hasse-Arf, les sauts de la filtration en numérotation supérieure (G(7)); sont
des entiers (car le groupe G est isomorphe a Gjx G,, donc il est abélien). On a donc

Ovi(A;) € Z. La PROP. 1 dit que ¢y,4(4y) = 1.
Par définition, on a
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-2 _
¢M/K(1)=V11+t > ‘ sid <1<2, (2.2)
2‘14‘2’2_;{] t—jz Si/lz <t
y p p
Cecli entraine
t SltSll
. Ay =24
vag k(1) =44+ plt=2y) sid) <t<Ay+ (2.3)
. -2
vl—p(ﬂ.z—/ll)+p2(t—/12) si /11+/12 L <1
P
\

3. Cas Fy/K non ramifiée.

Dans ce cas, F,/K est totalement ramifiée, car F; N F, =K. Alors ey x =p, M/F, est
non ramifiée, M/F est totalement ramifiée. Donc
t Sit<y,

7 =1 )= 1) =
Yy, =lv = Yagx () = Wayr () {72+p(1_72) Sit> 7y

On a a(M/F)) =y,. En effet, dans (1.1.), on a Ay =-1 ( G(0)Gal(M/F)/Gal(M/Fy) =
G1(0) =1, donc 1= G(0) c Gal(M/Fy), ie. G(O)=GalM/Fy) ) et Ay=ypy car Yy x(dy) =
oM/K) = 7.

4. Cas Fy/K totalement ramifiée, y1 < 5.
Alors on a ey = p? et les extensions M/F; sont totalement ramifiées.
Si t <y, alors G(f) o Gal(M/F)), i = 1, 2 et ceci implique G(?) = G.
Si y<t<p, alors G@Gal(M/F,)/GalM/F)) =Gy(f) =1, donc G() < GalM/Fy) =
G(@?) =1 ou G(?) = Gal(M/F}). Puisque G() # 1 ( car G(HGal(M/F,)/Gal(M/F,) = Gy(H) = G, ),
on a G(¥) = Gal(M/F)).
Si y <1, alors G(?) = 1.
Cette discussion montre que les sauts de la filtration de G en numérotation supérieure sont
71 et 5. Avec les notations de (2.1.), on a 0 < 4; < A, et (2.2.) montre que @yx(41) = 73, donc
A1 = 1. De méme, g);x(4dy) = 7, signifie que A, =p(y, — 1) + 7 etona
t sit<y,
Wayk @) =3 +plt-7) sty <t<y,
n+p(ra=y)+p*(1-72)  sit>y,
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En outre, M/F}) = A, avecj # i.

5. Cas F/K totalement ramifiées, y; = ;.
On a A; <y car 1> y; = G(f) < Gal(M/F)), entrainant G(7) = 1; donc le premier saut de la

filtration (qui est le méme pour la numérotation supérieure et inférieure ) est < y;.
Ay =4

Pr(Ag) = 1, implique A + =y 2 A=A +p(ra-4y).

Observation. L'égalité A} = y; ( qui a comme conséquence A; = A, = 3} ) n'est pas exclue.
Par (2.3.), on obtient

4 Sitﬁll
Wayk(0) ={ A+ p(1-4;) sid) <1<y,
M+p(ry=A)+p*t-1py) sit>p,

Ici on a a(M/F;) = A;; on peut le voir en écrivant ¥y x = W Wr,/k €t en faisant usage de
la formule (2.3.), avec A} = Ay = o(M/F}) pour l'expression de v}/,
La situation se trouve mieux décrite par la

PROPOSITION. i) Si A1 < A,, alors il existe un unique sous-corps Fy de M, K c F\, tel que
[Fo:K]=p et dFyK)<y,. On a aFyK)=A,. Si Foy=F}, alors on est dans la situation
décrite au §4. Si F# Fy, alors y| = y, et la situation est celle du §S. (avec 1| < 4,).

1) Si Ay = Ay, alors a(F/K) = y» =y, pour tout sous-corps F de M contenant K et on est
dans le cas du §5.

Démonstration. i) Soit F{ le corps fixé par G2 = Gp, =Gy, 41 - Clest clair que [Fj : K] =p;
on voit tout de suite que a(FyK) = @y x(A]) = A;. Puisque ) <Ay et g x(dy) =7, on a
1 <n. .

Si F/K est un sous-corps de M, contenant K, avec a(F/K) < y, alors F’ = F{y. En effet, on a
Gal(F/K)() = G(DGal(M/F")/GalM/F") pour tout ¢ En regardant cette égalité pour
a(F/K) <t<py,, on s'apergoit qu'elle entraine G(),) < GalM/F’), donc F'c Fy. Mais
[y : K] = p implique alors F' = Fj,

ii) Soit F un corps tel que K < F < M. Alors Gal(F/K)(?) = G(f)Gal(M/F)/Gal(M/F), qui
vaut 1 si yx(?) > 41, et Gal(F/K) si ypx(?) < 4. Donc a(F/K) = gpyx(A1) = OaprdA2) = 12 =
=N

O
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ANNEXE 2

Le cas du groupe de Heisenberg a 27 éléments

Les notations et les résultats généraux sur les groupes de Heisenberg sont pris de [Géra].
On rappelle ici leur construction et les résultats de base sur ces groupes.

1. Groupes de Heisenberg

Soit & un corps fini et ¥ un espace vectoriel de dimension finie sur & On note *V l'espace
vectoriel dual de V. Pour x € V, y €*V, on écrit <y, x> pour la valeur de y en x. On identifie le
dual de *V avec V par

Y, x>+<x,y>=0,pourx € V, y e*V.

Soit H(V) I'ensemble des matrices de la forme

1 y z
01 x
0 0 1

avec x € V, y €*V, z € k. C'est un groupe par rapport a la multiplication usuelle de matrices, et
on a la décomposition suivante

0> k—Ss>HY)—E5V x* >0

1 0 z 1 y z
ol e(z)=|{0 1 Of,etp|0O 1 x|[=(xy),pourxeV,ye*, zek
0 01 0 01

Le groupe H(V) s'appelle le groupe de Heisenberg associé a l'espace vectoriel V.
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1.1. PROPOSITION. Avec les notations ci-dessus, on a :
i) H(V) est un groupe nilpotent de centre Z égal a l'image de k par e;
i) l'image inverse p~ (V) =V x Z de V est un sous-groupe abélien maximal de H(}).
Pareil pour p~Y(*V) = *V x Z;

ii) L'application
1 y z 1 -x =z
01 x|—»[0 1 y
0 0 1 0 0 1

est un isomorphisme entre H(V) et H(*V).

1.2. Si 7 est une représentation de dimension 1 de *V x V, linflation 7op définit une
représentation de dimension 1 de H(V), triviale sur le centre Z. Les autres classes de
représentations irréductibles de H(V) sont données par la proposition suivante, qui résume
(PrOP. 1.2., LEMMA 1.2, [Géra]).

PROPOSITION. Soit H(V) le groupe de Heisenberg associé a l'espace vectoriel V. Alors,
pour tout caractére non-trivial § de Z, il existe un unique classe d'isomorphisme 774]/ de
représentations irréductibles de H(V), dont la restriction a Z est § Une telle représentation est

Indg,(g 1-¢&, ou 1-{ est la représentation de dimension 1 du sous-groupe *V x Z, donnée par

1 y 2
0 1 0| e(z)
0 0 1

Leur dimension est le cardinal de V et leur caractére est nul en dehors de Z.

En outre, si p est une représentation de H(V), dont la restriction a Z est { p est
irréductible si et seulement si dimp = ,/[H V).z ] ; si tel est le cas, p est déterminée uniquement

(a isomorphisme prés) par ¢

Une réalisation de p la suivante: p:H — GL(W), ou W est l'espace des fonctions

1 y z
complexessur V;sig={0 1 x|e H(V),fe Wetv eV, alors
0 0 1
PN = iz - <, x> — <, VIV +x). (1.2.1)
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2. Le groupe de Heisenberg a 27 éléments

2.1. Avec les notations ci-dessus, on prend k = F3, le corps a 3 éléments, } un espace de
dimension 1 sur k£ (que I'on identifie avec k). Alors, siy € *V, x € V, <y, x> = yx (la multiplication
usuelle dans k). On obtient un 3-groupe H(V) = H avec 27 éléments.

Les représentations irréductibles de A sont :

- les caractéres 7;, i € {1,..., 9}, provenant de linflation des 9 caractéres du groupe
abélien *V x V

b

. . \ ) H( .
- deux représentations d'ordre 3 : p= Ind.V(xél-; et pV= Indﬁ/le-é’v ,ou et (V=722

sont les deux caractéres non-triviaux de Z.

On essaie de déterminer les crans de la pfiltration de l'anneau R(H) des représentations
virtuelles de H. Les résultats et les notations du 3.1., ch. 1 seront utilisés tacitement.

La table de multiplication dans R(H) est la suivante (on identifie une représentation
irréductible de H avec I'élément correspondant de R(H) ) :

7 P Vv
j it p i
p P 3p¥ Z,.il 7
o pY Z,.: 7 3p

Pour démontrer cela, on note yy le caractére de la représentation R et, pouri € {1,...

)9}

fixé, on pose 7= 77;. On note (, ) le produit hermitien (scalaire) sur R(X), i.e., pour ¢ et ¥ deux
représentations virtuelles de A,

(o, )= Wil HI > 2.z, ()

Ona y(z) = 3{(z), pour z € Z et y(f) = 0 pour 7 ¢ Z; de méme pour pV.
- pour p®7, la formule x,g,= X1, montre: si z € Z, x,»,(2)=x/ 2) et si z¢ Z,
Xp27(2) = 0 = x(2). Ceci signifie que les représentations p et p®n sont isomorphes. Pareillement
on calcule pV7;.

1 2 Lo
- pour p®p, on a ¥,z,= ;(pz, donc (xpg,p,xp\,) = 2—;1—2949 (2)3¢7(z) =9 ce qui signifie
zeZ

que p®p est isomorphe & 3pV.
- pour p®pV, de dimension 9, on voit tout de suite que ZoRpV v(z2) =9 si z € Z et 0 sinon.
Mais ceci est le caractére de l'inflation de la représentation réguliére de *V x V, qui est isomorphe

a Z?:l i -

2.2. Puisque nous avons besoin de la y-filtration de R(H), dont les crans sont composés de

58



représentations virtuelles de dimension 0, on transcrit la table de multiplication pour y; =1 - 7,
o=3-p,o’V=3-pV:

Hi o o’
H Hitly 34 34
o 3y 3Q2o-0Y) 3(c+oY) — Z?=1,Ll,-
o 31 I(o+ov) - Z?:l L 3(20¥-0)

Evidemment, R(H); = {x € R(H) :dimx=0} =<{o, oY, yy,..., ig}>. Pour les crans
supérieurs, on a besoin de ¥*(x), pour tout x € {*o, *o, tu;,..., Tug} et n > 2.

Ona (1) = " et Y'(—y;) =0, pour toutn>2eti € {0, ..., 9}.

Pour '(+0), on calcule la série formelle y,(~0)=1 , (-0), qui est en fait un polyndme

o
de degré 3.

On a besoin en fin de compte de AZ(p) et A3(p) =detp. Si z € Z, alors A2(p)(z) est la
multiplication par £2(z) = ¢V(z2); comme dim A2(p) =3, la PROP. 2.1. prouve que AZ(p) est
irréductible et isomorphe a pV.

On se réfere a la réalisation de p décrite au 1.2., et on prend comme base dans l'espace
3-dimensionnel W les fonctions (¢,), <y, données par ¢, (u) =1 si v=u, et 0 sinon. La formule
(1.2.1.), appliquée a f = ¢,, donne

1 y 2z
o, =z—<, v>)p,_, oug=|0 1 x|eH
0 0 1

Un coup d'oeil aux matrices qui en résultent montre que detp (g) =1, pour tout g € H. En
remplagant ¢ par ¢V, on obtient que A2(pV) = p et que detp¥ = 1.
On peut maintenant écrire

y) 1+pt+pvt? +13
hi(-0)=2(p~3) = 210) 1+pt+p

= , donc
2,(3) (1+1)°

7:(-0)= 24, (=0)=(1-1)’ +pt(1-1)* + p (1~ 1) +1* =

1-t

=1+1(p-3) +12(3 —2p+pv)+t3(p—-pv) =1- 10'+t2(2a— av)+t3(av - 0'),
donc
Yl(-0)=-0o, P(-0)=20-0", P(-0) = 0¥ -0, Y(-0)=0sim>3. (2.2.1)
La formule y(0) = (¥(~0))~! nous donne la formule de récurrence suivante pour ¥*(o) :

7'(0) = (7" 1(0) - /")) + (3(0) - Y U)o -0), (2227
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pourtout #>3. Ona (o) = o, (0)=2Q0c-0Y), (o) = 10(c¥ —0o) + Z?zly,- .

Toutes ces formules se transcrivent pour oV, en permutant oavec ¢”.

2.3. LEMME. Pour tout n>1, y"(xo) € F,,, le Z-sous-module de R(H) engendré par
{d(oc—cV)* : 2t + 3u 2 n}.

Démonstration. On applique une induction sur n. Les F,, forment une suite décroissante de

sous-groupes additifs de R(H); chaque élément de F, est une somme de produits
o'(c-oV)¥, avec 21 + 3u 2 n.

Si n < 3, on vérifie l'assertion directement, a l'aide de la table de multiplication. Si n > 3, de
la formule (2.2.2.) et de I'hypothése d'induction s'ensuit que Y’(o) € oF,_, + (0 —oV)F,,_,, donc
Y'(0) est une somme de produits de la forme oo’(c—oV)¥, 2t+3u>n-2 ou de la forme
(o-0")d'(oc—o)*, 2t + 3u > n — 2. Dans chacun des cas, le produit se trouve dans F,,.

0
OBSERVATION. Le méme résultat est évidemment valable pour ¢V, en permutant oavec V.

Si R est un anneau et X < R, on note <X> le sous-groupe additif engendré par X.

2.4. PROPOSITION. Pour chaque n 2> 1, le n-iéme cran de la y-filtration de R(H), noté R,
est le Z-sous-module engendré par

G, = {0 (c~cV)Ylsests : | S|+2t+3u=n},

o [1ses M désigne un produit de | S | éléments de {1, ..., 1y}, non nécessairement distincts.

Démonstration. Déterminons d'abord le cran R,. Par définition, les produits de deux
caractéres, u;; € Ry. Les formules (2.2.1.) impliquent o, o¥€ Ry. Donc R; o <{u;y;, 0, 6V}>.
Il y a méme égalité, car on sait que Ry = <{x € R. : detx=1}> et R; est engendré par u;, oet
oV, enfoutre, si une combinaison linéaire (a coefficients entiers) de caractéres est de déterminant
1, c'est une somme de produits d'au moins deux caractéres (LEMME du 1.2., ch. 3). Donc
Ry = <{uyy, 0, 6¥}>. On a aussi c—oVe Rg.

Prouvons maintenant la proposition par récurrence sur 7. C'est clair que <G,> < R,,, vu les
appartenances ci-dessus et la propriété R,R,, c R, .,,. Si =1 ou 2, on voit tout de suite que
<G,>=R,,. Supposons que n>2 et que <G;>=R; si i <n et prouvons que <G,>>R,. La
définition de la y-filtration montre que

R,c <UURR;, U {y"’(x) : mZn,xe{icr,:tav}}>.

i+j=n
i,j>0

Si i+j=n, i, j>0, alors RR;=<G><Gj> < <G> =<Gp> Simzn et y=y"(0), le
LEMME précédent assure que ye F,cG,cG, Si m>3, Y"(-0)=0;, pour m=3,
P(-0)=o¥ ~oe G3. Si y=y"(-ov), on vérifie que y € G,,,. Si y=y"(c), 'OBSERVATION
précédente permet d'écrire que y e <{oVi(o¥ —0)Ilsests: | S| +21+3u2n}> Mais
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oV = o+ (oY -0), donc
oVl = i(;)oj(o—- a\’)H et alors
i=0

{ u _ ! 1 Y u+t—i
(0¥ ~o)Tsesus = Y(1)o (o= 0Y) [T
i=0 s

avec|S|+2i+3+t—i)y=n +1~i=n,ie chacun destermes de la somme est dans G,,.

3. Investigation de la conjecture

Soit F/K une extension galoisienne dont le groupe de Galois G(//K) est isomorphe a A, le
groupe de Heisenberg a 27 éléments. On garde les notations précédentes pour les sous-groupes et
les représentations de H.

On note E le sous-corps de F fixé par Z, E; le sous-corps de F fixé par *V et L=E N E}, le
sous-corps de F fixé par *V'x Z. Soit £=1-¢ caractére de *F'x Z (cf. PROP. 1.2.); on a
p= Ind,.fx 26 = Indf £, si 'on regarde & comme caractére de L*. On fixe, comme d'habitude, un

caractere additif non trivial y de K, avec n(y) = 0. On note 7= c—o".
F
Z / . XV
E Ey
N 7
I
K

3.1. Dans la conjecture 2.10 du ch. 2, on suppose dorénavant que tous les groupes G; sont
égaux a H = G(F/K); alors, en tenant compte de la forme des éléments de R,, la conjecture
s'énonce comme suit (on garde les notations précédentes sur le groupe de Heisenberg) :

"Soit y un caractére de K*, avec = a(y) > 0, {}ses, avec S un ensemble fini, 7 et  deux
entiers positifs. Soit f= a(F/K), alors

o' Ises s ®20) = 1,
si{{S|+2t+3u)(a-p) > a"

Les cas suivants sont déja traités, pour n'importe quels groupes G; :
S quelconque, 7=u =0 (cestlecasny=ny = ... =ny=1);
S quelconque, =1, u=0(lecasn; =2, my = ... =ny=1);
|S|=0,7r=2,u=0(lecasn| =n, =2),

En outre, on peut supposer que | S| =0, ou # =0 (car y4;7=0).
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Donc, il reste a prouver la conjecture pour :
a)|S|=0,1=0,u>1;
b)|S|21,122,u=0;
c)|S|=0,123,u=0;
d|S|=0,121,u>1.

3.2. Prouvons que &(o-o0V)®p) =1 si 3(a-p)>a (le cas |S|=0, 1=0, u=1).
L'inégalité ci-dessus équivaut a

p< —32— a. 3.2.1)
LEMME. Ona &K =1.
Démonstration. Par la formule (1.7.1) du ch. 1, on a, pourtout v € H,

1=det 0'(u) = det(Ind.ﬁ,z )(u) =é&- dt(")) >

ou t est le transfert et £ est £1. En tenant compte de la correspondance donnée par l'application de
réciprocité, ceci se traduit par &(x) = =1, pour tout x € K*. Mais £ est un caractére d'ordre 3,
donc &x) = 1, pour tout x € K™,

]
Onpose N =Ny, Tr=Tr g, v =y x.Ona

A(o-0)®p) = dind¥ (£ - )@ z) = a(& - H 2Ny =

_e((ﬁv—l)on, y/oTr)
~ e(£-DxoN, yoTr)

Ona
a(x-N) = y;(a), puisque a> = AF/K) 2 oAL/K) (voir 1.2.4., ch. 2);

2 2 2 .
a(d) < 3 wi(a): en effet, ) < a(F/L) < yr(P) < WL(EQ) < —gz/lL(a), puisque ¥y

est convexe, croissante et y;(0) = 0.
La PrROP. 2.1., ch. 3, assure I'existence des éléments :

a € K, tel que y(Ey) = y(ay), pour tout y € K avec vi{(y) > a/3; (3.22)
a' € L, tel que yoN(Ey) = yoTr(a’y), pour tout y € L avec v;(y) > y;(@)/3; (3.23)
b € L, tel que &Ey) = yoTr(by), pour tout y € L avec vy (y) > vy (5)/3. 3.2.4)

On se rend compte tout de suite que I'élément associé & &Y = £~1 est —b.
Les valuations de ces éléments vérifient

vi(@)=-e(l + a);
vi@)=-(1+d g+ yi(@) =-e(l + @) puisque a> ao(L/K);
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vi(b) 2 - (1 +dpx + (D).

ea
Par la PROP. 2.2., ch. 3, on a v (a'—a) 2 —n(y-Tr;) 2 =-dx —7 -1 En
P

. 1 - ea
tenant compte des valuations des éléments a et a’, cela entraine a’=a mod*( v (a)- ——)

Maintenant on peut appliquer le COR. 3.7. [De-He], qui assure que &a) = &a’). On énonce
ici ce résultat, dans le contexte présent (avec une formulation légérement différente) :

Soient L/K une extension galoisienne finie de corps locaux de caractéristique résiduelle p,

. . s %k . \ %*
X un quasi-caractére sauvagement ramifié de K™ et & un quasi-caractére de L. On suppose que

o(L/K) < (1 = UUp)adx) et (&) < wrx((1 = 1ip)a(x)). On définit a et a’ par les formules (3.2.2.)
et (3.2.3) etonaalors :

(@) = &a).
Les hypotheses sont satisfaites, puisque a(L/K) < S <20a/3 et l'autre inégalité est (3.2.1.) (on a

p =3 dans notre cas).

On peut calculer maintenant les facteurs &. Par la formule (2.2.1.)duch. 1, ona

H(E-1)zoN, poTr) = da'"‘)(:-on)"[H%)- yeTi(8),

(& ~1)zoN, yotr)= (o) & °1°N)_1(1 - ai) yoTr(-b).
Donc

1+b/a’
1-b/a’

H(o-0¥)®y) = 52(a"1)(z°N)(

Mais &a") = Ka) =1, cara € K*.
Onavy(b/a) 2 yi(a) — yi(B) > yi(@)/3 = ax~N)/3. Donc
2°N(1-b/a’) = woTr(-a'b/a’) = wo Tr(-b)

)-.f((l+b/a’)(1—b/a’))-t//oTr(~2b) (3.2.5)

2°N(1+b/a") = yoTr(a'b/a’) = yoTr(d),

1+b/a’
oN = OT 2b
X (l—b/a’) yoTr(26),

et alors

La formule (3.2.5.) devient :
H(o-01®p) = d1-(B/a)?) =1,

car vy ((b/a)?) > 2y (@)/3 = o d).
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3.3. Soit 77 un caractére de H (on a vu que 7 est trivial sur Z, donc 7 se factorise par
Gal(E/K), ou E est le sous-corps de F' fixé par Z). Puisque Gal(£/K) est un groupe isomorphe a
(Z/3Z)2, l'image de 7 est isomorphe & Z/3Z; Ker 17 est donc un sous-groupe d'ordre 3 de
Gal(E/K) et i est en fait l'inflation d'un caractére de Gal(£/K), ou E; est le sous-corps de E fixé
par Ker 77; on a [E}: K] =3. Ainsi, an) < «E/K) <e/2, ou e est l'indice de ramification
absolu de £}. On vient d'utiliser le résultat suivant ( [Serr], Exercice 3.c), ch. IV, §2, p. 79,
énoncé modifié) :

"Si L/K est une extension finie de corps locaux de caractéristique résiduelle p, et e est
l'indice de ramification absolu de L, alors Gal(L/K); = {1} sii>e/(p — 1)."

Dans notre cas, si I'on note e = vi(p) (I'indice de ramification absolu de K), on a e < 3e.

Donc
a(n) < 3e/2.

Ce raisonnement vaut aussi pour &, le caractére de L tel que p= Indf £.0na
o <3e/2,

ou ey = vy (p) est l'indice de ramification absolu de L.

3.4. On traite le cas |S|=1, 122, u=0. Posons s=|S§| Puisque gjo=3y, on a
o' Tl;es 4 = 3' T1;es 4 11 faut donc prouver que (s + 2f)(a — ff) > a entraine

& (AT 51— m)) =1

Si on utilise la formule (2.4.2.) du ch. 1 pour exprimer le facteur & ci-dessus, on peut négliger les
n; dans l'expression qui en résulte, puisque 7; est un caractere d'ordre 3 et 7 > 2.
Posons f'=max{c(7;) : i € S}. On a ' <min(3ex/2, f). Soient a et b; les éléments de K
associés a y, respectivement a 7;, c'est-a-dire
2(Ex) = y(ax), pour tout x € K tel que vg(x) > a/3;
17;:(Ex) = y(b;x), pour tout x € K tel que vi(x) > £7/3.
Alors

& (A1 -m)=2" (ngs(nb(./)/a)‘“)).

On pose Hjcs(l+b(J)/a)é(J) =1+x, ouvy(x) >s(a— f) (voir 2.5. du ch 1). Alors on peut

x((l +x)* ) = 1(1 +Zi’=2 (i’) xk) .

On veut prouver que la valuation de chaque terme de la somme est supérieure a .

écrire
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t .
LEMME. Soient t, n, k des entiers positifs. Si t >n et 0 < k < 3"+, alors \73((2 )) >n, ou

v3 désigne la valuation 3-adique.

31 k-1 . . _
Preuve. (3r) ==—— _T1"7 13" = ;); puisque le produit de kK — 1 nombres consécutifs
Preuve. |3 k(k_l)!HF,( J); puisque le p

est de valuation 3-adique au moins égale a celle de (k—1)!, et v3(k)<r-n, on a

v{(i’))z\)3(—3];}21—(1—71):;1. O

On a \)K((Zt)xk)z v3((l3:))eK+ks(a-—,B’). Si k< 31 alors le LEMME précédent

assure que cette valuation est supérieure ou égale a 2ex +ks(a— ) > a (cela équivaut a
(ks — 1)a+ 2ex > ksf', vrai car a>f' et 2ex>3ex/2>= ). Si k=31, alors ks>s+21 et
l'inégalité de I'hypothése, (s + 21)(a — f) > «, permet de conclure.

O

3.5. Avant de traiter les cas qui restent, on a besoin de I'expression de o7 pour # +u > 1.
On déduit la table de multiplication suivante pour la sous-algebre 7" de R(H) engendrée par
oet 7(on pose y= Zil,u,- ).

o T 4
o 3(c+ 1) 6r—-30+y 3y
T 67—-30+y 3(t—20) +2y 0
4 3y 0 Oy

On s'intéresse plutdt aux valuations 3-adiques des coefficients dans l'expression de of¥
comme combinaison linéaire a coefficients entiers de o, 7, y. L'idée est de prouver que, si
o' =y 0+ y, T+ )3y, alors e(ylo;(, ), s(y2 7z, v) et & V3vx, w) valent 1 (tout au moins si
les valuations 3-adiques des y; sont assez grands).

Le complexifié 7 de T est une C-algébre de dimension 3, de base {o; 7, ¥}. Six € 7, on
note @, l'endomorphisme de 7 défini par la multiplication avec x. Alors @, et @, sont des
endomorphismes diagonalisables de 7 qui commutent entre eux. Il existe donc une base de 7, C
dans laquelle ¢ et @, sont diagonaux. Une telle base est la suivante :

1 1
e1 =7, =0+ 0r=2y; e3=0+a?T—-—y,
. ~1-i3 4r .
ou w= ———— =exp| —1 |.
2 3
Les matrices de ¢ et ¢, dans cette base sont ( on note diag(x,..., x,;) la matrice diagonale
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avec la diagonale (xy,..., x,, ) :

D = 3 diag(1, ), D.= 3i3 diag(0, 1, -1).

3+i3 3-iv3
2 72
On pose o' =y 0+ y,T+y3Y, avec y; € Z.

e Prenonsu=0et7>3.0na

o= (¢G)H(0') =@ o (lel +Lexp(£i)e2 +——1——exp(—£i)e3).
37 3 \6 V3 6
Apres des calculs qu'on omet ici, on obtient que :
- si  est pair, 7 = 2g (avec g = 2), alors
y1=3%7p; y2=3%7py ; 3=
oup; € {1, £2}.
- si t est impair, £ =2g + 1 (avec g 2 1), alors
y1=3%g; y,=3%q,; y3= (3% -3%)g,,
ou g; € {*1, 0}.
e Prenonsu >1et7>0. Les cas
w=2,t=0)et(u=1,1=1)
seront traités ultérieurement. Le cas # = 1, ¢ = 0 est déja prouvé au 3.2.
Ona

o= (9) (0. (D) 0) (0. (W5) (es =) )= 314 3ame 33

avec y; € Z. Apres des calculs, on obtient que :

3282 _ 33g—3) 23,

- si u est pair, ¥ = 2h (avec 4 = 1), alors

i = 338432, sir=2g (g=1)
73343, i r=2g+1(g20)

33g+3h=2 si1=2 >1 1
)’2={ P2 g (g=1) -,

3Py, sir=2g+1(g=20)"

- si u est impair, v = 2h + 1 (avec h > 0), alors

= 3%+t3h,  sit=2g (g20)
733434, i 1=2g+1 (g20)

1
N

33g+3h si 1=2 >0
J’2={ P2 g (g20) yy=-1

3By i r=2g+1(g=20)°

avec p; € {1, £2}, ¢; € {£1, 0} (ce ne sont pas nécessairement les mémes p; et g; pour tous les

cas).

66



3.6. On s'occupe maintenant de e(B' Y t//) , ou r dépend de 7 et u, selon les formules du 3.5.

Onay= Z,?:]/“i =Z§=l(] — 17;) (on suppose que 779 = 1). Les caractéres 7; sont construits
de la maniére suivante :

On fixe un caractére non-trivial 7 de V. Alors 7 s'étend de maniére unique a *F x V' en
imposant la condition que 7 soit trivial sur */. On appelle toujours 7 l'inflation de ce caractére a
H. On applique le méme procédé a un caractére A de */ et on obtient un caractére non-trivial A
de H. Alors tout caractére 7; de H est de la forme VA, avec v, w € {0, 1, —1}.

Soient b et ¢ € K tels que

n(Ex) = y(bx), pour tout x € X tel que vi(x) > £73,
A(Ex) = y(cx), pour tout x € K tel que vi(x) > §73.
On rappelle que S’ = max (7)), a(A)). Alors 1'élément b; associé a 7; = 7¥A¥ (qui satisfait
" AY(Ex) = y(bx), pour tout x € K tel que vK(x) > [3'/3) est vb +wc. Si on applique la formule
(2.2.1.) du ch. 1 pour & }'x, H, 16’( 77, 2V ) on obtient

(=TT, () (m) (142wl

\ . 8 -
En regroupant chaque caractére avec son inverse, on remarque que HH i (a l)y/(b,-)= 1.

Puisque les 77; sont des caractére d'ordre 3 et on s'intéresse a & (71, I//) , on omet les 7;. Il reste :

(- 255
en tenant compte de la forme des 7;. Posons x = b/a, y = c/a. On a
(1-22)(1-y?)1-(x+ 21 = (x - )?) =

(1—x2 —y2 +x2yz)(l—-x2 —y2 +2xy)(1—x2 —y2 —2xy)=

(1—-x2 —y2)3+x2_)12(1-—x2 —y2)2 —4x2y2(1—x2 —y2 +x2y2)=

1—3(x2 +yz)+3(x2 +y2)2 —(x2 +y2)3+x2y2u1 —4x2y2u2 =1+z
2
ouz e Ag. Onanotéu; = (l—x2 —yz) et uy = (1 x2—y? 42 y ) ce sont des unités de Ag-.
Les valuations de x et y sont supérieures & a — £, donc la formule ci-dessus montre que
V(2) 2 min(2(a - B) + ex, 4(a— B)),

ou ex = vi(3). On note v = min(2(a - B') + ex, 4(a - B3)).

r r r 3
Le but est de prouver que dans la somme (1 +z)3 = 1+Zi : (3 z¥ | tous les termes sont
=1\ &
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de valuation supérieure a . On regarde donc w = vy ((ir)z") pourr>1,1<k<3"

On examine maintenant tous les cas pouvant se présenter. On rappelle que ' < 3ez/2 et que
cela entraine 2eyx + n(a - ") > a, pour tout n > 1.

e Siv=2(a-f) +eg, alorsw= eKv3((zr)) + k(eg + 2(a— ) > a. Ceci a toujours lieu,

parce que : sik 22, keg > f3'; si k=1, alors \g((i’)) > 1, d'aprés le LEMME du 3.4.

eSi v=4(a-p), alors w2 eKv3((zr)) +4(a-pP)>a si k<31 car dans ce cas
\;3((2')) > 2. On peut donc supposer que k > 37-1,

Si 3”1 <k <3” alors w=>3"14(a- B) +ex=3"14(a- B) +2873. Mais 31-4(a- )
+ 2473 > aéquivaut a (374 - 2)(a—- B) > a.
Si k=3", w>3"4(a - f). 1l suffit de prouver dans ce cas que 3"4(a—- ) > a.
Puisque (21 + 3u)(a — f') > «, il reste finalement & voir que
314 —2 > 21+ 3u,
en remplagant 7 par la valuation 3-adique du y3 , le coefficient de y donné par formules de 3.5. On
distingue les cas suivants :

1. Si u=0, t=2g, (g22), alors 2t+3u=4g et r=2g—2. 1l faut prouver que
328-2.4 > 2 + 4g, vrai pour g > 2.

2. Siu=0,1=2g+1, (g=1), alors 2t+3u=4g+2 et r=2g—1. Il faut prouver que
328-1.4 > 4 + 4g, vrai pour g > 1.

(On peut supposer donc que u > 1 pour les cas qui restent).

3. Siu=2h,(h=1),t=2g, (g+h=2 carlecas u =2, t =0 sera traité séparément), alors
2t+3u=4g+6h et r=3g+3h-3. 1l faut voir que 338+37-3.4>4g4 6h+2, vrai pour
g+h=>2

4. Siu=2h, (h=1), t=2g+1 (g=0), alors 2t+3u=4g+6h+2 et r=3g+3h-1. 1
faut prouver que 338+3/-1.4 > 4¢ + 6h + 4, vrai pour g >0, 7 > 1.

5. Siu=2h+1, (h=0), 1=2g (g=20), alors 2t+3u=4g+6h+3 et r=3g+3h-1. 1l
faut prouver que 338+3#-1.4 > 4¢g + 6h + 5. Le cas h=0, g =0 a été déja prouvé. Sih>0, g>1,
I'inégalité est vérifiée.

6. Stu=2h+1, (h=0),1=2g+1 (g=0), alors 2t+3u=4g+6h+5 et r=3g+3h.1l
faut prouver que 338*3h.4 >4g+6h+7. Le cas h=0, g=0 sera examiné ultérieurement. Si
h>0,g2>0, h+g=1, l'inégalité est vérifiée.
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3.7. On regarde 6{3 o:g)—g (( —lndLé) ) et s‘(3r 17;). Ona
3+Indf E=3-Ind¥ 1, +1Indf (1-9)

Soit #=Ind¥1; = Indf1, , ot U=*V x Z. Cest une représentation de H, donc elle est une

combinaison linéaire de p, pl et 77;, 1 <i<9.Ona

1 3 R .
6 Pr=Uu A== 2 x,(u) == ¢z) =0 et de méme pour p1.
9ueU 9zeZ

Si 77 est un caractére de H, alors
si o 1
6, mu =y, 77|u)u— = Zn(y, —{ . 1 v
? (ya)eu v

Donc 6= 1+ 5+ 7771, ol 77 est un caractére de *V x ¥, trivial sur *¥. On écrit alors
eoy) = (1- 0z, w)s{(l— n“)x, t//)s((l— EyoN, woTr),

avec N = NL/K’ Tr = TI'L/K, YL = VK-
Maintenant on s'occupe de & ((1— n)z, z//)g3' ((1—— 77’1) X !//), ou r est fonction de 7 et u.

En appelant a et b les éléments associés a g, respectivement a 7, ceci vaut

13,((“%)(1__));”(1))@4/( b)=x [( (‘3)2D

Notant x = —(b/a)?, on a vi(x) > 2(a - f; x(l+ x)? x(l +Zk 1 (3r) xk). La valuation w du

terme (i )x (pour k <3"1)) est plus grande que a, car \)K(Zr)z 2ex > . Si k=371 il faut

faire une discussion selon les cas décrits au 3.5., similaire a celle du 3.6 (» est la valuation
3-adique de yj, le coefficient de o donné par formules de 3.5).

Sik=3", w=3"2(a- . 1l suffit de prouver dans ce cas que 3"2(a- ) > a.

Si 3"l <k <3, alors w>3"12(a- B) +ex>3"12(a- ) +2873. Mais 3"1-2(a- )
+2f'7/3 > aéquivaut a (3”2 - 2)(a- ) > a.

Puisque (27 + 3u)(a — B') > «, en fin de compte il suffit de prouver que

3r2>2t+3u+2,

ou 7 =v3(y;). On a méme 3" > 27 + 3u + 2. En effet, avec la méme méthode qu'au 3.6, on a :

1. Si u=0, t=2g, (g22), alors 2r+3u=4g et r=3g—2. 1l faut prouver que
3382 > 2 +4g, vrai pour g > 2.

2. Siu=0,1=2g+1, (g=1), alors 2r+3u=4g+2 et r=3g. Il faut prouver que
338 > 4 + 4g, vrai pour g > 1.

(On peut supposer donc que # > 1 pour les cas qui restent).

3. Siu=2h,(h21),t=2g, (g+h=>2carle cas w=2, 1 =0 sera traité séparément), alors
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21+ 3u = 4g + 6h et r = 3g + 3h —2. 1l faut voir que 338+34-2 > 4g + 6h + 2, vrai pour g + h > 2.

4. Siu=2h (h21),t=2g+1(g20), alors 2t +3u=4g+6h+2 et r=3g+3h 1l faut
prouver que 338%3% > 4g 4+ 6h + 4, vrai pour g >0, h > 1.

5. Stu=2h+1, (h20), 1=2g (g=0), alors 21 +3u=4g+6h +3 et r=3g +3h. 1l faut
prouver que 338+3# > 4g + 6h + 5. Le cas h = 0, g = 0 a été déja prouvé. Si >0, g > 1, l'inégalité
est vérifiée.

6. Stu=2h+1,(h20),1=2g+1,(g=20), alors 21+ 3u=4g+6h+5Setr=3g+3h+1.
1l faut prouver que 338+3#+1 > 40 4+ 61 +7. Le cas h=0, g =0 sera examiné ultérieurement. Si
h>0,g2>0, h+g=>1, l'inégalité est vérifiée.

On vient de prouver que £ ((1 -0z, !/I) g ((1 - 77'1 )z, l//) =1.

Prouvons que & (1= &x°N, woTr) vaut 1. On pose = o &£); on a

d<min(3e;/2, yi () et axN)= y;(a).

En outre, l'inégalité (27 + 3u)(a — ) > a entraine (27 + 3u)(y; (@) — yi(B)) > y(a), donc aussi

2t +3u)(y(a) - &) > yi(a).
On fixe les éléments a’ et b’ de L tels que

&Ex) = woTr(bx), pour tout x € L tel que v;(x) > d/3,
2°N(ExX) = woTr(a'x), pour tout x € L tel que v;(x) > yy(@)/3.

Ona & (1-&goN, woTr) =3~ oN((l+b—'Dz//oTr(3’b'), ou l'on a omis & puisque
a
c'est un caractére d'ordre 3.
Mais v;(37b"7a’) 2 e; + y;(a) — 6> y;(@)/2, donc ona o Tr(a'3’ —137) =yo N(l +3" é—') .
a a

Posons y = — . En reportant dans la formule du facteur ¢, on obtient
a

7 r -1 3" r k
& (1-9xeN, yoTr) =,z’loN((1+y)3 (1+3’y) ) = yoN7! 1+ 2(3 ) Y
' k=2 Nk J1+37y

r k r
On a v;(y) 2 yy(a) — &, donc vL{(i )1 y3r ] = v{(i ))eL +k(y,(a)-5). On note cette
+3 )

derniére valeur par w et on aimerait que cela soit supérieur & w;(), ce qui est vrai si k < 3”1,
Sik=3", w23"(y;(a) - d). 1l suffit donc de prouver dans ce cas que 3" > 27 + 3u.
Si  3ml<k<3r, alors w23y (a)-8)+e 23" Wy(x) - +283. Mais
37y (@) - &) + 2813 > yy(a) est impliqué par 3" — 2 > 27 + 3u.
En fin de compte il suffit de prouver que
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3221+ 3u+2,
ou r = v3(y}), ce qui a déja été fait.

Ceci achéve la démonstration de l'égalité &(y,0x) =1, si (21 +3u)(a— f)> a. La méme

démonstration vaut pour démontrer que & ),0" x)=1dans les mémes conditions. Puisque

v3(¥p) = v3(¥1) (voir 3.5), et 7= o— oV, on obtient alors que &(y,7y) =1 également.

3.8. Il reste a traiter les cas (w=2,1=0) et (u =1, 1 = 1), c'est-a-dire a démontrer que

6(a— f) > aimplique &(2y) = 1 (A)
et
5(a—- f) > aimplique &ory) = 1. 3B)

Supposons que (A) soit vraie. Alors (B) est vraie aussi. En effet, on a
a2 e(ory) = 6((12 + Gr)x) = (97-90+30) ) =& (z)e (ox) (1),  (3.8.1)

en utilisant la table de multiplication pour 72 et or.

Mais &%(oy) = 1 si 6(a— ) > a puisque dans ce cas (r = 2, 27 + 3u = 6) il faut vérifier que
3F>2t+3u+2,1.e. 928, vrai

On a aussi £2(c¥y) = 1 si 6(a— f) > a, donc £2(zy) = 1.

Pour prouver que &(yy) =1, il faut s'assurer que 3”4 — 2 > 27+ 3u (voir 3.6), dans les
conditions » = 1, 27 + 3u = 6, ce qui est évident.

En somme, on a &(72y)&(oty) =1 si 6(a— f) > a. Donc, si (A) est vraie et 5(a— f) > «,
alors a plus forte raison 6(a — f) > a et donc &(72y) = 1 = &(o7y).

Ainsi, il faudrait prouver l'assertion (A) pour une preuve compléte de la conjecture dans le
cas particulier de ce groupe de Heisenberg.
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