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ABSTRACT

The subject of this thesis is the study of the dynamics of fibered polynomials.
The setting is the following : given a compact space X, a continuous map f from
X to X, and d + 1 continuous complex-valued functions, cp,...,cs (d > 2) on X,
we consider the fibered map

P.: XxC — XxC
@) — (f@)Puls) = X @),
=0

The dynamics of this fibered polynomials are closely related to the dynamics of
complex polynomials (which correspond to the case where X is a single point). In
our setting, the first step is to extend the familiar notions of filled-in Julia set and
the associated Green function. We are also able to define, through pseudoorbits,
open sets which play the role of the basin of attractive periodic orbits.

We then proceed to a more detailed study of the quadratic case (d = 2). We
identify in several equivalent ways the parameters which correspond in the usual
setting to the interior of the main cardioide of the Mandelbrot set.

In the four last chapters of the thesis, we initiate a combinatorial description, in
the spirit of A. Douady and J.H. Hubbard, of connected filled-in Julia sets and the
parameters space. ‘

This leads, for fibered polynomials which correspond to the real limb of the
Mandelbrot set, to the construction of an abstract configuration space Xoo. Xoo is
a Hausdorff compact and connected space and has a universal property in relation
of the considered fibered polynomials.

Our main result can also be viewed as a generalization of Thurston’s theorem
on the characterization of postcritically finite ramified coverings. We prove that
an abstract configuration, which is weakly recurrent (from a combinatorial point of
view) can be realized in a unique way. The proof consists first in realizing certain
non-recurrent configurations. We then obtain the required fibered polynomial as a
uniform limit of non-recurrent polynomials, each approximation being decuced from
the previous by a surgical procedure.

Key words: fibered polynomials, holomorphic dynamics, Julia set, Green function,
holomorphic surgical, configuration.
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Introduction

Cette theése est consacrée a I’étude dynamique des polynomes fibrés qui sont les
applications de la forme :

P: XxC — XxC
(z,2) +—> (f(:c), Pe.o(2) =ci(z)2? + ...+ c1(z)z + co(:z:)),

ou X est un compact, f une application continue de X dans lui-méme et ¢ =
(¢4, - .. ,Cco) une application continue de X dans C?+! avec c4(z) # 0.

Notre travail s’inscrit dans le cadre plus général de I’étude des produits croisés
(skew-products en anglais) :

F: XxY — XxY
@y — (/@A@Y = 46),

ol Y est un espace métrique et A une application continue. Ces produits croisés
constituent une classe extrémement riche de systémes et une source inépuisable
d’exemples et de contre-exemples.

Les polynomes fibrés n’ont & notre connaissance jamais été envisagés de fagon
systématique. Cependant, S. Heinemann a déja étudié des endomorphismes de C? de
la forme (z,y) — (p(z),p(z,y)) avec p,q des polynémes complexes (voir [Hei96]).
Lorsque I’on se restreint a K, x C, ou K, est I’ensemble de Julia de p, on tombe sur
un polyndme fibré au sens ci-dessus. S. Heinneman obtient alors dans certains cas
trés particuliers des résultats recoupant partiellement ceux du chapitre deux.

Mentionnons également dans cette direction, les remarquables travaux de M.
Viana qui a récemment considéré des applications de I'anneau T' x R dans lui-
méme de la forme (0, z) — (df, 22 + c(6)), avec c une fonction réelle et d un entier
(cf [Via97]). Pour de telles applications, M. Viana a établi ’existence d’un attracteur
non uniformément hyperbolique admettant en presque tout point deux exposants
de Lyapounov strictement positifs.

Par ailleurs, 1’étude dynamique des polynémes fibrés est étroitement reliée a
celle des polyndmes d’une variable complexe. En effet, lorsque X est un point
nous sommes ramenés a l'itération d’un polynéme complexe et nous parlerons “du
cas constant” en référence a ce cas particulier. Le probleme central est alors de
déterminer quels sont les résultats du cas constant qui restent valables dans le cadre
fibré et quels sont les phénoménes nouveaux.



Nous nous proposons, dans un premier temps, d’étendre au contexte fibré cer-
taines notions et certains concepts introduits notamment par Fatou et Julia pour
I’étude de l’itération des polynémes complexes.

Ensuite, nous focaliserons notre étude sur le cas des polyndmes fibrés de degré 2,
en adoptant une démarche proche de celle initiée par A. Douady et J.H. Hubbard.
L’objectif est alors de traiter un ensemble significatif de cas non-triviaux pour mettre
en relief la richesse combinatoire des polynémes fibrés.

Détaillons a présent le contenu de cette thése.

Le chapitre 1 est consacré & la mise en place des concepts fondamentaux de
I’étude des polyndmes fibrés de degré quelconque. On pourra toujours, du point
de vue dynamique, se ramener & un polyndme P, unitaire (|cg(z)| = 1) et centré
(ca-1(z) = 0). Par contre, il existe une obstruction homotopique qui ne permet
pas, comme dans le cas constant, de supposer systématiquement que P, est monique
(ca(z) =1).

Nous introduirons alors K., ’ensemble de Julia rempli du polynéme fibré P,
constitué des points (z, z) de X x C dont 'orbite { P?(z, 2), n € N} est relativement
compact. K., désignera la fibre en z de K.. A chaque K., nous associerons sa
fonction de Green qui sera continue par rapport aux variables c et £. Dans le cas ou
K.z est connexe pour tout z de X, nous définirons la représentation conforme du
complémentaire de K, qui conjugue P,  a la forme normale z — c4(z)z%. Le rayon
d’argument externe § € T! sera alors I’image par cette représentation conforme de
la demi-droite d’argument 8. Nous montrerons ensuite, comme dans le cas constant
(voir [Dou94]), les propriétés suivantes :

e (z,c) — K, est semi-continue supérieurement.
e (z,c) — 0K,  est semi-continue inférieurement.

Signalons que dans notre situation, f n’a pas forcément d’orbite périodique et que
par conséquent, la notion de point périodique perd toute sa pertinence. Ceci dit,
nous définirons & I’aide de pseudoorbites 1’ensemble stable par chaines qui jouera le
réle des bassins des orbites périodiques attractives.

Des le chapitre 2, nous nous limiterons au cas particulier des polynémes fibrés
quadratiques (d = 2). Rappelons, que l’ensemble de Mandelbrot M est constitué
des parametres ¢ € C tels que le Julia rempli associé & q. : z — 22 + ¢ soit connexe.
L’ensemble des ¢ € M tels que g. posséde un point fixe attractif est la cardioide prin-
cipale de I’ensemble de Mandelbrot. L’ensemble de Julia rempli correspondant & un
parametre de la cardioide principale est un quasudxsque de plus g, est uniformément
expansif sur le bord du Julia rempli.

Par analogie, nous définirons le lieu de connexité fibré, comme 1’ensemble des
applications ¢ = (cz, cp) de X dans C? avec |c(z)| = 1, telles que K., soit connexe
pour tout z de X. Le but du chapitre est alors de caractériser de plusieurs fagons
équivalentes, le sous-ensemble ouvert du lieu de connexité qui généralise la cardioide
principale au cadre fibré. Dans ce sens, nous montrerons que les propriétés suivantes
sont équivalentes.



1. Pour tout z de X, il existe ®, un homéomorphisme de C, k-quasiconforme
vérifiant ®.(0) = 0 et pour |z| > 7p :

Pz (®:(2)) = ®y(s) (ca(z)2?).
2. 1l existe une famille (V;).ex de domaines de Jordan, telle que :
0CVz Cint(Kez), Pez(Vz) C Vi

On demande également que le diameétre intérieur de V et le module de I’anneau
P71 (Vi(z)) \ Vz soient uniformément minorés.

Dans les deux propriétés qui suivent, on suppose que l'intérieur de K., est un
connexe non vide. :

3. P, est uniformément expansif sur le bord de K ..

4. 1l existe o > 0 tel que toute ep-pseudoorbite issue de (z,0) est bornée. Il
s’agit 1a d’un équivalent fibré, au fait que pour les éléments ¢ de la cardioide
principale, 0 appartient au bassin du point fixe attractif de z — 22 + c.

L’uniformité en z est essentielle dans ces énoncés. Nous présenterons d’ailleurs
un contre-exemple explicite ou pour tout z, K., est un k;-quasidisque et pourtant
¢ n’appartient pas a la cardioide généralisée.

Les quatre autres chapitres de la thése sont un commencement de description
combinatoire, & la “Douady-Hubbard”, des ensembles de Julia fibrés et d’une partie
de I’espace des parametres.

Attardons-nous, ici, quelques instants sur certains résultats classiques du cas
constant. En premier lieu, rappelons que les membres de I’ensemble de Mandelbrot
sont les composants connexes de M privé de ’adhérence de la cardioide principale.
Ce concept de membre a été introduit par B. Branner, A. Douady et J.H. Hubbard
qui en ont donné une description combinatoire. Un élément ¢ de M appartient au
membre p/q si et seulement si exactement g rayons externes du Julia aboutissent au
méme point fixe, traditionellement appelé o et sont échangés par g. avec un nombre
de rotation combinatoire p/q.

Ensuite, si ¢ appartient au membre p/q on peut lui associer un ensemble de
Julia combinatoire en regardant de quelle fagon les rayons externes aboutissant aux
préimages de a se recollent.

Lorsque le parametre ¢ n’est pas renormalisable, I’ensemble de Julia de g, est du
fait de sa locale connexité homéomorphe & son modeéle combinatoire (voir [Hub93],
[Mil92], [Yoc]). Cette construction dans I’espace dynamique permet en retour de
construire un espace abstrait de parametres, ’ensemble de Mandelbrot combina-
toire, obtenu en identifiant dans M les parametres ¢ dont les ensembles de Ju-
lia combinatoires sont identiques. Cet espace topologique regroupe et ordonne les
différents arrangements possibles de rayons externes qui aboutissent aux préimages
de a. L’ensemble de Mandelbrot combinatoire peut également étre pergu comme M



ou les copies de M d’ordre 1 ont été identifiées & des points. En vertu des résultats
de J.C. Yoccoz sur la locale connexité de M, I’ensemble de Mandelbrot combinatoire
est localement connexe.

Nous allons généraliser au contexte fibré le membre 1/2 et construire ’espace
combinatoire abstrait qui lui est associé. Précisons que cette limitation au membre
1/2 est plus liée 4 des raisons techniques que conceptuelles.

A partir de maintenant on suppose que P, est de la forme P, = 22 + ¢(z). Le
membre 1/2 fibré, noté M, 5(X), sera par analogie avec le cas constant, ’ensemble
ouvert des parametres ¢ du lieu de connexité tels que P, admette une section invari-
ante répulsive a laquelle aboutissent les rayons d’argument 1/3 et 2/3. Nous ferons
encore une petite restriction sur le parameétre en imposant aux valeurs critiques ¢(z)
de se trouver au-dela des rayons 5/12 et 7/12 et on notera Mj,(X) I’ensemble de
ces parametres. Dans le cas constant, cela revient a ne considérer que les éléments
du membre 1/2 situés au-deld de la copie de M d’ordre 1 attachée & la cardioide (cf

figure 0.1).
5/12\ 1//6 / 1/12
7/12 5/6 11/12

Figure 0.1: Restriction sur le parameétre.

\/

Le chapitre 3 est consacré a la construction d’un espace abstrait (espace des con-
figurations), qui regroupe et classifie les différentes combinatoires obtenues lorsque
c décrit M7 ,;(X) pour tout X et f. Nous adopterons, comme dans le modele du
disque pincé de A. Douady, le point de vue de I’extérieur de Julia, c’est-a-dire que la
description se fera en terme de rayons externes et des relations d’équivalence sur T!
associées (deux éléments 6, et 6, de T! seront équivalents si les rayons d’arguments
6, et 02 aboutissent au méme point). Notons :

Q(2) =2zmod 1, Ry = {1/3,2/3} et R, = Q" (Ry).

Pour chaque entier n, nous définirons I',, un ensemble fini de relations d’équivalence
sur R, qui sera na*urellement muni d’une topologie non séparée. Un élément de T,



correspondra a un arrangement particulier de rayons externes d’ordre n, c’est-a-dire
spécifiera quels rayons d’argument dans R,, aboutissent au méme point. I',,;; se pro-
jette naturellement dans I', et ’espace des configurations X, sera I’ensemble des
points fermés de la limite projective des I',. X, sera séparé, compact et connexe.
Il sera naturellement muni d’une application continue dans lui-méme, F.

L’espace X, jouit alors de la propriété universelle suivante : pour tout compact
X, pour toute application continue f sur X et pour tout ¢ € M;} /2(X ), il existe
une unique application A de X dans X, qui est continue et qui fait commuter le
diagramme suivant :

X Xoo
f F
(I

h(z) sera la configuration de P, au point z.

Les trois derniers chapitres tournent autour des questions de réalisabilité de
certaines configurations combinatoires. Mentionnons ici, que les problémes de con-
struction d’application & combinatoire donnée sont récurrents en dynamique holo-
morphe.” Notre travail s’inscrit notamment dans la continuité d’un célebre résultat
de Thurston (voir [DH93]) qui fournit des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’un revétement ramifié du plan critiquement fini soit conjugué a une fraction ra-
tionnelle. Le probleme de réalisabilité peut se formuler dans notre contexte comme
suit :

Etant donnée X une partie compacte de X, invariante par F, existe-t-il une
application continue, c, appartenant & M; /2(X ) telle que pour tout z de X, la
configuration associée & K, soit exactement z7 Si oui, c est-elle unique?

Dans cette formulation, le compact X joue & la fois le réle de la base de notre
espace fibré et celui d’ensemble de configurations de référence.

Le résultat principal de cette thése est une réponse partielle & cette question.
Il concerne précisément la possibilité de réaliser des configurations dites faiblement
récurrentes. Nous associerons, dans un premier temps, a chaque élément de X, un
systéme de voisinages combinatoires du point critique. Les configurations faiblement
récurrentes seront par définition, les éléments de X, tels que le point critique associé
revient dans un voisinage combinatoire d’ordre m en au moins Cm? itérations, avec
C une constante positive.

Nous établirons alors le théoreme central suivant :

Théoréme. Si X est un compact invariant par F de configurations faiblement
récurrentes, il existe une unique application ¢ € M} /2(X ) telle que le polyndme
fibré P, réalise les configurations de X.

Dans le cas constant, ’existence d’un parameétre c, réalisant une configuration
donnée, est fournie par la compacité de I’espace des parametres. De plus, pour les
configurations non-renormalisables, 1’unicité du parametre découle du résultat de
J.C. Yoccoz sur la locale connexité de M.



La démonstration de ce théoréme occupe les trois derniers chapitres de cette
these.

Le premier pas dans cette direction concerne les configurations non-récurrentes.
En s’inspirant des travaux de L. Carleson, P. Jones et J.C. Yoccoz ([CJY94]),
nous montrerons au cours du chapitre 4, que les ensembles de Julia associés a des
polyndmes fibrés non-récurrents (dans un sens combinatoire) sont holomorphique-
ment effacables. Outre la nullité de la mesure de Lebesgue du Julia, ce résultat
garantira a priori I'unicité et la continuité de 1’application c réalisant des configura-
tions non-récurrentes.

Ensuite, nous considérerons X3 le compact invariant de X, constitué des config-
urations non-récurrentes primitives. D’une certaine facon, il s’agit des configurations
non-récurrentes les plus “simples” possibles. Nous réaliserons X3 de maniére unique
en adoptant la démarche suivante : nous commencerons par construire, pour tout
z de X3, un modele topologique local d’application de degré 2, ramifié en 0 et qui
aura la combinatoire de z. Ce modele deviendra apres prolongement & C tout entier,
un revétement ramifié quasirégulier (la composée d’un homéomorphisme quasicon-
forme et d’un polyndme de degré 2). Enfin, la résolution de ’équation de Beltrami
associée permettra de conjuguer le modeéle & un véritable polynéme quadratique
fibré réalisant X3.

L’idée directrice de la preuve du théoréme A réside dans ’approximation d’une
configuration faiblement récurrente 7, par une suite (v,,) de configurations non-
récurrentes dont la premiére est du type précédent. Le noeud du probléme sera la
construction par récurrence d’une suite d’applications ¢,, réalisant +,,. Le passage
d’une approximation & une autre se fera par un procédé de chirurgie en modifiant
le polynéme P, _ sur un “petit” voisinage du point critique.

En définitive, un contréle exponentiel de la proximité de c,,4+; et de ¢,, garan-
tira la continuité uniforme de la suite (cm)men- A la limite, nous obtiendrons une
application continue c, réalisant la configuration faiblement récurrente 7.



Chapitre 1

Ensembles de Julia fibrés

1.1 Préliminaires

Soit X un espace compact et f une application continue de X dans X. Fixons
également d un entier supérieur ou égal a 2.
D’une fagon générale, si E est un espace topologique, on note C(X, E) ’ensemble
des applications continues de X dans F muni de la norme de la convergence uniforme.
Si ¢ est un élément de C(X,C* x C%), alors ¢(z) = (ca(z), ... ,co(z)) avec pour
tout 7, ¢; une fonction continue de X dans C et ¢4(z) # 0 pour tout z de X. c étant
donné, on lui associe pour tout z de X, P, le polyndme de degré d :

P..(2) = ca(z)2? + ca_1(2)2% + ... + c1(z) 2 + co(2).
On définit ensuite P, le polynéme fibré sur X défini par :

P,: XxC — XxC
(z,2) +— (f(2), Pez(2))

Enfin, P désigne 'application :

P: X, C'xCHYxXxC — CX,CxCHxXxC
(c,z,2) — (¢, f(z), Pex(2))

Cette these est consacrée a I’étude des polynémes fibrés P, ou c joue le role du
parametre. L’introduction de ’application P est un peu artificielle et ne présente
pas d’intérét en soi. Cependant de son étude, nous déduirons des propriétés des
polyndmes fibrés P, ainsi que des informations sur la dépendance de ces propriétés
par rapport a c.

Dans ce préliminaire, nous expliquons dans quelle mesure ’étude dynamique
d’un polyndme fibré de degré d peut se ramener a celle d’'un polynéme unitaire
(lea(z)] = 1) sans terme de degré d — 1. Nous détaillons également sous quelles
hypothéses on peut supposer que le polynéme est monique (c4(z) = 1).

Précisons tout de suite que dans notre contexte fibré, deux applications P, et
P, sont dites conjuguées s’il existe ¢ un homéomorphisme de X x C de la forme :
p(z, 2) = (z, pz(2)) telle que Py o =poF.



Nous allons réduire successivement ’ensemble des paramétres a C(X,S! x C9)
puis & C(X,S! x C¢!) en faisant agir par conjugaison les automorphismes de C sur
P, ;. Dans un premier temps, on étudie I’action par conjugaison de la multiplication
par les réels strictement positifs, c’est-a-dire ’effet d’une conjugaison de la forme
(z,2) = (z,u(z)z) avec u(z) > 0 sur les polyndmes fibrés de degré d.

Proposition 1.1.1 Soient ¢ € C(X,C* x C%) et P. le polynéme fibré associé, il
eriste une application continue u de X dans R} telle que P, soit conjugué par
(z,2) = (z,u(z)z) ¢ Pe avec |ci(z)| =1.

DEMONSTRATION. D’une fagon générale si u est une fonction continue de X dans
C* alors la conjugaison dans chaque fibre par z +— u(z)z conduit au polynéme de
degré d, Ps . (z) = cy(x)z%+c)_1 ()24 +. . .+c;(z) 2+Cc)(z) qui vérifie Py . (u(z)2) =
u(f(2))Pez(2).

En comparant les termes de plus haut degré on obtient :

cy(z) = %‘é(g-g)-cd(x). (1)

Par conséquent, Po est unitaire si et seulement si

u(f(z))

ul(z) A

=1,

1 1
log |u(z)| = 5 loglca(a)] + Slog lu(/(@))!
La fonction u doit donc satisfaire :

o)

logu(a)] = 3

n=0

7 loglea(f" (@)

Choisissons, par exemple,

u(@) = Ju(z)] = exp (3 g leal(@I).

u est donc une fonction continue de X dans R’ qui conjugue P, & Py aveccd € C(X,Sx

C?). O

Etudions a présent ’action par conjugaison des translations.

Proposition 1.1.2 Soit P, un polynéme fibré avec c € C(X,S! x C?), il existe une
unique application v € C(X,C) telle que la translation fibrée (z, z) — (z, z + v(z))
conjugue P, & Py avec cq(z) = cj(z) et ¢j_,(z) = 0.

DEMONSTRATION. Si v € C(X, C), la translation z — v(z) + z conjugue P, , au
polyndéme Py, qui vérifie :

Pc,:z:(z - 'U(.’II)) = Pc',:c(z) - v(f(x))
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Le terme de degré d de P.; n’est pas modifié par cette opération de conjugaison ;
par contre le terme de degré d — 1 de P, ; est égale a

—dcy(z)v(z) + c4-1(z)-

Ce terme est nul si et seulement si :
v(z) =

avec un tel choix, v est une application continue telle que (z,z) — (z,z + v(z))
conjugue P, & Py avec ¢ € C(X,S? x C?1). 0O

On note Cy4(X) = C(X,S! x C¥1) avec les conventions qué si ¢ € C4(X) alors
e(z) = (ca(z), ca-2(2), ... ,c0(z)), lca(z)] = 1 et Prz(2) = ca(z)2? + ca—zp(z)2%2 +
..t ca(z)z + o).

Enfin, il nous reste & étudier ’action, toujours par conjugaison, des applications
de la forme (z, 2) — (z,w(z)z) avec w un élément de C(X,S?). _
Si u est une application continue de X dans S, on note [u] sa classe d’homotopie et
G = [X : S le groupe des classes d’homotopies. f définit un homomorphisme f*
de G dans G en posant f*([u]) = [uo f].

Proposition 1.1.3 Soit ¢ € C4(X), supposons qu’il existe ug € G telle que :
[uo)® = f*([uo])[cd)

alors il eriste w(z) € C(X,S?) telle que lapplication (z,z) — (z,w(z)z) conjugue
P, d Py avec ¢ € C4(X) et cj(z) =1 pour tout z de X.

DEMONSTRATION. Reprenons I’équation (1.1). Nous cherchons cette fois & résoudre
u(f(2))

ul(z)

ca(z) = 1. (1.2)

Une condition nécessaire et suffisante pour résoudre ’équation (1.2) est donc qu’il
existe up une application de X dans S! telle que :

[uo)® = £*([uo))[ca]-
Supposons qu’une telle application u, existe, alors :

uo(f(2))

Cd(x)—ig(—;)— = p(z),

avec ¢ une application de X dans S! homotope & une constante. Il existe alors une
application v telle que :
v(f(z)) _

’Ud(.'E) - (p(x)—l'

11



En effet le logarithme de ¢ est parfaitement défini et il suffit de prendre :

1

v(@) = (@) (L(f@)F - (p(f* @) - -

La conjugaison par w(z)z avec w(z) = uo(z)v(z) conduit alors & un polynéme dont
le terme de plus haut degré est égal a 1. O

En définitive, nous avons établi que si ¢ € C(X,C* x C?) alors il existe u €
C(X,R%) et v € C(X, C) telles que ’application (z, z) — (z, u(z)z + v(z)) conjugue
P, 3 Py avec ¢ € C4(X). Si c € Cy4(X) satisfait, en outre, I’hypothése homotopique
qu’il existe u telle que [¢4]f*([uo])[u2]™" = 1, hypothése que nous ne ferons pas
systématiquement, Py sera conjugué & un polynéme fibré P.» de la forme :

Poro(2) = 2% + ¢y_o(2)2* % + ... + ¢ (z)2 + ¢} ().

1.2 Deéfinitions et généralités

Nous introduisons ici les ensembles de Julia et les ensembles de Julia remplis pour
un polyndéme fibré en généralisant les notions usuelles d’ensembles de Julia. Con-

sidérons :
P: Ci(X)xXxC — C4(X)xXxC

(c,:z,z) — (Caf(x)’PC,t(z)),
pour chaque élément ¢ € C4(X) nous avons un polynéme fibré P, :

P.: XxC —  XxC
(z,2) +— (£(2), Pea(2))

avec, conformément au paragraphe précédent, P.(z) = ca(z)2%+ca_o(2)2* 2 +.. .+
c1(x)z + co(z) et |ca(z)| = 1. Notons également,

Pcr:z = Pc,fn—l(z) o Pc,f"‘z(a:) ©0...0 Pc,:c~

Par analogie avec la dynamique complexe classique, on définit les ensembles de
Julia remplis suivants :

K = {(c,=,2z) € Ca(X) x X x C tels que sup |P[,(z)| < +oo},
neN

K. = {(z,2) € X x C tels que (c,z,2) € K},
K.z = {z € C tels que (c,z,2) € K}.
Les ensembles de Julia proprement dits sont les frontiéres topologiques des en-
sembles précédents :
E=0K, E.=0K,et E;; =0K,.

Nous commencons par préciser quelques propriétés élémentaires de ces ensembles
notamment celles relatives & la compacité et & I'invariance par P~! et P! de K et

K.. La proposition ci-dessous fournit également une borne explicite du diameétre de
K., en fonction de c.
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Proposition 1.2.1 1. K est fermé ;
2. K. et K., sont compacts ;
3. K et K. sont invariants respectivement par P~! et P! ;
4. Ko est plein.

PREUVE.
1. Dans un premier temps on fixe ¢ € C4(X), on définit :

R'(c) = ilel)lg(l + |ca-2(z)| + . .. + |co(z)])

et on s’attache & prouver que R*(c) est un rayon d’échappement pour P,, c’est-a-dire
que si |z| > R*(c) alors pour tout z € X, 2z ¢ K.,. Supposons |z| > R*(c) alors,

Pl o | (leaa@], , |ea(a)]
=5 (el L)

comme |z|* > R*(c) pour tout ¢ > 2 :

Pea(2)| o 5 _ (lcd-z(x)l +...+ ICo(x)I) 1

124] B (0 S Iek

_ :
Posons/\—m,/\>1etd22donc.

|2I*

R(c)

|Pez(2)| 2 > Azl

En réitérant ce petit calcul on obtient :
|Pex(2)| 2 A"z,

donc z ¢ K.

Montrons maintenant que le complémentaire de K est ouvert. Si (¢, z,2) € °K
alors :
3N € N tel que |PY(2)] > R*(c) + 1.

Par continuité, il existe V' un voisinage de (c, z, 2) tel que si (¢/,z/,2') € V on a:
|PY 4 (2)] > R*(c) + 1.

Si V est assez petit pour que ¢ vérifie || — c||oo < 1/2 alors :
R*() < R*(c)+1/2

donc

|PY.(2)] > R* () +1/2
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et par conséquent (c,z’,2') € °K.

2. K. et K., sont des fermés respectivement de X x D(0, R*(c)) et D(0, R*(c)), ils
sont donc compacts.

3. Par définition, u appartient a K, (resp. v appartient & K) si et seulement si
P.(u) appartient & K. (resp. P(v) appartient & K) donc P, }(K.) = K. (resp.
P Y(K) = K).

4. Enfin, supposons par ’absurde qu’il existe B une composante connexe bornée du
complémentaire de K, . Soit zy € B,

3N € N tel que |PY(z)| > R*(c).

Notons 2; un élément de ’adhérence de B tel que :
|P2e(21)] = max [P (2)]-
z€EB

D’apres le principe du ma.ximum appliqué a Pcz, z; appartient au bord de B et

donc & K., Comme |PX (21)| > R*(c), on obtient une contradiction donc Kz est
plein. O
Remarques

1. Le défaut de compacité de K provient du fait que 1’espace des parametres
Ca(X) n’est pas localement compact ;

2. si f est surjective alors K, et K sont totalement invariants par P, et P ;

3. si X est connexe alors K, et K sont pleins.

1.3 Fonction de Green et représentation conforme

Dans ce paragraphe nous allons introduire les deux outils essentiels que sont la
fonction de Green du compact K, . avec un pdle a I’infini et la coordonée linéarisante
de P, . au voisinage de l'infini. Notons (2, €. et Q. ; les différents ensembles critiques
suivants :

Q = {(c,z,2) € C4(X) x X x C tels que P, (z) =0},
Q. = {(z,2) € X x C tels que (¢, z, 2) € Q},
Qcz = {ztels que (¢,z,2) € N}.

Si log, est la fonction sur C a valeur réelle telle que log, (z) = sup(log|z|,0), on
définit pour tout z € C:

G(e,2,2) = Geale) = lim_ —log, |PL(2)]

Cette définition a effectivement un sens et l’obJet de la proposition suivante est de
préciser certaines propriétés de G.
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Proposition 1.3.1 G est bien définie et satisfait :
1. G est continue de C4(X) x X x C dans R* ;

2. Gz est harmonique dans C\ K., et K., est ezactement l’ensemble des z tels
que Gez(2) =0

8. G satisfait I’équation fonctionnelle

G(P(c,z,2)) = dG(c, 7, 2) ; (1.3)
4. c étant fizé, il existe V' (c) un voisinage de c et des constantes A(c) et B(c) tels
que :
sup |G (2) — log || < 243
Tz€X |Z|

pour |z| > B(c) et pour tout ¢ € V(c).

PREUVE.
R*(c) étant le rayon d’échappement défini ci-dessus, pour |z| > R*(c), on a |P.z(2)| >
R*(c) et d’apres la preuve de la proposition 1.2.1 :

Pa(2)l | R(0) =1
9! —_— < ——— e
= S TRO
d’ou :
P..(2
Jog. 1P.(2)] — dlog, ] = fog| P2
R =1Y|_. o

Pour |z2| < R*(c),on a:
|Pez(2)] < (B*(€))*(1 + lea-2(2)| + . .. +|eo(@)]) < (B*(e))™
d’ou :
0 < log, |2| < log R*(c),
0 < log, |Pea(2)| < log(R*(c))™,
[log., | Pez(2)] — dlog, |2]| < log(R*(c))**".

On a donc dans tous les cas pour n > 0et z€ C:

1 n 1 1 .
108, |P2(2)| = s log [P ()| < o log(R (@)

c étant donné, fixons V(c) = {c¢' € C4(X) tels que |lc — ¢|lo < 1}, la suite de
fonctions continues :

Gn ¢ (¢r2,2) —> = log, |P2.(2)]
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converge donc uniformément dans V(c) x X x C vers la fonction continue G.

Si z ¢ K.z, il existe un voisinage de z sur lequel les G, sont harmoniques pour n
assez grand. La fonction G, est donc harmonique dans le complémentaire de K,
et K.. = GZ1(0).

L’équation fonctionnelle résulte du fait que :

Gn(P(c,z, 2)) = dGp41(c, 7, 2)

pour tout n > 0,c € Ce(X),z € X et z€ C.
Quant au dernier point de la proposition, on a pour |z| > R*(c) :

| Pe,z(2)] _ 1| < R*(c) -1

|2 |z|2
d’ou :
) Pez(2)
|G1(¢c, 2, 2) — Go(c,z,2)| < Zllog —==
1 R*—1 1 R*?
< = _a =) L LAY
= 7 log(l | 2|2 ).—dlzlg

Nous avons utilisé ici le fait que si 0 < u < 1 alors |log(1 — u)| < l—f—d Donc pour
|z| > R*(c) :
1 R* (c)

1]z
Posons B(c) = R*(c) + 1 et A(c) = a_—l(R“(c) +1)2 alors pour tout ¢ € V(c) et
|z] > B(c) :

G(c,z,2) — log |z Il_ -

|Ge,z(2) — log|z|| < T(P)

O
Introduisons encore les notations suivantes :
g(c,z) = sup Gez(w)
wWENc,z

r(c,z) = expg(c z)
Uex {z € C,G.z(2) > g(c,z)}.

Enfin,
U = {(C,Z‘, Z) tel que z € Uc,z}:

remarquons que g est une fonction continue de ¢ et £ donc U est un ouvert.

Proposition 1.3.2 Pourtoutc € C4(X) etz € X, il existe un unique isomorphisme
holomorphe ¢, de U,y dans C\ D(0,r.) qui vérifie :

1. le diagramme suivant commute :
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Uc,:r , UCJ(-T)
Pe,x Pe,f(z)
I ca(z)z?
C\ D(0,7(c, )) C\ D(0,7(c, f(z)))

2. La fonction ¢ de U dans C définie par ¢(c,z,2) = p.-(z) est continue.
3. Gle,z,2) = log |pes(2)!.
4. Qcz est tangente a l'identité en l'infini.
PREUVE. Soit R un réel tel que R > g(c,z) et R > 2R*(c). Pour |z| > R on pose :

et @) a(f"(z) ™
pler2.2) = pas(e) =2 1] (1+ @GR ca<w>(Pétz(Z>>“) (1.4

que ’on écrit de fagon plus synthétique :

+o0 1
Peu(2) =2 H (¢n(c, z,2)) @7 .

n=0

La puissance fractionnaire désigne la détermination principale de la racine d"*! -
itme de @n(c,z,z). Pour |2| > R, |pn(c,z,2) — 1] < 55 < % donc d’une part
cette racine est parfaitement définie, d’autre part le produit infini 1.4 converge
uniformément pour |z| > R. Les fonctions ¢, dépendent continuement de c et z, et
sont holomorphes en 2. La limite du produit infini ¢ est donc également holomorphe
en z et continue par rapport a c et z.

Par ailleurs, on constate que pour tout n :

QDn(P(C, z, Z)) = Qan-l-l(cs z, z)d

ce qui entraine toujours pour |z] > R :

@(P(c,z,2) = ca(z)(0(c, z, 2))". (1.5)

Par cette formule on peut étendre ¢., tant que ’on ne rencontre pas les points
critiques de P, ., donc ¢., s’étend en un isomorphisme holomorphe de U, sur
C\ D(0,7(c,z)). En calculant log |, | & partir de 1.4 on trouve directement que
log |pc,z(2)| = G(c, z, z). Enfin toujours d’apres la formule 1.4, ¢, est clairement
tangente a l'identité en l’infini. O

Nous exposons & présent deux conséquences de l’existence des fonctions G et ¢
et de leurs propriétés. La premiere est relative au diametre de K ;, nous avons
déja obtenu une majoration & la proposition 1.2.1 et nous allons maintenant en
donner une minoration. La seconde est une extension d’un critére de connexité des
ensembles de Julia.
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Proposition 1.3.3 Pour tout c € C4(X) et z € X, le diamétre de K., est minoré
par 2.

PREUVE. Il s’agit en fait d’une conséquence immédiate de la théorie du potentiel.
D’aprés la propriété 4 de la proposition 1.3.1, o la constante de Robin de K, est
nulle (o est définie par G z(2) = log|z| + o + o(1) quand z — oo0) donc la capacité
logarithmique (exp(—oc)) de K., est égale & 1 et par conséquent diam(K, ;) > 2,
voir [Doo84] pour plus de détails & ce sujet. .|

Nous allons clore ce paragraphe avec la généralisation, a notre contexte fibré, d’un
résultat de Fatou et Julia qui donne ’équivalence entre la connexité de ’ensemble
de Julia rempli et le fait qu’aucun point critique ne s’échappe.

Proposition 1.3.4 Fizons c € C4(X) alors K., est conneze pour tout x € X si et
seulement si Q. C K,.

DEMONSTRATION.

On note H,.(r) = {z tels que G.z(2) < r}. Sous ’hypothese 2. C K, pour tout
z € X g(c,z) =0et Uz = C\ K¢z pcz est donc une bijection de C \ K., sur
C \ D, par conséquent pour tout r > 0, H,.(r) est un compact connexe de C.

Kc,a: = n Hc,:c("')
r>0

donc K., est une intersection décroissante de compacts connexes.

Réciproquement, supposons que w € ., est tel que w ¢ K.,. Soit V un
voisinage de K f(z) ne contenant pas P .(w), alors P}(V') posséde au moins deux
composantes connexes distinctes V; et V5 qui satisfont,

KzNVi#0et K., NVa#0D

donc K., n’est pas connexe. O

1.4 Semi-continuités de K., et E,,

Ce paragraphe a trait aux propriétés de semi-continuité a la fois par rapport au
parametre c et par rapport au point de la base z des ensembles K, , et E, ,.

Commencons par rappeler quelques définitions et faits élémentaires sur la dépendance
d’une famille de compacts de C. Nous désignerons Comp*(C) ’ensemble des com-
pacts non vides de C muni d’une distance d. Si K; et K, sont des éléments de
Comp*(C), on note :

0(K1, K3) = sup d(z, K3).
z€K)
La distance de Hausdorff 0y sur Comp*(C) relative & d est définie par :

BH(Kl, KQ) = sup(a(Kl, K2), B(K2, Kl))
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Soit A un espace topologique, une application ® : A — Comp*(C) est semi-continue
supérieurement en A si :

O(®(N),®(Xo)) — 0 quand X — A,
® est semi-continue inférieurement en Ao si :
0(®(Xo), @(A)) — 0 quand A — A,.

Si @ est a la fois semi-continue inférieurement et supérieurement alors ® est continue
de A dans Comp*(C) muni de dy. La proposition ci-dessous est une caractérisation
de la semi-continuité supérieure pour une famille de compacts de C. On trouvera
une preuve de ce critére dans [Dou94].

Proposition 1.4.1 Soit (X))aea une famille de sous-ensembles non vides de C.
Considérons H l’espace des (A, z) € A x C tels que £ € X,. Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes : ’

1. Uapplication A — X est semi-continue supérieurement de A dans Comp*(C) ;

2. H est fermé dans A x C, la projection py : H — A est surjective et pour tout
Ao de A on peut trouver un voisinage V de Ay dans A et K un compact de C
tels que X, C K pour A€ V.

On note A I’espace produit C4(X) x X. Si A € A alors A = (¢, z) et on désigne
Ky = K¢z, Ex = Ecz, Gy = Gz €6 P} = P[,. Des propriétés de semi-continuité
par rapport & A on déduira naturellement les propriétés de semi-continuité a la fois
par rapport & c et & x de K et E, ;.

Proposition 1.4.2
1. L’application A — K de A dans Comp*(C) est semi-continue supérieurement.

2. L’application A — E) de A dans Comp*(C) est semi-continue inférieurement.

DEMONSTRATION.
1. En premier lieu on remarque que le rayon d’échappement R*(c) dépend contin-
uement de ¢ € C4(X). Donc si Ag = (cg, Zp) € A, il existe V un voisinage de \g de
la forme

V = {(c, z) tels que ||c — coleo < 1}

tel que pour tout A € V, K, C D(0,R*(cp) + 1). Ensuite, en vertu de la propo-
sition 1.2.1 ’ensemble de Julia rempli K est fermé et non vide, donc d’apres la
caractérisation 1.4.1, A — K est semi-continue supérieurement. O

2. Fixons € > 0 et A\g € A, I'objectif est ici de montrer qu’il existe V un voisinage
de )Xo tel que si A € V alors E), est inclus dans un e-voisinage de E).
Soit I" = {21,... ,2,} un ensemble fini de points de E), recouvrant E), & € prés,
c’est-a-dire :
O(Ex, ') = sup d(w,T) <e.

wEE,\o
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Soit 2y un élément de I', montrons qu’il existe V'(2y) un voisinage de A, tel que :
si A € V(z) alors Ey N D(2,€) # 0.

Comme FE) est le bord de K, nous montrons que D(zp,€) contient & la fois des

points de K, et de son complémentaire pourvu que A soit dans un voisinage assez
fin de Ao.

a. Tout d’abord, K est fermé donc si Z € D(zp,¢e) N °K), alors il existe V1(2) un
voisinage de A tel que Z € °K, pour tout A € Vj(zp).
b. Nous montrons & présent qu’il existe V2(2p) un voisinage de Ag tel que D(z2,¢€)

rencontre K, pour tout A € V,(25). Commengons par fixer R = R*(¢p) +1 et W un
voisinage de Ag tels que K C D(0, R) pour A € W. Définissons pour A € W :

m(}) = sup{m € N, Vz € D(zo, g), |P(2)| < R}.

Par définition, si m(A) est fini il existe z) € D(z, §) tel que |Py" M) > Ret
G(\ 2zy) > Cd~™™ ou C est, compte tenu de la continuité de G, une constante
indépendante de .

Lemme 1.4.1 Soit mg = limsup,_,», m(}), alors my < +o0.

Nous admettons provisoirement ce lemme et nous achevons tout de suite la
preuve du point b ci-dessus. Nous aurons également besoin d’une version élémentaire,
adaptée a notre étude des inégalités de Harnack sur les fonctions harmoniques. La
démonstration assez classique se trouve, par exemple, dans [Doo84].

Lemme 1.4.2 Si H est une fonction harmonique, strictement positive dans la boule
D(0,¢€) alors il eziste une constante universelle k > 1 telle que :

<k (1.6)

Supposons que D(2p,e)NK) = 0, alors m()) est fini et G(A, z) > 0 pour tout 2 de
D(29,€). Comme nous I'avons souligné plus haut, dans ce cas il existe zy € D(20, )
tel que G(A,2)) > Cd~™™. Des inégalités de Harnack .1.6, on déduit Iexistence
d’une constante C’ telle que pour tout z € D(z,£), G(),2) > C'd™™N. Si A
est assez proche de Ao alors en vertu du lemme 1.4.1, m()\) < mg et ’hypothése
D(zp,€) N K = 0 implique que G(A,2) > C'd™™°, pour tout z € D(z, £).

Par ailleurs, G est une fonction continue telle que G(\g, 2zp) = 0. 1l existe donc
Va(zp) € W un voisinage de Ag tel que pour tout A € Vo(z), G(A, 20) < C'd~™o,
cela implique en particulier que D(2o,€) N K # 0@ pour tout A € Va(2).

PREUVE DU LEMME 1.4.1.
Supposons par ’absurde que :

lim sup m(A) = +o0.
A—=Xo
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Soit (An)nen une suite de A convergeant vers ) telle que m(\,;) = m, soit une suite
strictement croissante de N. Pour tout z € D(2o, §) et pour tout n € N :

|P(2)| <R, Vk>n.

Or, par continuité Py;* — P7* quand k — +o0o donc :
€
Vz € D(zo, 5)’ |Py~(2)] < R.

Comme cette derniére inégalité est valable pour tout m, et que m, — +oo, on en
déduit que D(z, §) C K, ce qui signifie que 2z appartient & I'intérieure de K, et
contredit donc le fait que zy € F,. O

DEMONSTRATION DE LA SEMI-CONTINUITE INFERIEURE.
On note V(20) = Vi(20) N Vz(2p) et on pose :

V= ﬂ V(Zo).

zo€l’

V est un voisinage de Ag qui vérifie si A € V et 2 € T alors D(z,¢€) rencontre a la
fois K, d’apres le point b et C\ K, d’apres le point a. Donc D(z,¢€) rencontre E)
ce qui montre que E), est contenu dans un 2e-voisinage de E) pour tout A € V.
D’ou A — FE, est semi-continue inférieurement au point A,. : O

1.5 Ensemble stable par chaines

Nous introduisons dans ce paragraphe, l’ensemble stable par chaines qui se révélera
au cours de I’étude étre un sous-ensemble de ’intérieur de K. L’introduction d’un
tel ensemble est motivé par le désir de généraliser & notre cadre fibré, la notion de
bassin des orbites périodiques attractives et d’étendre certaines propriétés de ces
bassins (comme par exemple le fait qu’ils contiennent toujours un point critique) &
certaines composantes de l'intérieur de K.

Précisons, tout de suite, ce que nous entendons par pseudoorbite dans cette
étude.

Définition. Soient € > 0 et (z,2) € X x C, on appelle e-pseudoorbite issue de
(z, 2) une suite (yn,) = (f™(x), zn) avec 2z, € C telle que :

.ZO=Z

e |zp41 — Pegnz)(zn)| <€ VR eN

Par rapport a la notion usuelle de pseudoorbite nous imposons que la premiere
coordonnées de la suite (y,) soit une véritable orbite de f.

Si c € C4(X) et € > 0, on définit U.(e), ’ensemble des couples (z,z) € X x C
tels que toute e-pseudoorbite issue de (z, z) est bornée. On note :

U = U UC(E) )
e>0
Uez(e) = {z€C tels que (z,2) € Ue(e)} ;
Uz = U Uezle).
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On note également F, ; I'intérieur de K, ;. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, pour
ne pas alourdir le texte inutilement, on oubliera le parameétre ¢ dans les notations
de Uz, F¢z, P,z et K.z que I'on écrira plus simplement U, F;, P; et K.

Proposition 1.5.1 U, . vérifie les propriétés suivantes :
1. U,, est un ouveﬂ inclus dans F; ;
2. U, est invariant par P! : (z,2) € U, <= P.(z,2) € U, ;
3. les composantes connezes de U, , sont simplement connezes.

PREUVE.

1. Si z € U.z(€) alors 2z € K., car 'orbite de (z, z) est bornée. On note & le
supremum de |P; | sur K., k est fini et P, est une fonction k-lipschitzienne sur
Kc'xo
Soit z € U z(€) et supposons que 2’ € D(z, %), alors P, ;(2') € D(P..(2), %) et par
conséquent 2’ € U, z(§). Uz est donc un ouvert de K. inclus dans F.

2. Supposons que (z,z) € U,z(g), soit (yn)nen une e-pseudoorbite issue de
P,(z,z). On définit (y,) une e-pseudoorbite issue de (z, z) en posant y = (z, 2) et
Yn41 = Yn. Par hypotheése (y;) est bornée donc (y,) I’est également ce qui prouve
que P,(z,z) € U, z(¢).

Réciproquement, supposons cette fois que P.(z,z) € U.z(€) et montrons que
toute Q%-pseudoorbite (yn) issue de (z,z) est bornée. On considére alors (y,) la
suite définie par : yy = (f(z), Pez(2)) et ¥}, = yn41 pour n > 1. Par construction,

(y5) est une e-pseudoorbite issue de (f(z), P.z(2)) qui est bornée donc (y) l'est
également, d’ot z € Uz (5%)-

3. Nous démontrons le dernier point par ’absurde. Supposons qu’il existe z
dans X et v un lacet inclus dans U.,; non homotope & un point. On note C, la
composante connexe bornée de C\ v, A = C,NU,,, C} = P7,(C,) et A™ = P2, (A).

On admet provisoirement le lemme ci-dessous :

Lemme 1.5.1 Soient x € X et vy un lacet de U,,, il eziste e, > 0 tel que pour tout
z de v, (z,z) € Uc(er)-

’ rd ’ ’ 3 3 8 3
€; étant donné par le lemme précédent, choisissons 0 < € < 7;3— et z € A. Soit

(yn) = (f™(z), 2n) une e-pseudoorbite issue de (z, z) qui est non bornée.
On définit ng ’entier tel que 2,,—; € C,’;°‘1 et zn, ¢ C3°. Alors, d’une part

Pc,f“O‘l(z) (zno-l) € C;lo

et d’autre part
d(zno) Pc,f"o—l(z) (zno—l)) <e
donc d(zp,, P72(7)) < €.
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Choisissons yn, € P12(7), yno = Fr3(y) tel que d(2ng, yn,) < €, et considérons
(v2) la suite définie par :

n

Y, = PI.(y) pour n < ng et y;, = 2, pour n > ng + 1.
(f*(z),ys) est une g;-pseudoorbite issue de (z,y) ; en effet, d(2q,, ¥n,) < € donc
A(Pe,fm0(2)(Yno)s Yno41) < ke +€ < er.

Cette pseudoorbite est non bornée par construction, ce qui contredit le choix de
£€1. O

PREUVE DU LEMME 1.5.1. Pour 2z € 7y on définit

e(2) = sup{e, tel que z € U ,(¢)}-
e>0

e(z) est finie car (z) < R*(c), le rayon d’échappement de P..
Montrons que £(z) est semi-continue inférieurement par rapport & z. Pour cela
supposons que € < €(z) et fixons § > 0 tel que g9 < €9 + § < €(2).
Si |z — 2| < & alors |Peg(2) — Pz(2')] < § et toute (g0 + §)-pseudoorbite issue de
z' est bornée donc £(2') > g et par conséquent & est semi-continue inférieurement.
Il en découle que

1 = inf(e()

est strictement positif et v C U, ;(€1)- O

Exemple : Si¢(z) = (¢4, Ca—2, - - - ,Co) st une constante, alors P, ; = cqz?+cg—22972+
...+cp, U, est indépendant de z et coincide avec les bassins d’attraction des orbites
périodiques attractives du polynéme P, ;.

Nous allons & présent nous attacher a la description des composantes connexes
de U;. Désignons V, I'une d’entre elles et rappelons que 2., = €2, est I’ensemble
des points critiques de P;. De la méme fagon que les bassins immédiats des orbites
périodiques attractives contiennent toujours des points critiques, nous allons montrer
que PZ(V;) rencontre Qsn(;) pour une infinité d’entiers n. On note encore V' =
Pr(Vy) et :
A(Vz) = {n > 0 tel que Qsnz) NV # 0}

Proposition 1.5.2 A(V;) est infini et si A(Vy) = {no,... Nk, Nkt1,-..} alors il
eziste N(V,) un entier tel que :

nk41 — ke < N(Vz).

PREUVE.

Soit zg € U, et €9 > 0 tel que 2o € Uy(2¢y). Considérons ¢, une représentation
conforme de D sur V* telle que ©,(0) = P?*(2) et notons By, = @5+, © Pyn(z) © @ ;
B, est un produit de Blaschke de degré au plus d. Les ¢, sont normalisées de telle
fagon que si Qfn(z) NV = 0 alors B, = id.
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Figure 1.1: Représentation conforme de V[

Remarquons tout d’abord que d(P2(20), V) > 2€0, donc d’apres les estimations
de Koebe |¢] (0)| est majoré et minoré par des constantes strictement positives. Il
en résulte que (¢,)nen est une famille normale de fonctions univalentes. Soit 7o le
réel, 0 < ro < 1 tel que pour tout n € N, d(v,(D(0,70),8V)) < €.
To étant donné, il existe §y = dp(€o, 7o) strictement positif tel que si u,v € D(0,7y),
lu — v| < & alors :

|on(u) — pn(v)] <€ Vn €N

A une Jp-pseudoorbite pour la suite des B, restreints & D(0,7q), c’est-a-dire une
suite (wn)nen telle que wy = 0, w, € D(0,7¢) et |Bn(wn) — wnt1| < do, On associe
(f™(z), 2,) une eo-pseudoorbite issue de (z, z) en posant 2z, = @n(ws).

Si N = 6 + 1, nous allons prouver que les produits de Blaschke (Bp)n<n ne
0

peuvent pas tous étre égaux a l'identité.
Soit w un élément de S(0, 7o), notons w = ree?. On définit (w,)ren une suite de
D(0, 7o) par :

o w, =ndpe pour0<n<N—-1;
® WN =W.

Si maintenant w est précisément un élément de S(0, 7o) tel que d(pn(w), OVN) < o,

notons Z un élément de OV, tel que d(¢n(w), Z) < €0. Z ¢ Uyn () considérons donc

(f*(fN(2)), Zn)nen une go-pseudoorbite issue de (f¥(z), Z) qui soit non bornée.
On définit alors (z,)nen la suite :

Zp = @p(wp) pourn < N —1;
e 2y=2;
® 2, =Z, nypourn > N.

Si Qnzy NV} =0 pour n < N, alors pour n < N — 2 :

le“(tt)(zn) - zn+1| = |§0n+1(wn) - ‘Pn+1(wn+1)l < &o.
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Comme
'|Pf~—1(z)(ZN..1) - Zl S 260,

(f™(z), 2n)nen est une 2eqo-pseudoorbite issue de z, elle est non bornée par construc-
tion ce qui constitue une contradiction. En définitive, ng < N.

Ensuite, on peut refaire la méme démonstration & partir de P™*! (N ne dépend
que de gq et de dp qui eux-mémes ne dépendent que de 2,) pour finalement en déduire
que A(V;) est infini et que ngyy — nx < N pour tout k € N. O

Conservons les notations précédentes et considérons W, la composante connexe
de F; contenant V, ; posons W = PX(W,). Si 2z, est un élément de V, on note
h, une représentation conforme de W telle que h, : D — W et h,(0) = P2(2).
Enfin, pour 0 < 7 < 1, on définit K] un compact de W} par :

K; =hp,{z €D tels que |z2] <1-7}.
Théoréme 1.5.3 Pour tout 7 €]0;1/2[ il existe un entier p = p(Vg, 7) tel que :
PP(K{) C K"

PREUVE. On note Bj = hj}; © Pyi(z) © hj. B; est un produit de Blaschke de degré
au plus d qui fixe 0, il s’écrit donc sous la forme :

4 z2—d
BJ(Z) = )\Jzﬂm

avec |Aj| = 1 et |al| < 1. Nous savons d’aprés la proposition précédente que pour
une infinité de j (les éléments de A(V;)), il existe 7 < d tel que |a!| < 1.

Le lemme suivant apporte une précision & cette derniére inégalité. Il constitue
I’élément essentiel de la preuve du théoreme 1.5.3.

Lemme 1.5.2 Il eziste 6; = 6;(Wy, 20), 0 < &; < 1 tel qu’une infinité de a{ vérifie :
la]| < &1.

PREUVE DU LEMME 1.5.2.

La démarche suivie est formellement la méme que celle de la proposition précédente.
On se donne 2z € U,(2¢9) et on raisonne par ’absurde en construisant une 2¢o-
pseudoorbite issue de zp qui soit non bornée.

2o € Uz(2¢0) donc d(P2(2p), OW}) > 2g¢. Comme précédemment les fonctions h,
forment une famille normale et il existe 79, 0 < 7o < 1 tel que d(h,(D(0,79)),0W?) <
€o.-

Ensuite, on définit §g = do(€g, 7o) le réel tel que si u et v appartiennent au disque
D(0,7¢) et si |u — v| < &, alors |hn(u) — hn(v)| < € pour tout n de N.

Pour tout z €D, 5 € N et ¢ < d nous avons :

J jj2
z—a; ; 1—|a;
1-a;z 1—-a;z



d’ou la minoration :

1

Z —

. 1—|dl]?
> Jad| - 1=lol

o
—alz |1 —alz|

Supposons que pour tout ,7, 1 — |al| < €, € est un réel qui sera fixé un peu plus
loin. Si |2| < 7, alors |1 — @lz| > 1 — ry et par conséquent :

2¢e
1—1"0.

z—al

> |a]| -

=3
1 - aiz

Fixons maintenant € de telle maniere que :

2+/€ d d do
<1let (1—e)—-29e>1— >, 1.7
oo Stet 1-e)-20e21-5r (1.7)
alors pour |2| < 7p :
—d )
220 > |dd| - VG,
1—-alz
d’ou
d j d
z—al ;
———| = IIUall - Ve)
,-];](:, 1—alz ,-l____lc:, '
d -
> T]lail - 20VE > (1 - ) — 24VE
i=0
Si € satisfait les inégalités 1.7, toujours pour |z| < 79, nous avons :
o o
|Bi(2)| = |2|(1 — 5-) = [2] — - (1.8)
21‘0 2

Il s’agit & présent, comme lors de la proposition précédente, de déduire de cette
minoration une 2¢g¢-pseudoorbite issue de zy qui soit non bornée.

Soit N un entier assez grand que ’on précisera un peu plus loin et w € S(0, 7).
Dans un premier temps, nous construisons une suite (wp)n<ny d’éléments de D(0, 7o)
telle que wy = 0, wy = w et |Bp(wn) — wnt1| < d. On procéde par récurrence
descendante sur ’entier 7 en posant wy = w. Ensuite, supposons que w, est défini
pour n > 0, alors :

e si jwn| < 8 on pose wp—1 =0 ;

b SiIlOIl Wn = new n — n i t 8 it n—1 ’1’
on pose w 60 € et on définit w un élement
quelconque de Bn_ll(wn).

Par construction |Bp—1(wn-1) — wn| < 8o et compte tenu de la majoration 1.8 :

- ] )
lwn_1] < |@a] + ‘29 = Pn — 50-
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On construit ainsi la suite (wp)n<ny qui vérifie en outre
o
|wn] < 70 = (N = (n)) -

Fixons N le plus petit entier tel que ro— (N — 1)%Q < &p. Avec un tel choix |w;| < &
et wp = 0.

Si maintenant w = wy est précisément un élément de S(0, rp) tel que d(hy (w), OWN) <
€0, notons Z; un élément de W)Y tel que |hn(w) — Z1| < &o. Z1 € 8K yn (5 donc il
existe Z, un élément du complémentaire de Kyv+1(5) tel que |Pyr(5)(Z1) — Z3| < €.
On définit alors (2n)nen la suite :

e 2z, =hy(w,) pourn< N —1;
e 2y =12y ¢et zny1 = 2o
® 2, = }‘,I.ﬁ(‘xl)(Zg) pour n > N + 1.

Pourn<N-2:

IPf"(z)(zn) — Zog1| = |has1(Ba(wn)) = hasa(wni1)| < €0
et

| Pgv-1(gy(2n-1) — 2n| < |An(BN-1(wn-1)) — hn(wn)| + [hn(ww) — 23] < 2¢0.

(f™(z), 2n)nen est une 2¢¢-pseudoorbite issue de 2o ; elle est non bornée ce qui
constitue la contradiction attendue. Par conséquent, il existe j € N et 7 < d tels
que |al| < 1 —¢e = 4,. Ce premier point étant acquis, la démonstration fonctionne
également avec PJ*! et PJ*1(z) car les différentes constantes eo, To et &g sont
inchangées. On en déduit en définitive qu’il existe une infinité de a tels que |a?| < é;.
O

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1.5.3.

d; étant donné par le lemme précédent, soit J l’ensemble des entiers j, tels qu’il
existe un élément a]” de module strictement inférieur & 1 — §;. Fixons maintenant
1>7>0et KJ =ho({|]z] <1—17}) et notons:

Zz—a

1-6 1—-az

.

= max
{lals1-61}x{|z|<1-7}

D’une part é2 > 0 et d’autre part
|Bjo...oB;joBy(2)| < |2|(1— 82)F@),

ou k(j) = cardJ N {1;2;...5}.
D’apres le lemme 1.5.2, k(j) — +oo quand j — +oo. Il existe donc p € N tel
que si 7 > palors (1 —7)(1 —62)F0) <1—27, et pour || <1—7:

lBjO...OBlOBo(Z)l S1—27',

27



d’otl, en particulier P?(K{) C K2". O

Nous ferons appel plusieurs fois & ce théoreme au cours du chapitre suivant.
Mentionnons tout de suite, une conséquence importante qui correspond & un début
de classification des composantes de F.

Corollaire 1.5.4 Si V. est une composante conneze de U, et W, la composante
conneze de F; qui la contient, alors en réalité V, = W,.

PREUVE. 1l s’agit en fait d’un corollaire de la preuve du théoréme précédent.
Reprenons les notations précédentes, soit zo € Uz(2c0) N V; et k la constante de
Lipschitz de P, nous obtenons alors ’inclusion :

€
D(PZ(20), ) C Upna)(€o).

Considérons z € W, et Z = hg!(z), il ressort de la preuve du théoréme précédent
que
|Bjo...0B;oBy(Z)] — 0 quand j — +o0,

donc |P?(2) — PZ(zp)| tend également vers 0 et d’apres I'inclusion précédente si N
est assez grand P (z) € Upn(z)(€0)- O
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Chapitre 2
La cardioide principale généralisée

Nous concentrons désormais nos efforts sur le cas des polyndmes quadratiques (d =
2) et nous supposons conformément au premier chapitre que :

P..(2) = ca(z)2® + co()

ou ¢ = (cz,¢p) est un élément de C2(X). On note M(X) le lieu de connexité pour
les polynémes fibrés de degré 2, c’est-a-dire les ¢ € Co(X) tels que pour tout z de -
X, K.z soit connexe.

L’objet de ce chapitre est de définir un sous-ensemble ouvert du lieu de connexité
Mo(X), qui généralise & notre contexte fibré-la cardioide principale de I’ensem-
ble de Mandelbrot. Nous voulons que les éléments de My(X) conservent cer-
taines propriétés de ceux de la cardioide comme, par exemple, le fait que I’ensem-
ble de Julia rempli corespondant soit un quasidisque. Nous souhaitons également
que le polyndéme fibré P, soit uniformément hyperbolique dans un sens que nous
préciserons.

2.1 Enoncé du théoreéme principal

Dans un premier temps, on détermine une borne explicite des ensembles de Julia
remplis corespondant & des parametres de M(X).

Proposition 2.1.1 Si K, est conneze pour tout z (0 € K. ;) alors K., est inclus
dans D(0, 2).

DEMONSTRATION. Soit ¢ € M(X), on note R = sup sup |2|.
T€EXzEKe,z
Supposons que R > 2 et fixons € > 0 tel que R > 2 + 3¢ > 2. Soit z € C tel que
|z| > R — € > 2, alors
|e2(z)2% + co(z))|
||

Or, co(x) € K¢, f(z), donc |co(z)] < R et

@) _ _R
T = R-

|co(2)]
2| -

2 |2 -

€ €
< = =
5_1+R+O(R)

29



|co(2)| £ €
Lt b2 BN —_—e -1 = = -
|z] 2] > R—e-1 R+0(R)
> 243 —e—1—<+o0(%)
R R
> 14e=2A
donc p
| C,:C(z)l > A > 1.
|2

En itérant ce calcul on obtient pour tout n € N, |P2,(2)| > A"|z|, donc z ¢ K et
par conséquent :

Vze K.z, |2l <R—ck,
ce qui contredit la définition de R et prouve en fin de compte que R < 2. O

Remarques.
1. La proposition fournit également une borne du lieu de connexité par 2.

2. La majoration précédente est en fait optimale comme le montre 1’exemple
c(z) = (ca(z), co(z)) = (1, —2) auquel cas K., = [-2;2].

Précisons encore quelques notations. Si ¢ € M(X), on notera F,, = Z,z et F, =
{(z, 2) tels que z € F,;}. D’une fagon générale, d désignera la distance euclidienne
standard de C. Si V est un ouvert connexe de C contenant a, dy désigne la distance
hyperbolique relative & V' et By (a, R), la boule hyperbolique ouverte de centre a et
de rayon R.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme principal de ce chapitre.

Ce théoreme donne des caractérisations équivalentes des parametres qui appartien-
nent & My(X).

Théoreéme 2.1.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. il ezistek > 1 et ry €]0, 1] tels que pour tout = de X il existe ., un homéomorphisme

de C k-quasiconforme, prolongeant w;}; et vérifiant ®,(0) = 0 et pour |z| > 1o :
Pez(®:(2)) = ¥4z (ca(z)2?).

2. Il existe mp > 0 et une famille (V;)zex de domaines de Jordan vérifiant pour
toutx € X :

D(O,mo) C ‘/:z: C Fc,:c: Pc,-’c(_‘Z) - Vf(z)
et
mod(P (Vi) \ Vz) = mo.

3. Pour tout z, F,, est conneze et non vide, et il existe k > 0 tel que :

dFjn(s (0, Per(0)) <k Vz € X, Vn € N.
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4. Pour tout z, F,, est conneze et non vide et il existe C > 0 et u > 1 tels que :

l(P;‘z)’(z)| >Cu" VzeX,VzeE,,, VneN.

5. Pour tout z, F, . est conneze et non vide, F, est ouvert et il existe A €]0; 1]
tel que pour tout compact A C F, il eziste C > 0 tel que :

(P2 ey (P(2))| < CA" ¥(z,2) € A, Vn €N, ¥m e N.

6. Pour tout z, 0 et P.,(0) appartiennent d la méme composante conneze de
Fef(z) et il existe N > 1 et A €]0;1[ tels que :

|(PNmy) (PR (0))| < A ¥z € X, Vm e N.

7. Pour tout z, U, . est conneze et non vide et il existe €9 > 0 tel que pour tout
z € X, toute eo-pseudoorbite issue de (z,0) est bornée.

On appelera My(X) ’ensemble des parametres ¢ € M(X) qui satisfont ’'une de
ces sept propriétés. Mentionnons tout de suite, quelques conséquences immeédiates
du théoréme ci dessus.

1. La propriété 2 garantit que Mg(X) est un ouvert de M(X) pour la topologie
de la norme uniforme.

2. Si c € Mo(X) alors U, = F et F, est un ouvert de X x C.

3. Si f est un homéomorphisme de X, alors P, admet une unique section invari-
ante attractive, c’est-a-dire une application continue o : X — C telle que

P, .(a(z)) = a(f(z)) et a(z) € F,, pour tout z de X. Pour s’en convaincre,
il suffit de poser :

a(@) = () P2y (B o 0:28) ).
neN

Signalons dés a présent que dans la propriété 2, il n’est pas nécessaire que les
domaines V, soient des domaines de Jordan. En effet, compte tenu des minora-
tions du diametre intérieur de V, et du module de I'anneau P;!(Vj()) \ Vi, les
distances d(8P;(Vf(z)), Vz) sont uniformément minorées. Ainsi, si V; est un ouvert
simplement connexe, il est toujours possible de le réduire légérement pour obtenir
un domaine de Jordan (et méme si nécessaire avec un bord analytique) tout en
conservant la propriété 2.

Avant d’aborder la preuve de ce théoréme au paragraphe suivant, nous présentons
maintenant quelques exemples d’éléments de My (X).

e Sic(z) = (1,7) avec v un élément de la cardioide principale de M alors pour
tout z € X, K.z = K,, ou K, est le Julia rempli de z — 22 + 7.
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e Si ¢ = (c2,¢c0) appartient & M(X) avec |co(z)| < 1 alors ¢ € Mo(X). Tout
d’abord, on constate que D(0,1) C K, car,

1 1
|z| < 5 = le2(z) 2% + co(z)] < 5

On pose V; = D(0, %) et d’aprés la caractérisation 2 on en déduit que ¢ €
Mp(X). Soulignons que ce cas a déja été étudié partiellement par S. Heine-
mann (cf [Hei96]) lorsque X est le Julia d’un polynéme complexe.

Enfin, nous donnons un exemple de parameétre de M(X) n’appartenant pas a
My(X), qui illustre dans quelle mesure des phénomenes nouveaux (par rapport a la
situation classique) peuvent intervenir.

On construit un compact X, f une application continue sur X et une fonction
¢ € M(X) telle que pour tout z, U, = F,, est connexe non vide et 0 € U, ; bien
que ¢ € Mo(X). Notons X le compact de R suivant :

X ={0}U{r, neN}U{2).

f la fonction continue de X dans X définie par :

o f(0)=0et f(2)=2;

e f(1)=2;

o f(3)=miysin>1.
Il reste & définir la fonction ¢, soit 0 < § < 1, on pose :

e c(0)=0cetc(2)=0;

. c(%) =61 —-4§"sin > 0.

En premier lieu c est une fonction continue de X et K.o = K., = D. Ensuite,
notons a, = 0™, par récurrence, on montre trés facilement que :

Kc,l/n NR = [_am an]-

Ce qui prouve, d’une part, que 0 € K,1/» et d’autre part, que d(0,0K;1/n) < |an| ;
donc ¢ € M(X) par contre ¢ € Mo(X). En outre, Py ,,(Ueasn) = Uz et Uz =
U.o = D donc, pour tout z de X, U., = F.;. Remarquons également que dans ce
cas pour tout z € X, K., est un k;-quasidisque.

Cet exemple montre bien la nécessité d’avoir des constantes uniformes (par rap-
port & z) dans I’énoncé du théoréme. La compacité de la base, ne suffit pas & garantir
a priori cette uniformité.
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Figure 2.1: Exemple de Julia fibré.

2.2 Preuve du théoréme principal

Ce paragraphe est entiérement consacré 4 la preuve du théoréme 2.1.2. La démonstration
s’articule autour des propriétés centrales 1, 2 et 3, & partir desquelles nous allons
déduire toutes les autres.

La premieére étape importante sera donc de montrer ’équivalence entre ces trois
propriétés. En second lieu, on établira ’équivalence entre 2 et 3 d’une part et 7
d’autre part. Ensuite, on s’attachera & prouver la suite d’implications 2 = 5 = 6 =
7. Enfin, le dernier pas résidera dans la preuve de I’équivalence entre la propriété 4
et toutes les autres.

Signalons que, comme au chapitre précédent, par souci de lisibilité et de clarté,
nous omettrons le parametre c dans les notations de P, ;, K¢z, Ecz, Fez €t Ucz que
nous écrirons simplement P, K., E., F; et U,.

Nous nous attachons en premier a I’équivalence des propriétés 1 et 2. Remar-
quons que la propriété 1 implique, en particulier, que I’ensemble de Julia est un
k-quasicercle, puisque pour tout z, E, = ®.(S?).

PREUVE DE 1 = 2

Posons V; = ®.(D(0,70)) et W, = P;1(Vj(,)), alors par hypothése P, (V;) =
®4(z)(D(0,72)). 1l suffit pour démontrer 'assertion 2 de s’assurer des minorations
du diamétre intérieur de V; et du module de ’anneau V() \ Pz(V;). Comme @, est
k—quasiconforme :

%mod(D(O, ro) \ D(0,73)) < mod(Vy(z) \ Px(Vz)) < kmod(D(0, 7o) \ D(0,73))

d’ot : - 1
< —_- —) < 7).
mo < ~5=log (=) < mod(Vyco) \ Pa(72)

Par ailleurs, les applications ®; forment une famille normale. En effet, elles sont

k-quasiconformes et sont tangentes & l’identité en l’infini. Il en découle ’existence
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d’une constante m; ne dépendant que de k et de 7q telle que :

D(O, ml) C q)z(D(O,To)) = 1/3

PREUVE DE 2 =1
V; étant donné on note W, = P;1(Vy(y)) et A(z) = W, \ V;.

Lemme 2.2.1 Il existe k > 0 tel que pour tout z de X il exziste n, un difféomorphisme
k-quasiconforme de C, holomorphe sur V() qui coincide avec l’identité sur le complémentaire
de Wy(s) et qui vérifie : nz(c(z)) = 0.

_ Vérifions tout d’abord que ce lemme permet effectivement de conclure. Soit
Py = n; 0o Py, pour tout £ € X. On définit 03, un champ d’ellipses, en prenant o le
champ de cercles sur °K,; U V,, et en le choisissant invariant par P, sur :

O (2) " (atsmi@n)

n=0
avec la convention P;! = Pgn-1(z)0...0 F;.

- \-1 :

Comme les ensembles A(z),..., (P,',‘) (.A( f"(z))) ,- .., sont disjoints, o, est
bien défini. Notons p, le coefficient de Beltrami de o, et prolongeons p, sur les
parties de C ol p, n’est pas encore défini en posant pu:(2) = 0. Par construction,

les cercles ne sont distordus qu’a la premiere itération car P, est analytique sur le
complémentaire de .A(z), donc :

11—k
Vz € X, |tzllo <

1.
- 1+f<a<

Considérons alors ¥, la solution de I’équation de Beltrami :

_ Ot
oY,

telle que %:(0) = 0 et %, est tangente & l'identité en I'infini. Par construction,
Yi@) o Pro 97! est une application holomorphe de degré 2 avec le point et la valeur
critique en 0 donc sz © By 0 971(2) = ca(z)22.

Remarquons que P, = P, sur le complémentaire de P, (Ws(z)) et que 9, est holo-
morphe sur V. Nous avons également, du fait de la k-quasiconformité de 1), :

7.

mod(D\ (%)) 2 mod ($a(Wa) \ $=(%2)) > o,

et

mod (]D \ z/)x(P;l(Wf(z)))) > Co,
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ou Cj est une constante indépendante de z. Du théoréme extrémal de Grotzsch, on
tire I’existence d’un réel 0 < ro < 1 tel que pour tout z de X :

Y2 (P ' (Wy(n))) € D(0, 7).

On obtient alors la propriété 1 en considérant &, = ;1.

PREUVE DU LEMME 2.2.1.
Comme nous ’avons déja remarqué on peut supposer que le bord de A(z) est con-
stitué de deux courbes analytiques. En fait, quitte a réduire encore un peu les ouverts
Vz, on peut supposer que ces courbes sont des K-quasicercles et que A(z) est I'im-
age de I’'anneau D \ D(0,1/2), par H4(;) un difféomorphisme K-quasiconforme, de
norme C! uniformément bornée en z.

Soit 8, une représentation conforme de Vj(;) sur D avec 6,(0) = 0 et 6,(c(z)) =
az. Soit ¢, la bijection holomorphe de D définie par :

zZ4+a,
1+ za,

Pa. (2) =

On pose alors, 7, = 0710, 06,. Pour 'instant 7, est définie sur V}(z), holomorphe
et vérifie 7, (c(z)) = 0. Nous pouvons alors, prolonger 7, de fagon k-quasiconforme
a A(f(z)) pour coincider avec l'identité sur le bord extérieur de Af(;). En effet, par
H 4(#(z)), on se raméne au probléme du recollement entre un difféo de 6.D(0,1/2) de
norme C! bornée, avec 'identité sur S!. Cette opération ne pose aucun probléme

et fournit une extension k-quasiconforme de 7, qui coincide avec 1’identité sur OW,,.
O

Remarque. De la preuve ci-dessus on déduit que la propriété 2 implique en parti-
culier I’égalité :

Fr= U EH (Vin) (2.1)

neN

PREUVE DE 3 = 2

On démontre sous la forme d’un lemme le point le plus important de cette implica-
tion.

Lemme 2.2.2 Sous les hypothéses de la proposition 8. il existe p > 0 tel que
d(PF(0), Egnia)) > p.

PREUVE
Ce lemme tient essentiellement au théoréme et aux estimations de Koebe (voir
[Dur86]). Nous allons dans un premier temps montrer qu’il existe o > 0 indépendant
de z tel que D(0,do) C F.

z étant fixé dans X, soient &, = d(0, E;) et h, une représentation conforme de
D sur Fy() telle que hz(0) = c(z) et on note a; = h;'(0). En vertu du théoréme
1/4 de Koebe nous avons :

|h(0)] < 4d(c(z), Eya)) = 40
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En appliquant cette fois, les estimations de distorsion de Koebe 4 la fonction h, /4.,
on déduit :
d(0, Ef()) < ki6;
ou k; est une constante qui ne dépend que de k.
Si 6, est “trop petit”, c’est-a-dire s’il existe A < 1 tel que 6; < 73‘;, alors
d(0, Ef(z)) < Ad; et par induction d(0, Efn(z)) < A"J;. D’olr :
lim d(O, Efn(z)) = 0.

n—+-o0o

Comme 0 se rapproche arbitrairement de Eyn(;) et que ¢(f™(z)) est & une distance
hyperbolique bornée de 0, nous pouvons en déduire que ¢(f™(z)) tend vers 0 quand
n tend vers I'infini. Plus rigoureusement, notons d»(z) = d(0, Efn(s)), alors 6?,.(@ =
d(c(f™(z)), Efn(z)) et d’apres les inégalités de Koebe, il existe une constante k; =
ko(k) telle que :

|c(fn($))| < k26‘%"(z)1
d’ou

. n _
lim_[e(f"(2))| = 0.

Or, nous avons déja souligné (exemple 2 du paragraphe précédent) que si
1 1
le(f™(z))| < = alors D(0, 5) C Kyn(z),

ce qui contredit le fait que d(0, Eyn(z)) tende vers 0.

Maintenant que nous avons établi que d(0, E;) > do, en appliquant les inégalités
de Koebe, nous déduisons immédiatement que les représentations conformes de F;
centrées en 0 forment une famille normale et qu’il existe p > 0 tel que :

Br,(0,k) C {2, d(z,E;) > p},
ce qui acheéve la preuve du lemme 2.2.2. O
Notation : pour tout n € N, z € X et pour y € f~"(z), cj(z) = P;}(0) désignent les
points postcritiques d’ordre n appartenant & K, avec la convention c2(z) = 0.

D’apres le lemme de Schwarz, il existe 0 < 7 < 1, tel que dans Bpg,(0,2k) les
longueurs hyperboliques soient uniformément contractées d’un facteur (1 — 7) par
les applications P;. Posons :

Ve = U B, (cZ(m), k)
neN, yef-"(z)

Vz est un ouvert simplement connexe et par hypothése V; C Bp, (0, 2k). De plus, en
vertu du lemme 2.2.2, il existe §; > 0 tel que pour tout z de X, D(0,6;) C V.
Par ailleurs,

PVAC U Bry(PgE), @ -nk),
neN, yef—n ()
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donc P;(V;) est relativement compact dans Vy,) et plus précisément :
dF!(z)(Pz(V;), an(:r)) Z Tk.

D’aprés le lemme 2.2.2, d(P;(c}(f(2))), Ef(z)) = p, donc il existe §; indépendant de
z tel que :

d(Pz(Vz), 0Vf(z)) 2 b2

Comme le diameétre de Vj(;) est minoré et majoré il existe d3 > 0 tel que :
mod(Vyz) \ Px(V7)) = bs.

a

PREUVE DE 2 = 3

Si U C V sont 2 disques topologiques, on note diamy (U) le diameétre hyperbolique
de U relativement a V. Pour tout z de X, V, C F; donc :

AFpn(ey (0, P2 (0)) < dvjnyy (0, P2(0)) < diamy (P2 (V2))
< diamvmz) (an-l (z) (an-l (z)))

Par hypotheses pour tout y de X le diamétre euclidien de V,, est majoré par 4 et
minoré par mgy. De plus :

mod(F;(V;) \ %) > mo.

Du théoréeme extrémal de Grotzsch, on déduit ’existence d’une constante k =
k(mgo) > 0 telle que diamy, ,(Py(Vy)) < k d’olt dp;n,, (0, P7(0)) < k. a

On s’attache maintenant & ’équivalence entre la derniére propriété et les trois
premieres.

PREUVEDE 2 =7
Posons :
do = inf d(Pz(Vz), 0Vj(r))

alors dg > 0 et V; C Uz(dy). Par conséquent, d’aprés I’égalité 2.1, U, = F; et
0e Uz(do). O

PREUVEDE 7= 2et 3

Soit F? la composante connexe de Fy contenant 0. Par hypothéses U, C F? et
d’apres le corollaire 1.5.4, en fait U, = F. 0 et ¢(z) appartenant & Uj(z), on note
d(z) = du,,,(0, c(z)). |

Lemme 2.2.3 d est une application bornée sur X.

Il suffit compte tenu de la compacité de X, de montrer que d(z) est localement
bornée. Fixons z dans X, soit 7 > d(z) et notons D, = By, (0,2r). Nous allons
montrer qu’il existe W un voisinage de z dans X tel que pour tout y de W, D, C

Us(y)-
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Tout d’abord, d’apres la propriété de o-pseudoorbite bornée, P?(0) € Uyn(z)(€o)-
Si K désigne le double de la constante de Lipshitz des applications P,, par exemple
K, =10, alors :

D(P™(0), %) C Upn(ay, VY1 > 0.

Ensuite, d’aprés le théoréme 1.5.3 du chapitre précédent, il existe N = N(z, )
tel que :

N N £o
Pjiz)(Dr) C D(Py()(0), EE)-

N étant maintenant fixé, par continuité de P}‘(’z), il existe W un voisinage de z dans
X tel que siy € W alors :

260

Pfl,y(Dr) C D(Pf(,(0), EE)-

Par conséquent, P}‘(’y) (Dr) C Ugn+1(yy et du fait de I'invariance de U, par F, on en
déduit que D, C Uy(y,).

Par ailleurs, on appelle C(r), une constante positive ne dépendant que de 7, telle
que By,,,(0,7) C Bp,(0,C(r)). Quitte & restreindre éventuellement W, on peut
supposer par continuité, que si y € W alors ¢(y) € By,,,(0,7), donc :

d(y) = dU](y)(O’c(y)) < dDr(O) c(y)) < C(T)

Ainsi, d(z) est localement bornée et le lemme est démontré. O

On désigne § = sup,cx d(z). Fixons n dans N, z dans X et notons ¢; =
P},._.-(z) (0), pour 0 < % < n. Pour tout ¢ de N, ¢; € Upn(y) et nous venons d’établir
que :

AU gny(Cis Ci41) < 6 pour 0 < 4 < m.
Nous avons également souligné que sous I’hypothése 0 € U,(ep), il existe € tel que
d(ci,0Uyn(z)) = € pour tout ¢ € N.
Pour commencer, nous allons démontrer un petit lemme qui affirme que les boules

hyperboliques de centre c; et de rayon § sont & une distance minorée du bord de
Ufn(z).

Lemme 2.2.4 Il eziste &' = €'(5,€) tel que si Z € Upn(zy et d(Z,0Upn()) > €, alors :
BU!"(:) (Z’ 6) - {za d(za an"(z)) > 5,}-

PREUVE DU LEMME 2.2.4

Fixons Z € Ujn(z) avec d(Z,0Ufn(z)) > €. Soit h une représentation conforme de D
sur Ugn(g) telle que h(0) = Z, d’aprés Koebe pour tout z € D :

dh(a),0hD) 2 W@ o) > HEEA G D) 22
> 15ROz o). (23)
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Par ailleurs, |h'(0)| > £ et par hypothése si h(z) € By,a,,(Z, ) alors :

é

e’ -1
>1- = .
d(z,8D) 2 1- S5 = C(9)
Donc &' = 3;6C(6)? répond aux exigences du lemme. O

Considérons ensuite, BY la composante connexe de {z tels que d(z,0Ujn(z)) > €'}
qui contient 0. Du lemme ci-dessus, on déduit que :

U BUIn(z)(C‘i,(S) - {Z, d(z, an"‘(z)) > 8’},

i<n

Comme la réunion de ces boules hyperboliques est connexe, en fait :

U BUfn(z) (Cz, 5) C Bg/.

i<n

Nous allons & présent recouvrir B% par un nombre fini de boules hyperboliques de
rayon 6. D’apreés les estimations de Koebe, il existe d; = &;(¢’) tel que si w € Upn(y)
et d(w, OUyn(z)) = €', alors :

D(w, 61) C By, (w,6).

Par ailleurs, le diamétre de BY est inférieur & 4 ; on peut donc recouvrir B% par
N boules de rayon hyperbolique § et de centre w € B%, ou N est un entier qui ne
dépend que de §;. En particulier, N ne dépend ni de n dans N, ni de z dans X.
Finalement, 0 € B% donc pour tout z de BY, dUn,,(0,2) < NJ et par conséquent,
pour tout 0 <z< n:
dU,n(,)(O, C-,_) S N = k.

Nous avons a ce stade pratiquement démontré la propriété 3 & ceci prés qu'’il faut
remplacer dans son énoncé F; par U, = F?. Il manque, a priori, la connexité de
F.. Pour conclure, on vérifie alors aisément que la preuve de I'implication 3 = 2

fonctionne toujours en remplagant F, par U, et conduit a ’existence de la famille
d’ouverts (V;)zex satisfaisant la propriété 2. O

Remarque. On aurait pu “affaiblir” la condition 3 en la remplagant par : il
existe une famille (O;)zex d’ouverts simplement connexes bornés tels que 0 € O,
P;(Ogz) = Oy(q) et il existe k > 0 tel que :

dosniy(0, Pr(0)) <k Vz € X, VneN.

PREUVE DE 2 =5
Nous commengons par le lemme assez général suivant, qui impliquera en particulier
que F; est ouvert. Soit £ = {(z,2) € X x C tels que z € E,}.

Lemme 2.2.5 Si E, est un k-quastcercle pour tout x de X alors € est fermé.
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PREUVE DU LEMME 2.2.5.

Supposons par ’absurde que (z, z) soit un élément de £\ € ; £ C K et K est fermé
donc (z,2) € K.

On considere donc z €K, et 7 > 0 tel que D(2,7) CK,. Fixons0 < e << r. E,
est semi-continu inférieurement par rapport a z, il existe donc W (e), un voisinage
de z tel que si y € W(e) alors :

8(E,, E,) = sup d(z, E,) < =.
z€E; 2

Soit A, = {z%,...,2*®} un sous-ensemble fini de E, tel que :
O(Ez,Ay) <eet (A, E;) <€

(la distance de Haussdorf de A, & E, est plus petite-que €). E, est un k-quasicercle,
on peut donc ordonner les z* le long de E,. On désigne (2%, 27) ’arc de plus petit
diameétre, inclus dans la courbe E, et qui relie z* et 27.

Prenons y dans W(e) de telle sorte qu'’il existe Z € E, tel que |Z — 2| < £

.
Comme o
U (zz, ZJ) = Ey’
1,5<k(y)

1l existe z; et z; tels que |2* — 27| < 2¢ et
diam(z,27) > r — 2¢
Nous obtenons finalement, E, étant un k-quasicercle, ’existence de C(k) tel que
diam(2*, 27) < C(k)|2* — 2|,

donc 0
T —2€
> .

C’(n) - 2

Comme cette derniere inégalité doit étre vérifiée pour tout € > 0, on conclut que

I’hypothése z €K contredit le fait que E, est un x-quasicercle pour tout y. Donc
€ est fermé, ce qui signifie que £ = E = 0K. O

Soient W, = P;!(Vj(z)) et A(z) 'anneau W, \ V. Dans un second temps, nous
prouvons qu’il existe C > 0 et A < 1 tels que pour tout z de X et pour tout z de
|7

I(P2) ()] < CA™. (2.4)
Fixons z dans X et z dans V,. Pour tout n € N, considérons gn(;) une représentation

conforme de Wyn(;) sur D, telle que g¢n(z)(P7(2)) = 0. Montrons qu’il existe 7o
indépendant de z, 0 < 79 < 1 tel que pour tout n > 0 :

95n(z)(Vin(z)) € D(0, o).
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Soit 7(y) = max,eg,(v;) 12|, alors 0 < 7(y) < 1 et par définition g,(V,) C D(0,7(y)).
D’apres le théoréme extrémal de Grotzsch (cf. [LV78]) pour tout y de {z, ... , f*(z),.

mo < mod(9,(W, \1y)) < 5-u(r(v))

ou u(r) est une fonction elliptique qui tend vers 0 quand r tend vers 1. Il existe

donc 7o, un réel tel que si 7o < r < 1, alors p(r) > 2wmy et par conséquent r(y) < o
pour tout y.

Ensuite, notons B, = gy o P, o g;'. Du lemme de Schwarz on déduit que
|P,(0)| < 7o pour tout y de {z,..., f*(z),...}, donc |(P7)'(0)| < 72 pour tout n.

Nous avons déja mentionné & plusieurs reprises que pour z € V;, d(z,0W;) > &
donc, a fortiori, d(Pf(2),0Wgn(z)) > . En vertu du théoréme de Koebe, il existe
C1(dg) et C2(dp) telles que pour tout n € N et pour tout Z € V; :

C2(do) < (9@ (Pr(2))] < C1(d0)
d’ou :

[COONEFE ) (25)

Enfin, considérons A = U,cx{z} X Az, un compact de F, nous allons nous
ramener au cas précédent, en montrant qu’il existe n; € N tel que P™(A) C
Uzex{z} X Vz. On se donne k(A) une constante supérieure & k, la constante in-
tervenant dans la seconde propriété, telle que pour tout z € X, dg (0,Az) < k(A),
k(A) est bien définie car F est ouvert.

Dans Bg,(0,2k(A)) les longueurs hyperboliques sont uniformément contractées
par P, d’un facteur 1 — 7 avec 7 > 0. A; C Bg,(0,k(A)) d’otr :

Pz(Az) - BF;(,) (Pz(o)a (1 - T)k(A))

et
P:(Az) C BF}“(:) (P:(0)1 (1 - T)nk(A))'

Par ailleurs, pour n > 0, d(P2}(0), dVyn(s)) = 8o donc il existe p > 0 tel que :
BF["(:)(P:(O)) P) - Vf"(z)-
Si n, satisfait (1 — 7)™ k(A) < p alors :

P™M(A) C Ux{a:} x V.

La propriété 5. est maintenant immédiate. On note ¢; = max(z zex [(P7) (2)] et
pour n > n; et m > 0, on écrit :

(Pinw) (BP2)) = (Phay ) (BP@) x (Ppati ) (BF™(2).
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11 vient, compte tenu de 2.5 :

((P}l"‘(x))l(P;"(z)) Ci(6o)

< —_—
Sa 02(50)

rg " < Crg.

O

PREUVEDE 5 = 6

F; est connexe et non vide, donc 0 € F; et par conséquent, P;(0) € Fy(;). On peut
ensuite appliquer 5. au compact A = {(z,0) z € X} et la propriété 6. en découle
immédiatement. O

PREUVEDE 6 = 7
Si U? et F? sont les composantes connexes de U, et F, contenant 0 ; d’aprés les
généralités sur I'ensemble stable par chaines, U7 = F donc P;(0) € U}s,. Con-
sidérons U] une composante connexe de Uy, d'aprés la propriété 1.5.2 il existe p > 0
tel que P2(U;) = U,y Du fait que P(0) € U, pour tout y de X, on tire que
P*(U;) = Um gy pour tout m < p, ceci implique, en particulier, que U; = Uy et
que U, est connexe.

N et ) les constantes de la propriété 6. La dérivée seconde de PYN est uni-
formément bornée sur X, donc il existe £, > 0 et A < 1 tels que pour tout entier m
et pour tout z € D(P(0),€;) :

‘ (P %(z))l(z)

Fixons 0 < \* < A tel que \*+ ) < 1. Si K; désigne la constante de Lipschitz de
P, restreint & K, nous affirmons que toute ﬁ}v-pseudoorbite issue de (z,0) est
1

<A<l

bornée. En effet, considérons (f*(z), 2;)nen une %f;}v-pseudoorbite issue de (z,0).
1

Dans un premier temps, on démontre que :
|Pfin gy (2kn) = zeayn| < Mer (2.6)
Posons y = f*¥V(z) et écrivons :

P, (zen) —2zk41)n | = | (26w) = PRyt (2ews1)+ Py (2kwaa)+- - 4 Ppv-agy) (2w n-1) = Z(c1)N |

il s’ensuit que :

N-2
- N_ ; *
|PJV (zew)—zsnyv| < D |P h«’(y; (ZkN+i)—Pf¢+1(Z$l)(ZkN+i+1)|+IPfN—l(y)(ZkN+N—1)—Z(k+1)N| < Mey,
=0
chaque terme de cette somme étant majoré par ’\wel Ensuite, par récurrence,

montrons que |P¥N(0) — zxy| < €; pour tout k de N.

[PON(0) = zgenyn] < IBFFIN(0) = Pl ()| + |Pfiw ) (2w) = 2ty
< 5\61 + A%e; < €.
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Nous avons majoré le premier terme du membre de droite en appliquant I’hypothése
de récurrence au rang k et le second & I’aide de la majoration 2.6.

Finalement, la suite (zxn)ken est bornée. On en déduit immédiatement que
(2n)nen est également bornée. O

Le dernier obstacle qu’il nous reste & franchir pour achever la preuve du théoréme 2.1.2
réside dans I’équivalence entre la propriété 4 et toutes les autres.

PREUVE DE 2 = 4
Soit A(z) I’anneau D(0,4) \ V; et B(z) = P;I(A(f(x))). On note p4z)(2) et
PB(z)(2) les coefficients des métriques hyperboliques dans .A(z) et B(z) au point z.
Lemme 2.2.6 Il existe A > 1 tel que pour tout z de X et pour tout z de B(z) :
PB(z)(2) 2 Apa@)(2)-

PREUVE.
A(z) et B(z) sont des anneaux de diamétre borné. L’existence du réel A découle

immédiatement du fait que B(z) est inclus dans A(z) et qu’il existe § > 0 tel que
d(B(z),0A(z)) > 6. O

Considérons P; : B(z) — A(f(z)), c’est un revétement de degré 2, donc une
isométrie locale pour les métriques de Poincaré, d’ou pour z € B(z) :
PA1@) (Pa(2))|Pz(2)] = pB(z) (2)-

D’aprés le lemme précédent, si z € B(z) :

Pa(s() (Pa(2))|P2(2)] 2 Ao (2)-

En itérant ce calcul élémentaire n fois, on obtient pour z € E; :

| P2 ()| Pi(a) (Pe(2))] - - - | P10 (P27 (2))|patsm (@) (Pr (2)) 2 A" paa) (2)-

Si z € E;, alors P}(z) € Eyn(5) pour tout n de N et de plus d(z, 8.A(z)) > & od &
ne dépend ni de z ni de z. On en déduit qu'il existe C;(dy) et C2(dp) telles que pour
tout z et tout z € Ej; :

C2(do) < pa)(2) < Ci(do).
En effet, pa(z)(2) est comparable & I'inverse de d(z, 0.A(z)) et cette distance est & la

fois majorée et minorée lorsque z parcourt E;.
En définitive, pourz € X,z € E; et pourn € N :

C2(do)
C1(do)

(P2 ()] = A"

Remarque. Si A(R) ={z, 1< |z| < R}, alors :

lo;R |dz|
z) = .

log R
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PREUVE DE 4 = 2

Nous commencons par démontrer que sous I’hypotheése 4, ’ensemble £ = {(z, z) tels que z €
E.} déja introduit plus haut est un compact.

Lemme 2.2.7 £ est un fermé de X x D(0,2).

PREUVE.
On note £ I’adhérence de € dans X x D(0,2). £ est invariant par P~! (si (z,2) € £
alors P(z,z2) € £).

Supposons & présent qu'’il existe (z,2;) € £\ €. K est fermé, donc (z;, zl) €K
et z; € le
Soit D(z,7), un disque centré en 2; inclus dans F,,. Par hypothese, les ensembles

PF(D(z1,7)) pour k € N sont bornés car ils sont contenus dans K j«(z). En appliquant
!

la formule de Cauchy, on déduit que les dérivées (Pfl) sont uniformément bornées

en z1, pour tout k de N, ce qui contredit manifestement (z1,21) € E.
D’ol, £ = &€ et £ est un fermé de X x D(0, 2). O

Le lemme signifie exactement, d’apres la caractérisation 1.4.1, que ’application
z — E; est semi-continue supérieurement. Comme par ailleurs, nous avons déja
établi la semi-continuité inférieure, nous obtenons finalement que z — E. est con-
tinue pour la distance de Haussdorf.

Soit 1 < u; < u, par hypothese, il existe N € N tel que pour tout z € X et pour
tout z € E,

> pf > 1.

Fixons 1 < p2 < py et W un voisinage compact de £ tels que, si (z,z) € W, alors :
(PN )’(z)l > pd > 1. On définit alors, o une application continue de z et z par :

o(z,2) = 0a(2) = (P2 .. [(BY-Y@)])
Par construction, o satisfait la relation :
o(f(2), Po(2))|P5(2)| = o(z, 2)|(PY) (2)| . (2.7)

Notons d,, la distance relative a la métrique o(z, z)|dz|. Si 8 > 0, D,_(z,6) désigne
le disque ouvert de centre z et de rayon 6 pour la distance d,,.

o est continue sur X x C et strictement positive sur W, donc d,,_ est équivalente
a la métrique euclidienne. Plus précisément, il existe C; et C, des constantes stricte-
ment positives telles que pour tout (z, 2) et (z,2') € W :

Cilz — 2| < dy,(2,7') < Colz — 2/|.
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Par conséquent, il existe 7 > 0 tel que pour tout z € X et w € E; alors {z} x
D(w,r) C W et pour tout 2z, 2’ € D(w,r):

dd/(z) (P(2), Pz(z,)) > md,, (2, z’)°
Soit 8 > 0, on définit :
Azp = {z € F, tels que d,_(z,0F;) < 6}.

En premier lieu, on fixe § > 0 assez petit de telle sorte que pour tout = de X,
{a:} X Az,g cw.

Ensuite, considérons B; une composante connexe du complémentaire de A, .
Alors, du fait de ’expansivité de P, pour la distance d,, P,(B;) est incluse dans
une composante du complémentaire de Af(z)¢ (si z € 0B, alors d,, (2, E;) = 0 et
d"{(s) (Pz(2), Ef(z) 2 6).

Soit V; la composante connexe du complémentaire de A, g contenant 0. Remar-
quons tout de suite que si |z] < 4%, alors z € V;. En effet,

|BYY(2)| = [22(PN) (Pa(2)|
< 2x 4Nz < pe.

Notons D, le disque de centre 0 et de rayon § = 4% et Dy(z) = P;(D;). Afin de
montrer que Pz(V:) C Vy(z) pour tout z de X nous établirons le lemme suivant :

Lemme 2.2.8 Il existe § > 0 tel que pour tout x de X, Dy(x) est inclus dans Vy(z).

Nous admettons provisoirement ce lemme. Réduisons éventuellement 6 pour que

20 8% 226
—_—<— —_—_< 7.
C 2 et 6Cy

Le diameétre intérieur de V. est supérieur & 6, il reste donc & prouver que le
module de ’anneau Vi) \ P.(V) est minoré. On se propose de montrer que
do sy (Pz(Vz), 8Vz) est uniformément minorée.

Fixons Z, € 0FP;(V;) et Z, € 8V, tels que dy(z)(Z1,22) < 6. Considérons
Z3 € Ej(z) tel que d,,,, (Z2, Z3) = 0. Soient z; € OV; et z3 € E, tels que P(2) = 2,

et P;(z3) = Z3 avec 2; et 2z des images de Z; et Z, par la méme branche inverse de
P,. D’ou

— Z,| < 2ENIL 72 o 27 < 2
B -2l s == e S5 S 3
° V26
2v/2
IZI—ZZIS -E—C,I—Sr.

Il en résulte, compte tenu également que d,_(2;,23) > 6

ooy (Z1y Z2) + Ao,y (22, Z3) 2 doy,y(21y Z3) 2 p2do, (21, 23) 2> p2f.
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En définitive, d,,,,(Z1, Z2) > (p2 — 1)6 pour tout Z; et Z, donc :
da!(z) (Pt(‘_/;)a 6Vz) 2 inf{oa H2 — 1}'

La distance euclidienne de P (V;) 4 8V; est donc également minorée. D’aprés Koebe
il existe €9 > 0 tel que :

O

PREUVE DU LEMME 2.2.8. Par I’absurde, on suppose qu'il existe une suite
(zn)nen d’éléments de X telle que D, et Dy(z,) appartiennent & des composantes
connexes distinctes du complémentaire de Ay/nz,. Quitte & extraire une sous-suite
on peut supposer que (z,) converge vers Z. De la continuité de I’application =z — E;

A.’L‘s Ai:

Figure 2.2: Composantes du complémentaire de Ag;
établie ci-dessus, on déduit que D, et D,(%Z) appartiennent & des composantes dis-
tinctes de °A; 5 z ceci pour tout n de N. Ce dernier point entraine, en fin de compte,

que D, et Dy(Z) appartiennent & des composantes distinctes de F, ce qui est im-
possible. (]
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Chapitre 3

Espace des configurations

3.1 Introduction

Aprés avoir généralisé la cardioide principale au chapitre précédent, nous voulons
a présent définir et étudier un équivalent du membre 1/2 de I’ensemble de Man-
delbrot (M). Nous étendrons au cadre fibré la caractérisation du membre 1/2, &
savoir ’existence d’un point fixe répulsif auquel aboutissent les deux rayons externes
1/3 et 2/3. Dans notre contexte, le point fixe répulsif deviendra une section invari-
ante répulsive et les rayons d’argument externe 1/3 et 2/3 y aboutiront toujours,
on notera My3(X) les parametres qui satisferont ces deux conditions. M7, 2(X )
désignera le fermé de M;/2(X) tel que les valeurs critiques ¢(z) sont s1tuees ‘au-
deld” des rayons externes 5/12 et 7/12.

5/12 1/3 1/6 1/12
\\ ( ) K /
/ y o {\

7/12 2/3 5/6 11/12

Figure 3.1: Restriction sur le parameétre.

Le but de ce chapitre est de construire I’espace des configurations qui per-
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mettra de classifier et d’ordonner les différentes combinatoires obtenues lorsque ¢
décrit M3 ,2(X). Nous adopterons le point de vue de “I’extérieur”, c’est-a-dire que
la, description combinatoire se fera comme dans le modéle du disque pincé de A.
Douady (cf [Dou93]), en terme de rayons externes et de relation d’équivalence as-
sociée. Cependant, dans notre description, nous ne nous intéresserons qu’aux rayons

d’argument externe 35 qui sont les préimages des rayons 1/3 et 2/3.

Les paragraphes 2, 3 et 4 sont consacrés & la définition de 1’espace abstrait des
configurations X,, indépendamment du compact sous-jacent X. Chaque élément
de X sera une suite de relations d’équivalence sur le cercle correspondant & un
arrangement particulier de rayons externes. Si @ est ’application de T, Q(z) = 2z
mod 1, on note :

Ry ={1/3,2/3} et Rn=Q "(Ro)-

Dans un premier temps, nous définirons I';; un espace topologique ordonné con-
stitué de relations d’équivalence sur R,. I'; sera un ensemble fini, non séparé,
qui correspondra aux différentes combinatoires d’ordre n, c’est-a-dire que chaque
élément de I',, spécifiera quels rayons d’argument externes dans R, aboutissent aux
mémes points. Nous aurons naturellement une injection, in4+1, de [py; dans Iy
consistant & oublier les rayons d’argument dans R,4; \ Rn.-

L’espace des configurations proprement dit, X, sera l’ensemble des points
fermés de la limite projective I', des I',. La topologie restreinte rend cet espace

compact et connexe, de plus, X, sera naturellement muni d’une application continue
F.

Les éléments de X, sont d’une certaine fagon la généralisation fibrée des a-
laminations implicitement présentes dans les travaux de A. Douady et J.H Hubbard,
et développées par Thurston (voir [Thu95] ou [McM94)).

Au dernier paragraphe nous expliciterons dans quel sens les espaces I'y, et X
sont des objets universels. A chaque suite de revétements ramifiés en 0, de degré 2
vérifiant certaines conditions qui interviendront explicitement, nous associerons de
maniere unique et continue un élément de I';. Si cette suite de revétements ramifiés
est infinie, nous pourrons alors lui associer un élément de X..

Enfin, nous ferons le lien entre 1’espace des configurations et les polyndomes fibrés
de degré 2. Nous montrerons que, pour tout compact X et pour toute application
continue f sur X, sic € Mj, (X), il existe h une application continue de X — X,
telle que le diagramme suivant commute :

x—r—x_
f 1 l}'
x—r—x

h(z) est la configuration du polyndéme fibré P, au point z.
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3.2 Configurations d’ordre n

Dans cette section nous définissons, & I’aide de relations d’équivalence sur T!, les

configurations finies d’ordre n. L’ensemble de ces configurations, I',, sera muni

d’une relation d’ordre et d’une structure d’espace topologique compatibles.
Introduisons pour commencer quelques notations :

e Q(z) =2z modulo 1;

e Ry={1/3,2/3} et R, = Q"(Ro) ;

e R! I’ensemble des composantes connexes de T! \ R,, ;
e E,=R,UR].

Il est commode d’identifier E, au quotient T! /~y,, ol ~, est la relation d’équivalence
sur T! définie par :

, sif € R, alors 6 = ¢',
O~nf { sinon, il existe ' € R!, tel que 6,6’ € 7.

E, est de cette facon, un espace topologique connexe et quasicompact (i.e. de tout
recouvrement par des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini, mais F,,
n’est pas séparé). Les éléments de R, sont fermés tandis que ceux de RJ sont
ouverts. On note p, la projection canonique de T* dans E,. Par construction p,,
est continue et ouverte, par contre p, n’est pas fermée. En effet, I'image par p,, d’un
point de T! n’appartenant pas & R, est un ouvert de E,.

Par ailleurs, on introduit Qu,n-1 I’application qui fait commuter le diagramme :

Tl_i’ Tl

pnj Q lpn—l
nn—1
Ei—"E.,

Q,,,,,_l est continue et ouverte car p, l’est également. En outre, Q,1 n—1 €nvoie
surjectivement R, sur R,_; et R], sur R,_,, d’ou il découle que Q,,,n_l est fermée.
Notons également, %, ,—1 I'injection de E, dans E,_; qui fait commuter le dia-
gramme :
id

T? T!
Dn l R lpn—l

tnn-1

En En—l
De méme que py, in n—1 est continue et ouverte En revanche, %, -1 n’est pas fermée,

car si r € R, \ R,—; alors 2, ,_1(r) € R],_, et par conséquent, I'image du fermé r est
un ouvert de E,_;.
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3.2.1 Définition de I',

Commengons par considérer R une correspondance sur E,, R s’identifie & P une
partie de Ey, x E,. Notons Qnn-1(R) et inn-1(R), les correspondances sur E,_; qui
s’identifient respectivement aux parties (Qnn-1 X Qnn-1)(P) et (inn-1 X ina-1)(P)
de En—l X En_y.

Espace des configurations d’ordre n

Nous définissons par récurrence, pour tout n de N, ’ensemble I';, constitué de
relations d’équivalence sur E, “admissibles”.

o Fo = {'}’o} et Pl = {’)’1} avec
1 2 12 .21
Yo = {{5,5}; ]g,g[; ]5,5[}

12 15 12 .11_.25 .51
n={ (335 (b 1330 Jg 31556 Jg gl
e Supposons I'y,_; défini alors <y, appartient & Iy, si et seulement si Qnn—1(7s)
et ipn—1(7n) sont des éléments de I',,_;.

Commengons par quelques remarques préliminaires. Tout d’abord, les éléments
de I';, sont effectivement des relations d’équivalence sur E, et les classes d’un élément
7 de T', sont incluses soit dans R, soit dans R]. Une autre propriété importante
tient au fait que les classes d’équivalence ne sont non pas “croisées”, i.e., si a,b € T!
sont dans une méme classe de v € T, et si ¢,d € T! sont dans une autre classe de
7, alors le birapport 8(a, b, c,d) est positif. _

On représentera symboliquement un élément de I, par un graphe A de D, en
reliant par des arcs les éléments d’une méme classe de R, (dans le modele du disque
pincé les éléments d’une méme classe sont reliés par les géodésiques de D pour la
métrique de Poincaré). Les classes d’équivalence incluses dans R! sont les com-
posantes connexes de S\ (A NS!?).

Si v, € 'y, 7, désigne la projection canonique de E, sur E,/v,. E,/v, étant
muni de la topologie quotient, 7, est continue et E,/v, devient ainsi un espace
quasicompact et connexe. En revanche, 7, n’est ni ouverte ni fermée.

Mentionnons enfin, que les applications Qnn—1 et i, ,—1 envoient surjectivement

I';, dans I',_;. Nous reviendrons un peu plus loin, sur les propriétés de ces applica-
tions.

Relation d’ordre sur I',
Nous munissons I', d’une relation d’ordre (partielle) de la fagon suivante : si v,

et ;, sont des éléments de I',, on dira que -, est inférieure 4 ), et on notera v, < v,
si:

7,7 € Ry, Ty, () = 7, (') implique 7y () = myr (r').

Pour I’anti-symétrie, remarquons qu’un élément de I';, est complétement déterminé
par la donnée de ses classes d’équivalence incluses dans R,.
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7/24 13/48 11/48; 5,

\ ] K

Figure 3.2: Représentation d’un élément de I'y

3.2.2 Topologies de I';,

Nous allons équiper I'y, de trois topologies qui se révéleront équivalentes, mais qui
seront autant de points de vue différents du méme espace I',.
Soient 7;, pour 7 = 1,2, 3, les topologies de I',, définies par :

e 7; est engendrée par les ouverts Urrr = {yn € I'n; my,(r) # 7, (r')} pour r et
r’ dans R, ;

e F est un fermé de 7; si et seulement si 7, € F implique que l’ensemble
{7}, € T, tels que 7y, < 7.} est inclus dans F ;

e 73 est engendrée par les ouverts O,y = {vn € I'n; 7, (p) = 7, (p")} pour p
et p' dans R;,.

Nous montrons au cours de la proposition ci-dessous que ces trois topologies sont
en fait les mémes. La preuve est facilitée par le fait que I, est fini.

Proposition 3.2.1 Les topologies T, T2 et Tz sont équivalentes.

PREUVE. Commengons par prouver ’équivalence de 7; et 7. Soit U, ,s un ouvert
pour 77, supposons que 7y, ¢ Uy, et considérons v}, dans I'y, tel que 7, <X -}, alors :

T (1) = T, (7") = 7 () = 7, (1)
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donc v}, ¢ U, . Le complémentaire de U, s est un fermé pour 75.
Réciproquement, considérons F' un fermé pour 7; et écrivons :

F={mn,...,%} CTla

Si v € F, R(v:) désignent les couples (r3,7;) de R, tels que 7} # r} et my,(r}) =
7., (r}). Nous avons alors 1’égalité des ensembles :

F=J N CU,,;; i

WEF (ri,rf)ER()

Donc F' est un fermé de 77, et en définitive, 77 et 7z sont équivalentes.

Nous prouvons maintenant que 7; et 73 sont équivalentes en commengant par
montrer que 7; est plus fine que 73. Soit O, un élément de la base d’ouverts de
Ts. Nous désignons par C; et C; les deux composantes connexes de T! \ pU g¢'. Si
B, = pn(C1) et By = pp(C2), nous avons, compte tenu du fait que les classes sont

non croisées :
OP,P' = ﬂ Url,fz
(r1,72)€B1 xB2NRy X Ry
dont on déduit que O, est un ouvert de 7;.
Montrons & présent que 73 est plus fine que 7;. Soit U, ,, un ouvert de 7;.

Considérons, & nouveau, C; et C, les composantes connexes de T? \ {r;, 72} et notons
By = pn(Cy1) et B = pp(C2). Nous obtenons alors :

Ur, T2 U OPI P2
P1EB1NR), ,p2€B2NRY,

et par conséquent, U,, r, est un ouvert de 7;. O

3.2.3 Classes critique et post-critique

Tn étant un élément de I',, notons yp_1 = Qnpn-1(7s). Nous introduisons & présent
ce qu’il conviendra d’appeler les classes “critique” et “post-critique” de y.

Définition. La classe critique de <y,, notée v(-y,) est 'unique élément de E,/vy,
invariant par 6 — 6 + 1 mod 1.

Compte tenu du fait que les classes ne sont pas croisées, cette classe est effective-
ment unique. C’est aussi la seule classe e de 7, qui vérifie @;,ln_1(@n,n—1(6)) = e,
@n,n—1 restreinte & v(7,) est une appliction de degré 2. Nous désignerons également
c(7s), la classe post-critique de n, c’est & dire 'image de v(vs) par Qn a1, c(1n) €
En—l/ Tn-1-

Les classes critiques sont toujours incluses dans [3, 3] U [2, £] et les classes post-
critiques dans [3, 2].

Vérifions tout de suite quelques propriétés de ces classes particulieres dont nous
aurons ’utilité un peu plus loin.

Proposition 3.2.2 Soient v, et B, des éléments de T, nous avons alors les pro-
priétés suivantes :
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1. iy pn1(v(1m)) = v(tnn-1(Mm)) ;
2. si vy, € {Bn} alors v(v,) Nv(B,) # 0.

{Brn} désigne I’adhérence de B, dans I, et v(8,) celle de v(8,) dans E,.

PREUVE. Le premier point découle trivialement de la définition. Pour ce qui con-

cerne le second, v(+y,) est une classe d’équivalence incluse dans E,, donc deux cas
sont & envisager :

e v(v,) est inclus dans R),. Dans ce cas, c(7,) est inclus dans R!_; et nous
avons nécessairement que c(7,) est inclus dans ¢(8,). En effet, par ’absurde
supposons qu’il existe p € Ry, tel que p € c(1a)\c(Bn). Notons p; et p; les deux
préimages de p par Qna-1. T,(p1) = m,,(p2) tandis que mg,(p1) # mg,(p2),
donc I'ouvert O,, ,, contient -y, mais pas (3, ce qui constitue une contradiction.

e Supposons & présent que v(7,) soit inclus dans R, et toujours par I’absurde,
que v(7,) Nv(Bs) = 0. Soit R I’ensemble des couples (r;,7;) de R, X Ry, tels
que 7y, 7; appartiennent & v(5,) et

g, (1) = 7, (75)-

Avec ces notations,

F = n cUrier'
("i:fj)ER
est un fermé de I',, contenant (3, mais pas 1,, d’ou la contradiction. O

Maintenant que I', est muni d’une topologie, nous revenons comme promis, sur
la régularité des applications Qpnn—1 €t ippn-1.

Proposition 3.2.3 Les applications Qnn-1 €t inn—1 définies sur 'y, d valeurs dans
I'n—1 sont surjectives, continues, ouvertes et font commuter le diagramme suiv-

ant : .
tnn-1

Fn 1-‘n—l
Qn,n-—ll lQn—l,ﬂ—2
n—-1n-2

————————————————————
n-1 n—2
Qnn—1 est en outre fermée.

PREUVE. On profite avantageusement des multiples caractérisations de la topologie
de I',,. La surjectivité des applications et la commutativité du diagramme sont
immeédiates. Pour ce qui concerne la continuité, si v, =< v}, alors :

in,n-l(')'n) = in,n—l(')':z) et Qn,n—l ('7n) = Qn,n—l(%lz)a

ce qui prouve que l'image réciproque par Qnn-1 €t inn—1 d’un fermé de I', (pour
T2) est un fermé de I'y,_;.
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Montrons que Qn -1 est ouverte. Soient p; et p; des éléments de Ry, et O,, ,,
un ouvert non vide de I',. Notons g} = Qna-1(p1) et ph = Qn,n_l(pg), nous allons
a}ors rflontrer que Qnn-1(0py,p;) = Op,,p, avec la convention que Oy r = [p_; si
P1 = Pa- .

L’inclusion Qnn-1(0p,,p2) C Op,.p, est évidente.

Pour ce qui concerne la réciproque, si 6, appartient & Oy, on peut construire
“manuellement” 4, appartenant & O,, ,, tel que Qp n—1(6r) = 65—1. Soit A(6p-1) un
graphe de D, associé & §,_;. En prenant une préimage de ce graphe par F' un
revétement ramifié en 0, de degré 2, et qui coincide avec z — 22 sur 8D = S, on
obtient une nouvelle relation 6, de I', vérifiant Qn n—1(6n) = 6,—1. En choisissant
soigneusement la valeur critique de F', dans une composante connexe adéquate de
D\ A(F), on s’assure que 8, € O,, ,,. D’ol, en fin de compte

inn—l(opltp2) = Opi,p’,-

Figure 3.3: Relation associée & un graphe.

Pour prouver que @, -1 est fermée, un raisonnement tout & fait similaire fonc-
tionne et permet d’établir que :

Qn,n-—l(cUrx,rz) = cUr'l,r;a

ou r; et 7, sont des éléments de R,, r] = Qn,n_l‘(rl) et vy = @n,n—1(7‘2)-

Concernant ’ouverture de i, 51, soient Uy, , un ouvert de I'p, 7} = 2 n—1(71) €t
T4 = inn-1(r2). Nous avons :

® inn-1Urr) = Uy r, si 11 et 5 appartiennent & R, ;
® inn—1(Ur,r;) = Or s si 7] et 3 appartiennent & R;,. O

Signalons, que contrairement & ce que I’on pourrait croire de prime abord, i, 3
n’est pas fermée. Nous mettrons en lumiére, un peu plus loin, un point fermé de I',
dont I’image par 243 est un point ouvert de I's.
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On note, pour n > p:

lnp =141 ... 0%p-1n-202nn-1,

Qn,p = QP‘H.P ©...0 Qn—l,n—2 o Qn,n—l-

3.3 Trois propriétés fondamentales de T,

Le but de cette section est d’établir les trois points clefs suivants sur I',,. Ce seront
les principaux ingrédients pour construire ’espace des configurations possédant les
propriétés de compacité et de connexité attendues.

Théoréeme 3.3.1 T',, vérifie les propriétés sutvantes :
1. T, est conneze ;

2. 8t Yn, vy, € 'y alors :
{'Yn} = {71’1} = M= 'Y:; 3

3. si{wm}N {7} =0 alors, si:

Tn+2 € (in+2,n)_1(’)'n) et Y49 € (Bnt2,0) (N0,

les plus petits ouverts de T'nyg contenant respectivement vnio et 7,,, sont
disjoints.

Pour parvenir & nos fins, nous nous placerons dans ’ensemble fibré :

Ap={(7,z),yE T et z € E /7}.

L’introduction de cet ensemble est motivée par la remarque générale suivante :
une configuration d’ordre n + 1, 541, est complétement déterminée par la donnée
d’une configuration d’ordre n, 7, son image par Qn+1,» et d’une classe post-critique
appartenant & E,/v,. Nous formaliserons cette idée en montrant un peu plus loin
que 'y est homéomorphe & un fermé de A,,. Les propriétés de I',;; (connexité,
séparabilité...) découleront alors de celles de A,,, étant entendu que leur preuve sera
plus aisée sur cet espace fibré que directement sur I'y;.

3.3.1 Topologies de A,

Le premier pas consiste & munir A, d’une topologie cohérente avec sa structure
fibrée. Pour cela nous aurons besoin des deux propositions ci-dessous qui ont trait
a la dépendance par rapport & 7 des ouverts et des fermés de E,, /. Pécisons, avant
toute chose, quelques conventions de notation.

e Etant donné que I';, est fini, on peut définir pour y € T',, U(7) ’ouvert minimal
non vide de I';, contenant 4.
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e vy €T, et z € E,/v on note w,(z) 'ouvert minimal non vide de E,/~v con-
tenant z, cet ouvert a également un sens parce que E,/v est fini.

e Si O, est un ouvert de E, /7, (57 désigne l'ouvert de E, saturé pour -y défini
par O, = n;1(0,).

En regle générale, les objets relatifs & ’espace “dynamique” E, seront affublés
d’un tilda (~), alors que ceux relatifs a ’espace des parameétres I';, n’auront aucun
signe distinctif.

La proposition 3.3.2 précise dans quelle mesure il est possible de suivre un ouvert
O, de E, /v, lorsque 7/ parcourt U(y). La proposition 3.3.3 est un équivalent pour
les fermés de E,/v. Rappelons pour justifier ces propositions que la projection
Tyt By — E, /v n’est ni ouverte ni fermée et par conséquent, en général, le saturé
d’un ouvert (ou d’un fermé) n’est pas ouvert (ou fermé).

Proposit}ion~3.3.2 Soient v € I'y, et Oy un ouvert de E, /v, siv' € U(y) alors .,
le saturé de O, pour la relation ' est un ouvert de E, et O, \ O, est inclus dans
R,.

En particulier, m.y ((5,,:) = O, sera un ouvert de E,/v'. Nous appelerons O, la
trace de I'ouvert O, pour v € U(7y).

PREUVE. Remarquons tout d’abord que si r et r’ appartiennent & R, alors, si
v € U, par minimalité U(y) C U, . Posons pour v € U(7y), O = O, \ O,.
Affirmation : ON R, = 0. _
En effet, si 1o € O N R, alors il existe r, € O, tel que :

Ty (T0) = 7p (1) mais 7 (ro) # 7, (11).

Donc 7y € Uy, r, mais v’ € Uy, », ce qui contredit la remarque préliminaire.
ONR, =0, donc O est un ouvert de E, inclus dans R),. O

La proposition ci-dessous est une version fermée de la précédente. Soient v € ',
et F, un fermé de E/v, on note F, = n;1(F,).

Proposition 3.3.3 Si ' € {7} alors Fy le saturé de F., pour la relation v est un
fermé de E,, en outre F.y \ F, est inclus dans R,.

PREUVE. |
Supposons, par ’absurde qu’il existe pg € (F,,: \F.,) N R, pour v € {v}. Alors, il
existe p; € FZ, tel que :

Ty (o) = Ty (p1) €t m4(po) # my(p1),

par conséquent O, ,, est un ouvert tel que v € O, p, mais v ¢ O, 5, ce qui est
absurde. a

Fy = my(Fy) sera un fermé de E,/v' et comme précédemment nous dirons que
F. est la trace de F., pour ¥ € {v}.
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Nous revenons a présent sur la topologie de A,. Nous proposons deux en
définitions, 1'une par des ouverts, ’autre par des fermés avant de s’assurer de la
coincidence des deux notions.

Fixons (vo,Zo) € An, pour 7 € U(7yo) notons w,(zo) la trace de w.,(zo). En
vertu de la proposition 3.3.2, w,(zo) est un ouvert. Nous définissons alors, £;, une
premiére topologie sur A, par sa base de voisinages :

W (70, o) = {(7,Z) € A, tels que v € U(y) et z € wy(zo)}-

La seconde topologie £; sur A, est définie symétriquement par les fermés. (o, o) €
A, pour v € {7} on note F,(zo) la trace de {zo} (I’adhérence de z, dans E, /o).
Grace a la proposition 3.3.3, F,(zo) est un fermé et une base de fermés pour &, est
donnée par :

F(¥0,70) = {(1,5) € An tels que v € (707 et z € Fy(z0)}.

Vérifions tout de suite que ces deux topologies coincident.
Proposition 3.3.4 Les deuz topologies £, et £; sont les mémes.
PREUVE. Montrons que £, est plus fine que &, c’est-a-dire que le complémentaire de
F(~0, Zo) est un ouvert pour &; ou encore que si (1,Z1) ¢ F (7o, Zo) alors W(y,z1)N
F(v0,%0) = 0.

Eliminons d’emblée le cas favorable ou {7, }NU(71) = @ qui implique immédiatement
W (711, z1) N F(7,Z0) = 0. Supposons donc {7} NU(11) # O ce qui signifie que
71 € {70} car U(y:) est 'ouvert minimal de I, contenant v;. (71,z1) ¢ F (70, Zo)
donc z; n’appartient pas au fermé F,, (z;). Nous pouvons en déduire que w., (z1)
l’ouvert minimal de E, /v, contenant z; vérifie :

Wy, (71) N Foy, (z0) = 0.

Conformément aux propositions 3.3.3 et 3.3.2, écrivons pour v € {70} NU(M) :

o F (z0) = Fyy(zo) U {r1,...7:} avec 14 € R,.

o Wy (T1) = Wy, (z1) U {r],...75} avec 7}, € R,.

Affirmation : pour tout v € U(m1) N {7} on a Fy(z) € F, (o). En effet, si
71 € U,y alors U(71) est inclus dans U, par conséquent si rx & F., (zo) alors 74
n’appartient & aucun F.,(zo) pour v € U(m).

Ensuite raisonnons par 1’absurde et supposons qu’il existe v € U(y1) N {7}
satisfaisant :

@ (1) N F (z0) # 0.

Par hypotheses @y, (z1) N E., (zo) = 0 et d’apres 'affirmation précédente F,(zo) C
F,,(zo), donc il existe r et * € R, tels que :

r € Wy(21) N Fy(Z0), T € Wy, (z1) et 7y (1) = 7,y (7).

* appartient en fait & F.,(z,) car F, (o) est saturé pour 7, d’ou r* € E., (20) N, (1)
ce qui contredit I’hypothése @., (z1) N F, (zo) = 0.

La démarche suivie pour montrer que &; est plus fine que £; est completement
similaire. Les détails de la preuve sont laissés au soin du lecteur. O
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3.3.2 Identification de I';,;; &4 un fermé de A,

A, étant muni d’une structure d’espace topologique il reste encore a préciser le
fermé de A, auquel I'y4; est homéomorphe. Rappelons ici que les configurations
sont censées modéliser les combinatoires du membre 1/2 généralisé. En particulier, la
classe postcritique d’une configuration doit appartenir & [1/3;2/3]. En fait, pour des
raisons liées a la séparabilité de I'y,, nous allons imposer que cette classe postcritique
appartienne au fermé [5/12;7/12] de T!. Pratiquement, cela signifie que les deux
seules configurations de I's autorisées sont celles de la figure 3.4. On note pour tout

5/12

11/24

13/24

7/12

17/24 19/24 17/24 19/24

Figure 3.4: Les éléments de I';.

n de N : 5 7
cr __ 2.
Eﬂ _pﬂ ([12, 12])'
EZ est un fermé connexe de E,. En outre, pour tout n > 3 et tout v € Iy,

EZ est saturé pour <, donc ES /v est un fermé connexe de E,/vy. AS désigne le
sous-ensemble de A,, :

A7 ={(7,z), v €Tn, z € EJ/7}.
Nous avons maintenant tous les ingrédients pour identifier I'p4+; et AZ.
Théoréme 3.3.5 L’application :
Up: Tppn — AT
Tnt1 (Qn+1,n(7n+1)a C(”/n+1))
est un homéomorphisme.

DEMONSTRATION. ¥,, est clairement injective et surjective.
Intéressons-nous a la continuité de ¥,. Soit F(vp,zo) un fermé (minimal) de AZ .
Nous souhaitons prouver que ¥;!(F(v,2Zo)) est un fermé de I'n;y. A cet effet,
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nous allons montrer que si y,4+1 est un élément de W1 (F(vo,zo)), alors 'adhérence
de {Yn+1} est incluse dans ¥ }(F (7o, Zo)). Considérons F,41 un élément de cette
adhérence et notons v, = Qn+1,n(7n+1) et Yp = Qn+1,n(;7n+1)° Tout d’abord) Fn
appartient & l’adhérence de <, car Qn41,n est continue. Ensuite, il ressort de la
proposition 3.2.2 que

F = c(Yn41) N c(Yn41) # 0. (3.1)

Envisageons alors les deux cas suivants :

1°" cas : ¢(Fn+1) C Ry. Fixons r un élément de R, N F. Etant donné que ¢(7n41) C
E.,.(z0) et que par définition F,, (o) est obtenu en prenant le saturé de F., (zo) pour
Yn, il existe o tel que :

1o € Fyy (20) et ., (1) = 7y, (ro).

Comme cette derniere égalité est une propriété fermée, elle persiste pour ¥, € {'y,,}
et par conséquent r € F, (zo). Compte tenu du fait que ¢(Jn41) est une classe
d’équivalence et que F}, (zo) est saturé pour ¥,, nous avons :

¢(Fn+1) € F5, (o),

ce qui signifie exactement que ¥y,(Yn+1) € F (70, Zo).

28™¢ cas : ¢(Fn+1) C Ry, De 3.1 nous déduisons que ¢(1n+1) C Ry, et que ¢(Yn41) N
c(Fn+1) # 0. Par conséquent si p € c(Yn+1) N c(Fn+1) alors p € F, (zo), d’ot :

c(Vn+1) € Fs, (z0)-

Ce qui acheve la preuve du théoréme. O

3.3.3 Un résultat de séparation

Soit v, € I',,, nous nous proposons d’établir un résultat de séparabilité concernant
les fermés de E,/v,. Au paragraphe suivant nous montrerons que cette propriété
dans ’espace dynamique FE, /v, peut se transporter dans ’espace des “parametres”
j

Cette section nécessite encore ’introduction de quelques notations. Les “injec-
tions”, tppn—1 : Bn — Ep_1 et ipq1 : I'y.—> 'y ayant été définies plus haut,
nous 1ntrodulsons ici leur équivalent pour les espaces An et Ep/vn. Siy, € Ty,
notons Yp_1 = inn-1(7n) et posons :

i'y,, : En/')’n — En—l/')'n-—l
€n > Ty ©fpp1© 7’;:) (en)

et _
nn—-1 - An — An—y

(Y z) +—> (7n_1,i.,n(:r)).'
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On désignera pour Yn42 € I'ny2, jy,.,. lacomposée i, 0%, ., si Tntl = tn+2,n+1(Tn+2)-
De méme pour les applications “quadratiques”, Qnn-1 €t Qnn—1 ayant déja un
sens précis, on note :

Q"/n : En/'Yn — En—l/Qn,n—l(')’n)

€n an.n-l('fﬂ) ° Qnrn“l ° 7r';n.1 (en)

et -
Qn,n—- 1 An — An—- 1

(y7) — (Qun1(1), @na()).

Soient F,, et F. deux fermés de Ey /v, nous conservons les notations précédentes
pour Fj, et F; , les traces de F, et F, lorsque &, parcourt {7y,}. Fixons yn42 un

élément de i;},,(7a) et notons F,, ., et F) ., les fermés de Epnyo/Tn42

Trmya (Fva) €8 T (Fy)-

Enfin, terminons en avec les notations, soient O, ,, et O; . les plus petits ouverts
de Epn42/vn42 contenant respectivement F,, ., et F. . Os,,, et Oy, les traces de
Oyoya €6 O, POUT ny2 € U(Yn+2)-

La proposition centrale qui nous permettra, entre autre, de prouver le point 3
du théoréme 3.3.1 est la suivante :

Proposition 3.3.6 Si pour tout 6, € {y.}, F;, et F; sont des fermés disjoints
alors pour tout 8,42 € U(Vn42), les ouverts Os,,, et O ., sont disjoints.

11 suffit en fait, comme nous en ferons la constatation un peu plus loin, de prouver
cette proposition dans le cas plus simple ou {7,} = {71s}, c’est-a-dire ol =, est un

point fermé de I',,. Concernant les points fermés de I';, nous avons les deux lemmes
suivants.

Lemme 3.3.1 Pour tout v € Iy, il existe un point fermé de I',, appartenant a '{77

PREUVE. D’une part I';, étant fini tout fermé de I',, contient un sous fermé non
vide, minimal pour ’inclusion. D’autre part, les fermés minimaux sont réduits a des
points. En effet, si 8 € I';, on note :

O(B) = {0 € Ty, tels que § X G},

O(B) est un ouvert de I', car son complémentaire est fermé. Supposons & présent,

que [ et B’ soient deux éléments d’un méme fermé minimal. Alors, {8} = {6’} et
par conséquent :

p'€e O(B) donc p'=2p
BeO(B) donc [Zp.

d’ou g = F'. a

Lemme 3.3.2 Siy est un point fermé de I', alors
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1. Qnn-1(7) est un point fermé de T',,_,.

2. v(7) la classe critique de 7y est incluse dans R,, en particulier v(7y) est fermée
dans E, [v.

PREUVE.

Le 1. provient du fait que Qn n—; est une application fermée. La seconde propriété
se déduit par I’absurde. Si v(v) € R;, on détermine aisément un élément & € {} tel
que d # 1. O

Nous avons représenté sur la figure 3.5 les points fermés de I'; et I'y. Remarquons
au passage que l'image par 743 du “premier” point fermé de I'y est un point ouvert
de F3.

3 7/24 5/24 7/24 5/24,

1/ /6

< : / 2/3 "5
17/24 19/24 17/24 19/24

T3 T4

/6

5/6
2/317/24 19/24

Figure 3.5: Points fermés de I'z et T'y

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.3.6, DANS LE CAS {7,.} = {7.}-
Il s’agit donc de prouver que si Yny2 € int2q(Tn) alors O, ., et O, 2> les plus
petits ouverts de E;2/7n42 contenant respectivement F,, ., et F—;,. +2 Sont disjoints
et que les traces de ces ouverts Os,,, et O, , restent disjointes pour 6p42 € U(Vn+2)-
On procede par récurrence. Pour n =1, I'; = {m} et la proposition découle de
I’hypothese c¢(vy,) € [5/12,7/12] pour tout n € N. Ensuite, quitte & traiter chaque
classe séparément, on peut supposer que F,, et F. ne sont ’adhérence que d’une
seule classe de E,/~v,. Distinguons alors les deux cas suivants :
1. Q. (Fy,)NQ,,. (F,) = 0, il s’agit du cas facile, I'hypothese de récurrence & ’ordre
n — 1 s’applique et fournit le résultat escompté.
2. Supposons que l'intersection précédente soit non vide. Remarquons que I'un des
deux fermés, par exemple F.,,, ne rencontre pas v(-yn). En \ v(v5) est alors constitué
d’un certain nombre k£ de composantes connexes ouvertes Bi,...,Bg. F,, et F,;n
n’appartiennent pas a la méme composante et supposons par exemple :

F‘Yn C B; et F"Yn Cc BU ‘U(’)’n).

Comme au cas précédent, par hypothese de récurrence, on peut séparer F, et v(v,),
soient O, et O, les ouverts disjoints de E, 2/Yn+2 contenant F,, et v(vy,). Enfin,
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posons O3 = (Jyn,,) " (B2), il s’agit également d’un ouvert de Epnio/vnt2. O et
O, U O satisfont alors aux conclusions de la proposition dans le cas d’un point
fermé.

Vérifions maintenant que la proposition 3.3.6 découle effectivement du cas précédent.
Si v, € Ty, soit 4, un point fermé de {7,} donné par le lemme 3.3.1. Du fait que
in+2,n €st une application ouverte, il existe Jp42 € i;iz,n(‘?n) tel que

U(Fn+2) D U (Yn+2)-

Les ouverts Os,,, et O;, ., déterminés ci-dessus pour 0n42 € U(Fn+2) satisfont en
particulier les exigences de la proposition 3.3.6. O

Nous avons & présent réuni tous les éléments pour aborder la démonstration du
théoréme 3.3.1.

3.3.4 Preuve du théoréeme clef

Point 1 : on prouve simultanément par récurrence que I',, et A,_; sont connexes.
Soit h une application continue de A, dans {0;1}. Les fibres de A, i.e. {(70,2), z €

E,./7v} sont connexes donc il existe h* une application de I', dans {0;1} qui fait
commuter le diagramme suivant :

ol g, est la premiére projection de A, dans I';,. Comme g, est ouverte, h* est
continue. D’oll, par hypotheése de récurrence h* est constante et h ’est également.
Pour la connexité de I, il suffit de refaire la méme démonstration en remplagant
A, par AT (les fibres sont également connexes).

Point 2 : ce résultat a été démontré au lemme 3.3.1. Nous ’avons inclus dans le
théoreme car il nous sera d’une utilité constante au paragraphe suivant.

Point 3 : il s’agit de la partie délicate du théoréme et elle nécessite encore un peu
d’effort. La premiere difficulté consiste a se convaincre de la véracité de la propriété

pour les entiers n = 2;3. Ensuite, on procéde par récurrence. Soient v,41 et 7,4
deux éléments de I',,; tels que :

{'Yn+1} n {7:1+1} = 0.

Choisissons Yn43 € ipyant1(Tn+1) €6 Yais € tntans1(Vas1) Nous allons déplacer la
difficulté dans A,, en posant :

(Yns Tn) = Yn(Vn41) et ("Y:nx;z) = ‘I’n(71,1+1):

(Yn+2) Tnt2) = Ynia(Tn+s) et (’7’::+2a~’1’:;+2) = ‘I’n+2(7;1+3)'

Considérons W (Yn+2, Tnt2) €t W(74i2, Thyo), les plus petits ouverts contenant
respectivement (Yn42,Tn+2) €t (742, Zh42). Envisageons alors les deux alternatives
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sulvantes :

1. {wm}n{+.} = 0, dans ce cas I'hypothése de récurrence a ’ordre n implique
U(Yn+2) NU(Yo42) =0, d’ott il ressort :

W (42, Tnt2) N W (Va2 Tnya) = 0.
2. {m}n{7.} # 0. Rappelons que W (yn42, Zn+2) est un ouvert de la forme :

W (Tn+2, Tnt2) = {(7, %) avec v € U(1n42) et T € wy(Tas2)},

et qu'il en est de méme pour W (v, o, T, ,2). Considérons v € U(yn+2) NU(Vhi2)s
nous prétendons alors qu’il existe :

bnia € izhy (DRIN TR,

un élément de I'p4o qui vérifie en outre, v € U(8,42)- 1l suffit pour s’en convaincre
de remarquer que :
U U(s)

peizty (TN

est un ouvert contenant yn2 et 7, car 'application i,42 est ouverte.

On+2 étant & présent fixé, soient 6, = in42n(On+2) €t Fs,(zn), Fs,(z)) les traces
des adhérences de z, et z), dans E,/v,. En vertu de la proposition 3.3.6, les plus
petits ouverts de Epni2/0n12, Os,,, et Oj, ,, contenant respectivement j; 1+2 (Fs,. (z2))
et j;. fn (Fs, (7)) sont disjoints. Les traces de ces ouverts Os et Of pour tout § €
U(6n+2) sont également des ouverts disjoints. En particulier, pour v € U(fp42),
nous avons que O, et O/ sont disjoints donc a fortiori

Wo(Tnt2) N Wy (Tnys) = 0.

Remarquons que si w,, ,,(Tn42) est un ouvert minimal, alors w,(Zn+2) demeure un
ouvert minimal pour ¢y € U(ép+2). En définitive,

W (Yn42) Tns2) VW (1p 42, Tnyo) = 0.

3.4 Espace des configurations
On considére la limite projective des I, :
Too = Jim (T 23 Tp_y)

I'eo est un sous-espace du produit cartésien des I';, et ses éléments sont les suites
(Yn)nen telles que ipp_1(n) = Yn-1. Voir [Bou50] pour plus de précisions sur la
notion de limite projective. I's, est naturellement muni d’une application continue
F : T — ' induite par les Qp n—1 :

si ('7n)nEN € Foo alors f(('Yn)neN) = (Qn+1,n(')’n+1))neN-
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Nous noterons i, la projection de I'o, dans I'y, telle que %, ((Yp)peN) = Tn-

Nous allons montrer que I'oo, au méme titre que les espaces I'y,, est quasicompact
et connexe. Le défaut de séparation de I', provient du fait que certaines configura-
tions de ', sont “redondantes”. De la méme fagon que lorsque I’on développe les
réels en base 10, on obtient dans certain cas deux écritures pour un méme nombre
(celle standard et celle ne comportant que des 9 & partir d’un certain rang), I',, con-
tient des configurations arbitrairement proche les unes des autres. Topologiquement
cela se traduit par le fait que certains points de ', ne sont pas fermés. L’espace des
configurations proprement dit, X.,, avec lequel nous travaillerons ultérieurement
sera l’ensemble des points fermés de I'y, et les configurations redondantes seront
ainsi éliminées.

3.4.1 Propriétés de I'y,

Commencons par démontrer quelques propriétés concernant I'.
Proposition 3.4.1 I', est quasicompact.

PREUVE.
Soit (U,) un recouvrement de ', par des ouverts. On note :

T, = {y € T, tels que i;*({7}) ne soit contenu dans aucun U,}.

S’il existe ng dans N tel que f‘no = @ alors, étant entendu que I',, est fini

k
Fo < U () c Uy

Y€Tng

et la proposition est démontrée.

Supposons donc par I’absurde, que pour tout n > 0, T, # 0. Fixons 82 'unique
élément de I'; = I'>. Ensuite, par récurrence, on construit pour tout entier p > 3,
un élément 69 de T, tel que 4,,-1(62) = 62_, et tel que pour une infinité d’entiers
M > P, imp(Om) = 8y avec &y, un élément de I',.. Supposons &) donné, alors

int1p105} N Tppa # 0.

Par conséquent du fait que T, est non vide pour tout n, il existe un élément 63 .1 €
Tt tel que dp415(83,;) = 69 et tel que pour une infinité de m > p + 1 on ait
imp+1(0m) = 63, avec O € T

Posons Joo = (82)neN, doo €5t un élément de 'y, donc il existe ap tel que oo € Uy,-
Ensuite, Uy, s’écrit comme tout ouvert de ', sous la forme iy (Vo,) avec N dans
N et V,, un ouvert de T'y. Ainsi iy'({0%}) C Uy, ce qui signifie que 6% ¢ Ty et
contredit la définition de 6. O

Les propositions ci-dessous sont des extensions & ', des lemmes 3.3.1 et 3.3.2
concernant les fermés minimaux de I,.
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Proposition 3.4.2 Tout fermé non vide de ', contient un fermé non vide minimal
pour linclusion.

PREUVE. Soit F' un fermé non vide de Iy, F' est un quasicompact et on note :
K(F) = {L fermé non vide de I, tel que L C F}.
K(F) est ordonné par I'inclusion. Montrons que X(F) est inductif. Soit :
P={F,iel}

une partie totalement ordonnée de K(F), alors M = ;¢; F; est un minorant de
P. En effet, d’une part M est un fermé, d’autre part si M = ) comme F est
quasicompact on a

N

F=0

i=0
ce qui est manifestement absurde et la proposition résulte alors de I’application du
lemme de Zorn. - a

Proposition 3.4.3 Les fermés minimauz de ', sont des points.

PREUVE.

Soit F' un fermé minimal de I',. Par ’absurde, supposons qu'’il existe deux éléments
distincts vy et 7' dans F', alors il existe ng > 0 tels que in,(7) = Yno €t ino (V) = 7,
soient deux éléments distincts de I';,. En vertu du point 2 du théoréme 3.3.1, on
peut supposer, par exemple, que 5, ¢ {7;,}. Posons

F'=i (% )NF.

F' est un sous-fermé non vide de F' ce qui contredit la minimalité de F'. O

3.4.2 Propriétés de X

L’espace des configurations, X, est par définition I’ensemble des points fermés de
I'w. X hérite de la topologie restreinte de I'y, et devient ainsi un espace compact,
connexe invariant par F.

Théoréme 3.4.4 X, est un compact conneze.

DEMONSTRATION

On montre successivement que X, est quasicompact, que deux éléments distincts
de X, sont séparés dans I', et enfin que X, est connexe.

1.Quasicompacité. X, a la propriété fondamentale que tout ouvert de I', contenant
X est en fait égal & ', ceci en raison de la proposition 3.4.2. On en déduit que
tout recouvrement de X, par des ouverts est également un recouvrement de Iy, et
en vertu de la quasicompacité de I',, on peut en extraire un sous recouvrement fini.

2.Séparation. Commencons par le lemme suivant :
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Lemme 3.4.1 Soit F' C ', posons

~

F= i (2®),

n>0
alors F, l'adhérence de F, est égale a F.

PREUVE DU LEMME. L'inclusion F C F est évidente.

Réciproquement, si y € F notons V' un voisinage ouvert de y de la forme V =
i~} (Vi) avec Vi, un ouvert de I',. y € F donc in(y) € im(F) et Vin Nim(F) # 0.
Finalement, VN F # @ et ceci pour n’importe quel voisinage ouvert V' de y donc
yeF. ' O

Revenons sur la séparation de X, soient z et ' deux éléments distincts de X .
En appliquant le lemme ci-dessus et compte tenu de la quasicompacité de I'w,, pour
n assez grand, i,(z) Ni,(z') = 0. D’aprés le point 3 du théoréme 3.3.1, les plus
petits ouverts de I'p4o contenant i,42(z) et in42(z’) sont disjoints, d’ou I'existence
de deux ouverts disjoints de 'y, contenant respectivement z et z'.
3.Connexité. Soient O; et O, deux ouverts de X tels que Xoo = O U O; et
O; N O, = Q. Considérons n, et n, les entiers tels que :

O1 = (in,) 7 (V1) €t Oa = (in,) 7 (Vo)

ou U; et U, sont des ouverts respectivement de I',, et I',,. Supposons par exemple
que n; > ng alors de i,, = in,; n, © in, on déduit que :

02 = (in) ™ (il (T2) ).

U, et 37}, (Uz) sont donc deux ouverts de ', qui forment une partition de I',. Par
connexité de I',,, 'un des deux est vide ce qui entraine que O; ou O, est vide et
X est connexe. O

Remarquons que la preuve de l’assertion 2 montre également que pour tout

v € ' le point fermé dans ’adhérence de {7} est unique. Ceci permet en particulier
de définir une projection continue po, :

Poo : Lo — Xoo

en associant a chaque vy € I'y, ’'unique point fermé de {_’y}-

Par ailleurs, mentionnons que la propriété de séparation est intimement liée au
point 3 du théoréme 3.3.1 qui lui-méme se démontre grace a I’hypotheése c(yn+1) €
E&p,([5/12,7/12]). Sans cette restriction, il ne semble pas possible de prouver que
X est compact.

3.4.3 Espace dynamique

De la méme fagon que pour chaque ordre fini, I', jouait le role d’espace des parametres
et E,/vn celui d’espace dynamique associé a +,, nous définissons ici le pendant dy-
namique de I’espace des parameétres Xoo.
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Soit ¥ = (Yn)nen un élément de X . 7y définit alors naturellement ~.,, une relation
d’équivalence sur T de la fagon suivante : si z,y € T

T~y y = Vn €N, p,, () = py, (v).

Rappelons que p, désigne la projection canonique de T dans E,, ., celle de E,
dans E, /v, et p,, = 7, 0 Dy.

Proposition 3.4.5 ~, vérifie les propriétés suivantes :
1. Les classes ne sont pas croisées.
2. Le graphe de ~yest un fermé de T x T.

PREUVE. La premiere propriété est immédiate. Pour ce qui concerne la seconde,
supposons que z,y € T ne soient pas dans la méme classe d’équivalence de ~.,. Soit
no un entier satisfaisant p,, () # p,,, (v) et

Pyng+2 (x) np7no+2 (y) =0.

D’apres la propriété 3.3.6, on détermine O, et O, deux ouverts disjoints de Epy12/Vno+2
contenant respectivement p,, ,,(z) et py, ,,(¥). En considérant, p;ﬂlo +2(0z) et
p;nlo 2 (O,) on détermine deux ouverts saturés pour ~. contenant respectivement
z et y, ce qui prouve que ~., est fermée. a

L’ensemble de Julia abstrait associé & v € X, est alors ’espace quotient E.,, =
T/ ~, qui est d’aprés les propriétés ci-dessus, un compact connexe. On note p, la
projection de T dans E,.

Mentionnons une seconde construction de E., qui est peut-étre plus dans I’esprit
du paragraphe précédent. Si i,, est “I'injection” de E, /v, dans E,_;/v,-1 définie
précédemment, on peut alors considérer £,, la limite projective des (Ep/Yn)nen. Ey
s'identifie alors & I’ensemble des points fermés de £,.

De ce point de vue, si v € X alors v est un point fermé de I', et par conséquent,
(v(Yn))nen est un point fermé de &,. Il est donc légitime, de considérer le point
critique de -, v(y) = (v(Yn))nen comme un élément de E, et la valeur critique
c(7) = (¢(¥n))nen comme un élément de Ex(y).

Enfin, ’application de doublement de ’angle @ définie sur T, passe au quotient
par v et induit :

Q : E, — Ef(’Y)
e=p,(€) — Q(e) = prx(Q(E)).

Si I’on considére plutét, e = (ep)nen comme un élément de la limite projective alors

Q(e) = (Qya(en))n21-
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3.5 Propriétés universelles

3.5.1 Revétements ramifiés du disque

Dans ce paragraphe, nous expliquons sous quelles conditions il est possible d’associer
3 une suite de revétements ramifiés de D un unique élément de I',. Ces conditions
portent d’une part sur la nécessité pour les revétements considéres de coincider avec
Q sur T = 8D, d’autre part sur I’existence de deux “rayons externes” aboutissant
au méme point.

Nous nous s’intéressons aux revétements ramifiés en 0 de degré 2, F : D — D
tels que Fjt = Q et on désigne R ’ensemble des quadruplets (F, a(F), v1(F), 72(F))
ou a(F) € D, 7 (F) et v2(F) sont des arcs simples tels que 7, (F) Ny (F) = {a(F)},
MF)NT = {1/3} et v(F)NT = {2/3}. Nous imposons également que la valeur
critique de F' appartienne & Uy(F'), ou Up(F') désigne la composante connexe de
D\ {71 (F) U~v(F)} qui contient [1/3,2/3].

Si ’on met la topologie de la norme uniforme sur ’ensemble des revétements de
D et celle de la distance de Haussdorf sur les parties compactes de D, R devient un
espace topologique.

R™ désigne ’espace produit R x...x R. On définit naturellement deux applica-
tions continues de R™ dans R™"}, i® et f™ qui corespondent aux décalages & gauche
et & droite. Si R® = (Ry,...R,) est un élément de R™, alors :

i*(R™) = (Ry,..., Ra-1) et f*(B*) = (Ra,...,Rn).

Notons F; le revétement de D associé & chaque R;. R"™ est dit admissible si pour
tout: <n:

o Fi(a(Fit1)) = a(F)
e Fi(m(Fix1)) = 72(F)
o Fi(72(Fisr)) = n(F)

Nous requérons encore deux conditions sur la position des valeurs critiques de F} o

...oF,.

e Les valeurs critiques de Fj o...o F,, n’appartiennent pas a (71(F1) U~72(F1)) \
(04 (F 1) .

e Pour tout ¢ > 3, notons §;(F;) et 62(F;) les deux arcs simples images inverses
de 7, (Fi-2) et y2(Fi—2) par F;_o F;_; qui relient respectivement 5/12 et 7/12
& ap(F;), une préimage de a(F;—2). Nous imposons donc que la valeur critique
de F; appartienne & la composante connexe de D \ 6;(F;) U 62(F;) contenant
[5/12,7/12] dans son adhérence.

Cette dernitre condition tient compte du fait que les configurations que nous
avons construites au paragraphe précédent, ont pour des raisons de séparabilité, des
classes critiques nécéssairement situées dans [5/12,7/12]. R? désigne les éléments
de R" dits admissibles, c’est-a-dire qui vérifient les cinq points ci-dessus.
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Nous pouvons maintenant associer & une suite de R?, de maniére univoque et
continue, un élément de I',,.

Proposition 3.5.1 Pour tout n € N, il eziste une unique application continue h,
de Ry dans Ty, qui vérifie :

hd Qn,n—l ohp,="hs_10f".
® inn-19hy ="hy_y0i"

PREUVE.

Soit R™ un élément de R?, R" = (R, oo , Rn) et F; le revétement ramifié associé a
R;. Considérons A(R"), le graphe de D défini par :

A(R™) = (Fro...0 Fp) Y (n(F1) U ra(Fr)).
On définit alors ~ la relation d’équivalence sur E,, associée au graphe A(R") :
7,7 € R,, r ~ 1’ < r,r' appartiennent & la méme composante connexe de A(R")

p, P € R, p~ p & p,p appartiennent 4 la méme composante connexe de D\ A(R").

Cette relation d’équivalence, notée h,(R"), est clairement un élément de I, satis-
faisant les deux égalités de la proposition. S’agissant de la continuité de I’application
hp, soit U, un ouvert fondamental de Ty, alors h;!(U, ) est un ouvert de R?. En
effet, si R € R? et si r et ' n’appartiennent pas & la méme composante connexe de
A(R), alors pour R’ suffissamment proche de R cette propriété est conservée. [

Nous sommes maintenant en mesure de traiter les suites infinies de revétements
ramifiés D. Soit R le sous-espace de RN constitué des éléments admissibles, c’est-
a-dire :

R*® = (Ry,... ,Rp,...) € RY si pour tout n de N, R" = (Ry,...,R,) € R}.
Notons f*° le décalage a gauche de R3° dans R$° défini par :

fo(Rayeee  Ruyern) = (Rayeev s Rug1yee).

Proposition 3.5.2 Il existe ho, une application continue de R® dans X, qui fait
commuter le diagramme suivant : 5

RP ——2- X

7| X |7

RP —2+ X,

PREUVE. Considérons R*, un élément de R et posons pour tout n > 0, v, =
ho(Ry,...R,). De I'égalité z'n“,,,('y,,.,_l)A:fy,,, il ressort que Yoo = Q7T
est un élément de I'w, que nous notons A(R*). Pour l'instant, h est une application
de R & valeur dans I's, dont la continuité découle de la définition. L’application
heo est alors la composée po, © h, Oll P, est la projection continue de I'oy dans X .
La commutativité du diagramme est immédiate. O
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3.5.2 Configurations et polynémes quadratiques fibrés

Nous achevons ce chapitre en faisant le lien entre les polyndmes fibrés de degré 2
et ’espace X,. Considérons X un compact quelconque, f une application continue
sur X et P(z,2) = (f(z), 22 + ¢(z)) un polyndéme fibré sur X, avec c un élément
de M(X). Nous allons préciser sous quelles hypotheéses, on peut & chaque = de X
associer la configuration de P, au point z. D’apres le paragraphe précédent, il s’agit
de mettre en lumiére des conditions sur le parameétre ¢ qui garantissent que pour
tout z de X, la suite (P7,)nen appartient & R, Ces conditions porteront d’une
part sur ’existence d’une section invariante répulsive & laquelle aboutisse les rayons
d’arguments externes 1/3 et 2/3, d’autre part sur la nécessité pour la valeur critique
c(z) d’appartenir “au secteur [5/12,7/12])". Le membre 1/2 généralisé, Mj ,(X),
sera I’ensemble des parametres ¢ qui satisferont toutes ces exigences.

Commengons par définir soigneusement la notion de section invariante répulsive.

Définition. o : X — C, une application continue, est une section invariante
répulsive pour P, s’il existe des constantes A > 0 et A > 1 telles que pour tout z de
X:
Pez(a(z)) = a(f(z)) et pour tout n de N, |(Pr,) (a(z))] = AX™.
Nous pouvons dés a présent, donner une condition nécessaire et suffisante garan-
tissant I’existence d’une telle section invariante répulsive.

Proposition 3.5.3 Si U et V sont deuz ouverts de X x C tels que :

e U= {J(z,Us), V= (z,Vz) avec U, et V, des disques topologiques de C ;
zeX zeX

o VCCU et il eriste myg > 0 tel que pour tout x de X, diamU, < myg ;
e P.;:Vz — Uy est un isomorphisme holomorphe ;

alors il existe une unique section invariante répulsive dans U. Réciproquement, si o
est une section invariante répulsive, on peut trouver deuz ouverts U et V de X x C
contenant « et vérifiant les propriétés ci-dessus.

PREUVE.

Commengons par la réciproque. Fixons @ > 1 et considérons ng, ’entier positif tel
que :

|(P22) (a(x))| > 0 pour tout z € X.

De maniere tout a fait standard, on peut au moyen d’une application ¥(z,z) =
(z,€*@®z) conjuguer P, & P: un polynéme fibré de la forme Pi(z, z) = (f(z), &2(z) 22+
éo(z)), tel que :

P, = e?f(2) P., (e7¥@)2)

et

|(Psz) (e?®a(z))]| > 6 > 1. (3.2)

70



Si h(z) = log(2]a(z)|), il s’agit donc de trouver ¢(z) vérifiant :
log |(Pzz) (€™ a(z))| = ¢(f (2)) — p(z) + h(z) > € > 0.

Comme par hypothése, les sommes de Birkhoff :

no—1

= Sah(z) = 7 3 W)

=0

sont strictement positives, on détermine ¢ de telle sorte que —S,,oh — h soit le cobord
de ¢, c’est-a-dire telle que :

—]:-Snoh—h=<pof—(p.
No

11 suffit pour cela de poser

no—2 1

p(z) = — Z > h(f(z))

=0 j=0

et 3.2 est alors vérifiée avec ¢ = §'/mo,
Ensuite, notons &(z) = e*®a(z). @' étant fixé, il existe r > 0 tel que pour tout
zde X :

D(E(f(2)),6'7) € Pea(D(E(z),7) ).

Pa.r conséquent, en posant U, = D(&(z),6'r) et V; la composante connexe de

2 (Us(z)) incluse dans U,, on obtient U = U,ex(z,Us) et V = Ugex(z, V;) deux
ouverts de X x C satisfaisant les conditions de la proposition pour la section & du
polynéme P;. Les ouverts U et V sont alors obtenus en posant U = 9~ }(U) et
V =47 1(V).

Concernant le sens direct de la proposition, soient V? = U,, V} =V, et V?
la composante connexe de (P7,)~!(Usn(s)) contenue dans V*~1. Du fait que V est
relativement compact dans U, les distances d(V,, 8U;) sont uniformément minorées.
Comme de plus, U, est un ouvert borné, il existe po > 0 tel que mod(U; \ Vz) > wo-

n
mod(U;\V;F) < > mod(V;\VFFT) < npg
=0

d’ou L
ngr_{xm mod(U;\V?) =

et par conséquent N,en V2 = {a(z)}. a est une fonction continue de z et vérifie
effectivement P;(a(z)) = a(f(z)). Par ailleurs, en vertu du théoréme extrémal de
Grotzsch, il existe des constantes positives A; et A,, indépendantes de z telles que :

diamV® < A e™™4z,
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Enfin, en appliquant Koebe, on déduit ’existence de constantes positives B; et Bg
telles que :

|(PZ.) (a(z))] = Bre®™.
O

Considérons S(X) ’ensemble des couples (c,a) tels que a est une section in-
variante répulsive de P,. S(X) est muni de la topologie produit et on désigne II la
premiere projection de S(X) dans C(X, C). Nous avons alors :

Proposition 3.5.4 II est un homéomorphisme local.

PREUVE.

IT est clairement continue. Pour 'injectivité locale, si (¢, a;), (¢, @2) € S(X) alors
|1 (z) — aa(z)| > diamU2, ol U} désigne ’ouvert intervenant dans la caractérisation
de ’existence de o et par conséquent a; # ao.

Il reste & montrer que IT est ouverte. Considérons (c,a) € S(X) et U =
Uzex (@, Uz), V = Uzex(z,Vz) les ouverts donnés par la proposition 3.5.3. Si ¢’
est assez proche de ¢, on pose U; = U, et V; la composante connexe de Py (U} )
incluse dans U.. Par continuité, nous conservons le fait que U’ = U ex(z,UL) et
V' = Ugzex(z, V) sont des ouverts et V'CCU’. Alors, d’aprés le critére 3.5.3, Py
admet une unique section invariante répulsive o/ appartenant & V’.

Enfin, on remarque que o’ dépend continuement de ¢'. O

Supposons que ¢ € M(X) et reprenons .., la représentation conforme du
complémentaire de K, ,, définie au chapitre 1. Le rayon d’argument externe 8 € T
est alors défini, comme dans le cas constant par :

R, = o1 ({pexp(2in6), p €]1;+00]}).

De méme, on notera pour 1 <t <t :

Reo(t, t]) = o5z ({pexp(2int), p €lt, t]}).

Supposons que P, admette une section invariante répulsive «, nous dirons que R
aboutit en a(z) si :

lim @72 (p exp(2in6)) = o(z).
Nous allons nous intéresser précisément & ’aboutissement des rayons 1/3 et 2/3. Si

U = Uzex(z,Uz) et V = Ugex(z, Vz) sont les voisinages ouverts de la section «
donnés par la proposition 3.5.3, nous avons :

Proposition 3.5.5 Les rayons R.,1/3 et R;3/3 aboutissent en o(x) si et seulement
s, il eziste to > 1 tel que pour tout £ de X :

R;1/3(]1,t0]) C Uz et R:23(]11, %)) C Us.
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PREUVE.
Soit V[, le systéme fondamental de voisinages de a(z) introduit & la proposi-
tion 3.5.3. Nous avons, par hypothéses, pour tout® € N :

R.(J1,27"]) C V* pour 6 = 1/3, 2/3.

Comme le diametre de V,* tend vers 0 quand n — +o00, il en résulte que R /3 et
R;2/3 aboutissent en a(z).

Réciproquement, supposons que pour tout z de X, R; /3 et R; /3 aboutissent
en a(z). Par compacité et du fait que U est un ouvert, il existe ¢y > 1 tel que pour
tout z :

R, ¢(ts/*, o)) C U, pour 8 = 1/3, 2/3.

D’oli, pour tout n € N :
R.p(Jt2",27™")) c U, pour 6 =1/3, 2/3

et la proposition est démontrée. O

On note Mj/2(X) le membre 1/2 généralisé, constitué des c € M(X) tels que
P, admette une section invariante répulsive & laquelle aboutissent les rayons 1/3 et
2/3. Compte tenu des propositions 3.5.4 et 3.5.5, M;/2(X) est un ouvert (relatif)
de M(X). ~

Notons également C le compactifié de C obtenu en rajoutant le cercle S' =T &
I'infini (cf [GM93]). Remarquons que pour tout ¢ € My/2(X), d’une part les rayons
1/6 et 5/6 aboutissent au point —c(z), d’autre part c(z) appartient & la composante
connexe de C\ Rz,1/3U Ry 2/3 Ua(z) qui contient [1/3,2/3] dans son adhérence. Par
conséquent, les rayons 5/12 et 7/12 aboutissent & une méme préimage de a(f?(z))
par Pcz,z. Notons B;(z) la composante connexe de C \ Rz5/12 U Rz 7/12 qui contient
[6/12,7/12] dans son adhérence.

Notons M3 ,(X) I'ensemble des parameétres ¢ de My /2(X) tels que ¢(z) € B;(z).
Comme nous ’avons déja souligné & plusieurs reprises, nous allons nous limiter a la
description combinatoire des éléments de M »(X).

Finalement, nous pouvons expliciter la propriété universelle de X.

Proposition 3.5.6 Soient X un compact, f une application continue sur X et
c € M3 /2(X ), alors il existe une application continue h de X dans X, telle que le
diagramme suivant commute :

X Xoo
f F
)

PREUVE. 1l suffit de vérifier qu’a chaque £ de X on peut associer continuement
un élément de RZ°. On se raméne & une suite de revétements ramifiés de D en
considérant P,, comme une application de C =D telle que :

- P..(z)=2"si 2€8C =S
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Posons alors,

R*(z) = (P efn=1(2)) Byn(@)1/3, Ryn(a) 273, o f "(“’))) >1
n>
R>®(z) est un élément de R3° qui dépend continuement de z pour la topologie produit

de R et on pose alors h(z) = hoo(R®(z)) ol ho est I’application universelle de la
propriété 3.5.2. _ O

Nous terminons ce chapitre en expliquant dans quelle mesure, on peut rattacher
I’étude itérative d’une suite de polynémes quadratiques (P;(z) = 22 + ¢;)ien & notre
cadre fibré.

La situation est la suivante, on se donne ¢ = (¢;);en une suite bornée de C et on
s’intéresse au systéme :

P.: NxC — NxC
(3,2) +— (+1,22+¢)

L’outil qui permet de se ramener & une base compacte est le compactifié de Stone-
Cech N muni de 'application o qui prolonge le décalage ¢ — 7 + 1. N posséde la
propriété universelle que toute fonction bornée sur N se prolonge en une application
continue de N.

Notons ¢ I’application continue qui prolonge la suite c a N et P; le polynéme
fibré sur N : R | R
P, : NxC — NxC
(z,2) +— (0(2),2® +&(2))
Cette manipulation permet de définir sans ambiguité les configurations (7;)ieNn =
(F*(7))ien associées a la suite de polynémes (22 + ¢;)ien. Pour cela, il faut bien sur
supposer que & € Mj,(N) mais cette condition ne dépend que de la suite (¢;)ien-
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Chapitre 4

Enoncés des principaux résultats
et mise en place des outils

Ce chapitre est congu comme une introduction aux théorémes de réalisabilité qui
seront essentiellement démontrés aux chapitres 5 et 6. On considére toujours X un
compact, f une application continue de X dans X et P, un polyndéme quadratique
fibré sur X avec ¢ € M7 ,(X).

Nous mettons en place dans le premier paragraphe de ce chapitre, une suite de
partitions d'un voisinage de K., appelées puzzles. Ces puzzles sont une extension
directe des puzzles “classiques” introduits par B. Branner, J.H. Hubbard et J.C.
Yoccoz (voir [BH88] et [Yoc]) pour 1’étude itérative des polyndémes complexes. Ce
seront des outils essentiels des prochains chapitres, ils permettront entre autre, de
traduire topologiquement les propriétés combinatoires du polynéme fibré considéré.

Ensuite, nous donnerons en relation avec les puzzles, un sens précis aux notions
de configurations primitive et faiblement récurrente. Nous pourrons alors formuler
rigoureusement les deux théorémes principaux concernant la possibilité de réaliser
ces configurations.

Au troisiéme paragraphe, nous nous intéressons a la géométrie des éléments ini-
tiaux du puzzle. Précisément, nous donnerons une minoration uniforme par rapport
a z et ¢ des modules des différents anneaux entre les pieéces du puzzle d’ordre 1 et
celles du puzzle d’ordre 3.

Enfin, le dernier paragraphe a trait aux polynémes quadratiques fibrés critique-
ment non récurrents. Sous cette hypothése que nous formulerons combinatoirement
on prouvera que l’ensemble de Julia rempli est holomorphiquement effagable donc
de mesure nulle. L’effacabilité aura également comme conséquence l'unicité et la
continuité, dans un sens que nous préciserons, de la fonction c réalisant des config-
urations non récurrentes données. Ce dernier point est trés important, il permettra
au chapitre suivant de chercher des fonctions ¢ réalisant des configurations non-
récurrentes sans se soucier des aspects continuités par rapport a z.
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4.1 Puzzles

Dans cette section, nous introduisons pour chaque entier n et pour tout z de X
le puzzle Pr(x) qui sera une partition d’un voisinage de I’ensemble de Julia rempli
K,.;. A chaque pitce A, de Pn(z) nous associerons une piece “bordante” A, qui
formera un voisinage ouvert de A, et qui sera en quelque sorte un épaississement de
A,.. La collection des pitces bordantes constituera le puzzle bordant P, (z).

Rappelons que dans le cas connexe ¢, ~1 désigne la représentation conforme de
C \]D sur C \ K., définie au chapitre 1 et G, la fonction de Green du compact
K. z. On note H,(z) le disque topologique défini par :

H,(z) = {z € C tels que G.(z) < r}.

Par hypotheses, Rj/3(z) et Ry/3(z) aboutissent en a(z) donc Ryss(x) et Rsse(zx)
aboutissent en —a/(z). H,(z) privé de 1’adhérence de ces quatre rayons est donc
constitué de trois composantes connexes d’intérieurs disjoints. Ces trois domaines
que ’on choisit par convention fermés forment le puzzle de profondeur 1 :

Pi(z) = {A1,-1(2), A10(2), A1,1(2) }-

A o(z) désigne la piéce critique (contenant 0), A; —1(z) celle de “gauche” délimitée
par Ry/3(z) et Ry/3(x) et Ay1(z) celle de “droite” délimitée par Ry/6(x) et Rs/e(z).

On définit alors par induction le puzzle de profondeur n, P,(z), constitué des
préimages de A par P, ., lorsque A parcourt P,—1(f(z)). Les piéces du puzzle
de profondeur n sont des fermés d’intérieurs disjoints et forment une partition de
Hjyjan-1(z). Chaque partition Pp(z) est un raffinement de P,_,(z) dans le sens o1
chaque piéce A,(z) € P,(z) est contenue dans une unique piece de P,_;(z) notée
Jn(An(z)), que 'on appelle le pére de A,(z). jn est donc une application de P,(z)
dans P,_1(z) qui vérifie A,(z) C jn(An(z)) pour A,(z) € Pp(z) et qui “commute”
avec Pz :

Jn—190 Fez = Pez 0 jn.

Le puzzle bordant au niveau 1, Py (z) est également constitué de trois com-

posantes que I’on note Aj—1(z), A10(z), A1,1(z) et qui sont définies de la fagon
suivante :

e A; _1(x) est le domaine borné inclus dans Hj3/2(z) dont la frontiére est con-

stituée des rayons externes &, I, et de la ligne de niveau 3/2.

o Ajo(z)estle domaine borné inclus dans H3/»(z) dont la frontiére est constituée
des rayons externes g, 33,2, 2 et de la ligne de niveau 3/2.

o A; 1(z) estle domame borne inclus dans H3/2(:z:) dont la frontiére est constituée
des rayons externes 2, 32, et de la ligne de niveau 3/2.

Toutes ces pieces sont choisies ouvertes. Le dessin suivant (figure 4.2) est certaine-
ment plus explicite que ces définitions un peu absconses.
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2/3 5/6

Figure 4.1: Puzzle de profondeur 1

19/48 5/48 7/24 5/24

po/f— s

= A1 17/24 19/24 412
A1

Figure 4.2: Puzzle bordant de profondeur 1

Le puzzle bordant a la profondeur n, P, (:z:) est constitué des préimages par P,
des éléments de Pr_1(f(z)). Retenons que les éléments de P,(z) sont des ouverts.

P, (z) est un recouvrement de Hjz/on(z), ses éléments ne sont pas d’intérieurs
disjoints, par contre ils présentent I’avantage d’étre relativement compacts dans
ceux de P,_;(z). Plus précisément, soient A,(z) € Pyn(z) et An_1(z) € Pp1(z) :

si An(z) C An_i(z) alors en fait A, (z)CCAn_1(z).

La proposition ci-dessous va nous permettre d’associer, de fagon univoque a
chaque piéce de P,(z) un élément de P,(z) qui la contient.

Proposition 4.1.1 Pour tout entier n > 1, il existe une unique application m, de

P, (z) dans P,(z) telle que le diagramme suivant commute :

Pa(@) 55 P,y (2)

Tn Tn-1

'ﬁn(:z:)—J‘L’ P 1(3])

et AnCCm(Ay) si A, € Pr(z).
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mn(An) est appelé la piéce bordante de A,. Chaque piéce de P,(z) posséde une
unique pieéce bordante, par contre deux pieces distinctes de P,(z) peuvent avoir la
méme piece bordante, m, n’est pas injective.

PREUVE. Tout d’abord m; est parfaitement bien définie puisque par construction :
m1(A10(z)) = A1,0(2), m(A1,-1)(z) = A1,-1(2) et m(A11(2)) = Ara(3).

Ensuite, supposons par récurrence que m,_; ait un sens. Si A, € Pp(z), Pez(An) C
Tn—1(Pez(An)) et on définit 7,(A,) comme la seule composante connexe de

P (tna (Pes(4n))

contenant A,. La commutativité du diagramme est avec cette définition immédiate.
a

De la méme fagon que si A,(z) est un élément de P,(z) nous lui avons trouvé

naturellement un pére j,(An(z)), nous allons maintenant définir le pére d’un élément
de Pp(z).

Proposition 4.1.2 Pour tout entier n > 2, il eziste une unique application j, :
P (z) — Pp-1(z) telle que les diagrammes suivants commutent :

Pp(z) —dn . Pr_1(z) 73,1(:1:) — Fea, 73,:_1 (z)
7['111 A /1\71'11—1 ]nl o ljn—l
Pa(z) —L— P,y (2) P (25 Pp_y(z)

et AnCCin(An) pour A, € P,(z).

PREUVE. Soit A, € P,, nous définissons jn(A ,,) comme l'unique composante de

2 contenant A,. Par induction, on prouve que Jj, (A ) est deﬁme sans amblgulte

En effet, si B, et B, appartiennent a P, et contiennent A, alors Pc,,.(Bl) et
ca,(Bg) sont deux composantes de P,_, contenant Pc,,(An) d’ou :

Pc,z(Bl) = Pc,z(Bz) et B]_ = Bz.

La commutativité du premier diagramme s’explique par le fait que m,—1(jn(As)) est
un élément de ’Pn_l contenant m,(A ) Pour le second, on remarque cette fois que
P.2(32(A,)) est une composante de P,_, contenant P, z(A,). O

Définissons encore certaines pieces particuliéres qui joueront un rdole important
dans la suite. Supposons que 0 ne soit pas une préimage de « alors J,(z) désigne
I’élément critique, i.e. contenant 0, de P,p(z) et I,(z) 1’élément post-critique, i.e.
contenant ¢(z), de Pp(f(z)). In(z) = Pez(Jnt1(z)). Lorsque f (P’application de
X dans X) n’est pas injective il peut y avoir plusieurs piéces post-critiques dans
Pa(f(x)). Les pitces critiques et postcritiques du puzzle bordant sont

Jo(z) = ma(Jn(2)) et I(z) = m(In(z)).
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Remarquons que plusieurs éléments de P, (z) peuvent contenir 0. Enfin, lorsque 0
est une préimage de o d’ordre n, on choisit par convention Jn(z) la préimage de
Ay0(f™(z)) par P, qui contient 0. On pose alors I(z) = P z(Jnt1(z))-

Puzzles et configurations.

Les puzzles seront d’une importance primordiale dans la suite de cette thése. Nous
expliquons maintenant comment ces partitions permettent de faire la liaison entre
le Julia rempli et les espaces Ey/vn. Soit P, un polynéme fibré avec ¢ € M »(X),
on note v = (Yn)nen la configuration de K.

Proposition 4.1.3 Pour tout entier n > 1, il eriste une unique application con-
tinue Xn : Kex — En/n telle que les diagrammes suivants commutent :

Xn
K, &z E, / Tn K &z En/ Tn
Pc,a:l lQ’Yn Zdl 1i7n
Xn-1 Xn-1
Kc,f(a:) En/Qn,n—l (’Yn) Kc,z En—l /711—1

Xn st définie par récurrence sans ambiguité et vérifie x,(0) = v(y,) la classe critique
de E,/vn. En outre, deux éléments dans l'intérieur d’'une méme piece du puzzle
Pa(z) ont la méme image par xp.

Ces applications (xn)nen “passent a la limite projective” et induisent une appli-
cation de K, dans le Julia combinatoire E, de 7.

Proposition 4.1.4 Il eziste x., une application continue de K., dans E, telle que
le diagramme suivant commute :

X7

P, lQ
XF(v)

K f(z) ~ Er(y)

PREUVE.
Pour z € K, posons x,(2) = (xl (2)y.-+ y xn(2),-. ) En vertu de la proposition

précédente x.(z) est un élément de la limite projective du systéme (Ey/Yn, iy, )neN
et il s’agit simplement de vérifier que x,(z) est un point fermé.

Supposons par ’absurde que e € x,(2), alors il existe ng tel que e € Ry,. En
prenant 'image de e par Q™ et celle de z par P, on se ramene au cas ol e = {%, % ,
C’est-a-dire e = x,(a(z)).

Par ailleurs, soit Up(z) I'ouvert inclus dans H;(z) délimité par les rayons R - (z)
et Ryz(z) d’une part, Ris(z) et Rz (z) d’autre part. Un(z) désigne I'image inverse
de Up(f"(z)) par PZ, incluse dans U,_(z). 0Us(z) et OU;(z) sont des courbes de
Jordan dépendant continuement de z € X. Il en découle que le module de I’anneau
Up \ U, est minoré indépendamment de z ce qui implique que la suite des U, forme
une base de voisinage de a(z). Ce dernier point garantit entre autre chose que si

z # a(z) alors x,(a) € x,(2). O
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Enfin, soulignons que x est un homéomorphisme si et seulement si le diametre des
pieces du puzzle P,(z) tend vers 0 quand n tend vers I'infini. Cela sera notamment
le cas pour les configurations primitives et faiblement récurrentes.

4.2 Enoncés des principaux résultats

Nous définissons maintenant soigneusement les configurations primitives et faible-
ment récurrentes ce qui nous permettra de formuler les deux théorémes centraux de
cette these. Il s’agit de traduire au niveau des configurations les propriétés que 1’on

désire obtenir pour les puzzles associés aux polyndmes ayant les configurations en
question.

4.2.1 Configurations primitives

Ces configurations modélisent d’une certaine fagon les comportements combinatoires
non-récurrents les plus “simples” possibles. Concrétement elles correspondent & des
polyndmes fibrés tels que pour tout z de X, ’orbite du point critique évite la piéce
critique J3(f™(z)) du puzzle P3(f™(z)) pour tout m > 0.

On s’attache ici & définir ces configurations de maniére intrinséque sans faire
appel aux puzzles. Notons

e Us I'ouvert de T égale & |5, Z[U]3%, 22[.

e A3 le compact des points de T! qui ne rentrent jamais sous itération de Q
(Q(2) = 2zmod1) dans Us :

As= ) Q—"(T\Us)-

neN

Rappelons que p, désigne la projection canonique de T dans E,. Si é, € I',, alors
75, est la projection de E, dans E,/d, et ps, = 75, © pn. En outre, v(8,) € E,./6,
désigne la classe critique de 6,, introduite au chapitre 3. On considére indifféremment
v(d,) comme un sous ensemble de E, saturé pour 6, ou comme un élément de E,, /§,.
Notons #(6,) = p5 ' (v(6n)).

Définition. 7 € X, est une configuration primitive si pour tout § € {Fi(v),i € N}
alors § = (6,)neN et pourtout n >3 et 1 <p<n-3:

QP(9(d,)) € T! \ Us.

Si v est une configuration primitive alors, en particulier, toutes les itérées F*(y) sont
primitives.

D’une fagon plus synthétique et abstraite, on peut caractériser ces configurations
7, & ’aide de ’ensemble de Julia combinatoire E., et de la classe critique c(y) élément
de Ex(q), ¢(7) C T. En effet, y est une configuration primitive si pour tout i € N :

c(F (7)) C As.
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Jusqu’a présent, les configurations de X, ont des classes critiques situées dans
[, 5] Cependant, pour des raisons techniques nous allons dans le théoreme de
réalisabilité imposer que toutes les classes critiques appartiennent & [1,13]. On
désignera X3 le compact des configurations primitives de X, qui satisfont en plus
cette hypothese.

Au chapitre 5, nous démontrerons le résultat de réalisabilité-rigidité suivant :

Théoréme 4.2.1 Il existe une unique application c € M3 /2(X3) telle que l’applica-
tion h. qui fait commuter le diagramme :

he
X3 Xoo

]-'l 1}'
Xi—lee x

soit l'injection canonique de X3 dans Xoo.

4.2.2 Configurations faiblement récurrentes

Nous souhaitons & présent donner un sens précis a ces configurations déja évoquées
en introduction. Heuristiquement, nous allons considérer des configurations telles
qu'il est nécessaire d’effectuer au moins Cm? itérations pour que le point (la classe)
critique revienne dans un voisinage combinatoire d’ordre m d’un autre point critique.
Ces voisinages sont le pendant pour les configurations des piéces critiques du puzzle
bordant d’ordre m ; nous commencons par les définir soigneusement.

Tout d’abord, considérons €_,, €g et £, les sous ensembles de T définis par

12
€1 = ]gsg[s

11 .25
o = lg3zMzgh

6 = ]%,1]u[0,%[.

Si 7, est 'unique élément de T';, notons e_;, ey et e; les trois classes ouvertes de
E1/m, e; = py,(&i) pour ¢ = —1,0,1. Si 44 € T'y, nous définissons & C E4/vs des
“voisinages” ouverts de e; par & = p,,(&;) avec :

~ 7 17

€1 = ]ﬂ’ﬂ[)

~ 5 19, .29 43
o = I pllp s
~ 19 5

g = ]ﬂ,l]U[O,ﬁ[

€; sont des ouverts de T saturés pour toutes les relations d’équivalence 4 de I'4.
Donc g; est effectivement un ouvert de E4/7s.
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Ensuite, si ¥ = (7,) € X, On se propose de définir pour tout n € N, 9(v,) un
voisinage de v(v,) dans E,3/vn+3- On considére indifféremment v(v,) comme un
élément de E,,/f)/ﬂ ou comme un sous—ensemble saturé pour 7, de E,.

Notons Qn p la composée de Qp.,.lo an de E, dans E,. Nous aurons également

besoin de 84 = Qpn+3,4(Yn+3) et de application T, , 5, de E,,.,_s /Yn+3 dans Ey /84 qui
fait commuter le diagramme :

Qn+3 4
Epy3 E,
7r7n+3 1 UL
T’7n+3,64
Enya/Tiz—  Eu/ds

Posons e(7s) = Qn1(¥(7n)), €(7x) est alors 'ouvert de E4/8; défini par
e Sie(y,) =e; avec i € {—1,0,1} alors &(v,) = €; € E4/ds.

e Sinon, e(v,) C Ry = {3, 2,4, 2} et on impose dans ce cas €(y,) = &.

9(7n) est alors la composante connexe de

(Tynrns) ™ (80

contenant v(7vn+3) et donc également v(v,). Cette définition est réellement le pen-
dant au niveau des configurations de la piéce critique du puzzle bordant d’ordre m.
Si ¥ = (7Yn)nen est la configuration de K., alors xn+3(Jn(z)) = U(vn)

Définitions.

e Si 7 et n appartiennent & N, M, (7) désigne le compact de X, constitué des

configurations J telles que pour tout v = (v,) € {F*(),i € N}, pour tout
m<netl<k<Tm?:

Qm+k+3,m+3 (v(Ymtk+3)) N T (z‘m (F k ("y))) =

V(VYmsk+3) €t T(im(F*(v))) sont ici considérés comme des sous-ensembles de

Erik+3 et Ei3. Une telle configuration § est dite faiblement récurrente

d’ordre Tm?2.

e 7 étant fixé, on dira que § € X, est faiblement récurrente si § € M,(7)
pour tout n € N. On notera Xg(7) le compact des configurations faiblement

récurrentes :
XF(T) = ﬂ Mn(T).
neN

On peut également comme précédemment donner une caractérisation en terme du
Julia combinatoire de ¥ = (7,)nen. Sil’on considére ¥(7y,) C E., comme un voisinage
de v(7y) la condition d’étre faiblement récurrente se formule alors de la fagon suiv-
ante : § € Xp(7) si pour tout v € {F¥(8),%2 € N}, pourtout m € Net 1 < k < 7m?:

Q*(v()) ¢ T(im(F*(M)))-

Le théoréeme principal de cette thése devient :
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Théoréme 4.2.2 Si 7 € N est assez grand, il eriste une unique application ¢ €
M3 /2(X (7)) telle que U’application h. quz fait commuter le diagramme :

Xp (T)——Q—’ Xoo
F l I}'
h
XF(T) y Xoo
soit l’injection canonique de Xp(1) dans Xq.

Enfin, signalons que dans le cas constant, ce comportement combinatoire faible-
ment récurrent est relativement “fréquent”. Pour ce qui concerne la famille quadra-
tique réelle z — 22 +¢, par exemple, les parametres réels correspondant & des config-
urations faiblement récurrentes impliquent notamment les conclusions du théoréme
de Jakobson (existence d’une mesure invariante absolument continue, d’un exposant
de Lyapounov strictement positif) et sont de mesure strictement positive.

4.3 Estimations initiales

Dans ce paragraphe, nous traitons de I'uniformité des modules des anneaux initiaux
par rapport a £ € X et ¢c € M} (X ). L’objectif est de trouver une constante
stnctement positive lndependante de z et de ¢ qui minore tous les modules des
anneaux A, \ A; et A; \ int(A43) avec A; € Py(z), A3z € Ps3(z) et A eP (z).

Si ¢ € Mj;5(X) on commence par minorer le module de 'anneau critique :

B(z) = Ji(z) \ int(J3(x)).

Dans le cas constant 'uniformité des modules des anneaux initiaux est un des points
centraux de la preuve de la locale connexité de I’ensemble de Mandelbrot par J.C.
Yoccoz (cf [?]). La démonstration que nous proposons ici en est une adaptation au
cadre fibré.

Théoréme 4.3.1 Il eziste une constante My > 0 telle que pour tout ¢ de M3 5(X)
vérifiant c(x) ¢ Rs;12(x) N Ryj12(x) pour tout = de X alors :

mod(B(z)) > M,, Vz € X.

Remarque. L’hypothése sur le parameétre permet simplement de s’assurer que
J3(z) est un disque topologique non dégénéré.

Nous utilisons ici la caractérisation du module d’un anneau en terme d’intégrale
de Dirichlet (voir [Lyu91] ou [Ahl53]). Considérons D un disque topologique con-
tenant un compact K. On attribue alors au domaine A = D \'K le module u(.A)

par la formule : .

u(A) = (igf I (u))

ot I(u) = [,|Vu|*dzdy avec u une fonction de W2?(A) (les dérivées partielles
d’ordre 1 au sens des distributions sont dans L?) qui tend vers 1 sur le bord de
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D et vers 0 sur le bord de K. L’infimum est atteint pour la fonction harmonique
qui satisfait les conditions aux bords de .A. En particulier, si A est une fonction
quelconque de W12(A) telle que h = 1 sur D et h = 0 sur 8K alors :

1
p(A) > Ok

Revenons maintenant & notre anneau B(z). Pour tout ¢ de M} ,(X) et tout z de X,
B(z) est un anneau & dynamique fixée. Cela signifie que si ¢cz désigne ’application
conforme de H* sur le complémentaire de K. telle que 9. .(2) = ¢ (exp(—2imz))
alors -~ =~

B(x) N c}.{c,:r: = wc,z(Jl \ J3),

avec J; = Ry UR), et J3 = R3 U R} oli R; et R) sont des rectangles fixés de H* (voir
figure 4.3).

Ji(z) Ve Ry R;
’_/___\____ -
R; 3
N - k. 1/6 1/3 2/3 5/6

Figure 4.3: dynamique fixée

Nous nous proposons donc de construire une fonction ho de W12 (.73_ \ J3) égale
a 1 sur 8J, et 0 sur J;. Nous en déduirons alors en transportant hg par .z,
hez une application de W12(B(z)) vérifiant les conditions au bord requises. Le
point essentiel étant que la quantité [z, |Vhez|?dzdy, invariante par changement

de variables holomorphes sera égale & f71 VA [Vﬁo|2dxdy et donc indépendante de

'lpc,a: .

ho est obtenue & partir d’une fonction annexe H que nous allons construire sur
le carré A de coté 1.

Introduisons a cet effet quelques notations :
A={20<Im(z) <1; 0<Re(z) <1};

11
1=

po = pp = {z,% <Im(z) <1; 0 <Re(z) <1}.

ro =13 ={2,0<Im(z) < =; =~ < Re(z) < }
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On note ©4 ’aplication définie par

O4(z) = 4251 0 < Re(2) <

o

O4(z) = 4z — 3 si % < Re(z) < 1.

Nous désignons alors, pour tout n de N et pour tout 1 < i < 27, i et pi les rectangles
préimages par ©F de 7y et pp. Les éléments 'r,‘; d’une méme génération n sont
naturellement ordonnés par la convention : ¢ < j si et seulement si Re(z) < Re(z')
pour z € 7, et 2’ € ri. On procéde de la méme manitre pour ranger les p. Sur la
figure 4.4 nous avons dessiné les trois premiéres générations. Ces rectangles ont la
propriété d’étre d’intérieurs disjoints et de former une partition de A.

Enfin, on pose C; = 0 et pour tout entier n strictement positif, on définit les
constantes :

2n
Ci = c- pour 2" < < 2m
Le point essentiel qui permet de démontrer le théoréme 4.3.1 est le lemme suivant :

{ C:l = ln___zi_ﬂ pour 1 S 1 S 2""'1

Lemme 4.3.1 Il eziste une fonction continue, H appartenant ¢ Wl2(A) telle que :
/A |VH?dzdy = Iy < +o0 et Hji =Ch,

PREUVE. Si g}, est un des rectangles précédents, on désigne par 8;p}, pour 1 < j < 6,
les six segments formant le bord de pi, avec la convention que 94pi est la moitié
centrale du coté inférieur de pf, (cf figure 4.5).

Nous allons construire H de proche en proche sur les rectangles g, en contrélant
a chaque étape [,; |VH|?dzdy. Notons h, = H),;. Tout d’abord,

1 sur Op5 U 8204 U 604
1—4t sur 83p}

0 sur O4p}
4t — 3 sur Ospp

ho(t) =

h{ étant ainsi définie sur le bord de p§ = p°, on considére son extension harmonique
au domaine p}, ce qui fournit une fonction W2(p}) que nous continuons de noter
h}. Définissons encore hl et h? explicitement par la formule :

((1—4t sur O1p}

1 sur Gqp1
1—8t sur O3p]
Cl=3 sur 94p}
2—8t sur Ospl
. 0 sur Ogpl

hi(t) = 4

h} est ensuite prolongée harmoniquement & p! tout entier. h? est définie symétriquement,
pour z € p? on pose h3(z) = hi(1 — 2).
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Figure 4.4: Organisation des premiers rectangles

Ensuite, si 2 < 2"71, les rectangles pf, sont des préimages de p} par 1’application
@, ou:

on(2) = O%(2) si O3(0}) = p}
. 3 . ;
¢on(z) = O3(2) — 7 si 05(ph) =}
Nous définissons, toujours pour 7 < 271 ;

: 1
+Ci— —

hﬁ,(z) — h%((p;(z)) 2n'

on-1
Enfin, si 2"~ < i < 2" posons ki (z) = AZ" (1 — 2).

Vérifions maintenant que [, |[VH|?dzdy est finie. Pour cela, commencons par
calculer I}, l'intégrale de |VH|? sur les rectangles pf,. Pour tout i < 2"!, nous
avons :

2
(reh@) .
on—1 d.’l?dy = 4n-1

v
1 T 2 —_ 1
g_&wm@nm@_é 1.
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O1p

62 P a6 p

Osp

Osp
Figure 4.5: bord de g},

Par symétrie, c’est exactement la méme chose pour 7 > 2""!.. Comme il y a 2"
rectangles p} a la génération n, on obtient :

S S |
/U?le;_. VHdedy = 2" 1} = =11
En définitive :
+00 1
/A |VH|2dzdy = /,, | IVHdzdy + ;0 sl =1Io.

Par ailleurs, H est continue car par construction, si z € dpJ, N 8p%_, alors hi(z) =
hn-1(2)- O

On peut maintenant “transporter” H sur Ji=RU R;. Soit A une application
de J; sur A, affine sur chaque rectangle R;, R; et telle que A(R;) = A(R;) = A.

Posons hy = H(A(2)). Nous obtenons ainsi une fonction de W2(J;), nulle sur
R3URY et constante sur toutes les préimages de R3URj par z — 2z (& une translation
entiére pres). En outre,

s o
/11 |Vho|2dzdy = /71 5, [VhoPdzdy = I < +oo.

L’application h.. est alors définie sur J(z) N°K,, par hez © Yer = ho. 1l S’agit &
présent, de prolonger h., continuement et de fagon W2 4 B(z) tout entier.

En premier lieu, si An,(z) est une piece de Pp(z) incluse dans J;(z), obtenue
comme préimage réguliere de J3(f™(x)), alors h. , est déja définie sur A, (z) N°K, -
et y est égale & C 'une des constantes intervenant dans la construction de H. On
prolonge naturellement A & toute la pitce Am(z) en posant hcg Am(z) = Ch,

Considérons ensuite, A3(z) le compact des points de K ; qui ne reviennent jamais
par itération positive dans J3(f™(z)) :

2@ = N () (Kepr \ it ((57@))):

neN
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A3(z) est un Cantor et Az(z) N J1(z) est exactement le lieu des points ou A, n’est
pas encore définie. Concernant Az(z) nous établirons :

Proposition. 4.3.2 Le complémentaire de A3(z) est un ensemble de John.

Rappelons que €2, un domaine du plan, est un ensemble de John si il existe un
“centre” zp € ) tel que pour tout z; € ), il existe un arc v C 2 reliant 2 et 2z; et
vérifiant :

d(z,09) > C|z — z1| Vz € Q.

Remarque. Au paragraphe suivant nous démontrerons que dans le cas non-récurrent
le Julia rempli lui-méme, K., a un complémentaire John.

Admettons, momentanément cette proposition. Nous utilisons alors un théoréme
du & P. Jones [Jon95] qui affirme que si le complémentaire d’'un compact est un
ensemble de John alors ce compact est W2 effacable. Dans le cas qui nous occupe,
ce résultat combiné avec la proposition 4.3.2 nous permet d’une part de prolonger
par continuité h., & Az(z). D’autre part, il nous assure que l'intégrale de Dirichlet
n’est pas affectée par cette extension :

‘/L;(‘”)\As(z)l c,:r:‘ Tay L(z)l c,xl zay 0

ce qui démontre le théoréme. O

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.3.2.

Tout d’abord, rappelons que nous avons fait ’hypothése que pour tout z de X, ¢(z)
est situé au dela des rayons 5/12, 7/12 et est distinct de la préimage de a(f%(z)) a
laquelle ces rayons aboutissent. Par compacité de X il existe alors R,, (z) et R,,(z)
deux rayons d’argument rationnel, 7, et r, indépendants de z tels que :

[ ]
5 _ b 1 1 P2 7
12 <=3 m 3%y <=3 <1

e R, (z) et R.,(z) aboutissent & une préimage commune de a(f*(z)).

e Pour tout z € X, c¢(z) appartient & la composante connexe de C\R,, (z) U R,,(z)
ne contenant pas 0.

Soient
1
py = 21 Pl=P'2—§
1
A=2r=1 p=p+g

Notons Ag(z) le domaine borné dont la frontiére est une courbe de Jordan formée
d’arcs inclus dans les lignes de niveaux 1 et 1/2 et dans les rayons d’argument
1/3, 2/3, 1/6, 5/6 et p1, p2, p}, Py (voir figure 4.7).
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Figure 4.6: Position de la valeur critique et des rayons Ry, R,,, Ry, et Ry

Soient Al(z) et A%(x) les 2 images réciproques de Ao(f%(x)) par P2, incluses
dans Ag(z). Ces deux domaines sont bien définis du fait que c(:c) est situé au dela
des rayons R,,(z) et R,,(z). D’une facon générale, on note Al (z) pour i < 2" les
2" préimages de Ao(f"(x)) par P22 qui sont incluses dans Ao(z).

Soit zo(z) le point de la frontlere de A¢(z) d’argument externe 1/4 et de potentiel

z}(z) et z}(x) les préimages de z(f?(z)) par P2, appartenant respectivement &
la frontitre de Al(z) et & celle de A%(z). z(z), 2} (z) et 2?(x) sont par construction
les images par ., de Zp, Z, et Z2, des points fixés de H+. Lorsqu’il n’y aura pas
d’ambiguité on oubliera le z dans les différentes notations.

On note g et 72 les images par 1., des segments de H* joignant Z & 7] et

. Enfin, +} désigne les 2 x 2" préimages de 7} et 72 par P2,B 7: est un arc qui
Jomt le bord de l'ouvert AX dans lequel il est contenu & Af,, si Af,, C Ak. Par

construction, .
Ji(z)NAs(z) c ] U A=)
n>0i<2n

et si Z € A; (:p), il existe une suite d’entiers (i,)nen telle que Z € Npen Air. Posons
Yz = Unen7s1- Nous allons montrer que 7z est un arc qui relie zp & Z et qui
satisfait la propriété de John. A cet effet, nous commencons par prouver le lemme
suivant :

Lemme 4.3.2 Il existe C > 0 telle que pour tout z € X, pour tout n € N
diamA? _, (z) < CdiamAl(z) si Al _,(z) C Al(z),
diamAl (z) < Cd(z, A3(z)) siz € 7 _;.

PREUVE. Remarquons tout d’abord que les domaines A! des 3 premiéres générations
(n < 2) dépendent continuement de z. Il en découle I’existence de constantes stricte-
ment positives, C, my et 4, telles que :
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1/3 1/6

2/3 5/6

Figure 4.7: Ay

§ < diamA, < CdiamAf < C%diamA] ;

mo < mod(Ap \ Af) ;

0 < d(A%a A%) )
6 —<— d(’y{’ Kc,z) ;

ceci pour tout z € X, pour 1 <i<2et pourl<j<4.
Ces inégalités prouvent, en particulier, le lemme pour n = 1. On suppose, quitte
a le réduire légérement, que § est supérieur a la distance entre la ligne de niveau 1

et celle de niveau 1/2. Ensuite, on intercale entre Ay d’une part, A et A? d’autre
part, un domaine fermé A, défini par :

ZSO = {Z € Ay tels que d(z, 6A0) > %}

Si jamais Ay nest pas simplement connexe, on ne prend en considération que la
composante connexe contenant Al et Al que I'on note toujours A,.

Fixons Ai C Al_, ¢ Ak_, trois domaines emboités des générations n,n — 1 et
n — 2. P22 est une application univalente de A%_, sur A,. Notons Ak_, I'image
inverse de Ag incluse dans A¥_,, alors

mod(Aﬁ_z \ 5:2—2) = mOd(Ao \ 50) 2 my.
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1/3 1/6
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2/3 ‘ 5/6

D’aprés Koebe, comme AJ_; et Ai sont inclus dans Ak_,, il existe une constante
C(my) telle que :

diamA?_, d1amA1
s 5
diamAL Clmo) omat A3 = C(ma)C,
avec A} = P2r-2(A]_,) et A} = PXP=2)(A}), ce qui démontre la premitre asser-
tion.
Par ailleurs, si z € 4%_;, toujours d’aprés Koebe, en notant 2’ = P2~2)(z) et
A} = PXr=2(AL) on a

d(za K. N Af;-1) d(zl’ KC,f’"_z(x))
diamA;}, diamA} ’

d(An—l) 21-1) ~ d(A%:A%)
diamA}, diamA} ’

et enfin _ _
d(z, A5 _5)  d(z', Do)
diamAj diamA}’
ou le signe ~ signifie que les différents rapports sont les mémes & une constante
multiplicative C(mg) prés. Comme par ailleurs :

d(z: A3(.’B)) Z inf (d(z Kcz N A'Zz—l) d(An 1 Ai—1)1 d(z) A115;—2))

la seconde assertion du lemme est démontrée. O

Remarque. Si Al_, c Ak_ , La preuve du lemme fournit également la minoration
1 n-2

mOd(Aﬁ_2 \ Aj_l) Z mo.
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En définitive, nous déduisons de la remarque que
mOd(Ao \_A_;;'-‘-) > nmy.

Doncsi Z € NAir, vz aboutit effectivement au point Z . En outre, le lemme ci-dessus
nous permet d’affirmer que pour tout z € vz, si z € y;*, alors

|Z — z| < diamAf_, < Cd(z, Az(z))

ainsi vz est un arc de John. O

Pour ce qui concerne les modules des autres anneaux de la forme A; \ 4; et
A;\int(A43) avec A; € P1(z), As € Ps(z) et A; € P1(z) nous pouvons essentiellement
refaire la méme démonstration. D’une part, si B est un anneau d’un type fixé alors
la frontiére de B est constituée de rayons externes et de lignes de niveau donnés ;
la construction du théoréme 4.3.1 s’adapte et permet de minorer le module de B
indépendamment de z et ¢. D’autre part, il n’y a en tout que 6 types d’anneaux
combinatoirement différents ce qui donne en définitive une constante M, qui minore
uniformément tous les modules des anneaux initiaux.

4.4 Rigidité des polynémes combinatoirement non-
récurrents

Ce paragraphe a trait aux configurations non-récurrentes et aux polynémes fibrés

correspondants. Précisons tout de suite ce que recouvre le concept de non-récurrence
dans ce travail.

Définition. Soit mp un entier, on dira que § € X, est une configuration mg-non-

récurrente si pour tout v € {F*(8), i € N}, 7 = (n)nen et pour tout £ > 1 on
a

Qmo+3+k,mo+3(v('7mo+3)) N ﬁ(imo (}-k('r))) = @
On note N, le compact des configurations mg-non-récurrentes de X ..

Il est commode pour traiter ces configurations v = (7, )nen de considérer A, ()
le compact de T constitué des éléments qui ne rentrent jamais par itération de @
dans 9(im,(F*(7))) considéré comme un ouvert de T,

Ao = (@) (T\ 2imo(FE (1))

keN

Amo () est bien défini pour n’importe quelle configuration de X. La définition
de mo-gon-récurrence signifie alors en terme du Julia combinatoire que pour tout
v € {F*(3), i € N} et pour tout k > 1

Q" (v(7)) € Amo(F*(v)).
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Un polyndme P fibré sur X, avec ¢ € M ,(X) est mo-non-récurrent si pour tout
z de X, h.(z) la configuration de P, en z est my-non-récurrente. Cette définition est
réellement équivalente au fait que 0 ne revient jamais dans la piéce critique d’ordre
mp du puzzle bordant :

Vz € X, Vk €N, P5(0) & Jmo(f*(z)).

Nous commencgons par démontrer le point crucial suivant : si P, est mg-non-récurrent
alors pour tout z € X le complémentaire du Julia rempli est un ensemble de John.
Ce premier point est une adaptation d’un résultat de L. Carlson, P. Jones et J.-C.
Yoccoz [CIJY94] sur la classification des polyndmes dont les composantes de Fatou
sont des domaines de John.

La premiére étape consiste a s’assurer d’une certaine expansivité sur le Julia.

Proposition 4.4.1 Si P est mo-non-récurrent alors il eziste des constantes C > 0
et 6 < 1 telles que pour tout x et pour tout m € N, z € X et Ap(z) € Pn(z) :

diam(A,(z)) < CO™.

On s’attache en premier lieu & démontrer un petit lemme valable en toutes
généralités pour un polyndme P, avec ¢ € Mj,(X) et c(z) n’est pas la préimage de
a & laquelle aboutissent les rayons Rs/12(x) et Ry7/12(z).

Lemme 4.4.1 Il existe py > 0 tel que pour tout m > 0, si
Apsm N Am # 0,
avec Apyim € Pposm(T) et Am € Pr(z) alors
Epo+m C .;fm = Tm(Am)-

PREUVE. Observons avec précision la situation du puzzle bordant & la profondeur 1.
Il existe po > 0 tel que si A4; et Ap,41 sont des pieces de P;(z) et Ppo+1(z) vérifiant
A1 N Apy1 # 0 alors en fait

-"‘Ipo+1 C m(Ai(z)).

Il suffit pour s’en assurer de vérifier que les pieces de P,(z) contenant o(z) (ou
—a(z)) sont entierement incluses dans celles de P;(z) pour n > po.

De plus, po ne dépend que de r; et 7, les arguments externes tels que & < < 1,
3 <1< {'5 et pour tout £ € X, c(z) appartient & la composante connexe de
C\ R;,(z) U R;,(z) ne contenant pas 0. _

Ensuite, en itérant on se rameéne 2 la situation précédente. P74 (Ap,+m) est une

pidce de Ppo41(fPt1(z)) qui rencontre P"1(Ap) donc :

Pf.-,"‘{l (gm+po) - Wl(Pcr?z_l(Am)):

d’ott Apgrm C Tyn(Am)- O

93



Remarque. Si pour tout z, c(z) est au dela des rayons Ryjjos(z) et Rizjes(z)
(cela sera notamment le cas dans les prochains chapitres) alors en fait I’entier pp est
indépendant de c et z.

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.4.1. _
Soit An(z) € Pn(z). On désigne A;(z),...,An1(z), An(z) la suite des pitces
emboitées telles que : R ~

Am-i(z) = Im(Am(z)).
On s’intéresse maintenant au degré de ramification de P[7, restreint & A (z). Con-
sidérons n; le plus entier tel que P72 (ﬁm(a:)) contienne le point critique et n, le plus
petit entier tel que P7i+"2 (A (z)) contienne & nouveau le point critique. D’apres le
lemme ci-dessus et ’hypotheése de mq-non-récurrence, PPL¥"2 (An(z)) appartient 3
13,,1_‘,,1_,,2 avec nécessairement m — n; — ny < Mg + Po ce qui implique que le degré
de P77 est inférieur & 2motpot2,
_ Posons My = infzex By (z)\By(z) avec B)(x) € P1(z), By(z) € Pa(z) et By(z) C
B,(z). M, est strictement positif d’apres le paragraphe précédent. Ainsi, I’anneau

A (z) \ Ams1(z) a pour image By \ B, par un revétement ramifié de degré au plus
2mo+po+2’ d’ou

1
9mo+po+2 Mo.

m0d(An(2) \ Apa(@)) 2
En vertu de 'inégalité de Grotzsch

-~ - 1
mod (Al (23) \An(.’E)) > TLWMO

ce qui garantit, compte tenu de la majoration du diameétre de A,;(z), ’existence des

constantes C > 0 et 6 < 1 telles que pour tout z € X, diam(A,(z)) < Co". O
Notons
g0 = xexigg K {e > 0 tels que si z € A,(z) alors D(z,€) C A;(z) = m(A1(z))}.

Corollaire 4.4.2 Soit D, une composante conneze de (P?,)~'(D(z2,€0)) alors, d’une
part le degré topologique de P_, restreint d D, est inférieur a omot+po+2 - d’gutre part
diam(D,) < Co™.

Ce corollaire est une conséquence immédiate de la proposition précédente. Il signifie
exactement que le polyndme P, est semi-hyperbolique au sens de L. Carleson, P.
Jones et J.C. Yoccoz. Si Ax(P,.z) = C\ K., nous avons :

Théoréme 4.4.3 Si P, est un polynéme fibré mg-non-récurrent alors pour tout x
de X, Aco(Pez) est un domaine de John.

La démonstration consiste vraiment & suivre pas & pas celle de L. Carleson, P. Jones
et J.C. Yoccoz sachant que c’est uniquement le cas connexe qui nous intéresse ici
et que la semi-hyperbolicité est donnée par la proposition précédente. Nous en
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précisons les grandes lignes dans leur version fibrée en renvoyant & [CJY94] pour
certains lemmes techniques.

En suivant les notations de [CJY94], on désigne p, la métrique de Poincaré sur
Aoo(Pez) U {o0}. Si z € Ax(Pez), 'z désigne la géodésique de A(Pez) U {o0}
contenant z et l'infini. =z sépare I', en deux arcs et on désigne <, celui qui ne
contient pas 'infini et qui “aboutit” sur K.,. Enfin, notons 6(z) = d(z,0K,z).

Nous admettons le lemme suivant (cf [CJY94]) qui ne présente aucunes difficultés.

Lemme 4.4.2 Il existe C > 0 telle que pour tout z de X si 6(z) < 1 alors
long(v,) < CG,.z(2)°.

On se sert alors de la caractérisation des domaines de John suivante : Ay (P, z)
est John si et seulement si il existe M > 0 telle que si z € Ay (P, ) avec §(2) <1
alors pour tout w € 7, :

pa(w,2) > M = 6(w) < %6(2).

Dans notre contexte fibré la constante M sera indépendante de z.

PREUVE DU THEOREME 4.4.3
Soit €q le réel du corollaire 4.4.2. D’apres le lemme 4.4.2, il existe § > 0 tel que pour
tout z de X si G z(2) < 4 alors il existe Z € E,; tel que

%cmz%.

Soit > 0, il existe M (z, z,n) tel pour tout z tel que % < G.z(z) < dalorssi 2! € 7,
pz(2,2") 2 M(2,z,m) => 8(2') < né(2).

Par compacité M(n) = sup,ex ek, . M(2,z,1) < +oo.

On utilise alors un lemme de distorsion sur les fonctions p-valentes [CJY94].

Lemme 4.4.3 Soient D C C un domaine simplement conneze et F' : D — D une
application de degré p telle que F'(8D) C D alors

{weD: p(F(z),w) <C™'} C F({z€D:pp(2,2) <1})
C {weD: p(F(2),w) <1},

ou C est une constante qui ne dépend que de p.
Fixons w € A (Pez); Gez(w) < J et n tel que
2~ < G o(w) < 2776,
D’apres le lemme 4.4.3 il existe M’ tel que si p;(w,w') > M’ alors psn(z)(2',2) >

M(n) avec P2, (w) = z et P (w') = 2'. Dol §(2') < nd(=2).
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Comme 2,2’ € D(Z,%) C D(Z,¢,) les distances hyperbolique et euclidienne
sont comparables. De plus P?_ est une fonction me-valente sur (P2,)~(D(Z, €0))
donc en vertu du lemme 4.4. 3 6(w’) < Cné(w) avec C une constante indépendante
de 5. En conclusion, si 7 est assez petit, il existe M (n) tel que si pz(w,w") > M(n)
alors 6(w') < %6(w). O

Nous sommes maintenant en mesure de décrire topologiquement et métriquement
les ensembles de Julia des polynoémes fibrés mg-non-récurrents.

Théoréme 4.4.4 Si P, est un polynéme my-non-récurrent avec ¢ € Mj,(X) alors
pour tout x de X :

e E. . est localement conneze.
o E. . est holomorphiquement effacable.
o E., est de mesure nulle.

Rappelons que A un compact de C est holomorphiquement effagable si tout homéomorphisme

de C, holomorphe sur le complémentaire de A est en fait une transformation de
Mobius.

DEMONSTRATION.
Sl z € K.z et z n’est pas une préimage de o on note Am(z, z) 'unique élément de

Pm(z) contenant z et Ap(z,z) = Tm(Am(z, z)). Dans le cas o z est une préimage
de a d’ordre m, A,,(z, z) n’est pas bien définie. On choisit par convention Am(:c z)
la composante connexe de (P7%)~!(A1,0(f™(z))) contenant z.

Les points 1 et 2 résultent de la proposition 4.4.1 puisque la famille (A, (z, 2))men
constitue une base de voisinages connexes de z pour z € K.

L’assertion 3 découle du théoréme de P. Jones déja utilisé pour les estimations
initiales (voir [Jon95]) qui stipule que si le complémentaire d’un compact est un
ensemble de John alors le compact en question est W2 effacable. Cette notion

d’effagabilité implique en particulier que le compact en question est holomorphique-
ment effagable et de mesure de Lebesgue nulle. O

La propriété d’effagabilité est assez riche de conséquences et nous voulons expli-
quer maintenant dans quel sens elle implique ’unicité du parametre c réalisant des
configurations mo—non-récurrentes données. Soient P.(z,z) = (f(z), 2% + c(z)) et
P.(z,z) = (f(z), 22 + ¢ (z)) deux polyndmes fibrés sur X avec c et ¢ des éléments
de Mj,, (X). Soient h, et ho les applications de X dans X, qui & z associent les
configurations des polyndémes P, et Py au point z. La proposition ci-dessous affirme
que si les applications h. et ho coincident alors les applications ¢ et ¢’ sont égales,
en fait nous avons méme un résultat plus précis.

Proposition 4.4.5 Fizons z dans X, si h(f!(z)) = he(fi(z)) pour tout i de N
alors c(z) = c/(z).
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PREUVE. Soient ¢, ; et ¢ ; les représentations conformes des complémentaires de
Kz et Ko 2. poz0p;; est un homéomorphisme du complémentaire de K., tangent
a l'identité a l'infini.

Comme K, et Ky, sont localement connexes ¢y z © go;}: se prolonge a C tout
entier. De plus, les pieces du puzzle P (z, c) sont envoyées bijectivement sur celles
de Pp(z,c’), donc gy - o ;1 se prolonge en un homéomorphisme de C qui fixe 0.
En vertu de la propriété d’effagabilité, ¢y ; o <pc",~1, est une application de Méebius,
donc y 2 © ;1 = id et par conséquent c(z) = ¢'(z). O

Remarque. Par le méme type d’argument on prouve que si deux suites bornées
¢ = (ci)ien et ¢ = (c})ien sont telles que les suites de revétements ramifiés qui
leurs sont associées, (Pi(2) = 2 + ¢)ien et (P{(2z) = 2% + ¢})ien ont les mémes
configurations non-récurrentes alors ¢ = ¢’. En effet, si ’on note N le compactifié de
Stone-Cech de N les suites bornées c et ¢’ se prolongent en des applications continues
de N et la remarque découle de la proposition ci-dessus.

Fixons X un compact de X, constitué uniquement de configurations mg-non-
récurrentes. Comme autre conséquence du théoréme 4.4.4 nous obtenons qu’une
application ¢ bornée de X dans C telle que le polyndme quadratique associé réalise
les configurations de X est automatiquement continue. Soulignons que si ¢ est
seulement bornée on peut toujours définir h. (et donc parler des configurations
asociées!) en plongeant X dans X, le compactifié de Stone-Cech de X muni de la
topologie discrete, ce qui rend continue les fonctions bornées.

Proposition 4.4.6 Soit X C X, un compact invariant de configurations my-non-
récurrentes. Soit P.(z,z) = (F(z),2% + c(z)) avec ¢ une application bornée de X
dans C telle que h. soit l’injection canonique de X dans X, alors c est continue.

On dira qu’une suite (c');en réalise une configuration 7 si la suite de polynémes
(2 = 2% + c*);en réalise cette configuration au sens du chapitre 3.

PREUVE. Par ’absurde, supposons que z € X soit un point de discontinuité de la
fonction c. Notons (zk)ken une suite de X convergeant vers z telle que (c(zx))xen ne
tende pas vers c(z). Pour tout £ € N*, on note ¢ = ¢(F*(zx)). Quitte & extraire une
sous suite de (zx) on peut supposer que (ci) — (c) lorsque k — +0o ceci pour la
topologie produit sur les suites bornées. Par ailleurs, pour chaque k la suite (ci)ien
réalise la configuration z;. En vertu de la continuité des configurations par rapport
aux parametres, la limite lorsque ¥ — +o0o0 de (ci)ien réalise la configuration
limite de (zx). En définitive, (c)ien et (c(F(z)))ien sont deux suites différentes
qui réalisent la méme configuration non récurrente, ce qui contredit la proposition
ci-dessus. O
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Chapitre 5

Configurations primitives

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la preuve du théoréme 4.2.1.

Soit X3 le compact des configurations primitives invariant par F, on souhaite
déterminer une application ¢ € Mj ,(X) telle que I'application h. décrite au chapitre
3 et qui fait commuter le diagramme : .

X; he Xoo
f-l 17-
X xo0

soit I'injection canonique de X3 dans X*°. En vertu de ’effagabilité du Julia, c sera
automatiquement continue et unique.

Rappelons qu’une configuration + est primitive si pour tout i € N, ¢(F*(7v)) la
classe critique de 7 est incluse dans

11 13

A3 N [ﬁ’ ﬁ]

A3 est le compact de T invariant par @ constitué des éléments qui ne rentrent jamais
sous itération positive dans
5 7. .17 19

Pour toute configuration v € Xj, si ~, désigne la relation d’équivalence sur T
associée, alors d’une part

11 13
As/~y, C E, et c(y) € (As N [51’ ?’ZZ]) [~F@)-

D’autre part, les compacts A3/ ~, sont tous homéomorphes au méme ensemble de
Cantor K3 qui peut étre vu comme un sous-shift de type fini de {—3,-2,-1,1,2, 3}N
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ou les transitions autorisées sont

43 — 3,2
+2 — -1,1
+1 — -2

K3 est également homéomorphe a I’ensemble des points que I’on peut itérer une
infinité de fois par ’application ¢ de la figure 5.1.

................

Figure 5.1: Compact invariant

L3 désigne le cylindre —3,3 de K3 qui correpond & Az N [33,33]/~,. De cette

facon, si v € X3 alors pour tout ¢ € N, ¢(Fi(7)) € L3 et X; s’identifie donc au
produit cartésien LY.

Dans un premier temps, nous expliciterons une application ¢ particuliére comme
celle ci-dessus permettant de construire le Cantor K3 comme compact invariant d’un
intervalle de R. Ce premier point, nous fournira pour tout z € X3, ¢(z) une valeur
critique de z appartenant a R.

Nous construirons alors a la main, pour tout z de X3, un modele topologique qui
sera un revétement ramifié en 0 de degré 2 et qui aura c(z) comme valeur critique. Ce
revétement ramifié P, sera linéaire sur certaines parties et quadratique autour de 0.
Au cours de la seconde partie on le prolongera d’abord localement & D, un domaine
borné puis & C tout entier de fagon quasi-réguliére. Enfin, aprés rectification de la
forme de Beltrami “invariante” par P, on conjuguera P; & un polyndme quadratique
fibré sur X3 qui aura les combinatoires primitives de X3.
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5.2 Modele topologique

Le premier pas consiste a définir le modele topologique sur ’axe réel et a obtenir
une représentation “concrete” des Cantor K3 et L.
On se donne € un parametre réel strictement positif supposé “petit” que 1’on
fixera plus loin et on pose A = 2 + €. On définit ensuite les réels suivants :
a=-—z; ap = a(l —2X7%).
a va jouer le role d’un point fixe répulsif et —\ correspondra a son multiplicateur.
Le second point fixe de notre modéle sera :

+o00
B=—-a+d XF= —a(l—_—l-—é).
= A-1

Soient ¢ et ¢F les applications réelles (pour l'instant) définies respectivement sur
] — 00; ao[ et ] — ap; +o0[ par :

px(2) ==Mz—a)+e, ¢f(2)=Az+0a)+o (5.1)

. désigne ’application définie sur la réunion des 2 domaines. ¢, est une appli-
cation réelle paire dont les points fixes sont exactement a et § (voir figure 5.2).
Considérons :

Go=a—A"letd; =a—A"1—- )2

alors a, et dp sont des préimages de « telles que d; < @p < et

Pa(@1) = a et 3 (Go) = c.

On désigne par K), le Cantor inclus dans [—g; (] constitué des points que I’on
peut itérer une infinité de fois, c’est-a-dire que z € K si Vn € N, ¢} (z) €]ao, —aol.
On note Ly le compact K N [—p, @]

Les configurations primitives sont caractérisées par la donnée pour tout z € X3
d’une valeur critique c(z) € Ly. Ceci étant la construction du modele topologique
fonctionne pour toute application ¢ de X3 dans [—/, d;]. C’est pourquoi nous n’im-
posons pour l'instant aucune restriction & ¢(z) & part celle d’appartenir a [—f, d,].

Nous allons construire & la main un prolongement de ¢, sur D un voisinage de
[-B; B]. Ce prolongement sera un revétement ramifié en 0, quasirégulier avec c(z)
comme valeur critique, le domaine D sera lui indépendant de z.

Précisons a présent certains éléments géométriques de la construction. Soient

1 A=-2

= SNOSD)

et T le triangle isocéle symétrique par rapport & I’axe réel dont les sommets sont

Qo + 1Aag; Gop — iAag; B + e
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/%\

Figure 5.2: Situation des différents éléments

T~ et T* désignent respectivement les triangles :

TY = (—ap +iag,—ag — iao, B+ €1)
T~ = (ao+ iap,a0 — a9, —0 — €1)
On étend par les formules 5.1, @) en une application affine sur chaque triangle T~
et T telle que :
AT ) =pr(T) =T.
Soit 6y un angle assez petit que ’on fixera précisément par la suite. 7 désigne le

quadrilatere inclus dans 7" dont 2 de ces cotés font un angle 8y avec la verticale en
o (voir figure 5.3) :

T = (@o; dp + o€’ ™/278); B 4 \ey; dg + roe H7/2700)),

T est un réel positif qui désigne la longueur des cotés joignant Go. 7+ et 7 les
préimages de T par ¢} et @5 incluses dans T+ et T~. €; a été choisi pour que la
“pointe” de 7~ soit toujours contenue dans le disque D(c(z), |c(z) — Gol).
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Figure 5.3: Géométrie du domaine D

Si ¢(z) € [0, d:1] posons k(z) = “°—;’:-(9- et définissons P, par les formules :

k(z)2%2 + c(z) siz e D(0,]|ao|)
oa(2) size TTUT~.

z(2)
=(2)

A ce stade de la construction plusieurs remarques s’imposent.

1. Bo(D(0, |ao])) = D(c(2), le(z) = Gol).

'U) SO

2. L’intérieur du domaine de définition de P, n’est pas connexe pour l'instant,
mais P, y est continue car oy(ao) = k(z)a2 + c(x) = @ par construction.

On note : A A A .
P:(Z) = an—l(z) o Pf""2(z) ©...0 Px(Z)

lorsque cette formule a un sens.

Le prolongement de P, s’eﬁ'egtue en 2 temps. En premier lieu, on définit le
domaine D et une extension de P, sur D en ajustant les parametres € et 8, pour
s’assurer, entre autre, que Dcc P,(D). Dans un second temps, on prolonge globale-
ment P, & C tout entier en le faisant coincider & z — 22 sur le complémentaire d’un
grand disque.

5.3 Prolongement local

Nous allons construire une extension de 133 au voisinage de ap et —ag_sur un do-
maine D symétrique par rapport & 0 indépendant de z et tel que DCC P, (D). Nous
souhaitons & la fin en particulier obtenir un revétement ramifié en 0 qui soit pair.
Nous allons donc nous attacher au prolongement autour de —ag, celui autour de aq
s’obtiendra par parité.

Le prolongement local s’effectue également en 2 étapes, tout d’abord on recolle
’application z — k(z)z? + c(z) définie sur le cercle S(0, |ag|) avec une application
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affine z — A(z)(z + ap) + Gp définie sur la verticale passant par —ag. A(z) est un
réel positif que ’on explicitera un peu plus loin.

Dans une seconde étape on recollera z — A(z)(z+ao)+ap avec py sur 71, toutes
ces opérations s’effectuant de fagon quasiréguliére et différentiable sauf éventuellement
au point —ag.

5.3.1 Premiere étape

Il s’agit donc de recoller z — k(z)2%2+c(z) avec z = A(z)(z+ao) +do sur la verticale.
Le coefficient A(z) est imposé par le fait que nous souhaitons au final obtenir un
revétement quasirégulier différentiable sauf en —ag. en particulier la dérivée en —ay
dans la direction verticale doit avoir un sens d’ou :

A(z) = 2k(z)|ao| = 22— &) Iacl(x)'

On consideére les inversions h_g,(2) = —-Fﬁo' et h;
voisinages de —ag et @p que ’on fixera un peu plus loin.
h_q, transforme la verticale passant par —a, en 1’axe des ordonnées et le cercle

S(0, |ao|) en la droite D; = { |1 |(1 + it), t € R}. En effet,

si z = |ag|e® alors h_q,(2) = gli—l(l — icot(g)).
0

De méme, h;, transforme la verticale passant par dp en ’axe des ordonnées et le
~ . . 1 .
cercle S(c(z), |e(x) — @) en la droite verticale D, = {T?Tc@_)—_&—l(l +1it), t € R}.
— Qg
L’application 2z — A(z)(z + ag) + @ restreinte & la verticale passant par —ag
devient apres ces changements de coordonnées la multiplication par 71—7 sur ’axe

des ordonnées que I’on note g;.

Quant & ’application z — k(z)22% + ¢(z) deﬁme sur le cercle S(0, |ao|) & valeur

dans S(c(z), |c(z) — @o)|) elle correspond aprés changements de coordonnées & g, :
D; — D, ot :

pour t € R*.

(1+it> _1+35¢-9)
2|ao| 2|ao — c(z)|
On s’intéresse au prolongement de P, au voisinage de —ay donc au recollement de

g1 et g2 au voisinage de I'infini. Notons pour a € R*, B(a) la bande verticale de
largeur a :

B(a) = {z;0 < Re(z) < a}.¢
Désignons I et IT les segments horizontaux inclus dans B(im) :

+ 22 s—21
I+={s——, S € 0;1}etI‘={——, s E 0;1},
1 21a0| [ ] 2|a0l [ ]
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et 51 et 55 les 2 composantes connexes non bornées de
L)\ (or)
2l aOl 1 1)
Une fagon naturelle de recoller g; et g; en un difféo de 3! U 5, consiste & poser

82+ %) avec [t]|>2:
ag

B(

pour u =

s+t 1)

9:(%) = 3G, — o(@))

gz est ainsi difféomorphisme quasiconforme de 3' U 3, sur B(m) tangent &

zH ﬂ% a linfini et qui coincide avec g; et g, sur chacun des bords de la bande.
gz est k-quasiconforme avec k ne dépendant que de ) car

‘C(IB) - ELol Z |5,1 - &0| = A—z.
On désigne I et I; les segments horizontaux inclus dans B(m) tels
que
+1 s—1
O SHLEL I WS S E LI
* = 3G — @y * O = G ey Y

gz(I{) est donc situé entre le segment I} et 'axe des abscisses et g,(I7) entre 'axe
des abscisses et I; (cf. 5.4).

Iz
—_—
I+
I 2
0 0
I =
2

Figure 5.4: Positions relatives de I3, I3, g:(I77) et g-(I7).

Notons s; et s les images de §; et §; par 'inversion h_,,. I; et I] correspondent
a 77 et 47, des arcs de cercle de diameétre [—ag; —ag — iag] et [—ao; —ap + iao)-
De méme, I} et I; ont pour image par hz), 77 et 7; des arcs de cercle de diametre

respectivement [do; do — 1G9/2) et [do; Go + 2d0/2)-
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Enfin, soit f; ’application définie sur s; et s, obtenue en transportant g, par
les changements de coordonnées ci-dessus, f; = hgol © gz o h_,,. Nous avons compte
tenu des positions relatives de g(Iit), g(I7) et I}, I5 que fz(s1) et fz(s2) sont des
secteurs autour de Gy contenant les arcs de cercle v5 et ;. En particulier, si A est
suffisament proche de 2 alors il existe § > 0 tel que

d(T-,8f4(s:)) > 6.

5.3.2 Deuxieme étape

On s’intéresse a présent, toujours au voisinage de —ay, au recollement de I’applica-
tion z — A(z)(z + ao) + G@o définie sur la verticale avec i définie sur 7+.

6o désigne un petit angle que I’on fixera un peu plus loin. Considérons les change-
ments de coordonnées :

(&) =108z +a0) pour 5 — o < arglz+a0) < F ot - < avgletan) < 5 +6o

On désigne o, et o2 les 2 secteurs autours de —ay délimités par la verticale passant
par —ap, un c6té de 7+ et un cercle de centre de —ag et de rayon ry (1o désigne la

longueur d’un des c6tés de T+ aboutissant en —ag). Les images de 0, et o2 par [_g,
sont les demi-bandes :

B, ={z; /2 -0y <Imz < 7/2, Re(2) <logro} et

By = {z; §27_r <Imz < -3-21-[ + 6y, Re(z) <logro}.

L’application z — A(z)(z + ag) + Go devient aprés changement de coordonnées la
translation Z — Z + log A(z) sur les droites horizontales Im(Z) = 7/2 et Im(Z) =

3m/2. ¢¥ se transporte en Z — Z+log A sur Im(Z) = 7/2—6, et Im(Z) = 37 /2+6,.
On interpole ces deux translations en posant :

1
he(u) = 6_0((t — /24 6p) log A(z) + (w/2 — 1) logA) + s+ 1it, si u=s+1it € By,

1

hz(u) = o ((37r/2 + 6p — t)log A(z) + (t — 37/2) log A) +s+1it, siu=s+it € Bs.
0

h, est k-quasiconforme avec k& une constante qui ne dépend que de 6, et de

A. Notons f, 'application définie sur o, et o, obtenue en transportant h, par les
changements de coordonnées, f; = I3 © by 0 l_g,.

Par ailleurs, les segments verticaux I3 et I3 tels que :

If ={z=logr +6i; 6 € [r/2 — 0p;7/2]} et

Iy = {z=logr +6i; 6 € [3n/2;37/2+ 6o}
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ont pour image h.(I3) et ho(I3), des courbes situées & “droite” des segments :
If = {z=logro +log Ao + 6i; 6 € [1/2 — Gp;7/2])}
Iy ={z=logro+log Ao + 0i; 0 € [37/2;37/2 + 6])},

ou : 4 G0 — &
Qo — a1
Ao = =2
°T N2 |ao]

Ao correspond au cas extréme ou c¢(z) = @; et vérifie A > Ag et A(z) > Ao.

Iy 'y

Figure 5.5: Positions relatives de I}, I, h.(I3) et ho(I35).

Cette propriété traduit le fait que fz(o:) pour ¢ = 1;2 est un domaine de Jordan
contenant un arc de cercle de rayon Agrg. Ceci achéve le prolongement de P, au
voisinage de —ap.

5.3.3 Ajustage

On définit & présent les secteurs ss, ss, 03 et o4 symétriques par rapport & 0 de
51, S2, 01 et g2 ; sur ces secteurs on pose fr(z) = fz(—z). Soient £ = (), 6) et
D = D(A, 6p) les domaines :

4 4
£=UaUsiet D=D(0,la) U (TH 07 U=:
=1 =1

Qn persiste & noter P, le prolongement défini pour tout z sur D, obtenu en posant
P;(z) = fz(2) sur . T est précisément le domaine de non-conformité de F;.
Par construction DCC P, (D) et A, 6, étant fixés il existe dg > 0 tel que.

d(D,dP,(D)) > do.

De plus, existe une constante K (A, 6) > 1 telle que P, soit un revétement ramifié
de degré 2, K(, 6p)-quasirégulier. On note :

K(P,) = {z; Vn € N P?(z) est bien défini }
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A®(P;) = C\ K(Py).

Nous allons maintenant ajuster les parameétres A > 2 et 0 < 6§y < 7/2 pour que
les domaines D et ¥ satisfassent certaines propriétés ad hoc. Nous démontrons une
proposition qui sera cruciale au paragraphe suivant et qui stipule que si A et 6o sont
bien choisis alors d’une part £ N K(P;) = 0. D’autre part, si 2z € ¥ alors pour tout
n > 1, P*(z) ¢ T dans la mesure ol ce terme est bien défini.

Pour a réel et 0 < p < 7/2, on note C(a, p) le cone de sommet a et d’angle p :

C(a,p) = {2 € C;m/2 — p < |arg(z — a)| < 7/2 + p}
Proposition 5.3.1 Il eziste pgp > 0, A > 2 et 8y > 0 tels que pour tout x de X :
e P,(Z)ND C C(ao, po)-
e C(a,po)NE=0 et C(—a,p) NZ =0.
e SNK(P,) =0.

PREUVE.

Regardons précisément I’allure de D au voisinage de d,. Lorsque A est inférieur a
2,5 ; T~ est un triangle borné dont le sommet inclus dans D(c(z), dp — c(z)) forme
un angle strictement plus petit que 7/2. Il existe donc py = m/4 — § avec 6 > 0, tel
que pour tout 2 < A< 2,5 et pour tout z € X :

DN P (Z) € C(ao, po)-

po étant & présent fixé, on observe le comportement limite de la figure pour A = 2.
Dans ce cas @ = —1/2, ag = —1/4 et il existe 6y > 0 tel que :

C(a’ pO) N 2(2: 90) = 0.

Par continuité de la figure si € > 0 est assez petit cette propriété est conservée pour
A=2+ceet 6/2,ie.

C(a, pO) N E()‘a 60/2) = 0

Pour le dernier point de la proposition, si z € X alors P2(z) € C(a, po)- De plus
C(a, po) est stable par P, = ¢,, donc si z € £ alors z n’appartient pas & K(P;). O

5.4 Prolongement global

La derniére partie de la construction de notre modele topologique consiste & étendre
I’application P, a C tout entier. Considérons W un domaine contenant D indépendant
de z tel que pour tout = de X :

DccWcC P, (D).
Si dp est la distance de D & 8P, (D), il suffit par exemple de choisir
W = {z € P,(D) tels que d(z, D) < do/2}.
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Soit R > 3 un réel fixé tel que :
P.(D)ccD(0, R).
L’existence d’un prolongement global de 13,; est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.1 Il eziste K > 0 et pour tout x de X, P, un revétement ramifié
en 0 de degré 2 de C tels que :

o P, est K-quasirégulier ;
e siz € D alors P,(z) = P,(2) et si z ¢ D(0, R?) alors P,(z) = 22 ;
e siz€ C\D alors z € A®(P,) ;
A% (P,) désigne le bassin de I'infini de P, :
A®(P,) = {z € C tel que nl—i>r-fl:loo |P™(2)| = 4o0}.
DEMONSTRATION. R
La démonstration de ce théoréme consiste d’abord & prolonger naivement P, & C

puis ensuite & composer avec un difféomorphisme 7 pour conserver entre autre le
fait que tous les points du complémentaire de D s’échappent. Posons :

P:(z) = 2® sur le complémentaire de D(0, R)
P:(z) = P,(2)sur D.

Ensuite, on prolonge P} en un revétement ramifié en 0, de degré 2, K’'-quasirégulier
avec K’ > K (6o, A) mais indépendant de z.

Enfin, considérons 77 un homéomorphisme C? sauf éventuellement sur 8D et W
ne dépendant pas de z, tel que :

n = id sur D

n = id sur °D(0, R?)

n(W\ D) = D(0, R) \ D

n(D(0, R?) \ W) = D(0, R?) \ D(0, R)

On pose P,(z) = P*on(z). P, est K"-quasirégulier et la seule chose & vérifier est
I’égalité des bassins de 'infini de P; et P;.

e Si z ¢ W alors n(z) € °D(0, R) donc P,(z) € °D(0, R?) et par conséquent
z € A®(FP,).

e Siz € W\D alors P.(2) € °D nous sommes donc ramenés au cas précédent
pour P,(2) d’olt z € A®(F;).

En définitive, °D C A®(FB;). O
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5.5 Conjugaison quasiconforme

Dans cette section on construit pour tout z une forme de Beltrami “invariante” par
P, qui aura la propriété d’étre de norme uniforme strictement plus petite que 1.

Proposition 5.5.1 Pour tout x € X, il eziste u3® une forme de Beltrami telle que :
o 12 = (o) ().
o u® est & support dans D(0, R?).
o Il existe p < 1 tel que sup,cc |p(2)| < p pour tout z de X.

PREUVE.
Considérons les domaines de Jordan suivants :

A = A = C\ D(0, R),
= (B)H(A%).

Posons pour z € A°, u(z) = 0 et pour z € A?, u? = (P?)*(ul). u? satisfait la
propriété :
pzt(2) = pz(2) si 2 € AL

En effet, nous avons pour presque tout z € A% :

#:+1(z) — aljzrl+1(z)
9Pp+i(2)
et comme an(m) est holomorphe au voisinage de P"(z) si z € Al alors p?(z) =
p+1(z). Par conséquent, on peut définir uS® en posant

2(2) = pn(2) si z € AL

Sur les parties de C ol p3° n’est pas définie par cette formule, on pose u = 0.
p est par construction invariante par P,. Pour ce qui concerne le second point de
la proposition, si z ¢ D alors z € A2 et il existe p < 1 tel que pour presque tout
z€ A2

Pz(z)
2\ =

Si z € DN AZ alors 2 alternatives se presentent suivant que z appartient & X ou
pas.

<p<l.

1" cas : z € AZ N X, alors P, est quasirégulier au voisinage de z et en vertu de
la propos1t10n 5. 3 1 P"(;f‘ est holomorphe au voisinage de P,(z). Au total dans la

compositon 13: il y a au plus 3 applications non conformes (une pour sortir de T et
deux pour sortir de D(0, R?)) donc |u?| < p < 1, quitte & augmenter p.

2!me cas : z € Alet z ¢ T, alors P™ est holomorphe tant que P™~1(z) ¢ T et
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Pm-1(z) ¢ Ajm-1(z- Sil'une de ces deux obstructions intervient on est en fait
ramené a I’'un des deux cas précédents donc |u?| < p < 1.

En conclusion, pour tout n de N, |u2(2)| < p donc |uZ(2)| < p. O

Soit h; la solution de 1’équation de Beltrami 0h,(2) = u®(z)0h,(z) qui vérifie
hz(0) = 0 et h; est tangente & I'identité & I'infini.

Posons ¢*(z) = hz(c(z)), alors hy(z) o Py o hZ! est par construction holomorphe,
tangente & 22 en 'infini avec un point critique en 0 donc

hiz) © Pro h7l(2) = 22 + c*(z).
Désignons P,- le polyndme fibré sur X3
P. : X3xC — X3 xC
(02) > (F@)Pesls) =2 +c(),
alors P,.. posséde une section invariante répulsive a laquelle aboutissent les rayons

d’argument externe 1/3 et 2/3. En effet, d’'une part a est un point fixe de P, de
multiplicateur —\ donc si § est assez petit

P.(D(e, 6)) = D(e, A6).

Par conjugaison quasiconforme, on en déduit U, = h,(D(c, d)) une famille d’ouverts
tels que Us(g) CCPes 2(Uz) et

mOd(Pc‘,z(Ua:) \ Uf'(:c)) > My,

ce qui assure ’existence d’une section invariante répulsive & pour P..

D’autre part, les segments verticaux inclus dans 7~ aboutissant en o sont deux
courbes échangées par P,. On en déduit 'existence de 7} et 42 deux courbes aboutis-
sant en &(z) “échangées” par P .. Si ¢, désigne la représentation conforme
de C \ D sur le complémentaire de K- 5, ¢z'o(71) et ¢z (72) sont deux courbes
“échangées” par z — 22 et aboutissant non tangentiellement en e%71/3 et ¢%72/3,
Dans ces conditions, il existe 6y > 0 tel que toute courbe incluse dans 'un des cones

{pe“’avecleet%—eogﬁs%+Oo},

. 2 2
{pe® avecleet§—0050_<_§+90},

a une image par @ ; qui aboutit en &(z). En particulier, les rayons externes de
K o d’argument 1/3 et 2/3 aboutissent en &(z).

Enfin, les configurations de P,. sont celles de (P;)zex, et par conséquent P
réalise Xs3.
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Chapitre 6

Configurations faiblement
récurrentes

6.1 Introduction

6.1.1 Préliminaires

Ce chapitre est entierement consacré i la preuve du théoréeme 4.2.2. Il s’agit de prou-
ver que les configurations faiblement récurrentes sont réalisables et cela de maniére
unique.

Soit 7 un entier positif, rappelons que M,,(7) désigne le compact de X, des
configurations faiblement récurrentes jusqu’a l’ordre Tm? et N,, le compact des
configurations qui sont m-non-récurrentes. Les configurations faiblement récurrentes
sont alors

Xr(r) = [ Mn(7).
m2>1
En fait, comme nous ’avons déja souligné, nous allons approximer les configurations
de Xr(7) par des configurations non-récurrentes. A cet effet, nous considérons

L(7) = Mpyp(7) N Ny
Ces compacts sont croissants et nous avons alors ’égalité :

XF(T) = UN Lm(T)°

L’idée directrice pour démontrer le théoréme 4.2.2 consiste donc a construire
une suite d’applications (¢;)men définies sur L,,(7) qui converge uniformément vers
l’application ¢ recherchée. Nous établirons donc dans cette optique un résultat de
réalisabilité-rigidité concernant les compacts Ly, (7).

Rappelons que %,, désigne la projection de X, dans I'y,.

Théoréme 6.1.1 Si 7 est assez grand, pour tout m de N, il existe une unique
application ¢, appartenant ¢ Mj /Z(Lm('r)) telle que P, réalise les configurations
de L,(7). De plus, il existe des constantes positives k; et ky qui satisfont pour m > 3
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et pour tout y € Lym41(7) et ' € Lin(7) telles que pour tout p € N, irm2(FP(7)) =
lrm? (P(”f’))a .
lem+1(7) = em(Y)] < kie™™™.

Ce résultat constitue ’élément principal de la démonstration du théoreme 4.2.2 et
va, occuper l’essentiel de ce chapitre. Expliquons tout de suite dans quelle mesure il
implique le théoréme 4.2.2.

Remarquons que les applications ¢, ont a priori des domaines de définition
différents. Ceci étant dit, nous pouvons définir sur Y (7) = Up>3 Lm(7) une ap-
plication ¢ en posant c(7) = cn(y) si ¥ € Ln(7). Cette définition a effectivement
un sens du fait de 'unicité dans le théoreme 6.1.1.

L’unicité dans le théoréme 4.2.2 découle trivialement de celle du théoreme 6.1.1.
En effet, si ¢; et ¢, sont deux applications satisfaisant les conclusions du théoréme 4.2.2,
alors c; et c; coincident sur la partie dense Y'(7), donc sont égales sur Xg(7).

Concernant le volet existence dans le théoréme 4.2.2. Nous démontrons que
I’application ¢ définie sur Y () est uniformément continue et se prolonge & Xg(7)
en une application qui réalise les configurations de Xg(7). Le premier pas consiste &
munir X, d’une structure uniforme. Rappelons en suivant [Bou50] qu’un ensemble
de parties B, de X X Xo engendre une structure uniforme si

e (B;) pour tout M, N € B, il existe W € Btelque W C MNN ;
e (U;) tout ensemble de B contient la diagonale ;
o (Uy) si V € Bil existe V' € B tel que
(z,y) eV = (y,2) € V';
e (Us) si V € B, il existe W € B tel que si

(z,y) e Wet (y,2) e W= (z,2) € V.

Nous considérons alors sur X, la stucture uniforme G engendrée par le systéme
d’entourages B = {W,,n € N} ou :

Wa = {(7,7) € Xoo X Xoo tels que Vp € N, i, (FP(7)) Nin(FP(v')) # 0}

Les axiomes (U;) et (Uz) sont immédiats. (B;) provient lui du fait que si n’ > n,
alors Wy C Wy. Quant au dernier axiome, nous prétendons que si (vy,7') € Wyio

et (7,7") € Wpyo alors (v,9") € W,,. En effet, supposons par I’absurde qu’il existe
p > 0 tel que

in(FP(7)) Nin(FP(y")) = 0.

D’apres le théoréme 3.3.1, si U(d,+2) désigne le plus petit ouvert de ', 42 contenant
0n+2, NOUS Obtenons

O, = U U(On+2), O2= U U(5g+2)

Sn+2€int2(FP(7)) 01 42€in42(FP(7"))

n
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deux ouverts disjoints de ' 42 contenant respectivement i,+2(F?(7)) et ip42(FP(¥")).
Or, par hypotheses (7,7") € Wyhi2 et (7,7") € Wyyo done FP(v') € O, N O, ce qui
est absurde. Finalement, (Us) est vérifié et G est une structure uniforme.

L’intérét de cette structure est mise en évidence par la proposition :
Proposition 6.1.2 c est uniformément continue pour la structure G.

Avant d’aborder la preuve de cette proposition nous précisons dans quel sens on
peut approximer un élément de L,,4+,(7) par une configuration de L,,(7).

Lemme 6.1.1 Siy est un élément de Ly41(7) il existe v' appartenant a L, (1) tel

que pour tout p € N :
brm2 (FP(7)) = trm2 (FP(Y))-

On dira alors que 7 est une approximation de -y d’ordre 7m?2.

PREUVE. Tout d’abord, v € My+1(7) C Mu(7).
Fixons ¢ un entier il existe 7§ de Ly, (1) tel que :

Lrm? (’73 ) = tem2(FU(7))-
Il suffit pour cela de choisir
73 € NN (’i‘r'rnz)-1 (";‘rm2 (]:q(7))

Ceci est toujours possible en fixant par exemple, la classe critique de v dans Ry43
(moralement une préimage de a).
Ensuite, on détermine 42~! un élément de L,(7) tel que

W € FD N ik (irme (D)
Par induction on obtient 7, 0 < i < g une suite d’éléments de L,,(7) telle que
7 € F0) N iz (i (F))).
Ainsi pour chaque ordre fini ¢ on construit 72 € L, (7) tel que
brm2 (FP(7])) = trm2 (FP(7)) pour p<gq.

Le lemme découle alors de la compacité de 1’espace L, (7). O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 6.1.2.
Nous déduirons le résultat de ’assertion suivante : il existe des constantes positives
A; et A, telles que pour tout m € N et pour tout v, € Y(7) :

Vi € N, Grm2(FI(7)) N2 (FI(7)) # 0 = |c(7) — c(7)| < Are™™.

En premier lieu, supposons que pour tout j € N, irm2(F7(7)) = irm2(F7(7")), avec
v € Ly(7), 7' € Ly(7). Quitte & augmenter p et p' on peut se ramener au cas ou
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m = p < p'. Il existe alors, d’aprés le lemme ci-dessus, pour tout p < k < p’ un
élément v* de Ly (7) tel que pour tout j € N

irk2 (F7 (V) = i (F7 (7))
Ainsi,

le(v) = e(7)

le(7) = c(Yp+1) + c(Vp41) + - . . + c(Vpr41) — c(7')]
< kle‘k”’ + kle—kz(p+l) +...+ kle'k”"
< Aje P < Aje 4™,

En second lieu, supposons que pour tout j € N,
brm2 (F7 (7)) € trma (FI(7)),

avec 7 € L,y(T), 7' € Ly(7). Alors il existe (7*)ken une suite d’éléments de Ly(7)
qui converge vers v quand k — +o00 et telle que pour tout 5 > 0

Lrm? (-7:'1 (')’k)) = Lrm? (}.j )

En effet, on prouve aisément par récurrence sur N qu’il existe une suite (6%) d’éléments
de L,(7) qui converge vers vy et telle que

pour tout j < N, irm2(F7(6%)) = irm2 (F7(Y)).

La suite (v*) s’en déduit par compacité de L, (7).
Pour une telle suite, |c(7*) — c(v)| < A1e74?™ pour tout k. Donc, 4 la limite :

le(7) = c(¥)] < Are™ ™.
Enfin, si pour tout 5 > 0

trm2 (F7(7)) Nirma (FI(7)) # 0,

il existe 7" un élément de Y (7) tel que irmz(F?(v")) € irm2(FI(7)) et irm2(v") €
irm2(7"). De la majoration ci dessus on tire :

le(7) = c(¥)] < le(7) = c(¥")] + le(v") — e(7)] < 24,e742™.
O
Ainsi, c se prolonge par continuité & Xr(7) en une application que l’on persiste &
noter c. Remarquons au passage que la topologie induite par la structure uniforme
est plus fine que la topologie ambiante de X,,. En particulier, c est bien continue.
Le dernier point concerne la réalisabilité de Xg(7) par c. Si v € Xp(7) alors

7 est la limite d’une suite (y™) avec pour tout m, ™ un élément de L,,(7). Par
construction, c(y) = lim;, 0 ¢(9™), en fait de fagon plus précise, si

ci(7) = e(Fi (7)) et & = c(F(v™))

alors (c*)ien converge pour la topologie produit vers (c;(7y))ien lorsque m tend vers
I'infini. Nous avons établi au chapitre 3 la continuité des configurations par rapport
au parametre, par conséquent la configuration de la suite de revétements (2 +—

2% + ¢;(7))ien est effectivement la limite de (7™)men C'est-3-dire . En définitive, ¢
réalise Xp(7).
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6.1.2 Les grandes lignes de la démonstration

La stratégie adoptée pour démontrer le théoréme 6.1.1 repose sur une construction
par récurrence de la suite d’applications (cn)men. Remarquons que L;(7) est un
sous compact de X3 ce qui permet, compte tenu du théoreme 4.2.1 d’initialiser la
récurrence.

Considérons ensuite v € L,4+1. Le probléeme se rameéne alors, & la détermination
d’une suite de complexes (ci,,;)ien telle que la suite de polyndémes (z — 2% +
Ci.i1)ien Téalise la configuration . En effet, on posera cm41(7) = cb, ., et en vertu
des résultats du chapitre 4, ’application ¢;,4+; ainsi définie sera automatiquement
continue et unique.

Supposons donc que ’existence de ¢, soit établie. Si vy € Ly41(7), ¥ € Ln(7)
désigne une approximation de < fournie par le lemme 6.1.1. Heuristiquement,
la construction de la suite (ci,;;)nen va consister & déplacer minutieusement la
valeur critique ¢, (F*(7)) & l'intérieur de la piéce post-critique I.(Fi(v')) du puzzle
Pm(F (7)) de Po,.

Plus rigoureusement, rappelons que si § € X, App(6) désigne le compact de
T des éléments qui ne rentrent jamais pas itération positive dans 9,,(F*(8)). Dans
le cas particulier des configurations non-récurrentes v et 7/, les classes critiques
c(y) € Ex(y) et c(v') € Exyyy sont incluses respectivement dans Apmy1(F (7)) et
Am(F (V).

Nous profitons dans cette situation du fait que F?(y) et FP(v’) coincident jusqu’a
P’ordre 7m? ce qui implique entre autre chose que Ap41(F(7)) = Amt1(F(Y)) (i
suffit en fait pour cela de la coincidence des configurations jusqu’a I’ordre m+3!).

En particulier, ¢(y) C Am+1(F(7)). Au moyen de I'homéomorphisme xr(y ) :
K. r()y — Ex() on détermine

(1) = X7y (c()).

(7) est un élément de I,(v') N K. #(,) qui constitue un candidat admissible au titre
de valeur critique pour . Cela signifie qu'une suite de revétements ramifiés en 0, j 22
qui coincident avec P, ri(,y sur le complémentaire de Jm41(F*(7')) et dont la valeur
critique est exactement &(F*(v')) réalise la configuration 1.

On s’intéresse donc dans un premier temps a la situation plus générale suivante :
soit X un compact, f une application continue sur X et ¢ € M;j /2(X ) tel que
pour tout z de X la configuration de P, en z, h.(z) appartienne & L,,(7). m étant
fixé, on pose n = 7m? et on se donne pour tout z un élément &(z) appartenant &
In(:z:) N Kc,f(:x:)-

On s’attache alors & la construction pour chaque z de X d’un revétement ram-
ifié en 0, P, qui coincide avec P sur le complémentaire de Jm+1(z) et dont la
valeur critique est exactement &(z). P, s’obtiendra en composant P, avec n; un
difféomorphisme quasiconforme proche de 'identité.

L’élément déterminant de la démonstration réside donc dans la construction du
difféomorphisme 7, ayant certaines propiétés ad hoc. Son existence est garantie par
le théoréme suivant :

117



Théoréme 6.1.3 Si T est assez grand, il existe des constantes strictement positives
a et b telles que pour tout £ € X et pour tout m € N, il eziste un domaine X,,(z)
et n, un difféomorphisme de C tels que

o T.(z) C In(z)

toutes les préimages de I,(y) d’ordre supérieur & m incluses dans I,(z) sont
en fait incluses dans E,,(z).

7z est holomorphe sur E,,(z) et 1, = id sur le complémentaire de fm(x).
n:(€(z)) = c(x).

Nz est (1 + &,,)-quasiconforme avec

m2

Em < ae Tostm®

En réalité dans la plus part des cas nous prendrons X,,(z) C I,(z). Cependant
lorsque &(z) est vraiment trés prés du bord de I,(z) nous sommes obligés “d’a-
grandir” légerement I, (z) pour conserver les propriétés de 7, notamment la prox-
imité avec l'identité.

Dans la construction, nous supposerons donc que &(z) est relativement éloigné
de 8I,(z). Nous expliquerons ensuite comment résoudre le cas général en modifiant
légérement les domaines de la construction.

Notons A; = P, L (Im(z)), A, appartient & P;(f™(z)). La démonstration est
une suite d’aller-retours entre les niveaux m et 1. On commence par construire X,
un domaine “universel” dans A;, c’est-a-dire image par une application univalente
d’un domaine fixé de H,. X,,(z) est alors obtenu comme composante connexe de
(P f(z)) 1(%,). Sur £,,(z), le domaine d’holomorphie, 7, est défini explicitement &
l’alde d’une formule polynémiale impliquant immédiatement des estimations sur la
distance C! & I'identité sous ’hypothése du relatif éloignement de &(z) au bord de
I (z)

Ensuite, on transporte 7, au niveau 1 par les N(z) branches inverses de P™;, f(z)
en N(z) difffomorphismes de ¥;, 7i. Sur ces difféomorphismes nous établirons
également des majorations C! de la distance & I'identité. Un des ingrédients essen-
tiels proviendra du fait que N(z) est de 'ordre de log(log(m)) et en particulier est
beaucoup plus petit que m.

Au niveau 1, il sera alors relativement aisé de prolonger chaque 7 pour i < N(z)
car la géométrie de ; est bien comprise. Enfin, on relevera les difféomorphismes 7%,
en un prolongement de 7, a C satisfaisant les exigences du théoréme.

Au dernier paragraphe nous reviendrons sur le probléme de la réalisabilité d’une
configuration v € L,,41(7) & partir d’une approximation 4’ et de c,, définie sur
Ly(7). Nous dedulrons du théoréeme 6.1.3 une forme de Beltrami “invariante” par
Pcmp(.,) = "7;'(—,) o P, ri(y) de norme strictement plus petite que 1. Aprés recti-

fication, nous conjuguerons chaque Pc ,Fi(y) de fagon quasiconforme & un véritable
polynéme quadratique z — 22 + ¢!, et la suite (¢}, +1)neN réalisera la configuration
.
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6.2 Fonction degré critique

Nous présentons ici quelques résulats préparatoires concernant le degré de ramifica-
tion des “itérées” d’un polynome faiblement récurrent et la taille des piéces critiques
du puzzle associé.

Soit s(n, z) 'entier positif tel que P2, : Jo11(z) — A1 (f"(z)) soit un revétement
de degré 2!**(™*), De méme, 5(n, z) désigne I'entier positif tel que Pl : Jni1(z) —
A;(f™(z)) soit un revétement de degré 21+3(m=),

Rappelons qu’un polynéme F, est dit faiblement récurrent si pour tout z de X, la_
configuration de P, en z est faiblement récurrente. Une des principales motivations
de ’introduction de ces configurations est donnée par la proposition suivante :

Proposition 6.2.1 Il existe so > 0 tel que si P, est un polynéme faiblement récurrent
alors pour tout n € N et pour tout x € X :

8(n,z) < solog(log(n)).
PREUVE. Soit (n, z) le plus grand entier inférieur & n tel que 0 appartienne & :
Ajnzy = P2F 1-8m) (T4 (2)).

Notons y = fri-ina)(g), ]ft-(n,z) contient 0 mais n’est pas forcément la piece

critique de ’ﬁg(n'x) (y). Ceci dit, d’apres le lemme 4.4.1 du chapitre 4, il existe ng > 0
indépendant de c et z tel que

Aitnz) C Jinz)—no(¥);
d’ott §(n,z) < 2+ ng + 3({(n,z) — no,y). Par ailleurs, I’hypothése combinatoire

implique #(n,z) < %% donc

$(n,z) <2+no+ .§(E(4), Y)

ou E désigne la fonction partie entiére. Si ¢(n) = E(JT@), notons k(n) le nombre
minimal d’itérations de ¢ pour que :

po...op(n) <1
Un calcul élémentaire montre que k(n) < 2log(log(n)) d’ou
8(n, z) < 2(2 + o) log(log(n)).

O

De cette proposition nous allons déduire un encadrement du diamétre de fn(a:)
On pose S(n, z) = sup §(p, z).
p<n
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Proposition 6.2.2 Il ezxiste B, et By des constantes positives indépendantes de x
et c telles que :

diam(J,(z)) < Bye~Ban2 5 (6.1)

PREUVE. On considére 'anneau Ji(z) \ Jp41(z) que I’on décompose en
J1(@) \ Jn1(2) = U (5p(2) \ Jpa(2))
p=1 ‘

donc .
mod(Jo(2) \ Far1(2)) = 3 mod(Fp (@) \ Fpa (2)).

p=1
Pz Tp(2) \ Jp41(2) — A\ A,
est un revétement de degré 21+5(P~1.2) et conformément au chapitre 4, mod(4,\ A,) >
My, d’our : -
mod(Jp(z) \ Jps1(z)) > 27173012 pfy > 271502 pgy

dont on déduit : _ R —
mod(J;(z) \ Jnt1(z)) > n27 1750 M,

D’apres le théoréme extrémal de Grotsch, comme diam(J;(z)) < Dy :
diam(J,41(z)) < Bye™2 "™ Mo,

a

Remarquons que nous avons également une minoration du diametre intérieur de
Jn. Plus précisément, de la minoration uniforme du module des anneaux initiaux
on déduit qu’il existe § > 0 indépendant de c et z tel que si z € A;(z)

d(z,84,(x)) > 6.
Ensuite, si z € A,(z) C An(z) = mp(An(z)), comme |(P?)'| < 4", il s’ensuit
D(z,47"6) C A,(z).

6.3 Un procédé de chirurgie

Ce paragraphe est consacré a la preuve du théoréme 6.1.3. Si I,(z) est la pitce

post-critique du puzzle Pp,(f(z)), on note a;(z),...,an(z) les N(z) préimages de

a contenues dans le bord de I,(z). n = 7m? et on se donne &(z) € I,(z). Nous

ferons dans les trois premiers sous-paragraphes une hypothése sur la proximité de

&(z) et des o;(z). On dira que la condition #(n) est vérifiée si pour tout i < N(z)
|os(2) — &(z)| = e,

Nous expliquerons & la fin de la construction de 7, comment, quitte & effectuer des

petites modifications sur les domaines en question, on peut toujours se ramener au
cas ou H(n) est vérifiée.
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6.3.1 Le domaine X;

L’objet de cette section est la construction dans chaque piece A;(z) du puzzle P, (z)
d’un sous domaine ¥;(z) dont la géométrie est d’une certaine fagcon indépendante
de z et c. Pour fixer les idées, nous nous placons dans la piece critique A, les
sous-domaines de A; _; et A;; s’obtiendront rigoureusement de la méme maniere.

Soit 1., I'application de H; sur °K., qui conjugue P, a 'application z — 2z,
Yz = Pz (exp(—2imz)). On se place dans R; et R_; les deux composantes connexes
de 97 2(A10 \ Kcz) incluses dans {z, 0 < Re(2) < 1}.

Soit L! la ligne brisée dans H, formée d’un segment horizontal de hauteur 1L

227
et de deux autres segments joignant 3 et ; et faisant un angle de 60 degré avec
I'horizontale. L? le symétrique de L} par rapport & z = 3, on note

El - Ei U ff‘l’

1/6 1/3 2/3 5/6

Figure 6.1: Domaines fixés dans HL,

Considérons L} (resp. L1) la ligne brisée dans H, formée d’un segment horizontal
de hauteur 2;1 (resp. 2:1) et de deux autres segments joignant 1 et 1 et faisant un
angle de 75 (resp. 45) degré avec I'horizontale. L3 (resp. L3) le symétrique de Lj

(resp. L3}) par rapport & z = 1. Enfin, on désigne

Eg =f/éUf/g et E3 =Z§UE§
Pour 7 = 1, 2,3 notons _
Li(z) = Yez(Li)
L;(z) est constituée de deux composantes connexes et son adhérence est une courbe
simple contenant a(z) et —a(z). On peut donc définir ¥;(z) le domaine borné de
A, o dont le bord est exactement ’adhérence de Ly(z). Pour z € Ly(z), . désigne

la courbe incluse dans L, (z) qui relie z & a(z), I(,) désigne la longueur de cette
méme courbe.
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La proposition suivante fournit pour z € L;(z) une comparaison uniforme en z
et c des différentes quantités |z — a(z)|, d(z, L2(z)), d(z, L3(z)) et I(7.).

Proposition 6.3.1 Il existe C1 > 0 une constante indépendante de z et c telle que
pour tout z € Ly(z) :

d(z,L2(z)) < |z—a(z)] < Cid(z,L2(z) (62)
d(z, Ly(z)) < |2 —ofz)] < Cid(z, Ls(z) (6.3)
-C%zwz) < lz—of@) <) (6.4)

Si v, est ’arc de courbe inclus dans L;(z) joignant z & —a(z) nous avons les
mémes estimées avec —a(z) & la place de a(z). D’autre part, Lo(z) et L3(z) jouant
des réles complétement similaires nous allons prouver la majoration 6.2 pour Lo ()
celle concernant L3(z) s’obtiendra essentiellement de la méme fagon.

DEMONSTRATION. On commence par se donner Up(z) un voisinage combinatoire
de a(z) dont le bord est constitué de lignes de niveau et de rayons externes

8Uo(z) C Rz (2) U Ry (z) U R%(x) URxn(z)U G1(z).

Un(z) désigne la composante connexe de

P2yt (ol £22(2)))

incluse dans Up(z). D’aprés les minorations du module des anneaux initiaux du
chapitre 4, il existe une constante my > 0 indépendante de z et c telle que :

mod(Up(z) \ Ui(z)) > my.

1/3 1/6
19/48 7/24
U\ { (l) { K
C T
29/48 17/24
2/3 5/6

Figure 6.2: Voisinage combinatoire de a(z)
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Pour 7 = 1,2 et pour tout n € N on pose :

(@) = Li@) N (Un(@) \ Ui (=) ),

I?(z) est constitué de deux composantes connexes.

Estimations inititiales. I}(z) et 1}(z) sont des images par ¢, de segments fixés
de H, et situés & une distance supérieure ou égale & 353- du bord de H,. En
outre, d’aprés Koebe les applications v, z appartenant & X et c & M;j /2(X ),
forment une famille normale de fonctions univalentes pour la norme de la convergence
uniforme sur les compacts de H.,.. Il existe donc d; et d, des réels strictement positifs

indépendants de z et c tels que pour z € I}(z)
dy <d(z2,Ly(x)) <dy et dy <|z—az)] <d;
De méme si z € I3(z)
dl S d(za Ll(x)) S d2a

Enfin,
d, <long(l}) < d,.

Des inégalités ci-dessus, nous déduisons qu’il existe une constante universelle C > 0
telle que 6.2 et 6.4 soient satisfaites pour tout z € lj(z). Quitte & augmenter C > 0
on peut supposer également :

|z — a(z)| £ Cd(2', Li(z)) pour 2’ € li(z) et z € Ly(z) (6.5)
long(l}(z)) < |z — a(z)| et diam(U;) < C|z — a(z)| pour z € 1}(z)
(6.6)

On utilise maintenant un lemme de distorsion assez classique, voir par exemple [McM94]
pour “transporter” ces majorations dans les anneaux Up41(z) \ Un(z).

Lemme 6.3.1 Soient D C U C C des disques topologiques avec mod(D \ U) >
m > 0. f: U — C une fonction univalente. Alors, il existe C(m) une constante
strictement positive telle que pour tout z, y, z dans D :

1/ (v) — f(2)|

ly — 2|

Egn—ﬁlf’(x)l < < C(m)|f'(@)]

Fixons z € I77!(z) et notons w € Ly(z) tel que
d(z, L2(x)) = |z — w|.

Distinguons les 2 cas suivants :
1" cas : w € Upyi(z) alors P2"(2) € 1}(f?"(z)) et P2*(w) € Lo(f?*(z)), d’apres les
estimations initiales ci-dessus :

P2 (2) — (£ (2))]
[P2n(z) = PFw)] = O
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En vertu du lemme 6.3.1, il existe une constante C(my) telle que :

2= a@) _ (m0) |1|>;2i?z )—_a;f:(f))lﬂ < C(mo)C,

d’ou
|z — a(z)| < C(mp)C|z — w|.

2™ cas : w € Upy1(z) \ Upya(z) avec p+1 <n+1.
Toujours grace au lemme de distorsion 6.3.1 :

2= 0@l _ o\ IPP() = afa)]
rmwl < SN EE ey TRR L)

Compte tenu de I'inégalité 6.5 et du fait que P2 (w) € IJ(f?(z) :
|P2(2) — o < Cd(P?(w), Li(f*(z))) < C|PX(w) — P2(2)|

d’ou
|z — a(z)| < C(m)C|z — w|.
En définitive, il existe C; > 0 telle que Vz € L;(z)
|z — ] < Cid(z, Ly(z)).

Pour ce qui concerne l'estimation sur la longueur de I7*1(z), supposons que z €
Ye(L]) et considérons (2;)ien la suite de points de L;(z) telle que z; € dUi(z) N
Yez(L1). D’une part, il existe N un entier strictement positif tel que :

1
24 — a(z)] £ 312 — ()]

En effet, on peut séparer 2; et z;+ny par un anneau U;(z) \ Ui+~ (z) dont le module
est plus grand que Nmy. D’apres le théoréme extrémal de Grotzsch

|zi+N - al S CC_Nmolzi - a|.

D’autre part, si p désigne la distance hyperbolique dans le complémentaire de K,
alors

p(zi; ziv1) = p(20,21) < 0.
Donc, d’apres Koebe il existe une constante C(N) telle que :
long('yzi.zi-g-zv) S C(N)d(zﬂN, Kc,:c) S é(N)lzi+N - al
ol 7z;,2;, ~ désigne la portion d’arc incluse dans L, (z) reliant 2; & z;.n et la seconde
inégalité provient de la majoration 6.3 ci-dessus. En définitive, si z € 7,, ,,,, alors

long('y,,) S Zlong(’yzi+pszi+(p+l)'N)

p>0
< C(N) Z |zi+(p+1)N - qf
p20
- 1\?
< C(N) Z (5) |ziyn —
p20
< Gilz—qf
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et la proposition est démontrée. O

Soulignons le fait important que ¥;(z) contient toutes les préimages de In(y).
En effet, quitte a supposer 7 assez grand J,4+1(z) C J3(z) pour tout z de X, de plus
par construction, X,(z) contient toutes les préimages de J3(f*(z)) par P¥,.

6.3.2 Le domaine d’holomorphie de la perturbation

Rappelons que par construction cf(x)(I (z)) = Ai1(f™(z)) avec A1(f™(z)) un

élément du puzzle P;(f™(z)). 2°0™) et 25(™=) désignent les degrés topologiques
des applications

i) | Im(2) — A (f™(2))

iyt Tn(@) — A (@)
On notera S(n, z) = SUPp<n .§(p z) et S(n) = sup,cx S(n,z). Les hypotheses combi-
natoires imposent alors que S(n) < splog(log(n)). On conservera un petit moment

S (n) dans les expressions pour bien mettre en relief de quelle maniére le degré cri-
tique intervient.

m étant fixé, soit n = 7m2. On se donne comme convenu pour tout z de X, &(z)
un élément de I,(x) N K f(z). En vertu des préliminaires :

le(z) — &(z)| < Bye” @ .

Dans cette construction la regle est la suivante : on établit des majorations uni-
verselles, i.e. indépendantes de z et ¢, et on suppose alors que 7 est aussi grand que
I’on veut pour que les différentes expressions faisant intervenir des puissances de n
soient contr6lées par la puissance dominante.

On note F;(z) les ouverts de A, (z) compris entre 8 A, (z) et L;(z) pour 7 = 1;2; 3.
Dans le cas particulier ou A;(z) = A;0(z), F;(z) est constitué de deux composantes
connexes que l’on note F;t(z), F; (z). On désigne également

F32(z) = Fs(z)\ Fa(x)
F3:(z) = F3(z)\ Fi(z)
Fia(z) = Fi(z)\ Fa(z)

Dans le cas ol Ai(z) = A10(z), F3i(z) et F3;(z) sont les deux composantes con-
nexes de F3,(z).
Soit ¥,,(z) la composante connexe incluse dans I,,(z) de

(P (B (@),
Y (z) sera le domaine d’holomorphie de la perturbation 7, on pose pour z € £,,(z) :
N(z)

25(n)
mle) = 2+ (o) — (o) 11 (55—l (6.7
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olt - (z)...an(z) sont les N(z) < 2*(=) préimages de a(f™(z)) et —a(f™(z)) par
) S f(x) qui sont incluses dans 8%, (z).

Par construction 7.(e;(z)) = ai(z) et n:(¢(z)) = c(z). En outre, compte tenu de
I’hypothése H(n) il existe C, et C3 des constantes universelles telles que pour tout
i1 < N(z)

Ine(2) — 2| < Calz— au(z)P* Ve B (6.8)
n(z) —1] < Colz— a(@)F’ Ve PB@ (6.9)

Supposons par exemple que P f(z)(Im(x)) = A;o(f™(z)). Soient D i(z) pour 1 <
j < N(z) les N(z) domaines inclus dans I;,(z) préimages par P, f(z) de F5F( f"‘(:z:))
et F3 (f™(z)). On désigne par g; pour 1 < j < N(z) les branches inverses de P, f(z)

définies sur F3t (f™(z)) ou F5 (f™(z)). g; est donc une bijection holomorphe de F3
ou Fy sur Dj, car les points critiques de P; f(z) sont dans le Julia. Nous pouvons
alors “transporter” 7, par chaque g; pour obtenir N(z) difféomorphismes en posant

mi(2) = g5 ' (1=(9;(2))) si z € F3,(f™(x)) ou Fy,(f™(z)). (6.10)

m

Nz

s

2/3

Il s’agit & présent d’obtenir des informations C?! sur la distance de chaque 77 3
'identité lorsque z € L;(f™(z)) dans le méme style que celle portant sur n,. Le
premier travail va donc consister & controler la géométrie des domaines D;(z).

Proposition 6.3.2 Soit z € L,(f™(z)) tel que |z — a(f™(z))| < e, pour

j £ N(z) notons Z = g;(2) et aj(z) = gj(a(f™(z))). Il eriste Cy une constante
universelle telle que :

|z — a(f™(@))] = CT™5VF ™|z _ oy (z) 25 (6.11)
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Cette proposition est cruciale et va nous occuper I’essentiel de ce sous-paragraphe.
Nous oublierons lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité les indices z dans certaines no-
tations.

Fixons pour débuter quelques notations. Soient 25 = 2
1
D; = D(e, '2-,-|Zo —al) et S; = 0D;.

Soit (z;)ien la suite de points de L;(f™(z)) telle que z; € S; et telle que toute la
partie de L;(f™(z)) qui relie z; & 2, est contenue dans le complémentaire de D;.
Désignons, pour tout 7 > 0, 7; la courbe incluse dans L;(f™(z)) et qui joint z; &
Zi+1- En vertu de la majoration 6.4

1
§|Zi —of L l(n) £ Cilzi — al.
De méme pour ce qui concerne le diameétre de ;, diam(7y;) < I(y;) et
1 .
-é-iz,- — o] < |z — zi41| < diam(7y;).
Enfin griace 4 6.2 et 6.3si z € 7; :
1 1
d(z, K¢ fm(z)) = =-|2 — o et d(z,0F3(f™(z)) > -]z — .
Cl Cl
Considérons pour tout 7 > 0, le voisinage de 7; défini par :

1
Ulw) = U Dl 12— al).
Z€7i 1
U(y;) est construit pour satisfaire U(y;) N Keymzy = 0 et U(m) € F3(f™(x)).
Considérons A(+y;) I'anneau de sécurité U(~y;) \ ;- L’objet du lemme suivant est
d’établir une minoration uniforme du module de cet anneau.

Lemme 6.3.2 Il existe u > 0, une constante universelle telle que

mod(A('yi)) > .

PREUVE.
Pour tout 7 € N, soit ¢; une représentation conforme de D sur U(7;) telle ¢;(0) =
ziy1. Pour z € v; on note §(z) = d(z,0U(;)) alors :

1 1
> —lz—al> —|za — al.
6(2) - Cllz al - Cl lzt-l-l al

Soit ly(y,) la longueur hyperbolique relative au domaine U(7;). D’aprés Koebe

2
luqy(m) < ml(%‘)
1
(k) < 20 ——la—el<C

avec C une constante universelle. On en déduit que pour tout z € +;, la distance
hyperbolique de z & z;4; est uniformément majorée, donc +; est incluse dans un
disque hyperbolique de rayon uniformément majoré et le lemme est établi. O
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Lemme 6.3.3 Soit r un réel, 0 < r < 1, il eziste une constante C(r) telle que pour
toute courbe lisse v incluse dans D(0,7) avec O € 7y et pour toute fonction univalente
deD, g on a

1 diam(g(v)) _ diam(y) diam(g(7))
s N
1 d(g(7),09(D d(z, D d(g(7),09(D
co - M S i =0 i) (613

PREUVE.

La premiere réduction consiste & supposer que g(0) = 0 et g’(0) = 1 car les différents
rapports considérés sont invariants par les translations et les dilatations. Ensuite
il s’agit d’appliquer les inégalités de Koebe soigneusement. Tout d’abord, il existe
C(r) > 0 telle que :

1 '
o) <14 (2)| £ C(r) Vze D(0,7),

dont on déduit immédiatemment
1
——I(7) € < .
Sy = Hen) = city), (6.14)

S D) < d(9(7),09(D) < Olr)d(, D).

Ces deux derniéres inégalités permettent de prouver la seconde assertion du lemme.
Pour ce qui concerne la premiére inégalité, on considére ' < r défini par

' = inf{r" tel que v C D(0,r")}.
0 € v donc
1
Ediamfy < 7' < diamy.

Par ailleurs, si g est une fonction univalente fixant 0 avec une dérivée égale 4 1 en
0 nous avons si |2| < 7:

<l < g2 (615)

Si z est un point de 8D(0,r'), comme 0 € g(v),
1
gdiamy < |g(2)| < diamg(y).

En outre, toujours d’apres 6.15, pour tout z € D(0,r'),

/

diam(y)
1-7)2—"(1-1)

lg(2)| <
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d’ou

-;—diam'y < diamg(7y) < zdiam(7).

_2
(1-r)
L’inégalité 6.12 découle alors de la combinaison de cette derniére inégalité et de 6.14.
a

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 6.3.2.
Revenons a g; une branche inverse de }'(‘;)1 définie sur F3"(f™(z)). On écrit g; sous
la forme : '

gj—_-r”"“lo...or2o'r1

ott les applications r* sont des racines de z — 2% +c(f™*(z)) qui sont holomorphes
sur leur domaine de définition : ¥~ o ... o r}(F3H(f™(z))).

Les racines 7, sont toujours des fonctions univalentes sur leur domaine de définition,
on dira donc de fagon un peu abusive que r* est critique si c(f™*(z)) € P}’(‘z‘)k(fm (z))
et réguliere dans le cas contraire. Les racines réguliéres ont donc la propriété de se
prolonger bijectivement et holomorphiquement & P™*(I,,(z)). Enfin, on note :

Y'=vety?=r"P"lo...orl(y) pour2<p<m;

vi=vet ¥ =r"lo.. .orl(p)pour2<p<met0<i;
Ul'=U(n)etUP=r"lo...0or'(U) pour2<p<met0<i.
L’objectif est maintenant d’obtenir une estimation sur la longueur de 4™ en
fonction de celle de 4!. Il nous importe donc en premier lieu d’établir une majoration
de la longueur de chaque de 4f. On distingue pour cela les deux cas critique et
régulier. En fait, les racines critiques sont plutdt exceptionnelles, il y en a §(m, z)

en tout alors qu’il y a m — §(m, z) racines réguliéres. On traitera donc en bloc les
compositions successives de racines réguliéres.

Cas d’une racine critique.
Commencgons par la majoration élémentaire :

1(7?) < sup |(r?) ()NI(7)-
2€q?
Rappelons-nous que 7P est une racine carrée de z — 22 + ¢(f™P(z)) donc si z € 47

1 1
rPY < =
1 1

2,/d(z, 8UF) = 2,/d(1?, 8U?)

Comme nous avons un module uniformément minoré pour nos anneaux de sécurité,
en vertu de l'inégalité 6.13

d(+f, 0U7)
(")

d(')’i, aUz)

T
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donc

d(12,8U7)

TN
et ainsi
1 () = 1) < 55775 \l/(l%% = oI, (619)

Cas d’une composition de racines réguliéres.
Soit h = rP+¥~1o... o rP une composition de k racines régulieres. h(7?) = ¥7** et h
est une bijection holomorphe de

Ap = P75 (Tn(2)) sur Apyi = P58 (Fn(x))

On note la, et la,,, les longueurs hyperboliques relativement & Ap et Apyx. Rap-
pelons que si U est un ouvert simplement connexe, §(z) = d(z, 0U) et py le coefficient
de la métrique de Poincaré alors d’apres Koebe :

1 2
'2-6—(;)' < pu(z) < 6—(25

Comme le diametre de A, est borné par 2 :
1, otk +k
22077 Sl (7)) = Ua, ()

Il s’agit & présent de minorer d(z,dA,) pour z € 7f. Siy = f™" P+1(z), par con-
struction A, est une préimage par P?~! de A1 (f?(y)) un élément du puzzle bordant

P17 ().
Siw € 4} alors P?;'(w) € 9 et de 'hypothese |z —a(f™(z))| < e™ ** on déduit

|PP2Y(w) — af < Ce™™".
En vertu des estimations initiales, il existe §p > 0 tel que d(a, 621) > 6o donc :
(P21 (w), 0Ay) > 150.

Comme |PZ,(2)| < 47 il découle de la majoration précédente

d(+?7,84,) > 4-"%50

donc
la, () < CLU7)-
On obtient ainsi que pour une composition de k racines réguliéres :
() < caup). (6.17)
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En définitive, il y a au plus 3(m, z) racines critiques donc également au plus
3(m, z) compositions successives de racines réguliéres. En appliquant §(m, z) fois 6.16
et 6.17, en majorant p par m dans 6.17 et §(m, z) par S(m), nous obtenons :

1
H(9) < O m)Sm (1)) .

Les différentes constantes intervenant dans 6.16 et 6.17 sont systématiquement ma-
jorées par C qui ne dépend ni de ¢ ni de z. Compte tenu de 6.4 :

3 1 -
o) < P4 g (1) 7
Si Z = g;(2) et a; = gj(a), on peut alors contréler |Z — o :
o0
Z—e5l < 1) = LU

1=0

5 1 1\ &6y
< O™z — of28m 3 (_2_:) 2

i>0

< Oms], — ol x 25

D’ot1 le résultat annoncé en considérant la puissance 25(™) de cette expression. [

6.3.3 Estimées C! de la distance de 7/ a l’identité

ous pouvons a présent majorer uniformément la distance e 1¥ 3 l'identité.
Nous p t maj fi t la dist C! de 7 a 'identit

Proposition 6.3.3 Il eziste des constantes C; et C; telles que si z € Li(f™(z))
alors pour tout j < N :

7 (2) — 2| < Cre™%%ew |z — a(f™(2))]- (6.18)

Nous avons les mémes majorations en remplagant a(f™(z)) par —a(f™(z)) si z est
proche de —a(f™(z)).

PREUVE. Si Z € Dj, posons Z = g;(z). Compte tenu du fait que |P},| < 4™,
nous avons : .
Inf(2) — 2| = | P72y (12(9;(2))) — Perpay(9:(2))1,
Inl(2) — 2| < 4™n.(2) - 2|, (6.19)
donc d’apres 6.8 :
|7i(2) — 2| < 4™Che CoTosn. (6.20)
Ensuite, nous traitons séparément deux cas suivant que |z — a| est plus grand ou

plus petit que e,
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o |z—a|>e".

De la majoration 6.20 il découle :
Ini(2) — 2| < Cod™e Cm e |z — al,
donc en ajustant C7 et C; nous avons :
i (2) — 2| < Cre™CrTew |z — .

o |z—al <e ™.

Nous sommes alors dans les hypotheses de la proposition 6.3.2 qui, associée
aux inégalités 6.19 et 6.8, donne :

17(2) = 2| < 4™CyeCRan CTE™) |z — g,

D’ot1 le résultat en choisissant C7 suffisamment grand et C} suffisamment petit.

Proposition 6.3.4 Il eriste des constantes Cy et Cy telles que pour tout z € Ly (f™(z))
et pour tout j < N :

|(n)'(2) — 1] < Cge e,

PREUVE. Distinguons encore 2 cas.

e z € Li(f™(z)) N Gy2(f™(x)). Soit r; un réel strictement positif indépendant de
z et z tel que :

D(z,m;) C F;3(z).

1 est parfaitement défini car les fonctions univalentes sur H, , tangentes & 1'identité
a infini forment une famille normale. Par conséquent

d(G1/2(z), G1ja(z)) =71 > 0.
D’apres la proposition 6.3.3
Ini(2) — 2| < Cre™%rmemry.
Nous aurons besoin d’un lemme de distorsion de Koebe sous la forme suivante :

Lemme 6.3.4 Il ezxiste Cy une constante strictement positive telle que pour tout
T > 0, pour tout fonction univalente sur D(0,r) et pour tout 1 <6 < % :

K(2)
itz 1| <0

cect pour tout Z et Z' appartenant au disque D(0, ér).
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En particulier, dans la situation qui nous préoccupe nous en déduisons :

_95(@
g5(m(2))

pour tout z € Ly (f™(z)) N Gy/2(f™(x)). Finalement, par la régle de dérivation des
fonctions composées nous pouvons estimer la distance de ()’ 4 1 :

1| < CoCre Crioen (6.21)

Y (2) _95(&) (0 ) 95(z)
| () -1 < ) (nz(gJ(Z)) 1) Py 1|
2C,e~C*len + CyCre~Criogn

i _n

Cse—CB Togn |

INIA

Le premier terme étant majoré par 6.9 et le second par 6.21.

e Supposons cette fois que z € L (f™(z)) \ G1/2(f™(x)) et par exemple que z est
proche de a. Considérons D(z,d;) le disque de centre z et de rayon §, = —Iz —al.
En vertu de la proposmon 6.3.1 ce disque est inclus dans A;(f™(z)) et de plus
n(z) € D(z,Cre C"%s74,). On peut alors refaire le calcul du point précédent car
les conclusions du lemme 6.3.4 restent valables, il s’ensuit :

I("h’a)' - 1| < 2C,e~ T + CyCre~C7Toem < Cge™Cotosn,

6.3.4 Prolongement quasiconforme de 7,

Rappelons que f(z)(Im(:c)) = A;(f™(z)). Comme lors du précédent paragraphe
on suppose que Al( f™(z)) est la piece critique de P;(f™(z)), le prolongement dans
les autres pieces de P;(f™(z)) s’obtient formellement de la méme maniére.

Fixons nJ I'un des N(z) difféomorphismes conjugués & 7, par I'un des g;. Pour
Iinstant, 7) est défini par exemple sur le domaine Fj;(z) (ou F3';(z)) et les esti-
mations précédentes garantissent que 7J(Li(f™(x))) C F3,(f™(z)). L'objet de ce
paragraphe est détendre nZ & F5 (f™(z)) de fagon quasiconforme pour coincider avec
I'identité sur 0A4;(f™(z)). Cette opération s’effectuant avec un contréle explicite de
la constante de quasiconformité.

Posons y = f™(z) et notons R; et R_; les deux composantes connexes de
Yoy (A1o(y) \ Kcy) incluses dans {2, 0 < Re(z) < 1}. R; et R_; correspondent
respectivement & F5 () et Fy (). Plagons-nous dans R; le rectangle :

< Re(2) < ;}-

= {z € H tel que 0 <Im(z) < -2—1— et

| =
Wl

Posons 7} un relevé de 7 & Ry, ey © 7 = 1 © ey lorsque cette formule a
un sens. Nous nous attachons dans un premier temps au prolongement local de 7’
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1/3 1/6

2/3 5/6

Figure 6.3: Position de nZ(L,(f™(z)))-

autour de o et —a donc & celui de 72 au voisinage de 1/3 et 1/6. Considérons & cet
effet le voisinage V3,3 de 1/3 :

V1/3={z=1/3+pe‘9avec0<p$%, etgseg

(T
+
ol
—

et

#(z) = = (log(z - 3) ~ i)

le logarithme définie sur R; tel que :
6 1
¢(Vi/s) = Bay = {2, a0 = —log(;-) < Re(2), 0 < Im(z) < 1}.

Si Z est un élément de la demi-droite A,, = {a + 1%, a > ag} on pose H(Z) =
@ o 7 o $~1(Z). Nous allons effectuer un prolongement 7/ & la bande B,, et nous
en déduirons ensuite un prolongement de 7 au voisinage de 1/3. La premigre étape
consiste & contrdler la distance C! de 77 & I’identité sur la demi-droite A,,.

'd}c,z Aao
-
Viss B,,
1/6 1/3 ao

Figure 6.4: Voisinage de 1/3

Proposition 6.3.5 Il existe des constantes positives Cyq et Cio telles que si Z =
a+1 aveca > ag

1%(Z) — Z| < Croe~Cioms=
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(Y (2) = 1] < Cpe™Chorim

PREUVE. Soient y = f™(z) et hy l'application telle que h;! = %, 0 ¢~'. Fixons
Z = a+iavec a > ag, z = h;'(Z) et notons 6, = Clllz — a| ou C est la constante
intervenant dans la propriété 6.3.1 qui garantit en particulier que

D(z,4;) C A (f™(z)).
Considérons également D, le disque
D, = D(z,Cre Crs7 §,)

hy est une fonction univalente sur D(z,4d;) et de plus d(h,(2),8hy(D(2,6,))) < 1
donc |Ay(2)] < 31‘-. Par conséquent, d’aprés le théoréeme de Koebe pour tout w € D,
b, (w)] < £ d’ot

(Z2) = Z] < sup |hy(w)|lni(z) — 2| (6.22)
w€D,
< 6£C76_C4ﬁ'752 < Choe Cromen (6.23)
z
L’estimation sur la dérivée s’obtient essentiellement de la méme fagon en utilisant
les estimations de Koebe sous la forme du lemme 6.3.4. O

Proposition 6.3.6 Pourj < N(z), 7i se prolonge d V43 en un C*-difféomorphisme,
Pm-quasiconforme tel que

o H(2) =z siz€ Vy3NOR,.

o |pm — 1| < Aje™42iw,

o |l — idlloav; 5 < Are™ e
ot A; et A, sont des constantes universelles.
PREUVE. Notons v, et v, les fonctions réelles telles que si Z = a + ¢ alors

1(Z) = a + 11(a) + i(1 + v2(a)).
La proposition précédente nous assure que
|vi(a)| < Croe™“lomew et |v)(a)| < Croe™%ome™ pour i =1,2.

Une extension de 7} & la bande B,, qui coincide avec I'identité sur ’axe réel est
obtenue naturellement en posant poura >aget 0 <b<1:

7 (a + ib) = a + bvy(a) + ib(1 + vo(a)) (6.24)

La matrice jacobienne de 7 est alors

J(ﬁi)=<1+bui(a) 11 (a) )

bj(a) 14 12(a)
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De cette fagon 7 devient un C!-difféomorphisme, p,,-quasiconforme avec p, > 1.
Le coefficient de Beltrami x de %2 est donné par la formule

(z) = 28 _ O + 0
57  Biii — b

avec

Oi(a+1ib) = 1 + brj(a) + ibvy(a)
Ol (a+1ib) = wvi(a)+i(l + va(a))

Il en découle que |974%| > 1 et [847| < 4Cipe”Co%ew. On obtient ainsi P’estimation
pm — 1= ||plleo(pm + 1) < 3||plleo < 120106-Cioﬁ%°

En considérant ¢~!of}o¢ on obtient un prolongement de 7 & V3, pm-quasiconforme.
L’estimation C* de 7 — id pour'z € dVj,3 s'obtient facilement & partir de celle por-
tant sur 7%, car |¢'(z)| est uniformément majoré si |z| = . O

PREUVE DU THEOREME 6.1.3 SOUS L’HYPOTHESE #(n).

Dans le méme état d’esprit que la proposition précédente, on définit V3,6 un voisi-
nage de 1/6 dans R; et une extension de 7} & ce voisinage qui coincide avec I’identité
sur le bord de R;.

Soient ! le domaine situé entre 1’axe réel et la courbe L} et

él =R, \ (‘/1/3 U ‘/1/6 U 2{)

1/6 1/3
Figure 6.5: Domaine fll.

OR, et 7 (OR,) sont des courbes C! par morceaux. Le dernier obstacle concer-
nant le prolongement de 7 consiste donc & étendre 7J 3 R;.

En réalité cette extension ne pose aucune de difficultés. En effet, on considére
A(2) = 71 (2) — z définie sur le bord de R;. ) est en norme C? inférieure & A;e~*?%sn
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Notons A; = Re(A) et Ay = Im(X) et considérons alors A} et A} les extensions
harmoniques de A; et Az & R;. 1l s’ensuit que 7(2) = z + A} (z) + z)\ 3(z) constitue
une extension de 7 3 R, qui vérifie d’aprés le principe du maximum

17(2) = Zllos iy < Are™ 55

En particulier, 7 est un difféomorphisme p,-quasiconforme avec |1—pp,| < A;e” 42w
en ajustant éventuellement les constantes A; et A,.

Par 1.z, on en déduit une extension pn-quasiconforme de 72 & F3f(f™(z)) qui
coincide avec I'identité sur A, (f™(z)).

Ensuite, la branche inverse g; de P, f(z) qui est holomorphe sur F3' (f™(z)) permet
d’obtenir une extension pm-quasmonforme de 7, au domaine D;(x). Ce procédé
appliqué & chaque j < N(z) conduit & un prolongement de 7, & Im (z) qui satisfait
les propriétés du théoréme 6.1.3. O

Précisons que nous n’avons a priori aucune information sur & la norme C! de 7;.

6.3.5 Indications concernant le cas général

Nous présentons ici les quelques modifications & apporter pour prouver le théoréeme 6.1.3
lorsque la condition H(n) n’est pas vérifiée. On suppose donc qu’il existe i < N(z)
tel que

log, — &(z)| < e,
Le premier lemme permet de souligner qu’un tel ¢y est forcément unique. Rappelons
que nous avons toujours n = Tm?2.

Lemme 6:3.5 Si oy, et aj, sont deuz préimages de o d’ordre inférieur ¢ m telles

que
lai, — c(z)] < et ot |ajo —c(z)| < e_"s/a

alors a;, = aj,.

PREUVE. Par P’absurde, supposons que «oj, # o;j,. Notons k& < m le plus petit
entier tel que

P; f(z) (o) = ,f(z)(a:lo)
On désigne alors of, = P ,y(,) et of, = P¥q (), ces deux points ont la méme
image donc o, = —aj,. De plus, comme |(P%)'| < 4%

o, — Py (c(z))] < gke—m"
et par conséquent, quitte & supposer n assez grand

—Ln3/4
|P sz (c(2))] < e7 3.
Cette dernitre inégalité implique en particulier que PZ;,(c(z)) € T (F5(z)) et
contredit ’hypothése combinatoire de faible récurrence. O
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Comme c(z) et &(z) sont proches & e~ Ts= pres il n'existe qu'un seul a;, contredisant
la condition H(n).

Supposons pour simplifier que f(z)(Im(z)) = A o(f™(z)) et P; f(z)(a,o) =
a(f™(x)), les autres cas se traitent de fagon analogue.

Considérons g; et g2 les deux branches inverses de P, f(z) qui “posent probleme”
c’est-a-dire telles que g;(e@) = g2(@) = ai,- g1 et g» sont définies respectivement
sur ‘F5' (f™(z)) et F5 (f™(z)). Nous allons agrandir légérement les domaines de
définition de g, et g, pour se ramener au cas précédent, en revanche les domaines
des autres branches g; pour 3 < j < N(z) seront inchangés.

On note B; le domaine contenant A; o(f™(z)) inclus dans A, o(f™(x)) dont la
frontitre est constituée de la ligne de niveau 1 des rayons R.es (f™(z)), Rz (f™(z))

et Ry(f™(z)), Rs (f™(x)) (cf figure 6.6). Les rayons R.es (f"‘(:c)) et R}g (f™(z))
aboutissent touJours 3 une préimage de a(f™*2(z)) que T'on note o?.

65/192 /2 1/6
{
( 0] (
127/192 5 3 5/6

Figure 6.6: Domaine B;.

By \ K¢ gm(z) est constituée de deux composantes connexes Bj et B2. Ensuite,
on détermine un ouvert A; = Al U A? inclus dans B;. Al et A2 sont des images
par % sm(z) de A} et A2 des domames fixés de H (cf ﬁgure 6.6). Par analogie avec
%1, la frontiere de Al (resp. A2) est formée du segment [}, 23] (resp. [1Z, ‘;’6])
d’un segment horlzontal de hauteur 2 - et de deux autres segments joignant Let 105
(resp.2 et 127) et faisant un angle de 60 degré avec ’horizontale. A; vérifie alors des
estimations “universelles” similaires & celles de la proposition 6.3.1 concernant ¥;.

Le domaine d’holomorphie de 7, £, (z) est alors défini par sa frontitre :
N(z) )
0Zm(z) = U g:i(L:1(f™(2))) U 91(0AT) U g2(8AY).

=3

g1 et g, s’étendent holomorphiquement sur B} \ Al et B? \ A? et méme sur des
domaines légérement plus grand. On note &;, = g:(a?) = g2(c?).

La construction précédente s’adapte alors sans difficulté & ces domaines en rem-
plagant a;, par &;, dans la formule polynémiale définissant 7, ce qui permet de se
ramener au cas ou I’hypothése H(n) est satisfaite.
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Remarquons enfin que le domaine A; contient toutes les prelmages de J3 (y) in-
cluses dans B, ce qui assure au passage que les préimages de Im(y) d’ordre supérieur
4 m contenues dans I,(z) sont en réalité incluses dans T,,(z).

6.4 Résolution de ’équation de Beltrami

Nous achevons dans ce paragraphe, la démonstration du théoréme 6.1.1 en con-
juguant notre famille de revétements quasiréguliers & un véritable polynéme quadra-
tique ayant les configurations requises.

6.4.1 Une forme de Beltrami invariante

On se place toujours dans le cadre général du théoréme 6.1.3. Soit X un compact,
f une application continue sur X et c € M} /2(X ) tel que les configurations de P,
appartiennent & L,,(7). On pose n = 7m? et on suppose donnée &(z) un élément de
I.(z). T est assez grand pour satisfaire toutes les inégalités précédentes.

1. étant le difféomorphisme p,,-quasiconforme fourni par le théoréme 6.1.3, on
considére le revétement ramifié de degré 2 :

_ _ 2+() si ¢jm 1(:2:)
Fy(z) = { ;;I(ZCQ:: c(z)) si i € jmil(x)

Nous définissons dans la proposition ci-dessous, la forme de Beltrami “invariante”
par P, qui en raison des hypothéses combinatoires a le bon gout d’étre uniformément
bornée en norme sup. Notons

ﬁ: = }an—x(z) o...0P,.
Proposition 6.4.1 Pour tout z € X, il existe une forme de Beltrami p, qui vérifie :
o (Po)*pis(w) = ba
e U, est d support compact
o ||tzlloo < Kre Xomem,
ou K; et Ko sont des constantes universelles.

DEMONSTRATION Posons u8 = 0 et par récurrence on définit u? en transportant
en arriere u’t f(x) par P,

z = (P )*/‘?(—z)
ur vérifie donc
_oF
~opy
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Si Pya-1(z) est holomorphe au voisinage de P?~1(z) alors uZ(z) = u2~'(z). Nous
désignons par supp(u?) le support de u? et nous notons

A1(2) = Tnir(2) \ BT (Em(@) et Mxl@) = (BED (Ma(£472@))).
On peut alors caractériser le support de uf en terme des Ay :

supp(pz) C |J Ap(2) C {2 tels que Geq(2) < 1}
p<k

D’autre part, nous affirmons que si £ < k+m < k’ alors
Ak(m) N Ay (12) =0

En effet, d’aprés le théoréme 6.1.3 toutes les préimages de In(y) d’ordre supérieur
a m incluses dans I,,(z) sont en fait incluses dans ¥,,(z). D’ou si k' — k > m, pour
tout y € X :

A(y)NAr_w(y) =0

Nous nous servons ici du fait que P,(2) = P z(2) si z ¢ I.(z).
En définitive, on peut définir sans ambiguité le coefficient u; en posant pour
z € Ap(x) :
Hz(2) = p5™(2).

En outre, toujours d’apres I'affirmation precedente, dans chaque composition P’c
il y a au plus S(m) itérations non-conformes et par conséquent P" a une dlstorsxon
quasiconforme bornée par (pm)s(m). Ainsi,

VEeN, [lut]e < MT;I 23(m)aetren
T - ( m)S(m) +1
et p. satisfait donc les conditions requises. (]

6.4.2 Conclusion

Revenons maintenant & notre probléme initial, c’est-a-dire la démonstration du
théoréme 6.1.3. On suppose par récurrence établi ’existence de

P, : Ly(t)xC — Ln(t) xC
(€,2) (f(x),z2+cm(z)),

un polyndme fibré sur L,,(7) qui réalise les configurations de L,,(7).
Fixons v € Lyy41(7) et 7' € Ly, (7) une approximation de vy d’ordre 7m?2. 1l s’agit
donc de déterminer une suite (c},,,)ien de nombres complexes telle que la suite de

polyndmes (z — 2% + ¢ ,)ien réalise la configuration v au sens du chapitre 3. Il
suffira ensuite de poser cp41(Y) = €24,
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On s’intéresse alors au systéme restreint que ’on persiste & noter P, :
P, : XxC — XxC
(z,2) +— (.7-'(2:), 22 + cm(a:)) ,

ou X = {Fi(vy') i € N}.

Conformément aux résultats introductifs, nous avons pour tout z € N, ¢ un
candidat au titre de valeur critique pour F¥(y). On désigne € un prolongement & X
de la suite (Z;). Si 7, est le difféomorphisme donné par le théoréme 6.1.3 on pose
P, = n;! o P;. Par construction, lorsque £ = F*(7') avec i € N, la configuration de

~

P; est exactement F*(7).

Nous faisons alors appel au théoréme d’Ahlfors-Bers & parameétres dans une ver-
sion adaptée a notre étude. D’une facon générale, si 0 < p < 1, en suivant les
notations de [CG92], L*(p, 2) désigne ’ensemble des fonctions mesurables bornées
par p et supportées dans D(0, 2).

Soit QC'(p,2) ’ensemble des difféomorphismes quasiconformes f de C tels que
Of = udf avec u € L*(p,2) normalisés par f(0) = 0 et f est tangent & I'identité &
Pinfini. Le théoreme d’Ahlfors-Bers & parameétres affirme qu’il existe une application

continue & : (Loo 2. ”w) — (QCl(p, 2), |l ||oo)
v — f,

et qu’il existe C = C(p) > 0 tel que
Ify = fullo < Cllt = V]lco,

I’application ® est en fait uniformément continue.

Soit p la forme de Beltrami invariante par P, au de sens de la proposition 6.4.1.
Notons alors h; le difféomorphisme quasiconforme de C tel que

Bhy = pedhs, he(0) =0

et h, est tangent & 'identité & l'infini. Considérons g, = hy(s) © B o h;l, gz est

une application holomorphe de C dans C de degré 2 avec un point critique en 0, il
s’ensuit que g, est de la forme :

g:c(z) = 2? + cm+1(x)
avec cmi1(z) = hz(¢(z)).
Enfin, il reste & majorer écart entre cp, €t Cmy1. Si 7 est assez grand || gzl < 3
et en vertu du théoréme d’Ahlfors-Bers a parameétres sous la forme ci-dessus,
”hz - 7'd”co < C”ﬂz”oo-

Compte tenu des résultats précédents nous avons

Bz — id||eo < CKief?een,
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Donc pour tout z € X :

lem (z) — em+1(2)] lem(2) — €@)| + 1) — em4a ()]
Bie~Brlgwn 4 CK e F2mem

—kom
kle 2 ’

IANIA A

et la configuration associée a la suite de revétements ramifiés (z > 2%+ emi1 (F (Y )))
est effectivement .

Remarquons que ce procédé de perturbation fonctionne pour n’importe quelle
approximation 4’ € L,,(7) de y et par conséquent

lem(Y) = emi1 (V)| < kre*2™,

des que i,m2(FP(7)) = irm2(FP(7’)) pour tout p € N. Ceci termine la preuve du
théoréme 6.1.1. O
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