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Abstract

In order to classify algebraic space curves, one studies the Hilbert scheme Hy,. In
this thesis, we consider two questions related to this classification. Both of them concern
in fact the “lower step” of the classification, wich is the study of curves from the point
of view of their Rao module, according to a terminology of Martin-Deschamps — Perrin.

In the first part, we study the schemes E, ;. wich parametrize Rao-modules of width
three. According to Martin-Deschamps — Perrin, any property of these schemes corres-
pond to a similar one of the Hilbert schemes with constant cohomology H, ,. These
authors give a necessary condition for the scheme E‘,,q,, to be irreducible and make the
conjecture that it is also sufficient. We prove this conjecture in almost every case, leaving
only a small number of them undetermined. Moreover, in most of the cases where the
scheme E,,, possesses several components, we determine the dimension of the biggest
one and describe it explicitely.

The main point of the proof consists in constructing an adequate stratification of
the schemes E,, wich parametrize module structures of width two. To this purpose, we
define analog schemes to the schemes E,,q,, and EM in the case of n variables instead
of four, wich allows us to use an induction argument. We then prove our results in this
more general frame.

In the second part, we consider the following question of Sernesi — Walter: do there
exist obstructed curves with semi-natural cohomology ? Martin-Deschamps — Perrin exhi-
bited such a curve; however, it is neither irreducible nor reduced. Therefore, we consider
here the possibility of constructing an obstructed smooth irreducible curve with semi-
natural cohomology. First, we study in general curves with semi-natural cohomology
from the point of view of their Rao module, extending results from Flgystad and Bo-
londi - Migliore. This study allows us to eliminate the first cases for wich the question is
relevant and to prove a non-obstructedness criterium.

Key words : Algebraic Geometry, space curves, Hilbert scheme, parametrization,
Rao module, semi-natural cohomology, stratification.

AMS classification: 14150 Space curves
14C05 Parametrization (Hilbert scheme)
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Introduction 3

Introduction.

DA!\’S CE TRAVAIL, NOUS NOUS ATTACHONS successivement a deux problemes liés a la

classification des courbes gauches. Nous étudions d'abord I'irréductibilité et la di-
mension des schémas qui parameétrent les structures de module de Rao, puis la question
de Sernesi-Waltcr. Dans cette introduction, nous rappellons succinctement la formulation
de ces deux problémes ainsi que la place qu'ils occupent dans la classification des courbes
gauches, avant d’énoncer nos principaux résultats. Nous reviendrons plus en détail au cha-
pitre 1 sur les tenants et aboutissants de ces deux questions, en rappellant les résultats qui
étaicnt précédemment connus ; nous préciserons alors certaines notations.

Pour classifier les courbes gauches, on considére le <chéma de Hilbert des courbes de degré
d ¢t genre g. Afin d’'utiliser les techniques -t outils li¢s & la liaison, au premier rang desquels
le module de Rao, on se restreint ici aux courbes sans point isolé ni immergé. Nous appellons
zinsi courbe un sous-schéma localement de Cohen-Macaulay de B2 de pure dimension 1, ot
= est un corps algébriquement clos fixé. Ces courbes forment un sous-schéma ouvert, que

i'on note H;:,. du schéma de Hilbert général I-]ilb;g“‘g.

1 Le schéma des modules de Rao.

Pour étudier le schéma Hy,, Mireille Martin-Deschamps et Daniel Perrin introduisent
dans [MDP-1] une démarche que nous commengons par détailler ici car elle fonde notre
travail. A chaque courbe C de degré d et genre g, ils associent deux fonctions v et p de Z
dens N & support fini, appcllées respectivement le caractére de postulation ct la fonction
de Rao de la courbe C. Ces dcux fonctions permettent de décrire toute la cohomologie de
la courbe, c’est-a-dire la collection des entiers Izijc(77) pour 7 € {0,1,2} et n € Z.

Pour chaque couple (v, p). c’est-a-dire pour chaque cohomologie possible. ils définissent
ensuite un schéma M, , qui représente les familles plates de courbes dont la cohomologic
est constante et donnée par v et p. Ces schémas H. , forment des sous-schémas localement
ferinds des schémas Hy, dont ils établissent une stratitication. 1l faut cependant noter que la
structure d'un schéma H. , donné n’est pas nécessairement la structure induite par celle du
schéma . qui le contient. En particulier, méme lorsque le support du premier correspond
4 un ouvert topologique du second, le schéma H,, peut éire génériquement lisse sans que
Vouvert correspondant de Hy . le soit.

Contraircment a ce qu'on aurait pu espérer, les schémas M, , ne sont pas toujours irre-
ductibles. Se donner les sculs invariants numériques 4 ¢t p, ¢’est-a-dire la cohomologic de la

courhbe. ne suflit donc pas pour séparer les composantes de Hy,. ¢’est-a-dire pour atteindre
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I'objectif fixé il y a un siécle par G. Halphen dans [Hal]. On est ainsi conduit & recher-
cher de nouveau les composantes des schémas H., ,. Pour ce faire, M. Martin-Deschamps et
D. Perrin considerent l'invariant non plus numérique mais algébrique qu’est le module de
Hartshorne-Rao de la courbe C, c'est-a-dire le module Mc = @nezH'J;(n), que nous
appellerons simplement ici module de Rao. Cet invariant a été introduit par Robin Hart-
shorne dans [H-1] et étudié par A. P. Rao dans [Rao]; il caractérise les classes de biliaison
a décalage pres et les classes de liaison & décalage et dualité pres.

M. Martin-Deschamps et D. Perrin considérent ainsi la fleche ® qui & une courbe C
associe son module de Rao M¢. Une premiére difficulté consiste a définir proprement 'image
de ®, c’est-a-dire & construire un schéma paramétrant les modules de Rao. Pour cela, ces
auteurs rigidifient la situation en fixant une base de chaque espace vectoriel H!J,(n). Ils
aboutissent ainsi a la notion de structure de module de Rao et définissent un schéma
E, qui parameétre ces derniéres. Ils définissent également un schéma H.,, qui est un fibré

au-dessus de H, , et qui permet de relever la fleche ® en un morphisme de schémas ® de I?.,,,,

dans E,,. Ils montrent alors que le morphisme ® est lisse irréductible et calculent également
la dimension de ses fibres.

Ce résultat entraine d’une part que I'image de la fleche ® est un sous-schéma ouvert
du schéma E Il entraine d’autre part que tout renseignement concernant ce dernier, par
exemple la determlnatxon des composantes ou de leurs dimensions ou encore celle des singu-
larités, se releve immédiatement en un résultat analogue concernant le schéma H., p- Cette
constatation permet de décomposer 1’étude des schémas Hgyq en trois étapes, 1’étape inter-
médaire ou étape du milieu étant celle résolue par ce qui précede.

L’étape du haut consiste & recoller entre eux les schémas H, , de fagon a reconstituer
le schéma Hgy,. Ceci nécessite d’étudier comment varie le module de Rao au sein d'une
famille de courbes lorsque celle-ci rencontre différents schémas H.,, ,. Ces questions font ’objet
de travaux actuels de R. Hartshorne, M. Martin-Deschamps et D. Perrin (cf. [HMDP-1],
[HMDP-2] et [HMDP-3)).

Par opposition, I’étape du bas est I’étude pour eux-mémes des schémas Ep, en particulier
du point de vue des composantes, des dimensions et des singularités. Cette étape pose des
problémes nombreux et difficiles qui ont été peu étudiés jusqu’a présent ; c’est elle que nous
abordons dans ce travail. M. Martin-Deschamps et D. Perrin ont entamé son étude dans
[MDP-2] dans le cas des modules de largeur trois, ol la largeur désigne le cardinal du
support de la fonction p, c’est-a-dire le nombre d’entiers n € Z vérifiant h!J,(n) # 0. Une
fonction de largeur 3 dépend ainsi de trois parameétres (p, q,) appartenant a N*; on note
Ep qr 1€ schéma qui leur est associé.

Avant de s'attaquer aux questions plus difficiles que sont la détermination des compo-
santes ou celle des singularités, on peut se demander pour quelles fonctions p le schéma E
est irréductible. M. Martin-Deschamps et D. Perrin montrent que la question ne se pose
précisément qu'en largeur trois, la réponse étant «pour toutes fonctions» en largeurs in-
férieures ¢t «pour aucune» en largeurs plus grandes. Ils montrent qu'en largeur trois une
condition nécessaire pour que le schéma Ep,q,, soit irréductible est que le triplet (p,q,r)
vérifie 4¢ 2 max(6r + p,6p + r) et ils conjecturent que cette condition est également suf-
fisante. De plus. ils établissent que lorsque ce schéma est irréductible il est génériquement
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ot

lisse, intersection compléte et de dimension 4pg + 4gr — 6pr. Enfin, ils ecntament 1'étude des
composantes dans le cas général et décrivent notamment en détail le schéma £, ».

2 La question de Sernesi—-Walter.

Cette question vise a étendre les résultats que Geir Ellingsrud a démontré dans [Ell], a
savoir que les courbes arithmétiquement de Cohen-Macaulay (en abrégé ACM), c’est-
a-dire celles qui vérifient h'J,(n) = 0 pour tout n € Z, forment un sous-schéma ouvert lisse
de Hyg4. Ce résultat relie une propriété d’annulation de certains groupes de cohomologie de
la courbe au fait qu’elle est non-obstruée, c’est-a-dire qu’elle correspond a un point lisse
du schéma de Hilbert.

Cherchant & étendre ce résultat, Eduardo Sernesi a demandé si une courbe de rang
maximum, c’est-3-dire telle que pour tout n € Z I'un au plus des entiers h°J,(n) et
h'J,(n) est non nul, est nécessairement un point lisse du schéma de Hilbert. La réponse
est négative, comme 'ont montré de fagon indépendante M. Martin-Deschamps et D. Perrin
dans [MDP-1], G. Bolondi, J. O. Kleppe et R. Miro-Roig dans [BKM] et enfin C. Walter
dans [W-1]. Ce dernier ajoute que la courbe qu’il fournit n’est pas & cohomologie semi-
naturelle, c’est-a-dire telle que pour tout n € Z I'un au plus des entiers h'J,(n) pour
i € {0,1,2} est non nul, et demande si les courbes qui vérifient cette derniere propriété sont
des points lisses du schéma de Hilbert. Nous nous référerons ici a cette question, qui raffine
la précédente, sous le nom de question de Sernesi—Walter.

M. Martin-Deschamps et D. Perrin étudient cette question dans 1'article [MDP-2]. Ils
construisent une courbe qui est & la fois & cohomologie semi-naturelle et obstruée dans le
schéma de Hilbert, ce qui répond a cette question de nouveau par la négative. Toutefois, cette
courbe n’est ni lisse ni irréductible. Les auteurs demandent alors s’il est possible d'obtenir
une courbe qui soit a la fois lisse irréductible, & cohomologie semi-naturelle et obstruée; c’est
ce que nous appellerons ici la question de Sernesi—Walter restreinte.

La difficulté de cette question provient du fait que ’on recherche une courbe qui satisfasse
simultanément trois conditions de nature assez différente : les deux premieres sont des condi-
tions ouvertes portant sur la courbe elle-méme, qui concernent 1'une sa lissité et 1'autre sa
cohomologie. tandis que la troisiéme est une condition fermée portant sur sa situation dans
le schéma de Hilbert. De fagon sommaire, on peut dire que ’'on cherche une «belle» courbe
par elle-méme qui corresponde cependant & un «mauvais» point du schéma de Hilbert.

Le lien de cette question avec la démarche formulée par M. Martin-Deschamps et D. Per-
rin, ct plus précisément avec ’étape du bas, est le suivant. Dapres [MDP-2], les courbes &
coliomologie semi-naturelle forment un sous-schéma ouvert de Hy, non seulement du point
de vue topologique mais aussi schématique. L'étape du haut ne pose donc aucun probleme
cn ce qui les concerne. L'étape du milieu étant résolue par ailleurs, il ne reste plus que I'étape
du bas dans leur étude. En particulier. une telle courbe est obstruée dans le schéma de Hil-
bert si et sculement si son module de Rao I'est dans le schéma des structures de modules
de Rao qui lui correspond. Ceci fournit un moyen de prendre en compte la condition fermée
contenue dans les questions de Sernesi-Walter générale ou restreinte. Dapres [MDP-2] cette
condition impose que la largeur du module soit au moins égale a 3.
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3 Résultats concernant les schémas de structures de modules.

Nous nous intéressons d’abord dans ce travail a l'irréductiblité des schémas E’p dans le
cadre des modules de largeur 3, qui est le seul ol la question se pose. Nous étudions également
leur dimension dans le méme cadre. Nous considérons ensuite la question de Sernesi-Walter
dans le cas des courbes lisses irréductibles, ce qui nous raméne a étudier certains modules
de largeur supérieure ou égale a 3.

Nous prolongeons ainsi ’étude entamée dans [MDP-2] dans deux directions différentes,
qui structurent notre travail en deux parties complétement indépendantes 1'une de I’autre.
Le point commun entre ces deux sujets est que chacun se rameéne a un probleme lié a I'étape
du bas: c’est évident pour la premiére question et cela découle immédiatement de [MDP-2]
pour la seconde.

Nous n'obtenons que des résultats partiels en ce qui concerne aussi bien I’'une que 1’autre
question. Toutefois, les résultats que nous montrons au sujet de la premiére sont bien plus
satisfaisants que ceux concernant la seconde, pour laquelle nous sommes loin de fournir une
réponse compléte. En ce qui concerne I'irréductibilité des schémas E, ., au contraire, nous
prouvons la conjecture énoncée dans [MDP-2] presque entiérement, et ne laissons qu’un
petit nombre de cas incertains. Nous déterminons en outre la dimension du schéma EM‘,
dans la plupart des cas ot il posséde plusieurs composantes, qui sont les seuls ol la question
se pose puisque la dimension du schéma E, ., est déterminée dans [MDP-2] lorsqu'il est
irréductible. Nous décrivons alors de fagon explicite une composante qui est génériquement
lisse et posséde la dimension maximale. Nous montrons de plus qu’en général elle est la seule
a atteindre cette dimension. De fagon précise, nous établissons les résultats suivants:

Théoréme 1 (Irréductibilité): Soit (p,q,r) € N*3. On fize les entiers p i r cn faisant
varer q. N

i) Sir/p & ]4/9, 9/4 la conjecture énoncée dans [MDP-2] cst vraie: le schéma Ep g, cst
irrcductible si ¢t sculement si on a 4q¢ 2 max(6r + p,6p +r).

ii) Si v/p €14/9, 9/4] on a seulement une condition suffisanie : le schéma E,q, cst
irrdductible dés que l'on a 4q 2 min(10r + 2p, 10p + 2r).

Théoréme 2 (Dimension): Soit (p,q,7) € N*3. On pose v = min [1‘2(1‘—])),67‘—;;] sir2p
¢t v = min [1'2(]7 —7),6p — r] st r < p. On suppose 4q < v, ce qui entraine que le schéma
E,,_?_, possédc plusieurs composanics. Alors la dimension de toute composante de E,,_q', est
majorcc par 4g X max (p.r) el il cxistc une composante génériqguement lisse atteignant cettc
dimension, que l'on sait déerire cractement. Si de plus 4q < v cette composante cst la seule
a poss€der la dimension mazimale.

L'int¢rét du théoreme 2 est renforcé par la description détaillée du schéma Eg‘g‘g effectuce
dens [MDP-2]. En cffet. ce schéma pour lequel les hypotheses du théoreme 2 ne sont pas
veérifides échappe également a sa conclusion. dans la mesure ot il possede une composante
de dimension 17. Déterminer exactement pour quels triplets (p. g.r) cette conclusion reste
on non valable est d’ailleurs une question ouverte.

Les résultats des théoremes 1 et 2 dtant donnés par des expression homogenes en (p, ¢. 7).
il est facile de les représenter graphiquement en fixant la valeur de p. Ils sont résumés par la
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figure 1 (cf. page 11), dans laquelle on a porté respectivement en abscisses et en ordonnées
les valeurs de r et g. On a de plus indiqué la position du schéma E, ., qui correspond de
fagon générale au schéma E; 2.

La démonstration de ces résultats d’irréductibilité et de dimension s’effectue de ma-
niere naturelle en utilisant un raisonnement par récurrence. Celle-ci s’applique au nombre n
de variables de ’anneau de polynémes utilisé pour définir les structures de modules, I’an-
neau R = k[X,Y, Z,T] qui définit P3 correspondant au cas n = 3. Cette démarche, dont
nous montrerons l'intérét un peu plus loin, nous améne & considérer pour tout n € N* un
schema E" analogue au schéma E,, . et défini en remplagant R par 'anneau de polynoémes

= k[X°,- G , X™]. La conjecture qui généralise dans ce cadre celle formulée dans [MDP-2]
pour n = 3 est que le schéma E,',‘q . est irréductible dés que I’on a la relation:

(0.1) (n+1)q > max [n(—n—;l—)r+p,-@g—l—)p+r] .

C’est cette conjecture généralisée que nous étudions en réalité ici. Nous montrons a
son sujet les résultats suivants, dont les théorémes énoncés ci-dessus ne sont que des cas
particuliers :

Théoréme 1 — Cas général: Soit (p,q,7) € N*3 et soit n € N*. On note I, lintervalle
ouvert I, = |2t 2043[ . On fize les entiers p et r en faisant varier g.

i) Si r/p & I, la conjecture énoncée ci-dessus est vraie: le schéma E;‘q, est irréductible
n(n +1 n(n + 1
(0 +1) ,, nlot1)

4 u

dés que l'on @ (n+1)g > max [ p+r]

i1) Si r/p € I, nous obtenons seulement une condition suffisante plus faible : le schéma
E7 . - est irréductible dés que l'on a 2 2 min [(2n —Dr+p,2n-1)p+ r].

Théoréme 2 — Cas général: Soit (p,q,r) € N*? et soit n € N*. On note v™ lenticr
" =min [n(n+1)(r—>p), Mr'—p] sir2pecv*=min(n(n+1)(p—r), 5("2—“)-11—7']
sir < p. On suppose (n+1) g < v*. Alors le schéma E"q . posséde plusieurs composantes et
la dzmenszon de chacune d elles est majorée par (n+1) g x max(p,r). Il existe de plus une
composante génériquement lisse qui atteint cette dimension, que l’on sait décrire exactement.
Enfin sion a (n+1)q < v" cette composante est la seule d posséder la dimension mazimale.

En réalité, la conjecture qui généralise le plus complétement celle exprimée dans [MDP-2]
est celle qui affirme que la condition (0.1) est & la fois nécessaire et suffisante pour que le
schéma E;,‘q, soit irréductible. Dans la mesure ol notre but est I’application au cas n =
3. pour lequel la nécessité est déja connue, et non ’étude pour eux-méme des schémas
E;,,,, nous ne recherchons ici que des conditions suffisantes d'irréductibilité et non des
conditions nécessaires. On pourrait cependant tout a fait envisager de chercher des conditions
sur le triplet (p.g,r) qui assurent que le schéma E;,‘q . posséde plusieurs composantes, voirce
d’étudier si la condition (0.1) est effectivement nécessaire.

Notons cependant déja dans cette direction que le théoréme 2 sous sa forme générale
détermine de tels triplets. Nous montrerons en outre dans la suite du texte que lorsque le
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triplet (p, g,r) vérifie les deux relations ¢ 2 min [np - E(p/2), nr — E(r/2)] et(n+1)g 2
max (p,r), il posséde obligatoirement plusieurs composantes s’il ne vérifie pas la relation
(0.1), qui est bien dans ce cas une condition nécessaire d’irréductibilité.

La démonstration des versions générales des théorémes 1 et 2 occupe tout le chapitre 2.
Elle repose sur le principe suivant, énoncé dans [MDP-2]: pour étudier le schéma E,, ., on
projette celui-ci sur le schéma qui paramétre les structures de modules de largeur 2 définies
par p et g, que ’on note E,, q- Cette prOJectlon consiste a oublier une partie de la structure
du module. Elle établit une surjection de E, 4 sur Ep ¢, €t la fibre d’une structure de module
up de Ep,q est un espace vectoriel dont la dimension dépend du rang d’une matrice vo qui
est naturellement associée a uy. De fagon précise, la structure de module ug correspond a la
donnée de quatre matrices Xp, Y5, Zo et T de taille (g, p) et la matrice vo dont on recherche
le rang est la matrice définie par blocs par:

Yo Zo To 0 0 0
~Xo 0 0 Zy To 0

0 -Xo 0 - O To

0 0 —-Xo 0 Yo —2

Vo =

M. Martin-Deschamps et D. Perrin suggérent d’étudier la stratification naturelle de E?p,q,
c’est-a-dire en définitive celle de (M, ,)*, par le rang de cette matrice vo. On a en fait seule-
ment besoin pour conclure de connaitre les dimensions des strates. Malheureusement, cette
stratification est extrémement difficile a étudier: il est en effet trés malaisé de déterminer
le rang de la matrice vp a partir des données Xp, Yo, Zp et Tp. En particulier, connaitre ou
méme seulement majorer la dimension de ces strates semble encore inaccessible.

L’idée nouvelle que nous introduisons pour résoudre ce probléme consiste a construire une
autre stratification de E,, ¢» Sans doute moins naturelle que la précédente mais plus adaptée au
probléme considéré. Dans la mesure ou le rang de la matrice vg est difficile a calculer, nous
nous contentons d’en chercher une minoration. Cette recherche fait apparaitre un certain
nombre d’invariants, qui définissent la stratification voulue. Celle-ci est donc moins efficace
que la précédente, dans la mesure ou elle ne fournit sur chaque strate qu’une minoration du
rang de la matrice vg, mais elle est plus satisfaisante pour le probléme qui nous occupe car il
est plus facile de majorer la dimension de ses strates. Il est & noter ici que ni la minoration
du rang de vg que nous obtenons sur les strates, ni la majoration des dimensions de celles-ci
ne sont a priori optimales. Ces deux remarques expliquent pourquoi la méthode n’aboutit
pas dans certains cas, qui se révélent étre ainsi les plus ardus. Elles suggerent également
deux pistes possibles pour améliorer nos résultats.

La seconde idée que nous introduisons consiste & ramener de proche en proche la ques-
tion considérée a un probleme analogue mais n’utilisant plus que trois des quatre variables
(X.Y,Z,T). puis deux, puis une. Cette idée est déja esquissée dans [MDP-2]; nous 1'uti-
lisons ici plus systématiquement La stratification que nous construisons se définit ainsi
naturellement par récurrence et s'étudiec de méme. C'est cette constatation qui nous amene
a introduire les schémas E,’,‘q . ot E‘ déja meutionnés qui généralisent les schémas Ep,q,r ct

El"n‘l :
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Pour construire puis étudier notre stratification, nous définissons sur les schémas f;q
deux invariants qui sont en fait équivalents, le multirang et le type numeérique. Le premier
est défini de facon plus intrinséque et permet de construire rigoureusement la stratification ;
le second sert ensuite & minorer le rang de la matrice qui est 1'analogue dans le cadre général
de la matrice vg. Nous utilisons enfin les deux invariants simultanément pour majorer la
dimension des strates. Tous nos résultats concernant cette stratification sont récapitulés au
paragraphe 2.4.5; nous en déduisons pour finir les théorémes 1 et 2 au paragraphe 2.6.

4 Résultats concernant la question de Sernesi—Walter.

Nos résultats concernant cette question, ou pluiét la question de Sernesi-Walter res-
treinte, sont plus éloignés d’un résultat définitif que les précédents. Nous ne sommes ainsi
parvenu, ni a construire une courbe & cohomologie semi-naturelle qui soit a la fois lisse irré-
ductible et obstruée, ni & prouver qu’une telle courbe ne peut exister. De plus, les méthodes
que nous employons ne donnent pas d’indication quant & la réponse finale et la question reste
encore ouverte.

Cela étant, ces méthodes nous permettent déja d’éliminer les cas les plus simples que I’on
peut envisager dans la recherche d’une telle courbe, ce qui fournit a contrario un critere de
non-obstruction. Nous montrons ainsi le résultat suivant:

Théoréme 3: Soit C une courbe a cohomologie semi-naturelle lisse irréductible. On pose
re =min{n € Z | h' T, (n) # 0} et p= h'J,(ra). Si lc module de Rao de C est de largeur

3 et sionap<?2, la courbe C est non-obstruée.

Ce théoréme élimine bien les premiers cas pour lesquels la question de Sernesi-Walter
restreinte se pose réellement, dans la mesure ou d’aprés [MDP-2] une courbe dont le module
de Rao est de largeur 1 ou 2 n’est jamais obstruée. Les cas les plus simples a considérer ensuite
sont alors ceux ou la fonction de Rao est de largeur 3, et I'hypothese que nous faisons sur
I'entier h' 7, (r,) signifie qu’en un certain sens nous nous restreignons aux fonctions de cette
largeur qui prennent les plus petites valeurs.

Ce résultat n’indique donc pas qu'il est impossible qu’une courbe de B3 remplisse simulta-
nément les trois conditions exigées, mais seulement que si une telle courbe existe elle possede
nécessaircment un niveau plus grand de complexité. En particulier sa fonction de Rao doit
étre de largeur plus grande ou bien prendre de plus grandes valeurs. Par conséquent, il ap-
parait désormais quc pour produire un exemple explicite d’une telle courbe, s’il en existe, il
faudra prendre en compte un nombre important de coefficients et de parametres. Cette tache
ne semble donc pas étre aisément réalisable par les méthodes dont on dispose actuellement.
La question de Sernesi—-Walter dans le cadre restreint des courbes lisses irréductibles se révele
ainsi plus coriace qu'elle n'aurait pu le paraitre a premiére vue. et il est probable que pour
la résoudre il faudra inventer des outils et une démarche différant radicalement de ceux que
nous développons ici.

La démonstration que nous effectuons du théoréme 3 nécessite déja un certain travail,
que nous développous au chapitre 4. Elle requiert en particulicr une étude assez poussée de
certains modules de largeur 3, du moins dans le cas ol p est égal a 2 car le cas p = 1 sc
révele quant a lui immédiat. Cette distinction n'est pas anodine : la complexité de cette étude,
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die essentiellement a la grande dimension des schémas considérés, c’est-a-dire au nombre
des indéterminées qu'il faut prendre en compte, augmente en effet considérablement avec
I'entier p. Nous citons au paragraphe 4.4 les résultats, particls, que fournissent les mémes
méthodes dans le cas p = 3, en soulignant les raisons qui les empéchent alors d’aboutir.

La démonstration du théoréme 3 repose sur ’analyse d’un certain nombre de conditions
qui sont nécessaires pour qu’une courbe C soit a la fois 2 cohomologie semi-naturelle, lisse
irréductible et obstruée : il suffit de montrer que ces conditions sont incompatibles sous les hy-
potheses considérées. La détermination de telles conditions est donc un préalable obligatoire
pour notre démonstration. Nous y consacrons ici le chapitre 3, dans lequel nous étudions
de fagon générale les courbes & cohomologie semi-naturelle. Ayant en vue la question de
Sernesi-Walter, nous mettons évidemment 1’accent sur les questions de lissité et d’obstruc-
tion de ces courbes, mais nous les étudions également de fagon plus large. Les résultats de
ce chapitre conservent ainsi un intérét en dehors de la question de Sernesi-~Walter. En par-
ticulier, ils complétent des travaux précédents de G. Bolondi et J.-C. Migliore [BM-2] et de
G. Flgystad [Flg].

En lien avec la démarche introduite dans [MDP-1], nous cherchons dans le chapitre 3 a
traduire spécifiquement sur le module de Rao ou sur la fonction de Rao les propriétés des
courbes, en particulier celles qui interviennent dans la question de Sernesi-Walter restreinte.
Cette méthode est justifiée par la remarque déja signalée selon laquelle I’étude des courbes
a cohomologie semi-naturelle peut se ramener entiérement a des problémes liés a-’étape du
bas. Nous commencons par chercher quelles fonctions a support fini et quels modules peuvent
étre respectivement la fonction de Rao et le module de Rao d’une courbe a cohomologie semi-
naturelle. Nous étudions ensuite, parmi les modules qui correspondent effectivement a une
telle courbe, lesquels fournissent des courbes lisses irréductibles ou des courbes obstruées.

Nous recherchons a chaque fois aussi bien des conditions nécessaires que suffisantes, alors
gu’évidemment seules les premiéres servent a démontrer le théoréme 3. Les conditions que
nous obtenons dans ce chapitre sont récapitulées en détail au paragraphe 3.6. Un certain
nombre d’entre elles recoupent les résultats de [MDP-2], [BM-2] et [Flg]; nous en don-
nons parfois une démonstration plus succincte ou une formulation plus concise. D’autres au
contraire sont des résultats nouveaux. En combinant ceux-ci avec une synthése des résultats
précédemment connus, le chapitre 3 dresse en quelque sorte un panorama de I’étude des
courbes a cohomologie semi-naturelle.
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Chapitre 1

Notations et rappels.

O N DESIGNE PAR k un corps algébriquement clos. On note B" ou simplement P™ I’espace

projectif de dimension n sur k, et Opn son faisceau de fonctions. On s’intéresse ici
au cas n = 3; on note Op le faisceau Ops. On note R = @nen Ry la k-algebre k[X,Y, Z, T
munie de sa graduation naturelle par le degré.

On note de fagon générale avec une minuscule la dimension de I’espace vectoriel désigné
par la méme expression commengant par une majuscule. Ainsi ker, im, coker, hom, ext...
désignent respectivement les dimensions des espaces Ker, Im, Coker, Hom, Ext... qui leur
correspondent. De méme, si F est un Op -module cohérent on note h'F la dimension de
’espace vectoriel H'F = Hi(P3, F).

On appelle courbe gauche ou simplement courbe tout sous-schéma fermé C de P° de
pure dimension 1 et localement de Cohen-Macaulay, c’est-a-dire sans composante ponctuclle
isolée ni immergée ; on note Jc son faisceau d’idéaux et Oc son faisceau de fonctions. Ces
conditions assurent que I'on a h'J,(n) = 0 pour n >> 0 aussi bien que pour n < 0; c’est le
cadre optimal pour pouvoir utiliser les techniques de dualité ou de liaison et pour pouvoir
parler du module de Rao. Nous nous intéressons ici a la classification de ces courbes, c'est-
a-dire a I’étude du schéma de Hilbert qui les parametre.

Dans ce chapitre nous posons les définitions dont nous aurons besoin dans toute la suite,
et rappellons I’historique des questions que nous considérons de fagon plus détaillée que nous
ne ’avons fait dans l'introduction.

1.1 Notations diverses.

Nous reprenons pour 'esssenticl les notations de M. Martin-Deschamps et D. Perrin telles
qu’elles sont définies dans [MDP-1] ou [MDP-2]. Précisons toutefois les notations suivantes.

a) Polynomes binéomiaux.

Id

((N-1)--- (X =N
Définition 1.1. Soit N € N. On note [-\ XN -1 (X - N+1)

N!

. que

N] le polynome

l"on appclle polynéme bindémial.
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Pour n € Z, on appclle encore par abus de langage «polynome binémial» la valeur en n

de ce polynéme, que I'on note X, , afin de la distinguer du coefficient binomial (;:)

Ce dernier coincide avec N] pour n 2 0, et est nul pour n < 0. Les polynomes binémiaux

vérifient pour tout n € Z et N € N la formule du triangle de Pascal:

V][R L)

b) Fonctions & support fini.

Nous adoptons les définitions suivantes. Soit f une fonction de Z dans Z a support
fini. On note respectivement a(f) et w(f), ou a et w s'il n’y a pas d’ambiguité, les entiers
min {n € Z | f(n) #0} et max{n€Z | f(n) # 0}. Ils valent respectivement +oo et —oo
si f est nulle, et vérifient @ < w sinon. On appelle diamétre de f celui de son support,
c’est-a-dire 0 si f est nulle et w — a + 1 sinon. On dit que f est connexe si et seulement si
elle est nulle ou vérifie f(n) # 0 pour tout n € [e,w]. On appelle largeur de f le cardinal
de son support, que l’on note I(f); elle coincide avec le diametre si et seulement si f est
connexc.

On dit que la fonction f est normalisée si et seulement si elle est nulle ou vérifie a = 0.
Si f est non nulle, on appelle fonction normalisée associée a f la fonction décalée de f
qui & n € Z associe f(n + a); on la note f. On appelle fonction duale de f la fonction qui
a n € Z associe f(—n); on la note fV. Enfin, on note f’ la fonction normalisée de la fonction
duale de f, c’est-a-dire f' = (fV).

Nous appliquerons cssentiellement ce qui précede au cas ou f est la fonction de Rao p
d’une courbe. On posera alors [ = [(p), s = a(p) et 7, = w(p).

c) Différences successives.

Définition 1.2. Soit f une fonction de Z dans Z. On note 0f la fonction qui a n € Z associc
f(n) = f(n — 1), que l’on appelle différence premieére de f. On définit par récurrence la
différence N-iéme de f pour N € Z en posant 8" f = 0 (8™~ f). Enfin si f est a support
fini on note f¢ la fonction définie par f*(n) = 3¢, f(F).

Si f cst & support fini, 9f l'est aussi et vérifie ).~ df(n) = 0. On a en outre o) =
(0f) = . 5i [ est non nulle de support [a,w], pour tout n € Z le support de sa différence
N-ieme 8V [ est fa,w + N]. La fonction f, normalisée de la fonction duale de f, vérifie
f'(n) = f(w — n) pour tout n € Z. On en déduit la relation suivante:

Proposition 1.3. Soit f unc fonction de Z dans Z. f' la fonction normalisée de sa fonction

duale ¢t N € N. On a AN = (=1D)¥(@V[). cest-a-dire que pour tout n € Z on a
N M) = (=1D)N O flw+ N —n).

Démonstration. Pour N = 0, on retrouve la formule f’(n) = f(w — n) rappcllée ci-dessus.
11 suffit ensuite de montrer la proposition pour .V = 1. puis de procéder par récurrence. Soit
n€Z,ona dff(n)=fN)—-fn=-1)=flw—n)—f(w—n+1)==0f(w+1—n). N
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On a enfin le lemme suivant d’intégration par parties (sommation d*Abel):

Lemme 1.4. Soit f ¢t g deuz fonctions a support fini de Z dans Z. Alors:

Y f(n)dg(n) ==Y 8f(n+1)g(n).

neZ nez

Démonstration. On a:

Y J(n) [gn)—g(n=1)] =Y f(n)g(n)=)_ f(n+1)g(r) = = D [f(n+1)=f(n)] g(n),

nez nezZ neZ nezZ

ou toutes les expressions ont un sens car les fonctions considérées sont a support fini. B

d) Une convention concernant les espaces vectoriels.

Nous adoptons enfin dans toute la suite la convention suivante. Si E est un espace vectoriel
et si (e1,--- ,en) sont des éléments de E, on désigne par Vect (e, -+ ,en) ’espace vectoriel
engendré par les (e;) que ceux-ci soient ou non indépendants, et on réserve la notation
(€1, -+ ,cn) pour désigner ce méme espace lorsque les (e;) forment une base.

1.2 Rappels et historique.

1.2.1 Le module de Rao et les trois étapes.

Définition 1.5. On appelle respectivement postulation, fonction de Rao et spécialité
dune courbec C les fonctions qui @ n € Z associent Iz‘JC(11) pour 1 € {0,1,2}. On note [
ou p s’il n'y a pas de confusion possible, la fonclion de Rao.

Le support de la postulation est minoré, celui de la spécialité majoré, et celui de la fonction
de Rao est fini dans le cas des courbes localement Cohen-Macaulay et sans point isolé. On
appelle largeur (respectivement diamétre) du module de Rao ceux de la fonction de Rao
associée. Ces deux notions coincident si et seulement si la fonction de Rao est connexe. La
largeur est nulle si et seulement si la courbe est arithmétiquement Cohen-Macaulay (ACM);
dans le cas contraire elle est égale a r, — r, + 1.

Définition 1.6. On note sq le plus pctit degré d'une surface contenant C, c’est-a-dire sq =
min{n € Z | h° T, (n) # 0}. On note € l'invariant symétrique e = max {nez l h? T, (n) # 0}
que l'on appelle indice de spécialité.

Définition 1.7. Soit C unc courbe de P3. On appclle module de Hartshorne-Rao, ou
simplement module de Rao de C, lc R-modulc gradu¢ Mp = @~ H' T (n).

On le note simplement Af lorsqu’il n'y a pas de risque de confusion. C’est un R-module
gradué¢ de longueur finie. Sa principale propriété, établic par A. P. Rao dans [Rao] en 1979,
est de caractériser les classes de liaison et de biliaison :
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Théoréeme 1.8. (Rao)

i) Dcux courbes de P® appartiennent a la méme classe de liaison si ¢l sculement si leurs
modules de Rao sont isomorphes ou duaur 'un de l'auire au décalage dc la graduation pris.
Ellcs sont dans la méme classe dc biliaison si ct sculement si leurs modules de Rao sont
isomorphcs au décalage de la graduation prés.

ii)) Toul R-module gradu€ de longucur finic se réalise @ dccalage pris comme le module
de Rao d'unc courbe de P3, c’est-a-dire que la classe dc biliaison associce cst non vide.

On connait précisément la structure des classes de liaison. Tout d’abord, J. C. Migliore
a montré en 1986 dans [Mig] que si C est une courbe de P qui n’est pas ACM, il existe
un entier n 2> 0 tel que hljc(n) est non nul. En d’autres termes, le module de Rao de C
posséde nécessairement des termes non nuls en degré supérieur ou égal a 0.

Ce résultat entraine immédiatement que pour tout R-module gradué de longueur finie
M il existe un décalage minimum h tel que M(—h) soit le module de Rao d’une courbe. On
pose alors la définition suivante:

Définition 1.9. Soit M un R-module non nul dc longucur finic. On appelle courbe mini-
male associée @ M toulc courbe de la classe de biliaison qui aticint le décalage minimum h.

A contrario, R. Lazarsfeld et A. P. Rao ont défini en 1983 dans [LR] des biliaisons
élémentaires triviales, qui permettent d’augmenter le décalage d’une valeur positive arbi-
traire; elles augmentent également le degré et le genre. L’ensemble des décalages accessibles
a partir d’un module donné est donc I'intervalle d’entiers [h,+oo[. Ces auteurs montrent
également le résultat suivant, dont nous nous aurons besoin au chapitre 3:

Théoréme 1.10. (Lazarsfeld-Rao)
Unc courbe C vérifiant sg > e+ 3 est automatiquement unc courbc minimale de sa classc
d¢ biliaison. Si clle vérifie de plus sy > ¢+4 clle cst ['uini"que courbe minimale de cetie classc.

Ils montrent de plus que si la courbe C vérifie s > ¢ + 3, toute courbe de la classe de
biliaison se déduit de C par une succession de biliaisons élémentaires triviales ascendantes.
donc telles que le degré et le genre augmentent strictement, suivies d’une déformation a
cohomologic et module de Rao constants, qui elle les conserve. En 1990, M. Martin-Des-
champs et D. Perrin d’une part [MDP-1] et E. Ballico, G. Bolondi et J. C. Migliore d’autre
part [BBM] ont généralisé de facon indépendante le point ii} de ce résultat, en supprimant
I'hypothese s > € + 3. Les derniers auteurs 'ont de plus étendue au cas des sous-schémas
de codimension 2 de P" ou n est un entier quelconque.

Cetle description de la structure des classes de biliaison entraine alors d’une part que les
courbes minimales lc sont aussi au sens du degré et du genre. et d'autre part qu’elles sont
uniques a une déformation a cohomologie constante pres si [ < 3.

Dans le cas des courbes de P?. M. Martin-Deschamps ¢t D. Perrin ont déterminé ex-
plicitement les courbes minimales associées & un module de Rao donné dans [NDP-1]. Ils
déerivent un algorithme qui fournit la résolution de ces courbes. du moins du point de vue
nunérique. Dans certains des cas les plus simples, on peut pousser les calculs jusqu'a obtenir
les fleches qui composent la résolution de la courbe minimale. et donc les équations de la
courbe. Cleei est par ailleurs toujours possible en théorie. mais les calculs @ mener deviennent
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vite rédhibitoires. Nous utiliserons de fagon concrete cet algorithme dans le chapitre 3 ; nous
rappellerons son principe de fagon plus détaillée a cc moment-la.

Ces auteurs étudient ensuite le morphisme ® que nous avons mentioné dans I'introduc-
tion, qui a une courbe C associe son module de Rao. Ils le définissent en tant que morphisme
de foncteurs du schéma H,, , vers un foncteur E, qui n’est pas représentable par un schéma.

Pour contourner cette difficulté, M. Martin-Deschamps et D. Perrin rigidifient la situation
en fixant des bases, ce qui tue les automorphismes. Cette idée est contenue implicitement
dans [BB], et exprimée explicitement dans [MDP-1].

Cette rigidification améme alors a travailler dans le revétement I?.m du schéma H, , qui
est défini de la fagon suivante. Un point rationnel de 17.,,, consiste en la donnée d’un module
de Rao ainsi que d’un isomorphisme de chaque composante graduée H 1Jc(n), qui est un
espace vectoriel de dimension p(n), sur I'espace k(™ de méme dimension. Le schéma I’-\I.,,,,
est un fibré localement trivial au-dessus de H,,, les fibres correspondant a l'opération du
groupe G = [[72 GL,x(k).

M. Martin-Deschamps et D. Perrin définissent ensuite un schéma Ep muni d’une fleche
vers le foncteur E, ainsi qu’un morphisme de schémas 3 : ﬁ.,.,,, — E'p qui reléve la fleche ®.
Nous rappellerons la construction de ce schéma E‘p au chapitre 2. C’est 1'objet principal que
nous étudions dans tout ce travail : nous I’étudions de fagon directe dans le chapitre 2, mais

c’est également lui auquel nous nous attachons en définitive dans les chapitres 3 et 4, méme
si c’est par un moyen détourné.

_ M. Martin-Deschamps et D. Perrin prouvent le résultat suivant concernant le morphisme
¢
Théoréme 1.11. (Martin-Deschamps Perrin) Le morphisme ® cst lisse irréductiblc.

Ils déterminent en outre la dimension de ses fibres (cf. [MDP-1], corollaire 1X.3.9). Ce
résultat entraine que l'image du morphisme ® est un sous-schéma ouvert de E et que
ses fibres sont des sous-schémas lisses irréductibles de H, ,; G. Bolondi avait montre leur
irréductibilité par une méthode directe en 1989 dans [Bol].

Le théoréme 1.11 rameéne donc 1’étude des composantes de H, ,, de leurs dimensions et
des singularités aux mémes questions sur le schéma Ep, ce qui décompose I’étude du schéma
Hy, en les trois étapes que nous avons signalées dans I'introduction. Comme le morphisme
® est irréductible I'image réciproque d'une composante de Ep en est automatiquement une
de H. , deés lors qu'elle est non vide. En revanche cette derniére restriction est nécessaire.
dans la mesure ot la fleche ® n'est pas toujours surjective. Il n’y a ainsi pas forcément une
bijection entre les composantes irréductibles de H,, et celles de E,. mais seulement unc
injection.

~

1.2.2 La question de l'irréductibilité des schémas E,.

Le fait & signaler avant tout est qu'il n'existe pour I'instant qu'un tres petit nombre
de schémas 1; de largeur supéricure ou égale a trois que l'on sache décrire entierement.

M. Martin- Dcsclnmp% et D. Perrin décrivent ainsi les schémas E1 1.1 et Pl 21 dans [MDP-1].
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et le schéma Eg'g'z dans [MDP-2]. Leurs calculs permettent en fait de détudier sans trop de
difficultés tous les schémas E,, o avec max(p, g,7) < 2, mais la situation se complique déja
de fagon tres nette dés que 'un de ces entiers atteint ou dépasse 3. Par exemple, le schéma
Ez 32 est un sous-schéma de ’espace affine k*® défini par 24 équations quadratiques: on voit
immédiatement la difficulté qu'il y a & décrire un tel schéma, pour ne rien dire de ce qui se
passe pour des valeurs plus grandes des entiers p, g et r.

On cherche a étudier les schémas E, du triple point de vue de la détermination des com-
posantes, de leurs dimensions et des singularités. Une premieére étape consiste a déterminer
avant tout s’ils sont ou non irréductibles, ce qui permet déja de préciser le sens des autres
questions. Ce probléeme a été étudié en 1990 de facon indépendante par E. Ballico et G.
Bolondi dans [BB] et par M. Martin-Deschamps et D. Perrin dans [MDP-1]; ces derniers
ont poursuivi leur étude en 1991 dans [MDP-2].

En largeur 1 ou 2, la réponse est immédiate: dans le premier cas le schéma L‘p est réduit
4 un point, et dans le second c’est un espace affine, qui est donc lisse irréductible. Rappelons
ici les résultats de [MDP-1] concernant I'irréductibilité et la dimension dans le cas de la
largeur 3; ceux-ci contiennent ceux de [BB].

Théoréme 1.12. (Martin-Deschamps—Perrin)
Soit (p,q,r) € N*3,

i) Si 4qg < max(6p + r,6r + p) et si (p,q,7) # (1,1,1), le schéma E,, qr posséde plusieurs
composantes.

ii) Si p et r sont ﬁ:ces, o €St irréductible pour q assez grand.
it1) Si le schéma E par €st irréductible, il est génériquement lisse, intersection compléte

et de dimension 4pq + 4qr — 6pr, a l’exzception des cas particuliers E1 11 et E'l 2,1 qui sont
génériquement lisses de dimension § et 11 respectivement.

En revanche, dans le cas ol le schéma E, 4, posséde plusieurs composantes on n’a au-

cun renseignement sur la lissité générique des composantes de E, 4, ni sur leur dimension.
Ceci souligne ’apport du théoréme 2 de l'introduction. M. Martin-Deschamps et D. Perrin
déduisent du théoréme 1.12 le corollaire suivant :

Corollaire 1.13. Sip est une fonction conneze de largeur supéricure ou €gale d 4, le schéma
E, est réductible.

Ils émettent ensuite la conjecture suivante:

Conjecture (C): La condition nécessaire exprimée par le theoreme 1.12-(i) dans le cas de
la largcur 8 cst €galement suffisante, auirement dit le schéma E'pq, est irréductible st et
seulement si on a 4q > max(6r + p, 6p + r) ou bicn si (p.q,r) vaut (1,1,1).

A défaut de prouver cette conjecture, il est déja intéressant de repérer autant que possible
les schémas L',, qr qui sont irréductibles. En effet, a cause du point #ii) du théoréeme 1.12
on possede bien plus de renscignements & leur sujet, et ces renseignements se répercutent
automatiquement aux schémas H, , via le morphisme 9.

On peut ainsi rechercher une valeur effective de ¢ & partir de laquelle le point #7) du méme
théoréme s'applique, c’est-a-dire une valeurs g, fonction de r et p, telle que les schéma E,,‘q',
est irréductible pour g 2 g,.
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Bien que M. Martin-Deschamps et D. Perrin n’explicitent pas une telle valeur dans
[MDP-1), leur démonstration en fournit en réalité une, qu’ils n’ont simplement pas écrite.
Ils montrent en fait le résultat suivant:

Théoréme 1.14. Fizons (p,q) € N*2. Si ¢ > 6pr + 2min(p,r) le schéma E,,,,,. est irréduc-
tible.

Cette borne explicite n’est cependant pas trés bonne, dans la mesure ou elle dépend du
produit pr. La borne conjecturale exprimée par la conjecture (C) est au contraire une borne
linéaire en p et r, et c’est également le cas de la borne que nous obtenons ici dans les cas ou
nous ne prouvons pas complétement cette conjecture (cf. théoreme 1 de I'introduction).

Enfin, en ce qui concerne la lissité ou les singularités des schémas E, 4, M. Martin-Des-
champs et D. Perrin montrent en outre le résultat suivant, qui compléte le point iii) du
théoreme 1.12 et dont nous nous servirons dans le chapitre 3:

Théoréme 1.15. (Martin-Deschamps—Perrin)
Soit (p,q,7) € N*2 et soit M un module de Ep.q.r-

i) Si extz(.M M)® =0 le module M est un point lisse de E, 4.

i) Si Epqr est irréductible et si (p,q,r) différe de (1,1,1) et (1,2,1), la réciproque de i)
est vraie et le module M est un point lisse si et seulement si il vérific ext?(M, M) = 0.

1.2.3 La question de Sernesi—Walter.

D’aprés les résultats de G. Ellingsrud [Ell], les courbes ACM forment un ouvert lisse du
schéma de Hilbert qui les contient. En d'autres termes, une courbe ACM de P?3 correspond
a un point lisse du schéma de Hilbert, c’est-a-dire est non obstruée. On peut espérer que
ce phénomeéne admette une généralisation prenant la forme suivante:

Une courbe qui a une «bonne» cohomologie est un point lisse du schéma de Hilbert.

Toute la difficulté consiste alors & déterminer quel sens donner a la condition de «bonne»
cohomologie pour généraliser la notion de courbe ACM tout en continuant a vérifier un tel
énoncé; c’est 1a ’objet de la question de Sernesi-Walter. Une voie pour cela consiste a recher-

cher des conditions d’annulation des groupes de cohomologie qui soient moins contraignantes
que la précédente.

La premiére propriété que l'on a considérée pour généraliser la notion de courbe ACM
fut celle des courbes de rang maximum. Ce sont celles pour lesquelles la fleche naturelle
H°Op(n) = H°O,(n) est de rang maximum pour tout n € Z. A cause de la suite exacte:

0 — H°J,(n) — H°Op(n) — H°O,(n) — H'J,(n) —0
ce sont aussi les courbes C qui vérifient la condition:
(1.1) VneZ, (h°T,(n)=0 ou h'J,(n)=0),

soit cncore r, < Sg. Les courbes ACM en sont un cas particulier, et la propriété d'étre de
rang maximum cst une «bonne» propriété dans la mesure ou par semi-continuité elle définit
un ouvert du schéma de Hilbert. Il est alors naturel de considérer la généralisation suivantc
de la propriété d'Ellingsrud :
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Question (Sernesi): Une courbe lisse de rang mazrimum est-t-elle nécessairement un point
lisse du schéma de Hilbert ?

Cette question est formulée explicitement par Charles Walter (cf. [W-1], Question 0.1)
qui I'attribue a Eduardo Sernesi. Il renvoie également & la question suivante, posée par E.

Ballico et Philippe Ellia en 1986 dans [BE] (Question 3):

Question (Ballico-Ellia) : Une composante de Hy 4 contenant une courbe de rang mazimum
(lisse irréductible si besoin est) peut-elle étre non génériquement réduite ¢

Cette derniére question est d’une certaine fagon plus faible que la précédente, puisqu’elle
revient & demander seulement si ’assertion «une courbe de rang mazimum est non obstruée»
est vraie génériquement. D’apres les différents exemples fournis indépendamment en 1989
par M. Martin-Deschamps et D. Perrin [MDP-1], G. Bolondi, J. O. Kleppe et R. Miro-
Roig [BKM] et enfin C. Walter [W-1], la réponse & la question de Sernesi est négative. En
revanche, ceci ne tranche pas en ce qui concerne la question plus faible de Ballico-Ellia.

Il n’est en réalité pas trés surprenant que la réponse a la question de Sernesi soit négative,
et ce pour plusieurs raisons. Tout d’abord, la condition d’étre de rang maximum ne tient
compte que de la postulation de la courbe, et néglige la notion duale de spécialité. Elle
privilégie ainsi la résolution de type E de I'idéal J, au détriment de celle de type N, selon
une terminologie définie dans [MDP-1] sur laquelle nous reviendrons au paragraphe 3.3.2.
Si 'on en croit la philosophie développée dans cet article il faut au contraire tenir compte
de facon symétrique de ces deux notions, c’est-a-dire de la postulation et la spécialité.

Par ailleurs, la condition de rang maximum n’impose pas aux courbes d’avoir une coho-
mologie générique dans leur schéma de Hilbert, ce qui leur laisse toute latitude pour étre
obstruées. Cette remarque permet ainsi d’interpréter ’exemple décrit dans [MDP-1]: celui-ci
correspond & une courbe dont la cohomologie au sens numérique, c’est-a-dire le couple (7, p),
admet deux générisations différentes. Les courbes en question se trouvent alors dans 1’adhé-
rence de deux schémas H. , distincts, qui correspondent eux-mémes a deux composantes
diflérentes du schéma de Hilbert.

Il ne suffit donc pas que la condition de «bonne cohomologie» recherchée définisse un
ouvert du schéma de Hilbert, elle doit aussi interdire aux courbes de cet ouvert d’apparte-
nir & toute autre composante. En particulier, si la condition que 1'on considére détermine
toute la cohomologie de la courbe, donc impose aux courbes une cohomologie générique, la
singularité ne peut plus provenir de 'intersection de deux schémas a cohomologie constante
H, , distincts. Pour que la courbe se situe & l'intersection de deux composantes, il faut alors
que celles-ci soient relatives au méme schéma H., ,, donc une telle singularité ne peut plus
provenir du recollement des schémas H,,, entre eux, c’est-a-dire de 1’étape du haut, mais
doit étre issue d’une singularité lié a 1’étape du bas.

Pour toutes ces raisons, il semble plus raisonnable pour généraliser les résultat concer-
nant les courbes ACM de s’intéresser a celles qui vérifient, outre la condition précédente, la
condition duale:

(1.2) VnezZ, (hlJC(n) =0 ou 11.2.,'7C(1z) =0).

soit encore ¢ < r,. Les courbes qui vérifient cette condition out déja été étudiées, par exemple
par G. Fleystad [Flo] qui les appelle courbes & bonne spécialité. Nous nous tenons ici a la



1.2 Rappels et historique. 21

terminologie de M. Martin-Deschamps et D. Perrin, qui les appellent courbes de co-rang
maximum.

Les courbes qui sont a la fois de rang maximum et de co-rang maximum, c’est-a-dire qui
vérifient a la fois e < 7, et r, < sp, sont de bons candidats auxquels étendre les résultats
concernant les courbes ACM, qui vérifient automatiquement ces deux conditions.

Une courbe qui n’est pas ACM vérifie par ailleurs r, < r,. Les deux conditions précédentes
deviennent alors équivalentes & la condition plus forte suivante: pour chaque entier n € Z,
I'un au plus des trois nombres h°J,(n), ' J,(n) et 2T, (n) est non nul. On appelle courbe &
cohomologie semi-naturelle une courbe qui vérifie cette propriété, la restriction contenue
dans le terme «semi» s’expliquant par le fait que les quantités h%J,(n) et h3J,(n) sont
nécessairement non nulles pour n < 0. On est cependant en droit de ne pas tenir compte
des entiers h37,(n) = h*Op(n), dans la mesure ou ils ne dépendent pas de la courbe.

On note que si les courbes ACM sont toutes de rang et co-rang maximum, elles ne sont
pas toutes & cohomologie semi-naturelle; cette notion ne généralise donc pas a proprement
parler celle des courbes ACM. Néanmoins, le cas de celles-ci étant bien connu, nous pouvons
nous restreindre ici aux courbes courbes & cohomologie semi-naturelle sans perdre aucune
généralité.

Ces courbes présentent un avantage supplémentaire. D’aprés [MDP-2] (paragraphe IV.3),
les courbes & cohomologie semi-naturelle ayant un degré et un genre fixé ont également
toutes la méme cohomologie (v, p) et forment en fait le méme schéma H, ,. Celui-ci est de
plus un ouvert schématique de Hy 4, donc ’étape du haut est automatiquement résolue pour
ces courbes. Leur obstruction dans le schéma de Hilbert ne peut alors provenir que d’une
singularité comparable dans le schéma E,.

Il est alors naturel de se poser la question suivante, qui a été formulée explicitement par
C. Walter en 1989 dans [W-1] (Question 0.1):

Question (Walter): Une courbe ¢ cohomologie semi-naturelle est-elle forcément un point
lisse du schéma de Hilbert ?

Nous appelons cette question la question de Sernesi-Walter. En dépit des arguments
qui précédent, la réponse a cette question plus fine que celle de Sernesi est encore négative,
un exemple ayant été fourni par M. Martin-Deschamps et D. Perrin dans [MDP-2] en 1991.
Il s’agit de la courbe minimale associée au module de Rao:

R/(X?, Y%, Z,T) @ k(-1).

C’est une courbe de degré 8 et genre 4, qui est obtenue par la construction de Schwartau a
partir des courbes C; et C3 ot C; est une droite double de degré 2 et genre -2 et C; est la
réunion de deux droites disjointes. La courbe considérée est alors la réunion de Cj, de C; et
d’une troisieme courbe C3 obtenue & partir des deux autres; elle n’est donc ni irréductible,
ni lisse, ni méme réduite. On peut alors se poser la question suivante, que nous appelons
question de Sernesi—Walter restreinte pour la distinguer de la précédente:

Question : Pcut-on trouver unc courbe @ cohomologie semi-naturclle qui soil obstrucc dans
le schéma de Hilbert, et qui soit cependant une courbe lisse irrdductible ?



22 Notations et rappels.

Nous appellerons en outre assertion (SW) I'assertion «Toute courbe @ cohomologic
semi-naturelle est un point lisse du schéma de Hilbert», et assertion (SWR) ou (SW)
restreinte I’assertion « Toute courbe a cohomologie semi-naturclle qui est lisse irréductible
est un point lisse du schéma de Hilbert».

Nous nous attachons principalement dans la seconde partie a étudier la question de
Sernesi-Walter restreinte, sans toutefois aboutir a une démonstration ni a une réfutation
de ’assertion (SWR). Cela dit, deux autres questions trés naturelles se posent également a
propos des courbes a cohomologie semi-naturelle. D’une part, on ne connait pour I'instant de
contre-exemples a 1’assertion (SW) qu’en largeur trois, méme en oubliant la restriction aux
courbes lisses irréductibles. Dans 1’étude générale des courbes a cohomologie semi-naturelle
qui occupe le paragraphe 3, nous montrons que le cas des largeurs supérieures ou égales a 4
est régi par des contraintes sensiblement différentes de celles concernant la largeur 3. L’étude
de I’assertion (SW) sans restriction sur la lissité de la courbe, mais dans le cas spécifique des
modules de largeur supérieure ou égale a 4, conserve donc tout son intérét. A contrario en ces
largeurs, la restriction aux seules courbes lisses irréductibles perd une partie du sien, dans
la mesure ou chaque module posséde alors une unique courbe minimale, qui est ou non lisse
sans que l’on puisse «bouger» quoi que ce soit, tandis qu’en largeur 3, il existe en général
une famille de courbes minimales, et la courbe minimale générale peut étre lisse sans que
toutes le soient.

Enfin, a défaut de prouver les assertions (SW) et (SW)-restreintes, que celles-ci se révelent
d’ailleurs fausses ou simplement inabordables, on peut encore se demander si elles sont vraies
au moins génériquement, et ce sont peut-étre 14 des questions plus accessibles. Il suffirait par
exemple pour cela que les schémas Ep soient génériquement réduits, ou du moins que leurs
composantes correspondant aux courbes a cohomologie semi-naturelle le soient.

1.3 Le schéma des structures de module de Rao.

Nous rappelons dans ce paragraphe la définition des schémas Ep. Celle-ci a été établie
dans le paragraphe VI.4.a de [MDP-1] puis complétée par le chapitre 1 de [MDP-2]. Ces
schémas ont été également définis et étudiés dans [BB]. Nous en profitons pour rappeler
les notations que nous adoptons ici et qui nous serviront aussi bien au chapitre 2 qu’aux
chapitres 3 et 4; ce sont pour l'essentiel celles de M. Martin-Deschamps et D. Perrin. Ce
rappel nous servira enfin de guide lorsque nous introduirons au paragraphe 2.2.1 les schémas
L7 qui généralisent les schémas E,.

On fixe une fonction p a support fini de Z dans Z. Pour n € Z on note E, le k-espace vec-
toriel "™ muni de sa base canonique. On considere 'espace vectoriel gradué E = @nez E,.
Pour d € Z on note End?(E) I'espace vectoriel des endomorphismes gradués de degré d de
E. c’cst-a-dire des morphismes f : E — E qui vérifient f(E,) C Ey4+q4 pour tout n € Z. On a
End¢(E) = &inez Homy(Ey, Entq). On note Endgraa(E) I'algébre des endomorphismes gra-
dués de E. c'est-d-dire Endgrad (E) = PaezEnd?(E). On note enfin R = @qex Rq 'algébre
de polynémes k[X,Y, Z, T}, que I'on note aussi k[X° X! \2 X3,

Munir I'espace E d’une structure de R—module gradué consiste a se donner un
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morphisme de k-algebres graduées ¢» : R — Endgrad( E). Ceci revient a se donner pour tout
d € N une application linéaire p, : Ry — End?(E), c’est-a-dire & associer & tout polynéme P
homogene de degré d de R une application linéaire graduée de E(—d) dans E correspondant
a la multiplication par P. Se donner cette multiplication revient a se donner pour tout n € Z
une application linéaire p, : E, — E,44, ou encore la matrice P, qui la représente dans
des bases de E, et Ep4q. A chaque fois que ces bases seront fixées nous identifierons les
applications linéaires et les matrices. Le schéma E parametre alors les différentes structures
de R-module gradué dont on peut munir la somme directe E.

Pour se donner une telle structure il suffit encore de se donner seulement les applications
linéaires qui correspondent a la base (X% X!, X2, X3) qui engendre R en tant qu’algébre,
c’est-a-dire de se donner pour tout n € Z les applications linéaires zi : E, — E,4;. Celles-ci
ne peuvent cependant pas étre choisies librement, mais sont soumises aux conditions qui
expriment la commutativité de 1’algébre R. Ces relations sont engendrées en degré 2 par les
six relations X* - X7 = X7 . X* obtenues pour les couples (i, ;) vérifiant 0 < i < j < 3.

Si 'on fixe une base de chaque espace vectoriel E,, se donner une structure de module
de E revient en définitive & se donner pour tout n € Supp (p) quatre matrices X} de taille
(p(n +1),p(n)) de fagon & vérifier pour tout n les six relations de commutation:

5o wi L wi =
n+1 A ‘Xn+1 ‘Xn—o

obtenues pour les couples (2, 7) vérifiant 0 < i < j < 3. Chacune de ces relatlons correspon-
dant & I'annulation d’une matrice de taille (p(n + 2), p(n)), le schéma E,, se réalise comme
un sous-schéma fermé de I'espace affine k% défini par 6y équations quadratiques homogenes
avecv =) - p(n)p(n+1) et u =3 7 p(n)p(n+2). Toutes ses composantes irréductibles
sont ainsi de dimension supérieure ou égale & 4v — 6u. En particulier en largeur trois, toutes
les composantes du schéma Em_, sont de dimension supérieure ou égale a 4pq + 4qr — Gpr.
D’apres la forme de ses équations le schéma Ep est un céne dans k. C’est un sous-
schéma strict de k*” si et seulement si il y a effectivement des relations de commutation a

vérifier, c’est-a-dire si et seulement si le support de p contient au moins trois termes non
nuls consécutifs.

Les relations de commutations peuvent se décrire de fagon plus globale grace a des appli-
cations linéaires naturellement associées aux structures de module. La premiere d’entre clle
est I’application:

R; ®x E(—l) - F
PQ®e — P-e
correspondant & la multiplication. On note u, : Ry ®r En — L4 la n-ieme composante
graduée de u. On associe ensuite a u des fleches naturelles v, v’ et u' (cf. [MDP-2] définition
1.1.1) en utilisant le complexe de Koszul, c’est-a-dire la résolution minimale de k en tant
que R-module gradué. Si on note respectivement w!, w?, w?® et w* les fleches u, v, v' et v,
les fleches w? pour j € [1,4] se décrivent par:

w : MRy & E(—j) — ARy & E(-j+1).

Le moyen le plus simple de définir les applications w’ est probablement dc le faire & partir
de leurs composantes graduées w? : AR, @¢ E, — .\VVR; @ Lnyi1 . On fixe une basce
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(X,Y,Z,T) = (X% X", X2, X3) de I'espace vectoriel R, ct on définit les matrices suivantes
a coefficients dans R; :

Y Z T 0 0 0
. {=x 0o o z T o0
U=(X Y z T) v={"0 _¥ o -y o 1

0 0 -X 0 -Y -2
0 0 -T 2
0O T 0 -Y X
0 =2 Y 0 y

7 1 _

Vi=l r 0o o x U=12
Z 0 -X 0 T

qui sont celles qui interviennent dans le complexe de Koszul pour un choix convenable des
bases des espaces qui le composent. Les applications linéaires un, va, v], et u, s’obtiennent
a partir des matrices U, V,V’ et U’ comme les applications linéaires par blocs obtenues en
substituant les applications z aux indéterminées X*. Il est & noter que pour tout choix de
base de R; on obtient des matrices U, V, V' et U’ qui s’expriment de fagon analogue.

Si I'on fixe en outre des bases des espaces vectoriels E,, et E,4; dans lesquelles on repré-
sente chaque application z! par une matrice X}, les applications un, vn, v}, et ul, se repré-
sentent dans des bases correspondantes par les matrices par blocs Up, V;, V. et U, obtenues
a partir de U, V, V' et U’ respectivement en substituant les matrices X aux indéterminées
Xt

On vérifie aisément que les 6 relations de commutation en degré n sont équivalentes a
I'une quelconque des relations matricielles Upyy -V, = 0, Voqp - V) = 0 ou V., U, =0,
ou encore a l'une des relations st *vn =0, Up4y v, =0 ou v;, - ul, = 0. Ceci fournit en
particulier pour tout n € Z un complexe:

U

u v 1 v u
0 — A‘RIGEn — ASR,@En1 —"i') A’Ri®En42 ﬂ‘i A'R\@En43 m Ri®En4s — 0.

sur lequel nous reviendrons au paragraphe 3.3.1.
Pour finir, pour tout n € Z on associe a I'application u, : Ry @k B, — En4+; les applica-
tions linéaires U, : Ry — Homg(En, Ent1) €t U, : E, = Homy(Ry, Ent1).

Un certain nombre de premieres réductions évidentes pcrmettent de simplifier I’'étude
des schémas E Tout d’abord on peut toujours se ramener a considérer des fonctions p
normalisées en decalant la graduation, c’est-a-dire en remplagant sa fonction p par la fonction
normalisée associée p, car les schémas L’ et E; sont isomorphes.

On peut également toujours se ramencr a des fonctions p connexes, c’est-a-dire telles que
la largeur coincide avec le diametre. Si la fouction p n'cst pas connexe, elle se décompose de
fagon unique en une somme p = p, + ...+ p, ou les fonctions p; sont toutes connexes et

vérifient max[Supp (p; )] +1 < min [Supp (Pi+1)] pour tout 7 € [1.r — 1]; le schéma E'p st
alors isomorphe au produit direct H,-En‘,.] E',,,.
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Enfin, 3 un module M on associe son module dual M* = Homy(M,k) (cf. [MDP-1]
définition 0.1.7). Celui-ci définit la méme classe de liaison que M mais correspond a l’autre
classe de biliaison & I'intérieur de celle-ci. Si I'on note p¥ la fonction duale de p, la fleche qui
associe au module M le module M* établit un isomorphisme entre les schémas E, et E .

Pour finir, les groupes G, = GL(E,) pour n € Z ainsi que le groupe GL(R,) agissent
naturellement sur le schéma Ep. Ces actions correspondent simplement a effectuer un change-
ment de base dans les espaces vectoriels E, ou dans I’espace vectoriel R; ; elles sont cependant

fondamentales pour 1’étude des schémas E,, comme nous le verrons aussi bien au chapitre 2
qu’au chapitre 4.
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Chapitre 2

Démonstration du théoreme
d’irréductibilité.

2.1 Démarche générale.

Nous établissons dans ce paragraphe les principes heuristiques qui guident toute notre
démonstration. Nous commencons par rappeler la méthode préconisée par M. Martin-Des-
champs et D. Perrin dans [MDP-2] pour étudier Iirréductibilité des schémas qu, Cette
méthode présente en fait certaines difficultés pratiques telle qu’elle est formulée par ces
auteurs, mais elle demeure la base de la démarche que nous adoptons. L’idée essentielle
est qu’une stratification judicieuse des schémas E,, permet d’obtenir des résultats sur les
schémas Ep,q,,, aussi bien d’ailleurs en ce qui concerne leur éventuelle irréductiblité que leur
dimension.

La différence que nous introduisons ici par rapport aux idées de [MDP-2] est que nous
recherchons une stratification différente de celle qu’ils suggeérent. Nous nous contentons ainsi
d’une stratification qui minore le rang de I’application vp sur chacune de ses strates au lieu
d’en donner une valeur exacte. Nous achevons ce paragraphe en montrant quels principes
intuitifs permettent d’aboutir & une telle minoration.

2.1.1 Principe de la démonstration.

La méthode proposée dans [MDP-2] pour étudier I'irréductibilité des schémas E, 4, est
la suivante. On fixe un triplet d’entiers (p, g, ) et on considére le morphisme de troncature g
qui a une structure de module de largeur 3 donnec par les deux applications up : Ri®@Ey — [
et uy : Ry © Ey — E; associe le module de E,,., défini par la seule fleche ug, c’est-a-dire le
morphisme:

o : [ Ep‘q.r - Ep-q] )

(uoyu1) = uo

Celui-ci est surjectif (on peut prendre u; = 0) et la fibre d'un module o de f?,,q est définic
schématiquement par la relation u; - vo = 0. Cette fibre est donc un espace vectoriel de
dimension 7 X (4q — rgvp). Si 1V est un sous-schéma de E,,,, sur lequel le rang de vg est
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constant, le sous-schéma mo~! (1) de E,,,q,, est un fibré vectoriel au-dessus de 1% de dimension
dim W + r (4q — rgvo).

L’idée naturelle consiste alors a stratifier le schéma Ep‘q par le rang de la matrice vp. Pour
k € N, notons 1 le sous-schéma localement fermé de E’,,,q défini par rgvp = k. Le schéma
7o (Wi) est un fibré vectoriel de rang r(4q — k) au-dessus de Wj, donc est de dimension
dim W + r(4q — k). Si de plus W} est lisse ou irréductible c’est aussi le cas du schéma
7o (Wh).

Il existe de facon évidente au moins un sous-schéma W} qui est lisse irréductible, a
savoir celui qui correspond a la strate ouverte défini par le rang maximal possible pour vo.
D’aprés [MDP-2] (Proposition III.1.1) ce rang maximal est égal & mo = min(6p,4q) dés
lors que (p,q) differe de (1,1) et (1,2). L’ouvert non vide W, est alors lisse irréductible
de dimension 4pq. Son image réciproque 7y '(Wy,) est donc un sous-schéma ouvert, lisse,
irréductible de EM,, dont ’adhérence est une composante que 1’'on notera Cp. Si 4q > 6p,
c’est-a-dire si mg = 6p cette composante a pour dimension 4pq + 4qr — 6pr ; si 4q < 6p elle
a pour dimension 4pq. Dans les deux cas elle est génériquement lisse.

Cette composante Cp est facile a décrire entierement dans le second cas. Sur 'ouvert W,
P’application vg est alors surjective, donc la condition u; - vg = 0 équivaut a u; = 0. L’ouvert
7o (Wp,) est alors contenu dans le fermé irréductible défini par u; = 0, qui est exactement
la composante Cy. Celle-ci est dans ce cas un espace affine de dimension 4pq.

D’un point de vue dual, on peut également appliquer la méme méthode en considérant
au lieu de mp le morphisme: R R

[ B 2 B

uo,ul) = U

Celui-ci cst également surjectif et la fibre de u; € Eq,, est décrite par I’équation v] - uy = 0,
donc est un espace vectoriel de dimension p X (4g — rgv;). On obtient une composante C,
de Ep,q,, en considérant ’adhérence de 77?(Vp, ) ol Vi, est I'ouvert irréductible non vide de
E,, sur lequel v} est de rang maximal possible m;. Si (g,r) différe de (1,1) ou (2,1) on a
m; = min(4q,6r). Dans le cas ol on a m; = 4gq, c’est-a-dire si on a 4q < 6r, ’application
v; est injective sur V},, et I’équation v] - ug se réduit a ug = 0, c’est-a-dire a up = 0. De la
méme fagon que précédemment la composante C; est alors I’espace affine de dimension 4qr
défini par ug = 0.

Si on a 4¢ < min (67, 6p) on obtient ainsi deux composantes distinctes Co et C; du schéma
E',,,q, qui sont toutes deux des espaces affines de dimensions respectives 4pq et 4qr.

Lorsque le triplet (p,q,r) est fixé on peut utiliser indifféremment 1'une ou 'autre des
deux projections 7y et m; pour étudier le schéma E,,,.,,r. Cependant, 1'une des deux est plus
intéressante que 1'autre si p # r. En eflet, les fibres des projections g et 7, ¢tant des espaces
vectoriels, elles ne posent aucun probleme. Le point difficile est a chaque fois I'étude des
stratifications respectives de E,, et E,, par le rang des matrices vg et v} . On a donc tout
intérét a utiliser celle des deux projections pour laquelle la dimension de 1'espace a stratifier,
c’est-a-dire de 'espace image est la plus petite, c'est-a-dire la projection mp si p < r et la
projection ; dans le cas contraire.

Par ailleurs. la fleche de dualité mise en évidence au paragraphe 1.3, qui établit un
isomorphisme entre les schémas E,,q, ct L‘,,,,,, échange les rdles de p et » ainsi que les
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projections wo et m;. Si on note D l'isomorphisme D : E',,,.,,, - E',,q,,, qu'elle établit. la
projection 7; se rameéne apres décalage de la graduation a la composée D o mg 0 D.

Nous nous placerons systématiquement dans tout ce chapitre dans le cas p < 7, ce qui
conduit a considérer la projection mp, c’est-a-dire a stratifier le schéma E,,. Les résultats
concernant l'autre cas s’en déduisent par dualité. Sous cette hypothése p < 7 on a en fait
Max (6r + p,6p + r) = 6r + p, donc la conjecture (C) signifie alors que le schéma E, ;. est
irréductible pour 4¢q > 6r + p. R

L’hypothese 4g > 6r+p entraine 4q 2> 6p, donc dans ce cas le schéma E, , , possede déja la
composante Co mentionnée plus haut, qui est génériquement lisse de dimension 4pg+4gr—Gpr.
Le schéma E, ., est alors irréductible si et seulement si c’est la seule. Ceci revient a dire
que pour k < mgp I"image réciproque 75’ (W) de W par mo ne contient pas de composante
de Ep,q,,. Comme toutes les composantes de ce schéma sont de dimension au moins égale a
4pq+4qr—6pr, il suffit de montrer que pour tout k < mg on a dimng'(Wy) < 4pg+4qr—6pr.
Comme on a par ailleurs dim 75 (W) = dim Wy +r(4g—Fk), ceci revient finalement & montrer
que pour tout k < mp on a dim W < 4pq — r(6p — k), soit (4pg — dim W}) > r(6p — k).

Malheureusement les sous-schémas Wj de Ep,q définis par le rang de vp sont extrémement
difficiles a décrire, et majorer leur dimension semble pour l'instant une tache inaccessible.
En revanche, s’il est difficile de calculer exactement le rang de la matrice vo en fonction de
ceux des applications linéaires X, Yo, Zo et Ty, il est certainement plus aisé de seulement
le minorer, et ceci peut encore suffire pour le raisonnement qui précede. Supposons que 1'on
connaisse une stratification de E,, par des sous-schémas localement fermés U; sur lesquels
on ait rgwp > ); et que I'on sache majorer la dimension des strates U; par des entiers 4;. On
obtient alors pour tout z:

dim [TTJI(U,')] < 6+ r(4q - )\',') .

Sion a y; = 6p le schéma U; est contenu dans 14,,,, donc son image réciproque 75 (U;) est
contenue dans la composante Co. Pour prouver I'irréductibilité de E, ., il suffit de montrer
que lorsque 1'on a x; < 6p le schéma =5 (U;) est de dimension strictement plus petite que
4pq + 4qr — 6pr, donc ne contient aucune composante de Ep,q,,. 11 suffit donc de montrer que
si xi < 6p on a §; + r(4q — x:) < 4pg + 4qr — 6pr, c’est-a-dire é; — r xi < 4pg — 6pr. On est
ainsi amené & chercher une stratification de E,, qui vérifie:

Xi <6p = &;—rxi<p(4g—6r).

Si I'on sait construire une telle stratification du schéma E,,, celle-ci nous donne par

ailleurs des renseignements sur la dimension de schéma E,,, pour toute valeur de r € N a
cause de la relation:

dim Ep,q,r = max; dim[r5"(U;)] < 4gr + max;(§; — r xi).

Ceci n'est évidemment intéressant que lorsque r est tel que le schéma E',,'q‘,. n'est pas irré-
ductible, puisque sinon on connait déja sa dimension.

Si I'on montre par exemple que pour tout 7 on a d; —r\; < 0, on obtient que la dimension
du schéma E, ,, est majorée par 4gr. Comme cette dimension est par ailleurs minorée par
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4pq + 4qr — 6pr, ceci n’est possible que si I'on a 4g < 67, donc le schéma E,,,q,, possede alors
plusieurs composantes. D’aprés ce qui précede, 'une d’elles est la composante C; définie par
up = 0, qui a pour dimension exactement 4gr. Si I'on isole alors ip de fagon que la strate U;,
de E, 4 soit réduite au module nul, la composante C; est en fait le schéma x5 (U;,). Si ’on

montre de plus que pour ¢ # ip on a §; — r x; < 0, on obtient que cette composante de E, 4.,
est la seule a posséder la dimension maximale 4qr.

En conclusion, pour prouver aussi bien le théoréme 1 que le théoréme 2 de 'introduction il
nous faut construire une stratification des schémas E, 4 qui fournisse une minoration de rguvo
sur chaque strate et pour laquelle on sache majorer la dimension des strates, ]la majoration
de la dimension devant étre d’autant meilleure que la minoration du rang est mauvaise et
réciproquement. Une fois une telle stratification établie, on est alors ramené a un simple
probleme numeérique. Pour prouver le théoréme 1 il suffit de montrer que I’on a:

(2.1) (Vi | xi<6p), 8 —rxi<p(4q—6r).

Pour montrer le théoréme 2, il faut isoler la strate U;, correspondant au module nul de Ep,q
et montrer:

(2.2) (Vi#id0), di—rx:i<O0.

La construction de la stratification proprement dite occupe dans ce chapitre le para-
graphe 2.4 et la partie numérique finale de la démonstration est regroupée dans les para-

graphes 2.5 et 2.6. Auparavant, il nous faut commencer par étudier comment on peut minorer
le rang de vy.

2.1.2 Principe de la minoration du rang de vg.

La minoration du rang de vp que nous effectuons se fonde sur la remarque élémentaire
suivante. On fixe (p, q) € N*? ainsi que des bases des espaces vectoriels Eg et E;. On se donne
une structure de module de Ep'q, c’est-a-dire une application linéaire up : R; ®r Eo — E;.
A chaque élément P € R; on associe ’application linéaire pg : Eg — E; qu'il définit, que
'on identifie & sa matrice Py dans les bases fixées. Si I'on fixe une base (X,Y, Z,T) de R;,
I’application linéaire vg se represente par la matrice par blocs:

Yo Zo To 0 0 0
Vo = —-Xo 0 0 Zo Tp 0

0 =X, 0 —Yo 0 To

0 0 —Xp 0 =Y —2%

En considérant la sous-matrice diagonale par blocs Dy de Vg qui est encadrée, on ob-
tient immédiatement la minoration rglgp > 3rg Xo. Pour pouvoir optimiser cette premiere
minoration {rés simple, on est alors conduit & choisir la base (X,Y,Z,T) de R' de fagon
a cc que le rang de la matrice Xp soit aussi grand que possible, c’est-a-dire que cclui de
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I'application associée soit maximal dans le sous-espace vectoriel Vect (Xo, Yo, Zo, Tp) = Im
de Hom(Ey, E,). Ceci revient & choisir X dans un ouvert de R!, qui peut étre strict.

Ayant fixé un tel X, il reste a estimer ce qu’apportent respectivement les deux matrices
par blocs Sp et W, définies par Sp = (Yo Zo To) et:

Ze To | O
Wo = -Y, 0 To
0 -Y -7

On reconnait dans ¥, une matrice analogue & V, mais définie seulement & partir des trois
variables Y, Z et T, c'est-a-dire définie sur 1'algebre k[Y, Z,T] au lieu de k[X,Y, Z,T]. En
appliquant le méme procédé on obtient la minoration rg Wy = 2rg Yo et on fait apparaitre a

droite la matrice ( go) , qui est I’analogue de V; et W, mais définie sur k[Z, T.
—Zo

Pour maximiser la contribution de Wp au rang de V, on pourrait chercher a ce que
’application linéaire Y, soit également du rang le plus grand possible, mais ce serait ne pas
tenir compte du fait que I’on a déja fixé X, donc aussi Xp. On n’a en réalité pas besoin que
les matrices Sp et Wy possédent un grand rang en elles-mémes, mais qu’elles complétent le
mieux possible la matrice Dy déja fixée, ce qui est une chose tout a fait différente.

Pour estimer leur apport on est conduit & considérer non pas le rang de Yy mais ceux des

’

sous-matrices (—}60 {) —}00 3.) et ( ;f)) de V4, qui mesurent respectivement
—Ap —To —Ao

I'apport de Yp via W) et Sp. On est ainsi amené a rechercher une base de R; qui maximise
(x
Xo/®

Enfin apres avoir fixé X et Y de la fagon précédente il reste a choisir Z de la meilleure
fagon possible, puis T. L’étude que nous effectuons dans la suite montre en fait que pour
minorer au mieux le rang de V5, on est conduit & considérer une base (X,Y,Z,T) de R,
dans laquelle chacun des rangs des sept matrices (Xo), (Xo )’5), (Xo Yo Zo), (Xo Yo Zo To),
(';x,: ), (2‘; }60 }?o) et (?’3 };0 )Bo 30 }80) est optimal. Ceci revient a associer a la
structure de module up une base générique de R,;, mais en un sens qui dépend directement
de up.

La matrice (Xo Yo Zo Tp) occupe une position particuliére parmi les précédentes: son
rang n’est autre que rgup et ne dépend pas de la base (X,Y, Z,T) choisie. En revanche les
rangs des six autres varient a priori effectivement en fonction de celle-ci. La démarche ainsi
mise en évidence conduit donc a privilégier une base pour effectuer la minoration, et elle
nécessite en géncéral de la choisir dans un ouvert strict de I'ensemble des bases de ;. Dans
tous les cas, ceci revient a briser la symétrie qui existe au niveau de I'application vo entre
les variables XY, Z et T.

Dcux idées cssenticlles se dégagent de la tentative de minoration que nous venons d'es-
quisser. La premiere est que le probleme considéré se rameéne de proche en proche a un
probléeme identique comportant moins de variables, ce qui fait naturellement apparaitre un
principe de raisonnement par récurrence. On est ainsi conduit a considérer le probleme

les rangs des trois matrices (Xp), (Xo Yo) et
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analogue de celui qui nous occupe obtenu en remplagant l'algebre R = k[X,Y, Z,T] par
R = k[X°,--- , X™]. Nous commengcons donc par définir au paragraphe 2.2 des schémas E,’,‘
et une matrice 1/* qui généralisent les schémas Ep et la matrice V' dans ce cadre. Ce procédé
de récurrence a d’ailleurs été déja exploité dans [MDP-2], ou les auteurs démontrent déja
leur résultat concernant 'irréductibilité des schémas EM, pour les grandes valeurs de g en
étudiant le rang de la matrice W, que nous venons d’introduire (cf. [MDP-2], paragraphe
I1.2). Nous reprenons ici cette idée en la systématisant.

Le second point qui apparait est que pour minorer le rang de la matrice o, on est amené
a associer a chaque structure de module une base priviégiée de R, qui fournit une meilleure
minoration qu’une base quelconque. En particulier, une telle base étant elle-méme définie
par récurrence, l’ordre dans lequel on fixe ses éléments revét une certaine importance. Ceci
conduit & rompre la symétrie entre les variables X, Y, Z et T que I’on observe sur la matrice
V0, ce qui revient d'une certaine facon 4 perdre une partie de I'information exprimée par cette
matrice. En revanche, ceci posséde d’un point de vue technique un intérét simplicateur, en
permettant de ramener la structure de module ug & un (n + 1)-uplet ordonné d’applications
linéaires, ou & un (n + 1)-uplet de matrices si 'on se donne également des bases de Ep
et E,. Nous allons dans un premier temps étudier de tels (n + 1)-uplets de matrices au
paragraphe 2.3 avant de stratifier véritablement les schémas Ep,q au paragraphe 2.4.

2.2 Schémas des structures de modules généraux.

On se donne une fois pour toute une infinité d’indéterminées (X*);en et on note R® =
Sgen R Valgebre de polyndmes k[X*,i € N]. Pour n € N on note R* = @qen R} la sous-
algebre k[X°,--- ,X™] de R®. On désigne en particulier par R} 1'espace vectoriel des po-
lynémes de degré 1 de R", c’est-a-dire le sous-espace vectoriel (X°,--- , X™) de dimension
(n+1) de R{°. Ainsi R" est une sous-algébre de R™*! et R} est un sous-espace vectoriel
de R™! pour tout n € Z. On adopte enfin les conventions R~} = k et R{' = 0 qui nous
serviront pour initialiser certaines récurrences.

Nous définissons dans ce paragraphe ce qu’est une structure de R"—module gradué
pour n € N et décrivons les schémas E7 qui les parameétrent. Nous insistons sur les relations
de commutation qui définissent ces schémas, qui peuvent se décrire commedanslecasn =3 a
partir de matrices issues du complexe de Koszul. Nous insistons en particulier sur la matrice
"™ qui est l'analogue de la matrice V' et nous explicitons une fagon de la construire par
récurrence sur l'entier n.

2.2.1 Structures de modules généralisées.

On se doune unc fonction p de Z dans Z a support fini de largeur [ > 1. On peut toujours
sc ramener au cas ol p cst normalisée et connexe. Pour n € Z on note I, le k-espace
vectoriel k”™) muni de sa basc canonique et E la somme directe finie E = Spez B

Unc structure de R"—module gradué sur E consiste en la donnée d'un morphisme
2" de k-algehres gradudes de R" dans 'algébre Endgrad( E) des endomorphismes gradués de
E défini au paragraphe 1.3. Se donner une telle structure revient a se donner unc application
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linéaire graduée u™ : R} @ E(—1) = E, ou encore a se donner ses composantes homogénes
up : R} @ Ex — Epy4; pour tout k € Z. Se donner ces composantes revient encore a se
donner pour tout k € Z les applications U : R} — Hom y(E%, Er41) qui leur sont associées.
On note E7 le schéma qui parametre les structures de module sur E; pour n = 3 on retrouve

les schémas E = E3

Sil'on ﬁ).e une base (X,---,X™") de I'espace vectoriel R}, se donner les applications U}
revient a se donner pour tout j € [0,n] des applications linéaires X" Er — Ej4,. Celles-ci
ne peuvent par étre choisies librement mais doivent vérifier pour tout k € Z les relations de
commutation :

r rj rq —
L+1 )‘ )‘k+1 AR = 0

obtenues pour les couples (7, 7) vérifiant 0 < i < j < n. Le schéma E,’,‘ se réalise donc comme
un sous-schéma fermé de I’espace affine k("+1)* défini par 5(—"}1-)- u relations quadratiques avec
v=7> ez P(n)p(n+1)et p=3 .z p(n)p(n+2). Toutes ses composantes irréductibles sont

ainsi de dimension supérieure ou égale & (n + 1)v — "("'H) === u. En partlculler en largeur 3, on

a v =pq+qr et p = pr, donc toutes les composantes du schéma Em

g SONt de dimension
supérieure ou égale a la quantité:

. 1 n
A(p,g,r) = (n+1)pq+(n+1)qr—?—(£,,i—)p7'= (n+1) x [pq+qr— 51)1"] -

~

Pour n = 0 les schémas E;‘ sont faciles a décrire: il n'y a alors pas de relation de
commutation et le schéma E est isomorphe & I'espace affine [, csupp () Hom  (ke(™), ke(n+1))

de dimension ) .z p(n) p(n + 1). Cette remarque nous permettra dans la suite d’initialiser
les récurrences sur n.

Les cas qui nous intéressent essentiellement ici pour n quelconque sont ceux des largeurs

2 et 3. Si p est la fonction normalisée de largeur 2 (respectivement 3) définie par p(0) = p
et p( )=gq (respectivement p(0) = p, p(1) = g et p(2) = r) on note A"q (respectivement
E7 ) le schéma E" En largeur 2 il n’y a pas de relation de commutation et le schéma E‘;,"q

est ainsi un espace a.ﬁine de dimension (n + 1)pq. Se donner une structure de module de E,’,‘,q
revient simplement & se donner ’application linéaire uj : R} ® Eo — E,, c’est-a-dire a se
donner (n 4 1) matrices de taille (g, p) si I'on fixe des bases de Ep, E; et RY.

Le cas de la largeur 3 est le premier auquel apparaissent les relations de commutation.
Lorsque 1'on fixe des bases de Eo et F, ainsi qu'une base (X°,--- ,X™) de R], les relations
de commutation qui définissent E;,‘q . se représentent encore par une équation matricielle de
la forme:

UM(X0,.c X x VXY, LAY =0

sur laquelle nous reviendrons au paragraphe 2.2.3. On peut condenser cette cquatlon sous la
forme U x V' = 0. Dans cette écriture, U} représente simplement la matrice (XD, -+ . X7).
La matrice | ," s'obtient comme matrice par blocs a partir d'une matrice 1'* que nous d(‘-
crirons explicitement au paragraphe 2.2.3 et qui exprime les premiéres syzygies du complexe
de Koszul, c'cst-a-dire de la résolution minimale de k en tant que R"-module gradué.
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La matrice U] est de taille [r, (n+ ])q] et la matrice V* est de taille [(n +1)q, 1(12'*'_1_17)] .
De la méme fagon que dans le cas n = 3, si la matrice V* générique est de rang maximum

sur le schéma E7 . on obtient qu’une condition nécessaire pour que le schéma E7 . soit
irréductible est d’avoir:

(2.3) (n+1)q > Max [MP+T,MT+;)] _

Si I'on impose p < r, cette condition se raméne a (n+1) g 2 [n(n+1)/2] x r + p. L’analogue
(C™) de la conjecture (C) affirme alors que cette condition nécessaire est également une
condition suffisante.

Toute la démarche heuristique que nous avons élaborée au paragraphe 2.1 pour montrer
la conjecture (C') dans le cas n = 3 se transporte de fagon identique au cas général. Notons 73

n . . . An An An . . . \
et 7] les projections respectives de E7 _ sur E7 et E7'. qui associent respectivement a une

structure de module u de E;'q,,, donnée par le couple (ug, ul), les applications linéaires uf et
u}, qui se représentent respectivement par les matrices UJ et UT lorsque 1’on fixe des bases.
Si I’on se raméne par dualité au cas p < r, on peut se contenter de considérer seulement la
projection 7f. Ses fibres sont schématiquement définies par ’équation u} - vg = 0, c’est-a-dire
par la relation matricielle Ul x Vg* = 0.

Pour étudier I'irréductibilité et la dimension des schémas E7 ., on est alors conduit a

rechercher une stratification du schéma E;,"q qui fournisse une minoration du rang de la
matrice V§* sur chaque strate et pour laquelle on sache majorer la dimension de celles-ci.
La seule information que nous ayons perdue est 'information a priori donnée par [MDP-2]
que 'ouvert de Ep_q sur lequel 'application V' est de rang maximum est non vide, mais
nous n’en avons pas besoin dans le cours de notre démonstration ; ce sera au contraire dans
certains cas un corollaire de nos résultats.

Notons Wy, 'ouvert de E7  sur lequel la matrice définie par V™ est injective. S’il est
non vide, cet ouvert est lisse irréductible et de dimension (n + 1)pg. Son image réciproque

par g est un fibré vectoriel au-dessus de Wy,, de rang r [(n +1)g— ﬂ%l—) p] . C’est alors un

ouvert non vide lisse irréductible de E\;‘,q,, de dimension A"(p, q,r). Notons C§ 1'adhérence

de cet ouvert dans E7, ., c’est dans ce cas une composante de E7 . qui est génériquement
lisse, intersection complete et de dimension A"(p, g,7).

Notons ¥ le complémentaire de 117, dans Eg,q. Si on montre que la dimension de I'image
réciproque par w3 de 17’ est strictement plus petite que A™(p, g,7), on obtient que toutes les

composantes de EJ . sont contenues dans le fermé irréductible Cg, puisqu’elles sont toutes

de dimension supérieure ou égale & A"(p,q,r). On en déduit que le schéma E?;,"q', possede une
scule composante qui est C}. donc est irréductible, génériquement lisse, intersection complete
et de dimension A" (p. g, 7).

D’autre part. ceci entraine que le schéma W7, est non vide pour ces valeurs de p et ¢.
donc que 'application V' générique de ET;f'q est injective. On en déduit que pour ces valeurs
(Lc p ct g. la condition (2.3) est effectivement nécessaire pour tout » € N pour que le schéma

o it irreductible
L, - soit irréductible.
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En résumé. pour montrer l'irréductibilité du schéma E7, . il suffit de construire une

stratification de f',’,‘q telle que pour toute strate 117 on sache montrer, soit que la matrice 1
est injective sur toute la strate, soit que I'on a dim (ﬁ(',‘)"1 (W) < A™(p.q.7).

Enfin, si I'on isole une strate de E correspondant a la structure de module nulle, son

image réciproque par w§ est le fermé de E’,’,‘Iq', défini par uj = 0, qui est un espace affine
de dimension (n + 1) ¢r. Si I'on montre que I'image réciproque du complémentaire de cette
stratc est de dimension strictement plus petite que (n + 1)gr, on obtient d’une part que le
schéma E‘,’,’.q‘r est exactement de dimension (n + 1)gr et d’autre part que ce fermé en est
unc composante. Il suffit pour cela de montrer que I'image réciproque de chacune des strates
autres que cclle qu'on a isolée vérifie cette propri¢té. Comme toutes les composantes de E7 .
ont une dimension au moins égale & A™(p, q,r), ceci ne sera toutefois possible que si 'on a

(n+1)pqg < @ p, c’est-a-dire 2g < nr.

2.2.2 Applications linéaires définies par blocs.

Nous avons vu au paragraphe 2.2.1 que les rclations de commutation s'expriment natu-
rellement par des matrices et applications linéaires par blocs obtenues par substitution a
partir des matrices qui interviennent dans le comiplexe de Koszul. Nous définissons dans ce
paragraphe les notations et conventions a ce sujet dont nous nous servirons constamment
dans la suite.

On fixe deux entiers p et g non nuls ainsi que deux k- espaces vectoriels £ et I’ de
dimension respective p et g, et on se donne un enticr n € N. Soit enfin (k,1) € N? et soit &
une matrice de taille (/, k) & coefficients dans R} = (X°,--- . \™").

A tout (n + 1)-uplet (A4%,---, A") de matrices de taille (g.p) on associe la matrice par
blocs @(.1°,--- , A") de taille (Ig, kp) obtenue en substituant les matrices A’ aux indéter-
minées X', Si I'on note A le (n + 1)-uplet (A% ---,.4") on pose $(A°,---,A") = @(A4).
De méme & un (n + 1)-uplet w = (w°--- ,w") d’applications linéaires de E dans F on
associe une application linéaire par blocs ®(w) = ®(w?,--- ,w") de E* dans F! obtenue en
substituant les u’ aux X',

On fixe & présent des bases B et C de E et F respectivement. En munissant chaque
espace E qui intervient dans la somme directe E* de la base B, on obtient une base B de E*.
De méme. en munissant chaque espace F qui intervient dans la somme directe F' de la basc
C' on obtient une base C de F'. Si pour chaque i € [0.7] on note ¥ la matrice qui représente
I"application lincaire w* dans les bases B et ', ]a matrice qui représente lapplication linéaire
par blocs ®(w) dans les bases B et C est la matrice par blocs ®(W°,.-- ,11™).

Les matrices issues du complexe de oszul possedent en outre une propriété de symétrie
par rapport aux bases de R?. Fixons une base (N°.--- .A™) de R} et soit g un élément
de G'L(RY). auquel on associe ia base (g(A°).--- .g(X™)) de R}. On note &, la matrice
$(g(XY). -+ LalX7™)). Sila matrice ¢ est issue du complexe de Noszul. par exemple si ¢’est
I"une des matrices UL V.1V ou U7 du paragraphe 1.3. pour tout ¢ € GL(RY) la matrice @,
est ¢quivalente & la matrice @ dans Uespace A, . ( BY). En particulier. pour tout (n+1)-uplet
w = («'.- -+ . w”) dapplications linéaires de E dans [ ap; fication ¢ (w) : EF = Flest
équivalente i @) dans Homp(E*, ') et pour tout (1 + 1)-uplet 1= (WO ... JH™) de
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matrices de taille (g, p) la matrice ®,(11") de taille (lg, kp) est équivalente a la matrice ®(11")
dans Mjg kp(k). On a donc rg ®,(w) = rg ®(w) et rg $,(1W) = rg (W) pour toute application
linéaire w ou matrice W, ce qui n’est plus vrai si la matrice ® est quelconque.

Nous utiliserons enfin fréquemment le résultat suivant. On décompose les espaces vecto-
riels E et F en sommes directes E = E' ® E" et F = F' @ F". On suppose que les espaces
vectoriels E', E”, F' et F” sont respectivement de dimension p',p", ¢’ et ¢" avec p = p' + p"
et ¢ = ¢ + ¢", ou les entiers p',p",q¢' ou ¢" peuvent étre éventuellement nuls. Si I’on se
donne un (n + 1)-uplet w = (w°--- ,w") d’applications linéaires de E dans F, chacune
des applications linéaires w' devient alors elle-méme une application linéaire par blocs, de la

forme:
El Ell

i
i_ [ W wy |\ F
YE\W W ) e
3 | Wy

On peut alors décomposer les espaces vectoriels E* et F! sous la forme EF = (E')*@(E")*
et F! = (F')' @ (F")', par exemple en fixant des bases adaptées B et C de E et F puis en
permutant les vecteurs des bases B et C de E* et F'. Pour ces décompositions, I’application
linéaire ®(w) de E* dans F' correspond & ’application linéaire par blocs:

E'e ... 6E' E"® - @E"
0 0
( Q(wl" o ’w?) I Q(wm' v ’w;l) ) F'e..eF

(-, ug) | Ol ,u]) ) Fe-eF

Si 'on note w; le (n + 1)-uplet (w?,--- ,w}) pour j € [1,4], on obtient en particulier
O (wy) | B(w2)
rg®(w) =r .
gP(w) =rg ( & (ws) | ®(wa)
Nous énongons sous la forme d’un lemme la version matricielle de ce résultat:

Lemme 2.1. Soit (p,q) € N? et soit W = (W°,--. ,W") un (n + 1)-uplet de matrices de
taille (q,p). On se donne (p',p",q',q") € N* vérifiant p = p' + p" et ¢ = ¢’ + q", et on
décompose chaque matrice W# pour i € [0,n] en blocs de la forme:

Soit (k1) € N? ¢f soit & une matrice de taille (I,k) @ coefficients dans R} = (X°,--- ,X7").
En notant W pour j € [1.4] lc (n + 1)~ uplet de matrices (W7, --- W) on a:

rgd(1V) = 1g ( o(117) | d(11%) ) |

d(3) | @(113)
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2.2.3 La matrice des relations de commutation.

Nous montrons dans ce paragraphe comment on peut construire par récurrence la matrice
1™ qui rend compte des relations de commutations. C’est de cette construction dont nous
aurons explicitement besoin dans la suite bien plus que de la définition de V™ par le complexe
de Koszul. Nous posons les notations suivantes:

Définition 2.2. Soit n € N. On note D" la matrice diagonale de taille (n,n) d coefficients
dans R dont les coefficients diagonauz sont égauz ¢ —X°. On note S™ la matrice en ligne
(X° X'... X™) de taille (1,n + 1) a coefficients dans R. Par convention on note S—; la
matrice a 1 ligne et 0 colonne a coefficients dans RY°.

Définition 2.3. On définit par récurrence surn € N une matrice V" a coefficients dans R{®
de la maniére suivante. Pourn = 0, V° est la matrice a 1 ligne et 0 colonne d coefficients dans
S (X, X 0 .
R¥. Pourn 2 1 on pose V" = , en désignant
D? Vn—l(Xl,“_ ,X")
par S™H(XY, ..., X™) et V*U(XD, ... | X™) les matrices obtenues d partir de S™! el V™!
en substituant les variables (X!,--- ,X™) a (X°,---,X™71).

On voit par récurrence que la matrice V" est de taille |n + 1, ﬂ%ﬂ)-] pour tout n € N.

Les premiers exemples correspondent & ceux que l'on a déja rencontrés au paragraphe 2.2.1;
en posant (X% X!, X% X3) = (X,Y,Z,T) on a:

Y Z| 0
v‘=(_§), Vi=|—-X 0] Z |,
0 —X|-¥
Y Z T| 0 0 0
o | =X 0 0] Z T 0 |_,
0 -X 0|-Y 0 T
0 0 -X| 0 -¥ -2

Les relations de commutation qui définissent le schéma E’;"q s’écrivent donc sous la forme
[T x Vgt =0, ot Ul est la matrice par blocs obtenue a partir de S™ en substituant les
matrices X} aux indéterminées X' et ol V{* est la matrice par blocs obtenue & partir de V'*
en substituant les matrices X aux mdetermmees Xt. On peut donc écrire ces relations sous
la forme S™(X?,--- , XT) x V"(A L, Ag =0.

Plus généralement, les relatxons de commutatlons qui apparaxssent en degré k dans la
définition du schéma E" s’expriment encore par la relation U, x Vi = 0, en posant U, ;) =

Sn(XD, e+ XPyy) o V= V(XD X7) = 0.

Pour définir la stratification, nous aurons par ailleurs besoin des matrices suivantes:

Définition 2.4. Soit n € N*. On note T" la matricc de taille (2,2n —1) a cocfficients dans

. 0 |Sn—2 | yn-1 . o o . )0
Ry ddfinic par T™ = T3 I 5 l v , ¢cst-a-dire difinie par T' = y1 ) pour

— : LT o --- 0 |\'°..._\’n—2|_\'n—1 ‘ )
n=1c par T —( 30 \n-zl 0 ... 0 | G ) pourn = 2.
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On note que pour tout n € N la matrice D" est en fait a coefficients dans R} = (X°) et
que les matrices S™, V™ et T™ sont & coefficients dans R} = (X°,--- ,X™).

2.3 Préliminaires matriciels.

Nous effectuons successivement dans ce paragraphe trois choses distinctes. Elles concer-
nent toutes trois des suites ordonnées de (n+1) matrices de méme taille, que nous appellerons
constamment ici des (n+1)-uplets. Les deux premiéres s’inspirent directement des remarques
heuristiques du paragraphe 2.1.1.

Dans un premier temps, nous montrons que ’on peut ramener une structure de module
uj de Epq & un (n + 1)-uplet de matrices de taille (g,p) qui se décomposent toutes par
blocs sous une certaine forme lorsque 1’on choisit des bases de R} adaptées a la structure de
module ainsi que des bases correspondantes de Ey et E; (paragraphe 2.3.1). Nous définissons
ensuite une notion de (n + 1)-uplet de matrices décomposé par blocs qui généralise par
récurrence la propriété ainsi mise en évidence (paragraphe 2.3.2). Nous montrons alors que
pour un (n + 1)-uplet qui est ainsi décomposé on sait minorer le rang de la matrice V!
associée (paragraphe 2.3.3) et isolons des cas ou celle-ci est injective (paragraphe 2.3.4). Nous
définissons enfin sur 1’espace [Hom k(Eo, By )] "*! un invariant numérique qui en établit une
stratification et qui permet de décrire la décomposition d’un (n+1)-uplet de matrices lorsque
celui-ci est effectivement décomposé, donc qui fournit dans ce cas la valeur du minorant du
rang de la matrice V™ associée.

Nous nous placons ainsi dans un cadre purement matriciel tout au long de ce paragraphe.
Nous étendrons ce cadre seulement au paragraphe 2.4, ou nous définirons encore pour les
applications linéaires puis pour les structures de module des décompositions analogues ainsi
qu’un type numérique et un multirang.

2.3.1 Un lemme d’algéebre linéaire.

Pour obtenir une minoration optimale du rang de la matrice V*, nous avons vu au para-
graphe 2.1.2 qu’il est judicieux d’associer a la structure de module u3 une base (X°,--- , X™)
de ’espace vectoriel R} telle que I’application linéaire (ou la matrice) XQ soit de rang aussi
grand que possible. Il nous faut donc rechercher une telle application qui soit de rang maxi-
mal parmi les éléments du sous-espace vectoriel Im @y = Vect (X3, - -+ , X§) de Hom(Eo, E;).
Nous montrons ici que pour un tel choix de base de R} on peut simplifier I’écriture matricielle
des applications X pour 7 > 1. Nous étudions pour cela de fagon générale les sous-espaces
vectoriels d'un espace vectoriel d’applications linéaires.

Lemme 2.5. Soit E ¢t F decur k-cspaces vectoricls ¢t soil L un sous-cspace vectoricl dc
Homy(E. F). Soit enfin v un élément de L de rang maziinal dans L. Pour tout w dec L on
a w(Kerv) Clme.

Démonstration. Il suffit de montrer que si v et w sont deux éléments de L qui vérifient
w(Kere) @ Iimv on a rg (v 4 Aw) > rgv pour A général dans k. donc que v n'est pas de rang
maximal dans L.
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On fixe un supplémentaire E' de Kerv dans E et une base (e;,...,e.) de E’. On pose
fi = v(e;) pour i € [1,r]; la famille (fi,.-., fr) est une base de Imv. Soit e,4; un élément
de Kerv vérifiant w(e,4+;) ¢ Imv et soit fr4; = w(er+1). On compléte (e,41) en une base
(er415-.- ,€n) de Kerv et (f1,..., fr, fr+1) en une base de F. On obtient alors des bases de
E et F dans lesquelles les applications v et w admettent respectivement les matrices:

w [2]
Ir 0 . 0 ...... .

V= et W= | 1] o
0 " o J | .. of ..

...... o

Pour A € k la matrice V + AW admet alors la sous-matrice carrée de taille (r + 1,7 +1):

0

I, + 2\W,

qui est inversible quand A appartient & un certain ouvert non vide de k, c’est-a-dire de rang
r+1 =rgv + 1. L’application v n’est donc pas de rang maximal dans L. ®

Le lemme 2.5 admet I’expression matricielle suivante:

Lemme 2.6. Soit E et F deux k-espaces vectoriels, soit L un sous-espace vectoriel dc
Homy(E, F) et soit v un €lément de L de rang mazimal dans L. Si l'on fize des bases
B = (B',B") et C = (C',C") de E et F en complétant des bases B” et C' de Kerv et Imv,
tout élément w de L se représente par une matrice du type:

BI Bll

we (MW e
Ws| 0 ) e

/
L’application v admet évidemment dans ces bases une matrice de la forme V' = ( ‘01 g )

avec 1] inversible. La conclusion des lemmes 2.5 ou 2.6 fournit ainsi une condition nécessaire
pour que v soit de rang maximum dans ’espace vectoriel L. Cependant, cette condition est

« 1. . . ‘1 . 1]0
trés loin d'étre suffisante, comme on le voir en considérant les matrices A = <—0—l—0— et

- (3

On peut noter que les matrices 17, 15 et 13 associés a 1V qui apparaissent dans la
conclusion du lemme 2.6 correspondent a des applications linéaires qui sont indépendantes
du choix des bases de E et F que I'on a effectué. Elles représentent en fait respectivement les
applications linéaires w; : E/Kerv = Imv, wy : Kerv = Imv et ws : E/Kerv — F/Imv
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induites par w. Ces applications ne dépendent donc ni des bases ni des supplémentaires que
'on a choisis, non plus que leurs rangs. Nous montrerons au paragraphe 2.3.2 que ces rangs
se déduisent explicitement de ceux des applications v et w ou des matrices V et W par les
/
VV) —rgV et rgWs=rg(VW)-rgV.
En lien avec le lemme 2.6, nous utiliserons enfin dans la suite le résultat immédiat suivant
que nous énongons sous la forme d’un lemme car il nous servira & maintes reprises:

Lemme 2.7. Soit M = ( %’ I\gz ) une matrice trigonale par blocs, on a la minoration :
3

relations rg 1, = rg (‘

rgM 2 rgM;+rg M.
Si de plus l’une des deur matrices M, ou M3 est carrée inversible on a une égalité.

Démonstration. Pour la premiére assertion, il suffit d’extraire un mineur non nul de taille
maximale de chacune des sous-matrices M; et Mz. Le mineur de M que l'on obtient en
conservant les lignes et colonnes correspondantes est encore non nul et de taille rg M, +rg M;.

Pour la seconde assertion, supposons par exemple que M3 est carrée inversible de taille

-1
(a,a) et que M; est de taille (b, c). Comme la matrice M’ = ( 2 MS
L|o

M, | M, ) =a+rgM,,soit rgM =rg M, +rgM;. B

) est inversible, on

argM =rg(M'M)=rg (

Ce icmme montre qu’une condition nécessaire a rajouter aux conclusions des lemmes 2.5
ou 2.6 pour que v soit de rang maximum dans l’espace vectoriel L est que pour tout w € L
on ait rgW, + rgl¥3 < rgV. Cette condition supplémentaire ne donne toujours pas une
condition suffisante, comme on le voit en considérant les matrices:

1 0f(0 0 01
A=1|01]0 e¢ B=| 0 0]0
0 0]0 1 00

Elles sont toutes deux de rang 2 et vérifient clairement la conclusion du lemme 2.6. De
plus pour tout couple (A\,u) € k® la matrice C = AA + uB s’écrit bien sous la forme

C = ( gl 002 ) avec rg Cy + rg C3 < 2. Cependant, les matrices A et B ne sont pas de
3

rang maximum dans 1’espace (A, B) puisqu’on a rg (A + B) = 3.

2.3.2 Décomposition de familles de matrices.

La scconde idée heuristique que nous avons misc en évidence au paragraphe 2.1.1 consiste
a adopter un raisonnement par récurrence. Pour exploiter cetie idée, nous définissons dans ce
paragraphe des décompositions de familles de matrices qui généralisent les décompositions
par blocs fournies par la conclusion du lemme 2.6.
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Définition 2.8. Soitn € N et soit A= (A% .-, A") un (n+1)-uplet de matrices de méme
taille (q,p). Soit a € N, on dit que le (n + 1)-uplet A est décomposé de type (a) si ct
seulement si pour tout i € [0,n] la matrice A* s’écrit par blocs de la forme:

a p-a

i_ (AL 4% -
A_(A'3 0)q—a

0
avec rg A9 = a, AY =0, A =0, c’est-d-dire A° = ( /(1)1 g ) avec AY inversible.

Les conditions de la définition 2.8 imposent a < min (p,q). Le seul (n + 1)-uplet dé-
composé de type (0) est le (n + 1)-uplet nul. Si le (n + 1)-uplet A est décomposé de type
(a), entier a est déterminé de fagon unique par a = rg A°. En particulier, pour n = 0 tout
1-uplet A = (A°) est décomposé de type (rg A®). Enfin, si le (n+1)-uplet A est décomposé,
pour tout i € [1,n] les rangs des matrices A} et A} sont déterminés par ceux des matrices
A’ et A° de la fagon suivante:

Proposition 2.9. Soit n € N et soit A = (A% -+ ,A") un (n + 1)-uplet de matrices de
méme taille, que [’on suppose décomposé de type (a). Avec les notations de la définition 2.8,
0

pour tout i € [0,n] on a rg A} =1g i,) —1g A® et rg AL =rg(A° AY) —rg A°.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme 2.7. Soit i € [0,n], on a:

AY 0
A 1 0 0 o 4iv_ [ A2 0| A} A}
(A")" A ¢ A)—< 0 0|4 0 )°
AL 0
. A° .
Comme la matrice A} est inversible, on obtient d’une part rg 4i) =18 AV + rg A} et

d’autre part rg (A° A?) = rg A?+r1g A}. Comme on a rg A} = rg A® on en déduit le résultat.;m
On pose les notations suivantes:

Définition 2.10. Soit n € N et soit A = (A% --- ,A™) un (n + 1)-uplet de matrices de
méme taille. Si A est décomposé de type (a) = (rg A®) on note A; lc (n+1)-uplet de matrices
(A?,--- , A7) pour j € {1,2,3}. De plus, sin 2 1 on note A} le n-uplet (A3, , A}) pour
7 €{1,2,3}. On note enfin A’ le n-uplet A}, que l'on appclle le n—uplet dérivé de A.

Le lemme 2.6 montre en fait que si A° est de rang maximal dans le sous-espace vec-
toricl Vect (A°,---,A") de M, (k) engendré par les matrices A, le (n 4+ 1)-uplet A est
nécessairement décomposé de type (rg A°), la réciproque n'étant pas vraie.

Le résultat suivant se déduit immédiatement du lemme 2.1:
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Lemme 2.11. Soit A = (A% ---,A") un (n+ 1)-uplet de matrices de taille (q.p) et soit ®
unc matrice @ cocfficients dans R} = (X°,--- ,X"). Si A est décomposé de type (a) on a:

_ ®(A1) | 2(A2)
rg ®(A) =rg ( ‘I’(As)l 02 )

ou $(A) (resp. ®(A;) pour j € [1,3]) désigne la matrice par blocs obtenue en substituant les
matrices A' (resp. A;) auz indéterminées X'.

Nous utiliserons ce résultat dans la suite en prenant pour ® les matrices S*, D*, V'™ ou
T™ définies au paragraphe 2.2.3. On pose ensuite la définition suivante:

Définition 2.12. Soit n € N* et soit A = (A%---,A") un (n + 1)-uplet de matrices de
méme taille. Soit (a,b,c) € N3. On dit que le (n + 1)-uplet A cst décomposé de type
(a,b,c) si et sculement si il est décomposé de type (a) et si de plus pour tout i € [1,n] on a
rg Al <betrg AL <cavecrg Al =b et rgAl =c.

On note que si les matrices A sont de taille (g, p) ces conditions imposent aux nombres
a, b et c les relations:

(2.4) a < min(p,q), b < min(a,p—a) et ¢ < min(a,q—a),

soit b < a, a+b << p, ¢c < aet a+c < q Par ailleurs d’apres le lemme 2.7 on a
rg A' > rg AL +rg A% pour tout i € [0,n], donc rg A' > b+c ce qui entraine b+c < min(p, g).
On note également que les entiers (a, b, c) sont alors entiecrement déterminés par A, donc un
(n + 1)-uplet de matrices posséde au plus un unique type de décomposition (a, b, c).

On nc suppose pas que les entiers a, p — a ou g — a sont strictement positifs dans la
définition 2.12. Nous aurons effectivement besoin dans la suite de pouvoir considérer les
cas dégénérés ou certains de ces entiers s’annulent, qui donnent des décompositions avec des
matrices ayant selon les cas 0 ligne ou 0 colonne. Si par exempleon a a = p, les relations (2.4)
entrainent b = 0. Un (n + 1)-uplet de matrices A = (A% -, A™) est alors décomposé de
type (p,0,c) si et seulement si pour ¢ € [0,n] les matrices A’ s’écrivent:

a

A= . ,
Ay ) 9-a
¢40

1 :
avec A" = ( ) ott A9 est inversible et si de plus on a rg A} = ¢ et rg.A§ < ¢ pour tout
i € [2,n].

De méme si on a @ = q les relations (2
de matrices 4 est décomposé de tvpe (q.b

4) entrainent ¢ = 0. Dire que le (n + 1)-uplet
,0) signifie que pour 7 € [0,n] les matrices A*

g'éerivent o pea
A= (A AL)
avee A” = (19]0) ot Ay est inversible et que de plus on a rgA} = b et rg. 4} < ¢ pour

i € [2.0].
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La relation a¢ = p = q entraine b = ¢ = 0. Dire qu'un (n + 1)-uplet de matrices carrées
(A°,---, A") de taille (p, p) est décomposé de type (p,0,0) signifie seulement que la matrice
A? est inversible. Enfin si @ = 0 les relations (2.4) imposent encore b = ¢ = 0 et le scul
(n 4+ 1)-uplet décomposé de tye (0,0,0) est le (n + 1)-uplet nul.

Exemple 2.13. Considérons les trois matrices:

1 0)0 0 0f1 1 00
A=101|0],B={01j0 et C=(00]0
0 0f0 1 00 0 00

Le triplet (A, B,C) cst décomposé de type (2,1,1), le triplet (B, A,C) est décomposé de
type (3,0,0) et les triplets (C, A, B) ou (C, B, A) nc sont pas décomposés au sens dc la
définition 2.12.

On définit enfin par récurrence sur ’entier k£ la notion suivante:

Définition 2.14. Soit n € N, soit A = (A% --- ,A") un (n+1)-uplet de matrices de méme
taille et soit o = (ag; by, a1 ... ; bn,an) € N2*¥1,

- Pour k = 0 on dit que le (n+1)-uplet a est décomposé de type a a I’ordre 0 si ct
seulement si il est décomposé de type (ao).

- Pour k € [1,n] on dit que le (n+1)-uplet A est décomposé de type a a l’ordre £k si
et seulement si il est décomposé de type (ag, b1, a,) et si le n—uplct dérivé A' = (A},--- , A})
est décomposé de type (ay; ba.az; ... ; bnyan) @ lordre (k —1).

On note que la notion de (n + 1)-uplet décomposé de type a a I'ordre 1 est strictement
plus forte que celle de (n + 1)-uplet décomposé de type (ao. by, a;).

Définition 2.15. Soit n € N* et a = (ao; by,a;; ... ; bu,an) € N***1. On appelle type
dérivé de a ct on note o’ le (2n — 1)-uplet d’entiers (ay; by, az; -+ ; bn,an).

Ici encore, si A est décomposé de type a a l’ordre k les entiers (ao; b1, a1 ; ... ; b, ax) sont
uniquement déterminés par A. En particulier si A est décomposé & I'ordre n le (2n+1)-nuplet
a est déterminé en entier. Le fait que A soit décomposé de type a a l'ordre k impose aux

entiers positifs (ap; b1, a;; ... ; bx,ax) les relations suivantes, qui s’obtiennent par récurrence
a partir des relations (2.4):

ap < min(q,p) et Vi€ [l,k], a; <min(qg—ao—...— aj-1,ai-1),
by < min(p—ag.ap) et Vi€ [2.k], b; < min(ai-2 — ai-1,ai-1).
('es relations s'uniformisent si I'on pose a_; = p. La premiere ligne équivaut en fait aux

relations:

o = k
12.5) P=aA; 2 a2 a2 .. 2 Wemy S CL Q2 Y00,

et la seconde s'écrit :

(2.6) Vi € [1,k]. b; € min(aj—2 — aj—1.ai-1).
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2.3.3 Minoration du rang de V™.

L’intérét majeur des (n+1)-uplets décomposés de matrices que nous venons d’introduire
est que I'on sait minorer le rang de la matrice par blocs définie par V™ qui leur est associée.
De fagon précise, nous montrons le résultat suivant:

Proposition 2.16. Soit n € N, soit A = (A%---,A") un (n + 1)-uplet de matrices de
méme taille, soit @ == (ag; by, a;1; ... ; bn,an) € N>"*1 et soit k € [0,n]. Sile (n+1)-uplet
de matrices A est décomposé de type a a l'ordre k on a:

rgV"(A) 2 [nao+ (n—1)a +...+(n-—k)ak] + [b1 4.+ b
Si A est décomposé & l'ordre n on obtient rgV™(A) > it (n—i)ai+ 3on, bi.

1=0

Définition 2.17. Soit a = (ao; b1,a1; ... ; bn,asn) € N***1. On note x"(a) la quantité :
X"(@) = i (n—i)ai+ Xk, bi

Si I’on adopte la convention by = 0 cette quantité s’écrit x"(a) = Sro[(n — i)a; + bi.
On remarque que la valeur de a, n’intervient pas dans la minoration, non plus que la taille
des matrices. :

. La proposition 2.16 est évidente pour n = 0 puisque 1’on obtient alors rg V°(A) > 0. Elle-
se déduit ensuite par une récurrence immédiate a partir du lemme suivant :

Lemme 2.18. Soit n € N*, soit (a,b,c) € N3, soit A = (A% ---,A"™) un (n + 1)-uplet de
matrices de méme taille et soit A' le n—uplet dérivé associé. Si A est décomposé de type (a)
on arg V*(A) 2 na + rg Al + rg V*1(A"). Si de plus A est décomposé de type (a,b, c)
on obtient rg V"(A) 2> [na+b] +rg V*71(4).

Démonstration. On rappelle que pour j € {1,2,3} on note A4; le (n+1)-uplet (A3,--- , A})
et A} le n-uplet (A},---,A?); on a A’ = A}. D’aprés le lemme 2.11, on a:

V(Ar) | V™(4,)
Va(ds) | 0 ) '

rgV*(A) =rg (

D’apres la définition de la matrice V" on a en outre pour j € {1,2,3}:

yr(ay = (e 4) | 0 _ (54| 0
g D"(A?) l """_1(.4;,' .. ,A;‘) D"(A?) I “,n—l(.‘l;) .

Pour alléger les écritures, notons ici respectivement S;, D; et V; les matrices S*~*(A)),

D"(A‘J?) et \""'1(.43-). On a V"(4;) = (IS)’ 3.. ) et 13 = ¥Vn71(4)) = V" 1(4'). On
il Vi
obtient :
S 0SS 0 S S0 0
ro ‘A-n( _1) =7 Dl ‘1 D2 ‘,2 = rpr 53 0 0 0
sV A= ITZT 010 0 || D D:|vi %%
Ds V310 O Dy 0 |Vz O
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la derniére matrice étant obtenue en échangeant les 2¢ et 3¢ lignes ainsi que les 2¢ et 3¢
colonnes. Pour j € {1,2,3} la matrice D; = D"(A}) est la matrice diagonale par blocs
comportant n blocs égaux a A? sur la diagonale. Comme le (n + 1)-uplet A est décomposé
de type (a,b,c) on a A =0 et A3 =0, donc D, = 0 et D3 = 0. On obtient:

S1 S2{0 O 0 0S5 S
Ss 0]0 0 0 0S8 0
/MA) = =
eV A=t |50 % % |~ |V %D 0|
0 0|V 0 Vi, 00 0

la derniere égalité s’obtenant en échangeant les deux premieres colonnes avec les deux der-
niéres. Finalement, en conservant seulement les 1T¢, 3¢ et 4€ lignes et colonnes on extrait
de la derniére matrice la sous-matrice:

0 S5 [S]
Wi [Dy] 0

W o o0

qui est trigonale par blocs et dont le rang est minoré par rg D; + rg Sz + rg V.

La matrice D; = D"(A?) est la matrice diagonale par blocs comportant n blocs égaux a
A9 sur la diagonale, donc on a rg D; = n x rg A? = na. Par ailleurs la matrice A} est une
sous-matrice de la matrice S; = S"~1(A}) = (4} A% ... A}),doncon a rgS; > rgA}. On
a enfin V3 = V"~1(A’), donc on obtient:

rg V*(A) = na+r1g A} +rgV*1(A)).

Si le (n + 1)-uplet A est décomposé de type (a,b,c) on a en outre rg A} = b, ce qui donne
rgV*(A) 2 [na+b] +rg V*I1(A). m

2.3.4 Critere d’injectivité.

La proposition 2.16 fournit en particulier une condition suffisante pour que la matrice
V" (A) associée & un (n+1)-uplet de matrices A soit injective: il suffit que A soit décomposée

de type a & l'ordre n et que a vérifie \"(ar) = 2% D’aprés le schéma de démonstration
) X 3 p- D’ap t
que nous avons élabli au paragraphe 2.1.1, pour montrer I'irréductibilité des schémas £ .

il est capital de repérer les cas ol la matrice définie par 1" est injective, donc de rechercher
les cas ou la derniére égalité est vérifiée. On a le résultat suivant:

Lemme 2.19. Soit a = (ag; b1,a;; ... ; bn,a,) € N*"*1Si a vérific b: < aji_2 — ai_y pour
tout 1 € [1.n] ainsi que la relation an—2 <---<ay <a <p.ona:
n(n +1)
)\'n(O') = —(—__)——]) < a,-;+ b,, =p.

-

Dc plus, si ces conditions sont vérificcs ona ag =+ =an2=p ¢l by=---=b,_; =0.
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Démonstration. On a tout d’abord:

n-1 n-2 n-1 n
x"(a) = Zn—z )a; + Zb—z n-i—l)a.-+Za,-+Zb;,
1=0 i= 1=0 i=0 i=1
soit :
X"(a) = Z(n—z )ai-y + Z(a. 1+b)—Z(n—z)a.-1 + Z (@i-1+b:) + [an-1+b]
i=1 i=1 i=1

Comme on a a;_; + b; < a;—; pour tout i € [1,n — 1] et a; < p pour tout j € [0,n — 2], on
obtient :

n-1 n—1 n-1
XM@) < ) (n—i)aiss + Y a2 + [an—l +bn] < ) (n—i+1l)p+ [an-l + bn] :
i=1 i=1 i=1

Orona Y i) (n—i+1)= ;-‘=2j=m‘f—l)-—1, donc on obtient:

x"(a) < [n(L:'_I_) - 1] p + [an—l + bn] .

'

On en déduit que la relation x"(a) _____n(n +1)

p entraine p < ap—1 +b,. Comme par ailleurs
on a par hypothése a,—; + b, < an—2 < p, ceci entraine a,_; + b, = ap_2 = p.

Réciproquement si on a a,—; + b, = p, d’apres ce qui précede on a a,—; = p. D’apres
la relation a,—2 € --- € a; € ap < p on obtient a; = p pour tout i € [—1,n — 2]. Enfin,
comme pour 7 € [1,n— 1] on a b; < @;—2 — a;—; on obtient b; = 0. Il reste alors:

x"(a) = nz—fn—z a,+2b—2(n—z)p+[an_1+b] [M]p_ﬂ,,

1=0 i=1 =0 =

. . 1
soit x"(a) = n(n—:lp. n
Compte-tenu du fait qu'un (n + 1)-uplet de matrices qui est décomposé de type a vérifie
les relations (2.5) et (2.6) et que celles-ci entrainent les hypothéses du lemme 2.19, on en
déduit immédiatement le corollaire suivant:

Corollaire 2.20. Soit n € N ¢t soit A un (n + 1)-uplet de matrices qui est décomposé de
typc o = (ap: by.ay: ... ; bp,a,) @ lordre n. Si on a ay—y + b, = p la matrice V"(A) cst
injeetive. De plus ccei entraine les relations ag =+ =ay_a =p ¢t by =---=b,_; =0.

Celui-ci entraine la proposition suivante:

Proposition 2.21. Soit n € N ¢t soit (p,q) € N2, Pour x € R, on note [x] Uenticr
1'171171('(I-i(11c1nmi supricur ax. Stonaqg2 (n—1)p+ fp/ﬂ. ¢ ‘est-a-dire ¢ 2 np — E(p/2)
lapplication v§ géncrique est injective sur le schéma E';',"q.
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Démonstration. Il suffit de montrer que la matrice V*(A) associée & un (n + 1)-uplet
général A de [M,,(k)]"*" est injective pour ces valeurs de p et g. Pour cela, considérons les
(n 4 1)-uplets de matrices qui sont décomposés de type a = (ao; b1,a1; ... ; ba,a,) avec
a; =ppouri € [0,n—2], b =0pouri € [1,n— 1], an_1 = [p/2], bn = p— [p/2] = E(p/2)
et a, = 0. Il existe de tels (n + 1)-uplets dés que ’on a ¢ = (n—1)p+ [p/2], et I'application
qui leur est associée est alors injective d’apres le corollaire 2.20. B

Pour n = 3 ce critére entraine que la matrice vp générique de E,,,q est injective si on
a g > 5p/2, c'est-a-dire 4¢ > 10p. Cette borne est moins bonne que celle donnée dans
[MDP-2], qui montre que c’est vrai dés que I'on a 4g > 6p. La proposition 2.21 permet
cependant d’obtenir dans le cas général le résultat suivant:

Corollaire 2.22. Soitn € N et soit (p,q,r) € N*3. Sionaq > np—E(p/2) et (n+1)g >,
la condition (n + 1)q 2 ﬂl‘zﬂlr + p contenue dans la conjecture (C™) est effectivement

nécessaire pour que le schéma E?

pqr SOit irréductible.

Démonstration. La démonstration est identique & celle effectuée dans [MDP-2] dans le
cas n = 3. Sous les hypotheses considérées, 'ouvert sur lequel I'application vg est injective,
c’est-a-dire de rang 1("2—"'1)-17, est non vide d’aprés la proposition précédente. On a de plus
(n+1)q > r, donc 'ouvert sur lequel I’application u} est surjective est également non vide.
Par ailleurs, pour tout module de E;“q on a rgu} +rgvd < (n + 1)g a cause de la condition

u} - v} = 0 qui définit les relations de commutation. Si le schéma E’;q', est irréductible, les

deux ouverts précédents se rencontrent. On obtient alors la condition annoncée. B

On note que dans le corollaire 2.22, I’ordre entre p et g n’est pas précisé. Cependant. cc
corollaire exprime un résultat plus fort dans le cas p € g que dans le cas g < p. On obtient
alors par dualité, & partir de ce que I’on obtient dans le premier cas, I'énoncé suivant :

Corollaire 2.23. Soit n € N et soit (p,q,7) € N*3. On suppose ici n > 1. Si le triplet
(p,q,7) vérific les relations ¢ > min [np — E(p/2),nr — E(r/2)] et (n+1)q 2 max(p,r),
n(n—‘)-}-!_) r+p, Mj-—llp + r|, alors le schéma

' 4

ainsi que la condition (n +1)q < max

E} . posséde plusieurs composantes.

2.3.5 Multirang et type de décomposition.

Nous avons déja vu que si un (n +1)-uplet de matrices 4 = (A4°%...,A") est décomposé
de type a = (ao; by, ay;...;bn, an) & 'ordre n les valeurs des entiers a; et b; sont déterminées

de maniére unique par A. Nous montrons dans ce paragraphe comment on peut les retrouver
4 partir des rangs des matrices A’ ou de certaines matrices par blocs définies a partir d’elles.

Pour ce faire, nous associons a tout (n + 1)-uplet de matrices deux invariants, le multi-
rang toul d'abord puis le type numérique qui lui est équivalent. Le premier invariant étant
semi-continu sur 'espace [Mq',.(lk)] "1 il montre que l'on en établit ainsi une stratification.
Nous montrons ensuite que pour un (n + 1)-uplet de matrices décomposé le type numérique
coincide avec le type de la décomposition, donc fournit dans ce cas une minoration du rang
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de la matrice '™ associée. Cet invariant permet donc de généraliser le type de décomposition
aux (n + 1)-uplets de matrices qui ne sont pas décomposés, mais il ne donne plus dans le
cas général une minoration du rang de la matrice V™.

Rappellons les définitions du paragraphe 2.2.3. On note S™ la matrice (A° X! ... X")
pour n € N et par convention on note S~! la matrice & une ligne et 0 colonne & coefficients

n—2 rn—1 70
dans R{®. Pour n» 2 1 on a posé T" = (5,972 I SO l)tx"n )a soit T! = (iﬂ) pour

0 --- 0 |X°...x"2|xn! ,
= n= 2 !
n=1letT ( X X[ 0 . 0 | X° pour n 2 2. On adopte également

les définitions suivantes:

Définition 2.24. Soit n € N et soit A = (A%---,A") un (n + 1)-uplel de matrices de

méme taille. Pour k € [—1,n] on note si(A) le rang de la matrice par blocs S*(A) obtenue

a partir de S* en substituant les matrices (A%, --- , A¥) auz indéterminées (X°,--- , X*).
Sin > 1, pour k € [1,n] on note de méme 1,(A) le rang de la matrice par blocs

T*(A) obtenue a partir de T* en substituant lcs matrices (A°,--- , AF) auz indéterminées
(XO0.--. , XFk).

Lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible on notera seulement s; et ; les entiers
sk(4) et 1x(A). Pour tout (n + 1)-uplet A on a s_;(A) = 0. On note que pour k < n
on a S*(A%,...,A") = S*(A°,..., A¥) et T*(A°,... ,A") = T*(A°---,AF), donc on a
sF(A0. ... | A") = sF(A°,... , AF) et tF(AC,.-- ,A") = tF(A°,--. , A¥). On pose la définition
suivante:

Définition 2.25. Soit n € N ¢t soit A = (A%---,A") un (n + 1)-uplel de matrices de
méme taille. On appelle multirang de A et l'on note o(A°%,--- , A") ou o(A) le (2n +1)-
uplet d’entiers o = (So;t1,815...5tn,Sn)-

Pour tout couple (p,q) € N2, la définition 2.24 établit lorsque le (n + 1)-uplet A varie
(2n+1) fonctions s et 1) de I'espace []\ﬁf,,,,,(ll\:)]"'*'1 a valeurs dans N, qui sont semi-continues

inférieurement. Le multirang définit alors une fonction de [.-’\lq,,,,(lk:)]n+1 a valeurs dans N2"+!

qui est semi-continue pour ’ordre partiel de N?**! défini coordonnée par coordonnée, c’est-
a-dire défini par:

[(lg.--- Jon) < (mg. - ,mgn)] — [Vi € [0.2n], I; < m,—] .

. e o . 1
Le multirang ¢tablit donc une stratification de I'espace [.’\I,,_,,(k)] mH,

Fixous un (n + 1)-uplet A dans [M,,_,.( :)]"H.Les entiers si(A4) et 7;(A4) vérifient les
relations suivantes:

Lemme 2.26. Soil n € N ol soit A un (n+1)-uplet de matriccs de méme taille. Pour toul
L2 T0.n] en a sg=y(A) < si(A) ef pour tout k € [1.n] on a sp_1(A) + sp—2(A4) < 1x(A4).
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Démonstration. La matrice S¥~! étant une sous-matrice de la matrice S*, la matrice
Sk=1(A) est une sous-matrice de S*(A) et on a s;_;(A) < si(A). De plus la matrice T*

k=1
est en fait une matrice diagonale par blocs de la forme T* = (4;—5—-*%‘—) en posant

k=1
Mk =(0---0]X*), doncon a T*(A) = ( o 2( SMk ) En appliquant le lemme 2.7

on obtient rg T*(A) > rg S*-2(A) +rg S*~1(A), soxt ti(A) = sp-2(A) + 5k-1(A). B

On pose alors la définition suivante:

Définition 2.27. Soit n € N et soit A un (n + 1)-uplet de matrices de méme taille. On
pose ar(A) = sk(A) — sk-1(A) pour k € [0,n] et be(A) = ti(A) — sk-1(A) — sk—2(A) pour
k € [1,n]. Lorsqu’il n’y a pas de confusion on notera simplement ay et by les entiers naturels
ar(A) et bi(A). On appelle enfin type numérique de A et l'on note a(A) l’élément a =
(ao;b1,a1;. . .;bn,as) de N27¥1,

Pour tout couple (p, g) € N*2 le type numérique définit une fonction de [M, p(lk)] "3 va-

leurs dans N?"+!, Les relations qui permettent de passer du multirang o = (so; t1,51;- - -} tn, Sn)
au type numérique a = (ap; by, a;; ... ; ba,a,) sont les suivantes:
(9 7) VkEIIO,‘n]], A = S) — Sk—1

' Vk e [[l,n]] , bk =tk — Sg—1 — Sk-2

compte-tenu de la convention s_; = 0. On note que la suite (ao, a1, -+ , an) est exactement
la différence premiére de la suite (s_1, so, S1,- - - , Sn). C'est-a-dire que l ona:

(ak)keio.n] =0 [(sk)kE[—l.n]] '

Réciproquement, on peut retrouver le multirang a partir du type numcrique par les
relations :

(2.8) {Vkeﬂo’n]]’ Sgk=ap+a+...+ar= Zf_oa,
Vk e [1,n], ti=2(ao+.. +a;c 2) + (ko1 + b)) = 2 02 a; + (ap-1 + bi)

ou pour k = 1 la seconde ligne signifie ¢; = ag + b;. Le type numérique et le multirang sont
donc deux invariants équivalents sur les schémas [M,,(k)] "*1. ils définissent I'un et I'autre
la méme stratification. En revanche le type numérique n’est plus semi-continu pour ’ordre
de N?"*! défini coordonnées par coordonnées.

Définition 2.28. On note respectivement A et S les bijections réciproques ['une de l'autre
dc Z**! dans lui-méme définies respectivement par les relations (2.7) ¢t (2.8) qui permetient
d’éerire ccs relations sous la forme a = A(o) et o = S(a).

Ce sont des bijections & cause de la convention s_; = 0, qui fournit la relation ag = sq.
Le principal résultat de ce paragraphe est la proposition suivante, qui montre I'intérét du
tvpe numérique:

Proposition 2.29. Soit n € N, soit A = (A% -+ ,A") un (n + 1)-uplet de matrices de

méme taille ct soit a = (ag;by.ay;...;bn,0a,) € N1 Sile (n + 1)-uplet -\ est décomposc
de type o a l'ordre n il a pour type numdérique a.
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D’apres les relations (2.8), cette proposition est équivalente au lemme suivant :

Lemme 2.30. Soit n € N, soit A = (A%---,A") un (n + 1)-uplet de matrices de méme
taille et soit o = (sp;jt1,S1;...;tn,Sn) le multirang de A. Si le (n+1)-uplet A est décomposé
de type a = (ao; b1,a1;...;bn,a,) @ lordre n on a:

{Vke l[o’nlla 3k=ao+al+---+ak=2f=oai
Vi€ [1,n], te=2(ao+...+ar2)+ (k1 +b) = 2 Tig ai + (k=1 + bx)

Pour démontrer ce lemme on procéde par récurrence. L’initialisation consiste a calculer

so pour n > 0 ainsi que t; pour n > 1. On a par hypothése so = rg A° = ao. D’autre part,
0
le (n + 1)-uplet A étant décomposé de type (ap) on a d’apres le lemme 2.9 rg (ﬁl) =

rg A® +rg A}, soit t; = ag + b;. L’étape de récurrence est exprimée quant a elle par le lemme
suivant :

Lemme 2.31. Soit n € N*, soit A = (A%---,A") un (n + 1)-uplet de matrices de méme
taille et soit a € N. On suppose que A est décomposé de type (a) et on note A’ son n—uplet
dérivé. On a alors si(A) = a + sk—1(A’) pour tout k € [0,n] et tx(A) = 2a + tx—1(A") pour
k€ [2,n].

Démonstration. D’apres la remarque qui suit la définition 2.24 il suffit dé montrer le résul-
tat pour k = n. On rappelle que pour j € {1,2,3} on note A; le (n + 1)-uplet (A},--- , A?)
et A} le n—uplet (A},---,A?); on a A’ = Aj. D’aprés le lemme 2.11, on a la relation:

57(4y) | 5*(42) )
S"(As)| 0 '

De plus pour j € {1,2,3} on a S"(A;) = (A? 4} ... A7) = (A9 | §"~}(4},---,A]),
c’est-d-dire S"(A) = (A? | S"~1(4})). On a A =0 et A3 =0, donc on obtient:

A3 | S04 [ 0] 57 (4) )
0 |s1(ay) o] o '

sn(A) =1gS"(A)=r1g (

sn(A) =rg (

La matrice A? étant inversible, on obtient en appliquant le lemme 2.7 la relation :
sn(A) =1g AV + rg S"71(AL) = a + 5,1 (A").

Pour calculer t; on se rameéne de méme a k = n, donc on suppose n > 2. D’apres le
lemme 2.11 on a la relation:

T"(4,) | T(42)
h(4) = s T°(4) =18 { o :
3

" 0

Pour j € {1.2.3} on a de plus:

gy (O] 0 [A%]SmRAl) | Ar
T (.4]) = ( 10 l 5'"_3(.4_’,') l 01 | 0 ! l -11;1

J
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donc on obtient :

0 0 A% | Sm-3(AY) | Ar! ”o 0 lo Sn-3(AL) | An?
(A) = g AV S™3(A) | 0 0 Ar 0] S™3(AY) |0 0 A?
- 0 0 0 [S*=3(Ay) A7 T[0 0 0 0 0

0 | S™3(4%) | 0 0 A? ho 0 oi 0 0

En plagant la troisiéme colonne en téte et en supprimant les colonnes de zéros, on obtient :

A 0 0 Sn=3(AY) | AT? 0 Sn-3(AL) | A7?
_ o me|ssan] o A |ssan| o | A
WA= |G 0 [S@ AT 0 0 0
0 0 | S 3(43) 0 A 0 0 0
On note que pour j € {1,2,3} on peut écrire:
0[S AT (L0 e 0 XDttty
Sn—d(A;_) | 0 | A;—' XJI e XJ!“Z | 0 --- 0 | X;l il
0 A? 0 27 A0 : . e o ae
n a de plus 0 A°)= D?*(AY) donc la relation précédente s’écrit :

- D*(A}) | T} (A || T (4))
in(A) =1g ( 0 “ Tn—l(Als) " 0 ) :

Comme la matrice D?(AY) est inversible de rang 2rg A} = 2a, en appliquant le lemme 2.7
on obtient ,(A4) = 2a + rgT""!(A}) =2a + t,-1(A"). W

2.4 Etude de la stratification.

Nous avons stratifié au paragraphe précédent les espaces de matrices [M,,(k)] "+ par
les deux invariants numériques équivalents que sont le type numérique et le multirang. Le
premier des deux varie de fagon semi-continue sur [M, »(k)] "*!donc il montre que I’on obtient
bien une stratification. Le second permet de décrire le type de décomposition d’un (n + 1)-
uplet de matrices lorsque celui-ci est décomposé, donc permet dans ce cas de minorer le rang
de la matrice V'™ associée.

Nous définissons dans ce paragraphe des invariants similaires pour les structures de mo-
dule, qui permettent d'une part de stratifier les schémas E7 et d’autre part de minorer
pour toute structure de module le rang de la matrice 1'* associée. Le principe utilisé pour
construire cette stratification est le suivant. Une structure de module ug de Ef  permet
d’associer a chaque choix de bases de R}, Ep et E; un (n+ 1)-uplet de matrices qui possede
d’apres ce qui précéde un type numérique et un multirang. Ceux-ci dépendent effectivement
des bases que l'on a choisies, mais 1'application qui associe au triplet de bases le multirang
esl semi-continue inférieurement. L’idée consiste alors a définir le multirang de la structure
de module uj comme étant le multirang générique que 1'on obtient ainsi.
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Nous procédons en deux étapes pour faire varier les bases. Nous commencons par faire va-
rier seulement les bases de Ep et E; en laissant fixe celle de R}. Nous définissons alors un type
numeérique et un multirang pour les (n+ 1)-uplets d’applications linéaires qui permettent de
stratifier ’espace [Hom e(Fo, El)]’1+1 (paragraphe 2.4.1). Nous regardons ensuite ce qu'il se
passe lorsque la base de R} varie également, pour aboutir aux multirangs et types numériques
des structures de module ainsi qu’a la stratification des schémas E7 , (paragraphe 2.4.2).

Nous montrons ensuite que pour toute structure de module ug de E7 | il existe des triplets
de bases dans lesquelles le (n + 1)-uplet de matrices qui la représente est décomposé et
posséde le multirang générique. On en déduit alors une minoration du rang de I’application
vg associée a la structure de module ug via la matrice V™.

Nous majorons pour finir la dimension des strates au paragraphe 2.4.4 et récapitulons
tous nos résultats au paragraphe 2.4.5.

2.4.1 Stratification concernant les applications linéaires.
On fixe deux entiers non nuls p et q. On rappelle que I'on a posé Ey = kP et E; = k.

Définition 2.32. Soit n € N et soit w = (w?--- ,w") un (n + 1)-uplet d’applications
linéaircs de Eo dans E,, c’est-d-dire soit w € [Homy(Eo, E, )]"'“.

Pour k € [-1,n] on note si(w) le rang de l’application linéaire par blocs S*(w) dec
(Eo)**! dans E, obtenue a partir de la matrice S* en substituant les applications linéaircs
w' aur indéterminées X'.

Sin 21, pour k € [1,n] on note t,(w) le rang de l'application linéaire par blocs T*(w)
de (Ep)**~! dans (Ey)? obtenue d partir de la matrice T* en substituant les w' auz X'.

Lorsqu'il n’y a pas d’ambiguité on notera simplement s;. et i les entiers si(w) et ti(w).

Définition 2.33. Soitn € N et soit w € [Hom(Eo, E1)]"™*. On appelle multirang de w ct
I'on note o(w) le (2n + 1)- uplet d’entiers o = (sp;t1,51;-.-;1n, Sn) ainsi obtenu. On appelle
type numérique de w et 'on note a(w) le (2n + 1)-uplet a = A(o) associé a o(w).

Si I'on fixe des bases By et By de Ep et E;, chaque application linéaire w' se représente
par une matrice ¥, D’apres le paragraphe 2.2.2, si I’on note 14’ le (n 4 1)-uplet de matrices
(W7,... | 1¥'") les applications linéaires S¥(w) et T*(w) se représentent dans des bases adap-
tées par les matrices S¥(1) et TF(1). On a donc sx(w) = sp(1¥7) et 1x(w) = (W) pour
tout k, donc o(w) = o(¥) et a(w) = a(1¥). Le multirang ou le type numérique définissent
ainsi la méme stratification sur I'espace [Homy(Eo, E;)]"*' que sur I'espace (Mg p(K)] mH,

L’intérét supplémentaire que présente cette stratification dans le cadre des applications
linéaires est que 'on dispose alors d’une liberté sur le choix des bases de Eq et E; pour obtcenir
éventuellement des décompositions comme celles du paragraphe 2.3.2. Posons la définition
suivante:

Définition 2.34. Soit n € N. soif w = (u®,--- .u™) € [Hom(Eo. E))]"™, soit a € N+
¢l s0it k = [1.n]. On dit que le (n + 1)-uplet w cst décomposable de type a a ’ordre
k si ct sculement si il existe des bases By el By de Ey €t Ey dans lesquelles le (n+1)-uplel
des matrices (WO, .-+ (W™ qui reprisentent les w' cst décomposé de type o d lordre k.
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Lorsqu'un (n+1)-uplet w est décomposable il existe en général plusieurs couples de bases
qui fournissent des décompositions. Cependant si c’est le cas, les différentes décompositions
que l'on obtient pour le méme (n + 1)-uplet w sont nécessairement du méme type, puisque
celui-ci est égal au type numérique a(w). Par ailleurs un (n+1)-uplet d’applications linéaires
n’est pas forcément décomposable, ne serait-ce qu'a I’ordre 0. De facon précise, on a en fait
le résultat suivant, qui est une traduction immédiate de la définition 2.14:

Proposition 2.35. Soit a € N?"+! ¢t soit w = (w°,--- ,w") € [Homy(Eo, E;)]"**. On pose
a= (ao; blaal R bma'n)'

i) Le (n + 1)-uplet w est décomposable de type a a l'ordre 0 si et seulement si on a
rgw’ = ap et w' [Kerw®] C Imw® pour tout i € [1,n]. Si tel est le cas, notons respectivement
E{ et E] les sous-espaces vectoriels Ker w® et Imw® de Ey et E, et fizons des supplémentaires
respectifs Efy et EV de EYf de E}. Chaque application linéaire w' pouri € [1,n] se représente
alors comme une application linéaire par blocs sous la forme:

E, EV

i [ wi|ws \ E
w' = T o
w; E!

ii) Sin 2 1, soit k € [1,n]. Le (n + 1)-uplet w est décomposable de type a d l'ordre
k si et seulement si il est décomposable d 'ordre 0 et si on a d’une part rgwh < b; pour
tout 1 € [1,n] avec rgwh = b, et si d’autre part le n—uplet w' = (wi,--- ,wl) d’applications
linéaires de E| dans E] est décomposable a l'ordre k — 1.

De plus, les lemmes 2.9 et 2.31 entrainent immédiatement les résultats suivants:

Proposition 2.36. Soit a € N2"*! ¢t soit w = (u°,--- ,w") € [Homy(Eo, Ey)]"*. On
suppose que le (n + 1)-uplet w est décomposé de type a a l'ordre 0 et on conserve les
notations E}, EY, w} ct w' de la proposition 2.&2.

w

i) Pour tout i € [1,n] on a rgwi = rg D rguw’ et rgwi = rg(w°

w') — rgw®,
soit rgwh = t;(w®,w') —rgu® et rgwi = s;(w’,w') — rgw®. En particulier ces rangs ne
dépendent pas des supplémentaires choisis.

i) Pour tout k € [1,n] on a si(w) = ag + sk-1(w'). Sin = 2, pour tout k € [2,n] on a
't}‘('LU) = ”ao <+ tk_l('w,).

Pour finir, la proposition 2.16 fournit immeédiatement le corollaire suivant dans le cadre
des (n + 1)-uplets d’applications linéaires:

Proposition 2.37. Soit € N***1 soit w € [Hom(Eo, El)]"+l et soit a € N¥t1 Gi [e
(n + 1)-uplet w est décomposable de type o a l'ordre n le rang de lapplication lincairc par
blocs V" (w) dec (Eo)™"t1)/2 dans (E,)"t! cst minoré par \™(a).

2.4.2 Stratification concernant les structures de module.

Nous transportons a présent les notions précédentes aux structures de module. Soit n € N
et (p.q) € N°*. Une structure de module de E}  consiste cn la donnée d’une application
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linéaire graduée u™ : R G E(—1) — E, qui se ramene simplement ici a celle d’une application
linéaire ug : R} Gy Eo — E; puisqu’on est en largeur 2. Ceci revient encore a se donner une
application linéaire 43 : R} — Homg(Ey, E;). Il suffit pour cela de se donner I'image d'une
base de R} par ug. On rappelle que pour P € R} on note p, I'application linéaire ug(P) de
Eo dans E; et P, sa matrice dans des bases fixées de Ep et E;.

Nous adoptons dans tout ce paragraphe la convention suivante qui nous permettra de
simplifier les écritures. Comme l’entier n est ici fixé et que nous ne considérons que des
structures de module de largeur 2, nous noterons respectivement u et u les applications
linéaires ug et uy. Nous posons les notations suivantes:

Définition 2.38. Soit u une structure de module de E;‘,q et soit B = (X%--- ,X™) unc
base de R?. On note 4(B) le (n + 1)- uplet d’applications linéaires (T(X°),--- ,u(X™)) de
Ey dans E,, c’est-a-dire G(B) = (z°,--- ,z") en posant z* = G(X") pour i € [0,n].

Définition 2.39. Soit u une structure de module de E;"q, soit B = (X°---,X™) une base
de R} et soit a € N***1. On dit que la structure de module u admet une décomposition de
type a a ’ordre k par rapport a la base B si et seulement si le (n +1)-uplet d’applications
linéaires W(B) = (2°--- ,z"™) est décomposable de type a a lordre k.

Si on a une telle décomposition avec k = n on dit que B est une base décomposante
pour u.

La proposition 2.37 fournit immédiatement le corollaire suivant :

Proposition 2.40. Soit u une structure de module de E’;q et soit a € N*"*!1. §i y admct
une décomposition de type a @ l’ordre n par rapport a une base B de R} on a rgvg 2 x"(a),
en notant vy l'application linéairc associce @ u = ug par la matrice V™.

A la différence de ce qui se passe pour les (n + 1)-uplets de matrices ou d’applications
linéaires, une méme structure de module peut fort bien admettre des décompositions de
types différents, qui conduisent donc & des minorations différentes du rang de 1’application

n e .
vy associée:

Exemple 2.41. Fizons une base (X,Y,Z) de R? et considérons la structure de module dc
Eg's telle que les applications linéaires (xo,Yo,0) sont données dans des bases fizées par
les matrices A. B.C de l'exemple 2.13. Cette structure admet des décompositions de type
(2,1,1,0,0) i (3,0,0,0,0) @ I'ordre 3 par rapport auz bascs (X,Y, Z) et (Y, X, Z) de R2. On
peut vérifier par ailleurs que la seconde base est mazimisanic pour cette structure de module,
puisqucllc donne s, =3 pour k € [0.n], 11 =3 ¢l t, =6 pour k € [2,n].

Il n’y a donc pas unicité du type de décomposition pour les structures de module. En
particulier, lorsque la base B de R} varie, le multirang «u (n 4+ 1)-uplet &(B) varie aussi
puisqu’il donne le type de décomposition lorsque u(B) est décomposable. Nous posons la
notation suivante:

Définition 2.12. Soil u unc structurc de module dc E',’,‘q ct soit B = (X°--- . X") une basc
dc RY. On pose ' = u(X?) pour i € [0,n]. Pour k € [0,n] on note si(u,B) ¢l ay(u, B)
les enticrs s (W(B)) ¢ ax(@W(B)). De méme. pour k € [1.n] on note tx(u, B) e bi(u,B)
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les entiers 1, (U(B)) et be(@(B)). On note enfin o(u, B) et a(u, B) le multirang et le type
numeérique donnés par les entiers sy, ti,ax et by ainsi définis, c’est-a-dire le multirang et lc
type numérique du (n + 1)-uplet u(B).

Notons B la variété isomorphe & GL(R}) des bases de R}. La définition 2.42 fournit ainsi
des fonctions s, tk, ay et by sur (E7, x B) a valeurs dans N. Les fonctions de type si et ¢, sont

semi-continues inférieurement sur le produit (£ (Aﬂ X B) car elles sont données directement
par les rangs de certaines matrices. Le multlrang et le type numérique définissent donc deux
fonctions de ( E;‘q x B) & valeurs dans N?2"*!  la premiére étant semi-continue pour 1’ordre
partiel de N>"+! défini coordonnée par coordonnée. R

Si I'on fixe une base B de B (resp. une structure de module u de E7 ), les fonctions

précédentes définissent par restriction des fonctions sur E7 (resp. sur B) a valeurs dans N,

les fonctions de type s et t; étant encore semi-continues sur E;.q (resp. sur B). On remarque
que l’entier s,(u, B) est en fait le rang de 1’application u}, donc il ne dépend que de u et pas
de la base B. La fonction définie par s, sur B lorsque I'on fixe une structure de module est
ainsi unc fonction constante, a la différence des autres en général.

Ce qui précede montre donc que ’application de B dans N?"*! qui & une base B associe
le multirang du (n + 1)-uplet %(B) est une fonction semi-continue pour 1'ordre partiel de
N2*+1 défini coordonnée par coordonnée.

Définition 2.43. Soit u une structure de module de E‘,’,"q. On appelle multirang de u, que
l'on note o(u), le multirang générique des couples (u, B) ot B est une base de R}. On appelle
base maximisante pour u une base B de l'ouvert de R} sur lequel le multirang est atlcint,
c’est-a-dirc une base B vérifiant o(u) = o(u, B).

On appclle type numérique de u, que l'on note a(u). ’élément a de N*"+! défini
par a = A(o); c’est également le type numérique a(u, B) lorsque B cst une base de R}
marimisantc pour u.

D’autre part, soit 0 € N?"*! et soit B € B. L’ ensemble des structures de module w
qui vérifient o(w,B) 2 o forme un ouvert Up, de E;‘qr sur lequel on a o(w) > o. En
particulier, si u est une structure de module de multirang o et si B est une base maximisante
pour u, 'ouvert Ug, est un voisinage de u sur lequel on a o(w) 2 o(u) = o. La fonction
de E’;‘,q dans N?"*! qui associe & une structure de module son multirang est donc semi-

continue inférieurement sur E et le multirang définit une stratification de E} . Comme
on ne s’intéresse ici qu’a des questions de dimension, on peut se contenter de stratifier
topologiquement I'espace affine E7 . On pose alors la définition suivante:

Définition 2.44. Soit n € N, soit a € N*"*! ¢t soit 0 = S(a). On note U} (a) le sous-
schema de E;'q formée par les structures de module de multirang o, c’est-a-dire de typc

numdr iqur a. muni de sa structure r¢duite. On appellc strates dc I} les schémas localement

Jeri s U7 ().

Dans le cas n = 0, la stratification que l'on obtient ainsi est particulierement simple a
décrire. Une structure de module de E° consiste simplement en la donnée d’une application

linéaire @9 : RY — Hom(Eo, E,), c est-a-dlre en la donnée d'une application linéaire 2 :
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Ey — E,. Le multirang du 1- uplet (zJ) coincide alors avec la donnée du rang de z$ de méme
que son type numérique. On retrouve alors la stratification bien connue de Hom(Ey, E;)
par le rang; cette remarque nous servira dans la suite pour initialiser les récurrences.

Nous posons enfin la définition suivante:

Définition 2.45. Soit n € N, soit a € N*"*!| soit 0 = S(a) et soit B € B. On note
Up,(a, B) l'intersection de U} () avee l'ouvert Upq, c¢’est-a-dire l'ouvert de U () formé
par les structures de module w qui vérifient o(w, B) 2 0. C'est encore l'ouvert de U} (a)
formé des structures de module pour lesquelles la base B est mazimisante.

On a alors le résultat suivant:

Lemme 2.46. Soit n € N ¢t soit a € N***!. Les ouverts U} (o, B) sont tous isomorphes
entre cuz et recouvrent U} () lorsque la base B parcourt B. En particulier si Uy (a) est
non vide ils ont tous la méme dimension que U (a).

Démonstration. Le groupe GL(R}) opére sur E';'q de la fagon suivante. A g € GL(R}) et

a une structure de module u de E‘;‘,q correspondant a ’application @ : R} — Homg(E, E,),
on associe la structure de module w = g(u) définie par @ = & o g. Cette action transporte
I'ouvert Uy (e, B) sur Up, (a,97'(B)) pour tout B € B, donc elle laisse stable la strate
U2, () et agit transitivement sur les ouverts U’ (o, B). On en déduit que ces ouverts sont
tous isomorphes entre eux, donc ils ont tous la méme dimension. Comme ils recouvrent
Uy,(a), si ce schéma est non vide ils le sont aussi et leur dimension commune est alors celle

de Uy, (o). m

2.4.3 Existence de décompositions pour les structures de module.

D'apres la proposition 2.40, pour obtenir une minoration du rang de l'application v§
associée a une structure de module v = ug il suffit de trouver une base B de R} qui est
décomposante pour u. Nous montrons en fait dans ce paragraphe le résultat suivant:

Proposition 2.47. Soit u une structure de module de E . Toute base de de R} qui cst
mazimisantc pour u est cgalement une base décemposante pour u.

En d’autres termes, si on note o le multirang dec u et si B est une base de R} qui vérific
o(u, B) = o, le (n + 1)-uplet dapplications linéaires u(B) est décomposable de type a a
I'ordre n, ou a = A(0o) est le type numérique de u. Nous avons vu dans ’exemple 2.41 qu’il
pouvait exister des bases décomposantes qui ne sont pas maximisantes, donc la réciproque
de cette proposition n’est pas vraie. La proposition 2.47 entraine le corollaire suivant :

Proposition 2.48. Soit u = ug unc structure de module de I . soil a son lype numérique

¢l soit vy Uapplication lincaire associce a uf par la matricc 1", on a rgvg 2 \"(a).

La proposition 2.47 sc démontre par récurrence sur n. Pour n = 0 il n’y a rien a montrer.
L’étape de récurrence est résolue par le lemme suivant :
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Lemme 2.49. Soit n € N* €t soit u unc structure de module de E’,’,"q de multirang o ¢t dc
type numcrique a. On pose 0 = (Sp; 11.51; *+ ; In,Sn) €t @ = (ao; by, ay; -+ + ; bn,ay,). Soit
B =(X%...,X") une base de R} mazimisante pour u. On note B’ la famille (X*,--- ,X™)
et on note (R}) lc sous-espace vectoriel (X',--- ,X™) de R} engendré par B'. On rappclle
que le type dérivé de o est l'élément o' = (a;; by,az; -+ ; bn,an) de N?*~1. Pouri € [0,n] on
note r* 'application linéaire U(X*) de Eo dans E, définie par u. On pose enfin EYf = Ker z°
et E{ = Imz° et on fire des supplémentaires respectifs Ey et E{ de E{ et E| dans Eq et E,.
On a alors les résultats suivants :

i) Le (n + 1)-uplect d’applications linéaires z = u(B) = (z°,--- ,z") est décomposable dc
typc a @ l'ordre 0, c’est-a-dire on a rg 2° = ag et chaque application linéaire z* pouri € [1,n]
s €crit par blocs sous la forme:

E} EI

i_ [Tz E
T = s 0 " "
33 El

ii) De plus on a rgzh < by pour tout i € [1, n]] avec rgz) = b;.
m) Enfin sin > 1, la structure de module u' de E;'o o_ay dEfinie en posant u’(X') = 5!
pouri € [0.n — 1]| a pour type numcrique o' et la base B’ est mazimisantc pour u’'.

Démonstration. Notons L le sous-espace vectoriel Imu de Hom(Ey, E;). La base B étant
maximisante pour u, l’application linéaire z° est de rang maximal dans L, égal & so = ap.
Le lemme 2.5 appliqué en posant w = z' et v = z° montre que pour tout ¢ € [1,n] on a
z(EY) C E}, ce qui prouve le point i).

D’apres la proposmon 2.36 i), pour tout i € [1,n] on a rgz) = t,(2%x ) — s0. On en
déduit d’une part qu'on a rgzh < t; — so = b, pour tout 7 € [1,n], et d’autre part quon a
rgzr} = b car la base B est maximisante pour u donc on a 1,(z° ') = 1;. Ceci prouve le
point #i).

Supposons ensuite n > 1 et notons z’ le n—uplet d’applications linéaires (z3,-- ,z3) de
Ej dans Ey. D'apres la proposition 2.36 i) pour tout k£ € [1,n] on a sp—;(z) = sk(m) — s
et pour tout k € [2,n] on a t;_;(z’') = tk(z) — 2s0. Comme la base B est maximisante
pour u on a si(z) = sk et tx(z) = 1 pour tout k, donc on obtient si_;(z') = sp — so et
ti-1(z") = 1 — 250 pour tout k.

Par ailleurs soit (Y'!,--- ,¥™) une base de ’espace vectoriel (X'!,--- , X™) = (R})". Posons

Y0 = X° la famille (Y°,Y!,.--,}™) forme une base de R}. Pour i € [0,n], notons ¥
I'application linéaire @(}") de Ep dans E;. L'application linéaire y° = z° est de rang maximal
dans 1'espace vectoriel Imu = (y°,---,y") = (z°--- ,2"). D’aprés le lemme 2.5, on en

déduit que pour tout i € [I,n] on a y'(Kery®) C ImyP, c'est-a-dire y*(Ey) C Ej. Ceci
signifie exactement que le (n 4+ 1)-uplet d’applications linéaires (y°,...,y") de Eo dans E,
est décomposable de type a a l'ordre 0. En appliquant de nouveau la proposition 2.36 i7) on
obtient que pour tout k € [1,n] on a sk-1(y¥’) = sk(y) — so et que pour tout k € [2,n] on
a tr_1(¥") = tx(y) — 2 sp. Par définition du multirang on a de plus si(y) < sk et 1x(y) < 1k
pour tout k. donc on obtient sy (y’") < sk — so et 14-1(¥") £ 14 — 250 pour tout k.

On cn déduit que le multirang o’ de u’ est donné par:

o = ((31 —S0); (1a—2s0), (s2—80) ;5 =+ 5 (tw — 250) , (Sn-so))
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et que B’ est une base maximisante pour u’. On obtient alors immédiatement par les formules
(2.7) que le type numérique associé a o’ est le type dérivé a’ de a.

Le lemme 2.49 entraine également le résultat suivant:

Corollaire 2.50. Soit n € N, soit u une structurc de module de E;"q et soit a € N2+H!
son type numcrique. On pose @ = (ao; b1,@1; ... ; bn,an). Les entiers a; et b; vérifient les
relations (2.5) et (2.6) ainsi que la relation:

(2.9) Vi € [[l,n]], a;+b; <a;i_;.

Les relations (2.5) et (2.6) sont évidentes a partir du lemme 2.49: soit B une base maxi-
misante pour u, le (n + 1)-uplet u(B) est décomposable, donc a est également le type de
décomposition d’un (n+ 1)-uplet de matrices. En revanche, la relation supplémentaire (2.9)
n’est pas vérifiée en général par les types numériques de (n + 1)-uplets de matrices ou d’ap-
plications linéaires, méme lorsque ceux-ci sont décomposés ou décomposables. Ceci signifie
que les types numériques de structures de module sont des types particuliers parmi les types
numériques de (n + 1)-uplets de matrices.

Démonstration. A cause du point i1i) du lemme 2.49 il suffit de montrer que l'on a
a; + b; < ap. D’apres le point i) du méme lemme, si 'on fixe des bases By, By, By et By
des espaces vectoriels Eo, Ey, Ej et E} 'application linéaire z! se représente par une matrice -

o (X X3
de la forme X = ()‘31 0
lemme 2.7 on a rg X} 2 rg X} +1g X} =b; +a;. Oron a rga! = rg X! < rgz® = qp, d'olt
le résultat. ®

) avec rg X = rgzl = b; et rg X] = rgz} = a;. D’aprés le

2.4.4 Majoration des dimensions des strates.

Pour majorer la dimension des strates Uy () on procede une fois de plus par récurrence.
Cependant, a la différence des récurrences précédentes qui étaient immeédiates, celle-ci né-
cessite d’étre explicitée, aussi nous commengons par énoncer séparément un lemme qui regle
seulement 1'étape de récurrence.

On remarque cependant que pour n = 0 la dimension des strates est facile a calculer
exactement. On a a = (ao) et le schéma U7 (a) est isomorphe au sous-schéma localement
fermé de M, , (k) sur lequel le rang est égal & ap, qui est de dimension (p + ¢ — ao) ao; ceci
permet d’initialiser la récurrence. Pour eflectuer 1'étape de récurrence nous utiliserons le
lemine suivant :

Lemme 2.51. Soit n € N* ¢f soil a = (ap; by.ay; -+« i by.ay) € N*"+*1. On note o' le typc
dérivd de a, ¢'csl-a-dirc o' = (ay; bevaz: -+ j by ay). Onoa:

dim [l";,",,(a)] < dim [U;’o";_ao(a’)] + [(q +p—ag)ag+nag* +nb (p—1b — a,)] .
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Démonstration. On fixe une base B = (X°,--- ,X™) de R}. D apres le lemme 2.46 il suffit
de calculer la dimension de I'ouvert U7} (o, B) de Uy (). On note B’ la base (X1, A
de la sous-algébre (R")' = k[X!,---,A™] de R". "{a base B étant fixée, se donner une
structure de module u de E,, ¢ équivaut a se donner le (n + 1)-uplet d’applications linéaires
4(B) = (z°%--- ,z"). On consideére alors la projection :

. | Upg(@, B) = Homy(Eo, E)
P u = 20 =7(XO) .

D’apres la définition du schéma U} (e, B) cette fleche est a valeurs dans le sous-schéma
localement fermé de Homy(Eo, E1) sur lequel le rang est égal a ao, qui est de dimension
(p + g — ao) ap. Si on majore la dimension des fibres de p par un entier d, on obtient:

dim U} (e, B) < (p+9q—ao)ao + d,

soit dim U} (a) < (p+g—ao) @ + d. Pour prouver le lemme 2.51 il suffit alors de montrer
que pour tout z° € Homy(Eo, E;) de rang ap on a:

dim p~!(2%) < dim [UZ2_,,(e")] + [n ao® +nb; (p—b; — al)] ,
c’est-a-dire qu'on a dim p~!(z°) < dim [UL ), (e')] + nbi (p — b1) + n (ao® — a1by).

Fixons un élément ° de Hom y(Eo, E;) de rang ag et soit § la dimension de p~!(z°). En
fixant z°, on fixe aussi les sous-espaces vectoriels Eff = Ker (z°) et E; = Im(z°) de Ep et E;.

. Pour eﬁ'ectuer le calcul de 4, choisissons des supplémentaires E'(’, et EY respectifs de Ej et Ej.
Si (z!,--- .2™) appartient a p~1(z?), c’est-a-dire si T = (2°, z™) appartient a U q(a B)
d’apres le lemme 2.49 chaque application linéaire z* pour 7 € | [1 n]| se représente comme une
application linéaire par blocs de la forme:
Ey Eg
N EIEAY:
zy | 0 ) E}

Un élément de la fibre p~!(x°) est donc entiérement décrit par la donnée des 3n applica-
tions linéaires z} pour 7 € {1,2,3} et j € [1,n] et cette fibre est isomorphe & un sous-schéma
de I'espace [Homk(E{,,E')] x [Hom( E(’,’, E" x [HomL(E’ EN]".

Si I'on assimile I'algebre (R*)' = k[X*,--- , X"] & R*" = k[X",--- . X""!], on obtient
trois structures de module u; appartenant respectivement a E;‘;ao, E;‘_'ao ao €t E,’,‘o'q —ap €N
posant (X" ) = 7"“ pour j € {1,2.3} et 7 € [0,n — 1]. Notons respectivement E,, E; et E;

les schémas E7- alo, Er-y ao €t En-1_. . Notons également q; pour j € {1,2,3} la projection:

g . |P7 (@) = E
/ u
La donnée des trois structures de module u; = q;(u) détermine entierement la structure de

module u, donc la projection (q;.q2,93) : p~' (%) — El N L» X D, est en f'ut une m3c=ct:on
ct la fibre p~!(2?) se réalise également comme un sous-schéma du produit Ey x E; x Es.
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Pour étudier la dimension de la fibre p~!(z°), nous commengons par regarder comment
on doit choisir les structures de module données par u; et us, c’est-a-dire comment on doit
choisir les applications linéaires z} et zi pour i € [1,n], puis nous regardons comment choisir
la structure de module u; lorsque u; et uz sont fixées. En d’autres termes. nous considérons
la projection: L

-1(..0
0= (2. 05) : [ p~i(z°) — E,an]

(ula Uz, U3) — (u27 u3)

et nous majorons successivement la dimension de son image puis celle de ses fibres. Si §’ est
un majorant de la premiére et si §” majore les secondes, on a § < 8’ + ¢".

D’apres le lemme 2.49 iii) la structure de module u3 appartient au sous-schéma localement
fermé Uy, ql_ao(a B') de E7;_,,- On en déduit que la dimension de I'image de la projection
qs est majorée par la dimension de Ul ), (o', B'), qui est également celle de U, (o)
d’apres le lemme 2.46.

La structure de module u; est définie quant a elle par la donnée du (n + 1)-uplet
d’applications linéaires (z3,--- ,z}). D’apreés le lemme 2.49 ii) on a rgzh < b, pour tout
i € [1,n], donc la dimension de I'image de la projection gz est majorée par la quantité
nby (p — b;). On en déduit que I'image de la projection q = (g2,q3) est majorée par la
quantité §' = dim U, (a’) + nby (p— by).

Pour montrer le lemme 2.51, il nous suffit donc de montrer que pour z° € Hom(Ey, E,)
de rang ap la dimension des fibres de la projection g est majorée par n (ag? — a1.b;). Remar-
quons ici que cette dimension est majorée de facon évidente par §” = nao?, ce qui fournit
déja une premiére majoration de la dimension de la strate U} (o), mais nous recherchons ici
une majoration plus fine.

Fl\onq 2% € Homk(Eo, E,) de rang ap et fixons (ug,u3) € Imgq. Pour tout 7 € [1,n] on
argzh < by et rgal < a; avec rg:r2 = by et rgz3 = a;. Nous commengons par montrer que
pour calculer la dimension de q~!(uz,u3) on peut se ramencr au cas ol l'on a rgzh = b; et
rg x5 = a; pour tout i € [1,n]. Soit A € k; on pose Y = X! + AX* pour tout i € [2,n]
et on pose Y! = X!. La famille (Y?,--- ,Y™) forme une base de I'espace vectoriel (R}) =
(X1,-++,X™) et la condition (us,us) € Imq entraine également que pour tout 7 € [1,n] on
argyl < by et rgyl < a;. Pour A general dans k on obtient alors rgyi = b; et rgyi = a;
pour tout ¢ € [1,n]. De plus les A qui vérifient cette propriété sont entierement déterminés
par la donnée de us et us.

Fixons donc un tel ), ce qui revient a fixer la base (Y?,--- ,¥™) de (R})". La structure
de module u; est définie aussi bicn par la donnée du n-uplet (2!,---,z") que par celle
du n-uplet (y!,---,y") d’applications linéaires de E} dans Ej. Pour se donner un élément
de la fibre q7!(ua,u3), c’est-a-dire une telle structure de module uy, il suffit donc de se
donner chacune des applications y'. Ceci revient & considérer successivement chacune des
projections:

q—1(112.113) — HOI’I‘][,_(E(’,E{)
(ui.--- 91) = u

5 :

ddéfinies pour 7 € [1,n]. Si I'on majore la dimension de I'image de chaque projection s; par
un entier d;. on en déduit que I'on a dim [q'l(ug,u;,)] < YL, &. Il suffit donc pour concluw
de montrer que la dimension de I'image de chaque ])IOJGCIIOII s; est majorée par ag? — a; by.
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Fixons i € [1,n] et u € q~*(uz,u3). L’application linéaire y* = 4(Y?) de Ey dans E; est

définie par blocs par: E, EV

i (s =

y = 1 "

Y (ys 0 ) Ej
et elle vérifie rgy’ < rgz® = ap. Les applications y} et yi sont fixées de rang respectifs b
et a;. Choisissons alors des bases B}, By, B; et By des espaces vectoriels Ey, Eg, E| et EY
de sorte que les derniers vecteurs de B, (resp de B 5) forment une base de Ker y3 (resp. de
Keryi) et que les premiers vecteurs de Bj (resp. de BY) forment une base de Imyj (resp. de

Imyi). L’application linéaire y' se représente dans ces bases par une matrice par blocs de la
forme suivante, ou I’on indique les dimensions de chaque bloc:

a) ap—a; by p—ao-b
1 1 1
1,1 L2 ||A2 0 by
Ai = ‘1’3 ‘1'4 0 0 ao—bl

Al 0 0 0 ay
0 0 0 0 g—ap—a;

Dans cette écriture, les matrices A} ; et A}, sont des matrices fixées inversibles, de rangs

respectlfs b, et a;. Se donner l’a.pphcatlon linéaire yi revient & se donner les quatre matrices

pour j € [1,4]. D’apres le lemme 2.7 on a rgA* > rg 421 +r1g 43, + rg A ,, donc

rg —'11 4 S rgA — a; — b;. Comme on a par ailleurs rg A’ = rgy’ < rgz® = ap, on obtient
rg A} 4 < ao — a; — by. Soit alors S; le sous-schéma du produit :

Albhﬂx(k) X ]Mbl ,20—2aj (]k) X ]uao-bhal(lk) X A{Go—bl ,ao—a,,(lk)

formé par les quadruplets (M, M, Mz, My) qui vérifient rg My < ap—a; —b;. La codimension
de S; dans le schéma M,, 4, est uniquement déterminée par cette condition sur le rang de
My, donc elle vaut a, b; et le schéma S; a pour dimension ag? —a; b; . L’'image de la projection
s; étant contenue dans un schéma isomorphe au schéma S;, on obtient que sa dimension est
majorée par ag® — a; by , ce qui prouve le résultat annoncé. m

On déduit du lemme 2.51 le résultat suivant:

Propositian 2.52. Soitn € N et a = (ao; by, a1; -+ ; bn,a,) € N***1. La dimension de la
strate U7 (a) est majorée par 63 (). en posant:

n-2 n ”
5’ = an + [pao —an ] +Za,~ [’Z (a;i — a.,-):| +Z(1‘1 —i+1)b;(ai—2 — a; = b;).
=0 1=0 ) =142 i=1

Remarque: Dans le cas n = 3. cette majoration est plus fine que celle annoncée dans la
Note {Gin] (Corollaire 6.2), qui ne tenait pas compte du terme — Y% (n — 7+ 1) b; a;.
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Démonstration. On procede par récurrence. Pour n = 0, soit ap € N et soit @ = (ap). Si
ap > min(p, q) la strate U° ,(@) est vide. Si ao € ﬁO min (p, ¢)] nous avons de_]a \u que l'on
adimUJ (a)=(p+q- ao) ao = qao + [pao — a?), c’est-a-dire dim U, (a) = 6 (a).

Soit ensuite n > 1, soit a = (ao; by,a;; -+ ; bn,a,) € N2**1 et soit o' le type dérivé de
a. Le lemme 2.51 donne.

dim [U} ()] < dim [UZ71 . (e")] + [(a+ P — a0)ao + nao® + nbi (p— a1 — by)] .
En tenant compte de la convention a_; = p, ceci s’écrit :
dim [Up ()] < dim [UZ7)_,.(e")] + gao+ pao + (n — 1) ao® +nby (a_y —ay —by).

Par hypothése de récurrence on a dim [UL_,, (o’ )] 611 o(@’). On rappelle que I'on a

o' =(ay; ba,az; - ; by,ays), donc on obtient:

n n-2 n n
5:{.,_ao (@) = (q—GO)Z a;+aop al_an2+z a; |;Z (a; — aj):l +Z(n—i+1) b; (ai—2—ai—b;).

i=1 =1 j=1+2 =2

Notons A la quantité 4, ql_ao( a')+qag+pag+(n—1)ap?+nb; (a-; —a; —by), on obtient :

=4q ao+i a.] + [pao—an’] + ao [(n—l)ao—iai-i-al]
i=1

i=1
n-2 n n

+Za,- ['Z (a,-—aj)} +Z(n -1+ l)b,-(a,-_g - a,--—b,-).
i=1 =142 i=1

Oron a (12—1)a0—-2a;+a1 (n—l)ao—Za. Z ap — a;), donc on obtient:

1=1 1=2 i=2
n n-2 n

A:ani [pao-—an]+2a,|; -—aj)]+Z(n—i+1)bi(a;_2—ag—b,~),
1=0 1=0 =142 i=1

c’est-a-dire A = §7 (), ce qui démontre le résultat. W

2.4.5 Récapitulation.

Fixons n € N et (p,q) € N*2. Nous venons de définir sur le schéma E’;‘_q deux invariants
équivalents, le multirang et le type numérique, qui sont chacun formé par une liste de
(2n + 1) entiers naturels. Le premier varie de facon semi-continue sur E , donc montre que
I'on ¢rablit ainsi une stratification de E" Le second permet quant a lui de minorer le rang
de I'application linéaire 10 associée a chaque structure de module ug via la matrice 17",

Soit a = (ao, by,ay; -+ ; by,a,) € N1 On note l,’,‘_q(o) le sous-schéma localement.

fermé de ].;,’ o Sur lequel le type numérique est égal a o. Si a est le type numérique d’unc
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structure de module, dapres le corollaire 2.50 les entiers a; et b; vérifient les relations (2.5).
(2.6) et (2.9), c’est-a-dire vérifient les relations:

0€a, <...€a1 K q .
(2.10) =0
Vi€ [1,n], 0 < b; < min(ai-3 — ai—y.ai—1 —a;).

N
Q
L
Il
=
8
N
Q

Si la structure de module uj a pour type numérique a, I'application linéaire vg qui lui est
associée vérifie rgvy 2> x"(a), en posant x"(a) = "o (n—1)a;i+ X, b;i. En particulier,
si on a \y"(a) = "("'H) 2=l p la matrice v§ est injective. Cette relation x"(a) = "("H) —=—p est
équivalente a a,.-1+b,, = p;elleentraine quel'onaa;_; = pet b; = 0 pour tout : € [[0 n —1].

On pose alors la définition suivante:

Définition 2.53. On note A} l'cnsemble des éléments a = (ap; by,ay; - ; bnyan) dc
N2+l gui vérifient les rclations (2.10). On note m le sous-ensemble de A7, form¢ dcs
¢léments qui vérifient de plus a,—; + b, < p.

Enfin la dimension de la strate U} (a) est majorée par la quantité d; (a), en posant:

5ﬂq(a) =q Za;-}- [P“O—an2] +ia,- ['Z (a,,'-—aj)jl +Z(n—i+])b,-(a,-_2—a,-—b,-).

1=0 j=i+2

On note que la quantité x"(a) ne dépend que de I'enticr n, tandis que la quantité &7 (o)
dépend également de p et q.

Cectte stratification des schémas E,’,"q permet de montrer les théorémes 1 et 2 de ’intro-

duction de la facon suivante. Fixons (p,q,7) € N*3 et considérons le schéma qu, Celui-ci

étant isomorphe au schéma E;‘qp on peut supposer que l'on a p < r. On considére alors
la projection 7§ de qu , sur E" La fibre d'une structure de module u§ de E" par cette
projection est deﬁme par la 1e1atlon u} o v = 0, donc est un espace vectoriel de dunensxon
T X [(n. +1)g —1rg vo]. Si I'ouvert de E,’_,“q sur lequel I'application v§ est m_]cctne cst non
vide, I'adhérence C} de son image réciproque par 73 forme une composante de E;,‘q » qui cst
génériquement lisse et de dimension:

n(n+1)

Ap,g,r)=(n+1)pg+(n+1)gr —

T

Par ailleurs. pour tout a € A® ['image réciproque de la strate U'? (a) de L" ar = ost
1 g Py rg 0

un sous-schéma de E,’,', » de dimension majorée par &, (a)+r X [(71+1') g—\"(a )] Si a vérifie

. _ -_— =1
(y—y + b, = p. c’est-a-dire si a € qu N Az, le schéma (7p) ( ,’,‘r(a)) est contenu dans

Cy. Pour montrer que le schéma Em est irréductible. il suffit de montrer qu'il ne contient

Paq.r
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pas d’autre composante que Cj. Comme la dimension de chacune de ses composantes est
minorée par A"(p,q,r), il suffit de montrer que si a € A} on a:

Gpqe(@) + (n+1)gr—rx"(a) < A%(p,g,7),

c’est-a-dire r x [1("—.‘;*-1)-;)— x"(a)] < [(n+1)pg— 62 (a)]. On pose alors la définition
suivante:

Définition 2.54. Soit n € N, soit (p,q) € N*? ct soit a € A . On pose:

@)= [in+ 1m0 = 0] - [2EED - xv(a)

Ce qui précede se résume par la proposition suivante:

Proposition 2.55. Soit n € N et soit (p,q,r) € N*® vérifiant p < r. Si on a p(a) > 0 pour

tout o € Ay le schéma E;,q,r est irréductible.

Si p et g sont fixés, on obtient que le schéma E;"q',.

e min [(n+1)pq—6;:,,,(a)}
e | 2oty xn(a)

est irréductible des que I’on a:

On est ainsi ramené & un probléme purement numérique qui revient peu ou prou a calculer
I’expression de droite.

Par ailleurs que E;“q'r soit irréductible ou non, la stratification de E;.q que I'on a établit

fournit dans tous les cas une majoration de sa dimension. En cffet. pour a € A; ; la dimension
de I'image réciproque (73)~" (U () est majorée par 87 (o) +(n+1)gr —rx"(a). Or les

schémas (77)~! (U? (a)) recouvrent E™ _ lorsque a parcourt A", donc on obtient :
0 P\ P 9

dim E* . < (n+1)gr + Max a€hn [62 (@) — X" ()] .

p7q|r

Posons alors la définition suivante:

Définition 2.56. Soitn € N, (p,q) € N*? ¢t soita € A} . On pose v(a) =r\"(a)-d7 (a).
¢est-a-dire v(a) = p(a)+ (n+1)p[% - q] .

La dimension du schéma E,’,‘_q_,. cst alors majorée par [(n + 1)gr — minaeﬁ;q (a)] pour
tout triplet (p. ¢,7) € N*3. Le module nul est le seul module de E;‘.q de type de décomposition
ao = (0,---,0). Le sous-schéma fermé C} = (73)7'(0) = (7§) ' (Us,) est un espace affine
isomorphe a E,"’, donc est irréductible lisse et a pour dimension {n+1)gr. On peut d’ailleurs
vérifier que 1'on a 17(ag) = 0. Si I'on montre que pour a # ap on a 1/(a) 2 0 (resp. 1/(a) > 0).
on obtient que la dimension du schéma E';’,"q', est exactement (n + 1)gr et que €} en forme
unc composante de dimension maximale (resp. qui est la scule composante a posséder cette
dimension). On pcut formuler ces remarques de la fagon suivante:
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Proposition 2.57. Soit n € N ¢t soit (p,q,7) € N"*. On suppose que l'on a p < r.

i) La dimension du schéma E . est majorce par (n +1)qr — min ;. v(a).
i 7.9

ii) Si on a v(a) 2 0 pour tout o € A3, lc schéma E;,"q_, est de dimension (n+ 1)gr ct le
fermé CT dcfini par ul = 0 est une composantc atteignant cctte dimension.

iii) Si on a de plus v(a) > 0 pour tout a € A}~ {ao}, la composante C}' cst la seule de
dimension (n + 1)gr.

Comme toutes les composantes du schéma ET;"q', sont de dimension au moins égale a
A"(p,q,7), les points 7) et i) ne peuvent se produire que si I'on a A*(p,q,r) < (n + 1)gr,
c’est-a-dire si on a ¢ < nr/2; le schéma E7, . possede nécessairement dans ce cas plusieurs
composantes.

Pour démontrer les théorémes 1 et 2 généraux de l'introduction, on est donc ramené a
deux problémes purement numeériques, qui consistent a calculer respectivement les entiers
p# = min ez (#()) et v = min sean ~{ao) (v(a)) lorsque le triplet (p,g,7) est fixé. Pour
obtenir les résultats du théoreme 1 il suffit d’avoir 4 > 0, et pour le théoreme 2 il suffit
d’avoir selon les cas v 2> 0 ou v > 0.

2.5 Un changement de variables.

Pour calculer les deux entiers 4 = min ,¢zz~ (u(@)) et v = min sean {ag} (¥(@)), il est
essentiel d’exprimer de la fagon la plus pratique possible les relations (2.10) qui définissent
les ensembles A7 et :&;,‘_q c’est-a-dire de les exprimer sous une forme qui conduise naturelle-
ment a des minorations et majorations. En considérant les relations (2.10), on voit qu’il est
judicieux de considérer le changement de variables consistant a prendre la différence premiere
de la suite:

(p=a12a2a12 2 2 anp1 =0).

Comme on le verra dans la suite, les calculs qui sont nécessaires pour traduire les expres-
sions u(a) et v(a) par ce changement de variables sont assez fastidieux. Ce changement est
cependant un préalable indispensable pour pouvoir réaliser I'étude numérique suggérée dans
les propositions 2.55 et 2.57, dans la mesure ol lui seul permet de rendre exploitables les
relations (2.10). Nous posons la définition suivante:

Définition 2.58. Soit a = (ag; by,a;; -+ ; bn,an) € N**+1. Pour i € [0,n + 1], on noic ¢;
I'entier a;—; — a;, avec les conventions a_y = p ¢t apyy =0, donc cg = p — ag € ¢y = ay.
On notc 4 (a) ou v s'il n’y a pas d ‘ambiguité l'élément (co,- -+ ,Cnt1; b1, -+ ,bn) de N*"+2,

La donnée de 4 est équivalente a cclle de a, car on retrouve les entiers a; par sommation.
On note toutefois que 7 consiste en la donnée de (2n +2) entiers, et non (2n+1) comme pour
les invariants a et o précédemment définis. La relation E:;Ul ¢ = a_j; — Qu41 = p montre
que 1'un des entiers ¢; est en fait superflu car n’importe lequel d’entre cux est déterminé par
tous les autres. Nous définissons cependant I'invariant 4 sous cette forme redondante car
pour démontrer le résultat sur 'irréductiblité nous ne nous servirons pas de 'entier ¢, 4.

tandis que pour les résultats concernant la dimension ce sera I'entier ¢p qui nous sera inutile.
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Dans ce paragraphe, nous traduisons en fonction des entiers b; et ¢;, c’est-a-dire en fonc-
tion de I'invariant +, les deux problemes numériques contenus dans les propositions 2.55 et
2.57. Nous traduisons ainsi successivement les relations qui définissent les ensembles A7 et

E (paragraphe 2.5.1), puis la valeur de p(a) (paragraphe 2.5.2) et celle de v(a) (para-
graphe 2.5.2).

2.5.1 Traduction des contraintes.

Nous commencons par traduire les relations (2.10) en fonction des entiers b; et ¢;, c’est-
a-dire en fonction de 4. La relation 0 = an41 € an < - € a1 € go € a-; = p équivaut
a ¢ > 0 pour tout i € [0,n+1] et 37 ¢; = p. Pour tout i € [1,n], la relation b; <
min (ai-2 — a1, a;—; — a;) équivaut & b; < min (¢i-1,¢).

Enfin la relation ¢ > Y ', a; peut se traduire de deux facons différentes, qui nous seront
toutes deux utiles selon que I’on s’intéresse a 1'irréductibilité ou a la dimension. Tout d’abord,

pour j < k on a par intégration la relation Z,_J ; = a;—; — ag. On en déduit les relations

aGr=a.1—h o ci=p—Yroc et aj = i e1Cit anpr = Yioi,; 6. On a donc d’une
part:
n n k
Zak=(n+1)p—ZZc. (n+1)p ZZC,—- n+1)p Z(n+1—i)c.-.
k=0 k=0 i=0 1=0 k=i 1=0
D’autre part, comme on a p = Y775 c;, on obtient:
n n+1 n+1
Za, Z[n+1 n+1—1)c.]=2ic;.
i=0 =0 i=0

On en déduit que la relation g > Y ., a; équivaut d’une part a g > E:‘_"’J 1¢; et d’autre
part & [(n+1)p )p—q] 2 Y, (n+1l—1)c.

Les relations qui définissent A} = sont alors équivalentes aux relations:

Vie[0,n+1], ¢20; Vie[l,n],0< b < min(ciy,c)
(2.11) ntl "
Yoa=p;i [n+)p-g <) (r+1-i)c
i=0 =0

ol la derniére relation est elle-méme équivalente a ¢ > S0t i c;.

Par ailleurs, la condition a,—; + b, < p qui définit le sous-ensemble A”} de A7 s’écrit
sous la forme p — ap—; > by, c’est-a-dire a_; — a,;..l > by. soit encore ). _0 ¢; > b,. Cette
condition entraine en particulier que I'on a E ¢; > 0, donc que I'un au moins des ¢; pour

i € [0,n — 1] est non nul. Ce sera par le biais de ce corollaire que nous exploiterons cette
relation en pratique.

!

Définition 2.59. On notc C,.q l'ensemble des cléments v = (co. -+ ycng1; b1y ,by) de
N**2 qui vérifient les relations (2.11). On note G l'enscinble des cléments de G, qui
n-—1

vcrifient la relation supplémentaire 3 ;) ¢; > by.
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2.5.2 Calcul de p(a).
Exprimons & présent la quantité p(a) en fonction des variables b; et ¢;, c’est-a-dire de 4.

Définition 2.60. Soit n € N et soit ¥ = (o, yCnt1; b1y ++ ,bn) € N2, On note M(~)
la quantité :

M(v) =Zn: [q—ip— (

1=0

) ](n—-z+1)c.-—2pc,+z [Z (i—75+ l)cj_l] (n—i+1) ¢

=0 1= 1
1D 2 DRTED IS pIURE) S )
=0 j=t =1
Proposition 2.61. Soit @ € A, ct soit v = y(a), on a p(a) = M(7).
Remarque: Dans la démonstration qui suit, nous partons de la valeur de u(a) et la trans-
formons progressivement pour aboutir & M(7y). Ceci nécessite de regrouper judicieusement
les termes a;y; — a; pour faire apparaitre les entiers ¢;. La démarche inverse consistant a

vérifier la formule a partir de la valeur donnée de M () fournirait certainement des calculs
plus directs, mais serait moins naturelle.

Démonstration. On peut écrire u(a) = pa(a) —r u1(a), avec pa(a) = [(n +1)pqg — 5;,‘,q(a)]
et py(a) = [Mp x"(a )] Calculons tout d’abord y;(a). On a:

x"(a-):Zn—z a,+Zb et Ll) [Zi]p:i(n—-i)p,

i=0 i=1 =0
n(n + 1) n = . . s C s
donc py(a) = | =——F—p—x"(a)| = Z (n—1)(p—ai) — Zbi. D’apres ce qui précede,
- =0 i=1

pouri € [0,n—1]Jonap—a;=a_;—a;= Zi’:o ¢j, donc:

S =i p=a) =S [Z } -3 [f(n_,;)] 6= [E ,-] .

i=0 1=0 =0 j=0 Li=j j=0 Li=1
n-1 . .
donc Z (mn=—1)(p—a;)) = (n _‘7)(7})_ i+1) ¢;. On obtient finalement :
; ‘= 2
. (n—i)(n—1i+1) u
mla)=7)_ : = bi.
i=0 =1

— Calculons a présent piz(@) = g x (n+1)p—4; (a). On a:

n n-2 n n
§al@) = 4> ai+ [pao—an®] + 3 LZ (a; _(,j)} + 3 (=i 4 1) b (aiz — @i — by),

=0 1=0 =142
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donc on peut écrire pa(a) = quz(a) — p4(a) — ps(a), en posant :

n—2
us(o) = [(n +1)p Za,] , M4(a) = [pao —an ] + Za: ['Z i = a,-)] ,
1=0 i=0 =142

et ps(a)= Z(n —i4+1)bi (ai—2 —a; = b;).

i=1

On a tout d’abord (n+1)p =i, p, donc:

o) =3 [p-a =30 [z ] LY S =Y o+ e = i+ e

1=0 i=0 Lj=0 j=0 i=j 3=0 1=0
De plus, pour 7 € [1,n] on a a;—, — a; = ¢i—1 + ¢, donc:
bi(ai-2 — ai — b)) = bi (ci-1 + ¢ — b)) = —(ci-1 — bi) (e — b)) + i1 i,

n

donc ps(a) = Z (n—14+1)cioy ¢ — Z (n—141)(ci-1 — b;)(ei — b;). 11 reste seulement &
i=1 1

=1
calculer p4(@). On a py(a) = [p ap — anz] + p4(a), en posant:

pi(a) = Sa, LZ —a_,-)] = nz-fa.-_l [’Z (@i —a,-)] :

1= =142 =1 =141

Commencgons par calculer p4(a). On fixe i € [2,n], on a:

e 5 [E o] -E[E ] o E 5

j=i+l j=i+l Lk=i j=t Lk=i k=i
n n
soit Z (aicy — aj) = Z(n —k+1)cr — ¢;i. On en déduit:
j=it1 k=i
n-—1 n
Za,_ [Zn—k+lch——c,:| Za,l[21z-—k+1)ck—ci],
k=i =1 k=t
soit :
n k n
pila) = Za, 1 [Z(n —k+1 c;,] Za, 16 = Z I: a,_l] (n—k+1)c Za,_lc,-.
k=i k=1 Li=1 =1
i—1 H t
Or pour tout i € [1.n] on a Z ¢; = p—ai—.donc aj_y = p— S c;=p-— Z ¢;-1. Fixons
=0 =0 =1

alors k € [1.n]. on a:

k 3 i k i k k
Y aa=) [l’— q-x} =kp=) Y cii=kp=3_ Y ¢,
1

i=1 i=1 i= i=1 j=1 j=1 i=j3
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k k-1
soit Z iy =kp=Y (k—j+1)cioa=kp—) (k—j+1)cj-s — ck-1. On obtient:
i=1 i=1 j=1
n k n k-1
Z [Za.--{l (n—k+1)c = Z I:kp—Z(k—j+1)c_.,-_1 —ck_l} (n—k+1)ck.
k=1 Li=1 k=1 j=1

qui donne finalement :

pf,(a):ZlZzp Z(z—]+1)c_, 1—c,_](n—z+1 Za,_lc,

1=1 j=1

Or ps(a) = pi(a) + [pao - a,,z]. On a tout d’abord:

n n
P08 =ao(p—an)+an(G0—an) =a0 Y _ cGitan Y ci,

=0 =1
donc:

n n

[pao —Qn ] Za,_l ci =ap z c;i — Z(al-—l —ay)c=(p— co) G — Z

=1 1=0 1=0 =1

n
C;| G
j=i
n

=pzc, Zc,co ZZCJC,—P Ci — . chci-

i=0 =1 j=i 1=0 1=0 =1

3T 1

3

On obtient donc:
n t—1 n n n
pala) = [iP— di—ji+1)eia— Ci—l] (m—i+l)c+p Y =D Y ca,
=1 j=1 =0 =0 j=t

soit :

=Zip(n—i+1)c,-+p ZC‘—Z [Z—:(i—j+1).0j-1] (n—i+1l)c

1=0 i=0 i=1 Lj=1
n n n
55 SPTED 3 TEI I
i=0 j=i i=1

En reportant dans po(a) = qus(a) — pa(@) — ps(a), on obtient :

H2(a) = Z[q—1p](n—z+l)c, ch.+2|:z:(z—-1+1)cJ 1:|(n—-1+1)

=0 1=0 i=1 Lj=1

+ch,c,+z n—i+1)(cio = b) (e —b).

1=0 ;=i
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En tena:.. compte de y;(a) = Z (n - 5 )(n —1+1)¢ Zb et en reportant dans u(e) =
i=0 = i=1

p2(a@) — r uy(a), on obtient finalement :

plo)=>" [ ] n—i+l)ei— ZPC: +Z [Z(l -j+ 1)6:’—1] (n—i+l)c

1=0 1=0 1=

+ZZ cJ-c,-+rZb;+Z(n-—i+1)(Ci—1—bi)(ci"bi)’

1=0 j=i i=1 i=1

soit p(a) = M(y). m

2.5.3 Calcul de v(a).

Nous exprimons & présent la quantité v(a) en fonction de 4. Nous pouvons nous servir

2

Définition 2.62. Soit n € N et soit v = (co,*** yCnt1; b1, * ,bn) € N***2. On note N(v)
Uentier :

pour cela du résultat précédent, puisque l'on a v(a) = u(a) + L. q] (n+1)p.

n+1 2 1_ n
Ny =) [%r—(n+l—i+ei)p—q]ici+zbi(r—c.'_1 —¢i +bi) + capr?

i=1 i=1

+ZZ[n+1—‘l 2—_7+1) l]cj_lc,-+2(n—i)(c.-_1—b,-)(c,-—b,-)
i=1 j=1 i=1
obtenu en posant e; =1/(n+1) sii=n+1 et e; =0 sinon.

Proposition 2.63. Soit a € A} et soit v =7(a), on a v(a) = N(7).

Démonstration. On a v(a) = u(a) + [ﬁr - q] (n+ 1) p. Posons:

2
,'_" ) n—1_ o 17__
l\r(-))_.z;[q-—zp— 5 1](n+1 )¢ + 57 q](n+1)p
. n—i = [ n—i
On a d’une part Z [q—ip— 5 r] (n+1—i)c,~=z Lq—1p— '7'] (n+1-1)ec.
1=0"-H 1=0
ct d’autre part p = Z ¢;. donc on obtient :
1=0
n+1 . ; n+1
N'(q) = Z [q—zp—-—————'l] (77+1—1)c,+2 [—7 —q] (n+1)¢
1=0 i=0 L7
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n+1
Ceci s’écrit sous la forme N'( Z h; c;, en posant pour i € [0,n + 1]:

i=0

";’}] (n+1-i)+ [gr—q] (n+1),

hi = [q

soit :

hi = [(n+1—i)—(n+1)]q—i(n+1—z‘)p- [("‘i)("+1‘i) _ "(n+1)]r

2 2

0 -—12 {) _-
ni+(n+1)i—1 . [_n+1 0

=—ig—i(n+1—i)p+ 5

En particulier, on a hp = 0, donc:

N’(7)=§[2—71--*-21—-ir—(n+1—i)p—qj|ic,-.

i=1
n+1
De plus, posons N”(v) = —ch, + ZZC, ¢;.Ona p= Zc,, donc:
j=0 i=0 j=t 1=0
n4+l n n n n n
) LTS 3) T 3 21 PIEES I
1=0 j=0 i=0 j=i j=0 1=0 Lj=0 j=i
n i-1 n i
= —Cn41 [P - Cn-H] - Z Z C;Ci = —Cnpa l.P - Cn+l] Z Z Cj-16i,
i=1 j=0 =1 j=1
n 1
donc N”(7) = —=p- Cngp1 + Cag1? — Z 261'1 ¢ — Zc, 1 ¢. On a alors:
=1 j=1

N()=N'(7)+ N"(y Z [Z i—j+ 1)Cj—l:| (n—i+1)c

i=l Lj=1

5 r—(n+1—i)p—q].

+ri bi+§n:(n'—i+l)(Ci—1—bi)(ci—bi)-.

i=1 i=1
que I'on peut écrire sous la forme N () = N1(v) + Na(v) + N3(7), en posant :
n+1 r,) .
. 2n+1-—1 . .
M) =Y (B a1 —igp- g i =,

n [i-1 n

"\’2(—))=Z Z(?—]+1)c_,-1j| (n+1-=1)c ZZCJ 16+ Cuga’ s

i=1 [ j=1 i=1 _7—1

Az(h) _er,+Z(17+l—z ) (€im1 — ;) ( -—b)—ZCxlcz-

=1 =1
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En posant ¢; =1/(n+1)sii=n+1 et e; = 0 sinon, on peut écrire:

Hl2m+1-i
Nl(‘Y)"—'g[—T—T—(n+1—z+ei)P‘Q]zc;.
Par ailleurs, on a N( ZZ[ (n+1-9)(—-3j+1)- l]CJ 1Ci + Cnt1’. Enfin, on a:
i=1 j=1
;\13(7)=Z[rbi+(ci-1 — b)) (ci = bi) — ¢y c;] +Z(n—i) (ci-1 — &) (e — b;),

i=1 i=1

soit N3(y) =, bi(r—cici —ci+ b))+ Z(n — 1) (¢i=1 — b;) (¢i — b;), d’ot le résultat. W

i=1

2.5.4 Récapitulation numérique.

Les propositions 2.55 et 2.57 se traduisent alors de la fagon suivante:

Proposition 2.64. Soit ne€ N* et soit (p,q,7) € N*> avec p < r. Si on a M(y) > 0 pour
tout y € C;q, le schéma E;‘q, est irréductible, génériquement lisse, intersection compléte et

de dimension A} = (n+1)pq+(n+1)qr-—L;llpr= (n+1) [pq+qr— Zz‘-pr] .

Proposition 2.65. Soit n € N et soit (p,g,7) € N*3 guecp < r

i) La dimension du schéma E;‘q, est majorée par (n + 1)gr — min e, N(v).

i1) Si on a N(7) 2 0 pour tout v € C7, le schéma E;,‘q, est de dimension (n + 1)gr et
le fermé C} défini par ul = 0 est une composante ayant cctte dimension.

iii) Si on notc o I'élément (p,0,---,0;0,---,0) de C; et si on a de plus N(v) > 0 pour
v # 40, la composante C} est la seule & posséder la dimension marimale (n + 1)gr.

Ici encore, les points ii) et iii) ne sont possibles que si on a g < nr/2. Rappelons par
commodité les notations qui interviennent dans ces deux propositions.
Pour v = (coy*** yCng1; b1-+- ,b,) € N***2 on a posé:

M(')’):Z[q—7p_"‘ ](n—1+1 ZPC‘+Z[Z(’_J+1 Cj— 1] (n—i41)¢

1=0 i=0 i=1 Lj=1

+ZZch,+er +Z (n—174+1)(ci-1 — ) (ei = b;)

=0 j=i

et:

M2 +1-— = . o
N(v) = Z [——2-—— r—(n+l—-i4e)p— q] ici+ Zb;(r —Cio1— G+ b)) + cugr”

i=1 i=1

+i2[n+1—1)(2—]+1 —l]c, 10,+Z(n—1) ci-1 — b)) (ci = b;).

i=1 j=1
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ou dans la derniére expression on a posé ¢; =1/(n+1)si7i =n+1 et ¢; = 0 sinon. De plus.
Cp, désigne I'ensemble des éléments 7 de N***! qui vérifient les relations:

Vie[0,n+1], ¢ 20; Vie[l,n], 0< b < min(ciy,c)

n+l n
Yoea=p; [n+D)p-—gl <) (n+1-i)c
=0 i=0

la derniére d’entre elles étant équivalentea ¢ > ) 7 i¢;. Enfin C?, désigne le sous-ensemble
de C*, formé des éléments qui vérifient en outre Y70 ¢; > bn.

D’apres la relation E"_'fol ¢; = p, 'une des variables (cg, ... ,Cn41) €st en réalité inutile.
On remarque que l’expression de M(v) ne contient pas la variable c,41, donc pour I’étude
de lirréductibilité nous utiliserons la relation Y ._; a; < g sous la forme:

n

[(n+1)p-q) <) (n+1-i)c

1=0

qui ne la contient pas non plus. A contrario, si ’expression de N(v) utilise en fait toutes
les variables c;, elle se sert de facon prépondérante des autres variables que co Aussi pour
étudier la dimension nous utiliserons la relation 37 ; a; < g sous la forme 30 1 1¢ 2 q.

2.6 Fin de la démonstration

Nous achevons dans ce pa,ra,graphe I’étude numérique en montrant les théorémes 1 et 2
généraux de l'introduction. Ils sont énoncés dans I'introduction dans le cas général. Comme
pour tout triplet (p, g,r) € N3 les schémas E;,‘q et E" , sont isomorphes, il suffit de montrer
ces théorémes dans le cas p < r. Rappellons que la conJecture (C™) exprime que si on a:

n(n+1)
T?

-

(n+1)g> M

le schéma E"_ est irréductible (cf. paragraphe 2.2.1). Dans le cas p < r cetle conjecture dit

X RS
que le schéma f,’,‘,, . est irréductible sion a (n +1) ¢ > > 2nf o 4 Remarquons également
que si n > 1. la quantité min[r + (2n — 1) p,p + (2n — 1) '] qui figure dans le théoreme 1

général devient simplement 7 4+ (2rn — 1) p dans le cas p < 7.

Dans le cas n = 0 il n'y a pas de relation de commutation ct le schéma E;,’q, est un

espace affine de dimension (n + 1) gr. 11 est en particulier irréductible et sa dimension est
connue pour tout triplet (p,q,7), donc il n’y a alors rien a montrer.
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Nous montrons dans ce paragraphe les deux théoremes suivants, qui sont des reformula-
tions de ceux de I'introduction:

Théoréme 2.66. Soit n € N* et soit (r,p) € N*? avec p <
l)
i) Sir> ly%lép, la conjecture (C™) est vraie: le schéma E . est irréductible dis que
n

g,
. 1
o P , c’est-a-dire (n+1)q > n(_n:_—_)_

4

T+ p.

:1 p, on obtient seulement une condition suffisante plus faible : le
schéma E,','q, est irréductible dés que l'on a2q 2 [r + (2n — l)p].

De plus, dans chacun des cas ol ce théoréme affirme que le schéma E;‘q, est irréduc-
tible, on obtient également que celui-ci est génériquement lisse, intersection complete et de

dimension A™ =(n+1) [pg+gr— %pr] .

Pgr T

Théoréme 2.67. Soitn € N* et (p,q,7) € N> avecp<r

i) Si ¢ < min [n(r—p), =1 — P , le schéma E™ _ est de dimension (n41)gr ctle

2 n+1 Par
fermé C} défini par uf = 0 est une composante atteignant cette dimension.
i) Si de plus ¢ < min |n(r — p), %r - -—Z—-l— , cctle composante CT est la scule a pos-
2 n

séder la dimension (n + 1)gr.

D’apres le paragraphe 2.2.1, les conclusions du théoréme 2.67 ne peuvent se produire que
si on a 2qg < nr. Le théoréme 2.66 entraine comme corollaire le résultat suivant, concernant
les petites valeurs de n:

Proposition 2.68. Pour n =3, la conjecturc (C3) cst vérifice pour r > 9p/4, et pour
p<q<9p/4 Ic schéma E ar = E or €5t irréductible dés que l'on a 29 2 5p +r.

Pour n = 2, la conjecturc (C’z) est vérifiée pour r 2= Tp/3, et pour p < q < Tp/3 lc
schéma E;;q, cst irréductible dés que l'on a 2¢ 2 3p+ .

Pourn =1, la conjecture (C?) est toujours vraie, dans la mesure ot pourp < r < 5p/2 la
condition suffisante 2q 2 p+r coincide encore avec la condition exprimée par la conjecture.

On peut noter que dans le cas n = 3 'un et ’autre des deux résultats exprimés ci-dessus
améliorent ceux exprimés dans la Note [Gin].

Nous démontrons les théorémes 2.66 et 2.67 dans les deux paragraphes qui suivent. De
facon précise, nous montrons le théorcme 2.66 au paragraphe 2.6.1 et le théoreme 2.67 au
paragraphe 2.6.2.

Nous montrons en fait le théoréme 2.66 sous la forme suivante. qui lui est équivalente:

Théoreme 2.69. Soit n € N* ¢t soit (p.q,7) € N*® avecr = p. Siona:
p.q !

n? P n—1(2n+3
S —  —- Max —
q/[g-r +1]+Mn[0, 5 (_”_%_1;; r)]

le sehdma ] v (SUITTCductible, gonériguement lisse. infersection compléte de dimension A .

E\'Iontrons ici que le théoreme 2.69 entraine le théoreme 2.66:
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2 -1/2
Démonstration. Si r > ..n-:-13p on a Max [0 , n—1 ( - +3p—r>] = 0, donc les
n

2 n+1
conclusions du théoréme 2.69 s’appliquent dés que lI'on a g 2> -T-I,-)t + n—_’—:_——l-, c’est-a-dire
(n+1)g2 Fi’%ll r + p, d’oti le point i) du théoreme 2.66.

3 . ’ \ .
Au contrairesiona p < r < _nT::T p, les conclusions du théoreme 2.69 ne s’appliquent
n
que pour q > @ avec:

Q=[ﬂ+ P ]+n—1[2n+3 ] r 2m?4+n-—1 r 2n-—1

n+tl 7 |mr1? " T2t 2y PT2T T2 P

c'est-a-dire 2q > r + (2n — 1) p, d’ot le point #i). W

2.6.1 Démonstration de l’irréductibil_ité.

Nous montrons dans ce paragraphe le théoreme 2.69. Nous aurons besoin pour cela du
lemme suivant :

Lemme 2.70. Soit n € N* et soit (p,q,7) € N3 avec p < r. Pour tout y € TC_,’;; ona:

M(y) > E[q— (i+ ﬁf) p— (”;’) ,,] (n—i+1)a.

1=0

Démonstration. Soit v € C; . On utilise la valeur de M (y) fournie par la proposition 2.61,
qui s’écrit sous la forme AM(y) = A+ B+ C + D en posant:

_Z[ ’r](n—i+1)c,-—2pc,-, B=Z [i:(i—j+1)Cj_1](n—i+1)Ci,

1=0 i=0

C= ZZCJC, et D—r2b+z (n—14+1)(ci-1 — bi) (e — bi).

1=0 j=1

Dans chaque expression, on isole le terme d'indice n +1 et I'on effectue des majorations grace
aux relations qui définissent (C;,‘q, en particulier les relations (2.11). On a tout d’abord:

n—1 y
, 1 n—1 .
] G ES FIEELS PN AR

1=0 =

Ensuite. on a ¢; 2 0 pour tout 7 € [0,n]. On en déduit :

ni—1 [i—1 n—1 n—1
B = Z [z(i -7+ l)Cj—l] (n—1+4+1)¢ +Z(n -7+ Dcicicn 2 E(,, —7+1)¢jm1

=1 j=1 j=1
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n-2
soit B 2 Z(n — 1) ¢; ¢, De méme, on obtient:
1=0
n n-l -1
C= ZZ cjci= ZZ cJC.+zcnc, ZC.2+ZC.cn
1=0 j=i i=0 =0 1=0

1=0 j=i

Siy € C;,, on a en outre la relation 2::01 ¢; > 0, donc I'un au moins des ¢; est non nul

On en déduit 3310 ;2> 0et C > 0, cica, donc:

n-2
B+C > Zn—z)c,cn+ZC.cn Z(n—z+1)c.cu Cn-1Cn -
=0 i=0 1=0

Avec la relation Z(n—i+1)c,- 2 (n+1) p—gq, on obtient B+C > [(ni_i-l)p—q] Cn—Cn—1Cn,

1=0
donc:
= 1 n—1
A+B+C > Zo:[q—(z+n_i+1)p— 5 r](n—z+l)c,——c,,_1c,,.
Enfin, on a:
n—1
[ Zb +Z(n_1+1 (C;-—l"‘b)(ct b)]+[Tbn+(cn—l—bn)(cn_bﬂ)]
i=1 i=1

Or pour tout 7 € [1,n — 1] on a b; < min(¢;, ¢i—y), donc:

D> rb +(cn-1""bn)(cn—bn) = cn—lcn+bn[7'_(cn—1+cn)]+bn2'

Enﬁnonacn_1+c,.<2f_+olc, p < 'r,donc[r—(c,,_1+c,,)] Oet D 2 ch1¢,. On en

déduit finalement :

n—1 .
) 1 - .
M(y)=A+B+C+D > E [q—(1+m)}"‘nzzr]("_l‘*'l)cia

i=0

qui est le résultal annoncé. B

Nous déduisons a présent du lemme 2.70 le théoréeme 2.69:

Démonstration. D’apres le théoréme 2.64, pour montrer le théoreme 2.69 il suffit de mon-
trer que I'on a A/(7) > 0 pour tout 4 € Gy ;. D’aprés ce qui précede, il suffit pour cela de

montrer que l'on a:

. . 1 n—1
7 . — - —_— - 2 k)
Vi e [0,n—1], [q (1+ 1+1>] ( 3 )r] 0
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puisque pour tout 7 € [0,n — 1] on a ¢; 2 0. En d’autres termes, ces conclusions sont vérifiées

des que I'on a:
. 1 n—1
> M g [ (4 7)1 (55 7]

Soit alors 7 € [0,n — 1], on a:

. 1 n—1 _ 1 . P P B 1
G+1p4+1>P+( 2>T‘[2 + +14+IW+n—i+1 n+1] )
=|Z+-L|+ilp+ P ~
=2 +1 Pr o+ Din—i+1) 2|°
-4 p r — ; n
Posons h; = 1 x [p-i- mtD(n =it 1) - 2] et h = Ma‘".‘e[o,n h;. Le schéma E”,
donc irréductible dés que I'ona ¢ 2> | — + —ﬁ] + h.

_ _ N _n—1[2n+3 _
Ona,h(,---Oeth,,_l--(n—l)[p+(n_*_1).><2 2]-— 5 [n+1p r].Posons

m = Max (0, h,—1), il suffit pour conclure de montrer h = m. On a évidemment m < h.
Réciproquement, soit 7 € [1,n — 2]. Si h; <0, on a k; < m. Si au contraire on a h; > 0, on
an+1—122, donc:

P r P r 1[2n43
— — < — ) — — = — —_— ,
S hIDmrI=) TP 2 S sy TP 2[n+1p r
— 9
donc 0 < h; < 1 5 1 [“n_:-lap—r] = hy_; < m. On a donc h = m et le résultat cst
2 n

montré. |

2.6.2 Etude de la dimension.

Nous montrons dans ce paragraphe le théoreme 2.67. Pour cela, nous commengons par
déduire de la proposition 2.63 le lemme suivant :

Lemme 2.71. Soit n € N* ct soit (p,q,7) € N® avec p < r. On pose toujours €; = 1/(n+1)
sit=n+1 ct ¢ =0 sinon. Pour tout y € C7, on a:

n+1 9 1—1
N(y) = Z[%lr_(n,+1—i+e,-);;—q:|ici.

i=1

Démonstration. Ce lemme découle immédiatement de 'expression de N(1) donnée par la
proposition 2.63. compte-tenu des relations (2.11).
D une part. pour i € [I,»[et je[l,7—1f.onan+1—7>1et (1—7+1) 2> 1. ainsi

n -1

que ¢j—y 2 0 et ¢; 2 0. donc ZZ[ (n+l—2)(r—3+1)— l]c‘J 1 ¢ 2 0. Dautre part,

i=1 j=1
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n

pour tout 7 € [1,n] on a b; < min(ci-1,¢;), donc Z (n — 1) (ci—y — b;) (¢ — b;) = 0. Enfin,

i=1
n+1

on a c;-1+c.-s2c,-=p<ret b; = 0, donc Zb,-(r—-c,——c.-..1+b.-)>0.l

3=0
Nous montrons ensuite que le lemme 2.71 entraine le théoreme 2.67:

Démonstration. D’apres le théoréme 2.65, pour que les conclusions du point i) du théo-
reme 2.67 soient vérifiées il suffit d’avoir N(v) > 0 pour tout v € C; ;. Pour celles du point
ii) il suffit d’avoir en outre N(v) > 0 pour v # 7o, en posant v = (p,0,...,0;0,...,0). Or
pour tout 7 € [1,n + 1] on a ¢; 2 0, donc la premiére condition est vérifiée des que I'on a:

2n+1—1
_r

Vie[l,n+1], [ 5

—(n+1—i+e;)p—q] 20,
2n+1—1

2

obtenir les conclusions du point i) il suffit donc d’avoir ¢ < & en posant A = min, €fin+1] h;.

De plus, si ¥ # 70, 'un des ¢; pour i € [1,n + 1] est nécessairement non nul. En effet,
sic = ... = ¢y = 0, la relation E:‘:ol ¢; = p donne cp = p et a cause des relations
b; € min(¢;—y,¢;) on obtient b = --- = b, = 0, donc ¥ = +4¢. Donc pour obtenir les
conclusions du point #i) il suffit d’avoir:

soit ¢ < h; en posant h; )r—(n+1—i+e.-)p pour i € [1,n+ 1]. Pour

m —1
Vie [1,n+1], [ﬂ%l——lr—(n+1—i+6i)ﬁ—q.| >0,
- -'

c’est-a-dire ¢ < h.

Posons alors m = min [n(r -p), g-r — p] . Il suffit de montrer m = h pour conclure dans

- nr
les deux cas. Ona hy = nr —np et hpyy = - — P donc h £ m. Réciproquement pour

i€[l,n] onae; =0doncon a: )

2n+1—1 ; nr ~lr
h; = —-—2—r—(n+1—1)p= ?+(n+1—1) [5— ] .
. . T . .
Sir<2p,onai>1,donch; 2 h; = —+n[—— ] = nr — np. Au contraire, si on a
n
r>32p,onai<n+1,donc h; > —E > 7—257:-— #—%—T = hp11. On a donc dans tous les cas

h; Zm.donc h=m.n
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Chapitre 3

Les courbes a cohomologie
semi-naturelle.

ANS CE CHAPITRE, NOUS ETUDIONS de fagon générale les courbes a cohomologie semi-
D naturelle. Notre objectif principal étant 1’étude de la question de Sernesi-Walter, nous
nous attachons tout particulierement a établir des conditions nécessaires ou suffisantes pour
qu’une courbe soit & cohomologie semi-naturelle, puis pour qu’une telle courbe soit lisse
irréductible et pour qu’elle soit ou non obstruée. Pour la méme raison, nous nous concentrons
essentiellement ici sur les courbes dont le module de Rao est de largeur au moins 3, qui seules
peuvent donner des courbes obstruées.

A I’opposé. nous ne traitons pas du tout le cas des courbes ACM, qui est a la fois tres
différent et fort bien connu (cf. par exemple [Ell]). Les cas des courbes a cohomologie semi-
naturelle dont le module de Rao est de largeur 1 ou 2 sont également connus: ils ont été
étudiés et décrits par G. Bolondi et J.-C. Migliore dans [BM-1] et [BM-2] respectivement.
Les résultats que ces auteurs établissent different assez nettement de ceux que I’on obtient
dans les largeurs plus grandes.

Nous verrons par ailleurs que I’étude des largeurs supérieures ou égales a trois se scinde
elle-méme encore de fagon naturelle en deux cas relativement différents, celui des modules
de largeur exactement 3 se distinguant des autres. En revanche, ces derniers possedent tous
des caractéristiques identiques.

Les courbes a cohomologie semi-naturelle dont le module de Rao est de largeur au moins
trois ont également été déja étudiées. M. Martin-Deschamps et D. Perrin envisagent le cas
particulier de la largeur trois dans [N DP-2]. De fagon plus générale, ces courbes ont été
consid¢rées en toutes largeurs par G. Bolondi et J.-C. Migliore [BM-2] et par G. Flgystad
[Flo]. Notre point de vue différe assez nettement de celui du dernier auteur, qui se concentre
surtout sur la postulation et la spécialité de ces courbes. Nous étudions ici au contraire
leurs fonction et module de Rao, & I'instar de [MDP-2] et [BM-2]. Nous nous distinguons
également des scconds, qui s’intéressent essentiellement au module de Rao ou a sa résolution
d’un point de vuc numérique. Nous nous attachons ici a coasidérer aussi le point de vue
algébrique en prenant en compte les fleches qui définissent la structure du module ainsi que
celles qui interviennent dans la résolution. Nous nous rapprochons en cela de [MDP-2], ou
I'on trouve le contre-exemple a 1'assertion (SW) sans restriction sur la lissité de la courbe.
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Nous utiliserons par ailleurs les résultats de [MDP-1], ot est détaillé le calcul des courbes
minimales, ainsi que ccux de I’article [MDP-3], qui étudie sous quelles conditions ces courbes
sont lisses irréductibles.

Malgré les différences de point de vue, nos résultats recoupent cependant les précédentes
études. Plutét que de regrouper tout d’abord les résultats déja connus pour les compléter
ensuite, nous adoptons ici un plan plus global, ordonné autour des propriétés successives
que 'on étudie (la cohomologie des courbes, la lissité, 'obstruction) et des invariants que
'on considére (le degré et le genre, la cohomologie, le module de Rao, les résolutions...). Ce
chapitre établit donc a la fois une synthese des résultats connus sur les courbes a cohomologie
scmi-naturelle et un approfondissement de ceux-ci par des résultats nouveaux. Nous signalons
les résultats précédemment établis au fur et & mesure qu'ils apparaissent.

L’approfondissement que nous apportons consiste d’une part a adopter le point de vue
algébrique en décrivant la structure des modules de Rao des courbes a cohomologie semi-
naturelle, et d’autre part & prolonger 1’étude de I'obstruction éventuelle de ces courbes en-
tamée dans [MDP-2].

A chaque fois, ceci se raméne a étudier effectivement 1’étape du bas, du moins dans
le cas particulier des courbes a cohomologie semi-naturelle. C’est clair en ce qui concerne

le premier point, et c’est également le cas du second a cause de la proposition suivante
([MDP-2], Proposition 1V.3.2):

Proposition 3.1. (M. Martin-Deschamps et D. Perrin)
Soit C une courbe a@ cohomologie semi-naturelle de degré et genre g et dont la cohomologie
est donnéce par (v, p). Alors I'tmmersion de H,, dans Hy, est ouvertc.

Ainsi, il n’y a pas d'étape du haut concernant les courbes a cohomologie semi-naturelle,
ct il est équivalent d’étudier les schémas H,, ou Hy, au voisinage d'une telle courbe. De
plus d’aprées [MDP-1] I'étape du milieu nc pose pas de probléme car la fleche 3 : H.,,,, — E‘,,
cst lisse irréductible. L'obstruction de la courbe C' dans le schéma Hy 4 est alors équivalente
a celle de son module de Rao M dans le schéma Ep, cc qui ramene exclusivement a un
probleme de 1'étape du bas.

L'un de nos objectifs consiste a généraliser cette méthode en établissant d’autres résultats
de ce type, permettant de lire directement sur le module de Rao une propriété de la courbe
minimale. Nous cherchons ainsi & traduire sur ce module sont trois types d’informations:
le fait que la courbe minimale associée est & cohomologie semi-naturelle, le fait qu’elle est
ensuite lisse irréductible, et qu’elle est ou non obstruée. De fagon concréte, nous cherchons
a ¢établir des criteres aussi explicites que possible portant sur la structure du module de Rao
pour que la courbe minimale vérifie I'une de ces propriétés: ces criteres peuvent correspondre
a chaque fois aussi bien a des conditions nécessaires que suffisantes.

Cette démarche revient a étudier la relation établie par la fleche @ qui & une courbe associe
son module de Rao. ou plus exactement par la fleche ¢. du moins dans le cas particulicr
ou les courbes en question sont a cohomologie semi-naturelle. Dans le cas des modules de
largeur au moins 3. ce lien est renforcé par le fait que la courhe est nécessairement une
courbe minimale d’apres le résultat de Lazarsfeld-Rao (cf. théoreme 1.10). Le module de
Rao détermine alors la courbe a déformation prés, ce qui conforte notre stratégie visant a
exprimer en fonction de lui les conditions portant sur la courbe. Les techniques développées
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dans [MDP-1] permettent en quelque sorte de «<remonter» les fleches @ et ®, en fournissant
des résolutions explicites de la courbe a partir de son module de Rao. En largeur super:eurc
ou égale a 4. le module détermine méme la courbe de fagon unique et la fleche @ H , = E

devient un isomorphisme. Le schéma H,, se réalise alors comme un fibré au-dessus de E,,
dont les fibres sont isomorphes a k*, donc de dimension un.

Un premier objectif consiste a déterminer quels modules sont susceptibles d’étre le module
de Rao d’une courbe a cohomologie semi-naturelle, tant du point de vue des résolutions que
de celui de leur structure de module. Ensuite, parmi les modules dont la courbe minimale
est eflectivement a cohomologie semi-naturelle nous étudions lesquels fournissent des courbes
lisses irréductibles et lesquels fournissent des courbes obstruées.

Nous rappellons et établissons dans ce chapitre un certain nombre de conditions néces-
saires concernant ces questions, et comparativement peu de conditions suffisantes. Un travail
que nous n’effectuons pas ici et qui reste & entreprendre consisterait a rapprocher les unes des
autres, c’est-a-dire a caractériser exactement les modules qui correspondent aux propriétés
considérées. Nous signalons ces questions a chaque fois qu’elles se posent dans la suite.

3.1 La caractéristique d’Euler et la cohomologie.

Soit C une courbe fixée. On note p sa fonction de Rao, M son module de Rao, et [ la

la.rgeur de M ou de p. On rappelle que I’on note r, et r, les entiers a(p) et w(p), c’est-a-dire

=inf{n € Z [ VA (n) # 0} et ro—sup{nGZ | h' T (n) #0} et que ’on note e et sg

]es entiers € = sup {n € Z | h*J,(n) # 0}etso=inf{n € Z I h°7.(n) # 0}. Si C est ACM
onara=+ooetro=—ooetsinononarasra

Une courbe C est de rang maximum si et seulement si elle vérifie r, < s, et de co-rang
maximum si ¢l seulement si elle vérifie e < r,. Une courbe qui vérifie ces deux propriétés a la
fois et qui n’cst pas ACM est automatiquement une courbe & cohomologie semi-naturelle,
c’est-a-dire telle que les trois intervalles | — oo, €], [ra, 7] €t [so, +oc[ sont disjoints. Ce n’est
plus nécessairement vrai si la courbe est ACM, mais ce cas est connu par ailleurs et ne nous
intéresse pas ici. A I’exception du premier chapitre, nous supposerons constamment que les
courbes considérées ne sont pas ACM.

Nous nous intéressons essentiellement aux courbes qui vérifient [ > 3. D’apres le théoréeme
de Lazarsfcld-Rao (cf. théoreme 1.10) ce sont automatiquement des courbes minimales,
c’est-a-dire telles que ’entier r, est égal au décalage h. Nous utiliserons donc indifféremment
I'une ou l'autre notation pour une telle courbe. Nous adoptons enfin la notation suivantc:

Définition 3.2. Soit C unc courbe qui n'est pas ACM, p sa fonction de Rao ct p la fonction
normaliséec associde. On noic . q r ct s les entiers p(i) = p(re + 1) pouri =0.1,2 ¢t 3. ¢t
de fagon symctrique p',q',v' et &' les enticrs p'(7) = p(r, — 1) pour?=0.1,2 ¢t 3.

Certains de ces entiers sont éventuellement nuls, par exemple si la largeur est inféricure
ou égale a 5. De plus, certaines dec ces notations sont redondantes lorsque la largeur est
inférieure ou égale a 10.

Dans cc paragraphe, nous étudions la relation entre d'une part le degré d et le genre g
d’une courbe a cohomologie semi-naturelle et d’autre part sa cohomologie (4.p). Dans un



82 Les courbes a cohomologie semi-naturelle.

premier temps, nous montrons que le degré d et le genre g d'une telle courbe déterminent
entiérement les fonctions 4 et p, et nous établissons des conditions nécessaires pour qu'un
couple (d, g) puisse correspondre & des courbes a cohomologie semi-naturelle non ACM.

Dans un second temps, nous nous penchons sur la réciproque. La cohomologie (v, p)
détermine évidemment dans tous les cas le degré et le genre; nous montrons ici que pour
une courbe a cohomologie semi-naturelle, il suffit en fait de connaitre la fonction p des lors
qu’elle est de largeur au moins trois, ou méme simplement de connaitre trois des valeurs
qu’elle prend pour retrouver d et g.

3.1.1 Le degré et le genre.

Supposons C' de degré d et genre g. D’apres la suite exacte 0 = J, =+ Op =+ O, = 0, la
caractéristique d’Euler du faisceau J,(n) est donnée pour tout n € Z par:

XJ(m) = xOe(n) = xO,(n) = | °] - (nd+1- 9),

(43 +2)(n+1)
= 6

soit hOJC (n) — h.ljc (n) + hZJC(n) - hsjc(n)

la définition suivante:

nd + g — 1. Posons

Définition 3.3. Soit (d,g) € Z2. On note Py, le polynéme:

'd r f) 7
Pug = (X +3)(X ;-“)(A +1) _ Xd+g-1.
La quantité /37, (n) ne d‘pend pas de C: elle vaut — " ;- 3 = —n3— 1) pour n £ —4,

et 0 pour n > —3. La fonction qui & n € Z associe h°T,(n) — h' T, (n) + h*J,(n) est donc
entierement déterminée par la donnée de d et g; elle coincide avec un polynéme du premier
degré pour n < —4, et avec un du troisieme pour n 2> —3.

Rappelons la propriété suivante, démontrée par exemple dans [Flg] (lemme 1.3):

Proposition 3.4. Pour toute courbe C on ae 2 —2, ct sie = —2 la courbe réduite associ€c
cst une réunion de droites disjointes.

On en déduit qu'une courbe & cohomologie semi-naturelle vérifie toujours r, > —1, et
que si elle est lisse irréductible on a e > —1 sauf si c’est une droite. Par ailleurs une courbe
lisse irréductible vérifie toujours 7, > 1. Enfin, d’apres [HH] une courbe lisse irréductible
qui est obstruée est nécessairement spéciale, ¢’est-a-dire vérifie h' O, (1) = kT, (1) > 0; ceci
entraince 21 ¢t r, 2> 2.

Les résultats suivants s’'obtiennent de fagon immédiate:

Proposition 3.5. Soil C' une courbe a cohomologic scmi-naturclle de degré d ¢l genre g qui
n'est pas ACAIL.
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i) L’intervalle [rq,7,] ¢st non vide ¢t on @ =2 < ¢ < r, < 1, < So. La valeur de
Py4(n) coincide alors avec h°J,(n) pour n € [so,+oof, avec —h'J,(n) pour n € [rq.7.].
avec h2J,(n) pour n € [-3,€] ¢t avec h2 T (n) — B3T,(n) = h*J(n) — (77y") pour
n € ] — o0,-3].

i) De plus, les entiers r,, 15, € €t s sont déterminés de fagon unique par le polynome Py,
c’est-d-dire par d et g. Le polynéme Py, fize ainsi toutes les valeurs de h'J(n) pouri € [0, 3]
et n € Z, c’cst-a-dire toute la cohomologie de C, qui revient en définitive auz deuz fonctions
~ €t p. En particulier, la fonction p vérifie les relations p(n) = max(0, —Pyy(n)) sin > —3
et p(n) = 0 sinon, donc est déterminée ezplicitement par p = max (0, —Py,g) X 1[-3, 4ccf-

iii) Enfin, on a Pyg(—2) =2d +g—1=h*J,(-2) >0, donc g > 1 —2d.

Le fait que la courbe soit ou non ACM se lit directement sur d et g: c’est le cas si et
seulement si la valeur de P,,4(n) reste positive ou nulle pour tout n € [-3,+oo[. Dans le
cas contraire, d’aprés la proposition ci-dessus le couple (d, g) détermine complétement une
unique cohomologie (v, p) pouvant étre celle d’une courbe a cohomologie semi-naturelle de
degré d et genre g. Réciproquement, toute courbe ayant cette cohomologie est évidemment
a cohomologie semi-naturelle, donc on obtient le corollaire suivant:

Proposition 3.6. Soit d € N* et soit g > 1 — 2d. On suppose que le polynome Py, prend
une valeur striclement négative pour au moins un cntier n 2> —3. Le sous-schéma de Hy,
form¢ des courbes a@ cohomologie scmi-naturelle forme exractement un sous-schéma H,, d
cohomologie constante de Hy,. C’cst un sous-schéma ouvert, éventuellement vide, et lcs
fonctions v €t p correspondantes se déduisent explicitement de d et g.

Il est évident par semi-continuité que ce schéma H, , forme un ouvert topologique de
Hgg, car toute générisation d’une courbe a cohomologie semi-naturelle reste a cohomologie
semi-naturelle, donc dans le méme schéma H, ,. En particulier cet ouvert, qui n’est pas
nécessairement irréductible, ne rencontre pas les composantes irréductibles de Hg, dont le
point générique n’est pas dans H., ,. La proposition 3.1 prouve de plus que ce schéma H., ,
forme également un ouvert schématique de Hyg, encore une fois éventuellement vide.

La principale question ouverte que pose la proposition 3.6 est évidemment la suivante, a
laquelle nous ne répondons pas ici:

Question 3.7. Pour quels couples d’entiers (d, g) vérifiant les hypothéscs de la proposition
3.6 le schéma H, , associ€ est-il non vide? En d’autres termes, pour qucls couples d’enticrs
(d,g) existe-t-il effectivement des courbes @ cohomologie scmi-naturelle de degré d et genre g ?

Un corollaire immeédiat la proposition 3.5 est la proposition suivante:

Proposition 3.8. Soit C une courbe @ cohomologic semi-naturelle de degré d et genre g
qui n'est pas ACM._

i) La fonction Py, dlfinie par Py, sur Z cst strictement positive sur [so, +oc] ainsi quc
sur [=3.c]. ¢t strictement négative sur [re,r,]. ainsi que pour n K 0. Le polynome de degrc
trois Py, admdt donc trois racines riclles distincles ¥y < a2 < x3. qui vérifient les indgalilds
<=3 <ra< 1, lr, <3< Sg. S0il:

(3.1) 1 <-3<=-2<€€e< <, Lro=r+1l—-1<23<35g.



84 Les courbes a cohomologie semi-naturelle.

i1) En particulier, l'indice de spécialité e est €gal soit @ 1, — 1 soit a v, — 2, et on a
e =T, — 2 si et seulement si z, =1, — 1, c’est-a-dire si h"’JC(nl -1)=0.

De méme, l'entier so vaut soit r,+ 1 soit r, + 2, et on a so = 7, + 2 si et seulement si
13 =71, + 1, c’est-a-dire si h°T,(ro +1) = 0.

iii) Enfin la fonction p, qui coincide avec —Pyg sur [rq,1,] et est nulle partout ailleurs,
est une fonction conneze, et concave sur [ra,7,]. On a ainsi p(n) > 0 pour tout n € [r,,7,].

La fonction p étant connexe, il est équivalent de parler de son diametre ou de sa largeur,
et nous confondrons ces deux notions dans la suite. On peut améliorer un peu la relation

(3.1):

Proposition 3.9. Sous les hypothéses de la proposition 3.8 on a z; < =5, et T, < —6 sauf
sid=2etge {-1,-2}.

Démonstration. On a Py (—5) = —4+5d+g—1=(2d+g—1)+(3d—4) et 2d+g—1 > 0,
donc Py4(—5) > 3d — 4. La courbe C n’étant pas ACM, on a d > 2, donc Pyy(—5) > 0 et
T < -95.

De plus, on a Pyy(—6) = -10+6d+g—1=(2d+g—1)+ (4d —10). Si z; > —6 on
a Py4(—6) < 0, donc 4d < 10, donc d = 2. On a alors Pyy(—6) = g + 1, donc g < —1. Par
ailleursonag>1—2d=-3,doncg=—-1lou-2. ®

Le polynéme P;, admet trois racines réelles distinctes si et seulement si son discriminant
A est strictement positif. Il est égal & celui du polynéme @ défini par:

X - 1)(X +1)X X3 1
WX +DX —(d+—)x+(2d+g-1),

Q:p,,,g(_X'—z):( < (X —2)d+g-1=" :

ou encore a celui du polynéme 6 x Q. Posons p= —(6d + 1) et g=6(2d+g— 1), 0on a:
A=—4p®—27¢° =4(6d +1)° — 27 x 62(2d + g — 1).

La condition A > 0 donne alors (2d + g —1)? < (6d +1)3/3°. Si 2d +1 — g > 0, comme c’est
le cas lorsque le polynéme P, correspond a des courbes a cohomologie semi-naturelle, ceci
équivaut a2d+g—1< %[2{1 + %]3/2
Proposition 3.10. Soit (d,g) € Z? avec g > 1 — 2d. Le polynéme P,y admet 3 racines

réelles si et sculement sionag <1 —2d+ %[2d + -’5]3/2, et celles-ci sont distinctes si et
seulement si l'inégalité est stricte.

. On obtient la proposition suivante:

On peut améliorer la majoration précédente dans le cas précisément des polynomes as-
sociés a des courbes a cohomologie semi-naturelle:

Proposition 3.11. Soit C une courbe @ cohomologie semi-naturelle de degré d ct genre g,
ct dont lc module de Rao cst de largeur | > 0, donc qui n'cst pas ACM. Alors on a:

1 1\? a 1
<1-=2 - 2 - —
g<1 d+3|:(cl+3) -'1x'27:|

avee a = 9(*421=3)*+1. Si C cst lisse irréductible, on peut remplacer a par 25(12+41-5)+1.
¢l st de plus cllc est obstruce on peut le remplacer par 36(1* + 5! — 6) + 1.
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Démonstration. Soit 3 > 0. D’apres le calcul de A, la relation A > 3 est2 équivalente a
1

27T x 62(2d+g—1)? <4(6d+1)*—B,s0it g < 1—2d+3 [(2d+ %)3 - &.’:] ! . I suffit donc

a chaque fois pour conclure de montrer A > a. D’apres la relation (3.1) et la proposition

39,ona 1< -5<-2<e< 1<, LTo=7Ta+1l—1<73<50.On adonc z;—1z; >3,

r3—13 > [—1et z3—x; > [+3. Or le discriminant A est égal par définition a Hj>i(:zrj —z;)2,

donc A > 9(/ — 1)?(I + 3)2. Comme A est un entier, on obtient A > 9 (12 4+ 2 —3)? + 1.

Si C est lisse irréductible,on ar, > 1 et e 2 —1. On a de plus g 2 0, donc ; < —6
d’apres la proposition 3.9. On obtient les relations zo —x; > 5 et z3—z; > [+ 5, qui donnent
A > 25(1 —1)%(I + 5)2, soit A > 25(I1% 4+ 4] — 5)? + 1 puisque A est un entier.

Si de plus C est obstruée, on a € > 2, donc z; — z; > 6 et 3 —z; > [+ 6. On obtient
A >36(l—1)%(I+6)% soit A>36(12+5—6)2+1.m

3.1.2 Différences successives.

Nous étudions a présent de fagon réciproque a ce qui précede comment obtenir d et g a
partir des fonctions 7 et p. Nous montrons que pour une courbe a cohomologie semi-naturelle,
lorsque la fonction de Rao est de largeur au moins trois, la connaissance de celle-ci ou méme
seulement des trois premieres valeurs non nulles qu’elle prend suffit pour retrouver d et g.

Tout d’abord, il est clair que si on connait un entier & ainsi que les valeurs de Py, (k),
Pag(k + 1) et Pyg(k + 2), on peut retrouver le polynéme Py, sachant qu’il est de degré 3,
par exemple grace a la formule d’interpolation de Lagrange. La proposition ci-dessous, qui
résulte d’un calcul immeédiat, permet de faire la méme chosc sans connaitre la valeur de k:

Proposition 3.12. Soit (d,g) € Z2. La suite (un)nez d€finie pour n € Z par u, = Py 4(n)
vérifie les rclations suivantes :

9
i) Vn€Z, 0Pig(n) =up —up-1 = [n :l,— "] —d.

4

i) VneZ, ade,g(n) =Up — 2Up_; +Un—2=n+1.
iii) Vn € Z, asPd,g(n) = Up — JUp—1 + 3Up—2 — Up—3 = 1.
iv) VneZ, 34Pd,g(n) = Up — 4Up_1 +6Un_2 — dUpn_3 + Un_g = 0.

On note que chacune des relations i7), iii) et iv) établit sur le polynéme P, une condition
strictement plus faible que la précédente. Ces relations permettent de retrouver le polynéme
P4, simplement & partir de certaines des valeurs qu’il prend. Ainsi, a partir de 3 (respec-
tivement 4) valeurs consécutives, la propriété iii) (respectivement 7v)) permet de calculer
par récurrence toutes les autres valeurs prises successivement par la suite (u,) sans avoir &
expliciter celles de d ou g.

D’autre part. fixons k € Z. et posons p; = Pyy(k + 1) pour 7 € {0,1,2}. D’aprés les

. . . k+2 .

rclations 7i) et i), on a po —2py +po = k+3 et pp —po = [ ;_ ] — d, et on a aussi
5 E+3 . . . . .

m = Pag(k) = 3 |~ kd + g — 1. Le systeme formé par ces trois équations ¢tant

inversible, on peut formuler la proposition suivante:
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Proposition 3.13. Soit (po,py,p2) € Z3. Il cristc un unique triplet (d,g,k) € Z3 tel que

l'on ait po = Pyg(k), py = Pag(k+1) et pp = Pay(k+2). Ce triplct est défini par les rclations
k+3 k+3

k=p—2p1+po—3, d= [ j ]+po—p1 ct g=—[ 3

9= (k+3)(k;2)(2k_ D kpr— po) — o+ 1.

Cecla dit, si I'on ne cherche pas & calculer d et g mais seulement le polynéme Py, ou ses
valeurs a partir de po, p; et pz, la méthode la plus rapide consiste a utiliser conjointement
la relation k = p; — 2p; + po — 3 et la formule d’interpolation de Lagrange, qui donne:

(X —k—=1)(X —k—2) (X —E)(X —k—1)
2 2 Pz

- -

] + po + kd + 1, soit encore

Pig =

Po— (X = k)X —k=2)p1 +

La fonction de Rao coincide avec — Py sur l'intervalle [rq,7,] = [h,h + I —1]. Si elle est
de largeur supérieure ou égale a trois, on peut appliquer ce qui précéde aux valeurs qu’elle
prend: on peut alors retrouver toute la cohomologie de la courbe a partir de ‘rois valeurs
consécutives non nulles, qui déterminent en particulier toutes les autres ainsi qu-- le décalage
r.. Comme on utilise seulement les valeurs prises par la fonction p et pas les entiers en
lesquels elles sont atteintes, il est équivalent de se donner celle-ci ou sa fonction normalisée
associée p.

Dans ce qui suit, nous nous concentrons essenticllement sur les premiéres valeurs de la
fonction p. En appliquant la proposition précédente avec pp = —p(r.), p1 = —p(ra + 1) et
p2 = —p(ra + 2). c’est-a-dire (po, p1.p2) = (—p, —q, —7), on obtient:

Proposition 3.14. Soit C une courbe @ cohomologic semi-naturclle. On suppose que le mo-
dule d¢ Rao M de C cst de largeur au moins 3, donc que C est une courbe minimale de M,
ct on notc p,q.r les entiers p(r,), p(ra + 1) €t p(ro + 2). Alors le décalage de C est donné

parh =1, =2g—p—r —3, ¢t la courbe C est de degré d = [11:3] + g —p ct de genre

En particulier,on a h > —1, ce qui implique 2 = p+r + 2. Si C est lisse irréductible, on
& h 2 1donc2q 2 p+r+4, etsi elle est de plus obstruéeona h > 2 donc2g =2 p+r+4.

En outre, si la largeur de p est au moins égale a 4, d’aprés la proposition 3.12-747) les
valeurs successives de p(n) pour n € [r, + 4,7,] se calculent par récurrence a partir de p, ¢
«1 r grace a la formule p(n) = 3p(n—1) —3p(n —2) + p(n —3) —1; on a alors en particulier
f=3r—=3q+p-—1.

3.2 La fonction de Rao.

Dans ce paragraphe, nous exprimon: de facon globale sur la fonction p, ou plus exac-
tement sur la fonction normalisée p associée, les relations données par le point i) de la
proposition 3.12. du moins lorsque ces fonctions sont de largeur au moins 3. Ceci fournit
une condition nécessaire portant directement sur la fonction p pour qu’elle soit a décalage
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pres la fonction de Rao d’une courbe & cohomologie semi-naturelle. Nous appelons fonc-
tion naturelle une fonction normalisée qui vérifie cette condition nécessaire. En dépit de
la terminologie adoptée, cette condition n’est pas suffisante et il reste a étudier sous quelles
conditions supplémentaires une fonction naturelle est effectivement la fonction de Rao d’une
courbe a cohomologie semi-naturelle.

Posons la définition suivante:

Définition 3.15. Soit p une fonction a support fini normalisée de Z dans Z de largeur [.
On dit que p est une fonction naturelle si et sculement si elle est a valeurs dans N et vérific
les conditions 0°p(2) < —1, 8%p(l) = —1 et 8°p(n) = —1 pourn € [3,1 — 1] si l > 4.

Proposition 3.16. Une fonction naturelle est de largeur au moins trois.

Démonstration. Soit p une fonction a support fini normalisée de Z dans N de largeur /.
On pose p = p(0) et g = p(1). Si | = 2, les conditions ci-dessus se résument & 8°p(2) = —1,

ce qui est impossible car on a alors aap(Z) =3p—3¢.Sil <1, ona &p(2) = 3p, donc
p(2)20.m

Pour les fonctions de largeur / > 3, la définition précédente équivaut a la caractérisation
plus explicite suivante:

Proposition 8.17. Soit p une fonction de Z dans N da support fini, normalisée, conneze,
de largeur | 2> 3. On note p,q,r les entiers p(i) pour i = 0,1,2. Si |l = 3, la fonction
p cst naturclle si et seulement si on ar —3¢g+3p < =1 et =3r+3q—p =2 -1, soil
3¢ 2 max(8p+r+1,3r + p—1). Ceci entraince la rclation 6g > 4p + 4r.

Sil >4, on note en outre p',q',r' les enticrs p(i) pouri=1—-1,1—-2,1 —3; la fonction
p est naturelle si et seulement si on a les relationsr —3g+3p < =1, 7" =3¢ +3p' <1 et
p(n) = 3p(n — 1) — 3p(n — 2) + p(n — 3) — 1 pour tout n € [4,l —1]. Les valeurs de p(n)
pour n € [4,l — 1] se calculent alors par récurrence a partir de p,q,r. En particulier on a
s=3r—3g+p—1 si on pose s = p(4).

Cette caractérisation entraine la conséquence suivante:

Corollaire 3.18. Soit p une fonction de Z dans N de largeur 3, donnée par (p,q,r). On
suppose que cette fonction vérifie la condition 4q¢ 2> max(6p + r,6r + p), qui est la condi-

tion sous-laquelle conjecturalement lc schéma E, g, cst irréductible. Alors la fonction p cst
naturelle.

Démonstration. L'hypothése entraine 2q > 3p+r/2 et ¢ = 37/2+p/4, donc 3q > 3p+ 2r.
De la méme fagon, on obtient 3q = 3r + 2p. On en déduit 3¢ = 3p+r + 1 car r 2> 1, ainsi
que 3¢23r+p—1. 1

L intérét de la notion de fonction naturelle réside dans la proposition suivante:

Proposition 3.19. Soit C unc courbc @ cohomologie semi-naturclle. Si sa fonction de Rao
p est de largcur supcrieure ou €gale a 3, la fonction normaliscc associce p ¢st une fonction
naturclle.
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Démonstration. La largeur de la fonction p est | = r, — r, + 1. Pour tout n € Z on a
p(n) = p(n — r¢), donc &°p(n) = &p(n — r,) pour tout n. Notons (un)nez la suite définie
par u, = Py4(n) pour n € Z. Pour n € [rs,7,] on a u, = —p(n). De plus on a u,,—; =
Pig(ra — 1) = K2 (ra — 1) €t ur 41 = Pay(ro + 1) = h°J,(ro + 1), donc ur,—; > 0 et
u,,41 = 0. D'aprés la proposition 3.12-iii), la suite (u,) vérifie &u, = 1 pour tout n € Z.
Sir, >7,+30nadp(n)=—-8u, = —1 pour n € [r, + 3,r,], donc & p(n) = —1 pour
n €[3,l—1]. Pourn =7, +2 on a u, 42 = =7 + 3¢ — 3p — u,,—; = 1, donc &*5(2) =
r—3¢+3p= —u,,.;—1 < —1.Enfin pourn = r,4+1ona P u, 41 = tr41 = 3p' =3¢ +r' = 1.
donc 8p(l) = =3p' +3¢' - r' =y, ,.u—12-1. 0

Il est alors naturel de se demander dans quelle mesure la réciproque de la proposition
3.19 est vraie.

Question 3.20. Soit p une fonction normalisée naturelle de Z dans N. Sous quelles condi-
tions eriste-t-il des courbes a cohomologie semi-naturelle dont la fonction de Rao a pour
fonction normalisée associée p ¢

On note qu’une telle fonction étant nécessairement de largeur au moins trois, on peut
. appliquer la proposition 3.14. S’il existe de telles courbes, leurs degré et genre sont ainsi
uniquement déterminés par la fonction p, de méme que le décalage entre p et p. La proposmon
suivante ramene alors la question précédente a la question 3.7:

Proposition 3.21. Soit p une fonction normalisée naturelle de Z dans N. Soit (p,q,r)
le triplet (p(0),p(1),p(2)) et soit (h,d,g) le triplet d’enticrs fourni par les formules de la
proposition 3.1. Alors le polynéme Py, admet trois racines réclles vérifiant z; < 2 < 73
et la fonction p dcfinie par p = —Pay X lznr,z,] @ pour fonction normalisée associce la
fonction p.

Si de plus on a les relations h 2 =1, c'est-a-dire 2¢q 2 p+r + 2, et g > 1 — 2d, les trois
racines (I, xq, T3) sont distinctes et vérifient T, < —2 < z; < x3. Il eziste alors au plus une
cohomologie semi-naturelle compatible avec d ct g.

Démonstration. On a Py4(h) = —p, Pyg(h +1) = —q et Pagz(h + 2) = —r. Les autres
valeurs prises par le polynéme Py, s’obtiennent a partir de celles-la par récurrence grace a la
relation 7i7) de la proposition 3.12. On obtient Py,(h + n) = —p(n) pour tout n € [0,/ — 1],
donc Py4(h +n) < 0 pour ces valeurs de n. Ensuite, on a Py,(h —1) = —8%p(2) —1 >0 et
Pig(h+1)=—03%p(1)+1 > 0, donc le polynéme Py, posséde une racine z; dans l'intervalle
[h =1, h[ et une racine 3 dans Jh +1—1,h +[]. Il possede alors trois racines réelles, qui sont
telles que la fonction p est une fonction décalée de p. Comme le coefficient dominant de Py,
cst négatif. la troisicme racine z; vérifie r; < 2.

De plus. on a Pyy(—2) = ‘7c1+g—1 La relation g > 1 —2d équivaut donc a Py g(—2) > 0.
ce qui correspond aux cas oit I'on a #; < —2 < 23 ou bien a3z < —2. L'entier h étant par
définition le premier entier strictement plus grand que .. la condition 7 > —1 équivaut
a rp 2 —2, ce qui ne laisse que le premier cas ct fournit la relation r; < -2 < 25 < 3.
Le polynome Py, admet alors trois racines distinctes. donc :i ne peut définir qu'une seule
cohomologie semi-naturelle. B



3.2 La fonction de Rao. 89

. On déduit de la proposition 3.21 le corollaire suivant :
Corollaire 3.22. Une fonction naturclle est connezre €t concave sur son support.

Comme le soulignent G. Bolondi et J.-C. Migliore, qui signalent le point i) de la pro-
position suivante ainsi que son corollaire (cf. [BM-2], remarque 1.12), la notion de fonction
naturelle n’est en général pas stable par dualité.

Proposition 3.23. Soit p une fonction normalisée de largeur | 2> 3 et soit p’ la fonction
normalisc¢c de sa fonction duale.

i) Sil > 4 et si p est une fonction naturelle, la fonction p' n’en est pas une.

i1) Si |l = 3, les fonctions p et p’ sont simultanément naturelles si ct sculement si on a
0°p(2) < -1 et 8*p(l) 2 1, soit 3¢ > max(3p+r+1,3r +p+1).

Corollaire 3.24. Soit C une courbe a cohomologie semi-naturelle dont le module de Rao M
est de largeur | > 4. Alors la courbe minimale du module dual M* n’est pas a cohomologie
semi-naturelle, et C est l'unique tclle courbe de toute sa classe de liaison, ct pas seulement
de sa classe de biliaison.

Démonstration. D’apreés la proposition 1.3, la fonction p' vérifie 33p (n) = —8%p(l+2—n)
pour tout n € Z.Sil > 4, pour n € [3,! — 1] on obtient aap’(n) -0 p( +2—n) = +1, donc
la fonction p’ n'est pas naturelle. Sil = 3, on a les relations &3p(l) = — 8°p(2) = —p+3¢—3r

et 8°p'(2) = — 8°p(l) = 3r — 3g + p, d’ot le résultat. W

Nous établissons a présent une propriété des fonctions naturelles, qui traduit en fait sur
la fonction p les conditions du point iv) de la proposition 3.12, et qui elle est stable par
dualite.

Définition 3.25. On dit qu’une fonction p de Z dans Z, normalisce, de largeur | est sous—
naturelle si et seulement si elle est d valeurs dans N et vérifie les relations 8*p(3) > 0,
'p(1) 2 0 ct 8'p(n) =0 pourn € [4,l —1] sil > 5.

Ici encore, cette notion n’est véritablement intéressante que pour ! 2> 3. Par ailleurs, si
on note p' la fonction normalisée de la fonction duale de g, on a d’apres la proposition 1.3 la
relation 8"'p'(n) = 8*5(l + 3 — n) pour tout n € Z. On en déduit que la fonction duale d'une
fonction sous-naturelle en est une aussi.

Proposition 3.26. Soit p une fonction de Z dans N normalisce de largeur [ 2> 3.

i) Si la fonction p est naturclle elle est sous—naturelle.

i) Sil 2 4, la fonction p est naturclle si ¢t seulement si clle est sous—naturclle ct vérific
s=3r—3¢+p-—1.

Démonstration. Dans le cas | = 3 la fonction p est sous-naturelle si et seulement si elle
vérifie la seule condition 8'p(3) = 8p(l) = —4r + G6g — 4p > 0. soit 6g = 4p + 4r. Toutc
fonction naturelle de largeur 3 est donc sous-naturclle d'apres la proposition 3.17.

Sil > 4 ctsipoest naturelle, on a 8%5(2) < =1, &*p(l) = =1 ct 8°p(n) = —1 pour
n € [3.1=1]. On a par ailleurs 8*5(n) = &*p(n) — &°p(n — 1) pour tout n € Z, donc on
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obtient 8'5(3) = —1 — &°5(2) = 0 et &*p(l) = 3*p(l) + 1 > 0, ainsi que 3*p(n) = 0 pour
n € [4,] = 1]. La fonction 7 est donc sous-naturelle. Par ailleurs, la condition 8°5(3) = —1
est équivalentea s =3r -3¢+ p—1.

Réciproquement, soit p une fonction de largeur ! > 4 vérifiant s = 3r — 3¢+ p — 1, donc
8°p(3) = —1. Si cette fonction est sous-naturelle, on a 8*5(n) = 0 pour tout n € [4,] — 1],
ce qui entraine par récurrence 8°p(n) = —1 pour tout n € [3,/ — 1]. On a ensuite 8*5(3) > 0
et 3*p(l) > 0, qui donnent 3%5(2) < 8*p(3) = -1 et &p(1) 2 (I - 1)=-1. m

La proposition 3.26 fournit une caractérisation des fonctions naturelles de largeur [ > 4
ainsi qu’une condition nécessaire sur la fonction p, strictement plus faible que la précédente,
pour qu’elle puisse étre & décalage prés la fonction de Rao d’une courbe a cohomologie
semi-naturelle: il faut que ce soit une fonction sous-naturelle. Elle entraine également la
proposition suivante, qui nous sera extrémement utile dans la suite:

Proposition 3.27. Soit p une fonction de Z dans N normalisée naturelle de largeur | > 4 et
soit (h,d, g) les entiers obtenus par la proposition 8.14. Alors on a 4d = 1-3, .z p(n) 8*p(n).

Démonstration. C’est un simple calcul. Posons S = ), ¢z p(n) 0*p(n), c’est-a-dire S =
S p(n) &*p(n). Comme la fonction p est sous-naturelle on a § = 32_, 5(n) 8*5(n), soit
S =p*+q(q—4p) + r(r — 4q + 6p) + s(s — 4r + 6q — 4p). En utilisant s =3r —3g+p—1
on obtient S = —2(p? +4¢? + 12 —4pg—4qr+2pr —p+r1) + 1.

Par ailleurs, on a d = [h -2*- 3] +q—p,avec h = 29— p—r — 3, ce qui donne 4d =
2(h+3)(h+2)+49—4p =2(2g—p—1)(2¢g—p—1r —1) 4+ 49 — 4p. En développant
I'expression, on trouve 4d =1—S5. N

Pour prendre en compte cette proposition, on pose la notation suivante pour toute fonc-
tion a support fini, et pas seulement pour les fonctions normalisées ou naturelles:

Définition 3.28. Soit p une fonction de Z dans Z a support fini. On note 6, la quantité :
5, =1~ p(n) &'p(n)
n€Z

En utilisant le lemme 1.4 d’intégration par parties, on peut donner un certain nombre d’ex-
pressions équivalentes de é,. Pour toute fonction p a support fini on a:

(3.2) s, —1+Zap n+1)0%p(n _1—262 n +2) 8%p(n)
neZ ne€z
—1+Z@3pn+3)()p —1—28" (n +4)p(n).
nes nel

On en déduit la proposition suivante:

Proposition 3.29. Soit p unc fonction dc¢ Z dans Z a support fini. La quantit¢ 6, cst
invarianic par dicalage ct par dualité, c’cst-d-dire on a é, = 6‘., cf §, = 5pv = JP,



3.3 Les résolutions et la structure du module de Rao. 91

Démonstration. L'invariance par décalage est évidente. Pour la dualité, il suffit de montrer
6, = Jp,, ou p' est la fonction normalisée de la fonction duale de p. Soit w = w(p) =

max {n € Z | p(n) # 0}. D’apres la proposition 1.3, pour tout n € Z on a p'(n) = p(w — n)
et 3'p'(n) = d'p(w+4 —n). On obtient §, = 1 -3,z p(w —n)d'%(w —n +4) =

1-3 ez p(—n) 8'p(—n +4) par décalage, donc §v=1- Y onez P(n) @*p(n+4) = §, d’apres
les égalités (3.2). m

3.3 Les résolutions et la structure du module de Rao.

Ce paragraphe comprend essentiellement un certain nombre de rappels, qui sont de deux
sortes. Tout d’abord, d’un point de vue technique nous rappelons des algorithmes de calcul
décrits dans [MDP-1] et [MDP-2]. Nous rappellons ainsi comment, & partir d’un module
M, on calcule successivement sa résolution minimale et en particulier la fleche o, (para-
graphe 3.3.1), puis la fonction q et les courbes minimales (paragraphe 3.3.2). Nous nous
limitons & chaque fois & indiquer seulement ce qui suffit pour étudier les courbes a cohomo-
logie semi-naturelle.

Dans le cadre restreint de ces courbes, les invariants en question sont soumis a des
contraintes assez fortes, qui les déterminent presque complétement. Ainsi, la résolution du
module est numériquement fixée par les valeurs de la fonction p, de méme que la fonction
g- La recension de ces contraintes constitue également pour 1'essentiel des rappels, dans la
mesure ol nos résultats recoupent ceux de [MDP-2|, [BM-2] et [Flg]. En particulier, la
résolution du module est décrite dans les deux derniers de ces trois articles, et les valeurs
prises par la fonction g le sont dans les deux premiers. Nous précisons pour finir la structure
algébrique de ces modules, ou du moins les rangs des fleches u;, v;, v} et u} qui leur sont
associées.

On fixe dans tout ce paragraphe une fonction p de Z dans Z a support fini normalisée et
un module A de E On note ici M; la i—eme composante graduée de M, de sorte que 'on
a M = @nezM;. Les M; correspondent aux espaces vectoriels E; des chapitres précédents, a
partir desquels on construisait des structures de modules.

3.3.1 La résolution d’un module.

Le module A admet une résolution minimale de la forme:
(3.3) 0 — Ly Ly 2L, 2L, 25 Lo = M —0.

A partir de la structure de module de A, c’est-a-dire des fleches uj, vj, v} et u; associées pour
tout j € Z. on sait calculer explicitement les modules L; et les fleches o; qui interviennent
dans cctte résolution. Ce calcul est décrit dans [MDP-2]. et de fagon plus détaillée dans la
prépublication [MDP-2'].

On rappelle que la structure du module M se décrit par une application de multiplication
u: Iy G Ml — M. On notc u; la composante graduée u; : Ry & M; — My, de u, a laquelle
sont associées naturcllement les fleches v, v} et u} introduites au paragraphe 1.3. Pour unifier
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temporairement les notations, notons ici respectivement u} uff, wj’ et wj pour j € Z les
applications uj, ;. v;- et u_’, Avec ces notations on a u; : AR, M; — AR, Gy My
pour tout j € Z et 7 € [1,4]. Notons de plus uJ et w? les applications w} : Ry @i M; — 0
et w?:0— ARy Gi Mjy1, de sorte que la composée w’ o wit] est nulle pour tous i € [0,4]
ct 7 € Z. On obtient alors pour tout 7 € Z un cornp]exe

5 4 3 1
wi_, w)
0 =5 A*RiGM, — A*RiEM,)4 o4 A2R, @M, 42 ——) A'RiGM, 43 L RiOM, 44 —-) 0.

Si 'on reprend les notations u,v,v’,u’ et que ’on remplace chaque espace vectoriel par sa
dimension, cela donne l'écriture:

Us+2

(3.4) 0—->p(J)——>4p(J+1) 2 6p(5+2) 23 4p(j +3) 23 p(j +4) — 0.

Notons H J' le groupe d’homologie de ce complexe défini par H; = { = Ker w; i [Imwitl. D’apres
[MDP-2] (paragraphe 1.2.a) on a:

Proposition 3.30. Pour chaque i € [0,4] on a L; = @' R(—i — j) @ H..

Corollaire 3.31. On pose L; = @nezlt(—n)™. En notant ker la dimension de l'espace
Keryp, on a l;(i+ j) = kerw rgw'+1 = (‘:)p(]) —rguw; — rgu"tll pour lout 7 € Z ct

i € {1,4}. En particulicr, on a l;(n) = 0 si n ¢ [i, i+l—1]] Pour n €fi,itl-1] ona
l;(n) = 0 si et seulcment si le compleze correspondant a la composée w ow't! est ezact.

Pour calculer les fleches o;, on adopte les notations suivantes:

Définition 3.32. Soit L = @nezR(—n)"™ et L' = SpezR(—n)"'™ deuzr R-modules graducs
libres de type fini. ¢ soit ¢ : L — L' un morphisme homogéne gradué dc degré 0. On
notc o, la rcstriction de o au sous-module R(-—n)l(") dc L. On note Lgn le sous-module

hgn R(-—n)’(") de L, ct o¢n la restriction de o @ Lgn. On note enfin onm la composanic
lomogéne de o, allant de R(-—n)’(") dans R(—m)" (m).

Cette composante 0, se représente par une matrice de taille [I'(m),!(n)] dont les coef-
ficients sont des polynémes homogeénes de R de degré n — m. En -particulier, si n < m, on a
Onm = 0. De plus, si la fleche o est minimale, c’est-a-dire nulle modulo 1’idéal maximal de
R. on a également oy = 0 pour n = m.

Calculer les fleches o; intervenant dans la résolution (3.3) revient a déterminer les com-
posantes graduées o;,m. D'aprés la prépublication [MDP-2']. elles se calculent a partir du
diagramme suivant (cf. [MDP-2], 1.2.c), dans lequcl tous les produits tensoriels sont sur k:

U VI'&Al AV UG
R(—=)ZAVR &M o —; R(-3)& AR G0 o — R(- =2)SA R &0 "—A R(-1)& A'RIG Mo ——" R#%:ALp
J.ué d g dro duo ik
] Vi, VaNM Uan,
R(-N)EAR &0 B R(-3)&AR,GN, —— R(-2)CA'RyeMy — R(-1)&RiEN, — 0
J.l'{ J.l] .l.ul .1,
" Vads UG\
R(=DEATR M — R(=3)QAIRGAl —3  R(=2)2IGM.  — 0

+ { 3
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Nous aurons essentiellement besoin ici de savoir calculer la fleche o3, dont les mineurs
déterminent les courbes minimales. En outre dans le cas des courbes a cohomologie semi-
naturelle, le calcul de ces derniéres nécessite seulement de connaitre des parties linéaires de
la forme 02551 €t des parties quadratiques de la forme 025 n-2, €t ce pour n = 2 et 3. Le
calcul s’effectue en appliquant les fleches V @ M;, qui s’obtiennent par linéarité a partir des
relations (V@ M;)[(PAQ)® e] =P2QQRe—QQ®PQ@epour (P,Q) € R,? et e € M;. Nous
noterons ces fleches simplement V' dans la suite a chaque fois qu'il n’y aura pas d’ambiguité.

Les parties linéaires de la forme 03 n,n—1 se calculent assez simplement : il suffit d’appliquer
la fleche horizontale V ® M,_,. En revanche, le calcul des parties quadratiques o3 nnt2 €st
un peu plus délicat: aprés avoir appliqué la fleche V @ M,_,, il faut choisir une pseudo-
section permettant de remonter la fleche v,_3, puis appliquer V ® M,_3. On peut se référer
& [MDP-2'] pour plus de détails, en particulier concernant les pseudo-sections. Dans le
chapitre 4, ol nous aurons a effectuer de tels calculs de fagon explicite, nous n’aurons jamais
de partie quadratique & calculer.

D’un point de vue général, les autres composantes de la fleche o, ainsi que les autres
fleches o; se calculent de facon analogue.

D’aprés [MDP-1] I1.2, on déduit de la résolution (3.3) du module M celle de son module
dual M*, défini par M* = Homy(M, k). Celui-ci admet la résolution minimale:

v v v v
(3.5) 0=LY LY B Ly B Ly 2 LY —M* 0.
Posons la définition suivante:

Définition 3.33. Soit L = @,ezR(—n)!(™ un R-module gradu¢ libre de type fini. La fonc-
tion | est @ support fini, et l'on note respectivement sup L et inf L les enticrs a(l) et w(l).

Du fait que les résolutions (3.3) et (3.5) sont minimales, on déduit la proposition suivante:
Proposition 3.34. Soit M un R-modulc gradué, ct soit (3.3) sa résolution minimale. On
ainf Lo <infL; <infLy; <inf L3 <inf Ly et sup Lo < sup L; < sup L, < sup L3 < sup L.
3.3.2 Les résolutions de I’idéal de la courbe.

D’aprées [MDP-1], on sait calculer des résolutions des courbes minimales associées au
module A/ & partir de la résolution minimale (3.3) de ce dernier:

0—)L4—9—>L3ﬁ)L2£3-)L11)L02>]\‘1—)0

De fagon précise, il existe une décomposition du module L. en somme directe de deux sous-
modules libres sous la forme L, = P = F, qui donne naissance a deux résolutions de la méme
courbe minimale C. La premiere, dite de type E, cst donnée par:

0 — E =Cokeroy — F — Ic(h) — 0,
et la scconde. dite de type N, par:

0 — P — N=Keroy — Ic(h) — 0.
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Calculer ces résolutions de type E et N revient a déterminer le sous-module P de L,. Les
informations numériques sont concentrées dans la notion suivante:

Définition 3.35. Soit M un R-module gradué. On appelle fonction q associée au module
M (ou a ses courbes minimales) la fonction de Z dans Z définie par P = @nezR(—n)*™).

On a évidemment F = @,z R(—n)"2(M9"), La fonction g vérifie g(n) < I2(n) pour tout
n € Z, ainsi que la relation:

(3.6) Yonez 0(n) = Lpez[li(n) — lo(n)] — 1

qui traduit ’égalité rg P = rg N — 1. La condition analogue sur les degrés implique en outre
la relation }, .z nq(n) = 3,z n[li(n) — lo(n)] + h, qui donne le décalage minimal h.

Un algorithme explicite permettant de calculer la fonction g est détaillé dans [MDP-1]
IV.6.a; nous le rappellerons au paragraphe 3.4.1. Il repose comme nous 1’avons déja signalé
sur ’analyse des mineurs de la fleche 2. Au paragraphe 3.3.3, nous montrons que pour une
courbe & cohomologie semi-naturelle dont le module de Rao est de largeur ! 2> 3 les valeurs
que prend la fonction g sont entierement déterminées par la résolution du module; nous
expliciterons au paragraphe 3.3.3 ce que ces impliquent sur la structure du module et sur la
courbe, en particulier concernant sa lissité.

On déduit des deux résolutions de type E et N la proposition suivante, citée dans [Flg]
(lemmes 1.12 et 1.13):

Proposition 3.36. Soit M un R-module gradué. On considére sa résolution minimale
(3.3), ainsi quc le scindage Ly = P & F correspondant aux courbes minimales. On a alors
les relations inf P > inf Ly > inf Lo, sup P > sup Ly > sup Lo, inf Ly > inf Lz > inl I ¢t
sup Ly > sup Lz > sup F'.

Démonstration. D’aprés la proposition 3.34, il suffit de comparer P avec L; et F avec
L3. On a tout d’abord inf P > inf L, > inf L; et sup L3 > sup L, 2 sup F', ce qui prouve
deux des assertions. Comme la résolution 0 — Ly — L3 — F — Ic(h) — 0 est
minimale, on a inf L3 > inf F. Enfin, si on pose Ac = @nezH°O,(n), on a d’aprés [MDP-1]
I1. 4 la résolution minimale 0 - P — L; — Ly - Lo&@ R — Ac — 0, qui donne
infP>infL;. m

Les résolutions de type E et N déterminent en outre respectivement les invariants sg et
¢ des courbes minimales (cf. [MDP-1] proposition 11.5.2):

Proposition 3.37. Les courbes minimales assocides au module M vérifient s = inf F + h

cte=supP —4+ 1.

3.3.3 Les valeurs de la fonction q.

Appliquons a présent ce qui précede au cas des courbes a cohomologie semi-naturelle. La
proposition suivante découle immeédiatement de la proposition 3.37:
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Proposition 3.38. Soit M un module de longueur finie | > 0, normalis€ et soit C unc
courbe minimale associce. La courbe C est de co-rang mazimum si et seulement si on a
sup P < 3, c’est-a-dire si g(n) = 0 pour n ¢ {2,3}. Elles est de rang mazimum si et seulc-
ment si inf F 2 |, c’est-d-dire si g(n) = lo(n) pour n ¢ {l,l + 1}. Elle est @ cohomologie
semi-naturelle si et seulement si ces deuzx conditions sont vérifiées simultanément, c’est-a-
dire si on a g(n) = ly(n) pourn <1 —1 et g(n) =0 pour n > 4.

On note que pour [ > 5 ces conditions entrainent l3(n) = 0 pourn € [4,/ —1].Sil =1 ou
2 toutes ces conditions sont automatiquement vérifiées, donc la courbe C est & cohomologie
semi-naturelle. Si | = 3 la courbe C est de rang maximum si et seulement si on a g(4) = 0
et elle de co-rang maximum si et seulement si on a ¢(2) = [5(2).

Sil > 4 et si C est & cohomologie semi-naturelle, toutes les valeurs de la fonction ¢
sont déterminées par la résolution du module. Réciproquement, la courbe minimale d’un
module M de largeur [ > 4 est & cohomologie semi-naturelle si et seulement si la fonction
q atteint ces valeurs prescrites. Au paragraphe 3.3.4, nous montrerons que la fonction g est
également déterminée entiérement par la résolution du module M dans le cas [ = 3 (cf.
proposition 3.50).

La proposition 3.38 entraine le corollaire suivant, énoncé dans [Flg] (propositions 2.2 et
2.4):

Corollaire 3.39. Soit M un module non nul de largeur | normalisé et soit C une courbe
minimale associée @ M.

Si C cst de co-rang mazimum, on a P = R(-2)"® = R(-3)*®), L, = R(-1)"M) g
R(—2)"® ¢t Ly = R @ R(—1)*("), De plus, si q(3) =0 on a 11(2) = [y(1) = 0.

Si C est de rang mazimum, on a F = R(=1)2-1) @ R(—I — 1)l(+N)-a(+1) " [, —
R(—=l — 1)) @ R(—I — 2)=("H2) ¢t Ly = R(—1 — 2)4(+3) g R(—1 — 3)4(+3), De plus, si
gl)=0L() onalz(l+1)=1L(+2)=0.

En particulier, si C est de co-rang maximum le module M est engendré en ses deux
premiers degrés, et si C est de rang maximum c’est le cas du module M*. A chaque fois, ceci
entraine que la fonction de Rao est connexe, donc que le diametre coincide avec la longueur.

3.3.4 Les modules optimaux.

Le corollaire 3.39 détermine la forme numeérique de la résolution du module A7. Un certain
nombre des propriétés des courbes a cohomologie semi-naturelle découlent directement de
cette résolution et pas vraiment des valeurs de la fonction g, c’est-a-dire du fait qu’elles sont
a cohomologie semi-naturelle. Ces propriétés sont ainsi vérifiées pour une classe de modules
plus large que celle des modules de Rao des courbes a cohomologie semi-naturelle. Pour les
mettre en évidence, nous adoptons la définition suivante: 4

Définition 3.40. On dit qu 'un module M normalisc de largeurl cst optimal si ¢l seulement
st sa résolution minimale vérifie l;(n) = 0 pour n ¢ {1,2}, l2(n) =0 pourn ¢ {2,3,l,1 +1}
et l3(n) = 0 pourn & {{+ 1,1 + 2}. Ces conditions entrainent lo(n) = 0 pour n ¢ {0,1}
ly(n) = 0 pourn ¢ {l + 2,1 + 3}.
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Les résultats suivants concernant les modules optimaux sont immeédiats:

Proposition 3.41. i) Tout module de largeur | < 2 est optimal.

ii) Un module optimal est engendré en ses deuz premiers degrés. Ceci entraine que la
fonction p est connere, donc | cst indifféeremment le diamétre et la largeur du module M.

iii) Le module M est un module optimal si et seulement si son module dual M* en est
un a décalage prés.

iv) Si M' et M" sont deuz modules optimauz de méme largeur, le module M = M' @ M"
est optimal. Si M' est un module optimal de largeur 3, le module M = M’ @ k(-1) est
optimal.

Le point #i7) montre que la classe des modules optimaux est strictement plus gande que
celle des modules de Rao des courbes & cohomologie semi-naturelle.

Démonstration. Seul le dernier point nécessite un commentaire. On utilise le fait que la
résolution minimale du module k(—1) est:

0 — R(-5) — R(—4)* — R(-3)® — R(-2)* — R(-1) — k(-1) — 0,

et que la résolution minimale d'une somme directe de modules s’obtient comme la somme
directe de leurs.résolutions minimales. B

D’apres le corollaire 3.31 la résolution d’un module optimal vérifie Lo = RP@R(—1)9"8%0,
L, = R(_1)4p—rguo D R(_2)4q-rgu1—rgm, Ls = R(-1- 1)4q'—rgu§_3—rsv,’_, ® R(—I - 2)4p1_rgu;_2
et Ly = R(—[—2)7~"8%-2 @ R(—I — 3)*". En ce qui concerne L, en revanche, on est conduit
4 distinguer trois cas, selon la valeur de [. Sil < 2 on a L, = R(—2)%P~"8% @ R(—3)%4-8%,
si!=3o0nalL; = R(—2)%"% g R(—3)%-"8"1-"8% & R(—4)%~"% et si [ > 4 on a
Ly, = R(_Q)(‘»r—rgvo e R(_3)Gq—rgv|—rgt'6 & R(_{)Gq'—rgu,_g—rgv,’_a & R(—-l _ 1)61"-'8"4'-2.

On remarque que toutes les conditions qui définissent les modules optimaux sont de la
forme l;(n) = 0 pour certains 7 € [1,4] et n € Z. D’apres le corollaire 3.31, ces conditions
signifient a chaque fois que le complexe formé par la composée w;'- o w;fll est exact. Cette
remarque explicite la terminologie choisie: un tel module est «optimal» dans la mesure ou
les rangs des fleches u;, v;, v} et u} atteignent les max: na autorisés a la fois par la fonction
p et par les autres fleches du méme type, en un sens que nous allons préciser au cours de ce

paragraphe. Nous posons la définition suivante:

Définition 3.42. Soit p une fonction normalisée de Z dans Z. On note ﬁp le sous-schéma

ouvert de E, (éventuellement vide) défini par les conditions de la dcfinition 3.40, c’cst-a-dirc
le sous-schéma des modules oplimauz.

Si la largeur ! de la fonction p est inférieure ou égale a 2 on a ﬁp = Ep; les cas véri-
tablement intéressants sont ccux olt on a [ 2 3. Pour répondre aux questions 3.20 ou 3.7,
c’est-a-dire pour déterminer quelles fonctions p correspondent a des courbes a cohomologie
semi-naturelle, on peut envisager de commencer par ¢tudier la question plus large suivante:

Question 3.43. Pour quelles fonctions normalisécs p de = dans N de largeur [ 2 3 e
schéma Q, cst-il non vide? Aulrement dit, pour quelles fonctions p eriste-i-il des mouules
optimaux?
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Dans le cas | = 3, on peut donner une réponse particlle a cette question grace a
[MDP-2]. Tout d'anord, un module M de E,,, est optimal si et seulement si il vérifie
(3) = [3(3) = 0, c'est-a-dire si I'application v, est surjective et si vy est injective d’apres
les relations [;(3) = cokerv; ct [3(3) = kervg. Ces conditions entrainent lp(2) = 14(4) = 0,
c’est-a-dire que u; est surjective et up injective d’apres les relations lo(2) = cokeru; et
15(4) = kerug. La structure d’'un tel module est alors enticrement décrite par le tableau
récapitulatif suivant, ou chaque ligne correspond & un complexe dans lequel on a remplacé
les espaces vectoriels par l'indication de leur dimension:

dp = q
6p —» 49 —» r

]

dp < 6g » 4r

p < 49 2 6r
u
qg — Ar

La résolution minimale de M est alors entierement déterminée du point de vue numérique
par les rangs des applications ug, vo, v} et uj. De fagon précise, on a Lo = RP @ R(—1)77"8%,
Ll — R(_l)dp—rguo a R(_Q)t]q—r—rgvo, L2 - R(_Q)Gp—rguo & R(_3)69-4p—4r e R(_4)Gr—rgu;,
L3 = R(—4)%-P-r8% g R(—5)4 8% et L4 = R(—5)7""8% o R(—6)".

On obtient également le corollaire suivant :

Corollaire 3.44. Soit M un module optimal de largecur 3. Alors on a 6q = 4p + 4r ainsi
que 4¢ = max (p,r).

Démonstration. On a 4q > p et 4¢ > r car u; est surjective et uj est injective. De plus, on
a Imvy C Kerwy, donc rgvy = 4p < kerv, = 6g — 4r. E

D’aprés la proposition IV.1.3 de [MDP-2], si E,,,q,r est irréductible et si (p,q,r) est dif-
férent de (1,1,1) ou (1,2,1) 'ouvert de Ep,q,,. sur lequel toutes les applications u;, v;, v] ct
u} pour 7 € {0,1} sont de rang maximum est non vide. De plus sous les mémes hypotheses
on a 4q > max (6p + r,6r + p), donc sur cet ouvert les applications vy et u; sont injectives
et les applications u; et v; sont surjectives. On cn déduit que tout module de cet ouvert est
optimal. En tenant compte de nos résultats du chapitre 2, on obtient:

Proposition 3.45. Soit (p,q,r) € N2 ¢t soit p la fonction dc Z dans N normalisée dc
largeur 3 définie par (p,q,7v). On pose m = max(6r +p.6p + r) si v/p & [4/9,9/4] ct
m = max (2r + 10p.2p + 10r) sinon. Si 4q 2 m et si (p.q.7) & (1.2,1). ouvert Q, cst non
vide.

En revanche. si 4¢ < m la question est ouverte:

Question 3.46. Soit p une fonction normaliséc de largeur 3. Si ccttc fonction vérific les
rclations 4q 2 max (8(p +1)/3,p.r) €l dg<m, le scli. ma Q, csi-il non vide?
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Les modules optimaux de largeur supérieure ou égale a 4 sont les plus intéressants, parce
qu'ils sont soumis a de plus fortes contraintes. De facon précise on a:

Proposition 3.47. Soit M un module optimal de largeur | 2> 4. Pour tout i € [1,l — 2] on
argu; = p(i+1), c’est-a-dire u; est surjective, et rgv; = 4p(i+ 1) — p(i + 2). En particulier,
vy est surjective. De plus, pour tout i € [0,l —3] on a rgu; = p(i), c’est-a-dire u’ est
injective, et rgv; = 4p(z) — p(i — 1). En particulier, vy est injective.

Démonstration. Ceci ressort directement des conditions de la définition 3.40. Les conditions
sur Lo signifient que pour i1 € [2,/—1] on a corgu;-; = 0, donc I'application u;_; est
surjective et rgu;—; = p(i). Les conditions sur L, signifient que pour i € [2,/—1] on a
keru; = rgv;_;, c’est-a-dire rgv;—; = 4p(z) — rgu; = 4p(i) — p(i + 1). On obtient rgv;_, =
4p(l — 1), c’est-a-dire vi_, est surjective.

Les conditions sur L4 signifient que pour 7 € [0,/ — 3] on a keru} = 0, c’est-a-dire u}
est injective, donc rgu} = p(7). Enfin les conditions sur L3 signifient que pour : € [0, — 3]
on a kerv! = rgul_,, c’est-a-dire rgv! = 4p(i) — kerv} = 4p(i) — p(: — 1). On en déduit
rgvg = 4p(0), c’est-a-dire v, est injective. W

Par ailleurs, les conditions portant sur L, signifient que pour tout i € [2,/—3] on a
kerv; = rgvi_,. La structure du module A pecut alors se récapituler sous la forme du tableau
suivant, ou chaque ligne est un complexe dans lequel on a remplacé chaque espace vectoriel
par l'indication de sa dimension. Ces complexes sont exacts en tous les points autres que
ceux dont la dimension est entre crochets, qui sont au nombre de dix.

0 = [4p] = [q]
0 — [6p)] — [4q] —»

0o 4p <% [6g] =% 4r 2% s
0= p < 49 2H 6r 225 4s 2 ¢
0 — q < 4r 2 65 2% 4t My 2

t uLLs—)tls’ h 6 23 4¢ 2B p 50

o ity g M [6g] =% 4p' — 0

' = [4¢] = [6p'] = 0

l¢'] = [4p] = 0
Les seules fleches u;, v;. v} et u} dont le rang n’est pas déterminé par la proposition 3.47.
c’est-a-dire cn fait par les valeurs de la fonction p, sont les fleches uo, vo, v]_, et uj_,. Leurs

rangs déterminent alors entiérement la résolution minimale du module A du point de vue nu-
mérique : de fagon précise.on a Ly = RPPR(—1)7""8% L, = R(—1)r~rsv0 @ R(—2)9-r~80,
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L2 = R(_g)sp—rgun & R(_3)Gq—4p—4r+s @' R( lcq'_qp'_qu-}-s = R( -] — 1)6;' —rgu|_ 2, L3 =
R(—1 = 1)49'-r'~r8%i2 @ R(—1 — 2)%'~"8%i-2 et L, = R(—I — 2)7 ~"™8%-2 5 R(—I — 3)"'.

On note sur le diagramme ci-dessus que pour tout j € [4,/ — 1] le complexe (3.4):

0 — p(i—4) 23 4p(5 —3) 23 65(5 —2) 23 4p(i—1) 23 p() — 0

est exact. On en déduit que pour tout j € [4,/ — 1] on a &*p(j) = 0. Plus généralement, on
a la proposition suivante:

Proposition 3.48. Soit M € Ep un module de largeur | 2> 4. Si M est un module optimal
la fonction p cst une fonction sous-naturelle et vérifie de plus 4q 2 r et 4¢' 2> r'.

Démonstration. Nous venons de voir que 1’on a 8*p(n) = 0 pour n € [4,! — 1]. Par ailleurs,
on a Imvy C Kerv;, donc rgvy = 4p < 6g—rgv; = 6g—4r+s, c’est-a-dire s— 4r+6q 4p 20
soit 8*p(3) > 0. De méme, on a Imv|_, C Kerv;_,, donc rgv|_ = 4r' — s’ < 6¢' —rgui— =
6q'—4p', soit 8*p(l) > 0. La fonction p vérifie donc 8*p(3) > 0, aqp(l) 0et 64p(n) = 0 pour
n € [4,] — 1], c’est-a-dire est une fonction sous-naturelle. On déduit les relations 4¢q > r et
4¢' 2 r' du fait que ug est injective et que u;_; est surjective. B

La question naturelle qui se pose alors est la suivante, a laquelle nous ne répondons pas:

Question 3.49. Soit p une fonction normalisée de Z dans N de largeur | > 4. Si celle
Jonction est sous-naturelle et vérifie 4q > r et 4¢' 2 1', existe-t-il des modulcs optimaux
dans E,, c’cst-d-dire le schéma ), est-il non vide?

Nous revenons a présent au cas général des largeurs [ 2> 3. Le résultat qui suit permet
d’affaiblir les conditions portées sur la fonction g pour que la courbe minimale associée au
module M soit & cohomologie semi-naturelle lorsque 1'on sait que ce module est optimal. Il
montre en outre que dans le cas | = 3 les valeurs de la fonction q sont toutes déterminées
par la résolution du module de la méme fagon que dans les largeurs supérieures. On rappelle
que l’on note ¢* la fonction croissante de Z dans N définie par q¢f(n) = st" q(k). Cette
fonction est nulle pour n < 0 et prend une valeur constante NV pour n 2 [+ 1 car on a
g(k) = 0 pour k£ > | + 2. La relation (3.6) signifie exactement que cette valeur constante N

vaut N =3, -[l(n) — lo(n)] — 1.

Proposition 3.50. Soit A un module de largeur | 2> 3. La courbe minimale C associée
a M est a cohomologie semi-naturclle si et seulement si M est un module optimal et si la
fonction q vérifie q(2) = [5(2) = 6p —rgvo et q(3) = 3¢ — 3p — r — 1, c'est-d-dire aussi
¢ (2) = 15(2) = 6p —rguvo ¢t ¢!(3) = N =3p+3¢g—r—rgvo— 1.

Démonstration. Si le module M est optimal on a E,,ez[ll(")_lo(")] =4L(2)+L(1)—=l(1)—-
lo(0) avec Iy(0) = p, lo(1) = g — rguo. 11(1) = 4p — rguo et enfin [|(2) =49 —rgu; —rgwy =
4g—r —rguo car u; est surjective. On obtient N = 3p+3q—r —rgro—1. Sila courbe C est a
cohomologic semi-naturelle on a g(n) = 0 pour n > 4. c'est-a-dire ¢*(n) = N pour n > 3. On
a cn particulier ¢°(3) = N = 3p+3qg—r—rgro—1. De plus comme C est a cohomologie semi-
naturelle on a g(2) = 13(2) = 6p—rgvo, donc on obtient q(3) = ¢*(3)—¢q(2) = 3¢—3p—r—1.
|
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On remarque que si [ 2> 4 la valeur de g(3) donnée ci-dessus est automatiquement égale
4 [3(3). En eflet on a alors [5(3) = 6g — rgvy — rgvy = 6g — (47 — s) — 4p. De plus on a
s =3r —3q+ p—1 car la fonction p est naturelle, donc /5(3) =3¢ —3p—r —1.

Sil=3,on aly3) =6qg—rgv, —rgvy = 6g — 4r — 4p, donc on a ¢(3) = [5(3) si et
seulement si 3r — 3¢ + p = 1; cette condition est vérifiée si et seulement si on a sp =1, + 2.
D’autre part, toujours si | = 3, on a g(3) = 0 si et seulement si r = 3¢ — 3p — 1; cette
condition est vérifiée si et seulement si e = r, — 2.

Enfin, notons que les conditions de la proposition 3.50 sont encore équivalentes aux
relations ¢*(2) > 6p —rgvp et ¢*(3) = N = 3p+3g—r —rgvo — 1; cette remarque évidente
nous sera utile dans la suite.

3.4 Etude de la lissité.

3.4.1 Détermination des courbes minimales.

Nous nous intéressons & présent a la détermination des courbes minimales, en particulier
dans le but d’étudier leur éventuelle lissité. Ceci nécessite d’expliciter les conditions établies
au paragraphe précédent sur la fonction g pour que la courbe minimale associée a un module
optimal M de largeur | > 0 soit effectivement a cohomologie semi-naturelle. A

Rappellons tout d’abord comment on calcule cette fonction gq. A un module M de E, on
associe un entier ap et des entiers a, et 8, pour tout n € Z (cf. [MDP-1] définition IV.2.4).
D’apreés la proposition [MDP-1] IV.6.4 ces entiers sont caractérisés de la fagon suivante:

Proposition 3.51. (M. Martin-Deschamps et D. Perrin)

i) L'entier ag — 1 cst le plus grand entier n € Z tcl que la matrice o2, ¢n cst injective et
que scs mincurs mazimauz sont sans facteur commun non trivial, ¢’cst-a-dire définissent au
plus une courbe.

i1) L'entier an (resp. B.) est le plus grand cntier N € N tel que les N-mineurs dc
la matrice 09,¢n sont non tous nuls, (resp. sans facteur commun non trivial), c’est-a-dire
dcfinissent au plus une surface (resp. une courbe).

Ces entiers permettent de définir la fonction g ((MDP-1] définition IV.2.6):

Proposition 3.52. (M. Martin-Deschamps et D. Perrin)
On a q(n) = lz(n) pour n < ag ¢t g*(n) = inf(an — 1,8,) pour n = ao.

Appliquons ceci aux courbes a cohomologie semi-naturelle. Soit p une fonction de Z
dans N normalisée de largeur / > 0 et soit C' une courbe minimale associée a Af. Sil =1
ou 2 la courbe C est automatiquement & cohomologie semi-naturelle. Si | > 3, d’apres la
proposition 3.50 la courbe C est a cohomologie semi-naturelle si ct sculement si le module
Al est optimal et vérifie ¢*(2) = 6p —rgro et ¢*(3) =2 N =3p+3g—7r—rgug—1; cos
conditions impliquent automatiquement q(2) = 12(2) = 6p —rgro. ¢(3) =3¢ —3p—r —1 ct
g(n) = 0 pour n 2 4. On obtient la proposition suivante:

Proposition 3.53. Soit A1 un modulec de E, . ¢t soi. C unc courbe minimale associée. On
supposc que le module Al est optimal ¢f on pose N = 3p+3qg—1r—rgro—1. La courbe C ¢sl
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a cohomologic semi-naturclle si ¢ sculement si les (6p — rgvg)-mincurs de 022, définissent

au plus unc courbe, de méme que les N'-mineurs de 03 ¢3. et siles (N +1) -mincurs dec 02«
définissent au plus une surface.

Démonstration. La relation ¢(2) = /2(2) est équivalente a ag 2> 3, c’est-a-dire au fait que
les (6p — rgvp)-mineurs de 022, définissent au plus une courbe. La relation ¢*(3) > N est
équivalente aux relations az > N +1 et 33 2 N, c’est-a-dire au fait que les (N + 1)-mineurs
(respectivement les N-mineurs) de 03 <3 définissent au plus une surface (respectivement une
courbe). ®

Remarque 3.54. Sous les conditions de la proposition 3.53, la matrice 022, est nécessairc-
ment injective. Scs (6p — rg vo)-mincurs sont alors simplement ses mineurs mazimauzr. Nous
retrouverons fréquemment une situation identique dans toute la suite de ce terte. Aussi, pour
abréger les formulations nous adoptons la convention suivante. Dans toute la suite de ce ira-
vail, nous désignons de fagon implicite par l’ezpression mineurs maximaux d‘une matrice
de taille (b,a) ses a-mineurs, en sous-entendant d chaque fois que la matrice en question cst
injective.

On rappelle que la matrice représentant 'application o3 <3 dans des bases fixées est de
la forme suivante, ou I’on indique les dimensions des espaces qui interviennent:
3¢-3p—r-1 6p—rgvo

0232 | 0 dg—r—rgvo
02,3 = .

023, | 02,2,1 4p—rguo

Si r = 3q — 3p — 1, c'est-a-dire si e = r, — 2, il reste seulement o3¢z = (60 > Si
2,2,1

0232

I'application 19 est injective on a au contraire o3 ¢3 = . Enfin si ug est injective on
~N .]

023,1
ao2¢3 = (0232 0). Par ailleurs, on déduit immédiatement de la forme de cette matrice le
résultat suivant, qui fournit une condition nécessaire pour que la courbe minimale soit lisse
irréductible:

Proposition 3.55. Soit C une courbe a cohomologie semi-naturelle, M son module de Rao
ct p sa fonction de Rao, que l'on suppose de largeur | 2> 3. On suppose de plus qu’on a
€e=r1,—1, cest-a-dire r < 3¢—3p—1. Si la courbe C cst lisse irréductible et si ['application
1o n'est pas injeclive, lcs mineurs mazrimauz de la malrice 022, définissent un sous-schéma
fini curviligne. '

Démonstration. Ceci découle des résultats de [MDP-3], qui s’appliquent parce que la
courbe est lisse irréductible. Sous les hypothéses considérées on a ¢(3) > 0. La courbe C
est alors définie par les mineurs maximaux d’une matrice qui contient comme sous-matrice

stricte la matrice ( ) correspondant aux dernieres colonues de o2.¢3. A cause du bloc

02.2,1
de zéros. les mincurs maximaux de la matrice 099,; définissent alors un sous-schéma de la
courbe (. Dapries [MDP-3] 111.5.3 ce schéma est un sous-schémi strict de C, « ‘est-a-dire
est. un schéma fini curviligne. m
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Dans le cas e = r, — 2 on a au contraire g(3) = 0. On rappelle également que dans les
cas | > 4oubienl =3 et so =1,+2o0n aq(3) =1[23). On a donc dans le premier cas
g(n) = l3(n) pour n = 2 et g(n) = 0 sinon, et dans les seconds on a g(n) = ly(n) pour
n € {2,3} et g(n) = 0 sinon. Rappelons alors la définition suivante, due & M. Martin-Des-
champs et D. Perrin:

Définition 3.56. Soit M un module de Ep et C une courbe minimale associée a M. On dit
que la courbe C est obligatoire si et seulement si on a g(n) =0 pour n 2> ao.

Si la courbe C est obligatoire, elle est définie exactement par les mineurs maximaux de
la matrice 03,¢(s0-1). Elle est alors déterminée par le module M de fagon unique, et non
4 déformation prés comme c’est le cas en général, d’ou la terminologie. On a le résultat
suivant :

Proposition 3.57. Soit C une courbe ¢ cohomologie semi-naturelle, M son module de Rao
et p sa fonction de Rao. On suppose p de largeur | > 3.

i) Si e =1, — 2 la courbe C est obligatoire et est définie par les mineurs mazimauz de la
matrice 032,1.

i1) Sil 2> 4 ou bien sil =3 et sp =1, + 2, la courbe C est obligatoire et est définie par
les mineurs mazimauz de la matrice 03 ¢3.

Si la courbe minimale est obligatoire, on ne peut pas la déformer sans toucher au module
de Rao. En particulier dans ce cas si le module est fixé son unique courbe minimale est ou
n’est pas lisse irréductible sans que ’on ait la latitude de bouger quoi que ce soit. Ceci peut
étre considéré comme un désavantage lorsque ’on s’intéresse a la question de Sernesi-Walter,
du moins si ’on cherche & produire un contre-exemple infirmant 1’assertion (SW). En eflet,
dans la mesure ot I'obstruction de la courbe dépend uniquement de celle du module, on peut
envisager de commencer par fixer un module obstrué dans le schéma E,, de fagon a vérifier
d’abord la condition fermée, puis de chercher une courhe lisse irréductible parmi ses courbes
minimales. Cette méthode est fortement limitée lorsque la courbe minimale est obligatoire.

Dans le cas contraire, le module M admet une famille de courbes minimales. On peut
alors étudier sous quelles conditions la courbe minimale générale est lisse irréductible. Cette
préocupation rejoint celles de ’article [MDP-3] & paraitre ou de la prépublication [MDP-3'].
Dans ces articles, M. Martin-Deschamps et D. Perrin s’intéressent aux courbes lisses-minima-
les associées a un module fixé, c’est-a-dire aux courbes lisses irréductibles ayant un décalage
minimal dans la classe de biliaison de ce module. Ils établissent ainsi des conditions néces-
saires (cf. [MDP-3'] chapitre III) et des conditions suffisantes ((cf. [MDP-3'] chapitre IV)
pour qu’une courbe C de la classe de biliaison définie par M soit une courbe lisse-minimale
associée a M.

En appliquant les conditions suffisantes qu'’ils établissent aux courbes minimales du mo-
dule M au scns usuel, on obtient des conditions suffisantes pour que celles-ci soient des
courbes lisses-minimales, c’est-a-dire pour que le module A admette une courbe minimale
lisse irréductible. On obtient le résultat suivant:

Proposition 3.58. On suppose le corps k de caractéristique nulle. Soit M un module d
E,qr ct soit C' sa courbe minimale. On pose N = 3p+3q—1r —1 —rguo ct on suppose quc
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les entiers r) sont tels que l'on ae=1, —1 et s =1, + 1, c’est-a-dire que les courbes
9% q J
minimales ne sont pas obligatoires.
Si les mineurs mazimauz de 022 définissent au plus un schéma fini curviligne, de méme
14y )
que les N-mineurs de 03,3, et si les (N +1) -mineurs de 03 ¢3 définissent au plus une courbe
lisse, la courbe minimale générale associée @ M est lisse irréductible.

Ce résultat se déduit directement de la proposition IV.4.3 de [MDP-3'], 4 laquelle nous
renvoyons pour plus de détails. Nous n’utiliserons pas ce critére dans la suite de ce travail.
En effet, au chapitre 4 nous répondons positivement dans certains cas a la question de
Sernesi-Walter restreinte, c’est-a-dire nous démontrons 1’assertion (SWR) dans cas cas-la.
Nous n’utilisons évidemment pour cela que des conditions nécessaires de lissité, et non des
conditions suffisantes.

3.4.2 Des conditions numériques.

Les conditions exprimées par la proposition 3.53 portent toutes sur la dimension de sous-
schémas définis par les mineurs d’une certaine matrice. On appelle schéma déterminantiel
un tel schéma; fixer sa dimension impose des contraintes numériques sur la taille de la
matrice qui le définit. En appliquant cela a ce qui précede, on obtient de nouvelles conditions
nécessaires, d’'une part pour que la courbe minimale associée a un module optimal soit
a cohomologie semi-naturelle, et d’autre part si tel est le cas pour que celle-ci soit lisse
irréductible.

Considérons une matrice A de taille (b, a) homogene & coefficients dans R = k[X,Y, Z, T'.
Ses mineurs sont des polynémes homogenes en X, Y, Z et T. Pour k € N, on note I;(A)
I’idéal engendré par les k-mineurs de A. On a alors le résultat suivant (cf. par exemple [Har],
proposition 17.25):

Proposition 3.59. Soit k € N* et soit Z le sous-schéma fermé de P2 défini par I’idéal
It(A). Si Z est non vide, il vérifie codimZ < (b— k + 1)(a — k + 1). En particulier, si le
sous-schéma de P® défini par les a -mineurs de A est non vide sa codimension est majorée
parb—a+1.

Corollaire 3.60. Soit A une matrice de taille (b,a), homogéne, a coefficients dans I’idéal
mazimal de R c’est-d-dire de degré strictement positif, et soit Z le sous-schéma de P3 défini
par les a -mineurs de A. Si Z est contenu dans une surface (resp. une courbe, resp. un
sous-schéma fini, resp. est vide) ona b > a (resp. b> a+1, resp. b > a+2, resp. b > a+3).

Démonstration. On note d’abord que le sous-schéma Z de k* défini par les a-mineurs de
A est non vide puisqu’il contient (0,0,0,0). Toujours d’aprées [Har] sa codimension est alors
majorée par b—a + 1. Si b < a + 2 on obtient codim £ < 3, donc dim Z > 1. On en déduit
que le sous-schéma Z de P3 défini par le méme idéal est également non-vide. Ceci permet
alors d’une part d’affirmer que si Z est vide on a b > a + 3, et d’autre part de déduire les
autres affirmations de la proposition 3.59. m
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On en déduit la proposition suivante:

Proposition 3.61. Soit C une courbe et soit M son module de Rao, que l’on suppose de
largeur | 2> 3. On suppose également que l’application vo n’est pas injective.

Si C est a cohomologie semi-naturelle on a rgvo 2 rguo + 2p + 1. Si de plus C est lisse
irréductible et si l'on ae=1r, — 1, c’est-a-dire r <3q—3p—1, on argvy 2> rguo + 2p + 2.

Démonstration. Si C est a cohomologie semi-naturelle et si vp n’est pas injective les mineurs
maximaux de la matrice 0,2, définissent au plus une courbe. Comme cette matrice est de
taille (4p—rg uo, 6p—rg vo), ceci entraine 4p—rgug = 6p—rgvo+1, soit rgve = rgup+2p+1.

De plus d’aprés la proposition 3.55, si C est lisse irréductible et si on a e = r, — 1, les
mineurs maximaux de 025, définissent au plus un sous-schéma fini; ceci entraine rgvo >
rguo+2p+2. 1

3.4.3 Un lemme de lissité.

Le lemme suivant établit dans un cas particulier une relation directe entre la structure
d’un module M et la géométrie des courbes minimales qui lui sont associées. Ce type de
lemme nous sera extrémement utile au chapitre 4, ou nous établirons d’ailleurs d’autres
lemmes procédant d’une démarche analogue (cf. lemmes 4.13, 4.29 et 4.33). Un travail im-
portant et certainement riche d’applications consisterait a étendre la portée de ces lemmes
ou a en établir d’autres du méme type.

Soit (p,q) € N*? et soit up une structure de module de Ep,q. On rappelle que I’on note

Up : Eo = Homyg(R, E;) 'application linéaire qui a un vecteur e € Ey associe 1’application
Uo(e) donnée par:

~ . R1 — E1

’uo(e) . [ P Po(e)] )
ou 'on note P, ’application linéaire de Ey dans E; correcpondant a la multiplication par
P.Si (X,Y, Z,T) est une base fixée de R; dans laquelle P s’écrit P = aX + bY + cZ +dT,
on a Py = aXp + bYp + ¢Zp + dTp. Par conséquent, le rang de I’application linéaire ug(e) est
exactement celui de la famille (Xo(e), Yo(e), Zo(€), To(e))-

Définition 3.62. Soit (p,q) € N*2. On dit qu’une structure de module uo de E,, est de
rang insuffisant si et seulement si il existe un vecteur non nul e € Ey vérifiant rg up(e) < 2.
On dit qu'elle est de rang suffisant dans le cas contraire.

On a la caractérisation suivante des modules de rang suffisant :

Proposition 3.63. Soit (p,q) € N2, Un module uo de E,, cst de rang suffisant si et
seulement si il vérifie la propriété :

(3.7) Ve € Eo~ {0}, rgio(e) = rg (Xo(e), Yo(e). Zo(€). To(e)) > 3,

qui est encorc €quivalente a la suivante : pour tout couple (P.Q) d’éléments linéairement
indépendants de Ry, on a Ker P N Ker Qo = {0}.

Définition 3.64. On appclle propriété du rang suffisant /'unc ou l'autre des deuz pro-
priétés équivalentes ci-dessus.
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Démonstration. La premiére caractérisation est immédiate. Pour la seconde, on note qu'un
module up de E, , est de rang insuffisant si et seulement si il existe un vecteur non nul e € Eo
vérifiant ker up(e) = 2. Or pour tout couple (P,e) de R; x Ep on a:

P € Kertg(e) <= Po(e) =0 < ecKerh.

Donc on a kertip(e) > 2 si et seulement si il existe deux formes linéaires P et Q) indépendantes
dans R, vérifiant e € (Ker Py N Ker Qo). [ |

On en déduit en particulier qu'un module up de rang suffisant vérifie nécessairement
rgup > 3, puisque si l’on fixe e € Ep \ {0} on a déja rg (Xo(e), Yo(e), Zo(e), To(e)) = 3.
L’intérét de la notion de module de rang suffisant réside dans la proposition suivante:

Propos1tlon 3.65. Soit M un module de largeur | > 3 qui admet une courbe minimale C
a cohomologie semi-naturelle lisse irréductible. Alors le module ug de E,,q défini par M est
de rang suffisant.

Cette proposition est un corollaire immédiat du lemme suivant :

Lemme 3.66. Soit p une fonction non nulle de Z dans N a support fini normalisée de
largeur | > 0. Soit M un module de E,, et soit C une courbe minimale de M. On suppose
que l'on a g(2) = 12(2), c’est par ezemple le cas si C est de rang mazimum avec ! 2> 3. Si
up est un module de E,, de rang insuffisant la courbe C contient une droite, donc n’est pas
lisse irréductible.

Démonstration. Soit e € Ly vérifiant rgtup(e) < 2. On choisit une base (X,Y,Z,T) de R,
telle que 1'on ait Zo(e) = To(e) = 0. Les vecteurs v, = (1@ Z®e)et v, = (19T ®¢€)
appartiennent & R(—1) ®g Kerug et sont linéairement indépendants. D’autre part le vecteur
w=(1® ZAT Q®e) appartient & R(—2) ®x Kervp et vérifie V(w) =ZQ@T®e—-TQ®Z e,
soit V(w) = Z - v, — T - v,. Si I'on compléte respectivement (v,,v,,) et (w) en des bases de
R(—1) @ Kerug et R(—2) ®x Kervp, I’application o33, se représente par une matrice de la
forme:

-T

Z

02,21 = 0
0

Si g(2) = [2(2), la courbe C contient le sous-schéma défini par les mineurs maximaux de
cette matrice, lesquels s’annulent tous sur la droite Z=T =0. m

3.5 Conditions d’obstruction.

Dans ce paragraphe, nous donnons une condition portant sur le module de Rao M d’une
courbe C & cohomologie semi-naturelle pour qu’elle corresponde a un point lisse du schéma de
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Hilbert. Rappellons que c’est le cas si et seulement si le module M est un point lisse du schéma
E,. La condition que nous obtenons sur M est seulement une condition suffisante, mais elle
donne plus de renseignements que la seule lissité. De facon précise, nous montrons que si
le module de Rao M d’une courbe C & cohomologie semi-naturelle vérifie ext?(M, M)° = 0
cette courbe est un point lisse du schéma de Hilbert et la composante de celui-ci qui contient
C est de dimension 4d. Réciproquement si cette condition de dimension est vérifiée la courbe
C est un point lisse si et seulement si on a ext?(M, M)° = 0. Ce critére de lissité fournit
évidemment par contrecoup une condition nécessaire d’obstruction: pour que la courbe C
soit obstruée, il faut que le module M vérifie ext?(M, M)° # 0. _

Pour montrer ce résultat, nous comparons la dimension du schéma E, au voisinage de
M avec celle de I'espace tangent au méme point. Cependant, alors que ’on sait calculer la
seconde en tout module M de E,, on ne connait de fagon générale qu’une minoration de la

dimension de ce schéma, ce qui explique pourquoi nous obtenons seulement une condition
suffisante.

3.5.1 L’espace tangent au schéma des modules de Rao.

M. Martin-Deschamps et D. Perrin ont déterminé dans [MDP-2] la dimension de 1’espace

~
tangent au schéma E, en un module M. Pour exprimer leur résultat, posons les notations
suivantes:

Définition 3.67. Soit p une fonction a support fini de Z dans Z. On note 3; la quantité :

8§, =3 p(n)* =" p(n)d*p(n) =Y p(n) x [p(r) — 8*p(n)] -

ne€Z nezZ n€Z

Définition 3.68. Soit p une fonction de Z dans Z a support fini et soit M un module de Ep.
On note Ty, a espace tangent a E, en M etig s sa dimension. On note par ailleurs §,,

la quantité §,, = Y i_,(—1) ext!(M, M)°, oi ext'(M, M)° désigne la dimension de I’espace
vectoriel Ext'(M, M)°.

D’aprés [MDP-2] (paragraphe II1.4) on a:

Proposition 3.69. (M. Martin-Deschamps et D. Perrin)
Soit p une fonction d support fini e¢ M un module de E,. On a tga = 6, + 3,

On note que pour un module M fixé, la quantité 3; ne dépend que de la fonction p, tandis
que 4, dépend également de la structure du module M.

Démonstration. Ce n’est pas la & proprement parler la formulation de [MDP-2], mais c’est
une réécriture directe de leurs résultats. D’aprés la proposition [MDP-2] II1.4.1, on a:

tEp'Al = Enez p(n)2 - h)\l + C‘Xil(.l‘f, }\f)o,
avec hps = hom (A, M)® = ext®(M, M)°. D’aprés la proposition [MDP-2] I11.4.2 on a:
hag — ext! (M, M)° + 6, = S i_o(—=1) ext!(M, M)° = 3i_o(=1) hom (L;, M)°,
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donc —hpy + ext!(M,M)° = §,, — St o(=1)'hom (L;, M)°. Enfin, d’aprés la proposition
[MDP-2] II1.4.3 on a Y i o(—1)"hom (L;, M)° = Zneng\n) d*p(n). On obtient tg,m =
Donez p(n)? — Yonez P(n) d*p(n) + 0y Cest-a-dire te,m= S+ 6y M

On peut donner un certain nombre d’expressions équivalentes de la quantité 3;. Tout
d’abord, pour tout n € Z on a 8*p(n) = p(n) —4p(n — 1) + 6p(n — 2) —4p(n — 3) + p(n — 4),
d’ou:

§,=4) p(n)p(n—1)=6_ p(n)p(n —2) +4Y_ p(n)o(n —3) =D p(n)p(n — 4).

nezZ nez neZ nezZ

En particulier, si la fonction p est de largeur 2, 5; vaut 4pq, qui est la dimension du schéma
E,. Si p est de largeur 3, 4, est la quantité 4pq + 4gr — 6pr, qui minore les dimensions des

composantes du schéma E,. La quantité 3; généralisant les précédentes en toute largeur, on
peut se demander s’il reste vrai en largeurs supérieures ou égales & 4 qu’elle minore encore
la dimension de toute composante du schéma E,. Nous montrerons au paragraphe 3.5.4 que
c’est vrai du moins pour les composantes qui contiennent des module de Rao de courbes a
cohomologie semi-naturelle.

D’autre part, on rappelle que pour toute fonction p de Z dans Z a support fini on a posé

8, =1—=3,czp(n)d*(n), doncon ad, =4,+ > .czp(n)? — 1. On en déduit le résultat
suivant :

Proposition 3.70. Soit p une fonction de Z dans N normalisée, de largeur | > 4, et soit p
la fonction normalisée associde.
i) Si p est sous-naturelle on a 4, = Zi;i p(3)* + (4pg + 4gr + 4rs) — (6pr + 6rs) + 4ps.
ii) Si p est naturelle et si d est le degré qui lui est associ€ par la proposition 3.14 on a

§,=4d+ ¥, zp(n)* - 1.

Démonstration. D’aprés la proposition 3.27, pour une fonction p normalisée et naturelle
de largeur [ > 4 on a §, = 1 — 4d. D’apres la proposition 3.29 pour toute fonction p a
support fini on a §, = 53, ce qui prouve le second point. Par ailleurs, le calcul effectué dans
la démonstration de la proposition 3.27 montre en fait que pour une fonction p sous—naturelle
on a Z p(n) 8* p(n) = (p* + ¢* + r* + s?) — (4pg + 4qr + 4rs) + (6pr + 6rs) — 4ps. W

neZ

3.5.2 Lien avec le schéma H, ,.

Dans ce paragraphe nous donnons une derniere écriture de la quantité 3;, qui établit
un lien entrc cette quantité et la dimension du schéma H, ,. On rappelle que pour tout
n € Z on note E, l'espace vectoriel k?™ muni de sa base canonique. On note de plus
G le groupe [],eqra.r GL(En) et g = 2502, p(n)* = 2oe p(n)? sa dimension. D’apres
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[MDP-1] (paragraphe VI.4.b) le schéma H.,, est un fibré en G au-dessus de H.,,. Notons
7, la projection de H, , sur H,,, on a le diagramme commutatif :

= ®
H,, —

,r,,l

®
H‘v.p —

&) — &

P

Le groupe G opére de facon naturelle sur Ep, ’action d’un élément de G consistant &
changer les bases fixées de chacun des espaces vectoriels E,. Le stabilisateur d’une structure
de module pour cette action est exactement le sous-groupe I' de G isomorphe a k* formé
par les homothéties de G, c’est-a-dire les éléments de la forme (AId g, ,... ,AId g, ) pour
A ek

Notons G' le groupe quotient de G par T, & é = 6, — 1 sa dimension et H,;'p le schéma

quotient de H,, par I'. Le schéma H,, est un fibré en ' au-dessus de I?,.;'p, lequel est

. a ’ ' . . .
lui-méme un fibré en G au-dessus de H., ,, ce qui correspond au diagramme commutatif :
H’Y'P

!

g 2L F

Y,P P
w ]
H‘Ytp o EP

|

On a alors 6& =Y .ezP(n)?—1, donc 3:, =46,+ 5&. On pose en outre la définition suivante:

Définition 3.71. Soit C une courbe d@ cohomologie semi-naturelle dont la cohomologie est
donnée par (v, p) avec p de largeur | > 3, de sorte que p détermine . On note F, I’image
des fléches ® ou @' dans E,.

Comme la fleche @ est lisse irréductible, F, est un sous-schéma ouvert non vide de

Ep. Les fleches @ et T, (ou O ot m,) correspondant chacune a des fibrés, elles établissent

une correspondance entre les composantes des schémas H, , et ﬁp. De facon précise, si 2
est une composante de H.,, la composante Z de F, correspondante est définie par zZ =
) [(TFH)_I(Z)] ou par £ = a'[(wé)_l(Z)]. Réciproquement, si Z est une composante de F',,

la composante correspondante de H,, est Z =, [6—1(§)] =, [6'_1(2)]

Sil > 4 tout module de E, admet une unique courbe minimale. La projection @’ établit
. . ¥ = A ” 5 ’ qe
alors un isomorphisme de H, , sur I'ouvert F, de E,, et le schéma H,, se réalise comme un

fibré en T au-dessus de F,. Si Z est une composante de H,,, de dimension §, la composante
correspondante Z = 6'[(7.'1'{)_1(3)] de I'qp a pour dimension & = § + Jc';.
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3.5.3 Calcul des groupes d’extension.

Les groupes Ext’(M, M)° se calculent & partir de la résolution (3.3) de M :
0—)L4-!—‘+L3—U—S+L2'2+L1-ZL)LQ-:-°—)A4—}O.

Nous avons en fait seulement besoin de connaitre leurs dimensions, et encore uniquement
pour i € {2,3,4}. En appliquant le foncteur Hom (-, M) a la résolution ci-dessus, on obtient
le complexe:

Hom (Lo, M)° -2 Hom (L, M)° <25 Hom (L, M)° <2 Hom (Ls, M)° <% Hom (L4, M)°.

Les groupes Ext‘(M, M)° sont les groupes d’homologie de ce complexe. De fagon précise,
pour i € [1,4] on a Ext(M, M)° = Kerd;;;/Imd;, en notant do et ds les fleches nulles
do : 0 = Hom (Lo, M)° et ds : Hom (L4, M)° — 0. On obtient ext'(M, M)® = kerd;;; —rg d;.

Les fleches d; se déduisent des fleches o; de la fagon suivante. On rappelle qu’on a
posé L; = @nezR(—n)H™ = @' R(—n)k( pour i € [1,4]. On peut alors identifier
Hom (L;, M)° & EB;';’;',-' 1M,4%(™), Les morphismes o; sont homogenes gradués ; on a noté Oinm
la composante de o; qui va de R(—n)"(™ dans R(—m)"-1(m),

La fleche d; : Hom (L;—;, M)° — Hom (L;, M)°, c’est-a-dire la fleche:

d; : @:;“—_21 M=) @;‘L’"l M, h(®)

est également homogene graduée. La composante dimn de d; qui va de Myp"-'(™ dans
M, (™) se déduit de la fleche Oinm, ou plutdét de sa transposée !0;nm. Les coeflicients de
la matrice représentant cette derniére dans des bases fixées sont des polynémes homogénes
de degré n — m. La fleche d;,.» se réalise alors dans les bases correspondantes comme
I’application linéaire par blocs obtenue en substituant a chaque coefficient P ’application
linéaire P, : M,, = M, qui lui est associée par la structure de module de M, c’est-a-dire
@(P) si 'on note ¢ 1’application homogéne graduée ¢ : R — Endgrad(E) = @aezEnd?(E)
qui définit la structure du module M. La fleche d; , n se représente ainsi par une matrice de
taille [l;(n) x p(n), li—1(m) x p(m)] ; elle est nulle si n < m.

Dans le cas des courbes & cohomologie semi-naturelle, le calcul des groupes Ext'(M, M)°
se simplifie quelque peu:

Proposition 3.72. Soit M € E’p un module de largeur | 2> 3 et soit C une courbe mini-
male associée @ M. On suppose que l’une des trois hypothéses suivantes est vérifice: | = 3,
ou M est un module optimal, ou C est de rang mazimum. Alors on a Ext*(M,M)° = 0,
Ext3(M, M)° = 0 et Ext?(M, M)° = Cokerd;. On obtient §,, = coker d,.

Démonstration. Sous chacune des trois hypothéses considérées, le module L3 (respective-
ment L) est concentré en degrés [, [+1 et [4+2 (respectivement {41, [+2 et [+3). Comme Af
est concentré entre les degrés 0 et [ — 1, on obtient Hom (L3. A7)° = 0 et Hom (L4, M)° = 0,
donc Ext*(M, M)° = Ext3(M, M)° = 0 et Ext?(M, M)° = Cokerd;. m
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On en déduit la proposition suivante, qui généralise la proposition I11.4.4 de [MDP-2]:

Proposition 3.73. Soit M € E‘, un module de largeur | > 3 et soit C une courbe minimale
de M. Sil =3, ou si M est un module optimal, ou si la courbe C est de rang mazimum on
a:

tg, M= S; + ext?(M, M)° = 3;, + cokerd, .

Si C est a cohomologie semi-naturelle, on a en outre L; = P @ F. Le module P est alors
concentré en degrés 2 et 3 et le module F I’est en degrés ! et [+1, donc on a Hom (F, M)° =0
et Hom (L;, M)° = Hom (P & F, M)° = Hom (P, M)°. On obtient:

Proposition 3.74. Soit C une courbe @ cohomologie semi-naturelle et M son module de
Rao. On a 6,, = ext?(M, M)® = coker [Hom (L, M)° — Hom (P, M)°].

Notons encore d; 'application [Hom (L1, M)° — Hom (P, M)°]. Si I'on identifie I'espace
Hom (R(—n), M)° & M,, cette application s'écrit sous la forme:

dy 1 Mp'Prmevw g MyPrEve N33l gy By SPTEw

et se représente par une matrice du type:

M, 4p—r—rgvg M, 4p—rg ug

d2,2,3 | d2,13 My 3a=3p=r=1
d2 =

0 | dz1 M, P8 Y0

Cette expression se simplifie dans un certain nombre de cas particuliers. Si/ = 3 on a
M; = 0, donc dy = dp; 3, soit dy : M;*P~"8% M,%P~8%  Gi ¢ = r, — 2, c’est-a-dire si
r=3¢—3p—1, on a M3*3~""! = () et on obtient de méme d; = dz 5. Par ailleurs si ug est
injective on a dy = dy 3, soit dp : Mp*P~ """ — Af;393P="=1 Enfin si 'application v est
injective on a d; = (d2'2'3 d2'1'3) C'est-a-dire dp : MpP~ T8 @ M, iPTEY _y pf,39-3p-r-1

En particulier, si vo est injective et si on a [ = 3 ’application d; est automatiquement
surjective. On obtient le résultat suivant:

Proposition 3.75. Soit p une fonction de Z dans N normalisée de largeur | = 3, M un
module de I, et C une courbe minimale associce @ M, que l'on suppose d cohomologie
semi-naturclle. Si I'application vo est injective on a ext?(M, M)° = 0.

Dans le chapitre 2, nous avons établi une condition nécessaire pour que I’application vy
soit injective portant sur le multirang (ao, a1, a2, as; b1, b2, b3) de la structure du module o,
ce qui renforce I'intérét de ce résultat. Dans le cas particulier des courbes lisses irréductibles,
on peut le compléter par la proposition suivante:

Proposition 3.76. Soit C' une courbe lisse irréductible, ¢ cohomologie semi-naturelle ct
dont lc module de Rao M cst de largeur 3. On suppose de plus que l'on a ¢ = r, — 1.
c’est-a-dire r < 3g — 3p — 1. Si le module M vérific kervg =1 on a ext?(M, M)° = 0.
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Démonstration. Par hypothése I’application vp n’est pas injective. Comme la courbe C est

lisse et que I’'on a e = r, — 1, les mineurs maximaux de la matrice 032, définissent au plus

un schéma fini d’aprés la proposition 3.55. Comme on a kervy = 1, cette matrice possede

une seule colonne et ses mineurs maximaux sont simplement ses coefficients, qui sont des

formes linéaires. Pour qu’ils définissent un schéma fini, il faut que trois au moins d’entre eux

soient linéairement indépendants ; on peut les noter Y, Z et T et les compléter en une base
Y

Z
X,Y,Z,T) de R;. La matrice 022, est alors de la forme , et ’application d; peut
, T

s’écrire (Y; Z; T} ---). Comme la courbe C est de co-rang maximum on a [3(3) = 0 d’apres
le corollaire 3.39. Or [,(3) = cokerv;, donc la matrice:

Y Z T; 0 0 0
—Xl 0 0 Zl T] 0
0 -Xi 0 -Y 0 Ty
0 0 -X; 0 -7 -2,

v =

est surjective. C’est alors également le cas de sa premiere ligne, donc de d;, et le module M
vérifie ext?(M,M)° =0.®

Enfin, une derniére remarque concerne la dualité: si l’on note M* le module dual de M,
on a Ext?(M, M)° = Ext?(M*, M*)°. Ceci fournit une fagon alternative de calculer le groupe
Ext?(M, M)°, donc aussi la quantité §,,.

3.5.4 TUne condition nécessaire et parfois suffisante d’obstruction.

La proposition 3.69 donne la dimension de ’espace tangent au schéma E'p en M, qui vaut
tgm = 5; + 4,,- Si on montre que le module M est contenu dans une composante de EP
de dimension 3;, on obtient qu’il est un point lisse de EP si et seulement si §,, = 0. De plus
d’apres la proposition 3.72, si p est de largeur [ 2> 3 et si on a | = 3, ou si le module M est
optimal, ou si la courbe minimale associée est de rang maximum, on a §,, = ext?(M, M)°.
__ Malheureusement, la détermination exacte de la dimension des composantes du schéma
E, est en général tres difficile, méme en largeur 3. Si 'on montre au moins que le module M

est contenu dans une composante de dimension minorée par 5:,, on obtient déja la condition
suffisante de lissité suivante: si ext?(M, M)° = 0, le module A/ est un point lisse de E,, et la
composante qui le contient a pour dimension 5;,.

Cette méthode est déja employée dans [MDP-2] dans le cas des modules de largeur 3. Soit
p une fonction a support fini, normalisée de largeur 3. La quantité é, vaut 4pg+4gr —6pr, et

d’aprés [MDP-2] elle minore la dimension de toute composante du schéma Ep. On en déduit
le résultat suivant, qui est le corollaire I11.4.5 de [MDP-2]:

Proposition 3.77. (M. Martin-Deschamps et D. Perrin)
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Soit p une fonction de Z dans Z de largeur 3, normalisée, donnée par (p,q,r) €t soit M
un module de Ep,q,,..

i) Si ext?(M, M)° = 0 le module M est un point lisse du schéma Ep.qw et celui-ci a pour
dimension 5; au voisinage de M. C’est en particulier le cas si vp est injective.

ii) Si EM', est irréductible et si (p,q,r) différe de (1,1,1) et de (1,2,1), ou plus géné-
ralement si M est contenu dans une composante de dimension 4pq + 4qr — 6pr de EM,, la
réciproque du point i) est vraie.

De plus, ces auteurs ajoutent que sous les premieres hypotheses du point ii) I’ouvert sur
lequel vp est injective est non vide, donc le schéma E, ; , est génériquement lisse (cf. [MDP-2]
corollaire I11.3.3). Le critére explicite d’irréductibilité du schéma Ep,q,,. que nous avons établi
au chapitre 2 fournit en outre le corollaire effectif suivant :

Corollaire 3.78. Soit (p,q,r) € N*3. On pose m = max(2r + 10p,2p + 10r) sir/p €
[4/9,9/4] et m = max (6r + p,6p + ) sinon. St 4q > m, le schéma qu r est genemquement
lisse et un module M est un point lisse de EM,, si et seulement si il vérifie ext?(M, M)° =

Enfin, on obtient immédiatement & partir des propositions 3.75 et 3.76 les critéres suivants
de non-obstruction, dont le premier point est déja signalé dans [MDP-2] (paragraphe V.3.c)
et dans [BM-2] (paragraphe 4):

Proposition 3.79. Soit C une courbe ¢ cohomologie semi-naturelle de degré d et genre g.
Soit M son module de Rao, qu’on suppose de largeur 3.

i) Si Uapplication vy est injective la courbe C est un point lisse de Ha,g.

i1) Si on akervy = 1 et si la courbe C est lisse irréductible et vérifie e = ro—1, c’est-d-dire
sionar <3q—3p—1, la courbe C un point lisse de Hy,.

Nous établissons ici I’analogue de la proposition 3.77 concernant les modules de Rao des
courbes a cohomologie semi-naturelle de large ir [ > 4. Pour cela, nous apphquons le méme
raisonnement - que celui qui précéde au sous-schéma ouvert F de E,,, qui est 'image de H.y »

par la fleche 3.

Proposition 3.80. Soit p la fonction de Rao d’une courbe C @ cohomologie semi-naturelle
et soit | sa largeur. Si l > 4, la dimension de toute composante du schéma F, est minorée

par 3;,.

Démonstration. Soit Z une composante de F de dimension §. D’ apres la remarque qui
suit la définition 3.71, leschéma Z =« [<I> Z)] est une composante de H, ,, de dimension
§=6-26 o+ Comme H,, est un ouvert de Hyg et queia. dimension de toute composante de
ce dernier est minorée par 4d, on obtient § > 4d, soit § > 4d + 5 ' . De plus la fonction p est
naturelle, donc d’apres la proposition 3.70 on a 6 =4d+ 3, p(n)2 —1=4d+ 6 , donc
on obtient & > 5':,. [ |
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On en déduit le résultat suivant, analogue de la proposition 3.77:

Proposition 3.81. Soit C une courbe a@ cohomologie semi-naturelle, M son module de Rao
et p la fonction de Rao associée, que l’on suppose de largeur | 2> 4.

i) Si ext?(M, M)® = 0 le module M est un point lisse de ﬁp, c’est-a-dire aussi de E,,, et
la courbe C est un point lisse de H,, ou Hyy. De plus, ces deuz derniers schémas sont de
dimension 4d au voisinage de C. R R

ii) Si le module M est contenu dans au moins une composante de F, de dimension ¢,
c’est-d-dire si la courbe C est contenue dans au moins une composante de H, , de dimension

4d, la réciproque de i) est vraie. La courbe C est alors un point lisse de Hy, si et seulement
si on a ext?(M, M)° = 0.

Remarque 3.82. Pour montrer le corollaire 3.81, nous nous sommes servis du calcul de la
dimension tg.M de ’espace tangent a E en M ainsi que des propriétés de la fonction p,
c’est-d-dire essentiellement de résultats hes a [’étape du bas, que nous avons ensuite relevé au
schéma H.,, via les fléches & ou ®'. Cette méthode posséde I’avantage de fournir en retour
des informations sur la dimension du schéma F ,» donc de certaines composantes du schéma
Ep qui nous intéresse ici.

On aurait pu montrer également ce résultat par une méthode plus directe, en appliquant
la démarche suivante. Soit C une courbe dont le module de Rao est de largeur | > 3. En
appliquant le foncteur Hom (-, J,) auz suites ezactes de faisceauz :

0PN T, 20 et 0N =L =L—0,

dans lesquelles on note F le faiceau associ€ au R—module gradué F, et en tenant compte des
relations Ly = 09(-1)“(’) &) 09(-2)"(2) et P= 0p(-2)"(2) 4> 0p(—3)"(3), on montre quc si
la courbe C est & cohomologie semi-naturelle elle vérifie Ext?(7,,J,)° = Ext?(M, M)°. Or
la dimension tq, de l’espace tangent Ty4 @ Hay en C vérifie:

tag = B°Ng = 4d + h'Np = 4d + ext®(J,, J,)° = 4d + ext?(M, M)°.

On en déduit que ext?(M, M)° est nul si et seulement si C est un point lisse de Hg,
et si la composante contenant C est de dimension 4d. Cette méthode posséde quant a elle
l’avantage d’élendre la partie du résultat concernant la dimension auzx cas ot la fonction de
Rao est de largeur 3.

On aurait pu également utiliser directement les resultats de [W-2].
On déduit enfin des propositions 3.81 et 3.75 le résultat suivant:

Proposition 3.83. Soit C une courbe a cohomologie semi-naturelle de degré d et genre g
qui vérific € = r, — 2, c'est-a-dire r = 3¢ — 3p — 1. On suppose que son module de Rao cs!
de largeur | > 4. Si l'application vo est injective, la courbe C' cst un point lisse de Hyy ct la
composante qui contient C a pour dimension 4d.
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3.6 Reécapitulation.

Nous récapitulons dans ce paragraphe les conditions établies tout au long de ce chapitre,
qui peuvent étre aussi bien des conditions nécessaires ou suffisantes ou les deux a la fois.
Nous rappellons tout d’abord des conditions nécessaires pour qu’une fonction p a support fini
de largeur [ > 3 soit la fonction de Rao d’une courbe C a cohomologie semi-naturelle. Nous
fixons ensuite une telle fonction p et un module M de E' et nous donnons des conditions
nécessaires sur sa résolution, puis des conditions nécessalres et suffisantes sur sa fonction
g pour qu’une courbe C de la classe de biliaison définie par M soit a cohomologie semi-
naturelle. Si { > 3 il faut déja que la courbe C soit une courbe minimale de cette classe
de biliaison.

Enfin si C est effectivement & cohomologie semi-naturelle nous donnons d’une part des
conditions nécessaires pour qu’elle soit lisse irréductible et d’autre part des conditions suf-
fisantes pour qu’elle soit un point lisse du schéma de Hilbert, c’est-a-dire a contrario des
conditions nécessaires pour qu’elle soit obstruée.

On fixe une fonction p de Z dans N & support fini normalisée de largeur [ > 3. On note
p la fonction normalisée associée, et on note p,q,r et s (respectivement p',q’,r’ et . s') les

entiers p(z) (respectivement p(l — 1 —i)) pour i = 0,1,2,3. Si [ = 3 on note encore E sous
la forme E, ,,. On fixe enfin un module M de E,, et une courbe minimale C associée a M.

La fonction de Rao.

Si la fonction p est la fonction de Rao d’une courbe a cohomologie semi-naturelle, elle
est connexe et sa largeur coincide avec son diametre. Si [ 2> 3 la fonction p associée est
de plus une fonction naturelle (définition 3.15 et proposition 3.19). En particulier cette
fonction est concave sur son support (corollaire 3.22). De plus une fonction naturelle est
automatiquement une fonction sous—naturelle (définition 3.25 et proposition 3.26).

Pour [ = 3 la condition d’étre une fonction naturelle revient exactement aux deux condi-
tions 3¢g—3p—r > 1 et 3¢g—3r—p > —1, c’est-a-dire & 3¢ > max(3p+r+1,3r+p—1). La
premiére de ces deux conditions impose 3(g—p) 2 r+1 > 0, donc g > p, soit ¢ > p+1. La
seconde impose 3(¢—r) = p—1 2 0, donc ¢ 2> r. On a donc ¢ 2> max(p+1,r). La condition
que p est une fonction sous—naturelle se résume a la seule relation 6g = 4p + 4r.

Pour | > 4 la condition que la fonction p est naturelle signifie que 'on ar < 3¢—3p—1,
" <3¢ —3p'+1etp(n)=3p(n—1)—3p(n—2)+ p(n —3) — 1 pour tout n € [ry + 3,7,]
(proposition 3.17). On a en particulier s = 3r — 3g + p — 1. La condition que la fonction p
est sous-naturelle entraine entre autres que l’on a pour tout n € [r, +4,7,] la relation de
récurrence p(n) = 4p(n — 1) — 6p(n — 2) + 4p(n — 3) — p(n — 4).

Le décalage minimal, le degré et le genre.

Dans tous les cas les valeurs non nulles (p,g,7) déterminent la largeur / de la fonction p
ainsi que toutes les autres valeurs qu’elle prend si [ 2> 4. Elles fixent également le décalage
minimal & du module M ainsi que le degré d et le genre g des courbes minimales par les
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relations h = 2gq—-p—r—-3, d = [h;—3] +qg—pet g= —[h;:;] +hd—p+1
(proposition 3.14). Sil > 4 on a également 4d =1—- 3 .z p(n) d*p(n) (proposition 3.27).

Comme la courbe C est minimale on a h = r,, donc les valeurs (p, g,r) déterminent en
fait le décalage entre les fonctions p et p, donc déterminent exactement la fonction p. Comme
la courbe C est & cohomologie semi-naturelle le degré d et le genre g vérifient les relations
1 —2d < g (proposition 3.5-ii) et g <1—2d + 1[2d + 1] 3 (proposition 3.10).

De plus le décalage h vérifie h > —1, soit 2¢q 2 p+r+2. Si en outre C est lisse irréductible
on a h 21, soit 2¢g 2 p+r +4, et si elle est de plus obstruéeon a h 2> 2, soit 2¢ 2 p+r+5
(remarque qui suit la proposition 3.14).

Enfin le degré d et le genre g fixent la cohomologie (v,p) de la courbe via le poly-
néme Py, = (X +3)(X;-2)(A +1) _ Xd + g — 1 (définition 3.3). On a notamment
p = max(0,—Pyg) X Ij_3 oo (proposition 3.5-4i). Sir = 3¢—3p—1lonae=r, —2;
sinononae=r,—1. Demémesi” =3¢ —3p'+1onasy=r,+2et sinononasy=r,+1
(proposition 3.8-ii).

Le module de Rao.

Pour que la courbe C soit & cohomologie semi-naturelle il faut que le module M soit un
module optimal (définition 3.40 et corollaire 3.39). Cette condition fixe la forme numérique
de la résolution minimale de M. Si on note cette résolution sous la forme:

0—)L4£)L3-£)L2£>L13)L02)1W—>0,

le R- module gradué de type fini Lo (respectivement L, Ly, L3, L4) est concentré en degrés
Oet1 (resp. 1 et2,resp.2,3,letl+1,resp.l+1etl+2 resp.l+2etl+3).

Cette propriété se traduit de fagon directe sur la structure du module M : elle détermine le
rang de toutes les fleches u;, v;, v} et u! & ’exception de uo, vo, v]_, et uj_, (proposition 3.47
pour le cas [ > 4, ou bien les deux diagrammes du paragraphe 3.3.4). En particulier les
applications v, et uj sont injectives et les applications v;_, et uj_, sont surjectives;si [ =3
ce sont les seules conditions.

Les courbes minimales.

Sil > 3 la courbe C est a cohomologie semi-naturelle si et seulement si la fonction g
associée vérifie q(2) = [5(2) = kervo = 6p —rgvo et g(n) = 0 pour n > 4 (proposition 3.38).
Si le module M est optimal, ces conditions sont équivalentes aux relations g(2) = 6p — rgvo
et q(3) = 3¢ — 3p — r — 1 (proposition 3.50). En posant N = 3q+3p —r — 1 — rgvo, elles
sont encore équivalentes aux deux conditions ¢*(2) > 6p — rgvo et ¢*(3) = N.

Ces derniéres conditions sont équivalentes au fait que les (6p — rgvo)-mineurs de o022,
définissent au plus une courbe, de méme que les N-mineurs de 02,3, et que les (N + 1)-
mineurs de 02«3 définissent au plus une surface (proposition 3.53), ol 032, et 02«3 sont
des sous-matrices de la matrice o2 (définition 3.32). Si vo n'est pas injective ceci entraine
rgvo = rgup + 2p + 1 (proposition 3.61).
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Sil>24oubiensil=3ete=r,—2(cest-a-direr =3¢g—3p—1) ou s =1, + 1
(c’est-a-dire 3r — 3qg + p = 1), la courbe C est obligatoire, c’est-a-dire est 1’'unique courbe
minimale associée au module M (proposition 3.57). Elle est alors définie par les mineurs
maximaux de la matrice 0;,¢3, ou méme par ceux de g2, si e =1, — 2.

Conditions de lissité.

Si la courbe C est lisse irréductible et si on a e = r, — 1, c’est-a-dire r < 3¢ — 3p — 1,
les mineurs maximaux de la matrice 032, définissent un schéma fini curviligne (proposi-
tion 3.55). Ceci entraine rgvp > rguo + 2p + 2 (proposition 3.61). Si e = r, — 2 ces mineurs
définissent la courbe C, c’est-a-dire définissent une courbe lisse irréductible.

Plus généralement si la courbe C est obligatoire, elle est lisse irréductible si et seulement
si de fagon tautologique les mineurs maximaux de la matrice 02,3 définissent une courbe lisse
irréductible. Dans le cas contraire, on dispose en caractéristique zéro d’une condition suffi-
sante pour que la courbe minimale générique associée au module M soit lisse irréductible:
il suffit que les mineurs maximaux de 022, définissent au plus un schéma fini curviligne, de
méme que les N-mineurs de 0,3, et que les (N + 1)-mineurs de 02,¢3 définissent au plus
une courbe lisse (proposition 3.58). R

Enfin si la courbe C est lisse irréductible le module uo de E, , défini par M est un module
de rang suffisant (définition 3.62 et proposition 3.65). Cette condition signifie que pour tout
e € Ep on a rg io(e) = 1g (Xo(e), Yo(e), Zo(e), To(e)) = 3, ou encore de fagon équivalente que
tout couple (P, Q) de formes linéaires indépendantes dans R; vérifie Ker Py N Ker Qo = {0}
(proposition 3.63). Elle entraine rguo 2> 3.

Conditions d’obstruction.

Si le module M vérifie ext?(M, M)° = 0 la courbe C est un point lisse du schéma de
Hilbert (propositions 3.77-i pour le cas [ = 3 et 3.81-i pour le cas [ > 4). De plussil >4 la
composante de ce dernier qui contient C a alors pour dimension 4d.

Sil = 3 et si le schéma E, ;. est irréductible la condition ext?(M, M)° = 0 est également
nécessaire pour que la courbe soit non-obstruée (proposition 3.77-ii). C’est en particulier
le cas si on 4¢ 2> m, en posant m = max (2r + 10p,2p + 10r) si r/p € [4/9,9/4] et m =
max (6r + p,6p + r) sinon (corollaire 3.78).

Pour une courbe & cohomologie semi-naturelle la quantité ext?(M, M)° est la dimension
du conoyau de 1’application d; de Hom (L, M)° dans Hom (L,, M)® = Hom (P, M)°, c’est-
a-dire de 'application:

dz . Alzdp—r-rguo @ Alltlp—rguo — A{33q—3p—r—1 @ Alzﬁp—rguo .

obtenue par substitution a partir de 'o, 3 (proposition 3.74). En particulier si I'application
v est injective et si p est de largeur 3 ou vérifie r = 3¢ — 3p — 1 on a ext?(M,M)° = 0,
donc la courbe C' est non-obstruée (proposition 3.75). Sion a kervg=1,l=3et e =1, — 1.
c’est-a-dire » < 3¢g—3p—1, et si de plus la courbe C est lisse irréductible on obtient la méme
conclusion (proposition 3.76).
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Chapitre 4
Etude de la largeur trois.

OUS NOUS INTERESSONS spécifiquement dans ce chapitre aux courbes a cohomologie
N semi-naturelle dont le module de Rao est de largeur trois. Nous avons déja dit que
celles dont le module de Rao est de largeur inférieure vérifient 1’assertion (SW), et que le
cas de la largeur trois est le premier pour lequel la question de Sernesi-Walter se pose.

Nous nous concentrons en outre ici sur les premiers cas de largeur trois qui apparaissent,
c’est-a-dire ceux pour lesquels la fonction de Rao prend les plus petites valeurs. Le critere
que nous retenons pour cela est la valeur de h!'J,(r.), c’est-a-dire de p. L’étude qui suit
permet de répondre par I’affirmative a la question de Sernesi-Walter restreinte lorsque cette
valeur est 1 ou 2. De fagon précise, nous montrons:

Théoréme 4.1. Soit C une courbe ¢ cohomologie semi-naturelle lisse irréductible et dont
le module de Rao est de largeur 3. Si hl.]c(ra) < 2, la courbe C est non-obstruée.

Ce résultat est & comparer avec I’exemple donné dans [MDP-2], ol la courbe ni lisse
ni irréductible qui infirme I'assertion (SW) vérifie k' J,(ra) = 1. La restriction aux seules
courbes lisses irréductibles constitue donc effectivement une contrainte supplémentaire, dont
on mesure ainsi 'importance.

Pour montrer le théoréme 4.1, nous appliquons la démarche suivante. Nous commencons
par dégager une liste de conditions nécessaires pour qu’une courbe C dont le module de Rao
M est de largeur trois et appartient a E, 4, soit a la fois & cohomologie semi-naturelle, lisse
irréductible et obstruée (proposition 4.2). Il suffit pour cela de trier, parmi les conditions
établies au chapitre 3 et récapitulées au paragraphe 3.6, celles qui concernent spécifiquement
la largeur trois et qui sont des corditions nécessaires. Nous établissons alors par de simples
considérations numériques que ces conditions imposent p > 2 (proposition 4.3).

Nous montrons ensuite que si p = 2 ces conditions sont incompatibles pour tout choix
de g ct r (proposition 4.10). Cette étape constitue la part principale de la démonstration ;
elle nous améne a adopter des démarches différentes selon le rang de I’application ug (cf.
paragraphes 4.3.2 et 4.3.3).

Dans un troisiéme temps, nous étudions succinctement le cas p = 3, sans aboutir toutefois
a des résultats aussi complets que dans les cas p < 2.
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4.1 Syntheése des conditions.

Compte-tenu de I’étude effectuée au chapitre 3 ou du résumé effectué au paragraphe 3.6,
la proposition suivante est immédiate:

Proposition 4.2. Soit C une courbe dont le module de Rao M est de largeur 3 et soit p sa
fonction de Rao. On conserve les notations du chapitre 3; en particulier on note E = E,, ur-
Si la courbe C est & cohomologie semi-naturelle, lisse irréductible et obstruée, elle verzﬁe les
conditions qui suivent.

i) On a 3¢ > max(3p+r +1,3r + p— 1), ce qui entraine ¢ > max(p + 1,r) ainsi que
6q = 4p + 4r. On a également 2q 2 p+r + 5.

i1) Les applicalions uy et vy sont injectives, on a kervo = 2 et les kervo —-mineurs de la
matrice 022, définissent une courbe lisse irréductible si r = 3q — 3p — 1 et un sous-schéma
fini curviligne sinon, c’est-a-dire si r > 3q¢ — 3p — 1. Ceci entraine rgvp 2 rguo + (2p + 1)
dans le premier cas et rgvy 2 rgup + (2p + 2) dans le second.

De plus ’application uy vérifie la condition de rang suffisant, ¢ savoir que pour tout
e € Ey on a rgug(e) = 3 et pour tout couple (P,Q) de formes linéaires indépendantes
on a Ker PhbN KerQo = {0} Cette condition entraine rgup = 3, donc rgvp = 2p + 4 st
r=39—3p—1 et rgvo = 2p + 5 sinon.

iii) Les applications u, et v, sont sur]ectwes, mais Uapplication dy : My**"¥0 — Mykerw
obtenue en substituant X, (resp. Y1, Z1, T1) ¢ X (resp. Y, Z, T) dans la matrice o2, ne
’est pas.

iv) Enfin, on pose N = ¢!(3) =3q+3p—r—1—rgup. Si 3r —3q+p =1 les N-mineurs
de 04,3 définissent une courbe lisse irréductible. Sinon, c’est-d-dire si3r —3q+p <1, les
N-mineurs de 04,3 définissent un schéma fini curviligne et les (N + 1)-mineurs sont non
tous nuls.

Ceci entraine immédiatement le corollaire suivant, qui regle le premier cas du théoréme
4.1, asavoirlecas p=1:

Proposition 4.3. Soit C une courbe @ cohomologie semi-naturelle, lisse irréductible et dont

le module de Rao est de largeur 3. Si h'J,(r.) = 1, c’est-a-dire si p = 1, la courbe C est
non-obstruée.

Démonstration. D’apres le point ii) de la proposxtlon 4.2 on a kervy 2> 2 et rgvy 2> 2p+ 4.
Or on a kervg + rgvo = 6p, donc 4p 2 6 dou p > 2. W

Remarque 4.4. Dans le cas p =1, on peut méme deétailler ce que l’on obtient si l’on s’in-
t¢resse a l'asscrtion (SVW) sans la restriction aur scules courbes lisses irréductibles, toujours
dans le cas dcs modules de largeur trois.

Pour tout ¢ € N*, le schéma E, g, conticnt au plus 5 types de modules différents, qui sc
distinguenl par le rang dec Iapplication ug. Ce rang peut varier de 0 a 4, ct le schéma E’M
contient les types qui vérifient rguo < q. Les quadruplets (rguo,rgvo, rg vg, rgug) de ces 5
types de modules sont respectivement (0,0,0,0), (1,3,3,1), (2,5.4,1), (3,6,4,1) et (4,6,4,1).
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Dans les deuz derniers cas, l’application vy est injective, donc si M est un module dc
largeur 3 ayant un tel ug, ses courbes minimales sont non-obstruces. De plus, les mincurs
mazimauz de 023, doivent définir au plus une courbe, donc vérifier la condition rgvy >
rguo + (2p + 1) = rguo + 3. Seul le troisiéme type la vérifie parmi ceuz qui restent; on
retrouve alors ’application uo de l’ezemple de [MDP-2].

Enfin, nous pouvons nous débarrasser dans la suite des cas ou l'on a e = r, — 2, car
ceux-ci ne peuvent pas se produire lorsque p est suffisamment petit:

Proposition 4.5. Soit C une courbe @ cohomologie semi-naturelle dont le module de Rao
est de largeur 3 et qui vérifie e = r, — 2. Si C est lisse irréductible on a p > 4. Si de plus C
est obstruée on a p 2 5.

Démonstration. La condition e = r, — 2 équivaut & » = 3¢ — 3p — 1. Le décalage
h=2q—p—r—3 devient alors h = 2p — ¢ — 2. Comme on a par ailleurs ¢ > p + 1,
on obtient A  p — 3. Si la courbe C est lisse irréductible on a kA > 1, ce qui donne p > 4. Si
de plus elle est obstruée on a h > 2, donc p > 5. B

4.2 Les modules commencants.

Parmi les conditions précédentes, celles exprimées par le point iz) de la proposition 4.2 ne
dépendent que de la fleche ug ou des fleches associées vy, vy, ug, et pas de la partie du module
entre les degrés 1 et 2, c’est-a-dire pas de u;. C’est évident pour les conditions concernant
les rangs des applications v, vy et ug. Par ailleurs, I’application:

0221 : R(—2) Qe Kervo — R(—1) @i Kerug
se calcule par restriction et corestriction a partir de 1’application linéaire:
V ® My : R(—2) @ A’R; ® My — R(—1) @ A'Ry ®: Mo,

quial® (PAQ)®eassocie PRQ ®e—Q® P ®e. On notera cette derniére simplement
V dans toute la suite. Elle ne dépend pas de la structure du module M, donc I’application
02,2,1 est entiérement déterminée par la donnée des deux espaces Ker ug et Kerwvy, et il en va
de méme du schéma défini par ses ker vo— mineurs.

Nous nous plagons dans toute la suite dans des cas ou I'on a p € 3, donc e = r, — 1.
Posons la définition suivante:

Définition 4.6. Soit (p,q) € Z%. On appelle module commencant un module uo de E, 4
tel que les applications linéaires v ct uy sont injectives, qui vérifie kervg 2> 2, c’est-a-dirc
rgvo < 6p — 2, et tel que les kervg —mincurs de la matricc 022, associ€e dcfinissent le vide
ou un schéma fini curviligne.

Ces conditions imposent la relation kerug 2> kervg + 2. soit rgvg 2 rgug+ (2p+2), ainsi
quc la condilion dc rang suffisant, qui entrainc en particulier rgug 2 3 ¢ rgvg = 2p + 5.

Comme pour un tel module on a kervg < ker ugp, on parlera indifféremment dans la suite
des kervg—mineurs de 0321 ou de ses mincurs maximaux.
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Le point i7) de la proposition 4.2 peut alors se reformuler ainsi:

Proposition 4.7. Soit C' une courbe ¢ cohomologie semi-naturelle qui est lisse irréductible
et obstruée, et dont le module de Rao M est de largeur 3 et appartient ¢ E, .. Si p < 4, ou
plus largement si la courbe vérifie e = r, — 1, c’est-a-dire si on a r < 3q—4p —1, le module
de E, 4 donn€ par ug est un module commengant.

Une méthode naturelle pour étudier la question de (SW) en largeur trois, et qui permet
de tirer le meilleur proﬁt de la remarque precedente consiste alors a utiliser la projection
7o ! E,,'q,, — E,, qui & un module M associe le module tronqué up. Cette méthode est
comparable a celle que nous avons mise en ceuvre dans le chapitre 2. On commence par
rechercher les modules commengants de E, 4, puis on recherche pour chaque tel module uq
quels éléments de la fibre mo~!(uo) vérifient les conditions restantes.

Le cas de loin le plus favorable est celui ol aucun module de Ep,q ne vérifie le premier
lot de conditions, c’est-a-dire ol il n’existe tout simplement pas de module commencant.
On obtient alors immeédiatement que pour ces valeurs de p et g, c’est-a-dire de h! J(r.) et
h'J,(ro +1), l'assertion (SW) est vérifiée. Nous montrons au paragraphe suivant que tel est
le cas lorsque p = 2, indépendamment de la valeur de g; ceci entraine alors le théoreme 4.1.
En revanche, ce n’est déja plus vrai si p = 3, comme nous le verrons au paragraphe 4.4.

L’outil essentiel de toute cette étude consiste a faire opérer certains groupes sur les
schémas Ep,q. De fagon précise, on fixe (p, g) € N*2, et on note E; et E; les espaces vectoriels
kP et k? munis de leurs bases canoniques ; les groupes GL(Eo), GL(E,) et GL(R,) opérent
naturellement sur E,, ¢- On rappelle qu’on appelle type de module une orbite de E p.g SOUS
I’action du produit de ces groupes. Les operatlons en question conservant la propriété d’étre
un module commencant, il suffit de montrer qu’aucun type de module de E,, ¢ De correspond
a des modules commencants. L’action des groupes permet alors de ramener chaque type de
module a un ou des représentants bien choisis, et de n’avoir a étudier en définitive qu’un
nombre restreint de modules particuliers. Il suffit alors pour conclure de montrer que ceux-ci
ne conviennent pas.

On explo:tera en outre constamment la remarque suivante. Soit ¢! < g, et soit E| y l’espace
vectoriel k%" muni de sa base canomque On 1dent1ﬁe EII a un sous-espace fixé de El, ce qui
permet de définir une injection de E,p o dans Ep,,' on associe 4 un module u} le module

:
Uy = 'u.o & k(—l)"“" défini par blocs par Yo ) pour toute décomposition de E; sous la

0
forme Ef @ E!. Cette injection conserve les espaces Kerug et Kerwvo, donc préserve leurs
rangs ainsi que la matrice 03,1, et le module ug est un module commengant de E,, si et

seulement si u$ en est un de E,

Ceci permet de toujours se ramener au cas ou 1’application ug est surjective. En eflet, si
elle ne 'est pas, il existe une décomposition du type précédent : il suffit pour 'obtenir de
poser ¢' = rgug et E] = Imuo. Les applications Xp. Yo. Zp et Ty définissant ug s'obtiennent
alors en rajoutant dcs lignes nulles & un module commencant de taille plus petite et pour
lequel 'application ug est surjective.
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On utilise enfin le lemme suivant, qui vaut pour tous les modules de Ep,q et pas seulement
les modules commencgants:

Lemme 4.8. Soit (p,q) € N"q*. Pour tout module u, de E pg ON @ TEVp K 418 Uo.

Démonstration. La matrice représentant v s’écrivant :

Y Zo To 0 0 O
_ —Xo 0 0 ZO TO 0
=L 0 —X, 0 =Y, 0 Tl

0 0 =Xy 0 -Y —Z

on a rgve < 1g(Yo Zo To) + rg(Xo Zo To) + 18(Xo Yo To) + rg(Xo Yo Zo). On en déduit
rgvo < 4rg (Xo Yo Zo To) =4rguo. W

Corollaire 4.9. Un module commengant uo de Em vérifie la relation suivante :

(4.1) (rgvo/4) STguo STV — (2P +2).

4.3 Le cas p=2.

Nous montrons dans ce paragraphe la proposition suivante, qui entraine immédiatement
le théoreme 4.1:

Proposition 4.10. Soit g € N*, le schéma Ey, ne contient pas de module commengant.

Tout d’abord, un module commencant ug vérifie par définition les conditions 2p+5 < rgvo
et rgvp < 6p— 2. Pour p = 2, ceci donne rgvp € {9,10}. De plus, d’aprés la relation (4.1) on
a (rguvo/4) <rgup <rgvo— (2p+2) =1g8v0 — 6. Si rgvo = 9 on a rgup = 3 et si rgvp = 10
on argug € {3,4}. On obtient:

Lemme 4.11. Soit g € N*. Siug est un module commengant de E, ,, il vérifie riguo € {3,4}.
De plus si rguo =3 on argvo € {9,10} et si rgug =4 on a rgvo = 10.

La démonstration de la proposition 4.10 s’effectue en trois parties. Dans un premier
temps, nous montrons un lemme général permettant d’éliminer un certain nombre de mo-
dules, indépendamment du rang de uo. Nous effectuons ensuite une dichotomie en fonction
de celux -ci, en étudiant séparément les cas ou il vaut 3 ou 4. A chaque fois, nous commencons
par réduire les cas & considérer en faisant agir les groupes linéaires de fagon a nous ramener &
un petit nombre de modules particuliers. Nous montrons ensuite que les modules restants ne
conviennent pas, donc que toutes les conditions a vérifier pour avoir un module commengant
sont incompatibles.

Faire agir le groupe GL(R,) revient a chercher une base particuliere (X,Y,Z,T) de R,
pour laquelle les applications Xp, Yo. Zp et Tp se décrivent simplement. Notons L le sous-
espace vectoriel de Hom (Ep, ;) engendré par ces 4 applications. On rappelle que ’on note
Up la fleche de Ry dans Hom g (Ey, E;) qui & P associe Py, c’est-a-dire I’application définie par
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uo : Ry @x Eo = E;; on a alors L = Imup. Le lemme que nous montrons pour commencer
(lemme 4.13) signifie exactement que 1’application Up est injective, c’est-a-dire que L est de
dimension 4. Rechercher une base particuliére de R, équivaut dans ce cas a en chercher une
de L.

Ensuite, tout élément non nul de L, ou plus généralement de Homy(Ey, E,), est de
rang 1 ou 2. Soit W la sous-variété de Hom(Ey, E;) sur laquelle le rang est égal & 1 et soit
W = LNW. On peut alors adopter deux stratégies différentes pour choisir la base particuliére
(Xo, Yo, Zo, Tb) : on peut rechercher soit des éléments dégénérés, c’est-a-dire qui appartiennent
" a W, soit au contraire des éléments génériques de L. Nous adoptons successivement ces deux
stratégies opposées dans la suite, selon que le rang de up vaut 3 ou 4. Dans le premier cas,
nous privilégions les éléments dégénérés, en montrant que I’on peut choisir X et Y de facon
que Xj et Yp soient tous deux de rang 1. Au contraire, dans le cas rg up = 4, nous privilégions
les éléments génériques de L; nous montrons alors que I'on peut choisir X et Y de facon
que ’application linéaire (Xo Yp) soit de rang 4. De fagon générale, chacune de ces deux
approches est a chaque fois possible et il n’est pas évident de déterminer a I’avance laquelle
est la plus efficace.

4.3.1 Un lemme préliminaire.

Le lemme qui suit ne dépend pas du rang de uo. Il est comparable au lemme 3.66, dans
la mesure ou il consiste de nouveau a analyser le lien entre la structure d’un module ug
et le schéma défini par les mineurs maximaux de la matrice 03,,;. Posons tout d’abord la
définition suivante:

Définition 4.12. Soit (p,q) € N*%. On dit qu’un module uo de Ep,q est dégénéré si et
seulement si il eriste une forme linéaire non nulle P € R, vérifiant Py = 0, c’est-d-dire si
Iapplication Up : Ry — Homy(Ey, E1) associée a up n’est pas injective.

De fagon concréte, ceci signifie que la structure du module up n’utilise en réalité que trois
variables, c’est-a-dire peut se réaliser comme structure de module sur k[X, Y, Z].

Lemme 4.13. Soit ¢ € N* et soit up un module dégénéré de Ez'q. Si Uapplication vy n’est
pas injective et si les kervg -mineurs de la matrice 022, définissent un schéma fini, on a
kervg = 1. En particulier, un module dégénéré de E,, n’est jamais un module commencant.

Démonstration. Soit up un module dégénéré de E’z,q. On fixe une base (e, e2) de Ey et on
choisit une base (X,Y, Z,T) de R; de fagon a avoir Xo = 0. On pose @, =Y, Q2 = Z et
@:=T.

La matrice exprimant ug par rapport aux bases choisies est alors uo = (0 Yo 2o To).
Soit F} le sous espace vectoriel de A' R; Qi Ep correspondant aux trois derniéres colonnes de
cette matrice, c’est-a-dire le sous-espace vectoriel de rang 6 engendré par les éléments de la
forme P @ e avec P € (Y,Z,T) C R, et e € Ep; une base de F} est donnée par les @; @ c;
pour 7 € {1,2.3} et 5 € {1,2}.

On pose ji; = X @e€; el p2 = X Q ez et on se donne une base (y,... ,u}) de Kerug N .
La famille (py, g2 5 pi,. .. , #;) forme une base de Kerug et on a kerug = k+ 2. Les vecteurs
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p; s’écrivent sous la forme pu} = Pi; @ e; + P;2 ® ez, ou les P; ; sont des formes linéaires de
(Y, Z,T), c’est-a-dire qui s’écrivent P,; = a;;Y + Bi;Z + v ;T.
Par ailleurs, la matrice exprimant vy par rapport aux mémes bases est:

Yo Z To| 0 0 0

on 0 0 0| Z To 0 (Lo
0= 0 0 0(-Yy 0 Tw| \O0[V /"
0

0 0 0 Yo —2%

Soit F; le sous espace vectoriel de A2R; ®x Eo correspondant aux trois premiéres colonnes
de cette matrice, c’est-a-dire le sous-espace vectoriel de rang 6 engendré par les éléments de
la forme (X A P) ® e pour P € R, et e € Ep. Une base de F; est donnée par les vecteurs
(X A Q) ®e; pour i € {1,2,3} et 5 € {1,2}. L'espace Kervy N F;, c’est-a-dire Ker Lo, a
pour dimension k = ker (Y Zo To) = kerup — 2. On a donc kervo > k, et kervg = k si et
seulement si Kervg C F3.

Si ug est un module commengant, les (kervo) —mineurs de la matrice 025, définissent
un schéma fini. Comme cette matrice est de taille (ker up, kervg), cela entraine la relation
kervy < kerug — 2, soit kervy < k, donc kervp = k et Kervp C F,. L’application linéaire
donnée par V; est alors injective et une base de Ker vg est donnée par (¢4, ... ,%x), en posant
¥; = X A pl pour i € [1,k], c’est-a-dire ¢; = (X A P;;) @ e1 + (X A Pi2) @ en.

On peut alors prendre comme bases de R(—2) @ Kervp et R(—1) ®x Kerug les familles
(w1,...,wk) et (1,105 V},...,v;) obtenues en posant w; = 1 ® 9¥; et v = 1 ® p; pour
i € [1,k], ainsi que »; = 1 ® p; pour ¢ = 1 ou 2. Pour tout ¢ € [1,k] on calcule V(w;) par
linéarité & partir de la relation V(1@ X APQe)=XQ®@PQ®e— P®X ®e; on obtient:

Vw))=(X®P,10e1+XRP,20e)—P,1®XQe1—P,2®XQ®e2=XvV,—Pyv1—Piy1,.

La matrice de 025, dans les bases (wy,... ,wk) et (v1,12; vq,... ,14) s’écrit donc:

_Pl,l . _Pk,l

—Py — P2
0‘2,2,1 = X 0 0
0 T 0
0 0 X

Si k > 3, les mineurs maximaux de cette matrice sont tous multiples de X, dont s’annulent
sur un plan. Si £k = 2, ils sont tous multiples de X a l'exception du premier, qui vaut
Q@ = P11 P 3 — P3P, ,, donc ils s’annulent tous sur V (X, @), qui est une courbe. On a donc
nécessairement £ = 1. B

Remarque 4.14. On peut préciser ce qui se passe dans le cas k = 1. Si les formes lin€aires
Py ¢t P2 sont li€es, on obtient encore une courbe. Ces formes sont donc indépendantcs cl
on peut poser Y = Pyy ¢t Z = —Py;1. On a alors la relation Yo(ez2) = Zo(e;). De plus, on a



124 Etude de la largeur trois.

1guo = 6 — k = 5, donc (Yo(e1), Yo(ez2), Zo(e2), To(e1), To(ez)) forme une base de Imuo. Le
module ug est alors du type suivant :

00 10 00 00
00 01 10 00
\’o— 00 ,Yb= 00 ,Zo= 01 et To= 00,
00 10 0 00 10
00 00 00 01

a ceci prés qu’il faut rajouter des lignes de zéros si g 2 6.

4.3.2 Etude du cas rg ug = 3.

Le lemme suivant permet de réduire les cas a considérer lorsque le rang de ug vaut 3:

Lemme 4.15. Soit ¢ € N* et soit up un module commengant de E2'q vérifiant rgup = 3.
Alors ug est du méme type que I’un des modules suivants, que I’on appellera respectivement
type i) et type ii):

10 01 00 00

i) Xo=|0 0],Y={0 0 ,Zo=(1 0) et To=|0 o] aveca € k* et B € k.
00 00 01 1 8
10 00 00 0 «

it) Xo=|(0 0),Yo=1{0 1 ,Zo=(1 0) eeTo=|0 0] aveca € k* et B €k.
00 00 01 1 8

(Ces types sont exprimés ici avec q = 3 ; il faut leur rajouter des lignes de zéros si g > 4).

Démonstration. Soit up un module commencant de Eg'q vérifiant rgug = 3. On peut
supposer ug surjectif, donc ¢ = 3. Le module uo vérifiant la propriété de rang suffisant,
pour tout e € Ep on a rgiip(e) = rg (Xo(e), Yo(e), Zo(€), To(€)) = 3. Par ailleurs, on a aussi
rgo(e) < rgup = 3, donc on a exactement rguo(e) = 3. De plus, d’aprés le lemme 4.13, un
module commencant de Ez,q ne peut pas étre un module dégénéré, donc pour tout P € R;
ona Py #0.

Fixons une base (e;,ez) de Ep, on a rgtup(e;) = rgtuo(ez) = 3. On peut donc choisir
deux formes linéaires X et Y dans R, vérifiant Ker ug(ez) = (X') et Kertp(e;) = (Y), c’est-
a-dire Xo(ez) = Yo(e1) = 0. Comme on a Xo # 0 et Yo # 0, nécessairement Xo(e;) # 0
et Yo(e2) # 0, et X et Y sont linéairement indépendants dans R;. Deux cas distincts se
présentent alors: soit les vecteurs Xo(e;) et Yp(e2) sont liés, soit ils sont libres.

- Dans le premier cas, posons f; = Xp(e1). On a Yo(e2) = Af; avec A # 0; quitte &
remplacer ¥ par (1/A)Y, on peut supposer Yp(ez) = fi. On compleéte alors (X,Y’) en une
base (X,Y,Z,T) de R; et f; en une base (fi, f2, f3) de E;. Dans ces bases, la structure de
module g se représente par:

10 0 1 a b c d
Yo=(0o0),v=1{00],2={=] ct o={r=1].
0 0 0 0 Zo To




4.3 Le cas p=2. 125

Quitte a remplacer Z par Z — aX — bY et T par T — ¢X — dY, on peut supposer que l’on
aa=b=c=d=0. Les matrices Z) et T; sont alors nécessairement inversibles. En effet,
_pour e € Ep on a Vect (Xo(e), Yo(e), Zo(e), To(e)) C Vect (f1, Zy(e), Tg(e)). Si e appartient
par exemple a Ker Z], on obtient rg ug(e) < 2, ce qui est impossible si e est non nul. Quitte a
(1) (1)) Posons

a

modifier la base (f2, fa) de (f2, fa), on peut donc supposer que I'on a Zj = (
alors T = (b z) ; quitte & remplacer T par T' — aZ, on peut supposer a = 0. On a alors

b#0 et a# 0. Quitte & remplacer T par (1/b)T, on peut supposer b =1 et ’on aboutit au
type 7).

— Dans le second cas, les vecteurs Xp(e;) et Yp(ez) sont linéairement indépendants. Posons
fi = Xo(e1) et f2 = Yo(ez). Pour toute fagon de compléter (fi, f2) en une base (fi, f2, f3) de

Ei,ona:
10 00
Xo=(0 0] e Yo={0 1].
00 00

On a rgg(e;) = 3, donc 1g(e;) est surjectif et I'on peut choisir Z € R, vérifiant Zy(e,) = fo.
Montrons qu’alors on a nécessairement Zo(e;) ¢ (f1,f2), donc que l’on peut prendre
Zo(ez) comme vecteur fs. Si tel n’était pas le cas, on aurait Im (Xo Yo Zo) = (f1, f2). Posons

Tg
a b

nul et vérifie To(e) € (f1, f2), donc rguo(e) < 2, ce qui n’est pas possible. Les vecteurs fi, fa

et Zo(ez) sont donc linéairement indépendants et 1’on peut poser f3 = Zo(ez).

On a rgup(e;) = 3, donc up(e;) est surjectif et ’on peut choisir ' € R; de fagon a avoir
To(e1) = fz. On peut alors poser:

alors Ty =

,on a (a,b) # (0,0) car rgup = 3. Le vecteur e = be; — a e; est donc non

10 00 00 0 a
Xo=[00]),Y=(0 1),2 =1 0] e To=(0 ¢
00 00 01 1 8

Quitte & remplacer T par T — c¢Y on peut supposer ¢ = 0. On a enfin a # 0 a cause de la
relation rgto(ez2) = rg (0, f2, f3,afi + Bf3) = 3 et 'on aboutit au type iz). m

On déduit du lemme 4.15 la proposition:

Proposition 4.16. Soit ¢ € N*, il n’existe pas de module commengant dans Ez,q qui vérifie
rgug = 3.

Démonstration. En tenant compte de a # 0, on vérifie aisément que pour le type 77) la
matrice v est injective, donc que up n’est pas un module commengant.
Pour le type 7) au contraire, on a kervg = 2. On vérifie que les deux vecteurs:

M =—a(XAZ+YAT)Qe1+(XAT+aY AZ-BXAZ)Q®e¢
et a=(XAZ+YAT)Qea—(XAT+aYAZ+BYAT)® e
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sont linéairement indépendants et appartiennent a Kerwvp, donc en forment une base. On
peut ensuite choisir comme base de Kerug les cing vecteurs y; = X @ €2, 42 = Y @ ey,
U3=XQe1—-YQephuu=2Q0e—-TQReetus=T@e2a—aZ@e —LZQRe,.

On pose w; = 1®; pour i =1 ou 2 et »; = 1@ p; pour i € [1,5]; les familles (w;,w;) et
(v1,--- ,vs) forment respectivement des bases de R(—2) @ Kervp et R(—1) @ Kerup. On
calcule V(w;) et V(w) par linéarité grace a la relation V(1@ PAQ®@e) = PRQ®e—Q®PQRe;
on obtient:

Vw))=BZ-T)nn+aTwve+aZvs+aY v+ Xus,
et V(w))==-2Zun+(aZ+PT)va+Tvs+ (X +BY)vs+Yus.

La matrice de I’application 025 dans les bases (w;,aws) et (11, ave, avs, avy,vs) s’écrit
donc:

BZ-T —-aZ
T aZ + BT
Z T
Y X+p8Y
X aY

La premiére ligne est une combinaison linéaire des deux suivantes. Si I’on pose X’ = (1/a)X,

le schéma défini par les 2-mineurs de 032, est donc également défini par ceux de la matrice
T Z Y X' . P

b —

< (a Z+BT T oX'+BY Y) , dont les mineurs définissent une courbe et non un

schéma fini. En eflet, si on pose @ = —A\u et 8 = X + p, ce schéma contient (et est en fait

égal 4) la réunion des deux droites d’équations (' — AZ,Y — AX") et (T — pZ,Y — puX'),

lesquelles sont disjointes si 4a # —3%.

Remarque 4.17. On note la symétrie trés nette entre les réles de (X',Y) et (Z,T) sur
la matrice T. Cette symétrie est directement responsable du fait que les 2-mineurs de T
définissent au moins une courbe. En effet, comme cette matrice est de taille (2,4) ils ne
peuvent définir le vide, mais au mieuz un schéma fini. Soit alors (z,y, z,t) un point rationnel
de ce schéma, pour tout (\,p) € P! le point (Az, Ay, pz,ut) annule encore les mineurs de
022, €t ce point parcourt une droite lorsque (\,p) parcourt PL.

Par aillcurs, on rctrouve directement sur les matrices Xo, Yo, Zo et Ty, c’est-d-dire sur la
structure du module ug, le reflet de cette symétrie. On observe en effet la dichotomie suivante
entre les réles de X et Y et ceuz de Z et T : l’espace E; se décompose en Ey = (f1) & (f2, fa)
et les applications Xy ct Yo ont pour image (f1) tandis que les applications Zy et Ty ont
pour image (f2, f3). Le module ug ne se décompose pas lui-méme comme somme directe dc
deuz sous-modules, mais 'application Uy associ€e, qui cst définie sur Ry = (X,Y) @ (Z,T)
a valeurs dans Homg(Eo, Ey) = [Homk(Eo, (f1)) @ Hom (Eo, (fg,fa))], se décompose. Ellc
s'cerit comme la somme directe d’une application ﬂx'}, : (X,Y) = Homy(Eo, (1)) et dunc
application u, . : (Z.T) — Hom  (Eo, (f2, f3)), de la forme U = Uyy @ Uy

On remarque par ailleurs quc le sous-cspace (Xo,Yo) de L est cxactement le sous-espace
W = LOW sur lcquel le rang cst égal a 1, qui est dans cc cas un plan. Le sous-cspace (X,Y")
de Ry cst ainsi défini de fagon intrinséque par lc module ug.
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Nous retrouverons une symétrie analogue au paragraphe suivant ; nous reviendrons alors
plus en détail sur cette remarque dans la remarque 4.27.

4.3.3 KEtude du cas rg up = 4.

Dans le cas ou le rang de uq vaut 4, les réductions de cas sont plus difficiles & mener & bien
que dans le cas précédent. Nous aurons besoin du lemme préliminaire suivant, concernant
certains espaces vectoriels formés d’applications linéaires:

Lemme 4.18. Soit E et F deuz k- espaces vectoriels, et soit L un sous-espace vectoriel de
Homy(E, F) tel que pour tout u € L on argu < 1. Alors les éléments non nuls de L ont
tous méme image ou ont tous méme noyau, au sens suivant : soit il existe f € F vérifiant
Imu C (f) pour tout u € L, soit il existe un sous-espace E' de E de codimension 1 vérifiant
E' C Keru pour tout u € L.

Une autre fagon de formuler la conclusion consiste a dire que soit 'image de chaque
élément de L est contenue dans le méme sous-espace de dimension 1, soit c’est le cas de tous
leurs transposés.

Démonstration. Soit u; et u; deux éléments non nuls de L n’ayant pas méme noyau. On
se donne e; € Keruy\Keru,; et e; € Keru;\Keru,. On pose fi = uj(er) et fo = ua(es);
on a Imu; = (f;) pour chaque 7. On a alors (u; + uz)(e1) = fi et (u; + uz)(e2) = f2, donc
(f1) = (f2) car (u; + up) est de rang 1. Deux éléments non nuls de L ont donc toujours, soit
méme image, soit méme noyau.

Si tous les éléments de L n’ont pas méme noyau, fixons deux éléments non nuls u; et
u, ayant des noyaux différents. D’aprés ce qui précéde, ils ont méme image (f). Tout autre
élément u de L est alors nul, ou bien son noyau différe d’au moins I'un des deux autres. Dans
les deux cas, on a Imu C (f), ce qui prouve I’énoncé. B

Remarque 4.19. Le lemme précédent détermine quels sont les espaces vectoriels d’appli-
cations linéaires (ou de matrices) sur lesquels le rang est majoré par un. Recenser de fagcon
générale les sous-espaces vectoriels de Homy(E, F) ou de My, sur lesquels le rang est ma-
joré par un entier k fizé est un sujet difficile, et assez peu abordé dans la littérature. Un
classification compléte pour k < 3 a été établie dans [EH] en 1988.

L’établissement d’une classification plus poussée ou de tout résultat un tant soit peu
général a cc sujet serait extrémement utile pour l’étude de l’étape du bas. En effet, le lemme
que nous avons avons €établi dans le chapitre 2 (cf. paragraphe 2.3.1) est encore un lemme
du méme type, dans la mesure ot il établit des conditions nécessaires pour que le rang reste
majoré sur un espace vectoriel de matrices. Bien que les conditions en question soient irés
loin d’élre suffisantes, ce lemme est déja la clé de tous les résultats établis dans le chapitre 2.
L insuffisance de cc lemme a décrire complétement les espaces de matrices considéres, c cst-
a-dire l’écart qui eriste enire ces conditions ndcessaires et des conditions suffisantes, cst
ccrtainement l'une des principales raisons qui empéchent la méthode du chapitre 2 d’aboutir
dans tous lcs cas. On peut espérer par conséquent que 'amélioration du lemme 2.5 permctte
par exemple d'achcver l’étude de l'irréductibilit¢ des schémas Eyp .
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Nous montrons ensuite le lemme suivant:

Lemme 4.20. Soit ¢ € N*, et soit up un module commengant de Eg,q vérifiant rguo = 4.
Alors il eziste une base (X,Y,Z,T) de R, pour laquelle on peut écrire, ¢ des lignes de zéros

préssiq=25:
- _ (I _ (0 _ (2 _(Th
0= ()%= (3) %= (2) « 7= (3).

Dans cette écriture, chaque bloc représente une matrice (2,2), et I; est la matrice identité.

Remarque 4.21. Ce résultat peut se reformuler simplement dans les termes de la strati-
fication des schémas EM par le type numérique introduite dans le chapitre 2. Rappellons
gqu’un module uy de Ep,q est de type numérique (p;0,p; 0,0;0,0) si et seulement si il existe
une base (X,Y,Z,T) de R, et des bases de Ey et E, dans lesquelles on peut écrire :

I, 0 Z I
XO = _0__ ) },0 = __Ip_ ) ZO = Z2 et TO = _I?_ ’
0 0 0 0

ot les deuz premiéres lignes correspondent d des matrices carrées de taille p et la derniére d
des matrices de taille (g—2p, p), et ou I, désigne la matrice identité. Ces conditions imposent
évidemment q > 2p. Le lemme 4.20 signifie ezactement que le type numérique d’un module
commengant de E,, vérifiant rguo = 4 est (2;0,2; 0,05 0,0).

Démonstration. Soit up un module commencant de Eg,q vérifiant rgup = 4. Quitte
supprimer des lignes de zéros, on peut supposer ¢ = 4. La démonstration consiste alors
appliquer deux fois le lemme 4.18.

Tout d’abord, soit L l'image de I’application up : Ry — Hom(FEy, E;). Pour toute base
(X,Y,Z,T) de Ry, L est le sous-espace vectoriel de Hom (Eop, E1) engendré par Xy, Yo, Zo
et Tp. Comme on a rgup = rg (Xo Yo Zo To) = 4, ces quatre applications linéaires n’ont pas
toutes la méme image. Comme le module ug vérifie la propriété de rang suffisant, elles n’ont
pas non plus toutes le méme noyau, puisque 1’on a déja Ker Xpo N KerYy = {0}. D’aprés le
lemme 4.18, on peut donc choisir X de fagon a avoir rg Xp = 2.

On fixe alors une base (e;, ez) de Eo, et on pose f; = Xo(e1) et fo = Xo(e2). On compléte
(f1, f2) en une base (f1, fa, f3, fa) de E; ; on peut déja écrire le module ug sous la forme:

oo 12 7 o Yl _ Zl — Tl
) i) e () <)

Les matrices Y2, Z; et T représentent des applications linéaires de Eg dans E{ = (fs, f4);
soit L' le sous-espace vectoriel de Hom(Ep, E]) qu’elles engendrent. Ces applications li-
néaires n'ont pas toutes méme image de dimension 1 car ug est surjective. De plus, s’il exis-
tait un vecteur e non nul appartenant a I'intersection de leurs noyaux, on aurait Imp(e) =
Vect (Xo(e). Yo(e), Zo(e), To(€)) C (f1. f2), et le module up ne serait pas un module commen-
cant. Ces trois applications linéaires n’ont donc ni méme image ni méme noyau, et d’apres
le lemme 4.18 'espace L' contient un élément de rang 2. Quitte a remplacer Y par une
combinaison lincaire de Y, Z et T, on peut supposer que Y, cst inversible. En remplagant
fa et fy par Yp(e1) et Yp(ez), on se raméne a Yz = I,, ce qui prouve le lemme. B

o, Q-
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Nous montrons ensuite deux lemmes portant de facon générale sur les modules de Ep.q
ayant pour type numérique (p;0,p; 0,0;0,0) avec p € N*. Le premier de ces deux lemmes
porte sur l’action des groupes GL(R,), GL(Ep) et GL(E;) sur une telle structure de module,
et le second sur la dimension du noyau de I’application vg associée. De fagon concrete, faire
opérer ces groupes linéaires consiste simplement a choisir de nouvelles bases de R;, Ey et E;.

Lemme 4.22. Soit p € N*, ¢ = 2p, et soit up une structure de module de Ep,zp de type
numérique (p;0,p; 0,0;0,0). On fize une base (X,Y, Z,T) de R, et des bases de Eq et E,
dans lesquelles on a:

- (L _ (0 (4 (T
o (8) (1) - (8) - ).

Alors le groupe G = GL(R,) x GL(E,) contient deuz sous-groupes Gy et G, isomorphes
d@ GLy(K) et qui opérent sur ug de la maniére suivante. A chaque matrice inversible A =

(: g), on associe un élément g, (A) de Gy et un €lément g,(A) de G,. Le premier cor-
respond a des bases (X',Y’,Z',T') de R, et (f], -+, fa,) de Ey dans lesquelles le module uo

s’éerit :

rro__ Ip sl 0 ZI = aZl + ﬂTl et TI - ')'Zl + 6Tl

07 \0/® o™ Ip v 70 QZ2+ﬁT2 0 ‘7Z2+6T2 !
soit Zy =aZo+ BT et T =20+ 8Ty, et le second fournit des bases (X",Y",Z",T") et
(fi's-++, f2p) dans lesquelles on a:

no_ I, n__ 0 n__ aZ, + B2, " __ oTy + BT,
°‘(o Yo' =\r,) B=\yz,+62,) @ T=\yn+em) "
soit Z{ = A(Z1,2Z,) et T§ = A(Th, T3). i
Les éléments de G}, agissent seulement sur l’espace (Z,T) en préservant X et Y ainsi
que la base (f1,--- , f2p), tandis que les éléments de G, préservent Z et T et agissent sur

l'espace (X,Y) et sur la base (f1,--- , f2p). Les éléments de G\, commutent donc avec ceuz
de G, et le groupe G contient le sous-groupe G, X G, isomorphe ¢ GLy(k) x GL(k).

Remarque 4.23. Les notations Gy €t G, soulignent le fait que les éléments de G, agissent
«horizontalement» entre Z; et Ty d’une part et entre Z; et T, d’autre part, tandis que les
€léments de G, agissent «verticalement » entre Z, et Z; d'une part et entre Ty et T2 d’autrc
part.

Démonstration. Le groupe G}, est le plus facile a décrire. Pour chaque matrice A, il suffit
de remplacer (Z,T) par (a Z + 8T,7Z + 6T) en conservant X et Y ainsi que la base de E,.
Le groupe G}, est en fait simplement le groupe GL((Z,T)).

Les ¢léments du groupe G, sont plus difficiles a expliciter, car ils agissent a la fois sur

R et sur E}. Nous construisons ici ceux qui correspondent aux opérations élémentaires qui
engendrent G Lo(k).
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l:lchanger (fiy+ -+ 5 fp) avec (fp41,° - , f2p) ramene 'expression de up a:

Z T
wo=(5) %= (5) - %= (5) @ %= (z).

Il suffit alors d’échanger X et Y pour obtenir simplement la permutation de Z; avec Z, et

de T; avec T3, qui correspond a la matrice <(1) é .

Soit ensuite A € k*. Remplacer f; par (1/A)f; pour chaque i € [1,2p] revient & multiplier
Xo, Yo, Zo et Tp par A. Remplacer ensuite X et Y par (1/A)X et (1/A)Y revient en définitive
a multiplier seulement Z, et Tp. Ceci fournit 1’élément de G, correspondant a la matrice AI,.

Enfin, en conservant (fi,--- , fp) et en remplagant f; par f; — Afi_, pour i € [p+ 1,2p],
on ramene ug a:

;o Ip _ AIP _ 2+ A2, _ T+ )T,
e (5) 5 08) 2 (157) 2= (527
Si ’'on remplace ensuite Y par Y — A X, on obtient 1’élément de G, correspondant a la

atri 1 A
matrice { o ).

On vérifie sans peine que le sous-groupe de GL(R;) X GL(E;) engendré par ces éléments
est isomorphe & GL,(k). m

Nous nous penchons & présent sur la dimension de 1’espace Ker vp.

Lemme 4.24. Soit p € N*, g > 2p et up € Eg,q. On suppose que uq est de type numérique
(p;0,p; 0,0;0,0), et l’on fize une base (X,Y,Z,T) de R, et des bases de Ey et E, dans
lesquelles on a, a des lignes de zéros prés siq 2> 2p:

. (L _ (0 (% _ (T
5= (8) %= (z) 2= (2) « »=(z):

ou chaque bloc représente une matrice carrée de taille p, et I, est l’identité. Alors on a
kervp < p, €t kervg = p si et seulement si [21,T1) = [22,T2) = [Z1,T2] + [22,T1] = 0, en
notant [A, B] le commutant AB— BA. De fagon plus précise, soit K le sous-espace vectoriel :

K = Ker [Z]_, Tl] N Ker [ZQ, Tz] N Ker ([Zl, T2] + [Zz, Tl])

dc Ey. Pour toule basc (e1,---,ex) de I, on obtient une base (¥, - ,4¢%) de Kervg en
posant pour i € [1,k]:

Pi= (NAY) R (Z1Ty — T1Z:)(e:) + (X A Z) @i Th(ei) — (X AT) @k Zi(e:)
+ (Y A Z) Cx Tg(e,') — (Y A T) Qr Zg(C,) + (Z A T) r €;.
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Démonstration. Dans les bases fixées, I'application v, est donnée par:

[0 |Z|Ti|o|0]0
L|z|m|olo]o
L0 0 |Z || o0

lolololz|n] o
WEITo[FL{o [0 [0 | T
olofo|-r|o|m
00 (=5,] 00 -2
\o|o|ol|o|-1|-2)

Tout élément 1 de A?2R; @ Ep se décompose de fagon unique sous la forme:

¢=¢XY +¢XZ+¢XT+¢YZ +¢YT+¢ZT’

avec a chaque fois ¥, = (PAQ)®r €pg BVeC epy € Ey. Cette décomposition est adaptée

4 Iécriture de vg ci-dessus, au sens ou vp(%) s’obtient en effectuant le produit par blocs de
: Cxy

cette matrice avec le vecteur-colonne ¢ |. Le vecteur 3 appartient alors & Kervp si et

e
ZT
seulement si les 8 relations suivantes sont vérifiées:

(1) Zi(ey,) + Ti(eyr) =0 et (2) eyy = —2Za(ey,) — Ta(eyr)

(3) exy = Zi(ey,) + Ta(eyq) (4) Z:(ey,)+ To(eyp) =0
(5) ey, =Ti(e,r) (6) ey, =Ta(e,r)
(7) Exr = _Zl(ezr) (8) yr = —Zz(eZT)
Posons e,,. = e. Les relations (8),(7), (6), (5) et (3) donnent successivement :

eyr = —23(€), exr = —21(€), ey, = Ta(e), ex, =Ti(e) et ey, = (Z1 T2 —Th Z;)(e).

Ces relations déterminent exactement 3 en fonction de e, et on a:

(42) 'l,b = (X A Y) ®|-_ (Z]_Tz - T]Zg)(e) + (X A Z) ®k Tl(e) - (X A T) ®k Z1 (e)
+(YAZ)RT2(e)— (Y AT)®r Z2(e) + (ZAT) Q€.

En particulier, ceci entraine kervg < p, et ker vy = p si et seulement si pour tout e € Ey on
obtient effectivement ainsi un élément de Ker vo.
En reportant ce qui précéde dans les relations (1), (4) et (2), on obtient les relations:

(Z1 T1 —T1 Zl)(e) = 0, (Zz Tz—Tz Zz)(e) = O et [(Zl T2-T1 Z2)+(ZQ T1 —Tz Z])] (6) = 0

Un vecteur € € Ey donne alors naissance & un élément de Kervp via 'expression (4.2) si et
seulement si il vérifie ces trois relations. On a donc ker vg = p si et seulement si ces relations
sont vérifiées pour tout e € Ey, c’est-a-dire si et seulement si les applications linéaires [Z;, T1],
[Z2, T3] et [Zy, T3] + [Z2, T1] sont nulles.

Plus généralement, on obtient par linéarité une base de IXerwvg a partir d’'une base de
'espace i = Ker[Z;,Ti] N Ker[Z;,T2] N Ker ([Zy, T2) + [Z2, Ti]) via I'expression (4.2). W
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On peut a présent achever la détermination des types des modules commencgants:

Lemme 4.25. Soit q € N*, et soit up un module commengant de Ez,q vérifiant rguo = 4.
Alors ug est du type du module suivant :

10 00 a1 0 0
, |01 _ 100 180 _|0 o0
-XO - 0 0 ) YO - 1 0 ) ZO - 0 0 et To = a 1 ’
00 01 0 0 B 0
avec (a,B) € k? et B # 0. (Ce type est exprimé ici dans le cas ¢ = 4; il faut rajouter des

lignes de zéros si ¢ 2 5).

Démonstration. D’aprés le lemme 4.20, on peut écrire X, = (?), Yo = (?2), Zo = (Zl)

et To= (g:l) Posons les notations suivantes:
2

10 00 a b a b
;o 01 _ 00 _ Cldl _ c’ld'1
o=loo =T 2T e s | T g g

00 01 ¢ dy ¢ d

Quitte & remplacer Z par Z — d\X — d,Y et T par T — di X — dyY, on
dy =d;=dj =dy =0. On a alors:

peut supposer

10 a; a’l 00 b1 bll

~ 00 ¢ ~ 100 O
rg to(e;) = 1g 01 a; a}2 et rguo(e;) =r1g 006 8|

00 e ¢ 010 0

/

donc rgup(e;) =2+ %) et rgin(es) = 2+ 1g o
g Uol€1 ~gczc,2 g Upl €2 < bzblz-

(&

Comme rgup(e;) = 3 et

b b

rguo(ez) = 3, on a rg 2,1 2 1. On en déduit que l'on a les deux
1

2
c’) 2 letrg (b, B,

2
relations (¢, ¢2, ¢}, c5) # (0,0,0,0) et (by, b}, ba, b5) # (0,0,0,0).

Montrons qu’en utilisant le lemme 4.22 on peut toujours se ramener a avoir b; # 0 et
c1 # 0. On fixe (A, ) € k. On considére 1'élément g;(A\) de Gy correspondant & la matrice

((1) i‘), qui permet de remplacer Z; par Z; + AT; pour i = 1 ou 2, et I’élément g,(u) de G,

(1) I{ , qui permet de remplacer Z; (resp. T1) par Z;+pZ; (resp.
Ty + uT,). Ces deux éléments commutent, et faire opérer leur produit revient globalement a
remplacer (Z;, Zo. Ty, Ty) par (Zy + ATy + pZ; + AT, Zo + ATo, Ty + uTs, T).

n 1

La matrice Z; cst alors remplacée par la matrice c’l’ 0‘
1
by = by + pby + Ab} + Auby et ¢f = ¢; + pea + Acy + Apcy. On a (by, b, b5, 05) # (0,0,0,0) et

correspondant a la matrice

avec ay = ay+paz+Aial+Audl,
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(e1,¢2, ¢}, ¢5) # (0,0,0,0), donc il existe un ouvert de Zariski non vide de k? sur lequel on a
simultanément b} # 0 et ¢} # 0. On peut donc choisir la base (X,Y, Z,T) de facon a avoir:

10 00 a; b1 a’l b'l
> 101 _ 00 _la 0 _ c'l 0
Xo = 0 0 |° Yo= 10" Zo = a; b o To= ay b
00 01 c 0 ¢, 0

avec by #0et c; #0.

Quitte & remplacer Z par (1/b1)Z, on peut supposer b; = 1. Quitte & remplacer T par
T — b\ Z, on peut supposer bj = 0. Quitte enfin a faire opérer 1’élément de G, correspondant
a la matrice (—-162 (1)) , qui remplace Z; par Z,—b; Z, et T, par T> — b, T}, on peut supposer
b, = 0. On a alors:

_far 1 _faz O _fa; O _ (a3 b
Zl_(cl 0)’Z2_(C2 0)’711"(c1 0) et T°_(c’2 0/’

avec ¢; # 0.

On applique alors le lemme 4.24 dans la base (X,Y, Z,T) ainsi obtenue. Le module ug
vérifie kervo = 2, donc on a les trois relations [Z;,T] = [Z2,T2] = [Z1,T2] + [22,T1] = 0.
Pour alléger les notations, posons a = a1, b=¢;, c = a3, d = ¢, f = a}, g = ¢}, h = a),

i =c et j = by, soit Z; = (Z (1]>,Z2= (:1 8)’T1= (J; 8) ot I = (}: 'é).On

a alors [Z;,Th] = (bf:gag ___';) et (22, T2) = (dh—iijci 2‘3) On obtient f = g = 0,

c’est-a-dire Ty = 0, ainsi que dj = ¢j = 0. On en déduit [Z;,T1] = 0, donc [Z;,T] = 0. Or
[2,,T2) = (z B b]. 4 _h), donc on a i = bj et A = aj. On obtient:

~

bh—ai b5 —1
a 1 0 0 00
b 0 0 0 . 00
Zo— c 0 et To— . J =7 X a 11°
d 0 bj 0 b 0

avec dj = ¢j = 0. Le module up n’étant pas dégénéré, on a nécessairement Tp # 0, donc
j#0,et d =c = 0. Quitte & remplacer T par (1/7)T, on peut supposer j = 1. On s’est
donc ramené a:

10 00 a 1 0 0
.o o 0 e o] ... _foo
Xo=1g g Yo=|1 0| %=|0 of ¢ To=|a

00 0 1 00 b 0

On a enfin b # 0, car sinon on aurait Imug(e1) C (f1, f3), donc rgtg(er) < 2. On s’est donc
ramené au type de module indiqué. &
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On déduit du lemme 4.25 le corollaire:

Proposition 4.26. Soit ¢ € N*, il n’existe pas de module commengant dans Eg,,, qui vérifie
rguo = 4.

Démonstration. Soit up un module commengant vérifiant rgupo = 4. D’aprés le lemme
précédent, il existe des bases de Ey, E; et R; dans lesquelles le module ug se représente par:

xo=(2).%=(7). %= (3) « 5=(3).

2
avec A = (Z (1)), ota€ket Bek.OnaA?= (a a-*ﬁ-ﬂ ;) D’apres le lemme 4.24,

on a kervy = 2, et pour tout base (;1,€2) de Ep on obtient une base (11,%2) de Kervp en
posant, pour i € {1,2}: -

1/;,-:(X/\Y)@kAz(e,-)-}-(Y/\Z—XAT)@&A(E;)-F(Z/\T)@&E,'.

Choisissons la base (€1,€2) donnée par €; = e; et €2 = —e; + ae;. On a alors A(e;) = ey,
A%(e;) = ae; + Beg et A(ez) = —B ez = —Be; donc A%(e;) = —f e;. On obtient:

1/)1=(X/\Y)®g(ae1+ﬂe2)+(Y/\‘Z—X/\T))®|;e1+(Z/\T)®tez,
et ‘l,bg=—ﬁ(X/\Y)@kel—ﬂ(Y/\Z—X/\T)®k€2+(Z/\T)®k(aez—61).

On a par ailleurs rgup = 4. On peut choisir la base de Keruo donnée par les vecteurs
U1 =XQe1—ZQ®epu=20e1—XQ(ae1+Pe),us=TQe2—Y Qe et ug =
Y Z (ae1 + Ber) — T @ ey.

En posant w; = 1 ®%; pour 1 = 1 ou 2 et »; = 1 @ pu; pour 7 € [1,4], on obtient des
bases (w;,ws) et (v1,v2,vs,14) de R(—2) @k Kervp et R(—1) ®x Kervo dans lesquelles on a
V) =Tuvu+Ywm+Zuvs+Xvget V(wr) = (T + YY)+ Tva+ (@Z 4 X)) vs + Z vy.
La matrice représentant o2, dans ces bases est donc:

T oT+BY
|y T
9221= | 7z aZ +B8X
X Z

Cette matrice est analogue a celle que I'on avait obtenue dans le cas rgup = 3. Ses mineurs
définissent de la 1..éme fagon la réunion de deux droites, donc une courbe, et le module uo
n’est pas un module commencant. B

Remarque 4.27. On retrouve entre (X, Z) et (Y, T) une sym¢tric identique a celle que 'on
avait obscrvde dans le cas rgug = 3 sur la matrice A. Elle transparait en outre ici de fagon
bien plus direcle sur la structure du module uyp.
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Comme dans le cas précédent, la fléche Uy associée a ug est décomposée : ici, elle se réalise
comme la somme directe d’une application ax.z : (X, Z) — Homk(Eo,(fl,fg)) et d’unc

u, 0
application ﬁY'T : (Y, T) — Hom(Eo, (f3:fa), c’est-d-dire on a @o = u?lz U )
Y.T

Nous avons déja vu que l’ezistence de cette symétrie sur la matrice T (rguo = 3) ou 022,
(rgup = 4) est directement responsable du fait que ses 2-mineurs définissent une courbe. De
fagon précise, dans le cas ci-dessus, le sous-groupe GL((X, Z)) x GL((Y,T)) de GL(R,) agit
sur les mineurs mazimauz de la matrice 03,21, et le sous-schéma que ceuz-ci définissent est
invariant sous l’action de ce groupe. Ce schéma contient donc au moins une droite dés qu’il
contient un point.

Le fait qu’on la retrouve da chaque fois sur la structure du module suggére l’ezistence d’un
phénomeéne plus général dont la détermination nous €viterait d’effectuer deuz fois le méme
calcul, mais qui reste a ezpliciter entiérement. Sous quelque forme que ce phénoméne se
concrétise, €tablir un énoncé qui le formalise revient nécessairement & établir encore une
fois un lien direct entre la structure d’un module et les mineurs de la fléche 0,21 associée,
comme dans les lemmes 3.66 et 4.13 .

Les bases possibles d’un tel énonc€ sont contenues dans le lemme 4.22 sur les actions
de groupes. La symétrie au niveau de la structure du module se traduit concrétement par
le fait que certains sous-groupes de GL(Ep) x GL(E;) x GL(R,) stabilisent une partie de
P’écriture matricielle de ce module. On pourrait établir un lemme analogue sur les actions
de groupes a propos du module obtenu dans le paragraphe 4.3.2; nous ne [’avons pas fait
alors simplement parce que nous n’en avions pas besoin. Il reste ensuite & analyser comment
l'action d'un groupe qui stabilise I’écriture du module se transporte sur la matrice 023, €t
en dernier Tessort sur ses mineurs mazrimauz.

4.4 Le cas p=3.

Soit M le module de Rao d’une courbe & cohomologie semi-naturelle, lisse irréductible
et obstruée, avec p = 3. D’apres la proposition 4.7, le module ug doit encore étre un module
commengant de E3,. Les conditions rgup = 2p+ 5 = 11 et rgvy < 6p — 2 = 16 donnent
rgvo € [11,16]. D’apres la relation (4.1), on a en outre (rgvo/4) < rguo S rgvo— (2p+2) =
rgvo — 8, donc si rgvo = 11 on a rgug = 3 et si rgvp € [12,16] on a rgup € [4,rgvo — §].
On peut formuler ceci ainsi:

Proposition 4.28. Si up est un module commengant de Es‘q, on argug € [3,8]. De plus,
sitguo =3 on argug =11 et si rgup € [4,8] on a rgvo € [rguo + 8,16].

On peut alors aborder 1’étude de ces divers cas par des méthodes en tous points simi-
laires & celles introduites au paragraphe précédent. Cependant, les réductions de cas qui
apparaissent sont alors infiniment plus fastidieuses a décrire que dans le cas p = 2. Comme
par ailleurs les idées générales sous-tendant les démonstrations sont identiques, le détail de
celles-ci n’apporterait rien qui ne soit déja contenu dans ce qui précéde. Par conséquent,
dans tout ce paragraphe nous ne donnerons aucune démonstration, nous contentant de citer
les résultats et d'indiquer quelques lignes directrices concernant 1’étude.
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Un premier lemme général que I’on peut montrer est le suivant, qui est 1’analogue pour
p = 3 du lemme 4.13:

Lemme 4.29. Soit ¢ € N*. Si up est un module commengant de E;M qui est dégénéré au
sens de la définition 4.12, alors il vérifie rguo = 7 et rgvo = 16, c’est-a-dire kervy = 2.

La démonstration est en tous points comparable a celle du lemme 4.13, mais au moins
deux différences importantes sont & noter, qui expliquent pourquoi le résultat est ici moins
complet que dans le cas p = 2. Nous reprenons ici les notations de la démonstration du
lemme 4.13. Tout d’abord, on a ici la relation ker (Yo Zo To) = ker uo—3, donc on a seulement
kervp > keruo — 3, tandis que la condition d’étre un module commengant impose toujours
kervp < kerup —2. La dimension de Ker vy n’est donc plus déterminée de fagon unique, mais
peut valoir kerup — 3 ou kerup—2 et il y a deux cas a considérer. Le premier de ces deux cas
est analogue au cas p = 2, car I’espace Kervg est alors contenu comme précédemment dans
le sous-module F;. Cependant, ce cas n’est plus impossible et c’est 1a la seconde différence:
la matrice 095, est de taille (kervo, kerup), c’est-a-dire (k,%k + 3) en posant k = keruwp, et
ses mineurs peuvent définir un sous-schéma fini si rguo = 7 et rgyy = 16. Il faut ensuite
considérer ’autre cas, ol la matrice 052, contient une colonne supplémentaire. On montre
d’abord que le couple (rgup,rgve) vaut alors nécessairement (15,7) ou (16,8), puis que ces
cas-la ne conviennent pas.

Ces deux différences avec le cas p = 2 ont des conséquences dont I'importance augmente
avec la valeur de p; le lemme 4.29 semble donc difficile & généraliser aux valeurs plus grandes

“que 3.

On étudie ensuite les modules commengants suivant le rang de ug. Contrairement & ce qui
se passait précédemment, les cas ol ce rang est le plus grand semblent ici les plus accessibles
car le rang de v est alors plus précisément déterminé. En employant des techniques de
réduction semblables & celles déja introduites, on peut étudier au moins les cas ou le rang
de ug vaut 7 ou 8. Il semble d’ailleurs que ces méthodes atteignent la leur limite et que pour
pouvoir étudier les cas ou le rang de ug est plus petit il sera déja nécessaire d’imaginer de
nouvelles techniques. On obtient du moins les résultats suivants:

Proposition 4.30. Soit ¢ € N*, il n’existe pas de module commengant dans E‘s,q vérifiant
rguo = 8.

Proposition 4.31. Soit g € N*. Siug est un module commengant de 1'7:'3',, vérifiant rguo = 7,
il est dégénéré et de type numérique (3; 0,3;0,1; 0,0).

De fagon plus précise, il existe une base (X,Y, Z,T) de R, et des bases de Ey et E, dans
lesquelles on peut écrire :

100 0 00O 0|1 0
(0 1 0\ (0 0 0\ (0 0 a\
001 000 olo »
.\o =10 00 , .\’o ={1 00 ’ Zo = 010 ¢ et To =0.
0 00O 010 0({d c
000 0 01 0{d O
000 000 \1[0 0/
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On peut en outre toujours se ramener a avoir, soite =0 et a =1, soit e = 1.

La matrice représentant l’application 0,2, associée dans des bases bien choisies peut
alors s’écrire sous la forme suivante :

T 0

0 T
0221 = X eY
dY -Z

Y —Z aX +cY

Pour un choiz général des paramétres (a,b, c,d,€) dans k®, les 2-mineurs de cette matrice
définissent au plus un schéma fini curviligne et le module ugy est effectivement un module
commengant. Ceci prouve que le lemme 4.29 est en fait optimal.

Comme la propriété sur les mineurs de o22; est ouverte par rapport aux parametres
(a,b,c,d,€), il suffit pour montrer le dernier point d’exhiber un exemple. Si 1’on pose a =
d=e=1et b=c=0, c'est-a-dire:

o O -
o = O

looolooo
-0 O
OO

\'1[0 0/
les 2-mineurs de 032, définissent un schéma dont 1’idéal saturé est (T, X2+Y Z, Y2+ X Z, Z%—
XY), qui est donc la réunion disjointe de trois points.

—
o

On peut alors utiliser ce module pour fabriquer des courbes a cohomologie semi-naturelle
et obstruées.

Proposition 4.32. Soit uy le module de Eg; fizé ci-dessus, c’est-a-dire correspondant d
a=d=¢ec=1cetb=c=0. Soit (e, f,g,h,1,7) € k® et soit A la matrice:

e f g h t J itg h
A= —(z+g) —(6+]) —'(f+h) [ f g —h = 12
h i J —(i+g) —(e+3) —(f+h) —e I3

cn notant l; les lignes de la matricc A. St l'on pose X, = (51): Y, = (ia), 4y = (F) el
2 1 3

Ty = 0, les relations de commutation sont vérifices et ['on obtient un module M de E3,7_2.

Si dc plus la matrice A est surjective, ce qui se produit pour un choix géncral des pa-
ramétres (e, f.g.h,1,7) dans k® (il suffit par cxemple de les prendre tous nuls sauf un), les
courbes minimales de M sont a la fois obstruécs ct @ cohomologie semi-naturcllc.
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‘L obstruction de ces courbes est assez facile a vérifier : elle résulte du fait que I'application

linéaire par blocs (;‘,’ }le _f,l) possede deux lignes égales, donc n’est pas surjective.
1 —4 A

En revanche, montrer que les courbes minimales sont a cohomologie semi-naturelle est un
peu plus délicat: il faut pour cela étudier soigneusement les 11-mineurs de la matrice o5 ¢3,
qui est de taille (15, 24).

Il ne semble pas qu’il soit possible d’obtenir une telle courbe qui soit également lisse
et irréductible & partir de ce module up, ni méme plus généralement a partir des modules
fournis par la proposition 4.31, & cause essentiellement de la relation Tp = 0.

Pour démontrer les propositions 4.30 et 4.31, un outil important permettant d’éliminer
un certain nombre de cas est le lemme suivant, que nous citons car sa portée dépasse le seul
cas p=3:

Lemme 4.33. Soit p > 3, ¢ € N* et soit up un module commengant de E,,. S’il eziste un
sous-espace vectoriel E} de Eo de dimension p—1 tel que la structure de module u de Epyy
induite par la restriction de uo ¢ Ry ® EY vérifie rg ul < rguo — 3, alors ul est un module
commengant de E,_1 4.

En particulier, si p = 3, ceci n’est pas possible puisque Ez,q ne contient pas de module
commencant, donc on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 4.84. Soit ¢ € N* et soit up un module commengant de E’s'q. Pour tout couple
(e1,€2) de vecteurs linéairement indépendants dans Ey on a:

rg (Xo(e1), Yo(e1), Zo(er), To(er), Xo(e2), Yo(ez), Zo(ez), To(ez)) > rguo — 2.

Ce résultat s’apparente en quelque sorte a la condition de rang suffisant, qui stipule que
pour tout vecteur non nul e de E on a rg (Xo(e), Yo(e), Zo(€), To(€)) = 3. A cause d’ailleurs
de cette méme condition, le corollaire 4.34 est dénué de tout intérét si rgup < 5, et ceci
fournit une raison supplémentaire pour laquelle les cas ou le rang de ugp est le plus élevé
semblent les plus abordables.

Enfin, pour effectuer une premiére dichotomie dans la phase de réduction des cas, on se
sert, aussi bien dans les cas ou le rang de up vaut 7 ou 8, de la stratification de E3, par le
type numérique, ou plutdét en occurence par le multirang. On étudie ainsi d’une part les
modules uo dont le type numérique est de la forme (3; 0,3; ba.az; b3, as), c’est-a-dire les
modules qui appartiennent & ’ouvert défini par o; = 6 avec les notations du chapitre 2, et
d’autre part ceux qui appartiennent au fermé complémentaire.
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