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Résumé - Nous démontrons, sur les variétés projectives et les varié-
tés de Stein, des résultats d’approximation des courants positifs fermés de
bidegré (1,1) par des diviseurs rationnels dont on contréle le support et
les nombres de Lelong directionnels. Nous introduisons pour cela une no-
tion d’enveloppe polynomiale relative & un courant fixé et nous obtenons un
procédé d’approximation stable par éclatement et contraction.

Nous définissons une notion de convexité rationnelle (forte) sur les varié-
tés complexes et montrons qu’une sous-variété totalement réelle compacte
S d’une variété X projective (respectivement Stein) est rationnellement
convexe si et seulement si il existe une forme de Hodge w sur X pour laquelle
S est isotrope, généralisant ainsi un théoréme de Duval et Sibony.

Abstract - We prove approximation results, on projective algebraic and
Stein manifolds, of positive closed currents of bidegree (1,1) by rational di-
visors with a control on their support and Kiselman numbers. We introduce
for this purpose a notion of polynomial convexity relative to a given current
and we obtain an approximation procedure which is stable under blow-up
and blow-down. _

We define a notion of (strong-)rational convexity on complex manifolds
and show that a totally real compact submanifold S of a projective algebraic
(respectively a Stein) manifold X is rationally convex iff there is a Hodge
form w on X for which S is isotropic, generalizing a theorem of Duval and
Sibony.






Introduction

- La notion de courant positif fermé a été introduite par Lelong [Le 57].
Lelong montre notamment que I’on peut associer & tout sous-ensemble ana-
lytique Z de pure dimension ¢ dans une variété complexe X, un courant
positif fermé [Z] de bidimension (g,q) défini par intégration sur la partie
lisse de Z. Il est apparu depuis que cette notion est une bonne générali-
sation de la notion d’ensemble analytique: les ensembles analytiques sont
précisément les ensembles de densité des courants positifs fermés [Siu 74] et
de nombreuses propriétés des ensembles analytiques sont en fait des proprié-
tés du courant d’intégration associé (e.g. les propriétés de prolongement, cf
[Sk 86]).

Récemment Duval et Sibony ont caractérisé dans [D-S 95] les enveloppes
rationnellement convexes et polynomialement convexes des compacts de C*
en termes de courants positifs. L’intérét de ces caractérisations réside dans
le fait qu’il est beaucoup plus facile de construire des courants positifs ayant
un certain nombre de propriétés - ce sont des objets “souples” au sens de
[Le 85] - que de construire des ensembles analytiques - objets de nature trés
rigide - ayant des propriétés similaires. Duval et Sibony ont mis en évidence
des propriétés de convexité rationnelle du complémentaire du support d’un
courant positif fermé de bidegré (1,1) de C"* et ont établi deux résultats qui
nous ont particulierement intéressés :

- un résultat d’approximation fine d’un courant positif fermé de bidegré (1,1)
de C" par des diviseurs rationnels, contribuant ainsi, de fagon novatrice, a
une question qui intéresse les analystes complexes depuis fort longtemps (cf
Bremermann [Br 56], Lelong [Le 72], Demailly [De 82a] [De 92] [De 93]) ;

- une caractérisation de la convexité rationnelle des sous-variétés compactes
totalement réelles de C*, qui met un terme & un travail entrepris par Duval
dans [D 91] et [D 94].

L’objet de cette theése est d’établir de tels résultats sur les variétés com-
plexes. Nous nous appuyons de fagon essentielle sur la résolution du 0 avec
estimées L2. Cette technique, désormais classique, est clairement exposée
dans [Ho 88] pour le cas des variétés de Stein; nous renvoyons le lecteur
a [De 82b] et [De 90] pour le cas des variétés projectives. Pour notre part,
nous avons également bénéficié de notes d’un cours de Berndtsson [Be 94]



lors d’un séjour & C.T.H. (Goteborg, Suéde) au cours duquel une partie de ce
travail a été effectuée; elle a d’ailleurs fait ’objet d’une “thése de licenciat”
soutenue au printemps 1997 [G 97b].

Le mémoire s’organise comme suit.

Apres avoir brievement rappelé quelques définitions et faits fondamen-
taux sur les courants positifs, fibrés holomorphes en droites, et nombres
de Lelong (1.1.1/1.1.2/1.2.1), nous définissons la notion d’éclatement en un
point et précisons son action sur les courants. Nous démontrons les quelques
propriétés élémentaires (1.2.7/1.2.12/1.2.13) dont nous aurons besoin au
chapitre 3 ; elles sont probablement bien connues des spécialistes (Kiselman
précise dans [K 94] que c’est pour établir des résultats du type 1.2.12 qu’il
a été amené & introduire la notion de nombre de Lelong directionnel), mais
nous ne connaissons aucune référence bibliographique qui les traite précisé-
ment. On introduit en 1.3 la notion de convexité rationnelle sur une variété
complexe; le paragraphe 1.3.1 justifie le choix de notre définition tandis que
P’on rappelle une des motivations pour 1’étude de cette notion en 1.3.2 et
que 1.3.3 donne différentes formes de la caractérisation de la convexité ra-
tionnelle des sous-variétés totalement réelles. La section 1.4 introduit une
notion de convexité polynomiale relative que 1’on caractérise en termes de
courants en reprenant des idées de [D-S 95].

Le chapitre 2 constitue le coeur de cette thése. Rédigé sous forme d’un
article [G 97c] accepté pour publication dans Mathematische Annalen, il
contient une introduction détaillée & laquelle nous renvoyons. Il contient les
démonstrations des deux principaux résultats de cette thése: la caractéri-
sation de la convexité rationnelle des sous-variétés totalement réelles d’une
variété projective algébrique - resp. Stein - (théoréme 2.2.8 - resp. 2.5.8) et
un résultat d’approximation des courants (théorémes 2.4.1 et 2.5.5).

Dans le chapitre 3 nous commencons par affiner le résultat d’approxi-
mation des courants et montrons que le procédé peut étre rendu stable par
éclatement et contraction. Cela permet, dans certains cas, de lever une hy-
pothése que nous sommes amenés & faire sur la classe de cohomologie des
courants. Nous nous intéressons ensuite & un probléme d’extension de mé-
triques positives définies sur une sous-variété.

Afin de mieux comprendre les courants positifs fermés de bidegré (1,1)
sur certaines variétés projectives, nous avons été amenés & développer des
théorémes de représentation de ces courants sur les variétés drapeaux du
groupe linéaire. Ces résultats ont fait 'objet d’un article [G 97a] qui consti-
tue le chapitre 4.



TABLE DES MATIERES 7

Table des matiéres

1 Définitions & Premiéres propriétés 9
1.1 Courants et fibrés holomorphes . . ... ............ 9
1.1.1 Courants positifs . . . . ... ... ... ........ 9

1.1.2 Fibrés holomorphes en droites . . . . ... ....... 11

1.2 Nombres de Lelong et éclatements . . . ... ......... 14
1.2.1 NombresdeLelong.................... 14

1.2.2 Eclatements . . . . .. .. ... ... ... ... ... 16

1.2.3 Nombres de Kiselman . . ... ... .......... 19

1.2.4 Support des transformés stricts de courants . . . . . . 22

1.3 Convexité rationnelle . . . . . . ... ... ... . ....... 24
1.3.1 Plusieurs définitions possibles . . . . . ... ...... 24

1.3.2 Approximation des fonctions holomorphes . . . . . . . 27

1.3.3 Convexité rationnelle des sous-variétés totalement réelles 30

1.4 Convexité polynomiale relative . .. ... ... ... ..... 32
141 Condition (C). . .. .. ... i i 32

1.4.2 Courants & support compact dans X \ SuppT'. . . . . 34

2 Courants et convexité rationnelle 37
2.1 Approximation on homogeneous manifolds . . . . . ... ... 40
2.1.1 A modification procedure . . .............. 40

2.1.2 Approximation of (1,1)-positive closed currents . . . . 45
2.1.3 On a counterexample of Grauert . ... ........ 48

2.2 Rational convexity on complex manifolds ... ... ... .. 49
2.2.1 A fundamental lemma . ... .............. 51
2.2.2 Rational convexity of totally real submanifolds . ... 52

2.3 T-polynomial convexity . . ................... 55
2.3.1 Steinness of X \ SuppT" . .. ... ... ... . .... 57
232 Okaprinciple . . . .. ... ... . o ... 60

2.4 Approximation on projective manifolds. . . . . ... .. ... 61
2.5 Steinmanifolds . . ... .... ... ... . o L. 67
2.5.1 Approximationof currents . . . . ... ... ... ... 67

2.5.2 Rational convexity . . . ... ... .. ... ..., 69

2.6 Appendix: Regularization process. . . . . ... ... ... .. 70



3 Compléments
3.1 Contréle des

TABLE DES MATIERES

directions complexes tangentes . . . .. ... ..

3.2 Extension des métriques d’un fibré positif . . ... ... . ..

4 Courants sur les drapeaux de GL,(C)
4.1 Grassmannians . . . . .. . ... ...
4.2 TIrreducible flag manifolds of GL,,(C) . . . . ... .. ... ..

4.3 General case

Bibliographie

............................

75
75
78

83
84
90
96

97



Chapitre 1

Définitions & Premieres
propriétés

1.1 Courants et fibrés holomorphes

1.1.1 Courants positifs

Un courant de dimension ¢ sur une variété lisse X est une forme linéaire
continue sur I’espace des formes différentielles lisses de degré ¢ & support
compact dans X. Si T est un courant de dimension ¢ sur X, le courant dT'
est le courant de dimension g — 1 défini par

(dTa 9) = (_' 1)m—q+1 <T) d6’),

pour toute forme test 8 de degré ¢ — 1, o m = dimgX ; on dira que T est
fermé si dT = 0. Nous renvoyons & [dR 55] pour la définition des opérations
élémentaires sur les courants.

Lorsque X est une variété complexe, les formes différentielles se dé-
composent selon leurs bidegrés en les coordonnées dz;,dzy ; un courant de
bidimension (g, ¢') est une forme linéaire continue sur l’espace des formes
différentielles lisses de bidegré (g,q') & support compact dans X. On dit
également que le courant est de bidegré (n — ¢,n — ¢') ol n = dim¢ X ;
nous nous intéresserons particulierement aux courants de bidegré (1,1), un
tel courant T' peut étre représenté en coordonnées locales comme une forme
différentielle _

T= Z Ek%dzj A dz,
1<5,k<n

oli les coefficients Tj;, sont des distributions. Le courant T sera dit positif si
la distribution ) A;jA¢ T}, est positive pour tout A € C* ; dans ce cas les T},
sont des mesures. On notera dans la suite 7(X) le cone des courants positifs
fermés de bidegré (1,1) sur la variété X.
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L’opérateur d de Poincaré se décompose en d = 0 + 0 et on définit
Popérateur d° :=.2l1r_(5 — ) ; ce sont des opérateurs réels (d = d et d° = d°)
et on a dd® = 190. Une fonction ¢ plurisousharmonique (psh) dans X
est une fonction semi-continue supérieurement (scs) sur X & valeurs dans
[—00, +00[ telle que le courant T' : = dd°yp est un courant positif fermé de
bidegré (1,1) sur X ; on impose de plus & ¢ de ne pas étre identiquement
—oo dans aucune composante connexe de X, on notera PSH(X) I’ensemble
des fonctions psh dans X. Réciproquement, si U est un ouvert de X tel que
H*(U,R) = -g-’l(U, C) = 0 (e.g. un ouvert biholomorphe & une boule de
C") et T est un courant positif fermé de bidegré (1,1) dans X, alors il existe
une fonction ¢ € PSH(U) telle que T = dd®p dans U. Nous renvoyons 3
[Ha 77], [Le-G 86] et [K 91] pour la définition des concepts fondamentaux
concernant les courants positifs.

Les problemes de prolongements des fonctions (holomorphes, psh) et
des courants positifs fermés & travers un obstacle donné sont d’importance
capitale en analyse complexe; les articles [Ha-P 75] et [Sk 86] regroupent
bon nombre d’informations et de références et nous n’allons citer que deux
résultats que nous utiliserons sans cesse par la suite.

Théoréme 1.1.1 [Harvey 1973] Soit X une variété compleze, A un fermé
de X et T un courant positif fermé de bidimension (g,q) dans X \ A. Sup-
posons que A est de mesure de Hausdorff (2¢ — 1)-dimensionnelle nulle.
Alors Vextension triviale T de T obtenue en prolongeant les coefficients de
T par zéro sur A est de masse localement bornée au voisinage de A et est
un courant positif fermé sur X.

Théoréme 1.1.2 [Skoda 1982] Soit X une variété compleze, A un sous-
ensemble analytique de X et T un courant positif fermé de bidimension
(g,9) dans X \ A. Si T est de masse localement bornée au voisinage de A
alors lestension triviale T de T est un courant positif fermé sur X.

Il est & noter que I'on peut déduire de ce théoréme le fait, initialement
prouvé par Lelong [Le 57], que le courant d’intégration sur la partie lisse d’un
ensemble analytique de pure dimension ¢ définit un courant positif fermé de
bidimension (g, ¢). On peut aussi établir & ’aide du théoréme 1.1.2 des résul-
tats de prolongements de fonctions holomorphes (resp. psh) et d’ensembles
analytiques. La démonstration élégante et relativement simple de Sibony [Si
85] donne une idée de la puissance du formalisme “souple” des courants. On
peut déduire encore de ce résultat le fait suivant, initialement prouvé par
Siu [Siu 74]: si T est un courant positif fermé de bidegré (1,1) et si V est
une hypersurface irréductible de X, alors Tjy = ¢« [V], olt ¢ > 0 est une
constante égale au nombre de Lelong de T' en un point générique de V' (voir
théoréme 1.2.2.iii) ci-dessous).
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1.1.2 Fibrés holomorphes en droites

Dans C* toute hypersurface est ’ensemble des zéros d’une fonction ho-
lomorphe globalement définie dans C*, mais ce n’est plus nécessairement le
cas sur une variété complexe quelconque, notamment sur une variété com-
pacte ol toutes les fonctions holomorphes sont constantes. Il faut remplacer
les fonctions par des sections holomorphes de fibrés holomorphes en droites
que nous définissons maintenant.

Définition 1.1.3 Un fibré holomorphe en droites L = X sur une variété
compleze X est une famille de droites complezes (Lg)zecx, paramétrée par
X, munie d’une structure de variété compleze sur L = (J,cx Ly de telle
sorte que

i) La projection holomorphe m: L — X envoie L, sur z.

it) Pour tout zo € X, il eziste un voisinage W de zo dans X et un
biholomorphisme ®w : n~Y(W) = W x C (appelé trivialisation) qui envoie
L, sur {z} x C de maniére bijective et linéaire.

Pour toute paire @y, Pw de trivialisations, on définit les fonctions de
transition du fibré gyw(z) := (®y o <I>;V1)|{z}xc EON(VNW).

Les opérations élémentaires sur les fibrés sont développées dans [G-H
78]. Dans la suite, nous fixons toujours implicitement un recouvrement ou-
vert localement fini {U,} de X tel que Ly, est trivial et les ouverts Uy et
Uap := Ua NUg sont a la fois connexes et simplement connexes ; nous notons
9ap € O*(Uap) les fonctions de transition qui vérifient

(%) 9aB " 9pa =1 dansUyg et gag - 98y - Gya = 1 dans Uygy;

elles définissent donc un 1-cocycle & coefficients dans O* et une classe dans
H'(X,O*). Réciproquement, on peut associer & tout élément de H'(X, O*)
des fonctions gog vérifiant (*), ce sont les fonctions de transition d'un fi-
bré holomorphe en droites et deux telles familles de fonctions définissent
la méme classe ssi elles correspondent & deux fibrés isomorphes. On note
Pic(X) := HY(X, 0*) le groupe des fibrés holomorphes en droites (modulo
isomorphisme) sur X, appelé groupe de Picard de la variété X.

Une section holomorphe sur X de L € Pic(X) est une famille de fonc-
tions holomorphes s = {sq € O(U,)} vérifiant la condition de compatibilité
Sa = gap-Sg dans Uyg ; on note I'(X, L) ensemble des sections holomorphes
de L sur X. L’ensemble des zéros d’une section holomorphe s définit un sous-
ensemble analytique de X de codimension 1 appelé diviseur de s.

" Une métrique (singuliere) de L sur X est une famille de fonctions ¢ =
{pa € Lj,,(Ua)} telles que v = @g + 10g|gap| dans Uyg; notons que le
courant T défini par T : = dd°p, dans U,, est globalement défini sur X
puisque log |gqg| est pluriharmonique dans Uyg ; il est traditionnel de noter
©, = dd°p ce courant appelé courbure de la métrique .
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Le fibré L € Pic(X) sera dit pseudoeffectif s’il admet une métrique
(singuliére) de courbure positive (i.e. dont la courbure est un courant positif
fermé de bidegré (1,1) sur X) ; autrement dit, il s’agit de trouver une famille
de fonctions psh ¢ = {p, € PSH(U,)} telles que po = ¢g + log|gag|
dans Uyg ; on note P(X, L) 'ensemble des métriques positives (singuliéres)
de L sur X. Le fibré L € Pic(X) sera dit semi-positif (resp. positif) s’il
admet une métrique lisse dont la courbure est une forme semi-positive (resp.
une forme de Kahler). Enfin sur une variété (X,w) Kéhlerienne, un fibré
L € Pic(X) sera dit nef (numériquement effectif) si pour tout ¢ > 0, il
existe une métrique lisse ¢, de L sur X telle que dd°p, > —¢-w. On montre
que ces notions sont indépendantes du choix des trivialisations. Il est clair
que

positif = semi-positif = nef = pseudoeffectif ,

et ces inclusions sont strictes comme le montrent les exemples qui suivent.

Exemples 1.1.4

i) §i X est l’espace multiprojectif P* x P™ = {([z0, . . ., 2n]; [wo, - - -, wm])},
alors Pic(X) : = {O(a,b)}(qp)ez? = Z*. Tout fibré est trivial dans les ou-
verts de carte Uy j : = {2ow; # 0} et les fonctions de transition de O(a,b)
sont les gop jx([2]; [w]) = (f‘s)“(%)b. Le fibré O(a,b) est semi-positif (resp.
positif) ssi a,b>0 (resp. a,b > 0); dans ce cas P(X,O(a,b)) coincide avec
’ensemble des fonctions ¢ € PSH(C'! x C™*1) telles que

(A z,p - w) = alog |A| + blog |u| + ¢(2, w);

et I'(X, O(a,b)) est l’ensemble des polynomes bihomogénes de bidegré (a,b)
en (z,w) (voir chapitre 4 pour la description des métriques positives des
fibrés holomorphes en droites sur les variétés drapeauz du groupe linéaire).

i1) Soit X Véclaté en un point p d’une variété compacte X avec dimcX >
2 et E le diviseur exceptionnel (voir définition 1.2.6); E définit un fibré
Lg € Pic(X) et une section s € T(X, Lg) tels que E = {s = 0}. La métrique
positive log |s| de Lg a précisément pour courbure le courant d’intégration
[E] sur le diviseur E ; dans ce cas P(X,Lg) = log|s| + R puisque si ¥ est
une autre métrique positive, ¥ — log|s| définit une fonction psh dans X \
{p} qui s’étend plurisousharmoniquement d travers p (théoréme 1.1.1), donc
P — log|s| est constante puisque X est compacte; comme log|F(X Lk )| C
P(X,L%) = k- P(X,Lg), on en déduit également que T'(X,L%) = C - s*
Le ﬁbre LE est un ezemple de fibré holomorphe pseudoeffectif qui n’est pas
nef (E est de self intersection négative).

i) Soit X le quotient de C x P! par la relation d’éguivalence

(7, [w']) ~ (2, [w]) & I(a,b) € Z? t.q. 2’ = z+a+br et [w'] = [wy, w +bwg],

ot 7 est un nombre compleze fizé tel que (1) > 0; on note 7 : CxP! - X
la projection canonique, B := w({(2,[0,1])}) =~ C/Z[7] la courbe elliptique
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“a Uinfini” et Lo le fibré holomorphe correspondant. La projection sur le
premier facteur permet d’ezxprimer X comme surface réglée sur la courbe
elliptique C/Z[7]; on sait décrire les courbes sur de telles surfaces (cf e.g.
[H 77] V.2) et on peut montrer par ezemple que Eq.C > 0 pour toute courbe
C sur X, cela assure que Lo est nef puisque X est projective (cf [De 90]).
Or on va montrer que Lo, n’admet qu’une métrique (singuliére) positive
(¢ addition de constante prés), i.e. la métrique Yoo dont la courbure est le
courant d’intégration sur Eu, on aura donc un exemple de fibré nef qui n’est
pas semi-positif.

Soit en effet 1 une telle métrique, alors f := 1) — po est une fonction
globalement définie sur X ; soit F la restriction ¢ Cx C = n"1(X \ Ey) de
la fonction fom, alors F € PSH(C?), vérifie F(z+a+br,w+b) = F(z,w)
et est a croissance logarithmique en w. Pour justifier la derniére assertion,
il convient de remarquer que tout courant positif fermé de bidegré (1,1) sur
Cx P! est défini par une fonction u € PSH(C x C?) qui satisfait la relation
d’homogénéité u(z, Awg, Awy) = alog |A| +u(z, wo, w1) (voir chapitre 4 pour
plus de détails). L’invariance de F implique qu’elle est également & crois-
sance logarithmique en z; comme F(z+1,.) = F(z,.), F est indépendante
de z. Mais alors F(w+1) = F(w) et donc F est constante. On en déduit que
le courant dd®y est supporté par E et il résulte de la discussion suivant
le théoréme 1.1.2 que dd“¢ = c - [E] pour une constante positive c; cette
derniére ne peut étre égale qu’d 1 donc dd°f = dd®y — [Ex] = 0, i.e. f est
pluritharmonique sur X donc constante.

Signalons que cet exemple apparait (sous une forme légérement diffé-
rente) dans [D-P-S 94].

Remarque 1.1.5 Tout fibré holomorphe en droites, méme positif, n’admet
pas nécessairement de section holomorphe globale; par exemple si p et q
sont deuz points distincts sur une surface de Riemann compacte S de genre
g > 2 qui n’est pas hyperelliptique, le diviseur 2p — q n’est pas linéairement
équivalent & un point donc le fibré holomorphe associé qui est de degré 1,
donc positif, n’admet aucune section holomorphe globale sur S. Cependant
il résulte du théoréme de plongement de Kodaira (cf [G-H 78] p 181) qu’un
fibré L € Pic(X) positif est ample, i.e. qu’une puissance assez grande L*
de L admet beaucoup de sections holomorphes globales (suffisamment pour
plonger X dans un espace projectif, on dit alors que LF est trés ample).

Définition 1.1.6 Soit L € Pic(X). On appelle premiére classe de Chern de
L limage c;(L) de L par le morphisme ¢, : HY(X,0*) — H?(X,Z) induit
par la suite exacte exponentielle

0-Z—->0—-0"—=1.

On notera ¢(L) I’image de la premiére classe de Chern de L dans H*(X,R)
par Papplication H*(X,Z) — H?*(X,R) induite par Uinclusion canonique
Z — R.
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Soit T' un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur X et {{,} un recou-
vrement ouvert approprié de X. Il existe ¢, € PSH(U,) telle que T' = dd®p,
dans Uy, et o = pp+hep dans Uyp avec hop pluriharmonique. Puisque Uyg
est simplement connexe on peut écrire hag = R(fop) avec fog € O(Uap).
Considérons & présent

1
Cofy = 22_71' [faﬂ +fﬂ'y +f'ya]a

alors cqg,y est une constante réelle (fonction holomorphe dont la partie ima-
ginaire est nulle) qui définit clairement un 2-cocycle donc une classe dans
H%(X,R); il s’agit précisément de ’expression en termes de cohomologie de
Cech de la classe de T dans H%(X,R).

Lorsque X est une variété Kahlerienne compacte la décomposition de
Hodge (cf [G-H 78] p116) donne H%(X,R) = H*Y(X,R) @ H"'(X,R) &
H%2(X,R) et la classe de T est dans H>!(X,R). Nous nous intéressons &
I'approximation des courants T' € 7 (X) par des “diviseurs rationnels” T; =
NI;[D]-]; clairement, 7; définit une classe dans H3'(X,Q) : = H?(X,Q) N
HY(X,R) c HY}(X,R) et une condition nécessaire & une telle approxima-
tion de T est que sa classe appartienne & ’adhérence de H(X,Q) dans
HY1(X,R). Demailly a décrit dans [De 82a] les obstructions cohomologiques
a approximation faible des courants T' € 7 (X) par des diviseurs rationnels;
si par exemple X = C/Z[r1] x C/Z|[r3] est un produit de courbes elliptiques
non isogeénes (c’est le cas pour un choix générique de 71,72 € C\ R, cf [S-D
74]), alors toute limite faible d’une suite T}; = 1—\1,1—,[Dj] définit une classe dans
(H*(X,Z)n HY'(X,R)) ® R ~ R? tandis que HY!(X,R) ~ R?.

I1 sera donc nécessaire de faire une hypothése restrictive sur la classe de
cohomologie de T ; I’hypothése fondamentale que nous serons amenés 3 faire
bien souvent par la suite, est que [T] € H%(X,Z); autrement dit, il existe
des réels \,p et des entiers kqg, tels que cogy = Koy + Aag + Agy + Aya. Si
on pose gap 1= efas =% € O*(Uy,s), on obtient alors

10g |gap| = R(fap) = Pa — 5 €t gap " gpy " Gya = el =1,

ainsi les fonctions (go3) sont les fonctions de transition d’un fibré L €
Pic(X) et le potentiel ¢ de T est une métrique positive de L sur X ; enfin
[T] = ¢(L) € H*(X,Z) C H*(X,R) (cf [G-H 78] p141).

1.2 Nombres de Lelong et éclatements

1.2.1 Nombres de Lelong

Soit T un courant positif fermé de bidimension (g, q) dans la boule unité
B de C*. On définit la mesure trace or de T par o7 := T A (dd®|z|?)9; c’est
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une mesure positive dans Q qui contrdle la masse de T (cf [Ha 77]). Posons

_ or(B(z,7)) _ 1Tl Bz .
V(T7 Z, 'r) - 2‘17'2‘1 =Cq Volq(B(:L-, :,-))’

alors 7 = v(T,z,r) est croissante [Le 57]; on peut donc définir v(T,z) : =
lim, o+ v(T, z,7).

Définition 1.2.1 v(T,z) s’appelle le nombre de Lelong de T au point = et
Ec(T) = {z € B/v(T,z) > c} est l’ensemble de niveau c de nombres de
Lelong de T.

Ces nombres ont été introduits par Lelong dans [Le 57], ils mesurent
les singularités analytiques des courants positifs fermés comme 1’exprime le
théoréme qui suit, dans lequel nous regroupons quelques résultats fonda-
mentaux sur les nombres de Lelong dont nous aurons besoin par la suite (on
pourra en trouver une démonstration dans [De 91]).

Théoréme 1.2.2 .

i) [Siu 74] Les nombres de Lelong sont invariants par biholomorphisme,
on peut donc les définir pour les courants positifs fermés sur les variétés
complezes.

i) x = v(T,z) est semi-continue supérieurement, les ensembles de ni-
veau Ec(T) sont donc fermés. De plus si T; — T au sens faible des courants
et z; — =, alors limv(Tj,z;) < v(T,z).

iii) [Siu 74] Les ensembles de niveau E.(T') sont, pour ¢ > 0, des sous-
ensembles analytiques de dimension < q; T se décompose de maniére unique
en

T =Y c¢[Vj]+R,
j21
ot [V;] est le courant d’intégration sur un ensemble analytique irréductible
V; de dimension g, c; = infzey; v(T,z) > 0 est le nombre de Lelong de T' en
un point T générique de V;, et R est un courant positif fermé de bidimension
(g,9) dont les ensembles de niveau E.(R) sont de dimension < g — 1 pour
tout ¢ > 0.
i) Si @ est une fonction psh, alors

c — . -supB(z’T) (p
v(ddp,z) = }gltl) | logr _
= sup{y>0/p(z) <~vlog|z — z| + O(1) au voisinage de z}

. [supan (z,r) ‘P]
= lim | ———|,
r—0| logr

ot A™(z,r) désigne le polydisque centré en = de rayon (r,...,T).

v) [Th 67] Si T = [A] est le courant d’intégration sur un ensemble ana-
lytique de dimension q alors v(T,z) est égal & la multiplicité algébrique de
Aenzx.
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Nous nous intéressons & ’approximation des courants positifs fermés
de bidegré (1,1) par des courants d’intégration sur des diviseurs ration-
nels; localement il s’agit d’approximer dans Lllac une fonction psh par ¢; =
Nlj log |f;| ol les f; sont des fonctions holomorphes. Il est facile de construire

des exemples tels que p; — ¢ mais v(dd®p;, ) ne converge pas vers v(ddyp, z)
en certains points z. Nous aurons besoin également de la convergence simple

des nombres de Lelong ; localement, un tel résultat a été obtenu par Demailly
[De 92]:

Théoréme 1.2.3 Soit Q un ouvert pseudoconveze borné de C".

Soit o € PSH(Q) et H(jp) :={f € O(Q)/ [, |f|?e™%% < +00}.

Soit (01,5)icz une base orthonormée de cet espace de Hilbert séparable et
¢;(2) = 5;108[% ¢z 01,5(2)I?] le noyau de Bergman. Alors

i) p(2) < pj(2) + S, V2 € Q;
i) p;(2) < supp(,,) P+ g—"’:?—‘lml, Vz €Q et Vr < d(2,09);
iit) v(ddp, z) — % < v(dd®pj, 2) < v(dd°p,2), Vz € Q.

Remarque 1.2.4 Bien que dd°p; ne soit pas un diviseur rationnel, De-
mailly a donné dans [De 93] une version de ce résultat valable sur les variétés
ot les dd°p; sont des diviseurs rationnels; il est remarquable que ce résultat
(qui utilise le théoréme d’extension d’Ohsawa-Takegoshi [O-T 87]) fournit
une démonstration particuliérement simple du profond théoréme de Siu sur
Uanalyticité des ensembles de niveau de nombres de Lelong (cf 1.2.2.iii).

1.2.2 Eclatements

Il n’est pas possible en général de définir 'image réciproque f*T' d’un
courant positif fermé T par une application holomorphe f (cf [Me 96]). Ce-
pendant lorsque T est un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur une
variété Y et f : X — Y est une application méromorphe dont le jacobien
n’est pas identiquement nul (dim¢X = dimcY'), on peut définir f*T locale-
ment par dd®(¢o f) ou @ est un potentiel local de T'. 1l est facile de voir que
cette définition est indépendante du choix de ¢, donc f*T est un courant
positif fermé de bidegré (1,1) globalement défini sur X, que la classe de
cohomologie de f*T est égale & f*[T] et que I'opération f* est continue: si
Tj — T dans Y alors f*(Tj) = f*T dans X (cf [Me 96] et [Si 98]). Lorsque
f est holomorphe on sait également contréler 1'action de cette opération sur
les nombres de Lelong:

Proposition 1.2.5 Il existe une constante Cy indépendante de T et uni-
forme par rapport & x sur les compacts telle que

Vz € Xa V(T’f(x)) < V(f*va) < Cf : V(Taf(x))
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La minoration est facile mais la majoration, plus délicate, n’a été que
récemment démontrée en toute généralité (cf [Fa 98] et [Ki 98]). Nous allons
en fait avoir besoin de calculer explicitement v(f*T,z) dans le cas ou f est
un éclatement, notion que nous définissons maintenant.

Déﬁ~nition 1.2.6 Soit  un ouvert de C* (n > 2) contenant 0. L’éclatement
m:Q = Q de ) en 0 est opération qui consiste ¢ “remplacer” le point O
par un espace projectif P*~1 ; plus explicitement

Q:={()eaxP/ze [}

est une sous-variété de Q x P*~1 de dimension n, on note m la projection ho-
lomorphe naturelle sur Q et E := m71(0) ~ P! le “diviseur ezceptionnel”.
On vérifie que m réalise un biholomorphisme de Q\ E sur Q \ {0}.

Cette opération étant de nature locale, on peut définir I’éclatement w :
X — X d'une variété compleze X (dimcX > 2) en n’importe quel point
p € X. Il s’agit d’un cas particulier d’application birationnelle, l’opération
inverse 71 : X — X est une application méromorphe qui s’appelle une
contraction.

Proposition-Définition 1.2.7 Soit 7 : X — X ’éclatement d’une variété
compleze X en un point p et soit E = w~(p) le diviseur exceptionnel.
Alors pour tout T € T(X) on a (7*T) g = v(T,p)[E] et tout T € T(X) est
de la forme

T =n*T + (A —v(T,p))[E], ot A>0 et T =7, T € T(X).

On note Lg le fibré défini par le diviseur E sur X ; il est de self-intersection
négative. Les fibrés holomorphes en droites sur X sont de la forme L =
(L) ® L%, ot L € Pic(X) et k € Z. Si D est un diviseur de X, on notera
D' :=n*D — v([D],p)E le diviseur de X appelé transformé strict de D.

Démonstration:

Soit T € T(X), il résulte du théoréme de Siu (1.2.2.iii) que (7*T) g =
AlE] ou A = v(n*T, z) pour un point z générique de E; comme 7(z) = p,
on déduit de la proposition 1.2.5 que A = v(7*T, z) > v(T, n(z)) = v(T, p).

Réciproquement T' = #*T — A[E] est un courant positif fermé de bi-
degré (1,1) dans X donc tout potentiel local de T" est localement ma-
joré; comme il s’agit d’un probléme local, on peut supposer que X est une
boule de C* centrée en p = 0 dans laquelle ¢ est un potentiel de T' et
X = {(2,[¢]) € X x P"1/2(; = 2;¢;}. Plagons-nous dans la carte X; :=
Xn {¢&1 #0}, (z1 = 21,25 = (;/{1,7 > 2) forme un systéme de coordonnées
dans X; tel que n(zy,...,2,) = (21,2129, ..., L1Zs). Dans ces coordonnées,
log |z;| est un potentiel de [E] et 1(z) = ¢ o m(z) — Alog|z1| est un poten-
tiel de 7", on a donc (z1, 122, ..,212,) < Alog|zi| + C si z; reste dans
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un compact de C, d’ou ¢(z) < Alog|z1| + C < Aloglz| + C pour z dans
un voisinage de zéro privé d’un cdne correspondant aux directions proches
de {; = 0. Comme on peut établir des inégalités similaires dans les autres
cartes, on obtient finalement ¢(2) < Alog|z| + O(1) dans tout un voisinage
de zéro. On en déduit (cf 1.2.2.iv) que A < v(T, p).

Soit maintenant T' € X. Par dualité, il est facile de définir 'image directe
d’un courant T par une application holomorphe propre (C’est le cas de )
en posant pour toute forme test 8 sur X, (m,T,6) : = (T,n*0). Dans notre
situation, on peut de maniére équivalente, prendre 1'image réciproque de
T1 %\g Par 7 1 et étendre trivialement & travers p le courant ainsi défini dans
X \ {p} (cf théoréeme 1.1.1). On obtient ainsi le méme courant T' € 7 (X).
Clairement T et 7*T coincident dans X \ E mais Tl E=ME]avec A >0 et
(7*T)|g = v(T, p)[E] d’apres ce qui précede, donc T = m*T+(A—v(T, p))[E].
Le reste de la proposition est clair (voir e.g. [G-H 78] p475). O

Remarque 1.2.8 En dimension 1, le nombre de Lelong au point p d’un
courant positif fermé T de bidegré (1,1) est la plus grande constante positive
7y telle que T—yép, est encore un courant positif (3, désigne la masse de Dirac
en p). L’analogue en dimension supérieure a lieu dans l’éclaté au point p ot
le diviseur E joue le réle de la masse de Dirac: v(T,p) est la plus grande
constante positive 7y telle que m*T —~[E] est encore un courant positif fermé.

Exemples 1.2.9

A titre d’application, nous envisageons les différentes notions de positi-
vité des fibrés sur Uéclaté X de P2 en un point p. Ces fibrés sont de la forme
L = 7*(0(d)) ® L% ot O(d) (d € Z) désigne la d*®™ puissance du fibré
hyperplan sur P? (cf [G-H 78] p145).

St un tel fibré est pseudoeffectif, il admet une métrique positive dont
la courbure est un courant T = mT + (A — v(T,p))[E] € T(X) tel que
[T] = e1(L), en particulier T = =, T € T(P?) vérifie [T] = ¢1(O(d)) donc
d > 0. Soit f : P2 — P! I’application qui projette un point q de P? \ {p} sur
un hyperplan P' ¥ p de P?, le long de la droite (pq). C’est une application
méromorphe de P? qui se désingularise en éclatant au point p donnant ainsi
une application holomorphe F : X — PL. On vérifie aisément que le fibré
7(0(d)) ® Lg,d est précisément le fibré F*(Opi(d)) et est donc semi-positif
si d > 0. Soit @ une (1,1)-forme lisse semi-positive sur X qui représente la
premiére classe de Chern de ce fibré et wps la forme de Fubini-Study sur
P2, alors

/~ (T = (T, p)[E]) AG> = / TAd-wps+d-v(T,p)E? = & —d-v(T,p) > 0
X P2

donc v(T,p) < d et ainsi A —v(T,p) = k > —d. On en déduit que tout fibré
L=7*(0(d)® L’c tel qued > 0 et k > —d est pseudoeffectif puisqu’il peut
se décomposer en F (Opr-1(d)) ® Lk'*'d
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Puisque Ly, est de self-intersection négative on obtient que 7*(O(d))® L%
est semi-positif ssid > 0 et —d < k < 0. Notons enfin qu’un calcul ezplicite
montre que pour tout k € N* fizé, n*(O(d)) ® Lk est positif dés que d est
assez grand ; plus généralement si w: X — X est l’éclatement d’une variété
projective X en un point p et si L € Pic(X) est positif alors L% ® Lg est

positif dés que d est assez grand, donc X est projective également (cf [G-H
78] p187).

Corollaire 1.2.10 Si tout courant T € T(X) est faiblement approzimable
sur X par des diviseurs rationnels T; = N%_[Dj] avec de plus v(Tj,p) —

v(T,p), alors tout courant T sur léclaté X de X en p est faiblement ap-
prozimable sur X par des diviseurs rationnels w[Dj].
J

Démonstration: Soit T = 7T+ (A—v(T,p))[E] € X ; si T} = NLj[Dj] =T
alors 7*(T;) — =*T, si de plus v(T},p) — v(T,p) alors N%[D;] = 7T —
v(T,p)[E] ol D; désigne le diviseur transformé strict de D;. On peut enfin
approximer le réel positif A par des rationnels #1(!7 et poser l~7j = qu;- +p;E
et N; = ¢;N; pour conclure. o

1.2.3 Nombres de Kiselman

Motivé par la majoration des nombres de Lelong des images réciproques
de courants (cf proposition 1.2.5), notamment dans le cas des éclatements,
Kiselman a introduit en 1986 une notion de nombre de Lelong directionnel
(cf [Ki 87] et [Ki 94]). C’est un cas particulier de la théorie des nombres de
Lelong généralisés de Demailly (cf [De 91]) qui permet de décrire compléte-
ment les singularités des courants dans les éclatés.

Proposition-Définition 1.2.11 Soit A = (A1,...,A;) € (RY)™ et A™(z, )
le polydisque de C* centré en x de rayon r : = (r™,...,r*»). Soit ¢ une
fonction psh au voisinage de x dans C*, alors la limite

est bien définie et on appelle nombre de Lelong directionnel (ou nombre de
Kiselman) de dd°p de poids \ au point z, le réel positif vy(dd®yp, ).
- Sid=(1,...,1) alors vy(ddyp,z) = v(dd°p, z).
Plus généralement, si m = min; \; > 0 et M = max; A;, on a l’encadre-
ment
m - v(dd®p, z) < v)(dd®p,z) < M - v(dd®p, z);

en particulier vy(dd®p,z) = 0 ssi v(dd®p,z) = 0.
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SilUp(C) désigne ’ensemble des matrices unitaires de C*, on définit pour
A € Uy(C),

V}\(ddc(p, z, A) = V)\(ddc(p o lAa SL‘),

ou I est Uapplication linéaire z — la(2) = A-(z — z) + z.

Un des inconvénients des nombres v)(dd®yp, z) est qu'ils dépendent bien
évidemment du choix des coordonnées, c’est pourquoi nous introduisons les
nombres vy (dd®p,z,A). Si F est un biholomorphisme local en = tel que
F(z) = z, il résulte du théoréme de comparaison de Demailly (théoréme 5.1
[De 91]) que vy (dd°po F, z) est égal & v)(dd®p,z, Apr(z)), en désignant par
Apr(z) une matrice unitaire telle que DF(z) = Apr(z) - H, ou H est une
matrice hermitienne définie positive (décomposition de Cartan de la matrice
jacobienne DF(z) de F en z). La famille {vx(dd°p, 7, A)} scys, () est donc
indépendante du choix des coordonnées et peut étre définie pour les courants
positifs fermés sur les variétés.

Les nombres de Kiselman jouissent de propriétés de semi-continuité si-
milaires & celles des nombres de Lelong mentionnées plus haut (1.2.2ii);
on peut également démontrer des théorémes d’analyticité des ensembles de
(sur)niveau (cf théoréme 6.4 [De 91] et théorémes 7.2 et 7.3 [Ki 94]). En
particulier si 7 : X — X est éclatement d’une variété X en un point p et si
T € T(X), on a v(r*T,z) = v(T,p) en presque tout point = € E := 7~ (p)
(cf 1.2.7 et 1.2.2.iii) et en fait {z € E /v(7*T,z) > c} va étre un sous en-
semble analytique propre de E pour tout ¢ > v(T,p), comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 1.2.12 Soit 7 : X — X éclatement d’une variété compleze
X (de dimensionn >2) en un point p et T € T(X). On fize un systéme de
_coordonnées locales (21,...,2,) dans un voisinage U de p = (0,...,0) dans
X ; ainsi

U={(zK)eUxP/ze[(]}

est un voisinage de E = n~1(p) dans X. Alors pour tout point m = (0, <D
de E on a

V(W*T, m) =V1,2,.,2) (‘aoa 0, A),

ot @ est un potentiel de T au voisinage de p =0 et A € U,(C) est telle que
[4-¢=11,0,...,0].

Démonstration:

Supposons tout d’abord que m = (0,[1,0,...,0]). On se place dans la
carte (1 = 1 et on adopte, comme dans la démonstration 1.2.7, le systéme de
coordonnées z1 = 21,%; = (; /(1 (j > 2); alors 9(z) = ¢(z1,z122, . . ., T1Ty)
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est un potentiel de 7*T" au voisinage de m et on a

S n
V(r*T,m) = u(ddczﬁ,O):}i_r’r}]EiA@((;ﬂ

o Sl
r—0 logr

= lim SUPAn(0,(r,r2,..,r2)) P
r—0 logr

= Y1.,.2)(dd°,0)

= vqapa,.2)(dd°p,0,1 ).

Soit & présent A € U,(C), elle laisse invariant un voisinage V de p = 0
et induit une application A dans un voisinage V de E via (z, <) — (4-
z,[A - ¢]); clairement Aom = 7o A et pour tout T € T(X) et g € V
on a v(T,A - q) = v(A*(T),q). Si m = (0,[¢]) € E, on choisit A telle que
[A-{]=mp:=[1,0,...,0]; alors

v(m*T,m) = v(A*(@*T),mo)
v(r*(A*T), myp)
V(1,2,..,2)((P 0 4,0)
= Vqa2,.2)(®,0,4).

Le corollaire suivant fournit une généralisation ainsi qu’une démonstra-
tion simplifiée d’un résultat qui apparait dans [Di 98] (théoréme 2.6) et qui a
des applications intéressantes en dynamique complexe & plusieurs variables.

Corollaire 1.2.13 Soit f : Y — X une application birationnelle entre deux
surfaces complezes. Soit V = U;V; Uensemble critique de f (les V; désignent
les composantes irréductibles de V) et p; = f(V;\ I5) € Is-1 ou If (resp.
Ip-1) désigne l’ensemble d’indétermination de f (resp. de son inverse f=1).
Alors pour tout T € T(Y), il eziste T € T(X) et p; > 0 tels que

T=(T+Yy (#i ~ 0 (Tapi’A(fi))) -[Vil,
i

ot les constantes A\ et les matrices Agf) dépendent de la décomposition de
f en produit d’éclatements et de contractions et sont telles que

(T, = VA® (T, pi, A?))[W].

En particulier pour tout T € T(X), f*T—(f~1).T - 2o (T, pi, Agf))[V;]
f
et donc f*T = (f~1).T ssi v(T,p) = 0 en tout point p € Iy,
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Démonstration:

L’application f réalise un biholomorphisme de Y \ V sur X \ V' ou V
(resp. V') est ’ensemble critique de f (resp. f~1); il est facile d’observer que
chaque branche irréductible V; de V' contient un point de Iy et est contractée
sur un point p; € If-1, réciproquement pour tout point p de Iy-1 il existe
une branche irréductible de V' contractée par f sur p. La derniére assertion
du corollaire résulte donc de ’encadrement de la proposition 1.2.11.

SiT € T(X), on définit le transformé total f*T" de T' & I’aide de potentiels
locaux (comme expliqué au début du paragraphe 1.2.2) ; le courant (f~1).T
est bien défini dans Y'\V et de masse bornée au voisinage de V' puisqu’il coin-
cide avec f*T dans Y'\V, on note encore (f~!),T son extension triviale & tra-
vers V' (cf théoréme 1.1.2). On a donc f*T—(f~1).T = (f*T)v = ¥; c-[Vil.
11 est bien connu qu’une application birationnelle entre deux surfaces peut
étre décomposée en un nombre fini d’éclatements et de contractions (struc-
ture theorem p510 dans [G-H 78]) ; en faisant un usage répété des proposition
1.2.7 et 1.2.12, on exprime les constantes ¢; comme des nombres de Kisel-
man du courant T aux points p; dont les poids et directions dépendent de
la désingularisation de f. |

1.2.4 Support des transformés stricts de courants

Nous cherchons & approximer un courant T € 7(X) par des diviseurs
rationnels T = T};[Dj] dont on contréle le support. Il est immédiat que
VK compact de X, sup,cgnsuppT 4(%; Dj) — 0 si Tj — T faiblement, mais
nous voulons de plus que sup,cxn D; d(z,SuppT) — 0, ce qui équivaut &
la convergence des D; vers SuppT en métrique de Hausdorff. Il s’agit de
construire les D; de telle sorte qu'ils évitent des compacts de plus en plus
gros dans X \ SuppT.

Afin d’obtenir un procédé d’approximation qui soit stable par éclatement
(cf théoreme 3.1.2 et corollaire 3.1.3), nous nous intéressons ici au support
des transformés stricts de courants.

Définition 1.2.14 Soit 7: X — X Uéclatement de X enp, E = 7[_1(;0) et
T € T(X). On appelle transformé strict de T le courant T' € T(X) défini
par T' = o*T — v(T, p)[E].

Il est immédiat que Supp (7*T') = 7~} (SuppT') donc Supp T’ = 7~ (Supp 7T)
si ¥(T,p) = 0. En fait SuppT” est I'adhérence de 7! (SuppT \ {p}) dans
X ; si p est un point intérieur & SuppT ou si SuppT est assez “épais” en p
on a encore Supp 7’ = 7~} (Supp T), mais 1’égalité n’a pas lieu en général.

Exemples 1.2.15
i) Si T = [H] est le courant d’intégration sur une hypersurface compleze
H de X telle que p € H, alors v(T,p) est la multiplicité algébrique de H en
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p (cf 1.2.2.v) et T' est le courant d’intégration sur le diviseur H' -transformé
strict de H- défini comme Uadhérence de 7=1(H \ {p}) dans X. Ainsi H'NE
correspond a l’ensemble des droites complezes tangentes ¢ H en p, c’est un
sous-ensemble analytique de codimension 1 dans E.

i) Si X = C? et T = dd° ot ¢ = max(log|21],log|2|), X = {(2,[¢]) €
C? xP! [ z1(2 = 23(1}, alors T' = n*T —[E] admet (1, T2) = @(z1,2122) —
log |z1| = log™ |z2| pour potentiel dans la carte {¢; = 1}. Ainsi

St SuppT'NE = {(0,[¢]) / 161 = I¢al} G E.

Il se peut que T = 1—\1,1—,[Dj] — T avec convergence des nombres de Le-
long et D; — SuppT en métrique de Hausdorff dans X sans pour autant
que SuppT]f — SuppT” dans P’éclaté (voir exemple ci-dessous); nous ver-
rons cependant au chapitre 3 qu’on peut, localement, approximer T par des
diviseurs dont on contrdle le support également dans ’éclaté (i.e. dont on
controdle les directions complexes tangentes aux points d’éclatements, cf pro-
position 3.1.1). Les techniques utilisées nous permettront alors d’obtenir un
procédé d’approximation stable par éclatement et contraction, il suffira e.g.
de savoir approximer tout courant d’une surface compacte complexe X pour
en déduire 'approximation des courants d’une surface Y birationnelle & X
(cf théoréme 3.1.2 et corollaire 3.1.3).

Exemples 1.2.16

1
Soit 1; = max(log |z1|2,log |22/j],10g |z2|2). Il est clair que 1; Diog @
ot ¢(2) = 2max(log|z1|,1og|22|) et on vérifie que Supp dd®+p; — Suppddy
en métrique de Hausdorff. Soit m : X — C2 léclatement de C2 en 0; les
courants S; = m*(dd®y;) — v(dd®y;,0) [E] admettent pour potentiels

¥ (21, T2) = $j(21, 7172) — log|e1| = max(log 21|, log |#2/j], log |#123])

dans la carte {¢1 # 0} donc Supp S;NE = {z1 =22 =0} = {(0,[1,0])}.
Par ailleurs, T' = w*(dd®p) — v(dd®p,0)[E] est tel que SuppT' N E =
{I1] = |¢2| = 1} = ST (cf exemple 1.2.15%i ci-dessus).
Considérons p; = [log |zfj+z§j|+z—,1;log|fj|] otk fj = 27 + (22/ )P + 257
Si on choisit une suite (p;) qui tend assez vite vers l’infini, plj log |f;| aura
le méme comportement asymptotique que v; tandis que %log|zfj + zgj | =
@ avec convergence des nombres de Kiselman et des supports en métrique
de Hausdorff; ainsi T, = 7*(dd°p;) — v(dd®p;,0)[E] — T’ dans X mais
SuppT; N E — (SuppT' N E) U{(0,[1,0])}.
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1.3 Convexité rationnelle

1.3.1 Plusieurs définitions possibles

Soit K un compact de C*. L’enveloppe rationnelle r(K) de K est définie
par

r(K) = {2 € C* / |R(2)| < supg |R|, VR fraction rationnelle dont les
poles sont hors de K et telle que z ¢ Ig},

ot Ir désigne I’ensemble d’indétermination de R; si R = £ ol P et Q
sont deux polynOomes premiers entre eux, les pdles de R sont les zéros de
Q et Ir = {P = 0} N {Q = 0} est un ensemble analytique de codimension
supérieure ou égale & 2. De maniere équivalente, un point z se situe hors de
r(K) ssi il existe une hypersurface de C* qui contient z et ne rencontre pas
K. Duval et Sibony ont montré dans [D-S 95] qu’un point z se situe hors
de r(K) ssi il existe un courant 7' positif fermé de bidegré (1,1) dans C* tel
que z € SuppT mais SuppT N K = . Il y a donc plusieurs généralisations
naturelles de cette notion sur les variétés complexes:

Définition 1.3.1 Soit K un compact d’une variété compleze X, on définit
Penveloppe (fortement-)rationnellement conveze de K par

r(K) = {z € X /| VD diviseur positif, z € D = DN K # 0} .
L’enveloppe méromorphiquement conveze de K est

m(K) ={z € X | |f(z)| < supk |f|, Vf fonction méromorphe sur X dont
les péles sont hors de K et telle que « ¢ If}.

On définit également
ro(K) = {z € X /| VD diviseur effectif, x € D = DN K # 0},
et
r3(K)={z € X /VT € T(X), z € SuppT = SuppT N K # 0}.
On dira qu’un compact K est rationnellement conveze si r(K) = K.

Il est clair que 'on a toujours K C r3(K) C ro(K) C r(K) et nous allons
voir qu’en général ces inclusions sont strictes. Le fait que r(K) est compact
sur une variété projective (resp. Stein) résulte de la proposition qui suit.

Proposition 1.3.2

On a toujours ro(K) C m(K) C r(K); r(K) est fermé.

Si X est projective homogeéne (i.e. le groupe Aut(X) des automorphismes
de X agit transitivement sur X) alors VK, ro(K) = m(K) est compact.

Si X est Stein alors VK, ro(K) = m(K) = r(K) est compact.
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Démonstration:

Par définition, une fonction méromorphe sur X est donnée localement
par le quotient de deux fonctions holomorphes (cf [G-H 78] p36) et peut donc
s’écrire globalement comme un quotient s/h de deux sections holomorphes
globales s et A d’un fibré holomorphe en droites L sur X. Si z ¢ m(K) on
peut donc trouver s,h € I'(X,L) telles que {h =0} NK =0,z ¢ {s =
0}N{h =0}, et |s/h(z)| > supg |s/h|. Soit on a déja h(z) =0 et = ¢ ro(K),
soit h(x) # 0, alors la section g : = s — £(x) - h € I'(X, L) vérifie g(z) = 0
et {g=0}NK =0 donc = ¢ ro(K). Ainsi r5(K) C m(K) et on montre de
méme que r(K) C r'(K) ou

r(K):={z € X |/ |s/h(z)| < supg |s/h|, Vs,h € T'(X, L), L positif
tq {h=0NK=0&z ¢ {s=0}n{h=0}}.

Dans ce cas, comme les fibrés considérés sont positifs, il y a en fait égalité:
si z ¢ r(K) alors il existe h € I'(X, L) avec L positif tel que h(z) = 0
mais {h = 0} N K = 0; quitte & considérer une puissance assez grande
LF de L et remplacer h par h*, on peut supposer qu'il existe s € I'(X, L)
telle que s(z) # 0, alors |s/h(z)| = +oo tandis que supg |s/h| < +oco donc
z ¢ r'(K). Ainsi r'(K) C r(K) et donc 7(K) = r'(K) est fermé. L’inclusion
m(K) C r'(K) = r(K) est maintenant évidente.

Lorsque X est projective homogeéne, tous les fibrés qui interviennent
dans la définition de r9(K) sont semi-positifs (cf Appendice du chapitre 2)
et admettent des sections holomorphes qui ne s’annulent pas en point z fixé
(quitte & considérer une puissance assez grande des ces fibrés) ; on conclut
alors & I'inclusion réciproque m(K) C ro(K) en reprenant la démonstration
de r'(K) C r(K).

Si X est Stein tout diviseur est positif donc ro(K) = m(K) = r(K) est
fermé ; la compacité résulte par exemple de celle des enveloppes holomor-
phiquement convexes des compacts de X. O

Remarque 1.3.3 Il n'était pas évident a priori que r(K) serait compact.
L’égalité ro(K) = m(K) n’est pas vraie en général sur une variété projective
et rien n’assure alors que ro(K) est fermé (cf ezemple 1.8.5.v) ci-dessous).

Proposition 1.3.4 Toutes ces notions coincident si X est une variété pro-
jective homogéne t.q. H*(X,Z) = Z.

Démonstration: .
Sous ces hypothéses, tout diviseur effectif est positif donc ro(K) = r(K).
L’homogénéité de X implique qu’elle se décompose sous forme d’un produit
d’un tore algébrique par une variété drapeau (cf [B-R 62]), mais ’hypothése
H?(X,Z) = Z force X & étre une variété drapeau ou une courbe elliptique.
Le cas d’une courbe elliptique est clair ; une variété drapeau est une variété
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Fano (i.e. le fibré anticanonique K% est positif) sans torsion, rationnelle dont
la cohomologie est assez simple & décrire (cf [B-H 58], [M 97] et chapitre 4
pour le cas des drapeaux du groupe linéaire). L’hypothése H?(X,Z) = Z
implique notamment que pour tout courant T' € 7(X), il existe A € R*
t.q. [\T] € H%(X,Z); on peut alors appliquer le théoréme d’approximation
2.1.6 pour conclure & r3(K) = r(K). O

Exemples 1.3.5

1) Si X est une variété compacte non projective, le critére de Kodaira
implique qu’il n’y a aucun diviseur positif sur X ; on a donc r(K) = X pour
tout compact K de X alors qu’il peut y avoir des fonctions méromorphes
non constantes sur X et donc des compacts K tels que m(K) # X. Il est
également facile d’exhiber des ezemples de variétés non-compactes qui ne
sont pas Stein pour lesquelles certaines de ces enveloppes n’ont aucun interét.
Dans la suite, nous supposerons toujours implicitement que la variété X est
soit compacte projective, soit Stein.

i) Si X =" et K est un compact de C* = P\ {29 = 0} alors r(K)
coincide avec la notion usuelle d’enveloppe rationnelle dans C*. En parti-
culier, tout compact de X = P! est rationnellement conveze puisqu’il est
soit égal & P, soit inclus dans une carte. Plus généralement, si X est une
surface de Riemann, tout point est un diviseur positif donc tout compact est
rationnellement conveze.

ii3) Si X est projective (dimcX > 2) et K = X \Q o1 Q est un ouvert de
Stein de X, alors r3(K) = X. En effet il n’y a aucun courant positif fermé a
support compact dans . Si K contient le support d’un courant positif fermé
de bidimension (1,1) alors r(K) = X (cf exemple 2.2.3.1%).

i) Si X =P x P! et K = K; x Ky est un compact de X, alors
-soit K = X = r(K) = ry(K),

- soit K1 = P! et Ky # P! (resp. K1 # P! et Ko =P!) alors K = ry(K) C
r(K) =X,

- soit K1 et Ko sont différents de P! et alors K = ro(K) = r(K).

Il résultera du théoréme d’approzimation des courants (cf corollaire 8.1.8)
et du fait que ro(K) est compact (puisque X est homogéne, cf proposition
1.3.2) que ro(K) = r3(K) pour tout compact K de X.

v) Sim: X — P" désigne l’éclatement de P" en un point p et si E =
7~ 1(p) est le diviseur exceptionnel alors r(E) = X (cf exemple iii) ci-dessus)
mais ro(E) = r3(E) = E; en effet si z € X \ E, on peut trouver une
hypersurface H de P* qui contient w(z) mais pas p, alors n~ (H) est une
hypersurface de X qui contient £ mais ne rencontre pas E.

Soit V un petit voisinage ouvert de p dans P™ tel que V est rationnelle-
ment conveze et soit K = m=1(8V). Alors tout diviseur positif irréductible D
de X intersecte E donc K (sinon D CC 7w~ 1(V) puisque D est irréductible
et D' := n(D) serait un diviseur positif de P" inclus dans un petit voisinage
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de p), ainsi r(K) = X. Comme V est rationnellement conveze dans P,
on a ro(K) C ra(nY(V)) = m(zx~1(V)) = n~Y(V); mais un point de E
n’appartient pas d ro(K) (puisque ENK =) et si z € 7~ 1(V) \ E nous
affirmons que x € ro(K) : soit en effet H une hypersurface irréductible de
X telle que x € H et HN K = 0, alors le courant d’intégration sur H peut
s’écrire

[H] = «*T + (A — v(T, p))[E],

ou T € T(P") (cf proposition 1.2.7); Uhypothése H N K = ( implique
SuppT N OV = O donc SuppT C P"\ V, mais on a supposé H irréduc-
tible donc T =0 et H = \-E, ce qui contredit z € HN (n~Y(V) \ E). Ainsi
ro(K) = 7=1(V)) \ E n’est pas fermé et ro(K) C m(K) = n~1(V).

vi) Si X = C?/A est un tore abélien de la forme décrite en 2.1.3 et si
K = SuppTy pour Ty = dd°(Rz1)*t alors pour tout z € X \ K, il eziste
c €0, 1[ tel que = € SuppTe ot T, = dd° max(Rz1,c), mais SuppT.NK =0
donc r3(K) = K. Cependant si H est une hypersurface de X telle que
HNSuppTy =0, alors H C Dy pour un o > 1 contredisant la proposition
2.1.9; donc toute hypersurface de X intersecte K et ro(K) =r(K) = X.

1.3.2 Approximation des fonctions holomorphes

Une des motivations pour I’étude des enveloppes rationnellement convexes
provient de la théorie des algebres de Banach et des problémes d’approxi-
mation des fonctions holomorphes par des fractions rationnelles (voir [A-W
97]). Le prototype de résultat d’approximation sur les variétés projectives
est fourni par la proposition suivante:

Proposition 1.3.6 Soit K un compact rationnellement conveze de P" et f
une fonction holomorphe dans un voisinage de K. Alors f est limite uni-
forme sur K de fractions rationnelles %f, ot Aj,B; sont des polynomes

homogénes premiers entre euz tels que {B; =0} NK = 0.

Démonstration: Si K = P?, alors f est constante et tout est dit. On
suppose donc que K C P*. Soit « : C**1\ {0} — P" la projection canonique
et F: = 1 Y(K)NS ol S désigne la sphere unité de C**1. On vérifie
aisément que 'enveloppe rationnellement convexe r(F) de F dans C**! est
un compact cerclé de C**1 (ie. z € r(F) = € - z € r(F)) qui évite un
voisinage de l'origine (puisque K C P"). Comme r(F) est rationnellement
convexe, on peut approximer g : = f o 7 (qui est holomorphe au voisinage
de r(F) C m~}(K)) uniformément sur r(F) par des fractions rationnelles %
avec {B =0} Nr(F) = 0. On décompose A =3~ Po, B =3 554 Qp en
somme de polynémes homogenes olt d (resp. d') désigne le premier indexe
tel que A, (resp. Bg) n’est pas identiquement nul. Soit {2 un voisinage cerclé
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de F' dans lequel B ne s’annule pas. On définit

1 2w A .

R(z):=— | =("2)db;

@)=gs | Fle 2
c’est une fonction holomorphe dans Q qui vérifie supy |R—g| < supp |4 —g|
puisque g est invariante par rotation; R est égale au terme constant du dé-
veloppement en série de Laurent de A — %()\z). Un calcul de résidus permet
d’exprimer R en fonction des polynémes A, et Bg et on obtient R = B—’fn—, ou

d’!

P est un polynéme homogéne de degré md'. Clairement {By =0} NF = {)
et 'homogénéité permet de remonter 'approximation sur K = w(F). O

Pour formuler un résultat d’approximation sur d’autres variétés pro-
jectives nous sommes conduits & nous intéresser & la notion d’enveloppe
rationnellement convexe relative & une sous-variété.

Proposition 1.3.7 Soit K un compact d’une sous-variété compleze Y de
X, on note ry (K) son enveloppe rationnelle par rapport auz diviseurs posi-
tifs de Y et rx(K) son enveloppe rationnelle dans X.
On a toujours ry (K) C rx(K), de plus:

i) si X est Stein alors rx(K) est un compact de Y ;

ii) si X est projective alors soit rx(K) = X soit rx(K) CY.

Démonstration:

Tout diviseur positif de X induit par restriction un diviseur positif sur
Y donc ry(K) C rx(K).

Si X est Stein on peut la réaliser comme une sous-variété complexe de
CN ; si K est un compact de Y, il suffit donc de montrer que rev (K) C Y.
Mais Y est une intersection (non nécessairement compléte) d’hypersurfaces
deCY,Y =nf_ {h; =0} ot hj € O(CN);siz € CV\Y, alors il existe I tel
que hy(z) # 0. On peut approcher h; uniformément sur le compact K U {z}
par des polynémes donc z ¢ ren (K).

Si X est projective et rx(K) C X, alors il existe un diviseur positif D
de X tel que K C X \ D. On peut plonger X dans un espace projectif PV
de telle sorte que D soit envoyé dans I’hyperplan & linfini (théoréme de
Kodaira), alors K correspond & un compact de CV, Y'\ D correspond & une
sous-variété algébrique de CV et rx(K) C rpn(K) = rev (K) C Y d’aprés
ce qui précede. O

Si K =Y dans le cas projectif, on a bien siir rx (K) = X ; il est naturel
de se demander si ry(K) = rx(K) NY pour tout compact de Y. Lorsque
Y est une courbe rationnelle singuliére de genre (arithmétique) supérieur o
égal & 2 dans P", Fabre a montré [F 96] que pour presque tout y € Y, il
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existe g, > 0 tel que rp»(Y \ B(y,€&y)) = P* (tandis que ry(K) = K pour
tout compact K de Y'). Par ailleurs on a le résultat suivant.

Proposition 1.3.8 Soit X une variété Stein ou compacte projective et Y
une sous-variété compleze de X ; on note Pict(X) l'ensemble des fibrés
holomorphes en droites positifs sur X.

Si Vapplication de restriction @ : L € Pict(X) + Ly € Pic*(Y) est
surjective alors ry (K) =rx(K)NY pour tout compact K de Y.

Si X =P" et HX(Y,Z)N HY(Y,R) # Z alors il eziste un compact K de
Y tel que ry (K) = K et rpn(K) = P".

Dans le cas ou X = C*, ry =rcn ssi HX(Y,Z) = 0.

Démonstration:

Supposons que ® est surjective et soit K un compact de Y. Soit ry (K) =
Y (cas projectif) et alors rx(K) = X et rx(K) NY = ry(K), soit on peut
fixer z € Y \ 7y (K) et un diviseur positif D sur Y tel que z € D et DNK =
0; D est ensemble {s = 0} des zéros de s € ['(Y,L) o L € Pic*t(Y).
Par hypothése L est la restriction & Y d’un fibré L' positif sur X et le
théoréme d’extension d’Ohsawa-Takegoshi-Manivel [M 93] assure I’existence
de S € I'(X, L) telle que Sy = s (quitte & considérer une puissance assez
grande L* de L et & remplacer s par s¥). Ainsi D' = {z € X / S(z) = 0} est
un diviseur positif sur X tel que z € D' et D'N K = @ donc z ¢ rx(K). Il
résulte de la proposition 1.3.7 que rx(K) = ry(K) dans ce cas.

Dans le cas projectif, une classe entiére dans H2(Y,Z) est la premiére
classe de Chern d’un fibré holomorphe en droites sur Y ssi elle est de type
(1,1), i.e si elle appartient au groupe de Neron-Severi NS(Y) = H?(Y,Z)N
HY'(X,R) (cf Lefschetz theorem on (1, 1)-classes [G-H 78] p163). Si X = P*
et NS(Y) # Z, on peut trouver un diviseur positif D sur Y dont la classe
de cohomologie n’est pas du type k- [wjy], ol w désigne la forme de Fubini-
Study sur X = P" et £k € N. Soit dist une distance quelconque sur Y et
K. ={y € Y /dist(y,D) > e}. Alors ry(K,) est un compact de Y\ D pour
tout € > 0 et nous affirmons que rp~(K,) = P" pour tout £ > 0 assez petit.
Supposons le contraire, alors Vj > 1, on peut trouver un diviseur positif D;
de P" tel que D; N Ky/; = 0. Soit Tj = y5y[D;] la suite de courants de
T (P™) associée et TJ’ = ley; on peut extraire de (T;) une sous-suite qui
converge vers un courant T" € 7 (Y") cohomologue & wjy. Alors SuppT’ C D
donc T" = ¢[D] pour une constante ¢ > 0 donc [D] est cohomologue 3 1wy,
ce qui contredit I’hypothese faite sur D.

Si X est Stein le théoréme B de Cartan assure que H'(X, 0) = H%(X, O)
= 0 et donc Pic(X) ~ H?(X,Z). Toute classe entiére est de type (1,1) et,
puisque tout diviseur est positif, Pict(X) = H?(X, Z) dans ce cas. En repre-
nant le raisonnement fait dans le cas projectif, on montre que la surjectivité
de ® est également nécessaire pour que rx = ry, elle s’exprime simplement
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dans ce cadre par le fait que toute classe entiére dans H2(Y,Z) est la res-
triction & Y d’une classe entitre de H2(X,Z). En particulier si X = C*,
rx =ry ssi H*(Y,Z) = 0. ]

Exemples 1.3.9

i) Dans le cas projectif, si Pic(Y') = Z alors ® est surjective. C’est le cas
si e.g. Y est la Grassmannienne Gin(C) des k-plans de C* (cf chapitre 4)
ou si Y est une hypersurface lisse de degré d dans P" avec max(d,3) < n;
en effet la formule d’adjonction (cf [G-H 78] p147) assure dans ce cas que le
fibré anticanonique K3, de Y est égal d la restriction ¢ Y de O(n+1—d) qui
est positif et il résulte alors du théoréme d’annulation de Kodaira-Nakano
(cf [G-H 78] p154) que H'(Y,0) = H%(Y,0) =0, donc Pic(Y) ~ H%(Y,Z)
et H*(Y,Z) = Z puisque n > 3 (cf Lefschetz hyperplane theorem [G-H 78]
p156) ; ce sera le cas plus généralement si Y est une variété Fano (i.e. K3 >
0) telle que H*(Y,Z) = Z.

i) $iY C X =P3 est la quadriqgue Y = {[z] € P/ zz3 = z122} image
de P! x P! dans le plongement de Segré, alors Pic(Y) = NS(Y) = Z2
donc @ n’est pas surjective. Cependant on aura rx(K) = ry(K) pour les
compacts K de Y tels que Uapplication de restriction des fibrés en droites
est surjective dans un voisinage de K. Par ezemple, si K est un compact
de C x C C P! x P, tout diviseur positif de Y est trivial dans C x C donc
rx(K) = ry(K) ; en particulier le tore S* x S* est rationnellement conveze
aussi bien dans P! x P! que dans P3.

Corollaire 1.3.10 Soit X une variété compacte projective. Si Pic(X) = Z
alors toute fonction holomorphe au voisinage d’un compact K rationnelle-
ment conveze de X est limite uniforme sur K de fractions rationnelles.

Remarque 1.3.11 En utilisant le théoréme de plongement de Kodaira, on
peut se ramener dans le corollaire précédent au cas des compacts rationnelle-

ment convezes de C ; cela fournit une autre démonstration de la proposition
1.8.6.

1.3.3 Convexité rationnelle des sous-variétés totalement réelles

L’obstruction classique & la convexité rationnelle d’'un compact K de
C" est l'existence d’une surface de Riemann S compacte & bord telle que
0S = 0% ou X C K est une surface réelle, on a alors nécessairement S C K
alors que S n’est pas incluse dans K si e.g. K est totalement réel (cf [St 63]
et [D-S 95]). Il se peut cependant qu'il n’existe aucune telle paire (S, %) et
pourtant r(K) \ K est non vide. Duval et Sibony [D-S 95] ont donné une
version de ce phénomeéne en termes de courants dont voici la formulation
généralisée au cas des variétés Stein.

Proposition 1.3.12 Soit K un compact d’une variété Stein X. Soit R un
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courant positif de bidimension (1,1) d support compact dans X. Si dd°R =
dd®c ou o est un courant de dimension 2 supporté par K alors SuppR C
r(K).

Démonstration: Adaptation immédiate de la proposition 2.3 de [D-S 95]
en utilisant la proposition 2.2.7 du chapitre 2. ]

Lorsque K est une sous-variété totalement réelle (voir définition 1.3.13
ci-dessous), la proposition précédente décrit complétement 1’enveloppe r(K)
(cf théoréme 1.3.15).

Proposition-Définition 1.3.13 Une sous-variété réelle fermée S d’une
variété compleze X est dite totalement réelle si en tout point z € S les-
pace tangent réel TR(S) ¢ S en x, vu comme sous-espace réel de TC(X), ne
contient aucune droite compleze de TC(X).

Si (0p)pen est une famille de fonctions réelles de classe C? telles que
localement S (supposée de classe C?) est donnée par ’ensemble des zéros
d’un nombre fini de gy, alors la fonction g := Zp Xp gf, (ot les xp sont des
fonctions positives & support compact bien choisies) est une fonction positive
de classe C? globalement définie dans X telle que S = {z € X /p(z) =
Vo(z) = 0} ; on vérifie de plus que g est strictement psh dans un voisinage
de S si S est totalement réelle.

Démonstration: On calcule explicitement la forme de Levi de g sur S dans
un systéme de coordonnées locales (z1,...,2,), il faut dériver deux fois les
termes en 912, pour obtenir une contribution non nulle, on obtient

2
%0 _ Ogp
Z 92,07 (z)wjwg = Z : a_zj(fﬂ) F Wy
3k P
et le membre de droite s’annule ssi w € TR(S) NiTR(S) = 0. O

On dispose de bons théorémes d’approximation des fonctions continues
sur les compacts rationnellement convexes - resp. polynomialement convexes
- d’une telle variété par des fractions rationnelles - resp. polynémes - (généra-
lisations des théorémes d’Hartogs-Rosenthal et Lavrentieff dues & Hormander-
Wermer et Nirenberg-Wells, voir [A-W 97]).

L’un des objectifs de cette thése était de poursuivre la caractérisation
de la convexité rationnelle des sous-variétés totalement réelles entreprise
par Duval dans [D 91] et [D 94], et dont la forme aboutie pour les sous-
variétés totalement réelles de C* apparait dans [D-S 95]. Voici I’énoncé de
la caractérisation que nous obtenons dans le cas ou la variété ambiante est
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Stein ou compacte projective (on en trouvera la démonstration au chapitre
2, théoréme 2.2.8).

Théoréme 1.3.14 Soit S une sous-variété lisse compacte totalement réelle
d’une variété compleze X supposée Stein ou compacte projective.
Il y a équivalence entre :

i) S est rationnellement conveze.

i) Il existe une forme de Hodge w sur X telle que wis = 0.

Lorsque X est Stein on peut dualiser cette caractérisation:

Théoréme 1.3.15 Soit S une sous-variété lisse compacte totalement réelle
d’une variété Stein X. Alors S C r(S) ssi il existe un courant positif non
trivial R de bidimension (1,1) & support compact dans X tel que dd°R =
dd°jxo ou o est un courant de dimension 2 sur S et j : S — X désigne
Uinclusion.

La démonstration de ce résultat est une adaptation immédiate de celle
du théoréme 3.5 de [D-S 95] modulo le théoréme 1.3.14. Lorsque X est
compacte projective, il faut disposer d’un voisinage de Stein approprié de S.
Les S; = {¢ < ¢} sont des candidats naturels mais ils sont indépendants de
la géométrie globale de X qu'’il est essentiel de prendre en compte. Si D est
un diviseur positif de X qui ne rencontre pas S, alors X \ D est un ouvert
de Stein d’un type trés particulier qui permet une telle dualisation :

Théoréme 1.3.16 Soit X une variété compacte projective, D un diviseur
positif de X et S une sous-variété lisse compacte totalement réelle de X \ D.
Alors S C r(S) ssi il existe un courant positif non trivial R de bidimension
(1,1) a support compact dans X \ D tel que dd°R = dd®j,c ot o est un
_courant de dimension 2 sur S et j: S — X \ D désigne l'inclusion.

1.4 Convexité polynomiale relative

1.4.1 Condition (C)

Soit K un compact de C*. L’enveloppe polynomiale K de K est définie
par

K= {z € C" /|P(z)| < sup|P|, VP polync“)me} .
K

Il résulte de la solution au problme de Levi (cf [H 88]) que K coincide
avec I'enveloppe de K par rapport aux fonctions psh dans C*. Une autre
caractérisation due & Oka, consiste & montrer qu'un point z se situe hors
de K ssi il existe une famille continue d’hypersurfaces de C* joignant z &
Vinfini en évitant K. On peut également définir ’enveloppe psh d’un compact
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d’une variété Stein, mais il n’existe pas de définition intrinseque d’une telle
enveloppe sur une variété compacte qui prolonge la notion usuelle sur C" :
le compact K = {[1,e?,e "] € P2,/0 < 6 < 27} est polynomialement
convexe dans C2 = P? \ {2p = 0} mais ne 'est pas dans la carte P? \ {z; =
0} ~ C2. Nous introduisons une notion d’enveloppe polynomiale relative
un courant T’ € T(X) fixé:

Définition 1.4.1 Soit T un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur une
variété compleze X, et soit K un compact de X \ SuppT. On définit I’enve-
loppe T-polynomiale KT de K par

RT .= {:L‘ € X\ SuppT / f(z) < S}pf, Vf €Cr(X) t.q. dd°f > —T},

oti Cp(X) désigne l’ensemble des fonctions f € L' (X) telles que exp(f + )
est continue si p est un potentiel local de T'.
~ On dira que K est T-polynomialement conveze si K KT = K.

Remarquons que f € Cr(X) est semi-continue inférieurement, ce qui
assure que KT est fermé dans X \ SuppT.

L’idée initiale était de remplacer I’hyperplan & l'infini dans P* = C* U
{20 = 0} par le support d’un courant positif fermé de bidegré (1,1) et de
généraliser le principe d’Oka. Il s’est avéré plus utile d’avoir une définition
en termes d’enveloppe par rapport & une classe de fonctions globalement
définies sur X, psh dans X \ SuppT, dont le défaut de plurisousharmoni-
cité “3 'infini” (i.e. sur SuppT') est contr6lé par T'. Nous obtenons toutefois
un principe d’Oka ainsi qu’un résultat d’approximation des fonctions holo-
morphes au voisinage d’un compact T-polynomialement convexe lorsque T'
est le courant d’intégration sur un diviseur positif (voir paragraphe 2.3.2).

Exemples 1.4.2

i) Si X est Stein et T = 0 alors KT est l’enveloppe par rapport auz
fonctions psh sur X et coincide donc avec l’enveloppe holomorphiquement
conveze (voir également proposition 2.5.3).

i) Si X =P, T = [{2 = 0}] et si K est un compact de C* =P"\ {2z =
0} alors K KT est l ‘enveloppe polynomiale usuelle de K dans C* (cf propriété
i) suivant la définition 2.3.1).

: m) Soit K = {[L,e,e™#] € P2,/0 < 0 < 2n}, To = [{20 = 0}] et
= [{z1 = 0}]. Alors KT = K mais KT = {[\1,X eP?/|)\ < 1}.

Quelques exemples simples montrent qu’il faut imposer des restrictions
sur le courant T' pour obtenir une notion d’enveloppe intéressante (voir
exemples 1.1.4.iii) et 2.3.4.iii)) ; la condition (C) que nous définissons & pré-
sent va jouer un role crucial dans le théoréme d’approximation.

Définition 1.4.3 On dit que T satisfait la condition (C) si
VK cC X\ SuppT, KT cc X \ SuppT.
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Il est bien connu que le complémentaire du support d*un courant positif
fermé de bidegré (1,1) est localement pseudoconvexe (cf [Ce 78]), mais la
locale pseudoconvexité est une notion trés faible en général (cf exemple
2.3.4.iii)). Pour établir le résultat d’approximation des courants (chapitre 2)
nous devons disposer de fonctions psh non triviales dans X \ SuppT' dont
on controdle le défaut de plurisousharmonicité sur SuppT'; cela explique la
nécessité de cette condition qui entraine I’hyperconvexité de X \ SuppT
(corollaire 2.3.6) voire le caractére Stein si T' est cohomologue & une forme
de Kéhler (théoréme 2.3.8).

Il est naturel de se demander quel type d’hypothése va entrainer la condi-
tion (C). Si X est homogene, tout courant T' € T(X) satisfait la condition
(C) (cf Appendice du chapitre 2). Autrement on peut essayer d’imposer une
condition de courbure sur la variété ; on dispose par exemple d’une solution
au probléme de Levi lorsque X est de courbure bisectionnelle holomorphe
positive (cf [El 75] et [S 76]) ou si X admet une fonction lisse psh d’ex-
haustion et K% > 0 (cf [T 98]); cependant I’exemple 2.3.4.iii) montre que
I'hypothése K% > 0 n’est pas suffisante pour garantir que la condition (C)
sera satisfaite par tous les courants T' € 7(X). On peut préférablement im-
poser une condition sur la classe de cohomologie de T'; si X est Stein et
[T] € H?(X,Z) alors T satisfait la condition (C) (proposition 2.5.3). Dans
ce dernier exemple [T'] est positive et Pexemple 1.1.4.iii) montre qu’il n’est
pas suffisant de supposer [T'] nef.

Il semble cependant raisonnable de penser que si [T'] = ¢(L) ou L est un
fibré holomorphe en droites positif sur une variété projective X, alors T' va
satisfaire la condition (C) (cf question 2.4.5 et section 3.2).

1.4.2 Courants & support compact dans X \ Supp T

Soit X une variété complexe et T' € 7(X). Nous généralisons ici I’ap-
proche de [D-S 95] qui consiste & décrire I’enveloppe T-polynomiale d’un
compact K de Qr := X \ SuppT a l'aide de courants positifs S & support
compact dans Qr tels que dd°S < 0 dans Qr \ K.

Proposition 1.4.4 Supposons que Qp : = X \ SuppT est Stein et soit K
un compact de Q. Soit S un courant positif de bidimension (1,1) d support
compact dans Qr \ K tel que dd°S < 0. Alors Supp S C KT.

Démonstration:

Soit £ € SuppS \ KT, alors il existe f € PSH(Qr) telle que
f(z) > 0> —1>supg f. L'ouvert Q7 est Stein, il admet donc une fonction
lisse strictement psh ¢; quitte & changer f en max(f + €p,0) avec £ > 0
trés petit, on peut supposer que f est identiquement nulle au voisinage de
K, non-négative dans Qr et strictement psh au voisinage de .
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On obtient alors
0 < (8,dd°f) = (dd°S, f) <0,

d’otu la contradiction. O

Proposition 1.4.5 Soit K un compact de Qr tel que KT cc Qr. Alors
Vz € KT il existe une mesure de probabilité p sur K et un courant positif S
de bidimension (1,1) a support compact dans Qr tel que dd°S = p — 0z, ot
d, désigne la mesure de Dirac en .

Démonstration:

~ Soit £ ’espace des distributions & support compact dans Qr. Soit F
le convexe compact de £ constitué des mesures de probabilité sur K. Par
hypotheése, il existe un voisinage ouvert V de KT tel que V CC Qr; on
peut donc trouver ¢ € Cr(X) et € > 0 tels que dd°¢ > —T, ¢ = 0 dans
un voisinage de KT et ¢ > &€ > 0 sur 8V (cf lemme 2.3.5). Soit C : =
{dd®S /S > 0 de bidimension (1,1) & SuppS C V}; c'est un cdne fermé
dans £. Supposons que pour z € Q7 donné, I’équation dd°S = p — d; n’ait
pas de solution, alors d;+C est disjoint de F et le théoréme de Hahn-Banach
implique I’existence de 6 € C°(Qr) (le dual de &) telle que

/ 8dv < 0 < 1 < 0(z) + (dd°S, ),

pour tout (v,dd®S) € F x C. Puisque C est un cone on en déduit que
(S,dd°0) > 0 pour tout courant S positif de bidimension (1,1) & support
dans V, donc 6 est psh dans V. L’inégalité appliquée & une mesure de Dirac
en un point de K et avec S = 0 montre que 6(z) > supg 0. Considérons

b= L max(0; Ap— C) dans V
T le-% dans X \V

alors pour un choix de C' > —ming 8 et A > 1[C + supy 6] on a f=1L0au
voisinage de KT et 6=¢-— % prés de V. On en déduit que z ¢ KT. O

Théoréme 1.4.6 Soit X une variété Kihlerienne et T un courant positif
fermé de bidegré (1,1) sur X qui satisfait la condition (C) et est cohomologue
d une forme de Kdhler. Soit K un compact de Qr : = X \ SuppT; il y a
équivalence entre

i)z e KT;

i) il existe un courant positif S de bidimension (1,1) d support compact
dans Q7 tel que

dd°S = p — 0y,

ol i est une mesure de probabilité sur K et 0, désigne la masse de Dirac
en .
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Démonstration: Le sens ii)=>i) est conséquence de la proposition précé-
dente. Pour 'autre sens, il suffit de remarquer que Qr est Stein (théoréme
2.3.8) et d’appliquer la proposition 1.4.4. O

Corollaire 1.4.7 SiT) et Ty sont deuz courants qui satisfont les hypothéses
du thégréme et ont méme support alors pour tout compact K de X \ Supp T;
ona KTt = KT2,
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Chapitre 2

Courants positifs et
convexité rationnelle

Introduction

We are interested in the approximation of positive closed currents of
bidegree (1,1) on a complex manifold X by rational divisors, i.e. currents
of the type NLJ[HJ-], where Nj is an integer and [H;] denotes the current of
integration along a complex hypersurface Hj of X.

When X is a pseudoconvex open set in C™ s.t. H2(X,R) = 0, Lelong
proved [Le 72] that one can always find such an approximation in the weak
sense of currents. Demailly [De 82a] generalized this result to the case where
X is a Stein or a projective algebraic manifold, modulo some cohomological
assumptions: for example one can weakly approximate a positive closed
current T of bidegree (1,1) if it has integer class (i.e. [T] € H?(X,Z)).

- Using rational convexity properties of the complement of the support of
a positive closed current T' of bidegree (1,1) in C™, Duval and Sibony [D-S
95] showed that one can approximate T' by rational divisors whose support
converges to SuppT in the Hausdorff metric.

The purpose of this work is an attempt to generalize this result to the
case of projective algebraic and Stein manifolds.

We first consider the case of homogeneous manifolds (X is homogeneous
if its group of biholomorphisms Aut(X) acts transitively on X). There is in
this situation a useful regularization process for positive metrics of holomor-
phic line bundles which we recall in an Appendix. Our main theorem 2.1.6
shows that:

Theorem 2.0.1 Every positive closed current T of bidegree (1,1) on the
projective space P™(C) (resp. the Grassmann manifold G m(C) of k-planes
of C™, resp. the hyperquadric Qn, (C) for m > 4) can be weakly approzimated
by rational divisors whose support converges to SuppT.
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We give an example (paragraph 2.1.3) of a current on an abelian torus for
which such an approximation does not hold.

In section 2.2 we define and study the notion of (strong)rational convexity
on a complex manifold X : a compact set K is said to be (strongly)rationally
convex if X \ K is a union of positive divisors. Our main theorem is a gene-
ralization of a result of [D-S 95] :

Theorem 2.0.2 Let S be a smooth compact totally real submanifold of a
projective algebraic manifold X. Then S is rationally convez iff it is isotropic

for some Hodge form, i.e. wis =0 for some Kdhler form w on X s.t. [w] €
H%(X,Z).

There is no intrinsic definition of polynomial convexity on complex ma-
nifolds generalizing the usual notion in C™. However we define a notion
of polynomial convexity relative to a positive closed current T' of bidegree
(1,1):

Definition 2.0.3 The T-polynomial hull of a compact subset K of X is
KT .= {x €X / f(z) <supf,Vf €Cr(X) s.t. dd°f > —T},
K

where Cp(X) denotes the set of functions f € LY(X) s.t. exp(f + ) is
continous whenever ¢ is a local potential of T. The compact K is said to be
T -polynomially convez when KT = K.

In many cases, X \ SuppT satisfies a convexity property (the “condition
(C)”: VK cC X \SuppT, KT cC X\ SuppT) which turns out to be inter-
mediate between being “rationally convex” and being Runge. An interesting
observation on the Levi problem (theorem 2.3.7) yields the following:

Theorem 2.0.4 Let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on a
compact Kdhler manifold X. If T is cohomologous to a Kdihler form and
satisfies condition (C), then X \ SuppT is Stein.

This generalizes the standard situation where s is a holomorphic section of
some positive holomorphic line bundle on X and T = [{s = 0}] is the current
of integration along the positive divisor {s = 0}.

Our main approximation result gives an approximation of certain posi-
tive closed currents by rational divisors with a control of the supports and
the Lelong numbers of the approximants:

Theorem 2.0.5 Let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on a
projective algebraic manifold X. Assume there is A > 0 s.t. [A\T] = ¢;(L
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for some holomorphic line bundle L which we assume is positive. Assume
T = [H] + R, where H = 30_; \j[Z;] (¥4, ); is a positive constant and
Z; is an irreducible algebraic hypersurface of X) and R is a positive closed
current of bidegree (1,1) on X s.t. the level sets of Lelong numbers of R,
E.(R) ={z € X /v(R,z) > c}, are of codimension greater or equal than 2.
Assume moreover that T satisfies condition (C).
Then there ezists N; € N and s; € T'(X, L) s.t.

)T = NLj[{sj = 0}] — T in the weak sense of currents;

i) {sj = 0} — SuppT in the Hausdorff metric;

i) Vz € X, v(Tj,z) — v(T, z).

It can be seen as a combination of a result of Demailly [De 93] and the
approximation result of Duval and Sibony [D-S 95].

Finally we take up our main results in section 2.5 considering the case
of Stein manifolds. ‘

We now set some notations and recall a few definitions from complex
analytic geometry for the reader’s convenience.

Let L be a holomorphic line bundle on a complex manifold X. We always
implicitly fix a locally finite open covering {Uy} of X s.t. Ly, is trivial and
both the U,’s and the Upp := Uy NUg are connected and simply connected.
The line bundle is then uniquely determined by its transition functions g,5 €
O*(Uyp). We denote by Pic(X) the Picard group of holomorphic line bundles
of X and we use a multiplicative notation for the group law ; I'(X, L) denotes
the set of holomorphic sections of L on X, i.e. s € I'(X, L) is a set {sq} of
functions s, € O(U,) satisfying the compatibility condition s, = gogsg in
Uap-

A positive (singular-)metric of L is a set ¢ = {@q} of plurisubharmonic
functions (psh for short), o € PSH(Ua), s.t. 9o = g + 10g|gas| in Uap.
Note that the curvature current of the metric defined as dd°p : = dd®p, in
U, (where d = 8+0 and d° = %(5—-3)) is globally well defined on X, since
log |gap| is pluriharmonic in Ugg; it is a positive closed current of bidegree
(1,1) on X but not necessarily a smooth form since we allow singularities.
Observe also that the difference of two metrics of L is a globally well defined
function f € LY(X). If h = {ho} € ['(X, L), then log |h| := {log |hqa|} defines
a positive singular metric of L on X. We denote by P (X, L) the set of positive
metrics of L on X ; if ¢ = {ps} € P(X,L) and h = {he} € I'(X, L), then
the norm of A in the metric ¢ is defined in each U, by |hl, := |hale™%.

When X is compact Kahler, it follows from the Hodge decomposition
theorem that if a positive closed current T' of bidegree (1,1) on X has
integer class (i.e. [T] € H%(X,Z)), then [T] is equal to the first Chern class
of some holomorpkic line bundle L on X and there exists a positive metric
@ of L on X which is a potential for T' (i.e. T = dd®p, in U, and we then
write T = dd°yp).
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A line bundle L € Pic(X) is said to be pseudoeffective if there exists a
singular positive metric ¢ of L on X and L is positive (resp. semi-positive)
if it admits a smooth positive metric ¢ on X s.t. the curvature form dd®yp
is a Kéhler form on X (resp. a semi-positive (1,1)-form).

We refer to [De 90] for further details and we finally recall a particular
version of the solution to the J-problem with L2-estimates on projective
algebraic and Stein manifolds that we use intensively in the present work:

Theorem 2.0.6 Let X be a projective algebraic or a Stein manifold of di-
mension m and fix w a Kdhler form on X. Let L be a holomorphic line bundle
on X and suppose there ezists a singular metric 0 of L s.t. dd°0 > ew for
some positive constant €. Then for every smooth 8-closed (m,1)-form v with
values in L, s.t. [y |[v]2e=2dV,, < +oo, there ezists a smooth (m,0)-form u
with values in L s.t. Ou = v and

1
[u?e=%dV, < = [ |v|’e=%dV,,
X €Jx
where dV,, = #wm denotes the Kahler volume element.
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2.1 Approximation on homogeneous manifolds

2.1.1 A modification procedure

In this section we set up a general construction of holomorphic sections
with prescribed bounded norm on the set where a metric of a line bundle is
pluriharmonic (proposition 2.1.1). This is an important technical step in the
approximation theorem of the next section and we use it as well to establish
rational convexity properties of the complement of the support of positive
closed currents on homogeneous manifolds (theorem 2.2.6).

Proposition 2.1.1

Let X be a projective algebraic homogeneous manifold. Let T be a positive
closed current of bidegree (1,1) on X s.t. [T] = c1(L) for some holomorphic
line bundle L that we assume is positive.

Assume T admits a continuous potential, i.e. there exists a continuous po-
sitive metric @ of L s.t. dd°p =T.



2.1. APPROXIMATION ON HOMOGENEOUS MANIFOLDS 41

For e >0 we set K, = {m € X /d(m,SuppT) > e} CC X \ SuppT, where
d is a pseudo-distance function defined in the Appendiz.
Let V' be an open subset of X s.t. K. CV CC X \ SuppT and fiz § > 0.
Then we can find an integer M and construct a continuous positive me-
tric 9 of LM and a holomorphic section h of LM in V s.t.
i) K C{m €V /|hly(m) 2 1} ={m € V/|hly(m) =1} cCV
ii) || 37 = @llpeo(x) < 6
i11) 1 is C*°-smooth and dd®y > 0 in a neighborhood of SuppT.

We first prove three lemmas.

Lemma 2.1.2 Under the above assumptions X \ SuppT is Stein and we
can find large relatively compact Stein open subsets W of X \ SuppT and
positive integers k s.t. Lk|W is trivial.

Proof:

It is an easy consequence of the Kontinuititssatz that X \ SuppT is
locally pseudoconvex in X (see [Ce 78]). Since X is homogeneous it is infi-
nitesimally homogeneous (i.e. the global holomorphic vector fields generate
the tangent space of X at every point of X, see [Hi 75]). It follows then
from a result of Hirschowitz [Hi 75] that X \ SuppT is Stein iff it admits
no “interior integral curve” (a holomorphic map v : C — X \ SuppT with
relatively compact image whose tangent vectors belong to some holomorphic
vector field on X). If such a curve exists, we can construct by a standard
argument (see lemma 2.1.3 below) a non trivial positive closed current S
of bidimension (1,1) with compact support in X \ SuppT. Now T is coho-
mologous to a Kahler form w (L is positive), hence T' = w — dd°f for some
f € L(X) which is smooth outside Supp T (see [G-H 78] p149) ; thus Stokes
theorem gives

ISI = fx @A S = [x\suppr S A S
= fX\SuppT dcf AdS
= 0.

Therefore X \ SuppT contains no interior integral curve hence it is Stein
(see also theorem 2.3.8).

Let o be a smooth strictly p.s.h. exhaustion function of X \ SuppT.
By Sard’s lemma we can find R € R as big as we like so that W =
{z € X \ SuppT / o(z) < R} is a smooth relatively compact Stein open sub-
set of X \ Supp T'. Therefore the cohomology of W is finite dimensional and
H'W,R) = H'(W,Z)® R

Since W is Stein, it follows from Cartan’s theorem B that the Picard
group Pic(W) = H'(W,0*) is isomorphic to H%(W,Z).

Now L admits a flat metric in W since dd®p = 0 in W hence the image
of the first Chern class of L via H%(W,Z) — H?(W,R) ~ H2,(W,R) is 0. In
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terms of Cech cohomology this means that a finite number of equations in
a finite number of unknowns with coefficients in Z admits a solution in R.
Therefore it must have some solution in @, and multiplying the equations
by some large integer k£ gives a solution in Z to the corresponding system,
ie. c1(LF) = 0 in H%(W,Z). Since c; is an isomorphism between Pic(W)
and H%(W,Z), this shows that L¥y is trivial. O

Lemma 2.1.3 Let Q be an open subset of a complex Kdihler manifold X
and let v : C — §Q be a non constant holomorphic map with relatively com-
pact image in Q. Then there exists a non trivial positive closed current of

bidimension (1,1) with support in v(C).

Proof:

Fix w a Kahler form on X and let Sg be the current of integration over
the analytic disc v(A(R)), where A(R) denotes the disc of radius R centered
at 0 in C. We normalize Sg in the following way :

(Sp,0) = ——— / 6,
f»,(A(R))“’ 1(A(R))

where 0 is any test form of bidegree (1,1) on X. Therefore Sg are positive
currents of bidimension (1,1) and of mass 1 on X. We want to extract a

weak limit that is closed; it will have compact support in v(C).
We claim there exists a sequence of radii R; = 400 s.t.

1/2 1/2
Rj/ [faA(Rj) |7/|¢.20]
fA(RJ-) I'Y'L%

Assume the contrary. Then there exists ¢ > 0 s.t. VR > 0,

1/2
R/2 [faA(R) |’Y’|3;]

c>0.
fA(R) |7’|3,

Set f(t) = [ae |2. This is a well defined function of t € R which is
smooth, positive, and s.t. f'(t) = €* [7 (o) [V > 0. We thus have %2_((% >
¢ > 0. This implies

1 2
> c“t, Vt >
+ © >ct, Vi > 0,

a contradiction.
Fix such a sequence R;. Since ||Sg;|| = 1, there exists a subsequence
(SR;,) which converges in the weak sense of currents towards a positive
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current S of bidimension (1,1). Again ||S|| = 1 and S has relatively compact
support in (2. We claim that S is closed. Indeed let 6 be a test form of degree

1. Then .
faA(R,-k)’Y 9]
fA(Rjk) 7*w
Now there exists C > 0 s.t. [y*0| < C|v'|, and Cauchy-Schwarz inequality

(dS,6) = —(S,d) = — lim [

k—+o00

gives
1/2
/ yo|<C ¥'lw < CR}? / % i]
BA(Rjk) aA(RJk) BA(Rjk)
On the other hand y*w = |7/|2 hence by definition of R;,
|f8A(Rjk)’y 9] 50

fA(Rjk) |’Yllc2u ’

hence S is closed. O

Let PH(W) be the real vector space of pluriharmonic functions in W.
Let {Uy} be an open covering of W s.t. both the U,’s and the Upp = Uy NUp
are connected and simply connected.

Let ¢ € PH(W). We can write ¢ = R(hy) in U, where hy € O(U,) and
we set vag = 531—7; [ho — hg). This is a holomorphic function in U,g which has
imaginary part equal to zero hence v,g is constant. Moreover vog + vgy +
Vya = 0 in Upyg,y, thus {veg} is a real Cech 1-cocycle and defines a class

[vag(p)] € H' (W, R).
Lemma 2.1.4 The map

&:PH(W) —»  HYW,R)
© = [vap(p)] = 2()

is a morphism of real vector spaces s.t. ker @ = R(O(W)).

Given ¢ € PH(W), there exists H € O*(W) s.t. ¢ = log|H| in W iff
®(p) € H((W,Z) C H'(W,R).

If moreover W is Stein, then ® is surjective.

Proof:

The first assertion is clear.

Let ¢ € PH(W) and assume ®(¢) = [vag] € H'(W,Z) C H}(W,R).
Then there exists ¢cog € Z and wy € R, s.t. V48 = €og + W — wg. Thus we
have

ho + 2iTwo = hg + 2iTwg + 2imcyg
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and we can define a global holomorphic function by setting H = efat2imwa
in Uy. Clearly log |H| =@ in W.

Conversely assume there exists H € O*(W) s.t. log|H| = ¢ in W. We
fix a determination h, = log H of the complex logarithm of H in U,. Two
such determinations only differ by an integer multiple of 2iw hence

1
Vog = ﬂ [ha —hﬁ] =Cqp € 7.

This shows that [veg) € HY(W,Z) C HY (W, R).

Assume now that W is Stein and let [v,5] € HY(W,R). It also de-
fines a class in H(W,0) = {0}. Thus there exists ko € O(Uy) .t vag =
% [ha — hg]. Hence f = Rh, is a globally well defined pluriharmonic func-

tion on W s.t. ®(f) = [vag)- ]

Remark 2.1.5 This can be seen as a reformulation in terms of Cech coho-
mology of lemma 1.8 in [D-S 95].

Proof of proposition 2.1.1:

Let ¢f be the regularized metric of ¢ defined in the Appendix. It is a
smooth metric for the same line bundle L that decreases uniformly towards
¢ when ¢ decreases towards 0 since we assumed ¢ is continuous. We can
therefore assume that ||¢® — ¢||peo(x) < 53/8 (otherwise, replace € by some
smaller constant)

Moreover, ¢* = ¢ on K, and ¢* > ¢ in X \ K., hence we can also assume
that ©° > ¢ +46'/8 on OV (with 0 < ¢’ < 4).

Let W be a smooth Stein open subset of X \ SuppT s.t. V. CC W cC
X\ SuppT and H(W,R) is equal to H(W,Z) ® R and of finite dimension,
and Lk]W is trivial for some positive integer k (see lemma 2.1.2).

Therefore k¢ is a continuous metric of L* on X which defines a plurihar-
monic function in W. Since ® : PH(W) — H'(W,R) is surjective, we can
find f1,..., fp in PH(W) s.t. ((f;)) is a Z-basis of H'(W,R). We can thus
choose A = (A1,..., Ap) € RP so small that 6 = kp+>-5_; ;. f; (which is a
continuous metric of L* in W) satisfies ®(8) € H}(W,Q) = H'(W,Z) ® Q
and ”%9)\ - 90“L°°(V) < 5’/8.

Fix M; € N s.t. ®(M1.0,) € HY(W,Z). By lemma 2.1.4 we can find a
holomorphic section h of LM in W (M = kM;) which has constant norm
equal to 1 in the metric M0y (i.e. |hle= 1 =1).

Since L is positive, we can find a smooth metric G of L s.t. dd°G > 0
in X. Consider f, = .G + (1 —n) [¢* —28'/8] (0 <7 < 1). It is a smooth
metric of L s.t. dd°fp > 0in X if n > 0 and ||fy — (¢° — 26'/8)||po(x) =
NG = (¢° —28'/8)|| Lo (x) < ¢'/8 if we choose 7 small enough.
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We define
= My sup(kfy,0y) inV
T M.y inX\V

It is a well defined continuous positive metric of LM in X since the maxi-
mum of two continuous positive metrics of a holomorphic line bundle is a
continuous positive metric of the same line bundle and

fo < (¢ —20'/8)+8[8= o~ /8 < 10y on K.
whereas .

fo> (5 —28'/8)—8'/8>p+0'/8> EG’\ on V.
We have dd®y = M.dd®f, > Mndd°G > 0in X \ V and

/M — il < max {|1fy = Pllzeo 3 103/% = Pl ooy } <8
since

Ifn—@llLexy < Nfp— (05 —28"/8)||lLeo(x) +20"/8 + [lpe — @l Leo(x)
< 3§'/8+5/8 <.

Finally, 1 = M;.0) = log|h| in a neighborhood of K, hence
K. C {meV/|h|e-¢ > 1} - {me V/|hle ¥ = 1} ccv,

and the proof is complete. ]

2.1.2 Approximation of (1,1)-positive closed currents

Theorem 2.1.6 Let X be a projective algebraic homogeneous manifold and
T a positive closed current of bidegree (1,1) on X. Assume that I\ € R*+
s.t. [\T) € H*(X,Z), hence [A\T] = c1(L) for some holomorphic line bundle
which, we assume, is positive.

Then there ezists (H;) algebraic hypersurfaces of X and (Nj) integers
s.t.

and

ﬁ [Hj] = T in the weak sense of currents
H; — SuppT in the Hausdorff metric.

Remark 2.1.7 The cohomological and the positivity assumptions on the
cohomology class of T are always satisfied if H-'(X) = C. This the case if
X is the complez projective space P™(C), the Grassmann manifold Gy m(C)
of complex k-planes of C™ or the hyperquadric Qpn (C) (m > 4).
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Proof:

We can assume that T' is smooth since, on a homogeneous manifold, we
can regularize T in such a way that [T¢] = [T] and T* tends to T in the
sense of the theorem (see Appendix).

We can also assume A = 1 and we denote by ¢ = {p, € PSH(Uy)} a
smooth positive metric of L s.t. dd°p = T (two such metrics only differ by
a constant).

Let K, = {m € X /d(m,SuppT) > %}, and d, > 0 a sequence conver-
ging towards 0. We fix neighborhoods V,, CC X \ SuppT of K. By propo-
sition 2.1.1, we can find integers M, continuous positive metrics v, of LM»
and holomorphic sections Ay, of LM» in V;, with the prescribed properties.

Fix (a;)jen a sequence of points dense in Supp 7'.We are going to construct
for each n, an integer N, and a global holomorphic section S, of LN»-Mn
s.t.

|Sple ¥ <1 on X

1
|SpleNn¥n > 5 on {a1,..,an} UK,

Thus we get by ii) of proposition 2.1.1:

log|Sn| < @+ 6p on X

N,.M,

log2
N L log |Sp| > ¢ —6p — ]V.gfn on {ai,...,an}
|Sn| > 0 on K.

The first two inequalities show the convergence of Nn.an log |Sy| in Lj,,

towards ¢ (c.f. lemma 15.1.7. in [HG 85]), and the Lelong-Poincare equation
then gives the convergence of T\fﬁ [{Sn = 0}] towards T in the weak sense
of currents, while the last inequality shows that {S, = 0} C X \ K,, and
since K, exhausts X \Supp T, this gives the convergence of {S, = 0} towards
Supp T in the Hausdorff metric.

We construct now the sections Sy,. From now on, n is fixed and we might
not mention the subscript. We fix an open covering {U,} of X which is fine
enough s.t. V1 <4 < n, Jla; € U,, and Lyy,, is trivial.

Since % is smooth in a neighborhood of Supp T', and dd®+) > 0 on Supp T,
there are holomorphic polynomials P; s.t. 1o, (z) — R(P;)(z) > ¢id?,,(ai, z),
in a neighborhood W; of a;, W; C U,,, for some strictly positive constants
ci. We choose the W;’s small enough so that W; NUs = 0, V3 # o;.

Let x; € C§°(W;) with 0 < x; <1, and x; =1 in a neighborhood of a;.
We define smooth sections f; of LM by fE=0ifa# o; and f{¥ = y;eVF
(N is an integer to be chosen later).
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Let x be a test function in a neighborhood of K’ = {|ale™¥ > 1} (0 <
X <1 and x =1 in a neighborhood of K'), s.t Supp x is disjoint from the
supports of the y;’s.

Set u = x.h™ + Y, fi. This is a smooth global section of LN™ on X,
hence du is a smooth 9-closed (0, 1)-form with values in LNM , 1.e. a smooth
0O-closed (m, 1)-form with values in LVM @ K% (m is the dimension of X).

We set N = N; + Ny where we fix Ny € Ns.t LV M @ K% is positive
and N; will be chosen later. Fix w a Kéhler metricon X, ¢ > 0 and G a
smooth metric of LN*M @ K% s.t dd°G > e.w. We solve §v = Ju on X with
L? estimates associated to the metric § = Ni.9 + G and get

/ |vl2e"29de§l / |Ou|?e=2qV,,.
X €Jx

Since Supp dx C {Ihle"‘/’ < 1}, and Suppdyx; C {|leMFile=¥ < 1}, we can
fix a < 1 s.t. |0u|?e~2M¥ < C1a?M with C; independent of N;. Thus

/ |v|2e‘20de < Coa?M,
X

We estimate now v on X. It is standard (see lemma 15.1.8 in [H6 85]) that

|U(ZL')|2 <GCs (1‘2 sup ]5")[2 +7'_2m||v”%2(B(m,r)))

B(z,r

< GV [ (sup 9ul’e™*N) + [lv][3]

< Cs(e"a)? 12V,

with Cs independent of N} and where 7 is the uniform oscillation of 4 on the
balls B(z,r). Here B(z,r) implicitly stands for the pull back of an euclidean
ball via a coordinate chart. We choose r so that €’a < 1 and N;j so that
Cs(e"a)™ < 1 and set S, = (u—v). Then S, is a holomorphic (m, 0)-form
with values in LVM @ K%, i.e. it is a holomorphic section of LNM o X and
it satisfies all our requirements. a

Remark 2.1.8 It follows from the Borel-Weil theorem (see e.g. [Ak 95])
that a semi-positive holomorphic line bundle L on a projective algebraic ho-
mogeneous manifold X is either positive, or the pull-back p*L' under a mor-
phism p: X — Y, where Y is a projective algebraic homogeneous manifold
of lower dimension, of a positive holomorphic line bundle L' on'Y. A posi-
tive closed current T of bidegree (1,1) on X s.t. [T] = c1(L) thus satisfies
T = p*T’ for some positive closed current T' of bidegree (1,1) on Y with
[T'] = ¢1(L'), and the approzimation of T reduces to that of T' on'Y.
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2.1.3 On a counterexample of Grauert

We explain here an example due to Grauert ([Na 63]) of a pseudoconvex
domain in a complex torus which is not holomorphically convex hence not
Stein. We show that there is in fact no complex hypersurface of the torus
contained in this pseudoconvex domain, whereas it contains the support of
a (1,1)-positive closed current. Finally we give an explicit example in the 2-
dimensional case of this situation, where the parameters are chosen so that
the torus is algebraic. This provides a counterexample to the approxima-
tion theorem of the previous section if we omit the cohomological and the
positivity assumption.

Let A be the lattice of C™ generated by
A1 = (1,0,...,0) and \; = (iaj,aj2,...,0jm) = (iaj,)\;-), 2<j<2m

where ()\j)1<j<om is a R-free family in C™ ~ R?™, and (a;)2<j<om are real
constants s.t. ap and ag are Z-independent. We denote by X the correspon-
ding complex torus and 7 : C™ — X = Cm/ A the canonical projection.

Consider Ua = {z ecCn /0 <R(z1) < 1}, and D, = w(Uy), where
a > 1. Set p(z —a%D) TR §R( ) An easy computation shows that ¢ is plu-
rlsubharmomc in Ua, a.n<f it is moreover a C®°-smooth exhaustion function
for U,. Now since ¢ is invariant by any element A\ € A s.t. X+ U, N U, # 0,
@ also defines a smooth-psh exhaustion function for D,, hence D, is pseu-
doconvex.

Proposition 2.1.9 There is no compact analytic subset of X of dimension
m — 1 contained in the domain D,.

Proof:

Assume the contrary and let A be such a set which, we can assume, is
connected. f(z) = R(z;) is a well defined pluriharmonic function on D,.
If A is compact, f attains its maximum on A thus is constant on A and
A C w({R(z1) = t}) for some real constant ¢t. This necessarily means that
A C n({z1 = c}), with equality if A is of dimension m — 1. But since as
and a3 are Z-independent, w({z; = c}) is dense in 7({R2; = Rc}), hence it
cannot be closed. A contradiction. a

On the other hand, T = dd°(max(R(21) — 55, 0)) is a well defined positive
closed current of bidegree (1,1) on X s.t. SuppT = w({R(21) = 2O‘}) cC
D,,. This current is not approximable in the sense of our theorem, since D,
is a neighborhood of Supp T which does not contain any hypersurface of X.

Note that there is no A > 0 s.t. [\T] € H?(X,Z) since ay and a3 are
Z-independent; T is moreover not cohomologous to a Kahler form (it is
cohomologous to c.%dzl AdZ1) and in particular X \ SuppT is not Stein since



2.2. RATIONAL CONVEXITY ON COMPLEX MANIFOLDS 49

it admits non trivial (1,1)-positive closed currents with compact support
(any dd°(max(R(z1) — ¢,0)), for ¢ # 5.

We exhibit now an explicit algebraic example:

Recall that a torus C™ /A is algebraic iff there exists H € GL,(C) a positive
definite hermitian matrix s.t. SH(A,A) C Z (see [G-H 78] p303). Let A be
the lattice in C? generated by

A= (1,0); A2 = (4,0);
A3 =(V2,1); A= (0,iV2);

and define

Hz(ml/i ;\/\/ii)

H is a hermitian matrix which satisfies
trH=3++v2>0anddetH =2 >0,

hence it is positive definite. Of course, SH (A, \) =0, VA € A, and we easily
check that:

H(Al, )\2) =—1 and H()\l, )\3) =0 and H()\l, )\4) =2
H(\2,23) =0 and H(A2,Aq) =21 and H(A3,\q) = —21

hence SH(A,A) C Z and the complex torus X = C?/A is algebraic.

2.2 Rational convexity on complex manifolds

Recall that the rational hull of a compact set K of C™ is defined as the
complement of the union of hypersurfaces of C™ that do not intersect K.
Duval and Sibony show in [D-S 95] that one can replace the hypersurfaces
in the definition by positive closed currents of bidegree (1,1) in C™ whose
support does not intersect K.

Therefore there are several natural generalizations of this notion to com-
plex manifolds whether one considers the hull with respect to effective di-
visors (resp. positive divisors) or positive closed currents of bidegree (1,1)
(with or without cohomological restrictions). Although these notions might
coincide (e.g. on P™(C)), most of the time they differ considerably (e.g.
on abelian tori). We are going to consider the strongest notion of ratio-
nal convexity (see definition 2.2.1 below) because it allows the use of L2-
techniques and it is the proper notion to consider for the generalization of
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the main theorem in [D-S 95] (see theorem 2.2.8 below), which was our main
motivation for the study of rational convexity.

Definition 2.2.1 Let K be a compact subset of a projective algebraic ma-
nifold X. We define the rational hull of K by

r(K) := {m € X /VH positive divisor of X, m € H=> HNK # 0},
and K is said to be rationally convex when r(K) = K.
Lemma 2.2.2
r(K)={meX/ |*gt(m)l < supg |-gi‘ , VL € Pic(X) positive and
Vf,g€T(X,L) s.t. {g=0}NK =0 and m ¢ {f =0} N {g =0}}
therefore r(K) is compact and r(r(K)) = r(K).

Proof:

Let m ¢ r(K); since positive divisors coincide (modulo linear equiva-
lence) with positive line bundles on a projective algebraic manifold, we can
find a holomorphic section s of a positive line bundle L s.t. s(m) = 0 and
{s =0} N K = (. Since L is positive, we can find k£ > 1 and a holomorphic
section f of L* s.t. f(m) # 0. Set g = s*; we thus have |=§(m)| = 400

whereas supy |-§| < 400, hence m ¢ r'(K), where r'(K) denotes the right
hand side in the lemma.

Fix now m ¢ r/(K) and f,g holomorphic sections of a positive holo-
morphic line bundle L s.t. |=§(m)| > supg |-§] Either g(m) = 0 and we are
done, or g(m) # 0 and we may consider s = f — 5(m).g: it is a holomorphic
section of L s.t. s(m) =0 and {s=0} N K = 0. O

Example 2.2.3

i) When X = P™(C) and K CC C™ C P™(C), this coincides with the
usual notion of rational converity.

it) P™(R) = {[20,---,2m] € P™(C)/ f; € R whenever z; # 0} is a
smooth compact totally real submanifold of P™(C) which is rationally convex
and intersects every hyperplane of P™(C). Indeed let [z] € P™(C) \ P™(R) ;
we can assume o = 1 and 1 ¢ R (otherwise rotate coordinates). Consider
the homogeneous polynomial of degree 2, P.(z) = 22 — 2z + e[+ ...+
z2 — (23 + ...+ 32)28]; clearly Pe(z) = 0, but for € > 0 small enough,
P™(R) N {P. =0} =0 since 2 ¢ R*.

ii4) Let T be a non trivial positive closed current of bidimension (1,1) on
X, then its support intersects every positive divisor, hence r(SuppT) = X.
Indeed assume @ is the current of integration along a positive divisor which
does not intersect the support of T ; since 0 is cohomologous to a Kihler
form w, we have ||T|| = [y wAT = [, AT =0, a contradiction.
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2.2.1 A fundamental lemma

Lemma 2.2.4 Let X be a projective algebraic manifold of dimension m.
Let L be a positive holomorphic line bundle on X and let ¢ be a positive
continuous metric of L on X. Let s be a holomorphic section of L defined on
an open subset V of X and assume K = {a € V /||s(a)|l, = |s(a)|e~*®) >
1} is compact.

Then K is rationally convez.

Proof:

More precisely, a € X \ K being fixed, we are going to construct a global
holomorphic section S of LM (M a large integer to be chosen later) s.t.
S(a)=0and {S=0}NK =0.

Let x € C§°(V) bes.t. 0 < x <1 and x =1 in a neighborhood of K, and
a ¢ Suppx. We consider v = d(xsM) = 9x.sM. This is a smooth d-closed
(0,1)-form with values in L™ or equivalently a smooth d-closed (m, 1)-form
with values in LM ® K%.

Since L is positive, there exists M; € N and global holomorphic sections
hi,..., hm of LM which form a local coordinate system at a. More precisely,
we can find the hj’s s.t. hj(a) = 0 and (\2;{h; = 0} = {a}. Thus G; =
Zlog[3-, |h;|?] is a singular metric of L™M! which is smooth in X \ {a}
and admits a logarithmic singularity of coefficient m at the point a.

Fix w a Kahler metric on X. Since L is positive, there exists My € N
s.t. LM2 ® K% is positive. Taking M, large enough, we can even assume
the existence of a smooth metric Go of LM? ® K¥% s.t Og,(LM2 ® K%) :=
dd°Gy > w.

We now solve du = v on X with L2-estimates associated to the metric
Y = G1 + G + Mzp of LM ® K% (M = mM; + M, + M3), which satisfies
dd®p > w. We obtain therefore a smooth section u of LM st

/|u|2e'2¢de§/ [v|2e_2¢de,
X X

where dV,, denotes the Kéhler volume element ;nl—!wm.

Since x = 0 in a neighborhood of a which is the only singularity of
the metric 1, the integral on the right hand-side is obviously convergent.
Moreover, x = 1 hence dx = 0 in a neighborhood of K, thus we can fix
a €]0,1[ s.t. |sle”? < @ < 1 on Supp dx. Hence

/ lu? e~ dV,, < C1a?M3,
X

where C; is a constant independent of Msj.
Since 1 has a logarithmic singularity of coefficient m = dimcX at the
point a, we necessarily have u(a) = 0.
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Fix n > 0s.t ae” < 1. Fix r > 0 s.t. x = 1 on the pseudo-balls B(y, 2r)
(which are the pull-back of euclidean balls via a coordinate chart), y € K,
and the oscillation of ¢ (which is uniformly continuous on any compact
neighborhood of K which avoids a) is smaller than 7. Observe that u is
holomorphic hence |u|? is subharmonic on the pseudo-balls B(y,r)y € K,
S0:

k@) <G / 2V,
B(y,r)

< Cye?Ms(v(®)+n) u|?e=2Ms2 4V,
B(yr)

< Gy W) g2Man / lufZe=2qV,,
B(y,r)
< 0y W) (aen)?Ms,

where C4 = C;.Cj is a constant independent of Ms.

Fix § > 0 s.t. |s|M1+M2¢=(G14G2) > § > 0 on K and fix M3 large enough
so that |ule™¥ < .

Now we set S = x.sM — u. This is a global holomorphic section of LM
s.t S(a) =0and |S|e™ > £ > 0 on K, hence {S = 0}NK = 0 (¢ is smooth
on K) and we are done. o

Theorem 2.2.5 Let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on a
projective algebraic homogeneous manifold X s.t [T| = c¢1(L) for some po-
sitive holomorphic line bundle L. Then for every € > 0, the compact set
K, ={m € X /d(m,SuppT) > €} is rationally convez.

Proof:

Fix € > 0 and a € X \ K,. Using proposition 2.1.1, we can fix a neigh-
borhood V' of K, which does not contain a, a sufficiently big integer M,
a global continuous metric 1 of L™ and a local holomorphic section h of
LM defined on V s.t K. C F = {m € V /|h(m)le"¥™ > 1} cc V. But
F' is rationally convex by the previous lemma and a ¢ V hence we can

construct a global holomorphic section S of some power of L s.t. S(a) = 0
and {S=0}NK. C{S=0}NF=0. O

Remark 2.2.6 If T = dd°max(Rz,c) in the ezample 2.1.8, X \ SuppT
cannot be ezhausted by rationally convex compact sets, since it contains non
trivial positive closed currents with compact support (see example 2.2.8.111).

2.2.2 Rational convexity of totally real submanifolds

Proposition 2.2.7 Let X be a projective algebraic manifold equipped with
a Kahler metric w. Let K be a compact subset of X.
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" i) For every a ¢ r(K), there ezists a positive closed current T of bidegree
(1,1) on X which admits a continuous potential and s.t. T is smooth and
strictly positive at a, T vanishes in a neighborhood of r(K) and moreover
[T] € H* (X, Z).

i) For every € > 0 and every fized neighborhood V' of r(K), we can find
a smooth (1,1)-form w, which satisfies the following properties :

a)we 2w in X \V
b) we = 0 in a neighborhood of r(K)
Jwe > —ew in V

d) [we] € H*(X, Z).

O

Proof:

i) Let a € X \ r(K). There exists a global holomorphic section s of a
positive holomorphic line bundle L on X s.t. s(a) =0 and {s =0} NK = 0,
hence {s = 0} N r(K) = 0 since r(r(K)) = r(K). Let G be a smooth
metric of L on X s.t. dd°G > 0. Changing s in A.s for some large real
positive constant ) if necessary, we can assume |s|e~¢ > 1 on r(K). Consider
¥ = max(log|s|,G). This is a well defined continuous positive metric of L
on X s.t. = G in a neighborhood of a and 9 = log |s| in a neighborhood
of r(K). Therefore T = dd satisfies all our requirements since moreover
(7] = [dd*y] = e1(L) € HA(X, Z).

ii) Since X \ V is compact, we can find a finite number of points a;
s.t. T = 3 Ty, is a (1,1)-positive closed current which is strictly positive
in X \ V, vanishes in a neighborhood of r(K) and has integer class. Since
moreover T' admits a continuous potential, we can use a regularization theo-
rem due to Richberg [Ri 68] to approximate T' by smooth forms with small
negative part to obtain what we need. a

Recall that a submanifold S of X is totally real if Vz € S, the real
tangent space TX(S) of S at z contains no complex line. We show now that
a compact totally real submanifold of X is rationally convex iff it is isotropic
for some Hodge form (i.e. a Kahler form whose cohomology class belongs to
H?(X,Z)). More precisely, we have the following

Theorem 2.2.8 Let S be a smooth compact totally real submanifold of a
projective algebraic manifold X. The following are equivalent :

i) S 1is rationally convez.
i1) There exists a smooth Hodge form 6 for X s.t. %0 =0,

where j : S — X denotes the inclusion map.
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Proof:

i) = 41) Since S is smooth and totally real, there exists a positive function
p which is smooth and strictly plurisubharmonic in a neighborhood of S
and s.t. § = p~1(0) and Vp = 0 on S. Indeed S can be defined as the
zero set of a finite number of smooth globally defined funtions g;, then
p =" g2 will be strictly psh in a neighborhood of S since S is totally real.
Set S = {m € X / p(m) < 6} and fix § > 0 small enough.

Fix x € C§°(S95) with 0 < x <1 and x =1 in a neighborhood of S5 and
define w; = dd°(x.p). Fix a Kahler metric w on X and a positive integer A
s.t. w; > —Awon X and w; > %w on Sj.

We can use proposition 2.2.7 with V = S;, ¢ = ﬁg and the fact that
r(S) = S to construct a smooth (1,1)-form wy which satisfies:

a)wy > win X\ Ss

b) wa = 0 in a neighborhood of S
1 .
c)wg > -ZZ—Z-w in S5

d) [wo] € H%(X, Z).

Consider now 6 = w; + 2Aw,. This is a smooth strictly positive (1,1)-form
on X s.t. 70 = j*w; = 7*(dd°p) = d(j*d°p) = 0 since the gradient of p
vanishes on S. Furthermore [§] € H2(X,Z) since [w;] = 0, hence 6 is the
desired Hodge form.

1) = i) There exists a positive holomorphic line bundle L on X s.t.
c1(L) = [6]. We need the following

Lemma 2.2.9 There ezists a Stein neighborhood V of S and an integer k
s.t. LkIV is trivial.

We show how the lemma implies the theorem.

We can assume k& = 1, therefore positive metrics of L define psh functions
on V. We only need to follow the corresponding proof in [D-S 95], where
the psh functions are replaced by positive metrics of the line bundles L™,
which can be viewed as functions on V.

Starting with a smooth strictly positive metric ¢ of L with j*(dd®p) = 0,
we define a small perturbation ¢, = ¢+ Z§=1 €j%; which is again a strictly
positive metric of L with 1; smooth functions with compact support in V'
and such that d°My. has periods in 27Z on S. The latter allows us to
construct a smooth function A on S with values in R that we extend locally
to V in a function hy (which is equivalently a smooth section of LM above
V) satisfying

a) Ohs = 0 to order s on S
b) My, — log |hs| vanishes to order 2 onS.
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Using lemma 3.3 in [D-S 95] we can modify My, locally in V and obtain a
new strictly positive smooth metric ¢ of L™ which, together with A, fulfils
the hypotheses of lemma 3.2 in [D-S 95]. As the construction of the holo-
morphic section A of LM on V only requires the solution of the d-equation
on a Stein neighborhood S5 of S, and as L is trivial there, we can again
use the same construction as in [D-S 95] and then apply our lemma, 2.2.4 to
conclude that S is rationally convex. a

There remains to prove lemma 2.2.9.
Proof of lemma 2.2.9:

Let V = S5 be a tubular neighborhood of S; then H2(V,Z) ~ H?(S,Z).
Since V is Stein, Pic(V) =~ H*(V,Z). But ¢1(Lis) = [j*dd¢] = [0], hence
c1(Lyy) = [0], i.e. the image of the first Chern class of L in H3z(V,R) via
the morphism induced by the canonical inclusion Z — R is trivial. As we
have already explained in the proof of lemma 2.1.2, this implies that Lfv is
trivial for some integer k. o

2.3 T-polynomial convexity

There is no intrinsic definition of polynomial convexity on complex ma-
nifolds extending the usual notion in C™. Indeed, K = {[1,e¥,e %] €
P(C?)/0 < 6 < 27} is polynomially convex when viewed as a subset of
C? =P?(C) \ {#z = 0}, but it is not polynomially convex as a subset of the
other chart P%(C) \ {z; = 0} ~ C2.

However we define a notion of polynomial convexity relative to a fixed
positive closed current T' of bidegree (1,1) on a complex manifold X. It
is an interesting tool to describe the convexity properties of X \ SuppT
(see paragraph 2.3.1) and there is an analogue of the classical Oka principle
when T is the current of integration along a positive divisor of a projective
algebraic manifold X (see paragraph 2.3.3). The case of Stein manifold will
be considered in paragraph 2.5.1.

Definition 2.3.1 Let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on a
complex manifold X, and let K be a compact subset of X \ SuppT.
We define the T-polynomial hull of K by

KT .= {m € X\ SuppT / f(z) < s1}1{pf, Vf € Cp(X) s.t. dd°f > —T},

where Cp(X) denotes the set of functions f € LY(X) s.t. exp(f + ) is
continous whenever ¢ is a local potential of T. Note in particular that any
f in Cp(X) is lower semi-continuous. R

The compact K is said to be T-polynomially conver when KT = K.
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We list a few elementary properties of these hulls:

—T
i) K7 is closed in X \ SuppT and KT = KT.
ii) VA > 0, KT = KT,
ili) If T = T1 + T is a sum of two positive closed current of bidegree
(1, 1) then KT c K11 N K™,
iv) When X = P™(C), T = [{20 = 0}] and K is a compact subset of
C™ = P™(C) \ {20 = 0}, then K7 is the usual polynomial hull of K in C™.
Indeed, a function f € Cr(X) defines a psh log-homogeneous function in
C™1 via p(2) = f([2]) + log|zo| hence @j(;0=1} = fiocr € PSH(C™) and
is s.t. f(¢) < logt|¢| + C; conversely any function ¥ € PSH(C™) with
log-growth defines a log-homogeneous psh function in C™*! setting ¢(z) =
P(21/20; - ., 2m/z0) +10g | 20| if 20 # 0 and (0, () = lim sup, , (0,61, z020 ‘P( )-
The function ¢ corresponds to a function f € Cr(X) via f([2]) = ¢(z) —
log |29|. Thus K KT equals the hull of K with respect to the psh functions of
log-growth in C™, and it is standard that this hull is exactly the polynomial
hull of K (see also the second assertion of proposition 2.3.2 below).

Proposition 2.3.2 Let X be a complex manifold.
When [T] is equal to the first Chern class c1(L) of a holomorphic line
bundle L on X, then

RT = {m € X\ SuppT [ (4= (@) < suply ), Y € PC<X,L)},

where P.(X, L) denotes the set of positive metrics ¢ of L on X s.t. ¥ is
continuous, and ¢ is a positive metric of L on X s.t. dd°p =T.
Moreover if we define

pr(K) = {:c € X\ SuppT / |hly, (z) < sup|hly,, Vk €N, Vh € I‘(X,Lk)},
K

then KT C pr(K), with equality if L is positive and X is a projective alge-
braic homogeneous manifold (resp. a Stein manifold).

Proof:

Fix U, an open covering of X trivializing L. If [T] = ¢;(L), then there
exists a positive metric ¢ = {po} of L on X s.t. dd°p = T, and two such
metrics (with respect to this covering) only differ by a pluriharmonic func-
tion which is globally well defined on X, thus the definition of the right hand
side is independent of the choice of the potential ¢ of T'. Let 1 = {15} be a
positive metric of L s.t. e is continuous, then f = 1) — ¢ is a globally well
defined function on X which lies in Cp(X) and s.t. dd®f > —ddp = —T.

Conversely, if f € Cr(X) is s.t. dd°f > —T, then ¥ = {f + @} is a
positive metric of L on X s.t. €¥ is continuous; the first assertion follows.
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Let k € N and h € I'(X, L*), then 4 = }log |h| defines a positive metric
of L on X s.t. €% is continuous, hence KT C pr(K).

Conversely let a € (X \ SuppT) \ KT ; there exists Y € Pe(X,L) s.t.
(¥ —p)(a) > supg (¢ — ). If X is homogeneous we can assume % is smooth
(otherwise replace v by its regularized metric 9¢ for € > 0 small enough).
If moreover L is positive, we can assume v has strictly positive curvature,
replacing if necessary 9 by (1 — 7)Y + nG, where G is a smooth metric of L
s.t. dd°G > 0 and n > 0 is small enough.

Since dd®y(a) > 0, there exists a holomorphic polynomial P and a posi-
tive constant c s.t. ¥4(z) —R(P)(z) > cd(z,a)? in a neighborhood of a € U,,.
Let x be a positive test function defined in this neighborhood, s.t. x =1
in a smaller neighborhood of @ and 0 < x < 1. If X is projective algebraic
we can solve v = 9(xe"P) with L2-estimates associated to the weight N4
and construct, in the same vein as what has been done in the proof of theo-
rem 2.1.6, a holomorphic section h of L on X s.t. |hle™¥ < 1 on X and
|h(a)|e~N¥(®) > 1/2. Thus for a choice of N large enough, we get

1 log |h ! log |h
(7 log |h] = ¢)(a) >s§p(ﬁ og |h| — ),

hence a ¢ pr(K). The Stein case will be considered in proposition 2.5.3. O

2.3.1 Steinness of X \ SuppT
Definition 2.8.3 T is said to satisfy condition (C) if

VK cc X\ SuppT, KT cc X\ SuppT.

Example 2.3.4

i) When X is homogeneous, the regularization process insures that every
positive closed current of bidegree (1,1) s.t. [T] = c1(L) satisfies condition
(C). Indeed T = dd°p for some positive metric of L, and the regularized
metrics @ of ¢ (see Appendiz) satisfy ¢ — ¢ = 0 in a neighborhood of K
if € > 0 is small enough whereas ¢* — ¢ > 0 in a neighborhood of SuppT.

ii) When T = [{s = 0}] where s € I'(X, L) and L is semi-positive, then
T satisfies condition (C). Indeed L admits a positive continuous metric ¢ on
X, hence 1 is locally bounded on SuppT whereas log|s| = —oo on SuppT.

i) If w - X — X is the blow-up at a point p of a compact complex
manifold X (dimc(X) > 2), and if T is the current of integration along the
exceptional divisor E = w~1(p), then VK CC X\ SuppT, KT = X\ SuppT,
since every function f € Cp(X) s.t. dd°f > —T defines a plurisubharmonic
function in X\ E ~ X \{p}, hence is constant ; thus T = [E| does not satisfy
condition (C).
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Lemma 2.3.5 If K = I?T, then for any open neighborhood V' of K, there
ezists a non negative function f € L1(X) s.t. f+ is upper semi-continuous
whenever ¢ is a local potential of T and moreover dd°f > —T on X with
f=0onKand f>0in X\V.

Proof:

Let a € (X \ SuppT) \ K = (X \ SuppT) \ K7, then there exists f, €
Cr(X) s.t. dd°f, > =T and fy(a) > 0 > supg f,. Since f is lower semi-
continuous at a, f > 0 in a small ball B(a,¢,).

We can consider f = max(f,,0). Then f; = 0on K and f;F +¢ is upper
semi-continuous (u.s.c.) as a maximum of two u.s.c. functions. Moreover
f+ =max(f, + ¢, ) — ¢ hence dd°f} > —T on X.

Now we can cover X \ V by a finite number of balls B(a;,£,,) and consi-
der f = 1—1, P_1 [ to conclude. |

Corollary 2.3.6 IfT satisfies condition (C), then X \ SuppT admits a psh
ezhaustion function.

Proof:
By hypothesis, we can exhaust X \ SuppT by an increasing sequence of
=T
compact sets K; that satisfy K; = K; and K; C (Kj41)°.

By the previous lemma, we can find for each j, a non negative function
fj which is psh in X \ SuppT, identically 0 on K and positive outside
(Kj+1)°. Multiplying by some large constant, we can even assume f; > 2
on Kjig\ (Kj41)°. Therefore f = 3. f; is a psh exhaustion function for
X \ SuppT (the sum is finite on each compact set). a

Theorem 2.3.7 Let Q be a complex manifold which admits a psh ezhaus-
tion function. Then Q is Stein iff there is no non trivial positive dd®-closed
current of bidimension (1,1) with compact support in Q.

Proof:

If Q is Stein, it admits a smooth strictly psh exhaustion function ¢. Let
S be a positive current of bidimension (1,1,) with compact support in Q
and s.t. dd°S = 0. Then dd°¢p A S is a well defined positive measure which
measures the mass of S. Stokes theorem gives

/ddcgoA.S':/cpdch:O,
Q Q

hence S =0.
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Conversely, let f be a psh exhaustion function of €2, and define Q; =
{reQ/ f(z) < j}. We set

H = {S current of bidimension (1,1) on Q s.t. dd°S = 0},
and
K; = {S > 0 current of bidim. (1,1) on 2 s.t. ||S|| =1 and Supp S C Q;}.

Then # is a hyperplane of the set 7(1,1)(f2) of currents of bidimension (1, 1)
on 2 and K; is a convex compact subset of 7(;,1)(£2).

We assume that Vj € N, HNK; = §; the theorem of Hahn-Banach
insures the existence of a linear functional ®; on 7(;1)(Q) s.t. ®;(H) =0
and ®;(K;) > ¢; > 0. This functional is defined by a smooth (1,1)-form
wj, s.t. ®j(S) = [ S A wj. Since it belongs to H* = {dd°g}, we can write
w; = limdd°gy ; thus for k; large enough, @; = g, is a smooth function on
X s.t. [ S Add°p; > 0 for every S € Kj, since K; is compact, hence ¢; is
strictly psh in a neighborhood of €2;.

Without loss of generality we can assume —% <p; < —% on Q_J (other-
wise replace ¢; by Ajp; + B; for some properly chosen constants A; and
B;). Consider now

7 in Qj_l
Y =< max(pj, f—j) inQ\ Qi
f-i in @\ Q;

This is clearly a psh function in Q which is strictly psh in Q;_; and moreover
; > —3 in Q and ¢; <0 in Q.

We set finally ¢ = f + ZjZl 2774p;. Then 9 is an exhaustion function
for Q which is strictly psh; it follows from a result of Fornaess-Narasimhan
([F-N 80]) that € is Stein. O

Theorem 2.3.8 Let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on a
compact Kdhler manifold X. Assume T is cohomologous to a Kdhler form
and satisfies condition (C), then X \ SuppT is Stein.

Proof:

Let w be a Kéhler form cohomologous to T'. Since T is real and X is
Kahler, T — w is in fact dd‘-exact; there exists a distribution f on X s.t.
T = w — dd°f. Note that f is a smooth strictly psh function in X \ SuppT.

Let S be a positive dd°-closed current of bidimension (1, 1) with compact
support in X \ Supp7'. Stokes theorem gives

/w/\S= WwAS = dd°f A S = 7dd°S =0,
X X\SuppT X\SuppT X\SuppT
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hence S = 0.

Now T satisfies condition (C) thus X \ Supp7 admits a psh exhaustion
function (corollary 2.3.6) ; therefore X \ SuppT is Stein by the previous
theorem. (]

Remark 2.3.9 This can be seen as a generalization of the standard result :
X \ {s = 0} is Stein, when s is a holomorphic section of some positive
holomorphic line bundle on X.

2.3.2 Oka principle

In this section we want to investigate the case where T is the current of
integration along a positive divisor of a projective algebraic manifold X.

Let L be a positive holomorphic line bundle on X, s € I'(X, L) and
T = [{s = 0}]. By the Kodaira embedding theorem, there exists k¥ € N and
a basis (sg = s*,s1,...,sn) of I'(X, L¥) s.t. the map

®:X = PN
z = [s0(2),...,sn(2)]

defines a holomorphic embedding of X onto a subvariety V of PV (C) with
L = &*(O(1)|y). If K is a compact subset of X \ SuppT, ®(K) thus is a
compact subset of V' \ {29 = 0} C CV and one easily checks that

—

®~1(&(K)) = pr(K) cC X \ SuppT,

where 3(-1?) denotes the usual polynomial hull of ®(K) in CV. Indeed every
holomorphic section of L? defines a holomorphic section of O(p)|v that ex-
tends to a holomorphic section of O(p) on PV(C) and conversely.

If f is a function holomorphic in a neighborhood of pr(K) then F =
f o @1 is a function holomorphic in a neighborhood of ®(K) in V that
extends to a function holomorphic in a neighborhood of ®(K) in CV. The

classical theorem of Oka-Weil asserts that F' is a uniform limit on E(F) of
polynomials in 2z;/2g, 1 < i < N. Therefore we have the following

Theorem 2.3.10 (Oka-Weil) Let T = [{s = 0}] with s € T'(X,L), L
positive. Let K be a compact subset of X \ SuppT. Then every function
holomorphic in a neighborhood of pr(K) s a uniform limit on pr(K) of
polynomials in s;/s* where s; € T(X,L) (and k is an integer s.t. L¥ is very
ample), i.e. of meromorphic functions of the type h/sP where h € I'(X, LP).

Definition 2.3.11 Let L € Pic(X). We say that (Hy)i>t, is a continuous
L-family of algebraic hypersurfaces if the following holds :
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i) Yt > to, there ezists dy € N and s; € T'(X, L%) s.t H; = {st = 0};
i) t — d; is bounded on each compact set;
i) (t,z) — s¢(x) is continuous on [ty, +oo[x X.

Moreover the family is said to join z to Hu, avoiding a compact set K if
i)z € Hyy and Vt > tg, N K =0;
i) sup,egr, d(z, Hoo) — 0 as t = +o0.

Definition 2.3.12 Let K be a compact subset of X \ {s = 0}, where s €
['(X,L), L positive, and set T = [{s = 0}]. The Oka-hull Or(K) of K
relative to T' is defined by saying that a point z € X lies in X \ Or(K) iff
there exists a continuous L-family of algebraic hypersurfaces (Hy) joining
to Hoo = {s = 0} avoiding K.

Theorem 2.3.13 (Oka principle)
Let s € (X, L%), whith L € Pic(X) positive and set T = [{s = 0}].
Then
VK cC X \ SuppT, pr(K) = Or(K).

Proof:

Let z € (X \ SuppT) \ pr(K); there exists £ € N and h € I'(X, L¥)
s.t. h/s*(z) = 1 > supg |h/s¥|. Therefore (H; : = {h — ts* = 0});>; is a
continuous L-family of algebraic hypersurfaces which joins z to Hy, avoiding
K, hence z ¢ Or(K).

Conversely, let z € pr(K) and assume there exists a continuous L-family
of algebraic hypersurfaces (H; = {s; = 0})¢>1 that joins z to Hoo, = {s = 0}
avoiding K.

. Since pr(K) is compact, there exists r > 1 s.t. H, Npp(K) # 0 and
Vt>r, H Npr(K) = 0.

Since (H) avoids K, the function (¢,z) — fi(z) = %}(w) is bounded on
[rr+1] x K.

Now let y € pr(K) N H,; |fr(y)] = +oo hence by continuity of Hj,
|fe(y)] = +oco as t — r*. Thus there exists ¢t > r s.t. |fi(y)| > supg |fi|-
Since H; Npr(K) =0, f; is holomorphic in a neighborhood of p7(K) hence
we can approximate it uniformly on pr(K) by functions of the type h/s?
with h € I'(X, LP), thus y cannot lie in pr(K), a contradiction. O

2.4 Approximation on projective manifolds

In this section we wish to extend theorem 2.1.6 to the case of non ho-
mogeneous projective algebraic manifolds. We need to make an extra as-
sumption (T satisfies condition (C)) which is always satisfied in the homo-
geneous case; on the other hand we obtain a control on the Lelong num-
bers of the approximants (such a control was obtained by Demailly in [De
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93]) and this gives a refinement of theorem 1.6 in the homogeneous case
(see corollary 4.3). Recall that by a theorem of Siu [Siu 74], the level sets
E.(T) = {z € X/v(T,z) > c} of Lelong numbers of a positive closed
current T on X are proper closed analytic subsets of X for each ¢ > 0.

Theorem 2.4.1 Let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on a
projective algebraic manifold X. Assume [AT] = c¢1(L) for some holomorphic
line bundle L which we assume is positive. Assume T = [H]+ R, where H =
Z?:l AilZ;] (W4, Aj is a positive constant and Zj is an irreducible algebraic
hypersurface of X ) and R is a positive closed current of bidegree (1,1) on X
s.t. the level sets of Lelong numbers of R, E.(R) = {z € X /v(R,z) > ¢},
are of codimension greater or equal than 2. Assume moreover that T satisfies
condition (C).
Then there ezists N; € N and s; € T'(X, L) s.t.

i) T; = —]\}—j[{sj =0} — T in the weak sense of currents;

i) {s; =0} — SuppT in the Hausdorff metric;

wi) Vz € X, v(Tj,z) — v(T, z).

We first need a proposition:

Proposition 2.4.2 Under the hypotheses of the theorem (with A = 1), let
¢ be a positive metric of L which is a potential for T, let K be a compact
subset of X \ SuppT s.t. K = KT and fix w a Kdihler form on X.

Then for every open set V s.t. K CV CC X \ SuppT and every § > 0,
we can find M € N and construct a positive metric ¥ of LM on X and a
section h € T(V,LM) s.t.

)KC{meV/|hly>1}={meV/|hly=1}CCV,

i) [W4/M = pll ooy < 6 and |1/ m — gllzi(x) < 6,

i) supgex [V(¥/M,z) — v(p,z)| < 6,

i) dd® > e.w in a neighborhood of SuppT for some constant € > 0,

v) v is continuous in X \ SuppT and smooth on a dense subset of X \
Eo(T) for some ¢y > 0.

Proof:

Following Demailly, we set s = % sup;<;j<n(log|f;|] where (f1,..., fn) is
an orthonormal basis of sections of I'(X, L®) with finite L2-norm [y || f||2,dV,,.
It is proved in [De 93] (proposition 9.1) that:

a) llos — @llrxy — 0 as s = +oo and the convergence is uniform
on compact subsets of X \ {z € X /¢ is not continuous at z}, hence in
particular on compact subsets of X \ SuppT';

b) v(T,z) —m/s < v(Ts,z) < v(T,z), Yz € X, where m = dim¢ X and
Ts = dd®yps.

Clearly E*(Ty) : = {z € X /v(Ts,z) > 0} is equal to Ey/,(T;) =
{z € X /v(Ts,2) > 1/s} C Ey/4(T) and ¢; is smooth on a dense subset of
X\ EH(T}).
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Let U be a relatively compact open neighborhood of 8V in X \ SuppT
s.t. K = KT cC V\U. Let z € U. There exists 9, € P,(X, L) and 6, > 0
s.t. (Yz — p)(x) > 0z > 0> =0z > supg(1Pz — ). Since (Y, — ) is lower
semi-continuous (Ls.c.) at z, (¥ — @) > 0 in a small ball B(z,e;). We
can cover U by a finite number of balls B(z;, ¢;) and consider ¢1,..., 1, the
corresponding metrics.

We set &' = min(4,41/8,...,d,/8) and we fix s large enough so that
llos =@l oo vz < &' and [lps—ollzr(xy < &'- Thus Vi = 1,...,p, (hi—¢p,) >
44" > 0 in B(zi,¢;) and supg(; — @s) < —46' < 0. Therefore

p

l Z maX('l[J1_ — Ps, 0)
p i—-1

fsi=
is a non negative function in L1(X) s.t. [s + s is u.s.c. and which satisfies
dd°fs > —T; on X with fy=00n K = KT and f; > 46’ >0in U.

Since T is cohomologous to a Kéhler form (L is positive) and satisfies
condition (C), X \ SuppT is Stein by theorem 2.3.8. We can therefore find,
as in the proof of proposition 2.1.1, a relatively compact Stein open subset
W of X \ SuppT that contains V, and construct integers k and Mj, a small
perturbation @) of ky in W and a holomorphic function A in W s.t.

) Lfy, is trivial;
b) “%9/\ - SOHLoo(V) <d;
c) M16) = log|hl.

Now let G be a smooth metric of L s.t. dd°G > 0 on X and consider

b= { max (My.0; M[(1 —n)(fs +¢5) +nG —26]) inV
M[(1=n)(fs + ¢s) +nG — 28'] on X \V,

where M = k.Mj. Then for a choice of > 0 small enough and s large
enough, 1 is a positive metric of L™ which satisfies all our requirements. O

Proof of theorem 2.4.1:

Replacing T' by T'/); if necessary, where ();) is a sequence of positive
rational numbers converging to A\, we can assume A = 1. Let K, be a se-
quence of compact subsets of X \ SuppT that exhausts X \ SuppT and

s.t. f(;T = K,. We fix §, > 0 a sequence converging towards 0 and open
neighborhoods V,, of K, that are relatively compact subsets of X \ SuppT'.
Using proposition 2.4.2, we construct integers My, positive metrics v, of
LM» on X and holomorphic sections h, of LM» in V,, with the prescribed
properties.
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Fix (aj) a dense sequence of points in SuppT, s.t. Vn € N, ay,...,an
belong to SuppT \ E.,(T) where (c;) is a sequence of positive numbers
converging to 0 s.t. 1y, is smooth and dd®;, > 0 at the points ay,...,a, (see
iv) and v) of proposition 2.4.2).

Let (F,) be an increasing sequence of compact subsets of X \ E*(T) s.t.
UF. = X\E*(T) and K,U{a1,...,an} C F, CC X\ E;, (T). We are going
to construct for each n an integer N, and a section S, € I'(X, LN~-M») g .

|Sn|e‘N"¢" <1 on F,
|S’ le™Nn¥n > 1/2 on K, U{ay,...,an}
V(3 10g |Snl, 7) > (1 — 1/3/Np)(dd o, ) — m/Na, ¥z € By, (dd4n)
Ix |Sn|e_N"‘/’"dV <C,

where C is a constant independent of n in the last inequality and m =
dimc X.

The first two inequalities, together with Lelong-Pomca.re equation and ii)
of proposition 2.4.2, imply that T, = dd®( N M log |Sn|) converges weakly
towards T in X \ E*(T). Since T = [H]+ R with codimc B, (R) >2,Ve>0,
the Hausdorff dimension of E*(R) = E*(T) \ U}_,Z; is less or equal than
2m — 4 hence T, actually converges towards T' on X \ U 1Z; (see e.g. [F-S
95]).

One easily checks that Vo € X \ UZj, limsupv(Ty,z) < v(T,z) since
T, — T in the weak sense of currents. Therefore the third inequality toge-
ther with iii) of proposition 2.4.2 insures that Vz € E*(T)\UZ;, v(Th,z) —
v(T, ) hence Vz € X \ UZ;, v(Tn,z) — v(T, ). Now (||T,||) is bounded by
the last inequality and ii) of proposition 2.4.2, thus (T3,) admits a subse-
quence that converges weakly towards a positive closed current 7" of bi-
degree (1,1) on X. Clearly 7" = T on X \ UZ; and T' > T on UZ; by
the third inequality, therefore 7' = T on X since X is compact Kahler
and [T'] = [T] = ¢1(L); thus T, converges weakly towards 7' on X and
v(Tp,z) = v(T, z), Vz € X.

Finally since |S,| > 0 on K, and T, — T, {S, = 0} converges towards
Supp T in the Hausdorff metric.

From now on, n is fixed, and we will not mention the subscript. We
proceed as in the proof of theorem 2.1.6 and construct, using i),iv),v) of
proposition 2.4.2, a smooth (m,0)-form u = x.AN + 37| x;eN-Fi with values
in INM@K¥ s.t. [ule™% =1 on KU{ay,.. - an} and |ule” N9 < 1 outside
a neighborhood of this set. We solve dv = Ou on X with L%-estimates
associated to a weight 8 = Nj9 + G and get an estimate

1 —
/ [v[2e=%dV,, < —/ |0u?e~2dV, < C1a®M.
X €Jx

We use now the fact that 1 is continuous on X \ E.,(T') hence uniformly
continuous on a compact neighborhood of F' which is relatively compact in
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X\ Ec,(T). We obtain, in the same vein as what has been done in the proof
of theorem 2.1.6, a uniform estimate for v:

[v(@)? < Ca(e"a)?™e*M¥), vz € F,

where €a < 1 and C; is a constant independent of N;. We choose N; large
enough so that |v|e™N?¥ < % on F and we set § = %(u —v). Thus S satisfies
the first two inequalities.

To get the third one, observe that u = 0 in a neighborhood of any z €
E¢,(dd°y). Thus v is holomorphic there and the convergence of [, [v|2e=%dV,,
forces v to vanish at = at an order greater or equal than Nyv(dd®y,z) — m.
Therefore

V(5 10g15]2) > Thu(dd,a) — > (1 - = dd ) - 1
for a choice of N; large enough, since N = N; + No where N, is a fixed
integer.

Finally we observe that [y |[v[?e~20dV,, < C} hence [, |v|2e~2N¥dV,, <
Ca; since [y [ul?e=2N¥dV,, < C3 we obtain

/X |Sle=N¥dV,, < C4 /X |S|2e~2N¥qV, < Cs,

where all the constants involved are independent of Nj. a

Let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on a projective
algebraic manifold X. By a theorem of Siu [Siu 74], we can decompose T as

T = ij[zj] +R,
Jj>1

where each Z; is an irreducible analytic subset of X of pure codimension 1,
the );’s are positive constants and R is a positive closed current of bidegree
(1,1) on X s.t. Ve > 0, E(R) = {z € X /v(R,z) > c} is a closed analytic
subset of X of codimension greater or equal than 2.

When X is homogeneous we can approximate 7' by currents

n +00
Tn=Z)\j[Zj]+R+ z /\jw;",=[Hn]+Rn
j=1 j=n+1

where w; denotes the regularization of [Z;] and we choose a sequence €, — 0.
Since w} is cohomologous to [Z;], Ty, is cohomologous to T'; since \; — 0
as j = +o00, T, — T in the weak sense of currents with convergence of the
Lelong numbers and convergence of the supports in the Hausdorff metric
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(Supp w;f" — Zj as n = +00). Thus it is sufficient to approximate each Ty,
in the sense of theorem 2.4.1 to get a similar approximation for T'.

Now since X is homogeneous each T, satisfies condition (C) and since
wj" is smooth, codimcE,(R,) = codimcE(R) > 2; therefore we have the
following refinement of theorem 2.1.6:

Corollary 2.4.3 Let X be a projective algebraic homogeneous manifold and
let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on X s.t. [T] = ¢;1(L) for
some positive holomorphic line bundle L on X. Then there exists N; € N
and s; € T(X, LNi) s.t.

i) T = NLj[{sj = 0}] — T in the weak sense of currents;

i) {s; =0} — SuppT in the Hausdorff metric;

i) Vz € X, v(Tj,z) — v(T, z).

When does a positive closed current of bidegree (1,1) satisfy condition (C)?
When 7 : X — X is the blow up at a point p of a compact manifold X, we
have seen previously (Example 2.3.4.iii) that the current of integration along
the exceptional divisor does not satisfy condition (C). One might hope that a
stronger positivity assumption on the line bundle will imply that T satisfies
condition (C). However in [D-P-S 94], the authors give an example of a line
bundle L on a ruled surface X that is numerically effective (i.e. L.C > 0, for
every curve C of X) and which only admits one positive (singular) metric ¢
(up to additive constants); thus T' = ddp does not satisfy condition (C).
We briefly recall their construction:

Example 2.4.4 Let 7 € C s.t. (1) > 0, and consider the manifold X
defined as the quotient of C x P! by the equivalence relation

(', [w']) ~ (2, [w]) iff 3(a,b) € Z? s.t. 2' = z+a+br & [w'] = [wo, w; +bwy)

We denote by m the canonical projection of C x P! onto X and by p; the
canonical projection of C onto the elliptic curve E = C/Z[r]. The mapping

p: X — C/Z[7]
m(z,[w]) —  pi(2)

ezpresses X as a ruled surface over E. We denote by E, the elliptic curve
at infinity 7({(2,[0,1]) e Cx P! /z € C}) ~ E.

It can be shown (see [D-P-S 94]) that the line bundle Ly, corresponding
to the divisor E is nef and only admits one positive metric (up to additive
constants), hence Too = [Ex| does not satisfy condition (C) since VK CC
X \ SuppToo, KT = X. Moreover Qo = X \ SuppTy is Stein since the
function f(z,[w]) = (Sw)? + (Rw — S2/S7)? is smooth, well defined in Qoo
and easily seen to be a strictly psh ezhaustion function for Q ; therefore
condition (C) is not necessary for X \ SuppT to admits a psh ezhaustion
function.
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Question 2.4.5 Let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on a
projective algebraic manifold X s.t. [T] = ¢1(L) for some positive holomor-
phic line bundle L on X. Does T satisfy condition (C) ?

2.5 Stein manifolds

The proofs of our main results show, with very slight modifications, that
they also hold on Stein manifolds (essentially the uniform estimates have to
be performed on compact subsets of the manifold).

However, as there are some considerable simplifications on these ma-
nifolds to technical problems we came across when working on algebraic
manifolds, we therefore reformulate in this section some of the main results
after recalling a few well-known facts about Stein manifolds.

Fact 2.5.1 If X is Stein, then every holomorphic line bundle on X is posi-
tive and Pic(X) ~ H*(X,Z) ~ Div(X) (modulo linear equivalence).

A theorem of Docquier and Grauert [D-G 60] asserts that every locally
pseudoconvex open subset of a Stein manifold is Stein. Thus we have:

Fact 2.5.2 Let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on a Stein
manifold X then X \ SuppT is Stein.

2.5.1 Approximation of currents

The T-polynomially convex hull KT ofa compact subset K of a complex
manifold X is a closed subset of X defined in 2.3.1. Notice that it is compact
if X is Stein, since X admits a smooth psh exhaustion function.

Proposition 2.5.3 Let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on
a Stein manifold X s.t. [T] = c¢1(L) for some L € Pic(X). Then T satisfies
condition (C) and for every compact subset K of X, we have

KT =pr(K) = {a: € X /Vh € O(X), |h|(z)e™*® < sup|h|e“”} ,
K

where @ is a metric of L which is a potential for T.

Proof:

We can assume X is a closed complex submanifold of CV (for N large
enough). By a theorem of Docquier-Grauert [D-G 60], there exists a holo-
morphic retraction 7 : V — X defined in a neighborhood V' of X in CV.

Let {U,} be an open covering of X trivializing L. Let gog € O*(Uag) be
the associated transition functions of L and let ¢ = {po € PSH(Uqa)} be
a positive metric of L which is a potential for T. Considering a finer open
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covering, we can assume the ¢,’s are defined in some slightly bigger open
subset U/, so that B(z,e) N X C U/, for every z € Uy N B(0,2R) and € > 0
small enough, where R is a positive constant to be chosen later.

Now 7*L is a positive holomorphic line bundle on V and Gag : = gop ©
T € O* (Llaﬂ) are its transition functions associated to the trivializing open
covering {U,} = {n~'(Uy)}. Thus @ = {Ba} : = {pa o 7} satisfies G, =
@ + log |Gepl in Uaﬂ = U, nuﬂ, i.e. ¢ is a positive metric of 7*L on V.
A straightforward computation shows that (z € Suppdd®(p)) < (n(2) €
Supp dd©yp).

We can regularize this metric in V N B(0,2R) in the following way ; we
set

F(2) = /C  Galw)xe(z ~ wldA(w),

where x. is a smooth non-negative function in CV, invariant by rotation,
with compact support equal to B(0,¢) and s.t. fv xe = 1. Thus for € > 0
small enough, ¢, is a psh function in Z, N B(0,2R) and one easily checks
that :

i) @& = @5 +log|Gag| in Usg N B(0,2R) ;

ii) @5 (2) = Pal2) if d(2,Suppdd®®) > € and ¢5(2) > Po(z) otherwise
(here d stands for the euclidean distance in CV).

Let g be a non negative test function in CV s.t. fg = 1 in a neighbo-
rhood of B(0,R) = {z € CV /|z| < R} and 8 = 0 outside B(0,2R) NV. Let
f bea smooth positive metric of L on X and consider

¥ =0p.3° + (1 —6g)f o m + Amax(|z|? — R%,0).

Then for a choice of A > 0 large enough, ¢ defines a continuous positive
metric of 7*L on V s.t. ¥¢ = ¢ on V N B(0, R).

Now let K be a compact subset of X\ Supp T and fix R > 0 large enough
so that KT cc XN B 3(0, R). Then for € > 0 small enough, the continuous
positive metric ¢¢ := ¢| " of L on X satisfies 1nfSupp TAB(O, R)(z/) —p)>0=

supg (¥ — @), hence KT cC X \ SuppT and T satisfies condition (C).
The equality KT = pr(K) follows from a standard application of the
techniques of L2-estimates on Stein manifold (see [H6 88] and the proof of
proposition 2.3.2) noticing that we can regularize any positive metric of a
holomorphic line bundle on compact subsets of a Stein manifold and add a
small smooth strictly psh function as well. O

Remark 2.5.4 Note that X \ SuppT is usually not a Runge domain, i.e. T
does not necessarily satisfies condition (C') obtained by replacing dd°f > —T
by ddf > 0 in the definition of KT (take e.g. X = C? and T = [{z, = 0}]).
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Theorem 2.5.5 Let T' be a positive closed current of bidegree (1,1) on a
Stein manifold X. Assume [T] € H*(X,Z), i.e. [T] = c1(L) for some holo-
morphic line bundle L on X. Then there ezists N; € N and s; € T'(X, L)
on X s.t.

i) Tj = I—V]';[{Sj = 0}] = T in the weak sense of currents;

i) {s; =0} = SuppT in the Hausdorff metric;

i) Vz € X, v(Tj,z) = v(T,z).

Proof:

By Siu’s theorem we can decompose T as T = 3,5 Aj[Z;] + R.

We can weakly approximate each current [Z;] by positive smooth (1,1)-
forms wf s.t. moreover Suppw; — Z; as € — 0 (for this we can regularize
[Z;] on a compact subsets of X and add a smooth strictly psh function that
vanishes on a large compact subset of X as it has been done in the proof of
proposition 2.5.3). We can therefore weakly approximate T' by currents

m +oo
Tm =Y _NlZ]+R+ Y, AjwS™ =[Hnp]+ Ra,
j=1 j=m+1

with convergence of the supports in the Hausdorff metric and convergence
of the Lelong numbers since A\; — 0 as j — +oo.

Now [ATy,] = [AT] = c1(L) since w;™ is cohomologous to[Z;], Trm satisfies
condition (C) by proposition 2.5.3, and codimcE.(Rp) = codimcE.(R) >
2; thus we can use an analogue of theorem 2.4.1 in the Stein case to get an
approximation of Tj, by rational divisors which yields the desired approxi-
mation for 7. a

2.5.2 Rational convexity

" Since every divisor is positive on a Stein manifold, the analogue of defi-
nition 2.2.1 in this case is the natural generalization of the standard one in

cm .

Definition 2.5.6 Let K be a compact subset of a Stein manifold X ; the
rational hull of K is defined by

r(K) = {m € X /VH complez hypersurface of X, m € H = HNK = 0},

and K is said to be rationally conver when r(K) = K.
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As in the algebraic case, r(K) is a compact subset of X and r(r(K)) =
r(K). Since every positive closed current of bidegree (1,1) with integer class
satisfies condition (C) on a Stein manifold, we have the following analogue
of theorem 2.2.5:

Theorem 2.5.7 Let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on a
Stein manifold X s.t. [T] € H*(X,Z).
Then X \ SuppT can be ezhausted by rationally convex compact sets.

Finally a very similar proof to that of theorem 2.2.8 gives

Theorem 2.5.8 Let S be a smooth compact totally real submanifold of a
Stein manifold X ; the following are equivalent :

i) S is rationally conver.

i) There ezists a smooth Hodge form @ for X s.t. j*6 = 0, where j :
S — X denotes the inclusion map.

2.6 Appendix: Regularization process

It is in general not possible to approximate positive currents by positive
smooth forms on complex manifolds. However this can be done on homo-
geneous manifolds (i.e. complex manifolds with a transitive group of auto-
morphisms) where there is a natural regularization procedure. We explain
here how to regularize the positive singular metrics of a holomorphic line
bundle on a compact homogeneous manifold. The case of positive currents
was considered by Richthofer (see [Hu 94]).

Let X be a compact complex homogeneous manifold ; let G be the connected
component of the identity of Aut(X) and let H = {g € G/ g(zo) = zo} be
the isotropy group of a point £y € X ; then X is naturally isomorphic to
G/H. Let T be a (1,1)-positive closed current on X = G/H and let x €
C3°(G) a non negative function with compact support in G, s.t. x(id) > 0
and [; x(g)dg = 1, where id stands for the identity element in G. We define

T, = [ x(6) -+ (D)o,

where dg is the Haar measure on G and [, will stand for the multiplication
on the left by g both in G and in X = {g.H}, according to the context. It
is clear from the definition that T} defines a smooth (1,1)-positive closed
current on X. Furthermore,

Theorem 2.6.1
i) Ty, is cohomologous to T.
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i) If T is strictly positive at a point g, then T, is strictly positive on
U.zg = {g(z0) € X /g € U}, where U is the interior of the support of x (in
particular, T, is strictly positive at zg).

We refer to [Hu 94] for a detailed proof.

We now define the regularized metrics ¢° of a given metric ¢ of a pseu-
doeffective holomorphic line bundle L on X. We first construct a pseudo-
distance function on X that will tell us exactly when ¢° is equal to ¢.

- Let ® be a biholomorphic map from a relatively compact open neighbo-
rhood U of zero in CV onto a relatively compact open neighborhood V' of
the identity in G which maps 0 to id; we write here X in the Klein form
G/H. We can assume that U is included in the unit ball of C¥ (N is the
complex dimension of G). We define a positive function on G? via

_J e gt ifglfevV
D(g,f) = { 1 otherwise

where ||¢|| stands for the euclidean norm of ¢ in CV. This is a (a priori)
non symmetrical non-negative function on G2 which is bounded by 1, upper
semi continuous and obviously satisfies D(g,f) = 0 iff g = f. When F is
a closed subset of G, we define Dr(g) = infscr D(g, f). If F is invariant
by multiplication on the left by the elements of H, i.e. h.F = F, then
Y(g9,h) € G x H, Dr(9) = Dp(h.g) since D(h.g,h.f) = D(g, f) for any
f € F. This allows us to define a similar function on X : if K is a closed
subset of X, we set dx (z) = Dy-1(k)(2z) where 7 : G = X = G/H is the
canonical projection and z; is any element in 7~!({z}). The definition is
independent of the choice of the preimage z, thanks to the invariance of
7n~1(K), and we have:

1) 0<dk(z)<1,VreX
2) dg(z)=0&z€K
3) dk is upper semi continuous

The sets K, = {r € X / dk(z) = d(z, K) > €} (¢ > 0) are therefore compact
subsets of X which exhaust X \ K when ¢ decreases towards 0.

Let 0. be a usual approximation of the identity for the convolution pro-
duct in CV and x, the related approximation in G, that is:

6. € C°(CN) is invariant by rotation
{ e >0and [0 =1
Suppf. = B(0,¢)
and we then define x. on G by x:(g9)dg = (®71)*(6:(¢)d(¢) so that x. is a
positive test function on G with |, ¢ Xe = 1 and the support of x. converges
to {id} as € decreases towards 0.
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Let now ¢ be a singular positive metric of a pseudoeffective holomorphic
line bundle L. That is ¢ is a given set of plurisubharmonic functions ¢, in
U,, where {U,} is an appropriate open covering of X. The line bundle is
trivial in each open subset U, and is described by the transition functions
9op € O*(Uap)- The s satisfy the relations po = @g + log|gag| in Uags.
Considering a finer open covering we can assume (and we will in the sequel)
that all the functions ¢, (resp. gog) are defined in some slightly bigger open
subsets than U, (resp. Uap).

Since dd®(pq) = dd®(pg) in Uag, the curvature form of the metric is
globally well defined and its support Supp dd®p as well.

The line bundle 7* L is well defined and holomorphic on G, and we denote
by Gop = gapo its transition functions associated to the covering TN (Uy).
We define a positive metric ¢ of 7*L by ¥ = p o .

Similarly to the case of currents, we set

{ 05 (@) = [o Xe(9)5-1 (0a(z))dg,
Y5 (2) = ¢f o m(2) = [ xe(9)¥alg™-2)dg.

These are smooth functions that are well defined in Uy, resp. 7~ (U,) if
¢ > 0 is small enough, since ¢, (resp. ¥4) is defined in a slightly bigger
open subset than U, (resp. 77 (Ua))-

Proposition 2.6.2 The functions ¢° = {¢5} (resp. ¥° = {¢5}) define a
smooth positive metric of L (resp. w*L) which is strictly positive at a point
z whenever @ is strictly positive at .

©° (resp. YF) decreases towards ¢ (resp. 1) when € decreases towards 0
and Supp dd°¢® (resp. Supp dd°y*®) converges to Suppdd®y (resp. Supp dd®p)
in the Hausdorff metric.

More precisely, for € small enough we have

{ ¢ (z) = o(z) if di(z)=d(z,Suppdd®p)>e
¢*(z) > p(z) if 0<dk(z)<e

where K denotes the support of dd°p.

Proof:
From o = ¥ + log |Geg| in 71 (Uyg) we deduce

Ve =¥+ [ x6(6) 08 Gaplg™2)ldg = it [ 0.(0) 108 |Ges(@(0) 2

Now the function h : { — log|Gqs(®(¢)~1.2)| is pluriharmonic in U and
therefore the last integral is equal to h(0) = log|Gqap(2)| since ®(0) = id.
Thus ¢, = 95 + log |Gqp| and ¢* is a smooth metric of 7*L. Of course this
also gives the corresponding result for ¢°. The positivity assertions directly
follow from the fact that dd®p® = T,, with the notation of theorem 2.6.1.
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Fixing « and z we denote by H the plurisubharmonic function defined
in a neighborhood of 0 in CN by H(¢) = 95(®(¢)~.2). Thus

¢§(z)=/ L(Q)H(¢)d¢ = /0 s(d{>/9 ), ife >¢,

since 6 is invariant by rotation and H is plurisubharmonic. Therefore 9° is
decreasing and ¢° as well. It is now enough to prove the last assertion to
obtain the whole proposition.

It is absolutely equivalent to proving the similar results for %, i.e.

{ ¥°(2) =9(2) if Dr(2) = D(z,Suppdd®y) > ¢
Pe(z) >(2) if 0<Dp(z)<e

where F = Supp® = 7~ }(K). Of course this implicitly means that for each
a and each z € 77}(U,) the inequalities between 1, and 95 hold, but we
don’t write the subscript o anymore. Setting { = ®(g), we have

P(z) = /V xe(9) (97" -2)dg
= /U xe(®(0)H(@(Q) 2| Jac®(¢)Pdg
- / 6.(0)F(C)d,
U

where ¢ = f(¢) = ¥(®(¢)!.2) is a plurisubharmonic function (in fact a set
of plurisubharmonic funtions, but we omit to mention it from now on) since
& is holomorphic and the group operations g — g~! and g — g.z as well.
Therefore

{ ¥°(2) = f(0) =9(2) if deyet(0,Suppdd®f) > ¢
%% (2) > f(0) = ¥(2) otherwise

A straightforward computation shows that the Levi form of f at the point ¢
applied to w satisfies L ;(¢).w = Ly(®(¢)™*.2).(J(¢).-w), where J(¢) denotes
the jacobian matrix of the map ¢ — ®(¢)~!.z which is biholomorphic.
Hence Suppddf = ®1([Suppdd®y]~'.z) and if e < 1,

deuct(0,Suppdd°f) 2e & }gg, [ (f o)l 2 €
& Dp(2) >¢

O

As an application we have the following:

Corollary 2.6.3 If L is a holomorphic line bundle on a compact complez
homogeneous Kihler manifold, it is equivalent to say that L is pseudoeffective
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or nef or semi-positive: given a singular positive metric ¢ on L, ©° is a
smooth positive metric of L.

Moreover, if there exists a singular metric ¢ of L s.t. dd°p is strictly
positive at one point, then L is positive.

Proof:

The equivalence between the three notions of weak positivity directly
comes from [dd°y] = [dd®¢f] since [ xc(g)dg =1 (cf %) in theorem 2.6.1).

Let now ¢ be a singular metric of a holomorphic line bundle L which
is strictly positive at some point @ € X. Fix ¢ > 0 small enough, then
T = dd°y® is a smooth positive current which is strictly positive at a. Thus
T, is a smooth positive current cohomologous to T' which is strictly positive
in U.a by theorem 2.6.1, where x is any positive test function on G with
Jox =1 and U is the interior of the support of x. Since the action of G
is transitive on X, we can cover X by a finite number of Uj.a (we don’t
necessarily assume that id € U; here) and obtain that way a current S =
% ;=1 T),; which is smooth, strictly positive and cohomologous to T, i.e. S
is a Kahler form on X s.t. [T] = [S].

It is now a standard consequence of Hodge theory on compact Kahler ma-
nifold that there exists v € C*°(X) s.t. S = T'+ddv. Therefore G, = ¢, +v
defines a smooth metric of L s.t dd°G = S is Kahler. O
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Chapitre 3

Compléments

3.1 Controle des directions complexes tangentes

Nous affinons ici nos résultats d’approximation des courants (théorémes
2.4.1 et 2.5.5), en montrant qu’on peut également faire en sorte de controler
les directions complexes tangentes aux diviseurs en un point ou le courant
admet une singularité logarithmique. Comme il a été annoncé au paragraphe
1.2.4, cela va permettre d’obtenir un procédé d’approximation stable par
éclatement. Nous commencgons par établir ce résultat localement.

Proposition 3.1.1 Soit ¢ une fonction psh dans A™(r) (polydisque de C*
de rayon r centré en 0) telle que p(z) < vyloglz| + C dans A™(r) avec
4 > 0. Soit 7 : A — A™(r) I’éclatement de A™(r) en 0 et E = 7~ 1(0).

Alors il eziste des fonctions f; € O(A™(r)) et des entiers N; € N tels que

i) p; = 5 log |fj| — ¢ dans Lj,(A™(r)),

) v(dd®pj,z) = v(dd°p, ) pour tout point z € A™(r),

i) Suppdd®p; — Supp dd®yp en métrique de Hausdorff,

iv) Supp (r*dd®p; — v(dd®pj,0)[E]) — Supp (7*dd°p — v(ddp,0)[E])
pour la métrique de Hausdorff dans A.

Démonstration:

Le théoréme 2.5.5 fournit une suite d’approximants (¢;) qui vérifie i),ii),iii),
de plus iv) est automatiquement vérifié si SuppT' N E = E, ou T' =
7*dd°p — [E]. 1l nous faut procéder différemment si SuppT'NE C E
(cf exemple 1.2.16). On travaille dans la carte {¢; = 1} de A avec le
systétme de coordonnées (z; = 21,23 = (2,...,Zn = (p), ainsi ¢(z) =
(1,712, . . .,T1%5) — vlog|z1| est un potentiel de T" dans 'ouvert

Q={zeC"/|z|<ret|nz;]<rji>2}=An{G =1}

La décroissance logarithmique de ¢ implique %(z) < %log [1 + |2/|?] + C,
o =’ = (2g,...,2,) et |22 = o |z|2. L’ouvert © est pseudoconvexe
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dans C*, on peut donc utiliser le théoréme 2.5.5 pour approximer 1 dans
2. On commence par approcher % par +; en utilisant la version Stein de
la proposition 2.4.2, les 1; vont vérifier 1;(z) < (v/2 — n;)log[l + |z'|?] +
n; log® |z| + C' dans £, ou n; — 0, et le théoréme 2.5.5 fournit des fonctions
fi € O() et des entiers N; tels que la suite ﬁlj- log | f;| approxime 1 au sens
i),ii),iii) avec [, |fj|?e~2Ni% < Cj (voir démonstration du théoréme 2.4.1).
On va montrer qu’on peut “redescendre” I’approximation dans A™(r).

Pour alléger les notations, nous n’écrivons plus I'indice j dans la suite et
nous supposons que 7; = 0. Pour z € , on note A™(z, (¢, d")) le polydisque
centré en z de rayon € > 0 sur la premiére composante et §' = (4,...,d) sur
les autres. Si f € O(92), |f|? est psh donc pour z € Q,

C
2 4 2
If(z)]® < g2 D) An(aed) 1l
Cs  oNsu / 2_—2N
< —= ¢ PAR(z,(e,8)) ¥ f|Pe P
g26%n=1) An<x,<e,a)>| |
CeeN7C
< 55—2[1 + |22V
< Cs [1+ |2V

pour tout z € Q tel que € < |z1| < 2e. L'ouvert  est un domaine de
Reinhardt connexe qui contient I’origine, on peut donc développer f en série
entiere dans §2:

f@) = ) aalz1)zs?... a3, o a=(as,...,an) et aq € O(A(r)).
aeN‘n—l

On a 2 [27|f(z1,6%2")|2d8 = T, |aa(z1)Plz2l? .. |z, |20 et Iinégalité
contrélant la croissance de f lorsque |z;| — 0 assure, pour 7/2 < |z1z;| <,
que :

2|a 1
S laate)f (7)™ < S loataie e < 06

a

Cela implique que a, s’annule en 0 & un ordre supérieur ou égal a
E(la] = [1 + N9)), olt |of = 37, ; et E()) désigne la partie entiére du
réel \. Les fonctions Fj(z) = zlE(HNj ") fj(21,22/21,...,2n/21) sont donc ho-
lomorphes dans A™(r) et la suite ¢; = Nljloglel approxime ¢ au sens

désiré. O

Dans la proposition précédente, il y a en fait convergence simple de tous
les nombres de Lelong directionnels (voir définition 1.2.11). La technique
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d’approximation fournit en effet un contréle de la norme L? des sections
holomorphes que ’on construit, par rapport & une métrique positive qui a
les mémes nombres de Kiselman que le potentiel de départ, le lemme suivant
permet de conclure.

Lemme 3.1.2 Soit Q un ouvert de C* et ¢ € PSH(Q). Si fj € O(Q) est
telle que [, |f;|%e™2Ni% < 400, alors Vz € Q, VA € (R)™ et VA € Uy (C),

n .
o (el =0 A) 20 a2 )~
J

En particulier VA(NLj[{fj = 0}],2,4) = v)(dd®p, 2, A) si N% log |fi| = ¢.

Démonstration:

L’inégalité, qui traduit la non intégrabilité locale de e~2¥, ¢ étant une
fonction psh ayant une trop grande singularité logarithmique, est une consé-
quence immédiate de la proposition 5.4 de [Ki 94] (lorsque A = (1,...,1), le
résultat correspondant sur les nombres de Lelong est dii & Skoda).

- Sip; = Nijlog| fil = ¢, l'inégalité inverse provient des propriétés de
semi-continuité des nombres de Lelong directionnels. Il y a donc conver-
gence simple de tous les nombres de Kiselman. a

Cette observation montre qu’il y a également convergence simple des
nombres de Kiselman dans les théorémes 2.4.1 et 2.5.5. On en déduit le
raffinement suivant du théoréme 2.4.1.

Théoréme 3.1.3 Soit X une variété compacte projective algébrique et T
un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur X. On suppose que

a) [T] = ¢(L) ot L est un fibré holomorphe en droites positif sur X,

)T =3%_1 Aj[Z]+ R ot R € T(X) est tel que les ensembles de niveau
E.(R) sont de codimension supérieure ou égale d 2 (pour ¢ > 0),

¢) T satisfait la condition (C).
Soit I un sous ensemble dénombrable de E+(R) : = .o Ec(R). Alors il
eziste Nj € N et s; € T'(X, L) tels que

i) Ty = —1%;[{33- =0} = T au sens faible des courants;

i) {sj =0} — SuppT en métrique de Hausdorff;

i1) vA(Tj, ¢, A) = va(T, z, 4), V(z, ), A) € X x (RT)" x Uy (C);

w) Vz € I, E4(Tj) — E(T) en métrique de Hausdorff, ot E;(T) désigne
le support du transformé strict m*T — v(T, z)[n~'(z)] de T dans I’éclatement
m:X = X de X en .

Démonstration:
Soit K = K; un compact T-polynomialement convexe de X \ SuppT et
P1,-.-,pj € I. Le théoréme 2.4.1 assure P'existence de h = h; € T'(X, L)



78 CHAPITRE 3. COMPLEMENTS

telle que KN D = 0 (o0 D : = {h = 0}); quitte & considérer h + &f
(0 <e <<1),ou f € (X, LM) est une section holomorphe qui ne s’annule
pas en pi,...,pj, on peut supposer que p; € X \ D.

I1 est bien connu que X \ D est Stein puisque D est positif (cf remarque
2.3.9); le fibré LM est trivial dans X'\ D et un potentiel de T y est donc défini
par une fonction psh ¢. En travaillant dans une carte de I’éclaté de X\ D aux
points pj, ..., p;, on obtient une version de la proposition 3.1.1 valable dans
X \ D; on utilise pour cela des estimées L? par rapport & un poids 9, légére
modification de ¢ (cf proposition 2.4.2), qui a la méme croissance que ¢ au
voisinage de D. Les fonctions holomorphes que I'on construit dans X \ D
se “prolongent” donc & travers D pour définir des sections holomorphes de
LNM qui vont fournir approximation souhaitée. m]

Corollaire 3.1.4 Le procédé d’approzimation est stable par éclatement et
contraction. En particulier, tout courant positif fermé de bidegré (1,1) sur
une surface réglée rationnelle est approrimable au sens précédent.

3.2 Extension des métriques d’un fibré positif

Une réponse positive & la question 2.4.5 (i.e. tout courant T € T(X) tel
que [T] = ¢(L), L > 0, satisfait la condition (C) sur X compacte projective)
aurait plusieurs conséquences intéressantes sur les problémes de convexité
rationnelle et d’approximation de courants. Nous en mentionnons deux.

Conséquence 1: Soit X une variété compacte projective et T € T(X) tel
que [T] = ¢(L) pour un fibré holomorphe en droites positif L sur X.
Alors T est approximable au sens des théorémes 2.4.1 et 3.1.3.

Démonstration: Le théoréme de Siu assure que T se décompose sous la
forme '
T =) cZ]+R,
j21
avec codimcE¢(R) > 2, Ve > 0. Si {j / ¢; > 0} est fini, on peut appliquer le
théoreme 3.1.3 ; sinon on peut approximer 7' par

Ng
Ti=) Cg-k) [Z;] + R,
i=1

ou cg-k) — ¢j et Ny — +oo sont choisis de telle sorte que [Tx] = [T] = ¢(L)

(c’est possible puisque H1(X,R) N H?(X,Z) est de type fini), alors chaque
T} vérifie les hypothéses du théoréme 3.1.2. a
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Conséquence 2: Si X est une variété projective telle que H?(X,Z) = Z
(e.g. une hypersurface de P*, n > 4) alors r = ry = r3.

Cherchant a répondre 4 la question 2.4.5, nous avons été amenés i nous
intéresser au probléme d’extension suivant. Soit L — X un fibré holomorphe
en droites positif sur une variété compacte projective X et T' = dd®p € T(X)
tel que [T] = ¢(L) (i.e. ¢ € P(X,L)); quitte & changer T en kT (resp. L
en L¥), on peut supposer que L est trés ample et réaliser X comme une
sous-variété complexe de P" de telle sorte que L = O(1)x (théoréme de
Kodaira). Il est naturel de se demander si ¢ est la restriction & X d’une
métrique ¢ € P(P", O(1)) telle que Supp (dd°y) N X = Suppdd®yp. Cela as-
surerait la condition (C) puisque I’on sait régulariser 9 sur P" (cf Appendice
2.6). Notons que ce probléme d’extension (sans contrdle du support ni de
la croissance) a été considéré par Sadullaev lorsque X est Stein et L est le
fibré trivial (cf [Sa 82]). Dans le cas ou la métrique initiale ¢ est lisse et de
courbure strictement positive, on a le résultat suivant dii & Schumacher [Sc
93].

Théoréme 3.2.1 Soit X une sous-variété compleze de P™ et ¢ une mé-
trique lisse de O(1)|x telle que dd°p est une forme de Kdhler sur X.

Alors il eziste 1 une métrique lisse de O(1) sur P™ telle que dd% est une
forme de Kdhler sur P" et Y x = .

Nous commencons par établir une inégalité élémentaire.

Lemme 3.2.2 Soity, ety deuz métriques d’un fibré holomorphe en droites
L sur une variété compleze X. Alors 1 := log [e’l’1 + e¢’2] est une métrique
de L sur X qui vérifie

e¥dd® > ¥ ddy, + e¥2ddCeps.

Démonstration:

Si gop € O*(Uyp) sont les fonctions de transition du fibré L dans un
recouvrement trivialisant L, les métriques 1; sont définies par des fonctions
Ve € Liy.(Ua) telles que ¢}, = ¢} + log|gag| dans Usg. On a donc eba +
e¥a = 291 [ewll’ + e‘bf’] dans Uyp et g 1= log [e"’«lx + e”’g] définit bien une
métrique de L sur X.

Pour établir I'inégalité, on suppose les métriques lisses, il suffira de ré-
gulariser localement pour obtenir le cas général. On a

i) i)
% - ewl 5’(‘% + e¢2 51%
0z; e¥1 + e¥2

)
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d’ou

i = e 61/}1—821/)1 +e¢2_____821/)2
02;0Z, 0207, 0207y,
- Oy I Oty 0o
Y ) ot P2
e {e 97 07 | © 0z azk}

_ o 0o o 0o }
—_e—20 ) 1 ZFL Y2 Z V2 1 271 Y2 272
¢ {e 0zj te 0zj } {e 0z te 0z |’

et on en déduit que
e¥Ly(z).w = €¥' Ly, (2).w + e¥2 Ly, (2).w + |(Vep1, W) — (Vipo, @)%,
ol Ly(2z).w désigne la forme de Lévi de 9 en z appliquée au vecteur w. O

Démonstration du théoréme 3.2.1:

On commence par étendre ¢ de maniére lisse en une métrique hermi-
tienne ¢ de O(1) sur P" sans se préoccuper de la positivité. La fonction
o : z +— [dist(z,X)]? est lisse dans un voisinage de X et sa forme de Lévi
calculée sur X

Ly(2) = 2|(Vdist(2), w)|?

montre que o est strictement psh dans les directions normales & X. Or
Lj(2)w = Ly(z).w > 0 si w € TE(X) \ {0} puisque dd°p est Kéhlerienne
sur X, donc @4 := @ + Ap est une métrique lisse de courbure strictement
positive dans un voisinage V' de X si on fixe A assez grand.

Soit @ une fonction positive & support compact dans V telle que § = 1
au voisinage de X. Soit G une métrique lisse de O(1) dans P" telle que dd°G
est une forme de Kahler. On pose 11 = 64 + (1 — 0)G, c’est une métrique
lisse de O(1) dans P". Le théoréme de Chow assure que Y = (_,{s; = 0}
ou s; € I'(P", O(M)). Soit

1 1 SN
¢2—§G+mlog [gm ]

c’est une métrique de O(1) sur P* qui est lisse hors de Y et de forme de
courbure strictement positive. Notons de plus que e*M¥2 est lisse. Soit

Yo 1= ﬁ log [e‘iMwl + e4M¢2+C] .

Alors 1c est une métrique lisse de O(1) sur P" telle que ¥c|x = ¢ puisque
Po1x = —00 et 1 x = G x = ¢. De plus le lemme précédent assure que

e*M¥e ddeipe > eMV1ddcey, + %eC eM¥244°G > 0
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pour un choix de C' > 0 assez grand. i

Les hypotheses de régularité et de positivité dans le résultat précédent
sont cruciales comme on I’a vu dans la démonstration. Nous proposons & pré-
sent une idée de démonstration différente, susceptible de fournir I’extension
de métriques singuliéres.

Soit X une variété compacte projective, Y une sous-variété complexe
de X et L un fibré holomorphe en droites positif sur X. Etant donnée
@ € P(Y,Ly), on cherche ¢ € P(X,L) telle que )y = . On sait ap-
proximer ¢ dans Li (Y) par ¢; = N%logisﬂ ou s; € I‘(Y,LNJ‘|y) (cf
théoréme 9.1 dans [De 93]: on n’a pas besoin de la condition (C) si on
ne cherche pas & contrdler les supports des diviseurs {s; = 0}). Le théo-
réme d’extension d’Ohsawa-Takegoshi-Manivel (cf [M 93]) donne Pexistence
de S; € T(X,LY) t.q. Sjjy = s; ainsi qu'un contrdle de la norme L? de
ces extensions. On peut donc extraire une sous-suite 9 = ﬁk log |S;,| qui
converge dans Ll (X) vers ¢ € P(X,L). On éspere alors que Yy = @
L’exemple suivant montre qu’il n’en est rien a priori, si I’on ne dispose pas
d’information supplémentaire sur les extensions holomorphes Sj.

Exemples 3.2.3 Soit ¢’ € P(X, L) et H; € T'(X,LNi) t.q. ,—% log |Hj| = ¢
dans L}, (X) et N%log]sﬂ = p:= ¢|'Y dans L}, (Y), ot sj : = iy

Supposons que Y = {g = 0} est une hypersurface de X avec g € I'(X, L).
Soit f € T'(X, L) une section holomorphe gquelcongue et

Sj:=Hj+g- fNi ' e I(X,LY).

Alors Sjn, = s5; mais NleogISj| — 9 = max(¢/,log|f|), donc Yy # ¢ si
on choisit f convenablement.

Pour obtenir 9|y = ¢, il faut établir un résultat d’extension un peu
plus précis: étant donnée s; € I'(Y, LN lv), on cherche une extension S; €
['(X, L") telle que les dérivées de S; normales & Y s’annulent jusqu’a un
ordre Mj, avec M;/N; — a > 0 et avec un contrle en norme L2

Proposition 3.2.4 Pour une telle extension, toute valeur d’adhérence 1 de
la suite Nl] log |S;| vérifie Py = .

Démonstration:

Localement, on peut considérer une rétraction holomorphe w : V —
U, définie dans un voisinage tubulaire V' d’un ouvert U de Y et définir
Fj = sj o . Bien entendu, Nijlog |F;| = ﬂ'*(NLj log|sj|) =+ ¢ om dans V
et p omy = ¢. Supposons que N% log|S;| — 1, alors pour tout z dans X,
on a lim supw%logLS'j (z)| < 9¥(z) avec égalité pour presque tout z € X.
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En particulier, si £ € Y, on obtient limNleog |sj(z)] = ¢(z) < ¥(z) pour
presque tout £ € Y, donc ¢ < 9y

Réciproquement, supposons que Y est une hypersurface, elle est définie
dans V par {h = 0} ot h € O(V). Les fonctions F} et S; coincident & 'ordre
M sur Y donc il existe G; € O(V) t.q. Sj = Fj + hMi - G;. On a

log2

. 1 1
ujz_]%logthJ - G| < max (N log|SJ| 10 |Fj l) Nj )

J
donc u; est une suite de fonctions psh dans V' qui est localement uniformé-
ment majorée. Soit elle converge vers —oo uniformément sur les compacts
de V et alors 1 < ¢ o7 donc ¢y = ¢, soit on peut extraire une sous-suite
uj, qui converge vers u € PSH(V). Or pour z € Y, on a v(dd®u;,,z) >
u(%f:log|h|,a:) — a, donc v(u,z) > o pour tout z € ¥ = {h = 0};
autrement dit, v =u — alog|h| € PSH(V). On a

1 log2
— log|S;| < max log | F; ’lo h lo G —=Z
37 10811 < max (- log B, 37 og i + - 1ogI ) +
donc ¢ < max(p o m,alog |h| +v) et Yy = ¢
Si Y n’est pas une hypersurface, localement c’est une intersection com-
pléte et on peut procéder par étape successive. O

S’il semble raisonnable d’éspérer montrer un tel résultat d’extension des
sections holomorphes de fibrés positifs (en reprenant les techniques de [M 93]
et les simplifications apportées par Berndtsson [Be 96]), il faudrait - pour
pouvoir répondre & la question 2.4.5 - également contréler le support des
extensions. Ce dernier point semble beaucoup plus délicat et, probablement,
au moins aussi difficile & obtenir que la condition (C) elle méme.
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Chapitre 4

Courants positifs de bidegré
(1,1) sur les variétés
drapeaux de G Ly, (C)

Introduction

Let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on the complex
projective space P™~1(C) ; it is well known (see [Le-G 86] or [F-S 94]) that
there is a unique plurisubharmonic function ¢ € PSH(C™) s.t. 7*T = ddyp,
supg ¢ =0 and

v(Az) = alog|M + ¢(2), V(A,2) e Cx C™,

where 7 : C™ \ {0} — P™~1(C) is the canonical projection map and « is
the mass of T' computed with respect to the Fubini-Study K&ahler metric of
P™-1(C).

The purpose of this note is to show that there is a similar representation
for the positive closed currents of bidegree (1,1) on the flag manifolds of
the linear group GLy,(C). Formally a complex homogeneous manifold X =
G/H is flag if the closed subgroup H contains a maximal connected solvable
subgroup of the complex Lie group G (H is then said to be parabolic) ; when
G = GL,,(C), there is a quite explicit construction of these manifolds (see
paragraph 4.2) which actually justifies their name.

In the sequel we denote by 7(X) the set of positive closed currents of
bidegree (1,1) on the complex manifold X and we use the standard norma-
lization d = 8 + 0 and d° = 5=(8 — 9).

We first consider the particular case of the Grassmann manifold G, (C)
of k-planes of C™. To a current T € T (Gk,m(C)) corresponds in a unique
way a function ¢ € PSH(C™*) satisfying the functional equation

(A~ Z) = alog|det A| + ¢(Z), Y(A, Z) € GL(C) x C™,
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and normalized so that supg ¢ = 0, where B denotes the unit ball in C™*
(see theorem 4.1.1). We give an explicit regularization process for these
functions.

In paragraph 4.2 we prove a similar representation for the positive closed
currents of bidegree (1,1) on a general irreducible flag manifold of the linear
group (theorem 4.2.1). The non irreducible case is finally considered in pa-
ragraph 4.3. It is a straightforward consequence of the results established in
paragraph 4.2 but the notations become quite tricky.

4.1 Grassmannians

Let X = Gim(C) be the Grassmann manifold of k-planes of C™ (1 <
k < m). If we fix a basis (Z1,..., Z*) of an element E in X, every other basis
is obtained from this one by multiplication by a matrix A € GL;(C). Hence
X = M m(C)/GLi(C) where My ,(C) stands for the matrices with k lines
and m columns of rank k, and the action of GLg(C) is by multiplication
on the left. We set 7 : C™ \ 0% = M ,(C) — X, where OF, stands for
the (k,m)- matrices of rank strictly less than k, and we adopt the matrix
notation Z = [Z;;] = [Z%]1<i<k for the elements in Ccnk = M m(C). When
k=1, Ok = {0} and X = P™}(C).

Let (e1,...,em) be the canonical basis of C™, and e = e;; A...Ae;,, I =
(i1,...,%%), 1 <41 < ...< ix < m be the standard basis of AFC™. If Z =
[Z%)1<i<k € Cmk ZIN. . ANZk = Y1 A1(Z)er, where the Ay are homogeneous
polynomials of degree k satisfying Aj(A - Z) = (det A) - Ar(Z), for any
A € GL(C). Thus there is a well defined map

o: X =  PAFCM)
m(Z) = [Z'A...AZF]

which turns out to be a holomorphic embedding of X onto a compact
complex submanifold of P(A¥C™). This is the Pliicker embedding, and the
Ar(Z)’s are called the Pliicker-Cayley-Grassmann coordinates.

The charts Ur = {n(Z) € X / A;(Z) # 0} are biholomorphic to CFm—)
(if we formally set Z = [A, By] € Ur where Ar(Z) is the square matrix
obtained from Z in keeping only the k columns (i1,...,), then ¢y : 7(Z) €
Ur — AI‘1 (Z).B1(Z) € CHm=F) is a biholomorphic map) and form an acyclic
open covering of X, thus X is a projective algebraic manifold of dimension
k(m — k) (see [G-H 78]).

Let P = UQZO Pa with

Po = {(p € PSH(C™) / ¢ satisfies (%) and supp = 0} ,
B
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where B denotes the unit ball of C™* and
(*)a @(A-Z)=alog|det A| + ¢(Z), VY(A,Z) € GLi(C) X M mn(C).

To a function ¢ € P we associate a current T = L(p) € T(X) in the
following way : if U is an open subset of X and s: U — C™* \ OF, is a local
holomorphic section of m on U, we define T : = T, = dd*(pos) in U. If &'
is another holomorphic section of 7 in U’, then s’ = A-s in U N U’, where
A e O(UNU',GLg(C)) ; therefore det A is a nowhere vanishing holomorphic
function hence

Ty = dd°(p o s') = add®(log | det A|) + dd°(p o s) = T,

and T = L(yp) is a globally well defined positive closed current of bidegree
(1,1) on X. We have the following

1

Theorem 4.1.1 The operator L is an isomorphism between P (with the L;,,

topology) and T (Gk,m(C)) (endowed with the weak topology of currents).
Moreover, if ¢ € Py and T = L(yp), then

I7l= [ TackmRl_g,
Gle,m(c)

where w = L (5 log det(Z*Z)) denotes the Fubini-Study metric of P(AFC™)
restricted to Gg,m(C) in the Plicker embedding. The Lelong number of T at
the point m(W) is given by

v(T,x(W)) =sup {7 > 0/ p(2) < T logldet(Z - W)“Z =)+ O(1)} .

We first need to set up some informations about the class P. It is well
known that for Z = [Z;j] € My, (C) = C™, the matrix Z.}Z is hermitian
positive, and it is definite iff Z is of rank k (i.e. Z € My (C)).

Consider the map @ : Z € My m(C) — Z.!Z € Hj, where

H;} = {positive definite hermitian square matrices of size k},

and 'W = [Wj;] stands for the transpose matrix of W = [Wj;]. One easily
checks that @ is a surjective map. For H € ’H;:, we set

5H={Wecmk/WtW=H};

this is a compact real-analytic submanifold of C™ which is included in the
sphere of radius v/tr H centered at 0, since tr H = tr W.tW = ||W||%. Since
any H € ’H,'c" has a well defined positive square root, setting W = H~1/2. Z,
we obtain W.XW = I for Z € Sy (I}, stands for the matrix identity). Thus

Sy =HY?.8p,
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We define
I'(k,m,C) := {7 € GLini(C) [ (W) (W) = WEW, YW € ka} .

This is a compact subgroup of the unitary group [y,x of C™ which acts
naturally on the “spheres” Sp. If dy denotes its Haar mesure, we easily
check that for Z € My ,(C) and H € Hj :

| 1(@2 e w)dos, ) = [ f(H-1(2)dr, ¥F € L€,
Sy I'(k,m,C)

Let x. be a radial approximation of the identity for the convolution
product in C™ : x.(2) = p:(|Z|]?) = 52—},17;,17(“%/‘“2), where p is a smooth
non-negative function with compact support s.t. fmi p(||[W|*)dW = 1. For
@ € Pq, we define

we(2) = /ka o(Z — (ZIZ)V2 - W)xe(W)dW

= A(Z)m./ o(Z - (Z1Z) - W)pe(< ZZ -W,W >)dW
Cmk
1

= A(Z)m /ka Oo(W)pe(< Z —W,(ZXZ)7 - (Z = W) >)dW,

where A(Z) = det(Z.tZ) and < Z,W >= TW.Z denotes the usual hermi-
tian scalar product on C™, the equalities being justified by a linear change
of variables (for Z € My, ,(C)). Note that a change of variables W/ = A-W
(where A € GL;(C)) has jacobian equal to |det A|?™ since it corresponds
to the multiplication by a block-diagonal matrix of GLpy;(C) which has
m-blocks A on its diagonal. We have the following

Lemma 4.1.2 The functions @, lie in P, N C®(C™ \ OF) and decrease
pointwise to @ as € decreases to 0.

Proof: The smoothness of @, is clear from the last equality above and using
the second one we get:

Pe(AZ)
= A(AZ)™ / 0(AZ — A(ZXZ) AW )p.(< AZYAZW, W >)dW
Cmk

= alog | det AI/ A(AZ)™p.(< AZYAZW, W >)dW
Cmk

+A(Z)™ / 92~ (21T AW )pu(< (222 AW AW )| det AP,
Ccm

since < AZYAZW,W >=TW.AZZ'AW =< (Z1Z) AW} AW > .
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. Now [k A(AZ)™pe(< AZEAZW, W > dW =1 and |det A|*™ is the
jacobian of the change of variables W — !AW, hence

0e(A-Z) = alog|det A| + ¢c(2).

Since ¢, and ¢ have the same homogeneity constant and since, for A =
(ZtZ)™Y2? and W = A - Z, we get W.EW = I, it is enough to prove the
convergence for Z € Sy,. But in this case the first equality yields ¢.(Z) =
J ©(Z—W)x.(W)dW and the second term is the usual regularization process
of plurisubharmonic functions in C™ which has the desired convergence
property.

There remains to show that ¢, € PSH(C™*); now

0l2) = [ o2 (@ TP Wyp WP
=/ pe(tr H)/ o(Z - (ZXZ)Y? .- W) dog (W) dH
He#f WeSH

[ oterm) o(Z — H -1(2)) dy dH,
HeHy Y€ (k,m,C)

where dH denotes the Haar measure on the locally compact group #;. Since
VH,Vv, Z — Z — H -~(Z) is holomorphic, and p. > 0, ¢, is plurisubharmo-

nic. O

Remark 4.1.3 One can more generally regularize the positive closed cur-
rents and the positive (singular) metrics of holomorphic line bundles on a
complex homogeneous manifold (see [Hu 94] and the Appendiz 2.6).

Example 4.1.4 Consider f(Z) = 1logdet(Z.£Z). Clearly, f € PiNC*®(C™F\
OF) and we easily check that det(Z.tZ) = . |A1(Z)|? where the Ar(Z) are
the Plicker-Cayley-Grassmann coordinates and the sum is taken over all k-
indices I = (i1,...,1) s.t. 1 <141 < ...< iy < m, thus w = L(f) is ezactly
the Fubini-Study form of P(A*C™) restricted to X in the Plicker embedding,
hence it is a Kdhler form on X. Moreover if f; denotes the restriction of f
in a chart Uy ~ C¥™=K) it is standard, since fi grows ezactly like log™ |z|
that [y wFM=F) = [y n_iy (dd°fr)F™F) =1 (see e.g [K 91]).

Proof of theorem 4.1.1:

Let T be a positive closed current of bidegree (1,1) on G (C) ; S = m*T
is-a well defined positive closed current of bidegree (1,1) in C™ \ O%,. Now
Ok, is a closed subset of C™* of Hausdorff dimension equal to 2m(k — 1) <
2(mk—1)—1 (m > 2); it follows from a theorem of Harvey [Ha-P 75] that S
has locally bounded mass near OF, and extends trivially in a positive closed
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current of bidegree (1,1) in all of C™*. Hence there exists u € PSH(C™)
s.t. S = ddu.

Consider v(Z) = ka u(7y - Z)d~y where dvy denotes the Haar measure on
the unitary group 'y C GLi(C). Clearly v € PSH(C™) and if we set

hy:Z v~ ~-Z, then
hyS = hY(7*T) = (w0 hy)*T = 7*T = S,

hence dd®v = S and v is invariant under the action of any element of I'.

Let A € GLi(C) and define wy(Z) = v(A-Z)—v(Z). Since Uy = €?-I; €
I'y commutes with A, we have

wa(e? - Z) =v(A-Uy- Z) —v(Up - Z) = wa(2),

i.e wy is invariant by rotation. Now w4 is pluriharmonic in C™ since
w(A.) = n(.), hence it is constant and we get v(A-Z) = v(Z)+c(4), V(4,Z) €
GL;(C) x C™*. The polar decomposition A = U - H, where U € 'y and
H € ’H,i' is the positive square root of {A - A, implies c(4) = c(H) =

f(A1,..., Ak) where the A;’s are the positive square roots of the eigenvalues
of tA- A. Since we can change the order of the A;’s (permutation matrices
are unitary), f is necessarily symmetrical in (\,...,Ax). We clearly have

¢(A - B) = ¢(A) + ¢(B) hence by symmetry

k

FOL- M) =FOLL D)+t £ LX) =Y g(M),
j=1

where g(A) = f(A\, 1,...,1).

It is well known that M(0,r,v) = 5= 02” v(re?)dd is an increasing func-
tion of r if v is subharmonic. In our case, M(0,|)\| - |Z],v) = v(]A- Z|) =
v(AZ) > v(Z) for every complex number A s.t. [A| > 1, hence g(A) > 0 if
1Al > 1.

Consider h : R — R defined by h(t) = g(€*) ; then h(t+t') = h(t) +A(t'),
h(0) = 0 and h(t) > 0 if t > 0, hence h is increasing and there exists & € R*
s.t. h(t) = at; therefore g(A\) = alog|)| and ¢(A) = alog|det A|. This
proves the surjectivity of the operator L.

Since d and d° are continuous, £ is continuous. In particular if T = L(yp),
for p € Pq, and ¢, € P, are the smooth functions defined in lemma 4.1.2,
they tend to ¢ in L}, and T, = L(¢p.) are smooth forms which tend to T in
the weak sense of currents. But T, — aw = dd°v. for some smooth function
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ve(m(Z)) = pe(Z) — % log | det(Z.2Z)| on X. Using Stokes theorem we get

e—0

I = /T AWFm=R=1 _ i [ T A Wk Om—F)-1

= lim [ (aw + dd®v;) A W*(m—F)-1
e—0

= /awk(m'k) =a

Assume L(p) = L(¥) = T then m*T = dd° = dd°p in C™* and the
two functions have the same homogeneity constant, hence ¢ — v defines a
pluriharmonic function on X which is compact, thus ¢ — 7 is constant. The
normalization implies then ¢ = %, and £ is injective.

Now let T; — T in T(X), and v; = L7Y(T}), v = L71(T). We denote by
aj, o the corresponding homogeneity constants ; then a; = ||Tj|| = ||T|| = e
Since supp v; = 0 and (a;) is bounded, the sequence (v;) is locally uniformly
bounded from above and does not converge uniformly to —oco. We can extract
some convergent subsequence vj, = u in L},.. Necessarily u € P, and
L(u) =T, hence u = v by injectivity of £ and £~! is continuous.

The last assertion is a straightforward application, working in a coordi-
nate chart, of the standard fact that if T' = dd°u for some psh function u
in a neighborhood of the point z and if ( denotes local coordinates around
z, then v(T, z) = sup{y >0/ u({) < ylog|{—z|+O(1)} (see e.g. [De 91]). O

Remark 4.1.5 Let ¢ € P and let L,(Z).W denote the Levi form of ¢ at
Z applied to W € C™ . A straightforward but fastidious computation shows
that :

i) VA € GLi(C), and Y(Z,W) € Mym(C) x C*, L,(AZ).AW =
L,(Z).W, thus to determine the Levi form of ¢ it is sufficient to compute
it a a point Z € Sy, (i.e. ZXZ = Iy).

ii) VZ € C™ and VW € n(Z), Ly(Z).W = 0.

iii) L(p) is a Kahler form on X iff p € C®°(Mg,m(C)) and

Ly(Z).W =0+« A € Mi(C) s.t. W = A.Z < W € n(2).

In particular if f(Z) = %log det(Z.tZ) and Z € Si,, one can check that

k
LAZ)W = 3 3 W2 ~ oz (WA,

1=1

where pz denotes the orthogonal projector onto the k-plane w(Z) generated
by Z, hence Ly(Z).W > 0 with equality iff W € n(Z).
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4.2 Irreducible flag manifolds of GL,,(C)

We fix a decomposition of the integer m:
m=d;+dy+...+dgs1, kEN*,dj € N*.

We note d = (di,...,dx+1) and D; = Z{zl d;. A flag of type d in C™ is a
sequence of linear subspaces

{0} =Vocvic...CVpy =C"

s.t. dimV; = D;, V1 < j < k + 1. We denote by F(d) the set of all flags
of C™ of type d. In particular, for £ = 1 we get F(1,m — 1) = P™~! and
F(s,m—s) = Gsm(C). The group GLp,(C) acts in a natural way on F(d), and
this action is transitive. We can fix a special point V° in F(d) to determine
the corresponding stationary subgroup H(d) : = {A € GL,(C)/A-V0 =
VO}; F(d) will then be isomorphic to the quotient GLy,(C)/H(d). If (z;)
denotes the canonical coordinates in C™, we set

V)={2€C"/zm=---=z11p; =0} (0<j<k+1).

Then H(d) consists of invertible matrices of size m with square invertible
blocks of size dy,ds,...,dr+1 along the main diagonal, below these blocks
there are zeros, and above the elements are arbitrary. H(d) contains the
subgroup of upper triangular matrices which is a Borel subgroup (i.e. a
maximal connected solvable subgroup) in GL,,(C) hence H(d) is a para-
bolic subgroup, and one can show conversely that any parabolic subgroup
of GL,(C) is conjugate to one of the subgroups H(d) (see [Ak 95]). Thus
F(d) ~ GL,,(C)/H(d) is a flag manifold of GL,(C) of dimension

k k

s=m’ =) dis(m—D;) =) djnDj
§=0 =1

(with the convention Dy = 0), and conversely any irreducible flag manifold

of this group can be obtained in this way (see [Ak 95] or [M 97] for further

information about these fundamental manifolds).

For our purpose, we adopt the following description of F(d).

Since dgy; = m — Z;?:l dj = m — Dy is already determined by the other
d;’s, we can forget it, and Viy; = C™ as well. We denote by 0% the set
of matrices of Mp, m (Dj lines and m rows) which are of rank strictly less
than Dy. There is a canonical projection map

7 : C™Pk \ O — F(d) = (C™Px \ O%)/H(d'),

where d' = (dy,...,dr) and H(d') is the set of invertible square matrices
of size Dy with square invertible blocks of size dj,...,d; along the main



4.2. IRREDUCIBLE FLAG MANIFOLDS OF GLy(C) 91

diagonal, below these blocks there are zeros and above the elements are
arbitrary.

Theorem 4.2.1 Let d = (dy,...,dg,m — Dg) be a decomposition of the
integer m > 2, Dy = E;?:l dj, and let = : C™Px \ 0% — F(d) be the
canonical projection map.

There is an isomorphism L between the set P = Uger Pq and T (F(d)) ,
where RE = {a € R* /Vj, a; > 0} and Py = { € PSH(C™P*) [ supg p =
0 and ¢ satisfies (*)a}, where

k

(o @(A-2) =0(2)+ Y ajlog|det 4],
=1

VZ € Mp,;m(C) and VA € H(d') which has k blocks A; € GL4,;(C) on its
diagonal.

Moreover if T = L(p) for some ¢ € Py, then ©*T = dd°p and o; =
fXd p*T AQ;, where p: X4 := G4, m(C) X...Gg, m(C) — F(d) is the natural

projection map and ; = wfl(m-dl) A.. ./\wf i(m=di)=1 5 ./\w,‘:"(m'd"), where

w; stands for the pull-back of the Fubini-Study metric of the jt factor.

Proof: We set N = mDg.

Given ¢ € P, we define a positive closed current T = L(p) € T(F(d)) in
a very similar way to what has been done in the case of the Grassmannian,
setting T := dd°(y o s) whenever s is a local holomorphic section of .

Let T be a positive closed current of bidegree (1, 1) on F(d) ; we can define
a positive closed current of bidegree (1,1) in CV \ 0%, by setting § = 7*T.
Since OZ, is a closed subset of CV of Hausdorff dimension 2m(Dy — 1) <
2(N—-1)—1 (m > 2), S extends trivially in a positive closed current of bide-
gree (1,1) in all of CV, which satisfies f4S = S, for all A € H(d'), where f4 :
ZeCV sA4.ZeCV (with the matricial notation Z = [Zij]lﬁiSDk;lﬁjSm
for the points in CV, as it was done for the Grassmaniann).

We can thus write S = dd°u for some u € PSH(CN). We average u on
the compact subgroup I'(d) = 4, X ...x ['g, of the unitary group I'p, to
obtain a function v € PSH(CV) s.t. dd°v = S and v is invariant under the
action of I'(d'). . .

Let X = (A,...,2¥) € (C*)P* with ¥ = (X,...,X}) € (C")% and
Ay be the diagonal matrix of GLp,(C) with A},...,Aj,M2,..., Ak on its
diagonal. We set wy(Z) = v(A)-Z)—v(Z). This is a pluriharmonic function
in CV which is invariant by rotation since the matrices e - I, are in I'(d')
and commute with any other matrix. Hence wy(Z) = ¢()) is constant and
satisfies ¢(X - ) = ¢()) + ¢(p), with the obvious notations.

We can split ¢ into ¢(A\) = 229:1 cj(M), each c; satisfying a similar
functional equation. Since the permutation matrices are unitary, we can
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write for each j: . .
cj(N) = fj()\{) + ...+ fj()\fij).

Since we clearly have f;(1) = 0 and f;(a) > 0 for every complex number a s.t.
|a] > 1 (average properties of plurisubharmonic functions when restricted to
linear subspaces), we get the existence of a positive constant a; € RY s.t.
fi(a) = ajlog|al. This leads to

k
v(Ay-Z) =v(Z2)+ Zaj log | det A,
i=1

where A; stands for the j% block of the diagonal of A,.

The invariance of v under the action of I'(d’) and the polar decomposition

insures that
k

v(A-2Z)=v(Z)+ Zaj log | det A;],
i=1

for every invertible block-diagonal matrix A with k blocks A; of size d;.

Since v is invariant by rotation, we have v(A-Z) = v(Z) +¢(A) for every
matrix A € H(d') and we want to show now that ¢(A) =0if A € H(d') is
an upper-triangular matrix with diagonal equal to the identity matrix. We
need the following :

Lemma 4.2.2 Let A; € GLs(C) be an upper-triangular matriz whose dia-
gonal consists of complex numbers Ay, ..., \s satisfying

M=1and ) =-2,1<j<s—1,

then A2 = A2’ where A, stands for the diagonal (matriz) of As.

Proof of the lemma:

We show this by induction on s > 1. It is obvious for s = 1, so assume
it has been proved for some s > 1, and let As4; € GL;4+1(C) where the
diagonal elements of A4 are satisfying the required relations. We have by
induction hypothesis:

(A 0 ... 0 a ]
0 A .
A2" — . . . .
s+l N | : ’
0 ... 0 X as
[ 0 ... 0 0 AZ, |
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for some complex numbers a1, ...,as. Hence
s+1
A2 .. 0 b1
25+l _ 498 498 o :
As+1 - As+1'As+1 - 0 )\25+1 ’
. o0 s bs
9s+1
0 ... 0 A,

where b; = A?s .aj+a;. A%, = 0 thanks to the relations that the Ajs satisfy. O

Since ¢(A - B) = c¢(A) + ¢(B), we obtain ¢(4s) = c(A;); but 4, =
As(Ip, + N) hence ¢(Ip, + N) = 0. Since the elements above the diagonal
were arbitrary, this proves that ¢(Ip, + N) = 0 for any upper-triangular
nilpotent matrix N. In particular, if A € H(d') has k blocks A; along its
diagonal, then ¢(A) only depends on these blocks, and we have thus asso-
ciated to any positive closed current T of bidegree (1,1) on F(d) a function
v € PSH(CN) and non-negative constants o, ...,ax s.t:

k
m*T = dd°v and v(A- Z) =v(Z) + Y _ olog|det A;|, VZ, 4,
i=1

where Aj,..., Ay are the blocks of size dj,...,d; along the diagonal of A.
We normalize v so that supg v = 0 (B is the unit ball of C). This proves
the surjectivity of L.

There is a natural projection map p : X4 = G4, m(C) X ...x Gg, m(C) —
F(d) induced by the inclusion D(d') C H(d'), where D(d’) denotes the block-
diagonal matrices of GLp, (C) with k invertible blocks of size dy,...,d; on
the diagonal. The cohomology group H'!(Xy4, C) is isomorphic to C* and is
generated by wy, ..., wg, where w; denotes the pull-back of the Fubini-Study
metric on the j¥* factor; clearly if T = L(u) € T(F(d)) with u € P,, then
p*T € T(X4) is cohomologous to Z;?:l ajwj, and o = [ p*T A Q; as
stated in the theorem. Thus if T = L(u) = L(v), with u € P, and v € P,
then o = @ and 7*T = dd°u = dd®v, hence u — v is a radial pluriharmonic
function in CV, thus it is constant and the normalization yields u = v, i.e.
L is injective.

Since d and d° are continuous, £ is continuous. Conversely let T} — T in
T (F(d)) and v; = L7Y(T}) € Py, v = L7Y(T) € Pq. One easily checks that
p*T; — p*T in T (X4) hence ag-l) — a; for each j ; since moreover supg v; = 0,
the sequence (v;) is uniformly bounded from above on each compact subset
of CV and does not converge uniformly to —oco. We can extract a convergent
subsequence v, — u in L}, (CV); now L(u) = L(v) = T therefore u = v
by injectivity of £ and £~! is continuous; this completes the proof. O
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We now consider the case of “complete” irreducible flags (see [M 97]).

Proposition 4.2.3 Let T = L(p) € T(F(d)) with ¢ € P, and assume
di =dy=---=dg (i.e. F(d) is a complete flag).

i) Then 0 < o1 < ... < .

i) Let p; : F(d) — Gp;;m(C) be the natural projection map, where D =
Dy —D;_ = (k—i+1)d;, 1 <i<k, and let 6; be the pull back by p; of the
Fubini-Study Kdhler form on Gp;;(C); then 6 : = Efﬂ €ib; is a Kdhler
form on F(d) if € > 0 for each i.

i11) T is cohomologous to a Kdhler form iff 0 < oy < ...< .

If T is not cohomologous to a Kdhler form, there exists a morphism f :
F(d) = Y, where Y is a subflagmanifold of F(d), and there ezists T' € T(Y)
s.t. T = f*T".

Remark 4.2.4 The last assertion of the proposition can be seen as a gene-
ralization (in the case of complete flags) of the standard result that a semi-
positive holomorphic line bundle on a projective algebraic homogeneous ma-
nifold X is either positive or the pull back p*L of a positive holomorphic line
bundle L on'Y under a morphism p: X — Y, where Y is another projective
algebraic homogeneous manifold of lower dimension (see [Ak 95]).

For the sake of simplicity we will only treat the case k = 2. We first need
the following lemma

Lemma 4.2.5 Set X := G4, m(C) XG4, m(C) and let f; : Xg = F(d1,d1,m—
Ds), f : X4 = Gp,m(C) be the natural projection maps. Let T € T(Xq)
be cohomologous to cqw; + asws (where w; is the pull back of the Fubini-
Study Kdihler form on the i* factor) and set §(T) = infzen, v(T, z), where
Ag = {(7(21),7(22)) € X4/ (Z1,Z2) € OR2} is the “diagonal” of X4 (here
7: C™ \ 0% — Gy, m(C) denotes the canonical projection). Then

i) §(T) < min(ay, az);

i1) if 6(T) = a1, there exists Ty € T (F(dy,d1,m — D3)) s.t. T = fy(Th),
and conversely for every Ty = L(p) € T(F(d1,d1, m—Ds3)) with ¢ € P(q, a,);
infeen, v(fiT1,2) = 01;

i) if 6(T) = oq = g, there ezists T' € T(Gp,m(C)) s.t. T = f*T' and
conversely for every T' € T(Gp,m(C)) of mass o, infzen, v(f*T',z) = c.

Proof: First observe that

Ay = {(v(BZ),7(2)) € Xa/(Z2, B) € My m(C) x GLq, (C)}
= {(n(21),7(B'Z1)) € X4/ (Z1,B") € My m(C) x GLg,(C)} .

Let T € T(X4) be cohomologous to ajw; + asws, then T corresponds in a
unique way to a function ¢ € PSH(C™: x C™1) s.t. supg ¢ = 0 and

w(A1 24, A2Z2) = a; log | det A1| + ag log | det A2| + QO(Zl, Zz),
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V(A1, A2, Z1,22) € GLg,(C) x GL4 (C) x C™t x C™% (theorem 4.3.1).
Moreover (T, (m(X1),n(X2))) = sup{y > 0/@(Z1,2Z3) < log[det(Z; —

Xl)t(Zl - Xl) + det(Zz - Xg)t(Z2 - XQ)] + O(l)}

Consider A € C — @(Z; + ABZ,, Z;), where (Z,2,,B) is fixed in
M, m(C)x My, ;m(C)XG Ly, (C), then f € SH(C). Let v = v(T, (7(BZ2), n(Z2)))
there exists C' > 0 s.t. for |\| large enough,

I

O(Z1/A + BZa, Z3) < Llog[det(Z1/N)H(Zi]N)] + C < —vdy log || + C',
thus
f(X) = aadi log |A| + ©(Z1 /X + BZs, Z3) < dy(01 — ) log |A| + CL.

If v > oy this implies f = —o0; in particular f(0) = ¢(Z1, Z3) = —oo. Since
(Z1, Z,) was arbitrary we get v(T, (r(BZs),7(Z3))) < a; for almost every
(B, Z2) hence §(T) < ;. Similarly §(T) < as.

If v = a3 then f has to be constant, thus

(21 + BZy, Z3) = f(1) = £(0) = p(Z1, Z).

Therefore ¢ defines a current T € T (F(dy,d;,m — Ds)) if §(T) = o1 and
T = f{(Th).

Conversely if T' = f{(T1) for some T; € T (F(d1,d1,m — D3)), the func-
tional equation satisfied by ¢ shows that (T") = a;.

If moreover 6(T') = ap we obtain ¢(Z, Zo+B'Z1) = ¢(Z1, Z2),V(Z1, Z2, B')
in Mg, m(C) x Mg, m(C) x GLg4,(C). Now every M € GLp,(C) can be de-

composed into M = L - U with L lower triangular and U upper triangular
which we write in the following block-form

T4 0 4 B
b4 8 o [4 2]
Let Z = (21, Za) € Mp,m(C) and W = (W1, Wa) = U.M, then
p(M.Z) = @(LW)=p(A1W1,B'W: + A3Ws)
dlog | det A}| + log | det Ab| + (W1, Wa)

dlog l det L| + @(A1Z1 + BZ3, Ay Z)
= Jlog|det M|+ ¢(2),

thus ¢ defines a current TV € T (G p,m(C)) s.t. T = f*(T"). O

Proof of proposition 4.2.3:

Let p : X4 = Gg;;m(C) X Gg;m(C) — F(d) be the natural projection
map. Given a current T = L(p) € T(F(d)) with ¢ € P,, we can define
p*T € T(X4) which is cohomologous to ajw; + aswe with the notations of
lemma 4.2.5. By 4.2.5.ii) we know § = o < min(a;, o) therefore o < as.
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We have 0 = €16 + €20, = L(p), where ¢ = €11 + €292 With ¢;1(Z) =
Llogdet(Z.tZ), Z = (Z1, Z2), and @2(Z1, Za) = § log det(Z2.tZ3). Thus the
Levi form of ¢ satisfies

L(p(Z)W = €1L<Pl (Z)W + 62L¢2(Z2).W2

It follows e.g. from remark 4.1.5 that 6 is a Kahler form on F(d) if &; and
€9 are both positive.

Note that ¢ = €11 + €202 € P, with a = (e3,€1 +€2), thus if T = L(%),
1 € Py with 0 < a1 < ag, then T is cohomologous to a Kahler form by
ii). Now if a; = 0, then % is independent of Z; hence T = piT’ where
T € T(Ggm(C)). If 0 < a1 = ay then §(T) = oq = o hence by 4.2.5.iii)
there exists T' € T(Gp,m(C)) s.t. T = f*(T"). O

4.3 General case

Let X be a flag manifold of GL,(C), then X can be decomposed as
a direct product of irreducible flag manifolds X = F; x ... x [y, where
F; = ]F(dgz), - dfc’), m; —D®), DO = Ef‘zl dy). Since each factor is a Fano

manifold (i.e the ‘anticanonical line bundle K}, is positive), the vanishing
theorem of Kodaira yields H!(X) = HYY(F;) @ ...®© H%'(F;) and we can

show the following:

Theorem 4.3.1 Set K = Y\_ k; and N = ¥\, m;. DO,
There is an isomorphism L between the set P = U, ER(K)Pa and T(X),
+

where RS_K) = Ril X ... X Ril and P, = {¢ € PSH(CN)/supgyp =
0 and ¢ satisfies (*)a}, where

ks ] .
(*)a (‘D(A]-Zl’ o AlZl) = (p(Z17 R3] Zl) + Z Z a_g'l) 10g | det A_sz)ly
i=1 j=1

VZ' € Mpw pn(C) and VA € H(dD') which has k; blocks AY along its
diagonal.

The proof is a straightforward consequence of paragraph 4.2 as well as
the fact that we can express each coefficient ag-’) as the mass of the pull-back
of the current 7' computed with respect to a suitable positive smooth form
of bidimension (1,1) in a direct product of Grassmannians.
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