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Résumé: L’objet de cette thése est I’étude de Phomologie symplectique d’un
ouvert dont le bord est de type contact restreint dans un espace vectoriel sym-
plectiqgue. On construit une suite cofinale de hamiltoniens et de structures
presque complexes pour lesquels les orbites périodiques et les trajectoires de
Floer intervenant dans I’homologie symplectique sont toutes situées dans I’ou-
vert considéré. Les propriétés de cette suite cofinale montrent que Phomologie
symplectique d’un tel ouvert est locale. On contrble ainsi en particulier les tra-
jectoires de Floer associées a la capacité de Floer-Hofer de cet ouvert, ce qui
nous permet de montrer qu’une suite de telles trajectoires de Floer converge glo-
balement vers une courbe pseudo-holomorphe. On montre ainsi que la capacité
de Floer-Hofer d’un tel ouvert est au moins égale a son épaisseur de Gromov.

Abstact: The aim of this thesis is the study of the symplectic homology of an
open set which boundary is of restricted contact type in a symplectic vector
space. We construct a cofinal sequence of hamiltonians and almost complex
structures whose periodic orbits and Floer connecting orbits playing a role in
the symplectic homology stay in this open set. This property shows that the
symplectic homology of such an open set is local. It gives us in particular a
control on the Floer connecting orbits associated to the Floer-Hofer capacity of
this open set. This control allows us to prove that a sequence of such connecting
orbits converges globally to a pseudo-homolorphic curve. This proves that the
Floer-Hofer capacity of such an open set equals at least its Gromov width.
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Introduction

L’homologie symplectique, introduite par FJoer, Hofer et ai. dans [FH94],
est un des outils fondamentaux pour I’étude de la géométrie symplectique des
ouverts de Cn via les systémes hamiltoniens. Le point crucial de cette théorie
est de définir pour une variété non compacte I’homologie de Floer, introduite
par Floer dans [FI088] pour une variété symplectique compacte (M, v vérifiant
certaines hypothéses topologiques. Floer considere un analogue du complexe
de Thom-Smale-Witten pour I’homologie de Morse: ce complexe est engendré
par les orbites 1-périodiques d’un hamiltonien Il sur A/, gradué par I’indice
de Conley-Zehnder, et I’application bord est obtenue en comptant modulo 2,
entre deux orbites 1-périodiques de //, le nombre de solutions de I’équation aux
dérivées partielles elliptique

u:Z =Rx S1 M ,dju=-Vjll(v) (1)

dans laquelle J est une structure presque complexe calibrée par et Vj désigne
le gradient pour la métrique induite par J sur M.

Dans [FH94], les auteurs montrent comment combiner cette théorie de Morse
elliptique et la théorie des capacités symplectiques de [EH90a], [EH90b] pour
associer a un hamiltonien quasi-quadratique a l'infini sur (Cn,u;0) symplec-
tique standard une homologie de Floer HFTab\H, J) qui est de plus filtrée par
la valeur de la fonctionnelle d’action sur les orbites 1-périodiques de H. Les
propriétés fonctorielles de cette homologie de Floer permettent de définir I’ho-
mologie symplectique s[a*(U) d’un ouvert borné U de Cn comme la limite de
I’homologie de Floer de hamiltoniens tendant vers 0 dans U et vers I’infini hors
de U. En particulier, ils montrent dans [FHW94] comment définir une capacité
symplectique pour les ouverts de Cn a l'aide de I’homologie symplectique. Si
I’on considére une petite boule B(r) incluse dans [/, on dispose de morphismes
naturels

ab:S[y(U)-~syl(B(r))*rz2

pour 0 < £ < ~r2 < b qui sont surjectifs pour bassez grand. lls définissent alors
une capacité symplectique par

c(U) = inf{b/cry est surjectif } . (2)

Le but de ce travail est de comparer cette capacité a une autre capacité symplec-
tique: I'épaisseur symplectique définie par Gromov ([Gro85] , [Gro87]) comme

w(U) = sup su inf  A(u
( ) relFJ) Jeg ueiioi(J,x) ( ) ®)
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ou J désigne l'ensemble des structures presque complexes calibrées par glo,
Hol(J'X) I'ensemble des courbes J-holomorphes passant par x et s’appuyant
sur OU, et A(u) l'aire symplec.tique de u. L’idée de base d’une telle comparaison
est de partir d’une structure presque complexe J sur U et de I’étendre (apres
restriction) en une structure presque complexe J\ sur Cn. Si I’on considére une
famille cofinale H\ de hamiltoniens, la définition de c(U) fournit une famille
u\ de trajectoires de Floer pour d’eénergie proche de c(U). Comme Ii\
converge vers 0 dans 17, la partie de u\ située dans U va converger localement
vers une solution u de dju = 0, c’est a dire vers une courbe J-holomorphe,
permettant ainsi de majorer w(U) par c(U).

Le probléme est qu’en général, si I’on peut imposer a u de passer par un point
x donné, rien ne prouve que la courbe holomorphe obtenue est non constante
et s’appuie sur dU. Il faut en fait imposer aux trajectoires de Floer de rester au
voisinage de [/, pour pouvoir passer de la convergence locale a la convergence
globale de u\ vers une courbe holomorphe. On est ainsi naturellement amené a
supposer que dU est de type contact, c’est a dire qu’un voisinage V de dU est
feuilleté par des hypersurfaces Es symplectiguement conformes a OU. Suivant
une idée de McDuff (cf [McD91]), on peut alors considérer des extensions J\ de J
rendant les E5 pseudoconvexes, et des hamiltoniens H\ plurisousharmoniques
au voisinage de dU dont les surfaces de niveau sont les Es. Dans ce cas, le
principe du maximum implique que les trajectoires de Floer ne peuvent étre
tangentes intérieurement aux Es, et donc ne peuvent pas sortir “localement”
de U.

Cependant, cette seule propriété n’est pas suffisante, car les trajectoires de
Floer pourraient a priori sortir de U U V. Il faut en fait supposer dU de type
contact restreint, c’est a dire qu’on peut choisir V arbitrairement grand. Dans
ce cas, le principe du maximum impose aux trajectoires de Floer quittant U a
sortir “loin” de U. Suivant une idée de Viterbo (cf [Vit]), on peut construire
une famille cofinale telle que:

- les seules orbites 1-périodiques de H\ d’action positive soient

1. les points critiques de H\ dans U, d’action proche de 0

2. les caractéristiques fermées de dU, dont I’action est proche de l’aire
symplectique

I’action des autres orbites 1-périodiques de H\ tendant uniformément vers
—00

- les trajectoires de Floer reliant les orbites 1-périodiques d’action positives
et sortant de U UV aient une grande énergie, donc que les trajectoires
d’énergie bornée restent dans U.

O1 obtient ainsi une description "locale” de I’'hnomologie symplectique de [7,
dont 011 peut montrer qu’elle coincide avec la définition “intrinséque” de [Vit].
Si Ton se restreint aux actions proches de 0, on montre que le complexe de Floer
de coincide avec le complexe de Thom-Smale-Witten pour rhomologie
de Morse de H\. On en déduit que pour e proche de 0

S['A(U)~H,+n(U,di') . (4)
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On montre ensuite que I’application

H2n (U ,dU)7-+SE'bl(U)

obtenue par les suites exactes d’hoinologie symplectique s’annule pour b assez
grand, et qu’on a aussi

c(U) = M{b/ib (1) = 0} . )

Cette définition fournit une famille de trajectoires de Floer u\ reliant le mini-
mum zq de H\, situé a I’intérieur de 1/, et une orbite périodique 7a de H\ située
prés du bord de [/. Un argument de régularité elliptique d0 a Floer ( [FI088])
montre qu’elles convergent localement vers un cylindre J-holomorphe dans U.
Le point crucial est d’étudier ensuite la convergence de u\ au voisinage de ses
extrémités. En rigidifiant la situation en z0, c’est a dire en déformant J en une
structure Jr constante sur un voisinage de £0, on montre que I’on obtient a la
limite une courbe Jr-holomorphe de genre nul non constante ur passant par "o
On fait ensuite converger Jr vers J : un argument d0 a Floer, Hofer et Viterbo
(cf [FHV90]) permet de montrer que ur converge vers une courbe J-holomorphe
de genre nul passant par zqet s’appuyant sur dU. Comme son aire est inférieure
a c(t/), il en résulte

Théoréme 1

Pour un ouvert U connexe ci borne de Cn
tel que dU est de type contact restreint, on a
w(U) <c(U)

Le premier chapitre est consacré aux propriétés de base des ouverts a bord
de type contact restreint. On définit le paramétrage transverse r que I’on utili-
sera dans toute la suite, et on étudie les orbites périodiques des hamiltoniens que
I’on considérera. On étudie ensuite le comportement de ces ouverts vis-a-vis des
capacités symplectiques, en particulier de I’épaisseur symplectique de Gromov.
On rappelle enfin comment on peut étendre une structure presque complexe
donnée en une structure presque complexe rendant la fonction r plurisoushar-
monique, ainsi que les conséquences du principe du maximum dans une telle
situation.

Le second chapitre est consacré a Phomologie de Floer dans Cn. On y rap-
pelle certains résulats et définitions de la littérature “classique” sur le sujet
(en particulier [CFH95], [CFHWO96], [FIb88],[FH94], [FHS95], [FHW94], [HZ94],
[MS94], [Sa.190] et [SZ92]) concernant la théorie Fredholm pour les fonctionnelles
intervenant dans Phomologie de Floer et la construction de Phomologie symplec-
tiqgue. On y étudie en particulier I’existence d’extrémités pour une trajectoire
de Floer, et la maniere de perturber une paire (//, J) donnée pour obtenir une
paire “générique”, c'est a dire dont Phomologie de Floer soit bien définie.
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Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude de I’homologie symplectique d'un
ouvert de Cn a bord de type contact restreint. On commence par construire une
famille cofinale de (H\, J\) adaptée a la situation, c’est a dire dont les orbites
1-périodiques et les trajectoires de Floer restent au voisinage de U. On utilise
ensuite cette construction, ainsi que les perturbations génériques ci-dessus pour
décrire I’homologie symplectique de U :on y montre en particulier (4).

Le quatriéme chapitre est consacré a la preuve du théoréeme 1. On y rappelle
les résultats de [FHW94] concernant 1a capacité c, et on y montre (5). On utilise
ensuite la famille cofinale du chapitre 3 pour construire une trajectoire de Floer
de minmax associée a c(U). On montre enfin la convergence de cette trajec-
toire de minmax vers une courbe holomorphe ayant les propriétés souhaitées
lorsqu’on fait tendre successivement toutes les perturbations vers 0.
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Chapitre 1

Ouverts de type contact
restreint

1.1 Dynamique hamiltonienne au voisinage du bord

On définit dans cette section les hamiltoniens que I’on va considérer, dont
les variations sont localisées au voisinage d’une hypersurface de type contact
restreint. On va s’intéresser en particulier a leurs orbites périodiques et a la
valeur de la fonctionnelle d’action sur celles-ci.

1.1.1 Définitions

Commencons par rappeler quelques definitions classiques a propos des hy-
persurfaces de type contact. On se place dans Ci1 = KX muni de la forme

symplectique .

uo = dxk Adijh (1.i.)
k=1

avec z —(zi,...,zn) et zu —Xk + ik S <, > désigne le produit scalaire usuel
de R2\ on a donc

uo(u,v) =< V> e

Définition 1.1.1 Une hypersurface S est de type contact restreint s'il existe
nn champ de Liouville transverse a S , c'est a dire nn champ de vecteur 1j sur
Cn vérifiant:

Lviig= u0 et 7/|IS . (1-12)

On notera A= ivuq qui Vérifie
dX = yq .

On notera @ = VA la restriction de Aa S : c'est une forme de contact sur S,
c'est a dire que la forme a A (da)n est une forme volume.

Définition 1.1.2 Le champ de contact de S est le champ d'hyperplans

£—- Kera



12 CHAPITRE 1L OUVERTS DE TYPE CONTACT RESTREINT

Le champ de Reeb de a est le champ de vecteurs X défini par
ixdo=0¢eto{X) —1.
La forme do ™ est une forme sympleclique sur le champ £.

Définition 1.1.3 Une caractéristique fermée de S est une orbite périodique
de X . Son aire est le réel

AD = gt

Le spectre d'action de E est Vensemble
5(E) = {*4(t) / 7 caractéristique fermée de E} .

Un exemple essentiel d’hypersurface de type contact restreint est celui de la
sphére.

Exemple 1.1.4 SiE = S2n~I(R), le champ

%(*) = \z
est associé a laforme de Liouville
1 . 1
A° = - "2 Xkdijk - ykdxk = - < iz,->
k=1

qui induit la structure de contact standard sur S2n~1. Le champ de Reeb
associé est

M*) =
pour z GS2n 1{R). Son spectre d’action est donné par

SiSA-'iR)) = {knR2/k e N*} .

1.1.2 Notations et paramétrage

On considérera dorénavant un ouvert connexe et borné U tel que E = dU
est de type contact restreint. On peut alors rendre le champ de Liouville 7
standard a I'infini comme suit. On suppose que U C B2n(R) et que est un
champ de Liouville transverse a S. On considére la forme Ai = iVIwoet la forme
Aq de I’exemple ci-dessus. On en déduit

d(X\ —Ag) = Wo—Uq= 0
et donc qu’il existe une fonction / :Cn —R telle que
Al = Ao+ df .

On se donne une fonction plateau p valant 1dans B 2n(R) et 0 hors de B 2n(R0))
avec i?0 = R + 1, et on considére la forme

A= A0+ d(pf)
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et le champ v défini par j*Q= A Il vérifie toujours
Lijido = o
et 1= Ti dans D2n(R), donc rcfjlE. 1l vérifie de plus
7= 70 hors de B2n(RO) . (1.1.3)
Le flot ys de 7 est alors défini sur R x Cn et vérifie :
iP's\ = esA. (1.1.4)

En effet, il vient

= BN =~ (vroy+ vro) =

On en déduit x])*u0 = ebu;0, c’est a dire que 1/ est symplectiquement conforme.
Comme 7 est standard a I’infini, on a également

Ns(z) —e”z pour s > 0et z £ B2n(RO) . (1.1.5)

On définit alors
$:E;XE~"Chn

par
$'(S.p) = in(S)(p) *
Si Ton munit E Ry_x E de la forme symplectique 0 = clIX avec
A= 5 ea , (1.1.6)
on obtient
Lemme 1.1.5 \IFA= A .
Il suffit en effet de remarquer que
W*\(6S,8p) = S~1X(r,)SS+ * n{S)X(6p) = SX(Sp) = Scr(<Gp) .

Par conséquent, = U donc est un plongement symplectique. On définit
I'ouvert

W = $(E) . (1.1.7)

Ce voisinage 1i7 de E est feuilleté par des hypersurfaces symplectiquement
conformes a E, de la forme

Es = I;({5} x S) = t’i,(S)(E) pour 5 > 0. (1.1.8)
On considérera aussi les ouverts

Us = vIn{S}(U) (1.1.9)
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qui vérifient
Es = dUs (1.1.10)

c’est a dire que l'intérieur de Es est lui aussi symplec.tiguement conforme a
Iintérieur de S. On définit enfin la fonction r sur W par

r(«(S,p)) = 5. (1.1.12)
Exemple 1.1.6 Sis = S2n~1(R), on a ibs(z) = e”z, d'ou
Ua = B 2n(Ry/4)

pour a > 0 et
W= 1*12
pour tout z de Cn\ {0}.

En raison de la normalisation a I’infini décrite ci-dessus, la formule (1.1.5) im-
plique donc dans le cas général

Ua C B 2n(Roy/a) pour tout a > 1. (1.1.12)

1.1.3 Hamiltoniens spéciaux
On posera pour un intervalle / de R
Ul=r«-"{1) = V(I X E) . (1.1.13)

Définition 1.1.7 Un hamiltonien H :S1x C" —* R. est spécial pour E sur
s il existe une fonction h GC°°([a,6]) telle que

H(t,z) = li(t(z)) pour (t,z) 6 S1x t/tadl .

Exemple 1.1.8 Si on se donne une fonction h GC°° (K ) telle que
h(x) = Capour x < a et h(x) = Cb pour x > b, on peut définir un hamiltonien
spécial H E C°°(Cn) par

H(z) = li(t(z2)) size t/t“4

- H(z) =Casizeua

H{z)=Cbsiz$UDb.
Si H est spécial sur Utab\ le champ hamiltonien de H, défini par

ixh = -dll (1.1.14)
vérifie .Yh — {h1° t)-Yt sur On a en outre

XT=M . (1.1.15)
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En effet, on passant a E via le symplcctomorphismo 'l/. on a
J>(A\ (45, Sp)) = Sdcx(A\ Sp) - 0(X)6S = -SS .

On en déduit
XH= (//or)u . (1.1.16)

On utilisera souvent la formule suivante, qui découle de (1.1.15) et des défini-
tions

(le(®) = \(XT)=T. (1.1.17)

On considére une orbite I-périodique 7 de Xu dans :elle est forcément
située sur une hypersurface

Es= eC'/t=)=S}. (1.1.18)

La. courbe 7 = ty-17) est alors une caractéristique fermée de S, de période
T = hf(S), dont I’aire est donnée par

4 - [ T*p0de = T .
Jo

Comme A est une primitive globale de g0, la fonctionnelle d’action peut étre
définie comme

An{r)= [ 0"A- C H(M(D)dt -

On passe alors dans R x E via \P pour calculer :

GH(7)= \9S|r/\ -h (S)zBSl(Toj)ra-h(S) = Sti(S)-h(S)
On en déduit le
Lemme 1.1.9 (r7c orbite I-périodique 7 de H —h or vérifie
- 7(S1) C Es = k*1(5) avec /i'(5) G<S(E)

- -411(7) = SII(S) —Ii(5) .
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1.2 Capacités symplectiques

Nous allons rappeler ici les notions de capacité intrinséque (définie sur les
variétés symplectiques, et invariante par symplectomorphisme) et relative (défi-
nie sur les ouverts d’une variété donnée, et invariante par symplectomorphisme
ambiant), ainsi que les définitions intrinséques et relatives de I’épaisseur sym-
plectique de Gromov dans le cas d’une variété non compacte. Nous verrons que
dans le cas d’un ouvert a bord de type contact restreint, épaisseur intrinseque
et épaisseur relative coincident et varient continiment par déformation de I’ou-
vert, ce qui nous permettra, pour prouver le théoréme 1, de perturber E pour
se ramener au cas ou son spectre d’action est non dégénéré.

1.2.1 Capacités intrinseques et capacités relatives

On ne va considérer que des variétés symplectiques (M,u;) sans bord, mais
elles ne seront pas forcément compactes. Commencgons par rappeler deux défi-
nitions (voir [LM], [HZ94], [Vit89])

Définition 1.2.1 Une capacité intrinséque associe a une variété
symplectique (M,a;) de dimension donnée un nombre:

C (M ,uj) e [0, o0]
vérifiant :
1. S'il existe un plongement symplectique :
Mizn wy m - (Minu?)
alors C(Mi < C(M2,u>2) e
2. C{M,au)=\a\C(M,u) .
3. C{B2n{l),w0) = C{B2{1) x R2n~2,u>0) = TT.

On dispose d’une notion analogue pour les ouverts d'une variété symplectique
donnée

Définition 1.2.2 Une capacité relative sur (M 2n,u>) associe a tout ouvert
de M un nombre c{U) G [0, oo] vérifiant :

L UCV =>»c) <c(V) .

2. ¢(<f>(U)) =] a | c(U) si & M —=M vérifie = ar .

3. Si on a un plongement symplectique

4> (B2n(Ro),u0) ¢> (M, )
(ce qui est le cas pour Rq assez petit), alors
c(<p(B2(r) x B2n-2(/?))) = #r2pour r <R < RO.

La notion de capacité intrinséque est plus forte que la notion de capacité relative.
La différence essentielle entre les deux notions est que la premiére est invariante

par symplectomorphisme de [/, alors que la deuxiéme est invariante seulement
par symplectomorphisme ambiant.
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fi
1.2.2 Epaisseur de Gromov

L’épaisseur symplectique (le “width”) a été introduite par Gromov dans
[Gro85], [Gro87] (voir également [Ben86] et [Vit89]). C’est historiquement la
premiére des capacités symplect.iques. Elle est basée sur I’existence de courbes
holomorphes dans une variété symplectique vue comme variété presque com-
plexe.

Définition 1.2.3 Soit (M,u) une variété symplectique. Une structure
presque complexe sur M calibrée par u est un endomorphisme fibré J de TM
vérifiant

= —djxM P°ur x de M (1.2.1

tel que gj(u,u) = v(u, Jv) définit une métrique riemannienne sur M, c’est a
dire
u{Ju,Jv) = 1j(u,u) pour tout u,v € TM (1.2.2)

u;(u, Ju) > 0 pour tout u GTM }u” 0. (1.2.3)

Définition 1.2.4 On note Jm Uespace des structures presque complexes sur
M calibrées par u). Si J GJm >°n appelle courbe holomorphe une application
u:S -—»M , ou S est une surface de Riemann connexe (éventuellement non
compacte, mais sans bord), qui vérifie

duoi—J{u) odu .

Dans un premier temps, on est amené a considérer uniquement des ouverts
relativement compacts dans M. Etant donné un tel ouvert 17,J GJm et x G £/,
on consideére I’espace Hol(J, [/, x) des courbes J-holomorphes u :S —»M qui :

- sont non constantes
- sont proprement appliquées dans un voisinage V de U
- passent par x .

Pour une courbe J-holomorphe t/, on note A(u) son aire symplectique :
A(ii u* W
( L
On considére alors (voir [Gro85])

Définition 1.2.5 Pour un ouvert U relativement compact de M, Uépaisseur
symplectique relative de U est donnée par

wr(U) =inf{fa>0/VIGJIm ,VagU,h63uGHol{J,Ux)/ AlunU) <a) .
Une définition équivalente est:

wr(U) = sup sup inf A(vnU). (1.2.4)
JeJM reu ueHoi(J,u,x)



18 CHAPITRE L OUVERTS DE TYPE CONTACT RESTREINT

Remarque 1.2.6 Par transitivité du groupe des isotopies hamiltonierines
sur M, et par invariance par isolopie, on constate sans peine qu’on peut
toublierv le sup sur x, i.e. pour tout x dans U :

wr(U) = qupm v£HoiI?}lc,U,x)A{UC\U) . (1.2.5)

Il résulte immédiatement de la définition que pour U et V relativements com-
pacts, on a:
UcVrw r{U)<wr{Vv) .

On étend alors cette définition aux ouverts U non relativement compact par
“remplissage relativement compact”, c’est a dire en posant

Définition 1.2.7 Pour tout ouvert U de M, |%paisseur symplectique relative
de U est donnée par

wr(U) =sup {wr(V) /VcU etV compact } .
Avec cette définition on a la
Proposition 1.2.8 wr est une capacité relative définie sur les ouverts de M.

La croissance et I’invariance symplectique conforme sont immédiates d’aprés les
définitions, et la normalisation, qui est le point essentiel de cet énoncé, résulte
des théorémes d’existence de courbes pseudo-holomorphes de [Gro85].

On peut alors définir le width intrinséque comme wr (M), c’est a dire

Définition 1.2.9 L ¥paisseur symplectique intrinséque de (M,a;) est le
nombre

w(M,u) =sup {wr(V) /VC M avecV compact } .

Ainsi, w(M,u) est le plus petit nombre a tel que pour toute structure presque
complexe J sur M calibrée par cj, pour tout ouvert U de M relativement com-
pact et pour tout point x de (7, il passe par x une courbe holomorphe u non
constante, proprement appliquée au voisinage de t/, et telle que

A(uCW) <a.
Avec ces définition, on a la
Proposition 1.2.10 w est une capacité intrinseque.

L’homogénéité et la normalisation résultent de celles de wr. La croissance est
une conséquence immédiate de la définition: elle vient du fait qu’on s’est, res-
treint aux ouverts relativements compacts, et qu’on peut toujours étendre une
structure presque complexe aprés restriction a un voisinage d’un tel ouvert.
Considérons en effet un plongement symplectique équidimensionnel

M (M fAu>2)
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On considere une structure J £ un ouvert U relativement compact dans
Mi, et un point x de U. La structure presque complexe J3 = ond sur a{M\) est
calibrée par w2*On se donne un voisinage relativement compact \\ de U dans
M\: apres restriction a ¢(Vj), J\ s'étend en J2 G3m2. Si w{M272) est infini,
il n’y a rien a montrer. Dans le cas contraire, pour tout a > u’(M2,i"2), il passe
par g>x une courbe JVholomorphe u2 non constante, proprement appliquée
dans un voisinage V2 de (iU et telle que

Ae{iicHIU) <a .

On considere la composante connexe S de u”1(V2H $(Vi)) qui contient X).
C’est une surface de Riemann connexe sans bord, et

u\ = (fTlou2:S Mi

est Ji-holomorphe, non constante et proprement appliquée dans un voisinage
de U. Elle passe par x et vérifie

Aoo{uln U) <a.
Il en résulte ~(M i,n) < a pour tout a > w{M2" 2)* donc
w(Mi,ui) <w(M2,U2) -
Le méme argument entraine
Lemme 1.2.11 Si U etV sont des ouvert de M tels que V C U, alors

wr{V) < w(U) <wr(U) .

1.2.3 Cas d’un ouvert a bord de type contact restreint

On suppose que OU est de type contact restreint. L’équivalence symplectique
conforme entre U et Us entraine alors des relations trés forte entre capacités
relatives et capacités intrinséques : on a en effet

Lemme 1.2.12 Si dU est de type contact restreint, alors
w(U) = wr(U) .
En effet, pout tout S < 1, on a Us C U. Le lemme 1.2.11 donne
Wr{Us) < tv{U) < Wr(U) .
L’invariance symplectique conforme de wr entraine
Wr(US) = Swr(U) ,

et on conclut en faisant tendre S vers 1.

Si 1J est un ouvert de type contact restreint, on n'a donc pas a distinguer
entre épaisseur intrinséque et épaisseur relative de U : nous noterons dorénavant
iv(U) pour wr(U) dans ce cas.
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1.2.4 Non-dégénérescence du spectre d’action

Soit A > 0. On dit que le spectre d’action de S (voir définition 1.1.3) est
,J4-simple si :
S{E)n 0,A[={0 < TO<Ti <T2< ..< Tn},

ou chaque période est associée a une orbite unique. On a alors (cf [Tak70],
[Eob70])

Lemme 1.2.13 Soit A > 0. La propriété d’avoir un spectre A-simple est
C°°-géneérique parmi les hypersurjaces.

On dira que <S(E) est injectif si chaque période est associée a une orbite unique.
En appliquant le lemme ci dessus & tout A € N* et en prenant I’intersection
(dénombrable) de tous les Gs ainsi obtenus, on en déduit aisément le

Corollaire 1.2.14 La propriété d’avoir un spectre discret et injectif est
C°°-générique parmi les hypersurfaces.

1.2.5 Extension des inégalités

Il découle ce qui précéde que, pour prouver le théoréme 1, on peut se res-
treindre au cas ou S(dU) est discret et injectif.

Proposition 1.2.15 Si ¢ est une capacité relative, et si pour tout ouvert U
tel que :

- E = dU est de type contact restreint
- «S(E) est discret et injectif
et tout S < 1 on a: w(Us) < Q(U), alors on a:
w(U) < c(U) si dU est de type contact retreint.

Démonstration : On part d’un ouvert U de type contact restreint et de S < 1,
et on considere un voisinage tubulaire de E = dU de la forme
t/is.s-] = us_x\ Us .
La propriété d’avoir un spectre discret et injectif étant C°° générique, et la
propriété d’étre de type contact restreint étant C1 ouverte, on peut trouver
une hypersurface E contenue dans WA"s,s 1et C1l-proche de S possédant ces
propriétés. On note alors U I'intérieur de S, et on sait que : w(Us) < ¢(U) pour
tout 8 < 1. On en déduit tout d’abord en faisant tendre 5 vers 1:
w(U) < c(0) .

Mais Us C U C Us-1, donc par invariance symplectique conforme et croissance
de wetc:

Sw{U) = w{Us) < w{U) < ¢(U) < c(Us-i) = S~Ic{U)
et donc w(U) < S~2c(U) pour tout 5 < 1. Il ne reste plus qu’a faire tendre S
vers 1 pour pouvoir conclure :

w(U) < c(U) .
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1.3 Pseudoconvexité

Nous allons rappeler ici la notion de pseudoconvcxité dans une variété
presque complexe, ainsi que le fait qu’une hypersurface de type contact peut étre
vue comme hypersurface pseudoconvexe pour certaines structures presque com-
plexes (voir [McD91]). Le fait crucial est qu’une courbe holomorphe ne peut pas
avoir de tangence intérieure avec une hypersurface pseudoconvexe (voir [EH90],
[McD91]). Ce résultat résulte du principe du maximum, car une hypersurface
pseudoconvexe peut étre vue comme surface de niveau d’une fonction pluri-
sousharmonique. Dans le cas d’une hypersurface de type contact restreint, les
hamiltoniens spéciaux sont des fonctions plurisousharmoniques pour les struc-
tures presque complexes spéciales, et nous verrons que le principe du maximum
s’applique également aux trajectoires de Floer.

1.3.1 Hypersurfaces pseudoconvexes

Soit E une hypersurface d’une variété presque complexe (X2n,J). En tout
point x de E, on considére le sous-espace J-complexe maximal Cr de TxE : c’est
un champ d’hyperplans sur E (i.e. une distribution de sous-espaces de dimension
2n —2). Il est donné par

C-=r*snJTsE . (1.3.2)

Ce champ est canoniquement orienté par J, donc il est coorienté, et est donné
par une équation de Pfaff
C= Kera (1.3.2)

ou a est une 1-forme non singuliére déterminée de facon unique a multiplication
par une fonction positive prés. Il en est de méme pour da . On considere alors
la forme quadratique sur C, appelée forme de Levi:

g(v) —da(v,Jv) ,vGGr- (1.3.3)

Définition 1.3.1 On dira que E est J-convexe, ou pseudoconvexe, si g est
définie positive.

Le fait crucial est (cf [McD91], [EH90Q]) :

Lemme 1.3.2 Une hypersurface pseudoconvexe ne peut pas étre touchée de
I'intérieur par une courbe holomorphe.

Nous aurons par la suite a utiliser le lemme suivant, qui traduit le fait que les
sphéres suffisamment petites sont pseudoconvexes.

Lemme 1.3.3 Etant donné M >0, il existe r0 > 0 tel que, pour toute
structure presque complexe J sur Cn calibrée par cjq vérifiant

J(O)=iet | I |[ci(ENGEro)< M

pour tout z\ GB2n(r0) et tout ri < '2r0, la sphére S2n~A(zi%\) est J-convexe.
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Démonstration: Commencons par poser J(z) = i+ m(”*). On a pour tout
r G B2n(3r0)

Hdm(:) ||[< M et | m{z) ||[< M \z\< 3Mr0.

De plus, en décomposant m en blocs (n, n)

™= ms Ma)
on a aussi, pour 1< k <4 et pour z GB 2n(3ro)
|| r>k{2) ||< ZMrOet | diriez) ||[< M .
Pour z\ G B 2n(ro) donné, posons
F(z)=\z-zi\2 .

Alors 52n-1(2i,ri) = F-1(rj). Par conséquent, sa tangente complexe Ca pour
équation
dF{v) = 0et dF{Jv) =0 .

Elle est donc définie par la forme
0= —dFoJ ,
puisqu’on impose az(Jz) > 0. Il en résulte

a=—dFoi—dFom .

Mais
dF —2(x —x\)dx + 2(y —yi)dy
donc
—dF oi = 2(x —x\)dy —2(y —y\)dx .
On en déduit

dot —4log —d(dF om) ,

d’ou la forme de Levi
q(y) = 4 | v \2 +4u>o(u, mu) —[d(dF o m)](u, Jv) .
Comme ri) C B2"(3ro), on a
| u>o(v, mv) |< ZMro | v |2 .
De plus
dFom = 2(x —x\)(midx + m~dy) + 2(y —yi)(m3dx + m~dy)
donc

d(dF om) = 2dx A (midx + m2dy) + 2dy A (m~dx + m4dy)
+2(X - xj)(dnii Adx + dm2Ady) + 2(y - )(/;3Arr+ dm4A(ly) .
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d'ou
I [e(¢Fom)] ||< 40.Wro
et finalement, puisque || J(z) ||< M pour z G £22n(3ro)
| [d(dFojn)](v,Jv) |< 40A/2r0 |V |2

soit
<{v) > 4(1 - 3Mr0- 10M2r0) | v |2

donc q est définie positive pour ro assez petit, ce qui prouve le lemme.

1.3.2 Structures presque complexes spéciales

Soit E = dU une hypersurface de type contact de Cn et J une structure
presque complexe calibrée par ug. On note Cla tangente J-complexe de E, et
on reprend les notations de la section 1.1 : ij est le champ conforme transverse,
ys le flot de 7, £ le champ de contact, X le champ de Reeb et r est le paramétre
transverse a E.

Définition 1.3.4 Soient 0< a <bh. On dit que J est spéciale pour E dans
[/M si

- elle est ij)jj-invariante dans Uab"
- il existe une constante C > 0 telle que

J(2)rj{z) = CXT(z) pour z GUIaQ .

Si J est spéciale sur Utab\ cela entraine d’une part la J-convexité de Es pour
a <S < 6, et dautre part la coincidence de la tangente complexe a E5 et de
son champ de contact :

C=£-. (1-3.4)
On a en effet dans f/I*’8
A(u) =u>0{r},v) = u0(Jg,Jv) = u0(CXT,Jv)

c’est a dire
A= —CdroJ . (1.3.5)

Le champ £ est défini par (1.3.2) avec a = —dr 0 J, puisque l’orientation cor-
respond a a(Jrf) > 0, d’ou d’apres (1.3.5)

a=CX.

On en déduit C= KerX = £. Le fait crucial est que, J est spéciale, le champ C
est A'-stable et le champ £ est J-stable. De plus, on a:

dal\c =d(C\)\c=Cu>0\<
donc pour tout v dans C:

((v) —da(v,Jv) —Cu>o(v,Jt%
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et par hypothése sur  (j est donc définie positive, d’ou la J-convcxité de S.

Exemple 1.3.5 Si S =521-1(/?). on a d'apres les exemples 1.1.4 et 1.1.6
) 1 2
Os{~) =c=>3 ,tj(s) = -s et XT{z) = — 13

donc J = i est une structure presque complexe spéciale sur Cn\ {0} pour
S2n~1{R) (avec C = R2/A).

Remarque 1.3.6 Si Von note J = T/} la structure presque complexe
correspondante sur E, une formulation équivalente de la définition 1.3.4 est
gue dans [a, b] X E:

- J préserve C
- J  est indépendante de S
- j(S eds)=C X .

Pour une hypersurfa.ee de type contact restreint donnée, l'existence de structures
presque complexes spéciales est due au fait que ces structures correspondent
aux structures presques complexes calibrées par der sur le fibré symplectique
£ —E: pour un espace vectoriel symplectique (F,”) ,on notej(V) I’espace des
structures presque complexes sur V calibrées paru, i.e. I’espace des J 6 End(V)
tels que :

-J2=-idv
- uj(v,Jv) est définie positive
- Li(Ju,dv) = Li(u, v).
Avec ces notations, on a (voir [Wei77])
Lemme 1.3.7 j{V) est non vide et contractile.
Soit maintenant w: (E,uj) —P un fibré vectoriel symplectique (i.e. (Ep,up) est

un espace vectoriel symplectique). On note J(E) le fibré des structures presque
complexes calibrées sur la fibre:

J(E)p=i(Ep) .

¢ T(E) est donc un fibré a fibres contractiles, donc on peut toujours prolonger

ses sections locales quitte a les restreindre & un ouvert plus petit. On considére

maintenant une hypersurface de type contact restreint E = dU. On note

I’ensemble des structures presque complexes calibrées qui sont spéciales dans
On a alors (cf [CFH95])

Lemme 1.3.8 est non vide.
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En effet on a une fibration symplectique :

*e:(£, do-{) -> S

et on sait que la fibre de J (E) est non vide et contractile, donc on peut trouver
une section globale J¢ de ce fibre. On étend en J¢ sur E par:

- :h
- j™ds = s~Ix
- j(x =-Sds

ce qui fournit une structure presque complexe calibrée par u sur E. On pose
ensuite J¢ = 'P* :elle est calibrée par bosur W. Apres restriction a Utab\ on
peut étendre qui est une section locale de J(TM), en une section globale,
i.e. en J € j70, ayant les propriétés souhaitées.

1.3.3 Principe du maximum convexe

On peut étendre comme suit le lemrne 1.3.2 au cas des trajectoires de Floer
pour un hamiltonien spécial au voisinage d’une hypersurface de type contact
restreint (voir définition 1.1.7).

Lemme 1.3.9 Soit E = dU une hypersurface de type contact restreint et
0<a<hb SiH etJ sont spéciaux pour E dans U*ab\ une application
u:R x S1->Cn vérifiant.

us- J(u)ut= -J(u)Xh{v) (1.3.6)
telle que us ~ 0 ne peut pas toucher Es de Vintérieur pour a < S < h.

Démonstration :

Si u touchait Es intérieurement en un point u(so, ¢0)i avec a < S < 6, la fonction
f = tou, définie sur un voisinage de z0 = (so,to) (par exemple sur u*1(f/")),
aurait un maximum local en z$. On calcule alors dj*df = —Afds Adt

J*df = dr o (J*du) = dr(—usdt + utds)
donc d’aprés (1.3.6)
J*¥df = dr(-(Jut- JXH)dt + {-Jus + X H)ds)
d’ou sur f~1(]a, 6])
J*df ——dr oJ odu + dt(Jhf(r)XT)dt (1.3.7)

car X h —/?'(NAV et dr(XT) = 0. De plus, d’aprés (1.3.5), droJ = —C 1A et
d’aprés (1.1.17), A(AT) = r, d'ol

J*df = C~lu*\ - C~Irh'(r)dt .
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D'ou o
—CAJds Adt = u'ux - = (T(u)h,(T(u))ds Adt . (1.3.8)

En appliquant a nouveau (1.3.6), on en tire

A
CAf = - i0(us, - Jus+ li'(£)XT) + — (r(iN/i/(r(u))

soit, puisque 1j0{us,Xt) = dr(us):
C&f = 4jofus,Jus) + Th"{T)dT(us) . (1.3.9)
On en déduit que si /(s, t) ¢]a, ff, on a
CAf+ g(f)fs=gj{us,us) >0 (1.3.10)
avec g(S) = —S/ifi(5). D’apreés le principe du maximum, / ne peut pas avoir de
maximum local, sauf si elle est constante. En outre, d’aprés [FHS95], Lemme

4.1, comme I’on suppose que us ™ 0, I'ensemble des points ou us = 0 est discret.
Par conséquent, / ne peut pas étre constante et le lemme est démontré.
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Chapitre 2

Homologie de Floer

2.1 Fonctionnelles et trajectoires de Floer

Nous allons donner les définitions des fonctionnelles et les équations des
trajectoires de Floer que I’on va considérer, et rappeler un certain nombre de
formules utiles. Un des problémes que I'on rencontre lorsque I’on parcourt la
littérature sur le sujet est la diversité des conventions de signe utilisées, en parti-
culier en ce qui concerne les indices, aussi insisterons-nous sur les conséquences
des conventions de signe que nous avons adoptées.

2.1.1 La fonctionnelle d’action

On se donne un hamiltonien H : S1x Cn —R (c’est a dire dépendant éven-
tuellement du temps). On pose Ht = H(t et le champ hamiltonien de H
par

iXffVo = —dHt . (2.1.)

Définition 2.1.1 Lafonctionnelle d’action associée a H est définie pour 7 ;

S1—=C?” par
Ahin) =-407) - {H 7))

avec, pour 7 :D2-» Cntel que dy = 7
ACy) = 1 _7T*w0= | T*A
) Jd2 Js1
ol A vérifie dX = we-

On considére un champ de vecteurs X de flot ,etona

d
soit ; ’

d/ L g sals=o "Lx X

doii

CIA(=){X)= | *@ Hd{ixX) = / 7*"\w0
JS1 «'S*
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car fsir/(7*0'A) = 0. On en déduit:

<IAG)(X)= T X(~/))dt . (2.1.2)

sl

Il en résulte
dAHh){X) = dA{j){X)- [ dH{X)dt= [ wo(-7,X)dIl+ [ uO0O{XH,X)dt
Jsl Jsl Jsl
soit :
dA,.{7)(X)= J/ luo(XH - j,X)dt (2.1.3)
s
ce qui prouve en particulier que les points critiques de Ah sont les orbites
1-périodiques de A'//, qu’on notera V{H) dans la suite.
2.1.2 Conventions de signe
Tout d’abord, nos conventions
i\'Huo= ~dH et gj(u, v) = g0(u,Jv)

impliquent
VjH = -JXH .

De plus, la formule (2.1.3) peut se lire
dAH(T)(X)= Jf gjJ(IXH-Jj,X)
ST
donc le gradient L2 de Ah s’écrit

ViAW = -Vji/(7) - Ji » (2.1.4)

Pour étre consistant avec [FH94] et [CFH95], les trajectoires de Floer que I’on
va considérer auront pour équation

u8- J{u)ut- VjH{u) = 0 (2.1.5)
c’est a dire
dju —VjH
ou encore
us=-VjA H(u(sr)) . (2.1.6)

Nos trajectoires de Floer correspondent donc aux lignes de —V jAhe On re-
tombe sur I’équation (1), qui correspond aux lignes de gradient de A//, par I
substitution s  —5, c’est a dire en changeant le sens des trajectoires. Pour uti-
liser les résultats de [SZ92], ou les trajectoires ont pour équation (1), il faut donc
changer soit I’orientation (ce qui revient a passer d'un formalisme homologique
a un formalisme cohomologique), soit le signe de I’indice de Conley-Zehnder.
Pour conserver la théorie uhomologique” de [FH94] et [FHW94], on considérera
en fait

H{x, H) = -m (x,H) (2.1.7)
ou /li(:r,7/) est défini dans [SZ92].
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2.1.3 Trajectoires de Floer et fonctionnelle d’énergie

On dira qu’une structure presque complexe sur C" dépendant de £G S 1 est
calibrée par  si, pour tout t € S1, la structure presque complexe

Jt = J{t,-) (2.1.8)

est calibrée par uzg. On considére une paire (H, J) ou Il est un hamiltonien et J
une structure presque complexe calibrée par wo (tous deux dépendant a présent
du temps) et x ,y 6 'P(H) deux orbites 1-périodiques de H.

Définition 2.1.2 L ‘espace des trajectoires de Floer reliant x ay est |'espace

M (x,y,d,H) = {uCC°°(Z,€n) vérifiant (2.1.9) , (2.1.10) et (2.1.11)}

dju = \7jHt(u) , i.e. us- J(t,u)ut = —J(t, u)Xjj(t, u) (2.1.9)
5Iim3[u(s,t) = x(t) dans C°°(S1) (2.1.10)
Slmouls.) = y(1) dans oe(sly (2.1.11)

ouZ =R xSI.

Il est important de remarquer qu’on a une action libre de R sur Ai(a,y, J,H)
par translation sur le facteur s, et que si de plus li et J sont autonomes, on a
une action libre de S 1 par rotation sur le facteur t.

Pour u G Ai(a,Yy, J, 77), on considére la famille de courbes 7S= u(s, *). La
formule (2.1.2) implique

gs*zl(75) = stl uo{-ut,us)di= J[SlujO(us,nt)dt :
Il en résulte
A{y)-A{x)- [ f wO(us,xit)dtds = [zu*uo
J—e0 Js1 J

soit
j u*uo = A(y) - A{x) . (2.1.12)

On a en outre
|[us- Jut+JXh |j=\us\j + |ut- Xh \j +2u)0(us,ut- Xh)
et on a d’apres (2.1.3)
d f f
-TAH(ls)= uo{-is + XH,us)dt= u0{-ut+ X H,us)dt.
as Js! Js1

donc d’apres (2.1.9)

TAQ) = 441 <15+ 1m - o0 13 » (2-1-13)

Définition 2.1.3 La fonctionnelle d*nergie associée a (ii, J) est

1 rto0 1
. _ . e .
$H,j{u) rzf-oo fs‘ Iwe\j + l«<- %H [j dtds

pour u:Z xC".
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Pour v € M (x,y,J,//), comme us = J{vt- A'/l), et que J est calibrée par w0,
on a aussi

$hAu)= f o Jg ! Bdds= { o f \Ut~XIi \jdids1  (21.14)

De plus, on a d’aprés (2.1.13)

/ +0@5 A
-j"Anils) = ézH‘](«)
c’est a dire
$hj{u)=An{x)- An{y) pourue M(x,y, J, H) . (2.1.15)

De plus, en considérant Zt“8 = [a,6] x 51, on en déduit de la méme maniére

Ah(Ta) - Ah{jb =1 :1 |us|j dtds

ce qui implique en particulier que la fonction Ah (7s) est décroissante. Enfin,
on considére une application u : Z —» M d’énergie nulle. Elle vérifie donc:

/ [ U+ lut- XH R dtds = 0.
Joo JS'i

1 rfco r
|

On en déduit que u est indépendante de s, et que u(t) est une orbite 1-périodique
de H:

Si $h,j(u) = 0alors u(s,t) = x(t) avec x 6 V(H) . (2.1.16)
On en déduit en particulier
Si x My et Ajj(x) < Afj(y) alors M(x,y, H,J) = ¥. (2.1.17)

2.1.4 Lien avec les courbes holomorphes

D’apres 2.1.2, on peut, par la substitution s i-f —s, ramener I’équation des
connexions de Floer a I’équation

Bju = - VjHt(u) .
On peut I’écrire sous la. forme djtHU —0 , avec:
dj,HU = us+ Jut- JXh {u) . (2.1.18)

Une des fagons d’étudier cet opérateur est de se ramener au cas des courbes
holomorphes en utilisant I’astuce de Gromov. On considére Zx C" muni de la
structure presque complexe :

J&r) = @L.X+\VjH2)-©)
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ou Vj//(r) est vu comme une section anticomplexe, c'est a dire de fagcon plus
explicite

Ist2)(h + Jok,x) =  k+ Jg th—I(t,2)k)Xn(t, 2)) . (2.1.19)

On considere une forme symplectique u>z de volume fini sur Z calibrant Jq (par
exemple u>z — e~s ds Adt). La structure presque complexe J est calibrée par
la forme symplectique

w=W +w)—dH Adt .

L’application 0 = id x u est alors une courbe J-holomorphe, et 011 a plus
précisément :
Bjd = 0 x djtHU
On a de plus
N (0) = $tfj(«) + coz(Z) .

On peut donc en particulier ramener la compacité locale des trajectoires de
Floer & celle des courbes holomorphes.



32 CHAPITRE 22 HOMOLOGIE DE FLOER

2.2 Convergence locale des trajectoires de Floer

Nous verrons dans cette partie que, dans le cas de C”, si I'on impose cer-
taines conditions de “convexité & I’infini” aux hamiltoniens et aux structures
presque complexes sur Cn, orbites 1-périodiques et trajectoires de Floer restent
dans un compact. Combiné avec I’absence de sphéres holomorphes, ceci implique
que la non-compacité de I’espace des trajectoires de Floer est due uniquement
au phénomene de brisure de trajectoires, ce qui permet de définir I’homologie
de Floer comme dans le cas compact. Nous en déduirons I’existence d’extré-
mités pour une trajectoire de Floer d’énergie finie, I'unicité de ces extrémités
dépendant de la non-dégénérescence du hamiltonien.

2.2.1 Conditions a I’infini

Pour pouvoir définir I’nomologie de Floer sur Cn, il est nécessaire d’empé-
cher les trajectoires de partir a I'infini. Dans ce but, on considérera des paires
(H, J) “convexes a I’infini” au sens suivant.

Définition 2.2.1 On dira que la paire (//, J) est standard a Iinfini s’il
existe R > 0 et \i > 0 avec

NETZ (2.2.1)

tels que
H(t,z) = n|2]|2 pourz$ B2n{R) (2.2.2)
J(t,z2)= i pour z g B 2n(R) . (2.2.3)

On peut traduire ceci a I’aide des exemples 1.1.4, 1.1.6 et 1.3.5 en considérant
I'ouvert U = B2n(R) et en disant que H est spécial sur 7/t1>00[, avec h(S) —
fiR2S, et que J est spéciale sur [/[i+00[. On a alors le

Lemme 2.2.2 Si lapaire (H,J) est standard hors de B 2n{R), on a
V{H) C B2n(R) (2.2.4)

et
M (x,y,J,H) C B2n+1(R) pour tous i, yC V(H) . (2.2.5)

En effet, comme h'(S) = fiR2 pour S > 0 et que
SiSM-'IR)) = {kirR2/ k e N n}

on en déduit que h'(S) » ¢>(S) pour S > 0. D’aprés le lemme 1.1.9, H ne
peut pas avoir d’orbite 1-périodique hors de B 2n(R). d’ou (2.2.4). D’apres le
lemme 1.3.9, les trajectoires de Floer entre point critiques de H ne peuvent étre
tangentes intérieurement a S2n~1(.4) pour .4 > R. Comme leurs extrémités
sont situées dans B2n(R), on en déduit que toutes les trajectoires de Floer
considérées restent dans B2n(R), d'ou (2.2.5).
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On se trouve donc dans une situation compacte, en ayant compensé la non-
compacité de Cn par I'hypothése de “convexité a rinfinP ci-dessus. On définit
alors, pour (//,./) standard a I’infini

Définition 2.2.3 L'espace des trajectoires de Floer d'énergie finie est
I'ensemble

M{H,J) = {u € C°°(Z,B2n(R)) /u ,- Jut=-JXH et $h.jfu) < 00} .

2.2.2 Reégularité elliptique

La régularité elliptique pour I'opérateur djtH se traduit par le théoréme de
convergence locale suivant pour les paires (1ln,Jn) standard a I’infini.

Théoréme 2.2.4 Soit (Hn,Jn) une suite de paires standard hors de B 2n(R).
On suppose que (I1n,Jn) converge C°° vers On considere une suite

un € M (Hn,Jn) avec $H,,,Jn(un) borné.
Il existe alors u ¢ M (H,J) et une suite extraite de un telles que
unp -> u dans C%c{Z, Cn) .

La démonstration se trouve dans [FI088] , [HZ94] (section 6.4), et elle peut
également se déduire de [Gro85] a l’aide de la section 2.1.4: on se trouve en
effet dans un cas compact, puisque les paires considérées sont “uniformément
standard a I'infini”. L’hypothése d’énergie bornée et la compacité fournissent
une borne de un dans (Z). L’absence de sphéres holomorphes (“no bub-
bling allowed”) fournit une borne W ~(Z) pour tout p > 2, et la régularité
elliptique pour I'opérateur de Cauchy-Riemann fournit le bootstraping pour les
connexions de Floer: I'idée essentielle est d’approcher localement J par une
structure intégrable, donnée par J(zo) au voisinage de z0. On en déduit que un
est bornée dans W ~(Z) pour tout p > 2 et tout k G N. L’inclusion compacte
de W7izZ) dans C ~1(Z) fournit alors la valeur d’a.dhérence recherchée.

Si la convergence est moins forte, le bootstraping ne fournit plus une conver-
gence C°°, mais la méme démonstration fournit des résultats analogues. En
particulier

Théoreme 2.2.5 Soit (Hn,Jn) une suite de paires standard hors de
B 2n(R). On suppose que

- Hn est boimée dans C2(SI x B2n(R)) et converge vers H dans
C'iS1x B2n(R))

- Jn est bornée dans C1(S1 x B2n(R)) et converge vers J dans
C°{S1x B2n{R)).

On considére une suite
un £ M (Hn,Jn) avec $//n,jn(?/n) borné.

Il existe alor's u GM (H,J) et une suite extraite de un telles que

unpfudansCL(ZXn)e



31 CHAPITRE 22 HOMOLOGJE DE FLOER

On peut en effet appliquer la méthode de [FI088] jusqua h = 2, pour montrer
que, sous les hypothéses ci-dessus, la suite vn est bornée dans H P°ur
tout p. L’inclusion compacte de W)oc(z) dans Cfcfz) pour e >\ implique
la convergence d’une sous-suite de un dans Cf~c€{Z), d’ou le théoréme. Pour
Hn = 0, ce résultat rejoint un théoreme de régularité des courbes holomorphes
(voir [Siko4], théoréme 2.2.1): pour tout r > 0 non entier, si J est une structure
presque complexe de classe Cr, alors toute courbe J-holomorphe est de classe

2.2.3 Extrémités des trajectoires d’énergie finie

On peut déduire du théoreme précédent un analogue de la condition de
Palais-Smale pour la fonctionnelle d’action (cf [FHV90])

Lemme 2.2.6 Siu6 M(H,J), il existe € V(H) et une suite réelle sn
telles que

lim sn= 00 et Iir+r(}0 u(sn,t) = y+ dans C°°(5 1)

n—-+o00

et on a
$hj(u)= Ah(7-) ~ An{7+)

Démonstration : Commencons par remarguer que, puisque :

r+co

$H,j(u) = Jf_oo J/SI lus |} dtds < oo

on a:

rn+R r

Vii<00, lim / \us\j dtds =0 .

n-H-00 JNn-R Js

On considere alors la suite :
vn(s, t) = u(s + n,t)

qui est dans M (H, J). D’apres le résultat ci-dessus, puisque 4Hj(vn) = 4>h,j{u),
il existe une suite sn —+00 et v € M (H, J) tels que :

v& -* v dans CfAc{zZ, M) .

Mais la convergence locale implique :

vit<oo, /  f \vs\jdtds=o
Jn-R

Jsl
donc s h j (v) =0.D’aprés (2.1.16), il existe donc 7+ GV(H) telle que v(s,t) =
7+(/). La convergence Cffc de u(sn+ s, t) vers v entraine la convergence C°° de
u{sn,t) vers 7+(i), et le méme argument s’applique a l'autre extrémité. On a
en outre, avec 7Y/) = u(s, t):

s

Anils-») - AH(ya,) = | f \'i‘'s\j dtds
) (va.) Js-nJS1 .
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d’ou, aprés passage a la limite

Ah{i~) - An{7T+) = $h,j{v °

Dans le cas général, ces extrémités n’ont aucune raison d’étre uniques (on a
un point d’accumulation, pas une limite), et donc une trajectoire de Floer n’a
pas forcément de bord bien défini. Par contre, on a le

Lemme 2,2.7 Si 7+ est une orbite isolée de H, on a

Sgr];gmd(u(s,l),ﬂ) =0
et si 7_ est une orbite isolée de H, on a
s_I;mcod(u(s,t), 7)=0
ou d désigne la distance euclidienne, et la convergence est uniforme.

Démonstration: On se fixe une famille de voisinages tubulaires de I'image
de7+ de la forme
VE={zeCn/ d{zn +)<e) .

Pour e < Si , Ve ne contiendra pas d’autre orbite périodique de H que les
courbes

t 7+(+ ¢0) 1tQGS1

(cette famille n’existe bien sdr que si H est autonome). On suppose qu’il existe
£ > 0 et une suite (5n,in) avec Sn —+00 tels que:

d(tt(Sn,i,,),7+) > £ -
Ol sait déja qu’il existe une suite sn telle que
nI_|m u(sn,t) = 7+(t) avec nhm sn = +00 .

On peut donc en fait supposer
d{u{Sn,tn), 7+) = £l .
On peut aussi supposer par compacité que tn —yt” et que:

u{Sn,tn) yZmg

avec n
d(*00,7+) = 2£l -

On considére lasuite un(s, t) = u(s+Sn,t). On en déduit comme précédemment
que (apres extraction) un converge localement vers v: Z — M vérifiant:

®h,j{v)=0
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par conséquent, t>(s,t) = 7 (/) est une orbite 1-périodique de H. Mais la conver-
gence locale implique que t’(0,tco) = £ Par conséquent

7(0 =~ /("oo)eveil 7+
ce qui est contradictoire. Le méme raisonnement s’applique a l'autre extrémité.

Remarque 2.2.8 Dans le cas d’un hamiltonien autonome, on est obligé de
considérer des voisinages S l-invariants de ses orbites périodiques en raison de
I'action libre de S1 sur celles-ci. A priori, u(s,t) pourrait donc s enrouler
autour de 7+ pour s —+ + 00.
2.2.4 Trajectoires d’extrémités non dégénérées

Avec les notation du lemme 2.2.6, commencgons par le

Lemme 2.2.9 Si 7+ est une orbite non dégénérée de H, on a

lim u(s,t) =74. dansC"iS1)

5->-f00

et si 7_ est une orbite isolée de H, on a

lim u(s, t) = j~(t) dansC°°(S1) .
5—f —00

Démonstration : Maintenant, I’action libre de S1a disparu et on peut consi-
dérer des vrais voisinages de 7+ dans C00" 1). On peut trouver E\ > 0 tel que,
si 7 est une orbite 1-périodique de H, on a pour touti 6 51

17(0 * 7+(<) |< Si =>7(0 = 7+(0 »
Commencgons par montrer

lim u(s,t) = 7+(f) dans C~S 1) . (2.2.6)

s—>++00

On suppose qu’il existe e > 0 et une suite (5n,tn) avec Sn —+00 telle que :
lu(Sn,tn) - 7+(t,,) |> £1

On peut a nouveau supposer

lu{Sn,tn) -7+(*n) 1=\ei 1

La suite un(s,t) = u(s + Sn,t) convergera encore, aprés extraction, vers une
orbite 1-périodique 7 de /f, et tn —¢00 € 51. Par conséquent, on a

17(foo) -7 + (io0) E

ce qui est contradictoire, d’ou (2.2.6). En outre, cette convergence dans C S 1)
entraine la convergence dans C°°(5 1), puisque toutes les trajectoires un(s,t) =
i/(s + n, t) convergent maintenant vers 7+ dans C”c(Z, Cn). On en déduit
dim_ u(s,t) = 7+ dans Cco(51)
O—»

--fco
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et on fait le méme raisonnement pour l'autre extrémité. En outre, on voit ainsi
que, pour les courbes v(s,.) avec 5 —>*co, les convergences dans C~*S1) et
dans C'X(S]) sont équivalentes: c'est une conséquence directe de la régularité
elliptique.

On considére maintenant x et y 6 'P(H) et 011 suppose qu'elles sont non
dégénérées. Elles ont en particulier un indice de Conley-Zehnder bien déter-
miné (confer [SZ92] et (2.1.7)) et sont des valeurs critiques de la fonctionnelle
d’action :

n{x,H) GZet Ah(x)e R .

Nous avons vu que I’énergie des connexions u GM (x,y, J) était donnée par:
&h,j(u)= Ah{x)- AH(y) 1

Une formule similaire donne la dimension virtuelle de M (x. y,//, J) via la théo-
rie Fredholm (voir [SZ92])

Proposition 2,2.10 dimvM(x,y,//,J) = ji(x,H) —//(?;, 11)

c’est a dire qu’aprés une perturbation générique de J, M(x, y, H, J) est une
variété de dimension /¢(r, I1) —//(y, 11).
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2.3 Homologie symplectique

Nous allons rappeler ici la construction de I’homologie symplectique dans Cn
de [FH94] (on considérera uniquement Phomologie a valeur dans Z2, suffisant a
notre propos). Nous allons également décrire de quelle maniére on peut pertur-
ber une paire (//,</) donnée pour obtenir une paire générique. La connaissance
précise de ces perturbation (en particulier de leur support) sera importante
par la suite pour pouvoir appliquer des arguments de convexité & des paires
génériques.

2.3.1 Paires admissibles

Donnons nous un ouvert borné U de Cn. On considére la classe Had{U) des
hamiltoniens C°° :S1x Cn—R tels que :

1. H <Osur S1xt7.
2. H est standard a I’infini (voir définition 2.2.1).

3. Toutes les orbites 1-périodiques de H sont non dégénérées, i.e. 1 n’est pas
valeur propre du linéarisé du flot de H le long d’une orbite 1-périodique.

On appellera de tels hamiltoniens des hamiltoniens admissibles. On considére
également la classe Jad des structures presque complexes J sur S1x Cn (i.e.
dépendant du temps) telles que:

1. J est calibrée par vo
2. J est standard a I’infini (voir définition 2.2.1).

D’aprées le lemme 2.2.2, on a donc en fait une situation compacte, c’est a dire
que H n’a pas d’orbites 1-périodiques a I’infini et donc que V(H) est fini, et les
trajectoires de Floer restent toutes dans un compact.

2.3.2 Homologie de Floer dans Cn

Comme la situation est compacte, on peut a présent construire I’homolo-
gie de Floer d’une paire admissible comme dans [SZ92]. L’idée essentielle de
I’nomologie symplectique est d’utiliser non seulement la graduation par I’indice
de Conley-Zehnder, mais aussi la filtration par la fonctionnelle d’action. On
considére une paire admissible (Zf,J). D’aprés les lemmes 2.2.6 et 2.2.9, on a
en particulier une décomposition :

M(H,J)= (3 M{x,y,J,H). (2.3.1)
X, Y&V(I1)

Aprés une perturbation générique de J décrite plus loin, 0Ll sait que pour x et
VEV(H):

M (X, y, 77,.7) est une variété de dimension //(x. 77) —//(y, 77) . (2.3.2)
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On considére alors le complexe de Floer associé aux orbites périodiques admis-
sibles de H :
c{ih = ® Zj.i.
xev(H)
On a ici une filtration par I’action, Le. on considére:

Ca(H) = Z2e+x pour a > -00
XGV(H) , i4//(x)<a

et on a aussi la graduation par I'indice de Conley-Zehnder :
C (J):%FD <|IW
(574
avec :

Définition 2.3.1 Poura¢R U{+00}

CUH)= ® 1n-x
f Ah(x)<d

Si fily) = fi(x) —1, M(x,y,H,J) est une variété de dimension 1, avec une
action libre de R par translation. Par conséquent

M (X, Yy, J, H) = jVf(ar,y, /7,3)IR (2.3.3)

est une variété de dimension 0. De plus, elle est compacte en raison de la
décomposition (2.3.1) et de la convergence locale, et est donc constituée d’un
nombre fini de points. On note alors:

(X, y) = #M (X, vy, J, H) modulo 2 si //(x, H) —/I(y,H) = 1 (2.3.4)

et on définit :

MXx)= o0 Jfay)-yssm*H) = k. (2.3.5)

Mais on sait (voir (2.1.17))quesi Afj(x) < Afj(y), alors Ai(x,y, H,J) = 0, donc
si A/l(x) < Afj(y), alors 5(x,y) = 0. Par conséquent, I'opérateur 5 respecte la
filtration par Il’action :

dk-.CTW -tC"H) . (2.3.6)

On considere maintenant, pour —e0 <a < b < +00 :
C "bl(H) = Ch(H)/CUH) (2.3.7)

c’est a dire qu’on ne considére que les orbites d’action dans [a,6[. L’opérateur
dk induit alors un opérateur:

dk : C{[(/T) -> cM (ff) . (2.3.8)

Le point clef est que cet opérateur d : Cr°"(fi) — ) vérifie, comme dans
le cas compact (voir [FH94])

Théoréme 2.3.2 dod =0
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car la perte de compacité de M(x,y, H,J) est due uniquement aux brisures
de trajectoires et que le bord d’une variété de dimension 1 est constitué d’un
nombre pair de points. On peut donner la

Définition 2.3.3 L'homologie de Floer de la paire (H,J) est I'hnomologie du
complexe (CM0/(/i), d) :

HFfb(H,J) = Ker(dk)/Im (dk+1)

qui est indépendante du J admissible et générique choisi.

2.3.3 Perturbations génériques

On se donne un hamiltonien admissible H G 'Hade On va énoncer la par-
tie “générique” du théoréme 5.1 de [FHS95] (voir aussi le théoréme 3.1.2 de
[MS94]). 1l faut le faire de facon relativement précise, car nous aurons besoin de
renseignements sur le support des perturbations. L’avantage de perturber J, et
pas iZ, pour obtenir une paire (J, H) générique, est qu’on peut “choisir le sup-
port” des perturbations de J, et en particulier conserver des “paires convexes”
tout en ayant une paire générique. Dans [FHS95] et [MS94], contrairement a
notre cas, les variétés considérées sont compactes. Ce fait est compensé ici par
le fait que toutes les trajectoires que I’on considére sont dans un compact des
que I’on considéere une paire standard a I’infini.

Définition 2.3.4 On définit Vopérateur G’h sur C°°(Z,Cn) par
dj#{v) = us- J(i,u)ut+ J(t,u)XH{t,u) .
On considere son linéarisé en u G H)
Du:WKkp(Z,Cn) WKk~IfP(Z, Cn) (2.3.9)
et (voir par exemple [SZ92]) Du est un opérateur Fredholm d’indice
fi(u) = n(x) - fi(y) . (2.3.10)
On pose alors

Définition 2.3.5 Soient x * y deux orbites périodiques non dégénérées de
H. Une structure presque complexe J est dite (H, x, y)-réguliere si |'opérateur
Du est surjectif pour tout u dans M (x)y*J* H). On note

Jreg{H,x,y) = {J e Jad / J est (H, X, y)-réguliere} .
Si (H, J) est (a, y)-réguliére, alors:
M (x,y, J, /]) est une variété de dimension ft(x) —//(y) . (2.3.11)

On définit alors

Jreg{H) = pl Jreg(H ,x,y) (2.3.12)
*jveVad(H)
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I’espace des structures presque complexes rendant toutes les connexions entre
orbites périodiques non dégénérées de H régulieres. On peut maintenant citer
le théoreme 5.1 de [FHS95] (en rappelant qu’on se rameéne a nos trajectoires de
Floer par la substitution si-» —s)

Théoreme 2.3.6 Jreg{H) est un Gs de Jg .

Remarque 2.3.7 Ce théoreme est en fait énoncé dans le cas dune variété
compacte, mais (voir remarque 5.41 de [FHS95]) il reste valide dans le cas ou
(H,J) est standard a I’infini puisque toutes les trajectoires sont dans un
compact.

Cependant, on a besoin d’un énoncé plus précis, suggéré par la remarque 5.2
de [FHS95] (et par la remarque p. 35 de [MS94]). Donnons nous H G 7iad
et Ji G Jade On se donne aussi deux orbites 1- périodiques distinctes et non
dégénérées de H : x et y et un ouvert borné V séparant a et y, c’est a dire

V =V2\ ?1 avec x GVxety GCn\ V2.

On note alors

J{N\, V) ={Jedad/J =Ji horsde F x S1} (2.3.13)

et aussi
Jreg {Ht x, y, J\, V) —Jreg (H ,x,y)nJ(Ju V) .

La démonstration du théoréme 5.1 dans [FHS95] (et celle du théoréme 3.1.2 de
[MS94]) permet en fait de montrer

Proposition 2.3.8 Jreg(H, X, j/, Ji, V) cstunGs de

C’est a dire que si une trajectoire de Floer est forcée de traverser une région ou
J est générique, elle doit étre elle aussi générique. Pour voir ceci, nous allons
reprendre en partie la démonstration de [FHS95] du théoréeme 2.3.6.

On se fixe ug GC°°(Z, Cn) telle que

1/0(s, t) = x(t) pour s < -1 et uO(s,t) = y(t) pour s > 1

et on considére
B={u/u-uoeW?"iz, Cn)} (2.3.14)

ainsi que le complété J 1de Jad pour la topologie Cl avec / > 2 (il est en effet
important de travailler ici avec des variétés de Banach, donc on est obligé dans
un premier temps de considérer des structures presque complexes de classe CI\
la généricité pour tout / entraine finalement la généricité C°°). On considere
I"application

T:(J<JlueB) djH{vGLPZ C. (2.3.15)
Il s’agit de montrer que <:~1(0) est une variété de Banach, ce qui implique

le théoréme 2.3.6 par des arguments standard (en particulier le théoréme de
Sard-Smale, voir [SZ92]). DT étant un opérateur Fredholm, il suffit en fait de
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montrer que I'image de DT en (J,Vv) G (0) est dense. On pose g = p* (c’est
a dire p~lI + g~I = 1) et on considere / £ Lq(Z, Cn) qui s’annule sur I'image
de DT en (J, u). Comme | satisfait une équation elliptique, il s’agit de trouver,
pour utiliser le théoreme d’Aronszajn (ou, de facon équivalente, le théoreme
de prolongement analytique découlant du principe de similarité de Carleman)
un ouvert non vide sur lequel / s’annule. Dans [SZ92], les auteurs considéerent
I’ensemble TZ(u) C Z des points réguliers de u (on retire les points doubles et
les points ou us = 0) et montrent que c’est un ouvert dense (théoréme 4.3). lls
montrent ensuite que / s’annule sur TZ(u), donc sur Z, et concluent.

Dans notre cas, on part d’une structure presque complexe Ji et on considére
le complété Jy de J{Ji,V) pour la topologie Cl. On a alors une application

Tv:(J GJX,ueB)” djtHu GLP{Z,Cn) . (2.3.16)

Il s’agit pour nous de montrer que I'image de DTy en (J, u) est dense. Si I’'on
considére | G Lq(Z,<Cn) qui s’annule sur I'image de D Ty, la démonstration de
[SZ92] permet de montrer que | s’annule sur :

n{u)nu~I1{V) .

Or u- 1(F) est par hypothese un ouvert non vide, et 7£(u) est un ouvert dense:
/ s’annule donc sur un ouvert non vide, et donc sur Z entier. Le reste de la
démonstration de [SZ92] restant valable dans notre cas, cela termine la preuve
de la proposition 2.3.8.

2.3.4 Perturbations admissibles

Nous allons décrire ici les perturbations admissibles d’un hamiltonien auto-
nome décrites dans [CFHWO96], section 2, et [FHW94], section 2.1, qui brisent
I’action libre de S1sur les orbites 1-périodiques. On se donne un hamiltonien
autonome 77 et une orbite 1-périodique de 77 transversalement non dégénérée
7 :S1—Cn, c’est a dire que 1 est valeur propre de multiplicité 1 du linéa-
risé. On considere un voisinage tubulaire U de I’'image de 7 ne rencontrant pas
d’autre orbite 1-périodique de 77. On définit I’espace des perturbations:

U={keCriS1xU) / V*(i,x) < 1 VF x} . (2.3.17)

Pour k € 7i et S > 0, on définit H$ = 77+ Sk . Notons qu’a priori H$ n’est défini
que sur 51x U :on ne demande pas a priori aux perturbations de s’annuler au
bord de U, mais nous verrons plus loin qu’on peut se ramener a ce cas. Le
lemme 2.1 de [CFHW96] contient en particulier le

Lemme 2.3.9 SoitV C U un voisinage tubulaire de 7. Il existe e > 0 tel
que, pour 5 < e , toutes les orbites périodiques de Hs dans U sont dans V .

Considérons maintenant E = T*S1x Cn_1 symplectique standard, c’est a dire
muni de coordonnées (q,p,Q,P)avec, gGSL,p€ R Q+ iP CC”-1 avec:

u=dgAdp+dQ AdP .
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On dispose d’un plongemcnt de O51 x 0 CE dans C" défini par:
(<7,0,0,0) 14 7(</) .

Le fibré normal a 7 étant trivialisable, on peut prolonger ce plongement en un

symplectomorphisme T: (Br,u) (Vr,u>0), ou Vr est un voisinage tubulaire
de 7 et ou:

Br = {(q,p,Q, P) 6 E / V2+ Q2+ P2 < R2} *

On pose également pour r < R:
Vr=T-"iBr) .

Donnons nous maintenant une fonction de Morse ho sur S 1 possédant exacte-
ment un minimum égal & —1 en 0 et un maximum égal a 1 en |. On définit k\
par :

kl{tqupvQIP) = hO(q _t)

La fonction k := k\ o T“1 appartient alors a %. H$ = H + Sk posséde deux
orbites périodiques évidentes :

7°®)=7(0 et7+(0=7(i+")
d’action respective:
MML(7T£)=An(y) TS

associées aux points critiques de ho, mais I’action libre de S1a disparu. En fait,
la proposition 2.2 de [CFHW96] contient en particulier le

Lemme 2.3.10 Il existe e > 0 tel que pour 5 <e , les seules orbites
périodiques de Hs sont 7+ , et elles sont toutes deux non dégénérées. De plus,
elles ont pour indice de Conley-Zehnder

[*(7+i Hs) = -,HS)+ 1 .
Il reste maintenant a localiser cette construction : on se donne une fonction

décroissante p: R —» R+ égale a 1 pour x < let a 0 pour x > 4, et on définit
pr(x) ~ p(p-). On considére alors pour r > 0:

h (0,P,Q, P) = Pr{p2+ Q2+ P2)h (q,P,Q, P)

et k = ki o T*1. On définit de méme K$ = H + Sk, prolongé par H hors de U,
qui coincide avec. H hors de I~r et avec Ils dans Vr. Alors on a le

Lemme 2.3.11 Il existe e > 0 tel que pour S <s , les seules orbites
périodiques de. dans U sont y+ , et elles sont toutes deux non dégénérées.



41 CHAPITRE 22 HOMOLOGIE DE FLOER

En cflet, d'aprés le lemme 2.3.9, étant donné que ak £ 'H pour a assez petit,
il existe s > 0 telle que toutes les orbites périodiques de sont dans Vr pour
6 < as. Or K$ = Hs sur Vr, donc le lemme 2.3.10 permet de conclure.

On se donne maintenant un hamiltonien H dont les orbites 1-périodiques
transversalement non dégénérées sont en nombre fini : on nomme ces orbites 7
pour 1 < i < N. On se donne des voisinages tubulaires deux a deux disjoints U{
de chacune de ces orbites. Pour chacune de ces orbites, la proposition précédente
fournit une fonction ki sur S1x Cn et un réel si > 0 tel que, quand on remplace
H par H + Ski pour S < I'orbite 71se scinde en exactement deux orbites non
dégénérées 7" dans U{. Il ne reste plus qu’a définir :

s = Inf{ et k= sT>K
et on a la

Proposition 2.3,12 Soit H un hamiltonien autonome, et V un voisinage de
ses 0j'bites 1-périodiques transversalement non dégénérées. Il existe une
fonction k a support dans S1 XV telle que, pour S < 1 chaque orbite
1-périodique 7 de Il se scinde en deux orbites 1-périodiques 7 non
dégénérées de
I<s{t, x) = H(x) + Sk(t,x) (2.3.18)

vérifiant

7+ CV , AKi(tx) = Ah{7)T ~ et M(7+,Ks) = MIT- ,Ks) + 1« (2.3.19)

2.3.5 Propriétés fonctorielles

Les propriétés fonctorielles de I’homologie de Floer dans Cn des hamilto-
niens admissibles pour U permet alors de définir I’nomologie symplectique de U
comme la limite de I’homologie de Floer de hamiltoniens tendant vers 0 dans U
et vers I'infini hors de U. Les définitions et résultats suivants proviennent tous
de [FH94].

Homotopies croissantes

On considere deux paires admissibles génériques (#1,J{) et (i/2" 2) telles
que H\ < 112sur S1x Cn. On appelle homotopie croissante entre (i/i, Ji) et
(H2,J2) une paire

(iL(s, /1, 2),3{s)t,2)) pour sER ,££5* ,z GCn
telle que, en définissant
Ls{t,z) -L(s,t,z),Jds(t,z) =j(sXz),

Js soit une structure admissible et qu’il existe R > 0 et une fonction C°°
p{s) > 0 vérifiant

L*(t,z)=ii(s)\z |2 pour z? B 2n(R)
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avec la condition
fi{s) € TN =>fi'(s) > 0 (2.3.20)

(c’est a dire qu’on demande que (LS,JS) soit standard a I’infini, sauf en un
nombre fini de points ot (2.2.1) est remplacé par (2.3.20)). On demande de
plus

{(Ls,js)) = (Hi «p) pour s < -s0 (2.3.21)
({Ls,j s)) = (H2,J2) pour s > s0 (2.3.22)
dL .
— (s,i,z)>0 pour tous s, t,z . (2.3.23)
us

Sii € V(Hi) ety GV(H2), on définit de fagon analogue a la définition 2.1.2
I’espace des trajectoires de Floer généralisées

M(x,y,J,L) ={ue C°°(Z, Cn) vérifiant (2.3.24) , (2.3.25) et (2.3.26)}

us- J(s, wut = -J(s, t, uU)Xi>(t,u) (2.3.24)
5_Ilr_nOO u(s, f) = x(i) dans (*(S 2 (2.3.25)
S_Iiwm(x) u(s, t) = y(t) dans C"*S1). (2.3.26)

On a alors (théoréme 24 de [FH94])

Théoréme 2,3.13 |l existe une homotopie croissante entre(Hi, Ji) et
(#2n 2) telle Que M (x,y,J,L) est une variété de dimension

dimM(x, y,J, L) = fj,(x, Hi) - /iy, H2) (2.3.27)
de plus, si M(x,y, J, L) ~ 0, alors
AHI(x) > AH2(y) . (2.3.28)

Le probléeme essentiel est d’empécher les solutions de (2.3.24) de partir a I’in-
fini. On part pour cela d’une homotopie croissante (L, J) et on lui associe une
“homotopie a croissance lente”

S ~ ~ S
_/\C(/\T/\T/\) T/( et JC(S,t,Z) _«/(“ 1£H£)

vérifiant

0< ™ < (3¢~ 2.3.29
L < (o (2:329)

pour c suffisamment grand, la condition (2.3.29) la condition (2.3.20) forcent
les solutions de (2.3.24) a rester dans un compact et fournissent des bornes L2,
ce qui suffit pour conclure. La formule (2.3.28) résulte d'un calcul analogue a
(2.1.15) en raison de la condition (2.3.23). Ceci permet d'associer a (L, J), de
facon analogue a (2.3.5), une application

9LtI:Ch(HLJI1)->C &(H2,J2)
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obtenue en comptant modulo 2 le cardinal de ,\4{x.y,J,L) pour //(ar,//1) =
/I(y, 712). On montre ensuite que la seule perte de compacité de M (x, vy, J, L) est
due aux brisures des solutions de (2.3.24) en une nouvelle solution de (2.3.24)
et en trajectoires de Floer associées a {H\,J1) ou a (H2,J2). Ceci de permet de
montrer que j définit un morphisme de chaines, et induit donc une applica-
tion

ItHF~ "HulJy) -+ HFlab[(H2,J2) . (2.3.30)
On montre ensuite que cette application est indépendante de I’homotopie crois-
sante (L, J) choisie, et on I’appelle morphisme de monotonie #2)-H

résulte de la preuve de la proposition 35 de [FH94] la

Proposition 2.3.14 Soit (L,J) une homotopie croissante entre (4 jj) et

(7/2532)« On suppose que son diagramme de Cerf dans Vintervalle [a, 6], pour
—00 <a<b<+00

C(£) = [|J AL.(P(L")]In[a,f>]
sEIR

est trivial, i.e. vérifie
C{L) ~ [AHi OP(tfi)) n [a,6]] X R . (2.3.31)
Alors le morphisme de monotonie
m(HuU H2) : HF[aB(Hu J,) -» H FAb[(H2,J2)
est un isomorphisme.

C’est- a dire que s’il n’y a pas de naissance ou de mort de point critiques de
la fonctionnelle d’action entre a et £ et si aucune branche du diagramme de
Cerf ne franchit {a, 6}, alors I’hnomologie de Floer entre les niveaux a et b est
inchangée au cours de I’homotopie.

Le systéme inductif
On définit une relation d’ordre partiel par:

{Hu Ji) <(H2,J2) & H! <H2sur S1x Cn (2.3.32)

pour deux paires admissibles génériques (H\, J\) et (H2,J2)- Dans ces condi-
tions, 011 a construit un morphisme naturel pour a > —e0

m{lluli2): HFAH"J,) HFE'b{H2,J2) (2.3.33)

donné par une homotopie monotone entre H\ et # 2- Comme I'ensemble des
paires admissibles est inductif, et que ces morphismes de monotonie constituent
un systéme inductif, on peut définir I’homologie symplectique comme la limite
inductive des homologies de Floer via ces morphismes, pour —e0 < a < b <
+00 :

Définition 2.3.15
S[ag(i7) = lim HFA'H{IL J)
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On notera
M{IL J) : lIF[ab{H, J) -» S[a6l(t") (2.3.34)

le morphisme donné par la limite inductive.

Remarque 2.3.16 Etant donnée une paire (7f, J) standard a Finfini et

a < b, on dispose de Fhomologie HFIa'b*(H, J) dés que toutes les orbites de H
dont Faction est dans [a,6] sont non dégénérées et que toutes les trajectoires
de Floer entre ces orbites sont génériques. En partant d‘une paire (Hg,Jq)
standard a Finfini pour laquelle les orbites de H dont Faction est dans [a, 6]
sont transversalement non dégénérées, les propositions 2.3.8 et 2.3.12 nous
permettent de perturber Ho au voisinage de ses orbites dont Faction est dans
[a,6[ et Jg dans un ouvert séparant ces orbites pour obtenir une paire {H\,Ji)
pour laquelle le morphisme de limite inductive M (H;, JN) existe.

Triangle exact

Pour une paire admissible générique (//, J), et pour —o0 < a < b < ¢ < +00,
on a une suite exacte courte naturelle :

qui fournit en homologie une suite exacte longue Aa,b,c{H,J):

IF[ab{H, J) - >HFE'C{H,J)—)» HFEA(H, J) HFE B{H,J)

et, aprés passage a la limite inductive, on obtient le triangle exact A a*iqU) :

ST MUY s{* d(i/)-—- SFA{U) SFRQU - (2335

Application induite par I’'inclusion

Si U C V sont deux ouverts de M, I’inclusion :

natk(\Vv)y )
et les morphismes de monotonie dans H ad{U) fournissent par passage a la limite

inductive un morphisme induit par I’inclusion (également appelé morphisme de
monotonie dans [FH94])

Hi,v is[a6[(F)  s\;'bf(U) (2.3.36)

qui se comporte de fagcon “naturelle”, c’est a dire que si U C V C M7, alors

iu,w — i-u,v 0 H'iv (2-3-37)
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Invariance par isotopie

On notera dans toute la suite V le groupe des symplectomorphismes a sup-
port compact :
<>Cn->Cn

Etant donné ¢>€ V (on a besoin d’un symplectomorphisme ambiant), 01l peut
transporter H et J par €. Aprés passage a la limite inductive, on dispose donc

d’un isomorphisme:

SMC ) >5[V ) . (2.3.38)

Si maintenant (U C V, on peut composer par le morphisme de monotonie
M) v» Pour obtenir un morphisme:

4 st 6l(K)  Sk'b{u) . (2.3.39)
On dispose également du morphisme induit sur les triangles exacts :

= AfifBfQV) -> AfifefiQ(1/) . (2.3.40)
L’invariance par isotopie se traduit par le

Théoréme 2.3.17 Si 'trs est un chemin lisse dans V tel que 'tpsiU) C V pour
tout s, alors ‘g = "0

En identifiant U et 'tpoiU), on peut supposer (0 = id. L’idée est de considérer
H € 'Had(U) et les hamiltoniens

He(t,z) = H{t 1(%))

qui sont dans Had(‘ipe(U)). Par une construction analogue a (2.3.30), les auteurs
construisent pour e proche de 0 un “isomorphisme de proximité”

&:HFk 'hi{HEJE HFIlab{H,J)

donné par la trivialité du diagramme de Cerf de I’homotopie Hse. De plus, étant
donné K G7iad{V) tel que

K (f,z) < Hs(t,z) Vt, s,z

cet isomorphisme de proximité commute avec les morphismes de monotonie. lls
montrent ensuite que, pour e assez petit, étant donné x G V{H), une unique
solution de (2.3.24) relie ip~1{x) a x, et que ce sont les seules solutions isolées
de (2.3.24) (I'idée est de voir (2.3.24) comme une perturbation compacte de
(2.1.9)). Cela permet d’identifier §=avec I’application naturelle

WE# : HElab[(HE, Je) -» HF [a'b[(H, J)
donnée par le transport par 'ipjl. Cette application commute donc avec les

morphismes de monotonie, ce qui implique = *t/v pour s assez petit. En
suivant I’isotopie on en déduit le théoréme 2.3.17.
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Homologie symplectigue locale
d’un ouvert de type contact
restreint

3.1 Suite cofinale adaptée

Nous allons voir ici que, si E = dU est de type contact restreint et si son
spectre d’action est discret et injectif (voir 1.2.4), on peut construire une famille
cofinale (H\, J\) telle que les orbites d’action positive et les trajectoires de Floer
d’aire bornée sont situées dans U. Cette construction est & la base de toutes
les propriétés de Phomologie symplectique d’un ouvert de type contact restreint
que nous étudierons par la suite.

3.1.1 Famille cofinale idéale

On reprend les notations de la section 1.1. On rappelle que d’apres (1.1.12),
on a
Ua C B(Ro”/a) pour a > 1.

On part d’une structure presque complexe calibrée J sur £/, et on se fixe une
structure presque complexe  calibrée par der sur le fibré symplectique £  E,
qui, d’aprés le lemme 1.3.8, détermine une unique structure spéciale  sur

W = 9(E) .

On choisit Ag ¢>(E) et ji £ 7tN, et on considére la paire idéale de la figure 3.1.
Aprés lissage, les orbites 1-périodiques de H\ seront de 5 types (voir figure 3.2):

1. les constantes dans I/, notées U

2. les orbites situées au voisinage de {r = 1}, associées aux caractéristiques
fermées de E, notées d+U

3. les orbites situées au voisinage de {r = 4}, associées aux caractéristiques
fermées de E, notées d~U
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720 -
A
|
PN 1 r() M 1* p
' yi A I " 1 («+1)2
J Jc \ i
J\{z) s-IHe H R ——
[-2e0”™ " 1l-eo ¢ R? = BR%

Fig. 3.1 - Paire (H\, j\) idéale

4. les constantes dans B (R+ 1)\ 1/4, notées B\U

5. les orbites situées au voisinage de {| z |= jJR+ 1}, associées aux caracté-
ristiques fermées de S2n(A), notées B

La forme de H\ assure que les orbites [Uj ont une action proche de 0 et que les

orbites d+U ont une action proche de ¢(>(S). On va faire tendre Avers +00 et
jouer sur les paramétres A(A),J3(A) et ji(X) pour que

- la pente p tende vers +00

- I’action des orbites de type d-u  B\U et d+B tende uniformément
vers —00.

Si I'on se fixe a > —00, les orbites périodiques intervenant pour Aassez grand
dans HFlab\(H\, J\) seront de type U ou d*U , et donc situées dans U. Il
est en outre crucial que les trajectoires de Floer reliant ces orbites périodiques
soient elles aussi situees dans U. D’apres le principe du maximum (lemme 1.3.9),
ces trajectoires de Floer ne peuvent étre tangentes intérieurement ni a S5 pour
1<S < B, naS(r) pour r > R ;en particulier, elles ne peuvent pas sortir
de B(R). Malheureusement, (Il n’a pas une situation convexe dans B(R) \ Ub,
et les trajectoires pourraient a priori sortir de Ub en restant dans B(R). Dans
ce cas, ces trajectoires seront des courbes J™-holomorphes propres dans U AB”

(si I’'on suppose B > 24), et c’est une estimation de leur aire, qui se traduit par
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r(z) \ \z 2

Fig. 3.2 - Orbites 1-périodiques de H\

le lemme suivant, qui empéchera cette situation et permettra de montrer que
ces trajectoires restent dans U.

Lemme 3.1.1 Soit J* une stucture presque complexe calibrée sur C. Il existe
une constante C\{J{) > O telle que}pour tout B > 0, si J est une structure
presque complexe calibrée sur Cn telle que

J —J¢ sur UMB'B]

et si u est une courbe J-holomorphe s’appuyant a la fois sur E il et sur Ejs,
2
on a

A{u) > Ci(J()B . (3.1.1)

Démonstration: On pose b = In(B) et on considére la structure complexe

Jj = yh*J sur 24l Comme les structures presque complexe spéciales sont
par définition Vvinvariantes, on a

JXx —JN sur

La courbe ui = ~”(u) est alors une courbe Jj-holomorphe s’appuyant a la fois
sur Ei2 et sur E. On considére la distance euclidienne standard d sur Cn et on
pose

r=id(Si,s).

Comme u\ touche a la fois sur E i et E, il existe un point ~o tel que
2

B2n(«i(s0),r)CIl/]Jul.

La composante connexe W2 de ?j fl B2n(uj (¢0), r) passant par wi(~0) s’appuie
alors sur S2"-1 (Ui(~0), r), et est J*-holomorphe. Le lemme de monotonie de
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Gromov (voir par exemple [Sik94], Proposition 4.3.1) implique I’existence d’une
constante Ci, ne dépendant que de r et de telle que

{(«2) > Ci .

Comme j £ ne dépend que de J” et que r est fixé, C\ ne dépend que de JE
Comme J\ est calibrée par a0, on en déduit

AMACAIJL) » (3.1.2)
On a de plus
= Buo
d’ou
A{u) = BA({ii) (3.1.3)

et on déduit (3.1.1) de (3.1.2) et (3.1.3).

D’apres la remarque 2.3.16, il suffira de perturber H\ dans U pour obte-
nir, pour Aassez grand, un hamiltonien admissible pour sia”™(£/). De plus, |l
suffira de perturber J\ dans U pour obtenir une structure complexe admissible

générique pour S[a”™(i7). Les lemmes 1.3.9 et 3.1.1 permettront de montrer que,
dans cette situation générique, les trajectoires de Floer impliquées restent dans

U.
3.1.2 Hamiltonien lisse

Le lissage va nous contraindre a alourdir les notations, mais la situation est
essentiellement la méme qu’a la figure 3.1. On se fixe un £0 > 0. On part d’une
structure presque complexe J sur U, et on se fixe une structure J£ le long de
S, qui détermine une unique structure spéciale J¢ sur W. Comme on suppose
<S(E) discret et injectif, on a

cS(E) ={0<To<Tl<T2< ..<Tn<..}.
On choisit maintenant un grand A” ¢>(E). Il existera alors rj\ > 0 tel que
JA-7T?AAIn<S(E) = 0 . (3.1.4)

On se donne ensuite e(A) > 0 (petit) et .4(A) > 1 (grand), puis v(X) > A le(A).
On considere une fonction h\ € C°°(R+) telle que

- h\(S) = -e si S € [0,1 —V]

h\ est convexe sur [1—i/, 1+ v]

h\(1) <0et h\(1) = TOf2

hx(S) = Asi S G[1+ jl, 4]

h\ est concave sur [.4, .4+ i/]
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Fig. 3.3 - Hamiltonien lisse H\

- hx{S) =C(X)si5>A+v

ou l'on a posé
C(A) = (4(A) - DA. (3.1.5)

On choisit ensuite B{A > 2(A(A) + t'(A)) et (A ~ 7rN avec n(\) > 0, et on
pose

R(A=Rofill . (3.1.6)

On se donne une fonction g\ 6 C°°(R+ telle que

- gX(S) =C(A)si5 < {R+\)2-u

- g\ est convexe sur [(R+ 1)2—u,(R+ 1)2]

- SY{S)= siS>(R+1)2.
On définit maintenant H\ G C°°(Cn) (voir figure 3.3) par
Hx{z) = -e{\) si *6 Ih-B
H\ = h\ ot sur lJil- fo,AH]

lIx(z) = C(A) sur B2n(R) \ UA+*
H\(z) =gx( *12)si *i B2n(R) .

On peut alors considérer comme dans le cas précédent une structure presque
complexe J\ calibrée par uq vérifiant

-\ =1J dans Ui-2e0
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- Jx = dans

- J\ —i hors de B~TI(R) .

3.1.3 Orbites périodiques de H\

On va déterminer les orbites 1-périodiques de H\ en utilisant le lemme 1.1.9:
si Il —hor,elles sont situées dans r-1 (5), avec h'(S) G (S) et ont pour action
Sh'(S) - h(S). On introduit

El1= S2n~I(R)
pour laquelle (voir exemples 1.1.4 et 1.1.6)
n(z) =" |7 ]2 et¢((EY={knR2/ k GN*}
Par conséquent, hors de B2n(R), H\ est de la forme g\ orj avec
gi(Sl) = gx(R2S1).

On a en particulier g[ (Si) = R2n  «E1) pour S\ > (1 + /?-1)2,donc II\ n’a
pas d’orbite 1-périodique hors de B2n(R + 1). D’apres la définition de rj\, on
sait de plus qu’une solution de h\(S) G<S(E) vérifie h'x(S) G [Th, A—7a]. On a
donc les familles suivantes d’orbites périodiques

1. les constantes dans notées U |. Elles ont pour action
<n(A) = e(A) (3.1.7)

2. les orbites associées aux solutions de h'x(Sk) = Tk dans [1,1 + Z], notées
d+U . Elles ont pour action

4 (A = SkTk- hx(Sk) G [To, (1 + *NA] (3.1.8)
3. les orbites associées aux solutions de h*"S”) = Tk dans [A, A + Z/j, notées
d U | Elles ont pour action
a*(A) = Skn - hx(S'k) G [TOA - C(A), (A- rix)(A +u) - (C(A) - Al
et en particulier une action inférieure a
03(A) = 2A- A(X)ri\ (3.1.9)

4. les constantes dans B2n(\/(R + 1)2—v), notées B\U . Elles ont pour
action

a4(A) = -C(A) (3.1.10)

5. les orbites associées aux solutions de g[ (5") = IcttR2 dans [(1 + R~1)2 —

jIfi“2,(1+ /2~1)2], notées d+B . Elles ont une action S"g[(S") —gi{Sf)1
inférieure a {R+ 1)2// —C(A), d'ou, compte tenu de (3.1.6), inférieure a

«5(A) = 2/2aB(A)/I(A) - C(A) . (3.1.11)
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3.1.4 Estimation de I’énergie des trajectoires de Floer
Le point crucial de cette construction est I'estimation suivante.

Lemme 3.1.2 Soit (H,J) une paire dépendant du temps. On suppose que
{H,3) = (i/AJ\) hors de S1x UI+I/ . (3.1.12)
On considére X, y 6 "P{H) fl Ui+,, et u GM{X, y, J, H) telle que
u(z) ¢ Ui+ . (3.1.13)
On a alors | estimation
(AH(X) - A.(y)) > Ci(J")B(X) (3.1.14)
ou C\ (J¢) > 0 est défini par le lemme 3.1.1.

Démonstration Comme (H,J) est spéciale pour S2n~I(R) hors de B2n(R), le
lemme 1.3.9 implique que
u{Z) C B2n{R) . (3.1.15)

En effet, les extrémités x et y de u sont toutes deux dans B{R), et u ne peut
pas toucher intérieurement B(r) pour r > R. De méme, (H,J) est spéciale
pour E dans donc u ne peut pas toucher intérieurement E5 pour
1—t < S < B, donc doit forcément sortir de Us-

u{Z) UB1 (3.1.16)

On peut donc se donner une valeur réguliéere a de r ou dans ].4 + i', \B[ et
découper u comme indiqué sur la figure 3.4, c’est a dire considérer

= (f ow)- I([d, +oo[)

ou f prolonge / or (voir I'exemple 1.1.8), avec / donnée par la figure 3.5.
On voit tout d’abord que u(Z-) C B2n(R) \ uva+1/, ou H est constante et
J = J\. Par conséquent, u vérifie sur Z- I’équation

us- Jut=20
c’est a dire qu’elle est anti-holomorphe. Comme J\ est calibrée par w0, on en
déduit

Jf u*u0 < A{un UJiB'B]) .
Z_

Mais J\ est spéciale sur U~B,B"et (3.1.16) implique que u D U2B-il s’appuie
a la fois sur E# et sur SiB. Le lemme 3.1.1 entraine donc

J uuol<

Mais dans on a

wo(us,ut) = uO(us,-Jus) = - | Vs]j
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Fig. 3.4 - Découpe de la trajectoire
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FIG. 3.5 - Prolongement f or de r
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d'ou I'estimation
Jz K |}>C (.1{zZJ. (3.1.17)

Or, en raison de (2.1.14) et (2.1.15), on a:
AH{x)-AH{y)~ J[ |u, |} dtds > f \u, |} dtds
Z Jz_
et (3.1.17) entraine donc (3.1.14).

3.1.5 Construction d’une suite cofinale

On va a présent utiliser les estimations qui précédent pour montrer qu’on
peut choisir les constantes .4(A), B{A), s(A) et //(A) pour obtenir une famille
cofinale ayant les propriétés souhaitées. Pour exclure les orbites d U|, B\U

et d+B , il suffit que les fonctions a3, a4 et a5 définies par (3.1.9), (3.1.10) et
(3.1.11) tendent vers —o0 en +00. Comme

ad(A) < a3(A)

il suffit d’obtenir

AI_|Arfn a3(A) = Ali[r_] (2A —AA)TTA = —o0 (3.1.18)
et
AET a5(xX) = AI|+m (2RIB(\)n(\) —(A(A) —1A) = —o0 . (3.1.19)

Pour obtenir une famille cofinale pour I'ordre < défini par (2.3.32), il suffit que

AIim fi(A) = +00 (3.1.20)
et
A_Ifl_rpoo e{X) =0 (3.1.21)
puisque (3.1.19) entraine alors
C(A
atico R=(\)  °°

En outre, pour pouvoir montrer que les trajectoires de Floer restent dans Ui+,
a l’aide du lemme 3.1.2, nous aurons également besoin de

lim ~ = +00 . (3.1.22)
A—f-f 00 A
De plus, il suffit de le faire pour une famille A tendant vers +00 (c’est a dire
qu’on n'a. pas besoin de faire varier Acontindment). Il sera de plus utile d'ob-
tenir une famille croissante pour -<. On choisit donc pour commencer une suite
strictement croissante An vérifiant

A,>0,AMES(E) et MlimcoA, = +co
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et une suite strictement décroissante £n vérifiant
en>0et lim £n=20
n—*-f oo

ce qui réalisera (3.1.21). On choisit ensuite une suite strictement décroissante
Tn vérifiant

JK - vn, ANlnS(£) =0,Tn>0et nll)(_r;m'l?,,: 0.
On peut alors choisir une suite strictement croissante An telle que

An > 3—
Vh

ce qui réalisera (3.1.18). On définit ensuite

/K

Bn An -]_) 2RO 3%

2Ro 1)

ce qui réalisera (3.1.22), et on choisit enfin suite strictement croissante j.in véri-
fiant

fing 71N, 0< Un < 7T5-\E et Ijl)l y-n = +<>
2H q n-i+ 00

ce qui réalisera (3.1.19) et (3.1.20). On peut résumer cette construction par le
Lemme 3.1.3 Lafamille (H\,J\), A£ {Ai, A2, ...} est croissante et cofinale
pour -< L ‘action de ses orbites de type O-u B\U et d+B est inférieure
a D (A). L ‘action de ses orbites de type d+U est dans [Tqg, « 0.1 celle de ses

orbites de type U est égale ae(\). Elle vérifie en outre le lemme 3.1.2 avec

. . . B{X
lim D(X) = —e0, lim e(A)=0et Ilim %) = +00
A— A—>-{-0 A—>f'0Oo A
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3.2 Description de I’homologie symplectique d’un
ouvert de type contact restreint

Nous allons maintenant utiliser la famille cofinale construite précédemment
pour décrire sla™(t/), —e0 < a < b < +00 si U est de type contact restreint.
On montrera que Sla”(i/) est “locale”, c’est a dire qu’en perturbant H\ et J\
dans £/, on obtient une famille cofinale générique telle que les orbites et les
trajectoires de Floer considérées sont toutes situées dans U. Nous en déduirons
en particulier que, dans une situation générique, les morphismes de monotonie
définissant I’homologie symplectique finissent par devenir des isomorphismes. Si
I’'on ne s’intéresse qu’a I’hnomologie symplectique de U au voisinage de 0, il suffira
de perturber 11\ et J\ dans £/i_eo, ou H\ sera une petite fonction de Morse
/. Les orbites périodiques seront les points critiques de /, et les trajectoires de
Floer, ne pouvant sortir de E/i-Q0, seront des lignes de gradient de /, ce qui

nous fournira un isomorphisme entre et H*+n(U,dU). On supposera
dans toute cette section que «S(S) est non dégénéré.
3.2,1 Familles cofinales génériques

On se fixe a € R, et on part de la famille pour A6 {Ai,A2 ..}
construite précédemment. Les orbites 1-périodiques de H\ dont I’action ne tend
pas uniformément vers —e0 sont de deux types:

1. les constantes dans £/i_,, (orbites de type U ), d’action proche de 0

2. les orbites associées aux caractéristiques fermées de dU (orbites de type
drU ), situées dans , d’action proche de S(E) fl [To, A, ou

Tq=infc>(E) > 0.
Par conséquent, pour A assez grand, ces orbites seront les seules orbites pério-

diques de H\ d’action supérieure a a. D’aprés la remarque 2.3.16, il suffit de
perturber ces orbites périodiques-ci pour obtenir une famille cofinale admissible

pour Sla™(t/), avec b > a. On s’intéresse pour commencer aux orbites de type
Uj: on définit
f°(S) = -e(A) +a(S- 1+ £0) pour 5 >0.

On rappelle que H\ = -e{\) dans U\-e et H\ = h\ or dans [/U-eo”"+"l avec
?21) = |r 0. Pour a assez petit, on peut alors trouver une fonction g® (voir
figure 3.6) telle que:

~ 9\ = fx dans J0,1- U]
- g° est convexe dans ]1 — 1]
- g° zh\ dans [1,A + W\
On se donne maintenant / GC°°(U) telle que

— [/ est de Morse dans Ui-c0
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Fig. 3.6 - Interpolation g?

f possede un unique minimum local, atteint en zg, £ U\-"e0 avec /(;,0) =
—1 (U est supposé connexe)

tous les autres points critiques de / sont dans C/l1 2eo.i-eo[
- —1 < f(z) < 0pour tout 2€ Ul-e0
- f =t- (1L —e0) dans t/t1-*0-1.
On définit H® £ C°°(Cn) par
- H\ = -e(A) + q/ dans Ji_e0
- H° = g° or dans f/tl2ol!
- —H\ hors de U.

C’est a dire qu’on a “morsifié” le plateau dans U\-u comme symbolisé par
la figure 3.7. Pour  assez petit, le hamiltonien H° est alors un hamiltonien
admissible pour 5i“,7°A(i7). En effet, il existera un Tj > 0 tel que toutes les
orbites périodiques non constantes de / ont une période au moins égale a Tj
(voir par exemple [SZ92]). Par conséquent, pour a < Tj, les seules orbites 1-
périodique de H° dans U sont les points critiques de /. Elles sont par conséquent
non dégénérées, et le lemme 7.2 de [SZ92] entrafne, avec nos conventions

[i(x, //) = n- iM(x,/) si x £ Crit(/) (3.2.1)

ou désigne l'indice de Morse. De plus, //" n’a pas d’autre orbite 1-périodique
d’action dans [a, 7q[, puisque H® = H\ hors de U, et H° = g”or dans t/t1-"0']]
avec gx proche de h\. En notant

VA(H) ={x £ V(H) / .4« (r) G [o, b} (3.2.2)
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Fonction de /
Morse dans /

Ui-eo
1/ t(z) 12 ]2

-e(A)

Fig. 3.7 - Hamiltonien de Morse H?

on aura alors
VbM*~jor) = Crit(/) C lh-eo . (3.2.3)

On notera U ces orbites.

Comme on suppose que <S(E) est non dégénéré, le hamiltonien H\ est trans-
versalement non dégénéré hors de U\-u. La proposition 2.3.12 montre qu’on
peut maintenant choisir une fonction k\ a support dans S1x UMM+ telle que,
pour S assez petit, toutes les orbites 1-périodiques non constantes de

H$%= HS + 6kx (3.2.4)

sont non dégénérées et sont des perturbations j+ des orbites 1-périodiques 7 G
d+U de H\, qui vérifient

ah{Xtt) = ahx{i)=fs1

On notera d+U ces orbites: pour 8 assez petit, leur action sera encore dans
]70, Al. On aura alors pour tout b> a:

NHZs) - u u d+u (3.2.5)

et le hamiltonien H °s est donc admissible pour sI°*/(i7).

On s'intéresse maintenant aux perturbations génériques de J\. La proposi-
tion 2.3.8 implique qu’il suffit de perturber J\ dans {/[i-250,i-e0] pour obtenir
une structure presque complexe J% telle que toutes les trajectoires de Floer

entre orbites de type U (les points critiques de /) soient génériques. De plus,
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d’apres le théoreme 8.1 de [SZ92], on peut choisir cette perturbation de telle
sorte que le flot du gradient / soit de type Morse-Smale, c’est a dire que les
variétés stable et instable s’intersectent transversalement. D’aprés la remarque
2.3.16, on aura alors, en se fixant une fonction décroissante a(A) de telle sorte

que la famille soit croissante (par rapport a A)
SE'N) = limHhf1  J$) pour - co<a<b<TO. (3.2.6)

De méme, d’aprés la proposition 2.3.8, il suffit de perturber J\ dans £/f1- 2i0,i+<]
pour obtenir une structure presque complexe J%s telle cue toutes les trajectoires

de Floer entre les orbites périodiques de de type U ou d+U sont géné-
riques. On a donc (en se fixant des fonctions décroissantes a(A) et 6(A) tendant
vers 0 pour avoir une famille croissante de hamiltoniens g'%\(ﬁ\));

s[a™(E/) = lim HFj?'M(Hx®i J\j) Pour - oo < a< 6< +00 . (3.2.7)
Les point cruciaux sont les

Lemme 3.2.1 On sefixe —00 < a < b < +00. Pour A assez grand, si x,
y GVIabXH%s) etue M(x,y,Jf,H%]j), alors u{Z) C Ul+,.

Lemme 3.2.2 On sefixe —00 < a < b < To. Pour A assez grand, si xy
y GVAXHT) etsiuGM(x,y,J%,H%), alors u{Z) C Ui-eo.

Démonstrations: Supposons qu’une trajectoire de R |g J\$) ou de [H°, J°)
sorte de Ui+U Comme

m = (Hx,J\) hors de S1x Ul

le lemme 3.1.2 implique alors:
ci(J¢).B(A) < (Ah°s(x) - AH{(y)) < (1 + WA+ &- a
en raison de (3.1.8). Mais on a toujours

lim &(& = +00
A— A

ce qui est contradictoire pour Asuffisamment grand, d’ou le lemme 3.2.1. Sup-
posons maintenant u GM{x,y,J® Hf) avec

X,y GCrit(/) CUXx 9D .
On sait déja d’aprés ce qui précéde que u(Z) C fh+v Mais comme
(H~JE) = (H\,J\) horsde S1x U"e

la paire (//*,J°) est de contact dans [/P-*s1e jemme 1.3.9 implique que
U ne peut pas étre tangente intérieurement a E5 dans cette région. Comme ses
extrémités sont dans U\-€o, le lemme 3.2.2 est prouvé.
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3.2.2 Homologie symplectique “intrinséque”

On peut maintenant donner une définition “intrinseque” de I’nomologie sym-
plectique (voir [Vit] ou le point de vue est “cohomologique”, c’est a dire que le
sens des trajectoires est I’'inverse du notre, et [CFH95] pour une construction
voisine). L’adjectif “intrinséque” signifie ici non pas qu’elle ne dépend que de
la variété symplectique (t/,u>0)i mais qu’elle ne dépend que de la variété a bord
(U,uo) (voir la section 5 de [CFH95]). On considere la variété symplectique

U=UUuuU”r+oof . (3.2.8)
On considére les paires (K,J) qui vérifient, pour un certain So > 1
- K{t,z) = ker(z) dans S1x t/[5°-+°°[ avec koo g S{dU)
- K{t,z) <0sizeu
- J est standard dans [/t50,+00[

et on les ordonne selon < défini comme précédemment par
(I<u Ji) X (/i2,J2) & Ki <I<2sur S1x U . (3.2.9)

La condition fooo ~ S(dU) implique que les orbites 1-périodiques de K sont si-
tuées dans un compact de £/, et le principe du maximum (lemme 1.3.9) implique
que les trajectoires de Floer restent dans ce compact. On peut donc encore dé-
finir i?F|a™(A',J) avec les mémes propriétés fonctorielles (en particulier les
mémes morphismes de monotonie qu’en 2.3.5), et pour —00 < a < b < +00

HFAM(U) = lim tf Flai[(Ji,d) . (3.2.10)

Cette construction est possible dés que dU est de type contact, c’est a dire que
le champ n vérifiant (1.1.2) n’a besoin d’étre défini qu’au voisinage de dU.

Remarque 3.2.3 |l résulte de la section 2.2.1 que pour R > 0:
HF P'b[{B2n(R)) = ST'b{B2n{R))
puisqudn considére les mémes paires admissibles.

Si U est de type contact restreint, on modifie la famille cofinale définie précé-
demment pour obtenir une famille cofinale “intrinséque” (c’est a dire définie

sur S1xU). On considére pour AG {Ax, A2, ...} le hamiltonien K”s la figure
3.8. Il est défini par

- 1(°8= ll°5dans S1x Ua
- |<LD z) = A(r(z) - A) + h\{A) si s j?UA .
On définit s par

- j\,s = J\;s dans S1x UA
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axicc, /

Al

-e(A)

Fig. 3.8 - Hamiltonien intrinseque K °s

~ 18 () = f(*)si2i UA

et on obtient ainsi une famille cofinale générique, d’ou par définition

H If'b[(U) = A_I>i_rpooHF[a'b[{KL,Jst_) pour - oo<«<6<+00. (3.2.11)

On définit de la méme facon par “troncature” de (#", «) une famille (A", J°)
pour laquelle

HF[abj(V) = A_I)i_rpOO HFlab{I<® J%) pour - oo < a<b<TO0. (3.2.12)

Les limites (3.2.11) et (3.2.12) peuvent en fait étre renforcés en le

Lemme 3.2.4 Soient —00 < a < b < +00 avec a, b$ <S(S). Pour X
suffisamment grand, le morphisme de limite inductive

M ¢ls) *HFAD[(K Is,d 1) -> HF[a'b[(V) (3.2.13)
est un isomorphisme. De méme, pour —60 < a < b < Tq, le morphisme
M{K°,Jt) =#if V a ,Jx) H Fla’bl{U) (3.2.14)
est un isomorphisme.

Ce lemme est un corollaire immédiat du

Lemme 3.2.5 Soient —00 < a <b < +00 avec a,6 S{£). Pour A
suffisamment grand et A2 > Al le morphisme de monotonie

m(A'i

HFlC Ly ves WA 322 (3.2.15)
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Kx(z) ' /

Al

17/ r(z
-£(A) Vo 1+y "

Fig. 3.9 - Hamiltonien K\

est un isomorphisme. De méme, pour —00 < a < b < Tq, le morphisme

an(AQ N2 3

est un isomorphisme.

Démonstration: On considére deux valeurs A2 > Ai > 6. On se fixe également
r > 0 tel que

(A —r. Al + 1] U [A2 —r, A2+ r]) fi <S(E) = 0 .

Pour AG R, A> 0, on considére le hamiltonien K\ de la figure 3.9: on ne
suppose pas cette fois A g «S(E), mais 0l fait dans U la méme construction
qu’en 3.1.2: on considéere une fonction h\ GC°°(R+) telle que

hx{S) = -e{A) si 5 G [0,1 —J(A)]

h\ est convexe sur [L —J'(A), 1+ ~A)]

[TA(1)<0etV A(l) = Tol2

hx{S) = A(S- 1- u{A) siS > 1+ il(A). .
O1 définit maintenant I\\ G Cco(i7) (voir figure 3.3) par
~ Az) = —s(X) si 2 GU\-o

- A'a= /iAor sur UN~e0+0 .
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C'est a dire que si Afait partie de notre famille cofinale, on obtient K\ a partir
de H\ comme précédemment par "troncature™. En plus des orbites périodiques
transversalement non dégénérées [t/j et d+U eétudiées précédemment, pour
A € (>(E), le hamiltonien K\ présente une famille d’orbites 1-périodiques a
I’infini

70 = {"} x7opour S > 1+ t'(A)

ou 70 est la caractéristique fermée de E d’aire A Comme
Kx = Mr —1~ K-M) Pour S > 1+ z/(A)
I'action de cette famille d’orbites périodiques est constante, avec
-4INT#) = AL + MA)) .

On peut alors faire exactement la méme construction que précédemment, pour
obtenir un hamiltonien dont toutes les orbites 1-périodiques d’action infé-
rieure & Asoient non dégénérées. On peut de plus choisir des fonctions Q(A) et
S(X) telles que

Kx\ = A a,5(A)M2:)
vérifie
K, =Kva, ,*g= « ™ (1,%>01
On peut alors construire une homotopie croissante L :Z X U —*R entre g 7
et Kx2,52 €lle que

L(s,i,z) = Ks(z) pour Al+ r<s<A2-r
qui vérifiera
L(s,t,z) = o(s)t(z) pour 2 £ UsO
avec la condition (analogue a (2.3.20))

((s) € S(E) =5 0'(s) > 0 . (3.2.17)

On construit également une homotopie J standard hors de UsO entre J“1 et
J“1. Aprés reparamétrage, I’*homotopie a croissance lente” associée

'w;w

Lc(s,t,z) = L(z,t,z) et J~c(s,t,z) = J~( i, 2)

CY
vérifiera encore la condition (3.2.17). Une telle “homotopie a croissance lente”
va nous fournir le morphisme de monotonie

HEt R 3% HFE K-

De facon identique a Ja proposition 2.3.14, il suffit de montrer que le diagramme
de Cerf de L dans I’intervalle [a, 6] est trivial pour conclure que est un

isomorphisme. On étudie donc le diagramme de Cerf de K\ (voir figure 3.10).
Toutes les branches sont au voisinage de {0} UE(E) pour Aassez grand, et les
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c A*>

AL+ *(A)) /
\d+i\

To Ti A

Fig. 3.10 - Diagramme de Cerfde L

seules bifurcations de ce diagramme sont les naissances d’orbites périodiques
pour AG<S(E) (voir figure 3.10). Elles ont lieu au niveau

Al +i/(A) > A > b

donc [a, b] ne contient aucune bifurcation. De plus, la condition a,b $ 5(£)

entraine qu’une branche associée a une orbite de type d+U ne peut pas tra-

verser {a, 6} si Ai est assez grand. Comme I’action des orbites de type U est
décroissante et tend vers 0, les branches associées ne peuvent pas non plus tra-
verser {a,6} pour Ai assez grand. Par conséquent, le diagramme de Cerf K\
dans I’intervalle [a, b] est trivial, donc celui de L I’est également. On en déduit

HFI K U Jj HFt 4 °x823?)
ce qui prouve (3.2.15). Une démonstration identique montre (3.2.16).
3.2.3 Unicite de Phomologie symplectique
Nous allons montrer ici la

Proposition 3.2.6 Si U est de type contact restreint et si
—00 < a < b < +00 vérifient a,b $ <S(E), alors

S[FP'H{U) = HFfy u)
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C'est a dire que I’homologie symplectique dans C” coincide avec I’homologie
symplectique “intrinséque" définie ci-dessus. On part des familles cofinales crois-
santes (H°s,J°s)et (/i“ J°$) aveca = q(A) et 5= ¢((A) construites ci-dessus.
Commengons par le

Lemme 3.2.7 Soient —e0 < a < b < -foo, avec a,b £ £(£). Pour A assez
grand
HF[ab[(H 1s,J1s) = HFAR(KXsJIs) .

Démonstration: Les orbites 1-périodiques de s sont les orbites U et
chU , c’est a dire V [@bl{H%s) pour A assez grand. On a donc pour A assez
grand

VIabj(Hx,s) = P M1(#“«) 1
En outre, d’aprés le lemme 3.2.1, les trajectoires de Floer associées a [H°s, Jxs)
restent dans t/i+,,, et sont donc des trajectoires de Floer de (K%s, Jxts)- Comme

de plus ces derniéres ne peuvent pas sortir de U\+v d’aprés le principe du
maximum, on a

M(x,y,JE, HZt9 = M(x,y,J K &) pour X,y 6 >M1(ffE5)
ce qui prouve le lemme. Il en résulte

Lemme 3.2.8 Soient —e0 < a<b< +00 avec a, bg £(£). Pour Al
suffisamment grand et A2 > Ai, le morphisme de monotonie

HF . SRIT; Higk 'S?)

est un isomorphisme.

Démonstration: De fagon analogue a la preuve du lemme 3.2.7, il résulte des
preuves du théoréme 12 de [FH94] et du lemme de “slow monotone isotopy”
(page 108) de [CFH95] qu’on a un diagramme commutatif

MKLA2 a6
H . hi ilfa ,j ; ’)
(3.2.18)
K ia\ (Hi »2 . >,8{
HF ] iF Mg B
En effet, en considérant des “homotopies a croissance lente” entre et

N\2&’ “emme 3.1.2 permet, comme au lemme 3.2.1, de montrer que les so-
lutions de (2.3.24) (voir section 2.3.5) ne peuvent pas sortir de UaesOn obtient
donc les mémes trajectoires de Floer généralisées, et donc les mémes morphismes
de monotonie pour les paires relatives a Cn et pour les paires intrinseques. Le
lemme 3.2.8 résulte donc des lemmes 3.2.5 et 3.2.7. On en déduit comme corol-
laire immédiat que (3.2.7) se renforce en la

Proposition 3.2.9 Soient -00 < a <b < +co avec a,b $ <S(E). Pour A
suffisamment grand, le morphisme de limite inductive

M(HZs,JT) : HF[aM(H ~J &) > ¢ TV )
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est un isomorphisme.

La proposition 3.2.6 découle alors des propositions 3.2.4 et 3.2.9 et du lenirne
3.2.7.

Remarque 3.2.10 Nous n’avons pour l'instant considéré que les familles

cofinales croissantes H ° " ) 6*K\"potir AG {Ai, A2,...}. Par le
méme argument qu’au lemme 3.2.5, les propositions 3.2.4 el 3.2.9 ainsi que le
lemme 3.2.7 restent bien entendu vrais pour toutes les paires (H? J? A,

(Kx,sJ°,s)  (K1JT) avec

AG{AI, A2,..} fO< a<O@ ,0<S< (A .

3.2.4 Homologie au voisinage de 0
Nous allons prouver ici la

Proposition 3.2.11 Si U est de type contact restreint et si
—00<a<o0<6e6<To, alors

s[aV ) ~ [/ n+*(t/,cW) .

On considere pour cela les paires “admissibles au voisinage de 0” (//£,«/£) et
(/i", J\) construites ci-dessus. Une démonstration identique a celle du lemme
3.2.7 montre le

Lemme 3.2.12 SOIent —00 < acx< b< To. Pour A assez grand
HFA'b{(Ha,Ja) = lIF[b[(Ka, ) .

Il en découle comme précédemment a l’aide du lemme 3.2.4 et de la remarque
3.2.10 que (3.2.6) se renforce en la

Proposition 3.2.13 Soient —00 < a < b < Tg. Pour A suffisamment grand,
et a < a'(A), le morphisme de limite inductive

M{HT,JT) : HFIab[(HQ,x) S~V )
est un isomorphisme.

Démonstration de la proposition 3.2.11: Nous savons déja (voir (3.2.1) et
(3.2.3)) que pour Aassez grand

V[ATo{H%) = U Crit(/) C I7i_ (3.2.19)

avec
Hx, H®) = n- im{x,f) si a 6 Crit(/) . (3.2.20)

En outre, d’aprés le lemme 3.2.2, pour Aassez grand, si x, y C VAab\(Hx) et
si u GM(x,y,J%,11°), alors u(Z) C U\-eo. Les trajectoires de Floer que I'on
considere ici se situent donc, toutes dans la région ou H° = —£(A) + af est
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C'2-petit. D'aprés le théoréme 7.3 de [SZ92], elles sont donc indépendantes de t
et veérifient I'équation

Au=0dVjal. (3.2.21)

De plus, par construction de J", le flot de gradient (3.2.21) est de type Morse-

Smale. Le complexe de Floer cj.a™ (#“,J*“) est donc constitué des points cri-
tiques de / d’indice de Morse n —k, et I’'opérateur dk est obtenu en comptant
modulo 2 les lignes de gradient de / allant d’un point d’indice de Morse | = n—k
a un point d’indice /+1. De plus, le gradient de / pointe vers I’extérieur de U au
voisinage de dU. Le complexe considéré est donc le complexe de Thom-Smale-
Witten associé a /, et son homologie en degré / est H2n-i(U,dU) (puisqu’il
faut changer / en — pour obtenir une fonction coercitive, c’est a dire dont le
gradient pointe vers I’intérieur au voisinage du bord). Il en résulte (voir [Sal90])

Lemme 3.2.14
hf[ h? g°) = H,+k(U,dVU)

et on en déduit la proposition 3.2.11 a I'aide de la proposition 3.2.13. On obtient
comme corollaire la

Remarque 3.2.15 On a montré que poura<0<b<Toet\ assez grand,
g’Al\(a (m J%) est engendré par les points critiques de f d’indice de Morse

n —k. Si on perturbe H% hors de U sans introduire d’orbite d’action dans

[a, 6], on conservera cette propriété. Comme HF J) est indépendant
du J générique et standard a I'infini choisi, le lemme 3.2.14 restera vrai apres
perturbation de J? et de Hf. On aura en particulier pour A assez qrand et
a<a(A,S<6(A

HF I“bl(HZs,JZs) = Hn+k(U,0U)

et c|a”™(i/"5,J%s) est engendré par les points critiques de f d’indice de
Morse n —Kk.
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Chapitre 4

Applications de I’homologie
symplectique locale d’un
ouvert de type contact
restreint

4.1 Capacité par homologie symplectique

Dans [FHW94], les auteurs définissent une capacité symplectique c, grace
au calcul explicite de I’nomologie symplectique des boules. Nous allons rappeler
leurs définitions et leurs résultats, et nous verrons que, dans le cas ou U est
de type contact restreint, on peut la voir comme la limite de I’énergie d’une
suite de trajectoires de Floer associées a la famille cofinale générique construite
précédemment. Ce sont ces trajectoires de minmax qui nous fourniront une
courbe holomorphe aprés passage a la limite.

4.1.1 Homologie symplectique des boules
On notera dans cette section
S'a'e[(r) := 5[a,6(B2n(r)) .
Commencons par rappeler un lemme facile (voir [FHW94], page 605)
Lemme 4.1.1 a'a haU) = SAC/) poura >0
En effet, si (H, J) est une paire admissible et générique pour U, on définit
HQ(t,z) = a2H(t, a~12) et J(t, z) = J(t, a-12)

qui est une paire admissible et générique pour aU. Le complexe de Floer de
(Ha,Ja) s’obtient a partir de celui de (H,J) en prenant I’hnomothétie z t-> az
dans Cn et en multipliant la valeur de la fonctionnelle d'action par a2. Aprés
passage a la limite inductive, on en déduit le lemme.

L’étude de I’homologie de Floer de hamiltoniens de la forme H = /(| 2 |2)
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(c’est a dire, dans notre terminologie, de hamiltoniens de contact pour S2n 1(1))
fournit, dans [FHW94], les résultats suivants

Lemme 4.1.2
SE“Mr) = %isi —wo<a<0<nr2<b<+o00, 5%6%r) = 0 sinon.
sjl$(r) = 72 si 0O<a<Tir2<b<-o0, B (r) = 0 sinon.

Ceci résulte du corollaire 2 de [FHW94] et du lemme 4.1.1.
L’inclusion B2n(r) C B2n(R) pour r < R fournit un morphisme de monotonie

SEAR) -~ S A (r) (4.1.1)
On a alors
Lemme 4.1.3 est un isomorphisme si 0 <€ <nr2 .

Ce lemme est démontré page 596 (dans la preuve de la proposition 6) et page
598 (dans la preuve du théoréeme 1) dans [FHW94].

Remarque 4.1.4 La proposition 3.2.11 implique que dans ce cas,
SP'e[(R) = SIOE[(r) = H2n(B2n,dB 2n) .
On peut en fait voir i~ r comme |’application
H2n(B2n(R),dB2n(R)) -> H2n(B2n(r),dB 2n(r))

induite par I’inclusion, qui est un isomorphisme, ce qui nous fournit une autre
preuve de ce lemme.

L’ingrédient principal est ensuite le morphisme de monotonie
~0,e,b{R) A, fc(n

donné par l’inclusion B2n(r) C B2n(R). On en extrait en particulier le dia-
gramme commutatif dont les lignes sont exactes

00 b L,
rfrl1:+(1i % g[rfle+, R) Jn R) 57 (77?)

tR,r (4.1.2)
«Mm BH'IW " sp o -StH(r)
On a alors (voir [FHW94], proposition 6) le

Lemme 4.1.5 7#> est un isomorphisme si0 < a< #r2<aR2<b

En effet, le diagramme (4.1.2) s’écrit alors en raison du lemme 4.1.2

6*
0—-22 22— -22
IR,r *R,r

O-—--22 — Z2-—=in

Donc g»yj et gy sont des isomorphismes, et on conclut grace au lemme 4.1.3.
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4.1.2 Définition de ¢

Soit U un ouvert connexe borné de Cn. Pour 0 < £\ <£2< 00 ,b>e2et
k GN, on a une application naturelle :

s t U >s{2niu) .

On obtient ainsi un systéme projectif permettant de définir :
ST'b[(VU) = \imSkM(U) (4.1.3)

la limite projective étant prise sur les e (tendant vers 0) tels que 0 < e < bh. Le
lemme 4.1.2 entraine ([FHW94], proposition 4)

Lemme 4.1.6 PourO0O< nr2<b,

S&I'M = 2.

On considére alors ri et r2tels que 0 < e < nr\ < nr2 < b: on dispose de
Ilisomorphisme du lemme 4.1.5

, Irl»2
SN 'BZi(ra) An+ b 2u(ri)

qui fournit, aprés passage a la limite (4.1.3) £ —0, un isomorphisme

oM APISr2 s
‘9]n+l (r2) Ylosl >1) 1 14-14"

On a construit un systeme inductif qui leur permet de définir I’homologie sym-
plectique d’un point comme la limite pour r —¥ 0 de I’homologie symplectique
d’une boule de rayon r. On a en particulier, comme toutes les fléches sont des
isomorphismes de Iq

0 =1limSTi~ABAr)) cfILi (4.1.5)

la limite inductive étant prise sur 0 < #r2< b
Pour z £ U, on considére un symplectomorphisme a support compact 4z GV
envoyant O sur z et B2n(r) dans t/. On dispose ainsi d’une application :

4> : sfc-1(i7) -> 5TT[(fi2n(r))
et, aprés passage aux limites e —>0 puis r —0 d’un morphisme
ab :5M(£0 >0 (4.1.6)

qui, par transitivité du groupe des isotopies hamiltoniennes et par invariance
par isotopie, ne dépend pas du z G U choisi. La capacité c est alors définie par

Définition 4.1.7 c(U) = inf{b/o” est surjectif}.
Pour un ouvert non borné F, on définit

Définition 4.1.8 c(V) = sup{c{U)/U ouvert borné avec U C V} .



71 CHAPITRE 4. APPLICATIONS

Alors (voir [FHW94], théoréme 6)
Théoreme 4.1.9 c est une capacité relative.

La croissance est due au fait que, si 52n(r) C U C V, on a une factorisation
due au morphisme de monotonie

S t b{V)----m-mmmemeeeeeeeeee -sir[(r)
sirV)
induisant, apres passage aux limites, une factorisation
av
&HMV) 0
;fl,v °u
STM{U)

Donc Uy surjectif entraine surjectif, ce qui implique c(U) < c(V'). Le lemme
4.1.1 entraine c{au) = olc(U) pour a > 0. Pour £ V, I'isomorphisme (~#
entre Sn'bNU) et Sn'B</>(U)) implique c(U) = c(<p(V)). Le calcul de I’homologie
symplectique d’un ellipsoide

E(r,...,r,) = {z€C"/S'I'=lI$k| 2< 1}
avec r\ < rn montre que
c{E{ru .. .,rn)) = Trl
ce qui implique la normalisation
c(B2n{l)) = ¢c(B\1) x C7: 1) = TT.

Remarque 4.1.10 Comme |I'homologie symplectique requiert des objets
standard a Vinfini, on ne peut faire agir que V, et on a uniquement invariance
par symplectomorphisme ambiant: on ne peut donc ainsi définir qu’une
capacité relative.

4.1.3 Cas d’un ouvert de type contact restreint

On a de méme une application naturelle pour ei <

sr9[{U) =asf'eéd{U)

permettant de définir
Si.(u) =limsf'g(U) . (4.1.7)
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On suppose maintenant que U est de type contact restreint. La proposition
3.2.11 entraine

Sk{U) = Hn+k(U,dU) (4.1.8)

et en particulier
S°(U) = H2n(U,dU) = 22

puisqu’on a supposé U connexe. On écrit le triangle d’homologie symplectique
Ao,e,b(U) : on a en particulier I’'homomorphisme naturel :

sMtf) stifu)

qui fournit, aprés passage a la limite e —0, un homomorphisme:

H2n(U ,dU )"+ SP'H(V) . (4-1<9)
D’autre part, on a le

Lemme 4,1.11 Pour b assez grand, (1) = 0

Démonstration: On considere jB2n(r) C U C B2n(R). Les morphismes de
monotonie fournissent le diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont
exactes

Sicc (*)— " Sic(R) —=st'di, —-SI°NH)

R
¢ y \
SHMEN)—--ST | (U) - 51°'r{(t/)-— - Si0B () (4.1.10)
ir
Si°4(r) HS0) ‘0l S fi "bifr)

Dans lequel iroir = iRr est un isomorphisme pour £ < nr2d’aprées le lemme
4.1.3, donc ir est un isomorphisme. Aprés passage a la limite projective e —»0,
les deux premieres lignes de (4.1.10) deviennent

b

s ® 9 R %" R)
(4.1.11)
"[Q61<u> sfA(U)— -z*—isi?M)
Pour b > *R2, (4.1.11) se lit, d’apres le lemme 4.1.2
0 2 ° - 7
(4.1.12)

Wi a0— sffiiv) (io
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Comme les lignes sont exactes, 6 est un isomorphisme, d'ou /(1) = 0. Mais
(-1.1.12) commute, donc, comme ?h est un isomorphisme,

= 'uor(i)) = S(f(i)) = 0

ce qui prouve le lemme 4.1.11. On considére alors

Définition 4.1.12 C(U) = inf{6/iy(l) = 0}

et on a le

Lemme 4.1.13 Si U est de type contact restreint, C(U) = c{U) .

Démonstration: On considére B2n(r\) ¢ B(r) ¢ U C B2n(R). Les mor-
phismes de monotonie fournissent le diagramme commutatif suivant, dont les
lignes sont exactes

«Km— CSK(fl) — — . SI"(R)

IR

sI?g(U) — - SPH(V)

U

Shf(U) — ~syl(U)

Ir (4.1.13)
‘?tef[[r)- Sy\(r) Sta(r)-—— - 510%6k(r)
6 6 J06 .
shd o le (H o< (ri)
A nouveau, iroir = est un isomorphisme pour e < #r2d’aprés le lemme

4.1.3, donc ir est un isomorphisme. Aprés passage a la limite projective s — 0,
les trois derniéres lignes de (4.1.13) deviennent

SPii(U)-— - ST B(U) 22— £ sI?HU)

Ir

w3 SE (' oz2 6By
[rri

SHon PWoi— 20 S0
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Pour b > 7rr2, 7rri est Ilisomorpliisme définissant 0. On passe alors a la limite
projective r\ —0, ce qui fournil

S}i(ll) Sl i(n— + E§t11ﬂg)

avec
< = lolr.

Mais d’apres le lemme 4.1.2, 521 (r) = 0, et comme S~~r) = Z2,il en résulte
que 6r est un isomorphisme. On a donc la situation suivante

589 v Z &h V)

°U Iy (4.1.14)

0 min

Il en résulte que ay est surjectif si et seulement si Su est surjectif. Comme
les lignes de (4.1.14) sont exactes, c’est équivalent a Ty(l) = 0, d’ou le lemme
4.1.13.
4.1.4 Trajectoire de minmax
On a donc obtenu pour U de type contact restreint
b<c(U) =ib(l) +0etb<c(U) =*t(l) =0

avec pour 0<e<Toete<6

SPA{U) S i bEU) . (4.1.15)

Nous allons maintenant traduire géométriquement cette propriété par I’exis-
tence d’une trajectoire de Floer. On considére pour cela la famille cofinale gé-
nérique {H® J®s) construite précédemment, avec

A€ {Ai, Aliees} 0<a<alA),0<S<SA.

Pour alléger les notations, on note cette paire (77,J). On consideére alors le
diagramme commutatif

\H

ffF  [H,J) HF, MH,J)
) M (H.J) (4.1.16)

210« (l» S,[O’G (U)
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D'aprés la proposition 3.2.9 et la remarque 3.2.10, si b  *S(E), les fléches
verticales sont des isomorphismes pour A assez grand. On sait d'autre part
(voir le lemme 3.2.14 et la remarque 3.2.15) que si

e(A)+a<e
(ce qui est le cas pour Aassez grand), on a
H"(H tJ) = HMO0{f)

ou I’homologie de Morse HMo(f) est engendrée par I’'unique minimum local de
| situé en zq, c’est a dire

HEAN{H,J) =22-20 .

De plus, si b > €(11), b £ <S(E) alors i\j(1) = 0. Pour A > Ao(6), on aura donc
ibl(zo) = 0. On peut donc définir un niveau de minmax c(H,J) par:

c(H, J) = inf{6 / ih {z0) = 0} (4.1.17)
qui vérifiera

limsup c(H%s,J%s) < c(U) .

A
De méme, si b< c(U), b £ *S(E) alors A 0. Pour A> Ao(6), on aura donc

ibl{z0) » 0. Il en résulte

liminf L Jlj > c(U)

A->+00

d’ou finalement
A-IfIJ[Tc])o c(H®°s,J°)) = c(U) . (4.1.18)

D’autre part, la définition de c(/7, J) et celle de I’homologie de Floer entrainent:
b<c(H,J) Xec[*I(H)/ dn+lx = z0

et
b>c(H,J) =i3xe CF\{H)/ dn+Ilx = z0 .
On en déduit par I’absurde qu’il existe une orbite 1-périodique de H, qu’on note
7H,J, qui Vvérifie :
- R(li =n+1letAn(7hj)= c{H,J)
Miwn;j, = H,J]
On appellerayh,j I'orbite de minmax associée a (H, J). On peut aussi choisir
vh,j €(ii(')—|,,] zo, H, J), qu’on appellera une trajectoire de minmax asso-
(

ciée a \H,J ) (il n’y a pas a priori de choix canonique de ujj,j yon se contente
de la choisir). L application u := ujqy : Z —Cn vérifie donc:

8su - J(u)8-su= -J(u)XH(v) sur Z (4.1.19)
lims * cow(s, t) =7 (4.1.20)
lim~"+o00 u(s,t) = r0 (4.1.21)

$H,. u = Ah(yh,j)- Ajf(zo) =c(13,J) - e(X) - a . (4.1.22)
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En outre, les seules orbites d’action supérieure a e de H sont les orbites de type
0+U , donc

7H,J € ~d+U" (4.1.23)

et Ah {45, est uniformément majorée (par c(U) + 1, par exemple), donc le
lemme 3.2.1 entraine
u{z) C tli+,, . (4.1.24)
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4.2 Construction d’une courbe holomorphe

4.2.1 Stratégie de la preuve du théoreme

On va maintenant prouver I’inégalité
w{U) < c(U)

pour U de type contact restreint, en utilisant les constructions précédentes.
D’aprés le théoréme 4.1.9 et la proposition 1.2.15, il suffit en fait de prouver
que, si <S(S) est non dégénéré, ce qu’on supposera dans toute la suite,

w(Ui-3e0) < c(U)

étant donné que que le £0 que nous avons utilisé peut étre choisi arbitrairement
petit. On va en fait montrer I’inégalité équivalente

Ve > 0,w(U\-3e0) < c{U)+e

c’est a dire (voir lerrime 1.2.12) qu’étant donnée une structure presque com-
plexe J sur Cn calibrée par uo et un point zo de U\-2K) il existe une courbe
J-holomorphe passant par z0 et proprement appliquée dans Ui-2e0 d’aire infé-
rieure a c(U) + e.

Pour ce faire, on utilise la construction de la section 3.2.1 et on applique les
résultats de la section 4.1.4: on choisit Aassez grand pour que

c{HIs,J"s)- s(X) -a< c(U)+esi0<a<af{A) ,0<8 <6(A

et on obtient une trajectoire de minmax u*s d’énergie inférieure a c(U) + s

reliant zo a une orbite de d+u , qui est par construction située hors de U. Par
la suite, on fixe Aet on fait tendre a et Svers 0 pour faire converger u° s vers
une trajectoire de Floer associée a (H\,J\), dont I’intersection avec [/i_2e0 es®
une courbe J-holomorphe d’aire inférieure a c(U) +e. Le point le plus délicat
est de montrer qu’elle passe par zq et qu’elle est non constante (on ne peut plus
appliquer le lemme 2.2.9, car la situation limite est compléetement dégénérée
dans C/x”a), et le théoréme 2.2.4 ne fournit qu’une convergence locale).

Pour résoudre ce probléme, nous allons commencer par “rigidifier” la situa-
tion au voisinage de zq (section 4.2.2), c’est a dire perturber J en une structure
Jr constante dans B 2n(zo,r) pour nous placer dans une situation linéaire au
voisinage de zg. On fait ensuite pour Jr la construction précédente, qui nous
fournit une trajectoire de minmax,

Dans cette situation rigide, nous pourrons montrer (section 4.2.3) que pour
Afixé et (a, 6) tendant vers 0, la trajectoire de minmax ainsi obtenue converge
vers une trajectoire de Floer u\ associée a reliant zq a une orbite de
type d+U

On utilisera ensuite (section 4/2.4) un argument du a Floer, Hofer et Viterbo
(voir [FHV90], proposition 4.6) pour montrer que, lorsque r tend vers 0 (c’est &
dire lorsqu’on “assouplit” la situation), la trajectoire u\ converge globalement
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vers une trajectoire de Floer u\ asscociée a reliant 20 a une orbite de
type d+u

Il suffira ensuite (section 4.2.5) de “découper” u\, c’est a dire de considér
une valeur réguliére tq de r o dans ]1 - 3%qg,1 —2eo[ et v = u fl UTo, pour
obtenir (aprés conjugaison dans Z) une courbe «7-holomorphe ayant toutes les
propriétés souhaitées.
4.2.2 Rigidification locale

On part d’une structure presque complexe J sur Cn calibrée par wo, et on
se donne zqg GUi-zt0O et £ > 0. On peut supposer sans restriction

zg= 0et J(zq) =i. (4.2.1)

On se fixe pour commencer f > 0 tel que Z2n(2f) C i/i_seo. On se donne une
fonction p GC°°(R) telle que

- p(x) =0six<1
- p(x) —1lsix >4
~ 0< p'(x) < ™ pourtoutic¢R

et on pose pour r < f:

r(2)=j(z.p(L%)).
C’est une structure presque complexe sur Cn calibrée par ug qui vérifie
- Jr = idans B2n(r)
- Jr = hors de jB2n(2r).

On se donne aussi, comme a la section 3.2.1 une fonction / G C°°{U) telle que

[ est de Morse dans

f posséde un unique minimum local, atteint en 0 avec f{zo) = —
- tous les autres points critiques de / sont dans U)l~2e
- — < f(z) <0pour tout 2TGui-e0
- f =r —(I —£0) dans 1it'-ee:
On suppose de plus ici
/(z) = -1+ |z \2 pour z GB2n(r) . (4.2.2)

Pour alléger les notations, on notera jusqu’a la section 4.2.4 J pour Jr,
c’est a dire qu’on suppose

J(z) —i pour z GB2n(r) . (4/2.3)
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On fait maintenant les constructions des sections 3.1 et 3.2.1 qui nous donnent
des hamiltoniens H\, et //*s, ainsi qu’une structure presque complexe ,J\
qui est spéciale hors de U\_fQ et coincide avec J dans 17i_2£0, avec

AG-[A],A2,+¢s}i0< et < QA) ,0< S< (A .

On peut ensuite perturber J\ dans U[1-2e°>1+/] pour obtenir une strucure gé-
nérique J °s puisque toutes les trajectoires considérées sont forcées de traverser
cette région. On aura donc en particulier

JZIiil, = *etHla ~-£(A)- »+ »|2]2 pour 2 GB2n(r) .
La section 4.1.4 nous fournit alors

- un nombre c(//"5,J°s) avec

lim c(HIs,JIs) = c(U) (4.2.4)

A->-f00

- une orbite 1-périodique de H°s notée 7“~ de type d+U et d’action
c(

- une trajectoire de Floer de J%B contenue dans i/j+i/(a) et reliant
Ta5 a °>d’énergie

la )y =C(M a7y . P-4 (4-2'5)
Pour Aassez grand, on aura en raison de (4.2.4)

c(HlIs,JIs)<c(U) +e
ce qui impligue en raison de (4.2.5)

$H°50zS(uxs) <c{u) + £- €A) - a

On fixe maintenant A assez grand. On choisit alors deux suites an et 5n
tendant vers 0 et on notera par la suite

H noe gf\a,é'n )Jtn — JT)?,%,, >[1}n = 0%, % = VAQ%

et on va étudier la convergence de la suite un.

4.2.3 Convergence de la trajectoire de minmax

Commencons par rappeler les propriétés importantes de un. Elle vérifie

S_II[noo u,(s,i) = 7n(t) g U (4.2.6)
lim u,(s,t) = z0 (4.2.7)

5->-f0Q

$HNJ,,(Wwn) € [To, c(w) +s - s{\) - q,] (4.2.8)
Q A Jn{ti Un)ojun — Jn(l,Un)A f{n(/—, ilnj i4.2.y)

1u.J2) r flij... (4.2.10)
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;0=1
In
t/1+,,
D(r)
+ 8L
Fig. 4.1 - Trajectoire de minmax
avec

Jn(t,z) =i si z e B2n(r) (4.2.11)
Hn(l,z) = -e(A) -an+an\z 2 si 2 € B2n(r). (4.2.12)

On commence par fixer un paramétrage: on sait que :
lim un(s,t) = jn[t) et lim un(s,t) = 0 dans C°°(S ) .
5->—00 5-y+00

Il existera donc (sn,tn) G Z tel que:
un{sn,tn) e 52'-1(r) et s > sn =>un(s,t) £ B2n(r) .

Quitte & poser:
¢n(s, t) = un(s + sn,t)

on peut supposer Sq= 0, c’est a dire que un Vvérifie (voir figure 4.1)
«n(0,f,,) € 52n_1(r) et s> 0" un(s,t) GB2n{r) . (4.2.13)

Cela revient a quotienter par I’action libre de Rsur les connexions. On sait que
(Hn,Jn) Hx,J. dans C°°(Cn). Par le théoréme 2.2.4, on en déduit que,
quitte a extraire une sous-suite, il existe une trajectoire u G M{TI. ,,_]\) tklle
que

un —>u dans Cffc(Z, Cn) (4.2.14)

avec en raison de (4.2.8)

SHx,Ix(u)<c(U) + s-e(A) (4.2.15)
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On sait de plus que un(Z) C U\+u(\). donc on a aussi
v{Z) C UI+v[X) 1 (4/2.1G)
D ’apres le lemme 2.2.6, il existe € T(H\) et une suite réelle sn telles que

i = + i i = |+
lim sn = %00 et n—ILToo ii(sn,t) = j+(t) dans ¢ (S1 .

n—*co

Mais H\ = —£(A) dans ul-u( donc on n’est pas dans une situation ou les
orbites sont isolées, et on ne peut pas appliquer le lemme 2.2.9: la courbe limite
u n’g pas forcément d’extrémités bien définies. On va pourtant montrer le lemme
suivant, qui est le point crucial de cette section.

Lemme 4.2.1
lim u(s, t) = 0 dans C°ISI)
v 1

s->+co 7

Démonstration: On raisonne par l'absurde et on suppose qu’il existe rx > 0
et une suite (5,,, Tn) avec Sn —y +oo telle que :

W (S Tn)  B2g(ri)
Dans le cas contraire, on obtient une “équicontinuité a I’infini”, c’est a dire
VIi>0,35qgGR tel que VnGN ,Vs > So ,ViGS1,un(st) GB2n(ri) .

Comme un converge vers u dans C”c(Z,Cn), cette équicontinuité implique le
lemme 4.2.1.

On sait d’apres (4.2.7) que un “atterrit” en 0, i.e.

SETCO un(s,f) = 0

on peut alors supposer 0 < ri < \r et:
un(Sn,Tn) G52n-1(ri) et s > Sn —*un(s,t) GB2n(ri) .
On reparametre a nouveau, i.e. on considere la suite:
vn{s,t) = un(s + Sn,t) . (4.2.17)

Quitte a extraire, elle convergera localement vers v : Z —y UiH/” comme
précédemment, ou v vérifie :

vs~ Jxvt = -J\X Hx et $hx,jx{v) < c{U)+£ .
De plus, on sait d’apres (4.2.13) et (4.2.17) que:
rn(s,/) GB2n(r) pour tout s > —Sn .
Comme Sn —y +00, on en déduit d’apres la convergence locale:

v(Z) C B2n[r) .
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On .s'intéresse alors aux extrémités de v: on sait d’apres le lemtne 2.2.6 qu'il
existe une suite réelle et des orbites 1-périodiques de H\: ~* situées dans
B 2n(r) et vérifiant :

lim sn- =00, lim v{sn,t) = 7+(0 et $//,./(r) - AH{ri~) ~ ¢h{T7+) «

n-»+*c

Mais H\ = —£(A) dans B2n(r), donc sont des orbites constantes ayant la
méme action e(A) :
$hj(v)=0

et (2.1.16) nous assure donc que v est constante. Comme vn(0,Tn) G 527(n),
on peut par compacité supposer (quitte a extraire encore) que:

v(0,Too) = z1e S 2n~1(rl)

et donc v(Z) = z\. Par conséquent, pour tout r2 > 0, on aura pour n assez
grand :

u,(0,/) € B2n(zi,r2) pour tout t GS1. (4.2.18)
Mais, d’apres (4.2.13) et (4.2.17), on sait que:
r,,([-5n,+00[x51) C B2n(r) (4.2.19)
et, d’apres (4.2.11) et (4.2.12), on a dans B2n(r):
Jn(t,z) =ietlin(t,z) = -e(\) - an+ an|s |2 . (4.2.20)

On en déduit alors:
AlIn(Y) = 2aniz
et vn vérifie donc pour s > —Sn:
-V jHn{vn¥ —e20n *hn .
(OS] at

On consideéere alors:
wn{s,t) = e~2an'svn(s,t.)

qui vérifie d’aprés (4.2.7), (4.2.13) et (4.2.17), puisque an > 0:

5_Ii>_%wn(s,t) = Oet *([0,+00fxS1) C B2n(r) . (4.2.21)

De plus, comme on est dans une situation linéaire en raison de (4.2.20), on a
pour s > 0:

L Un - '|'\ﬁ!vvn =0
as u

(d’ou l'utilité d'avoir rigidifié la situation). On considére alors:
: [0, +o0[x5°-» D\ O

définie par:

(s, D = 17r(—s-
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et on pose: = Wni® (-)) Pour z £ D"-0° en déduit que wn vérifie

‘a .d
— Wn '('tT-ttT’\ =0
ox oy

et wn est donc une courbe holomorphe sur
Dr={z€C/0<| T|I< 1}

qui, d’aprés (4.2.21), admet un prolongement continu a D avec U)n(0) = 0. Le
point 0 G D est donc une singularité artificielle de wn, qui est donc holomorphe
sur D. Elle vérifie

wn(0) = 0 et wn(dD) C B2n(zl,r2)

d’aprés (4.2.18). Le principe du maximum implique alors (puisque toutes les
sphéres de Cn sont ¢-convexes):

0€wn{D) C £(zi,r2)

et on débouche sur une contradiction en prenant r2 assez petit (r2< ri). On a
donc démontré le Icmme 4.2.1. Il en résulte le

Corollaire 4.2.2
lim u(s,t) =0 dans C°°tS ) .
s-f+oo 7 \%

En effet, on applique I’argument précédent. La courbe U = uo”-1 est une courbe
holomorphe sur D* admettant un prolongement continu a jb, donc possede une
singularité artificielle en 0, et est donc de classe C°° sur D. En repassant sur Z,
la courbe t; = i0$ Vérifie donc le corollaire 4.2.2. (On a méme une convergence
exponentielle). On va en déduire le

Lemme 4.2.3 Il existe une orbite 1-périodique non constante y de H\, de
type d+U , telle que

lim d(u(s,t),y) = 0. (4.2.22)
On a de plus

AHxh ) < c(U)+e . (4.2.23)

Démonstration: Il suffit de prouver (4.2.22) car (4.2.23) résultera alors de
(4.2.15) et du lemme 2.2.7. Comme on a fixé le paramétrage en (4.2.13), on sait
que (quitte a extraire a nouveau)

3*00 € S lavec u(0,io0) € S2n~1(r)

et donc
la trajectoire limite u est non constante (4.2.24)

en raison du lemme 4.2.1 (c’est en fait ce point qui est le point difficile @ mon-
trer). On sait de plus d’aprés le Icmme 2.2.6 qu’il existe

sn— —o et 7-(/) = lim u(snj)
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qui est une orbite périodique de H\. Deux cas sont possibles :

- Soit 7_ est une orbite non constante de H\ située dans I/p »'W. +'(A);
(en raison de (4/2.16). Dans ce cas, elle est forcément isolée car 5 (S) est
supposé discret et h\ est strictement convexe dans cette région, et on a
donc une “vraie” extrémité en raison du lemme 2.2.7, ce qui prouve le
lemme 4.2.3.

- Soit 7_ est constante dans t/i_,,(A)

Nous allons montrer que ce dernier cas est impossible. Dans le cas contraire,
comme la paire (Hx Jx) est de contact dans I+il(A) ~ue U(Z) C
Ui+i/(A)> le lemme 1.3.9 implique que u ne peut pas sortir de NA) 01 sont
situées ses deux extrémités (le fait que 7« ne soit qu’une valeur d’adhérence
n’est pas génant ici en raisonnant sur des portions finies de cylindre). Mais
H\ = —£(A) dans t/i-~), donc on aurait

Ahx(7-) = ~ha(0) = -e(A) .
Donc d’aprés le lemme 2.2.6

a.f*(«) =0«

Par conséquent, d’apres la formule (2.1.16), u est indépendante de s et c’est une
orbite de H\: elle est donc non constante, ce qui contredit (4.2.24) et le lemme
4.2.3 est démontré.

4.2.4 Assouplissement en 0

Nous allons maintenant reprendre les notations initiales. Pour 0 < r < r,
on a considéré la structure presque complexe

Jr(z) =J(z-p(17)) (4.2.25)

avec p € C°°(R) vérifiant

p(x) =0six<1

p(x) = 1six >4
- 0< P'(x) <\ pour tout ai¢R.

On a ensuite construit une structure Jx calibrée telle que
- Jk = Jr dans t/i-250
- JK est spéciale dans c/tl (AL

et un hamiltonien H\ : Cn —» R vérifiant

- H\ = --(A) dans U\-3)
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- Hx = hxoT dans UM-ecAH{X)[
et on a obtenu une orbite 1-périodique 7~ de H\ de type d+U et d’action
Ahx{Y\) <c{U) + £

et une trajectoire de Floer u\ de (H\,Jjj) située dans Ul+,(X) reliant 7 et O

CA—n 3, CIRY>)X HK )
avec
5}19100 ux(s,t) = 0 dans C00" 1)
et

lim d(ur{s,t), 7a) = 0.
5-f- 00

Nous allons maintenant faire tendre r vers 0 pour nous ramener a la structure
presque complexe initiale dans Ui-2e0i  hamiltonien H\ étant fixé. On a en
raison de (4.2.25)

DJ"x) DJ °[p{ + 219 > Iri2
d’ou
DJ ¢ 2r 5 DJ g BA,; 5C
avec
C =[lJ lle>(B2'(2f)) -
On a alors, puisque Jr(0) = J(O)

HJdr- J |[c°(Bn(2r))—12C or
et

I Jr llelB2n(2r))~ 6C .
Comme Jr = J hors de B 2n{2r), on en déduit

I Jr- J||CO(CM< 12C-r
d’ou
I\ ~  lc°(cr)—12(7 «r
et
I lelCn)—l  llcl(€n) +6C" »
On choisit maintenant une suite rn tendant vers 0 et on notera a présent

La suite Jn converge donc vers J dans (7°(Cn) et est bornée dans C~AC"). On
pose également

un:=uxn , 7, = 7N
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et on va étudier la convergence de la suite Comme Jn est bornée dans
CAC™) et vérifie Jn{0) = le lemme 1.3.3 entraine l'existence de r0 > O tel
que

pour 2\ GB2n(r0) et n < 2r0, 52n~1(zli n) est Jn-convexe . (4.2.26)
On peut de plus prendre ro assez petit pour que
D2n(Sr0) C l/i-z0
On commence de nouveau par fixer un paramétrage: on sait que

s_“yToo d(un(s,t),7/n) =0

avec 7n C i/tl- *A).1-.(A)] et

lim un(s,¢)=0.
5-i+00

On peut donc a nouveau imposer
Un(0,tn) G52n_1(r0) et s > 0 =» Un(s,f) 6 B2n(ro) . (4.2.27)

On sait que Jn —  dans C°(Cn) et que Jn est bornée dans C~AC 7). Par le
théoréme 2.2.5, on en déduit que, quitte a extraire une sous-suite, il existe une
trajectoire u GM (H\, J\) telle que

un -> u dans C}oc(Z, Cn) (4.2.28)

avec
u{Z) C ULH/AX) et $ hx,jx{u) < c(U) +e-e (A . (4.2.29)
On est a nouveau dans une situation completement dégénérée dans a)- Le

fait que un soit maintenant Jn-anti-holomorphe dans Uy .jja) et la convexité des
petites sphéres vont remplacer la rigidité de la situation de la section précédente
pour montrer le

Lemme 4.2.4
5I_|>rpmu(s, t) = 0 dans C°(52)

On raisonne encore par I’absurde et on suppose qu’il existe 0 < rj < ~ro et une
suite (Sn,Tn) avec Sn —>+00 telle que:

un(s,,,Tn) € S2'-1") et s> Sn—un{s,t) e B2n{ri) .
Comme H\ est toujours constant dans jB2n(ro), la suite
M0 —  AMFP'Sn)t)

convergera dans C}oc{Z, Cn) vers une constante z\ G S2n~I(ri), et donc pour
tout r@> 0, 011 aura pour n assez grand :

un(0,/) GB2n(zi,r2) pour toutt GS1.
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Cette fois, vn vérifie dans R+ x S1 I’équation
3 0
~QVh —In(Vn)'7jjVvn = 0 .

On pose alors directement vn = vn x $ _1, qui Vvérifie sur D* I’équation

° 4*Jniy 2" 0
Ox niyn) I\ n—

Cette courbe admet encore un prolongement continu a D avec in(0) = 0, et elle
est holomorphe au voisinage de 0 puisque

Jn{t,z) = isizGB2n(rn) .

On a toujours une singularité artificielle en 0, et la courbe prolongée est Jn-
holomorphe dans D et vérifie

Vn(0) = 0, vn{D) C B2n{r0) et vn{dD) C B2n(zu r2) .

Mais d’apres (4.2.26), S2n" 1(zi, r) est Jn-convexe pour r < 2r0, et on sait que
vn(D) C B2n{z\,2r0). Le lemme 1.3.2 implique alors

vn(D )cB 2n(zu r2)

et on a encore contradiction pour r2 < n, ce qui prouve le lemme 4.2.4. On a
toujours le

Corollaire 4.2.5
lim u(s,t) = 0 dans C°° (S )

5-f+ oo K

En effet, par I'argument précédent, la courbe f;, = uol” 1lest J-holomorphe dans
D continue dans D et son aire est inférieure a c(U) +e en raison de (4.2.29).
D ’aprés le théoréme 4.5.1 de [Sik94], elle s’étend en une courbe holomorphe sur
D, et est donc C°°, ce qui prouve le corollaire 4.2.5. Enfin, on a toujours le

Lemme 4.2.6 |l existe une orbite Apériodique non constante y de H\, de
type d+U , telle que

lim d(u{s.t),7)= 0. (4.2.30)

On a de plus
AHx{7) < c{U) +e . (4.2.31)

En effet, on aura, toujours en raison de (4/2.27) w(0,t") GS2n 1(o) et le lemme
4.2.4 montre que u est 11011 constante, ce qui suffit a prouver le lemirie 4/2.6.



4/2. COSSTRUCTIOS D'USE COURBE HOLOMORPHE a1

FIG. 4.2 - Découpe de la trajectoire

4.2.5 Conclusion

On a maintenant une structure J\ calibrée par uo telle que
J\ J dans U\-290
et un hamiltonien H\ : Cn R vérifiant
H\ = --¢(A) dans Ui-&

et on a obtenu une orbite 1-périodique 7 de H\ hors de U\-Eb et une trajectoire
de Floer u de [H\, J\) située dans UiH/x) reliant et 0

us~ J\(u)ut = -J\(u)Xhx{v) .

On commence par “se replacer dans le sens des courbes holomorphes”, c’est a
dire qu’on considere
U(s, t) —ti(—s,t)

qui vérifie

Gs+ J\(h)at = I\(u)XhA'D)
avec

I)i/m G(ff, t) = 0 dans Cco(51)
et

lim d(u(s,/),7)= 0
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pour laquelle

[/ +" 1U5\)x dtds < c(U) + € .
J-OD J[Sl ) )

On considére alors le prolongement f = / or de la figure 3.5, et on choisit une
valeur réguliere rOde f ou dans J1 —3£0>1~ 280[- On appelle Z la composante
connexe de:

(folunrttO.ro])

contenant ]- 0o, —S(] x S 1 pour 50 assez grand. On a en particulier le long de
4(2)
=J(z)et XHx=0.
Donc U vérifie dans Z I’équation
u, +J(at=0
et
J |0, |jdtds <J |03[jxdtds <c(U) + e .
Mais le long de 0(Z), on a
I |j= wO(U5,J(w)is) = wO(w,,Ut)

donc
A{0{Z)) <c{U) + e .

On peut comme précédemment supprimer la singularité en 0 en utilisant la
représentation conforme:

V :]- o0,-S0] x S1~ D(e~2wSo)\ O .

La courbe v = (i0'"’-1 vérifie Bjv = 0, elle est J-holomorphe dans D(e~2wS0)\0,
d’aire inférieure a c(i/)-)-£' et se prolonge continlment a D{e~2vSo) par t>(0) = 0.
Elle est donc J-holomorphe dans D(e~2nS1) d’apres le théoréme 4.5.1 de [Sik94].
On obtient ainsi une surface de Riemann S compacte a bord

S=2Z\ (- 00,—S0 x S1) UD{e~2vSo) ~2U {-00}
et une application J-holomorphe 0 :S —y U\-To (voir figure 4.2) vérifiant:
0(dS) CdUi-To, G(—e0) = 0
et
M) < c(U)+ £.

Comme i/i_To constitue un voisinage de t/i_3Met que J a été prise quelconque,
on a ainsi montré (voir la définition 1.2.5, le lemme 1.2.12 et la remarque 1.2.6)
Ve >0, w(Ui_3r0) < c(U) + £

d’ou
Vfo> 0, ti;(£/i_3.0) < c(U)

sous I’hypothese “ S(dU) non dégénéré”, ce qui, d’aprés le théoréme 4.1.9 et la
proposition 1.2.15, entraine le théoréme 1.
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