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Abstract

Let m, : W — V, m3 : V — S be holomorphic submersions of complex varieties with
compact fibre. Let { be a holomorphic vector bundle on W. In this paper, we prove
the fonctoriality of the analytic torsion forms with respect to the composition of two
submersions. This result extends to a relative situation a result by Berthomieu-Bismut,

proved in the case where S is a point.
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0 Introduction
Soient W,V, S des variétés complexes. Soient m; : W — V, w3 : V — S des sub-

mersions holomorphes de fibres compactes X, Y. Alors 73 = mpomy : W — S est une
submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit ¢ un fibré vectoriel holomorphe sur

W. On a donc
Z >W.
T3
nll nl\
v 25'S

Y

X N

Soient R*my.&, R*m3.€, R*m2. R*m1.€ les images directes de &, €, R*m.é. On suppose
que les R°m.&, R*m3.8, R*ma. R*m.{ sont localement libres. Soit H(Z,¢|z), H(X, ¢ x)
les cohomologies de |z, {|x. Alors H(Z,{|z) est un fibré holomorphe Z-gradué sur S.
Plus exactement R°m3.{ = H(Z,§z). De méme R*m.§ = H(X, ¢ x).

On suppose désormais que les fibrations 73 : V. —.S, 73 : W — S sont kihlériennes
au sens de [BGS2, §1]. Plus précisément, soit w" (resp. w") une (1,1) forme réelle,
fermée sur V' ( resp. W), dont la restriction & chaque fibre Y (resp. Z) définit une
métrique hermitienne gT¥ (resp. gTZ) sur le fibré tangent relatif TY (resp. T'Z). Soit
g*X la métrique hermitienne sur TX induite par w". Soit A¢ une métrique hermitienne
sur €.

Soit (Q(X, ¢x), Ex) le complexe de Dolbeault des formes C* sur la fibre X & valeurs
dans §. On munit Q(X,€{x) de la métrique hermitienne L, associée & g7%,hé. On
identifie H(X, £ x) aux formes harmoniques dans le complexe Q(X, £|x). Soit AZ(X£ix) =
hEms¢ 1a métrique L, associée sur H(X,{jx) = R*m.é,

De méme, on considére les complexes de Dolbeault relatifs Q(Z, §z) et Q(Y, R*71.&jy)
associés aux métriques g7Z, hé et g7¥,hE"+¢, On désigne par hH(Z€iz) = pRm.{ ot
hEraBEmad les métriques L, correspondantes sur H(Z,&|z) = R°m3.€, R*ma R°m1.€.

Soit P% 1’espace vectoriel des formes réelles sur S qui sont la somme de formes C*®
de type (p,p). Soit P5° I’espace des a € PS5, qui s’écrivent o = 9 + 9, ou 3,7 sont
des formes C*™ sur S.

Si K est un fibré holomorphe avec métrique g¥, si @ est un polynéme caractéristique,
on désigne par Q(K,g¥) € PS5 la forme de Chern-Weil associée & la courbure de la
connexion holomorphe hermitienne sur K.

Soient Ty (w%, A%) (resp. To(w", hE™=¢) resp. Ts(w",hf)) les formes de torsion an-
alytique construites dans Bismut-Kéhler [BK3] sur V (resp. S, resp. S) associées &
(1, w" , hE) (resp. (m2,w", AE™+¢) resp. (m3,w", hf)). Les formes Ty vérifient ’équation

80

(VI

Ty (w", B) = ch(R*my.€, RR™€) — fX TA(TX, g7%)ch(€, k).
et les formes T3 et T3 vérifient des équations analogues. Dans [BK9), ils ont établi des

formules d’anomalie pour ces formes qui les rendent potentiellement compatibles au for-
malisme d’image directe en théorie d’Arakelov de Gillet et Soulé [GS3].



Soit Td(T'Z,TY, gT%,¢g™¥) € P¥ /P%? la classe de Bott-Chern de [BGS1] telle que

(0.2)

gﬁTd(TZ TY, g"%, ™) = Td(TZ,¢"%) — =} (Td(TY, ¢")) TA(TX, g"%).

Pour s € S, il existe une suite spectrale de Leray (E,,,d.,)(r > 2) [Grot] telle que
E3 = R*m3, R*m.{. On montre a la Section 14 que le complexe de Dolbeault Q(Z,,¢z,)
muni d’une filtration convenable calcule la suite spectrale de Leray au sens de [Grot].

Soit A%z la métrique sur F, induite par AE™sEms¢,

Dans cet article, on définit une classe de Bott-Chern ch(Ez, H(Z,¢z),h™ hH(Z’flz))
€ PS/PS® dans les trois cas suivants:

i) On suppose que le fibré holomorphe £ est m. et 3. acyclique.

ii) On suppose que le rang des E, (r > 2) est localement constant sur S.

iii) On suppose que m; et V sont projectives [BGS3, p337].
et on vérifie que ces définitions sont compatibles.

La classe ch(Ez, H(Z,£z), kP, h¥(Z4i2)) vérifie Péquation

—a;ich (Bn, H(Z,£z), h™, hEZH1a)

(0.3)
= ch (H(Z,¢z), hE@4i2)) — ch(Ey, h™2).

Le but de cet article est de montrer le Théoréme suivant, qui étend une formule
de Berthomieu et Bismut [BerB, Théoréme 3.1] ou S est un point & une situation en
famille.

Théoréme 0.1. On a lidentité

T3(WW7 hf) —'T2<wv hRm‘s) - fY Td(TYa gTY)Tl (wW, hf)
(0.4) + J; Td(TZ,TY, g"%, g7 )ch(¢, h¥)
—ch (Ey, H(Z,§7),h™ ,hE@42)) =0 dans PS/PS°,

Plus précisément, par les techniques de [B4], on peut construire explicitement des
formes v et §, qu1 sont locales sur S, telles que le terme & droite de (0.4) est donné par
By + 06.

On remarque que quand S est un point, le Théoréme 0.1 est exactement [BerB,
Théoréme 3.1]. Dans [BerB], le résultat est énoncé comme une formule qui compare les
métriques de Quillen sur det R*m3.£ 22 det R*ma. R*m1.€.

La formule (0.4) est naturelle. En effet, si A est ’expression & gauche de (0.4), alors
par (0.1)-(0.3), 2mA 0.

On se restreint maintenant au cas i). En utilisant [BK&]|, on vérifie facilement que
Pégalité (0.4) est compatible aux variations des métriques concernées. Si S est compacte
et kiihlérienne, en appliquant le 39-lemme de [GrH, p149], on sait que A est une classe
de cohomologie sur S. Si £’ est un fibré holomorphe sur S, en utilisant les résultats de
[BerB], on a aussi

(0.5) [5 Td(TS)ch(£)A = 0.
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Supposons maintenant que W,V,S sont des variétés arithmétiques. Dans [GS3],
Gillet et Soulé ont conjecturé la formule de Riemann-Roch-Grothendieck en théorie
d’Arakelov:

(06) ch(mu(€, hY)) = ma [cB(E, B)TAA(TX, g7)).

Cette formule a été montrée par Gillet et Soulé [GS4] pour la premiére classe de Chern.
La formule (0.6) en tout degré découle de [B4] et des travaux précédent.

Par la définition de l'image directe de Gillet et Soulé, le terme & gauche de (0.6)
contient les formes de torsion analytique, qui sont équivalentes aux formes de torsion
analytique T3 (w", k%) de [BKJ).

Le Théoréme 0.1 implique alors qu’on a la formule

(0-7) K| (ga hf) - Wzg(ﬂ'u(f, hf)) == P ﬁ(TZ, TY—’ gTZ’ gTY)Ch(fa hf)

Notons que dans [F], Faltings a aussi établi une formule de Riemann-Roch-Grothendieck
arithmétique en tout degré dans le cas ou les variétés W,V sont projectives. La formule
(0.4) est un analogue d’un résultat de Faltings [F', Lemme 5.5], dont la preuve est donnée
dans [F, p 75-76]. '

La stratégie générale de la preuve du Théoréme 0.1 est la méme que celle de [BerB]|
dans le cas ou S est un point. Dans notre contexte, comme en [B4], on montre une
identité de formes dans P%,

4
(0.8) 10 =360 — 962 — Bo6S.

k=1

ot I?,69 dépendent de ¢, 4,Ty > 0. Ces termes s’expriment en fonction de traces d’un
opérateur de la chaleur sur la fibre Z, dépendant de deux parameétres u et T'.

Comme dans [B4], on utilise le Théoréme d’indice local relatif [B1]. On utilise aussi
la technique de changement d’échelle de Getzler [BeGeV].

Comme dans [BerB|, [BL| et [B4], la suite spectrale de Leray et les propriétés de
vitesse finie de propagation des solutions d’équations hyperpoliques jouent aussi des rdles
importants.

Rappelons que les conditions de validité du Théoréme 0.1 ont été décrites en i), ii),
iii).
: Dans le cas i), commme E, = H(Z,§z), la définition de CAE(Ez, H(Z,¢z), h™, hH(Zﬁlz))
€ PS5 /P50 3 la Section 3 ne pose aucune difficulté particuliére.
Dans le cas ii), soit A% (r > 3) des métriques hermitiennes sur E,. Pour r > 2, comme
en [BGS1], on définit les classes ch(E,, Evpy, B hEr+1) et EE(H (Z,€12), Eoo, REZH12), hE°°) .
A la Section 14, on pose

b (Bn, H(Z,£z), h®, h¥@418)) = 522 ,Gh(E,, Epy1, P 5+
(0.9) —~ch(H(Z,7), Eeo, h¥(%412), hE).
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Dans le cas iii), la construction de EE(Ez,H (Z,¢2), hE’,hE(Z'fIZ)) est plus subtile.
En général, les E, (r > 2) ne sont pas des fibrés vectoriels holomorphes sur S. A
la Section 10, pour construire EE(E‘z,H (Z,&2), ™, hH(Z’flz)) € P5/PS% on utilise la
définition de Grothendieck de la suite spectrale, qui implique le choix de résolutions
de £. On donne alors une construction de ch(Ez, H(Z,¢z), h™, hH(Z'flz)). On montre
qu’elle ne dépend pas de la résolution choisie. Si les (E,),>2 sont des fibrés vectoriels
holomorphes, on montre le résultat non trivial qu’on a encore (0.9).

Pour que les objets introduits soient définis sans ambiguité, & la Section 14, nous
sommes amenés & redémontrer le résultat sans doute classique que pour r > 2, la suite
spectrale associée a la résolution de Dolbeault est canoniquement isomorphe & la suite
spectrale de Grothendieck.

Naturellement, si 1’on admet le Théoréme 0.1 dans les cas ii) et iii), on peut en tirer
la compatibilité de constructions de EE.(Ez, H(Z,¢z), h®, hH(z»ﬁlz)) dans ces deux cas.

La suite spectrale associée a la résolution de Dolbeault est telle que Ey = (Y,
UX,Ex)y), Br = QY, R*m.8). Soient A%, h®: les métriques Ly sur Ey, E; associées
(97X, g™, B¥), (g7¥, REm+E). Soit hNZ4i2) 1a métrique L, sur (Z, §|z) associée & g77, he.

Plus généralement, du point de vue de la théorie des classes de Bott-Chern, il est
naturel d’écrire les relations formelles

h(Q(Z, §12), Eo, h¥%4i2), %) = — [, TA(TZ, TY, g%, g™ )ch(£, h¥),
ch(Ey, By, k% hP) = f, TA(TY, gT¥)Ty(w", hf),

ch(Ey, By, hP, %) = Ty(w", hBmet),

E(OUZ, 2), H(Z,6,2), hOE40), kD) = Ty (7, B).

(0.10)

Le Théoréme 0.1 prend alors la forme

ch(Z,812), H(Z, &2), k@40, hHZ412)) = ch(Q(Z,€)7), Bo, hF419), 1)
(0.11) +5Loch(Es, Biyr, P, hFett)
+ch(Ey, H(Z, £ z), k%, hE(@42)) dans PS/P5°.

De (0.9), (0.11), dans le cas ii), (0.11) s’écrit aussi

ch(Z,é12), H(Z,7), hNE412), hE(Z412)) = ch(QZ, £z), Bo, h¥Z412), h%)
(012) +21?;0a(Eia Ei+17 hEl ’ hE‘“)
+ch(H(Z,4)z), Beo, hE (2415, hF=) dans PS/PSY,

Cette relation a une version naturelle pour des bicomplexes holomorphes de dimension
finie. Nous avons expliqué plus haut que, méme en dimension finie, la relation corre-
spondant & (0.12) est non triviale.

Dans le cas iii), on définit cI(Ez,H (Z,¢2), b, hH(Z"fIZ)) par une formule trés com-
parable & (0.11), ou Q(Z,¢;z) est remplacé par un bicomplexe de dimension finie. On
voit donc que dans le cas iii), la relation (0.11) est exactement 1’extension naturelle de
notre définition de C‘E(Ez, H(Z,&z), kP, hE(Z412 )) au cas ot les résolutions de dimension
finie de Grothendieck de £ sont remplacées par la résolution de Dolbeault.



Les considérations précédentes montrent que les énoncés du Théoréme 0.1 dans les
cas i), ii) et iii) sont bien compatibles.

Cet article est organisé de la facon suivante. A la Section 1, on calcule ’asymptotique
de certains objets géométriques associés a une famille de submersmns A la Section 2,
on rappelle des résultats de [BGS2| et [BK3)] sur les formes de torsion analytique.

A la Section 3, on énonce le Théoréme 0.1 dans les cas i) et iii).

A la Section 4, on énonce sept résultats intermédiaires, dont les preuves sont différées
aux Sections 5-9. En utilisant ces résultats, on montre le Théoréme 0.1 dans le cas i).

Les Sections 5 9 sont consacrées aux preuves des résultats intermédiaires qui étendent
[BerB, §5-9]. A la Section 5, on calcule 'asymptotique des supertraces évaluées a
’aide d’une superconnexion qui dépend de deux parametres u et T A 1a Section 6, on
établit une égalité triviale pour la classe de Bott- Chern ch(Ez, H(Z,&z), h™, hH(Z’flz))

€ P3/P5" dans le cas i) pour lequel H(Z,¢ z) . Les Sections 7-9 contiennent des
résultats de théorie de l'indice local relatif qu’on ut1hse pour montrer le Théoréme 0.1.

A la Section 10, on construit la classe de Bott-Chern Ch(Ez, H(Z,§z), h® hH(Zflz))
€ P5/PS? dans le cas ou m; et V sont projectives.

Aux Sections 11 et 12, on montre le Théoréme 0.1 dans le cas iii).

A la Section 13, on montre le Théoréme 10.7 qui donne une égalité de classes de
Bott-Chern assocées & un bicomplexe de fibrés vectoriels holomorphes.

A la Section 14, on établit le Théoréme 0.1 dans le cas ii).

Les résultats de cet article ont été annoncés dans [Ma)].

Dans cet article, on utilise le formalisme de superconnexion de Quillen [Q2]. Si A
est une algébre Z,-graduée, si a,b € A, le supercommutateur [a, b] est défini par

(0.13) [a,b] = ab — (—1)d82deebpq,

Remerciements. Cet article est ma thése de doctorat de 1’Université Paris XI
(Orsay). Je tiens a exprimer ma plus profonde gratitude & mon directeur de thése,
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1 Fibrations kihlériennes, et limites adiabatiques

Soient m : W — V, m3: V — S des submersions de variétés C*= de fibres compactes
X,Y. Alors 73 = my 01 : W — S est une submersion C* de fibre compacte Z.
Soient g7, g¥V des métriques sur W, V. Pour T > 0, on pose

1 _r .
97" =55 " +mig" .

Par une construction de [BGS2, §1], la métrique g7 détermine un sous-fibré THTW de
TW, une connexion V%2, et des tenseurs Sz et T3 7.

Dans cette Section, on étudie la limite quand T' — +oco de ces différents objets. Cette
Section étend les résultats de [BerB, §7b)] obtenus dans le cas ol S est un point.

En (a), on rappelle les résultats de [B1, §lc)], [BGS2, §1]. En (b), on calcule
Pasymptotique des objects définis précédemment. En (c), on rappelle la définition des
fibrations kihlériennes. Enfin, en (d), on applique les résultats de (b) dans le cas des
fibrations kahlériennes.

a) Une connexion canonique sur le fibré tangent relatif d’une fibration.

Soient W,V des variétés C*, soit # : W — V une submersion C* de fibre compacte
X. Soit TX = TW/V le fibré tangent relatif.
Soit TH#W un sous-fibré de TW tel que

(1.1) TW =TEW @ TX.

Soient PTX  PT®W les projectionsde TW sur T'X,TEW. Pour U € TV, soit UE € TEW
le relevement de U dans TEW qui est tel que 7,U¥ =U.

Soient g7V, gTX des metnques sur TV,TX. Soit VTV la connexion de Levi-Civita
sur (TV,gT"). La metnque g7V et la connexion VTV se relévent en une métrique g7~ %

et une connexion VT*W sur TEW. On rappelle que pour X,Y,Z des sections C* de
TV,on a

2<V§VY’_Z>gTV = ([X’YLZ)gTV - ([Ya Z]’X)gTV + ([Z’X]ay)g’-""

1.2
(1.2) +X (Y, Z) jov + Y (2, X) 2v — Z(X,Y) ov -

Soit gTW = gT"W @ ¢gTX la métrique sur TW = TEW @ TX qui est la somme or-
thogonale des métriques g7° W et g7%. Soit { ) le produit scalaire correspondant sur
TW. Soit VIWL la connexion de Levi-Civita sur (TW, gT%).

DEFINITION 1.1. Soit VTX la connexion sur TX
(1.3) VTX = pTXyTWL,
Soit VTV la connexion sur TW =TEW @ TX
(1.4) VIV = VTV g VTX,



Alors d’aprés [B1, Théoréme 1.9], VIX ne dépend pas de la métrique g7".

Soit T la torsion de la connexion VTW. Soit
(1.5) S = VIWL _yTW,

Alors S est une 1-forme sur W a valeur dans les éléments antisymétriques de End(TW).
D’aprés [B1, §1(c)]; [BGS2, §1(a)], si U,V,W € TW, alors

(1.6) SWU)V - S(V)U +T(U,V) =0,
2(5(U)V, W) +(T(U,V),W) +(T(W,U),V) — (T(V,W),U) =0.

Les résultats suivants sont démontrés dans [B1, Théoréme 1.9], [BF2, §1(d)], [BGS2,
Théoréme 1.2].

Théoréme 1.2. i) Le tenseur T ne dépend pas de la métrique gT¥. Il prend ses
valeurs dans TX. Si U,V € TX, alors T(U,V) =0.

i) SiY € TW, alors S(Y)(TX) C TEW. Le (8,0) tenseur (S(-)-,-) ne dépend pas
de la métrique gT".

~ iii) Soit ¢TW une métrique sur TW qui a les deuz propriétés suivantes.
i) La métrigue ¢'*W coincide avec g*% sur TX,
11) Les sous-fibrés TEW et TX sont orthogonauz pour g'T% .

Soit V'T"'L g connerion de Levi-Civita correspondante sur TW. Alors VIX =
PTX'TWL 61 X X' sont des sections C® de T X, si U, U’ sont des sections C* de TV,
etsiY = X'+ UE)Y' =U"E, alors
(1.7) 2(S(X)Y,Y") = (VF"Y, Y’)gﬂ,w — (VYY)

gTW

Par (1.6) et le Théoréme 1.2, on voit facilement que pour U € TEW, V,W € TX,
on a

(1.8) (T(U, V), W) =(T(U,W),V)=—-(S(V)W,U).
Le résultat suivant est établi dans [B4, Théoréme 1.1].

Théoréme 1.3. La connezion VIX sur (TX,gTX) est caractérisée par les deux
propriétés suivantes :

o Sur chaque fibre X, elle coincide avec la connezion de Levi-Civita sur (T X, g7%).

e SiU €TV, alors on a

(1.9) Vik = Ly= + 3(9"%) ' Ly=g™.

On a aussi les identités sutvantes,
e SiU,VeTEW, ona

(1.10) T(U,V) = —PTX[U,V].
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e SiUETV,YeTX,ona
(111) T(U7,Y) = 3(6™) " Lyug™Y.
b) Fibrations et limites adiabatiques.
Soient W, V, S des variétés C*®. Soient m; : W — V, 73 : V — S des submersions C*

de fibres compactes X, Y. Alors 73 = mp 07 : W — S est une submersion C* de fibre
compacte Z. On a donc

X - >7Z SW.
TC3
“1\[/ MJ/\
Y v X5

Soient §¥%, g7V des métriques sur W, V. Soient §7Z, g¥%, g”¥ les métriques induites
par &*V,gTV sur TZ,TX,TY.

Soit TEW (resp. T£V) le sous-fibré de TW orthogonal & TX pour g7 (resp. TV
orthogonal & TY pour gT"). Soit 71, S1, {(S1(-)-,-) (resp. T3, Sa,(S2(-)-,-)) les tenseurs
définis en (a) associés & (w1, g7%, TEW) (zesp. (w2, g7, TEV)).

Pour T' > 0, on pose

T™W * TV
9r

1
=ﬁjrw+7rlg ’

(1.12) R K
=5 -

g

Soit g%Z la métrique induite par gZ% sur TZ. Soit TixW le sous-fibré de TW
orthogonal & T'Z pour g&Z%. Soit T3 1, Ss,7, {Ss,7(+)*, -}y les tenseurs définis en (a) associés
a (7!'3, ggZ,TfTW)'

Soit VTX (resp. VTY, resp. VZZ) la connexion sur (T'X, g7X) (resp. (TY, gT¥), resp.
(T Z,g%%)) associée & (my, g7, TEW) (resp. (ma, g7¥,TEV), resp. (ms, 972, TixW)).

Le but de cette Section est de décrire I’asymptotique de VL2, Ty 7, (Ss r(-), )7 quand
T — oo. Si S est un point, on a déja étudié cette question dans le cadre complexe dans
[BerB, §4 et §7].

On pose

(1.13) TEZ =TZNTEW.
Alors on a les identifications de fibrés vectoriels C* sur W,

TZ ~TEZ@TX,
(1.14) TEZ ~mTY.

Les fibrés TZ Z et TX sont orthogonaux pour §T2. Soit PT*Z (resp. PTX) la projection
de TZ =TEZZ & TX sur TEZ (resp. TX). Soit g7°Z la métrique sur TZ Z induite par

gry.
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On pose
(1.15) T W ={X e TEW,m.X e TFV}.

On obtient T3Z W de la maniére suivante : tout d’abord on reléve T'S & TF V/, puis on
releve TEV comme sous-fibré de TV dans TEW. On a :

(1.16) TEW =TI WeT?Z.

Les fibrés T{Z W et T#Z sont orthogona.ux pour la métrique 7} gT"

Pour U € TS, soit U, € TE,W (1< T < +oo) (resp. U¥ € TF V) le relévement
de U dans T W (resp. T}Fr V) qui est tel que TsuUsp = U (resp 7r2,.U2 = U) Pour
UeTV,soit UZ € TEW 1e relevement de U dans THW qui est tel que m,UF = U.
On remarque que pour U € T'S,

(1.17) Usieo = (Uz)1'-

DEFINITION 1.4. Soient h € End(T#Z), ' € Hom(T3ZL W,T# Z) tels que si U,V €
TY, X € TV, alors

(118) (U Vi) ges = (RUTAT)
(X W ) = (BT, W)

Hz *
gT z

Hz *
gT z

Soient 975, ¢'TS des métriques sur T'S. Notons que par [BGS2, Remarque 1.6] et
par (1.18), les objets introduits précédemment sont inchangés quand on remplace §¥%,
g7 par g7V + w3975, g7V + m3g' ™.

Proposition 1.5. SiU € TS, 1 <T < 400, on a lidentité suivante dans TW

(1.19) Usr = Usoo — ,}2 (1 + 1,;)_1 WUz,
PREUVE: Par définition,
(1.20)
T3 oW ={X € TW, (ng + ngTV) (X,Y) =0, pour tout Y € TZ}.
En prenant Y € TX dans (1.20), on a
(1.21) TSW C TEW.
Donc il existe U(T') € TV tel que
(1.22) Ui =U(T)E.
Alors |
(1.29 ran(U(T) - UF) = maa (U — UE,) =0,
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et donc
(1.24) Ui(T) =U(T) - UF eTY.

D’aprés (1.17), (1.20), (1.24), pour tout Y € TY, comme YZ € TZ,

T2
Par (1.24), Uy(T)E € TEZ. En utilisant (1.18), (1.25), on a

1 . -1
(125) (8™ + ) OOF V) = o3 <UL, >gom

-1 R\
(1.26) U(T)E = 7= (1 + ﬁ) WUL,.
Par (1.22), (1.24), (1.26), on en déduit (1.19). |

Maintenant, on étudie 'asymptotique de VZZ, Ty 1, (Ss.z(+)+ *)p-
On rappelle qu’on a l'identification de fibrés vectoriels C*° sur W

TZ~TEZTX.
Soit VT7Z 1a connexion sur T¥ Z induite par VTY, soit °VZZ la connexion sur T'Z
(1.27) 0WTZ = yTZ g vTX,

Soit By (T € [1,+0o0]) une famille de tenseurs, on notera que quand T' — +oco

1
BT = O (Fi) 3
si pour tout £ € N, K C S compact, il existe ¢ > 0 tel que pour T' > 1, le sup des
normes de Br et de ses dérivées d’ordre < k sur K est dominé par .
Sur chaque fibre Z, soit VZZ la connexion de Levi-Civita sur (T'Z, §7%). Soit ¢'7% =
71g7Y @ g7 la métrique sw TZ =TEZHTX.

DEFINITION 1.6. Sous I'identification TW = T, W @ TZ, soit As e la 1-forme sur
W & valeur dans End(T'Z) définie par

1.28 ,
- (A3,00(X)Y, Z) 25 = (VT2 - °VT2)(X)Y, PTXZ)ng siX,Y,ZeTZ,
(P prmev) ) ([ex pea) o))
siX eTE,W,Y,ZeTZ.
On pose
(1.29) VIZ = T2 A3 .
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Théoréme 1.7. La connerion VIZ préserve TX, et sa restriction ¢ TX est égale
é VIX, Quand T — +oo,

(1.30) viZ=vTZ40 (TI;) :

PREUVE: Si Y, Z sont des sections C* de TZ, pour X € TW, on doit calculer
I’asymptotique de <V%’3}Y, Z )g,M quand T — +4o0.

Soient Y7, Z (resp. Y3, Z;) des sections C* de TY (resp. TX). Soient Y =Y + Y3,
Z =7, + Z,.

i) Lecasou X € TZ.

Soient X1, X, des sections C* de TY, TX. Soit X = X{ + X;. Par (1.12), on a

(1.31)
(VEAYZ) 0y = T2 (VERY, ) o, + (VESY. 25) (1+0 (%)) .
En utilisant (1.2), le Théoréme 1.3, et (1.31), on a
(132 (VERY,Z) .y = (VHY. 20) o + (VEVL, 22) L, +0O Tz)
ii) Le cas ou X € T W.
Soit U une section C* de T'S . Soit X = UE

e Supposons d’abord que Z € TX. Alors 21 = 0. Par les Théorémes 1.3 et 1.5, et
par (1.27), on a

2 <V,_,, 23 > = 277 <VTZH Y, Z>9M +0 ()

(1.33) = Tz{ <[ Y], 2) ..+ (20 UZ] Y) s
T(YZ) T’}+O(Tz)
=2 <V Yz’ Z> x T 2 <A3,°°( Uim)Y, Z)g,rz +0 (5.1—,-) .

e Supposons que Z € TEW. Alors Z; = 0. En utilisant les Théorémes 1.3, 1.5, on
obtient:

. 1
(1.34) (VE2a ¥, zu> o = (VB 2) 1 4O ()
Nous avons bien démontré le Théoréme 1.7. |
Soit gT° une métrique sur TS soit V75 la connexion de Levi-Civita sur (TS, g7%).
Soit gTo=" la métrique et V=" la connexion sur T;L W induites par 7%, VTS, Soit

OVIW la connexion sur TW = Tfr WeTZ

(1.35) VIV = ViseW ¢ VIZ,

14



et soit T3 0o la torsion de °VIW.

Proposition 1.8. On a

(1.36) T0o(X,Y) = Ti(X,Y)+[Ta(m1.X, .Y + A3 o (X)Y
si X € Ty , W, Y € TW,
Tso(X,Y) =0 siX,YeTZ
PREUVE: On {ait le calcul dans les cas suivants.

i) Le cas ot X,Y € TZ W.
Soient U, U’ des sections C* de T'S, alors

Too (Ui U'ld) = Voo Voo = Vi Ut = (U, UL

(U,UDE, - [VE, UL,
= (UL, U'E,) + [L(UF U'H)]

ii) Lecas ol X e T W,Y € TX.
Soit U (resp. Y') une section C* de T'S (resp. T'X), alors, par Théoréme 1.7,

(1.38) Ts00 (U, Y Y - [UZ,,Y] = (UL, Y).

iii) Le cas ou X €e TEL W, Y € TFW.
Soit U (resp. Z) une section € de TS (resp. TY'), alors

(1.37)

Tsoo(UE,, ZF) = VTHZZH+A3°°( £ )ZE - [UE,, ZF]
(1.39) = [UM,ZH] V% z] +A3°°(U3°°)ZH
= Tl(Us,m,sz[Tz 7,2)|" + Aan (U 2.

iv) Le cas ou X,Y € TZ.
Soient X,Y des sections C® de T'Z. D’apres les Théorémes 1.3, 1.7, on a

(1.40) Ts.00(X,Y) = VT XY VZ;ZYX ~-[X,Y]

Nous avons bien démontré la Proposition 1.8.

Théoréme 1.9. Quand T — +oo,

(1.41) Tyx = Taeo +O (Tz)

PREUVE: On a des identifications de fibrés vectoriels C* sur V

W =TEWeTZ

(1.42) TEW o n3TS.
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Soit V%= la connexion induite par VTS sur TZW. Alors Ty est la torsion de la

connexion V77" @ VIZ. En utilisant la Proposition 1.5, le Théoréme 1.7 et (1.35), on
a (1.41). u

On rappelle que PT"Z (resp. PTX) est la projectionde TZ ~ T#Z @ TX sur TZZ
(resp. TX).

Théoréme 1.10.
i) Pour X e TX,Ze€TZ,UU €TS8, on poseYr =Z + UfT, T = U’fT. Alors
gquand T — +oo0,

T* (Sar(X)Yr, Yg)p = (Su(X)Yeo, Yoo)

(1.43) +%LX <le°l°’ PTHZZ>

r7+0('f’17)'

i) Pour X,,Y, € TY, U, U’ € TS, on pose X = X4, Yr =Y + U, Y = U'3.
Alors quand T — 400,

»
™9

149 (S ()Y, Y = (ST +UDLUE) +0 (75)

PREUVE: i) Soit X € TX, Z € TZ, U,U’ € TS, soit Yr = Z + U§y, Y7 = U'gy.
Alors d’apres (1.6), (1.8), (1.19), le Théoréme 1.9, quand T' — +o0, on a

(1.45)
T (Ssr(X)Yr,Yg)y = ~T*(Toz(Ur, 2),X) 4,
T
= — (PTXTy o (U'E, Z), X )gm
+1 (PTXT; o (UE,, U'E,), x)g,_,x +0 ().
Par (1.6), (1.8), (1.28), (1.36), on a
T (Ssr (XY, Yp)y = ~ (O, PT*2),X) o

3,00
+3 (T3 (Uf + P72, 050, X) e
+-§- ([X, h'U’goo] 7PTHZZ>,,;gTY +0 (%)

= (Sl(X)YcoaY;o) + %LX (h'Ulgoo’PTHZZ>,,~9TY +0 (T'l"') :

+ T Ts.r(UE, U'Ep), X)

P

(1.46)

ii) Soit X;,Y; € TY, U, U’ € TS, soit X = X, Yr = Y5 + Usp, Y7 = U'gy. Alors
d’apres (1.6), (1.8), (1.19), le Théoréme 1.9, quand T — +o0, on a

(Sar(X)Yr,Yr) = - (T3.T(U 'fr,}qﬁ),xfﬁgg,,, +3 (Ts,T(UfTa U 'fT)aXf,Tl) Y
= e (PT'52113,C,° ((]"g°° ,' 'Ylﬁ)’ Xfl>";gTY
(1.47) +% (PTEZTa,m(Ugma Ulfoo% Xfl>,,;grr +0 ('TL")

= ~(BUT,Y),X1) 4y + 3 (BUFUT), X1) 1y +0 (2)
(Sa(X0) (Vi + UF), U'F) + O () -
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On a fini la preuve du Théoréme 1.10. [ |

c) Fibrations kihlériennes.

Soit W et V des variétés complexes, soit 7 : W — V une submersion holomorphe de
fibre compacte X. Soit TX = TW/V le fibré tangent holomorphe relatif. Soit J7X la
structure complexe de T X. Soit g7* une métrique hermitienne sur T'X.

Dans la suite, pour les fibrés réels, on utilise un indice R pour distinguer des fibrés
complexes.

Soit TEW un sous-fibré vectoriel de TW, tel que :
(1.48) TW=TEW e TX.

On rappelle la définition d’une fibration kihlérienne dans [BGS2, Définition 1.4].

DEFINITION 1.11. On dit que le triplet (m, g7*, THW) définit une fibration kihléri-
enne s’il existe w une 2-forme réelle, C* sur W de type (1,1) qui a les propriétés suivantes

a) La forme w est fermée.
b) Si X € TX,Y € TEW, alors

(1.49) w(X,7) = w(¥;X) =0.
c) Si X,Y € Tp X, alors

(1.50) w(X,Y) = (X, JTXY>9TX :

Le résultat suivant est démontré dans [BGS2, Théoréme 1.5].

Théoréme 1.12. Soit w une 2-forme réelle C* sur M de type (1,1) qui vérifie les
propriétés suivantes:

a) La forme w est fermée.

b) L’application bilinéaire X,Y € Te X — w(JTXX,Y) définit un produit hermitien
gTX sur TX. Pour tout z € W, on pose

(1.51) TEW = {Y € T,W, pour tout X € TX,w(X,Y) = 0} .

Alors TEW est un sous-fibré de TW tel que TW = TEW @TX. De plus (w,g* %X, TEW)
est une fibration kihlérienne, et w est une (1,1) forme associée.

Une (1,1)-forme o' sur W est associée & la fibration kihlérienne (m,g™*, TEW) si
et seulement s’il existe une (1,1)-forme n réelle, fermée, C* sur V, telle que

(1.52) W —w=""n.
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Dans ce cas, les résultats suivants sont établis dans [BGS2, Théoréme 1.7].

Théoréme 1.13.

i) La connezion VT2X syr Tp X préserve la structure compleze de Tp X, et elle induit
la connezion holomorphe hermitienne VIX sur TX pour g7*%

i) La 2-forme T est de type (1,1). Pour tout U € TgX, la 2-forme sur W,
Y,Z — (S(U)Y, Z) est de type (1,1). SiU,V € TX, alors S(U)V =0, S(V)U = 0.

d) L’asymptotique des tenseurs associés aux fibrations kihlériennes.

Soient W,V, S des variétés complexes. Soient m; : W — V, 73 : V — S des sub-
mersions holomorphes de fibres compactes X, Y. Alors 73 = mom : W — S est une
submersion holomophe de fibre compacte Z.

Soit @W (resp. w") une (1,1)-forme réelle, fermée, C* sur W (resp. V) qui vérifie
Ihypothése du Théoréme 1.12 pour 73 (resp. 73).

Pour T > 0, on pose

(159 G = ATV,
) w o= wl
Soient gTZ, ¢g7¥, gTY, %2 les métriques hermitiennes sur TZ,TX,TY,TZ induites
par @7, &%, W%, wi¥. Soit VTX, VT¥ VIZ les connexions holomorphes hermitiennes

sur (T, gTX) (TY,g"), (T, 2.
Soit THW (resp. T{V, resp. Te W) le sous-fibré défini en (c) associé & (w1, &%, W, V)
(resp (71'2,0.! V S)’ resp. (7r3awT sW S))

DEFINITION 1.14. Soient h € End(T¥#Z), &' € Hom(T{L W, T# Z) tels que si U,V €
TY,X € TfV,

(1.54) (VF V) Ves = (RUEVT) m,
YXEVD) = (RXEVY),

THz *

Alors h est une sectmn ection auto-adjointe définie positive de End(T# Z). Soit h € End(TEZ)
(resp. & € Hom( L W,TEZ)) le conjugué de h (resp. h'). On prolonge h & TE Z (resp.
b de TE pW & Tl{fZ)

Notons que &%, w¥ ne définissent en général pas des métriques kahlériennes sur W, V.
Toutefois, si sg € S, si w est une forme de Kahler sur un voisinage U de sq dans S, pour
A>0, Pk + Amjw®, w¥ + AmjwS sont des formes kihlériennes sur 3 *(U), 73 *(U). On
peut alors effectuer les constructions de la Section 1 (b) sur 73 !(U), 73 (U). Les con-
structions qui suivent la Définition 1.4 montrent que les objets construits ne dépendent
pas de w¥, et sont donc globalement définis sur W ou sur V.

Comme complément, on donne ’asymptotique de VZZ. |
On rappelle qu’on a l'identification de fibrés vectoriels C* sur W

(1.55) TZ~TPZo@TX.
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Soit VT*Z la connexion induite par VTY, soit °V7Z la connexion sur TZ
(1.56) 0VTZ = V77 g VTX,

Soit A € T*OYW @ Hom(TZZ,TX) tel que V2" =0VTZ" 1 A, Soit A* I’adjoint de A
associé aux métriques g7 Z et gT%X.

On écrit VZZ sous forme matricielle relativement au scindage TZ ~ T#Z @ TX.
D’aprés [BerB, (7.24)], on a

THZ 2 -1ygTEz —1 4
(157) viz _ [Z +(T? + h)~"1VT"Z}, ;(f,f”) 14 ]
On pose
vz
(1.58) vIZ = [ A vTX ]

D’apres (1.57), on a
Théoréme 1.15. Quand T — +oo

1
(1.59) VIZ =VIZ 10 (Tg) .

D’aprés (1.16), on a l'identification de fibrés vectoriels C* sur W
(1.60) TWaTE WeT?ZoTX.

Pour X € T*®YW, on étend A(X) en un élément de Hom(TW, T X), en supposant que A
s’annule sur L W @TX. On étend aussi A en un élément de Ty W ® Hom (T W, T X)
avec la convention : pour X,Y € TgW

(1.61) A(X)Y = A(X®HYM® 4 A(XON)Y L0,
Par (1.29), (1.58), on sait qu’on a
(162) A. = Aa,oo-
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2 Formes de torsion analytique

Dans cette Section, on rappelle la construction de formes de torsion analytique dans
[BKO] associées aux fibrations kihlériennes 7 : W — V, et on explique les formules
d’anomalie [BK 3.

Cette Section est organisée de la fagon suivante. Dans (a), on construit la supercon-
nexion de Levi-Civita associée 3 une fibration [B1]. Dans (b), on décrit les formes de
Chern de [BGS2] qui dépendent d’un paramétre u > 0, et on rappelle des résultats de
[BGS2], [BeGeV] sur I'asymptotique de ces formes quand v — 0 et u — +oco. Dans
(c), on construit des formes de torsion analytique de [BK&], et on donne les formules
d’anomalie.

Dans cette Section, on utilise les mémes notations qu’a la Section.1 (c).

a) Superconnexion de Levi-Civita d’une fibration k&hlérienne.

Soient W et V des variétés complexes, soit 7 : W — V une submersion holomor-
phe de fibre compacte X. Soit w" une (1,1)-forme réelle, fermée sur W, comme au
Théoréme 1.12. Soit g7X la métrique sur TX induite par w".

Soit £ un fibré vectoriel holomoprhe sur W. Soit A% une métrique hermitienne sur
£. Soient VIX| V¥ les connexions holomorphes hermitiennes sur (T'X, g7%), (¢, k).
Soit VAT*®MX) 15 connexion sur A(T*®VX) induite par VTX. Soit VAT ®VX)e¢ |,
connexion sur A(T*®YX) ® ¢

(2.1) | VATIONXeE _ gATOOX) g1 41 @ VE.

Pour b € V, soit (Q(X;, §|Xb),5x") le complexe de Dolbeault relatif de sections C*°-
de (A(T*OVX) ® £)x,. Alors Q(Xs,£|x,) va étre considéré comme une fibre d’un fibré
vectoriel de dimension infinie sur V' dont les sections C* sont identifiées aux sections C*
de A(T* OV X) ® £ sur W.

Soit *TX I’opérateur de Hodge associé & gT% sur A(T3X). On définit le produit
hermitien sur Q(X5,¢x,),

1 '
(22)  ed €0Xuntix) — (60) = Grmmw Jo fansal), .

Soit dux la forme de volume sur X associée a g7X sur TX. Soit { ) AT OV X)o¢ le

produit hermitien sur A(T*®VX) ® £ associé aux métriques g7%, hf sur TX, £. Alors
pour a, o/ € Q(X3,¢x,), on a

(s,8), = (2m)~ 4% /Xz, (s, 3’)A(T'(°,1)X)®£ dvx.
Soit 5 I’adjoint formel de b pour le produit hermitien (2.2).
DEFINITION 2.1. Si s est une section C* de Q(X,§x), si U € TrV, on pose
(2.3) vaXAx) g - yAIOR8E
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Par [B1, §1 (b)], V¥X£ix) est une connexion sur le fibré vectoriel Q(X,&x). Soient
VHXA&ix)' vX4x)" les parties holomorphes et antiholomorphes de VX#ix),
Le résultat suivant est démontré dans [BGS2, Théoréme 1.14].

Théoréme 2.2. La connezion VXAX) préserve le produit hermitien (2.2) sur
QX,€&x). Sa courbure est de type (1,1). De plus

(2.4) [vaxax)" 5] =, [voxan’, 5] = 0.

La fibre A(T**VX) @£ est un ¢(Tg X)-module de Clifford. En effet, si U € TX, soit
U' € T*OY X qui correspond & U par la métrique ¢g7%. Si U,V € TX, on pose

25) o(U) = V2U'A, (V) = —V2ig.

Pour X € TnX ®r C = TX @ TX, on définit ¢(X) par prolongement C-linéaire. Si
X, YeTgrX,ona:

(2.6) A(X)e(Y) +c(Y)e(X) = —2(X,Y) jrx -

Soit fi,..., fam une base de TV, et soit f1,..., f> la base duale de T3 V.
DEFINITION 2.3. Soit

2.7) o(T) = Lo fPe (T(fE, £F)) .

Alors ¢(T) est une section de (A(Tﬁ_V)@End(A(T*(o'I)X )® E))impdr. On définit aussi
c(T™®), c(T™) par des formules semblables 3 (2.7) de sorte que

(2.8) o(T) = ¢(T™®) + c(T").

DEFINITION 2.4. Pour u > 0, on pose

B” — Vn(x’glx)u + ‘/Z—L—a—x _ C(leo)
(29) ,, 2
9 ' * C !
B' = vo&X4x) o/ 3X - ,
* +Vu 24/2u

B,=B. +B".
D’aprés [BGS2, §2(a)], B, est la superconnexion de Levi-Civita A, , définie par [B1, §3].
Soit Nx l'opérateur de nombre de A(T**VX) ® £, qui agit par multiplication par k
sur A¥(T*ODX) @ €.
Pour tout U, U’ € TV, on pose
(2.10) WIE(U,U") = W™ (U, U'E).
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On considére w#¥ comme une section de (A(TiV)@End(Q(X W& X)))pm.

DEFINITION 2.5. Pour u > 0, on pose

HH
(2.11) N, = Nx + z""u

Le résultat suivant est établi dans [BGS2, Théoréme 2.6].

Théoréme 2.6. On a

(21) B? =0, B"2 =0, B2=[B.,B"],
2'12 " —_ a ] /] — 3 /]
[Bu’ Nu] = —ZUE;B u [Bu7 Nu] = 2U5&Bu.

b) Formules de transgressions.

dim X
Soit R*mw,& = @ R*r,£ l'image directe de ¢ par' w. On suppose que pour tout k,
k=0
0 € k < dim X, R*r,¢ est localement libre. Pour b € V, soit H (Xs,€x;) la cohomologie
du faisceau des sections holomorphes de §|x, sur X;. Alors les H(X3,¢|x,) sont les fibres

du fibré holomorphe Z-gradué H(X, ¢ x) sur V. Plus précisément
(2.13) R*m.¢ = H(X,{x)-

Désormais, on suppose que R*r,¢, (O < k < dim X) est localement libre, et on identifie
R°m.§ a H(X,{x)-
On pose
(2.14) DE =3 +3",
K (X3, x,) = ker DE.
Par la théorie de Hodge
(2.15) H(X57£|X5) ad K(Xb, flxb)‘
Donc K(X3,&|x,) est de dimension localement constante. Les K (X3,&|x,) sont les fi-
bres d’un fibré €=, K(X,§|x), sur V. D’aprés [BGS3, Théoréme 3.5], I'isomorphisme

canonique des fibres (2.15) provient d’un isomorphisme de fibrés vectoriels Z-gradués sur
v,

(2.16) R'mé ~ K(X,£x).

De plus K (X, |x) hérite du produit hermitien (2.2) sur (X, {x). Soit hE™¢ 1a métrique
correspondante sur R*m.£ par (2.16). Pour 0 < k < dim X, (R*7,¢ , hE*™&) est un fibré
vectoriel holomorphe hermitien sur V.
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DEFINITION 2.7. Soit PW 1’espace vectoriel de formes réelles sur W qui sont la somme
de formes C* de type (p,p). Soit

(2.17) PW%0 = Lo € P7, il existe 3,7 des formes C* sur W,
telles que o = 88 + 9v}.

On définit de la méme maniére PV, P¥°,

Dans cet article, on fixe une racine carrée v/27i de 2mi. Soit ¢ I’homomorphisme de
A(TZV) dans A(TLV), o — (2m1) "o

Soit P une série formelle ad-invariante définie sur les matrices carrées. Soit (E,g¥)
un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur W. Soit VZ la connexion holomorphe her-
mitienne sur F, et soit R¥ sa courbure. Soit

P(E,g®)=P (‘ng) :

2w

Alors P(E, g¥) est une forme fermée dans PW dont la classe de cohomologie P(E) ne
dépend pas de g%.
On rappelle que si A est une matrice carrée, alors

(2.18) Td(A) = det ( - _“i _A) , ch(A) = Trlexp(A)].
On pose
(2.19) Td(4) = 2 Td(A -+ bl)jco.

Le résultat suivant est établi dans [B1, Théoréme 3.4}, [BGS2, Théoréme 2.2 et 2.9].

Théoréme 2.8. Pour u > 0, les formes ¢Tr,[exp(—B2)] et ¢Tr,[N, exp(—B2)]
appartiennent ¢ PY, la forme ¢Tr,[exp(—B2)] est fermée et sa classe cohomologie ne
dépend pas de u. De plus

(2.20) 2 v fexp(-B2)) = =22 7s, [ exp(-B2)].

Soit

W
C, = / Y_Td(TX, g7%)ch(£, o),
X 4T

2.21
22 Co = [x (-Td(TX, ¢7¥) + dim XTd(T X, gTX)) ch(¢, %).

Dans la suite, les développements de séries de u sont donnés uniformément sur tout
compact de V, sous les normes C?, (0 < p < +00).
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Soit

ch(R*m&, hRmE) = S EmX(_1)kch(RPm,£, hR™E),
(2.22)
Ch’(R.ﬂ' E th..f) z],—ox(-l)kk(}h(Rkﬂ*f, thﬂ'-f).

Les résultats suivants sont établis dans [BGS2, Théorémes 2.2, 2.9, 2.16]; [BKS,
Théoréme 3.4].

Théoréme 2.9. i) Il existe des formes C* sur V, A;,Cj € PV, E;, (i > 0,5 > —1)
telles que quand u — 0

¢Tr,[exp(—B3)] = Tjoo Ajuf +O(u*),
(2.23) ©Tr, [N, eXP(_BZ)] = :,;=—1 C,;'uj + O(Uk)1

&Tr, [N, exp(—B2 + b(2u$2 )] =Tk Bjud + O(ub).
avec

= Jx Td(TX, g"*)ch(¢, k%),
(2.24)
C"—I = 0_1 N C(') = Co - %(pdVEo.

%) Quand u — +oo,

(2.25) @Tr,[exp(—B2)] = ch(R*m.&, hF™) + O (

) ,

-

¢Tr,[N, exp(—B )] = ch'(R*m.é&, A% + O (

-
\_/

c) Formes de torsion analytique.
Pour s € C,Re(s) > 1, soit
(2.26)

C]_(S) = —f'(l;s_)_ ‘/01 u't ((PTra[Nu exp(—B:)] - Ch'(R.ﬂ'*Ea hRﬂ"f)) du.

En utilisant (2.23), on voit que (1(s) se prolongé en une fonction holomorphe de s € C
pres de s = 0.
Pour s € C,Re(s) <4, soit

(2.27)
6(0) =~ [ (PN el BE) - (R, )

‘Alors 2(s) est une fonction holomorphe de s.
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DEFINITION 2.10. Soit
o}
(2.28) T(W",5) = 5- (G + G)(0)-
Alors T'(w"7, hf) est une forme C* sur V. En utilisant (2.26), (2.27), on a :

T(w",ht) = "/0 (soTr,[N exp(—B2)] — __:}. — C") ‘z‘

(229) = [ (Ve exp(~B2)] - - b))
| 4CL +T'(1) (Ch — ch'(R*m.g, hR™€)) .
Le résultat suivant est établi dans [BK&, Théoréme 3.9].
Théoréme 2.11. La forme T(w%,h?) est dans PV, et

(2.30) aa ST (™  hE) = ch(R*m.&, hE™E) — / Td(TX, g7%)ch(€, k).

Soit w'" une autre (1, 1; -forme réelle, fermée sur W qui vérifie aussi I’hypothése
du Théoréme 1.12. Soit ¢’** la métrique sur T'X induite par «'". Soit aussi A%
une métrique hermitienne sur £. Soit A'?™¢ la métrique correspondante sur R°m, ¢ aux

métriques g'TX h'¢,
 D’aprés [BGSL, § 1(f)], on peut construire des classes de Bott-Chern Td(T'X, g%, g'T%)
et ch(¢, k¢, B'€) € PW [PWO, ch(R*m, &, hRmé p'EmE) € PV /PVO telles que :

;_aTd(TX g7 %, ¢T%) = Td(TX, ¢™¥) - T(T X, g™ %),

(2.31) @ch(g, ke, B'€) = ch(¢, h'¢) — ch(¢, h‘.),

66 Ch(R. 57 hRm.f hIRw.é‘) — Ch(R.ﬂ'*f th:r,{) Ch(R.ﬂ' Ea hR'tr.E)

Le résultat suivant est démontré dans [BK &, Théoréme 3.10].

Théoréme 2.12. On a :
T(w'™, h'€) — T(w¥, h€) = ch(R°T,&, hB™E, p'EmE)

(2.32) ~ [x TA(TX, g™, g™ )ch(€, 1¥)

— [x Td(T X, g'TX)ch(¢, ¢, k%)  dans PY/PY?,
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3 Fonctorialité des formes de torsion analytique

Le but principal de cet article est d’établir les Théorémes 3.5 et 3.11. v
Cette Section est organisée de la fagon suivante. Dans (a), on donne les hypothéses
et les notations de cet article. Dans (b), on énonce le résultat dans le cas ol £ est my, et
T3« acyclique. Dans (c), on énonce le résultat dans le cas ou m; et V' sont projectives.
Dans cette Section, on utilise les mémes notations qu’a la Section 1 (c).

a) Hypothéeses et notations.

Soient W,V,S des variétés complexes. Soient 7, : W — V, m3 : V — S des sub-
mersions holomorphes de fibres compactes X, Y. Alors 73 = m30m : W — S est une
submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit £ un fibré vectoriel holomorphe sur
w.

Soit w" (resp. w') une (1,1)-forme réelle, fermée, C* sur W (resp. V) qui vérifie
I’hypothése du Théoréme 1.12 pour =3 (resp. m3). Soit k% une métrique hermitienne sur

€.

Tz ,TX ,TY
’ ’

Onrappelle que g7Z, g¥X, g¥¥ sont les métriques sur TZ, T X, TY induites par w"¥,w".

On suppose que les R*7.€, R*73.&, R®7. R*m1.€ sont localement libres. Comme a la
Section 2 (b), on peut identifier le fibré R*m1.{ (resp. R°m3.&, resp. R*ma. R*m.€) aux
éléments harmoniques associés dans le complexe de Dolbeault relatif Q(X,&x) (resp.
Q(Z,&z), resp. QY, R*m1.jy)). Soit hEmsé pRmasd pRmaRmsl Jog métriques associées
définies a la Section 2 (b).

Sur W, on a une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens :

(3.1) 0-TX -TZ - miTY —0.

Par une construction de [BGS1, § 1 (f)], il existe une unique classe de Bott-Chern
Td(TZ,TY, g*%,97¥) € P /PP telle que

(3.2)

SO TA(T2,TY, g%, 6™ = TA(TZ, %) ~ v (TA(TY, 6™)) TA(TX, g7).

La construction de Td(T'Z, TY, g7, ¢T¥) est normalisée par les conditions suivantes :

i) Elle est fonctorielle,

ii) Elle est nulle si la suite exacte (3.1) est scindée holomorphiquement et métrique-
ment.

Soient T3 (wW, hf), Ta(w”, hE™+¢), Ty(w"W, h¢) les formes de torsion analytique sur V,
S, S pour 7y, mp, 73 définies a la Définition 2.10. '

Soit s € S, alors d’aprés [Grot, § 3.7] (ou voir la Section 10 (b)), il existe une suite
spectrale de Leray pour le foncteur dérivé du composé 73, = 7. © T1.. On le notera

(E4+s,drs). Ona:

E;'yJ' = Hi (Y, Rj7r1#€|Y) tad Ri7r2*Rj7r1*£a '
(3.3)
E, = H(Z,{z) > R'm.t.
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Donc E3" est un fibré vectoriel holomorphe sur .S. Soit kP2 la métrique sur F; induite
par hARm=Rm€ | Soit hE(Z412) 1a métrique sur H(Z,£)z) définie & la Section 2 (b) associée
s TZ pt
a gt4, ht.

b) Le cas acyclique.

Dans cette partie, on suppose que pour ¢ > 0, on a
(34) Rim, =0, Rimt=0.
Alors la suite spectrale de Leray pour chaque fibre Z, (s € S) dégénére a E,, et de plus,
(3.5) E; = H(Z,§z).
Donc par la construction de [BGS1, § 1 (f)], la classe de Bott-Chern EE(Ez,H (Z,
£iz), k¥, hE(Z&i2)) € PS/PSO est bien définie.

DEFINITION 3.1. Soit A(w%,w", Af) la forme dans PS/PS?

AWY,wV, k) =T3(w",ht) — Ta(w", hBm=S)

— fy TA(TY, ¢™¥)T1 ("™, h¥)
3.6
o + [z Td(TZ,TY, 7%, " )ch(&, h)

_E (EZa H(Z7 ng)a hE’a hH(Z,«f[z)) .
Proposition 3.2. i) On a
80

2mi

(3.7) AWY,w", k) = 0.

i) Si on suppose que S est Kdhlérienne et compacte, alors il eriste une unique forme
harmonique v sur S telle que

(3.8) AWY,w",h¥) =~ dans P°/P5°,
La forme A(wW,wY, h%) définit une classe de cohomologie.

PREUVE: En utilisant (3.2) et le Théoréme 2.11, on a (3.7). D’aprés (3.7) et [GS1,
Théoréme 1.2.2], on a (3.8). |

Théoréme 3.3. Soit w'" (resp. w'V) une autre (1,1)-forme réelle, fermée, C* sur

W (resp. V) vérifiant ’hypothése du Théoréme 1.12 pour w3 (resp. m). Soit h'¢ une
autre métrique hermitienne sur . On a

(3.9) AW, w”, h¢) = A(W'W,u'V,h¢)  dans P5/PS0,
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__ PREUVE: En utilisant le Théoréme 2.12, les propriétés de fonctorialité de T&(., .) et
ch(Es, H(Z,£z), k™, hE(Z412)), on vérifie comme dans [BerB, §3(b)] qu'on a (3.9). m

Proposition 3.4. On suppose que S est Kiahlérienne et compacte. Soit £ un fibré
vectoriel holomorphe sur S. Alors

(3.10) /S Td(TS)ch(E)A WY, 0", hE) = 0.

PREUVE: Comme S est compacte, Kihlérienne, les W,V sont aussi Kahlériennes.
Par le Théoréme 3.3, il suffit de montrer la Proposition dans le cas quand w",w" sont
des formes kihlériennes. Soient gT%, g7V les métriques associées. Soit g7 une métrique
kshlérienne sur T'S. Soit h¢’ une métrique hermitienne sur ¢'.

Soit & = £ ® m3E', et soit hét la métrique sur £; induite par h¢ et h¢'. Soit (E',d.) la
suite spectrale de Leray associée a £;. Alors

R.ﬂ'hgl = R.ﬂ']_*f ® W;f’
R.7l'3..€1 = E; = R‘ﬂ's*f ® E'.

Soit A(€1) (resp. A(R*m3.é1), resp. A(R°m1.1), resp. A(F3)) la droite complexe qui
est 'inverse du' déterminant de la- cohomologie de &;. (resp.. R°m3.f1, resp. R°mu.éi,
resp. Ej) sur W (resp. S, resp. V, resp. S), munie de la métrique de Quillen associée
aux métriques (g7%, hé) (resp. (7%, hE'™+é1) resp. (g7V,hE"™&), resp. (¢7%,h%))
[BerB, § 1 (c)].

Soit oy (resp. o3, resp. o3) la section canonique de A™!(R*m1.&1) ® A(€1) (resp.
A"YEYDRA(Rm14&1), resp. A7 (R*m3.€1)@A(£1)) définie dans [BerB, §1]. Alors o = 02®
01®03 " est la section canonique de A7 (E}) @ A(R*73.é1). Soient || |li, | [lzo | Is les
normes de Quillen sur A" (R*7m1,£1) @ A(£1)), A™H(ER) @ A(R*T14é1), A (R m34€1) @ A(£1).
Soit aussi ||o|[x-1(&)er(R*m.&) 1a norme de Quillen sur A~(E3) ® A(R°m3.1), alors

(3.11)

(3.12) lolla-1 (@)orcremsees) = llollalloallzllos]ls™.
Par [BerB, Théoréme 3.1], on a :
log|lo1|l} = - fy TA(TV, g™ )1 (¥, %)
+ fW Td(TW) TV; gTW’ gTV)Ch(fh h€1)7

loglos|li = - Js TA(TS, g"*)Ts(w", h%)

(3.13) + Jyy TA(TW, TS, 7%, §5)ch(Es, h),

].Og ”0'2"§ = - fs TdES, gTs)Tz(wV’ hRﬂ’n&)
+ fV Td(T‘f, TS, gTV, gTs)ch(R‘m*El, hR""‘&),

D’aprés [BGS3, Théoréme 1.23], on a

(3.14)
10g [|0 13-+ py@rcrrmay) = Js TA(T'S, 675)B(R Msul @ &', b5, REme41)

= Js TA(TS, g"%)ch(¢', h¥')ch(Remant, b, RE'5).
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Par la définition de &;, on sait que
Ty(EW, hét) = mjch(¢', h¥)Ta(w™, b¥),
(3.15) To(w”, hBmeé1) = ch(¢', ) Tp(wV, hE™+¢),
Ty(EW, hét) = ch(g', h)Ta(w™, k).
En utilisant (3.2) et le Théoréme 2.12, on a

Jr [TA(TV, §7%) - ;§TA(TS, g75)TA(TY, g™)| T2 (W™, ht:)
(3.16) = Jy TA(TV, TS, g™, 575) (ch(R*myuéy, hEm-41)
— Jx TA(TX, §™%)ch(6:, h%)).
Soit

J =Td(TW,TS,q™,¢"s) - TATW,TV, ™%, ¢™)
(3.17) . |
—mTd(TV, TS, ¢77, ¢"5)Td(TX, g7%).

D’aprés (3.13), (3.15)-(3.17), on a

log [|o13-2 &)erRomsatr) |
(3.18) = [s Td(TS, g75)ch(¢', h") [Ts(wW, B) — Ta(w", hE"met)
— Jy TA(TY, g™ )Ty (", BE)| — fir Jch(€, hE)mych(€', BE).

Maintenant, on calcule la forme J. On a
(3.19)

99 j = mTa(TS, §75) [Td(TZ,¢*%) - n; TA(TY, g™ )T(TX, g7¥))].

En procédant comme dans la preuve de [GS4, Lemme 14(iii)], on a

(3.20) J = miTd(TS, ¢*5)TA(TZ,TY, g2, g°).
D’aprés le Théoreme 3.3, (3.14), (3.18) et (3.20), on a I'identité (3.10). u

Le but de cet article est d’établir le résultat suivant.
Théoréme 3.5. On a
(3.21) AWY¥,w" k) =0 dans P5/PSO,

REMARQUE 3.6. D’apreés le Théoréme 3.3, on sait que pour montrer le Théoréme 3.5,

il suffit de le montrer pour une forme w” donnée. Remplagant w% par w¥ + 7w,
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on peut supposer que @” est une (1,1)-forme fermée sur W vérifiant hypothése du

Théoréme 1.12 pour 73, et que de plus
(3.22) W =" + V.
c) Le cas o1 m; et V sont projectives .

Comme l’hypothése (3.4) n’est pas satisfaite en général, on propose de montrer un
résultat qui généralise le Théoréme 3.5. Dans le cas général, comme E, n’est pas iso-
morphe & H(Z,¢§z), le terme ch(E,, H(Z,§|z), b, hE(Z413)) € PS/PSO n'est plus bien
défini. Dans la suite, on donnera une fagon naturelle de construire la classe de Bott-
Chern ch(E,, H(Z,¢z), k%, h¥(Z412)) quand m; et V sont projectives.

DEFINITION 3.7. Soient M, B deux variétés complexes. On dit que I’application
m : M — B est projective s'il existe un espace.projectif P(E) % B associé au fibré
vectoriel holomorphe F sur B, et une immersion fermée j : M — P(E), tels que le
diagramme

M— P(E)

(3.23) B
soit commutatif. De plus, si B est un point, on dit que la variété M est projective.

Dans cette partie, on suppose que m; et V' sont projectives.

Alors W est aussi projective. En effet, W est projective si et seulement s’il existe un
fibré en droite positif sur W. Comme m : W — V est projective, il existe un fibré E
sur V et une immersion i : W — P(E), tels qu’on ait (3.23). Soit L le fibré en droite
canonique sur P(E). Alors ¢*L est un fibré en droite positif le long de la fibre X. Soit
u un fibré en droite positif sur V . Alors pour k assez grand, L® (] u)* est positif sur W.

Théoréme 3.8. On peut définir la classe de Bott-Chern Efz(Ez,H (Z,42), h™,
hE(Z412)) € PS/PS® de maniére “naturelle” de sorte que

00 ~ -
(3.24) 57 0( B2, H(Z,&2), KB pH(Z412))
= Ch(H(Z, £|Z)$ hH(Z:flz)) _ Ch(Ez, hE’).

Théoréme 3.9. On suppose que S est Kihlérienne. Soit g7°5 une métrique kihléri-
enne sur T'S. Soit o la section canonique de A™1(E,) @ A(R*7s.€). Alors on a

(3.25)
log "all?\'l(Ez)@\(R'ﬂsé) = /sTd(TS: gTs)CAE(Ez, H(Z, f|z), _hE’, hH(Z'ﬂZ)),
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REMARQUE 3.10. Les preuves des Théoremes 3.9, 3.10 sont retardées a la Section 10.
On y expliquera précisément le mot “naturel”.

Maintenant, on définit la forme A(w",w",h¢) € P5/P5° comme en (3.6). Le but
de cet article est d’établir aussi le résultat suivant.

Théoréme 3.11. On a
(3.26) AWY,w" k%) =0 dans P5/P5°.
REMARQUE 3.12. Dans la preuve de la Proposition 3.4, on n’utilise pas I’hypothése

(3.4) pour obtenir 1’équation (3.18). En utilisant (3.18) et le Théoréme 3.11, on peut
aussi déduire (3.25).
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4 Preuve du Théoréme 3.5

Dans cette Section, on montre notre résultat essentiel, le Théoréme 3.5, pour w%¥
donnée par (3.22).

L’organisation de cette Section est la méme que dans [BerB, § 4. Comme dans
[BerB, § 4], on donne des résultats intermédiaires dont les preuves sont données aux
Sections 5-9.

Cette Section est organisée de la fagon suivante. Dans (a), on établit une identité de

4

formes dans P, Y I} = 869 — 809 — 5063. Le Théoréme 3.5 sera obtenu par passage
k=1

a la limite & paritir de cette identité . Dans (b), on énonce des résultats intermédiaires
qu’on va utiliser dans la preuve du Théoréme 3.5. Dans (c), on calcule I’asymptotique
des I). Dans (d), on traite le terme & droite de ’équation ci-dessus. Comme un probléme
ana.logue a été résolu dans [B4, § 6], on omet les preuves. Le lecteur en trouvera le détail
dans [B4, § 6]. Dans (e), on finit la preuve du Théoréme 3.5.

Dans cette Section, on utilise les mémes hypothéses qu’a la Section 3, et on utilise
les mémes notations qu’aux Sections 1(c) et 3.

On rappelle que le fibré holomorphe & sur W vérifie I’hypothése d’acyclicité (3.4).

a) Une 1-forme fondamentale.

Soit wi¥ | (T > 0) la (1,1)-forme réelle, fermée, C* sur W définie par

1. .
(4.1) wl¥ = Tzw + mw”.
Alors par (3.22), on a
wW =uw¥.

On rappelle aussi que g¥Z, g%, g%

sur TZ,TZ,TX,TY. |
Soit *%Z 1'opérateur de Hodge agissant sur A(TpZ) associé & la métrique g7%. On
pose

w W W VvV

,gTY sont les métriques induites par w%,w¥ , W, w

(42) | Qs = (3212 (:32).

On rappelle que le fibré A(T*®VZ) @ £ est un c(TRZ)-module de Clifford. On note

cr(.) action de I'algébre de Clifford de (TrZ, gT ) définie en (2.5).
Soit {e,} une base locale orthonormée de Tp Z pour la métrique g72. Soit {g,} une
base de Tr.S, et soit {g*} sa base duale de T{S.

DEFINITION 4.1. Soit
i a w H a
Msur = —7——2; ﬁwT (ga,s,raea)g cr(ea)
(43) AT
“ % (ﬁ%“}’ ) (gf,s,z'a g}ia,r)y" A gﬂ - Qr.
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Soit wy'r HE 14 forme correspondant a (7r3, %) en (2.10). Soit B3y, N3ur les opéra-
teurs définis en (2.9), (2.11) associés & wl ,h‘E et m3: W — S.

Soit ¢ (resp. 1) 'homomorphisme de A(TS) dans A(TRS) (resp. A(TgV) dans
de a
A(TEV)): a — (27) =5

DEFINITION 4.2. Soit oy, la 1-forme 3 valeurs dans P5 sur R} x R}

(4.4) Cur = duypTr, [%N3,u’,T exp(—-Bg’u,,T)]
+dT¢Tx, [Ms 27 exp(—B,a )| -
Par [BK&, Théoréme 2.9], on a :

Proposition 4.3. On a Uégalité susvante :

do,r = ZdUdT P {3% {Tr: [[Bz'»,,uz,r, N3,u’,T] exp(—B3 427 — sz,u’,T)] }
' =0
(4.5) —a% {Tx, [[BY .z Nar.z] exp(= B2 7 — bM3 21|}

- 63—— {Tr. [Ns w31 €XP(—=Bj 2 7 — bM3 0 T)]}

Pour 0 <e<1,1 < A< +00,1 < T < 400, s0it ' =TI, 4 1, le contour orienté dans
R’ xR :
+ +

g

Dans la figure, I' est composé par les segments orientés I'y,---,T. Alors le contour
I’ est le bord d’un domaine rectangulaire A.
Pour 1 < k < 4, on pose

(4.6) = fr .

Soit

4.7

6 = (27Ti)—1/2/ ab {‘PTI‘.: [[Bz 3,13 Nau2 T] exp(—B3 a1 — sz u? T)]} dudT
03 = (2mi)™/? /% % 55 {9 Tr [[BY o s Norz] exp(~ Bl r — bMair)| },_, dudT
8 = (2mi)” f {¢Tx, [Va 7 exp(=B2 s 7 — bMiua )]} __ dudT.
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Théoréme 4.4. On a l’égalité suivante :

4
(4.8) 312 = 36° — 962 — Fo6.

k=1
PREUVE: C’est une conséquence immédiate de la Proposition 4.3. |

b) Des résultats intermédiaires.

On rappel qu’on a une identification de fibrés vectoriels C* sur W
(4.9) TZ~miTY @ TX.
Cette identification induit une identification de fibrés Z-gradués
(4.10) ATV Z) ~ T A(T*OVY)RA(T OV X).

Soient Nz, Nx, Ny, Ns les opérateurs de nombre sur A(7*(%1 Z), A(T*(®V) X), A(T*VY),
A(TgS). D’aprés (4.10), les opérateurs Nx, Ny agissént naturellement sur A(T*(%)Z).
Is agissent aussi naturellement sur A(T*®VZ) ® £ et sur Q(Z,¢)z). Naturellement,

(4.11) » Nz = Nx + Ny.

Soient By, Bau, Bsu les superconnexions de Levi-Civita associées a (7r1,w hf)
(72, wV hR"l'f) (1r3, w he) définies & la Définition 2.4. Soit wZH, GHE HH HE |eg
formes associées & (7r1,w ), (m1,@%), (m2,w"), (73,w"”) définies en (2.10). Soient Ny 4,
Nl,u, Nz, N3u les opérateurs associés & (my,w"” ), (m1,5%), (m2,0"), (73,w") définies
a la Définition 2.5. Alors on a naturellement :

Nl,u =Nx+3 ~HH
N2,‘u = Ny + i'wzHH7

-N3,'_u_,T NZ"'lW;;HqH;.,
HH HH. . —
Ws =Wsi; N3w = N3u1; Bsu = Baug.

(4.12)

Maintenant, on expose des résultats qui vont étre utilisés dans la Preuve du Théoréme 3.5.
Les preuves des résultats seront données aux Sections 5-9.

Dans la suite, on met sur les formes C*® sur S la topologie de la convergence uni-
forme des formes et de leurs dérivées sur les parties compactes de S. Pour éviter de
noter explicitement des constantes qui dépendent du compact considéré, on suppose,
pour simplifier, que S est compacte.

Théoréme 4.5. ) Pour tout u > 0,

(4.13) TEIEN ¢Tr, [N3,u,T exp(—Bg’u’T)] = ¢Tr, [Ng,,, exp(—-Bg’u)] .
%) Pour tout u > 0, il existe C > 0, § > 0 tels que pour T > 1,

C
(414) [, [Muir oxp(~B )] = 7 Tes (Wi~ i) exp(-BL)] | < e
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Pour s € S, soit { , )r, le produit hermitien (2.2) sur Q(Z,,§z,) associé & g&Z, ht.

?

Soit _8-?"' I’adjoint formel de i pour le produit hermitien ( , )z, sur Q(Z,,§z,). Soit
(4.15) DI =3 +92",
DY =9 +3",
DX =5 +5".
Théoréme 4.6. Il existe C > 0, Ty > 1 tels que pour tout T > Ty, u > 1,
' C
(4.16) | Tr,[Naa,r exp(—B}u )]| < —
On rappelle que le fibré holomorphe ¢ vérifie 'hypothése (3.4). Donc
(4'17) H(Zaflz)=H0(Z7EIZ)=K(Z7§lZ)T=keng'

Soit PX(Z412)7 1a projection orthogonale de Q(Z,¢z) sur K(Z,¢z)r pour le produit
hermitien { , )r. Dans la suite, on note PX(Z£i2)7 par Pf (@kiz)
Soit hg(z’i'z ) 1a métrique sur H(Z,§|z) associée & g7, h¢ définie 3 la Section 2(b).

Soit V2?#5) 7 les connexions holomorphes hermitiennes sur (H(Z, ¢ z), b (Zdiz)y
(E,, h®). On pose

H(Z, H(Z H(Z,§
(4-18) QT( 7€|2) — PT( ,€|Z)QTPT( Iz).

Proposition 4.7. Quand T — +o0, on a

Vg(Z.ﬂz)vz = V&2 O(%)

De plus
’ oo { oTr, [Qg(z,e;z) exp(_vg(z,s;z),z)]
(419) +¢Tr, [2(NX —lemX) exp (_VEz,Z) }dT

= —ch(E;, H(Z,&z), k%, hE(%43))  dans  PS/PS°,
Théoréme 4.8. Pour tout T >0, on a
T A
== [ Td(TY, g™ Ts, (W — dim X) exp(~B 72)].
Si J' € A(T&V)RC(du), J' peut s’écrire
J' = Jy+ dudy; avec Jy, J; € A(TGV).
On pose

(4.21) 7] = 4.
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D’apres le Théoréme 2.9, on peut poser :

) . a B Y du
(4.22) By = lim Tr, [Nl,u exp ( - B}, + du(2u—a-—11"-—))]
Théoréme 4.9. i) Il existe une forme uo(T'), C*° sur S telle que pour T fixé, quand
u— 0,
9 du
(4.23) Tr, [uMa,u,T exp ( Bj.r+ du-é—zng,,,,,T)] = po(T) + O(u).

it) Il existe une forme E, C*® sur S telle que, quand T — +o0

1 1
(4.24) #o(T)=5E+O (Tg) :

avec

(4.25) ¢dSE = (2mi)~4d5 ‘/Y TA(TY, ¢ )1 Ero.

On rappelle aussi que VEZ est la connexion holomorphe hermitienne sur (T'Z, g%.%).

Soit RFZ sa courbure.
Théoréme 4.10. Il existe C > 0 tel que pour tout € €]0,1], e <T <1,

(426) lQOTI' [ M3 3, T /e exp( BS <2 T/e ] T3 / 2o Td(TZ’ gT/Ze)Ch(f’ hf)

G - T
+ [ 21e (T - o) E) chleh) + Seatm(D)| <

=0

Théoréme 4.11. Il eziste § €]0,1], C > 0 tels que pour tout ¢ €)0,1], T > 1,

‘ 1
(4.27) : |80Trt [gMa,s’,T/e eXp("B:,e’ ,T/z)]

2

_TSOTI-, [(NX — dim X) exp(—Bg,,z)] l < ¢

T+

REMARQUE 4.12. Les Théorémes 4.5, 4.6 seront démontrés a la Section 5, la Propo-
sition 4.7 & la Section 6, le Théoréme 4.8 4 la Section 7, les Théorémes 4.9 et 4.10 a la
Section 8, le Théoréme 4.11 A la Section 9. '

c) L’asymptotique des I3.

1. Le terme I]. D’aprés (4.4),

(4.28) If = /‘:2 oTr, [Na,u,T eXp(—Bg,u,T)] %“_

a) A— +oo.
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D’apres le Théoréme 2.9,

+co du
(4.29) " I](_) s I]]: = ‘/;z QOTI‘, [N3,u,T exp(—Bg,u,T)] 7
18) To - +OO.
Par (3.4) et les Théorémes 4.5 et 4.6, on a
+oo du
(4.30) I% - I12 = \/; ‘PTra [N2,u exp(_Bg,u)] 7
v) € = 0.
Soit

\74
_ (¥ TY " Rmyaé
Caor = /, S-Td(TY, g™ )ch(R"m.&, ™),
Al

(4.31) Cao= | |-Td'(TY,¢™)+dimY TA(TY, gTY)] ch(R*Tr1.E, hEm~E),
. 332 du
— _ 2 %
E3p = 1‘_)I.III:L_'_m Tr, [N2,u exp ( B3 . +du (2u——5u ))] .

D’apres le Théoréme 2.9, on sait que, quand € — 0,

r- [ “7 PA(TY, 677 )ch(Romat, hEmo4) L
1 y 27 g xS £2
—@d°Ejqloge + 2 /Y [ - Td'(TY, ¢g"™)
(4.32) +dimY Td(TY, gTY)] ch(R*m.€, hE™¢) loge
—~I= / " Gt [N, exp(—BL)| 2
1 "

L Co, - 1 d
+ [ { oMo exp(=BR)] - 2222 = Cao + 50 Fag} = = G
§) Evaluation de I3.
Par (2.29) et (4.32), on a
(4.33) B = —Ty(", k%) £ T'(1) (02,0 . %q:dSEz,o) .
2. Le terme I7. Par (4.4),
0 To ' 2
(4.34) B=-| o, [Ms, 40,7 exp(—B3 s 1)] dT.
a) A — +oo.
Par [BeGeV, Théoréme 9.19] et (4.3),0n a :
T,
(435) = DR—oIi= f1 " OTr, [ B(Zé2) exp(-vg‘z"'”"z)] dT.

ﬂ) To — 400.
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En utilisant la Proposition 4.7, on a :

(4.36) I} + 2¢Tr, [(Nx — dim X) exp(—V52)| log Ty
o = 7= (T, [QEP) exp( -S40
+¢ﬁ. [2(N X 'Tdim}( ) exp(-vm)] }dr.
v) € = 0.

Le terme I? est constant en ¢. Par la Proposition 4.7, on a :
(4.37) I} = I? = —ch(E,, H(Z,& ), k%, hB(Z42))  dans PS/PSO.
3. Le terme I3. D’aprés (4.4),

A? du
(4.38) B=- [, ¢Tu.[Nsuexp(-B3,)| .
& u
a) A — +oo.
Par le Théoréme 2.9, on a :
I = -f @Tr, [N, exp(—B2 ,,)]—
(4.39) P o (=B
— [ T Vs exp(~ B
ﬂ) To — +o0.
Le terme I} est constant en Tp. Donc IZ est égal & I3.
v) e —= 0. :
Soit

wW
Cs,_1 = A —Td(TZ, g7%)ch(¢, h%),
(4.40) Cro= | [~ Td'(Tz 0*%) + dimZ Td(T Z, g7%)| ch(¢, h¥),

Eso = lim Tr, | V. B2 +d 2% “
3’0—1‘-1-:»% Ly 3,ueXP - 3,u+ U U au .

D’aprés le Théoréme 2.9, quand € — 0,

2+ f W (T2, gTZ)ch(g,hﬁ)-——z{ / [- Td (T2,4%%)
+d1mZ Td(TZ, g"%)]ch(¢, hf) — -<pdsE3 o}loge
Cs_ du
= - | {omeinemp(-BL) - 5 N e y

3 ./1 {cpTr. Nsuexp(~B2,)] — ¢Tr, [Nz exp(—VEE412) 2)]}
+C3,-1.

6) Evaluation de I3.

(4.41) _,

—Csp0+
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Par (4.41),

= T3(w", ht)

. 1 ,
(4.42) (1) {50d" Br - Cap + 9T, [Ny exp(~ VA1) |

4. Le terme I. Par (4.4),

To
(4.43) D= ‘/; oTr, [Ma,,z,T exp(—'Bg,e,,T)]dT.
a) A — +oo.
Le terme I{ reste constant , et il est égal & I}.
,3) To — +00.

D’aprés le Théoréme 4.5, (4.43), et par Théoréme de convergence dominée, quand
To — +00, on a

I} —2¢Tr, [(Nx dim X) exp(—Bj3 2)] log T
(4.44) - L= / {¢Tr[Mae7 exp(— B o 1))
—%wTr.[(Nx ~ dim X) exp(~ B}, )] }dT

v) € = 0.
Soit
1 ~W
=[] Tfez [ 5-Tarz, gTZ)ch(g,hf)]dT
e 58T Rz _
- [T g (e - s @) chle
—¢d® po(T)|dT,

@85~ [* {soTr [Ma,aTexp( ~Bl.. T>] s [, ST Z, g5,
* f 5 (S - e >)b=0 B ) + o) T,
B= [T, [-Ma o 27e €5(~Bl .77

;go']}r [(Nx — dimX) exp(~B2,.)] }dT.

Alors
(4.46) IZ = J]_ + Jz + Ja + 2(,0TI‘, [(NX - dlmX) exp(.—Bf,,z)] log g.

, 1. Le terme J,.

Evidemment, quand T' — +c0

9 pTX
T

(4.47) () o) = -2~ 1 0y
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Par le Théoréme 1.7, on déduit facilement que qﬁa}nd T — 400,
4 ~RZ? r27v-1.9 [ 17
ade ( i - b(gT ) aT(gT )b:o

(4.48) = 2 r3(Td(TY, ¢™))Td (T X, %) + O(

T

RTZ
Td(—5, ) = m(TdTY, g™))TATX, g") + O(

Par le Théoréme 4.9, (4.45) et (4.48), quand ¢ — 0,

Tz)'

i 1
I-| / / S —TA(TZ, 65%)ch(§, H)dT]
/ w1 (TA(TY, ¢™))Td (TX, g™¥)ch(€, %)
(27rz)‘ids / TA(TY, ¢ )pr B log e
(i) -9 =- [ Tmary, )T, g”)ch(f )
- —Td( ~ b7 (g”))
f / 7o)
—Tﬂl(Td( ; gTY))Td'(TX, g™*)|dT ch(¢, hf)
— S — —
= [ (D) - BT,
REMARQUE 4.13. D’aprés le Théoréme 4.9, I'intégrale [ (uo(T) — L E)dT est bien

définie.
Théoréme 4.14. On a

~W
© (4.50) / 2 1(TATY, g7))TATX, 77)ch(E, )
+ ZTd(TZ,TY,gTZ, gTY)ch(f,he) dans Ps /pS,O.

PREUVE: La démonstration est la méme que dans [BerB, Théoréme 4.20). |

2. Le terme J,.
On a

Tr, M B 2 GWTd TZ, g%Z)ch(¢, h¢
[ (e [2M5..27c ex0(~Bha e ] - 73 |, 57 TA(TZ, gFF)ch(€, 1)
RT TZ\~ TZ e, 1l 5 T
Z%Td( Ll (R (GR)) | oh(6h) + St oD,
En utilisant les Théorémes 4.8 et 4.10, et (4.51), on sait que quand € — 0,

(4 51)

o I = 2 / [ 1T, ™) {1 T, [(Woz2 - dimX) exp(~ Bl )]
(4.52) / 2—WTd(TX gTX)ch(¢ hf)

+/ Td'(TX,g"™)ch(¢, h")+2<p1dVE10 dT

T
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3 Le terme J,.
D’aprés les Théorémes 4.8 et 4.11, on sait que , quand € — 0,

J3 —_ J3 = Zf fY Td(TY gTY){g01Tr, [(N1 72 — dlmX) exp(— 1Tz)]

(4.53) —ch'(R*my.€, hB™¢) 4 dim X ch(R*m.E, hRm.i)} aT

4. L’asymptotique de I2.
En utilisant [BGS2, Théoréme 2.16], on sait que, quand € — 0,

(4.54) 1 Tr, [(Nx — dim X) exp(—B} 2)] = '/Y TA(TY, g% ){ch' (R*m.&, hEm+¢)
—dimX ch(R*m.¢, hF¢)} + O(e?).
D’apres (4.46), (4.50)-(4.54), qua.nd € —0,0na

i ([ % [ Ttz ot w)ar)
(4.55) 2 [ Ta(TY ™) e (T X, e, )

+ch'(R*myué, A*™e€) — dimX ch(R*m.&, h™™+¢)] log e
— I3=Jl+4+J}+JL

§) Evaluation de I3.
Soit B(t) (t > 0) la forme C*™ sur V définie par

(1.56) B(t) = ¢, Tx, [agt exp(~B? t>]-

En utilisant [BGS2, Théoréme 2.11], [BeGeV, Théorémes 9.23 et 10.32], on a :
i) Il existe une forme By, C* sur V telle que quand ¢ — 0, B(t) = By + O(t).
ii) Quand t — +oo, B(t) = O(t7%).
Soit '

- (457) | B = (2mi)~3 /Y Td(TY, ™) [/01 (./OT B(t)dt) %
| +‘/1+°° (/:m B(t)dt) i‘;]

Alors par [BGS2, Théoréme 2.9], on a
, 1
dB = [ TATY,g™){ [ [p1Tr.lexp(~B27)]
(4.58) _ f Td(TX, g7X)ch(¢, k)
+/ [‘PlTra[exP( Bl T)] - Ch(R.Wl*e’hRn.e)] }
Théoréme 4.15. On a
I} = JzTdTZ,TY, g%, 7" )ch(¢, bf) — fy TA(TY, )Ty (", k)

]dT

(4.59) —I'(1) fy TA(TY, ¢7%){ma[(Td(TX, g7¥) — dimX Td(T X, g7X))
ch(¢, hf)] + cb'(R*m€, hR™+€)} . dans | PS/PS®,
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PREUVE: Par le Théoréme 2.12, on a

(4.60) Ty (&%, k%) — Ty (W™, hf) € PV,

D’apres (2.21), '(2.29); (4.55), (4.58) et (4.60), on a ’identité (4.59). u
d) Le terme i droite de (4.8).
Comme dans [B4, §6 (f)-(h)], on établit 'équation

(4.61) Tio1li = 063 — 965 — 9063.

Bien siir, on doit étudier en détail le terme & droite de (4.8). Comme la situation est
plus simple que dans [B4, §6], on. ne le fait pas , le lecteur peut trouver les détails dans

[B4(,)1§16]1:ema.rque aussi que, si S est compacte et KS.hlerienne, I’espace PS50 est fermé
dans PS pour la topologie de convergence uniforme. Dans ce cas, on voit facilement que,
comme X}_,I? € PS% ona X} I} € P50,
e) Preuve du Théoréme 3.5.
Par (4.33), (4.37), (4.42), (4.59), ’équation (4.61) peut s’écrire sous la forme suivante:
—Ty(w", hBm+8) — ch(Ey, H(Z, & 2), hE% , hE(Z412)) 1 T3(w”, hE) |
+ I TA(TZ,TY, g7, 677 )ch(£, ) — fy TATY, ¢V )Ty(w" , )
(4.62) +F'(1){Cz,o — Ci + ©Tr, [Nz exp(—VE(Zki2).2)]
— Jy TATY, g7 {ms. [ (T (TX, ¢°%) - dimX TA(T X, 7X))ch(, h€)|

++ch'(R*my€, hR8)} =0 dans PS/PS®,
On a aussi l’équa.tioﬁ triviale

Td(TZ,g7%) = =3(Td'(TY,¢™))TATX, ¢7)

(4.63) 422 (TA(TY, g™¥))Td(TX, *X) dans P¥/P%®,

En utilisant le Théoréme 2.11, (3.4), (4.31), (4.40) et (4.63), on sait que le coefficient de
I'(1) dans (4.62) est nul dans PS/PS?,
Par (4.62), on a bien démontré le Théoréme 3.5. ' n
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S L’asymptotique des supertraces contenant I’opérateur exp(—B3,r) pour
~u ou T tendant vers +oco

Le but de cette Section est de montrer les Théorémes 4.5 et 4.6. C’est une extension
de [BerB, §5], qui traite le cas o S est un point.

Dans [BerB, §5], T DX + D¥ est un opérateur différentiel elliptique. La nouvelle dif-
ficulté est que Bs, 1 est une superconnexion, et que seul le carré Bg,u,T est un opérateur
elliptique standard agissant sur chaque fibre. Un probléme similaire a déja été considéré
dans [B4, §9]. C’est pourquoi on va toujours se ramener 3 la situation traitée dans [B4,

§9].

Cette Section est organisée de la facon suivante. Dans (a), on rappelle les résultats
de [BerB, §5]. Dans (b), on remplace la superconnexion Bs,r par A,z. Soit Ay =
A;r. On obtient alors ’asymptotique de Ar quand T' — +oco. Dans (c), on obtient
P’asymptotique de A% écrite sous forme matricielle relativement & un scindement de
Ey = Q(Z,§z). Dans (d), on décrit le spectre de A2 ;. Dans (e), on énonce deux
résultats intermédiaires, d’oti, les Théorémes 4.5, 4.6 peuvent étre facilement déduits.
Le reste de la Section est consacré a la preuve de ces deux résultats intermédiaires.

Dans (f), on donne des estimations pour la résolvante de A%. Dans (g), on obtient
une estimation uniforme pour le noyau de F,{A2). Dans (h), on calcule ’asymptotique
de V’opérateur F,(A%) quand T — +oo. Dans (i), on montre le premier résultat inter-
médiaire et (4.14).

Dans (j), on obtient un autre opérateur & partir de A2 7. Dans (k), on montre le
deuxiéme résultat intermédiaire.

Dans cette Section, on suppose que la forme w" sur W est donné par (3.22), et que le
fibré holomorphe ¢ vérifie 'hypothése d’acyclicité (3.4). On utilise les mémes notations
qu’aux Sections 1(d), 3, 4.

a) Le cas o1 S est un point.

.Dans la suite, on rappelle des résultats de [BerB, §5] en fixant un point ses . Alors
m : Z — Y est une submersion holomorphe de fibre compacte X.
On rappelle qu’on a l'identification de fibrés vectoriels C* sur Z

(5.1)  TZ~TEZ®TX,
TEZ ~ mTY.

Cette identification induit une identification correspondante de fibrés vectoriels C* Z-
gradués sur Z -

(52) A(T*(o'l) Z) ~ 7";(A(T*(o’?)Y))®A(T*(O’1)X).
On rappelle que h € End(7}TY") est défini par

.(5.3) (UF VL )y = (WUV) 4y» avec UV ETY.
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DEFINITION 5.1. Pour T > 1, @ € 7} (A(T*(°v1)Y)), on définit ara € n}(A(T*OVY))
de la maniére suivante:

Vi, U €TY —

ara(vy,---,v,) = a((1+ %)-1/2,,1, e, (14 %)—1/2%).

Alors ar agit sur A(T*®Y2) ~ o3 (A(T*OVY))QA(T*OVX) comme ar1.

(5.4)

DEFINITION 5.2. Pour T > 1, soit

' h
(5.5) Br = det1/2(1 + TE)GT’
Cr = TNX_MBT.

DEFINITION 5.3. Pour a € Y, soient E,, Ey les espaces vectoriels des sections C* de
A(T*®VZ) @ £ sur X,, Z. On a donc '

(5.6) E,= A(T*(o,l)y)aéﬂ(X,, €ix.)-

L’espace E, va étre considéré comme la fibre d’un fibré E sur Y de dimension infinie et

P’espace vectoriel des sections C* de F sur Y est ’espace vectoriel des sections C* de
AT*OVZ) @ € sur Z.

Soit dvz (resp. dvx, resp. dvy) la forme de volume sur Z (resp. X, resp. Y)
associée & la métrique 7}g”TY @ g7 sur TZ = n}TY © TX (resp. g*% sur TX, resp.
g7 sur TY). Soit { )5 (zeom) z)g¢,00 1€ Produit hermitien sur A(T*V) Z) @ ¢ associé aux
métriques 71g7Y @ gTX, M swr TZ =mTY @ TX, €. Pour a €Y, 5,8 € E,, on pose

6.7 (s’sl)]E., = (2m)” =X /JIQ (313')A(T‘(P,1)Z)®$,oo dvx.
Pour s,s' € Ey, on pose
(5.8) (8,8)0 = (@m)7 5 [ (3,55, dvr ().

DEFINITION 5.4. Pour p € R, soient Ef, Ef{ les espaces de Sobolev d’ordre p des
sections de A(T*®VZ) ® ¢, KerDX sur Z, Y.

On équipe EY du produit hermitien { ) B8 = { )o- Soit || ||z la norme corre-
spondante sur EJ. Pour 4 € R, soit || || g une norme de Sobolev sur E§. Soit B
Pespace orthogonal & E? dans EJ. Pour p > 0, on pose

(5.9) | Ert = B> n EL.

Soit Q(Y, (X, €x)y) V'espace vectoriel des sections C* de A(T**VY)® Q(X, &%)
sur Y. Donc Q(Y,Q(X,§x)y) est Pespace vectoriel des sections C* de #§(A(T**VY))
SA(T*ODX) ®¢ sur Z. Par l'identification (5.2), on a une identification d’espaces
vectoriels ’

(5.10) QZ,£12) = QY X, Ex)pp)-
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Soit V?(
I'identification (5.10), Vn(x’f"‘) agit naturellement sur Q(Z,£|z). De méme EX, DX
agissent sur Q(Z,§z). '

Soit E; I’espace vectoriel des sections C* de kerDX sur Y.

Par [BGS2, Théoréme 2.8], on a

#1x) 1a restriction de la connexion VX4ix) sur QX,€x) & Y. Sous

Théoréme 5.5. On a l'identité d’opérateurs agissant sur Q(Z,§z):

(5.11) 7’ = v 5%

Désormais, on pose
(5.12) 37 = via)”,
Soit 3 * I'adjoint formel de 3" rela.tlvement 3 )

DEFINITION 5.6. Pour_ tout T € [1, 4+o0], on pose

| T = BTB"XBEI, 555' = By'9" Br,
(5.13) i _BT?9' B!, o2 —BT16H*BT,
DX =35 + T", DE =34 +0p".

On a
(5.14) DX = DX,

DEFINITION 5.7. Pour a € Y,T € [1,+00], soit pr, la projection orthogonale de E,
sur ker D, associée au produit hermitien { ) g,- On pose P'_r'a =1-pr,. :

Pour T € [1,+o0], soit By 'espace vectoriel des sections C* de kerD sur Y, et
soit gz : B o — Eyr I'application linéaire

(5-15) s € E]_,oo — grs =prBrs € E1?T.
- Soit g7 ’'adjoint de gz. On pose

(5.16) rr = (gpar)'/?,
Jr = grrzt.

Alors Jr : By o — Ey 7 est un isométrie linéaire.
‘Dans la suite, si ST(T € [1,4c0)) est une famille d’opérateurs différentiels, on écrit
que, quand T — o0,

St = Se +0( ;) avec leZ,

si pour tout k¥ € N, il existe C > 0 tel que pour T > 1, les normes de coefficients de
S — S et leur dérivées d’ordre < k sont dominées par CT . »
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On pose
(5.17) AP = cpDZc;t.
Le résultat suivant est établi dans [BerB, Théoréme 5.17.

Théoréme 5.8. Pour T € [1,+o00]|, l'opérateur JT’lpTA,(IE)pTJT est un opérateur
elliptique agissant sur Ey o,. De plus , quand T — 400, on a

» 1
(5.18) Jr'prAPprir = DY + O(73)-

b) L’asymptotiqﬁe de la superconnexion Ar quand T — +oo0.

Pour U € TrZ, on note c(U) l'action de I’algébre de Clifford sur ST*(O ) Z) associée
a (TZ,7297Y ® g7X). Alors pour U = UT"Z 4+ UTX € TgZ, avec UT %2 ¢ TEZ,UTX ¢
TrX,o0na

(519)  Cror((l+ 25 VaUT™Z L TUTXYCt = o(UT™F) 4 (UTX).

T2)

Soit g, une base de TrS. Soient e;, w; des bases orthonormées de (T X, g"R%),
(TX,9TX). Soient fi, 6; des bases orthonormées de (TrY,g™RY), (TY,g”Y), soient
g%, e, wi, f!, 0" les bases duales associées. Soit

h _
(5.20) fir=(1 +T§) VafE,
h
01,1- = (1 -+ TE)_—I/zal;Fl‘

Alors Te;, fi,r (resp. Taw;, 6y 1) est une base orthonormée de (Tg.Z, ga®°) (resp. (T'Z, g%%)).

On rappelle que VZZ VTX VTY V¢ sont les connexions holomorphes hermitiennes
sur (T'Z,9%%), (TX, gTX) (TY, g7Y), (€, h%). Soit VAT**IX) GAT* DY) Jeg connexions
sur A(T*OD X), A(T*®VY) induites par VTX, VTY. Soient RA(T'(o’l)X) LE les courbures
associées & VAT™VX) y¢

Soit VHTY = WIVTY alors 'VTZ = V™TY @ VTX est une connexion sur T'Z.

Soit VAT V2 (resp. °VAT*®Y2)) 15 connexion induite par VIZ (resp. °V7Z) sur
A(T*OV Z). Soient VAT VA8 ogAT®2)8¢ |6 connexions sur ATONZ) @ ¢

(5.21) vz et -y PN g 1410 VS,
oy AT OV Z)gE _ oVA(T'(M)Z) R1+1® \v.3

11 est clair que

OYATCIEE _ g ATTONY) g1 1] @ VATCI T,
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Pour T > 0, on définit la connexion V?,(Z’elz ) sur Q(Z,§|z) comme en (2.3) corre-
spondant & 977, h%. En effet, si s est une section C* de Q(Z,£|z), U € Tr.S, on pose

NZ&z) . A(T*(O1) Z
(5.22) Viahias = VTfoT 8,

De méme, on définit une connexion *V¥Z4i2) sur Q(Z,£,z) par la formule: si s est une
section C* de Q(Z,§z), U € TrS,

(5.23) ng(z’slé)s — ngg"(orl)z)®€s.

3,00

Comme dans [BerB, §5], on préfere considérer les opérateurs sur A(TaS)®F, dans
le cadre de métrique fixée. On va conjuguer la superconnexion Bs, r définie 3 la Section

4(a).
DEFINITION 5.9. Pour T > 1, soit

Aur = CrB3wrCrt,
5-24 * Y87y
( ) AT = AI,T-

Comme V3,2 r est invariant par la conjugaison, on a

QOTI, [N3,u3,T eXp(—Bg,uz’T)] = SOTI’; [N3,u’,T exp(—Ai,T)] ’
(5.25)

Tr, [Ma,,fz,T exp(—Bg,uz,T)] = ¢'Tr, [C'TJWs,uz,:r'CE1 eXP("Ai,T)] .
Par (2.9) et (5.17), AL est la partie de Ay de degré 0 dans A(T3S). Soit AT la

partie de Az de degré > 0 dans A(TgS). D’aprés [BerB, Proposition 5.9], (2.9), (5.24),
on a

Ag')) =TDZIJ§ +Dga

(5.26) Ag?o) =Cyp (Vg(z,&z) _ ;WCT(T&T)) CEI'

Soit B la superconnexion sur Ej

1
. B =0y%Z42) L DH _ ——_(T>).
(527 + DE = —o(T)
Théoréme 5.10. Quand T — +o0, on a
1

PREUVE: i) D’aprés (5.5), on a

(5.29) Br=1+ 0(%).
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Par (5.13) et (5.29), on a

(5.30) DE = DE + 0(),
DF = DX + O(3).

u) En utilisant la Proposition 1.5, (1.57) et (5.19), pour U € TrS, on a
Cr Vn(zmz) cit = BToVA(T'“'UZ)@e B3t

+ <(T2 + k)"~ 1V h91T, 9mT> 9'A i,
9z’
(5.31) +5; (A Ua,T)el,T’ w,-)ng A i

-T ((T2 + h) 1A (U )w;, 0;) rs T Adg,
_ oVA(T'(o 1) Z)@¢ + O(T)

iii) D’aprés la Proposition 1.5, le Théoréme 1.9, et (5.19),on a

1
C'TCT(T&T)GI—’1 = 2 (Ts T(ga3T7gﬂ,3 )5 Te,) T3 g¥A gﬂ A c(e;)
(5.32) +E (T;; T(ga,3 T7gﬂ,3 ), fi T> zz NG A C(fz )]
_E <T3°O(ga, oo?gﬁ,3oo) fll) Tyg Agﬂ/\C(fll)'i'O( )

D’apres (1.37) et (5.32), on a

(5.33) Crer(Tsr)Cr' = i (Tz(ga,zagp 2); fl) vy 95N Ne(fiF) +O( )

En utilisant (5.29)-(5.33), on a (5.28).
On a bien terminé la preuve du Théoreme 5.10. |

Théoréme 5.11. Pour tout T € [1,+oo[, l'opérateur J;'pr ArprJr est une super-
connezion sur By . Quand T — +o0, on a

1
(5.34) JEIPTATPTJT = Bz’1 + O(T)

PREUVE: Soit VZ+¢ |3 connexion holomorphe hermitienne sur (R*m;.¢, A%™*€). Soit
VHX£ix) 1a connexion sur Q(X, {|x) comme en (2.3) correspondant & g7*, h¢. Alors par
[BKS, Théoréme 3.5], on a

(5.35) VEmt = 5 VOEXAx)p
En utilisant [BerB, (5.34)], (5.27) et (5.35), on a
(5.36) PooBpeo = Ba ;.

Par [BerB, (5.47)], on a

1
(537) PT =P + O(‘T—z
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En utilisant le Théoréme 5.10, (5.16) et (5.36), on a (5.34). |
c) La structure de 'opérateur A% quand 7' — +oo.
Dans la suite, on pose

(5.38) P=Peos P =py

Maintenant, on va considérer A% comme un opérateur de A(T3S)® Ey dans A(T3S)®E,.
On pose '

(5.39) Er =pAZp, Fr=pAlp,
Gr =ptAlp, Hp=p‘Aipt.

Alors on écrit A% sous forme matricielle correspondant au scindage ES = E? @ EY.

(5.40) A = [ (Eﬁ f;; ] :
Théoréme 5.12. Il existe des opérateurs E, F, G, H tels que quand T — +oo,
(5.41) Br=E+0(z), Fr=TF+0(),
Gr=TG+0(1), Hr =T*H +O(T),
Soit
(5.42) Qe = [D*,B].

Alors Qoo (E?) C EX, et

1 (0,1) A(T*(OV) 2)@¢
(54) Qe = 5Telede(fE) [(RATD) 4 L) (e, £) "Vl a?™

1 (9, » . »(0,1)
+7 De(e)g” [(R"‘T CN) 4 18) (i, 0% 5.00) — Vi Z)“] ,

Tl.(‘s’:.?f,s,eg)
On a ausst

(5'44) E= szp, F = onop-La
G =7p'Qwp, H=p"D¥*p".

PREUVE: D’apreés le Théoréme 5.10, on a
(5.45) E = pB%p.

D’aprés le Théoréme 5.10, on sait aussi que le coefficient de T' (resp. T?) dans
’asymptotique de A% quand T — +oo est [DX, B| (resp. DX2).
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D’apres [BerB, (5.65), (5.66)], on a
DX = JyTe(eo VAT 9
AT Z
(5.46) DE=Ze(f)Vye 0%,

(0,1 #(0,1)
[DX \ Df,] = 1¥c(e;)c(f1) [( RA@CNX) | L€)(es, fE) - ovg’x(?;;(.f,lﬁ)sz] )

En utilisant (5.23), (5.46), on peut calculer comme dans [BerB, (5.66)],

(5.47)

022, 1 « *(0,1) A(T*(01) 2)®¢
[DX,OV ( €|2)] = %ZC(ei)g [(RA(T 0 X) + Lg)(ei’gg&oo) -_— ole((e.',yf,s,l) ] .

Par (5.42), (5.46) et (5.47), on a (5.43).
Par (5.42), on a aussi

(5.48) PQoop = 0.
On a montré le Théoréme 5.12. |
d) Le spectre de A2 .
Comme on suppose que S est compacte, toutes les estimations qui suivent seront

uniformes en s € S.
Si C est un opérateur, on note Sp(C) le spectre de C.

‘Soit
Rur = C,T(V;_?.(Z,ilz) _ C—Tz(%i)')zci—’l
(5.49) azgz) cr(Tar)\ ~-1 40
+u [C’T (VT - _2—\7571—) Cr',Ar } :
Alors
(5.50) Alp=1d 2 + Ry

Par [Bi, Théoréme 2.5], R, r est la somme de formes de degré strictement positif dans
A(TgS), & valeur dans les opérateurs différentiels d’ordre 1 le long de la fibre Z.

Les opérateurs A2 1 et Ag’ )2 sont des opérateurs non bornés agissant sur A(T3S)RE,,
dont le domaine est A(T3S)®EZ.

Théoréme 5.13. Il existe ¢; > 0,Ty > 1 tels que pour tout T > Ty,

(5.51) Sp(AP") n{A € R}, A < e} C {0}
PREUVE: En utilisant (3.4), [BerB, §6(d)], on a (5.51). u

D’aprés [B4, Proposition 9.2], on a
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Proposition 5.14. Pour tout u > 0,T > 0,
(5.52) | Sp(A2r) = Sp(u*AP?).
Soit IV = § U A le contour dans C,

YA\

1f-------- <

Y

‘Par le Théoréme 5.13 et la Proposition 5.14, il est clair que pour u > 1,7 > Ty,

1 exp(—u®}) exp( A)
2rt Ja A — —A A + 27 ./ d)‘

eXP( —AZ T)—
(5.53)

exp(—u’Az) = 21rz/ eX)I\)( ZTA)(D‘

e) Deux résultats intermédiaires.

Dans la suite, ug est une constante positive fixée.
Pour u > 0, soit 9, : A(TgS) — A(TgS) 'application

(5.54) o € A(TLS) — w2 € A(TLS).
Alors %, agit comme 1,®1 sur A(TpS)RE,.

Proposition 5.15. Pour u>0,T >0, on a

Au,T = u¢uAT¢;11 Bﬂ,u’ = mﬁuBz,ﬂl’;l,
(5'55) N3,u’,T = ¢uN3,1,T¢;1a Nz,u’ = ¢uN2,1¢;1’
Ms2 7 = uMs 797"

PREUVE: C’est évident.
Proposition 5§.16. Pour u > 0,T >0, 0na:
Tr, [Cr Ms,u0,7C7" exp(— A% 1)| = %uTr, [CrMs 1 7C7* exp(—u?A})),

Tru [Nao,z 2:m' / ;XE(LZ - A\ = % Tra [Nor 221 ./A ex;(—i/\) x|

(5.56)
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et pour u > 0,

1 eXP( u?)) 1 [ exp(-u?))
(55T Ta[Maws [t T dA] YuTn [Naas— [ S B0

PREUVE: C’est une conséquence directe de la Proposition 5.15. ||

Théoréme 5.17. Il existe § €]0,1],C > 0 tels que pour u > ug, T > Ty,

(550) [0 sz | ] - s | g <

Il existe ¢ > 0,C > 0 tels que pour u > ug, T > Ty,

(5.59) ITr. [N3,1,T 2; /A ex}1‘>( 32/\) d)\H < cexp(—Cu?).

Théoréme 5.18. Il existe § €]0,1],c > 0 tels que pour u 2 uy, T > T,

(560) [Tea[Nourrss | RN 3] - T, [Ny J 2D )| < =

A-Alp A—=B} .
Il existe C' > 0 tel que pour u > ug, T > Ty,
exp( ,\) <C
(5.61) [ Tea [Non 25— j dA]l -

PREUVE: Le reste de cette Section est consacré a la preuve des Théoremes 5.17 et
5.18. .

REMARQUE 5.19. Comme dans [B4, Remarque 9.7, les équations (4.13), (4.15), et
le Théoréme 4.6 peuvent étre déduits des Théorémes 5.17 et 5.18.

f) Propriétés de régularité de la résolvante de A2.

Soit eq,+++, €2, (Tesp. fi,*-+, fam,) une base orthonormée locale C* de Tr X (resp.
TRY).
Pour s,s' € Ey, on pose

(5.62) Islo = lIsllzg, (55" =1(5,5)gg-
DEFINITION 5.20. Pour T >1,s € Ey, on pose

(5.63) |51z = lprs® +T?|pzsl;

+3 |0VA(T-(0,1)Z)®€ | + Tzzilovz(f-(os) z)ggp %_3 :.

Alors (5.63) définit une norme sur E}, et (Ei,| |r1) se plonge continiment dans”
(EQ,| lo)- On identifie E{ & son antidual par ( ),. Alors on peut identifier E5* &
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I'antidual de E§. Soit | |r—1 la norme sur E;! associée & | |r;. Alors on a les inclu-
sions continues denses suivantes dont les normes sont inférieures a 1,

(5.64) E} > B - B

Soit g75 une métrique sur T'S. Alors la définition de |8l0, |s|z,1 se prolonge naturelle-
ment & A(T3S)®Eo.

Soit
(5.65) Rr = Ryr = [AF", AD] + 4807,

Théoréme 5.21. Il existe C1,C2,C5 > 0,T5 > 0 tels que pour T > Ty, s,8' €
A(T3S)RE,,

2
(5.66) |A§?) I > C1|3|§v,1 — Cy|sf2,
| (405,495 | < Calslrals'lzs,
|(Rrs, o), | < Calslzals'lo + [slols'|)-

PREUVE: D’apreés la preuve de [BerB, Théoréme 5.19], il existe C' > 0, Tp > 0 tels
que pour T > T}, s € E

_ 2
(5.67) |A59’s|0 > C|llsllE +T*(1DFs[ + Is13)]-
En utilisant [BerB, Théorémes 5.17, et 5.18], (5.63), on a la premiére équation de (5.66).
La deuxiéme équation de (5.66) est triviale.
Par (5.26), pour s,s' € A(TgS)8E)y, on a
(5.68) !(RTs s')ot < c(|s|zals'lo + |slols’|7,L) + | < ALY, (0)]171»3,st'>0 ]
Mais
(569)  |([4F", APlprs,prs') | = | ([DF, AF Vlprs,prs'), | < clslrals'lo

D’aprés (5.68), (5.69), on a la troisiéme équation de (5.66).

On a bien terminé la preuve du Théoréme. |

Comme S est compacte, il existe Uy,---,U, (resp. Uj,---,U,.) une famille de sec-
tions C*° de TrY (resp. Tr X) telle que pour touty € V (resp. z € W) Ur(y), -+, Un(y)
(resp. Uj(z),: -+, Up(2)) engendrent (TrY), (resp. (TrX)a)- '

DEFINITION 5.22. Pour T > 0, soit Dr la famille d’opérateurs agissant sur Ejy
(5.70)

A(T*(0:1) A(T*(01) 2)® A(T*(%1) 2)®¢
Dr = {pT°V ( Z)®€p _— %“V ( )®¢ %, %“V ( ) p#}
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Théoréme 5.23. Pour tout k € N, il eziste Cj, > 0 tel que pourT > 1,Q4,+++,Qx €
Dr, s,8' € A(T3S)RE,, on a .

67y ([@1,1Qs, -+ [@u, 43, 1ls, '), | < Chlslrals'lzs.

PREUVE: Comme [°VA(T.(° il 1), °VA(T‘(°'1)Z)®€p °VA(T'(° 98¢ Sont des opéra-

teurs dont les restrictions aux fibres X,, (be V) ont des noyaux C> uniformément bornées
pour z,2' € X3,b € V,T > 1, en procédant comme dans la preuve de [B4, Théoréme

9.17], on obtient le Théoréme. |
Soit
(5.72) Fu(A2) = L / e-"’*(,\ — AN
77 omi Ja

Soient P, r(z,z'), F, (AT)(:I: a:’)(x &' € Z,) les noyaux C* des opérateurs exp(—u?A%),
F.(A%) relativement & dvz/(2w)4mZ

g) La borne uniforme des noyaux de exp(—u?42) et F,(A2).
Théoréme 5.24. i) Pour m € N, 0 < u; < u, fizés, il eziste C > 0 tel que pour
x, z' € Zy, u € [ulaui!], T> TO’
Slaa|
(5.73) sup | == Pur(z,7)| < C.

bl [<m | D202

#t) Pour m € N, il eziste ¢ > 0,C" > 0 tels que pour z,z' € Z,, u > uy, T > T,

' |a|+] I
(5.74)

| < cexp(—=C'u?).

leel, Ia’ [<m

PREUVE: En utilisant les Théorémes 5.21 et 5.23, comme [°VA(HT(°’1)Z)®€, o),

+(0,1) »(0,1)
OVA(T Z)Qg °VA(T 2e¢ sont des opérateurs dont les restrictions aux fibres

Xb(b ev) ont des noya.ux C* uniformément bornées pour z,z' € X;3,0 € V,T > 1, en
procédant comme dans la preuve de [B4, Théoréme 9.20], on a le Théoréme 5.24. N

h) L’asymptotique de 'opérateur F,(A4%) quand T — +oo.

DEFINITION 5.25. Soit = I'opérateur différentiel d’ordre 2 agissant sur A(T4S)®F;,

(5.75) E=p(E - FH'G)p.
Théoréme 5.26. On a lidentité
(5.76) . B, =E
~ PREUVE: D’aprés (5.36), (5.42) et (5.44), on a (5.76). n
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Pour A € L(EQ, EY), on note ||A]|*® la norme de A relativement & | |o.

Théoréme 5.27. i) Pour 0 < u; < uy fizés, il existe C > 0 tel que pour u € [uq, us),
T 2 TO;

(5.77) || exp(—u?AZ) — prJr exp(—u?B2,) Izt T|| <o /4
i) Il existe ¢ > 0,C > 0 tels que pour u > ug, T > Tp,
(5.78) |Fu(A%) — prIrFu(B},)J7 pT|| < 7 /4 exp(—Cu?).

PREUVE: En utilisant les Théorémes 5.12 et 5.26, en procédant comme dans la preuve
de [BL, Théoréme 13.42], on a le Théoréme 5.27. |

i) Preuves du Théoréme 5.17 et de (4.14).

Par (4.1), (4.3) et (5.19) (On peut aussi se réferer & la Section 7), pour u > 0 fixé,
on a

(5.79) CrMyo.2C5" — 2e(Nx — dimX)| < o

En utilisant (5.25), la Proposition 5.16, les Théorémes 5.24 et 5.27, et en procédant
comme en [BL, §11 (p) et §13 (q)], on a le Théoréme 5.17 et (4.14). u

j) L’opérateur G, 3. 1.

DEFINITION 5.28. Pour a € C*,b€ C,c€ C, T > 1, on pose

_ 1 (0),2 vz _ b 2 -1
(5.80) Gopex = AP +Cr (V7 0 — - o —=—cr(Tsr)) Cr
a(z4z) _ or(Ts, T)) -1 (0)]
Vo
+u [C (C 2 ‘/—u C ’ ’

Ces opérateurs sont les analogues des opérateurs définis dans [B4, (9.151)]. En procé-
dant comme en [B4, §9 (m)], on a aussi des résultats analogues & [B4, Théorémes 9.29
et 9.30] pour I'opérateur G, 7.

k) Preuve du Théoréme 5.18.

Evidemment
(5.81) Avr =010
En procédant comme en [B4, §9 (m) et (n)], on a le Théoréme 5.18. n
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6 Preuve de la Proposition 4.7

On utilise les mémes notations qu’aux Sections 1(d), 3 et 4.
On rappelle que le fibré holomorphe { vérifie I'hypothése (3.4). On a donc

(61) ‘ E; = R‘”a*f = Roﬂ'saf'

On rappelle aussi que hT( 7417) est 1a métrique sur H(Z,§|z) associée & g%Z, h¢, qui a été
définie & la Section 2(b), et que h® est la métrique sur E, = H(Z,§|z) définie & la Section

3(a). Soient V. 2(Zia) , VE les connexions holomorphes hermitiennes sur (E;, A (Z'€IZ)),

(Ea, ™). On ra.ppelle que h € End(TZZ) est défini & la Définition 1.14.
Pour a,d’ € H(Z,§z) = R'73.€, on a

(o, )ym, = a"—)?&;,‘/z(a,a')hg dvy dvx,

(6-2) 1 —2dim X h '
(o, a")hg(z,ﬂz) = Gy=zl /;det(l + Tz') (o, ') e dvy dux.

Soit hl, = T?dm X pEZ41) 15 mstrique sur H(Z, §1z)- Alors par (6.2), on sait que

1
(6.3) by = B% +O(=
En utilisant (6.3), on a |
' 1

(6:4) VD = VB 4 O().

Par [BK6, (3.31)], on a

H(Z,¢ - 3 2dimX

(6.5) Qr ) = (k)™ by +
En utilisant (64) et (6.5), on peut donc poser

H(H(Z, §|z), hEs, hH(Z»é'w)) = { Tr, QH(Z£|z) (_Vg(z,éw),z)
(6.6) +<pTr, [44_1 exp( vaa)| Jar

= — [ ¢Ty, [(h xp(— Vg o) T

+2 de i [ch(Ez, h’ ) — ch(E,, h#)| &
Par (6.6), ona I’équation

(6 7) —a-?-H(H(Z §|z) P2 hH(Z,€|z)) = Ch(E'z,hE‘) ch(H(Z fIZ) hH(Z,£|z))

D’apres [BGS1, Corollaire 1.30 et Remarque 1.31], (6.6) et (6.7), on a

(68)  H(H(Z,&z),h™, h7P49)) = —ch(B,, H(Z, z), h™, hT#412))
dans PS/PS'O.

Par (6.6) et (6.8), on a bien terminé la preuve de la Proposition 4.7. u
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7 Preuve du Théoréme 4.8

Le but de cette Section est de montrer le Théoréme 4.8, relatif ’asymptotique quand
€ — 0, de certaines supertraces ol apparait 'opérateur B3 .2 r/.. Cette Section est une
extension de [BerB, §7], dans laquelle le Théoréme 4.8 est établi quand S est un point.

En remplacant le théoréme d’indice local par le théoréme d’indice local relatif, on
applique les techniques de [BerB, §7], & notre situation.

Cette Section est organisée de la fagon suivante. Dans (a), on remplace I'opérateur
Bj3 2 r/c Par un opérateur conjugué Lg,,,T et on établit un formule de Lichnerowicz pour
L3 . - Dans (b), on fait un changement de coordonnées locales sur Y, et un changement
d’échelle [Ge] sur I’algébre de Clifford [BeGeV]. Dans (c), on calcule ’asymptotique des
opérateurs L3, ; et M3, quand ¢ — 0. Dans (d), on conjugue I'opérateur L3, - pour
faire apparaitre la superconnexion de Levi-Civita. Dans (e), on montre le Théoréme 4.8.

Dans cette Section, on utilise les mémes notations qu’aux Sections 1(c), 1(d), 4 et 5.

a) Une formule de Lichnerowicz.

~ On rappelle que VZZ,VTY VTX V¢ sont les connexions holomorphes hermitiennes
sur (TZ,9%%), (TY,g™Y), (TX,g™¥), (& h¢). Soit RLZ, RTY ,RTX Lf les courbures de
VIZ VTY VTX vé . Soit VAT VA8 15 connexion sur A(T*®YZ) @ ¢ définie en (2.1)
associée & VZZ et V¢. Soit ' VI;.(T‘(O'I)Z)& la connexion sur A(T**VZ) ® £

(7.1) AT DOE _ e gATOI D0t -Nx
Soit
L
(7.2) Lip=Lf+ -2-TrR§JZ :

En utilisant le Théoréme 1.7, on sait que quand T' — +c0, on a
(7.3) TrR%Z? = TrRTX + TeRTY + O( 5)-

Soit K la courbure scalaire de (T'Z,§7Z + 571g™).

On rappelle aussi qu on note e;, fi,0; des bases orthonormées de (Te X, g™8%), (TRY,
g™RY), (TY,g™Y), et qu'on note €, fi,0' les bases duales associées. Soit g, une base de
TrS. Soit g* la base duale associée de Ty S. Comme en (5.20), on pose

(7.4) fir=(01+ %)

On va utiliser la notation suivante: Soit C une section C* de Tg X®End(A(T**VX)®
€), alors

g,

(VATEDRE 4 C(e))? = DV "0 0% + C(ey))?

) | VA - C(EVTRe).
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On pose

M3, = 2(5)¥x My o2 17 ( )~ Vx,

(7.6)
Lg,e,T = (%)Nng,e’,T/c(ge:)_Nx'
Alors on a
1 | '
(7'7) Tr, [EM:*:G:,T/E exp(_Bg,cz,T/e>] = Tr, [Mg,e,T exp(—Lg,e,T)] .
Par (4.3) et (7.6), on a
i 0 T
M:?,;,T = _752 (aTwivI;c) (ga,3 T /e et)g C(C,)

i 0 «

(7.8) ~ 75 (jﬁw%e) (923,7/e» Firse)9%crye(firse)

i (0 w H H o -
‘ _522— (-a—_T_wT/c) (ga,a,T/e’gﬂ,a,T/c)g /\gﬂ +(*T/e) laT( T/c)

En utilisant [BerB, (7.5) et (7.36)], (4.1) et (7.8), on a
M.’?,e,T = T3 (ga,3 T/e> 93, 3T/c)g A gﬂ + T2 w (ga,3 T/e’ef)g C(ei)

(7.9) ‘/_’5

~W(ga,3 T/es fl T/c)g O.T'/e(fl T/c)
-I-E;(Nx cth) - — <h(1 + 2h)‘179'1, 6m> igm /\?’.
yTY

Pour simplifier, dans ’équation suivante, on identifie g, f; aux relévements _qm 3,7/ J1.T/e
En utilisant la formule de Lichnerowicz [B1, Théoréme 3.6], on a

1-'2 A(T*(01) Z
Lg,cT = _——( VT&ee, : )®£

14608 ), )0

+T <SsT/e(es)flaga>T/ 01~/=(f:)g +55 (Ss:r/c(e-)ga,gp),_,,, Ag)
2 TRt \/_ <SST/=(fl)fmaga>T/ crye(f1)9®
(7.10) +-@ (Ssrre(f)en ga)y, cled)g™ + 2—8; <253,T/¢(f1)ga= 98) 9" NG)’
+€;Kf~,€ +30%Ag ALY, 100 9)+ = exje(f)ensel fm) U zye i Fn)
+e(ede(e) L z/e(eir€5) + C(e=)0r/e(f DL se(eir 11)

+Eg A C(C,’)L 3,T/¢(gcu ei) +’ Eg A OI'/c(fl)L 3,T/c(ga7 fl)

On rappelle que pour s € S, on note dvz, dvx, dvy les formes de volume sur Z , X,
Y associées aux métriques 7} g7 @ gTX, ¢7%, ¢gT¥ sw TZ =mTY ®TX, TX, TY.
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dSmt Ps,,,T(a: z')(z,z' € Z,) le noyau C* de l'opérateur exp(—L3, 1) relativement 3
?)'f;h- Pour ¢ €7,, on pose

dv
(7.11) ge,r(a) = L : ¢Tr, [M3,¢,TP 3,6,7(Z, x)] (27)@mX "
Par (7.7), on a
1 d’vy
(7.12‘) , ¢Tr, [-—Ma e,7/c €xp(—B3 .2 /) ] / ge,T (zﬂ)dxml’

Pour démontrer le Théoréme 4.8, on va calculer la limite de g, quand ¢ — 0.
b) Le changement d’échelle sur I’algébre Clifford.

Grace a la propriété de vitesse finie de propagation, on sait que le calcul de la limite
pour € — 0, de g, est local sur Y,, (so € S). Donc pour by € Y,,, on peut remplacer
Y,, par (TY )s, = C™ (mg = dle), avec 0 € (T'Y )y, representé par b,.

On ra.ppelle que Si, S, Ssr sont les tenseurs définis a la Section 1(b) associés a
(71, @V , W, V), (m2,w",V,S), (ms,wy ,W,S).

Soit VMT'(0 "Y) la connexion sur A(T*(®VY’) induite par VTY Soit, VAR SIBAT 1Y)
la connexion sur 73 A(T3.S)RA(T*®VY) le long de la fibre Y qui est induite par VAT DY)

DEFINITION 7.1. Soit 'VBATRIBAT™DY) 1. oonnexion sur T3 A(TRS)RA(T*OVY)
le long de la fibre Y/,

A(TI“_S)QA(T"(“ 1)Y) = A(Tg S)BA(T*(%V)Y)

vl V
(7.13) | 252( ) fmr 923} V2¢(fm)g*
Sa()92,,982) 9% A gP.

Soit V® la connexion sur m3A(T3S)QA(T*OVZ) @ £ 73 (m3A(TRS)BA(T*OVY)) &
(A(T*OVX) ® £) 1e long de la fibre Z

(7.14) Ve = w*’V”*A(TRS’G’A(T'“'”Y’ ®1+1@ VAT DSt

Pour y € C™, soit Y = y+7. On reléve la trajectoire t € R} — tY horizontalement
en la trajectoire t € R} — z, € Z, avec z; € Xy, ':: eTEZ. Pour zo € Xo, on identifie
TX.,, (73 ./X(Ti‘,‘_.S’)@A(T"(0 VZ)RE)a, 3 T Xy, (M3A(TRS)BA(T*OVY )4, ®(A(T"‘(° DX)®
€)s, par transport paralléle le long de la courbe t — z; € Z, relativement a VTX,
Y VoY

L’opérateur L3, agit sur 'espace vectoriel Hy, des sections C* de (m3A(TgS)®
A(T*(o 1)Y))5° ®(A(T*(0’1)X) ® f)p{bo sur R?™ x Xz,o.

Pour s € Hy,, on pose

(F 8)(Y,z)=s(¥%,z), pour (¥,z)€ R™ x X,

7.15 -
( ) L3,e,T =L, 1L3,¢,TF€'
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Soit O, I’ensemble des opérateurs différentiels agissant sur les sections C* de (A(T*%V X)
®¢))x,, sur R*™ x X;,. Soit, ¢(TrY) lalgtbre de Clifford de (TrY, g™®"). Alors on a

(7-16) L33T e WzA(TRS)®C(TR_Y)b°®0
DEFINITION 7.2. Pour ¢ > 0, on pose
~ \/—2- 1 € .
(7.17) C,(f]).— -E—f A —ﬁzf,

Soit L3 7, M3, 1 € (ﬂ;(ATﬁS)éc(TRY))boéop les opérateurs obtenus en remplagant
c(fi) par C.(fi) dans L3, 7, M3, .

Soit dvry;, la forme de volume de (TwYs,, g7 ¥%0 ) ~ R2™e,

Soit P:,?,T((Y z), (Y, ’)) ((Y,z),(Y",z') € R*™ xX;,) le noyau C*® de I’opérateur
exp(— L“T) relativement & dvry dvTXIx /(2m)3=Z_ Alors pour € X, il existe

Ru it "’((0 x) (0,z)) € A(TR.S')® End(A(T*(° N X)RE), X, » tels que M3 P31+ ((0, ),
(0 :1:)) peut s’écrire sous la formule suivante:

M:?c,T 3,s,T((0 w) (0 m)) =Y 1gi <~ -<ip<3mg fil ARRRRA fip A z'.1':'1_ e 'if.iq

(7.18) 1<51 <+<Fq<2mo oL
@RI,

On pose |

(7.19) M2, 2 P2, 2((0, ), (0, )™= = RE5*™ (0, 2), (0,2).

D’aprés [ABoP, p484] et [Ge], on sait que

(7.20)

Oty (M3, Paer((0,), (0,2))] = (=) =¥ ¢Tx, [[M3, r Pi.r((0, ), (0,2))]™].

c) L’asymptotique des opérateurs L3, r et M, quand € — 0.
En utilisant (1.19), (7.9) et (7.17), on sait que, quand € — O

Mg,e,T — Mjor = EF_(NX dim X)) + ~W(.9a,3 0 J1, 9= A f!

? o
(7.21) +=0" (9, ,m,gp,s,m)g A g’

511%3 (181,06 ) O AT

Par [BerB, (7.27)] et (7.21), on a
2 '., 2~ .
(7.22) Mg,O,T = -T-(Nx dlIIlX) -|- HH T(Nl’Tz - dlmX)

Soit TTATRSIBATNY) 15 forme de connexion sur C™ de m3A(T3S)RA(T*OVY)
relativement & 'V ATRSIBATDY) 4, long de la courbe ¢t — Y (Y € R*™). Alors par
[ABoP, Proposition 3.7], pour Y € R*™, on a

AT S)RA(T*(*1)Y) 1

(123) T () = 5 VEERIBAEEIA Y )+ O(IY ).

60



Soit PTY la projection de TV =TEV & TY sur TY.
De [B4, Théoréme 11.8], on tire que
Proposition 7.3. On a lidentité

o = \Q »(0, Y 1
TEAGRIBAT N _ L (GT¥ag £ o fe(f) + STV

1 |
(7.24) +>((S2aP™¥ Sy + V¥ 82) g5, 052) 9% A g

+5 (VT80 fi, 90) V2.
Par [B1, Théoréme 4.14] et [B4, (11.61)], pour X,Y € TrY,Z,W € TrV
(VTY3(X,Y)PTY Z, PTYW) + (S2:PTY $3(X,Y)Z, W)

(7.25) +{(VTYS)(X,Y)Z,W) = (VTY3(Z,W)X,Y).

Pour X € TrZ, on note X(19), X (1) les composantes de X dans T'Z,TZ. On rappelle
que A € TaWRHom(n}TrY,TrX) est défini en (1.61). Soit

7.26 L =If+ lt& RTX].
1

Soit KX la courbure scalaire de la fibre (X, g7%X). Pour U € TrY, soit Vi l'opérateur
différentiel ordinaire dans la direction U. ‘
En utilisant le Théoréme 1.10, (1.57), (7.23)-(7.26), quand € — 0, on a

Lor — Loz =—3(Va+3 (R Y, ) ) + STV

_—{VMT““ D08y f (A(es) . e5) £ Acles)
| —%Ekme“’“’ G (fu fm)f A F
+ f (S1(e:)esr 985,00 ) clen)g™ + 5 2T2 (S1()9%5 001 G300 ) 9% A 9P
(120) [ (Si(e)E 9Fam) + 5 Tet (W Faos FEY . or |7 A5
Tz S KT+ -;-g AP A L5(985 o) I 5.00)
+1f’ A F™ A LE(SE, FE))
+—c(e,)c(e,)L’1(e,, e;) + ffl A c(e‘)L' (f,ﬁ, e:)

fg A C(C,)L’ (ga,s,oo’ ei) + g A fl A L'I(g£3,co’ fg.)

d) La superconnexmn de Levi-Civita.

On rappelle que B , est la superconnexion de Levi-Civita associée a (m1,@7 , B¥), qui
a été définie & la Définition 2.4. On pose

~HH _ i ~A% m_ L/ a
(128)  &"F = SO (fo fu)f A ™ = 5 W OE e ) oo £ A O
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En utilisant [BerB, (7.33)], (7.27) et en procédant comme en [BerB, §7], on a

SHE

LT 1 1 | '
(7.29) ™ P L g per ™™™ = (Vf, +5 (RTY, fr) ) + 5 T[R™] + B 1a.

95y
e) Preuve du Théoréme 4.8.

En utilisant (7.12), (7.20), (7.21), (7.27) et (7.29), la preuve du Théoréme 4.8 est la
méme que dans [BerB, §7 (d)]. |

62



8 Preuves des Théorémes 4.9 et 4.10

Le but de cette Section est d’établir les Théorémes 4.9 et 4.10.

Cette Section est organisée de la facon suivante. Dans (a), on énonce le Théoréme
8.1, dont on peut déduire le Théoréme 4.10. Les parties b), c) sont consacrées 4 la preuve
du Théoréme 8.1. Dans b), en utilisant la propriété de vitesse finie de propagation, on
montre que la preuve du Théoréme 8.1 est locale sur la fibre Y,. Dans (c), en utilisant
le Théoréme d’indice local relatif, on montre le Théoréme 8.1 et la premiére partie du
Théoréme 4.9. Dans (d), on montre la deuxiéme partie du Théoréme 4.9.

Dans cette Section, on fait les mémes hypotheses et on utilise les mémes notations
qu’aux Sections 1(d), 5 et 7.

a) Réformulation du Théoréme 4.10.

On rappelle que puo(T') est la forme sur S définie au Théoréme 4.9.
Théoréme 8.1. Il existe C > 0 tel que pour tout u €]0,1],T > 1, on a

2 oW .
|<P'I‘l', [M3,u3/T2;T eXP(—Bg,uz/Tz,T)] - ;2' - ;ﬁTd(TZ, gg:z)Ch(f, hf)
(8.1) o 2
0 —fRr Tz —1._8_ TZ ¢ S Cu
+ /Z TS — b(9F?) T 55 (957)), ok, B) + od® o(T)| < -

REMARQUE 8.2. Le Théoréme 8.1 implique le Théoréme 4.10. En effet, pour -
0 <e <1le <T <1, on applique (8.1) pour u = T, et T remplacé par T/e, alors
le terme & droite de (8.1) est donimé par CT?£ = CeT < Ce. On a donc démontré le
Théoréeme 4.10.

b) Preuve du Théoréme 8.1 est locale sur Y,.

Soit r tel que r < inf,es{ rayon injectivité des fibres (Y,,g7¥)}. Soit « €0, Z]. Pour
b € V, soit BY (b, ) la boule dans Y, de centre b et de rayon .
Soit f : R — [0, 1] une fonction paire C*, telle que

f)= 1 for |t <o/,

(8.2) 0 for |t|> e
On pose
(8.3) : g=1-f.

DEFINITION 8.3. Pour u €]0,1],a € C, on pose

_ +o0 . —t2 dt
6o Fua)= [ exp(itav) exp( ) f(ut) o=,

Gula) = [ explitay) exp( S olut) =
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~ Ona

(8.5) F,(a) + G4(a) = exp(—a?).

Les fonctions F,(a),G,(a) sont des fonctions holomorphes pa.1res sur C. I existe donc
des fonctions holomorphes F,(a), G, (a) telles que

(8.6) ~ F,(a)=F,(a%), Gu(a)=G.(a?.
D’apres (8.5) et (8.6), on a
(8.7) F,(a)+ G,(a) = exp(—a).

Par (8.7), on a

(8-8) eXP(-Bg,aﬁ /T’,T) = F, "/T(Bg,u’/T’,T) + C‘:'u/T(B:f,uz /T’,T)'
Proposition 8.4. Il eziste c > 0,C > 0 tels que pour tout 0 <u < 1,T > 1,
~ ’ T2
(8.9) lTr![M3,"‘/T’,TG"/T(Bg,uz/T’.T)]l < Cexp(—c—).
PREUVE: Pour v > 0, on pose
| +oo 2 dt
8.1 (@) = / t - H—.
(8:10) Hy(@) = [ exp(itva) expl(—7)0()~ 7=
Alors il existe une fonction holomorphe H,(a) telle que
(8.11) H,(a) = H,(a?).

Par (8.6) et (8.11), on a
~ =~ . a
(8.12) Gy(a) = H,,(;)
D’apres (5.5), (5.55) et (8.12), on a

(8.13) Tr,[M3'u2/TI’Téu/T(—Bg,uz/Tz,T)] = 'Qb,,/TTI'.[CTMs,l,TCEIEu/T(Ag-)]-

Soit A le contour dans C

A

Vv

Y
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Par [B4, (11.21)], pour tout m € N, il existe ¢,, > 0,Cp, > 0 tels que

(8.14) suplal"‘lH (a)]| < Crm exp(— )
On a aussi
- _ H,r())
(8.15) t,/T(AT) 27rz A - 4D dA.

En utilisant (5.79), (8.14), (8.15), et en procédant comme dans la Section 5(g), on voit
facilement que pour u €]0,1],7 > 1,

: S -
(8.16) | Tr, [Cr M1 C7 Hayr(A3)]| < C exp(—c—3).
De (8.13) et (8.16), on tire la Proposition. [

Soit F, /7(B} 4373 7)(%,2') (2,2’ € Z,) le noyau de l'opérateur F’,‘/T(Bg'u, J2,7) Tela-
tivement a (—2-:—)’5’1’;7.- En utilisant (8.4) et la propriété de vitesse finie de propagation, [CP,
§7.8] et [T, §4.4], il est clair que pour 0 < u < 1,T > 1, z € Z,, F,,/r(B?  2/m7)(T, T) ne
dépend que de la restrictionde B 2 72 1 & 77 1BY (mz,a). Par (8.9) et par la discussion
ci-dessus, la démonstration de (8. 1) est locale sur Y.

Pour by € Y,,, on peut remplacer Z,, par C™ x Xj, comme & la Section 7(b), et
on trivialise les fibrés vectoriels comme ind.iqué a la Section 7(b). On va montrer le
Théoréme 8.1 dans cette situation.

c) Preuve du Théoréme 8.1.

On rappelle que F ¢ est la forme C® sur V

(8.17) By =limTr, [m,u exp ( -B:, + du(2ua L ))]

. Théoréme 8.5. i) Il existe C >0, et des formes ar;(j > —n,n =dimZ), C® sur
S, qui dépendent continiment de T € [1,+00], tels que pour tout u €]0,1],T € [1,+o0],

u?

1
aT,,uz’l <CcZ.

(8.18) IgoTr [Ma,uz/Tz T exp( 33 u3 /T3, T)] J___nT T

i) Pour j > —n, quand T — +o0, on a
(8.19) 075 = 0o + 0()-
#ii) De plus
(8.20) Goopp = /Y Td(TY, ¢") [y ( - 2T (TX, 67 %)ch(€, KS)) — 1" Bug].
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PREUVE: i) En utilisant (5.55) et (7.6), on a

(8.21) @Tr, [Msa/ms r exp(— B /ma 7)] = ¢u<pTr,[T =My exp(—u?L3 )]

On va utiliser les mémes notations de la Section 7, avec ¢ remplacé par %, et T par
1. Alors d’apreés (7.27), quand T' — +o0,

(8.22) L3 1 1 - L3 0 1°

Soit P, 1.4 (resp 3 r.u) le noyau C* de Popérateur exp(—u?L3, 1) ( resp. exp(—u?L}, 7))

dory;, dvx,

relativement & ——?ﬁ;z—ﬂ-
D’apres (7. 21), quand T — 40,

(8.23) My, — My, = 2(Ny; — dim X).

En utilisant (8.22), (8.23), et en procédant comme en [BerB, §8(c)], on sait qu’il existe
C > 0, et des sections af; de m3A(TS)@7IA(TRY) sur Z, qui dépendent continfiment
de T € [1, +o0], tels que pour tout u €]0,1],T € [1,+0], z € Xy,

(8.24) [ Te [M3 1 1 PL 1 L((0,2),(0,2))] — Zh-_nalp;(2)u¥] < cu®.
Posons
(3.25) arg = ()" [ (N 22D,

Par (8.21), on a

@Tr, [Ma,u’/T’ T exp( 33 u3 /T3, T)]
d’vz

(8.26) _ / buiTr, [TMO’ 1Py 12, x)]mm.

D’apreés (7.20), on a

PTr M2, 1Py 1 ((0,9), e w»]
= (- z)wgofrr. [{(3M2, . P, ((0,2),(0,2))}].

En utilisant (8.24)-(8.27), on a (8.18).
ii) Par I'asymptotique du noyau de chaleur [BGSZ Théoréme 2.11], dans (8.24),
ar ;(z)(z € Xy,) sont des fonctions des coefficients de M , |, L3 , ., et de ses dérivées
'T’ ’T’
~ au point (0,z). Comme L§,, et M3, ; sont C* pour ¢ € [0,1], on a

(8.27)

 (828) dp(z) = al,;(2) + 0(%).

De (8.25), (8.28), on tire (8.19).
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iii) Soit gy2(z,z')(z,z’' € X) le noyau C* de 1'opérateur exp(—B'2 «2) Telativement &
dvF
(27)im
En utlhsa.nt (7.29), (8. 23), et en procédant comme en [BerB, §7(d)], on a

YuTr, [M3,, P34 ((0,), (0, 7))]
= 2Td(—RT¥)s, Tr, [(Vi,0» — dim X)g,s(z, )]

(8.29)
Par (8.24) et (8.29), on a
|2Td(~RTY )3, Tr, [ (Wt — dim X) exp(~B2,,.)]
d’Ux :
0 2 2
e (f sy ] < o

D’aprés [BGS2, Théoréme 2.2] et le Théoréme 2.9, (8.30), on a

(8.30)

d?.lx
(8 31) w1\ / oo0(27r)dmx)
= T(TY, ¢) [mu(~2Td (T X, g7X)ch(, k) — ¢1d” By |-

D’autre part, par (8.25), on a

di dvy (b)dvx(z)
—_— _\dimYr ¢ max 4VY X
(83  awa=g [l (5,2 S
Par (8.31) et (8.32), on a (8.20).
On a bien terminé la preuve du Théoréme 8.5. [ |

Sin € A(T&S)®c(da,da), on peut décrire 7 de la maniére suivante:

(8:33) n=mno+dam +dany +dadans, avec 1 € A(TgS),0<i<3.

On pose
(8.34) [n]% % = ns.
Soit
a% TZ ¢
Cs1(T) = f “—Td(TZ, 5%)ch(¢, b),

(8.35) e
U = [T G~ ) ) e )

Proposition 8.6. i) Il eriste une forme po(T), C* sur S, telle que pour T' fizé,
quand u — 0,

. a du
(8.36) Tr, [uMs,u,T exp(—B3 a1+ duT—DBs, T)] = po(T) + O(uw).

Ou
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ii) Pour T > 1 fizé, quand u — 0, on a

2Cs,1(T)
(8.37) @Tx, [Myz exp(~ B, z)] = 5~

—(C30(T) + d® o (T)) + O(u).

PREUVE: i) En utilisant les mémes arguments que dans [BGS2, Théoréme 2.11], on
sait qu’il existe p > 0 et des formes p;(T’), C* sur S, tels que quand « — 0, on a

a du
(838) Tl’a [UMa,u T eXP( 33 u,T + dua Bs’u,T)l
= Sh (D) + O™,

Par la méme preuve que dans [BGS2, Théoréme 2.11], on sait que la limite u”, =

lim,_,q Tr, [uMg,uT exp(— BMT + du;%Bg,,,,T)] existe, et que la forme p”, ne contient
pas le terme de du. Et donc, pour j < 0,on a

(8.39) | | w3(T) = 0.

D’aprés (8.38) et (8.39), on a (8.36).
ii) En utilisant les mémes arguments que dans [BGS2, Théoréme 2.11], il existe
p' € N, des formes p; sur S tels que quand u — 0, on a

(8.40) @Tr, [Ms o1 exp(~B2, 1)] = il + O(u*).

En procédant comme en [B1, §4], on a

w
(841)  lim oTr, [uMsrexp(~Blug)| =2 / “__Td(TZ, g&%)ch(¢, h).

z 2nT3
et donc

u =0 pour j< -2
oy = £5Cs,-1(T).

En utlhsa.nt (8 40) et (8.42), on sait que

 (8.42)

.
(8.43) Ho = Hm = Tr,[uMso.r exp(— B3 7)]-

On pose

0
a B3u,

+da[Bsur, —Msa1] + dad‘( é—(uMs,u T)).

Lsur = B}, r + dou—
(8.44) s

D’aprés [BK6, Théoréme 3.17], on a
0

( ) . %TI‘, [’LI,M:;,,,’T exp(—Bg,, T)] = -Tr, [exp(-L3,u,T)]
8.45 :
—d—= 0 Tr, |uMs, 7 exp(— Ba,,T+b 9 Bsa,r)
b Ou b=0
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Par [BK6, Théoréme 3.22], on a
(8.46) lim ©Tr,[exp(—Ls u,1)]%% = Cs0(T).
De (8.36), (8.43)-(8.46), on déduit que
(8.47) po = —(C3,0(T) + ¢d® po(T))-
On a bien terminé la preuve de la Proposition 8.6. |

PREUVE DU THEOREME 8.1: D’aprés (8.37), on sait que pour T fixé, quand u — 0,

on a
2
(8.48) ¢Tr[Ms w2 /73,7 €xp(= B3 3 /73,7)] = —C,-1(T)
~(C3,0(T) + ¢d® po(T)) + O(u?).

En comparant (8.18) et (8.48), on a
ar; =0 pour j< -1,
ar,-1 =2C3,1(T), aro= —T(Cso(T)+ @d®uo(T))-
De (8.18), (8.49), on tire le Théoréme 8.1. [ |

(8.49)

d) L’asymptotique de ;o(T) quand T — +oco.
Par [BerB, (4.71)],
(8.50) Aim TCso(T) = 2ms. [Td(TY, g™)Td (T X, g"F)ch(¢, h%)).
D’apres (8.20) et (8.50), on a
. S — TYY,, JV
(8.51) Aim Ted*uo(T) = [ TA(TY, g™ )erd" Bro.

En utilisant [BGS2, Proposition 2.10], et en procédant comme aux parties (a), (b),
(c) de cette Section, on sait qu’il existe C' > 0, et des formes by ;, C* sur S, qui dépendent
continiiment en T € [1, 400}, tels que pour u €]0,1],T € [1,+o0] ‘

ITl’, [Ma,,‘z/Tz,T exp ( — Bg,uz/Tz’T + du(t-g{Bs’t’T)H:%})]

1 : U
—22=_n—bT,ju2’| S C?

(8.52)

N

Plus précisément, pour j > —n, quand T' — +o0, on a

(8.53) b = boog + O(5).
En comparant (8.18), (8.36), (8.52) et (8.53), on a
(8.54) bro = ¢ ‘aro + Tpo(T)du.
et donc
(8.55) Bo(T) = 2 [Boo = ™ a0l ™ + O(55)
Ceci termine la preuve du Théoréme 4.9. [
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9 Preuve du Théoréme 4.11

Le but de cette Section est de montrer le Théoréme 4.11. Pour montrer le Théoréme
4.11, on s’inspire de [BerB, §9], [B4, §13] et [BL, §13].

Cette Section est organisée de la fagon suivante. Dans (a), on montre que la preuve du
Théoréme 4.11 est locale sur Y,,(so € S) Dans (b), étant donné by € Y,,, on remplace
Z, par (TrY )s, X Xs,- On associe & cette derniére variété de nouveaux opérateurs
L;.r et L3 _ p. Dans (c), on calcule 'asymptotique, quand 7' — +c0, de la matrice de
L. r relativement au scindement orthogonal de 1’espace de Hilbert sur lequel l’opérateur
L“T agit naturellement. Dans (d), on introduit une famille de normes de Sobolev
qui dépendent de €,T. Ces normes de Sobolev prennent en compte la graduation des
variables Grassmanniennes dans A(Tg.S). Dans (e), on introduit un opérateur =, qui est
un analogue d’un opérateur introduit dans [BerB, §9]. Dans (f), on montre le Théoréme
9.2.

Dans cette Section, on utilise les mémes notations qu’aux Sections 4-8.

a) Localisation du probléme.

On utilise les mémes notations de la Section 8(a).
Proposition 9.1. Il existe §,¢,C > 0 tels que pour tout 0 < e <1,T >1, on a

1 ~ 2 . =
(01)  |oTx. [EMs,,z,T/sG,(Bg,,z,T/,)} ~ Z¢Tx, [(Nx — dim X)G.(BL0)] |

C
< Ti+s eXP("&.—Z

PREUVE: Par (8.12), on a

1 ~ 1 o~
(9.2) TI‘, [EMs,cz,T/sGe(Bg,ez,T/s)] = ¢€Tr, [ECT/cM:i,l,T/eCT/];Hs(Ag"/e)] .

En utilisant (5.5), (7.9), (8.14) et (8.15), en procédant comme a la Section 5(g)-(i), on
sait qu'’il existe §,C,c > 0 tels que, pour 0 < e <1,7 > 1

|Tr, [(Vx — dim X)H.(42,,)] ¢

- -T, [(Nx—dimxﬁi (B3] | < 7 exp(- 2),
T [ COrseMi1eCr — 2(Nx - dim X)) B (Aa*/z)] |
_)_

g2

(9.3)

< Ti+s exp(—
De (9.2) et (9.3), on tire (9.1). |
D’apres (9.1), il est clair que pour établir le Théoréme 4.11, il suffit d’établir le

résultat suivant.
Théoréme 9.2. Pour a > 0 assez petit, il existe § > 0,c > 0 tels que pour
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0<e<1,T2>1,

1 ~
l(pTl’. [“Ms,s’,T/sFe(Bg,e’,T/e)]

...T-SoTr, [(Nx — dim X)FL(B;,:)] l <

PREUVE: Le reste de cette Section est consacré a la preuve du Théoréme 9.2. |

(9.4) c

Ti+6"

Par (7.6), on a
1 . _
(9.5) PTE, [ Mo 2/eFu( Bl )| = 05 M3 P13

Soit F.(L3, r)(x,2")(z,2' € Z,) lenoyau C™ de F.(L}, 1) relativement a dvz/(2m)4=Z.
En utilisant la propriété de la vitesse finie de propagation, il est clair que pour = € Z,,
F.(L§, 7)(z,z) dépend seulement de la restriction de L, r & 7' (BY (mz, @)).

b) Un nouvel opérateur sur (TrY )s X Xp,-

Soit g7 une métrique sur 7'S. Elle induit naturellement une métrique sur A(Tx.S).

On fixe by € Y,, (so € S). Sur BY (by,r), on trivialise la fibration 71 *(BY (b, r)) —
BY (bg, ) et les fibrés vectoriels considérés comme & la Section 7(b). Alors l'opérateur
L3, r agit sur ’espace vectoriel H;,(r) des sections C* de

A(T3.S) 4@ (AT VY )5 B(A(T" D X) ® &) x,,

sur BY (bg, 1) x Xg,-

Soit Ga, = Q(Xs,,&|x,, ) espace vectoriel des sections C* de (A(T*"VX) ®§)|x,, sur
X4,- Alors G, est muni d’une métrique hermitienne, et Keergy(bo,,) est un sous-fibré
vectoriel Z-gradué de Gy, sur BY (b, 7).

Pour o > 0 assez petit, il existe un fibré vectoriel K C Gy,, Z-gradué sur (TrY )s, =~
R?™ qui coincide avec KerD¥ sur BTY (0, 2q), et avec KerDZ sur (TrY )s, \BT¥ (0, 32),
tel que si K+ est le fibré vectoriel orthogonal 3 K dans Gj,, alors

(9.6) K1 nKerDf = {0}.

Soit P;(b € R*™) la projection orthogonale de G4, sur K; pour le produit hermitien
naturel sur Gy,. On pose Pt =1 — F;.
Soit ¢ : R — [0, 1] une fonction C* telle que

p(t) =1 pour [t|<a,
(9.7) =0 pour || 2> 2.

Soit ATY le Laplacien standard sur (TrY)s, correspondant & la métrique g7*%. Soit
H,, 'espace vectoriel des sections C® de A(T3S). &7 (A(T*OVY));,®(A(T*OVX) @
E)beo sur (TRY)bo X Xbo.
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Soit L3, p opérateur défini par

2 ATB
(98) Lir=¢*(YL3er+(1—¢ (|Y|))(——— TPy Dy Py ).
Alors L3,  coincide avec L3, r sur |[Y| < a.

Pour € > 0,s € Hy,, on pose

(Se8)(Y,z) = 3(¥,z), pour (Y,z)€ R*™ x X,

(99) IZ. 7= S-'IL, 2S..

On fait le méme changement d’échelle sur les variables de Clifford c(f;) (1<i< 2my)
qu’a la Section 7. On obtient ainsi un opérateur L3, r.

Soit F.(L} er)(@,2')(z,5' € (TrY)s, X X3,) le noyau C* de l'opérateur F, (LscT)
relativement & (—T};—gdvm dvx, . D’apres la propriété de vitesse finie de propagation,
on sait que si ¢ € X, est identifié & (0,z), alors on a

(9.10) FL§ er)(z,2) = Fe(Ls 1)z, 2).
Par (7.9) et (7.17), on a

1 -
<PT1‘, [2M3,¢’,T/€F (Bg,ez ,T/e)]

= (—i)dimwar-{[ by & (9asz/es fz T/e)9% A (1+0( ))(f'/\ ——m)

V2 _
(9‘11) +—ww(ga,3 T/e’ e‘l)g C(C,) + 7 T3 (ga,3 T/e> gp,s T/e)g A gﬂ
2

ﬁs (h+ Bt 07~ Gia) A @ - G
+T(Nx - dimX)]F,(Ls,c,T)(x,iC)] }

Soit E° I’espace vectoriel des sections de carré intégrable de A(T3%S),,®7} (A(T*®VY))s,
®(A(T*(°’1)X) ® E)lxbo sur (TRY)bo X Xbo-

Soit F° ’espace vectoriel des sections de carré intégrable de A(T{.9) ., @71 (A(T*VY))s,
RS- K sur (TrY )s,. Alors l’espace F? a un sens au € = 0, et F{ est ’espace vectoriel
des sections de carré intégrable de A(TnS)s®71(A(T*OVY))s®KerDE sur (TrY )s,-
L’espace F° est un sous-espace de Hilbert de E°. Soit F' 1’espace orthogonal & F?
dans E°.

Soit p. la projection orthogonale de E° sur F°. On pose p> =1 — p.. Pour s € E°,
Y €eTpY,ona

(9-12) pes(Y) = Peys(Y, ).
On pose
(9.13) Ber =pelicrpe, Feor=pelicope,

Ge,T =DP. L3 e, TPe) He,T =P. L3,=,Tpe .
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Alors on écrit L3, p sous forme matricielle relativement au scindement E® = F? @ Ft.

3 _ Ee,Ta F T
(9.14) Ls,e,T - [ Gc,T, Hs,T .

c) L’asymptotique de la matrice L}, r quand T — +co.

On rappelle que °V¥%#417) et 1a connexion sur Q(Z,&z) définie en (5.23).
Si C est une section de 73 A(T8.S)®c(TRY )s,, et si b € Y,, est un point pres de by, soit
C3(b) I'élément de m3A(T3.S)® End(A(TRY))s,, qui est obtenu en utilisant la trivialisa-

tion de nzA(TiS)® End(A(T%Y)), relativement & la connexion ,'V. mATRSIBAT I)Y)¢ -1
comme 3 la Section 7(b), et par le changement d’échelle sur les éléments c(TrY )s, défini
3 la Définition 7.2.

Dans la suite, on note [4, B]; l'anti-commutateur de A et B. On pose

(9.15) LS=ILf+ %Tr[RTX].

Théoréme 9.3. Il existe des opérateurs E., F,.,G., H, tels que quand T — +o0,

E.r=E.+O(%), F,T =TF.+0(1),

(9.16) G.r=TG.+0(1), H.r=TH. +O(T).

On pose

= GV~ 5 [VATO0, 2 (A(e) L €5) e el Kecles)
(9:17) <Sl(ei)ga,3,oo’ej> rx 9 cf;i)]
el Do) L, ) + 0 c(en) L (0o )]
Alors Q.(F?) C FoL, et

= chcpg , G. P, Qcpea

(9-18) H = pL (PP(elY)DE? + (1 — ©*(elY])) Di?) ot

PREUVE: Par (7 10), on voit facilement que le coefficient de T? dans I’expansion
asymptotique de L3 er €St H,.

En utilisant (1. 57) et (7.10), on voit que le coefficient de T' dans I'expansion de L3,
est ’opérateur Q..

D’aprés le méme calcul que dans [BerB, Théoréme 9.3], on a

[D%, DE 4 ov &4 - _ [VA(T“""’X)@‘ - (A(e:) 5 €3) ox (fi)eles)
(9.19) + <Sl(ei)ga, 3,009 eJ) rx 9 05;1)]
43U RN LS ) + 7s0e(es) L (0 s er )
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Par (9.13), (9.17) et (9.19), il est clair que Q.(F?°) C FoL.
On a bien ternimé la preuve du Théoréme 9.3. [

IL clair que pour Y € (TrY)s,, Hey est un opérateur elliptique agissant le long de la
fibre X bo -
Proposition 9.4. Pour tout € >0

(9.20) Ker Hey = A(TRS) QA (TRY )5, ® K.y
PREUVE: La preuve est la méme que dans [BerB, Proposition 9.4]. | |
d) Une famille d’espaces de Sobolev.

Soit

(9.21) 0(V) =1+ 1+ Y P,

Pour 0 < ¢ < 2dim V, soit Eg I’espace vectoriel des sections de carré intégrable de

Bry+r=e AT (T 5)BAR (TEY ) B(AT"OVX) ® &)z, sur (TaY oy X Xiy. Alors B9 =
@25V E]. Pour p € R, on note E?, E? les espaces de Sobolev d’ordre p correspondants.

Pour s € EY, on pose

dvmo (Y)d’l)xbo (.’L‘) .

(9:22) O

|s(Y, 2)[?g2¢ = V=9(Y)

2
o= |
I I 0 (TRY)% XX(,O
Soit {,), o le produit hermitien sur E° correspondant & | |[.,0. Pour s € E', on pose

(9 23) Islz,T,l = TzlPeJi’slz,O + |ID¢YSE,0
. +2§”‘|Vf..8|§,o + Tzzlvz(r-(m)x)@spc.!?s’2’0.

Alors (9.23) définit une norme sur E!. Soit E~! l'antidual de E', et soit | |71 la
norme sur E~! associée & la norme | |71 sur E'. On identifie E° & son antidual par

(’ )e,O *
Par le Théoréme 9.3, il est clair que ’argument d’analyse fonctionnelle de [BL, §13

(k)-(0)] et [BerB, §9 (d)] peut é&tre utilisé directement dans notre situation. En effet, la
structure asymptotique de L3, » quand T — +o0 est la méme que dans [BerB, §9 (c)].
Bien siir, on a aussi des variables Grassmanniennes supplémentaires g* € Tg.S, mais
elles sont du méme type que les f'.

e) Un opérateur V..
Soit F, I’espace vectoriel des sections C*® de A(TS)se@A(TRY )3, ®S, * K sur (TrY )s,-
Alors H, est inversible sur Fot.

DEFINITION 9.5. Soit ¥, 'opérateur de F, dans F, défini par

(9.24) U, = E, - F,H:'G..
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On vérifie facilement que I’opérateur ¥, est un opérateur elliptique d’ordre 2 agissant
sur F.. '

Pour U € BTY(0, 2c), on identifie (m3 A(Tg S)RA(T*OVY )y & m3A(T%S) 1 OA(T*OVY ),
par transport paralléle le long de la géodésique dans Y, ¢ € [0,1] — tU, relativement a
la connexion 7.’ V";A(T.Rs)gA(T'(o’l)Y)%b: L

L’opérateur Bj . agit sur les sections C* de A(T§S) s, @A (T**VY ), ® K sur BT¥ (0, 20).
Si ’on fait le méme changement de coordonnées locales sur Y;, et le méme changement
d’échelle sur les variables de Clifford c(fi) qua la Section 9(b), alors, & partir de B ., on
obtient un opérateur &2, qui agit sur les sections C*® de A(T{S)(RA(TRY s, RS K
sur BTY (0, 2=).

Théoréme 9.6. Sur BTY(0,2), on a

(9.25) U, =3

PREUVE: En utilisant (7.10), et en procédant comme en [BL, Théoréme 13.43], on a
(9.25). n

f) Preuve du Théoréme 9.2.

En utilisant les Théorémes 9.3 et 9.6, la preuve du Théoréme 9.2 est la méme que
dans [BL, §13(q)] et [BerB, §9 (g)]. ]
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10  La classe de Bott-Chern ch(E;, H(Z, £ z), h%, hE(Z4i2))

Le but de cette Section est de construire la classe de Bott-Chern EE(Ez,H (Z,¢2),
hEs RE(Z412)) € PS/PSY et de démontrer les Théorémes 3.8 et 3.9.

Cette Section est organisée de la facon suivante. Dans (a), on généralise les résultats
de [BGS1] sur les classes de Bott-Chern. Dans (b), on rappelle la propriété de fonc-
torialité de la suite spectrale de Leray [Grot]. Dans (c), d’aprés (b), on construit un
bicomplexe de fibrés holomorphes sur S qui calcule la suite spectrale de Leray. Dans
(d), on construit la classe de Bott-Chern ch(E,, H(Z,§|z), k¥, hE(Z42)) ¢ PS/PSO et
on démontre le Théoréme 3.8. Dans (e), on montre le Théoréme 3.9.

Dans cette Section, on suppose que 7; est projective, et que V et W sont des variétés
projectives. On utilise les mémes notations de la Section 3.

a) Classes de Bott-Chern.

Soit (E,v) = (E*,v)o<i<n un complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes
sur une variété complexe S. Pour s € S, on note H:(E) la i*™ cohomologie du complexe
(E,v),. On suppose que pour 0 < i < n, lerang des fibres H*(E) est localement constant..
Alors, pour 0 < 7 < n, H*(E) est un fibré vectoriel holomorphe sur S. Soit F* = v(E* 1),
G = Kerv|g: .

On a les suites exactes suivantes:

0— G- E' - Fitl 0,

(10.1) 0— Fi - G'— H(E)—0.

Soient hF', hZ'(®) des métriques hermitiennes sur E¢, H'(E). On note h% = ®:hF,
REE) = ;R () des métriques sur E = @;E*, H(E) = @;H(E). Soient A", hE les
métriques sur F¥, G* induites par h¥ . o

On note ch(Ef, Fi+1 AF hF™*) ch(G¢, H(E), hE, T (E))c PS/PSP les classes de
Bott-Chern associées & (10.1) [BGS1, §1(f)]. On pose

(10.2) ch(E, hE) = 2?:0(—1)'.Ch(Eia.hEi)a ) .
‘ ch(H(E), hE®) = T2 o (—1)ich(H(E), hT®).
On dit que F est scindé, si

(10.3) E'=G'e Fi*!, G'=H(E)e F,

et si les scindements (10.3) sont orthogonaux. _

Proposition 10.1. Il existe une unique maniére de définir une classe de Bott-Chern
ch(E, H(E), k%, hEE) € PS/PS® telle que

i) Ona

(10.4) %EE(E, H(E), hZ, hEE)) = ch(H(E), hE®)) — ch(E, hF).
i) Pour tout application holomorphe de variétés complezes f:S'— S,

(10.5) ch(f*E, f*H(E), "%, hf"#(®)) = f*ch(E, H(E), k%, h¥®).
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#1) Si E est scindé, alors
(10.6) ch(E, H(E),h®,h¥®) =0 dans P5/P".
PREUVE: La preuve est la méme que dans [BGS1, Théoréme 1.29]. ]
Proposition 10.2. On a
(10.7) &(E, H(E), k¥, h7®) = 5,(-1)[&(G', B (E), 1%, T'®)
+ch(E, F*, h" ,h7")| dans PS/PSC.

PREUVE: On vérifie facilement que le terme & droite de (10.7) vérifie (10.4)-(10.6).
D’apres la Proposition 10.1, on a (10.7). u

D’apres (10.7), [BGS1, Théoréme 1.20], si »'F, h'E(®) sont d’autres métriques sur E,
H(E), on a

&(E, H(E), k%, hZ®) — &(E, H(E), k'E, E®) =

(10.8) ch(E,hE, W'E) + ch(H(E), wEE) RE(E) dans PS/PSO.

Par la théorie de Hodge, on peut identifier H(E) au sous fibré de E formé des éléments
harmoniques dans E. Soit AZ(®) 1a métrique induite par la métrique A% sur H(E). Soient
VE, VE(E) les connexions holomorphes hermitiennes sur (E, k%), (H(E), ¥ (). Soit N
I’opérateur de nombre sur E. Soit v* I’adjoint de v pour A¥. On pose V' = v + v*. Pour
u > 0, soit A, la superconnexion

(10.9) A, = VE + JaV.

Pour s € C,Res > 1, on pose
— _l_ L s—1 _ A2
(10.10) () =~1755 JurH{ eV exp(—A2)
—¢Tr, [N exp(—VH(E)’z)] }du.

Alors (1(s) se prolonge en une fonction holomorphe de s € C prés de s = 0.
Pour s € C,Res < 1, on pose

_ 1 o 42
(10.11) ()= ~1033 [1 w1 {Tr, [V exp(— A2)]
—Tr, [N exp(—VH(E)'z)] }du.
En utilisant [BeGeV, Théoréme 9.2], {5(s) est une fonction holomorphe de s.

DEFINITION 10.3. On pose
)
(10.12) C(B,h®) = o-(C1+ ¢2)(0)-
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Alors ((E, h®) est une forme C*® sur S. En utilisant (10.10), (10.11), on a
(10.13)
1 d
(B, k%) = = [ {4V exp(=AD)] = T[N exp(=V 5]} 5

- / {<pTr, [V exp(—A2)] — @Tr,[V exp(— VH(E)’z)]} ks
+T(){pTra [N exp(~VE3)] — Tr, [N exp(— VH‘E”)]}
Par [BGS1, Théoréme 1.15], les formes {(E, h%) sont dans PS5, et on a
(10.14) %C(E, hE) = ch(H(E), h¥®) — ch(E, hF).
Proposition 10.4. On a lidentité
(10.15) ((E,hF) = ch(E, H(E),hE,h¥®)) dans P5/PS°.
Preuve: La preuve est la méme que dans [BGS1, Corollaire 1.30]. |
Proposition 10.5. Soit E =E° D --- D E™ = 0 une filtration de fibrés vectoriels

holomorphes sur S. On pose Gr'E = E° / E"*'1 Soient K, hSE = QRCTE des métriques
hermitiennes sur E, GtE = @Gr'E. Soit hE la métrique sur E* induite par hE. Alors
il eziste une unique maniére de définir une classe de Bott-Chern ch(E, GrE, hE, hCrE)
€ PS5 /P59 telle que

:) On a

(10.16) ‘93 (B, GrE, h*, h%F) = ch(GrE, h%F) — ch(E, h*).

1) Pour tout application holomorphe de variétés complezes f:S' — S,
(10.17) ch(f*E, f*GrE,h" 8 1F"%F) = f*ch(E, GrE, h¥® h%F),
i#i) Si pour tout k > 0, (E*, hE") = @;>x(Gr'E, RGFE) glors
(10.18) ch(E, GrE, hE, h%E) = 0.
PREUVE: La preuve est la méme que dans [BGS1, Théoréme 1.29]. ]
REMARQUE 10.6. On a les suites exactes suivantes
(10.19) S;: 0—-E*" 5 E -Grf'E—0.
D’aprés la Proposition 10.5. on vérifie facilement qu’on a

(10.20) ch(E, GrE, h®,h%F) = —£7 h(E',Gr'E, k¥, h%'F)
dans P5/PS9.
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Soit £ = (£79)(0 < p,q¢ < n) un bicomplexe de fibrés vectoriels holomorphes her-
mitiens sur S. Soit H(€) la cohomologie de £. Soit (&,,d,) la suite spectrale induite
par la filtration FPE = @y»,EP*. Soit FH(E) la filtration associée sur H(E). Alors
o = GrH(E) [GrH, §3.5).

On suppose que pour p,¢,r > 0, le rang des fibres £7? est localement constant.

Soit A = @A™ une métrique sur £ = BEPY, et h% la métrique correspondante sur
& = E. Soit h% (r > 1), h¥®) des métriques sur £,, H(E). On suppose que pour r > n,
h% = hf~. On pose

(10.21) ch(H(E), Euo, BT, h5=) = Tp_o(~1)*ch(H*(E), GrH*(€), hT"E), hE=).
Théoréme 10.7. On a

(10.22) ch(€, H(E), k%, hHE) = £2 (ch(£n, Ens1, b, hE+)
—Ch(H(E), Eco, hHE) hE=) dans  PS/PSO,

PREUVE: La preuve est différée & la Section 13. [ |
b) Suite spectrale de Leray [Grot].

Soit Y un espace topologique. On note C¥ la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens sur Y. Pour G un objet de CY, on note 'y (G) le groupe des sections de G sur
Y.

DEFINITION 10.8. Soit G un faisceau de groupes abéliens, et soit L = (L*) un com-
plexe & degrés positifs de faisceaux de groupes abéliens. Soit € : G — L une application
d’augmentation. On dit que le complexe L est une résolution de G, si la suite

(10.23) 0GS-S .. oL ...

est exacte. On dit que le complexe L est une résolution injective (resp. acyclique) de G,
si de plus les L sont injectifs (resp. acycliques).

Si (F,v) est un complexe dans C¥, on note, pour i € Z
(10.24) Z{(F) = Ker(vr:), Bi(F) = Im(vpi-1), H(F) = Z*(F)/B!(F).

Soit L = (L*?) un bicomplexe dans C¥, on définit aussi Z?7(L), B»4(L), H??(L) comme
(10.24) pour le complexe L*? = (L*9),.

DEFINITION 10.9. On dit que le bicomplexe L = (L?9),>¢ est une résolution du
complexe F' = (F?),>, s’il existe une augmentation F' — L , telle que pour p fixé, L»*
est une résolution de F?, et si on filtre L par FIL = @g>,L*?, alors la suite spectrale
associée (€.(L),d,) dégénére & &(L). On dit que le bicomplexe L = (LP9) est une
résolution injective (resp. acyclique) de F, si de plus les L?, HP?(L) sont injectifs (resp.
acycliques).

REMARQUE 10.10. Le bicomplexe L = (LP?) est une résolution du complexe F si
et seulement si pour p fixé, L?* (resp. ZP*(L), resp. B»*(L), resp. H?*(L)) est une
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résolution de F? (resp. Z?(F'), resp. B?(F), resp. H?(F)) [CE, Chap XVII|. De méme le
bicomplexe L = (L??) est une résolution injective (resp. acyclique) de F, si et seulement
si de plus les L?4, ZP4(L), B*4(L), H?*(L) sont injectifs (resp. acycliques).

Soient X,Y deux espaces topologiques. Soit f une application continue de Y dans
X. Soit G un objet de CY, soit (G?) une résolution de G dans C¥. Soit L = (L?9) un
bicomplexe qui est une résolution injective du complexe F = (f.(G?)) dans C*. Alors on
obtient un bicomplexe I'x(L). Si on le filtre par FPT'x(L) = ®p>,I x(L*"'), on obtient
une suite spectrale associée (E,,d,) dont le terme F, est

E2(G) = H* (X, R*f.(G))-

et dont le terme E, est le groupe gradué associé a une filtration convenable de (H™(Y, G))x.

Le résultat suivant est établi dans [Grot, Théoréme 3.7.3).

Théoréme 10.11. Soit X,Y deuz espaces topologiques. Soit f une application
continue de Y dans X. Alors il existe un foncteur spectral sur la catégorie C¥ des
faisceauz de groupes abéliens G sur Y, aboutissant au foncteur gradué (H™(Y,G)),, et
dont le terme initial est '

(10.25) E?Y(G) = H?(X, R'f.(G)).

De plus, ce foncteur spectral est calculé de la maniére ci-dessus.

RMARQUE 10.12. Pour calculer la suite spectrale de Leray, d’aprés [Grot, pl47 et
p149, Remarque 2], on sait qu’on peut prendre aussi une résolution G de G par des G*
qui sont f,-acycliques (i.e. Rif.G* = 0, pour j > 0,7 > 0), et qu’il suffit de supposer
que L = (L%?) est une résolution acyclique du complexe (f.G9).

c) Un bicomplexe holomorphe sur S.

Dans cette partie, en procédant comme dans la partie (b), on construira la suite
spectrale de Leray dans le contexte holomorphe.

DEFINITION 10.13. Soit (F,v) = (F¥) un complexe (resp. F = (F*7) un bicomplexe)
de fibrés vectoriels holomorphes sur une variété complexe V. On suppose que les Hi(F)
sont des fibrés vectoriels holomorphes. On dit que le bicomplexe F est une résolution de
fibrés holomorphes du complexe F, si les H* sont des fibrés vectoriels holomorphes et
le bicomplexe F vérifie les conditions de la Définition 10.9 dans le contexte holomorphe.
Si de plus, les F*, H% sont des fibrés acycliques, on dit que le bicomplexe F est une
résolution acyclique de fibrés holomorphes du complexe F.

REMARQUE 10.14. Désormais, si F = (F*’) est une résolution acyclique de fibrés
holomorphes du complexe F sur V, alors on note (€,(F),d,) (resp. (E.(¥),d,)) la suite
spectrale associée au bicomplexe F filtré par FPF = @y»,F*? (resp. H°(V,F) filtré
par FPHO(V, F) = @p>,H*(V, F**#')). D’aprés la Définition 10.13, on a

(10.26) E\(F)=H'(V,&(F)), EP*(F)=H*(V,H(F)).
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On rappelle que V' et W sont des variétés projectives. Soit n = dimZ.

En procédant comme en [GrH, §5.3], [Q1, §7.2.7], on peut construire une résolu-
tion 7y, et 3. acyclique (£%)o<i<n de fibrés holomorphes de ¢ sur W. On note F* =
R°m1.&%(¢ > 0). Alors F* est my,-acyclique. On a aussi un complexe F' de fibrés holo-
morphes sur V'

(10.27) (Fbv): 0= F S F' S ... 5 F" 0.
Alors d’apres la construction de 'image directe, on sait que pour i > 0,
(10.28) H(F) = Rim.é.
Pour 7 > 0, on pose
(10.29) Z}(F) = kervjpi, B(F)=v(F1).

Comme le rang de H*(F) est localement constant, on sait que les rangs de Z!(F'), B{(F)
sont aussi localement constants. Donc Z*(F'), B'(F') sont des fibrés vectoriels holomor-
phessur V.

D’aprés [BS, Preuve du Lemme 12], on sait qu’on peut construire des fibrés vectoriels
holomorphes B, Z% H% F% (0 < i,j < n)sur V tels que pour chaque fibre Y, (s € S),
pour tout ¢ > 0, le bicomplexe

0 — Z% — F** — Bithe _, 0, (resp.0 — B%* — Z"* — H"* —0)
est une résolution ma.-acyclique de fibrés holomorphes du complexe
0 — Z(F) = F' - B*Y(F) - 0, (resp.0 — Bi(F) — Z'(F) — H(F) — 0)

au sens de la Définition 10.13.
Maintenant, on compose les bicomplexes

0— Zi,o — Fi,o — Bz'-i-l,o =0

et les injections B** — Z**, on obtient un bicomplexe (¥%4) de fibrés holomorphes sur V
qui , pour chaque fibre Y,(s € S), est une résolution m.-acyclique de fibrés holomorphes
du complexe (F*) au sens de la Définition 10.13.

Désormais, on note (£*)o<i<n une résolution 71, et 73, acyclique de fibrés holomorphes
de £ sur W, et on note F¥ = Rom,£%. Soit F = (F*9) une résolution ma.-acyclique de
fibrés holomorphes du complexe (F*) au sens de la Définition 10.13. On note

(10.30) v P FHL g Fhi L, L

les morphismes du bicomplexe F, et d = v + § le morphisme total.

D’aprés la partie (b), si on filtre le bicomplexe de fibrés holomorphes E(F) =
(H°(Y,F), v,6) sur S par "FPE(F) = @x>,H'(Y, ]’l;’,"'), alors la suite spectrale asso-
ciée (E,(F),d,) calcule la suite spectrale de Leray (F,, d,) (4 partirde r = 2) pour s € S.
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d) Définition de ch(Ey, H(Z,¢\z), h%, hE(Z412)),

On se donne des métriques hermitiennes A%**(*), RE*(F) sur E»¢(F) = H(Y, FE,
EP*(F). On pose h¥2(*) la métrique sur E3(F) correspondant 3 h%s.
D’apreés la partie c) et le Théoréme 10.7, on a naturellement:

DEFINITION 10.15. On définit la classe de Bott-Chern ch(E,, H(Z, §1z),h %2, RE(Z412))
€ P5/PS? de la maniére suivante:

ch(Ez, H(Z,£2), h®, hEE49)) = h(E(F), H(E(F)), k5P, RE(Z412))
(1031) - =L, (Ey(F), B (F), hER)  pF41 (7)),

REMARQUE 10.16. En utilisant (10.8), on sait que la définition de ch(-,-) ne dépend
pas des choix de métriques AF*) sur E(F). De plus, on a :
(10.32) Z%EE( By, H(Z,£7), kB, hE(Z4i2))

= ch(H(Z,§)z), hFZ43)) — ch(E,, h™).

- Théoréme 10.17. La classe de Boti-Chern ch(Ez, H(Z,&z),h%, hE(Z42)) ¢ PS/pso
ne dépend pas du choiz des résolutions (£°) et F.

PREUVE: e Par [BS, §4], étant données (£}), (£3) deux résolutions 7. et m3.-acycliques
de §, on peut trouver une troisiéme résolution (£3) 71. et ms.-acyclique et des injections
t1, 2 des deux premiéres dans la troisiéme.

e Soit F; = R'm.&? (i = 1,2,3). Par [BS, §4], étant données F; une résolution
ma.-acyclique de fibrés holomorphes du complexe F; (i = 1,2), on peut trouver Fj 1, F3 2
des résolutions m.-acycliques de fibrés holomorphes du complexe F3, et des injections
pi + Fi — F3; (i = 1,2) compatible & p; : F; — F3, et qui induisent des injections
de &, (F;) dans & (Fs;). Pour appliquer [BS, §4], il suffit de considérer au cas ou F;
(i = 1,2,3) sont des suites exactes courtes.

¢ Enfin, par [BS, §4], on peut trouver une troisi¢éme résolution F3, m.-acyclique de
fibrés holomorphes du complexe F; et des applications injectives des deux premiéres dans
la troisiéme qui induisent des injections de & (Fs1), £1(Fs,2) dans & (Fs).

D’apres les discussions ci-dessus, pour montrer le Théoréme, il suffit de montrer que,
dans la situation suivante, les termes a droite associés & ces résolutions sont égaux.

Soit (¢%), ('¢*) deux résolutions my, et 73, acycliques de fibrés holomorphes de ¢ sur W,
et soit u : £* — '€* une injection de complexe. Soit F* = R%my,&%, G = R%m.,'¢¢, alors on
a une injection de complexe p : F — G. Soit F = (F*¥) (resp. G = (G*)) une résolution
Taa-acyclique de fibrés holomorphes du complexe F' = (F¥) (resp. G = (G*)) sur V. Soit
u : F — G une injection de bicomplexes qui est compatible aux augmentations F' — F
et G — G, et qui induit également une injection p : E1(F) — &1(G).

Alors, on a le diagramme commutatif suivant:

0 F& G- G/F -0

10.33 )
( ) 0— }TFl) CT,'—> G/F —0.
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Par un argument de suite spectrale, le complexe G/F est acyclique.
Par (10.33), on a aussi le bicomplexe

51 &1 51 H)
(10.34) v __)8;,4('7:)_)810:9(g)__)g;aq(g/f')_,g;,q+1(j:)_, . oo

dont chaque ligne est acyclique.
Par la Définition 10.13 et (10.34), et par un argument de suite spectrale, on a

(10.35) E(G/F)=0.
Comme p : £ (F) — &1(G) est injective, par (10.34), on a la suite exacte

Comme F, G, &, (F), £1(G) sont ma.-acycliques, par (10.33) et (10.36), G/F, E1(G/F) sont
aussi ma.-acycliques. D’oll G/F est une résolution ma.-acyclique de fibrés holomorphes
du complexe G/F.

D’apres la Remarque 10.14, on sait que

(10.37) Ey(G/F) = H'(Y,&(6/F)yy), Ea(G/F)=0.

Comme &,(F), &, (G) sont ma,-acycliques, par (10.26), (10.36) et (10.37), on a la suite
exacte suivante:

(10.38) E\(G,F): 0-— E\(F)—> E(G) — E(G/F)— 0.

Si on note I(F),I(G) les termes & droite de (10.31) associés & F,G, alors on doit
montrer que :

(10.39) I(F)=I1(G) dans PS/PS°
Dans la suite, pour simplifier les notations, on note E(G, F) la suite exacte suivante:
(10.40) E(G,F): 0— E(F)— E(G)— E(G/F)—0.

Soient hB(F) | pE-(9) RE-(G/F) (r = 0,1,2) des métriques hermitiennes sur E,(F), E,(G),
E.(G/F). Soient h¥E:F) hF(9:7) les métriques induites sur E(G, F), E1 (G, F).
Pour le bicomplexe

dr dt dt
(10.41) 0 -E(F)—E(G)—E(G/F)— 0,
en utilisant le Théoréme 10.7, on a

ch(B(F), H(E(F)), b5, hE@4a)) — ch(E(G), H(E(G)), hFE), hE(Z4is))
(10.42) +ch(E(G/F), kPP = h(E(G, F), hPEP)) dans PS/PS°,

Pour le bicomplexe
»T »T vl
(10.43) 0 -E(F)—E(G)—E(G/F)— 0,
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en utilisant le Théoréme 10.7 et (10.38), on a

(10.44) E(E(F), Bx(F), hED, 1B - E(E(G), Ey(G), hEO), hE(O))
+E(E(G/F), By(G]F), hEOIP) hEGIPY 4 Gh(Ey(G, F), hEO)
= (?E(E(g)f)a hE(g’}-)) da.llS PS/PS'O.

Pour le bicomplexe

&1 &1 &
(10.45) 0 —E:(F)—E(G)—E(G/F)— 0,
en utilisant le Théoréme 10.7 et (10.38), on a.

(10.46) ch(Ey(F), By(F), W2 h%) — ch(Ey(G), Ex(G), hB©), hP2)
+ch(Ey(G/F), kB E/P)) = ch(E, (G, F), kB 7)) dans P5/PS°,

Pour le bicomplexe E(G/F), en utilisant le Théoréme 10.7 et (10.37), on a

(10.47) h(E(G/F), E(G/F), hEC/F) kBRI 4 ch(Ey(G/F), hPr9/P)
= ch(E(G/F),h®E/7)) dans PS/PS°.

Par (10.42)-(10.47), on obtient (10.39).
On a bien terminé la preuve du Théoréme 10.17. u

e) Preuve du Théoréme 3.9.
Maintenant, on utilise les mémes notations du Théoréme 3.9.

Soit (E,(F),d,) la suite spectrale définie & la partie 10(c).

Soit g7° la métrique kihlérienne sur T'S.

Soit A(E.(F)) (r =0,1,2), A(R*73.{) les droites complexes qui sont les inverses du
déterminant de la cohomologie de E,(F), R*73.{ sur S, munies de la métrique de Quillen
associées aux métriques g75, hB(F) pE(Z412),

Soit o, (r = 1,2) la section canonique de A(E,-1(F)) ® A~Y(E,.(F)). Soit T la section
canonique de A(E(F)) @ A7} (R*m3.f). Soient || || (r = 1,2), | ||s les normes de
Quillen sur A(E,_1(F)) @ A" Er(F)), ME(F)) @ A" H(R*ms.).

Par [BGS3, Théoréme 1.23], (10.2) et (10.7), on a

(1048) logllo. = [ TA(TS, g™)FH(Be1(F), B(F), b=+, 15,
log |7l = j; TA(TS, ¢75)(E(F), H(E(F)), kB, hE(Zia)),
Par [KM], on a aussi
(10.49) 0 =0,® 01 ® 05"
Par la Définition 10.15, (10.48) et (10.49), on a le Théoreme 3.9. |
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11 1Identités entre les formes de torsion analytique d’un complexe de fibrés
holomorphes

Soit 7 : M — B une submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit (7, v)o<i<n
un complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens sur M. On suppose
que le rang de I’hypercohomologie H(Z, 7 z) est localement constant sur B. Dans cette
Section, on montre des relations entre les formes de torsion analytique du complexe
(m,v).

Cette Section est organisée de la facon suivante. Dans (a), on rappelle la défini-
tion de formes de torsion analytique pour le complexe (7,v) [B4, §3(b)]. Dans (b), on
démontre une identité de formes de torsion analytique assocées a (7,v). Dans (c), on
énonce une identité entre les formes de torsion analytique de (7, v) et celles de son fibré

cohomologique. Dans (d), en déformant le complexe n [GS3], on montre le Théoréme
11.2.

Dans cette Section, on utilise les mémes notations des Sections 1(c) et 2.
a) Formes de torsion analytique associées & un complexe.

Soient M, B des variétés complexes. Soit @ : M — B une submersion holomorphe
de fibre compacte Z. Soit w™ une (1,1)-forme réelle, fermée, C* sur M qui vérifie
I’hypothése du Théoréme 1.12 pour 7. Soit g7Z la métrique hermitienne sur 7'Z induite
par wM. Soit
(11.1) (mv): 0= St S ... 59" 0.
un complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes sur M. Soit k" une métrique
hermitienne sur 7%, et soit A" = @;h" la métrique correspondante sur 7 = OF_o7°.

Pour b € B, soit Ej ’espace des sections C*® de A(T"(0 1)Z) ® 5 sur Zy. Soit Nz, Ng
les opérateurs de nombre sur A(T*®VZ),n. Alors 'opérateur Nz + Ny définit une Z-

graduation sur E. Soit &” V'opérateur de Dolbeault agissant sur E. Alors (E, 5+ v)

est un complexe Z-gradué. Soit H(Zs, 7|z ) 'hypercohomologie de (Oz(nlz) v) sur Z.
Alors

(11.2) H(Zy,mz) ~ H(E;, 8" +v).

On suppose que le rang des fibres H(E, 7 + v) est localement constant, Alors
H(E, 5 + v) est un fibré holomorphe sur B. Dans la smte, on identifie les fibrés holo-
morphes H(E 5 + v) et H(Z,nz).

Soit 3~ " (resp. v*) I'adjoint de 5° (resp. v) relativement & g¥Z,h" (resp. h"). On
pose - :

(113) V""U+‘U, Z=B_Z+gz.
| AZ =DZ +V.

Par la théorie de Hodge, pour b € B,
(11.4) H(Ey, 8 +v) ~ KerA%.

85



Comme & la Section 2(b), KerAZ hérite du produit (2.2) de E. Soit hZ#(ZM2) la métrique
hermitienne correspondante sur H(Z, nz).
On pose

ch(n, ") = T2 o(—1)'ch(7, h"’.),

WD (H(Z,ma), W) = S (1) eh(HH(Z, mz), B ).

Par lextension de [BK&] au complexe de fibrés hermitiens (E,-gz + v), on peut
associer des formes de torsion analytique T(w™,5> + v,h") € PB/PBY [B4, §3(b)].
Pour cela, il suffit de remplacer partout 5 par 5 + v.

Les formes T(w¥, 5+ v, h") vérifient 1’équation suivante:

(11.6) 22T (™, +v,h7) = ch(H(Z,myz), h7E) - [, Td(T2, 6%)ch(n, ).

On va maintenant exprimer T'(w™ 0 +v, h") en fonction des formes de torsion an-
alytique associées aux deux filtrations du complexe E.

b) Formes de torsion analytique du complexe F et filtration par 7.

Dans cette partie, on suppose que 7 est m,-acylique, i.e. pour tout j > 0,7 > 0, on a
Rim.n* =0. Alors les R%m,n* sont des fibrés vectoriels holomorphes sur B.
On pose (* = R°m,n'. Alors

(11.7) €v): 0—-(0 B¢t B¢ 0.

est aussi un complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes sur B. On note H:(({)
le i*™¢ groupe cohomologique du complexe ({, v),.

Par un argument de suite spectrale, pour i > 0, H*(¢) et H"(E,gz + v) sont iso-
morphes canoniquement et holomorphiquement. Dans la suite, on identifie les fibrés
holomorphes H(() et H(Z,7z) sur B.

Soient h¢ et h¥ ©) les métriques hermitiennes sur ¢ et H({) induites par (g%, A7),
et hS. Soit ch(¢, H((), kS, hE(Zma)) ¢ PB/PBO 15 classe de Bott-Chern construite & la
Section 10(a). Soit T'(w™,h™) les formes de torsion analytique sur B associées & *. On
pose

(11.8) T(w™,h7) = Bio(—1)'T(w™, hT)
Théoréme 11.1. On a l'identité

(11.9) T(wM,gz. + v, h") = T(w™,h") + gﬁ((, H(C), kS, hEEZma))
dans P3/pPB30

PREUVE: La formule (11.9) est une généralisation de [B4, Théoréme 0.2]. La seule
différence est qu’on suppose dans [B4 , §14], H(¢) = 0 pour i < n. En utilisant la
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Proposition 10.4, et en procédant comme en [B4 , §14], on a (11.9). ||
c) Formes de torsion analytique du compiexe E et filtration par v.

Dans cette partie, on suppose que 7 vérifie une de deux conditions suivantes:
i) Pour ¢ > 0, on a Hi(n) =0.
ii) Le rang des fibres H(5) est localement constant, et H(n) est m,-acyclique.
Alors par un argument de suite spectrale, on sait que H(Z, H(7n)|z) est un fibré
vectoriel holomorphe sur B, de plus, H(Z, H(n)|z) et H(Z,nz) sont isomorphes canon-
iquement et holomorphiquement. D’ou dans les deux cas ci-dessus, on peut identifier les
fibrés holomorphes H(Z, H(n)|z) et H(Z,nz).

Soit hHM une métrique sur H(n). Soit AZ(ZHE(Mz) la métrique sur H(Z, H(n)z)

induite par g7Z, hZ™. Soit ch(n, H(n), k", hRZ™) la classe de Bott-Chern construite 4 la
Section 10(a).

Théoréme 11.2. On a l’identité suivante
T(wMa—a-z + v, hq) = T(wM7 hH(ﬂ)) - EE(H(Z’ WIZ), hH(Z'mZ)y hH(Z’H(ﬂ)IZ))
(11.10) + /Z Td(TZ,g%%)h(n, H(n), k", kE™) dans PE/PBO.

d) Preuve du Théoréme 11.2.

Soit P! le plan projectif complexe. Soit O(1) le fibré en droite canonique de degré 1
sur P!, et soit o la section holomorphe de @(1) définie par (1,0) € C**. Alors o n’est
nulle qu’en point co. Si F' est un fibré vectoriel holomorphe sur M x P!, et m > 0, on
définit F'(m) de la maniére suivante:

(11.11) F0)=F, et F(m)=F(m-1)Q O(1).

Pour i > 0, on pose F* = Im(vpi-1), G = kerv):, H* = H'(5). Soit RF' RS les
métriques sur F¥, G* induites par A”. :
Pour j =0,---,n—1, soit 'application F¥ — G’ @ F?(1) définie par l'inclusion dans
G’ et par Id®oc dans Fi(1). Soit'G? = Gi@F#(1)/F?. Soit I’application G7 — n/@'G#(1)
définie par I’inclusion dans 77 et par z € G — [(z,0)] ® ¢ € 'G/(1) . On définit aussi
¥ = Coker(G¥ — 7 @'Gi(1))(2n — 27),
(11.12) Fi=Fi2n-2j+2), G'='G'(2n-2j+1),
Hi = Hi(2n—-2j +1).

Alors on a les suites exactes suivantes sur M x P*

(11.13) 0 G =i = Fitl 0,
0 — Fi+l _ Gitl Hi+l 0.

En les composant, on obtient un complexe (7,v) = (7, v)oci<n sur M x P* [GS4, Lemme
3.
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Soit z le paramétre complexe standard sur P?, et soit i, : M — M x P! I’application
de z € M A (z,2) € M x P'. Alors pour z # oo, comme o(z) # 0, le fibré i%(7) est
isomorphe & 7, et ¢ 7 ~ Fi @ Fi+*' @ H?. Par partition de I'unité, on peut trouver une
métrique A" sur 77 telle que les isomorphismes i37 ~ 77 et i* 7 ~ FJ @ Fi+' @ H/ sont
des isométries.

Proposition 11.3. On a

(11.14) h(n, H(n), ", hZ®) = — [ ch(7, h7)log |I"
PREUVE: La preuve est la méme que dans [BGS1, (1.115)]. |

Maintenant, on considére le diagramme commutatif suivant:

(11.15) MxP'4 M
. ™ in
BXP' - B.
avec T = 7 X Idp:.
Soit H(Z,1z) ’hypercohomologie du complexe (Oz(%jz),v) sur Z. Par notre hy-

potheése, le rang des fibres H(Z, 7]|z) est localement constant. Donc les formes de torsion
analytique T'(p*w™, 3+, h7) € PBxP' | pBxP0 gont bien définies. On a aussi

(11.16) piaH(Zmz) — hH(Z,'l[z), hi%H(Zm3) — pH(ZH(n)z)
On a
80
(11.17) % log |Z|2 =09 — (500

En utilisant le Théoréme 2.11, (11.14) et (11.17), on obtient
Iz Td(T Z, g7%)ch(n, H(n), 7, REM) — ch(H(Z, mz), hEEmz) pEEEMIZ))
(11.18) = Jor 2T (p"wM, 3’ + v, h7) log |22
= 3T (p*w™, 3 + v, h7) — it T(p*w™, 5" + v, 7).
Par les définitions de T, 7, b7, on a
(11.19) 2T (p*w™,5° + v, A7) = T(w™,5° + v, k"),
i:oT(p*wM,Ez + v, h";) = T(wM,—a-Z + v, hi;;).

Pour terminer la preuve du Théoréme 11.2, par (11.18) et (11.19), il reste & montrer que

(11.20) T(w™,5° +v,h™") = T(w™,hE") dans PB/PBY,
D’apres notre construction de 7, pour le complexe 357, on a
(11.21) PF=FeFteoH, k=T =h"ohP" gh?.

et I’application v : i*. 7 — i* 77*! est donnée par 0 sur F? @ H?, Id sur Fi+.

Par (11.16), (11.21), et en utilisant les relations ci-dessus, on peut vérifier facilement
qu’on a (11.20).

Par (11.18)-(11.20), on a (11.10). =
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12 Preuve du Théoréme 3.11

Pour montrer le Théoréme 3.11, on va appliquer les Théorémes 3.5, 11.1, 11.2 et la
Section 10.

On rappelle que (£°,v) = (&*,v)o<i<n est une résolution de fibrés holomorphes m,
et ms.-acycliques de & sur W. On pose F* = Rm.é*. Soit F = (F*¥) une résolution
maa-acyclique de fibrés holomorphes du complexe F' = (F*) au sens de la Définition 10.13.
On note aussi (&,(F),d,) (resp. (E.(F),d,)) la suite spectrale associée au bicomplexe F
filtré par FPF = @y, F*? (resp. H(Y, F) filtré par FPH? (Y, F) = @p>, H*(Y, f'l'l’,pl)).
Soient v : Fid — Fitli  §: Fid — Fhit+l Jes différentielles du bicomplexe F.

~ On rappelle que A¢ est une métrique hermitienne sur £, et que hf™+¢ pEm:¢ sont les
métriques sur R*m.¢, R*ms.¢ induites par (¢7%, A¢), (g7%, h*) définies & la Section 2(b).
Soit A" = @;h¢" une métrique hermitienne sur £°. Soit A¥ la métrique sur F induite par
(6™, "),

Comme 4 la Section 11(a), on définit Tp(w¥,3" + v, hF) (resp. Ts(w¥,5° + v, k"))
les formes de torsion analytique sur S associées a (V, S, m,) (resp. (W, S, w3)).

Dans la suite, pour 7 un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur V', on note toujours
Ty(w", A") les formes de torsion analytique sur S associées & (V, 5, m2). Si (Lf)o<i<n st
un complexe de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens sur V', on note

(12.1) Ty(w”,hY) = E7o(—1)' Ty (w”, &%).
Soient H(Z,£},), H(Y, Fiy) les hypercohomologies de (Oz(§]z), v), (Oy (Fjy),v). Soient

REZ4(s) pEY:Fir) les métriques sur H(Z, £ *2), H(Y, Fly) induites par ( g¥Z, k&), (¢F¥, hT)
comme & la Section 11(a). Comme &° est une résolution m;, et m3.-acyclique de & sur W,
on a

(12.2) H(Z,&;) = H(Y, Fiy) = R*ms.é.
En procédant comme aux Sections 4-9, on a
(12.3) Ty(w",8° +v,kE") = fy TA(TY, g7Y)Ty (¥, hE")

+T(w¥, 8" +v,hF) — [, Td(TZ,TY, g7%, g7%)ch(£*, i€")
+ch(Rems., REWFY) pFE4D))  dans PS/PSO.
Pour le complexe £* = (%), en utilisant les Théorémes 11.1 et 11.2, on a
Ts(wW, k) = — [, TA(TZ,g"%)ch(£*, €, e, hE)
(12.4) +Ty(wW,5° + v, hE")
+ch(Remsn, h¥P4is) hB™-€)  dans PS/PS,

Ti(w%,h8) = Ty(w",h€") + ch(F, R*m.€, hY, hPmet)
— [x Td(TX, gTX)ch(¢*, &, k¢, hE) dans PV/PYO.
D’aprés (3.2), (12.3) et (12.4), on a
To(w¥, k€) — fy TA(TY, g™)T1(w™, b¥) = — [; TA(TZ,TY, g"7, 9" )ch(¢, hf)
(12.5) +Ty(w", 8" + v, hF) + Ch(R*mguf, RE®FIY), pRms-t)
— Jy TA(TY, ¢™¥)ch(F, R*m1.€, hF, hB™+€) dans PS/PS°.
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Soit 'E,(F) la suite spectrale associée & F filtré par 'F?(F) = @p>,F? . Alors pour
g>0,0na

'£°(F) = F?, 'E5°(F) = RPm,

(129 '£28(F) = "5} (F) =0.

Pour le bicomplexe F, d’aprés la Définition 10.13, et (12.6), les suites spectrales
E(F),'E.(F) dégénérernt en Ey(F), 'E2(F), et on a
(12.7) E(F) ="E3(F) = R*mé.

On note h&(F)| p'&(F) les métriques sur &(F),'E,(F) induites par AR+,
Par (10.26), pour r = 0,1, on a

(12.8) E,(F) = H' (Y, E.(F)).

Soit A* = @,,h”"" une métrique hermitienne sur F. Soit A5*) (r=0,1) la métrique
sur &,(F) induite par h”. Soient h¥¥F), RHEY:A(F)) les métriques sur E(F), Ei(F) in-
duites par g7¥, h”, AE(F),

Soient H(Y, Fiy), H(Y,'E1(F) &y) les hypercohomologies des complexes (Fjy,v + 6),
("€1(F)y,v) sur Y. Soit RE¥Fi¥) la métrique sur H(Y, Fiy) induite par g7¥,2%. On
rappelle qu’on a

(12.9) H(E(F)) = H(Y, Fiy) = H(Y,'€1(F)) = R'mu..

En procédant comme dans la preuve du Théoréme 11.2, dans laquelle on remplace
gy paI5Y+'v, on a

Ty(w”,3 +v,hF) = Th(w¥, 3 + v+ 6, k%)
(12.10) — fy TA(TY, gT¥)ch(F,'E1(F), h”, hF)
+ch(R*ms. &, REXFiy) pEXFiv)y dans PS/PS?,

Pour le complexe (F,v + §), par le Théoréme 11.1, on a

21y BT +utbE) =W, h)
’ +ch(E(F), H(E(F)), ), hREYFir)) dans PS/PSO.
Pour le complexe (F,v), en utilisant les Théorémes 11.1, 11.2 et (12.8), on a

(12.12) Ty(w",h%) = fy TA(TY, ¢T¥)h(F, &(F), h”, hE:)
+Tp(w¥, hE1 ) — ch(E(F), Ey(F), hEF), REX:E(F))  dans PS/PSO,

Pour le complexe (£,(F), 6), par les Théorémes 11.1 et 11.2, on a

(12.13) To(w¥, R8P = Ty(w”, hE™+¢) — ch(E, (F), By, REGAF) )
+ /Y TA(TY, g7¥)ch(& (F), Eo(F), k8P, RB7+€)  dans PS/PSO,
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Par la Définition 10.15, (12.10)-(12.13), on a

Ty(wV, 8 +v,hF) = Ty(w”, hRme€)
(1214) + fY Té__(m gTY) [E}:{JCAE(E’(_'F), 8i+1(f)’ &) ’ h&+1(f))
—ch(F,'&1(F), b, hF)]
+ch(E,, H(Z,iz), k%, RE®AY))  dans P5/PS®,

Par le Théoréme 10.7 et (12.7), on a

SLoch(E(F), Eea(F), hEP) hEn1 ()

(12.15) — E}=0C~h(,£i(f), '£i+1(.F), h’s,(f)’ h'es‘+1 (‘F)) da.nS PV/PKO‘

De (12.5), (12.14) et (12.15), on tire le Théoréme 3.11.
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13 ‘Preuve du Théoréme 10.7

Dans cette Section, on montre le Théoréme 10.7.

Soit (£, d, v) un bicomplexe de fibrés vectoriels holomorphes sur une variété complexe
M. Soit (&,,d,) la suite spectrale associée a la filtration par v. On suppose que les &,
sont des fibrés vectoriels holomorphes sur M.

Une stratégie possible pour démontrer le Théoréme 10.7 serait d’utiliser la défor-
mation sur P! [BGS1, §1(f)] et [BGS4, §4]. On obtiendrait un bicomplexe de fibrés
holomorphes sur M x P!, qui coincide avec le bicomplexe donné sur M x {0}, qui a tous
les propriétés de ce bicomplexe sur M x P!\ {co}, mais qui est tel que sur M x {oo}, la
suite spectrale dégénére en E;. Mais, en général, les (&],d,) relativement & ce nouveau
bicomplexe ne sont pas localement libres, ce qui nous interdit d’utiliser cette méthode.
On est donc amené & utiliser une technique analytique directe.

On procéde en effet comme & la Section 4, mais ici, I’analyse est plus facile puisqu’on
est en dimension finie. Toutefois, on a une difficulté technique supplémentaire, puisque
la suite spectrale ne dégénére en général pas en &,.

Cette Section est organisée de la fagon suivante. Dans (a), on rappelle les notations et
les hypothéses. Dans (b), comme & la Section 4, on construit une 1-forme sur R} x R} .
Dans (c), on énonce une suite de résultats intermédiaires qui sont utilisés dans la preuve
du Théoréme 10.7. Dans (d), on montre le Théoréme 10.7. Dans (e) et (f), on démontre
les résultats intermédiaires.

On utilise les mémes notations de la Section 10(a).

a) Le théoréme principal.

Soit M une variété complexe de dimension m. Soit £ = (£79)(0 < p,g < n) un
bicomplexe de fibrés vectoriels holomorphes sur M. Soit H(E) la cohomologie de £.
Soit (&,,d,) la suite spectrale induite par la filtration F?E = @y»,E7"*. Soit F*H(E) la
filtration associée sur H(€). On suppose que pour p,q,7 > 0, le rang des fibres €77 est
localement constant. Alors les £79, F?HP*9(E) sont des fibrés vectoriels holomorphes
sur M. Soit Af une métrique sur £ . Soit A¥(®) la métrique sur H(E) induite par h%, en
utilisant la théorie de Hodge.

Soient d : £P9 — EPtLe gy : EP 5 EPeFL Jeg différentielles du bicomplexe €. Soit
v*,d* I’adjoint de v,d pour h%. Alors on a

(13.1) [v,d] = [v*,d"] =0.
On pose
(13.2) D=d+d, V=v+v"

Soient Ng, Ny les opérateurs de nombre sur &, i.e. Ny, Ny agissent sur £P9,EP? par
multiplication par p, g. Alors N = Ng + Ny est 'opérateur de nombre total sur €.

On va définir par récurrence une suite de sous-espaces hermitiens de £, & D €; D
«-+DELD .- tels que

(13.3) £~ E,.
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On pose

Supposons qu’on a construit les £, (r' < r). Alors comme £, =~ £,, I'opérateur d, agit
sur £]. Soit d} I’adjoint de d,. pour la métrique de £.. On pose

(13.5) D, =d, +d;,
++1 = KerD,.

Alors €], C £], et €], hérite d’'une métrique de £]. Par la théorie de Hodge,
(13.6) &1 ™ Erp
Le résultat suivant est établi dans [BerB, Théoréme 6.1].

Proposition 13.1. Pour r € N, £] est naturellement scindé en une somme di-
recte orthogonale €] = @, &7, avec EP? C EP1, de telle sorte que sous I’identification
(&},dr) ~ (&,d,), on a EPY o EPA,

Désormais, on ne distingue plus £ et £,. Donc on a
(137) E=&EDE DED--

Soit k% (r > 0) la métrique sur &, induite par la métrique h°.
Pour la clarté de I’exposé, on reénonce le Théoréme 10.7 :

Théoréme 13.2. On a l’égalité suivante

(13.8) ch(&, H(E), hE, hEE)) = THSch(E,, Epp, e, hE+1)
—ch(H(E), Ecy hHE) hF=) dans PM/PMD,

PREUVE: Le reste de cette Section est consacré a la preuve du Théoréme 13.2. n

Pour r > 1, soit & ’espace orthogonal & &, dans &,_;. Pour r > 1, Soit p, la
projection orthogonale de & sur &,. On pose p;- = 1 —p,. Alors D, agit sur £;;, comme
un opérateur inversible.

Soient V£, V% les connexions holomorphes hermitiennes sur (£, h%), (€, h%). Soit
P, la projection orthogonale de &, sur &,,;. Alors par [B2, Proposition 1.8], on a

(13.9) Vé+a = 5 VEp,.
Par récurrence, on a
(13.10) V& = p, Vép,.

b) Une 1-forme sur R} x R.
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Pour u > 0,7 > 1,r > 0, on pose

_ Ar =D+TV,
(13.11) D3ur = VE+uAr,
Dyw = V& +uD,.
On définit aussi
(13.12) Dyor=VE +u(d +Tv"), Di,r=V"+u(d+Tv).

DEFINITION 13.3. Soit a7 une 1-forme & valeurs dans PM sur R} x R :

2N 2Ny
(13.13) o1 = duypTr, [T eXP(-Dg,u,T)] + dT(pTr,[ TV eXP(‘Dg,u,T)]-

Théoréme 13.4. Onal ’e’gdlz'te’ sutvante:

2 5.0 b
doy,r = ;;du dTSO{a%Tr: [[Dls,u,T7 N]exp(=D3az — TNV)] b=0

0 " 2 b
(13.14) ~0 T [[D5 o r N exp(=D3 o p — = W)],_,
-8 2 b
~005-Tr, [N exp(~Dlur — M), }-

PREUVE: La preuve est la méme que dans [BK®, Théoréme 2.9].
c) Des résultats intermédiaires.

Pour T > 0, on pose

(13.15) hE = @, , THhE".

Alors h% est une métrique hermitiennne sur £ = @,,E?7. Alors I’adjoint de v pour la

métrique k% est donné par T2v*. On pose
(13.16) =D + v+ T
Alors on a un isomorphisme canonique C* de fibrés vectoriels sur M

(13.17) H(E) ~ KerDr.

Soit Al ) Ja métrique hermitienne sur H (€) induite par l'identification (13.17). Soit
VZ©) la connexion holomorphe hermitienne sur (H(E), hg (g)). Soit Pr la projection

orthogonale de € sur KerD/, associée  hf.
Théoréme 13.5. i) Pour tout u > 0,

(13.18) L o Tr, [V exp(~D2, 1)| = ¢Tr. [N exp(-D1,)]-
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i) Pour tout u > 0, il existe C > 0 tel que pour tout T > 1,

o}
(13.19) |<pTr, [NV exp(—‘Dg,u’T)] — ¢Tr, [NV exp(—Df,u)“ < T
i#i) Pour tout 0 < u; < ug fizés, il existe C > 0 tel que pour u € [uy,us], T > 1,
(13.20) | T, [V exp(-D2, 1)]| < C.

Pour r > 0, on pose

ch'(€,, %) = ¢Tr,[N exp(—VE2)],
ch'(H(E), hE®) = T,(—1)% ch(H (), hE©)),

On rappelle qu’on a défini (&,, h5) € PM A la Définition 10.3.

(13.21)

Théoréme 13.6. On a l'identité suivante
_ T—.+°°{f 2{<pTr, {Nexp( D} 1‘T)] oTr, [N exp(— VH(K),z)]}%’lf
2Er>2 (r—1) [Ch’(gr, h&) — ch'(Epy1, hg"“)] log T}
=2 [" (G Tr [N exp(~D3.)] — cbl (£, h)}
—%,52C(En hE) + T'(1) [ch (2, B — ch' (Eco h“"°°)]
Théoréme 13.7. Quand T — +oo, on a

(13.22)

¢Tr, [NV exp(—Vg(s)’z)] = ¢Tr, [NV exp(—Vs‘”'z)] + 0(51_,-)

De plus

+oo
/1 {cpTr, [NV exp(—Vg(s)’z)] — ¢Tr, [NV exp(-Vg“"z)] a
(13.23) = -%ai(H(e),sw, RE(E) hf=) dans PM/pPMO

PREUVE: Les preuves des Théorémes 13.5 et 13.6 sont différées a la Section 13(e), et
la preuve du Théoréme 13.7 est différée & la Section 13(f). |

d) Preuve du Théoréme 13.2.

Pour montrer le Théoréme 13.2, on utilise la méme méthode qu’a la Section 4. On
note aussi I les termes corresponda.nts définis & la Section 4(c). En utlhsa.nt (10.13), les
Théorémes 13 5-13.7 et en procédant comme & la Section 4, on a
I} = —S}RCh(E,, Enpr, hE, hE+) + T'(1) [ch' (£, h%) — cb'(Ewe, )]

3 ch(H(E), Euo, hREE) hE=),

I§ = ch(&, H(E), k%, hHE) + T'(1)[ - cb'(€, )
+ch'(H(€), hE®)],

I3 = —ch(&,&,hE o) + I"(l){goTr, Ny exp(-V¥% 2)]
—Tr, [NV exp(—V&?) }

(13.24)
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En combinant la preuve du Théoréme 13.6, et [B4, §6(f);(h)], on peut traiter aussi
le terme a droite de (13.14). On a ainsi

(13.25) i, I?=0 dans PM/pMO,
D’aprés la Section 10(a), on a aussi
(13.26) ch!(H(E), hE®)) — ch' (£, hE=) € PMO,
Tr, [NV exp( —ngz)] — oTr, [NV exp(—Vgl’z)] € PMS,
Par (13.24)-(13.26), on obtient le Théoréme 13.2. |

e) Preuves des Théorémes 13.5 et 13.6.

Dans la suite, les convergences des formes sur M sont au sens de la convergence
uniforme sur tout compact K C M. Pour simplifier les énoncés, on suppose désormais
que M est compacte.

Pour r > 0,z € M, soit SpD,., le spectre de D, ., soit SpDng I’ensemble des valeurs
propres non nulles de D, ,. Désormais, on fixe ¢; > ¢z > 0 tels que pour r € N

(13.27) U ,szsppzfg C {s € R, /c1 < |s| < /cz}.
z€

Soit

U1 ={A€C,c1/4 < |A| L c1,0u c2 < Al € 42},

(13.28) —{\eC e}

Propositidn 13.8. 1l existe Ty > 0 tel que pour tout T > Tyh,r > 1,A € Uy,
(A=T"1Ar)"? existe, et quand T — +o0

(13.29) (A= T™147)"" = p,(A - D,)"'p, + 0(-,}).

PREUVE: Comme pn(r’ > 1) est C* sur M, en procédant comme en [BerB, Théoréme
6.2], on sait que les applications définies comme dans [BerB, Théoréme 6.2] sont C*° sur
M. En utilisant [BerB, (6.49)], on obtient la Proposition. ]

Par (13.29), pour r > 1, les valeurs propres de Az qui sont O(%) correspondent
1-1 aux valeurs propres de D,. Pour T' > 1, on pose

1
(13.30) PrT = 7—

A=T""Y47)"Yd\, pir=1-—p:rr.
T 2mi ‘/{Aec,lxl_—_\/c—z}( T) Prr PrT

Alors en utilisant la Proposition 13.8, quand T' — +o0, on a

1
(13.31) prr =pr +O(7)-
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Pour T > 1,u > 0, on pose
(13.32) B,ur =V +uT™ ' Ap.
" Théoréme 13.9. Il existe T, > 0 tel que pour tout A € Uy, T > Ty, r > 1,

(A2 — B2, 7)7! eziste, et

- _ 1
(13.33) (¥ = Bl z)™ = (¥ = D2,)"p, + O(3).
PREUVE: Par la Proposition 5.14, on a
(13.34) SpB2,r = Sp(T*~D A}).

D’apreés la Proposmon 13.8, (13.34), il existe Ty > 0 tel que pour tout 7" > To, 7 > 1, A €
Uz, (A? — B2, 1)~ existe. On pose

Er = pr,TBf,l,Tpr,Ta Fr= pr,TBiLTP;I:T,
(13.35)

Gr = pr,TB 1,7PT Hr =p; TBr,l TP,-,
Alors en utilisant (13.29) et (13.30), quand T' — +o00, on a

T 1«A-TprT = PrT T’ IAT—p'r rp"+0( )7

Er = p,Dp, + p.[ D, V& Ip- + p» VE2p, + O(T)a
Fr = p,r[VE, T Arlptr + O(1),

Gr = pr[VE, T Arlp,r + O(1).

(13.36)

Par (13.29) et (13.30), quand T — +o0, on a aussi

Prr(A =T Ap)™t = (A =T A7) 'ppr = O(3),
(13.37) T Applo(A - T1Ar)™
= (A= T™1A7) " 'pL, " Ar = —pt + O(2).

D’apres (13.37), quand T' — +o0, on a

(A=Tr"1Ar)" prT[vg T Arlpyr(A + T 1 Ar)™?
=[(A=-T"1Ar)"p T'-lAT]V pir(A+ T Ag)~!
+(/\ Tr--lAT) 1pJ. VE[Tr IATp;l:T(/\+T"_1AT)°1]
= O(3)-

Par (13.32) et (13.38), pour T > Ty, A € U, on a

(13.38)

(A —Hp)™t = 3TonT(A+T"1AT) Y(A-Tr14r)?
| Pir (Vsz + [Vs Tr-1 AT]) Pir
(13-39) (A+Tr—1AT)_ }‘(A Tr—lAT)—l L
— P,. ( A2 — T2(r-1) 42 )—
+ppr(A+T7" 1x‘lr)"lo(»_r)(/\ T™*Ar)"'ppr.
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En utilisant (13.36), (13.37) et (13.39), pour T > Tp, on a

FT(Az - HT)—I = O(%),

(13.40) (A* — Hp)"1Gr = O(%).

Par (13.36), (13.37) et (13.39), on a
(13.41) Fp(\ — Hr)"'Gr = —p, V&p} VEp, + O(3).
D’apres (13.10), (13.36) et (13.41), on a
(13.42) Er+ Fy(\ - Hy)™'Gr = p,Dl1p, + O().
Par [BerB, (5.85)], (13.31), (13.40) et (13.42), on a (13.33). u

Soit A le contour orienté ci-dessous, et soit § le cercle dans C de centre 0 et de rayon
(&) / 4.

N A
1f-=-==----~ <

d

e
E
sV

y
\J

A

-1

Les contours A et § sont les bords des domaines A’ et §’. Alors d’aprés notre choix de
c1 et ¢y et (13.29), quand T est assez grand, on a

8 A
(13.43) SP(Dg,l,T) SP(AT) C T2(n—-1) J LJ’—“T2(=—1)

Dans la suite, on va exprimer les supertraces des termes contenant D3 1,7 comme une
somme de supertraces indexées par les éléments du spectre de D3, r qui sont inclus dans
I'un des domaines du membre de droite de (13.43).

Soit N Popérateur de nombre sur A(TgM). Pour 1 < r < n,T > Tp, on pose

Fr,u,T = 1 -NM(ADTro N/ —u’A(A 3,1,T)_1dA]7

2m
Frupo = ———-u"N“cpTr, N /A e (A - D2,)71dN],
(13.44) Graz = 2—m-u'N“<,oTr, [v / e (A = B2, p) "],
Gr 00 =—u'N“(,oTr,l N / e\ - D2 r1)” 1d}\]
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Alors, on a |
(13'45) | G’yu,m(x) + F"ﬁ“‘»oo = SOTr' [N exp(_ny‘u)] *

Proposition 13.10. i) Il existe C, > 0,C > 0,T, > 0 tels que pour u > 1,T >
To,1<r<m,

(13.46) |Foug = Fruo| < g -G,
it) Il eziste des formes a,;7,brir (T € [To,+0],1 <7 <n,—2m < i <0), C® sur
M, telles que quand u — 0, uniformément en T > Ty, 1 <r<n,ona

— y0 i
F")uyT - 2i=—2ma7')i7Tu‘ + O(u)’

(13.47) G"ﬂ"T = 2?:—2mbf,i,Tui + O(U).
Et
(13.48) G""‘”°° - E- =—2mCr z,oou + ch’ (61-.{_1, hE+1 ),

Gn,u,T = E?——2mbn,s Tu
#i) Pour1<r<n,ona

Gr,0,00 = ch'(¢,, hs’) — ch' (&4, h&+1),

13.49
( ) bnor = ¢Tr, [N exp(—Vg(g)’z)] .
De plus, pour 1 < r < n, quand T — 400, on a

Qri, T = Qpjhco + O(T)a
(13.50) briT = —Gri00 + O(F) pour i<0,
bpir T~V B2 sa, 7T~V = by ;7 pour i<0.

PREUVE: i) Pour 1 < r < n,T € [T;,+00], on pose
(1351) ff,n,T = UNMFr,u,Ta rpu,T = uNMG";"rT'

Alors f, .1 €t g,.r sont des fonctions holomorphes en u € C.
D’apres le Théoréme 13.9, il existe ¢,C' > 0 tels que pour u > 1, T > T, on a

'f"futT - fr,u,ool S CfA e_éuz (A - ‘B‘f’lyT)—l - (A - D‘f,l)—lldA

' C _.
(13.52) < Zem
Par (13.51), (13.52), on a (13.46).
ii) eOn a
2)\k
(13.53) =3 (- 1)"(" A

En utilisant le Théoréme 13.9, (13.44) et (13.53), on a (13.47) et la premiére équation
de (13.50). On a aussi

(13.54) br,i,T = br,z',oo + O(%)

99



e Comme 3 'intérieur de &', 0 est I'unique valeur propre possible de ’opérateur D2,
pour v € C,|u| >1,0n a

(13.55) Grugoo = 2—71r—2.<p'1‘r, [V [s e* (A= D2,)7'd)].

Par le méme argument que dans [B4, (9.166)], il existe des formes b,; . (—2m < i < 0),
C™ sur M, telles que pour u € C,on a

(13.56) Grauco = T _ambeicots’.
En utilisant [BeGeV, Théoréme 9.2], (13.55) et (13.56), on a

b"vo’°° = ]'im'u—'+co Gr,u,oo
= 55 0T [Pr1Npria fy (A = VE+2) T1A] = b (40, h5+).

Par (13.45), (13.47) et (13.56), on a
(13.58) T2 2m(Briio0 + Grie0)’ + O(u) = ¢Tr, [N exp(—D2,)]-

(13.57)

En comparant les coefficients de u* de (13.58), on a

br,o,co + Gr0,00 = Ch'(gf) he,)a
brico = —Grico pour @<0.

Par (13.56), (13.57) et (13.59), on a la premiére équation de (13.48) et celle de (13.49).
D’aprés (13.54) et (13.59), on a aussi la deuxiéme équation de (13.50).
e Comme & l'intérieur de §', 0 est 'unique valeur propre possible de I'opérateur
THn-1) A2 pouru € C,|u| >1,0na

(13.59)

1 i} i}
(13.60) Gz = 59 Tr [N /6 e (A= B2, )N

Par le méme argument que dans [B4, (9.166)], on a la deuxiéme équation de (13.43).
Pour T fixé, en utilisant [BeGeV, Théoréme 9.2] et (13.60), on a la deuxiéme équa-
tion de (13.49).
iii) D’apres (13.43), pour T > 1, 0on a

G;MT = E:;ri:u‘N MTr, [N / N e M - ’Dg,m,)‘ld/\]

13.61 L =
: _ ,—u’ _
(13.61) +2m:u N“(pTr,[N/ , € AA=-D3, 1) 1d/\]
Tzin—li

n
= E1-=2-l'-;-,T""f'lu,T + Gn,T"'“*‘lu,T-

En comparant (13.47), (13.48) et (13.61), on a la troisi¢éme équation de (13.50).
On a bien démontré la Proposition 13.10. |

PREUVE du Théoréme 13.5: On rappelle que I' = § U A est le contour dans C défini
a la Section 5(d). Alors

1 exp(_k) d)\

— 2 —ig
(13.62) 2(~Ds11) = 35 Jo X = DI, 1
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On vérifie comme dans la preuve du Théoréme 13.9, qu'’il existe C' > 0,7, > 0, tels
que pour tout A € IV, |\| < TY2, T > Ty,

- _ C
(13.63) l()‘ —D31r) " = (A = Diy) lpll < 7

En utilisant (5.55), (13.62), (13.63), et en procédant comme en [BL, §9(g)], on a le
Théoréme 13.5. |

PREUVE du Théoréme 13.6:
Par (13.33), on peut démontrer une inégalité analogue & (5.59) pour D}, . Par
(13.18) et (13.47), on a

(13.64) A / 2{g0Tr, [N exp(-Dj, T)] Giur
= /1. 2{<pTr, [N exp(—D? ,,)] G1,u,00 %
En utilisant la Proposition 13.10 et (13.61), pour T' > Ty, on a
/1 - 2{Grur - <,oTr, [V exp(= V7 )]} — du _ T7_,2
+2 {G’,.,,.T ©Tr, [N exp(— VH(e) ? ]}

T-n+1

du

du

ru,T

(13.65) gu“ v u

On decompose chaque intégrale fT_(,_l) sous la forme [}_(--1y + f;*. En sommant les
termes [, on obtient un terme Q; 7, et en sommant les termes J'T —(~-1), On obtient
un terme Q7. Alors par la Proposition 13.10 et le théoréme de convergence dominée,
quand T' — 400, on a

du
Ql,T - Q1r°° = 1“—22/ F"tu1°° u

+2 /1 Grapo — b’ (Entr, h£"+1))

En utilisant la Proposition 13.10, et le théoréme de convergence dominée, quand
T — 400, 0n a

(13.67) Qar — 2T7343(r — 1) [ch'(&,, ) — ch'(Epy1, B5+)] log T
1 -
=257, / » 1)(Fr,u T — E?=_zmar,i,ru’)@- + O(l- log T")
28 oy [(b"",T + 2Pgani1) = (basr T~ 4+ 52 sa, 7T~
du
oo=22n—'/ Fruoo"'zo_m »,4,00
—)sz f—zo( Uy 2a)’ u)

1
+2E1’:‘:}2- =—2m ; 'l a"r"rm

(13.66)

Par la Proposition 13.10, on a
1
— n 2 ! &
(13.68) Qa0 = 257, /0 {¢Tr, [N exp(-D2,)] - (&, B )}

4oxrol /1 e {Gr,u,oo — ch'(&rp1, b “)}7
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D’apres (13.45), (13.64)-(13.68), on a le Théoréme 13.6. |

f) Preuve du Théoréme 13.7.

Soit F = F° 5 F! 5 ... D F™ = 0 une filtration de fibrés vectoriels holomorphes
de F sur M. Pour i > 0 on pose Gr'F = F*/F*. Soit h¥ (resp A®F) une métrique
hermitienne sur F* (resp. GrF). Soit A¥" la métrique sur F* induite par AF.

Soit G* 1’espace orthogonal & F*+! dans F¥. Alors G* est C* -isomorphe & Gr‘F sur
M. Soit A% la métrique sur G* induite par A%*F. Soit P% la projection orthogonale
de F sur G*. On note Ng l'opérateur de nombre sur G* et GrF. Soit 'F = @hG' la
métrique sur F = @G".

Soit AL(T > 1) une famille de métriques sur F telle que h{ = A et quand T — oo,
pour s; € F¥,s3 € F/, on a

(s1,82)4F = Tzn““j( (PG‘sl, P¥ 82>h"" + O(-%,—))

(13.69) - e
(HE) b = 22542 1 O ().

Soient VE', VE, VS F les connexions holomorphes hermitiennes sur (F*, hE), (F, hE),
(GrF, hS*F),

Proposition 13.11. Quand T — +o0, on a

(13.70) ¢Tr[(h§)-l%h£ exp(—VE*)| =2 ’I‘r[ exp( vGer)]+0( ).
Soit
+co 0
(13.71)  I(F,GrF,hE h%F) = — /1 {#Tx[(hF) 7 5= hF exp(-VE?)]

—Na exp(-VG’F’z)] }dT.

—2<pTr[n
Alors on a
(13.72) I(F,GrF,hE, h%F) = ch(F,GrF, k¥ h%F) dans PM/PMS.

PREUVE: i) Soit 7 'isomorphe canonique de G* & Gr*F. Soit V& = VP, Soit
A; € T*OY M ® Hom(F¥, Fi*1) tel que

(13.73) v = v L vF A,
On pose
(13.74) - VE = 0, (VE + 4).

Alors on vérifie facilement que quand 7' — +o0, on a
i i ; 1
(13.75) VE =V e VD" + 4+ 0(5)-
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et donc
(13.76) VE=VE 4+ O(%).

Si I’on écrit VF2 sous forme matricielle relativement au scindage F = @G*, alors on
obtient une matrice triangulaire. Donc

(13.77) ©Tr[exp(—VE?)] = ch(GrF, h%F),
En utilisant (13.69) et (13.76), on a

PT () b exp(~VE?)] = 26 Te [ 22 exp(~ Vi + o)

(13.78) n—
_ 2<pTr[ Ng exp( VGrF2)] +O(—)

D’aprés [BGS1, Théoréme 1.24], (13.70), (13.77) et (13.78), on a

3‘9-1(5’ GrF, b, h%F) = — | - @soTr[(hi)' ~=hF exp(-V?)|dT

(13.79) = '/1 ﬁgoTr[exp(—Vg’z)]dT
’ = —ch(F, hF) + ch(GrF, h®F),
ii) Soit P! le plan projectif complexe. Soit z le parameétre complexe standard sur P?,

et i, : M — M x P! l’application de ¢ € M a (z,z) € M x P'. Alors comme dans
[BGS1, Théoréme 1.29) ou dans la Section 11(d), on peut construire des fibrés vectoriels

holomorphes 7 et Gr' F sur M x P! tels qu’on a les suites exactes
(13.80) - 0— Fitl 5 Fi L GOF — 0.

De plus, si on note F = F°, alors ig *F=F, in, F =GrF.

Par partition de l’umte, on peut trouver une famille de métriques hF (resp hG‘F) sur
F (resp. GrF) telle qu’elle vérifie (13.69), et que sous l'identification c1-dessus

(13.81) 3P — KE, h;"“f = @TIn-URGSF  pREF _ pit&F _ parF

Alors d’aprés i), le terme 7 (F’ ,GrF, hg , ha;i') est bien défini. Par la preuve de [BGS1,
Théoréme 1.29], on a

(13.82) ch(F, GrF, h¥  h&F) = — /P _ch(F, hf) log |22
Comme les identifications i4GrF ~ i GrF =~ GrF sont des isométries, on a

(13.83) /P _ch(GrF, KSF) log 2| = —ch(GrF, h®F, h%F) =0 dans PM/PM°.
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D’apres (13.79), (13.82) et (13.83), on a
(13.84) ch(F, GrF, hF , h%F) = / @-I(ﬁ, GrF, hE, h%F) log |2|?
=./pl I(F,GiF, hE hG’F) log|z|2 dans PM/pMO,
Par (11.17), (13.81) et (13.84), on a
ch(F,GrF, h¥, hF) = 3 I(F, GiF, b, h&F) — it I(F, GrF, hE, hSF)

(13.85) = I(F,GrF, hE, hSF) — I(i* F, i GrF, hizF | pinGF)
dans PM/pML
En utilisant (13.71) et (13.81), on sait que
(13.86)  I(i%F, it GrF, hiET, W= F) =0 dans PM/PM?,
Par (13.85) et (13.86), on a (13.72). |

PREUVE du Théoréme 13.7: On rappelle que Pr est la projection orthogonale de
£ sur KerDf associée & h% (13.15). Soit Pr est la projection orthogonale de £ sur
Er = KerAr associée & hE. Comme en [BerB, (6.61)], on a

(13.87) Pr =T~ P,

Pour o, € H(E), on a

(13.88) (@, B)yzer = (Pros, Prf) = (PrT™" o, BrTY ),
D’aprés (13.30), on a aussi

(13.89) Pr= Pnt1,T-

Soit ‘€27 ’espace orthogonal & FP+! HP+1(£) dans (FPH?P+1(E), hf), alors 'ER et E21
sont C* isomorphes canoniquement sur M. Soit h'é= la métrique sur '£%? induite par
RES' | soit B'EE) = @R'EY la métrique sur H(E) = &'EPY. Soit P, 400 la projection de
H(E) = &'ER? sur '&€%?. Soit Ny 'opérateur de nombre sur H(E). Alors Ny agit sur
€24 par multiplication par g.

D’apres (13.88) et (13.89), pour @ € FP* H4(E),[ € FP*H(E), quand T — +o00,

1
(13.90) (a, 'B)hg(‘) =T Pn-r [(Pm,q_m,ooa, Pp, ,q_p,,m,@)h,x(e) + O(T)]
Comme dans [B4, (6. 45)-(6 48)], on sait que
(13.91) (hH(g))- hH(E) = 2pNyPp = %T"NV?TNVP'TTNV.

T
Par (13.89) et (13.91), qua.nd T — 400, 0n a
2
(13.92) (hH(E))‘l 9 RIE) = Vv + 0( 2)-
En utilisant la Proposition 13.11, (13.90) et (13.92), on a le Théoréme 13.7. |
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14 Preuve du Théoréme 0.1 dans le cas o1 les E, sont des fibrés vectoriels
sur S

Dans cette Section, on établit le Théoréme 0.1 dans le cas ou le rang des fibres E, est
localement constant sur S. Ce résultat est compatible au Théoréme 3.11 quand 7; et V
sont projectives. Notre résultat est naturellement plus général que celui que nous avons
obtenu a la Section 4, oit nous supposons que les H* sont nuls pour ¢ > 0.

On définit en pa.rtlculler la classe de Bott-Chern ch(Ey, H(Z,&z), hP,hE(Z42))
€ P5/P5°. On montre que quand 7, et V' sont projectives, cette nouvelle 'définition
coincide avec la Définition de ch(Ey, H(Z,£z), h™*, h¥(Z4i2)) donnée en (10.31). On
utilise pour cela, de maniére essentielle, les résultats de la Section 10 relatifs aux b1com-
plexes en dimension finie.

Pour démontrer le Théoréme 0.1, on procéde comme 3 la Section 4. Par rapport a la
Section 4, on a une difficulté supplémentaire, puisque la suite spectrale ne dégénére en
général pas en F,. Pour résoudre cette difficulté, on procéde comme a la Section 13, ou
nous avons considéré un probléme comparable en dimension finie, en décomposant les -
supertraces du noyau de chaleur d’une superconnexion qui dépend de deux parameétres u
et T, suivant le comportement asymptotique des valeurs propres de A% quand T — +co.
Pour calculer ’asymptotique de ces supertraces quand T' — +co0 ou u — 0, les résultats
de [BerB, §6] ne sont pas suffisants, et on procéde comme a la Section 5.

Cette Section est organisée de la fagon suivante. Dans (a), on montre que le complexe
de Dolbeault muni d’une filtration convenable calcule la suite spectrale de Leray au sens
de Grothendieck [Grot]. Dans (b), on définit la classe de Bott-Chern ch(E,, H(Z,¢z),
h®: hE(Z2412)) dans le cas ou le rang des fibres E, est localement constant sur S, et on
reénonce le Théoréme 0.1. Dans (c), on énonce des résultats intermédiaires qui sont
utilisés dans la preuve du Théoréme 0.1. Dans (d), on montre le Théoréme 0.1. Dans
(e), on étudie I’asymptotique de certaines supertraces quand 7' — 400 ou u — 0. Dans
(f) et (g), on démontre les résultats intermédiaires.

Dans cette Section, on fait les mémes hypotheses qu’a la Section 3(a), et on utilise
les mémes notations qu’aux Sections 3, 4, 5, 10(a) et 10(b).

a) Complexe de Dolbeault.

Soient Z et Y des variétés complexes. Soit m : Z — Y une submersion holomorphe
de fibre compacte X. Soit £ un fibré vectoriel holomorphe sur Z.

Soit (E,,d,) (r > 2) la suite spectrale de Leray correspondant a (7, ¢), définie comme
a la Section 10(b). '

Soit
(14.1) AN(T*OD Z) = FOA(T*®V Z)) 5 FH(AY(T*®VZ)) D --

> Fdnn Y+1(A0(T=-(0,1)Z)) — {0}

la filtration standard de A*(T*(®VZ): si 0 < p < ¢ < dim Z, alors a € FPAY(T* ) Z) si
et seulement si

X1, Xgpt1 €TX, alors ix, ---ix,_,,@=0.
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Cette filtration induit une filtration sur le complexe de Dolbeault (Q(Z, E),Ez). Soit
(E1,d,) la suite spectrale correspondante.

Par [BerB, (1.11)] et (10.25), on a un isomorphisme naturel
(14.2) E. ~ H(Y,R*m.£) = Es.

Théoréme 14.1. La suite spectrale (E,d.) (r > 2) est canoniquement isomorphe
a la suite spectrale (E,,d,) par un isomorphisme compatible ¢ (14.2).

PREUVE: Le reste de cette sous-section est consacré a la preuve du Théoréme 14.1.H

Soit OF, O les faisceaux des fonctions C™ sur Z, Y, et soit Dy, Dy les OF, OF
faisceaux associés aux complexes de Dolbeault sur Z, Y. Pour p > 0, D% est le faisceau
des sections C* de A?(T*(1)Z), 1a différentielle 3” est Oz-linéaire. Par [Go, 11 3.7], si
G est un Oz-faisceau, le complexe

(14.3) DY(G) = G ®o, D}.

est une résolution de G, car pour p > 0, D% est un Oy -faisceau plat [M]. De plus D%(G)
est fin [Go, Théoréme 3.7.3]. D’ou

(14.4) RPm,G = HP (1, Dy(G)).

Soit D% le complexe de Dolbeault relatif dont D% est le faisceau des sections C* de
AP(T*®D X) sur Z, et dont la différentielle 3 est Iopérateur 3 le long des fibres. On
=X .
remarque que J est Oz et O3°-linéaire.
Dans la suite, on note F' le Oz-faisceau Oz(§), et (Fo,d) le complexe (D}(F),gz).
Soit Fy = (F7'?) le bicomplexe de faisceaux sur Y défini par

(14.5) FP = 1,D%(F) Qoy DL.

dont les différentielles sont 13" : FPe _y FPatl g 7 eL: FPe s FPHU Par le méme
argument que précédemment, on sait que le bicomplexe F; est une résolution acyclique
du complexe de Oy-faisceaux m,Dy(F).

On filtre le complexe E(F;) = (Ty(F1), 5 @1+183" ) par FP(Ty(F1)) = @p >,y (F7).
Alors d’apres la Remarque 10.12, la suite spectrale (E,(F1), d,) associée & I'y (F;) calcule
la suite spectrale de Leray (a partir de r = 2).

Soit Fp = (F3'?) le bicomplexe de faisceaux sur Z défini par

(14.6) F}* = D(F) ®o, D}

dont les différentielles sont 1 ® 9- : FP1 5 FPatl o °®1: FP4  FEYY On note
(F2,d) le complexe total corresponda.nt

La filtration (14.1) induit une filtration du complexe de Oz-fmsceaux (D3, 5’ ). On
a donc une filtration du complexe (F, d)

(Fa,d) = (F°F,,d) D (F*F,,d) = (Dy(F) o, F'Dy) D ---
(14.7) .3 (FdimY+1}-2, d) — {0}
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De méme on a une filtration sur le complexe (D}(F),gz) = (Fo, d).

Soit jo I'inclusion du complexe (%, d) dans le complexe (F, d) induite par ’inclusion
Jo : F — D%(F) qu’on tensorise par D%. Alors jo induit une injection du complexe filtré
E(Fo) = (T'z(Fo),d) dans le complexe filtré E(F;) = (I'z(F2), d)

Pour p,q > 0, on a aussi ’application canonique

W*D%(F) Qoy qu’ - W*D%(F) Qoy W*W*Dg’ - 7T‘"(TD%(F) ®o5 W*Dg’)
(148) | — 7.(D}(F) 8o, D).
Elle induit une application de complexes filtrés j;, : E(F,) — E(F,).
Si on note (E.(F;),d,) (i = 0,2) la suite spectrale correspondante & (E(F;),d) filtré

comme ci-dessus, alors pour r > 0, j; (¢ = 0,1) induit une application de complexes
Ji : Ex(F;) = E.(F2). On a aussi

(14.9) (Er(Fo), d-) = (B, d,.).

Dans la suite, on va montrer que pour r =1, les j; (i = 0,1) sont des isomorphismes
de complexes.
On calcule tout d’abord le terme Eo(F;) (: =0,1,2).

On note £(Fy), E(F1), E(F2) le complexe (mu(Dy(F)), T ), (1a(D3(F))Qo0y OF, 5" ®
1), (me(DY(F) ®0,; D%), & @1+1® 7). Soit H(E(F:)) les cohomologies associées.
Pour p,q > 0, on a la suite exacte suivante '

(14.10) 0— F”-HD%'H — FPD};H — D% ®r-10g ﬂ'—ngr — 0.

Comme OF est un Oz-faisceau plat, et comme D%(F) est un O -faisceau localement
libre de type fini, d’aprés (14.10), on a aussi les suites exactes :

0— F Qo, FP‘“D‘;" — F Qo, FPDI;-q — F Qo, (Dgf ®1r‘10§° 1r'1D§}) — 0.
(14.11) 0 — DY(F) ®o, FFHD4H — Dy(F) Qo, FPD5
— D}(F) Koz ('D% ®r-10g 7!'_'1'D€,) — 0,

Comme Dy(F) ®o, F?D5, F ®o, FPD%, D% sont des faisceaux fins, et comme DY
est un Of°-faisceau localement libre, par (14.11), on sait que '

(14.12) Eg(F:) =Ty (E4(F:) ®op DY)-
Comme D% est un O-faisceau localement libre et fin, d’aprés (14.12), on a
(14.13) EA(F) = Ty(HYE(F)) ®op DY)

Dans (14.8), pour g = 0, on obtient une application de complexes j; : £(F1) — E(F3).
Soit jo I'inclusion du complexe £(F,) dans le complexe £(F3), induite par I'inclusion jo :
F < D%(F) qu’on tensorise par D%. Par (14.12) et (14.13), 'application j; : Eo(F;) —
Eo(F2) est induite par j; : £(F;) — E(F,), et application j; : Ey(F;) — Ey(F2) est
induite par j; : H(E(F;)) — H(E(F2)).
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Lemme 14.2. Soit G un Oz-faisceau plat et fin sur Z, et soit R un Oy-faisceau.
Alors il existe un isomorphisme canonique

(14.14) TG ®oy R ~ m.(G ®0, ™ R).
PREUVE: En effet, on a les morphismes canoniques
TG ®oy R — TG ®0y M R — (G o, 7 R).

On note 7 : .G Qo, B — (G Qo, 7 R) le morphisme composé. Pour montrer le
Lemme, il suffit de montrer que pour tout z € Y,

Te : (T4G)z @0y, Bz = (TG Qoy R)2 — Ta(G 0, T R)a.

est un isomorphisme.

i) On suppose que R est un Oy-faisceau cohérent.

Soit r € Y, alors il existe z € U un ouvert de Y et L des Oy-faisceaux libres de rang
fini sur U, tels que (L*)o<i<n est une résolution projective de R sur U. Comme 7 est
plat, on sait que (7*(L*)) est aussi une résolution projective de 7*R sur 7#~1(U). Donc
on a le diagramme commutatif suivant:

(14.15)
0— m(G®o,; L") > ---— m(G®p, L) = m(G®o;™R) —0
T

T T
0—» mMG®oyL"™—> ---—= mGQo,L'— TG Qo, B — 0.

En utilisant que G est un Oz-faisceau plat et fin, on voit que la premiere ligne de
(14.15) est exacte. D’aprés [H, Exercice 2.2.1], on a aussi

(14.16) 74(G Qo; L) ~ 7.G Q0 L

On sait aussi que le foncteur ® est exact & droite, d’ou la deuxiéme ligne de (14.15)
est exacte. Par un argument de suite spectrale, on a (14.14).

u) Injectivité. Soit f € Kerr, (z € Y), alors, il existe g; € (w.G)z,r, € R,(i =

-, k) tels que f = 2,_1g, ® r;. On note R' le sous faisceau de R engendré par r;

da.ns un voisinage U de z. Alors R’ est un Oy-faisceau cohérent. Comme G est plat,
I’application G ®p, ™R’ — G ®o, ™R est injective. Donc ’application 7.(G o,
m™R') — 7,(G ®0, ™ R) est aussi injective. Comme f € (m.G ®o; R')s, par i), on sait
que f =0.

iii) Surjectivité. Si f € m.(G ®o, ™R), (z € Y), alors il existe un voisinage U de
z, tel que f est une section de G ®o, 7* R sur #~}(U). Donc pour tout y € 7~1(z), il
existe gy € Gy,7y: € Ry (i =1,:-+,k,) tels que f = X;g,; @ ry,; sur un voisinage de
y. Comme 7 est propre, on peut choisir yy,-- -,y € 7~ () pour représenter f. Soient
7; € Ry (i =1,--+,k) les éléments correspondant & {y;};. Soit R' le sous faisceau de R
engendré par r; dans un voisinage U’ de z, alors R' est un Oy-faisceau cohérent. Comme
f € (G ®o; ™ R'),, d’aprés i),

f € Ta(mG ®0, R')s C 7o(mG ®0, R)a.
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On a bien démontré le Lemme 14.2. [ |

Les (D%(F),5"), (Dy(F) @0, 02,5 @ 1), (Dy(F) ®o; Py, & @1+105")
sont des résolutions acycliques du Oz-faisceau F Qo, 7*Of°, et donc pour i € {0,1,2},
il existe un isomorphisme naturel [H, Proposition 3.1.2A],

(14.17) R*m.F Qoy, OF =~ H(E(F)).
Par (14.17), pour i = (0,1, 2), les H(E(F;)) sont canoniquement isomorphes.

Lemme 14.3. Pouri=0,1, j; : H(E(F:)) — H(E(F,)) coincide avec l’isomorphisme
canonique H(E(F;)) ~ H(E(F)).

PREUVE: Soit £,(F3;) (resp. £L(F2)) la smte spectrale associée au bicomplexe &(F;)
filtré par

FPE(F3) = @p>pme(DY ®o, D)  (1esp.F'PE(Fz) = ®p3pma(Dy ®0, D))

Comme D%(F) est une résolution du Oz-faisceau F, et comme les D% (p > 0) sont
des Oz-faisceaux plats et fins, on sait que pour p > 0,4 >0

(14.18) EP(F,) = m(F @0, DY), EPY(F,;) =0.
On a donc
(14.19) EPV(F,) = EP(Fy), EP(F) =0 pour ¢>0.

Donc jo : £(Fo) — E(F2) induit un isomorphisme de H(E(F,)) sur H(E(Fz)). De plus,
sous l'identification (14.17), jo est I’identité.

D’aprés la preuve du lemme de Poincaré pour l'opérateur § [GrH, p25], on sait
que D% est une résolution du Oz-faisceau 7* 0. Comme les DZ(F) (p > 0) sont des
O z-faisceaux plats et fins, on sait que pour p > 0,4 > 0

(14.20) &P (F2) = m(DR(F) ®o, 7°0F), &P (F2) =
Par le Lemme 14.2, on a
(14.21) £1P’° (F2) = EX(F1), &EPYF) =0 pour g>0.

Donc j; : E(F;) — E(F,) induit un isomorphisme de H(E(F1)) sur H(E(F;)). De plus,
sous 'identification (14.17), j; est l'identité.
On a bien démontré le Lemme 14.3. ]

PREUVE du Théoréme 14.1: Par (14.12) et par le Lemme 14.3, on sait que j; :
E(F;) = Ei(F2) (i = 0,1) est un isomorphisme canonique. Comme pour tout r > 1,
les j; : E.(F;) — E.(F2) sont des morphismes de complexes, on sait que pour tout r > 1,
les j; sont bijectives. Donc ji! o jo donne un isomorphisme E,(¥,) ~ E.(¥1). Donc la
suite spectrale (E.,d.) = (E.(%o),d,) (r > 2) est canoniquement isomorphe a la suite
spectrale (E,,d,). .
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Ceci ternime la preuve du Théoreme 14.1. ||
b) Le théoréme principal.

On fait les mémes hypothéses qu’a la Section 3(a).

On rappelle que pour s € S, on note (E,,,d,,) (r > 2) la suite spectrale de Leray
associée A la fibration Z, — Y, et que h%2, h#(Z412) sont les métriques sur Eq, H(Z,¢|z)
associées & g7Z,gTY, h¢. Soit n = dimZ.

Pour s € S, r > 2, E,;;, est la cohomologie de (E,,,d,,). On définit la métrique
hE- sur E, comme 2 la Section 13. En effet, pour r > 2, soit d* ’adjoint de d, pour A% .
On pose

(14.22) D, =d, +d.

r

Alors, par la théorie de Hodge
(14.23) E, 1 ~ KerD,.

Donc E,; hérite de la métrique de E..
On suppose que pour tout r > 2, p,q > 0, le rang de EP? est localement constant
sur S. Alors les E, (r > 2) sont des fibrés vectoriels holomorphes sur S.

DEFINITION 14.4. On définit la classe de Bott-Chern ch(E;, H(Z,¢z), h%, hE(Z42)).
€ PS5 /P50 par la formule
ch(Ez, H(Z,§iz), k™, k¥ #42)) = £2 ,ch(E,, Epia, ™ BF+)
(14.24) —ch(H(Z,£\2), Boo, hEZ418) pB=),

Théoréme 14.5. Si m et V sont projectives, les définitions de Efz(Ez,H (Z,¢2),
k2 hE(Z412)) données dans les Définitions 10.15 et 14.4 sont équivalentes.

PREUVE: Soit E(F) le complexe de fibrés vectoriels holomorphes sur S construit & la
Section 10(c) associé & §. Soit (E,.(F),d,) la suite spectrale associée comme a la Section
10(c). Alors, pour r > 2, (E.(F),d,) ~ (E,,d.).

Par la Proposition 10.2 et le Théoréme 10.7, les termes a droite de (10.31) et (14.24)
coincident. On a bien montré notre Théoréme. . |

Soit A(wW,w", k%) € PS/PS? la forme sur S définie & la Définition 3.1.
Théoréme 14.6. On a lidentité suivante:

(14.25) A@WY,wV k) =0 dans PS/PS®
PREUVE: Le reste de cette Section est consacré  la preuve du Théoréme 14.6. H

REMARQUE 14.7. Si m; et V sont projectives, par le Théoréme 14.5, nos résultats
de la Section 12 impliquent le Théoréme 0.1. Donc, si 7; et V sont projectives, et si les
E, (r > 2) sont des fibrés vectoriels holomorphes sur S, on obtiendra ainsi deux preuves
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distinctes du Théoréme 14.6.

Par le Théoréme 14.1, on peut noter sans inconvenant (E,,,d,,) (r > 0,8 € S)

la suite spectrale associée au complexe filtré (Q(Z,,flz,),gz). Alors par (5.10), Ey =
QY,Q(X,{x)y)- On munit Fy de la métrique A% construite en (5.8). On rappelle

que OV Z413) st 1a connexion sur Q(Z,€z) définie en (5.23). On désigne aussi V™ la
connexion sur Ej correspondant & (5.10).

Dans la suite, on identifie E, & un sous-fibré vectoriel de Ey comme i la Section
13(a) , [BerB, §6]. Alors on a une suite de sous-espaces vectoriels hermitiens de Ejy,
EoyDE;---DE,. D -

Pour r > 1, soit Ei- 'espace orthogonal & E, dans E,_;. Alors D, (r > 2) agit sur
EjL, comme un opérateur inversible. Pour r > 1, soit p, la projection orthogonale de
E, sur E,. On pose p} =1—p,. Soit V& (r > 2) la connexion holomorphe hermitienne
sur (E,,h%). Alors, en utilisant [B2, Proposition 1.8], (5.35), comme en (13.10), on a

(14.26) VE = p VEop, .
Pour v > 0,7 > 1, on pose
(14.27) D,y = V¥ +uD,.

c) Des résultats intermédiaires.

On utilise les mémes notations de la Sections 4. Comme a la Section 4, on supposera
que S est compacte.

Théoréme 14.8. i) Pour tout u > 0,
(14.28) TEJ_JI_J.“ ¢Tr, [NM,T exp(-Bg,u,T)] = ¢Tr, [(Ng,,l + Nx) exp(—B-i,)] .
i2) Pour tout u > 0, il existe C,6 > 0 tels que pour tout T > 1,

|(PT1', [M3,u,T exp(—Bg,u,T)] - —;,—(pTl‘, [(NX - dim'X) exp(—Bgv")]l
C

(14.29) <
iii) Pour tout 0 < u; < uy fizés, il existe C > 0 tel que pour u € [uy,uz], T > 1,

(14.30) | Tr, [N30,r exp(~ B}, 7)]| < C.
PREUVE: L’inégalité (14.29) a déja été montrée & la Section 5(i). En utilisant (5.53),

(5.55), (5.73) et (5.77), on a aussi les inégalités (14.28) et (14.30).
On a terminé la preuve du Théoreme 14.8. u

Pour 7 > 1, on pose

(14.31) ch'(E,, %) = ¢Tx, [N z exp(—VE"'z)] .
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On rappelle que hﬁ(z"" ) est la métrique sur H(Z,&|z) associée & gTZ, hé, et que

v2%415) est la connexion holomorphe hermitienne sur (H(Z,§2), ha (Zhis )). On rap-
pelle aussi que ((E,, ") € PS a été défini & la Définition 10.3.

On a ’analogue des Théorémes 13.6 et 13.7.
Théoréeme 14.9. On a lidentité suivante

Tl—i’lfoo { _/1+°° 2{§0T1‘, [N3""2’T exp(—Bg,uz,T)] — ¢Tr, [Nz e}Cp(—Vg(Z'€I2)12)] }_dﬁf
25, DB, ) - (5,0 )

(14.32) +oo du
= [ {#Tr.[(Nau + Nx) exp(~B},)] — cb'(Ba, h2)} =
—522((Br, h%) + I'(1) [ch Bz, %) — ch'(Beo, h7=)].

Théoréme 14.10. Quand T — +o0, on a

H(Z H(Z£)2),2
¢Tr, [QT( 4iz) exp(—VT( ) )]

=—¢Tn [2(NX _demx) exp(~V7=%)] + O(%E :
De plus
‘/1+oo {(pTr. [Qg(Z,flz) exp(_vg(zrﬂz),z)] + T, [2(Nx —TdimX) eXp(-VE‘”’z)] }dT

(14.33) = ch(H(Z,£2), Eoo, hEZ415) hB=) dans PS/PS°.

PREUVE: Les preuves des Théorémes 14.9 et 14.10 sont différées aux Sections 14(f)
et 14(g). |

d) Preuve du Théoréme 14.6.

On procéde comme 4 la Section 4. Les termes I? et I? ont déja été traités a la Section

4. D’aprés les Théorémes 14.8-14.10, on peut aussi traiter les termes I? et I? comme on
I’a fait dans la Section 13(d).

Comme dans la Section 13(d), en combinant la preuve du Théoréme 14.9, et [B4,
§6 (f)-(h)], on peut traiter aussi le terme & droite de (4.8). Donc il existe 63, 63, 63 des
formes universelles explicites sur S telles qu'on a

(14.34) Tia I =86} — 863 — 5063.
En procédant comme dans la Section 4, on obtient le Théoréme 14.6. |
e) L’asymptotique de certaines supertraces quand 7' — +oco ou u — 0.
On utilise les mémes notations de la Section 5.
On rappelle que pr est la projection de Ey sur KerD¥ définie & la Définition 5.7,
et que la norme | |o sur EJ est définie & la Section 5(f). Soit || ||*° la norme sur

L(E3, EQ) associée & | |o -
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Pour r > 2,5 € S, soit SpD?, (resp. SpD??) le spectre (resp. le spectre non nul)
de D?,. Dans la suite, on fixe ci,cz > 0 tels que

- (14.35) u,%gspr;,>0 Clei,ca] et ]0,2¢1[N U,es SpDY? = ¢.

Soient §, A C C les contours définis comme on I’a fait aprés (13.42). Soit &', A’ les
domaines de bords par 8, A. Soit U, C C défini comme en (13.28).

Le résultat suivant est établi dans [BerB, Théoréme 6.5].

Proposition 14.11. Pourr >2, A€ Us, s € E}, quand T — +o0, on a

(14.36) A =T AN 1s — p,(A = D,) 'p,s.

Par (14.36), pour > 2, les valeurs propres de A% qui sont O(72=) sont de la forme
7=(SpD: + O(%)). D’out, pour T > 1

& A

(14.37) SpAP? N [0,201[C T2 Y Vimgaen-
Pour r > 2, T > 1, on pose
1 / —1 4(0)\—1
. = — A=TT d,
(14.38) Pt = o JDeCPl=val ( Ar)
pr,T - 1 p"’T’

q-r,T pr,T pr+1,T .

Pour r > 2, soit E,T la somme directe des espaces propres de AT)’ associés aux
valeurs propres A € [0,c 2/T2~1]. Alors §,r est la projection orthogonale de Ey sur
E,r. _Pour T > 1, E,r est un fibré vectoriel sur S et dJmE r = dim E,. Pour r > 3,

k]

soit E Pespace orthogona.l a E,T dans E,._.IT Soit E3-p ’espace orthogonal & EzT
dans Eo B
Pour T' > 1, r > 2, soit @, 1 : E, — E,r 'application linéaire

seE,— Q:.’TS = ﬁ,.,TS € E',.,T.

Evidemment, Papplication Qrr (r > 2) est C* sur S. D’aprés (14.36), pour T assez
grand, Q. r est injective pour tout s € S. Comme dimE',,T = dim E,, @,y est un
isomorphisme de E, sur E,7. Soit Q:."T 'adjoint de @ 7. On pose

R.r = (QQ. 1),
Jor = Qr,TR—

Alors J»r est une isométrie linéaire de E, sur E, T, et J,.T = R,,T T

Soit p.r(z,z"),p.(z,2")(z,2' € Z,,s € S) les noyaux C* des 'opérateurs DTy Pr
relativement & dvz/(27)%™Z.

On a I’analogue de I’équation (13.31).

Proposition 14.12. Pour tout m € N, il existe § > 0 tel que sous la norme C™,
pourr >2,T>1 ona

(14.39)

(14.40) Prr(z,2') = pe(s, -’v')+0( 7)-
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PREUVE: i) Par (14.37), (14.38), pour T > 1, on a

D —- (0)1 -1
PoT = 3.5 f{AeC I‘\|=¢1}(A A ) d\

(14.41) o , i
=3 Jpeep=vay (X — Aéﬁ”) Ldx.

En procédant comme aux Sections 5(f) et 5(g), on sait que ppr(z,2')(z, 2’ € Z,) et ses
dérivées sont uniformément bornées pour s € S, z,2' € Z,, T > 1.
Par [BerB, (5.75), (5.85), (5.86), (5.90), (5. 91)], on voit que pour A € C,|A| = /¢,

on a

(14.42) | = AP = (2 = D) < %

De (14.41) et (14.42), on tire que

(14.43) o — 2o < 2

En appliquant la méthode de [BL, §11(p)], pour r = 2, on obtient (14.40).
ii) Pour r > 2, par (14.37),

(14.44) Bz = Jozp2 2O =T AD) T d] S 3o

[% -/{Aec,l’\l=\/—}
Soit (Jo,rp2)(x, "), (Ji1P2r)(2,2') (z,2' € Z,,s € S) les noyaux C* des opérateurs
J2,7D2, J5 72,7 relativement & dvz/(27)*™Z. En utilisant (14.40) pour r =2, on a

(Taizpa) (=, =) = pale,2") + O ),
(14.45) (Tskpar) (e, ) = pale, ) + O().

Soit (E,r,s dar,s) (s € S,k > 0) la suite spectrale associée & Q(Z,,§z,) construite
dans [BerB, §6(a)]. Soit pir(s), Dar(s), Yarr(s) = ($iar(s))ocick (k > 2,5 € S)
les opérateurs définis dans [BerB, §6(a), (b)]. On note por = Idg,p1r = pr. Par la
construction de [BerB, §6(a)], @iz = perBr : (Ek,di) — (Exr,dsr) (K > 0) est un
isomorphisme de complexes. Soit d}, Q% 7 les adjoints de dg, Q. Alors

Qrr = (QirQur) Qi r
(14.46) D:; = Qs Trl:ikaT + (IEQT CHYEE

Soit prr(z,z')(z,2' € Z,,s € S,k > 2) le noyau C* de pi,r relativement  dvz /(2w)4=Z .-
En utilisant [BerB, (5.47), (6.6)], (5.37), pour k > 2, on a

(14.47) prr(z, ') = pa(z,2') + O(F5)-

D’apres [BerB, Théoréme 6.2], pour x € R, ¥ 1 est une application linéaire de Ef
dans (E§)**! dont la norme est uniformément bornée pour T > 1. Par [BerB, (6.49)],
on a

) A=T"'A "t = (A = D, 1) 'prr + S ¥iar/T

14.48
( +(A - T"'IA(O)) ( AYT 11/’1-,A /T +DH¢1-,AT/T)
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Dans la suite, on va montrer que

1
(14.49) — LA =T 1A 1], rd) = p,,E,+0(

2mi /;Aec,n[:ﬂ T )-

e D’aprés (14.40) pour r = 2, (14.47), (14.48), on a (14.49) pour la norme C°.

@ Soit U une section C* de Tp.S. On rappelle que la connexion V® sur E, est définie
a la Section 14 (b). On note VE*d(%) ]a connexion sur End(Ep) associée & V. Par
(14.48), on a |

Vo = T AP = VA~ Drp) o + DL V0 0/ T
(14.50)  +(A = T AD) (= AT, V5 d®yi /T + V™) DRy, 1/T)

+(Vgnd(E°)(/\ - T'_lAf(z?))—l) ( Ao Yiag/T + DEdrar/ T)
On remplace V5 ¥®)(\ — Tm-140)-1 dans le dernier terme & droite en utilisant de
nouveau la formule ci-dessus, et on répéte l’opération r fois. Alors il existe 8;, f;, ¢:
(1 <1< (r+1)?) qui, pour tout 4 € R, sont des applications linéaires de E§ dans
E¥ ~("+2) dont les normes sont uniformément bornées pour T' > 1, telles que
Vr (O - T1AD) = V(O — Dp) ipey
(14.51) +Ti16:/TF + (A = T2 AD) T £/ T
+7r (A= T AD) VR, T AP = T AD) " Sioa e/ T

L’opérateur [V&°, AS_,‘-))] est un opérateur différentiel d’ordre 1 le long de la fibre Z.
Par (5.66), il existe C, Cy,Cy > 0, tels que pour A € Uz, s € Ey, on a

(A= T14D)s| > T"1(Colls|lg — Calslo),

14.52

(1452 (3= T7-24D) 15, < Clal.

Donc

(14.53) | =772, ; < Clslo.

De i), (14.46), (14.51), (14.52), (14.53), on tire (14.49) pour la norme C*.

e On répéte les arguments ci-dessus, alors on obtient (14.49) pour la norme C™(m >
1).

De i), (14.44), (14.45) et (14.49), on tire (14.40) pour r > 2.

On a montré la Proposition 14.12. |

On rappelle que vg‘z"" ) est 1a connexion sur Q(Z,¢\z) définie en (5.22), et que les
opérateurs A, r et AL sont définis en (5.24) et en (5.26). On pose
(14.54) Az = Agr-tur.

Soit A,(.lT (resp. A, (’>1’01)!) la partie de A, 17 de degré 0 (resp. > 0) dans A(TRS). Par
(5.24) et (5.26), on a

AD) p = T1AD),

1 -
A,>0) Cr (Vn(z,ﬂz) W CT(Ts,T)) CTl_
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On pose
(14.56) Rear = [A0)7, A0 + AN

On rappelle que le produit scalaire { ), sur EJ (resp. la norme | |r; sur Ej) est

défini & la Section 5(f), et que OgATD2)8E o5t 1a connexion sur A(T*OV Z) @ ¢ définie
en (5.21).
DEFINITION 14.13. Pour 2 <r < n,T > 1,5 € Ey, on pose

(14.57) 8221 = |Brrsl} + SiZ3T20P |qursl} + T2V |BgrslF,,-

Comme 3 la Section 5(f), soit | |,r,—1 la norme sur E;' associée & | |,z
On a ’analogue des Théorémes 5.21-5.27.
Théoréme 14.14. Il existe C1,C2,C3 > 0,Ty > 0 tels que pour T > Ty, s,8' €
A(T3S)®Ey,
(14.58) (T2 AP s} > Chlsliz, — Calsld,
Tz(r—l)l (Agg)s, (0) 51 >0 ‘ < Cs|slrzals'lnras
| (Rr1,75,8)0 | < Ca(lslrzals'lo + Islols']sz,1)-
PREUVE: Soit (T"‘lAgg)ﬁk,T)(a:,x'), (Dwpr)(z,2') (z,2' € Z,,3 € S,k > 2) les noyaux

C* des opérateurs T* AP 5, 1, Dypy, relativement 3 dvz/(27)%=Z, Par (14.37), pour
T>1,k>2,0ona

(14.59)

_ 1
T* 1 AD B r = erpz[

-1 — k—1 (0) -1 A —1~
27t /I\GC,[M:\/‘:—,} /\JZ:T(’\ T AT ) Jzde ]Jz,Tp2,T-

En utilisant (14.45), en procédant comme dans la preuve de (14.49), on a

(14.60) (T AP ur)(z,2) = (D) (&, 7) + Omg)
Donc
(14.61) T* AP gir = Dipity1pe + O( 5)-

Pour s,s' € A(TRS)®E,, on a

T2(r-1) < A(O) A(O) )0 = T2r-1) < A(I?) 7, A-T p T s )0
(14.62) +HT% D5 (AP qurs, AP s,
+T%0 (ADp, 75, AP s’ )0 -

En utilisant (5.66), (14.60)-(14. 62), pour T>1,0na

T"‘IA(O) | 2 Tz(”l)(CHIQz T3|T1 - Clg, 2.75(5)

(14.63) T
Er—ICiT2(r-k)|qk T3|0 + lTr—IAT Pr,Tslz-
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Par (14.37), (14.38) et (14.62), pour T>> 1, on a

(14.64)

r— 0 r— r—
T 1Ag,)s| > T AD gl 52 > CoT20D | gl 2.

De (14.63), (14.64), on tire la premiére équation de (14.58).
En utilisant (5.66), (14.60)-(14.62), pour T'>> 1,

T2(r—1)| <A§9) (0) 1 > l < CaTz(r—l) lpz TSIT 1|Pz TS |T1
+51-1C T2r- g, T8|0|Qk 78 'lo
T ADG, 2olol T AD 5, 2l
< Cs|s|nzn|8'|n7,1-

En utilisant (5.31), (5.33), (14.40), (14.55), (14.60) et (14.61), pour k, k' > 2, T > 1,
comme en (5.66), on a

0 0
1(-,1)T1 iy )lpsz,Psz

(14.65)

!

< ) <CTt (|I7§j1'3|1‘,1|ﬁ§:r3'|0
+ |ﬁ§L,T~3 lo |5'2'2T3' |T,1) N
(14.66) |([A ,(.°1)T, £,>1°1)~]p2 r8,5a78') || < CT" [Py pslralBars’lo,
( 1 T r,l T]p2 TS, Pz T8 )0 < CT'—llﬁz T3|0|5z Ts'|T 1
<[A1(~?1),T7 AG N awrs, au TS') ‘ < C(T*+ T %)|gr.rslolaw,rs']o-

0

On a une inégalité analogue & la derniére équation de (14.66), si on remplace gz ou

Qw,T PAr Pr,T-
En utilisant (5.31), (5.33), (14.55) et (14.66), pour "> 1, on a

| (Rrazs, 8| < Cllsllgle'lo + | ([AS)r, AT 25, o), |

14.67

(148D < Ga(lshzal#lo + Isbls'-z:2).

On a bien terminé la preuve du Théoréme 14.14. u
Soit Uy, -+, Un(resp. Uj,--+,U},) une famille de sections C* de TrY (resp TRX )

telle que pour tout yev (resp z € W) Ui(y), -+, Un(y) (xesp. Uj(z),---,Uni(x))

engendrent (TrY ), (resp. (TrX).). On ra.ppe].le que Dr est la famille d’opéra.teurs
agissant sur F, définie en (5.70).

DEFINITION 14.15. Pour T > 0, soit D}, la famille d’opérateurs agissant sur Ey
(14.68) Dr = {Pz QP Q € DT} .

Théoréme 14.16. Pour tout k € N fizé, il existe Ci, > 0 tel que pour T >
1,Q1,-+,Qk € Df, s,5' € A(T3S)®E,, on a
(14.69) {1Q1,[Q2, - [@n, A7), -~ 13, &), | < Calsleizals'lniza-

PREUVE: On considére d’abord le cas ou Ii —) 1. Soit Q € Dr. o
»(0,1 (0,1 »
Les opérateurs [°VA(T( )Z)®£ o), °VA(T D%, pr °VA(T 2)®¢ (resp. QPar,

P2r@ (Q € Dr)) sont des operateurs dont les restrictions aux fibres X3(b € V) (resp.
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Z,,(s € S)) ont des noyaux C* uniformément bornés pour (z,z') € X x X3, b€ V,T > 1
(resp. (z,2') € Z, X Z,,5 € S, T > 1).
1) e Par (14.38) et (14.55), on a

(14.70) [PzTQ 2% 1(-?1);' [Q 0)2] Pa -
D’apres le Théoréme 5.23, (14.55) et (14.70), pour s,s' € A(TpS)®E,, on a
(14.71) |<[ Py rQbsr, AL g’]s s’ l < CT*D|pyrs|ralfars'|za.

e Soit

Gr = [C Vﬂ(z,slz)c_l’ (o)]

(14.72) a

= [Cr 5 \/—T ——cr(T5,r)C7", A 1]

Alors Gr, Hr sont des opérateurs différentiels d’ordre 1 le long de la ﬁbre Z, et Gp est
la partie de A% de degré 1 dans A(T3S).

Par (5.26), (5.33), (5.46) et (14.55), les coefficients de Hr sont uniformément bornés
pour T > 1. Par la Proposition 14.12, pour s,s' € A(TS)®E,, on a

(14.73) | {[P3:xQFsir: Hrls, ) |=| (1@, Hr) - [@Por + Prr@P3r Hrl)s,s') |
Cllsl|zls'lo-

e Par (5.31), (5.33) et (14.55), A,(.>1°)’ est un opérateur différentiel d’ordre 1 le long
de la fibre Z, dont les coefficients sont uniformément bornés pour 7' > 1. D’ou, pour
s,8' € A(Tﬁ_S)@Eo, on a

(14.74) l ([Pz rQFayr A£,>?) 2]53 3'>0 | < Cllsl|gls'lo-

2) Pour montrer le Théoréme 14.16 dans le cas ou k = 1, par (14.55), (14.70)-(14.74),
il suffit de montrer que pour Q € Dr, s,s' € A(TaS)RE,, on a

(14.75) l <[P2,TQ 2% & P—IGT]Isa 3’>0| < Clslrrals'e -
i) Pour s,s' € A(T3S)®FE,, on a
([ﬁif@ﬁzlr, GT]S 3') = <[§'2LTQﬁiLTaGT]ﬁé-Ts,ﬁil:T'g,)o
(14.76) + ( DarQ@Psr, Gr|Pars, Pars )
+ < Pa.rQPsr, Gr|Pars, Pa,rs )

ii) Par (14.38), on a
(14-77) sz rGr — GTPz T = [Qa GT] — QP2,rGr + Grha,rQ.
Par le Théoreme 5.23, (14.40) et (14.77), on a

| ([ QP> Gr| oz s, Fhrs') |

(14.78) = |{(QF4rGr — Gr#trQ)Phrs, Pars'),
< C(|pgrslralPzrs'lra + Tlpzrslolfzrs'lo)-
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vee . »(0,1) =(0,1)
iii) @ Si Q = p%°V$g 2% 5L ou p%"VﬁfT ' 2)® 5L alors, par (14.40), on a

(14.79) I <[§5|:TQﬁ 2 GTlﬁ 2*T3’551:Tf_’> 0 l = | <Q§§;TGT52,T3, prizrs' )0 l
< T|pa,rslo|pFP3.75'|o-

e Soit @ =pT°V$g‘(°'l)z)®£pT. Par (14.72), on a

(14.80) prGriyr = [prDECTVZ #2C7t — Crvy ™) Cr (AD P 1) | P

D’apreés (14.60) et (14.80), le noyau de prGrpar est C*, uniformément borné pour
T > 1. De méme , par (14.60), le noyau de P, rGrp2r est C, uniformément borné
pour T' > 1. Donc

| ([P£rQF4r: Gr|ars, Pirs') | = | (@FhxCrrrs, prizs'), |
(14.81) = l <QPTGT52,TS - Qﬁz,rGrﬁz,rs,Prﬁirs'>o
< Clparslolprdzrs'lo-

iv) Comme en iii), on a aussi

(14.82) | ([P3r@Fsz, Grl|Bags: Pars’), | < Closzslralpars'lo.

De (14.58), i)-iv), on tire (14.75). On a montré le Théoréme 14.16 pour k¥ = 1.
3) Les commutateurs d’ordre supérieur.
On répéte les arguments ci-dessus, et on obtient le Théoréme 14.16 dans le cas général.
On a bien terminé la preuve du Théoréme 14.16. |

Pour r > 2,7 > 1, on pose

i - 1 —u3) 2 -1

(14.83) Frur =5 /A O A7)
Soit F,, r(z,z')(z,2' € Z,) le noyau C* de 'opérateur F,,, r relativement 3 dvz/(27)E=%.

Théoréme 14.17. Pour tout m € N,uy > 0, il existe C > 0,C" > 0 tels que pour
u > u07T > TO: .'1?,.’17' € Zv

plel+lall _ , L,
(14.84) :}g)u WF,.,,,,T(Q:,:C )l < Cexp(—C'u?).
le'{<m

PREUVE: En utilisant les arguments qu’on a donnés au début de la preuve du
Théoréme 14.16, en utilisant les Théorémes 14.14 et 14.16, et en procédant comme dans
la preuve de [B4, Théoréme 9.20], [BL, Théoréme 13.32], on obtient le Théoréme. MW

On rappelle que VZ7+¢ est la connexion holomorphe hermitienne sur (R &, hEm+¢).
Soit VR(Y:R48) 15 connexion sur Q(Y, Rmi.€) induite par VTY, VEm+¢ définie en (2.3).
Pour r > 1, on pose

(14.85) G =D1, Gr=DPr—Dri1-
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Pour r > 2, soit Qpr : By = E, ® ®1_,EX - By =E,r @ @,T:zE’,-J"T I’application telle
que pour (so,+*-,3,) € E, ® &1, B}

(14.86) Qr7(50,° 5 85) = Prr50 + SigPirsi + Porst-

Alors Q,,T est un isomorphisme de Ey sur Ey. Soit @:,T I’adjoint de Q,,T. On pose .

R, = (Q17Qr )2,
14.87 ~? Avnd v
( ) Jr,T = Qf,TR;Zal"-

Alors f,,T est une isométrie de Fy dans Ey. Soit
(14.88) Alp =T34 g T

Pour 0 <i,5 <r—1, on pose

o~ -~

(14.89) Forr =peAape, Foijr= Pr_zf,rqf—j,
Fi1r=q_iAlrp., Fijr=r-iAlrgr_;.

On écrit A2; sous forme matricielle relativement au scindage Ey = E, ® @]=) E;-

i=0 L7
(14.90) Zf,r = [Fij1]-1<ij<r—1-
Par (5.28), (14.40) et (14.60), quand T — +o0, on a
(14.91) Fijr =T (F;; + 0(3)).
avec o;; =max{i+1,j+1,2(i+1)8;;}. De plus pour 0 <¢,5 < r — 3,

F_y,_1 = p,D2p, + p,[D,, VEp, + p,o V¥ ZHis)2p
F'i’_l = q"—i[Dr-—ia VE’-‘]prv

Fo_a_1 = qo[ DY, VOEEm)|p

F_1,-1 = q1[ D%, OVQ(Z»&z)]p”

Foj = po[Dr_s, VEilg,s,

F_y,_3 = p,[DY, VO¥:Emd)]g,

F_i,1= p,[DX, OVQ(Z»€|3)]q1’

F'i’i = q"“'Df—iqr—ia

Fro2p-2 = (aD"qs,

Fr-l,r—l = qle’qu.

(14.92)

Par (14.26), (14.27) et (14.92), on a
(1493) Df’l = F_1,_1 - T_IF_].’,'F:.IF;',_]..

=0 i3

Cette derniére formule ne sera pas utilisée dans la suite.
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Soit E r 1’espace orthogonal & E’,.T dans Ey. Si A est un opérateur linéaire de E,
dans Ej, on écrit A sous forme matricielle relativement au scindage Ey = E',,T (=) Ej'-T

_[4 4,
A_[A3 AJ.

tel que Ay = P, r AP, A2 = PrrAPrr, - - -
Par (5.31), (5.32), (14.26), (14.40), (14.60), quand T' — +oc0, on a

1
A%, ) = p.D2p, + p.[D,, V¥]p, + p,° V@)%, 4 O (7%):
QZ.¢ 1 _
(14 94) r,1 T2 — pr,T [C'T(V ( IZ) WCT(T&T)) ’ T’ lAg'))] + O(l)a

1
Al rs=Por [C,T(Vn(z,s,,) m,—;CT(TaT))CT LTt (0)]Pr,T+O(1)a

Ar,l T4 = Tz(r—l)Al(zg) 2 + R, 114

On note aussi | |,ro la norme | |o sur E}. Pour A € L(EP,EP) (m,m' €
{-1,0,1}), on note ||A|[’"’"‘ la norme de A associée & | |,rm €t | |r1m-
Theoreme 14.18. Il eziste 6, C > 0,Ty > 0 tels que pour tout A € Uy, T > T, r >
2,
1,-1 C
»T STe Ts"
PREUVE: Par (14.38), (14.58), et en procédant comme en [B4, Théoréme 9.22], pour
A€EC,|A\<c,0ona

1T1+A1-1T2(A Ar,1T4) Ar,1T3 fr.TJr,TDr1J~:tl'f"r,

r—1 4(0)
(A =T AP ,,T_T,
A — T2(r—1) 4(0),2 -1,0 <&
(14.96) ( Aﬂ;) 2) i T
(A =THDAPN) " < £,
(A — T2-D APy~ ‘;1 <cC.
De (14.57), (14.58), on tire que
1,—
AT,].TZ ‘FT S C
(14.97) |42,.z5 :T <c,
1,-
[Reaza < &

On a aussi

(A= A2, 7)1t = (A = T2-D 4D

(14.98) +(A— Tz(,_l)Ag)) 2) 12‘23;,15(&11,4(/\ Tz(r—l)A’S?)Z) )
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De (14.96), (14.97) et (14.98), on tire que pourr > 2,A € U3, T > 1,0n a
-1,1
”()‘ - A% T4)—1” <C,

(14.99) O~ 42zt - -T2 < €
r— 12\ =~ r— 2y -1|~ b1 c
| = 704D+ (@D ARH T < 2

Pour simplifier, on note la connexion C'Tvg(z’i" )C'T‘1 sur 2(Z,€z) par Vr. En
I
utilisant (5.31), (5.32), (14 57) et (14.66), on a aussi

C

T —- Tr—l’

(14.100) H [ 2 2T CT(Ts T) Tf—lA(O)] ”
- [lvn A2 <c.

D’aprés (14.26), (14.27), (14.94), (14.97), (14.99) et (14.100), pour montrer (14.95), il
suffit de montrer que

prz [V, T AR5 (T2 D AL 52 [V, T AP | B

- P R
~Br 7z VPV B JB 1| | <

(14.101)

On a

Bra [V, T AP | Bon (T ALY 0 [V, T AL o
=p “'7TVTp »T VTpr,
(14.102) +Dr 7T IAT B TVTP (Tz("‘l)A(O)’ ) PrT[VT,T, lAq?)]p -
+Pr TVTprT(T' 1Aan;) PrTVTPr,TT" IAT Dr,T
= Pr1VrP;; TVTPr,T
+5r 2T AD By [VT’p’rT] (Tz(r_l)Ag))' )~ PrT[VT,T’ AP r
+pr,T[VT,pr,T]ﬁr,T(T" -1 AT4) ﬁr,T[VTi B, T]Pr,TT' -1 AT Prr

Par (5.31), (14.40), [V, P. 7] est un opérateur différentiel d’ordre 0 uniformément borné
pour 7' > 1.
De (5.31), (14.40), (14.57), (14.60), (14.96), (14.100) et (14.102), on tire (14.101).
On a bien terminé la preuve du Théoréme 14.18. |

On rappelle que %, est ’application de A(Tg.S) sur A(TgS) définie en (5.54). Pour
2<r<n=dimZ, T > Tg, on pose

1 2 -

Fr,u,T = -2-7—5¢u(pT1', [N3,T2(r—l)’T/ e 4\(/\ _ Az,l,T) ldA],

_ 1 —a?) 2 \-1

Fruee = 5—4upTr,[Ny / (A —DZ,)"d)],

1
(14.103) G, 1 = %Q/)uwTr, [N3,Tz(,_1)’T /5 e M\ - Af,I’T)“ld/\] pour r > 1,

1 -

Gl,u,oo = %zpugoTr. [(Nz,l + Nx) /; e-ﬂ’A(A - B;,l) 1d}\],

Gr,u,oo = 'é::r_z.";buSOTrl [NZ ‘/6 e—“z’\(A - Df,l)-ldx] .
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Alorspour2<r<n
(14.104) Fr,u,oo + Gr,u,oo = SOTI', [NZ exp(-Df,u)] .

On a l’analogue de la Proposition 13.10.
Théoréme 14.19. i) Il existe § > 0,Cy > 0,C > 0,Tp > 0 tels que pour u > 1,T >
T0,2<r<n, _

C —cs
(14.105) |Frat = Frinoo| < 756 Gie,

ii) Il eziste des formes a,;r,bnir (T € [To,+0],1 <7< n,—2dimS <i<0),C™®
sur S, telles que

(14'106) G"a‘“ﬂo = -Iz 2d.imsar,i,coui + Ch’(E1-+17 hE’H),

— T 'c H Z ;
Gn,u,T = Ei=1—2dimsbn,i,TU + <PT1', [NZ eXP(—VT( £1z) 2)] ]

Quand u — 0, uniformément en T > T, on a
(14.107) Frar = X0 2gimstrirt +O(u) pour r>2,
Giar = =20 _2amstrirt’ +O(u).
iii) On a
(14.108) roo0 = ch'(Ey, hE) — cb'(Epyq, R%+), pour r>2.

Il existe § > 0 tel que pour 1 <r < n, quand T — 400, on a

a"yirT = a")i)°° + O(-Il'_.:)"
(14.109) BriT = —Onioe +O(z77) pour <0,
bpigT~ "V 457 oa,; 7T~V =—q,;7 pour i<0.

PREUVE : i) En utilisant les Théorémes 14.17 et 14.18 et en procédant comme en
[BL, §11(p) et §13 (0)-(q)], on a (14.105).

ii) Comme & l'intérieur de &', 0 est l'unique valeur propre possible des opérateurs
AS){},DE, DY¥2 pourr>2,u€C,|u/>1,0na

1 i} _
Grur = 5—¢Tn [Naga-surz /6 e (A — A2, p) 7',
_ 1 -A 2 \-1
Gl,u,oo - E;r?(lor'[‘rl [(Nz,u’ + NX) ‘/6 € (A - Bz,u’) dA] ’
» _ 1 -A 2 \-1
(14.110) Gruo = 59Tr [Nz /6 e\~ D2,)tdN].

En utilisant (14.110) et en procédant comme en [B4, §9 (m) et (n)], on a (14.106).
iii) @ Pour T € [Tp, +o0], soient

(14111) fr,u,T = ¢;1Fr,u,Ta Jru,T = d);lGr,"hT'
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Alors f, .1 €t grur sont des fonctions holomorphes en u € C.

En utilisant les Théorémes 14.14- 14.18, et en procédant comme en [BL, §11(p) et
8§13 (0)-(q)], on sait qu’il existe aussi C' > 0,6 > 0 tels que pour tout u € C, |u| < 1,
T >1Tp,0ona

(14.112) | fra1 = Friusool <

lg"'yu T — g")'"’)m |

H|QH|Q

En particulier, quand T — +o0, les fonctions {f,.,r}, {9rur} sont des fonctions holo-
morphes uniformément bornées en {u € C, |u| < 1}. Elles ont donc un développement
en série uniforme en u au voisinage de u = 0. De (14.112), et de la formule de Cauchy,
on tire que les coefficients de ces développements convergent quand T' — 400 & la vitesse
O(7s)- De (14.111), on déduit le résultat correspondant pour les fonctions F, 1, Gru,r
(qui sont elles-mémes méromorphes en u). On a bien démontré (14.107) et les deux
premiéres équations de (14.109).

e De (14.104), (14.106), (14.107), on tire (14.108).

e Par (14.37), pour T > Ty, on a

G1.u,T = Xl omi '¢’u‘PT1‘a [Nz 1,T / e_“u(’\ - Bg,l,T)—ld)‘]

D
(14.113) +2—7r2¢,,<pTr,{N3,1’T / , e (A= B p)ld)

73(n-1)

n
- z:1-=2F;',T""""tt,T + Gn,T"‘(""')u,T‘

Par (14.106), (14.107) et (14.113), on a aussi la troisiéme équation de (14.109).
On a bien terminé la preuve du Théoréme 14.19. m

f) Preuve du Théoréme 14.9.

On procéde comme dans la preuve du Théoréme 13.6.
En appliquant le Théoréme 5.17, on a

(14.114) lim 2{(PT1‘, [N:*I,u2 T exp( B3 u2 T)] Gl:“v du

T +oo
= / 2{<pTr, [(N2 « + Nx) exp(—B3 u:)] G1,4, o,,} du .

En utilisant le Théoréme 14.19 et (14.113), pour T > Tp, on a
du

ru,T

f1+°° 2{G1,u,T — ¢Tr, [Nz exp(—VH(z’ilz)’z)] } du _ =X ,2

(14.115) +2 AP {Gn,uT oTr, [NZ exp(— VH(Z,Ew) 2)]}du

T7—(r-1)

On decompose chaque intégrale fT_(,._l, sous la forme [} -1y + fi7®. En sommant les
termes f , on obtient un terme @y 7, et en sommant les termes fT ~(~-1), on obtient un
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terme Q)2 7. Alors par le Théoréme 14.19 et le théoréme de convergence dominée, quand
T — 400, on a

+o0 du
QI,T - Ql,oo = E1"’:‘=22./1 Fr,u,ooT;

14.116 hnt
(14.116) +2 f: (Gaoo = ' (B, R54))

du
=,

En appliquant le Théoréme 14.19, et le théoréme de convergence dominée, quand
T — 400, 0n a

(14.117) Qar — 257 ,(r —1) [ch'(E,, hE) — ch'(E, 41, KB+ )] logT
n 1 0 i du 1
=25 /;,_(,_1) [Frar = B2 i i ]7 +O(75108T)
1 ' ; ;
+252 2dim 3 (B + Zaarir) = (BT~ + Tlza,,7T-070)]
e _ 5o )3
- erm - 221‘:2 0 (Fr)uyoc- Ei:—zdim Sa"ﬁ’mu u

1
n—1gi—1
+2Er=1 Ei=—-2di.!n S;af;i»m .

Par (14.104) et (14.106), on a

1
(14118) Qa0 =257, /0 {@Tr.[N exp(-D2,)] - Ch'(EﬂhE')}%

+oo du

n—1 ! E, bt
+Er=1 /; 2(G’,“v°° —ch (E"'H"h +l)) U )

D’aprés (14.104), (14.114), (14.116) et (14.118), on a le Théoréme 14.9. |

g) Preuve du Théoréme 14.10.

On rappelle que Pr est la projection orthogonale de Ey sur KerDZ correspondant &
g%Z hE. Soit Pr la projection orthogonale de Ey sur iy = KerAY associée & { ),
D’aprés [BerB, (6.63)], pour o, € Egy, on a

1 - ~
(14.119) (Pra, Prol)y = sy ( PeTV* Bro, ByT"* Brd/) .
Par (14.37) et (14.38), on a
(14.120) Pr = o1z

En utilisant les Propositions 13.11 et 14.12, et en procédant comme dans la preuve
du Théoréme 13.7, on a le Théoréme 14.10. |
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Résumé. Soit 7, : W — V (resp. m, : V — S) une submersion holomorphe de variétés
complexes, de fibre compacte. Soit £ un fibré holomorphe sur W. Dans cette Note,
on annonce un résultat qui exprime une combinaison des formes de torsion analytique
associées a m;, 7> et my o m; 4 I'aide de classes de Bott-Chern. Ce résultat étend une
formule de Berthornieu-Bismut 4 une situation en famille.

Analytic torsion forms and families of submersions

Abstract. Lerm : W - V (resp. my : V. — S) be a holomorphic submersion of complex
; varieties with compact fibre. Let & be a holomorphic vector bundle on W. In this
Note, we announce a result which relates a combination of the analytic torsion forms
associated to wy, w3 and wy o 7y in terms of Bott-Chern classes. This result extends
to a relative situation a result by Berthomieu-Bismut on the behaviour of submersion
of Quillen metrics.

Abridged English Version

The purpose of this Note is to extend to a relative situation a result of Berthomieu-Bismut [1] on
the behaviour of submersions of Quillen metrics.

Let 7y : W — V (resp. m : V — S) be a holomorphic submersion of complex varieties with
compact fibre X (resp. Y"). Let 3 = wp o ;. Then 73 : W — S is a holomorphic submersion with
compact fibre Z. Let £ be a holomorphic vector bundle on W.

One assumes that the R*m1.£, Rim3.€, Rima.Rim.€ are locally free.

Let w" (resp. w'") be a real closed (1,1)-form on V(resp. W), which induces a metric g7¥ (resp.
gT%) on the relative tangent bundle TY (resp. TZ). Let g7~ be the metric on TX induced by w" .
Let A% be a Hermitian metric on &.

Note présentée par Jean-Michel Bismur.
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Let hH(Z42) denote the L, metric on H(Z,£z) = R*w3.£ which one obtains by using the Hodge
theory of the fibres Z. Also, we denote by hf™1-¢ (resp. hE2) the L, metric on R*m1.£ (resp.
E; = R*T2.R°m.£) associated with g7-¥, k¢ (resp. g7, hE™1-8),

Let PS5 be the vector space of real smooth forms on S, which are sums of forms of type (p, p).
Let PS:0 be the vecfor space of the forms o € PS such that there exist smooth forms 3,y on S
with a = 88 + 9.

Let T3(w™', k) (resp.. T1(w™, hf), resp. To(w", AE™+€)) be the analytic torsion forms of Bismut-
Kohler [6] on S (resp. V, resp. S) associated with (ms,gT™,h¢) (resp. (w1,g%" .hA%), resp.
(w2, g7V, hB™1-8)). '

On W, we have the exact sequence of holomorphic Hermitian vector bundles

0—TX = TZ —mTY — 0.

Let Td(TZ, TY,g7Z,g7Y) be the Bott-Chern class constructed in [5].

For s € S, let (Ey,s,dr,s) (r > 2) be the Leray spectral sequence [11] of the fibration 7 : Z, — Y.

We construct the Bott-Chern class ch(Esz, H(Z, £ z), hZ, hH#(Z£2)) € PS/PSO under one of the
two following assumptions:

(i) The E. (r > 2) are locally free,

(ii) m; is projective and V is a projective manifold.

THEOREM 0. — The following identity holds

Ty(w", h) =Ta(w", AR7=) + / TA(TY, g™ )T (™, k)
Y
+ EE(E% H(Zs §|Z)7 hEz’ hH(z’EIZ))
- [ T2, v, 672, 7Yy (6, ) 1m PS/PSO.
zZ

1. Introduction

Soit 7 : Z — Y une submersion holomorphe de variétés compactes complexes de fibre X. Soit £
un fibré holomorphe sur Z. Soit A(§) I'inverse du déterminant de la cohomologie de £. Supposons
que, pour 0 < k < dim X, R*m.£ est localement libre. Soit A(R*,£) la droite complexe

dim .Y

[©) MR'mE) = @ (M(R*me) .
k=0

Alors, par la théorie de la suite spectrale sur le complexe de Dolbeault, A(£) ~ A(R*~.,£).

Soient gTZ, g7Y des métriques kihlériennes sur T'Z, TY. Soit h% une métrique hermitienne sur
€. Soit AR'™¢ la métrique Ly sur R°m,£ associée 2 gTZ,hE. Soient || fae) et I laaen.e)
les métriques de Quillen sur les droites A(£) et A(R*w.&). Bismut et Kohler [6] ont construit
des formes de torsion analytique sur Y qui généralisent en degré arbitraire la torsion de Ray-
Singer [14], et ils ont montré qu’elles vérifient des formules d’anomalie, qui les rendent « naturelles »
en théorie d’Arakelov. Dans [1], Bismut et Berthomieu ont calculé une formule explicite pour
Log([llﬂ e/l Nacren. ¢))? 2 l'aide de classes de Bott-Chern et des formes de torsion analytique

e [6].
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L’objet de cette Note est d’annoncer une extension de [1] en situation relative. En effet, on considere
des submersions 7, : W — V, r : V' — S. On pose 73 = w3 o w1. On donne une formule exprimant
en combinaison naturelle des formes de torsion analytique associées & m;, 72,3 2 ’aide de classes
de Bott-Chern [5].

La preuve de cette formule repose sur des techniques de limites adiabatiques de Bismut-Cheeger [4]
et sur la suite spectrale de Leray. La stratégie générale de la preuve est identique a la preuve d’un
résultat de Berthomieu-Bismut [1].

Les preuves des résultats annoncés dans cette Note sont développées dans [12].

2. Une famille de submersions complexes

- Soitm : W — V (resp. 2 : V — S) une submersion holomorphe de variétés complexes de
fibre compacte X (resp. Y). Alors 73 = mp 0w : W — S est une submersion holomorphe de fibre
compacte Z. On a donc

X z W
o me ‘l:&‘ S

Soit £ un fibré holomorphe sur W.

Dans toute la suite, on suppose que R°m1.6, R°7w3.€ et R°my. R*m;.£ sont localement libres. Soit
H(Z,&z) la cohomologie de & z. Alors H(Z,& z) est un fibré holomorphe Z-gradué sur S. Plus
exactement R°w3.§ = H(Z,§z).

On suppose désormais que la fibration w2 : V. — S (resp. 73 : W — S) est kihlérienne au sens
de [5]. Plus précisément, soit w" (resp. w"') une (1,1) forme réelle fermée sur V (resp. W), dont
la restriction 2 chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne gTY¥ (resp. g%7%) sur le
fibré tangent relatif TY (resp. T Z). Soit g7 la métrique hermitienne sur 7'X induite par w" . Soit
h® une métrique hermitienne sur &.

Pour 3 € 8, soit Q(Z,,§z,) le complexe de Dolbeault relatif. Soit *TZ I’opérateur de Hodge
associé a gTZ sur A(T{ Z). On munit Q(Z,§z) de la métrique hermitienne L, normalisée

(3) )= (%)dimz [ (5728,

Par identification de H(Z,§jz) aux éléments harmoniques dans le complexe (Z,§)z), on note
hH(Z:£12) 1a métrique L, associée sur H(Z,&z). De méme, on désigne par AR+¢ la métrique L,
sur R*m.£ associée a gT¥, hE.

Soit PS I’espace des formes réelles C*° sur S qui sont la somme de formes de type (p,p). Soit
PS50 P’espace des v € PS, qui s’écrivent v = 88 + 37, o B et y sont C* sur S.

Si K un fibré holomorphe avec métrique g¥ et si Q est un polyndme caractéristique, on désigne
par Q(K,g¥X) € PS la forme de Chern-Weil associée a la courbure de la connexion holomorphe
hermitienne sur K. :

Soit T3(w™, k) (resp. Ti(w™,ht), resp. To(w",hf1+¢)) les formes ge torsion analytique
construites dans Bismut-Kéhler [6] sur S (resp. V, resp. S) associées a (w3, w"™,hS) (resp.
(w1, w", hE), resp. (w2, w”, hE™18)). Les formes T3 vérifient 1’équation

90

(4) S—To(w"” , h€) = ch(H(Z, §2), hTE41)) / Td(TZ,9"%) ch(€, 6°)
zZ
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et les formes T} et T vérifient des équations analogues. Dans [6], on a établi des formules d’anomalie
pour ces formes qui les rendent potentiellement compatibles au formalisme d’image directe en théorie
d’ Arakelov de Gillet et Soulé [10]. :

On considere la suite exacte de fibrés holomorphes hermitiens sur W

(5) 0-TX -TZ - niTY — 0.

®

Soit Td(TZ,TY, g7%,g¥Y) € PY /PW? 1a classe de Bott-Chern de [5] telle que

(6) ETd(Tz TY, 7%, ¢TY) = Td(TZ, g7 %) — n}(TA(TY, g7¥)) Td(TX, g7).

‘3. Définition de la classe de Bott-Chern ch(E,, H(Z, £ z), k2, hH(Z412)) ¢ PS/PSO

On montre tout d’abord que pour s € S, le complexe de Dolbeault (Z,, &z, ) muni d’une filtration
convenable calcule la suite spectrale de Leray (Ers,drs) (r = 2) au sens de Grothendieck [11].
Comme dans [1], on construit la métrique hZ~+ sur E,., associée a gT%, g7Y, h.

Soit (E,v) (avec E = @, E*) un complexe de fibrés holomorphes sur S. Pour s € S, on note
H,(E) 1a cohomologie du complexe (E,v),. On suppose que le rang de H:(E) est localement
constant. Ainsi H(E) est un fibré holomorphe Z-gradué sur S. Soit AZ" (resp. h(F)) une métrique
hermitienne sur E* (resp. H(E)). En imitant [5] et [6], on peut construire une classe de Bott-Chern
- ch(E, H(E), hE, hH(E)) € PS/PS0 telle que

) aa h(E H(E),hZ hHB) = ch(E, hF) — ch(H(E), hE®).

Soit F = F°> ... D F™ =0 une filtration de fibrés holomorphes sur S. Soit Gr* F = Fi/F*+1,
Soit AF (resp. h.Gr F ) une métrique hermitienne sur F' (resp. Gr F'). De méme, on peut construire
une classe de Bott-Chemn ch(F, Gr F, k¥, hS*F) € PS/PS® qui vérifie

®) 266 ch(F, Gr F, ¥, h® F) = ch(F, ¥) — ch(Gr F, h* ),

PROPOSITION 1. — Soit £ = (£P9) (0 < p,q < n) un bicomplexe de fibrés holomorphes hermitiens sur
S. Soit H'(E) la cohomologze de E de degré i. Soit (€,,d,) la suite spectrale induite par la filtration
FPE = @ +>p EF *°. On suppose que pour p, q,r > 0, le rang des fibres E¥*? est localement constant.

Soit hé- (resp. h¥ (5) ) la metnque sur &, (resp. H(E)) induite par hE. Alors on a

9) ch(&, H(€), he, hH®)) =ZEH(£,-,£,-+1, hEi, BE+1)
=0

— ch(H(E), Eoo, hEE) hE=) dans PS/PSO,

Dans la suite, on définit la classe de Bott-Chem ch(E;, H(Z,§z), k22, hE(Z&2)) ¢ PS/PSO
dans les trois cas suivants :

(i) On suppose que le fibré holomorphe ¢ est ;. et w3, acyclique.

Alors E; = H(Z,§z). Par la construction de [5], la classe de Bott-Chemn ch(Ez, H(Z,§z2),
hF2, hH(Z412)) € PS/PSO est bien définie.
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(ii) En toute généralité, si le rang de E,.(r > 2) est localement constant sur S, on pose :

(10) ch(Ez, H(Z,§7), k™, hH@412)) = 5 CR(E:, Biyy, b5, h5+)
=2

— ch(H(Z,§7), Eoo, hH(Z412) pE=),

(iii) On suppose que ’application ; est projective [5], p. 337, et que V est une variété projective.
Soit n = dim Z.

Soit (§f)05i5n une résolution 7, et ws. acyclique de fibrés holomorphes de & sur W, et
F = (F*7)9<i,j<n une résolution 7. acyclique de fibrés holomorphes du complexe (R%r1.£') au sens
de [8], chap. XVII. Si on filtre le bicomplexe E(F) = R%w3.F par FPE(F) = D, >, ROmy F*P,
alors la suite spectrale associée (E.(F),d,) calcule la suite spectrale de Leray (E.,,d,.) (2 partir
de r = 2).

On se donne des métriques hermitiennes A% *(F) sur EP4(F) = ROmo, FP+9.

DEFINITION 2. — On définit la classe de Bott-Chern ch(Ez, H(Z, & z), hF2, hH(Z412)) ¢ PS | PS©
de la maniére suivante

(11) ch(E,, H(Z, §z), BF2, RH(Z.812)) =ch(E(F), H(E(F)), hE®), pH(Z42))
— Ch(E(F), Ea(F), hEF) pE2),
PROPOSITION 3. — La classe ch(E,, H(Z, &z), hB2, kE(Z:812)) ne dépend pas du choix des résolutions

et des métriques. De plus, on a

(12) oo Gh(Ey, H(Z,&7), =, hH(342)) = ch(Bp, h®) — ch(H(Z,§.), h¥(25)).

On vérifie, sous les hypotheses de (iii), la compatibilité de notre construction a (ii).

4. La fonctorialité des formes de torsion analytique

On énonce maintenant le résultat principal de cette Note, qui étend en degré arbitraire un théoréme
de Berthomieu-Bismut [1] sur les métriques de Quillen [S]. Cet énoncé s’applique dans les trois
cas précédents.

THEOREME 4. — On a l’identité
(13) Ts(w", hE) =Th(w", hE™-€) 4 /Y Td(TY, g7¥ )T (W, hf)
+ ch(Ey, H(Z,§1z), kB hH(Z412))
- / Td(TZ,TY,g%%,97¥) ch(¢,h¢) dans PS/PSP.
zZ

5. Principe de la preuve du théoréeme 4

Notons que les formules d’anomalie de [6] montrent qu’il suffit de montrer le théoréme 4 pour
un seul choix de (1,1)-formes w™,w’.

Dans la preuve de [12], dans les cas (i) et (ii), on reprend la démarche générale décrite dans
Berthomieu-Bismut [1], mais naturellement, les objets considérés sont maintenant des formes sur S

de degré pair arbitraire.
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Le schéma général de la preuve de [12] consiste a utiliser des techniques de limites adiabatiques en
remplagant w¥ = &% + riw par @™ + wjw' (avec T — +o0).

Il est clair que dans [12], les techniques d’indice local de [1] doivent étre remplacées par des
techniques d’indice relatif local [2].

Par rapport a [1], une difficulté générale tient au fait que les formes de superconnexion sur S, qui
dépendent d’un paramétre u, ne convergent quand u — +oc qu’a la vitesse ﬁa, alors que dans [1],
la vitesse de conver@ence était e~°* (¢ > 0).

Dans les trois cas, la preuve du cas (i) est essentielle. Dans le cas (ii), il y a une difficulté qui tient
-au fait qu’il y a des petites valeurs propres au sens de [9].

Enfin, pour terminer la preuve dans le cas (iii), on appliquera le théore¢me 4, cas (i) au complexe
(€°,v) qui est une résolution m;. et 73, acyclique de &. '

Remerciements. Je tiens a remercier le Professeur J.-M. Bismut de m’avoir proposé ce sujet, et pour d’utiles
discussions.

Note remise le 16 septembre 1996, acceptée le 30 septembre 1996.
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