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Abstract

Let ni : W  —* V, 7T2 : V  —* S  be holomorphic submersions of complex varieties with 
compact fibre. Let £ be a holomorphic vector bundle on W. In this paper, we prove 
the fonctoriaJity of the analytic torsion forms with respect to the composition of two 
submersions. This result extends to a relative situation a result by Berthomieu-Bismut, 
proved in the case where 5  is a point.

K eyw ords: Sheaves and cohomology of sections of holomorphic vectors bundles. 
Characteristic classes and numbers. Index theory and fixed point theory.

AM S C lassification. 32L10, 57R20, 58G10.
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a) Classes de Bott-Chem
b) Suite spectrale de Leray [Grot]
c) Un bicomplexe holomorphe sur S
d) Définition de ch.(E2 ,H(Z,Ç\z),
e) Preuve du Théorème 3.9

11 Id en tité s  en tre  les form es de to rsion  analy tique d ’un  complexe de fibrés 
holom orphes

a) Formes de torsion analytique associées à un complexe
b) Formes de torsion analytique du complexe E  et filtration par dZ
c) Formes de torsion analytique du complexe E  et filtration par v
d) Preuve du Théorème 11.2

12 P reuve  d u  T héorèm e 3.11
13 P reuve  d u  T héorèm e 10.7

a) Le théorème principal
b) Une 1-forme sur RÜJ_ x R+
c) Des résultats intermédiaires
d) Preuve du Théorème 13.2
e) Preuves des Théorèmes 13.5 et 13.6
f) Preuve du Théorème 13.7

14 P reuve  d u  T héorèm e 0.1 dans le cas où les Er sont des fibrés vectoriels 
su r S

a) C om plexe de D olbeau lt
b) Le théorème principal
c) Des résultats intermédiaires
d) Preuve du Théorème 14.6
e) L’asymptotique de certaines supertraces quand T  —> + 0 0  ou u —* 0
f) Preuve du Théorème 14.9
g) Preuve du Théorème 14.10 

R eferences

3

$ €

hH(Z4\z))



0 In tro d u ctio n

Soient W, V, S  des variétés complexes. Soient îtj. : W  —»• V, 7r2 : V  —* S  des sub­
mersions holomorphes de fibres compactes X , Y . Alors 7r3 =  o 7rx : W  —»■ S  est une 
submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit £ un fibré vectoriel holomorphe sur 
W . On a donc

Soient R miruÇ,R,7r3*Ç,R*7r2*R*7rufi les images directes de f , £, On suppose
que les R*iru Ç, R mTr3*£, R*z 2*R*^i*  ̂ sont localement libres. Soit H(Z,Ç\z ), H(X,Ç\x) 
les cohomologies de £|z, £|x- Alors H(Z,Ç\z) est un fibré holomorphe Z-gradué sur S. 
Plus exactement R*7r3*£ =  H(Z,£\z )- De même R*tti*Ç = H(X,Ç\x)-

On suppose désormais que les fibrations 7r2 : V  S, ît3 : W  —* S  sont kâhlériennes 
au sens de [BGS2, §1], Plus précisément, soit u>v  (resp. u w ) une (1,1) forme réelle, 
fermée sur V  ( resp. W), dont la restriction à chaque fibre Y  (resp. Z) définit une 
métrique hermitienne gTY (resp. gTZ) sur le fibré tangent relatif T Y  (resp. T Z ). Soit 
gTX la métrique hermitienne sur T X  induite par ww . Soit té une métrique hermitienne 
sur £. ^

Soit (0 (X ,^ |x ), d*) le complexe de Dolbeault des formes C°° sur la fibre X  à valeurs 
dans £. On munit Cl(X,Ç\x) de la métrique hermitieime L2 associée à gTX,té. On 
identifie H (X , Ç\x) aux formes harmoniques dans le complexe iî(X , £|jç). Soit hH<̂x ^\x  ̂ =  
hR*l*t la métrique L2 associée sur H (X, £|.y) =  R*tti*£,

De même, on considère les complexes de Dolbeault relatifs Q(Z, £|z) et f2(y, i2*7ri„£|y) 
associés aux métriques gTZ ,té  et gTY,h R'*l*Z. On désigne pax h ^ z ' ^  =  hRn**S et  

2es métriques L2 correspondantes sur H{Z,^\z ) =  i2*7r3*£, R*‘ïï2*R*ïïi*Ç.
Soit P s  l ’espace vectoriel des formes réelles sur S  qui sont la somme de formes C°° 

de type (p,p). Soit P s,° l’espace des a  G P s , qui s’écrivent a = d/3 + d j, où (3,y  sont 
des formes C°° sur S.

Si K  est un fibré holomorphe avec métrique gK, si Q est un polynôme caractéristique, 
on désigne par Q (K ,gK) 6 P s la forme de Chem-Weil associée à la courbure de la 
connexion holomorphe hermitienne sur K.

Soient Ti(ojw , té) (resp. T2(ujv , hRni'*), resp. T3(ojw ,té))  les formes de torsion an­
alytique construites dans Bismut-Kôhler [BKô] sur V  (resp. S , resp. S) associées à 

té) (resp. (tt2 )Wv , hRvim̂ ), resp. (7t3,ujw , té)). Les formes Ti vérifient l’équation

(0.1)
dd
2m

Ti(uw ,té)  =  ch( R r ^ h * 91*) - LT i(T X ,g TX) M i , h e).

et les formes T% et T3 vérifient des équations analogues. Dans [BKô], ils ont établi des 
formules d’anomalie pour ces formes qui les rendent potentiellement compatibles au for­
malisme d ’image directe en théorie d’Arakelov de Gillet et Soulé [GS3].
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Soit ’Tài?ZiTYtgrz,grr) G Pw/Pw>° la classe de Bott-Chem de [BGS1] telle que

(0.2)

dd
2m

Td(TZ,TY, gTZ, 0Ty) =  Td(TZ,gTZ) -  ^  (Td( T Y ,^ ) )  Td(TX,gTX).

Pour s £ S , il existe une suite spectrale de Leray (Eri„, dTti)(r > 2) [Grot] telle que 
E2 = R*7r2mRm7ri*£. On montré à la Section 14 que le complexe de Dolbeault Q(Zt ,Ç\z.) 
muni d ’une filtration convenable calcule la suite spectrale de Leray au sens de [Grot]. 

Soit hF* la métrique sur E2 induite par . _
Dans cet article, on définit une classe de Bott-Chem ch^ 2, H(Z,£\z), h ^ ,  hH ẑ ^ z^j 

G P s / P 5,° dans les trois cas suivants:
i) On suppose que le fibré holomorphe £ est 7Ti» et 7r3* acyclique.
ii) On suppose que le rang des Er (r > 2) est localement constant sur S.
iii) On suppose que 7Ti et V  sont projectives [BGS3, p337]. 

et on vérifie que ces définitions sont compatibles.
La classe ch(E2 , H(Z, ̂ z ) ,  h**, hff(z,*iz)) vérifie l’équation

(0.3)
dd
2m

ch (E2,H(Z,([z),hE>,hB^ )

=  ch (H (Z ,t \z ) ,hs (z¿\*)) -  ch{E2, h ^ ) .

Le but de cet article est de montrer le Théorème suivant, qui étend une formule 
de Berthomieu et Bismut [BerB, Théorème 3.1] où S  est un point à une situation en 
famille.

Théorèm e 0.1. On a l ’identité

(0.4)
T,(uw ,h<) -T 2( ¿ ,  -  lY'VA(TY,gTY)Tl{üjw ,h() 

+  Jt Td(TZ, TY, g™, « " )* ({ , ht) 
-é k (E 2,H(Z,(^),he',hB^ > )  = 0  dans Ps/P s’a.

Plus précisément, par les techniques de [B4], on peut construire explicitement des 
formes 7  et ê, qui sont locales sur S, telles que le terme à droite de (0.4) est donné pax 
d'y H- dô.

On remarque que quand S  est un point, le Théorème 0.1 est exactement [BerB, 
Théorème 3.1]. Dans [BerB], le résultat est énoncé comme ime formule qui compare les 
métriques de Quillen sur det fí*7r3*£ ~  det i?, 7r2, i 2*7r1» .̂

La formule (0.4) est naturelle. En effet, si A est l’expression à gauche de (0.4), alors 
par (0.1)-(0.3), & A  =  0.

On se restreint maintenant au cas i). En utilisant [BKô], on vérifie facilement que 
l’égalité (0.4) est compatible aux variations des métriques concernées. Si S  est compacte 
et kahlérienne, en appliquant le dd-lemme de [GrH, pl49], on sait que A est une classe 
de cohomologie sur S. Si £' est un fibré holomorphe sur S, en utilisant les résultats de 
[BerB], on a aussi

(0.5) Td(rS)ch(£')A  =  0.
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Supposons maintenant que W, V ,S  sont des variétés arithmétiques. Dans [GS3], 
Gillet et Soulé ont conjecturé la formule de Riemann-Roch-Grothendieck en théorie 
d ’Arakelov:

(0.6) «K*ii(Î. A£)) =  n .  [ch({, h‘)TdA(TX, f x ) \ .

Cette formule a été montrée par Gillet et Soulé [GS4] pour la première classe de Chem. 
La formule (0.6) en tout degré découle de [B4] et des travaux précédent.

Par la définition de l’image directe de Gillet et Soulé, le terme à gauche de (0.6) 
contient les formes de torsion analytique, qui sont équivalentes aux formes de torsion 
analytique T\(uw de [BKô].

Le Théorème 0.1 implique alors qu’on a la formule

(0.7) *»({, ) -  *a(iru(i, A£)) = - /  Td(TZ, TY, / * ,  , he).
J  z

Notons que dans [F], Faltings a aussi établi une formule de Riemann-Roch-Grothendieck 
arithmétique en tout degré dans le cas où les variétés W, V  sont projectives. La formule 
(0.4) est un analogue d’un résultat de Faltings [F, Lemme 5.5], dont la preuve est donnée 
dans [F, p 75-76].

La stratégie générale de la preuve du Théorème 0.1 est la même que celle de [BerB] 
dans le cas où S  est un point. Dans notre contexte, comme en [B4], on montre une 
identité de formes dans P s ,

(0.8)
4

Y , I l = d 9 l - d 6 l - d d e l .
k=l

où #2 dépendent de e, A, Tq > 0. Ces termes s’expriment en fonction de traces d’un 
opérateur de la chaleur sur la fibre Z , dépendant de deux paramètres u et T.

Comme dans [B4], on utilise le Théorème d’indice local relatif [Bl]. On utilise aussi 
la technique de changement d’échelle de Getzler [BeGeV].

Comme dans [BerB], [BL] et [B4], la suite spectrale de Leray et les propriétés de 
vitesse finie de propagation des solutions d’équations hyperpoliques jouent aussi des rôles 
importants.

Rappelons que les conditions de validité du Théorème 0.1 ont été décrites en i), ii),
iii).

Dans le cas i), commme =  H(Z, £\z), la. définition de ch(i?2j H(Z, f| z), h**,
G P s / P s>° à la Section 3 ne pose aucune difficulté particulière.

Dans le cas ii), soit hEr(r > 3) des métriques hermitiennes sur Er. Pour r > 2, comme 
en [BGS1], on définit les classes ch(Æ?r , Er+1, h Er  ̂h Er+1 yet ch(H (Z, Çlz), E0o, h *™  i*), hE~ ) .
A la Section 14, on pose

c h f e ,  H  (Z, i l , ) , , hEV*I*>) =  S S 2Ch (K ,  Br+1 , , fc*« )

(0.9) -d i(jT (Z ,Î|* ), hB^ \  hE~ ).
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Dans le cas iii), la construction de ch. (jE2, H(Z,£\z), est plus subtile.
En général, les Er (r >  2) ne sont pas des fibrés vectoriels holomorphes sur S. A 
la Section 10, pour construire ch.(E2 ,H{Z,£\z), hE*, hH ẑ^ z^  € P s /P s,°, on utilise la 
définition de Grothendieck de la suite spectrale, qui implique le choix de résolutions 
de f. On donne alors une construction de ch(£2 , H ^ Z ,^ ) ,  hEi, hB ẑ '^2^ . On montre 
qu’elle ne dépend pas de la résolution choisie. Si les (Er ) r>2 sont des fibrés vectoriels 
holomorphes, on montre le résultat non trivial qu’on a encore (0.9).

Pour que les objets introduits soient définis sans ambiguïté, à la Section 14, nous 
sommes amenés à redémontrer le résultat sans doute classique que pour r > 2, la suite 
spectrale associée à la résolution de Dolbeault est canoniquement isomorphe à la suite 
spectrale de Grothendieck.

Naturellement, si l’on admet le Théorème 0.1 dans les cas ii) et iii), on peut en tirer 
la compatibilité de constructions de ch(E2 ,H(Z,Ç\z), hEi, hH(-z '^z^  dans ces deux cas.

La suite spectrale associée à la résolution de Dolbeault est telle que Eq = Q(Y, 
i2(X ,^|x)|y), Ei = Q(Y, R*Tru Ç). Soient h**, hEi les métriques L2 sur E0, E\ associées à 
(gTX, <?r r , A€), (</TY, hR*l,Z). Soit ha('Z'^z'> la métrique L2 sur Ct(Z, z) associée à gTZ, h*.

Plus généralement, du point de vue de la théorie des classes de Bott-Chem, il est 
naturel d ’écrire les relations formelles

(0.10)

M ü { Z ^ \ z l E Q, h ^ z^ \ h ^ )  = -J z T d (T Z ,T Y ,g TZ,gTY)ch(Ç,h<),
ch(E(hE1,hE- ,h ^ )  =  fY
ch(Eu E 2, h* , IIe*) =  Ta(wv , h*"'*),
ch(ß(Z, Ç\z), H (Z , £|s), h3 ™ i*>) =  T3(cjw , h*).

Le Théorème 0.1 prend alors la forme

ch(«(Z,Ç |2 ), H (Z ,Î|z), i>n(z4|a), »'<«!*») =  d i t e  il*), E0, fc1*«!*), ft®>)
(0.11) +ELodi(Si,i;i+x,Aa ,A®‘+') 

+ch(E2,iT(Z,i|Z),Jia ,/>ff(«i*)) dans Ps/P s’°.

De (0.9), (0.11), dans le cas ii), (0.11) s’écrit aussi

ch (ü(Z , £|s), H{Z, £, z), ä W ,  =  ch (fi(Z, £, z), Eo, hn^ \ h ^ )
(0.12) +'Eß0ch(Ei,E i+1,hE' ,h Ei+i)

+ch(H (Z ,£,z ),Eoo,hH(z ¿\*\hE- )  dans P s/ P s>°.

Cette relation a une version naturelle pour des bicomplexes holomorphes de dimension 
finie. Nous avons expliqué plus haut que, même en dimension finie, la relation corre­
spondant à (0.12) est non triviale.

Dans le cas iii), on définit ch.(E2 ,H(Z,^\z ),hEi,hH ẑ 't\z^  par une formule très com­
parable à (0.11), où Q(Z,£\z) est remplacé par un bicomplexe de dimension finie. On 
voit donc que dans le cas iii), la relation (0.11) est exactement l’extension naturelle de 
notre définition de ch(i?2, H(Z,£\z)> h**, hE ẑ ’̂ 2^  au cas où les résolutions de dim ension 
finie de Grothendieck de £ sont remplacées par la résolution de Dolbeault.
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Les considérations précédentes montrent que les énoncés du Théorème 0.1 dans les 
cas i), ii) et iii) sont bien compatibles.

Cet article est organisé de la façon suivante. À la Section 1, on calcule l’asymptotique 
de certains objets géométriques associés à une famille de submersions. À la Section 2, 
on rappelle des résultats de [BGS2] et [BKô] sur les formes de torsion analytique.

A la Section 3, on énonce le Théorème 0.1 dans les cas i) et iii).
A la Section 4, on énonce sept résultats intermédiaires, dont les preuves sont différées 

aux Sections 5-9. En utilisant ces résultats, on montre le Théorème 0.1 dans le cas i).
Les Sections 5-9 sont consacrées aux preuves des résultats intermédiaires qui étendent 

[BerB, §5-9]. A la Section 5, on calcule l’asymptotique des supertraces évaluées à 
l’aide d ’une superconnexion qui dépend de deux paramètres u et T. A la Section 6, on 
établit une égalité triviale pour la classe de Bott-Chem ck(E2 , H(Z,Ç\z), hEi,
G p s / p s’° dans le cas i) pour lequel H(Z,Ç¡z) =  E2- Les Sections 7-9 contiennent des 
résultats de théorie de l’indice local relatif qu’on utilise pour montrer le Théorème 0.1.

À la Section 10, on construit la classe de Bott-Chem ch(2?2, H(Z,£\z), h®1,
€ P s / P s>° dans le cas où et V  sont projectives.

Aux Sections 11 et 12, on montre le Théorème 0.1 dans le cas iii).\ _ '
A la Section 13, on montre le Théorème 10.7 qui donne une égalité de classes de 

Bott-Chern assocées à un bicomplexe de fibrés vectoriels holomorphes.
À la Section 14, on établit le Théorème 0.1 dans le cas ii).
Les résultats de cet article ont été annoncés dans [Ma].
Dans cet article, on utilise le formalisme de superconnexion de Quillen [Q2]. Si A  

est une algèbre Z2-graduée, si a, 6 € A, le supercommutateur [a, b] est défini par

(0.13) [a, b]=ab— (—l)degadegi&a.
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(Orsay). Je tiens à exprimer ma plus profonde gratitude à mon directeur de thèse, 
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1  F ib ra tio n s kah lériennes, et lim ites ad iab atiq u es

Soient 7Ti : W  —* V, 7r2 : V  —* S  des submersions de variétés C°° de fibres compactes 
X , Y .  Alors 7t3 =  7T2 o  t t i  : W  —► S  est une submersion C°° de fibre compacte Z.

Soient gr w , gTV des métriques sur W, V. Pour T  > 0, on pose

nTW  _
9 t  —

1
r wj>2 +

Par une construction de [BGS2, §1], la métrique g^w  détermine un sous-fibré T3TW  de 
TW , une connexion Vj,z , et des tenseurs Sz,t  et Tz,t -

Dans cette Section, on étudie la limite quand T  —*■ +oo de ces différents objets. Cette 
Section étend les résultats de [BerB, §7b)] obtenus dans le cas où S  est un point.

En (a), on rappelle les résultats de [B l, §lc)], [BGS2, §1]. En (b), on calcule 
l’asymptotique des objects définis précédemment. En (c), on rappelle la définition des 
fibrations kahlériennes. Enfin, en (d), on applique les résultats de (b) dans le cas des 
fibrations kahlériennes.

a) U ne connexion canonique su r le fibré tan g en t re la tif  d ’une fibration.

Soient W, V  des variétés C°°, soit 7r : W  —* V  une submersion C°° de fibre compacte 
X .  Soit T X  =  T W fV  le fibré tangent relatif.

Soit T HW  un sous-fibré de T W  tel que

(1.1) T W  = T HW  © T X .

Soient P TX, P THw les projections d eT W  sur T X ,T HW . Pour U G TV,  soit UH G T HW  
le relèvement de U dans T HW  qui est tel que tt*Ub  — U.

Soient gTV,gTX des métriques sur T V ,T X .  Soit V TV la connexion de Levi-Civita 
sur (TV,gTV). La métrique gTV et la connexion VTV se relèvent en une métrique gTBw 
et une connexion 'V7'Bw sur T BW. On rappelle que pour X , Y , Z  des sections C°° de 
TV, on a

(1.2) 2 ( v Y Y , z ) iTV = ([X,y],2)srv -  (\Y,Z],X)lTy + ([Z,X\,Y)gTv 
+X(Y,Z) g T V  +  Y{Z,X)gTV Z ( X ,Y )  g T V  *

Soit gTW — gTHw © gTX  la métrique sur T W  =  T a W  @ T X  qui est la somme or­
thogonale des métriques gTBw et gTX. Soit ( ) le produit scalaire correspondant sur 
T W .  Soit V TW>L la connexion de Levi-Civita sur (TW,gTW).

DÉFINITION 1.1. Soit V TX la connexion sur T X

(1.3) •y T X  _  p T X -y T W ,L

Soit V TW la connexion sur T W  =  T HW  © T X

(1.4) V TW =  V T*W 0  V TX

9
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Alors d ’après [B l, Théorème 1.9], V TX ne dépend pas de la métrique gTV. 

Soit T  la torsion de la connexion V TW. Soit

(1.5) S  =  y T W ,L  _  V T W '

Alors S  est une 1-forme sur W  à valeur dans les éléments antisymétriques de End(TW ). 
D’après [B l, §l(c)]; [BGS2, §l(a)], si U,V,W  G TW , alors

(1.6) S(U )V -  S(V)U  +  T(U, V) =  0,

2 {S(U)V, W) + {T(U, V ),W ) + (T(W, U), V) -  {T{V, W ),U ) =  0.

Les résultats suivants sont démontrés dans [B l, Théorème 1.9], [BF2, §l(d)], [BGS2, 
Théorème 1.2].

Théorèm e 1.2. i)  Le tenseur T  ne dépend pas de la métrique gTV. H prend ses 
valeurs dans T X . S iU ,V  G T X , alors T(U, V) =  0.

xi) Si Y  € T W , alors S{Y )(T X ) C T HW . Le (3,0) tenseur •) ne dépend pas
de la métrique gTV.

iii)  Soit glTW une métrique sur T W  qui a les deux propriétés suivantes.
i) La métrique g'TW coïncide avec gTX su rT X ,
ii) Les sous-fibrés T BW  et T X  sont orthogonaux pour glTW.

Soit V 'TW’L la connexion de Levi-Civita correspondante sur TW . Alors V TX =  
p t x v ,t w ,l  S i  x , s o n t  d e s  s e c ü o n s  C oo d e  T X } si U, U' sont des sections C°° de T V ,
et si Y  = X f + Ua ,Y ' = U,B, alors

(1 .7 ) 2 (S{X)Y , Y )  = ( v ’T ^ y ;  r ) ^  -  { v ^ r ,  y ) ^  .

Par (1.6) et le Théorème 1.2, on voit facilement que pour TJ G T HW , V, W  G T X , 
on a

(1.8) cT(U, V), W) = {T(U, W ), V) = — (S(V)W t U) .

Le résultat suivant est établi dans [B4, Théorème 1.1].

Théorèm e 1.3. La connexion V TX sur (T X ,g TX) est caractérisée par les deux 
propriétés suivantes :

•  Sur chaque fibre X , elle coïncide avec la connexion de Levi-Civita sur (TX , gTX).
•  Si U G T V , alors on a

(1 .9 ) V jf  =  Ljjb +  \(gTX) 1LasgTx.

On a aussi les identités suivantes,
•  S iU ,V  e T s W, on a

(1.10) T(U,V) =  - P TX[U,V].
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•  Si U€ TV, Y  € TX, on a

(1-11) n U E,Y) = \(gTX)^Uj.gTXY.

b ) F ib ration s e t lim ites ad iabatiques.

Soient W, V, S  des variétés C°°. Soient 7Ti : W  —► V, 7r2 : V  —► S  des submersions C°° 
de fibres compactes X , Y .  Alors 7Tz = 7r2 o 7Ti : W  —> S  est une submersion C°° de fibre 
compacte Z. On a donc

Soient gTV des métriques sur W , V. Soient 'gr z , gTX, g1̂  les métriques induites 
par f f™ , gTV sur TZ, T X , T Y .

Soit T BW  (resp. T BV) le sous-fibré de T W  orthogonal à T X  pour gTW (resp. T V  
orthogonal à T Y  pour gTV). Soit Ti,Si, (5i(-)-, •) (resp. T2,5 2, (52(-)-, •)) les tenseurs 
définis en (a) associés à (tï\, gTX ,T BW) (resp. (7r2,ÿT r,T2̂ y )) .

Pour T  > 0, on pose

(1.12) gFr = ± f w + <9TV, 
gTW =  g iw -

Soit glj.z  la métrique induite par gj>w  sur T Z . Soit T bt W  le sous-fibré de T W  
orthogonal à T Z  pour g^w . Soit T3 t, Sz t , {S3 t (■)•■, ’)T les tenseurs définis en (a) associés 
à(7r3 ,gÇz ,T BTW).

Soit 'VTX (resp. VT r, resp. Vy2) la connexion sur (T X ,gTX) (resp. (TY ,g rY), resp. 
(TZ,g%z )) associée à (ivu gTX ,T fW )  (resp. (-K2 ,gTY ,T ? V ),  resp. (^3 ,gTZ ,T^t W)).

Le but de cette Section est de décrire l’asymptotique de V£z ,T3)t ,  (£3,t(*) v ) t  quand 
T  —* 0 0 . Si S  est un point, on a déjà étudié cette question dans le cadre complexe dans 
[BerB, §4 et §7].

On pose

(1.13) T BZ  = T Z n T ? W .

Alors on a les identifications de fibrés vectoriels C°° sur W,

(1.14)
T Z  ~  T BZ  © T X ,
t b z  ~ * î t y :

Les fibrés T BZ  et T X  sont orthogonaux pour g1,2. Soit P 7 * 2  (resp. PTX) la projection 
de T Z  =  T a Z  ® T X  sur T BZ  (resp. T X ).  Soit gT*z  la métrique sur T BZ  induite par
T Y

9 •
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O n  p o s e

( 1 .15) T * J V  =  ( Î C T ? W , t u X  s  T f V ) .

On obtient T ^ W  de la manière suivante : tout d ’abord on relève T S  à T BV, puis on 
relève T BV  comme sous-fibré de T V  dans T fW .  On a :

(1.16) T f W  = T ^ W  © T b Z.

Les fibrés T ^ W  et T S Z  sont orthogonaux pour la métrique 7rlgTV.
Pour U £ TS, soit UBT G T bt W  (1 < T  < + 00) (resp. UB G T BV) le relèvement 

de U dans T bt W  (resp. T BV) qui est tel que 7r3*Ubt  = U (resp. 7r2*î7^ =  U). Pour 
U € TV, soit U f  G T BW  le relèvement de U dans T BW  qui est tel que iruU f  =  U. 
On remarque que pour U G TS,

(1.17) ¿Co =  (ü ? ) f  •

DÉFINITION 1.4. Soient h G End{THZ), h' G Hom( T f ^ W ^ Z )  tels que si U,V  G 
T Y , X  G T BV, alors

(1.18) (u?,Vi% , = {w ? ,v*)sT„,.

= { h ’X ? , V f )

Soient gTS,g'TS des métriques sur TS. Notons que par [B6S2, Remarque 1.6] et 
par (1.18), les objets introduits précédemment sont inchangés quand on remplace gTW,
g^Vaxrw + ̂9TS,ffrv + ̂9'TS.

Proposition 1.5. Si U G TS, 1 < T  < + 0 0  ; on a l’identité suivante dans T W

(1.19) V$r = UZ„-i(l + ̂ )
PREUVE: Par définition,

(1.20)

T2ht W  = { X e  TW, ( ~ f w + n‘l3TV)  (X, Y) = 0, pour tout Y  € TZ}.

En prenant Y  G T X  dans (1.20), on a

(1.21) T BTW  C T fw .

Donc il existe U(T) G T V  tel que

(1.22) UZt = U(T) f .

Alors

(1 .23 ) M W )  -  U?)  =  x » (ü ? r  -  V * )  =  0,
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et donc

(1.24) üi(T) = U(T) - ufe TY.

D’après (1.17), (1.20), (1.24), pour tout Y  € T Y , comme Y 3  G TZ,

(1.25) (p * ™ ' + (£Ti(r)f ,n fl) =  j l  < >j™ •

Par (1.24), Di(T)f S THZ. En utilisant (1.18), (1.25), on a

(1.26) UT)? = ÿi (l + £)

Par (1.22), (1.24), (1.26), on en déduit (1.19).

Maintenant, on étudie l’asymptotique de T3)r , (53jr(-)-, -)r . 
On rappelle qu’on a l’identification de fibrés vectoriels C°° sur W

T Z  ~  T S Z  © TX .

Soit V t Hz  la connexion sur T BZ  induite pax V2̂ , soit °VTZ la connexion sur T Z

(1.27) 0V TZ _  0  V TX_

Soit B t ( T  € [1, +oo]) une famille de tenseurs, on notera que quand T —*• +oo

B? = O

si pour tout k G N , K  C 5  compact, il existe c > 0 tel que pour T > 1, le sup des 
normes de Bt  et de ses dérivées d’ordre < k sur K  est dominé par

Sur chaque fibre Z , soit V TZ la connexion de Levi-Civita sur (TZ,'gr z ). Soit g,TZ =  
’K\gTY 0  gTX la métrique sur T Z  =  T HZ  ® T X .

DÉFINITION 1.6. Sous l’identification T W  =  T ^ W  ® TZ,  soit Az>00 la 1-forme sur 
W  à valeur dans End (TZ) définie par

(1.28)

(a ,,„(x )y , z ) ^ ,  = ((vTZ -  V*)(i)r, pTXz)^* à X , Y , Z e  TZ,

2 ,I”XZ)iTI + {[VX,^Z\^’Y ) ^ }

s i x  e T ^ W , Y , Z  &TZ.

On pose

(1.29) V jf =  l)VTZ +  A,,„.
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Théorèm e 1.7. La connexion V ^f préserve T X , et sa restriction à T X  est égale 
à V TX. Quand T  —* +0 0 ,

(1.30) v?* = vï?+o(i).
PREUVE: Si Y, Z  sont des sections C°° de T Z , pour X  G TW , on doit calculer 

l’asymptotique de Z'j iTZ quand T  —* + 0 0 .

Soient Yi, Z\ (resp. Y2, Z2) des sections C°° de T Y  (resp. T X ). Soient Y  =  Y BX + Y2, 
Z  = Z*1 + Z2.

i) Le cas où X  G TZ.
Soient X i ,X 2 des sections C°° de T Y , T X . Soit X  = X ^  +  X 2. Par (1.12), on a

(1.31)

z)3,t, = t* (Vfrr, z,)4, + (vîjr, (1 + o (^)).
En utilisant (1.2), le Théorème 1.3, et (1.31), on a

(1.32) î rScY, Z),,» = (VFV, z,)gTX + <v£-n, Z1}1„ + O (ij) .
ii) Le cas où X  G T ^ W .
Soit U une section C°° de T S  . Soit X  =-UBtx>.
•  Supposons d’abord que Z  G T X . Alors Z\ =  0. Par les Théorèmes 1.3 et 1.5, et 

par (1.27), on a

(1.33)

2 (Vïk J ’ Z),„, - Z),%* + 0 (*)
-i*{([o&,y],2)Jf,+<[i,̂],v>lï,

+UgT(Y,Z)3*,}+0(£)
= 2 { Z},rI + 2 ( A-W&.)y. + '0 (*) '

•  Supposons que Z  G T BW. Alors Z2 =  0. En utilisant les Théorèmes 1.3, 1.5, on 
obtient:

(1.34) 25) = <v$n, Zl)^ + o Qg).

Nous avons bien démontré le Théorème 1.7.

Soit gTS une métrique sur TS, soit VTS la connexion de Levi-Civita sur (TS, gTS). 
Soit gT*<*>w la métrique et ’VT£°°W la connexion sur T f^ W  induites par gTS, VT5. Soit 

la connexion sur T W  =  T ^ W  ® T Z

(1.35) °VTTT =  V T ^ W  0  v TZj
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et soit 2 3 ,0 0  la- torsion de °V^Jwr.

P ro p o s itio n  1 .8 . On a

(1.36) Ts,„(x,y) = r1(x,y) + [r2(3r1.x,Ir1.r)]f+ A1,«,(x)r 
si X  € t ,% w , y  6 TW,

Î3,oo (X , Y )  = 0 si X , Y  S TZ .

PREUVE: On fait le calcul dans les cas suivants,
i) Le cas on X , Y  G T ^ W .
Soient U, U1 des sections C°° de T S, alors

(1.37)

r 3, o U'?'„) =  v X - V f ^  -  Æ ’V g *  -  [¡7 ^ , ir? ^ ]*°° __ r 3*°° -,
= r i(^ ,^ „ )+ [r2(ü?,^f)]f.

ü) Le cas où X  £ T j ^ W ,  Y  € T X .
Soit U (resp. Y )  une section C°° de T S  (resp. T X ) ,  alors, par Théorème 1.7,

(1.38) T,„(U Z-,Y) = [£/&„,Y] = T ^u Z ^Y ).

iii) Le cas où X  € T g J V ,  Y  <E T f W .
Soit U (resp. Z)  une section C°° de T S  (resp. T Y ),  alors

(1.39)

2 W D g » ,.Z ? ) =  V * g Z ? + A , * . ( U g J ) Z f - [ U g 10,Z?]-

=  -  [VZ.,Zf] + K P l f  +  A*,~(U?^)Z?
=  T,(Vi,x ,Z ? )  +  [T2(U?, Z)]* + A ^ U & Z ? .

iv) Le cas où X , Y  € T Z .
Soient X , Y  des sections C°° de T Z . D’après les Théorèmes 1.3, 1.7, on a

(1.40) ÏWX.F) = v tJ iXy  - vlzyX - [x, y]

= ~ — \x,y]) =■ 0.
Nous avons bien démontré la Proposition 1.8. 

T h é o rè m e  1.9. Quand T  —*• +oo,

(1.41) T3,T = Î3,oo +  O .

PREUVE: On a des identifications de fibrés vectoriels C°° sur V

(1.42)
T W  =  T*t W  ® T Z , 
TgTW  ~ t rlTS.
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Soit V T& W la connexion indtiite par V TS sur T bt W . Alors T3fT est la torsion de la

connexion V t ^tW  © V%z . En utilisant la Proposition 1.5, le Théorème 1.7 et (1.35), on 
a (1.41). ■

On rappelle que P rB z  (resp. P TX) est la projection de T Z  ~  T HZ  © T X  sur T a Z  
(resp. T X ) .

Théorème 1.10.
i )  Pour X  G T X ,  Z  G T Z , U, U' G T S , on pose YT = Z  + UgT, Y} = U'f>T. Alors 

quand T  —» +oo,

(1.43)
T 2 (Sz,t (X )Y t ,Y ^)t  =  (Sl (X )Y 00,Y^0)

+\Lx (h’YU,PT’ zZ),.,TY+ 0 ( ^ ) .

i i )  Pour X x,Yy  G T Y , U, U' G T S , on pose X  = X f>x,Y T =  Y& + UgT,Y± =  U‘ffT. 
Alors quand T  -* +oo,

(1.44) (Si x {X )Y T,Y i ) T =  ( S t i X J K  +  U f  ), f f ? )  + O ( i )  .

PREUVE: i) Soit X  <=TX, Z  G T Z , U, U’ G T S ,  soit YT = Z  + UgT, Y± =  U % .  
Alors d ’après (1.6), (1.8), (1.19), le Théorème 1.9, quand T  —*■ + 0 0 , on a

(1.45)

r 2 ( S t A V Y r ,  Y Î) t  =  - T 2 {Tv (U'*t , Z ), X )  +  Ç  { T ^ iU ljr ,  U 'f?), X )

= - ( P ™ T t,"(U’* „ ,Z ) ,X ) !iTZ

+è ( f X I C  vfta,),x) + O (£) .

Par (1.6), (1.8), (1.28), (1.36), on a

T* {S,,T(X)YT,Yi)T =  - { T W ^ P T X Z ) ^ ) ^

+l{TdUS«, +  F T‘ zZ,U’?lJ , x } ^
^  + i { [ x , K[r U i ^ z ) ^ + 0 ( ^

= (Si(x)y„, o  + \lx { K V f ^ ^ z ) ^  + o (£) •

ü ) Soit X u Yt G T Y , U,U' G T S ,  soit X  = X ^ , Y T = Y1Hl + UgT,Y± = U'ftT. Alors 
d ’après (1.6), (1.8), (1.19), le Théorème 1.9, quand T  —* +oo, on a

{S,.t (X)Yt , Yï) =  -  {Tv (U'?j, Y f t . x f t ^  + i  V%t ), X *  )g ,

= - ( ^ ^ ( U ' ^ Y ^ X ^ r r

(1.47) + 1  (P T’ ZT ,^ (U ,% , W f 'J ,  + O  (  £ )

= -  {T ,(ir f , n), X i)str +1 (r,(D?, V? ), x 1) i r r + o  ( £) 
= (s^xn+c/fj^+o^).
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c) F ib ra tio n s kâhlériennes.

Soit W et V  des variétés complexes, soit 7r : W  —*• V  une submersion holomorphe de 
fibre compacte X .  Soit T X  — T W /V  le fibré tangent holomorphe relatif. Soit JTX la 
structure complexe de Tv,X. Soit gTX une métrique hermitienne sur T X .

Dans la suite, pour les fibrés réels, on utilise un indice R  pour distinguer des fibrés 
complexes.

Soit T BW  un sous-fibré vectoriel de TW , tel que :

On a fini la preuve du Théorème 1.10. ■

(1.48) T W  = T h W  © TX .

On rappelle la définition d’une fibration kahlérienne dans [BGS2 , Définition 1.4].

DÉFINITION l . l l .  On dit que le triplet (ir,gTX,T HW ) définit une fibration kahléri­
enne s ’il existe u> une 2-forme réelle, C°° sur W  de type (1,1) qui a les propriétés suivantes

a) La forme u/ est fermée.
b) Si X  G T X , Y  G T HW, alors

(1.49) w (X ,Y ) = u (Y ,X ) = 0.

c) Si X , Y  G T&X ,  alors

(1.50) »{X,Y) = (X,JT*Y)¡„.

Le résultat suivant est démontré dans [BGS2 , Théorème 1.5].

T héorèm e 1.12. Soit u  une 2-forme réelle C°° sur M  de type (1,1) qui vérifie les 
propriétés suivantes:

a)  La forme u> est fermée.
b) L ’application bïlinéaire X ,Y  G T&X —»■ a)(JTXX ,Y )  définit un produit hermitien 

gTX sur T X . Pour tout x G W , on pose

(1.51) T f W  = {Y  G TxW, pour tout X  G T X ,u (X ,Y )  =  o} .

Alors T HW  est un sous-fibré de T W  tel que T W  =  T S W  ® TX . De plus (7r,gTX,T HW) 
est une fibration kahlérienne, et ui est une (1 ,1) forme associée.

Une (l,l)-form e cJ sur W  est associée à la fibration kahlérienne (iv,gTX,T BW) si 
et seulement s ’il existe une (l,l)-forme rj réelle, fermée, C°° sur V, telle que

(1.52) u' — w =  7r*r¡.
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T héorèm e 1.13.
i)  La connexion V TnX sur T&X préserve la structure complexe de T&X, et elle induit 

la connexion holomorphe hermitienne 'VTX sur T X  pour gTX.
ii)  La 2-forme T  est de type (1,1). Pour tout U £ T&X, la 2-forme sur W , 

Y ,Z - *  (S{U)Y,, Z) est de type (1,1). S iU ,V  £ T X , alors S{U)V  =  0, S(V)U  =  0.

d) L’asym pto tique des tenseurs associés aux fibrations kahlériennes.

Soient W , V, S  des variétés complexes. Soient : W  —» V , 7r2 : V  —* 5  des sub­
mersions holomorphes de fibres compactes X , Y . Alors =  7r2 o  tti : W  —► S  est une 
submersion holomophe de fibre compacte Z.

Soit ojw  (resp. uiv ) une (l,l)-forme réelle, fermée, C°° sur W  (resp. V) qui vérifie 
l’hypothèse du Théorème 1.12 pour 7r3 (resp. 7r2).

Pour T  >  0, on pose

Dans ce cas, les résultats suivants sont établis dans [BGS2, Théorème 1.7].

(1.53)
, W  1 ,~.W  , .Viürp —  m W  +  TT̂ CJ ,
, W  _  , .W
(jü =  Ct/j •

Soient g1"2 , gTX, g7̂ ,  g%z  les métriques hermitiennes sur T Z ,T X ,T Y ,T Z  induites 
par lüw  , ü w , ujw , u? . Soit V TX, V2’1', V?2 les connexions holomorphes hermitiennes 
sur (T X ,g TX), (TY^g™), (TZ,g™).

Soit T BW  (resp. T BV, resp. T btW ) le sous-fibré défini en (c) associé à (nx,ujw , W, V) 
(resp. (7T2, cov , V, S), resp. (7T3, wJT, W, S)).

DÉFINITION 1.14. Soient h £ End(TBZ), h1 £ ’3.om(^TB00W ,T B Z) tels que si U, V  £ 
T Y , X £ T f V ,

(1.54)

iSw ( X f , F f) =  (h’X f  .

Alors h est une section auto-adjointe définie positive de End(TBZ). Soit h £  End(TBZ) 
(resp. Ti G Hom(T^00W ,T BZ)) le conjugué de h (resp. h1). On prolonge h à T £ Z  (resp. 
h1 de T ^ W  à T&Z).

Notons que CDW, u v  ne définissent en général pas des métriques kahlériennes sur W, V. 
Toutefois, si so £ 5 , si u s  est une forme de Kâhler sur un voisinage U de s0 dans S , pour 
A >> 0, tow  +  \ ^ üjs , u v  + Aîr2Ct;5 sont des formes kahlériennes sur 7t̂ "1({7), 7t^1(î7). On 
peut alors effectuer les constructions de la Section 1 (b) sur 1(U), tt^'1(î7). Les con­
structions qui suivent la Définition 1.4 montrent que les objets construits ne dépendent 
pas de a»5, et sont donc globalement définis sur W  ou sur V.

Comme complément, on donne l’asymptotique de V£z .
On rappelle qu’on a l’identification de fibrés vectoriels C°° sur W

(1.55) TZ ~  TbZ @ TX.
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Soit la connexion induite par VTy, soit °VT^ la connexion sur TZ

(1.56) °VTZ =  VT*Z © VTX.

Soit A G T ^0'1) ^  ® Hom^TffZ, T X )  tel que V TZ" =  °VTZ" +  A. Soit A* l’adjoint de A  
associé aux métriques gT 2 et gTX.

On écrit sous forme matricielle relativement au scindage T Z  ~  T HZ  © TX .  
D’après [BerB, (7.24)], on a

(1.57) V ■ V T * Z  +  ( T 2 +  h y l V T * Z h  _ ç p 2  +  •

A vTX

On pose

(1.58) V T2 =
v  OO

V T*2 0
A vTX

D’après (1.57), on a

Théorèm e 1.15. Quand T —* + oo

(1.59) V?z = V^ + o(i).

D’après (1.16), on a l’identification de fibrés vectoriels C°° sur W

(1.60) T W  ~  T i j j V  © T HZ  © T X .

Pour X  G W, on étend A(X)  en un élément de Hom(ÏW, T X ),  en supposant que A  
s’annule sur T ^W Ç & T X .  On étend aussi A en un élément de T^W<S>Hom(TRW, TrX ) 
avec la convention : pour X , Y  G Tr, W

(1.61) A (X )Y  = A(X°’1)y 1*0 + AO*0.1)*1»0.

Par (1.29), (1.58), on sait qu’on a

(1.62) A — A3)00.
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2 Form es de to rsion  analytique

Dans cette Section, on rappelle la construction de formes de torsion analytique dans 
[BKô] associées aux fibrations kahlériennes ît : W  —»■ V, et on explique les formules 
d ’anomalie [BKô].

Cette Section est organisée de la façon suivante. Dans (a), on construit la supercon­
nexion de Levi-Civita associée à une fibration [B l]. Dans (b), on décrit les formes de 
Chem de [BGS2] qui dépendent d’un paramètre u > 0, et on rappelle des résultats de 
[BGS2], [BeGeV] sur l’asymptotique de ces formes quand u — 0 et u —► +oo. Dans 
(c), on construit des formes de torsion analytique de [BKô], et on donne les formules 
d’anomalie.

Dans cette Section, on utilise les mêmes notations qu’à la Section 1 (c).

a) Superconnexion de Levi-Civita d ’une fibration  kâhlérienne.

Soient W  et V  des variétés complexes, soit w : W  —* V  une submersion holomor- 
phe de fibre compacte X .  Soit u w  une (l,l)-forme réelle, fermée sur W , comme au 
Théorème 1.12. Soit gTX la métrique sur T X  induite par tow .

Soit £ un fibré vectoriel holomoprhe sur W. Soit h* une métrique hermitienne sur 
£. Soient V TX, V* les connexions holomorphes hermitiennes sur (T X ,g TX), (£, h*). 
Soit VA(r *<0,1)*) la connexion sur A(T*^0,1)X) induite par V TX. Soit VA(T'(0,1)X̂  la 
connexion sur A(T*^0,1̂ X) <g> £

(2.1) V-

Pour b € V, soit (0(Xj,fpri),c?'X*) le complexe de Dolbeault relatif de sections C°° 
de (ACT**0’1)* ) <g> £)|jtj. Alors fl(-XV,£|.Xj) va être considéré comme une fibre d’un fibré 
vectoriel de dimension infinie sur V  dont les sections C°° sont identifiées aux sections Ç°° 
de AtT**0-1̂ )  <g> £ sur W.

Soit *TX l’opérateur de Hodge associé à gTX sur A(T^X). On définit le produit 
hermitien stir f2 (X 6 ,^&),

(2.2) a , a '  e  0 ( X 6, Ç\Xi)  {a , a ' ) h =
1

(27r)dim^ ìx>

Soit dvx la forme de volume sur X  associée à gTX sur T X .  Soit ( )A(r*(°»l)x)®i 
produit hermitien sur A(T*^0,1̂ X) 0  f  associé aux métriques gTX, h* sur T X , £. Alors 
pour a,ol G Ç\Xh), on a

( 5 vs ') i  — C^71") dim‘y  f  (Sss )a(t»(°*1)jk’)®î dvx-

Soit dXi* l ’adjoint formel de dXb pour le produit hermitien (2.2).

DÉFINITION 2.1. Si s est une section C°° de si U € Î rV , on pose

(2.3) v f XÀ'x\  =
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Par [B l, §1 (b)], est une connexion sur le fibré vectoriel Q (X,£ |jc) .  Soient
Vn(*-*i*)', les parties holomorphes et antiholomorph.es de Vn^ i x .̂

Le résultat suivant est démontré dans [BGS2, Théorème 1.14].

T héorèm e 2.2. La connexion préserve le produit hermitien (2.2) sur
Q(X,^\x)- Sa courbure est de type (1,1). De plus

(2.4) [v npr¿|x)", ä*] = O, = 0.

La fibre A(T*(0,1̂ X) est un c(TaX)-module de Clifford. En effet, si U G T X , soit 
U’ € T*(0,1)X  qui correspond à U par la métrique gTX. Si U, V  G T X , on pose

(2.5) c{U) =  VïU'A, c ( V )  =  -y/2iv .

Pour X  G T rX  <g>a C — T X  © T X , on définit c(X) par prolongement C-linéaire. Si 
X , F g T r X, on a :

(2.6) c(X)c(Y) + c(Y)c(X) = - 2  (X , Y )t„  .

Soit f i , . . . ,  / 2m une base de Tr.V, et soit f 1, . . . ,  / 2m la base duale de T%V. 

D éfin itio n  2.3. Soit

(2.7) <T) =

Alors c(T) est une section de (A(2aV)®End(A(T*^0’1̂ )  ® £))mP*lr. On définit aussi 
c(T1,°), c(T0’1) par des formules semblables à (2.7) de sorte que

(2.8) c(T) =  ciT1’0) +  c(T0’1).

DÉFINITION 2.4. Pour u > 0, on pose

(2.9)

B» =  +  y ® *  -
2V2uff = v»(«ix)' + _ SËp.,
2V2u

BV = B'U + B l

D’après [BGS2, §2(a)], Bu est la super connexion de Levi-Civita A„/2 définie par [Bl, §3].

Soit N x  l ’opérateur de nombre de A(T*(0,1)X) ® £, qui agit par multiplication par k 
sur Ah(T<0̂ X )  0  £.

Pour tout U, U' G TaV, on pose

(2.10) uHH(U, Tf) =  uw{UH, U,H).

21

V n(x¿,x)

V n(-x\íix)

r
np¡\íuc)'

']

1
2Hfafßc( r a ? . / / ) )

v:n(X£i*V' cfT1’0)

y/udX*



On considère u>BB comme une section de ^A(TaV)®End(fi(X, £|_x-)))Pair.

DÉFINITION 2.5. Pour u > 0, on pose

(2.11) u BB
N» = NX + i ------,

u

Le résultat suivant est établi dans [BGS2, Théorème 2.6].

T h é o rè m e  2 .6 . On a

(2.12)
B 'I  = 0 , B "l  =  0, B l = [B'u, B \ ] ,  

[¿C JV„| =  -2  u - ^ B \  [Bi, JVJ =  2u-~B'n.

b) Form ules de transgressions.

dim  X

Soit R m7TmÇ =  ^  l’image directe de £ par 7r. On suppose que pour tout k,
k=o

0 <  k  <  dim X , R k7r*Ç est localement libre. Pour b 6 V, soit H(Xb,£\xb) la cohomologie 
du faisceau des sections holomorphes de sur X^. Alors les H (X i, £pr&) sont les fibres 
du fibré holomorphe Z-gradué H (X , £|_x-) sur V. Plus précisément

(2.13) R-KmÇ =  H(X,Ç]x).

Désormais, on suppose que R h7r*£, (0 < A: <  dim X )  est localement libre, et on identifie 
à H (X ,Ç lx).

On pose

(2.14) D f  =  dXi +  d*" , 
^(X »,Ç |x,)=kerI^.

Par la  théorie de Hodge

(2.15) ff(Ä ,{|*) es Ä-iJCbfpr.).

Donc K(Xb, £prk) est de dimension localement constante. Les £|x&) sont les fi­
bres d ’un fibré C°°, K(X,Ç\x ), sur V. D’après [BGS3, Théorème 3.5], l ’isomorphisme 
canonique des fibres (2.15) provient d ’un isomorphisme de fibrés vectoriels Z-gradués sur
V,

(2.16) K (X ,i \X).

De plus K (X , £\x) hérite du produit hermitien (2.2) sur n (X , £pr). Soit hR*** la métrique 
correspondante sur R mît*£ par (2.16). Pour 0 < k < à m iX ,(R k'K*£,hRi*9t)  est un fibré 
vectoriel holomorphe hermitien sur V.
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DÉFINITION 2.7. Soit Pw l’espace vectoriel de formes réelles sur W  qui sont la somme 
de formes C°° de type (p, p). Soit

(2.17) P w'° =  {<* G P w i il existe /? ,7  des formes C°° sur W,

telles que a  =  dß +  dy}.

On définit de la même manière PV,P V'°.

Dans cet article, on fixe une racine carrée -\/2ni de 2m. Soit <p l’iiomomorphisme de 
A(T£V) dans A(T¿V), a  —> (2m)~àst2'a.

Soit P  une série formelle ad-invariante définie sur les matrices carrées. Soit (E, gE) 
un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur W. Soit V e  la connexion holomorphe her- 
mitienne sur JE?, et soit RE sa courbure. Soit

P̂  = P(ZÊ ) -

Alors P{E, gE) est une forme fermée dans Pw dont la classe de cohomologie P(E) ne 
dépend pas de gE.

On rappelle que si A  est une matrice carrée, alors

(2.18) Td(A) =  det , ch(A) =  Tr[exp(¿)].

On pose

(2.19) Td'(A) =  J^Td(A +  M)|i=„.

Le résultat suivant est établi dans [Bl, Théorème 3.4], [BGS2, Théorème 2.2 et 2.9].

T héorèm e 2.8. Pour u > 0, les formes 9 Tr,[exp(—B*)] et (pTrg[Nu exp(—£^)] 
appartiennent à PY , la forme </?Tra[exp(—B*)] est fermée et sa classe cohomologie ne 
dépend pas de u. De plus

(2.20)

Soit

(2.21)

W

Cl = icl7Td(ï’X’«TX)ch«'«£)’
Co =  Sx ( - r d '(T X ,g TX) + dimXTd(jPX,gTX)) ch(£, A*).

Dans la suite, les développements de séries de u sont donnés uniformément sur tout 
compact de V, sous les normes Cp, (0 < p < +oo).
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Soit

(2.22)

ch(Æ-7r,£, hR*'t) =  £ ^ 0*(-l)*ch(Ä Ä7r„e, hRk*'t), 

ch!(R*‘KmÇ, hR*9*) =  E ^ 0*(-l)*fcch(Ä*7r,£,/iÄ‘*-i).

Les résultats suivants sont établis dans [BGS2, Théorèmes 2.2, 2.9, 2.16]; [BKô, 
Théorème 3.4].

T héorèm e 2.9. i) H existe des formes C°° sur V, Ai,Cj G Pv , Ei, (i > 0, j  > —1) 
telles que quand u —* 0

(2.23)

VjTr,[exp(-BJ)] =  £ j =0 A¡v? +  <?(«*),

<fTr.[N. Htp(-S“)] = E*=-i C y  +  0(uk),

& T r .[K  exp ( - B l  +  ¡>(2“Ü )) ] |S=0 =  £ ‘=o V  +  0 ( A

avec

(2.24)
A0 = /x Td(TX,^)ch(e,^)>

Cli = C-i , C'0 = C0- ^ d v E0.

ii) Quand u —*• +oo,

(2.25) 9?Tr, [exp(-JB^)] =  ch.(R*x*Ç, hRlt**) +  O ,

<pTr,[Nu exp(—B*)] =  ch! (R 'tc.Ç, hR^ )  + O .

c) Form es de to rsion  analytique.

Pour s G C ,Re(s) > 1, soit

(2.26)

CiM = (v'&.l^.expt-BÎ)] -ch'(iT7r.i,/.*'•<)) du.

En utilisant (2.23), on voit que £j(s) se prolonge en une fonction holomorphe de s G C 
près de s =  0.

Pour s G C ,Re(s) <±, soit

(2.27)

<2(S) =  “ F fS  -  ch'(ÄV.£, &*’ •<)) du.

Alors C2(s) est une fonction holomorphe de s.
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DÉFINITION 2.10. Soit

(2.28)

Alors T (üjw , ht) est une forme C°° sur V. En utilisant (2.26), (2.27), on a :

(2.29)

T(üjw , ht) =  -  £  ^TrJiV * ex p (-S ’)] -  ^

-  £  (<pTts[Nu ex p (-B ^)] -  ch'(i?*7r*£, h * * * ))  ^  

+ c L i +  r '( l)  (C'0 -  ch'(J?'7r„£, h * * * ))  .

Le résultat suivant est établi dans [BKô, Théorème 3.9]. 

Théorèm e 2.11. La forme T(cow ,ht) est dans P v , et

(2.30) ^ T ( u , w ,ht) =  ch(BV.Î,Ae*-«) -  Jx 1 d ( T X y x )A (i,h ().

Soit u 'w une autre (1, lVforme réelle, fermée sur W  qui vérifie aussi l’hypothèse 
du Théorème 1.12. Soit g' x  la métrique sur TX  induite par u'w . Soit aussi h't 
une métrique hermitienne sur £. Soit hlRir,t  la métrique correspondante sur R*ir*£ aux
métriques glTX, h’t. __

^D’après [BGS1, § 1 (f )], onpeut construire des classes de Bott-Chem Td(TX, gTX, g'TX) 
et ch(£, ht, h't) G P w /P w>°, tt,£, h*x*, h,R*'t) & P V/P V'° telles que :

(2.31)

|^ T d (TX , gTX,g,TX) =  Td(TX, g,TX) -  Td(TX, gTX),

^ c h ( £ ,  h*, h't) =  ch(f, h*) -  ch(£, t f) ,

_
— ch(l?#7r*£, hRv't, t iR*'t) =  ch(i?*7T,e, h,R”'t) -  ch(R*%^, hR*'t).

Le résultat suivant est démontré dans [BKô, Théorème 3.10].

Théorèm e 2.12. On a :

(2.32)

T (u ,w , h't) -  T (uw , ht) =  ch(-R*7r„£, hR*-t, h'R*'t) 

- S x fd (T X ,g TX,g'TX)ch(^,ht) 

- ¡ x Td(TX ,g,TX) ^ , h t , h ' t )  dans P v /P v>°.
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3  F oncto ria lité  des form es de to rsion  analy tique

Le but principal de cet article est d ’établir les Théorèmes 3.5 et 3.11.
Cette Section est organisée de la façon suivante. Dans (a), on donne les hypothèses 

et les notations de cet article. Dans (b), on énonce le résultat dans le cas où £ est 7Ti* et 
7t3» acyclique. Dans (c), on énonce le résultat dans le cas où et V  sont projectives.

Dans cette Section, on utilise les mêmes notations qu’à la Section 1 (c).

a) H ypo thèses e t no ta tions.

Soient W, V, S  des variétés complexes. Soient 7Tx : W  —>• V, 7r2 : V  —> S  des sub­
mersions holomorphes de fibres compactes X , Y . Alors 7r3 =  7r2 o 7T! : W —> 5  est une 
submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit £ un fibré vectoriel holomorphe sur 
W .

Soit ojw  (resp. u v ) une (l,l)-forme réelle, fermée, C°° sur W  (resp. V ) qui vérifie 
l’hypothèse du Théorème 1.12 pour 7r3 (resp. 7r2). Soit té  une métrique hermitienne sur
Z-

On rappelle que gTZ, gTX, g7̂  sont les métriques sur TZ, T X , T Y  induites par uiw ,u v .
On suppose que les R*7Ti*£, Jf2*7r3» ,̂ -R*7r2*i?*7ri*£ sont localement libres. Comme à la 

Section 2 (b), on peut identifier le fibré R * i (resp. R 97T3„£, resp. jR*7r2».R*7ri*£) aux 
éléments harmoniques associés dans le complexe de Dolbeault relatif f2(X ,||x) (resp. 
Çl[Z, f r ) ,  resp. il (y, -R*7ri»£|y)). Soit hR*s,t, les métriques associées
définies à la Section 2 (b).

Sur W, on a une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens :

(3.1) 0 -> T X  - t  T Z  - ►  itVTY -*  0 .

Par une construction de [BGSl, § 1 (f)], a existe une unique classe de Bott-Chem 
Td(TZ, TY , gTZ, g7̂ )  G P w /P w'° telle que

(3.2)

I ^ T d {T Z ,T Y ,g TZ,gTY) =  Td(TZ,gTZ) -  <  (Td(TY,gTY)) Td(T X ,g TX).

La construction de Td (TZ, TY, gTZ, g7̂ )  est normalisée par les conditions suivantes :
i) Elle est fonctorielle,
ii) Elle est nulle si la suite exacte (3.1) est scindée holomorphiquement et métrique- 

ment.
Soient Ti(cow , té), T2(o;y , hR*l,t), T3 (ùüw , té) les formes de torsion analytique sur V, 

S, S  pour 7Ti, 7r2, 7t3 définies à la Définition 2.10.
Soit s G S , alors d ’après [G rot, § 3.7] (ou voir la Section 10 (b)), il existe une suite 

spectrale de Leray pour le foncteur dérivé du composé 7r3* =  7r2* o 7Ti*. On le notera 
(Er>t,dr,t ). On a :

(3.3)
i ÿ  =  H* (Y, R tw t.fr )  Ci R ^ & n L t ,

Er ^ H { Z , f r ) ~ R * v 3£ .
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Donc E '2 est un fibré vectoriel holomorphe sur S. Soit hE* la métrique sur E2 induite 
par hR7t2mRnSoit hH 2̂^  la métrique sur H(Z,Ç\z) définie à la Section 2 (b) associée 
à gTZ,h t.

b ) Le ca s acycliq u e.

Dans cette partie, on suppose que pour i > 0 , on a

(3.4) R*ni*f =  0 , R*ir3*£ =  0.

Alors la suite spectrale de Leray pour chaque fibre Z, (s € S) dégénère à E2, et de plus,

(3.5) E2 =  ,z ).

Donc par la construction de [BGS1 , § 1 (f)], la classe de Bott-Chem ch(£'2) H(Z, 
€ P 5 / P s’° est bien définie.

DÉFINITION 3.1. Soit A(a>w ,u v ,hé) la forme dans P s / P 5’0

(3.6)

A(cüw ,uv ,ht) = T3(uw , tf) -  T2(üjv , hRir̂ )

+  Jz Td(TZ, TY, f * ,  /><)

- S  (E,,H(Z,Çiz),hE', h*™ i*>) .

P roposition  3.2. i )  On a

(3.7) A(ajw ,u v ,h*) =  0.
dd
27Tî

ii)  Si on suppose que S  est Kahlérienne et compacte, alors il existe une unique forme 
harmonique 7  sur S  telle que

(3.8) A (ujw , üjv , h*) =  7  dans P s /P s,°.

La forme A(cow , uiv , h^) définit une classe de cohomologie.

PREUVE: En utilisant (3.2) et le Théorème 2.11, on a (3.7). D’après (3.7) et [GS1, 
Théorème 1.2.2], on a (3.8). ■

T héorèm e 3.3. Soitu),w (resp. <JV) une autre (l,l)-form e réelle, fermée, C°° sur 
W  (resp. V ) vérifiant Vhypothèse du Théorème 1.12 pour 7r3 (resp. Kï). Soit h’* une 
autre métrique hermitienne sur £. On a

(3.9) A(ww ,wv ,^ )  =  A(u/w ,cJv ,h*) dans P s /P s-°.
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PREUVE: En utilisant le Théorème 2.12, les propriétés de fonctoriaJité de Td(.,.) et 
ch(E2 ,H(Z,£\z), on vérifie comme dans [BerB, §3(b)] qu’on a (3.9). ■

Proposition 3.4• On suppose que S est Kàhlérienne et compacte. Soit £' un fibré 
vectoriel holomorphe sur S. Alors

(3.10) j  Tà(TS)ch.{Ç)&{ujw ,u v ,h*) =  0.

PREUVE: Comme S  est compacte, Kàhlérienne, les W, V sont aussi Kàhlériennes. 
Par le Théorème 3.3, il suffit de montrer la Proposition dans le cas quand uw ,cov  sont 
des formes kàhlériennes. Soient gTW, gTV les métriques associées. Soit gTS une métrique 
kàhlérienne sur TS. Soit h? une métrique hermitienne sur £'.

Soit £i =  f  ® nli', et soit h*1 la métrique sur induite par h* et Soit (E'r, d'r) la 
suite spectrale de Leray associée à £i. Alors

(3.11) Rmni*Çi =  R'nuÇ ® 7r^'
R'n3*ki = E'2 =  R m 7r3*f <g> f'.

Soit A(£i) (resp. A(.R*7r3*£i). resp. A(i?*7ri*£i), resp. ^(E2)) la droite complexe qui 
est l’inverse du déterminant de la cohomologie de £i (resp.. resp.
resp. E'2) sur W  (resp. 5, resp. V , resp. S ), munie de la métrique de Quillen associée 
aux métriques (gTW,ht1) (resp. (gTS,hR*'***t1), resp. (gTVjh*1'*1'*1), resp. (gTS, hE*)) 
[BerB, § 1 (c)].

Soit <7i (resp. 0 2 , resp. cr3) la section canonique de À 1(i2*7r1»£i) <g> A(£i) (resp. 
A“1(E'2)<8>A(i?,7ri*£i), resp. A_1(i2,7r3*£1)®A(£i)) définie dans [BerB, §1]. Alors cr =  <7 2® 
aiQcrJ1 est la section canonique de A-1^^)®  A(i2*7r3*£i). Soient || ||i, || j|a , || | | 3 les 
normes de Quillen sur A_1(i?*7r1*£1)®A(£i)), A- l (i?2)® A-1(i2#7T3*£i)® A(£i).
Soit aussi la norme de Quillen sur A-1 (E'2) <8> A(iü*7r3*£i), alors

(3.12) =  ||0'l||l||cr2||2||cr3||31.

Par [BerB, Théorème 3.1], on a :

(3.13)

lo g IM Î = - J z Td(TVigTV)Tl (uw ,h*)
+ Jw Td(TWiTVigTW,gTV)c h (^h ^ ) ,

log |N Ü  =  -  SsTd(TS,gTS)n (u w , h*)
+ Sw Td(rw , TS, 5TW,5TS)ch(£x, h*),

log||o-2||i = - S s T d £ S ,g TS)T2(uv ,hR”" t')
+ Jv Td{TV,TSigTV,gTS)ch(R*nu Çi,hR*1'i1).

D’après [BGS3, Théorème 1.23], on a

(3.14)

log I k l l î - . «  ) W ( ^ , )  =  ts Td(TS, hw>, h*••*•<•)

= Js  Td(rS,sM)ch(i', h(’)& (R rw U ,
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Pax la définition de &, on sait que

(3.15)

A«*) = njch«', />«’)ïi(< A  h<), 

T2(uv ,hR̂ )  =  ch(Ç',ht')T2(uv ,h Rn-t), 

T,({w, A«‘) =  ch(f, hC)T3(u^ , &«).

En utilisant (3.2) et le Théorème 2.12, on a

(3.16)

Sy ̂AiTv̂ jT) -  irjTdtrs./^Tdiry;^)]^^,^) 
=  Sy T d(ÏT , TS, gTV, gTS) h )

- / x T d ( r X ,/* ) c h ( i , ,^ ) ) .

Soit

(3.17)
J  =  Td(TW, TS, gTW,gTS) -  Td (TW, TV, gTW, gTV) 

-ir fld (T V ,T S ,g TV,gTS)Td(TX,gTX).

D’après (3.13), (3.15)-(3.17), on a

(3.18)
l0S I! ̂  Il A“1 (Æ?' )<8>A(Æ*ïra-Îi )

=  Js Td (TS, gTS) ch (f, té') [T3(üjw , té) -  T2(uv , h*•»*)

-  SY Td(Ty, ¿ nr)2i(wHr) /*«)] -  Jw J<h(t,té)*Îcli(t,,té').

Maintenant, on calcule la forme J. On a

(3.19)

dd
2iri

J =  7r;Td(TS, gTS) [Td(TZ, gTZ) -  7r*Td(Ty, 5r r )Td(TX, gTX)].

En procédant comme dans la preuve de [GS4, Lemme 14(iii)], on a

(3.20) J = n;Td(TS, gTS)Td(TZ, TY, gTZ, gTY).

D’après le Théorème 3.3, (3.14), (3.18) et (3.20), on a l’identité (3.10).

Le but de cet article est d’établir le résultat suivant. 

Théorèm e 3.5. On a

(3.21) A (uw , üjv , té) =  0 dans p s/ p s>°.

REMARQUE 3.6. D’après le Théorème 3.3, on sait que pour montrer le Théorème 3.5, 
il suffit de le montrer pour une forme u w donnée. Remplaçant u>w par u w +  7r*o;v ,
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on peut supposer que ü)w  est une (1, l)-forme fermée sur W  vérifiant l’hypothèse du 
Théorème 1.12 pour 7r3, et que de plus

(3.22) , ,w _ r,w i „*, y  u = ui +  .

c) Le cas o ù  7ii e t V  sont projectives .

Comme l’hypothèse (3.4) n ’est pas satisfaite en général, on propose de montrer un 
résultat qui généralise le Théorème 3.5. Dans le cas général, comme ¿?2 n’est pas iso­
morphe à H(Z, £\z), le terme cĥ -E ,̂ H(Z, Ç\z), hEi , h ^ z' ^ )  G P 5/ P s>° n ’est plus bien 
défini. J3ans la suite, on doimera une façon naturelle de construire la classe de Bott- 
Chem ch.(E2 ,H (Z , £|^), hEi, hE ẑ ' ^ )  quand 7Ti et V  sont projectives.

DÉFINITION 3.7. Soient M, B  deux variétés complexes. On dit que l’application 
7r : M  —► B  est projective s’il existe un espace projectif P(E) B  associé au fibré 
vectoriel holomorphe E  sur B , et une immersion fermée j  : M  —*■ P(E), tels que le 
diagramme

(3.23)

M j
P(E)

P

B

soit commutatif. De plus, si B  est un point, on dit que la variété M  est projective.

Dans cette partie, on suppose que 7Ti et V  sont projectives.
Alors W  est aussi projective. En effet, W  est projective si et seulement s’il existe un 

fibré en droite positif sur W. Comme tti : W  —*■ V  est projective, il existe un fibré E  
sur V  et une immersion * : W  —► P(E), tels qu’on ait (3.23). Soit L le fibré en droite 
canonique sur P(E). Alors i*L est un fibré en droite positif le long de la fibre X .  Soit 
j.i un fibré en droite positif sur V  . Alors pour k assez grand, L <g> (flï/a)* est positif sur W.

Théorèm e 3.8. On peut définir la classe de Bott-Chem ch(E2 , H(Z, £\z), hEl, 
hH(z Az)) g pSjps,o de manière “naturelle” de sorte que

(3.24) | jU (E 2, j, A*, VW*>)
=  ch(H(Z^z ),hm:!^ )  -  cUE^h^).

T héorèm e 3.9. On suppose que S  est Kahlérienne. Soit gTS une métrique kâhléri- 
enne su rT S . Soit <r la section canonique de A-1(ü?2) ® A(i?*7r3*£). Alors on a

(3.25)

lo g lk E -ia )® * * ..,.«  =  ¡ T d (T S ,9 TS)A (E 2,H (Z ,i lz ) ,h l!’ ,h B^ ) .
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REMARQUE 3.10. Les preuves des Théorèmes 3.9, 3.10 sont retardées à la Section 10. 
On y expliquera précisément le mot “naturel” .

M aintenant, on définit la forme A (üjw , ojv , té) 6  P s fP s '0 comme en (3.6). Le but 
de cet article est d ’établir aussi le résultat suivant.

T h éo rèm e  3.11. On a

(3.26) A (cüw ,ujv , té) =  0 dans P s/ P s,°.

REMARQUE 3.12. Dans la preuve de la Proposition 3.4, on n ’utilise pas l’hypothèse
(3.4) pour obtenir l’équation (3.18). En utilisant (3.18) et le Théorème 3.11, on peut 
aussi déduire (3.25).
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Dans cette Section, on montre notre résultat essentiel, le Théorème 3.5, pour uiw 
donnée pax (3.22).

L’organisation de cette Section est la même que dans [BerB, § 4]. Comme dans 
[BerB, § 4], on donne des résultats intermédiaires dont les preuves sont données aux 
Sections 5-9.

Cette Section est organisée de la façon suivante. Dans (a), on établit une identité de

4  Preuve du Théorème 3.5

à la limite à paritir de cette identité . Dans (b), on énoncé des résultats intermédiaires 
qu’on va utiliser dans la preuve du Théorème 3.5. Dans (c), on calcule l’asymptotique 
des 1%. Dans (d), on traite le terme à droite de l’équation ci-dessus. Comme tin problème 
analogue a été résolu dans [B4, § 6], on omet les preuves. Le lecteur en trouvera le détail 
dans [B4, § 6]. Dans (e), on finit la preuve du Théorème 3.5.

Dans cette Section, on utilise les mêmes hypothèses qu’à la Section 3, et on utilise 
les mêmes notations qu’aux Sections l(c) et 3.

On rappelle que le fibré holomorphe £ sur W  vérifie l’hypothèse d’acyclicité (3.4).

4 _  _  _
formes dans P s , ^  Ij* = d0\ — dQ\ — ddO\}. Le Théorème 3.5 sera obtenu par passage 

k-i

a )  U n e  1 - f o r m e  f o n d a m e n ta l e .

Soit u¿p (T > 0) la (l,l)-forme réelle, fermée, C°° sur W  définie par

(4 .1 )
, w  _  1 ~w , ,v
UT — 7p2U + •

Alors pax (3.22), on a

,  ,w  _  ,  ,wCÜ =  ÜJj •

On rappelle aussi que gTZ, g?2, gTX, gTY sont les métriques induites par uiw , wJT, cow, u v  
sur TZ, TZ, T X , T Y .

Soit *j,z  l’opérateur de Hodge agissant sur A(T^Z) associé à la métrique g7Z. On 
pose

(4 .2 ) Qt  =  —1

On rappelle que le fibré A(T*^0,1̂ Z) (g) £ est un c(T r . .Z)-module de Clifford. On note 
Or(.) l’action de l’algèbre de Clifford de (T ^Z ,g ^-Z) définie en (2.5).

Soit {e0} une base locale orthonormée de T ^Z  pour la métrique g^z . Soit {ga} une 
base de T r5 , et soit {<?“} sa base duale de I r 5 .

DÉFIN ITIO N 4.1. Soit

(4.3)
MztUtT — — )  (9a,2,Ti ea)9 cr ( ea)

~ 2 u  ) ^ 3.3’,Æ.T)â'a A f  -  Qt '
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Soit tu f3  la forme correspondant à (7̂ ,0;^ ) en (2.10). Soit B z,u,t > N z,u,t  les opéra­
teurs définis en (2.9), (2.11) associés à et 7r3 : W  —> S.

Soit <p (resp. <pi) l’homomorphisme de A(T£S) dans A(T^S) (resp. A(T¿V') dans 
A (Tj^V)): a  —* (2m) ***“ a.

DÉFINITION 4.2. Soit aUjx  la  1-forme à valeurs dans P s sur R _̂ x

(4.4) a„,T =  du<pTv, [f ex p (-B |jtlî :r)]

+dT (pTx„ [m3)U2(T exp(—B |)ltj r ) ] .

Pax [BKô, Théorème 2.9], on a :

P ro p o sitio n  £.3 . On a l ’égalité suivante :

da„,T =  jd J^ -fT r, ^ .« v ]  ex p (-B |„ . 3. -  6Afj,,i,r )] ]

(4.5) - 9 ±  {T t, ,t , JVS, e x p ( - B l ., tT -  M W ) ] } fa0

d 1
-  dd—  {Tr, [N3,U2)T exp(— r  -  bMZtU2>T)] }6=Q j  •

Pour 0 < £ < 1 , 1 < A <  + 0 0 , 1 < To < + 0 0 , soit T =  r e,A,2,0 le contour orienté dans 
R* x R ;  :

Dans la figure, T est composé pax les segments orientés Ti, • • • , r 4. Alors le contour 
T est le bord d ’un domaine rectangulaire A.

Pour 1 <  k < 4, on pose

(4.6) Ik =  /  a *,T-JTu

Soit

(4.7)

«J =  (2 « ) - I/5 JA l ~  {»Æ , [[B i,..lT, ¿ W ]  exp (-£ £ „ ■,r  -  M ,, . ’?)] }l=0

0° =  (2n i) -1' 2 J  ~  {^Tr, [[B3”„,,t , ®5>(-Bl,..,T -  6iW3,..,r )]} dn iT
t z a

^3 =  (2ît*) [•^3,aî ,rexp(—B$ui T — bM^u1 ,t )\ }i=0 dudT.
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Théorème 4-4' On a l’égalité suivante :

(4.8)
4 _

/ °  =  del - del -  <950°.
k=i

PREUVE: C’est une conséquence immédiate de la Proposition 4.3.

b) D es ré su lta ts  in term édiaires.

On rappel qu’on a une identification de fibrés vectoriels C°° sur W

(4.9) TZ^%\TYBTX.

Cette identification induit une identification de fibrés Z-gradués

(4.10) A ( T '^ Z )  a  7rÎA(T*(0’1)y )® A (T * (0>1)X ) .

Soient N z, N x , Ny, Ns les opérateurs de nombre sur A(T*^0,1̂ Z), A(T,*̂0,1)X), A(T^0,1̂ F), 
A(T£S). D’après (4.10), les opérateurs N x, N y  agissent naturellement sur A 
Ils agissent aussi naturellement sur A(T*^0,1̂ Z) ® £ et sur Q(Z,Ç\z). Naturellement,

(4.11) N z  =  N x  +  N y .

Soient -Si,«, B 2,u, BstU les superconnexions de Levi-Civita associées à (n \,uw , té), 
(7T2,Ctjv ,h Rni9Î), (7T3,u w ,h t)  définies à la Définition 2.4. Soit , ü f s , ojb h , u f H les 
formes associées à (%\,uw ), (nx,Gjw ), (7t2,îüv ), (7Tz,uw ) définies en (2.10). Soient Nit„, 
N lfU, N2,u, N3tU les opérateurs associés à (-Ki,ujw ), (tti,û>w), (tt2 ,u v ), (^s,<^W) définies 
à la Définition 2.5. Alors on a naturellement :

(1.12)

JV,,. = W x+ Î2 ff ,
N i,. =  Nr  + i
N w  +

“? H = < s ; =

M aintenant, on expose des résultats qui vont être utilisés dansla Preuve du Théorème 3.5. 
Les preuves des résultats seront données aux Sections 5-9.

Dans la suite, on met sur les formes C°° sur S  la topologie de la convergence uni­
forme des formes et de leurs dérivées sur les parties compactes de S. Pour éviter de 
noter explicitement des constantes qui dépendent du compact considéré, on suppose, 
pour simplifier, que S  est compacte.

T h éo rèm e  ^ .5 . i )  Pour tout u > 0 ,

(4.13) r lim oyTr, [n 3>u>t exp( -B ¡ tU>T)] =  <pTvt [iV2)11 e x p (-S |>tl) ] .

**) Pour tout u > 0, il existe C > 0, 6 > 0 tels que pour T  > 1,

(4.14) <pTi, [ M 3,u ,t  e x p (-B |)titT)] -  ^<pTr, [(Nx  -  dimX) ex p (-B ^ )] <
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Pour s G 5, soit ( , )x,t le produit hermitien (2.2) sur Q(Zt ,£\z,) associé à g?2, té. 
"“ “ Z  * ir

Soit dT” l’adjoint formel de d ‘ pour le produit hermitien ( ,  )?,, sur Çl(Za,Ç\zâ). Soit

(4.15) D f = d Z + dZT' \  

Dy  = d Y + dY' \  

Dx = d X + dX’\

Théorèm e Ii existe C > 0, To > 1 tels que pour tout T  > Tq, u > 1,

(4.16) |v?Tr»[^3,u,rexp(-B|)tt)r)]| <

On rappelle que le fibré holomorphe £ vérifie l’hypothèse (3.4). Donc

(4.17) B (Z ,(  i*) =  =  K(Z,Ziz)T = kerD f.

Soit P k(zAz)t la projection orthogonale de Ü(Z, Ç\z) sur K(Z, £|^)t pour le produit

hermitien ( ,  )?• Dans la suite, on note PK(z&\*te par P ^ Z^ z\

Soit h ^ Z' ^  la métrique sur H(Z,Ç\Z) associée à g%z , té définie à la Section 2(b).

Soit V-®3 les connexions holomorphes hermitiennes sur (H(Z,Ç\z), h ^ Z’̂ ) ,
(E^h*1*). On pose

(4.18) q B(z 4 |,î _  p S(Z 4iz)Q Tp S ( Z 4 lz)

Proposition  ^ .7 . Quand T  —► +oo, on a

V B(Z* iz),2 =  vE2<2 +

De plus

(4.19)

/+ ~  {^Tr. e x p t - V f ^ ’2)]

+<pTv, eXp ( - V ^ ’2) }dT

= -ch(E 2, H (Z , £|*), hEi, hH&*\à) dans PS/P S'°.

T héorèm e 4 .8 . Pour tout T  > 0, on a

(4.20)
Hmy?Tra [ jM 3,e2)T/e ex p (-£ |ie,i3ye)] 

=  -  jf Td (TY, 5Ty)^iTr, [(JV1)T, -  dimX) exp(-JB2,,»)] •

Si J ' G A(T£V)®C(du), J ' peut s’écrire

J' =  4  +  duJ[] avec J'0, J[ G A(T£V).

On pose 

(4.21) [J']dv = J[.
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D’après le Théorème 2.9, on peut poser :

(4.22) £ 1,0 =  HmTr, N l>uexp ( -  B \u +  du(2ud^ ’u))

T héorèm e 4.9. i) H existe une forme fto(T), C°° sur S telle que pour T  fixé, quand 
v, —* 0,

r d i*1
(4.23) Tr, uM 3,u,t  exp ( -  £ |(<r +  du— B3,„,r) = fi0(T) + O(u).

ii)  H existe une forme E , C°° sur S  telle que, quand T  —* +oo

(4.24) to(T) = + O (p) .

avec

(4.25) tpds E  = (2xï)-lds l  T d ( î T , / y )»>iEi,o.
J Y

On rappelle aussi que V j?  est la connexion holomorphe hermitienne sur (TZ,gj,z ). 
Soit Bj?2 sa courbure.

Théorèm e 4*10. E existe C > 0  tel que pour tout s G]0,1], e < T  < 1,

(4.26) |„TV, ex p (-B ,^ ,r /! )] - | j / z |^ T d (T Z , ̂ ) c h « , A«)

+ / ,  l Td f #  -  +  i * % ( ï ) |  < C.

T héorèm e 4 -H ‘ R existe S G]0,1], C > 0 tels que pour tout £ €]0,1], T  > 1,

(4.27) |v>Tr, ^ M3^,T/e exp (-£f)e2|T/e)] 

~^<pTrt [(Nx  -  dim X )exp(-B |)CÎ)] | <

REMARQUE 4.12. Les Théorèmes 4.5, 4.6 seront démontrés à la Section 5, la Propo­
sition 4.7 à la Section 6, le Théorème 4.8 à la Section 7, les Théorèmes 4.9 et 4.10 à la 
Section 8, le Théorème 4.11 à la Section 9.

c) L ’asym pto tique des /£.

1. Le te rm e  Jj. D’après (4.4),

(4.28) A° =  £  ^Tr, [iV3itt)re x p ( -JB32)tt)T)]

a) A —> +oo.
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D’après le Théorème 2.9,

(4.29) -  l î  =  f*°° <?Vt. K . , t  exp(-B |i0>T)] ^

/?) T0 —* + 0 0 .
Par (3.4) et les Théorèmes 4.5 et 4.6, on. a

(4.30) I\ -  ¡I = /,+“ *>1*. K .expf-Sl,.)]

7) £ - ►  0. 
Soit

C 2y—i =  f  f ^ T d ( r r ,  ̂ ( c h f J îV L Î ,  a*»-«),

C2,o =  /  [-T d'(ÎY , ,^ ) + d im y  Td(ry, gTY)\ ch(fl*7rt.Î , hRn*),
d

£ 2,0 = jiUmoTr, JVj,„ exp +  *1 f 2u^ p j )  .

(4.31)

D’après le Théorème 2.9, on sait que, quand e —* 0,

n - JY »*-*)!
-<pds £ i,0l o g e +  2 [ - Td'(ÎT,3Ty)

(4.32) +  dim F Td(TY, ch (ir7n,£, hR̂  ) log e 

-»■ Ti = (pTis[N2>ne x p ( -B lu) ] ^

+ £  { ^ .[JV ^ ex p i-B f,.)] -  -  C2,0 +  ! ^ S£ 2,o} *  -  Cw .

5) Évaluation de If. 
Par (2.29) et (4.32), on a

(4.33) i? =  -T 2(uv , +  r(l) (c,,„ - ¿<pdsE  ̂.
2. Le term e ij* (4.4),

(4.34) Jg — — <pTia exp(—B\,.4»,2*)] dT.

a) A —* + 00.
Par [BeGeV, Théorème 9.19] et (4.3), on a :

(4.35) Il I\ =  j*° <prrr. Qt {ZAz) exp (-V r(Z4|z),2)l dT.

0) Tq — ► + 0 0 .
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En utilisant la Proposition 4.7, on a :

(4.36) I l -f- 2<pTr„ [(Nx  -  dimX) exp(—Vs»'2)] logT0 

-*• % =  Si°° {^Tr. ^Qt{ZAz) exp (-V r(̂ |2r)’2)]

+<pTrt 2 (iVy -d im X ) exp(_ v s„2)j y T

i )  e -*• 0.
Le terme if  est constant en £. Par la Proposition 4.7, on a :

(4.37) I l  — Il = -ch ( £ 2 , H(Z, £| z ) , h * , hE&* i*)) dans P s/P 5-0.

3. Le term e 12. D’après (4.4),

(4.38) i? = -  / f
ti

a) A —»• +oo.
Par le Théorème 2.9, on a :

(4.39)
- J l  ̂ Tr,[iV3,„ exp(-B ?,.)]^

-  f*  ¥>Tt,[iVs,„exp(-B|i. ) ] ^ .
«/I U

/?) To —► +oo.
Le terme i j  est constant en Tq. Donc if  est égal à ij. 
7) e ->• 0.
Soit

(4.40)

f ! IW
Cs,-1 = L - ^ H ( T Z , , TZ)<Mfi,h<),

C3,o = ^ [-T d ’(TZ)SI'z) + dimZTd(rZ,J:rz)]ch(e,A«),

iïs,o =  limTï-. JVj,.exp +  ( 2 « i^ ^ ï ) j

D’après le Théorème 2.9, quand e —»• 0,

(4.41)

I l  + Jz  ̂ Td(rZ,ïTZ)ch(e, i«)j5 ~ 2 { j z [ - Td' ( T Z , g t * )
+ d im Z T d (T Z ,/z )]ch«,A«) -  i ^ SÆ3,„ } log e 

-  4  =  -  £  {»>Tr.[JVs„ expf-Bf,.)] -  ^  -  C3,„ + 5 ^ , 0 } £

-  f *  {^Tr.j/Vj,,, exp(-B j.)] -  ÿTr, [iVz exp(-V £r<z'£ll)’!)]} ^

+ C <3 ,-1 *

6) É v a lu a tio n  d e i | .
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Par (4.41),

(4.42)
II = T3(ujw ,ht)

+ r ( l ) { i ^ s i i ,0 -  C,,„ +  i>Tr,[jViexp(-Vï ‘z'«i*)-2)]}.

4. Le terme Jj. Par (4.4),

(4.43) h  ^Tr-[M3,e*,Texp(-5|)e, iT)]dT.

a) A  —* +oo.
Le terme /4  reste constant, et il est égal à 7| .

)3) T0 —► + 00.
D’après le Théorème 4.5, (4.43), et par Théorème de convergence dominée, quand 

To —> + 00, on a

(4.44)

I\ - 2 V?Tr,[(iVx: -  dimX) expt-B^,)] logT0 

"" I* = Ji {^Tr«[MVï,rexp(-^3,e*,T)]

-~<pTia[(Nx  -  dimJÏ) exp(-B le2)]}dT.

7) e -+ 0. 
Soit

Ji = l!  [5^  L
- l ' I L  lTd - « # > ■ * & ( * • ) ) M  ch«, *)

- v d sM T )  W ,

t4-45) J, = £  {vTr. [mv .,t  exp(-B|^,,T)] - J ^ ï j z  Ç ^ d iT Z ,  ¡ ^ c h « , A«)

J'= l {*,Tr< [-M3̂,T/.exp(-B̂,r/.)j 
-|ï>TV. [(Wx -  dtoLÏjexpt-B^)] }<ff.

Alors

(4.46) l l  = J1 + J2 + J3+ 2<pTrt [(iVx -  dimX) exp(-JB|>ea)] loge.

1. Le terme J\. 
Evidemment, quand T  —* +00

(4.47) /  T Z \ - t  d  ( T Z \  _  2 P T X  f i / l '

¿Jï7 27 T  'y s
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û w
Td(TZ,3?*)ch(£,tf)]dr

-d TZXbtjt

2m

+X lTd( ^ í - ^ ) - Ié M 6=0
ch(£,/¿) +  ^ s /i0(T )W



(4.48) = L ,t(T d (T Y ,g TY))Td!(TX,gTX) + 0 ( ~ ) ,

Td(^ " ) =  < m T r , i T ) ) T H T X ,  gTX) + O (^ ) .  

Par le Théorème 4.9, (4.45) et (4.48), quand s -* 0,

Par le Théorème 1.7, on déduit facilement que quand T —* + 0 0 ,

(4.49)

J i  -  [ J T  h  L

-[2  Jz  <(Td(7T, gr y ))Td'(TX, gT*)ch(Ç, />«)

+(2 m)~lds J  rïd(TY,g'IV)<piEifi] log e 
~w ^  

-  Jî = -  j z  |^ J r ;(T d (ry ,5n '))T d(rX , /* )ch (£ , *«)

- ^ l ( i : d ( T Y ,g TY) ) ' ï S ( T X , f x ) \ i r û i(i,hi)

-<eds

REMARQUE 4.13. D ’après le Théorème 4.9, l ’intégrale J^°°({jîq(T) — ^E)dT est bien 
définie.

Théorèm e 4-^4- On a

(4.50)

,  -w
Jl=  -  j  27 <(Td(Tr,^TY))T d(T X ,/x)Ch(£,^)

+  j f  Td(TZ, TF, 5Ty)ch(£, h() dans P s/P s'°.

PREUVE: La démonstration est la même que dans [BerB, Théorème 4.20].

2. Le terme J2. 
On a

h = £  {ï>Tr. [jM ^ ^expi-B j^ ,!./,)] -  £  jf |^ T d(rZ ,5|:ft)ch(i,/.«)

(451) +  X l Td 3  fco **<€. **) +  y  » ( 7  )}«■•

En utilisant les Théorèmes 4.8 et 4.10, et (4.51), on sait que quand e —► 0,

(4.52)

Jj -  A  = 2 f i  Td(TY;/r){i51Tr, [(«y . -  dimX)exp(-Bir.)] 

" i *  / x ! 7 T d (r;r’s” )chK,,‘<)

+ Jx Td'(TX, sTJr)ch(i, A«) + i (M v£ w }
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S2

-u: 6=0
í -  L db
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i_
T
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3. Le. terme J3.
D’après les Théorèmes 4.8 et 4.11, on sait que , quand s —* 0,

(4 . 3 / 3  -  Ji =  2Jït o ;y Td(Tr,ST5'){w 'Br, [ ( J v ,  -dim X Jexpi-B J,,,)] 
A ' '  -ch 'tR 'irU , +  dimX ch (R 'w ^ , hR̂ - ( ) } f .

4. L ’asymptotique de 1%.
En utilisant [BGS2, Théorème 2.16], on sait que, quand s —» 0,

(4.54) VlTr, [(JV x-dim X Jexpi-B f,,,)] =  jT T d (T r,9Ty){ch'(BV1.i,A s"-«)

-dimX ch(R'7r„i, hR"-( )\ +  0(e2).

D’après (4.46), (4.50)-(4.54), quand £ —> 0, on a

(4.55)

n  - ( / +“ ^ / z |^ T d (T Z ,^ )c li( i,A « )< fr) i 

- 2  Jy  Td <TY,gr r ) [xi*(Td'(TX, gTX)&(£, A«)) 

+ch'(.R*jr,.i, AÆ***i ) -  dimX ch(B*jri,f, A“"-«)] log e 
I \  =  / ;  +  J 1, +  J3l .

6) É valuation  de If.
Soit B(t) (t > 0) la forme C°° sur V  définie par

(4.56) B(t )  =  9 1  T r ,

En utilisant [BGS2, Théorème 2.11], [BeGeV, Théorèmes 9.23 et 10.32], on a :
i) Il existe une forme B0, C°° sur V  telle que quand t —* 0, B(t) =  Bq +  O(i).
ii) Quand t —> + 00, B (t) =  0 (t- *).
Soit

(4.57) B =  (2m )- i  JY T d ( T Y , i D [ £  ( j *  B (t)d t)^ -

Alors par [BGS2, Théorème 2.9], on a

(4.58)
dB = f Y T à (T Y ' 9TY^ { h  [^lT r*teXp(“ Bl.T)]

- J x Td(TX,gTX)ch(t,kÎ)}?f. 

+ Jt [^lTra [exï>(“ -Bi,T)] “  ch(ÆVi*£, h***•«)] ^ }.

Théorème 4.ÎS. On a

(4.59)

7? =  Jz Td(TZ, TY, gTZ, g ^ ch tf , A«) -  Sy Td (TY, sTr)^1(a>H,, A«)

- r ( l )  ¡y Td (TY, ç D { w u [(Td’(TX, gTX) -  dimST Td(TX, f * ) )  

ch(i,A«)]+ch'(flV1,£,A*’"-<)} dans Ps/P s’a.
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PREUVE: Pax le Théorème 2.12, on a

(4.60) T%(û>w , té) -  Tx(üjw , té) G P v’°,

D’après (2.21), (2.29), (4.55), (4.58) et (4.60), on a l’identité (4.59).

d) Le te rm e  à  dro ite  de (4.8).

Comme dans [B4, §6 (f)-(h)], on établit l’équation

(4.61) si=1ii = del -  sel - aa»l
Bien sûr, on doit étudier en détail le terme à droite de (4.8). Comme la situation est 
plus simple que dans [B4, §6], on ne le fait pas , le lecteur peut trouver les détails dans 
[B4, §6].

On remarque aussi que, si S  est compacte et Kâhlerienne, l’espace Ps,° est fermé 
dans P s pour la topologie de convergence uniforme. Dans ce cas, on voit facilement que, 
comme S |=1J? G F 5’0, on a X L J l  € P s’°.

e) Preuve du Théorème 3.5.

Pax (4.33), (4.37), (4.42), (4.59), l’équation (4.61) peut s’écrire sous la forme suivante:

(4.62)

-T,(<jv , ftR»-<) -  âi(E2,H(Z,{,*), i » , h’’1-2*!*') +  T,(uw,tf)

+ f z  T d (TZ, TY, gTZ, ¿" 'Jch tf, h?) -  fy  Td(TY, g ^ T ^ ,  h‘) 

+ r (l){C 2,0 -  C*» +  vTr.INz ex p f-V ^ l» )'2)] 

-  Sy Td(TT, ffTK){îr1* [(Td'(rAT, gTX) -  d im l TdfTX, ( r ^ d i K ,  A*)]

= 0  dans Ps/P s'a.

On a aussi l’équation triviale

(4.63)
Td! (TZ ,gTZ) = 7r*(Td'(Ty, 5ry ))Td(TX, gTX)

+7T* (T d(ry , 5Ty))Td' (TX , gTX) dans P w/P w’°.

En utilisant le Théorème 2.11, (3.4), (4.31), (4.40) et (4.63), on sait que le coefficient de 
T'( 1) dans (4.62) est nul dans Ps/P s<°.

Pax (4.62), on a bien démontré le Théorème 3.5.
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5 L’asy m p to tiq u e  des supertraces con tenan t l’o p éra teu r exp(— T) po u r 
u ou T  te n d a n t vers + 0 0

Le but de cette Section est de montrer les Théorèmes 4.5 et 4.6. C’est une extension 
de [BerB , §5], qui traite le cas où S  est un point.

Dans [BerB, §5], TD y +  DB est tin opérateur différentiel elliptique. La nouvelle dif­
ficulté est que B z,u,t  est une superconnexion, et que seul le carré B \ n T est un opérateur 
elliptique standard agissant sur chaque fibre. Un problème similaire a déjà été considéré 
dans [B4, §9]. C’est pourquoi on va toujours se ramener à la situation traitée dans [B4,
§9].

Cette Section est organisée de la façon suivante. Dans (a), on rappelle les résultats 
de [BerB , §5]. Dans (b), on remplace la superconnexion B 3,u,t  par AUjt - Soit A t =  
A itT- On obtient alors l’asymptotique de A t  quand T  —* + 0 0 . Dans (c), on obtient 
l’asymptotique de Aj. écrite sous forme matricielle relativement à un scindement de 
E q =  Q(Z,£,\z)- Dans (d), on décrit le spectre de Dans (e), on énonce deux
résultats intermédiaires, d ’où, les Théorèmes 4.5, 4.6 peuvent être facilement déduits. 
Le reste de la Section est consacré à la preuve de ces deux résultats intermédiaires.

Dans (f), on donne des estimations pour la résolvante de Â >. Dans (g), on obtient 
une estimation uniforme pour le noyau de FU(A^). Dans (h), on calcule l’asymptotique 
de l ’opérateur FU(A%.) quand T  —* + 0 0 . Dans (i), on montre le premier résultat inter­
médiaire et (4.14).

Dans (j), on obtient un autre opérateur à partir de A*>T. Dans (k), on montre le 
deuxième résultat intermédiaire.

Dans cette Section, on suppose que la forme o>w  sur W  est donné par (3 .22), et que le 
fibré holomorphe £ vérifie l’hypothèse d ’acyclicité (3.4). On utilise les mêmes notations 
qu’aux Sections l(d ), 3, 4.

a) Le cas où  S  e st un  po in t.

Dans la suite, on rappelle des résultats de [BerB, §5] en fixant un point s G S. Alors 
7Ti : Z  —> Y  est une submersion holomorphe de fibre compacte X.

On rappelle qu’on a l’identification de fibrés vectoriels C09 sur Z

(5.1) T Z  ~  T BZ  © TX, 
T HZ ~ n l T Y .

Cette identification induit une identification correspondante de fibrés vectoriels C°° Z- 
gradués sur Z

(5.2) A(T .(0,i)Z ) 7r;(A (T '<O|1)y))0A (2’*<o,I)X ).

On rappelle que h G End(7r*TY) est défini par

(5.3) ■ ( U? lV ?)7r, = (hU’V) * r ’ avec V ,V Z T Y .U if
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DÉFINITION 5.1. Pour T >  1, a  G 7rJ(A(T*(0,1)y)), on définit aTot G 7rl(A(Tm̂ Y ) )  
de la manière suivante:

(5.4)
vi, • ,vp G TY  —>

aTa(vu • • • ,vp) =  a ((l +  £ ) " 1/2Vi, •••>(! +  £ )~1/2vp).

Alors or agit sur k {T * W Z )~  %\{K{T*^Y))®K{T*^ X) comme aT®l.

D éfin itio n  5.2. Pour T > 1, soit

(5.5) Bt =  det1̂ 2(l +  —  )a,T, 

CT =  TNx~dimXBT.

DÉFINITION 5.3. Pour a G F , soient Ea, Eo les espaces vectoriels des sections C°° de 
A(T*W Z) ®£ sur Xa, Z. On a donc

(5.6) = A(r*<"'l>y).§n(x.,£|Xa).
L’espace E a va être considéré comme la fibre d ’un fibré È  sur Y  de dimension infinie et 
l’espace vectoriel des sections C°° de E  sur Y  est l’espace vectoriel des sections C°° de 
A(T*(0>1)Z) ^  £ sur Z.

Soit dvz (resp. dvx, resp. dvy) la forme de volume sur Z  (resp. X , resp. Y )  
associée à la métrique 7r{gTY © gTX sur T Z  = -k\T Y  © T X  (resp. gTX sur T X , resp. 
gt* sur T Y ).  Soit ( )\(T'<.°>i)z)®ç,<x> produit hermitien sur A ( T * ^ Z )  <g> |  associé aux 
métriques /K'[gTY © gTX, té  sur T Z  =  ^{TY  © T X ,  £. Pour a G Y, s, s' G Ea, on pose

(5.7) (s ’ s  )\Ea — (2ît) dimX fr  (s i d vx -W À(|
Pour s , s' G E q, on pose

(5.8) (s> s') „  = (2*) di” y f y  (*- »')|E. «M«)-

DÉFINITION 5.4. Pour /i G R , soient Eq, EÇ les espaces de Sobolev d’ordre /z des 
sections de A( T * ^ Z )  <g> f, KexDx  sur Z, Y .

On équipe Efj du produit hermitien ( )^o =  ( )OQ. Soit || ||^o la norme corre­

spondante sur E q .  Pour /x G R, soit || une norme de Sobolev sur E q .  Soit E®’1' 

l’espace orthogonal à E \  dans E q . Pour fi > 0, on pose

(5.9) ES'1 = E ^  nEÇ.

Soit Q(F, iî(X , £|jç)|y) l’espace vectoriel des sections C°° de A(T^0,1̂ F)® ü(X ,^ \x)  
sur Y .  Donc 0(F ,Q (X ,£|x)|y) est l’espace vectoriel des sections C°° de 7rJ(A(T*(0,1)y)) 
®A(T*(0,1)X) sur Z. Par l’identification (5.2), on a une identification d’espaces 
vectoriels

(5.10) f ì (Z ,^ )~ i ì (y ,f ì (X ,^ ) lr).
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l’identification (5.10), agit naturellement sur Q(Z,£\z ). De même dX, Dx
agissent sur Q(Z,£|^).

Soit Ei l’espace vectoriel des sections C°° de kerD *  sur Y .
Pax [BGS2, Théorème 2.8], on a

Soit la restriction de la connexion sur iî(A',£|X) à Y. Sous

T héorèm e  5 .5 . On a l ’identité d ’opérateurs agissant sur Q(Z,^\z ):

(5.11) t f  = V * X**)” + d X.

Désormais, on pose

(5.12) ÿr = vjX«,*>"

Soit l’adjoint formel de d relativement à ( )0Q.

DÉFINITION 5.6. Pour tout T G [l,+oo], on pose

(5.13)
dX =  Bt ôXBt \  dX* =  B ^ d ^ B r ,  

d% =  B tB HB t \  ~5t* =  B j l d**BT,
D $ = dX + dX*, D$ =d% + Ôt *.

On a

(5.14) D ^ = D X .

DÉFINITION 5.7. Pour a E Y ,T  G [1, +oo], soit pT>a la projection orthogonale de Ea 
sur ker£>^a associée au produit hermitien ( )E . On pose p ^ a =  1 — pr,ar

Poijur T  G [l,+oo], soit E \p  l’espace vectoriel des sections C°° de ker-Dy sur Y , et 
soit Qt  : Æ7i,oo —► Extr  l’application linéaire

(5.15) s G Eif00 —*■ qxs =  ptBts G E^t -

Soit Çy l’adjoint de q?- On pose

(5.16) rT =  (?T?r)1/2, 
Jt  — q rrT •

Alors Jt  ' E iy00 —*■ E \tT est un isométrie linéaire.
Dans la suite, si 5y(T G [l,+oo]) est une famille d’opérateurs différentiels, on écrit 

que, quand T  —* +oo,

St  =  Soo + O (^j)  avec l G Z,

si pour tout k G N , il existe C > 0 tel que pour T  >  1, les normes de coefficients de 
St  — Soo et leur dérivées d’ordre < k sont dominées par CT~l.
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On pose

(8.17) aP  = CfD^Cf1.

Le résultat suivant est établi dans [BerB, Théorème 5.17].

Théorèm e 5.8. Pour T G [l,+oo], Vopérateur J^Pt-A^Pt Jt esi un opérateur 
elliptique agissant sur De plus , quand T  —► +oo, on a

(5.18) •ÇVr4VJr = ßY + 0(55).

b )  L ’a s y m p t o t i q u e  d e  l a  s u p e r c o n n e x io n  A t  q u a n d  T  —> + o o .

Pour £7 G T rZ , on note c(U) l’action de l’algèbre de Clifford sur A(T*^0,1̂ Z) associée 
à (TZ, ir'g™ © gTX). Alors pour U =  V**z  +  UTX G TKZ, avec U7 2 G TëZ, XJTX G 
Tr X, on a

(5.19) CrCr((l +  A ) - i/2 ^  =  <£7*"*) +  c(?7T-y).

Soit une base de T&S. Soient e*, Wi des bases orthonormées de (TrX , gTRX), 
(TX,gTX). Soient //, des bases orthonormées de (TB.Y,gT̂ -Y), (TY, gTY) , soient 
<7“ , e*, w*, f 1,6l les bases duales associées. Soit

(5.20) fl.T  =  (1 +  ÿ j )  1/2/i®, 

«w =  (1 +

Alors T ei,ft>T (resp. Twi,6^T) est une base orthonormée de (T-SLZ,g^-Z) (resp. (TZ,glj.z )).

On rappelle que V ^ ,  VTX, Vry , V* sont les connexions holomorphes hermitiennes 
sur (TZ,g$2), (TX,gTX), (TY,gTY), (£ ,tf). Soit VA<r*(M)*), VA<r,(M)y> les connexions 
sur A(T*^0,1^X), K (T * ^ Y )  induites par VTX, VTY. Soient Rx(T*̂°’1)x\  les courbures 
associées à VÂT*(0’1)̂ ,  V*.

Soit V’r*Ty =  TrJV2̂ , alors °VT^ =  V,rîTy © est une connexion sur TZ. 
Soit Vy^r  ( ’ ^  (resp. °VA(r ’(0,1)̂ )  la connexion induite par V%z  (resp. °VTZ) sur 
À(T*(0’1) Z). Soient les connexions sur A(T*^0,̂ Z) ® £

(5.21) v A(T*(o.»;o®< =  v A(T-(0.^) 0  ! +  ! 0

Ov A(T*(M)^)®e _  0V A(T*(<M)Z) 0 1 + 1  0

Il est clair que

O y A iT ^ 0.1)^)®^ _  ^ yA ÍT H O -iJy) ®  1 +  1 ®  V A(T ^E°,1)jr)®Î.
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Pour T >  0, on définit la connexion sur Çl(Z^\z ) comme en (2.3) corre­
spondant à g72, té. En effet, si 5 est une section C°° de Q,(Zr£\z), U G Ï r 5 ,  on pose

(5.22)
— n{Z£\Z) _  v A (T * (o ,i)^ )0 i  

TtU S ~  V T,U*t S’

De même, on définit une connexion sur Q(Z, ̂ \z ) par la formule: si s est une
section C°° de Çl(Z,^\z)i U €  Tr.5,

(5.23) O y !n
VD

Comme dans [B erB , §5], on préfère considérer les opérateurs sur A(T^S)^)Eq dans 
le cadre de métrique fixée. On va conjuguer la superconnexion B 3<U)t  définie à la Section 
4(a).

DÉFINITION 5.9. Pour T > 1, soit

(5.24) AutT —
At = A\p-

Comme Nz,u*,t est invariant par la conjugaison, on a

(5.25)

<pTia [N3,u*,Texp(-Blui Tj\ =  tpTi, [iV3)t,2)Te x p (-A 2iT) ] ,

V?Tr, [M3'U2)Tex p (-B lu2 Tj\ =  <pTva \Ct M3̂ ,t C t1 e x p (-A 2iT) ] .

Par (2.9) et (5.17), AÏp est la partie de At de degré 0 dans A(T^S). Soit la 
partie de At de degré >  0 dans A (T rS). D ’après [B erB , Proposition 5.9], (2.9), (5.24), 
on a

(5.26)
AÎp =TD$+D§, 
Ay'0* =  Ct ( t̂ ^  ~ ^ c r (T 3)r)^ CTX.

Soit B la  superconnexion sur Eq

(5.27) B =  "Vn(2,{i|') +  Dg  -  ¿ j c ( î i ) -

Théorèm e 5.10. Quand T —*■ +oo, on a

(5.28) At =TDx + B + 0(±).

PREUVE: i) D ’après (5.5), on a

(5.29) Bt =  1 -H O
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Pax (5.13) et (5.29), on a

(5.30) D ? = D * + o ( i ,y ,  
D $ = Dx  + 0(± ,).

ii) En utilisant la Proposition 1.5, (1.57) et (5.19), pour U G T rS , on a

(5.31)

3 *T

+ ((r» + fc)-‘v^A5w, » ^ r ) ^  t a <>„
+  T  { A ( U3HT ^ I ,T ,  Wi ) 3i x  ^  A  ¡ ®J

- T  ((T2 +  h)-1A'(U Z.)w i ,«l) f f ,  y? A i?,

3,00

iii) D ’après la Proposition 1.5, le Théorème 1.9, et (5.19), on a

Ct Ct ÇTs^ C t 1 — ^ 2  ( ^ ( ¿ T ' & r ) . ^  Î ° a  / A  c(e¿)

(5-32) + ^ 2  (^3,r(^3,T; 9p,3,t)i fhT)gT2 /  A /  A c (/£ )

=  s |  Æ .~)> Æ ><srr  9“ A /  A c(/¿5) +  O ( i) .

D’après (1.37) et (5.32), on a

(5.33) CVcrCTwOCf1 =  S j  (Z i(s* ,$ „ ) , Z , ) ^  S“ A /  A < /,» ) +  0 ( i ) .

En utilisant (5.29)-(5.33), on a (5.28).
On a bien terminé la preuve du Théorème 5.10.

T h éo rèm e  5.11. Pour tout T  € [l,+oo[, l ’opérateur Jt 1Pt A tPt Jt  est une super­
connexion sur E\ oq. Quand T  —> + 00 , on a

(5.34) Jt xPtA tPt Jt  =  -02,1 +  0(— ).

PREUVE: Soit V 11*1** la connexion holomorphe hermitienne sur (R*7Ti„£, hR*lm*). Soit 
la connexion sur Q(X, fpr) comme en (2.3) correspondant à gTX, té. Alors par 

[BKô, Théorème 3.5], on a

(5.35) =  Pcc^n{X£lx)Poo-

En utilisant [BerB, (5.34)], (5.27) et (5.35), on a

(5.36) Poo^Poo — -̂ 2,1 •

Par [BerB, (5.47)], on a

(5.37) P T  = P o o  +  0 ( ÿ j ) .
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En utilisant le Théorème 5.10, (5.16) et (5.36), on a (5.34). 

c) La s tru c tu re  de l’opéra teu r A?, quand T  —► +oo.

Dans la suite, on pose

(5.38) P=P°o, p± =pt>-

Maintenant, on va considérer Â$, comme un opérateur de A(Tj^S)0Eo dans A(T£S)®E0. 
On pose

(5.39) E t = pÂ rP, E t =  P ^ P ± , 

Gt = p±Ayp, Ht = p±Ajj'p-L.

Alors on écrit A\, sous forme matricielle correspondant au scindage E° =  E° © Ex±.

(5.40) A%, = Et Ft 
Gt Ht

T héorèm e 5.12 . H existe des opérateurs E ,F ,G ,H  tels que quand T  —*■ + 00 ,

(5.41) Et = E  + 0 ( ^ ) ,  Ft  = T F  + 0(1), 

Gt =  TG  +  0(1), HT = T 2H + 0 (T ),

Soit

(5.42) Qoo =  [DX ,B].

Alors Qoo{EÏ) C et

(5.43) <?« = |Ec(«0eü® [(«A<3"<"’,,X) + t{)(ei,/5) -

+ - L S c(ei)9“ [(***<«*>  +  * )(* ,< & ,„ )  -  * * $ £ * 3 * ]  .

On a aussi

(5.44) E =  pBPp, F =  pQ ^ p1, 
G =  p±Qx p, H =  pLD x ’1pA~.

PREUVE: D ’après le Théorème 5.10, on a

(5.45) E  =  pB2p.

D’après le Théorème 5.10, on sait aussi que le coefficient de T  (resp. T2) dans 
l’asymptotique de A ^  quand T  —» + 0 0  est [DX ,B] (resp. Dx ’2).
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D’après [BerB, (5.65), (5.66)], on a

(5.46)

D *  =

Di = *c(/,)»V^p**»,
[D * ,D * \ =  lEciaOct/,) +  .

En utilisant (5.23), (5.46), on peut calculer comme dans [BerB , (5.66)],

(5.47)

Par (5.42), (5.46) et (5.47), on a (5.43). 
Par (5.42), on a aussi

(5.48) pQooP = 0.

On a montré le Théorème 5.12.

d ) L e sp e c tr e  d e  A2uT.

Comme on suppose que S  est compacte, toutes les estimations qui suivent seront 
uniformes en s E S.

Si C  est un opérateur, on note Sp(C) le spectre de C.
Soit

(5.49)

Alors

(5.50) Al T =  u2A$ ]'2 +  iL T.

Par [B l, Théorème 2.5], est la somme de formes de degré strictement positif dans 
A(TjtS'), à valeur dans lès opérateurs différentiels d ’ordre 1 le long de la fibre Z.

Les opérateurs A^T et A^'2 sont des opérateurs non bornés agissant sur A(T^S)®Eq, 
dont le domaine est A(T£_S)®E$.

Théorèm e 5.13. R existe Ci >  0 ,7o >  1 tels que pour tout T  >  Tq,

(5.51) S p (A ? > '2) n  {A €  r ; ,  A <  C l}  C  { 0 }

PREUVE: En utilisant (3.4), [BerB, §6(d)], on a (5.51). 

D ’après [B 4, Proposition 9.2], on a
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P ro p o sitio n  5.14• Pour tout u > 0 ,T  > 0,

( 5 .5 2 )  S p f ^ j . )  =  S p ( m2^ 0)'2) .

Soit T' =  S U A le contour dans C,

Pax le Théorème 5.13 et la Proposition 5.14, il est clair que pour u > 1 ,T  > T0,

(5.53)

e ) D e u x  r é su lta ts  in term éd ia ires.

Dans la suite, u0 est une constante positive fixée. 
Pour u > 0, soit ipu : A(T£S) —> A(T£S) l’application

(5.54) a  G A (T^S) —► «-deg“a  G A (2£S).

Alors tpu agit comme /4>u® \ sur A(T^lS)® E q.

Proposition 5.15. Pour u > 0 , T  >  0 ,  on a

(5.55)
Au'T =  UIpuATlp-1, B2,u* = UIpuBi't'lp-1, 
N 3>u2,t  =  V,u^3,1,tV’Û11 ^2,u* =
M3tU2tT =  tpuMz^Ti’ü1 '

PREUVE: C’est évident.

P roposition 5.16. Pour u > 0 , T  >  0 , on a :

Tra [Ct M ẑ ' tCt 1 exp(-A 2>T)] =  ^„Tr, [CTMZXTCT1 exp(-u2Aj>)],

(5 .56)^  ^   ̂  ̂ —u2A) Jxi , ^  r?vr 1 f  exp(—«2À)Jxi 

Tr‘ K * ’’3,2ÏÏ h  A -  p l j ^  =  ^  ^ 3’1,T 2^  h  A -  ^  *
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et pour u > 0,

PREUVE: C’est une conséquence directe de la Proposition 5.15. 

T h éorèm e 5 .1 7. ü  existe 6 €]0,1], C > 0 tels que pour u > uq, T  > Tq,

Il existe c > 0, C > 0 tels que pour u > u0, T  > Tq,

(5.59) |T t. J L  f A | <  cexp(—Cu2).

T h éorèm e 5.18. Il existe 6  s]0 ,1], c > 0 tels que pour u > u0, T  > To,

Il existe C > 0 tel que pour u > Uq, T  > T0,

(5.61)

PREUVE: Le reste de cette Section est consacré à la preuve des Théorèmes 5.17 et 
5.18. ■

REMARQUE 5.19. Comme dans [B4, Remarque 9.7], les équations (4.13), (4.15), et 
le Théorème 4.6 peuvent être déduits des Théorèmes 5.17 et 5.18.

f) P ro p rié té s  de régu larité  de la résolvante de Â?.

Soit ei, • • •, e2n0 (resp. / i ,  • • •, fan*) une base orthonormée locale C°° de Ï r X  (resp. 
I r F ) .

Pour s, s' € E q, on pose

(5.62) M o - I M I j*  ( s >s ' ) o  =  (s >s')i5g •

DÉFINITION 5.20. Pour T  > 1 ,5  € E q, on pose

(5.63) M!\1=  !ftr»|2 +  T2|P tsIo

Alors (5.63) définit une norme sur E q, et ( E l ,  | |t,i) se plonge continûment dans 
(£$, | |o). On identifie Eq à son antidual par ( )0. Alors on peut identifier E q 1 à
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exp(—w2A)
A -  B¡a

dX

(5.58) Tr, [■^3,1 ,T
1

2îH L

exp(—u2A)
A - A 2,

d\] ^2,1
1

2 n i L

exp(—u2X)
X -  B \x dA] <

C
J! 8

exp(—tt2A)
A - A l

(5.60) I Tr, T
1

2 ttì L

exp (—A)
¿A] rrs

1
2ni L

exp(—A)

A -  B L .
<ft]| < c

rpS

Tr. [M u*,T
1

2tt¿ L

exp(—A)
* ] [ <

c
u

+£/ ov 2
S

0 ■f r 2Si rV t Pts
2
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l’antidual de Eq. Soit | |r,-i la norme sur E0 1 associée à | l^i. Alors on a les inclu­
sions continues denses suivantes dont les normes sont inférieures à 1 ,

(5.64) El —*■ Ef} —»> E0 1.

Soit gTS une métrique sur TS. Alors la définition de |s|0, |s|r,i se prolonge naturelle­
ment à A(T^S)§)Eq.

Soit

(5.65) Rt =  R i,t = [4 >0)^ t 1  + ^ t 0)’2-

Théorème 5.21. Il existe Ci,Ci, C3 > 0, Tq > 0 tels que pour T  > T0, s, s1 G 
A(TiS)0Eo,

(5.66) >  Ci |s It,1 “  C'zklo,

I (i4ÿ)«,i4^)a')0 | <  Calslr.ik 'ki,

| (Rts,s')0 j < Csdslr.ils'lo + MoMt,!.)-

PREUVE: D’après la preuve de [BerB, Théorème 5.19], il existe C > 0, Tq > 0 tels 
que pour T > Tq, s € E ^ ,

(5.67) K 0)»|I S  c p H I I ?  + r 2( |i> r» l2 +  MS)]-
En utilisant [BerB, Théorèmes 5.17, et 5.18], (5.63), on a la première équation de (5.66). 

La deuxième équation de (5.66) est triviale.
Par (5.26), pour s, s1 £ A(T£S)®i?o, on a

(5.68) I ( R t s , s ')0 I <  c(|s|r,i|s'|0 +  MoMt.O +  | ([-^t °)> ^ )br*>Pr«')0 |-

Mais

(5.69) | ([■̂ ■â  \ - ^ t ]̂p t s ,P t s ' ) q j — | ( [ D ? ,  | < c|s|r,i|^#|o.

D’après (5.68), (5.69), on a la troisième équation de (5.66) 
On a bien terminé la preuve du Théorème.

Comme S  est compacte, il existe U\,-- • ,Um (resp. U[, • • •, U'm,) une famille de sec­
tions C°° de TbX  (resp. TrX) telle que pour tout y G V  (resp. x G W) Ui(y), • • •, Um(y) 
(resp. U[(x), • • •, U'm,lx)) engendrent (TttY)y (resp. (Tr X)8).

DÉFINITION 5.22. Pour T > 0, soit VT la famille d’opérateurs agissant sur EQ

(5.70)
T> -  fn  0yA (T *(M )Z )® î I O y A ( r ( « - ^ ) ® î i  . Z)& . 1
"T  — \Pt VjfH Pt ,Pt v it» Pt i Pt wü\ Pt j -
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Théorèm e 5.23. Pour tout k G N, il existe C* >  0 tel que pourT >  1, Qi, • • •, Q* 6 
'Dt) s i s> S A(TjjîS,)<8>I?o> on a

(5.71) | ([Qi> [Qïi • • • [Qkj A%\, • • •]]», s')o | < Cfc|s|r,i|s, |r,i-

PREUVE: Comme [°v£jT °’1 Z)®*,Pt], 0 V jj2" °’1 Z m pT, p r ^ u f  ^  sont des opéra­

teurs dont les restrictions aux fibres X&(£> € V) ont des noyaux C°° uniformément bornées 
pour x,x' G X t, b G V ,T  >  1, en procédant comme dans la preuve de [B4, Théorème 
9.17], on obtient le Théorème.

Soit

(5.72) *U-4 ) =  /4 - Ai.)-ldX.

Soient PUjt (x , x'), Fu(A^)(x, x')(x, x' G Zs) les noyaux C°° des opérateurs exp(—u2Aj?), 
Fu(Aj<) relativement à dvz/(2Tr)àimZ.

g ) La borne uniform e des noyaux de exp(—u2Â%.) et FU(Â%,).

Théorèm e 5.24. i)  Pour m G N, 0 <  ui < u2 fixés, il existe C >  0 tel que pour 
x,x ' G Z„, u G [« i,ti3], T  > Tq,

(5.73)

ii)  Pour m £  N, il existe c >  0, C" >  0 tels que pour x , x1 G Z,, u >  uq, T  >  Tq,

(5.74)

PREUVE: En utilisant les Théorèmes 5.21 et 5.23, comme

° v £ f  ( pr°V^;T ( ’ son  ̂ des opérateurs dont les restrictions aux fibres
X&(6 G V) ont des noyaux C°° uniformément bornées pour x,x' G X j,6 G V,T  >  1, en 
procédant comme dans la preuve de [B4, Théorème 9.20], on a le Théorème 5.24. ■

h ) L ’asym p totiq u e de l ’opérateur FU(A^) quand T  —* +oo.

DÉFINITION 5.25. Soit E l’opérateur différentiel d’ordre 2 agissant sur A(T|S)®.Ei,

(5.75) S =  p(E  — FH~1G)p.

Théorèm e 5.26. On a l ’identité

(5.76) r 2 _  ~
£>2,i —

PREUVE: D’après (5.36), (5.42) et (5.44), on a (5.76).
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Pour A  € L (E % , E q ) ,  on note ||A ||0’0 la norme de A  relativement à | |0.
T héorèm e 5.27. i) Pour 0 < U\ < u2 fixés, il existe C > 0 tel que pour u G [ni, u2], 

T > T 0,

(5.77) |exp(-w2A )̂ - i>TJr exp(-«2P j1)Jr VT||°’0 <

ii) H existe c > 0, C > 0 tels que pour u > u0, T  > Tq,

(5.78) FU{A%) — PtJtFu(BI,i)Jt1Pt

PREUVE: En utilisant les Théorèmes 5.12 et 5.26, en procédant comme dans la preuve 
de [BL, Théorème 13.42], on a le Théorème 5.27.

i) P reu ves du Théorèm e 5.17 et de (4 .14 ).

Par (4.1), (4.3) et (5.19) (On peut aussi se réferer à la Section 7), pour u > 0 fixé, 
on a

(5.79) CrMs,..,xCfl -  |(W > -  dimX)| < £ .

En utilisant (5.25), la Proposition 5.16, les Théorèmes 5.24 et 5.27, et en procédant 
comme en [BL, §11 (p) et §13 (q)], on a le Théorème 5.17 et (4.14).

j)  L’o p éra teu r Ça,h,c,T-

DÉFINITION 5.28. Pour a G C*, b G C, c G C, T > 1, on pose

(5.80) &a,b,c,T = + C r(vr( ^  -  2 ^ ttcï’(î 3,r)) CTX 

+u CT (c V ? z« 2)- ? ? & £ )  C }1, ^  ,

Ces opérateurs sont les analogues des opérateurs définis dans [B4, (9.151)]. En procé­
dant comme en [B4, §9 (m)], on a aussi des résultats analogues à [B4, Théorèmes 9.29 
et 9.30] pour l’opérateur Ga,b,c,T-

k) P reuve du  Théorèm e 5.18.

Évidemment

(5.81) a I ,t  ~

En procédant comme en [B4, §9 (m) et (n)], on a le Théorème 5.18.
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On utilise les mêmes notations qu’aux Sections l(d ), 3  et 4.
On rappelle que le fibré holomorphe £ vérifie l ’hypothèse (3.4). On a donc

6  Preuve de la Proposition 4.7

(6.1) Ü/2 =  Ì2*7T3*£ =  R  7T3*£.

On rappelle aussi que est la métrique sur H(Z, Ç\z ) associée à g ,̂2 , té, qui a été
définie à la Section 2 (b), et que h** est la métrique sur E2 =  H(Z, Ç\z ) définie à la Section

3 (a). Soient V"®* les connexions holomorphes hermitiennes sur (E2, h ^ Z^ ) ,
( # 2,^®*). On rappelle que h G End(T^Z) est défini à la Définition 1.14.

Pour or, ol G H(Z,Ç\z ) =  R°n3*Ç, on a

(6.2)
(or, ot?)hB2 =  (2^ = 7 Jz (<*, a')&f dvY dvx ,

{<*, ot)h*v,t\Z) =  (2 3̂ïSirT-2<SmX Jz det(l +  ^ )  {a, a’)ht dvy dvx .

Soit h'T =  7T2 dimJ'f / i r ^ 13* la.métrique sur H(Z,Ç\z)- Alors par (6 .2), on sait que

(6.3) h'T =  h *  +  0 ( ± ) .

En utilisant (6.3), on a

(6.4) =  V *  +  0 ( ± ) .

Par [B K ô, (3.31)], on a

(6.5) < £ ( « ,.)  =  _ {h,T)- ^ h,T +

En utilisant (6.4) et (6.5), on peut donc poser

H(H(Z,í\z),h

(6.6)

= Jt °° {^Tr, e x p (-V f^ |z)’2)]

+<pTrt exp ( - V ^ - 2)] }dT

= - ^ ^ [ ( ^ ' ' é ^ e x p ( - v * (W ’2)]<ff 
+ 2d im X  f t+°° \ch(E2,h'T) -  ck(E2, h ^ ) ] f .

Pax (6 .6 ), on a l ’équation

(6.7) î,z ), l.1 ' « » 1) =  ch(B„Aa ) -  A (H (Z ,^ z ) ,h BW ) .
¿7TZ

D ’après [B G S 1 , Corollaire 1.30 et Remarque 1.31], (6 .6 ) et (6.7), on a

(6.8) H(H{Z,(lz),hE',hB^ )  = - ^ ( E i,H(Z,(iz),hE’,ks ^ )
dans P s / P s’°.

Par (6.6) et (6.8), on a bien terminé la preuve de la Proposition 4.7.
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Le but de cette Section est de montrer le Théorème 4.8, relatif l’asymptotique quand 
£ —► 0, de certaines supertraces où apparaît l ’opérateur Bz^^/e-  Cette Section est une 
extension de [BerB, §7], dans laquelle le Théorème 4.8 est établi quand S  est un point.

En remplaçant le théorème d’indice local par le théorème d’indice local relatif, on 
applique les techniques de [BerB, §7], à notre situation.

Cette Section est organisée de la façon suivante. Dans (a), on remplace l’opérateur 
B 3tgttT/e par un opérateur conjugué L\ c T et on établit un formule de Lichnerowicz pour 
L\ e Dans (b), on fait un changement de coordonnées locales sur Yh et un changement 
d’échelle [Ge] sur l’algèbre de Clifford [BeGeV]. Dans (c), on calcule l’asymptotique des 
opérateurs L\ eT et M*eT quand £ —► 0. Dans (d), on conjugue l’opérateur L\ Q T pour 
faire apparaître la superconnexion de Levi-Civita. Dans (e), on montre le Théorème 4.8.

Dans cette Section, on utilise les mêmes notations qu’aux Sections l(c), l(d), 4 et 5.

a) U ne form ule de Lichnerowicz.

On rappelle que V TX, sont les connexions holomorphes hermitiennes
sur (T Z ,g j .z ), (TY,gTY), (T X ,gTX), (£, té). Soit R%2, RTY,RTX, té  les courbures de 
yçTZ^jTY^ _ Soit v£(T*(0’1>z)®£ la connexion sur h .(T * ^ Z )  <g> £ définie en (2.1)

associée à et V^. Soit ( ’ )2)®* la connexion sur A(T*^0,1̂ Z) ® £

7 Preuve du Théorème 4.8

(7.1)

Soit

(7.2) L '\t = té  + ^T tR%z .

En utilisant le Théorème 1.7, on sait que quand T —> +oo, on a

(7.3) T U #2 =  TtR tx  +  TriJIY +  O ( p ) .

Soit K z e la courbure scalaire de (TZ, g1"2 +  ^¡/K\gTY).
On rappelle aussi qu’on note e*, fi,Q\ des bases orthonormées de (T&X, gT*-x ), (Tb.Y, 

gTR-y ), (TY, gTY), et qu’on note e*, f x,9! les bases duales associées. Soit ga une base de 
Tb.S. Soit ga la base duale associée de T^S. Comme en (5.20), on pose

(7.4) fl,T =  (1 +  ÿ j)  1/2/J -

On va utiliser la notation suivante: Soit C une section C°° de T&X®End(À(T*^°’1̂ X) ® 
£), alors

(7.5)
+  C(ei))2 =  ^ ( V ^ 0’1^ ® *  +  C ( e .))2
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On pose

(7.6)
K ' , t  =  Î f f ^ M W - i ï ) - " * .

L °,,?  =

Alors on a

(7.7) Tr, |M v .,r /,e x p (-;Bfi, , ir/,)] =  Tr, exP ( - ^ r ) ]  •

Par (4.3) et (7.6), on a

M L t = tó,TA’f e*)̂“c(e*)

~ v f c  ( ^ W5 î )  Gt2s,T/c> fl,T/e)gaCT/c(fl,T/c)

~ 2 ?  ( ô T ^ * )  ( ^ 3.î’/ î , Æ>t /î ^ <I +  (*ta)

(7.8)

En utilisant [BerB, (7.5) et (7.36)], (4.1) et (7.8), on a

(7.9)

MI.,t = ÿî<2“'(95,T/..Æ,i-/j3° A /  + ^ “H'(»îs,r/«.«()î“c(ei) 

+ - ^ - à w (g"1Tjc, f liT/t )gacT/e(}t,T/*) 

+ l ( N x - d i m X ) - ' ^ ( h ( l  +  Î h r % , » mSj

Pour simplifier, dans l’équation suivante, on identifie ga, f i  aux relèvements g^ tZ)T/ e, fi,T/c- 
En utilisant la formule de Lichnerowicz [B l, Théorème 3.6], on a

L l,T  =  - Ç ( ' g .)T/' c ( e ,y

+ ~^2e { Sz ’T f h 9a) T/e J “ +  2̂ 2 ( S 3,T/e (e i)ga , g p ) T/e g a A

“ Y C VT/ï,/i )^)l8’Î +  (S3,T/e ( f l ) f m ,g a ) T /e CT/c(fl)ga

( 7 ' 10) { S z ,T /s { f i ) e h ga ) T/e c (e i )g a +  ^  ( S 3tT/e ( f i ) g a , 9f i)T /e9 a A / ) "

T 2 j  £.2
“I g“^ T / e  “1“ 2 9 ^  ^  A -k 3ìT/cÌ9ot)9p>) “H “J“cT/ff(//)cT/c(/m)-^ 3,T/e{fh f m )

T 2 * sT 
"I ^ ’C(e*)C(ej)^  3,T/e(e*5 ej) “I 2~c{ei)cT /e{ f ï )L  3,T/e(e*5 //)

+ ^ 5 “ A c{ei)L%T/e{ga, e<) +  A CT/e{fi)L ÌtT/e(ga, /,).

On rappelle que pour s e  5, on note dvz, dvx, dvy les formes de volume sur Z  , X ,  
Y  associées aux métriques -ïï\gTY © gTX, gTX, g™ sur T Z  = iv\TY  © T X ,  T X ,  T Y .
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S o i t  P z , e ,T (% i x '  G  Z t )  l e  n o y a u  C ° °  d e  l ’o p é r a t e u r  e x p ( —L \  e  r )  r e l a t i v e m e n t  à  

f a y i L * - P o u r  a  G  Y t , o n  p o s e

( 7 . 1 1 ) S c A a) = f x ^ 1 r.[M i^ TP ^ T(x , x ) } ^ ^ .

P a r  ( 7 . 7 ) ,  o n  a

( 7 . 1 2 ) i p T t ,  <T/, ) ]  =  J y ' S & Q ^ y L r -

P o u r  d é m o n t r e r  l e  T h é o r è m e  4 .8 , o n  v a  c a l c u l e r  l a  l i m i t e  d e  g e>T  q u a n d  s  —*■ 0 .

b )  L e  c h a n g e m e n t  d ’é c h e l l e  s u r  l ’a l g è b r e  C l i f f o r d .

G r â c e  à  l a  p r o p r i é t é  d e  v i t e s s e  f i n i e  d e  p r o p a g a t i o n ,  o n  s a i t  q u e  l e  c a l c u l  d e  l a  l i m i t e  

p o u r  s  —►  0 , d e  g c,T i  e s t  l o c a l  s u r  Y »  ( s Q G  S ) .  D o n c  p o u r  60 €  Y so , o n  p e u t  r e m p l a c e r  

Y S0 p a r  ( T Y ) ^  =  C ” *° ( m 0 =  d im .3^ ) ,  a v e c  0  €  ( T Y ) ^  r e p r e s e n t é  p a r  b0 .

O n  r a p p e l l e  q u e  S i ,  S 2 , S 3 t  s o n t  l e s  t e n s e u r s  d é f i n i s  à  l a  S e c t i o n  l ( b )  a s s o c i é s  à

(ni,zw,w,v), fa,ur,v,s),.i*t,u3r,w,s).
S o i t  V M T « 0 ’1 * )  l a  c o n n e x i o n  s u r  A ( T * ^ Y )  i n d u i t e  p a r  V 2^ .  S o i t  v ^ A(TRs)®A(T*(°’1)y) 

l a  c o n n e x i o n  s u r  7r |  A Ç T & S ) ®  A (T * { 0,1) Y )  l e  l o n g  d e  l a  f i b r e  Y  q u i  e s t  i n d u i t e  p a r  v A(T *(°’1 )y ) .

D É F I N I T I O N  7 . 1 . S o i t  ' v * * A(Tâ 5 )®A ( r ’(0 ,1)y> l a  c o n n e x i o n  s u r  7r J A ( T 5 >S ) ® A ( T * (0*1)y )  

l e  l o n g  d e  l a  f i b r e  Y ,

(7.13)

, *-;A(r£S)®A(T«(°’l>Y) _  _irJA(T^S)®A(T*(°>l )y )
V • —  V •

+ H s ^ ‘) f m , ^ ) y / ^ c ( f m)ga 

+ |  { S a ( - ) ^ 25 9 ? fl)  9 a A g*.

S o i t  V ®  l a  c o n n e x i o n  s u r  n l A ( T l S ) ® A ( T * W Z )  <g> 7r J ( ^ A ( T r , S )  <§>À (T " ^ 0’1) K ) )  ®  

( A ( T * ( 0,1) X )  ®  £ )  l e  l o n g  d e  l a  f i b r e  Z

( 7 . 1 4 )
V ©  =  7r»fV ’r2*A(TS _S)®A(T*(«.i)y) 3  X +  j  0  y A ( T * * « * ) *

P o u r  y  G  C ” 10, s o i t  Y  =  y + y .  O n  r e l è v e  l a  t r a j e c t o i r e  i  G  R +  —*■ t Y  h o r i z o n t a l e m e n t  

e n  l a  t r a j e c t o i r e  t  G  R +  —* X t  G Z ,  a v e c  x t  G  X * y ,  ^  G  T B Z .  P o u r  x 0 G X o ,  o n  i d e n t i f i e  

T X X t, ( 7̂  A ( T £ S ) ®  A ( T * ( 0,1) Z ) <g>£)* ,  à  T X xo , ( k ; A ( T ^ S ) ® A ( T < ^ Y ) ) ^ ( A ( T * ( 0^ X ) ®  

£ ) Xo p a r  t r a n s p o r t  p a r a l l è l e  l e  l o n g  d e  l a  c o u r b e  t  —►  x t  G  Z ,  r e l a t i v e m e n t  à  V T X ,

L ’o p é r a t e u r  L \ c T  a g i t  s u r  l ’e s p a c e  v e c t o r i e l  H b 0 d e s  s e c t i o n s  C °°  d e  ( î T j A ( T r 5 ) ®  

A ( 7 ’* ( o , i ) y ) ) 5o 0 ( A [ ( T ' W X )  ®  0 \x lo s u r  R 2mo x  X &0.

P o u r  s  G  H j ,« , o n  p o s e

(7.15)
(F,s)(Y,x) =  s(Z,x), pour (V, x) € R2™4 x X^,
L 2 _ 27»-lr0 jp

3,e,T “
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Soit Op l ’ensemble des opérateurs différentiels agissant sur les sections C°° de (A(T*(0,1)X) 
<8>£))|jr&0 sur R2mo x Xb0. Soit c(Tb.Y) l’algèbre de Clifford de (TrF, gT'B-Y). Alors on a

(7.16) L\^t g *5A(2S5)§c(rRy)i.Ô O F. 

DÉFINITION 7.2. Pour e > 0, on pose

(7.17) ~ < t  \  ^  f l  A 6 *=  — /  A

Soit L l eT, Mÿ e T G (7T2(AT£S)®c(TrF))^®<9i> les opérateurs obtenus en remplaçant 

c(/,) pax ce(//) dans L |)e(T, M30)e r .
Soit dv-pY  ̂ la forme de volume de (Tr.Y&0 , gTYho ) — R 2m°.
Soit P lCtT((Y, x), (Y1, x')) ((F, x), (Y1, x1) G R 2m° ~xXi0) le noyau C°° de l’opérateur 

exp(—L l eT) relativement à dv^y^dvxx{Xb /(27r)dim̂ . Alors pour x G X&0, il existe

*£^**"*((0 ,, *), (0, *)) € A ( ^ ) ®  End( V * * 0’1̂ ) ^ ) ^ , tels que M j, >rP3%(T ((0, x), 
(0, x)) peut s’écrire sous la formule suivante:

x ^3%,TP3%,t((0, X), (0, X)) =  S 1S<1 <™<ip<2m0 / ix A • • • A f** A t> • • • if
(7.18) l<Jl<-<J,<2mo . . . .

m ? T * '3i"3q.

On pose

(7.19) [JWji,iTPs%iT((0 ,i),(0 ) I ))]” “  = fi;,93”*((0,I ),(0)a:)).

D’après [ABoP, p484l et [Ge], on sait que

(7.20)

^T r. K . , r P V ,T ( (0 ^ ) , ( 0 ,x ) ) ]  =  ( - { f r f h .  [ [ ^ i t , r ( ( 0 , * ) , ( 0 ,  *))]*“ ] •

c) L ’a sy m p to tiq u e  d es op érateu rs Lge T e t M leT  quand e —> 0.

En utilisant (1.19), (7.9) et (7.17), on sait que, quand e —* 0

(7.21)

MlAT =  | ( i i *  -  dimX) +  fft)g ‘  A / '

(^3,oo, Æ»,«,)^“ A  /

--{hê,,em) ^ f  ait.
Pax [BerB, (7.27)] et (7.21), on a

(7.22) K v r  =  f ( N x  -  àimX) +  =  |( J V ^  -  dimX).

Soit r ,rîA<Tâ s)®A(r *(0,1)y) la forme de connexion sur C”*0 de 7r2A(r^5')®A(T*(0,1)F)
relativement à 'V ^ Â ® ÂÎ”(I,’1)̂  le long de la courbe t —*tY  (y  G R2m°). Alors pax 
[ABoP, Proposition 3.7], pour Y  G R2mo, on a

(7.23)
r £AP£S)$AÇr*<04>y)^ =  1 , A(r^5)®A(T*0.i)y))2̂  ^ +  0(\Y\2).

2
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Soit P ™  la projection de T V  =  T f V ®  T Y  sur T Y .  
De [B4, Théorème 11.8], on tire que 
P ro p o sitio n  7.3. On a l ’identité

(7.24)

,v *;A(râ5)SA(Tt...»n2 _  1 c(fl)c(fm) +  i,x!r[V ry’2]

+ \  { ( S i P ^ S t  +  < &  )  5 «  A  /

+ 2 {('^TrS , )/,, ÿ f j )  V 5 c ( /,) / .

Par [B l, Théorème 4.14] et [B4, (11.61)], pour X , Y  £ T ^ X ,Z ,W  € T rV

(7.25)
(yTY^xY^TYz^pTYw) + (52Pry52(X,r)̂ ,̂ ) 

+  ((V Ty52) ( X ,r )^ , =  ( V ^ i Z ,  W )X , Y )  .

Pour X  € Tr Z, on note X^1’0), X^0’1) les composantes de X  dans T Z ,T Z .  On rappelle 
que A  £ T £ W ®Hom(7rJTRy,TrX ) est défini en (1.61). Soit

(7.26) L'[ = t f  + i T r f ^ ] .

Soit K x  la courbure scalaire de la fibre (X, gTX). Potur U € TrY”, soit Vp- l’opérateur 
différentiel ordinaire dans la direction U.

En utilisant le Théorème 1.10, (1.57), (7.23)-(7.26), quand e —»• 0, on a

-  I i* r  = ~ \ (V/i +  \  { R ^ Y ,  f  Y  +  |T r [ V ^  

_ Ç { V^ . , >Z)8Î +  _ l _  ^ (e()/g i c(e.}

- ¿ I : ,< „ e < 1'° 's f ï ( /1, / „ ) / '  A fm

~^Ty/2 9a,z,oo) c(ej)d +  2T2 ? ̂ , 3 ,0 0 ) 9 ^ 9 ^

(7-27) + ÿ î  [ ( S t ( * ) Æ  (/>’<& ,„, / ¡ J ) ^  ] / '  A a“ }*

+ "g "^ X +  2^  ^  ^  A l(^3,oû’ 9 p , i tao)

+ | / ' A / ” A £ ’|( / , f I, / = 1)

+ Ç c(e ,)c (e i)i,1 (ei, ej) +  A e()

A c(e4) t 1 « 3100, e,) +  j “ A / '  A £ 'iG & ,« ,, / 5 ) .

d) L a superconnex ion  de L evi-C ivita.

On rappelle que B itU est la super connexion de Levi-Civita associée à (tti, û>w , ht), qui 
a été définie à la Définition 2.4. On pose

(7.28) <3™ =  i s f a ( / , , / m) / '  A / ”  -  \  f g ) ^  / '  A S“ .
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En utilisant [BerB, (7.33)], (7.27) et en procédant comme en [BerB, §7], on a

(7 .2 9 ) e ~ * Z“ L \ A T e * Z"“ ------ Ì  ( v A +  \  ( R ^ Y ,  / , ) < r )  +  |T r [ B ^ ]  +  .

e) P reu v e  d u  T héorèm e 4 .8 .

En utilisant (7 .12), (7.20), (7 .21), (7.27) et (7.29), la preuve du Théorème 4.8 est la 
même que dans [BerB, §? (d)].

62



Le but de cette Section est d ’établir les Théorèmes 4.9 et 4.10.
Cette Section est organisée de la façon suivante. Dans (a), on énonce le Théorème

8.1, dont on peut déduire le Théorème 4.10. Les parties b), c) sont consacrées à la preuve 
du Théorème 8.1. Dans b), en utilisant la propriété de vitesse finie de propagation, on 
montre que la preuve du Théorème 8.1 est locale sur la fibre Y„. Dans (c), en utilisant 
le Théorème d’indice local relatif, on montre le Théorème 8.1 et la première partie du 
Théorème 4.9. Dans (d), on montre la deuxième partie du Théorème 4.9.

Dans cette Section, on fait les mêmes hypothèses et on utilise les mêmes notations 
qu’aux Sections l(d ), 5 et 7.

8  Preuves des Théorèm es 4.9 et 4.10

a) R éfo rm u la tio n  du  T héorèm e 4.10.

On rappelle que f io (T ) est la forme sur S  définie au Théorème 4.9. 
T h éo rèm e  8.1. Il existe C > 0 tel que pour tout u €]0,1],T > 1, on a

(8.1)

+L  â Td( ^  -  ̂i r
REMARQUE 8.2. Le Théorème 8.1 implique le Théorème 4.10. En effet, pour

0 < e < l ,e  < T  < 1, on applique (8 .1) pour u =  T, et T  remplacé par T /e, alors 
le terme à droite de (8 .1) est donimé par C T 25; =  CeT < C e. On a donc démontré le 
Théorème 4.10.

b) P reu v e  d u  T héorèm e 8 .1  est locale su r Y,.

Soit r tel que r < inf,es{ rayon injectivité des fibres ( l ’i, i?2̂ )} . Soit a  €]0 , |] . Pour 
b € V , soit B Y (b, a) la boule dans Y, de centre b et de rayon oc.

Soit /  : R  —*■ [0,1] une fonction paire C°°, telle que

(8.2) f ( t ) =  1 for |i| < a / 2 ,
0 for |i| > a.

On pose

(8.3) <7 =  1 - / -

DÉFINITION 8.3. Pour u €]0,1], a € C, on pose

(8.4)

/
-J-00 ^
^  e x p (iW 2) exp(— )f(ut)-j== ,

/
4*oo -̂2 ^

^  exp(ita\/2) exp(-^-)g(ut)-ÿ==.
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On a

(8.5) Fa(à) +  Gu(a) =  exp ( - a 2).

Les fonctions Fu(a),Gu(a) sont des fonctions holomorphes paires sur C . Il existe donc 
des fonctions holomorphes Fu(a), Gu(a) telles que

(8.6) F„(a) =  Fu(a2), Gu{a) =  Gu(a2).

D ’après (8.5) et (8.6), on a

(8.7) Fu(a) +  Gu(a) =  e x p (-a ) .

Pax (8 .7), on a

(8.8) exp ( —83,11* / t * , t )  — F u / T ( B l tU2/T i tT)  +  G u /T ( B l u,  •

P roposition  8.4 ■ H existe c > 0, C >  0 tels que pour tout 0 <  u < 1,T > 1,

1 T 2
(8.9) Trt [M3iU2/TitTGu/T(Blu3̂ T2tT)] \<  Cexp(—c— ).

W

PREUVE: Pour v >  0, on pose

(8.10) B .{ a )  =

Alors il ex iste une fonction holomorphe Hv(a) telle que

(8.11) Hv(a )= H .(  a2).

Par (8.6) et (8.11), on a

(8.12) Gv(a) =  Hv

D ’après (5 .5), (5.55) et (8.12), on a

(8.13) TTa[Mz,ut /T*,TGufT{—■Bl,ttî/r*,r)] =  ^tt/rTr* [Ct M3̂ tCt 1 .

Soit A  le contour dans C
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Pax [B4, (11.21)], pour tout m £ N , il existe cm > 0, Cm >  0 tels que

(8.14) sup |a |m|.H;(a)| < Cme x p (-^ j) . 
agA V

On a aussi

(8.15) h u/t (a I )  =

En utilisant (5.79), (8.14), (8.15), et en procédant comme dans la Section 5(g), on voit 
facilement que pour u €]0,1],T  > 1,

(8.16) 'rr.[C TAf>,l i .C i1H ./r(^ i.)]| <  C e x p ( - c ^ ) .
XL

De (8.13) et (8.16), on tire la Proposition.

Soit Fu/ t ( B \ u2^T 2 T)(x ,x i)(x, x' G Z,) le noyau dé l’opérateur Fu rela~ 
tivement à • En utilisant (8.4) et la propriété de vitesse finie de propagation, [CP,

§7.8] et [T, §4.4], il est clair que pour 0 < u < 1 ,T  > 1, x £ Z„ Fu/ t ( B I u3^T 7 T)(x ,x )  ne 
dépend que de la restriction de B \u*¡Ti T à %ÿxB Y (k-lX, or). Pax (8.9) et pax la discussion 
ci-dessus, la  démonstration de (8.1) est locale sur Y,.

Pour &o £  y ,0, on peut remplacer ZSQ pax C*”0 x X&o comme à la Section 7(b), et 
on trivialise les fibrés vectoriels comme indiqué à la Section 7(b). On va montrer le 
Théorème 8.1 dans cette situation.

c) P reu v e  d u  T héorèm e 8.1.

On rappelle que E\ o est la forme C°° sur V

(8.17)
/  'R \  1

Elt0 = HmTr, N ltUexp i +  du(2u ^ ’tt) j

T h éo rèm e  8.5. i)  Il existe C > 0, et des formes ütjU > —n, n =  àhn.Z'), C°° sur 
S, qui dépendent continûment de T  £ [l,+oo], tels que pour tout u G]0,1],T £ [1, +oo[,

(8.18)
1 V?

|<^Tr, [M 3tU2/T*tT  exp ( —-63,uî /T i , t ) ]  — ^-,j= -n r p aTj'U2* <  C  — .

i i)  Pour j  > — n, quand T  —► +oo, on a

(8.19)
, 1 V

a T J  — a oo,j +

iii) De plus

(8.20) a«,,, =  jy T d(îT , g™) [*•„ ( -  2Td'(rX, î T*)ch(Î, A«)) -  ipidv .

65

i
2t t ¿ L A - A l

dÀ.

dv*
(2v )dÍTnZ



PREUVE: i) En. utilisant (5.55) et (7.6), on a

(8.21) <pTra [m3,uVT*)T exp(—£ |  m3/T3 T)] =  ^ T r ,  exp(-u2£° ^ x)].

On va utiliser les mêmes notations de la Section 7, avec e remplacé par ¡̂, et T  par 
1. Alors d ’après (7.27), quand T  —► +oo,

(8-22) ^3,^,1 •

Soit Pe,T,u (resp.Pc3Tu) le noyau C°° de l’opérateur exp(—v?L\ e T) ( resp. exp(—u2L\ e y))
dvTY.y ¿VXl

relativement à — -
D’après (7.21), quand T  —» +oo,

(8.23) K i t  -  Mw  =  2W .i  -  <“ “ * ) •

En utilisant (8.22), (8.23), et en procédant comme en [BerB, §8(c)], on sait qu’il existe 
C > 0, et des sections a'Tj  de 7r5À(T£,S)®7r*A(T£Y) sur Z, qui dépendent continûment 
de T  G [1, +oo], tels que pour tout u G]0,1],T G [1, +oo], x G X i0,

(8.24) | t t [ M j i / i litt((0 ,i)) (0 ,i))] - S iL „ a T J (i)îty | < eu2.

Posons

(8.25) _ _ / ;,'<faY  f f_» f.Mmai dVz\X)
aT,j ~  (“*) <P J^.aT j\X)\ (^Tr)6̂ 2 '

Pax (8.21), on a

(8.26)
<pTï, [m3)„*/T*,r exp(—5 3,tt*/rs,r)]

= jz [ f " V W * *  *>] (25=»-

D’après (7.20), on a

(8.27)
=  H ) a“ 5V & . [{iAÎ3ï , 1J’I >lt„((0, *), (0, r))}»“ ] .

En utilisant (8.24)-(8.27), on a (8.18).
ii) Pax l’asymptotique du noyau de chaleur [BGS2, Théorème 2.11], dans (8.24), 

aT,j(x )(x  ^ X&o) sont des fonctions des coefficients de i_ v  L* x v  et de ses dérivées

au point (0, x). Comme L \c l et l sont C°° pour € G [0,1], on a

(8.28) aT,j(X) ~  a'oo,}(X) +  ° ( ^ ) -

De (8.25), (8.28), on tire (8.19).
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iii) Soit qua(x ,x/)(x,a;, € X ) le noyau C°° de l’opérateur exp(— relativement à
(2 t ) Jim  X  •

En utilisant (7.29), (8.23), et en procédant comme en [BerB, §7(d)], on a

(8.29)
V’ttT r , [^3,0,1 F o i )tt ( (0 , x ) , (0 , x ) ) j

=  2 T d (-flTÎ')^Tr.[(ÎV1,„. -  d im X )g ..(a:,i)].

Par (8.24) et (8.29), on a

(8.30)
|2Td(-iJTr)N,'IÏ, [(¿V!,.. -  dimX) exp(-B’„,)]

—£?_ n (  f  af j W*| < eu2.
J Wx  ̂(27r)dunX / I “

D’après [BG S2, Théorème 2.2] et le Théorème 2.9, (8.30), on a

(8.31) ^ { J x < «(2^ )
=  Td(Ty, sT1')[ir1. ( - 2T d’( T X , A « ) )  -  ^ £ 1,0]•

D ’autre part, par (8.25), on a

(8.32) „ _  .yiimYr,/ (h
a>oo,o — <PJz ( *) [“oo.o^j^J ’

Par (8.31) et (8.32), on a (8.20).
On a bien terminé la preuve du Théorème 8.5.

Si T] € A(TQS)®c(da, <fô), on peut décrire r) de la manière suivante:

(8.33) r) = t]q -+• darjx +  dïïr]2 +  dadârjz, avec r)i 6 A(T£5), 0 < i < 3.

On pose

(8.34) M '* "  =  m-

Soit

(8.35)

.  ,~ .w

Cs,-i(T) = jf — Td(rz,sP)ch(e,fc{), 

CsiCT) =  Jz g jT d ( -  ~ - - i ( S r ' r 12 f ( s ï Z))l»=oCll(Ç’^

P ro p o sitio n  8.6. i)  H existe une forme fi>o(T), C°° sur S , telle que pour T  fixé, 
quand u —» 0,

(8.36)
d m du 

Tr, uMz^ t  exp(-5fitt)T +  du— Bz^ T) = po(T) +  0(u).
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ii) Pour T  > 1 fixé, quand u —* 0, on a

(8.37)
V lr. [M,,„T e x p (-B ^ T)] =

-(C3,o(r) + Wsi*o(r))+0(«).

PREUVE: i) En utilisant les mêmes arguments que dans [BGS2, Théorème 2.11], on 
sait qu’il existe p > 0 et des formes ^(T ), C°° sur 5, tels que quand u —► 0, on a

(8.38) Tr,
d 1

uM3>UîT e x p (-ß |)Jt)T +  du— B3,u,T)

= s*__u,(TW + o ì^ +1ì.
Pax la même preuve que dans [BGS2, Théorème 2.11], on sait que la limite p,'Lt =

lim^-o Tr, [tiM3)UiT exp(-fî|)tt T + du-^B3iUtT)] existe, et que la forme ne contient 
pas le terme de du. Et donc, pour j  < 0, on a

(8.39) N (T) = 0.

D’après (8.38) et (8.39), on a (8.36).
ii) En utilisant les mêmes arguments que dans [BGS2, Théorème 2.11], il existe 

p' € N, des formes //'• sur S  tels que quand u —*■ 0, on a

(8.40) <pTr, [M3}Ujt exp(—B |„)T)] =  +  0(u*+1).

En procédant comme en [Bl, §4], on a

(8.41) Um „Tr, èxpf-Bj,.,,,)] =  2 jf ^ ¡T d(T Z ,g™ )ch (Ç , M).

et donc

(8.42)
p,'. — 0 pour j  < -2 ,

En utilisant (8.40) et (8.42), on sait que

(8.43)
d

Vo = gm— cpTr.luMz^expi-Bl^j.)].

On pose

(8.44)
L3,u,t =  BÎ,u,t +  dau— B3>U)T

+dâ[B3iUtT, —M3iUtT] 4- dadâ(— (uM3tUjT))-

D’après [BKô, Théorème 3.17], on a

(8.45)
[uMw  exp(—B |(tlT)] =  -T r, [exp(-L3,tt,T)]<laÆ

d d ’ 
~ dd b ^ ê uMs,w,texP ( ~ +  1>— B3)Uît )   ̂ .
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(8.46) lim c p T r . l e x p i - L ^ T ) } ^  =  C3,0(T).
tt—►U

De (8.36), (8.43)-(8.46), on déduit que

(8.47) p'o = - ( C 3l0(T) +  <p<? *>(T)).

Pax [BKô, Théorème 3.22], on a

On a bien terminé la preuve de la Proposition 8 .6 .

PREUVE d u  THÉORÈME 8.1: D ’après (8.37), on sait que pour T  fixé, quand u —*■ 0, 
on a

(8.48) i>,Ii,[M ji. . /T. i .e x p ( -B |i„,/T, i3.)] =

-(C M(T) + fd s »„(?))+0(<S).
En comparant (8.18) et (8.48), on a

C8  4<)ï “Tj = 0 pour j  <  - 1,
ot, - i  =  2C j. - j î t ) , a i.,0 =  - r ( c s,„ (T ) +  ^ „ ( r ) ) .

De (8.18), (8.49), on tire le Théorème 8.1.

d ) L ’a sy m p to tiq u e  d e (jLq(T) quand T  —y + o o .

Par [B erB , (4.71)],

(8.50) Tlim  r C 8,o(T) =  2 ff» [T d (T r ,9 ^ )T d '( r X ,/* )c h « ,A < ) ] .  

D ’après (8.20) et (8.50), on a

(8.51) lim T<pds ¡iq(T)  =  /  T d (T Y ,g TY)(pidv E 1,0.
T —H-oo Jy

En utilisant [B G S 2 , Proposition 2.10], et en procédant comme aux parties (a), (b),
(c) de cette Section, on sait qu’il existe C  >  0, et des formes b^j, C°° sur S, qui dépendent 
continûment en T  G [1 , +oo], tels que pour u E]0 , 1],T  €  [l,+ o o [

(8.52)

Q
|Tr, [M3tU7/T2>T exp (  -  +  du(t— B z,tir ) ^ ) ]

Plus précisément, pour j  >  —n, quand T  —» + oo , on a

(8.53) j + 0 ( ± ) .

En comparant (8.18), (8.36), (8.52) et (8.53), on a

(8.54) bx, o =  o +  Tfj,o(T)du. 

et donc

(8.55) fi0(T) =  ^ [ 600,0 -  ^"^oo.o]4“ +  0 ( ^ j ) .

Ceci termine la preuve du Théorème 4.9.
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Le bu t de cette Section est de montrer le Théorème 4.11. Pour montrer le Théorème 
4.11, on s’inspire de [BerB, §9], [B4, §13] et [BL, §13j.

C ette Section est organisée de la façon suivante. Dans (a), on montre que la preuve du 
Théorème 4.11 est locale sur ¥ io(s0 € S). Dans (b), étant donné &o € YSo, on remplace 
Z *  pax (TRy ) 5o x Xiç. On associe à cette dernière variété de nouveaux opérateurs 
L\ e T et L \ cT. Dans (c), on calcule l ’asymptotique, quand T  —»• +oo, de la matrice de 
L\  c T relativem ent au scindement orthogonal de l’espace de Hilbert sur lequel l’opérateur 
L \ eT agit naturellement. Dans (d), on introduit une famille de normes de Sobolev 
qui dépendent de e, T.  Ces normes de Sobolev prennent en compte la graduation des 
variables Grassmanniennes dans À(T£S). Dans (e), on introduit un opérateur He qui est 
un analogue d ’un opérateur introduit dans [BerB, §9]. Dans (f), on montre le Théorème
9.2.

Dans cette Section, on utilise les mêmes notations qu’aux Sections 4-8.

a) Localisation du problème.

On utilise les mêmes notations de la Section 8(a).
P ro p o sitio n  9.1. H existe 8,c,C  > 0 tels que pour tout 0 <  s < 1,T  > 1, on a

9 Preuve du Théorèm e 4.11

(9.1) |^Tr. ~  Jrt>Tr. [W r -  dim X )G .(B ^)] |

< jT êxpf-pï).
PREUVE: Par (8.12), on a

(9.2) TV, [ijW v .,ïy.<î,(B!,,w .)] =  V'.Tr, .

En utilisant (5.5), (7.9), (8.14) et (8.15), en procédant comme à la Section 5(g)-(i), on 
sait qu’il existe 6,C ,c > 0 tels que, pour 0 < e < l , T ' > l

(9.3)

Tr, [(JVx -  dim X)H.(A%,,)\

-Tr. [(JVX -  dim \ < ^ e x p ( -^ ) ,

Tr. [ ( ic T/lM3,i,T/.C;/, -  Î (N X -  dim XJJff.fAl/.)] |

De (9.2) et (9.3), on tire (9.1).

D’après (9.1), il est clair que pour établir le Théorème 4.11, il suffit d’établir le 
résultat suivant.

T h éorèm e 9.2. Pour a  > 0 assez petit, il existe 6 > 0, c > 0 tels que pour
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O <  e  <  1 , T  >  1,

(9.4)
|*Ær.

- ?V Tr. [(¿Vjt -  dim X)F.(Bl¿,)} I <

PREUVE: Le reste de cette Section est consacré à la preuve du Théorème 9.2. 

Pax (7.6), on a

(9.5) V ^ r , ^ •W s )**J2,/e2 'e(i?3)**,T/«)j — V-’T t,  [■^3,e,T-^e(-^3,e,î’)] *

Soit Fe(L \eT)(x, x')(x, x' € Zt) le noyau C°° de Fe(L\ ^T) relativement à dvz/(27r)dhnZ. 
En utilisant la propriété de la vitesse finie de propagation, il est clair que pour x Ç. Z„, 
Fe(L3eT)(x ,x )  dépend seulement de la restriction de L ^eT à 7rfI (J5y (7r1ar, or)).

b ) U n  n o u v e l o p éra teu r  su r (T rY )^  x X ^ .

Soit gTS une métrique sur T S . Elle induit naturellement une métrique sur À(T£5). 
On fixe &o € Y»0 (s0 € S). Sur B Y (bç,r), on trivialise la fibration Trï1(BY (b0, r)) —*■ 

B Y (bo, r) et les fibrés vectoriels considérés comme à la Section 7(b). Alors l ’opérateur 
L% e T agit sur l ’espace vectoriel (r) des sections C°° de

a î i î s ;

sur B Y (b0,r ) x X ^ .
Soit Gi0 =  Q(Xj0,^|jç&o) l’espace vectoriel des sections C°° de (A(T^0,1̂ X)®^)|jçfco sur 

Xbo. Alors G est mtini d ’une métrique hermitienne, et K erD j^y^ ^ est un sous-fibré 
vectoriel Z-gradué de sur B Y (bo,r).

Pour oc > 0 assez petit, il existe un fibré vectoriel K  C Gj0, Z-gradué sur (T rY )^ ~  
R 2mo qui coïncide avec KerD-* sur B TY(Q, 2a), et avec K erP ^  sur (Ts.Y)f,0\ B TY(Q, 3o;), 
te l que si K 1- est le fibré vectoriel orthogonal à K  dans C?j0, alors

(9.6) K x  n  K eiD ^  =  {0}.

Soit Pj(6 G R 2”10) la projection orthogonale de Gj0 sur Kj, pour le produit herm itien 
naturel sur G ^.  On pose P¿- =  1 — Pi.

Soit (p : R  —► [0,1] une fonction C°° telle que

(9.7)
<p(t) =  1 pour |i| < a, 

=  0 pour |i| >  2a.

Soit A TY le Laplacien standard sur (Tr Y ) ^  correspondant à la métrique gTYh*. Soit 
Hf,0 l ’espace vectoriel des sections C°° de A(T£S)to®n{(A(T*(°’1ÏY))io<g)(A(T*(0’1)X )  <g> 

Ol-̂ ko SUr (Tr^)&0 x -̂ 6o-
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Soit L \ e T l’opérateur défini par

, _ c2 \ T B
(9-8) l \",t =  ^ ( | r | ) ^ , T +  (1 -  »>2( m ) ) ( - î ^ —  +T'P¿D*'2P¿).

Alors L \ c T coïncide avec L% e T sur |y| <  a . 
Pour e > 0, s G Hbo > on pose

(9.9)
(S.s)(Y, x ) =  s(Ç , x), poux (Y, x ) € R 2™0 x X ^ ,

=  s ; l L l ' iTs . .

On fait le même changement d ’échelle sur les variables de Clifford c(/j) (1 < i <  2m0) 
qu’à la Section 7. On obtient ainsi un opérateur L\ T.

Soit Fe(L {eT)(x, x')(x, x' G (TRy ) 6o x X ^ )  le noyau C°° de l’opérateur Fc(L{eT) 
relativem ent à ^ L n  a dvxYbo dvxhQ • D’après la propriété de vitesse finie de propagation, 
on sait que si a; G X ^  est identifié à (0, x), alors on a

(9.10) Ée(L¡tetT)(x ,x )  = Fe(L¡>etT)(x ,x ).

Pax (7.9) et (7.17), on a

(9.11)

(Pr̂ T» s M3,c*,T/cFe{B le2tr/c)j 
=  ( “ O**“  V T r , {  [ [ ^ û w (g*3'T/e, fi,T/e)ga A (1 +  0 ( ^ ) ) ( f l A “ ¿/O 

+ ^ - Û W(g*3,T/e, ei)9ac{ei) + ^ Z W(g*3,T/e, d f ^ T /e ) ^  A /  

(h (  1 +  ^ h ) - % , 9 ^  ^  (e™ -  Ç ï j  A ( ÿ  -  ^ )

Soit 2£° l’espace vectoriel des sections de carré intégrable de A(T¿S),o<g>7rJ(A(T*(0,1)Y))jo 
®(A(T*(°’VX) <8> 0 |x H sur (2kY)i. x 4 _

Soit i71® l’espace vectoriel des sections de carré intégrable de A(T¿5),o®7r*(A(T*(0,1)Y))6o 
®S~X*K sur (IrY )^ . Alors l’espace F“ aun sens au e =  0, et Ffj est l’espace vectoriel 
des sections de carré intégrable de A (ïR5 ),o®7r£(A(T*(0,1)Y))&o®Ker.D^ sur (TrY)^,. 
L’espace F® est un sous-espace de Hilbert de E°. Soit lr°,-L l’espace orthogonal à F® 
dans E°.

Soit j?e la projection orthogonale de E° sur On pose =  1 — pe. Pour s G £7°,
F  G TrY, on a

(9.12) pes(Y ) = PeYs(Y ;•).

On pose

/ q  i  o \  =  P e L \  „T<pe , F Cit  =  P e ^ z ,e ,T P e  »

G,,t  =  p tL { s,r p„ H 'tT = p tL ¡ ^ Tp j .
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Alors on écrit L \ c T sous forme matricielle relativement au scindement E° =  F® © F ^ .

(9.14) r 3  _  E e ,T ,  F c,T

,e,T ~  l  G e,T, H e,T •

c) L ’a sy m p to tiq u e  d e la  m atrice L \ . T quand T  —*• + 0 0 .

On rappelle que est la connexion sur Q(Z,£\z)  définie en (5.23).
Si C  est une section de et si b ï Y , . est un point près de bo, soit

Cl(b)  l ’élément de ît^A(Tr5)® End(A(TaF))j0, qui est obtenu en utilisant la trivialisa-

tion de ^  A (Îr 5 )®  End(A (T^y)), relativement à la connexion V** A*TÈ-S)®Â T Y^ ~ 1 
comme à la Section 7(b), et par le changement d’échelle sur les éléments c(T^Y)i0 défini 
à la Définition 7.2.

Dans la suite, on note [A, i?]+ l ’anti-commutateur de A  et B . On pose

(9.15) L'{ =  L( +  ÎTr[i?r x ].

T h éorèm e 9.3. Il existe des opérateurs Ee,Fe,G e,H e tels que quand T  —*■ + 0 0 ,

(9.16)
®«,r =  E . +  0 ( i ) ,  F.,t  =  T F . + 0 (  1),
G.,t = T G c +  0 (1 ) ,  H._t = T ì H . + 0 ( T ) .

On pose

Qe = < f\e \Y \ ) { - \  [v£T*(0,1)*>®*, i  {A (ei) f * ,  e j ) gTY { e c i f i ï Ÿ X e j )  

+  ( S i ( ei)9«,z,oo,ej)aTX 9a ^ \  +

+ \ { ^ ( f i Hi)} ìc (e j )L'Ì (/£, ej) + - j= g ac(ej)L1 (^ 3,oo, ei ) } eY-

(9.17)

Alors Qe(F°) C F*+, et

(9.18)
Fc — PeQeP't 1 Ge — P’tQ cP a
H . =  p i  {<?(e\Y \)D ™  +  (1 -

PREUVE: Par (7.10), on voit facilem ent que le coefficient de T2 dans l ’expansion  
asym ptotique de £ r  est He.

En utilisant (1.57) et (7.10), on voit que le coefficient de T  dans l ’expansion de L \jSp  
est l ’opérateur Q c.

D ’après le même calcul que dans [B erB , Théorème 9.3], on a

[DX , D g + 0v *** '* ] =  [V^ f  (M)*>®<, i  (A(ci>/5, et)gTX c(/5 )c(ei) 

(9.19) +  (5 i(ei)9a,3,ooiej ) gTx  9* ̂ /̂ ] + 
+ \ c(f5.)c(ei)L'i(fi% ei) +  - ^ 9 ac(ej)LÌ(g*3,oo, Ci).
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P a x  ( 9 . 1 3 ) ,  ( 9 .1 7 )  e t  ( 9 .1 9 ) ,  i l  e s t  c l a i r  q u e  Q e ( i r ° )  C  

O n  a  b i e n  t e m i m é  l a  p r e u v e  d u  T h é o r è m e  9 .3 .

I L  c l a i r  q u e  p o u r  Y  G  ( T b Y ) ^  , H  ¿y  e s t  u n  o p é r a t e u r  e l l i p t i q u e  a g i s s a n t  l e  l o n g  d e  l a  

f i b r e  X ^ .

P ro p o s it io n  9 .4 .  P o u r  t o u t  e  >  0

( 9 .2 0 )  K e r  H e Y  =  A ( T ^ S ) to ê > A ( T Î Y ) ^ K e Y .

P R E U V E :  L a  p r e u v e  e s t  l a  m ê m e  q u e  d a n s  [ B e r B ,  P r o p o s i t i o n  9 .4 ] .

d )  U n e  f a m i l l e  d ’e s p a c e s  d e  S o b o l e v .

Soit 

(9-21) g.(Y) = 1 +  (1 +  \Y\2)<p2(^p-).

P o u r  0  <  q  <  2  d i m  V ,  s o i t  E °  l ’e s p a c e  v e c t o r i e l  d e s  s e c t i o n s  d e  c a r r é  i n t é g r a b l e  d e  

© 3i + a , = 5A í l ( ÍB .'S ')® A ® a ( T ¿ F ) 6o® ( A ( r * < 0’1) X )  <g> £ )p c* „  s u r  ( T ^ Y ) ^  x  X * , .  A l o r s  E °  =  

© g ^ o a V E ç .  P o u r  p  G  R ,  o n  n o t e  E p , E *  l e s  e s p a c e s  d e  S o b o l e v  d ’o r d r e  p  c o r r e s p o n d a n t s .  

P o u r  s  G  E % , o n  p o s e

(9.22) |< „  =  l « ( y . W •

S o i t  ( ,  ) 0 l e  p r o d u i t  h e r m i t i e n  s u r  E °  c o r r e s p o n d a n t  à  | |C)o. P o u r  s  G i ? 1 , o n  p o s e  

,Q „ x  = t *\p& 3\i 0 + |p.y<„

A l o r s  ( 9 .2 3 )  d é f i n i t  u n e  n o r m e  s u r  E 1 . S o i t  E ~ x l ’a n t i d u a l  d e  E 1 , e t  s o i t  | | c , r , - i  l a  

n o r m e  s u r  E - 1  a s s o c i é e  à  l a  n o r m e  | | £, r , i  s u r  E 1 . O n  i d e n t i f i e  E °  k  s o n  a n t i d u â l  p a r

( ’ )e,0‘
P a r  l e  T h é o r è m e  9 .3 ,  i l  e s t  c l a i r  q u e  l ’a r g u m e n t  d ’a n a l y s e  f o n c t i o n n e l l e  d e  [ B L ,  § 1 3  

( k ) - ( o ) ]  e t  [ B e r B ,  § 9  ( d ) ]  p e u t  ê t r e  u t i l i s é  d i r e c t e m e n t  d a n s  n o t r e  s i t u a t i o n .  E n  e f f e t ,  l a  

s t r u c t u r e  a s y m p t o t i q u e  d e  L \  ^ t  q u a n d  T  —* + o o  e s t  l a  m ê m e  q u e  d a n s  [ B e r B ,  § 9  ( c ) ] .  

B i e n  s û r ,  o n  a  a u s s i  d e s  v a r i a b l e s  G r a s s m a n n i e n n e s  s u p p l é m e n t a i r e s  g a  G  m a i s

e l l e s  s o n t  d u  m ê m e  t y p e  q u e  l e s  f 1.

e )  U n  o p é r a t e u r  \&e .

S o i t  F c l ’e s p a c e  v e c t o r i e l  d e s  s e c t i o n s  C ° °  d e  A ( T £ LS ) So® A ( T £ Y ) b Q® S ~ 1* K  s u r  ( T r Y ) j 0 . 

A l o r s  H e e s t  i n v e r s i b l e  s u r  F ® ’-1 .

DÉFINITION 9.5. Soit l ’opérateur de F e dans F e  défini p a x

(9.24) v , = e ,~ f ,h; 'g„

7 4

í y .

Í(Ta 5'’)»« xX t>o
\s(r,x) 2„2i

9e
2 dim V -q )

o n

+Ef* V / . •Ilo + T2E|V M ^¿YS le,0*



On vérifie facilement que l ’opérateur est un opérateur elliptique d’ordre 2 agissant 
sur Fe.

Pour U  G B TY(0 ,2a), on identifie (7t; A ( T ^ S ) 0 A ( T * ^ Y ) ) u à 
pax transport parallèle le long de la géodésique dans Y , t  £  [0,1] —» tU , relativement à

la  connexion ^ 'V W’*A<T*R
L’opérateux B \ ci agit sur les sections C°° de A(T^lS )So®A(T*^0,1̂ Y)io® K  sur B ^  (Q,2a). 

Si l ’on fait le même changement de coordonnées locales sur Ys, et le même changement 
d ’échelle sur les variables de Clifford c(//) qu’à la Section 9(b), alors, à partir de B \ ei , on 

obtient un opérateur S f , qui agit sur les sections C°° de A (7 ^ 5 )<0®À(TRl r)50 ® S~X*K  
sur B ^ i 0 , ^ ) .

T héorèm e 9.6. Sur B TY(0, ^ ) ,  on a

(9.25)

PREUVE: En utilisant (7.10), et en procédant comme en [BL, Théorème 13.43], on a
(9.25).

f) Preuve du Théorème 9.2.

En utilisant les Théorèmes 9.3 et 9.6, la preuve du Théorème 9.2 est la même que 
dans [BL, §13(q)] et [B erB , §9 (g)].
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Le but de cette Section est de construire la classe de Bott-Chern ch(E2,H(Z,Ç\z), 
hE*,hB(z '£i*)) € P s / P s,°, et de démontrer les Théorèmes 3.8 et 3.9.

Cette Section est organisée de la façon suivante. Dans (a), on généralise les résultats 
de [BGS1] sur les classes de Bott-Chern. Dans (b), on rappelle la propriété de fonc- 
toriaüté de la suite spectrale de Leray [Grot]. Dans (c), d ’après (b), on construit un 
bicomplexe de fibrés holomorphes sur 5  qui calcule la suite spectrale de Leray. Dans
(d), on construit la classe de Bott-Chern ch.(E2, H (Z ,^ \z ) ,h Et, hB ẑ^ ^ )  e  p s j p s ,o 
on démontre le Théorème 3.8. Dans (e), on montre le Théorème 3.9.

Dans cette Section, on suppose que ttj est projective, et que V  et W  sont des variétés 
projectives. On utilise les mêmes notations de la Section 3.

1 0  La classe de Bott-Chern ch(E2,H(Z,Ç\Z), h * ,

a) C lasses de B o tt-C h ern .

Soit (E, v) =  (E t,v)o<i<n un complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes 
sur une variété complexe S. Pour s £ S , on note H \(E) la ieme cohomologie du complexe 
(E, v)t . On suppose que pour 0 < i < n, le rang des fibres H '(E ) est localement constant. 
Alors, pour 0 <  i < n, H i(E) est un fibré vectoriel holomorphe sur 5. Soit F * — v(E i~1), 
G* =  Kera|#i.

On a les suites exactes suivantes:

(10.1) o - ►  g * -»■ E* -* F i+1 -*  0,
0 -*■ F i -* Gi -> H*(E) -* 0.

Soient des métriques hermitiennes sur E % H l(E). On note hE =  ®ih ^ ,
hB^  =  des métriques sur E  =  ®iEi, H (E) =  ®iH i(E). Soient hF\  hGi les
métriques s u r j7’*, G* induites par h F ^

On note ch(£% F i+1,A£\ / i J?i+l), ch(Gi,H i(E ),h Gi,h Bi^ ) e  P s / P s-° les classes de 
Bott-Chern associées à (10.1) [BGS1, §l(f)]. On pose

(10.2) ch(E ,hE) =  E ^ - l ^ c h ^ , / ^ ) ,  
ch(H (E ),hBW ) = E ^ - l ) ^ # ^ # ) , / ^ ^ ) .

On dit que E  est scindé, si

(10.3) Ei = GieFi+1, Gi = Hi(E)@Fi,

et si les scindements (10.3) sont orthogonaux.
P ro p o sitio n  10.1. ü  existe une unique manière de définir une classe de Bott-Chern 

<h(E,H(E), hE,h BW )  € P s / P s’° telle que
i) On a

(10.4) ^ - c h (E, H {E ), hE, h*W ) = dx(H(E), hE<*>) -  ch(£, hE).
2Z7T

ii) Pour tout application holomorphe de variétés complexes f  : S f —*■ S,

(10.5) ch(f*E, hf' E, hf'H{E)) = f*di(E, H(E), hE, h*™).
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iii) Si E  est sc indéa lors

(10.6) c h (E ,H (E ) ,h E,k s W )  =  0 dans P s / P 5’0.

PREUVE: La preuve est la même que dans [B G S1, Théorème 1.29]. 

P ro p o s itio n  1 0 .2 . On a

(10.7) ch (E, H (E ),  hE, hHW )  =  £¿(-1)* [ c h ^ ,  IT (E ),  hG\  hHiW )  

-K h (£ \ F i+1, h* , hpi+1 )] dans P s / P s>°.

PREUVE: On vérifie facilement que le terme à droite de (10.7) vérifie (10.4)-(10.6). 
D ’après la Proposition 10.1, on a (10.7). ■

D ’après (10.7), [B G S1, Théorème 1.20], si h,E, h,B^  sont d’autres métriques sur E,  
H (E ) ,  on a

(10.8) ch ( E J I i E ) ,  hE, hHW ) ~  ch (E, H (E ),  h,E, h,HW )  =
ch (£ , hE, h,E) +  c h (tf(£ ), h,HW , h s W )  dans P s / P s*°.

Par la théorie de Hodge, on peut identifier H (E )  au sous fibré de E  formé des éléments 
harmoniques dans E.  Soit hH(E) la métrique induite par la métrique hE sur H (E ).  Soient 
'Ve , les connexions holomorphes hermitiennes sur (E ,h E), (H ( E ) ,h H^ ) .  Soit N
l ’opérateur de nombre sur E.  Soit v* l ’adjoint de v pour hE. On pose V  =  v +  v*. Pour 
u >  0, soit Au la superconnexion

(10.9) A u =  V e  +  y/ÜV.

Pour s €  C , Re s  >  1, on pose

(10.10) Ci (s) =  JQ 1{^T r,[iV exp(-A 2)]

-V?Tr, [N  e x p ( - V * ^ ’2)] }efo.

Alors Ci(s ) se prolonge en une fonction holomorphe de s €  C près de s  =  0. 
Pour s  €  C ,R e s  <  | ,  on pose

(10.11)
1 ^H~oo t

6 «  =  “ pÇy /  «*-1{v?Tr,[iVexp(-^)] 

—y>Tr, exp(—V5^ ’2)] }du.

En utilisant [B eG eV , Théorème 9.2], <̂2(s) est une fonction holomorphe de s.

D é f in it io n  10.3. On pose

(10.12) ? ( £ , / . * )  =  ^ ( C i  +  <2)(0 ) .
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Alors C,(E,hE) est une forme C°° sur S. En utilisant (10.10), (10.11), on a

(10.13)

C (E, hE) = -  {^Tr,[iV exp(-.42)] -  9?Tr,[iV exp(-V s ’2)]}—

-  jf  {^Trt [iVexp(-A2)] -  (pTv,[Nexp (-V ff(£!)’2) ] } ^  

+ r '1(l){^T r,[iV exp(-V s «2)] -  ^ T r ,[ iV e x p ( -V ^ ’2)]}W

Pax [BG S1, Théorème 1.15], les formes Ç(E, hE) sont dans P 5, et on a

(10.14) (E ,h E) = ch(H (E ),hBW )-cb L (E ,h E).

P ro p o sitio n  10.4 . On a l ’identité

(10.15) Ç(E,hE) = ch (E ,H (E ),hE,h BW )  dans P s/P s>°.

Preuve: La preuve est la même que dans [BGS1, Corollaire 1.30].

P ro p o sitio n  10.5. Soit E  =  E° D • • ♦ D E m =  0 une filtration de fibrés vectoriels 
holomorphes sur S. On pose Gt*E =  E x JE t+l. Soient hE, hGtE = (&hGt%E des métriques 
hermitiennes sur E, GrE  =  ®Gr%E. Soit h ^  la métrique sur E % induite par hE. Alors 
il existe une unique manière de définir une classe de Bott-Chem ch(E, GtE, hE, hGlE) 
G P s / P s’° telle que

i) On a

(10.16) G tE ’h* ’ ^ ) =  hGtE) “  ch('È7’hE)'

ii) Pour tout application holomorphe de variétés complexes f  : S' —*■ S,

(10.17) ch(f*E , f'G vE , hf *E,k f *GtE) = f*ch(E, GtE, hE, hGtE).

iii) Si pour tout k > 0, (E k,h Ek) =  ©i>fc(Grl£', hGz'E), alors

(10.18) ch(E, GtE, hE, hGtE) =  0.

PREUVE: La preuve est la même que dans [BGS1, Théorème 1.29]. 

REMARQUE 10.6. On a les suites exactes suivantes

(10.19) S u  0 - ►  E i+1 -> E i -+ G jE  -» 0.

D’après la Proposition 10.5. on vérifie facilement qu’on a

(10.20) ch {E, GtE, hE, hGlE) =  -E ^ d iO E 4, Gr*E, h* ,  hG*iE)

dans P s /P s'°.

78

2Í7T
d d

ch (E,

d d

2 ìtt



Soit £  =  (£p,3)(0 < p,q < n) un bicomplexe de fibrés vectoriels holomorphes her- 
m itiens sur S. Soit H (£) la cohomologie de £. Soit (£r,dr) la suite spectrale induite 
par la filtration F p£  =  Soit FH{£) la filtration associée sur H (£). Alors

=  G iH (£)  [G rH , §3.5].
On suppose que pour p ,q ,r  > 0, le rang des fibres £p,q est localement constant.
Soit h£ =  ®h£P'9 une métrique sur E =  ®£p,î, et ffo la métrique correspondante sur 

£o = 6. Soit (r > 1), hB^  des métriques sur £r, H(£). On suppose que pour r > n, 
h ^  — h£°°. On pose

(10.21) di(J5r(£), £oo, hH{-e\  he~) =  SjJ=0( - l )hZ.{Hh(£), GrHk(£),hEhW ,he~).

T h é o rè m e  1 0 .7. On a

(10.22) ch(S,H(£),Jie,hB« )  =  ££„<*(£», £»+i, A 'SA**«)
dans Ps IPs'a.

PREUVE: La preuve est différée à la Section 13.

b )  S u i t e  s p e c t r a l e  d e  L e r a y  [ G r o t ] .

Soit Y  un espace topologique. On note CY la catégorie des faisceaux de groupes 
abéliens sur Y .  Pour G un objet de CY, on note Ty(Gi) le groupe des sections de G sur 
Y .

DÉFINITION 10.8. Soit G un faisceau de groupes abéliens, et soit L  =  (L1) un com­
plexe à  degrés positifs de faisceaux de groupes abéliens. Soit e : G —> L  une application 
d ’augmentation. On dit que le complexe L  est une résolution de G , si la suite

(10.23) 0 -+ G A  L° -*  L 1 ------ ► Û  . • •.

est exacte. On dit que le complexe L  est une résolution injective (resp. acyclique) de (?, 
si de plus les L* sont injectifs (resp. acycliques).

Si (F ,v )  est u n  complexe dans O y  , on note, pour i G Z

(10.24) Z \ F )  =  Kerfru*), B*(F) =  Im(t/,Fi-i ), IP(F) = Z i(F )/B i(F).

Soit L  =  (L*’®) un bicomplexe dans CY, on définit aussi Z p,q(L), Bp,q(L), Hp,q(L) comme
(10.24) pour le complexe L*,q =  (27,9)I>.

DÉFINITION 10.9. On dit que le bicomplexe L  =  (I^ ,?)p>o est une résolution du 
complexe F  = {Fp)p>o, s’il existe une augmentation F  -* L  , telle que pour p fixé, I?'* 
est une résolution de Fp, et si on filtre L  par F qL = (Bq<>qL*’q , alors la suite spectrale 
associée (£r(L),dr) dégénère à E^iL). On dit que le bicomplexe L  =  (L9'*1) est une 
résolution injective (resp. acyclique) de F, si de plus les £*»*, Hp,q(L) sont injectifs (resp. 
acycliques).

REMARQUE 10.10. Le bicomplexe L  =  ( I f ,q) est une résolution du complexe F  si 
et seulement si pour p fixé, L?'* (resp. Z p* (L), resp. B P,*(L), resp. HP,*(L)) est une
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résolution de F p (resp. Z P(F), resp. B P{F), resp. HP(F )) [CE, Chap XVII]. De même le 
bicomplexe L  =  (Lp,q) est une résolution injective (resp. acyclique) de F, si et seulement 
si de plus les I? ’q, Zp,q(L), Bp,q(L ),H p,q(L) sont injectifs (resp. acycliques).

Soient X , Y  deux espaces topologiques. Soit /  une application continue de Y  dans 
X .  Soit G un objet de CY, soit (Gp) une résolution de G dans CY. Soit L  =  (Lp,q) un 
bicomplexe qui est une résolution injective du complexe F  =  (f*(Gp)) dans Cx . Alors on 
obtient un bicomplexe Tx(L). Si on le filtre par FpT x(L ) =  ®p>>pTx(L*’pf), on obtient 
une suite spectrale associée (Er,dr) dont le terme E2 est

E*’\ G )  = Hp(X ,R *M G )).

et dont le terme est le groupe gradué associé à une filtration convenable de (Hn(Y, G))n.
Le résultat suivant est établi dans [G rot, Théorème 3.7.3].
T h éo rèm e  10.1 i .  Soit X , Y  deux espaces topologiques. Soit f  une application 

continue de Y  dans X .  Alors il existe un fondeur spectral sur la catégorie CY des 
faisceaux de groupes abéliens G sur Y , aboutissant au fondeur gradué (Hn(Y,G ))n, et 
dont le terme initial est

(10.25) EÇ«(G) =  1P (X , R qf m(G)).

De plus, ce fondeur spectral est calculé de la manière ci-dessus.

RMARQüE 10.12. Pour calculer la suite spectrale de Leray, d’après [G rot, pl47 et 
p l4 9 , Remarque 2], on sait qu’on peut prendre aussi une résolution G de G par des Gx 
qui sont /»-acycliques (i.e. Rif*G% =  0 , pour j  > 0 ,* > 0), et qu’il suffit de supposer 
que L  =  (Lq,p) est une résolution acyclique du complexe (f*Gq).

c) U n  b icom plexe ho lom orphe su r S.

Dans cette partie, en procédant comme dans la partie (b), on construira la suite 
spectrale de Leray dans le contexte holomorphe.

DÉFINITION 10.13. Soit (F, v) =  (F i) un complexe (resp. T  = (F**) un bicomplexe) 
de fibrés vectoriels holomorphes sur une variété complexe V. On suppose que les H %(F) 
sont des fibrés vectoriels holomorphes. On dit que le bicomplexe T  est une résolution de 
fibrés holomorphes du complexe F , si les H x'* sont des fibrés vectoriels holomorphes et 
le bicomplexe T  vérifie les conditions de la Définition 10.9 dans le contexte holomorphe. 
Si de plus, les F ''*, H*’* sont des fibrés acycliques, on dit que le bicomplexe T  est une 
résolution acyclique de fibrés holomorphes du complexe F.

REMARQUE 10.14. Désormais, si T  — (F1̂ ) est une résolution acyclique de fibrés 
holomorphes du complexe F  sur V, alors on note (£r(T ), dr) (resp. (Er(T ), dr)) la suite 
spectrale associée au bicomplexe T  filtré par FPT  =  ®p>>pF*,p' (resp. H°(V,J-) filtré 
par FpH Q{V ,T ) = @pl>vH \V ,F ^ p')). D’après la Définition 10.13, on a

(10.26) EX{F) =  H°(V, EX{T)), E ï'iF ) = IP{V, H*{F)).
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On rappelle que V  et W  sont des variétés projectives. Soit n =  dimZ.
En procédant comme en [G rH , §5.3], [Q l, §7.2.7], on peut construire une résolu­

tion 7Ti* et 7t3* acyclique (£l)o<»<> de fibrés holomorphes de £ sur W. On note F* =  
â 07Ti*£1(î >  0). Alors F* est ^.-acyclique. On a aussi un complexe F  de fibrés holo­
morphes sur V

(10.27) (F,v) : 0 F 0 A  F 1 A  . . .  A  F n -+ 0.

Alors d ’après la construction de l ’image directe, on sait que pour i > 0,

(10.28) H* (F) = R 1

Pour i > 0, on pose

(10.29) Z \ F )  =  kerv,j?<, B i(F) =  i/(F i_1).

Comme le rang de H*(F) est localement constant, on sait que les rangs de Z i(F ) ,B i(F) 
sont atissi localement constants. Donc Z i(F ),B i(F ) sont des fibrés vectoriels holomor­
phes sur V .

D ’après [BS, Preuve du Lemme 12], on sait qu’on peut construire des fibrés vectoriels 
holomorphes B**, Z i’i,H i’*, F ,,J(0 < i , j  < n ) sur V  tels que pour chaque fibre Y^(s G S), 
pour tou t i > 0, le bicomplexe

0 _ ► Z '’* -*  F*’* - f  B i+1'% -> 0, (resp. 0 -»• B *  -*• Z *  -> iT ’# 0)

est une résolution 7r2*-acyclique de fibrés holomorphes du complexe

0 Z i (F) -+ F f - ►  B i+1(F ) -*■ 0, (resp. 0 -+ B \F )  Z i(F) -» IP{F) -+ 0)

au sens de la Définition 10.13.
M aintenant, on compose les bicomplexes

o - ► Zi'* -*• F4** ->• B<+1,# -+ O

et les injections B*’* —*■ Z*'*, on obtient un bicomplexe (F*’7) de fibrés holomorphes sur V  
qui , pour chaque fibre y ,(s € S), est une résolution 7r2«-acyclique de fibrés holomorphes 
du complexe (F1*) au sens de la Définition 10.13.

Désormais, on note ( £ * ) o < » < n  une résolution 7r 1# et 7r 3* acyclique de fibrés holomorphes 
de £ sur W ,  et on note F* =  il°7ri*£*. Soit T  =  (^ri’J) une résolution ^»-acyclique de 
fibrés holomorphes du complexe (F*) au sens de la Définition 10.13. On note

(10.30) v : F J -»• 6 : F ’j -> J™ +1.

les morphismes du bicomplexe T ,  et d =  v +  6 le morphisme total.
D ’après la partie (b), si on filtre le bicomplexe de fibrés holomorphes EÇF) =  

J7), v,6) sur S  pax "FPE(!F) =  ©y>pB°( F , )> alors la suite spectrale asso­
ciée (Er(!F), dr) calcule la suite spectrale de Leray (Er, dr) (à partir de r =  2) pour s G 5.
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d) D éfin ition  de ch.{E2,H { Z ,^ z ) i h ^  ,h B Ẑ4\^ ).

On se donne des métriques hermitiennes sur E p,q (F) =  H°(Y,
E l’q(^F). On pose la métrique sur E2{T') correspondant à h**.

D’après la partie c) et le Théorème 10 .7 , on a naturellement:

DÉFINITION 10.15. On définit la classe de Bott-Chem  ch(E2, H (Z, f ,z ) , h ^ ,
G P s f P s'° de la manière suivante:

ch (E2, H (Z , £|Z), h * ,! »*<**i*>) =  ch (E {T ),H (E {T )), hE^ , h B^  i*>) 

(10.31) - S L 0A ( ^ ( ^ ) ,^ + x ( ^ ) ^ W , ^ i+l(Jr)).

REMARQUE 10.16. En utilisant (10.8), on sait que la définition de ch(>, •) ne dépend 
pas des choix de métriques hE^  sur E (T ).  De plus, on a

(10.32) $ c h (E 2, H (Z, Ç,z ) , , h * ™ i»> )

=  ch(H(Z, i |Z), hE^ i )  -  ch{£s, fta ).

T h é o r è m e  1 0 . 1 7  La classe de Bott-Chem  ch(E2, H{Z, z ),hE* ,h B(z4*'>) G P s / P s<° 
ne dépend pas du choix des résolutions (£*) et T .

PREUVE: •  Pax [BS, §4], étan t données (£*), (£ |)  d eu x  résolutions 7Ti» et ^ „-acycliq u es  
d e £, on  p eu t trouver une troisièm e réso lu tion  (££) 7Ti* et 7T3*-acyclique et des in jections 
[¿i, ¡¿2 d es d eu x  prem ières dans la  troisièm e.

•  Soit Fi =  H°7Ti„£* (i =  1,2,3). Pax [BS, §4], étant données une résolution 
7T2«-a.cyclique de fibrés holomorphes du complexe Fi (¿ =  1 , 2), on peut trouver ^ 3,1, ̂ 3,2 
des résolutions 7r2*-acycliques de fibrés holomorphes du complexe Fz, et des injections 
fii : F i —+ Fz,i (i =  1 , 2) compatible à ¡Xi : Fi —> Fz, et qui induisent des injections 
de £x(Ti) dans ¿’1( ^ 3,»). Pour appliquer [BS, §4], il suffit de considérer au cas où Fi 
(i =  1 , 2 ,3) sont des suites exactes courtes.

•  Enfin, pax [BS, §4], on peut trouver une troisième résolution 7r2»-acyclique de 
fibrés holomorphes du complexe Fz et des applications injectives des deux premières dans 
la  troisième qui induisent des injections de £i(Fz,i), £\{Fz,2) dans £i(Tz).

D’après les discussions ci-dessus, pour montrer le Théorème, il suffit de montrer que, 
dans la situation suivante, les termes à droite associés à ces résolutions sont égaux.

Soit (£*), ('£*) deux résolutions 711* et 7r3» acycliques de fibrés holomorphes de f  sur W , 
et soit / / : £ * —» '£* une injection de complexe. Soit F* =  R°7Ti„£*, G* =  R Q7ru^t, alors on 
a une injection de complexe p :  F  —* G. Soit T  =  {T''*) (resp. G =  (G1’3)) une résolution 
7r2*-acyclique de fibrés holomorphes du complexe F  =  (F*) (resp. G =  (G*)) sur V. Soit 
jx : T  —* G une injection de bicomplexes qui est compatible aux augmentations F  —► T  
et G —+ G, et qui induit également une injection /x : £\(JF) —*■ £\(G)-

Alors, on a  le diagramme commutatif suivant:

( 1 0 .3 3 )
0 ->  T  A  g  -> g / f  - » o  

0 -> M  G ^ g)F  — 0.
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Pax un argument de suite spectrale, le complexe G /F  est acyclique. 
Par (10.33), on a aussi le bicomplexe

(10.34)
« î  «T « t « t

------ >el'q( T ) ^ £ l 'q( g ) ^ e i 'q{ g / T ) ^ £ l 'q+1( T ) ^  •. •

dont chaque ligne est acyclique.
Pax la Définition 10.13 et (10.34), et pax un argument de suite spectrale, on a

(10.35) £2(G/F) =  0 .

Comme fi : £ \(F ) —*■ £\(G) est injective, pax (10.34), on a la suite exacte 

(10.36) O -> 5 1( ^ ) - > £ 1( 0 ) - > £ i ( 0 / ^ ) - > O .

Comme T , G-, £ i(F ) ,£ i(Ç?) sont 7r2»-acy cliques, par (10.33) et (10.36), G/^F, £\{G/¿F) sont 
aussi 7T2»-acycliques. D’où G ¡ T  est une résolution 7r2*-acyclique de fibrés holomorphes 
du complexe G fF .

D’après la Remarque 10.14, on sait que

(10.37) Ea( 5 /^ )  =  H °(K ,f1( e / ^ ) |y), S ,« 7 /J0  =  0.

Comme £ \(T ),£ \(G )  sont 7T2*-acycliques, par (10.26), (10.36) et (10.37), on a la suite 
exacte suivante:

(10.38) Ex(Ç, T ) :  0 -  EX(T) — EX{G) — Ex{G l?) -> 0.

Si on note I (J r),I(G ) les termes à droite de (10.31) associés à T , G, alors on doit 
m ontrer que

(10.39) I{F ) = I(G) dans P s / P s’°.

Dans la suite, pour simplifier les notations, on note E(G, F )  la suite exacte suivante:

(10.40) E(G, T )'.  0 ->• E (T ) -* E(G) -+ E (G fT )  ->■ 0 .

Soient hE r hEr 5̂\  hEr ĝ^  (r = 0 , 1 , 2) des métriques hermitiennes sur Er(T ), Er(G), 
Er(G /T ). Soient hE ĝ^ , les métriques induites sur E(G, F ), E \(G ,F).

Pour le bicomplexe
^

(10.41) 0 -> E (F )^ E lG )-> E (G /r )^  0, 

en utilisant le Théorème 10.7, on a

ch (E (? ), H(EÇF)), hEW , hH^ i*>) -  di(E(G),H (E(G)), hE{-g\  hH^ i*>)

(10.42) + & (E (G /F ),h E(g^ )  = d x (E (G ,f) ,h E(s’̂ )  dans P s / P s'°.

Pour le bicomplexe

(10.43) 0 -y E V(F )^ E { G )-^ E { G lT )^  0,
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en utilisant le Théorème 10.7 et (10.38), on a

(10.44) EX{F), hÊ ,  hE' ^ )  -  ch(£(£), EX(Ç), hE®\ hE'&) 
+ di(E(g/F),E1(Ç/F), hE{M*>, +  ch(#i(£, T), hÊ ^ )

^ ^ { E { Q ,T ) ,h Ê ' ^ )  dans Ps/P s>°.

Pour le bicomplexe

(10.45)
«T «î «T

0 -*E1(F )^ E 1(Ç)^Ex(Ç/F)-> 0,

en utilisant le Théorème 10.7 et (10.38), on a

(10.46) ^ ( ^ ( ^ ^ ( j F ) , / ^ , ^ ’) -  cü(Ei(g), E2 (g), hEl(g\  hE2) 
+ch(Ei(g/F), h*™**) =  cïi(£?i(0, T), h ^ 5^ )  dans Ps/P s’°.

Pour le bicomplexe EÇg/T), en utilisant le Théorème 10.7 et (10.37), on a

(10.47) dL(E{g/F),Ex(g/T), hE(-5^ ,  hÊ s^ )  +  ch{Ex(ÇfF), hÊ g^ )
= ch(E(g/F),hE(9/:F)) dans Ps/P s'°.

Par (10.42)-(10.47), on obtient (10.39).
On a bien terminé la preuve du Théorème 10.17.

e) Preuve du Théorème 3.9.

Maintenant, on utilise les mêmes notations du Théorème 3.9.

Soit (Er(T), dr) la suite spectrale définie à la partie 10(c).
Soit gTS la métrique kâhlérienne sur TS.
Soit \ (E r(T)) (r =  0,1,2), \(R*Tr3*£) les droites complexes qui sont les inverses du 

déterminant de la cohomologie de Er(T), R*-kz*Z sur 5, munies de la métrique de Quillen 
associées aux métriques gTS, hEr̂ ,  hB ẑ^ z\

Soit ar (r — 1,2) la section canonique de X(Er-x(Jr)) <S>\~\Er(F)). Soit r  la section 
canonique de \(E (F ))  ® A-1(jR*7r3»̂ ). Soient || ||r (r =  1,2), || ||3 les normes de 
Quillen sur A(£'r_1(^r)) <g> A-1^ ^ ) ) ,  A(E(F)) <g> A"1̂ * ^ ) .

Par [BGS3, Théorème 1.23], (10.2) et (10.7), on a

(10.48) loglKU; =  j s Td(TS,g'rs) ^ ( E , . 1 (^ ) ,E i( r i ,h e‘- ^ , h x<^),

log M l = lT:d(TS,grs)Z(E(P),H(E(ri),h^,hs^ '') .

Par [KM], on a aussi

(10.49) a =  <r2 <8> <Ti <8> 0 3 1

Par la Définition 10.15, (10.48) et (10.49), on a le Théorème 3.9.
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1 1  Id e n tité s  en tre  les form es d e to rsio n  an a ly tiq u e d ’u n  co m p lex e  d e fibrés 
h o lo m o rp h es

Soit 7r : M  —► B  une submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit (77*, v)o<i<n 
un complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens sur M . On suppose 
que le rang de l’hypercohomologie H(Z, T)\z) est localement constant sur B. Dans cette 
Section, on montre des relations entre les formes de torsion analytique du complexe 
(77, v).

Cette Section est organisée de la façon suivante. Dans (a), on rappelle la défini­
tion de formes de torsion analytique pour le complexe (77, v) [B4, §3(b)]. Dans (b), on 
démontre une identité de formes de torsion analytique assocées à (77, v). Dans (c), on 
énonce une identité entre les formes de torsion analytique de (17, v) et celles de son fibré 
cohomologique. Dans (d), en déformant le complexe 77 [GS3], on montre le Théorème 
11.2.

Dans cette Section, on utilise les mêmes notations des Sections l(c) et 2.

a) F orm es d e  to rsio n  an a ly tiq u e a sso c iées  à  u n  com p lexe.

Soient M, B  des variétés complexes. Soit 7r : M  —*■ B  une submersion holomorphe 
de fibre compacte Z. Soit uM une (l,l)-forme réelle, fermée, C°° sur M  qui vérifie 
l’hypothèse du Théorème 1.12 pour x. Soit gTZ la métrique hermitienne sur T Z  induite 
pax <jjm. Soit
(11.1) (?/,t/): 0 —► 770 —* 77* — ---- ^  77" —*• 0.

un complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes sur M. Soit hn% une métrique 
hermitienne sur 77*, et soit hv =  ÇBihv% la métrique correspondante sur 77 =  ®£_0t7*.

Pour b € B, soit Et, l’espace des sections C°° de A(T*^0,1̂ Z) (g) 77 sur Zj,. Soit N z, N e  
les opérateurs de nombre sur A(T*^0,1̂ Z), 77. Alors 1’opérateur N z  +  N e  définit une Z- 
graduation stu: E. Soit dZ l’opérateur de Dolbeault agissant sur E. Alors (E, dZ +  v) 
est un complexe Z-gradué. Soit H{Zin r}\zh) l’hypercohomologie de (Oz (j]\z),v) sur Z. 
Alors

(11.2) H(Zl t r ^ ) ~ H ( E t ,dZ + v).

'~~~ZOn suppose que le rang des fibres H{E,d  +  v) est localement constant, Alors 
H (E , d + v) est un fibré holomorphe sur B. Dans la suite, on identifie les fibrés holo­
morphes H{E,dZ +  v) et H(Z,rj\z).

Soit dZ* (resp. v*) l’adjoint de dZ (resp. v) relativement à gTZ,hv (resp. hv). On 
pose

yÂ:p;vDZ=̂ +̂ ’
Pax la théorie de Hodge, pour b G B,

(11.4) H{Eb,dZ + v) ~  K erA ^.
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Comme à la Section 2(b), KerAz  hérite du produit (2.2) de E. Soit hB ẑ,vi*) la métrique 
hermitienne correspondante sur H(Z, rj\z).

On pose

n i sï ch^ ’ =  h* ) ’
K ’ } ch(JT(Z, tî\z ), hH(z*i*)) =  E ^ - iy c h t f l^ Z , v\z), hB^z^ ) .

**“ ZPax l’extension de [BKô] au complexe de fibrés hermitiens (E,d  +  v), on peut 
associer des formes de torsion analytique T(ojM,dZ + v,hn) € pB jpB ,o [534  ̂ §3(b)]. 
Pour cela, il suffit de remplacer partout dZ par dZ +  v.

Les formes T(uM, d +  v, hn) vérifient l’équation suivante:

(11.6) T(ojm ,ÔZ + v,h?) =  ch.(H(Z,7}\z), hB(-z,v^ )  -  Td(TZ,gTZ)<h.(rj, h").

On va maintenant exprimer T(uiM, dZ + v , hv) en fonction des formes de torsion an­
alytique associées aux deux filtrations du complexe E.

rr

b) Formes de torsion analytique du complexe E  et filtration par d .

Dans cette partie, on suppose que 77 est 7r„-acylique, i.e. pour tout j  > 0, i > 0, on a 
=  0. Alors les R Q'K*rji sont des fibrés vectoriels holomorphes sur B.

On pose Ç* =  RQTr*rf. Alors

(11.7) ( O ) :  0->C°

est aussi Tin complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes sur B. On note i?*(C) 
le ierae groupe cohomologique du complexe (C, v)x.

Par un argument de suite spectrale, pour i > 0, Hl(Ç) et H%(E,d + v) sont iso­
morphes canoniquement et holomorphiquement. Dans la suite, on identifie les fibrés 
holomorphes et H(Z,rj\z) sur B.

Soient té  et hH^) les métriques hermitiennes sur Ç et -ff(C) induites par (gTZ,hv), 
et té. Soit ch(C, H ((),té, hH ẑ’n\z )̂ € P B/P B>° la classe de Bott-Chern construite à la 
Section 10(a). Soit T(ujm, h?) les formes de torsion analytique sur B  associées à rf. On 
pose

(11.8) T(üJM,h1>) = '2?=0( - l ) iT(ujM,h1,i)

Théorème 11.1. On a l ’identité

(11.9) T(üjm ,ÔZ +  v, h*) = T(üjm, h*) +  ch(C, H(Q, hc, hH^ z)) 
dans PB/P B>°.

PREUVE: La formule (11.9) est une généralisation de [B4, Théorème 0.2]. La seule 
différence est qu’on suppose dans [B4 , §14], -ff*(C) =  0 pour i < n. En utilisant la
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c) Form es de to rs io n  analy tique du  com plexe E  e t filtra tio n  p a r v.

Dans cette partie, on suppose que tj vérifie une de deux conditions suivantes:
i) Pour i >  0, on a H*(i]) =  0.
ii) Le rang des fibres H*(rj) est localement constant, et H*(ij) est 7r*-acyclique. 

Alors par un argument de suite spectrale, on sait que H(Z,H(T])\z) est un fibré
vectoriel holomorphe sur B , de plus, H(Z,H(rf)\z) et H(Z, r)\z) sont isomorphes canon­
iquement et holomorphiquement. D’où dans les deux cas ci-dessus, on peut identifier les 
fibrés holomorphes H(Z,H(rj)\z) et H(Z, t]\z )-

Soit h3 ^  une métrique sur H(rf). Soit hB ẑ,B^ z  ̂ la métrique sur H (Z ,H (tj)\z ) 
induite par gTZ, hB^ \  Soit ch(j7, H(rj), h71, hB^ )  la classe de Bott-Chem construite à la 
Section 10(a).

T héorèm e 11.2. On a l ’identité suivante

T (u M,d Z + v , hv) =  T (üjm, hH™) -  ch(H(Z,ri\z), hB(-z ^ z\  hB{z'3 ^ )

(11.10) -1- f Td(TZ ,gTZ)ch{r},H(ri),h,’,h BW) dans P B/ P B'°.
Jz

d ) P reu v e  d u  T h éo rèm e 11 .2 .

Soit P 1 le plan projectif complexe. Soit 0 (1) le fibré en droite canonique de degré 1 
sur P 1, et soit a la section holomorphe de 0(1) définie par (1,0) G C 2*. Alors er n ’est 
nulle qu’en point oo. Si F  est un fibré vectoriel holomorphe sur M  x P 1, et m  > 0, on 
définit F (m ) de la manière suivante:

(11.11) F(0) =  F, et F (m ) =  F (m  -  1) ® 0(1).

Pour i >  0, on pose F * =  Ln(v|,<-i), G* =  kert/^i, H* = H %(rj). Soit hF%, hG' les 
métriques sur F *, G* induites par h1*.

Polir j  =  0, • • •, n — 1, soit l’application F* —► © ^ ( 1 )  définie par l ’inclusion dans 
Gi  et par Id®<r dans ^ ’(1). Soit 'G* =  Gj (BFj ( l ) /F i . Soit l’application G7' —► T)i ®'Gj (l) 
définie par l’inclusion dans rf et par x G CrJ —»■ [(ar, 0)] ® a G 'G*( 1) . On définit aussi

Proposition 10.4, et en procédant comme en [B4 , §14], on a (11.9).

(11.12)
îŸ =  Coker(G* rf © »G*(l))(2n -  2j) ,
F* = F ’(2n -  2j  +  2), &  =  ,Gi (2n -  2j  + 1), 
H* = H i ( 2 n - 2 j  + l).

Alors on a les suites exactes suivantes sur M  x  P 1

(11.13) 0 rp -* Fj+i -»• 0,
0 _ ► F*+1 -» & +1 -*• Hi+X -> 0.

En les composant, on obtient un complexe (rj, v) =  (rj1, v)o<<<n sur M  x P  [GS4, Lemme 
3].
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Soit z le paramètre complexe standard sur P 1, et soit iz : M  —+ M  x  P 1 l’application 
de x Ç. M  k (x ,z)  € M  x P 1. Alors pour z ± oo, comme <r(z) ^  0, le fibré i*(rj) est 
isomorphe à rj, et i^ fp  ~  F* ® F*+1 © H*. Pax partition de l’unité, on peut trouver une 
métrique h7*1 sur rj* telle que les isomorphismes ~  rf et i^Jj* ~  F* ®F*+1 © H* sont 
des isométries.

P roposition  11.3. On a

PREUVE: La preuve est la même que dans [BGS1, (1.115)]. 

M aintenant, on considère le diagramme commutatif suivant:

(11.15)
A f x P ' i  M
_ *1 , l i t  
B  x  P 1 -+ B  •

avec tt — tt x  Idp i.
Soit H (Z, rj\z ) l’hypercohomologie du complexe (Oz(rj\z), v) sur Z. Pax notre hy­

pothèse, le rang des fibres H(Z, rj\Z) est localement constant. Donc les formes de torsion
analytique T(p*ojM, dZ +  v, h?) G p-Bxpl/p -Bxpl>° sont bien définies. On a aussi

(11.16) — jlE(z>v\z)i frHíZ’RWiz)'

On a

(11.17)
d d . , ,2 e c 

—  l o g | z |  =  <5o -  ¿oo-

En utilisant le Théorème 2.11, (11.14) et (11.17), on obtient

f z T d (T Z ,g TZ)di(n ,H ( h H^ )  -  ch(H(Z,r}]z),hB^ \ h B<z 'B^ ) )

(11.18) =  /p , g r ( p - w " , 3* + v, ht) log 1*1*

=  iZr(p'aM, 3 *  + v , A’ )  -  i%T(p'uu ,dz +  v , h’ ) .

Pax les définitions de T , rj, hv, on a

(11.19) i*0T(p* u M,d Z +  v, h?) = T(ujM,dZ + v, W), 

f J T i f u 1* ,dZ + v, hF) =  T (u M,d Z +  v,ti~*).

Pour term iner la preuve du Théorème 11.2, par (11.18) et (11.19), il reste à montrer que

(11.20) T (u M,dZ + v ,h i~’>) = T (u M,h BW) dans P B/P B’°.

D ’après notre construction de rj, pour le complexe i^rj, on a

(11.21) i'Jr?  =  F* © Fi+l © E*, =  h** © hpi+l © hBi.

et l’application v : i^rj* —* il0rp+l est donnée pax 0 sur F* © H*, Id sur i rj+1.
Pax (11.16), (11.21), et en utilisant les relations ci-dessus, on peut vérifier facilement 

qu’on a (11.20).
Pax (11.18)-(11.20), on a (11.10).
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Pour montrer le Théorème 3.11, on va appliquer les Théorèmes 3.5, 11.1, 11.2 et la 
Section 10.

On rappelle que (£*, v) =  (£*, v)o<»<n est une résolution de fibrés holomorphes 7ru  
et 7T3*-acycliques de £ sur W. On pose F * =  ¿?°7ri*£’. Soit T  — [T''*) une résolution 
7r2*-acyclique de fibrés holomorphes du complexe F  =  (F *) au sens de la Définition 10.13. 
On note aussi (£r(F),dr) (resp. (Er(T), dr)) la suite spectrale associée au bicomplexe T  
filtré pax F*T  =  (resp. H °(Y,T)  filtré pax FPH° (Y, T ) =
Soient v : —*■ 6 : T 1'* —* les différentielles du bicomplexe T .

On rappelle que té  est une métrique hermitienne sur £, et que hRwi**, sont les
métriques sur R 9Wi*Ç, R*nz*£ induites pax (gTX, té), (gTZ, té) définies à la Section 2(b). 
Soit té* = @ité' une métrique hermitienne sur f  V Soit hF la métrique sur F  induite pax 
(g™, té ').

Comme à la Section ll(a ), on définit T2(o;v’, dY +  v, hF) (resp. Tz(uw , dZ +  v , té')) 
les formes de torsion analytique sur S  associées à (V, S, 7r2) (resp. (W, S, ^z))-

Dans la suite, pour tj un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur V, on note toujours 
T2(o;v , hn) les formes de torsion analytique sur S  associées à (V, S, 7r2). Si (-if’)o<i<n est 
un complexe de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens sur V, on note

(12.1) r2(«v, hL) = s?=0(-i)*r:!(u;v, hL‘).

Soient H(Z, £*z ), H(Y, F\y) leshypercohomologies de (Oz (Ç*z ), v), (Oy(F\y), v). Soient

ha ẑ***), hH('Y,F̂  les métriques sur H(Z,Ç*z ), H(Y,F\y) induites par (gTZ, té*), (g™,hF) 
comme à la Section ll(a ). Comme £* est une résolution 7Tx* et 7r3»-acyclique de £ sur W, 
on a

(12.2) = H(Y,Fp) =  & *»£.

En procédant comme aux Sections 4-9, on a 

(12.3) T,(uw ,&  + v ,h ? )  = J i.T d (îY ,!îTÎ_)^1(^ ,& «•) 

+ r 2(0>lr,3 1' +  v, hF) -  Jz  fd (T Z , TY, f z , « " )* (£ * , hf).

+&(ITirU,h*0rJ'lr),hBV'ei*)) dans p s /p * 0.

Pour le complexe £* =  (£’), en utilisant les Théorèmes 11.1 et 11.2, on a

Tz(ww ,té) = - J z Td(TZ,gTZ)dh(t% t,té ',té)
(12.4) +T3(uw ,d Z + v ,té ')

+ch(Æ*7r3*£, hH{ZÂ'*] ,h R**'t) dans P s /P s>°,

Tx(ojw ,té )  =  Tx{uw ,té ')  + & (F jr 'K UZ,hF,h R* ^ )
- J x Td(TX,gTX)ch (? ,Ç ,té \té )  dans P v /P v>°.

D’après (3.2), (12.3) et (12.4), on a

Tz(u;w , té) -  Jy T d (ry , s D T x{uw , té) =  -  f z Td(TZ, TY, gTZ, t é )

(12.5) +T2(u v ,dY +  v, hF) + ck(R9ir3,£, hs(-Y^ \  hR**’t) 

- & T d ( 2 T ,^ ) S ( F ,Æ V 1.£,A* dans P 5/P 5’0.

1 2  Preuve du Théorème 3.11
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Soit '£r(T) la suite spectrale associée à T  filtré par ,FP(T) =  0 P'>P̂ ? ’*- Alors pour 
q > 0, on a

,12 '£f(r> =  Í » ,  'S? (F) =
K > '£™ (F) = '£%“(? )  = 0.

Pour le bicomplexe T, d’après la Définition 10.13, et (12.6), les suites spectrales 
£r(T), '£r(T) dégénèrent en £2(T), '£2(J7), et on a

(12.7) £2{F) =  '£2(T) =  R 'kx*Z-

On note h£2̂ ,  les métriques sur £2{T)^£2{T) induites par hR7t1**.
Pax (10.26), poux r =  0,1, on a

(12.8) Er(F) = H«(Y,£r(T)).

Soit h* — ®p,qh:F*'q une métrique hermitienne sur T . Soit (r=0,l) la métrique
sur £r(F) induite par h?. Soient hÊ , hĤY,£l^ ^  les métriques sur E(F), EX(T) in­
duites par gTY i h?, hs^ .

Soient H ( Y ^ ]y), H(Y,’£x(F)\y ) les hyper cohomologies des complexes (T\y , v + <$), 
('£x(̂ F)\y , v) sur Y. Soit hs('Y,:F\Y> la métrique sur H(Y,T\y ) induite pax g7̂ ,h ^ .  On 
rappelle qu’on a

(12.9) H(E(.T)) = H(Y,Fiy) = H(Y,’£X(F) \Y) =  R * ^ .

En procédant comme dans la preuve du Théorème 11.2, dans laquelle on remplace
_Y —Y
d pax d +  v, on a

T2(cjv , dY + v, hF) =  T2(uv, dY +  v +  6, h 
(12-10) -  ¡y  Td (TY, g ^ M T ,  '£x(7), h h F)

+ck(R*Tv3,£,hH<YS\r),hB(Y’Fr'>) dans P5/P s-°.

Pour le complexe (T ,v  + S), par le Théorème 11.1, on a 

(12 111 T2(uv ,dr  + v + t>, hF) =  T,(uv , hT)
V ‘ '  +ch(E(F), H(E(F)), hÊ ,  dans P s/P s>°.

Pour le complexe (T, v), en utilisant les Théorèmes 11.1, 11.2 et (12.8), on a

(12.12) T2(uv ,h*) = /y T d (r r ,5r r )Æ (^,51( ^ ) ,^ , / i ^ ^ )

+T2(u>v , he'W ) -  ch(E(F), EX(T), hÊ \ h H(Y'£̂ )  dans P s/P 5’°.

Pour le complexe (£X(F),$), pax les Théorèmes 11.1 et 11.2, on a

(12.13) T2(uv , hSl^ )  = T2(uv , hR*"t) -  ül(Ex(F), E2, A*)

+ l  Tà(TY,g™)&(£x(T),£2(?),h ê , h R*''S) dans P s/P s’°.
J Y
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Pax la Définition 10.15, (12.10)-(12.13), on a

T2(uv ,d Y + v ,h F) =  T2(u}v ,h R*"t) _  
r i 2 14x + /y Td(TF,^)[SLoch(fi(^),5i+1( ^ ) ,f t ^ ,A ^ ( jr)) 

+<±(E2,H (Z ,t\z ) ,h E*,hs <-Y’Fr f)  dans P 5/P 5-0.

Par le Théorème 10.7 et (12.7), on a

^ . i d j  = E ^ i a ( ' f i(iT),'£(+1(^ ) ,/ î'SOT,ft'6+tOT) dans P v IP rf .

De (12.5), (12.14) et (12.15), on tire le Théorème 3.11.
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Dans cette Section, on montre le Théorème 10.7.
Soit (£, d, v) un bicomplexe de fibrés vectoriels holomorphes sur une variété complexe 

M . Soit (£,, dT) la suite spectrale associée à la filtration par v. On suppose que les £r 
sont des fibrés vectoriels holomorphes sur M .

Une stratégie possible pour démontrer le Théorème 10.7 serait d ’utiliser la défor­
m ation sur P 1 [B G S l, §l(f)] et [BGS4, §4]. On obtiendrait un bicomplexe de fibrés 
holomorphes sur M  x  P 1, qui coïncide avec le bicomplexe donné sur M  x  {0}, qui a tous 
les propriétés de ce bicomplexe sur M  x  P 1 \  {oo}, mais qui est tel que sur M  x  {oo}, la 
suite spectrale dégénère en E 2. Mais, en général, les (£ ', d'r) relativement à ce nouveau 
bicomplexe ne sont pas localement libres, ce qui nous interdit d ’utiliser cette méthode. 
On est donc amené à utiliser une technique analytique directe.

On procède en effet comme à la Section 4, mais ici, l ’analyse est plus facile puisqu’on 
est en dimension finie. Toutefois, on a une difficulté technique supplémentaire, puisque 
la suite spectrale ne dégénère en général pas en £2.

C ette Section est organisée de la façon suivante. Dans (a), on rappelle les notations et 
les hypothèses. Dans (b), comme à la Section 4, on construit une 1-forme sur R.+ x R+ . 
Dans (c), on énonce une suite de résultats intermédiaires qui sont utilisés dans la preuve 
du Théorème 10.7. Dans (d), on moutre le Théorème 10.7. Dans (e) et (f), on démontre 
les résultats intermédiaires.

On utilise les mêmes notations de la Section 10(a).

a) Le th éo rèm e  principal.

Soit M  une variété complexe de dimension m. Soit £  =  (£p,î)(0 < p, q < n) un 
bicomplexe de fibrés vectoriels holomorphes sur M . Soit H (£) la cohomologie de £. 
Soit (£r, dr) la suite spectrale induite pax la filtration F p£  =  ®p'>p£p,,*• Soit F*H{£) la 
filtration associée sur H (£). On suppose que pour p, q, r > 0, le rang des fibres £p,q est 
localement constant. Alors les £ f’q, F pHp+q(£) sont des fibrés vectoriels holomorphes 
sur M . Soit h£ une métrique sur £  . Soit hH^  la métrique sur H (£) induite pax he, en 
utilisant la théorie de Hodge.

Soient d : £p,q —► £p+l,q,v  : £p'q —► £ p,î+1 les différentielles du bicomplexe £. Soit 
v*, d* l’adjoint de v, d pour he. Alors on a

(13.1) [v,d\ = [v*,æ}=  0.

On pose

(13.2) D = d + dT, V =  v +  v .

Soient N h ,N v  les opérateurs de nombre sur £, i.e. N e , N v  agissent sur £p,q, £p,q pax 
m ultiplication pax p, q. Alors N  =  N e  +  N v  est l’opérateur de nombre total sur £.

On va définir pax récurrence une suite de sous-espaces hermitiens de £, £q D £[ D
• • • D £'r 3  • • * tels que

(13.3) £'r ûî £r-

13 Preuve du Théorèm e 10.7
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Supposons qu’on a construit les £'T,(r' < r). Alors comme £'r ~  £r, l’opérateur dr agit 
sur £'t . Soit d* l ’adjoint de dr pour la métrique de £'r. On pose

On pose

(13.4) £̂  = £0 = £.

(13.5) Dr = dr +  éÇ, 

£ ’r+l =  KerDr.

Alors £l+x C £'r, et £ '+1 hérite d ’une métrique de £'r. Par la théorie de Hodge,

(13.6) e ' ^  ~  £ ,+1.

Le résultat suivant est établi dans [BerB, Théorème 6.1].

P ro p o sitio n  13.1. Pour r £ N , £'r est naturellement scindé en une somme di­
recte orthogonale £'r =  ®v,q£'rv,q, avec £'rp,q C £p'q, de telle sorte que sous l ’identification 
{£Udr) ^  {£r,dT), on a £ ,p,q ~  £™.

Désormais, on ne distingue plus £'r et £r. Donc on a

(13.7) £ = £o D £i D £ 2  D ‘ "

Soit h£r (r >  0) la métrique sur £r induite par la métrique h£.
Pour la clarté de l’exposé, on reénonce le Théorème 10.7 :

T h é o rè m e  13.2. On a l ’égalité suivante

(13.8) d i(£ ,H (£ ) ,h e,h BW ) =  E ^ g S (£ ;, £r+1, h ^ , h ^ )

-c h  (J0 ’(5 ) ,5 oo,/iH(£),/ïf» ) dans pM /pM fi

PREUVE: Le reste de cette Section est consacré à  la preuve du Théorème 13.2. ■

Pour r  >  1, soit £^r l ’espace orthogonal à £r dans £r-i- Pour r > 1, Soit pr la 
projection orthogonale de £q sur £r. On pose pj- — 1 —pr. Alors Dr agit sur £^+ 1  comme 
un opérateur inversible.

Soient V £, V^1- les connexions holomorphes hermitiennes sur (£, h£), (£r,h €r). Soit 
pr la  projection orthogonale de £r sur £r+l- Alors par [B2 , Proposition 1.8], on a

(13.9) V ^ 1 = p rV e*pr.

Par récurrence, on a

(13.10) V * =  p r V s p r .

b ) U ne 1-form e su r R i  x R I .
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A t  = D  + TV,
(13.11) Z>3 ,u ,T  = V e + u A t ,

VrtU = V5'  +  uDr.

On définit aussi

(13.12) V ^ ^ V t '  + u iæ  + Tv-), V l'U3. = V e" +  v(d + Tv).

DÉFINITION 13.3. Soit au^  une 1-forme à valeurs dans P M sur R!J_ x  R +:

(13.13) a« ,r =  du<pTk. e x p (-P i,.,T)] +  dT<pTk, exp(-Dl,„,T)]. 

T h é o rè m e  13 .4 • On a l :'égalité suivante:

d a ^ r  =  \d n  Æ T y>{^T r. [K „ ,r .  JV] e x p (-» iif.iT -  |jV v ) ] fc0

( !3-14) - 9M T l‘ N - 1’’ ^  exP < -^ .- .r  -  f M f c .

-S a ^ T r.IiV e x p C -© !,^  -  f N v ) ] ^ } .

PREUVE: La preuve est la même que dans [BKô, Théorème 2.9]. ■

c ) D e s  r é su lta ts  in term éd ia ires.

Pour T  > 0, on pose

(13.15) Af. =  @p,qT 2qhe*''i .

Alors hq, est une métrique hermitiennne sur £  =  ®Pyq£p,q- Alors l’adjoint de v pour la 
métrique hj. est donné par T 2v*. On pose

(13.16) V T = D  +  t; +  r V .

Alors on a un isomorphisme canonique C°° de fibrés vectoriels sur M

(13.17) H (£) ~  KerD'T.

Soit h>T^ la métrique hermitiexme sur H (£) induite par l ’identification (13.17). Soit 
la connexion holomorphe hermitienne sur (H (£), H t^ ) -  Soit P t  la projection 

orthogonale de £  sur KerD'T associée à Af..

T h é o rè m e  13.5. i )  Pour tout u > 0,

(3.3.18) î ,lim o V?Tr, [N ex p (-£ ^ U)T)] =  ^T ra [N exp(-î>?)U)].

Pour u > Q,T > 1, r  >  0, on pose
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ii)  Pour tout u > 0, il existe C > 0 tel que pour tout T  >1,

(13.19) |<pTr.[JV„exp(-î>2 „.,.)] -  „Tr.[jVv exp(-© 2,.)]| < | j ,

iii)  Pour tout 0 < tti < «2 fixés, il existe C > 0 tel que pour u G [«i, «2]* T  > 1,

(13.20) |*>Tr, [iVexpi-Df^,.)] | < C.

Pour r > 0, on pose

. . ch'(f,,A£')  =  ,Ær.[iVe*j>(-V&.2)],
l j ch'(H(S),hH(-e'l) =  Y.i(-lÿ ich .(H ,(£),hB‘<‘ 'l).

On rappelle qu’on a défini C(£r, h^)  G PM à la Définition 10.3.

T héorèm e 13.6. On a l ’identité suivante

T11?  * / +0°2 { y T r.k e x p (-P L ,I.)l - t7TV.[jVexp(-V?w ’2) l } ^

n  < w  -2 S r>2(r -  1) [ch'(«„ &«■) -  ft&« )] logT}
(13-22) f+oo f n * i du

= 2 J1 {^Tr,[iVexp(— -  ch'(52, h *)}—

-E,>a<(£„ h**) +  r ( l )  [ch!{£2, hs>) -  ch'(5«,, h*-)].

T héorèm e 13 .7. Quand T  —► + 00, on a

„TV.[jVvexp(-V?<£)’2)] =„T V ,[w ^exp(-V £- 2)] + 0 ( i ) .

De plus

J*™  {„».[¿Vy exp(-V ?(£)’2)] -  „T r.fiV vexpi-V «-2) ] } ^

(13.23) = - \à i ( H ( e ) ,S m hBW ,h e- )  dans P " / P M'°.
Z i

PREUVE: Les preuves des Théorèmes 13.5 et 13.6 sont différées à la Section 13(e), et 
la preuve du Théorème 13.7 est différée à la Section 13(f). ■

d) P reuve d u  Théorèm e 13.2.

Pour montrer le Théorème 13.2, on utilise la même méthode qu’à la Section 4. On 
note aussi P- les termes correspondants définis à la Section 4(c). En utilisant (10.13), les 
Théorèmes 13.5-13.7 et en procédant comme à la Section 4, on a

I l  = - E £ ï S ( £ ; ,£r+1,h Sr,h Sr+1) + F (  1)[ch!{£u h«) -  c h '^ ,  h* -)],
Jf = ÿ (iï(5 ), />*-),
I i  =  ch(£,H(£), he, IkW ) +  F (l)  [ -  ch'(5, h*)

K } +ài'(H{£),hs ^ ) \ ,

I l  =  -c h (£ , £x, hs , h£i) +  T '(l) jyT r, \n v exp(-V £»2)]

—<pTis [AV exp(—V5l,2)J j .
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En combinant la preuve du Théorème 13.6, et [B 4, §6(f)-(h)], on peut traiter aussi 
le terme à droite de (13.14). On a ainsi

(13.25) =  0 dans P M/ P M’°.

D ’après la  Section 10(a), on a aussi

(13.26) ch\H ( S ) ,  hE<*>) -  ch'^oo, he~ )  G P M-°,

<pTr, [iVvexp(—V f,2)J -  ^ T r ,[ iW e x p (-V * ’2)] G P M’°.

Par (13.24)-(13.26), on obtient le Théorème 13.2. ■

e )  P r e u v e s  d es T h éo rèm es 13 .5  e t 1 3 .6 .

Dans la suite, les convergences des formes sur M  sont au sens de la  convergence 
u n iform e sur tout compact K  C M .  Pour simplifier les énoncés, on suppose désormais 
que M  est compacte.

Pour r >  0 ,x  G M , soit SpDr)iB le spectre de D r>x, soit SpD^° l ’ensemble des valeurs 
propres non nulles de D TiX. Désormais, on fixe cx >  c2 >  0 tels que pour r € N

(13.27) U ,>o SpD f l  C {5 €  R , -y/ci <  |*| <  V^â}-
xeM  ’

Soit

i i  i  oz\ Ul =  i A €  C , c i/4  <  |A| <  ci, ou c2 <  |A| <  4c2},
u2 = { \ e c ,\2 eux}.

P r o p o s i t io n  1 3 .8 . R existe T q >  0 tel que pour tout T  >  T q, t >  1,A G U2, 
(A — r r_1A2’)~ 1 existe, et quand. T  —*■ +oo

(13.29) (A -  T r- 1A T)~l =  pr(A -  D ^ p r  +  O (^ ) .

PREUVE: Comme pr> [r' >  1) est C°° sur M , en procédant comme en [BerB , Théorème 
6.2], on sait que les applications définies comme dans [B erB , Théorème 6.2] sont C°° sur 
M .  En utilisant [B erB , (6.49)], on obtient la Proposition. ■

Pax (13.29), pour r >  1, les valeurs propres de A t  qui sont O ( fh r )  correspondent 
1-1 aux valeurs propres de D r. Pour T  1, on pose

(13.30) p r,T =  /  (A -  T r- 1A Ty 1dXt p^T =  1 -  pr,T- 
v J ' 2 m  y{A€C,|x|=vs?}

Alors en utilisant la  Proposition 13.8, quand T  —*■ + 0 0 , on a

(13.31) pr)T= p r +  0 ( ^ ) .
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Pour T > 1, u > 0, on. pose 

(13.32) Br,u>T = V£ + uTr- 1AT.

Théorème 13,9. Il existe Tq > 0 tel que pour tout A G U2, T > To, r > 1, 
(A2 — B^1T) 1 existe, et

(13.33) (A* -  = p,(A* -  C’.r 'p -  + 0(±).

PREUVE: Par la Proposition 5.14, on a

(13.34) SpB*.^ = SpÇr*“1̂ ) .

D’après la Proposition 13.8, (13.34), il existe To > 0 tel que pour tout T > To , r > l , ÀS  
U2, (A2 — BÎXT)-' existe. On pose

Et = Pr,TB^TprtT, FT = Pt,tBÏxtp t̂ ,
(13.35)

G t  =  H t  =  p^tT ^ l,i,T P r,T '

Alors en utilisant (13.29) et (13.30), quand T —*• +00, on a

Tr~xATpr,T — Vt,tTt~xAt = prDrpT + O(ÿ),
Cn Et  =  PrD' P'  + * № "  ^ 1?' + f ' v£,J3>. +  O (i) ,(13.36) Ft =  p ,T[V ^T '-1AT]p^ + 0(1),

G t =  P^r[Vf .T r 1At\Pt,T +  0 (1).

Par (13.29) et (13.30), quand T —*■ + 0 0 , on a aussi

p£r (A -  r '- 'A r ) -1 =  (A -  r '-M T) - 1ri;r =  O (i),
(13.37) T ' - ' A r p ^ a - r - ' A T ) - 1

=  (A -  T'-M rJ-'yfc.T'-M T = -«!■ + 0 $ ) .

D’après (13.37), quand T —» +00, on a

(A -  T '-M a O -^ IV ', 2*-14rbfe-(A + T - M t ) '1 
en  ™  =  [(A _ T ^ 'A rr'fa r-'M )  V£ri;T(A + T - U r ) - 1 
' • ' + (A -r '-U 3.)-1Kl;TV£[T'-MTKl;i,(A + r ' - 1AI.)-1]

= o ®  ■

Par (13.32) et (13.38), pour T > To, A G £/2, on a

(A3 — Ht)~1 =  S ^ T(A + î ' - lAT)-1{ (A -r '-U T)-1
p ir(v £'2 + [V£,r '-M T])Pi 3,

(13.39) (A + r r- 1Ar )-‘}i(A -  Tr- lAr)-1p̂ r
=  PÎr(>2 -  TXr-VAÏÏ-'tiT ’

+ P ir(^  +  ^  1̂ t ) 10(ÿ)(A  —T ' 1A r) X r -
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f is  401 = i ) ,
1 '  (A2 -  = 0 (1 ) .

Par (13.36), (13.37) et (13.39), on a

(13.41) FT( \ 2 - H T) - 1GT = - p rV epi-V‘pr + 0(i:).

D’après (13.10), (13.36) et (13.41), on a

(13.42) E t  +  Ft (A2 -  HT)~lGT = prV 2rilp, +  O ( i) .

Par [B erB , (5.85)], (13.31), (13.40) et (13.42), on a (13.33). ■

Soit A le contour orienté ci-dessous, et soit S le cercle dans C de centre 0 et de rayon 
ci/4.

En utilisant (13.36), (13.37) et (13.39), pour T  >  Tq, on a

Les contours A et 6 sont les bords des domaines A' et S'. Alors d ’après notre choix de 
Ci et C2 et (13.29), quand T  est assez grand, on a

(13.43) Sp(Z>|iljT) =  Sp(A|.) C j ,2(n_i) U ^ = 0  jr2(j_l) •

Dans la suite, on -va exprimer les supertraces des termes contenant V \ l T comme une 
somme de supertraces indexées par les éléments du spectre de <lu  ̂sont inclus dans
l’un des domaines du membre de droite de (13.43).

Soit N m  l’opérateur de nombre sur A(T£M). Pour 1 < r  < n ,T  > Tq, on pose

(13.44)

[N jf  e - ’»(A -  B 2liT) - 1(fA], 

[iV j f  e - ,J (A -  I ^ M a ] , 

G ,,.,r =  [N£  e -*»(A  -  B ^ - ' i A], 

G ,,.,»  =  ¿ « - i,“ p T r .[ j V j ie - ,>(A -  V l ^ d \ ] .
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Alors, on a

(13.45) G,,„,00( i ) + Î ’,,.,„ =  „Tr,[iVexp(-D2.)].

P ro p o s itio n  13 . 10 . i)  Il existe C\ >  0, C  >  0,To > 0  tels que pour u >  1,T  >  
T o , l < r < n ,

(13-46) | F ,„,t  -  Fr, ^  | <  j e - c" .

i i )  Il existe des formes ani,r> K,î,t (T  G [To, +oo], 1 <  r  <  n, —2m < * <  0), C°° sur 
M , telles que quand u —* 0, uniformément e n T  >  Tq, 1 < r < n, on a

/-| o =  ^-â=-2mar,i,T^% +  0 (u),
{ } Gr,u,T =  n = - 2rrfir ,i^  +  0 (u).

Et

(13 48) G r,11,00 =  — Sf__2mdj.,i,ooîi* +  ch. (£r+lj hSr+1 ),
Gn,u,T =

i i i j  Pour 1 < r <  n, on a

il i  d.Q'ï ai*,0,oo =  ch (£r , — ch (£r+lj A^+1)>
<13-49) 6,o,3. =  „Tr.[jVeXp(-V?<£>-2)].

De plus, pour 1 <  r <  n, quand T  —*■ +oo, on a

Ûr,i,T =  ar,i,oo +  0 (ïf),
(13.50) èr.t.T =  -flr,i,oo +  O (^) pOUT « <  0, 

bn^TT-i"-1» +  S ”=2ar,i,r T - ( '- 1)i =  61)t. r  pour i <  0.

PREUVE: i) Pour 1 <  r  <  n ,T  G [To,+oo], on pose

(13.51) fr,n,T =  uNMFt,u,T, 9r,u,T =  UNMGr,u,T‘

Alors f r,u,T et gr,u,T sont des fonctions holomorphes en « G C.
D ’après le Théorème 13.9, il existe c, C  >  0 tels que pour u >  1, T >  Tq, on a

l/„ .,T -  A,„,~| <  C /A e-«î*’ |(A -  B fa ) - ' -  -  (A -  u * ,) -1 !«»

(13.52) <

Par (13.51), (13.52), on a (13.46).
ii) •  O n a

(13.53) e - ’1 =  s ~ „ ( - i)* i î i2 ) ! .

En u tilisant le Théorème 13.9, (13.44) et (13.53), on a (13.47) et la première équation 
de (13.50). On a aussi

(13-54) =  +  0 ( i ) .
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•  Comme à l ’intérieur de 6', 0 est l ’unique valeur propre possible de l ’opérateur 
pour u G C, |u| >  1, on a

(13.55) =  ^ T r . [ ^ j f e - » ( A - I > ; ,„ ) - 1dA].

Par le même argument que dans [B4, (9.166)], il existe des formes br,i,oo (—2m <  i  <  0), 
C°° sur M , telles que pour m G C, on a

(13.56) Gr<u>00 =  ^ =-2mKi,coUi.

En utilisant [B eG eV , Théorème 9.2], (13.55) et (13.56), on a

« c7\ >̂*,0,oo — lilUtt-»+oo G>,u,oo
' '  =  [ p r + t N p ^  f t  e-»(A -  V ^ m ) - ^ a ]  =  cà’( f ,+I, h ^ '  ) .

Par (13.45), (13.47) et (13.56), on a 

(13.58) S j=- 2,n(6,Aoo +  o ,A ~)«‘ +  0 (a )  =  ¥.T r.[iV exp (-D ii,) ] .

En comparant les coefficients de u* de (13.58), on a

(13 59) brAo° ar,0'°° =
^ ' '  K ,i,oo  =  - a r , t ,o o  POUT i  <  0.

Pax (13.56), (13.57) et (13.59), on a la première équation de (13.48) et celle de (13.49). 
D ’après (13.54) et (13.59), on a aussi la deuxième équation de (13.50).
•  Comme à l ’intérieur de S1, 0 est l ’unique valeur propre possible de l ’opérateur 

T 2(n-1)A |., pour « G C , |u| >  1, on a

(13.60) =  ¿ VTr, [jV j i  e - \ X  -  B l ^ Y ' i X ] .

Par le même argument que dans [B4, (9.166)], on a la deuxième équation de (13.48).
Pour T  fixé, en utilisant [B eG eV , Théorème 9.2] et (13.60), on a la deuxième équa­

tion de (13.49).
iii)  D ’après (13.43), pour T  1, on a

G w  =  J  e - ' \ X  -  V l ^ d x ]

(13'61) + 2 ~ ® v . r ) " ,<ÎA]

=  S ”= 2F ’i.,r - '+ l «,T +  < J n ,r-n+l a ,r-

En comparant (13.47), (13.48) et (13.61), on a la troisième équation de (13.50).
On a bien démontré la Proposition 13.10. ■

PREUVE du Théorème 13.5: On rappelle que F  =  6 U A est le contour dans C défini 
à la  Section 5(d). Alors

(1 3 .6 2 )
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On vérifie comme dans la preuve du Théorème 13.9, qu’il existe C > 0,Tq > 0 , tels 
que pour tout A G T', |A| <  T 1/2, T  > T0,

(13.63) |(A -  -  Pi(X -

En utilisant (5.55), (13.62), (13.63), et en procédant comme en [BL, §9(g)], on a le 
Théorème 13.5. ■

PREUVE du Théorème 13.6:
Par (13.33), on peut démontrer une inégalité analogue à (5.59) pour P31

(13.18) et (13.47), on a

(13.64) r Um j f ~  2{9 'Br.[jVexp(-2J?,UiT) ] - G 1,.,I. } ^

=  J *  2{v>Tr, [ N exp(-X>î.)] -  G i,» ,„}^ .

En utilisant la Proposition 13.10 et (13.61), pour T  >  2o, on a

(13 65) j f "  2^ T -  « * " * ? ” ') ] } *  =  ^ 2  T  F , . , r f

+2 f r - Z ,  i 0 ” '-*  -  ^.[^esp(-V?<^)]} A
On décompose chaque intégrale sous la forme j£_(r_X) +  f*°° • En sommant les
termes /*°°, on obtient un terme Qitr , et en sommant, les termes jÿ_(r-i), on obtient 
un terme Q2,t- Alors par la Proposition 13.10 et le théorème de convergence dominée, 
quand T  —*■ + 0 0 , on a

Q i,t ^ Q i,oo=  S X 22 f +0° Fr,Ut00—
(13.66) „ .4  «

+ 21  (Gn,u<00-c W (e n+u h ^ ) ) - ^ .

En utilisant la Proposition 13.10, et le théorème de convergence dominée, quand 
T  —+ + 0 0 , on a

(13.67) Q2jt  ~  2E?+21( r -  l)[ch '(fr, ^ )  -  ch'(£r+1, A ^ 1)] logT

J
aI ✓/?/ 1

+  0 (ÿ lo g T )

+ 2 E r i-2mj  [(&«,<,t  +  T Z a ^ r )  -  +  E ^ a t T - « ' - 1*)]

* Q%œ> — 2 S r _ 2 (■f'V.a,oo — S j _ _ 2m(VlijooU )  “

+2Er=:1 S i=_2m y 0-r,i,oo •
%

Par la Proposition 13.10, on a

(13.68) 0 2lOO =  2S;=2 £  {»pTr,[iVexp(-©2„)] -  c h 'ff ,,/!« -)}^

+ 2 2 ^  ¡*°° {G ,,.,« -  ch '(f^n , h ? -")}— .
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f )  P r e u v e  d u  T h éo rèm e 13 .7 .

Soit F  =  F 0 D F 1 D • ♦ • D F™ =  0 une filtration de fibrés vectoriels holomorphes 
de F  sur M. Pour i >  0, on pose Gr‘F  =  F*/F*+1. Soit hF (resp hGlF) une métrique 
hermitienne sur F* (resp. G rF). Soit hF' la métrique sur F* induite pax hF.

Soit Gi l ’espace orthogonal à F*+1 dans F*. Alors G* est C°° -isomorphe à GrlF  sur 
M . Soit hG' la métrique sur G* induite par hGl'F. Soit P 6* la projection orthogonale 
de F  sur GV On note Nh l’opérateur de nombre sur G* et G rP. Soit h'F =  ©A0* la 
métrique sur F — ©G*.

Soit hF(T >  1) une famille de métriques sur F  telle que hF =  hF et quand T  —► +oo, 
pour Si G F*, s2 G F*, on a

D ’après (13.45), (13.64)-(13.68), on a le Théorème 13.6.

(13.69)

Soient VfT, V £, V GrJ? les connexions holomorphes hermitiennes sur (F ‘, hF%), (P, hF), 
(GrP, hGlF).

P roposition  13.11. Quand T  —*■ +oo, on a

(13.70) <pTv[(h%) x^ A £ e x p ( - V j’2)] = 2 v ? T r p - ^ ^ e x p ( - V GlF>2) ] + 0 ( ^ ) .

Soit

(13.71) I(F, GrF, h%, h° '" )  =  -  j T “  {„T r[(A ?)-l ^ ;A ?  e x p (-V ? J)]

-  expt-V0* 2)] }<fT.

il/ors on a

(13.72) /(P , GrP, hF, hGlF) =  ch(F, GrP, hF, hGlF) dans P M/ P M’°.

PREUVE: i) Soit r  l’isomorphe canonique de G* à Gr*P. Soit V®* =  r*V Grij!'. Soit 
Ai g T**0’1) M  (g) Hom(F’, P i+1) tel que

(13.73) V '1" =  V Gi" +  V 1?i+1" +  Ai.

On pose

(13.74) =  «L o iV 01 +  Ai).

Alors on vérifie facilement que quand T  —*• +oo, on a

(13.75) V ?  =  V*1 © V f +l +  ^  +  O ( - ) .
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Si l ’on écrit V ^ 2 sous forme matricielle relativement au scindage F  =  ©G*, alors on 
obtient une m atrice triangulaire. Donc

(13.77) ^ T r[exp (-V 52)] =  c l^ G r F ,/^ ) .

En utilisant (13.69) et (13.76), on a

fi * exp (-V f> :*)] =  2yT r[n ~ J Vg e x p ( -V £ 2)] +  0 ( h
(13.78) V* n _ N  —.y 1 x

=  2yTr[ T  H exp(—V  1 )] +  O ( - ) .

D ’après [B G S 1, Théorème 1.24], (13.70), (13.77) et (13.78), on a

|^ J ( F ,  GxF, hF, hG*F) =  -  £ ° °  ^ ^ [ ( / k j ) - i  exp(—V y 2)]<£T

/ 4-oo f)
g ÿ ^ T r le x p  ( - V f - 2) ] ^

=  -c h (F , fc*) +  ch(GrF, hGtF).

et donc

(13-76) V ' =  V ' + 0 ( i ) .

ii) Soit P 1 le plan projectif complexe. Soit z  le paramètre complexe standard sur P 1, 
et i z : M  —+ M  x  P 1 l ’application de a; G M  à (x, z)  G M  x  P 1. Alors comme dans 
[B G S1, Théorème 1.29] ou dans la  Section l l ( d ) ,  on peut construire des fibrés vectoriels 

holomorphes F J et Gr^F sur M  x P 1 tels qu’on a les suites exactes

(13.80) 0 -+ F i+1 -> F* G J F  -+  0.

De plus, si on note F  =  F °, alors i^F — F, Ï^ F  =  GrF.

_ Par partition de l ’unité, on peut trouver une famille de métriques hF (resp ,hGxF) sur 
F  (resp. G rF) telle qu’elle vérifie (13.69), et que sous l ’identification ci-dessus,

(13.81) h f  =  hF, h $ J  =  @T2n~2ihG* F, A«®* =  hi°°G*F =  hGtF.

Alors d ’après i), le terme / ( F ,  Gr F, hj,, hGtF) est bien défini. Pax la preuve de [B G S1, 
Théorème 1.29], on a

(13.82) ch(F, GrF, h* , hGtF) =  -  f  ch (F , h f )  lo g \z\2.
J p1

Comme les identifications l'JGrF ~  i^ G rF  ~  Gr F  sont des isométries, on a

(13.83) j  ch(G rF, hGlF) log \z\2 =  -ch(G rF , hGlF, hGlF) =  0 dans p M/ p M’°.
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(13.84) S ( F ,  GrF, hF, hGxF) =  I  I (F , G rF, A?, A5 5 *) log \z\2
J P1 2t7T

=  f  I(F, G rF, Af!, hG*F) ^ - lo g  \z\2 dans p^jpM fi 
J P1 2 n r

Par (11.17), (13.81) et (13.84), on a

ch(F , GrF, hF, hGlF) =  ¿ ¡/(F , G rF, a £ , h6* )  -  C  J (F , G rF, A£, A55*)

(13.85) =  J (F , GrF, hF, hGlF) -  / ( ^ F ,  4 G rF, A J ’*', A ^ 5^ )

dans p M/ p M>\

D ’après (13.79), (13.82) et (13.83), on a

E n utilisant (13.71) et (13.81), on sait que

(13.86) I(C>F, C G Î F , h$>¥ , hi'°°G*F) =  0 dans p M/ p M>°.

Par (13.85) et (13.86), on a (13.72). ■

PREUVE du Théorème 13.7: On rappelle que Pt  est la  projection orthogonale de 
E sur K erD y associée à Af. (13.15). Soit Pt est la  projection orthogonale de E sur 
Et =  K erA r associée à h£. Comme en [B erB , (6.61)], on a

(13.87) PT =  T~Nv PtT Nv .

Pour <*,/?€ # ( £ ) ,  on a

(13.88) (a , P)h, m =  {PTa , PTt3 )^  =  {PTT Kra , PtT ^ P } ^  .

D ’après (13.30), on a aussi

(13.89) Pt =  Pn+i.r-

Soit 'E™ l ’espace orthogonal à Fp+1Hp+q(E) dans (FpHp+q(E), Af), alors 'E™ et E*g 
sont C°° isom orphes canoniquement sur M. Soit t i£°° la  métrique sur 'E™ induite par 

h£™, soit h'B^  =  ® ti£™ la  métrique sur H(E) =  ®'E™. Soit PP)Î)00 la  projection de 
H(E) =  sur 'E™. Soit Ny  l ’opérateur de nombre sur H(E). Alors Nv  agit sur
'E™ par m ultiplication par q.

D ’après (13.88) et (13.89), pour a  e  F *  # * (£ ) ,/?  6  F*H*(£), quand T  -»• + o o ,

(13.90) (cif, /?)hB{e) =  T 2q W ^[(•fpijg-pi.ooûij Ppt,q-p*,ooP)h'a(e) ^ (  J>)]*

Comme dans [B 4 , (6.45)-(6.48)], on sait que

(13.91) (fc?<£)r lJÿA?(£) = | PtNvPt =  ^ T - ^ P tNvPtT1'''.

Par (13.89) et (13.91), quand T  —* + oo , on a

(13.92) =  |j V „  +  O ( ^ ) .

En utilisant la Proposition 13.11, (13.90) et (13.92), on a le Théorème 13.7. ■
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1 4  P reu v e  d u  T héorèm e 0.1 dans le cas où  les Er son t des fibrés vectoriels 
su r S

Dans cette Section, on établit le Théorème 0.1 dans le cas où le rang des fibres Er est 
localement constant sur S. Ce résultat est compatible au Théorème 3.11 quand 7rx et V  
sont projectives. Notre résultat est naturellement plus général que celui que nous avons 
obtenu à la Section 4, où nous supposons que les H* sont_nuls pour i > 0.

On définit en particulier la classe de Bott-Chem  ch(JEl2,ir(Z , £(#),
G P s / P s'°. On montre que quand 7ii et V  sont projectives, cette nouvelle définition 
coïncide avec la Définition de ch(E2 ,H(Z,Ç\z), h®1, h3 ^ ^ )  donnée en (10.31). On 
utilise pour cela, de manière essentielle, les résultats de la Section 10 relatifs aux bicom- 
plexes en dimension finie.

Pour démontrer le Théorème 0.1, on procède comme à la Section 4. Pax rapport à la 
Section 4, on a ime difficulté supplémentaire, puisque la suite spectrale ne dégénère en 
général pas en E 2. Pour résoudre cette difficulté, on procède comme à la Section 13, où 
nous avons considéré un problème comparable en dimension finie, en décomposant les 
supertraces du noyau de chaleur d ’une superconnexion qui dépend de deux paramètres u 
et T ,  suivant le comportement asymptotique des valeurs propres de quand T  —► + 00 . 
Pour calculer l ’asymptotique de ces supertraces quand T  —»• + 0 0  ou u —* 0, les résultats 
de [B erB , §6] ne sont pas suffisants, et on procède comme à la Section 5.

Cette Section est organisée de la façon suivante. Dans (a), on montre que le complexe 
de Dolbeault muni d ’une filtration convenable calcule la suite spectrale de Leray au sens 
de Grothendieck [Grot]. Dans (b), on définit la classe de Bott-Chem ch(E2 ,H(Z,Ç\z), 
h**, h3 ^ ^ )  dans le cas où le rang des fibres Er est localement constant sur S, et on 
reénonce le Théorème 0.1. Dans (c), on énonce des résultats intermédiaires qui sont 
utilisés dans la preuve du Théorème 0.1. Dans (d), on montre le Théorème 0.1. Dans
(e), on étudie l’asymptotique de certaines supertraces quand T —► + 0 0  ou u —»• 0. Dans
(f) et (g), on démontre les résultats intermédiaires.

Dans cette Section, on fait les mêmes hypothèses qu’à la Section 3(a), et on utilise 
les mêmes notations qu’aux Sections 3, 4, 5, 10(a) et 10(b).

a) C om plexe de D o lb eau lt.

Soient Z  et Y  des variétés complexes. Soit tt : Z  —* Y  une submersion holomorphe 
de fibre compacte X .  Soit £ un fibré vectoriel holomorphe sur Z.

Soit (Er, dr) (r > 2) la suite spectrale de Leray correspondant à (7r, £), définie comme 
à la Section 10(b).

Soit

(14.1) A*{T*^X)Z) =  F°(A#(T*<0,1)̂ ) )  D F 1(A*(T*i°'1)Z)) D •••
D )^)) = {g}.

la filtration standard de A* (T*^0’1̂ Z): si 0 < p < q < dim Z, alors a  G FpAq(T*^0,1̂ Z) si 
et seulement si

X i , • • •, X Q-v+i G TX , alors ix, • • • *x,_-+1 or =  0..
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*“JZr
C ette filtration induit une filtration sur le complexe de Dolbeault (Q(Z, £), d ). Soit 
(££, d'r) la suite spectrale correspondante.

Par [BerB, (1.11)] et (10.25), o n a u n  isomorphisme naturel

(14.2) E ’2 ~  H (Y ,K tir*Ç) =  E2.

T h éo rèm e  14-1 . La suite spectrale (E'r, d!r) (r >  2) est canoniquement isomorphe 
à la suite spectrale (Er, dr) par un isomorphisme compatible à (14-2).

PREUVE: Le reste de cette sous-section est consacré à la preuve du Théorème 14 .1 .■

Soit C?|?, Oy les faisceaux des fonctions C°° sur Z, Y , et soit V z , 'Dy les £?|?, Oy 
faisceaux associés aux complexes de Dolbeault sur Z , Y .  Pour p > 0, V pz  est le faisceau 
des sections C°° de A?(X*(0,1)Z), la différentielle dZ est Oz -]in.éaiie. Par [Go, II 3.7], si 
G est un O^-faisceau, le complexe

(14.3) V Z(G) =  G V z .

est une résolution de G, car pourp > 0, V z  est un Oz  -faisceau plat [M]. De plus V PZ(G) 
est fin [Go, Théorème 3.7.3]. D’où

(14.4) Rpn,G  =  H*(k.V z {G)).

Soit T>x le complexe de Dolbeault relatif dont V px  est le faisceau des sections C°° de 
Ap(T*(°>1) X )  sur Z , et dont la différentielle dX est l’opérateur d le long des fibres. On 
remarque que dX est Oz  et Oy-linéaire.

_^
Dans la suite, on note F  le £?^-faisceau Oz (Ç), et (jFo, d) le complexe (VZ(F), d ).
Soit T \ — le bicomplexe de faisceaux sur Y  défini pax

(14.5) F*« =  tx,Vpz {F) <g)0 r .

dont les différentielles sont l® d Y : —*■ T['q+1 et dZ ® 1 : —*• <̂ +1,î. Pax le même 
argument que précédemment, on sait que le bicomplexe T \  est une résolution acyclique 
du complexe de O y-faisceaux ir*Vz (F).

On filtre le complexe E(^Fi) =  (IV (.Fi), dZ<2)l+l®dY) par F p( ry (^ 7i))  =  ®p'>pTy(Jr*'p'). 
Alors d ’après la Remarque 10 .12 , la suite spectrale (Er(Fi), dr) associée à Ty(T i)  calcule 
la suite spectrale de Leray (à partir de r =  2).

Soit J~2 =  (^ 2 ,g) le bicomplexe de faisceaux sur Z  défini pax

(14.6) = V pz (F) %Qz V%.

dont les différentielles sont 1 <g> dZ : —*■ ^rf ’3+1 et dZ <8) 1 : —> ^ f +1,î. On note 
(T 2,d) le complexe total correspondant. rr

La filtration (14.1) induit une filtration du complexe de C^-faisceaux (Vz , d ). On 
a donc une filtration du complexe (!F2, d)

(JF2, d) =  (F°F2, d) D (F1? ,,  d) =  {VZ(F) ®0z F lV z ) D • • •

(14.7) D (FæmY+l^ 2, d) =  {0}.
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De même on a une filtration sur le complexe (7)%(F), dZ) =  (^o, d).
Soit jo l’inclusion du complexe (Fq, d) dans le complexe (T i, d) induite par l ’inclusion 

jo : F  » "Dz(F) qu’on tensorise pax Alors jo induit une injection du complexe filtré 
E(Tq) =  ( r z(F~o), d) dans le complexe filtré E (Tz) — ( r z ( ^ 2),d)

Pour p, q > 0, on a aussi l’application canonique

n*Vpz (F) ®oY V qY -+ tt*Vpz (F) ®0y w ' V qY -+ n*(Vpz (F) ®oz n 'V qY)

(14.8) -* M V z (F )® o z 'D%).

Elle induit une application de complexes filtrés j \  : E {? i) —»■ E{T^).
Si on note (Er(Ti), dr) (i =  0,2) la suite spectrale correspondante à (E(Fi), d) filtré 

comme ci-dessus, alors pour r  > 0, ji  (i =  0,1) induit une application de complexes 
ji  : Er(Tî) —► E r(!F2). On a aussi

(14.9) (F r(^ o ) ,^ )  =  (F ;,< ) .

Dans la suite, on va montrer que pour r  =  1, les ji (i =  0,1) sont des isomorphismes 
de complexes.

On calcule tout d ’abord le terme Eo(Fi) (i =  0,1,2).
On note S(JFq), £ ( ^ 2) le complexe ('Km{V*x (F)), d X), (7 r* (^ (ir))® oy O y , dZ®

1)> (7r*(^z(-^1) ®Oz "Dx)> & 0 1  +  1® dX). Soit H (£(T ij) les cohomologies associées. 
Pour p, q >  0, on a la suite exacte suivante

(14.10) 0 F ^ V ÿ -*  F *V Ÿ q -*  V qx  ® w- i  o ~  'K~xl>py  0.

Comme C?“  est un (P^-faisceau plat, et comme T>z(F) est un O“ -faisceau localement 
libre de type fini, d ’après (14.10), on a aussi les suites exactes :

0 — F  ®0z Fp+1V Ÿ q — F  ®0z F * V Ÿ q -  F  ®oz (V qx  ®w- io~ tt” 1̂ )  0.

(14.11) 0 - *  V*Z(F) ® 0 z  F^VŸq -  Vz(F) ®oz FpV ÿ q

—* ^ z ( E )  ®Oz ^  Y) *

Comme V*Z(F) ®oz FpVÿ~q, F  ®oz FpViz rq, V qx  sont des faisceaux fins, et comme V y  
est un O y  -faisceau localement libre, par (14.11), on sait que

(14.12) F%q{Ti) = YY (£q{Ti)® 0~V*Y\

Comme T>y est un Oy -faisceau localement libre et fin, d ’après (14.12), on a

(14.13) E{'q(r i)  = TY {Hq{£ (F i))® o ? V py).

Dans (14.8), pour q — 0, on obtient une application de complexes j i  : £ (Fi) —► £ (^ 2) • 
Soit jo l ’inclusion du complexe £(Tq) dans le complexe £ (F 2) , induite pax l’inclusion j 0 : 
F  ► 'D*z {'^) qu’on tensorise pax V*x - Par (14.12) et (14.13), l’application ji : Eo(Ti) —*■ 
E o ^ z )  est induite pax ji  : £{Fi) —* £ (^ 2)> et l ’application ji : E i(Fi) —» ExÇF^) est 
induite pax ji  : H (£ (T i)) —> H (£ (^ 2))-

107

(2?5r ®7T“1Oy



L em m e 1^.2. Soit G un Oz-faisceau plat et fin sur Z, et soit R  un Oy-faisceau. 
Alors il existe un isomorphisme canonique

(14.14) ir*G ®Ott R  — ®oz ir*R).

PREUVE: E n effet, on a  les m orphism es canoniques

tt+G ®oy R  w*w*R —*• k*(G 0 o z t *R).

On note r  : irmG <S>oY R  ~ * n*(G ®oz n*R) le morphisme composé. Pour montrer le 
Lemme, il suffit de montrer que pour tout x £  Y ,

rx : (n*G)x R* = fa G  <8>or  ^)»  —► ®oz x'R)*.

est un isomorphisme.
i) On suppose que R  est un C>y-faisceau cohérent.
Soit x £ Y , alors il existe x € U un ouvert de Y  et Lx des Oy-faisceaux libres de rang 

fini sur U, tels que (£*)o<*<» est 11116 résolution projective de R  sur U. Comme 7r est 
plat, on sait que (7r*(L*)) est aussi une résolution projective de n*R sur 1r~x(U). Donc 
on a le diagramme commutatif suivant:

(14.15)

0 —» nm(G <8>oz n*Ln) —*■ ------ ► 7r*(G®oz —*■ n*(G<8oz k*R) —► 0
î î „ T

0 —► ir*G ®Oy Ln—* ' * * —* 3r*C? ®<9y L  —► 7xmG ®Oy. R  —► 0.

En utilisant que G est un O^-faisceau plat et fin, on voit que la première ligne de
(14.15) est exacte. D’après [H, Exercice 2.2.1], on a aussi

(14.16) 7r*(Cr ®oz Tr*LX) a  7vmG ®oY £*•

On sait aussi que le foncteur <g> est exact à droite, d ’où la deuxième ligne de (14.15) 
est exacte. Pax un argument de suite spectrale, on a (14.14).

ii) Injectivité. Soit /  £ Kerr* (x £ Y ), alors, il existe gt £ (7rmG)x, r* £ R x(i =  
1, • • •, fe) tels que /  =  E*=1<fc <8> On note R' le sous faisceau de R  engendré pax r< 
dans un voisinage U de x. Alors R' est un £?y-faisceau cohérent. Comme G est plat, 
l ’application G <8>oz n*R' —*■ G <8>oz 7r*R est injective. Donc l’application 7t̂ (G<2>oz 
7t*R') —* 7r*((? ®o2 n*R) est aussi injective. Comme /  £ (n*G <Sioz R')x, par i), on sait 
que /  =  0.

iii) Surjectivité. Si f  £ tt*(G <S>oz n*R)x (x £ Y ), alors il existe un voisinage U de 
x , tel que /  est une section de G <S>oz n*R sur 7r-1(?7). Donc pour tout y £ -n~x(x), il 
existe gVti £ Gy, ry £ R x (i =  1, • • •, kv) tels que /  =  ^igv,i <8> rVti sur un voisinage de 
y. Comme ît est propre, on peut choisir yi, • • • ,yi £ n~l (x) pour représenter / .  Soient 
Ti £ R x (î =  1, • • •, k) les éléments correspondant à {yj}j. Soit R' le sous faisceau de R  
engendré pax r* dans un voisinage U' de x, alors R' est un Oy-faisceau cohérent. Comme 
/  £ nm(G ®oz 7t*Rr)m, d’après i),

/  £ Tx(^*G ®oz R')* C Tx(nmG ®oz R )«•
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Les ( ^ ( F ) , ^ ) ,  (Vz (F )® o z ir*G?,dZ ® \) ,  (Vz (F)<8>oz V x , d Z ® l  + l<8>dX) 
sont des résolutions acycliques du (P^-faisceau F  n*O y, et donc pour i G {0,1 , 2}, 
il existe un isomorphisme naturel [H, Proposition 3.1.2A],

(14.17) R 9nmF  0 ©y Oy ^  H (£ (? i)).

Par (14.17), pour i =  (0 , 1 , 2 ), les H (£(Fi)) sont canoniquement isomorphes.

L e m m e  14.3. Pouri =  0,1, ji  : H (£(F i)) —> H (£ (T 2)) coïncide avec l ’isomorphisme 
canonique H (£ (Fi)) ~  H (£ (^ 2)).

PREUVE: Soit £r(F2) (resp. £^(F2)) la- suite spectrale associée au bicomplexe £(T%) 
filtré par

F P£ (F 2) =  ®p>>Pn*('Dz  ®oz ^ x )  (resp.F,p£ (^ 2) =  ©p'̂ p71* ^ ^  ®o2 ^x ))-

Comme T)*Z(F) est une résolution du C?2 -faisceau F , et comme les V pz  (p > 0) sont 
des C?^-faisceaux plats et fins, on sait que pour p > 0 , q > 0

(14.18) £ ? '\F * )  = *.(.F®0 ! V ’x ), £ ? « & )  =  0.

On a donc

(14.19) ^ P’°(F2) = £P(F0), £[p,q(F2) = 0 pour g > 0.

Donc jç, : £(Fo) —* £ (F 2) induit un isomorphisme de H (£(F 0)) sur H(£(!F2)). De plus, 
sous l ’identification (14.17), jo est l’identité.

D ’après la preuve du lemme de Poincaré pour l’opérateur d [G rH , p25], on sait 
que T>*x est une résolution du C^-faisceau 7r*Oy. Comme les V PZ(F) (p >  0) sont des 
O^-faisceaux plats et fins, on sait que pour p > 0 , q > 0

(14.20) £ ip'0( T 2) =  n .(V pz (F) ® o 2 k 'O ? ) ,  £ lp'q( T 2) =  0.

Par le Lemme 14.2, on a

(14.21) £ip’°(F2) =  ¿ ? (^ i), £ip'q(F2) = 0 pour q>  0.

Donc j i  : £ (F \) —*• £ (^ 2) induit un isomorphisme de H (£(Tx)) sur H (£(Jr2)). De plus, 
sous l’identification (14.17), j \  est l ’identité.

On a bien démontré le Lemme 14.3. ■

PREUVE du Théorème 14.1: Pax (14.12) et pax le Lemme 14.3, on sait que ji  : 
E\(.7~i) —* E\(J-2) (i =  0 , 1) est un isomorphisme canonique. Comme pour tout r >  1 , 
les j i  : Er(Ti) —* Er(T 2) sont des morphismes de complexes, on sait que pour tout r  >  1, 
les j i  sont bijectives. Donc j ï 1 o j 0 donne un isomorphisme Er(J-0) — Er(J-\). Donc la 
suite spectrale (E'r, d!r) =  (£V(^o)>^r) (r  > 2) est canoniquement isomorphe à la suite 
spectrale (Er,dr).

On a bien démontré le Lemme 14.2. ■
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b )  L e  t h é o r è m e  p r i n c i p a l .

On fait les mêmes hypothèses qu’à la Section 3(a).
On rappelle que pour s £ S, on note (Ert„, dr><) (r > 2) la suite spectrale de Leray 

associée à la fibration Z, —* Yt , et que h**2, sont les métriques sur E2, H (Z,£\z)
associées à gT Z , té . Soit n =  dimZ.

Pour s G S , r > 2, -E>+i,* est la cohomologie de (Er̂ ,dr,,). On définit la métrique 
hEr sur Er comme à la Section 13. En effet, pour r >  2, soit d* l’adjoint de dr pour hEr. 
On pose

(14.22) Dr = dr + <fr.

Alors, par la théorie de Hodge

(14.23) Er+1 ~  KeiDr.

Donc Er+i hérite de la métrique de Er.
On suppose que pour tout r > 2, p, q > 0, le rang de E*,q est localement constant 

sur S. Alors les Er (r >  2) sont des fibrés vectoriels holomorphes sur S.

DÉFINITION 14.4. On définit la classe de Bott-Chem  ch(E2, H (Z , Ç\z ), hE*, hB(-z *i*J) 
G P SJP S’° par la formule

& (E 2, H (Z , £ „ ), h* ,  h * ™ i*>) =  2& (E r, Er+i, hEr, hEr+l)

(14.24) -S ( f f (Z , £,*), E0c, hH(z « * \  hE~).

T h éo rèm e  Î4 -5 . Si tti et V  sont projectives, les définitions de ch(E2,H (Z ,£ \z), 
hE*,hB ẑ,^ z )̂ données dans les Définitions 10.15 et 14-4 sont équivalentes.

PREUVE: Soit E (F )  le complexe de fibrés vectoriels holomorphes sur S  construit à  la 
Section 10(c) associé à £. Soit (Er{JF), dr) la suite spectrale associée comme à la Section 
10(c). Alors, pour r  >  2, (ErÇF),dr) ~  (Er,dr).

Pax la Proposition 10.2 et le Théorème 10.7, les termes à droite de (10.31) et (14.24) 
coïncident. On a bien montré notre Théorème. ■

Soit A(u)w ,ùjv , té) € P s JPs,° la forme sur S  définie à la Définition 3.1.
T h éo rèm e  U .S .  On a l ’identité suivante:

(14.25) A(ùjw ,u v ,té ) = Q dans P s /P s’°.

PREUVE: Le reste de cette Section est consacré à la preuve du Théorème 14.6. ■

REMARQUE 14.7. Si 7Ti et V  sont projectives, par le Théorème 14.5, nos résultats 
de la Section 12 impliquent le Théorème 0.1. Donc, si îti et V  sont projectives, et si les 
E r (r > 2) sont des fibrés vectoriels holomorphes sur S , on obtiendra ainsi deux preuves

Ceci tem im e la preuve du Théorème 14.1. ■
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Pax le Théorème 14.1, on peut noter sans inconvenant (Eri„ dr>t) (r > 0, s 6 S)
fi

la suite spectrale associée au complexe filtré (Q(Zt ^ \z ,) ,d  ). Alors pax (5.10), E q =  
fi (y, f2(X, Ç\x )\y )- On munit E q de la métrique h**0 construite en (5.8). On rappelle
que est la connexion sur Q(Z,^\Z) définie en (5.23). On désigne aussi V-®0 la
connexion sur E q correspondant à (5.10).

Dans la suite, on identifie Er à un sous-fibré vectoriel de E q comme à la Section 
13(a) , [BerB , §6]. Alors on a une suite de sous-espaces vectoriels hermitiens de Eq, 
E q D E i • • • D Er D

Pour r > 1, soit E^ l’espace orthogonal à Er dans Er- X. Alors Dr (r > 2) agit sur 
Ef+x comme un opérateur inversible. Pour r  > 1, soit p, la projection orthogonale de 
E q sur Er. On pose p ;̂ =  1 —pr. Soit V Er (r > 2) la connexion holomorphe hermitienne 
sur (Er,h ET). Alors, en utilisant [B2, Proposition 1.8], (5.35), comme en (13.10), on a

(14.26) V *  =  PrV^Pr.

Pour u > 0, r  >  1, on pose

(14.27) V r>u = V Er +  uDr.

c) Des résultats intermédiaires.

On utilise les mêmes notations de la Sections 4. Comme à la Section 4, on supposera 
que S  est compacte.

T h éo rèm e  14-8. i)  Pour tout u > 0,

(14.28) r lim o (pTi, [iV3,»,r exp(-B^itt(T)] =  <?Tr, [(N2,u +  Nx ) ex p (-B |jtt) ] .

i i)  Pour tout u > 0, il existe C,6 > 0 tels que pour tout T  > 1,

|ï>Tr. [iW a,.,!-exp(-B |„iT)] -  J;pTr, [(A * -  dimA') e x p (-B 2! j ] |

(«•») ¿ jé r  •

i i i )  Pour tout 0 <  u\ < u2 fixés, il existe C > 0 tel que pour u G  [m j . ,w 2] ,  T  > 1,

(14.30) |<f?Tr, îV3)tl>re x p (—B3)ll);r)]| < C.

PREUVE: L’inégalité (14.29) a déjà été montrée à la Section 5(i). En utilisant (5.53),
(5.55), (5.73) et (5.77), on a aussi les inégalités (14.28) et (14.30).

On a terminé la preuve du Théorème 14.8. ■

Pour r  >  1, on pose

(14.31) ch\ E r, hEr) = cpTr, [Nz  ex p (-V s-’2)] .

distinctes du Théorème 14.6.
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On rappelle que est la métrique sur H (Z, £\z) associée à g?2 , té ,  et que

V r (^ |z) est la connexion holomorphe hermitienne sur (H {Z ,£|^)> On rap­
pelle aussi que Ç(Er, hEr) €  P s  a été défini à la Définition 10.3.

On a l ’analogue des Théorèmes 13.6 et 13.7.
Théorèm e 14*9. O n a l ’id e n tité  su iva n te

(14.32) -  àHK+uh^)] logr} 
=  £ ° °  {?Tr,[(JV3,„ +  Nx ) exp(-Bf,„)] -  ch’(Bi, Aa ) } ^  

-£ ,> 2Ç(E„ Aa ) +  T (l) [*'(£!„ A*) -  ch'CE», &*•)].

Théorèm e 14-10. Q u and T  —* + 00, on a

cpTrt [Q%(Z4iz) e x p ( - v P ZAz)’2)]

=  —̂ Tr.[2̂ - ~ÿdimX) exp(_VE-'*)] + 0 (-L ).

D e  p lu s

l +~  {¿Tr. [g f« * >  ex p (-V f « '^ ) ]  +  e x p (-V ^ )]  }<ff

(14.33) =  5(.ff(Z ,É js),.E ,00,fc*(*’i|' )l fca - )  dans P s / P s’°.

PREUVE: Les preuves des Théorèmes 14.9 et 14.10 sont différées aux Sections 14(f) 
et 14(g). ■

d ) P reu v e  d u  T h éorèm e 14.6 .

On procède comme à la Section 4. Les termes 1$ et 1% ont déjà été traités à la Section
4. D ’après les Théorèmes 14.8-14.10, on peut aussi traiter les termes 1° et 1$ comme on 
l ’a fait dans la Section 13(d).

Comme dans la  Section 13(d), en combinant la preuve du Théorème 14.9, et [B4, 
§6 (f)-(h)], on peut traiter aussi le terme à droite de (4.8). Donc il existe 9\, 6\, 6\ des 
formes universelles explicites sur S  telles qu’on a

(14.34) E tiJ ?  =  dd\ -  d9\ -  dd6\.

En procédant comme dans la Section 4, on obtient le Théorème 14.6. ■

e )  L ’a s y m p t o t i q u e  d e  c e r t a i n e s  s u p e r t r a c e s  q u a n d  T  —» +00 o u  u  —» 0 .

On utilise les mêmes notations de la Section 5.
On rappelle que p r  est la projection de Eq sur KerD *  définie à la Définition 5.7, 

et que la  norme | |0 sur Eq est définie à la Section 5(f). Soit || ||0,° la norme sur 
L ( E q , E q ) associée à | |o .
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Pour r > 2 ,s £ S, soit Sp-D2, (resp. S p D ^ ° )  le spectre (resp. le spectre non nul) 
de Dans la suite, on fixe c1; c2 >  0 tels que

(14.35) Ur>l SpD2*>°C]c1,c2[ et ]0,2Cl[n  U,eS SpD Y'2 =<f>.
•es ’

Soient 6, A C C les contours définis comme on l’a fait après (13.42). Soit 6', A' les 
domaines de bords par 6, A. Soit C/j C C défini comme en (13.28).

Le résultat suivant est établi dans [BerB, Théorème 6.5].
P roposition  14*11- Pour r >  2, A £ Ui, s £ Ef}, quand T  —► +oo, on a

(14.36) (.\ - T r- 1A!j!)) - 1s -+ p r( \ - D r) - 1prS.

Par (14.36), pour r  > 2 , les valeurs propres de A$p qui sont O(j^rj-) sont de la forme 
5^rr(SpDr +  O (ÿ)). D’où, pour T  >  1

(14.37) S p 4 “),Jn[0 ,2c1[C ÿ 5| ^ U U L S5 ^ j .

Pour r  > 2, T  ^  1 , on pose

p.T = -ir f ( X - T ’-1A S ))-1dX,
(14.38) -1  _  ? "  Î {1€C-

Pr,T — 1 “  Pr,T,
Qt,T = Pr,T ~  Pr+1,T-

Pour r > 2, soit ET$  la somme directe des espaces propres de AjP’2 associés aux 
valeurs propres A G J 0 ,c2/T 2̂ -1 ]̂. Alors pTyi  est la projection orthogonale de E0 sur 
Er>T- Pour T  1 , Er>T est un fibré vectoriel sur S  et dim ETtr  =  dim Er. Pour r  > 3, 
soit E^t  l ’espace orthogonal à ETit  dans Er^ T -  Soit E ^T l ’espace orthogonal à E^,t  
dans E q.

Pour T  ^  1, r > 2, soit QrT : Er —*■ Ër>T l ’application linéaire

s G Er —> Q'r,TS = Pr,TS G Er,T.

Évidemment, l ’application Qr T (r >  2) est C°° sur S. D’après (14.36), pour T  assez 
grand, Q'rjT est injective pour tout s £ S. Comme dim E t>t  =  dim Er , Q'r T est un 
isomorphisme de Er sur Erp .  Soit Q'*t  l’adjoint de Q'rT . On pose

(14 39) =  (Qt,t Q't,t )1/2^
( } Jr,T  =  Q ' r f K Ï -

Alors Jr,T est une isométrie linéaire de Er sur ETît , et J~t  =  R ^ Q ^ t -
Soit prp(x,x?),pr(x,x!)(x,x? £ Zt ,s  £ S) les noyaux C°° des opérateurs pr>T, Pr 

relativement à dvz/(2n)àhaZ.
On a l ’analogue de l’équation (13.31).
P ro p o sitio n  1 4 *1 2 . Pour tout m £ N, il existe 8 >  0 tel que sous la norme Cm, 

pour r  >  2 , T >  1 , on a

(14.40) Pt,t {x, x') =  pr(x, x') +  O (^ j) .
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(14.41) ^2,T =  ^€C,|A|=cx}(^ “  A P ’2)-^A
=  ¿ ï  /{A €C ,|A |=V cT}(^ “  ¿ f  )~ 1d \ .

En procédant comme aux Sections 5(f) et 5(g), on sait que _p2I: (̂2^£/)(x >a;, *= Zt ) et ses 
dérivées sont uniformément bornées pour s S S, x, x' € Z„ T  >• 1.

Pax [BerB, (5.75), (5.85), (5.86), (5.90), (5.91)], on voit que pour A € C, |A| =  y'cï, 
on a

(14.42) ||(A -  A?1) ' 1 -  il(A  -  Kr )-1î>i|0’° <  Y '

De (14.41) et (14.42), on tire que

(14.43) ||p2,r “ Pa||0,° <

En appliquant la méthode de [BL, §ll(p)], pour r =  2, on obtient (14.40).
ii) Pour r > 2, pax (14.37),

(14.44) p ,,t =  J,.rP, [ ¿ r  • # ( *  -  T ' - ' A g Y '1 A r<«] J ÿ f t r -

Soit (J2 ,TP2 )(x ,x l),(J 2 tTP2 ,T)(x,xl) (x, x' G 2«, s € 5) les noyaux C°° des opérateurs 
Ji,rP2  ; Jï,tPi,t relativement à dvz /(2Tr)dhnZ. En utilisant (14.40) pour r =  2, on a

d  a ax\ (JvrP*)(x, x’) =  p2(x, x') +  O(^r),
(^2,f e r )  0e, *') =  J>a(«, x') +  0{±s).

Soit dk,T,s) ($ € S, k >  0) la suite spectrale associée à Q(Zs,Ç\zt) construite
dans [BerB, §6(a)]. Soit pfc)T(s),Z>fc,r (s), V'iAr(s) =  (V’U ,r(s))o<i<* (k > 2, s € S) 
les opérateurs définis dans [BerB, §6(a), (b)]. On note ]?o,r =  I^Eo,Pi,t — Pt • Par la 
construction de [BerB, §6(a)], Qu,t — Pu,t Bt ’ (Ek,dk) —*■ (Ek,T,dk,T) (k > 0) est un 
isomorphisme de complexes. Soit d\ , QX,t les adjoints de e?*, • Alors

(14 46̂  = (Qk,TQit,T)~XQk,Ti
D u,t =  Qh,TdhQh}r +  {QkJr)*dÎQk,T-

Soit pfctr(x, x')(a;,a;, € -Z», s € S, k >  2) le noyau C°° de p^T relativement à dvz/{2'ïï)^mZ. 
En utilisant [BerB, (5.47), (6.6)], (5.37), pour k >  2, on a

(14.47) =Pk(x,x‘) +  0 ( ^ ) .

D’après [BerB, Théorème 6.2], pour \i G R, V’M ,t est une application linéaire de JSJq 
dans (i?o)A+1 dont la norme est uniformément bornée pour T > 1. Pax [BerB, (6.49)], 
on a

(14 48̂  ^  _  ^  1‘̂ ’̂  1 =  (A — D*,t)~xPt,t +
1 '  ’ + (* -T '-l$ )) - \ -X Z U lt iXTll* + D$prtXfIT).

PREUVE: i) Pax (14.37), (14.38), pour T  »  1, on a
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(14'49) è l L

•  D ’après (14.40) pour r  =  2, (14.47), (14.48), on a (14.49) pour la norme C°.
•  Soit U une section C°° de T r5 . On rappelle que la connexion V®“ sur Eq est définie 

à la Section 14 (b). On note la connexion sur End(E'o) associée à V®*. Pax
(14.48), on a

v B»Ka)(A _  = v a .d (a)(A _  h-

(14.50) +(A -  T '- 'A $ >) - ' (  -

+ (v® “ '<«>>(A -  T '-* 4 °> )-1) ( -  ^ U 4 x t / t ‘ + d ?<Kx t / t ).

On remplace V ^ ^ ^ A  — T T~1A^^)~1 dans le dernier terme à droite en utilisant de
nouveau la formule ci-dessus, et on répète l’opération r fois. Alors il existe 0*, /¿, ÿi 
(1 <  * < (r +  l ) 2) qui , pour tout fi £ R , sont des applications linéaires de Eq dans 
E?-(t+2) ¿ on|. jeg normes Sont uniformément bornées pour T  > 1, telles que

V%Dd(So) (A -  T ' - ' a P ) - 1 =  V®n<W (A -  Dr,r)"V r,r
(14.51) + 'Ziti0 i/T t + (A -  T r~xA $  )-1S i>x/</Ti

+ -^ (A  -  T ' - ^ ^ t V ^ T ' - ^ K A  -  T r- 1A ^ ) - ^ i>1gil T i.

L’opérateur [V^°, A ^] est un opérateur différentiel d ’ordre 1 le long de la fibre Z.
Pax (5.66), il existe C ,C q,C\ > 0, tels que pour A € U2, s £ E q, on a

n ,  ™  ( a - î w- i4 ° V L  > r '-H C o lls llu  - c .is io ) ,

( 1 4 -5 2 )  ( a - t - m ? V 1* L < c h , .

Donc

(14.53) |(A -  T '- l4 0,) - lS||i î  < C |s |0.

De i), (14.46), (14.51), (14.52), (14.53), on tire (14.49) pour la norme C1.
•  On répète les arguments ci-dessus, alors on obtient (14.49) pour la norme Cm(m  >

!)•
De i), (14.44), (14.45) et (14.49), on tire (14.40) pour r > 2.
On a montré la Proposition 14.12. ■

On rappelle que est la connexion sur f2(Z,£|z) définie en (5.22), et que les

opérateurs et A$jp sont définis en (5.24) et en (5.26). On pose

(14.54) =  A rr-iU)T.

Soit (resp. A * ^ )  la partie de A,(ljr  de degré 0 (resp. > 0) dans A(Tr S). Pax
(5.24) et (5.26), on a

j ( 0) __ r p r —l  4 ( 0)
— 1 ?

(14.55) i(>0) ( r7n(^)Î|i) 1 frp \ \  1
,T = °T  \ V T -  2^ T r l{ CT(T3>T) j  CT .

Dans la suite, on va montrer que
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On pose

(14.56) R ^ r  = [4 3 iT, 4 $ ]  +  4 ï ^ 2.

On rappelle que le produit scalaire ( ) 0 sur E q (resp. la norme | |r,i sur E q) est

défini à la, Section 5(f), et que °VÂr  ( ’ )z ®̂* es  ̂ja connexion sur A(T*(0,1)Z) <8> £ définie 
en (5 .21).

DÉFINITION 14.13. Pour 2 < r  < n , T >  l , s  £  Ê 0, on pose

(14.57) N r,r,i =  \Pt,t s \1 + |ç*,rslo +  T 2(r x̂ \P2,t s ^ ,v

Comme à la Section 5(f), soit | |r,r,-i la- norme sur Eq1 associée à | |r,r,i.
On a l’analogue des Théorèmes 5.21-5.27.
T h éo rèm e  Il existe Ci, C2, C3 > 0, To > 0  tels que pour T  > To, s , s1 G

A.(TjlS)® Eq,

(14.58) |!rr - 1Ay^5|Q > C\\s\^,T1 — C2|s|o,

t ^ - ^ i (4°>s ,4 ° V ) o | <  c , i » i , x i i » w

I (Rt,i ,t s , s’)0 I <  C3( |s |rir,i|s '|o  +  |s|o|s'|r,T,i)-

PREUVE: Soit {Th~1A ^p it^){x , x'), (DkPk)(x, x1) (x ,x ' G Z„ s G S, k > 2) les noyaux 
C°° des opérateurs T fe_1Aj?Vfc,r> DuPu relativement à dvz/{27r)dbaZ. Pax (14.37), pour 
T  »  1 , A: > 2 , on a

(14.59)

r*-‘4,W = JvP2 [¿i / ASCJANvîT} XJïMX - Ti-'A§))-1J2,rdX] J$h,T.
En utilisant (14.45), en procédant comme dans la preuve de (14.49), on a

(14.60) (r‘-14°W)(*. *') = (ApO(*. *0 + O(̂ ).
Donc

(W.61) t*-i4°W = d>p&ipi. + o( )̂.
Pour s, s' G A(Tr ,iS,)®£?oj 011 a

T ^ r - 1 )  ^ ( 0 ) S 5  A p s , ^  =  ^ 0 ) ^  4 ° ) ^ t S ' ) o

(14.62) + T * - l)E E i {A $)qh^8iA $)qitT ^ )0

_ |_ j > 2 ( r - l )  ^ i 4 ÿ ) p J.fT * , i 4 ÿ )P f IT « , ) 0 •

En utilisant (5.66), (14.60)-(14.62), pour T  1, on a

(14 63) ^ T — ^ r~1̂ (Ç'i\QtTs \T,i ~  ^ l ^ r s lo)
+ E u ic ;T J<'-*)|ï »,î.s |§ +  \ r - ^ p r,Ts \ i
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( 14 .6 4 )  » [’  >

D e  ( 14 .6 3 ) ,  ( 1 4 .64 ) ,  o n  t i r e  l a  p r e m iè r e  é q u a t io n  d e  ( 1 4 .58 ) .

E n  u t i l i s a n t  ( 5 .6 6 ) ,  ( 14 .60 ) - ( 14 .62 ) ,  p o u r  T  ^ > 1 ,

T s ,  | <  C j T 2^  x^\P2, t 8 \t,i\P2, t s ,\t,\

(14 65) +Sjt203Îl2(,,_*)|gfcjrs|o|gfe,Ts1o
+ |T '-14 -°)P .,T s|o |r '-l ^ ? )P,,T3’|o

<  C3 |s |r,T,l | ̂  |r,T,l •

E n  u t i l i s a n t  ( 5 .31 ) ,  ( 5 .33 ) ,  ( 14 .40 ) ,  ( 1 4 .55 ) ,  ( 14 .60 )  e t  ( 14 .61 ) ,  p o u r  k ,k '  >  2 , T  »  1 ,  

c o m m e  e n  ( 5 .6 6 ) ,  o n  a

I ( [^ -r°i,T ) ^ l P i P 2,TSiP2,TS>S)q | ^  C T r~X ( \P2yT SW , l |û

+  \p iTs\o\piTs'W ,l),

( 1 4 .66 )  { \ ^ J . , t ^ t ^ ] P 2, t s ^P2, t s ')  Q <  C T T~l | |t , i  \P2, t s '  \o j 

( [A r°Î,T î ^ \ } \ P ï , T S , P2tTS' ) Q ^  C T r~X \Î>2,ts\o  \î>2tTS' |t,1>  

( [ 4 ! î IT , 4 r iï]? * ,T ^ ç v ,T 5' ) 0 | <  C ( ^  +  T ^ ) \ qh,Ts\Q\qv ,rs% .

O n  a  u n e  i n é g a l i t é  a n a l o g u e  à  l a  d e r n iè r e  é q u a t i o n  d e  ( 1 4 .66 ) ,  s i  o n  r e m p la c e  qu,T o u  

qu,T p a r  p r,r -

E n  u t i l i s a n t  ( 5 .31 ) ,  ( 5 .33 ) ,  ( 14 .55 )  e t  ( 14 .66 ) ,  p o u r  T  >  1 , o n  a

(1 4  67 )  I ^ > 1«r S ’ A  | — ^ I M I - E s M o  +  ([4°i,T5 s ' ) 0 |

 ̂ ■ ; <c3(|5UiMo + kokV,i).
O n  a  b i e n  t e r m i n é  l a  p r e u v e  d u  T h é o r è m e  1 4 .14 . ■

S o i t  t / i ,  • • • ,  Î7m ( r e s p .  U[, • • • ,  U'm,) u n e  f a m i l l e  d e  s e c t i o n s  C°° d e  T ^ Y  ( r e s p .  T ^ X )  
t e l l e  q u e  p o u r  t o u t  y € V  ( r e s p .  x  G W ) U i(y), • • • ,  Um(y)  ( r e s p .  U[{x), • • • ,  U'm,(x ))  
e n g e n d r e n t  (T n Y )y ( r e s p .  ( T r X ) „ ) .  O n  r a p p e l l e  q u e  V ?  e s t  l a  f a m i l l e  d ’o p é r a t e u r s  

a g i s s a n t  s u r  E 0 d é f i n i e  e n  ( 5 .70 ) .

D É F IN IT I O N  14 . 1 5 . P o u r  T  > 0 , s o i t  V'T l a  f a m i l l e  d ’o p é r a t e u r s  a g i s s a n t  s u r  E 0

( 1 4 .68 )  Dip =  | P2,tQ P 2, t iQ  ^  ^ r |  •

T h é o r è m e  1 4 -1 6 . Pour tout k  G N  fixé, il existe Ch > 0  tel que pour T  >

I5 Q u  * * * > Qk ^  ^  A (Îjj< S )< 8 )F o , on a

( 1 4 .6 9 )  | ([Q i, [Q 2 , • • • [Qh, A Î)1>t], • • -]]s, s ') o | <  Cfc|s|r)T)i |s ' | r,T,i.

P R E U V E : O n  c o n s i d è r e  d ’a b o r d  l e  c a s  o ù  k =  1 . S o i t  Q  G 2? r-  

L e s  o p é r a t e u r s  [ ° V * f  " '‘ ’^ . p r ] ,  p ^ p 0" * 15*  ( r e s p .  <?ps ,T ,

Î>2,t Q (Q  G î ^ t ) )  s o n t  d e s  o p é r a t e u r s  d o n t  l e s  r e s t r i c t i o n s  a u x  f ib r e s  X i(b  G V )  ( r e s p .

Pax (14.37), (14.38) et (14.62), pour T\ >  1, on a
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Z„, (s  G S ) )  o n t des noyaux C°° un iform ém ent bo rnés p o u r (x , x ')  G X \ ,x .X i ,  b G V , T  > 1 
(resp . (x ,ar') £  Z ,  x  Z t , s  g 5 , T >  1).

1 ) •  Pax (14.38) e t (14.55), on a

(14.70) 4 S ]  =  [*2) •

D ’ap rès le  T héorèm e 5.23, (14.55) e t (14.70), p o u r s, s1 G A ( T ^ S ^ E q, on  a  

(14-71) | (  [p iT Q p lT ,A r } i ]  s, s ' ) Q | <  C T 2(r_1) s | r t l |p^r s*|x,i•

•  Soit

Gt  =  [ C r V ^ '^ C ÿ 1, ^ ] ,

 ̂  ̂ f i r  =  [Ct  2 ^ T t- i ct (t 3,t  )C t X, 4 ° i , r ]  •

A lors G t , H t  so n t des o p éra teu rs différentiels d ’o rd re  1 le long de la  fibre Z , e t G t  e st 
la  p a rtie  de  Af> de  degré 1 dans A (T |jS ).

Pax (5 .26), (5 .33), (5.46) e t (14.55), les coefficients de H t  son t uniform ém ent bo rnés 
p o u r T  >  1. Pax la  P rop o sitio n  14.12, p o u r s, s' G A(T^LS)§>EQ, on  a

Î14.73) \ { \p iT Q v iT ^ H T\ s , s ' ) Q | =  | ( ( [ Q ,H t ] -  [Qp2,T +  P2,t Qp I t ,H t ] )s , s ') q |

< C'IMUgMo-
•  Pax (5 .31), (5.33) e t (14.55), A ^ ^ !2 est u n  o p é ra teu r d ifférentiel d ’o rd re  1 le long 

de la  fib re  Z ,  d o n t les coefficients sont uniform ém ent bornés p o u r T  >  1. D ’où, p o u r 
s, s ' G A (T ^S)§> E q, on a

(14.74) | | <

2 ) P o u r m o n tre r le Théorèm e 14.16 dans le cas où k  =  1, p a r (14.55), (14.70)-(14.74), 
il suffit de m o n tre r que p o u r Q  G V t , s , s ' G A(T^LS ) ^ E 0, on a

(14.75) | (  [p iT« p i T , T '- 'G t ]  S, s ')  J  <  C K r , i k V , i -

i) P o u r s, s ' G A ( T £ S )® E q, on a

(  [p2,TQptTyGT\s ,  s ') q =  (  [p£ rQ p£T , GT]p ijTs ,p i tTs ' ) Q

(14.76) +  (  p i jTQP2,T, G t  P2,t s ,P2,t s ' ) 0

+  (  [ p I tQ p I t ,  G t \ p ^ t s ,P 2 ,ts ')q .

ii) Pax (14.38), on  a

(14.77) QP2,t G t  — G TP2,TQ  — [Qi G t ] — Qp 2,t G t  +  G t Î*2,t Q- 

P a r  le  T héorèm e 5.23, (14.40) e t (14.77), on a

I (  \p 2,t QP2,Ti G t \ p 2,TSi P2,TS' ) q |

(14.78) =  | ((Q p 2 TG t  — G tP2,t Q)P2,t s tP2,t s '')0

< C (\P2 , t s \t,i\P 2 , t s' \ t , i  +  T\p£iTs\o\p^T s' 0).
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iii) •  Si Q  =  P t° V Ah ’ ( ou ( ’ }Z^ P t , alors, pax (14.40), on a
1*1 *

(14.79) I (  G r]p 2 ,rs ,p £ r5' ) 0 | =  | (Q p Î t ^ tP2,t s ,Pt P2,t s' ) q |
^  T  |j3 2 ,r  5 1 o b r P ^ r  5 * I o •

•  Soit Q  = j ? t 0V a(J  ( ’ Pax (14.72), on a

(14.80) p TG Tp^T =  [p t D ^ C t V ^ ^ C t 1 -  C TV ? ZA*)C ï \ A £ )p w ) ] p 2tT.

D ’après (14.60) e t (14.80), le noyau de P t G t P ï , t  est C°°, uniform ém ent borné pour 
T  1. De m êm e , pax (14.60), le noyau de î>2, t G t P 2, t  est C°°, uniform ém ent borné 
p o u r T  1. Donc

| (  [p£r<2p£r> £ r]p 2 ,rs ,p £ T s' ) 0 | =  | {QP2,t G tP2,t s ,PtP2,t ^ ) q |

(14.81) — | (Q p t G tP2,t s  -  Qp 2,t G tP2,t s ,Pt P2,t s' } q I

<  C ^2,t s \q\p t P2,t s % '

iv) Com m e en iii) , on a aussi

(14.82) | (  [p2,TQ p Î r ,G T\p2,Ts,p2tTS,) Q \ <  C \p^Ts\T^\p2yTs'\Q.

De (14.58), i)-iv ), on tire  (14.75). O n a  m ontré le Théorèm e 14.16 pour k =  1.
3 ) Les com m utateurs d ’ordre supérieur.
O n répète  les argum ents ci-dessus, et on ob tien t le Théorèm e 14.16 dans le cas général. 
O n a  b ien  term iné la  preuve du  Théorèm e 14.16. ■

P ou r r  >  2 ,T  1, on pose

(14.83) =  e - ’^ A - ^ ) - 1̂ .

Soit F r<U)T(x , x ')(x , x' €  Zt ) le noyau C°° de l ’opérateu r -FV.u.t relativem ent à  dvz/(27r)dimZ.
T h é o r è m e  Pour tout m  € N ,Uo >  0, il existe C  >  0, C' >  0 tels que pour

u > uo, T > T o, x , x’ £ Z s,

(1.4.84) sup \d x a d x ,a> F t,u,t (x , x ')\ <  C  exp(—C 'u  ).
la 7 |< m

PREUVE: E n  u tilisan t les argum ents qu’on a donnés au débu t de la  preuve du  
Théorèm e 14.16, en  u tilisan t les Théorèm es 14.14 e t 14.16, e t en procédant comme dans 
la  preuve de [B4, Théorèm e 9.20], [BL, Théorèm e 13.32], on obtien t le Théorèm e. ■

O n rap p elle  que V 5"1** est la  connexion holom orphe herm itienne sur (i?7ri„£, hR'Tl*t). 
Soit la  connexion sur Q {Y ,R iri„£) in du ite  pax V Ty, V -®*1** définie en (2.3).

P our r  >  1, on pose

(14.85) q 0 =  p i ,  Ç r = P r -  Pr+l•
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Pour r > 2, soit Qr,T : E0 =  Er (& ©jLjÆ/- —* E0 =  ËT)t ® ®^2-̂ »vr l’application telle 
que pour (s0, • • •, sr) € Er © ©■=1£'-L

(14.86) Qr,T(3o,***,Sr) = P nTSo +  S-=2^r5i+ P rÎ r 5i-

Alors Qr,T est un isomorphisme de Eq suiEq. Soit Q*T l ’adjoint de Qt,t- On pose

( 1 4 .8 7 )  f r’r  = j P * Â = r ) 1 /2 ’ 
*'r,T — Qt,tRtT.

Alors est une isométrie de Eq dans Eq. Soit

(14.88) A l? =

Pour 0 < i ,j  < r — 1, on pose

(14 89) =  Pr-A%tTPr-> F-i,j,T —  Pr-^tT<lr-}')
Ei,-i,T =  Qr-iAlrPr, Ei,j,T =  ? r-i^ r,rQr-j.

On écrit A  ̂T sous forme matricielle relativement au scindage Eo =  Er © ©£_£E ^  

(14.90) ÂltT =  [Fi,i(T]_1<<J<,_1.

Par (5.28), (14.40) et (14.60), quand T —* +oo, on a 

(14-91) FiJiT =  r ^ ( i * J +  0(A)).

avec ctij =  max{i +  l , j  +  1,2(i + 1 ) ^ } .  De plus pour 0 < i, j  < r — 3,

= p r D 2rPr + P r [D r , V * ] p r + p r ° V a i z ^ 2p r , 

F r- 2 ,- i  =  q2[ D Y , V ^ R^ ] p r ,

Fr- 1 ,-1  =  qiiD*,0V0(^ ' V ,
f14 92) =  “P* \Dr-ii V * - ] * . , ,

F . x „ _ 2 =  * [ ! > *  V n № - « ) ] ç 2,

■P’- i . i—i. = ^ [ D x , ° V n(^ z )]g i ,

=  Qr—iD^_iÇr—i i 
F r-2 ,r -2  — ?2-DY,2?2> 

i?;-!,,.! =  q t ^ q x .

Par (14.26), (14.27) et (14.92), on a

(14.93) V\x =  F -  Z ^ F ^ F j F ^ .

Cette dernière formule ne sera pas utilisée dans la suite.
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S o i t  E ^ t  l ’e s p a c e  o r t h o g o n a l  à  £ > , r  d a n s  E q . S i  A  e s t  u n  o p é r a t e u r  l i n é a i r e  d e  E q 

d a n s  E q , o n  é c r i t  A  s o u s  f o r m e  m a t r i c i e l l e  r e l a t i v e m e n t  a u  s c i n d a g e  E q =  E r p  ©  E^rT

A ___ A 2
A - [ a 3 a 4  •

t e l  q u e  A \  =  A 2 =  P r ,T - A p £ T ,

P a r  ( 5 . 3 1 ) ,  ( 5 . 3 2 ) ,  ( 1 4 . 2 6 ) ,  ( 1 4 . 4 0 ) ,  ( 1 4 . 6 0 ) ,  q u a n d  T  — ►  - t - o o ,  o n  a

K l ? , l  = P r D Î P r  +  P r { D „  V & ]P r  +  P , ° +  O ( j j ) ,

(M M )< W  = m N v ? î 'Î|î) -  5 ^ n c r (Ts,3.))Cf1,T " 14 0»]sl-I. +  O(l), 

K w  = t ir  [C riV ^ '»’ -  r - * 4 0)]pr,T + 0(1),

O n  n o t e  a u s s i  | | r)T )0 l a  n o r m e  | |o  s u r  E q . P o u r  A  G  L ( E ™ , E ™ ' )  ( m , m '  G  
{ — 1 , 0 , 1 } ) ,  o n  n o t e  l a  n o r m e  d e  A  a s s o c i é e  à  | \r ,T ,m  e t  | \r ,T ,m ^

T h é o r è m e  1 4 - 1 8 .  A existe 6 ,  C  >  0 , T q >  0  tels que pour tout A  G  U 2 , T  >  T o ,  r  >
2 ,

( 1 4 . 9 5 )  | | A ^ i  ;r il  +  A ^  Î  T 2 ( \  —  A l l  T 4 )  —  P r , T J r , T ^ l ti J rtT P r ,T  |^ r  <

P R E U V E :  P a x  ( 1 4 . 3 8 ) ,  ( 1 4 . 5 8 ) ,  e t  e n  p r o c é d a n t  c o m m e  e n  [ B 4 ,  T h é o r è m e  9 . 2 2 ] ,  p o u r  
A  G  C ,  |A |  <  c 2 , o n  a

| ( A - T ^ 4 ? > ) - ^ | [ ; ; < f ,

( A - T ^ ) 4 0)4 2 ) : i r ! : 0 < f ,

D e  ( 1 4 . 5 7 ) ,  ( 1 4 . 5 8 ) ,  o n  t i r e  q u e

I K w |l,r  -  C’
( 1 4 . 9 7 )  A ’ ^ , 3  ^  <  C ,

R r X T , *  ^  <  f .

O n  a  a u s s i

( A  -  A l >1>Tt4) - 1 =  ( A  -  T ^ - ^ A ^ f ) - 1

( 1 4 . 9 8 )  _  T ^ - D ^ ’2 ) - 1) ' .
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||(* _  ■l4îw ,« )_1| fiT i  

(14.99) ¡¡(A -  < 1,T,4) - 1 -  (A -  T X '-1) ^ ) - * ! ; ^  <  f , 

||(A -  +  ( r X ' - « ^ ) - * p 1 <

Pour simplifier, on note la connexion C rV ^ Z*,̂ C fÿ 1 sur Çl(Z,£\z) par Vy. En 
utilisant (5.31), (5.32), (14.57) et (14.66), on a aussi

(14 ioo) î  j ê î '

I I K r ' - ,4 0,] | i : ; l < c .

D’après (14.26), (14.27), (14.94), (14.97), (14.99) et (14.100), pour montrer (14.95), il 
suffit de m ontrer que

,-Mini\  Pr,T\yT,Tr 1 Ay^]p^T(T2(r-x)Ay42)-1p^T V y,T T~X

-P r ,T  Jr ,T P r '^E0P r ' ^ E°PrJ^TPr,T\ ^  < §S-i r,x

On a

Pr,T [VT, T ' - ' A $ ï ] f t T ( T « ’ - » A $ ¥ ) - ' f t T  [VT, T '-14">]p,,T 

( ’  + P , ,T T '- l A ^ )p ,,T V Tp ^ ( T ^ A § ^ ) - ' P l r T l V r , T r- 1A $ )\pr,T  

+PnTVT̂ T(I’ - t4 l i ) - 1KSrVrp,,3.r '-14 ° )fV,T
= Pr,T V  TPÎlT ̂  TPr,T

+p,l3.r '- l4 V i- iV r ,P ^ K I.(r2<’--1)4>;2) -1p^.[vT,r ' - 14 0>ip,,r 

+Pr1r[VT)p ^ f e ( ^ - 14 4 ) '% [ v r,P ^ I?,,T r-14 0)p-,T.

Par (5.31), (14.40), ^ T i P t , t \  est un opérateur différentiel d’ordre 0 uniformément borné 
pour T  1.

De (5.31), (14.40), (14.57), (14.60), (14.96), (14.100) et (14.102), on tire (14.101). 
On a bien terminé la preuve du Théorème 14.18. ■

On rappelle que i\)u est l’application de A(Tj^S) sur A(T^S) définie en (5.54). Pour
2 <  r < n  =  dim Z, T  > T0, on pose

Fr,u,T =  ^ rV ’tt'^Tr, e a(A — A 2î t ) 1<iAj,

J U »  =  [Nz  £  e - ’x(A -  D J.J-V A ],

(14.103) Gr,v,T =  ¿ V ’.ÿ ’Tr, [iVi.r*—o.r e~*’*(A -  A l l T)~ 'd \] pour r >  1,

=  ¿ ^ T r ,  [(%,! +  Nx ) j s e - ' ' \X  -  B ^ ) 'V a ] ,

G,,»,» =  7^<I’*<PT±. [Nz l  e - ’*(A -  B ^ -V A ] .

De (14.96), (14.97) et (14.98), on tire que pour r  > 2, A Ç. Uz, T  >  1, on a
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r^ -^ A ÿ O ’2) c
T '

c

=  P t,T ^ T P t, T ^ T V t,T

NZ¡Tí(t- 1)íT I

è i ^ Tr-

ct(Tz,t)Ct ,
1

2 V2Tr~l
Ct



(14.104) Fr,u,oo +  G>,«)00 =  ^ T r, [N z  ex p (-£ > £ tt) ] .

O n a  l ’analogue de la  P roposition  13.10.
T h é o r è m e  1 4 -1 9 . i )  I l existe 6 >  0, C i >  0, C  >  0, Tq >  0 tels que p o u r  u > l , T >  

To,  2 < r < n ,

(14 .105) |Fr, ^  -

i i )  I l ex iste  des fo rm es  ar,i,T, ^n,i,T (T  G P o ,+ o o ] , l  <  r <  n , —2dim>S' <  i  <  0), C°° 

s u r  S , te lles que

(14 .106) G„,„lCO-------- +  <à’( S + i .  h * " ) ,  

G w  =  +  „ T r . [iV2  e x p (—V r ^ 1̂ 12) ] .

Q uand u —> 0, u n iform ém en t e n T  > T q, on a

(14 .107) Fr,UtT=  Z U - 2àimS*r,i,TUi +  0 ( u )  pOUT T >  2,

Gl,tt ,T — “ ■Sfc=_2dimSal,*.rîi* +  0 ( u ) .

i i i )  O n a

(14 .108) a r,0,oo =  ch!(Er , hEt) -  ch!(Er+u  hEr+1), pour r  > 2 .

U ex iste  6 >  0 te l que pou r  1 <  r <  n, quand T  —*■ + o o , on a

<Lr,i,T =  ür,i,oo +  O ( j j ) ,
(14 .109) 6n,i,r =  - a „ , i)00 +  0 ( ÿ ? )  pour i  <  0,

+  S ”= 2 ar1i,rT “ (r' 1)i =  - a hi>T pour i <  0.

PREUVE : i)  E n  u tilisan t les Théorèm es 14.17 et 14.18 et en  procédant com m e en  

[B L , § U (p )  e t §13 (o )-(q )], on a (14.105).
i i )  C om m e à l ’in térieur de 6', 0 est l ’unique valeur propre possib le des opérateurs

D YA, pour r  >  2, u G C , |u | >  1, on a

C ntu ,T — 2içi [•^3,rî(’—1)«ï ,T (^ A n Ûifx) ,

Js e " X ( A  “  ’

(14 .110) G n. , „ =  ± - . VT r .[N z  J ' e - ^ X - T Z J - ' d X ] ,

E n u tilisa n t (14.110) et en  procédant com m e en  [B 4 , §9 (m ) et (n)], on a  (14.106).

i i i )  •  P our T  G [To, + o o ] , soient

(14 .111) fr,u,T — V,« 1Fr,a,r5 9r,v,T — V’u *Gr,n,T'

Alors pour 2 < r < n
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c_
J'S

ch!(Er+í,h Er+1),

^ * = - 2  dim S ^ n ,i,T u

a (°)'2 n2
•i4-n ,l,r )-L/r >

V?Tr,
1

2mG l,u ,c o - (■^2,aJ +  NX)

dX]

P 2,**) 1̂ A],

F oo e~Clu.

(n—1)*K,ì,t T



Alors f r,u,T et gr,u,T sont des fonctions holomorphes en u € C.
En utilisant les Théorèmes 14.14- 14.18, et en procédant comme en [BL, §11 (p) et 

§13 (o)-(q)], on sait qu’il existe aussi C > 0, S > 0 tels que pour tout u E C, |u| <  1, 
T  > Tq, on a

(14-112) \fr,u,T ~  fr,u,oo\ ^  ÿ ? ’

\9t,u,T *  9r,11,001 5Î j ÿ ’

En particulier, quand T  —* + 0 0 , les fonctions { /r,»,r}, {gr,u,T} sont des fonctions holo­
morphes uniformément bornées en {u G C, |«| <  1}. Elles ont donc un développement 
en série uniforme en u au voisinage de u — 0. De (14.112), et de la formule de Cauchy, 
on tire que les coefficients de ces développements convergent quand T  —► + 0 0  à la vitesse 
0 ( y *r). De (14.111), on déduit le résultat correspondant pour les fonctions Fr>U)T, G>)U,r 
(qui sont elles-mêmes méromorphes en u). On a bien démontré (14.107) et les deux 
premières équations de (14.109).

•  De (14.104), (14.106), (14.107), on tire (14.108).
•  Par (14.37), pour T  > Tq, on a

Ci,.,T = C.[JVV,T /  4 <T*’J(A -  B k r)-1« ]
T2{t- 1)

(14.113) + l ^ . vr&J[iv1 i l T/ ( e-*»(A  -  B f ^ ) - 1« ]

Par (14.106), (14.107) et (14.113), on a aussi la troisième équation de (14.109).
On a bien terminé la preuve du Théorème 14.19.

f )  P r e u v e  d u  T h éorèm e 14 .9 .

On procède comme dans la preuve du Théorème 13.6.
En appliquant le Théorème 5.17, on a

(14.114) Tlim 2{yTr, K , , . r  esp (-.B j.„ ,T)1 -  G i,.,r | ^

=  J p ” 2{VTr, [(«*,„, +  N »  exp(-Bf,„,)] -

En utilisant le Théorème 14.19 et (14.113), pour T  >  To, on a

j f  2{G.,.,,- -  p f - V ® ^ ) ] } ^  =  S U *

(14.115) + 2 {G»,«,t -  <pT*. [Nz e x p (-V ? 2**»'2)]}

On décompose chaque intégrale /y “r_x) sous la forme /¿-(r-i) +  / 1+°°. En sommant les 
termes J*00, on obtient un terme Q i,r, et en sommant les termes 1), on obtient un
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r¡fn<pTt,
1

2m

=  ^>T=zFr,T -r+lu,T

cpTvANz
r+°° „  duI , ■> Fr,u,T-JT-{r-1) U



terme Q2,t- Alors pax le Théorème 14.19 et le théorème de convergence dominée, quand 
T  —► + 0 0 , on a

- « ! * . =  SIU2 / +”  fr,«,»—
(14-1X6) rfil “ j

+2 jT

En appliquant le Théorème 14.19, et le théorème de convergence dominée, quand 
T  *■+ -}-oo, on a

(14.117) Q vr -  Z Z U  (r -  1) [ch' {E„ Ä») -  * ’(& +,, A*« )] log T  

= 2 2 ^  T  +  ° ( ? ï  l08 r )

+ 2 S il. 2Â , s j[ (6 .l(,T +  E ^ at) -  ( V i +  E ^ ja„i,T r-(' - 1)i)]

-  =  2S"=2 / '

+2SP_1 Ei=?_2 ¿¡n! 5 TÛr,*,oo •
V

Pax (14.104) et (14.106), on a

(14.118) Q2,„ =  2S£_2 jf1 {*>TV.[iVexp(-î>?,„)] -  ch '(ü , A&) } ^

+ E ;;,1 J *  2 (G ,,„,« ,-ch '(£r+1,A * -« ))^ .

D’après (14.104), (14.114), (14.116) et (14.118), on a le Théorème 14.9.

g) P reuve du Théorèm e 14.10.

On rappelle que PT est la projection orthogonale de E q sur KerDf correspondant à 
9t Z , té . Soit Pt  la projection orthogonale de E q sur E t  =  KerAjP associée à ( )0. 

D’après [BerB, (6.63)], pour a ,d  £ Eq, on a

(14.119) (Ptc,,P t<S)t  = (PTT ’,- B Ta ,P TT ^ B To /)li.

Par (14.37) et (14.38), on a

(14.120) Pt  = Pn+i,T-

En utilisant les Propositions 13.11 et 14.12, et en procédant comme dans la preuve 
du Théorème 13.7, on a le Théorème 14.10.
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Q i,t

,Gn,u>00- c h ' ( E ^ h ^ ' )
u

du

X - ( - i )  [Fr'U’T ~  E i = - 2 d i m S a r , i , T « ‘ ]

du
U- S to - 2 dim S^r,i,oo ̂

1
y  2 dim X
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Abridged English Version

The purpose of this Note is to extend to a relative situation a result of Berthomieu-Bismut [1] on 
the behaviour of submersions of Quillen metrics.

Let 71*1 : W  —► V  (resp. 7r2 : V  —► 5 ) be a holomorphic submersion of complex varieties with 
compact fibre X  (resp. Y). Let nz =  tt2 o  n1. Then 7r3  : W  —► S  is a holomorphic submersion with 
compact fibre Z. Let £ be a holomorphic vector bundle on W .

One assumes that the i2*7r3*£, J?J7r2*i?7Ti*£ are locally free.
Let c*;v (resp. v n  ) be a real closed (l,l)-form on V\resp. W \  which induces a metric gTY (resp. 

gTZ) on the relative tangent bundle T Y  (resp. T Z ). Let gTX be the metric on T X  induced by u w . 
Let té  be a Hermitian metric on

Note présentée par Jean-Michel B ismut.

0764-4442/97/03240205 © Académie des Sciences/Elsevier, Paris 205

Résumé. Soit Wi : W  —► V  (resp. 7r2 : V —► S) une submersion holomorphe de variétés 
complexes, de fibre compacte. Soit Ç un fibré holomorphe sur W . Dans cette Note, 
on annonce un résultat qui exprime une combinaison des formes de torsion analytique 
associées à 7rly 7r> et n2 o tt1 k l’aide de classes de Bott-Chern. Ce résultat étend une 
formule de Berthomieu-Bismut à une situation en famille.

A nalytic torsion form s and fam ilies o f  submersions

Abstract. Let Wi : W  —> V (resp. 7t2 : V  —► S) be a holomorphic submersion of complex 
varieties with compact fibre. Let £ be a holomorphic vector bundle on W. In this 
Note, we announce a result which relates a combination of the analytic torsion forms 
associated to iri, 7r2 and 7r2 o 71*! in terms of Bott-Chem classes. This result extends 
to a relative situation a result by Berthomieu-Bismut on the behaviour of submersion 
of Quillen metrics.

mailto:xiaonan@matups.matups.fr


Let denote the L2 metric on H(Z, Ç\z) = which one obtains by using the Hodge
theory of the fibres Z. Also, we denote by hR*'’Z (resp. hE-) the Lo metric on (resp.
Ei  =  R*ir2*R*^uO  associated with gTX, (resp. gTY,

Let P s be die vector space of real smooth forms on S, which are sums of forms of type (p,p). 
Let P s'° be the vector space of the forms a € P s such that there exist smooth forms /?, 7 on S  
with a = d0 + &y.

Let T3(u>w té) (resp.1Ti(ww , /i^), resp. T2(u>v hR*l"Z)) be the analytic torsion forms of Bismut- 
Kôhler [6] on S  (resp. V, resp. S) associated with (^3,gTVi,té)  (resp. (ni,gTn ,té), resp. 
(tt2, gTV, h**1'*))-

On W, we have the exact sequence of holomorphic Hermitian vector bundles

0  - *  T X  - *  T Z  - *  t t \T Y  0 .

Let Td(TZ, TY,gTZ ,gTY) be the Bott-Chem class constructed in [5].
For s 6 S, let (Er<3, dr<3) (r > 2) be the Leray spectral sequence [11] of the fibration wi : Zs —► Ys. 
We construct the Bott-Chem class ch(E2,H (Z ,^ \z),hE2,h H(-z^ z )̂ € P s /P s,° under one of the 

two following assumptions:
(i) The Er (r > 2) are locally free,
(ii) tti is projective and V is a projective manifold.

T h e o r e m  0 .  — The following identity holds

T3(uw , té) =T2(ojv , hR^ )  + J  Td (TY, 5T1")r1(a;H', té)

+ ch(E2, H (Z ,$ z ), hE\ h H^ i*>)

-  J  Td (TZ, TY, gTZ, gTY) ch(£, té) in P s /P s’°.

X. Ma

1. Introduction

Soit Tr : Z  —► Y  une submersion holomorphe de variétés compactes complexes de fibre X .  Soit f  
un fibré holomorphe sur Z. Soit A(£) l’inverse du déterminant de la cohomologie de £. Supposons 
que, pour 0 < k < dim X , R kn*£> est localement libre. Soit A(iï*7r*£) la droite complexe

dim X

(1) A(Â*7T, 0  =  ®  (A(Rkir,Oy~1)k ■
k=0

Alors, par la théorie de la suite spectrale sur le complexe de Dolbeault, A(£) ~  A(Æ*7r»£).
Soient gTZ ,gTY des métriques kahlériennes sur TZ, TY . Soit té  une métrique hermitienne sur

£. Soit hR la métrique L2 sur R*ir„Ç associée à gTZ, té. Soient || ||Â  et || Ha(â*tt.̂ )
les métriques de Quillen sur les droites A(£) et A(i?*7r*£). Bismut et Köhler [6] ont construit
des formes de torsion analytique sur Y  qui généralisent en degré arbitraire la torsion de Ray-
Singer [14], et ils ont montré qu’elles vérifient des formules d’anomalie, qui les rendent « naturelles »
en théorie d’Arakelov. Dans [1], Bismut et Berthomieu ont calculé une formule explicite pour
l°g(ll lU o/il IIa(h»w.€))2 à l’aide de classes de Bott-Chem et des formes de torsion analytique 
de [6].
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Formes de torsion analytique et familles de submersions

L ’objet d e cette  N o te  e s t d ’annoncer une ex ten sion  d e [1] en  situ ation  relative. En effet, on  considère  

d es su bm ersion s xi : W  —► V, 7r2 : V  —*• S. O n p o se  tt3 =  x 2 o 7ri. O n donne une form ule exprim ant 

en  com b in a ison  naturelle d es form es d e  torsion  analytique a sso c iées  à 7ri,7r2,7r3 à l ’aide de c la sses  

d e B ott-C h em  [5].

L a preuve d e  cette  form ule repose sur d es techn iqu es d e lim ites adiabatiques de B ism ut-C heeger [4] 

et sur la  su ite  sp ectrale de Leray. L a stratégie gén érale d e  la  preuve e s t  identique à la  preuve d ’un 

résultat de B erth om ieu -B ism u t [1].

L es p reu ves d es résu ltats annoncés dans cette N o te  son t d év elo p p ées dans [ 12].

2. Une famille de submersions complexes

S o it 7Ti : W  —» V  (resp. tt2 : V  —*■ S) une subm ersion  holom orph e de variétés com p lexes de 

fibre com p acte X  (resp. Y). A lors 7T3 =  -k% o xi : W  —1> S  e s t  une subm ersion  holom orphe de fibre 

com p acte Z. O n a  d on c /

(2)

S o it £  un fibré holom orph e sur W.
D an s toute la  su ite, on  su p p ose que i2*7ri„£, i2*7T3»£ e t i?*X2».R*7ri*£ sont loca lem en t libres. S oit 

H(Z, £,\z) la  co h o m o lo g ie  d e $jZ. A lors H(Z,Ç\Z) est un fibré holom orph e Z -gradué sur S. P lus 

exactem en t R*7t3,^  =  H(Z,Ç¡z ).
O n su p p ose d ésorm ais que la  fibration 1̂2 • V . —► S  (resp . X3 : W  —*• S) est kàhlérienne au sens 

d e [5]. P lus p récisém en t, so it uiv  (resp. u w ) une ( 1 ,1) form e rée lle  ferm ée sur V  (resp. W), dont 

la  restriction  à chaque fibre Y  (resp. Z) d éfin it une m étrique herm itienne gTY (resp. gTZ) sur le  

fibré tangent re la tif T Y  (resp. TZ). S o it gTX la  m étrique herm itienne sur T X  induite par ujw . S oit 

une m étrique h erm itienn e sur £.

Pour s E S, so it Q(Za,Ç]zs) Ie  co m p lex e de D o lb eau lt relatif. S o it *TZ l ’opérateur d e H odge  

a sso c ié  à gTZ sur A (T^Z). O n m unit Q(Z,Ç\z) de la  m étrique herm itienne norm alisée

(3) <*■*'>=(¿ H * /.«•■•"•v
Par id en tifica tion  d e H(Z,Ç\Z) aux élém en ts harm oniques dans le  com p lexe Q(Z,Ç\Z), on  note  

^H{Z4iz) ja  m étrique L2 a sso c iée  sur H(Z,Ç\Z). D e  m êm e, on  d ésig n e  par hR*lmÇ la  m étrique L? 
sur R'tti+Ç a sso c iée  à  gTX, té.

S o it P s l ’e sp a ce  d es form es réelles C°° sur S  qui sont la  som m e d e form es de type (p, p). S o it 

p S , 0 ^ esp a ce  d es 7  6  P s , qui s ’écriven t 7  =  d(3 +  Ô 7, où  /3 et 7  son t C°° sur S.
S i K  un fibré h olom orph e av ec  m étrique gK et s i Q e s t un p o ly n ô m e caractéristique, on  d ésign e  

par Q(K,gK) e  P s  la  form e de C hem -W eil a sso c iée  à la  courbure d e la  con n ex ion  holom orphe  

h erm itienn e sur K.
S o it T3(uw ,hç) (resp. Ti(ojw ,hç), resp. T2(uv , hR7rimÇ)) le s  form es 4 e torsion  analytique 

con stru ites d ans B ism u t-K ôh ler [6] sur S  (resp. V, resp . S) a sso c iée s  à (tt3,uw ,ht)  (resp. 

(iri,ww resp . (7t2 ,u v , h**1'*)). L es form es T3 vérifien t l ’éq u ation

(4) ^ T 3(u;w ,té)  =  c h (J Ï (Z , -  j z Tà{TZ,gTZ) c h (£,<7«)
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et les formes T\ et T<i vérifient des équations analogues. Dans [6], on a établi des formules d’anomalie 
pour ces formes qui les rendent potentiellement compatibles au formalisme d’image directe en théorie 
d’Arakelov de Gillet et Soulé [10].

On considère la suite exacte de fibrés holomorphes hermitiens sur W

(5) 0 —► T X  —► TZ  —> tv{TY  -* 0.
♦

Soit Td (TZ, TY, gTZ, gTY ) € P w / P w>° la classe de Bott-Chern de [5] telle que

(6) ~ ^ T d (T Z ,T Y ,g TZ,gTY) =  Td(TZ,gTZ) -  ^ (T d (T Y , g7̂ ')) Td(TX ,gTX).

3. Définition de la classe de Bott-Chern ch(E2,H (Z , £|z), hE\ h H ẑ ' ^ )  € P s /P s’°

On montre tout d’abord que pour s G S, le complexe de Dolbeault f2(Z5, Ç\z3) muni d’une filtration 
convenable calcule la suite spectrale de Leray (Er,s,dr,s) (r > 2) au sens de Grothendieck [11]. 
Comme dans [1], on construit la métrique hEr s sur ET,3 associée à gTZ, gTY, té.

Soit (¿7, v) (avec E  =  ®£L0 Ex) un complexe de fibrés holomorphes sur 5. Pour s E S, on note 
HS(E) la cohomologie du complexe (E ,v)3. On suppose que le rang de H\(E ) est localement 
constant. Ainsi H(E) est un fibré holomorphe Z-gradué sur S. Soit hE% (resp. hH^ )  une métrique 
hermitienne sur E% (resp. H(E)). En imitant [5] et [6], on peut construire une classe de Bott-Chern 
ch{E ,H (E ),h E,h HW )  € P s / P s’° telle que

(7) §HïCÎ1(E' hE’hH{E)) = ch^ ’hE) ”  hH(E))-

Soit F  =  F0 D . . .  D Fm =  0 une filtration de fibrés holomorphes sur S. Soit Gr*F =  Fl/F t+1. 
Soit hF (resp. h Gr F) une métrique hermitienne sur F  (resp. Gr F). De même, on peut construire 
une classe de Bott-Chem ch (F, Gr F, hF, h Gt F) G p s / p s '° qui vérifie

(8) ^ c h ( i r, Gr F, hF, h Gr F) =  ch (F, hF) -  ch( Gr F, h Gt F).
2 ir i

P ro p o s itio n  1. -  Soit £  =  (£Piq) (0  < p , q < n) un bicomplexe défibrés holomorphes hermitiens sur 
S. Soit H%{£) la cohomologie de E  de degré i. Soit (£r , dr) la suite spectrale induite par la filtration 
Fp£  =  © p /> p £p ’*• On suppose que pour p, q,r >  0, le rang des fibres £%'q est localement constant. 
Soit h£r (resp. hH^ )  la métrique sur £r (resp. H(£)) induite par hs . Alors on a

(9) S  (£ ,H (£),h s ,hH^ )  = j r & ( £ i,£i+1,h£*,h£^ )
i=0

dans P s / P s ’°.

Dans la suite, on définit la classe de Bott-Chem ch(ü?2, H(Z, £|z), hE2, hH(-z ^iz>) € P s /P 5,0 
dans les trois cas suivants :

(i) On suppose que le fibré holomorphe £ est 7ri, et tt3 ,  acyclique.
Alors E<i =  H(Z,£\z). Par la construction de [5], la classe de Bott-Chem ch(£,2 , H(Z, £\z), 

/i-®2, hH(z,^z ï) € P s / P s’° est bien définie.
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(ii)  En toute généralité, si le  rang de E r (r  > 2 ) est localem ent constant sur S , on p ose :

(10) &(E2,H(Z,Ç\Z),hE',hH(z ’̂ )
i= 2

-  c h ( H ( Z ,Î,*),E ^ h * ™ i*>, h E°°).

( iii)  On suppose que l ’application tti est projective [5], p. 337, et que V  est une variété projective. 
S oit n =  d im  Z.

S o it (C)o<i<n une résolution t t i ,  et 7r3,  acycliq u e de fibrés holom orphes de £  sur W, et 

F  =  (F*'*)o<i,j<n une résolution ir2* acyclique d e fibrés holom orphes du com plexe (-R°7ri*£*) au sens 

d e [8 ], chap. X V II. S i on filtre le  b icom plexe E(F) =  R°tt2*F par FPE(F ) =  ® p/> p R°tv2*F*'p> , 
alors la  su ite spectrale a ssociée (Er(F), dr) ca lcu le la  su ite spectrale de Leray (Er,dr) (à partir 

de r  =  2).

O n se  donne des m étriques herm itiennes h BP" (-F ') sur E p,q(F )  = RPir2*Fp,q.

Définition 2. -  O n définit la  classe de B ott-C hem  ch(E2,H(Z,Ç\z), hE2, hH(-z,^ z )̂ €  p s / p s<° 
de la  m anière suivante

(11) dÎ(£2, H { Z , § z ), h E*, h H ^ z ) ) = d tL (E (F ), H ( E ( F )), h E(-F\  h H {z^ z ) )

-  ch( E ( F ) ,  E 2(F ) ,  h E<F\  h E*).

Proposition 3 . - L a  classe ch.(E2, H ( Z ,  £|^), h E*, h Ht'Z,ç iz)) ne dépend pas du choix des résolutions 
e t des m étriques. D e plus, on a

(1 2 ) ^ d ^ ( E 2,H (Z ,^z) ,h E\ h ^ z ’̂ )  =  ch  {Et, h * )  -  ch  (H {Z ,^ ) ,h H ẑ ’̂ ) .

O n vérifie , sou s le s  hypothèses de (iii) , la  com p atib ilité de notre construction à  (ii).

4. La fonctorialité des formes de torsion analytique

O n én on ce m aintenant le  résultat principal de cette N ote , qui étend en degré arbitraire un théorèm e 

d e B erthom ieu-B ism ut [ 1] sur le s m étriques de Q uillen  [5]. C et énoncé s ’applique dans les trois 

ca s précédents.

Théorème 4 . -  On a l ’identité

( 13) Tz{uw , h*) =T2(wv , hR*"Z) + J  T d (T Y , f Yyrx(uw ,h^)

+ &(E2,H (Z ,§ z) ,h E' , h H(-z ' ^ )

-  J  T d ( T Z ,  T Y ,  gTZ,gTY) c h (£ , h t )  d ans Ps /P s'°.

5. Principe de la preuve du théorème 4

N oton s que le s  form ules d ’anom alie de [6] m ontrent qu’il suffit de montrer le  théorèm e 4 pour 

un seu l ch o ix  de ( l ,l ) - fo r m e s  ujw ,uiv .
D ans la  preuve de [12], dans les cas (i) et (ii) , on  reprend la  dém arche générale décrite dans 

B erthom ieu-B ism ut [ 1], m ais naturellem ent, le s objets con sid érés sont m aintenant d es form es sur S  
de degré pair arbitraire.

Formes de torsion analytique et familles de submersions

209

ch (Ei,Ei+1,hB\ h E^ :
OO

E



Le schéma général de la preuve de [12] consiste à utiliser des techniques de limites adiabatiques en 
remplaçant ujvi =  L -H 7t£ü;v par ^¿1;H +  irfa1 (avec T  —► + 0 0 ).

Il est clair que dans [12], les techniques d’indice local de [1] doivent être remplacées par des 
techniques d’indice relatif local [2].

Par rapport à [1], une difficulté générale tient au fait que les formes de superconnexion sur S, qui 
dépendent d’un paramètre u, ne convergent quand u —> +oc qu’à la vitesse alors que dans [1], 
la vitesse de convergence était e~cu (c > 0 ) .

Dans les trois cas, la preuve du cas (i) est essentielle. Dans le cas (ii), il y a une difficulté qui tient 
au fait qu’il y a des petites valeurs propres au sens de [9].

Enfin, pour terminer la preuve dans le cas (iii), on appliquera le théorème 4, cas (i) au complexe 
est une résolution 71*1* et 7r3* acyclique de £.
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